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KurzfassungWährend das Standardmodell der Elementarteil
henphysik eine konsistente, renormierbareQuantenfeldtheorie dreier der vier bekannten We
hselwirkungen darstellt, bleibt die Quan-tisierung der Gravitation ein bislang ungelöstes Problem. In den letzten Jahren haben si
hjedo
h Hinweise ergeben, na
h denen metris
he Gravitation asymptotis
h si
her ist. Dasbedeutet, daÿ si
h au
h für diese We
hselwirkung eine Quantenfeldtheorie konstruierenläÿt. Diese ist dann in einem verallgemeinerten Sinne renormierbar, der ni
ht mehr explizitBezug auf die Störungstheorie nimmt. Zudem sagt dieser Zugang, der auf der Wilsons
henRenormierungsgruppe beruht, die korrekte mikroskopis
he Wirkung der Theorie voraus.Klassis
h ist metris
he Gravitation auf dem Niveau der Vakuumfeldglei
hungen äquivalentzur Einstein-Cartan-Theorie, die das Vielbein e und den Spinzusammenhang ω als funda-mentale Variablen verwendet. Diese Theorie besitzt allerdings mehr Freiheitsgrade, einegröÿere Ei
hgruppe, und die zugrundeliegende Wirkung ist von erster Ordnung. Alle dieseEigens
haften ers
hweren eine zur metris
hen Gravitation analoge Behandlung.Im Rahmen dieser Arbeit wird eine dreidimensionale Trunkierung von der Art einer ver-allgemeinerten Hilbert-Palatini-Wirkung untersu
ht, die neben dem Laufen der Newton-Konstante Gk und der kosmologis
hen Konstante Λk au
h die Renormierung des Immirzi-Parameters γk erfaÿt. Trotz der angedeuteten S
hwierigkeiten war es mögli
h, das Spektrumdes freien Hilbert-Palatini-Propagators analytis
h zu bere
hnen. Auf dessen Grundlagewird eine Fluÿglei
hung vom Propertime-Typ konstruiert. Zudem werden geeignete Ei
h-bedingungen gewählt und detailliert analysiert. Dabei ma
ht die Struktur der Ei
hgruppeeine Kovariantisierung der Ei
htransformationen erforderli
h. Der resultierende Fluÿ wirdfür vers
hiedene Regularisierungss
hemata und Ei
hparameter untersu
ht. Dies liefert au
him (e, ω)-Zugang überzeugende Hinweise auf asymptotis
he Si
herheit und damit auf diemögli
he Existenz einer mathematis
h konsistenten und prädiktiven fundamentalen Quan-tentheorie der Gravitation. Insbesondere �ndet man ein Paar ni
ht-Gauÿs
her Fixpunkte,das Anti-S
reening aufweist. An diesen sind Gk und Λk jeweils relevante Kopplungen, wo-hingegen γk an einem Fixpunkt irrelevant und an dem anderen relevant ist. Zudem istdie Beta-Funktion des Immirzi-Parameters von bemerkenswert einfa
her Form. Die Re-sultate sind robust gegenüber Variationen des Regularisierungss
hemas. Allerdings solltenzukünftige Untersu
hungen die bestehenden Ei
habhängigkeiten reduzieren.





Abstra
tWhereas the Standard Model of elementary parti
le physi
s represents a 
onsistent, renor-malizable quantum �eld theory of three of the four known intera
tions, the quantizationof gravity still remains an unsolved problem. However, in re
ent years eviden
e for theasymptoti
 safety of gravity was provided. That means that also for gravity a quantum�eld theory 
an be 
onstru
ted that is renormalizable in a generalized way whi
h does notexpli
itly refer to perturbation theory. In addition, this approa
h, that is based on theWilsonian renormalization group, predi
ts the 
orre
t mi
ros
opi
 a
tion of the theory. Inthe 
lassi
al framework, metri
 gravity is equivalent to the Einstein-Cartan theory on thelevel of the va
uum �eld equations. The latter uses the tetrad e and the spin 
onne
tion ωas fundamental variables. However, this theory possesses more degrees of freedom, a largergauge group, and its asso
iated a
tion is of �rst order. All these features make a treatmentanalogue to metri
 gravity mu
h more di�
ult.In this thesis a three-dimensional trun
ation of the form of a generalized Hilbert-Palatinia
tion is analyzed. Besides the running of Newton's 
onstant Gk and the 
osmologi
al
onstant Λk, it also 
aptures the renormalization of the Immirzi parameter γk. In spiteof the mentioned di�
ulties, the spe
trum of the free Hilbert-Palatini propagator 
an be
omputed analyti
ally. On its basis, a propertime-like �ow equation is 
onstru
ted. Fur-thermore, appropriate gauge 
onditions are 
hosen and analyzed in detail. This demands a
ovariantization of the gauge transformations. The resulting �ow is analyzed for di�erentregularization s
hemes and gauge parameters. The results provide 
onvin
ing eviden
e forasymptoti
 safety within the (e, ω)-approa
h as well and therefore for the possible existen
eof a mathemati
ally 
onsistent and predi
tive fundamental quantum theory of gravity. Inparti
ular, one �nds a pair of non-Gaussian �xed points that displays anti-s
reening. Atthese, Gk and Λk are relevant 
ouplings, whereas γk is irrelevant at one �xed point andrelevant at the other one. In addition, the beta fun
tion of the Immiri parameter is re-markably simple. The results are robust with respe
t to variations of the regularizations
heme. However, future analyses should redu
e their gauge dependen
ies.
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Prolog
Der reduktionistis
he Zugang ist in der Physik im vergangenen Jahrhundert ausgespro-
hen erfolgrei
h gewesen. Er hat vier Grundkräfte identi�ziert, auf die si
h alle physi-kalis
hen Phänomene vermutli
h zumindest prinzipiell zurü
kführen lassen. Drei dieservier Kräfte (die starke, die s
hwa
he und die elektromagnetis
he We
hselwirkung) lassensi
h auf klassis
hem Niveau als Yang-Mills-Theorien formulieren und besitzen damit einewohlverstandene geometris
he Struktur. Die zugehörigen Quantenfeldtheorien können alsStörungstheorien de�niert werden, denen eine �a
he Minkowski-Raumzeit zugrunde liegt.Sie bilden das Standardmodell der Elementarteil
henphysik. Dieses ist renormierbar, wobeidieser zentrale Begri� hier explizit im Sinne der Störungstheorie verstanden wird.Die vertrauteste dieser vier We
hselwirkungen, die Gravitation, entzieht si
h bislangeinem Verständnis auf Quantenniveau. Im klassis
hen Regime ist die Allgemeine Relati-vitätstheorie (ART) bei der Bes
hreibung gravitativer Phänomene ausgespro
hen erfolg-rei
h. Eine Anwendung des störungstheoretis
hen Programms auf die ART würde dreiEigens
haften postulieren:
• Bei dem zu quantisierenden Trägerfeld der Freiheitsgrade der Gravitation handelt essi
h um die Metrik gµν(x). Die zugrundeliegende Wirkung ist somit ein (di�eomor-phismusinvariantes) Funktional der Metrik.
• Die mikroskopis
he Wirkung, die es zu quantisieren gilt, ist dur
h die Wirkung derklassis
hen Theorie, die Einstein-Hilbert-Wirkung, gegeben. Sie ist daher von derForm

SE−H[gµν ] = − 1

16πG

∫
d4x

√−g R (1)



2 Prologmit der Newton-Konstante G, dem Krümmungsskalar R und g := det(gµν).
• Die Quantentheorie läÿt si
h de�nieren als eine Störungstheorie um die Minkowski-Metrik ηµν ≡ diag(−1,+1,+1,+1) oder eine andere feste Hintergrund-Metrik, d. h.

gµν(x) = ηµν + hµν(x) , (2)und hµν(x) ist �klein�: hµν(x) ≪ 1.Es stellt si
h heraus, daÿ die Vorhersagekraft einer sol
hen Theorie vermutli
h sehr be-grenzt wäre, da in ihr der Begri� der �Renormierbarkeit� zu eng gefaÿt ist. Die Tatsa
he,daÿ die Raumzeit nun selbst einer Dynamik unterworfen ist, legt zudem intuitiv nahe, kon-zeptionell über die Idee einer Störungsentwi
klung um eine feste Metrik und die Annahmeeiner starren Hintergrund-Raumzeit hinauszugehen.Die populärsten Zugänge zur Quantengravitation in Form der Stringtheorie und derLoop-Quantengravitation (LQG) ziehen aus diesem Befund die Konsequenz, daÿ das Kon-zept einer lokalen Quantenfeldtheorie zu einges
hränkt ist, um die Quantisierung der Gra-vitation zu erlauben. Demgegenüber verläÿt der der Arbeit zugrundeliegende Zugang derasymptotis
hen Si
herheit den Quantenfeldtheorie-Rahmen ni
ht. Vielmehr basiert er aufIdeen der Wilsons
hen Renormierungsgruppe (RG), die einen weit allgemeineren Begri�von �Renormierbarkeit� als die Störungstheorie nahelegen. Das zentrale Objekt dieses Zu-gangs ist dur
h das Funktional Γk gegeben, das eine skalenabhängige Verallgemeinerungder Wirkung darstellt; der Parameter k bezei
hnet dabei eine Impulsskala. Da Γk im all-gemeinen unendli
h viele Monome enthält, muÿ für dieses Funktional ein Ansatz gema
htwerden, der nur endli
h viele dieser Terme berü
ksi
htigt. Sol
he Ansätze bezei
hnet manals Trunkierungen.Die drei angespro
henen Zugänge unters
heiden si
h somit hinsi
htli
h der Frage, wel
heweitere Struktur des perturbativen Zugangs aufgegeben werden muÿ, um Gravitation zuquantisieren. Dabei verwendet die Stringtheorie andere Feldfreiheitsgrade, und au
h diefundamentale Wirkung ist bislang unbekannt. Demgegenüber ändert zwar die LQG dieFreiheitsgrade in sogenannte Holonomien ab, die den Wilson-Loops aus der QCD verwandtsind, do
h sie beruht na
h wie vor auf (1) als der korrekten mikroskopis
hen Wirkung.Das Programm der asymptotis
hen Si
herheit geht davon aus, daÿ si
h Gravitation als



Prolog 3eine Quantenfeldtheorie mit der Metrik gµν als Freiheitsgrad de�nieren läÿ, do
h sind da-zu vollkommen ni
ht-störungstheoretis
he Methoden und eine Verallgemeinerung der Re-normierung erforderli
h. Die korrekte mikroskopis
he Wirkung S[gµν ], die im wesentli
hendur
h Γk=∞ gegeben ist, stellt einen ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt des zugehörigen RG-Flussesdar. Sie ist somit eine Vorhersage der Theorie und keine Annahme, die in ihre Konstruk-tion eingeht. Eine Quantisierung der Gravitation wäre in diesem Rahmen äquivalent dazu,einem zunä
hst rein formalen Pfadintegral der Form
Z =

∫
D gµν e−S[gµν ] (3)einen mathematis
hen Sinn zu geben und insbesondere den Limes eines unendli
hen Ultra-violett-Cuto�s in wohlde�nierter Weise auszuführen. Dies wird detailliert in Kapitel 1erläutert.Den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet die Anwendung der RG auf Gravitationim sogenannten First-Order-Zugang. Wir verstehen darunter eine Theorie der Gravitation,deren fundamentale Felder ni
ht die Metrik gµν , sondern das Vielbein ea

µ und der Spin-zusammenhang ωab
µ sind. Die entspre
hende klassis
he Theorie wird als Einstein-Cartan-Theorie (ECT) bezei
hnet, und wir geben in Anhang A eine kurze Einführung in diesenZugang, um mit den grundlegenden Eigens
haften der Felder ea

µ und ωab
µ vertraut zuma
hen.Die ECT unters
heidet si
h von der metris
hen Gravitation, der die Metrik gµν alsdynamis
her Freiheitsgrad zugrunde liegt, im wesentli
hen in drei Punkten:

• Die ECT besitzt mehr Freiheitsgrade, da die Felder (ea
µ, ω

ab
µ) insgesamt 40 unab-hängige Komponenten besitzen, der symmetris
he Tensor gµν hingegen nur 10. Diesdrü
kt si
h darin aus, daÿ die ECT im Gegensatz zur metris
hen Theorie ni
ht-vers
hwindende Torsion erlaubt. Das hat die Existenz eines weiteren Terms in derWirkung zur Folge, der mit dem sogenannten Immirzi-Parameter γ assoziiert ist undder in der metris
hen Theorie ni
ht auftritt.

• In der ECT werden die Di�eomorphismenDiff(M) auf der RaumzeitM als Ei
htrans-formationen der metris
hen Theorie ersetzt dur
h die gröÿere Gruppe Diff(M) ⋉

O(4)loc, die zusätzli
h die lokalen Lorentz-Rotationen O(4)loc enthält.
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• Die Wirkung, die der klassis
hen ECT zugrunde liegt, ist von erster Ordnung, d. h. sieenthält keinen kinetis
hen Operator in der Standardform des d'Alembert-Operators.Diese drei Eigens
haften tragen in unters
hiedli
hem Maÿe dazu bei, daÿ Bere
hnungen imRahmen der ECT im allgemeinen aufwändiger und konzeptionell s
hwieriger sind als ihreAnaloga im metris
hen Fall. Dabei stellt hinsi
htli
h der grundsätzli
hen Implementierungder RG-Methode der letztgenannte Punkt das gröÿte Problem dar.Im Rahmen der metris
hen Theorie hat der RG-Zugang Hinweise geliefert, die daraufhindeuten, daÿ diese tatsä
hli
h asymptotis
h si
her ist und daÿ sie si
h im konventionellenQuantenfeldtheorie-Rahmen quantisieren läÿt. Die resultierende Theorie wird als Quanten-Einstein-Gravitation (QEG) bezei
hnet.Im Einführungskapitel 1 erläutern wir die Grundzüge der RG-Methode und geben imZuge dessen die wi
htigsten Eigens
haften und Resultate der QEG an. In Kapitel 2 wendenwir uns der klassis
hen Einstein-Cartan-Theorie zu und diskutieren die Bewegungsglei
hun-gen der Holst-Wirkung, da die von uns betra
htete Trunkierung von dieser Form sein wird.Darüber hinaus geben wir in diesem Kapitel die wi
htigsten Eigens
haften des Immirzi-Terms an. In Kapitel 3 stellen wir die allgemeine Konstruktion des Funktionals Γk vor undweisen auf die Probleme hin, mit denen diese im Verglei
h zur metris
hen Theorie behaf-tet ist. Dies motiviert die Verwendung der Propertime-Glei
hung, die ebenfalls in diesemKapitel diskutiert wird.Um im Zuge der Ei
h�xierung gemäÿ der übli
hen Faddeev-Popov-Methode eine in-variante Geistwirkung zu erhalten, ist eine kovariante Parametrisierung der Gruppe allerEi
htransformationen Diff(M) ⋉ O(4)loc erforderli
h. Diese konstruieren wir in Kapitel 4und bere
hnen ans
hlieÿend die zugehörige Geistwirkung.Den Kern dieser Arbeit bildet die Ableitung und Analyse der Beta-Funktionen derNewton-Konstante Gk, der kosmologis
hen Konstante Λk und des Immirzi-Parameters γk.Diese Funktionen erfassen die Renormierung der drei angegebenen Kopplungen, die nunskalenabhängig sind. In Kapitel 5 werden s
hematis
h die Grundzüge der Re
hnung skiz-ziert, bevor diese in den Kapiteln 6 und 7 ausgeführt wird. Dabei sind die resultierendenBeta-Funktionen zu kompliziert, um sie explizit angeben zu können. S
hlieÿli
h werdenin Kapitel 8 die Ergebnisse unserer Re
hnung dargestellt und analysiert. Kapitel 9 faÿtdie wesentli
hen verwandten Methoden sowie die erhaltenen Resultate zusammen. Zudem



Prolog 5geben wir dort einige Fragestellungen an, die für zukünftige Untersu
hungen von Interessesein könnten.In den Anhängen A, B und C be�nden si
h die angespro
hene Einführung in die klas-sis
he ECT sowie eine Darstellung der Hintergrundfeldmethode, die für unseren Zugangvon groÿer Bedeutung ist. Den Gegenstand des Anhangs D bilden Re
hnungen, auf die inKapitel 4 zurü
kgegri�en wird. Die für die Kapitel 6 und 7 erforderli
hen Re
hnungen sindin den Anhängen E, F, G, H, I und J enthalten. Abs
hlieÿend stellen wir einen speziellenAspekt der Analyse aus Kapitel 8 separat im Anhang K dar.Im Rahmen dieser Arbeit sollen erste S
hritte unternommen werden, um hinsi
htli
hder quantisierten First-Order-Gravitation zu dem Grad von Verständnis zu gelangen, denmittlerweile die QEG für si
h beanspru
hen kann. Insbesondere wird na
h ersten Hinweisenhinsi
htli
h ihrer asymptotis
hen Si
herheit gesu
ht.Wie im �Ausbli
k� in Kapitel 9 dargelegt sind dabei ni
ht nur die erhaltenen Ergebnissevon Interesse. Vielmehr ist zu erwarten, daÿ künftige weiterführende Untersu
hungen au
hauf hier neu entwi
kelte Methoden und Konzepte sowie auf Teilergebnisse der vers
hiedenenRe
hnungen zurü
kgreifen werden. Dementspre
hend ist die S
hilderung in dieser Arbeitni
ht im Stile einer Fors
hungsarbeit gehalten, sondern sie ist weitaus ausführli
her undbemüht, jeden einzelnen S
hritt zu erklären und zu motivieren.





Kapitel 1
Renormierungsgruppenglei
hungen,asymptotis
he Si
herheit undQuanten-Einstein-Gravitation

In diesem Abs
hnitt wollen wir kurz die wesentli
hen Ideen darstellen, die der Anwen-dung der Renormierungsgruppe auf Gravitation zugrunde liegen. Im Zuge dieser Diskussionsollen die zentralen Resultate für Gravitation im Metrik-Formalismus sowie das si
h darausergebende Bild von asymptotis
h si
herer Gravitation erläutert werden.
1.1 Grenzen der Allgemeinen RelativitätstheorieIn der Allgemeinen Relativitätstheorie (ART) ist die fundamentale Feldvariable dur
hdie Metrik gµν gegeben. Ihre Dynamik im Vakuum wird bestimmt dur
h die Einsteins
henFeldglei
hungen

Rµν(g) −
1

2
R(g) gµν + Λ gµν = 0 , (1.1)worin Rµν(g) den Ri

i-Tensor und R(g) den Krümmungsskalar bezei
hnen. Dies sind Ten-soren der Stufe (0, 2) bzw. (0, 0), die von den ersten und zweiten Ableitungen der Metrikund ihrem Inversen abhängen und deren explizite Struktur für uns hier ni
ht von Interesse



8 1.1 Grenzen der Allgemeinen Relativitätstheorieist. Sie ist in Anhang A zur Einstein-Cartan-Gravitation angegeben. Ferner ist Λ die kos-mologis
he Konstante. Diese Bewegungsglei
hungen sind die Euler-Lagrange-Glei
hungender Einstein-Hilbert-Wirkung
SE−H[gµν ] =

1

16πG

∫

M
d4x

√−g
(
−R(g) + 2Λ

) (1.2)mit g := det(gµν) und der Newton-Konstante G. Dur
h den gewählten Vorfaktor wird diesesFunktional dimensionslos, und in ihm wird über die gesamte zugrundeliegende Raumzeit-MannigfaltigkeitM integriert. Es weist zudem eine Ei
hinvarianz unter Di�eomorphismen,also glatten Reparametrisierungen der Koordinaten auf M, auf.Diese Theorie hat gegenüber ihrer Vorgängertheorie, der Newtons
hen Gravitation, eini-ge historis
he Tests bestanden. Beispielsweise konnte sie die Li
htablenkung im S
hwerefeldeines massivens Sterns, die Periheldrehung des Merkurs sowie die Annäherung der beidenPartner in einem Doppelsternsystem dur
h Abstrahlung von Gravitationswellen erklären.Vom Submilimeterberei
h bis zu Längenskalen im Berei
h des Sonnensystem-Dur
hmessersliefert sie im Rahmen der Meÿgenauigkeit eine hervorragende Bes
hreibung der dur
h diegravitative We
hselwirkung hervorgerufenen Phänomene. Der Status der Pioneer-Anomaliemuÿ in diesem Zusammenhang als bislang no
h ungeklärt betra
htet werden. Allerdingsstöÿt die Theorie sowohl bei gröÿeren als au
h bei kleineren Längenskalen an ihre Gren-zen. In ersterem Fall ist dieser Befund experimenteller Natur: Die beoba
htete Ab�a
hungder Rotationskurven von Galaxien kann im Rahmen der ART ohne zusätzli
he Annah-men ni
ht verstanden werden, wobei die populärste unter diesen die Existenz von DunklerMaterie postuliert.Bei kleineren Längenskalen ist die zu erwartende Modi�kation der ART konzeptionellbegründet, da es bislang insbesondere keinerlei experimentelle Befunde zur Gravitationim Quantenregime gibt [1℄. Die drei maÿgebli
hen Naturkonstanten G, ~ und c de�nierenüber die Plan
k-Länge lPl :=
√

~G
c3

∼ 1.6 × 10−35 m eine Längenskala, bei der im heuristi-s
hen Sinne das Auftreten von gravitativen Quantene�ekten zu erwarten ist. Dies ist dieCompton-Wellenlänge λC := ~

mc
der Plan
k-Masse mPl =

√
~c
G

∼ 2 × 10−5 g ∼ 1019 GeV.Bereits die klassis
he Theorie sagt den Zusammenbru
h der Punktteil
henidealisierung vor-her: Komprimiert man eine Masse M > m in einem Berei
h, der si
h innerhalb der Kugelmit dem zu m gehörigen S
hwarzs
hildradius rS := Gm
c2

be�ndet, so wird si
h ein S
hwar-
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h bilden. Dessen Verhalten kann im ni
htstationären Zustand in der Regel ni
htmehr dur
h endli
h viele Freiheitsgrade bes
hrieben werden: Es wird oszillieren und vibrie-ren und dabei Energie und Drehimpuls in Form von Gravitationswellen abstrahlen. DiePlan
k-Masse ist nun gerade diejenige Masse, für die die Compton-Wellenlänge λC ∝ m−1und der S
hwarzs
hild-Radius rS ∝ m glei
h sind.Eine Theorie der Quantengravitation sollte in der Lage sein, bestimmte Phänomene zubes
hreiben, die auÿerhalb des Anwendungsberei
hs der ART liegen. Letztere sagt na
hTheoremen von S. Hawking und R. Penrose unter sehr allgemeinen Bedingungen vorher,daÿ das Auftreten von Raumzeit-Singularitäten im klassis
hen Rahmen nahezu unvermeid-li
h ist [2℄. Somit ist die ART selbst in der Lage, eine inhärente Vorhersage ihres eigenenZusammenbru
hs zu tre�en. Aus physikalis
her Si
ht sind insbesondere zwei Realisierun-gen dieser Singularitäten interessant: Bei der einen handelt es si
h um die Anfangssin-gularität zu Beginn des Universums, die vor allem dur
h die Existenz des kosmis
henMikrowellenhintergrundes nahegelegt wird, die anderen Singularitäten sind vom Typ derS
hwarzen Lö
her. Im ersten Fall treten in der klassis
hen Kosmologie typis
he Problemewie das Horizont- oder das Fla
hheitsproblem auf, zu deren Lösung in vielen populärenModellen der Feldgehalt der Theorie um einen Skalar, das sogenannte �In�aton�, erweitertwird. Die Dynamik dieses Quantenfeldes führt in der anfängli
hen Entwi
klung des Uni-versums auf eine Phase exponentieller In�ation, wel
he die angedeuteten S
hwierigkeitenbehebt. Eine semiklassis
he Betra
htung der S
hwarzen Lö
her führte zum Befund, daÿdiese eine Strahlung abgeben, deren Temperatur proportional zu ~ ist [3, 4℄. Dabei istdavon auszugehen, daÿ dieser E�ekt zumindest in führender Ordnung au
h in einer vollenQuantengravitationstheorie auftreten sollte. Im Zuge dieser Abstrahlung nimmt die dur
hden Ereignishorizont berandete Flä
he des S
hwarzen Lo
hs ab, so daÿ es s
hrumpft. DasEnde des Prozesses läÿt si
h jedo
h auf semiklassis
hem Niveau ni
ht verstehen. Insbe-sondere ist unklar, ob Quantene�ekte von dem Moment an, in wel
hem die Masse desS
hwarzen Lo
hs von der Gröÿenordnung der Plan
k-Masse ist, den qualitativen Verlaufdieses Vorgangs abändern, oder ob das S
hwarze Lo
h letztli
h vollständig verdampft. Daeinem S
hwarzen Lo
h in Analogie zur Thermodynamik au
h eine Entropie zugeordnetwerden kann, ist diese Frage au
h im Hinbli
k auf die Gültigkeit des zweiten Hauptsat-zes von groÿem Interesse. S
hlieÿli
h ist das S
hi
ksal der Information, die in Form der



10 1.1 Grenzen der Allgemeinen RelativitätstheorieEntropie der in das S
hwarze Lo
h gefallenen Körper in dessen Inneres gelangt ist, völligungeklärt. Diese zwei Aspekte der beiden Arten von Singularitäten sind au
h im Rahmendes Renormierungsgruppen-Zugangs, den wir im folgenden erläutern mö
hten, untersu
htworden. Für das frühe Universum �ndet man au
h hier Hinweise auf eine exponentielleAusdehnung, die jedo
h alleine auf den metris
hen Freiheitsgraden basiert und somit kei-nen Zusatzme
hanismus benötigt [5, 6℄. Die Anwendung auf S
hwarze Lö
her legt zudemnahe, daÿ der Verdampfungsprozeÿ endet, sobald die Plan
k-Masse errei
ht wird und dannals Überrest ein S
hwarzes Lo
h dieser Masse verbleibt [7℄.Letztli
h sollte eine Quantentheorie der Gravitation aber au
h im Hinbli
k auf die Ein-bettung dieser We
hselwirkung in den übrigen Rahmen existieren. S
hlieÿli
h lassen si
h diedrei ni
ht-gravitativen We
hselwirkungen ebenfalls als Quantentheorien (sogar als Quan-tenfeldtheorien) formulieren, und Gravitation ist universell in dem Sinne, daÿ sie an alleFormen von Energie koppelt. In diesem Zusammenhang ist insbesondere au
h die Ideeanzuführen, daÿ Gravitation als ein universeller Regulator bezügli
h der in diesen Theo-rien auftretenden Divergenzen dienen könnte, indem sie beispielsweise auf eine diskreteMikrostruktur der Raumzeit führt, die bei kurzen Abständen eine entspre
hende Regulari-sierung impliziert [8, 9℄. Alle Versu
he, eine fundamentale Theorie zu konstruieren, indemman ein klassis
hes Gravitationsfeld an Quantenfelder koppelt, haben bislang zu Inkonsi-stenzen geführt; sol
he Theorien existieren o�enbar bloÿ in einem approximativen Sinn.1.1.1 Die Allgemeine Relativitätstheorie als e�ektive TheorieDie obigen Ausführungen legen nahe, die ART bloÿ als eine e�ektive Theorie zu be-tra
hten, deren Gültigkeit auf den angespro
henen Längenberei
h begrenzt ist. Präzisergespro
hen ersetzen wir die Einstein-Hilbert-Wirkung SE−H[gµν ] aus (1.2) in diesem Zu-sammenhang dur
h ein e�ektives Wirkungsfunktional Γk[gµν ], wobei der Parameter k dieDimension eines Impulses besitzt und eine entspre
hende Skala festlegt. Seine Bedeutungläÿt si
h intuitiv am besten anhand der ursprüngli
hen Verwendung dieser Methode in derHo
henergiephysik erfassen: Das Funktional Γk de�niert genau dann eine e�ektive Theoriebei der Skala k, wenn es Streuprozesse zweier Teil
hen, in denen der Impulsübertrag geradedur
h k gegeben ist, bereits auf Baumgraphenniveau exakt bes
hreiben kann; es müssendazu also keine Feynman-Diagramme mit S
hleifen betra
htet werden. Heuristis
h gespro-
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hen kann man einen derartigen Streuprozeÿ als ein Mikroskop au�assen, das bekanntli
hgerade no
h Strukturen von der Gröÿenordnung der Wellenlänge λ der einfallenden Strah-lung au�ösen kann. Na
h der De-Broglie-Beziehung gilt λ = ~

k
, so daÿ hohe Impulsskalenmit dem Verhalten bei kleinen räumli
hen Abständen in Beziehung stehen. Diese ver-einfa
hte Darstellung liegt im Prinzip der Idee von Teil
henbes
hleunigern zugrunde. Zwarbesitzt k als Impulsskala die Dimension einer inversen Länge, do
h im allgemeinen existiertkeine Abbildung, die den unters
hiedli
hen Impulsskalen entspre
hende Längenskalen imOrtsraum zuordnet. Dies ist nur im Sinne einer Heuristik für symmetriereduzierte Systememit nur einem dimensionsbehafteten Freiheitsgrad wie z. B. die S
hwarzs
hild- oder dieFriedmann-Robertson-Walker-Raumzeit der Fall. Zum intuitiven Verständnis nehmen wirnun aber an, für die Impulsskala k existiere eine eindeutige Übersetzung in Ortsraumska-len. Dann sagen die zuvor angespro
henen experimentellen Bestätigungen der ART aus,daÿ Γk[gµν ] für die Impulsskalen k, die Abständen vom Submilimeter-Berei
h bis zur Grö-ÿenordnung des Dur
hmessers des Sonnensystems zugeordnet werden, im wesentli
hen vonder Form der Einstein-Hilbert-Wirkung ist.1.2 Die Idee der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk[gµν ]Na
hdem bereits die Notwendigkeit einer Quantentheorie der Gravitation erläutert wur-de, interessiert vor allem die Frage, was denn über Γk[gµν ] für sehr groÿe Impulsskalenausgesagt werden kann. Au
h wenn dazu die Verwendung des quantenfeldtheoretis
henFormalismus unerläÿli
h ist, mö
hten wir an dieser Stelle darauf verzi
hten, die Argumen-te des Funktionals um die notwendigen Geister und Hintergrundfelder zu erweitern. Dieserfolgt in Kapitel 3.Wie konstruiert man nun ein sol
hes Objekt Γk? Im Sinne der Mikroskop-Analogie soll-te man dabei o�enbar das skalenabhängige Au�ösungsvermögen berü
ksi
htigen, und zwarderart, daÿ bei Absenken der Skala k eine entspre
hende Vergröberung, ein sogenanntes�Coarse Graining�, einsetzt. Die Quantenfeldtheorie kennt zwei Wirkungsfunktionale, diegewissermaÿen die beiden Endpunkte dieses Flusses entlang der Skala verkörpern: Zumeinen gibt es die mikrokopis
he Wirkung S[ĝµν ], die das Ho
henergieverhalten der Theorie,d. h. deren Dynamik bei einem Ultraviolett-Cuto� ΛUV, der das Pfadintegral-Maÿ regu-larisiert, erfaÿt. Für den Grenzwert ΛUV → ∞ spri
ht man au
h von der na
kten oder



12 1.2 Die Idee der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk[gµν ]klassis
hen Wirkung. Der Einfa
hheit wegen soll von nun an ΛUV → ∞ betra
htet werden,was für die na
hfolgenden Überlegungen keinerlei Eins
hränkung darstellt. Das Argumentder na
kten Wirkung ist das Quantenfeld ĝµν , und dieses Funktional berü
ksi
htigt no
hkeinerlei Renormierungse�ekte, d. h. keinerlei We
hselwirkung mit dem Vakuum der Theo-rie. Daüber hinaus existiert in Form der e�ektiven Wirkung Γ[gµν ] aber au
h ein Funk-tional des Vakuumerwartungswertes g des Feldes ĝ, also gµν := 〈0|ĝµν |0〉, und aus derStationaritätsbedingung für Γ folgt eine Bewegungsglei
hung für g; hierin bezei
hnet |0〉den Grundzustand der Theorie. Bleiben die Ei
h�xierung und die zugehörige Geistwirkungunberü
ksi
htigt, so wird Γ[gµν ] aus S[ĝµν ] formal wie folgt konstruiert: Wir koppeln zu-nä
hst ĝµν an eine externe Quelle J µν , die man si
h als Analogon eines äuÿeren ~B-Feldesvorstellen kann. Unter Berü
ksi
htigung des Maÿfaktors √−g in der Wirkung führt diesauf den Quellterm
Ssource = −

∫
d4x

√
−ĝ J µν(x)ĝµν(x) . (1.3)Nun bestimmt man das Funktional Z[J µν ] der Quellen, indem man die klassis
he Wirkungum den Quellterm ergänzt, dieses Objekt exponentiert und dann das Pfadintegral bezügli
h

ĝµν bere
hnet:
Z[J µν ] :=

∫
Dĝµν exp

{
− S[ĝµν ] − Ssource

}
. (1.4)Dieses Funktional stellt das Gegenstü
k zur Zustandssumme der statistis
hen Physik dar.Es handelt si
h um ein erzeugendes Funktional in dem Sinne, daÿ die Auswertung der n-fa
hen Funktionalableitung bezügli
h J bei vers
hwindenden Quellen die entspre
henden

n-Punkt-Greensfunktionen der Theorie liefert. In diagrammatis
her Terminologie erzeugtes alle unverbundenen Graphen. Diese haben die Eigens
haft, daÿ sie si
h als Summe vonProdukten verbundener Graphen s
hreiben lassen, die ihrerseits ni
ht faktorisierbar sind.Für diese können wir ebenfalls ein erzeugendes Funktional angeben, und dabei handelt essi
h gerade um den Logarithmus von Z:
Z[J µν ] =: eW [J µν ] . (1.5)Der Vakuumerwartungswert des Feldes ĝµν ist de�niert als die Ableitung dieses Funktionals
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h der Quellen
gµν(x) :=

δW [J ]

δJ µν(x)
. (1.6)Dabei ist die Funktionalableitung so zu de�nieren, daÿ sie mit dem ni
httrivialen Inte-grationsmaÿ verträgli
h ist, was in dieser Einführung bereits implizit in dem Symbol δ

δ···realisiert sein soll. Wir werden dies in Kapitel 3 explizit berü
ksi
htigen. Die Glei
hung (1.6)kann genau dann na
h den Quellen aufgelöst werden, wenn die Hesse-Matrix δ2W [J ]
δJ ρσ(y)δJ µν(y)regulär ist. Daraufhin bildet man die aus der klassis
hen Me
hanik und der Thermodyna-mik bekannte Legendre-Transformation von W bezügli
h der Quellen, was s
hlieÿli
h diee�ektive Wirkung Γ[gµν ] de�niert:

Γ[gµν ] :=

∫
d4x

δW [J ]

δJ µν(x)
J µν(x) −W [Jµν ] . (1.7)Darin haben wir die Quellen J µν dur
h die Vakuumerwartungswerte gµν ausgedrü
kt. DasFunktional (1.7) hat ebenfalls eine diagrammatis
he Bedeutung, denn es erzeugt die einteil-
henirreduziblen, amputierten n-Punkt-Greensfunktionen, die keine äuÿeren Propagatorenmehr besitzen und vermöge derer si
h wiederum alle verbundenen Graphen darstellen las-sen. Seine Entspre
hung in der statistis
hen Physik ist dur
h die freie Energie gegeben.Der Kontakt zwis
hen der na
kten und der e�ektiven Wirkung wird in der Regel über dieStörungstheorie in Form der S
hleifen-Entwi
klung, bei der es si
h um eine Störungsrei-he bezügli
h Potenzen von ~ handelt, hergestellt. Die nullte und erste Ordnung sind mit

S(2)[gµν ] = δS[ĝµν ]
δĝλτ (y)δĝρσ(x)

∣∣∣
ĝ=g

gegeben dur
h
Γ[gµν ] = S[gµν ] +

1

2
Tr ln

{
S(2)[gµν ]

}
. (1.8)Entwi
kelt man das Quantenfeld ĝµν in (1.4) in Form einer Fourier-Reihe na
h Moden imImpulsraum, so werden alle diese Moden im Pfadintegral mit der klassis
hen Wirkung unddem Quellterm als Boltzmann-Gewi
ht ausintegriert; die e�ektive Wirkung erfaÿt bloÿ dieDynamik der Feldfreiheitsgrade, die verbleiben, na
hdem das Feld bereits in seinen Erwar-tungswert im Grundzustand |0〉 relaxiert ist. Die Dynamik höherfrequenter Moden (oderkürzerer Zeitskalen) wurde herausgemittelt und läÿt si
h ni
ht mehr rekonstruieren. UnserZiel ist es, dieses Vorgehen nun derart zu modi�zieren, daÿ wir ein Funktional Γk erhalten,



14 1.2 Die Idee der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk[gµν ]bei dem die Mittelung bei unendli
h hohen Frequenzen beginnt, dann aber bei Frequenzender Gröÿenordnung k stoppt, so daÿ die Dynamik aller langwelligeren Strukturen immerno
h dur
h Γk erfaÿt wird.Dies wird errei
ht, indem man einen Cuto�-Operator Rk einführt und einen entspre-
henden Term
∆kS[ĝµν ] =

1

16πG

∫
d4x

√
−ĝ ĝµνR µνρσ

k ĝρσ (1.9)zu der Wirkung im Pfadintegral hinzufügt. Daraus ist unmittelbar ersi
htli
h, daÿ Rk eineMatrix im Feldraum ist. Wir unterdrü
ken jedo
h im folgenden aus Gründen der Über-si
ht häu�g die Indizes; s
hlieÿli
h lieÿen si
h diese Überlegungen ebenso auf den Fall einesSkalarfeldes übertragen. In der Form (1.9) ist der Ausdru
k aufgrund des Maÿfaktors ni
htquadratis
h in den Feldern, was jedo
h hier der vereinfa
hten Darstellung ges
huldet ist:In der rigorosen Konstruktion ist dies der Fall. Dort spalten wir von dem vollen Quanten-feld eine Hintergrundkomponente ab und verwenden das dur
h diese induzierte Maÿ. Desweiteren ist zu bea
hten, daÿ auf gekrümmten Raumzeiten keine Fourier-Transformationim übli
hen Sinne existiert. Die Impulsmoden p2 sind dann als Eigenwerte einer geeigne-ten kovarianten Verallgemeinerung des d'Alembert-Opertors −� zu verstehen, in dessenKonstruktion ebenfalls eine Metrik eingeht. Au
h hier ist dies die besagte Hintergrund-Komponente. An dieser Stelle ist jedo
h zu bemerken, daÿ unser Zugang konzeptionellni
ht auf einer Störungstheorie um diese Hintergrundkon�guration beruht. Vielmehr wirdsie vorrangig dazu benötigt, um die kurzwelligen von den langwelligen Moden des Feldes
ĝµν zu unters
heiden.Im Bewuÿtsein dieser beiden Umstände können wir also sagen, daÿ der Cuto�-Term dieStruktur eines k-abhängigen Massenterms aufweist. Zudem s
hreiben wir Rk = Rk(p

2),wobei p2 die übli
he intuitive Interpretation besitzt. Der oben dargelegte erwüns
hte E�ektdieser Modi�kation impliziert Forderungen an die Eigens
haften von Rk in den beidenImpulsregimen relativ zu k. Wir geben diese an und erläutern sie im Ans
hluÿ:
p2 ≫ k2 : Rk(p

2) ≈ 0 , (1.10)
p2 ≪ k2 : Rk(p

2) ≈ k2 . (1.11)Die erste Glei
hung besagt, daÿ für Moden mit Frequenz weit oberhalb der Cuto�-Skala
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h wie vor ausintegriert werden.Die zweite Eigens
haft legt fest, wie die Infrarot-Moden unterdrü
kt werden. Dies ges
hiehto�enbar derart, daÿ ihnen allen eine konstante Masse k zugewiesen wird, was auf einesehr wei
he Unterdrü
kung bei der Impulsintegration führt. Diese Unterdrü
kung könnteau
h anders implementiert werden. Insbesondere könnte man die niederfrequenten Modenvollständig unterdrü
ken, indem man einen Cuto� wählt, der in diesem Impulsberei
hdivergiert. Dieses singuläre Verhalten ist aber aus te
hnis
hen Gründen problematis
h [10℄,so daÿ man allgemein fordert, daÿ für p2 ≪ k2 der Cuto� Rk(p
2) dur
h eine positiveFunktion von k2 der Massendimension 2 gegeben sein soll. Übli
herweise stellt man Rk(p

2)in der Form
Rk(p

2) = Zk k
2 R(0)

(p2

k2

) (1.12)dar, wobei die dimensionslose Funktion R(0)(y) auf glatte Art zwis
hen R(0)(0) = 1 und
limy→∞R(0)(y) = 0 interpoliert. Die Matrix Zk erfaÿt die Tensorstruktur des Cuto�s Rkim Feldraum, auf die wir weiter unten eingehen.Das skalenabhängige Pendant zur e�ektiven Mittelwertwirkung wird nun genauso kon-struiert wie diese zuvor. Der Exponent im Pfadintegral wird ledigli
h um den Cuto�-Term
∆Sk[ĝµν ] ergänzt, so daÿ alle Objekte nun eine explizite Skalenabhängigkeit aufweisen. Wirde�nieren die jetzt k-abhängigen Funktionale Zk und Wk gemäÿ

Zk[J µν ] :=

∫
Dĝµν exp

{
− S[ĝµν ] − Ssource − ∆kS[ĝµν ]

}

≡ exp
{
Wk[J µν ]

}
, (1.13)und die Funktionalableitung bezügli
h der Quelle liefert den ebenfalls k-abhängigen Feld-erwartungswert

gµν(x) :=
δWk[J ]

δJ µν(x)
, (1.14)bei dem nun alle kurzwelligen Moden ausintegriert sind, so daÿ er derjenigen Feldkon�-guration entspri
ht, die man bei der Coarse-Graining-Skala k �sieht�. Das Au�ösen dieserGlei
hung na
h den Quellen erlaubt wieder die Bere
hnung der Legendre-Transfomierten



16 1.2 Die Idee der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk[gµν ]von Wk[J µν ]. Subtrahieren wir von ihr ans
hlieÿend no
h die Cuto�-Wirkung ∆kS, na
h-dem wir in dieser das Quantenfeld ĝµν dur
h seinen Erwartunswert gµν ersetzt haben, soerhalten wir s
hlieÿli
h die e�ektive Mittelwertwirkung Γk[gµν ]:
Γk[gµν ] :=

∫
d4x

δWk[J ]

δJ µν(x)
J µν(x) −Wk[Jµν ] − ∆kS[gµν ] . (1.15)Für dieses Objekt kann nun eine exakte Fluÿglei
hung abgeleitet werden, die sagt, wiesi
h das �Mikroskop� Γk bei einer in�nitesimalen Änderung der Skala ändert. Mit t :=

lnk ⇒ ∂t = k ∂k ist diese sogenannte Wetteri
h-Glei
hung s
hematis
h von der Form
∂tΓk =

1

2
Tr
{(

Γ
(2)
k + Rk

)−1
∂tRk

}
, (1.16)worin

Γ
(2)
k =

{ δ2Γk[g]

δgρσ(y)δgµν(x)

} (1.17)bis auf ein Vorzei
hen den inversen e�ektiven Propagator der Theorie bei der Skala kbezei
hnet [11℄. Die Spur auf der re
hten Seite von (1.16) beinhaltet dabei neben derKontraktion der Tensorindizes der beteiligten Felder aufgrund der zweifa
hen Funktional-ableitung au
h eine Ortsraumintegration. Wir wollen diese Glei
hung hier ni
ht ableiten,da unseren Untersu
hungen eine andere Fluÿglei
hung zugrunde liegen wird.Die interessanteste Eigens
haft dieser Glei
hung zeigt si
h darin, daÿ sie von der Wir-kung S[ĝµν ] überhaupt ni
ht mehr abhängt. Dabei nehmen wir an, daÿ wir den Grenzwert
ΛUV → ∞ bereits gebildet haben, so daÿ es si
h bei S wirkli
h um die na
kte Wirkunghandelt. Die Eigens
haft (1.11) des Cuto�-Operators Rk hat dann zur Folge, daÿ si
h derCuto�-Term ∆kS im Pfadintegral im wesentli
hen auf eine funktionale Delta-Distributionreduziert, die die Quantenfelder mit ihren Felderwartungswerten identi�ziert, so daÿ alsodie explizite Gestalt von S[ĝµν ] den Status einer Anfangsbedingung besitzt, die für k → ∞vorgegeben werden muÿ. (Beim Übergang von Γ∞ zu S handelt es si
h im exakten Forma-lismus um einen ni
httrivialen S
hritt, der jedo
h gemäÿ eines in Ref. [12℄ konstruiertenVerfahrens dur
hgeführt werden kann.) Zudem garantiert die Forderung (1.10), daÿ Γk für
k → 0 in die übli
he e�ektive Wirkung Γk[gµν ] übergeht, da in diesem Fall der Cuto�vers
hwindet und somit keinerlei Modi�kation bewirkt.
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hen Term der übli
hen Art und Weise, so enthält Γ
(2)
k einen Operatorder Form −� bzw. eine entspre
hende kovariante Verallgemeinerung, deren Eigenwerte wirmit p2 bezei
hnen wollen. Die Eigenwerte λi von Γ

(2)
k sind dann ebenfalls Funktionen von

p2. Diagonalisieren wir diesen Operator mittels einer unitären Transformation U , so gilt
Γ̆

(2)
k (p2) ≡ diag{λi(p

2)} := U †(p2) Γ
(2)
k (p2) U(p2) .Idealerweise sollte der Cuto� nun derart bes
ha�en sein, daÿ er in diesen Eigenwerten dieErsetzung λi(p

2) → λi

(
p2 + k2R(0)( p2

k2 )
) bewirkt. Eine Rü
ktransformation ergibt dann dieGestalt des Cuto�s in der Basis der Felder zu

Rk(p
2) = U(p2)

[
Γ̆

(2)
k

(
p2 + k2R(0)

(p2

k2

))
− Γ̆

(2)
k (p2)

]
U †(p2) ,so daÿ die Tensorstruktur Zk eindeutig festgelegt wäre und bloÿ no
h die Pro�lfunktion

R(0) variiert werden könnte. Es stellt si
h aber heraus, daÿ der erwüns
hte physikalis
heE�ekt der erläuterten Modenunterdrü
kung bereits dur
h Cuto�-Operatoren errei
ht wer-den kann, die in weitaus geringerem Maÿe der Struktur des inversen Propagators angepaÿtsind. Beispielsweise könnte man das Coarse Graining au
h mittels eines ausgespro
hengroben Cuto�s der Form Rk(p
2) = k2R(0)( p2

k2 ) 1 implementieren, worin 1 die Identität aufdem Feldraum bezei
hnet. Alle denkbaren Realisierungen des Cuto�s besitzen jedenfallsdie Eigens
haft, daÿ der Träger der Ableitung ∂tRk(p
2) dur
h einen sehr kleinen Berei
hum p2 ≈ k2 gegeben ist, so daÿ dieser Operator in der Fluÿglei
hung (1.16) nur eine sehrs
hmale Impulss
hale um die Skala k2 auss
hneidet.Bevor wir das allgemeine Vorgehen zur Lösung von (1.16) skizzieren, mö
hten wir diesenAbs
hnitt mit einer Bemerkung zum logis
hen Status dieser Glei
hung bes
hlieÿen. Daseigentli
he Ziel der Bemühungen um eine Quantenfeldtheorie der Gravitation wäre die Be-re
hnung eines Pfadintegrals vom Typ (1.4) mit der �ri
htigen� na
kten Wirkung S[ĝµν ]:Daraus könnte man alle n-Punkt-Funktionen der Theorie erzeugen, und man hätte dieFluÿglei
hung (1.16) global mit der korrekten Anfangsbedingung gelöst. Diese Glei
hungwurde zwar unter der Voraussetzung hergeleitet, daÿ eine Pfadintegraldarstellung für daserzeugende Funktional existiert, do
h sollte man diese Herleitung nur in einem heuristi-s
hen Sinn au�assen. Als partielle Di�erentialglei
hung besitzt sie einen lokalen Charakter,



18 1.3 Theorienraum und Trunkierungso daÿ sie insbesondere im Ultravioletten und im Infraroten (bei jeweils geeigneten Nähe-rungen) Erklärungswert besitzt. Ni
ht zuletzt kann dieser Glei
hung au
h eine Bedeutungzukommen, wenn für die fundamentale Theorie gar keine Pfadintegraldarstellung existiert.Sie wäre gewissermaÿen besser als ihre Herleitung, und wir werden sie in diesem Sinne alsDe�nition der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk au�assen. Die ihr eigentli
h zugrundeliegen-de intuitive Idee besteht in der Vorstellung, dur
h sukzessives Ausintegrieren irrelevanterModen physikalis
he Prozesse bei immer gröber werdender Au�ösung zu bes
hreiben.
1.3 Theorienraum und TrunkierungUm etwas über das Ho
h- oder Niederenergieverhalten der Theorie zu lernen, wählen wir(1.16) als Ausgangspunkt und gehen folgendermaÿen vor: Wir fordern zunä
hst, daÿ diesesFunktional die Ei
hinvarianzen der klassis
hen Theorie aufweist, im Falle der Gravitationalso Di�eomorphismusinvarianz. Auf den ersten Bli
k mag dies ni
ht mit der erforderli
henEi
h�xierung in Einklang stehen, do
h anhand der expliziten Konstruktion wird ersi
ht-li
h werden, wie man die Ei
hung �xieren und dabei glei
hzeitig eine bestimmte Varianteder Ei
hinvarianz erhalten kann; au
h hier liegt der S
hlüssel in dem bereits angespro
he-nen Hintergrundfeld. Wir entwi
keln dann Γk na
h allen (im allgemeinen unendli
h vielen)Funktionalen Iα[gµν ], die mit der geforderten Ei
hinvarianz verträgli
h sind. Als Koe�zi-enten treten die Kopplungen ūα auf, die nun die Skalenabhängigkeit tragen, da wir diesejetzt als k-abhängig annehmen:

Γk[gµν ] =
∑

α

ūα(k)Iα[gµν ] . (1.18)Man kann diese Invarianten als Basisfunktionale au�assen, die einen unendli
h-dimensionalenRaum aufspannen, den Theorienraum T , auf dem die Kopplungen ūα(k) als Koordinatenfungieren; jeder Punkt in diesem Raum entspri
ht einer e�ektiven Theorie Γk. Die s
hwie-rige Aufgabe in derartigen Re
hnungen besteht darin, au
h die Spur auf der re
hten Seitevon (1.16) na
h dieser Basis zu entwi
keln und die entspre
henden Koe�zienten, die imallgemeinen Funktionen aller übrigen Kopplungen sein können, abzulesen. Dana
h kön-nen wir (1.16) komponentenweise auswerten. Es ist übli
h, den Renormierungsgruppen�uÿbezügli
h der dimensionslosen Kopplungen uα darzustellen, die über uα(k) := kdα ūα(k)
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hnet; dasFunktional Γk ist in natürli
hen Einheiten dimensionslos. Damit erhalten wir die Wetteri
h-Glei
hung in der Form
∂t uα = βα(u1, u2, . . . ) , α = 1, 2, . . . , (1.19)in der das skalenabhängige Laufen einer jeden dimensionslosen Kopplung dur
h die zuge-hörige Beta-Funktion ausgedrü
kt wird. Diese Glei
hung bes
hreibt den Fluÿ, der dur
hdas Vektorfeld

~β =




β1

β2...  (1.20)bezügli
h des Parameters t auf dem Theorienraum erzeugt wird; man kann den Begri� derFluÿglei
hung also au
h im geometris
hen Sinne au�assen. Das Vektorfeld ~β hängt dabeini
ht explizit von t ab.Nun stellt (1.19) ein unendli
h-dimensionales, gekoppeltes partielles Di�erentialglei-
hungssystem dar, das als sol
hes ni
ht in voller Allgemeinheit zu lösen ist, sondern nurim Rahmen einer geeigneten Näherung. Dazu betra
htet man in der Regel Trunkierungender vollen Theorie. Eine Trunkierung ist ein Ansatz für Γk, der von vornherein nur endli
hviele Invarianten Iα berü
ksi
htigt; sie entspri
ht somit einer Projektion des vollen Flussesauf den dur
h den betra
hteten Satz von Invarianten aufgespannten, endli
h-dimensionalenUnterraum. Man projiziert dann die re
hte Seite von (1.16) ebenfalls auf diesen Unterraum,indem man dort die in der Trunkierung auftretenden Invarianten su
ht und erhält somitendli
h viele Beta-Funktionen als Funktionen endli
h vieler Kopplungen.Zwar erhält diese Art der Näherung die ni
ht-störungstheoretis
he Natur von (1.16),do
h muÿ die Qualität einzelner Trunkierungen anhand bestimmter Gütekriterien bewer-tet werden. Eine besondere Rolle spielen dabei die sogenannten universellen Gröÿen. Dassind Ausdrü
ke, die in der Regel von mehreren Kopplungen abhängen und die per de�ni-tionem in der vollen Theorie unabhängig von der expliziten Form des gewählten Regulatorssind: Die S
hemaabhängigkeiten der einzelnen Kopplungen kompensieren si
h gerade ge-genseitig. Die Observablen bilden eine Teilmenge dieser Gröÿen. Au
h die Existenz eines



20 1.4 Ni
ht-störungstheoretis
he RenormierbarkeitFixpunkts ist eine universelle Eigens
haft des betre�enden Systems. Diese Universalitätwird nun dur
h die Trunkierung verletzt. Dabei kann das Ausmaÿ dieser Diskrepanz zurBeurteilung der jeweiligen Trunkierung herangezogen werden; insbesondere sollte für einegute Trunkierung die S
hemaabhängigkeit der universellen Gröÿen bei Variation des Regu-lators weitaus geringer sein als diejenige der in sie eingehenden Kopplungen. Eine weitereMögli
hkeit, die Gültigkeit der mittels einer bestimmten Trunkierung erhaltenen Resultatezu beurteilen, besteht darin, diese Trunkierung dur
h Hinzunahme einer oder mehrererInvarianten zu erweitern und na
hzuweisen, daÿ diese Modi�kationen nur geringen Ein�uÿauf die zuvor gewonnenen Ergebnisse haben. Ist aber bereits die Analyse der ursprüng-li
hen Trunkierung hinrei
hend komplex, so ist ein sol
her Test si
her ni
ht praktikabel.Abs
hlieÿend bleibt no
h anzumerken, daÿ Γk zusätzli
h zu der angespro
henen Ei
hinvari-anz au
h die übli
he BRST-Invarianz aufweist, so daÿ si
h entspre
hende Ward-Identitätenableiten lassen, die allerdings aufgrund der Anwesenheit des Cuto�-Terms ∆kS ebenfallsModi�kationen erfahren [13℄. Au
h diese exakten Identitäten der vollen Theorie werdennun dur
h die Trunkierung verletzt, was entspre
hend quanti�ziert ebenfalls zur Bewer-tung der Näherung herangezogen werden könnte. Diese Option hat in der Praxis bislangno
h keine Anwendung gefunden.
1.4 Ni
ht-störungstheoretis
he RenormierbarkeitAuf der Su
he na
h einer konsistenten Quantisierung der Gravitation wird eine Eigen-s
haft, die man einer sol
hen Theorie zus
hreibt, in der Regel dur
h die Feststellung, siesei �ni
ht renormierbar�, zum Ausdru
k gebra
ht. Diese Aussage bezieht si
h auf ein in-zwis
hen klassis
hes Resultat, dem eine Re
hnung von Goro� und Sagnotti [14, 15℄ bzw.von van de Ven [16℄ zugrundeliegt. Sie haben im Sinne einer Loop-Entwi
klung der Form(1.8) herausgefunden, daÿ der Wirkung auf Zwei-S
hleifen-Niveau ein divergenter Termhinzugefügt werden müÿte, um eine endli
he S-Matrix für Gravitation zu erhalten. DieseDivergenz kann dur
h einen entspre
henden Term dritter Ordnung absorbiert werden, derseinerseits ebenfalls divergiert. Dieses Verhalten setzt si
h ordnungsweise fort. Mit wa
h-sender Ordnung nimmt die Zahl der zu renormierenden Parameter dabei immer weiter zu,so daÿ ein derartiger störungstheoretis
her Zugang zur Quantengravitation keine Vorher-sagekraft besitzen dürfte. Dieser Analyse liegt aber ein re
ht einges
hränkter Begri� von
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he Feld um den �a
hen bzw. um einen beliebigen festen Hintergrundentwi
kelt, und die Fluktuationen werden als klein angenommen.Um im Rahmen der Renormierungsgruppen-Methode Erkenntnisse bezügli
h der Quan-tennatur der Gravitation zu gewinnen, ist für uns das Verhalten der Fluÿglei
hung (1.16)bzw. (1.19) für groÿe Werte des Fluÿparameters k von besonderem Interesse. Wir nehmennun an, daÿ für k → ∞ eine Untermenge der Fluÿtrajektorien auf dem Theorienraum dervollen Theorie in einen Fixpunkt mit Koordinaten (u⋆
1, u

⋆
2, . . . ) �ieÿe, so daÿ für diese also

lim
k→∞

uα(k) → u⋆
α ∀α (1.21)gilt. Das gerade angespro
hene störungstheoretis
he Verständnis von Renormierbarkeit ba-siert dabei immer auf einem sogenannten Gauÿs
hen Fixpunkt, der im Ursprung des Theo-rienraums lokalisiert ist, so daÿ dort alle u⋆

α vers
hwinden. Das Verhältnis zur Störungs-theorie kann au
h in impliziter Weise dur
h einen Gauÿs
hen Fixpunkt gegeben sein indem Sinne, daÿ die Trajektorien für k → ∞ ni
ht in diesen hinein-, sondern bloÿ in wohl-de�nierter Weise von ihm weg�ieÿen, wie es z. B. in der QED ges
hieht. Im generis
hen Fallni
ht-vers
hwindender Fixpunkt-Koordinaten liegt hingegen ein ni
ht-Gauÿs
her Fixpunktvor. Das zentrale geometris
he Objekt zur Erweiterung des störungstheoretis
hen Renor-mierbarkeitsbegri�es ist die UV-kritis
he Hyper�ä
he SUV. Sie ist de�niert als die Mengealler Trajektorien, die für k → ∞ in den Fixpunkt laufen. Wir linearisieren nun den Fluÿ(1.19) um den Fixpunkt. Unter Verwendung der Ja
obi-Matrix B = {Bρσ} mit
Bρσ :=

∂βρ

∂uσ

∣∣∣∣
{uα=u⋆

α}
, (1.22)die au
h als Stabilitätsmatrix bezei
hnet wird, gilt dann

k ∂kuα(k) =
∑

ρ

Bαρ

(
uρ(k) − u⋆

ρ

)
, (1.23)da am Fixpunkt gerade die Beta-Funktionen vers
hwinden:

βα(u⋆
1, u

⋆
2, . . . ) = 0 ∀α . (1.24)



22 1.4 Ni
ht-störungstheoretis
he RenormierbarkeitBei Kenntnis der Eigenwerte−ΘA und Eigenvektoren V A
α der Stabilitätsmatrix, alsoBαρV

A
ρ =

−ΘAV
A
α , lassen si
h diese Glei
hungen allgemein lösen gemäÿ

uα(k) = u⋆
α +

∑

A

CAV
A
α

(
k0

k

)ΘA

, (1.25)worin k0 eine feste Referenzskala und CA die zugehörigen Integrationskonstanten bezei
h-nen. Da die Matrix B im allgemeinen ni
ht symmetris
h ist, sind ihre Eigenwerte ni
htnotwendigerweise reell. Man bezei
hnet die negativen Eigenwerte ΘA als die kritis
hen Ex-ponenten. Soll nun die Kopplung uα(k) für k → ∞ ihren Fixpunktwert u⋆
α annehmen, somuÿ o�enbar CA = 0 für alle A mit Re ΘA < 0 gelten; in allen übrigen Ri
htungen erfolgtdas Laufen in den Fixpunkt im UV-Limes hingegen automatis
h. Somit ist also im Um-kehrs
hluÿ die Dimension ∆UV der kritis
hen Hyper�ä
he SUV gegeben dur
h die Anzahlder kritis
hen Exponenten ΘA mit positivem Realteil.Soll nun für k → ∞ der Fixpunkt errei
ht werden, so verbleibt die Aufgabe, eine Trajek-torie aus SUV auszuwählen, entlang derer der Kontinuumslimes realisiert wird. Dazu ist beieiner endli
hen Skala k die Form von Γk auf dieser Untermannigfaltigkeit zu bestimmen,d. h. es sind ∆UV Parameter experimentell zu ermitteln, was aber für ∆UV < ∞ prinzipi-ell mögli
h ist. Entlang der Eigenri
htungen, die ni
ht in SUV liegen, besitzt die Theoriehingegen keinerlei Freiheit mehr, um in den Fixpunkt zu laufen, so daÿ hier den Kopplun-gen die dur
h die Fixpunktbedingung bestimmten Fixpunktwerte zugewiesen werden müs-sen. Eine sol
he Theorie, die als eine Renormierungsgruppen-Trajektorie in einer endli
h-dimensionalen UV-kritis
hen Hyper�ä
he de�niert ist, besitzt demna
h sehr wohl eine Vor-hersagekraft: Bei einer bestimmten Skala müssen bloÿ die Werte einer endli
hen Anzahlrelevanter Kopplungen dem Experiment entnommen werden, um dem System die korrekteTrajektorie auf SUV zuzuordnen; die Werte der übrigen irrelevanten Kopplungen hinge-gen werden von der Theorie vorhergesagt. Theorien, deren UV-Verhalten in dieser Weisevon einem ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt bestimmt wird, heiÿen ni
ht-störungstheoretis
h re-normierbar oder asymptotis
h si
her; sie sind in diesem Sinne ebenso renormierbar wiestörungstheoretis
h renormierbare Theorien.Des weiteren ist die Fixpunkt-Wirkung Γ∞ über das bereits erwähnte Verfahren der inRef. [12℄ dargelegten Art mit der klassis
hen Wirkung S zu identi�zieren, die somit dur
hden vollen Fluÿ vorhergesagt wird und a priori unbekannt war; dieses Funktional wäre in
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heidetsi
h dieser Zugang zur Quantisierung der Gravitation wesentli
h von anderen, insbeson-dere kanonis
hen Ansätzen wie der Loop-Quantengravitation, wel
he davon ausgehen, daÿdie fundamentale Wirkung, die es zu quantisieren gilt, von der Art der Einstein-Hilbert-Wirkung (1.2) ist.Es stellt si
h jedo
h die Frage, inwiefern si
h ein ni
ht-Gauÿs
her Fixpunkt grundle-gend von einem Gauÿs
hen unters
heidet. S
hlieÿli
h könnte man alle Kopplungen gemäÿ
ũα(k) := u⋆

α − uα(k) umde�nieren. Der gemäÿ
∂tũα = β̃α(ũ1, ũ2, . . . ) ≡ −βα(u⋆

1 − ũ1, u
⋆
2 − ũ2, . . . ), α = 1, 2, . . .de�nierte Fluÿ würde dann im UV-Limes einen Gauÿs
hen Fixpunkt aufweisen. Die Fragena
h der �ri
htigen� De�nition der Kopplungen ist eine physikalis
he Frage, deren Antwortman nur an den Observablen der Theorie ablesen kann: Physikalis
he Kopplungen sindsol
he, die auf natürli
he Art und Weise in deren De�nition eingehen [17℄.Eine andere De�nition, die den Bezug auf observable Gröÿen vermeidet, de�niert einenGauÿs
hen Fixpunkt als einen Fixpunkt, an dem eine Wahl der Feldvariablen exisitiert, inder die Fixpunkt-Wirkung quadratis
h und das Funktionalmaÿ Gauÿs
h ist. Dann bestehtzwis
hen den Eigenri
htungen V A

α in (1.25) und den Kopplungen uα eine eineindeutigeBeziehung, da erstere jeweils in Ri
htung einer Kopplung uα zeigen. Der kritis
he Exponent
ΘA ist mit−dα identis
h, wobei dα die kanonis
he Massendimension der mit uα assoziiertenInvariante bezei
hnet. Ein ni
ht-Gauÿs
her Fixpunkt ist dementspre
hend ein Fixpunkt,an dem keine Wahl der Feldvariablen gefunden werden kann, in der das FunktionalmaÿGauÿs
h ist.Wir wollen abs
hlieÿend erörtern, wel
her Art die im Rahmen dieses Zugangs denkbarenObservablen überhaupt sind. Die Kenntnis einer Lösung Γk[gµν ] einer Trunkierung derWetteri
h-Glei
hung würde es uns beispielsweise erlauben, Elemente der S-Matrix Γ

(4)
k ,also vierfa
he Funktionalableitungen der Form

δ4Γk[g]

δgλτ (v)δgαβ(u)δgρσ(y)δgµν(x)
,zu bere
hnen. Diese würden für eine feste Hintergrundmetrik, die der bereits angespro-
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haften
henen Zerlegung entstammt und die ihrerseits in Kapitel 3 erläutert wird, ausgewertet.Für reine Gravitation ohne Materieankopplung würde dieses Objekt Graviton-Graviton-Streuprozesse bes
hreiben, wobei es die Invarianzen der entspre
henden Hintergrund-Raum-zeit aufweist, also beispielsweise Poin
aré-Invarianz im Falle eines �a
hen Minkowski-Hintergrundes. Trotz der hinlängli
h bekannten S
hwierigkeit, mögli
he Observablen einervollständig di�eomorphismusinvarianten Theorie zu benennen, hätten wir damit potentielleKandidaten gefunden.1.5 Quanten-Einstein-Gravitation:Resultate und Eigens
haftenDie Quantenfeldtheorie der Gravitation, die si
h vermöge dieses Programms konstruierenläÿt, wird als Quanten-Einstein-Gravitation (QEG) bezei
hnet. (Eine wirkli
he De�nitiondieses Begri�es erfolgt in Kapitel 3.) Den bisherigen Analysen lagen dabei Metriken gµν miteuklidis
her Signatur zugrunde. Dieser Fall ist zum einen te
hnis
h einfa
her zu handhaben,und zudem beruhen viele der gegenwärtigen numeris
hen Untersu
hungen ebenfalls aufeuklidis
her Signatur [18℄. Um somit die Resultate der vorliegenden Arbeit mit denen derQEG verglei
hen zu können, betra
hten au
h wir auss
hlieÿli
h euklidis
he Metriken.In diesem Abs
hnitt wollen wir kurz die wesentli
hen Aspekte des Bildes zusammen-tragen, auf das die bislang im Rahmen der QEG getätigten Fors
hungsarbeiten geführthaben.Dabei ist es naheliegend, als Trunkierung zunä
hst einen Ansatz von der Form derEinstein-Hilbert-Wirkung (1.2) zu wählen, wobei die Newton-Konstante G sowie die kos-mologis
he Konstante Λ dur
h ihre skalenabhängigen Gegenstü
ke Gk und Λk zu ersetzensind und der Maÿfaktor auf die euklidis
he Signatur umges
hrieben werden muÿ [13℄. Wirerhalten dann
Γk[gµν ] =

1

16πGk

∫

M
d4x

√
g
(
− R(g) + 2Λk

)
, (1.26)wobei wir im Rahmen dieser vereinfa
hten Darstellung wie übli
h die notwendigen Ei
h-�xierungsterme sowie die zugehörige Geistwirkung unberü
ksi
htigt lassen. Da G und Λ
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herheit undQuanten-Einstein-Gravitation 25in d Raumzeit-Dimensionen die Massendimensionen 2 − d bzw. 2 besitzen, sind die ent-spre
henden dimensionslosen Kopplungen für d = 4 dur
h gk := k2Gk bzw. λk := k−2Λkgegeben. Setzt man diesen Ansatz in die Wetteri
h-Glei
hung (1.16) ein und projiziert ausder re
hten Seite die beiden Invarianten ∫ d4x
√
gR(g) und ∫ d4x

√
g heraus, so erhält manein zweidimensionales gekoppeltes Di�erentialglei
hungssystem der Form

∂tgk = βg(gk, λk) ,

∂tλk = βλ(gk, λk) . (1.27)Der Fluÿ dieses Systems ist ausgiebig analysiert worden und in Abbildung 1.1 graphis
hdargestellt.
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Type IIIbAbbildung 1.1: Der Renormierungsgruppen-Fluÿ der metris
hen Gravitation um den ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt in der Einstein-Hilbert-Trunkierung.Für alle betra
hteten Pro�lfunktionenR(0) des Cuto�s �ndet man einen ni
ht-Gauÿs
henFixpunkt bei (g⋆, λ⋆) mit g⋆ > 0 und λ⋆ > 0. Während die genauen Koordinaten des Fix-punktes s
hemaabhängig sind, de�niert deren Produkt g⋆λ⋆ eine universelle Gröÿe, die si
hin der Tat bei Variation von R(0) nur sehr geringfügig ändert. Dies gilt au
h für die kri-tis
hen Exponenten, die ebenfalls universelle Gröÿen darstellen und in diesem Fall beideeinen positiven Realteil besitzen. Die zugehörigen Eigenri
htungen liegen also beide in SUVund sind jeweils UV-attraktiv.Die Tatsa
he, daÿ die dimensionslose Newton-Konstante gk einen konstanten Fixpunkt-wert g⋆ annimmt, bewirkt, daÿ die dimensionsbehaftete Newton-Konstante im Fixpunkt-regime, G(k) ≈ g⋆k−2, für k → ∞ gegen Null geht: Sie wird asymptotis
h si
her. (Dem-



26 1.5 Quanten-Einstein-Gravitation:Resultate und Eigens
haftengegenüber bezieht si
h der Begri� der asymptotis
hen Freiheit auf das Vers
hwinden derdimensionslosen Kopplung.) Die kosmologis
he Konstante wird hingegen in diesem Berei
hna
h Λk ≈ λ⋆k
2 sehr groÿ, was eine sehr starke Ausdehnung des frühen Universums zurFolge hätte, denn dessen Dynamik würde ja dur
h die Fixpunkt-Wirkung bes
hrieben.Aufgrund dieser Beoba
htung ist es im wesentli
hen mögli
h, die gewüns
hte exponentielleAusdehnung allein dur
h metris
he Freiheitsgrade zu realisieren.Ein Kriterium, um eine Trajektorie aus dieser zweidimensionalen Untermannigfaltigkeitauszuwählen, besteht darin, ein mögli
hst langes klassis
hes Regime mit konstanten di-mensionsvollen Kopplungen zu fordern. Dies stünde im Einklang mit der Tatsa
he, daÿ dieART über einen weiten Skalenberei
h eine sehr gute e�ektive Theorie darstellt. DerartigeTrajektorien be�nden si
h typis
herweise in dem in Abbildung 1.1 mit �Typ IIIa� bezei
h-neten Berei
h. Sie führen bei diesen Skalen ni
ht nur auf eine positive Newton-Konstante

Ḡ, sondern au
h auf eine kleine postive kosmologis
he Konstante Λ̄, wie sie derzeit dur
hBeoba
htungen nahegelegt wird [19℄.Weiterhin stellt si
h die Frage, inwiefern die oben angeführten Eigens
haften und insbe-sondere die Existenz des Fixpunktes in der gewählten Trunkierung begründet sind. Dazuwurde die obige Trunkierung um eine Invariante der Form ∫ d4x
√
gR(g)2 erweitert und de-ren Ein�uÿ auf das Verhalten des Flusses untersu
ht [20, 21, 22, 23℄. Man �ndet, daÿ die as-soziierte Kopplung ebenfalls relevant ist, do
h erst weit unterhalb des Fixpunktregimes bei

k ≈ mPl den Renormierungsgruppen�uÿ maÿgebli
h beein�uÿt. Um den ni
ht-Gauÿs
henFixpunkt hingegen ist der Fluÿ nahezu vollständig auf die dur
h die Einstein-Hilbert-Trunkierung (1.26) de�nierte Ebene bes
hränkt, so daÿ diese Projektion die dreidimensio-nale Situation sehr gut erfaÿt. Zudem kann man sowohl in dieser Trunkierung als au
hin der Einstein-Hilbert-Trunkierung den ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt bereits sehr präzisedur
h eine geeignete Entwi
klung in den dimensionslosen Kopplungen um den Gauÿs
henFixpunkt lokalisieren [24℄. Im Ans
hluÿ an diese Untersu
hung wurden weitere Invariantender Form ∫
d4x

√
gR(g)n bis hin zu n = 8 hinzugefügt, die jedo
h allesamt irrelevantenRi
htungen im Theorienraum entspre
hen und somit ni
ht zu der Dimension von SUV bei-tragen [25℄. Weder in diesem Fall no
h bei der Ankopplung von Materie [26℄ muÿten die ausder Einstein-Hilbert-Trunkierung gezogenen S
hlüsse bezügli
h des Fixpunktes und seinerqualitativen Eigens
haften revidiert werden. Die Resultate legen mithin den S
hluÿ nahe,daÿ si
h metris
he Gravitation in Form einer Quantenfeldtheorie, die bis zu beliebig hohen
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herheit undQuanten-Einstein-Gravitation 27Energien bzw. bis zu beliebig kurzen Abständen Gültigkeit besäÿe, in konsistenter Weisequantisieren läÿt.Abs
hlieÿend sei no
h bemerkt, daÿ in diesem Rahmen au
h der Ei
hparameter α derDi�eomorphismus-Ei
hbedingung einem Renormierungsgruppenlaufen unterworfen wäre.Dies wurde in all diesen Bere
hnungen verna
hlässigt. Es ist zu erwarten, daÿ α = 0einen Fixpunktwert darstellt [27℄, die obigen Bere
hnungen wurden jedo
h aus te
hnis
henGründen jeweils für einen konstanten, endli
hen Ei
hparameter dur
hgeführt.
1.6 Coarse Graining, laufende Kopplungen unde�ektive Theorien in anderen Berei
hen der PhysikDie Idee des Ausintegrierens von Freiheitsgraden geht im wesentli
hen auf Arbeitenvon L. Kadano� in der statistis
hen Physik zurü
k [28℄. Dort kann die Renormierungs-gruppe dazu verwandt werden, das Verhalten bestimmter Systeme, beispielsweise das desIsing-Modells, an einem kritis
hen Punkt zu bes
hreiben. Betra
htet man z.B. ein 4 × 4-Gitter, in dem jeder der 16 Zellen mit Kantenlänge a eine Spinorientierung zugewiesenwird, so ordnet die Coarse-Graining-Vors
hrift der Blo
kspin-Transformation jedem dervier 2 × 2-Teilquadrate jeweils einen e�ektiven Spin zu, der si
h z. B. vermöge der Majo-ritätsregel aus den vier Konstituentenspins ergibt. Jeder dieser vier verbleibenden Spinsde�niert nun einen e�ektiven Spin bezügli
h der Längenskala 2a. Diese Spins kann manihrerseits wieder entspre
hend mitteln, so daÿ letztendli
h ein e�ektiver Spin bezügli
hder Längenskala 4a, der Kantenlänge des ursprüngli
hen Gitters, verbleibt. Bei dieser Um-setzung des Coarse Grainings im Kon�gurationsraum ist o�ensi
htli
h, daÿ nur no
h dieEigens
haften des Systems, die von der Gröÿenordnung der Coarse-Graining-Skala sind,berü
ksi
htigt werden; über alle kleineren Längenskalen wird gemittelt. Läÿt man nundas System aus einem kritis
hen Punkt herauslaufen, so wird in dessen Umgebung dasVerhalten des entspre
henden Ordnungsparameters oder der Korrelationslänge dur
h Po-tenzgesetze bes
hrieben, deren Exponenten die bereits eingeführten kritis
hen Exponentensind. Am kritis
hen Punkt selbst weist das System eine 
harakteristis
he Skaleninvarianzauf: Es sieht auf allen Skalen glei
h aus. Diese universellen Eigens
haften sind unabhängigvon der expliziten Realisierung des Coarse Grainings. Die Übertragung dieser Ideen auf
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hen der PhysikFeldtheorien erfolgte dur
h K. Wilson [29℄. Au
h hier sollten die Systeme am Fixpunkteine Skaleninvarianz aufweisen, so daÿ man dementspre
hend erwartet, daÿ sie dort dur
hkonforme Feldtheorien bes
hrieben werden.Das Paradigma asymptotis
h si
herer Gravitation führt auf eine Quantenfeldtheorie, diesehr viel mit den quantisierten Ei
htheorien, insbesondere der QCD, gemeinsam hat. DieVorstellung einer skalenabhängigen Kopplung ist in diesen Theorien ganz natürli
h. Siekommt im wesentli
hen dur
h die ni
httriviale Struktur des Vakuums zustande. Bringenwir beispielsweise im Rahmen der Quantenelektrodynamik eine Ladung in das Vakuumein, so werden si
h in diesem virtuelle Elektron-Positron-Paare bilden und si
h in Formvon Dipolen um die eingebra
hte Ladung herum anlagern. Dieser Prozeÿ der Vakuum-polarisation setzt si
h na
h auÿen hin sukzessive fort. Dies führt zu einer Abs
hirmung,dem sogenannten S
reening der ursprüngli
h eingebra
hten na
kten Ladung. Im Abstand
r miÿt man die bei der Skala k = 1

r
renormierte Ladung. (Aufgrund der Radialsymmetriekann hier k mit dem inversen Abstand identi�ziert werden.) Die eigentli
he Kopplung istin Form der Feinstrukturkonstanten dur
h das Quadrat der Ladung gegeben. Den übli
henWert von α ≈ 1

137
erhält man, indem man k glei
h der inversen Compton-Wellenlänge desElektrons setzt.Etwas anders stellt si
h die Situation in der QCD, der Quantentheorie der starkenWe
hselwirkung, dar. Anstelle der elektris
hen Ladung betra
hten wir hier die SU(3)-Farbladung. Bringen wir ein entspre
hendes �farbiges� Teil
hen, z. B. ein Quark, in das Va-kuum ein, so werden si
h au
h hier virtuelle Quark-Antiquark-Paare bilden und zu einemS
reening der eingebra
hten Farbladung bzw. der Yang-Mills-Kopplung gYM führen. ImUnters
hied zur QED sind hier aber die Ei
hbosonen, die die We
hselwirkung vermitteln,dieser selbst unterworfen: Gluonen tragen Farbladung, wohingegen Photonen elektris
hneutral sind. Virtuelle Gluon-Antigluon-Paare tragen also ebenfalls zur Renormierung von

gYM bei. Dabei ist deren E�ekt ni
ht nur dem des Materie-Sektors entgegengesetzt, sonderner überwiegt au
h, so daÿ die Yang-Mills-Kopplung gYM mit wa
hsendem Abstand r bzw.sinkendem k gröÿer wird. Man spri
ht daher von Anti-S
reening. Für k → ∞ geht gYM hin-gegen gegen Null. Da diese Kopplung in d = 4 als Vorfaktor des Monoms −1
4

∫
d4xF a

µνF
aµνdimensionslos ist, ist QCD im Ultravioletten wirkli
h asymptotis
h frei.Betra
htet man auf diesem bildli
hen Niveau die analoge Situation für Gravitation, sowäre hier ein Teil
hen mit gravitativer Ladung (beispielsweise ein massives Teil
hen) in das
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h dann virtuelle Graviton-Antigraviton-Paare, die ihrerseits zwar masselos sind, aber über ihre Energie ebenfalls an das Gravita-tionsfeld koppeln. Dadur
h erhöhen sie na
h auÿen sukzessive die gravitative Ladung derna
kten Masse. In Übereinstimmung mit der im Fixpunkt-Regime vorliegenden asympto-tis
hen Si
herheit würde man somit ebenfalls ein Anti-S
reening erwarten.Aus dieser Eigens
haft der QCD bzw. der QEG ergibt si
h als Konsequenz, daÿ beideTheorien im Ultravioletten viel einfa
her zu untersu
hen sind als im Infraroten. Der Ho
h-energieberei
h der QCD wird sehr gut dur
h die klassis
he Yang-Mills-Wirkung bes
hriebenund ist der Störungstheorie zugängli
h, da hier die Kopplung klein ist. Die Phänomene wieCon�nement oder 
hirale Symmetriebre
hung, die im Niederenergieberei
h auftreten, las-sen si
h mit diesen Methoden jedo
h ni
ht mehr behandeln. Zu deren Verständnis wärees unter anderem erforderli
h, einen sogenannten Wilson-Loop entlang eines (relativ zu
ΛQCD, dem QCD-Analogon der Plan
k-Masse) groÿen Berei
hs in der Raumzeit zu bere
h-nen, d. h. hier ist ni
htlokale Information erforderli
h, so daÿ eine geeignete Trunkierungebenfalls ni
htlokale Terme enthalten sollte. Die Ordnungsparameter, die in der QCD denÜbergang in die Con�nement- bzw. in die 
hiral gebro
hene Phase anzeigen, sind dur
hden Erwartungswert des Polyakov-Loops bzw. den Erwartungswert 〈0|q q̄|0〉 des Quark-Antiquark-Kondensats gegeben.Allerdings gibt es weder in der QCD no
h in der QEG ein leitendes Prinzip, das angibt,wie eine entspre
hende Trunkierung zu konstruieren ist; diese könnte ihre Gültigkeit ersta posteriori re
htfertigen. Die klassis
he Wirkung ist in beiden Fällen jedenfalls kein ge-eigneter Ansatz mehr. In diesem Sinne ist der Infrarot-Berei
h, d. h. der Berei
h niedrigerEnergien und groÿer Abstände, derjenige, in dem die wirkli
h starken Renormierungsef-fekte zu erwarten sind. Der UV-Berei
h läÿt si
h verglei
hsweise einfa
h behandeln. ImRahmen der QEG ist das angespro
hene Problem des Ab�a
hens der Kepler-Kurven rotie-render Galaxien ein typis
hes Phänomen, das dem Infrarot-Regime der Theorie zuzuord-nen ist, da die 
harakteristis
he Längenskala von der Gröÿenordnung typis
her Galaxien-Dur
hmesser und damit astronomis
her Natur ist. Entspre
hend kann das in [30, 31, 32, 33℄ges
hilderte Szenario zur Erklärung dieses Phänomens ni
ht den glei
hen Grad an Rigo-rosität beanspru
hen, der den oben erläuterten Ultraviolett-Untersu
hungen eigen ist. Umwirkli
h verläÿli
he Aussagen tre�en zu können, wäre die Bere
hnung von Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen der Form 〈0|Rµνρσ(x)Rαβλτ (y)|0〉 für �weit� auseinander liegende



30 1.6 Coarse Graining, laufende Kopplungen unde�ektive Theorien in anderen Berei
hen der PhysikPunkte x und y, d. h. für Abstände |x − y| von der Gröÿenordnung der Infrarotskala,erforderli
h.Zudem sei abs
hlieÿend daran erinnert, daÿ au
h das Konzept einer e�ektiven Theo-rie aus der QCD vertraut ist. Hier ist beispielsweise die 
hirale Störungstheorie (CPT)sehr erfolgrei
h, der der Grenzwert vers
hwindender Pion-Masse, mπ → 0, zugrundeliegt.Zwar werden au
h hier im Sinne einer Störungstheorie S
hleifen-Prozesse betra
htet. Diesliegt aber daran, daÿ man den Gültigkeitsberei
h dieser Theorie gewissermaÿen �über Ge-bühr� ausdehnt. Au
h das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) ist ein Beispiel füreine e�ektive Theorie, die qualitative Aspekte der QCD im 
hiralen Grenzfall, in dem diedrei lei
hten Quark-Massen vers
hwinden und die Massen der drei s
hweren Quarks alsunendli
h angenommen werden, gut erfaÿt [34, 35℄. Beiden Modellen liegen als dynami-s
he Freiheitsgrade jedo
h ni
ht die Quarks zugrunde, sondern die aus diesen gebildetenHadronen. Dabei wird das Auftreten dieser Bindungszustände dur
h Pole, die bei derHadron-Skala von 
a. 10−15 m in den QCD-n-Punkt-Funktionen entstehen, angezeigt. ImRahmen der QEG haben si
h hingegen bislang keinerlei Hinweise auf eine entspre
hendeÄnderung der Freiheitsgrade im Verlaufe des Flusses ergeben.



Kapitel 2
Die klassis
he Theorie:Die Holst-Wirkung und ihreBewegungsglei
hungen
2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsglei
hungen

Zu Beginn dieser Arbeit mö
hten wir kurz die wi
htigsten Eigens
haften der sogenanntenHolst-Wirkung [36℄ für euklidis
he Signatur diskutieren, da die von uns im weiteren Verlaufbetra
htete Trunkierung zur Analyse des Propertime-Flusses genau von dieser Form seinwird. Sie ist gegeben dur
h
SHo[e, ω] = − 1

16πG

∫
d4 x e

[
ea

µeb
ν
(
F ab

µν −
1

γ
⋆ F ab

µν

)
− 2Λ

] (2.1)mit der Newton-Konstante G, der kosmologis
hen Konstante Λ, dem Immirzi-Parameter
γ sowie dem auf Lorentz-Indizes wirkenden Dualitätsoperator

⋆F ab
µν :=

1

2
εab

cdF
cd

µν ,



32 2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsglei
hungender Gegenstand von Anhang B ist. Diese Wirkung unters
heidet si
h von der gängigenHilbert-Palatini-Wirkung
SH−P[e, ω] = − 1

16πG

∫
d4x e (ea

µeb
νF ab

µν − 2Λ) (2.2)zur Bes
hreibung von Gravitation im Vielbein-Formalismus dur
h einen Zusatzterm, derproportional zum inversen Immirzi-Parameter ist und den dualen Krümmungstensor ent-hält. Die wi
htigsten Eigens
haften dieses sogenannten Immirzi-Termswerden in Abs
hnitt2.2 diskutiert.In Anhang B wird gezeigt, daÿ si
h ein allgemeinerO(4)-Tensor zweiter Stufe in eindeuti-ger Weise als Summe einer selbstdualen und einer anti-selbstdualen Komponente s
hreibenläÿt, so daÿ insbesondere für jeden Spinzusammenhang die Darstellung ω = ω(+) + ω(−)mit ⋆ω(+) = ω(+) und ⋆ω(−) = −ω(−) gilt. Des weiteren beweisen wir, daÿ si
h diese Ei-gens
haft auf die zugehörige Feldstärke überträgt: Es gilt F (ω(±)) = F (±)(ω), worin F (+)und F (−) die selbstduale bzw. anti-selbstduale Komponente des Tensors F (ω) bezei
hnet.Die Holst-Wirkung läÿt si
h somit au
h in der Form
SHo[e, ω

(+), ω(−)] = − 1

16πG

∫
d4 x e

{
ea

µeb
ν
[(

1 − 1

γ

)
F ab

µν(ω
+) +

(
1 +

1

γ

)
F ab

µν(ω
−) − 2Λ

}s
hreiben, in der die selbstdualen und die anti-selbstdualen Anteile vollständig separiertsind. Insbesondere wird für γ = ∓1 jeweils nur eine dieser beiden Chiralitäten aus demKon�gurationsraum herausprojiziert.Variation bezügli
h des Spinzusammenhangs. Das Vielbein ea
µ und der Spinzu-sammenhang ωab

µ sind für beliebiges γ die unabhängigen dynamis
hen Variablen dieserTheorie, und die Variation der Wirkung bezügli
h dieser beiden Gröÿen liefert dann diegesu
hten Bewegungsglei
hungen. Zunä
hst variieren wir (2.1) bezügli
h des Spinzusam-menhangs, was unter Verwendung von
δF ab

µν = 2(∂[µδω
ab

ν] + δωa
c[µω

cb
ν] + ωa

c[µδω
cb

ν])

= 2(∂[µδω
ab

ν] + ωa
c[µδω

cb
ν] + ωb

c[µδω
ac

ν])

= 2∇[µδω
ab

ν]
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δωSHo = − 1

8πG

∫
d4x e ea

µeb
ν
(
∇[µδω

ab
ν] −

1

2γ
εab

cd∇[µδω
cd

ν]

)

= − 1

8πG

∫
d4x e ea

µeb
ν
(
∇µδω

ab
ν −

1

2γ
εab

cd∇µδω
cd

ν

) (2.3)führt. Man kann nun zeigen, daÿ die Anwesenheit des Immirzi-Terms in (2.1) die resultie-renden Bewegungsglei
hungen im Verglei
h zu denen der Hilbert-Palatini-Wirkung (2.2)überhaupt ni
ht beein�uÿt.Sei dazu zunä
hst γ = ∓1. Dann entspri
ht (2.1) der übli
hen Hilbert-Palatini-Wirkung,in der jedo
h der Spinzusammenhang dur
h seine (anti-)selbstduale Projektion ersetztwird. Diese Wirkung, die dem Ashtekar-Programm der kanonis
hen Quantengravitationzugrunde liegt, wird in der Literatur gemeinhin als Barbero-Wirkung bezei
hnet [37, 38℄.Die Bewegungsglei
hungen sind dann von der glei
hen Form wie diejenigen der Hilbert-Palatini-Wirkung. Anstelle des vollen Spinzusammenhangs ω tritt allerdings die entspre-
hende Chiralität auf.Für γ 6= ∓1 de�nieren wir die Variation
ζab

µ :=
1

2

(
δωab

µ − 1

γ
⋆ δωab

µ

)
= W (γ)ab

cdδω
cd

µ (2.4)mit
W (γ)ab

cd :=
1

2

(
ηa

cη
b
d −

1

2γ
εab

cd

)
.Für γ 6= ∓1 ist die lineare Abbildung W (γ) = 1

2
(1 − 1

γ
⋆) keine Projektion, so daÿ sieinvertiert und (2.4) na
h δω = δω(ζ) aufgelöst werden kann gemäÿ

εab
cdζ

cd
µ =

1

2

(
εab

cdδω
cd

µ − 1

2γ
εab

cdε
cd

efδω
ef

µ

)

=
1

2

(
εab

cdδω
cd

µ − 1

γ
(ηa

eη
b
f − ηa

fη
b
e)δω

ef
µ

)

=
1

2

(
εab

cdδω
cd

µ − 2

γ
δωab

µ

)

⇒ 1

2γ
εab

cdζ
cd

µ =
1

2

(
− 1

γ2
δωab

µ +
1

2γ
εab

cdδω
cd

µ

) (2.5)



34 2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsglei
hungenunter Verwendung von (A.48). Die Addition von (2.4) und (2.5) liefert s
hlieÿli
h
ζab

µ +
1

2γ
εab

cdζ
cd

µ =
1

2

(
1 − 1

γ2

)
δωab

µ =
γ2 − 1

2γ2
δωab

µ

⇒ δωab
µ =

2γ2

γ2 − 1

(
ζab

µ +
1

2γ
εab

cdζ
cd

µ

)
. (2.6)Somit kann einer Variation δω in eineindeutiger Weise eine Variation ζ aus (2.4) zuge-ordnet werden; insbesondere überträgt si
h die Annahme einer beliebigen Variation δωin äquivalenter Weise auf ζ . Na
h (2.3) ist die Stationarität des Funktionals (2.1) bezüg-li
h ζ glei
hbedeutend mit der Stationarität von (2.2) bezügli
h einer Variation δω desSpinzusammenhangs. Für einen beliebigen Immirzi-Parameter γ 6= ∓1 erhalten wir somit

δωSHo = − 1

8πG

∫
d4x e ea

µeb
ν∇µζ

ab
ν

= − 1

32πG

∫
d4x εµνρσεabcde

c
ρe

d
σ∇µζ

ab
ν

= +
1

32πG

∫
d4x εµνρσεabcd(∇µe

c
ρe

d
σ)ζab

ν

= +
1

16πG

∫
d4x εµνρσεabcde

c
ρ(∇µe

d
σ)ζab

νunter Verwendung von (A.54), (A.59) sowie mittels partieller Integration und ans
hlieÿen-der Anwendung der Produktregel für die kovariante Ableitung. Dabei vers
hwindet die
O(4)-kovariante Ableitung des �a
hen Levi-Civita-Tensors, da in ωa

eµε
ebcd in allen ni
ht-vers
hwindenden Termen im zweiten Faktor der Index e von b, c und d vers
hieden undsomit glei
h a sein muÿ; in diesem Fall vers
hwindet jedo
h der antisymmetris
he Spinzu-sammenhang. Wir erhalten mithin die Bewegungsglei
hungen

εµνρσεabcde
c
ρ∇νe

d
σ = 0 ∀ µ, a, b . (2.7)In ihnen tritt kein inverses Vielbein auf. Insbesondere werden sie dur
h die entartete Kon-�guration ea

µ = 0 für beliebiges ωab
µ gelöst; wir werden auf diesen Punkt no
h einmalzurü
kkommen, na
hdem wir die Bewegungsglei
hungen, die aus der Variation des Viel-beins folgen, abgeleitet haben. Kontraktion dieser Glei
hungen mit εµαβγ und εabef führt
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hen Identitäten (A.47) und (A.48) auf
εµαβγε

µνρσεabefεabcde
c
ρ∇νe

d
σ

= 2(δα
νδβ

ρδγ
σ + δα

ρδβ
σδγ

ν + δα
σδβ

νδγ
ρ − δα

νδβ
σδγ

ρ

−δαρδβ
νδγ

σ − δα
σδβ

ρδγ
ν)(δe

cδ
f

d − δe
dδ

f
c)e

c
ρ∇νe

d
σ

= 2[(e[eβ∇αe
f ]

γ − e[eγ∇αe
f ]

β) + (e[eα∇γe
f ]

β − e[eα∇βe
f ]

γ) + (e[eγ∇βe
f ]

α − e[eβ∇γe
f ]

α)]

= −2 · 3! · e[e[α∇βe
f ]

γ] .Eine weitere Kontraktion mit dem inversen Vielbein ef
β liefert dann

−2 · 3! · ef
βe[e[α∇βe

f ]
γ]

= δe
f∇αe

f
γ − δf

f∇αe
e
γ − ee

γef
β∇αe

f
β + δγ

β∇αe
e
β

+ee
αef

β∇γe
f

β − δα
β∇γe

e
β − ee

αef
β∇βe

f
γ + δα

β∇βe
e
γ

+ee
γef

β∇βe
f

α − δγ
β∇βe

e
α − δe

f∇γe
f

α + δf
f∇γe

e
α

= 2(∇[γe
e
α] + ee

αef
β∇[γe

f
β] + ee

γef
β∇[βe

f
α]) . (2.8)Kontrahiert man s
hlieÿli
h diese Glei
hung mit ee

α, so erhält man
2(ee

α∇[γe
e
α] + 4ef

β∇[γe
f

β] + ef
β∇[βe

f
γ])

= 8ee
α∇[γe

e
α]

= 0 .Dies impliziert aber das Vers
hwinden der letzten beiden Terme in der letzten Zeile von(2.8), so daÿ si
h die 24 Glei
hungen
∇[µe

a
ν] =

1

2
ea

λT
λ
µν = 0 ∀ µ, ν, a (2.9)mit dem Torsionstensor T λ

µν aus (A.26) ergeben. Im Zuge dieser Umformungen haben wirein reguläres Vielbein vorausgesetzt. Für ein sol
hes folgt also, daÿ �on-shell� die Torsionvers
hwindet. Na
h den Überlegungen aus Anhang A können wir die Bewegungsglei
hungen(2.9) na
h den 24 Komponenten des Spinzusammenhangs au�ösen, was gerade auf ω = ω(e)aus (A.36) für einen torsionsfreien Zusammenhang führt. Die Bewegungsglei
hung (2.9)



36 2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsglei
hungenwird also gelöst dur
h
ωab

µ(e) = eaλ∂[µe
b
λ] + ebν∂[νe

a
µ] − eaλebν(∂[λe

c
ν])ecµ . (2.10)Analog erhalten wir für γ = ∓1, daÿ die selbstduale bzw. die anti-selbstduale Kompo-nente des Spinzusammenhangs torsionsfrei ist.Variation bezügli
h des Vielbeins. Wir drü
ken nun der Übersi
htli
hkeit wegen dieHolst-Wirkung für beliebige Werte des Immirzi-Parameters dur
h W (γ)ab

cd aus und vari-ieren diese dann bezügli
h des Vielbeins ea
µ. Unter Verwendung von (A.56) und (A.57)ergibt si
h

δeSHo = − 1

16πG

∫
d4x e

[
(ea

µeb
νec

λ − ea
λec

µeb
ν − ea

µeb
λec

ν)W (γ)ab
deF

de
µν − 2Λec

λ
]
δec

λ .Setzen wir au
h hier ein invertierbares Vielbein voraus, so erhält man mit den De�nitionen
⋆F a

µ := eb
ν ⋆ F ab

µν ≡ eb
ν ⋆ F ba

νµ sowie ⋆ F := ea
µ ⋆ F a

µfür die dualisierten Gegenstü
ke zu den Objekten
F a

µ := eb
νF ab

µν ≡ eb
νF ba

νµ und F := ea
µF a

µaus Anhang A die Bewegungsglei
hungen in der Form
(
F − 1

γ
⋆ F
)
ec

λ − 2
(
F a

µ − 1

γ
⋆ F a

µ

)
ea

λec
µ − 2Λec

λ = 0 ∀ λ, c . (2.11)Für den torsionsfreien Spinzusammenhang (2.10) als Lösung der Bewegungsglei
hung(2.9) besteht na
h (A.38) zwis
hen dem Feldstärketensor F ab
µν(e) und dem Riemanns
henKrümmungstensor R λ

LCµν ρ(g) die Beziehung
F ab

µν(e) = ea
λe

bρR λ
LCµν ρ(g)

⇒ F a
µ(e) = ea

λR
λν

LCµν (g) ≡ eaλRLCµλ(g)

⇒ F (e) = RLC(g)
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i-Tensor RLCµν und dem Krümmungsskalar RLC. (Das Subskript �LC� ver-weist hier auf den demMetrik-Formalismus zugrundeliegenden Levi-Civita-Zusammenhang.)Für die dualisierten Pendants gilt bei vers
hwindender Torsion mit der De�nition (A.51)aufgrund der aus der Ri

i-Identität folgenden Glei
hung (A.31)
⋆F a

µ(e) =
1

2
εab

cdF
cd

µν(e)eb
ν

=
1

2
e−1ελνρσea

λecρedσF
cd

µν(e)

=
1

2
e−1ελνρσRLCµνρσ(g)ea

λ

= 0

⇒ ⋆F = ea
µ ⋆ F a

µ = 0 .Multipliziert man nun (2.11) mit −1
2
ec

νgλτ , so erhält man na
h Umbenennung der Indizesdie Bewegungsglei
hungen in der Form
RLCµν −

1

2
RLC gµν + Λ gµν = 0 ∀ µ, ν ,was gerade die Einstein-Glei
hungen (A.34) des Metrik-Formalismus im Vakuum sind.S
hreiben wir abs
hlieÿend au
h hier die Holst-Wirkung unter Verwendung der Relatio-nen (A.54) und (A.55) um gemäÿ

SHo = − 1

64πG

∫
d4 x εµνρσεabcd

[(
F ab

µν −
1

γ
⋆ F ab

µν

)
− Λ

3
ea

µe
b
ν

]
ec

ρe
d
σ , (2.12)so erhalten wir dur
h Variation des Vielbeins die Bewegungsglei
hungen unter Berü
ksi
h-tigung von δeεµνρσ = 0 na
h (A.58) in der Form

εµνρσεabcd

[(
F ab

µν −
1

γ
⋆ F ab

µν

)
− 2

3
Λ ea

µe
b
ν

]
ec

ρ = 0 ∀ σ, d . (2.13)Aus dieser ist ersi
htli
h, daÿ diese Bewegungsglei
hungen ebenfalls dur
h ea
µ = 0 undeine beliebige Spinzusammenhangskon�guration ωab

µ gelöst werden. Dieser Umstand stellteinen weiteren Unters
hied zur ART dar, in der beispielsweise s
hon die De�nition desKrümmungstensors die Existenz einer inversen Metrik erfordert; er könnte au
h auf demNiveau der entspre
henden Quantentheorien relevant sein. Wir werden auf diesen Punkt



38 2.2 Zur Struktur des Immirzi-Termsim Zuge der Quantisierung zurü
kkommen.Wir beenden diesen Abs
hnitt mit der Bemerkung, daÿ si
h im Rahmen des ADM-Formalismus zeigen läÿt, daÿ der Unters
hied zwis
hen (2.1) und (2.2) auf Niveau einer(3+1)-Foliation der Raumzeit bloÿ dur
h eine kanonis
he Transformation gegeben ist [36℄,d. h. die Abbildung W (γ) stellt einen Symplektomorphismus auf dem Phasenraum des Sy-stems dar.
2.2 Zur Struktur des Immirzi-TermsZum besseren Verständnis des Immirzi-Terms ist es sinnvoll, diesen unter Verwendungvon Di�erentialformen umzus
hreiben. Dazu de�nieren wir die Raumzeit-Einsformen

ea := ea
µdxµ und ωab := ωab

µdx
µ .Mit dem äuÿeren Produkt

θ ∧ η := θ[µην]dx
µ ∧ dxν =

1

2!
(θµην − θνηµ)dxµ ∧ dxνund der äuÿeren Ableitung

dθ := ∂[µθν]dx
µ ∧ dxν =

1

2!
(∂µθν − ∂νθµ)dxµ ∧ dxνfür zwei Einsformen θ = θµdxµ und η = ηµdxµ läÿt si
h die De�niton (A.11) des Krüm-mungstensors F ab

µν mit der Komponentendarstellung der Zweiform
dωab + ωa

c ∧ ωcb =
1

2!
(∂µω

ab
ν − ∂νω

ab
µ + ωa

cµω
cb

ν − ωa
cνω

cb
µ)dx

µ ∧ dxν

=
1

2!
F ab

µνdx
µ ∧ dxν

=: F ab (2.14)
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hungen 39identi�zieren. Diese bezei
hnet man als Krümmungsform. In analoger Weise de�nieren wirmit (A.26) und
T a

µν := ea
λT

λ
µν = 2∇[µe

a
ν]die Torsionsform T a gemäÿ

dea + ωa
b ∧ eb =

1

2!
(∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ + ωa

bµe
b
ν − ωa

bνe
b
µ)dx

µ ∧ dxν

=
1

2!
T a

µνdx
µ ∧ dxν

=: T a . (2.15)Unter Verwendung der Beziehung (A.52) läÿt si
h dann der Immirzi-Term auf die Form
SIm =

1

16πG

1

2γ

∫
d4x e εab

cdF
cd

µνea
µeb

ν

=
1

16πG

1

2γ

∫
d4x εµνρσF ab

µνeaρebσ

=
1

16πG

1

2γ

∫
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3εµνρσF ab

µνeaρebσ

=
1

16πG

1

2γ

∫
F ab

µνeaρebσdxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ

=
1

16πG

1

γ

∫
F ab ∧ ea ∧ ebbringen. Aus dieser Darstellung ist ersi
htli
h, daÿ der Immirzi-Term nur in vier Dimensio-nen existiert, denn nur für d = 4 liefert die O(4)-Kontraktion der beiden Lorentz-Indizesder Krümmungszweiform mit Vielbein-Einsformen ea = ηabe

b eine Raumzeit-d-Form.Unter Verwendung von
η ∧ θ = (−1)pqθ ∧ ηsowie der Produktregel

d(η ∧ θ) = (dη) ∧ θ + (−1)pη ∧ dθ



40 2.2 Zur Struktur des Immirzi-Termsfür die äuÿere Ableitung, worin η eine p-Form und θ eine q-Form bezei
hnet, gilt weiterhin
F ab ∧ ea ∧ eb = (dωab + ωa

c ∧ ωbc) ∧ ea ∧ eb

= dωab ∧ ea ∧ eb + ωa
c ∧ ωbc ∧ ea ∧ eb

= d(ωab ∧ ea ∧ eb) + ωab ∧ dea ∧ eb − ωab ∧ ea ∧ deb

+ωa
c ∧ ωbc ∧ ea ∧ ebund somit

T a ∧ Ta = dωe
a ∧ dωea

= (dea + ωa
b ∧ eb) ∧ (dea + ωa

c ∧ ec)

= dea ∧ dea + ωa
b ∧ eb ∧ dea + dea ∧ ωa

c ∧ ec + ωa
b ∧ eb ∧ ωa

c ∧ ec

= d(ea ∧ dea) + ea ∧ d2ea + ωab ∧ dea ∧ eb

−ωca ∧ ec ∧ dea + ωb
a ∧ ωac ∧ eb ∧ ec

= F ab ∧ ea ∧ eb + d(ea ∧ dea − ωab ∧ ea ∧ eb)

= F ab ∧ ea ∧ eb + d(ea ∧ Ta) .Dabei haben wir die Identität d2 ≡ 0 bei Anwendung auf Di�erentialformen beliebigenGrades verwandt. Mit dem Satz von Stokes folgt
SIm =

1

16πG

1

γ



∫

M

T a ∧ Ta −
∫

∂M

ea ∧ Ta


 , (2.16)so daÿ der Immirzi-Term also bis auf einen Randterm dur
h das Integral des Quadratesder Torsionsform gegeben ist. Für �on-shell�-Kon�gurationen der Holst-Wirkung, d. h. fürLösungen der Bewegungsglei
hungen, vers
hwindet die Torsion. Aufgrund dieser Tatsa
hewird der Immirzi-Term mitunter als �on-shell-topologis
h� bezei
hnet. Zudem wird häu�gdie Ansi
ht vertreten, der Immirzi-Term sei mit dem CP-verletzenden Theta-Term derstarken We
hselwirkung verwandt, der allerdings im Unters
hied zum Immirzi-Term reintopologis
her Natur ist.Auÿerdem läÿt si
h an der Form (2.16) ablesen, daÿ der Immirzi-Term kein invertierbaresVielbein voraussetzt. Bei der vorangegangenen Diskussion haben wir dies nur fordern müs-
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hungen 41sen, um den O(4)-Index der Torsionsform (2.15) in einen Raumzeit-Index zu überführenund so Kontakt zum metris
hen Formalismus herzustellen. Diesem liegt die Annahme einerinvertierbaren Metrik zugrunde, was si
h z. B. bereits in der De�nition des Riemanns
henKrümmungstensors (A.27) äuÿert.Des weiteren ist dur
h
∫

M

(T a ∧ Ta − ea ∧ eb ∧ F ab) =

∫

∂M

ea ∧ Taeine topologis
he Invariante gegeben, die in der Literatur als Nieh-Yan-Invariante bezei
h-net wird und die als sol
he eine der Euler-Zahl analoge Rolle spielt [39℄.Das Vers
hwinden des Immirzi-Terms für torsionsfreie Zusammenhänge läÿt si
h au
hauf andere Art einsehen. Aus Anhang A wissen wir, daÿ si
h in diesem Fall der Spinzu-sammenhang und damit der Feldstärketensor allein dur
h das Vielbein ausdrü
ken lassen.Letzterer ist na
h (A.38) im wesentli
hen äquivalent zum Riemanns
hen Krümmungsten-sor. Werten wir den Immirzi-Term auf diesem Unterraum des (e, ω)-Kon�gurationsraumsaus, so erhalten wir
SIm =

1

16πG

1

γ

∫
F ab(e) ∧ ea ∧ eb

=
1

16πG

1

γ

∫
d4x εµνρσF ab

µν(e)eaρebσ

=
1

16πG

1

γ

∫
d4x εµνρσRLCρσµν(g)

= 0aufgrund der Ri

i-Identität (A.31). Eine P- oder T-Transformation {Λ µ
P ν

}
:= diag

(
+

1,−1,−1,−1
} bzw. {Λ µ

T ν

}
:= diag

(
− 1,+1,+1,+1

} wirkt auf diesen Term, indem si
hder Tensor RLCµνρσ gemäÿ der ihn de�nierenden Transformationseigens
haft transformiert:
RLCρσµν → Λ α

Pρ Λ β
Pσ Λ λ

Pµ Λ τ
Pν RLCαβλτund analog für ΛT. Da in allen ni
ht-vers
hwindenden Beiträgen dieses Terms alle Indizesvon RLCρσµν vers
hieden sind, ändert der Term unter einer sol
hen Transformation seinVorzei
hen, so daÿ er die P- und die T-Invarianz verletzt. Bei ∫ d4x εµνρσRLCρσµν handelt



42 2.2 Zur Struktur des Immirzi-Termses si
h somit um einen Pseudoskalar.Physikalis
h relevant ist ni
ht-vers
hwindende Torsion vor allem bei der Ankopplungvon Fermionen. In diesem Fall induziert der Immirzi-Term eine CP-verletzende 4-Fermion-We
hselwirkung, sofern die Fermionen ni
ht-minimal angekoppelt werden [40℄. Allerdingsist diese We
hselwirkung um die Plan
k-Masse unterdrü
kt. Prinzipiell sollten si
h sol
heVerletzungen der CP-Invarianz in Form von Vorwärts-Rü
kwarts-Asymmetrien, beispiels-weise bei der e+-e−-Streuung, beoba
hten lassen [41, 42℄.Wie bereits dargelegt beein�uÿt der Wert des Immirzi-Paramters γ ni
ht die klassis
heDynamik der Theorie. Er parametrisiert jedo
h analog zum Theta-Parameter ΘQCD, demVorfaktor des Theta-Terms, ni
ht-unitär-äquivalente Quantisierungen derselben und stelltsomit eine Quantisierungsambiguität dar [43, 44℄. Insbesondere sollten si
h für vers
hie-dene Werte des Immirzi-Parameters die resultierenden Quantentheorien hinsi
htli
h ihrerGrundzustände unters
heiden, so daÿ analog zu den aus der Yang-Mills-Theorie bekannten
Θ-Vakua hier eine Familie von γ-Vakua zu erwarten ist.Eine besonders wi
htige Rolle spielt der Immirzi-Parameter in der Loop-Quantengravita-tion. Dabei handelt es si
h um einen Zugang, der im wesentli
hen auf einer kanonis
henQuantisierung der (3+1)-zerlegten Einstein-Hilbert-Wirkung beruht und der aus dem soge-nannten Ashtekar-Programm hervorgegangen ist. Diesem lag die Feststellung zugrunde, daÿfür γ = ±i - was gerade (anti-)selbstdualen Kon�gurationen in der Lorentzs
hen Formu-lierung der Theorie entspri
ht - der Hamilton-Constraint in der entspre
henden Raumzeit-Foliation bloÿ polynomial von den kanonis
h konjugierten Variablen abhängt und si
h somiterhebli
h vereinfa
ht.Da für komplexe Werte von γ der Phasenraum der Theorie allerdings komplexi�ziertwerden muÿ, sind zusätzli
he Realitätsbedingungen erforderli
h, so daÿ si
h reelle Anfangs-bedingungen unter Wirkung des Hamilton-Constraints für alle Zeiten in reelle Kon�gura-tionen entwi
keln. Diese sind jedo
h ihrerseits wiederum ni
ht-polynomial. Zudem ist inder Quantentheorie ni
ht klar, wie diese Realitätsbedingungen auf entspre
hende Opera-toren und Zustände zu übertragen sind [45, 46℄. Inzwis
hen ist es aber mögli
h, die volleTheorie au
h für reelle Werte des Immirzi-Parameters vermöge der Ashtekar-Variablen,die insbesondere eine enge Verwandts
haft zur Yang-Mills-Theorie o�enbaren, zu formu-lieren. Allerdings führt dies abermals auf einen ni
ht-polynomialen Hamilton-Constraint.
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hungen 43Na
h einem Übergang von der Ashtekar-Formulierung zu sogenannten Loop- und Fluÿ-Variablen hat si
h daraus die Loop-Quantengravitation entwi
kelt. In dieser lassen si
h aufden raumartigen Hyper�ä
hen einer (3+1)-Foliation der Raumzeit Flä
hen- und Volumen-Operatoren de�nieren. Die Quantisierung raumartiger Flä
hen und Volumina wird dur
hderen diskrete Spektren bes
hrieben, wobei diese vom Wert der Quantisierungsambiguität
γ abhängen: Die Eigenwerte sind proportional zu l2Pγ bzw. zu (l2Pγ)

3
2 mit der Plan
k-Länge

lP :=
√

~G
c3

∼ 10−35 m. Eine derartige Flä
henquantisierung hat darüber hinaus zur Folge,daÿ die Entropie S
hwarzer Lö
her nun ebenfalls vom Immirzi-Parameter abhängt, so daÿdie Reproduktion der semiklassis
hen Bekenstein-Hawking-Formel
SB−H =

1

4
· A
l2P

(2.17)in führender Ordnung als Mögli
hkeit zur Fixierung der γ-Ambiguität erwogen wurde.Hierbei bezei
hnet A die Flä
he, die den Ereignishorizont des S
hwarzen Lo
hes berandet.Unters
hiedli
he Vorgehensweisen beim Abzählen der relevanten Mikrozustände haben aufvers
hiedene Referenzwerte geführt; derjenige, der momentan als der präziseste era
htetwird, ist dur
h γLQG = 0, 2375 . . . gegeben [1℄. Zudem erhält man in diesem Rahmen no
hlogarithmis
he Korrekturen der Form ∼ ln( A
l2P

) zur semiklassis
hen Bekenstein-Hawking-Formel, deren Vorfaktor vermutli
h negativ ist [47, 48, 49℄.Wir wollen nun no
h die Grenzfälle γ → 0 und γ → ∞ der Holst-Wirkung (2.1) be-tra
hten. Im ersten Fall wird diese singulär. Da man den Immirzi-Term jedo
h bis auf einenOber�ä
henterm als Quadrat der Torsionsform ausdrü
ken kann, führt dieser Grenzfall aufdie Darstellung einer Delta-Distribution der Form δ(T a ∧ Ta). Deren Argument vers
hwin-det ni
ht nur für Kon�gurationen, deren Torsion vers
hwindet. Nun läÿt si
h gemäÿ der inAnhang A bewiesenen Relation (A.42),
ωab

µ = ωab
µ(e) +

1

2
ebν
(
T a

µν − eaρecµT
c
νρ + eaρecνT

c
ρµ

)
, (2.18)der Spinzusammenhang dur
h die Torsion ausdrü
ken. Integriert man diese in einem Pfad-integral unter Berü
ksi
htigung der zugehörigen Ja
obi-Determinante aus, so unterdrü
ktder Immirzi-Term in der exponentierten Holst-Wirkung für γ → 0 Komponenten der Tor-sion. Dieser Grenzfall stellt somit ni
ht die ART dar, do
h er kommt ihr so nahe wiemögli
h. Für γ → ∞ erfolgt keinerlei Unterdrü
kung in Form eines Gauÿ-Integrals, so daÿ



44 2.2 Zur Struktur des Immirzi-Terms�o�-shell� die Torsion frei und glei
hförmig �uktuiert; man erhält die sogenannte Cartan-Weyl-Formulierung der Gravitation [41℄. Diese Darstellung ermögli
ht au
h ein intuitivesVerständnis der endli
hen γ-Werte, die zwis
hen den beiden Extremfällen liegen. Hinge-gen haben die Werte γ = ±1 bekanntli
h eine Projektion auf die selbstduale bzw. anti-selbstduale Chiralität zur Folge.Abs
hlieÿend drü
ken wir au
h die beiden anderen Terme der Holst-Wirkung dur
hFormen aus gemäÿ
∫

d4x e F ab
µνe

µ
a e

ν
b =

1

4

∫
d4x εµνρσF ab

µνεabcde
c
ρe

d
σ

=
1

4

∫
F ab

µνe
c
ρe

d
σεabcd dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ

=
1

2

∫
εabcdF

ab ∧ ec ∧ edund
∫

d4x e =
1

24

∫
d4x εµνρσea

µe
b
νe

c
ρe

d
σεabcd

=
1

24

∫
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed .Damit erhalten wir die folgende Darstellung der Holst-Wirkung in Formens
hreibweise
SHo[e, ω] = − 1

16πG

(1

2

∫
εabcdF

ab ∧ ec ∧ ed − 1

γ

∫
F ab ∧ ea ∧ eb −

Λ

12

∫
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
,aus der erneut ersi
htli
h ist, daÿ die klassis
he Theorie ni
ht a priori die Existenz einesinversen Vielbeins postuliert.



Kapitel 3
Eine e�ektive Mittelwertwirkung fürFirst-Order-Gravitation

Na
hdem wir uns mit den klassis
hen Eigens
haften der Einstein-Cartan-Theorie imRahmen der Holst-Wirkung vertraut gema
ht haben, mö
hten wir die in der Einführungerläuterte Methode der Renormierungsgruppe auf deren euklidis
he Formulierung anwen-den und diese so quantisieren. Dazu ist es notwendig, das Funktional Γk anzugeben, daseiner geeigneten Fluÿglei
hung unterliegt.3.1 Die Konstruktion von ΓkUnter Berü
ksi
htigung der Ei
h�xierungs- und Geistbeiträge ist der Ausgangspunktder Konstruktion von Γk dur
h das erzeugende Funktional
Z[s µ

a , t
µ

ab , σ
µ, σ̄µ, ρ

ab, ρ̄ab] =

∫
DêDω̂ DCDC̄ DΣ DΣ̄

exp
{
− S[ê, ω̂] − Sgf [ê, ω̂] − Sgh[ê, ω̂, C, C̄,Σ, Σ̄] − Ssource

} (3.1)gegeben. Darin stellen êa
µ und ω̂ab

µ das Quantenvielbein und den Quantenspinzusammen-hang dar. Die Notation soll andeuten, daÿ dies jene Felder sind, denen im Rahmen einerkanonis
hen Quantisierung Feldoperatoren zugeordnet würden. Wir bezei
hnen sie au
hals volle Quantenfelder, um sie von den Hintergrundfeldern und Fluktuationen zu unter-



46 3.1 Die Konstruktion von Γks
heiden. Ferner sind Cµ und C̄µ sowie Σab und Σ̄ab die mit den Di�eomorphismen bzw.
O(4)-Transformationen assoziierten Geister und Antigeister. Sie stellen die Argumente derGeistwirkung Sgh dar, deren Exponential na
h dem Ausintegrieren dieser Felder gemäÿ derübli
hen Prozedur eine Darstellung der Faddeev-Popov-Determinante liefert. Dabei wird
Sgh im allgemeinen ebenfalls von den Feldern êa

µ und ω̂ab
µ abhängen. Des weiteren ist S fürden Fall ΛUV → ∞ die übli
he na
kte Wirkung, und Sgf bezei
hnet den Ei
h�xierungsterm.Im Quellterm Ssource werden alle Felder an externe Quellen gekoppelt gemäÿ

Ssource = −
∫

d4x ê
{
s µ

a ê
a
µ + t

µ
ab ω̂

ab
µ + σ̄µCµ + σµC̄µ + ρ̄abΣ

ab + ρabΣ̄ab

} (3.2)mit der Vielbein-Determinante ê := det(êa
µ) als Maÿfaktor. Die klassis
he Wirkung S istsowohl invariant unter Di�eomorphismen der Form

δD(w)êa
µ = Lwê

a
µ ,

δD(w)ω̂ab
µ = Lwω̂

ab
µ (3.3)als au
h unter der Wirkung lokaler Lorentz-Transformationen

δL(λ)êa
µ = λa

bê
b
µ ,

δL(λ)ω̂ab
µ = −∂µλ

ab + λa
cω̂

cb
µ + λb

cω̂
ac

µ ≡ −∇̂µλ
ab , (3.4)worin ∇̂ die aus ω̂ab

µ gebildete kovariante O(4)-Ableitung bezei
hnet.Entlang der übli
hen Prozedur (vgl. Kapitel 1) würde man aus dem erzeugenden Funk-tional (3.1) über eine Legendre-Transformation die e�ektive Wirkung konstruieren. Dieseist aber na
h der Ei
h�xierung ni
ht mehr invariant unter den entspre
henden Transfor-mationen ihrer Argumente, den Vakuumerwartungswerten der Felder. Allerdings ist nurso die Existenz eines wohlde�nierten Propagators gewährleistet. Zudem bri
ht au
h derQuellterm für eine tensorielle Spinzusammenhangsquelle t µ
ab diese Invarianz, da si
h ω̂ab

µunter δL wie ein Zusammenhang und somit inhomogen transformiert.Wie in Kapitel 1 vorweggenommen, soll aber das modi�zierte Funktional Γk eine Invari-anz aufweisen, die seine allgemeine Struktur eins
hränkt. Zu diesem Zwe
k führen wir diebereits angedeutete Hintergrundstruktur ein, indem wir die dynamis
hen Felder (ê, ω̂) in



Eine e�ektive Mittelwertwirkung fürFirst-Order-Gravitation 47Hintergrundkomponenten (ē, ω̄) und Fluktuationen (ε, τ) zerlegen gemäÿ
êa

µ = ēa
µ + εa

µ ,

ω̂ab
µ = ω̄ab

µ + τab
µ . (3.5)Die Geister werden ni
ht zerlegt. Diese Aufspaltung setzen wir in die klassis
he Wirkung Sein. Die Ei
hbedingungen wählen wir derart, daÿ in ihnen vermöge der Hintergrundgröÿenkonstruierte Objekte wie z. B. kovariante Ableitungen auf die Fluktuationen wirken und siein letzteren linear sind. Der Ei
h�xierungsterm Sgf [ε, τ ; ē, ω̄] hängt dann nur parametris
hvon den Hintergründen ab. Entspre
hend wird die Geistwirkung, die aus diesen Ei
hbe-dingungen konstruiert wird, ebenfalls parametris
h von ēa

µ und ω̄ab
µ abhängen. Darüberhinaus treten in ihr aber au
h die Fluktuationen auf, so daÿ wir Sgh[ε, τ, C, C̄,Σ, Σ̄; ē, ω̄]s
hreiben. (Später wird es ausrei
hend sein, die Geistwirkung für vers
hwindende Fluktua-tionen zu betra
hten.) Abs
hlieÿend ändern wir den Quellterm derart ab, daÿ ledigli
h dieFluktuationen an die Quellen gekoppelt werden gemäÿ

Sback
source = −

∫
d4x ē

{
s µ

a ε
a
µ + t

µ
ab τ

ab
µ + σ̄µCµ + σµC̄µ + ρ̄abΣ

ab + ρabΣ̄ab

}
. (3.6)Der zugehörige Maÿfaktor wird hier wie au
h in Sgf und Sgh unter Verwendung desHintergrund-Vielbeins gebildet. Wir fordern somit, daÿ die Hintergrund-Komponente ēa

µinvertierbar sei, was für das volle Vielbein êa
µ jedo
h ni
ht gelten muÿ. Unter der Vorausset-zung eines translationsinvarianten Maÿes ersetzen dann die Fluktuationen die unzerlegtenQuantenfelder als Integrationsvariablen im Funktionalintegral. Wir erhalten in Analogiezu (3.1) ein Funktional, das von den Quellen und darüber hinaus parametris
h von denHintergründen abhängt:

Z[s µ
a , t

µ
ab , σ

µ, σ̄µ, ρ
ab, ρ̄ab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ] =

∫
DεDτ DC DC̄ DΣ DΣ̄ (3.7)

exp
{
− S[ē+ ε, ω̄ + τ ] − Sgf [ε, τ ; ē, ω̄]

−Sgh[ε, τ, C, C̄,Σ, Σ̄; ēa
µ, ω̄

ab
µ] − Sback

source

}
.Die Ei
htransformationen (3.3) und (3.4) können auf dem Niveau der aufgespaltenen Felderauf zwei Arten realisiert werden. Diese Tatsa
he liegt dem sogenannten Hintergrundforma-lismus zugrunde, den wir hier anwenden und in Anhang C näher erläutern.



48 3.1 Die Konstruktion von ΓkZum einen kann man die Hintergrund-Kon�gurationen als klassis
he Felder betra
hten,die überhaupt ni
ht den Ei
htransformationen unterworfen sind. Dies führt auf die wahrenEi
htransformationen δG, bei denen die gesamte Feldtransformation von den Fluktuations-anteilen getragen wird. Wahre Di�eomorphismen sind dann gegeben dur
h
δG
D(w)ēa

µ = 0 ,

δG
D(w)εa

µ = Lw(ēa
µ + εa

µ) ,

δG
D(w)ω̄ab

µ = 0 ,

δG
D(w)τab

µ = Lw(ω̄ab
µ + τab

µ) , (3.8)und deren O(4)-Pendants sind von der Form
δG
L (λ)ēa

µ = 0 ,

δG
L (λ)εa

µ = λa
b(ē

b
µ + εb

µ) ,

δG
L (λ)ω̄ab

µ = 0 ,

δG
L (λ)τab

µ = −∂µλ
ab + λa

c(ω̄
cb

µ + τ cb
µ) + λb

c(ω̄
ac

µ + τac
µ) . (3.9)Andererseits kann man au
h fordern, daÿ si
h alle Fluktuationen homogen als Tenso-ren gemäÿ ihrer Indexstruktur transformieren, was eine entspre
hende Transformation derHintergründe impliziert. Insbesondere verhält si
h die Spinzusammenhangs�uktuation τab

µunter diesen Hintergrund-Transformationen δB im O(4)-Sektor tensoriell, wohingegen si
hdie Hintergrund-Komponente ω̄ab
µ jetzt inhomogen transformiert. Wir erhalten demna
hfür die Hintergrund-Di�eomorphismen
δB
D(w)ēa

µ = Lwē
a
µ ,

δB
D(w)εa

µ = Lwε
a
µ ,

δB
D(w)ω̄ab

µ = Lwω̄
ab

µ ,

δB
D(w)τab

µ = Lwτ
ab

µ (3.10)
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δB
L (λ)ēa

µ = λa
bē

b
µ ,

δB
L (λ)εa

µ = λa
bε

b
µ ,

δB
L (λ)ω̄ab

µ = −∂µλ
ab + λa

cω̄
cb

µ + λb
cω̄

ac
µ ≡ −∇̄µλ

ab ,

δB
L (λ)τab

µ = λa
cτ

cb
µ + λb

cτ
ac

µ . (3.11)Hierin bezei
hnet ∇̄ die unter Verwendung des Hintergrund-Spinzusammanhangs ω̄ab
µ ge-bildete kovariante O(4)-Ableitung.Beide Transformationsklassen (3.8), (3.9) und (3.10), (3.11) reproduzieren für die vollenQuantenfelder wie gefordert die ursprüngli
hen Transformationen (3.3), (3.4). Die ents
hei-dende Idee besteht nun darin, Ei
hbedingungen zu wählen, die zwar die wahren Ei
htrans-formationen δG, aber ni
ht die Hintergrundinvarianz bre
hen, so daÿ der resultierendeEi
h�xierungsbeitrag Sgf unter δB invariant ist.Die assoziierte Geistwirkung ist dann im allgemeinen ebenfalls hintergrundinvariant,au
h wenn in unserem Fall eine geeignete Umparametrisierung der Ei
htransformationenerforderli
h ist, um dies zu errei
hen.Da die klassis
he Wirkung jeweils nur von der Summe aus Hintergrundkomponen-te und Fluktuation abhängt, ist sie sowohl δG- als au
h δB-invariant. Fordert man ab-s
hlieÿend, daÿ si
h die Quellen in (3.6) ebenfalls tensoriell bezügli
h der Hintergrund-Transformationen verhalten, so folgt die δB-Invarianz der exponentierten Wirkung in (3.15).Diese überträgt si
h auf die e�ektive Wirkung bzw. die e�ektive Mittelwertwirkung, wobeidie Felderwartungswerte analog zu transformieren sind.Da wir die Geistfelder ni
ht zerlegen, stimmen für diese die wahren Ei
htransforma-tionen mit den Hintergrund-Transformationen überein, und wir fordern jeweils ein ihrerIndexstruktur entspre
hendes, tensorielles Transformationsverhalten. Dies liefert für die



50 3.1 Die Konstruktion von ΓkDi�eomorphismen
δG
D(w)Cµ = δB

D(w)Cµ = LwCµ ,

δG
D(w)C̄µ = δB

D(w)C̄µ = LwC̄µ ,

δG
D(w)Σab = δB

D(w)Σab = LwΣab ,

δG
D(w)Σ̄ab = δB

D(w)Σ̄ab = LwΣ̄ab (3.12)und für die Lorentz-Transformationen
δG
L (λ)Cµ = δB

L (λ)Cµ = 0 ,

δG
L (λ)C̄µ = δB

L (λ)C̄µ = 0 ,

δG
L (λ)Σab = δB

L (λ)Σab = λa
cΣ

cb + λb
cΣ

ac ,

δG
L (λ)Σ̄ab = δB

L (λ)Σ̄ab = λ c
a Σ̄cb + λ c

b Σ̄ac . (3.13)Insbesondere übertragen si
h alle Eigens
haften der vollen Felder bezügli
h δD und δLauf die δB
D- und δB

L -Eigens
haften der Hintergrundfelder; εa
µ und τab

µ kann man als δB-Tensoren au�assen, die der Theorie einfa
h hinzugefügt werden. Beispielsweise wird dur
h
ḡµν := ēa

µē
b
νηab bezügli
h δB eine Metrik de�niert, deren Inverses dur
h ḡµν = ē µ

a ē
ν

b η
abgegeben ist. Ferner ist D̄ = ∂ + ω̄ + Γ̄ eine δB-kovariante Ableitung, und D̄µ := ḡµνD̄ν ≡

D̄ν ḡ
µν ist wohlde�niert.Die Mögli
hkeit, auss
hlieÿli
h die wahren Ei
hinvarianzen zu �xieren und dabei wei-terhin auf eine Hintergrund-Invarianz des Funktionals zu bestehen, ist in dem Umstandbegründet, daÿ bloÿ die Invarianz unter wahren Ei
htransformationen auf generis
he Null-moden des inversen Propagators führt. Demgegenüber ist die Hintergrund-Ei
hinvarianzin diesem Sinne ungefährli
h (vgl. Abs
hnitt 4.1.6).Der ents
heidende S
hritt besteht nun darin, zu dem Exponenten in (3.7) einen Term

∆kS hinzuzufügen, der das sukzessive Ausintegrieren der Moden implementiert. Er ist
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∆kS[ε, τ, C, C̄,Σ, Σ̄; ē, ω̄]

=
1

16πG

∫
d4x ē





(
εc

ν

τ cd
ν

)T(
R[ē, ω̄]grav ν µ

c a R[ē, ω̄]grav ν µ
c ab

R[ē, ω̄]grav ν µ
cd a R[ē, ω̄]grav ν µ

cd ab

)(
εa

µ

τab
µ

)

+

(
C̄ν

Σ̄cd

)T(
R[ē, ω̄]gh ν

µ R[ē, ω̄]gh ν
ab

R[ē, ω̄]gh cd
µ R[ē, ω̄]gh cd

ab

)(
Cµ

Σab

)


≡ 1

16πG

∫
d4x ē





(
ε

τ

)T

Rgrav
k [−D̄]

(
ε

τ

)
+

(
C̄
Σ̄

)T

Rgh
k [−D̄]

(
C
Σ

)
 .(3.14)Der Cuto� Rk zerfällt in zwei Blö
ke, Rgrav

k und Rgh
k , die per Konstruktion für jedeSkala k die gewüns
hten Moden im Graviton- und im Geistsektor separat unterdrü
ken.Dabei bezei
hnet D̄ ≡ ∂ + ω̄ + Γ̄ die aus dem Hintergrund gebildete Raumzeit- und O(4)-kovariante Ableitung. Man bea
hte, daÿ in die Konstruktion des Cuto�s nur die Hinter-grundkon�gurationen und ni
ht die Fluktuationen eingehen. Das Maÿ wird ebenfalls ausdem Hintergrund gebildet, so daÿ ∆kS in der Tat quadratis
h in den Fluktuationen bzw. inden Grassmann-wertigen Geistfeldern ist. Darüber hinaus ist der Cuto� per Konstruktionebenfalls δB-kovariant.In der den Cuto� de�nierenden Ersetzungsvors
hrift p2 → p2 + k2R(0) sollte si
h p2auf das Spektrum einer hintergrundkovarianten Verallgemeinerung des Lapla
e-Operatorsbeziehen. Daher sollte man die Ersetzung hier bezügli
h der vollen hintergrundkovariantenAbleitung D̄µ dur
hführen, also p2 ∈ spec{−D̄2 ≡ −ḡµνD̄µD̄ν} mit ḡµν = ē µ

a ē
ν

b η
ab unterVoraussetzung eines regulären Hintergrundvielbeins. Allerdings ist die Einstein-Cartan-Theorie eine Theorie erster Ordnung, in deren inversem Propagator kein kinetis
her Termin der übli
hen Form eines d'Alembert-Operators auftritt. Vielmehr ist dieser von der Formeines inversen Dira
-Propagators für Fermionen, in wel
hem Ableitungen erster Ordnungin den (ε, τ)-Nebendiagonalblö
ken auftreten. Dies kann man unmittelbar an der explizitenForm von Γ

(2)
k bestätigen, die in Anhang E bere
hnet wird. Im Fall fermionis
her Propa-gatoren wendet man daher die obige Regularisierungsvors
hrift meist auf das Quadrat von
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Γ
(2)
k an [50℄, was si
h jedo
h ni
ht unmittelbar auf die Einstein-Cartan-Theorie übertragenläÿt. Wir werden in der vorliegenden Arbeit darauf verzi
hten, einen derartigen Operator zukonstruieren; dies wird weiter unten ausführli
h begründet. Die Form der Cuto�-Wirkung

∆kS mit unspezi�ziertem Rgrav
k und Rgh

k ist symbolis
h zu verstehen und soll uns an dasgrundsätzli
he Vorgehen zur Ableitung einer exakten Renormierungsgruppenglei
hung fürdas Funktional Γk erinnern: Konstruiert werden sollte ein Cuto�, der der First-Order-Naturder Einstein-Cartan-Theorie Re
hnung trägt und dessen Unterdrü
kungseigens
haft si
hauf das Spektrum von D̄ oder eines aus dieser Ableitung gebildeten Operators bezieht.Wir fügen nun einen derartigen Cuto� zu (3.7) hinzu und erhalten als Ausgangspunktzur Konstruktion der e�ektiven Mittelwertwirkung Γk das jetzt k-abhängige Funktional:
Zk[s

µ
a , t

µ
ab , σ

µ, σ̄µ, ρ
ab, ρ̄ab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ]

=

∫
DεDτDCDC̄DΣDΣ̄

exp
{
− S[ē+ ε, ω̄ + τ ] − Sgf [ε, τ ; ē, ω̄] − Sgh[ε, τ, C, C̄,Σ, Σ̄; ēa

µ, ω̄
ab

µ]

−∆kS[ε, τ, C, C̄,Σ, Σ̄; ē, ω̄] − Sback
source

}
. (3.15)Nun de�nieren wir

Wk[s
µ

a , t
µ

ab , σ
µ, σ̄µ, ρ

ab, ρ̄ab; ē
a
µ, ω̄

ab
µ] := ln

(
Zk[s

µ
a , t

µ
ab , σ

µ, σ̄µ, ρ
ab, ρ̄ab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ]
) (3.16)und bilden daraus dur
h funktionale Ableitung bezügli
h der Quellen die k- und hinter-grundabhängigen Erwartungswerte der Fluktuationen. Wir erhalten für das Vielbein undden Spinzusammenhang

ε̄a
µ(x) :=

1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δs
µ

a (x)
,

τ̄ab
µ(x) :=

1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δt
µ

ab (x)
, (3.17)
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ξµ(x) :=

1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δσ̄µ(x)
,

ξ̄µ(x) :=
1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δσµ(x)
(3.18)und s
hlieÿli
h für die Lorentz-Geister

Υab(x) :=
1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δρ̄ab(x)
,

Ῡab(x) :=
1

ē(x)

δWk[s, t, σ, σ̄, ρ, ρ̄; ē, ω̄]

δρab(x)
. (3.19)Dabei haben wir die gewöhnli
hen Funktionalableitungen mit einer inversen Determi-nante des Hintergrundvielbeins als Vorfaktor versehen. Diese wurden in Kapitel 1 als Funk-tionalableitungen bezei
hnet, die �mit dem Maÿ verträgli
h sind�. Die De�nition hat näm-li
h zur Folge, daÿ Funktionalableitungen bezügli
h Tensoren von Raumzeitintegralen vonTensoren wiederum Tensoren sind. Sei z. B. I ein Funktional, das dur
h Integration ei-nes Di�eomorphismus-Skalars F entsteht, und F möge seinerseits aus der Kontraktion desVielbeins mit einem Tensor v µ

a (x) hervorgehen: F (x) = ea
µ(x)v µ

a (x). Dann gilt
1

e(x)

δI

δea
µ(x)

=
1

e(x)

δ

δea
µ(x)

∫
d4y e(y) F (y)

=
1

e(x)

∫
d4y e(y)

(
e µ

a (y)δ(4)(x− y)F (y) +
δF (y)

δea
µ(x)

)

= e µ
a (x)F (x) + v µ

a (x) ,was wie gewüns
ht einen Tensor darstellt. Insbesondere leiten wir in den obigen Fällen niena
h dem Hintergrundvielbein ab, bezügli
h dessen wir das Maÿ im Quellterm bilden. Dererste Summand tritt somit dort ni
ht auf.Unter der Voraussetzung, daÿ die Matrix der zweiten Ableitungen von Wk bezügli
h derQuellen regulär ist, können wir die De�nitionen der Erwartungswerte na
h den Quellenau�ösen. Dann wird dur
h die Legendre-Transformierte von Wk bezügli
h der Quellenein Funktional der Erwartungswerte de�niert, das parametris
h von den Hintergründen
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Γk[ε̄

a
µ, τ̄

ab
µ, ξ

µ, ξ̄µ,Υ
ab, Ῡab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ]

=

∫
d4x ē

{
s µ

a ε̄
a
µ + t

µ
ab τ̄

ab
µ + σ̄µξ

µ + σµξ̄µ + ρ̄abΥ
ab + ρabῩab

}

−Wk[s
µ

a , t
µ

ab , σ
µ, σ̄µ, ρ

ab, ρ̄ab; ē
a
µ, ω̄

ab
µ]

−∆kS[ε̄a
µ, τ̄

ab
µ, ξ

µ, ξ̄µ,Υ
ab, Ῡab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ] . (3.20)Au
h hier haben wir das Hintergrund-Maÿ verwandt. Darüber hinaus haben wir die Cuto�-Wirkung subtrahiert, na
hdem wir in dieser die Felder dur
h ihre Erwartungswerte ersetzthatten. Analog zum metris
hen Fall sollte für dieses Funktional eine Fluÿglei
hung vonder Art der Wetteri
h-Glei
hung (1.16) abgeleitet werden können, deren Form jedo
h ex-plizit von der gewählten Cuto�-Implementierung abhinge. In ihr träte als zentrales Ob-jekt der e�ektive inverse Propagator Γ

(2)
k der Theorie auf. Dieser ist de�niert als Matrixder zweiten Funktionalableitungen von Γk bezügli
h der Fluktuationen, ausgewertet beivers
hwindenden Fluktuationen und vers
hwindenden Geist- und Antigeistfeldern. Da dieGeistwirkung per Konstruktion bilinear in den Geistern und Antigeistern ist, entkoppelthier der Geistsektor völlig vom Feldsektor. Das wurde bereits implizit bei der Konstruk-tion der Cuto�-Wirkung (3.14) berü
ksi
htigt. Daher können wir s
hon vor dem Bildender Funktionalableitung in der Geistwirkung die Fluktuationen ε̄a

µ und τ̄ab
µ glei
h nullsetzen: Im Zuge der Funktionalableitung treten zwar au
h Beiträge im gemis
hten Geist-Graviton-Sektor auf, do
h enthalten diese no
h ein Geist- oder Antigeist-Feld. Da wir alleGeist- und Antigeist-Felder ans
hlieÿend glei
h null setzen, vers
hwinden au
h alle der-artigen Beiträge. Man kann dies als Näherung einer korrekten bimetris
hen Behandlungau�assen, bei der die Wetteri
h-Glei
hung (1.16) für ni
ht-vers
hwindende Fluktuationenund ni
ht-vers
hwindende Geister betra
htet wird. Sie wurde erst kürzli
h imQEG-Kontextdur
hgeführt [51, 52, 53℄.Es gilt nun für den Gravitonsektor

Γ
(2)
k [ē, ω̄]grav :=

1

ē(y)

1

ē(x)




δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]
δε̄c

ν(y)δε̄a
µ(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]
δε̄c

ν(y)δτ̄ab
µ(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]
δτ̄cd

ν(y)δε̄a
µ(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]
δτ̄cd

ν(y)δτ̄ab
µ(x)



∣∣∣∣∣∣
ε̄=0,τ̄=0,ξ=0,ξ̄=0,Υ=0,Ῡ=0

(3.21)
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Γ

(2)
k [ē, ω̄]gh :=

1

ē(y)

1

ē(x)

(
δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]

δξν(y)δξ̄µ(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]
δξν(y)δῩab(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]

δΥcd(y)δξ̄µ(x)

δΓk [ε̄,τ̄ ,ξ,ξ̄,Υ,Ῡ;ē,ω̄]

δΥcd(y)δῩab(x)

)∣∣∣∣∣
ε̄=0,τ̄=0,ξ=0,ξ̄=0,Υ=0,Ῡ=0

. (3.22)Mitunter ist es übli
h, die e�ektive Mittelwertwirkung als Funktional der vollen Felderwar-tungswerte zu s
hreiben gemäÿ
Γk[e

a
µ, ω

ab
µ, ē

a
µ, ω̄

ab
µ, ξ

µ, ξ̄µ,Υ
ab, Ῡab]

:= Γk[e
a
µ − ēa

µ, ω
ab

µ − ω̄ab
µ, ξ

µ, ξ̄µ,Υ
ab, Ῡab; ē

a
µ, ω̄

ab
µ] . (3.23)Bezügli
h dieser Darstellung wäre der obige inverse Propagator als Matrix der zweitenAbleitungen bezügli
h der vollen Felder gegeben, wobei man letztere na
h der Ableitungmit den Hintergrundkon�gurationen identi�ziert.In diesem Sinne ist es also die Propagation der Fluktuationen bzw. ihrer Erwartungs-werte, die für uns von Interesse ist. Wir mö
hten an dieser Stelle no
h einmal betonen, daÿwir diese ni
ht als Störungen um einen vorgegebenen Hintergrund au�assen. Wir nehmeninsbesondere ni
ht an, daÿ sie in irgendeinem Sinne �klein� seien. Die Bedeutung des Hin-tergrundes beruht vielmehr auf zwei anderen Aspekten: Sie besteht zum einen darin, eineMetrik bereitzustellen, bezügli
h der man ho
h- und niederfrequente Moden überhauptklassi�zieren kann. Daher bezieht si
h au
h der Cuto� auf das Spektrum eines reinenHintergrund-Operators. Der Hintergrund ist dabei fest, aber beliebig. Er muÿ insbesonde-re keine Lösung der aus Γk folgenden Bewegungsglei
hungen sein. Zum anderen erö�net dieHintergrundmethode die Mögli
hkeit, ein e�ektives Wirkungsfunktional zu konstruieren,das einen wohlde�nierten Propagator besitzt und dabei glei
hzeitig eine Invarianzeigen-s
haft aufweist, die seine Struktur eins
hränkt und ein systematis
hes Trunkieren erlaubt.Im folgenden Abs
hnitt mö
hten wir kurz begründen, warum auf die Konstruktion ei-nes Cuto�-Operators verzi
htet wurde. Im Ans
hluÿ geben wir die Fluÿglei
hung an, dieanstelle einer exakten Renormierungsgruppenglei
hung analysiert wird und erläutern ihregrundlegenden Eigens
haften.
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Der Cuto� Rk muÿ dem Funktional Γk und damit in realistis
hen Situationen einergewählten Trunkierung angepaÿt werden. In unserem Fall ist diese dur
h die euklidis
heHolst-Wirkung gegeben. Diesen Teil der Trunkierung, die no
h um die Ei
h�xierungsbei-träge und die daraus resultierende Geistwirkung ergänzt wird, bezei
hnen wir mit

Γk Ho[e, ω, ē, ω̄] = − 1

16πGk

∫
d4x e

{(
F ab

µν −
1

2γk

εab
cdF

cd
µν

)
− 2Λk

}
. (3.24)Sie hängt nur von den unzerlegten Feldern ab. Zudem treten in ihr die laufenden Kopplun-gen Gk, Λk und γk auf, wobei letztere den skalenabhängigen Immirzi-Parameter bezei
hnet,der eine dimensionslose Zahl ist. Derartige Trunkierungen von der Form der klassis
henWirkung erfassen im allgemeinen sehr gut das UV-Verhalten einer Theorie [21, 22, 54℄.Mit dem Auftreten von wirkli
h starken Renormierungse�ekten ist erst im Infraroten zure
hnen (vgl. Abs
hnitt 1.6).Bere
hnen wir auss
hlieÿli
h für den Anteil (3.24) den bereits de�nierten inversen Pro-pagator gemäÿ

Γ
(2)
k Ho[ē, ω̄] :=

1

ē(y)

1

ē(x)




δΓk Ho[e,ω,ē,ω̄]
δem

β(y)δek
α(x)

δΓk Ho[e,ω,ē,ω̄]
δem

β(y)δωkl
α(x)

δΓk Ho[e,ω,ē,ω̄]
δωmn

β
(y)δek

α(x)
δΓk Ho[e,ω,ē,ω̄]

δωmn
β
(y)δωkl

α(x)



∣∣∣∣∣∣
e=ē,ω=ω̄

,so erhalten wir
Γ

(2)
k Ho[ē, ω̄]

= − 1

16πGk

1

ē(x)
εµνβα ×

×
(

1
2

(
K

(γk)
abmkF̄

ab
µν(x) − 2Λkεabmkē

a
µ(x)ēb

ν(x)
)

K
(γk)
abcmē

c
ν(x)∇̄x ab

µ kl

K
(γk)
abck∇̄x ab

µ mn ēc
ν(x) K

(γk)
nkabē

a
µ(x)ē

b
ν(x)ηml

)
δ(4)(x− y)

ē(x)(3.25)
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K

(γk)
abcd := εabcd −

1

γk

(ηacηbd − ηadηbc) ;dies wird in Anhang E explizit ausgeführt. Querstri
he kennzei
hnen die Auswertung desentspre
henden Objekts auf den Hintergrundkon�gurationen.Dieser Operator läÿt unmittelbar die bereits angespro
hene �fermionis
he� Struktur er-kennen. Um die übli
he Cuto�-Vors
hrift bezügli
h p2 zu implementieren, wendet mandiese im allgemeinen auf das Quadrat eines inversen Propagators dieses Typs an; p2 wäredann der Eigenwert von −D̄2. Allerdings lassen si
h na
h dem Quadrieren ni
ht alle Ab-leitungen zu kovarianten Ableitungen vom Typ D̄µ zusammenfassen. Stattdessen treten indem endgültigen Ausdru
k au
h kovariante Ableitungen ∇̄µ vom O(4)-Typ und einzelnepartielle Ableitungen ∂µ auf. Bei analogen Bere
hnungen in fermionis
hen Theorien greiftman darüber hinaus oft auf die dort vorliegenden algebrais
hen Strukturen wie beispiels-weise die γ5-Involution zurü
k. Bislang ist ni
ht bekannt, ob entspre
hende Analoga in der
(e, ω)-Gravitation existieren. Diesbezügli
he Erkenntnisse könnten au
h hier im Hinbli
kauf die Konstruktion des Cuto�s hilfrei
h sein.Lieÿe si
h der Operator (Γ(2)

k

)2 auss
hlieÿli
h dur
h −D̄2 auszudrü
ken, so bliebe dieS
hwierigkeit, dessen Spektrum als Funktion von p2 zu bestimmen, um den Cuto� optimalanpassen zu können. Wir werden später die Felderwartungswerte auf irreduzible Art undWeise zerlegen und damit eine entspre
hende Darstellung für Γ
(2)
k erhalten. Selbst für denfreien Fall, d. h. für ω̄ = 0, ist der gröÿte verbleibende Unterblo
k eine 7× 7-Matrix, derenSpektrum somit ni
ht analytis
h bestimmt werden kann. Erst wenn wir zusätzli
h den Fall

γk → ∞ betra
hten, wird dieser Operator in einen 3 × 3- und einen 4 × 4-Blo
k zerfallen,so daÿ eine explizite Bere
hnung der Eigenwerte mögli
h ist. Auf dieser Beoba
htung, dieeinen darstellungstheoretis
hen Hintergrund besitzt [55, 56℄, beruht unsere Re
hnung. Beider Konstruktion eines expliziten Cuto�s müÿte man daher au
h auf dessen optimale An-passung verzi
hten und stattdessen einen Brute-For
e-Cuto� verwenden, der beispielsweisedur
h das Produkt aus einer Pro�lfunktion R(0)( p2

k2 ) k
2 und dem Einheitsoperator auf demFeldraum gegeben sein könnte.Wir ents
heiden uns hier für eine andere Methode zur Untersu
hung des Renormie-rungsverhaltens der drei angegebenen Kopplungen. Sie ist insofern eleganter, als sie auf
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hungdie gerade angespro
hene Art und Weise explizite Eigens
haften des Spektrums von Γ
(2)
kberü
ksi
htigt. Sie beruht auf der sogenannten Propertime-Glei
hung, die wir im nä
hstenAbs
hnitt erläutern.3.3 Die Propertime-Glei
hungDen Ausgangspunkt der Propertime-Glei
hung stellt die mathematis
he Identität

ln
(a
b

)
= −

∫ ∞

0

ds

s

(e−s a − e−s b
)dar. Diese beweist man, indem man beispielsweise ihre linke und ihre re
hte Seite alsFunktionen von a au�aÿt und zeigt, daÿ beide der glei
hen Di�erentialglei
hung ersterOrdnung f ′(a) = 1

a
mit der glei
hen Anfangsbedingung f(a = b) = 0 mit Parameter bgenügen; auf der re
hten Seite greift man dabei auf die Lapla
e-Transformierte der Funktion

1
x
zurü
k. Die Propertime- oder Eigenzeit-Darstellung des Logarithmus auf dem Niveau vonOperatoren erhält man dann, indem man in der Glei
hung die C-Zahlen a und b formaldur
h Operatoren A und B ersetzt. Für die typis
herweise zu bere
hnenden Spuren giltdann zunä
hst in formalem Sinne

Tr ln
(A
B

)
= −

∫ ∞

0

ds

s
Tr
{e−s A − e−s B

}
.Dabei ist es erlaubt, die beiden Exponentiale au
h dann in Form zweier separater Sum-manden darzustellen, falls die beiden Operatoren A und B ni
ht kommutieren; dies wirdin Abs
hnitt 7.1 gezeigt. Die Propertime-Darstellung eines inversen Operators ergibt si
hauf die glei
he Art als das Analogon der Lapla
e-Transformation

1

A
=

∫ ∞

0

ds e−s A .(Dabei kann diesen Darstellungen anstatt der Lapla
e-Transformation au
h die Fourier-Transformation zugrunde gelegt werden.) Man nennt s die Eigenzeit, wobei dieser hierder Status eines Parameters zukommt. Diese Darstellungen besitzen den Vorteil, daÿ siesi
h beispielsweise im Falle von A−1 au
h auf singuläre Operatoren fortsetzen lassen, indemdas Propertime-Integral dur
h eine S
hmierfunktion f(s) geeignet regularisiert wird. Dabei
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h unters
hiedli
he divergente Aspekte eines Operators in dieser Darstellung sehrgut isoliert behandeln, so daÿ sie in der Quantenfeldtheorie, in der derartige Divergenzenallenthalben auftreten, eine breite Anwendung �ndet.Die Propertime-Darstellung läÿt si
h unmittelbar auf die Ein-S
hleifen-Approximation(1.8) an die e�ektive Wirkung anwenden. Diese lautet dann s
hematis
h
Γ = S − 1

2

∫ ∞

0

ds

s
Tr
{
e−s S(2)} + const . (3.26)Typis
herweise ist der darin auftretende inverse Propagator von der Form S(2) = −D2 +V ,worin D2 die dem jeweiligen Kontext entspre
hende kovariante Verallgemeinerung desd'Alembert-Operators bezei
hnet, die einem kinetis
hen Term entstammt. Mittels der Spek-traldarstellung ergibt si
h dann der Ein-S
hleifen-Beitrag zu

Tr e−s S(2)

= Tr e−s(−D2+V ) =
∑

λ

e−s λmit λ ∈ spec(−D2 + V ). Für kleine Eigenzeiten s tragen vorwiegend groÿe Eigenwerte λdes inversen Propagators, d. h. groÿe Impulse zu dieser Summe bei. Dies entspri
ht somitdem UV-Regime der dur
h das Funktional S de�nierten Theorie. Im Extremfall groÿer Ei-genzeiten dominieren kleine Eigenwerte λ, die das IR-Verhalten der Theorie widerspiegeln.Die Bere
hnung des vollen Spektrums von S(2) in ges
hlossener Form ist im allgemeinenni
ht mögli
h. Von der Spur auf der re
hten Seite der Ein-S
hleifen-Glei
hung werden je-do
h in der Regel nur bestimmte Monome und mithin nur bestimmte Potenzen der Felderbenötigt, so daÿ es für die meisten praktis
hen Zwe
ke ausrei
hend ist, den We
hselwir-kungsanteil in den Feldern zu entwi
keln. Der Operator e−s(−D2+V ) nimmt in dieser Nä-herung dann die Form P (s V ) es D2 mit einem entspre
henden Polynom P (s V ) an. Au
him Rahmen unserer Re
hnung werden wir so verfahren und die benötigten ω̄-Beiträge ausdem Exponenten unter der Spur �herunterentwi
keln�. Obige Überlegungen hinsi
htli
h derBeziehung zwis
hen s und dem Spektrum {λ} übertragen si
h dann auf diesen freien Fall,so daÿ s ganz im Sinne der Heisenbergs
hen Uns
härferelation die zum Spektrum von −D2komplementäre Variable darstellt.Man kann diesen Sa
hverhalt au
h im Sinne einer feldtheoretis
hen Verallgemeinerungder analogen Situation des freien quantenme
hanis
hen Punktteil
hens verstehen. In der
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hungeuklidis
hen Formulierung ist die S
hrödinger-Glei
hung gegeben dur
h
ĤΨ = −∂t Ψmit Ĥ = −∆. Die ÜbergangsamplitudeK(y, t; x, 0), deren Betragsquadrat die Wahrs
hein-li
hkeit angibt, das Teil
hen zur Zeit t am Ort y vorzu�nden, sofern es zur Zeit 0 am Ort

x war, ist gegeben dur
h
K(y, t; x, 0) = 〈y | e−t Ĥ |x〉 = 〈y | et ∆ |x〉 .In diesem einfa
hen Fall ist die S
hrödinger-Glei
hung mit der Wärmeleitungsglei
hungidentis
h, und die Zeitvariable t stellt das Pendant zur Eigenzeit s dar. Für groÿe Zeiten tdi�undiert das Punktteil
hen über groÿe räumli
he Abstände, so daÿ es sensitiv auf die IR-Eigens
haften des Systems ist; entspre
hend sind kurze Zeiten mit dem UV-Verhalten ver-knüpft. Diese Analogie ist au
h der Grund für das Auftreten der Heat-Kernel-Entwi
klungin feldtheoretis
hen Re
hnungen dieser Art, sofern in der Wirkung ein kinetis
her Term inStandardform und mithin ein assoziierter Operator zweiter Ordnung vorliegt.Um wohlde�niert zu sein, bedarf die Spur auf der re
hten Seite der Ein-S
hleifen-Approximation im allgemeinen no
h einer UV- und einer IR-Regularisierung. Aufgrundder erläuterten reziproken Beziehung zwis
hen Eigenzeit und Impulsskala ist die einfa
hsteImplementierung eines entspre
henden UV- bzw. IR-Cuto�s von der Form

Γ = S − 1

2

∫ k−2

ΛUV
−2

ds

s
Tr
{
e−s S(2)} ,wobei wir diese Regularisierung als den s
harfen Propertime-Cuto� bezei
hnen [57, 58℄.Darin ist ΛUV die UV-Cuto�-Skala und k ihr IR-Gegenstü
k. Na
h einer Entwi
klunge−s(−D2+V ) → P (s V )es D2 der oben erläuterten Art stellt dann k2 einen IR-Cuto� bezügli
hdes Spektrums von −D2 dar.Kann keine exakte Fluÿglei
hung in Form der Wetteri
h-Glei
hung mit zugehörigemCuto�-Operator Rk konstruiert werden, so besteht eine Alternative zur Berü
ksi
htigungvon Renormierungse�ekten in einer sogenannten Renormierungsgruppen-Verbesserung derklassis
hen Theorie. Darunter versteht man allgemein die Ersetzung na
kter, unrenormier-ter Objekte dur
h ihre renormierten, skalenabhängigen Pendants. Dies kann beispielsweise



Eine e�ektive Mittelwertwirkung fürFirst-Order-Gravitation 61auf dem Niveau eines Wirkungsfunktionals, auf dem Niveau von Bewegungsglei
hungenoder auf dem Niveau von Lösungen erfolgen. Dabei ist die Verbesserung in der Regel umsoglaubwürdiger, je früher sie im Verlauf dieser Aufzählung erfolgt. Man wird dementspre-
hend erst dann eine Ersetzung auf einem Niveau vornehmen, sofern si
h eine Verbesserungauf dem vorhergehenden Niveau ni
ht umsetzen läÿt.Die Propertime-Glei
hung entsteht nun dadur
h, daÿ man in (3.26) in dem Korrektur-term zur klassis
hen Wirkung den inversen Propagator der klassis
hen Wirkung dur
h
Γ

(2)
k ersetzt. Fordert man zusätzli
h, daÿ die Skalenableitung bloÿ auf die s
harfe IR-Regularisierung in Form der oberen Integrationsgrenze und ni
ht auf die explizite k-Abhän-gigkeit von Γ

(2)
k wirken soll, so erhält man für diesen Cuto� die Propertime-Glei
hung inder Form

∂t Γk = Tr
{e−Γ

(2)
k
k2

}
. (3.27)Man kann den Korrekturterm auf der re
hten Seite au
h regularisieren, indem man indem Eigenzeit-Integral eine wei
he Cuto�-Funktion fΛUV

k (s) einführt, die das Analogonzur Pro�lfunktion R(0) darstellt. Analog zum s
harfen Cuto� soll au
h sie eine IR- undUV-Regularisierung implementieren. Fordert man hier ebenfalls, daÿ die Skalenableitungledigli
h auf die Regulatorfunktion fΛUV
k (s) wirkt, so ergibt si
h für ein derartiges glattesAbs
hneiden die Propertime-Glei
hung zu

∂tΓk = −1

2

∫ ∞

0

ds

s

(
∂t f

ΛUV

k (s)
)
Tr
{
e−s Γ

(2)
k } . (3.28)Damit die Funktion fΛUV

k (s) bezügli
h der Skala k einen Infrarot-Regulator darstellt,muÿ nun fΛUV
k (s) ≈ 0 für s≫ k−2 gelten. Hingegen soll das Ultraviolett-Regime bezügli
hder Skala k dur
h sie ni
ht beeinträ
htigt werden, so daÿ wir hier fΛUV

k (s) ≈ 1 für s≪ k−2fordern. In diesem Berei
h wird das Integral dur
h den UV-Cuto� ΛUV regularisiert, sodaÿ si
h hier die Regulatoreigens
haften gerade umgekehrt verhalten, d. h. fΛUV
k (s) ≈ 0 für

s ≪ Λ−2
UV und fΛUV

k (s) ≈ 1 für s ≫ Λ−2
UV. Zwis
hen diesen Grenzfällen soll die Funktionauf glatte Weise interpolieren. Do
h da wir an einer Fluÿglei
hung bezügli
h des Infrarot-Cuto�s k interessiert sind, ist der UV-Cuto� ΛUV hier ni
ht von Wi
htigkeit. Die mittels
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hungder glatten Regularisierungen erhaltenen Fluÿglei
hungen sind von der Gestalt
∂tΓk =

(
k2

Γ
(2)
k + k2

)m+1oder
∂tΓk =

(
mk2

Γ
(2)
k +mk2

)m+1

,worin m ≥ 0 einen Abs
hneideparameter bezei
hnet, der frei gewählt werden kann. Wirwerden das s-Integral später auf drei Arten regularisieren, wobei eine einem s
harfen Ab-s
hneiden entspri
ht. Im Zuge dessen werden wir au
h die konkrete Form der Regula-torfunktionen fΛUV
k angeben und erläutern, daÿ der s
harfe Cuto� als Grenzfall in der

fΛUV
k -Regularisierung enthalten ist. Daher beziehen wir uns von nun an mit dem Begri��Propertime-Glei
hung� auf die Glei
hung (3.28).Diese Glei
hung de�niert das Funktional Γk im glei
hen Sinne, in dem die Wetteri
h-Glei
hung die e�ektive Mittelwertwirkung de�niert (vgl. Kapitel 1). Bei dem von uns be-tra
hteten Objekt Γk handelt es si
h somit ni
ht um die e�ektive Mittelwertwirkung; diesekönnte insbesondere unter Kenntnis der na
kten Wirkung S dur
h Hinzufügen eines Cuto�-Terms ∆kS als globale Lösung der Wetteri
h-Glei
hung konstruiert werden.Au
h wir ma
hen für Γk[e, ω, ē, ω̄, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] einen Ansatz in Form einer hintergrundin-varianten Trunkierung und werten Γ

(2)
k sowie die linke Seite von (3.28) für e = ē und

ω = ω̄ aus. Dur
h die re
hte Seite von (3.28) wird somit ein hintergrundinvarianterFluÿ de�niert. Dieser beruht auf einer renormierungsgruppenverbesserten Ein-S
hleifen-Determinante, d. h. auf dem Korrekturterm erster Ordnung in ~ zur e�ektiven Wirkung.Dur
h
Tr e−sΓ

(2)
k ≡ Tr

{ ∞∑

n=0

(−s)n

n!

(
Γ

(2)
k

)n}werden aber bereits beliebig hohe Potenzen des inversen Propagators kontrahiert, so daÿs
hon auf diesem Niveau beliebig hohe Ordnungen in den Kopplungen aufsummiert werden.Zu dem Symbol �Tr� , das in all diesen Fluÿglei
hungen und insbesondere in der Propertime-
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hung (3.28) auftritt, ist no
h folgendes zu bemerken: Das Null-Setzen der Fluktuatio-nen und der Geister im Ans
hluÿ an die zweifa
he Funktionalableitung von Γk führt dazu,daÿ Γ
(2)
k bezügli
h des Graviton- und Geistsektors zerfällt. Die Ein-S
hleifen-Näherung wirdübli
herweise hergeleitet, indem man in der Pfadintegraldarstellung von Z die Summe ausklassis
her Wirkung und Quellterm bis zur ersten Ordnung entwi
kelt. Die Ausführung desPfadintegrals über die bosonis
hen Felder (das sind in unserem Fall die Gravitonen) führtdann über ein funktionales Gauÿ-Integral auf det(S

(2)
grav)−

1
2 und somit auf die bekannte Kor-rektur 1

2
ln detS

(2)
grav ≡ 1

2
Tr lnS

(2)
grav. Führt man hingegen das analoge Gauÿ-Integral über dieGrassmann-wertigen Geister aus, so liefert dies eine exakte Darstellung der Determinantedes Geist-Propagators, also det(S

(2)
gh ). Dies hat bezügli
h der Logarithmen einen relativenVorfaktor von −2 zur Folge, der dur
h eine entspre
hende De�nition der Spur berü
ksi
h-tigt wird. Die Propertime-Glei
hung (3.28) lautet somit sektorweise ausges
hrieben

∂tΓk = −1

2

∫ ∞

0

ds

s

(
∂t f

ΛUV
k (s)

){
Tr
(
e−s Γ

(2)
k grav

)
− 2 Tr

(
e−s Γ

(2)
k gh
)}

.

3.4 Die Beziehung zwis
hen der Wetteri
h-Glei
hungund der Propertime-Glei
hungUm das Verhältnis von Wetteri
h- und Propertime-Glei
hung zu untersu
hen, s
hreibenwir erstere mit (1.16) zunä
hst in der Form
∂t Γk =

1

2
Tr
{(

Γ
(2)
k + Rk(−D̄2)

)−1
∂tRk(−D̄2)

}
=:

1

2

D

Dt
Tr ln

[
Γ

(2)
k + Rk(−D̄2)

]
, (3.29)gemäÿ der man die Wetteri
h-Glei
hung als eine modi�zierte 1-S
hleifen-Glei
hung verste-hen kann. Die darin auftretende Skalenableitung D

Dt
ist so de�niert, daÿ sie nur auf die

k-Abhängigkeit des Operators Rk und ni
ht auf die k-Abhängigkeit von Γ
(2)
k wirkt. DerOperator, der das Argument von Rk darstellt, ist zudem k-unabhängig.Wir nehmen in der Wetteri
h-Glei
hung nun die Ersetzung −D̄2 → Γ
(2)
k vor. Dannbesteht die Propertime-Näherung darin, die im Zuge dieser Ersetzung auftretende Skalen-abhängigkeit des Arguments von Rk bei der Bere
hnung von ∂tRk zu verna
hlässigen. DiePropertime-Näherung besteht also in der Verna
hlässigung der Skalenabhängigkeit des-
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hen der Wetteri
h-Glei
hungund der Propertime-Glei
hungjenigen Operators, bezügli
h dessen Spektrum k2 als IR-Cuto� wirkt. Deuten wir dieseApproximation dur
h das Symbol ≈ an, so gilt
∂t Γk ≈ 1

2
Tr
{(

Γ
(2)
k + Rk(Γ

(2)
k )
)−1

(∂tRk)(Γ
(2)
k )
}

=:
1

2
Tr

∫ ∞

0

ds Fk(s) e−sΓ
(2)
k .Der Operator Rk nimmt dann bezügli
h des Spektrums {λi} von Γ

(2)
k die Ersetzung λi →

λi + k2R(0)
(

λi

k2

) vor. Ausgewertet in der Eigenbasis von Γ
(2)
k , besteht zwis
hen der Pro�l-funktionen R(0) und der Lapla
e-Transformierten der Funktion Fk(s) die Beziehung

(∂tR
(0))
(

λi

k2

)

λi +R(0)
(

λi

k2

) ≡
∫ ∞

0

ds Fk(s) e−s λi .Man bea
hte, daÿ mit λi → λi + k2R(0)
(

λi

k2

) und (1.18) der Cuto� von der Form
Rk = 1 k2R(0)

(λi

k2

)ist, so daÿ Rk und ∂tRk mit Γ
(2)
k vertaus
hen.Die Strategie besteht nun darin, aus den geforderten Eigens
haften von R(0) die ent-spre
henden Forderungen an Fk(s) abzuleiten und dann direkt die Funktion Fk(s) anstattder Pro�lfunktion R(0) vorzugeben. Damit ergibt si
h die Propertime-Glei
hung zu

∂t Γk =
1

2

∫ ∞

0

ds Fk(s) Tr
[e−s Γ

(2)
k

]
,und für Fk(s) ≡ − ∂t f

ΛUV
k (s)

s
erhält man die Propertime-Glei
hung (3.28) in Form einerrenormierungsgruppenverbesserten 1-S
hleifen-Determinante.Das Verhältnis von Propertime-Glei
hung (3.28) und Wetteri
h-Glei
hung (1.16) iststrukturell au
h in Ref. [59, 60℄ untersu
ht worden. Dort wird festgestellt, daÿ der dur
hdie Wetteri
h-Glei
hung de�nierte Fluÿ exakt ist, also linear vom vollen regularisiertenPropagator (Γ

(2)
k + Rk)

−1 abhängt. Dies tri�t auf die Propertime-Glei
hung ni
ht zu. Zu-dem ist der Wetteri
h-Fluÿ per Konstruktion vollständig: Seine Integration führt auf eineTrajektorie, die die klassis
he Wirkung S der Theorie mit ihrer e�ektiven Wirkung Γ ver-
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h diese globale Eigens
haft weist der Propertime-Fluÿ ni
ht auf. Er kann nurlokale Gültigkeit beanspru
hen. Ist die gewählte Trunkierung von der Form der klassis
henWirkung, so sollte er beispielsweise die Ultraviolett-Eigens
haften der Theorie zumindestqualitativ erfassen können.In Ref. [59℄ wird eine Konstruktion vorgestellt, mit der in erster Ordnung einer Ablei-tungsentwi
klung jeder Pro�l-Funktion R(0) eines Cuto�s vom Wetteri
h-Typ eine Regu-latorfunktion fΛUV
k (s) zugeordnet werden kann, so daÿ der resultierende Propertime-Fluÿden exakten Wetteri
h-Fluÿ reproduziert. Eine Umkehrabbildung der glei
hen Art existiertjedo
h ni
ht. In Ref. [60℄ wurde ein verallgemeinerter Propertime-Fluÿ angegeben, in demder inverse Propagator Γ

(2)
k den kovarianten Lapla
e-Operator −D̄2 als Argument von Rkersetzt. Dieser Fluÿ ist vollständig und erfüllt eine Wetteri
h-Glei
hung vom Typ (1.16).Um dies zu errei
hen, muÿ jedo
h die Funktion fΛUV

k (s) ebenfalls von Γ
(2)
k abhängen. Sol
heverallgemeinerten Propertime-Flüsse lassen si
h also auf exakte Wetteri
h-Flüsse abbilden.Trotz dieser Eins
hränkungen werden wir einen konventionellen Propertime-Fluÿ fürGravitation im Einstein-Cartan-Zugang analysieren. Die Annahme, daÿ dies zu aussage-kräftigen Resultaten führen wird, stützt si
h im wesentli
hen auf die Tatsa
he, daÿ dasdur
h eine exakten Fluÿglei
hung abgeleitete UV-Verhalten der QEG im Rahmen einerPropertime-Analyse sowohl qualitativ als au
h quantitativ bestätigt werden konnte [61℄.Zusätzli
h zu der stabilen Existenz eines ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkts wurden die Werteuniverseller Gröÿen wie g⋆λ⋆ und der kritis
hen Exponenten von g und λ in guter Überein-stimmung reproduziert. Dies überras
ht ni
ht, da si
h unter Verwendung der Propertime-Glei
hung die Werte kritis
her Exponenten bereits in anderen Kontexten extrem präzisereproduzieren lieÿen [62℄. Die Tatsa
he, daÿ au
h diese Methode, die konzeptionell von derMethode der e�ektiven Mittelwertwirkung vers
hieden ist, das Bild der QEG bestätigt,liefert ein starkes Indiz für dessen Korrektheit.

3.5 QECG und QEGWir mö
hten abs
hlieÿend fragen, wie si
h die mittels der Renormierungsgruppe quan-tisierte (e, ω)-Gravitation zur Quanten-Einstein-Gravitation verhält. Na
h den obigen te
h-nis
hen Ausführungen können wir nun letztere wirkli
h de�nieren: Quanten-Einstein-Gravi-



66 3.5 QECG und QEGtation (QEG) ist de�niert als der k → ∞-Limes an einem ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunktim Theorienraum TQEG, wobei zu beweisen ist, daÿ die Existenz dieses Fixpunktes eineEigens
haft der vollen Theorie darstellt. Der Theorienraum TQEG ist dabei de�niert als dieMenge aller δB
D-invarianten Funktionale A der Hintergrund-Metrik ḡµν , des Fluktuations-erwartungswertes h̄µν sowie der Di�eomorphismus-Geist- und -Antigeist-Erwartungswerte

ξµ und ξ̄µ:
TQEG :=

{
A[h̄, ξ, ξ̄; ḡ]|
A[h̄ + δB

D(w)h̄, ξ + δB
D(w)ξ, ξ̄ + δB

D(w)ξ̄; ḡ + δB
D(w)ḡ]

= A[h̄, ξ, ξ̄; ḡ] ∀wµ
}
. (3.30)Im metris
hen Fall transformieren si
h all diese Gröÿen bezügli
h δB

D tensoriell.Analog kann Quanten-Einstein-Cartan-Gravitation (QECG) als Kontinuumslimes k →
∞ an einem hypothetis
hen ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt im Theorienraum TQECG de�niertwerden. Dabei wissen wir nun, daÿ TQECG dur
h

TQECG :=
{
A[ε̄, τ̄ , ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē, ω̄]|
A[ε̄+ δB

D(w)ε̄+ δB
L (λ)ε̄, τ̄ + δB

D(w)τ̄ + δB
L (λ)τ̄ , ξ + δB

D(w)ξ + δB
L (λ)ξ

, ξ̄ + δB
D(w)ξ̄ + δB

L (λ)ξ̄,Υ + δB
D(w)Υ + δB

L (λ)Υ, Ῡ + δB
D(w)Ῡ + δB

L (λ)Ῡ;

ē+ δB
D(w)ē+ δB

L (λ)ē, ω̄ + δB
D(w)ω̄ + δB

L (λ)ω̄]

= A[ε̄, τ̄ , ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē, ω̄] ∀wµ, λab
} (3.31)gegeben ist. Die Transformationen sind dabei dur
h die Übertragungen von (3.10), (3.11),(3.12) und (3.13) auf die Erwartungswerte gegeben.Das Hauptanliegen dieser Arbeit besteht darin, erste S
hritte zu unternehmen, um au
hin TQECG die Existenz eines derartigen Fixpunktes zu etablieren.Aus der statistis
hen Physik ist bekannt, daÿ Modelle, die ganz unters
hiedli
he phy-sikalis
he Systeme bes
hreiben, mitunter die glei
hen universellen Eigens
haften und ins-besondere die glei
he Fixpunktstruktur aufweisen können. Man sagt dann, daÿ sie zu derglei
hen Universalitätsklasse gehören. Das ents
heidende Kriterium dabei ist, daÿ sie die
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hen Symmetrien aufweisen und si
h auf die glei
he Anzahl räumli
her Dimensionenbeziehen. Dies überträgt si
h im feldtheoretis
hen Rahmen auf die Frage, ob zwei Theorienauf dem glei
hen Theorienraum de�niert sind, der seinerseits dur
h zwei Eigens
haften de-�niert wird: den Feldgehalt und die postulierten Invarianzeigens
haften der ihn bildendenFunktionale. Im Falle der QEG und der QECG stimmen die zugrundeliegenden Theorien-räume in keinem der beiden Punkte überein. Im Hinbli
k auf universelle Eigens
haften sindalso keine Gemeinsamkeiten zu erwarten. Dabei ist an dieser Stelle anzumerken, daÿ diein der statistis
hen Physik auftretenden Fixpunkte im allgemeinen eine skaleninvarianteMakrophysik bes
hreiben, die unter weiteren Iterationen der Renormierungsgruppenabbil-dung, d. h. unter weiterem �Coarse Graining�, invariant ist. Es handelt si
h bei ihnen alsoum IR-Fixpunkte, an denen die Korrelationslänge in universeller Weise divergiert, so daÿdie typis
hen auftretenden Strukturen von der Gröÿenordnung des Systems selbst sind. ImUnters
hied dazu interessieren wir uns für Trajektorien, die im Limes k → ∞ in einensol
hen Fixpunkt hineinlaufen, so daÿ dieser für jene einen UV-Fixpunkt darstellt. Ent-lang sol
her Trajektorien wird somit eine skaleninvariante Mikrophysik realisiert, die si
hwomögli
h im Rahmen einer konformen Feldtheorie formulieren läÿt.Wenden wir uns nun wieder dem Verhältnis von QEG und QECG zu, so stellt letztere ei-ne Verallgemeinerung der ersteren dar, indem sie Kon�gurationen mit ni
ht-vers
hwindenderTorsion erlaubt und den Zusammenhang als unabhängig von dem Vielbein, das die Metrikbestimmt, betra
htet. In der QEG induziert die Metrik selbst diesen Zusammenhang, undzwar so, daÿ die Torsion vers
hwindet. Auf dem Niveau der Holst-Wirkung SHo aus (2.1)weisen die o�-shell-Kon�gurationen der (e, ω)-Gravitation (also die Kon�gurationen, diekeine Lösungen der Bewegungsglei
hungen sind) ni
ht-vers
hwindende Torsion auf. DerBezei
hnung �o�-shell� liegt aber bereits ein Vorurteil über die fundamentale Wirkung zu-grunde. Daher ist ihre Verwendung im Rahmen von Fluÿglei
hungen eher irreführend. Wirkönnen sie bestenfalls mit Bezug auf unsere Trunkierung vom Holst-Typ verwenden. Derzusätzli
he Freiheitsgrad der Torsion erlaubt uns jedo
h, eine Beta-Funktion für den lau-fenden Immirzi-Parameter γk abzuleiten, für den die metris
he Gravitation und damit dieQEG gewissermaÿen �blind� ist. Erkenntnisse über sein Ho
henergieverhalten sollten ins-besondere für die kanonis
he Loop-Quantengravitation von Interesse sein. Zudem induzierter bei Ankopplung an Spinoren eine s
hon angespro
hene CP-Verletzung, die für das früheUniversum von phänomenologis
hem Interesse sein könnte.



68 3.5 QECG und QEGDur
h die zusätzli
hen Freiheitsgrade wäre der Feldraum der an dieser Stelle no
h gänz-li
h hypothetis
hen QECG erhebli
h gröÿer als der der QEG. Dort besitzt die Metrik alssymmetris
her Tensor der Stufe (0,2) zehn unabhängige Freiheitsgrade, von denen vierEi
hfreiheitsgrade sind, die auf die glei
he Anzahl von Geistfreiheitsgraden führen. In der
(e, ω)-Theorie hingegen besitzt der Torsionstensor 24 unabhängige Komponenten, zu denenno
h die se
hs Ei
hfreiheitsgrade aus der zusätzli
hen O(4)-Invarianz hinzukommen: Diesliefert insgesamt vierzig Freiheitsgrade im Feldraum. Die gröÿere Gruppe von Ei
htrans-formationen hat zudem eine Erhöhung der Freiheitsgrade im Geistsektor von vier auf zehnzur Folge. Als Freiheitsgrade bezei
hnen wir dabei ledigli
h unabhängige Felder; der Begri�beinhaltet keine Information hinsi
htli
h deren Propagation.Daÿ die First-Order-Gravitation keinen kinetis
hen Term in Standardform besitzt, wur-de bereits diskutiert. Dies ist im metris
hen Formalismus ebenfalls anders, da dort derKrümmungstensor von den ersten Ableitungen des Christo�el-Symbols und damit na
h(A.27) von den zweiten Ableitungen der Metrik abhängt. Zudem wurde bereits angespro-
hen, daÿ in der Einstein-Cartan-Theorie au
h ein vers
hwindendes Vielbein, ea

µ = 0, eineLösung der Bewegungsglei
hungen für einen beliebigen Spinzusammenhang ωab
µ darstellt.Wir haben bislang nur gefordert, daÿ die Hintergrundkon�guration ēa

µ invertierbar sei.Auf dem Niveau der vollen Quantenfelder und ihrer Erwartungswerte mö
hten wir jedo
hna
h wie vor au
h entartete Vielbeine zulassen und insbesondere au
h sol
he Kon�gu-rationen im Pfadintegral ausintegrieren. Lassen wir auf dem Niveau der vollen Felderwar-tungswerte, auf dem Hintergrund- und wahre Ei
hinvarianz äquivalent sind, au
h entarteteVielbeine ea
µ zu, so enthält die allgemeinste lokale Wirkung auf dem Theorienraum, deraus den Funktionalen A[e, ω, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] besteht, die unter Diff ⋉O(4)loc invariant sind, bloÿse
hs Terme. Auÿer den drei Invarianten, die die Holst-Wirkung bilden, gibt es ledigli
hdrei weitere, die si
h ohne die Annahme eines ni
ht-entarteten Vielbeins bilden lassen. Die-se sind jedo
h alle topologis
her Natur und somit Ober�ä
henterme, die dem Theta-Termder QCD entspre
hen [63℄: Ersetzt man in dem Gegenstü
k zur Yang-Mills-Wirkung denHodge-Operator dur
h den O(4)-Dualitätsoperator, so erhält man die Euler-Zahl von M,

∫
M F ab ∧ ⋆Fab. Die Invariante ∫M F ab ∧ Fab liefert den Pontryagin-Index, und s
hlieÿli
hverbleibt der Term ∫M T a∧Ta, der si
h gemäÿ Abs
hnitt 2.2 dur
h die Nieh-Yan-Invarianteund den Immirzi-Term ausdrü
ken läÿt. (Wir erinnern no
hmals daran, daÿ au
h in dieDe�nition der Torsionsform T a kein inverses Vielbein eingeht.) Die Eigens
haft des Propa-
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h nur im Rahmen der klassis
hen Einstein-Cartan-Theorie bzw. der entspre
henden Trunkierung. S
hränkt man si
h auf dem Niveauder vollen Felder auf reguläre Vielbeine ein, so dürfen die lokalen Invarianten au
h höhereAbleitungen enthalten.Unsere Re
hnung bezieht si
h hingegen auf den Theorienraum TQECG aller δB-invariantenFunktionaleA[ε̄, τ̄ , ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē, ω̄], deren Argumente dur
h die zerlegten Gravitonfelder unddie Geister gegeben sind. Bei Forderung eines regulären Hintergrund-Vielbeins ēa
µ lassensi
h auf diesem unendli
h viele lokale Invarianten angeben, ohne daÿ man Annahmen überdie Invertierbarkeit des zusammengesetzten Feldes ea

µ = ēa
µ + ε̄a

µ ma
hen müÿte. Au
hdiese Invarianten werden im allgemeinen höhere Ableitungen enthalten.





Kapitel 4
Ei
h�xierung und Geistwirkung
4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungen4.1.1 Die Algebra der Ei
htransformationen auf dem Niveau derQuantenfelderIn diesem Abs
hnitt befassen wir uns mit den Ei
htransformationen der dynamis
henFelder. In Analogie zur klassis
hen Wirkung SHo fordern wir, daÿ das Funktional Γk[ε̄, τ̄ , ξ, ξ̄,

Υ, Ῡ; ē, ω̄] unter deren Hintergrund-Gegenstü
ken invariant sei. In der Struktur der Gruppeder Ei
htransformationen liegt dabei ein Problem begründet, das auftritt, sobald wir unsder Geistwirkung zuwenden und diese in kanonis
her Weise konstruieren. Daher bestim-men wir hier au
h die zugehörige Algebra, wobei die Diskussion auf dem Niveau der vollenQuantenfelder ausgeführt wird.Zunä
hst betra
hten wir die Wirkung zweier hintereinanderges
halteter Di�eomorphis-men mit Parametern wµ
2 und wµ

1 gemäÿ
êa

µ

w2−→ êa
µ + δD(w2)ê

a
µ

w1−→ êa
µ + δD(w2)ê

a
µ + δD(w1)

(
êa

µ + δD(w2)ê
a
µ

)
,wobei diese explizit auf das Vielbein angewandt wurden. Subtrahieren wir die entspre
hen-de Verkettung mit vertaus
hten Di�eomorphismen, so bleibt die in�nitesimale Transfor-
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[
δD(w1), δD(w2)

]
êa

µ =
[
Lw1,Lw2

]
êa

µübrig. Da alle anderen Felder ebenfalls Raumzeit-Tensoren entspre
henden Ranges sindund si
h somit gemäÿ ihrer Lie-Ableitung transformieren, überträgt si
h die Überlegunganalog, so daÿ wir unter Verwendung der Identität
[Lw1,Lw2] = L[w1,w2]für die Wirkung der Lie-Ableitung auf beliebige Tensoren s
hlieÿli
h die Relation

[δD(w1), δD(w2)]Φ = δD([w1, w2])Φ (4.1)erhalten. Hier stellt Φ eines der dynamis
hen Felder dar,
Φ ∈ {êa

µ, ω̂
ab

µ, Cµ, C̄µ,Σ
ab, Σ̄ab} .Dabei bezei
hnet

[w1, w2]
µ = wν

1∂νw
µ
2 − wν

2∂νw
µ
1die Lie-Klammer von Vektorfeldern.Nun betra
hten wir die Lorentz-Transformationen, unter denen si
h bis auf den Spin-zusammenhang ebenfalls alle Felder als Tensoren transformieren. Sei nun T a1...am

b1...bn einLorentz-Tensor der Stufe (m,n), so gilt zunä
hst
δL(λ2)T

a1...am
b1...bn = λ2

a1
cT

ca2...am
b1...bn + λ2

a2
cT

a1ca3...am
b1...bn + λ2

a3
cT

a1a2c...am
b1...bn

+ · · ·+ λ2
am

cT
a1...am−1c

b1...bn + λ2 b1
cT a1...am

cb2...bn

+λ2 b2
cT a1...am

b1cb3...bn + · · · + λ2 bn

cT a1...am
b1...bn−1c .Wendet man darauf eine weitere Lorentz-Transformation mit Parameter λ1 an, so erhält
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δL(λ1)δL(λ2)T

a1...am
b1...bn = λ1

a1
dλ2

d
cT

ca2...am
b1...bn + λ1

a2
dλ2

a1
cT

cda3...am
b1...bn

+λ1
a3

dλ2
a1

cT
ca2d...am

b1...bn + . . .

+λ1
a2

dλ2
d
cT

a1ca3...am
b1...bn + λ1

a1
dλ2

a2
cT

dca3...am
b1...bn

+λ1
a3

dλ2
a2

cT
a1cd...am

b1...bn + . . .

+λ1
a3

dλ2
d
cT

a1a2c...am
b1...bn + λ1

a1
dλ2

a3
cT

da2c...am
b1...bn

+λ1
a2

dλ2
a3

cT
a1dc...am

b1...bn + . . .

+λ1 b1
dλ2 d

cT a1...am
cb2...bn + λ1 b2

dλ2 b1
cT a1...am

cdb3...bn + . . .

+λ1 b2
dλ2 d

cT a1...am
b1cb3...bn + λ1 b1

dλ2 b2
cT a1...am

dcb3...bn + . . . .Dies führt na
h einer Umordnung der Terme auf
δL(λ1)δL(λ2)T

a1...am
b1...bn = λ1

a1
dλ2

d
cT

ca2...am
b1...bn + λ1

a2
dλ2

d
cT

a1ca3...am
b1...bn

+λ1
a3

dλ2
d
cT

a1a2c...am
b1...bn + . . .

+λ1 b1
dλ2 d

cT a1...am
cb2...bn + λ1 b2

dλ2 d
cT a1...am

b1cb3...bn + . . .

+(λ1
a1

cλ2
a2

d + λ2
a1

cλ1
a2

d)T
cda3...am

b1...bn

+(λ1
a1

cλ2
a3

d + λ2
a1

cλ1
a3

d)T
ca2d...am

b1...bn

+(λ1
a2

cλ2
a3

d + λ2
a2

cλ1
a3

d)T
a1cd...am

b1...bn + . . .

+(λ1 b1
cλ2 b2

d + λ2 b1
cλ1 b2

d)T a1...am
cdb3...bn + . . . .Dabei ist die explizite Form der ausgelassenen Terme o�ensi
htli
h. Subtrahiert man dasResultat bei vertaus
hter Wirkung der Transformationen, so fallen die in λ1 und λ2 symme-tris
hen Beiträge der letzten vier Zeilen weg. Es verbleiben die Beiträge der ersten drei Zei-len, in denen stets die beiden tensorwertigen Transformationsparameter miteinander kon-trahiert werden. Die Antisymmetrisierung in λ1 und λ2 liefert dann den O(4)-Kommutator,woraus

[δL(λ1), δL(λ2)]T
a1...am

b1...bn = δL([λ1, λ2])T
a1...am

b1...bnfolgt. Darin bezei
hnet [λ1, λ2] den übli
hen Matrixkommutator. Um die Vertaus
hungs-relation zweier lokaler Lorentz-Transformationen angewandt auf den Spinzusammenhang



74 4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungenabzuleiten, verwenden wir (A.10). Da der O(4)-Ei
hparameter gerade dur
h einen antisym-metris
hen Lorentz-Tensor gegeben ist, erhält man somit
δL(λ1)δL(λ2)ω̂

ab
µ = −δL(λ1)∇̂µλ

ab
2

= −(λ1
a
c∇̂µλ

cb
2 + λ1

b
c∇̂µλ

ac
2 )

= −λ1
a
c(∂µλ

cb
2 + ω̂c

dµλ
db

2 + ω̂b
dµλ

cd
2 )

−λ1
b
c(∂µλ

ac
2 + ω̂a

dµλ
dc

2 + ω̂c
dµλ

ad
2 )

= −λ1
a
c∂µλ

cb
2 + (∂µλ2

a
c)λ1

cb + λ1
a
cλ2

c
dω̂

db
µ + λ1

b
cλ2

c
dω̂

ad
µ

+(λ1
a
cλ2

b
d + λ2

a
cλ1

b
d)ω̂

cd
µ .Beim Bilden des Kommutators vers
hwindet der letzte, in λ1 und λ2 symmetris
he Term.Die übrigen Terme kombinieren zum Kommutator der beiden Erzeuger bzw. zu dessenAbleitung. Es folgt

[δL(λ1), δL(λ2)]ω̂
ab

µ = −∂µ[δL(λ1), δL(λ2)]
ab + [δL(λ1), δL(λ2)]

a
cω̂

cb
µ + [δL(λ1), δL(λ2)]

b
cω̂

ac
µ

= δL([λ1, λ2])ω̂
ab

µ ,so daÿ damit
[δL(λ1), δL(λ2)]Φ = δL([λ1, λ2]Φ (4.2)für alle Felder Φ gezeigt ist.Abs
hlieÿend wenden wir uns dem gemis
hten Di�eomorphismus-O(4)-Sektor der Alge-bra zu. Für das Vielbein gilt zunä
hst
(1 + δL(λ))êa

µ = êa
µ + λa

bê
b
µund damit

(1 + δD(w))(1 + δL(λ))êa
µ = (1 + δD(w) + δL(λ) + δD(w)δL(λ))êa

µ

= êa
µ + λa

bê
b
µ + Lwê

a
µ + Lw(λa

bê
b
µ) . (4.3)
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hter Reihenfolge der Transformationen erhält man hingegen
(1 + δL(λ))(1 + δD(w))êa

µ = (1 + δL(λ) + δD(w) + δL(λ)δD(w))êa
µ

= êa
µ + Lwê

a
µ + λa

bê
b
µ + δL(λ)Lwê

a
µ . (4.4)Um zu verstehen wie si
h die Lie-Ableitung Lwê

a
µ des Vielbeins unter einer Lorentz-Transformation δL(λ) verhält, erläutern wir an dieser Stelle no
h einmal die grundlegendeIdee. Dazu ist es ni
ht notwendig, den Raumzeit-Index des Vielbeins zu berü
ksi
htigen,so daÿ wir stattdessen einen reinen Lorentz-Vektor va(x) betra
hten, der si
h unter Dif-feomorphismen also wie ein Skalar verhält. Ein von einem Vektorfeld wµ erzeugter Di�eo-morphismus entspri
ht einer Reparametrisierung der Koordinaten der Form

xµ 7→ x′µ := xµ − wµ(x) ,die bezügli
h Skalaren (und entspre
hend bezügli
h Tensoren höherer Stufe) eine Abbildungder Form
va(x) 7→ v′a(x) = va(x) + δva(x)induziert. Damit dieser Skalar ein von der Wahl lokaler Koordinaten unabhängiges Objektde�niert, muÿ

v′a(x′) = va(x)gelten. Daraus bestimmtman das Di�eomorphismus-Transformationsverhalten des Lorentz-Vektors (und entspre
hend dasjenige höherer Tensoren) gemäÿ
v′a(x′) = v′a(x− w(x))

= v′a(x) − wµ(x)∂µv
′a(x) + O(w2)

= va(x) + δva(x) − wµ(x)∂µv
′a(x) + O(w2)

= va(x) + δva(x) − wµ(x)∂µ(va(x) + δva(x)) + O(w2)

= va(x) + δva(x) − wµ(x)∂µv
a(x) + O(w2)

= va(x)
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δva(x) = wµ(x)∂µv

a(x) + O(w2) .(Dieses Ergebnis ist konsistent mit der im Verlauf der Re
hnung gema
hten Annahme, daÿ
δva ∼ O(w) gilt.) Unter Di�eomorphismen wird der Lorentz-Vektor va(x) also auf einenneuen Lorentz-Vektor mit Komponenten

v′a(x) = va(x) + wµ(x)∂µv
a(x)

= va(x) + Lwv
a(x)abgebildet, der si
h seinerseits homogen unter Lorentz-Transformationen transformiert.Übertragen auf (4.4) erhalten wir somit

(1 + δL(λ))(1 + δD(w))êa
µ = êa

µ + Lwê
a
µ + λa

bê
b
µ + λa

bLwê
b
µ , (4.5)was von (4.3) subtrahiert unter Verwendung der Linearität der Lie-Ableitung s
hlieÿli
hden Kommutator

[δD(w), δL(λ)]êa
µ = Lw(λa

bê
b
µ) − λa

bLwê
b
µ

= (Lwλ
a
b)ê

b
µ

= wρ(∂ρλ
a
b)ê

b
µ (4.6)liefert. Ganz analog ist au
h für die Lorentz-Geister und Lorentz-Antigeister als Lorentz-Tensoren zweiter Stufe der Unters
hied zwis
hen den beiden Transformationsreihenfolgendur
h die Vertaus
hung von Lie-Ableitung und homogener Lorentz-Transformation gege-ben. Dies führt entspre
hend auf

[δD(w), δL(λ)]Σab = Lw(λa
cΣ

cb + λb
cΣ

ac) − (λa
cLwΣcb + λb

cLwΣac)

= (Lwλ
a
c)Σ

cb + (Lwλ
b
c)Σ

ac

= wρ((∂ρλ
a
c)Σ

cb + (∂ρλ
b
c)Σ

ac)
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[δD(w), δL(λ)]Σ̄ab = Lw(λa

cΣ̄cb + λb
cΣ̄ac) − (λa

cLwΣ̄cb + λb
cLwΣ̄ac)

= (Lwλa
c)Σ̄cb + (Lwλb

c)Σ̄ac

= wρ((∂ρλa
c)Σ̄cb + (∂ρλb

c)Σ̄ac) .Zudem bleiben au
h na
h Anwendung eines Di�eomorphismus die Di�eomorphismus-Geister und -Antigeister Lorentz-Skalare, so daÿ für diese
[δD(w), δL(λ)]Cµ = 0und
[δD(w), δL(λ)]C̄µ = 0gilt. Wenden wir uns abs
hlieÿend dem Spinzusammenhang zu, so bere
hnen wir au
h hierzunä
hst

(1 + δD(w))(1 + δL(λ))ω̂ab
µ = ω̂ab

µ + δD(w)ω̂ab
µ + δL(λ)ω̂ab

µ + δD(w)δL(λ)ω̂ab
µ .Dur
h

δL(λ)ω̂ab
µ = −∇̂µλ

ab

= −∂µλ
ab + λa

cω̂
cb

µ + λb
cω̂

ac
µist wiederum eine Einsform gegeben, da der inhomogene Transformationsterm ∂µλ

ab geradedie Koordinatendarstellung des Di�erentials von λab ist, also derjenigen Einsform, die dur
hAnwendung der äuÿeren Ableitung auf die skalare Funktion λab entsteht:
dλab(x) =

(
∂µλ

ab(x)
)
dxµ . (4.7)Da ein Di�eomorphismus auf eine Einsform vermittels der Lie-Ableitung wirkt, führt dies
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(1 + δD(w))(1 + δL(λ))ω̂ab

µ = ω̂ab
µ + Lwω̂

ab
µ − ∇̂µλ

ab − Lw∇̂µλ
ab .Bei umgekehrter Reihenfolge der Transformationen liefert die Anwendung eines Di�eomo-phismus auf den Spinzusammenhang eine Einsform mit den Komponenten

ω̂ ′ab
µ = (1 + δD(w))ω̂ab

µ

= ω̂ab
µ + Lwω̂

ab
µ ,die si
h unter lokalen O(4)-Transformationen wiederum wie ein Zusammenhang verhält:

(1 + δL(λ))ω̂ ′ab
µ = ω̂ ′ab

µ − ∂µλ
ab + λa

cω̂
′cb

µ + λb
cω̂

′ac
µ

= ω̂ab
µ + Lwω̂

ab
µ − ∂µλ

ab + λa
c(ω̂

cb
µ + Lwω̂

cb
µ)

+λb
c(ω̂

ac
µ + Lwω̂

ac
µ)

= ω̂ab
µ + Lwω̂

ab
µ − ∇̂µλ

ab + λa
cLwω̂

cb
µ + λb

cLwω̂
ac

µ .Erneut liefert Di�erenzbildung den Kommutator
[δD(w), δL(λ)]ω̂ab

µ = −Lw∇̂µλ
ab − (λa

cLwω̂
cb

µ + λb
cLwω̂

ac
µ)

= −Lw∂µλ
ab + (Lwλ

a
c)ω̂

cb
µ + (Lwλ

b
c)ω̂

ac
µ . (4.8)Mit

Lw∂µλ
ab = wρ∂ρ∂µλ

ab + (∂µw
ρ)∂ρλ

ab

= ∂µ(wρ∂ρλ
ab)

= ∂µLwλ
ab (4.9)erhalten wir somit au
h für den Spinzusammenhang

[δD(w), δL(λ)]ω̂ab
µ = δL(Lwλ)ω̂ab

µ ,
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h zusammenfassend die Algebrarelation für den gemis
hten Sektor zu
[δD(w), δL(λ)]Φ = δL(Lwλ)Φ (4.10)ergibt.Insgesamt ist die Algebra der Ei
htransformationen der Felder von der Form

[δD(w1), δD(w2)]Φ = δD([w1, w2])Φ

[δL(λ1), δL(λ2)]Φ = δL([λ1, λ2])Φ

[δD(w), δL(λ)]Φ = δL(Lwλ)Φ

∀ Φ ∈ {êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab,Σab}

(4.11)Diese Relationen besagen, daÿ die gesamte Gruppe der Ei
htransformationen,G, die Struk-tur eines semidirekten Produktes aus Raumzeit-Di�eomorphismen, Di�, und der Gruppeder lokalen Lorentz-Transformationen, O(4)loc, besitzt. Letztere bilden dabei die invarianteUnteralgebra, da neben dem reinen O(4)-Kommutator au
h der gemis
hte Kommutatordur
h eine Lorentz-Transformation gegeben ist. Es gilt also G = Diff ⋉ O(4)loc. Für dieweitere Diskussion wird es von Nutzen sein, diesen Sa
hverhalt von einem abstrakterenStandpunkt aus zu verstehen.
4.1.2 Ward-Operatoren und deren AlgebraWir betra
hten die Variation eines generis
hen Funktionals A[ê, ω̂, C, C̄,Σ, Σ̄], die dur
hdie in Abs
hnitt 4.1.1 diskutierten Ei
htransformationen seiner Feldargumente mit Para-metern wµ(x) und λab(x) hervorgerufen wird. Angewandt auf die in�nitesimale Variation

δ(w, λ)A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab]

:= A[êa
µ + δD(w)êa

µ + δL(λ)êa
µ, ω̂

ab
µ + δD(w)ω̂ab

µ + δL(λ)ω̂ab
µ, Cµ + δD(w)Cµ + δL(λ)Cµ,

C̄µ + δD(w)C̄µ + δL(λ)C̄µ,Σ
ab + δD(w)Σab + δL(λ)Σab, Σ̄ab + δD(w)Σ̄ab + δL(λ)Σ̄ab]

−A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab]



80 4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungenliefert eine funktionale Taylor- oder Volterra-Reihe
δ(w, λ)A[êa

µ, ω̂
ab

µ, Cµ, C̄µ,Σ
ab, Σ̄ab]

=

∫
d4x
{(
δD(w)êc

ν(x) + δL(λ)êc
ν(x)

) δ

δêc
ν(x)

+
(
δD(w)ω̂cd

ν(x) + δL(λ)ω̂cd
ν(x)

) δ

δω̂cd
ν(x)

+
(
δD(w)Cν(x) + δL(λ)Cν(x)

) δ

δCν(x)

+
(
δD(w)C̄ν(x) + δL(λ)C̄ν(x)

) δ

δC̄ν(x)

+
(
δD(w)Σcd(x) + δL(λ)Σcd(x)

) δ

δΣcd(x)
A[êa

µ, ω̂
ab

µ, Cµ, C̄µ,Σ
ab, Σ̄ab]

+
(
δD(w)Σ̄cd(x) + δL(λ)Σ̄cd(x)

) δ

δΣ̄cd(x)

}
A[êa

µ, ω̂
ab

µ, Cµ, C̄µ,Σ
ab, Σ̄ab]

+O(w2, wλ, λ2) .Diese Glei
hung besitzt die allgemeine Struktur
δ(w, λ)A[êa

µ, ω̂
ab

µ, Cµ, C̄µ,Σ
ab, Σ̄ab]

= −WD(w)A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab] −WL(λ)A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab]

+O(w2, wλ, λ2) .Dabei haben wir die linearisierte Wirkung einer Ei
htransformation der Felder mittels derWard-Operatoren
WD(w) := −

∫
d4x
(
δD(w)êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

+ δD(w)ω̂ab
µ(x)

δ

δω̂ab
µ(x)

+δD(w)Cµ(x)
δ

δCµ(x)
+ δD(w)C̄µ(x)

δ

δC̄µ(x)

+δD(w)Σab(x)
δ

δΣab(x)
+ δD(w)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

) (4.12)
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WL(λ) := −

∫
d4x
(
δL(λ)êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

+ δL(λ)ω̂ab
µ(x)

δ

δω̂ab
µ(x)

+δL(λ)Cµ(x)
δ

δCµ(x)
+ δL(λ)C̄µ(x)

δ

δC̄µ(x)

+δL(λ)Σab(x)
δ

δΣab(x)
+ δL(λ)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

)

= −
∫

d4x
(
δL(λ)êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

+ δL(λ)ω̂ab
µ(x)

δ

δω̂ab
µ(x)

+δL(λ)Σab(x)
δ

δΣab(x)
+ δL(λ)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

) (4.13)mit Bli
k auf (3.13) ausgedrü
kt. Die dabei verna
hlässigten Terme höherer Ordnung s
hlie-ÿen au
h partielle Ableitungen der Ei
hparameter ein. Zudem hebt si
h in diesen De�nitio-nen die inverse Determinante des Hintergrundvielbeins, die vor jeder Funktionalableitungauftritt, jeweils gegen den entspre
henden Faktor im Integrationsmaÿ weg, was wir direktberü
ksi
htigt haben.Analog zur Diskussion der Feldtransformationen mö
hten wir nun ebenfalls die Algebradieser Operatoren studieren. Die erforderli
hen Re
hnungen sind in Anhang D zusammen-gefaÿt.Dort betra
hten wir die Anwendung eines Kommutators zweier Di�eomorphismen aufein beliebiges Funktional und leiten für die zugehörigen Ward-Operatoren den Kommutator
[WD(w1),WD(w2)] = WD([w1, w2]) (4.14)ab. Für zwei Lorentz-Transformationen ergibt si
h dieser zu
[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2]) , (4.15)so daÿ (4.14) und (4.15) die beiden wohlbekannten Vertaus
hungsrelationen für Di�eomor-phismen und ni
ht-abels
he Ei
htransformationen reproduzieren.Für den gemis
hten Teil der Ward-Algebra, der im weiteren Verlauf den eigentli
hen Ge-genstand unseres Interesses bildet, ergibt eine entspre
hende Re
hnung die Vertaus
hungs-
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[WD(w),WL(λ)] = WL(Lwλ) , (4.16)so daÿ WD und WL die Algebra

[WD(w1),WD(w2)] = WD([w1, w2])

[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2])

[WD(w),WL(λ)] = WL(Lwλ)

(4.17)bilden. Das negative Vorzei
hen in (4.12) und (4.13) wurde dabei so gewählt, daÿ dieAlgebra der Ward-Operatoren (4.17) und die der Feldtransformationen (4.11) die glei
heForm besitzen. Fassen wir die Felder Φ(x) selbst als Evaluationsfunktionale auf, so liefertdie Anwendung der Ward-Operatoren
WD(w)Φ(x) = −δD(w)Φ(x) sowie WL(λ)Φ(x) = −δL(λ)Φ(x) .Unter diesen Ei
htransformationen ist ein Funktional A[ê, ω̂, C, C̄,Σ, Σ̄] der vollen Quan-tenfelder also genau dann invariant, wenn es dur
h WD und WL verni
htet wird, d. h. wenn

WD(w)A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab] = 0 ∧ WL(λ)A[êa
µ, ω̂

ab
µ, Cµ, C̄µ,Σ

ab, Σ̄ab] = 0gilt.Man bea
hte, daÿ die hier gewählte Unterteilung der Ei
htransformationen in Di�eo-morphismen und Lorentz-Transformationen in gewissem Sinne willkürli
h ist: Vielmehr exi-stiert ledigli
h der Begri� einer Ei
htransformation im Sinne eines Elementes der Gruppevon Ei
htransformationen, das dur
h die Angabe von zehn Parametern spezi�ziert wird.In der von uns gewählten Parametrisierung verteilen si
h die zehn Parameter auf zweiseparate Unteralgebren, die die gesamte Gruppe erzeugen, d. h. es gilt s
hematis
h
δ(w, λ) =

(
δD(w)

δL(λ)

)
.
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hend der kanonis
henVorgehensweise konstruierte Geistwirkung führt, die für die in Hintergründe und Fluk-tuationen aufgespaltenen Felder ni
ht mehr invariant unter den Hintergrund-Pendants derEi
hredundanzen ist. Der tiefere Grund dafür liegt im Ni
ht-Vers
hwinden des gemis
htenKommutators (4.10) bzw. (4.16). Wir werden dies im nä
hsten Abs
hnitt erläutern undeine geeignete Umparametrisierung mit den gewüns
hten Eigens
haften angeben.4.1.3 Kovariantisierung der Ei
htransformationenMotivation. An dieser Stelle müssen wir etwas vorgreifen: Wir betra
hten hier bereitseine der vier Komponenten der Geistwirkung, die wir im Ans
hluÿ an die Diskussion derEi
hinvarianzen und deren Fixierung bere
hnen. Da wir im Geistsektor jegli
he Renor-mierungse�ekte verna
hlässigen, ist der entspre
hende Beitrag zum Funktional Γk dur
hdie klassis
he Geistwirkung Sgh gegeben, in wel
her die Quantengeistfelder dur
h die ent-spre
henden Felderwartungswerte zu ersetzen sind, d. h. (C, C̄, Σ, Σ̄) geht über in (ξ, ξ̄,
Υ, Ῡ). Die Komponenten der Geistwirkung werden bestimmt, indem man jeweils eine derbeiden Ei
hbedingungen bezügli
h der Fluktuationen variiert. In unserem Fall werden dieEi
hbedingungen auss
hlieÿli
h von der Vielbein�uktuation abhängen. Die Ei
hbedingungwird mit dem zugehörigen Antigeist kontrahiert, und ans
hlieÿend s
haltet man eine derbeiden wahren Ei
htransformationen der Fluktuationen dahinter, wobei diese von dementspre
henden Geistfeld erzeugt werden.Der problematis
he Beitrag zur Geistwirkung ist dur
h die Ῡ-ξ-Komponte gegeben, inder die O(4)-Ei
hbedingung sowie ein vom Di�eomorphismus-Geist erzeugter Di�eomor-phismus auftreten:

(
Sgh[ξ, Ῡ; ē, ω̄]

)
Ῡ−ξ

= −
∫

d4x ē
(
Ῡab

∂Gab

∂εc
ν

δG
D(ξ)εc

ν

)∣∣∣∣
ε=0

. (4.18)Na
h dem Einsetzen der Hintergrundzerlegung der Quantenfelder hängt dieses Funktionalparametris
h von den Hintergrundkon�gurationen ab. Darüber hinaus verwenden wir dieDeterminante des Hintergrundvielbeins, um das Integralmaÿ zu konstruieren.Wir hatten bereits in Kapitel 3 erläutert, daÿ wir den inversen Propagator Γ
(2)
k für ver-s
hwindende Fluktuationen und Geistfelder auswerten. Da die Geistwirkung bilinear ist,
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hten Komponenten, und der Operator Γ
(2)
k zerfällt sektorweise ineinen Graviton- und einen Geistblo
k. Daher kann in (4.18) bereits vor der Ableitung be-zügli
h des Geist- bzw. Antigeistfeldes die Vielbein�uktuation ε glei
h Null gesetzt werden.Das Vorzei
hen der Geistwirkung entspringt einer Konvention, und wir wählen hier die inder QEG gebräu
hli
he Form [13℄.Wir verwenden im weiteren Verlauf für den Lorentz-Sektor eine Ei
hbedingung der Ge-stalt

Gab(ε; ē) =
1

2
ḡµν(ε

a
µē

b
ν − εb

µē
a
ν)

⇒ ∂Gab

∂εc
ν

= δ[a
cē

b]ν ,so daÿ si
h mit
δG
D(ξ)εc

ν = Lξ(ē+ ε)c
νder obige Ausdru
k zu

(
Sgh[ξ, Ῡ; ē, ω̄]

)
Ῡ−ξ

= −
∫

d4x ē Ῡabδ
a
cē

bν
(
Lξē

c
ν

)ergibt; dabei haben wir die Antisymmetrie des Lorentz-Antigeistes berü
ksi
htigt. Alle dar-in auftretenden Objekte verhalten si
h bezügli
h Hintergrundtransformationen wie Tenso-ren entspre
henden Ranges, so daÿ ein O(4)-Tensor mit der gewöhnli
hen Lie-Ableitungeines Lorentz-Vektors kontrahiert wird.Die Lie-Ableitung eines O(4)-Tensors de�niert allerdings keinen O(4)-Tensor. Vielmehrgilt na
h (4.6)
Lξ(λ

a
bē

b
µ) 6= λa

bLξ ē
b
µ ,da si
h der Ei
hparameter als Raumzeit-Skalar unter Di�eomorphismen ebenfalls ni
httri-vial transformiert. Dies ist au
h die Aussage der beiden gemis
hten Kommutatoren (4.10)und (4.16): Lokale O(4)-Transformationen und Di�eomorphismen kommutieren ni
ht. Be-nötigt wird vielmehr eine O(4)-Kovariantisierung der gewöhnli
hen Lie-Ableitung. Dieskann in der Tat dur
h eine geeignete Umparametrisierung der Ei
htransformationen er-
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ht werden. Diese wollen wir im folgenden Abs
hnitt angeben, wobei die grundlegendeIdee zunä
hst wieder anhand der vollen Felder dargestellt wird. Im Ans
hluÿ daran wirddieses Verfahren auf die Hintergrundzerlegung übertragen.Modi�zierte Di�eomorphismen.Wir de�nieren eine neue Parametrisierung der Di�eo-morphismen über
δ̃D(w) := δD(w) + δL(w · ω̂) (4.19)mit (w · ω̂)ab ≡ wµω̂ab

µ = −(w · ω̂)ba. Wir überführen also einen bestimmten ω̂-abhängigenAnteil von O(4)loc in den Di�eomorphismus-Sektor, wohingegen die Lorentz-Transformationenunverändert bleiben. Dies kann als ein feldabhängiger Koordinatenwe
hsel auf dem Raumaller Ei
hparameter aufgefaÿt werden gemäÿ
δ′(w, λ) =

(
δD(w) + δL(w · ω̂)

δL(λ)

)
.Diese Methode zur Kovariantisierung von Lie-Ableitungen geht im wesentli
hen auf R. Ja
kiwzurü
k, der eine analoge Parametrisierung für konforme Transformationen und Yang-Mills-Transformationen angegeben hat [64, 65℄.Die Wirkung von (4.19) auf diejenigen Quantenfelder, die sowohl Raumzeit- als au
hLorentz-Tensoren sind, ist dann von der Form

δ̃D(w)êa
µ = δD(w)êa

µ + δL(w · ω̂)êa
µ

= Lwê
a
µ + wρω̂a

bρê
b
µ

= wρ(∂ρδ
a
b + ω̂a

bρ)ê
b
µ + (∂µw

ρ)êa
ρ

= wρ∇̂ρê
a
µ + (∇̂µw

ρ)êa
ρ ,

δ̃D(w)Cµ ≡ δD(w)Cµ

= wρ∂ρCµ − (∂ρw
µ)Cρ

= wρ∇̂ρCµ − (∇̂ρw
µ)Cρ ,

δ̃D(w)C̄µ ≡ δD(w)C̄µ

= wρ∇̂ρC̄µ + (∇̂µw
ρ)C̄ρ ,
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δ̃D(w)Σab = wρ∂ρΣ

ab + wρω̂a
cρΣ

cb + wρω̂b
cρΣ

ac

= wρ(∂ρδ
a
cδ

b
d + δb

dω̂
a
cρ + δa

cω̂
b
dρ)Σ

cd

= wρ∇̂ρΣ
ab ,

δ̃D(w)Σ̄ab = wρ∇̂ρΣ̄ab ,da die O(4)-kovariante Ableitung ∇̂ auf Lorentz-Skalare wie ξ, C und C̄ als partielle Ab-leitung ∂ wirkt. Die Wirkung dieser Umparametrisierung besteht somit darin, die Lie-Ableitung bezügli
h des vollen O(4)-Zusammenhangs ω̂ zu kovariantisieren. Auf den Spin-zusammenhang selbst wirkt dieser modi�zierte Di�eomorphismus gemäÿ
δ̃D(w)ω̂ab

µ = Lwω̂
ab

µ − ∇̂µ(wρω̂ab
ρ)

= wρ∂ρω̂
ab

µ + (∂µw
ρ)ω̂ab

ρ

−∂µ(wρω̂ab
ρ) − ω̂a

cµw
ρω̂cb

ρ − ω̂b
cµw

ρω̂ac
ρ

= wρ(∂ρω̂
ab

µ − ∂µω̂
ab

ρ + ω̂a
cρω̂

cb
µ − ω̂a

cµω̂
cb

ρ) ,so daÿ si
h also das Transformationsgesetz
δ̃D(w)ω̂ab

µ = −F̂ ab
µρw

ρ (4.20)ergibt; hierin bezei
hnet F̂ den zu ω̂ gehörigen Feldstärketensor.Diese Umparametrisierung führt nun auf einen assoziierten Ward-Operator der Form
W̃D(w) := −

∫
d4x
(
δ̃D(w)êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

+ δ̃D(w)ω̂ab
µ(x)

δ

δω̂ab
µ(x)

+δ̃D(w)Cµ(x)
δ

δCµ(x)
+ δ̃D(w)C̄µ(x)

δ

δC̄µ(x)

+δ̃D(w)Σab(x)
δ

δΣab(x)
+ δ̃D(w)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

)
, (4.21)wohingegen der Lorentz-Ward-Operator (4.13) keinerlei Modi�kation erfährt. Bei der Be-stimmung der zugehörigen Algebra ist zu bea
hten, daÿ si
h diese ni
ht alleine aus derLinearität der Ward-Operatoren ableiten läÿt, denn die Feldabhängigkeit des Lorentz-Parameters w · ω̂ führt nun zu zusätzli
hen Beiträgen bei funktionaler Ableitung bezügli
hdes Spinzusammenhangs. (Auf dem Niveau des Kommutators von Feldtransformationen
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he dies dem Sa
hverhalt, daÿ der Transformationsparameter selbst den betra
hte-ten Transformationen unterliegt.) Diese Zusatzterme werden in Abs
hnitt D.2 bere
hnet,so daÿ wir ans
hlieÿend unter Verwendung der bereits bekannten (WD,WL)-Relationen dievolle Algebra bestimmen können.Mit der Notation
(w1w2 · F̂ )ab ≡ w

µ
1w

ν
2 F̂

ab
µν

= −(w1w2 · F̂ )ba

= −(w2w1 · F̂ )abergibt si
h in Anhang D.2 der dur
h die Feldabhängigkeit des Transformationsparametersbedingte Zusatzterm zu dem Kommutator
[W̃D(w1), W̃D(w2)] (4.22)gerade zu −2WL(w1w2 · F̂ ).Den Kommutator (4.22) können wir bestimmen, indem wir die Linearität der Ward-Operatoren ausnutzen und den Zusatzbeitrag ergänzen. Unter Verwendung von (4.14),(4.15) und (4.16) erhalten wir zunä
hst

[W̃D(w1), W̃D(w2)] = [WD(w1) + WL(w1 · ω̂),WD(w2) + WL(w2 · ω̂)]

= [WD(w1),WD(w2)] + [WD(w1),WL(w2 · ω̂)] + [WL(w1 · ω̂),WD(w2)]

+[WL(w1 · ω̂),WL(w2 · ω̂)]

= WD([w1, w2]) + WL(Lw1(w2 · ω̂)) −WL(Lw2(w1 · ω̂))

+WL([w1 · ω̂, w2 · ω̂]) − 2WL(w1w2 · F̂ )

= WD([w1, w2])

+WL(Lw1(w2 · ω̂) −Lw2(w1 · ω̂) + [w1 · ω̂, w2 · ω̂] − 2w1w2 · F̂ ) .(4.23)
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(
Lw1(w2 · ω̂) − Lw2(w1 · ω̂) + [w1 · ω̂, w2 · ω̂] − 2w1w2 · F̂

)ab

= wν
1∂ν(w

µ
2 ω̂

ab
µ) − wν

2∂ν(w
µ
1 ω̂

ab
µ) + (wµ

1 ω̂
a
cµw

ν
2 ω̂

cb
ν − w

µ
2 ω̂

a
cµw

ν
1 ω̂

cb
ν) − 2wµ

1w
ν
2 F̂

ab
µν

= (wν
1∂νw

µ
2 − wν

2∂νw
µ
1 )ω̂ab

µ

+wµ
1w

ν
2(∂µω̂

ab
ν − ∂ν ω̂

ab
µ + ω̂a

cµω̂
cb

ν − ω̂a
cνω̂

cb
µ − 2F̂ ab

µν)

= [w1, w2]
µω̂ab

µ − w
µ
1w

ν
2 F̂

ab
µν , (4.24)so daÿ wir insgesamt die Relation

[W̃D(w1), W̃D(w2)] = WD([w1, w2]) + WL([w1, w2] · ω̂ − w1w2 · F̂ )

= W̃D([w1, w2]) −WL(w1w2 · F̂ ) (4.25)erhalten.Für den gemis
hten Teil der Algebra
[W̃D(w),WL(λ)]werden die auftretenden Zusatzterme ebenfalls in Anhang D.2 bestimmt. Sie lassen si
hkomponentenweise zu einem Beitrag der Form −WL(w ·∇̂λ) zusammenfassen. In Kombina-tion mit denjenigen Beiträgen, die man auf die ursprüngli
hen (WD,WL)-Kommutatorenzurü
kführen kann, ergibt si
h

[W̃D(w),WL(λ)] = [WD(w),WL(λ)] + [WL(w · ω̂),WL(λ)]

= WL(Lwλ) + WL([w · ω̂, λ]) −WL(w · ∇̂λ)

= WL(Lwλ+ [w · ω̂, λ] − w · ∇̂λ) . (4.26)Das führt mit
(Lwλ+ [w · ω̂, λ])ab = wρ∂ρλ

ab + wρω̂a
cρλ

cb − λa
cw

ρω̂cb
ρ

= wρ(∂ρλ
ab + ω̂a

cρλ
cb + ω̂b

cρλ
ac)

= wρ∇̂ρλ
ab (4.27)
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[W̃D(w),WL(λ)] = 0 , (4.28)so daÿ die neuen Di�eomorphismen δ̃D wie gewüns
ht mit den lokalen Lorentz-Transformationenvertaus
hen; die Modi�kation kompensiert o�enbar gerade die Transformation

δD(w)λab(x) = Lwλ
ab(x) = wρ∂ρλ

ab(x)des O(4)-Ei
hparameters unter Di�eomorphismen.Der reine Lorentz-Teil der Algebra bleibt natürli
h unverändert, d. h. es gilt mit (4.15)na
h wie vor
[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2]) .Dies führt insgesamt auf eine Algebra der Form

[W̃D(w1), W̃D(w2)] = W̃D([w1, w2]) −WL(w1w2 · F̂ )

[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2])

[W̃D(w),WL(λ)] = 0

(4.29)Wir erhalten somit immer no
h die Algebra eines semidirekten Produktes Diff ⋉O(4)loc,in dem die Unteralgebra o(4)loc na
h wie vor s
hlieÿt. Darüber hinaus vers
hwindet zwarjetzt der gemis
hte Teil der Algebra, dafür ist jedo
h der Kommutator zweier modi�zierterDi�eomorphismen ni
ht mehr dur
h einen modi�zierten Di�eomorphismus gegeben. Diesstellt für uns allerdings keinerlei Beeinträ
htigung dar. Der für uns maÿgebli
he Begri� einesinvarianten Funktionals ist von der Parametrisierung der Gruppe der Ei
htransformationenunabhängig: Sei F [ê, ω̂, C, C̄,Σ, Σ̄] ein beliebiges Funktional der Quantenfelder, so sind diebeiden Aussagen
WD(w)F = 0 ∧ WL(λ) = 0 ∀ wµ, λab
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W̃D(w)F = 0 ∧ WL(λ) = 0 ∀ wµ, λabäquivalent, da der neue Satz von Ward-Operatoren eine Linearkombination des ursprüngli-
hen bildet. Zudem ist in dieser Parametrisierung die gemäÿ der übli
hen Faddeev-Popov-Prozedur konstruierte Geistwirkung invariant unter Hintergrundtransformationen. Bevorwir darauf zurü
kkommen, wollen wir obige Überlegungen auf den Hintergrundformalismusübertragen.

4.1.4 Die Algebra der Ward-Operatoren für Hintergrund-und wahre Ei
htransformationenin der ursprüngli
hen ParametrisierungDie Anwendung der Überlegungen aus Abs
hnitt 4.1.3 auf die in Hintergrundkon�gu-rationen und Fluktuationen aufgespaltenen Felder und damit auf die beiden Klassen δGund δB von Ei
htransformationen führt auf zwei Sätze (WB
D ,WB

L ) und (WG
D ,WG

L ) vonWard-Operatoren für die Hintergrund- bzw. die wahren Ei
htransformationen. In der ur-sprüngli
hen Parametrisierung sind diese gegeben dur
h
WB

D(w) := −
∫

d4x
(
δB
D(w)ēa

µ(x)
δ

δēa
µ(x)

+ δB
D(w)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+δB
D(w)ω̄ab

µ(x)
δ

δω̄ab
µ(x)

+ δB
D(w)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δB
D(w)Cµ(x)

δ

δCµ(x)
+ δB

D(w)C̄µ(x)
δ

δC̄µ(x)

+δB
D(w)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δB

D(w)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

)
, (4.30)
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WB

L (λ) := −
∫

d4x
(
δB
L (λ)ēa

µ(x)
δ

δēa
µ(x)

+ δB
L (λ)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+δB
L (λ)ω̄ab

µ(x)
δ

δω̄ab
µ(x)

+ δB
L (λ)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δB
L (λ)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δB

L (λ)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

) (4.31)und
WG

D (w) := −
∫

d4x
(
δG
D(w)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+ δG
D(w)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δG
D(w)Cµ(x)

δ

δCµ(x)
+ δG

D(w)C̄µ(x)
δ

δC̄µ(x)

+δG
D(w)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δG

D(w)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

)
, (4.32)

WG
L (λ) := −

∫
d4x
(
δG
L (λ)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+ δG
L (λ)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δG
L (λ)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δG

L (λ)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

)
. (4.33)Dabei haben wir berü
ksi
htigt, daÿ die δG-Ward-Operatoren keine Transformationen derHintergrundfelder erzeugen. Da wir die Geist- und Antigeist-Felder ni
ht in Hintergründeund Fluktuationen zerlegen, sind für diese beide Transformationsarten identis
h und dur
hdie ursprüngli
he Ei
htransformation gegeben:

δB
D(w)Cµ = δG

D(w)Cµ = LwCµ , δB
L (λ)Cµ = δG

L (λ)Cµ = 0 ,

δB
D(w)C̄µ = δG

D(w)C̄µ = LwC̄µ , δB
L (λ)C̄µ = δG

L (λ)C̄µ = 0 ,

δB
D(w)Σab = δG

D(w)Σab = LwΣab , δB
L (λ)Σab = δG

L (λ)Σab = λa
cΣ

cb + λb
cΣ

ac ,

δB
D(w)Σ̄ab = δG

D(w)Σ̄ab = LwΣ̄ab , δB
L (λ)Σ̄ab = δG

L (λ)Σ̄ab = λa
cΣ̄cb + λb

cΣ̄ac .Wie man lei
ht sieht, erfüllen au
h die Hintergrund-Ward-Operatoren die ursprüngli
heAlgebra (4.14), (4.16) und (4.15) mit ω̄ab
µ na
h (3.11) als O(4)-Zusammenhang, da dieFluktuationen εa

µ und τab
µ als neue Felder aufgefaÿt werden können, die si
h jedo
h beidetensoriell unter δB

D und δB
L transformieren. Somit können ihre Beiträge zu der Algebra auf



92 4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungendie Re
hnungen für das unzerlegte Vielbein ea
µ und den Lorentz-Geist Σab zurü
kgeführtwerden. Es gilt also

[WB
D(w1),WB

D(w2)] = WB
D([w1, w2])

[WB
L (λ1),WB

L (λ2)] = WB
L ([λ1, λ2])

[WB
D(w),WB

L (λ)] = WB
L (Lwλ)

(4.34)Die δG-Ward-Operatoren besitzen für das Vielbein und den Spinzusammenhang bloÿBeiträge der Fluktuationen. Diese transformieren si
h unter wahren Ei
htransformationenwie die vollen Quantenfelder vor der Aufspaltung, wobei in den homogenen Anteilen ê und
ω̂ dur
h ē+ ε und ω̄ + τ ersetzt werden. Im Kommutator liefert dann eine Funktionalab-leitung bezügli
h der Fluktuationen, die auf die entspre
hende wahre Ei
htransformationwirkt, genau die glei
he Index- und Operatorstruktur wie im unaufgespaltenen Fall. Die-se wird au
h hier wieder auf die in�nitesimale wahre Ei
htransformation zu ihrer Linkenangewandt. Insbesondere lassen si
h beispielsweise die Re
hnungen (D.1), (D.4) und (D.5)analog übertragen. Dies wird in Anhang D.3 no
h einmal anhand der relevanten Formel-ausdrü
ke illustriert. Die Algebra der Ward-Operatoren der wahren Ei
htransformationenist somit ebenfalls von der ursprüngli
hen Form:

[WG
D (w1),WG

D (w2)] = WG
D ([w1, w2])

[WG
L (λ1),WG

L (λ2)] = WG
L ([λ1, λ2])

[WG
D (w),WG

L (λ)] = WG
L (Lwλ)

(4.35)Au
h diese Aufspaltung der Ei
htransformationen soll modi�ziert werden, um eine O(4)-kovariante Darstellung zu erhalten. Da jedo
h au
h hier der Begri� eines δB-invariantenFunktionals unabhängig von der gewählten Darstellung ist, werden wir im Ans
hluÿ dieursprüngli
he (δB
D, δ

B
L )-Darstellung der Hintergrundtransformationen verwenden, um dieentspre
hende Invarianz der Ei
h�xierungsterme na
hzuweisen. S
hlieÿli
h o�enbart si
hdiese für den Di�eomorphismus- und den Lorentz-Sektor separat jeweils unmittelbar, daman direkt auf das intuitive Verständnis des entspre
henden Tensor
harakters zurü
kgrei-fen kann.
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hbedingungen analysieren, übertragen wir die Idee der modi�-zierten Di�eomorphismen ebenfalls auf den Hintergrundformalismus. Dabei stellt si
h dieFrage, ob man die volle Feldabhängigkeit des Transformationsparameters in (4.19) beibe-hält oder ob man darin ω̂ = ω̄ + τ dur
h den Hintergrund ω̄ ersetzen sollte.Im ersten Fall würde die resultierende Geistwirkung au
h von der Fluktuation τ abhän-gen, so daÿ in Γ
(2)
k na
h zweifa
her funktionaler Ableitung bezügli
h des Vielbeins und desSpinzusammenhangs sowie bezügli
h der Geister und Antigeister gemis
hte Komponentenentstünden. Da dieses Objekt jedo
h ans
hlieÿend für vers
hwindende Fluktuationen so-wie für vers
hwindende Geist- und Antigeist-Felder ausgewertet wird, vers
hwänden dieseKomponenten, da sie immer no
h ein Geist- oder Antigeist-Feld enthielten. Au
h in die-sem Fall bliebe also die Blo
kstruktur von Γ

(2)
k bezügli
h des Graviton- und Geistsektorserhalten.Im Rahmen unserer Näherung vers
hwindender Fluktuationen und Geister auf dem Ni-veau der Fluÿglei
hung besteht somit zwis
hen beiden Optionen kein Unters
hied; aus demglei
hen Grund werten wir au
h die Geistwirkung s
hon vor dem Ableiten für vers
hwin-dende Fluktuationen aus. Daher ist es an dieser Stelle einfa
her und natürli
her, si
h für diezweite Option zu ents
heiden und nur den Hintergrundspinzusammenhang in die De�nitionder neuen Di�eomorphismen eingehen zu lassen.Wir de�nieren also die modi�zierten Hintergrund-Di�eomorphismen gemäÿ

˜̃
δB
D(w) := δB

D(w) + δB
L (w · ω̄) . (4.36)Diese wirken in gewüns
hter Weise auf das Hintergrund-Vielbein

˜̃
δB
D(w)ēa

µ = δB
D(w)ēa

µ + δB
L (w · ω̄)ēa

µ

= wρ∂ρē
a
µ + (∂µw

ρ)ēa
ρ + wρω̄a

bρē
b
µ

= wρ∇̄ρē
a
µ + (∇̄µw

ρ)ēa
ρ ,
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δB
D(w)εa

µ = wρ∇̄ρε
a
µ + (∇̄µw

ρ)εa
ρ ,sowie auf den Hintergrund-Spinzusammenhang

˜̃
δB
D(w)ω̄ab

µ = wρ∂ρω̄
ab

µ + (∂µw
ρ)ω̄ab

ρ

−∂µ(wρω̄ab
ρ) + wρω̄a

cρω̄
cb

µ + wρω̄b
cρω̄

ac
µ

= wρ(∂ρω̄
ab

µ − ∂µω̄
ab

ρ + ω̄a
cρω̄

cb
µ − ω̄a

cµω̄
cb

ρ)

= −F̄ ab
µρw

ρund dessen assoziierte Fluktuation
˜̃
δB
D(w)τab

µ = wρ∂ρτ
ab

µ + (∂µw
ρ)τab

ρ

+wρω̄a
cρτ

cb
µ + wρω̄b

cρτ
ac

µ

= wρ∇̄ρτ
ab

µ + (∇̄µw
ρ)τab

ρ .Dabei bezei
hnet ∇̄µ die aus dem Hintergrundspinzusammenhang ω̄ gebildeteO(4)-kovarianteAbleitung mit zugehörigem Feldstärketensor F̄ ab
µν . Für die Tensorfelder wird also wie ge-wohnt die Lie-Ableitung kovariantisiert. Dies ges
hieht nun allerdings mittels des Hinter-grundspinzusammenhangs, der si
h seinerseits formal genau wie der volle Spinzusammen-hang in (4.20) transformiert.Da si
h die Hintergründe unter den wahren Ei
htransformationen ni
ht transformie-ren, erhält man das δG-Verhalten der Fluktuationen wie übli
h als Summe der Hinter-grundtransformationen der einzelnen Komponenten. Mit

˜̃
δG
D(w) := δG

D(w) + δG
L (w · ω̄)ergibt si
h demna
h für das Hintergrund-Vielbein

˜̃
δG
D(w)ēa

µ = 0 ,
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˜̃
δB
D(w)εa

µ = wρ∇̄ρ(ē
a
µ + εa

µ) + (∇̄µw
ρ)(ēa

ρ + εa
ρ)sowie entspre
hend für den Hintergrund-Spinzusammenhang

˜̃
δB
D(w)ω̄ab

µ = 0und die zugehörige Fluktuation
˜̃
δB
D(w)τab

µ = −F̄ ab
µρw

ρ + wρ∇̄ρτ
ab

µ + (∇̄µw
ρ)τab

ρ . (4.37)Da die Geister ni
ht aufgespalten werden, wirken auf diese au
h ˜̃δB und ˜̃δG in identis
herWeise: Wir erhalten für den Di�eomorphismus-Geist
˜̃
δB
D(w)Cµ =

˜̃
δB
D(w)Cµ = LwCµ ≡ wρ∇̄ρCµ − (∇̄ρw

µ)Cρ ,für den zugehörigen Antigeist
˜̃
δB
D(w)C̄µ =

˜̃
δB
D(w)C̄µ = LwC̄µ ≡ wρ∇̄ρC̄µ + (∇̄µw

ρ)C̄ρsowie für den O(4)-Geist
˜̃
δB
D(w)Σab =

˜̃
δG
D(w)Σab = wρ∂ρΣ

ab + wρω̄a
cρΣ

cb + wρω̄b
cρΣ

ac = wρ∇̄ρΣ
abund den dualen Antigeist

˜̃
δB
D(w)Σ̄ab =

˜̃
δG
D(w)Σ̄ab = wρ∇̄ρΣ̄ab .Erneut führen diese beiden Arten, die Ei
htransformationen zu realisieren, auf zwei Klassen
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˜̃WB

D(w) := −
∫

d4x
(˜̃
δB
D(w)ēa

µ(x)
δ

δēa
µ(x)

+
˜̃
δB
D(w)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+
˜̃
δB
D(w)ω̄ab

µ(x)
δ

δω̄ab
µ(x)

+
˜̃
δB
D(w)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+
˜̃
δB
D(w)Cµ(x)

δ

δCµ(x)
+
˜̃
δB
D(w)C̄µ(x)

δ

δC̄µ(x)

+
˜̃
δB
D(w)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+
˜̃
δB
D(w)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

) (4.38)und die übli
hen Hintergrund-Lorentz-Transformationen
WB

L (λ) := −
∫

d4x
(
δB
L (λ)ēa

µ(x)
δ

δēa
µ(x)

+ δB
L (λ)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+δB
L (λ)ω̄ab

µ(x)
δ

δω̄ab
µ(x)

+ δB
L (λ)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δB
L (λ)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δB

L (λ)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

) (4.39)sowie für wahre Di�eomorphismen
˜̃WG

D (w) := −
∫

d4x
(˜̃
δG
D(w)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+
˜̃
δG
D(w)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+
˜̃
δG
D(w)Cµ(x)

δ

δCµ(x)
+
˜̃
δG
D(w)C̄µ(x)

δ

δC̄µ(x)

+
˜̃
δG
D(w)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+
˜̃
δG
D(w)Σ̄ab(x)

δ

δΣ̄ab(x)

) (4.40)und wahre Lorentz-Transformationen
WG

L (λ) := −
∫

d4x
(
δG
L (λ)εa

µ(x)
δ

δεa
µ(x)

+ δG
L (λ)τab

µ(x)
δ

δτab
µ(x)

+δG
L (λ)Σab(x)

δ

δΣab(x)
+ δG

L (λ)Σ̄ab(x)
δ

δΣ̄ab(x)

)
. (4.41)Die S
hreibweisen ˜̃δB

D, ˜̃δG
D , ˜̃WB

D und ˜̃WG
D bezei
hnen die Pendants der modi�zierten Di�eo-morphismen für die Hintergrund-Aufspaltung. In diesen geht auss
hlieÿli
h der Hintergrund-Spinzusammenhang ω̄ in den modi�zierten Transformationsparameter ein.
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hten wir zunä
hst die Hintergrundtrans-formationen. Hier wird im Verglei
h zu den (W̃D,WL)-Relationen (4.28) in der modi�zier-ten Transformation der volle Spinzusammenhang ω̂ dur
h seine Hintergrundkomponente
ω̄ ersetzt, die bezügli
h δB

L ebenfalls einen Zusammenhang de�niert. Die neu auftreten-den Fluktuationen ε und τ kann man als Erweiterung des Feldgehalts au�assen, da si
hdiese ebenfalls tensoriell bezügli
h δB
D und δB

L transformieren, so daÿ si
h die vorhergehen-den Re
hnungen allesamt übertragen lassen. Somit reproduzieren die Hintergrund-Ward-Operatoren gerade die unzerlegte Algebra (4.29), wobei auf der re
hten Seite der volleSpinzusammenhang dur
h die Hintergrund-Komponente zu ersetzen ist. Somit gilt
[
˜̃WB

D(w1),
˜̃WB

D(w2)] =
˜̃WB

D([w1, w2]) −WB
L (w1w2 · F̄ )

[WB
L (λ1),WB

L (λ2)] = WB
L ([λ1, λ2])

[
˜̃WB

D(w),WB
L (λ)] = 0

(4.42)Die wahren Ei
htransformationen betre�end, stellen wir fest, daÿ jetzt der Parameter
w · ω̄ der zum Di�eomorphismus hinzugefügten Lorentz-Transformation ni
ht mehr alsfeldabhängig zu betra
hten ist, da si
h der Hintergrundspinzusammenhang unter diesenüberhaupt ni
ht transformiert: Die zugehörigen Ward-Operatoren erzeugen keine Trans-formationen in ω̄-Ri
htung, so daÿ in ihnen au
h keine entspre
hende Funktionalableitungauftritt. Um die Algebra zu ermitteln, können wir also mit ˜̃WG

D (w) = WG
D (w)+WG

L (w · ω̄)und (4.35) die Linearität der Ward-Operatoren verwenden, da keine Zusatzterme zu be-rü
ksi
htigen sind. Zur Ermittlung der Parameter der resultierenden wahren Ei
htransfor-mationen auf der re
hten Seite für den ˜̃WG
D -˜̃WG

D - und den ˜̃WG
D -WG

L -Kommutator könnenwir auf die Beziehungen (4.23) und (4.24) bzw. (4.26) und (4.27) zurü
kgreifen. Dabei istzu bea
hten, daÿ die auf vollem Niveau aufgrund der Feldabhängigkeit des Parametersim Lorentz-Ward-Operator auftretenden Zusatzterme −2w1w2 · F̂ und −w · ∇̂λ im erstenbzw. zweiten Fall ni
ht mehr vorliegen. Ersetzt man s
hlieÿli
h auf der re
hten Seite dasvolle Feld ω̂ dur
h den Hintergrund ω̄, so erhält man die Algebra der modi�zierten wahrenEi
htransformationen zu
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[
˜̃WG

D (w1),
˜̃WG

D (w2)] =
˜̃WG

D ([w1, w2]) + WG
L (w1w2 · F̄ )

[WG
L (λ1),WG

L (λ2)] = WG
L ([λ1, λ2])

[
˜̃WG

D (w),WG
L (λ)] = WG

L (w · ∇̄λ)

(4.43)Im Ans
hluÿ an die Diskussion der Ei
h�xierung werden wir bei der Konstruktion derGeistwirkung auf diese Darstellung der wahren Ei
htransformationen zurü
kgreifen, dieinsbesondere O(4)-hintergrundkovariantisierte Lie-Ableitungen erzeugen. Gemäÿ der obi-gen Argumentation können wir dann bereits vor dem Bilden der Funktionalableitung dieFeld�uktuationen glei
h Null setzen. Die resultierende Wirkung enthält zusätzli
h zu denkovarianten Di�eomorphismen nur no
h Objekte, die si
h tensoriell bezügli
h Hintergrund-Ei
htransformationen verhalten, so daÿ sie wie gewüns
ht δB-invariant sein wird.Au
h auf dem Niveau der Hintergrundzerlegung gilt, daÿ die Eigens
haft der Hintergrun-dinvarianz dur
h diese Modi�kation der Ei
htransformationen unbeeinträ
htigt bleibt. DieElemente des Theorienraums, auf dem die Fluÿglei
hung de�niert ist, die wir betra
h-ten wollen, sind Funktionale der Hintergrundfelder sowie der Erwartungswerte der Fluk-tuationen und der Geist- und Antigeist-Felder. Obige Überlegungen übertragen si
h aufdiese analog, so daÿ wir den Theorienraum TQECG einer zunä
hst no
h hypothetis
henQuanten-Einstein-Cartan-Gravitation als den Raum aller hintergrundinvarianten Funktio-nale F [ε̄, τ̄ , ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē, ω̄] ≡ F [e, ω, ē, ω̄, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] de�nieren können:
TQECG := {F |˜̃WB

D(w)F = 0 ∧ WB
L (λ)F = 0 ∀ wµ, λab} .4.1.6 Hintergrundei
hinvariante Ei
h�xierungstermeDie Ei
hbedingungen. Da ein allgemeiner Di�eomorphismus dur
h ein vierkomponenti-ges glattes Vektorfeld wµ erzeugt wird, wählen wir als entspre
hende Ei
hbedingung

Fµ(ε; ē, ω̄) := ē ν
a (D̄νε

a
µ + βDD̄µε

a
ν) (4.44)mit einem beliebigen reellen Parameter βD; sie wurde bereits in Ref. [66℄ verwandt.Weiterhin wählen wir für die se
hsdimensionale Gruppe von O(4)-Rotationen als Ei
h-
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Gab(ε; ē) :=

1

2
ḡµν(εa

µē
b
ν − εb

µē
a
ν) (4.45)mit Gab = −Gba. Beide Ei
hbedingungen sind linear in der Vielbein�uktuation und unab-hängig vom Fluktuationsanteil des Spinzusammenhangs. Zudem hängen sie parametris
hvon den gewählten Hintergrundkon�gurationen ab.An dieser Stelle ist es illustrativ, unter Verwendung des Hintergrundvielbeins bzw. seinesInversen au
h die Lorentz-Indizes der Fluktuationen in Raumzeit-Indizes zu überführen.Die Objekte

ēaµ := ḡµν ē
ν

a ≡ ηabē
b
µ (4.46)und

ēaµ := ḡµν ēa
ν ≡ ηabē

µ
b (4.47)genügen o�ensi
htli
h den Beziehungen

ēaµē
aν = δµ

ν , ēaµē
bµ = δa

b ,

ēaµē
a
ν = ḡµν , ē µ

a ē
aν = ḡµν ,

ēaµē
µ

b = ηab , ēa
µē

bµ = ηab .Mit
εµ

ν := ē µ
a ε

a
ν sowie εµν := ēaµε

a
ν ≡ ḡµλε

λ
ν (4.48)gilt dann für die O(4)-Ei
hbedingung (4.45)

Gµν := ēaµēbνGab

=
1

2
ēaµēbν ḡ

ρσ(εa
ρē

b
σ − εb

ρē
a
σ)

= ε[µν] .Die Ei
hbedingung fordert also das Vers
hwinden des antisymmetris
hen Anteils der Viel-



100 4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungenbein�uktuation. Es handelt si
h somit um das Hintergrund-Pendant einer Ei
hbedingung,die unter anderem in Ref. [56℄ verwandt wurde.Mit Bli
k auf die Yang-Mills-Natur des Lorentz-Sektors ist die Frage naheliegend, warumman zur Fixierung der O(4)-Transformationen ni
ht analog zu (C.11) auf eine Diff⋉O(4)loc-kovariante Hintergrundei
hung der Form
G̃ab(τ ; ē, ω̄) := ḡµνD̄µτ

ab
νzurü
kgreifen sollte. Diese hinge nur von der Spinzusammenhangs�uktuation ab, und derentspre
hende Ei
h�xierungsterm in Γk würde somit nur Beiträge zum τ̄ -τ̄ -Blo
k von Γ

(2)
kliefern. Allerdings enthielte diese Ei
hbedingung au
h drei in ω̄ lineare Beiträge. Um diefür uns relevanten Terme zu �nden, müssen wir in der Spur auf der re
hten Seite derFluÿglei
hung den Operator Γ

(2)
k , in den die Ei
hbedingung quadratis
h eingeht, gerade biszur Ordnung O(ω̄) entwi
keln, so daÿ die Hintergrundei
hung hier ebenfalls maÿgebli
heBeiträge liefert. (Wie wir später sehen werden, wären dies die einzigen relevanten Beiträgeder Ordnung O(ω̄) überhaupt im τ -τ -Blo
k.) Demgegenüber besteht der groÿe Vorzug derEi
hbedingung (4.45) gerade darin, nur Beiträge zum freien Anteil von Γ

(2)
k zu liefern, sodaÿ wir uns für diese ents
heiden.Die Hintergrundinvarianz der Ei
h�xierungsterme. Im Sinne der Logik der Hinter-grundfeld-Methode muÿ na
hgeprüft werden, daÿ die Beiträge zur na
kten Wirkung imPfadintegral, die dur
h die Ei
h�xierungsterme gegeben sind, zwar δB-invariant sind, daÿjedo
h die wahre δG-Invarianz na
h wie vor dur
h (4.44) und (4.45) gebro
hen wird. Wirbehandeln in diesem Abs
hnitt den ersten Punkt und wenden uns dem zweiten im na
h-folgenden Unterkapitel zu.Wir führen in diesem Kapitel die Diskussion auf dem Niveau der Quantenfelder dur
h. Indem Ei
h�xierungsterm, den wir der Trunkierung hinzufügen, werden dann die Quanten-�uktuationen ε und τ dur
h ihre Erwartungswerte ε̄ und τ̄ ersetzt. Der Ei
h�xierungstermfür die Di�eomorphismus-Invarianz ist somit gegeben dur
h

SD
gf =

1

2αD

· 1

16πG

∫

M

d4x ē ḡµνFµFν , (4.49)wobei ē die Determinante des Hintergrundvielbeins bezei
hnet und der Vorfaktor 1
16πG
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k als Wirkung in natürli
hen Einheiten mit ~ ≡ 1 für di-mensionsloses αD ebenfalls dimensionslos ist. Da ω und Γ als Zusammenhänge die glei
hephysikalis
he Dimension wie Derivationen besitzen, besitzt die Ei
hbedingung (4.44) dieDimension Länge−1, was der Massendimension 1 entspri
ht. Dabei haben wir das Vielbeinund somit die Metrik dimensionslos gewählt und stattdessen die physikalis
he Dimensi-on �Länge� auf die Koordinaten xµ übertragen. Das Raumzeit-Integral des Quadrates derEi
hbedingung besitzt dann die Massendimension −4 + 2 · 1 = −2. Dies entspri
ht in vierDimensionen der Massendimension der Gravitationskonstante, was z. B. aus der De�nitionder Plan
k-Masse mPl :=
√

~c
G
ersi
htli
h ist, so daÿ (4.49) in der Tat dimensionslos ist.Demgegenüber ist die Lorentz-Ei
hbedingung (4.45) dimensionslos. Dies gilt genau dannebenfalls für den Ei
h�xierungsterm
SL

gf =
1

2αL

∫

M

d4x ē GabGab , (4.50)falls der Ei
h�xierungsparameter αL die Massendimension −4 besitzt. Auf diesen Punktkommen wir später no
h zurü
k.Die gewüns
hte δB-Invarianz der beiden Funktionale bedeutet, daÿ bezügli
h der unmo-di�zierten Darstellung
WB

DS
D
gf = WB

L S
D
gf = 0 (4.51)und

WB
DS

L
gf = WB

L S
L
gf = 0 (4.52)zu zeigen ist. Die explizite Anwendung der Ward-Operatoren auf ein Funktional der Feldererzeugt per Konstruktion in diesem linearisierte Ei
htransformationen der Felder. Damitergibt si
h die δB-Invarianz der Ei
h�xierungsterme unmittelbar aus der Tensorstrukturder Ei
hbedingungen.Eine generis
he zehnparametrige Hintergrund-Ei
htransformation bewirkt dann eine Va-
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WB(w, λ)SD

gf = WB
D(w)SD

gf + WB
L (λ)SD

gf .Mit Bli
k auf den ersten Beitrag bea
hten wir zunä
hst, daÿ alle in der Di�eomorphismus-Ei
hbedingung auftretenden Objekte bezügli
h δB
D ihrer Indexstruktur entspre
hende Ten-soren sind. Die Di�eomorphismusei
hbedingung Fµ verhält si
h somit unter Hintergrund-Di�eomorphismen wie eine Einsform. Zudem wird dur
h Fµ := ḡµνFν bezügli
h δB

D einkontravariantes Vektorfeld de�niert, so daÿ das Quadrat der Ei
hbedingung einen Skalardarstellt:
δB
D(w)(FµFµ) = (δB

D(w)Fµ)Fµ + FµδB
D(w)Fµ

= (wρ∂ρFµ − (∂ρw
µ)Fρ)Fµ + Fµ(wρ∂ρFµ + (∂µw

ρ)Fρ)

= wρ((∂ρFµ)Fµ + Fµ∂ρFµ)

= wρ∂ρ(FµFµ) .Die Determinante des Hintergrundvielbeins transformiert si
h zudem mit (A.57) wie eineskalare Tensordi
hte gemäÿ
δB
D(w)ē = ē ē µ

a δB
D(w)ēa

µ

= ē ē µ
a (wρ∂ρē

a
µ + (∂µw

ρ)ēa
ρ)

= wρ∂ρē+ ē ∂ρw
ρ

= ∂ρ(ē w
ρ) . (4.53)Insgesamt ergibt si
h somit bei Anwendung eines Hintergrund-Di�eomorphismus auf denEi
h�xierungsterm

WB
D(w)SD

gf =
1

2αD

· 1

16πG

∫

M

d4x
(
∂ρ(ē w

ρ)FµFµ + ē wρ∂ρ(FµFµ)
)

=
1

2αD
· 1

16πG

∫

M

d4x ∂ρ(w
ρ ē FµFµ) , (4.54)d. h. wir erhalten als Beitrag einen Ober�ä
henterm, der bekanntli
h die Dynamik der
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ht beein�uÿt, so daÿ (4.49) tatsä
hli
h δB
D-invariant ist.Des weiteren ist aufgrund der Tensorstruktur aller involvierten Felder die Di�eomorphismus-Ei
hbedingung mit (A.22) als Kontraktion eines kovarianten und eines kontravariantenLorentz-Vektors bezügli
h δB

L ein Skalar:
δB
L (λ)Fµ = λa

bē ν
b (D̄νε

a
µ + βDD̄µε

a
ν) + ē ν

a λ
a
b(D̄νε

b
µ + βDD̄µε

b
ν)

= −ē ν
b λ

b
a(D̄νε

a
µ + βDD̄µε

a
ν) + ē ν

a λ
a
b(D̄νε

b
µ + βDD̄µε

b
ν)

= 0 .Das gilt au
h für die inverse Hintergrundmetrik. Für die Determinante des Hintergrund-Vielbeins ergibt si
h ebenfalls
δB
L (λ)ē = ē ē µ

a δB
L (λ)ēa

µ

= ē ē µ
a λ

a
bē

b
µ

= ē λa
a

= 0 , (4.55)so daÿ dies insgesamt auf
WB

L (λ)SD
gf = 0 (4.56)führt. Daraus folgt zusammen mit (4.54) die Hintergrundinvarianz des Di�eomorphismus-Ei
h�xierungsterms.Betra
htet man dieWirkung einer Hintergrund-Transformation auf den Lorentz-Ei
h�xie-rungsterm gemäÿ

WB(w, λ)SL
gf = WB

D(w)SL
gf + WB

L (λ)SL
gf ,so wird in der Ei
h�xierung (4.45) bezügli
h δB

D ein kontravariantes Tensorfeld zweiter Stufemit zwei kovarianten Vektorfeldern kontrahiert. Dies liefert einen Skalar, so daÿ
δB
D(w)Gab = wρ∂ρGab
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δB
D(w)(GabGab) = wρ∂ρ(GabGab)gilt. Mit (4.53) führt dies wegen

WB
D(w)SL

gf =
1

2αL

∫

M

d4x
(
(δB

D(w)ē)GabGab + ē δB
D(w)(GabGab)]

=
1

2αL

∫

M

d4x
(
∂ρ(ē w

ρ)GabGab + ē wρ∂ρ(GabGab)
)

=
1

2αL

∫

M

d4x∂ρ(w
ρē GabGab)wiederum auf einen Ober�ä
henterm. Bezügli
h δB

L sind sowohl ēa
µ als au
h εa

µ Vektoren,so daÿ die Lorentz-Ei
hbedingung ein Tensorfeld der Stufe (2, 0) darstellt:
δB
L (λ)Gab =

1

2
ḡµν
(
λa

c(ε
c
µē

b
ν − εb

µē
c
ν) + λb

c(ε
a
µē

c
ν − εc

µē
a
ν)
)

= λa
cGcb + λb

cGac .Mit (4.55) ergibt si
h dann die δB
L -Variation des Lorentz-Ei
h�xierungsterms zu

WB
L (λ)SL

gf =
1

2αL
· 2
∫

M

d4x ē Gab(λ
a
cGcb + λb

cGac)

= 0 ,denn aufgrund der Antisymmetrie des Lorentz-Ei
hparameters gilt
Gabλ

a
cGcb = −Gabλc

aGcb = −Gabλc
aGcb = −Gbcλ

c
aGba .Somit ist die Hintergrundinvarianz von SL

gf ebenfalls gezeigt, d. h. es ist
WB

D(w)Sgf = 0
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WB

L (λ)Sgf = 0 ,so daÿ der Ei
h�xierungsbeitrag Sgf = SD
gf+S

L
gf in der Wirkung hinsi
htli
h der Hintergrund-Ei
htransformationen δB

D und δB
L die gewüns
hte Invarianz aufweist.Zur Bre
hung der wahren Ei
hinvarianz dur
h die Ei
hbedingungen. Die eigentli-
he Aufgabe der Ei
h�xierung besteht darin, die Existenz eines wohlde�nierten Propagatorsin einer Ei
htheorie zu garantieren. Diesen erhält man (bis auf ein Vorzei
hen) dur
h In-vertieren der Hesse-Matrix Γ(2) der zweiten Funktionalableitungen der e�ektiven Wirkung

Γ bezügli
h der dynamis
hen Felder. Eine ungebro
hene Ei
hinvarianz der Theorie führtdazu, daÿ diese Hesse-Matrix generis
h Nullmoden besitzt und mithin ni
ht invertiert wer-den kann. Betra
hten wir beispielsweise reine Yang-Mills-Theorie ohne Materieankopplungsowie ohne Hintergrundzerlegung, so ist die na
kte Wirkung invariant unter Ei
htransfor-mationen der Ei
hfelder
S[Aa

µ + δ(λ)Aa
µ] = S[Aa

µ] mit δ(λ)Aa
µ =

1

g
Dab

µ λ
b .Dabei bezei
hnet Aa

µ das Quantenei
hfeld, und D ist die aus A gebildete kovariante Ab-leitung, die bei einer Ei
htransformation auf einen Ei
hparameter λa wirkt. Wir habenuns hierbei für die Konvention ents
hieden, na
h der man die Yang-Mills-Kopplung g indie kovariante Ableitung hineinde�niert, so daÿ sie ni
ht explizit als Koe�zient vor demkinetis
hen Term des Ei
hfeldes in der Wirkung ers
heint. Zudem unters
heidet si
h diesesTransformationsgesetz von dem von uns für den Spinzusammenhang verwandten geradeum einen Vorzei
henwe
hsel des Ei
hparameters. Wir verwenden diese Konvention au
h inAnhang C.Die Ei
hinvarianz hat zur Folge, daÿ die zugehörige Hesse-Matrix S(2) im allgemeinenNullmoden besitzt. Zur Illustration dieses Sa
hverhalts wiederholen wir hier kurz die ana-loge Überlegung aus Anhang C: Eine funktionale Taylor-Entwi
klung liefert zunä
hst
S[A] = S[A + δ(λ)A]

= S[A] +

∫
d4x

δS[A]

δAa
µ(x)

δ(λ)Aa
µ(x) ,
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∫

d4x
δS[A]

δAa
µ(x)

Dab
µ λ

b(x) = −
∫

d4x

(
Dba

µ (x)
δS[A]

δAa
µ(x)

)
λb(x) = 0führt. Da dies für beliebige Ei
hparameter λa(x) gilt, folgt unmittelbar

Dba
µ (x)

δS[A]

δAa
µ(x)

= (∂x
µη

ba + gf bcaAc
µ(x))

δS[A]

δAa
µ(x)

= 0 .Leiten wir diese Glei
hung funktional na
h Ad
ν(y) ab, so erhalten wir

0 =
δ

δAd
ν(y)

(
Dba

µ (x)
δS[A]

δAa
µ(x)

)
= Dba

µ (x)
δ2S[A]

δAd
ν(y)δAa

µ(x)
+ gf bda δS[A]

δAa
µ(x)

δ(4)(x− y) . (4.57)Für Vakuumlösungen A a
0µ mit

δS[A]

δAa
µ(x)

∣∣∣∣
A=A0

= 0vers
hwindet der letzte Term in (4.57), so daÿ das Integral der Kontraktion von (4.57) miteinem beliebigen Ei
hparameter na
h erneuter partieller Integration eine Nullmodenglei-
hung der Form
∫

d4x
δ2S[A]

δAb
ν(y)δAa

µ(x)

∣∣∣∣
A=A0

Dac
µ |A=A0 λ

c(x) = 0für die Matrix S(2), ausgewertet auf den Lösungen der Bewegungsglei
hungen, liefert. BeimÜbergang zur e�ektiven Wirkung Γ muÿ diese Ei
hinvarianz also gebro
hen werden, umeinen invertierbaren Operator Γ(2) zu erhalten, der auf einen wohlde�nierten Propagatorführt.Bei einer Hintergrundaufspaltung gemäÿ A = Ā + a besitzt das Funktional S[a+ Ā] ≡
S[A] bekanntli
h zwei Arten δG und δB von Ei
hinvarianzen, und es gilt S[a+ Ā] = S[a+

δG(λ)a + Ā] = S[a+ δB(λ)a+ Ā + δB(λ)Ā].Auf dem Niveau des vollen Feldes A sind diese beiden Invarianzen mit der ursprüngli-
hen Invarianz vor der Aufspaltung identis
h. Dementspre
hend führen sie auf die glei
henNullmoden. Wir fügen daher der na
kten Wirkung einen δB-invarianten Ei
h�xierungs-
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h�xierung und Geistwirkung 107terms Sgf [a; Ā] ≡ Sgf [A, Ā] hinzu, der ledigli
h die δG-Invarianz bri
ht. Dies führt auf dasFunktional S̃[A, Ā] := S[A] + Sgf [A, Ā]. Es stellt si
h heraus, daÿ dann der Operator
δ2S̃[A, Ā]

δAb
ν(y)δAa

µ(x)

∣∣∣∣∣
A=Ākeine Nullmoden mehr aufweist und somit invertierbar ist. Die verbleibende δB-Invarianzvon S̃[A, Ā] ≡ S̃[a; Ā] hat in der Praxis keine weiteren Nullmoden zur Folge. Entspre-
hend wird natürli
h au
h das übli
he Faddeev-Popov-Verfahren nur bezügli
h der wahrenEi
htransformationen angewandt.Na
h der Legendre-Transformation überträgt si
h dies auf den Operator

δ2Γ[A, Ā]

δAb
ν(y)δA

a
µ(x)

∣∣∣∣
A=Ā

(4.58)mit dem Felderwartungswert Aa
µ := 〈0|Aa

µ|0〉 als Argument der e�ektiven Wirkung Γ. SeinInverses liefert somit einen wohlde�nierten Propagator. Auf der re
hten Seite der Fluÿglei-
hung tritt das k-abhängige Gegenstü
k von (4.58) auf. Im Fall der Propertime-Glei
hung(3.28) wird dieser Operator exponentiert, so daÿ au
h hier vers
hwindende Eigenwerteauszus
hlieÿen sind.Im nä
hsten Abs
hnitt wollen wir uns von der Güte der gewählten Ei
hbedingungenüberzeugen, indem wir explizit na
hweisen, daÿ sie die erforderli
he Bre
hung der δG-Invarianz bewerkstelligen.Zur Bre
hung der wahren Ei
hinvarianz dur
h die gewählten Ei
hbedingun-gen. In der Pfadintegraldarstellung des erzeugenden Funktionals Z, das auf die e�ektiveWirkung Γ führt, ist die klassis
he Wirkung S um einen Ei
h�xierungsterm Sgf und ei-ne zugehörige Geistwirkung Sgh zu ergänzen. Letztere liefert in Form des ni
ht-singulärenFaddeev-Popov-Operators ebenfalls einen Beitrag zu Γ(2), da die Bere
hnung des Propa-gators nun au
h funktionale Ableitungen na
h den Geist- und Antigeist-Feldern erfordert.Dabei bri
ht Sgf die Invarianz des Funktionals Γ unter wahren Ei
htransformationen δG,wohingegen dieses na
h wie vor eine δB-Invarianz aufweist, die aber die Existenz eineswohlde�nierten Propagators ni
ht gefährdet.In unserem Fall wird si
h später mit Γ
(2)
k ≡ H+Hint der Propagator aus einem freien An-
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hselwirkungsbeitrag gemäÿ −(Γ
(2)
k )−1 = −(H +Hint)

−1 zusammenset-zen. Dabei bezieht si
h H auf die spezielle Hintergrundkon�guration ēa
µ(x) = κδa

µ = constund ω̄ab
µ(x) = 0, wobei κ eine positive reelle Zahl ist. Hingegen enthält Hint die ω̄-Beiträge.Die grundlegende Idee der Re
hnung besteht in einer Entwi
klung

(H +Hint)
−1 = H−1

[1+HintH
−1
]−1

= H−1
[1− V H−1 + O(ω̄2)

] (4.59)mit Hint =: V + O(ω̄2).Au
h wenn dies in te
hnis
her Hinsi
ht eine Analogie zur übli
hen Störungstheorieo�enbaren mag, so sei darauf hingewiesen, daÿ unser Zugang konzeptionell vollkommenni
ht-störungstheoretis
her Natur ist. Die für uns relevanten Terme, die zum Laufen derjeweiligen Kopplungen beitragen, sind auss
hlieÿli
h nullter oder erster Ordnung in ω̄.Na
h der Bere
hnung des Propagators wird in der Entwi
klung (4.59) die Feldkon�gu-ration (e, ω) mit dem Hintergrund (ē, ω̄) identi�ziert, so daÿ die Fluktuationen ε̄ und τ̄glei
h null gesetzt werden.Der eigentli
he inverse Propagator, bezügli
h dessen Spektrum die Regularisierung im-plementiert wird, ist also der der freien Theorie, H . Bei der Analyse des Verhaltens derEi
h�xierungen unter wahren Ei
htransformationen rei
ht es somit aus, si
h auf diese be-sondere Wahl des Hintergrundes und vers
hwindende Fluktuationen zu bes
hränken. DieseAnalyse ist äquivalent zur Untersu
hung des singulären Teils des Spektrums des Faddeev-Popov-Operators, die in Abs
hnitt 4.2.1 dur
hgeführt wird. Dementspre
hend betra
htenwir au
h dort den Fall ē = const und ω̄ = 0. (Genaugenommen werden wir ni
ht dasSpektrum von H , sondern das Spektrum desjenigen Operators, der si
h aus H für γk → ∞ergibt, betra
hten. Diesen Operator werden wir mit H0 bezei
hnen. Da jedo
h die Ei
hbe-dingungen ni
ht vom Immirzi-Parameter abhängen, hat dies auf die folgenden Überlegun-gen keinen Ein�uÿ.)S
hreiben wir der Übersi
htli
hkeit wegen alle Indizes wieder auf Raumzeit-Indizes umgemäÿ
εµν := ēaµε

a
ν
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λµ

ν := ē µ
a ē

b
νλ

a
b = −λν

µ , λµν := ḡµρλ
ρ
ν = −λνµ ,so liefert dies zur Fixierung der zehn Ei
hredundanzen für ē = const und ω̄ = 0 dieGlei
hungen

F0
µ := ∂νε

ν
µ + βD∂µε

ν
ν = 0 , (4.60)

G0
µν := ε[µν] = 0 , (4.61)da für diese Hintergrundkon�guration der Hintergrund-Raumzeit-Zusammenhang Γ̄ na
h(A.16) vers
hwindet.Nun sollen diese Ei
h�xierungen bei Anwendung einer allgemeinen wahren Ei
htrans-formation

δG(w, λ) =

(
δG
D(w)

δG
L (λ)

)

mit beliebigen Parametern wµ(x) und λab(x) = −λba(x) ni
ht invariant sein, so daÿ sie vonallen übrigen Kon�gurationen auf dem δG-Ei
horbit ni
ht mehr erfüllt werden. Unter wah-ren Ei
htransformationen verhalten si
h die in den Ei
hbedingungen auftretenden Objekte
εµν gerade ni
ht wie Tensoren, was si
h au
h auf die Ei
hbedingungen selbst überträgt. Dadie Fluktuationen unter δG den Transformations
harakter der vollen Felder tragen, liefernsie au
h Beiträge, die die Hintergrundfelder enthalten. Dies hat gerade die gewüns
hteBre
hung zur Folge.Betra
hten wir die Wirkung einer beliebigen wahren Ei
htransformation δG(w, λ) auf
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hbedingungen (4.60) und (4.61), so erhält man mit
(
δG
D(w)εµν

)
|ē=const,ε=0 =

(
δG
D(w)(ēaµε

a
ν)
)
|ē=const,ε=0

=
[
ēaµ(wρ∂ρ

(
ēa

ν + εa
ν) + (∂νw

ρ)(ēa
ρ + εa

ρ)
)]

|ē=const,ε=0

= ḡµρ∂νw
ρ

= ∂νwµund
(
δG
L (λ)εµν

)
|ē=const,ε=0 =

(
δG
L (λ)(ēaµε

a
ν)
)
|ē=const,ε=0

=
(
ēaµλ

a
b(ē

b
ν + εb

ν)
)
|ē=const,ε=0

= λµνfür die freie Di�eomorphismus-Ei
hbedingung die vier Glei
hungen
δG(w, λ)F0

µ = δG
D(w)F0

µ + δG
L (λ)F0

µ

= ∂ν∂µw
ν + βD∂µ∂νw

ν + ∂νλ
ν
µ + βD∂µλ

ν
ν

= (1 + βD)∂µ∂νw
ν + ∂νλ

ν
µ (4.62)sowie für das O(4)-Gegenstü
k die se
hs Glei
hungen

δG(w, λ)G0
µν = δG

D(w)G0
µν + δG

L (λ)G0
µν

= ∂[νwµ] + λµν . (4.63)Damit die freie Ei
h�xierung
(

F0
µ

G0
µν

)

stets genau einen Repräsentanten aus dem zehndimensionalen Raum aller δG-ei
häquivalentenFelder auswählt, dürfen (4.62) und (4.63) ni
ht glei
hzeitig vers
hwinden. Daher muÿ um-gekehrt untersu
ht werden, von wel
her Gestalt Ei
htransformationen sein müÿten, für die
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hen na
h Lösungen ŵµ und λ̂µ
ν der Glei
hungen

(1 + βD)∂µ∂νŵ
ν + ∂νλ̂

ν
µ = 0 , (4.64)

∂[νŵµ] + λ̂µν = 0 . (4.65)Aus der Gültigkeit von (4.65) ergibt si
h unmittelbar der Lorentz-Ei
hparameter als Rotati-on des den Di�eomorphismus erzeugenden Vektorfeldes. Damit gilt na
h Divergenzbildung
∂νλ̂

ν
µ =

1

2
(�ŵµ − ∂µ∂νŵ

ν) ,was eingesetzt in (4.64) auf
(1

2
+ βD

)
∂µ∂νŵ

ν +
1

2
�ŵµ = 0führt. Wir zerlegen nun das Vektorfeld ŵµ in ein Gradientenfeld und eine transversaleKomponente gemäÿ ŵµ = ∂µχ̂+ ŵ

µ
T mit ∂µŵ

µ
T = 0, so daÿ wir die Glei
hung

(1 + βD)�∂µχ̂+
1

2
�ŵTµ = 0erhalten, in der beide Summanden separat vers
hwinden müssen, d. h. es gilt

(1 + βD)�∂µχ̂ = 0 und 1

2
�ŵTµ = 0 .Diese Glei
hungen sind erfüllt, falls der Transversalanteil des Vektorfeldes eine harmonis
heFunktion mit �ŵ µ

T = 0 ist und falls entweder βD = −1 gilt oder χ̂ ebenfalls harmonis
hist.S
hlieÿen wir somit den Wert βD = −1 aus, so sind die verbleibenden ni
htkonstantenNullmoden harmonis
he Funktionen χ̂ und ŵTµ. Der zugehörige Lorentz-Ei
hparameterergibt si
h na
h (4.65) für jede gegebene Nullmode ŵν zu
λ̂µν = ∂[µŵν] = ∂[µŵTν] .



112 4.2 Die Konstruktion der hintergrundinvariantenGeistwirkungDerartige harmonis
he Nullmoden sind aber in der Quanten-Feldtheorie nahezu allge-genwärtig. Beispielsweise sind die �verbotenen� Ei
hparameter der Elektrodynamik in derLorentz-Ei
hung GL = ∂µAµ = 0 von genau der glei
hen Form. Hier wirkt nämli
h eineEi
htransformation gemäÿ δAµ = ∂µϕ ⇒ δGL = ∂µδAµ = �ϕ, so daÿ au
h in diesem Fallharmonis
he Funktionen auszus
hlieÿen sind.Setzen wir somit βD 6= −1 voraus und s
hlieÿen wir zudem aus, daÿ das volle Vektorfeld
wµ harmonis
h ist, so bre
hen die von uns gewählten Ei
hbedingungen wie gewüns
ht dieInvarianz unter wahren Ei
htransformationen.Wir mö
hten diesen Abs
hnitt mit zwei Bemerkungen s
hlieÿen. Zum einen ist die Ana-lyse der Ei
hbedingungen auf dem konform-�a
hen Hintergrund ē = const, ω̄ = 0 au
hno
h dur
h einen weiteren Umstand motiviert. Der Begri� der Ei
hinavarianz ist aufs eng-ste mit dem Konzept der physikalis
hen Unters
heidbarkeit zweier Zustände und damitmit dem Begri� der Observablen verknüpft. Der De�nition von Observablen, beispielsweiseder S-Matrix, ist jedo
h naturgemäÿ der störungstheoretis
he Rahmen, dem eine �a
heMinkowski-Raumzeit zugrunde liegt, am besten angepaÿt.Darüber hinaus ist es wi
htig zu betonen, daÿ die hier dargelegten Ausführungen lokalerNatur sind. Die Aussage, daÿ die dur
h (4.60) und (4.61) gegebene Ei
h�xierung für denbetra
hteten Hintergrund aus dem Ei
horbit eindeutig einen Repräsentanten auswählt,wird global im allgemeinen ni
ht mehr ri
htig sein. Es ist vielmehr anzunehmen, daÿ au
hhier ein Analogon zu dem aus der Yang-Mills-Theorie bekannten topologis
hen Gribov-Phänomen auftreten wird [67℄. Der Berei
h, innerhalb dessen man das angeführte lokaleArgument fortsetzen kann, wird dabei dur
h den sogenannten Gribov-Horizont berandet.
4.2 Die Konstruktion der hintergrundinvariantenGeistwirkungDie Umparametrisierung der Ei
htransformationen diente dem Zwe
k, mittels der ka-nonis
hen Faddeev-Popov-Methode eine Geistwirkung zu erhalten, die unter Hintergrund-Ei
htransformationen invariant ist. Daher wenden wir hier das Faddeev-Popov-Verfahrenbezügli
h dieser kovarianten Parametrisierung der Algebra der Ei
htransformationen an.
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htransformationen wieder von einem einheitli
hen Standpunktaus auf gemäÿ
δG =



˜̃
δG
D(w)

δG
L (λ)


 ,so werden diese dur
h die zehnkomponentige Ei
hbedingung

(
Fµ

Gab

)

gebro
hen. Führen wir an dieser Stelle Indizes I, J ∈ {1, . . . , 10} ein, so daÿ QI für I ∈
{1, . . . , 4} die Di�eomorphismus-Ei
hbedingung Fµ und für I ∈ {5, . . . , 10} die Lorentz-Ei
hbedingung Gab bezei
hne, und fassen wir in glei
her Weise mit ΛI(x) die Transforma-tionsparameter der Di�eomorphismen bzw. der lokalen Lorentz-Transformationen zusam-men, so wird wie übli
h dur
h das Grassmann-Integral über die Geister und Antigeisterdie Faddeev-Popov-Determinante

det

(
δQI(x)

δΛJ(y)

)∣∣∣∣
ΛI=0dargestellt. Aus diesem einheitli
hen Bli
kwinkel ist o�ensi
htli
h, daÿ in der (˜̃δG

D , δG
L )-Aufspaltung au
h gemis
hte Komponenten des zugehörigen Faddeev-Popov-Operators zubere
hnen sind.Jetzt sind die Ei
hbedingungen bezügli
h der Fluktuationen zu variieren, da nur dieseden wahren Ei
htransformationen unterworfen sind. Ans
hlieÿend s
haltet man eine vondem entspre
henden Geistfeld erzeugte wahre Ei
htransformation dahinter, und die Ei
h-bedingung wird ihrerseits mit dem zu ihr gehörenden Antigeist kontrahiert. Die Geist- undAntigeist-Felder

(
Cµ

Σab

) und (
C̄µ

Σ̄ab

) (4.66)sind Lie-Algebra-wertig, so daÿ der Di�eomorphismusgeist Cµ ein Vektorfeld, der zuge-hörige duale Antigeist C̄µ hingegen eine Einsform de�niert. Die Lie-Algebra o(4)loc ist zu



114 4.2 Die Konstruktion der hintergrundinvariantenGeistwirkungihrem Dualen isomorph, und mithin sind sowohl Σab als au
h Σ̄ab antisymmetris
he O(4)-Tensoren. Die Geistwirkung besitzt dann die allgemeine Struktur
−
∫

d4x ē

(
C̄µ

Σ̄ab

)T(
Ωµ

ν Ωµ
cd

Ωab
ν Ωab

cd

)(
Cν

Σcd

) (4.67)mit dem Faddeev-Popov-Operator Ω.Wie bereits ausgeführt, können wir s
hon an dieser Stelle die Geistwirkung für vers
hwin-dende Fluktuationen auswerten. Da die Ei
hbedingungen auss
hlieÿli
h von der Vielbein-Fluktuation abhängen, ist bloÿ bezügli
h dieser zu variieren. Mit
1

ē(y)

δFµ(x)

δεk
α(y)

=
1

ē(y)
ē ν

a (x)(D̄x a α
ν µk + βDD̄

x a α
µ νk )δ(4)(x− y)und

1

ē(y)

δGab(x)

δεk
α(y)

=
1

ē(y)
δ
[a
kē

b]α(x)δ(4)(x− y)bere
hnen wir die vier Komponenten des Faddeev-Popov-Operators. Für den Di�eomorphis-mus-Di�eomorphismus-Anteil erhalten wir na
h partieller Integration, Auswertung derDelta-Distribution und erneuter partieller IntegrationKomponente C̄ − C:
−
∫

d4x ē C̄µΩµ
νCν

:= −
∫

d4x ē(x)

∫
d4y ē(y)

{
C̄µ(x)ḡµρ(x)

1

ē(y)

δFρ(x)

δεk
α(y)

˜̃
δG
D(C)εk

α(y)
}∣∣∣∣

ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē
{
C̄µḡ

µρē ν
a

(
D̄ a α

ν ρk + βDD̄
a α

ρ νk

)(
Cσ∇̄σ(ē+ ε)k

α + (∇̄αCσ)(ē+ ε)k
σ

)}∣∣∣
ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē C̄µḡ
µρē ν

a

(
D̄ a α

ν ρk + βDD̄
a α

ρ νk

)(
Cσ∇̄σē

k
α + (∂αCσ)ēk

σ

)
. (4.68)Um uns von der δB-Invarianz dieses Ausdru
ks zu überzeugen, greifen wir au
h hier aufdie ursprüngli
he (δB

D, δ
B
L )-Parametrisierung zurü
k und argumentieren direkt anhand desDi�eomorphismus- bzw. des Lorentz-Tensor
harakters der einzelnen Objekte. Das Hinter-grundvielbein ist zunä
hst ein δB

L -Vektor. Diese Eigens
haft wird dur
h die kovariantisierte
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Cσ∇̄σē

k
α + (∂αCσ)ēk

σ = LC ē
k
α + Cσω̄k

lσē
l
αde�niert diese Lie-Ableitung aber au
h eine Einsform bezügli
h δB
D. Die Raumzeit-kovarianteHintergrund-Ableitung respektiert in beiden Fällen den jeweiligen Tensor
harakter. Der re-sultierende Tensor wird dann mit entspre
henden Hintergrund-Tensoren kontrahiert, wasjeweils die gewüns
hte Invarianz zur Folge hat.Im weiteren Verlauf der Re
hnung werden wir zudem die Hesse-Matrix Γ

(2)
k sowohl imGraviton- als au
h imGeistsektor bis zur ersten Ordnung in ω̄ entwi
keln. Daher bestimmenwir an dieser Stelle zusätzli
h die relevanten Terme in der Geistwirkung. Dabei wird fürden weiteren Verlauf die Wahl eines x-unabhängigen Hintergrundvielbeins ausrei
hend sein.Für eine sol
he Hintergrund-Kon�guration ergeben si
h diese Terme in (4.68) zu

−
∫

d4x ē C̄µḡ
µρē ν

a

[
δa

k

(
δ α
ρ ∂ν + βDδ

α
ν ∂ρ

)(
(∂αCσ)ēk

σ + Cσω̄k
lσē

l
α

)

+
(
δ α
ρ ω̄a

kν − δa
kΓ̄

α
νρ + βDδ

α
ν ω̄a

kρ − βDδ
a
kΓ̄

α
ρν

)(
ēk

σ∂αCσ
)

+O(ω̄2)
]

= −
∫

d4x ē C̄µ

[
(ḡµα∂σ + βDδ

α
σ∂

µ)(∂αCσ) + ēlµ
(
(∂kω̄

k
lσ) + ω̄k

lσ∂k

)
Cσ

+βDδ
l

k

(
(∂µω̄k

lσ) + ω̄k
lσ∂

µ
)
Cσ

+
(
Γ̄ν

νσ∂
µ − ḡµρΓ̄α

σρ∂α + βDḡ
µρΓ̄ν

ρσ∂ν − βDḡ
µρΓ̄α

ρσ∂α

)
Cσ

+O(ω̄2)
]

= −
∫

d4x ē C̄µ

[
(ḡµα∂σ + βDδ

α
σ∂

µ)(∂αCσ) + ēlµ
(
(∂kω̄

k
lσ) + ω̄k

lσ∂k

)
Cσ

+
(
Γ̄ν

νσ∂
µ − ḡµρΓ̄α

σρ∂α

)
Cσ + O(ω̄2)

]

= −
∫

d4x ē C̄µ

[
(ḡµα∂σ + βDδ

α
σ∂

µ)(∂αCσ) + ēlµ(∂kω̄
k
lσ)Cσ + Γ̄ν

νσ∂
µCσ + O(ω̄2)

]mit Γ̄α
νρ = ē α

a ω̄
a
bν ē

b
ν und somit ēlµω̄k

lσ∂k = ḡµρΓ̄α
σρ∂α.Analog gehen wir bei den gemis
hten Anteilen vor: Der Di�eomorphismus-O(4)-Beitragergibt si
h zu
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−
∫

d4x ē C̄µΩµ
cdΣ

cd

:= −
∫

d4x ē(x)

∫
d4y ē(y)

{
C̄µ(x)ḡµρ(x)

1

ē(y)

δFρ(x)

δεk
α(y)

δG
L (Σ)εk

α(y)
}∣∣∣∣

ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē
{
C̄µḡ

µρē ν
a (D̄ a α

ν ρk + βDD̄
a α

ρ νk )Σk
l(ē+ ε)l

α

}∣∣∣
ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē C̄µḡ
µρē ν

a (D̄νΣ
a
ρ + βDD̄ρΣ

a
ν) . (4.69)Dabei haben wir diesen abs
hlieÿend in einer Form ges
hrieben, in wel
her seine Invarianzo�ensi
htli
h ist, denn na
h der Kontraktion des O(4)-Tensors Σ mit dem Hintergrund-Vielbein gemäÿ Σk

α = Σk
lē

l
α übernimmt dieser die Transformationseigens
haften von letz-terem. Der Term enthält nur Beiträge von nullter und erster Ordnung in ω̄, die wir au
hhier explizit unter Berü
ksi
htigung von ∂ē = 0 angeben wollen:

−
∫

d4x ē C̄µḡ
µρē ν

a

[
δa

k(ēlρ∂ν + βDēlν∂ρ) + ēlρω̄
a
kν − δa

kēlαΓ̄α
νρ

+βDēlνω̄
a
kρ − βDδ

a
kēlαΓ̄α

ρν

]
Σkl

= −
∫

d4x ē C̄µ

[
ē

µ
l ∂k + βDηkl∂

µ + ē
µ

l ē
ν

a ω̄
a
kν − ē ν

k ē
mµω̄lmν

+βDω̄
µ

lk − βDω̄
µ

lk

]
Σkl

= −
∫

d4x ē C̄µ

[
ē

µ
l ∂k + ē

µ
l ē

ν
a ω̄

a
kν + ē µ

m ē
ν

k ω̄
m

lν

]
Σkl .Jetzt soll diejenige Komponente untersu
ht werden, die bei einer Faddeev-Popov-Konstruk-tion unter Verwendung der ursprüngli
hen Parametrisierung keine δB-Kovarianz aufgewie-sen hatte; diese Beoba
htung bildete den Ausgangspunkt unserer Überlegungen zu denmodi�zierten Di�eomorphismen. Wir erhalten jetzt unter Berü
ksi
htigung der Antisym-metrie des O(4)-Antigeistes
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−
∫

d4x ē Σ̄abΩ
ab

νCν

:= −
∫

d4x ē(x)

∫
d4y ē(y)

{
Σ̄ab(x)

1

ē(y)

δGab(x)

δεk
α(y)

˜̃
δG
D(C)εk

α(y)
}∣∣∣∣

ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē Σ̄kb ē
bα
(
Cσ∇̄σē

k
α + (∂αCσ)ēk

σ

)
, (4.70)was na
h obigen Bemerkungen zur modi�zierten Lie-Ableitung ebenfalls δB-invariant ist.Explizit ausges
hrieben ist dies glei
h

−
∫

d4x ē Σ̄ab

[
ēa

σ∂
b + ω̄ab

σ

]
Cσ .Abs
hlieÿend liefert der O(4)-O(4)-Blo
k nur Beiträge zum freien, d. h. ω̄-unabhängigenAnteil:Komponente Σ̄ − Σ:

−
∫

d4x ē Σ̄abΩ
ab

cdΣ
cd

:= −
∫

d4x ē(x)

∫
d4y ē(y)

{
Σ̄ab

1

ē(y)

δGab(x)

δεk
α(y)

δG
L (Σ)εk

α

}∣∣∣∣
ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē
{

Σ̄abδ
a
kē

bαΣk
l(ē+ ε)l

α

}∣∣∣
ε,∂ε=0

= −
∫

d4x ē Σ̄abΣ
ab , (4.71)was o�ensi
htli
h ebenfalls δB-invariant ist.Das Minuszei
hen, das als globaler Vorfaktor vor der Geistwirkung auftritt, entspringteiner Konvention, denn −Fµ und −Gab wären ebenso gute Ei
hbedingungen wie Fµ und

Gab. Maÿgebli
h hingegen ist der relative Vorfaktor −2 des Geistsektors gegenüber demFeldsektor vor der in der Propertime-Glei
hung auftretenden Spur.Abs
hlieÿend halten wir fest, daÿ die Forderung na
h Hintergrund-Ei
hinvarianz derGeistwirkung über die O(4)-Kovariantisierung der Lie-Ableitung auf zusätzli
he Beiträgeerster Ordnung bezügli
h ω̄ führt, die im weiteren Verlauf der Re
hnung berü
ksi
htigt



118 4.2 Die Konstruktion der hintergrundinvariantenGeistwirkungwerden müssen.
4.2.1 Die Nullmoden des freien Faddeev-Popov-OperatorsDie konkrete Gestalt der Parameter von wahren Ei
htransformationen, die wir aus-s
hlieÿen muÿten, da die zugehörigen Transformationen ni
ht dur
h die von uns gewähltenEi
hbedingungen gebro
hen wurden, läÿt si
h au
h an dem gerade bestimmten Faddeev-Popov-Operator ablesen. Um dies zu verdeutli
hen, bietet si
h eine Analogie an: Im Sinnevon Zwangsbedingungen kann man die Glei
hungen δGF0

µ = 0 und δGG0
µν = 0 als soge-nannte �Se
ondary Constraints� au�assen, die garantieren, daÿ Kon�gurationen, die dieZwangsbedingungen (�Primary Constraints�) F0

µ = 0 und G0
µν = 0 erfüllen, unter Wir-kung der Transformationen wieder in sol
he überführt werden [68℄. Die zweite Hälfte desNoether-Theorems besagt nun, daÿ zu einem sol
hen Constraint immer eine Ei
hinvarianzgehört, die si
h als Nullri
htung der symplektis
hen Zweiform auf dem Phasenraum derTheorie äuÿert. Hier gilt nun eine analoge Aussage: Feldkon�gurationen, die die Ausdrü
ke(4.62) und (4.63) zum Vers
hwinden bringen, entspre
hen gerade den Nullri
htungen oderNullmoden des zugehörigen Faddeev-Popov-Operators.Bezei
hnet Ω0 den auf dem Hintergrund ē = κ δ, ω̄ = 0 ausgewerteten Faddeev-Popov-Operator, also

Ω0 ≡
(

Ω0µ
ν Ω0µ

cd

Ω0ab
ν Ω0ab

cd

)
:=

(
Ωµ

ν Ωµ
cd

Ωab
ν Ωab

cd

)∣∣∣∣∣
ē=const,ω̄=0

,so können wir diesen direkt aus der Entwi
klung der Geistwirkung bezügli
h ω̄ als derennullte Ordnung ablesen. Wie bereits erläutert, bezieht si
h der eigentli
he Propagator un-serer Re
hnung auf diesen Hintergrund, so daÿ das Spektrum von Ω0 und vor allem dessenNullmoden die für uns relevante Information verkörpern. Insbesondere hängt die Geistwir-kung ni
ht vom Immirzi-Parameter γk ab, so daÿ sie für γk → ∞ ihre Form ni
ht ändert. Dawir die freien O(4)-Indizes explizit antisymmetrisieren müssen, wenn wir aus der quadra-tis
hen Form der Geistwirkung den Operator Ω0 extrahieren, sind dessen Nullri
htungen
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h Vektoren̂
V =

(
v̂µ

V̂ ab

)
, V̂ ab = −V̂ bamit

Ω0 · V̂ = 0 .Das führt komponentenweise ausges
hrieben auf die beiden Glei
hungen
Ω0µ

ν v̂
ν + Ω0µ

abV̂
ab

= (1 + βD)∂µ∂ν v̂
ν + ē ν

a ē
µ

b ∂ν V̂
ab

= 0und
Ω0ab

µv̂
µ + Ω0ab

cdV̂
cd

= ēa
[µē

b
ν]∂

ν v̂µ + ηa
[cη

b
d]V̂

cd

= ēa
[µē

b
ν]∂

ν v̂µ + V̂ ab

= 0 .Diese sind nun äquivalent zu (4.64) und (4.65), so daÿ wir deren Lösungen bereits kennen:Für βD = −1 sind mit ∂µv
µ

T = 0 Vektoren der Form
V̂1 =

(
∂µχ+ v

µ
T

∂[av
b]

T

) mit �v µ
T = 0 (4.72)und somit insbesondere reine Gradienten Eigenvektoren des freien Faddeev-Popov-Operatorszum Eigenwert Null. Für βD 6= −1 hingegen sind entspre
hend der vorhergehenden Analysedie Nullmoden des freien Faddeev-Popov-Operators von der Gestalt

V̂2 =

(
∂µχ+ v

µ
T

∂[av
b]

T

) mit �χ = 0 und �v µ
T = 0 .Die singulären Beiträge der Geistfelder zum Propagator sind somit dur
h die Nullmoden



120 4.3 Exkurs: Die Kopplung von Yang-Mills-Theorie an Gravitationdes d`Alembert-Operators gegeben, wie sie beispielsweise au
h im Falle eines freien reellenmasselosen Skalarfeldes mit Wirkung
S =

1

2

∫
d4x(∂µφ)∂µφ =

1

2

∫
d4x φ(−�)φauftreten. Die Bere
hnung des Propagators erfordert hier die Invertierung des d'Alembert-Operators, der bekannli
h dur
h eine Ersetzung der Form �� → �+iε� regularisiert werdenkann, was auf einen wohlde�nierten Propagator führt. Die Fourier-Transformierte einerharmonis
hen Funktion ist bis auf ein Vorzei
hen dur
h δ(p2) gegeben, so daÿ ihr Träger imImpulsraum gerade der Unterraum p2 = 0 ist, was im euklidis
hen Fall dem Ursprung undim Lorentzs
hen Fall dem dreidimensionalen Li
htkegel entspri
ht. In beiden Fällen handeltes si
h also um Unterräume vom Maÿ Null, die aus dem Impulsraum herausgenommenwerden müssen, um die Existenz des Propagators zu si
hern. Daher werden wir uns imfolgenden ebenfalls auf den Unterraum p2 6= 0 eins
hränken.4.3 Exkurs: Die Kopplung von Yang-Mills-Theorie anGravitationErsetzt man in der Gruppe G = Diff ⋉ O(4)loc der Ei
htransformationen der QECG dieUntergruppe O(4)loc dur
h SU(N)loc, so liegt gerade die Invarianzgruppe einer an (metri-s
he) Gravitation gekoppelten Yang-Mills-Theorie vor: G = Diff ⋉SU(N)loc. Dieses Systemist für si
h genommen von groÿem Interesse, na
hdem Wil
zek und Robinson 2006 eindiesbezügli
hes Ergebnis verö�entli
ht hatten [69℄, das seinerseits in der Literatur einigeKontroversen ausgelöst hat [70, 71, 72, 73, 74℄.Daher wurde in Ref. [75℄ unter Verwendung der in diesem Kapitel dargestellten Me-thode und mittels einer auf einem spektral angepaÿten Cuto� basierenden Fluÿglei
hungder Ein�uÿ der quantisierten Gravitation auf die Beta-Funktion der Yang-Mills-Kopplunguntersu
ht. Als Ergebnis erhält man einen ni
ht-vers
hwindenden gravitativen Beitrag zurBeta-Funktion der Yang-Mills-Ei
hkopplung, der das glei
he Vorzei
hen wie der Beitrag derEi
hbosonen aufweist. Dieses Resultat weist in Übereinstimmung mit Ref. [69℄ die Formeiner modi�zierten �Asymptoti
 Freedom�-Formel auf, seine Interpretation ist allerdingsvers
hieden.



Kapitel 5
Trunkierung, Projektionsmethode undFluÿglei
hung

In diesem Kapitel wollen wir die Grundidee der Re
hnung und ihre wesentli
hen Be-standteile zusammenfassen; sie wird im Ans
hluÿ explizit ausgeführt. Dies soll dem Leserzum einen einen Überbli
k vermitteln, bevor wir uns den te
hnis
hen Details zuwenden.Zudem soll dieser Abs
hnitt eine Grundlage liefern, um die in Kapitel 8 präsentierten Er-gebnisse unserer Re
hnung na
hzuvollziehen, ohne mit all ihren te
hnis
hen Einzelheitenvertraut zu sein.
5.1 Die TrunkierungAls Ausgangspunkt wählen wir eine Trunkierung vom Typ der euklidis
hen Holst-Wirkung. Zudem werden die Ei
hredundanzen über die bereits diskutierten Ei
hbedin-gungen Fµ(ε̄; ē, ω̄) und Gab(ε̄; ē, ω̄) �xiert, die auf eine Geistwirkung Γk gh[ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē, ω̄]der bere
hneten Form führen. Dabei ist zu bea
hten, daÿ im Rahmen der Trunkierung dieFluktuationen und Geist- bzw. Antigeist-Felder dur
h ihre Erwartungswerte zu ersetzensind. Um diese drei Anteile der Übersi
htli
hkeit wegen separat handhaben zu können,s
hreiben wir Γk ≡ Γk Ho + Γk gf + Γk gh und bezei
hnen Γk grav ≡ Γk Ho + Γk gf als denGravitonanteil, um ihn vom Geistanteil Γk gh zu unters
heiden.



122 5.1 Die TrunkierungDie von uns betra
htete Trunkierung ist also von der Form
Γk[e, ω, ē, ω̄, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] = Γk Ho[e, ω] + Γk gf [e, ē, ω̄] + Γk gh[ē, ω̄, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] (5.1)mit der �laufenden� Holst-Wirkung
Γk Ho[e, ω] = − 1

16πGk

∫
d4x e

{(
F ab

µν −
1

2γk

εab
cdF

cd
µν

)
e µ

a e
ν

b − 2Λk

}
, (5.2)dem Ei
h�xierungsanteil

Γk gf [e, ē, ω̄] =
1

2αD

· 1

16πGk

∫
d4x ē ḡµνFµFν +

1

2αL

∫
d4x ē GabGab (5.3)und den Geistbeiträgen

Γk gh[ē, ω̄, ξ, ξ̄,Υ, Ῡ] = −
{∫

d4x ē ξ̄µ
[
(ḡµα∂ν + βDδ

α
ν∂

µ)∂α + ēlµ(∂kω̄
k
lν) + Γ̄σ

σν∂
µ + O(ω̄2)

]
ξν

+

∫
d4x ē ξ̄µ

[
ē

µ
d ∂c + ē

µ
d ē

ν
a ω̄

a
cν + ē µ

m ē
ν

c ω̄
m

dν

]
Υcd

+

∫
d4x ē Ῡab

[
ēa

ν∂
b + ω̄ab

ν

]
ξν

+

∫
d4x ē ῩabΥ

ab
}
. (5.4)Dieser Ansatz enthält drei skalenabhängige Kopplungen, Gk, Λk und γk. Er hängt über dieEi
h�xierungs- und Geistterme parametris
h von den Hintergrundfeldern ē und ω̄ ab. Diedarin auftretenden Ei
hbedingungen für die Di�eomorphismen

Fµ(e, ē, ω̄) := ē ν
a

(
D̄ν(e

a
µ − ēa

µ) + βDD̄µ(ea
ν − ēa

ν)
)und die lokalen O(4)-Rotationen

Gab(e, ē) :=
1

2
ḡµν(ea

µē
b
ν − eb

µē
a
ν)wurden im vorangegangenen Kapitel analysiert.Wie bereits diskutiert, ist der Ei
hparameter αD dimensionslos, wohingegen αL die Mas-sendimension −4 besitzt. Wir werden den Lorentz-Ei
hparameter in Kürze geeignet umde-�nieren, um vermöge einer dimensionslosen Zahl f die Implementierung der Ei
hbedingung
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hung 123zu kontrollieren. Eine konsequente Umsetzung der Renormierungsgruppenidee würde er-fordern, au
h αD und f als k-abhängig aufzufassen und entspre
hende Beta-Funktionenfür diese beiden Gröÿen abzuleiten. Wir wollen hier jedo
h als Näherung deren Renormier-ung verna
hlässigen. Stattdessen werden wir später die Variation der beiden Ei
hparametersowie des Parameters βD in der Di�eomorphismus-Ei
hbedingung dazu verwenden, die Ab-hängigkeit unserer Ergebnisse von der expliziten Implementierung der Ei
hbedingung zuüberprüfen. Zudem läÿt si
h allgemein für einen Ei
hparameter α begründen, daÿ α → 0einen Fixpunktwert darstellt [27℄.Darüber hinaus wohnt diesem Ansatz no
h eine weitere Näherung inne, die in der Bei-behaltung der rein klassis
hen Form des Geistsektors besteht. Insbesondere tritt hier keineskalenabhängige Kopplung als Vorfaktor auf, so daÿ wir wirkli
h bloÿ die Quantenfelderdur
h die Erwartungswerte ersetzen und jegli
he Renormierungse�ekte verna
hlässigen. ImZuge der Anwendung von Renormierungsgruppenglei
hungen auf Yang-Mills-Theorien hatsi
h dies als eine gute Näherung erwiesen [76℄.
5.2 Der (anti-)selbstduale Hintergrund ω̄(±)Wir müssen nun eine Hintergrundkon�guration (ēa

µ, ω̄ab
µ) wählen, die eine Unters
hei-dung der drei in der Trunkierung enthaltenen Invarianten auf der re
hten Seite der Fluÿ-glei
hung erlaubt. Wir wählen zum einen ein konstantes Vielbein der Form ēa

µ = const,dessen konkrete Form wir später auf ēa
µ = κ δa

µ mit konstantem, reellen κ festlegen wer-den; diese Spezi�kation ist allerdings nur an einer Stelle der Re
hnung erforderli
h. DasKrone
ker-Symbol entspri
ht dabei dem Vielbein auf einem �a
hen Minkowski-Raum mitMetrik ηµν , so daÿ unsere Hintergrund-Raumzeit konform �a
h mit konstantem konformenFaktor κ2 ist. Die Invariante ∫ d4x ē, die zur kosmologis
hen Konstante gehört, ist nundie einzige lokale Invariante überhaupt, die unabhängig von ω̄ ist. Daher �nden wir alleTerme auf der re
hten Seite, die zu der zugehörigen Beta-Funktion beitragen, indem wir,zusammen mit ēa
µ = const, für den Spinzusammenhang ω̄ = 0 setzen.Um die beiden im Krümmungstensor F̄ ab

µν linearen Invarianten voneinander zu unter-s
heiden, nutzen wir aus, daÿ im Immirzi-Term der dualisierte Feldstärketensor auftrittund diese Invariante somit ihr Vorzei
hen we
hselt, sobald man eine selbstduale Feldstärke



124 5.2 Der (anti-)selbstduale Hintergrund ω̄(±)dur
h eine anti-selbstduale ersetzt; das Vorzei
hen der mit der laufenden Newton-Konstanteassoziierten Invariante bleibt demgegenüber ungeändert. Na
h dem im Anhang B bewiese-nen Satz führen (anti-)selbstduale Spinzusammenhänge auf (anti-)selbstduale Feldstärken.Wir können also die beiden Invarianten voneinander unters
heiden, indem wir die beidendazu erforderli
hen Hintergrund-Spinzusammenhänge derart wählen, daÿ der eine, ω̄(+),selbstdual und der andere, ω̄(−), anti-selbstdual ist.Konkret seien diese von der �quasi-abels
hen� Form
ω̄(±) ab

µ(x) =
1

2
n(±) abvµ(x) , (5.5)wobei n(±) ab einen konstanten, antisymmetris
hen, (anti-)selbstdualen O(4)-Tensor be-zei
hnet, d. h. er genügt der euklidis
hen Eigenwertglei
hung

1

2
εab

cdn
(±) cd = ±n(±) ab .Das Vektorfeld vµ(x) hingegen soll zunä
hst ni
ht näher spezi�ziert werden; insbesonderewollen wir keine eins
hränkenden Annahmen bezügli
h seiner x-Abhängigkeit ma
hen. Derassoziierte Feldstärketensor ist dann quasi-abels
h und gegeben dur
h

F̄ (±) ab
µν = ∂µ

(1

2
vνn

(±) ab
)
− ∂ν

(1

2
vµn

(±) ab
)

= ∂[µvν]n
(±) ab .Die (Anti-)Selbstdualität der Feldstärke für einen entspre
henden Hintergrund ist im quasi-abels
hen Fall o�ensi
htli
h.Diese Feldstärke ist nun rein linear in ω̄, und daher müssen wir die Spur auf der re
htenSeite bis eins
hlieÿli
h der Ordnung O(∂ω̄) entwi
keln. Daher su
hen wir alle von ω̄ unab-hängigen Terme sowie die Beiträge erster Ordnung, in denen hö
hstens eine Ableitung auf

vµ wirkt. Bei letzteren unters
heiden wir s
hlieÿli
h diejenigen, deren Vorzei
hen si
h beimWe
hsel von ω̄(+) zu ω̄(−) ändert, von jenen, für die das ni
ht der Fall ist. Alle höherenOrdnungen in ω̄ sowie alle höheren Ableitungen von ω̄ bzw. von vµ können verna
hlässigtwerden, da sie ni
ht mehr zu der gesu
hten Ordnung O(F̄ ) beitragen.
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hung 1255.3 Die konkrete Form der Fluÿglei
hung
Unterdrü
ken wir der Übersi
htli
hkeit wegen die Indexstruktur aller auftretenden Ope-ratoren, so zerlegen wir den Operator Γ

(2)
k im Graviton- und Geistsektor gemäÿ

Γ
(2)
k = H + V = H0 +

1

γk

H̄ + V . (5.6)Darin wurde der freie Anteil H der Ordnung O(ω̄0) in die Operatoren H0 und H̄ aufgespal-ten. Ersterer ist unabhängig vom Immirzi-Parameter, während H̄ alle Beiträge enthält, dieproportional zu 1
γk

sind, weswegen wir diesen Faktor aus H̄ herausde�niert haben. Da derGeistsektor unabhängig vom Immirzi-Parameter ist, vers
hwindet dort H̄, d. h. H̄gh ≡ 0,wobei wir im folgenden mit �grav� und �gh� die Graviton- bzw. Geistkomponente des betref-fenden Operators bezei
hnen. Der We
hselwirkungsanteil V hingegen enthält alle Beiträgeder Ordnung O(ω̄) und O(∂ω̄); insbesondere enthält er Matrixelemente der Ordnungen
( 1

γk
)0 und ( 1

γk
)1.Gemäÿ der der Propertime-Glei
hung zugrundeliegenden Darstellung des Funktionals

Γk als renormierungsgruppenverbesserte 1-S
hleifen-Determinate
Γk = S +

1

2
Tr ln Γ

(2)
k (5.7)leiten wir für Γk in Abs
hnitt 7.1 eine Darstellung der Form

Γk − S = 1
4
Tr ln

(
(Hgrav

0 )2

µ̄6

)
+ 1

2
Tr ln

(1 + 1
γk
M
)

+1
2
Tr
[
(Hgrav

0 )2(Hgrav)−1V grav(Hgrav
0 )−2

]

−2
{

1
4
Tr ln

(
(Hgh

0 )2

µ̄2

)
+ 1

2
Tr
(
(Hgh

0 )V gh(Hgh
0 )−2

)} (5.8)mit M := (H0)
−1H̄ ab. Der darin auftretende Parameter µ̄ bezei
hnet einen Massenpa-rameter, der im Zuge der Zerlegungen der Fluktuationen ε̄a

µ und τ̄ab
µ eingeführt werdenmuÿ und den wir hier dazu verwenden, um die Argumente der Logarithmen dimensionsloszu ma
hen.Stellen wir nun die in diesen Spuren auftretenden Logarithmen und inversen Operatoren
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hungmittels eines Eigenzeit-Integrals dar, so erhalten wir die Glei
hung (5.8) in der Form
Γk − S = −1

4
=

∫
ds

s

(
Tr e−s(Hgrav

0 )2 − Tr e−s µ̄6
)
− 1

4
=

∫
ds

s
Tr e−sN 2

+
1

2
=

∫
ds

s
Tr
(
(Hgrav

0 )2(Hgrav)−1V grave−s(Hgrav
0 )2

)

−2
{
− 1

4
=

∫
ds

s

(
Tr e−s(Hgh

0 )2 − e−s µ̄2
)

+
1

2
=

∫
ds

s
Tr
(
(Hgh

0 )V ghe−s(Hgh
0 )2
)} (5.9)mit N := 1+ 1

γk
M.Das Symbol =
∫ weist darauf hin, daÿ zur De�nition der Spuren eine Regularisierungder Eigenzeit-Integrale erforderli
h ist. Wie in Abs
hnitt 3.3 erläutert wird dies auf eine

k-Abängigkeit der re
hten Seite führen. Eine k-Ableitung von (5.9) führt dann auf eineFluÿglei
hung für Γk, die den von uns betra
hteten Fluÿ auf dem Theorienraum TQECGde�niert.Es wird si
h herausstellen, daÿ wir das Spektrum des OperatorsH0 analytis
h bere
hnenkönnen. Somit besteht unser Ziel darin, die Spuren auf der re
hten Seite bis auf den N -Beitrag in der Eigenbasis von H0 darzustellen. Da dieser Operator hermites
h ist, besitzter reelle Eigenwerte. Sein Quadrat de�niert mithin einen positiven Operator, so daÿ manjeweils eine gewüns
hte Dämpfung der Form e−s λ̄2
0 mit λ̄0 ∈ spec

(
H0

) erhält.Die in Abs
hnitt 5.2 erläuterte Projektionsmethode erlaubt es ans
hlieÿend, die re
hteSeite na
h den in der Trunkierung (5.2) auftretenden Invarianten zu entwi
keln, so daÿ mandie Beta-Funktionen der assoziierten Kopplungen erhält. Die Analyse des resultierendenDi�erentialglei
hungssystems wird in Kapitel 8 dur
hgeführt.



Kapitel 6
Die Bere
hnung von Γ

(2)
k

6.1 Die Bere
hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der unzerlegtenFelder

Der Operator Γ
(2)
k grav im Gravitonsektor ausgewertet auf den Hintergrundkon�gurationen

ē und ω̄ läÿt si
h am einfa
hsten bestimmen, indem man das Funktional Γk grav[e, ω, ē, ω̄]gemäÿ
Γk grav[ē+ ε̄, ω̄ + τ̄ , ē, ω̄] = Γk grav[ē, ω̄, ē, ω̄] + O(ε̄, τ̄ ) + Γquad

k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄] + O(ε̄3, ε̄2τ̄ , ε̄τ̄ 2, τ̄ 3)um den Hintergrund in eine funktionale Taylor-Reihe entwi
kelt. Da diese zweimal bezüg-li
h der Vakuumerwartungswerte der Fluktuationen abzuleiten ist, liefern die nullte unddie erste Ordnung jeweils keinen Beitrag. Zudem wird das Ergebnis ans
hlieÿend für ε̄ = 0sowie τ̄ = 0 ausgewertet, so daÿ die Beiträge aller höheren Ordnungen dann ebenfalls



128 6.1 Die Bere
hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der unzerlegten Feldervers
hwinden. Für den quadratis
hen Anteil erhalten wir

Γquad
k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]

=
1

2

∫
d4x ē(x)

∫
d4y ē(y)

(
ε̄m

β(x)

τ̄mn
β(x)

)T

×

×


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


1
ē(x)

δ
δem

β
(x)

1
ē(y)

δ
δek

α(y)
1

ē(x)
δ

δem
β
(x)

1
ē(y)

δ
δωkl

α(y)

1
ē(x)

δ
δωmn

β
(x)

1
ē(y)

δ
δek

α(y)
1

ē(x)
δ

δωmn
β
(x)

1
ē(y)

δ
δωkl

α(y)


Γk grav[e, ω, ē, ω̄]



∣∣∣∣∣∣
e=ē,ω=ω̄

(
ε̄k

α(y)

τ̄kl
α(y)

)
.Da si
h die Determinanten des Hintergrundvielbeins, die zum einen im Maÿ der Entwi
k-lung auftreten und zum anderen Funktionalableitungen de�nieren, deren Anwendung aufTensoren führt, wegheben, können wir direkt

Γquad
k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]

=
1

2

∫
d4x

∫
d4y

(
ε̄m

β(x)

τ̄mn
β(x)

)T





δ
δem

β
(x)

δ
δek

α(y)
δ

δem
β
(x)

δ
δωkl

α(y)

δ
δωmn

β
(x)

δ
δek

α(y)
δ

δωmn
β
(x)

δ
δωkl

α(y)


Γk grav[e, ω, ē, ω̄]



∣∣∣∣∣∣
e=ē,ω=ω̄(

ε̄k
α(y)

τ̄kl
α(y)

) (6.1)s
hreiben. Diese Methode zur Bere
hnung von Γ
(2)
k grav ist vorteilhaft, da na
h dem Einsetzeneiner bestimmten Zerlegung von ε̄ und τ̄ sowie ans
hlieÿenden Manipulationen die Formvon Γ

(2)
k grav in der so de�nierten Darstellung unmittelbar abgelesen werden kann. Zuvorüberzeugen wir uns davon, daÿ dieser Operator in der Tat hermites
h ist.Die quadratis
he Form (6.1) wird in Anhang E bere
hnet. Man erhält

Γquad
k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄] =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x

(
ε̄m

β

τmn
β

)T(
T

β α
m k T

β α
m kl

T
β α

mn k T
β α

mn kl

)(
ε̄k

α

τkl
α

) (6.2)
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k 129mit den vier Blö
ken

T
β α

m k = −1

2

(
K

(γk)
abmkF̄

ab
µν − 2Λkεabmkē

a
µē

b
ν

)
εµνβα

− 1

αD

(
D̄ βb

σ m µ + βDD̄
βb

µ m σ

)
ē ḡµν ē σ

b ē
ρ

a

(
D̄ a α

ρ νk + βDD̄
a α

ν ρk

)

+
1

α′
L

1

2
ē
(
ηmk ḡ

βα − ē α
m ē

β
k

)
, (6.3)

T
β α

m kl = −K(γk)
abcmē

c
ν∇̄ ab

µ klε
µνβα , (6.4)

T
β α

mn k = −K(γk)
abck∇̄ ab

µ mn ēc
νε

µνβα , (6.5)
T

β α
mn kl = −K(γk)

nkabē
a
µē

b
νηmlε

µνβα . (6.6)Darin treten die Abkürzungen
K

(γk)
abcd := εabcd −

1

γk

(ηacηbd − ηadηbc)und
α′

L :=
αL

16πGkauf; α′
L besitzt die Massendimension −2. Der aus (6.3)-(6.6) gebildete Integralkern derquadratis
hen Form ist hermites
h, was ebenfalls in Anhang E gezeigt wird. Wir könnensomit den inversen Gravitonpropagator Γ

(2)
k grav unmittelbar an der quadratis
hen Formablesen und die beiden Operatoren bis auf einen Faktor 1

2
miteinander identi�zieren.Der Geistsektor hingegen ist bereits per Konstruktion quadratis
h in den Geistfeldern,die ni
ht in Hintergründe und Fluktuationen aufgespalten werden und ihrerseits den Statusvon Fluktuationen besitzen. Der Operator Γ

(2)
k gh ist de�niert über die Anwendung von

1

ē(x)

δ

δϕ(x)

1

ē(y)

δ

δϕ̄(y)
≡ 1

2

( 1

ē(x)

δ

δϕ(x)

1

ē(y)

δ

δϕ̄(y)
− 1

ē(y)

δ

δϕ̄(y)

1

ē(x)

δ

δϕ(x)

) (6.7)mit ϕ ∈ {ξµ,Υab} und ϕ̄ ∈ {ξ̄ν , Ῡcd} auf den Geistanteil (5.4) der Trunkierung [13℄. Daherist Γ
(2)
k gh bis auf zwei inverse Potenzen der konstanten Hintergrundvielbein-Determinantesowie eine Delta-Distribution dur
h den na
h Abstreifen der Geistfelder verbleibenden



130 6.1 Die Bere
hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der unzerlegten FelderIntegralkern im Geistsektor (5.4) gegeben.An den Komponenten im Gravitonsektor fällt auf, daÿ sie keine einheitli
he Massen-dimension besitzen: Die ε̄-ε̄-Komponente (6.3) von Γk grav besitzt die Massendimension 2,die gemis
hten Beiträge (6.4) und (6.5) hingegen weisen die Massendimension 1 auf, unds
hlieÿli
h ist die τ̄ -τ̄ -Komponente (6.6) dimensionslos. Dies ist natürli
h darin begrün-det, daÿ das Vielbein dimensionslos ist, wohingegen der Spinzusammenhang die Massendi-mension 1 besitzt. Unser Ziel besteht nun darin, eine geeignete Variante der Propertime-Glei
hung (3.28) auszuwerten. An deren Form ist bereits zu erkennen, daÿ Γ

(2)
k exponentiertund somit im Sinne der de�nierenden Reihenentwi
klung iteriert werden muÿ. Mit anderenWorten: Γ

(2)
k muÿ eine Abbildung, d. h. einen Operator de�nieren, was die oben angegebenequadratis
he Form aber a priori ni
ht tut. Zudem wollen wir das Spektrum eines bestimm-ten Anteils dieses Operators bestimmen. In dieser Form sind seine Eigenwerte und seineSpur jedo
h ni
ht wohlde�niert.Dies kann man ändern, indem man den Fluktuationen eine einheitli
he Dimension gibt.Dazu reskalieren wir die Vielbein- und die Spinzusammenhangs�uktuation gemäÿ

ε̄a
µ → µ̄

1
2 ε̄a

µ bzw. τ̄ab
µ → µ̄− 1

2 τ̄ab
µ (6.8)mit einem Parameter µ̄ von der Dimension einer Masse. An dieser Stelle wären au
h un-endli
h viele andere Reskalierungen denkbar, z. B. ε̄a

µ → µ̄
3
2 ε̄a

µ und τ̄ab
µ → µ̄

1
2 τ̄ab

µ. Dieseentspre
hen vers
hiedenen Darstellungen des Operators Γ
(2)
k , und auf dem Niveau des Pfa-dintegralmaÿes unters
heiden sie si
h bloÿ um eine Ja
obi-Determinante, die dur
h eineentspre
hende Potenz von µ̄ gegeben wäre.Wir erhalten mit der Reskalierung (6.8)

Γquad
k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x

(
ε̄m

β

τ̄mn
β

)T(
T

β α
m k T

β α
m kl

T
β α

mn k T
β α

mn kl

)(
ε̄k

α

τ̄kl
α

)

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x

(
µ̄

1
2 ε̄m

β

µ̄− 1
2 τ̄mn

β

)T(
µ̄−1 T

β α
m k T

β α
m kl

T
β α

mn k µ̄ T
β α

mn kl

)(
µ̄

1
2 ε̄k

α

µ̄− 1
2 τ̄kl

α

)
.Der E�ekt dieser Reskalierung besteht auf Operatorniveau also darin, die Diagonalblö
ke
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k 131jeweils mit einer Potenz des Massenparameters bzw. mit dem Inversen zu reskalieren, wäh-rend die gemis
hten Komponenten unverändert bleiben. Alle vier Beiträge besitzen dannbis auf den globalen Vorfaktor wie im Falle des Dira
-Propagators die Dimension einerMasse.Betra
htet man die Trunkierung (5.1), so stellt man fest, daÿ au
h die vier Kompo-nenten des inversen Geistpropagators Γ

(2)
k gh keine einheitli
he Dimension besitzen. Daherde�nieren wir diese ebenfalls geeignet um: Die Di�eomorphismus-Geister reskalieren wirwie die Vielbein-Fluktuationen gemäÿ

ξµ → µ̄
1
2 ξµ und ξ̄µ → µ̄

1
2 ξ̄µ , (6.9)wohingegen die Lorentz-Geister wie die Spinzusammenhangs�uktuationen reskaliert wer-den, also

Υab → µ̄− 1
2 Υab und Ῡab → µ̄− 1

2 Ῡab . (6.10)Dies hat analog zum Gravitonsektor den E�ekt, daÿ hier ebenfalls die Di�eomorphismus-Di�eomorphismus-Komponente von Γ
(2)
k gh mit 1

µ̄
reskaliert wird, die O(4)-O(4)-Komponentehingegen mit µ̄, während die gemis
hten Komponenten ungeändert bleiben. Au
h dieserBeitrag zum inversen Propagator besitzt dann die Massendimension 1. Die reskaliertenGeist- und Antigeist-Felderwartungswerte besitzen alle die Massendimension 3

2
. Wir spre-
hen allerdings au
h im folgenden von der ε̄-ε̄- oder der ξ̄-ξ-Komponente, au
h wenn wiruns dann auf die reskalierten Fluktuationen bzw. Geistfelder beziehen.Der Übergang von der quadratis
hen Form zu einem wohlde�nierten Operator erfordertalso die Einführung eines Massenparameters µ̄, dessen physikalis
he Bedeutung ebensountersu
ht werden muÿ wie die Frage, auf wel
he Art die erhaltenen Ergebnisse von ihmabhängen werden.6.2 Die Zerlegung der Fluktuationen und GeisterUm die Struktur der Operatoren Γk grav und Γk gh genauer untersu
hen und insbesondereAussagen über deren Spektrum tre�en zu können, ist es erforderli
h, die reskalierten Fluk-



132 6.2 Die Zerlegung der Fluktuationen und Geistertuationen und Geist- bzw. Antigeistfelder weiter auf irreduzible Art und Weise zu zerlegen[77℄ und den Operator Γ
(2)
k bezügli
h dieser Komponentenfelder auszudrü
ken.6.2.1 Parametrisierung der Fluktuationsfelder ε̄a

µ und τ̄ ab
µIm Ortsraum stellen wir die reskalierten Vakuumerwartungswerte der Vielbein- undSpinzusammenhangs�uktuationen in der Form

µ̄
1
2 ε̄a

µ(x) =
∂a

√
−�

∂µa(x) +
∂µ√
−�

ba(x) +
∂a

√
−�

cµ(x) + da
µ(x) (6.11)bzw.

µ̄− 1
2 τ̄ab

µ(x) =
∂µ∂

[a

√
−�

2A
b](x) +

∂[a

√
−�

Bb]
µ(x) +

1

2
εab

cd

∂µ∂
c

√
−�

2C
d(x) +

1

2
εab

cd

∂c

√
−�

Dd
µ(x)(6.12)dar. In der Zerlegung (6.12) des Spinzusammenhangs gehen dabei o�ensi
htli
h die letztenbeiden Komponentenfelder dur
h O(4)-Dualisierung aus den ersten beiden hervor. Dievektor- und tensorwertigen Komponentenfelder sollen jeweils divergenzfrei in jedem Indexsein, d. h. sie unterliegen den Bedingungen

∂ab
a = 0 = ∂µcµ , ∂ad

a
µ = 0 , ∂µda

µ = 0 (6.13)sowie
∂aA

a = 0 = ∂aC
a , ∂aB

a
µ = 0 = ∂aD

a
µ , ∂µBa

µ = 0 = ∂µDa
µ . (6.14)Wendet man nun auf diese Felder eine geeignete Verallgemeinerung der übli
hen Fourier-Transformation

f(x) =:
1

(2π)2

∫
d4p f̃(p)eipxan, die wir in Kürze angeben werden und die auf die Ersetzung ∂µ ≡ ∂

∂xµ → ipµ führt,
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k 133so besagen (6.13) und (6.14), daÿ jeder Tensorindex der Komponentenfelder na
h drei Ba-sisvektoren, die im Impulsraum den zu pµ senkre
hten Unterraum aufspannen, entwi
keltwerden kann. Daher besitzt in (6.11) und (6.12) ein einfa
h indiziertes Feld drei, ein zwei-fa
h indiziertes Feld hingegen neun unabhängige Komponenten. Dur
h Abzählen erhaltenwir somit wie gewüns
ht 1+3+3+9 = 16 sowie 3+9+3+9 = 24 unabhängige Komponentenfür die Fluktuationsvakuumerwartungswerte des Vielbeins bzw. des Spinzusammenhangs.Die vier Komponenten dieser beiden Zerlegungen sind untereinander jeweils orthogonal zu-einander in dem Sinne, daÿ die (a, µ)-Kontraktion je zweier Komponenten der ε̄-Zerlegungbzw. die (a, b, µ)-Kontraktion je zweier Komponenten der τ̄ -Zerlegung vers
hwindet.Die Tensorfelder zweiter Stufe da

µ,Ba
µ undDa

µ zerlegen wir nun no
h in einen Spuranteilsowie eine antisymmetris
he und eine symmetris
h-spurlose Komponente [77℄: Mit Φ ∈
{d,B,D} s
hreiben wir zunä
hst

Φa
µ =

s

Φa
µ +

a

Φa
µ +

ss

Φa
µ , (6.15)wobei si
h jetzt die Forderung na
h Divergenzfreiheit auf jeden Anteil separat überträgt.Weiterhin stellen wir den Spuranteil über einen Skalar Φ sowie den antisymmetris
henAnteil über einen O(4)-Vektor Φa dar gemäÿ

s

Φa
µ=

(ēa
µ� − ∂a∂µ)
√
−�

2 Φ (6.16)sowie
a

Φa
µ= εa

bcdē
b
µ

∂c

√
−�

Φd . (6.17)Diese Zerlegung impliziert für den Spuranteil wegen
∂a

s

Φa
µ= ∂a

(ēa
µ� − ∂a∂µ)
√
−�

2 Φ = ∂µ

(� − �)
√
−�

2 Φ = 0und analog
∂µ

s

Φa
µ= 0
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hst die Divergenzfreiheit. Die vermöge des inversen Hintergrundvielbeins gebildeteSpur von Φa
µ ist zudem dur
h

Tr
( s

Φa
µ

)
:= ē µ

a

s

Φa
µ=

(4� − �)

−�
Φ = −3Φ (6.18)gegeben. Des weiteren wird dur
h (6.17) wegen

a

Φa
µ = εa

bcdē
b
µ

∂c

√
−�

Φd

= −ε a
b cdē

b
µ

∂c

√
−�

Φd

= −ēbµē
aνεb

ecdē
e
ν

∂c

√
−�

Φd

= −ēbµē
aν

a

Φb
ν

=: −
a

Φ a
µ (6.19)wie gewüns
ht ein antisymmetris
her Tensor de�niert, woraus insbesondere dessen Spur-freiheit folgt. Wegen

∂a

a

Φa
µ= εa

bcd∂aē
b
µ

∂c

√
−�

Φd = 0sowie
∂µ

a

Φa
µ= εa

bcd∂
b ∂c

√
−�

Φd = 0respektiert dieser darüber hinaus die Transversalitätsbedingungen (6.13) und (6.14). Derverbleibende symmetris
he Anteil soll nun na
h Extraktion der Spur gemäÿ (6.18) beiKontraktion mit dem inversen Vielbein vers
hwinden,
ē µ

a

ss

Φa
µ= 0 ,und abs
hlieÿend fordern wir dessen Transversalität bezügli
h beider Indizes:

∂a

ss

Φa
µ= 0 , ∂µ

ss

Φa
µ= 0 .
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hdem wir in den folgenden Re
hnungen für die matrixwertigen Felder die Zerlegung(6.15) eingesetzt haben, verbleiben ledigli
h die symmetris
hen, spurfreien Tensoren alszweifa
h indizierte Objekte, so daÿ diese ni
ht mehr dur
h eine zusätzli
he Kennzei
hnungvom ursprüngli
hen Feld unters
hieden werden müssen. Zur Parametrisierung des Feldrau-mes ersetzen wir dann die S
hreibweise {

s

Φa
µ,

a

Φa
µ,

ss

Φa
µ} entspre
hend dur
h {Φ,Φa,Φa

µ}.Zusammen führen diese drei neuen Felder auf die erforderli
hen 1+3+5 = 9 unabhängigenKomponenten der ursprüngli
hen, unaufgespaltenen matrixwertigen Felder.In (6.11) und (6.12) wurde jede Ableitung mit einer Potenz von √
−� reskaliert. Damitsoll verhindert werden, daÿ später in dem Objekt Γ

(2)
k bezügli
h der Komponentenfelder

�-Operatoren, die der Zerlegung entstammen, ni
ht fäls
hli
herweise für wahre kinetis
heOperatoren gehalten werden. Dabei ist hier o�enbar die euklidis
he Signatur von Wi
h-tigkeit, denn nur für diese de�niert −� einen positiv-de�niten Operator mit Eigenwert
p2.Die reskalierten Geist- und Antigeist-Felder entwi
keln wir ebenfalls geeignet in Grassmann-wertige Komponentenfelder: Diejenigen, die mit den Di�eomorphismen assoziiert sind, zer-legen wir gemäÿ

µ̄
1
2 ξµ =

∂µ

√
−�

f + gµ und µ̄
1
2 ξ̄µ =

∂µ√
−�

f̄ + ḡµ (6.20)mit
∂µg

µ = 0 und ∂µḡµ = 0 (6.21)in einen Gradienten und eine transversale Komponente. Die O(4)-Geister hingegen stellenwir in der Form
µ̄− 1

2 Υab =
∂[a

√
−�

F b] +
1

2
εab

cd

∂c

√
−�

Gd sowie µ̄− 1
2 Ῡab =

∂[a√
−�

F̄b] +
1

2
ε cd

ab

∂c√
−�

Ḡd(6.22)dar. Da diese Zerlegungen invariant unter Addition eines beliebigen Gradienten zu einemder Komponentenfelder sind, können wir o. B. d.A. au
h deren Divergenzfreiheit fordern,



136 6.2 Die Zerlegung der Fluktuationen und Geisterso daÿ zudem
∂aF

a = ∂aG
a = ∂aF̄a = ∂aḠa = 0 (6.23)gilt. Analog zu den Fluktuationszerlegungen stellen au
h die Geistzerlegungen Entwi
klun-gen bezügli
h zueinander orthogonaler Ri
htungen dar.Die in (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22) auftretenden Komponentenfelder besitzen alle dieDimensionen der unzerlegten reskalierten Felder auf der linken Seite, d. h. die Massendi-mensionen 1

2
im Graviton- und 3

2
im Geistsektor. Dabei bezei
hnen wir mit Kleinbu
hstaben

{a, b, c, d, f, f̄ , g, ḡ} die Komponenten der Vielbein- und der Di�eomorphismus-(Anti-)Geist-Zerlegung, wohingegen Groÿbu
hstaben {A,B,C,D, F, F̄ , G, Ḡ} für die Spinzusam-menhangs- und die O(4)-(Anti-)Geist-Zerlegung verwandt werden. Alle Zerlegungen re-spektieren die Symmetrien der unzerlegten Felder.Diese Parametrisierung der Fluktuationsfelder entspri
ht ebenso wie die explizite Formder µ̄-Reskalierung der Wahl einer Darstellung des Operators Γ
(2)
k auf der re
hten Seite derPropertime-Glei
hung (3.28). Deren linke Seite hängt jedo
h ni
ht von dieser Darstellungab, denn sie wird für vers
hwindende Fluktuationen ausgewertet. Man erhält Γ

(2)
k , indemman die darstellungsunabhängige quadratis
he Form Γquad

k na
h den Komponentenfeldernder gewählten Fluktuations- und Geist-Parametrisierung ableitet. Auf dem Niveau desPfadintegrals unters
heiden si
h vers
hiedene Parametrisierungen der Fluktuations- undGeisterwartungswerte und damit vers
hiedene Darstellungen von Γ
(2)
k um entspre
hendeJa
obi-Determinanten im Funktionalmaÿ. Man nimmt jedo
h an, daÿ derartige Umparame-trisierungen das qualitative Verhalten des Renormierungsgruppen�usses und insbesonderedessen universelle Eigens
haften ni
ht maÿgebli
h beein�ussen, so daÿ sie weitestgehendunabhängig von der gewählten Darstellung sind.Ein zu µ̄ analoger dimensionsbehafteter Parameter wurde bereits bei Untersu
hungenzur 
hiralen Anomalie auf Einstein-Cartan-Räumen mit Torsion eingeführt [78, 79℄.Man könnte au
h in der analogen Zerlegung des Metrik-Fluktuationserwartungswertesder QEG die einzelnen Komponenten unters
hiedli
h mit einem dimensionslosen, skalenab-hängigen Analogon zum µ̄-Parameter reskalieren. Damit erhielte man eine andere Parame-trisierung der Fluktuationen und somit eine andere Darstellung von Γ

(2)
k . Im vorliegendenFall zwingen uns allerdings Dimensionsgründe zu einer Reskalierung mit einem dimen-
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he k-Abhängigkeit von µ̄ werden wir spätereingehen. Au
h im Fall des gekoppelten Systems aus Yang-Mills-Ei
hfeld und Gravitati-on besitzen die beiden Felder unters
hiedli
he Massendimension. Allerdings war hier imRahmen der bereits zitierten Untersu
hung [75℄ keine entspre
hende Reskalierung notwen-dig. Dies könnte jedo
h bei der Analyse komplizierterer Invarianten in der Trunkierungerforderli
h werden. Den entspre
henden störungstheoretis
hen Re
hnungen liegt hingegenimplizit immer eine vorgegebene Masssenskala zugrunde.

6.3 Die Bere
hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der Komponen-tenfelderIm folgenden soll Γ

(2)
k in der dur
h die Zerlegungen (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22)de�nierten Darstellung mit den na
h (6.15), (6.16) und (6.17) aufgespaltenen Tensorfeldernbere
hnet werden.Dazu s
hreiben wir zunä
hst die quadratis
he Form auf die Komponentenfelder um,indem wir (6.11) und (6.12) in (6.1) einsetzen. Im Falle der Geister kann dies na
h denobigen Ausführungen direkt auf dem Niveau von (5.4) erfolgen.Dann setzen wir die Hintergrundkon�gurationen ēa

µ = κ δa
µ = const und ω̄(±) ab

µ aus (5.5)in die quadratis
he Form ein und entwi
keln diese. Wir erhalten einen freien Anteil Γ
quad(0)
kder Ordnung O(ω̄0) ≡ O(v0) sowie einen Anteil Γ

quad(1)
k erster Ordnung, der die Terme derOrdnung O(ω̄) ≡ O(v) und O(∂ω̄) ≡ O(∂v) enthält und den wir alsWe
hselwirkungsanteilbezei
hnen.Diese Bere
hnung wird jeweils für den Graviton- und den Geistsektor in den Anhängen Fund H dur
hgeführt. Dabei sind die µ̄- und die √−�-Reskalierungen im Anhang no
h ni
htenthalten, da si
h letztere an einem späteren Punkt der Re
hnung unmittelbar ausführenlassen.Fassen wir die Skalare, die transversalen Vektoren sowie die transversalen, symmetris
h-spurlosen Tensoren aus dem Graviton- und dem Geistsektor zu mehrkomponentigen Fel-dern Φ, Φm und Φmn zusammen, indem wir vermöge des Hintergrundvielbeins alle Indizes
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hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der Komponentenfelderauf Lorentz-Indizes ums
hreiben, so mö
hten wir s
hematis
h ges
hrieben in

Γquad
k [Φ] =

1

2

∫
d4x

(
ε̄m

β

τ̄mn
β

)T

Γ
(2)
k

(
ε̄k

α

τ̄kl
α

) (6.24)
=

1

2

∫
d4x
{

ΦjS
(
Γ

(2)
k

)S
jSiS

ΦiS + ΦjV m
(
Γ

(2)
k

)V
jViV mk

ΦiV k + ΦjT mn
(
Γ

(2)
k

)T
jTiT mnkl

ΦiT kl
}(6.25)die Operatoren (Γ(2)

k

)S
jSiS

, (Γ(2)
k

)V
jViV mk

und (Γ(2)
k

)T
jTiT mnkl

in den Ordnungen O(ω̄0), O(ω̄)und O(∂ω̄0) bestimmen.Die Indizes iS, iV und iT numerieren dabei die einzelnen Felder der betre�enden Spezies.Des weiteren beinhalte die De�nition eines Skalars vom Typ iS auf dem Niveau von Γ
(2)
kfür die betre�ende Zeile bzw. Spalte die Reskalierungen µ̄ aS

iS und ( 1√
−�

)bSiS ; für Vektorenund Tensoren gelte Enstpre
hendes.Dann läÿt si
h sektorweise ein reduzierter Operator Γ̃
(2)
k für die Skalare

(
Γ

(2)
k

)S
jSiS

=: µ̄aS
jS

( 1√
−�

)bSjS
(
Γ̃

(2)
k

)S
jSiS

µ̄
aS

iS

( 1√
−�

)bSiS
, (6.26)die Vektoren

(
Γ

(2)
k

)V
jViV mk

=: µ̄aV
jV

( 1√
−�

)bVjV
(
Γ̃

(2)
k

)V
jViV mk

µ̄
aV

iV

( 1√
−�

)bViV (6.27)und die Tensoren
(
Γ

(2)
k

)T
jTiT mnkl

=: µ̄aT
jT

( 1√
−�

)bTjT
(
Γ̃

(2)
k

)T
jTiT mnkl

µ̄
aT

iT

( 1√
−�

)bTiT (6.28)de�nieren, in dem die Reskalierungen no
h ni
ht berü
ksi
htigt sind. Insbesondere wirkendie inversen √
−�-Operatoren na
h partieller Integration als selbstadjungierte Operatorenzwar na
h re
hts, do
h sollen sie an dieser Stelle no
h ni
ht explizit auf das x-abhängige vµin den Operatoren zu ihrer Re
hten angewandt werden. Die erforderli
he Reskalierung istfür jedes Matrixelement einzeln zu bestimmen: Sie hängt davon ab, wel
he beiden Feldermiteinander gekoppelt werden und wie diese jeweils mit µ̄ und √

−� zu skalieren sind.
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hnen wir dann die reduzierte quadratis
he Form

Γ̃quad
k [Φ] =

1

2

∫
d4x
{

ΦjS
(
Γ̃

(2)
k

)S
jSiS

ΦiS + ΦjV m
(
Γ̃

(2)
k

)V
jViV mk

ΦiS k + ΦjT mn
(
Γ̃

(2)
k

)T
jTiT mnkl

ΦiT kl
}
.im Graviton- und imGeistsektor. Die Operatoren (Γ̃(2)

k

)S
JSIS

, (Γ̃(2)
k

)V
JVIV mk

und (Γ̃(2)
k

)T
JTIT mnklsind komponentenweise in Anhang H angegeben. (Hier haben wir ein Resultat vorwegge-nommen, das wir erst ableiten werden, nämli
h die Tatsa
he, daÿ die gesamte Re
hnungin den drei Sektoren der skalaren, der vektoriellen und der tensoriellen Felder separat aus-geführt werden kann.)Die Reskalierungen des freien Anteils sind einfa
h zu berü
ksi
htigen, da zwis
hen denFeldern kein x-abhängiges Objekt steht, auf das die Operatoren 1√

−�
wirken könnten. Wirkönnen für diese folgende Regeln angeben: Bezügli
h der µ̄-Reskalierung sind die Matrix-elemente im Gravitonsektor, die zwei ε̄-Komponentenfelder miteinander koppeln, mit µ̄−1zu multiplizieren, die τ̄ -τ̄ -Kopplungen hingegen mit µ̄; die gemis
hten Komponenten wer-den bezügli
h der Massenskala ni
ht reskaliert. Im Geistsektor sind die ξ̄-ξ-Komponentenmit µ̄−1 und die Ῡ-Υ-Komponenten mit µ̄ zu reskalieren; die gemis
hten Komponentenerfahren au
h hier keine Modi�kation.Bezügli
h der 1√

−�
-Reskalierung liest man an (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22) folgendeSystematik ab: Die Skalare {a, d} aus der Vielbein-Zerlegung werden mit ( 1√

−�
)2 reska-liert, die Vektoren {bm, cm, dm} mit ( 1√

−�
)1 und der Tensor {dmn} mit ( 1√

−�
)0 ≡ 1, alsogar ni
ht. (Hier haben wir wie im gesamten Anhang alle Indizes unter Verwendung von Hin-tergrundvielbeinen auf Lorentz-Indizes umges
hrieben.) In der Zerlegung der Spinzusam-menhangs�uktuation sind die Skalare {B,D} mit ( 1√

−�
)3, die Vektoren {Am, Bm, Cm, Dm}mit ( 1√

−�
)2 und die Tensoren {Bmn, Dmn} mit ( 1√

−�
)1 zu multiplizieren. Im Geistsektorwerden die Grassmann-wertigen Skalare {f̄ , f} in der Zerlegung der Di�eomorphismus-Geister mit ( 1√

−�
)1 reskaliert, die transversalen Vektoren {ḡm, g

m} hingegen gar ni
ht. Inder Zerlegung der Lorentz-Geister treten nur Vektoren {F̄m, Ḡm, F
m, Gm} auf, die allesamtmit ( 1√

−�
)1 zu multiplizieren sind.
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hnung von Γ
(2)
k bezügli
h der Komponentenfelder6.3.1 Der freie AnteilNa
h diesen Reskalierungen ergibt si
h der in Anhang F bere
hnete freie Anteil (F.60)der quadratis
hen Form im Gravitonsektor zu

Γ
quad (0)
k grav [ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]ē=const,ω̄=0 =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ē×
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
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√
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√
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√
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√
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k 141Des weiteren nimmt der freie Anteil der Geistwirkung bezügli
h der obigen Feldzerlegungdie Form

Γ
(0)
k gh[ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē]

= −
∫

d4x ē




f̄

ḡm

F̄m

Ḡm




T


(1 + βD)�µ̄−1 0 0 0

0 0 −
√
−�

2
0

0 −
√
−�

2
µ̄

2
0

0 0 0 µ̄

2







f

gm

Fm

Gm


 (6.30)an.Wir erkennen zunä
hst, daÿ der die freie quadratis
he Form vermittelnde Operator imGraviton- und im Geistsektor (bis auf den Vorfaktor 1

16πGk
in ersterem) wie gewüns
htdie Dimension einer Masse besitzt. Für ein reelles γk ist er selbstadjungiert, und wie imFalle des Dira
-Operators treten au
h hier in den gemis
hten Komponenten die erstenAbleitungen auf.Wir haben dabei in der obigen Darstellung die Komponentenfelder ni
ht mehr in derursprüngli
hen (ε̄, τ̄ )-Reihenfolge angeordnet. Bei genauerer Betra
htung stellt man aller-dings fest, daÿ in (6.29) die Ableitungsoperatoren erster Ordnung, √−�, genau in den Ma-trixelementen auftreten, die ein Kompontenfeld der ε̄-Zerlegung mit einem der τ̄ -Zerlegungkoppeln. Zudem bildet im Geistsektor für βD = −1 der Eigenraum der reinen Gradienten-felder einen ni
httrivialen Kern des freien Anteils von Γ

(2)
k gh. Die skalare Mode wird dannsingulär, was mit unseren Überlegungen zu den Nullmoden des freien Faddeev-Popov-Operators aus Abs
hnitt 4.2.1 übereinstimmt.Wir können aus der Gestalt dieses Operators im Graviton- und im Geistsektor nunzwei S
hlüsse ziehen, die für den weiteren Fortgang unserer Re
hnung von Bedeutungsind. Der erste hängt mit der gewählten Reihenfolge der Komponentenfelder zusammen,die gerade einer paritätsgeordneten Darstellung des Operators entspri
ht. Wir haben dazudie Komponentenfelder in e
hte Tensoren und Pseudotensoren nullter, erster und zweiterStufe unterteilt. Zur ersten Klasse zählen dabei Objekte, in deren De�nition eine gera-de Anzahl von O(4)-Levi-Civita-Tensoren eingeht, denn diese ändern unter einer P- oder
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T-Transformation ihr Vorzei
hen ni
ht. Die e
hten Tensoren unserer Zerlegung enthaltenentweder keinen oder zwei Epsilon-Tensoren. In den Pseudotensoren hingegen tritt eine un-gerade Anzahl von Levi-Civita-Tensoren auf; im Falle der von uns betra
hteten Komponen-tenfelder handelt es si
h jeweils um genau einen. Daher we
hseln sie bei einer Raumspiege-lung oder Zeitumkehr ihr Vorzei
hen. Die e
hten Skalare sind dur
h {a, d, B} gegeben, deneinzigen Pseudoskalar stellt der Spuranteil {D} dar. Des weiteren sind {bm, cm, Am, Dm}und {dmn, Bmn} e
hte Vektoren bzw. e
hte Tensoren, und ihre Pseudo-Pendants sind dur
h
{dm, Bm, Cm} und {Dmn} gegeben. Im skalaren, im Vektor- und im Tensor-Sektor kop-peln dann auf den zugehörigen beiden Hauptdiagonalblö
ken jeweils e
hte Tensoren oderPseudo-Tensoren untereinander zu e
hten Skalaren, die P- und T-invariant sind. Auf denNebendiagonalblö
ken hingegen mis
hen e
hte und Pseudo-Tensoren zu Pseudo-Skalaren,die die P- und T-Invarianz verletzen.Man sieht, daÿ diese paritätsungeraden Kopplungen alle proportional zum inversenImmirzi-Parameter sind, da gerade der Immirzi-Term der Wirkung einen pseudoskalarenBeitrag hinzufügt; dies wurde in Abs
hnitt 2.2 gezeigt. Die paritätsgeraden Hauptdia-gonalblö
ke sind hingegen alle unabhängig von γk. Demgegenüber ist die Geistwirkungein e
hter Skalar, der seinerseits aus zwei e
hten Skalaren {f̄ , f}, vier e
hten Vektoren
{ḡm, F̄m, g

m, Fm} und zwei Pseudovektoren {Ḡm, G
m} gebildet wird und somit bezügli
hdes Paritätsgrades eine entspre
hende Blo
kstruktur aufweist.Die zweite wi
htige Eigens
haft des freien Anteils von Γ

(2)
k besteht in dem Umstand, daÿdieser Operator überhaupt in einen skalaren, einen Vektor- und einen Tensorsektor zerfällt.In gewisser Hinsi
ht ist dies ni
ht überras
hend, denn die einzigen Tensorstrukturen, dieim freien Sektor Tensoren unters
hiedli
her Stufe miteinander koppeln könnten, wärendie partielle Ableitung ∂ und der Levi-Civita-Tensor. Da jedo
h alle beteiligten Feldertransversal und die Tensoren zudem symmetris
h sind, vers
hwinden alle derartigen Terme.Diese Beoba
htung hat für den weiteren Fortgang eine wi
htige Konsequenz, zu derenErläuterung wir an dieser Stelle etwas vorgreifen:Im Zuge der Bere
hnung der re
hten Seite der Propertime-Glei
hung (3.28) werden wirdas Exponential dieses Operators mit dem We
hselwirkungsanteil von Γ

(2)
k multiplizierenund dann die Spur dieses Produktes bere
hnen. Die sektorweise Blo
kstruktur des freienAnteils bleibt au
h na
h dem Exponentieren erhalten, so daÿ wir s
hematis
h ges
hriebendie Spur des Produkts eines Operators allgemeiner Struktur und eines blo
kdiagonalen
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Tr

{(
a b

c d

)(
A 0

0 D

)}
= Tr

(
aA bD

cA dD

)

= Tr
(
aA
)

+ Tr
(
dD
)

= Tr

(
aA 0

0 dD

)
= Tr

{(
a 0

0 d

)(
A 0

0 D

)}
.Dieser Identität entnehmen wir, daÿ es zur Bere
hnung der Spur ausrei
hend ist, au
him We
hselwirkungsanteil nur die separaten Skalar-, Vektor- und Tensor-Blö
ke zu bestim-men; Matrixelemente, die Komponentenfelder aus unters
hiedli
hen Sektoren miteinanderkoppeln, tragen ni
ht zur gesu
hten Spur bei und müssen deshalb ni
ht bere
hnet werden.Im Geistsektor gilt eine no
h stärkere Aussage, da dort au
h innerhalb des Vektor-Sektors eine Blo
kstruktur vorliegt und im freien Anteil die O(4)-Geistkomponenten {Ḡm,

Gm} von den übrigen Vektoren entkoppeln. Daher müssen au
h imWe
hselwirkungsbeitragderen Mis
hungen mit den anderen Vektoren ni
ht berü
ksi
htigt werden. (Im Geistsektorträgt der O(4)-O(4)-Blo
k selbst jedo
h ni
ht zum We
hselwirkungsanteil bei.)Wir können also allgemein die Struktur des freien Anteils dazu benutzen, um die Mengeder zu bere
hnenden Beiträge aus dem We
hselwirkungsanteil einzus
hränken. Wie bereitsangespro
hen haben wir dieses Resultat s
hon in Form der sektorweisen Aufspaltung derquadratis
hen Form in (6.24) vorweggenommen.
6.3.2 Der We
hselwirkungsanteilJetzt ist der We
hselwirkungsanteil, der die Beiträge der Ordnung v und ∂v enthält, zubere
hnen. Dies wird in Anhang H für den Graviton- und den Geistsektor dur
hgeführt.Dabei sind im wesentli
hen die in den Zerlegungen auftretenden Ableitungen partiell zu in-tegrieren, wobei im Unters
hied zum freien Anteil die E�ekte der 1√

−�
-Reskalierungen unddie µ̄-Reskalierungen no
h ni
ht berü
ksi
htigt werden. Die resultierenden Tensorstruktu-ren sind zu kompliziert, um sie hier in ges
hlossener Form anzugeben, do
h wir mö
htendie allgemeine Vorgehensweise an einem verglei
hsweise übersi
htli
hen Beispiel erläutern.
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(2)
k bezügli
h der KomponentenfelderDazu betra
hten wir in dem Anteil Γ̃

quad (1)
k Ho die Kopplung der Vektoren bm und Ak, diekeine zusätzli
hen Beiträge aus der Ei
h�xierung erhält. Auf die betra
htete Komponenteweisen wir hier wie au
h im Anhang in Form einer Unterstrei
hung hin. Verna
hlässigenwir den globalen Vorfaktor 1

2
· 1

16πGk
, so ist diese Komponente gegeben dur
hKomponente Am − bk:

∫
d4x
(
∂βb

m
)[

− εµνβαK
(γk)
abcmē

c
νn

(±) b

lvµ

]
∂α∂

[aAl]

=

∫
d4x bm

[
εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νn

(±) b

l(∂βvµ)
]
∂α∂

[aAl] .Hier haben wir die Konstanz des Hintergrundvielbeins ausgenutzt sowie den Umstand,daÿ der zweite Beitrag, der entsteht, wenn die partielle Ableitung an vµ vorbei wirkt, auf-grund der Kontraktion der beiden Ableitungen mit der Epsilon-Tensordi
hte vers
hwindet.Übertragen wir die Antisymmetrisierung in ∂[aAl] auf die Tensorstruktur der quadratis
henForm, so erhalten wirKomponente Am − bk:
∫

d4x bm
[1
2
εµνβα

(
K

(γk)
abcmn

(±) b

l −K
(γk)
lbcmn

(±) b
a

)
ēc

ν(∂βvµ)
]
∂α∂

aAl .Jetzt kontrahieren wir jeweils die beiden Levi-Civita-Tensoren aus dem Anteil von K(γk),der ni
ht von 1
γk

abhängt, über das Hintergrundvielbein mit εµνβα und erhalten unterAusnutzung der Transversalität der Felder s
hlieÿli
hKomponente Am − bk:
∫

d4x
ē

2
bm
{
n

(±) b

l

[(
(∂bvm) − (∂mvb)

)
� +

(
(∂mva) − (∂avm)
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∂a∂b

]

− 1
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(
n(±)

maε
prs

l + ηmln
(±) b

aε
prs

b

)(
∂pvr

)
∂a∂s

}
Al . (6.31)Hier haben wir wiederum alles auf O(4)-Indizes umges
hrieben.Wir können an diesem Ausdru
k eine typis
he Struktur ablesen, die wir bereits imKontext des freien Anteils angespro
hen haben und die si
h au
h auf alle übrigen Ma-trixelemente erstre
kt. Hier werden zwei e
hte Vektoren miteinander gekoppelt, und der
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γk
ist, enthält keinen O(4)-Levi-Civita-Tensor. Bei anderenFeldern mit e
htem Tensor
harakter treten in der Ordnung O(( 1

γk
)0) au
h zwei dieser Ten-soren auf, do
h liegt hier stets P- und T-Invarianz vor. Der Beitrag, der proportional zu

1
γk

ist, enthält hingegen genau einen Levi-Civita-Tensor und induziert somit die P- oder
T-Verletzung. Dies tri�t au
h auf den zweiten Diagonalblo
k in der paritätsgeordnetenDarstellung zu, der Pseudotensoren mit Pseudotensoren koppelt. In den beiden paritäts-ungeraden Nebendiagonalblö
ken ist der Paritätsgrad der beiden Beiträge der Ordnung
( 1

γk
)0 und ( 1

γk
)1 in den Matrixelementen gerade vertaus
ht. In beiden Fällen koppeln dievon 1

γk
unabhängigen Beiträge also zu e
hten Skalaren, die zu 1

γk
proportionalen Beiträgehingegen zu Pseudoskalaren, so daÿ si
h dies in konsistenter Weise zusammenfügt.Darüber hinaus läÿt si
h an (6.31) no
h eine Subtilität diskutieren, die im Zuge dieserRe
hnung bea
htet werden muÿ. Im paritätsgeraden Beitrag wirkt in Form von ∂m inzwei Termen die partielle Ableitung bezügli
h der Komponente des Feldes bm, das in derquadratis
hen Form links auftritt, auf vµ. Wir könnten diese Ableitung partiell integrieren.Da bm transversal ist, würde ∂m dann mit umgekehrtem Vorzei
hen am Vektorfeld vµvorbei na
h re
hts wirken. Der resultierende Operator ist von der in (6.31) angegebenenForm vers
hieden. Wir werden bei der Bere
hnung der Spur feststellen, daÿ die beidenTerme in der letztgenannten Form ni
ht zu dieser beitragen, wohingegen sie dies in derangegebenen Form (6.31) sehr wohl tun.Diese Ambiguität ist letztli
h darin begründet, daÿ die reelle quadratis
he Form (6.24)ni
ht in eindeutiger Weise auf einen hermites
hen Operator Γ

(2)
k führt. Vielmehr erlaubtdie Transversalität der Felder in erster Ordnung in vµ die Addition von Nullri
htungen derForm

∫
d4x ē bm

[
. . .
(
(∂mva) + va∂m

)]
Ak

=

∫
d4x ē(∂mb

m)
[
− . . . va

]
Ak = 0 .Um einen hermites
hen Operator Γ

(2)
k zu de�nieren, müssen wir daher eine bestimmteKonvention festlegen, na
h der Ambiguitäten dieser Art zu behandeln sind. Isolieren wir
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k bezügli
h der Komponentenfelderim obigen Matrixelement den betre�enden Beitrag gemäÿ

∫
d4x ē bm

[
n

(±) b

k

(
(∂mva)∂

a∂b − (∂mvb)�
))]

Ak ,so �nden wir im transponierten Matrixelement das entspre
hende Gegenstü
k
∫

d4x ē Ak
[
− n

(±) b

k

(
(∂mva)∂

a∂b − (∂mvb)�
))]

bmmit antisymmetris
hem n(±). Verna
hlässigen wir zweite und höhere Ableitungen von vµ, sogehen diese beiden Komponenten des Operators au
h na
h Abstreifen der Felder und ohneexplizite Bezugnahme auf deren Transversalität dur
h partielle Integration auseinanderhervor und sind somit zueinander adjungiert. S
hreiben wir den zweideutigen Term aus(6.31) hingegen isoliert in der alternativen Form
∫

d4x ē bm
[
− n

(±) b

k

(
va∂

a∂b∂m − vb∂m�
))]

Ak ,so sind in der transponierten Komponente no
h Terme zu ergänzen, die zwar auf demNiveau der quadratis
hen Form vers
hwinden, die auf Operatorniveau jedo
h benötigtwerden, um dessen Hermitizität zu gewährleisten. Dieses Matrixelement ist dann von derForm
∫

d4x ē Ak
[
− n

(±) b

k

((
(∂mva) + va∂m

)
∂a∂b −

(
(∂mvb) + vb∂m

)
�
))]

bm .Die Wirkung der Ableitungen entlang der transversalen Ri
htungen könnte auf Ope-ratorniveau dur
h Einfügen transversaler Projektoren zur Linken und zur Re
hten desMatrixelements explizit berü
ksi
htigt werden, wobei die Wirkung dieser Ableitungen aufdie Projektoren dann vers
hwände. Dies führt die zweite Darstellung auf die erste zurü
k.Zweideutige Terme der ges
hilderten Art s
hreiben wir daher stets in der ersten der bei-den dargestellten Formen, in der man die entspre
hende partielle Ableitung immer auf dasVektorfeld vµ anwendet. So eliminieren wir in konsistenter Weise die transversalen Ri
htun-gen aus Γ
(2)
k und �nden stets paarweise Entspre
hungen zwis
hen zueinander adjungiertenMatrixelementen.S
hlieÿli
h bestätigen wir in Anhang I die Korrektheit unserer Re
hnung, indem wir au
h
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hlässigung der Ordnung O(∂2v) dieSelbstadjungiertheit des We
hselwirkungsanteils der quadratis
hen Form dur
h partiellesIntegrieren explizit na
hprüfen. Wir haben somit einen selbstadjungierten Operator Γ

(2)
kerster Ordnung zur Hand, der alle erforderli
hen Beiträge enthält und als Argument derre
hten Seite der Propertime-Glei
hung (3.28) dienen soll. Die explizite Umsetzung wirdim folgenden Kapitel erläutert.





Kapitel 7
Die Auswertung der Fluÿglei
hung
7.1 Eine Propertime-Glei
hung für Gravitation im First-Order-ZugangUnterdrü
ken wir wie bereits in Abs
hnitt 5.3 aus Gründen der Übersi
htli
hkeit dieIndexstruktur der Operatoren, so bezei
hnet in der Zerlegung

Γ
(2)
k = H + V = H0 +

1

γk

H̄ + V (7.1)der Operator H0 den paritätsgeraden, blo
kdiagonalen Anteil des freien inversen Propa-gators H , der unabhängig vom Immirzi-Parameter ist, während H̄ den paritätsungeradenAnteil von H darstellt. Dieser besitzt in der paritätsgeordneten Darstellung nur Einträgeauf den Nebendiagonalblö
ken, die alle proportional zu 1
γk

sind; man kann seine Gestalt un-mittelbar der freien quadratis
hen Form (6.29) entnehmen. Die Ei
h�xierungsterme tragennur zu H0 bei. Da der Geistsektor bezügli
h der paritätsgeordneten Darstellung blo
kdia-gonal und unabhängig vom Immirzi-Parameter ist, vers
hwindet dort H̄, d. h. H̄gh ≡ 0.Der We
hselwirkungsanteil V hingegen enthält alle Beiträge der Ordnung O(ω̄) und O(∂ω̄).Wir wollen ihn an dieser Stelle ni
ht weiter aufspalten, so daÿ er sowohl Matrixelemente derOrdnungen ( 1
γk

)0 und ( 1
γk

)1 als au
h paritätsgerade und -ungerade Beiträge in den Haupt-und Nebendiagonalblö
ken besitzt. Wir nehmen jedo
h an, daÿ an dieser Stelle die µ̄- und√
−�-Reskalierungen bereits dur
hgeführt worden sind. Ferner beziehen wir uns nun auf



150 7.1 Eine Propertime-Glei
hung für Gravitation im First-Order-Zugangdie konkreten Hintergrund-Kon�gurationen ēa
µ = κ δa

µ = const und ω̄(±) ab
µ = 1

2
n(±) abvµ.Die zentrale Beoba
htung besteht in der Tatsa
he, daÿ der freie Anteil H0 in Blö
kezerfällt, so daÿ wir H0 in der Form

H0 = HS
0 ⊕HVI

0 ⊕HVII
0 ⊕HT

0 ⊕H
gh S
0 ⊕H

gh V
0s
hreiben können. Wir haben dabei ebenfalls der Übersi
htli
hkeit wegen den Vektorblo
kim Gravitonsektor in zwei Unterblö
ke VI und VII aufgespalten. Wir werden diese Ope-ratoren in Kürze explizit angeben. Dabei besitzt der Raum der Skalare die Dimensioneins, der Raum der transversalen Vektoren ist dreidimensional, und der der transversalenspurlos-symmetris
hen Tensoren besitzt die Dimension fünf; wir s
hreiben entspre
hend

dS ≡ dgh S = 1, dV ≡ dgh V = 3 und dT = 5.Zunä
hst stellen wir fest, daÿ aufgrund dieser Struktur das Spektrum von H0 analytis
hbere
hnet werden kann. Wir werden dies ausnutzen, indem wir die Propertime-Glei
hungauf diesen Operator anwenden.Da die gewählte Parametrisierung der Graviton�uktuationen und Geistfelder die ange-gebenen Massendimensionen der Komponentenfelder impliziert, besitzt der Operator Γ
(2)
kna
h der Funktionalableitung ebenfalls eine Dimension. Die als Wirkungsfunktional di-mensionslose quadratis
he Form ist gegeben als Raumzeitintegral eines Objektes der Mas-sendimension 4. Die reskalierten Graviton�uktuationen besitzen die Massendimension 1
2
,die Geistfelder hingegen die Massendimension 3

2
, so daÿ man na
h der Funktionalablei-tung im ersten Fall einen Operator der Dimension 3 (das Produkt aus 1

16πGk
und einemDira
-artigen inversen Propagator der Dimension 1), im zweiten Fall hingegen einen in-versen Dira
-Propagator der Dimension einer Masse erhält. Für die paritätsgeraden freienBeiträge H0 werden wir die konkrete Form in Kürze angeben. Zudem erhält man eine vier-dimensionale Delta-Distribution, die gemäÿ unserer Konvention, in der die Koordinaten dieDimension einer Länge tragen, die Massendimension 4 besitzt, do
h dies ist im Sinne einesdimensionsbehafteten Index zu verstehen. Das innere Produkt enthält eine dimensionsvolleSumme über diesen Index in Form einer x-Integration, die die Massendimension der Delta-Distribution kompensiert und die auftritt, wenn wir die Spur auf der re
hten Seite derPropertime-Glei
hung explizit bere
hnen. Unmittelbar in der Ortsdarstellung ausgewer-tet, enthielte au
h die Spur �Tr� ein sol
hes Integral. Dieser Dimensionsaspekt muÿ daher
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ht berü
ksi
htigt werden, so daÿ wir auf der re
hten Seite der Propertime-Glei
hungnur die Matrixoperatoren reskalieren müssen, um hier in Übereinstimmung mit der linkenSeite ebenfalls ein dimensionsloses Objekt zu erhalten. Wir wählen dazu au
h hier denMassenparameter µ̄. Aus der De�nition des Funktionals Γk über eine renormierungsgrup-penverbesserte Ein-Loop-Determinante ergibt si
h zunä
hst
Γk − S =

1

2

{
Tr ln

(Γ
(2)
k grav

µ̄3

)
− 2 Tr ln

(Γ
(2)
k gh

µ̄

)}
. (7.2)Der relative Vorfaktor 2 vor der Geistspur ist darauf zurü
kzuführen, daÿ wir hier ins
hematis
her S
hreibweise die Geistwirkung der Grassmann-wertigen Geist- und Antigeist-Felder ϕ ∈ {ξ,Υ} bzw. ϕ̄ ∈ {ξ̄, Ῡ} in der Form

−
∫

d4x ē ϕ̄ Ω ϕund ni
ht in der Form
−
∫

d4x ē

(
ϕ

ϕ̄

)T(
0 Ω

−Ω 0

)(
ϕ

ϕ̄

)
≡ −2

∫
d4x ē ϕ̄ Ω ϕdarstellen.Für die weiteren Untersu
hungen werden wir jetzt den Ausdru
k auf der re
hten Seitevon (7.2) geeignet manipulieren. Dabei �nden die Umformungen zunä
hst auf s
hemati-s
hem Niveau statt; die explizite Realisierung der Spur wird später angegeben. Zudembes
hränken wir uns auf den Gravitonsektor, da die einzelnen S
hritte unmittelbar auf denGeistsektor zu übertragen sind. In ersterem gilt nun

1

2
Tr ln

(Hgrav + V grav

µ̄3

)
=

1

2
Tr ln

[Hgrav

µ̄3

(1 + (Hgrav)−1V grav
)]

=
1

2
Tr ln

(Hgrav

µ̄3

)
+

1

2
Tr ln

(1 + (Hgrav)−1V grav
)
.Hier haben wir die beiden Spuren auseinandergezogen. Wir werden im Ans
hluÿ an dieseRe
hnung erläutern, warum das au
h für ni
ht-kommutierende Operatoren zulässig ist. Wirverwenden nun die Taylor-Reihe des Logarithmus, um den zweiten Term bis zur benötigtenersten Ordnung zu entwi
keln. Zudem wenden wir die bereits dur
hgeführte Umformung



152 7.1 Eine Propertime-Glei
hung für Gravitation im First-Order-Zugangno
h einmal auf den paritätsgeraden und den paritätsungeraden Anteil des freien inversenGravitonpropagators Hgrav an. Dies liefert
1

2
Tr ln

(Hgrav

µ̄3

)
+

1

2
Tr ln

(1 + (Hgrav)−1V grav
)

=
1

2
Tr ln

(Hgrav
0

µ̄3

{1+
1

γk

(Hgrav
0 )−1H̄grav

})
+

1

2
Tr
(
(Hgrav)−1V grav

)
+ O(ω̄2)

=
1

2
Tr ln

(Hgrav
0

µ̄3

)
+

1

2
Tr ln

(1 +
1

γk

M
)

+
1

2
Tr
(
(Hgrav)−1V grav

)
+ O(ω̄2)

=
1

4
Tr ln

((Hgrav
0 )2

µ̄6

)
+

1

2
Tr ln

(1+
1

γk

M
)

+
1

2
Tr
(
(Hgrav

0 )2(Hgrav)−1V grav(Hgrav
0 )−2

)
+ O(ω̄2)(7.3)mit

M := (Hgrav
0 )−1H̄grav .Des weiteren mö
hten wir den ersten und den letzten der drei Terme in (7.3) sowohlim Graviton- als au
h im Geistsektor in der Eigenbasis von H0 bere
hnen. Wir habenden ersten Term quadriert und den dritten Term mit (Hgrav

0 )2 erweitert und dabei dieZyklizität der Spur ausgenutzt, um im folgenden die Operatoren ln
(
(Hgrav

0 )2
) und (Hgrav

0 )−2über die bereits angegebenen Eigenzeitintegrale darzustellen. Da (Hgrav
0 ) hermites
h ist,ist (Hgrav

0 )2 ein positiv-de�niter Operator (wir muÿten den Ursprung p2 = 0 aus demImpulsraum entfernen, um Nullmoden in Γ
(2)
k auszus
hlieÿen). Für λ̄grav

0 ∈ spec(Hgrav
0 ) mit

λ̄
grav
0 ∈ R führt dies auf eine erwüns
hte Dämpfung der Form e−s (λ̄grav

0 )2 ; für den Geistsektorgilt Entspre
hendes. Zudem lassen si
h über ein Abs
hneiden der Propertime-Integration,dessen Systematik wohlbekannt ist, die auftretenden Spuren regularisieren. Den zweitenTerm können wir aufgrund einiger bemerkenswerter algebrais
her Eigens
haften von Mdirekt bere
hnen, und seine Regularisierung ist ebenfalls von einfa
her Form.Zunä
hst begründen wir jedo
h, warum wir unter der Spur au
h für ni
ht-kommutierendeOperatoren den Logarithmus eines Produktes als Summe der Logarithmen der einzelnenFaktoren s
hreiben dürfen. In erster Ordnung gilt zunä
hst
Tr ln(A+ δA) − Tr lnA = δTr lnA + O(δA2) .
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h [80℄
δ eB =

∫ 1

0

dt e(1−t)B δB et B .Wenden wir dies auf die Propertime-Darstellung des Logarithmus an, so erhalten wir
δTr lnA = δTr

(
−
∫ ∞

0

ds

s
e−s A

)

= Tr
(
−
∫ ∞

0

ds

s

∫ 1

0

dt
{e−s(1−t)A(−s δA)e−st A

})

= Tr
(( ∫ 1

0

dt
){ ∫ ∞

0

ds e−s A
}
δA
)

= Tr
(
A−1 δA

)
. (7.4)Dabei haben wir die Zyklizität der Spur ausgenutzt, die alle Ordnungsambiguitäten au�öst.Insgesamt liefert dies

Tr ln(A+ δA) = Tr lnA + Tr
(
A−1 δA

)
+ O(δA2) ,was auf linearem Niveau gerade mit einer Entwi
klung der Form

Tr ln(A + δA) = Tr ln
{
A
(1+ A−1δA

)}

= Tr ln
{
A
}

+ Tr ln
{1 + A−1δA

}

= Tr ln
{
A
}

+ Tr
{
A−1δA

}
+ O(δA2)übereinstimmt. Da wir bei diesen Umformungen insbesondere keine Annahmen hinsi
htli
hdes Kommutators von A und δA gema
ht haben, ist die Behauptung damit gezeigt. In derobigen Re
hnung ist dann im ersten S
hritt A mit Hgrav und δA mit V grav, im zweitenS
hritt hingegen A mit Hgrav

0 und δA mit H̄grav zu identi�zieren.Lassen wir auf der re
hten Seite die Terme, die ni
ht zu den Beta-Funktionen der be-tra
hteten Kopplungen beitragen, unberü
ksi
htigt, so ist mit Hgh ≡ H
gh
0 die unseren
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kstruktur von H0Untersu
hungen zugrundeliegende Glei
hung dur
h
Γk − S = 1

4
Tr ln

(
(Hgrav

0 )2

µ̄6

)
+ 1

2
Tr ln

(1 + 1
γk
M
)

+1
2
Tr
(
(Hgrav

0 )2(Hgrav)−1V grav(Hgrav
0 )−2

)

−2
{

1
4
Tr ln

(
(Hgh

0 )2

µ̄2

)
+ 1

2
Tr
(
(Hgh

0 )V gh(Hgh
0 )−2

)} (7.5)gegeben.Quantisierung erfordert nun die De�nition dieser ni
ht-existenten Spuren vermöge ei-ner Regularisierung. Ans
hlieÿend wird die Skalenableitung der re
hten Seite den von unsbetra
hteten Fluÿ auf dem Theorienraum TQECG de�nieren.Man erkennt an der re
hten Seite von (7.5) au
h die bereits angespro
hene Invarianzbezügli
h eines globalen Vorzei
henwe
hsels im Geistsektor, der einem Vorzei
henwe
hselder Ei
hbedingungen entspri
ht.Da wir nahezu alle Spuren in der Eigenbasis von H0 bere
hnen, müssen wir zunä
hstdas Spektrum dieses Operators untersu
hen.
7.2 Die Blo
kstruktur von H0Wir geben H0 blo
kweise an, indem wir diesen Operator aus der freien quadratis
henForm ablesen. Die zweifa
he funktionale Ableitung bezügli
h der Gravitonfelder und derGeister führt zudem auf eine Delta-Distribution. Von den beiden Hintergrundvielbein-Determinanten, die als Vorfaktoren dieser Ableitungen auftreten, hebt si
h eine gegen dieHintergrundvielbein-Determinante in Γ

quad (0)
k grav bzw. Γ

quad (0)
k gh weg.Des weiteren ist folgendes zu bea
hten: Bezügli
h der O(4)-Indizes ist der freie An-teil im Graviton- und im Geistsektor diagonal. Um jedo
h der Transversalitätseigens
haftder beteiligten Felder Re
hnung zu tragen, ist dies auf Operator-Niveau ni
ht dur
h Ein-heitsoperatoren in Form entspre
hender Krone
ker-Symbole, sondern dur
h symmetris
he,transversale Projektoren zu berü
ksi
htigen. Wir bezei
hnen sie mit PS, PV und PT fürden skalaren, den Vektor- und den Tensor-Sektor. Ohne diese hier näher zu spezi�zieren,ist dann der Operator H0 unter Berü
ksi
htigung aller Indizes von folgender Gestalt:
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HS

0
∧
=

(
HS

0

)iS
jS

(−�x) PS
δ(4)(x− y)

ē

= 1
16πGk

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

− (1+βD)2

αD
�xµ̄−1 3

(
2Λk−βD(1+βD)

αD
�x

)
µ̄−1 0 0

3
(
2Λk−βD(1+βD)

αD
�x

)
µ̄−1 3

(
4Λk−3

β2
D

αD
�x

)
µ̄−1 6

√
−�x 0

0 6
√
−�x 3µ̄ 0

0 0 0 3µ̄

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

PS
δ(4)(x−y)

ēErster Blo
k des Vektorsektors (bm, cm, Am, Dm):
HVI

0
∧
=

(
HVI

0

)iVI

jVI
(−�x) P

m
V k

δ(4)(x− y)

ē

=
1

16πGk




1
2α′

L
µ̄−1 −

(
2Λk + 1

2α′
L

)
µ̄−1 0 0

−
(
2Λk + 1

2α′
L

)
µ̄−1 −

(
�x

αD
− 1

2α′
L

)
µ̄−1 0 2

√−�x

0 0 0 µ̄

0 2
√−�x µ̄ µ̄



P m

V k

δ(4)(x− y)

ēZweiter Blo
k des Vektorsektors (dm, Bm, Cm):
HVII

0
∧
=

(
HVII

0

)iVII

jVII
(−�x) P

m
V k

δ(4)(x− y)

ē

=
1

16πGk




2
(
2Λk + 1
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L

)
µ̄−1 2

√−�x 0

2
√−�x µ̄ µ̄

0 µ̄ 0


P m

V k

δ(4)(x− y)

ēTensorsektor (dmn, Bmn, Dmn):
HT

0
∧
=

(
HT

0

)iT
jT

(−�x) P
mn

V kl

δ(4)(x− y)

ē

=
1

16πGk




−2Λkµ̄
−1 −√−�x 0

−√−�x − µ̄

2
0

0 0 − µ̄

2


P mn

V kl

δ(4)(x− y)

ē
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kstruktur von H0Skalarer Blo
k des Geistsektors (f̄ , f):
H

ghS
0

∧
=

(
H

gh S
0

)igh S

jgh S
(−�x) PS

δ(4)(x− y)

ē

= −(1 + βD)�x µ̄
−1 PS

δ(4)(x− y)

ēVektorblo
k des Geistsektors (ḡm, F̄m, Ḡm, gm, Fm, Gm):
H

gh V
0

∧
=

(
H

ghV
0

)igh V

jghV
(−�x) P

m
V k

δ(4)(x− y)

ē

= −




0 −
√
−�x

2
0

−
√
−�x

2
µ̄

2
0

0 0 µ̄

2


P m

V k

δ(4)(x− y)

ēDie Indizes iS, iVI , iVII , iT, igh S und igh V numerieren dabei in der Reihenfolge derangegebenen Aufzählung wie s
hon in (6.25) die einzelnen Feldkomponenten dur
h. Zudemhaben wir im Gravitonsektor den Vektorindex iV ∈ {1, . . . , 7} in zwei Unterindexmengen
iVI ∈ {1, 2, 3, 4} und iVII ∈ {1, 2, 3} aufgespalten, um die Darstellung übersi
htli
her zugestalten. Wie bereits angespro
hen, wird der skalare Blo
k von H0 im Geistsektor, Hgh S

0 ,für βD = −1 singulär.Diese Blo
kstruktur hat einen darstellungstheoretis
hen Hintergrund: Die Anzahl derTensoren und Pseudotensoren nullter, erster und zweiter Stufe in den Zerlegungen (6.11)und (6.12) stimmt gerade mit den Multiplizitäten der Zustände mit fester Spinparität über-ein, die in einer entspre
henden Zerlegung der Lorentz-Gruppe in Ref. [55, 56℄ angegebenwurden. Die Gröÿe der Blö
ke ist somit dur
h diese Multiplizitäten gegeben.Der Operator H0 besitzt also zum einen eine den Komponenten der Zerlegung ent-spre
hende Matrixstruktur. Des weiteren hängt er über transversale Projektoren von denLorentz-Indizes k, l,m, n und über eine Delta-Distribution von den Raumzeit-Koordinaten
x und y ab. Die Eigenvektoren dieses Operators faktorisieren demgemäÿ in drei Anteile.Hier ist eine weitere Bemerkung angebra
ht: In der Propertime-Glei
hung (7.5) tritt derOperator (H0)

−1 auf. Da aber H0 im Vektor- und im Tensorsektor dur
h ein Tensorproduktmit einem ni
httrivialen Projektor gegeben ist, sollte dieser inverse Operator ni
ht existie-
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hung 157ren. Wir wollen die Projektoren jedo
h ni
ht im Sinne einer Einbettung als Projektorenauf niederdimensionale Unterräume au�assen, sondern vielmehr als Einheitsoperatoren aufdiesen Räumen. Beispielsweise stellt PV den Einheitsoperator auf dem Raum aller trans-versalen Vektoren dar, auf dem alle seine Eigenwerte glei
h +1 sind. Gemäÿ der Identität
P 2 = P , die einen Projektor de�niert, enthält au
h der inverse Operator (H0)

−1 in jedemSektor einen Projektor. Wir werden au
h bei der no
h folgenden Ableitung der Vollstän-digkeitsrelationen feststellen, daÿ in diesen die entspre
henden Projektoren die übli
henEinheitsoperatoren ersetzen.Zur Lösung des Eigenwert-Problems für den Matrixanteil sind die Eigenwerte und Eigen-vektoren des d'Alembert-Operators zu diskutieren. Dabei ist eine Subtilität zu bea
hten,mit der si
h der nä
hste Abs
hnitt befaÿt.
7.2.1 ImpulseigenbasenDer gewählte Hintergrund ēa

µ := κ δa
µ ⇔ ē µ

a := κ−1δ µ
a führt na
h (A.2) auf eineHintergrundmetrik mit konstantem konformen Faktor: ḡµν = κ2 ηµν ⇔ ḡµν = κ−2 ηµν .Dabei ist ηµν die übli
he �a
he Minkowski-Metrik, die im Euklidis
hen glei
h der Einheits-matrix ist. Entspre
hend ist die Vielbein-Determinante gegeben dur
h ē = κ4. Wie übli
hde�nieren wir ∂µ := ∂

∂xµ .Gesu
ht werden Eigenfunktionen des Operators �̄ := ḡµν∂µ∂ν mit Eigenwert −p2, d. h.
p2 ∈ spec(−�̄). Dazu betra
hten wir die Wirkung dieses Operators auf ebene Wellender Form 1

(2π)2
eiκpx. Es ist illustrativ, diese mit der Wirkung von �̂ := ηµν∂µ∂ν ≡ κ2�̄auf diese Funktionen zu verglei
hen. Daher führen wir die beiden Sätze {∂̄µ, ∂̄

µ, ∂̄a, ∂̄
a}und {∂̂µ, ∂̂

µ, ∂̂a, ∂̂
a} von Operatoren ein, deren Eigenwerte wir mit {ip̄µ, ip̄

µ, ip̄a, ip̄
a} bzw.

{ip̂µ, ip̂
µ, ip̂a, ip̂

a} bezei
hnen. Dabei sei ∂̄µ = ∂̂µ ≡ ∂µ, und die Operatoren des ersten Satzesgehen dur
h Anwendung der Hintergrundmetrik bzw. des Hintergrundvielbeins auseinanderhervor. Im zweiten Fall wird der jeweilige Index mit der �a
hen Metrik oder dem Krone
ker-Symbol herauf- bzw. heruntergezogen. Wenden wir diese Operatoren auf eine Eigenfunktionder Gestalt 1
(2π)2

eiκpx an und de�nieren wir pµ := ηµνpν , pa := δ µ
a pµ, pa := δa

µp
µ, so erhalten
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p̄µ = p̂µ = κpµ ,

p̄µ = ḡµν p̄µ = κ−1pµ , p̂µ = ηµν p̂µ = κpµ

p̄a = ē µ
a p̄µ = pa , p̂a = δ µ

a p̂µ = κpa

p̄a = ēa
µp̄

µ = pa , p̂a = δa
µp̂

µ = κpa . (7.6)Mit p2 = ηabpapb ergibt si
h für den Operator �̄ = ∂̄µ∂̄µ = ∂̄a∂̄a somit der Eigenwert
−p̄µp̄µ = −p̄ap̄a = −p2, für �̂ = ∂̂µ∂̂µ = ∂̂a∂̂a erhalten wir hingegen −p̂µp̂µ = −p̂ap̂a =

−κ2p2.Die bisher aufgetretenen partiellen Ableitungen sowie der aus diesen konstruierte d'Alembert-Operator entspre
hen hier o�enbar den mit einem Querstri
h versehenen Objekten, dennsie wurden bezügli
h der Kontraktion mit den Hintergrundstrukturen de�niert.Kehren wir zur ursprüngli
hen S
hreibweise � ≡ �̄ zurü
k, so besitzt die Funktion
1

(2π)2
eiκpx also die geforderte Eigens
haft, Eigenfunktion des Operators � mit Eigenwert

−p2 zu sein. Wir können daher direkt mittels des über diese modi�zierten ebenen Wellenrealisierten Basiswe
hsels in den Impulsraum übergehen und die angegebenen Spektralei-gens
haften ausnutzen, ohne die konkrete Form von ēa
µ explizit einsetzen und einen ent-spre
henden Umweg über den �a
hen Minkowski-Raum gehen zu müssen. Zudem könnenwir bei der Spurbere
hnung die Ersetzungen ∂a → ipa und ∂a → ipa vornehmen, na
hdemwir alles auf O(4)-Indizes umges
hrieben haben. (Wir haben hier die ebenen Wellen sym-metris
h normiert, so daÿ weder im Orts- no
h im Impulsraum zusätli
he (2π)-Potenzenin das innere Produkt zu de�nieren sind.)Darüber hinaus ist die Vollständigkeitsrelation dieser Eigenfunktionen gegeben dur
h

∫
d4p

1

(2π)4
eiκp(x−y) =

1

κ4

∫
d4p

(2π)4
eip(x−y) =

δ(4)(x− y)

ē
, (7.7)d. h. der zusätzli
he Vorfaktor im Exponenten führt wie gewüns
ht auf eine tensorielleDelta-Distribution.Der konforme Faktor κ2 wird in den ebenen Wellen explizit dur
h den zusätzli
hen Fak-tor κ im Exponenten berü
ksi
htigt, so daÿ der Impuls pµ na
h diesem �Zurü
kziehen� auf
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hen) Minkowski-Raum mit Standardmetrik lebt. Dementspre
hend tritt iminneren Produkt auf dem Impulsraum in der obigen Vollständigkeitsrelation kein zusätzli-
her Volumenfaktor auf.Für alle übrigen Teile der Re
hnung ist die explizite Gestalt des konstanten Hinter-grundvielbeins ēa
µ ni
ht von Belang, so daÿ wir es an keiner weiteren Stelle spezi�zierenmüssen. Na
hdem wir es dazu verwandt haben, alle Komponenten der quadratis
hen Formauf O(4)-Indizes umzus
hreiben, tritt in dieser nur no
h seine Determinante als globalerVorfaktor auf.Da einer der drei Bestandteile des Operators H0 dur
h eine (matrixwertige) Funktionvon � gegeben ist, enthalten seine Eigenvektoren als einen Anteil eine ebene Welle derForm 1

(2π)2
exp
[
i κ p(x− y)

].7.2.2 Die Eigenwerte und Eigenvektoren des Matrixanteils von H0Die Anwendung der �-abhängigen Matrizen (HS
0 )iS

jS
, (HVI

0 )iVI

jVI
, (HVII

0 )iVII

jVII
, (HT

0 )iT
jT
,

(Hgh S
0 )

igh S

jgh S
und (HghV

0 )
igh V

jghV
auf die ebenen Wellen führt in diesen Operatoren auf dieErsetzungen −� → p2 und somit √−� → p ≡

√
p2.Die Tatsa
he, daÿ im Euklidis
hen im Unters
hied zur Lorentzs
hen Signatur dur
h −�ein positiv-de�niter Operator de�niert wird, ist gerade an dieser Stelle im First-Order-Zugang von wesentli
her Bedeutung. Demgegenüber träten im Rahmen einer Lorentzs
henBehandlung sowohl positive als au
h negative Eigenwerte auf. Um au
h in diesem Fall dieKonvergenz der Eigenzeit-Integrale zu gewährleisten, müÿte man der Propertime-Glei
hung(3.28) statt der Lapla
e-Darstellung die Fourier-Darstellung zugrunde legen. Dies ersetztdie Gauÿ-Integrale dur
h Fresnel-Integrale, so daÿ keinerlei Konvergenzprobleme entstün-den. Allerdings gibt es in der Lorentzs
hen Signatur keine reellen selbstdualen oder anti-selbstdualen Felder von der Art unseres Hintergrunds ω̄(±), denn dort sind die zugehörigenEigenwerte ni
ht dur
h ±1, sondern dur
h ±i gegeben. Vom konzeptionellen Standpunktist die Wahl der euklidis
hen Signatur für diese Re
hnung ni
ht ents
heidend. Insbesonderegreifen wir ni
ht auf Instanton-Methoden oder andere ni
ht-störungstheoretis
he Te
hnikenzurü
k, die häu�g die Wahl einer euklidis
hen Signatur motivieren.Im Hinbli
k auf die Bestimmung des Spektrums der obigen Blo
k-Operatoren haben
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kstruktur von H0wir diese jetzt in ein algebrais
hes Problem überführt, und die reellen Eigenwerte derresultierenden 2 × 2-, 3 × 3- und 4 × 4-Matrizen können über die Cardanis
hen Formelnund deren Pendants für Polynome vierten Grades bere
hnet werden, was in Anhang G.1dur
hgeführt wird.Wir bezei
hnen die Eigenwerte mit λ̄S
αS

(p2), λ̄V
αV

(p2), λ̄T
αT

(p2), λ̄gh S
αgh S

(p2) und λ̄gh V
αgh V

(p2).Lassen wir den globalen Vorfaktor 1
16πGk

im Gravitonsektor unberü
ksi
htigt, so besitzensie die Dimension einer Masse. Vers
hiedene Eigenwerte innerhalb eines Sektors werdenmit αS, αV, αT, αgh S und αgh V dur
hnumeriert; diese Indizes nehmen jeweils die glei
henWerte wie die zugehörigen Indizes der Art iS, iV et
. an. Die Anzahl der entspre
hendenKomponentenfelder, die den Laufberei
h dieser Indizes bes
hränkt, bezei
hnen wir mit nS =

4, nV = 7, nT = 3, ngh S = 1 und ngh V = 3. Zudem ist es günstig, einen Index χ einzuführen,der die einzelnen Sektoren dur
hläuft, d. h. symbolis
h gilt χ ∈ {S,V,T, ghS, gh V}.Unter Kenntnis der Eigenwerte reduziert si
h die Bere
hnung der Eigenvektoren dannauf das Lösen eines linearen Glei
hungssystems. Dies wird in Anhang G.3 ausgeführt. Zudem Eigenwert λ̄χ
αχ

(p2), αχ ∈ {1, . . . , nχ}, gehört dann ein Eigenvektor vχ
αχ

mit Kompo-nenten (vχ
αχ

)iχ(p2) und iχ, jχ ∈ {1, . . . , nχ}. Blo
kweise lautet die Eigenwertglei
hung
(
H

χ
0

)iχ
jχ

(p2) ×
(
vχ

αχ
)jχ(p2) = λ̄χ

αχ
(p2) ×

(
vχ

αχ
)iχ(p2) , αχ ∈ {1, . . . , nχ} . (7.8)Die Eigenvektoren bilden in jedem Blo
k eine Basis des Rnχ, und die zugehörigen Vollständig-keits- und Orthogonalitätsrelationen lauten

nχ∑

αχ=1

(
vχ αχ

)
iχ

(
vχ

αχ

)jχ
= δ

jχ

iχ
(7.9)und

nχ∑

iχ=1

(
vχ αχ

)
iχ

(
v

χ
βχ

)iχ
= δ

αχ

βχ
. (7.10)mit {δ jχ

iχ
} ≡ 1nχ×nχ. Um eine kovariante S
hreibweise zu ermögli
hen, benutzen wir zu-sätzli
h den Tensor ηαχβχ, um den dualen Vektor vαχ := {ηαχβχ}vβχ zu de�nieren. ImEuklidis
hen ist dieser Tensor ebenfalls von der Form {ηαχβχ} = diag(+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸

nχ

). Das
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hung 161erlaubt, diese Objekte gemäÿ
(
vχ

αχ

)iχ ≡ 〈iχ |αχ〉 und (
vχ αχ

)
iχ
≡ 〈αχ | iχ〉als Matrixelemente der Übergangsabbildungen aufzufassen, die zwis
hen den beiden Basenvermitteln.Den letzten Baustein in der Konstruktion der Eigenvektoren von H0 liefern die Beiträgeder Projektoren. Deren Struktur bildet den Gegenstand des nä
hsten Abs
hnitts.7.2.3 Die transversalen Projektoren und deren EigenvektorenDer skalare Sektor. Dieser Unterraum besitzt die Dimension dS = 1, so daÿ hier PS ≡ 1gilt.Der Vektor-Sektor. Im Vektorsektor erfüllt der transversale Projektor im Ortsraum dieVollständigkeitsrelation

[∂m∂k

�
+ P m

V k

( −i∂√
−�

)]δ(4)(x− y)

ē
= δm

k

δ(4)(x− y)

ē

⇔ P m
V k

( −i∂√
−�

)δ(4)(x− y)

ē
=
(
δm

k −
∂m∂k

�

)δ(4)(x− y)

ēmit ∂k = ē
µ

k ∂µ, ∂m = ηmk∂k und � = ḡµν∂µ∂ν . Wir verwenden nun die Vollständigkeitsre-lation der modi�zierten ebenen Wellen, um die Delta-Distribution darzustellen. Dies liefert
P m

V k

( −i∂x√−�x

) ∫
d4p

1

(2π)4
eiκp(x−y) =

∫
d4p

(2π)4

(
δm

k −
∂m∂k

�

)eiκp(x−y)

=

∫
d4p

(2π)4

(
δm

k −
pmpk

p2

)eiκp(x−y) ,wobei wir auf die in Abs
hnitt 7.2.1 diskutierten Spektraleigens
haften der Operatoren ∂m,
∂k und � zurü
kgegri�en haben. Wir können dann die Impulsdarstellung des transversalenProjektors zu

P m
V k(p̂) := δm

k −
pmpk

p2
(7.11)
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kstruktur von H0ablesen. Hierin bezei
hnet p̂µ den Einheitsvektor pµ

p
. Dabei wurde in der Ortsdarstellungvon PV das Argument verglei
hsweise umständli
h gewählt, um es in der glei
hen funk-tionalen Form dur
h den Impulseigenwert p̂ ersetzen zu können. Bei diesem Darstellungs-we
hsel handelt es si
h um eine Fourier-Transformation, die für konform-�a
he Raumzeitenmit konstantem konformen Faktor existiert und die über die modi�zierten ebenen Wellenrealisiert wird.Der Projektor PV besitzt die gewüns
hten Eigens
haften:

• P m
V l(p̂)P

l
V k(p̂) = P m

V k(p̂)

• P m
V k(p̂)p

k = 0, pmP
m

V k(p̂) = 0

• P m
V k(p̂)δ

k
m = 4 − 1 = 3 = P m

V k(p̂)P
k

Vm (p̂) = dVDie Eigenvektoren, die diesen Unterraum aufspannen, bezei
hnen wir mit t m
I (p̂), I ∈

{1, 2, 3}. Analog zu Polarisationsvektoren können sie o. B. d.A. als reell angenommen wer-den. Für eine feste Ausgangskonstellation, bei der beispielsweise der Einheitsvektor p̂0 in
1-Ri
htung zeigt, können wir die drei Eigenvektoren mit den übrigen Basisvektoren eI ,
I ∈ {1, 2, 3} in 2-, 3- und 4-Ri
htung identi�zieren. Für ein beliebiges p̂ erhalten wir die tIdann dur
h Anwenden einer Drehung R(p̂), die dur
h den neuen Impulsvektor parametri-siert werden kann. Aus der Orthonormiertheit der ursprüngli
hen Vektoren

e m
I eJm = ηIJ , {ηIJ} = diag(+1,+1,+1)folgt die der neuen Basisvektoren {tI} über

t m
I (p̂)tJm(p̂) = R(p̂)m

ne
n

I R(p̂) k
meJk = R(p̂)m

nR(p̂) k
me

n
I eJk

= δ k
n e

n
I eJk = e n

I eJn = ηIJ . (7.12)Zudem sind die {eI} vollständig in dem Sinne, daÿ sie den gesamten, zu p̂0 orthogonalenUnterraum aufspannen, d. h. es gilt
e m

I eI
k = P m

V k(p̂0) . (7.13)
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hung 163Die neuen Vektoren tI sind ebenfalls vollständig gemäÿ
t m
I (p̂)tIn(p̂) = R(p̂)m

kR(p̂) l
n e

k
I e

I
l

= R(p̂)m
kP

k
V l(p̂0)R(p̂) l

n

= R(p̂)m
lR(p̂) l

n −
(
R(p̂)m

kp̂
k

0

)(
R(p̂) l

n p̂0l

)

= δm
n − p̂mp̂n

= P m
V n(p̂) . (7.14)Die in den longitudinalen und transversalen Anteil zerfallende Vollständigkeitsrelationim Impulsraum läÿt si
h somit au
h in der Form

δm
k =

pmpk

p2
+ P m

V n(p̂)

= p̂mp̂k + t m
I (p̂)tIk(p̂) (7.15)s
hreiben. Wir verwenden hier die auf dem Unterraum der transversalen Vektoren de�nier-ten Tensoren ηIJ , ηIJ , δI

J und δ J
I , um auf den entspre
henden Index zu wirken. Sie sindim Euklidis
hen alle von der Form diag(+1,+1,+1). Die Vektoren {tI} treten sowohl imGraviton- als au
h im Geistsektor als Bestandteile der Eigenvektoren im Vektorblo
k auf.Der Tensor-Sektor. Wir führen nun einen analogen Projektor für die transversalenspurlos-symmetris
hen Tensoren ein, wobei wir bei dessen Konstruktion direkt von derImpulsdarstellung ausgehen. Ein allgemeiner transversaler symmetris
her Tensor läÿt si
hna
h den Basistensoren 1

2
(t m

I t n
J + t n

I t
m

J ) entwi
keln. Aus diesen kann der Spuranteil inder Form P mn
V ηIJ extrahiert werden, wobei dieser mit dem Projektor PV zu bilden ist, umdie Transversalität zu gewährleisten. In

1

2
(t m

I t n
J + t n

I t
m

J − ιP mn
V ηIJ)ist also der Vorfaktor ι so zu bestimmen ist, daÿ die Spur dieses Objekts vers
hwindet.Man erhält

1

2
(t m

I t n
J + t n

I t
m

J − ιP mn
V ηIJ)ηmn = ηIJ − ι

2
3ηIJ ,
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kstruktur von H0so daÿ ι = 2
3
zu wählen ist. Die Eigenvektoren zu dem gesu
hten Projektor sind somitgegeben dur
h

1

2

(
t m
I t n

J + t n
I t

m
J − 2

3
P mn

V ηIJ

)
≡ 1

2

(
t m
I t n

J + t n
I t

m
J − 2

3
tKmt n

K ηIJ

)
.Sie bilden eine Basis des Raums der spurlos-symmetris
hen Tensoren auf dem zu p̂ ortho-gonalen Unterraum. Dessen Dimension bezei
hnen wir mit dT = 5.Die Eigenvektoren sind orthogonal, denn es gilt

1

2

(
t m
I t n

J + t n
I t

m
J − 2

3
P mn

V ηIJ

) 1

2

(
tKmt

L
n + tKnt

L
m − 2

3
PVmnη

KL
)

=
1

2

(
δ K
I δ L

J + δ L
I δ K

J − 2

3
ηIJη

KL
)
.Dies stellt die (IJ)-(KL)-Komponente der Identität auf dem Raum der spurlos-symmetris
henTensoren dar.Der zugehörige Projektor ist dann analog zu den Vektoren wieder über die Vollständig-keitsrelation der Basistensoren de�niert, d. h. es ist

1

4

(
t m
I t n

J + t n
I t

m
J − 2

3
P mn

V ηIJ

)(
tIkt

J
l + tIlt

J
k −

2

3
PVklη

IJ
)

=
1

4

(
P m

V kP
n

V l + P m
V lP

n
V k −

2

3
P mn

V PVkl

+P m
V lP

n
V k + P n

V lP
m

V k −
2

3
P mn

V PV kl + 0
)

=
1

2

(
P m

V kP
n

V l + P m
V lP

n
V k −

2

3
P mn

V PVkl

)

=: P mn
T kl . (7.16)Er weist analog zu seinem Vektor-Gegenstü
k die Eigens
haften

• P mn
T pqP

pq
T kl = P mn

T kl

• pmP
mn

T kl = 0, pnP
mn

T kl = 0, P mn
T kl p

k = 0, P mn
T kl p

l = 0

• P mn
T klδ

k
m δ l

n = 1
2

(
9 + 3 − 2

3
· 3
)

= 5 = P mn
T klP

kl
Tmn = dT
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hung 165auf. Zudem kann man lei
ht überprüfen, daÿ gemäÿ
P mn

T kl

1

2

(
t k
I t

l
J + t l

I t
k

J − 2

3
P kl

V ηIJ

)
=

1

2

(
t m
I t n

J + t n
I t

m
J − 2

3
P mn

V ηIJ

)die oben angegebenen Tensoren tatsä
hli
h Eigenvektoren dieses Projektors sind.
7.3 Verallgemeinerte Orts- und ImpulsdarstellungUm das Folgende kompakt s
hreiben und die Zusammenhänge mögli
hst übersi
htli
hdarstellen zu können, greifen wir auf die Bra- und Ket-S
hreibweise der Quantenme
hanikzurü
k. Normieren wir dort die ebenen Wellen, die den Basiswe
hsel zwis
hen Orts- undImpulseigenzuständen vermitteln, analog zu den von uns eingeführten modi�zierten ebenenWellen ebenfalls in symmetris
her Weise, so gilt in einer Dimension

〈x | p〉 =
1√
2π

eipx .Die Vollständigkeitsrelationen nehmen die symmetris
he Form
∫

dx | x〉〈x | = 1 =

∫
dp | p〉〈p |an, wobei keine zusätzli
hen (2π)-Potenzen in eines der beiden inneren Produkte hineinzu-de�nieren sind. Damit ergibt si
h das Matrixelement einer Funktion des Impulsoperators

p̂ in Ortsdarstellung zu
〈x |f(p̂)| y〉 =

∫
dp

∫
dp′ 〈x | p〉〈p |f(p̂)| p′〉〈p′ | y〉

=

∫
dp′ f(p′) 〈x | p′〉〈p′ | y〉

=

∫
dp′ f

(
~

i
∂x

) 1

2π
ei p′(x−y)

= f
(

~

i
∂x

)
〈x|y〉 .Betra
hten wir beispielsweise den Vektor-Sektor des Gravitonanteils, so haben wir zuvor



166 7.3 Verallgemeinerte Orts- und Impulsdarstellungden abstrakten Operator HV
0 analog zur Ortsdarstellung in einer Darstellung der Form

〈xm iV|HV
0 |y k jV〉 =

(
HV

0

)iV
jV

(−�x) P
m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē
(7.17)ges
hrieben. Allgemein wurde H0 als Operator auf einem Hilbert-Raum mit den Basis-Kets {| x iS〉, | xm iV〉, | xmn iT〉, | x igh S〉, | xm igh V〉

} aufgefaÿt, die die verallgemeinerteOrtsdarstellung de�nieren.Wir kennen jetzt die Quantenzahlen {p, αS}, {p, I, αV}, {p, I, J, αT}, {p, αghS} und
{p, I, αghV}, die für die Klassi�kation der H0-Eigenvektoren im skalaren, im Vektor- undim Tensorsektor benötigt werden. Na
h den vorangegangenen Überlegungen sind die Pro-jektionen dieser Eigenvektoren auf die obigen Basis-Kets des verallgemeinerten Ortsraumes(die �Wellenfunktionen�) von folgender Form:Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

〈x iS|p αS〉 =
(
vS

αS

)iS(p2)
1

(2π)2
eiκpx (7.18)Vektor-Sektor des Gravitonanteils:

〈xm iV|p I αV〉 =
(
vV

αV

)iV(p2)t m
I (p̂)

1

(2π)2
eiκpx (7.19)Tensor-Sektor des Gravitonanteils:

〈xmn iT|p I J αT〉 =
(
vT

αT

)iT(p2)
1

2

(
t m
I (p̂)t n

J (p̂) + t n
I (p̂)t m

J (p̂) − 2

3
P mn

V (p̂)ηIJ

) 1

(2π)2
eiκpx ,(7.20)Skalarer Sektor des Geistanteils:

〈x igh S|p αghS〉 =
(
vgh S

αgh S

)igh S(p2)
1

(2π)2
eiκpx (7.21)Vektor-Sektor des Geistanteils:

〈xm igh V|p I αgh V〉 =
(
vgh V

αgh V

)igh V(p2) t m
I (p̂)

1

(2π)2
eiκpx (7.22)



Die Auswertung der Fluÿglei
hung 167Daÿ in der Quantenme
hanik die Impulseigenzustände in Ortsdarstellung dur
h sym-metris
h normierte ebene Wellen gegeben sind, drü
kt man in der Form
〈x|p〉 =

1

(2π)2
eipx ≡ ψp(x) (7.23)aus, und man könnte mithin ganz suggestiv

ψp I αV
(x,m, iV) =

(
vV

αV

)iV(p2)t m
I (p̂)

1

(2π)2
eiκpxet
. s
hreiben. Dabei de�nieren die Basis-Kets {| p αS〉, | p I αV〉, | p I J αT〉, | p αghS〉, | p I αgh V〉

}die verallgemeinerte Impulsdarstellung.Es bleibt zu bemerken, daÿ für reelle Felder wie im vorliegenden Fall die komplexenebenen Wellen dur
h ihren geeignet normierten Realteil ersetzt werden müÿten. Wir wer-den allerdings nur deren Eigenfunktionseigens
haft bezügli
h � sowie eine geeignete Voll-ständigkeitsrelation benötigen. In dieser Hinsi
ht unters
heiden si
h beide Formulierungenni
ht. Die ebenen Wellen selbst treten ans
hlieÿend ni
ht mehr explizit auf, so daÿ die Ver-wendung der komplexen Darstellung der Eigenfunktionen auf die weitere Re
hnung keinenunerwüns
hten Ein�uÿ hat. Daher werden wir aus Gründen der Einfa
hheit au
h weiterhinauf diese Form zurü
kgreifen.Wir wollen nun die Vollständigkeit im Impuls- und im Ortsraum ableiten, indem wir inAnalogie zu dem eindimensionalen Beispiel aus der Quantenme
hanik die Gültigkeit derRelationen
∫

dp 〈x | p〉〈p | x′〉 = 〈x | x′〉 = δ(x− x′) ≡ 1x x′und
∫

dx 〈p | x〉〈x | p′〉 = 〈p | p′〉 = δ(p− p′) ≡ 1p p′für die verallgemeinerten Impuls- und Ortseigenzustände bestätigen. Wir bes
hränken unsdabei auf das Beispiel des Vektor-Sektors des Gravitonanteils; im Unters
hied zum skalarenSektor sind hier au
h die transversalen Eigenvektoren zu berü
ksi
htigen. Hinsi
htli
h derVollständigkeit im verallgemeinerten Impulsraum gilt dann



168 7.3 Verallgemeinerte Orts- und ImpulsdarstellungVektor-Sektor des Gravitonanteils:
∫

d4p

nV∑

αV=1

3∑

I=1

〈xm iV | p I αV〉〈p I αV | y k jV〉

=

∫
d4p
(
vV

αV

)iV(p2)
(
vV αV

)
jV

(p2)t m
I (p̂)tIk(p̂)

1

(2π)4
eiκp(x−y)

=

∫
d4p

(2π)4
δiV

jV
P m

V k(p̂) eiκp(x−y)

= δiV
jV
P m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē
, (7.24)so daÿ wir die (x,m, iV)-(y, k, jV)-Komponente des zugehörigen Einheitsoperators 1V indem betra
hteten verallgemeinerten Ortsraum erhalten. In den anderen Sektoren verläuftdie Re
hnung analog:Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

∫
d4p

nS∑

αS=1

〈x iS | p αS〉〈p αS | y jS〉 = δiS
jS

δ(4)(x− y)

ē
(7.25)Tensor-Sektor des Gravitonanteils:

∫
d4p

nT∑

αT=1

3∑

I,J=1

〈xmn iT | p I J αT〉〈p I J αT | y k l jT〉 = δiT
jT
P mn

V kl

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē (7.26)Skalarer Sektor des Geistanteils:
∫

d4p

ngh S∑

αgh S=1

〈x igh S | p αghS〉〈p αghS | y jgh S〉 = δ
igh S

jgh S

δ(4)(x− y)

ē
(7.27)Vektor-Sektor des Geistanteils:

∫
d4p

nghV∑

αghV=1

〈xm igh V | p I αgh V〉〈p I αgh V | y k jgh V〉 = δ
igh V

jghV
P m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē (7.28)
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h die Vollständigkeit im Ortsraum folgendermaÿen für denVektor-Sektor des Gravitonanteils:
∫

d4x ē

4∑

m=1

nV∑

iV=1

〈p′ J βV | xm iV〉〈xm iV| p I αV〉

=

∫
d4x ē

1

(2π)4
eiκ(p−p′)x

(
vV βV

)
iV

(p′
2
)
(
vV

αV

)iV(p2)tJm(p̂′)t m
I (p̂)

=
ē

κ4
δ(4)(p− p′)

(
vV βV

)
iV

(p′
2
)
(
vV

αV

)iV(p2)tJm(p̂′)t m
I (p̂)

= δ(4)(p− p′)
(
vV βV

)
iV

(p′
2
)
(
vV

αV

)iV(p2)tJm(p̂′)t m
I (p̂) . (7.29)Kontrahiert man (7.29) mit einem Tensor T αVI(p) und summiert bzw. integriert ans
hlie-ÿend über αV, I und p, so erhält man T βVJ(p′), d. h. die obige Abbildung vermittelt in derTat die Identität. Man erkennt im Verglei
h der beiden Vollständigkeitsrelationen erneutdie Asymmetrie der beiden inneren Produkte auf dem x- und dem p-Raum bezügli
h desVolumenfaktors. Analoges gilt für die anderen Sektoren:Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

∫
d4x ē

nS∑

iS=1

〈p′ βS | x iS〉〈x iS| p αS〉 = δ(4)(p− p′)
(
vS βS

)
iS

(p′
2
)
(
vS

αS

)iS(p2) (7.30)Tensor-Sektor des Gravitonanteils:
∫

d4x ē

4∑

m,n=1

nT∑

iT=1

〈p′K LβT | xmn iT〉〈xmn iT| p I J αT〉

= δ(4)(p− p′)
(
vT βT

)
iT

(p′2)
(
vT

αT

)iT(p2)
1

4

(
tKm(p̂′)tLn(p̂′) + tKn(p̂′)tLm(p̂′) − 2

3
PVmn(p̂′)ηKL

)
×

×
(
t m
I (p̂)t n

J (p̂) + t n
I (p̂)t m

J (p̂) − 2

3
P mn

V (p̂)ηIJ

) (7.31)Skalarer Sektor des Geistanteils:
∫

d4x ē

ngh S∑

igh S=1

〈p′ βgh S | x igh S〉〈x igh S| p αghS〉 = δ(4)(p− p′)
(
vgh S βgh S

)
igh S

(p′
2
)
(
vgh S

αgh S

)igh S(p2)(7.32)



170 7.3 Verallgemeinerte Orts- und ImpulsdarstellungVektor-Sektor des Geistanteils:
∫

d4x ē

4∑

m=1

ngh V∑

ighV=1

〈p′ J βgh V | xm igh V〉〈xm igh V| p I αgh V〉

= δ(4)(p− p′)
(
vgh V βgh V

)
igh V

(p′
2
)
(
vgh V

αgh V

)igh V(p2)tJm(p̂′)t m
I (p̂) (7.33)In dieser kompakten Form kann jetzt die von uns in der verallgemeinerten Ortsdar-stellung gelöste Eigenwertglei
hung angegeben werden. Dabei bes
hränken wir uns au
hhier auf den Vektorblo
k des Gravitonanteils; für die vier übrigen Teile sind ledigli
h dieIndizes der Ortsdarstellung und die Quantenzahlen der Eigenzustände zu ersetzen. DieEigenwertglei
hung für H0 im Vektor-Sektor des Gravitonanteils lautet:

〈xm iV |HV
0 | y k jV〉〈y k jV | p I αV〉

≡
∫

d4y ē

4∑

k=1

7∑

jV=1

[(
HV

0

)iV
jV

(−�x)P
m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē

]

(
vV

αV

)jV(p2)
1

(2π)2
eiκpy t k

I (p̂)

=

4∑

k=1

7∑

jV=1

(
HV

0

)iV
jV

(p2) P m
V k(p̂)

(
vV

αV

)jV(p2)
1

(2π)2
eiκpx t k

I (p̂)

= λ̄V
αV

(p2) ×
(
vV

αV

)iV(p2) t m
I (p̂)

1

(2π)2
eiκpx

= λ̄V
αV

(p2) × 〈xm iV | p I αV〉 . (7.34)Im ersten S
hritt wurden HV
0 und PV partiell integriert und na
h re
hts auf eine �ima-ginäre� x-abhängige Funktion angewandt, um die beiden Operatoren ans
hlieÿend na
hAuswertung der Delta-Distribution partiell zurü
kzuintegrieren und auf die ebene Welle

1
(2π)2

eiκpx wirken zu lassen.Die Tatsa
he, daÿ der volle Operator H0 in jedem Blo
k dur
h ein Tensorprodukt desalgebrais
hen Anteils mit dem Projektor auf den jeweiligen transversalen Unterraum gege-ben ist, hat zur Folge, daÿ die Eigenwerte λ̄χ
αχ

(p2) jeweils dχ-fa
h entartet sind. Daÿ si
hdas Eigenwertproblem im wesentli
hen auf den Matrixanteil reduziert, ist in der trivialenAbhängigkeit von H0 bezügli
h der O(4)-Indizes und der Raumzeitkoordinaten begründet,die in Form des Projektors und der Delta-Distribution dur
h die entspre
henden Einheits-
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hung 171operatoren gegeben ist.7.4 Die Bere
hnung der SpurGemäÿ der der Propertime-Glei
hung zugrundeliegenden Renormierungsgruppen-Verbes-serung gilt na
h (7.5)
Γk − S =

1

4
Tr ln

((Hgrav
0 )2

µ̄6

)
+

1

2
Tr ln

(1+
1

γk

M
)

+
1

2
Tr
(
(Hgrav

0 )2(Hgrav)−1V grav(Hgrav
0 )−2

)

−2
{1

4
Tr ln

((Hgh
0 )2

µ̄2

)
+

1

2
Tr
(
(Hgh

0 )V gh(Hgh
0 )−2

)}
. (7.35)Na
hdem wir uns im letzten Abs
hnitt von der Vollständigkeit des Eigensystems von H0überzeugt haben, sollen im folgenden in (7.35) alle Spuren auÿer der zweiten in dieser Basisbere
hnet werden. Im Ans
hluÿ erfolgt deren Regularisierung. Wir werden dabei in jedervon ihnen einen positiven Operator in Form eines Eigenzeitintegrals exponentieren unddieses im Ans
hluÿ regularisieren. Zur Kennzei
hnung s
hreiben wir den Operator in derentspre
henden Spur in einer e
kigen Klammer ([ ]

) und versehen diese mit dem Subskript
REG. Zudem s
hreiben wir jeweils ein vorerst nur symbolis
hes Propertime-Integral. Dessenerforderli
he Regularisierung drü
ken wir aus, indem wir das Integralzei
hen =

∫ verwenden.7.4.1 Die freien H0-LogarithmenDie Spur ist sektorweise de�niert als die Summe der Diagonalmatrixelemente des be-tre�enden Operators, wobei in der Eigenbasis über die entspre
henden Quantenzahlen zusummieren ist. Die Spur der paritätsgeraden freien Beiträge im Graviton- und Geistsek-tor, d. h. 1
4
Tr ln

( (Hgrav
0 )2

µ̄6

)
− 1

2
Tr ln

( (Hgh
0 )2

µ̄2

) in (7.35), läÿt si
h in der Eigenbasis unmittelbarangeben.Betra
hten wir als Beispiel wieder den Vektorblo
k des Gravitonsektors und s
hiebenwir vermöge der Vollständigkeitsrelation (7.29) zwei 1-Operatoren im Ortsraum ein, soerhalten wir unter Verwendung der Eigenwertglei
hung (7.34) die Spur einer beliebigen
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hnung der SpurFunktion von HV
0 zu

Tr
{
f(HV

0 )
}

=
∑

p I αV

〈p I αV |f(HV
0 )| p I αV〉

=
∑

p I αV

∑

x m iV

∑

y k jV

〈p I αV | xm iV〉〈xm iV |f(HV
0 )| y k jV〉〈y k jV | p I αV〉

=
∑

p I αV

∑

x m iV

f
(
λ̄V

αV
(p2)

)
〈p I αV | xm iV〉〈xm iV | p I αV〉

=

∫
d4p

∫
d4x ē

3∑

I=1

nV∑

αV=1

4∑

m=1

nV∑

iV=1

f
(
λ̄V

αV
(p2)

) 1

(2π)4
e−iκpxtIm(p̂)

(
vVαV

)
iV

(p2) ×

×eiκpxt m
I (p̂)

(
vV

αV

)iV(p2)

=
( ∫

d4x ē
)
dV

∫
d4p

(2π)4

nV∑

αV=1

f
(
λ̄V

αV
(p2)

)
δαV

αV

≡
( ∫

d4x ē
)
dV

∫
d4p

(2π)4

nV∑

αV=1

f
(
λ̄V

αV
(p2)

) (7.36)mit ∑p ≡
∫

d4p und ∑x ≡
∫

d4x ē. Der Faktor dV entstammt der Entartung der Eigen-werte. Da zudem der freie Anteil in einer Entwi
klung na
h lokalen Di�eomorphismusinva-rianten nur Terme erzeugen kann, die proportional zum Raumzeitvolumen sind, erhaltenwir erwartungsgemäÿ die mit der kosmologis
hen Konstanten assoziierte Invariante ∫ d4xē.Der freie Anteil trägt somit nur zu deren Beta-Funktion bei.(Beim Übergang von der vorletzten zur letzten Zeile wird die Spur der nV×nV-Diagonal-matrix bere
hnet, deren αV-αV-Eintrag dur
h f(λ̄V
αV

) gegeben ist. Betra
hten wir nur denMatrixanteil des Eigenwertproblems und lassen der Übersi
htli
hkeit wegen den Sektorin-dex V unberü
ksi
htigt, so resultiert mit (vα)i ≡ 〈α | i〉 ⇔ (vα)i ≡ 〈i |α〉 die mögli
heIrritation bezügli
h der Summation über α wie übli
h daraus, daÿ in der Eigenwertglei-
hung 〈i |H0| j〉〈j |α〉 = λ̄α〈i |α〉 ni
ht über α summiert wird. Bilden wir die Spur, indemwir diese Glei
hung mit 〈α | i〉 multiplizieren und über α summieren, so erhalten wir ent-spre
hend 〈α | i〉〈i |H0| j〉〈j |α〉 = 〈α |H0|α〉 ≡ Tr{H0} = λ̄α〈α | i〉〈i |α〉 = λ̄α〈α |α〉 =

Tr
{
diag(λ̄α)

}
=
∑

α λ̄α.)Um den Massenparameter µ̄ zu berü
ksi
htigen, mit dem der freie, paritätsgerade Anteilim Graviton- und Geistsektor reskaliert wird und der in beiden Logarithmen von (7.35)
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hung 173auftritt, geben wir die Spur des Einheitsoperators an. Dessen Ortsdarstellung ist für denbetra
hteten Beispielsektor gegeben dur
h
〈xm iV |1V| y k jV〉 = δiV

jV
P m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē
.Wir erhalten seine Spur, indem wir in (7.36) f(HV

0 ) = 1V und dementspre
hend f(λ̄V
αV

) =

1 ∀ αV setzen. Überträgt man dies auf die analogen Re
hnungen in den übrigen Sektoren,so führt das für einen beliebigen Sektor χ auf
Tr(1χ) = dχ · nχ

( ∫
d4x ē

)( ∫ d4p

(2π)4

)
.Wir erhalten also die Anzahl dχ · nχ der Feldkomponenten des betre�enden Sektors, wasmultipliziert mit dem x-Integral auf die Anzahl der (unendli
h vielen) Feldfreiheitsgradeführt. Dies wird no
h mit der Summe über alle Impulsmoden multipliziert.Wenden wir uns jetzt den gesu
hten Logarithmen zu. Ziehen wir gemäÿ der der Propertime-Darstellung zugrundeliegenden Operator-Identität

ln
(A
B

)
= −

∫ ∞

0

ds

s

{e−s A − e−s B
}Zähler und Nenner im Argument der beiden Logarithmen in (7.35) auseinander, so ergibtsi
h s
hlieÿli
h für den freien Beitrag die gesu
hte Spur zu

1

4

{
Tr ln

[((Hgrav
0

)2

µ̄6

)]
REG

− 2Tr ln
[((Hgh

0
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µ̄2
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}
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=

∫
ds

s

(
Tr e−s

(
H
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)2

− Tr e−s µ̄6
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− 2=

∫
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− Tr e−s′ µ̄2
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= −1
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d4x ē

) ∫ d4p

(2π)4

{
=

∫
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s

∑

χ∈{S,V,T}
dχ

( nχ∑

αχ=1

e−s

(
λ̄

χ
αχ (p2)

)2

− nχe−s µ̄6
)

−2=

∫
ds′

s′

∑

χ∈{gh S,ghV}
dχ

( nχ∑

αχ=1

e−s′
(

λ̄
χ
αχ (p2)

)2

− nχe−s′ µ̄2
)}
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= −1

4

( ∫
d4x ē

) ∫ d4p

(2π)4

{
=

∫
ds

s

( ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

e−s

(
λ̄

χ
αχ (p2)

)2

− 40 e−s µ̄6
)

−2=

∫
ds′

s′

( ∑

χ∈{gh S,gh V}
dχ

nχ∑

αχ=1

e−s′
(

λ̄
χ
αχ(p2)

)2

− 10 e−s′ µ̄2
)}

.Dabei gibt ∑χ∈{S,V,T} dχ nχ = 40 die Zahl der Feldkomponenten im Gravitonsektor und
∑

χ∈{gh S,gh V} dχ nχ = 10 die der Feldkomponenten im Geistsektor an. Wir haben hier fürden Graviton- und Geistsektor zwei unters
hiedli
he Propertime-Variablen s und s′ ver-wandt, da deren Massendimension vers
hieden ist. Zudem belassen wir den konstanten
µ̄-Beitrag an dieser Stelle ebenfalls unter dem Impulsintegral, da er im Zuge der Regulari-sierung eine p-abhängige Modi�kation erfährt.7.4.2 Die We
hselwirkungsbeiträgeBei den Spuren in (7.35), die den We
hselwirkungsoperator V enthalten, ist zu bea
h-ten, daÿ der aus der im Anhang H bere
hneten quadratis
hen Form Γ̃

quad (1)
k konstruierteOperator V na
h der Funktionalableitung bezügli
h der Komponentenfelder neben der Ma-trixstruktur au
h eine ni
httriviale O(4)-Indexstruktur aufweist. Im Unters
hied zu H0 ister ni
ht proportional zu dem entspre
henden transversalen Projektor. Insbesondere hängter explizit von partiellen ersten Ableitungen der Lorentz-Indizes ab, so daÿ er keine reineFunktion von � ist. Wir s
hreiben dementspre
hend für seine Ortsdarstellung im Graviton-Vektor-Sektor

〈xm iV |V V| y k jV〉 =
(
V V
)iV m

jV k
(−i∂x

a )
δ(4)(x− y)

ē
.Dabei trägt die Ableitung im Argument einen Dummy-O(4)-Index a um zu verdeutli
hen,daÿ V V in verallgemeinerter Ortsdarstellung bei Anwendung auf eine ebene Welle eiκpxwirkli
h vom Vektor pa und ni
ht nur von dessen Betrag p abhängt. In den Matrixele-menten treten au
h das Vektorfeld vµ und dessen erste Ableitung auf. Allerdings bleibt

vµ von den Manipulationen im Zuge der Spurbere
hnung unberührt (insbesondere wird esni
ht Fourier-transformiert), so daÿ wir diese Abhängigkeit vorerst ni
ht berü
ksi
htigen.Dementspre
hend soll das Ableitungsargument au
h nur diejenigen Ableitungen umfassen,die an vµ bzw. ∂µvν vorbei wirken und V V zu einem Di�erentialoperator ma
hen. Es bezieht
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h ni
ht auf die partiellen Ableitungen, die auf vµ wirken.Im folgenden ist die Spur des Produktes von V V und (HV)−1 zu bilden. Da (HV) imOrtsraum proportional zu den Einheitsoperatoren PV und δ(4)(x−y)
ē

ist, gilt dies au
h für
(HV)−1. Insbesondere enthält dieser Operator ebenfalls einen Faktor 1

ē
, da bezügli
h desinneren Produktes ∫ d4x ē im Ortsraum der Einheitsoperator dur
h die tensorielle Delta-Distribution δ(4)(x−y)

ē
gegeben ist. Daher ist bei der Bere
hnung von (HV)−1 nur der Matri-xanteil (HV

)iV
jV

(−�) von HV zu invertieren, d. h. auf dem Niveau der Ersetzung −� → p2ist die Matrix ((HV)−1
)iV

jV
(p2), die zur Matrix (HV

)iV
jV

(p2) invers ist, zu bestimmen. Da-bei ist p2 6= 0 ledigli
h ein festgehaltener Parameter. Wir überprüfen diese Aussage, indemwir im Ortsraum den so konstruierten inversen Operator mit HV multiplizieren, d. h. wirbere
hnen
∑

y k jV
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]
.Dabei haben wir die tensoriellen Delta-Distributionen über die modi�zierten ebenen Wellendargestellt. Dies hat eine Transformation der Matrixanteile und der Projektoren in denImpulsraum zur Folge, und die Ausführung des y- und des p′-Integrals führt auf
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=

4∑

k=1

nV∑
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∫
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jV

(p2)
(
HV
)jV

kV
(p2)P m

V k(p̂)P
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]
.Verwenden wir die Vollständigkeitsrelation der modi�zierten ebenen Wellen, so erhaltenwir das gewüns
hte Resultat in der Form

∑

y k jV

〈xm iV |(HV)−1| y k jV〉〈y k jV |HV| z n kV〉

= δiV
kV
P m

V n

( −i∂x√−�x

) δ(4)(x− z)

ē

≡ 〈xm iV |1V| z n kV〉 .Die Bestimmung der inversen Matrix ((HV)−1
)iV

jV
(p2) kann von einem Computeralgebra-programm wie Mathemati
a ausgeführt werden.Wir können jetzt den We
hselwirkungsbeitrag des Vektorsektors zur Spur auf der re
htenSeite von (7.35) bere
hnen. Dabei stellen wir na
h der Erweiterung der Spur mit (H0)

2das Inverse dieses Operators in Propertime-Form dar. Zudem nutzen wir bezügli
h diesesAnteils die Eigenwert-Eigens
haft (7.34) aus. Wir erhalten
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)kV(p2) .Wir integrieren nun den Operator in der ersten e
kigen Klammer partiell und wenden ihn



Die Auswertung der Fluÿglei
hung 177auf e−iκpx an. Na
h Auswertung der Delta-Distribution wird er zurü
kintegriert, und manerhält
1
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kigen Klam-mer, was s
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d4x ē

∫
d4p

(2π)4

nV∑

iV,jV,kV=1

nV∑

αV=1

4∑

k,m,n=1

(
λ̄V

αV
(p2)

)2(
=

∫
ds e−s (λ̄V

αV
(p2))2

)
P n

Vm (p̂) ×

×
(
vVαV

)
iV

(p2)
[(

(HV)−1
)iV

jV
(p2)P m

V k(p̂)
(
V V
)jV k

kV n
(pa)

](
vV

αV

)kV(p2)

=
1

2

∫
d4x ē

∫
d4p

(2π)4

nV∑

iV,jV=1

nV∑

αV=1

4∑

k,n=1

(
λ̄V

αV
(p2)

)2(
=

∫
ds e−s (λ̄V

αV
(p2))2

)
×

×
(
vVαV

)
iV

(p2)
[(

(HV)−1
)iV

jV
(p2)

(
V V
)jV k

kV n
(pa)P

n
Vk (p̂)

](
vV

αV

)kV(p2)(7.37)führt. Da keine der drei transversalen Ri
htungen I ausgezei
hnet war, kombinieren dietransversalen Eigenvektoren {tI} zu einem Projektor PV, so daÿ der Index I vers
hwindet.Darüber hinaus hängt V V über vµ und ∂µvν von x ab, was gerade auf die beiden von unsgesu
hten Krümmungsinvarianten führt. Somit kann hier das x-Integral im Unters
hiedzum freien Fall ni
ht als Vorfaktor vor die Summe ges
hrieben werden. Wir werden aufdiesen Punkt in Kürze genauer eingehen. Hätten wir au
h im We
hselwirkungsanteil ana-log zum freien Beitrag die Transversalität der Komponentenfelder dur
h Eins
hieben vonProjektoren explizit berü
ksi
htigt, so stellen wir nun fest, daÿ si
h der obige Ausdru
kni
ht ändert, wenn man in ihm die Ersetzung (V V
)jV k

iV n
→
(
V V
)jV p

iV q
P k

Vp P
q

V n vornimmt.Der Operator (V V
)iV k

jV m
(pa) ist unter dem Impulsintegral mit P m

Vk (p̂) zu kontrahieren,was unter Berü
ksi
htigung der p-Integration auf einen Operator (V V
contr

)iV
jV

(p2) führt, der
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hnung der Spurebenfalls nur no
h vom Betrag p des Impulses abhängt. Das konkrete Vorgehen werden wiran einem Beispiel erläutern. Die ni
httriviale O(4)-Indexabhängigkeit dieses Objektes istdamit vers
hwunden, so daÿ die resultierende Matrix für jede Feldspezies strukturell von derForm der Matrix (Hχ
0 )

iχ
jχ
ist. Die Vorfaktoren 1

16πGk
kürzen si
h im Produkt von (Hχ)−1 und

(V χ
contr) weg. Der Geistbeitrag ergibt si
h, indem man im ursprüngli
hen Ausdru
k (7.35)den Faktor (Hgrav

0 )2 strei
ht und dafür (Hgrav)−1 dur
h H
gh
0 ersetzt. Diese Matrix wirdmit V gh

contr multipliziert. Auf dem Niveau von (7.37) ist entspre
hend der Faktor (λ̄grav
αgrav

)2zu strei
hen und die Ersetzung (Hgrav)−1 → H
gh
0 vorzunehmen. Bezügli
h (Hgh

0 )−2 wendetman wiederum die Propertime-Darstellung an und drü
kt das Eigenzeit-Integral über dasSpektrum (λ̄gh
αgh

)2 aus.An dieser Stelle soll die bereits erwähnte 1√
−�

-Reskalierung des We
hselwirkungsan-teils diskutiert werden. In Anhang H bere
hnen wir in der Ordnung O(ω̄) und O(∂ω̄)die reduzierte quadratis
he Form Γ̃
quad(1)
k , in der die Reskalierungen no
h ni
ht berü
k-si
htigt sind. Entspre
hend erhalten wir dann dur
h funktionale Ableitung einen Operator

(
Ṽ V
)jV k

kV n
(−i∂a). Dessen Beziehung zum reskalierten Operator (V V

)jV k

kV n
(−i∂a) ist mitder Notation aus (6.27) für den Vektorsektor dur
h

(
V V
)iV m

jV k
(−i∂a) = µ̄

aV
iV

( 1√
−�

)bViV
(
Ṽ V
)iV m

jV k
(−i∂a) µ̄

aV
jV

( 1√
−�

)bVjVgegeben. Dabei sind die µ̄-Reskalierungen unproblematis
h. Gemäÿ der allgemeinen Iden-tität
1

An
=

1

Γ(n)

∫ ∞

0

dt tn−1 e−t Afür Potenzen inverser positiver Operatoren gilt
1√
−�

=
1√
π

∫ ∞

0

dt t
1
2 et � .Will man die entspre
henden Potenzen dieses Operators, die links von Ṽ V stehen, partiellna
h re
hts integrieren, so wäre diese Exponentialreihe zu entwi
keln. Dabei wirkt sieauf vµ und ∂µvν in Ṽ V sowie na
h re
hts. Da höhere Ableitungen ni
ht berü
ksi
htigtwerden müssen, wäre ihre Wirkung auf ∂µvν zu verna
hlässigen. Allerdings erzeugt siebei Anwendung auf vµ au
h erste Ableitungen des Vektorfeldes, die berü
ksi
htigt werden
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hung 179müÿten.Stattdessen wollen wir ausnutzen, daÿ wir bei der Bere
hnung der Spur dieses selbstad-jungierten Operators diesen au
h auf den linken Eigenzustand wirken lassen können. Dadie Eigenzustände in jedem Sektor einen Faktor 1
(2π)2

eiκpx enthalten, sind sie insbesondereEigenzustände von 1√
−�

mit Eigenwert 1
p
; beispielsweise gilt

〈p I αV | 1√
−�

=
1

p
〈p I αV | .Führen wir also die Reskalierungen erst unter der Spur dur
h, so können wir au
h für denWe
hselwirkungsanteil bezügli
h p elementweise die Skalierungsvors
hriften verwenden, diewir bereits im Rahmen der Reskalierung des freien Anteils angegeben hatten.Bevor wir die Projektor-Kontraktion dur
hführen, ist no
h eine weitere zentrale Beob-a
htung festzuhalten: Im We
hselwirkungsanteil gilt sowohl für den Graviton- als au
h fürden Geistsektor, daÿ bei allen drei Tensorarten der Komponentenfelder auf die Beiträge,die vµ in undi�erenzierter Form enthalten, stets eine ungerade Anzahl partieller Ableitun-gen folgt, wohingegen na
h ∂µvν stets eine gerade Zahl partieller Ableitungen auftritt: ImGravitonbeitrag folgen auf einen sol
hen Ausdru
k im skalaren Sektor stets vier Ableitun-gen, im Falle der Vektoren sind es zwei, und im Tensor-Sektor tritt gar keine Ableitungauf. Im Geistbeitrag folgen im skalaren Sektor zwei, und im Vektor-Sektor folgt gar keineAbleitung auf ∂µvν . Das läÿt si
h der konkreten Form der in Anhang H bere
hneten Kom-ponenten entnehmen. Diese Ableitungen übersetzen si
h unter der Spur in Vektoren pa,über die integriert wird. Nun gilt allgemein

∫
d4p f(p2) pa . . . pb︸ ︷︷ ︸

ungerade

= 0 ,so daÿ alle Terme, in denen das Vektorfeld vµ unabgeleitet auftritt, ni
ht zur Spur bei-tragen und im folgenden ni
ht mehr berü
ksi
htigt werden müssen. Da si
h unter demImpulsintegral der Spur die reskalierten Tensorstrukturen von denjenigen im Anhang nurum Potenzen von 1
p
≡ 1√

p2
unters
heiden, bleibt diese Struktur der Terme von der Reska-lierung unberührt.Die Kontraktion führen wir an dem bereits betra
hteten Beispiel des Am-bk-Matrixelemen-
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hnung der Spurtes dur
h. Da si
h der Vorfaktor 1
16πGk

dieses V -Matrixelements gegen denjenigen von
(HV)−1 weghebt, müssen wir ihn hier ni
ht berü
ksi
htigen. Die entspre
hende Komponen-te von (V V

)iV k

jV m
(pa) unter der Spur erhält man, indem man im Matrixelement in (6.31),das bloÿ no
h O(4)-Indizes enthält, die Ersetzungen ∂a → i pa und � → −p2 vornimmt.De�nieren wir zudem fab := ∂avb, so ist die folgende Kontraktion auszuführen:Komponente Am − bk:

∫
d4p
{1

2
(n(±) abfcd)pppq

[((
δ c
a δ

d
m − δc

mδ
d

a

)
ηpq +

(
δc

mη
dp − ηcpδd

m

)
δ q
a

)
ηbk

− 1

γk

(
ηamδ

p
b ε

cdq
k + ηmkε

cdq
a δ

p
b

)]
P mk

V

}

=

∫
d4p
{1

2
(n(±) abfcd)

[
p2
(
P d

V bδ
c

a − P c
V bδ

d
a

)
+
(
P c

V bp
d − P d

V bp
c
)
pa

− 1

γk

(
pbε

cdq
kP

k
V apq + 3ε cdq

a pqpb

)]}
.(Trotz des Vers
hwindens derO(4)-Indizes aufgrund der Kontraktion mit dem Projektor ge-ben wir bei der Unterstrei
hung der Feldkomponenten au
h deren Lorentz-Tensorstrukturan. Zwar ist die Matrix V

χ
contr nun eine nχ × nχ-Matrix, deren Spalten und Zeilen si
hnur auf den jeweiligen Feldtyp beziehen und die für die O(4)-Tensorstruktur dieser Felder�blind� ist, do
h können wir so den skalaren Spuranteil, die vektorielle antisymmetris
heKomponente und den symmetris
h-spurlosen Anteil der ursprüngli
hen Tensoren vonein-ander unters
heiden, die wir alle mit demselben Bu
hstaben bezei
hnet hatten.)Wir bea
hten nun die Antisymmetrie von n(±) ab und die des Epsilon-Tensors und ver-wenden folgende Formel für symmetris
he Integration

∫
d4p f(p2)papb =

1

4
ηab

∫
d4p f(p2) p2 ,die für alle Projektor-Kontraktionen inklusive jener im Tensor-Sektor ausrei
ht. Die Ver-allgemeinerung auf Integranden, deren Tensor
harakter dur
h das Tensorprodukt von vierImpulsvektoren gegeben ist, wird ni
ht benötigt. Damit gilt
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∫

d4p
{
− 1

2
(n(±) abfcd)

[
p2
(
P d

V bδ
c

a − P c
V bδ

d
a

)
+
(
δc

bp
d − δd

bp
c
)
pa

− 1

γk

(
pbε

cdq
kδ

k
apq + 3ε cdq

a pqpb

)]}

=

∫
d4p
{
− 1

2
(n(±) abfcd)

[3
4

(
δd

bδ
c

a − δc
bδ

d
a

)
p2 +

1

4

(
δc

bδ
d
a − δd

bδ
c
a

)
p2

− 1

γk

(3
4
εcd

ba +
3

4
ε cd

a b

)]}

=

∫
d4p
{
− 1

2
(n(±) abfcd)

[3
4

(
δd

bδ
c

a − δc
bδ

d
a

)
p2 +

1

4

(
δc

bδ
d
a − δd

bδ
c
a

)
p2

− 1

γk

(1
4
εcd

ba +
3

4
ε cd

a b

)]}

=

∫
d4p
{
− 1

2
(n(±) abfcd)

[
δ c
a δ

d
b − 1

γk

· 1

2
ε cd

a b
]
p2
}

=

∫
d4p
{
− 1

2
(n(±) abfab)

[
1 ∓ 1

γk

]
p2
}unter Berü
ksi
htigung der (Anti-)Selbstdualität von n(±) ab. Entspre
hend der angegebe-nen Regeln ist nun eine Am-Komponente mit 1

p2 und eine bk-Komponente mit 1
p
zu skalieren.Da es si
h um eine gemis
hte τ̄ -ε̄-Komponente handelt, entfällt die µ̄-Reskalierung. Wirerhalten somit abs
hlieÿendKomponente Am − bk:

∫
d4p
{
− 1

2
(n(±) abfab)

[
1 ∓ 1

γk

]
p−1
}
. (7.38)Man bea
hte, daÿ unter Verna
hlässigung des globalen Vorfaktors 1

16πGk
dieses Objekt dieDimension einer Masse besitzt, da n(±) abfab als Feldstärke die Massendimension 2 aufweist.Eine analoge Bere
hnung �ndet man in Anhang J für die skalaren, die vektor- unddie tensorwertigen Felder im Graviton- und Geistsektor. Für die skalaren Komponentenreduziert si
h die Re
hnung auf die Anwendung der obigen Formel für symmetris
he In-tegration. Dabei s
hreiben wir in Anhang J die Impulsintegration ni
ht mehr explizit aus;die Glei
hheitszei
hen gelten dort also nur unter dem Integral. Alle Beiträge weisen eineStruktur auf, die si
h bereits an dem obigen Beispiel ablesen läÿt. Die einzigen beiden
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hnung der Spurlokalen, im Krümmungstensor, d. h. in ∂ω̄, linearen Invarianten sind gegeben dur
h
( ∫

d4x ē n(±) abfab

)
=

∫
d4x ē F̄ (±) ab

µν ē
µ

a ē
ν

b (7.39)sowie
±
( ∫

d4x ē n(±) abfab

)
=

∫
d4x ē ⋆ F̄ (±) ab

µν ē
µ

a ē
ν

b . (7.40)Wie erwartet sind alle ni
ht-vers
hwindenden Beiträge im We
hselwirkungsanteil derSpur proportional zu einem dieser beiden Terme, so daÿ si
h dort das Raumzeitintegral
(
∫

d4xēn(±) abfab) als Vorfaktor separieren läÿt. Der Beitrag, dessen Vorzei
hen unabhängigvon der Wahl von ω̄(+) oder ω̄(−) ist, kann dann der Verallgemeinerung des Krümmungsska-lars zugeordnet werden. Der Anteil, der sein Vorzei
hen beim Übergang von ω̄(+) zu ω̄(−)ändert, entstammt hingegen dem Immirzi-Term. Im allgemeinen enthält jede Komponentebeide Invarianten, wobei - im Einklang mit unseren Überlegungen zur Paritätsstruktur -die zu (7.39) proportionalen Beiträge der paritätsgeraden Mis
hungen auf den Diagonal-blö
ken unabhängig vom Immirzi-Parameter sind, während die zum Immirzi-Term (7.40)proportionalen Anteile dieser Mis
hungen alle einen Vorfaktor 1
γk

enthalten. Da Am und
bk e
hte Vektoren sind, verdeutli
ht deren Mis
hung (7.38) beispielhaft diese Aussage. Fürdie Nebendiagonalblö
ke gilt das Umgekehrte: Hier koppeln e
hte Tensoren mit Pseudo-Tensoren, die nur über die paritätsverletzende Dualisierung aus dem Immirzi-Term zu ei-nem e
hten Skalar koppeln können, so daÿ hier alle paritätsgeraden Beiträge proportionalzu 1

γk
sind. Demgegenüber koppeln sie ohne Dualisierung, d. h. in der Ordnung O

(
( 1

γk
)0
),zu Pseudoskalaren, die den typis
hen Vorzei
henwe
hsel aufweisen.De�nieren wir somit

(
V

χ
contr

)iχ
jχ

=:
(
V

χ (+)
contr

)iχ
jχ
∓
(
V

χ (−)
contr

)iχ
jχ
,so gilt in der paritätsgeordneten Darstellung bezügli
h der 1

γk
-Abhängigkeit s
hematis
h

(
V

χ (+)
contr

)
≃
(

(V
χ (+)
contr )TT

1
γk

(V
χ (+)
contr )TP

1
γk

(V
χ (+)
contr )PT (V

χ (+)
contr )PP

) (7.41)
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(
V

χ (−)
contr

)
≃
(

1
γk

(V
χ (−)
contr )TT (V

χ (−)
contr )TP

(V
χ (−)
contr )PT

1
γk

(V
χ (−)
contr )PP

)
. (7.42)Darin fassen T und P die (e
hten) Tensor- sowie die Pseudotensorfelder der jeweiligen Spe-zies zusammen. Bevor wir die Matrizen explizit angeben, verwenden wir diese vergröberteDarstellung, um ein Gefühl für die allgemeine Struktur dieser Objekte zu vermitteln.Weiterhin respektiert (Hχ)−1 die Blo
kstruktur von Hχ. Da das Produkt dieser Ope-ratoren die paritätsgerade Einheitsmatrix 1 liefern soll, muÿ (Hχ)−1 komponentenweisebezügli
h des γk-Grades folgende Struktur aufweisen:

(
Hχ
)−1 ≃

(
A

χ even
TT (γk) A

χ odd
TP (γk)

A
χ odd
PT (γk) A

χ even
PP (γk)

)
. (7.43)Diese S
hreibweise soll implizieren, daÿ beispielsweise alle ni
ht-vers
hwindenden Mis
hun-gen von Pseudotensoren mit Tensoren dur
h ungerade Funktionen in γk gegeben sind. DieseStruktur läÿt si
h au
h explizit an den per Computer invertierten Matrizen ablesen, diewir hier jedo
h ni
ht angeben wollen.Bezügli
h des γk-Grades weist das Produkt aus (7.43) und (V χ (+)

contr

)
∓
(
V

χ (−)
contr

) die Form
(
Hχ
)−1{(

V
χ (+)
contr

)
∓
(
V

χ (−)
contr

)}
≃
(
B

χ even
TT (γk) ∓ B

χ odd
TT (γk) B

χ odd
TP (γk) ∓B

χ even
TP (γk)

B
χ odd
PT (γk) ∓ B

χ even
PT (γk) B

χ even
PP (γk) ∓ B

χ odd
PP (γk)

)

auf. Aus dieser ist ersi
htli
h, daÿ die Spur dieses Ausdru
ks na
h abs
hlieÿender Impuls-integration für jeden Sektor χ hinsi
htli
h des γk-Grades von der Gestalt fχ even(γk) ∓
fχ odd(γk) mit einer geraden (ungeraden) Funktion fχ even (fχ odd) sein wird. Diese Eigen-s
haft wird bei der Analyse der Beta-Funktionen von Wi
htigkeit sein. Zudem wird dieArgumentation au
h ni
ht dur
h die bereits dur
hgeführte Erweiterung der Spur mit Hχ

0beeinträ
htigt, da es si
h bei diesem Operator unter der Spur um eine blo
kdiagonale,paritätsgerade Matrix handelt, die unabhängig von γk ist.Diese Erörterungen beziehen si
h nur auf den Gravitonsektor, da der Geistsektor voll-ständig paritätsgerade und blo
kdiagonal ist. Die Geistwirkung besitzt keinen pseudoskala-ren Anteil, so daÿ man keine Beiträge, die proportional zum Immirzi-Term±
( ∫

d4xēn(±) abfab

)
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hnung der Spurwären, erhält. Demgemäÿ verzi
hten wir auf eine entspre
hende Aufspaltung.Explizit lauten die �contr�-Matrizen:Skalare im Graviton-Sektor (a, d, B, D):
(
V

S (+)
contr

)iS
jS
∓
(
V

S (−)
contr

)iS
jS

=
1

16πGk

n(±) abfab ×

×




− (1+βD)

2αD
µ̄−1

[
− 1

2

(
1∓ 1

γk

)
− 1

2αD

(
5βD+ 1

2

)]
µ̄−1

(
1∓ 1

γk

)
p−1

(
±1− 1

γk

)
p−1

[
− 1

2

(
1∓ 1

γk

)
+ 3

2αD

(
βD+ 1

2

)]
µ̄−1

[
−
(

1∓ 1
γk

)
+

3βD
2αD

]
µ̄−1 0 0

−
(

1∓ 1
γk

)
p−1 −2

(
1∓ 1

γk

)
p−1 0 0(

∓1+ 1
γk

)
p−1 2

(
∓1+ 1

γk

)
p−1 0 0


(7.44)Tensoren im Graviton-Sektor (dmn, Bmn, Dmn):

(
V

T(+)
contr

)iT
jT

∓
(
V

T(−)
contr

)iT
jT

=
1

16πGk

n(±) abfab ×

×




5
6

(
1 ∓ 1

γk

)
µ̄−1 −1

2

(
5
4
± 1

γk
· 5

6

)
p−1 1

γk
· 5

24
p−1

1
2

(
5
4
∓ 1

γk
· 5

3

)
p−1 0 0(

± 5
6
− 1

γk
· 5

24

)
p−1 0 0


 (7.45)

Skalare im Geist-Sektor (f̄ , f):
(
V

gh S
contr

)igh S

jgh S
= n(±) abfab ×

(
0
) (7.46)Vektoren im Geist-Sektor (ḡm, F̄m, Ḡm, gm, Fm, Gm):

(
V

gh V
contr

)igh V

jghV
= n(±) abfab ×

×




−3
4
µ̄−1 3

16
p−1 0

3
8
p−1 0 0

0 0 0


 (7.47)
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Vektoren im Graviton-Sektor (bm, cm, Am, Dm, dm, Bm, Cm):

(
V

V (+)
contr

)iV
jV

∓
(
V

V (−)
contr

)iV
jV

=
1

16πGk

n(±) abfab ×

×




0

[
1
2

(
1∓ 1

γk

)
− 3

4αD

]
µ̄−1 − 1

2

(
1∓ 1

γk

)
p−1 −1

2

(
5
4∓ 2

γk

)
p−1

(
∓1+ 1

γk

)
µ̄−1

(
∓1+ 1

γk
· 58

)
p−1 1

2

(
∓1+ 1

γk

)
p−1

[
1
2

(
1∓ 1

γk

)
− 1

8αD

]
µ̄−1 − 3

4αD
µ̄−1 − 1

2

(
1∓ 1

γk

)
p−1 −1

2

(
5
4∓ 2

γk

)
p−1

[(
±1− 1

γk

)
± 1

2αD

]
µ̄−1

(
∓ 3

4+ 1
γk

· 58

)
p−1

(
∓ 1

4+ 1
γk

·12

)
p−1

−1
2

(
1∓ 1

γk

)
p−1 3

4

(
3
2∓ 1

γk

)
p−1 0 0

(
± 5

4− 1
γk

·138

)
p−1 0 0

1
2

(
5
4∓ 2

γk

)
p−1 − 1

2

(
5
4∓ 2

γk

)
p−1 0 0 5

4

(
∓1+ 1

γk

)
p−1 0 0

(∓1+ 1
γk

)
µ̄−1

[(
±1− 1

γk

)
∓ 3

4αD

]
µ̄−1 0 0 −

(
1∓ 1

γk

)
µ̄−1 ± 1

4 · 1
γk

p−1 ∓ 1
4 · 1

γk
p−1

(
± 1

4− 1
γk

· 58

)
p−1

(
∓ 3

4+ 1
γk

· 58

)
p−1 0 0 − 1

2

(
5
2∓ 3

γk

)
p−1 0 0

1
2

(
∓1+ 1

γk

)
p−1

(
±1− 1

γk
· 98

)
p−1 0 0 1

2

(
13
4 ∓ 3

γk

)
p−1 0 0


 (7.48)



186 7.4 Die Bere
hnung der SpurDiese Matrizen besitzen die gewüns
hten Massendimensionen, d. h. 3 im Falle des Gra-vitonsektors und 1 im Falle des Geistsektors. Wie angespro
hen hebt si
h in ersterem derVorfaktor 1
16πGk

gegen den reziproken Vorfaktor von (Hgrav)−1 weg. Weiterhin sind dieObjekte unabhängig von der kosmologis
hen Konstante und der Lorentz-Ei
h�xierung, dadiese nur zum freien Anteil beitragen. Dies tri�t au
h auf den τ̄ -τ̄ -Blo
k zu, so daÿ al-le Komponenten, die diesem zuzuordnen sind, in den obigen Matrizen vers
hwinden. DieDi�eomorphismus-Ei
hbedingung trägt nur zu den ε̄-ε̄-Komponenten bei. In den gemis
h-ten ε̄-τ̄ - bzw. τ̄ -ε̄-Komponenten �nden si
h die p−1-Terme, die der First-Order-Natur ent-stammen. S
hlieÿli
h weisen sie bezügli
h der Parität und der 1
γk
-Abhängigkeit die zuvorangegebene Struktur auf. Zudem sind diese Matrizen ni
ht mehr hermites
h, da bereitseine teilweise Spurbildung erfolgt ist: Aufgrund der Impulsintegration vers
hwinden einigeTerme, die auf Operatorniveau benötigt werden, um die Hermitizität zu gewährleisten.Wir mö
hten an dieser Stelle no
h eine allgemeine Betra
htung anstellen, die im Zugeder Analyse der Beta-Funktionen von Interesse sein wird. Nehmen wir an, in der Trun-kierung wäre kein pseudoskalarer Anteil in Form des Immirzi-Terms enthalten. Dann wäre

H mit H0 identis
h, d. h. der freie Anteil wäre analog zum Geistsektor blo
kdiagonal und
γk-unabhängig. Wir könnten dann das Argument bezügli
h der Spur des Produkts ei-ner blo
kdiagonalen und einer beliebigen Matrix ni
ht nur sektorweise, sondern (ebenfallswie im Geistsektor) bezügli
h der Paritätsordnung au
h blo
kweise anwenden. Die zu 1

γkproportionalen Terme wären in V
χ (+)
contr und V

χ (−)
contr ni
ht vorhanden, und die Nebendiago-nalterme in V χ (−)

contr , die beim Übergang von ω̄(+) zu ω̄(−) ihr Vorzei
hen we
hseln, würdenaufgrund des gerade erwähnten Spurarguments ni
ht zur Spur beitragen.Dies ist zu erwarten, da diese Komponenten bekanntli
h auf der re
hten Seite dem pseu-doskalaren Immirzi-Term und ni
ht der gesu
hten Invariante ∫ d4xēF̄ ab
µν ē

µ
a ē

ν
b zuzuordnensind. Dementspre
hend wäre hier der relevante We
hselwirkungsbeitrag dur
h V χ (+)

contr |γk→∞gegeben, und er hätte die glei
he Gestalt wie sein Gegenstü
k aus dem Geistsektor. Wennalso die betra
htete Trunkierung nur den paritätsgeraden Term ∫ d4x ē F̄ ab
µν ē

µ
a ē

ν
b enthält,so erzeugt die Spur auf der re
hten Seite keine pseudoskalaren Beiträge. In der metris
henGravitation gibt es nur eine lokale, im Krümmungstensor lineare Invariante, die einen e
h-ten Skalar darstellt. Wir können daher festhalten, daÿ in einer Trunkierung, die nur diebeiden Invarianten ∫ d4x ē F̄ ab

µν ē
µ

a ē
ν

b und ∫ d4x ē enthält, die erforderli
hen We
hselwir-kungsbeiträge dur
h V χ (+)
contr |γk→∞ und V χ (−)

contr → 0 gegeben sind.
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hung 187Darüber hinaus besteht die Frage, ob die Wahl eines konstanten selbstdualen bzw. anti-selbstdualen Spinzusammenhangs als Hintergrundkon�guration und eine Entwi
klung biszur quadratis
hen Ordnung in ω̄(±) ni
ht günstiger gewesen wäre, um auf der re
hten Seitedie beiden gesu
hten Invarianten zu reproduzieren. Zwar hätte man dann eine entspre-
hend gröÿere Anzahl von Termen berü
ksi
htigen müssen, do
h wären keine Ableitungen
∂ω̄(±) aufgetreten. Allerdings sind dann für ein ebenfalls konstantes Hintergrundvielbeindie Ausdrü
ke F̄ (±) ab

µν ē µ
a ē

ν
b und ⋆F̄ (±) ab

µν ē µ
a ē

ν
b konstant, so daÿ beide Invarianten Ober-�ä
henterme sind. Vor allem hinsi
htli
h der auszuführenden partiellen Integrationen kanneine derartige Situation problematis
h sein. Im obigen Fall hingegen separiert das mitder Invariante assoziierte Raumzeitintegral vollständig von der restli
hen Spur ab. Da wirkeine Annahmen bezügli
h der x-Abhängigkeit von vµ gema
ht haben, können wir dieHintergrund-Kon�guration als beliebig gut lokalisiert betra
hten. Auÿerdem muÿ bei einerEntwi
klung bis zu O(ω̄2) bea
htet werden, daÿ in dieser Ordnung au
h Terme der Form

T a ∧ Ta auftreten, die zur Nieh-Yan-Invariante beitragen und die von den gesu
hten Ter-men zu trennen sind. Abs
hlieÿend spri
ht gegen diese Strategie ebenfalls die Tatsa
he,daÿ dann unter der Spur zwei überlappende Impulsintegrale auftreten.De�nieren wir nun
(
V

χ
contr

)iχ
jχ

=:
(
n(±) abfab

)(
V̌

χ
contr

)iχ
jχ

∀ χ ∈ {S,V,T, gh S, ghS} ,so erhalten wir abs
hlieÿend die We
hselwirkungsbeiträge der Spur zu
1

2

{
Tr
((
Hgrav

)−1
V grav

(
H

grav
0

)2[(
H

grav
0

)−2]
REG

)
− 2 Tr

((
H

gh
0

)
V gh
[(
H

gh
0

)−2]
REG

)}

=
1

2

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) ∫ d4p

(2π)4

{ ∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ,kχ=1

[(
vχαχ

)
iχ

(p2)
((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(p2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)

(
λ̄χ

αχ
(p2)

)2
=

∫
ds e−s(λ̄χ

αχ (p2))2
]

− 2
∑

χ∈{gh S,ghV}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ,kχ=1

[(
vχαχ

)
iχ

(p2)
(
H

χ
0

)iχ
jχ

(p2)
(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)=

∫
ds′ e−s′(λ̄χ

αχ(p2))2
]}
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=
1

2

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) ∫ d4p

(2π)4

{ ∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ,kχ=1

[(
vχαχ

)
iχ

(p2)
((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(p2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)

(
λ̄χ

αχ
(p2)

)2
=

∫
ds e−s(λ̄χ

αχ (p2))2
]

− 2
∑

χ∈{gh S,ghV}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

jχ,kχ=1

[
λ̄χ

αχ
(p2)

(
vχαχ

)
jχ

(p2)
(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)=

∫
ds′ e−s′(λ̄χ

αχ (p2))2
]}

. (7.49)Bei der Umformung haben wir bea
htet, daÿ au
h (Hgh
0

)igh
jgh

(p2) eine reelle, symmetris
heMatrix ist, so daÿ ihre Linkseigenvektoren mit ihren Re
htseigenvektoren identis
h sind.7.5 Die Bere
hnung von 1
2
Tr ln

{1 + 1
γk
M
}

Der folgende Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit dem verbleibenden Beitrag der Spur aufder re
hten Seite von (7.35). Es handelt si
h um denjenigen Term, der die dimensionsloseMatrixM enthält, so daÿ er mithin nur im Gravitonsektor auftritt. Dieser Term entstammtdem pseudoskalaren Anteil der Wirkung.Zunä
hst gilt wie übli
h für das Beispiel der Vektoren aus dem Gravitonsektor
1

2
Tr ln

{1V +
1

γk

MV
}

=
1

2

∑

p I αV

〈p I αV |ln
{1V +

1

γk

MV
}
| p I αV〉 .Wir s
hieben nun wieder zwei 1-Operatoren im verallgemeinerten Ortsraum ein, verwendendie Ortsraumdarstellung

〈xm iV |ln
{1V +

1

γk

MV
}
| y k jV〉 =

(
ln
{1V +

1

γk

MV(−�x)
})iV

jV
P m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ēund erhalten na
h den vertrauten Manipulationen
1

2
Tr ln

{1V +
1

γk

MV
}

=
1

2

(
d4x ē

)
dV

∫
d4p

(2π)4

nV∑

iV=1

(
ln
{1V +

1

γk

MV(p2)
})iV

iV
, (7.50)
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hung 189so daÿ also die übli
he algebrais
he Spur der nV × nV-Matrix (ln{1V + 1
γk
MV(p2)

})iV
jV

inregularisierter Form zu bere
hnen ist. Um dies dur
hzuführen, sind einige algebrais
he Ei-gens
haften von (MV(p2)
)iV

jV
sehr hilfrei
h, mit denen wir uns im folgenden Unterabs
hnittbefassen.7.5.1 Zu den algebrais
hen Eigens
haften der Matrix MWir geben die Matrix M zunä
hst sektorweise an:Skalare im Graviton-Sektor (a, d, B, D):

(
MS

)iS
jS

(p2) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 −2p

µ̄
−1 0




(7.51)
Vektoren im Graviton-Sektor (bm, cm, Am, Dm, dm, Bm, Cm):

(
MV

)iV
jV

(p2) =




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −2p

µ̄
0 −1

0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0

0 −2p

µ̄
−1 0 0 0 0




(7.52)
Tensoren im Graviton-Sektor (dmn, Bmn, Dmn):

(
MT

)iT
jT

(p2) =




0 0 0

0 0 −1

−2p

µ̄
−1 0


 (7.53)

In diesen Blö
ken tritt nur der Quotient p

µ̄
auf, so daÿ M insbesondere unabhängig von
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Λk, αD und α′
L ist.Wir unterdrü
ken jetzt die Matrixindizes iχ̄, jχ̄, χ̄ ∈ {S,V,T}. Zudem bezei
hne in derfolgenden Diskussion 1χ̄ =

{(1χ̄
)iχ̄

jχ̄

}
≡ 1nχ̄×nχ̄ den algebrais
hen Anteil des Einheitsope-rators, so daÿ 1χ̄ und Mχ̄ jeweils nχ̄ × nχ̄-Matrizen sind.Die wi
htigste Eigens
haft von Mχ̄ ist dann dur
h folgenden Sa
hverhalt gegeben: Fürjeden Sektor χ̄ existieren orthogonale Projektoren Πχ̄

+ und Πχ̄
−, so daÿ gilt

Mχ̄ = Πχ̄
+ − Πχ̄

− mit Πχ̄
+ · Πχ̄

− = 0 . (7.54)Dies impliziert (Mχ̄
)2

= Πχ̄
+ + Πχ̄

− , so daÿ man die Projektoren gemäÿ Πχ̄
+ = 1

2

(
(Mχ̄)2 +

Mχ̄
) und Πχ̄

− = 1
2

(
(Mχ̄)2 −Mχ̄

) bestimmen kann. De�niert man zudem
Πχ̄

0 := 1χ̄ − Πχ̄
+ − Πχ̄

− ,so folgt unmittelbar
Πχ̄

0 · Πχ̄
+ = 0 = Πχ̄

0 · Πχ̄
− sowie Πχ̄

0 · Πχ̄
0 = Πχ̄

0 ,und wir können diese Beziehungen formal in der übli
hen Relation für Projektoren auforthogonale Unterräume zusammenfassen:
Πχ̄

i · Πχ̄
j = δijΠ

χ̄
j , i, j ∈ {+,−, 0} . (7.55)Weiterhin gilt

(
Mχ̄

)3
= (Πχ̄

+ + Πχ̄
−) · (Πχ̄

+ − Πχ̄
−) = Πχ̄

+ − Πχ̄
− = Mχ̄ (7.56)und somit für n ∈ N

(
Mχ̄

)2n−1
= Mχ̄ und (

Mχ̄
)2n

=
(
Mχ̄

)2
. (7.57)Die Eigens
haft (7.56), (Mχ̄)3 = Mχ̄, besagt, daÿ M eine sogenannte Krein-Form de�-niert. Man bea
hte, daÿ dies trivialerweise au
h für (Mχ̄

)2
= 1χ̄ der Fall wäre; hier jedo
hgilt (Mχ̄

)2
= 1χ̄ − Πχ̄

0 , wobei der Di�erenzbeitrag Πχ̄
0 zu Mχ̄ orthogonal ist.
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hung 191Wir führen nun die Gröÿe νχ̄ ein, die die Anzahl der Skalare, Vektoren und spurlos-symmetris
hen Tensoren in der Zerlegung (6.12) der reskalierten Spinzusammenhangs�uk-tuation µ̄− 1
2 τ̄kl

α angibt. Da wir in dieser die letzten beiden Komponenten dur
h Dualisie-rung der ersten beiden erhalten, ist νχ̄ eine gerade Zahl. Es gilt νS = 2, νV = 4 und νT = 2in Übereinstimmung mit den 2 · 1 + 4 · 3 + 2 · 5 = 24 unabhängigen Komponenten desSpinzusammenhangs.Das Spektrum der Projektoren Πχ̄
+ und Πχ̄

− weist nun jeweis νχ̄

2
-mal den Eigenwert +1und (nχ̄ − νχ̄

2

)-mal den Eigenwert 0 auf. Da die Eigenräume von Πχ̄
+ und Πχ̄

− orthogonalsind, besitzt Mχ̄ die Eigenwerte +1 und −1 jeweils mit Entartungsgrad νχ̄

2
. Der Eigenwert

0 ist (nχ̄ − νχ̄)-fa
h entartet. Im Spektrum von (Mχ̄
)2 tritt daher der Eigenwert +1 mit

νχ̄-fa
her Entartung und der Eigenwert 0 mit (nχ̄ − νχ̄)-fa
her Entartung auf. Dabei sinddie 0-Eigenwerte den Komponentenfeldern der ε̄-Zerlegung zuzuordnen.Somit gilt für die algebrais
he Spur über die Indizes iχ̄ und jχ̄ dieser Matrizen
Tralg

{
Mχ̄

}
= 0 sowie Tralg

{(
Mχ̄

)2}
= νχ̄ . (7.58)Die Matrix Mχ̄ ist jedo
h ni
ht hermites
h. Vielmehr gilt mit Mχ̄ := (H χ̄

0 )−1H̄ χ̄ aufgrundder Hermitizität der beiden Matrizen auf der re
hten Seite
(Mχ̄)† = H̄ χ̄(H χ̄

0 )−1 = H
χ̄
0 Mχ̄(H χ̄

0 )−1 .Denno
h besitzen Mχ̄ und (Mχ̄)† dieselben Eigenwerte: Sei Mχ̄ eine im allgemeinenkomplexe, ni
ht-hermites
he nχ̄ × nχ̄-Matrix mit 
harakteristis
hem Polynom PMχ̄(λ̃χ̄) ≡
det(Mχ̄ − λ̃χ̄), so gilt für das 
harakteristis
he Polynom von (Mχ̄)†:
P(Mχ̄)†(λ̃

χ̄) = det
(
(Mχ̄)† − λ̃χ̄

)
= det

(
(Mχ̄)∗ − λ̃χ̄

)
=
[
det
(
Mχ̄ − (λ̃χ̄)∗

)]∗
=
[
PMχ̄(λ̃χ̄)

]∗
.Dabei haben wir im ersten S
hritt ausgenutzt, daÿ die Determinante einer transponiertenMatrix glei
h der der ursprüngli
hen ist. Die Nullstellen der 
harakteristis
hen Polynomevon (Mχ̄)† und Mχ̄ sind also identis
h, so daÿ die Behauptung bewiesen ist.Um einen Eindru
k von der Gestalt der Eigenvektoren zu erhalten, geben wir dieseebenfalls sektorweise an.



192 7.5 Die Bere
hnung von 1
2
Tr ln

{1 + 1
γk
M
}Skalarer Blo
k des Gravitonsektors:

{ṽS
αS
} =

{
(0, 0, 1, 1)T, (0, 0,−1, 1)T,

(
0,− µ̄

2p
, 1, 0

)T

, (1, 0, 0, 0)T
} (7.59)Vektorblo
k des Gravitonsektors:

{ṽV
αV

} =
{

(0, 0, 1, 0, 0, 0, 1)T, (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0)T, (0, 0,−1, 0, 0, 0, 1)T, (0, 0, 0,−1, 0, 1, 0)T,

(
0, 0, 0, 0,− µ̄

2p
, 0, 1

)T

,
(
0,− µ̄

2p
, 1, 0, 0, 0, 0

)T

, (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T
} (7.60)Tensorblo
k des Gravitonsektors:

{ṽT
αT
} =

{
(0, 1, 1)T, (0,−1, 1)T,

(
− µ̄

2p
, 1, 0

)T} (7.61)Die Matrix M stellt die Wirkung des ursprüngli
hen O(4)-Dualitätsoperators ⋆ auf demRaum aller Komponentenfelder der ε̄- und der τ̄ -Zerlegung für den freien Anteil dar undentspri
ht somit dem Pendant der fermionis
hen γ5-Involution auf dem freien Gravitonsek-tor.Diese algebrais
hen Eigens
haften haben zur Folge, daÿ man insbesondere Exponential-reihen unmittelbar bere
hnen kann. Da die Projektoren Πχ̄
i orthogonal zueinander sind undsomit ihre Kommutatoren vers
hwinden, treten z. B. bei der Bere
hnung von e−s(1χ̄+ 1

γ
Mχ̄)in der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel keine entspre
henden Terme auf. Stattdessen gilte−s(1χ̄+ 1

γ
Mχ̄) = e−s

(
Πχ̄

0 +(1+ 1
γ
)Πχ̄

++(1− 1
γ
)Πχ̄

−

)

=
∞∑

n=0

(
(−s)n

n!

(
Πχ̄

0 +
(
1 +

1

γ

)
Πχ̄

+ +
(
1 − 1

γ

)
Πχ̄

−

)n

=
∞∑

n=0

(
(−s)n

n!

((
Πχ̄

0

)n
+
(
1 +

1

γ

)n(
Πχ̄

+

)n
+
(
1 − 1

γ

)n(
Πχ̄

−
)n)

=
∞∑

n=0

(
(−s)n

n!

((
Πχ̄

0

)
+
(
1 +

1

γ

)n(
Πχ̄

+

)
+
(
1 − 1

γ

)n(
Πχ̄

−
))

= Πχ̄
0e−s + Πχ̄

+e−s(1+ 1
γ
) + Πχ̄

−e−s(1− 1
γ
)
.Wir bere
hnen im folgenden die gesu
hte algebrais
he Spur.
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Der Operator N χ̄ := 1χ̄ + 1
γk
Mχ̄ besitzt in jedem Sektor χ̄ den νχ̄

2
-fa
h entartetenEigenwert 1+ 1

γk
, den νχ̄

2
-fa
h entarteten Eigenwert 1− 1

γk
sowie den (nχ̄−νχ̄)-fa
h entartetenEigenwert 1. Wir bezei
hnen sein Spektrummit spec(N χ̄) =

{
λ

χ̄
Nαχ̄

}, αχ̄ ∈ {1, . . . , nχ̄}. Wirstellen au
h diesen Logarithmus über ein Propertime-Integral dar, da das eine konsistenteRegularisierung aller auftretenden Spuren erlaubt. Um zudem einen positiven Operator zuexponentieren, quadrieren wir N χ̄ gemäÿ
Tralg

{
ln N χ̄

}
=

1

2
Tralg

{
ln
(
N χ̄
)2}und regularisieren das Eigenzeit-Integral

1

2
Tralg

[
ln
(
N χ̄
)2]

REG

}
= −1

2
=

∫
ds

s
Tralg

(e−s (N χ̄)2
)

= −1

2

nχ̄∑

αχ̄=1

=

∫
ds

s

(e−s

(
λ

χ̄
Nαχ̄

)2)
.Da das Spektrum vonN χ̄ invariant ist unter einem Vorzei
henwe
hsel des Immirzi-Parameters

γk → −γk, ist diese Spur, die nur zur Beta-Funktion der kosmologis
hen Konstante beitra-gen wird, ebenfalls eine gerade Funktion von γk.Wir können die algebrais
he Spur au
h ohne Bli
k auf deren zukünftige Regularisierungexakt bere
hnen, was eine Vorstellung von der γk-Abhängigkeit der unregularisierten Spurermögli
ht. Wir geben daher das Resultat an und entwi
keln dazu in
Tralg ln

{1χ̄ +
1

γk

Mχ̄
}
≡
(
ln
{1χ̄ +

1

γk

Mχ̄
})iχ̄

iχ̄den Logarithmus in die entspre
hende Exponentialreihe, wobei nun im Unters
hied zumWe
hselwirkungsanteil alle Ordnungen zu berü
ksi
htigen sind. Unterdrü
ken wir weiterhin



194 7.6 Die Regularisierung der Spurendie Matrixindizes, so ergibt si
h
Tralg ln

{1χ̄ +
1

γk

Mχ̄
}

= Tralg

{ ∞∑

n=1

(−1)n+1

n

1

γk
n
(Mχ̄)n

}

= Tralg

{ ∞∑

n=1

((−1)2n

2n− 1

1

γk
2n−1

(Mχ̄)2n−1 +
(−1)2n+1

2n

1

γk
2n

(Mχ̄)2n
)}

= Tralg

{(
Mχ̄

∞∑

n=1

1

2n− 1

1

γk
2n−1

− (Mχ̄)2
∞∑

n=1

1

2n

1

γk
2n

)}
.Kombiniert man die bereits verwandte Entwi
klung des Logarithmus mit ln(1 − x) =

−∑∞
n=1

xn

n
für x ∈ R, so erhält man

∞∑

n=1

x2n

2n
= −1

2

(
ln(1 + x) + ln(1 − x)

) und ∞∑

n=1

x2n−1

2n− 1
=

1

2

(
ln(1 + x) − ln(1 − x)

)
.Einsetzen liefert

Tralg ln
{1χ̄ +

1

γk

Mχ̄
}

=
1

2

{
ln
(
1 +

1

γk

)
− ln

(
1 − 1

γk

)}
Tralg Mχ̄ +

1

2

{
ln
(
1 +

1

γk

)
+ ln

(
1 − 1

γk

)}
Tralg

(
Mχ̄

)2

=
1

2
ln
(γk + 1

γk − 1

)
· 0 +

1

2
ln
(
1 − 1

γk
2

)
· νχ̄

=
1

2
ln
(γk

2 − 1

γk
2

)
· νχ̄ .Die gesu
hte Spur hängt also logarithmis
h vom Immirzi-Parameter ab und ist zudem einegerade Funktion von γk.

7.6 Die Regularisierung der SpurenDer zu regularisierende Ausdru
k ist dur
h
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Γk − S = −1

4

( ∫
d4x ē

) ∫ d4p

(2π)4

{
=

∫
ds

s

( ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

e−s

(
λ̄

χ
αχ(p2)

)2

− 40 e−s µ̄6
)

−2=

∫
ds′

s′

( ∑

χ∈{gh S,ghV}
dχ

nχ∑

αχ=1

e−s′
(

λ̄
χ
αχ(p2)

)2

− 10 e−s′ µ̄2
)}

−1

4

( ∫
d4x ē

) ∑

χ̄∈{S,V,T}
dχ̄

nχ̄∑

αχ̄=1

∫
d4

(2π)4
=

∫
ds

s

(e−s

(
λ

χ̄
Nαχ̄

)2)

+
1

2

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) ∫ d4p

(2π)4

{ ∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ,kχ=1[(
vχαχ

)
iχ

(p2)
((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(p2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)

(
λ̄χ

αχ
(p2)

)2 ×

×=

∫
ds e−s(λ̄χ

αχ (p2))2
]

− 2
∑

χ∈{gh S,gh V}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ,kχ=1

[(
vχαχ

)
iχ

(p2)
(
H

χ
0

)iχ
jχ

(p2)
(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ
(p2)=

∫
ds′ e−s′(λ̄χ

αχ(p2))2
]}gegeben. Es handelt si
h dabei allerdings ni
ht um die endgültige Form, da eine weitereRegularisierung, die zusätzli
h zum Abs
hneiden der Propertime-Integrale auftreten wird,no
h ni
ht berü
ksi
htigt wurde. Daher haben wir au
h das Propertime-Integral über die

p-unabhängigen Eigenwerte von N χ̄ unter das Impulsintegral ges
hrieben, denn diese Re-gularisierung wird au
h hier auf eine p-Abhängigkeit führen. Es handelt si
h dabei um eineDämpfung des Impulsintegrals ∫ d4p, die zusammen mit der Ersetzung des Symbols =
∫

dsdur
h ein geeignet abges
hnittenes Eigenzeit-Integral die von uns verwandte Regularisie-rungsprozedur bildet.Bevor wir diese diskutieren, s
hreiben wir zunä
hst die Spur auf dimensionslose Kopp-lungen
gk := Gk k

2
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λk :=

Λk

k2um. Zudem de�nieren wir die Gröÿen
µ :=

µ̄

k
und y :=

p

k
,die ebenfalls dimensionslos sind. S
hlieÿli
h ist no
h zu bea
hten, daÿ au
h der eigentli
heLorentz-Ei
hparameter αL dimensionsbehaftet ist. Wir können dies berü
ksi
htigen, indemwir ihn entweder mit der Skala k oder dem Massenparameter µ̄ reskalieren. Wir ents
heidenuns formal für die zweite Mögli
hkeit und de�nieren einen dimensionslosen Parameter füber

α′
L =: f µ̄−2 µ−2 ≡ f µ−4 k−2 ,was jedo
h für f = f ′µ4 in die erstgenannte Mögli
hkeit übergeht. Bezügli
h des ursprüng-li
hen Massenparameters αL =

α′
L

16πGk
gilt dann nämli
h

αL = 16πGkµ̄
−2µ−2f = 16πgk f µ̄

−4 ,so daÿ der Lorentz-Ei
h�xierungsbeitrag zur Wirkung die Form
SL

gf [ε; ē] =
1

2αL

∫
d4x ē GabGab

=
1

16πGk

· 1

2fµ−2µ̄−2

∫
d4x ē GabGabannimmt. Die Tatsa
he, daÿ hier in die De�nition des Ei
hparameters, dessen Renormier-ung wir verna
hlässigen, eine laufende Kopplung eingeht, diskutieren wir weiter unten.Zudem reskalieren wir die Eigenwerte gemäÿ

λχ
αχ

(y2) := 16πGk λ̄
χ
αχ

(p2) k−1 für χ ∈ {S,V,T} (7.62)
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λχ

αχ
(y2) := λ̄χ

αχ
(p2) k−1 für χ ∈ {ghS, ghV} . (7.63)Die Objekte auf der linken Seite sind dimensionslos; sie hängen ni
ht mehr explizit von p,

µ̄, Λk oder α′
L ab, sondern lassen si
h als reine Funktionen von y, µ, λk und f s
hreiben.Im Gravitonsektor haben wir darüber hinaus den globalen Vorfaktor 1

16πGk
herausde�niert.Wir diskutieren nun die beiden angespro
henen Renormierungss
hemata.7.6.1 Die p̂2n-ErweiterungWir de�nieren zunä
hst einen Operator p̂2, dessen verallgemeinerte Ortsdarstellung fürdas übli
he Beispiel des Vektorblo
ks des Gravitonsektors gegeben sei dur
h

〈xm iV |p̂2| y k jV〉 =
(
− �x

)
δiV

jV
P m

V k

( −i∂x√−�x

)δ(4)(x− y)

ē
.Dieser Operator ist positiv und vertaus
ht mit H0 sowie N , aber ni
ht mit V ; natür-li
h vertaus
ht er au
h mit µ̄1. Wir wollen an den beiden Spuren 1

4
Tr ln

{
(Hgrav

0 )2

µ̄6

} und
1
2
Tr ln{(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2(Hgrav
0 )−2} aus dem Gravitonsektor erläutern, wie die Regu-larisierung verfährt.Betra
hten wir zunä
hst den unregularisierten Fall, so erweitern wir im freien Beitragden Logarithmus mit p̂2n ≡ (p̂2)n, worin n eine frei wählbare, natürli
he Zahl bezei
hne.Ans
hlieÿend ziehen wir den Logarithmus auseinander, was hier ohne Eins
hränkungenmögli
h ist, da alle beteiligten Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis besitzen. Wir er-halten somit

1

4
Tr ln

{(Hgrav
0 )2

µ̄6

}
=

1

4
Tr ln

{
(Hgrav

0 )2p̂2np̂−2nµ̄−6
}

=
1

4
Tr ln

{
(Hgrav

0 )2p̂2n
}

+
1

4
Tr ln

{
p̂−2nµ̄−6

}

=
1

4
Tr ln

{
(Hgrav

0 )2p̂2n
}
− 1

4
Tr ln

{
p̂2nµ̄6

}
. (7.64)Wir de�nieren nun den regularisierten Logarithmus in 1

4
Tr
[
ln
{

(Hgrav
0 )2

µ̄6

}]
REG

, indem wir



198 7.6 Die Regularisierung der Spurenbeide Logarithmen in (7.64) separat über regularisierte Propertime-Integrale darstellengemäÿ
1

4
Tr
[
ln
{(Hgrav

0 )2

µ̄6

}]
REG

:= −1

4
=

∫
ds

s
Tr
{e−s (Hgrav

0 )2p̂2n − e−s p̂2nµ̄6}
.Darin besitzt die Eigenzeit-Variable in beiden Fällen die glei
he Dimension. Werten wirdie Spur in der verallgemeinerten Impulseigenbasis aus, führt dies auf die Ersetzung p̂2n →

p2n. Das in der Spur enthaltene Impulsintegral wird entspre
hend gedämpft. Vers
hiedeneWahlen des Parameters n entspre
hen dabei Variationen des Abs
hneidens. Die Behand-lung der N -abhängigen Spur erfolgt analog, indem man µ̄ dur
h 1 ersetzt.Im We
hselwirkungsterm in der zweiten Zeile von (7.35) erweitern wir die Spur ebenfallszusätzli
h zu (Hgrav
0 )2 no
h mit p̂2n und wenden dann auf ((Hgrav

0 )2p̂2n
)−1 die Propertime-Darstellung an, die ans
hlieÿend zu regularisieren ist:

Tr
{

(Hgrav)−1V grav(Hgrav
0 )2

[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}

:= =

∫
ds Tr

{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2p̂2ne−s (Hgrav
0 )2p̂2n}

.Au
h hier führt die Bere
hnung in der Eigenbasis zusätzli
h zur Spektraldarstellung von
(Hgrav

0 )2 auf die Ersetzung p̂2n → p2n und somit auf eine Dämpfung der erwüns
hten Art.Die Erweiterungen erhöhen die Massendimension der Propertime-Variable s um 2n. DieseRegularisierung wird in glei
her Form auf die Geistbeiträge angewandt.Um dies zusammenzufassen, betra
hten wir einen positiven Operator Ω mit Massendi-mension n̂, d. h. [Ω] = n̂. Dann gelten die Regularisierungsvors
hriften
Tr
[
ln
( Ω

µ̄n̂

)]
REG

:= −=

∫
ds

s

(
Tr e−s Ω p̂2n − Tr e−s µn̂ p̂2n

) (7.65)und
Tr
{
A
[
Ω−1

]
REG

}
:= Tr

{
A p̂2n=

∫
ds e−sΩ p̂2n

} (7.66)mit einem Operator A mit Massendimension [A] = n̂.
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hung 199Im Falle des Gravitonanteils ist Ω ≡ (Hgrav
0 )2 und somit n̂ = 6, so daÿ k6+2n einenInfrarot-Cuto� bezügli
h des Spektrums von (Hgrav

0 )2p̂2n darstellt. Im Falle des Geistsek-tors gilt hingegen Ω ≡ (Hgh
0 )2 mit n̂ = 2. Entspre
hend ist dur
h k2+2n ein Infrarot-Cuto�bezügli
h des Spektrums von (Hgh

0 )2p̂2n gegeben. Die Operatoren Hgrav
0 und Hgh

0 hängenebenfalls nur von � ≡ ḡµν∂µ∂ν mit p2 ∈ spec{−�} ab. Da si
h einige Eigenwerte von
(Hgrav

0 )2 bzw. (Hgh
0 )2 mit wa
hsendem p2 einem konstanten Wert annähern, wird die p̂2n-Erweiterung benötigt, um die Konvergenz der Impulsintegrale zu gewährleisten.Das in den Regularisierungsvors
hriften (7.65) und (7.66) auftretende Symbol =

∫ bedarfnun einer präzisen De�nition, die der folgende Abs
hnitt bereitstellt.7.6.2 Die Propertime-RegularisierungIn diesem Abs
hnitt geben wir an, was wir unter dem Symbol =
∫

ds, der Regularisierungdes Eigenzeit-Integrals ∫∞
0

ds, verstehen. Wir werden diese Regularisierung auf drei Artenimplementieren. Um diese zu erläutern, betra
hten wir im folgenden immer Ausdrü
keder Form =
∫

ds
s

Tr{e−sΩ} oder =
∫

dsTr{A e−s Ω}. Die Massendimension des Operators Ω seiweiterhin dur
h n̂ gegeben, so daÿ die Eigenzeit-Variable die Massendimension −n̂ besitzt.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Die bereits erläuterte, heuristis
he Vorstellung derPropertime-Darstellung besteht darin, daÿ das Teil
hen für groÿe Eigenzeiten über einengroÿen räumli
hen Berei
h di�undiert und somit das Verhalten des Systems auf groÿenAbstandsskalen erprobt. Umgekehrt ist in dem Verhalten für kleine Eigenzeiten die Infor-mation über die Dynamik des Systems bei hö
hsten Impulsen enthalten, so daÿ man eineintuitive Vorstellung im Sinne der Heisenbergs
hen Uns
härferelation erhält. Für das Ab-s
hneiden groÿer Eigenzeiten wäre dann bezogen auf eine Impulsskala ein Infrarot-Cuto�
k verantwortli
h, für kleine Eigenzeiten hingegen ein Ultraviolett-Cuto� ΛUV. Ein s
harfesAbs
hneiden regularisiert somit die s-Integration gemäÿ

=

∫
ds :=

∫ k−n̂

ΛUV
−n̂

ds .Ziel unserer Bemühungen ist die Konstruktion einer Fluÿglei
hung, die die Änderungdes Wirkungsfunktionals bezügli
h der IR-Cuto�skala k erfaÿt. Da diese IR-Fluÿglei
hung



200 7.6 Die Regularisierung der Spurenvon der UV-Regularisierung unberührt bleibt, können wir bereits an dieser Stelle die UV-Regularisierung entfernen und entspre
hend alle Ausdrü
ke für ΛUV → ∞ betra
hten. Mit
s0(k) := k−n̂ erhalten wir s
hlieÿli
h

∂t

∫ s0(k)

0

ds F (s) =
(
∂ts0(k)

)
F
(
s0(k)

)
= −n̂ F

(
s0(k)

)
s0(k) . (7.67)In (7.67) bezei
hnet die Funktion F (s) die Spuren Tr{Ae−sΩ} bzw. 1

s
Tr{Ae−sΩ}, so daÿz. B.

∂t=

∫
ds

s
Tr
{
Ae−sΩ

}
= −n̂ Tr

{
Ae−Ω k−n̂

} (7.68)gilt, wenn wir die Eigenzeit s
harf abs
hneiden. (Im allgemeinen wird s0 von der Form
s0(k) = ζ k−n̂ sein, do
h au
h für diesen Fall behalten die Überlegungen ihre Gültigkeitbei. Wir werden später darauf zurü
kkommen.)Die Cm

k -Regularisierung. Hier wird das Eigenzeit-Integral vermöge
=

∫
ds :=

∫ ∞

0

ds Cm
k (s)regularisiert, wobei die in der Literatur vielfa
h verwandten Funktionen Cm

k gegeben sinddur
h
Cm

k (s) :=
Γ(m+ 1, skn̂) − Γ(m+ 1, sΛUV

n̂)

Γ(m+ 1)mit m ≥ 0, s ≥ 0 und k ≥ 0. In dieser De�nition treten die unvollständigen Gamma-Funktionen
Γ(α, x) :=

∫ ∞

x

dr rα−1e−rauf, so daÿ si
h die Regulatorfunktion Cm
k au
h in der Form

Cm
k (s) =

1

Γ(m+ 1)

(∫ ∞

sk−n̂

−
∫ ∞

sΛUV
−n̂

)
dr rme−r ≡ 1

Γ(m+ 1)

∫ sΛUV
−n̂

sk−n̂

dr rme−r
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hung 201mit Γ(m+ 1) = m! s
hreiben läÿt. Deren Skalenableitung ergibt si
h dann zu
∂tC

m
k (s) =

( ∂

∂(skn̂)
Cm

k (s)
)
(∂tsk

n̂) = − 1

Γ(m+ 1)
(skn̂)m e−skn̂

(n̂ skn̂)

= − n̂

m!
(skn̂)m+1 e−skn̂

. (7.69)Zudem gilt im Grenzfall ΛUV → ∞ für diese Regulatorfunktionen folgende Darstellung:
Cm

k (s) ≡ 1

m!

∫ ∞

skn̂

dr rme−r = e−skn̂

m∑

σ=0

(skn̂)σ

σ!
.Für k → 0 gilt in diesem Fall wie gewüns
ht Cm

k=0(s) = 1 ∀ m, s. Dies bedeutet, daÿfür k → 0 der Regulator tatsä
hli
h entfernt wird. Wir beweisen diese Behauptung unterVerwendung einer erzeugenden Funktion: Mit ∫∞
skn̂ dr e−βr = 1

β
e−βskn̂ gilt

Cm
k (s) =

1

m!

(
− d

dβ

)m
∫ ∞

skn̂

dr e−βr

∣∣∣∣
β=1

=
1

m!

(
− d

dβ

)m { 1

β
e−βw

}∣∣∣∣
β=1,w=skn̂

=
(−1)m

m!

m∑

σ=0

(
m

σ

) {[( d

dβ

)σ 1

β

]
·
[( d

dβ

)m−σe−βσ
]}∣∣∣∣

β=1,w=skn̂

=
(−1)m

m!

m∑

σ=0

(
m

σ

)
(−1)m

[
σ! β−(σ+1) wm−σ e−βw

]∣∣∣
β=1,w=skn̂

=
( m∑

σ=0

1

(m− σ)!
wm−σ e−w

)
w=skn̂

=
(e−w

m∑

σ′=0

wσ′

σ′!

)
w=skn̂

, (7.70)was limk→0C
m
k (s) = 0 für jedes s > 0 impliziert.Abs
hlieÿend wollen wir die Korrektheit der Darstellung (7.70) bestätigen, indem wirau
h unter deren Verwendung die Skalenableitung bere
hnen: Mit ∂t = n̂ skn̂∂w erhalten
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∂t C

m
k (s) = n̂ skn̂

(
− Cm

k (s) + e−w

m∑

σ′=1

σ′ · w
σ′−1

σ′!

)
w=skn̂

= n̂ skn̂
(
− Cm

k (s) + e−w

m−1∑

σ′′=0

wσ′′

σ′′!

)
w=skn̂

= − n̂ sk
n̂

m!
(skn̂)me−skn̂

≡ − n̂

m!
(skn̂)m+1e−skn̂

,was (7.69) reproduziert.Die fm
k -Regularisierung. Diese Regularisierung geht aus der Cm

k -Regularisierung dur
heine Ersetzung der Form s → z s hervor. Im Falle der Propertime-Darstellung von Loga-rithmen gilt z = m, für die Darstellung inverser Operatoren ist hingegen z = m + 1 zuwählen; dies wird si
h bei der konkreten Regularisierung der Spuren ers
hlieÿen. Somit gilt
=

∫
ds :=

∫ ∞

0

ds fm
k (s)mit

fm
k (s) := Cm

k (zs) ≡ Γ(m+ 1, zskn̂) − Γ(m+ 1, zsΛUV
n̂)

Γ(m+ 1)
.Da die Skalenableitung von dieser Reskalierung unberührt bleibt, ist diese au
h hier unab-hängig von ΛUV und gegeben dur
h

∂t f
m
k (s) = − n̂

m!
(zskn̂)m+1e−zskn̂

.Für ganzzahliges m und ΛUV → ∞ gilt entspre
hend
fm

k (s) = e−zskn̂

∞∑

σ=0

(zskn̂)σ

σ!
.Die beiden Familien {Cm

k } und {fm
k } von Funktionen spannen den ganzen Raum derRegulator-Funktionen, die die in Abs
hnitt 3.3 angegebenen Eigens
haften besitzen, auf
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h das s
harfe Eigenzeit-Abs
hneiden als Grenzfall in der
fm

k -Regularisierung enthalten. Um dies zu verdeutli
hen, betra
hten wir die regularisierte1-Loop-Determinante des Operators Ω. Da wir hier nur die Propertime-Darstellung regula-risieren und somit die p̂2n-Regularisierung ni
ht dur
hgeführt wird, kennzei
hnen wir denOperator mit dem Subskript reg:
Tr
[
ln Ω

]
reg

= −
∫ ∞

0

ds

s
fm

k (s) Tr e−sΩ .In diesem Fall ist z = m zu wählen, so daÿ die Skalenableitung gegeben ist dur
h
∂t Tr

[
ln Ω

]
reg

= −
∫ ∞

0

ds

s

(
∂tf

m
k (s)

)
Tr e−sΩ ≡ Tr

[
Y m

k (Ω)
]mit

Y m
k (Ω) := −

∫ ∞

0

ds

s

(
− n̂

m!

)
(mskn̂)m+1e−mskn̂e−sΩ

=
n̂

m!
(mkn̂)m+1

∫ ∞

0

ds sm e−(Ω+mkn̂
)

s .Nun gilt für einen positiven Operator Ω

∫ ∞

0

ds sm e−(Ω+mkn̂
)

s =
1

(Ω +mkn̂)m+1

∫ ∞

0

dt tm e−t =
1

(Ω +mkn̂)m+1
Γ(m+ 1) ,und wir erhalten mithin

Y m
k (Ω) := n̂

( mkn̂

mkn̂ + Ω

)m+1

. (7.71)Die Skala, bei der die Ω-Eigenwerte abges
hnitten werden, ist also dur
h n̂
√
mk und ni
htdur
h k gegeben. Im Grenzfall m→ ∞ erhalten wir aus (7.71)

lim
m→∞

Y m
k (Ω) = n̂ lim

m→∞

( 1

1 + Ω
mkn̂

)m+1

= n̂ exp
{
− Ω

kn̂

}
.Das glei
he Resultat ergibt si
h au
h mit dem s
harfen Eigenzeit-Cuto�. Na
h (7.68) gilt

∂t

(
−
∫ k−n̂

0

ds

s
Tr e−sΩ

)
= n̂Tr exp

{
− Ω

kn̂

}
,



204 7.6 Die Regularisierung der Spurenwas in der Tat mit dem Grenzfall m→ ∞ der fm
k -Regularisierung übereinstimmt.Im Unters
hied zur Propertime-Darstellung des Logarithmus tritt bei derjenigen einesinversen Operators unter dem Eigenzeitintegral die Variable s mit dem Exponenten m+ 1auf. Damit erhöht si
h in dem Ausdru
k für das Gegenstü
k zu Y m

k der Exponent auf
m + 2, so daÿ in diesen Spuren z = m + 1 zu wählen ist, um anhand einer analogenGrenzwertbetra
htung den s
harfen Cuto� reproduzieren zu können.Wir betra
hten abs
hlieÿend die Cm

k -Regularisierung einer sol
hen 1-Loop-Determinante,um die unters
hiedli
he Wirkung zu illustrieren. Hier gilt
∂t Tr

[
ln Ω

]
reg

= −
∫ ∞

0

ds

s

(
∂tC

m
k (s)

)
Tr e−sΩ ≡ Tr

[
Ỹ m

k (Ω)
]mit

Ỹ m
k (Ω) := −

∫ ∞

0

ds

s

(
− n̂

m!

)
(skn̂)m+1e−skn̂e−sΩ

=
n̂

m!
(kn̂)m+1

∫ ∞

0

ds sm e−(Ω+kn̂
)

s .Wegen ∫∞
0

ds sm e−(Ω+kn̂
)

s = 1
(Ω+kn̂)m+1 Γ(m+ 1) führt dies auf
Ỹ m

k (Ω) = n̂
( kn̂

kn̂ + Ω

)m+1

,was einem tatsä
hli
hen Abs
hneiden der Ω-Eigenwerte bei der Skala k entspri
ht. Eigen-werte, die viel kleiner sind als kn̂, tragen o�ensi
htli
h ni
ht signi�kant zu Tr
[
Ỹ m

k (Ω)
] bei.An diesen drei Regularisierungss
hemata ist unmittelbar abzulesen, daÿ eine Ersetzung

∂k → ∂ΛUV
auf einen Vorzei
henwe
hsel führt. Bei der Formulierung einer Fluÿglei
hungbezügli
h der UV-Cuto�-Skala würde somit die entspre
hende Skalenableitung ΛUV ∂ΛUVdie glei
hen Beta-Funktionen mit entgegengesetztem Vorzei
hen liefern. Auf dem Niveauder Fluÿdiagramme würde si
h die Ri
htung, in der die Trajektorien dur
hlaufen werden,einfa
h umkehren, was genau unseren Vorstellungen entspri
ht.Wie in Kapitel 3 erläutert, besteht eine Mögli
hkeit, von der Wetteri
h-Glei
hung zurPropertime-Glei
hung zu gelangen, darin, das Argument des Cuto�-Operators Rk mit Γ

(2)
kzu identi�zieren und an dieser Stelle die Skalenabhängigkeit von Γ

(2)
k zu verna
hlässigen.
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hung 205Auf der re
hten Seite der Propertime-Glei
hung (3.28) treten somit keine Skalenableitun-gen dimensionsloser Kopplungen auf, und wir können im Rahmen dieser Näherung diedimensionslose Newton-Konstante gk in die Umde�nition des Lorentz-Ei
hparameters α′
Leingehen lassen.Aus dem glei
hen Grund stellt au
h die Annahme eines konstanten dimensionslosen Mas-senparameters µ keine Eins
hränkung dar. Nehmen wir an, ein konstanter dimensionsvollerMassenparameter µ̄ entsprä
he der physikalis
h �korrekten� Wahl, so gälte µ̄ = µk k mit

k-abhängigem µk = µ̄

k
und µ̄ = const. Die Skalenabhängigkeit des dimensionlosen Para-meters hätte allerdings auf der re
hten Seite der Propertime-Glei
hung keine zusätzli
henTerme zur Folge.Zudem wird nur für µ = const das Di�erentialglei
hungssystem ∂t uα = βα(u1, u2, . . . ),das wir ableiten werden, autonom. Mit anderen Worten: Nur für µ = const weist dasVektorfeld ~β ≡ (βλ, βγ , βg) keine explizite k-Abhängigkeit oder �RG-Zeitabhängigkeit� auf,wobei man t ≡ ln k als die �RG-Zeit� bezei
hnet.Der Parameter µ entspringt der Freiheit, die Fluktuationen zu parametrisieren und somiteine Darstellung des Operators Γ

(2)
k zu wählen. Da wir die linke Seite für vers
hwindendeFluktuationen auswerten, ist sie unabhängig von der gewählten Darstellung. Insbesondereerhalten wir keine Fluÿglei
hung für den Parameter µ. Dies stellt eine Näherung an eineexakte bimetris
he Behandlung dar, die bereits im Kontext der QEG dur
hgeführt wurde[51, 52, 53℄. In dieser hängt au
h die linke Seite der Fluÿglei
hung von den Fluktuationenund mithin von der Darstellung von Γ

(2)
k ab, so daÿ si
h im Rahmen einer sol
hen Re
hnungebenfalls eine Fluÿglei
hung für µ ≡ µk ableiten lassen sollte. Man erhielte so ein Vektorfeld

~β ≡ (βλ, βγ, βg, βµ), das ni
ht explizit von k abhinge.Eine andere Mögli
hkeit, ein autonomes System von Fluÿglei
hungen zu erhalten, be-steht darin, den Parameter µ über eine der dimensionslosen Kopplungen auszudrü
ken. Inder Tat stellt die Identi�kation µ̄ ≡ √
Gk

−1 ⇒ µk =
√
gk

−1 eine natürli
he Wahl dar, daman so den dimensionsvollen Massenparameter µ̄ mit der laufenden Plan
k-Masse √Gk
−1identi�ziert. Dieser Fall wurde au
h im Rahmen der Analyse in Kapitel 8 untersu
ht, wobeisi
h die expliziten Ergebnisse im separaten Anhang K be�nden.



206 7.6 Die Regularisierung der Spuren7.6.3 Die explizite Regularisierung der SpurenIn diesem Abs
hnitt sollen die Regularisierungsvors
hriften auf die renormierungsgrup-penverbesserte 1-Loop-Korrektur (7.35) angewandt werden. Um dabei die Cm
k - und die

fm
k -Regularisierung einheitli
h zu behandeln, führen wir zwei Parameter ζH und ζV ein,die für die freien und die We
hselwirkungsbeiträge beide Regularisierungen erfassen. Inersteren tritt immer die Eigenzeitdarstellung des Logarithmus auf, so daÿ hier wie erläu-tert ζH = 1 für die Cm

k -Regularisierung und ζH = m für die fm
k -Regularisierung zu wählenist. In den We
hselwirkungsbeiträgen tritt hingegen die Eigenzeitdarstellung eines inversenOperators auf, und man erhält die beiden S
hemata für ζV = 1 bzw. ζV = m+ 1.Da alle Ausdrü
ke nur no
h vom Betrag p des Impulsvektors abhängen, führen wir imImpulsintegral die Winkelintegration gemäÿ

∫
d4p

(2π)4
=

v3

(2π)4

∫ ∞

0

dp p3aus; darin bezei
hnet v3 das Volumen der dreidimensionalen Einheitssphäre, v3 = 2π2.Die Regularisierung von 1
4
Tr ln

(Hgrav
0 )2

µ̄6Wir führen zunä
hst die p̂2n-Erweiterung aus:
1

4
Tr
[
ln
((Hgrav

0 )2

µ̄6

)]
REG

= −1

4
Tr
{

=

∫
ds

s

(e−s(Hgrav
0 )2p̂2n − e−sµ̄6p̂2n

)}

= −1

4

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
=

∫
ds

s

∫ ∞

0

dy y3

[ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

exp
{
− s y2n · 1

(16πgk)2

(
λχ

αχ
(y2)

)2
k6+2n

}
− 40 exp

{
− s µ6y2nk6+2n

}]
.Hier haben wir bereits alles auf dimensionslose Gröÿen umges
hrieben. Wir ersetzen im fol-genden in den entspre
henden Objekten das Argument p2 dur
h y2, um daran zu erinnern,daÿ in diesen auss
hlieÿli
h die dimensionslosen Gröÿen λk, µ, f und y auftreten.Des weiteren tritt vor Hgrav

0 der globale Vorfaktor 1
16πGk

auf. Um das Abs
hneiden be-
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h des Spektrums eines Operators zu implementieren, das demjenigen eines übli
hen,
k-unabhängigen d'Alembert-Operators�mögli
hst ähnli
h ist, s
hneiden wir das s-Integralim Gravitonsektor ni
ht mit k−(6+2n), sondern mit (16πgk)

2k−(6+2n) ab. Dies kommt einerImplementierung der �z = ζ�-Regel aus der QEG nahe [13℄. Bei der ans
hlieÿenden Ska-lenableitung der Regularisierung verna
hlässigen wir au
h in diesem Term die ∂t-Ableitungvon gk. Der Vorfaktor 1
16πGk

tritt dann in der regularisierten Spur ni
ht mehr auf. Dement-spre
hend sind der Hgrav
0 - und der µ̄-Term in der obigen Spur separat zu regularisieren.Wir betra
hten zunä
hst die s
harfe Regularisierung.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Hier ist der IR-regularisierte Ausdru
k gegeben dur
h

1

4
Tr
[
ln
((Hgrav

0 )2

µ̄6

)]
REG

= −1

4

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3

×
[ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

∫ (16πgk)2k−(6+2n)

0

ds

s
exp
{
− s y2n · 1

(16πgk)2

(
λχ

αχ
(y2)

)2
k6+2n

}

−40

∫ k−(6+2n)

0

ds̃

s̃
exp
{
− s̃ µ6y2nk6+2n

}]
.Wir verwenden nun die Formel (7.67) und verna
hlässigen die Skalenableitung von gk in

∂ts0(k).Wir erhalten somit
∂t

1

4
Tr
[
ln
((Hgrav

0 )2

µ̄6

)]
REG

= −1

4

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3

×
[
− (6 + 2n)

∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

exp
{
− y2n

(
λχ

αχ
(y2)

)2}

+(6 + 2n)40 exp
{
− µ6y2n

}]
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=

n+ 3

2

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3

[ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

exp
{
− y2n

(
λχ

αχ
(y2)

)2}

−40 exp
{
− µ6y2n

}]
.Die Cm

k /fm
k -Regularisierung. Wir fassen diese beiden Regularisierungen in der Form

Cm
k (ζHs) zusammen. Au
h hier sind beide Propertime-Integrale separat abzus
hneiden.Die Regulatorfunktionen sind für den Hgrav

0 -Term dur
h
Cm

k (ζHs) =
1

m!

∫ ∞

ζH s(16πgk)−2k6+2n

dr rme−rund für den µ̄-Term dur
h
C̃m

k (ζHs) =
1

m!

∫ ∞

ζH s k6+2n

dr rme−r .gegeben. Damit ergeben si
h deren Skalenableitungen zu
∂tC

m
k (ζHs) = −6 + 2n

m!

(
ζH s(16πgk)

−2k6+2n
)m+1

exp
{
− ζH s(16πgk)

−2k6+2n
}und

∂tC̃
m
k (ζHs) = −6 + 2n

m!

(
ζH s k

6+2n
)m+1

exp
{
− ζH s k

6+2n
}
,und die Regularisierung gestaltet si
h analog zum Beispiel der 1-Loop-Determinante mit

n̂ = 6 + 2n: Der Faktor k6+2n im Exponenten hebt si
h gegen den entspre
henden Faktoraus dem Regulator weg. Im Falle des ersten Terms gilt dies au
h für den Faktor 1
(16πgk)2

.Dies erkennt man, indem man im diskutierten Beispiel Tr[ln Ω]reg für das fm
k -Abs
hneiden
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m = ζH(16πgk)

−2 setzt. Insgesamt führt dies auf
∂t

1

4
Tr
[
ln
((Hgrav

0 )2

µ̄6

)]
REG

=
n+ 3

2

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3
[ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

( ζH

ζH + y2n
(
λ

χ
αχ(y2)

)2
)m+1

−40
( ζH

ζH + y2nµ6

)m+1]
.Die Variation der Parameter m und n erlaubt später Aussagen über die S
hemaabhängig-keit der Resultate.Die Regularisierung von 1

4
Tr lnN 2Wir erhalten zunä
hst vermöge der p̂2n-Erweiterung

1

4
Tr
[
lnN 2

]
REG

= −1

4
Tr=

∫
ds

s

(e−sN 2p̂2n − e−s p̂2n
)

= −1

4

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
=

∫
ds

s

∫ ∞

0

dy y3
( ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

e−s(λχ
N αχ

)2y2n k2n − 40 e−s y2n k2n
)
.Wir führen nun die y-Integration aus gemäÿ

∫ ∞

0

dy y3 e−s(λχ
N αχ

)2y2n k2n

=
(
s(λχ

N αχ
)2k2n

)− 2
n

∫ ∞

0

dz z3 e−z2n

=
(
s(λχ

N αχ
)2k2n

)− 2
n

1

2n

∫ ∞

0

dz′ (z′)
2
n
−1 e−z′

=
(
s(λχ

N αχ
)2
)− 2

nk−4 1

2n
Γ
(2

n

)und erhalten somit
1

4
Tr
[
lnN 2

]
REG

(7.72)
= − 1

8n

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
Γ
(2

n

)(
=

∫
ds s−

2
n
−1
)
k−4
[ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

(λχ
N αχ

)−
4
n − 40

]
.



210 7.6 Die Regularisierung der SpurenDie Impulsintegration des N -unabhängigen Beitrags ergibt si
h dabei aus dem geradebere
hneten für λχ
N αχ

≡ 1. Nun enthält das Spektrum von N die Eigenwerte 1 + 1
γk

und
1− 1

γk
jeweils in νχ

2
-fa
her Entartung, der Eigenwert 1 hingegen ist (nχ − νχ)-fa
h entartet.Mit ∑χ dχ(nχ − νχ) − 40 =

∑
χ

(
dχ(nχ − νχ) − dχnχ

)
= −∑χ dχνχ gilt dann s
hlieÿli
h

1

4
Tr
[
lnN 2

]
REG

= − 1

8n

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
Γ
(2

n

)(
=

∫
ds s−

2
n
−1
)
k−4 ×

×
[ ∑

χ∈{S,V,T}

dχνχ

2

((
1 +

1

γk

)− 4
n

+
(
1 − 1

γk

)− 4
n − 2

)]

= − 3

2n

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
Γ
(2

n

)(
=

∫
ds s−

2
n
−1
)
k−4 ×

×
[(

1 +
1

γk

)− 4
n

+
(
1 − 1

γk

)− 4
n − 2

]unter Verwendung von
∑

χ∈{S,V,T}

dχνχ

2
= 12 .Die Regularisierung wirkt somit auss
hlieÿli
h auf das isolierte Propertime-Integral.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Da die Matrix N keinen ni
httrivialen Vorfaktor ent-hält und da ihre Eigenwerte dimensionslos sind, ist der s
harfe Propertime-Cuto� hiergegeben dur
h

=

∫
ds s−

2
n
−1 ≡

∫ k−2n

0

ds s−
2
n
−1 ,so daÿ die Anwendung der Skalenableitung

∂t

∫ k−2n

0

ds s−
2
n
−1 = −2n k4
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hung 211liefert. Die t-Ableitung der regularisierten Spur ergibt si
h damit zu
∂t

1

4
Tr
[
lnN 2

]
REG

= 3
( ∫

d4x ē
)
k4 v3

(2π)4
Γ
( 2

n

)[(
1 +

1

γk

)− 4
n

+
(
1 − 1

γk

)− 4
n − 2

]
.Die Cm

k /fm
k -Regularisierung. Au
h hier ist ein Logarithmus zu regularisieren, so daÿ wieim freien Anteil Cm

k (ζH s) zu wählen ist. Es gilt dann wegen Cm
k (ζH s) = 1

m!

∫∞
ζH s k2n drrme−r

∂tC
m
k (ζH s) = −2n

m!

(
ζH s k

2n
)m+1e−ζH s k2nund damit

∫ ∞

0

ds
(
∂tC

m
k (ζH s)

)
s−

2
n
−1 = −2n

m!

(
ζH k

2n
)m+1

∫ ∞

0

ds sm− 2
n e−ζH s k2n

= −2n

m!

(
ζH k

2n
)m+1(

ζH k
2n
)−(m+1− 2

n
)
Γ(m+ 1 − 2

n

)

= −2n

m!
k4(ζH)

2
n Γ
(
m+ 1 − 2

n

)
.Die Skalenableitung der regularisierten Spur erhalten wir somit zu

∂t

1

4
Tr
[
lnN 2

]
REG

=
3

m!

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4
(ζH)

2
n Γ
(2

n

)
Γ
(
m+ 1 − 2

n

)[(
1 +

1

γk

)− 4
n

+
(
1 − 1

γk

)− 4
n − 2

]
.

Die Regularisierung von 1
2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav

}Wir führen zunä
hst die p̂2n-Erweiterung aus und erhalten na
h der Ersetzung
1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav

}
→ 1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2
[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}
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1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2
[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}

:=
1

2
Tr
{
=

∫
ds p̂2n(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2e−s p̂2n(Hgrav
0 )2

}

=
1

2

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) v3

(2π)4

∫ ∞

0

dp p3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1

{(
λ̄χ

αχ
(p2)

)2(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(p2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(p2)

(
vχ

αχ

)kχ=

∫
ds e−s p2n

(
λ̄

χ
αχ (p2)

)2}
.Wir s
hreiben jetzt dieses Integral auf dimensionslose Gröÿen um. Die Eigenvektoren vχ
αχhängen zwar von dimensionsbehafteten Gröÿen wie p2 et
. ab, do
h sie selbst sind di-mensionslos, so daÿ das Ums
hreiben auf dimensionslose Gröÿen in ihrem Fall ni
ht aufzusätzli
he k-Potenzen führt. Die Operatoren Hχ und V χ

contr besaÿen ursprüngli
h die glei-
he Massendimension 3. Im Matrixprodukt von (Hχ)−1 und V̌
χ
contr heben si
h nun dieVorfaktoren 1

16πGk
gegenseitig weg. Da wir jedo
h beim Übergang von V

χ
contr zu V̌

χ
contrmit dem kontrahierten Feldstärketensor ein Objekt der Massendimension 2 herausde�-niert haben, besitzt nun na
h dem Wegfall des Gk-abhängigen Vorfaktors das Objekt V̌ χ
contrebenso wie (Hχ)−1 die Massendimension −1. Das Ums
hreiben auf dimensionlose Gröÿen

(Hχ)−1(p2) → (Hχ)−1(y2) und V̌ χ
contr(p

2) → V̌
χ
contr(y

2) liefert in der obigen Spur also einenzusätzli
hen Faktor k−2. Na
h dem Ums
hreiben des Impulsintegrals ∫ dp p3 auf die dimen-sionslose Variable y erhält man den aus Dimensionsgründen zu erwartenden Faktor k2, derdie Dimension der Invariante ( ∫ d4x ē n(±) abfab

) kompensiert. Somit ergibt si
h
1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2
[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}

=
1

2

( ∫
d4x ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4
k2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1{
(16πgk)

−2
(
λχ

αχ
(y2)

)2
k6
(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(y2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(y2)

(
vχ

αχ

)kχ ×

×=

∫
ds e−s y2n(16πgk)−2

(
λ

χ
αχ (y2)

)2

k6+2n
}
.Dieses Integral regularisieren wir nun.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Da das Spektrum des glei
hen Operators wie im µ-
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hung 213unabhängigen Term des freien Beitrags exponentiert wird, verfahren wir analog, d. h. wirwählen s0(k) = (16πgk)
2k−(6+2n). Da jetzt allerdings kein Logarithmus dargestellt wird,hebt si
h der für diesen typis
he 1

s
-Faktor ni
ht gegen den Faktor s0(k) aus der Skalena-bleitung der Integralgrenze weg. Stattdessen hat letzterer nun die erwüns
hte Wirkung,den Ausdru
k unter dem y-Integral dimensionslos zu ma
hen und den globalen Faktor

(16πgk)
−2 zu eliminieren. Wir erhalten nämli
h
∂t

1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2
[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}

= −(n + 3)
( ∫

d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1

{(
λχ

αχ
(y2)

)2(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(y2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(y2)

(
vχ

αχ

)kχ e−y2n

(
λ

χ
αχ (y2)

)2}
.Die Cm

k /fm
k -Regularisierung. Au
h hier greifen wir auf die Regulatorfunktion Cm

k derRegularisierung der freien Spur zurü
k. Dabei ist allerdings ζH dur
h ζV zu ersetzen, umdie beiden S
hemata zu erfassen. Wir erhalten
∂t

1

2
Tr
{
(Hgrav)−1V grav(Hgrav

0 )2
[
(Hgrav

0 )−2
]
REG

}

= −(n + 3)

m!

( ∫
d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4
k2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1{
(16πgk)

−2
(
λχ

αχ
(y2)

)2
k6
(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(y2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(y2)

(
vχ

αχ

)kχ ×

×
(
ζV(16πgk)

−2k6+2n
)m+1

∫ ∞

0

ds sm+1 e−s

(
y2n(λχ

αχ (y2))2+ζV

)
(16πgk)−2k6+2n

}

= −(n + 3)

m!

( ∫
d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4
k2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1{
(16πgk)

−2
(
λχ

αχ
(y2)

)2
k6
(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(y2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(y2)

(
vχ

αχ

)kχ ×

×(ζV(16πgk)
−2k6+2n)m+1 1

[(
y2n(λχ

αχ(y2))2 + ζV
)
(16πgk)−2k6+2n

]m+2Γ(m+ 2)
}
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= −(n + 3)

m+ 1

ζV

( ∫
d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{S,V,T}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1{(
λχ

αχ
(y2)

)2(
vχαχ

)
iχ

((
Hχ
)−1)iχ

jχ
(y2)

(
V̌

χ
contr

)jχ

kχ
(y2)

(
vχ

αχ

)kχ ×

×
( ζV

y2n
(
λ

χ
αχ(y2)

)2
+ ζV

)m+2}
.

Die Regularisierung von 1
4
Tr ln

(Hgh
0 )2

µ̄2Der s
harfe Propertime-Cuto�. Die Regularisierung ergibt si
h unmittelbar aus demAusdru
k für den freien Gravitonbeitrag. Hier ist die Dimension der Eigenzeit-Variabledur
h 2 + 2n gegeben. Da zudem kein Vorfaktor der Form 1
16πGk

auftritt, entfällt hier die
(16πgk)

2-Modi�kation. Wir erhalten somit
∂t

1

4
Tr
[
ln
((Hgh

0 )2

µ̄2

)]
REG

=
n+ 1

2

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3

[ ∑

χ∈{gh S,gh V}
dχ

nχ∑

αχ=1

exp
{
− y2n

(
λχ

αχ
(y2)

)2}− 10 exp
{
− µ2y2n

}]
.Die Cm

k /fm
k -Regularisierung. Au
h hier erhalten wir analog

∂t

1

4
Tr
[
ln
((Hgh

0 )2

µ̄2

)]
REG

=
n+ 1

2

( ∫
d4x ē

)
k4 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3

[ ∑

χ∈{gh S,gh V}
dχ

nχ∑

αχ=1

( ζH

ζH + y2n
(
λ

χ
αχ(y2)

)2
)m+1

−10
( ζH

ζH + y2nµ2

)m+1]
.Die Regularisierung von 1

2
Tr
{
(Hgh

0 )−1V gh
}Wir verfahren analog zum We
hselwirkungsbeitrag des Gravitonsektors. Bis auf dieTatasa
he, daÿ hier keine si
h kompensierenden Vorfaktoren der Form 1

16πGk
auftreten,übertragen si
h die Überlegungen zu den kanonis
hen Massendimensionen der beteiligtenObjekte, so daÿ das Produkt aus λ̄χ

αχ
und V̌ χ

contr dimensionslos ist. Der zu regularisierende
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k ergibt si
h daher zu
1

2
Tr
{
(Hgh

0 )V gh
[
(Hgh

0 )−2
]
REG

}

=
1

2

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) v3

(2π)4
k4+2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{gh S,gh V}

nχ∑

αχ=1

nχ∑

iχ,jχ=1{
λχ

αχ
(y2)

(
vχαχ

)
iχ

(
V̌

χ
contr

)iχ
jχ

(y2)
(
vχ

αχ

)jχ ×

×=

∫
ds e−s y2n

(
λ

χ
αχ(y2)

)2

k2+2n
}
.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Wir s
hneiden das Eigenzeitintegral s
harf ab mit

s0(k) = k−(2+2n), so daÿ si
h die Skalenableitung zu
∂t

1

2
Tr
{
(Hgh

0 )V gh
[
(Hgh

0 )−2
]
REG

}

= −(n+ 1)
( ∫

d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{gh S,ghV}

nχ∑

αχ=1

nχ∑
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λχ

αχ
(y2)

(
vχαχ

)
iχ

(
V̌

χ
contr

)iχ
jχ

(y2)
(
vχ

αχ

)jχ ×

×e−y2n

(
λ

χ
αχ (y2)

)2}ergibt.Die Cm
k /fm

k -Regularisierung. Mit Cm
k (ζV s) = 1

m!

∫∞
ζV s k2+2n dr rme−r, was auf

∂t C
m
k (ζV s) = −2 + 2n

m!

(
ζV s k

2+2n
)m+1

exp
{
− ζV s k

2+2n
}führt, erhalten wir

∂t

1

2
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{
(Hgh

0 )V gh
[
(Hgh

0 )−2
]
REG

}

= −n + 1

m!

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) v3

(2π)4
k4+2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
∑

χ∈{gh S,gh V}

nχ∑
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nχ∑
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(
vχαχ

)
iχ
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χ
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αχ
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ζV k
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×=
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ds sm+1 e−s
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}
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= −n+ 1

m!

( ∫
d4 ē n(±) abfab

) v3

(2π)4
k4+2n

∫ ∞

0

dy y3+2n
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nχ∑
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nχ∑
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× 1
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ζV
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d4 ē n(±) abfab

)
k2 v3

(2π)4

∫ ∞

0
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∑
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nχ∑
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χ
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.Damit liegen alle Spuren auf der re
hten Seite von (7.35) in regularisierter Form vor.
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hung 2177.6.4 Die explizite Fluÿglei
hung für Γk

Na
h diesen Vorbereitungen kann die zu analysierende Fluÿglei
hung für das Funktional
Γk angegeben werden. Wir spalten dazu im Gravitonsektor den We
hselwirkungsterm ge-mäÿ V̌ grav

contr =: V̌
grav(+)
contr ∓ V̌

grav(−)
contr auf und geben die Fluÿglei
hung separat für den s
harfenPropertime-Cuto� sowie für das über die Regulatorfunktionen Cm

k und fm
k implementierteAbs
hneiden an.Der s
harfe Propertime-Cuto�. Hier lautet die Fluÿglei
hung

∂t Γk

=
( ∫

d4x ē
)
k4
{ v3

(2π)4
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)2}] (7.73)
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.
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k /fm

k -Regularisierung. Wir erhalten für ζH = 1 = ζV die Cm
k -Regularisierung,die Wahl ζH = m und ζV = m + 1 führt auf die fm

k -Regularisierung, die im Grenzfall
m → ∞ die gerade angegebene s
harfe Propertime-Regularisierung reproduziert. Fügenwir die Resultate aus dem vorangegangenen Abs
hnitt zusammen, so erhalten wir dieFluÿglei
hung in der Form

∂t Γk

=
( ∫

d4x ē
)
k4
{ v3

(2π)4

[n + 3
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∫ ∞

0

dy y3
([ ∑

χ∈{S,V,T}
dχ

nχ∑

αχ=1

( ζH
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n Γ
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.
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hung 219In (7.73) und (7.74) wird jede der beiden Invarianten mit der zu ihrer kanonis
hen Mas-sendimension inversen Potenz von k multipliziert, was au
h aus Dimensionsgründen der Fallsein muÿ. Diese Kombinationen werden dann jeweils mit einem Integral multipliziert, dessenIntegranden von λk, γk, µ, αD, βD und f abhängen. Die Abhängigkeit von γk entstammtzum einen dem Spektrum von N sowie zum anderen den Produkten (Hgrav
)−1

V̌
grav(+)
contrund (Hgrav

)−1
V̌

grav(−)
contr . Demgegenüber hängen die Eigenwerte und Eigenvektoren der frei-en Operatoren ni
ht von dieser Kopplung, sondern nur von den übrigen dimensionslosenGröÿen ab. Die von uns gewählte Form des Abs
hneidens, die einer groben Implementie-rung der z = ζ-Regel entspri
ht, hat dazu geführt, daÿ die re
hte Seite ni
ht mehr von derdimensionslosen Newton-Konstante gk abhängt.Für die weiteren Untersu
hungen geben wir (7.73) und (7.74) in der einheitli
hen Form

∂t Γk =
( ∫

d4x ē
)
k4
[
I

grav
F (λk, µ) + I

grav
N (γk) − 2 Igh

F (µ)
]

+
( ∫

d4x ē n(±) abfab

)
k2
[
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
] (7.75)

∓
( ∫

d4x ē n(±) abfab

)
k2 I

grav
V(−)(λk, γk, µ)an. Darin wurde die Abhängigkeit von den Ei
hparametern bei der Angabe der Argumen-te unterdrü
kt. Dur
h die Angabe eines Wertes für βD 6= −1 wird eine konkrete Ei
hunggewählt, deren Implementierung über die Ei
hparameter αD und f festgelegt wird. Zu-dem wird über die �Familien-Parameter� n bzw. (n, m) die explizite Form der s
harfenPropertime-Regularisierung bzw. der Cm

k /fm
k -Regularisierung bestimmt. Die funktionaleForm der re
hten Seite liegt damit jedo
h no
h ni
ht eindeutig fest, da zusätzli
h no
hein Wert für den dimensionslosen Massenparameter µ anzugeben ist. Im Rahmen derPropertime-Näherung ist es konsistent und in keiner Weise eins
hränkend, diesen als k-unabhängig anzunehmen, zumal man nur so ein autonomes System erhält. Da er ni
htmit einer eigenen Invariante assoziiert ist und au
h auf keinem anderen Wege eine Fluÿ-glei
hung für ihn abgeleitet werden kann, handelt es si
h bei diesem Parameter ni
ht umeine Kopplung. Wir haben ihn denno
h als Argument der Funktionen auf der re
hten Seiteaufgeführt.
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Unser Ziel besteht darin, die Beta-Funktionen der drei dimensionslosen Kopplungenüber die im vorangegangenen Abs
hnitt abgeleiteten Funktionen, die auf der re
hten Seiteder Fluÿglei
hung (7.75) als Koe�zienten der Invarianten auftreten, auszudrü
ken.Dazu betra
hten wir den für diese Parameter relevanten Teil Γk Ho der Trunkierung für
ea

µ ≡ ēa
µ sowie ωab

µ ≡ ω̄ab
µ und bere
hnen die Wirkung der Skalenableitung auf diesen.Mit

Γk Ho[ē, ω̄] = − 1

16πGk

∫
d4x ē

[(
1 ∓ 1

γk

)
F̄ ab

µν ē
µ

a ē
ν

b − 2 Λk

]und
ZNK :=

Ḡ

Gk

=
Ḡ

gk

k2 ⇒ ∂t ZNK =
Ḡ

gk

k2
(
2 − ∂tgk

gk

)
= ZNK

(
2 − ∂tgk

gk

)
,worin Ḡ den Wert der dimensionsvollen Newton-Konstante bei einer Referenzskala k0 be-zei
hnet, erhalten wir für die linke Seite der trunkierten Fluÿglei
hung:

∂t Γk

= − 1

16πḠ

∫
d4x ē

[((
∂tZNK

)
∓ ∂t

(ZNK

γk

))
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µν ē
µ

a ē
ν

b − 2∂t

(
ZNKΛk

)]

= − 1

16πḠ
ZNK

∫
d4x ē

[((
2 − ∂tgk

gk

)
∓
((

2 − ∂tgk
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) 1

γk

+ ∂t

1

γk

))
F̄ ab

µν ē
µ

a ē
ν

b

−2
((

2 − ∂tgk

gk

)
λk + 2λk + ∂t Λk

)
k2
]

=
( ∫

d4x ē F̄ ab
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µ
a ē

ν
b

)
k2
{
− 1

16πgk

[(
2 − ∂tgk
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∓
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2 − ∂tgk
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) 1
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1
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+
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k4
{(

− 1

16πgk

)
(−2)

[(
2 − ∂tgk

gk

)
λk + 2 λk + ∂t λk

]}
.Über einen Koe�zientenverglei
h mit der re
hten Seite von (7.75) ergibt si
h das folgende
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hungen:
(
− 1

16πgk

)(
2 − ∂tgk

gk

)
=
(
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)

(
− 1
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)[(
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) 1
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+ ∂t

1
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]
= I
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)
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)
λk + 2 λk + ∂t λk

]
=
(
I

grav
F (λk, µ) + I

grav
N (γk) − 2 Igh

F (µ)
)
.Wir bea
hten, daÿ mit ∂t

1
γk

=: β 1
γ
für die Beta-Funktion des Immirizi-Parameters βγ :=

∂t γk ≡ −γk
2β 1

γ
gilt.Unter Verwendung von
(
2 − ∂tgk

gk

)
= −16πgk

(
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)lassen si
h diese Glei
hungen dann s
hlieÿli
h zu

∂t gk = βg =
[
2 + 16π

(
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
gk

]
gk

∂t γk = βγ = 16πgk γk

[
γk I

grav
V(−)(λk, γk, µ) −

(
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]

∂t λk = βλ = 8πgk

[(
I

grav
F (λk, µ) + I

grav
N (γk) − 2 Igh

F (µ)
)

+2
(
I

grav
V(+)(λk, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
λk

]
− 2 λk

(7.76)
au�ösen.Das Glei
hungssytem (7.76) stellt das zentrale Ergebnis dieser Arbeit dar. Die auf derre
hten Seite auftretenden Funktionen sind dabei zu kompliziert, um detailliertere Aus-sagen hinsi
htli
h der s
hematis
hen Form der Beta-Funktionen und insbesondere derenAbhängigkeiten von den einzelnen Kopplungen und Parametern tre�en zu können. Denphysikalis
hen Gehalt von (7.76) werden wir im nä
hsten Kapitel analysieren.Um jedo
h einen besonderen Aspekt seiner allgemeinen Struktur besser zu verstehen,mö
hten wir abs
hlieÿend eine Überlegung zum γk-Grad der We
hselwirkungsbeiträge an-führen. Es wurde bereits dargelegt, daÿ der skalare Anteil der Spur von (Hgrav)−1V̌

grav
contr, der
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h (Hgrav)−1V̌
grav(+)
contr gegeben ist, bezügli
h γk gerade ist, wohingegen der pseudoskalareBeitrag (Hgrav)−1V̌

grav(−)
contr ungerade bezügli
h γk ist. In den betre�enden We
hselwirkungs-beiträgen des Gravitonsektors tritt jedo
h ni
ht die Spur dieser Objekte auf. Vielmehr be-re
hnen wir mit (vχαχ
)

iχ
= 〈αχ | iχ〉 und (vχ

αχ

)iχ
= 〈iχ |αχ〉 jeweils die αχ-αχ-Komponente,die dann no
h mit einer Funktion des zugehörigen Eigenwertes λχ

αχ
multipliziert wird; dieswird dann über αχ summiert. Da jedo
h die Eigenwerte und Eigenvektoren unabhängig von

γk sind, ändert si
h der γk-Grad der einzelnen Diagonalmatrixelemente ni
ht, so daÿ si
hdie Eigens
haft der Spur auf diesen Ausdru
k überträgt. Um diesen Sa
hverhalt anders zuverdeutli
hen, kann man au
h die Funktion des Eigenwertes als Funktion der Matrix Hgrav
0s
hreiben. Dann läÿt si
h die Summe über αχ ausführen. Es verbleibt die Bere
hnung derübli
hen Matrixspur des Produktes dieser Funktion von Hgrav

0 mit (Hgrav)−1V̌
grav(+)
contr bzw.

(Hgrav)−1V̌
grav(−)
contr . Nun ist Hgrav

0 eine paritätsgerade, blo
kdiagonale und von γk unabhän-gige Matrix, was si
h auf Funktionen dieser Matrix überträgt. Dann wird dur
h die Mul-tiplikation mit dieser Funktion das Spurargument ni
ht beeinträ
htigt. Aus diesen Überle-gungen folgt, daÿ Igrav
V(+)(λk, γk, µ) eine gerade Funktion und Igrav

V(−)(λk, γk, µ) eine ungeradeFunktion bezügli
h γk ist. Darüber hinaus ist die Funktion Igrav
N (γk) ebenfalls symmetris
hbezügli
h der Vertaus
hung γk ↔ −γk. Mithin wird der dur
h (7.76) de�nierte Fluÿ unter

γk → −γk auf si
h selbst abgebildet, d. h. er ist symmetris
h zur (γk = 0)-Ebene.



Kapitel 8
Analyse desRenormierungsgruppen�usses

In diesem Kapitel soll das in Kapitel 7 abgeleitete Di�erentialglei
hungssystem für diedrei laufenden Kopplungen g, λ und γ untersu
ht werden.Zunä
hst wählen wir, sofern ni
ht anders angegeben, den Parameter der p̂2n-Regulari-sierung zu n = 3. Dies ist der kleinste Wert, der die Konvergenz aller auftretendenImpulsintegrale gewährleistet. Gröÿere Werte hätten ein zunehmend stärkeres �Auswa-s
hen� der Eigens
haften des Renormierungsgruppen�usses zur Folge. Die verwandte Formder Propertime-Glei
hung verna
hlässigt als Näherung der Wetteri
h-Glei
hung jegli
hesLaufen der dimensionslosen Kopplungen auf der re
hten Seite der Fluÿglei
hung, und die-sen approximativen Charakter wollen wir ni
ht zusätzli
h verstärken. Die S
hemaabhän-gigkeit der Ergebnisse testen wir über eine Variation der Regularisierung, die den s
harfenPropertime-Cuto� sowie die Cm
k - und fm

k -Regularisierung für jeweils vers
hiedene Wertedes Abs
hneideparameters m umfaÿt.Um darüber hinaus die Dimension des Parameterraumes weiter einzus
hränken, imple-mentieren wir im Rahmen der numeris
hen Analyse die O(4)-Ei
hbedingung immer mit
f = 1 für den Lorentz-Ei
hparameter. Um die Ei
habhängigkeit der Resultate zu überprü-fen, verbleiben somit die beiden Parameter βD und αD. Ersteren wählen wir zu 0 oder 1,und letzterer nimmt vornehmli
h die Werte 1, 10 und 10−1 an. Der physikalis
h interessanteWert αD = 0, der vermutli
h einen Fixpunktwert darstellt, läÿt si
h hingegen numeris
h



224 8.1 Das (λ, g)-Systemni
ht zuverlässig realisieren. Von besonderem Interesse ist die Frage, wie si
h die Resultatequalitativ für vers
hiedene Werte des Massenparameters µ verhalten.Im folgenden betra
hten wir drei Trunkierungen. In der ersten sind nur das First-Order-Gegenstü
k zum Ri

i-Skalar und der kosmologis
he Term anwesend, so daÿ hierder zweidimensionale Fluÿ von gk und λk analysiert wird. Ans
hlieÿend s
halten wir denImmirzi-Term ein. Zunä
hst wird als zweite Trunkierung das reine (γ, g)-System ohne kos-mologis
he Konstante untersu
ht, bevor wir uns im Rahmen des (λ, γ, g)-Systems mit dervollen dreidimensionalen Trunkierung befassen.Die Kopplungen λ, γ und g sind dabei als Koordinaten auf dem von ihren assoziiertenInvarianten aufgespannten dreidimensionalen Unterraum des Theorienraums aufzufassen,auf dem au
h das Vektorfeld ~β ≡ (βλ, βγ, βg) de�niert ist. Wir s
hreiben hingegen λk, γkund gk, sofern wir uns ni
ht auf intrinsis
he geometris
he Eigens
haften des Theorienraums,sondern auf den dur
h das Vektorfeld ~β erzeugten und mit k parametrisierten Fluÿ bezie-hen, der dur
h das Di�erentialglei
hungssystem (7.76) gegeben ist. Die Reihenfolge derKopplungen in der Bezei
hnung der Trunkierungen ist der von uns gewählten Darstellungangepaÿt, in der (λ, γ, g) im dreidimensionalen Fall ein re
htshändiges Dreibein bilden..8.1 Das (λ, g)-SystemWie in Abs
hnitt 7.4.2 erläutert, erhalten wir für das zweidimensionale (λ, g)-Systemohne Immirzi-Term im Trunkierungsansatz die relevanten Beiträge der Spur, indem wirauf der re
hten Seite der Fluÿglei
hung den geraden We
hselwirkungsbeitrag V̂ grav(+)
contr für

γk → ∞ auswerten und den ungeraden Anteil V̂ grav(−)
contr ni
ht berü
ksi
htigen. Dies entferntaus der vollen Spur alle skalaren Beiträge der Ordnung O

(
1
γk

), die aus dem Immirzi-Term stammen sowie alle pseudoskalaren Beiträge der Ordnungen O
(

1
γk

0) und O
(

1
γk

1),die auf der re
hten Seite auss
hlieÿli
h zur Beta-Funktion des Immirzi-Terms beitragen.Dann treten au
h im Graviton-Sektor auss
hlieÿli
h Skalare auf, und alle Matrixkompo-nenten der Operatoren sind blo
kdiagonal. Insbesondere ist Hgrav mit Hgrav
0 identis
h, sodaÿ der Graviton-Anteil im We
hselwirkungsbeitrag der Spur in (7.49) wie gewüns
ht diezum Geist-Anteil analoge Form annimmt. Entspre
hend bezei
hnen wir den resultieren-



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 225den Graviton-We
hselwirkungsbeitrag zur Beta-Funktion mit Igrav
V (λ, µ), so daÿ wir dasDi�erentialglei
hungssystem in der Form

∂t gk = βg(gk, λk) =
[
2 + ηN(λk, gk, µ)

]
gk (8.1a)mit ηN(λk, gk, µ) = 16π

(
I

grav
V (λk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
gk

∂t λk = βλ(gk, λk) = 8πgk

[(
I

grav
F (λk, µ) − 2 Igh

F (µ)
)

+2
(
I

grav
V (λk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
λk

]
− 2 λk (8.1b)erhalten. Da H̄ nun vers
hwindet, entfällt in diesen Glei
hungen au
h derN -Beitrag aus dervollen Beta-Funktion; er enthielt die Beiträge zum freien Anteil, die aus der Anwesenheitdes Immirzi-Terms resultierten.Bevor wir die Resultate der numeris
hen Analyse anführen, sei no
h einmal daraufhingewiesen, daÿ diese Trunkierung ni
ht das Gegenstü
k zur Einstein-Hilbert-Trunkierungder QEG darstellt. Vielmehr ist diese von der metris
hen Theorie maximal weit entferntin dem Sinne, daÿ in ihr die Torsion völlig frei �uktuiert. Im Metrik-Formalismus hingegenwird die Torsion a priori glei
h Null gesetzt.Da an einem Fixpunkt (λ⋆, g⋆) beide Beta-Funktionen vers
hwinden, folgt im ni
ht-Gauÿs
hen Fall (g⋆ 6= 0, ηN = −2) aus (8.1a) die erste Fixpunktbedingung

16π
(
I

grav
V (λ⋆, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
g⋆ = −2und somit

g⋆ = −
[
8π
(
I

grav
V (λ⋆, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]−1

. (8.2)Für die zweite Fixpunktbedingung βg(λ
⋆, g⋆) = 0 folgt aus (8.1b) mit (8.2)

−
(
I

grav
F (λ⋆, µ) − 2 Igh

F (µ)
)

(
I

grav
V (λ⋆, µ) − 2 Igh

V (µ)
) − 4 λ⋆ = 0 (8.3)Wir haben numeris
h na
h Lösungen λ⋆ von Glei
hung (8.3) gesu
ht und mittels (8.2) die



226 8.1 Das (λ, g)-Systemzugehörigen g⋆-Werte bestimmt.Auf diese Art können für µ = 1 keine weiteren Fixpunkte auÿer dem Gauÿs
hen (GFP)gefunden werden. Für µ = 2 tritt für bestimmte Werte der Ei
hparameter ein ni
ht-Gauÿs
her Fixpunkt (NGFP) auf, wobei jedo
h das Vorzei
hen von g⋆ von der Wahl derParameter abhängt. Ab µ ≈ 3 hingegen stellt si
h eine Systematik ein, die bis zum un-tersu
hten Maximalwert von µ = 50 erhalten bleibt und somit eine generis
he Eigens
hafteines groÿen Berei
hs im Parameterraum zu sein s
heint.Um diesen Berei
h zu untersu
hen, haben wir jeweils für µ = 5, µ = 10 und µ = 15dem Di�eomorphismusparameter die Werte αD = 1, αD = 10 und αD = 0, 1 zugewiesenund zudem jeden dieser Fälle für βD = 0 und βD = 1 betra
htet. Jede dieser Parame-terkon�gurationen wurde auf sieben vers
hiedene Arten regularisiert, zunä
hst mittels dess
harfen Propertime-Cuto�s sowie ans
hlieÿend unter Verwendung der Cm
k - und der fm

k -Regularisierung. In beiden Fällen wurde der Abs
hneideparameter m zu m = 1, m = 10und m = 50 gewählt.Die Resultate lassen si
h wie folgt zusammenfassen:(A) Im Zuge dieser Analyse stellten wir fest, daÿ die �wei
hen� Cm
k - und die fm

k -Regularisie-rungen stetig mit dem s
harfen Propertime-Cuto� zusammenhängen; insbesondere erhaltenwir im Falle der fm
k -Regularisierung für m = 50 die erwartete, nahezu perfekte Überein-stimmung mit dem s
harfen Cuto�. Generell bestätigen diese Regularisierungen sowohl inqualitativer als au
h in quantitativer Hinsi
ht das bereits auf Grundlage des s
harfen Cu-to�s gewonnene Bild. Wir geben daher in den folgenden Tabellen nur die unter Verwendungdes s
harfen Cuto�s erhaltenen Werte an.(B) In den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 geben wir neben den Fixpunktwerte g⋆ und λ⋆ undderen Produkt au
h die zugehörigen kritis
hen Exponenten Θ1 und Θ3 des Fixpunkts an.Sie sind de�niert als die Eigenwerte der am Fixpunkt (λ⋆, g⋆) ausgewerteten Stabilitäts-matrix zu den Eigenvektoren V 1 und V 3. (Die unübli
he Numerierung an dieser Stelleerklärt si
h dur
h die Darstellung der Analyse der dreidimensionalen (λ, γ, g)-Trunkierungam Ende dieses Kapitels.) Dabei ist zu bea
hten, daÿ prima fa
ie ein kritis
her Exponent

ΘA ni
ht mit einer bestimmten Kopplung uα assoziiert werden kann. Dies ist nur dann derFall, wenn der zugehörige Eigenvektor V A nahezu parallel zur uα-A
hse auf dem Theorien-raum verläuft (vgl. Formel (1.25), Kapitel 1). In diesem Sinne sind in guter Näherung die
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harfer Propertime-Cuto�, µ = 5
λ⋆ g⋆ λ⋆g⋆ Θ1 Θ3

βD = 1 -3,35 3,07 -10,28 2,86 1,87αD = 1
βD = 0 -3,28 2,75 -9,03 2,98 1,76
βD = 1 -0,36 0,71 -0,26 -21,53 2,46αD = 10
βD = 0 -0,41 0,91 -0,37 -25,96 2,40

αD = 0, 1 βD = 1 -9,19 24,70 -226,85 230,31 4,02Tabelle 8.1: Die Eigens
haften des NGFP für den s
harfen Propertime-Cuto� und µ = 5im (λ, g)-System.S
harfer Propertime-Cuto�, µ = 10
λ⋆ g⋆ λ⋆g⋆ Θ1 Θ3

βD = 1 -6,16 2,77 -17,05 3,33 1,90αD = 1
βD = 0 -5,88 2,45 -14,39 3,35 1,88
βD = 1 -0,35 0,46 -0,16 -20,33 2,40αD = 10
βD = 0 -0,41 0,66 -0,27 -26,51 2,37

αD = 0, 1 βD = 1 -11,71 13,91 -162,83 156,34 4,02Tabelle 8.2: Die Eigens
haften des NGFP für den s
harfen Propertime-Cuto� und µ = 10im (λ, g)-System.kritis
hen Exponenten Θ1 und Θ3 mit den Kopplungen λ bzw. g assoziiert. Für sämtli
heParameterwerte sind Θ1 und Θ3 rein reell.(C) Auÿer den in den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 angegebenen Fixpunkten wurde für µ = 5,
αD = 0 und m = 10 im Rahmen der fm

k -Regularisierung no
h ein weiterer Fixpunktbei (λ⋆ = 1, 7; g⋆ = −1, 16) für βD = 1 und bei (λ⋆ = 1, 96; g⋆ = −1, 30) für βD = 0gefunden. Da dieser Fixpunkt jedo
h nur für diese beiden speziellen ParameterwahlenS
harfer Propertime-Cuto�, µ = 15
λ⋆ g⋆ λ⋆g⋆ Θ1 Θ3

βD = 1 -7,79 2,47 -19,24 3,39 1,90αD = 1
βD = 0 -7,37 2,18 -16,04 3,41 1,89
βD = 1 -0,38 0,38 -0,15 -20,06 2,38αD = 10
βD = 0 -0,46 0,56 -0,25 -26,67 2,36

αD = 0, 1 βD = 1 -13,67 11,37 -155,39 145,67 4,02Tabelle 8.3: Die Eigens
haften des NGFP für den s
harfen Propertime-Cuto� und µ = 15im (λ, g)-System.



228 8.1 Das (λ, g)-Systemim Rahmen dieses S
hemas auftrat und si
h ni
ht bei Variation der Parameter und desAbs
hneideverfahrens stetig weiterverfolgen lieÿ, wurde er als unphysikalis
hes Artefaktbetra
htet.(D) Zwar s
heint der Ein�uÿ des Parameters βD gering zu sein, do
h für αD = 0, 1 und
βD = 0 konnte in keinem der untersu
hten Fälle ein Fixpunkt gefunden werden. Hingegenexistiert für alle übrigen Parameterkon�gurationen ein Fixpunkt mit λ⋆ < 0 und g⋆ > 0.(E) Na
h den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 werden die Beträge beider Fixpunktkoordinaten λ⋆und g⋆ für wa
hsendes αD kleiner, so daÿ bei der Bildung des Produktes λ⋆ g⋆ gerade keineKompensation auftritt, die dieses vergli
hen mit den Fixpunktwerten der beiden separatenKopplungen bezügli
h einer Variation des Ei
hparameters signi�kant robuster ma
hen wür-de. Dies tri�t au
h zu, wenn man für feste µ- , αD- und βD-Werte die Fixpunktkoordinatenund deren Produkt für die vers
hiedenen Abs
hneideverfahren verglei
ht.(F) Die ents
heidenden S
hlüsse bezügli
h der S
hemaabhängigkeiten lassen si
h aus demVerhalten der kritis
hen Exponenten ziehen. In Abhängigkeit des Ei
hparameters αD kannman diesen für alle Regularisierungen folgende Werteberei
he zuordnen:

αD = 1 : 2, 40 < Θ1 < 3, 45 , 1, 70 < Θ3 < 1, 95

αD = 10 : −35 < Θ1 < −15 , 2, 30 < Θ3 < 2, 65

αD = 0, 1 : 80 < Θ1 < 230 , 4, 02 ≤ Θ3 ≤ 4, 04 .Man erkennt, daÿ Θ1 sehr stark ei
habhängig ist und im Falle von αD = 10 und αD = 0, 1für die unters
hiedli
hen Regularisierungsverfahren einen verhältnismäÿig groÿen Werte-berei
h überstrei
ht. Demgegenüber ist der enge Werteberei
h des kritis
hen Exponenten
Θ3 bemerkenswert, zumal si
h die zugehörigen g⋆-Werte über alle Parameterkombinatio-nen hinweg um einen Faktor 200 unters
heiden. Für αD = 1 und αD = 10 liegt Θ3 wenigunterhalb bzw. oberhalb von 2, während für αD = 0, 1 die Re
hnung auf ausgespro
henstabile Art und Weise einen kritis
hen Exponenten von 4 nahelegt. Allerdings vers
hwin-det hier der Fixpunkt bei einer vermeintli
h geringen Variation der Ei
hbedingung, so daÿder Status dieses Befundes unklar ist. In jedem Falle deuten die Resultate auf einen po-sitiven Exponenten Θ3 hin, dessen Wert zudem im Berei
h derjenigen Werte liegen sollte,die si
h für den analogen kritis
hen Exponenten im Rahmen der QEG ergeben haben [25℄.Allgemein ist in dem untersu
hten Parameterberei
h die Ei
habhängigkeit der Ergebnisse
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hemaabhängigkeit.(G) Als wi
htigste Vorhersage des untersu
hten Flusses, die si
h in perfekt s
hemaunab-hängiger Weise ergibt, ist die bloÿe Existenz eines ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunktes zu nennen,so daÿ wir hier einen ersten Hinweise auf asymptotis
he Si
herheit gefunden haben. Zudemist für alle diese Fixpunkte g⋆ positiv, d. h. es liegt wie in der metris
hen Quantengravita-tion Anti-S
reening vor. Im Unters
hied zur QEG �nden wir hier für alle Fixpunkte einennegativen λ⋆-Wert.(H) In Abbildung 8.1 skizzieren wir s
hematis
h das Phasenportrait des RG-Flusses in der
λ-g-Ebene. Wie in der QEG unters
heiden wir au
h hier drei Berei
he, die wir in analogerNomenklatur mit Ia, IIa und IIIa bezei
hnen. Dabei sind Trajektorien vom Typ Ia sol
he,die für k → 0 na
h λ = −∞ laufen. Trajektorien des Berei
hs IIIa streben im IR-Limes
k → 0 na
h λ = +∞. Diese Berei
he sind dur
h eine Separatrix getrennt, die die KlasseIIa bildet und den Gauÿs
hen mit dem ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt verbindet, indem sie für
k → 0 in den GFP hineinläuft. In Abbildung 8.2 geben wir ein e
htes Bild der Umgebungdes NGFP für αD = 1, βD = 1, µ = 5 und den s
harfen Cuto� an. Die Pfeile an denTrajektorien zeigen in die Ri
htung von abnehmendem k, d. h. der Fluÿ ins Infrarote erfolgtaus dem Fixpunkt heraus. Dies ist äquivalent zu der von uns ermittelten Positivität derzugehörigen kritis
hen Exponenten für diese Parameterwahl, da für eine dimensionsloseKopplung uα der um den Fixpunkt linearisierte Fluÿ gemäÿ ∼ V 1

α

(
k
k0

)−Θ1
+ V 3

α

(
k
k0

)−Θ3verläuft. (Mit α ∈ {λ, g} bezei
hnet darin V A
α die λ- bzw. g-Komponente des Eigenvektors

V A.)Dieses Resultat legt nahe, beide Ri
htungen V 1 und V 3 bzw. beide Kopplungen λ und
g als relevant einzustufen, so daÿ die Dimension der UV-kritis
hen Hyper�ä
he SUV desNGFP in dieser Trunkierung 2 ist. Unsere Ergebnisse deuten insgesamt darauf hin, daÿ dieNewton-Konstante mit groÿer Si
herheit relevant ist, wohingegen die Befunde bezügli
hder kosmologis
hen Konstante einer zu starken Ei
habängigkeit unterworfen sind, um hiereine ähnli
h klare Aussage tre�en zu können.Wie bereits erläutert wurde, enthalten au
h die Eigenvektoren der StabilitätsmatrixInformation über das Verhalten des Flusses am Fixpunkt, indem sie dessen asymptotis
heRi
htungen erfassen. Im betra
hteten Fall wurde das Eigensystem zu ~vλ = (−0, 99;−0, 06

)Tund ~vg = (0, 93;−0, 37
)T bestimmt.
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Abbildung 8.1: S
hematis
he Darstellung des Flusses um den NGFP in der (λ, g)-Trunkierung.Abs
hlieÿend läÿt si
h feststellen, daÿ wir im Rahmen der (λ, g)-Trunkierung überzeu-gende Hinweise für das Auftreten asymptotis
her Si
herheit gefunden haben. Zudem weistder zugehörige NGFP ein positives g⋆ > 0 und mithin Anti-S
reening auf. Der λ⋆-Wert istim Unters
hied zur QEG negativ, λ⋆ < 0. Allerdings signalisiert die Re
hnung bezügli
hder Behandlung der kosmologis
hen Konstanten in Form der s
hwankenden Θ1-Werte ihreeigene Unzulängli
hkeit. Das Laufen von λ ist aufgrund der hohen kanonis
hen Skalendi-mension von Λk nur s
hwer zu kontrollieren. Zudem muÿ ein negativer λ⋆-Wert ni
ht inphänomenologis
hem Widerspru
h zu der gegenwärtig gemessenen, positiven und kleinenkosmologis
hen Konstanten des Universums stehen, da diese Messungen auf astronomi-s
hen Skalen und somit tief im Infraroten erfolgen. Die relevanten Trajektorien be�ndensi
h in Abbildung 8.1 in dem mit IIIa bezei
hneten Berei
h. Er enthält au
h in der QEGdiejenigen Trajektorien, die in der Natur realisiert sein könnten, da sie über ein langesklassis
hes Regime verfügen. Darüber hinaus erfährt die Beta-Funktion von λ im Rahmeneiner korrekten bimetris
hen Analyse, die im Gegensatz zu unserer Näherung die sogenann-te Split-Symmetrie der Fluÿglei
hung respektiert und bei der die Fluktuationen auf beidenSeiten ni
ht glei
h Null gesetzt werden, eine Korrektur in Form einer Tadpole-Glei
hung,die dur
haus auf ein positives λ⋆ führen kann [51, 52, 53℄. Diesen allgemeineren Standpunktwollen wir hier ni
ht näher erläutern.
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Abbildung 8.2: Der zweidimensionale RG-Fluÿ in der (λ, g)-Ebene für µ = 5, αD = 1 und
βD = 1 unter Verwendung des s
harfen Propertime-Cuto�s. Die Pfeile zeigen in Ri
htungabnehmender k-Werte.Daher sind präzisere Untersu
hungen erforderli
h, um genauere Aussagen zu den expli-ziten Eigens
haften des Flusses im Fixpunktregime tre�en zu können.
8.2 Die Identi�kation des µ-Parameters mit der laufen-den Plan
k-MasseDie Natur des µ-Parameters betre�end, ers
heint no
h eine weitere Identi�kation als na-türli
h. Die laufende dimensionsvolle Newton-Konstante Gk führt auf eine laufende Plan
k-Masse, die in natürli
hen Einheiten dur
h √

Gk
−1

=
√
gk

−1 k gegeben ist. Identi�zieren wirdiese mit dem dimensionsbehafteten Massenparameter µ̄, so impliziert dies für die entspre-
henden dimensionslosen Gröÿen µ ≡ √
gk

−1. Die Funktionen Igrav
F , Igh

F , Igrav
V und Igrav

F aufder re
hten Seite des Di�erentialglei
hungssystems (8.1) hängen damit ebenfalls von gk ab.Wir haben au
h für diese Wahl des Massenparameters den Renormierungsgruppen-Fluÿ



232 8.3 Das (γ, g)-System(RG-Fluÿ) des (λ, g)-Systems untersu
ht. Die Ergebnisse sind im Anhang K zusammen-gestellt. Sie belegen, daÿ für diese Identi�kation die Existenz eines NGFP stark s
hema-abhängig ist und daÿ dieser zudem Eigens
haften aufweist, die im Gegensatz zur Wahl
µ = const ni
ht mit denjenigen des QEG-Fixpunktes in Einklang stehen. Daher haben wiruns in den folgenden Untersu
hungen auf den Fall µ = const bes
hränkt.
8.3 Das (γ, g)-SystemWir betra
hten jetzt die �Holst-Trunkierung� (3.24) ohne den kosmologis
hen Term,berü
ksi
htigen aber im Unters
hied zum vorangegangenen Abs
hnitt den Immirzi-Term.Die Beta-Funktionen dieser zweidimensionalen Trunkierung erhalten wir, indem wir imvollen System (7.76) in den Beta-Funktionen für gk und γk jeweils λk = 0 setzen:

∂t gk = βg(gk, γk) =
[
2 + ηN(0, gk, µ)

]
gk (8.4a)

∂t γk = βγ(gk, γk) = 16πgk γk

[
γk I

grav
V(−)(0, γk, µ) −

(
I

grav
V(+)(0, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
)] (8.4b)Die aus (8.4) erhaltenen Fluÿdiagramme belegen, daÿ der Fluÿ spiegelsymmetris
h zur (γ =

0)-Linie, d. h. zur g-A
hse ist. Zudem ist o�ensi
htli
h g = 0 eine Fixlinie. Insbesondereexistiert au
h hier ein Gauÿs
her Fixpunkt (g⋆ = 0, γ⋆ = 0).Um eventuelle ni
ht-Gauÿs
he Fixpunkte zu �nden, versu
hen wir zunä
hst, βγ(g
⋆, γ⋆) =

0 mit γ⋆ 6= 0 zu lösen. Mit (8.4b) führt dies auf die Bedingung
γ⋆ I

grav
V(−)(0, γ

⋆, µ) −
(
I

grav
V(+)(0, γ

⋆, µ) − 2 Igh
V (µ)

)
= 0 . (8.5)Besitzt (8.5) eine Lösung, so läÿt si
h der zugehörige g⋆-Wert aus der zweiten Bedingung

η⋆
N = −2 bestimmen, d. h. mit (8.4a)

g⋆ = −
[
8π
(
I

grav
V(+)(0, γ

⋆, µ) − 2 Igh
V (µ)

)]−1

. (8.6)



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 233Finden wir einen NGFP (g⋆, γ⋆), so linearisieren wir den Fluÿ um diesen Punkt undbere
hnen seine kritis
hen Exponenten als die (negativen) Eigenwerte der Stabilitätsmatrix.Für den betra
hteten Fall µ = const hat diese speziell die Einträge
∂βg(γ, g)

∂g

∣∣∣∣
γ=γ⋆,g=g⋆

=
∂

∂g

{[
2 + ηN(0, g, µ)

]
g
}∣∣∣

γ=γ⋆,g=g⋆

= 2 + ηN(0, g⋆, µ) + g⋆
( ∂
∂g
ηN

)
(g⋆)

= ηN(0, g⋆, µ) = −2und
∂βγ(γ, g)

∂g

∣∣∣∣
γ=γ⋆,g=g⋆

= 16πγ⋆
[
γ⋆ I

grav
V(−)(0, γ

⋆, µ) −
(
I

grav
V(+)(0, γ

⋆, µ) − 2 Igh
V (µ)

)]
= 0 .Die Stabilitätsmatrix ist dann von der Form

B ≡
{
Bij

}
=

(
∂βγ

∂γ

∂βγ

∂g
∂βg

∂γ

∂βg

∂g

)∣∣∣∣∣
γ=γ⋆,g=g⋆

=

(
∂βγ

∂γ
0

∂βg

∂γ
−2

)∣∣∣∣∣
γ=γ⋆,g=g⋆

,so daÿ für die kritis
hen Exponenten
Θ2 = − ∂βγ

∂γ

∣∣∣∣
γ=γ⋆,g=g⋆

und Θ3 = 2gilt. Da der Eigenvektor V 3 zum Eigenwert −Θ3 dur
h V 3 = (0, 1)T gegeben ist, ist Θ3tatsä
hli
h der mit der Newton-Konstante g assoziierte kritis
he Exponent.8.3.1 Die Pseudo�xpunkte NGFP′
±Au
h im Rahmen der (γ, g)-Trunkierung stellt si
h heraus, daÿ der s
harfe Propertime-Cuto� keinerlei pathologis
he Züge aufweist, sondern si
h vielmehr harmonis
h in die Men-ge der übrigen Regularisierungsverfahren einfügt, so daÿ wir uns hier ebenfalls bei derAngabe der erhaltenen Resultate auf dieses S
hema bes
hränken.Wir �nden für µ = 1 bis zum untersu
hten Maximalwert von µ = 50 für jeden derbeiden Halbräume γ > 0 und γ < 0 des spiegelsymmetris
hen Flusses einen Fixpunkt, der
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harfer Propertime-Cuto�, βD = 1
µ = 1 γ⋆ g⋆ Θ2 Θ3

αD = 1 1.054 -0,026 4,05 2
αD = 10 1,007 1,252 5598,6 2
αD = 0, 1 1,054 -0,026 4,93 2
µ = 2 γ⋆ g⋆ Θ2 Θ3

αD = 1 1,138 1,722 7,14 2
αD = 10 1,017 0,042 66,92 2
αD = 0, 1 0,981 -16,370 -794,2 2
µ = 5 γ⋆ g⋆ Θ2 Θ3

αD = 1 1,061 2,118 18,56 2
αD = 10 1,009 0,057 116,13 2
αD = 0, 1 0,979 -8,625 -269,8 2Tabelle 8.4: Die Eigens
haften des Pseudo�xpunktes NGFP′

± im (γ, g)-System für µ ∈
{1; 2; 5} und αD ∈ {1; 10; 0, 1}.
sehr nah bei γ = ±1 liegt. Wir bezei
hnen dieses Fixpunktpaar mit NGFP′

± und gebendie zugehörigen Werte für µ = 1, µ = 2 und µ = 5 in Tabelle 8.4 an.Wir haben uns dabei auf den Fall βD = 0 bes
hränkt, da si
h für βD = 1 keine wesent-li
hen Unters
hiede ergeben.Für alle untersu
hten Massenparameter µ > 1 läÿt si
h folgende Systematik feststel-len: Der Betrag der γ⋆-Werte ist für αD = 1 und αD = 10 immer gröÿer als 1, wobei dieAbwei
hung von 1 im zweiten Fall gegenüber dem ersten jeweils um etwa eine Gröÿenord-nung kleiner ist. Hier sind die zugehörigen g⋆-Werte stets positiv. Demgegenüber sind für
αD = 0, 1 die γ⋆-Beträge kleiner als 1, und man erhält negative g⋆-Werte. Für wa
hsendes µbleibt diese Systematik erhalten, wobei si
h die auftretenden γ⋆-Werte jedo
h zunehmenddem Wert 1 nähern. Für µ < 1 konnte für die untersu
hten Werte µ = 0, 2, µ = 0, 5 und
µ = 0, 8 keine entspre
hende Systematik festgestellt werden.Aus den stark ei
habhängigen Werten für den kritis
hen Exponenten Θ2, die für αD = 1und αD = 10 immer positiv und für αD = 0, 1 immer negativ sind, läÿt si
h auf Unzuläng-li
hkeiten innerhalb der Re
hnung s
hlieÿen. Um deren Natur aufzuklären, ist es hilfrei
h,
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βγ(g, γ)

gγ
= 16π

[
γ I

grav
V(−)(0, γ, µ)−

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]zu betra
hten, die nur von γ abhängt. Darüber hinaus ist die anomale Dimension ηN derNewton-Konstante de�niert über βg =: (2 + ηN)g, so daÿ au
h dur
h

ηN(g, γ)

g
= 16π

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)eine Funktion von γ gegeben ist. Die Abbildungen 8.3 und 8.4 zeigen die Graphen dieserbeiden Funktionen für αD = 1, βD = 0 und µ = 5.
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Abbildung 8.3: Die Funktion γ 7→ βγ

(g γ)
für den s
harfen Propertime-Cuto� und die Para-meterwahl µ = 5, αD = 1 und βD = 0. Man bea
hte die Nähe der Nullstelle dieser Funktionzum Pol bei γ = 1.Aus Abbildung 8.3 ist ersi
htli
h, daÿ die Beta-Funktion von γ bei γ = ±1 einen Polaufweist, dessen Natur wir weiter unten erläutern. Insbesondere wird si
h aus den dortfolgenden Überlegungen ergeben, daÿ die diskutierten Fixpunkte NGFP′

±, die si
h inunmittelbarer Nähe dieser Polstellen be�nden, ni
ht glaubwürdig sind; wir bezei
hnen siedaher als Pseudo�xpunkte. Die Funktion γ 7→ ηN

g
, deren Graphen wir in Abbildung 8.4angeben, weist bei γ = ±1 ebenfalls einen Pol auf. Für αD = 0, 1 werden die beiden
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Γ
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Abbildung 8.4: Die Funktion γ 7→ ηN

g
für den s
harfen Propertime-Cuto� und die Parame-terwahl µ = 5, αD = 1 und βD = 0. Au
h hier liegt die Nullstelle in der unmittelbarenUmgebung des Pols bei γ = 1.

Teilgraphen links und re
hts des Pols na
h oben vers
hoben, so daÿ die konstante Funktion,die auÿerhalb der Umgebung von γ = ±1 eine Asymptote des Graphen darstellt, in diesemFall einen positiven Wert annimmt. Dementspre
hend tritt die Nullstelle der Funktion dannbereits vor dem Pol bei |γ⋆| < 1 auf.Das angespro
hene asymptotis
he Verhalten führt zum eigentli
hen Hauptresultat dieserUntersu
hungen. Dieses wird in Abs
hnitt 8.3.5 diskutiert. Zuvor bemerken wir no
h, daÿes si
h bei den Polstellen γ⋆ ≈ ±1 o�enbar um Pole erster Ordnung handelt, da der Graphder Funktion γ 7→ (1 − γ2) βγ

gγ
in Abbildung 8.5 bei γ⋆ = ±1 vollkommen regulär ist. Wirwerden diese Betra
htung weiter unten in Abs
hnitt 8.3.3 vertiefen. Dies wird uns erlauben,den Ursprung des Pseudo�xpunktes zu verstehen.Die Gestalt der Graphen 8.3 und 8.4 motiviert die folgende Analyse. Wir haben zwarau
h im (γ, g)-System für die Identi�kation µ =

√
g−1 Fixpunkte um γ⋆ ≈ ±1 mit entspre-
hend instabilen kritis
hen Exponenten Θ2 gefunden, do
h da hier die Beta-Funktion von

γ sowie die anomale Dimension der Newton-Konstante keine eindimensionale Darstellungder oben erläuterten Art erlauben, wurde im folgenden auss
hlieÿli
h der Fall µ = const
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Abbildung 8.5: Die Funktion γ 7→ (1−γ2) βγ

(g γ)
für den s
harfen Propertime-Cuto� und dieParameterwahl µ = 5, αD = 1 und βD = 0.untersu
ht.8.3.2 Die physikalis
hen Fixpunkte NGFP′

0 und NGFP′
∞Die Graphen in den Abbildungen 8.3 und 8.4 legen nahe, für die Funktion

γ 7→ βγ

gγ
= 16π

[
γ I

grav
V(−)(0, γ, µ) −

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]folgende Grenzwerte zu betra
hten:

c0 := lim
γ→0

(βγ

gγ

)
= lim

γ→0
16π
[
γ I

grav
V(−)(0, γ, µ) −

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]und

c∞ := lim
γ→±∞

(βγ

gγ

)
= lim

γ→±∞
16π
[
γ I

grav
V(−)(0, γ, µ) −

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]

.Diese Grenzwerte hängen parametris
h von µ ab.Bevor wir die Resultate angeben, ist an dieser Stelle no
h eine allgemeine Bemerkung
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ht. Betra
hten wir den von der allgemeinen Form unserer Trunkierung erfaÿtenUnterraum des Theorienraums, so bes
hreiben wir diesen mittels der Koordinaten (λ, γ, g).Analog zur stereographis
hen Projektion der Sphäre ist dieses Koordinatensystem aller-dings im zweiten der oben betra
hteten Grenzfälle ni
ht de�niert, da die Koordinate γdort divergiert. Um die Umgebung der Untermannigfaltigkeit �γ = ±∞� zu erfassen, ist esnötig, eine zweite Karte auf dem Theorienraum einzuführen, die dort wohlde�niert ist. Dieswird dur
h Einführung einer neuen Koordinate γ̂ errei
ht, wobei die Übergangsabbildungder beiden Karten auf dem Gebiet ihres Überlapps dur
h
γ̂ :=

1

γgegeben ist. Beide Koordinaten sind jeweils auf dem o�enen Intervall (−∞,+∞) de�niert,und für Null de
ken sie gerade den Berei
h ab, der auÿerhalb des De�nitionsberei
hs ihresGegenstü
ks liegt; bei γ = γ̂ = ±1 stimmen sie überein.Wir können damit den zweiten Grenzwert in der wohlde�nierten Form
c∞ := lim

γ̂→0
16π
[
γ̂−1 I

grav
V(−)(0, γ̂

−1, µ) −
(
I

grav
V(+)(0, γ̂

−1, µ) − 2 Igh
V (µ)

)]angeben.Behandeln wir den Berei
h �γ = ±∞� in wohlde�nierter Art und Weise im γ̂-Bild, soist es natürli
h, dort au
h den Fluÿ mittels dieser Kopplung zu untersu
hen. Die Beta-Funktion der Kopplung γ̂ ist dann mit
βγ̂(gk, γ̂k) = ∂t γ̂k = −∂t γk

γk
2

= −γ̂2
k βγ(gk, γ̂

−1
k )gegeben dur
h

βγ̂(g, γ̂) = −16πg γ̂
[
γ̂−1 I

grav
V(−)(0, γ̂

−1, µ) −
(
I

grav
V(+)(0, γ̂

−1, µ) − 2 Igh
V (µ)

)]
.Die numeris
he Analyse ergibt, daÿ die Grenzwerte c0 und c∞ für µ & 0, 8 tatsä
hli
hexistieren und daÿ sie für eine feste Parameterwahl jeweils nahezu übereinstimmen. Mit
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PSfrag repla
ements

NGFP′
0

NGFP′
∞

NGFP′
+NGFP′

−

γ-Karte

γ̂-Karte
Abbildung 8.6: Die Lage der Fixpunkte in der γ- bzw. γ̂-Karte.

βγ

γ
= −βγ̂

γ̂
gilt also

c0 ≡ lim
γ→0

(βγ

gγ

)
≈ − lim

γ̂→0

(βγ̂

gγ̂

)
≡ c∞ . (8.7)Diese Übereinstimmung wurde für alle Kombinationen, die si
h aus den sieben ange-gebenen Regularisierungen sowie den Parameterwahlen αD ∈ {1; 10; 0, 1} und βD ∈ {0; 1}ergeben, festgestellt. Für unters
hiedli
he Parameterwerte hingegen wei
hen die bestimm-ten Grenzwerte c0 oder c∞ im allgemeinen stark voneinander ab. Die Beta-Funktionen um
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γ ≈ 0 bzw. γ̂ ≈ 0 sind dann von der Form

βγ(g, γ) = c0 g γ , γ ≈ 0und
βγ̂(g, γ̂) = −c∞ g γ̂ , γ̂ ≈ 0 ,so daÿ insbesondere bei γ = 0 und γ̂ = 0 jeweils ein Fixpunkt vorliegt; letzterer wäre dabeiin der γ-Karte ni
ht si
htbar gewesen. Die zugehörigen g⋆-Werte bestimmen wir wie übli
hüber

g⋆
0 = − 1

8π
lim
γ→0

[
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
]−1bzw.

g⋆
∞ = − 1

8π
lim
γ̂→0

[
I

grav
V(+)(0, γ̂

−1, µ) − 2 Igh
V (µ)

]−1

,und es gilt
g⋆
0 ≈ g⋆

∞ . (8.8)Wir bezei
hnen diese Fixpunkte mit NGFP′
0 ≡ (γ⋆, g⋆

0) und NGFP′
∞ ≡ (γ̂⋆, g⋆

∞).Die zugehörigen kritis
hen Exponenten ergeben si
h wegen
∂βγ

∂g

∣∣∣∣
γ=0,g=g⋆

0

= 0 =
∂βγ̂

∂g

∣∣∣∣
γ̂=0,g=g⋆

∞zu Θ3 = 2 und
Θ2 = − ∂βγ

∂γ

∣∣∣∣
γ=0,g=g⋆

0

= −c0 g⋆
0 ,

Θ2̂ = − ∂βγ̂

∂γ̂

∣∣∣∣
γ̂=0,g=g⋆

∞

= c∞ g⋆
∞ .
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h näher darauf eingehen, daÿ für die Funktion γ 7→ ηN

g
einanaloges asymptotis
hes Verhalten gilt; dies kann man bereits Abbildung 8.4 sowie der un-gefähren Übereinstimmung von g⋆

0 und g⋆
∞ entnehmen. Man kann au
h hier die zugehörigenGrenzwerte bestimmen, so daÿ in den Berei
hen γ ≈ 0 und γ̂ ≈ 0, in denen ηN

g
ungefährkonstant ist, die Beta-Funktion βg ni
ht mehr von γ bzw. γ̂ abhängt:

∂βg

∂γ

∣∣∣∣
γ=0,g=g⋆

0

= 0 =
∂βg

∂γ̂

∣∣∣∣
γ̂=0,g=g⋆

∞

.Somit ist neben V 3 = (0, 1)T der zweite Eigenvektor dur
h V 2 ≡ V 2̂ = (1, 0)T gegeben. Dadieser in die γ- bzw. γ̂-Ri
htung zeigt, können den kritis
hen Exponenten in eindeutigerWeise Kopplungen zugeordnet werden. Wir nehmen dementspre
hend bis auf weiteres dieIdenti�kationen Θ2 ≡ Θγ , Θ2̂ ≡ Θγ̂ und Θ3 ≡ Θg vor.Tabelle 8.5 zeigt die Werte von c0, c∞, g⋆
0, g⋆

∞, Θγ, Θγ̂ und Θg in Abhängigkeit von µund αD. Wir bes
hränken uns dabei wieder auf den s
harfen Propertime-Cuto� sowie denFall βD = 0, da si
h diese Resultate bezügli
h entspre
hender Variationen sowohl qualitativals au
h quantitativ als stabil erwiesen haben.Die ungefähre Glei
hheit c0 ≈ c∞ bzw. g⋆
0 ≈ g⋆

∞ impliziert Θγ ≈ −Θγ̂. Zudem stellt manau
h hier für µ ≥ 2 eine Systematik fest: Zum einen �ndet man für alle Regularisierungenund alle Parameterkombinationen einen positiven Wert g⋆
0 ≈ g⋆

∞ > 0, d. h. es liegt stetsAnti-S
reening vor. Darüber hinaus ist Θγ für αD = 1 und αD = 10 stets positiv, für
αD = 0, 1 hingegen immer negativ. (Für Θγ̂ gilt entspre
hend die umgekehrte Aussage.)Des weiteren werden die Übereinstimmungen mit wa
hsendem µ immer präziser, so daÿdie ungefähre Glei
hheit c0 ≈ c∞ bzw. g⋆

0 ≈ g⋆
∞ für µ→ ∞ vermutli
h exakt wird.Den Befund der annähernden Übereinstimmung c0 ≈ c∞ und g⋆

0 ≈ g⋆
∞ wollen wir inAbs
hnitt 8.3.5 zu einer stärkeren Hypothese hinsi
htli
h der Struktur von βg und βγausbauen. Zunä
hst setzen wir diese Beoba
htung jedo
h zu der Existenz der in Abs
hnitt8.3.1 diskutierten Pseudo�xpunkte NGFP′

± in Beziehung.Vorher ist allerdings no
h eine allgemeine Bemerkung zur A
hsenbes
hriftung ange-bra
ht: Tragen wir in diesem Kapitel bei den Graphen γ-abhängiger Funktionen oder beiPhasenportraits des Flusses an einer A
hse die Koordinate γ auf, so liegt bei γ = 0 diemaximale Unterdrü
kung der Torsion vor. Dies sollte vor allem bea
htet werden, wenn die
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harfer Propertime-Cuto�, βD = 1
µ = 1 c0 c∞ g⋆

0 g⋆
∞ Θγ Θγ̂ Θg

αD = 1 8,52 7,67 -0,26 -0,26 0,22 -0,20 2
αD = 10 -29,78 -25,21 4,74 4,42 141,1 -129,9 2
αD = 0, 1 10,46 9,39 -0,025 -0,025 0,27 -0,24 2
µ = 2 c0 c∞ g⋆

0 g⋆
∞ Θγ Θγ̂ Θg

αD = 1 -0,69 -0,55 2,09 2,03 1,46 -1,12 2
αD = 10 -25,21 -24,34 0,04 0,04 1,05 -1,01 2
αD = 0, 1 0,61 0,65 5,51 5,10 -3,39 3,31 2
µ = 5 c0 c∞ g⋆

0 g⋆
∞ Θγ Θγ̂ Θg

αD = 1 -0,55 -0,49 2,67 2,59 1,48 -1,27 2
αD = 10 -17,85 -17,55 0,06 0,06 1,05 -1,03 2
αD = 0, 1 0,62 0,65 6,75 6,29 -4,19 4,07 2
µ = 50 c0 c∞ g⋆

0 g⋆
∞ Θγ Θγ̂ Θg

αD = 1 -1,34 -1,33 1,57 1,56 2,09 -2,08 2
αD = 10 -31,95 -31,94 0,033 0,033 1,063 -1,063 2
αD = 0, 1 1,18 1,18 4,97 4,94 -5,85 5,83 2Tabelle 8.5: Die Eigens
haften von NGFP′

0 und NGFP′
∞ für die Parameterwerte µ ∈

{1; 2; 5; 50} sowie αD ∈ {1; 10; 0, 1}.Trunkierung um die dritte Kopplung λ erweitert wird, so daÿ der Fluÿ in dieser Ebenedemjenigen der Einstein-Hilbert-Trunkierung am nä
hsten kommt, ohne mit ihm identis
hzu sein. Tragen wir hingegen γ̂ auf, so �uktuiert für γ̂ = 0 die Torsion völlig frei, und dieseEbene ist in diesem Sinne von der metris
hen Gravitation maximal weit entfernt.
8.3.3 Das Wesen der Pseudo�xpunkte NGFP′

±Im folgenden kommen wir no
h einmal auf die Natur der in Abs
hnitt 8.3.1 diskutiertenPolstelle bei γ = ±1 zurü
k. Dazu haben wir in Abbildung 8.7 den Graphen der Funktion
γ 7→ (1 − γ2) βγ

gγ
für γ = 0 bis γ = 15 dargestellt.Abbildung 8.7 bestätigt die bereits dur
h Abbildung 8.5 nahegelegte Vermutung, na
hder γ 7→ (1− γ2) βγ

(g γ)
eine reguläre Funktion ähnli
h einer Parabel ist. Berü
ksi
htigt manzusätzli
h deren Invarianz unter γ → −γ, so können wir γ 7→ βγ

gγ
dur
h einen Ansatz der
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Abbildung 8.7: Die Funktion γ 7→ (1−γ2) βγ

(g γ)
für den s
harfen Propertime-Cuto� und dieParameterwahl µ = 5, αD = 1 und βD = 0.

Form
βγ

gγ
(γ) = a

γ2

1 − γ2
− b

1

1 − γ2
.approximieren. S
hreiben wir diesen nun auf γ̂ = 1

γ
um, so erhalten wir

βγ

gγ

(1

γ̂

)
= b

γ̂2

1 − γ̂2
− a

1

1 − γ̂2
= −βγ̂

gγ̂
(γ̂)mit βγ

γ
= −βγ̂

γ̂
. Die von uns beoba
htete Relation (8.7) liegt dann exakt vor für a = b.In der γ-S
hreibweise gilt weiterhin

βγ

gγ
(γ) = − a

1 − γ2

[ b
a
− γ2

]
,woraus si
h die Nullstellen zu

γ⋆ = ±
√
b

a



244 8.3 Das (γ, g)-Systemergeben.Für das Beispiel αD = 1, βD = 0 und µ = 5 liest man b = −(1 − γ2)βγ

gγ
(γ)|γ=0 ausAbbildung 8.5 zu b = 0, 55 ab. Des weiteren gilt hier gemäÿ Tabelle 8.4 für den Pseudo-Fixpunkt γ⋆ = 1, 0612 und somit −a = − b

γ⋆2 ≈ −0, 49. Nehmen wir nun an, die Relation(8.7) sei eine exakte Eigens
haft, so daÿ man im Rahmen einer korrekten Re
hnung b = aund somit βγ

gγ
(γ) = −a �nden würde, so gälte dann also −a = −b = c0. Der obigen Tabelleentnehmen wir für diese Parameterwahl den Wert c0 = −0, 55, so daÿ tatsä
hli
h eine guteÜbereinstimmung mit den erhaltenen Werten für −a und −b vorliegt. Die Graphen derFunktionen (1− γ2)βγ

gγ
und 0, 49 γ2− 0, 55 stellen si
h für γ ∈ [0; 1, 3] sowie für γk ∈ [0; 15]als vollkommen de
kungsglei
h heraus. Au
h das bringt die im Rahmen dieser groben Ana-lyse auÿergewöhnli
h gute Übereinstimmung zum Ausdru
k. Somit ist bemerkenswert, daÿvierte und höhere gerade Potenzen in γ, die ebenfalls mit der Symmetrie der Beta-Funktiondieser Kopplung verträgli
h wären, o�enbar ni
ht im Polynom des Zählers auftreten.Der Verda
ht liegt nahe, daÿ das Auftreten der Polstellen und der si
h in deren Regimebe�ndli
hen Pseudo�xpunkte bloÿ dur
h die der Bere
hnung innewohnenden Approxima-tionen hervorgerufen wurde. Glei
hzeitig liefert dies einen Beleg für die Güte der Re
hnung.Da si
h alle Pseudo�xpunkte in einer ausgespro
hen kleinen Umgebung um γ = ±1 be�n-den und da γ⋆2 = b

a
gilt, erhalten wir für dieses Verhältnis in der Tat einen Wert, der mitder Hypothese

βγ

g γ
= c0 ∀ γ ∈ [0;∞) (8.9)verträgli
h ist. Das impliziert insbesondere, daÿ die Relation (8.7) exakt gilt.Für die Wahl αD = 0, 1 gilt wie angegeben b = −βγ

gγ
(0) < 0 und somit −a > 0, was inkonsistenter Weise mit den erhaltenen positiven Werten für c0 für diese Wahl des Ei
hpara-meters übereinstimmt. Die anhand des gewählten Beispiels diskutierten Eigens
haften sindmithin vollkommen generis
her Natur. Zudem liefert dies au
h die gemeinsame Ursa
he derbeiden Befunde, daÿ zum einen für wa
hsendes µ die beiden Pseudo�xpunkte immer nä-her an γ = ±1 heranrü
ken und daÿ zudem in diesem Fall die näherungsweise Glei
hheit(8.7) immer präziser erfüllt wird; o�enbar kommt mit wa
hsendem µ unsere Re
hnung ei-ner exakten Behandlung immer näher. Wie im Rahmen der µ-Reskalierung diskutiert sindim Grenzfall µ → ∞ gegenüber der τ̄ -τ̄ -Komponente des inversen Propagators, die nur



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 245zum freien Anteil beiträgt, alle übrigen Blö
ke verna
hlässigbar. Die Vielbein�uktuationenwerden entspre
hend unterdrü
kt, so daÿ dann eine frei �uktuierende O(4)-Ei
htheorie aufeiner festen Hintergrund-Raumzeit mit Metrik ḡµν vorliegt, was ein intuitives Verständnisder physikalis
hen Bedeutung des Parameters µ erlaubt.Die Vermutung, daÿ si
h im Rahmen einer exakten Behandlung die Funktion βγ

gγ
(γ) als

γ-unabhängig heraustellen sollte, wird in Abs
hnitt 8.3.5 weiter ausgearbeitet. Zunä
hstwollen jedo
h anhand der zugehörigen Fluÿdiagramme einen Eindru
k von der explizitenGestalt des (γ, g)-Flusses vermitteln.8.3.4 Der explizite Fluÿ des (γ, g)-SystemsWir stellen nun den von dem Vektorfeld (βγ , βg) mit
βγ(g, γ) = 16πg γ

[
γ I

grav
V(−)(0, γ, µ) −

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)]

βg(g, γ) =
[
2 + 16π

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
g
]
g (8.10)erzeugten Fluÿ, der die S
har der Lösungen dieses Di�erentialglei
hungssystems für ver-s
hiedene Anfangsbedingungen zusammenfaÿt, graphis
h dar. Wir geben au
h hier die fürdie Wahl αD = 1, βD = 0 und µ = 5 sowie den s
harfen Propertime-Cuto� erhaltenenBilder an. Wir stellen dabei den Fluÿ sowohl in der γ- als au
h in der γ̂-Karte jeweilsstü
kweise auf dem Intervall (0; 1) und auf dem Intervall (1; ∞) dar. Die resultierendenPhasenportraits sind in den Abbildungen 8.8-8.11 zusammengefaÿt.Für die Wahl αD = 1, βD = 0, µ = 5 ist der kritis
he Exponent Θγ positiv, so daÿ dieTrajektorien für kleiner werdendes k aus dem Fixpunkt (γ⋆ = 0; g⋆
0) heraus�ieÿen und daherein UV-attraktiver Fixpunkt vorliegt. Somit ist hier γ eine relevante Kopplung, die neben

g zur Dimension von SUV beiträgt. Die Relation (8.7) impliziert, daÿ für den Fixpunkt
(γ̂⋆ = 0; g⋆

0) das Umgekehrte gilt: Die Trajektorien werden für k → 0 von ihm abgestoÿen,so daÿ er für sie einen IR-repulsiven Fixpunkt darstellt. Sein kritis
her Exponent Θγ̂ istnegativ, und die Kopplung γ̂ ist in der vorliegenden Situation irrelevant. Sie erhöht dieDimension von SUV ni
ht.
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Abbildung 8.8: Der Fluÿ des (γ, g)-Systems in der γ-Karte auf dem Intervall [0; 1). DiePfeile zeigen in Ri
htung kleiner werdender k-Werte.
Allerdings sind diese Aussagen ei
habhängig: Für αD = 10 bleibt die Situation unverän-dert bestehen, do
h für αD = 0, 1 kehrt si
h mit der Pfeilri
htung au
h die Rollenverteilungder beiden Fixpunkte um.Die beiden Fixpunkte NGFP′

0 und NGFP′
∞ be�nden si
h genau an den beiden Punk-ten, an denen die γ- und die γ̂-Karte dieser eindimensionalen Untermannigfaltigkeit geradeni
ht überlappen.Die Abbildungen 8.8-8.11 zeigen deutli
h, wie mittels der Inversion das Teilintervall

(1; ∞) in der einen Karte auf das Teilintervall (0; 1) in der anderen kompakti�ziert wird.
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Abbildung 8.9: Der Fluÿ des (γ, g)-Systems in der γ-Karte auf dem Intervall (1; ∞).Zudem ist au
h der Pseudo�xpunkt NGFP′
+ zu erkennen: Im vorliegenden Fall gilt |γ⋆| >

1, und er be�ndet si
h bei g ≈ 2 am unteren Beginn des kurzen vertikalen Stü
ks, aus demdie Trajektorien in Abbildung 8.9 herauslaufen. Wir erkennen ihn na
h der Inversion alsStartpunkt der Trajektorien im Teilraum γ̂ < 1 in Abbildung 8.10 wieder. In dem Teilraum,in dem si
h der Pseudo�xpunkt ni
ht be�ndet, ändert die Beta-Funktion ihr Vorzei
henni
ht, so daÿ die Trajektorien dort wie in den Abbildungen 8.8 und 8.11 dargestellt einfa
hauf die Linie γ = 1 bzw. γ̂ = 1 tre�en, sofern sie ni
ht zuvor auf der Fixlinie g = 0 enden.Ein entspre
hendes Diagramm eines Teilstü
ks des Flusses auf dem unteren Halbraum
g < 0 für die glei
he Parameterwahl bestätigte zudem, daÿ dort die Trajektorien für k → 0auf dieser Fixlinie enden.
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Abbildung 8.10: Der Fluÿ des (γ, g)-Systems in der γ̂-Karte auf dem Intervall (0; 1).
Die Frage na
h der physikalis
hen Relevanz dieser beiden Fixpunkte ist äquivalent zuder Frage, wie die Kopplungen γ und γ̂ in typis
he Observablen eingehen und ob dur
hdiese eine Wahl der Koordinaten auf dem Theorienraum gegenüber der anderen ausge-zei
hnet wird. Hängen insbesondere die Observablen auf symmetris
he Art und Weise vonden beiden Kopplungen ab, z. B. über die Kombination γ + 1

γ
, so wären beide Fixpunkteglei
hermaÿen von Bedeutung.Zudem wäre die hypothetis
he Trajektorie, entlang der βg(gk, γk) = 0 gilt, ein potenti-eller Kandidat, der diese beiden Fixpunkte miteinander verbinden könnte. Setzen wir dieFixpunktbedingung

gk = − 1

8π

[
I

grav
V(+)(0, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)
]−1 (8.11)in die Beta-Funktion βγ ein, so wäre der Fluÿ auf der verbleibenden eindimensionalen
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Abbildung 8.11: Der Fluÿ des (γ, g)-Systems in der γ̂-Karte auf dem Intervall (1; ∞).
Untermannigfaltigkeit mit Koordinate γ bzw. γ̂ dur
h die Di�erentialglei
hung

∂t γk = 2
(
1 −

γk I
grav
V(−)(0, γk, µ)

I
grav
V(+)(0, γk, µ) − 2 Igh

V (µ)

)
γkgegeben. Wir wären jedo
h ni
ht in der Lage, diese auf dem ganzen Intervall [0;∞) zu lösen,da Lösungen ni
ht über den Pol der Beta-Funktion bei γ = 1 fortgesetzt werden können.Die Bere
hnung einer sol
hen Crossover-Trajektorie wäre vermutli
h erst im Rahmen einerverbesserten Trunkierung mögli
h. (Diese Bemerkungen gelten in glei
her Weise für denHalbraum γ < 0.)Abs
hlieÿend bemerken wir, daÿ die Fixpunkte NGFP′

0 und NGFP′
∞ die beiden be-kannten Extremfälle verkörpern: Während bei (γ⋆ = 0; g⋆

0) die maximale Unterdrü
kungder Torsion vorliegt, �uktuiert sie bei (γ̂⋆ = 0; g⋆
∞) vollkommen frei.



250 8.3 Das (γ, g)-SystemIm nä
hsten Abs
hnitt wollen wir wie angekündigt die Hypothese (8.9), auf die wir dieBeoba
htung (8.7) verallgemeinert hatten, erweitern.8.3.5 Eine Hypothese hinsi
htli
h der exakten Beta-Funktionendes (γ, g)-SystemsZunä
hst de�nieren wir
f (+)(γ) := 16π

(
I

grav
V(+)(0, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)sowie

f (−)(γ) := 16π γ Igrav
V(−)(0, γ, µ) ,so daÿ die Beta-Funktionen die Form

βγ(g, γ) = g γ
(
f (−)(γ) − f (+)(γ)

)
= g γ f (−)(γ)

(
1 − f (+)(γ)

f (−)(γ)

) (8.12a)
βg(g, γ) =

(
2 + f (+)(γ) g

)
g (8.12b)annehmen. (Da wir nun nur an der Abhängigkeit von den Kopplungen interessiert sind,haben wir in dieser S
hreibweise die µ-Abhängigkeit unterdrü
kt.) Die Funktionen f (+)und f (−) sind beide gerade in γ. Sie haben folgenden Ursprung: Die Funktion f (−) enthältalle Beiträge der funktionalen Spur, die wir aufgrund ihres Vorzei
henwe
hsels als Pseudo-skalare identi�ziert hatten. Demgegenüber verkörpert f (+) die skalaren Beiträge, und sieenthält somit insbesondere alle Beiträge aus dem Geistsektor. In f (−) werden die pseudos-kalaren Beiträge zusätzli
h mit γ multipliziert, um den Vorfaktor 1

γ
der Trunkierung, aufderen Grundlage die re
hte Seite der Fluÿglei
hung bere
hnet wurde, zu kompensieren.Wir haben bereits in Form von (8.9) die Vermutung motiviert, daÿ die Di�erenz f (−) −

f (+) in der Beta-Funktion von γ im Rahmen einer exakten Re
hnung unabhängig von γsein könnte. Darüber hinaus weist die Funktion f (+) ≡ ηN

g
ein ähnli
hes Verhalten auf. Umdies zu verdeutli
hen, geben wir in den Abbildungen 8.12, 8.13, 8.14 und 8.15 die Graphender Funktionen f (+) und f (−) für die Werte µ = 1 und µ = 5 des Massenparameters an;
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h hier beziehen wir uns auf die Parameter αD = 1 und βD = 0 sowie auf den s
harfenPropertime-Cuto�.
f H+L

Γ
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Abbildung 8.12: Die Funktion f (+)(γ) für µ = 1. Man bea
hte den engen, an der Ordinateaufgetragenen Werteberei
h.Auÿerhalb des Berei
hs um die Pole bei γ = ±1 nehmen die Funktionen f (+) und f (−) für
γ > 1 und γ < 1 jeweils nahezu die glei
hen Werte an. Man bea
hte insbesondere die Tat-sa
he, daÿ f (+)(γ = 0) bzw. f (−)(γ = 0) mit den waagre
hten Asymptoten f (+)(γ → ±∞)bzw. f (+)(γ → ±∞), die man aus den Abbildungen 8.12, 8.13, 8.14 und 8.15 extrapolie-ren kann, nahezu übereinstimmen. Dies ist vor allem im Fall µ = 1 angesi
hts der dortvorliegenden Gröÿenverhältnisse, die man an der Ordinate ablesen kann, bemerkenswert.Diese (ungefähre) γ-Unabhängigkeit impliziert, daÿ in den exakten Beta-Funktionenau
h f (+) und f (−) separat unabhängig von γ sein sollten. Damit nimmt unsere Hypothesedie stärkere Form

f (+) ≡ b(+) = const und f (−) ≡ b(−) = const (8.13)an, wobei die Konstanten b(+) und b(−) ei
hparameter- und µ-abhängig sind. Die RG-Glei
hungen mit den Beta-Funktionen (8.4a), (8.4b) nehmen damit die folgende sehr ein-fa
he Gestalt an:
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Abbildung 8.13: Die Funktion f (−)(γ) für µ = 1.
∂t gk = βg(gk, γk) =

[
2 + b(+)gk

]
gk (8.14a)

∂t γk = βγ(gk, γk) =
[
b(−) − b(+)

]
gk γk (8.14b)Um die Güte der Hypothese (8.13) bzw. (8.14) zu testen, werten wir im nä
hsten Un-terabs
hnitt die Funktionen f (+)(γ) und f (−)(γ) für γ → 0 und γ → ∞ explizit numeris
haus, wobei wir die resultierenden Werte mit

b
(±)
0 := lim

γ→0
f (±)(γ) und b(±)

∞ := lim
γ→±∞

f (±)(γ)bezei
hnen. Unserer Hypothese (8.13) enstpri
ht dann b(±)
0

!
= b

(±)
∞ ≡ b(±).Verwenden wir wieder die γ̂-Karte, um den zweiten Grenzwert zu erfassen, so sind dieentspre
henden Beta-Funktionen in diesen beiden Regimen gegeben dur
h

βγ(g, γ) =
[
b
(−)
0 − b

(+)
0

]
g γ , βγ̂(g, γ̂) = −

[
b(−)
∞ − b(+)

∞

]
g γ̂ .
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Abbildung 8.14: Die Funktion f (+)(γ) für µ = 5.
Sie besitzen Nullstellen bei γ⋆ = 0 bzw. γ̂⋆ = 0. Weiterhin bestimmen wir die zugehörigen

g-Fixpunktkoordinaten aus (8.14a) zu
g⋆
0 = − 2

b
(+)
0

, g⋆
∞ = − 2

b
(+)
∞

.Zudem gilt mit (8.14b) für den kritis
hen Exponenten des Immirzi-Parameters
Θγ = −∂βγ

∂γk

∣∣∣∣
γ⋆,g⋆

0

= −g⋆
0

(
b
(−)
0 − b

(+)
0

)
= −2

[
1 −

(b(−)

b(+)

)
0

] (8.15)und analog
Θγ̂ = 2

[
1 −

(b(−)

b(+)

)
∞

] (8.16)sowie Θg = 2. Dabei haben wir für die Quotienten die S
hreibweise
(b(−)

b(+)

)
0

:=
b
(−)
0

b
(+)
0

und (b(−)

b(+)

)
∞

:=
b
(−)
∞

b
(+)
∞
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f H-L
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Abbildung 8.15: Die Funktion f (−)(γ) für µ = 5.eingeführt.Integration der hypothetis
hen Fluÿglei
hungen (8.14) liefert
gk =

2Ak2

1 − a b(+)k2

γk = B
(
1 − Ab(+)k2

)1− b(−)

b(+) (8.17)mit Integrationskonstanten A und B.O�ensi
htli
h ist das Verhältnis b(−)

b(+) von zentraler Bedeutung. Insbesondere läuft γkni
ht, wenn dieses glei
h eins ist. (In diesem Fall sind die skalaren und die pseudoskalarenBeiträge zur Spur gerade glei
h.)8.3.6 Test der Hypothese bezügli
h der exakten Formvon βg und βγWir haben die Quotienten ( b(−)

b(+)

)
0
und ( b(−)

b(+)

)
∞ für vers
hiedene Ei
h- und Massenpara-meter bere
hnet, wobei wir βD = 0 gesetzt und den s
harfen Propertime-Cuto� verwandt
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harfer Propertime-Cuto�, βD = 0
αD = 1 αD = 10 αD = 0, 1

(
b(−)

b(+)

)
0

1,11 71,54 1,13µ = 1 (
b(−)

b(+)

)
∞ 1,10 65,94 1,12(

b(−)

b(+)

)
0

1,74 1,53 -1,10µ = 5 (
b(−)

b(+)

)
∞ 1,64 1,52 -1,03(

b(−)

b(+)

)
0

2,05 1,53 -1,92µ = 50 (
b(−)

b(+)

)
∞ 2,04 1,53 -1,91Tabelle 8.6: Die Quotienten ( b(−)

b(+)

)
0
und ( b(−)

b(+)

)
∞ für vers
hiedene Werte des µ- und desEi
hparameters.haben. Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.6 zusammengefaÿt.Hier ist für festen µ- und Ei
hparameter der Grad der Übereinstimmung von ( b(−)

b(+)

)
0und ( b(−)

b(+)

)
∞ ein Maÿ für die Güte der Hypothese. Zudem liegen mit Ausnahme der Kom-bination µ = 1 und αD = 10 die erhaltenen Verhältnisse zumindest betragsmäÿig in derGröÿenordnung von eins. Dies ist insbesondere in Anbetra
ht der Tatsa
he bemerkenswert,daÿ si
h für die einzelnen Fälle Zähler und Nenner separat um mehrere Gröÿenordnungenunters
heiden, was man au
h den Abbildungen 8.12 und 8.13 bzw. 8.14 und 8.15 entneh-men kann. Zudem hatte der Fall µ = 1 bereits in den vorangegangenen Betra
htungeneinen Sonderstatus o�enbart.Die beiden anderen µ-Werte µ = 5 und µ = 50 zeigen das bereits aus Abs
hnitt 8.3.2vertraute Verhalten: Hier stimmen ebenfalls in jedem der betra
hteten Fälle die Quotientenfür γ → 0 und γ → ∞ nahezu überein. Do
h analog zum Vorzei
hen von c0 bzw. c∞ wei
htau
h hier das für das Verhältnis erhaltene Vorzei
hen für αD = 0, 1 von demjenigen für

αD = 1 und αD = 10 ab.8.3.7 Zur Ei
hparameterabhängigkeitBemerkenswert ist die Ei
habhängigkeit der Ergebnisse, und im Hinbli
k auf die Fra-ge, die wir stellen, ist unsere Ei
hung in der Tat s
hle
ht gewählt. Fragen wir nämli
hin der (γ, g)-Trunkierung na
h dem Verhältnis von skalaren zu pseudoskalaren Beiträgenzu der gesamten Spur, so bri
ht unsere Ei
hung eine womögli
h vorhandene Symmetrie,



256 8.3 Das (γ, g)-Systemda die resultierenden Ei
h�xierungs- und Geistbeiträge auss
hlieÿli
h Skalare sind; sie istsomit ni
ht vorurteilsfrei. Das Laufen von γ könnte allein dur
h die gewählte Ei
h�xierunginduziert sein, die skalare Beiträge vor Pseudoskalaren auszei
hnet; dies könnte au
h diemitunter starke Ei
habhängigkeit unserer Resultate erklären.Um die Ei
hinvarianzen auf eine Art und Weise zu �xieren, die diese Symmetrie derTrunkierung respektiert, wäre beispielsweise im O(4)-Sektor eine Ersetzung der Form
Gab →

(1− 1

γk

⋆
)
Gab (8.18)

⇒ GabGab →
(
1 +

1

γk
2

)
GabGab −

2

γk

Gab ⋆ Gabdenkbar, so daÿ die resultierende Geistwirkung die Struktur der Trunkierung widerspiegelt.Um diese und den Ei
h�xierungsbeitrag als Di�erenzen eines Skalars und eines Pseudoska-lars ohne relative Gewi
htung zu erhalten, ers
heint es zunä
hst ratsam, in diesem Ansatzden Immirzi-Parameter γk dur
h 1 zu ersetzen. Dann würde allerdings ein Projektor aufdie ursprüngli
he Ei
hbedingung wirken, was naturgemäÿ auf Nullmoden führt, die jedo
hdur
h die Ei
hbedingung gerade �xiert werden sollen. Da es si
h bei den beiden Mono-men der Trunkierung ni
ht um Quadrate von Tensoren handelt, ist ni
ht o�ensi
htli
h,wie ein Ei
h�xierungsbeitrag die Struktur dieser Trunkierung widerspiegeln könnte. Dar-über hinaus hätte der obige Ansatz eine γk-abhängige Geistwirkung zur Folge. Zudem istni
ht o�ensi
htli
h, wie eine analoge Di�eomorphismusei
hbedingung, die auf einen Ei
h-�xierungsterm und eine Geistwirkung mit entspre
henden Eigens
haften führt, aussehensollte.Um die dur
h die Ei
hbedingung mögli
herweise induzierte Symmetriebre
hung weitest-gehend zu reduzieren, kann man die verwendete Ei
h�xierung derart abändern, daÿ in ihrsowohl die Ei
h�xierungs- als au
h die Geistbeiträge unterdrü
kt werden. Dazu wird derEi
hparameter gemäÿ
Fµ → 1√

αD
Fµ

Gab → 1√
f
Gabin die Ei
hbedingungen hineinde�niert, so daÿ eine Variation der Ei
hparameter nun einer
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harfer Propertime-Cuto�, βD = 0und rede�nierte Ei
hbedingung, αD = 1000 = f

µ = 1 µ = 5 µ = 50
(

b(−)

b(+)

)
0
≡
(

b(−)

b(+)

)
∞ 1.059 1,417 1,430Tabelle 8.7: Die Werte der Quotienten ( b(−)

b(+)

)
0
und ( b(−)

b(+)

)
∞ für die rede�nierte Ei
hbedin-gung.Variation der Ei
hbedingungen entspri
ht. Der eigentli
he Ei
hparameter als Maÿ für dieBreite der Gauÿ-Verteilung, mit der die Ei
hbedingung auf den Ei
horbits implementiertwird, ist hingegen konstant dur
h eins gegeben. Wählen wir nun αD und f sehr groÿ, sowerden die Ei
h�xierungs- und Geistbeiträge entspre
hend unterdrü
kt.Bislang war der inverse Geistpropagator gewissermaÿen zufällig ein hermites
her Opera-tor, was insbesondere einen reellen, symmetris
hen Matrixanteil in der verallgemeinertenImpulsdarstellung zur Folge hatte; dies gilt für die modi�zierten Ei
hbedingungen ni
htmehr. Wir hatten uns die ursprüngli
h gültigen algebrais
hen Eigens
haften im Zuge derSpurbere
hnung zunutze gema
ht, so daÿ wir jetzt einen Fehler begehen, wenn wir diebislang verwandten Formeln unmodi�ziert auf die neuen Ei
hbedingungen anwenden. Fürgroÿe Ei
hparameter wird jedo
h au
h dieser Fehler unterdrü
kt. Allerdings sind groÿeEi
hparameter maximal weit von den Fixpunktwerten αD = 0 und f = 0 entfernt. Zu-dem werden einzelne Moden fast singulär, da die dur
h den Ei
h�xierungsterm gegebeneGauÿ-Verteilung in diesem Fall sehr breit wird und kaum no
h unterdrü
kende Wirkungbesitzt.Wir haben eine sol
he Analyse denno
h mit αD = 1000 = f dur
hgeführt und stellenfest, daÿ für µ = 1, µ = 5 und µ = 50 die für ( b(−)

b(+)

)
0
und ( b(−)

b(+)

)
∞ erhaltenen Werte stetsübereinstimmen. Wir geben diese in Tabelle 8.7 an.Dabei ist zu bemerken, daÿ im Falle µ = 1 Zähler und Nenner jeweils von der Gröÿenord-nung 1018 sind, so daÿ der angegebene Wert ni
ht allzu glaubwürdig ers
heint. In einemnä
hsten S
hritt könnte man die rede�nierte Di�eomorphismus-Ei
hbedingung beibehal-ten und die Lorentz-Ei
hbedingung in der ursprüngli
hen Form ohne zusätli
hen Vorfaktordur
h einen Ansatz der Art (8.18) ersetzen. Eine in dem ges
hilderten Sinne �gute� Ei
h-bedingung würde si
h über eine entspre
hend reduzierte Ei
habhängigkeit der Ergebnisseo�enbaren.



258 8.3 Das (γ, g)-SystemSollte man mit einer �guten� Ei
hbedingung in der Tat eine vers
hwindende Beta-Funktion für den Immirzi-Parameter �nden, so würde dies bedeuten, daÿ das Monom
1

Gk

∫
d4x ē

(
F ab

µν −
1

γk

⋆ F ab
µν

)
e µ

a e
ν

bnur als Ganzes dur
h die Newton-Konstante im Vorfaktor renormiert wird.Die eigentli
he dimensionslose Kopplung vor dem Immirzi-Term ist dur
h das Produkt
gkγk gegeben, dessen Beta-Funktion unter Annahme unserer Hypothese die Form

βgγ = (∂tgk)γk + gk∂tγk

= (2 + b(+)gk)gkγk + (gk)
2γk

[
b(−) − b(+)

]

=
[
2 + b(−)gk

]
gkγkannehmen würde. Für b(+) = b(−) gälte dann

βgγ(g, γ) = γ βg(g, γ) .Dies entspri
ht gerade der Transformation der Komponente eines Vektorfeldes, wenn die zu-gehörige Koordinate (g) mit einem konstanten Faktor (γ) multipliziert wird. Diese Situationwäre derjenigen in dreidimensionaler, topologis
h massiver Gravitation verglei
hbar, bei derman zu der Einstein-Hilbert-Wirkung den dem Immirzi-Term verwandten Chern-Simons-Term hinzufügt. Im Zuge einer RG-Analyse wurde festgestellt, daÿ die Beta-Funktion derassoziierten Kopplung ebenfalls vers
hwindet [81℄.



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 2598.4 Das (λ, γ, g)-System8.4.1 Die Geometrie des (λ, γ, g)-FlussesWir wenden uns nun der vollen dreidimensionalen Trunkierung zu, wobei si
h deren Ana-lyse im wesentli
hen auf zwei Kernpunkte konzentriert: Zum einen soll sie die Frage beant-worten, inwiefern si
h Hypothese (8.14) bezügli
h der Gestalt der exakten Beta-Funktiondes Immirzi-Parameters auf das dreidimensionale System verallgemeinern läÿt. Sollte dar-über hinaus die Vermutung zutre�en, daÿ man unter Verwendung einer �guten� Ei
hungim Rahmen der zweidimensionalen Trunkierung eine vers
hwindende Beta-Funktion fürden Immirzi-Parameter �ndet, so wird die dafür verantwortli
he Symmetrie im Fall mitkosmologis
her Konstante bereits auf dem Niveau der Trunkierung gebro
hen: Der kosmo-logis
he Term ist ein Skalar. Dieser sollte für λ 6= 0 ein Weglaufen des Verhältnisses b(−)

b(+) ausdem Berei
h der Gröÿenordnung 1 induzieren. Zudem sollten die Ergebnisse der besserendreidimensionalen Trunkierung ei
hunabhängiger sein, da die Ei
hbedingung sowie die ausihr resultierende Geistwirkung hier keine Symmetrie der Trunkierung bre
hen. Insbesonde-re trägt die Kopplung λ wie der Lorentz-Ei
hparameter f nur zum freien Anteil bei. Dorttreten λ und f in der Regel gemeinsam mit αD auf, da alle diese drei Gröÿen mit Skalarenin der Trunkierung assoziiert sind, die jeweils nur Beiträge zum ε̄-ε̄-Blo
k von Γ
(2)
k liefern.Zur Klärung des ersten Punktes haben wir die Funktionen γ 7→ ηN

g
und γ 7→ βγ

gγ
je-weils für die Grenzwerte γ → 0 und γ → ∞ in Abhängigkeit von λ betra
htet, wobei wirhier sowie bei allen übrigen Analysen des (λ, γ, g)-Systems βD = 0 gesetzt und den s
har-fen Propertime-Cuto� verwandt haben. Für die Parameterkombinationen µ = 1; 5; 50und αD = 1; 10; 0, 1 haben wir die zugehörigen Graphen erstellt. In jedem dieser Fällestimmen die Graphen der beiden Funktionen für die Grenzfälle γ → 0 und γ → ∞ in be-merkenswertem Maÿe miteinander überein. Zwar weisen sie in weiten Berei
hen eine starke

λ-Abhängigkeit auf, diese wird jedo
h in den meisten Fällen für negative λ s
hwa
h.In den Graphen für µ = 1 traten au�ällig viele Polstellen auf, so daÿ dieser Parame-terwert au
h hier seinen Status als Grenzfall bestätigt. Mit wa
hsendem µ wurden dieGraphen regulärer, und für µ = 50 sind sie nahezu de
kungsglei
h, was die von uns bereitszuvor beoba
htete Tendenz bestätigt. Wir geben in den Abbildungen 8.16 und 8.17 dieGraphen der beiden Funktionen für µ = 5 und αD = 1 an, wobei wir die beiden Grenzfälle



260 8.4 Das (λ, γ, g)-Systemjeweils in einer Abbildung zusammenfassen; die gestri
helte Linie stellt den Fall γ → ∞dar.Unsere in Abs
hnitt 8.3.5 formulierte Hypothese fuÿte auf der Feststellung, daÿ in diesenGraphen die Funktionswerte der Funktionen λ 7→ limγ→0
ηN

g
und λ 7→ limγ→∞

ηN

g
bzw. dieFunktionswerte der Funktionen λ 7→ limγ→0

βγ

gγ
und λ 7→ limγ→∞

βγ

gγ
bei λ = 0 jeweilsnahezu übereinstimmen. Diese Beoba
htung überträgt si
h nun o�enbar auf den gesamtendargestellten λ-Berei
h. Dabei treten für λ > 0 diskontinuierli
he Sprünge und Polstellenauf. In dem physikalis
h relevanten Halbraum λ ≤ 0, der den NGFP enthält, verlaufen dieFunktionen vollkommen regulär.

Λ

ΗN �g

-10 -5 5 10

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

Abbildung 8.16: Die Funktion λ 7→ ηN

g
für γ → 0 (dur
hgezogene Linie) und γ → ∞(gestri
helte Linie) für µ = 5 und αD = 1. Der Fixpunkt tritt in dem Halbraum λ ≤ 0 auf.

Unsere ursprüngli
he Hypothese ist also dahingehend zu erweitern, daÿ im Rahmen derdreidimensionalen Trunkierung die Konstanten b(+) und b(−) dur
h λ-abhängige Funktionen
B(+)(λ) und B(−)(λ) zu ersetzen sind. Das Fluÿglei
hungssystem nimmt damit folgendeGestalt an:
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ΒΓ � Hg ΓL

Λ
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Abbildung 8.17: Die Funktion λ 7→ βγ

gγ
für γ → 0 (dur
hgezogene Linie) und γ → ∞(gestri
helte Linie) für µ = 5 und αD = 1.

∂t gk = βg(gk, γkλk) =
(
2 +B(+)(λk)gk

)
gk (8.19a)

∂t γk = βγ(gk, γk, λk) =
(
B(−)(λk) −B(+)(λk)

)
gk γk (8.19b)

∂t λk = βλ(gk, γk, λk) = 8πgk

(
I

grav
F (λk, µ) + I

grav
N (γk) − 2 Igh

F (µ)
)

+gk λk B
(+)(λk) − 2 λk (8.19
)Darin haben wir die mutmaÿli
h γ-unabhängigen Funktionen auf der re
hten Seite von(7.76) dur
h B(+)(λ) bzw. B(−)(λ) ersetzt gemäÿ

16π
(
I

grav
V(+)(λ, γ, µ) − 2 Igh

V (µ)
)
→ B(+)(λ) , (8.20)

16π γ Igrav
V(−)(λ, γ, µ) → B(−)(λ) (8.21)und ans
hlieÿend die µ-Abhängigkeit unterdrü
kt.



262 8.4 Das (λ, γ, g)-SystemDas Laufen des Immirzi-Parameters wurde im Rahmen der (γ, g)-Trunkierung im we-sentli
hen dur
h das Verhältnis b(−)

b(+) bestimmt, das gemäÿ unserer Hypothese konstant undledigli
h von den Ei
hparametern und µ abhängen sollte. Auf Grundlage unserer Analysekonnten wir ni
ht auss
hlieÿen, daÿ diese Konstante glei
h 1 ist, was βγ(g, γ) = 0 im-plizieren würde. Ein vermeintli
hes Laufen von γ könnte ein Artefakt der Ei
h�xierungdarstellen, die eine womögli
h vorhandene Symmetrie bri
ht. Demgegenüber ist die Sym-metrie im dreidimensionalen Fall mit den Kopplungen (λ, γ, g) bereits explizit auf demNiveau der Trunkierung gebro
hen. Für λ 6= 0 sollte der Quotient B(−)

B(+) (λ) merkli
h von 1vers
hieden und im Hinbli
k auf Variationen der Ei
hparameter robuster sein.Dies wollen wir nun auf Grundlage des Fluÿglei
hungssystems (8.19) untersu
hen. Dazude�nieren wir für die beiden γ-Grenzfälle die Funktionen
B

(+)
0

(
λ
)

:= 16 π lim
γ→0

(
I

grav
V(+)

(
λ, γ, µ

)
− 2 Igh

V

(
µ
))

, (8.22)
B

(−)
0

(
λ
)

:= 16 π lim
γ→0

(
γ I

grav
V(−)

(
λ, γ, µ

)) (8.23)sowie
B(+)

∞
(
λ
)

:= 16 π lim
γ→∞

(
I

grav
V(+)

(
λ, γ, µ

)
− 2 Igh

V

(
µ
))

≡ 16 π lim
γ̂→0

(
I

grav
V(+)

(
λ, γ̂−1, µ

)
− 2 Igh

V

(
µ
))

, (8.24)
B(−)

∞
(
λ
)

:= 16 π lim
γ→∞

(
γ I

grav
V(−)

(
λ, γ, µ

))

≡ 16 π lim
γ̂→0

(
γ̂−1 I

grav
V(+)

(
λ, γ̂−1, µ

))
. (8.25)Im Sinne unserer Hypothese sollte

B
(±)
0

(
λ
) !

= B(±)
∞
(
λ
)
≡ B(±)

(
λ
) (8.26)gelten. Darüber hinaus führen wir für die Verhältnisse die Notation

(B(−)

B(+)

)
0

(
λ
)
≡ B

(−)
0 (λ)

B
(+)
0 (λ)

und (B(−)

B(+)

)
∞

(
λ
)
≡ B

(−)
∞ (λ)

B
(+)
∞ (λ)ein.



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 263Die Beziehung zu der im Rahmen der (γ, g)-Trunkierung eingeführten Notation ist dur
h
B

(±)
0 (0) ≡ b

(±)
0 , B(±)

∞ (0) ≡ b
(±)
∞ sowie (B(−)

B(+)

)
0
(0) ≡

(
b(−)

b(+)

)
0
und (B(−)

B(+)

)
∞(0) ≡

(
b(−)

b(+)

)
∞gegeben.Wir betra
hten nun die Graphen der Funktionen λ 7→

(
B(−)

B(+)

)
0
(λ) und λ 7→

(
B(−)

B(+)

)
∞(λ)und bes
hränken uns dabei auf den Fall µ = 5 sowie αD = 1; 10; 0, 1. Wir geben in denAbbildungen 8.18, 8.19 und 8.20 jeweils nur eine der Funktionen an, λ 7→

(
B(−)

B(+)

)
0
(λ).Der Verlauf der anderen, λ 7→

(
B(−)

B(+)

)
∞(λ), stellt si
h als nahezu identis
h heraus, wasHypothese (8.26) bestätigt. Au
h für die dreidimensionale Trunkierung ist zu erwarten,daÿ si
h ab µ & 2 eine Systematik einstellt, so daÿ die Wahl µ = 5 repräsentativ seinsollte. Für µ = 1 hingegen treten die angespro
henen Pole auf.

IBH-L � BH+LM
0

Λ
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Abbildung 8.18: Die Funktion λ 7→
(

B(−)

B(+)

)
0
(λ) für µ = 5 und αD = 1.

Man erkennt an den Abbildungen 8.18, 8.19 und 8.20, daÿ der Quotient (B(−)

B(+)

)
0
von denbereits bestimmten Werten für λ = 0 wegläuft und sein Betrag für negative λ sehr s
hnellklein wird.Diese Beoba
htung ist im Hinbli
k auf die Fixpunktstruktur, der wir uns im nä
hstenAbs
hnitt zuwenden wollen, von Interesse.
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IBH-L � BH+LM
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Abbildung 8.19: Die Funktion λ 7→
(

B(−)

B(+)

)
0
(λ) für µ = 5 und αD = 10. Au
h hier ist derphysikalis
h relevante Berei
h dur
h λ ≤ 0 gegeben.

8.4.2 Die physikalis
hen Fixpunkte NGFP0 und NGFP∞Für die beiden γ-Grenzfälle nimmt die Beta-Funktion βγ aus (8.19b) die Form
βγ(λ, γ, g) =

(
B

(−)
0

(
λ
)
− B

(+)
0

(
λ
))
g γbzw.

βγ̂(λ, γ̂, g) = −
(
B(−)

∞
(
λ
)
−B(+)

∞
(
λ
))
g γ̂an. Sie besitzt somit wiederum die Nullstellen γ⋆ = 0 und γ̂⋆ = 0. Die zugehörigen λ- und

g-Koordinaten des Fixpunktes bestimmen wir, indem wir λ⋆
0 und λ⋆

∞ aus
−

16π
(
I

grav
F

(
λ⋆

0, µ
)

+ I
grav
N
(
γ⋆
)
− 2 Igh

F

(
µ
))

B
(+)
0

(
λ⋆

0

) − 4λ⋆
0 = 0
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IBH-L � BH+LM
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Abbildung 8.20: Die Funktion λ 7→
(

B(−)

B(+)

)
0
(λ) für µ = 5 und αD = 0, 1.

und
−

16π
(
I

grav
F

(
λ⋆
∞, µ

)
+ I

grav
N
(
(γ̂⋆)−1

)
− 2 Igh

F

(
µ
))

B
(+)
∞
(
λ⋆
∞
) − 4λ⋆

∞ = 0bestimmen und diese dann in
g⋆
0 = − 2

B
(+)
0

(
λ⋆

0

) und g⋆
∞ = − 2

B
(+)
∞
(
λ⋆
∞
)einsetzen.Wir bezei
hnen diese Fixpunkte mitNGFP0 ≡ (λ⋆

0, γ
⋆, g⋆

0) undNGFP∞ ≡ (λ⋆
∞, γ̂

⋆, g⋆
∞).Neben diesen Fixpunkten weist au
h das Fluÿglei
hungssystem in seiner ursprüngli
habgeleiteten Form (7.76) ohne Rü
kgri� auf Hypothese (8.19) bereits die (λ = 0, g = 0)-Fixlinie und somit insbesondere einen Gauÿs
hen Fixpunkt auf. Kandidaten für physika-lis
he Fixpunkte sollten vom GFP ni
ht dur
h Polstellen einer Beta-Funktion getrenntsein, d. h. sie sollten insbesondere in einem Berei
h liegen, der in den Abbildungen 8.16und 8.17 regulär mit der (λ = 0)-A
hse verbunden ist. Zudem erwarten wir, daÿ die λ-



266 8.4 Das (λ, γ, g)-SystemS
harfer Propertime-Cuto�, µ = 5 , βD = 0

λ⋆
0 g⋆

0 λ⋆
0g

⋆
0 Θ1 Θ3 Θγ

(
B(−)

B(+)

)
0

αD = 1 -6,78 3,37 -22,86 3,71 1,94 -1,98 0,01
αD = 10 -1,08 1,36 -1.47 -6,64 2,46 -0,43 0,784
αD = 0, 1 -7,42 3,65 -27,09 3,73 2,28 -2,00 0,00015

λ⋆
∞ g⋆

∞ λ⋆
∞g

⋆
∞ Θ1 Θ3 Θγ̂

(
B(−)

B(+)

)
∞

αD = 1 -4,18 3,30 -13,79 3,22 1,81 1,94 0,03
αD = 10 -1,83 2,18 -3,98 -2,40 2,76 1,34 0,328
αD = 0, 1 -5,16 3,86 -19,89 3,32 2,55 2,01 -0,005Tabelle 8.8: Die Eigens
haften der physikalis
hen Fixpunkte NGFP0 und NGFP∞ des

(λ, γ, g)-Systems.
Koordinaten der Fixpunkte ni
ht übereinstimmen, denn γ⋆ = 0 und γ̂⋆ = 0 tragen über dieFunktion Igrav

N (γ) unters
hiedli
h zur Beta-Funktion dieser Kopplung bei: Während dieserTerm im ersten Fall den Wert −6 v4

(2π)4
Γ( 2

n
) annimmt, vers
hwindet er im zweiten. Diesüberträgt si
h auf die g-Koordinaten der Fixpunkte, so daÿ wir hier au
h jenseits jegli
herApproximationen g⋆

0 6= g⋆
∞ erwarten.Wir �nden für µ = 5 und jeden betra
hteten αD-Wert wieder ein Paar von Fixpunkten,das wie gefordert im regulären Berei
h liegt. Die erhaltenen Werte geben wir zusammenmit den übrigen Eigens
haften in Tabelle 8.8 an.Der Vollständigkeit wegen sei angemerkt, daÿ wir au
h für µ = 1, αD = 0, 1 und γ⋆ = 0einen Fixpunkt im regulären Berei
h �nden, der jedo
h kein γ̂⋆-Gegenstü
k besitzt. Er liegtbei (λ⋆

0 = 0, 55; g⋆
0 = −0, 99) und weist die kritis
hen Exponenten Θλ = 6, 28, Θg = 1, 53und Θγ = −1, 07 sowie den Wert (B(−)

B(+)

)
0

= 0, 463 auf. Da er o�enbar ein Ei
hartefaktund keine generis
he Eigens
haft des Flusses darstellt, die gegenüber Parametervariationenstabil wäre, wurde er verworfen.Hingegen weisen die in Tabelle 8.8 angegebenen Fixpunkte alle eine negative λ⋆- und einepositive g⋆-Koordinate auf, was bereits bei den beiden zuvor untersu
hten zweidimensiona-len Trunkierungen der Fall war. Insbesondere ers
heint also au
h hier das Anti-S
reeningals generis
he Fixpunkt-Eigens
haft. Die expliziten Werte der Fixpunktkoordinaten sinddenen der zweidimensionalen Trunkierungen verglei
hbar, wobei sie im vorliegenden Fallstabiler ers
heinen.
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0 und B(−)

0 bei λ⋆
0 endli
h bleiben (sie werdensogar klein), gilt

∂βγ

∂g

∣∣∣∣
λ⋆
0,γ⋆,g⋆

0

= 0 =
∂βγ

∂λ

∣∣∣∣
λ⋆
0,γ⋆,g⋆

0und mithin
Θγ = − ∂βγ

∂γ

∣∣∣∣
λ⋆
0 ,γ⋆,g⋆

0

= −g⋆
0

(
B

(−)
0

(
λ⋆

0

)
− B

(+)
0

(
λ⋆

0

))

= −2
[
1 −

(B(−)

B(+)

)
0

(
λ⋆

0

)]
. (8.27)Dies überträgt si
h in analoger Weise auf die γ̂-Darstellung. Wir �nden hier entspre
hend

Θγ̂ = 2
[
1 −

(B(−)

B(+)

)
∞

(
λ⋆
∞
)]
. (8.28)Da die beiden Fixpunktwerte für λ jedo
h vers
hieden sind, λ⋆

0 6= λ⋆
∞, impliziert dies au
hbei Annahme der Hypothese ni
ht, daÿ Θγ = −Θγ̂ gilt.Die Stabilitätsmatrix ist dann von der Form

B0 :=




∂βλ

∂λ

∂βλ

∂γ

∂βλ

∂g
∂βγ

∂λ

∂βγ

∂γ

∂βγ

∂g
∂βg

∂λ

∂βg

∂γ

∂βg

∂g




∣∣∣∣∣∣∣∣
λ⋆
0,γ⋆,g⋆

0

=




∂βλ

∂λ
0 ∂βλ

∂g

0 ∂βγ

∂γ
0

∂βg

∂λ
0 −2




∣∣∣∣∣∣∣∣
λ⋆
0 ,γ⋆,g⋆

0bzw.
B∞ :=




∂βλ

∂λ

∂βλ

∂γ̂

∂βλ

∂g
∂βγ̂

∂λ

∂βγ̂

∂γ̂

∂βγ̂

∂g
∂βg

∂λ

∂βg

∂γ̂

∂βg

∂g




∣∣∣∣∣∣∣∣
λ⋆
∞,γ̂⋆,g⋆

∞

=




∂βλ

∂λ
0 ∂βλ

∂g

0
∂βγ̂

∂γ̂
0

∂βg

∂λ
0 −2




∣∣∣∣∣∣∣∣
λ⋆
∞,γ̂⋆,g⋆

∞

.

Da der Eigenvektor V 2 dieser Matrizen in γ- bzw. γ̂-Ri
htung zeigt, konnten wir in (8.27)und (8.28) den zugehörigen kritis
hen Exponenten die Kopplungen γ bzw. γ̂ zuordnen.Demgegenüber zeigen die Eigenvektoren V 1 und V 3 nur annähernd in λ- oder g-Ri
htung.



268 8.4 Das (λ, γ, g)-SystemVielmehr sind die zugehörigen kritis
hen Exponenten Θ1 und Θ3 dur
h das Negative derEigenwerte der 2 × 2-Matrix
(

∂βλ

∂λ

∂βλ

∂g
∂βg

∂λ
−2

)∣∣∣∣∣
λ⋆
0,γ⋆,g⋆

0

bzw. (
∂βλ

∂λ

∂βλ

∂g
∂βg

∂λ
−2

)∣∣∣∣∣
λ⋆
∞,γ̂⋆,g⋆

∞gegeben. Wie bereits im (λ, g)-System, so ist au
h hier der kritis
he Exponent Θ1 in guterNäherung der kosmologis
hen Konstanten λ und der kritis
he Exponent Θ3 der Newton-Konstante g zuzuordnen.Die Glei
hungen (8.27) und (8.28) für die kritis
hen Exponenten Θγ und Θγ̂ sind somitstrukturell von der glei
hen Form wie die Beziehungen (8.15) und (8.16), die si
h bei derAnalyse des (γ, g)-Systems ergeben hatten. Dabei ist jedo
h das Verhältnis ( b(−)

b(+)

)
0,∞ der(hypothetis
hen) Konstanten für die beiden γ-Grenzfälle jeweils dur
h eine entspre
hen-de Funktion von λ zu ersetzen, (B(−)

B(+)

)
0,∞(λ = λ⋆

0,∞), die am zugehörigen Fixpunktwertausgewertet wird.In Tabelle 8.8 werden die abgeleiteten Relationen (8.27) und (8.28) jeweils von denEinträgen in den beiden re
hten äuÿeren Spalten für alle untersu
hten Fälle erfüllt.Besonders interessant sind die Fälle αD = 1 und αD = 0, 1, in denen zusätzli
h Θγ =

−Θγ̂ gilt und die die Werte Θγ = −2 und Θγ̂ = 2 nahelegen. Dies wird in den Abbildungen8.18 und 8.20 verdeutli
ht. Da diese für die beiden Grenzfälle nahezu identis
h sind, liegenhier beide Fixpunkte in einem Berei
h, in dem das dargestellte Verhältnis (B(−)

B(+)

)
0
(λ) undfolgli
h au
h (B(−)

B(+)

)
∞(λ) fast vers
hwindet. Die Anwesenheit der kosmologis
hen Konstantewürde somit das System in einen Fixpunkt treiben, in dem die skalaren Beiträge gegenüberden pseudoskalaren fast vollständig überwiegen. In der Tat vers
hwinden letztere nahezu,so daÿ die Beta-Funktionen um den Fixpunkt nur no
h von B(+)(λ) abhängen.Zur Illustration geben wir in den Abbildungen 8.21 und 8.22 die separaten Graphenvon B(−)

0 (λ) und B(+)
0 (λ) für αD = 1 und µ = 5 an; sie sind im wesentli
hen mit ihren für

γ → ∞ erhaltenen Gegenstü
ken identis
h.Die kritis
hen Exponenten von λ und g liegen in dem aus der (λ, g)-Trunkierung vertrautenBerei
h. Für den Ei
hparameter αD = 10 tritt der Fixpunkt hingegen jeweils weit vor demAb�a
hen dieses Quotienten auf, so daÿ si
h (B(−)

B(+)

)
0
und (B(−)

B(+)

)
∞ für beide Fixpunkte
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Abbildung 8.21: Die Funktion λ 7→ B
(−)
0 (λ) für µ = 5 und αD = 1. Au
h hier ist derphysikalis
h relevante Berei
h der Halbraum λ ≤ 0.merkli
h unters
heiden. Allerdings stimmen die kritis
hen Exponenten Θγ und Θγ̂ in ihrenVorzei
hen mit den für die beiden anderen Ei
hparameter erhaltenen Werte überein, undau
h Θ3 ist mit den Werten für αD = 1 und αD = 0, 1 verträgli
h. Dies gilt jedo
h ni
ht fürden kritis
hen Exponenten Θ1 der kosmologis
hen Konstante, der zudem im Falle αD = 10für beide Fixpunkte deutli
h vers
hieden ist. Des weiteren ist au
h in der dreidimensionalenTrunkierung mit dem Auftreten von Polstellen in den Beta-Funktionen bei γ ≈ ±1 unddaher mit Pseudo�xpunkten NGFP± der erläuterten Art zu re
hnen.Im Zuge analoger Bere
hnungen im QEG-Rahmen wurde zumeist αD = 1 gesetzt, weildies hilfrei
he Vereinfa
hungen der Re
hnungen zur Folge hatte. Die Universalität der er-haltenen Ergebnisse wurde dur
h Variieren des Abs
hneides
hemas getestet. Würden wirhier ebenfalls die Ei
habhängigkeit unberü
ksi
htigt lassen und nur den Fall αD = 1 = ffür vers
hiedene Regularisierungen untersu
hen, so ergäbe si
h daraus ein attraktives Sze-nario, das (bis auf das Vorzei
hen der Funktion B(−)

B(+) ) dur
h die für den Ei
hparameter
αD = 0, 1 erhaltenen Ergebnisse gestützt würde:Darin würde die Beta-Funktion für den Immirzi-Parameter in der (γ, g)-Trunkierung beiWahl einer geeigneten Ei
hung vers
hwinden. Ihr s
heinbares Laufen wäre bloÿ ein Ei
h-
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Abbildung 8.22: Die Funktion λ 7→ B
(+)
0 (λ) für µ = 5 und αD = 1.

artefakt, und ihre ni
ht vorhandene Renormierung würde eine Kompensation der skalarenund pseudoskalaren Beiträge zur Spur ausdrü
ken. Die Anwesenheit der kosmologis
henKonstante würde diese Symmetrie jedo
h bre
hen und das System zu zwei Fixpunktentreiben, die über Hypothese (8.19b) hinsi
htli
h der Struktur von βγ(λ, γ, g) miteinanderverknüpft wären. An diesen Fixpunkten wäre das Laufen des Immirzi-Parameters maximalin dem Sinne, daÿ dort der Quotient B(−)

B(+) vers
hwindet. Mit B(−)

B(+) ≈ 0 �ndet man an beidenFixpunkten die kritis
hen Exponenten Θγ ≈ −2 und Θγ̂ ≈ 2 sowie 3, 7 & Θ1 & 3, 2 und
2, 5 & Θ3 & 1, 8. Am Fixpunkt (λ⋆

0, γ
⋆, g⋆

0) wären somit die Kopplungen λ und g relevant,und γ wäre irrelevant. Bei (λ⋆
∞, γ̂

⋆, g⋆
∞) hingegen wären alle drei Kopplungen λ, γ und grelevant und trügen zur Dimension der UV-kritis
hen Hyper�ä
he bei.Die beiden Fixpunkte würden wiederum die Extremfälle maximal unterdrü
kter bzw.völlig frei �uktuierender Torsion verkörpern. Au
h hier stellt si
h die Frage, wel
he der bei-den Versionen des Immirzi-Parameters der physikalis
hen Kopplung entspri
ht. ZukünftigeUntersu
hungen könnten ebenfalls zeigen, ob eine vollständige Trajektorie, die beide Fix-punkte miteinander verbindet, indem sie im Ultravioletten aus dem einen herausläuft undim Infrarot-Limes k → 0 in dem anderen endet, existiert.



Analyse des Renormierungsgruppen�usses 2718.4.3 Der explizite Fluÿ des (λ, γ, g)-SystemsWir mö
hten abs
hlieÿend die Fluÿdiagramme in der Nähe der Fixpunkte NGFP0und NGFP∞ angeben. Dabei haben wir an den Beta-Funktionen (8.19) zwei Näherungenvorgenommen: Wir haben zum einen die in diesen für die Grenzfälle γ → 0 und γ̂ → 0auftretenden Funktionen B(±)
0 (λ) und B(±)

∞ (λ) aus (8.22), (8.23), (8.24) und (8.25) bis zurersten Ordnung in λ entwi
kelt. Zudem wurde in (8.19) für n = 3 die Funktion I
grav
N (γ)dur
h ihren jeweiligen Fixpunktwert ersetzt gemäÿ

I
grav
N
(
γ⋆
)

= −6 Γ
(2

3

) v3

(2π)4
bzw. I

grav
N
(
(γ̂⋆)−1

)
= 0 .In den Abbildungen 8.23-8.28 sind nun jeweils die drei zweidimensionalen S
hnitte ent-lang der (λ, g)-, der (λ, γ)- und der (γ, g)-Ebene dieser beiden Flüsse dargestellt.Dabei läÿt si
h den Abbildungen 8.23 und 8.26 entnehmen, daÿ der Fluÿ in der (λ, g)-Ebene strukturell von der glei
hen Form ist wie der Fluÿ um den Fixpunkt der zweidi-mensionalen (λ, g)-Trunkierung, der in der Abbildung 8.2 dargestellt wurde. In diesemUmstand drü
kt si
h die von uns bereits festgestellte näherungsweise Übereinstimmungder zugehörigen kritis
hen Exponenten Θ1 und Θ3 aus.Betra
hten wir darüber hinaus die Abbildungen 8.24 und 8.25 der (λ, γ)- und (γ, g)-S
hnitte des Flusses umNGFP0 und verglei
hen wir diese mit ihrenNGFP∞-Gegenstü
ken8.27 und 8.28, so bringen diese sehr ans
hauli
h den Unters
hied zwis
hen einer irrelevantenund einer relevanten Kopplung zum Ausdru
k.In den Abbildungen 8.24 und 8.25 ist Θγ = −2, d. h. die Kopplung γ ist am FixpunktNGFP0 irrelevant. Die γ-Ri
htung ist in diesen beiden Abbildungen somit UV-repulsiv,so daÿ der Fluÿ für k → ∞ in dieser Ri
htung vom Fixpunkt abgestoÿen wird. (Dabei istzu bea
hten, daÿ si
h diese Aussagen auf die UV-Eigens
haften des Flusses beziehen, sodaÿ in den Abbildungen die Pfeilri
htungen umzukehren sind.) Demgegenüber sind die λ-und die g-Ri
htung jeweils UV-attraktiv. In diesem Fall ist die UV-kritis
he Hyper�ä
he

SUV zweidimensional, und das System muÿ wirkli
h in die (λ, g)-Ebene gesetzt werden umzu gewährleisten, daÿ es im UV-Limes in den Fixpunkt NGFP0 läuft.Am Fixpunkt NGFP∞ hingegen ist Θγ̂ = 2, so daÿ alle drei Kopplungen (λ, γ̂, g) re-
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Λ
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Abbildung 8.23: Der (λ, g)-S
hnitt des (λ, γ, g)-Systems am Fixpunkt NGFP0 für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.levant und die zugehörigen Ri
htungen UV-attraktiv sind, was man sehr s
hön an dendrei Abbildungen 8.26, 8.27 und 8.28 für die S
hnitte entlang der drei zweidimensionalenUnterräume erkennt. Hier ist dimSUV = 3, d. h. der gesamte, von λ, γ̂ und g aufgespanntedreidimensionale Unterraum des Theorienraums TQECG trägt zu dimSUV bei: Jede Trajek-torie in diesem Unterraum läuft für k → ∞ in den Fixpunkt NGFP∞.
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Abbildung 8.24: Der (λ, γ)-S
hnitt des (λ, γ, g)-Systems am Fixpunkt NGFP0 für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.
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Abbildung 8.25: Der (γ, g)-S
hnitt des (λ, γ, g)-Systems am Fixpunkt NGFP0 für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.
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Abbildung 8.26: Der (λ, g)-S
hnitt des (λ, γ̂, g)-Systems am Fixpunkt NGFP∞ für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.
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Abbildung 8.27: Der (λ, γ̂)-S
hnitt des (λ, γ̂, g)-Systems am Fixpunkt NGFP∞ für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.
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Abbildung 8.28: Der (γ̂, g)-S
hnitt des (λ, γ̂, g)-Systems am Fixpunkt NGFP∞ für µ = 5,
αD = 1, βD = 0 und den s
harfen Propertime-Cuto�.





Kapitel 9
Diskussion und Ausbli
k
9.1 ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde in Analogie zum metris
hen Zugang die Methodik der Wilson-s
hen Renormierungsgruppe auf Gravitation im First-Order-Zugang mit den fundamen-talen Feldern ea

µ und ωab
µ angewandt. Besonderes Interesse galt dabei der Frage, ob si
hau
h für diesen Feldgehalt Hinweise auf asymptotis
he Si
herheit der Gravitation �nden las-sen. Dann sollten diese Feldvariablen analog zur metris
hen Quanten-Einstein-Gravitation(QEG) die De�nition einer Quantenfeldtheorie der (e, ω)-Gravitation als Kontinuumsli-mes an einem ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkt erlauben. Diese hypothetis
he Quantentheoriebezei
hnen wir als Quanten-Einstein-Cartan-Gravitation (QECG).Die untersu
hte Trunkierung ist dabei von der Form der euklidis
hen Holst-Wirkung

Γk Ho[e
a
µ, ω

ab
µ] = − 1

16πGk

∫
d4x e

{(
F ab

µν −
1

2γk

εab
cdF

cd
µν

)
e µ

a e
ν

b − 2Λk

} (9.1)
+ Ei
h�xierungs- und Geistbeiträgemit der laufenden Newton-Konstante Gk, der kosmologis
hen Konstante Λk und demImmirzi-Parameter γk. Die drei im Prolog aufgelisteten Unters
hiede zur metris
hen Theo-rie wurden im Zuge dieser Bere
hnung einzeln berü
ksi
htigt.



280 9.1 ZusammenfassungAufgrund der groÿen Anzahl der Feldkomponenten konnte kein an das Spektrum von
Γ

(2)
k angepaÿter Cuto� konstruiert werden, da dies selbst im freien Fall, d. h. für ω̄ = 0,auf ein 
harakteristis
hes Polynom vom Grad sieben führt. Stattdessen haben wir eineGlei
hung des Propertime-Typs

∂tΓk = −1

2

∫ ∞

0

ds

s

(
∂t fk(s)

)
Tr
{
e−s Γ

(2)
k

} (9.2)untersu
ht. Als geeigneter Operator erwies si
h der ( 1
γk

→ 0)-Grenzfall des freien Anteilsvon Γ
(2)
k , den wir mit H0 bezei
hnen. Dessen Spektrum kann analytis
h bere
hnet werden.Allerdings ist der Operator H0 wie die Holst-Wirkung von erster Ordnung. Somit ist erstdur
h sein Quadrat ein positiver Operator gegeben, der als Exponent der Propertime-Glei
hung (9.2) dienen kann.Zusätzli
h zu diesen beiden Aspekten, dem gröÿeren Feldraum einerseits und der First-Order-Natur der klassis
hen Wirkung andererseits, erfordert die Ei
hgruppe G = Diff ⋉

O(4)loc eine Modi�kation des übli
hen Formalismus. Nur auf diese Weise werden die Di�eo-morphismen mit den Lorentz-Transformationen �verträgli
h�, so daÿ man eine hintergrund-invariante Geistwirkung erhält. Diese Kovariantisierung wurde in Kapitel 4 dur
hgeführt.Dort werden au
h die verwendeten Ei
hbedingungen diskutiert.Zur Bere
hnung der funktionalen Spur in (9.2) haben wir die Fluktuationen und Geist-felder in irreduzible Komponentenfelder zerlegt, wobei aus Dimensionsgründen ein zusätz-li
her Massenparameter µ̄ ≡ µ k auftritt. Ans
hlieÿend wurden die drei Invarianten derTrunkierung (9.1) mittels der drei Hintergrundkon�gurationen {ēa
µ = const, ω̄ab

µ = 0
}und {ēa

µ = const, ω̄ab
µ ≡ ω̄

(±) ab
µ = 1

2
n(±) abvµ

} aus der Spur auf der re
hten Seite von (9.2)herausprojiziert. Als zentrales Ergebnis der Arbeit erhielten wir das zugehörige Fluÿglei-
hungssystem in der Form
∂t λk = βλ(λk, γk, gk)

∂t γk = βγ(λk, γk, gk)

∂t gk = βg(λk, γk, gk)

(9.3)Dabei sind die Beta-Funktionen auf der re
hten Seite zu kompliziert, um sie in dieser Arbeitexplizit angeben zu können. Das Di�erentialglei
hungssystem (9.3) wurde insbesonderehinsi
htli
h seiner Fixpunkt-Struktur untersu
ht.



Diskussion und Ausbli
k 281Für jede Wahl der Ei
hparamter und des Regularisierungss
hemas �nden wir überzeu-gende Hinweise auf asymptotis
he Si
herheit. Für alle Werte µ & 2 existieren im Rahmender Trunkierung Fixpunkte, an denen der �Kontinuumslimes� genommen werden kann.Dabei ist die S
hemaabhängigkeit gering, die Ei
habhängigkeit im Verglei
h zu ähnli
henRe
hnungen in der QEG jedo
h stark. Die Beta-Funktion des Immirzi-Parameters ist vonder einfa
hen Form
βγ(λ, γ, g) = f(λ) g γ . (9.4)Mit γ̂ := 1

γ
und βγ̂(γ̂) = −γ̂2 βγ(γ̂

−1) = −f(λ) g γ̂ besitzen βγ und βγ̂ die Nullstellen
γ⋆ = 0 und γ̂⋆ = 0. Wir erhalten daher ein Paar von ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunkten,NGFP0

≡ (λ⋆
0, γ

⋆, g⋆
0) und NGFP∞ ≡ (λ⋆

∞, γ̂
⋆, g⋆

∞), mit λ⋆
0 < 0, λ⋆

∞ < 0 sowie g⋆
0 > 0, g⋆

∞ > 0;diese weisen somit Anti-S
reening auf.Die beiden Kopplungen λ und g sind relevant, so daÿ beide Fixpunkte in λ- und g-Ri
htung UV-attraktiv sind. Demgegenüber deuten die Resultate darauf hin, daÿ die Kopp-lung γ bei NGFP0 irrelevant und die Kopplung γ̂ bei NGFP∞ relevant sein sollte.Insgesamt legen die Ergebnisse sehr nahe, daÿ die QECG als asymptotis
h si
here Theo-rie existiert und daÿ diese Quantenfeldtheorie der Gravitation die gewüns
hten Eigen-s
haften aufweist. Um letztere genauer bestimmen zu können, sind präzisere Re
hnungenerforderli
h, die insbesondere die Ei
habhängigkeiten reduzieren.
9.2 Methodis
he Entwi
klungenIm Verlauf dieser Arbeit wurden vers
hiedene grundlegende Fragen und Probleme un-tersu
ht bzw. gelöst, die über die bes
hriebenen Re
hnungen hinaus au
h für zukünftigeUntersu
hungen der First-Order-Gravitation von Interesse sein sollten.(A) In Kapitel 4 wurde das Problem hintergrundinvarianter Geistwirkungen gelöst. Dazuwurde eine manifest kovariante Parametrisierung der Ei
htransformationen konstruiert, de-ren Hintergrundversion mittels der Faddeev-Popov-Methode tatsä
hli
h auf hintergrundin-variante Geistwirkungen führt. Zudem wurden in diesem Kapitel zwei für praktis
he Re
h-nungen vorteilhafte Ei
hbedingungen angegeben, von deren Zulässigkeit wir uns dur
h eine



282 9.3 Strukturelle Eigens
haften des RG-Flussesdetaillierte Analyse des Nullmodenspektrums überzeugt haben.(B) Des weiteren wurde die Notwendigkeit erläutert, im Zuge der Fluktuationszerlegungden Massenparameter µ̄ einzuführen. Damit der Fluÿ (TQECG, ~β
) ni
ht explizit k-abhängigwird, wurde in der verwendeten Trunkierung µ ≡ µ̄

k
als dimensionslose Konstante behan-delt.(C) Die Blo
k- bzw. Tensorproduktstruktur von Γ

(2)
k , die dur
h den Paritätsgrad der ein-zelnen irreduziblen Komponentenfelder bedingt ist, kann mit Hilfe der in Kapitel 7 einge-führten verallgemeinerten Orts- und Impulsdarstellung sehr e�zient behandelt werden. Siekönnte ebenfalls als Element in zukünftigen Re
hnungen enthalten sein.(D) Dies sollte glei
hwohl für die Zerlegung der Fluktuationen ε̄a

µ und τ̄ab
µ gelten. Zudemers
heint der gewählte Hintergrund (ē, ω̄(±)) mit quasi-abels
hem ω

(±) ab
µ = 1

2
n(±)vµ fürweitere Untersu
hungen der �Holst-Trunkierung� als denkbar geeignet. In deren Rahmenkönnte au
h auf den Operator Γ

(2)
k zurü
kgegri�en werden, der komponentenweise bis zurOrdnung O(ω̄(±)) und O(∂ω̄(±)) bere
hnet wurde.9.3 Strukturelle Eigens
haften des RG-FlussesBei der Untersu
hung des RG-Flusses haben wir zunä
hst für Werte µ & 2 eine robusteSystematik der Ergebnisse festgestellt, die im folgenden zusammengefaÿt werden soll.(A) Für alle untersu
hten Wahlen der Parameter (αD, βD, f) und der Regularisierungss
he-mata (fm

k bzw. Cm
k ) wurden in der (λ, g)-, (γ, g)- und (λ, γ, g)-Trunkierung ni
ht-Gauÿs
heFixpunkte gefunden, so daÿ si
h starke Hinweise auf asymptotis
he Si
herheit der QECGergeben haben. Dabei fügen si
h die Ergebnisse aus der (λ, g)- und der (γ, g)-Trunkierungim Rahmen der (λ, γ, g)-Trunkierung in harmonis
her und konsistenter Weise zusammen.Die S
hemaabhängigkeit ist äuÿerst gering, do
h es tritt eine deutli
he Ei
habhängigkeitauf. Zudem hängt der s
harfe Propertime-Cuto� stetig mit der wei
hen fm

k - bzw. Cm
k -Regularisierung zusammen.(B) Alle Fixpunkte weisen eine positive g-Koordinate g⋆ > 0 und mithin Anti-S
reeningauf. Des weiteren legen sie einen negativen λ-Fixpunktwert λ⋆ < 0 nahe. (Dies impliziertkeinen Widerspru
h zu gegenwärtigen Beoba
htungen, da diese den Wert der kosmologi-
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hen Konstanten auf astronomis
hen Skalen und daher weit im Infraroten messen.) Fürdie kritis
hen Exponenten konnten die Werteberei
he 4 ≥ Θ1 ≥ 3 und 2, 6 ≥ Θ3 ≥ 1, 8bestimmt werden. Dabei stimmen die zugehörigen Eigenri
htungen annähernd mit der λ-bzw. g-Ri
htung überein, so daÿ wir in guter Näherung die Identi�kationen Θ1 ≈ Θλ und
Θ3 ≈ Θg vornehmen können. Sowohl die kosmologis
he Konstante als au
h die Newton-Konstante dürften daher wie in der QEG relevant sein.(C) Die Untersu
hungen der (γ, g)-Trunkierung legen nahe, daÿ die Beta-Funktion desImmirzi-Parameters in dieser dur
h das Produkt aus g, γ und einer Konstanten gegebenist. Mit γ̂ := γ−1 treten somit Fixpunkte NGFP′

0 und NGFP′
∞ bei γ⋆ = 0 und γ̂⋆ = 0 mit

Θγ = −Θγ̂ auf. Da au
h die anomale Dimension ηN der Newton-Konstante unabhängig von
γ ist, wird diesen Fixpunkten die glei
he g-Koordinate g⋆

0 = g⋆
∞ > 0 mit Θg = 2 zugewiesen.Auÿer den Werten 0 und ±∞ sind daher keine γ-Werte besonders ausgezei
hnet.(D) Erweitern wir die (γ, g)-Trunkierung um den kosmologis
hen Term, so sind die an-gespro
henen Konstanten dur
h λ-abhängige Funktionen zu ersetzen. Wir �nden au
hhier zu γ⋆ = 0 und γ̂⋆ = 0 jeweils einen Fixpunkt NGFP0 bzw. NGFP∞, dessen λ-und g-Koordinaten nun jedo
h vers
hieden sind. Dies hat zur Folge, daÿ im allgemeinen

Θγ 6= −Θγ̂ gilt. Dabei sind die Formeln (8.27) und (8.28) für diese kritis
hen Exponen-ten dur
h eine einfa
he Verallgemeinerung derjenigen aus der (γ, g)-Trunkierung gegeben.Die Fixpunktwerte λ⋆ und g⋆ sind jeweils mit denen der (λ, g)-Trunkierung verträgli
h.Den Immirzi-Parameter betre�end, erweist si
h für die drei in der (λ, γ, g)-Trunkierungbetra
hteten Parameterkombinationen die Kopplung γ als irrelevant und die Kopplung γ̂als relevant. Weitere Untersu
hungen sind erforderli
h, um dieses Resultat zu bestätigen.9.4 Stabilitätseigens
haften des RG-Flusses(A) S
hemaabhängigkeit: Die S
hemaabhängigkeit der erhaltenen Ergebnisse ist ausge-spro
hen gering. Insbesondere hängt der s
harfe Propertime-Cuto� stetig mit den wei
hen
fm

k - und Cm
k -Regularisierungen zusammen, so daÿ er keine �pathologis
hen� Züge aufweist.(B) µ-Abhängigkeit: Die dargestellte Systematik erstre
kt si
h von µ ≈ 2 bis zum unter-su
hten Maximalwert von µ = 50. Somit ist sie o�enbar typis
h für einen groÿen Berei
hdes Parameterraumes. Im Grenzfall µ→ ∞ wird der hypothetis
he Fluÿ (8.19) allem An-



284 9.4 Stabilitätseigens
haften des RG-Flussess
hein na
h s
hon auf dem Niveau unserer approximativen Behandlung exakt. Für µ ≤ 1hingegen kann die angegebene Systematik ni
ht beoba
htet werden. Die Beta-Funktionenweisen hier zahlrei
he Polstellen auf, und innerhalb des regulären Berei
hs, der mit demGauÿs
hen Fixpunkt verbunden ist, existieren im (λ, γ, g)-System keine ni
ht-Gauÿs
henFixpunkte.(C) Ei
hparameterabhängigkeit: Die Ei
hparameterabhängigkeit ist im Verglei
h zuanalogen Re
hnungen in der QEG relativ stark ausgeprägt. Zwar hingen strukturelle Ei-gens
haften wie die Existenz eines ni
ht-Gauÿs
hen Fixpunktes oder die Vorzei
hen von
λ⋆ und g⋆ in keiner der drei betra
hteten Trunkierungen von αD ab, do
h waren z. B. dieVorzei
hen der kritis
hen Exponenten Θγ und Θγ̂ im (γ, g)-System αD-abhängig. Die Wer-te von Θγ und Θγ̂ sind au
h im (λ, γ, g)-System ei
hparameterabhängig. Hier stimmenjedo
h für alle drei betra
hteten αD-Werte die Vorzei
hen der kritis
hen Exponenten über-ein. Das könnte die Vermutung bestätigen, daÿ die gewählte Ei
hung besser an die volle
(λ, γ, g)-Trunkierung als an die zweidimensionale (γ, g)-Trunkierung angepaÿt ist.Auf Grundlage der vorliegenden Untersu
hungen im (γ, g)-System kann insbesondereni
ht ents
hieden werden, ob die Konstante in βγ und somit die Beta-Funktion des Immirzi-Parameters selbst vers
hwindet, so daÿ dessen Laufen nur die spezielle Behandlung derEi
hmoden widerspiegeln würde. Sollte dies zutre�en, können wir allerdings verstehen,inwiefern in diesem Fall die gewählte Ei
hbedingung ungeeignet wäre (vgl. Abs
hnitt 8.3.7).Selbst wenn in der (γ, g)-Trunkierung βγ = 0 gelten sollte, so induziert na
h unserenUntersu
hungen der (λ, γ, g)-Trunkierung die kosmologis
he Konstante λ mit Si
herheitein �physikalis
hes� Laufen von γ, so daÿ βγ 6= 0 gilt.Die Frage, ob an den Fixpunkten der dreidimensionalen Trunkierung die kanonis
henDimensionen Θγ = 2 und Θγ̂ = −2 vorliegen, ist eng mit der Frage na
h dem Vers
hwindenvon βγ in der (γ, g)-Trunkierung verknüpft: Beide hängen vom Verhältnis der λ-abhängigenFunktionen B(−)(λ) und B(+)(λ) ab, wobei dieses im ersten Fall bei den entspre
hendenFixpunktwerten und im zweiten Fall bei λ = 0 auszuwerten ist.Um hier Forts
hritte zu ma
hen, s
heint es insbesondere erforderli
h zu sein, die Ei
h-abhängigkeiten der Resultate besser zu kontrollieren, indem man eine dem Problem besserangepaÿte Ei
hung wählt. Allerdings ist die Existenz einer sol
hen �besseren� Ei
hbedin-gung keineswegs gesi
hert. Dazu ist anzumerken, daÿ selbst im Rahmen einer vollkommen
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k 285exakten Re
hnung der Groÿteil der universellen, d. h. Rk-unabhängigen Gröÿen eine Ei
h-abhängigkeit aufweisen wird, da zwis
hen universellen Gröÿen und der Frage na
h Ei
hun-abhängigkeit eigentli
h kein direkter Zusammenhang besteht. Die adäquaten Objekte zurBehandlung dieser Frage sind vielmehr die Observablen, also diejenigen Gröÿen innerhalbeiner Ei
htheorie, die per De�nition ei
hunabhängig sind. Sie bilden ledigli
h eine kleineTeilmenge der universellen Gröÿen, da der weitaus gröÿte Teil von diesen keine Observablendarstellt. Dies erkennt man daran, daÿ die e�ektive Wirkung Γk=0 zwar Rk-unabhängig,aber ei
h�xierungsabhängig ist. Nur Gröÿen wie die aus ihr gebildeten S-Matrix-Elemente,d. h. on-shell-Greensfunktionen, sind observabel. Zudem kann in der Praxis die Ei
h- oderS
hemaabhängigkeit au
h ausgenutzt werden. Beispielsweise erlauben Ei
hungen oder Re-gularisierungen, die auf kleine Fixpunktwerte der dimensionslosen Kopplungen führen, einestörungstheoretis
he Behandlung des Fixpunktregimes.9.5 Ausbli
kAbs
hlieÿend mö
hten wir darauf eingehen, wie die von uns dur
hgeführten Untersu-
hungen erweitert und verfeinert werden könnten. Zudem wollen wir einige physikalis
heFragestellungen aufzeigen, deren Beantwortung von Interesse ist.(A) In Anbetra
ht der obigen Bemerkungen ist es natürli
h erstrebenswert, die Ei
hab-hängigkeiten der Ergebnisse zu reduzieren; demgegenüber ist die S
hemaabhängigkeit dererhaltenen Ergebnisse ausgespro
hen gering. Die Su
he na
h �besseren� Ei
hbedingungensollte daher Gegenstand zukünftiger Untersu
hungen sein.(B) Eine stärkere Ei
hunabhängigkeit könnte erfahrungsgemäÿ au
h unter Verwendung ei-ner Wetteri
h-Glei
hung erzielt werden. Zwar wäre die Konstruktion eines Cuto�-Operators
Rk, der an das Spektrum von Γ

(2)
k angepaÿt ist, te
hnis
h sehr s
hwierig und mit den imAbs
hnitt 3.2 erläuterten Problemen behaftet. Do
h au
h ein relativ grober Cuto� derForm Rk(p

2) = k2R(0)
(

p2

k2

)1, worin 1 die Identität auf dem Raum der Komponentenfelderder Fluktuationszerlegungen bezei
hnet, könnte unter Umständen bereits die Ei
hunab-hängigkeit der Ergebnisse verbessern.(C) Zudem wäre es interessant, eine von der QECG vers
hiedene Quantentheorie zu be-tra
hten und den Raum der zugrundeliegenden Felder (e, ω) derart abzuändern, daÿ man
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ksi
h bereits zu Beginn auf rein selbstduale oder rein anti-selbstduale Spinzusammenhänge
ω ≡ ω(±) eins
hränkt und nur diese 
hirale Hälfte quantisiert. Eine sol
he Theorie kämedem ursprüngli
hen Ashtekar-Programm sehr nahe [45, 46℄. Dabei wäre auf dem Niveauder Trunkierung (9.1) der Immirzi-Parameter γk = ∓1 zu setzen, und man würde auf die-sem neuen Theorienraum den RG-Fluÿ in der verbleibenden (λ, g)-Trunkierung studieren.Zwar hat si
h im Zuge unserer Untersu
hungen der Wert γ = ±1 ni
ht als besonders her-ausgestellt, do
h ergeben si
h daraus keinerlei Implikationen für die 
hirale Theorie: DieProjektion auf eine der beiden Chiralitäten ω = ω(±) kommutiert aller Wahrs
heinli
hkeitna
h ni
ht mit der Quantisierung der Theorie.(D) Des weiteren stellt si
h die Frage, ob zwis
hen dem (e, ω)-Fluÿ und seinem metri-s
hen Analogon ein Zusammenhang besteht. Au
h wenn a priori kein Grund dafür er-si
htli
h ist, so legt do
h die klassis
he Beziehung gµν = ea

µe
b
νηab die Vermutung nahe,einen geeigneten Metrik-Operator als zusammengesetzten Operator aus zwei Vielbeinenkonstruieren zu können. Dann wäre das metris
he Feld eine Art �Bindungszustand� zweierVielbein-Felder. Man sollte mithin den metris
hen Fluÿ als das gravitative Analogon ei-nes �mesonis
hen� Flusses interpretieren können, der aus einer Theorie von �Quarks� und�Gluonen� folgt. Bei sol
hen Untersu
hungen könnte man auf Te
hniken aus der QCD zu-rü
kgreifen, die es erlauben, den Übergang von den fundamentalen Quark-Freiheitsgradenzu kollektiven Meson-Freiheitsgraden zu bes
hreiben [82℄. Diese Vermutung widerspri
htauf den ersten Bli
k einem No-Go-Theorem von S. Weinberg und E. Witten [83℄, so daÿman zunä
hst die Gültigkeit der diesem zugrundeliegenden Annahmen überprüfen müÿte.(E) Von besonderem physikalis
hen Interesse wäre die Analyse der CP-Verletzung, die derImmirzi-Term bei der Ankopplung von Spinorfeldern induziert, sofern diese ni
ht-minimalangekoppelt werden [40℄. Um sol
he phänomenologis
hen Aspekte mit zusätzli
hen Ma-teriefeldern praktis
h untersu
hen zu können, wären hinrei
hende Vereinfa
hungen der indieser Arbeit abgeleiteten Fluÿglei
hung hilfrei
h, die bereits die wesentli
hen Eigens
haf-ten des RG-Flusses erfassen.



Anhang A
Eine kurze Einführung in dieEinstein-Cartan-Gravitation
Zur Notation. Wir bezei
hnen mit lateinis
hen Bu
hstaben a, b, . . . , k, l, . . . die O(4)-oder Lorentz-Indizes und mit grie
his
hen Bu
hstaben µ, ν, . . . , α, β, . . . die Raumzeit-Indizes. Zudem stellt die Klammerung zweier Indizes mit e
kigen ([ ]

) oder runden (( )
)Klammern deren gewi
htete Anti-Symmetrisierung bzw. Symmetrisierung mit Vorfaktor 1
2!dar.

A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und TorsionAls ein fundamentaler konzeptioneller Grundpfeiler der Allgemeinen Relativitätstheoriemuÿ si
her das Äquivalenzprinzip angesehen werden, dessen physikalis
he Aussage in seinerstarken Form darin besteht, daÿ si
h lokal Gravitation immer �wegtransformieren� läÿt, sodaÿ in lokalen Inertialsystemen na
h wie vor die Spezielle Relativitätstheorie gilt.Betra
hten wir eine Raumzeit-Mannigfaltigkeit M als Basisraum sowie deren assoziier-tes Tangentialbündel TM, dann liefern S
hnitte in dieses Bündel als Fasern die lokalenTangentialräume TxM im Punkt x ∈ M. Das starke Äquivalenzprinzip postuliert danndie Existenz eines lokalen Isomorphismus ea
µ(x), der einen Vektor vµ(x) ∈ TxM auf einenLorentz-Vektor va(x) ∈ M4 abbildet, also
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vµ(x) 7→ va(x) := ea

µ(x)vµ(x) . (A.1)Das Feld ea
µ(x) heiÿtVielbein und ersetzt in diesem Zugang die Metrik gµν(x) als zentralesdynamis
hes Objekt einer Gravitationstheorie, was in den nun folgenden Ausführungenpräzisiert werden soll.Faÿt man diese Abbildung zunä
hst als Einsform ea := ea

µdxµ auf, die auf Vektorenwirkt, so de�niert sie an jedem Punkt der Raumzeit ein Orthonormalsystem, d. h. es gilt
ea

µ(x)e
b
ν(x)g

µν(x) = ηab . (A.2)Die inverse Abbildung, die auf den Dualraum wirkt und somit als lokaler Isomorphismuszwis
hen Einsformen und kovarianten Lorentz-Vektoren interpretiert werden kann, wirdmit e µ
a (x) bezei
hnet, so daÿ für dieses inverse Vielbein also

ea
µ(x)e

ν
a (x) = δ ν

µ und ea
µ(x)e µ

b (x) = δa
b (A.3)gilt. Wendet man nun e ρ

a (x) und e σ
b (x) auf (A.2) an, so liefert dies

gρσ(x) = ηabe ρ
a (x)e σ

b (x) . (A.4)Es läÿt si
h sofort bestätigen, daÿ dann für die Metrik als dem eindeutigen, zu (A.4)inversen Objekt die Beziehung
gµν(x) = ηabe

a
µ(x)e

b
ν(x) (A.5)gelten muÿ, derentwegen das Vielbein man
hmal au
h als �die Quadratwurzel aus derMetrik� bezei
hnet wird.Da si
h nun va = ea

µv
µ unter Lorentz-Transformationen als Vektor transformieren soll,impliziert dies für das Vielbein na
h (A.1) ebenfalls ein vektorielles Transformationsver-halten:
ea

µ(x) 7→ e′aµ(x) = Λa
b(x)e

b
µ(x) . (A.6)
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h (A.5) ni
ht eindeutig bestimmt, sondern nur bisauf Ei
htransformationen der Form (A.6) festgelegt ist, da
e′aµ(x)e

′b
ν(x)ηab = Λa

c(x)e
c
µ(x)Λb

d(x)e
d
ν(x)ηab

= ec
µ(x)e

d
ν(x)(Λ

T) a
c (x)ηabΛ

b
d(x)

= ec
µ(x)e

d
ν(x)ηcd

≡ gµν(x)gilt, wobei ΛT die zu Λ transponierte lineare Abbildung bezei
hnet, und die de�nieren-de Eigens
haft der Lorentz-Transformationen besteht ja gerade darin, daÿ die dur
h sievermittelte Konjugation die quadratis
he Form ηab invariant läÿt.Die Einführung des Vielbeins führt somit zusätzli
h zu den übli
hen, den di�eren-zierbaren Reparametrisierungen der Koordinaten entspre
henden Di�eomorphismen no
hauf eine weitere Ei
hinvarianz bezügli
h der O(4)-Wirkung in jedem lokalen Lorentz-System. (Hier haben wir uns bereits auf die euklidis
he Formulierung der Theorie mit
η ≡ {ηab} = diag{1, 1, 1, 1} bezogen. Damit jedo
h alle Ausführungen formal au
h fürdie Lorentzs
he Signatur gültig bleiben, behalten wir weiterhin die entspre
hende Notati-on bei und verwenden die zugehörigen Begri�e wie Minkowski-Raum, Lorentz-Vektor et
.synonym, au
h wenn im Euklidis
hen {ηab} ≡ {δab} und M4 ≡ R4 gilt. Entspre
hend wä-re im Lorentzs
hen Fall mit {ηab} = diag{−1, 1, 1, 1} die Gruppe O(4) dur
h O(1, 3) zuersetzen.)Multipliziert man (A.2) mit e λ

b und ηac, so erhält man na
h Umbenennung der Indizes
e µ

a (x) = ηabg
µν(x)eb

ν(x) ,so daÿ si
h also das inverse Vielbein dur
h Kontraktion der entspre
henden dualen Indizesdes Vielbeins mit der Minkowski- bzw. Raumzeit-Metrik ergibt. Wir verwenden daher imfolgenden au
h des öfteren Ausdrü
ke der Form
eaµ(x) := ηabe

b
µ(x) ≡ gµν(x)e

ν
a (x) ;die Überführung �a
her Indizes in Raumzeit-Indizes und umgekehrt erfolgt also per De�-nition unter Verwendung des Vielbeins bzw. seines Inversen.



290 A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und TorsionDer Vielbein-Formalismus ist vor allem bei der Ankopplung von Fermionen an Gravitati-on von Interesse, da deren de�nierende Eigens
haft gerade darin besteht, si
h bezügli
h derSpinordarstellung der Lorentz-Gruppe zu transformieren, wohingegen sie si
h unter Di�eo-morphismen wie Skalare verhalten. Daher greift man insbesondere bei der Formulierungvon Supergravitationstheorien auf den Vielbein-Formalismus zurü
k.Aufgrund der zusätzli
hen Ei
hinvarianz (A.6) ist es nun nur natürli
h, Ei
htheorieauf den den Tangentialräumen zugeordneten lokalen, �a
hen Minkowski-Räumen zu be-treiben. Dazu betra
hten wir zunä
hst die Exponentialdarstellung einer lokalen Lorentz-Transformation
Λ(x) = exp

{1

2
λab(x)Mab

} (A.7)mit dem Transformationsparameter λab(x) und den Erzeugern Mab. Da dim O(4) = 6,kann die Lie-Algebra also dur
h antisymmetris
he Generatoren Mab = −Mba mit a, b ∈
{0, 1, 2, 3} dargestellt werden, was o. B. d.A. λab(x) = −λba(x) impliziert. Zudem gilt all-gemein für die Kommutatoren

[Mab,Mcd] = ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac + ηadMbc

=
1

2
fab,cd

efMefmit den Strukturkonstanten
f

ef
ab,cd := ηadδ

e
bδ

f
c − ηacδ

e
bδ

f
d − ηbdδ

e
aδ

f
c + ηbcδ

e
aδ

f
d

−ηadδ
e
cδ

f
b + ηacδ

e
dδ

f
b + ηbdδ

e
cδ

f
a − ηbcδ

e
dδ

f
a ,die die Algebra de�nieren. In der Vektordarstellung gilt z. B.

(Mab)
c
d = δ c

a ηbd − δ c
b ηad ,so daÿ (A.7) für die in�nitesimale Lorentz-Transformation eines Vektors bei Verna
hlässi-
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va 7→ Λa

bv
b = va +

1

2
λcd(Mcd)

a
bv

b + O(λ2)

= va +
1

2
λcd(δ a

c ηdb − δ a
d ηcb)v

b + O(λ2)

= va +
1

2
(λa

b − λ a
b )vb + O(λ2)

= va + λa
bv

b + O(λ2)

⇒ δL(λ)va = λa
bv

bunter Verwendung der Antisymmetrie des Transformationsparameters führt, was na
h(A.6) insbesondere
δL(λ)ea

µ = λa
be

b
µ (A.8)zur Folge hat.Wir de�nieren nun wie übli
h eineO(4)-kovariante Ableitungmit Lie-Algebra-wertigemEi
hfeld gemäÿ

∇µ := ∂µ1 +
1

2
ωab

µ(x)Mab ,wobei das Ei
hfeld ωab
µ = −ωba

µ als Spinzusammenhang bezei
hnet wird. Als Zusam-menhang transformiert es si
h in der adjungierten Darstellung, in der die Erzeuger derEi
htransformationen auf ein Lie-Algebra-Element der Form χ = χabMab gemäÿ
(δLχ)ab = [Mab, χ] = χcd[Mab,Mcd]

=
1

2
f

ef
ab,cd χcdMef

=: (δLχ
ef)abMefwirken, wobei

(δLχ
ef )ab =

1

2
f

ef
ab,cd χcddie komponentenweise Wirkung bezei
hnet. Faÿt man dies als dur
h die Generatoren Mab



292 A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und Torsionvermittelte lineare Abbildung auf mit
(δLχ

ef)ab ≡Mab(χ
ef) = (Mab)

ef
cdχ

cd ,so liest man sofort ab, daÿ in der adjungierten Darstellung die Komponenten der Genera-toren gerade dur
h die Strukturkonstanten gegeben sind, also
(Mab)

cd
ef =

1

2
f cd

ab,ef .Damit si
h nun kovariante Ableitungen von Tensoren als Tensoren entspre
henden Rangestransformieren, muÿ si
h der Spinzusammenhang unter in�nitesimalen Lorentz-Transformationenin der für Ei
hfelder 
harakteristis
hen inhomogenen Weise transformieren, was auf
δL(λ)ωab

µ = −∇µλ
ab = −

(
∂µλ

ab +
1

2
ωcd

µMcd(λ
ab)
)

= −
(
∂µλ

ab +
1

4
ωcd

µf
ab

cd,ef λef
)

= −(∂µλ
ab + ωa

cµλ
cb + ωb

cµλ
ac)

≡ −∂µλ
ab + λa

cω
cb

µ + λb
cω

ac
µ (A.9)führt, wohingegen si
h das Vielbein ja na
h (A.6) als Vektor, also wie ein Materiefeld,transformiert. Somit gilt per Konstruktion beispielsweise für die kovariante Ableitungeines Lorentz-Vektors va

δL(λ)∇µv
a = δL(λ)(∂µv

a + ωa
bµv

b)

= ∂µ(λa
bv

b) + (−∂µλ
a
b − ωa

cµλ
c
b − ω c

b µλ
a
c)v

b + ωa
bµλ

b
cv

c

= λa
b(∂µv

b + ωb
cµv

c)

= λa
b∇µv

b . (A.10)Weiterhin de�nieren wir den Feldstärketensor wie in einer Ei
htheorie übli
h als den
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[∇µ,∇ν ] =

[
∂µ +

1

2
ωab

µ(x)Mab, ∂ν +
1

2
ωcd

ν(x)Mcd

]

=
(
∂[µω

ab
ν] +

1

8
ωcd

µω
ef

νf
ab

cd,ef

)
Mab

= (∂[µω
ab

ν] + ωa
c[µω

cb
ν])Mab

=:
1

2
F ab

µνMab

⇒ F ab
µν = ∂µω

ab
ν − ∂νω

ab
µ + ωa

cµω
cb

ν − ωa
cνω

cb
µ . (A.11)Wir können dies au
h konkret in der Vektordarstellung ausre
hnen. Dann haben wir

∇µv
a =

(
∂µδ

a
b +

1

2
ωcd

µ(Mcd)
a
b

)
vb

= ∂µv
a +

1

2
ωcd

µ(ηdbδ
a

c − ηcbδ
a

d )vb

= ∂µv
a +

1

2
(ωa

bµ − ω a
b µ)v

b

= ∂µv
a + ωa

bµv
b ,was auf

[∇µ,∇ν ]v
a = 2(∂[µω

a
bν] + ωa

c[µω
c
bν])v

b

=
1

2
(F cd

µν(Mcd)
a
b)v

b

=
1

2
(F a

bµν − F a
b µν)v

b

= F a
bµνv

bführt und somit (A.11) reproduziert.Da das Vielbein ea
µ wie bereits gesagt als Raumzeit-Einsform aufgefaÿt werden kann,transformiert es si
h unter einem von einem Vektorfeld ξµ erzeugten Di�eomorphismus wieein kovariantes Vektorfeld gemäÿ

δD(ξ)ea
µ = ξν∂νe

a
µ + (∂µξ

ν)ea
ν . (A.12)Dies garantiert au
h, daÿ dur
h die re
hte Seite von (A.5) ein kovariantes Tensorfeld vomRang 2 de�niert wird. Das inverse Vielbein transformiert si
h dann mit Bli
k auf (A.3) als



294 A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und Torsionduales Objekt wie ein kontravariantes Vektorfeld, d. h. es gilt
δD(ξ)e µ

a = −e ν
a (δD(ξ)eb

ν)e
µ

b = ξν∂νe
µ

a − (∂νξ
µ)e ν

a . (A.13)Damit dur
h die kovariante Ableitung ∇µv
a bezügli
h Di�eomorphismen ebenfalls ein ko-variantes Vektorfeld de�niert wird, muÿ si
h au
h der Spinzusammenhang kovariant trans-formieren, also

δD(ξ)ωab
µ = ξν∂νω

ab
µ + (∂µξ

ν)ωab
ν , (A.14)denn da si
h va unter allgemeinen Koordinatentransformationen wie ein Skalar verhältgemäÿ

δD(ξ)va = ξµ∂µv
a , (A.15)ergibt si
h wie gewüns
ht

δD(ξ)∇µv
a = (∂µv

a + ωa
bµv

b)

= ∂µ(ξν∂νv
a) + (ξν∂νω

a
bµ + (∂µξ

ν)ωa
bν)v

b + ωa
bµξ

ν∂νv
b

= ∂µ(ξν∂νv
a) + (∂µξ

ν)ωa
bνv

b + ξν∂ν(ω
a
bµv

b)

= ∂µ(ξν∂νv
a) − (∂µξ

ν)∂νv
a − ξν∂ν(∂µv

a) + (∂µξ
ν)∇νv

a + ξν∂ν(∇µv
a)

= (∂µξ
ν)∇νv

a + ξν∂ν(∇µv
a) .Wir mö
hten nun des weiteren eine kovariante Ableitung konstruieren, die als sol
heglei
hermaÿen auf Objekte wirkt, die sowohl Raumzeit- als au
h Lorentz-Indizes tragen.Dazu de�nieren wir zunä
hst einen Raumzeit-Zusammenhang Γ(e, ω) über

Γλ
µν(e, ω) := e λ

a ∇µe
a
ν = e λ

a (∂µe
a
ν + ωa

bµe
b
ν) . (A.16)



Eine kurze Einführung in die Einstein-Cartan-Gravitation 295Dessen Transformationsverhalten unter Di�eomorphismen ist unter Verwendung von
δD(ξ)(∇µe

a
ν) = δD(ξ)(∂µe

a
ν + ωa

bµe
b
ν)

= ∂µ(δD(ξ)ea
ν) + (δD(ξ)ωa

bµ)eb
ν + ωa

bµδD(ξ)eb
ν

= ∂µ(ξρ∂ρe
a
ν + (∂νξ

ρ)ea
ρ) + (ξρ∂ρω

a
bµ + (∂µξ

ρ)ωa
bρ)e

b
ν

+ωa
bµ(ξρ∂ρe

b
ν + (∂νξ

ρ)eb
ρ)

= ξρ∂ρ(∂µe
a
ν + ωa

bµe
b
ν) + (∂µξ

ρ)(∂ρe
a
ν + ωa

bρe
b
ν)

+(∂νξ
ρ)(∂µe

a
ρ + ωa

bµe
b
ρ) + (∂µ∂νξ

ρ)ea
ρ

= ξρ∂ρ∇µe
a
ν + (∂µξ

ρ)∇ρe
a
ν + (∂νξ

ρ)∇µe
a
ρ + (∂µ∂νξ

ρ)ea
ρ (A.17)gerade dur
h

δD(ξ)Γλ
µν = (δD(ξ)e λ

a )∇µe
a
ν + e λ

a δD(ξ)∇µe
a
ν

= (ξρ∂ρe
λ

a − (∂ρξ
λ)e ρ

a )∇µe
a
ν

+e λ
a [ξρ∂ρ∇µe

a
ν + (∂µξ

ρ)∇ρe
a
ν + (∂νξ

ρ)∇µe
a
ρ + (∂µ∂νξ

ρ)ea
ρ]

= ξρ∂ρΓ
λ
µν + (∂µξ

ρ)Γλ
ρν + (∂νξ

ρ)Γλ
µρ − (∂ρξ

λ)Γρ
µν + (∂µ∂νξ

λ) (A.18)gegeben. Somit transformiert si
h Γ in der für einen Zusammenhang typis
hen Weise, d. h.insbesondere ni
ht wie ein Tensor, denn von diesem unters
heidet si
h das Transforma-tionsverhalten (A.18) gerade dur
h die 
harakteristis
he gemis
hte Ableitung im letztenTerm der letzten Zeile. Zudem folgt unter Verwendung von (A.10)
δL(λ)Γλ

µν = λ b
a e

λ
b ∇µe

a
ν + e λ

a λ
a
b∇µe

b
ν

= λa
b(−e λ

a ∇µe
b
ν + e λ

a ∇µe
b
ν)

= 0 . (A.19)Die Wirkung dieser kovarianten Ableitung auf ein Objekt der Form va
µ, das si
h wieein Vektor bezügli
h Lorentz-Transformationen sowie kovariant unter Di�eomorphismentransformiert, ist dann gegeben dur
h

Dµv
a
ν := ∂µv

a
ν + ωa

bµv
b
ν − Γρ

µνv
a
ρ ≡ ∇µv

a
ν − Γρ

µνv
a
ρ . (A.20)
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µ dur
h va

µ, so erhalten wir
δD(ξ)(∇µv

a
ν) = ξρ∂ρ∇µv

a
ν + (∂µξ

ρ)∇ρv
a
ν + (∂νξ

ρ)∇µv
a
ρ + (∂µ∂νξ

ρ)va
ρ .Des weiteren gilt

δD(ξ)(Γρ
µνv

a
ρ) = (δD(ξ)Γρ

µν)v
a
ρ + Γρ

µνδD(ξ)va
ρmit δD(ξ)Γρ

µν aus (A.18) sowie
δD(ξ)va

ρ = ξσ∂σv
a
ρ + (∂ρξ

σ)va
σ ,was insgesamt auf

δD(ξ)Dµv
a
ν = ξσ∂σ(∇µv

a
ν − Γρ

µνv
a
ρ) + (∂µξ

σ)(∇σv
a
ν − Γρ

σνv
a
ρ) + (∂νξ

σ)(∇µv
a
σ − Γρ

µσv
a
ρ)

−(∂σξ
ρ)Γσ

µνv
a
ρ + (∂ρξ

σ)Γρ
µνv

a
σ + (∂µ∂νξ

ρ)va
ρ − (∂µ∂νξ

ρ)va
ρ

= ξρ∂ρDµv
a
ν + (∂µξ

ρ)Dρv
a
ν + (∂νξ

ρ)Dµv
a
ρ (A.21)führt, d. h. die Anwendung dieser kovarianten Ableitung respektiert die Tensoreigens
haftbezügli
h Di�eomorphismen. Mit (A.10) und (A.19) erhalten wir zudem

δL(λ)Dµv
a
ν = δL(λ)∇µv

a
ν − Γρ

µνδL(λ)va
ρ

= λa
b∇µv

b
ν − Γρ

µνλ
a
bv

b
ρ

= λa
bDµv

b
ν , (A.22)so daÿ diese kovariante Ableitung au
h die Lorentz-Tensorstruktur erhält.Die Verallgemeinerung auf Tensoren höheren Ranges ist o�ensi
htli
h: Sei z.B.

W ab µν
c ρσ ein Tensor der Stufe (2,1) bezügli
h Lorentz-Indizes sowie der Stufe (2,2) bezügli
h
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DλW

ab µν
c ρσ = ∇λW

ab µν
c ρσ + Γµ

λτW
ab τν

c ρσ + Γν
λτW

ab µτ
c ρσ

−Γτ
λρW

ab µν
c τσ − Γτ

λσW
ab µν

c ρτ

= ∂λW
ab µν

c ρσ + ωa
dλW

db µν
c ρσ + ωb

dλW
ad µν

c ρσ + ω d
c λW

ab µν
d ρσ

+Γµ
λτW

ab τν
c ρσ + Γν

λτW
ab µτ

c ρσ − Γτ
λρW

ab µν
c τσ − Γτ

λσW
ab µν

c ρτ .Insbesondere erhält man mit (A.16)
Dµe

a
ν = ∇µe

a
ν − Γρ

µνe
a
ρ

= ∇µe
a
ν − e

ρ
b (∇µe

b
ν)e

a
ρ

= ∇µe
a
ν −∇µe

a
ν

= 0 , (A.23)d. h. das Vielbein ist per Konstruktion des Raumzeit-Zusammenhangs Γ(e, ω) kovariantkonstant, so daÿ der Isomorphismus ea
µ mit der kovarianten Ableitung kommutiert:

Dµvν = ea
νDµva ≡ ea

ν∇µva .Wegen
δD(ξ)Dµe

a
ν = ξρ∂ρDµe

a
ν + (∂µξ

ρ)Dρe
a
ν + (∂νξ

ρ)Dµe
a
ρ

= 0sowie
δL(λ)Dµe

a
ν = λa

bDµe
b
ν = 0ist diese Aussage ei
hinvariant, und sie gilt na
h (A.3) in analoger Weise au
h für dasinverse Vielbein.Um dies einzusehen, beweisen wir kurz die Gültigkeit einer Produktregel für diekovariante Ableitung, die wir im Verlauf der Arbeit no
h des öfteren anwenden. Seien

T
a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn
sowie T c1...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs
Tensoren der Stufe (k, l) bzw. (p, q) be-
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h ihrer Lorentz-Indizes sowie der Stufe (m,n) bzw. (r, s) bezügli
h ihrer Raumzeit-Indexstruktur. Werden diese beiden Tensoren nun über einen gemeinsamen Raumzeit-Indexkontrahiert, so daÿ o.B. d.A. νn = ρ1 ≡ τ sei, so gilt
Dλ

(
T

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τT
c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs

)

=
(
DλT

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τ

)
T

c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs

+Γνn

λτ T
a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1νn
T

c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs

+T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τ DλT
c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs

−T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τ Γτ
λρ1

T
c1...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

=
(
DλT

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τ

)
T

c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs

+T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl ν1...νn−1τ DλT
c1...cp τρ2...ρr

2 d1...dq σ1...σs
.Analog gilt für die Kontraktion �a
her Indizes mit o. B. d.A. bl = c1 ≡ e:

Dλ

(
T

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn
T

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

)

=
(
DλT

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn

)
T

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

−ω bl

e λ T
a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1bl ν1...νn
T

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

+T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn
DλT

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

−T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn
ωe

c1λ T
c1c2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

=
(
DλT

a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn

)
T

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σs

+T a1...ak µ1...µm

1 b1...bl−1e ν1...νn
DλT

ec2...cp ρ1...ρr

2 d1...dq σ1...σsmit ω bl

e λ = −ωbl

eλ.Man ersieht sofort, daÿ bei mehreren Indizes glei
hen oder unters
hiedli
hen Typs bloÿeine entspre
hende Anzahl kompensierender Zusatzterme zu ergänzen ist, die si
h dann inanaloger Weise gegenseitig wegheben, so daÿ si
h die Aussage in o�ensi
htli
her Weise ver-allgemeinert. Als Spezialfall erhält man die Produktregel für die O(4)-kovariante Ableitung
∇µ.
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Dµδ

b
a ≡ ∇µδ

b
a = ∂µδ

b
a + ω c

a µδ
b

c + ωb
cµδ

c
a

= ω b
a µ + ωb

aµ

= 0

= Dµ(e ν
a e

b
ν) = e ν

a Dµe
b
ν + (Dµe

ν
a )eb

ν

= eb
νDµe

ν
a ,woraus für ein reguläres, ni
ht-ausgeartetes Vielbein, dessen Inverses existiert,

Dµe
ν

a = 0 (A.24)folgt. Zudem ergibt si
h dann
DλW

ab µν
c ρσ = e

µ
d e

ν
e e

f
ρe

g
σDλW

ab de
c fg

≡ e
µ

d e
ν

e e
f
ρe

g
σ∇λW

ab de
c fg ,wobei wir wie übli
h vermöge des Vielbeins Raumzeit-Indizes in Lorentz-Indizes überführthaben gemäÿ

W ab de
c fg := ed

µe
e
νe

ρ
f e

σ
g W

ab µν
c ρσ .Darüber hinaus impliziert die kovariante Konstanz des Vielbeins na
h (A.5) unter Ver-wendung der Produktregel wegen

Dλgµν = Dλ(e
a
µe

b
νηab)

= (Dλe
a
µ)eb

νηab + ea
µDλ(e

b
νηab)

= (Dλe
a
µ)eb

νηab + ea
µ(Dλe

b
ν)ηab + ea

µe
b
νDληab

= 0 (A.25)mit Dληab = ∇ληab ≡ 0 die Metrizität des Zusammenhangs, die ja in der metris
henFormulierung der Allgemeinen Relativitätstheorie dur
h Festlegung auf den Levi-Civita-Zusammenhang von vornherein gegeben ist. Unter erneuter Verwendung der Produktregel
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h au
h die kovariante Konstanz der inversen Metrik, so daÿ die Umwand-lung des kovarianten Index der kovarianten Raumzeit-Ableitung in einen kontravarianten(und umgekehrt) in folgendem Sinne wohlde�nert ist:
Dµvµ := gµνDνvµ ≡ Dνv

ν .Für die O(4)-kovariante Ableitung ∇ = ∂ + ω hingegen gilt dies ni
ht.An dieser Stelle führen wir no
h kurz eineOperator-Notation für kovariante Ablei-tungen ein, die si
h im Verlauf der Arbeit als nützli
h erweisen wird. Da häu�g kovarianteAbleitungen von Feldern funktional na
h diesen zu di�erenzieren sind, mö
hten wir diekovariante Ableitung, die auf einen beliebigen Raumzeit- und O(4)-Tensor wirkt, als ma-trixwertigen Operator s
hreiben. Dazu versehen wir das Symbol Dµ von links na
h re
htsmit den entspre
henden Lorentz- und Raumzeit-Indizes, wobei die festen Indizes, die dieKomponenten des Tensors na
h der kovarianten Ableitung bezei
hnen, links von den Kon-traktionsindizes stehen; dabei stehen in beiden Indexmengen die Lorentz-Indizes wiederumjeweils links von den Raumzeit-Indizes. Sei also T a1...ak µ1...µm

b1...bl ν1...νn
ein Lorentz-Tensorder Stufe (k, l) sowie ein Raumzeit-Tensor der Stufe (m,n), so gilt

DλT
a1...ak µ1...µm

b1...bl ν1...νn
= D

a1...ak µ1...µm d1...dl σ1...σn

λ b1...bl ν1...νnc1...ck ρ1...ρm
T

c1...ck ρ1...ρm

d1...dl σ1...σn



Eine kurze Einführung in die Einstein-Cartan-Gravitation 301mit
D

a1...ak µ1...µm d1...dl σ1...σn

λ b1...bl ν1...νnc1...ck ρ1...ρm

= δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σn∂λ

+δa2
c2 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnωa1
c1λ

+δa1
c1δ

a3
c3 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnωa2
c2λ + · · ·

+δa1
c1 · · · δak−1

ck−1
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnωak
ckλ

+δa1
c1 · · · δak

ck
δb2

d2 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnω d1
b1 λ + · · ·

+δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl−1

dl−1δµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnω
dl−1

bl−1 λ

+δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ2
ρ2 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn

σnΓµ1

λρ1
+ · · ·

+δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm−1

ρm−1δν1

σ1 · · · δνn

σnΓµm

λρm

−δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν2

σ2 · · · δνn

σnΓσ1

λν1
− · · ·

−δa1
c1 · · · δak

ck
δb1

d1 . . . δbl

dlδµ1
ρ1 · · · δµm

ρmδν1

σ1 · · · δνn−1

σn−1Γσn

λνn
.Die analoge S
hreibweise für die O(4)-kovariante Ableitung ∇µ ergibt si
h aus der An-wendung auf einen reinen Lorentz-Tensor, so daÿ dann die Terme mit dem Raumzeit-Zusammenhang Γ sowie alle Krone
ker-Symbole mit Raumzeit-Indizes wegfallen. Da si
hdie Wirkung von Γλ

µν auf kovariante Tensoren gerade dur
h ein Vorzei
hen von derjenigenauf kontravariante Tensoren unters
heidet, gilt für die Kontraktion der kovarianten Ab-leitung eines Tensors von der obigen Form mit einem Tensor M b1...bl ν1...νn
a1...ak µ1...µm

vomLorentz-Rang (l, k) und vom Di�eomorphismusrang (n,m) bei partieller Integration
∫

d4xM b1...bl ν1...νn

a1...ak µ1...µm
DλT

a1...ak µ1...µm

b1...bl ν1...νn

=

∫
d4xM b1...bl ν1...νn

a1...ak µ1...µm
D

a1...ak µ1...µm d1...dl σ1...σn

λ b1...bl ν1...νnc1...ck ρ1...ρm
T

c1...ck ρ1...ρm

d1...dl σ1...σn

= −
∫

d4x(D d1...dl σ1...σna1...ak µ1...µm

λ c1...ck ρ1...ρm b1...bl ν1...νn
M b1...bl ν1...νn

a1...ak µ1...µm
)T c1...ck ρ1...ρm

d1...dl σ1...σn

= −
∫

d4x(DλM
d1...dl σ1...σn

c1...ck ρ1...ρm
)T c1...ck ρ1...ρm

d1...dl σ1...σn
,d. h. unter dem Integral gilt in dieser S
hreibweise

D
a1...ak µ1...µm d1...dl σ1...σn

λ b1...bl ν1...νnc1...ck ρ1...ρm
= −D d1...dl σ1...σna1...ak µ1...µm

λ c1...ck ρ1...ρm b1...bl ν1...νn
.



302 A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und TorsionUm nun die physikalis
he Bedeutung von (A.23) no
h etwas besser zu verstehen, be-tra
hten wir einen Vektor vµ(x) ∈ Tx(M), den wir längs eines in�nitesimalen Vektors dxµparallelvers
hieben. Im Tangentialraummit assoziiertem Zusammenhang Γ ist dies de�niertals
vµ(x+ dx) = vµ(x) + δvµ(x)mit
δvµ(x) = −Γµ

ρσ(x)dxρvσ(x) .Wir können diesen Paralleltransport aber vermöge
va(x) = ea

µ(x)v
µ(x)au
h im lokalen Lorentz-System unter Verwendung des Spinzusammenhangs realisierengemäÿ

va(x+ dx) = va(x) + δva(x)mit
δva(x) = −ωa

bµv
b(x)dxµ .Wir werten nun Glei
hung (A.1) an der Stelle x+dx aus, wobei va und vµ jeweils der obigenVors
hrift entspre
hend paralleltransportiert werden und zudem das Vielbein ea

µ(x+ dx)um x entwi
kelt wird. Damit erhalten wir
va(x+ dx) = ea

µ(x+ dx)vµ(x+ dx)

= (ea
µ(x) + (∂τe

a
µ(x))dx

τ )(vµ(x) − Γµ
ρσ(x)dxρvσ(x))

= va(x) + (∂ρe
a
σ(x) − Γµ

ρσ(x)ea
µ(x))dx

ρvσ(x) + O(dx2)

= va(x) − ωa
bρv

b(x)dxρ

= va(x) − ωa
bρe

b
σ(x)vσ(x)dxρ

⇔ ∂ρe
a
σ − Γµ

ρσe
a
µ + ωa

bρe
b
σ = Dρe

a
σ = 0



Eine kurze Einführung in die Einstein-Cartan-Gravitation 303für beliebige vµ und beliebige, in�nitesimale dxµ. Wir sehen also, daÿ die kovariante Kon-stanz des Vielbeins tatsä
hli
h äquivalent ist zur Verträgli
hkeit des Paralleltransports mitdem dur
h das Vielbein realisierten Isomorphismus. Die Glei
hung
va(x+ dx) = ea

µ(x+ dx)vµ(x+ dx)ist also nur dann konsistent, wenn das Vielbein ebenfalls paralleltransportiert wird gemäÿ
ea

µ(x+ dx) = ea
µ(x) + δea

µ(x)mit
δea

µ(x) = (Γρ
σµ(x)ea

ρ(x) − ωa
bσ(x)eb

µ(x))dx
σ .Die Ei
hinvarianz von (A.23) impliziert, daÿ die Verträgli
hkeit dieser beiden Formen vonParalleltransport unter Ei
htransformationen erhalten bleibt.Mit Bli
k auf (A.18) stellen wir weiterhin fest, daÿ dur
h die Antisymmetrisierung

T λ
µν := 2 Γλ

[µν] (A.26)ein Tensor de�niert wird, da dann wegen ∂[µ∂ν]ξ
λ = 0 der störende Term im Transforma-tionsverhalten (A.18) unter Di�eomorphismen gerade wegfällt. Diesen Tensor bezei
hnetman als die Torsion des Raumzeitzusammenhangs Γ, und diese Gröÿe besitzt eines
höne, ans
hauli
he geometris
he Bedeutung. Dazu betra
hten wir wie in Abbildung A.1dargestellt zwei in�nitesimale Vektoren vµ(x) und wµ(x). Nun bringen wir vµ über Paral-leltransport vom Punkt x zum Punkt x+ w und addieren ihn zu wµ(x) hinzu, was in derAbbildung dem Weg I entspri
ht. Ans
hlieÿend subtrahieren wir das Resultat der glei
henProzedur, wobei wir allerdings v und w vertaus
hen, so daÿ dies gerade dur
h den mit IIbezei
hneten Weg gegeben ist.Na
h den vorangegangenen Ausführungen wissen wir nun, wie der Paralleltransport zurealisieren ist, nämli
h gerade gemäÿ

vµ(x+ w) − vµ(x) = −Γµ
ρσ(x)wρ(x)vσ(x)
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PSfrag repla
ements I

I

II

II

xµ

vµ(x)

wµ(x)

vµ(x+ w)

wµ(x+ v)

Abbildung A.1: Für ni
ht-vers
hwindende Torsion s
hlieÿen vermöge Paralleltransportskonstruierte Parallelogramme im allgemeinen ni
ht.
bzw.

wµ(x+ v) − wµ(x) = −Γµ
ρσ(x)vρ(x)wσ(x) ,so daÿ si
h der Kommutator dieser beiden Vorgänge zu

(wµ(x) + vµ(x+ w)) − (vµ(x) + wµ(x+ v))

= vµ(x+ w) − vµ(x) − (wµ(x+ v) − wµ(x))

= −(Γµ
ρσ(x) − Γµ

σρ(x))w
ρ(x)vσ(x)

= T µ
ρσ(x)vρ(x)wσ(x)ergibt. Die geometris
he Aussage ist nun also folgende: Bei ni
ht-vers
hwindender Torsi-on s
hlieÿen vermöge Paralleltransports konstruierte Parallelogramme ni
ht. Versieht manden R2 mit einem ni
ht-symmetris
hen Zusammenhang Γλ

µν 6= Γλ
νµ, so ist Abbildung A.1wirkli
h eine exakte Darstellung dieses Sa
hverhalts.
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hen Zugang hingegen s
hränkt man si
h a priori auf den Levi-Civita-Zusam-menhang ein, dessen zweite de�nierende Eigens
haft neben der Metrizität ja gerade dieTorsionsfreiheit ist. Dieser Zusammenhang läÿt si
h dann in eindeutiger Weise dur
h dieMetrik ausdrü
ken, was auf das Christo�el-Symbol
ΓLC

λ
µν =

1

2
gλτ(∂µgτν + ∂νgτµ − ∂τgµν)führt, das o�ensi
htli
h symmetris
h in den beiden unteren Indizes ist. Dies stellt alsodie ents
heidende Verallgemeinerung der Einstein-Cartan-Theorie mit dem na
h (A.16)konstruierten Raumzeit-Zusammenhang Γ(e, ω) gegenüber dem metris
hen Zugang mitdem Levi-Civita-Zusammenhang ΓLC(g) dar: Während beide Zusammenhänge metris
hsind, erlaubt ersterer im Unters
hied zu letzterem ni
ht-vers
hwindende Torsion.

A.2 Die Beziehung zum metris
hen FormalismusWir wollen nun eine Verbindung zwis
hen diesen beiden Formulierungen herstellen. Diesist au
h nützli
h im Hinbli
k auf die klassis
he Theorie, der das erste Kapitel der vorlie-genden Arbeit gewidmet ist, und die dur
h sie bes
hriebene Dynamik. Zu diesem Zwe
kwiederholen wir kurz die wi
htigsten De�nitionen und Eigens
haften der zentralen Objekteim Metrik-Zugang. Wie übli
h werden natürli
h unter Verwendung der Metrik bzw. ihresInversen kontra- in kovariante Raumzeit-Indizes überführt und umgekehrt. Das zentraleObjekt zur Bes
hreibung der gravitativen We
hselwirkung ist der Riemanns
he Krüm-mungstensor
R λ

LCµν ρ(g) := ∂µΓ λ
LCνρ − ∂νΓ

λ
LCµρ + Γ λ

LCµσΓ σ
LCνρ − Γ λ

LCνσΓ σ
LCµρ .O�ensi
htli
h gilt

R λ
LCµν ρ = −R λ

LCνµ ρ . (A.27)Weitere Symmetrieeigens
haften dieses Tensors sind dur
h
RLCµνλρ = −RLCµνρλ , (A.28)
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hen Formalismusdie Paarsymmetrie
RLCµνλρ = RLCλρµν (A.29)sowie die 1. Bian
hi-Identität

R λ
LCµν ρ +R λ

LCνρ µ +R λ
LCρµ ν = 0 (A.30)gegeben, die na
h (A.28)

R λ
LC[µνρ] = 0

⇒ εµνρλRLCµνρλ = 0 (A.31)impliziert [84, 85℄. Dur
h Kontraktion des kontravarianten mit dem ersten kovariantenIndex in (A.27) erhält man den Ri

i-Tensor
RLCµν := R λ

LCλµ ν , (A.32)der aufgrund der Paarsymmetrie (A.29) symmetris
h ist:
RLCµν = RLCνµ .Kontrahiert man diesen Tensor nun seinerseits mit der inversen Metrik, so erhält man denKrümmungsskalar
RLC := gµνRLCµν . (A.33)Betra
htet man reine Gravitation ohne Materieankopplung, so sind die Bewegungsglei-
hungen dur
h die Einstein-Glei
hungen im Vakuum

RLCµν −
1

2
RLC gµν + Λ gµν = 0 (A.34)mit der kosmologis
hen Konstanten Λ gegeben.Wir kehren nun zur Einstein-Cartan-Theorie zurü
k und betra
hten diese für vers
hwin-
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T λ

µν(e, ω) = 0 . (A.35)Das sind 24 Glei
hungen, die si
h nun na
h den 24 Komponenten des Spinzusammenhangs
ω = ω(e) au�ösen lassen. Dazu geht man in der glei
hen Weise vor wie gewöhnli
h beider Ableitung des Christo�el-Symbols (A.27) aus der Metrizität des Zusammenhangs: Wirs
hreiben (A.35) mit eaλ := e τ

a gτλ in der Form
2 eaλ∇[µe

a
ν] = 0 ,addieren eine zyklis
he Permutation von (λµν) und subtrahieren die dritte. Dies liefert

2(eaλ∇[µe
a
ν] + eaµ∇[νe

a
λ] − eaν∇[λe

a
µ])

= 2(eaλ∂[µe
a
ν] + eaµ∂[νe

a
λ] − eaν∂[λe

a
µ])

+eaλ(ω
a
bµe

b
ν − ωa

bνe
b
µ) + eaµ(ωa

bνe
b
λ − ωa

bλe
b
ν) − eaν(ω

a
bλe

b
µ − ωa

bµe
b
λ)

= 2(eaλ∂[µe
a
ν] + eaµ∂[νe

a
λ] − eaν∂[λe

a
µ])

+eaλ(ω
a
bµe

b
ν − ωa

bνe
b
µ) + eaµ(ωa

bνe
b
λ − ωa

bλe
b
ν)

+ebµω
b
aλe

a
ν − ebλω

b
aµe

a
ν

= 2(eaλ∂[µe
a
ν] + eaµ∂[νe

a
λ] − eaν∂[λe

a
µ])

+eaµω
a
bνe

b
λ − eaλω

a
bνe

b
µ

= 0

⇒ eaλω
a
bνe

b
µ − eaµω

a
bνe

b
λ

= 2 eaλω
a
bνe

b
µ

= 2(eaλ∂[µe
a
ν] + eaµ∂[νe

a
λ] − eaν∂[λe

a
µ])

⇒ ωab
µ(e) = eaλ(ecν∂[µe

c
λ] + ecλ∂[νe

c
µ] − ecµ∂[λe

c
ν])e

bν

= eaλ∂[µe
b
λ] + ebν∂[νe

a
µ] − eaλebν(∂[λe

c
ν])ecµ , (A.36)so daÿ für ni
ht-vers
hwindende Torsion in der Einstein-Cartan-Theorie alle dynamis
hen
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hen FormalismusFreiheitsgrade dur
h diejenigen des Vielbeins gegeben sind. Na
h Ausdivision der se
hs-dimensionalen Ei
hgruppe O(4) verbleiben 16 − 6 = 10 physikalis
he Freiheitsgrade, wasgenau der Anzahl unabhängiger Komponenten des symmetris
hen Tensorfeldes gµν(x) imMetrik-Zugang entspri
ht. Dabei haben wir in den obigen Umformungen die Existenz einesinversen Vielbeins e µ
a vorausgesetzt.Wir beweisen nun folgendenSatz: Der Zusammenhang Γλ

µν(e) ≡ Γλ
µν(e, ω(e)) = e λ

a (∂µe
a
ν + ωa

bµ(e)eb
ν) mit ωab

µ(e) aus(A.36) ist identis
h mit dem Christo�el-Symbol Γ λ
LCµν(g) der Metrik gµν aus (A.5).Beweis: Mit gµν = ea

µe
b
νηab gilt

Γλ
µν(e) = e λ

a

[
∂µe

a
ν +

1

2
eaρ(∂µebρ − ∂ρebµ)eb

ν + ∂[νe
a
µ]

−1

2
eaρ(∂ρe

b
ν − ∂νe

b
ρ)ebµ

]

= e λ
a

[
∂µe

a
ν +

1

2
eaρ(∂µgρν − ebρ∂µe

b
ν − ∂ρgµν + ebµ∂ρe

b
ν)

+∂[νe
a
µ] −

1

2
eaρ(∂ρgνµ − eb

ν∂ρebµ − ∂νgρµ + eb
ρ∂νebµ)

]

= e λ
a

[
∂µe

a
ν −

1

2
∂µe

a
ν + ∂[νe

a
µ] −

1

2
∂νe

a
µ

+
1

2
eaρ(ebµ∂ρe

b
ν + eb

ν∂ρebµ)

+
1

2
eaρ(∂µgρν − ∂ρgµν − ∂ρgµν + ∂νgρµ)

]

=
1

2
gλρ(∂ρgµν + ∂µgρν + ∂νgρµ − 2 ∂ρgµν)

=
1

2
gλρ(∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν)

= Γ λ
LCµν(g) . (A.37)In diesem Sinne sind also die beiden Formulierungen für vers
hwindende Torsion wirkli
häquivalent.Um die Beziehung zwis
hen den Krümmungstensoren F ab

µν und R
µ

LC νρσ ab-zuleiten, die diese Äquivalenz der Raumzeit-Zusammenhänge impliziert, drü
ken wir nunvermöge Inversion der Beziehung (A.36) den torsionsfreien Spinzusammenhang dur
h den
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ωab

µ(e) =
(
− ∂µe

a
ν + ea

λΓ
λ
µν(e)

)
ebν .Mit der De�nition (A.11) erhalten wir dann den zugehörigen Feldstärketensor zu

F ab
µν(e) = 2(∂[µω

ab
ν] + ωa

c[µω
cb

ν])

= 2
[
∂[µ((−∂ν]e

a
ρ + ea

σΓσ
ν]ρ)e

bρ)

+(−∂[µe
a
ρ + ea

σΓσ
[µρ)e

ρ
c (−∂ν]e

c
λ + ec

τΓ
τ
ν]λ)e

bλ
]

= 2
[
(∂[µe

a
ρ)∂ν]e

bρ + (∂[µe
a
σΓ

σ
ν]ρ)e

bρ − ea
σΓσ

[µρ∂ν]e
bρ

+(∂[µe
a
ρ)(∂ν]e

c
λ)e

ρ
c e

bλ − ebλδρ
τ (∂[µe

a
ρ)Γ

τ
ν]λ

−ea
σe

bλΓσ
[µρe

ρ
c ∂ν]e

c
λ + ea

σe
bλδρ

τΓ
σ
[µρΓ

τ
ν]λe

bλ
]

= 2
[
(∂[µe

a
ρ)∂ν]e

bρ + (∂[µe
a
σΓ

σ
ν]ρ)e

bρ − ea
σΓσ

[µρ∂ν]e
bρ

−(∂[µe
a
ρ)∂ν]e

bρ − (∂[µe
a
ρ)Γ

ρ

ν]λe
bλ

+ea
σΓσ

[µρ∂ν]e
bρ + ea

σe
bλΓσ

[µρΓ
ρ

ν]λ

]

= 2ea
ρe

bσ(∂[µΓρ

ν]σ + Γρ

[µτ
Γτ

ν]σ)unter Verwendung von ∂µηab = 0, was mit Γλ
µν(e) = Γ λ

LCµν(g) für Torsionsfreiheit na
h(A.37) auf
F ab

µν(e) = 2ea
ρe

bσ(∂[µΓ ρ

LCν]σ + Γ ρ

LC[µτ
Γ τ

LCν]σ)

= ea
ρe

bσR
ρ

LCµν σ(g)mit gµν = ea
µe

b
νηab und der De�nition (A.27) des Riemanns
hen Krümmungstensors führt.Die Umkehrung liefert dann für torsionsfreie Zusammenhänge ω = ω(e) die Beziehung

R
ρ

LCµν σ(g) = e ρ
a ebσF

ab
µν(e) ≡ F ρ

σµν(e) . (A.38)De�nieren wir no
h für allgemeine Spinzusammenhänge - also insbesondere für sol
he,die ni
ht notwendigerweise auf vers
hwindende Torsion führen - den Tensor
F a

µ(ω) := e ν
b F

ab
µν = e ν

b F
ba

νµ (A.39)
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hen Formalismussowie den Skalar
F (ω) := e µ

a e
ν

b F
ab

µν = e µ
a F

a
µ ,so gelten im torsionsfreien Fall na
h (A.38) für den Ri

i-Tensor und den Krümmungsskalardie Beziehungen

RLCµν = e ρ
a ebνF

ab
ρµ = F a

µeaνund
RLC = F .Für allgemeine Raumzeit-Zusammenhänge Γλ

µν(e, ω) mit Γλ
[µν] 6= 0 führen wir nun no
h einAnalogon zum Riemanns
hen Krümmungstensors ein gemäÿ

R λ
µν ρ(e, ω) := ∂µΓλ

νρ − ∂νΓ
λ
µρ + Γλ

µσΓσ
νρ − Γλ

νσΓσ
µρ . (A.40)Wir wollen an dieser Stelle no
h eine nützli
he Formel angegeben, die die Beziehung zwi-s
hen dem Spinzusammenhang einerseits sowie dem Vielbein und der Torsion andererseitspräzisiert. Dazu de�nieren wir den Kontorsionstensor

Ka
µν :=

1

2

(
T a

µν − eaρebµT
b
νρ + eaρebνT

b
ρµ

)
, (A.41)und es gilt nun

ωab
µ = ωab

µ(e) + ebνKa
µν . (A.42)Wir beweisen diese Formel, indem wir sie mit ebρ kontrahieren und ans
hlieÿend ρ in νumbenennen. Dann gilt zunä
hst

ωab
µ(e)ebν = eaλ(∂[µe

b
λ])ebν + ∂[νe

a
µ] − eaλ(∂[λe

c
ν])ecµ
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Ka

µν =
1

2

(
T a

µν − eaρebµT
b
νρ + eaρebνT

b
ρµ

)

=
1

2

[
∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ + ωa

bµe
b
ν − ωa

bνe
b
µ

−eaλebµ

(
∂νe

b
λ − ∂λe

b
ν + ωb

cνe
c
λ − ωb

cλe
c
ν

)

+eaλebν

(
∂λe

b
µ − ∂µe

b
λ + ωb

cλe
c
µ − ωb

cµe
c
λ

)]

= −∂[νe
a
µ] + eaλ(∂[λe

b
ν])ebµ − eaλ(∂[µe

b
λ])ebν

+
1

2

(
ωa

bµe
b
ν − ωa

bνe
b
µ − ωba

νebµ + ωb
cλebµe

c
νe

aλ + ωb
cλebνe

c
µe

aλ − ωb
aµebµebν

)

= −ωab
µ(e)ebν + ωab

µebν , (A.43)was na
h Multiplikation mit einem inversen Vielbein die Behauptung beweist.Wir bere
hnen nun den Kommutator zweier kovarianter Ableitungen der Form(A.20) eines Objektes mit einem kontravarianten Lorentz-Index sowie einem kovariantenRaumzeit-Index. Da diese sowohl den Spin- als au
h den Raumzeit-Zusammenhang enthält,wird in der Lie-Klammer neben dem Feldstärketensor (A.11) au
h der gerade de�nierteRaumzeit-Krümmungstensor (A.40) auftreten. Explizit erhalten wir
[Dµ, Dν ]v

a
ρ

= 2D[µ(∂ν]v
a
ρ + ωa

bν]v
b
ρ − Γσ

ν]ρv
a
σ)

= 2
[
∂[µ(∂ν]v

a
ρ + ωa

bν]v
b
ρ − Γσ

ν]ρv
a
σ) + ωa

b[µ(∂ν]v
b
ρ + ωb

cν]v
c
ρ − Γσ

ν]ρv
b
σ)

−Γσ
[µν](∂σv

a
ρ + ωa

bσv
b
ρ − Γτ

σρv
a
τ ) − Γσ

[µρ(∂ν]v
a
σ + ωa

bν]v
b
σ − Γτ

ν]σv
a
τ )
]

= 2
[
(∂[µω

a
bν])v

b
ρ + ωa

b[µω
bc

ν]v
c
ρ − Γσ

[µν]Dσv
a
ρ

−(∂[µΓσ
ν]ρ)v

a
σ − Γτ

[µσΓσ
ν]ρv

a
τ )
]

= F a
bµνv

b
ρ − T σ

µνDσv
a
ρ −R σ

µν ρv
a
σ . (A.44)Des weiteren bere
hnen wir no
h

[Dµ, D
2]va

ρ = (Dν [Dµ, Dν ] + [Dµ, Dν]D
ν)va

ρ .
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hen FormalismusZunä
hst ist
D[µDν]Dλv

a
ρ

= ∂[µDν]Dλv
a
ρ + ωa

b[µDν]Dλv
b
ρ − Γσ

[µν]DσDλv
a
ρ

−Γσ
[µλDν]Dσv

a
ρ − Γσ

[µρDν]Dλv
a
σ

= ∂[µ(∂ν]Dλv
a
ρ + ωa

bν]Dλv
b
ρ − Γσ

ν]λDσv
a
ρ − Γσ

ν]ρDλv
a
σ)

+ωa
b[µ(∂ν]Dλv

b
ρ + ωb

cν]Dλv
c
ρ − Γσ

ν]λDσv
b
ρ − Γσ

ν]ρDλv
b
σ)

−Γσ
[µν]DσDλv

a
ρ

−Γσ
[µλ(∂ν]Dσv

a
ρ + ωa

bν]Dσv
b
ρ − Γτ

ν]σDτv
a
ρ − Γτ

ν]ρDσv
a
τ )

−Γσ
[µρ(∂ν]Dλv

a
σ + ωa

bν]Dλv
b
σ − Γτ

ν]λDτv
a
σ − Γτ

ν]σDλv
a
τ )

=
1

2
F a

bµνDλv
b
ρ −

1

2
T σ

µνDσDλv
a
ρ

−(∂[µΓσ
ν]λ)Dσv

a
ρ − (∂[µΓσ

ν]ρ)Dλv
a
σ

−Γτ
[µσΓσ

ν]λDτv
a
ρ − Γτ

[µσΓσ
ν]ρDλv

a
τ

=
1

2
F a

bµνDλv
b
ρ −

1

2
T σ

µνDσDλv
a
ρ −

1

2
R σ

µν λDσv
a
ρ −

1

2
R σ

µν ρDλv
a
σ

⇒ gνλ[Dµ, Dν ]Dλv
a
ρ

= gνλ[F a
bµνDλv

b
ρ − T σ

µνDσDλv
a
ρ − R σ

µν λDσv
a
ρ − R σ

µν ρDλv
a
σ] , (A.45)woran si
h zusammen mit (A.44) eine Gesetzmäÿigkeit für die Anwendung eines derartigenKommutators auf einen beliebigen Tensor ablesen läÿt.
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h dann
[Dµ, D

2]va
ρ

= gνλ
[
DλF

a
bµνv

b
ρ + F a

bµνDλv
b
ρ

−DλT
σ
µνDσv

a
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a
ρ
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σ

µν ρv
a
σ −R σ

µν λDσv
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µν ρDλv
a
σ

]
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(DλF

a
bµν)v

b
ρ + 2F a

bµνDλv
b
ρ

−(DλT
σ
µν)Dσv

a
ρ − T σ

µν(DλDσ +DσDλ)v
a
ρ

−(DλR
σ

µν ρ)v
a
σ −R σ

µν λDσv
a
ρ − 2R σ

µν ρDλv
a
σ

]

= gνλ
[
(DλF

a
bµν)v

b
ρ + 2F a

bµνDλv
b
ρ − (DλT

σ
µν +R σ

µν λ)Dσv
a
ρ

−(DλR
σ

µν ρ)v
a
σ − 2R σ

µν ρDλv
a
σ

−T σ
µν([Dλ, Dσ] + 2DσDλ)v

a
ρ

]

= gνλ
[
(DλF

a
bµν)v

b
ρ + 2F a

bµνDλv
b
ρ − (DλT

σ
µν +R σ

µν λ)Dσv
a
ρ

−(DλR
σ

µν ρ)v
a
σ − 2R σ

µν ρDλv
a
σ

−T σ
µν([Dλ, Dσ] + 2DσDλ)v

a
ρ

]

= gνλ
[
(DλF

a
bµν)v

b
ρ + 2F a

bµνDλv
b
ρ − (DλT

σ
µν +R σ

µν λ)Dσv
a
ρ

−(DλR
σ

µν ρ)v
a
σ − 2R σ

µν ρDλv
a
σ

−T σ
µν(F

a
bλσv

b
ρ − T τ

λσDτv
a
ρ − R τ

λσ ρv
a
τ ) − 2T σ

µνDσDλv
a
ρ

]

= gνλ
[
(DλF

a
bµν − F a

bλσT
σ
µν)v

b
ρ + 2F a

bµνDλv
b
ρ

−(DλT
σ
µν +R σ

µν λ − T τ
µνT

σ
λτ )Dσv

a
ρ

−(DλR
σ

µν ρ − T τ
µνR

σ
λτ ρ)v

a
σ

−2R σ
µν ρDλv

a
σ − 2T σ

µνDσDλv
a
ρ

]

= (DνF a
bµν − F a ν

b σT
σ
µν)v

b
ρ + 2F a

bµνD
νvb

ρ

−(DνT σ
µν +R σν

µν − gνλT τ
µνT

σ
λτ )Dσv

a
ρ

−(DνR σ
µν ρ − T τ

µνR
ν σ
τ ρ)v

a
σ

−2R σ
µν ρD

νva
σ − 2T σ

µνDσD
νva

ρ , (A.46)wobei wir im vorletzten S
hritt no
h einmal (A.44) eingesetzt und zudem wieder die Pro-duktregel benutzt haben.
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hen FormalismusZum Ende dieses Abs
hnittes mö
hten wir no
h das Levi-Civita-Symbol einführenund kurz einige nützli
he Identitäten angeben. Zunä
hst sei in jedem lokalen Lorentz-System der auf dem R4 wohlde�nierte total-antisymmetris
he Tensor εabcd mit ε0123 =

+1 = ε0123 gegeben. Er erfüllt die übli
hen Relationen
εabcdε

efgd = ζ
(
δ e
a δ

f
b δ

g
c + δ f

a δ
g

b δ
e

c + δ g
a δ

e
b δ

f
c

−δ e
a δ

g
b δ

f
c − δ f

a δ
e

b δ
g

c − δ g
a δ

f
b δ

e
c

) (A.47)
⇒ εabcdε

efcd = 2ζ(δ e
a δ

f
b − δ f

a δ
e

b ) (A.48)
⇒ εabcdε

ebcd = 6ζ δ e
a (A.49)

⇒ εabcdε
abcd = 24ζ . (A.50)Man bea
hte, daÿ si
h bloÿ an dieser Stelle die bisherigen Ausführungen für Lorentz-s
he und euklidis
he Signatur der Mannigfaltigkeit unters
heiden, was si
h in ei-nem relativen Vorzei
hen der Relation (A.47) sowie der aus ihr abgeleiteten Beziehungen(A.48) - (A.50) nieders
hlägt. Für Lorentzs
he Signatur folgt nämli
h aus der Orientierung

ε0123 = +1 dur
h Kontraktion mit {ηab} = diag{−1, 1, 1, 1}, daÿ ε0123 = −1 gilt. Wirhaben dies in den Relationen dur
h einen entspre
henden Faktor ζ derart berü
ksi
htigt,daÿ ζ = +1 die euklidis
hen und ζ = −1 die Lorentzs
hen Identitäten liefert.Der Levi-Civita-Tensor induziert eineOrientierung der Raumzeit-Mannigfaltigkeit,und mit seiner Hilfe können wir unter anderem die Determinante des inversen Vielbeins inder Form
e−1 = e 0

a e
1

b e
2

c e
3

d ε
abcds
hreiben, was die De�nition der ε-Tensordi
hte

εµνρσ := e e µ
a e

ν
b e

ρ
c e

σ
d ε

abcd (A.51)motiviert. Multiplikation mit zwei inversen Vielbeinen liefert
εµνρσec

ρe
d
σ = e e µ

a e
ν

b ε
abcd , (A.52)
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εµνρσea

ρe
b
σεabcd = 2ζ e e µ

a e
ν

b (δa
cδ

b
d − δa

dδ
b
c)

= 4ζ e e µ

[c e
ν

d] (A.53)und somit
e(e µ

a e
ν

b − e ν
a e

µ
b ) =

ζ

2
εµνρσεabcde

c
ρe

d
σ (A.54)folgt. Eine weitere Kontraktion mit ea

µe
b
ν führt s
hlieÿli
h auf

e(4 · 4 − 4) = 12 e =
ζ

2
εµνρσεabcd e

a
µe

b
νe

c
ρe

d
σ

⇒ e =
ζ

24
εµνρσεabcd e

a
µe

b
νe

c
ρe

d
σ . (A.55)Aus (A.3) ergibt si
h analog zu der Variation inverser Matrizen die Variation des inversenVielbeins zu

δe µ
a = −e ν

a (δeb
ν)e

µ
b . (A.56)Die Variation der Determinante bestimmt man wie in der linearen Algebra übli
h: Für einekomplexe n× n-Matrix A mit ε ∈ C giltdet(e(εA)) = eTr(εA) = eεTrA

⇒ det(1 + εA) = 1 + εTrA+ O(ε2) ,womit si
h für M ∈ Cn×n und eine in�nitesimale Variation dM in erster Ordnung
d ln(detM) = ln(det(M + dM)) − ln(detM)

= ln(det(M + dM)detM )

= ln(det(M−1(M + dM)))

= ln(det(1 +M−1dM))
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= ln(1 + Tr(M−1dM) + O((dM)2))

= Tr(M−1dM) + O((dM)2)

⇒ d ln(detM) =
1detM d(detM) = Tr(M−1dM) + O((dM)2)

⇒ d(detM) = (detM)Tr(M−1dM) + O((dM)2)ergibt. Somit erhält man für die Variation der Determinante des Vielbeins
δe = e ea

µδea
µ . (A.57)Die Variation der Tensordi
hte εµνρσ vers
hwindet hingegen, da zunä
hst

δεµνρσ = e (ee
λea

µeb
νec

ρed
σ − ea

λee
µeb

νec
ρed

σ − ea
µeb

λee
νec

ρed
σ

−ea
µeb

νec
λee

ρed
σ − ea

µeb
νec

ρed
λee

σ)εabcdδee
λ

= (εµνρσee
λ − ελνρσee

µ − εµλρσee
ν − εµνλσee

ρ − εµνρλee
σ)δee

λgilt. Sind in diesem Ausdru
k nun alle Indizes µ, ν, ρ, σ vers
hieden, so liefern die zu sub-trahierenden Terme von links na
h re
hts jeweils einen Beitrag für λ = µ bzw. λ = ν bzw.
λ = ρ bzw. λ = σ, was zusammen gerade den ersten Term kompensiert. Seien weiterhinmit o. B. d.A. µ = ν genau zwei Indizes glei
h, so liefern von den fünf Termen bloÿ zweiBeiträge, und zwar gerade die ersten beiden der vier zu subtrahierenden Terme, in denenjeweils einer der beiden glei
hen Indizes dur
h den Summationsindex λ ersetzt wird. Inunserem Beispiel ergibt si
h also ohne Summation über den doppelten Index µ = ν

δεµµρσ = (−ελµρσee
µ − εµλρσe µ

e )δee
λ

= (εµλρσe µ
e − εµλρσe µ

e )δee
λ

= 0 .Sind s
hlieÿli
h mehr als zwei Indizes glei
h, so vers
hwindet jeder einzelne der fünf Terme.Wir erhalten somit wie behauptet
δεµνρσ = 0 , (A.58)
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∂λε

µνρσ = 0 (A.59)impliziert.Die Tatsa
he, daÿ die Tensordi
hte εµνρσ die Orientierung der Mannigfaltigkeit erfaÿt,läÿt si
h au
h an der Glei
hung
εµνρσ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 = dxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσfür die orientierte Volumenform ablesen. Diese Identität besagt, daÿ die Levi-Civita-Tensordi
hte wie ihr Pendant im �a
hen Minkowski-Raum einer Permutation der Index-menge {1; 2; 3; 4} (im Euklidis
hen) das entspre
hende Signum zuordnet. Aus dieser Dar-stellung des Levi-Civita-Symbols ist zudem unmittelbar ersi
htli
h, daÿ die Tensordi
hte

εµνρσ unabhängig von dem Vielbein ea
µ(x) und somit xµ-unabhängig ist.Damit beenden wir diesen einführenden Abs
hnitt zu den Grundlagen der Einstein-Cartan-Theorie.





Anhang B
(Anti-)Selbstduale euklidis
heZusammenhänge und Feldstärken

Den Hauptgegenstand dieses kurzen Kapitels bildet der Beweis eines Satzes, auf denbei der Diskussion der Holst-Wirkung Bezug genommen wird. Zuvor wollen wir jedo
h diedafür erforderli
hen Begri�e einführen. Ein Lie-Algebra-Element Ωab = −Ωba ∈ o(4) heiÿtselbstdual, wenn es Eigenvektor des Dualitätsoperators ⋆ bezügli
h der Lorentz-Indizeszum Eigenwert +1 ist, also
⋆ Ωab :=

1

2
εab

cdΩ
cd = Ωab . (B.1)Ein anti-selbstdualer O(4)-Tensor hingegen besitzt den Eigenwert −1. Wir bezei
hnendabei diese Operation mit ⋆, um sie von der Hodge-Dualität zu unters
heiden. Diese wirktauf Raumzeit-Indizes und ist beispielsweise in dem Sinne mit dem Integral verträgli
h, daÿsie über dieses ein inneres Produkt für Di�erentialformen de�niert. Sie wird gängigerweisemit dem Symbol ∗ bezei
hnet.Wir de�nieren nun die Projektoren W (±) := 1
2
(1± ⋆) auf diese beiden Chiralitäten, und



320es gilt enstpre
hend
W (±)ab

cd =
1

2
(ηa

cη
b
d ±

1

2
εab

cd) , (B.2)
⇒W (±)ab

cdW
(±)cd

[ef ] =
1

4
(ηa

cη
b
d ±

1

2
εab

cd)(η
c
[eη

d
f ] ±

1

2
εcd

ef)

=
1

4
(ηa

[eη
b
f ] ±

1

2
εab

ef ± 1

2
εab

ef +
1

4
· 2(ηa

eη
b
f − ηa

fη
b
e))

=
1

4
(ηa

[eη
b
f ] ± εab

ef + ηa
[eη

b
f ])

=
1

2
(ηa

[eη
b
f ] ±

1

2
εab

ef)

≡ W (±)ab
[ef ] , (B.3)

⇒W (±)ab
cdW

(∓)cd
[ef ] =

1

4
(ηa

[eη
b
f ] ±

1

2
εab

ef ∓ 1

2
εab

ef − 1

2
(ηa

eη
b
f − ηa

fη
b
e))

=
1

4
(ηa

[eη
b
f ] − ηa

[eη
b
f ])

= 0 . (B.4)unter Verwendung der euklidis
hen Relation für die ε-Kontraktion. Zudem gilt W (±)ab
cd ≡

W (±)ab
[cd] bei Anwendung auf einen antisymmetris
hen Tensor. Die beiden Unterräumesind na
h (B.4) orthogonal, und man kann nun einen beliebigen algebrawertigen Tensoreindeutig in eine selbstduale und eine anti-selbstduale Komponente zerlegen, gemäÿ

Ωab = Ω+ab + Ω−ab ,mit
Ω±ab := W (±)ab

cdΩ
cd =

1

2
(Ωab ± ⋆Ωab) . (B.5)Wegen

⋆ ⋆ Ωab =
1

4
εab

cdε
cd

efΩ
ef =

1

2
(ηa

cη
b
d − ηa

dη
b
c)Ω

cd =
1

2
(Ωab − Ωba) = Ωab (B.6)folgt dann

⋆Ω±ab =
1

2
⋆ (Ωab ± ⋆Ωab) =

1

2
(⋆Ωab ± Ωab) = ±1

2
(Ωab ± ⋆Ωab) ≡ ±Ω±ab . (B.7)
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he Zusammenhänge und Feldstärken 321Für eine Lorentz-Signatur sind die Eigenwerte ±1 (anti-)selbstdualer Zustände dur
h ±izu ersetzen, da dann der Faktor ζ auf der re
hten Seite von (A.48) sein Vorzei
hen ändert.Identi�ziert man nun Ωab mit dem Spinzusammenhang ωab
µ bzw. mit dem Feldstärketensor

F ab
µν , so ist die (anti-)selbstduale Komponente der Feldstärke gerade dur
h die Feldstärkeder (anti-)selbstdualen Komponente des Spinzusammenhangs gegeben, d. h. es gilt derfolgendeSatz:

F ab
µν

(±)
(ω) = F ab

µν(ω
(±)) . (B.8)Beweis: Zunä
hst ist

F ab
µν

(±)
(ω) =

1

2

(
F ab

µν(ω) ± ⋆F ab
µν(ω)

)

= ∂[µω
ab

ν] ± ∂[µ ⋆ ω
ab
ν] + ωa

c[µω
cb

ν] ± ⋆(ωa
c[µω

cb
ν])

= 2∂[µω
ab

ν]
(±)

+ ωa
c[µω

cb
ν] ± ⋆(ωa

c[µω
cb

ν])sowie
F ab

µν(ω
(±)) = 2∂[µω

ab
ν]

(±)
+ 2ωa

c[µ
(±)ωcb

ν]
(±)

,so daÿ si
h also die Behauptung auf
ωa

c[µω
cb

ν] ± ⋆(ωa
c[µω

cb
ν]) = 2ωa

c[µ
(±)ωcb

ν]
(±)

⇔ (N ± ⋆N)ab
µν = 2ωa

c[µ
(±)ωcb

ν]
(±)reduziert, wobei wir auf der linken Seite no
h die De�nition

Nab
µν := ωa

c[µω
cb

ν]eingeführt haben. Nun gilt für die re
hte Seite
2ωa

c[µ
(±)ωcb
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c[µω
cb
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)]

= P ab
µν ±Qab

µν (B.9)



322mit
P ab

µν :=
1

2

(
ωa

c[µω
cb

ν] + (⋆ωa
c[µ) ⋆ ω

cb
ν]

)sowie
Qab

µν :=
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(⋆ωa

c[µ)ω
cb

ν] + ωa
c[µ ⋆ ω

cb
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)
.Unter Verwendung der euklidis
hen Identität
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cdeε
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fg = −(ηabηdfηeg + ηa

fηdgηe
b + ηa

gηd
bηef

−ηabηdgηef − ηa
fηd

bηeg − ηa
gηdfηe

b)ergibt si
h dann für den Anteil P ab
µν aus (B.9), der beim Übergang von selbstdualen zuanti-selbstdualen Zusammenhängen sein Vorzei
hen ni
ht ändert, gerade

P ab
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1

2
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c[µω
cb
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1

4
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cdeε
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fgω
de
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[µωcdν] + ωdb
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dν] + ωbe
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=
1

2
(ωa

c[µω
cb

ν] + ωa
c[µω

cb
ν])

= ωa
c[µω

cb
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≡ Nab
µν ,da die Antisymmetrisierung ωcd

[µωcdν] vers
hwindet. Für
Qab

µν =
1

4
(εa

cdeω
de

[µω
cb

ν] + εcb
deω

a
c[µω

de
ν])

=
1

4
(εa

cdeω
de

[µω
cb

ν] − εb
cdeω

de
[µω

ca
ν]) (B.10)untersu
hen wir s
hlieÿli
h die mögli
hen Beiträge der Summe auf der re
hten Seite fürglei
he sowie für vers
hiedene feste Indizes a und b. Im Falle a = b vers
hwindet (B.10)natürli
h aufgrund der Antisymmetrie Qab

µν = −Qba
µν . Sei nun a 6= b, so erhält man einenBeitrag für d = b oder e = b im ersten Term bzw. für d = a oder e = a im zweiten Term,
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1
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(εa

c
b
eω

be
[µω

c
bν] + εa

cd
bωd

b[µω
cb

ν] + εcba
eω

a
c[µωa

e
ν]) + εcb

d
a
ωa

c[µω
d
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=
1

2
(εab

cdω
c
b[µω

bd
ν] + εab

cdω
c
a[µω

ad
ν])

=
1

2
εab

cdω
c
e[µω

ed
ν] ,da für ni
ht-vers
hwindende Beiträge (e 6= c) ∧ (e 6= d), also (e = a) ∨ (e = b) gelten muÿ.Hier sind natürli
h die mehrfa
h auftretenden festen Indizes a und b ni
ht im Sinne einerSummation aufzufassen. Mithin gilt
Qab

µν = ⋆P ab
µν ≡ ⋆Nab

µν ,so daÿ damit die Behauptung bewiesen ist. Es sei allerdings darauf hingewiesen, daÿ imallgemeinen
F ab

µν(αω
(±)) 6= αF ab

µν

(±)
(ω)gilt, da der Feldstärketensor ni
htlinear vom Spinzusammenhang abhängt.





Anhang C
Die Hintergrundfeld-Methode

Das zentrale Objekt in störungstheoretis
hen Zugängen zur Quantenfeldtheorie, ausdem unter anderem die Propagatoren für Feynman-Diagramme abgeleitet werden, ist diesogenannte e�ektive Wirkung Γ, die ein Funktional der Vakuumerwartungswerte der be-tra
hteten Quantenfelder darstellt. Sie wird aus dem erzeugenden Funktional Z, das vonden äuÿeren Quellen abhängt und ein Analogon zur Zustandssumme der statistis
hen Phy-sik darstellt, konstruiert, indem man eine Legendre-Transformation bezügli
h der äuÿerenQuellen auf W := − i
~
lnZ anwendet. Dies wird au
h glei
h no
h im Detail ausgeführtwerden.Im Zuge dieser Prozedur tritt nun folgendes Problem auf: Au
h falls in der Pfadinte-graldarstellung von Z eine ei
hinvariante klassis
he Wirkung exponentiert wird, so wirddie aus dem gerade grob skizzierten Verfahren resultierende e�ektive Wirkung Γ im all-gemeinen ni
ht mehr invariant unter diesen Ei
htransformationen sein. Zur Erläuterungdes grundsätzli
hen Problems betra
hten wir zunä
hst einmal das erzeugende Funktionaleiner Theorie, bei der ein Ei
hfeld Aa

µ an Materie-Spinoren ψ und ψ̄ gekoppelt wird. Es istgegeben dur
h den Ausdru
k
Z[Ja

µ , ξ
a, ξ̄a, ηi, η̄i] =

∫
DAa

µDCaDC̄aDψiDψ̄i exp

{
i

~
(Scl[A, ψ, ψ̄] + Sgf + Sgh + Ssource)

}(C.1)mit den Quellen Ja
µ , ξ

a und ξ̄a für das Ei
hfeld und die Anti-Geist- bzw. Geistfelder sowie



326den (Anti-)Spinor-Quellen ηi und η̄i. Erstere tragen Lie-Algebra-Indizes a, b, ..., wohingegenletztere Indizes i, j, ... der jeweiligen Fundamental-Darstellung besitzen, z.B. i = 1, ..., N füreine SU(N)-Yang-Mills-Theorie. Die zugehörigen Spinor-Indizes werden hier unterdrü
kt.Weiterhin umfasse das Wirkungsfunktional Scl[A, ψ, ψ̄] sowohl die klassis
he Yang-Mills-Wirkung des Ei
hfeldes als au
h den Materieanteil, und wir setzen voraus, daÿ diesesinvariant unter den Ei
htransformationen
δAa

µ =
1

g
∂µλ

a + fabcAb
µλ

c ≡ 1

g
Dµλ

a ,

δψi = iλaT a
ijψj ,

δψ̄i = −iλaψ̄jT
a
ji (C.2)sei. Hierbei bezei
hnet λa den in�nitesimalen Parameter einer sol
hen Ei
htransformation,

g sei die Kopplung und fabc seien die total-antisymmetris
hen Strukturkonstanten der Ei
h-gruppe. Das Ei
hfeld transformiert si
h somit als Zusammenhang inhomogen bezügli
h derregulären Darstellung, wohingegen si
h die Materiefelder homogen wie Vektoren in der Fun-damentaldarstellung transformieren. Wie in der Yang-Mills-Theorie übli
h, unters
heidenwir ni
ht zwis
hen oberen und unteren Lie-Algebra- bzw. Fundamentaldarstellungsindi-zes, wohingegen ko- und kontravariante Raumzeit-Indizes µ, ν, ... unter Verwendung derMinkowski-Metrik ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) ineinander überführt werden.Um die Konvergenz dieses Pfadintegrals zu gewährleisten, wird diese Ei
hinvarianz nundur
h einen Ei
h�xierungsterm Sgf gebro
hen, was gemäÿ der Faddeev-Popov-Methode aufsogenannte (Anti-)Geistfelder C und C̄ mit entspre
hender Geistwirkung Sgh führt, die si
hhomogen bezügli
h der regulären Darstellung transformieren:
δCa = fabcCbλc und δC̄a = fabcC̄bλc . (C.3)Diese explizite Bre
hung der Ei
hinvarianz hat nun zur Folge, daÿ die aus diesemFunktional vermöge der anfangs skizzierten Vorgehensweise erhaltene e�ektive Wirkung

Γ ebenfalls ni
ht ei
hinvariant sein wird, bekanntermaÿen jedo
h invariant unter BRST-Transformationen, die wir hier aber ni
ht diskutieren wollen. Der Quellterm, der die An-kopplung der im Pfadintegral ausintegrierten Quantenfelder an die äuÿeren Ströme be-
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hreibt, ist gegeben dur
h
Ssource =

∫
d4x (Ja

µAaµ + C̄aξa + ξ̄aCa + ψ̄iηi + η̄iψi) ,und man stellt somit fest, daÿ das in diesem auftretende Produkt aus Ei
hfeld und as-soziierter Quelle ebenfalls ni
ht invariant ist, sofern si
h letztere als Vektor bezügli
h derregulären Darstellung transformiert gemäÿ
δJa

µ = fabcJ b
µλ

c . (C.4)Abhilfe s
ha�t hier nun die Hintergrundfeld-Methode, die es erlaubt, bei Wahl einergeeigneten Ei
h�xierung trotz der beiden genannten Problempunkte ei
hinvariante e�ekti-ve Wirkungen zu konstruieren [86, 87, 88℄. Die grundlegende Idee besteht darin, zunä
hstallgemein alle Felder, über die im Pfadintegral integriert wird, in einen Hintergrund- undeinen Fluktuationsanteil zu zerlegen gemäÿ
Aa

µ = Āa
µ + aa

µ ,

Ca = Ca + ca ,

C̄a = C̄a + c̄a ,

ψi = Ψi + χi ,

ψ̄i = Ψ̄i + χ̄i , (C.5)wobei Āa
µ, Ca, C̄a, Ψi und Ψ̄i die Hintergründe und aa

µ, ca, c̄a, χi und χ̄i die Fluktuationenbezei
hnen. Dabei wird von letzteren überhaupt ni
ht vorausgesetzt, in irgendeinem Sinne�klein� zu sein, und die zu erläuternde Methode basiert keineswegs auf der Idee einer Stö-rungstheorie um einen festen Hintergrund. Die Hintergründe sind ihrerseits irgendwel
hefest gewählten, aber beliebigen Feldkon�gurationen, die keinen weiteren Eins
hränkungenunterliegen. Im Pfadintegral wird dann über die Fluktuationen integriert, so daÿ das re-sultierende erzeugende Funktional Z[J, ξ, ξ̄, η, η̄; Ā, C, C̄,Ψ, Ψ̄] zusätzli
h zu den äuÿerenQuellen nun au
h no
h parametris
h von den Hintergrundkon�gurationen abhängt.Nun realisiert man die Ei
htransformationen (C.2) und (C.3) auf dem Niveau der zer-legten Felder auf zwei Arten: zum einen zunä
hst vermöge sogenannter wahrer Ei
htrans-



328formationen, die wir mit δG bezei
hnen:
δGĀa

µ = 0 , δGaa
µ =

1

g
∂µλ

a + fabc(Āb
µ + ab

µ)λc ,

δGCa = 0 , δGca = fabc(Cb + cb)λc ,

δGC̄a = 0 , δGc̄a = fabc(C̄b + c̄b)λc ,

δGΨi = 0 , δGχi = iλaT a
ij(Ψj + χj) ,

δGΨ̄i = 0 , δGχ̄i = −iλa(Ψ̄j + χ̄j)T
a
ji . (C.6)Bezügli
h dieser sind die Hintergrundfelder also klassis
he Felder, die si
h überhaupt ni
httransformieren. Die zweite Klasse bilden die mit δB bezei
hneten Hintergrundtransforma-tionen:

δBĀa
µ =

1

g
∂µλ

a + fabcĀb
µλ

c =:
1

g
D̄µλ

a , δBaa
µ = fabcab

µλ
c ,

δBCa = fabcCbλc , δBca = fabccbλc

δBC̄a = fabcC̄bλc , δBc̄a = fabcc̄bλc ,

δBΨi = iλaT a
ijΨj , δBχi = iλaT a

ijχj ,

δBΨ̄i = −iλaΨ̄jT
a
ji , δBχ̄i = −iλaχ̄jT

a
ji . (C.7)Beide Transformationen (C.6) und (C.7) reproduzieren also für die ursprüngli
hen unzer-legten Felder jeweils die Ei
htransformationen (C.2) und (C.3). Der ents
heidende S
hrittbesteht nun darin, si
h bei der Auswahl der Ei
h�xierung auf sol
he Ei
hbedingungen zubes
hränken, die die Eigens
haft besitzen, die wahren Ei
htransformationen mit klassis
henHintergründen na
h wie vor zu bre
hen, aber bezügli
h der Hintergrundtransformationeninvariant zu sein und auf einen δB-invarianten Geistterm zu führen.Die Anteile Sgf und Sgh sind dann per Konstruktion invariant, ebenso wie natürli
h dieklassis
he Wirkung Scl[A, ψ, ψ̄], da diese ja jeweils nur von der Summe aus Hintergrund undFluktuation abhängt, bezügli
h der aber die Hintergrundtransformation wie eine Ei
htrans-formation wirkt, und unter dieser ist Scl ja na
h Voraussetzung invariant. Verabredet manzudem, im Quellterm nur die Ei
hfeld�uktuation aa

µ und ni
ht den Hintergrund Āa
µ an den
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µ zu koppeln, so ist dieser Term nun für

δBJa
µ = fabcJ b

µλ
c (C.8)wie au
h die anderen Beiträge zu Ssource als Skalarprodukt zweier Vektoren invariant, dasi
h aa

µ ja na
h (C.7) unter δB ebenfalls homogen transformiert.Im erzeugenden Funktional (C.1) wird also eine hintergrundtransformationsinvarianteWirkung exponentiert, so daÿ dieses als Ausgangspunkt zur Konstruktion einer invariantene�ektiven Wirkung verwandt werden kann.Dabei ist es instruktiv, si
h die Beziehung zwis
hen den im Hintergrund-Formalismus ab-geleiteten Gröÿen und deren Analoga im konventionellen Zugang zu verdeutli
hen. Wir be-s
hränken uns im folgenden allerdings auf reine Yang-Mills-Theorie ohne Materie-Ankopp-lung. Das entspre
hende erzeugende Funktional lautet dann zunä
hst
Z[J, ξ, ξ̄] =

∫
DADCDC̄ exp

{
i

~
(SYM[A] + Sgf + Sgh + Ssource)

}
,wobei

SYM[A] = −1

4
F a

µνF
aµνmit dem Yang-Mills-Feldstärketensor

F a
µν := ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + gfabcAb

µAc
νund

Ssource =

∫
d4x (Ja

µAaµ + C̄aξa + ξ̄aCa) .Nun sind die Felder aufzuspalten, und ans
hlieÿend ist eine Ei
hbedingung mit dengewüns
hten Eigens
haften zu wählen. Dabei ist zunä
hst folgende Vorbemerkung ange-bra
ht: Wir werden glei
h die sogenannte Yang-Mills-Hintergrundei
hung verwenden, diedie Ei
hung nur dur
h Bedingungen an das Ei
hfeld �xiert und au
h bei Anwesenheit vonFermionen diese ni
ht miteinbeziehen würde. Im allgemeinen muÿ das aber natürli
h ni
ht



330so sein, und wir werden später in der Tat ni
ht bloÿ den Zusammenhang verwenden, umdie entspre
henden Ei
hbedingungen zu implementieren.Im vorliegenden Beispiel hingegen würden Fermionen bei einer Hintergrundzerlegungauss
hlieÿli
h als Summe von Hintergrunds- und Fluktuationskomponente im Materie-und Quellterm der Wirkung auftreten, so daÿ dann eine Hintergrundtransformation denglei
hen E�ekt wie eine Ei
htransformation hätte, und unter diesen sind diese beiden An-teile ja invariant. Die Hintergrundzerlegung kann dann s
hlieÿli
h dur
h eine Translationdes Fluktuationsintegrationsmaÿes kompensiert werden, so daÿ sie vollkommen redundantwäre, und folgli
h würde man au
h bei der Ankopplung von Fermionfeldern diese ni
htaufspalten. Eine analoge Überlegung gilt für die Geistfelder, deren Zerlegung ohnehin nurbei der Betra
htung von Diagrammen mit externen Geist- oder Anti-Geistlinien in derStörungstheorie von Interesse ist. Von gröÿter Bedeutung ist daher die Hintergrundfeldme-thode si
herli
h für das Ei
hfeld aufgrund dessen inhomogener Transformationseigens
haft,und es ist o�ensi
htli
h, wie der Formalismus bei der zusätzli
hen Berü
ksi
htigung vonMateriefeldern zu erweitern ist.Für das Ei
hfeld gilt nun also
Aa

µ = Āa
µ + aa

µmit
δGĀa

µ = 0 , δGaa
µ =

1

g
∂µλ

a + fabc(Āb
µ + ab

µ)λc (C.9)und
δBĀa

µ =
1

g
D̄µλ

a , δBaa
µ = fabcab

µλ
c , (C.10)so daÿ mit der Wahl des Hintergrundes Āa

µ gewissermaÿen bezügli
h Hintergrundtransfor-mationen ein Ursprung im a�nen Raum der Zusammenhänge ausgezei
hnet wird und si
hdie Di�erenz aa
µ = Aa

µ − Āa
µ nun wie ein Vektor transformiert.Als Ei
hbedingung wählen wir die bereits angespro
hene Yang-Mills-Hintergrundei
hung

Ga[a, Ā] = ∂µaa
µ + gfabcĀbµac

µ ≡ D̄µaa
µ (C.11)
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δBGa = ∂µδBaa

µ + gfabc((δBĀbµ)ac
µ + ĀbµδBac

µ)

= fabc[∂µ(ab
µλ

c) + g(
1

g
(D̄µλb)ac

µ + Ābµf cdead
µλ

e)]

= fabc[(∂µab
µ)λc + ab

µ∂
µλc + (∂µλb)ac

µ + gf bdeĀdµλeac
µ + gf cdeĀbµad

µλ
e]

= fabc(∂µab
µ)λc + g(fabdf bce + facbf bde)Ācµad

µλ
e

= fabc(∂µab
µ + gf bdeĀdµae

µ)λc

= fabcGbλc .Dabei haben wir die Ja
obi-Identität für die Strukturkonstanten
fabdfdce + f bcdfdae + f cadfdbe = 0 .verwandt. Aufgrund deren Antisymmetrie folgt dann die Invarianz des Ei
h�xierungsterms:

δBSgf = δB(
1

2α

∫
d4x GaGa)

=
1

α

∫
d4x GaδBGa

=
1

α
fabc

∫
d4x GaGbλc

= 0 .Da allerdings dur
h Āa
µ bezügli
h δG kein Zusammenhang de�niert ist und si
h hier

aa
µ zudem au
h ni
ht als Vektor transformiert, ergibt si
h mit (C.9) bei Anwendung einerwahren Ei
htransformation

δGGa = D̄µδGaa
µ

=
1

g
D̄µ(D̄µλ

a + gfabcab
µλ

c) ,so daÿ dur
h diese Ei
hbedingung die wahren Ei
htransformationen weiterhin wie ge-wüns
ht gebro
hen werden.Aus dieser Ei
h�xierung bestimmt man nun den Geistterm na
h der übli
hen Methode:Man variiert die Ei
hbedingung bezügli
h der Fluktuation und s
haltet dann eine dur
h



332das Geistfeld erzeugte wahre Ei
htransformation dahinter, was auf
Sgh =

∫
d4x C̄a δGa

δab
µ

(δG
C a)

b
µ

=

∫
d4x C̄a(∂µδab + gfacbĀcµ)(

1

g
∂µCb + f bde(Ād

µ + ad
µ)Ce)

=
1

g

∫
d4x C̄aD̄abµDµCb

= −1

g

∫
d4x (D̄µC̄a)(DµCa) (C.12)führt, wobei D wieder die kovariante Ableitung bezügli
h des ursprüngli
hen Zusammen-hangs A = Ā + a bezei
hnet. Da wir die Geist- und Anti-Geistfelder selbst ni
ht inHintergrund- und Fluktuationsanteil aufspalten, können wir fordern, daÿ au
h sie si
hunter Hintergrundtransformationen wie Vektoren bezügli
h der regulären Darstellung ver-halten, d.h.

δBCa = fabcCbλc und δBC̄a = fabcC̄bλc . (C.13)Zudem transformieren si
h sowohl Ā als au
h Ā+a unter Hintergrundtransformationenwie Zusammenhänge, so daÿ si
h aus der letzten Zeile von (C.12) ersehen läÿt, daÿ es si
hbei dem Geistterm um das Skalarprodukt zweier kovarianter Ableitungen von Vektorenhandelt, die si
h somit wiederum homogen transformieren gemäÿ
δBD̄µC̄a = fabc(D̄µC̄b)λc bzw. δBDµCa = fabc(DµCb)λc ,woraus s
hlieÿli
h die δB-Invarianz des Geistterms folgt.Das erzeugende Funktional ist dann gegeben dur
h

ZB
Ga[a,Ā][J, ξ, ξ̄; Ā] =

∫
DaDCDC̄ exp

{
i

~
(SYM[Ā+ a] + Sgf + Sgh + Ssource)

}
,(C.14)wobei die Indizierung andeuten soll, daÿ es gemäÿ der Hintergrundfeldmethode unter Ver-wendung der speziellen Ei
hbedingung (C.11) konstruiert wurde. Es hängt natürli
h zu-sätzli
h zu den externen Quellen au
h no
h parametris
h von Ā ab. Weiterhin folgt die

δB-Invarianz des Maÿes Da unter Verwendung der Translationsinvarianz des Produktma-
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hinvarianz des Maÿes DA, die ja gerade äquivalent ist zurHintergrundinvarianz des translatierten Maÿes D(Ā + a). Bei der Ankopplung von Fer-mionen können hier allerdings Anomalien auftreten, die wir an dieser Stelle jedo
h ni
htbetra
hten und au
h im folgenden auss
hlieÿen wollen. Koppeln wir zudem wie bereitsdiskutiert bloÿ die Fluktuation des Ei
hfeldes an die externe Quelle gemäÿ
Ssource =

∫
d4x (Ja

µa
aµ + C̄aξa + ξ̄aCa) ,so ist dieses Funktional per Konstruktion δB-invariant für

δBJa
µ = fabcJ b

µλ
c .Wie angekündigt wollen wir nun einen Zusammenhang zur gewöhnli
hen Ei
h�xierungohne Hintergrundfeld herstellen, und dazu substituieren wir in (C.14) a′aµ := aa

µ + Āa
µ undsetzen ans
hlieÿend wieder a′aµ = aa

µ. Dies liefert
ZB

Ga[a,Ā][J, ξ, ξ̄; Ā] =

∫
DaDCDC̄ exp

{
i

~
(SYM[a] + Sgf + Sgh + Ssource)

}

· exp

{
− i

~

∫
d4x Ja

µĀ
aµ

}

= ZGa[a−Ā,Ā][J, ξ, ξ̄; Ā] exp

{
− i

~

∫
d4x Ja

µĀ
aµ

}
, (C.15)wobei nun Z das gewöhnli
he Yang-Mills-Pfadintegral bezei
hnet, allerdings bere
hnet inder speziellen Ei
hung Ga[a− Ā, Ā], so daÿ dieses jetzt ebenfalls parametris
h vom Hinter-grund Ā abhängt. Mit der übli
hen De�nition W := − i

~
lnZ für das erzeugende Funktionalverbundener Graphen ergibt si
h dann

WB
Ga[a,Ā][J, ξ, ξ̄; Ā] = WGa[a−Ā,Ā][J, ξ, ξ̄; Ā] −

∫
d4x Ja

µĀ
aµ , (C.16)was natürli
h ebenfalls δB-invariant ist. Funktionale Ableitung dieser Glei
hung bezügli
hder externen Ei
hfeldquelle liefert desweiteren für die Vakuumerwartungswerte

āB a
µ = āa

µ − Āa
µ (C.17)



334mit
āB aµ[J, Ā] :=

δWB
Ga[a,Ā]

δJa
µ

und āaµ[J, Ā] :=
δWGa[a−Ā,Ā]

δJa
µ

, (C.18)wobei zu deren Bezei
hnung wie übli
h ebenfalls ein Querstri
h über die entspre
hendeIntegrationsvariable im Pfadintegral gesetzt wird. Beide hängen natürli
h von Ja
µ und Āa

µab, allerdings wurde der Hintergrund-Vakuumerwartungswert āB unter Verwendung derEi
hung Ga[a, Ā] bere
hnet, wohingegen si
h der konventionelle Vakuumerwartungswert āauf die Ei
hung Ga[a− Ā, Ā] bezieht. Um die Darstellung übersi
htli
h zu halten, wird dienatürli
h ebenfalls vorhandene Abhängigkeit dieser Gröÿen von den Geistquellen hier ni
htexplizit berü
ksi
htigt.Um nun die Frage zu beantworten, wie si
h diese Felderwartungswerte unter Hinter-grundtransformationen verhalten, nutzen wir die bereits erwähnte δB-Invarianz des WB-Funktionals aus, d.h. es gilt
WB

Ga[a,Ā][J + δBJ ; Ā+ δBĀ] −WB
Ga[a,Ā][J ; Ā] = 0 (C.19)für

δBJa
µ = fabcJ b

µλ
c und δBĀa

µ =
1

g
D̄µλ

a .Mit der De�nition
δBāB a

µ[J, Ā] := āB a
µ[J + δBJ, Ā+ δBĀ] − āB a

µ[J, Ā]liefert dann die funktionale Ableitung von (C.19) na
h der äuÿeren Quelle
δ

δJa
µ(x)

(WB
Ga[a,Ā][J + δBJ ; Ā+ δBĀ] −WB

Ga[a,Ā][J ; Ā])

=

∫
d4y

δWB
Ga[a,Ā]

[J + δBJ ; Ā+ δBĀ]

δ(J b
ν(y) + δBJ b

ν(y))

δ(J b
ν(y) + δBJ b

ν(y))

δJa
µ(x)

−
δWB

Ga[a,Ā]
[J ; Ā])

δJa
µ(x)
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=

∫
d4y āB b

ν [J + δBJ, Ā + δBĀ; y](δba + f bacλc(y))ηµν δ
(4)(x− y) − āB a

µ[J, Ā; x]

= āB a
µ[J + δBJ, Ā+ δBĀ; x] − fabcāB b

µ[J + δBJ, Ā+ δBĀ; x]λc(x) − āB a
µ[J, Ā; x]

= δBāB a
µ[J, Ā; x] − gfabcāB b

µ[J + δBJ, Ā+ δBĀ; x]λc(x)

= 0 ,woraus si
h unmittelbar
δBāB a

µ[J, Ā; x] = fabcāB b
µ[J + δBJ, Ā+ δBĀ; x]λc(x)

= fabcāB b
µ[J, Ā; x]λc(x) + O(λ2, λ∂λ) (C.20)ergibt. Dies impliziert nun ein Transformationsverhalten von āa

µ, das die δB-Invarianz derre
hten Seite von (C.16) garantiert, und dieses ist natürli
h gerade gegeben dur
h
δBāa

µ = δBāB a
µ + δBĀa

µ

=
1

g
∂µλ

a + fabc(āB b
µ + Āb

µ)λ
c

=
1

g
∂µλ

a + fabcāb
µλ

c . (C.21)Unter der Voraussetzung, daÿ si
h die Relationen (C.18) na
h der externen Quelle Ja
µ =

Ja
µ [āB, Ā] = Ja

µ [ā, Ā] au�ösen lassen, kann man nun die Legendre-Transformierte von WBbezügli
h Ja
µ bilden, was die bereits ganz zu Anfang angespro
hene e�ektive Wirkung ΓBliefert:
ΓB
Ga[a,Ā][ā

B; Ā] := WB
Ga[a,Ā][J [āB, Ā]; Ā] −

∫
d4x Ja

µ [āB, Ā]āB aµ . (C.22)Entspre
hend der obigen Bemerkung wurden au
h hier wiederum die Quellen und Va-kuumerwartungswerte, die von den Geistfeldern herrühren, ni
ht berü
ksi
htigt, da sie imVerglei
h zum gängigen Formalismus keinerlei Modi�kation erfahren. Dieser Ausdru
k istnun ebenfalls δB-invariant, da zum einen das Transformationsverhalten (C.20) von āB a
µ inführender Ordnung ja gerade vermittels der Invarianz von WB bestimmt wurde und dadesweiteren der zweite Term als Skalarprodukt zweier Vektoren ebenfalls invariant ist. Wirs
hreiben diese beiden Terme nun auf die konventionellen Fluktuationserwartungswerte āa

µ



336um, was auf
ΓB
Ga[a,Ā][ā

B[ā, Ā]; Ā] ≡ ΓB
Ga[a,Ā][ā− Ā; Ā]

= WGa[a−Ā,Ā][J [ā, Ā]; Ā] −
∫

d4x Ja
µ [ā, Ā]Āaµ

−
∫

d4x Ja
µ[ā, Ā](āaµ − Āaµ)

= WGa[a−Ā,Ā][J [ā, Ā]; Ā] −
∫

d4x Ja
µ [ā, Ā]āaµ

≡ ΓGa[a−Ā,Ā][ā; Ā] (C.23)führt und somit also die übli
he e�ektive Wirkung als Legendre-Transformierte Γ[ā; Ā] von
W [J ; Ā] bezügli
h der externen Quelle unter Verwendung der Ei
hung Ga[a− Ā, Ā] repro-duziert.Bei Anwendungen der Hintergrundfeldmethode in der gewöhnli
hen Quantenfeldtheo-rie setzt man in der e�ektiven Wirkung (C.22) nun āB = 0, was δBāB = 0 sowie ā = Āimpliziert. Mit Ā = A ist dann Γ[A] := ΓB

Ga[a,A][0;A] ein invariantes Funktional bezüg-li
h inhomogener Transformation von Aa
µ, aus dem die korrekte S-Matrix bestimmt wer-den kann [87, 88℄. Dies vereinfa
ht zum einen mitunter konkrete Re
hnungen erhebli
h,weiterhin s
hränkt diese Invarianzeigens
haft von Γ[A] aber au
h die Struktur mögli
herCounterterme bei störungstheoretis
her Renormierung stark ein, so daÿ hier die Hinter-grundfeldmethode ähnli
he Vorteile mit si
h bringt wie die BRST-Invarianz.Klarerweise enthält aber das Objekt Γ[A] weniger Information als ΓB[ā; Ā]. Ein entspre-
hendes Problem tritt z. B. bei der Rekonstruktion des externen Quellstromes auf. Zunä
hstgilt ja allgemein na
h (C.22)

δΓB
Ga[a,Ā]

[āB; Ā]

δāB a
µ

= −Jaµ[ā, Ā] ,d.h. insbesondere
Jaµ[0, A] = −

δΓB
Ga[a,Ā]

[āB; Ā]

δāB a
µ

∣∣∣∣∣
āB a

µ=0, Āa
µ=Aa

µ

,



Die Hintergrundfeld-Methode 337was unter alleiniger Verwendung von Γ[A] ≡ ΓB[0;A] ni
ht zu bestimmen wäre.S
hwerwiegender wiegt darüberhinaus jedo
h die Tatsa
he, daÿ die zweite Funktionalab-leitung von Γ[A] bezügli
h des Feldes Aa
µ generis
h Nullmoden aufweist und mithin ni
htinvertiert werden kann, so daÿ es insbesondere ni
ht mögli
h ist, ausgehend von diesere�ektiven Wirkung einen Propagator zu de�nieren. Das läÿt si
h folgendermaÿen einse-hen: Ausnutzen der Hintergrundtransformations-Invarianz mit δBāB = 0 für āB = 0 undans
hlieÿende Taylor-Entwi
klung liefert

ΓB
Ga[a,Ā][0; Ā] = ΓB

Ga[a,Ā][0; Ā+ δBĀ]

= ΓB
Ga[a,Ā][0; Ā] +

∫
d4x

δΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀa
µ(x)

δBĀa
µ(x) ,und somit folgt unter Verwendung von (C.10)

1

g

∫
d4x

δΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀa
µ(x)

D̄ab
µ (x)λb(x) = 0 ,was na
h partieller Integration bei Betra
htung beliebiger Ei
hparameter λa(x) auf

D̄ba
µ (x)

δΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀa
µ(x)

= 0führt. Leitet man diese Glei
hung erneut na
h dem Hintergrundfeld ab, so erhält man
δ

δĀd
ν(y)

(∂µδ
ba + gf bcaĀc

µ(x))
δΓB

Ga[a,Ā]
[0; Ā]

δĀa
µ(x)

= D̄ba
µ (x)

δ2ΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀd
ν(y)δĀ

a
µ(x)

+ gf bda
δΓB

Ga[a,Ā]
[0; Ā]

δĀa
ν(x)

δ(4)(x− y)

= 0 . (C.24)Falls nun Āa
µ eine Vakuumlösung ist mit

δΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀa
µ(x)

= 0 ,so vers
hwindet in (C.24) der zweite Term, und die resultierende Glei
hung läÿt si
h na
h
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x-Integration des ersten Terms und ans
hlieÿender partieller Integration der kovariantenAbleitung s
hlieÿli
h in Form einer Nullmoden-Glei
hung s
hreiben gemäÿ

∫
d4x

δ2ΓB
Ga[a,Ā]

[0; Ā]

δĀd
ν(y)δĀ

a
µ(x)

D̄ab
µ (x)λb(x) = 0 , (C.25)was für Ā = A und δΓ[A]

δA
= 0 natürli
h äquivalent ist zu
∫

d4x
δ2Γ[A]

δAb
ν(y)δA

a
µ(x)

Dac
µ (x)λc(x) = 0mit

Dab
µ := ∂µδ

ab + gfacbAc
µ . (C.26)Wir s
hlieÿen also aus (C.25), daÿ die �Hesse-Matrix� ( δ

δĀ

)2
ΓB[0; Ā] vers
hwindende Eigen-werte besitzt und daÿ die zugehörigen Eigenvektoren dur
h die �Ei
htransformationen� Dλgegeben sind.Oft verwendet man für die e�ektive Hintergrundwirkung au
h die S
hreibweise

ΓB
Ga[a,Ā][ā, Ā] := ΓB

Ga[a,Ā][ā
B[ā, Ā]; Ā] = ΓB

Ga[a,Ā][ā− Ā; Ā] ,so daÿ dieses Funktional dann natürli
h invariant ist unter inhomogener Transformationbeider Argumente.Im Verlauf dieser Arbeit werden wir den Renormierungsgruppen�uÿ, der die Struktureines derartigen Wirkungsfunktionals für Gravitation im Vielbein-Formalismus bestimmt,untersu
hen. Die gemittelten Hintergrund�uktuationen der beiden dynamis
hen Felder, diewir betra
hten und mit denen si
h das vorherige Kapitel befaÿt hat, werden dann mit ε̄und τ̄ , die konventionellen Erwartungswerte hingegen werden mit e und ω bezei
hnet. Diezugehörigen Hintergrundkon�gurationen sind dur
h ē und ω̄ gegeben, und das Funktional
Γ[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄] ≡ Γ[e, ω, ē, ω̄] wird der gerade ges
hilderten Methode entspre
hend unter Ver-wendung der gewählten Hintergrundei
hungen konstruiert. Die so gewährleistete Invarianzstellt dann si
her, daÿ au
h während des Flusses dieses Objektes nur invariante Termeerzeugt werden, so daÿ Γ im allgemeinsten Fall eine Linearkombination aller denkbaren



Die Hintergrundfeld-Methode 339Invarianten ist.Bei Yang-Mills-Theorien wird die parametris
he Abhängigkeit von den Hintergrundfel-dern gängigerweise als der Preis empfunden, den man bei der Konstruktion einer invari-anten e�ektiven Wirkung zu zahlen hat. Es mag hilfrei
h sein, si
h vorzustellen, daÿ ihreRolle dort von derselben Art wie die des Ei
hparameters ist: Sie sind fest, aber beliebig,und eine spezielle Wahl gibt an, wie die Ei
h�xierung konkret implementiert wird. Do
hfür unseren Zugang ist diese Hintergrundzerlegung au
h no
h in ganz anderer Hinsi
ht we-sentli
h, interessanterweise nämli
h gerade im Kontext der Hintergrund-Unabhängigkeit,und auf diesen Punkt gehen wir an geeigneter Stelle no
h genauer ein.





Anhang D
Die Bere
hnung der Ward-Algebren
D.1 Die Algebra der Ward-Operatoren WD und WL

Den Gegenstand dieses Anhangs bildet die explizite Bere
hnung der Kommutatoren derWard-Operatoren. Die Resultate werden in Abs
hnitt 4.1 des Kapitels 4 zitiert.Der Kommutator [WD(w1),WD(w2)]. Wir betra
hten die Anwendung eines Kommuta-tors zweier Di�eomorphismen auf ein beliebiges Funktional. Dann gilt zunä
hst für denTeil, der die Vielbein- und Spinzusammenhangstransformationen erzeugt
[∫

d4x
(
δD(w1)ê

a
µ(x)

δ

δêa
µ(x)

+ δD(w1)ω̂
ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

)
,

∫
d4y
(
δD(w2)ê

c
ν(y)

δ

δêc
ν(y)

+ δD(w2)ω̂
cd

ν(y)
δ

δω̂cd
ν(y)

)]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δD(w1)ê

a
µ(x)

( δ

δêa
µ(x)

δD(w2)ê
c
ν(y)

) δ

δêc
ν(y)

+δD(w1)ω̂
ab

µ(x)
( δ

δω̂ab
µ(x)

δD(w2)ω̂
cd

ν(y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

−δD(w2)ê
c
ν(y)

( δ

δêc
ν(y)

δD(w1)ê
a
µ(x)

) δ

δêa
µ(x)

−δD(w2)ω̂
cd

ν(y)
( δ

δω̂cd
ν(y)

δD(w1)ω̂
ab

µ(x)
) δ

δω̂ab
µ(x)

}
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=

∫
d4x

∫
d4y
{
Lw1 ê

a
µ(x)

( δ

δêa
µ(x)

Lw2 ê
c
ν(y)

) δ

δêc
ν(y)

+Lw1ω̂
ab

µ(x)
( δ

δω̂ab
µ(x)

Lw2ω̂
cd

ν(y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

−(1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x

∫
d4y
{
Lw1 ê

a
µ(x)

(
(wρ

2(y)∂
y
ρδ

c
aδν

µδ(4)(x− y)

+(∂y
νw

µ
2 (y)

)
δc

aδ
(4)(x− y)

) δ

δêc
ν(y)

+Lw1ω̂
ab

µ(x)
(
w

ρ
2(y)∂

y
ρδ

c
aδ

d
bδν

µδ(4)(x− y)

+(∂y
νw

µ
2 (y))δc

aδ
d
bδ

(4)(x− y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

−(1 ↔ 2)
}
.Wir integrieren nun partiell, um ans
hlieÿend die Delta-Distributionen auswerten zu kön-nen. Dies führt auf

∫
d4x

∫
d4y
{
Lw1 ê

c
µ(x)δ

(4)(x− y)
[
−δνµ∂y

ρ

(
w

ρ
2(y)

δ

δêc
ν(y)

)

+(∂y
νw

µ
2 (y))

δ

δêc
ν(y)

]

+Lw1ω̂
cd

µ(x)δ
(4)(x− y)

[
−δνµ∂y

ρ

(
w

ρ
2(y)

δ

δω̂cd
ν(y)

)

+(∂y
νw

µ
2 (y))

δ

δω̂cd
ν(y)

]

−(1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
[
(wρ

2∂ρLw1 ê
c
ν + (∂νw

ρ
2)Lw1 ê

c
ρ)

δ

δêc
ν(x)

+(wρ
2∂ρLw1ω̂

cd
ν(x) + (∂νw

ρ
2)Lw1 ê

c
ρ)

δ

δω̂cd
ν(y)

−(1 ↔ 2)
]
.Wir erhalten somit die Lie-Ableitung einer Lie-Ableitung und s
hreiben dies entspre
hend
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[∫

d4x
(
δD(w1)ê

a
µ(x)

δ

δêa
µ(x)

+ δD(w1)ω̂
ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

)
,

∫
d4y
(
δD(w2)ê

c
ν(y)

δ

δêc
ν(y)

+ δD(w2)ω̂
cd

ν(y)
δ

δω̂cd
ν(y)

)]

=

∫
d4x
[
(Lw2Lw1 ê

c
ν − Lw1Lw2 ê

c
ν)

δ

δêc
ν(x)

+(Lw2Lw1ω̂
cd

ν(x) − Lw1Lw2ω̂
cd

ν(x))
δ

δω̂cd
ν(y)

]

= −
∫

d4x
(
L[w1,w2]ê

c
ν

δ

δêc
ν(x)

+ L[w1,w2]ω̂
cd

ν(x)
δ

δω̂cd
ν(y)

)
. (D.1)Hier haben wir wiederum die Identität (4.1) für die Lie-Klammer [·, ·] von Vektorfeldernverwandt. Zudem soll die abkürzende S
hreibweise �−(1 ↔ 2)� hier wie au
h stets imfolgenden bedeuten, daÿ der voranstehende Ausdru
k mit vertaus
hten Numerierungen 1und 2 zu subtrahieren ist.Da es si
h bei dem Di�eomorphismusgeist Cµ um ein Vektorfeld handelt, ändert si
hbei der analogen Re
hnung für diese Komponente des Feldraums ledigli
h das Vorzei-
hen des Terms, der in der Lie-Ableitung dur
h Multiplikation wirkt. Au
h in diesemFall wird s
hlieÿli
h wieder die Lie-Ableitung entlang des Kommutators der Vektorfelderreproduziert. Dur
h den Di�eomorphismus-Antigeist hingegen wird ebenfalls eine Eins-form de�niert, so daÿ die Re
hnung vollkommen identis
h zu (D.1) verläuft. S
hlieÿ-li
h transformieren si
h die Lorentz-Geist- und Lorentz-Antigeist-Felder als Skalare un-ter Di�eomorphismen. Dies hat zur Folge, daÿ bei der Bere
hnung ihrer Beiträge zu derKommutator-Relation zweier Di�eomorphismus-Ward-Operatoren im Verglei
h zu (D.1)in der Lie-Ableitung bloÿ der Ableitungsterm erhalten bleibt, wohingegen der Multiplika-tionsterm entfällt. Die analoge Re
hnung führt s
hlieÿli
h au
h hier auf die Lie-Ableitungentlang der Lie-Klammer der beiden erzeugenden Vektorfelder. Insgesamt leiten wir somitfür zwei Di�eomorphismus-Ward-Operatoren die Vertaus
hungsrelation

[WD(w1),WD(w2)] = WD([w1, w2]) (D.2)ab.Der Kommutator [WL(λ1),WL(λ2)]. Bei der Bere
hnung des Kommutators zweier Lorentz-
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hst zu bea
hten, daÿ si
h sowohl das Vielbein als au
h dieLorentz-Geister und Lorentz-Antigeister homogen als Tensoren erster bzw. zweiter Stufetransformieren. Wir bere
hnen hier bloÿ den Kommutator der Lorentz-Geist-Komponentegemäÿ
[∫

d4x δL(λ1)Σ
ab(x)

δ

δΣab(x)
,

∫
d4y δL(λ2)Σ

cd(y)
δ

δΣcd(y)

]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δL(λ1)Σ

ab(x)
( δ

δΣab(x)
δL(λ2)Σ

cd(y)
) δ

δΣcd(y)

−δL(λ2)Σ
cd(y)

( δ

δΣcd(y)
δL(λ1)Σ

ab(x)
) δ

δΣab(x)

}

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δL(λ1)Σ

ab(x)
( δ

δΣab(x)
(λ2

c
e(y)Σ

ed(y) + λ2
d
e(y)Σ

ce(y))
) δ

δΣcd(y)

−δL(λ2)Σ
cd(y)

( δ

δΣcd(y)
(λ1

a
e(x)Σ

eb(x) + λ1
b
e(x)Σ

ae(x))
) δ

δΣab(x)

}

=

∫
d4x

∫
d4y
{(
δL(λ1)Σ

ab(x)
)
(λ2

c
a(y)δ

d
b + λ2

d
b(y)δ

c
a)δ

(4)(x− y)
δ

δΣcd(y)

−
(
δL(λ2)Σ

cd(y)
)
(λ1

a
c(x)δ

b
d + λ1

b
d(x)δ

a
c)δ

(4)(y − x)
δ

δΣab(x)

}

=

∫
d4x
{(
λ2

c
a(λ1

a
eΣ

ed + λ1
d
eΣ

ae) + λ2
d
b(λ1

c
eΣ

eb + λ1
b
eΣ

ce)
) δ

δΣcd(x)

−(1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{(
λ2

c
eλ1

e
fΣ

fd + λ2
d
eλ1

e
fΣ

cf + (λ2
c
eλ1

d
f + λ1

c
eλ2

d
f )Σ

ef
) δ

δΣcd(x)

−(1 ↔ 2)
}

= −
∫

d4x
{(

[λ1, λ2]
c
eΣ

ed + [λ1, λ2]
d
eΣ

ce
) δ

δΣcd(x)

= −
∫

d4x δL([λ1, λ2])Σ
ab(x)

δ

δΣab(x)
. (D.3)Hierin vers
hwindet der in λ1 und λ2 symmetris
he Term aufgrund der Antisymmetrisie-rung in 1 und 2.Aus dieser Re
hnung geht der Vielbein-Kommutator dur
h Eins
hränkung auf einenkontravarianten Index hervor, wohingegen für den Antigeist-Beitrag ko- und kontravarian-te Indizes gerade zu vertaus
hen sind. Daher liefert au
h bezügli
h dieser Feldkomponen-ten der Kommutator zweier Lorentz-Ward-Operatoren die entspre
hende Komponente des
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h den O(4)-Kommutator der beiden ursprüngli
hen Parame-ter gegebene Lorentz-Transformation erzeugt.Im Gegensatz zu diesen Lorentz-Tensoren transformiert si
h der Spinzusammenhanginhomogen, so daÿ dieser Anteil des Ward-Operators separat zu untersu
hen ist, do
h au
hhier können wir auf die obige Re
hnung (D.3) zurü
kgreifen. Da bei der Bere
hnung desKommutators die Funktionalableitung bezügli
h des Spinzusammenhangs angewandt aufdessen Variation trotz des in dieser auftretenden inhomogenen Terms keinen zusätzli
henBeitrag liefert, gilt au
h hier zunä
hst
[∫

d4x δL(λ1)ω̂
ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

,

∫
d4y δL(λ2)ω̂

cd
ν(y)

δ

δω̂cd
ν(y)

]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δL(λ1)ω̂

ab
µ(x)

( δ

δω̂ab
µ(x)

δL(λ2)ω̂
cd

ν(y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

−δL(λ2)ω̂
cd

ν(y)
( δ

δω̂cd
ν(y)

δL(λ1)ω̂
ab

µ(x)
) δ

δω̂ab
µ(x)

}

=

∫
d4x
{

(λ2
c
aδL(λ1)ω̂

ad
ν + λ2

d
bδL(λ1)ω̂

cb
ν)

δ

δω̂cd
ν(x)

−(1 ↔ 2)
}

; (D.4)die beiden Raumzeit-Indizes werden dur
h die Funktionalableitung einfa
h glei
hgesetzt.Der tensorartige Transformationsanteil des Spinzusammenhangs verhält si
h nun genausowie die Lorentz-Geist-Komponente des Kommutators (D.3), so daÿ wir jetzt bloÿ no
h deninhomogenen Beitrag betra
hten wollen. Für diesen erhalten wir
−
∫

d4x
{

(λ2
c
a∂νλ1

ad + λ2
d
b∂νλ1

cb)
δ

δω̂cd
ν(x)

−(1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{
∂ν(λ1

ceλ2e
d − λ2

ceλ1e
d)

δ

δω̂cd
ν(x)

}

= −
∫

d4x
{

(−∂ν [λ1, λ2]
ab)

δ

δω̂ab
µ(x)

}
. (D.5)
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h für den Spinzusammenhang die Vertaus
hungsrelation von der Form
[∫

d4x δL(λ1)ω̂
ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

,

∫
d4y δL(λ2)ω̂

cd
ν(y)

δ

δω̂cd
ν(y)

]

= −
∫

d4x δL([λ1, λ2])ω̂
ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

.Bea
hten wir abs
hlieÿend, daÿ der Lorentz-Ward-Operator entlang der Di�eomorphismus-Geist- und Di�eomorphismus-Antigeist-Ri
htungen im Feldraum überhaupt keine Trans-formationen erzeugt, da si
h diese na
h (3.13) unter Lorentz-Transformationen ni
ht trans-formieren, so ist damit die Kommutatorrelation
[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2]) (D.6)gezeigt.Der Kommutator [WD(w),WL(λ)]. Abs
hlieÿend wenden wir uns dem gemis
hten Teilder Ward-Algebra zu. Au
h hier werten wir zunä
hst wiederum die Vielbein-Komponenteaus, die gemäÿ der übli
hen Methode der Bere
hnung dur
h

[∫
d4x δD(w)êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

,

∫
d4y δL(λ)êb

ν(y)
δ

δêb
ν(y)

]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δD(w)êa

µ(x)
( δ

δêa
µ(x)

δL(λ)êb
ν(y)

) δ

δêb
ν(y)

−δL(λ)êb
ν(y)

( δ

δêb
ν(y)

δD(w)êa
µ(x)

) δ

δêa
µ(x)

}

=

∫
d4x

∫
d4y
{(
δD(w)êa

µ(x)
)
λb

a(y)δν
µδ(4)(x− y)

δ

δêb
ν(y)

−
(
δL(λ)êb

ν(y)
)(
wρ(x)∂x

ρ δµ
νδ(4)(x− y) + (∂x

µw
ν(x))δ(4)(x− y)

)
δa

b

δ

δêa
µ(x)

}

=

∫
d4x
{
λb

a

(
δD(w)êa

ν(x)
) δ

δêb
ν(y)

−
(
wρ∂ρ

(
δL(λ)êa

µ(x)
)

+ (∂µw
ν)δL(λ)êa

ν(x)
) δ

δêa
µ(x)

}
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=

∫
d4x
(
λa

bLwê
b
µ(x) − Lw(λa

bê
b
µ)(x)

) δ

δêa
µ(x)

=

∫
d4x
(
−wρ∂ρλ

a
b

)
êb

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

= −
∫

d4x δL(Lwλ)êa
µ(x)

δ

δêa
µ(x)gegeben ist. Dabei haben wir die Linearität (4.6) der Lie-Ableitung ausgenutzt.Für den Lorentz-Geist als Raumzeit-Skalar und Lorentz-Tensor zweiter Stufe verläuftdie Re
hnung vollkommen analog:

[∫
d4x δD(w)Σab(x)

δ

δΣab(x)
,

∫
d4y δL(λ)Σcd(y)

δ

δΣcd(y)

]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δD(w)Σab(x)

( δ

δΣab(x)
δL(λ)Σcd(y)

) δ

δΣcd(y)

−δL(λ)Σcd(y)
( δ

δΣcd(y)
δD(w)Σab(x)

) δ

δΣab(x)

}

=

∫
d4x

∫
d4y
{(
δD(w)Σab(x)

)
(λc

a(y)δ
d
b + λd

b(y)δ
c
a)δ

(4)(x− y)
δ

δΣcd(y)

−
(
δL(λ)Σcd(y)

)(
wρ(x)∂x

ρ δ
a
cδ

b
dδ

(4)(x− y)
) δ

δΣab(x)

}

=

∫
d4x
(
λa

eLwΣeb(x) + λb
eLwΣae(x)

−Lw(λa
eΣ

eb(x) + λb
eLwΣae(x))

) δ

δΣab(x)

= −
∫

d4x
(
(Lwλ

a
e)Σ

eb(x) + (Lwλ
b
e)Σ

ae(x)
) δ

δΣab(x)

= −
∫

d4x δL(Lwλ)Σab(x)
δ

δΣab(x)
.Um dies auf den Lorentz-Antigeist zu übertragen, müssen erneut bloÿ ko- und kontravari-ante Indizes vertaus
ht werden.Die Bere
hnung der Spinzusammenhangs-Komponente entspri
ht gewissermaÿen einerKombination dieser beiden Resultate: Zum einen vers
hwindet wiederum der inhomogeneBeitrag der O(4)-Transformation na
h der Funktionalableitung bezügli
h ŵab

µ, so daÿ hierbloÿ der homogene Tensoranteil beiträgt. Zum anderen verhält si
h der Spinzusammen-hang als Einsform bezügli
h Di�eomorphismen genau wie das Vielbein. Dies führt unter
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ksi
htigung von (4.8) und (4.9) auf

[∫
d4x δD(w)ω̂ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

,

∫
d4y δL(λ)ω̂cd

ν(y)
δ

δω̂cd
ν(y)

]

=

∫
d4x

∫
d4y
{
δD(w)ω̂ab

µ(x)
( δ

δω̂ab
µ(x)

δL(λ)ω̂cd
ν(y)

) δ

δω̂cd
ν(y)

−δL(λ)ω̂cd
ν(y)

( δ

δω̂cd
ν(y)

δD(w)ω̂ab
µ(x)

) δ

δω̂ab
µ(x)

}

=

∫
d4x
(
λa

eLwω̂
eb

µ(x) + λb
eLwω̂

ae
µ(x)

−Lw(−∂µλ
ab + λa

eω̂
eb

µ(x) + λb
eω̂

ae
µ(x))

) δ

δω̂ab
µ(x)

= −
∫

d4x δL(Lwλ)ω̂ab
µ(x)

δ

δω̂ab
µ(x)

.Da au
h hier die Di�eomorphismus-Geist- und Di�eomorphismus-Antigeistkomponentenwegen (3.13) erneut keine Beiträge liefern, erfüllen der Di�eomorphismus- und der Lorentz-Ward-Operator somit die Vertaus
hungsrelation
[WD(w),WL(λ)] = WL(Lwλ) . (D.7)Die Glei
hungen (D.2), (D.6) und (D.6) bilden den Ausgangspunkt unserer Untersu-
hungen in Kapitel 4.

D.2 Die Algebra der modi�zierten Operatoren
W̃D und WLHier bere
hnen wir die dur
h die Feldabhängigkeit des Transformationsparameters be-dingten Zusatzbeiträge zur Algebra der modi�zierten Ward-Operatoren W̃D und WL aufdem Niveau der unzerlegten Quantenfelder. Wir betra
hten zunä
hst den Kommutator

[W̃D(w1), W̃D(w2)]. Es treten nun im Gegensatz zur ursprüngli
hen Parametrisierung au
hdie im Hauptteil angespro
henen gemis
hten Beiträge auf. Diese sind z. B. für das Vielbein
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h
∫

d4x

∫
d4y
{
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)

( δ

δω̂ab
µ(x)

δ̃D(w2)ê
c
ν(y)

) δ

δêc
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)wµ

2 δ
c
aêbν(x)

δ

δêc
ν(x)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{
w

µ
2 δ̃D(w1)ω̂

c
bµê

b
ν(x)

δ

δêc
ν(x)

− (1 ↔ 2)
}

= −
∫

d4x
{
w

µ
2w

ρ
1F̂

c
bµρê

b
ν(x)

δ

δêc
ν(x)

− (1 ↔ 2)
}

= 2

∫
d4x w

ρ
1w

σ
2 F̂

a
bρσê

b
µ(x)

δ

δêa
µ(x)

= 2

∫
d4x δL(w1w2 · F̂ )êa

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

(D.8)mit
(w1w2 · F̂ )ab ≡ w

µ
1w

ν
2 F̂

ab
µν

= −(w1w2 · F̂ )ba

= −(w2w1 · F̂ )abgegeben. Man erhält also aufgrund der Feldabhängigkeit des Transformationsparametersfür die Vielbein-Komponente des Ward-Operators den Zusatzbeitrag −2WL(w1w2 · F̂ ).Der Zusatzterm für den Lorentz-Geist-Anteil ist strukurell von der glei
hen Form
∫

d4x

∫
d4y
{
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)

( δ

δω̂ab
µ(x)

δ̃D(w2)Σ
cd(y)

) δ

δΣcd(y)
− (1 ↔ 2)

}

=

∫
d4x
{
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)wµ

2

(
δc

aΣb
d(x) + δd

aΣ
c
b(x)

) δ

δΣcd(x)
− (1 ↔ 2)

}

= −
∫

d4x
{
w

µ
2w

ρ
1

(
F̂ c

bµρΣ
bd(x) + F̂ d

bµρΣ
cb(x)

) δ

δΣcd(x)
− (1 ↔ 2)

}

= 2

∫
d4x w

ρ
1w

σ
2

(
F̂ a

eρσΣeb(x) + F̂ b
eρσΣae(x)

) δ

δΣab(x)

= 2

∫
d4x δL(w1w2 · F̂ )Σab(x)

δ

δΣab(x)
, (D.9)und Entspre
hendes gilt für den Lorentz-Antigeist.
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W̃D und WLDa si
h für die Di�eomorphismus-Geister und -Antigeister die neuen Di�eomorphismenni
ht von den ursprüngli
hen unters
heiden, sind hier keine derartigen Zusatzterme zuberü
ksi
htigen. Dies fügt si
h konsistent in die obigen Re
hnungen ein, da der Lorentz-Ward-Operator weder eine C- no
h eine C̄-Komponente besitzt.Für den Spinzusammenhang selbst erhält man die analogen Zusatzterme dur
h An-wendung der Funktionalableitung auf den ω̂-abhängigen Transformationsparameter derLorentz-Transformation, um die wir den ursprüngli
hen Di�eomorphismus ergänzt haben.Die zusätzli
hen Beiträge sind in der folgenden Re
hnung dur
h Unterstrei
hung und einenPfeil gekennzei
hnet, wohingegen die unmarkierten Beiträge au
h bei einer Transformationmit feldunabhängigem Transformationsparameter aufträten:

∫
d4x

∫
d4y
{(
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)

)( δ

δω̂ab
µ(x)

δ̃D(w2)ω̂
cd

ν(y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x

∫
d4y
{(
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)

)( δ

δω̂ab
µ(x)

(
Lw2ω̂

cd
ν(y) − ∂y

ν

(
w

ρ
2(y)

ց
ω̂cd

ρ (y)
)

+wρ
2(y)

ց
ω̂c

eρ (y)ω̂ed
ν(y) + w

ρ
2(y)

ց
ω̂d

eρ (y)ω̂ce
ν(y)

)) δ

δω̂cd
ν(y)

−(1 ↔ 2)
}
.Die Zusatzterme ergeben si
h mithin zu

−→
∫

d4x

∫
d4y
{
δ̃D(w1)ω̂

ab
µ(x)

(
− ∂y

ν (wµ
2 (y)δc

aδ
d
bδ

(4)(x− y)) + w
µ
2 (y)δc

aω̂
d

b ν(y)δ
(4)(x− y)

+wµ
2 (y)δd

aω̂
c
bν(y)δ

(4)(x− y)
) δ

δω̂cd
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{(

−∂ν(w
µ
2 δ̃D(w1)ω̂

cd
µ(x)) − ω̂d

bνw
µ
2 δ̃D(w1)ω̂

cb
µ(x)

−ω̂c
bνw

µ
2 δ̃D(w1)ω̂

bd
µ(x)

) δ

δω̂cd
ν(x)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{(

−∇̂ν(w
µ
2 δ̃D(w1)ω̂

cd
µ(x))

) δ

δω̂cd
ν(x)

− (1 ↔ 2)
}

=

∫
d4x
{(

∇̂ν(w
µ
2w

ρ
1F̂

cd
µρ(x))

) δ

δω̂cd
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}
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= 2

∫
d4x
(
−∇̂µ(wρ

1w
σ
2 F̂

ab
ρσ(x))

) δ

δω̂ab
µ(x)

= 2

∫
d4x δL(w1w2 · F̂ )ω̂ab

µ(x)
δ

δω̂ab
µ(x)

. (D.10)Damit haben wir für alle Komponenten gezeigt, daÿ si
h die aufgrund der Feldabhängigkeitdes Transformationsparameters zu erwartenden Zusatzbeiträge bei der Bere
hnung desKommutators (4.22) zu −2WL(w1w2 · F̂ ) zusammenfassen lassen. Wir greifen auf diesesResultat im Hauptteil im Rahmen der Glei
hung (4.23) zurü
k.Der Kommutator [W̃D(w),WL(λ)]. Jetzt sind no
h für den gemis
hten Teil der Al-gebra die entspre
henden Zusatzterme zu ermitteln, wobei si
h die relevanten Funktional-ableitungen bereits in (D.8), (D.9) und (D.10) �nden. Betra
hten wir also die Vielbein-Komponente des Operators [W̃D(w),WL(λ)], so liefert nur die Wirkung der Funktionalab-leitung bezügli
h ω̂ aus dem Beitrag mit negativem Vorzei
hen des Lorentz-Ward-Operatorsauf den ω̂-abhängigen Transformationsparameter in W̃D(w) einen zusätzli
hen Beitrag.Dieser ist gegeben dur
h
−
∫

d4x

∫
d4y
(
δL(λ)ω̂cd

ν(y)
)( δ

δω̂cd
ν(y)

δL(w · ω̂)êa
µ(x)

) δ

δêa
µ(x)

= −
∫

d4x
(
δL(λ)ω̂cd

ν(x)
)
wν(x)δa

cêdµ(x)
δ

δêa
µ(x)

= −
∫

d4x wν
(
δL(λ)ω̂a

bν

)
êb

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

=

∫
d4x wν

(
∇̂νλ

a
b

)
êb

µ(x)
δ

δêa
µ(x)

=

∫
d4x
(
δL(w · ∇̂λ)êa

µ(x)
) δ

δêa
µ(x)

,denn dur
h dieO(4)-kovariante Ableitung eines (antisymmetris
hen) Tensor wird wiederumein (antisymmetris
her) Tensor de�niert, und diese Eigens
haft bleibt natürli
h au
h na
hRaumzeit-Kontraktion mit dem Lorentz-Skalar w erhalten.
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−
∫

d4x

∫
d4y
(
δL(λ)ω̂cd

ν(y)
)( δ

δω̂cd
ν(y)

δL(w · ω̂)Σab(x)
) δ

δΣab(x)

= −
∫

d4x
(
δL(λ)ω̂cd

ν(x)
)
wν(x)(δa

cΣd
b(x) + δb

cΣ
a
d(x))

δ

δΣab(x)

= −
∫

d4x wν
(
(δL(λ)ω̂a

cν)Σ
cb(x) + (δL(λ)ω̂b

cν)Σ
ac(x)

) δ

δΣab(x)

=

∫
d4x wν

(
(∇̂νλ

a
c)Σ

cb(x) + (∇̂νλ
b
c)Σ

ac(x)
) δ

δΣab(x)

=

∫
d4x δL(w · ∇̂λ)Σab(x)

δ

δΣab(x)
,was wiederum das Resultat für den Antigeist impliziert. Au
h hier sind keine C- und C̄-Beiträge zu berü
ksi
htigen.Abs
hlieÿend wenden wir uns dem Spinzusammenhang selbst zu. Dabei sind diejenigenBeiträge, die von der Feldabhängigkeit des Parameters herrühren, wiederum wie zuvorextra gekennzei
hnet:

−
∫

d4x

∫
d4y
(
δL(λ)ω̂cd

ν(y)
)( δ

δω̂cd
ν(y)

δL(w · ω̂)ω̂ab
µ(x)

) δ

δω̂ab
µ(x)

= −
∫

d4x

∫
d4y
(
δL(λ)ω̂cd

ν(y)
)( δ

δω̂cd
ν(y)

(
− ∂x

µ

(
wρ(x)

ց
ω̂ab

ρ (x)
)

+ wρ(x)
ց
ω̂a

eρ (x)ω̂eb
µ(x)

+wρ(x)
ց
ω̂b

eρ (x)ω̂ae
µ(x)

)) δ

δω̂ab
µ(x)

.Für diesen Kommutator ergeben si
h die Zusatzbeiträge der Spinzusammenhangs-Komponente
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−
∫

d4x

∫
d4y
(
δL(λ)ω̂cd

ν(y)
)(
−∂y

µ(wν(x)δa
cδ

b
dδ

(4)(x− y)) + wν(x)δa
cω̂

b
d µ(y)δ(4)(x− y)

+wν(x)δb
cω̂

a
dµ(x)δ(4)(x− y)

) δ

δω̂ab
µ(x)

= −
∫

d4x
(
− ∂µ

(
wν
(
δL(λ)ω̂ab

ν(x)
))

+ ω̂ b
d µw

νδL(λ)ω̂ad
ν(x)

+ω̂a
dµw

νδL(λ)ω̂bd
ν(x)

) δ

δω̂ab
µ(x)

=

∫
d4x

(
− ∂µ(wν∇̂νλ

ab(x)) − ω̂a
eµw

ν∇̂νλ
eb − ω̂b

eµw
ν∇̂νλ

ae
) δ

δω̂ab
µ(x)

=

∫
d4x
(
−∇̂µ

(
wν∇̂νλ

ab(x)
)) δ

δω̂ab
µ(x)

=

∫
d4x

(
δL(w · ∇̂λ)ω̂ab

µ(x)
) δ

δω̂ab
µ(x)

.Wir haben somit komponentenweise na
hgere
hnet, daÿ die Feldabhängigkeit des Transfor-mationsparameters in dem Kommutator [W̃D(w),WL(λ)] auf einen Zusatzterm der Form
−WL(w · ∇̂λ) führt, der seinerseits ebenfalls keine C- und C̄-Komponenten enthält. DiesesResultat geht in die Glei
hung (4.26) im Hauptteil ein.Dort bestimmen wir no
h die Beiträge, die si
h vermöge der Linearität der Ward-Operatoren ergeben und leiten s
hlieÿli
h ab, daÿ die modi�zierte Algebra die Form

[W̃D(w1), W̃D(w2)] = W̃D([w1, w2]) −WL(w1w2 · F̂ )

[WL(λ1),WL(λ2)] = WL([λ1, λ2])

[W̃D(w),WL(λ)] = 0

(D.11)besitzt.
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L in derursprünli
hen ParametrisierungD.3 Eine Bemerkung zur Algebra der Ward-Operatoren
WG

D und WG
L in der ursprünli
hen ParametrisierungDie Vielbein-Komponente des δG-Ward-Operators für Di�eomorphismen ist gegebendur
h

∫
d4x

∫
d4y
{
δG
D(w1)ε

a
µ(x)

( δ

δεa
µ(x)

δG
D(w2)ε

b
ν(y)

) δ

δεb
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}
. (D.12)Da si
h nun die Fluktuation des Vielbeins unter wahren Ei
htransformationen gerade li-near wie ein auf die Summe aus Hintergrund- und Fluktuationskomponente angewandterunzerlegter Di�eomorphismus transformiert, erzeugt die darauf wirkende Funktionalablei-tung bezügli
h der Fluktuation gerade die glei
he Struktur wie in der Re
hnung (D.1) fürdas Vielbein im Falle der ursprüngli
hen Transformation δD(w2), die man nun genauso wiezuvor auf die voranstehendene Transformation δG

D(w1)ε
a
µ wirken läÿt. Diese Überlegungüberträgt si
h in glei
her Weise auf den Lorentz-Sektor. Betra
htet man insbesondere denBeitrag der Spinzusammanhangs�uktuation

∫
d4x

∫
d4y
{
δG
L (λ1)τ

ab
µ(x)

( δ

δτab
µ(x)

δG
L (λ2)τ

cd
ν(y)

) δ

δτ cd
ν(y)

− (1 ↔ 2)
}
, (D.13)so lassen si
h die Re
hnungen (D.4) und (D.5) ebenfalls ganz analog übertragen.



Anhang E
Die Bere
hnung von Γ

(2)
kIn diesem Anhang wird die zweite Variation des Funktionals Γk bezügli
h der unzerlegtenFluktuationen ε̄a

µ und τ̄ab
µ bere
hnet.

E.1 Die Bere
hnung von Γ
(2)
k in den unzerlegten FeldernDer Gravitonanteil unserer Trunkierung ist gegeben dur
h

Γk grav[e, ω, ē, ω̄] = − 1

16πGk

∫
d4x e

{(
e µ

a e
ν

b − 1

2γk

εµνρσeaρebσ

)
F ab

µν − 2Λk

}

+
1

2αD
· 1

16πGk

∫
d4x ē ḡµνFµFν +

1

2αL

∫
d4x ē GabGab .Mit der De�nition der Tensordi
hte aus dem Anhang A

εµνρσ := e εabcd e µ
a e

ν
b e

ρ
c e

σ
d

⇔ εµνρσ ec
ρe

d
σ = e εabcd e µ

a e
ν

b

⇔ εµνρσ εabcd e
a
µe

b
ν = 4 e · e ρ

[c e
σ

d]

⇒ εµνρσ εabcd e
a
µe

b
νe

c
ρe

d
σ = 2 e(4 · 4 − 4) = 24 e
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(2)
k in den unzerlegten Feldernergibt si
h

e · e µ

[a e
ν

b] =
1

4
εµνρσ εabcd e

c
ρe

d
σsowie

e =
1

24
εµνρσ εabcd e

a
µe

b
νe

c
ρe

d
σ ,so daÿ der obige Trunkierungsansatz die Gestalt

Γk grav[e, ω, ē, ω̄] = − 1

64πGk

∫
d4x εµνρσ

{(
εabcd −

1

2γk

· 2(ηacηbd − ηadηbc)
)
F ab

µν

−Λk

3
εabcde

a
µe

b
ν

}
ec

ρe
d
σ

+
1

2αD
· 1

16πGk

∫
d4x ē ḡµνFµFν +

1

2αL

∫
d4x ē GabGab

= − 1

64πGk

∫
d4x εµνρσ

{
K

(γk)
abcdF

ab
µν −

Λk

3
εabcde

a
µe

b
ν

}
ec

ρe
d
σ

+
1

16πGk

( 1

2αD

∫
d4x ē ḡµνFµFν +

1

2α′
L

∫
d4x ē GabGab

)mit
K

(γk)
abcd := εabcd −

1

γk

(
ηacηbd − ηadηbc

)und
α′

L :=
αL

16πGkannimmt. Den Bemerkungen im Hauptteil folgend ist die Massendimension von α′
L dur
h

−2 gegeben.Wir bere
hnen nun zunä
hst in der (ε̄, τ̄ )-Darstellung die vier Blö
ke, die in der qua-dratis
hen Form (6.1) auftreten. Aus Gründen der Übersi
htli
hkeit bestimmen wir die-se dabei für den Graviton- und den Ei
h�xierungsanteil separat, indem wir Γk gemäÿ
Γk grav = Γk Ho +Γk gf zerlegen; Γk gf enthält dabei alle Beiträge proportional zu 1

αD
oder 1

αL
.
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k 357Nun ergibt si
h unter Bea
htung von (A.59)

δΓk Ho[e, ω]

δek
α(y)

= − 1

64πGk

∫
d4x εµνρα

(
2K

(γk)
abckF

ab
µν(x) −

4

3
Λkεabcke

a
µ(x)eb

ν(x)
)
ec

ρ(x)δ
(4)(x− y)

= − 1

32πGk

εµνρα
(
K

(γk)
abckF

ab
µν(y) −

2

3
Λkεabcke

a
µ(y)eb

ν(y)
)
ec

ρ(y)und damit
δ2Γk Ho[e, ω]

δem
β(x)δek

α(y)
= − 1

32πGk

εµνβα
(
K

(γk)
abmkF

ab
µν(y) − 2Λkεabmke

a
µ(y)e

b
ν(y)

)
δ(4)(x− y) .(E.1)Um die Funktionalableitungen bezügli
h des Spinzusammenhangs zu bere
hnen, sindfolgende Identitäten nützli
h: Mit

δF ab
µν(x)

δωkl
α(y)

= δa
kδ

b
l(δ

α
ν ∂x

µ − δ α
µ ∂x

ν )δ(4)(x− y)

+(δa
kηclδ

α
µ ωcb

ν(x) + ωa
cµ(x)δ

c
kδ

b
lδ

α
ν − δa

kηclδ
α

ν ωcb
µ − ωa

cνδ
c
kδ

b
lδ

α
µ )δ(4)(x− y)

=
[
δ α
ν

(
δa

kδ
b
l∂

x
µ + δb

lω
a
kµ(x) + δa

kω
b
lµ(x)

)

−δ α
µ

(
δa

kδ
b
l∂

x
ν + δb

lω
a
kν(x) + δa

kω
b
lν(x)

)]
δ(4)(x− y)

≡
[
δ α
ν ∇x ab

µ kl − δ α
µ ∇x ab

ν kl

]
δ(4)(x− y)sowie

δ2F ab
µν(z)

δωmn
β(x)δωkl

α(y)
=

[
δa

k

(
δb

nηlmδ
β

ν δ
α

µ − ηlmδ
b
nδ

α
ν δ β

µ

)

+δb
l

(
δa

mηknδ
β

µ δ
α

ν − δa
mηknδ

β
ν δ

α
µ

)]
δ(4)(x− z)δ(4)(z − y)

=
(
δa

kηlmδ
b
n − δa

mηnkδ
b
l

)(
δ α
µ δ β

ν − δ β
µ δ

α
ν

)
δ(4)(x− z)δ(4)(z − y)
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(2)
k in den unzerlegten Feldernerhalten wir

δ2Γk Ho[e, ω]

δem
β(x)δωkl

α(y)
=

δ

δem
β(x)

[
− 1

32πGk

∫
d4z εµαρσK

(γk)
abcde

c
ρ(z)e

d
σ(z)

(
∇z ab

µ klδ
(4)(z − y)

)]

= − 1

16πGk

∫
d4z εµαρβK

(γk)
abcme

c
ρ(z)

(
∇z ab

µ klδ
(4)(z − y)

)
δ(4)(x− z)

= − 1

16πGk

εµνβαK
(γk)
abcme

c
ν(x)

(
∇x ab

µ klδ
(4)(x− y)

)
, (E.2)

δ2Γk Ho[e, ω]

δωmn
β(x)δek

α(y)
=

δ

δωmn
β(x)

[
− 1

32πGk

εµνραK
(γk)
abcke

c
ρ(y)F

ab
µν(y)

]

=
1

16πGk

εµνβαK
(γk)
abcke

c
ν(y)

(
∇y ab

µ mnδ
(4)(y − x)

) (E.3)sowie abs
hlieÿend
δ2Γk Ho[e, ω]

δωmn
β(x)δωkl

α(y)
= − 1

32πGk

εαβρσ
(
K

(γk)
kncdηlm −K

(γk)
mlcdηkn

)
ec

ρ(y)e
d
σ(y)δ(4)(y − x)

=
1

32πGk

εµνβα
(
K

(γk)
knabηlm −K

(γk)
mlabηkn

)
ea

µ(y)e
b
ν(y)δ

(4)(y − x) . (E.4)Damit ergibt si
h der �Holst-Anteil� der quadratis
hen Form (6.1), Γquad
k Ho , zu

Γquad
k Ho [ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]

=
1

2

∫
d4x

∫
d4y

(
ε̄m

β(x)

τ̄mn
β(x)

)T

×
(
− 1

16πGk

εµνβα
)
×

(
1
2

(
K

(γk)

abmkF ab
µν(y)−2Λkεabmkea

µ(y)eb
ν(y)
)

δ(4)(x−y) K
(γk)

abcmec
ν(x)
(
∇x ab

µ klδ
(4)(x−y)

)

−K
(γk)

abck
ec

ν(y)
(
∇y ab

µ mnδ(4)(y−x)
)

− 1
2

(
K

(γk)

knab
ηlm−K

(γk)

mlab
ηkn

)
ea

µ(y)eb
ν(y)δ(4)(y−x)

)∣∣∣∣∣
e=ē,ω=ω̄

×

×
(

ε̄k
α(y)

τ̄kl
α(y)

)
.Wir integrieren nun im (ε̄, τ̄)- und im (τ̄ , ε̄)-Blo
k die kovariante Ableitung partiell, umdie Delta-Distributionen auszuwerten. Ans
hlieÿend ma
hen wir die partielle Integration



Die Bere
hnung von Γ
(2)
k 359im (ε̄, τ̄ )-Blo
k wieder rü
kgängig:

Γquad
k Ho [ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]

=
1

2

∫
d4x

(
ε̄m

β(x)

τ̄mn
β(x)

)T

×
(
− 1

16πGk

εµνβα
)
×

×
(

1
2

(
K

(γk)
abmkF̄

ab
µν(x) − 2Λkεabmkē

a
µ(x)ēb

ν(x)
)

K
(γk)
abcmē

c
ν(x)∇̄x ab

µ kl

K
(γk)
abck∇̄x ab

µ mn ēc
ν(x) K

(γk)
nkabē

a
µ(x)ē

b
ν(x)ηml

)(
ε̄k

α(x)

τ̄kl
α(x)

)
.(E.5)Aufgrund der Antisymmetrie des Spinzusammenhangs in den O(4)-Indizes wird bei parti-eller Integration die kovariante Ableitung ∇ ab

µ kl unter dem Integral in −∇ ab
µ kl überführt.Des weiteren haben wir im (τ̄ , τ̄ )-Blo
k die Antisymmetrie der Spinzusammenhangs�uk-tuationen ausgenutzt: Es gilt nämli
h

τ̄mn
βK

(γk)
mlabηknτ̄

kl
α = −τ̄mn

βK
(γk)
nlabηkmτ̄

kl
α = τ̄mn

βK
(γk)
nkabηlmτ̄

kl
α ,und der Tensor K(γk) ist in den ersten beiden Indizes antisymmetris
h. Zudem bezei
hnenin (E.5) Querstri
he wie übli
h die Auswertung der jeweiligen Gröÿe auf den gewähltenHintergrundkon�gurationen.Nun bere
hnen wir die Ei
h�xierungsbeiträge. Diese liefern nur einen Beitrag zum(ε̄, ε̄)-Sektor von Γquad

k , da die Ei
hbedingungen nur bezügli
h der Vielbein�uktuationenimplementiert werden. Zunä
hst gilt
Γk gf [e, ē, ω̄] =

1

16πGk

( 1

2αD

∫
d4x ē ḡµνFµFν +

1

2α′
L

∫
d4x ē ηacηbdGabGcd

)mit
Fµ = ē ν

a

(
D̄ν(e− ē)a

µ + βDD̄µ(e− ē)a
ν

)

= ē ν
a

(
D̄ a τ

ν µb + βDD̄
a τ

µ νb

)
eb

τ (E.6)
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Gab =
1

2
ḡµν
(
(e− ē)a

µē
b
ν − (e− ē)b

µē
a
ν

)

=
1

2
ḡµν
(
ea

µē
b
ν − eb

µē
a
ν

)
, (E.7)wobei wir de�nitionsgemäÿ ε̄ = e− ē gesetzt haben. In (E.6) fallen dann die Beiträge desHintergrundvielbeins weg, da dieses per Konstruktion kovariant konstant ist, und in (E.7)vers
hwindet wegen ē[ab] ≡ η[ab] = 0 seine Antisymmetrisierung. Wir bere
hnen nun

δFµ(x)

δek
α(y)

= ē ρ
a (x)

(
D̄x a α

ρ µk + βDD̄
x a α
µ ρk

)
δ(4)(x− y)sowie

δGab(x)

δek
α(y)

= δ
[a
kē

b]α(x)δ(4)(x− y) ,so daÿ si
h die zweite Variation von Γk gf zu
δ2Γk gf

δem
β(x)δek

α(y)
=

1

16πGk

δ

δem
β(x)

{ 1

αD

∫
d4z ē(z)ḡµν(z)Fµ(z) ×

×
[
ē ρ

a (z)
(
D̄z a α

ρ νk + βDD̄
z a α
ν ρk

)
δ(4)(y − z)

]

+
1

α′
L

∫
d4z ē(z)Gab(z)ηak ē

α
b (z)δ(4)(y − z)

}

=
1

16πGk

{ 1

αD

∫
d4z ē(z)ḡµν(z)

[
ē σ

b (z)
(
D̄z b β

σ µm + βDD̄
z b β
µ σm

)
δ(4)(x− z)

]

[
ē ρ

a (z)
(
D̄z a α

ρ νk + βDD̄
z a α
ν ρk

)
δ(4)(y − z)

]

+
1

α′
L

ē(y)δ[a
mē

b]β(y)ηakē
α

b (y)δ(4)(x− y)
}

=
1

16πGk

{
− 1

αD

[(
D̄x βb

σ m µ + βDD̄
x βb
µ m σ

)
ē σ

b (x)ē(x)ḡµν(x)ē ρ
a (x)

(
D̄x a α

ρ νk + βDD̄
x a α
ν ρk

)
δ(4)(y − x)

] (E.8)
+

1

α′
L

1

2
ē(y)

(
ηmk ḡ

βα(y) − ē α
m (y)ē β

k (y)
)
δ(4)(x− y)

}ergibt. Im letzten S
hritt haben wir dabei verwandt, daÿ analog zur O(4)-kovariantenAbleitung ∇ bei partieller Integration der Raumzeit-kovarianten Ableitung D unter demIntegral D̄x a α
ν ρk = −D̄x αa

ν k ρ gilt.



Die Bere
hnung von Γ
(2)
k 361Setzen wir dieses Resultat nun in die quadratis
he Form ein, so erhalten wir s
hlieÿli
h

Γquad
k gf [ε̄; ē, ω̄]

=
1

2

∫
d4x

∫
d4y
( 1

16πGk

)
· ε̄m

β(x)

(
− 1

αD

[(
D̄x βb

σ m µ + βDD̄
x βb
µ m σ

)
ē(x)ḡµν(x)ē σ

b (x)ē ρ
a (x)

(
D̄x a α

ρ νk + βDD̄
x a α
ν ρk

)
δ(4)(y − x)

]

+
1

α′
L

1

2
ē(y)

(
ηmk ḡ

βα(y) − ē α
m (y)ē β

k (y)
)
δ(4)(x− y)

)
ε̄k

α(y)

=
1

2

∫
d4x
( 1

16πGk

)
· ε̄m

β(x)

(
− 1

αD

(
D̄x βb

σ m µ + βDD̄
x βb
µ m σ

)
ē(x)ḡµν(x)ē σ

b (x)ē ρ
a (x)

(
D̄x a α

ρ νk + βDD̄
x a α
ν ρk

)

+
1

α′
L

1

2
ē(x)

(
ηmkḡ

βα(x) − ē α
m (x)ē β

k (x)
))
ε̄k

α(x) . (E.9)Au
h hier haben wir die kovarianten Ableitungen partiell integriert, die Delta-Distributionausgewertet und ans
hlieÿend die partiellen Integrationen wieder rü
kgängig gema
ht. Imabs
hlieÿenden Ausdru
k wirken dann die kovarianten Ableitungen jeweils auf alles, wasre
hts von ihnen steht; ihr Wirkungsberei
h ist ni
ht länger dur
h e
kige Klammern be-s
hränkt. Integrieren wir in (E.9) die linke der beiden kovarianten Ableitungen s
hlieÿli
hpartiell, so führt dies auf
Γquad

k gf [ε̄; ē, ω̄] =
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ē(x)

{ 1

αD

ḡµν(x)
[
ē σ

b (x)
(
D̄x b β

σ µm + βDD̄
x b β
µ σm

)
ε̄m

β(x)
]

[
ē ρ

a (x)
(
D̄x a α

ρ νk + βDD̄
x a α
ν ρk

)
ε̄k

α(x)
]

+
1

α′
L

ε̄[αβ](x)ε̄αβ(x)
}
. (E.10)Wir erkennen darin den ursprüngli
hen Ei
h�xierungsterm wieder, der nun jedo
h statt derFluktuationen ε deren Erwartungswerte ε̄ enthält. Jener war ursprüngli
h per Konstruktionquadratis
h in den Fluktuationen, so daÿ wir ihn in dieser Entwi
klung natürli
h exaktreproduzieren sollten.
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kE.2 Zur Hermitizität von Γ

(2)
kGemäÿ seiner Konstruktion dur
h zweifa
he funktionale Ableitung eines Funktionalssollte der Operator Γ

(2)
k hermites
h sein, und von dieser Eigens
haft wollen wir uns indiesem Unterabs
hnitt kurz überzeugen.Im (ε̄, ε̄)- und im (τ̄ , τ̄ )-Blo
k wirkt Γ

(2)
k abgesehen von dem Beitrag aus der Di�eo-morphismusei
hung als reiner Multiplikationsoperator, so daÿ si
h die Selbstadjungiertheitin diesem Sektor in eine Symmetrie der Matrixelemente übersetzt. Diese ist in der Tatgegeben, denn es gilt (unter Verna
hlässigung des Vorfaktors 1

16πGk
)

1

2
εµνβα

(
K

(γk)
abmkF̄

ab
µν − 2Λkεabmkē

a
µē

b
ν

)

=
1

2
εµναβ

(
K

(γk)
abkmF̄

ab
µν − 2Λkεabkmē

a
µē

b
ν

)sowie
τ̄mn

β

[
εµνβαK

(γk)
nkabηmlē

a
µē

b
ν

]
τ̄kl

α

= τ̄mn
β

[
εµναβK

(γk)
knabηlmē

a
µē

b
ν

]
τ̄kl

α

= τ̄mn
β

[
εµναβK

(γk)
lmabηknē

a
µē

b
ν

]
τ̄kl

αunter Verwendung der Antisymmetrie der Spinzusammenhangs�uktuationen. Die Selbstad-jungiertheit der Ei
h�xierungsbeiträge ist in der Form (E.9) am besten zu erkennen: Dur
hzweimalige partielle Integration der kovarianten Ableitungen wird der Di�eomorphismu-santeil o�ensi
htli
h in si
h selbst überführt, wohingegen der O(4)-Beitrag als Multiplika-tionsoperator wiederum symmetris
h bezügli
h der Indexvertaus
hung {k, α} ↔ {m, β}ist. Abs
hlieÿend ist also no
h die Selbstadjungiertheit der Nebendiagonalblö
ke zu zeigen:Diese gehen gemäÿ
ε̄m

β

[
εµνβαK

(γk)
abcmē

c
ν∇̄ ab

µ kl

]
τ̄kl

α

= τ̄kl
α

[
εµναβK

(γk)
abcm∇̄ ab

µ kl ēc
ν

]
ε̄m

β ,über eine partielle Integration auseinander hervor, so daÿ also in der Tat die dur
h (E.5)und (E.9) de�nierte quadratis
he Form für reelle Felder ε̄ und τ̄ hermites
h ist. Bis auf den
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2
können wir daher deren Kern mit dem Operator Γ

(2)
k identi�zieren und diesenentspre
hend ablesen.





Anhang F
Bere
hnung des freien Anteils Γ̃

quad
kUnter dem freien Anteil der quadratis
hen Form (E.5) verstehen wir diejenigen Beiträgederselben, die für einen vers
hwindenden Hintergrundspinzusammenhang ω̄ = 0 verbleiben,so daÿ also die Terme erster und zweiter Ordnung in ω̄ ni
ht berü
ksi
htigt werden. Wirbere
hnen im folgenden den freien Anteil der reduzierten quadratis
hen Form, Γ̃

quad (0)
k , indem die 1√

−�
- und die µ̄-Reskalierungen, die den Zerlegungen (6.11), (6.12), (6.20) und(6.22) innewohnen, no
h ni
ht berü
ksi
htigt sind.Na
h Γ̃

quad (0)
k = Γ̃

quad (0)
k Ho +Γ̃

quad (0)
k gf +Γ̃

quad (0)
k gh setzt si
h diese quadratis
he Form aus dreiTeilen zusammen. Wir bere
hnen sie separat, wobei wir den Ei
h�xierungsbeitrag Γ̃

quad (0)
k gfunmittelbar im Ans
hluÿ an die ε̄-ε̄-Komponente des Holst-Anteils Γ̃

quad (0)
k Ho bere
hnen.
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hnung des freien Anteils Γ̃quad
k grav im GravitonsektorF.1 Bere
hnung des freien Anteils Γ̃quad

k grav im Graviton-sektorDieser ist explizit gegeben dur
h
Γ̃

quad (0)
k Ho =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x
{
ε̄m

β(x)
[
Λkε

µνβαεabmkē
a
µē

b
ν

]
ε̄k

α(x)

+ε̄m
β(x)

[
− εµνβαK

(γk)
abcm̄e

c
νδ

a
kδ

b
l∂µ

]
τ̄kl

α(x)

+τ̄mn
β(x)

[
− εµνβαδ a

m δ b
n K

(γk)
abckē

c
ν∂µ

]
ε̄k

α(x)

+τ̄mn
β(x)

[1
2
εµνβα

(
δ b
n δ

a
kηlm − δ a

m δ
b
lηkn

)
K

(γk)
abcdē

c
µē

d
ν

]
τ̄kl

α(x)
}

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x
{
ε̄m

β(x)
[
Λkε

µνβαεabmkē
a
µē

b
ν

]
ε̄k

α(x)

+ε̄m
β(x)

[
− εµνβαK

(γk)
abcm̄e

c
νδ

a
kδ

b
l∂µ

]
τ̄kl

α(x)

+τ̄mn
β(x)

[
− εµνβαδ a

m δ b
n K

(γk)
abckē

c
ν∂µ

]
ε̄k

α(x)

+τ̄m
lβ(x)

[
εµνβαK

(γk)
mkcdē

c
µē

d
ν

]
τ̄kl

α(x)
}
, (F.1)wobei wir die Antisymmetrie der Spinzusammenhangs�uktuationen in den beiden O(4)-Indizes sowie die Antisymmetrie des Tensors K(γk)

abcd in den ersten beiden Indizes ausgenutzthaben, um den τ̄ -τ̄ -Blo
k entspre
hend umzuformen. Wir setzen jetzt die Zerlegungen(6.11) und (6.12) ein und bere
hnen (F.1) zeilenweise.F.1.1 Der ε̄-ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (0)
k HoDer zu bere
hnende Ausdru
k ist gegeben dur
h

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x
{(
∂m∂βa + ∂βb

m + ∂mcβ + (�ēm
β − ∂m∂β)d+ εm

pqrē
p
β∂

qdr + dm
β

)

[
Λkε

µνβαεabmkē
a
µē

b
ν

]
(
∂k∂αa+ ∂αb

k + ∂kcα + (�ēk
α − ∂k∂α)d+ εk

uvwē
u
α∂

vdw + dk
α

)}
. (F.2)Betra
hten wir zunä
hst den Skalar a auf der linken Seite, so vers
hwinden na
h partiellerIntegration der beiden Ableitungen die Beiträge a-a,a-bk und a-cα, da in diesen Fällen
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hnung des ersten ni
ht-vers
hwindenden Beitrages verwenden wir die Identität

εµνβαεabmkē
a
µē

b
ν = 2 ē

(
ē β

m ē
α

k − ē
β

k ē
α

m

)
,so daÿ si
h dieser bis auf den Vorfaktor 1

32πGk
zu

∫
d4x
{
a
[
Λkε

µνβαεabmk ē
a
µē

b
ν

]
∂m∂β

(
�ēk

α − ∂k∂α

)
d
}

=

∫
d4x
{
a
[
2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)
ēk

α∂
m∂β�

]
d
}

=

∫
d4x
{
a
[
6 ē Λk�

2
]
d
} (F.3)ergibt. Die beiden verbleibenden Beiträge vers
hwinden ebenfalls:

∫
d4x
{
a
[
Λkε

µνβαεabmkē
a
µē

b
ν

]
∂m∂βε

k
uvw ē

u
α∂

vdw
}

=

∫
d4x
{
a
[
2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)
ēu

αε
k
uvw∂

m∂β∂
v
]
dw
}

=

∫
d4x
{
a
[
2 ē Λk

(
ē β

m δu
k − ē

β
k δ

u
m

)
εk

uvw∂
m∂β∂

v
]
dw
}

= 0sowie
∫

d4x
{
a
[
2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)
∂m∂β

]
dk

α

}
= 0 ,wobei letzteres aus der Spur- und der Divergenzfreiheit des Tensors dk

α resultiert.Wenden wir uns nun dem Vektor bm zu, so vers
hwinden au
h hier zunä
hst die Beiträge
bm-a und bm-bk. Na
h partieller Integration erhalten wir weiterhin

∫
d4x
{
bm
[
− Λkε

µνβαεabmkē
a
µē

b
ν

]
∂β∂

kcα
}

=

∫
d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)
∂β∂

k
]
cα
}

=

∫
d4x
{
bm
[
2 ē Λk�

]
cm
} (F.4)
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∫
d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)
∂β�ē

k
α

]
d
}

=

∫
d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
4 − 1

)
∂m�

]
d
}

= 0na
h ans
hlieÿender partieller Integration wegen der Divergenzfreiheit von bm,
∫

d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)]
∂βε

k
uvwē

u
α∂

vdw
}

=

∫
d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m δ u
k − ē

β
k δ

u
m

)
εk

uvw∂β∂
v
]
dw
}

= 0und s
hlieÿli
h
∫

d4x
{
bm
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)]
∂βd

k
α

}
= 0 .Ebenfalls aufgrund zweier antisymmetrisierter Ableitungen vers
hwinden die Beiträge

cβ-a und cβ-cα. Wir bere
hnen den einzigen ni
ht-vers
hwindenden Beitrag zu
∫

d4x
{
cβ
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
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β
k ē

α
m

)]
∂m∂αb

k
}

=
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{
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[
2 ē Λk�

]
bk
}
, (F.5)denn wir erhalten darüber hinaus

∫
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[
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(
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β
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α
m

)]
∂m�ēk

αd
}

=

∫
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[
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(
4 − 1

)
∂β�

]
d
}

= 0na
h partieller Integration,
∫
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(
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β
k ē
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=
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(
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β
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u
m

)
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= 0
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∫
d4x
{
cβ
[
− 2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)]
∂mdk

α

}
= 0 .Für den Spuranteil d erhalten wir na
h zweifa
her partieller Integration

∫
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[
2 ē Λk

(
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β
k ē
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, (F.6)

∫
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[
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(
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β
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α
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)]
ēm
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}

= 0 ,

∫
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d
[
2 ē Λk

(
ē β

m ē α
k − ē

β
k ē

α
m

)]
ēm

β�∂
kcα
}

= 0 ,was jeweils aus der Divergenzfreiheit der Vektorfelder bk und cα resultiert, sowie
∫
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(
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}
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α
m

)

(
�2ēm
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, (F.7)

∫
d4x
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[
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(
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α
m

)](
ēm
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)
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u
α∂

vdw
}

=

∫
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(
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}

=

∫
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{
d
[
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(
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k � − ∂u∂k)
)
εk

uvw∂
v
]
dw
}

= 0
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∫
d4x
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d
[
2 ē Λk

(
ē β

m ē α
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β
k ē

α
m

)](
ēm

β� − ∂m∂β

)
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α

}

=

∫
d4x
{
d
[
2 ē Λk

(
0 − �ē α

k + ∂α∂k

)]
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α

}
= 0 .Der für den Vektor dr zu bere
hnende Beitrag ist dur
h

∫
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[
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(
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β
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α
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u
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=
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2 ē Λkē

α
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u
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α

)}gegeben, so daÿ das Vers
hwinden der Beiträge dr-a, dr-bk, dr-cα und dr-d unmittelbarersi
htli
h ist. Für den dr-dw-Beitrag erhalten wir hingegen
∫

d4x
{
dr
[
2 ē Λkε

m
kqrε

k
mvw∂

q∂v
]
dw
}

=

∫
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[
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]
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}
. (F.8)Die dr-dk

α-Komponente liefert wegen der Symmetrie des Tensors dk
α ebenfalls keinen Bei-trag:

∫
d4x
{
dr
[
2 ē Λkε

m
kqr∂

q
]
dk

m

}
= 0 . (F.9)Abs
hlieÿend bere
hnen wir, wel
he Felder auf der re
hten Seite in (F.2) an den Tensor

dm
β koppeln. Da dieser spurfrei ist, ist der Ausdru
k

∫
d4x
{
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β

[
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β
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α
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α

)}für die einzelnen Komponentenfelder auszuwerten.
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h partieller Integration der Ableitungen vers
hwinden zunä
hst die Komponenten

dm
β-a, dm

β-bk sowie dm
β-cα aufgrund der Divergenzfreiheit des Tensors. Weiterhin erhaltenwir

∫
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β
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)
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= 0 ,

∫
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u
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}
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[
− 2 ē Λkε
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}

= 0sowie abs
hlieÿend
∫
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]
d β

m

}
, (F.10)wobei wir im letzten S
hritt die Symmetrie des Tensors dm
β ausgenutzt haben.

F.1.2 Bere
hnung des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (0)
k gfDa die Ei
hbedingungen bloÿ den Fluktuationserwartungswert des Vielbeins und ni
htden des Spinzusammenhangs beinhalten, liefert der Ei
h�xierungsterm in der Wirkungauss
hlieÿli
h Beiträge zur ε̄-ε̄-Komponente der quadratis
hen Form, deren Bere
hnung wiran dieser Stelle eins
hieben. Wir setzen dazu analog in den Ei
h�xierungsbeiträgen (E.10)die Zerlegung (6.11) ohne 1√

−�
- und µ̄-Reskalierung ein und bere
hnen für diese zunä
hstden freien Anteil; der Beitrag der Ordnung O(ω̄) wird im Ans
hluÿ an der entspre
hendenStelle in Anhang H bere
hnet.
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k grav im GravitonsektorWir erhalten mit

∂vε̄
ν
µ = ∂µ�a + �cµund

ε̄ν
ν ≡ Tr

(
ε̄ ·

·
)

= �a + Tr
(
d ·

·
)

= �a + 3�dna
h (4.44)
Fµ = (1 + βD)∂µ�a + �cµ + 3βD∂µ�d

+
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)
.Die O(4)-Ei
h�xierung hingegen liefert nur Beiträge zum freien Anteil, und dieser ergibtsi
h mit ε̄m

β ε̄
β]

[m = ε̄
[m

β]ε̄
β]

[m bezügli
h der Komponenten der Fluktuationszerlegung na
hden entspre
henden partiellen Integrationen zu
Γ

quad (0)
k gf =
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2
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16πGk

∫
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.
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hten wir au
h hier wieder die Transversalität aller Vektoren, so erhalten wir s
hlieÿli
h

Γ
quad (0)
k gf =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ē
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(
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)
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]}
. (F.11)Damit haben wir den ε̄-ε̄-Blo
k von Γ̃

quad (0)
k grav auf dem Niveau der ε̄-Zerlegung bere
hnet.

F.1.3 Der ε̄-τ̄-Beitrag zu Γ̃
quad (0)
k gravWenden wir uns nun wieder (F.1) zu, so ist hier der Ausdru
k

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ε̄m
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c
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=
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+εv
rstē

r
α∂

sDt +Dv
α

))} (F.12)zu bere
hnen, wobei wir ausgenutzt haben, daÿ aufgrund der Antisymmetrie des Tensors
K(γk) in den ersten beiden Indizes die explizite Antisymmetrisierung der Spinzusammen-hangs�uktuation hinfällig ist.Zum einen ist nun zu bea
hten, daÿ aufgrund der Kontraktion mit εµνβα∂µ jedes Koe�-zientenfeld, vor dem eine partielle Ableitung bezügli
h eines Raumzeitindex auftritt, keinenBeitrag liefert; dies folgt na
h einer partiellen Integration natürli
h au
h unmittelbar fürdie entspre
henden Felder der Vielbein�uktuationszerlegung. Zudem läÿt si
h in der Zerle-gung der Spinzusammenhangs�uktuation die Komponente, die den Vektor Dt beinhaltet,
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ken:
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v uε
v
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r
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(
ē[kα� − ∂[k∂α

)
Dl] , (F.13)wobei wiederum die explizite Antisymmetrisierung na
h dem Einsetzen in (F.12) wegge-lassen werden kann und zudem der zweite Term, der die partielle Ableitung enthält, keinenBeitrag liefert. Somit läÿt si
h (F.12) in der Form

1

2
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)} (F.14)s
hreiben, wobei wir im weiteren Verlauf zur expliziten Bere
hnung dieses Ausdru
ks aufdie Relation
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c
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α
m

)
∂l +

(
ē
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)
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r ē
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s ∂p

]zurü
kgreifen werden.Für den Vektor cβ erhalten wir nun bis auf den Vorfaktor 1
32πGk

unter Berü
ksi
htigungder Tatsa
he, daÿ alle Terme, die ein inverses Hintergrundvielbein der Form ē β
m beinhalten,
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ht beitragen, die folgenden Resultate:

∫
d4x
{
cβ

[
− ē
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, (F.15)
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(
ē
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h
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hten wir nun den Skalar d, so sind na
h zweifa
her partieller Integration dessenBeiträge gegeben dur
h
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− 3ē α

l ∂k + 3ē α
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u
α∂

vBw + ∂kBl
α +

1

2
εkl

uv∂
uēv
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. (F.17)Da in der Zerlegung des Spinzusammenhangs sowohl vor dem Spuranteil B als au
h vordem antisymmetris
hen und dem symmetris
h-spurlosen Anteil Bk bzw. Bk

α aufgrund derTransversalität des ursprüngli
hen, unzerlegten Tensorfeldes partielle Ableitungen ∂k auf-treten, koppeln diese in (F.20) allesamt ni
ht an den inversen Immirzi-Parameter. Bezügli
hder dualisierten Felder D, Dk und Dk
α verhält es si
h gerade umgekehrt, da der Teil derquadratis
hen Form, der unabhängig von 1

γk
ist, Ableitungen ∂k bzw. ∂l enthält, deren Kon-traktion mit εkl

uv∂
u vers
hwindet. (Der Vektoranteil Dk läÿt si
h ja na
h (F.13) ebenfallsin dieser Form s
hreiben.) Somit erhalten wir

∫
d4x
{
d
[
2 ē
(
�3 − 4�3

)]
B
}

=

∫
d4x
{
d
[
− 6 ē�3

]
B
}
, (F.18)
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∫
d4x
{
d
[
2 ē
(
∂l∂

u − δ u
l �

)]
�εl

uvw∂
vBw

}
= 0 ,

∫
d4x
{
d
[
2 ē
(
∂l∂

α − ē α
l �

)]
�Bl

α

}
= 0 ,sowie

∫
d4x
{
d
[
ē · 1

γk

ε
p s
kl ε

kl
us∂p∂

u�
]
�2D

}

=

∫
d4x
{
d
[
6 ē · 1

γk

�3
]
D
}
, (F.19)

∫
d4x
{
d
[
2 ē · 1

γk

ε
p s
kl δ

k
s ∂p

]
�2Dl

}
= 0 ,und

∫
d4x
{
d
[
ē · 1

γk

ε
p s
kl ε

kl
uv∂p∂

u
]
�Dv

s

}

=

∫
d4x
{
d
[
2 ē · 1

γk

(
δs

v� − ∂s∂v

)]
�Dv

s

}
= 0 .Der Vektor dc in (F.12) liefert die Beiträge

∫
d4x
{
dc
[
− ē
(
ē α

m

(
εm

lbc∂k − εm
kbc∂l

)
+

1

γk

εm
rbc

(
ε

p rs
k ηlm − ε

p rs
l ηkm

)
ē α

s ∂p

)
∂b
]

(
∂kēl

α�B + ∂kεl
uvwē

u
α∂

vBw + ∂kBl
α +

1

2
εkl

uv∂
uēv

α�D + ēk
α�Dl

+
1

2
εkl

uv∂
uDv

α

)}

=

∫
d4x
{
dc
[
ē
(
ē α

m

(
εm

kbc∂l − εm
lbc∂k

)
+

1

γk

(
εrlbcε

rp s
k − εrkbcε

rp s
l

)
ē α

s ∂p

)
∂b
]

(
∂kēl

α�B + ∂kεl
uvwē

u
α∂

vBw + ∂kBl
α +

1

2
εkl

uv∂
uēv

α�D + ēk
α�Dl

+
1

2
εkl

uv∂
uDv

α

)}
, (F.20)
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∫
d4x
{
dc
[
ē
(
ē α

m

(
εm

kbc∂l − εm
lbc∂k

))
∂b
]
∂k ēl

α�B
}

= 0 ,

∫
d4x
{
dc
[
ē
(
0 − εm

lbcε
l
mvw�

)
∂b
]
∂vBw

}

=

∫
d4x
{
dc
[
2 ē
(
ηbvηcw − ηbwηcv

)
�∂b

]
∂vBw

}

=

∫
d4x
{
dc
[
2 ē�2

]
Bc

} (F.21)und
∫

d4x
{
dc
[(
εm

kbc∂l − εm
lbc∂k

)
∂b
]
∂kBl

m

}
= 0sowie

∫
d4x
{
dc
[
ē · 1

γk

εrlbcε
rp s

k ∂p∂
b
]
εkl

us∂
u�D

=

∫
d4x
{
dc
[
2 ē · 1

γk

εrlbc

(
ηrlδp

u − δr
uη

pl
)
∂p∂

b∂u�
]
D = 0 ,

∫
d4x
{
dc
[
ē · 1

γk

(
0 − εrkbcε

rp k
l

)
∂p∂

b
]
�Dl

}

=

∫
d4x
{
dc
[
− 2 ē · 1

γk

(
δ

p
b ηcl − ηblδ

p
c

)
∂p∂

b
]
�Dl

}

=

∫
d4x
{
dc
[
− 2 ē · 1

γk

�2
]
Dc

} (F.22)und
∫

d4x
{
dc
[
ē · 1

γk

εrlbcε
rp s

k ∂p∂
b
]
εkl

uv∂
uDv

s

}

=

∫
d4x
{
dc
[
ē · 1

γk

εkl
uv

(
δ

p
l ηbkδ

s
c + ηlkδ

s
b δ

p
c + δ s

l δ
p

b ηck

−δ p
l δ

s
b ηck − ηlkδ

p
b δ

s
c − δ s

l ηbkδ
p

c

)
∂p∂

b∂u
]
Dv

α

}

=

∫
d4x
{
dc
[
ē · 1

γk

εkl
uv

(
ηck� − ∂k∂c

)]
Dv

l

}
= 0
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k 379führt. Dabei haben wir ausgenutzt, daÿ au
h der Vektor dc ni
ht über den inversen Immirzi-Parameter an die Felder vom Typ B koppelt, wohingegen er dies bezügli
h der dualen Feldervom Typ D auss
hlieÿli
h auf diese Art und Weise tut. Dies gilt au
h für die Beiträge dessymmetris
hen, spurlosen Tensors dm
β , die dur
h

∫
d4x
{
dm

β

[
ē
(
ē α

m

(
ē

β
l ∂k − ē

β
k ∂l

)
+

1

γk

(
ε

p rs
k ηlm − ε

p rs
l ηkm

)
ē β

r ē
α

s ∂p

)]

(
∂k ēl

α�B + ∂kεl
uvwē

u
α∂

vBw + ∂kBl
α +

1

2
εkl

uv∂
uēv

α�D + ēk
α�Dl

+
1

2
εkl

uv∂
uDv

α

))}gegeben sind, und dies liefert explizit
∫

d4x
{
dm

β

[
ē
(
ē β

m � − ∂β∂m

)]
�B
}

= 0 ,

∫
d4x
{
dm

β

[
ē
(
ē

β
l ε

l
mvw� − 0

)]
∂vBw

}

=

∫
d4x
{
dm

l

[
ē εl

mvw∂
v
]
Bw
}

= 0und
∫

d4x
{
dm

β

[
ē ē α

m

(
ē

β
l � − ∂l∂

β
)]
Bl

α

=

∫
d4x
{
dm

β

[
ē�
]
Bβ

m

=

∫
d4x
{
dm

β

[
ē�
]
B β

m (F.23)sowie
∫

d4x
{
dm

β

[
ē ē β

r · 1

γk

ε
p rs
k εk

mus∂p

]
∂u�D

}

=

∫
d4x
{
dm

r

[
− 2 ē · 1

γk

(
δp

mδ
r
u − δp

uδ
r
m

)
∂p∂

u�
]
D
}

= 0 ,
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∫
d4x
{
dm

β

[
ē ē β

r · 1

γk

(
0 − ε

p r
l m

)
∂p

]
�Dl

}

=

∫
d4x
{
dm

r

[
− ē · 1

γk

ε
p r
l m∂p�

]
Dl
}

= 0und s
hlieÿli
h
∫

d4x
{
dm

β

[
ē · 1

γk

ε
p rs
k εk

muvē
β

r ē
α

s ∂p

]
∂uDv

α

}

=

∫
d4x
{
dm

r

[
− ē · 1

γk

(
δp

mδ
r
uδ

s
v + δp

uδ
r
vδ

s
m + δp

vδ
r
mδ

s
u

−δp
mδ

r
vδ

s
u − δp

uδ
r
mδ

s
v − δp

vδ
r
uδ

s
m

)
∂p∂

u
]
Dv

s

}

=

∫
d4x
{
dm

r

[
− ē · 1

γk

�
]
Dr

m

}

=

∫
d4x
{
dm

r

[
− ē · 1

γk

�
]
D r

m

}
. (F.24)Damit haben wir den ε̄-τ̄ -Blo
k der quadratis
hen Form Γ̃

quad (0)
k grav bere
hnet.

F.1.4 Der τ̄ -ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (0)
k gravGanz analog zum vorangegangenen Abs
hnitt läÿt si
h dieser Beitrag auf die Form

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x τ̄mn

β(x)
[
− εµνβαK

(γk)
mnckē

c
ν∂µ

]
ε̄k

α(x)

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x
{(
∂m�ēn

βB + ∂mεn
pqrē

p
β∂

qBr + ∂mBn
β +

1

2
εmn

pq∂
p�ēq

βD + ēm
β�Dn

+
1

2
εmn

pq∂
pD

q
β

)[
ē
((
ē β

n ē
α

k − ē
β

k ē
α

n

)
∂m +

(
ē β

m ē α
n − ē β

n ē
α

m

)
∂k

+
(
ē

β
k ē

α
m − ē β

m ē α
k

)
∂n +

1

γk

(
εa bc

m ηnk − εa bc
n ηmk

)
ē

β
b ē

α
c ∂a

)]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)} (F.25)bringen, in wel
her er nun von uns wieder komponentenweise bere
hnet wird.Na
h dreifa
her partieller Integration erhalten wir bis auf den bereits oben unberü
k-
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htigten Vorfaktor den Beitrag des Skalars B in der Form

∫
d4x
{
B
[
− ē
(
2
(
ē α

k � − ∂k∂
α
)

+
1

γk

· 0
)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d + εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}
,was im einzelnen auf

∫
d4x
{
B
[
0
]
cα
}
,

∫
d4x
{
B
[
− 2 ē

(
4 − 1

)
�3
]
d
}

=

∫
d4x
{
B
[
− 6 ē�3

]
d
}
, (F.26)

∫
d4x
{
B
[
− 2 ē

(
δ e
k � − ∂k∂

e
)]
εk

efg∂
fdg
}

=

∫
d4x
{
B
[
0
]
dg
}sowie

∫
d4x
{
B
[
0
]
dk

α

}aufgrund der Spur- und Divergenzfreiheit des Tensors dk
α führt. Man
hmal drü
ken wirdabei das Vers
hwinden eines Beitrages au
h derart aus, daÿ wir in dieser tabellenartigenDarstellung der Matrixelemente ein sol
hes vers
hwindendes Matrixelement als [0] s
hrei-ben.
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k grav im GravitonsektorFür den Vektor Br erhalten wir entspre
hend

∫
d4x
{
Br
[
ē
(
− �∂q ē α

n ε
n
kqr +

1

γk

(
0 − εa pc

n εn
pqr

)
∂k∂

q∂aē
α

c

)]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}

=

∫
d4x
{
Br
[
ē
(
− �∂q ē α

n ε
n
kqr −

2

γk

(
�∂k ē

α
r − ∂α∂r∂k

))]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}

=

∫
d4x
{
Br
[
− ē
(
∂q ē α

n ε
n
kqr +

2

γk

∂kē
α

r

)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}
,da in der zweiten Zeile der zweite Term mit dem inversen Immirzi-Parameter als Vorfaktorna
h partieller Integration vers
hwindet. Für die einzelnen Komponentenfelder liefert dies

∫
d4x
{
Br
[
− 2 ē

γk

�2
]
cr

}
, (F.27)

∫
d4x
{
Br
[
− ē
(
∂qδ k

n ε
n
kqr +

2

γk

∂r
)
�2
]
d
}

=

∫
d4x
{
Br
[
0
]
d
}
,

∫
d4x
{
Br
[
− ē
(
εn

kqrε
k
nfg∂

q∂f +
2

γk

· 0
)
�
]
dg
}

=

∫
d4x
{
Br
[
2 ē
(
(ηqfηrg − ηqgηrf)∂

q∂f
)
�
]
dg
}

=

∫
d4x
{
Br
[
2 ē�2

]
dr

}sowie abs
hlieÿend
∫

d4x
{
Br
[
− ē
(
∂q ē α

n ε
n
kqr +

2

γk

∂k ē
α

r

)
�
]
dk

α

}

=

∫
d4x
{
Br
[
− ē�∂qεn

kqr

]
dk

n

}

=

∫
d4x
{
Br
[
0
]
dk

α

}
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k 383aufgrund der Symmetrie des Tensors dk

α.S
hlieÿli
h ist der Beitrag der Tensorkomponente Bn
β unter Bea
htung ihrer Spur- undDivergenzfreiheit dur
h

∫
d4x
{
Bn

β

[
− ē
(
− ē

β
k ē

α
n � − 1

γk

εa bc
n ē

β
b ē

α
c ∂k∂a

)]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}

=

∫
d4x
{
Bn

β

[
ē ē

β
k ē

α
n �

]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}gegeben; au
h hier vers
hwindet im zweiten S
hritt der Beitrag, der proportional zuminversen Immirzi-Parameter ist, aufgrund der Symmetrie des Tensors. Dies liefert
∫

d4x
{
Bn

β

[
ē�
]
∂βcn

}

=

∫
d4x
{
Bn

β

[
0
]
cα
}na
h partieller Integration,

∫
d4x
{
Bn

β

[
ē ē β

n �
]
�d
}

=

∫
d4x
{
Bn

β

[
0
]
d
}wegen Spurfreiheit,

∫
d4x
{
Bn

β

[
ē ē

β
k �εk

nfg�∂
f
]
dg
}

=

∫
d4x
{
Bn

β

[
0
]
dg
}wegen Symmetrie sowie letztendli
h

∫
d4x
{
Bn

β

[
ē�
]
dβ

n

}

=

∫
d4x
{
Bn

β

[
ē�
]
d β

n

}
. (F.28)
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k grav im GravitonsektorWenden wir uns nun in (F.25) den zu den gerade bere
hneten Beiträgen dualen Gegen-stü
ken zu, so ist der Beitrag des skalaren Pendants D zunä
hst dur
h

∫
d4x
{
D
[
− ē

2

(
0 +

2

γk

εm
kpbε

a bc
m ē α

c ∂
p∂a

)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}

=

∫
d4x
{
D
[2 ē
γk

(
�ē α

k − ∂k∂
α
)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}gegeben, und dies führt auf
∫

d4x
{
D
[
0
]
cα
}
,

∫
d4x
{
D
[6 ē
γk

�3
]
d
}
, (F.29)

∫
d4x
{
D
[2 ē
γk

(
�δ e

k − ∂k∂
e
)
�
]
εk

efg∂
fdg
}

=

∫
d4x
{
D
[
0
]
dg
}und

∫
d4x
{
D
[
0
]
dk

α

}
.Für den vektoriellen Anteil Dn gilt erneut aufgrund der Divergenzfreiheit

∫
d4x
{
Dn
[
ē
(
− ē α

n ∂k + 4ē α
n ∂k − ē α

n ∂k −
1

γk

εa c
nk ē

α
c ∂a

)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}

=

∫
d4x
{
Dn
[
ē
(
2ē α

n ∂k −
1

γk

εa c
nk ē

α
c ∂a

)
�
]

(
∂kcα + ēk

α�d+ εk
efgē

e
α∂

fdg + dk
α

)}
.
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∫
d4x
{
Dn
[
ē
(
2ē α

n � − 1

γk

· 0
)
�
]
cα

}

=

∫
d4x
{
Dn
[
2 ē�2

]
cn
}
, (F.30)

∫
d4x
{
Dn
[
ē
(
2∂n − 1

γk

· 0
)
�2
]
d
}

=

∫
d4x
{
Dn
[
0
]
d
}na
h partieller Integration,

∫
d4x
{
Dn
[
ē
(
0 − 1

γk

εa e
nk ε

k
efg∂a∂

f
)
�
]
dg
}

=

∫
d4x
{
Dn
[
− 2 ē

γk

(
δa

fηng − δa
gηnf

)
∂a∂

f�
]
dg
}

=

∫
d4x
{
Dn
[
− 2 ē

γk

�2
]
dn

} (F.31)sowie
∫

d4x
{
Dn
[
0
]
dk

α

}wegen Divergenzfreiheit bzw. Symmetrie.In diesem Unterabs
hnitt verbleibt nun zu guter Letzt no
h die Bere
hnung der Bei-träge des Tensors Dq
β. Diejenigen Beiträge, die ni
ht proportional zum inversen Immirzi-Parameter sind, vers
hwinden zunä
hst, da in diesem Fall entweder zwei partielle Ablei-tungen oder dieser selbst mit dem ε-Tensor kontrahiert werden, der in der Zerlegung derSpinzusammenhangs�uktuation die Dualisierung vermittelt. Somit erhalten wir

∫
d4x
{
D

q
b

[
− ē

γk

εa bc
m εm

kpqē
α

c ∂a∂
p
]

(
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e
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fdg + dk
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)}
,
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hlieÿli
h

∫
d4x
{
D

q
b

[
0
]
cα
}
,

∫
d4x
{
D

q
b

[
− ē

γk

εa bc
m εm
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]
�d
}
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∫
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}
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q
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[
0
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d
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∫
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D

q
b

[
− ē
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=

∫
d4x
{
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q
b

[
0
]
dg
}
,erneut wegen Divergenzfreiheit, Spurfreiheit und Symmetrie. Als einiziger ni
ht-vers
hwindenderBeitrag ergibt si
h hier

∫
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q
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=
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=
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q
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(
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}
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γk

�
]
db

q

}

=
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,was die Bere
hnung des τ̄ -ε̄-Beitrags zu Γ̃

quad (0)
k grav abs
hlieÿt.
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k 387F.1.5 Der τ̄ -τ̄-Beitrag zu Γ̃
quad (0)
kUm den no
h verbliebenen Blo
k der quadratis
hen Form Γ̃

quad (0)
k grav zu bere
hnen, bietetes si
h an, bloÿ ein Viertel der auf dem Niveau der Zerlegung (6.12) entstehenden Beiträgezu bere
hnen; alle übrigen lassen si
h auf diese mittels der Dualisierung zurü
kführen. Wirzeigen zunä
hst, wie dieser Zusammenhang explizit bes
ha�en ist und bere
hnen im An-s
hluÿ wie gewohnt die benötigten Mis
hungen, so daÿ si
h der gesamte τ̄ -τ̄ -Blo
k angebenläÿt.Das zu betra
htende Matrixelement, das in diesem Sektor bloÿ Beiträge zum freienAnteil liefert, ist zunä
hst von der Form

1

2
· 1

16πGk

∫
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{
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ē
β

k ē
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)
ηkn

]
, (F.32)wobei in dieser Umformung die Identitäten (A.52) und (A.53) Anwendung fanden. DieSpinzusammenhangs�uktuation ist bekanntli
h antisymmetris
h in den O(4)-Indizes,

τ̄mn
β ≡ τ̄

[mn]
β ,und es ist hilfrei
h, diese Antisymmetrie vermöge Antisymmetrisierung auf T β α

mn kl zuübertragen gemäÿ
τ̄

[mn]
β T

β α
mn kl τ̄ [kl]

α = τ̄
[mn]

β T
β α

[mn] [kl] τ̄
[kl]

α

≡ τ̄mn
β T

β α

[mn] [kl] τ̄
kl

α .In dieser Form kann auf die explizite Antisymmetrisierung der Spinzusammenhangs�uk-tuation in der Zerlegung (6.12) verzi
htet werden, und dur
h Einsetzen von (F.32) erhalten
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,so daÿ s
hlieÿli
h der Ausdru
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]} (F.33)komponentenweise zu bere
hnen ist. Wir werden dies im folgenden allerdings bloÿ für diemit A und B bezei
hneten Feldkomponenten explizit ausführen. Deren Mis
hungen mitihren dualen Gegenstü
ken C und D sowie die Beiträge, die diese ihrerseits untereinanderliefern, leiten wir hingegen aus der algebrais
hen Struktur von T β α

[mn] [kl] ab.Verwenden wir zunä
hst die in dieser auftretenden inversen Vielbeine, um die Raumzei-tindizes der Fluktuationserwartungswerte in O(4)-Indizes umzuwandeln, so stellt si
h derzu bere
hnende Ausdru
k bis auf den übli
hen Vorfaktor in der Form
∫
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b(F.34)
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k 389dar. Das gewi
htete antisymmetrisierte Produkt der beiden Krone
ker-Symbole wirkt dabeiauf antisymmetris
he O(4)-Tensoren zweiter Stufe wie der Einheitsoperator, und wenn wirdessen Eins
hränkung auf diesen Unterraum mit 1[ ] bezei
hnen, so gilt beispielsweise indem obigen Ausdru
k

ē

2
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k − δ a
k δ

b
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)
− 1
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ε ab
mk

]
ηln = ē

[1[ ] −
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⋆
] ab

mk
ηln ,wobei ⋆ wie übli
h die O(4)-Dualisierung bezei
hnet. Da in der Zerlegung (6.12) die Kom-ponenten C und D mit A bzw. B über Dualisierung verknüpft sind, kontrahieren wir nundie quadratis
he Form in (F.34) mit 1

2
εmn

uv, d. h. wir wenden die Operation ⋆mn
uv auf siean. Na
h elementaren Umformungen führt dies auf
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. (F.35)Nun kommt folgende Identität zur Anwendung, die wir unmittelbar im Ans
hluÿ beweisenwollen:

εa
luvδ

b
k − εb

luvδ
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k − εa
kuvδ

b
l + εb

kuvδ
a

l

= εab
ukηlv − εab

vkηlu − εab
ulηkv + εab

vlηku

(F.36)Zum Beweis stellt man zunä
hst fest, daÿ die linke und die re
hte Seite die glei
hen Sym-metrieeigens
haften aufweisen: Sie sind beide jeweils antisymmetris
h in den Indexpaaren
[k, l], [u, v] und [a, b], wobei der Unters
hied der beiden Seiten gerade darin beteht, daÿdie Paare [u, v] und [a, b] ihre Rollen taus
hen. Die drei Indexpaare müsssen also paarweisevoneinander vers
hieden sein, um einen ni
htvers
hwindenden Beitrag zu erhalten, und injedem sol
hen Falle trägt auf beiden Seiten jeweils nur einer der vier Terme bei, wobei die-ser seinerseits für genau zwei Indexkombinationen ni
ht vers
hwindet. Diese Bedingungenlassen si
h dur
h Einfügen zusätzli
her Krone
ker-Symbole implementieren, wobei nun zubea
hten ist, daÿ über doppelt auftretende Indizes ni
ht summiert wird; vielmehr ist der
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h auftretende Index derjenige, dessen mögli
her Werteberei
h dur
h die Bedingungausgedrü
kt wird. Die a
ht beitragenden Terme der linken Seite sind dann von der Form
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b
k δ

k
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k ηku ,wobei das erste Glei
hheitszei
hen hier nur im euklidis
hen Fall gilt, für die Lorentzs
heSignatur hingegen ergäben si
h entspre
hende Vorzei
hen. Im zweiten S
hritt haben wirdann die Terme geeignet umgeordnet, und paarweise na
heinander liefern sie nun, wiederumbezogen auf den dreifa
h auftretenden Index, alle Kombinationen, die Beiträge zur Folgehaben. Wir können nun also in diesen vier Paaren die rigiden Bedingungen dur
h Summenersetzen, was auf die re
hte Seite von (F.36) führt und somit die Behauptung (F.36) beweist.Wir setzen dieses Resultat nun in (F.35) ein und erhalten na
h einer Umordnung derTerme
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,so daÿ wir unter Verwendung der zuvor eingeführten Bezei
hnungen die Beziehung
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(F.37)
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k 391bewiesen haben. Dabei sind in der verkürzenden S
hreibweise, die wir in der letzten Zeileeingeführt haben, die beiden Arten von e
kigen Klammern dur
haus glei
hbere
htigt; siedienen ledigli
h dazu anzugeben, bezügli
h wel
her Indexpaare die paarweise Antisymme-trisierung erfolgt.Die Operationen 1[ ] und ⋆ werden darin vertaus
ht, wobei die Indexersetzungen m→ uund n→ v vorgenommen werden, so daÿ uns dieses Resultat nun angibt, wie si
h aus derKenntnis des A-B-Blo
kes in (F.33) die Beiträge der Form C-A, C-B, D-A und D-Bergeben: Die Elemente der Matrix, die den inversen Immirzi-Parameter enthalten, sind mit

−γk zu multiplizieren, die übrigen ni
ht-vers
hwindenden Beiträge hingegen müssen mit
− 1

γk
multipliziert werden.Um nun analog die Beiträge der Art A-C, A-D, B-C und B-D zu bestimmen, muÿ diequadratis
he Form (F.34) mit 1

2
εkl

pq kontrahiert werden. Die Wirkung dieser Operationkönnen wir unter Ausnutzung einfa
her Symmetrieeigens
haften bestimmen, denn da diequadratis
he Form antisymmetris
h unter der Vertaus
hung m ↔ k ∧ n ↔ l ist, erhaltenwir dur
h Anwendung dieser Dualisierung ein zusätzli
hes Minuszei
hen. Auf der re
htenSeite von (F.37) führt dies auf die entspre
hende Ersetzung k → p ∧ l → q. Abs
hlieÿendma
hen wir die Umordnung der Indizes wieder rü
kgangig, so daÿ si
h diejenigen, wel
hesi
h in (F.34) auf die re
hte Fluktuation beziehen, au
h in der quadratis
hen Form re
htsvon den anderen Indizes be�nden:
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(F.37)
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[m
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n]q
] . (F.38)Mit Bli
k auf (F.37) bemerkt man also, daÿ die {A,B}-{C,D}-Beiträge ihren {C,D}-

{
A,B

}-Gegenstü
ken glei
hen.Um abs
hlieÿend die Form der Matrixelemente C-C, C-D, D-C und D-D zu ermitteln,ist die kombinierte Anwendung der beiden Dualisierungen zu untersu
hen. Diese ergibt si
h
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] , (F.39)so daÿ also die Form des C-D-Blo
ks der des A-B-Blo
ks glei
ht.Wir müssen ersteren nun bloÿ no
h explizit bere
hnen. Dieser ist bis auf den übli
henVorfaktor bekanntli
h gegeben dur
h
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m ē α
l

)
ηkn

− 1

γk

(
ε ab

kn ηlm − ε ab
km ηln − ε ab

ln ηkm + ε ab
lm ηkn

)
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.Für den Beitrag des Vektors An erhalten wir
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.Der An-Al-Beitrag vers
hwindet zunä
hst, da die quadratis
he Form in α und β antisymme-tris
h ist und ans
hlieÿend mit zwei partiellen Ableitungen kontrahiert wird. Wir erhaltenalso
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her partieller Integration und ans
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− ē

2γk

· 2 �2ηlw

]
Al
}

=

∫
d4x
{
Bw
[
− ē

γk

�2
]
Aw

}
, (F.42)

∫
d4x
{
Bw
[
0
]
B
}
,

∫
d4x
{
Bw
[ ē
2

(
0 + 0 − εn

lvwε
l
nqr�∂

v∂q − 1

γk

· 0
)]
Br
}

=

∫
d4x
{
Bw
[
ē�2

]
Bw

} (F.43)sowie
∫

d4x
{
Bw
[
0
]
Bl

α

}
.
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k 395Zu guter Letzt nehmen die Beiträge des symmetris
hen, spurlosen Tensors Bn

β die Form
∫

d4x
{
Bn

β

[ ē
2

((
ē

β
k ηln − ē

β
l ηkn

)
ē α

m −
(
ē

β
k ηlm − ē

β
l ηkm

)
ē α

n

+
1

γk

(
ε ab

mk ηln − ε ab
ml ηkn

)
ē β

a ē
α

b

)
∂m
]

[
∂α∂

kAl + ∂k�ēl
αB + ∂kεl

pqrē
p
α∂

qBr + ∂kBl
α

]}an, und dies liefert komponentenweise die Beiträge
∫

d4x
{
Bn

β

[
0
]
Al
}
,

∫
d4x
{
Bn

β

[
0
]
B
}
,

∫
d4x
{
Bn

β

[
0
]
Br
}und abs
hlieÿend

∫
d4x
{
Bn

β

[ ē
2
· ē β

l ē
α

n �
]
Bl

α

}

=

∫
d4x
{
Bn

l

[ ē
2
�
]
B l

n . (F.44)Dank der von uns angestellten Vorüberlegungen sind wir nun in der Lage, alle weiterenni
ht-vers
hwindenden Beiträge unmittelbar anzugeben:
∫

d4x
{
Cn
[
ē�2

]
Bn

}
, (F.45)

∫
d4x
{
D
[3ē
γk

�3
]
B
}
, (F.46)

∫
d4x
{
Dn
[
ē�2

]
An

}
, (F.47)
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∫
d4x
{
Dn
[
− ē

γk

�2
]
Bn

}
, (F.48)

∫
d4x
{
Dn

l

[
− ē

2γk

�
]
B l

n

}
, (F.49)

∫
d4x
{
An
[
ē�2

]
Dn

}
, (F.50)

∫
d4x
{
B
[3ē
γk

�3
]
D
}
, (F.51)

∫
d4x
{
Bn
[
ē�2

]
Cn

}
, (F.52)

∫
d4x
{
Bn
[
− ē

γk

�2
]
Dn

}
, (F.53)

∫
d4x
{
Bn

l

[
− ē

2γk

�
]
D l

n

}
, (F.54)

∫
d4x
{
Cn
[
− ē

γk

�2
]
Dn

}
, (F.55)

∫
d4x
{
D
[
− 3 ē�3

]
D
}
, (F.56)

∫
d4x
{
Dn
[
− ē

γk

�2
]
Cn

}
, (F.57)

∫
d4x
{
Dn
[
�2
]
Dn

}
, (F.58)
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∫
d4x
{
Dn

l

[ ē
2
�
]
D l

n

}
. (F.59)Wir haben somit den freien Beitrag der quadratis
hen Form Γ̃

quad (0)
k grav auf dem Niveauder zerlegten Fluktuationen vollständig bere
hnet.F.2 Der freie Anteil Γ̃

quad (0)
k grav im GravitonsektorFassen wir nun die Resultate dieses Abs
hnittes zusammen, so stellt si
h der freie Anteilvon Γ̃quad

k grav ≡ Γ̃quad
k Ho + Γ̃quad

k gf na
h Zerlegung der Graviton�uktuationen gemäÿ (6.11) bzw.(6.12) in der Form
Γquad

k grav[ε̄, τ̄ ; ē, ω̄]ē=const,ω̄=0

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ē








dm
β

Bm
β

Dm
β




T


−2Λk � − 1
γk

�

� 1
2
� − 1

2γk
�

− 1
γk

� − 1
2γk

� 1
2
�







d β
m

B β
m

D β
m




+




a

d

B

D




T


− (1+βD)2

αD
�3 3

(
2Λk−βD(1+βD)

αD
�

)
�2 0 0

3
(
2Λk−βD(1+βD)

αD
�

)
�2 3

(
4Λk−3

β2
D

αD
�

)
�2 −6�3 6

γk
�3

0 −6�3 −3�3 3
γk

�3

0 6
γk

�3 3
γk

�3 −3�3







a

d

B

D




+




bm

cm

dm

Am

Bm

Cm

Dm




T



− 1
2α′

L
�

(
2Λk+ 1

2α′
L

)
� 0 0 0 0 0

(
2Λk+ 1

2α′
L

)
�

(
�

αD
− 1

2α′
L

)
� 0 0 − 2

γk
�2 0 2�2

0 0 −2
(
2Λk+ 1

α′
L

)
� 0 2�2 0 − 2

γk
�2

0 0 0 0 − 1
γk

�2 0 �2

0 − 2
γk

�2 2�2 − 1
γk

�2 �2 �2 − 1
γk

�2

0 0 0 0 �2 0 − 1
γk

�2

0 2�2 − 2
γk

�2 �2 − 1
γk

�2 − 1
γk

�2 �2







bm

cm

dm

Am

Bm

Cm

Dm






(F.60)dar. Diese quadratis
he Form ist o�ensi
htli
h für einen reellen Immirzi-Parameter γkselbstadjungiert.
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quad (0)
k gh im GeistsektorF.3 Bere
hnung des freien Anteils Γ̃

quad (0)
k gh im Geistsek-tor

Wir setzen die Zerlegungen der Geist- und Antigeistfelder in die vier in Kapitel 4 be-re
hneten Anteile der Geistwirkung ein. Dabei betra
hten wir in diesem Abs
hnitt nurdie vom Hintergrundspinzusammenhang ω̄ unabhängigen Terme und führen au
h hier dieentspre
henden 1√
−�

- und µ̄-Reskalierungen ni
ht aus. Für (4.68) ergibt si
h diese nullteOrdnung vermöge partieller Integration unter Bea
htung von (6.21) zu
−
∫

d4x ē
{(
∂µf̄ + ḡµ

)[(
1 + βD

)
∂µ∂ν

](
∂νf + gν

)}

= −
∫

d4x ē
{(
f̄
[
−
(
1 + βD

)
�2
]
f
}
. (F.61)Für (4.69) und (4.70) erhalten wir analog

−
∫

d4x ē
{(
∂µf̄ + ḡµ

)[
∂cē

µ
d

](
∂[cF d] +

1

2
εcd

kl∂
kGl
)}

= −
∫

d4x ē
{(
∂µf̄ + ḡµ

)[�
2

]
F µ
}

= −
∫

d4x ē
{
ḡµ

[�
2

]
F µ
} (F.62)sowie

−
∫

d4x ē
{(
∂[aF̄b] +

1

2
ε kl

ab ∂kḠl

)[
ēa

ν∂
b
](
∂νf + gν

)}

= −
∫

d4x ē
{(1

2

(
F̄a∂b − F̄b∂a

)
+

1

2
ε kl

ab Ḡk∂l

)[
ēa

ν∂
b
](
∂νf + gν

)}

= −
∫

d4x ē
{
F̄a

[�
2

]
ga
}
. (F.63)
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hlieÿend nimmt (4.71) in dieser Darstellung die Form

−
∫

d4x ē
{(
∂[aF̄b] +

1

2
ε kl

ab ∂kḠl

) (
∂aF b +

1

2
εab

mn∂
mGn

)}

= −
∫

d4x ē
{(1

2

(
F̄a∂b − F̄b∂a

)
+

1

2
ε kl

ab Ḡk∂l

) (
∂aF b +

1

2
εab

mn∂
mGn

)}

= −
∫

d4x ē
{
F̄a

[
− �

2

]
F a + Ḡk

[1
2

(
δk

mδ
l
n − δk

nδ
l
m

)
∂l∂

m
]
Gn
}

= −
∫

d4x ē
{
F̄a

[
− �

2

]
F a + Ḡa

[
− �

2

]
Ga
} (F.64)an, so daÿ si
h der freie Teil der Geistwirkung zu

Γ
quad (0)
k gh [ξ, ξ̄,Υ, Ῡ; ē]

= −
∫

d4x ē




f̄

ḡa

F̄a

Ḡa




T


−(1 + βD)�2 0 0 0

0 0 �

2
0

0 �

2
−�

2
0

0 0 0 −�

2







f

ga

F a

Ga


 (F.65)ergibt.





Anhang G
Bere
hnung der Eigenwerte undEigenvektoren des algebrais
hen Anteilsvon H0

Wir mö
hten nun die Eigenwerte und Eigenvektoren der in Kapitel 7.2 angegebenenMatrizen bere
hnen. Diese sind dur
h die Kerne der gerade bere
hneten quadratis
henForm gegeben, wobei nun jedo
h bereits die 1√
−�

- und µ-Reskalierungen ausgeführt wurden.Mit der Ersetzung −� → p2, p :=
√
p2 sowie y := p

k
, µ := µ̄

k
und f := α′

L µ
4 k2 lautendie zu diagonalisierenden Matrizen, sofern man sie dur
h dimensionslose Gröÿen und kausdrü
kt:Skalarer Blo
k des Gravitonsektors {a, d, B, D}:

(
HS

0

)iS
jS

(y2) =
1

16πgk




(1+βD)2

αD
y2 µ−1 3

(
2λk + βD(1+βD)

αD
y2
)
µ−1 0 0

3
(
2λk + βD(1+βD)

αD
y2
)
µ−1 3

(
4λk + 3

β2
D

αD
y2
)
µ−1 6 y 0

0 6 y 3µ 0

0 0 0 3µ




· k3



402 G.1 Die Eigenwerte von H0Erster Vektorblo
k des Gravitonsektors {bm, cm, Am, Dm}:
(
HVI

0

)iVI

jVI
(y2) =

1

16πgk




µ3

2 f
−
(
2λk µ

−1 + µ3

2 f

)
0 0

−
(
2λk µ

−1 + µ3

2 f

) (
y2

αD
µ−1 + µ3

2 f

)
0 2 y

0 0 0 µ

0 2 y µ µ




· k3

Zweiter Vektorblo
k des Gravitonsektors {dm, Bm, Cm}:
(
HVII

0

)iVII

jVII
(y2) =

1

16πgk




2
(
2λk µ

−1 + µ3

f

)
2 y 0

2 y µ µ

0 µ 0


 · k3Tensorblo
k des Gravitonsektors {dmn, Bmn, Dmn}:

(
HT

0

)iT
jT

(y2) =
1

16πgk




−2λk µ
−1 −y 0

−y −µ

2
0

0 0 −µ

2


 · k3Skalarer Blo
k des Geistsektors {f̄ , f}:

(
H

gh S
0

)igh S

jgh S
(y2) = (1 + βD)y2 µ−1 kVektorblo
k des Geistsektors {ḡm, F̄m, Ḡm, gm, Fm, Gm}:

(
H

gh V
0

)ighV

jgh V
(y2) =




0 y

2
0

y

2
−µ

2
0

0 0 −µ

2


 · k

G.1 Die Eigenwerte von H0Wir bere
hnen in diesem Abs
hnitt die Eigenwerte λχ
αχ

(y2) der dimensionslosen Matri-zen, die jeweils auf der re
hten Seite der obigen H0-Blö
ke stehen. Die dimensionsvollenEigenwerte ergeben si
h dann über λ̄χ
αχ

(p2) = 1
16πGk

λχ
αχ

(y2) k für χ ∈ {S,V,T} bzw. über
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λ̄χ

αχ
(p2) = λχ

αχ
(y2) k für χ ∈ {ghS, ghV}. Jetzt geben wir sektorweise die 
harakteristis
henPolynome an.Skalarer Blo
k des Gravitonsektors: Hier gilt zunä
hst

λS
4 = 3µ .Die drei übrigen Eigenwerte erhalten wir als Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms

PS(λ
S
αS

)

=
(
λS

αS

)3 −
[(1 + βD)2

αD

y2

µ
+ 3
(
4λk + 3

β2
D

αD
y2
)
µ−1 + 3µ

](
λS

αS

)2

+
[
3
(1 + βD)2

αD

(
4λk + 3

β2
D

αD
y2
)y2

µ2
+ 3

(1 + βD)2

αD
y2 + 9

(
4λk + 3

β2
D

αD
y2
)
− 36y2

−9
(
2λk +

βD(1 + βD)

αD

y2
)2

µ−2
](
λS

αS

)

−9
(1 + βD)2

αD

(
4λk + 3

β2
D

αD
y2
)y2

µ
+ 36

(1 + βD)2

αD

y4

µ
+ 27

(
2λk +

βD(1 + βD)

αD
y2
)2

µ−1 .Erster Vektorblo
k des Gravitonsektors: Das 
harakteristis
he Polynom für λVI
αVI

istdur
h
PVI(λ

VI
αVI

)

=
(
λVI

αVI

)4
+
[
− µ3

2f
−
(( y2

αD

+
µ4

2f

)
µ−1 + µ

)](
λVI

αVI

)3

+
[µ3

2f

(( y2

αD

+
µ4

2f

)
µ−1 + µ

)
+
( y2

αD

+
µ4

2f

)
− 4y2 − µ2 − 1

4

(
4λk +

µ4

f

)2

µ−2
](
λVI

αVI

)2

+
[
− µ3

2f

( y2

αD
+
µ4

2f

)
+ 2

µ3

f
y2 +

µ5

2f
+
( y2

αD
+
µ4

2f

)
µ+

1

4

(
4λk +

µ4

f

)2

µ−1
](
λVI

αVI

)

+
[
− µ4

2f

( y2

αD
+
µ4

2f

)
+

1

4

(
4λk +

µ4

f

)2] (G.1)gegeben.



404 G.1 Die Eigenwerte von H0Zweiter Vektorblo
k des Gravitonsektors: Hier sind die dimensionslosen Eigenwerte
λVII

αVII
die Nullstellen von

PVII(λ
VII
αVII

)

=
(
λVII

αVII

)3
+
[
−
(
2
(
2λk +

µ4

f

)
µ−1 + µ

)](
λVII

αVII

)2

+
[
2
(
2λk +

µ4

f

)
− µ2 − 4y2

](
λVII

αVII

)2
+
[
2
(
2λk +

µ4

f

)
µ
]
.Im Falle der drei verbleibenden Blö
ke faktorisieren die 
harakteristis
hen Polynome inPolynome, die hö
hstens vom Grad 2 sind, so daÿ si
h für diese die Eigenwerte unmittelbarangeben lassen.Tensorblo
k des Gravitonsektors: Es gilt

λT
1,2 = −1

4

(
4λk µ

−1 + µ
)
±
√

1

16

(
4λk µ−1 + µ

)2
+ y2 − λksowie

λT
3 = −µ

2
.Skalarer Blo
k des Geistsektors: Hier liest man unmittelbar

λ
gh S
1 = (1 + βD)y2 µ−1ab, so daÿ dieser Blo
k also wie im Hauptteil erläutert für die Wahl βD = −1 singulär wird.Vektorblo
k des Geistsektors: Abs
hlieÿend �ndet man für diesen

λ
gh V
1,2 = −1

4

(
µ∓

√
µ2 + 4 y2

)und
λ

gh V
3 = −µ

2
.
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H0 405G.2 Die allgemeinen Lösungsformeln für Polynome drit-ten und vierten Grades

Die Nullstellen der 
harakteristis
hen Polynome dritten und vierten Grades lassen si
hvermöge bekannter Formeln bestimmen [89, 90℄. Da es si
h in unserem Fall um die Eigen-werte eines hermites
hen Operators bzw. einer reellen symmetris
hen Matrix handelt, istes ausrei
hend, si
h auf den Fall dreier reeller Lösungen zu bes
hränken. Die Nullstelleneines Polynoms der Form
P (x) ≡ x3 + a2 x

2 + a1 x+ a0sind dann dur
h
x1 = −1

3
a2 + 2

√
−u cos

(ϑ
3

)

x2 = −1

3
a2 + 2

√
−u cos

(ϑ+ 2π

3

)

x3 = −1

3
a2 + 2

√
−u cos

(ϑ+ 4π

3

)mit
u :=

3 a1 − a2
2

9
, v :=

9 a1 a2 − 27 a0 − 2 a2
2

54
, ϑ := arccos

( v√
−u3

)gegeben. Dies sind die Cardanis
hen Formeln für den Spezialfall dreier reeller Lösungen.Des weiteren ergeben si
h die Nullstellen eines Polynoms vierten Grades der Form
P (z) ≡ z4 + A3 z

3 + A2 z
2 + A1 z + A0mit

α := −3

8
A3

2 + A2 , β :=
1

8
A3

3 − 1

2
A3A2 + A1 , γ := − 3

256
A3

4 +
1

16
A3

2A2 −
1

4
A3A1 + A0
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z1,2 = −A3

4
+

1

2

(√
α + 2 y1 ±

√
−3α− 2 y1 −

2 β√
α + 2 y1

)

z3,4 = −A3

4
+

1

2

(
−
√
α + 2 y1 ±

√
−3α− 2 y1 +

2 β√
α + 2 y1

)
.Darin bezei
hnet y1 eine der drei Lösungen der folgenden Glei
hung dritten Grades:

y3 +
5

2
α y2 +

(
2α2 − γ

)
y +

(α3

2
− αγ

2
− β2

8

)
= 0 .Wir haben uns im Zuge der numeris
hen Untersu
hung davon überzeugt, daÿ die Nullstellendes Polynoms vierten Grades in der Tat unabhängig davon sind, wel
he der drei Lösungendieser Glei
hung wir wählen.

G.3 Die Eigenvektoren von H0Unter Kenntnis der Eigenwerte reduziert si
h die Bestimmung der Eigenvektoren aufdas Lösen eines linearen Glei
hungssystems. Da es si
h um die Eigenvektoren reeller, sym-metris
her Matrizen handelt, sind diese in jedem der fünf Sektoren S, V, T, gh S und gh Vuntereinander jeweils orthogonal. Am übersi
htli
hsten läÿt si
h die von verwandte Metho-de zu deren Bere
hnung am Beispiel des Unterblo
ks VII des Vektorsektors illustrieren.Wir werten auf diesem die Eigenwertglei
hung in der Form



2
(
2λk µ

−1 + µ3

f

)
2 y 0

2 y µ µ

0 µ 0


 ·




a

b

c


 = λVII

αVII




a

b

c


aus und erhalten das Glei
hungssystem

2
(
2λk µ

−1 +
µ3

f

)
a+ 2 y b = λVII

αVII
a

2 y a+ µ b+ µ c = λVII
αVII

b

µ b = λVII
αVII

c .



Bere
hnung der Eigenwerte und Eigenvektoren des algebrais
hen Anteils von
H0 407Wir lösen dieses auf und erhalten den zum Eigenwert λVII

αVII
gehörenden normierten Eigen-vektor s
hlieÿli
h zu

(
vVII

αVII

)iVII =

[(
(λVII

αVII
)2 − µλVII

αVII
− µ2

)2
+ 4y2µ2

4y2(λVII
αVII

)2
+ 1

]− 1
2

×

×
(

0, 0, 0, 0,
(λVII

αVII
)2 − µλVII

αVII
− µ2

2yλVII
αVII

, 1,
µ

λVII
αVII

)T

.Dabei haben wir bea
htet, daÿ die vorliegende Matrix als Unterblo
k einer blo
kdiagonalen
7× 7-Matrix aufzufassen ist und sie somit auf einen Unterraum des R7 wirkt. Zudem kannman das obige Glei
hungssystem au
h auf andere Arten au�ösen; diese sind jedo
h zueinan-der und zu der dargestellten Mögli
hkeit genau dann äquivalent, falls das 
harakteristis
hePolynom vers
hwindet.Wir geben nun blo
kweise alle auf analoge Weise bestimmten Eigenvektoren an:Skalarer Blo
k des Gravitonsektors:

(
vS

αS

)iS =


1 +

36y2

(λS
αS

− 3µ)2
+

9
(
2λk + βD(1+βD)

αD
y2
)2

µ2
(
λS

αS
− (1+βD)2

αD
y2µ−1

)2




− 1
2

×

×
(

3
(
2λk + βD(1+βD)

αD
y2
)
µ−1

λS
αS

− (1+βD)2

αD
y2µ−1

, 1,
6y

λS
αS

− 3µ
, 0

)T

, αS ∈ {1, 2, 3}

(
vS

αS

)iS =
(
0, 0, 0, 1

)T

, αS = 4



408 G.3 Die Eigenvektoren von H0Vektorblo
k des Gravitonsektors:
(
vV

αV

)iV =

[
(4λkfµ

4 + 1)2

(1 − 2fµ−3λV
αV

)2
+ 1 +

4y2
(
µ2 + (λV

αV
)2
)

(
(λV

αV
)2 − µλV

αV
− µ2

)2

]− 1
2

×

×
(

4λkfµ
4 + 1

1 − 2fµ−3λV
αV

, 1,
2yµ

(λV
αV

)2 − µλV
αV

− µ2
,

2yλV
αV

(λV
αV

)2 − µλV
αV

− µ2
, 0, 0, 0

)T

,

αV ∈ {1, 2, 3, 4}

(
vV

αV

)iV =

[(
(λV

αV
)2 − µλV

αV
− µ2

)2
+ 4y2µ2

4y2(λV
αV

)2
+ 1

]− 1
2

×

×
(

0, 0, 0, 0,
(λV

αV
)2 − µλV

αV
− µ2

2yλV
αV

, 1,
µ

λV
αV

)T

, αV ∈ {5, 6, 7}(Dabei sind die Identi�kationen αV = αVI für αV ∈ {1, 2, 3, 4} und αV = αVII + 4 für
αV ∈ {5, 6, 7} vorzunehmen.)Tensorblo
k des Gravitonsektors:

(
vT

αT

)iT =

[
(2λT

αT
+ µ)2

4y2
+ 1

]− 1
2
(
− 2λT

αT
+ µ

2y
, 1, 0

)T

, αT ∈ {1, 2}
(
vT

αT

)iT =
(
0, 0, 1

)T

, αT = 3Skalarer Blo
k des Geistsektors:
(
vgh S

αgh S

)igh S = 1 , αgh S = 1Vektorblo
k des Geistsektors:
(
vgh V

αgh V

)igh V =

[
(2λghV

αghV
)2

y2
+ 1

]− 1
2 (

1,
2λgh V

αgh V

y
, 0

)T

, αgh V ∈ {1, 2}

(
vgh V

αgh V

)igh V =
(
0, 0, 1

)T

, αgh V = 3



Anhang H
Bere
hnung des Beitrages ersterOrdnung zu Γ̃

quad
kZiel dieses Abs
hnittes ist die Bere
hnung der relevanten Beiträge zu Γ̃quad

k ≡ Γ̃quad
k Ho +

Γ̃quad
k gf + Γ̃quad

k gh , die si
h für ni
ht-vers
hwindende Hintergrundfelder ω̄ 6= 0 ergeben undsomit über den freien Anteil hinausgehen. Diese Beiträge bilden denWe
hselwirkungsanteil.Zunä
hst wählen wir für den Spinzusammenhang eine Hintergrundkon�guration der Form
ω̄(±) ab

µ(x) =
1

2
n(±) abvµ(x) , (H.1)wobei n(±) ab einen konstanten, antisymmetris
hen, (anti-)selbstdualen O(4)-Tensor be-zei
hnet, d.h. er genügt der entspre
henden euklidis
hen Eigenwertglei
hung

1

2
εab

cdn
(±) cd = ±n(±) ab .Das Vektorfeld vµ(x) hingegen soll an dieser Stelle zunä
hst ni
ht näher spezi�ziert werden;insbesondere wollen wir keinerlei eins
hränkende Annahmen bezügli
h seiner x-Abhängigkeitma
hen. Der assoziierte Feldstärketensor ist dann quasi-abels
h und gegeben dur
h

F̄ (±) ab
µν = ∂µ

(1

2
vνn

(±) ab
)
− ∂ν

(1

2
vµn

(±) ab
)

= ∂[µvν]n
(±) ab .



410 H.1 Der ε̄-ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k HoDa dieser Anteil der gesu
hten Invarianten also eine Potenz in n(±) ab, eine Potenz in vµsowie genau eine Ableitung ∂ enthält, müssen wir in der folgenden Re
hnung bloÿ bis zurersten Ableitung in vµ entwi
keln. Im Falle des gewählten Hintergrundes ist es o�ensi
htli
h,daÿ si
h die (Anti-)Selbstdualität des Hintergrundspinzusammenhangs auf den assoziiertenFeldstärketensor überträgt.Wir bere
hnen die erforderli
hen Beiträge des ε̄-ε̄-, des ε̄-τ̄ - und des τ̄ -ε̄-Blo
ks, indemwir die Zerlegung (6.11) und (6.12) der Fluktuationserwartungswerte in die erste, zweiteund dritte Zeile von (E.5) einsetzen. Au
h in diesem Anhang berü
ksi
htigen wir die 1√

−�
-und µ̄-Reskalierungen no
h ni
ht. Man bea
hte, daÿ der τ̄ -τ̄ -Blo
k dabei keinen Beitragliefert, da dur
h die zweifa
he funktionale Ableitung na
h dem Spinzusammenhang jeg-li
he Abhängigkeit von dessen Hintergrundkon�guration vers
hwunden ist, so daÿ dieserauss
hlieÿli
h zum freien Anteil von Γ̃quad

k grav bzw. Γquad
k grav beiträgt. Da die Ei
h�xierungsbei-träge nur von der Vielbein-Fluktuation ε̄ abhängen, liefern au
h sie keine Beiträge zum

τ̄ -τ̄ -Blo
k des We
hselwirkungsteils. Diesen bezei
hnen wir im folgenden mit Γ̃
quad (1)
k bzw.

Γ
quad (1)
k .
H.1 Der ε̄-ε̄-Beitrag zu Γ̃

quad (1)
k HoMit

K
(γk)
abmkF̄

(±) ab
µν =

(
εabmk −

1

γk

(ηamηbk − ηakηbm)
)
F̄ (±) ab

µν

= ±2F̄
(±)

mkµν −
1

γk

(F̄
(±)

mkµν − F̄
(±)

kmµν)

= ±2
(
1 ∓ 1

γk

)
F̄

(±)
mkµν

= −2
( 1

γk

∓ 1
)
F̄

(±)
mkµνund

F̄
(±)

mkµν = ∂[µvν]n
(±)
mk



Bere
hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 411erhalten wir für die ε̄-ε̄-Komponente zunä
hst

Γ̃
quad (1)
k Ho |ε̄−ε̄ =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ε̄m

β

[
− 1

2
εµνβαK

(γk)
abmkF̄

(±) ab
µν

]
ε̄k

α

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ε̄m

β

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα∂[µvν]n

(±)
mk

]
ε̄k

α

=
1

2
· 1

16πGk

∫
d4x
(
∂m∂βa+ ∂βb

m + ∂mcβ + (�ēm
β − ∂m∂β)d+ εm

pqrē
p
β∂

qdr + dm
β

)

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα∂µvνn

(±)
mk

]

(
∂k∂αa+ ∂αb

k + ∂kcα + (�ēk
α − ∂k∂α)d+ εk

uvw ē
u
α∂

vdw + dk
α

)
.Wie im Hauptteil erläutert, s
hränkt die Tatsa
he, daÿ im freien Sektor die Skalare, Vek-toren und symmetris
h-spurlosen Tensoren nur untereinander mis
hen, die zur Spur aufder re
hten Seite beitragenden Terme dahingehend ein, daÿ au
h imWe
hselwirkungsanteildiese Sektoren separat betra
htet werden können und Mis
hungen zwis
hen diesen ni
htberü
ksi
htigt werden müssen. Daher bietet es si
h an, aus Gründen der Übersi
htli
hkeitdie folgende Re
hnung sektorweise dur
hzuführen. Zudem untergliedern wir die einzelnenSektoren gemäÿ der Paritätsordnung, in der wir den freien Teil des inversen Propagatorsdargestellt haben, jeweils in die entspre
henden beiden Haupt- und Nebendiagonalblö
ke.Wir listen dabei die bere
hneten Beiträge in Form einer quasi-tabellaris
hen Darstellungauf, indem wir zunä
hst in Fettdru
k die Mengen der Felder angeben, die in dem entspre-
henden Haupt- oder Nebendiagonalblo
k miteinander gekoppelt werden. Diesen stellenwir dann komponentenweise dar, indem wir dem betre�enden Matrixelement die beidenFelder, die dieses miteinander koppelt, unterstri
hen voranstellen.H.1.1 Der skalare SektorBlo
k {a, d}-{a, d}:Komponente a - a:

∫
d4x
(
∂m∂βa

)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂k∂αa

=

∫
d4x a

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂m∂β∂

k∂α + O(∂2v)
}
a = 0 (H.2)



412 H.1 Der ε̄-ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k HoKomponente a - d:

∫
d4x
(
∂m∂βa

)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

](
�ēk

α − ∂k∂α

)
d

=

∫
d4x a

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

](
�∂m∂β ē

k
α − ∂m∂k∂β∂α

)
+ O(∂2v)

}
d

=

∫
d4x a

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
ēk

βn
(±)

km∂
m∂α� + O(∂2v)

]
d (H.3)Komponente d - a:

∫
d4x
[(

�ēm
β − ∂m∂β

)
d
][( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂k∂αa

=

∫
d4x d

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

](
�ēm

β − ∂m∂β

)
∂k∂α + O(∂2v)

}
a

=

∫
d4x d

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
ēm

βn
(±)

mk∂
k∂α� + O(∂2v)

]
a (H.4)Komponente d - d:

∫
d4x
[(

�ēm
β − ∂m∂β

)
d
][( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

](
�ēk

α − ∂k∂α

)
d

=

∫
d4x d

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

](
�ēm

β − ∂m∂β

)(
�ēk

α − ∂k∂α

)
+ O(∂2v)

}
d

=

∫
d4x d

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)(
n

(±)
βα�2 − n(±)

mα∂
m∂β� − n

(±)
βk∂

k∂α�

+n
(±)

mk∂
m∂k∂β∂α

)]
+ O(∂2v)

}
d

=

∫
d4x d

{[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)(
n

(±)
βα�2 − 2n

(±)
βk∂

k∂α�
)]

+ O(∂2v)
}
d

=

∫
d4x d

{[
2
( 1

γk

∓ 1
)(
∂µvν

)(
± ēn(±) µν�2 − εµνβαn

(±)
βk∂

k∂α�
)]

+ O(∂2v)
}
d ,(H.5)
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k 413wobei wir im letzten S
hritt die (Anti-)Selbstdualität (H.2) in der Form

1

2
εµνβαn

(±)
βα =

ē

2
ē µ

a ē
ν

b ē
β

c ē
α

d ē
k
β ē

m
αε

abcdn
(±)

km

=
ē

2
ē µ

a ē
ν

b ε
abcdn

(±)
cd

= ±ē ē µ
a ē

ν
b n

(±) ab

= ±ē n(±) µνausgenutzt haben. Man kann unmittelbar ablesen, daÿ der Operator in diesem Sektor wiegewüns
ht hermites
h ist, da zum einen der zweite und dritte bere
hnete Beitrag na
hpartieller Integration ineinander übergehen und zudem der d-d-Eintrag für si
h genommenebenfalls selbstadjungiert ist. Im folgenden werden wir den Zusatz �+O(∂2v)� ni
ht mehrexplizit auss
hreiben, so daÿ in diesem Anhang die Gültigkeit aller Glei
heitszei
hen imRahmen dieser Näherung (sowie natürli
h unter Verna
hlässigung von Ober�ä
hentermen)zu verstehen ist.H.1.2 Der Vektor-SektorBlo
k {b, c}-{b, c}:Die Beiträge zum Hauptdiagonalblo
k der Vektor-Vektor-Kopplungen ergeben si
h hierzuKomponente bm − bk:
∫

d4x
(
∂βb

m
)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂αb

k

=

∫
d4x
{
− bm

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂β∂αb

k
}

= 0 (H.6)Komponente bm − ck:
∫

d4x
(
∂βb

m
)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂kcα

=

∫
d4x
{
− bm

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂β∂

kcα

} (H.7)
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k HoKomponente cm − bk:

∫
d4x
(
∂mcβ

)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂αb

k

=

∫
d4x
{
− cβ

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂m∂αb

k
} (H.8)Komponente cm − ck:

∫
d4x
(
∂mcβ

)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂kcα

=

∫
d4x
{
− cβ

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
∂m∂kcα = 0 (H.9)Blo
k {b, c} - {d}:Im Vektor-Sektor des ε̄-ε̄-Beitrages sind nun au
h no
h Beiträge zu den Nebendiago-nalblö
ken zu bere
hnen, deren Ursprung in der Mögli
hkeit der Komponentenfelder, zueinem Pseudoskalar zu kombinieren, begründet ist. Der skalare sowie der Tensor-Sektor des

ε̄-ε̄-Matrixelemts sind jedo
h bereits vollständig in den paritätsgeraden Diagonalblö
kenenthalten, so daÿ sie keine derartigen Beiträge liefern.Zu bere
hnen sind also nur die Kopplungen der Vektoren bm und cβ mit dem Pseudo-vektor dk, und der entspre
hende Term in der quadratis
hen Form lautet:
∫

d4x
(
∂βb

m + ∂mcβ
)[(

∓ 1 +
1

γk

)
εµνβα(∂µvν)n

(±)
mk

]
εk

uvw ē
u
α∂

vdw .Wir kontrahieren nun wie übli
h die beiden ε-Tensoren miteinander und verwenden dieentstehenden Vielbeine dazu, alles auf O(4)-Indizes umzus
hreiben. Ans
hlieÿend integrie-ren wir die Ableitung vor dem Komponentenfeld auf der linken Seite partiell, was für den
bm-dk-Beitrag aufKomponente bm − dk:
∫

d4x ē bm
[(

∓ 1 +
1

γk

)
n

(±)
mk

[(
(∂kvw) − (∂wv

k)
)
� +

(
(∂wvv) − (∂vvw)

)
∂v∂k

]]
dw(H.10)führt; dabei haben wir ē β

w ∂βd
w = 0 bea
htet. Für den zweiten Beitrag erhalten wir in
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∫
d4x ē cn

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
mk

[(
(∂vv

k) − (∂kvv)
)
∂v∂mηnw +

(
(∂wvv) − (∂vvw)

)
∂v∂mδ k

n

]]
dw .(H.11)Da hier nur die Ableitung ∂v auftritt und da wir höhere Ableitungen verna
hlässigenkönnen, können wir die partielle Ableitung ∂v vor dw bei Kontraktion mit dem Vektor cβpartiell integrieren und dann dessen Divergenzfreiheit ausnutzen, ohne daÿ dabei für unsrelevante Zusatzterme entstünden; dies erklärt das Vers
hwinden der betre�enden Terme.Blo
k {d}-{b, c}:Die Pendants dieser beiden Matrixelemente im gegenüberliegenden Nebendiagonalblo
kbestimmen wir in glei
her Weise aus

∫
d4x
(
εm

pqrē
p
β∂

qdr
)[(

∓ 1 +
1

γk

)
εµνβα(∂µvν)n

(±)
mk

](
∂αb

k + ∂kcα
)zuKomponente dm − bk:

∫
d4x ē dr

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
mk

[(
(∂rv

m) − (∂mvr)
)
� +

(
(∂avr) − (∂rva)

)
∂a∂m

]]
bk (H.12)undKomponente dm − ck:

∫
d4x ē dr

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
mk

[(
(∂mvc) − (∂cv

m)
)
∂c∂kηrn +

(
(∂avr) − (∂rva)

)
∂a∂kδm

n

]]
cn .(H.13)Blo
k {d}-{d}:Abs
hlieÿend liefert die Kopplung des Pseudovektors dm mit si
h selbst no
h einen
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k HoBeitrag der FormKomponente dm − dk:

∫
d4x
(
εm

pqrē
p
β∂

qdr
)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
εk

uvw ē
u
α∂

vdw (H.14)
=

∫
d4x
(
εm

pqrē
p
β∂

qdr
)[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
εk

uvw ē
u
α∂

vdw

=

∫
d4x
{
− dr

[( 1

γk

∓ 1
)(
∂µvν

)
n

(±)
mkε

µνβαεm
pqrε

k
uvw ē

p
β ē

u
α

]
∂q∂vdw

}

(A.52)
=

∫
d4x
{
− dr

[
ē
( 1

γk

∓ 1
)(
∂µvν

)
n

(±)
mk

(1

2

(
εabpuεm

pqr

)
εk

uvw +
1

2

(
εabpuεk

uvw

)
εm

pqr

)
ē µ

a ē
ν

b

]

∂q∂vdw
}

=

∫
d4x
{
− dr

[
ē
( 1

γk

∓ 1
)(
∂µvν

)
n

(±)
mk

(1

2

(
ηum(δa

rδ
b
q − δa

qδ
b
r) + δu

r(δ
a
qη

bm − δb
qη

am)
)
εk

uvw

+
1

2

(
ηpk(δa

vδ
b
w − δa

wδ
b
v) + δp

w(ηakδb
v − ηbkδa

v)
)
εm

pqr

)
ē µ

a ē
ν

b

]
∂q∂vdw

}

=

∫
d4x

ē

2

{
− dr

[( 1

γk

∓ 1
)
n

(±)
mk

[
− εmk

vw

(
(∂rvq) − (∂qvr)

)
+ εk

rvw

(
(∂qv

m) − (∂mvq)
)

+εm
rqw

(
(∂vv

k) − (∂kvv)
)

+ εmk
qr

(
(∂vvw) − (∂wvv)

)]]
∂q∂vdw

}

=

∫
d4x

ē

2
dr
[
−
( 1

γk

∓ 1
)
n

(±)
mk

[
εmk

qr

(
(∂vvw) − (∂wvv)

)
− εmk

vw

(
(∂rvq) − (∂qvr)

)]]
∂q∂vdwzum paritätsgeraden unteren Hauptdiagonalblo
k. Hier haben wir die Kontraktion des ε-Tensors symmetrisiert, um einen selbstadjungierten Operator zu erhalten, der die beidenVektoren koppelt; dies werden wir im Ans
hluÿ an die Bere
hnung von Γ̃

quad (1)
k in AnhangI überprüfen. Dieser Term ist in dem gesamten Objekt Γ̃

quad (1)
k der einzige, der quadratis
hin einem Vektor ist und ni
ht vers
hwindet.

H.1.3 Der Tensor-SektorBlo
k {d}-{d}:Die spurlosen, symmetris
hen Tensoren liefern für den ε̄-ε̄-Blo
k bloÿ einen Beitrag, denman sofort abliest:



Bere
hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 417Komponente dmn − dkl:

∫
d4x dm

β

[( 1

γk

∓ 1
)
εµνβα

(
∂µvν

)
n

(±)
mk

]
dk

α (H.15)
H.2 Bere
hnung des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃

quad (1)
k gfMit

Fµ = (1 + βD)∂µ�a + �cµ + 3βD∂µ�d

+
1

2
va

[
n

(±) a

b

(
∂b∂µa+ ∂µb

b + ∂bcµ + (ēb
µ� − ∂b∂µ)d+ εb

klmē
k
µ∂

ldm + db
µ

)

+n(±) ρ
µ

(
∂a∂ρa+ ∂ρb

a + ∂acρ + (ēa
ρ� − ∂a∂ρ)d+ εa

pqrē
p
ρ∂

qdr + da
ρ

)]ergibt si
h der We
hselwirkungsanteil für die Ei
h�xierungsbeiträge der quadratis
henForm zu
Γ̃

quad (1)
k gf =

1

2
· 1

16πGk

∫
d4x ē

{ 1

αD

[
(1 + βD)∂µ�a + �cµ + 3βD∂µ�d

]

[1
2
va

[
n

(±) a

b

(
∂b∂µa + ∂µbb + ∂bcµ + (ēbµ� − ∂b∂µ)d

+εb
klmē

kµ∂ldm + dbµ
)

+n(±) µρ
(
∂a∂ρa+ ∂ρb

a + ∂acρ + (ēa
ρ� − ∂a∂ρ)d

+εa
pqrē

p
ρ∂

qdr + da
ρ

)]]

+
[1
2
va

[
n

(±) a

b

(
∂b∂µa+ ∂µb

b + ∂bcµ + (ēb
µ� − ∂b∂µ)d

+εb
klmē

k
µ∂

ldm + db
µ

)

+n(±) ρ
µ

(
∂a∂ρa+ ∂ρb

a + ∂acρ + (ēa
ρ� − ∂a∂ρ)d

+εa
pqrē

p
ρ∂

qdr + da
ρ

)]]

[
(1 + βD)∂µ�a+ �cµ + 3βD∂

µ�d
]}

. (H.16)In diesem Ausdru
k tritt weder eine bm-bk- no
h eine dm-dk-Mis
hung auf. Zudem gibt esau
h keinen dmn-dkl-Beitrag zum Tensorsektor. Wir bere
hnen die einzelnen Komponentenwieder na
h den einzelnen Sektoren gegliedert und in diesen dann paritätsgeordnet. Au
h



418 H.2 Bere
hnung des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfhier unterdrü
ken wir im folgenden den Vorfaktor 1

2
· 1

16πGk
.

H.2.1 Der skalare SektorBlo
k {a, d}-{a, d}:Komponente a− a:
1

αD
d4x ē

{
a
[
− (1 + βD)

2

(
(∂µva)� + 2(∂kva)∂

k∂µ + va∂µ�
)

(
n

(±) a

b∂
b∂µ + n(±) µρ∂a∂ρ

)

+
(1 + βD)

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)∂µ + (∂µva)∂

b + va∂
b∂µ

)

+n(±) ρ
µ

(
(∂ava)∂ρ + (∂ρva)∂

a + va∂
a∂ρ

))
∂µ�

]
a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[
− (1 + βD)

2

(
n

(±) a

b

(
(∂kva)∂

k∂b� + 2(∂kva)∂
k∂b� + va∂

b�2
)

+n(±) µρ
(
(∂µva)∂

a∂ρ� + 2(∂kva)∂
a∂k∂µ∂ρ + va∂

a∂µ∂ρ�
))

+
(1 + βD)

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)�

2 + (∂kva)∂
k∂b� + va∂

b�2
)

+n(±) ρ
µ

(
(∂ava)∂

µ∂ρ� + (∂ρva)∂
a∂µ� + va∂

a∂µ∂ρ�
))]

a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[(

− (1 + βD)

2
− (1 + βD) +

(1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b� +

+
(
− (1 + βD)

2
+

(1 + βD)

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
(
− (1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
− (1 + βD)

2
− (1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[
− (1 + βD)n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− (1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
− (1 + βD)

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
a
} (H.17)
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k 419Komponente a− d:

1

αD

∫
d4x ē

{
a
[
− (1 + βD)

2

(
(∂µva)� + 2(∂kva)∂

k∂µ + va∂µ�
)

(
n

(±) a

b(�ē
bµ − ∂b∂µ) + n(±) µρ(�ēa

ρ − ∂a∂ρ)
)

+
3βD

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)∂µ + (∂µva)∂

b + va∂
b∂µ

)

+n(±) ρ
µ

(
(∂ava)∂ρ + (∂ρva)∂

a + va∂
a∂ρ

))
∂µ�

]
d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[
− (1 + βD)

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)�

2 + 2(∂kva)∂
k∂b� + va∂

b�2

−(∂µva)∂
µ∂b� − 2(∂kva)∂

k∂b� − va∂
b�2
)

+n(±) µρ
(
(∂µvρ)�

2 + 2(∂kvρ)∂
k∂µ� + vρ∂

µ�2

−(∂µva)∂
a∂ρ� − 2(∂kva)∂

a∂k∂µ∂ρ − va∂
a∂µ∂ρ�

))

+
3βD

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)�

2 + (∂µva)∂
µ∂b� + va∂

b�2
)

+n(±) ρ
µ

(
(∂ava)∂

µ∂ρ� + (∂ρva)∂
a∂µ� + va∂

a∂µ∂ρ�
))]

d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[((1 + βD)

2
− (1 + βD)

2
− 3βD

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
− (1 + βD) +

(1 + βD)

2
+ (1 + βD) + (1 + βD) +

3βD

2

)

n
(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− (1 + βD)

2
+

(1 + βD)

2
+

(1 + βD)

2
+

3βD

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
((1 + βD)

2
− 3βD

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[(

− 3βD

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2 +

(
3βD +

3

2

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
2βD +

1

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2 +

(
− βD +

1

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
}(H.18)
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quad (1)
k gfKomponente d− a:

1

αD

∫
d4x ē

{
d
[
− 3βD

2

(
(∂µva)� + 2(∂kva)∂

k∂µ + va∂µ�
)

(
n

(±) a

b∂
b∂µ + n(±) µρ∂ρ∂

a
)

+
(1 + βD)

2

(
n

(±) a

b

(
ēb

µva� + 2ēb
µ(∂kva)∂

k − (∂bva)∂µ

−(∂µva)∂
b − va∂

b∂µ

)

+n(±) ρ
µ

(
ēa

ρva� + 2ēa
ρ(∂kva)∂

k − (∂ava)∂ρ

−(∂ρva)∂
a − va∂

a∂ρ

))
∂µ�

]
a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[(

− 3βD

2

)(
n

(±) a

b

(
(∂µva)∂

µ∂b� + 2(∂kva)∂
k∂b� + va∂

b�2
)

+n(±) µρ
(
(∂µva)∂

a∂ρ� + 2(∂kva)∂
a∂k∂µ∂ρ + va∂

a∂µ∂ρ�
))

+
((1 + βD)

2

)(
n

(±) a

b

(
va∂

b�2 + 2(∂kva)∂
k∂b� − (∂bva)�

2

−(∂µva)∂
µ∂b� − va∂

b�2
)

+n(±) ρ
µ

(
vρ∂

µ�2 + 2(∂kvρ)∂
k∂µ� − (∂ava)∂

µ∂ρ�

−(∂ρva)∂
a∂µ� − va∂

a∂µ∂ρ�
))]

a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[((1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
− 3βD

2
− 3βD + (1 + βD) − (1 + βD)

2
− (1 + βD)

)

n
(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− 3βD

2
+

(1 + βD)

2
− (1 + βD)

2
− (1 + βD)

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
(
− 3βD

2
+

(1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
a
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[((1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2 +

(
− 2βD − 1

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
(
− 5βD − 1

2

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− βD +

1

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
a
} (H.19)
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1

αD

∫
d4x ē

{
d
[
− 3βD

2

(
(∂µva)� + 2(∂kva)∂

k∂µ + va∂µ�
)

(
n

(±) a

b(�ē
bµ − ∂b∂µ) + n(±) µρ(�ēa

ρ − ∂a∂ρ)
)

+
3βD

2

(
n

(±) a

b

(
vaē

b
µ� + 2(∂kva)∂

k ēb
µ − (∂bva)∂µ

−(∂µva)∂
b − va∂

b∂µ

)

+n(±) ρ
µ

(
vaē

a
ρ� + 2ēa

ρ(∂kva)∂
k − (∂ava)∂ρ

−(∂ρva)∂
a − va∂

a∂ρ

))
∂µ�

]
d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[
− 3βD

2

(
n

(±) a

b

(
(∂bva)�

2 + 2(∂kva)∂
k∂b� + va∂

b�2

−(∂kva)∂
k∂b� − 2(∂kva)∂

k∂b� − va∂
b�2
)

+n(±) µρ
(
(∂µvρ)�

2 + 2(∂kvρ)∂
k∂µ� + vρ∂µ�

2

−(∂µva)∂
a∂ρ� − 2(∂kva)∂

a∂k∂µ∂ρ − va∂
a∂µ∂ρ�

))

+
(3βD

2

)(
n

(±) a

b

(
va∂

b�2 + 2(∂kva)∂
k∂b� − (∂bva)�

2

−(∂kva)∂
k∂b� − va∂

b�2
)

+n(±) µρ
(
vρ∂µ�

2 + 2(∂kvρ)∂
k∂µ� − (∂ava)∂µ∂ρ�

−(∂ρva)∂
a∂µ� − va∂

a∂µ∂ρ�
))]

d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[(3βD

2
− 3βD

2
+

3βD

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
− 3βD +

3βD

2
+ 3βD + 3βD + 3βD − 3βD

2
+ 3βD

)

n
(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− 3βD

2
+

3βD

2
+

3βD

2
+

3βD

2
− 3βD

2
− 3βD

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
(3βD

2
+

3βD

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
d
[(3βD

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
3βD

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
3βD

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
} (H.20)



422 H.2 Bere
hnung des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfH.2.2 Der Vektor-Sektor

Blo
k {b, c}-{b, c}:Wir bestimmen zunä
hst die Beiträge im linken oberen paritätsgeraden Diagonalblo
k,in dem e
hte Vektoren mit e
hten Vektoren koppeln und bere
hnenKomponente bm − ck:
1

αD

∫
d4x ē

{
bb
[
− 1

2

(
n

(±) a

b

(
(∂µva) + va∂µ

)
+ n(±) ρ

µ

(
(∂ρvb) + vb∂ρ

))
�
]
cµ
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
ba
[1
2

(
n(±) b

a (∂µvb) − n(±) ρ
µ (∂ρva) − van

(±) ρ
µ ∂ρ

)
�
]
cµ
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
ba
[1
2

(
n(±) b

a (∂µvb) + n(±) ρ
µ(∂ρva) + van

(±) ρ
µ∂ρ

)
�
]
cµ
} (H.21)sowieKomponente cm − bk:

1

αD

∫
d4x ē

{
cµ

[1
2

(
va� + 2(∂kva)∂

k
)(
n

(±) a

b∂
µbb + n(±) µρ∂ρb

a
)]}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
cµ

[1
2

(
vbn

(±) b
a∂

µ� + 2n(±) b
a(∂kvb)∂

k∂µ

+van
(±) µρ∂ρ� + 2n(±) µρ(∂kva)∂

k∂ρ

)]
ba
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
cµ

[1
2

(
− n(±) b

a(∂
µvb)� + van

(±) µρ∂ρ� + 2n(±) µρ(∂kva)∂
k∂ρ

)]
ba
}
.(H.22)Abs
hlieÿend bere
hnen wir
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k 423Komponente cm − ck:

1

αD

∫
d4x ē

{
cµ

[1
2

((
va� + 2(∂kva)∂

k
)(
δµ

νn
(±) a

b∂
b + n(±) µ

ν∂
a
)

−
(
δµ

νn
(±) a

b

(
va∂

b + (∂bva)
)

+n(±) µ
ν

(
(∂ava) + va∂

a
))

�
)]
cν
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
cµ

[1
2

(
δµ

νn
(±) a

b

(
(∂av

b)� + 2(∂kva)∂
k∂b
)

+n(±) µ
ν

(
2va∂

a� + (∂ava)� + 2(∂kva)∂
k∂a
))]

cν
}
.(H.23)Blo
k {b, c}-{d}:Die Di�eomorphismus-Ei
h�xierung steuert zu den Nebendiagonalblö
ken bloÿ die cm-

dk-Komponente im Vektor-Sektor bei. Der relevante Beitrag lautet hierKomponente cm − dk:
1

αD

∫
d4x

ē

2
ck
{(
va� + 2(∂uva)∂

u
)(
n

(±) a

bε
b
klm + n

(±) p

k ε
a
plm

)}
∂ldm

=
1

αD

∫
d4x

ē

2
ck
{
ε b

k lmn
(±) a

b

(
va� + 2(∂uva)∂

u
)
− n

(±)
kbε

ba
lm

(
va� + 2(∂uva)∂

u
}
∂ldm .(H.24)Blo
k {d}-{b, c}:Sein Gegenstü
k ist gegeben dur
hKomponente dm − ck:

1

αD

∫
d4x

ē

2

{
va

(
n

(±) a

bε
b
klmē

k
µ(∂

ldm) + n(±) ρ
µ εa

pqrē
p
ρ(∂

qdr)
)}

�cµ

=
1

αD

∫
d4x

ē

2
dm
{(
ε b

m lkn
(±) a

b − ε b a
m l n

(±)
bk

)(
(∂lva) + va∂

l
)}

�ck . (H.25)
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quad (1)
k gravH.3 Der ε̄-τ̄-Beitrag zu Γ̃

quad (1)
k gravBis auf den übli
hen Vorfaktor 1

16πGk
ist dieser unter Bea
htung der Antisymmetrie von

K
(γk)
abcm und τ̄kl

α im ersten bzw. im O(4)-Indexpaar zunä
hst von der Form
(2 · 16πGk)Γ̃

quad (1)
k grav |ε̄−τ̄

=

∫
d4x ε̄m

β

[
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
ν

(
δa

kω̄
b
lµ + δb

lω̄
a
kµ
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τ̄kl

α

=

∫
d4x ε̄m

β

[
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c
ν

(
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b
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b
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τ̄kl

α

=

∫
d4x ε̄m

β

[
− 2εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νδ

a
kω̄

b
lµ

]
τ̄kl

α

=

∫
d4x

(
∂m∂βa + ∂βb

m + ∂mcβ + (�ēm
β − ∂m∂β)d+ εm

pqrē
p
β∂

qdr + dm
β

)

[
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

]
(
∂α∂
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(
(�ēl]

α − ∂l]∂α)B + ε
l]
efgē

e
α∂

fBg +Bl]
α

)
+

1

2
εal

ef∂α∂
eCf

+
1

2
εal

ef∂
e
(
(�ēf

α − ∂f∂α)D + ε
f
eghē

e
α∂

gDh +Df
α

))
. (H.26)Im Hinbli
k auf den weiteren Verlauf der Re
hnung ist folgende Identität hilfrei
h:

εµνβαK
(γk)
abcmē

c
ν

= ē ē µ
p ē

ν
q ē

β
r ē

α
s ε

pqrs
(
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γk

(
ηacηbm − ηamηbc

))
ēc

ν

= ē εpcrs
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(
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))
ē µ

p ē
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r ē
α

s

= ē
(
δp
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r
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s
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p
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r
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s
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mδ
r
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s
a − δp

aδ
r
bδ

s
m − δ

p
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r
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s
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r
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s
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+
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(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

))
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

= ē
(
ē µ

a ē
β

m ē
α

b + ē
µ

b ē
β

a ē
α

m + ē µ
m ē

β
b ē

α
a − ē µ

a ē
β

b ē
α

m − ē
µ

b ē
β

m ē
α

a − ē µ
m ē

β
a ē

α
b

+
1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

)
. (H.27)Wir bere
hnen (H.26) wiederum sektorweise.



Bere
hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 425H.3.1 Der skalare SektorBlo
k {a, d}-{B}:Wir bere
hnen zunä
hst die Mis
hungen der e
hten Skalare und erhalten den erstenBeitrag zuKomponente a−B:

∫
d4x
(
∂m∂βa

)[
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

]
· 1

2
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∂aēl

α − ∂lēa
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)
�B
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ē

2
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[
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(
ē µ

a ē
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b ē
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α

a + ē µ
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)
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p ē
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α − ∂lēa
α

)]
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=
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ē

2
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{
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(±) b

l

[(
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l
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s∂
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=
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[(
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lpr

b vp∂r�
)]}

�B . (H.28)Hier kann bei den letzten dreien der vier Terme, die auf den inversen Immirzi-Parameterfolgen, zudem no
h die (Anti-)Selbstdualitätsrelation (H.2) angewandt werden, worauf wirallerdings an dieser Stelle zunä
hst verzi
hten wollen.Des weiteren erhalten wir unter Bea
htung der Tatsa
he, daÿ unter dem Integral einTerm der Form (�d)vµ bei partieller Integration in d(2(∂kvµ)∂k + vµ�+O(∂2v)
) übergeht
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quad (1)
k gravKomponente d− B:

∫
d4x
(
(�ēm

β − ∂m∂β)d
)[

− εµνβαK
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c
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l

]
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�B

=

∫
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ē

2
d
{
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(±) b

l

[
2
((

2(∂kvb)∂k + vb�
)
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(
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(
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)
∂aδl

b

+
(
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1
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ε
ps

ab

(
2(∂kvp)∂k + vp�

)(
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−
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)

− 1

γk

(
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))]}

�B

=

∫
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ē

2
d
{
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(±) b

l

[
2
(
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(
2(∂kvb)∂k + vb�
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ε
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�B

=

∫
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ē

2
d
{
n
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l

[(
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a(∂pvr)∂
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lpr
b (∂pvr)�

))]}
�B ,(H.29)wobei wir ausgenutzt haben, daÿ die zweite Zeile des Ausdru
ks na
h dem ersten Glei
h-heitszei
hen bis auf das Vorzei
hen gerade dem unmittelbar zuvor bere
hneten a-B-Beitragentspri
ht. Zur Umformulierung der ersten Zeile haben wir die mit ēm

β kontrahierte Relation
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εµνβαK
(γk)
abcmē

c
ν ē

m
β = 2ē

(
ē µ

a ē
α

b − ē
µ

b ē
α

a − 1

γk

ε
ps

ab ē µ
p ē

α
s

)
.Blo
k {a, d}-{D}:Die paritätsungeraden Nebendiagonalblö
ke im skalaren Sektor ergeben si
h aus

∫
d4x
(
∂m∂βa+ (�ēm

β − ∂m∂β)d
)[

− εµνβα
(
εabcm − 1

γk

(
ηacηbm − ηamηbc

))
×

×ēc
νvµn

(±) b

l

]1
2
εal

ef∂
e(�ēf

α − ∂f∂α)D .Die gemis
hte partielle Ableitung vor dem re
hten Skalar D fällt dabei aufgrund derKontraktion mit dem ε-Tensor weg. Wir kontrahieren für den Term ohne 1
γk

die beiden
ε-Tensoren in der e
kigen Klammer, für den Immirzi-Beitrag hingegen verwenden wir das
ε vor dem Feld D zur Kontraktion. Umges
hrieben auf O(4)-Indizes erhalten wir dann

1

2

∫
d4x ē

(
∂m∂va+ (�δm

v − ∂m∂v)d
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l
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v
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f
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v
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f
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v
aδ

f
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)
εal

ef +
1

γk

(
ηbm(ηlvδ a

e − ηlaδ v
e ) + ηbe(η

lvδ a
m − ηlaδ v

m )
)
va

)]
∂e�D ,wobei wir ausgenutzt haben, daÿ bei Kontraktion eines Krone
ker-Symbols mit einemder antisymmetris
hen Tensoren ε oder n(±) die entspre
henden Terme vers
hwinden. Wirbere
hnen nun mittels zweifa
her partieller Integration den a-D-Beitrag zuKomponente a−D:

1
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[
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�D . (H.30)
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k gravUm das d-D-Matrixelement zu bere
hnen, betra
hten wir zunä
hst nur den Beitragdes �-Operators vor d und ziehen von dem erhaltenen Resultat ans
hlieÿend das a-D-Matrixelement mit a ersetzt dur
h d ab. Mit zweifa
her partieller Integration ergibt si
h

∫
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(
�ēm
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∂e�Dund somitKomponente d−D:
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)]
�D . (H.31)

H.3.2 Der Vektor-SektorWir betra
hten zunä
hst die Kopplungen der e
hten Vektoren untereinander:Blo
k {b, c}-{A, D}:Hier ist der zu betra
htende Beitrag dur
h
∫
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(
∂βb

m + ∂mcβ
)[
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)
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k 429gegeben. Wir bere
hnen nun dessen separate Komponenten.Komponente bm − Ak:

∫
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α

b − ē
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m ē
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β
b ē
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β

r ē
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Al , (H.32)wobei wir ausgenutzt haben, daÿ eine partielle Ableitung bezügli
h des Index m na
h parti-eller Integration wegen des Constraints ∂mb

m = 0 vers
hwindet, denn da auss
hlieÿli
h dieerste Ableitung des Vektorfeldes vµ auftritt, wirkt die partielle Ableitung innerhalb der vonuns betra
hteten Näherung na
h dieser Integration nur auf das Feld bm; die Zusatztermewären von der Ordnung O(∂2ω), so daÿ diese von uns verna
hlässigt werden können. Im
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k gravletzten S
hritt haben wir zudem die Antisymmetrie des Tensors n(±) b

a berü
ksi
htigt, sodaÿ dessen Kontraktion mit zwei partiellen Ableitungen vers
hwindet.Komponente bm −Dk:
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(∂bvl) − (∂lvb)

)
+ n

(±) b

l

(
(∂mvb) − (∂bvm)

)]

+
1

γk

(
n

(±) b

lε
pr

b m + n(±)
maε

pra
l − ηlmn

(±) b
aε

apr
b

)(
∂pvr

)]
�

+n
(±) b

l

[(
(∂mvb) − (∂bvm)

)
� +

(
(∂avm) − (∂mva)

)
∂a∂b

]

+
1

γk

(
n(±)

maε
prs

l + ηlmn
(±) b

aε
prs

b

)(
∂pvr

)
∂a∂s

+
[
− n

(±) b

l

[
2
(
vb∂m − vm∂b

)]
+
[
n(±) b

m

(
vl∂b − vb∂l

)
+ n

(±) b

l

(
vb∂m − vm∂b

)]

+
1

γk

(
n

(±) b

lε
pr

b m + n(±)
maε

pra
l − ηlmn

(±) b
aε

apr
b

)
vr∂p

]
�
}
Dl

=

∫
d4x

ē

2
bm
{[
n(±) b

m

(
− (∂bvl) + (∂lvb) − vl∂b

)
�

+n
(±) b

l

(
vm∂b� + (∂avm)∂a∂b + (∂mvb)� − (∂mva)∂

a∂b

)]

+
1

γk

(
− n

(±) b

lε
pr

mb (∂pvr)� − n(±)
maε

apr
l(∂pvr)� − ηmln

(±) b
aε

apr
b (∂pvr)�

+n(±)
maε

prs
l(∂pvr)∂

a∂s + ηmln
(±) b

aε
prs

b (∂pvr)∂
a∂s + n

(±) b

lε
pr

mb vp∂r�

+n(±)
maε

apr
lvp∂r� + ηmln

(±) b
aε

apr
b vp∂r�

)}
Dl , (H.33)wobei wir ausgenutzt haben, daÿ die erste Zeile des Ausdru
ks na
h dem ersten Glei
h-heitszei
hen gerade dur
h (H.32) mit der Ersetzung ∂α∂

[a → (�ē
[a
α − ∂α∂

[a gegeben ist;insbesondere läÿt si
h der Anteil, der subtrahiert wird, also sofort übernehmen.
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hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 431Komponente cm − Ak:

∫
d4x cβ

[
εµνβαK

(γk)
abcmē

c
ν

(
(∂mvµ) + vµ∂

m
)
n

(±) b

l

]
∂α∂

[aAl]

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{[
− n

(±) b

l

(
ē µ

a ē
β

b ē
α

m + ē
µ

b ē
β

m ē
α

a − ē µ
a ē

β
m ē

α
b − ē µ

m ē
β

b ē
α

a

+
1

γk

ε
prs

b ηamē
µ

p ē
β

r ē
α

s

)

+n(±) b
a

(
ē

µ
l ē

β
b ē

α
m − ē

µ
b ē

β
l ē

α
m − 1

γk

(
ε

prs
l ηbm − ε

prs
b ηlm

)
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

)](
∂mvµ

)

+
[
− n

(±) b

l

(
ē µ

a ē
β

b ē
α

m + ē
µ

b ē
β

m ē
α

a + ē µ
m ē

β
a ē

α
b − ē µ

a ē
β

m ē
α

b

−ē µ
b ē

β
a ē

α
m − ē µ

m ē
β

b ē
α

a +
1

γk

ε
prs

b ηamē
µ

p ē
β

r ē
α

s

)

+n(±) b
a

(
ē

µ
l ē

β
b ē

α
m − ē

µ
b ē

β
l ē

α
m +

1

γk

ε
prs

b ηlmē
µ

p ē
β

r ē
α

s

)]
vµ∂

m
}
∂α∂

aAl

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{(
− n

(±) b

l

[(
∂βvb

)
� − ē

β
b

(
∂mvm

)
� + ē

β
b

(
∂mva

)
∂m∂

a −
(
∂βva

)
∂a∂b

+ē β
b va∂

a� − vb∂
β� + vb∂

β� − ē
β

b vm∂
m�

+vm∂
m∂b∂

β − va∂
a∂b∂

β
]

+n(±) b
a

[
ē

β
b

(
∂mvl

)
∂m∂

a − ē
β

l

(
∂mvb

)
∂m∂

a + ē
β

b vl∂
a� − ē

β
l vb∂

a�
])

− 1

γk

ē
β

l

[
n

(±) b

lε
r ps
b

(
∂mvp

)
∂m∂s + n(±) b

aε
rps

l

(
∂bvp

)
∂a∂s − n(±) b

aε
r ps
b

(
∂lvp

)
∂a∂s

+n
(±) b

lε
r ps
b vp∂s�

]}
Al

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{(
n

(±) β

l

[(
∂mvm

)
� −

(
∂mva

)
∂m∂

a
]
+ n

(±) b

l

[(
∂βva

)
∂a∂b − (∂βvb

)
�
]

+n(±) β
a

[(
∂mvl

)
∂m∂

a + vl∂
a�
]
− ē

β
l n

(±) b
a

[(
∂mvb

)
∂m∂

a + vb∂
a�
])

− 1

γk

ē β
r

[
n

(±) b

lε
r ps
b

(
∂mvp

)
∂m∂s + n(±) b

aε
rps

l

(
∂bvp

)
∂a∂s

−n(±) b
aε

r ps
b

(
∂lvp

)
∂a∂s + n

(±) b

lε
r ps
b vp∂s�

]}
Al (H.34)



432 H.3 Der ε̄-τ̄ -Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k gravKomponente cm −Dk:

∫
d4x cβ

[
εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νn

(±) b

l

(
(∂mvµ) + vµ∂

m
)]1

2

[(
�ēa

α − ∂a∂α

)
δl

i −
(
�ēl

α − ∂l∂α

)
δa

i

]
Di

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{
n

(±) b

l

[(
(∂mva) + va∂

m
)(
ē β

m ē
α

b − ē
β

b ē
α

m

)
+
(
(∂mvb) + vb∂

m
)(
ē β

a ē
α

m − ē β
m ē

α
a

)

+
(
(∂mvm) + vm∂

m
)(
ē

β
b ē

α
a − ē β

a ē
α

b

)

+
1

γk

ē β
r

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
ē α

s

(
(∂mvp) + vp∂

m
)]}

[(
�ēa

α − ∂a∂α

)
δl

i −
(
�ēl

α − ∂l∂α

)
δa

i

]
Di

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{
n

(±) b
i

[(
(∂mvm) + vm∂

m
)(

− ē
β

b �
)

+ ē
β

b

(
(∂mva)∂

a∂m + va∂
a�
)

−
(
(∂mvb) + vb∂

m
)
∂m∂

β +
(
(∂mvm) + vm∂

m
)

(
4ē β

b � − ē
β

b � − ē
β

b � + ∂b∂
β
)]

−n(±) b

l

[
− ē

β
b

(
(∂lvi) + vi∂

l
)

+ ē
β

b

(
(∂mvi) + vi∂

m
)
∂l∂m

+ē β
i

((
(∂lvb) + vb∂

l
)
� −

(
(∂mvb) + vb∂

m
)
∂m∂

l
)

+
(
(∂mvm) + vm∂

m
)(
ē

β
b δ

l
i� − ē

β
b ∂

l∂i − ē
β

i δ
l

b � + ē
β

i ∂
l∂b

)]

+
1

γk

ē
β

b

{
n

(±) b
i

[
− ε

pr
b m

(
(∂mvp) + vp∂

m
)
� + ε

prs
b

(
(∂mvp) + vp∂

m
)
∂m∂s

]

+n
(±) b

l

[
− ε

prl
i

(
(∂bvp) + vp∂b

)
� + ε

prl
b

(
(∂ivp) + vp∂i

)
�

+ε prs
i

(
(∂bvp) + vp∂b

)
∂l∂s − ε

prs
b

(
(∂ivp) + vp∂i

)
∂l∂s

]}}
Di

=

∫
d4x

ē

2
cβ

{
n

(±) b
i

[
ē

β
b

(
vm∂

m� + (∂mva)∂
a∂m

)
− (∂βvm)∂m∂b + (∂βvb)�

]

+n
(±) b

l

[
ē

β
b

(
(∂lvi)� − (∂mvi)∂m∂

l
)

+ ē
β

i

(
(∂mvb)∂m∂

l − (∂lvb)�
)]

+
1

γk

ē β
r

(
n

(±) b
iε

r p
bm (∂mvp)� + n

(±) b
iε

r ps
b (∂mvp)∂m∂s + n

(±) b

lε
rlp

i(∂bvp)�

+n
(±) b

lε
rlp

ivp∂b� + n
(±) b

lε
rps

i(∂bvp)∂
l∂s − n

(±) b

lε
r lp
b (∂ivp)�

−n(±) b

lε
r ps
b (∂ivp)∂

l∂s

)}
Di , (H.35)wobei wir unter anderem ausgenutzt haben, daÿ ein Term der Form (∂βva) + va∂

β na
hpartieller Integration vers
hwindet, da dann die Ableitung nur no
h auf cβ wirkt. Aus demglei
hen Grund vers
hwinden bei Verna
hlässigung der Ordnung O(∂2v) Terme der Form
(∂mva)∂

β .



Bere
hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 433Blo
k {b, c}-{B, C}:Wir bere
hnen nun die Einträge, die in der na
h Parität geordneten Matrixdarstellungvon Γ

quad (1)
k grav im Vektor-Sektor im re
hten oberen Blo
k zu �nden sind. Diese ergeben si
haus
∫

d4x
(
∂βb

m + ∂mcβ
)[

− εµνβα
(
εabcm − 1

γk

(
ηacηbm − ηamηbc

))
ēc

νvµn
(±) b

l

]

(
∂[aε

l]
efgē

e
α∂

fBg +
1

2
εal

ef∂α∂
eCf

)Wir integrieren einmal partiell und übertragen die Antisymmetrisierung in der zum Feld
Bg gehörigen Tensorstruktur auf die Tensorstruktur des Integralkerns. Dies liefertKomponente bm − Bk:

∫
d4x

ē

2
bm
{[((

εabcmn
(±) b

l − εlbcmn
(±) b

a

)
+

1

γk

(
n

(±) b

l(ηamηbc − ηacηbm)

−n(±) b
a(ηlmηbc − ηlcηbm)

))

(
ηulδc

fδ
w
g + δu

fδ
c
gη

wl + δu
gη

clδw
f − ηulδc

gδ
w
f − δu

fη
clδw

g − δu
gδ

c
fη

wl
)]

(
(∂wvu) + vu∂w

)}
∂a∂fBg

=

∫
d4x

ē

2
bm
{[
εabcmn

(±) b

l

(
(∂lvf)∂

fδc
g + (∂fvg)∂

fηcl − (∂fv
l)∂fδc

g − (∂gvf)∂
fηcl
)

+εabcmn
(±) b

l

(
vf∂

f∂lδc
g + vg�η

cl − vl�δc
g

)

−εlbcmn
(±) b

a

(
(∂gv

l)∂c + (∂lvf)∂
fδc

g − (∂fv
l)∂f δc

g − (∂lvg)∂
c
)

−εlbcmn
(±) b

a

(
vf∂

f∂lδc
g − vl�δc

g

)]
∂a

+
1

γk

[(
− n

(±)
ml(∂gv

l)� − n
(±)

lgvf∂
f∂l∂m − n(±)

ma

(
(∂fvg) + vg∂f

)
∂f∂a

+n
(±)

lgv
l∂m� + n(±)

ma(∂gvf)∂
f∂a + n

(±)
ml

(
(∂lvg) + vg∂

l)�
)

−
(
− n(±)

ma(∂gvf)∂
f∂a − n(±)

ma(∂gvf)∂
f∂a − 3n(±)

ma

(
(∂fvg) + vg∂f

)
∂f∂a

+n(±)
ag

(
(∂fvm) + vm∂f

)
∂f∂a + n(±)

ma

(
(∂fvg) + vg∂f

)
∂f∂a

+3n(±)
ma(∂gvf)∂

f∂a + n(±)
ma

(
(∂fvg) + vg∂f

)
∂f∂a

)]}
Bg



434 H.3 Der ε̄-τ̄ -Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē

2
bm
{[
εmbagn

(±) b

l

(
(∂lvf )∂

f∂a − (∂fv
l)∂f∂a − vl∂a� − (∂avf )∂

f∂l

+(∂fv
a)∂f∂l + va∂l�

)

+εmbacn
(±) b

l

(
(∂avg) − (∂gv

a)
)
∂c∂l ± 2n(±)

ma

(
(∂gvf )∂

f − (∂fvg)∂
f − vg�

)
∂a
]

+
1

γk

[
n(±)

ma

(
vg∂

a� + (∂avg)� − (∂gv
a)�
)

+n(±)
ag

((
(∂mvf) − (∂fvm)

)
∂f∂a − (∂mv

a)� − vm∂
a�
)]}

Bg . (H.36)Wir haben dabei wiederum bea
htet, daÿ bei einem Term der Form (∂mvk) + vk∂m dieAbleitung partiell integriert und auf den divergenzfreien Vektor bm angewandt werdenkann; derartige Terme vers
hwinden also. Der glei
hen Logik folgend haben wir im Sinneunserer Konvention Terme der Form vk∂m als −(∂mvk) ges
hrieben.Des weiteren erhalten wirKomponente bm − Ck:
∫

d4x
ē

2
bm
[
n

(±) b

lε
uvcw

(
εabcm − 1

γk

(
ηacηbm − ηamηbc

))(
∂uvv

)]
εal

ef∂w∂
eCf

=

∫
d4x

ē

2
bm
{
n

(±) b

l

[(
(∂avb) − (∂bva)

)
εal

ef∂m∂
e +

(
(∂mva) − (∂avm)

)
εal

ef∂b∂
e
]

+
1

γk

[
n

(±)
ml

((
(∂lvf ) − (∂fv

l)
)
� +

(
(∂fve) − (∂evf )

)
∂e∂l

)

−n(±) b

l ε
l

m efε
pqr

b (∂pvq)∂
e∂r

]}
Cf

=

∫
d4x

ē

2
bm
{
εla

efn
(±) b

l

(
(∂mva) − (∂avm)

)
∂e∂b

+
1

γk

[
n

(±)
ml

((
(∂lvf ) − (∂fv

l)
)
� +

(
(∂fve) − (∂evf )

)
∂e∂l

)

−n(±) b

l ε
l

m efε
pqr

b (∂pvq)∂
e∂r

]}
Cf (H.37)Komponente cm − Bk:

∫
d4x

ē

2
cw

{[(
εabcmn

(±) b

l(∂
mvp) − εlbcmn

(±) b
a

(
(∂mvp) + vp∂

m
)) (H.38)

+
1

γk

(
n

(±) b

l(ηamηbc − ηacηbm) − n(±) b
a(ηlmηbc − ηlcηbm)

)(
(∂mvp) + vp∂

m
)]

(
εpcweεl

efg

)}
∂a∂fBg



Bere
hnung des Beitrages erster Ordnung zu Γ̃quad
k 435

=

∫
d4x

ē

2
cw

{[
εabcmn

(±) b

l

(
(∂mvf)η

wlδc
g − (∂mvf )η

clδw
g

)

−εlbcmn
(±) b

a

(
(∂mvl)δc

fδ
w
g + (∂mvf )δ

c
gη

wl − (∂mvg)δ
c
fη

wl
)

−εlbcmn
(±) b

a

(
vf∂

mδc
gη

wl − vl∂mδc
gδ

w
f

)]
∂a∂f

+
1

γk

[
− n(±) w

g

(
(∂avf )∂

f∂a + vf∂
f�
)

+ δw
gn

(±)
ab

(
(∂cv

b)∂c∂a − (∂avb)�
)

+n(±)
ag

(
− (∂wva)� + (∂wvc)∂

c∂a
)

+ n(±) w
a

(
(∂cvg)∂

c∂a − (∂avg)�
)]}

Bg

=

∫
d4x

ē

2
cw

{[
n(±) wbεbmag(∂

mvf)∂
f∂a ± 2δw

gn
(±)

ma(∂
mvf )∂

f∂a + δw
gεbmlfn

(±) b
a(∂

mvl)∂f∂a

+εw
bmgn

(±) b
a(∂

mvf)∂
f∂a − εw

bmfn
(±) b

a(∂
mvg)∂

f∂a + εw
bmgn

(±) b
avf∂

f∂m∂a

−εblmgn
(±) b

a(∂
wvl)∂m∂a

]

+
1

γk

[
− n(±) w

g

(
(∂avf )∂

f∂a + vf∂
f�
)

+ δw
gn

(±)
ab

(
(∂cv

b)∂c∂a − (∂avb)�
)

+n(±)
ag

(
(∂wvc)∂

c∂a − (∂wva)�
)

+ n(±) w
a

(
(∂cvg)∂

c∂a − (∂avg)�
)]}

BgKomponente cm − Ck:
∫

d4x
ē

2
cw

{
εwpcs

(
εabcm − 1

γk

(
ηacηbm − ηamηbc

))(
(∂mvp) + vp∂

m
)
n

(±) b

l

}
εal

ef∂s∂
eCf

=

∫
d4x

ē

2
cw

{
n

(±) b

l

[(
(∂uvb)∂u + vb�

)
δw

a −
(
(∂uva)∂u + va�

)
δw

b

−
(
(∂mvm) + vm∂

m
)
∂bδ

w
a +

(
(∂wva) + va∂

w
)
∂b

]
εal

ef∂
e

+
1

γk

[
n(±) w

m

(
(∂mvf) + vf∂

m
)
� − n

(±)
mlδ

w
f

(
(∂mvl) + vl∂m

)
�

+n
(±)

mlδ
w
f

(
(∂mve) + ve∂m

)
∂e∂l − n

(±)
ml

(
(∂mvf ) + vf∂

m
)
∂l∂w

+εp wq
b ε l

m efn
(±) b

l

(
(∂mvp) + vp∂

m
)
∂q∂

e
]}
Cf

=

∫
d4x

ē

2
cw

{[
n

(±) w

lε
la

ef

(
(∂cva)∂c + va�

)
+ εwl

efn
(±) b

l

(
(∂mvm) + vm∂

m
)
∂b

−εwl
efn

(±) b

l

(
(∂cvb)∂c + vb�

)]
∂e

+
1

γk

[
δw

fn
(±)

ml

(
− (∂mvl)� − vl∂m� + (∂mva)∂

a∂l
) (H.39)

+n(±) w
m

(
− (∂mvf )� − vf∂

m�
)

+ n
(±) b

lε
w pq
b εl

mef(∂
mvp)∂q∂

e
]}
Cf



436 H.3 Der ε̄-τ̄ -Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k gravBlo
k {d}-{A, D}:Dieser Teil des Nebendiagonalblo
ks in der paritätsgeordneten Matrixdarstellung ent-steht aus

∫
d4x
(
εm

pqrē
p
β∂

qdr
){

− εµνβαK
(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

}

(
∂α∂

[aAl] +
1

2

(
(�ēa

α − ∂a∂α)δl
i − (�ēl

α − ∂l∂α)δa
i

)
Di
)

=

∫
d4x

ē

2
dr
{[(

n
(±) b

lεabcm − n(±) b
aεlbcm

)
εucpvεm

pqr

+
1

γk

[
n

(±) b

lε
m

pqrε
upcv
(
ηacηbm − ηamηbc

)

−n(±) b
aε

m
pqrε

upcv
(
ηlcηbm − ηlmηbc

)]](
(∂qvu) + vu∂

q
)}

(
∂v∂

aAl + (�δa
v − ∂a∂v)D

l
)
,wobei wir die Antisymmetrisierung der Felder auf der re
hten Seite auf die Tensorstrukturzwis
hen den Feldern übertragen haben. Die Auswertung der Tensor-Kontraktionen führtaufKomponente dm −Ak:

∫
d4x

ē

2
dr
{
εm

pqr

[
n(±) b

a

(
δ

p
b (∂qvl)∂m − (∂qvb)∂mδ

p
l

)
∂a (H.40)

−n(±) b

l

(
δ

p
b (∂qva)∂m∂

a + (∂qvm)∂b∂
p −

(
(∂qvm) + vm∂

q
)
δ

p
b �
)]

+
1

γk

[
n

(±) b

l

(
− (∂avr)∂

a∂b + ηrb(∂
qva)∂

a∂q + (∂bvr)� − (∂ava)�ηrb

)

−n(±) b
a

(
− (∂qvb)∂q∂

aηlr − vb∂
a�ηlr + (∂qvl)∂q∂

aηrb + vl∂
a�ηrb

)]}
Al

=

∫
d4x

ē

2
dr
{
− ε m

rbq n(±) b
a(∂

qvl)∂m∂
a + ε m

rbq n
(±) b

l

(
(∂qva)∂

a∂m − (∂qvm)� − vm∂
q�
)

+ε m
rq ln

(±) b
a(∂

qvb)∂m∂
a + ε m

rq pn
(±) b

l(∂
qvm)∂p∂b

+
1

γk

[
n

(±) b

l

(
(∂bvr)� − (∂avr)∂

a∂b + ηrb

(
(∂qva)∂

a∂q − (∂ava)�
))

−n(±) b
a

(
− ηrl

(
vb∂

a� + (∂qvb)∂q∂
a
)

+ ηrb

(
vl∂

a� + (∂qvl)∂q∂
a
))]}

Al .
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hnen wir wie übli
h, indem bei diesem zunä
hst bloÿ den �-Operator vor dem Vektor Dk berü
ksi
htigen und von diesem Resultat dann die Struktur(H.40) mit der Ersetzung Ak → Dk abziehen. Dementspre
hend erhalten wir zunä
hst

∫
d4x

ē

2
dr
{[(

n
(±) b

lεabcm − n(±) b
aεlbcm

)
εucpaεm

pqr

+
1

γk

[
n

(±) b

lε
m

pqrε
upca
(
ηacηbm − ηamηbc

)

−n(±) b
aε

m
pqrε

upca
(
ηlcηbm − ηlmηbc

)]](
(∂qvu) + vu∂

q
)}

�Dl

=

∫
d4x

ē

2
dr
{
± 2n(±)

rq

(
(∂qvl + vl∂

q
)

+ ε a
r qln

(±) b
a

(
(∂qvb) + vb∂

q
)

+ε m
rb qn

(±) b

l

(
(∂qvm) + vm∂

q
)

+
1

γk

[
n

(±) b

l

(
(∂bvr) + vr∂b

)
− n

(±)
rl

(
(∂qvq) + vq∂

q
)

+n(±) b
aηrl

(
(∂avb) + vb∂

a
)
− n(±)

ra

(
2(∂avl) + 2vl∂

a
)

+ n(±) b
r (∂lvb)

]}
�Dlund damitKomponente dm −Dk:

∫
d4x

ē

2
dr
{[

± 2n(±)
rq

(
(∂qvl) + vl∂

q
)
� + ε a

r qln
(±) b

a

(
(∂qvb) + vb∂

q
)
� (H.41)

+ε m
rbq n(±) b

a(∂
qvl)∂m∂

a − ε m
rbq n

(±) b

l(∂
qva)∂

a∂m

−ε m
rq ln

(±) b
a(∂

qvb)∂m∂
a − ε m

rq pn
(±) b

l(∂
qvm)∂p∂b

]

+
1

γk

[
n

(±) b

l

(
vr∂b� + (∂avr)∂

a∂b

)
− n

(±)
rl

(
vq∂

q� + (∂qva)∂
a∂q

)

+n(±) b
aηrl

(
(∂avb)� − (∂qvb)∂q∂

a
)

−n(±)
ra

(
vl∂

a� + 2(∂avl)� − (∂qvl)∂q∂
a
)

+ n(±) b
r (∂lvb)�

]}
Dl .
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quad (1)
k gravBlo
k {d}-{B, C}:Die Kopplungen des Pseudovektors dm mit den Pseudovektoren Bk und Ck aus denZerlegungen (6.11) und (6.12) des Vielbeins bzw. des Spinzusammenhangs tragen zu demunteren paritätsgeraden Diagonalblo
k bei. Zu bere
hnen ist hier der Ausdru
k

∫
d4x εm

uvwē
u
β∂

vdw
[
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

](
∂[aε

l]
efgē

e
α∂

fBg +
1

2
εal

ef∂α∂
eCf

)

=

∫
d4x dw

[
n

(±) b

lε
µνβαK

(γk)
abcmē

c
ν

(
(∂vvµ) + vµ∂

v
)]
εm

uvwē
u
β

(1

2

(
∂aεl

efg − ∂lεa
efg

)
ēe

α∂
fBg +

1

2
εal

ef∂α∂
eCf

)

=

∫
d4x

ē

2
εm

uvwē
u
β∂

vdw
[
εµνβαK

(γk)
abcmē

c
ν

(
(∂vvµ) + vµ∂

v
)
n

(±) b

l

]
εm

uvwē
u
β

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(
ē β

m ē
α

b − ē
β

b ē
α

m

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
ē β

a ē
α

m − ē β
m ē

α
a

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
ē

β
b ē

α
a − ē β

a ē
α

b

)

+
1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
ē β

r ē
α

s

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]}

εm
uvwē

u
β

[(
∂aεl

efg − ∂lεa
efg

)
ēe

α∂
fBg + εal

ef∂α∂
eCf

]
,woraus si
h die beiden Komponenten wie folgt ergeben:Komponente dm −Bk:

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(
ē β

m ē
α

b − ē
β

b ē
α

m

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
ē β

a ē
α

m − ē β
m ē

α
a

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
ē

β
b ē

α
a − ē β

a ē
α

b

)

+
1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
ē β

r ē
α

s

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]}

(
εm

uvwē
u
β

(
∂aεl

efg − ∂lεa
efg

)
ēe

α∂
fBg

)
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=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(
δ u
m δ

e
b − δ u

b δ
e

m

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
δ u
a δ

e
m − δ u

m δ
e

a

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
δ u
b δ

e
a − δ u

a δ
e

b

)

+
1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)(
(∂vvp) + vp∂

v
)
δ u
r δ

e
s

]

−n(±) b
a

[(
(∂vvl) + vl∂

v
)(
δ u
m δ

e
b − δ u

b δ
e

m

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
δ u
l δ

e
m − δ u

m δ
e

l

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
δ u
b δ

e
l − δ u

l δ
e

b

)

+
1

γk

(
ε

prs
l ηbm − ε

prs
b ηlm

)(
(∂vvp) + vp∂

v
)
δ u
r δ

e
s

]}

(
εm

uvwε
l
efg∂

a∂fBg
)

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(

0 − εm
bvwε

l
mfg

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
εm

avwε
l
mfg − 0

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
εm

bvwε
l
afg − εm

avwε
l
bfg

)

+
1

γk

(
ε pue

a εbuvw − ε
pue

b εauvw

)
εl

efg

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]

−n(±) b
a

[(
(∂vvl) + vl∂

v
)(

0 − εm
bvwε

l
mfg

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
εm

lvwε
l
mfg − 0

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(

0 − εm
lvwε

l
bfg

)

+
1

γk

(
ε

pue
l εbuvw − ε

pue
b εluvw

)
εl

efg

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]}

∂a∂fBg
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quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(
δ l
b ηvfηwg + ηbfηvgδ

l
w + ηbgδ

l
v ηwf − δ l

b ηvgηwf

−ηbfδ
l

v ηwg − ηbgηvf δ
l

w

)

+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(

− δ l
a ηvfηwg − ηafηvgδ

l
w − ηagδ

l
v ηwf + δ l

a ηvgηwf

+ηafδ
l

v ηwg + ηagηvfδ
l

w

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
εm

bvwε
l
afg − εm

avwε
l
bfg

)

+
1

γk

(
ηbvδ

p
wδ

e
a + ηbwδ

p
aδ

e
v − ηbvδ

p
aδ

e
w − ηbwδ

p
vδ

e
a − ηavδ

p
wδ

e
b

−ηawδ
p
bδ

e
v + ηavδ

p
bδ

e
w + ηawδ

p
vδ

e
b

)
εl

efg

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]

−n(±) b
a

[(
(∂vvl) + vl∂

v
)(
δ l
b ηvfηwg + ηbfηvgδ

l
w + ηbgδ

l
v ηwf − δ l

b ηvgηwf

−ηbfδ
l

v ηwg − ηbgηvf δ
l

w

)

+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(

− 2(ηvfηwg − ηvgηwf)
)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
δm

bηvfηwg + δm
fηvgηwb + δm

gηvbηwf − δm
bηvgηwf

−δm
fηvbηwg − δm

gηvfηwb

)

+
1

γk

(
ηbvδ

p
wδ

e
l + ηbwδ

p
lδ

e
v − ηbvδ

p
lδ

e
w − ηbwδ

p
vδ

e
l − ηlvδ

p
wδ

e
b

−ηlwδ
p
bδ

e
v + ηlvδ

p
bδ

e
w + ηlwδ

p
vδ

e
b

)
εl

efg

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]}

∂a∂fBg
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=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[
δ l
w

(
(∂gva) + va∂g

)
∂a∂b + ηbg

(
(∂lva) + va∂

l
)
∂a∂w

−ηwg

(
(∂lva) + va∂

l
)
∂a∂b − δ l

wηbg

(
(∂fva) + va∂f

)
∂a∂f

−ηwg

(
(∂fvb) + vb∂f

)
∂l∂f − δ l

w

(
(∂gvb) + vb∂g

)
�

+
(
(∂gvb) + vb∂g

)
∂l∂w + ηwg

(
(∂lvb) + vb∂

l
)
�

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
εm

bvwε
l
afg − εm

avwε
l
bfg

)
∂a∂f

+
1

γk

[(
(∂bvw) + vw∂b

)
∂e + ηbw

(
(∂eva) + va∂

e
)
∂a − δe

w

(
(∂bva) + va∂b

)
∂a

−ηbw

(
(∂ava) + va∂

a
)
∂e −

(
(∂avw) + vw∂a

)
δe

b∂
a −

(
(∂evb) + vb∂

e
)
∂w

+δe
w

(
(∂avb) + vb∂a

)
∂a +

(
(∂ava) + va∂

a
)
δe

b∂w

]
εl

efg∂
f
]

−n(±) b
a

[
ηwg

[(
(∂fvb) + vb∂f

)
∂f −

(
(∂ava) + va∂

a
)
∂b

]
+
(
(∂gvw) + vw∂g

)
∂b

+ηbg

(
(∂ava) + va∂

a
)
∂w −

(
(∂gvb) + vb∂g

)
∂w −

(
(∂fvw) + vw∂f

)
∂fηbg∂w

−2ηwg

(
(∂fvb) + vb∂f

)
∂f + 2

(
(∂gvb) + vb∂g

)
∂w

+ηwg

[(
(∂fvb) + vb∂f

)
∂f −

(
(∂bvf) + vf∂b

)
∂f
]
∂w

+ηwb

[(
(∂gvf) + vf∂g

)
∂f −

(
(∂fvg) + vg∂f

)
∂f
]

+
(
(∂bvg) + vg∂b

)
∂w −

(
(∂gvb) + vb∂g

)
∂w

+
1

γk

[
ηbw

(
(∂evl) + vl∂

e
)
− δe

w

(
(∂bvl) + vl∂b

)
− δe

b

(
(∂lvw) + vw∂l

)
∂w

−ηlw

(
(∂evb) + vb∂

e
)

+ δe
w

(
(∂lvb) + vb∂l

)

+δe
bηlw

(
(∂ava) + va∂

a
)]
εl

efg∂
f
]
∂a
}
Bg
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quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē

2
dw
{[
n(±) b

w(∂gva)∂
a∂b + n

(±)
glva∂

a∂l∂w − ηwgn
(±) b

l(∂
lva)∂

a∂b

−n(±)
gw

(
(∂fva)∂

a∂f + va∂
a�
)
− ηwgn

(±) b

l

(
(∂fvb)∂

f∂l + vb∂
l�
)

−n(±) b
w(∂gvb)�

+ηwgn
(±) b

l

(
(∂lvb) + vb∂

l
)
� − n

(±) b

l(∂
vvm)εm

avwε
l
bfg∂

a∂f

+
1

γk

[
n

(±)
wlε

l
efg(∂

eva)∂
a + n

(±) b

lε
l
wfg

(
(∂bva) + va∂b

)
∂a

−n(±) b

lε
l
bfg

(
(∂avw)∂a + vw�

)

+n
(±) b

lε
l
wfg

(
(∂avb)∂

a + vb�
)

+ n
(±) b

lε
l
bfgva∂

a∂w

]
∂f
]

−
[
ηwgn

(±) b
a

(
(∂fvb) + vb�

)
∂a + n(±)

gavl∂
l∂w∂

a − n(±)
ga

(
(∂fvw)∂f + vw�

)
∂a

−2ηwgn
(±) b

a

(
(∂fvb)∂

f + vb�
)
∂a + ηwgn

(±) b
a

(
(∂fvb)∂

f + vb�
)
∂a

−ηwgn
(±) b

a(∂bvf )∂
f∂a + n(±)

wa(∂gvf)∂
f∂a − n(±)

wa

(
(∂fvg)∂

f + vg�
)
∂a

+
1

γk

[
n(±)

waε
l
efg(∂

evl)∂
a∂f − n(±) b

aε
l
wfg(∂bvl)∂

a∂f − n(±) b
aε

l
bfg(∂lvw)∂a∂f

−n(±) b
aεwefg(∂

evb)∂
a∂f + n(±) b

aε
l
wfg(∂lvb)∂

a∂f

+n(±) b
aεwbfg

(
(∂pvp) + vp∂

p
)
∂a∂f

]]}
Bg
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=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[
ηwg

(
− (∂lva)∂

a∂b − (∂fvb)∂
f∂l − vb∂

l�

+(∂lvb)� + vb∂
l� − (∂fvb)∂

f∂l

−vb∂
l� + 2(∂fvb)∂

f∂l + 2vb∂
l� − (∂fvb)∂

f∂l − vb∂
l� + (∂bvf )∂

f∂l
)

+
(
− (∂vvm)εm

avwε
l
bfg∂

a∂f
)]

+n(±) b
w

[
(∂gva)∂

a∂b − (∂gvb)� − (∂fvg)∂
f∂b − vg∂b� + (∂gvf )∂

f∂b

]

+n
(±)

gl

[
va∂

a∂l∂w − va∂
a∂l∂w + (∂fvw)∂f∂l + vw∂

l�
]

+n(±)
wg

[
(∂fva)∂

a∂f + va∂
a�
]

+
1

γk

{
n

(±) b

l

[
− εl

wfg

(
(∂bva) + va∂b

)
∂a + εl

wfg

(
(∂avb)∂

a + vb�
)

+ε l
b fg

(
(∂avw)∂a + vw�

)
− ε l

b fgva∂
a∂w

]
∂f

+n(±) b
a

[
− ε l

w fg(∂bvl)∂
a∂f + ε l

w fg(∂lvb)∂
a∂f + ε l

w fg(∂lvb)∂
a∂f

−ε l
b fg(∂lvw)∂a∂f − εwbfg

(
(∂pvp) + vp∂

p
)
∂a∂f

]

+n
(±)

wlε
l
efg(∂

eva)∂
a∂f + n

(±)
wlε

ae
fg(∂ave)∂

l∂f
}}
Bg

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[
ηwg

(
(∂lvb)� − (∂fvb)∂

f∂l + 2(∂bvf )∂
f∂l
)
− ε m

wv aε
lfg

b (∂vvm)∂a∂f
]

+n(±) b
w

[
(∂gvb)� + vg∂b� + (∂fvg)∂

f∂b − 2(∂gvf)∂
f∂b

]

+n
(±)

lg

[
− vw∂

l� − (∂fvw)∂f∂l
]

+n(±)
wg

[
vf∂

f� + (∂fva)∂
a∂f
]

+
1

γk

{
n

(±) b

l

[
εl

wfg

(
vb� + (∂avb)∂

a − (∂bva)∂
a − (∂ava)∂b − 2va∂

a∂b

)
∂f

+ε l
b fg

(
(∂avw)∂a + vw� + (∂wva)∂

a
)
∂f

+ε a
w fg

(
− (∂bva)∂

l + 2(∂avb)∂
l
)
∂f

+εla
fg(∂avw)∂b∂

f
]

+n
(±)

wl

[
εle

fg(∂eva)∂
a∂f + εae

fg(∂ave)∂
l∂f
]}}

Bg (H.42)
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quad (1)
k gravKomponente dm − Ck:

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(
ē β

m ē
α

b − ē
β

b ē
α

m

)
+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
ē β

a ē
α

m − ē β
m ē

α
a

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
ē

β
b ē

α
a − ē β

a ē
α

b

)

+
1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
ē β

r ē
α

s

(
(∂vvp) + vp∂

v
)]}

(
εm

uvwε
al

ef ē
u
β∂α∂

eCf
)

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[(
(∂vva) + va∂

v
)(

0 − εm
bvwε

al
ef∂m

)

+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(
εm

avwε
al

ef∂m − 0
)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(
εm

bvwε
al

ef∂a − εm
avwε

al
ef∂b

)

+
1

γk

(
ε pus

a εbuvw − ε
pus

b εauvw

)
εal

ef

(
(∂vvp) + vp∂

v
)
∂s

]}
∂eCf

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[
−
(
(∂vva) + va∂

v
)
εm

bvwε
al

ef∂m

+
(
(∂vvb) + vb∂

v
)(

− ηmlηveηwf − δm
eηvfδ

l
w − δm

fδ
l

v ηwe + ηmlηvfηwe

+δm
eδ

l
v ηwf + δm

fηveδ
l

w

)

+
(
(∂vvm) + vm∂

v
)(

0 + ηmlηveηwf + δm
eηvfδ

l
w + δm

fδ
l

v ηwe − ηmlηvfηwe

−δm
eδ

l
v ηwf − δm

fηveδ
l

w

)

+
1

γk

(
ηbvδ

p
wδ

s
a + ηbwδ

p
aδ

s
v − ηbvδ

p
aδ

s
w − ηbwδ

p
vδ

s
a − ηavδ

p
wδ

s
b

−ηawδ
p
bδ

s
v + ηavδ

p
bδ

s
w + ηawδ

p
vδ

s
b

)

εal
ef

(
(∂vvp) + vp∂

v
)
∂s

]}
∂eCf

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[[
− εm

bvwε
al

ef(∂
vva)∂m

+ηwf

(
−
(
(∂evb) + vb∂e

)
∂l +

(
(∂lvb) + vb∂

l
)
∂e

)

−δ l
w (∂fvb)∂e

]

+
[
ηwf

(
(∂ev

l) + vl∂e − (∂lve)
)
∂b + δ l

w (∂fve)∂b

−δ l
w

(
(∂evf ) + vf∂e

)
∂b

]

+
1

γk

[
− va∂b∂w + ηbw

(
(∂sva) + va∂

s
)
∂s − (∂avw)∂b

−ηaw

(
(∂svb) + vb∂

s
)
∂s + ηaw

(
(∂pvp) + vp∂

p
)
∂b

]
εal

ef

]}
∂eCf
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=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[
− ε m

wbv ε
la

ef(∂
vva)∂m∂

e

+ηwf

(
− (∂evb)∂

e∂l − vb∂
l� + (∂lvb)� + vb∂

l� − (∂evb)∂
e∂l

−vb∂
l� + (∂bve)∂

e∂l
)]

+n(±) b
w

[
(∂fvb)� − (∂fve)∂

e∂b + (∂evf )∂
e∂b + vf∂b�

]

+
1

γk

[
− n

(±)
wlε

la
ef

(
(∂sva)∂

s + va�
)

+n
(±) b

lεwbef

(
(∂svl)∂s + vl� − (∂ava)∂

l − va∂
a∂l
)

−n(±) b

lε
a

b ef

(
va∂

l∂w + (∂avw)∂l
)]]}

∂eCf

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n

(±) b

l

[[
− ε m

wbv ε
la

ef(∂
vva)∂m∂

e

+ηwf

(
− vb∂

l� + (∂lvb)� − 2(∂evb)∂
e∂l + (∂bve)∂

e∂l
)]

+n(±) b
w

[
(∂fvb)� − (∂fve)∂

e∂b + (∂evf)∂
e∂b + vf∂b�

]

+
1

γk

[
− n

(±)
wlε

la
ef

(
(∂sva)∂s + va�

)

+n
(±) b

lεwbef

(
(∂svl)∂s + vl� − (∂ava)∂

l − va∂
a∂l
)

−n(±) b

lε
a

b ef

(
(∂avw) − (∂wva)

)
∂l
]
∂e
]}
Cf . (H.43)

H.3.3 Der Tensor-SektorBlo
k {d}-{B}:Die paritätsgerade Mis
hung ist hier gegeben dur
h
dmn − Bkl:

∫
d4x dm

β

[
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

]
∂[aBl]

α (H.44)
=

∫
d4x

ē

2
dm

β

{
n

(±) b

l

[
va

(
ē

β
b ē

α
m − ē β

m ē
α

b

)
+ vb

(
ē β

m ē
α

a − ē β
a ē

α
m

)
+ vm

(
ē β

a ē
α

b − ē
β

b ē
α

a

)

− 1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
vpē

β
r ē

α
s

]}(
∂aBl

α − ∂lBa
α

)
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quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē

2
dm

β

{
n

(±) b

l

[
va

(
ē

β
b ē

α
m − ē β

m ē
α

b

)
+ vb

(
ē β

m ē
α

a − ē β
a ē

α
m

)
+ vm

(
ē β

a ē
α

b − ē
β

b ē
α

a

)

− 1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
vpē

β
r ē

α
s

]

−n(±) b
a

[
vl

(
ē

β
b ē

α
m − ē β

m ē
α

b

)
+ vb

(
ē β

m ē
α

l − ē
β

l ē
α

m

)
+ vm

(
ē

β
l ē

α
b − ē

β
b ē

α
l

)

− 1

γk

(
ε

prs
l ηbm − ε

prs
b ηlm

)
vpē

β
r ē

α
s

]}
∂aBl

α

=

∫
d4x

ē

2
dm

β

{
n

(±) b

l

[
vaē

β
b ē

α
m − vbē

β
a ē

α
m − 1

γk

(
ε prs

a ηbm − ε
prs

b ηam

)
vpē

β
r ē

α
s

]

−n(±) b
a

[
vlē

β
b ē

α
m − vbē

β
l ē

α
m + vmē

β
l ē

α
b +

1

γk

ηlmε
prs

b vpē
β

r ē
α

s

]}
∂aBl

α

=

∫
d4x

ē

2
dm

β

{
ē α

m n
(±) β

lva∂
a + ē α

m (∂βvb)n
(±) b

l − ē α
m vln

(±) β
a∂

a

+ē α
m ē

β
l vbn

(±) b
a∂

a − ē
β

l vmn
(±) α

a∂
a

− 1

γk

ē β
r

(
− n

(±)
mlε

rp s
a vp∂

a + n
(±) b

lε
r ps
b (∂mvp) + ηmln

(±) b
aε

r ps
b vp∂

a
)
ē α

s

]}
Bl

α .Blo
k {d}-{D}:Der einzige Beitrag im Tensor-Sektor zum paritätsungeraden Nebendiagonalblo
k ergibtsi
h zuKomponente dmn −Dkl:
∫

d4x dm
β

{
− εµνβαK

(γk)
abcmē

c
νvµn

(±) b

l

}1

2
εal

ef∂
eDf

α (H.45)
=

∫
d4x

ē

2
dmn

{(
ε

p c
n kK

(γk)
abcm

)
vpn

(±) b

l

}
εal

ef∂
eDfk

=

∫
d4x

ē

2
dmn

{(
− ηmkn

(±)
nlε

la
efva + ηmkε

l
n efn

(±) b

l vb − vmε
l

n efn
(±)

lk

)
∂e

+
1

γk

(
− ηnfn

(±)
mkve∂

e − n
(±)

mk(∂nvf ) − ε l
m efε

cp
n kn

(±)
lcvp∂

e
)}
Dfk .

H.4 Der τ̄ -ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k gravAnalog zum ε̄-τ̄ -Anteil ist dieser von der Form
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(2 · 16πGk)Γ̃
quad (1)
k grav |τ̄−ε̄

=

∫
d4x τ̄mn

β

[
− εµνβα

(
δ a
m ω̄

b
n µ + δ b

n ω̄
a

m µ

)
K

(γk)
abckē

c
ν

]
ε̄k

α

=

∫
d4x τ̄an

β

[
− εµνβαvµn

(±) b
n K

(γk)
abckē

c
ν

]
ε̄k

α

=

∫
d4x ē

(
∂β∂

[aAn] + ∂[a
(
(�ē

n]
β − ∂n]∂β)B + ε

n]
efgē

e
β∂

fBg +B
n]
β

)
+

1

2
εan

lm∂β∂
lCm

+
1

2
εan

lm∂
l
(
(�ēm

β − ∂m∂β)D + εm
eghē

e
β∂

gDh +Dm
β

))

[
n(±) b

n

(
ē µ

a ē
β

b ē
α

k + ē
µ

b ē
β

k ē
α

a + ē
µ

k ē
β

a ē
α

b − ē µ
a ē

β
k ē

α
b

−ē µ
b ē

β
a ē

α
k − ē

µ
k ē

β
b ē

α
a − 1

γk

(
ε prs

a ηbk − ε
prs

b ηak

)
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

)
vµ

]

(
∂k∂αa + ∂αb

k + ∂kcα + (�ēk
α − ∂k∂α)d+ εk

uvwē
u
α∂

vdr + dk
α

)
. (H.46)Wie im ε̄-τ̄ -Blo
k bere
hnen wir nun ebefalls sektorweise die benötigten Beiträge.

H.4.1 Der skalare SektorBlo
k {B}-{a, d}:Na
h zweifa
her partieller Integration ergeben si
h hier die beiden erforderli
hen Matri-xelemente aus
∫

d4x
ē

2

(
�B
)[
n(±) b

n

(
ē µ

a ē
β

b ē
α

k + ē
µ

b ē
β

k ē
α

a + ē
µ

k ē
β

a ē
α

b − ē µ
a ē

β
k ē

α
b − ē

µ
b ē

β
a ē

α
k − ē

µ
k ē

β
b ē

α
a

− 1

γk

(
ε prs

a ηbk − ε
prs

b ηak

)
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

)(
ēa

β

(
(∂nvµ) + vµ∂

n
)
− ēn

β

(
(∂avµ) + vµ∂

a
))]

(
∂k∂αa+ (ēk

α� − ∂k∂α)d
)
,und für die separaten Anteile erhalten wir:
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quad (1)
k gravKomponente B − a:

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[(((
(∂nvb) + vb∂

n
)
� − 0

)

+
((

(∂nvb) + vb∂
n
)
� −

(
(∂avb) + vb∂

a
)
∂n∂a

)

+
(
4
(
(∂nvk) + vk∂

n
)
∂k∂b −

(
(∂nvk) + vk∂

n
)
∂k∂b

)

−
((

(∂nvk) + vk∂
n
)
∂k∂b −

(
(∂ava) + va∂

a
)
∂n∂b

)

−
(
4
(
(∂nvb) + vb∂

n
)
� −

(
(∂nvb) + vb∂

n
)
�
)

−
((

(∂nvk) + vk∂
n
)
∂k∂b − 0

))

− 1

γk

(
0 − ε pns

a

(
(∂avp) + vp∂

a
)
∂b∂s − ε

p s
b k

(
(∂nvp) + vp∂

n
)
∂k∂s

+ε pns
b

(
(∂avp) + vp∂

a
)
∂a∂s

)]}
a

=

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[(
2
(
(∂nvb) + vb∂

n
)
� − (∂avb)∂a∂

n − vb∂
n� + 4(∂nvk)∂

k∂b

−(∂nvk)∂
k∂b − (∂nvk)∂

k∂b − 3
(
(∂nvb) + vb∂

n
)
� − (∂nvk)∂

k∂b

)

− 1

γk

(
− ε pns

a (∂avp)∂b∂s + ε
pns

b (∂avp)∂a∂s + ε
pns

b vp∂s�
)]}

a

=

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[(
− (∂nvb)� − 2vb∂

n� + (∂nvk)∂
k∂b − (∂avb)∂a∂

n
)

− 1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s + ε

n ps
b vp∂s�

)]}
a (H.47)

=

∫
d4x

ē

2
B
{
n(±) b

n

[(
− (∂nvb)�

2 − 2
(
vb∂

n� + 2(∂kvb)∂k∂
n
)
�

+(∂nvk)∂
k∂b� − (∂avb)∂a∂

n�
)

− 1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s� + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s�

+εn ps
b

(
vp∂s� + 2(∂avp)∂a∂s

)
�
)]}

a

=

∫
d4x

ē

2
B
{
n(±) b

n

[(
− (∂nvb)� − 2vb∂

n� − 5(∂kvb)∂k∂
n + (∂nvk)∂

k∂b

)

− 1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + 3εn ps
b (∂avp)∂a∂s + ε

n ps
b vp∂s�

)]}
�a ,(H.48)wobei wir au
h hier zunä
hst auf die Anwendung der (Anti-)Selbstdualitätsrelation (H.2)verzi
hten.
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hsten Komponente zerfällt wieder in die beiden Teils
hritte aus(H.29):Komponente B − d:

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[
2
(
ē µ

a ē
β

b − ē
µ

b ē
β

a − 1

γk

ε
pr

ab ē µ
p ē

β
r

)

(
ēa

β

(
(∂nvµ) + vµ∂

n
)
− ēn

β

(
(∂avµ) + vµ∂

a
))

�

+
(
εµνβαK

(γk)
abckē

c
ν

)(
ēa

β

(
(∂nvµ) + vµ∂

n
)
− ēn

β

(
(∂avµ) + vµ∂

a
))
∂k∂α

]}
d

=

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[
2
(((

(∂nvb) + vb∂
n
)
− 0 − 4

(
(∂nvb) + vb∂

n
)

+
(
(∂nvb) + vb∂

n
))

− 1

γk

(
0 − ε

pn
ab

(
(∂avp) + vp∂

a
)))

�

−
(
− (∂nvb)� − 2vb∂

n� + (∂nvk)∂
k∂b − (∂avb)∂a∂

n
)

+
1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s + ε

n ps
b vp∂s�

)]}
d

=

∫
d4x

ē

2

(
�B
){
n(±) b

n

[(
− 3(∂nvb)� − 2vb∂

n� − (∂nvk)∂
k∂b + (∂kvb)∂k∂

n
)

+
1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s + 2εn ps

b (∂pvs)�

−εn ps
b vp∂s�

)]}
d (H.49)

=

∫
d4x

ē

2
B
{
n(±) b

n

[(
− 3(∂nvb)� − 2vb∂

n� − (∂nvk)∂
k∂b − 3(∂kvb)∂k∂

n
)

+
1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s − ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s + 2εn ps

b (∂pvs)�

−εn ps
b vp∂s�

)]}
�d . (H.50)
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quad (1)
k gravBlo
k {D}-{a, d}:Darüber hinaus sind im skalaren Sektor no
h die Beiträge zu den Nebendiagonalblö
kenzu bere
hnen. Der für diese verantwortli
he Term in der quadratis
hen Form ist dur
h

∫
d4x ē

(1

2
εan

lm∂
l�ēm

βD
)[
n(±) b

n

((
ē

β
b (δ p

a δ
s

k − δ
p

k δ
s

a ) + ē
β

k (δ s
a δ

p
b − δ s

b δ
p

a )

+ē β
a (δ s

b δ
p

k − δ s
k δ

p
b )
)

− 1

γk

(
(ε prs

a ηbk − ε
prs

b ηak)ē
β

r

))
vp

]

(
∂k∂sa+ (�δk

s − ∂k∂s)d
)

=
1

2

∫
d4x ē D

[
n(±) b

n

((
δ m
b (δ p

a δ
s

k − δ
p

k δ
s

a ) + δ m
k (δ s
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�a .(H.51)Das D-d-Matrixelement bere
hnen wir wie bereits zuvor: Wir betra
hten zunä
hst nur die
�-Komponente von d und ziehen von diesem Ausdru
k dann das Matrixelement (H.51) ab.
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H.4.2 Der Vektor-SektorAu
h diesen bere
hnen wir blo
kweise.Blo
k {A, D}-{b, c}:Dieser Anteil ist von der Form
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,und komponentenweise liefert er bis auf zweite und höhere Ableitungen in vµ folgendeBeiträge:
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µ

k ē
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α
n

− 1

γk

(
ε prs

n ηbk − ε
prs

b ηnk

)
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bk , (H.53)wobei zu bea
hten ist, daÿ na
h der partiellen Integration die Ableitung ∂β , sofern sie ni
htauf vµ wirkt, mit ∂α antisymmetrisiert wird und somit vers
hwindet.
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β

b ē
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β

k ē
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ē µ

p ē
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α

n + ē
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cα , (H.54)was si
h unter anderem vermöge der Tatsa
he ergibt, daÿ Terme der Form ∂nvk + vk∂nund (∂avk)∂n na
h partieller Integration aufgrund der Divergenzfreiheit von An vers
hwin-den. Dies gilt au
h für einen Term der Form (∂bvk)∂

k∂a + (∂avk)∂
k∂b, sofern er mit demantisymmetris
hen Tensor n(±) b

a kontrahiert wird.
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α
b − δ n

b ē
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ē α

h

(
2(∂mvb)∂m + vb�

)

−ē α
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c
ν

)[
ēn
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cα . (H.56)Dabei erklären die bereits im Ans
hluÿ an die Re
hnung (H.54) gema
hten Bemerkungenau
h hier das Vers
hwinden der entspre
henden Terme.Blo
k {A, D}-{d}:Antisymmetrisiert man statt der Felder die Tensorstruktur zwis
hen diesen, so erhältman diese Beiträge aus folgendem Teil der quadratis
hen Form:
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pru

b ηak

)]
εk

uvw

]
vp

}
∂vdwZunä
hst bere
hnen wir
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∫
d4 ē

2
An
{
εk

uvw

[
n(±) b

n

(
δ u
a (δ p

b δ
r

k − δ r
b δ

p
k ) + δ u

b (δ p
k δ

r
a − δ r

k δ
p

a )
) (H.57)

−n(±) b
a

(
δ u
n (δ p

b δ
r

k − δ r
b δ

p
k ) + δ u

b (δ p
k δ

r
n − δ r

k δ
p

n )
)]

+
1

γk

[
n(±) b

a

(
ηnv(δ

p
wδ

r
b − δ

p
bδ

r
w) + ηnw(δp

bδ
r
v − δp

vδ
r
b)

+δr
n(δp

vηbw − δp
wηbv) + δ p

n (δr
wηbv − δr

vηbw)
)

−n(±) b
n

(
ηav(δ

p
wδ

r
b − δ

p
bδ

r
w) + ηaw(δp

bδ
r
v − δp

vδ
r
b)

+δr
a(δ

p
vηbw − δp

wηbv) + δ p
a (δr

wηbv − δr
vηbw)

)]
(
(∂rvp)∂

a + (∂avp)∂r + vp∂r∂
a
)}
∂vdw

=

∫
d4 ē

2
An
{[
ε k

a vwn
(±) b

n (∂avk)∂b + n(±) b
n ε

k
b vw

(
(∂kva)∂

a − vk� − 2(∂avk)∂a

)

−ε k
n vwn

(±) b
a(∂kvb)∂

a + ε k
b vwn

(±) b
a(∂kvn)∂a

]
∂v

+
1

γk

[
n(±) b

a

(
ηnw

(
(∂vvb)∂

v∂a + (∂avb)� + vb∂
a�
)

+ηbw

(
− (∂vvn)∂v∂a − (∂avn)� − vn∂

a�
))

−n(±) b
n

(
(∂bvw)� − (∂avw)∂a∂b + ηbw

(
(∂avv)∂

v∂a − (∂ava)�
))]}

dw .Zur Bestimmung desDm-bk-Beitrags integrieren wir zunä
hst wieder nur den �-Operatorpartiell gemäÿ
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∫
d4e

ē

2

(
�Dn

){[[
n(±) b

n ε
paucεabkc − n(±) b

a ε
paucεnbkc

]
εk

uvw

+
1

γk

[
n(±) b

a

(
ε pau

n ηbk − ε
pau

b ηnk

)
+ n(±) b

n ε
pau

b ηak

]
εk

uvw

]
vp

}
∂vdw

=

∫
d4x

ē

2
Dn
{[
n(±) b

n ε
k

b vw

(
− 2
(
2(∂mvk)∂

m + vk�
))

+ ε a
n vwn

(±) b
a

(
2(∂mvb)∂

m + vb�
)

+n(±) b
n ε

k
b vw

(
2(∂mvk)∂

m + vk�
)
± 2n(±)

vw

(
2(∂mvn)∂m + vn�

)]
∂v

+
1

γk

[
− ηnwn

(±) b
v

(
2(∂kvb)∂

k∂v + vb∂
v�
)
− n(±) b

w(∂nvb)�

−2n(±) b
w

(
2(∂kvn)∂k∂b + vn∂b�

)
− n(±)

nw

(
2(∂kvv)∂

v∂k + vv∂
v�
)

+n(±) b
n

(
2(∂kvw)∂k∂b + vw∂b�

)]}
dwund erhalten damit na
h Subtraktion von (H.57) mit der Ersetzung Am → DmKomponente Dm − dk:

∫
d4x

ē

2
Dn
{[

− n(±) b
n ε

k
b vw(∂kva)∂

a + ε k
n vwn

(±) b
a(∂kvb)∂

a

+ε a
n vwn

(±) b
a

(
2(∂mvb)∂

m + vb�
)
− ε k

a vwn
(±) b

n (∂avk)∂b

−ε k
b vwn

(±) b
a(∂kvn)∂a ± 2n(±)

vw

(
2(∂mvn)∂m + vn�

)]
∂v

+
1

γk

[
n(±) b

a ηnw

(
(∂vvb)∂

v∂a − (∂avb)�
)

+n(±)
aw

(
− (∂nv

a)� − 3(∂kvn)∂k∂a + (∂avn)� − vn∂
a�
)

+n(±) b
n

(
(∂avw)∂a∂b + vw∂b� + (∂bvw)�

)

−n(±)
nw

(
(∂avv)∂

v∂a + va∂
a� + (∂ava)�

)]}
dw . (H.58)Blo
k {B, C}-{b, c}:Diese Beiträge ergeben si
h aus

∫
d4x
(
∂[aε

n]
efgē

e
β∂

fBg +
1

2
εan

lm∂β∂
lCm

)

[
n(±) b

n K
(γk)
abkcε

µνβαēc
νvµ

](
∂αb

k + ∂kcα
)
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∫
d4x

ē

2
Bg
{[
n(±) b

n

(
εabkcε

pesc
(
εn

efg∂
a − εa

efg∂
n
)
∂f
)

− 1

γk

εn
efg

(
n(±) b

n

(
ε pes

a ηbk − ε
pes

b ηak

)

−n(±) b
a

(
ε pes

n ηbk − ε
pes

b ηnk

))
∂a∂f

]
vp

}
∂sb

k

=

∫
d4x

ē

2
Bg
{[
n(±) b

n

[
εabkg

(
(∂avn)� + (∂fvn)∂f∂

a + vn∂a� + (∂nvf )∂
f∂a

−(∂avf)∂
f∂n − (∂nva)� − (∂fva)∂f∂

n − va∂n�
)

+ε n
abk

(
− (∂gvf)∂

f∂a − (∂avg)� − (∂fvg)∂f∂
a − vg∂

a�
)

+εabkf

(
− (∂fvg)∂

n∂a − (∂gv
a)∂n∂f

)]

+
1

γk

[
n

(±)
nk

(
− vn∂g�

)
+ n(±)

ga

(
(∂kv

a)� − (∂avk)� − (∂svk)∂s∂
a − vk∂

a�
)

+n
(±) s

k

(
2(∂avg)∂a∂s + vg∂s�

)
− n(±) s

g (∂kva)∂
a∂s

]]}
bk

=

∫
ē

2
Bg
{
εgbakn

(±) b
n

(
(∂nva)� − (∂avn)� + va∂n� − vn∂a� + (∂fva)∂f∂

n

−(∂fvn)∂f∂
a + (∂avf)∂

f∂n − (∂nvf)∂
f∂a
)

+εbafkn
(±) b

n

(
(∂fvg)∂

n∂a + (∂gv
a)∂n∂f

)

±2n
(±)

ak

(
− (∂gvf)∂

f∂a − (∂avg)� − (∂fvg)∂f∂
a − vg∂

a�
)

+
1

γk

[
n

(±)
nk

(
(∂gv

n)� + vg∂
n� + 2(∂avg)∂a∂

n
)

+n(±)
ga

(
(∂kv

a)� − (∂avk)� − (∂svk)∂s∂
a − vk∂

a� − (∂kvs)∂
s∂a
)]}

bk(H.59)(ein Ausdru
k der Form n
(±) b

a

(
(∂avk)∂b + (∂bvk)∂

a + vk∂
a∂b

) vers
hwindet aufgrund derAntisymmetrie von n(±)),
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∫
d4x

ē

2
Bg
{
n(±) b

n

[
εs

bkc

[(
(∂nvf )∂

f + (∂fvf )∂
n + vf∂

f∂n
)
δc

g (H.60)
−
(
(∂nvg)∂

c + (∂cvg)∂
n + vg∂

n∂c
)]
∂k

+ηnsεabkc

[
−
(
(∂avf)∂

f + (∂fvf)∂
a + vf∂

f∂a
)
δc

g∂
k
]

+εabkg

[(
(∂avn)∂s + (∂svn)∂a + vn∂s∂a

)
∂k

−
(
(∂nva)∂s + (∂sva)∂n + va∂s∂n

)
∂k
]

+δ s
g εabkf

(
(∂nva)∂f + (∂fva)∂n + va∂f∂n

)
∂k

+ε n
abk

[
δ s
g

(
(∂avf )∂

f + (∂fvf)∂
a + vf∂

f∂a
)

−
(
(∂avg)∂

s + (∂svg)∂
a + vg∂

s∂a
)]
∂k
]

+
1

γk

[
δ s
g n

(±)
nk

(
− (∂avn)∂a∂

k + (∂kvn)�
)

+ n(±)
ga

(
(∂sva)� − (∂svk)∂k∂

a
)

+n
(±) s

k

(
− 2(∂avg)∂a∂

k − vg∂
k�
)

+n(±) s
g

(
− (∂kva)∂

a∂k − (∂ava)� − va∂
a�
)

+n(±) bs
(
(∂kvg)∂

k∂b + (∂bvg)� + vg∂b�
)]}
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=

∫
d4x

ē

2
Bg
{[
ε s

gbk n
(±) b

n

(
(∂nvf )∂

f + (∂fvf )∂
n + vf∂

f∂n
)
∂k + ε s

bck n
(±) b

n(∂cvg)∂
k∂n

+εgbakn
(±) bs(∂avf )∂

f∂k + εgbakn
(±) b

n(∂sva)∂k∂n

+δ s
g εbfakn

(±) b
n(∂fva)∂k∂n ± 2δ s

g n
(±)
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f∂k
]

+
1
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[
δ s
g n

(±)
nk

(
− (∂avn)∂a∂

k + (∂kvn)�
)

+ n(±)
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(
(∂sva)� − (∂svk)∂k∂

a
)

+n
(±) s

k

(
− (∂avg)∂a∂

k + (∂kvg)�
)

+n(±) s
g

(
− (∂kva)∂

a∂k − (∂ava)� − va∂
a�
)]}

cs ,
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∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n ε
prsc
(
εabkc −

1
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(
ηakηbc − ηacηbk
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(
(∂rvp)∂

l + (∂lvp)∂r + vp∂r∂
l
)}
εan

lm∂sb
k

=

∫
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ē

2
Cm
{
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n ε
an
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(
(∂avk)∂b + (∂kvb)∂a − (∂kva)∂b − (∂bvk)∂a

)
∂l

+
1
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[
n

(±)
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((
(∂mv

n) − (∂nvm)
)
� +

(
(∂nvl) − (∂lv
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)
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+
(
(∂lvm) − (∂mvl)

)
∂l∂n

)

+n(±) b
n ε

n
m lkε

prs
b (∂pvr)∂

l∂s

]}
bk

=

∫
d4x

ē

2
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{
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m ln
(±) b

n

(
(∂avk) − (∂kva)

)
∂l∂b

+
1
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[
n

(±)
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((
(∂mv

n) − (∂nvm)
)
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(
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)
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)
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n ε

n
m lkε
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b (∂pvr)∂

l∂s

]}
bk (H.61)und s
hlieÿli
hKomponente Cm − ck:

∫
d4x

ē

2
Cm
{[
n(±) b

n ε
an

lm

(
(∂kvb)∂

l + (∂lvb)∂k + vb∂
l∂k (H.62)

−(∂bvk)∂
l − (∂lvk)∂b − vk∂b∂

l
)

+n(±) a
n εbn

lm

(
(∂bvk)∂

l + (∂lvk)∂b + vk∂
l∂b

−(∂kvb)∂
l − (∂lvb)∂k − vb∂k∂

l
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∂k

+
1

γk

[
n

(±)
nkδ

a
m
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(∂nvl) − (∂lv

n)
)
∂l∂k − (∂lvn)∂l∂

k − vn∂k�
)

+n
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k

(
− 2(∂lvm)∂l∂k − vm∂
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)
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n ε
n

m lkε
pra

b (∂lvp)∂
k∂r

]}
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=

∫
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ē

2
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ε n a

m l n(±) b
n

(
(∂bvk)∂

k∂l + (∂lvk)∂
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k∂l∂b

−(∂kvb)∂
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l�
)

+ε nb
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n

(
(∂bv
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l)∂k∂b
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+
1
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[
n

(±)
nkδ

a
m
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(∂nvl) − 2(∂lv
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)
∂l∂k − vn∂k�

)
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k

(
− 2(∂lvm)∂l∂k − vm∂

k�
)
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n ε
n

m lkε
pra

b (∂lvp)∂
k∂r

]}
ca .
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k
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efgē

e
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2
εan

lm∂β∂
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n

(
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k + ē
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α

a + ē
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a ē
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b

−ē µ
a ē

β
k ē

α
b − ē

µ
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β
a ē

α
k − ē

µ
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β
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α
a
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γk

(
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b ηak

)
ē µ

p ē
β

r ē
α

s

)
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]

(
εk

uvwē
α

u ∂
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)
,zu bere
hnen, der auf die folgenden beiden Komponenten führt:
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∫
d4x

ē

2
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n

(
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k

(
ē µ
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e
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µ
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e
a
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µ
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f + (∂fva)∂
a + va∂

a∂f
)
εn

kfg

−
(
(∂nvk)∂

f + (∂fvk)∂
n + vk∂

n∂f
)
· 0

+
(
(∂nva)∂

f + (∂fva)∂
n + va∂

n∂f
)
εa

kfg

]
εk

uvw∂
v

− 1

γk

[(
n

(±)
nkε

peu
a εn

efgε
k
uvw − n(±) b

n ε
peu

b εn
efgεauvw

)

(
(∂avp)∂

f + (∂fvp)∂
a + vp∂

a∂f
)

−
(
n

(±)
nkε

peu
a εa

efgε
k
uvw − n(±) b

n ε
peu

b εkefgε
k
uvw

)
(
(∂nvp)∂

f + (∂fvp)∂
n + vp∂

n∂f
)]
∂v
}
dw



464 H.4 Der τ̄-ε̄-Beitrag zu Γ̃
quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē
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∂vdw
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=

∫
d4x

ē

2
Bg
{
n(±) b

n

[
ηgw

(
− (∂nvb)� + (∂fvb)∂

f∂n
)

+ δ w
n (∂gvb)� − εn

bfgε
k
uvw(∂uvk)∂

f∂v

+2ηgw

(
(∂nvb)� + (∂fvb)∂f∂

n + vb∂
n�
)
− 2 · 0 + ηgw

(
(∂nvk)∂

k∂b

−(∂nvb)� − (∂fvb)∂f∂
n − vb∂

n�
)

+ ηbw

(
(∂nvg)� + (∂fvg)∂f∂

n

+vg∂
n� − vk∂

k∂n∂g

)]

+n(±) u
n

[
ηgw

(
− (∂uva)∂

a∂n
)

+δn
w

(
va∂

a∂u∂g − ηgu

(
(∂ava)� + (∂fva)∂

a∂f + va∂
a�
))

+ηgu(∂wva)∂
a∂n + ηgw

(
− (∂nvu)� − (∂vvu)∂

v∂n − vu∂
n�
)

−ηgu(∂wvv)∂
v∂n + ηgu

(
(∂nvw)� + (∂fvw)∂f∂

n + vw∂
n�
)]

− 1

γk

{[
n

(±)
nkε

n
wfg

(
(∂kvv)∂

f + (∂fvv)∂
k + vv∂

k∂f − (∂vv
k)∂f − (∂fvk)∂v − vk∂v∂

f
)

+n
(±)

nkε
nk

fg

(
(∂vvw)∂f + (∂fvw)∂v + vw∂v∂

f − (∂wvv)∂
f
)

+n
(±)

nkε
n
vfg

(
− (∂fvw)∂k

)

−n(±) b
n ε

n
wfg

(
(∂bvv)∂

f + (∂fvv)∂b + vv∂b∂
f

−
(
(∂ava)∂

f + (∂fva)∂
a + va∂

a∂f
)
ηbv

)

−n(±) b
n ε

n
wfg

(
ηbw(∂fva)∂

a − (∂fvw)∂b

)]

−
[
n

(±)
nkε

k
wfg

(
(∂nvv)∂

f + (∂fvv)∂
n + vv∂

n∂f
)
− n

(±)
nk εvwfg(∂

fvk)∂n

+n
(±)

nkε
k

v fg(∂
fvw)∂n − n

(±)
nk ε

k
vfg(∂

fvw)∂n + n
(±)
nk εwvfg(∂

fvk)∂n

−n(±)
nkε

k
w fg

(
(∂nvv)∂

f + (∂fvv)∂
n + vv∂

n∂f
)

−n(±) b
n εbwfg

(
(∂nvv)∂

f + (∂fvv)∂
n + vv∂

n∂f
)

−n(±)
nwεkvfg(∂

fvk)∂n + n(±)
nvεkwfg(∂

nvk)∂f

+n
(±)

nkε
k
vfg(∂

fvw)∂n
]}
∂v
}
dw
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quad (1)
k grav

=

∫
d4x

ē

2
Bg
{
n(±) b

n

[
ηgw

(
− (∂nvb)� + (∂fvb)∂

f∂n + 2(∂nvb)� + 2(∂fvb)∂f∂
n�

+2vb∂
n + (∂nvk)∂

k∂b − (∂nvb)� − (∂fvb)∂f∂
n − vb∂

n�

−(∂bvk)∂
k∂n − (∂nvb)� − (∂fvb)∂

f∂n − vb∂
n�
)

−εn
bfgε

k
uvw(∂uvk)∂

f∂v
]

+n(±) b
n

[
− (∂wvk)∂

k∂b + (∂wvk)∂
k∂b − (∂bvw)� − (∂kvw)∂k∂b − vw∂b�

]

+n(±) b
w

[
− (∂gvb)� + (∂bvg)� + (∂fvg)∂f∂b + vg∂b�

−vk∂
k∂b∂g − va∂

a∂b∂g

]

+n(±)
gw

[
(∂ava)� + (∂fva)∂

a∂f + va∂
a�
]

− 1

γk

{
n(±) b

nε
n
wfg

[
− (∂bvv)∂

v∂f − (∂fvv)∂
v∂b − vv∂

v∂f∂b + (∂vvb)∂
v∂f

+(∂fvb)� + vb∂
f� + (∂bvv)∂

v∂f + (∂fvv)∂
v∂b

+vv∂
v∂f∂b − (∂ava)∂f∂b − (∂fva)∂

a∂b − va∂
a∂f∂b

−(∂bvv)∂
v∂f − (∂fvv)∂

v∂b − vv∂
v∂f∂b + (∂bvv)∂

v∂f

+(∂fvv)∂
v∂b + vv∂

v∂f∂b − (∂bvv)∂
v∂f − (∂fvv)∂

v∂b

−vv∂
v∂f∂b

]

+n(±) b
nε

n
b fg

[
(∂vvw)∂v∂f − (∂wvv)∂

v∂f + (∂fvw)� + vw∂
f�
]

+n(±) b
nεvwfg

[
(∂fvn)∂v∂b + (∂fvn)∂v∂b − (∂bv

v)∂f∂n
]

+n(±) b
nε

n
vfg

[
(∂fvw)∂v∂b − (∂fvw)∂v∂b + (∂fvw)∂v∂b

+(∂fvw)∂v∂b − (∂fvw)∂v∂b

]

+n(±) b
w

[
− εbvfg(∂

fva)∂
a∂v + εkvfg(∂

fvk)∂v∂b

]}}
dw
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=

∫
d4x

ē

2
Bg
{
n(±) b

n

[
ηgw

(
− (∂nvb)� + (∂fvb)∂

f∂n + 2(∂nvk)∂
k∂b

)

−ε n
g bfε

k
u vw(∂uvk)∂

f∂v
]

+n(±) b
g

[
− (∂bvw)� − vw∂b� − (∂kvw)∂k∂b

]

+n(±) b
w

[
vg∂b� + (∂bvg)� − (∂gvb)� + (∂fvg)∂f∂b + 2(∂gvk)∂

k∂b

]

+n(±)
gw

[
(∂ava)� + (∂fva)∂

a∂f + va∂
a�
]

− 1

γk

{
n(±) b

n

[
εn

wfg

(
vb∂

f� + (∂fvb)� − 2vv∂
v∂f∂b + (∂vvb)∂

v∂f

−(∂bvv)∂
v∂f − (∂ava)∂f∂b − 2(∂fva)∂

a∂b

)

+ε n
b fg

(
(∂vvw)∂v∂f − (∂wvv)∂

v∂f + (∂fvw)� + vw∂
f�
)

+εvwfg

(
2(∂fvn)∂v∂b − (∂bv

v)∂f∂n
)

+εn
vfg

(
(∂fvw)∂v∂b

)]

+n(±) b
w

[
εbfvg(∂

fva)∂
a∂v + εfkvg(∂

fvk)∂v∂b

]}}
dw (H.63)Komponente Cm − dk:

∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n

[
δ u
k

(
ē µ

a ē
β

b − ē
µ

b ē
β

a

)
+ δ u

a

(
ē

µ
b ē

β
k − ē

µ
k ē

β
b

)

+δ u
b

(
ē

µ
k ē

β
a − ē µ

a ē
β

k

)
− 1

γk

(
ε pru

a ηbk − ε
pru

b ηak

)
ē µ

p ē
β

r

]

εan
lm

(
(∂βvµ)∂l + (∂lvµ)∂β + vµ∂β∂

l
)}
εk

uvw∂
vdw

=

∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n

[
εan

lmε
k
avw

(
(∂kvb)∂

l + (∂lvb)∂k + vb∂k∂
l − (∂bvk)∂

l − (∂lvk)∂b − vk∂b∂
l
)

+εan
lmε

k
bvw

(
(∂avk)∂

l + (∂lvk)∂a + vk∂a∂
l − (∂kva)∂

l − (∂lva)∂k − va∂k∂
l
)

− 1

γk

(
ε pru

a εbuvw − ε
pru

b εauvw

)
εan

lm

(
(∂rvp)∂

l + (∂lvp)∂r + vp∂r∂
l
)]}

∂vdw
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k grav

=

∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n

[(
− ηnkηlvηmw − δn

vηlwδ
k

m − δn
wδ

k
l ηmv + ηnkηlwηmv + δn

vδ
k

l ηmw

+δn
wηlvδ

k
m

)(
(∂kvb)∂

l − (∂bvk)∂
l − (∂lvk)∂b − vk∂b∂

l
)

−εan
lmε

k
bvw(∂kva)∂

l

− 1

γk

(
ηavδ

p
wδ

r
b + ηawδ

p
bδ

r
v − ηavδ

p
bδ

r
w − ηawδ

p
vδ

r
bηbvδ

p
wδ

r
a − ηbwδ

p
aδ

r
v

+ηbvδ
p
aδ

r
w + ηbwδ

p
vδ

r
a

)
εan

lm

(
(∂rvp)∂

l + (∂lvp)∂r + vp∂r∂
l
)]}

∂vdw

=

∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n

[
ηmw

(
(∂kvb)∂

k∂n − (∂bvk)∂
k∂n − (∂nvb)� + (∂bv

n)�

+(∂lvn)∂l∂b + vn∂b�
)

+
(
− (∂wv

n)∂m∂b + (∂wvm)∂n∂b

)
+ 0 + ε na

m lε
k

b vw(∂kva)∂
l∂v
]

+n(±) b
w

[
(∂mvb)� − (∂bvm)� − (∂lvm)∂l∂b − vm∂b� + vl∂

l∂b∂m

]

− 1

γk

{
n(±) b

n

[
ε n

v lm(∂lvw)∂v∂b + ε n
w lm

(
(∂vvb)∂

v∂l + (∂lvb)� + vb∂
l�

−(∂bvv)∂
v∂l − (∂lvv)∂

v∂b − vv∂
v∂l∂b

)

+εan
lm

(
− 0 + (∂wva)∂

l∂b

)]

+n(±)
nwε

an
lm

[
− (∂vva)∂

v∂l − (∂lva)� − va∂
l� + 0

]}}
dw

=

∫
d4x

ē

2
Cm
{
n(±) b

n

[
ηmw

(
vn∂b� + 2(∂bv

n)� − (∂bvk)∂
k∂n
)

+ε na
m lε

k
b vw(∂kva)∂

l∂v
]

+n(±) b
w

[
vm∂b� + (∂bvm)� − (∂mvb)� + (∂lvm)∂l∂b + (∂mvl)∂

l∂b

]

+
1

γk

{
n(±) b

n

[
ε n

m lv

(
(∂lvw)∂v∂b − (∂wv

l)∂v∂b

)
+ ε n

m lw

(
(∂vvb)∂

v∂l + (∂lvb)�

+vb∂
l� − (∂bvv)∂

v∂l − (∂lvv)∂
v∂b − vv∂

v∂l∂b

)]

+n(±)
nwε

na
m l

[
(∂vva)∂

v∂l + (∂lva)� + va∂
l�
]}}

dw (H.64)
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Blo
k {B}-{d}:Analog zum ε̄-τ̄ -Anteil ist au
h hier nur ein paritätsgerader Beitrag zu bere
hnen:Komponente Bmn − dkl:
∫

d4x
ē

2

(
∂aBn

β − ∂nBa
β

){
n(±) b

n

[
va

(
ē

β
b ē

α
m − ē

β
k ē

α
b

)
+ vb

(
ē

β
k ē

α
a − ē β

a ē
α

k

)

+vk

(
ē β

a ē
α

b − ē
β

b ē
α

a

)

− 1

γk

(
ε prs

a ηbk − ε
prs

b ηak

)
vpē

β
r ē

α
s

]}
dk

α

=

∫
d4x

ē

2

(
∂aBn

β

){
n(±) b

n

[
va

(
ē

β
b ē

α
k − ē

β
k ē

α
b

)
+ vb

(
ē

β
k ē

α
a − ē β

a ē
α

k

)
+ vk

(
ē β

a ē
α

b − ē
β

b ē
α

a

)

− 1

γk

(
ε prs

a ηbk − ε
prs

b ηak

)
vpē

β
r ē

α
s

]

−n(±) b
a

[
vn

(
ē

β
b ē

α
k − ē

β
k ē

α
b

)
+ vb

(
ē

β
k ē

α
n − ē β

n ē
α

k

)

+vk

(
ē β

n ē
α

b − ē
β

b ē
α

n

)

− 1

γk

(
ε prs

n ηbk − ε
prs

b ηnk

)
vpē

β
r ē

α
s

]}
dk

α

=

∫
d4x

ē

2
Bn

β

{
n(±) b

n

[
ē

β
k ē

α
b

(
(∂ava) + va∂

a
)
− ē

β
k (∂αvb)

]

−n(±) b
a

[
ē

β
k ē

α
b

(
(∂avn) + vn∂

a
)
− ē

β
k ē

α
n

(
(∂avb) + vb∂

a
)

+ ē α
n ē

β
b

(
(∂avk) + vk∂

a
)]

+
1

γk

ē β
r

[
n

(±)
nkε

prs
a

(
(∂avp) + vp∂

a
)
− n(±) b

n ε
prs

b

(
(∂kvp) + vp∂k

)

−n(±)
akε

prs
n

(
(∂avp) + vp∂

a
)

+ ηnkn
(±) b

a ε
prs

b

(
(∂avp) + vp∂

a
)]
ē α

s

}
dk

α

=

∫
d4x

ē

2
Bn

β

{[
ē

β
k n

(±) α
n

(
(∂ava) + va∂

a
)
− ē

β
k n

(±) b
n (∂αvb) − ē

β
k n

(±) α
a

(
(∂avn) + vn∂

a
)

+ē β
k ē

α
n n

(±) b
a

(
(∂avb) + vb∂

a
)
− ē α

n n
(±) β

a

(
(∂avk) + vk∂

a
)]

+
1

γk

ē β
r

[
n

(±)
nkε

r ps
a

(
(∂avp) + vp∂

a
)
− n(±) b

n ε
r ps
b (∂kvp)

−ηnkn
(±) b

aε
r ps
b

(
(∂avp) + vp∂

a
)]
ē α

s

}
dk

α (H.65)
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quad (1)
k ghim GeistsektorBlo
k {D}-{d}:Hier bere
hnen wir s
hlieÿli
hKomponente Dmn − dkl:

∫
d4x
(1

2
εan

lm∂
lDm

β

){
n(±) b

n K
(γk)
abkcε

µβαν ēc
νvµ

}
dk

α (H.66)
=

∫
d4x

ē

2
Dmp

{
− n(±) b

n

(
K

(γk)
abkcε

u pqc
)
εan

lm

(
(∂lvu) + vu∂

l
)}
dkq

=

∫
d4x

ē

2
Dmp

{
ε n

m lqn
(±) b

n

(
(∂lvb) + vb∂

l
)
ηpk − ε n a

m l n(±)
nq

(
(∂lva) + va∂

l
)
ηpk

−ε n
m lqn

(±)
np

(
(∂lvk) + vk∂

l
)

+
1

γk

(
n

(±)
pk(∂qvm) − n

(±)
pkηmq

(
(∂lvl) + vl∂

l
)

+ε n
m lkε

u
pb qn

(±) b
n

(
(∂lvu) + vu∂

l
))}

dkq .Damit haben wir im Gravitonsektor alle erforderli
hen Matrixelemente des We
hselwir-kungsanteils bere
hnet.H.5 Bere
hnung des We
hselwirkungsanteils Γ̃
quad (1)
k ghim GeistsektorWir bere
hnen jetzt die Terme erster Ordnung in ω̄ in (4.68), (4.69) und (4.70) aufdem Niveau der zerlegten Geistfelder und ignorieren au
h hier zunä
hst die inversen �-Operatoren und die µ̄-Reskalierungen, die in diesen auftreten. Die Wirkung von ersterenläÿt si
h zu einem späteren Zeitpunkt der Re
hnung, nämli
h unter der Spur auf derre
hten Seite der Fluÿglei
hung, unmittelbar angeben. Zudem nutzen wir aus, daÿ imGeistsektor die Struktur des freien inversen Propagators die zu der Spur auf der re
htenSeite beitragenden Mis
hungen ni
ht bloÿ sektorweise, sondern in diesen Sektoren sogarblo
kweise eins
hränkt: Im freien Anteil mis
hen die Vektoren (Ḡm, Gk) ni
ht mit denübrigen Vektoren, so daÿ der Vektor-Sektor in zwei Blö
ke zerfällt. Berü
ksi
htigen wirzudem die Tatsa
he, daÿ der O(4)-O(4)-Blo
k gar ni
ht zu dem We
hselwikungsanteilbeiträgt, so sind na
h (F.65) also bloÿ die Mis
hungen f̄ -f , ḡm-gk, ḡm-F k und F̄m-gk zubere
hnen.
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k 471Blo
k {f̄}-{f}:Die Matrixelemente, die f̄ mit f und ḡm mit gk koppeln, erhält man aus (4.68) zuKomponente f̄ − f :

−
∫

d4x ē
{(
∂µf̄
)[1

2

(
van

(±) a
ν∂

µ − n(±) µk(∂kvν)
)](

∂νf
)} (H.67)

= −
∫

d4x ē
{
f̄
[
− 1

2

(
(∂µva)n

(±) a
ν∂

µ + van
(±) a

ν∂
ν� + n(±) kµ(∂kvν)∂

ν∂µ

)]
f
}Blo
k {ḡ, F̄}-{g, F}:bzw. na
h partieller Integration unter Berü
ksi
htigung von (6.21) gemäÿ unserer Hermi-tizitätskonvention zuKomponente ḡm − gk:

−
∫

d4x ē
{
ḡµ

[1
2

(
van

(±) a
ν∂

µ − n(±) µk(∂kvν)
)]
gν
}

= −
∫

d4x ē
{
ḡµ

[
− 1

2

(
(∂µva)n

(±) a
ν + n(±) µk(∂kvν)

)]
gν
}
. (H.68)Der ḡm-F k Beitrag ergibt si
h aus (4.69) zuKomponente ḡm − F k:

−
∫

d4x ē
{
ḡµ

[1
2

(
vkn

(±) k
cē

µ
d + vcn

(±) µ

d

)]
∂[cF d]

} (H.69)
= −

∫
d4x ē

{
ḡµ

[1
4

(
vkn

(±) k

lē
µ

b − vkn
(±) k

bē
µ

l + vln
(±) µ

b − vbn
(±) µ

l

)
∂l
]
F b
}

= −
∫

d4x ē
{
ḡµ

[1
4
vk

(
n

(±) k

lē
µ

b ∂
l − n

(±) k

b∂
µ
)

+
1

4

(
vln

(±) µ

b − vbn
(±) µ

l

)
∂l
]
F b
}

= −
∫

d4x ē
{
ḡµ

[1
4

(
vkn

(±) k

lē
µ

b ∂
l + (∂µvk)n

(±) k

b

)
+

1

4

(
vln

(±) µ

b − vbn
(±) µ

l

)
∂l
]
F b
}
,und s
hlieÿli
h ergibt si
h mit (4.70) der F̄m-gk-Beitrag zu



472 H.5 Bere
hnung des We
hselwirkungsanteils Γ̃
quad (1)
k ghim GeistsektorKomponente F̄m − gk:

−
∫

d4x ē
{
∂[aF̄b]

[1
2
vνn

(±) ab
]
gν
}

= −
∫

d4x ē
{
F̄a

[1
2
n(±) ab

(
(∂bvν) + vν∂b

)]
gν
}
. (H.70)Damit haben wir alle erforderli
hen Beiträge der reduzierten quadratis
hen Form Γ̃quad

kbzw. Γquad
k bestimmt.



Anhang I
Na
hweis der Hermitizität von Γ̃

quad (1)
k gravauf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen

Eine Mögli
hkeit, die Korrektheit der vorangegangenen Re
hnungen zu überprüfen, be-steht darin, nun na
hzure
hnen, daÿ der gerade bestimmte We
hselwirkungsanteil der qua-dratis
hen Form, Γ̃quad (1)
k grav , au
h auf dem Niveau der zerlegten Graviton�uktuationen (6.11)und (6.12) na
h wie vor selbstadjungiert ist. Wir führen den Na
hweis wieder sektorweise,indem wir dur
h partielle Integration die einzelnen Matrixelemente in ihre adjungiertenMatrixelemente überprüfen.I.1 Überprüfung der Hermitizität von Γ̃

quad (1)
k Ho im ε̄-ε̄-Blo
kI.1.1 Der skalare SektorBlo
k {a, d}-{a, d}:Die Hermitizität des aus (H.2), (H.3), (H.4) und (H.5) bestehenden Unterblo
ks isto�ensi
htli
h.



474 I.1 Überprüfung der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k Ho im ε̄-ε̄-Blo
kI.1.2 Der Vektor-SektorBlo
k {b, c}-{b, c}, {d}-{d}:Au
h in diesen beiden Teilblö
ken der beiden Hauptdiagonalblö
ke im Vektor-Sektor läÿtsi
h die Hermitizität auf einfa
he Symmetrieeigens
haften der jeweiligen Matrixelementezurü
kführen.Blo
k {d}-{b, c}:Abs
hlieÿend betra
hten wir im Vektor-Sektor die Beiträge dm-bk und dm-ck in denNebendiagonalblö
ken. Partielle Integration des ersteren liefertKomponente dm − bk:

∫
d4x ē bk

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
km

[(
(∂mvr) − (∂rv

m)
)
� +

(
(∂rva) − (∂avr)

)
∂a∂m

]]
dr ,und im zweiten Fall erhalten wirKomponente dm − ck:

∫
d4x ē cn

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
mk

[(
(∂mvc) − (∂cv

m)
)
∂c∂kηnr +

(
(∂avr) − (∂rva)

)
∂a∂kδ m

n

]]
dr

=

∫
d4x ē cn

[(
∓ 1 +

1

γk

)
n

(±)
km

[(
(∂cv

m) − (∂mvc)
)
∂c∂kηnr +

(
(∂rva) − (∂avr)

)
∂a∂kδ m

n

]]
dr ,so daÿ wir in beiden Fällen die Gegenstü
ke (H.10) und (H.11) reproduzieren.

I.1.3 Der Tensor-SektorBlo
k {d}-{d}:Die Hermitizität dieser Komponente ergibt si
h abs
hlieÿend ebenfalls unmittelbar ausden Symmetrieeigens
haften der Tensorstruktur in (H.15).



Na
hweis der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav auf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen 475I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbei-trags Γ̃

quad (1)
k gf

I.2.1 Der skalare Sektor
Blo
k {a, d}-{a, d}:Komponente a− a:Unter Verna
hlässigung zweiter und höherer Ableitungen des Vektorfeldes vµ ist dietermweise Hermitizität des Ausdru
ks (H.17) o�ensi
htli
h.Des weiteren liefert partielle Integration von (H.19)Komponente d− a:

1

αD

∫
d4x ē

{
a
[((1 + βD)

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2

+
(
2βD +

1

2

)
n

(±) a

b

(
(∂bva)�

2 + va∂
b�2 + 4(∂kva)∂

k∂b�
)

+
(
− 5βD − 1

2

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− βD +

1

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
a
[(

− 3βD

2

)
n

(±) a

b(∂av
b)�2 +

(
2βD +

1

2

)
n

(±) a

bva∂
b�2

+
(
3βD +

3

2

)
n

(±) a

b(∂kva)∂
k∂b�

+
(
− βD +

1

2

)
n

(±) a

b(∂avk)∂
k∂b�

]
d
}
,was (H.18) reproduziert.Komponente d− d:Au
h dieser Beitrag geht Term für Term na
h vierfa
her partieller Integration wie ge-wüns
ht in si
h selbst über.



476 I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfI.2.2 Der Vektor-SektorBlo
k {b, c}-{b, c}:Wir bere
hnen zunä
hst die paritätsgeraden Mis
hungen. Partielle Integration von (H.22)führt aufKomponente cm − bk:

1

αD

∫
d4x ē

{
ba
[1
2

(
n(±) b

a (∂µvb)� − n(±) µρ
(
(∂ρva)� + 2(∂kva)∂

k∂ρ + va∂ρ�
)

+2n(±) µρ(∂kva)∂
k∂ρ

)]
cµ

}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
ba
[1
2

(
n(±) b

a (∂µvb)� + n(±) ρµ(∂ρva)� + van
(±) ρµ∂ρ�

))]
cµ

}
,was mit (H.21) identis
h ist.Darüber hinaus erhalten wirKomponente cm − ck:

1

αD

∫
d4x ē

{
cν
[1
2

(
δ µ
ν n

(±) a

b

(
(∂av

b)� + 2(∂kva)∂
k∂b
)

−n(±) µ
ν

(
− 2(∂ava)� − 4(∂kva)∂

k∂a − 2va∂
a�

+(∂ava)� + 2(∂kva)∂
k∂a
))]

cµ

}

=
1

αD

∫
d4x ē

{
cν
[1
2

(
δ µ
ν n

(±) a

b

(
(∂av

b)� + 2(∂kva)∂
k
)

+n(±) µ
ν

(
(∂ava)� + 2(∂kva)∂

k∂a + 2va∂
a�
))]

cµ

}
,wodur
h die Hermitizität dieser Vektor-Vektor-Kopplung bestätigt wird.Blo
k {d}-{b, c}:Wir integrieren die einzige Mis
hung (H.25) im paritätsungeraden Sektor partiell zuKomponente dm − ck:

1

αD

∫
d4x

ē

2
ck
{(
ε b

k lmn
(±) a

b − n
(±)

kbε
ba

lm

)(
va∂

l + 2(∂uva)∂
u∂l
)}

�dm ,
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htli
h mit deren Gegenstü
k (H.24) übereinstimmt.

I.2.3 Überprüfung der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav im ε̄-τ̄- bzw. im

τ̄ -ε̄-Blo
kIn diesem Abs
hnitt reproduzieren wir dur
h partielle Integration der τ̄ -ε̄-Matrixelementederen Gegenstü
ke im ε̄-τ̄ -Blo
k.
I.2.4 Der skalare SektorBlo
k {B}-{a, d}:Zum Na
hweis der Hermitizität der B-a-Komponente ist es vorteilhaft, dieses Matrixe-lement in der Form (H.47) zu betra
hten, in der der d'Alembert-Operator vor B no
h ni
htpartiell integriert wurde. Partielle Integration liefert dannKomponente B − a:

∫
d4x

ē

2
a
{
n(±) b

n

[(
− (∂nvb)� + 2

(
(∂nvb)� + vb∂

n� + 2(∂kvb)∂k∂
n
)

+(∂nvk)∂
k∂b − (∂kvb)∂k∂

n
)

− 1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s

+εn ps
b

(
(∂svp)� + vp∂s� + 2(∂avp)∂a∂s

))]}
�B

=

∫
d4x

ē

2
a
{
n(±) b

n

[(
− (∂nvb)� − 2vb∂

n� − 3(∂kvb)∂k∂
n − (∂nvk)∂

k∂b

)

− 1

γk

(
εn ps

a (∂avp)∂b∂s − ε
nps

b (∂avp)∂a∂s + ε
nps

b (∂pvs)�

−ε nps
b vp∂s�

)]}
�B ,was wie gewüns
ht (H.28) reproduziert.Au
h den B-d-Beitrag integrieren wir in der Form (H.49) partiell:



478 I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfKomponente B − d:

∫
d4x

ē

2
d
{
n(±) b

n

[(
− 3(∂nvb)� + 2

(
(∂nvb)� + vb∂

n� + 2(∂kvb)∂k∂
n
)

−(∂nvk)∂
k∂b + (∂kvb)∂k∂

n
)

+
1

γk

(
− εn ps

a (∂avp)∂b∂s + ε
n ps
b (∂avp)∂a∂s + 2εn ps

b (∂pvs)�

+εn ps
b

(
vp∂s� + (∂svp)� + 2(∂avp)∂a∂s

))]}
�B

=

∫
d4x

ē

2
d
{
n(±) b

n

[(
(∂nvb)� − 2vb∂

n� − 5(∂kvb)∂k∂
n + (∂nvk)∂

k∂b

)

+
1

γk

(
εn ps

a (∂avp)∂s∂b + 3ε nps
b (∂avp)∂a∂s + ε

nps
b (∂pvs)�

+ε nps
b vp∂s�

)]}
�B ,was gerade auf (H.29) führt.Blo
k {D}-{a, d}:Um die Hermitizität der Nebendiagonalmatrixelemente zu überprüfen, integrieren wir(H.51) und (H.52) partiell. Dies liefertKomponente D − a:

1

2

∫
d4x ē a

[
± 2n

(±) a

l

(
2(∂uva)∂

u∂l + (∂lva)� − va∂
l� − (∂lva)�

−4(∂kva)∂
k∂l − (∂lvk)∂

k∂a

)

+εn a
l mn

(±) b
n (∂lva)∂

m∂b

− 1

γk

n(±) b
n

(
− 2vn∂b� − 2(∂bv

n)� − 8(∂kv
n)∂k∂b

+5(∂kv
n)∂k∂b − (∂bvk)∂

k∂n + (∂bv
n)�

)]
�D

=
1

2

∫
d4x ē a

[
± 2n

(±) a

l

(
− 2(∂uva)∂

u∂l − va∂
l� − (∂lvk)∂

k∂a

)
+ εn a

l mn
(±) b

n (∂lva)∂
m∂b

− 1

γk

n(±) b
n

(
− 2vn∂b� − (∂bv

n)� − 3(∂kv
n)∂k∂b − (∂bvk)∂

k∂n
)]

�Dsowie
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1

2

∫
d4x ē d

[
± 2n

(±) a

l

(
2(∂uva)∂

u∂l + (∂lva)� − va∂
l� − (∂lva)� − 4(∂kva)∂

k∂l

+(∂lvk)∂
k∂a

)
− εn a

l mn
(±) b

n (∂lva)∂
m∂b

− 1

γk

n(±) b
n

(
− 2vn∂b� − 2(∂bv

n)� − 8(∂kv
n)∂k∂b

+3(∂kv
n)∂k∂b + (∂bvk)∂

k∂n + 3(∂bv
n)�

)]
�D

=
1

2

∫
d4x ē d

[
± 2n

(±) a

l

(
− 2(∂uva)∂

u∂l − va∂
l� + (∂lvk)∂

k∂a

)
− εn a

l mn
(±) b

n (∂lva)∂
m∂b

− 1

γk

n(±) b
n

(
− 2vn∂b� + (∂bv

n)� − 5(∂kv
n)∂k∂b + (∂bvk)∂

k∂n
)]

�D ,was wie gewüns
ht mit (H.30) bzw. (H.31) übereinstimmt.
I.2.5 Der Vektor-SektorWir überprüfen die Hermitizität blo
kweise:Blo
k {A, D}-{b, c}:Na
h zweifa
her partieller Integration von (H.53) erhalten wir unter Verna
hlässigungvon Termen der Ordnung O(∂2v)Komponente Am − bk:

∫
d4x

ē

2
bk
{
n(±) b

n

[
−
(
(∂bvk) − (∂kvb)

)
� +

(
(∂avk) − (∂kva)

)
∂a∂b

]

− 1

γk

(
n

(±)
akε

prs
n + ηnkn

(±) b
aε

prs
b

)(
∂pvr

)
∂a∂s

}
bk

=

∫
d4x

ē

2
bk
{
n(±) b

n

[(
(∂bvk) − (∂kvb)

)
� +

(
(∂kva) − (∂avk)

)
∂a∂b

]

− 1

γk

(
n

(±)
kaε

prs
n + ηnkn

(±) b
aε

prs
b

)(
∂pvr

)
∂a∂s

}
An ,was mit (H.32) identis
h ist.Partielle Integration von (H.54) liefert zudem
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h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfKomponente Am − ck:

∫
d4x

ē

2
cα

{
n(±) b

n

[
(∂αvb)� − (∂αvk)∂

k∂b

]
+ n(±) α

n

[
(∂avk)∂

k∂a − (∂ava)�
]

−ē α
n n

(±) b
a

[
(∂kvb)∂

k∂a + (∂avb)� −
(
vb∂

a� + (∂avb)� + 2(∂kvb)∂
k∂a
]

+n(±) α
a

[
(∂kvn)∂k∂a + (∂avn)� −

(
vn∂

a� + (∂avn)� + 2(∂kvn)∂k∂a
)]

+
1

γk

[
n(±) b

n ε
prs

b

(
− (∂pvr)� + (∂kvp)∂

k∂r −
(
vp∂r� + (∂rvp)� + 2(∂kvp)∂

k∂r

)

+n
(±)

akε
prs

n (∂avp)∂
k∂r − n(±) b

aε
prs

b (∂nvp)∂
a∂r

]
ē α

s

}
An

=

∫
d4x

ē

2
cα

{
n(±) b

n

[
(∂αvk)∂

k∂b − (∂αvb)�
]
+ n(±) α

n

[
(∂ava)� − (∂avk)∂

k∂a

]

−ē α
n n

(±) b
a

[
vb∂

a� + (∂kvb)∂
k∂a
]
+ n(±) α

a

[
vn∂

a� + (∂kvn)∂k∂a
]

− 1

γk

ē α
s

[
n(±) b

nε
s pr
b

(
(∂kvp)∂

k∂r + vp∂r�
)

+ n
(±)

akε
spr

n(∂avp)∂
k∂r

−n(±) b
aε

s pr
b (∂nvp)∂

a∂r

]}
An ,was die cβ-Ak-Komponente (H.34) reproduziert. Dabei haben wir im Sinne unserer Kon-vention unter dem Integral die Umformung An
[
· · · vp∂

a∂r∂n

]
cα = cα

[
− · · · (∂nvp)∂

a∂r

]
Anausgeführt.Ebenfalls mit partieller Integration ergibt si
hKomponente Dm − bk:

∫
d4x

ē

2
bk
{[
n

(±) b

h

(
(∂mvk)∂m∂b + (∂kvm)∂m∂b − (∂bvk)� − 2(∂mvk)∂m∂b

−vk∂b� + (∂bvk)� − (∂kvb)�
)

−n(±) b

k

(
2(∂mvh)∂m∂b − (∂bvh)� − 2(∂mvh)∂m∂b − vh∂b� + (∂hvb)�

)]

− 1

γk

[(
n

(±) b

h ε
ps

b k + n
(±)

nkε
nps

h + ηhkn
(±) b

nε
nps

b

)(
− (∂svp)� − vp∂s�

)

−
(
n

(±)
nkε

prs
h − ηhkn

(±) b
n ε

prs
b

)
(∂pvr)∂

n∂s

]}
Dh
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=

∫
d4x

ē

2
bk
{[
n

(±) b

h

(
vk∂b� + (∂kvb)� + (∂mvk)∂m∂b − (∂kvm)∂m∂b

)

+n
(±) b

k

((
− (∂bvh) + (∂hvb) − vh∂b

)
�
)]

− 1

γk

[(
n

(±) b

hε
ps

kb + n
(±)

knε
nps

h + ηkhn
(±) b

nε
nps

b

)(
(∂pvs)� − vp∂s�

)

−
(
n

(±)
knε

prs
h − ηkhn

(±) b
n ε

prs
b

)
(∂pvr)∂

n∂s

]}
Dhunter erneuter Bea
htung vonDh

[
· · · vb∂h�

]
bk = bk

[
−· · · (∂hvb)∂k�

]
Dh und bk[ · · · (∂kvb)�

]
Dh =

bk
[
− · · · vb∂k�

]
Dh. In diesem Ausdru
k erkennen wir (H.33) wieder.Analog erhalten wir für die nä
hste KomponenteKomponente Dm − ck:

∫
d4x

ē

2
cα

{
n

(±) α

h

[
−
(
(∂kvk)� + vk∂

k� + 2(∂mvk)∂m∂
k
)

+ (∂kvk)� + (∂kva)∂
a∂k

]

+ē α
h n

(±) b

k

[
− (∂mvb)∂m∂

k + (∂kvb)�
]

+ n(±) α
n

[
(∂mvh)∂m∂

n − (∂nvh)�
]

+n
(±) b

h

[
(∂αvk)∂

k∂b − (∂αvb)�
]

+
1

γk

{
n

(±) b

h ε
prs

b

(
(∂mvp)∂m∂r + (∂pvr)�

)

+n(±) b
n

[
− ε

ps
hb

(
2(∂mvp)∂m∂

n − vp∂
n� − (∂nvp)� − 2(∂mvp)∂m∂

n
)

+ε nps
b (∂hvp)� + ε

prs
b (∂hvp)∂r∂

n
]

−n(±)
nkε

prs
h (∂nvp)∂r∂

k
}
ē α

s

}
Dh

=

∫
d4x

ē

2
cα

{
n

(±) α

h

[
vk∂

k� + (∂kva)∂
a∂k

]
+ ē α

h n
(±) b

k

[
(∂mvb)∂m∂

k − (∂kvb)�
]

+n(±) α
n

[
(∂nvh)� − (∂mvh)∂m∂

n
]
+ n

(±) b

h

[
(∂αvb)� − (∂αvk)∂

k∂b

]

+
1

γk

ē α
s

{
n

(±) b

hε
s pr
b

(
(∂pvr)� + (∂mvp)∂m∂r

)

+n(±) b
n ε

s p
b h

(
(∂n)vp� + vp∂

n�
)

+ n
(±)

nkε
spr

h(∂
nvp)∂

k∂r

−n(±) b
nε

s np
b (∂hvp)� − n(±) b

nε
s pr
b (∂hvp)∂

n∂r

}}
Dh ,was mit (H.35) übereinstimmt.
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h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfBlo
k {A, D}-{d}:Hier bere
hnen wir vermöge partieller Integration von (H.57)Komponente Am − dk:

∫
d4 ē

2
dw
{[
ε k

wa vn
(±) b

n(∂avk)∂b∂
v

+n(±) b
nε

k
wb v

(
(∂kva)∂

a∂v + (∂vvk)� + vk∂
v� + 2(∂avk)∂a∂

v − 2(∂avk)∂a∂
v
)

+ε k
w vnn

(±) b
a(∂kvb)∂

a∂v − ε k
wb vn

(±) b
a(∂kvn)∂a∂v

]

+
1

γk

[
n(±) b

a ηwn

(
(∂vvb)∂

v∂a + (∂avb)� − vb∂
a� − (∂avb)� − 2(∂uvb)∂

u∂a
)

−n(±)
wa

(
− (∂vvn)∂v∂a − (∂avn)� + vn∂

a� + (∂avn)� + 2(∂uvn)∂u∂a
)

+n(±) b
n

(
(∂bvw)� − (∂avw)∂a∂b

)
+ n(±)

wn

(
(∂avv)∂

v∂a − (∂ava)�
)]}

An

=

∫
d4 ē

2
dw
{[
ε k

wa vn
(±) b

n(∂avk)∂b∂
v + ε k

wb vn
(±) b

n

(
(∂kva)∂

a∂v + (∂vvk)� + vk∂
v�
)

+ε k
w vnn

(±) b
a(∂kvb)∂

a∂v − ε k
wb vn

(±) b
a(∂kvn)∂a∂v

]

+
1

γk

[
n(±) b

aηwn

(
(∂vvb)∂

v∂a + vb∂
a�
)
− n(±)

wa

(
(∂vvn)∂v∂a + vn∂

a�
)

+n(±) b
n

(
(∂bvw)� − (∂avw)∂a∂b

)
+ n(±)

wn

(
(∂avv)∂

v∂a − (∂ava)�
)]}

An .



Na
hweis der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav auf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen 483Zudem liefert partielle Integration von (H.58)Komponente Dm − dk:

∫
d4x

ē

2
dw
{[

− ε k
wb vn

(±) b
n(∂kva)∂

a∂v − ε k
w vnn

(±) b
a(∂kvb)∂

v∂a

−ε a
w vnn

(±) b
a

(
2(∂mvb)∂

m∂v − vb∂
v� − (∂vvb)� − 2(∂uvb)∂

u∂v
)

−ε k
wa vn

(±) b
n(∂avk)∂b∂

v + ε k
wb vn

(±) b
a(∂kvn)∂a∂v

∓2n(±)
wv

(
2(∂mvn)∂m∂v − vn∂

v� − (∂vvn)� − 2(∂uvn)∂u∂v
)]

+
1

γk

[
n(±) b

a ηwn

(
(∂vvb)∂

v∂a − (∂avb)�
)

+n(±)
wa

(
(∂nv

a)� + 3(∂kvn)∂k∂a − (∂avn)�

−vn∂
a� − (∂avn)� − 2(∂uvn)∂u∂a

)

−n(±) b
n

(
(∂avw)∂a∂b − vw∂b� − (∂bvw)� − 2(∂uvw)∂u∂b + (∂bvw)�

)

+n(±)
wn

(
(∂avv)∂

v∂a − va∂
a� − (∂ava)� − 2(∂uva)∂

a∂u + (∂ava)�
)]}

Dn

=

∫
d4x

ē

2
dw
{[

− ε k
wb vn

(±) b
n(∂kva)∂

a∂v − ε k
w vnn

(±) b
a(∂kvb)∂

v∂a

+ε a
w vnn

(±) b
a

(
vb∂

v� + (∂vvb)�
)
− ε k

wa vn
(±) b

n(∂avk)∂b∂
v

+ε k
wb vn

(±) b
a(∂kvn)∂a∂v ± 2n(±)

wv

(
vn∂

v� + (∂vvn)�
)]

+
1

γk

[
n(±) b

a ηwn

(
(∂vvb)∂

v∂a − (∂avb)�
)

+n(±)
wa

(
(∂nv

a)� + (∂kvn)∂k∂a − 2(∂avn)� − vn∂
a�
)

+n(±) b
n

(
(∂avw)∂a∂b + vw∂b�

)
− n(±)

wn

(
(∂avv)∂

v∂a + va∂
a�
)]}

Dn .so daÿ beide Ausdrü
ke ihre Pendants (H.40) bzw. (H.41) reproduzieren.



484 I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfBlo
k {B, C}-{b, c}:Partielle Integration überführt (H.59) inKomponente Bm − bk:

∫
d4x

ē

2
bk
{
εkbagn

(±) b
n

(
− (∂nva)� + (∂avn)� + va∂n� + (∂nva)� + 2(∂uv

a)∂u∂n

−vn∂a� − (∂avn)� − 2(∂uv
n)∂u∂a

−(∂fva)∂f∂
n + (∂fvn)∂f∂

a − (∂avf )∂
f∂n + (∂nvf)∂

f∂a
)

+εkbafn
(±) b

n

(
− (∂fvg)∂

n∂a − (∂gv
a)∂n∂f

)

±2n
(±)

ka

(
(∂gvf)∂

f∂a + (∂avg)� + (∂fvg)∂f∂
a

−vg∂
a� − (∂avg)� − 2(∂uvg)∂

u∂a
)

+
1

γk

[
n

(±)
kn

(
− (∂gv

n)� + vg∂
n� + (∂nvg)� + 2(∂uvg)∂

u∂n − 2(∂avg)∂a∂
n
)

+n(±)
ag

(
− (∂kv

a)� + (∂avk)� + (∂svk)∂s∂
a

−vk∂
a� − (∂avk)� − 2(∂uvk)∂

u∂a + (∂kvs)∂
s∂a
)]}

Bg

=

∫
d4x

ē

2
bk
{
εkbagn

(±) b
n

(
(∂uv

a)∂u∂n − (∂uv
n)∂u∂a + va∂n� − vn∂a�

+(∂nvf )∂
f∂a − (∂avf )∂

f∂n
)

+εkbafn
(±) b

n

(
(∂avg) − (∂gv

a)
)
∂f∂n

±2n
(±)

ka

(
(∂gvu)∂

u∂a − (∂uvg)∂
u∂a − vg∂

a�
)

+
1

γk

[
n

(±)
kn

(
vg∂

n� + (∂nvg)� − (∂gv
n)�

)

+n(±)
ag

(
− (∂kv

a)� − vk∂
a� + (∂kvs)∂

s∂a − (∂svk)∂
s∂a
)]}

Bg ,was mit (H.36) übereinstimmt.



Na
hweis der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav auf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen 485Für (H.60) erhalten wirKomponente Bm − ck:

∫
d4x

ē

2
cs

{[
εs

bkgn
(±) b

n

(
− (∂nvf)∂

f∂k − (∂fvf)∂
n∂k + vf∂

f∂n∂k + (∂fvf)∂
n∂k

+(∂nvf )∂
f∂k + (∂kvf )∂

f∂n
)

−εs
bckn

(±) b
n(∂cvg)∂

k∂n + n(±) sbεbakg(∂
avf)∂

f∂k − εbakgn
(±) b

n(∂sva)∂k∂n

+δs
gεbfakn

(±) b
n(∂fva)∂k∂n ± 2δs

gn
(±)

ak(∂
avf )∂

f∂k
]

+
1

γk

[
δs

gn
(±)

nk

(
− (∂avn)∂a∂

k + (∂kvn)�
)

+ n(±)
ag

(
(∂svk)∂k∂

a − (∂sva)�
)

+n
(±) s

k

(
(∂avg)∂a∂

k − (∂kvg)�
)

+n(±) s
g

(
(∂kva)∂

a∂k + (∂ava)� − va∂
a� − (∂ava)� − 2(∂uva)∂

a∂u
)]}

Bg

=

∫
d4x

ē

2
cs

{[
εs

bkgn
(±) b

n

(
(∂kvf )∂

f∂n + vf∂
f∂n∂k

)
− εs

bckn
(±) b

n(∂
cvg)∂

k∂n

+n(±) sbεbakg(∂
avf )∂

f∂k − εbakgn
(±) b

n(∂sva)∂k∂n

+δs
gεbfakn

(±) b
n(∂fva)∂k∂n ± 2δs

gn
(±)

ak(∂
avf )∂

f∂k
]

+
1

γk

[
δs

gn
(±)

nk

(
(∂kvn)� − (∂avn)∂a∂

k
)

+ n(±)
ag

(
(∂svk)∂k∂

a − (∂sva)�
)

+n
(±) s

k

(
(∂avg)∂a∂

k − (∂kvg)�
)

+n(±) s
g

(
− (∂kva)∂

a∂k − va∂
a�
)]}

Bgin Übereinstimmung mit (H.38). Zweifa
he partielle Integration von (H.61) führt aufKomponente Cm − bk:
∫

d4x
ē

2
bk
{
εna

lmn
(±) b

n

(
(∂kva) − (∂avk)

)
∂l∂b

+
1

γk

[
n

(±)
kn

((
(∂nvm) − (∂mv

n)
)
� +

(
(∂mvl) − (∂lvm)

)
∂l∂n

)

−n(±) b
n ε

n
k lmε

prs
b (∂pvr)∂

l∂s

]}
Cmwas (H.37) entspri
ht, und s
hlieÿli
h reproduziert (H.62) na
h partieller Integration gemäÿ



486 I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfKomponente Cm − ck:

∫
d4x

ē

2
ca

{[
εan

lmn
(±) b

n

(
− (∂bvk)∂

k∂l − (∂lvk)∂
k∂b + (∂kvb)∂

k∂l

+vk∂
k∂l∂b + (∂kvk)∂

l∂b + (∂lvk)∂
k∂b + (∂bvk)∂

k∂l

+(∂lvb)� − vb∂
l� − (∂lvb)� − 2(∂uvb)∂

u∂l
)

+n(±) a
nε

nb
lm

(
(∂bv

l)� − vl∂b� − (∂bv
l)� − 2(∂uv

l)∂u∂b + (∂kv
l)∂k∂b

)]

+
1

γk

[
n

(±)
nkδ

a
m

((
(∂nvl) − 2(∂lv

n)
)
∂l∂k + vn∂k� + (∂kvn)� + 2(∂uv

n)∂u∂k
)

+n
(±) a

k

(
2(∂lvm)∂l∂k − vm∂

k� − (∂kvm)� − 2(∂uvm)∂u∂k
)

+εa pr
b n(±) b

nε
n
lkm(∂lvp)∂r∂

k
]}
Cm

=

∫
d4x

ē

2
ca

{[
εan

lmn
(±) b

n

(
vk∂

k∂l∂b + (∂kvk)∂
l∂b − vb∂

l� − (∂kvb)∂
k∂l
)

+n(±) a
nε

nb
lm

(
− vl∂b� − (∂kv

l)∂k∂b

)]

+
1

γk

[
n

(±)
nkδ

a
m

(
(∂nvl)∂

l∂k + vn∂k� + (∂kvn)�
)

+n
(±) a

k

(
− vm∂

k� − (∂kvm)�
)

+ ε
a pr
b n(±) b

nε
n
lkm(∂lvp)∂r∂

k
]}
Cmgerade den Ausdru
k (H.39).Blo
k {B, C}-{d}:Um die Hermitizität des zweiten Blo
ks zu bestätigen, integrieren wir (H.63) ebenfallspartiell:



Na
hweis der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav auf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen 487Komponente Bm − dk:

∫
d4x

ē

2
dw
{
n(±) b

n

[
ηgw

(
(∂nvb)� − (∂fvb)∂

f∂n + 2(∂bvk)∂
k∂n
)

−ε k
wu vε

n
b fg(∂

uvk)∂
v∂f
]

+n(±) b
g

[
(∂bvw)� − (∂bvw)� − 2(∂kvw)∂k∂b − vw∂b� + (∂kvw)∂k∂b

]

+n(±) b
w

[
(∂bvg)� + 2(∂kvg)∂

k∂b + vg∂b� − (∂bvg)� + (∂gvb)�

−(∂fvg)∂f∂b − 2(∂gvk)∂
k∂b

]

+n(±)
wg

[
− (∂ava)� − (∂fva)∂

a∂f + (∂ava)� + 2(∂fva)∂
a∂f + va∂

a�
]

− 1

γk

{
n(±) b

n

[
εn

wfg

(
− (∂fvb)� − 2(∂avb)∂a∂

f − vb∂
f� + (∂fvb)�

+2(∂vvv)∂
f∂b + 2(∂bvv)∂

v∂f + 2(∂fvv)∂
v∂b + 2vv∂

v∂f∂b

+(∂vvb)∂
v∂f − (∂bvv)∂

v∂f − (∂ava)∂
f∂b − 2(∂fva)∂

a∂b

)

+ε n
b fg

(
(∂vvw)∂v∂f − (∂wvv)∂

v∂f + (∂fvw)�

−(∂fvw)� − 2(∂avw)∂a∂
f − vw∂

f�
)

+εvwfg

(
2(∂fvn)∂v∂b − (∂bv

v)∂f∂n
)

+εn
vfg

(
(∂fvw)∂v∂b

)]

+n(±) b
w

[
εbfvg(∂

fva)∂
a∂v + εfkvg(∂

fvk)∂v∂b

]}}
Bg

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n(±) b

n

[
ηwg

(
(∂nvb)� − (∂fvb)∂

f∂n + 2(∂bvk)∂
k∂n
)

−ε k
wu vε

n
b fg(∂

uvk)∂
v∂f
]

+n(±) b
g

[
− vw∂b� − (∂kvw)∂k∂b

]

+n(±) b
w

[
(∂gvb)� + vg∂b� + (∂kvg)∂

k∂b − 2(∂gvk)∂
k∂b

]

+n(±)
wg

[
va∂

a� + (∂fva)∂
a∂f

]

− 1

γk

{
n(±) b

n

[
εn

wfg

(
− vb∂

f� − (∂avb)∂a∂
f + (∂bva)∂

a∂f

+(∂ava)∂
f∂b + 2va∂

a∂f∂b

)

+ε n
b fg

(
− vw∂

f� − (∂wva)∂
a∂f − (∂avw)∂a∂f

)

+εwvfg

(
(∂bv

v)∂f∂n − 2(∂vvb)∂
f∂n
)

+εn
vfg

(
− (∂vvw)∂f∂b

)]

+n(±) b
w

[
− εbfvg(∂

fva)∂
a∂v − εfkvg(∂

fvk)∂b∂
v
]}}

Bg ,



488 I.2 Überprüfung der Hermitizität des Ei
h�xierungsbeitrags Γ̃
quad (1)
k gfwas (H.42) entspri
ht. Dabei wurden unter anderem die Antiysymmetrie von n(±) ab sowieunsere Konvention dw

[
+ · · · va∂

a∂f∂w

]
Bg = dw

[
− · · · (∂wva)∂

a∂f
]
Bg bea
htet.S
hlieÿli
h liefert die partielle Integration von (I.1)Komponente Cm − dk:

∫
d4x

ē

2
dw
{
n(±) b

n

[
ηmw

(
− (∂bv

n)� − 2(∂kv
n)∂k∂b − vn∂b� + 2(∂bv

n)� − (∂bvk)∂
k∂n
)

+ε na
m lε

k
b vw(∂kva)∂

l∂v
]

+n(±) b
w

[
− (∂bvm)� − 2(∂kvm)∂k∂b − vm∂b� + (∂bvm)� − (∂mvb)�

+(∂lvm)∂l∂b + (∂mvl)∂
l∂b

]

+
1

γk

{
n(±) b

n

[
ε n

m lv

(
(∂lvw)∂v∂b − (∂wv

l)∂v∂b

)
+ ε n

m lw

(
(∂vvb)∂

v∂l + (∂lvb)�

−(∂lvb)� − 2(∂kvb)∂k∂
l − vb∂

l� − (∂bvk)∂
k∂l − (∂lvk)∂

k∂b

+(∂kvk)∂
l∂b + (∂lvk)∂

k∂b + (∂bvk)∂
k∂l + vk∂

k∂l∂b

)]

+n(±)
nwε

na
m l

[
(∂kva)∂

k∂l + (∂lva)� − (∂lva)�

−2(∂kva)∂k∂l − va∂
l�
]}}

Cm

=

∫
d4x

ē

2
dw
{
n(±) b

n

[
ηwm

(
vn∂b� − (∂bv

n)� − 2(∂kvb)∂
k∂n + (∂bvk)∂

k∂n
)

−ε k
wb vε

na
lm(∂kva)∂

v∂l
]

+n(±) b
w

[
vm∂b� + (∂mvb)� + (∂kvm)∂k∂b − (∂mvk)∂

k∂b

]

+
1

γk

{
n(±) b

n

[
− εn

lvm

(
(∂lvw) − (∂wv

l)
)
∂v∂b

−ε n
w lm

(
− vb∂

l� − (∂kvb)∂k∂
l + (∂kvk)∂

l∂b + vk∂
k∂l∂b

)]

+n(±)
wnε

na
lm

[
− va∂

l� − (∂kva)∂k∂
l
]}}

Cm ,was mit (H.43) übereinstimmt.
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hweis der Hermitizität von Γ̃
quad (1)
k grav auf dem Niveau der zerlegtenFluktuationen 489I.2.6 Der Tensor-SektorBlo
k {B, d}:Hier ist der Ausdru
k (H.65) partiell zu integrieren. Dies ergibt unter Berü
ksi
htigungder Divergenzfreiheit der beteiligten TensorenKomponente Bmn − dkl:

∫
d4x

ē

2
dk

α

{[
− ē

β
k n

(±) α
n va∂

a − ē
β

k n
(±) b

n (∂αvb) + ē
β

k n
(±) α

a vn∂
a

−ē β
k ē

α
n n

(±) b
a vb∂

a + ē α
n n

(±) β
a vk∂

a
]

− 1

γk

ē β
r

[
n

(±)
nkε

r ps
a vp∂

a − n(±) b
n ε

r ps
b vp∂k − ηnkn

(±) b
aε

r ps
b vp∂

a
]
ē α

s

}
Bn

β

=

∫
d4x

ē

2
dk

α

{[
ē

β
k n

(±) α
nva∂

a + ē
β

k n
(±) b

n(∂αvb) − ē
β

k vnn
(±) α

a∂
a

+ē β
k ē

α
n vbn

(±) b
a∂

a − ē α
n vkn

(±) β
a∂

a
]

− 1

γk

ē α
s

[
− n

(±)
knε

sp r
a vp∂

a + n(±) b
nε

s pr
b (∂kvp) + ηknn

(±) b
aε

s pr
b vp∂

a
]
ē β

r

}
Bn

β ,was mit (H.45) identis
h ist.Blo
k {D, d};Partielle Integration von (H.66) führt abs
hlieÿend aufKomponente Dmn − dkl:
∫

d4x
ē

2
dkq
{
ε n

q lmn
(±) b

n vb∂
lηkp + n(±)

qnε
n a
l mva∂

lηkp − n(±)
npε

n
q lmvk∂

l

+
1

γk

(
− n

(±)
kp(∂qvm) − n

(±)
kpηqmvl∂

l + ε n
k lmε

u
qb pn

(±) b
nvu∂

l
)}
Dmp

=

∫
d4x

ē

2
dkq
{
ηkpε

n
q lmn

(±) b
n vb∂

l − ηkpn
(±)

qnε
na

lmva∂
l − vkε

n
q lmn

(±)
np∂

l

+
1

γk

(
− n

(±)
kp(∂qvm) − n

(±)
kpηqmvl∂

l − ε n
k lmε

u
qb pn

(±) b
n vu∂

l
)}
Dmp ,so daÿ wie gewüns
ht (H.45) reproduziert wird.





Anhang J
Die Kontraktion von Ṽ mit denProjektoren

Das Objekt Ṽ stellt bis auf den übli
hen Vorfaktor 1
2
den Integralkern der quadrati-s
hen Form Γ̃

quad (1)
k dar, die wir im Kapitel H bere
hnet haben. Der Unters
hied zu demim Hauptteil auftretenden We
hselwirkungsanteil V des Operators Γ

(2)
k besteht in dem Um-stand, daÿ in Ṽ die 1√

−�
- und µ̄-Reskalierungen der Zerlegungen no
h ni
ht berü
ksi
htigtwurden.In diesem Kapitel des Anhangs wollen wir die erste Stufe der Spurbildung auf der re
htenSeite der Fluÿglei
hung dur
hführen, indem wir die im Kapitel H bere
hneten Komponen-ten von Ṽ gemäÿ ihrer Tensorstruktur mit den entspre
henden Projektoren kontrahieren,wobei wir - wie bereits im Hauptteil erläutert - im Hinbli
k auf die Impulsintegration alleBeiträge, in denen keine Ableitung auf den Vektor vµ wirkt, weglassen können.Dazu s
hreiben wir alle Matrixelemente vollständig auf O(4)-Indizes um und ersetzendann die partiellen Ableitungen dur
h ipa bzw. ipa. Die na
h dem Abstreifen der Kom-ponentenfelder verbleibenden freien Indizes bezei
hnen wir einheitli
h mit m und k imVektor- bzw. mit {m,n} und {k, l} im Tensorsektor. Die Summationsindizes entnehmenwir der Menge a, b, c, . . . . Die Re
hnung verwendet wiederholt die Symmetrieeigens
haf-ten der auftretenden Tensoren sowie eine Reihe von Standardrelationen, auf die bei ihremersten Auftreten hingewiesen wird. Wir bere
hnen zunä
hst den skalaren Sektor der pa-ritätsgeordneten Matrix, ans
hlieÿend den Vektor-Sektor, und zu guter Letzt wenden wir



492 J.1 Der skalare Sektoruns den Tensoren zu.
J.1 Der skalare SektorJ.1.1 Beiträge aus der ε̄-ε̄-KomponenteBlo
k {a, d}-{a-d}:Mit fab := ∂avb können wir im skalaren Sektor von Vred einen Ausdru
k der Form

ē

2
n(±) abfcd∂p∂q� → ē

2
n(±) abfcdpppqp

2 → ē

2
n(±) abfcd

1

4
p4ηpqextrahieren. Der letzte S
hritt dieser Ersetzung gilt, da wir unter dem Integral die Regel

∫
d4p f(p2)papb ≡ 1

4

∫
d4p f(p2)p2ηab für symmetris
he Integration anwenden können. FürSkalare ist der Projektor trivial, und wir erhalten somitKomponente a− a:

0Komponente a− d:
ē

2
n(±) abfcd

[1
2

( 1

γk

∓ 1
)
εcd

ab

]
p4 =

ē

2
n(±) abfab

[(
− 1 ± 1

γk

)]
p4Komponente d− a:

ē

2
n(±) abfcd

[1
2

( 1

γk

∓ 1
)
εcd

ab

]
p4 =

ē

2
n(±) abfab

[(
− 1 ± 1

γk

)]
p4
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ē

2
n(±) abfcd

[( 1

γk

∓ 1
)(

± 4δ c
a δ

d
b − εcd

ab

)]
p4

=
ē

2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 1 ± 1

γk

)
(4 − 2)

]
p4

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
− 1 ± 1

γk

)]
p4

J.1.2 Beiträge aus der Ei
h�xierungKomponente a− a:
ē

2
n(±) abfcd

−(1 + βD)

2αD

[
δ d
a δ

q
b η

cp +
1

2
δ c
a δ

d
b η

pq + δ c
a δ

q
b η

dp
]
ηpqp

4

=
ē

2
n(±) abfab

−(1 + βD)

2αD

[
− 1 + 2 + 1

]
p4

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 1 + βD

αD

]
p4Komponente a− d:

ē

2
n(±) abfcd

[(
− 3βD

4αD
δ c
a δ

d
b η

pq +
(3βD

2
+

3

4

)
· 1

αD
δ d
a δ

q
b η

cp

+
(
− βD

2αD
+

1

4αD

)
δ c
a δ

q
b η

dp
]
ηpqp

4

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 10βD + 1

2αD

]
p4Komponente d− a:

ē

2
n(±) abfcd

[1 + βD

4αD
δ c
a δ

d
b η

pq +
1

2αD

(
− 5βD − 1

2

)
δ d
a δ

q
b η

cp

+
1

2αD

(
− βD +

1

2

)
δ c
a δ

q
b η

dp
]
ηpqp

4

=
ē

2
n(±) abfab

[ 3

αD

(
βD +

1

2

)]
p4
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ē

2
n(±) abfcd

[3βD

4αD
δ c
a δ

d
b η

pq +
3βD

2αD
δ d
a δ

q
b η

cp +
3βD

2αD
δ c
a δ

q
b η

dp
]
ηpqp

4

=
ē

2
n(±) abfab

[3βD

αD

]
p4

J.1.3 Beiträge aus der ε̄-τ̄-KomponenteBlo
k {a, d}-{B, D}:Komponente a−B :̄
e

2
n(±) abfcd

[
− δ d

a δ
c

b η
pq − δ q

a δ
c

b η
dp − 3δ d

a δ
q

b η
cp

− 1

γk

(
ε

cdp
b δ q

a − ε
dq

ab ηcp + ε cd
ab ηpq

)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
1 ∓ 1

γk

)]
p4Komponente a−D:

ē

2
n(±) abfcd

[
ε cdq

a δ
p

b ± 2δ q
b

(
δ c
a η

dp − 2δ d
a η

cp
)

+
1

γk

(
3δ d

a η
cpδ

q
b + δ d

a δ
c

b η
pq + δ c

b η
dpδ q

a

)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
± 1 − 1

γk

)]
p4Komponente d− B:

ē

2
n(±) abfcd

[
− 5δ d

a δ
q

b η
cp + δ d

a δ
c

b η
pq + δ c

b δ
q

a η
dp

− 1

γk

(
− 3ε dq

ab ηcp − ε
cdp

b δ q
a − ε cd

ab ηpq
)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(5

4
− 1 − 1

4

)
− 1

γk

ε cd
ab

(3

4
+

1

4
− 1
)]
p4 = 0
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ē

2
n(±) abfcd

[
− ε cdq

a δ
p

b ∓ 2δ q
b

(
2δ d

a η
cp + δ c

a η
dp
)

+
1

γk

(
5δ d

a δ
q

b η
cp − δ d

a δ
c

b η
pq − δ q

a δ
c

b η
dp
)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[(
∓ 1

2
± 1 ∓ 1

2

)
+

1

γk

(
− 5

4
+ 1 +

1

4

)]
p4 = 0

J.1.4 Beiträge aus der τ̄-ε̄-KomponenteBlo
k {B, D}-{a, d}:Komponente B − a:
ē

2
n(±) abfcd

[
− δ c

a δ
d

b η
pq − 5δ q

a δ
d

b η
cp + δ c

a δ
q

b η
dp

− 1

γk

(
− ε cdq

a δ
p

b + 3ε dq
ab ηcp

)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
− 1 ± 1

γk

)]
p4Komponente B − d:

ē

2
n(±) abfcd

[
− 3δ c

a δ
d

b η
pq − δ c

a δ
q

b η
dp − 3δ q

a δ
d

b η
cp

+
1

γk

(
− ε cdq

a δ
p

b − ε
dq

ab ηcp + 2ε cd
ab ηpq

)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 3 − 1

4
− 3

4

)
+

1

γk

ε cd
ab

(
− 1

4
+

1

4
+ 2
)]
p4

=
ē

2
n(±) abfab

[
4
(
− 1 ± 1

γk

)]
p4
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ē

2
n(±) abfcd

[
ε cdp

a δ
q

b ± 2
(
2δ d

a δ
q

b η
cp + δ d

a δ
c

b η
pq − δ c

b δ
q

a η
dp
)

+
1

γk

(
− 5δ d

a η
cpδ

q
b + δ c

b η
dpδ q

a − δ c
b δ

d
a η

pq
)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[(
± 1

2
∓ 1 ∓ 2 ± 1

2

)
+

1

γk

(5

4
− 1

4
+ 1
)]
p4

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
∓ 1 +

1

γk

)]
p4

D − d:
ē

2
n(±) abfcd

[
− ε cdp

a δ
q

b ± 2δ d
a

(
2ηcpδ

q
b + δ c

b η
pq
)
± 2δ q

a δ
c

b η
dp

+
1

γk

(
− 3δ d

a δ
q

b η
cp − 3δ d

a δ
c

b η
pq − δ c

b δ
q

a η
dp
)]
ηpq

p4

4

=
ē

2
n(±) abfab

[(
∓ 1

2
∓ 1 ∓ 2 ∓ 1

2

)
+

1

γk

(3

4
+ 3 +

1

4

)]
p4

=
ē

2
n(±) abfab

[
4
(
∓ 1 +

1

γk

)]
p4

J.1.5 Beiträge aus dem GeistsektorBlo
k {f̄}-{f}:Im Geistsektor gibt es bloÿ ein Matrixelement, das aus der Kopplung zweier Skalarehervorgeht. Da in der Zerlegung der Geistfelder nur jeweils eine Ableitung auf diese wirkt,tritt hier zusätzli
h zu den drei übrigen Ableitungen kein �-Operator auf, so daÿ wir
ē

2
n(±) abfcd∂p∂q → − ē

2
n(±) abfcdpppq .extrahieren. Für die Kontraktion des Matrixelements erhalten wir dann mit symmetris
herIntegration
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− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
δ d
a δ

q
b η

cp + δ c
a δ

p
b η

dq
]

=
ē

2
n(±) abfab

[1
4
− 1

4

]
p2 = 0

J.2 Der Vektor-SektorHier kontrahieren wir die beiden freien Indizes m und k des entspre
henden Matrix-elements mit dem Projektor PV, der auf transversale Vektoren projiziert. Er ist gegebendur
h
P mk

V := ηmk − pmpk

p2
,und es gilt:

P mk
V pk =

(
ηmk − pmpk

p2

)
pk = pm − pm = 0 ,

P mk
V ηmk = 4 − p2

p2
= 3 ≡ dV = P mk

V PV mk .Zudem ist P mk
V o�ensi
htli
h symmetris
h, so daÿ insbesondere seine Kontraktion miteinem ε-Tensor vers
hwindet. Bei den folgenden Kontraktionen werden im wesentli
hendiese Eigens
haften verwandt. Darüber hinaus extrahieren wir stets die Kombination

ē

2
n(±) abfcd∂p∂q → − ē

2
n(±) abfcdpppq .S
hlieÿli
h besitzen im folgenden die Glei
hheitszei
hen nur dann Gültigkeit, sofern man



498 J.2 Der Vektor-Sektorsi
h die Ausdrü
ke unter einem Impulsintegral ∫ d4p vorstellt; aus Gründen der Übersi
ht-li
hkeit haben wir darauf verzi
htet, dies immer explizit auszus
hreiben.J.2.1 Beiträge aus der ε̄-ε̄-KomponenteBlo
k {b, c}-{b, c}:Komponente bm − bk:
0Komponente bm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
− 2
( 1

γk

∓ 1
)
ε

cdp
kηamδ

q
b

]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
− 2
( 1

γk

∓ 1
)
εcd

ba ·
1

4

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
1 ∓ 1

γk

]
p2Hierbei haben wir bea
htet, daÿ pppqε

cdp
kP

mk
V = pppqε

cdp
kη

mk → εcd m
q ηmk p2

4
gilt. Wirdein Index des Projektors zusammen mit einem Vektor pa über einen ε-Tensor kontrahiert,so liefert der zweite Term des transversalen Projektors, d. h. der longitudinale Projektor,keinen Beitrag. Da PV zudem in Form des longitudinalen Projektors explizit Impulsvekto-ren enthält und somit keine reine Funktion von p2 ist, können wir ni
ht bereits zu Beginnder Re
hnung die symmetris
he Integration auf das Produkt pppq anwenden; diesen S
hrittwerden wir erst dann vollziehen, sobald si
h ein Ausdru
k ergeben hat, der bezügli
h seinesTensor
harakters bloÿ no
h von zwei Viererimpulsvektoren abhängt.Komponente cm − bk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
− 2
( 1

γk

∓ 1
)
εcd q

m δ p
a ηbk

]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
− 2
( 1

γk

∓ 1
)
εcd

ba ·
1

4

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
1 ∓ 1

γk

]
p2
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0Blo
k {b, c}-{d}:Komponente bm − dk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
± 2ηma

(
δc

k(δ
d

b η
pq − ηdpδ

q
b ) − δd

k(δ
c

b η
pq − ηcpδ

q
b )
)

+
2

γk

ηma

(
δc

k(η
dpδ

q
b − δ d

b η
pq) − δd

k(η
cpδ

q
b − δ c

b η
pq)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 4f[cd]pppq

[
± ηmaδ

c
k

(
δ d
b η

pq − ηdpδ
q

b

)
+

1

γk

ηmaδ
c
k

(
ηdpδ

q
b − δ d

b η
pq
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 4f[cd]

[(
± 1 − 1

γk

)(
P c

V a δ
d

b − 1

4
δc
aδ

d
b

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
∓ 1 +

1

γk

))]
p2Hier haben wir ausgenutzt, daÿ n(±) abP c

V a pb = n(±) abδ c
a pb gilt. Auÿerdem folgt mit symme-tris
her Integration ∫ d4pf(p2)P ab

V = 3
4

∫
d4pf(p2)ηab. Abs
hlieÿend gilt natürli
h n(±) abf[ab] =

n(±) abfab, da n(±) antisymmetris
h ist.Komponente cm − dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
± 2δ q

a

(
ηmk(δ

c
b η

dp − δ d
b η

cp) + ηmb(η
cpδd

k − ηdpδc
k)
)

+
2

γk

δ q
a

(
ηmk(δ

d
b η

cp − δ c
b η

dp) + ηmb(η
dpδc

k − ηcpδd
k)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 4f[cd]

[(
± 1 − 1

γk

)(3

4
δ d
a δ

c
b +

1

4
δd
b δ

c
a

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
± 1 − 1

γk

))]
p2
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k{d}-{b, c}:Komponente dm − bk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
∓ 2ηbk

(
(δ c

mδ
d

a − δ d
m δ

c
a )ηpq − δ q

a (δ c
mη

dp − δ d
m η

cp)
)

+
2

γk

ηbk

(
δ q
a (δ d

m η
cp − δ c

mη
dp) + (δ c

mδ
d

a − δ d
m δ

c
a )ηpq

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 4f[cd]

[(
∓ 1 +

1

γk

)(3

4
δ d
a δ

c
b − 1

4
δc
bδ

d
a

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
∓ 1 +

1

γk

))]
p2Komponente dm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
∓ 2δ q

b

(
ηmk(δ

c
a η

dp − δ d
a η

cp) + ηak(δ
d

m η
cp − δ c

mη
dp)
)

+
2

γk

δ
q

b

(
ηmk(δ

c
a η

dp − δ d
a η

cp) + ηak(η
cpδ d

m − ηdpδ c
m)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 4f[cd]

[(
∓ 1 +

1

γk

)(3

4
δ c
a δ

d
b +

1

4
δd
aδ

c
b

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
± 1 − 1

γk

))]
p2Blo
k {d}-{d}:Komponente dm − dk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
−
( 1

γk

∓ 1
)
ε

q
mab

(
δc

kη
dp − ηcpδd

k

)
− ε

q
ab k

(
δ c
mη

dp − δ d
m η

cp
)]
P mk

V

=
ē

2
n(±) abfcd

[( 1

γk

∓ 1
)(1

4
εc d

ab − 1

4
εd c

ab − 1

4
ε dc

ab +
1

4
ε cd

ab

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
− 1 ± 1

γk

)]
p2
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h�xierung

Komponente bm − ck:
− ē

2
n(±) abfcd p

2 · 1

αD

[
ηmaδ

d
b δ

c
k + δ c

a ηbkδ
d

m

]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd p

2 · 1

αD

[
P c

V a δ
d

b + P d
V bδ

c
a

]

= − ē
2
n(±) abfab

1

αD

[3
4

+
3

4

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 3

2αD

]
p2Komponente cm − bk:

ē

2
n(±) abfcdpppq ·

1

αD

[
δ d
a δ

c
mηbkη

pq − 2ηmaδ
q

b η
cpδd

k

]
P mk

V

=
ē

2
n(±) abfab

1

αD

[
− 3

4
+

1

2

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 1

4αD

]
p2Komponente cm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq ·

1

αD

[
ηmk

(
δ c
a δ

d
b η

pq + 2δ d
a δ

q
b η

cp
)

+ ηmaηbk

(
ηcdηpq + 2ηcpηdq

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

1

αD

[
3δ c

a δ
d

b

(
1 − 2

4

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 3

2αD

]
p2Dabei haben wir n(±) abPV ab = 0 bea
htet.



502 J.2 Der Vektor-SektorKomponente cm − dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq ·

1

αD

[
2ε q

ma kδ
d

b η
cp − 2ηmaε

dq
b kη

cp
]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

1

αD
pppq

[
− 2ε dq

b kP
k

V aη
cp
]

=
ē

2
n(±) abfcd

1

αD

[1
2
ε dc

b a

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
± 1

αD

]
p2Komponente dm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq ·

1

αD

[(
ε c

ma kδ
d

b − ε cd
ma ηbk

)
ηpq
]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

1

αD

[
− P m

V b ε cd
ma

]
p2

=
ē

2
n(±) abfcd

1

αD

[3
4
ε cd

ba

]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
∓ 3

2αD

]
p2

J.2.3 Beiträge aus der ε̄-τ̄-KomponenteBlo
k {b, c}-{A, D}:Komponente bm − Ak:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηpq
(
δ c
a δ

d
m − δ d

a δ
c
m

)
ηbk + δ q

a ηbk

(
δc

mη
dp − δd

mη
cp
)

− 1

γk

(
ηmaδ

p
b ε

cdq
k + ηmkδ

p
b ε

cdq
a

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
p2
(
δ c
a P

d
V b − δ d

a P
c

V b

)
+ pap

dP c
V b − pap

cP d
V b

− 1

γk

(
ε

cdq
kP

k
V apqpb + 3ε cdq

a pqpb

)]

= − ē
2
n(±) abfcd

[3
4

(
δ c
a δ

d
b − δ d

a δ
c

b

)
+

1

4

(
δ d
a δ

c
b − δ c

a δ
d

b

)
− 1

γk

(1
4
εcd

ba +
3

4
ε cd

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[
1 ∓ 1

γk

]
p2



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 503Komponente bm −Dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaη

pq
(
− δ c

b δ
d
k + δc

kδ
d

b

)
+ δ d

m η
cpηbkδ

q
a + δc

mδ
d

a ηbkη
pq − δc

mη
dpδ q

a ηbk

+
1

γk

(
− ηbkη

pqε cd
ma − ηmaη

pqε cd
b k − ηmkε

cd
ab ηpq + ηmaδ

p
b ε

cdq
k

+ηmkδ
p

b ε
cdq

a

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
−
(
P d

V a δ
c

b − P c
V a δ

d
b

)
p2 + P d

V bpap
c + P c

V bδ
d

a p
2 − P c

V bpap
d

+
1

γk

(
− P m

V b ε cd
ma p2 − ε cd

b kP
k

V ap
2 − 3ε cd

ab p2 + ε
cdq

kP
k

V apqpb + 3ε cdq
a pqpb

)]

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(3

4
+

3

4
+

1

4
− 3

4
+

1

4

)
+

1

γk

ε cd
ab

(3

4
+

3

4
− 3 − 1

4
+

3

4

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[5
4
∓ 2

γk

]
p2Komponente cm − Ak:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaηbk

(
ηcdηpq − ηcpηdq

)
+ ηbkδ

c
m

(
δ q
a η

dp − δ d
a η

pq
)

+ηmaδ
q

b η
cpδd

k − ηmkδ
d

a δ
q

b η
cp

− 1

γk

(
ε dq

ma ηbkη
cp + ε

dq
m kδ

c
a δ

p
b − ε dq

ma δc
kδ

p
b

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcdpppq

[
δ c
a δ

d
b

(
− 1

4
+

3

4
− 1

4
+

3

4

)
− 1

γk

(1

4
ε dc

ba − 1

4
εc d

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[
1 ∓ 1

γk

]
p2



504 J.2 Der Vektor-SektorKomponente cm −Dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηbk

(
ηmaη

cqηdp − δc
mη

dpδ q
a + δc

mδ
d

a η
pq
)

+ ηmaδ
d
k

(
δ c
b η

pq − ηcpδ
q

b

)

+ηmkδ
d

a

(
ηcpδ

q
b − δ c

b η
pq
)

+
1

γk

(
ηbk

(
ε cd

ma ηpq + ε dq
ma ηcp

)
+ ε d

mb kδ
c

a η
pq + ε

dq
m kδ

c
a δ

p
b

−ε d
mab δ

c
kη

pq − ε dq
ma δc

kδ
p

b

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
PV abp

cpd − P c
V bpap

d + P c
V bδ

d
a p

2 + P d
V a (δ c

b p
2 − pcpb

)
+ 3δ d

a

(
pcpb − δ c

b p
2
)

+
1

γk

(
P m

V b ε cd
ma p2 + P m

V b ε dq
ma pqp

c + 0 + 0 − P cm
V ε d

mab p
2 − P cm

V ε dq
ma pqpb

)]

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
0 +

1

4
− 3

4
− 3

4
+

1

4
− 3

4
+ 3
)

+
1

γk

(3

4
ε cd

ba +
1

4
ε dc

ba − 3

4
εc d

ab − 1

4
εc d

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[5
4
∓ 2

γk

]
p2Blo
k {b, c}-{B, C}:Komponente bm − Bk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ε

q
ma kδ

c
b η

dp − ε
q

ma kδ
d

b η
cp − ε c

ma kη
dpδ

q
b + ε d

ma kη
cpδ

q
b + ε cp

ma δ
q

b δ
d
k

−ε dp
ma δ

q
b δ

c
k ± 2ηmaδ

q
b

(
ηdpδc

k − ηcpδd
k

)

+
1

γk

(
ηma(δ

c
b δ

d
k − δ d

b δ
c
k)η

pq + ηbkδ
q

a (δ c
mη

dp − δ d
m η

cp) − ηbkδ
c

mδ
d

a η
pq
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab

{
2f[cd]pppq

[1
4
εd c

a b ±
1

2
δ c
a δ

d
b +

1

γk

(3

4
δ d
a δ

c
b +

1

4
δ c
b δ

d
a

)]
− fcd

[
− 1

γk

· 3

4
δ c
a δ

d
b

]}
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
2
(
∓ 1 +

5

8
· 1

γk

)]
p2



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 505Komponente bm − Ck:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[(
ε

dp
a kδ

c
m − ε

cp
a kδ

d
m

)
δ

q
b

+
1

γk

(
ηma(δ

c
b δ

d
k − δ d

b δ
c
k)η

pq + ηmaδ
q

b (ηdpδc
k − ηcpδd

k) − ε
p

ma kε
cdq

b

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) ab 2f[cd]

[1
4
ε d c

a b +
1

γk

(3

4
δ d
a δ

c
b +

1

4
δ c
a δ

d
b

)]
p2

=
ē

2
n(±) abfab

[
∓ 1 +

1

γk

]
p2Komponente cm − Bk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaε

cq
b kη

dp + ηmkε
cq

ab ηdp + ηmkε
cdq

a δ
q

b + ε c
ma kδ

q
b η

dp

−ε cp
ma δ

q
b δ

d
k − ε

dp
a kδ

q
b δ

c
m

+
1

γk

(
ηmaηbk(−ηdpηcq) + ηmk(δ

q
a δ

d
b η

cp − δ c
a δ

d
b η

pq) + ηbkδ
c

m(δ q
a η

dp − δ d
a η

pq)

+ηmaδ
d
k(η

cpδ
q

b − δ c
b η

pq)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[(
− 1

4
+

3

4
+

3

4
− 1

4
− 1

4

)
ε cd

ab +
1

γk

(3

4
− 3 − 1

4
+

3

4
− 1

4
+

3

4

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
∓ 3

4
+

5

8
· 1

γk

]
p2Komponente cm − Ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaε

dq
b kη

cp + ε
q

ma kη
cdδ

p
b − ε

q
ma kδ

d
b η

cp

+
1

γk

(
ηmkδ

c
a (δ q

b η
dp − δ d

b η
pq) − ηmaδ

c
b η

pqδd
k + ε dp

ma ε
cq

b k

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[1
4
ε cd

ab +
1

γk

(3

4
− 3 +

3

4
− 1

4
− 1

4
+ 1
)
δ c
a δ

d
b

]
p2

= ē n(±) abfab

[
∓ 1

4
+

1

2
· 1

γk

]
p2



506 J.2 Der Vektor-SektorBlo
k {d}-{A, D}:Komponente dm −Ak:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
− ε cp

ma δ
q

b δ
d
k + ε cq

ma ηdpηbk − ε cd
ma ηpqηbk + ε

cp
m kδ

d
a δ

q
b + ε cdp

m δ q
a ηbk

+
1

γk

(
δ c
a δ

d
m ηbkη

pq − δ q
a δ

d
m η

cpηbk + ηmaηbk(η
cqηdp − ηcdηpq)

+ηmkδ
d

a δ
q

b η
cp − ηmaη

cpδ
q

b δ
d
k

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
ε cd

ab

(
− 1

4
− 1

4
+

3

4
− 1

4

)
+

1

γk

(3

4
− 1

4
− 3

4
+

1

4

)]
p2

= 0Komponente dm −Dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
± 2ηmaδ

c
b δ

d
kη

pq + ε c
ma kδ

d
b η

pq + ε cp
ma δ

q
b δ

d
k − ε cq

ma ηbkη
dp

−ε cp
m kδ

d
a δ

q
b − ε cdp

m δ q
a ηbk

+
1

γk

(
δ d
m η

cpδ q
a ηbk − ηmaηbkη

cqηdp + ηmkδ
d

a δ
c

b η
pq − ηmkδ

d
a δ

q
b η

cp

−2ηmaδ
c

b δ
d
kη

pq + ηmaδ
q

b η
cpδd

k + ηmaδ
d

b δ
c
kη

pq
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[(
∓ 3

2

)
δ c
a δ

d
b +

(1

4
+

1

4
+

1

4

)
ε cd

ab +
1

γk

(1

4
− 3 +

3

4
+

3

2
− 1

4
+

3

4

)
δ c
a δ

d
b

]
p2

= 0



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 507Blo
k {d}-{B, C}:Komponente dm −Bk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηmk

(
δ d
a δ

c
b η

pq − ηcpδ d
a δ

q
b + 2δ c

a η
dpδ

q
b

)
− ε cdp

m ε
q

ab k

+ηma

(
δc

kδ
d

b η
pq + ηcpδd

kδ
q

b − 2δc
kη

dpδ
q

b

)
− δ q

a ηbkη
cpδd

m + ηmaηbkη
cqηdp

+
1

γk

(
ε

q
bm kδ

d
a η

cp − δ c
a ε

q
bm kη

dp − ε
q

bm kη
cdδ p

a + ε
q

ab kη
cpδd

m

+ε q
ab kδ

c
mη

dp − ε
dq

m kδ
c

a δ
p

b + 2ε cq
m kδ

d
a δ

p
b + ε

cq
b kδ

p
a δ

d
m

+ηma(ε
cq

b kη
dp + ε

cdq
kδ

p
b )
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 3 +

3

4
+

3

2
+ 2 − 1

4
− 1

4
− 1

4
− 1

4
+

3

4
− 1

2
− 1

4
− 1

4
+ 0
)

+
1

γk

(1
4
ε cd

ab +
1

4
ε dc

ab +
1

4
ε c d

b a +
1

4
ε cd

b a +
1

4
εcd

ba

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
0
)

+
1

γk

(1

4
− 1

4
+

1

4
− 1

4
− 1

4

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
± 1

4
· 1

γk

]
p2Komponente dm − Ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
− ε cp

ma ε
dq

b k + ηmk(δ
d

a δ
c

b η
pq − 2δ d

a δ
q

b η
cp + δ c

a δ
q

b η
dp)

+ηma(δ
c
kδ

d
b η

pq − δc
kδ

q
b η

dp + δd
kη

cpδ
q

b )

+
1

γk

(
− ηmaε

dq
b kη

cp + δ d
b ε

q
ma kη

cp − δ
p

b ε
q

ma kη
cd

+ε dq
a kδ

p
b δ

c
m − ε

cq
a kδ

d
mδ

p
b

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 1

4
− 1

4
+ 1 − 3 +

3

2
+

3

4
+

3

4
− 1

4
− 1

4

)

+
1

γk

(
− 1

4
ε dc

b a +
1

4
ε d c

a b − 1

4
ε c d

a b

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
∓ 1

4
· 1

γk

]
p2



508 J.2 Der Vektor-SektorJ.2.4 Beiträge aus der τ̄-ε̄-Komponente
Blo
k {A, D}-{b, c}:Komponente Am − bk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηma

(
(δc

kδ
d

b − δ c
b δ

d
k)η

pq + (ηcpδd
k − δc

kη
dp)δ q

b

)

− 1

γk

(
δ p
a ε

cdq
m ηbk + ηmkδ

p
b ε

cdq
a

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(3

2
− 1

2

)
− 1

γk

(1

4
ε cd

b a +
3

4
ε cd

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[
1 ∓ 1

γk

]
p2Komponente Am − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaδ

c
k

(
δ d
b η

pq − δ
q

b η
dp
)

+ ηmaηbk

(
ηcqηdp − ηcdηpq

)

−ηmkδ
d

b

(
ηcpδ q

a + δ c
a η

pq
)

+ ηbkδ
d

m

(
δ q
a η

cp + δ c
a η

pq
)

+
1

γk

(
− ηmaε

cd
b kη

pq + ηmaε
dq

b kη
cp + δ c

a δ
p

b ε
dq

m k − δ
p

b δ
c
mε

dq
a k

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(3

4
− 1

4
− 3

4
− 3 +

1

4
+

3

4

)
+

1

γk

(
− 3

4
ε cd

b a +
1

4
ε dc

b a −
1

4
ε d c

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[
− 9

4
± 3

2
· 1

γk

]
p2



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 509Komponente Dm − bk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηma

(
δ

q
b (ηcpδd

k + δc
kη

dp) + (δ c
b δ

d
k − δc

kδ
d

b )ηpq
)

−ηbk(2η
cpδ d

m δ
q

a + δc
mδ

d
a η

pq)

− 1

γk

(
2ηmaε

dq
b kη

cp + 2ηbkε
dq

ma ηcp + 2ηmkε
dq

ab ηcp − δ p
a ηbkε

cdq
m

+ηmkδ
p

a ε
cdq

b

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 1

4
+

1

4
− 3

4
− 3

4
− 1

2
+

3

4

)

− 1

γk

(1

2
ε dc

b a +
1

2
ε dc

ba +
3

2
ε dc

ab − 1

4
ε cd

b a +
3

4
ε cd

b a

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[
− 5

4
± 2

γk

]
p2Komponente Dm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaηbk(η

cdηpq + ηcqηdp) + ηmkδ
d

b (−ηcpδ q
a + δ c

a η
pq)

+ηbkδ
d
m(ηcpδ q

a − δ c
a η

pq) + ηmaδ
c
k(δ

q
b η

dp − δ d
b η

pq)

+
1

γk

(
ηmaε

dq
b kη

cp + ηmaε
cd

b kη
pq − 2ε d

ma kδ
q

b η
cp

+ε d
ab kη

pqδc
m + ε

dp
a kδ

c
mδ

q
b − δ c

a δ
q

b ε
dp

m k

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
0 + 3 − 3

4
+

1

4
− 3

4
+

1

4
− 3

4

)

+
1

γk

(1

4
ε dc

b a +
3

4
ε cd

b a +
3

4
ε dc

ab +
1

4
ε d c

a b

)]
p2

= − ē
2
n(±) abfab

[5
4
∓ 2

γk

]
p2



510 J.2 Der Vektor-SektorBlo
k {A, D}-{d}:Komponente Am − dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηmaε

cdq
kδ

p
b + ηmaε

cq
b kη

dp − 2ηmaε
dq

b kη
cp − ε

cq
m kδ

d
a δ

p
b

+ε cq
a kδ

p
b δ

d
m

+
1

γk

(
ηmkδ

d
b (δ q

a η
cp + δ c

a η
pq) − ηbkδ

d
m (δ q

a η
cp + δ c

a η
pq)

−ηmaδ
d
k(δ

c
b η

pq − ηcpδ
q

b ) − ηmaηbk(η
cqηdp − ηcdηpq)

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[(
− 1

4
− 1

4
− 1

2
− 1

4

)
ε cd

ab +
1

γk

(3

4
+ 3 − 1

4
− 3

4
+

3

4
− 1

4

)
δ c
a δ

d
b

]
p2

= ē n(±) abfab

[
± 5

4
− 13

8
· 1

γk

]
p2Komponente Dm − dk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
− ηmaε

cq
b kη

dp + ε
cq

m kδ
d

a δ
p

b + 2ε q
ma kδ

d
b η

cp

−ηmaδ
p

b ε
cdq

k − ε
cq

a kδ
p

b δ
d

m ± 4ηaqηbkδ
d

m η
cp

+
1

γk

(
ηmkδ

d
b (δ q

a η
cp − δ c

a η
pq) + ηbk(−δ c

mδ
d

a η
pq − 3ηcpδ d

m δ
q

a + δ c
a δ

d
m η

pq)

+ηmaδ
d
k(δ

q
b η

cp + δ c
b η

pq) − ηmaηbk(η
cqηdp + ηcdηpq)

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[(1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

2

)
ε cd

ab +
1

γk

(3

4
− 3 +

3

4
− 3

4
+

3

4
− 1

4
− 3

4

)
δ c
a δ

d
b

]
p2

= ē n(±) abfab

[5
4

(
∓ 1 +

1

γk

)]
p2



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 511Blo
k {B, C}-{b, c}:Komponente Bm − bk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
(ε d

ma kδ
c

b − ε c
ma kδ

d
b )ηpq + (ε d

ma kη
cp + ε c

ma kη
dp)δ p

b

−ε q
ma k(η

cpδ d
b + ηdpδ c

b )

+ε qc
a kδ

p
b δ

d
m + ε

dq
a kδ

c
mδ

p
b ∓ 2ηbk(δ

c
mη

dpδ q
a + δ c

a δ
d

m η
pq + δ d

m η
cpδ q

a )

+
1

γk

(
ηbk(δ

c
mδ

d
a η

pq + 2δ d
m η

cpδ q
a )

+ηma(δ
d

b δ
c
kη

pq − δ c
b δ

d
kη

pq − ηcpδ
q

b δ
d
k − ηdpδ

q
b δ

c
k)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
ε cd

ab

(1

4
+

1

4

)
+ δ c

a δ
d

b

(
± 1

2
∓ 3

2
∓ 1

2

)

+
1

γk

δ c
a δ

d
b

(
− 3

4
+

1

2
+

3

4
+

3

4
+

1

4
− 1

4

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
± 1

4
− 5

8
· 1

γk

]
p2Komponente Bm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ε

q
ma k(δ

c
b η

dp + δ
p

b η
cd) + ε

cp
a kδ

d
m δ

q
b + ε cq

ma ηdpηbk

+ε dq
ma δ

q
b δ

c
k + ηmkε

cdp
a δ

q
b ± 2ηmkδ

c
a η

dpδ
q

b

+
1

γk

(
ηmk(−δ d

a δ
q

b η
cp + δ c

b δ
d

a η
pq) + ηmaδ

c
k(δ

d
b η

pq − δ
q

b η
dp) + 2ηakδ

q
b η

cpδd
m

+ηmaηbk(−ηcqηdp − ηcdηpq) + δ d
m ηbk(δ

q
a η

cp + δ c
a η

pq)
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
ε cd

ab

(
− 1

4
− 1

4
− 1

4
+

3

4
+

3

4

)

+
1

γk

δ c
a δ

d
b

(
− 3 +

3

4
+

3

4
− 1

4
− 1

2
+

1

4
+

3

4

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
∓ 3

4
+

5

8
· 1

γk

]
p2
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− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
(ε cp

ma δd
k − ε dp

ma δc
k)δ

q
b

+
1

γk

(
ηbk(δ

c
mδ

d
a − δ d

m δ
c

a )ηpq + ηbkδ
q

a (ηcpδ d
m − ηdpδ c

m) + ε
ap

m kε
cdq

b

)]
P mk

V

= −ē n(±) abf[cd]pppq

[
ε cp

ma δ
d
kδ

q
b +

1

γk

(
ηbkδ

c
mδ

d
a η

pq + ηbkδ
q

a η
cpδ d

m +
1

2
ε

ap
m kε

cdq
b

)]
P mk

V

= −ē n(±) abf[cd]

[1
4
ε cd

ab +
1

γk

δ c
a δ

d
b

(
− 3

4
+

1

4

)]
p2

= ē n(±) abfab

[1
2

(
∓ 1 +

1

γk

)]
p2Komponente Cm − ck:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ε

q
ma kδ

c
b η

dp + ε c
ma kδ

q
b η

dp − ε
q

ma kδ
d

b η
cp

−ε c
ma kδ

d
b η

pq + ε cd
ma ηbkη

pq + ε
q

ma dη
cpηbk

+
1

γk

(
ηmk

(
(δ c

a η
dp − δ d

a η
cp)δ q

b − δ d
a η

cpδ
q

b

)

−2ηbkδ
q

a η
cpδ d

m − ε cp
ma ε

dq
b k

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
ε cd

ab

(
− 3

4
− 1

4

)
+

1

γk

δ c
a δ

d
b

(3

4
+

3

2
− 1

2
− 1

4
− 1

4
+ 1
)]
p2

= ē n(±) abfab

[
± 1 − 9

8
· 1

γk

]
p2
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k {B, C}-{d}:Komponente Bm − dk:
− ē

2
n(±) abfcdpppq

[
ηmk(−δ c

a δ
d

b η
pq + δ q

a δ
d

b η
cp + 2δ c

a δ
q

b η
dp) − ε

p
mab ε

cdq
k

+ηmaδ
d
k(−δ c

b η
pq − ηcpδ

q
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+ηbk(δ
c

a δ
d
mη

pq − δc
mδ

d
a η

pq + δd
mη

cpδ q
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mη
dpδ q

a )

+ηmaηbk(η
cdηpq + ηcqηdp)

− 1

γk

(
ε c

bk mδ
d

a η
pq + ε

q
bk mη

cpδ d
a − ε

q
bk mδ

c
a η

dp

−ε p
bk mη

cdδ q
a − 2ε c

bk mη
dpδ q

a + ε
q

ab mδ
d
kη

cp

−ε q
ab mδ

c
kη

dp + ε c
ab mδ

d
kη

pq + 2εp c
k mδ

q
a δ

d
b

−εd p
k mδ

c
a δ

q
b + ε

pc
b mδ

d
kδ

q
a + ηbk(ε

cq
a mη

dp + εcdp
mδ

q
a )
)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 3 +

3

4
+

3

2
+ 2 − 1

4
− 1

4
− 1

4
− 1

4
+

3

4
+

1

4
+

3

4
+

1

4
− 1

2
+

3

4

)

− 1

γk

(1

4
ε cd

ab − 1

4
ε dc

ab +
3

4
ε cd

ab +
1

4
ε cd

ba +
1

4
ε cd

a b +
1

4
εcd

ab

)]
p2

= ē n(±) abfab

[
− 5

4
± 3

2
· 1

γk

]
p2Komponente Cm − dk:

− ē
2
n(±) abfcdpppq

[
ηmk(2δ

c
b δ

d
a η

pq − δ c
b η

dpδ q
a ) + ε dp

ma ε
cq

b k

+ηbk(δ
c

a δ
d
mη

pq − δc
mδ

d
a η

pq + ηcpδd
mδ

q
a + δc

mη
dpδ q

a )

+
1

γk

(
ε cp

ma δ
q

b δ
d
k − ε dp

ma δ
q

b δ
c
k + ε

q
ma kη

cpδ d
b + ε c

ma kδ
d

b η
pq

−ε q
ma kδ

c
b η

dp − ε c
ma kδ

q
b η

dp + ηbk(ε
dq

ma ηcp + ε dc
ma ηpq)

)]
P mk

V

= − ē
2
n(±) abfcd

[
δ c
a δ

d
b

(
− 6 +

3

4
− 1

4
− 1

4
+ 1 − 1

4
+

3

4
+

3

4
+

1

4

)

+
1

γk

(1

4
εd c

a b −
1

4
εc d

a b +
1

4
ε dc

ba +
3

4
ε dc

ba

)]
p2

= ē n(±) abfab

[13

8
∓ 3

2
· 1

γk

]
p2



514 J.2 Der Vektor-SektorJ.2.5 Beiträge aus dem Geistsektor
Au
h im Vektor-Sektor ist bei den Geistern der Grad der Ableitungen jeweils um einsniedriger als in den Zerlegungen der Vielbein- und Spinzusammenhangs�uktuationen. Ent-spre
hend extrahieren wir hier ē

2
n(±) abfcd. Die Kontraktionen der drei einzigen Beiträgeergeben si
h dann zuBlo
k {ḡ, F̄}-{g, F}:Komponente ḡm − gk:

ē

2
n(±) abfcd

[
ηmcδ d

a ηbk + δm
aδ

c
bδ

d
k

]
P k

V m

=
ē

2
n(±) abfcd

[3
4
δ d
a δ

c
b +

3

4
δ d
a δ

c
b

]

=
ē

2
n(±) abfab

[
− 3

2

]Komponente ḡm − F k:
ē

2
n(±) abfcd

[
− 1

2
ηmcδ d

a ηbk

]
P k

V m

=
ē

2
n(±) abfcd

[
− 3

8
δ d
a δ

c
b

]

=
ē

2
n(±) abfab

[3
8

]Komponente F̄m − gk:
ē

2
n(±) abfcd

[
− δm

aδ
c

b δ
d
k

]
P k

V m

=
ē

2
n(±) abfcd

[
− 3

4
δ d
a δ

c
b

]

=
ē

2
n(±) abfab

[3
4

]



Die Kontraktion von Ṽ mit den Projektoren 515J.3 Der Tensor-SektorHier entstehen dur
h Ums
hreiben auf O(4)-Indizes und ans
hlieÿendes Abstreifen derKomponentenfelder auf der linken und re
hten Seite der quadratis
hen Form die freienIndexpaare {m,n} bzw. {k, l}. Dementspre
hend ist die resultierende Tensorstruktur mitdem Projektor P mnkl
T , der auf symmetris
h-spurlose Tensoren projiziert, zu kontrahieren.Er läÿt si
h über transversale Vektor-Projektoren PV gemäÿ
P mnkl

T =
1

2

(
P mk

V P nl
V + P ml

V P nk
V − 2

3
P mn

V P kl
V

)darstellen, so daÿ si
h die bereits im Vektor-Sektor verwandten Relationen einfa
h auf denTensor-Sektor übertragen. Zudem folgen hier wie bereits im Vektor-Sektor der Geistfelderauf eine Ableitung des Vektorfeldes vµ keine weiteren Ableitungen, so daÿ wir jetzt beijedem Matrixelement ebenfalls die Struktur ē
2
n(±) abfcd extrahieren. Au
h in diesem Ab-s
hnitt besitzen alle Glei
hheitszei
hen bloÿ Gültigkeit unter einem Impulsintgral ∫ d4p.

J.3.1 Beiträge aus der ε̄-ε̄-KomponenteBlo
k {d}-{d}:Komponente dmn − dkl:
ē

2
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( 1
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ē
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6
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= ē n(±) abfab
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6
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1 ∓ 1
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516 J.3 Der Tensor-SektorJ.3.2 Beiträge aus der ε̄-τ̄-Komponente
Blo
k {d}-{B, D}:Komponente dmn − Bkl:
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]Komponente dmn −Dkl:
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Blo
k {B, D}-{d}:Komponente Bmn − dkl:
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ē

2
n(±) abfab

[5
4
∓ 5

3
· 1

γk

]



518 J.3 Der Tensor-SektorKomponente Dmn − dkl:
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[
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6
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· 1

γk

]Na
h der 1√
−�

- und µ̄-Reskalierung ergeben si
h aus diesen Kontraktionen die Matri-xelemente der Matrizen V χ(+)
contr und V χ(−)

contr , die im Hauptteil in Abs
hnitt 7.4.2 angegebenwerden



Anhang K
Die Identi�kation des µ-Parameters mitder laufenden Plan
k-Masse

Die Natur des µ-Parameters betre�end, ers
heint no
h eine weitere Identi�kation als na-türli
h. Die laufende dimensionsvolle Newton-Konstante Gk führt auf eine laufende Plan
k-Masse, die in natürli
hen Einheiten dur
h √
Gk

−1
=

√
gk

−1 k gegeben ist. Identi�zieren wirdiese mit dem dimensionsbehafteten Massenparameter µ̄, so impliziert dies für die entspre-
henden dimensionslosen Gröÿen µ ≡ √
gk

−1. Auf diese natürli
he Weise hat man si
h desexternen Parameters µ, dessen Renormierungsverhalten in diesem Rahmen gänzli
h unklarist, entledigt. Wir erhalten dann das Fluÿglei
hungssystem
∂t gk = βg(gk, λk) =

[
2 + 16π

(
I

grav
V (λk,

√
gk

−1) − 2 Igh
V (

√
gk

−1)
)
gk

]
gk

∂t λk = βλ(gk, λk) = 8πgk

[(
I

grav
F (λk,

√
gk

−1) − 2 Igh
F (

√
gk

−1)
)

+2
(
I

grav
V (λk,

√
gk

−1) − 2 Igh
V (

√
gk

−1)
)
λk

]
− 2 λk .Um zu untersu
hen, ob und wie si
h dieses System von dem in Abs
hnitt 8.1 diskutiertenunters
heidet, wird das Glei
hungssystem für die feste Parameterwahl αD = 1 und βD =

1 untersu
ht. Wir �nden für das s
harfe Abs
hneiden sowie für die fm
k -Regularisierungmit Abs
hneideparameter m = 50, m = 30 und m = 20 jeweils einen NGFP, dessenKoordinaten si
h ni
ht stark von den entspre
henden für µ = const unters
heiden.



520 S
harfer Propertime-Cuto�
µ = 1√

g
λ⋆ g⋆ λ⋆g⋆ Θ1 Θ3

αD = 1 βD = 1 -3,44 1,43 -4,91 7,13 - 2,92
fm

k -Regularisierung
µ = 1√

g
λ⋆ g⋆ λ⋆g⋆ Θ1 Θ3

m = 20 αD = 1 βD = 1 -3,58 1,44 -5,17 6,96 -2,69
m = 30 αD = 1 βD = 1 -3,53 1,44 -5,08 7,01 -2,77
m = 50 αD = 1 βD = 1 -3,50 1,43 -5,01 7,06 -2,83Tabelle K.1: Die Eigens
haften des NGFP für die Wahl µ =

√
g −1 im (λ, g)-System.Zudem erhält man ebenfalls einen positiven kritis
hen Exponenten Θ1, der jedo
h ummehr als einen Faktor 2 gröÿer ist. Allerdings hängen jetzt au
h die Funktionen I

grav
Vund I

gh
V in den Beta-Funktionen für gk und λk von gk ab. Dies hat zur Folge, daÿ si
hdas Vorzei
hen des kritis
hen Exponenten Θ3 ändert, und es gilt nun −3 < Θ3 < −2, 5.Zudem konnte weder für m = 10 und m = 1 no
h für eine der Cm

k -Regularisierungen mitden glei
hen Abs
hneideparametern ein Fixpunkt gefunden werden. Der Befund für denkritis
hen Exponenten Θ3 legt nahe, daÿ si
h im Bezug auf die universellen Eigens
haftendes Flusses eher die für µ = const erhaltenen Resultate mit der QEG in Zusammenhangbringen lassen sollten. Wir geben die erhaltenen Fixpunktwerte in Tabelle K.1 an.
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