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Kurzfassung

Wihrend das Standardmodell der Elementarteilchenphysik eine konsistente, renormierbare
Quantenfeldtheorie dreier der vier bekannten Wechselwirkungen darstellt, bleibt die Quan-
tisierung der Gravitation ein bislang ungeldstes Problem. In den letzten Jahren haben sich
jedoch Hinweise ergeben, nach denen metrische Gravitation asymptotisch sicher ist. Das
bedeutet, daf sich auch fiir diese Wechselwirkung eine Quantenfeldtheorie konstruieren
ldft. Diese ist dann in einem verallgemeinerten Sinne renormierbar, der nicht mehr explizit
Bezug auf die Storungstheorie nimmt. Zudem sagt dieser Zugang, der auf der Wilsonschen
Renormierungsgruppe beruht, die korrekte mikroskopische Wirkung der Theorie voraus.
Klassisch ist metrische Gravitation auf dem Niveau der Vakuumfeldgleichungen dquivalent
zur Einstein-Cartan-Theorie, die das Vielbein e und den Spinzusammenhang w als funda-
mentale Variablen verwendet. Diese Theorie besitzt allerdings mehr Freiheitsgrade, eine
grofere Eichgruppe, und die zugrundeliegende Wirkung ist von erster Ordnung. Alle diese
Eigenschaften erschweren eine zur metrischen Gravitation analoge Behandlung.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine dreidimensionale Trunkierung von der Art einer ver-
allgemeinerten Hilbert-Palatini-Wirkung untersucht, die neben dem Laufen der Newton-
Konstante G und der kosmologischen Konstante A; auch die Renormierung des Immirzi-
Parameters v, erfakt. Trotz der angedeuteten Schwierigkeiten war es moglich, das Spektrum
des freien Hilbert-Palatini-Propagators analytisch zu berechnen. Auf dessen Grundlage
wird eine Flufgleichung vom Propertime-Typ konstruiert. Zudem werden geeignete Eich-
bedingungen gew#hlt und detailliert analysiert. Dabei macht die Struktur der Eichgruppe
eine Kovariantisierung der Eichtransformationen erforderlich. Der resultierende Fluf wird
fiir verschiedene Regularisierungsschemata und Eichparameter untersucht. Dies liefert auch
im (e, w)-Zugang iiberzeugende Hinweise auf asymptotische Sicherheit und damit auf die
mogliche Existenz einer mathematisch konsistenten und pradiktiven fundamentalen Quan-
tentheorie der Gravitation. Insbesondere findet man ein Paar nicht-Gaufischer Fizpunkte,
das Anti-Screening aufweist. An diesen sind G und Ay jeweils relevante Kopplungen, wo-
hingegen v, an einem Fixpunkt irrelevant und an dem anderen relevant ist. Zudem ist
die Beta-Funktion des Immirzi-Parameters von bemerkenswert einfacher Form. Die Re-
sultate sind robust gegeniiber Variationen des Regularisierungsschemas. Allerdings sollten

zukiinftige Untersuchungen die bestehenden Eichabhéngigkeiten reduzieren.






Abstract

Whereas the Standard Model of elementary particle physics represents a consistent, renor-
malizable quantum field theory of three of the four known interactions, the quantization
of gravity still remains an unsolved problem. However, in recent years evidence for the
asymptotic safety of gravity was provided. That means that also for gravity a quantum
field theory can be constructed that is renormalizable in a generalized way which does not
explicitly refer to perturbation theory. In addition, this approach, that is based on the
Wilsonian renormalization group, predicts the correct microscopic action of the theory. In
the classical framework, metric gravity is equivalent to the Einstein-Cartan theory on the
level of the vacuum field equations. The latter uses the tetrad e and the spin connection w
as fundamental variables. However, this theory possesses more degrees of freedom, a larger
gauge group, and its associated action is of first order. All these features make a treatment
analogue to metric gravity much more difficult.

In this thesis a three-dimensional truncation of the form of a generalized Hilbert-Palatini
action is analyzed. Besides the running of Newton’s constant G, and the cosmological
constant Ay, it also captures the renormalization of the Immirzi parameter 7. In spite
of the mentioned difficulties, the spectrum of the free Hilbert-Palatini propagator can be
computed analytically. On its basis, a propertime-like flow equation is constructed. Fur-
thermore, appropriate gauge conditions are chosen and analyzed in detail. This demands a
covariantization of the gauge transformations. The resulting flow is analyzed for different
regularization schemes and gauge parameters. The results provide convincing evidence for
asymptotic safety within the (e, w)-approach as well and therefore for the possible existence
of a mathematically consistent and predictive fundamental quantum theory of gravity. In
particular, one finds a pair of non-Gaussian fired points that displays anti-screening. At
these, GG, and Ay are relevant couplings, whereas ~; is irrelevant at one fixed point and
relevant at the other one. In addition, the beta function of the Immiri parameter is re-
markably simple. The results are robust with respect to variations of the regularization

scheme. However, future analyses should reduce their gauge dependencies.






Inhaltsverzeichnis

Prolog

1 Renormierungsgruppengleichungen,
asymptotische Sicherheit und

Quanten-Einstein-Gravitation

1.1 Grenzen der Allgemeinen Relativitatstheorie . . . . . . .. ... ... ...
1.1.1 Die Allgemeine Relativitdtstheorie als effektive Theorie . . . . . . .

1.2 Die Idee der effektiven Mittelwertwirkung I'y[g,] . . . . . . . . .. .. ..

1.3 Theorienraum und Trunkierung . . . . . . . . .. .. ... L.

1.4 Nicht-storungstheoretische Renormierbarkeit . . . . . . .. .. .. .. ...

1.5 Quanten-Einstein-Gravitation:

Resultate und Eigenschaften . . . . . . .. ... ... ... 000

1.6 Coarse Graining, laufende Kopplungen und

effektive Theorien in anderen Bereichen der Physik . . . . . ... ... ..

2 Die klassische Theorie:
Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsgleichungen

2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsgleichungen . . . . . . .. ... ..

2.2 Zur Struktur des Immirzi-Terms . . . . . . . . . . . ...

10

11

18

20

24

27



12

INHALTSVERZEICHNIS

3

Eine effektive Mittelwertwirkung fiir

First-Order-Gravitation
3.1 Die Konstruktion von I'y, . . . . . . . . . ...

3.2 Zur Konstruktion eines Cutoff-Operators R

fiir Gravitation im First-Order-Formalismus . . . . . ... ... ... ...
3.3 Die Propertime-Gleichung . . . . . . . . ... ... Lo

3.4  Die Beziehung zwischen der Wetterich-Gleichung

und der Propertime-Gleichung . . . . . . .. .. ... ... ... .. ...

3.5 QECG und QEG . . . . . .

Eichfixierung und Geistwirkung
4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungen . . . . . . . . ... ... ... ..

4.1.1 Die Algebra der Eichtransformationen auf dem Niveau der Quanten-
felder . . . . . . o

4.1.2  Ward-Operatoren und deren Algebra . . . . . .. ... ... ....
4.1.3 Kovariantisierung der Eichtransformationen . . . . .. .. ... ..

4.1.4 Die Algebra der Ward-Operatoren fiir Hintergrund-
und wahre Eichtransformationen

in der urspriinglichen Parametrisierung . . . . . . . .. .. .. ...

4.1.5 Hintergrundkovariante Diffeomorphismen und deren
Ward-Algebra . . . . . . ...

4.1.6  Hintergrundeichinvariante Eichfixierungsterme . . . . . . . . . . ..

4.2  Die Konstruktion der hintergrundinvarianten

Geistwirkung . . . . . ..o
4.2.1 Die Nullmoden des freien Faddeev-Popov-Operators . . . . . . . ..

4.3 Exkurs: Die Kopplung von Yang-Mills-Theorie an Gravitation . . . . . ..

45



INHALTSVERZEICHNIS 13
5 Trunkierung, Projektionsmethode und Flufigleichung 121
5.1 Die Trunkierung . . . . . . . .. .. 121
5.2 Der (anti-)selbstduale Hintergrund @™ . . . . .. .. ... ... ... ... 123
5.3 Die konkrete Form der Flufsgleichung . . . . . .. .. ... ... ... ... 125

6 Die Berechnung von F,(f) 127
6.1 Die Berechnung von Fl(f) beziiglich der unzerlegten Felder . . . . . . . . .. 127
6.2 Die Zerlegung der Fluktuationen und Geister . . . . . . . . . ... ... .. 131
6.2.1 Parametrisierung der Fluktuationsfelder £, und 7"‘”’“ ........ 132

6.3 Die Berechnung von F,(f) beziiglich der Komponentenfelder . . . . . . . .. 137
6.3.1 Der freie Anteil . . . . . . ... L 140

6.3.2  Der Wechselwirkungsanteil . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 143

7 Die Auswertung der Flufigleichung 149
7.1 Eine Propertime-Gleichung fiir Gravitation im First-Order-Zugang . . . . . 149
7.2 Die Blockstruktur von Hy . . . . . . . .. .. 154
7.2.1 Impulseigenbasen . . . . . . .. ... 157

7.2.2  Die Eigenwerte und Eigenvektoren des Matrixanteils von Hy . . . . 159

7.2.3 Die transversalen Projektoren und deren Figenvektoren . . . . . . . 161

7.3 Verallgemeinerte Orts- und Impulsdarstellung . . . . .. ... .. ... .. 165
7.4 Die Berechnung der Spur . . . . . . .. ... Lo 171
7.4.1 Die freien Hy-Logarithmen . . . . . . . . ... ... ... .. .... 171

7.4.2 Die Wechselwirkungsbeitrage . . . . . ... ... ... ... .... 174

7.5 Die Berechnung von %Tr ln{ﬂ + W%M} .................... 188
7.5.1 Zu den algebraischen Eigenschaften der Matrix M . . . . . .. ... 189



14

INHALTSVERZEICHNIS

8

7.5.2 Die Berechnung von Tr,, ln{ﬂ + %M} ...............
7.6 Die Regularisierung der Spuren . . . . . . .. ... Lo
7.6.1 Die p*-Erweiterung . . . . . . .. .. ...
7.6.2 Die Propertime-Regularisierung . . . . . . . .. .. ... ... ...
7.6.3 Die explizite Regularisierung der Spuren . . . . . . .. .. ... ..
7.6.4 Die explizite Flukgleichung fiir T'y, . . . . . . . .. ... ... ...

7.6.5 Die Beta-Funktionen fiir gz, v, und A\, . . . . . . ..o

Analyse des Renormierungsgruppenflusses

8.1 Das (A g)-System . . . . . ...

8.2 Die Identifikation des p-Parameters mit der laufenden Planck-Masse . . . .

83 Das (7,g)-System . . . . . ..
8.3.1 Die Pseudofixpunkte NGFP’_ . . . .. ... ... ... ... ....
8.3.2 Die physikalischen Fixpunkte NGFP; und NGFP._ . .. ... ..
8.3.3 Das Wesen der Pseudofixpunkte NGFP/, . . ... ... ... ...
8.3.4 Der explizite Fluf des (v, g)-Systems . . . . . ... ... ... ...

8.3.5 Eine Hypothese hinsichtlich der exakten Beta-Funktionen des (v, g)-
SYStems . . . .. e e

8.3.6 Test der Hypothese beziiglich der exakten Form

8.3.7 Zur Eichparameterabhingigkeit . . . . . .. ... ... ... ....
8.4 Das (A, 7,g)-System . . . ...
8.4.1 Die Geometrie des (\,7,¢g)-Flusses . . .. ... ... ... .....

8.4.2 Die physikalischen Fixpunkte NGFP, und NGFP, . .. .. ...



INHALTSVERZEICHNIS 15
8.4.3 Der explizite Fluk des (\,v,¢g)-Systems . . . . ... ... ... ... 271
9 Diskussion und Ausblick 279
9.1 Zusammenfassung . . . . . . ... 279
9.2 Methodische Entwicklungen . . . . . . . .. ... ... L. 281
9.3 Strukturelle Eigenschaften des RG-Flusses . . . . . . . ... ... ... .. 282
9.4 Stabilititseigenschaften des RG-Flusses . . . . . . . . ... ... ... ... 283
9.5 Ausblick . . . . .. 285
A Eine kurze Einfiihrung in die Einstein-Cartan-Gravitation 287
A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und Torsion . . . . .. ... ... ... ... 287
A.2 Die Beziehung zum metrischen Formalismus . . . . . . ... ... ... .. 305
B (Anti-)Selbstduale euklidische Zusammenhiinge und Feldstéirken 319
C Die Hintergrundfeld-Methode 325
D Die Berechnung der Ward-Algebren 341
D.1 Die Algebra der Ward-Operatoren Wpund Wy, . . . . .. . .. ... ... 341
D.2 Die Algebra der modifizierten Operatoren
)7\\/5 und WE - . o o . 348
D.3 Eine Bemerkung zur Algebra der Ward-Operatoren W5 und W in der
urspriinlichen Parametrisierung . . . . . . . . . . ... ... L. 354
E Die Berechnung von Ff) 355
E.1 Die Berechnung von F,(f) in den unzerlegten Feldern . . . . . .. ... ... 355
E.2 Zur Hermitizitat von Tl(f) ............................ 362



16 INHALTSVERZEICHNIS

F Berechnung des freien Anteils fguad 365
F.1 Berechnung des freien Anteils f’%lgjv im Gravitonsektor . . . . .. ... .. 366
F.1.1 Der &-&Beitrag zu T{0 O 366

F.1.2 Berechnung des Eichfixierungsbeitrags f’zug?d © . 371

F.1.3 Der &7-Beitragzu I{iea'™ ..o oL 373

F.1.4 Der 7-&-Beitragzu [{ee @ oo o L 380

F.1.5 Der 7-7-Beitrag zu f’zuad O 387

F.2 Der freie Anteil f‘zugiiv(o) im Gravitonsektor . . . . . . ... ... ... ... 397
F.3 Berechnung des freien Anteils f’zlgild ©im Geistsektor . . . . ... ... .. 398

G Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren des algebraischen Anteils
von H, 401

G.1 Die Eigenwerte von Hy . . . . . . . . . . 402

G.2 Die allgemeinen Losungsformeln fiir Polynome dritten und vierten Grades . 405

G.3 Die Eigenvektoren von Hy . . . . . . . . . . Lo 406

H Berechnung des Beitrages erster Ordnung zu (" 409
H.1 Der &-&Beitrag zu T{0 M 0 410
H.1.1 Der skalare Sektor . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 411

H.1.2 Der Vektor-Sektor . . . . ... .. .. .. .. .. .. 413

H.1.3 Der Tensor-Sektor . . . . . .. .. .. .. ... ... ... 416

H.2 Berechnung des Eichfixierungsbeitrags f’zéafd W 417
H.2.1 Der skalare Sektor . . . . ... .. ... oL 418

H.2.2 Der Vektor-Sektor . . . . . .. .. ... .. 422

H.3 Der &7-Beitrag zu T . . ... L 424



INHALTSVERZEICHNIS 17

H.3.1 Der skalare Sektor . . . . ... .. .. ... L. 425
H.3.2 Der Vektor-Sektor . . . . . .. .. ... ... 428
H.3.3 Der Tensor-Sektor . . . . . .. .. .. .. .. ... .. 445
H.4 Der 7-&-Beitrag zu Tiea ..o L 446
H.4.1 Der skalare Sektor . . . . ... .. .. .. L 447
H.4.2 Der Vektor-Sektor . . . . . . . .. .. ... 451
H.4.3 Der Tensor-Sektor . . . . . . . .. .. .. .. ... 469
H.5 Berechnung des Wechselwirkungsanteils f‘zugid M
im Geistsektor . . . . ... 470
I Nachweis der Hermitizitéit von fzugijv(l) auf dem Niveau der zerlegten Fluk-
tuationen 473
I.1  Uberpriifung der Hermitizitit von leﬁg W im eeBlock . . ... ... ... 473
[.1.1  Der skalare Sektor . . . . . . . . ... ... 473
[.L1.2  Der Vektor-Sektor . . . . . .. . .. ... 474
[.L1.3 Der Tensor-Sektor . . . . . .. . ... ... 474
1.2 Uberpriifung der Hermitizitiit des Eichfixierungsbeitrags fzug?d W 475
[.2.1  Der skalare Sektor . . . . . .. . ... L 475
[.2.2  Der Vektor-Sektor . . . . ... . ... o 476
1.2.3  Uberpriifung der Hermitizit#it von fzugiiv(l) im &-7- bzw. im 7-&-Block 477
[.2.4  Der skalare Sektor . . . . . . . ... oL AT7
[.2.5  Der Vektor-Sektor . . . . ... . ... 479
[.2.6  Der Tensor-Sektor . . . . . .. . . ... 489

J Die Kontraktion von V mit den Projektoren 491



18 INHALTSVERZEICHNIS

J.1 Der skalare Sektor . . . . .. ..o 492
J.1.1 Beitrage aus der é&-&-Komponente . . . . . . ... .. ... ... .. 492
J.1.2  Beitrdage aus der Eichfixierung . . . . . . ... ... .. ... .. .. 493
J.1.3 Beitrige aus der &-7-Komponente . . . . . . ... ... ... ... 494
J.1.4 Beitriage aus der 7-é&-Komponente . . . . . . . ... ... ... ... 495
J.1.5  Beitriage aus dem Geistsektor . . . . ... ..o 496

J.2 Der Vektor-Sektor . . . . . . . . ..o 497
J.2.1 Beitrige aus der &-&-Komponente . . . . . . ... ... ... .. 498
J.2.2  Beitrige aus der Eichfixierung . . . . . . . ... ... 000 501
J.2.3  Beitriage aus der &-7-Komponente . . . . . . . . ... ... ... 502
J.2.4 Beitriage aus der 7-é&-Komponente . . . . . . . ... ... L. 508
J.2.5 Beitriage aus dem Geistsektor . . . ... ..o 514

J.3 Der Tensor-Sektor . . . . . . . . .. 515
J.3.1 Beitrage aus der é&-&-Komponente . . . . . . ... ... ... ... 515
J.3.2 Beitrige aus der &-7-Komponente . . . . . . . ... ... 516
J.3.3 Beitriage aus der 7-&-Komponente . . . . . . ... ... 517

K Die Identifikation des py-Parameters mit der laufenden Planck-Masse 519

Literaturverzeichnis 521









Prolog

Der reduktionistische Zugang ist in der Physik im vergangenen Jahrhundert ausgespro-
chen erfolgreich gewesen. Er hat vier Grundkrifte identifiziert, auf die sich alle physi-
kalischen Phanomene vermutlich zumindest prinzipiell zuriickfithren lassen. Drei dieser
vier Krifte (die starke, die schwache und die elektromagnetische Wechselwirkung) lassen
sich auf klassischem Niveau als Yang-Mills-Theorien formulieren und besitzen damit eine
wohlverstandene geometrische Struktur. Die zugehorigen Quantenfeldtheorien konnen als
Storungstheorien definiert werden, denen eine flache Minkowski-Raumzeit zugrunde liegt.
Sie bilden das Standardmodell der Elementarteilchenphysik. Dieses ist renormierbar, wobei

dieser zentrale Begriff hier explizit im Sinne der Storungstheorie verstanden wird.

Die vertrauteste dieser vier Wechselwirkungen, die Gravitation, entzieht sich bislang
einem Verstindnis auf Quantenniveau. Im klassischen Regime ist die Allgemeine Relati-
vitatstheorie (ART) bei der Beschreibung gravitativer Phinomene ausgesprochen erfolg-
reich. Eine Anwendung des storungstheoretischen Programms auf die ART wiirde drei

Eigenschaften postulieren:

e Bei dem zu quantisierenden Trigerfeld der Freiheitsgrade der Gravitation handelt es
sich um die Metrik g,,(z). Die zugrundeliegende Wirkung ist somit ein (diffeomor-

phismusinvariantes) Funktional der Metrik.

e Die mikroskopische Wirkung, die es zu quantisieren gilt, ist durch die Wirkung der
klassischen Theorie, die Einstein-Hilbert-Wirkung, gegeben. Sie ist daher von der

Form

1

—_— 4 J—
e d*xv/—gR (1)

Se-nlguw] =
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mit der Newton-Konstante G, dem Kriimmungsskalar R und ¢ := det(g,.).

e Die Quantentheorie 14t sich definieren als eine Storungstheorie um die Minkowski-

Metrik 7,, = diag(—1,+1,+1, +1) oder eine andere feste Hintergrund-Metrik, d. h.

guu(x) = N + huu(x) ) (2)

und hy, () ist klein“: hy,, () < 1.

Es stellt sich heraus, daf die Vorhersagekraft einer solchen Theorie vermutlich sehr be-
grenzt wire, da in ihr der Begriff der ,Renormierbarkeit” zu eng gefaft ist. Die Tatsache,
dak die Raumzeit nun selbst einer Dynamik unterworfen ist, legt zudem intuitiv nahe, kon-
zeptionell iiber die Idee einer Storungsentwicklung um eine feste Metrik und die Annahme

einer starren Hintergrund-Raumzeit hinauszugehen.

Die popularsten Zugidnge zur Quantengravitation in Form der Stringtheorie und der
Loop-Quantengravitation (LQG) ziehen aus diesem Befund die Konsequenz, daf das Kon-
zept einer lokalen Quantenfeldtheorie zu eingeschrinkt ist, um die Quantisierung der Gra-
vitation zu erlauben. Demgegeniiber verlafst der der Arbeit zugrundeliegende Zugang der
asymptotischen Sicherheit den Quantenfeldtheorie-Rahmen nicht. Vielmehr basiert er auf
Ideen der Wilsonschen Renormierungsgruppe (RG), die einen weit allgemeineren Begriff
von ,Renormierbarkeit” als die Storungstheorie nahelegen. Das zentrale Objekt dieses Zu-
gangs ist durch das Funktional I'; gegeben, das eine skalenabhingige Verallgemeinerung
der Wirkung darstellt; der Parameter £ bezeichnet dabei eine Impulsskala. Da I'; im all-
gemeinen unendlich viele Monome enthélt, muf fiir dieses Funktional ein Ansatz gemacht
werden, der nur endlich viele dieser Terme beriicksichtigt. Solche Ansitze bezeichnet man

als Trunkierungen.

Die drei angesprochenen Zuginge unterscheiden sich somit hinsichtlich der Frage, welche
weitere Struktur des perturbativen Zugangs aufgegeben werden mufl, um Gravitation zu
quantisieren. Dabei verwendet die Stringtheorie andere Feldfreiheitsgrade, und auch die
fundamentale Wirkung ist bislang unbekannt. Demgegeniiber dndert zwar die LQG die
Freiheitsgrade in sogenannte Holonomien ab, die den Wilson-Loops aus der QCD verwandt

sind, doch sie beruht nach wie vor auf (1) als der korrekten mikroskopischen Wirkung.

Das Programm der asymptotischen Sicherheit geht davon aus, daf sich Gravitation als
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eine Quantenfeldtheorie mit der Metrik g,, als Freiheitsgrad definieren 148, doch sind da-
zu vollkommen nicht-stérungstheoretische Methoden und eine Verallgemeinerung der Re-
normierung erforderlich. Die korrekte mikroskopische Wirkung Slg,, |, die im wesentlichen
durch I'y— gegeben ist, stellt einen nicht-Gaufischen Fizpunkt des zugehorigen RG-Flusses
dar. Sie ist somit eine Vorhersage der Theorie und keine Annahme, die in ihre Konstruk-
tion eingeht. Eine Quantisierung der Gravitation wére in diesem Rahmen dquivalent dazu,

einem zundchst rein formalen Pfadintegral der Form

Z = /Dgw, e~ Slow] (3)

einen mathematischen Sinn zu geben und insbesondere den Limes eines unendlichen Ultra-
violett-Cutoffs in wohldefinierter Weise auszufiithren. Dies wird detailliert in Kapitel 1

erlautert.

Den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet die Anwendung der RG auf Gravitation
im sogenannten First-Order-Zugang. Wir verstehen darunter eine Theorie der Gravitation,
deren fundamentale Felder nicht die Metrik g,,,, sondern das Vielbein e, und der Spin-
zusammenhang wabu sind. Die entsprechende klassische Theorie wird als Einstein-Cartan-
Theorie (ECT) bezeichnet, und wir geben in Anhang A eine kurze Einfiihrung in diesen
Zugang, um mit den grundlegenden Eigenschaften der Felder e, und w“bﬂ vertraut zu

machen.

Die ECT unterscheidet sich von der metrischen Gravitation, der die Metrik g, als

dynamischer Freiheitsgrad zugrunde liegt, im wesentlichen in drei Punkten:

e Die ECT besitzt mehr Freiheitsgrade, da die Felder (e®,,w,) insgesamt 40 unab-
héngige Komponenten besitzen, der symmetrische Tensor g, hingegen nur 10. Dies
driickt sich darin aus, daf die ECT im Gegensatz zur metrischen Theorie nicht-
verschwindende Torsion erlaubt. Das hat die Existenz eines weiteren Terms in der
Wirkung zur Folge, der mit dem sogenannten Immirzi- Parameter v assoziiert ist und

der in der metrischen Theorie nicht auftritt.

e In der ECT werden die Diffecomorphismen Diff (M) auf der Raumzeit M als Eichtrans-
formationen der metrischen Theorie ersetzt durch die grofere Gruppe Diff(M) x
O(4),.., die zusitzlich die lokalen Lorentz-Rotationen O(4), . enthilt.
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e Die Wirkung, die der klassischen ECT zugrunde liegt, ist von erster Ordnung, d. h. sie

enthélt keinen kinetischen Operator in der Standardform des d’Alembert-Operators.

Diese drei Eigenschaften tragen in unterschiedlichem Mafe dazu bei, daf Berechnungen im
Rahmen der ECT im allgemeinen aufwindiger und konzeptionell schwieriger sind als ihre
Analoga im metrischen Fall. Dabei stellt hinsichtlich der grundséitzlichen Implementierung

der RG-Methode der letztgenannte Punkt das grofte Problem dar.

Im Rahmen der metrischen Theorie hat der RG-Zugang Hinweise geliefert, die darauf
hindeuten, daf diese tatsidchlich asymptotisch sicher ist und daf sie sich im konventionellen
Quantenfeldtheorie-Rahmen quantisieren 14ft. Die resultierende Theorie wird als Quanten-
Finstein-Gravitation (QEG) bezeichnet.

Im Einfiihrungskapitel 1 erldutern wir die Grundziige der RG-Methode und geben im
Zuge dessen die wichtigsten Eigenschaften und Resultate der QEG an. In Kapitel 2 wenden
wir uns der klassischen Einstein-Cartan-Theorie zu und diskutieren die Bewegungsgleichun-
gen der Holst-Wirkung, da die von uns betrachtete Trunkierung von dieser Form sein wird.
Dariiber hinaus geben wir in diesem Kapitel die wichtigsten Eigenschaften des Immirzi-
Terms an. In Kapitel 3 stellen wir die allgemeine Konstruktion des Funktionals I'y, vor und
weisen auf die Probleme hin, mit denen diese im Vergleich zur metrischen Theorie behaf-
tet ist. Dies motiviert die Verwendung der Propertime-Gleichung, die ebenfalls in diesem
Kapitel diskutiert wird.

Um im Zuge der Eichfixierung geméf der iiblichen Faddeev-Popov-Methode eine in-
variante Geistwirkung zu erhalten, ist eine kovariante Parametrisierung der Gruppe aller
Eichtransformationen Diff(M) x O(4), . erforderlich. Diese konstruieren wir in Kapitel 4

und berechnen anschliefsend die zugehorige Geistwirkung.

Den Kern dieser Arbeit bildet die Ableitung und Analyse der Beta-Funktionen der
Newton-Konstante Gy, der kosmologischen Konstante A und des Immirzi-Parameters ;.
Diese Funktionen erfassen die Renormierung der drei angegebenen Kopplungen, die nun
skalenabhéngig sind. In Kapitel 5 werden schematisch die Grundziige der Rechnung skiz-
ziert, bevor diese in den Kapiteln 6 und 7 ausgefiihrt wird. Dabei sind die resultierenden
Beta-Funktionen zu kompliziert, um sie explizit angeben zu kénnen. Schlieflich werden
in Kapitel 8 die Ergebnisse unserer Rechnung dargestellt und analysiert. Kapitel 9 faft

die wesentlichen verwandten Methoden sowie die erhaltenen Resultate zusammen. Zudem
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geben wir dort einige Fragestellungen an, die fiir zukiinftige Untersuchungen von Interesse

sein konnten.

In den Anhingen A, B und C befinden sich die angesprochene Einfiihrung in die klas-
sische ECT sowie eine Darstellung der Hintergrundfeldmethode, die fiir unseren Zugang
von grofser Bedeutung ist. Den Gegenstand des Anhangs D bilden Rechnungen, auf die in
Kapitel 4 zuriickgegriffen wird. Die fiir die Kapitel 6 und 7 erforderlichen Rechnungen sind
in den Anhédngen E, F, G, H, I und J enthalten. Abschliefsend stellen wir einen speziellen
Aspekt der Analyse aus Kapitel 8 separat im Anhang K dar.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen erste Schritte unternommen werden, um hinsichtlich
der quantisierten First-Order-Gravitation zu dem Grad von Verstindnis zu gelangen, den
mittlerweile die QEG fiir sich beanspruchen kann. Insbesondere wird nach ersten Hinweisen

hinsichtlich ihrer asymptotischen Sicherheit gesucht.

Wie im ,,Ausblick” in Kapitel 9 dargelegt sind dabei nicht nur die erhaltenen Ergebnisse
von Interesse. Vielmehr ist zu erwarten, daf kiinftige weiterfiithrende Untersuchungen auch
auf hier neu entwickelte Methoden und Konzepte sowie auf Teilergebnisse der verschiedenen
Rechnungen zuriickgreifen werden. Dementsprechend ist die Schilderung in dieser Arbeit
nicht im Stile einer Forschungsarbeit gehalten, sondern sie ist weitaus ausfiihrlicher und

bemiiht, jeden einzelnen Schritt zu erkldren und zu motivieren.






Kapitel 1

Renormierungsgruppengleichungen,
asymptotische Sicherheit und

Quanten-Einstein-Gravitation

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die wesentlichen Ideen darstellen, die der Anwen-
dung der Renormierungsgruppe auf Gravitation zugrunde liegen. Im Zuge dieser Diskussion
sollen die zentralen Resultate fiir Gravitation im Metrik-Formalismus sowie das sich daraus

ergebende Bild von asymptotisch sicherer Gravitation erlautert werden.

1.1 Grenzen der Allgemeinen Relativititstheorie

In der Allgemeinen Relativitiatstheorie (ART) ist die fundamentale Feldvariable durch
die Metrik g,, gegeben. Ihre Dynamik im Vakuum wird bestimmt durch die Einsteinschen

Feldgleichungen

1
Ry(9) = 51(9) G + A g = 0, (1.1)

worin R, (g) den Ricci-Tensor und R(g) den Kriimmungsskalar bezeichnen. Dies sind Ten-
soren der Stufe (0, 2) bzw. (0, 0), die von den ersten und zweiten Ableitungen der Metrik

und ihrem Inversen abhingen und deren explizite Struktur fiir uns hier nicht von Interesse
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ist. Sie ist in Anhang A zur Einstein-Cartan-Gravitation angegeben. Ferner ist A die kos-
mologische Konstante. Diese Bewegungsgleichungen sind die Euler-Lagrange-Gleichungen
der Finstein-Hilbert- Wirkung

Su-nla] = g [ d'ev=a( = Rlg) +20) (12

mit g := det(g,,) und der Newton-Konstante G. Durch den gewéhlten Vorfaktor wird dieses
Funktional dimensionslos, und in ihm wird iiber die gesamte zugrundeliegende Raumzeit-
Mannigfaltigkeit M integriert. Es weist zudem eine Eichinvarianz unter Diffeomorphismen,

also glatten Reparametrisierungen der Koordinaten auf M, auf.

Diese Theorie hat gegeniiber ihrer Vorgéngertheorie, der Newtonschen Gravitation, eini-
ge historische Tests bestanden. Beispielsweise konnte sie die Lichtablenkung im Schwerefeld
eines massivens Sterns, die Periheldrehung des Merkurs sowie die Anndherung der beiden
Partner in einem Doppelsternsystem durch Abstrahlung von Gravitationswellen erkléren.
Vom Submilimeterbereich bis zu Lingenskalen im Bereich des Sonnensystem-Durchmessers
liefert sie im Rahmen der Mefgenauigkeit eine hervorragende Beschreibung der durch die
gravitative Wechselwirkung hervorgerufenen Phinomene. Der Status der Pioneer-Anomalie
muf in diesem Zusammenhang als bislang noch ungekléirt betrachtet werden. Allerdings
stoft die Theorie sowohl bei grofseren als auch bei kleineren Léngenskalen an ihre Gren-
zen. In ersterem Fall ist dieser Befund experimenteller Natur: Die beobachtete Abflachung
der Rotationskurven von Galaxien kann im Rahmen der ART ohne zuséatzliche Annah-
men nicht verstanden werden, wobei die populérste unter diesen die Existenz von Dunkler

Materie postuliert.

Bei kleineren Lingenskalen ist die zu erwartende Modifikation der ART konzeptionell
begriindet, da es bislang insbesondere keinerlei experimentelle Befunde zur Gravitation
im Quantenregime gibt [1]. Die drei mafgeblichen Naturkonstanten G, i und ¢ definieren
iiber die Planck-Lange Ip; := \/’2:5; ~ 1.6 x 1073 m eine Lingenskala, bei der im heuristi-
schen Sinne das Auftreten von gravitativen Quanteneffekten zu erwarten ist. Dies ist die
Compton-Wellenldnge \¢ := % der Planck-Masse mp; = \/% ~2x 1075 g ~ 10" GeV.
Bereits die klassische Theorie sagt den Zusammenbruch der Punktteilchenidealisierung vor-
her: Komprimiert man eine Masse M > m in einem Bereich, der sich innerhalb der Kugel

mit dem zu m gehorigen Schwarzschildradius rg := (i—gn befindet, so wird sich ein Schwar-
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zes Loch bilden. Dessen Verhalten kann im nichtstationidren Zustand in der Regel nicht
mehr durch endlich viele Freiheitsgrade beschrieben werden: Es wird oszillieren und vibrie-
ren und dabei Energie und Drehimpuls in Form von Gravitationswellen abstrahlen. Die
Planck-Masse ist nun gerade diejenige Masse, fiir die die Compton-Wellenlinge ¢ oc m ™!

und der Schwarzschild-Radius rg oc m gleich sind.

Eine Theorie der Quantengravitation sollte in der Lage sein, bestimmte Phinomene zu
beschreiben, die auferhalb des Anwendungsbereichs der ART liegen. Letztere sagt nach
Theoremen von S. Hawking und R. Penrose unter sehr allgemeinen Bedingungen vorher,
dak das Auftreten von Raumzeit-Singularititen im klassischen Rahmen nahezu unvermeid-
lich ist [2]. Somit ist die ART selbst in der Lage, eine inhérente Vorhersage ihres eigenen
Zusammenbruchs zu treffen. Aus physikalischer Sicht sind insbesondere zwei Realisierun-
gen dieser Singularititen interessant: Bei der einen handelt es sich um die Anfangssin-
gularitdt zu Beginn des Universums, die vor allem durch die Existenz des kosmischen
Mikrowellenhintergrundes nahegelegt wird, die anderen Singularititen sind vom Typ der
Schwarzen Locher. Im ersten Fall treten in der klassischen Kosmologie typische Probleme
wie das Horizont- oder das Flachheitsproblem auf, zu deren Ldsung in vielen populdren
Modellen der Feldgehalt der Theorie um einen Skalar, das sogenannte ,Inflaton®, erweitert
wird. Die Dynamik dieses Quantenfeldes fiihrt in der anfinglichen Entwicklung des Uni-
versums auf eine Phase exponentieller Inflation, welche die angedeuteten Schwierigkeiten
behebt. Eine semiklassische Betrachtung der Schwarzen Locher fiihrte zum Befund, daf
diese eine Strahlung abgeben, deren Temperatur proportional zu £ ist |3, 4]. Dabei ist
davon auszugehen, dafs dieser Effekt zumindest in fiihrender Ordnung auch in einer vollen
Quantengravitationstheorie auftreten sollte. Im Zuge dieser Abstrahlung nimmt die durch
den Ereignishorizont berandete Fliache des Schwarzen Lochs ab, so daf es schrumpft. Das
Ende des Prozesses laft sich jedoch auf semiklassischem Niveau nicht verstehen. Insbe-
sondere ist unklar, ob Quanteneffekte von dem Moment an, in welchem die Masse des
Schwarzen Lochs von der Grofsenordnung der Planck-Masse ist, den qualitativen Verlauf
dieses Vorgangs abédndern, oder ob das Schwarze Loch letztlich vollstindig verdampft. Da
einem Schwarzen Loch in Analogie zur Thermodynamik auch eine Entropie zugeordnet
werden kann, ist diese Frage auch im Hinblick auf die Giiltigkeit des zweiten Hauptsat-

zes von grofsem Interesse. Schliefslich ist das Schicksal der Information, die in Form der
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Entropie der in das Schwarze Loch gefallenen Kérper in dessen Inneres gelangt ist, vollig
ungeklért. Diese zwei Aspekte der beiden Arten von Singularitdten sind auch im Rahmen
des Renormierungsgruppen-Zugangs, den wir im folgenden erldutern mdéchten, untersucht
worden. Fiir das friihe Universum findet man auch hier Hinweise auf eine exponentielle
Ausdehnung, die jedoch alleine auf den metrischen Freiheitsgraden basiert und somit kei-
nen Zusatzmechanismus benétigt [5, 6]. Die Anwendung auf Schwarze Locher legt zudem
nahe, daf der Verdampfungsprozef endet, sobald die Planck-Masse erreicht wird und dann

als Uberrest, ein Schwarzes Loch dieser Masse verbleibt, [7].

Letztlich sollte eine Quantentheorie der Gravitation aber auch im Hinblick auf die Ein-
bettung dieser Wechselwirkung in den iibrigen Rahmen existieren. Schliefslich lassen sich die
drei nicht-gravitativen Wechselwirkungen ebenfalls als Quantentheorien (sogar als Quan-
tenfeldtheorien) formulieren, und Gravitation ist universell in dem Sinne, daf sie an alle
Formen von Energie koppelt. In diesem Zusammenhang ist insbesondere auch die Idee
anzufiihren, dafl Gravitation als ein universeller Regulator beziiglich der in diesen Theo-
rien auftretenden Divergenzen dienen konnte, indem sie beispielsweise auf eine diskrete
Mikrostruktur der Raumzeit fiihrt, die bei kurzen Absténden eine entsprechende Regulari-
sierung impliziert [8, 9]. Alle Versuche, eine fundamentale Theorie zu konstruieren, indem
man ein klassisches Gravitationsfeld an Quantenfelder koppelt, haben bislang zu Inkonsi-

stenzen gefiihrt; solche Theorien existieren offenbar blof in einem approximativen Sinn.

1.1.1 Die Allgemeine Relativitatstheorie als effektive Theorie

Die obigen Ausfithrungen legen nahe, die ART blofs als eine effektive Theorie zu be-
trachten, deren Giiltigkeit auf den angesprochenen Langenbereich begrenzt ist. Préziser
gesprochen ersetzen wir die Einstein-Hilbert-Wirkung Sg_g[g,.] aus (1.2) in diesem Zu-
sammenhang durch ein effektives Wirkungsfunktional I';[g,.], wobei der Parameter k die
Dimension eines Impulses besitzt und eine entsprechende Skala festlegt. Seine Bedeutung
1aft sich intuitiv am besten anhand der urspriinglichen Verwendung dieser Methode in der
Hochenergiephysik erfassen: Das Funktional 'y, definiert genau dann eine effektive Theorie
bei der Skala k, wenn es Streuprozesse zweier Teilchen, in denen der Impulsiibertrag gerade
durch k gegeben ist, bereits auf Baumgraphenniveau exakt beschreiben kann; es miissen

dazu also keine Feynman-Diagramme mit Schleifen betrachtet werden. Heuristisch gespro-
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chen kann man einen derartigen Streuprozefs als ein Mikroskop auffassen, das bekanntlich
gerade noch Strukturen von der Grofsenordnung der Wellenlénge A der einfallenden Strah-
lung auflésen kann. Nach der De-Broglie-Beziehung gilt \ = %, so daf hohe Impulsskalen
mit dem Verhalten bei kleinen rdumlichen Abstinden in Beziehung stehen. Diese ver-
einfachte Darstellung liegt im Prinzip der Idee von Teilchenbeschleunigern zugrunde. Zwar
besitzt k als Impulsskala die Dimension einer inversen Linge, doch im allgemeinen existiert
keine Abbildung, die den unterschiedlichen Impulsskalen entsprechende Léngenskalen im
Ortsraum zuordnet. Dies ist nur im Sinne einer Heuristik fiir symmetriereduzierte Systeme
mit nur einem dimensionsbehafteten Freiheitsgrad wie z. B. die Schwarzschild- oder die
Friedmann-Robertson-Walker-Raumzeit der Fall. Zum intuitiven Verstindnis nehmen wir
nun aber an, fiir die Impulsskala k existiere eine eindeutige Ubersetzung in Ortsraumska-
len. Dann sagen die zuvor angesprochenen experimentellen Bestiatigungen der ART aus,
daf I'y[g,.] fiir die Impulsskalen k, die Abstinden vom Submilimeter-Bereich bis zur Gro-
fsenordnung des Durchmessers des Sonnensystems zugeordnet werden, im wesentlichen von

der Form der Einstein-Hilbert-Wirkung ist.

1.2 Die Idee der effektiven Mittelwertwirkung I';[g,,]

Nachdem bereits die Notwendigkeit einer Quantentheorie der Gravitation erldutert wur-
de, interessiert vor allem die Frage, was denn iiber I'y[g,,] fiir sehr grofe Impulsskalen
ausgesagt werden kann. Auch wenn dazu die Verwendung des quantenfeldtheoretischen
Formalismus unerléflich ist, méchten wir an dieser Stelle darauf verzichten, die Argumen-
te des Funktionals um die notwendigen Geister und Hintergrundfelder zu erweitern. Dies

erfolgt in Kapitel 3.

Wie konstruiert man nun ein solches Objekt I'y,? Im Sinne der Mikroskop-Analogie soll-
te man dabei offenbar das skalenabhéngige Auflésungsvermogen berticksichtigen, und zwar
derart, daf bei Absenken der Skala k eine entsprechende Vergroberung, ein sogenanntes
,Coarse Graining®, einsetzt. Die Quantenfeldtheorie kennt zwei Wirkungsfunktionale, die
gewissermafsen die beiden Endpunkte dieses Flusses entlang der Skala verkoérpern: Zum
einen gibt es die mikrokopische Wirkung S(g,., ], die das Hochenergieverhalten der Theorie,
d.h. deren Dynamik bei einem Ultraviolett-Cutoff Ayy, der das Pfadintegral-Mafs regu-

larisiert, erfafst. Fiir den Grenzwert Ayy — oo spricht man auch von der nackten oder
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klassischen Wirkung. Der Einfachheit wegen soll von nun an Ayy — oo betrachtet werden,
was fiir die nachfolgenden Uberlegungen keinerlei Einschrinkung darstellt. Das Argument
der nackten Wirkung ist das Quantenfeld g,,, und dieses Funktional beriicksichtigt noch
keinerlei Renormierungseffekte, d. h. keinerlei Wechselwirkung mit dem Vakuum der Theo-
rie. Daiiber hinaus existiert in Form der effektiven Wirkung I'g,,| aber auch ein Funk-
tional des Vakuumerwartungswertes g des Feldes g, also g, := (0[g,[0), und aus der
Stationaritdtsbedingung fiir I' folgt eine Bewegungsgleichung fiir g; hierin bezeichnet |0)
den Grundzustand der Theorie. Bleiben die Eichfixierung und die zugehorige Geistwirkung
unberiicksichtigt, so wird I'[g,,] aus S[g,,| formal wie folgt konstruiert: Wir koppeln zu-
néchst g,, an eine externe Quelle 7", die man sich als Analogon eines duferen B-Feldes
vorstellen kann. Unter Beriicksichtigung des Makfaktors /—¢ in der Wirkung fiihrt dies

auf den Quellterm

Seource = — / Atz /=5 T (2) G () . (1.3)

Nun bestimmt man das Funktional Z[J7#*] der Quellen, indem man die klassische Wirkung
um den Quellterm ergéinzt, dieses Objekt exponentiert und dann das Pfadintegral beziiglich

J,w berechnet:

A / Dip eXp{ — S[j] - 5} . (1.4)

Dieses Funktional stellt das Gegenstiick zur Zustandssumme der statistischen Physik dar.
Es handelt sich um ein erzeugendes Funktional in dem Sinne, daf die Auswertung der n-
fachen Funktionalableitung beziiglich 7 bei verschwindenden Quellen die entsprechenden
n-Punkt-Greensfunktionen der Theorie liefert. In diagrammatischer Terminologie erzeugt
es alle unverbundenen Graphen. Diese haben die Figenschaft, dafs sie sich als Summe von
Produkten verbundener Graphen schreiben lassen, die ihrerseits nicht faktorisierbar sind.
Fiir diese konnen wir ebenfalls ein erzeugendes Funktional angeben, und dabei handelt es

sich gerade um den Logarithmus von Z:
Z[TH] = VT (1.5)

Der Vakuumerwartungswert des Feldes g, ist definiert als die Ableitung dieses Funktionals
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beziiglich der Quellen

IWIT]

G () = m ) (1.6)

Dabei ist die Funktionalableitung so zu definieren, daf sie mit dem nichttrivialen Inte-
grationsmafs vertrédglich ist, was in dieser Einfiihrung bereits implizit in dem Symbol %

realisiert sein soll. Wir werden dies in Kapitel 3 explizit beriicksichtigen. Die Gleichung (1.6)
FW[J]
6T P (y)sTH (y)

reguldr ist. Daraufhin bildet man die aus der klassischen Mechanik und der Thermodyna-

kann genau dann nach den Quellen aufgelost werden, wenn die Hesse-Matrix

mik bekannte Legendre-Transformation von W beziiglich der Quellen, was schlieflich die
effektive Wirkung I'[g,,] definiert:

Fg)i= [ o 32k a) = W), (17)
Darin haben wir die Quellen J* durch die Vakuumerwartungswerte g, ausgedriickt. Das
Funktional (1.7) hat ebenfalls eine diagrammatische Bedeutung, denn es erzeugt die einteil-
chenirreduziblen, amputierten n-Punkt-Greensfunktionen, die keine dufseren Propagatoren
mehr besitzen und vermoge derer sich wiederum alle verbundenen Graphen darstellen las-
sen. Seine Entsprechung in der statistischen Physik ist durch die freie Energie gegeben.
Der Kontakt zwischen der nackten und der effektiven Wirkung wird in der Regel iiber die
Storungstheorie in Form der Schleifen-Entwicklung, bei der es sich um eine Stérungsrei-
he beziiglich Potenzen von A handelt, hergestellt. Die nullte und erste Ordnung sind mit

3S[Guv
SPg,.] = W{S‘;p}m o gegeben durch

lguu] = Slgye] + 5TrIn{S[g,0]} (18)

Entwickelt man das Quantenfeld §,,, in (1.4) in Form einer Fourier-Reihe nach Moden im
Impulsraum, so werden alle diese Moden im Pfadintegral mit der klassischen Wirkung und
dem Quellterm als Boltzmann-Gewicht ausintegriert; die effektive Wirkung erfafst blof die
Dynamik der Feldfreiheitsgrade, die verbleiben, nachdem das Feld bereits in seinen Erwar-
tungswert im Grundzustand |0) relaxiert ist. Die Dynamik hoherfrequenter Moden (oder
kiirzerer Zeitskalen) wurde herausgemittelt und 14£t sich nicht mehr rekonstruieren. Unser

Ziel ist es, dieses Vorgehen nun derart zu modifizieren, daf wir ein Funktional I';, erhalten,
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bei dem die Mittelung bei unendlich hohen Frequenzen beginnt, dann aber bei Frequenzen
der Grokenordnung £ stoppt, so dalt die Dynamik aller langwelligeren Strukturen immer
noch durch I'j, erfalit wird.

Dies wird erreicht, indem man einen Cutoff-Operator R, einfiihrt und einen entspre-
chenden Term
1

e d*z /=3 3R Gpe (1.9)

Aks[gw/] -

zu der Wirkung im Pfadintegral hinzufiigt. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, daf R eine
Matrix im Feldraum ist. Wir unterdriicken jedoch im folgenden aus Griinden der Uber-
sicht hiufig die Indizes; schlieklich lieken sich diese Uberlegungen ebenso auf den Fall eines
Skalarfeldes iibertragen. In der Form (1.9) ist der Ausdruck aufgrund des Makfaktors nicht
quadratisch in den Feldern, was jedoch hier der vereinfachten Darstellung geschuldet ist:
In der rigorosen Konstruktion ist dies der Fall. Dort spalten wir von dem vollen Quanten-
feld eine Hintergrundkomponente ab und verwenden das durch diese induzierte Mafs. Des
weiteren ist zu beachten, daf auf gekriimmten Raumzeiten keine Fourier-Transformation
im iiblichen Sinne existiert. Die Impulsmoden p? sind dann als Eigenwerte einer geeigne-
ten kovarianten Verallgemeinerung des d’Alembert-Opertors —[J zu verstehen, in dessen
Konstruktion ebenfalls eine Metrik eingeht. Auch hier ist dies die besagte Hintergrund-
Komponente. An dieser Stelle ist jedoch zu bemerken, dafl unser Zugang konzeptionell
nicht auf einer Storungstheorie um diese Hintergrundkonfiguration beruht. Vielmehr wird
sie vorrangig dazu benotigt, um die kurzwelligen von den langwelligen Moden des Feldes

Juw zu unterscheiden.

Im Bewuftsein dieser beiden Umstédnde konnen wir also sagen, daf der Cutoff-Term die
Struktur eines k-abhingigen Massenterms aufweist. Zudem schreiben wir Ry, = R (p?),
wobei p? die iibliche intuitive Interpretation besitzt. Der oben dargelegte erwiinschte Effekt
dieser Modifikation impliziert Forderungen an die Eigenschaften von Rj; in den beiden

Impulsregimen relativ zu k. Wir geben diese an und erldutern sie im Anschluf:

P>k o Ri(p?) =0, (1.10)
PP <k Re(p?) = k. (1.11)

Die erste Gleichung besagt, dak fiir Moden mit Frequenz weit oberhalb der Cutoff-Skala
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iiberhaupt keine Modifikation erfolgen soll: Sie sollen nach wie vor ausintegriert werden.
Die zweite Eigenschaft legt fest, wie die Infrarot-Moden unterdriickt werden. Dies geschieht
offenbar derart, dafs ihnen allen eine konstante Masse k zugewiesen wird, was auf eine
sehr weiche Unterdriickung bei der Impulsintegration fiihrt. Diese Unterdriickung konnte
auch anders implementiert werden. Insbesondere konnte man die niederfrequenten Moden
vollstindig unterdriicken, indem man einen Cutoff wihlt, der in diesem Impulsbereich
divergiert. Dieses singuldre Verhalten ist aber aus technischen Griinden problematisch [10],
so daf man allgemein fordert, daR fiir p?> < k* der Cutoff Ry (p?) durch eine positive
Funktion von k? der Massendimension 2 gegeben sein soll. Ublicherweise stellt man Ry (p?)

in der Form
2 2 0 (P
Ru(p?) = Zy k2 R >(@) (1.12)
dar, wobei die dimensionslose Funktion R (y) auf glatte Art zwischen R(®)(0) = 1 und
lim, RO (y) = 0 interpoliert. Die Matrix Zj, erfakt die Tensorstruktur des Cutoffs R

im Feldraum, auf die wir weiter unten eingehen.

Das skalenabhéngige Pendant zur effektiven Mittelwertwirkung wird nun genauso kon-
struiert wie diese zuvor. Der Exponent im Pfadintegral wird lediglich um den Cutoff-Term
ASy[§,,] ergénzt, so dak alle Objekte nun eine explizite Skalenabhéngigkeit aufweisen. Wir
definieren die jetzt k-abhidngigen Funktionale Z und W} gemaf

Zk[jlw] = /Dguu eXp{ - S[g;w] - Ssource — Aks[gpu]}
= eop{mir}, (1.13)
und die Funktionalableitung beziiglich der Quelle liefert den ebenfalls k-abhéngigen Feld-
erwartungswert
OWiL[T]
guy(l‘) = m s (]_]_4)

bei dem nun alle kurzwelligen Moden ausintegriert sind, so dafs er derjenigen Feldkonfi-
guration entspricht, die man bei der Coarse-Graining-Skala k ,sieht“. Das Auflésen dieser

Gleichung nach den Quellen erlaubt wieder die Berechnung der Legendre-Transfomierten
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von Wi[J#"]. Subtrahieren wir von ihr anschliefend noch die Cutoff-Wirkung A.S, nach-
dem wir in dieser das Quantenfeld g, durch seinen Erwartunswert g, ersetzt haben, so
erhalten wir schlieflich die effektive Mittelwertwirkung I'x[g,.]:

Wi T]

Tilgw] = /d4$ WJW(@ = Wi Tw] — ArS[gu] - (1.15)

Fiir dieses Objekt kann nun eine exakte Flufsgleichung abgeleitet werden, die sagt, wie
sich das ,Mikroskop“ T'; bei einer infinitesimalen Anderung der Skala #ndert. Mit ¢ =

Ink = 0, = k O ist diese sogenannte Wetterich-Gleichung schematisch von der Form

1 .
Oy = 5Tr{ (T +Ry) ™ aﬂzk} , (1.16)
worin
T’y [g]
' = k 1.17
O A (17)

bis auf ein Vorzeichen den inversen effektiven Propagator der Theorie bei der Skala k
bezeichnet [11]. Die Spur auf der rechten Seite von (1.16) beinhaltet dabei neben der
Kontraktion der Tensorindizes der beteiligten Felder aufgrund der zweifachen Funktional-
ableitung auch eine Ortsraumintegration. Wir wollen diese Gleichung hier nicht ableiten,

da unseren Untersuchungen eine andere Flufgleichung zugrunde liegen wird.

Die interessanteste Eigenschaft dieser Gleichung zeigt sich darin, daf sie von der Wir-
kung S[g,,| iberhaupt nicht mehr abhéngt. Dabei nehmen wir an, dal wir den Grenzwert
Ayy — oo bereits gebildet haben, so daf es sich bei S wirklich um die nackte Wirkung
handelt. Die Eigenschaft (1.11) des Cutoff-Operators Ry hat dann zur Folge, daf sich der
Cutoff-Term A,S im Pfadintegral im wesentlichen auf eine funktionale Delta-Distribution
reduziert, die die Quantenfelder mit ihren Felderwartungswerten identifiziert, so daf also
die explizite Gestalt von S[g,,] den Status einer Anfangsbedingung besitzt, die fiir & — oo
vorgegeben werden muf. (Beim Ubergang von I'y, zu S handelt es sich im exakten Forma-
lismus um einen nichttrivialen Schritt, der jedoch geméf eines in Ref. [12| konstruierten
Verfahrens durchgefiihrt werden kann.) Zudem garantiert die Forderung (1.10), daf I'y fiir
k — 0 in die iibliche effektive Wirkung I'y[g,,] iibergeht, da in diesem Fall der Cutoff

verschwindet und somit keinerlei Modifikation bewirkt.
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Im folgenden soll kurz auf die allgemeine Struktur des Cutoffs eingegangen werden. Be-
sitzt '}, einen kinetischen Term der iiblichen Art und Weise, so enthilt F,(f) einen Operator
der Form —[] bzw. eine entsprechende kovariante Verallgemeinerung, deren Eigenwerte wir
mit p? bezeichnen wollen. Die Eigenwerte \; von Fl(f) sind dann ebenfalls Funktionen von

p?. Diagonalisieren wir diesen Operator mittels einer unitiren Transformation U, so gilt
(2 . 2
Y0 = diag{A (")} = U0 TV 07 U@?)

Idealerweise sollte der Cutoff nun derart beschaffen sein, daf er in diesen Eigenwerten die
Ersetzung X\;(p?) — X (p? + kQR(O)(Z—Z)) bewirkt. Eine Riicktransformation ergibt dann die
Gestalt des Cutoffs in der Basis der Felder zu
Ru(p?) = UG?) [T (p° + kRO (%2)) ~ TP U,

so dals die Tensorstruktur Z eindeutig festgelegt wire und blof noch die Profilfunktion
R variiert werden kénnte. Es stellt sich aber heraus, daf der erwiinschte physikalische
Effekt der erlauterten Modenunterdriickung bereits durch Cutoff-Operatoren erreicht wer-
den kann, die in weitaus geringerem Mafe der Struktur des inversen Propagators angepalst
sind. Beispielsweise konnte man das Coarse Graining auch mittels eines ausgesprochen
groben Cutoffs der Form Ry, (p?) = k? R(O)(i—z) 1 implementieren, worin 1 die Identitiit auf
dem Feldraum bezeichnet. Alle denkbaren Realisierungen des Cutoffs besitzen jedenfalls
die Eigenschaft, dak der Triger der Ableitung 0;R;(p*) durch einen sehr kleinen Bereich
um p? ~ k% gegeben ist, so dak dieser Operator in der Flukgleichung (1.16) nur eine sehr

schmale Impulsschale um die Skala k2 ausschneidet.

Bevor wir das allgemeine Vorgehen zur Losung von (1.16) skizzieren, mochten wir diesen
Abschnitt mit einer Bemerkung zum logischen Status dieser Gleichung beschliefsen. Das
eigentliche Ziel der Bemiihungen um eine Quantenfeldtheorie der Gravitation wire die Be-
rechnung eines Pfadintegrals vom Typ (1.4) mit der ,richtigen* nackten Wirkung S[g,.]:
Daraus kénnte man alle n-Punkt-Funktionen der Theorie erzeugen, und man hétte die
Flufgleichung (1.16) global mit der korrekten Anfangsbedingung gelost. Diese Gleichung
wurde zwar unter der Voraussetzung hergeleitet, dafs eine Pfadintegraldarstellung fiir das
erzeugende Funktional existiert, doch sollte man diese Herleitung nur in einem heuristi-

schen Sinn auffassen. Als partielle Differentialgleichung besitzt sie einen lokalen Charakter,
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so daf sie insbesondere im Ultravioletten und im Infraroten (bei jeweils geeigneten Nihe-
rungen) Erklarungswert besitzt. Nicht zuletzt kann dieser Gleichung auch eine Bedeutung
zukommen, wenn fiir die fundamentale Theorie gar keine Pfadintegraldarstellung existiert.
Sie wire gewissermafen besser als ihre Herleitung, und wir werden sie in diesem Sinne als
Definition der effektiven Mittelwertwirkung I, auffassen. Die ihr eigentlich zugrundeliegen-
de intuitive Idee besteht in der Vorstellung, durch sukzessives Ausintegrieren irrelevanter

Moden physikalische Prozesse bei immer grober werdender Auflésung zu beschreiben.

1.3 Theorienraum und Trunkierung

Um etwas iiber das Hoch- oder Niederenergieverhalten der Theorie zu lernen, wihlen wir
(1.16) als Ausgangspunkt und gehen folgendermafen vor: Wir fordern zunéchst, dak dieses
Funktional die Eichinvarianzen der klassischen Theorie aufweist, im Falle der Gravitation
also Diffeomorphismusinvarianz. Auf den ersten Blick mag dies nicht mit der erforderlichen
Eichfixierung in Einklang stehen, doch anhand der expliziten Konstruktion wird ersicht-
lich werden, wie man die Eichung fixieren und dabei gleichzeitig eine bestimmte Variante
der Eichinvarianz erhalten kann; auch hier liegt der Schliissel in dem bereits angesproche-
nen Hintergrundfeld. Wir entwickeln dann I'y nach allen (im allgemeinen unendlich vielen)
Funktionalen [,[g,,], die mit der geforderten Eichinvarianz vertriglich sind. Als Koeffizi-
enten treten die Kopplungen u, auf, die nun die Skalenabhingigkeit tragen, da wir diese

jetzt als k-abhéngig annehmen:
Delgw] = > ta(k)Lalguw] - (1.18)

Man kann diese Invarianten als Basisfunktionale auffassen, die einen unendlich-dimensionalen
Raum aufspannen, den Theorienraum 7, auf dem die Kopplungen u, (k) als Koordinaten
fungieren; jeder Punkt in diesem Raum entspricht einer effektiven Theorie I'. Die schwie-
rige Aufgabe in derartigen Rechnungen besteht darin, auch die Spur auf der rechten Seite
von (1.16) nach dieser Basis zu entwickeln und die entsprechenden Koeffizienten, die im
allgemeinen Funktionen aller {ibrigen Kopplungen sein kénnen, abzulesen. Danach kon-
nen wir (1.16) komponentenweise auswerten. Es ist {iblich, den Renormierungsgruppenfluf

beziiglich der dimensionslosen Kopplungen u, darzustellen, die iiber u,(k) := k%, (k)
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definiert sind, worin d, die Massendimension der assoziierten Invariante I, bezeichnet; das
Funktional I'y, ist in natiirlichen Einheiten dimensionslos. Damit erhalten wir die Wetterich-

Gleichung in der Form
Oy ug = Bolug,ug,...) , aa=1,2,..., (1.19)

in der das skalenabhéngige Laufen einer jeden dimensionslosen Kopplung durch die zuge-
horige Beta-Funktion ausgedriickt wird. Diese Gleichung beschreibt den Flufs, der durch
das Vektorfeld

B
F=1 B (1.20)

beziiglich des Parameters ¢ auf dem Theorienraum erzeugt wird; man kann den Begriff der
Flufgleichung also auch im geometrischen Sinne auffassen. Das Vektorfeld 5 hingt dabei

nicht explizit von t ab.

Nun stellt (1.19) ein unendlich-dimensionales, gekoppeltes partielles Differentialglei-
chungssystem dar, das als solches nicht in voller Allgemeinheit zu l6sen ist, sondern nur
im Rahmen einer geeigneten Ndherung. Dazu betrachtet man in der Regel Trunkierungen
der vollen Theorie. Eine Trunkierung ist ein Ansatz fiir ['y, der von vornherein nur endlich
viele Invarianten I, beriicksichtigt; sie entspricht somit einer Projektion des vollen Flusses
auf den durch den betrachteten Satz von Invarianten aufgespannten, endlich-dimensionalen
Unterraum. Man projiziert dann die rechte Seite von (1.16) ebenfalls auf diesen Unterraum,
indem man dort die in der Trunkierung auftretenden Invarianten sucht und erhélt somit

endlich viele Beta-Funktionen als Funktionen endlich vieler Kopplungen.

Zwar erhélt diese Art der Ndherung die nicht-storungstheoretische Natur von (1.16),
doch mufs die Qualitit einzelner Trunkierungen anhand bestimmter Giitekriterien bewer-
tet werden. Eine besondere Rolle spielen dabei die sogenannten universellen Grifien. Das
sind Ausdriicke, die in der Regel von mehreren Kopplungen abhingen und die per defini-
tionem in der vollen Theorie unabhéngig von der expliziten Form des gew#hlten Regulators
sind: Die Schemaabhéngigkeiten der einzelnen Kopplungen kompensieren sich gerade ge-

genseitig. Die Observablen bilden eine Teilmenge dieser Grofen. Auch die Existenz eines
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Fixpunkts ist eine universelle Eigenschaft des betreffenden Systems. Diese Universalitit
wird nun durch die Trunkierung verletzt. Dabei kann das Ausmafs dieser Diskrepanz zur
Beurteilung der jeweiligen Trunkierung herangezogen werden; insbesondere sollte fiir eine
gute Trunkierung die Schemaabhéngigkeit der universellen Grofen bei Variation des Regu-
lators weitaus geringer sein als diejenige der in sie eingehenden Kopplungen. Eine weitere
Moglichkeit, die Giiltigkeit der mittels einer bestimmten Trunkierung erhaltenen Resultate
zu beurteilen, besteht darin, diese Trunkierung durch Hinzunahme einer oder mehrerer
Invarianten zu erweitern und nachzuweisen, dafs diese Modifikationen nur geringen Einflufs
auf die zuvor gewonnenen Ergebnisse haben. Ist aber bereits die Analyse der urspriing-
lichen Trunkierung hinreichend komplex, so ist ein solcher Test sicher nicht praktikabel.
Abschliefsend bleibt noch anzumerken, dafs I'y, zusétzlich zu der angesprochenen Eichinvari-
anz auch die iibliche BRST-Invarianz aufweist, so dafs sich entsprechende Ward-Identitiaten
ableiten lassen, die allerdings aufgrund der Anwesenheit des Cutoff-Terms A;S ebenfalls
Modifikationen erfahren [13]. Auch diese exakten Identitdten der vollen Theorie werden
nun durch die Trunkierung verletzt, was entsprechend quantifiziert ebenfalls zur Bewer-
tung der Niherung herangezogen werden konnte. Diese Option hat in der Praxis bislang

noch keine Anwendung gefunden.

1.4 Nicht-storungstheoretische Renormierbarkeit

Auf der Suche nach einer konsistenten Quantisierung der Gravitation wird eine Eigen-
schaft, die man einer solchen Theorie zuschreibt, in der Regel durch die Feststellung, sie
sei ,nicht renormierbar”, zum Ausdruck gebracht. Diese Aussage bezieht sich auf ein in-
zwischen klassisches Resultat, dem eine Rechnung von Goroff und Sagnotti [14, 15] bzw.
von van de Ven [16]| zugrundeliegt. Sie haben im Sinne einer Loop-Entwicklung der Form
(1.8) herausgefunden, dak der Wirkung auf Zwei-Schleifen-Niveau ein divergenter Term
hinzugefiigt werden miifste, um eine endliche S-Matrix fiir Gravitation zu erhalten. Diese
Divergenz kann durch einen entsprechenden Term dritter Ordnung absorbiert werden, der
seinerseits ebenfalls divergiert. Dieses Verhalten setzt sich ordnungsweise fort. Mit wach-
sender Ordnung nimmt die Zahl der zu renormierenden Parameter dabei immer weiter zu,
so dafs ein derartiger storungstheoretischer Zugang zur Quantengravitation keine Vorher-

sagekraft besitzen diirfte. Dieser Analyse liegt aber ein recht eingeschrinkter Begriff von
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Renormierung zugrunde, der explizit auf die Methode der Stérungstheorie Bezug nimmt.
Dabei wird das metrische Feld um den flachen bzw. um einen beliebigen festen Hintergrund

entwickelt, und die Fluktuationen werden als klein angenommen.

Um im Rahmen der Renormierungsgruppen-Methode Erkenntnisse beziiglich der Quan-
tennatur der Gravitation zu gewinnen, ist fiir uns das Verhalten der Flufigleichung (1.16)
bzw. (1.19) fiir groke Werte des Flufparameters k& von besonderem Interesse. Wir nehmen
nun an, daf fiir £ — oo eine Untermenge der Fluktrajektorien auf dem Theorienraum der

vollen Theorie in einen Fixpunkt mit Koordinaten (u},u3,...) flieke, so daf fiir diese also

Ijirgoua(k) —u, Vo (1.21)
gilt. Das gerade angesprochene storungstheoretische Verstdndnis von Renormierbarkeit ba-
siert dabei immer auf einem sogenannten Gaufschen Fixpunkt, der im Ursprung des Theo-
rienraums lokalisiert ist, so dak dort alle u, verschwinden. Das Verhéltnis zur Storungs-
theorie kann auch in impliziter Weise durch einen Gaufischen Fixpunkt gegeben sein in
dem Sinne, daf die Trajektorien fiir £ — oo nicht in diesen hinein-, sondern blofs in wohl-
definierter Weise von ihm wegfliefen, wie es z. B. in der QED geschieht. Im generischen Fall
nicht-verschwindender Fixpunkt-Koordinaten liegt hingegen ein nicht-Gaufischer Fixpunkt
vor. Das zentrale geometrische Objekt zur Erweiterung des storungstheoretischen Renor-
mierbarkeitsbegriffes ist die UV-kritische Hyperfliche Syy. Sie ist definiert als die Menge
aller Trajektorien, die fiir £ — oo in den Fixpunkt laufen. Wir linearisieren nun den Fluf
(1.19) um den Fixpunkt. Unter Verwendung der Jacobi-Matrix B = {B,,} mit

8
B,y = =L , (1.22)
Mo | fuamu)
die auch als Stabilititsmatriz bezeichnet wird, gilt dann
k Ogua(k) = Bap(up(k) —u}) | (1.23)
P

da am Fixpunkt gerade die Beta-Funktionen verschwinden:

Ba(uj,uz,...) =0 Vo. (1.24)
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Bei Kenntnis der Eigenwerte —© 4 und Eigenvektoren VA der Stabilitéitsmatrix, also BaprA =

—©4VA, lassen sich diese Gleichungen allgemein lésen geméif

ko \ O
ua(k) = uj+ Y CaVi (?0) : (1.25)
A

worin kg eine feste Referenzskala und C'4 die zugehdrigen Integrationskonstanten bezeich-
nen. Da die Matrix B im allgemeinen nicht symmetrisch ist, sind ihre Eigenwerte nicht
notwendigerweise reell. Man bezeichnet die negativen Eigenwerte O 4 als die kritischen Ex-
ponenten. Soll nun die Kopplung u, (k) fiir & — oo ihren Fixpunktwert u* annehmen, so
muf offenbar C'y = 0 fiir alle A mit Re©4 < 0 gelten; in allen {ibrigen Richtungen erfolgt
das Laufen in den Fixpunkt im UV-Limes hingegen automatisch. Somit ist also im Um-
kehrschlufs die Dimension Ayy der kritischen Hyperfliche Syyv gegeben durch die Anzahl

der kritischen Exponenten © 4 mit positivem Realteil.

Soll nun fiir & — oo der Fixpunkt erreicht werden, so verbleibt die Aufgabe, eine Trajek-
torie aus Syy auszuwihlen, entlang derer der Kontinuumslimes realisiert wird. Dazu ist bei
einer endlichen Skala k£ die Form von I'y auf dieser Untermannigfaltigkeit zu bestimmen,
d.h. es sind Ayy Parameter experimentell zu ermitteln, was aber fiir Ayy < oo prinzipi-
ell moglich ist. Entlang der Eigenrichtungen, die nicht in Syy liegen, besitzt die Theorie
hingegen keinerlei Freiheit mehr, um in den Fixpunkt zu laufen, so daf hier den Kopplun-
gen die durch die Fixpunktbedingung bestimmten Fixpunktwerte zugewiesen werden miis-
sen. Eine solche Theorie, die als eine Renormierungsgruppen-Trajektorie in einer endlich-
dimensionalen UV-kritischen Hyperfliche definiert ist, besitzt demnach sehr wohl eine Vor-
hersagekraft: Bei einer bestimmten Skala miissen bloft die Werte einer endlichen Anzahl
relevanter Kopplungen dem Experiment entnommen werden, um dem System die korrekte
Trajektorie auf Syy zuzuordnen; die Werte der iibrigen irrelevanten Kopplungen hinge-
gen werden von der Theorie vorhergesagt. Theorien, deren UV-Verhalten in dieser Weise
von einem nicht-Gauflschen Fixpunkt bestimmt wird, heifsen nicht-storungstheoretisch re-
normierbar oder asymptotisch sicher; sie sind in diesem Sinne ebenso renormierbar wie

storungstheoretisch renormierbare Theorien.

Des weiteren ist die Fixpunkt-Wirkung I', iiber das bereits erwidhnte Verfahren der in
Ref. [12] dargelegten Art mit der klassischen Wirkung S zu identifizieren, die somit durch

den vollen Fluf vorhergesagt wird und a priori unbekannt war; dieses Funktional wire in
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einem der Theorie zugrundeliegenden Pfadintegral zu exponentieren. Darin unterscheidet
sich dieser Zugang zur Quantisierung der Gravitation wesentlich von anderen, insbeson-
dere kanonischen Ansétzen wie der Loop-Quantengravitation, welche davon ausgehen, daf
die fundamentale Wirkung, die es zu quantisieren gilt, von der Art der Einstein-Hilbert-
Wirkung (1.2) ist.

Es stellt sich jedoch die Frage, inwiefern sich ein nicht-Gauftscher Fixpunkt grundle-
gend von einem Gaufsschen unterscheidet. Schlieflich konnte man alle Kopplungen geméf

Ua (k) := u, — us(k) umdefinieren. Der geméfs
Orli = By, Tia, ... ) = —Baluf — Gy, uj — Gp,...), @ =1,2,...

definierte Fluf wiirde dann im UV-Limes einen Gauftschen Fixpunkt aufweisen. Die Frage
nach der ,richtigen“ Definition der Kopplungen ist eine physikalische Frage, deren Antwort
man nur an den Observablen der Theorie ablesen kann: Physikalische Kopplungen sind

solche, die auf natiirliche Art und Weise in deren Definition eingehen [17].

Eine andere Definition, die den Bezug auf observable Grofsen vermeidet, definiert einen
Gauftschen Fixpunkt als einen Fixpunkt, an dem eine Wahl der Feldvariablen exisitiert, in
der die Fixpunkt-Wirkung quadratisch und das Funktionalmaf Gaufisch ist. Dann besteht
zwischen den Eigenrichtungen VA in (1.25) und den Kopplungen u, eine eineindeutige
Beziehung, da erstere jeweils in Richtung einer Kopplung u,, zeigen. Der kritische Exponent
© 4 ist mit —d,, identisch, wobei d, die kanonische Massendimension der mit u,, assoziierten
Invariante bezeichnet. Ein nicht-Gaufsscher Fixpunkt ist dementsprechend ein Fixpunkt,
an dem keine Wahl der Feldvariablen gefunden werden kann, in der das Funktionalmafs
Gaufssch ist.

Wir wollen abschlieffend erortern, welcher Art die im Rahmen dieses Zugangs denkbaren
Observablen iiberhaupt sind. Die Kenntnis einer Losung I'y[g,.| einer Trunkierung der
Wetterich-Gleichung wiirde es uns beispielsweise erlauben, Elemente der S-Matrix F,(:l),

also vierfache Funktionalableitungen der Form

0Tk 9]
69 (0)09ap(1)0Gps ()0 Gy ()

zu berechnen. Diese wiirden fiir eine feste Hintergrundmetrik, die der bereits angespro-
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chenen Zerlegung entstammt und die ihrerseits in Kapitel 3 erlautert wird, ausgewertet.
Fiir reine Gravitation ohne Materieankopplung wiirde dieses Objekt Graviton-Graviton-
Streuprozesse beschreiben, wobei es die Invarianzen der entsprechenden Hintergrund-Raum-
zeit aufweist, also beispielsweise Poincaré-Invarianz im Falle eines flachen Minkowski-
Hintergrundes. Trotz der hinlénglich bekannten Schwierigkeit, mogliche Observablen einer
vollstindig diffeomorphismusinvarianten Theorie zu benennen, hitten wir damit potentielle

Kandidaten gefunden.

1.5 Quanten-Einstein-Gravitation:

Resultate und Eigenschaften

Die Quantenfeldtheorie der Gravitation, die sich vermdge dieses Programms konstruieren
1aft, wird als Quanten-FEinstein-Gravitation (QEG) bezeichnet. (Eine wirkliche Definition
dieses Begriffes erfolgt in Kapitel 3.) Den bisherigen Analysen lagen dabei Metriken g, mit
euklidischer Signatur zugrunde. Dieser Fall ist zum einen technisch einfacher zu handhaben,
und zudem beruhen viele der gegenwirtigen numerischen Untersuchungen ebenfalls auf
euklidischer Signatur [18]. Um somit die Resultate der vorliegenden Arbeit mit denen der

QEG vergleichen zu konnen, betrachten auch wir ausschliefslich euklidische Metriken.

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die wesentlichen Aspekte des Bildes zusammen-
tragen, auf das die bislang im Rahmen der QEG getétigten Forschungsarbeiten gefiihrt
haben.

Dabei ist es naheliegend, als Trunkierung zunéchst einen Ansatz von der Form der
Einstein-Hilbert-Wirkung (1.2) zu wéhlen, wobei die Newton-Konstante G sowie die kos-
mologische Konstante A durch ihre skalenabhingigen Gegenstiicke GG, und Ay zu ersetzen
sind und der Makfaktor auf die euklidische Signatur umgeschrieben werden muf [13]. Wir

erhalten dann

1
167TGk

Ly [QW] =

/M d*z\/g(— R(g) + 2A) (1.26)

wobei wir im Rahmen dieser vereinfachten Darstellung wie iiblich die notwendigen Eich-

fixierungsterme sowie die zugehorige Geistwirkung unberiicksichtigt lassen. Da G und A
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in d Raumzeit-Dimensionen die Massendimensionen 2 — d bzw. 2 besitzen, sind die ent-
sprechenden dimensionslosen Kopplungen fiir d = 4 durch g, := k*G), bzw. A, := k72A,
gegeben. Setzt man diesen Ansatz in die Wetterich-Gleichung (1.16) ein und projiziert aus
der rechten Seite die beiden Invarianten [ d*z,/gR(g) und [ d*z,/g heraus, so erhélt man

ein zweidimensionales gekoppeltes Differentialgleichungssystem der Form

ogr = By(grs ),

Der Fluf dieses Systems ist ausgiebig analysiert worden und in Abbildung 1.1 graphisch
dargestellt.

Typella

Typellla

L 01

Typelllb

Abbildung 1.1: Der Renormierungsgruppen-Fluf der metrischen Gravitation um den nicht-
Gaufschen Fixpunkt in der Einstein-Hilbert-Trunkierung.

Fiir alle betrachteten Profilfunktionen R(®) des Cutoffs findet man einen nicht-GauRschen
Fixpunkt bei (¢*, \*) mit ¢g* > 0 und \* > 0. Wihrend die genauen Koordinaten des Fix-
punktes schemaabhéngig sind, definiert deren Produkt g*\* eine universelle Gréfe, die sich
in der Tat bei Variation von R nur sehr geringfiigig indert. Dies gilt auch fiir die kri-
tischen Exponenten, die ebenfalls universelle Gréfen darstellen und in diesem Fall beide
einen positiven Realteil besitzen. Die zugehorigen Eigenrichtungen liegen also beide in Syy

und sind jeweils UV-attraktiv.

Die Tatsache, daf die dimensionslose Newton-Konstante g einen konstanten Fixpunkt-
wert ¢* annimmt, bewirkt, daf die dimensionsbehaftete Newton-Konstante im Fixpunkt-

regime, G(k) ~ ¢g*k~2, fiir k — oo gegen Null geht: Sie wird asymptotisch sicher. (Dem-



1.5 Quanten-Einstein-Gravitation:
26 Resultate und Eigenschaften

gegeniiber bezieht sich der Begriff der asymptotischen Freiheit auf das Verschwinden der
dimensionslosen Kopplung.) Die kosmologische Konstante wird hingegen in diesem Bereich
nach A¥ ~ \,k? sehr groR, was eine sehr starke Ausdehnung des frithen Universums zur
Folge hitte, denn dessen Dynamik wiirde ja durch die Fixpunkt-Wirkung beschrieben.
Aufgrund dieser Beobachtung ist es im wesentlichen moglich, die gewiinschte exponentielle

Ausdehnung allein durch metrische Freiheitsgrade zu realisieren.

Ein Kriterium, um eine Trajektorie aus dieser zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit
auszuwahlen, besteht darin, ein moglichst langes klassisches Regime mit konstanten di-
mensionsvollen Kopplungen zu fordern. Dies stiinde im Einklang mit der Tatsache, dak die
ART iiber einen weiten Skalenbereich eine sehr gute effektive Theorie darstellt. Derartige
Trajektorien befinden sich typischerweise in dem in Abbildung 1.1 mit ,Typ IIIa“ bezeich-
neten Bereich. Sie fithren bei diesen Skalen nicht nur auf eine positive Newton-Konstante
G, sondern auch auf eine kleine postive kosmologische Konstante A, wie sie derzeit durch

Beobachtungen nahegelegt wird [19].

Weiterhin stellt sich die Frage, inwiefern die oben angefiihrten Eigenschaften und insbe-
sondere die Existenz des Fixpunktes in der gewdhlten Trunkierung begriindet sind. Dazu
wurde die obige Trunkierung um eine Invariante der Form [ d4x\/§R(g)2 erweitert und de-
ren Einfluf auf das Verhalten des Flusses untersucht [20, 21, 22, 23|. Man findet, daf die as-
soziierte Kopplung ebenfalls relevant ist, doch erst weit unterhalb des Fixpunktregimes bei
k ~ mp; den Renormierungsgruppenfluft mafgeblich beeinfluftt. Um den nicht-Gaufsschen
Fixpunkt hingegen ist der Flufl nahezu vollstindig auf die durch die Einstein-Hilbert-
Trunkierung (1.26) definierte Ebene beschrinkt, so daf diese Projektion die dreidimensio-
nale Situation sehr gut erfaft. Zudem kann man sowohl in dieser Trunkierung als auch
in der Einstein-Hilbert-Trunkierung den nicht-Gauftschen Fixpunkt bereits sehr prézise
durch eine geeignete Entwicklung in den dimensionslosen Kopplungen um den Gaufsschen
Fixpunkt lokalisieren [24]. Im Anschluf an diese Untersuchung wurden weitere Invarianten
der Form fd4x\/§R(g)" bis hin zu n = 8 hinzugefiigt, die jedoch allesamt irrelevanten
Richtungen im Theorienraum entsprechen und somit nicht zu der Dimension von Syy bei-
tragen [25]. Weder in diesem Fall noch bei der Ankopplung von Materie [26] muften die aus
der Einstein-Hilbert-Trunkierung gezogenen Schliisse beziiglich des Fixpunktes und seiner
qualitativen Eigenschaften revidiert werden. Die Resultate legen mithin den Schluf nahe,

dafs sich metrische Gravitation in Form einer Quantenfeldtheorie, die bis zu beliebig hohen
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Energien bzw. bis zu beliebig kurzen Abstdnden Giiltigkeit beséfe, in konsistenter Weise

quantisieren laft.

Abschliefsend sei noch bemerkt, dafs in diesem Rahmen auch der Eichparameter o der
Diffeomorphismus-Eichbedingung einem Renormierungsgruppenlaufen unterworfen wére.
Dies wurde in all diesen Berechnungen vernachléssigt. Es ist zu erwarten, dak o = 0
einen Fixpunktwert, darstellt [27], die obigen Berechnungen wurden jedoch aus technischen

Griinden jeweils fiir einen konstanten, endlichen Eichparameter durchgefiihrt.

1.6 Coarse Graining, laufende Kopplungen und

effektive Theorien in anderen Bereichen der Physik

Die Idee des Ausintegrierens von Freiheitsgraden geht im wesentlichen auf Arbeiten
von L. Kadanoff in der statistischen Physik zuriick [28]. Dort kann die Renormierungs-
gruppe dazu verwandt werden, das Verhalten bestimmter Systeme, beispielsweise das des
[sing-Modells, an einem kritischen Punkt zu beschreiben. Betrachtet man z. B. ein 4 x 4-
Gitter, in dem jeder der 16 Zellen mit Kantenldnge a eine Spinorientierung zugewiesen
wird, so ordnet die Coarse-Graining-Vorschrift der Blockspin-Transformation jedem der
vier 2 x 2-Teilquadrate jeweils einen effektiven Spin zu, der sich z. B. vermoge der Majo-
ritdtsregel aus den vier Konstituentenspins ergibt. Jeder dieser vier verbleibenden Spins
definiert nun einen effektiven Spin beziiglich der Léngenskala 2a. Diese Spins kann man
ihrerseits wieder entsprechend mitteln, so daf letztendlich ein effektiver Spin beziiglich
der Langenskala 4a, der Kantenlinge des urspriinglichen Gitters, verbleibt. Bei dieser Um-
setzung des Coarse Grainings im Konfigurationsraum ist offensichtlich, dafs nur noch die
Eigenschaften des Systems, die von der Gréfenordnung der Coarse-Graining-Skala sind,
beriicksichtigt werden; iiber alle kleineren Langenskalen wird gemittelt. Lakt man nun
das System aus einem kritischen Punkt herauslaufen, so wird in dessen Umgebung das
Verhalten des entsprechenden Ordnungsparameters oder der Korrelationslange durch Po-
tenzgesetze beschrieben, deren Exponenten die bereits eingefiihrten kritischen Exponenten
sind. Am kritischen Punkt selbst weist das System eine charakteristische Skaleninvarianz
auf: Es sieht auf allen Skalen gleich aus. Diese universellen Eigenschaften sind unabhéngig

von der expliziten Realisierung des Coarse Grainings. Die Ubertragung dieser Ideen auf
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Feldtheorien erfolgte durch K. Wilson [29]. Auch hier sollten die Systeme am Fixpunkt
eine Skaleninvarianz aufweisen, so daf man dementsprechend erwartet, daf sie dort durch

konforme Feldtheorien beschrieben werden.

Das Paradigma asymptotisch sicherer Gravitation fiihrt auf eine Quantenfeldtheorie, die
sehr viel mit den quantisierten Eichtheorien, insbesondere der QCD, gemeinsam hat. Die
Vorstellung einer skalenabhéngigen Kopplung ist in diesen Theorien ganz natiirlich. Sie
kommt im wesentlichen durch die nichttriviale Struktur des Vakuums zustande. Bringen
wir beispielsweise im Rahmen der Quantenelektrodynamik eine Ladung in das Vakuum
ein, so werden sich in diesem virtuelle Elektron-Positron-Paare bilden und sich in Form
von Dipolen um die eingebrachte Ladung herum anlagern. Dieser Prozef der Vakuum-
polarisation setzt sich nach auften hin sukzessive fort. Dies fiihrt zu einer Abschirmung,
dem sogenannten Screening der urspriinglich eingebrachten nackten Ladung. Im Abstand
r mifkt man die bei der Skala k = % renormierte Ladung. (Aufgrund der Radialsymmetrie
kann hier & mit dem inversen Abstand identifiziert werden.) Die eigentliche Kopplung ist

in Form der Feinstrukturkonstanten durch das Quadrat der Ladung gegeben. Den iiblichen

1
137

Elektrons setzt.

Wert von a ~ erhilt man, indem man k gleich der inversen Compton-Wellenlénge des

Etwas anders stellt sich die Situation in der QCD, der Quantentheorie der starken
Wechselwirkung, dar. Anstelle der elektrischen Ladung betrachten wir hier die SU(3)-
Farbladung. Bringen wir ein entsprechendes ,farbiges* Teilchen, z. B. ein Quark, in das Va-
kuum ein, so werden sich auch hier virtuelle Quark-Antiquark-Paare bilden und zu einem
Screening der eingebrachten Farbladung bzw. der Yang-Mills-Kopplung gyy fithren. Im
Unterschied zur QED sind hier aber die Eichbosonen, die die Wechselwirkung vermitteln,
dieser selbst unterworfen: Gluonen tragen Farbladung, wohingegen Photonen elektrisch
neutral sind. Virtuelle Gluon-Antigluon-Paare tragen also ebenfalls zur Renormierung von
gym bei. Dabei ist deren Effekt nicht nur dem des Materie-Sektors entgegengesetzt, sondern
er iiberwiegt auch, so dafs die Yang-Mills-Kopplung gyy mit wachsendem Abstand r bzw.
sinkendem k£ grofer wird. Man spricht daher von Anti-Screening. Fiir k — oo geht gyy hin-
gegen gegen Null. Da diese Kopplung in d = 4 als Vorfaktor des Monoms —§ [ d*zF, F*

dimensionslos ist, ist QCD im Ultravioletten wirklich asymptotisch frei.

Betrachtet man auf diesem bildlichen Niveau die analoge Situation fiir Gravitation, so

wire hier ein Teilchen mit gravitativer Ladung (beispielsweise ein massives Teilchen) in das
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Vakuum einzubringen. Um dieses herum bilden sich dann virtuelle Graviton-Antigraviton-
Paare, die ihrerseits zwar masselos sind, aber iiber ihre Energie ebenfalls an das Gravita-
tionsfeld koppeln. Dadurch erhohen sie nach aufien sukzessive die gravitative Ladung der
nackten Masse. In Ubereinstimmung mit der im Fixpunkt-Regime vorliegenden asympto-

tischen Sicherheit wiirde man somit ebenfalls ein Anti-Screening erwarten.

Aus dieser Eigenschaft der QCD bzw. der QEG ergibt sich als Konsequenz, daf beide
Theorien im Ultravioletten viel einfacher zu untersuchen sind als im Infraroten. Der Hoch-
energiebereich der QCD wird sehr gut durch die klassische Yang-Mills-Wirkung beschrieben
und ist der Storungstheorie zugénglich, da hier die Kopplung klein ist. Die Phinomene wie
Confinement oder chirale Symmetriebrechung, die im Niederenergiebereich auftreten, las-
sen sich mit diesen Methoden jedoch nicht mehr behandeln. Zu deren Verstindnis wére
es unter anderem erforderlich, einen sogenannten Wilson-Loop entlang eines (relativ zu
Aqcep, dem QCD-Analogon der Planck-Masse) grofsen Bereichs in der Raumzeit zu berech-
nen, d.h. hier ist nichtlokale Information erforderlich, so dafs eine geeignete Trunkierung
ebenfalls nichtlokale Terme enthalten sollte. Die Ordnungsparameter, die in der QCD den
Ubergang in die Confinement- bzw. in die chiral gebrochene Phase anzeigen, sind durch
den Erwartungswert des Polyakov-Loops bzw. den Erwartungswert (0|qg|0) des Quark-
Antiquark-Kondensats gegeben.

Allerdings gibt es weder in der QCD noch in der QEG ein leitendes Prinzip, das angibt,
wie eine entsprechende Trunkierung zu konstruieren ist; diese konnte ihre Giiltigkeit erst
a posteriori rechtfertigen. Die klassische Wirkung ist in beiden Fillen jedenfalls kein ge-
eigneter Ansatz mehr. In diesem Sinne ist der Infrarot-Bereich, d.h. der Bereich niedriger
Energien und grofser Absténde, derjenige, in dem die wirklich starken Renormierungsef-
fekte zu erwarten sind. Der UV-Bereich laft sich vergleichsweise einfach behandeln. Im
Rahmen der QEG ist das angesprochene Problem des Abflachens der Kepler-Kurven rotie-
render Galaxien ein typisches Phinomen, das dem Infrarot-Regime der Theorie zuzuord-
nen ist, da die charakteristische Liangenskala von der Gréfenordnung typischer Galaxien-
Durchmesser und damit astronomischer Natur ist. Entsprechend kann das in [30, 31, 32, 33|
geschilderte Szenario zur Erkldrung dieses Phinomens nicht den gleichen Grad an Rigo-
rositit beanspruchen, der den oben erlduterten Ultraviolett-Untersuchungen eigen ist. Um
wirklich verldfliche Aussagen treffen zu konnen, wire die Berechnung von Zwei-Punkt-

Korrelationsfunktionen der Form (0|R,., 0 (2)Rapr-(y)|0) fiir ,weit auseinander liegende
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Punkte z und y, d.h. fiir Abstinde |x — y| von der Grokenordnung der Infrarotskala,

erforderlich.

Zudem sei abschlieffend daran erinnert, daf auch das Konzept einer effektiven Theo-
rie aus der QCD vertraut ist. Hier ist beispielsweise die chirale Stérungstheorie (CPT)
sehr erfolgreich, der der Grenzwert verschwindender Pion-Masse, m, — 0, zugrundeliegt.
Zwar werden auch hier im Sinne einer Storungstheorie Schleifen-Prozesse betrachtet. Dies
liegt aber daran, dal man den Giiltigkeitsbereich dieser Theorie gewissermaken ,jiiber Ge-
bithr“ ausdehnt. Auch das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) ist ein Beispiel fiir
eine effektive Theorie, die qualitative Aspekte der QCD im chiralen Grenzfall, in dem die
drei leichten Quark-Massen verschwinden und die Massen der drei schweren Quarks als
unendlich angenommen werden, gut erfaft [34, 35]. Beiden Modellen liegen als dynami-
sche Freiheitsgrade jedoch nicht die Quarks zugrunde, sondern die aus diesen gebildeten
Hadronen. Dabei wird das Auftreten dieser Bindungszustdnde durch Pole, die bei der
Hadron-Skala von ca. 1071 m in den QCD-n-Punkt-Funktionen entstehen, angezeigt. Im
Rahmen der QEG haben sich hingegen bislang keinerlei Hinweise auf eine entsprechende

Anderung der Freiheitsgrade im Verlaufe des Flusses ergeben.



Kapitel 2

Die klassische Theorie:
Die Holst-Wirkung und ihre

Bewegungsgleichungen

2.1 Die Holst-Wirkung und ihre Bewegungsgleichungen

Zu Beginn dieser Arbeit mochten wir kurz die wichtigsten Eigenschaften der sogenannten
Holst-Wirkung |36 fiir euklidische Signatur diskutieren, da die von uns im weiteren Verlauf
betrachtete Trunkierung zur Analyse des Propertime-Flusses genau von dieser Form sein

wird. Sie ist gegeben durch

Shole,w| = — 1611'(}' /d4 T e[ea“eb” (F“bW — % *F“bW> — ZA] (2.1)

mit der Newton-Konstante G, der kosmologischen Konstante A, dem Immirzi-Parameter

~ sowie dem auf Lorentz-Indizes wirkenden Dualitdtsoperator

1
ab o ab cd
* 7, = 58 e
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der Gegenstand von Anhang B ist. Diese Wirkung unterscheidet sich von der gingigen
Hilbert-Palatini- Wirkung

1
167G

Su_ple,w] = /d4:p e (ea' ey’ F™,, — 2) (2.2)
zur Beschreibung von Gravitation im Vielbein-Formalismus durch einen Zusatzterm, der
proportional zum inversen Immirzi-Parameter ist und den dualen Kriimmungstensor ent-
hélt. Die wichtigsten Eigenschaften dieses sogenannten Immirzi- Terms werden in Abschnitt
2.2 diskutiert.

In Anhang B wird gezeigt, dafs sich ein allgemeiner O(4)-Tensor zweiter Stufe in eindeuti-
ger Weise als Summe einer selbstdualen und einer anti-selbstdualen Komponente schreiben
1i8t, so daf insbesondere fiir jeden Spinzusammenhang die Darstellung w = w(*) 4 w()
mit xw™ = w® und *w() = —w() gilt. Des weiteren beweisen wir, daf sich diese Ei-
genschaft auf die zugehdrige Feldstirke iibertrigt: Es gilt F(w™®)) = F®)(w), worin F)
und F) die selbstduale bzw. anti-selbstduale Komponente des Tensors F'(w) bezeichnet.

Die Holst-Wirkung 1afst sich somit auch in der Form

Stole, w™, W] = _163rG /d4 x e{ea“eb” [(1 — %)F“ﬁw(w*) + (1 + %)F“l’w/(w) — QA}

schreiben, in der die selbstdualen und die anti-selbstdualen Anteile vollstindig separiert
sind. Insbesondere wird fiir v = F1 jeweils nur eine dieser beiden Chiralititen aus dem

Konfigurationsraum herausprojiziert.

Variation beziiglich des Spinzusammenhangs. Das Vielbein e, und der Spinzu-
sammenhang w®, sind fiir beliebiges v die unabhiingigen dynamischen Variablen dieser
Theorie, und die Variation der Wirkung beziiglich dieser beiden Groéfsen liefert dann die
gesuchten Bewegungsgleichungen. Zunéchst variieren wir (2.1) beziiglich des Spinzusam-

menhangs, was unter Verwendung von

5Fabwj = 2(3[“5(,0@,,} -+ 5w“c[uwd’y] + w“c[ﬂéwd’y])
= 2(6[“&0“”,,] + w“c[ﬂ&ud’y] + wbc[uéw“c,,])
= 2V[M5waby]
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5wS o 1 d4 ,uuvéab 1abv5cd
Ho — _% xeeaeb< [nOW 1/]_%8 cd V [uowW V})
1 1
= “%c d*z e e, te,” (V,ﬁw“by — %Eabcdvu&u“ly) (2.3)

fithrt. Man kann nun zeigen, da die Anwesenheit des Immirzi-Terms in (2.1) die resultie-
renden Bewegungsgleichungen im Vergleich zu denen der Hilbert-Palatini-Wirkung (2.2)
iiberhaupt nicht beeinflufst.

Sei dazu zunéichst v = F1. Dann entspricht (2.1) der {iblichen Hilbert-Palatini-Wirkung,
in der jedoch der Spinzusammenhang durch seine (anti-)selbstduale Projektion ersetzt
wird. Diese Wirkung, die dem Ashtekar-Programm der kanonischen Quantengravitation
zugrunde liegt, wird in der Literatur gemeinhin als Barbero- Wirkung bezeichnet [37, 38].
Die Bewegungsgleichungen sind dann von der gleichen Form wie diejenigen der Hilbert-
Palatini-Wirkung. Anstelle des vollen Spinzusammenhangs w tritt allerdings die entspre-

chende Chiralitat auf.

Fiir v # F1 definieren wir die Variation

1 1
Cabu =5 (&u“bﬂ — 5 * 5w“bﬂ) = W(W)“bcdéw“lﬂ (2.4)
mit
1 1
W('y)abc — _( a, b - abc ) )

Fiir v # F1 ist die lineare Abbildung W = 1(1 — ~%) keine Projektion, so daf sie

invertiert und (2.4) nach dw = dw(() aufgelost werden kann geméf

1 1
Eabcd§6du — 5 <5abcd5w6du . 2’Y€abcd€cdef5wefu)
1 a a e
e®eqbw, 7(77 =’ )ow? M)

2
gab 5w0d“ o _5wabﬂ)
v

2

AAA

N~ N — N —

1 ab cd 1 ab cd
= 5l = _ L g ot e e ﬂ) (2.5)
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unter Verwendung von (A.48). Die Addition von (2.4) und (2.5) liefert schliefslich

1 21

1 1 v
ab ab cd o ab ab
C “+%E ch b §<l—¥>5w w= 272 Ow w
a 2’7/2 a 1 a c
= dw?, = e (g b+ 7° e du> : (2.6)

Somit kann einer Variation dw in eineindeutiger Weise eine Variation ¢ aus (2.4) zuge-
ordnet werden; insbesondere iibertriagt sich die Annahme einer beliebigen Variation dw
in dquivalenter Weise auf (. Nach (2.3) ist die Stationaritéit des Funktionals (2.1) beziig-
lich ¢ gleichbedeutend mit der Stationaritdt von (2.2) beziiglich einer Variation dw des

Spinzusammenhangs. Fiir einen beliebigen Immirzi-Parameter v # 1 erhalten wir somit

8“Spe = —# d'z e e ey VvV, (™,
_ _32;(; /d% P € aheae’ oo V (0,
— +32;G /d4:1: P 2 aped(V €€ e ) C,
= G / d*z "7 qpeacy (Ve )C™,

unter Verwendung von (A.54), (A.59) sowie mittels partieller Integration und anschliefen-
der Anwendung der Produktregel fiir die kovariante Ableitung. Dabei verschwindet die

ebed in allen nicht-

O(4)-kovariante Ableitung des flachen Levi-Civita-Tensors, da in w°, ¢
verschwindenden Termen im zweiten Faktor der Index e von b, ¢ und d verschieden und
somit gleich a sein muf; in diesem Fall verschwindet jedoch der antisymmetrische Spinzu-

sammenhang. Wir erhalten mithin die Bewegungsgleichungen

EMP7E apea€ V€% =0V 11, a, b (2.7)

In ihnen tritt kein inverses Vielbein auf. Insbesondere werden sie durch die entartete Kon-
figuration e®, = 0 fiir beliebiges w“bﬂ gelost; wir werden auf diesen Punkt noch einmal
zuriickkommen, nachdem wir die Bewegungsgleichungen, die aus der Variation des Viel-

beins folgen, abgeleitet haben. Kontraktion dieser Gleichungen mit £,5, und £*¢/ fiihrt
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unter Verwendung der euklidischen Identitéten (A.47) und (A.48) auf

6;”578“””"8“6}6 8abcdecpvyeda
= 2(0a70578,% + 6,P0570 7+ 0,70578,7 — 0,70576.7
—00"35" 0,7 — 876570, )(6%.67 4 — 69467 )",V e
= 2(elfpVaell, — el Vaells) + (el Vel — el Vgell) + (et Vgell, — elesV.efl,)]

= —-2.3!. e[e[avﬁef]ﬂ _
Eine weitere Kontraktion mit dem inversen Vielbein e fﬁ liefert dann

~2-3!-efPel, Vel
= 6% Vael, =871 Vaet, — e eV el 5 + 6,7V 6%
+eeaefﬁvvef5 — 50/3Vy665 — eeo{efﬁvggef7 + (ingeey
+eefyef6VBefa — &,Bvﬁeea — 5er,yefa + 5ffV,yeea
= 2V + e Ve g +e%e Vige o)) (2.8)

Kontrahiert man schlieflich diese Gleichung mit e.*, so erhilt man

2(e " Viyeta + e, Vel g + e, Vige! )
= 8e. V[,
- 0.

Dies impliziert aber das Verschwinden der letzten beiden Terme in der letzten Zeile von
(2.8), so daf sich die 24 Gleichungen

1
Ve = ie“AT;‘V =0V pu, v a (2.9)

mit dem Torsionstensor le, aus (A.26) ergeben. Im Zuge dieser Umformungen haben wir
ein reguldres Vielbein vorausgesetzt. Fiir ein solches folgt also, daf ,,on-shell* die Torsion
verschwindet. Nach den Uberlegungen aus Anhang A kénnen wir die Bewegungsgleichungen
(2.9) nach den 24 Komponenten des Spinzusammenhangs auflosen, was gerade auf w = w(e)

aus (A.36) fiir einen torsionsfreien Zusammenhang fiihrt. Die Bewegungsgleichung (2.9)
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wird also gelost durch

w™,(e) = €9y, + Iy — e e (Ones)) ey - (2.10)

Analog erhalten wir fiir v = F1, dal die selbstduale bzw. die anti-selbstduale Kompo-

nente des Spinzusammenhangs torsionsfrei ist.

Variation beziiglich des Vielbeins. Wir driicken nun der Ubersichtlichkeit wegen die
Holst-Wirkung fiir beliebige Werte des Immirzi-Parameters durch W_; aus und vari-
ieren diese dann beziiglich des Vielbeins e*,. Unter Verwendung von (A.56) und (A.57)
ergibt sich

1
4 A A A b pod A
0°Sho = — e d*x e[(ea“eb”ec —egletey —ete ec”)W(“/)“ ae ' — 2Me. ]566,\ )
Setzen wir auch hier ein invertierbares Vielbein voraus, so erhélt man mit den Definitionen

*F, = x F, = ¢ x« F™,, sowie [ :=e,'xF°,

fiir die dualisierten Gegenstiicke zu den Objekten
Fo, = e/ F®,, = eb”Fb“W und  F:=e ',

Iz =

aus Anhang A die Bewegungsgleichungen in der Form

1 1
(F==wF)el —2(F% = Z % o )elel = 20e =0V A, c. (2.11)
v v

Fiir den torsionsfreien Spinzusammenhang (2.10) als Losung der Bewegungsgleichung
(2.9) besteht nach (A.38) zwischen dem Feldstiirketensor F*,,(e) und dem Riemannschen

Kriimmungstensor Ry, (g) die Beziehung

Fablw(e) = eaAeprLC;w)\p<g>
= Faﬂ(e) = BGARLCMV)\V(Q) = ea)\RLCu)\(g)

= F(e) = Rycl(g)
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mit dem Ricci-Tensor Ry, und dem Kriimmungsskalar Ryc. (Das Subskript ,LC* ver-
weist hier auf den dem Metrik-Formalismus zugrundeliegenden Levi-Civita-Zusammenhang. )
Fiir die dualisierten Pendants gilt bei verschwindender Torsion mit der Definition (A.51)

aufgrund der aus der Ricci-Identitét folgenden Gleichung (A.31)

1
*[,(e) = igabchCdW(e)eb”

1 _
= 3¢ 15)‘”"‘76“)\ecpedUFCdW(e)

1
— 56718AupoRLCWJPU (g)ea)\
= 0

= xI' = e'xF, =0.

Multipliziert man nun (2.11) mit —3e“,gy-, so erhiilt man nach Umbenennung der Indizes

die Bewegungsgleichungen in der Form

1
RLCMV - §RLC Guv + Aguu =0V wm, v,

was gerade die Einstein-Gleichungen (A.34) des Metrik-Formalismus im Vakuum sind.

Schreiben wir abschliefsend auch hier die Holst-Wirkung unter Verwendung der Relatio-
nen (A.54) und (A.55) um geméf

1 vpo ab 1 ab A a b c .d
She = T /d4x5“ p EabchF y — ;*F W) — 3¢ V]e €% (2.12)

so erhalten wir durch Variation des Vielbeins die Bewegungsgleichungen unter Beriicksich-

tigung von §°c**? = 0 nach (A.58) in der Form

I 5
07| (F = =5 F ) = ZA e, |0, =0V 0, d. (2.13)
v

Aus dieser ist ersichtlich, dak diese Bewegungsgleichungen ebenfalls durch e®, = 0 und
eine beliebige Spinzusammenhangskonfiguration wabu gelost werden. Dieser Umstand stellt
einen weiteren Unterschied zur ART dar, in der beispielsweise schon die Definition des
Kriimmungstensors die Existenz einer inversen Metrik erfordert; er kénnte auch auf dem

Niveau der entsprechenden Quantentheorien relevant sein. Wir werden auf diesen Punkt
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im Zuge der Quantisierung zuriickkommen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Bemerkung, daf sich im Rahmen des ADM-
Formalismus zeigen laft, daf der Unterschied zwischen (2.1) und (2.2) auf Niveau einer
(3+41)-Foliation der Raumzeit bloft durch eine kanonische Transformation gegeben ist [36],
d.h. die Abbildung W) stellt einen Symplektomorphismus auf dem Phasenraum des Sy-

stems dar.

2.2  Zur Struktur des Immirzi-Terms

Zum besseren Verstindnis des Immirzi-Terms ist es sinnvoll, diesen unter Verwendung

von Differentialformen umzuschreiben. Dazu definieren wir die Raumzeit-Einsformen
e’ = e, dat und w = w“bﬂdx“ )
Mit dem aufteren Produkt
OAn:=0 dx“/\d:c”—i(ﬁ — 0,m,)dz" A dz”
= Uy - o uTly um
und der duferen Ableitung
14 1 14
df = 0,,0,,dz" AN da” = 5(@9,, —0,0,)da" N dx

fir zwei Einsformen 6 = 6,dz* und n = n,dz* 14t sich die Definiton (A.11) des Kriim-

mungstensors £'°°,,, mit der Komponentendarstellung der Zweiform

1

dw® 4+ W Aw? = 5(8ﬂw“b,, — 0,,w“bu + wacﬂwd’y — w“c,,wd’ﬂ)d:c“ A dx”
1
= EF“I’de“ A dz”

= F® (2.14)
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identifizieren. Diese bezeichnet man als Krimmungsform. In analoger Weise definieren wir
mit (A.26) und

Ty, = e“,\Tﬁ\y = 2V|.e%y

die Torsionsform T* gemaf

1
de® +wh ANeb = 5(@@% — 0", + w“bueby - w“byebu)dx“ A dx”
!
= ﬁTZ/dxﬂ A dz”
— T, (2.15)

Unter Verwendung der Beziehung (A.52) laft sich dann der Immirzi-Term auf die Form

1 1
St = e %/d‘lxee“bchCdWea“eb”

1 1 4 pvpo rrab

= e % d*z e F% . eqptho
1 1

= 60 % dz® A dat A da® A dx?’z—:‘“’p”F‘lbwe,web(7
1 1

= 6nG 27 /F“bweal,ebadx“ Adz” Adxf A dx®
G 2y
1 1

= — [ F™ Aeq A

167G ’y/ Ca N ED

bringen. Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, daft der Immirzi-Term nur in vier Dimensio-
nen existiert, denn nur fiir d = 4 liefert die O(4)-Kontraktion der beiden Lorentz-Indizes

der Kriimmungszweiform mit Vielbein-Einsformen e, = 7,,¢’ eine Raumzeit-d-Form.

Unter Verwendung von
nA0= (=10 An
sowie der Produktregel

dipAG) = (dn) N0+ (=1)Pn A dl
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fiir die dufere Ableitung, worin 7 eine p-Form und 6 eine ¢-Form bezeichnet, gilt weiterhin

F®Ne, Ney = (dw“b +wi A wbc) Aeg N ey
= dw®Ae, Ney+wl e AW Ae, Aey
= d(w® Aeg Aey) +w® Adeg Aey —w® Aeg Ade

+wl AW Ae, A ey
und somit

T*NT, = dye* Adge,
= (de® +w% A €’) A (deg + wa® Aee)
= de® Ade, + w A e’ Adeg + de® A w, A e+ wh Aed AwS A e,
= d(e* Ade,) + e AdPeq +w™ Ade, A ey
—w A e Adeg +wly Aw™ Aey Ae,
= F“b/\ea/\eb+d(e“/\dea—w“b/\ea/\eb)
= F%ANe,Ney+d(e* AT,) .

Dabei haben wir die Identitit d?> = 0 bei Anwendung auf Differentialformen beliebigen

Grades verwandt. Mit dem Satz von Stokes folgt

1 1
St = | [T1oAnT, — | AT, |, 2.16
! 167G ~ / /6 ( )
oM

so daf der Immirzi-Term also bis auf einen Randterm durch das Integral des Quadrates
der Torsionsform gegeben ist. Fiir ,on-shell“-Konfigurationen der Holst-Wirkung, d.h. fiir
Losungen der Bewegungsgleichungen, verschwindet die Torsion. Aufgrund dieser Tatsache
wird der Immirzi-Term mitunter als ,on-shell-topologisch® bezeichnet. Zudem wird haufig
die Ansicht vertreten, der Immirzi-Term sei mit dem CP-verletzenden Theta-Term der
starken Wechselwirkung verwandt, der allerdings im Unterschied zum Immirzi-Term rein

topologischer Natur ist.

Auferdem 1&#¢t sich an der Form (2.16) ablesen, daf der Immirzi-Term kein invertierbares

Vielbein voraussetzt. Bei der vorangegangenen Diskussion haben wir dies nur fordern miis-
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sen, um den O(4)-Index der Torsionsform (2.15) in einen Raumzeit-Index zu iiberfiihren
und so Kontakt zum metrischen Formalismus herzustellen. Diesem liegt die Annahme einer
invertierbaren Metrik zugrunde, was sich z. B. bereits in der Definition des Riemannschen

Kriimmungstensors (A.27) dufert.

Des weiteren ist durch

/(T“/\Ta—ea/\eb/\F“b): /e“/\Ta
M oM

eine topologische Invariante gegeben, die in der Literatur als Nieh- Yan-Invariante bezeich-

net wird und die als solche eine der Euler-Zahl analoge Rolle spielt [39].

Das Verschwinden des Immirzi-Terms fiir torsionsfreie Zusammenhénge 14t sich auch
auf andere Art einsehen. Aus Anhang A wissen wir, dafs sich in diesem Fall der Spinzu-
sammenhang und damit der Feldstirketensor allein durch das Vielbein ausdriicken lassen.
Letzterer ist nach (A.38) im wesentlichen &quivalent zum Riemannschen Kriimmungsten-
sor. Werten wir den Immirzi-Term auf diesem Unterraum des (e, w)-Konfigurationsraums

aus, so erhalten wir

1 1
[ — [ F®(e) Aeq A
! 167G 7 / () heare
1 1 4 uvpo rrab
= e ; d*re F “y(e)eapebo
1 1 R
= e ; d*x e RLCpo,uV(Q)

=0

aufgrund der Ricci-Identitét (A.31). Eine P- oder T-Transformation {AJ",} := diag( +
1,—1,—1, —1} bzw. {AT”V} = diag( —1,+1,+1, +1} wirkt auf diesen Term, indem sich

der Tensor Ry cywpe geméak der ihn definierenden Transformationseigenschaft transformiert:
ey I6] A T
RLCpo’uy - APp Po AP“ APV RLCaﬁAT

und analog fiir At. Da in allen nicht-verschwindenden Beitrigen dieses Terms alle Indizes
von Rpcps, verschieden sind, dndert der Term unter einer solchen Transformation sein

Vorzeichen, so daR er die P- und die T-Invarianz verletzt. Bei [ d'z eMP? Ry,c oy handelt
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es sich somit um einen Pseudoskalar.

Physikalisch relevant ist nicht-verschwindende Torsion vor allem bei der Ankopplung
von Fermionen. In diesem Fall induziert der Immirzi-Term eine CP-verletzende 4-Fermion-
Wechselwirkung, sofern die Fermionen nicht-minimal angekoppelt werden [40]. Allerdings
ist diese Wechselwirkung um die Planck-Masse unterdriickt. Prinzipiell sollten sich solche
Verletzungen der CP-Invarianz in Form von Vorwirts-Riickwarts-Asymmetrien, beispiels-

weise bei der et-e~-Streuung, beobachten lassen [41, 42].

Wie bereits dargelegt beeinflufst der Wert des Immirzi-Paramters v nicht die klassische
Dynamik der Theorie. Er parametrisiert jedoch analog zum Theta-Parameter ©qcp, dem
Vorfaktor des Theta-Terms, nicht-unitir-adquivalente Quantisierungen derselben und stellt
somit eine Quantisierungsambiguitit dar [43, 44]. Insbesondere sollten sich fiir verschie-
dene Werte des Immirzi-Parameters die resultierenden Quantentheorien hinsichtlich ihrer
Grundzustinde unterscheiden, so daf analog zu den aus der Yang-Mills-Theorie bekannten

©-Vakua hier eine Familie von y-Vakua zu erwarten ist.

Eine besonders wichtige Rolle spielt der Immirzi-Parameter in der Loop-Quantengravita-
tion. Dabei handelt es sich um einen Zugang, der im wesentlichen auf einer kanonischen
Quantisierung der (3-+1)-zerlegten Einstein-Hilbert-Wirkung beruht und der aus dem soge-
nannten Ashtekar-Programm hervorgegangen ist. Diesem lag die Feststellung zugrunde, daf
fiir v = +i - was gerade (anti-)selbstdualen Konfigurationen in der Lorentzschen Formu-
lierung der Theorie entspricht - der Hamilton-Constraint in der entsprechenden Raumzeit-
Foliation blof polynomial von den kanonisch konjugierten Variablen abhéingt und sich somit

erheblich vereinfacht.

Da fiir komplexe Werte von ~ der Phasenraum der Theorie allerdings komplexifiziert
werden muf, sind zusétzliche Realitatsbedingungen erforderlich, so daf sich reelle Anfangs-
bedingungen unter Wirkung des Hamilton-Constraints fiir alle Zeiten in reelle Konfigura-
tionen entwickeln. Diese sind jedoch ihrerseits wiederum nicht-polynomial. Zudem ist in
der Quantentheorie nicht klar, wie diese Realitdtsbedingungen auf entsprechende Opera-
toren und Zustdnde zu iibertragen sind [45, 46]. Inzwischen ist es aber moglich, die volle
Theorie auch fiir reelle Werte des Immirzi-Parameters vermoge der Ashtekar-Variablen,
die insbesondere eine enge Verwandtschaft zur Yang-Mills-Theorie offenbaren, zu formu-

lieren. Allerdings fiihrt dies abermals auf einen nicht-polynomialen Hamilton-Constraint.
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Nach einem Ubergang von der Ashtekar-Formulierung zu sogenannten Loop- und Fluf-
Variablen hat sich daraus die Loop-Quantengravitation entwickelt. In dieser lassen sich auf
den raumartigen Hyperflichen einer (3+41)-Foliation der Raumzeit Fléchen- und Volumen-
Operatoren definieren. Die Quantisierung raumartiger Flichen und Volumina wird durch
deren diskrete Spektren beschrieben, wobei diese vom Wert der Quantisierungsambiguitit
~ abhiingen: Die Eigenwerte sind proportional zu {2y bzw. zu (I2v)2 mit der Planck-Linge
lp := /2 ~ 107% m. Eine derartige Flichenquantisierung hat dariiber hinaus zur Folge,

dak die Entropie Schwarzer Locher nun ebenfalls vom Immirzi-Parameter abhéngt, so daf

die Reproduktion der semiklassischen Bekenstein-Hawking-Formel

1 A

SB’H:Z'E

(2.17)
in fiihrender Ordnung als Moglichkeit zur Fixierung der y-Ambiguitit erwogen wurde.
Hierbei bezeichnet A die Fliche, die den Ereignishorizont des Schwarzen Loches berandet.
Unterschiedliche Vorgehensweisen beim Abzéhlen der relevanten Mikrozustédnde haben auf
verschiedene Referenzwerte gefiihrt; derjenige, der momentan als der praziseste erachtet
wird, ist durch ypqc = 0,2375... gegeben [1]. Zudem erhiilt man in diesem Rahmen noch
logarithmische Korrekturen der Form ~ ln(%> zur semiklassischen Bekenstein-Hawking-

Formel, deren Vorfaktor vermutlich negativ ist [47, 48, 49|.

Wir wollen nun noch die Grenzfille v — 0 und v — oo der Holst-Wirkung (2.1) be-
trachten. Im ersten Fall wird diese singuldr. Da man den Immirzi-Term jedoch bis auf einen
Oberflichenterm als Quadrat der Torsionsform ausdriicken kann, fiihrt dieser Grenzfall auf
die Darstellung einer Delta-Distribution der Form §(7* AT,). Deren Argument verschwin-
det nicht nur fiir Konfigurationen, deren Torsion verschwindet. Nun 1dft sich geméaf der in
Anhang A bewiesenen Relation (A.42),

1
w® =w? (e) + §eb” (T, — e Ts, + eee, T, (2.18)

v
der Spinzusammenhang durch die Torsion ausdriicken. Integriert man diese in einem Pfad-
integral unter Beriicksichtigung der zugehorigen Jacobi-Determinante aus, so unterdriickt
der Immirzi-Term in der exponentierten Holst-Wirkung fiir v — 0 Komponenten der Tor-
sion. Dieser Grenzfall stellt somit nicht die ART dar, doch er kommt ihr so nahe wie

moglich. Fiir v — oo erfolgt keinerlei Unterdriickung in Form eines Gauf-Integrals, so daf
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,off-shell* die Torsion frei und gleichférmig fluktuiert; man erhélt die sogenannte Cartan-
Weyl-Formulierung der Gravitation [41]. Diese Darstellung ermoglicht auch ein intuitives
Verstédndnis der endlichen ~-Werte, die zwischen den beiden Extremfillen liegen. Hinge-
gen haben die Werte 7 = +1 bekanntlich eine Projektion auf die selbstduale bzw. anti-
selbstduale Chiralitit zur Folge.

Abschliefsend driicken wir auch die beiden anderen Terme der Holst-Wirkung durch

Formen aus geméfs

/d4:peF“b el'e) =

4 pvpo rrab c d
wCa d*x P’ F i Eabed€ €y

F“bﬂyecpedaeabcd da? A dx” A da? A da®

Il
DO = s = o =

Eabchab A€ A el

und
d4 _ 1 d4 pvpo a b _c _d
re = ﬂ T € ﬂe € pe oEabed
o 1 a b c d
= —24 Eabed € NE NETNE.

Damit erhalten wir die folgende Darstellung der Holst-Wirkung in Formenschreibweise

1 1 1 A
SHO[G,W]:—167TG<5/5abch“b/\ec/\ed—;/F“b/\ea/\eb—ﬁ 5abcde“/\eb/\ec/\ed>,

aus der erneut ersichtlich ist, dafs die klassische Theorie nicht a priori die Existenz eines

inversen Vielbeins postuliert.



Kapitel 3

Eine effektive Mittelwertwirkung fur

First-Order-Gravitation

Nachdem wir uns mit den klassischen FEigenschaften der Einstein-Cartan-Theorie im
Rahmen der Holst-Wirkung vertraut gemacht haben, mochten wir die in der Einfiihrung
erlduterte Methode der Renormierungsgruppe auf deren euklidische Formulierung anwen-
den und diese so quantisieren. Dazu ist es notwendig, das Funktional I'y anzugeben, das

einer geeigneten Flufgleichung unterliegt.

3.1 Die Konstruktion von I’

Unter Beriicksichtigung der Eichfixierungs- und Geistbeitrige ist der Ausgangspunkt

der Konstruktion von I'y, durch das erzeugende Funktional

a ) Yab

Z[s 0", T 0" Pa) = /Dé D& DCDC DY DY

exp{ — S[e, @] — Sylé, @] — Salé, @.C,C, 5, 5] — Ssource} (3.1)

a
I

hang dar. Die Notation soll andeuten, dafs dies jene Felder sind, denen im Rahmen einer

gegeben. Darin stellen ¢*, und d)“bﬂ das Quantenvielbein und den Quantenspinzusammen-

kanonischen Quantisierung Feldoperatoren zugeordnet wiirden. Wir bezeichnen sie auch

als volle Quantenfelder, um sie von den Hintergrundfeldern und Fluktuationen zu unter-
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scheiden. Ferner sind C* und C; sowie ¥ und ¥, die mit den Diffefomorphismen bzw.
O(4)-Transformationen assoziierten Geister und Antigeister. Sie stellen die Argumente der
Geistwirkung S,y dar, deren Exponential nach dem Ausintegrieren dieser Felder geméf der
iiblichen Prozedur eine Darstellung der Faddeev-Popov-Determinante liefert. Dabei wird
Sgn im allgemeinen ebenfalls von den Feldern €, und dz“bﬂ abhingen. Des weiteren ist S fiir
den Fall Ayy — oo die iibliche nackte Wirkung, und Sg bezeichnet den Eichfixierungsterm.

Im Quellterm Sgouce Werden alle Felder an externe Quellen gekoppelt geméfs
Seource = — / d'zé {sbe", + /0", + 5,C" + 0"Cu+ a2 + 0" S } (3.2)

mit der Vielbein-Determinante é := det(é?,) als Makfaktor. Die klassische Wirkung S ist

sowohl invariant unter Diffeomorphismen der Form

Sp(w)e?, = L,
Sp(w)a®, = L% (3.3)

als auch unter der Wirkung lokaler Lorentz-Transformationen

sL(N)et, = Aye,,
SLND™, = =0 A"+ A%, + A 0%, = =V, A (3.4)

worin V die aus w*, gebildete kovariante O(4)-Ableitung bezeichnet.

Entlang der iiblichen Prozedur (vgl. Kapitel 1) wiirde man aus dem erzeugenden Funk-
tional (3.1) iiber eine Legendre-Transformation die effektive Wirkung konstruieren. Diese
ist aber nach der Eichfixierung nicht mehr invariant unter den entsprechenden Transfor-
mationen ihrer Argumente, den Vakuumerwartungswerten der Felder. Allerdings ist nur
so die Existenz eines wohldefinierten Propagators gewahrleistet. Zudem bricht auch der
Quellterm fiir eine tensorielle Spinzusammenhangsquelle ¢, diese Invarianz, da sich d)“bﬂ

unter d;, wie ein Zusammenhang und somit inhomogen transformiert.

Wie in Kapitel 1 vorweggenommen, soll aber das modifizierte Funktional I';, eine Invari-
anz aufweisen, die seine allgemeine Struktur einschrinkt. Zu diesem Zweck fiihren wir die

bereits angedeutete Hintergrundstruktur ein, indem wir die dynamischen Felder (é,w) in
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Hintergrundkomponenten (€, &) und Fluktuationen (g, 7) zerlegen geméf

~Q o —a a
e, = €ﬂ+€u,
~.ab _ —ab ab
w®, = 0%, +T,. (3.5)

Die Geister werden nicht zerlegt. Diese Aufspaltung setzen wir in die klassische Wirkung S
ein. Die Eichbedingungen wihlen wir derart, daf in ihnen vermoge der Hintergrundgrofen
konstruierte Objekte wie z. B. kovariante Ableitungen auf die Fluktuationen wirken und sie
in letzteren linear sind. Der Eichfixierungsterm Sg|e, 7; €, w| hdngt dann nur parametrisch
von den Hintergriinden ab. Entsprechend wird die Geistwirkung, die aus diesen Eichbe-
dingungen konstruiert wird, ebenfalls parametrisch von e?, und J)‘lbﬂ abhingen. Dariiber
hinaus treten in ihr aber auch die Fluktuationen auf, so daR wir Sgle,7,C,C, %, 5; €, @]
schreiben. (Spéter wird es ausreichend sein, die Geistwirkung fiir verschwindende Fluktua-
tionen zu betrachten.) Abschliefend &ndern wir den Quellterm derart ab, dak lediglich die

Fluktuationen an die Quellen gekoppelt werden geméf
Shack = — / d'ze {s e, + t,' 7" + 5,C" + 0MC + P B + P S } - (3.6)

Der zugehorige Maffaktor wird hier wie auch in Sy und Sg, unter Verwendung des
Hintergrund-Vielbeins gebildet. Wir fordern somit, daf die Hintergrund-Komponente e,
invertierbar sei, was fiir das volle Vielbein €%, jedoch nicht gelten muk. Unter der Vorausset-
zung eines translationsinvarianten Mafes ersetzen dann die Fluktuationen die unzerlegten
Quantenfelder als Integrationsvariablen im Funktionalintegral. Wir erhalten in Analogie
zu (3.1) ein Funktional, das von den Quellen und dariiber hinaus parametrisch von den

Hintergriinden abhéngt:

Zs ty)" 0", 0, 0™, payi €, 0% = / De Dt DC DC DY. DY (3.7)
exp{ — Sle+¢e,w + 7] — Sgtle, T €, W]

_Sgh [57 T, Ca C_7 27 ia éa;u (’Dabu] - Sfoalfﬁ:e} :
Die Eichtransformationen (3.3) und (3.4) kénnen auf dem Niveau der aufgespaltenen Felder
auf zwei Arten realisiert werden. Diese Tatsache liegt dem sogenannten Hintergrundforma-

lismus zugrunde, den wir hier anwenden und in Anhang C niher erldutern.
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Zum einen kann man die Hintergrund-Konfigurationen als klassische Felder betrachten,
die iiberhaupt nicht den Eichtransformationen unterworfen sind. Dies fiihrt auf die wahren
Eichtransformationen %, bei denen die gesamte Feldtransformation von den Fluktuations-

anteilen getragen wird. Wahre Diffeomorphismen sind dann gegeben durch

5S(w)éau = 0,
58(@0)5““ = L,(e", +¢e%),
op(w)e®, = 0,
58(10)7‘“’“ = Ew(@“bu + T“b“) , (3.8)
und deren O(4)-Pendants sind von der Form
si(Net, = 0,
SE(Ne, = A%(E, +¢%,)
SE(N@®, = 0,
5E<A)Tabﬂ _ _au)\ab_i_)\ac(@cb“_'_T )_'_)\b< ac _i_Tacﬂ) (39)

Andererseits kann man auch fordern, daf sich alle Fluktuationen homogen als Tenso-

ren geméls ihrer Indexstruktur transformieren, was eine entsprechende Transformation der

ab
I

unter diesen Hintergrund-Transformationen 6° im O(4)-Sektor tensoriell, wohingegen sich

Hintergriinde impliziert. Insbesondere verhélt sich die Spinzusammenhangsfluktuation 7

die Hintergrund-Komponente J)“bﬂ jetzt inhomogen transformiert. Wir erhalten demnach

fiir die Hintergrund-Diffeomorphismen

5§(w)éau = Ly,
58(10)6(1“ = L%,
Sp(w)a®, = L,&%,,
55(211)7’“17“ = EwT“bM (3.10)
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und fiir die Hintergrund-Lorentz-Transformationen

sE(Net, = x4e’,,
55()\)5““ = leabu ,
SEAN@?, = =0+ X0, + X @™, = =V, A,
(511?()\)7"&’“ = )\“CTCbH + )\bCT‘wH ) (3.11)

Hierin bezeichnet V die unter Verwendung des Hintergrund-Spinzusammanhangs J)“bﬂ ge-

bildete kovariante O(4)-Ableitung.

Beide Transformationsklassen (3.8), (3.9) und (3.10), (3.11) reproduzieren fiir die vollen
Quantenfelder wie gefordert die urspriinglichen Transformationen (3.3), (3.4). Die entschei-
dende Idee besteht nun darin, Eichbedingungen zu wéihlen, die zwar die wahren Eichtrans-
formationen 0%, aber nicht die Hintergrundinvarianz brechen, so daf der resultierende

Eichfixierungsbeitrag Sy unter §° invariant ist.

Die assoziierte Geistwirkung ist dann im allgemeinen ebenfalls hintergrundinvariant,
auch wenn in unserem Fall eine geeignete Umparametrisierung der Eichtransformationen

erforderlich ist, um dies zu erreichen.

Da die klassische Wirkung jeweils nur von der Summe aus Hintergrundkomponen-
te und Fluktuation abhingt, ist sie sowohl - als auch ¢P-invariant. Fordert man ab-
schliefend, dak sich die Quellen in (3.6) ebenfalls tensoriell beziiglich der Hintergrund-
Transformationen verhalten, so folgt die 62-Invarianz der exponentierten Wirkung in (3.15).
Diese iibertrigt sich auf die effektive Wirkung bzw. die effektive Mittelwertwirkung, wobei

die Felderwartungswerte analog zu transformieren sind.

Da wir die Geistfelder nicht zerlegen, stimmen fiir diese die wahren Eichtransforma-
tionen mit den Hintergrund-Transformationen iiberein, und wir fordern jeweils ein ihrer

Indexstruktur entsprechendes, tensorielles Transformationsverhalten. Dies liefert fiir die
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Diffeomorphismen

o5 (w)C* = op(w)C* = L,C",

o5 (w)C, = 0B(w)C, = L,C,,
S5 (w)E® = op(w)s® = L,57,
SS(w)Se = 0B (0)Sa = LowSa (3.12)

SENCH = SBNCt =0,

550‘)@# - 550‘) 7# =0,
SENE? = PN = X0D? + AP D
SE(NZas = 0L (N)Za = ATy + A Tae - (3.13)

Insbesondere iibertragen sich alle Eigenschaften der vollen Felder beziiglich dp und oy,
auf die dp- und dp-Eigenschaften der Hintergrundfelder; %, und 7%, kann man als 6°-
Tensoren auffassen, die der Theorie einfach hinzugefiigt werden. Beispielsweise wird durch
G = éauébl,nab beziiglich % eine Metrik definiert, deren Inverses durch g" = ¢ te,"n®
gegeben ist. Ferner ist D = 0 + @ + [ eine 6P-kovariante Ableitung, und D* := g"' D, =

D, g" ist wohldefiniert.

Die Moglichkeit, ausschlieflich die wahren Eichinvarianzen zu fixieren und dabei wei-
terhin auf eine Hintergrund-Invarianz des Funktionals zu bestehen, ist in dem Umstand
begriindet, daf blof die Invarianz unter wahren Eichtransformationen auf generische Null-
moden des inversen Propagators fithrt. Demgegeniiber ist die Hintergrund-Eichinvarianz
in diesem Sinne ungefihrlich (vgl. Abschnitt 4.1.6).

Der entscheidende Schritt besteht nun darin, zu dem Exponenten in (3.7) einen Term

AyS hinzuzufiigen, der das sukzessive Ausintegrieren der Moden implementiert. Er ist
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allgemein von der Form

AkS[&',T,C,é, 2, i; e, (D]

T
= 1 / d4[E é Ecy R[é’ @]gravcya“ R[é7 (D]g avc abu gaﬂ/
167G TCd R[é, (D]grav Cduau R[éa (D]grav cdyab“ 7_ab
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(3.14)

Der Cutoff Ry zerfillt in zwei Blocke, RE™ und RE", die per Konstruktion fiir jede
Skala k die gewiinschten Moden im Graviton- und im Geistsektor separat unterdriicken.
Dabei bezeichnet D = 0+ @ + I' die aus dem Hintergrund gebildete Raumzeit- und O(4)-
kovariante Ableitung. Man beachte, dafs in die Konstruktion des Cutoffs nur die Hinter-
grundkonfigurationen und nicht die Fluktuationen eingehen. Das Maf wird ebenfalls aus
dem Hintergrund gebildet, so dafs ApS in der Tat quadratisch in den Fluktuationen bzw. in
den Grassmann-wertigen Geistfeldern ist. Dariiber hinaus ist der Cutoff per Konstruktion

ebenfalls §2-kovariant.

In der den Cutoff definierenden Ersetzungsvorschrift p?> — p? + k2R sollte sich p?
auf das Spektrum einer hintergrundkovarianten Verallgemeinerung des Laplace-Operators
beziehen. Daher sollte man die Ersetzung hier beziiglich der vollen hintergrundkovarianten
Ableitung D,, durchfiihren, also p* € spec{—D? = —g"’D,,D,} mit g" = ¢e,"n® unter
Voraussetzung eines reguldren Hintergrundvielbeins. Allerdings ist die Einstein-Cartan-
Theorie eine Theorie erster Ordnung, in deren inversem Propagator kein kinetischer Term
in der iiblichen Form eines d’Alembert-Operators auftritt. Vielmehr ist dieser von der Form
eines inversen Dirac-Propagators fiir Fermionen, in welchem Ableitungen erster Ordnung
in den (g, 7)-Nebendiagonalblocken auftreten. Dies kann man unmittelbar an der expliziten
Form von F,(f) bestétigen, die in Anhang E berechnet wird. Im Fall fermionischer Propa-

gatoren wendet man daher die obige Regularisierungsvorschrift meist auf das Quadrat von
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F;(C an [50], was sich jedoch nicht unmittelbar auf die Einstein-Cartan-Theorie {ibertragen
1aft. Wir werden in der vorliegenden Arbeit darauf verzichten, einen derartigen Operator zu
konstruieren; dies wird weiter unten ausfiihrlich begriindet. Die Form der Cutoff-Wirkung
A.S mit unspezifiziertem R und RE" ist symbolisch zu verstehen und soll uns an das
grundsétzliche Vorgehen zur Ableitung einer exakten Renormierungsgruppengleichung fiir
das Funktional ['y erinnern: Konstruiert werden sollte ein Cutoff, der der First-Order-Natur
der Einstein-Cartan-Theorie Rechnung tragt und dessen Unterdriickungseigenschaft sich

auf das Spektrum von D oder eines aus dieser Ableitung gebildeten Operators bezieht.

Wir fiigen nun einen derartigen Cutoff zu (3.7) hinzu und erhalten als Ausgangspunkt
zur Konstruktion der effektiven Mittelwertwirkung I'y das jetzt k-abhéngige Funktional:

no= ab - . =-a —ab
Zk[ a ab 70 y Ous P 7pabaeﬂ7w y,]

/ DeDTDCDCDYEDY

eXp{ - S[é + €, W+ T] - ng[€7 ) é7 (D] - Sgh[gu T, Ca 57 27 ia éaln (Dabu]

source

“AWS[E, T, CC 8, S e, @] — Shuek } . (3.15)
Nun definieren wir

W [ aﬂ’tab ’U Ou’p pab7 a ’(Dab,u] l (Zk[ a ab ’Ou?é_M’pab?ﬁab;éa;uwabu]) (316)

und bilden daraus durch funktionale Ableitung beziiglich der Quellen die k- und hinter-
grundabhéngigen Erwartungswerte der Fluktuationen. Wir erhalten fiir das Vielbein und

den Spinzusammenhang

—a ( ) L 1 5”1@[577570"5”075;6’@]
TS 3sd"(2) :
_ 1 OWyls,t,o,0,p,p;e,w]
ab k1o, Uy O, U5 Py 2y 6,
= A
TS T e 10




Eine effektive Mittelwertwirkung fiir
First-Order-Gravitation 53

fiir die Diffeomorphismus-Geister

1 OWyls,t,o,0,p,p;e,w]

§'x) = &(z) 65 ,(z) ’
_ 1 Wy[s,t,0,0,p,p;e 0]
Eulz) = &(2) So(x) (3.18)

und schlieflich fiir die Lorentz-Geister

1 0Wyi[s,t,0,0,p,p;é, o]

ab .

T (l’) = é(l‘) 5ﬁab(l‘) )

_ 1 Wils,t,0,G,p,p;€, 0]

Tul) = 25 5200) : (3.19)

Dabei haben wir die gewohnlichen Funktionalableitungen mit einer inversen Determi-
nante des Hintergrundvielbeins als Vorfaktor versehen. Diese wurden in Kapitel 1 als Funk-
tionalableitungen bezeichnet, die ,mit dem Maf vertriglich sind“. Die Definition hat ndm-
lich zur Folge, dafs Funktionalableitungen beziiglich Tensoren von Raumzeitintegralen von
Tensoren wiederum Tensoren sind. Sei z.B. I ein Funktional, das durch Integration ei-
nes Diffeomorphismus-Skalars F' entsteht, und F' mdge seinerseits aus der Kontraktion des

Vielbeins mit einem Tensor v,/(x) hervorgehen: F'(z) = e, (v)v,/(x). Dann gilt

1 ol 1 4} 1y,
@56%@) = Mde“ﬂ(x) /d ye(y) F(y)
1
e(r)
= e/ (x)F(z) + v/ (z),

a

was wie gewiinscht einen Tensor darstellt. Insbesondere leiten wir in den obigen Fillen nie
nach dem Hintergrundvielbein ab, beziiglich dessen wir das Maf im Quellterm bilden. Der

erste Summand tritt somit dort nicht auf.

Unter der Voraussetzung, dak die Matrix der zweiten Ableitungen von W, beziiglich der
Quellen regulér ist, konnen wir die Definitionen der Erwartungswerte nach den Quellen
auflosen. Dann wird durch die Legendre-Transformierte von W)j beziiglich der Quellen

ein Funktional der Erwartungswerte definiert, das parametrisch von den Hintergriinden
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abhéngt:
Fk[é:a T —ab §;L §/J7 frab 7ab; —a“’ (Dab“]
_ /d4x 6{ ,Uf‘a + tabﬂT(lb + o.ué'/»‘ o'ﬂgu + ﬁabTab + pabTab}

&% —ab
_Wk[ a ab ’O-N O-;Mp paba 7w M]

—AkS[g 7 _ab §ﬂ §,u7 T T(lb; e” 7 —(lb ] . (320)

o

Auch hier haben wir das Hintergrund-Mafs verwandt. Dariiber hinaus haben wir die Cutoft-
Wirkung subtrahiert, nachdem wir in dieser die Felder durch ihre Erwartungswerte ersetzt
hatten. Analog zum metrischen Fall sollte fiir dieses Funktional eine Flufigleichung von
der Art der Wetterich-Gleichung (1.16) abgeleitet werden kénnen, deren Form jedoch ex-
plizit von der gewéhlten Cutoff-Implementierung abhinge. In ihr trite als zentrales Ob-
jekt der effektive inverse Propagator Fl(f) der Theorie auf. Dieser ist definiert als Matrix
der zweiten Funktionalableitungen von I'y beziiglich der Fluktuationen, ausgewertet bei
verschwindenden Fluktuationen und verschwindenden Geist- und Antigeistfeldern. Da die
Geistwirkung per Konstruktion bilinear in den Geistern und Antigeistern ist, entkoppelt
hier der Geistsektor vollig vom Feldsektor. Das wurde bereits implizit bei der Konstruk-
tion der Cutoff-Wirkung (3.14) beriicksichtigt. Daher kénnen wir schon vor dem Bilden
der Funktionalableitung in der Geistwirkung die Fluktuationen &%, und 7"‘“’“ gleich null
setzen: Im Zuge der Funktionalableitung treten zwar auch Beitrige im gemischten Geist-
Graviton-Sektor auf, doch enthalten diese noch ein Geist- oder Antigeist-Feld. Da wir alle
Geist- und Antigeist-Felder anschliefslend gleich null setzen, verschwinden auch alle der-
artigen Beitrage. Man kann dies als Naherung einer korrekten bimetrischen Behandlung
auffassen, bei der die Wetterich-Gleichung (1.16) fiir nicht-verschwindende Fluktuationen
und nicht-verschwindende Geister betrachtet wird. Sie wurde erst kiirzlich im QEG-Kontext
durchgefiihrt [51, 52, 53|.

Es gilt nun fiir den Gravitonsektor

1 1 5Fk [57?7675 T e ‘D} érk[§7%7£757’r7? é7a}]
(25 —jgrav ._ 6gc, (y)oee, (z) 6z, (y)oret, (x)
Ly e, @] T e(y) e(x) 6Ly (76,67, T 6, 6Fk[§,?,§,g,T,% 8,0] (3.21)
ored (y)&ga (Z‘) 677—Cdu(y)677—ab,u,($) 5207;:0,5:0,57:07'1‘:0,’?:0
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und fiir den Geistsektor

1 1 érk[§7%75757T7T;é7a}] 5Fk [57?767 77T7 Y ;67‘:}}
)5 5leh .— 86" ()0 (z) 38" (y)d L ap ()
Fk [67 w] T é(y) é(aj‘) ( érk[év%ygygyfvi‘§éva}] 51116[5777—767577 7T;é7a}} ) ' (322)
6T (y)5€ (x) 0T (y)dY ap (x £=0,7=0,6=0,§=0,T=0,T=0

Mitunter ist es iiblich, die effektive Mittelwertwirkung als Funktional der vollen Felderwar-

tungswerte zu schreiben geméfs

Fk [ea awab e’ 7(’Dab é‘ﬂ’ g}u Tab) Tab]

w@ o €
- - 3 b A~ . -a  —ab
= Tyle?, —e,w™, — @™, &1 &, T, T e, 0] . (3.23)

Beziiglich dieser Darstellung wére der obige inverse Propagator als Matrix der zweiten
Ableitungen beziiglich der vollen Felder gegeben, wobei man letztere nach der Ableitung

mit den Hintergrundkonfigurationen identifiziert.

In diesem Sinne ist es also die Propagation der Fluktuationen bzw. ihrer Erwartungs-
werte, die fiir uns von Interesse ist. Wir mochten an dieser Stelle noch einmal betonen, dafs
wir diese nicht als Stérungen um einen vorgegebenen Hintergrund auffassen. Wir nehmen
insbesondere nicht an, dafs sie in irgendeinem Sinne ,klein seien. Die Bedeutung des Hin-
tergrundes beruht vielmehr auf zwei anderen Aspekten: Sie besteht zum einen darin, eine
Metrik bereitzustellen, beziiglich der man hoch- und niederfrequente Moden iiberhaupt
klassifizieren kann. Daher bezieht sich auch der Cutoff auf das Spektrum eines reinen
Hintergrund-Operators. Der Hintergrund ist dabei fest, aber beliebig. Er mufs insbesonde-
re keine Losung der aus 'y folgenden Bewegungsgleichungen sein. Zum anderen er6ffnet die
Hintergrundmethode die Moglichkeit, ein effektives Wirkungsfunktional zu konstruieren,
das einen wohldefinierten Propagator besitzt und dabei gleichzeitig eine Invarianzeigen-

schaft aufweist, die seine Struktur einschrinkt und ein systematisches Trunkieren erlaubt.

Im folgenden Abschnitt mo6chten wir kurz begriinden, warum auf die Konstruktion ei-
nes Cutoff-Operators verzichtet wurde. Im Anschluf geben wir die Flufsgleichung an, die
anstelle einer exakten Renormierungsgruppengleichung analysiert wird und erldutern ihre

grundlegenden Eigenschaften.
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3.2 Zur Konstruktion eines Cutoff-Operators R,

fiir Gravitation im First-Order-Formalismus

Der Cutoff R; muft dem Funktional I', und damit in realistischen Situationen einer
gewahlten Trunkierung angepaft werden. In unserem Fall ist diese durch die euklidische
Holst-Wirkung gegeben. Diesen Teil der Trunkierung, die noch um die Eichfixierungsbei-

trige und die daraus resultierende Geistwirkung ergéinzt wird, bezeichnen wir mit

1 1
Ty ol w. 6.0 = — 4 {(F“” _ b ped )—2/\ } 3.24
k Hol€, w, €, W] 167er/ Te uw 2%5 cdl v k ( )

Sie hiingt nur von den unzerlegten Feldern ab. Zudem treten in ihr die laufenden Kopplun-
gen Gy, Ay und v auf, wobei letztere den skalenabhingigen Immirzi-Parameter bezeichnet,
der eine dimensionslose Zahl ist. Derartige Trunkierungen von der Form der klassischen
Wirkung erfassen im allgemeinen sehr gut das UV-Verhalten einer Theorie |21, 22, 54].
Mit dem Auftreten von wirklich starken Renormierungseffekten ist erst im Infraroten zu
rechnen (vgl. Abschnitt 1.6).

Berechnen wir ausschlieflich fiir den Anteil (3.24) den bereits definierten inversen Pro-

pagator gemélfs

0Tk Ho [670.}75,@} [ Ho[e,w,é@]

@ - . 1L 1 5em (y)dek () 0e™(y)0wH ()
Fk HO[e’w] T é(y) é(.ﬁl}) 0Ly, 1o le,w,e,@] Ol 1ole,w,e,o] )
@) R @) ) |
so erhalten wir
2) -
Lol @]
IR NI U
167Gy, e(x)

L HEGLF @) = 2\, (0 () KO, @), ) 89— y)
KGave e, (x) KGse @), (@nm ) @)
(3.25)
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mit
1

KC(LZQ = Eabed — %('f?acﬁbd — Nadlbe) ;

dies wird in Anhang E explizit ausgefiihrt. Querstriche kennzeichnen die Auswertung des

entsprechenden Objekts auf den Hintergrundkonfigurationen.

Dieser Operator ldft unmittelbar die bereits angesprochene ,fermionische Struktur er-
kennen. Um die iibliche Cutoff-Vorschrift beziiglich p? zu implementieren, wendet man
diese im allgemeinen auf das Quadrat eines inversen Propagators dieses Typs an; p? wire
dann der Eigenwert von —D?. Allerdings lassen sich nach dem Quadrieren nicht alle Ab-
leitungen zu kovarianten Ableitungen vom Typ Du zusammenfassen. Stattdessen treten in
dem endgiiltigen Ausdruck auch kovariante Ableitungen V, vom O(4)-Typ und einzelne
partielle Ableitungen 0, auf. Bei analogen Berechnungen in fermionischen Theorien greift
man dariiber hinaus oft auf die dort vorliegenden algebraischen Strukturen wie beispiels-
weise die vs-Involution zuriick. Bislang ist nicht bekannt, ob entsprechende Analoga in der
(e,w)-Gravitation existieren. Diesbeziigliche Erkenntnisse konnten auch hier im Hinblick

auf die Konstruktion des Cutoffs hilfreich sein.

Liefse sich der Operator (Fl(f))2 ausschlieflich durch —D? auszudriicken, so bliebe die
Schwierigkeit, dessen Spektrum als Funktion von p? zu bestimmen, um den Cutoff optimal
anpassen zu konnen. Wir werden spéter die Felderwartungswerte auf irreduzible Art und
Weise zerlegen und damit eine entsprechende Darstellung fiir F,(f) erhalten. Selbst fiir den
freien Fall, d. h. fiir w = 0, ist der grofste verbleibende Unterblock eine 7 x 7-Matrix, deren
Spektrum somit nicht analytisch bestimmt werden kann. Erst wenn wir zusétzlich den Fall
~vr — 00 betrachten, wird dieser Operator in einen 3 x 3- und einen 4 x 4-Block zerfallen,
so dafs eine explizite Berechnung der Eigenwerte moglich ist. Auf dieser Beobachtung, die
einen darstellungstheoretischen Hintergrund besitzt [55, 56|, beruht unsere Rechnung. Bei
der Konstruktion eines expliziten Cutoffs miifste man daher auch auf dessen optimale An-
passung verzichten und stattdessen einen Brute-Force-Cutoff verwenden, der beispielsweise
durch das Produkt aus einer Profilfunktion R(O)(Z—z) k* und dem Einheitsoperator auf dem

Feldraum gegeben sein konnte.

Wir entscheiden uns hier fiir eine andere Methode zur Untersuchung des Renormie-

rungsverhaltens der drei angegebenen Kopplungen. Sie ist insofern eleganter, als sie auf
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die gerade angesprochene Art und Weise explizite Eigenschaften des Spektrums von Fl(f)

beriicksichtigt. Sie beruht auf der sogenannten Propertime-Gleichung, die wir im néchsten

Abschnitt erlautern.

3.3 Die Propertime-Gleichung

Den Ausgangspunkt der Propertime-Gleichung stellt die mathematische Identitét

()= [ e

dar. Diese beweist man, indem man beispielsweise ihre linke und ihre rechte Seite als
Funktionen von a auffafst und zeigt, dafs beide der gleichen Differentialgleichung erster
Ordnung f'(a) = % mit der gleichen Anfangsbedingung f(a = b) = 0 mit Parameter b

geniigen; auf der rechten Seite greift man dabei auf die Laplace-Transformierte der Funktion
1
x

Operatoren erhilt man dann, indem man in der Gleichung die C-Zahlen a und b formal

zuriick. Die Propertime- oder Eigenzeit-Darstellung des Logarithmus auf dem Niveau von

durch Operatoren A und B ersetzt. Fiir die typischerweise zu berechnenden Spuren gilt

dann zunichst in formalem Sinne

Trln(%) = —/OOO %Tr{e_”‘ - e_SB} )

Dabei ist es erlaubt, die beiden Exponentiale auch dann in Form zweier separater Sum-
manden darzustellen, falls die beiden Operatoren A und B nicht kommutieren; dies wird
in Abschnitt 7.1 gezeigt. Die Propertime-Darstellung eines inversen Operators ergibt sich

auf die gleiche Art als das Analogon der Laplace-Transformation

1 o0
1 :/0 dse™4 .

(Dabei kann diesen Darstellungen anstatt der Laplace-Transformation auch die Fourier-
Transformation zugrunde gelegt werden.) Man nennt s die Eigenzeit, wobei dieser hier
der Status eines Parameters zukommt. Diese Darstellungen besitzen den Vorteil, dafs sie
sich beispielsweise im Falle von A~! auch auf singuliire Operatoren fortsetzen lassen, indem

das Propertime-Integral durch eine Schmierfunktion f(s) geeignet regularisiert wird. Dabei
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lassen sich unterschiedliche divergente Aspekte eines Operators in dieser Darstellung sehr
gut isoliert behandeln, so dafs sie in der Quantenfeldtheorie, in der derartige Divergenzen

allenthalben auftreten, eine breite Anwendung findet.

Die Propertime-Darstellung lafst sich unmittelbar auf die Ein-Schleifen-Approximation

(1.8) an die effektive Wirkung anwenden. Diese lautet dann schematisch
1 [>~d
r=95- 5/ —STr{e_S 5(2)} + const . (3.26)
0 S

Typischerweise ist der darin auftretende inverse Propagator von der Form S®? = —D? 4V,
worin D? die dem jeweiligen Kontext entsprechende kovariante Verallgemeinerung des
d’Alembert-Operators bezeichnet, die einem kinetischen Term entstammt. Mittels der Spek-

traldarstellung ergibt sich dann der Ein-Schleifen-Beitrag zu

Tr efsS(Q) - Tr efs(fDQJrV) _ E efs)\
A

mit A\ € spec(—D? + V). Fiir kleine Eigenzeiten s tragen vorwiegend grofe Eigenwerte A
des inversen Propagators, d.h. grofe Impulse zu dieser Summe bei. Dies entspricht somit
dem UV-Regime der durch das Funktional S definierten Theorie. Im Extremfall grofser Ei-

genzeiten dominieren kleine Eigenwerte A, die das IR-Verhalten der Theorie widerspiegeln.

Die Berechnung des vollen Spektrums von S in geschlossener Form ist im allgemeinen
nicht moglich. Von der Spur auf der rechten Seite der Ein-Schleifen-Gleichung werden je-
doch in der Regel nur bestimmte Monome und mithin nur bestimmte Potenzen der Felder
benoétigt, so dak es fiir die meisten praktischen Zwecke ausreichend ist, den Wechselwir-

(D2 . . . .
s(=D*+V) nimmt in dieser Ni-

kungsanteil in den Feldern zu entwickeln. Der Operator e
herung dann die Form P(sV)e*P” mit einem entsprechenden Polynom P(sV) an. Auch
im Rahmen unserer Rechnung werden wir so verfahren und die bendtigten w-Beitrige aus
dem Exponenten unter der Spur ,herunterentwickeln“. Obige Uberlegungen hinsichtlich der
Beziehung zwischen s und dem Spektrum {A} iibertragen sich dann auf diesen freien Fall,
so daf s ganz im Sinne der Heisenbergschen Unschiirferelation die zum Spektrum von —D?

komplementédre Variable darstellt.

Man kann diesen Sachverhalt auch im Sinne einer feldtheoretischen Verallgemeinerung

der analogen Situation des freien quantenmechanischen Punktteilchens verstehen. In der
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euklidischen Formulierung ist die Schrodinger-Gleichung gegeben durch
OV =-0,7

mit H = —A. Die Ubergangsamplitude K(y,t;x,0), deren Betragsquadrat die Wahrschein-
lichkeit angibt, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort y vorzufinden, sofern es zur Zeit 0 am Ort

x war, ist gegeben durch
K(y,t;2,0) = (y|e ™ |z) = (y| &' [z).

In diesem einfachen Fall ist die Schrédinger-Gleichung mit der Wirmeleitungsgleichung
identisch, und die Zeitvariable ¢ stellt das Pendant zur Eigenzeit s dar. Fiir grofe Zeiten ¢
diffundiert das Punktteilchen iiber grofte raumliche Abstiande, so dak es sensitiv auf die IR-
Eigenschaften des Systems ist; entsprechend sind kurze Zeiten mit dem UV-Verhalten ver-
kniipft. Diese Analogie ist auch der Grund fiir das Auftreten der Heat-Kernel-Entwicklung
in feldtheoretischen Rechnungen dieser Art, sofern in der Wirkung ein kinetischer Term in

Standardform und mithin ein assoziierter Operator zweiter Ordnung vorliegt.

Um wohldefiniert zu sein, bedarf die Spur auf der rechten Seite der Ein-Schleifen-
Approximation im allgemeinen noch einer UV- und einer IR-Regularisierung. Aufgrund
der erlduterten reziproken Beziehung zwischen Eigenzeit und Impulsskala ist die einfachste

Implementierung eines entsprechenden UV- bzw. IR-Cutoffs von der Form

1 /%7 d )
P:S_§/A —STr{e*SS()},

-2
uv s

wobei wir diese Regularisierung als den scharfen Propertime-Cutoff bezeichnen [57, 58|.
Darin ist Ayy die UV-Cutoff-Skala und k& ihr IR-Gegenstiick. Nach einer Entwicklung
e s(=D*+V) _, P(sV)e*P” der oben erliuterten Art stellt dann k2 einen IR-Cutoff beziiglich

des Spektrums von —D? dar.

Kann keine exakte Flufsgleichung in Form der Wetterich-Gleichung mit zugehorigem
Cutoff-Operator R konstruiert werden, so besteht eine Alternative zur Beriicksichtigung
von Renormierungseffekten in einer sogenannten Renormierungsgruppen- Verbesserung der
klassischen Theorie. Darunter versteht man allgemein die Ersetzung nackter, unrenormier-

ter Objekte durch ihre renormierten, skalenabhiingigen Pendants. Dies kann beispielsweise
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auf dem Niveau eines Wirkungsfunktionals, auf dem Niveau von Bewegungsgleichungen
oder auf dem Niveau von Losungen erfolgen. Dabei ist die Verbesserung in der Regel umso
glaubwiirdiger, je frither sie im Verlauf dieser Aufzihlung erfolgt. Man wird dementspre-
chend erst dann eine Ersetzung auf einem Niveau vornehmen, sofern sich eine Verbesserung

auf dem vorhergehenden Niveau nicht umsetzen 1aft.

Die Propertime-Gleichung entsteht nun dadurch, daf man in (3.26) in dem Korrektur-
term zur klassischen Wirkung den inversen Propagator der klassischen Wirkung durch
F,(f) ersetzt. Fordert man zusitzlich, daf die Skalenableitung blofs auf die scharfe TR-
Regularisierung in Form der oberen Integrationsgrenze und nicht auf die explizite k-Abhén-
gigkeit von Fl(f) wirken soll, so erhilt man fiir diesen Cutoff die Propertime-Gleichung in

der Form

(2

0Ty = Tr{e—zf—2} . (3.27)

Man kann den Korrekturterm auf der rechten Seite auch regularisieren, indem man in
dem Eigenzeit-Integral eine weiche Cutoff-Funktion f,i\ UV(s) einfiihrt, die das Analogon
zur Profilfunktion R® darstellt. Analog zum scharfen Cutoff soll auch sie eine IR- und
UV-Regularisierung implementieren. Fordert man hier ebenfalls, dafs die Skalenableitung
lediglich auf die Regulatorfunktion fl? UV(s) wirkt, so ergibt sich fiir ein derartiges glattes

Abschneiden die Propertime-Gleichung zu

Oy = —%/ %(@ v (s)) Tefes T} (3.28)
0

Damit die Funktion f}VV(s) beziiglich der Skala k einen Infrarot-Regulator darstellt,
mufs nun f,fUV (s) ~ 0 fiir s > k=2 gelten. Hingegen soll das Ultraviolett-Regime beziiglich
der Skala k durch sie nicht beeintriichtigt werden, so daf wir hier fiUV(s) ~ 1 fiir s < k™2
fordern. In diesem Bereich wird das Integral durch den UV-Cutoff Ayy regularisiert, so
dafk sich hier die Regulatoreigenschaften gerade umgekehrt verhalten, d. h. fl?UV (s) ~ 0 fiir
s < Agd und fMV(s) = 1 fiir s > AyZ. Zwischen diesen Grenzfillen soll die Funktion
auf glatte Weise interpolieren. Doch da wir an einer Flufkgleichung beziiglich des Infrarot-

Cutoffs k interessiert sind, ist der UV-Cutoff Ayy hier nicht von Wichtigkeit. Die mittels
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der glatten Regularisierungen erhaltenen Flufgleichungen sind von der Gestalt

kf2 m+1
on- ()
T 4 k2

mkg m—+1
8trk - ((2)7) )
L +mk?

oder

worin m > 0 einen Abschneideparameter bezeichnet, der frei gewihlt werden kann. Wir
werden das s-Integral spéter auf drei Arten regularisieren, wobei eine einem scharfen Ab-
schneiden entspricht. Im Zuge dessen werden wir auch die konkrete Form der Regula-
torfunktionen f,f YV angeben und erldutern, daf der scharfe Cutoff als Grenzfall in der
f,? YV_Regularisierung enthalten ist. Daher beziehen wir uns von nun an mit dem Begriff

,Propertime-Gleichung* auf die Gleichung (3.28).

Diese Gleichung definiert das Funktional 'y, im gleichen Sinne, in dem die Wetterich-
Gleichung die effektive Mittelwertwirkung definiert (vgl. Kapitel 1). Bei dem von uns be-
trachteten Objekt 'y, handelt es sich somit nicht um die effektive Mittelwertwirkung; diese
konnte insbesondere unter Kenntnis der nackten Wirkung S durch Hinzufiigen eines Cutoff-

Terms AS als globale Losung der Wetterich-Gleichung konstruiert werden.

Auch wir machen fiir I'y[e,w, &, @, £, €, T, Y] einen Ansatz in Form einer hintergrundin-

) sowie die linke Seite von (3.28) fiir ¢ = & und

varianten Trunkierung und werten F,(f
w = w aus. Durch die rechte Seite von (3.28) wird somit ein hintergrundinvarianter
Flufs definiert. Dieser beruht auf einer renormierungsgruppenverbesserten Ein-Schleifen-
Determinante, d.h. auf dem Korrekturterm erster Ordnung in A zur effektiven Wirkung.

Durch

Tr efsrl(f) = Tr{ f: (=s)" (F,(f))n}

n!
n=0

werden aber bereits beliebig hohe Potenzen des inversen Propagators kontrahiert, so dafs

schon auf diesem Niveau beliebig hohe Ordnungen in den Kopplungen aufsummiert werden.

Zu dem Symbol ,, Tr* , das in all diesen Flufgleichungen und insbesondere in der Propertime-
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Gleichung (3.28) auftritt, ist noch folgendes zu bemerken: Das Null-Setzen der Fluktuatio-
nen und der Geister im Anschluf an die zweifache Funktionalableitung von 'y fithrt dazu,
daf F,(f) beziiglich des Graviton- und Geistsektors zerfillt. Die Ein-Schleifen-Ndherung wird
iiblicherweise hergeleitet, indem man in der Pfadintegraldarstellung von Z die Summe aus
klassischer Wirkung und Quellterm bis zur ersten Ordnung entwickelt. Die Ausfiihrung des
Pfadintegrals iiber die bosonischen Felder (das sind in unserem Fall die Gravitonen) fiihrt
dann iiber ein funktionales Gauk-Integral auf det(Séfgw)_% und somit auf die bekannte Kor-
rektur %ln det Séi?w =1TrIn Sg;v. Fiihrt man hingegen das analoge Gauf-Integral iiber die
Grassmann-wertigen Geister aus, so liefert dies eine exakte Darstellung der Determinante
des Geist-Propagators, also det(Sg])). Dies hat beziiglich der Logarithmen einen relativen
Vorfaktor von —2 zur Folge, der durch eine entsprechende Definition der Spur beriicksich-

tigt wird. Die Propertime-Gleichung (3.28) lautet somit sektorweise ausgeschrieben

or= =3 [ @ o) {1l i) —2 e |
2/, s

3.4 Die Beziehung zwischen der Wetterich-Gleichung

und der Propertime-Gleichung

Um das Verhiltnis von Wetterich- und Propertime-Gleichung zu untersuchen, schreiben
wir erstere mit (1.16) zunéichst in der Form

1 L _ ,
8, Ty = §Tr{(f‘,(f) + Ry (—D?)) 18tRk(—D2)} =~ —Trin[[Y + Ry(—D?)], (3.29)

D
Dt

N | —

geméik der man die Wetterich-Gleichung als eine modifizierte 1-Schleifen-Gleichung verste-
hen kann. Die darin auftretende Skalenableitung % ist so definiert, daf sie nur auf die
k-Abhangigkeit des Operators Ry und nicht auf die k-Abhéngigkeit von F,(f) wirkt. Der

Operator, der das Argument von R, darstellt, ist zudem k-unabhéngig.

) vor. Dann

Wir nehmen in der Wetterich-Gleichung nun die Ersetzung —D? — Ff
besteht die Propertime-Nédherung darin, die im Zuge dieser Ersetzung auftretende Skalen-
abhéngigkeit des Arguments von R, bei der Berechnung von 0,R; zu vernachlissigen. Die

Propertime-Niherung besteht also in der Vernachlissigung der Skalenabhingigkeit des-
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jenigen Operators, beziiglich dessen Spektrum k? als IR-Cutoff wirkt. Deuten wir diese

Approximation durch das Symbol & an, so gilt

1 -
or ~ ST{ (Y + Ry(r) @R () }

1 o0
=: —Tr/ dst(s)e’SFf).
2 Jo

Der Operator R; nimmt dann beziiglich des Spektrums {\;} von F,(f) die Ersetzung \; —
Ai + k2RO (24) vor. Ausgewertet in der Eigenbasis von Fl(f), besteht zwischen der Profil-
funktionen R und der Laplace-Transformierten der Funktion Fj(s) die Beziehung

(OR)(35) _

_— s = ds F, —sXi
N+ RO (%) /0 e

Man beachte, daf mit \; — A; + k2R (24) und (1.18) der Cutoff von der Form

Ry = 1k R(O)(%)

ist, so dak R und 0;R; mit F,(f) vertauschen.

Die Strategie besteht nun darin, aus den geforderten Eigenschaften von R die ent-
sprechenden Forderungen an Fy(s) abzuleiten und dann direkt die Funktion Fy(s) anstatt

der Profilfunktion R(® vorzugeben. Damit ergibt sich die Propertime-Gleichung zu

1 [ 2
o, = 5/ ds Fy(s) Tr [e*srl(c)] ,
0

A
und fiir Fi(s) = — w erhélt man die Propertime-Gleichung (3.28) in Form einer

renormierungsgruppenverbesserten 1-Schleifen-Determinante.

Das Verhéltnis von Propertime-Gleichung (3.28) und Wetterich-Gleichung (1.16) ist
strukturell auch in Ref. [59, 60| untersucht worden. Dort wird festgestellt, daf der durch
die Wetterich-Gleichung definierte Fluf exakt ist, also linear vom vollen regularisierten
Propagator (Fl(f) + Ry)~! abhéngt. Dies trifft auf die Propertime-Gleichung nicht zu. Zu-
dem ist der Wetterich-Flufs per Konstruktion vollstindig: Seine Integration fiihrt auf eine

Trajektorie, die die klassische Wirkung S der Theorie mit ihrer effektiven Wirkung I' ver-
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bindet. Auch diese globale Eigenschaft weist der Propertime-Fluf nicht auf. Er kann nur
lokale Giiltigkeit beanspruchen. Ist die gewéhlte Trunkierung von der Form der klassischen
Wirkung, so sollte er beispielsweise die Ultraviolett-Eigenschaften der Theorie zumindest

qualitativ erfassen konnen.

In Ref. [59] wird eine Konstruktion vorgestellt, mit der in erster Ordnung einer Ablei-
tungsentwicklung jeder Profil-Funktion R eines Cutoffs vom Wetterich-Typ eine Regu-
latorfunktion f;'"V(s) zugeordnet werden kann, so daf der resultierende Propertime-Fluf
den exakten Wetterich-Fluf reproduziert. Eine Umkehrabbildung der gleichen Art existiert
jedoch nicht. In Ref. [60] wurde ein verallgemeinerter Propertime-Flufs angegeben, in dem
der inverse Propagator F,(f) den kovarianten Laplace-Operator —D? als Argument von Ry
ersetzt. Dieser Fluf ist vollstindig und erfiillt eine Wetterich-Gleichung vom Typ (1.16).
Um dies zu erreichen, mufs jedoch die Funktion f,i\UV(s) ebenfalls von F,(f) abhéngen. Solche

verallgemeinerten Propertime-Fliisse lassen sich also auf exakte Wetterich-Fliisse abbilden.

Trotz dieser Einschrinkungen werden wir einen konventionellen Propertime-Fluf fiir
Gravitation im Einstein-Cartan-Zugang analysieren. Die Annahme, daf dies zu aussage-
kraftigen Resultaten fithren wird, stiitzt sich im wesentlichen auf die Tatsache, dafs das
durch eine exakten Flufkgleichung abgeleitete UV-Verhalten der QEG im Rahmen einer
Propertime-Analyse sowohl qualitativ als auch quantitativ bestétigt werden konnte [61].
Zusatzlich zu der stabilen Existenz eines nicht-Gauftschen Fixpunkts wurden die Werte
universeller Gréfen wie g*A* und der kritischen Exponenten von g und A in guter Uberein-
stimmung reproduziert. Dies iiberrascht nicht, da sich unter Verwendung der Propertime-
Gleichung die Werte kritischer Exponenten bereits in anderen Kontexten extrem préazise
reproduzieren liefen [62|. Die Tatsache, daf auch diese Methode, die konzeptionell von der
Methode der effektiven Mittelwertwirkung verschieden ist, das Bild der QEG bestétigt,

liefert ein starkes Indiz fiir dessen Korrektheit.

3.5 QECG und QEG

Wir mochten abschliefsend fragen, wie sich die mittels der Renormierungsgruppe quan-
tisierte (e, w)-Gravitation zur Quanten-Einstein-Gravitation verhilt. Nach den obigen tech-

nischen Ausfiihrungen kénnen wir nun letztere wirklich definieren: Quanten-Finstein-Gravi-
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tation (QEG) ist definiert als der k& — oo-Limes an einem nicht-Gaufsschen Fixpunkt
im Theorienraum 7gpg, wobei zu beweisen ist, daf die Existenz dieses Fixpunktes eine
Eigenschaft der vollen Theorie darstellt. Der Theorienraum 7qgrg ist dabei definiert als die
Menge aller dp-invarianten Funktionale A der Hintergrund-Metrik g,,, des Fluktuations-
erwartungswertes BW sowie der Diffeomorphismus-Geist- und -Antigeist-Erwartungswerte
&F und {M:

Toee = {A[h& &7
Alh + 65 (w)h, & + 5p(w)€, € + dp(w)&; § + 65 (w)g]
= A[h, &, & g] Yt} (3.30)

Im metrischen Fall transformieren sich all diese Groken beziiglich §5 tensoriell.

Analog kann Quanten-Einstein-Cartan-Gravitation (QECG) als Kontinuumslimes k —
oo an einem hypothetischen nicht-Gaufschen Fixpunkt im Theorienraum 7Zgpce definiert

werden. Dabei wissen wir nun, dal 7qrcg durch

Topce = {A[E, 7,67, ;e 0
Alg + 6p(w)e + 0P (NE, T + op(w)T + 0 (AT, & + dp (w)€ + o7 (A€
L€+ 0p(w)E+ L (NE T + 05 (w)Y + 0L (N T, T + dp(w) T + 6 (V)T
e+ 0B (w)e + 0B(N)e,w + 08 (w)w + 0B (\)&]
= Alg, 7,6, T, Ty, 0] Vwr, A} (3.31)

gegeben ist. Die Transformationen sind dabei durch die Ubertragungen von (3.10), (3.11),
(3.12) und (3.13) auf die Erwartungswerte gegeben.

Das Hauptanliegen dieser Arbeit besteht darin, erste Schritte zu unternehmen, um auch

in 7gpcc die Existenz eines derartigen Fixpunktes zu etablieren.

Aus der statistischen Physik ist bekannt, dafs Modelle, die ganz unterschiedliche phy-
sikalische Systeme beschreiben, mitunter die gleichen universellen Eigenschaften und ins-
besondere die gleiche Fixpunktstruktur aufweisen konnen. Man sagt dann, daf sie zu der

gleichen Universalititsklasse gehoren. Das entscheidende Kriterium dabei ist, dafs sie die
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gleichen Symmetrien aufweisen und sich auf die gleiche Anzahl rdumlicher Dimensionen
beziehen. Dies iibertrigt sich im feldtheoretischen Rahmen auf die Frage, ob zwei Theorien
auf dem gleichen Theorienraum definiert sind, der seinerseits durch zwei Eigenschaften de-
finiert wird: den Feldgehalt und die postulierten Invarianzeigenschaften der ihn bildenden
Funktionale. Im Falle der QEG und der QECG stimmen die zugrundeliegenden Theorien-
rdume in keinem der beiden Punkte iiberein. Im Hinblick auf universelle Eigenschaften sind
also keine Gemeinsamkeiten zu erwarten. Dabei ist an dieser Stelle anzumerken, dafs die
in der statistischen Physik auftretenden Fixpunkte im allgemeinen eine skaleninvariante
Makrophysik beschreiben, die unter weiteren Iterationen der Renormierungsgruppenabbil-
dung, d.h. unter weiterem ,Coarse Graining“, invariant ist. Es handelt sich bei ihnen also
um [R-Fixpunkte, an denen die Korrelationsldnge in universeller Weise divergiert, so daf
die typischen auftretenden Strukturen von der Grofenordnung des Systems selbst sind. Im
Unterschied dazu interessieren wir uns fiir Trajektorien, die im Limes k — oo in einen
solchen Fixpunkt hineinlaufen, so daf dieser fiir jene einen UV-Fixpunkt darstellt. Ent-
lang solcher Trajektorien wird somit eine skaleninvariante Mikrophysik realisiert, die sich

womdglich im Rahmen einer konformen Feldtheorie formulieren l&ft.

Wenden wir uns nun wieder dem Verhéltnis von QEG und QECG zu, so stellt letztere ei-
ne Verallgemeinerung der ersteren dar, indem sie Konfigurationen mit nicht-verschwindender
Torsion erlaubt und den Zusammenhang als unabhingig von dem Vielbein, das die Metrik
bestimmt, betrachtet. In der QEG induziert die Metrik selbst diesen Zusammenhang, und
zwar so, daf die Torsion verschwindet. Auf dem Niveau der Holst-Wirkung Sy, aus (2.1)
weisen die off-shell-Konfigurationen der (e,w)-Gravitation (also die Konfigurationen, die
keine Losungen der Bewegungsgleichungen sind) nicht-verschwindende Torsion auf. Der
Bezeichnung ,off-shell” liegt aber bereits ein Vorurteil iiber die fundamentale Wirkung zu-
grunde. Daher ist ihre Verwendung im Rahmen von Flufgleichungen eher irrefiihrend. Wir
konnen sie bestenfalls mit Bezug auf unsere Trunkierung vom Holst-Typ verwenden. Der
zusitzliche Freiheitsgrad der Torsion erlaubt uns jedoch, eine Beta-Funktion fiir den lau-
fenden Immirzi-Parameter v, abzuleiten, fiir den die metrische Gravitation und damit die
QEG gewissermafien ,blind“ ist. Erkenntnisse iiber sein Hochenergieverhalten sollten ins-
besondere fiir die kanonische Loop-Quantengravitation von Interesse sein. Zudem induziert
er bei Ankopplung an Spinoren eine schon angesprochene CP-Verletzung, die fiir das friihe

Universum von phidnomenologischem Interesse sein kénnte.



68 3.5 QECG und QEG

Durch die zusétzlichen Freiheitsgrade wére der Feldraum der an dieser Stelle noch ginz-
lich hypothetischen QECG erheblich grofer als der der QEG. Dort besitzt die Metrik als
symmetrischer Tensor der Stufe (0,2) zehn unabhingige Freiheitsgrade, von denen vier
Eichfreiheitsgrade sind, die auf die gleiche Anzahl von Geistfreiheitsgraden fiihren. In der
(e,w)-Theorie hingegen besitzt der Torsionstensor 24 unabhéngige Komponenten, zu denen
noch die sechs Eichfreiheitsgrade aus der zusétzlichen O(4)-Invarianz hinzukommen: Dies
liefert insgesamt vierzig Freiheitsgrade im Feldraum. Die grofere Gruppe von Eichtrans-
formationen hat zudem eine Erhohung der Freiheitsgrade im Geistsektor von vier auf zehn
zur Folge. Als Freiheitsgrade bezeichnen wir dabei lediglich unabhéngige Felder; der Begriff

beinhaltet keine Information hinsichtlich deren Propagation.

Dafs die First-Order-Gravitation keinen kinetischen Term in Standardform besitzt, wur-
de bereits diskutiert. Dies ist im metrischen Formalismus ebenfalls anders, da dort der
Kriimmungstensor von den ersten Ableitungen des Christoffel-Symbols und damit nach
(A.27) von den zweiten Ableitungen der Metrik abhéngt. Zudem wurde bereits angespro-
chen, dak in der Einstein-Cartan-Theorie auch ein verschwindendes Vielbein, e, = 0, eine

Losung der Bewegungsgleichungen fiir einen beliebigen Spinzusammenhang w“bﬂ darstellt.

Wir haben bislang nur gefordert, dak die Hintergrundkonfiguration e, invertierbar sei.
Auf dem Niveau der vollen Quantenfelder und ihrer Erwartungswerte mochten wir jedoch
nach wie vor auch entartete Vielbeine zulassen und insbesondere auch solche Konfigu-
rationen im Pfadintegral ausintegrieren. Lassen wir auf dem Niveau der vollen Felderwar-
tungswerte, auf dem Hintergrund- und wahre Eichinvarianz dquivalent sind, auch entartete
Vielbeine e, zu, so enthilt die allgemeinste lokale Wirkung auf dem Theorienraum, der
aus den Funktionalen Ale,w, &, €, T, T] besteht, die unter Diff x O(4), . invariant sind, blof
sechs Terme. Aufser den drei Invarianten, die die Holst-Wirkung bilden, gibt es lediglich
drei weitere, die sich ohne die Annahme eines nicht-entarteten Vielbeins bilden lassen. Die-
se sind jedoch alle topologischer Natur und somit Oberflichenterme, die dem Theta-Term
der QCD entsprechen [63]: Ersetzt man in dem Gegenstiick zur Yang-Mills-Wirkung den
Hodge-Operator durch den O(4)-Dualititsoperator, so erhélt man die Euler-Zahl von M,
S F® A *Fy. Die Invariante [, F* A Fy liefert den Pontryagin-Index, und schlieflich
verbleibt der Term [ wm T NT,, der sich geméifs Abschnitt 2.2 durch die Nieh-Yan-Invariante
und den Immirzi-Term ausdriicken laft. (Wir erinnern nochmals daran, daf auch in die

Definition der Torsionsform 7 kein inverses Vielbein eingeht.) Die Eigenschaft des Propa-
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gators, von erster Ordnung zu sein, gilt natiirlich nur im Rahmen der klassischen Einstein-
Cartan-Theorie bzw. der entsprechenden Trunkierung. Schrinkt man sich auf dem Niveau
der vollen Felder auf regulére Vielbeine ein, so diirfen die lokalen Invarianten auch hohere

Ableitungen enthalten.

Unsere Rechnung bezieht sich hingegen auf den Theorienraum Zqpcg aller §®-invarianten
Funktionale A[g, 7, &, &, Y, T; €, @], deren Argumente durch die zerlegten Gravitonfelder und
die Geister gegeben sind. Bei Forderung eines reguléren Hintergrund-Vielbeins ”, lassen
sich auf diesem unendlich viele lokale Invarianten angeben, ohne daf man Annahmen iiber
die Invertierbarkeit des zusammengesetzten Feldes e, = €®, + &%, machen miifte. Auch

diese Invarianten werden im allgemeinen hohere Ableitungen enthalten.






Kapitel 4

Eichfixierung und Geistwirkung

4.1 Hintergrundinvariante Geistwirkungen

4.1.1 Die Algebra der Eichtransformationen auf dem Niveau der

Quantenfelder

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den Eichtransformationen der dynamischen
Felder. In Analogie zur klassischen Wirkung Sy, fordern wir, daf das Funktional T'y[£, 7, €, €,
T, T;é,w] unter deren Hintergrund-Gegenstiicken invariant sei. In der Struktur der Gruppe
der Eichtransformationen liegt dabei ein Problem begriindet, das auftritt, sobald wir uns
der Geistwirkung zuwenden und diese in kanonischer Weise konstruieren. Daher bestim-
men wir hier auch die zugehorige Algebra, wobei die Diskussion auf dem Niveau der vollen

Quantenfelder ausgefiihrt wird.
Zunéchst betrachten wir die Wirkung zweier hintereinandergeschalteter Diffeomorphis-

men mit Parametern wh und w/ geméaf

éau & éau + 5D (U}Q)éau & éau + (5]) (’wg)éau + 5D (U)l) (éau + 5D (U)Q)éau) s

wobei diese explizit auf das Vielbein angewandt wurden. Subtrahieren wir die entsprechen-

de Verkettung mit vertauschten Diffeomorphismen, so bleibt die infinitesimale Transfor-
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mation

[5D <w1>7 5D <w2>} éaﬂ = |:‘C’LUI7 ‘CU)Q] éa,u

iibrig. Da alle anderen Felder ebenfalls Raumzeit-Tensoren entsprechenden Ranges sind
und sich somit gem#R ihrer Lie-Ableitung transformieren, iibertrigt sich die Uberlegung

analog, so dafs wir unter Verwendung der Identitét
Loy Lun] = Liy o]
fiir die Wirkung der Lie-Ableitung auf beliebige Tensoren schlieflich die Relation
[0p(w1), Op (w2)]® = dp([wr, wo])® (4.1)

erhalten. Hier stellt ® eines der dynamischen Felder dar,

s ~ab 5 b
NS {e“u,w“ 0 CH Gy B0 DINY
Dabei bezeichnet
[wy, wol = wid,wh — wso,wi

die Lie-Klammer von Vektorfeldern.

Nun betrachten wir die Lorentz-Transformationen, unter denen sich bis auf den Spin-
zusammenhang ebenfalls alle Felder als Tensoren transformieren. Sei nun 7'%*%m, , ein

Lorentz-Tensor der Stufe (m,n), so gilt zunéchst

al...a a ca...a a aj1cas...a a, ajasc...a
OL(A) T 0my = AU T2 0my g A A2 T my A N3 TRy
+o A e Ao, T b

C al...a C al...a
FX2 b, T ™ by by A Ao, T b e -

Wendet man darauf eine weitere Lorentz-Transformation mit Parameter \; an, so erhilt
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man

OL(AL)OL (A) Ty, MW A Tem2my A2 g A T
+)\1a3d)\2a1 cTcan...amblmbn 4.

FA 2N Toreas—am, o A\ AR Ty
+)\1a3d)\2a2CTalcd...amblmbn 4

d dase...
A BB g TRy AT g A TRy

de...
+)\1a2d)\2a36Ta1 ¢ ambl__.bn + ...

n 1...bn

lbn

d cral...a d cral...a
FA o A2 d T ey b A Ay A2 T b by

d crpal...a d crpay...a
FA b A2 a T ey by T AL A2y T g b,
Dies fiihrt nach einer Umordnung der Terme auf

oL (A)OL AT -y g = MM A% T2y A\ 2 g\ T sy

as d rpajasc...a
—|—)\1 d)\2 CT mbl...bn + ...

n

d crpai...a d crpai...a

FA b A2 T b Ay A2 T gy
a a a a cdas...am

F(A " A" g + XM A P2 g) Ty
a a, a a casd...am

F (A" AP g+ XM A ") T by...bn

(
F(AM ™A + )\2a20)\1a3d)Talcd"'amb1...bn +...
(A A2ty Ao Aty )T gy -

n

Dabei ist die explizite Form der ausgelassenen Terme offensichtlich. Subtrahiert man das
Resultat bei vertauschter Wirkung der Transformationen, so fallen die in A; und Ay symme-
trischen Beitrége der letzten vier Zeilen weg. Es verbleiben die Beitrdge der ersten drei Zei-
len, in denen stets die beiden tensorwertigen Transformationsparameter miteinander kon-
trahiert werden. Die Antisymmetrisierung in A\; und A, liefert dann den O(4)-Kommutator,

woraus
[0n. (A1), O (M) Ty, b, = OL([Ar, A )T, i,

folgt. Darin bezeichnet [A1, o] den iiblichen Matrixkommutator. Um die Vertauschungs-

relation zweier lokaler Lorentz-Transformationen angewandt auf den Spinzusammenhang
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abzuleiten, verwenden wir (A.10). Da der O(4)-Eichparameter gerade durch einen antisym-

metrischen Lorentz-Tensor gegeben ist, erhilt man somit

S (M)ILA)w™, = —0L(A) VA"
= MV + A VuA)
— _)\lac<au)\20b + d)cdu)‘de + (Dbdu)\ZCd)
_Albc(aquac + d}adu)\Qdc + (’Dcdu)‘Zad)
— _)\laca“)\;b 4 (a“)\2ac))\1 cb + )\lac)\2cda)alb‘u 4 )\lbc)\2cda)adﬂ
+(Ar %A + )\2ac)\1bd)@)6du .

Beim Bilden des Kommutators verschwindet der letzte, in A\; und Ay symmetrische Term.
Die iibrigen Terme kombinieren zum Kommutator der beiden Erzeuger bzw. zu dessen
Ableitung. Es folgt

[Br(A), 0L (A)]0®, = —8u[6n(M), 0L (A)]™ + [OL (A1), 0L (A2)]" @, + [6( A1), 0L (A2)] 0%,
= 5L<[)‘17 )‘2])@@# )

so dals damit
[OL(A1), 0L (A2)]® = L([A1, A2] D (4.2)

fiir alle Felder ® gezeigt ist.
Abschliefiend wenden wir uns dem gemischten Diffeomorphismus-O(4)-Sektor der Alge-

bra zu. Fiir das Vielbein gilt zunéchst

(1+6L(N)e?, = e, + leébu

und damit

(1 +dp(w))(L+d(A)e”, = (1+dp(w)+L(A) + dp(w)dL(A))e”

1
= &%+ A, + Loye”, + Lu(X%E",) . (4.3)
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Bei vertauschter Reihenfolge der Transformationen erhilt man hingegen

(14 0n,(M)(1 +édp(w))e?, = (14 L(A)+ dp(w) + S ydp(w))e”

% %
= &% 4 Lo, + A", + 0L (V) Lyé?, . (4.4)

Um zu verstehen wie sich die Lie-Ableitung £,e%, des Vielbeins unter einer Lorentz-
Transformation dp,(\) verhélt, erlautern wir an dieser Stelle noch einmal die grundlegende
Idee. Dazu ist es nicht notwendig, den Raumzeit-Index des Vielbeins zu beriicksichtigen,
so daf wir stattdessen einen reinen Lorentz-Vektor v*(x) betrachten, der sich unter Dif-
feomorphismen also wie ein Skalar verhilt. Ein von einem Vektorfeld w* erzeugter Diffeo-

morphismus entspricht einer Reparametrisierung der Koordinaten der Form
ot =t — wh ()

die beziiglich Skalaren (und entsprechend beziiglich Tensoren héherer Stufe) eine Abbildung

der Form
v*(x) = v (x) = v*(x) + v ()

induziert. Damit dieser Skalar ein von der Wahl lokaler Koordinaten unabhéngiges Objekt

definiert, mufs
V(") = v (2)

gelten. Daraus bestimmt man das Diffeomorphismus-Transformationsverhalten des Lorentz-

Vektors (und entsprechend dasjenige hoherer Tensoren) geméf

V() = V(- w(x))
( )
) — w'(2)9,0" (x) + O(w?)
= v*(x) + v’ (z) — w(z)d,(v*(z) + 6v*(x)) + O(w?)
) — w(2)9v" (x) + O(w?)

— wt
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Sv(z) = w'(z)d,v*(x) + O(w?) .

(Dieses Ergebnis ist konsistent mit der im Verlauf der Rechnung gemachten Annahme, dafs
v ~ O(w) gilt.) Unter Diffeomorphismen wird der Lorentz-Vektor v*(x) also auf einen

neuen Lorentz-Vektor mit Komponenten

V() = v(x)+ wh(x)0,v(x)
= v'(x) + L,0(2)

abgebildet, der sich seinerseits homogen unter Lorentz-Transformationen transformiert.

Ubertragen auf (4.4) erhalten wir somit

(1+0L(A)(1+dp(w))e?, = &%, + Lue", + A%, + ALy’ (4.5)

was von (4.3) subtrahiert unter Verwendung der Linearitéit der Lie-Ableitung schlieflich

den Kommutator

[0p(w), 6L(A)]e?, = Ew()\“bébu)—k“b/:wébu
= (L’,w)\“b)é”u
= w(9,\")e", (4.6)

liefert. Ganz analog ist auch fiir die Lorentz-Geister und Lorentz-Antigeister als Lorentz-
Tensoren zweiter Stufe der Unterschied zwischen den beiden Transformationsreihenfolgen
durch die Vertauschung von Lie-Ableitung und homogener Lorentz-Transformation gege-

ben. Dies fiihrt entsprechend auf

[6p(w), 0L A8 = Luy(AX?P + A0.2%) — (A LyX? + AL, 57)
= (L) Z 4 (LX) B
= w((GA%) 57 + (9p0") 5%)
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sowlie

[5D <w>7 5L()‘)]Sab - Ew()\acicb + )\bciac) - (Aacﬁwicb + )\bcﬁwiac)
- (Ew)\ac)icb + (Ew)\bc)iac
= W (D7) + (M) e -

Zudem bleiben auch nach Anwendung eines Diffeomorphismus die Diffeomorphismus-

Geister und -Antigeister Lorentz-Skalare, so daf fiir diese
[Op(w), oL (A)]C* =0
und
[op(w), 5L()\)]éu =0

gilt. Wenden wir uns abschlieffend dem Spinzusammenhang zu, so berechnen wir auch hier

zunachst
(1+dp(w))(1+oL(N)a®, = &®, + dp(w)w™, + oL(A)&™, + op(w)dL(N)@™, .
Durch
SL(N@®, = =V,
= =9 A+ N LT, + N,

ist wiederum eine Einsform gegeben, da der inhomogene Transformationsterm 9,A% gerade
die Koordinatendarstellung des Differentials von A% ist, also derjenigen Einsform, die durch

Anwendung der #uferen Ableitung auf die skalare Funktion A% entsteht:
A\ (z) = (8, A" (x))da* . (4.7)

Da ein Diffeomorphismus auf eine Einsform vermittels der Lie-Ableitung wirkt, fiihrt dies
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auf

<1+5D<w))(1+5L()\))d)ab _ Aab —|—£ ~ab _@H)\ab_ﬁw@ﬂ)\ab.

I

Bei umgekehrter Reihenfolge der Transformationen liefert die Anwendung eines Diffeomo-

phismus auf den Spinzusammenhang eine Einsform mit den Komponenten

d)/ab,u — (1+5D( )) ab‘u

— Aab _'_ E Aab
die sich unter lokalen O(4)-Transformationen wiederum wie ein Zusammenhang verhélt:

Aab_Aab ab aAcb b ~ lac
(L+oL(A)0™™, = @™ =A™ + A0, + X",
— Aab —|—£ ~ab _a )\ab+)\a (Acb —|—£ Acb)

+)\b(Aac +£ Aac)

— Aab —|—£ Aab vu)\ab_'_)\acﬁ ~cb +)\b£ ~ac

W

Erneut liefert Differenzbildung den Kommutator

[Bp(w), (Ao, = =L,V AP — (NLw@?, + AL ™)

j j

= L0+ (L, Aa)wb + (LA™, . (4.8)
Mit

LA = w0,0,A" + (0,w)I\"
= 9. (wIA)
= 0L A" (4.9)

erhalten wir somit auch fiir den Spinzusammenhang

[0p (w), 6L (N0, = SL(LLA)D®, |
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so dal sich zusammenfassend die Algebrarelation fiir den gemischten Sektor zu

ergibt.

Insgesamt ist die Algebra der Eichtransformationen der Felder von der Form

[0p(w1), op(w2)]® = dp([wr, wa])®

[OL(A), oL (A)]® = dr([A1, Ao]) @

[op(w),0L(N)]® = (L, NP
Vo e {e,,a”, C"Cu 5" S}

(4.11)

Diese Relationen besagen, daf die gesamte Gruppe der Eichtransformationen, G, die Struk-
tur eines semidirekten Produktes aus Raumzeit-Diffeomorphismen, Diff, und der Gruppe

der lokalen Lorentz-Transformationen, O(4), ., besitzt. Letztere bilden dabei die invariante

loc?
Unteralgebra, da neben dem reinen O(4)-Kommutator auch der gemischte Kommutator
Fiir die

weitere Diskussion wird es von Nutzen sein, diesen Sachverhalt von einem abstrakteren

durch eine Lorentz-Transformation gegeben ist. Es gilt also G = Diff x O(4)

loc®

Standpunkt aus zu verstehen.

4.1.2 Ward-Operatoren und deren Algebra

Wir betrachten die Variation eines generischen Funktionals A[é,,C,C, %, Y], die durch
die in Abschnitt 4.1.1 diskutierten Eichtransformationen seiner Feldargumente mit Para-

metern w”(x) und A\%(x) hervorgerufen wird. Angewandt auf die infinitesimale Variation

5(w, N)A[e?,, 0, C*,C, 5%, L)
= A[e*, + dp(w)é®, + dL(A)é’,, &, + dp(w)w®, + SL(\)@®,, C* + dp(w)C* + L(A)CH,
C +5D( ) +5L( )C_l“ ab+5D(w)Zab+5L()\)Zab’_ab+5D(w) ab+5L()\)iab]

_A[éa 9 (Dab;u CH’ C,ua Eabu z]a,b]

I
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liefert eine funktionale Taylor- oder Volterra-Reihe

5(w, N)A[e?,, 0, C*,C, 5%, L)

— /d%{ (dp(w)ec, (z) + dL(N)é, (x)) (%CL

+(0p(w)e*, (2) + (N, (x))

]
—~
&

(o (w)C” (x) + BL(NC ()

+(5D(w)c_y(l‘) + 5L()‘)€V(x)) g

+(0p (w) S z) + 6r,(A)Z(2)) Ale?,, 0, C*, Cu, 5%, S

+(0p(w)Eea(z) + 61.(A) Sea(z))

+O(w?, wA, \?) .

}A[é“u, O™ ", Gy S, S )

Diese Gleichung besitzt die allgemeine Struktur

S(w, N)Afe?,, ™, C*,C, B, Sp)

;1,7
= —Wp(w)Ale",,&™,,C*, Cy, 5%, ] — Wi (M) Ale?,,

l’“

+O(w?, wA, \?) .

~ab 2 b ¥
w* M,CM,CM,ZG 7Zab]

Dabei haben wir die linearisierte Wirkung einer Eichtransformation der Felder mittels der

Ward-Operatoren

Wo(w) = — [ d*z(dp(w)é®,(x) Aaé +5D(w)djabﬂ(:p) 0
oé M(x)

o
ICH(x)

+5D (w)zab(l‘) 52(3)(1_)

+op (w)C" ()
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und
W) = _/d4x(5L(,\)éa“(x)% +5L(/\)@abu($)5@%ﬂ(x)
o )‘>C“<x)5cf(x) +61,(A)Cpu() 565(3:)
+0L(A)Z" () 525«@ 8N Za(@) 5zi(x))
o / (500 é“u(‘”)% +5L(A)®“”u($)&a+i(x)
Y A)Eab(x)ézi ORI 5ii (x)) (4.13)

mit Blick auf (3.13) ausgedriickt. Die dabei vernachléssigten Terme héherer Ordnung schlie-
fsen auch partielle Ableitungen der Eichparameter ein. Zudem hebt sich in diesen Definitio-
nen die inverse Determinante des Hintergrundvielbeins, die vor jeder Funktionalableitung
auftritt, jeweils gegen den entsprechenden Faktor im Integrationsmafs weg, was wir direkt

beriicksichtigt haben.

Analog zur Diskussion der Feldtransformationen méchten wir nun ebenfalls die Algebra
dieser Operatoren studieren. Die erforderlichen Rechnungen sind in Anhang D zusammen-
gefafit.

Dort betrachten wir die Anwendung eines Kommutators zweier Diffeomorphismen auf

ein beliebiges Funktional und leiten fiir die zugehorigen Ward-Operatoren den Kommutator
[Wo (w1), W (w2)] = Wh([wr, wa]) (4.14)
ab. Fiir zwei Lorentz-Transformationen ergibt sich dieser zu
VL(A), WL(A2)] = WL([A1s Aq) (4.15)

so dak (4.14) und (4.15) die beiden wohlbekannten Vertauschungsrelationen fiir Diffeomor-

phismen und nicht-abelsche Eichtransformationen reproduzieren.

Fiir den gemischten Teil der Ward-Algebra, der im weiteren Verlauf den eigentlichen Ge-

genstand unseres Interesses bildet, ergibt eine entsprechende Rechnung die Vertauschungs-
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relation
Wh(w), WL(A)] = WL(L,A) , (4.16)

so dalk Wp und Wy, die Algebra

Wo(w1), Wp(wa)] = Wh([w, ws])
WVL(M), WL(A2)] = WiL([M, A2]) (4.17)
Wh(w), WL(N)] = WL(LuA)

bilden. Das negative Vorzeichen in (4.12) und (4.13) wurde dabei so gewéahlt, dak die
Algebra der Ward-Operatoren (4.17) und die der Feldtransformationen (4.11) die gleiche
Form besitzen. Fassen wir die Felder ®(x) selbst als Evaluationsfunktionale auf, so liefert

die Anwendung der Ward-Operatoren

Wh(w)®(z) = —dp(w)®(x) sowie WL(A)P(z) = =L (N)P(x) .

Unter diesen Eichtransformationen ist ein Funktional Afé,,C,C, Y, 3] der vollen Quan-
tenfelder also genau dann invariant, wenn es durch Wp und W, vernichtet wird, d. h. wenn

Wh(w)Ale?,, &, C*,C., 5 Sy) =0 A WL(A)A["

o wr

@™, C*,C %, Sap] = 0

gilt.

Man beachte, daf die hier gewihlte Unterteilung der Eichtransformationen in Diffeo-
morphismen und Lorentz-Transformationen in gewissem Sinne willkiirlich ist: Vielmehr exi-
stiert lediglich der Begriff einer Eichtransformation im Sinne eines Elementes der Gruppe
von Eichtransformationen, das durch die Angabe von zehn Parametern spezifiziert wird.
In der von uns gewdhlten Parametrisierung verteilen sich die zehn Parameter auf zwei

separate Unteralgebren, die die gesamte Gruppe erzeugen, d.h. es gilt schematisch
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Diese Parametrisierung ist unvorteilhaft, da sie auf eine entsprechend der kanonischen
Vorgehensweise konstruierte Geistwirkung fiihrt, die fiir die in Hintergriinde und Fluk-
tuationen aufgespaltenen Felder nicht mehr invariant unter den Hintergrund-Pendants der
Eichredundanzen ist. Der tiefere Grund dafiir liegt im Nicht-Verschwinden des gemischten
Kommutators (4.10) bzw. (4.16). Wir werden dies im néichsten Abschnitt erldutern und

eine geeignete Umparametrisierung mit den gewiinschten Eigenschaften angeben.

4.1.3 Kovariantisierung der Eichtransformationen

Motivation. An dieser Stelle miissen wir etwas vorgreifen: Wir betrachten hier bereits
eine der vier Komponenten der Geistwirkung, die wir im Anschlufs an die Diskussion der
Eichinvarianzen und deren Fixierung berechnen. Da wir im Geistsektor jegliche Renor-
mierungseffekte vernachlissigen, ist der entsprechende Beitrag zum Funktional I'y durch
die klassische Geistwirkung S, gegeben, in welcher die Quantengeistfelder durch die ent-
sprechenden Felderwartungswerte zu ersetzen sind, d.h. (C, C, ¥, ) geht iiber in (¢, &,
T, T). Die Komponenten der Geistwirkung werden bestimmt, indem man jeweils eine der
beiden Fichbedingungen beziiglich der Fluktuationen variiert. In unserem Fall werden die
Eichbedingungen ausschlieflich von der Vielbeinfluktuation abhingen. Die Eichbedingung
wird mit dem zugehorigen Antigeist kontrahiert, und anschliefsend schaltet man eine der
beiden wahren Eichtransformationen der Fluktuationen dahinter, wobei diese von dem

entsprechenden Geistfeld erzeugt werden.

Der problematische Beitrag zur Geistwirkung ist durch die T-¢-Komponte gegeben, in
der die O(4)-Eichbedingung sowie ein vom Diffeomorphismus-Geist erzeugter Diffeomor-

phismus auftreten:

B B a ab
(Sgh[g, Ta €, (‘D])T_f - _/d4$ € (Tab%53(5)56u> (418)

v

e=0

Nach dem Einsetzen der Hintergrundzerlegung der Quantenfelder hingt dieses Funktional
parametrisch von den Hintergrundkonfigurationen ab. Dariiber hinaus verwenden wir die

Determinante des Hintergrundvielbeins, um das Integralmafs zu konstruieren.

Wir hatten bereits in Kapitel 3 erldutert, dafs wir den inversen Propagator F,(f) fiir ver-

schwindende Fluktuationen und Geistfelder auswerten. Da die Geistwirkung bilinear ist,
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erhélt man keine gemischten Komponenten, und der Operator Fl(f) zerfillt sektorweise in

einen Graviton- und einen Geistblock. Daher kann in (4.18) bereits vor der Ableitung be-
ziiglich des Geist- bzw. Antigeistfeldes die Vielbeinfluktuation ¢ gleich Null gesetzt werden.
Das Vorzeichen der Geistwirkung entspringt einer Konvention, und wir wihlen hier die in
der QEG gebriuchliche Form [13].

Wir verwenden im weiteren Verlauf fiir den Lorentz-Sektor eine Eichbedingung der Ge-
stalt

GP(es€) = égw(z—:“ﬂéby — 5bﬂéa,/)
agab

= = gleghlv |
Oee, ‘

so daB sich mit

der obige Ausdruck zu
(Sgh[ga Ta éa @])T—g == — / d4ZL' e Tabéacébu (,Cgécy)

ergibt; dabei haben wir die Antisymmetrie des Lorentz-Antigeistes beriicksichtigt. Alle dar-
in auftretenden Objekte verhalten sich beziiglich Hintergrundtransformationen wie Tenso-
ren entsprechenden Ranges, so dak ein O(4)-Tensor mit der gewohnlichen Lie-Ableitung

eines Lorentz-Vektors kontrahiert wird.

Die Lie-Ableitung eines O(4)-Tensors definiert allerdings keinen O(4)-Tensor. Vielmehr
gilt nach (4.6)

‘C§<)\abébu) % )\ab‘cﬁéb,u )

da sich der Eichparameter als Raumzeit-Skalar unter Diffeomorphismen ebenfalls nichttri-
vial transformiert. Dies ist auch die Aussage der beiden gemischten Kommutatoren (4.10)
und (4.16): Lokale O(4)-Transformationen und Diffeomorphismen kommutieren nicht. Be-
notigt wird vielmehr eine O(4)-Kovariantisierung der gewohnlichen Lie-Ableitung. Dies

kann in der Tat durch eine geeignete Umparametrisierung der Eichtransformationen er-



Eichfixierung und Geistwirkung 85

reicht werden. Diese wollen wir im folgenden Abschnitt angeben, wobei die grundlegende
Idee zunéchst wieder anhand der vollen Felder dargestellt wird. Im Anschluft daran wird

dieses Verfahren auf die Hintergrundzerlegung iibertragen.

Modifizierte Diffeomorphismen. Wir definieren eine neue Parametrisierung der Diffeo-

morphismen iiber
Sp(w) = 0p(w) + op,(w - @) (4.19)

mit (w- )" = w'd™, = —(w - ©)". Wir iiberfiihren also einen bestimmten @-abhéngigen
Anteil von O(4),,. in den Diffeomorphismus-Sektor, wohingegen die Lorentz-Transformationen
unverdndert bleiben. Dies kann als ein feldabhingiger Koordinatenwechsel auf dem Raum

aller Eichparameter aufgefalt werden gemaf

§(w,\) = ( 5D(w);(5;)(w'@) ) ,

Diese Methode zur Kovariantisierung von Lie-Ableitungen geht im wesentlichen auf R. Jackiw
zuriick, der eine analoge Parametrisierung fiir konforme Transformationen und Yang-Mills-

Transformationen angegeben hat [64, 65].

Die Wirkung von (4.19) auf diejenigen Quantenfelder, die sowohl Raumzeit- als auch

Lorentz-Tensoren sind, ist dann von der Form

Ip(w)é?, = dp(w)é®, + on(w - 0)e,

= L6, +wa e,

= wP(9,0% + &%), + (D w’)e,

= wp@péau + (@wa)é“p ,
dp(w)C* = dp(w)C*

= wd,C" — (9uw")C”

= w’V,C* — (V,u")C*
on(w)C, = dp(w)Cy

= w'V,C,+ (V,uw")C,,
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dp(w)E® = wrd,s +wt, B 4wl B
_ wp(apéacabd + 5bdd)acp + 5acd}bdp)26d
_ wp@pzab 7

g];(w)iab - wpvaaba

da die O(4)-kovariante Ableitung V auf Lorentz-Skalare wie &, C und C als partielle Ab-
leitung 0 wirkt. Die Wirkung dieser Umparametrisierung besteht somit darin, die Lie-
Ableitung beziiglich des vollen O(4)-Zusammenhangs @ zu kovariantisieren. Auf den Spin-

zusammenhang selbst wirkt dieser modifizierte Diffeomorphismus gemaf

< ~ab ~ ab = p ~ab
op(w)w®, = L, =V, (w'e”)
_ pa ~ab P\ ~,ab
= w0, + (u’)w™,
o prab o ~a preb o ~Db p A~ ac
Du(W'R?)) — &% WPO”  — &°, W,
_ p ~ab ~ab ~a  ~ch ~a ~ch
= w(ﬁpwu 0™, + 0%,0°, — 0%,0 p),
so dak sich also das Transformationsgesetz
N ~ab o rab P
op(w)w®, = —F% w (4.20)

ergibt; hierin bezeichnet F den zu & gehorigen Feldstiarketensor.
Diese Umparametrisierung fiihrt nun auf einen assoziierten Ward-Operator der Form

I

+§5(w)zab(g¢)L + 0p (W) S () — 0 ) (4.21)
a 0 ap()

wohingegen der Lorentz-Ward-Operator (4.13) keinerlei Modifikation erfihrt. Bei der Be-

stimmung der zugehorigen Algebra ist zu beachten, daf sich diese nicht alleine aus der

Linearitit der Ward-Operatoren ableiten 14ft, denn die Feldabhingigkeit des Lorentz-

Parameters w - @ fiihrt nun zu zusétzlichen Beitrdgen bei funktionaler Ableitung beziiglich

des Spinzusammenhangs. (Auf dem Niveau des Kommutators von Feldtransformationen
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entspriache dies dem Sachverhalt, daft der Transformationsparameter selbst den betrachte-
ten Transformationen unterliegt.) Diese Zusatzterme werden in Abschnitt D.2 berechnet,
so dak wir anschliefend unter Verwendung der bereits bekannten (Wp, Wy, )-Relationen die

volle Algebra bestimmen kénnen.

Mit der Notation

ab W v iab
(wywy - F)* = wjwy ',

= —(w1w2 . F)ba

= —(w2w1 . F)ab

ergibt sich in Anhang D.2 der durch die Feldabhéngigkeit des Transformationsparameters

bedingte Zusatzterm zu dem Kommutator
[V (w1), Wo ()] (4.22)

gerade zu —2Wy, (wyws - F’)

Den Kommutator (4.22) kénnen wir bestimmen, indem wir die Linearitidt der Ward-
Operatoren ausnutzen und den Zusatzbeitrag erginzen. Unter Verwendung von (4.14),
(4.15) und (4.16) erhalten wir zunéchst

Wo (wn), W (w2)] = [Wo(wr) + Wi (wn - &), Wo (ws) + Wi (ws - &)

= [Wo(wi), Wo(ws)] + [Wp(wi), Wr (w2 - @)] + W (wy - @), W (ws)]
+Wr(wy - @), Wi (ws - )]

= Wh([wy,ws]) + WL(Ly, (W - @)) — WL (L, (wy - @))
WL ([wr - @, wa - @)) — 2W(wiws - F)

= Wp([w1, ws])
WL Loy, (Wo - &) = Loy (wy - @) 4 [wy - &, w5 - &] — 2wyws - F) .

(4.23)
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Fiir den Parameter des Lorentz-Ward-Operators gilt weiterhin

(Lo (W - @) = Loy (wr - @) + [wr - &, ws - D] — 2wiws - ﬁ)ab
v ~.cb

= w’0, (who® ) — wgﬁy(wfd)abu)—i-(wfw w’z’wd’ — wHW",, Wi W )—2w1w2F“b

= (wO,wh — wyd,wh )™

o
_'_wﬁlwg(aﬂdjab - d)ab + (Dacu(’DCbu - (’Dacud)d)u - 2Fal1w)
= [wy, wp]'@™, b wh w”F“ﬁw ) (4.24)
so daf wir insgesamt die Relation
[lf/V\g(wl),lf/VvD(wg)] = Whp([wy, ws]) + WrL([wi, ws] - & — wywy - ﬁ’)
= Wh([w, wa]) — Wi (wyw, - F) (4.25)

erhalten.

Fiir den gemischten Teil der Algebra
Wh (w), Wi (M)

werden die auftretenden Zusatzterme ebenfalls in Anhang D.2 bestimmt. Sie lassen sich
komponentenweise zu einem Beitrag der Form —W (w- @)\) zusammenfassen. In Kombina-
tion mit denjenigen Beitriigen, die man auf die urspriinglichen (Wp, W )-Kommutatoren

zuriickfithren kann, ergibt sich

[Vv\;(w), WL(AN)] = Wo(w), WL(A)] + [We(w - ©), WL(A)]
= WL(LLA) + WL([w - @, N]) = W (w - V)
= WL(L) + [w-O, N\ —w- V). (4.26)

Das fiihrt mit

(LA +[w-0, ) = wd A + w’e, ¥ — NP,
— (8 )\ab 4 d)a )\cb 4 w Aac)
= WV A% (4.27)
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auf
W (w), Wi(N)] =0, (4.28)

so dak die neuen Diffeomorphismen 5; wie gewiinscht mit den lokalen Lorentz-Transformationen

vertauschen; die Modifikation kompensiert offenbar gerade die Transformation
Sp(W)A®(z) = LA (x) = wPI,\?(z)

des O(4)-Eichparameters unter Diffeomorphismen.

Der reine Lorentz-Teil der Algebra bleibt natiirlich unverandert, d.h. es gilt mit (4.15)

nach wie vor
WL(A1), Wr(A2)] = WiL([A1, A2) -

Dies fiihrt insgesamt auf eine Algebra der Form

Wh(w1), Wo(ws)] = Wp([wi,ws]) — Wi (wyws - F)
D//V\E( s WL(X2)] = WL([A1, M) (4.29)
Wo(w), (V)] = 0

Wir erhalten somit immer noch die Algebra eines semidirekten Produktes Diff x O(4), .,
in dem die Unteralgebra o(4),,. nach wie vor schlieft. Dariiber hinaus verschwindet zwar
jetzt der gemischte Teil der Algebra, dafiir ist jedoch der Kommutator zweier modifizierter
Diffeomorphismen nicht mehr durch einen modifizierten Diffeomorphismus gegeben. Dies
stellt fiir uns allerdings keinerlei Beeintriachtigung dar. Der fiir uns mafgebliche Begriff eines
invarianten Funktionals ist von der Parametrisierung der Gruppe der Eichtransformationen
unabhiingig: Sei F[é,&,C,C, %, Y] ein beliebiges Funktional der Quantenfelder, so sind die

beiden Aussagen

Wo(w)F=0 A  W,(A)=0 Yuw" A\
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und
Wo(w)F=0 A WA =0 Yuw* A\

aquivalent, da der neue Satz von Ward-Operatoren eine Linearkombination des urspriingli-
chen bildet. Zudem ist in dieser Parametrisierung die geméf der iiblichen Faddeev-Popov-
Prozedur konstruierte Geistwirkung invariant unter Hintergrundtransformationen. Bevor
wir darauf zuriickkommen, wollen wir obige Uberlegungen auf den Hintergrundformalismus

iibertragen.

4.1.4 Die Algebra der Ward-Operatoren fiir Hintergrund-
und wahre Eichtransformationen

in der urspriinglichen Parametrisierung

Die Anwendung der Uberlegungen aus Abschnitt 4.1.3 auf die in Hintergrundkonfigu-
rationen und Fluktuationen aufgespaltenen Felder und damit auf die beiden Klassen §¢
und 08 von Eichtransformationen fiihrt auf zwei Sitze (W5, WE) und WS, W) von
Ward-Operatoren fiir die Hintergrund- bzw. die wahren Eichtransformationen. In der ur-
spriinglichen Parametrisierung sind diese gegeben durch

WE(w) = —/d4:p<5B(w)e“ (x) g + 6p (w)e® () g
D ’ D m e () b M 6en ()
4}
5]3 —ab 5B ab
+ D(w)w u(x) 5@abu(x) + D(w)T M(x) 57_(11)“(1,)

) B/ 3 )

56“(1‘) +5D(w) M(x) 5

+5g(w)2“b(x)5zi(x) + 65 () Sap () == i ) . (4.30)

+op(w)C* (x)
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WEO) = = [ate(S00e, ) g + R i
+OP(NZ® (x) 52;2 DR 522 (x)) (4.31)
und
WE) = = [ ata(d)eyte) i s + a0
GO ) g + A ICn) 5
50 0) S + O ) ()
W) = — [ (e g + ) 5
+58 (N5 () (Ei ot 55@)2@(:5)%) L (433)

Dabei haben wir beriicksichtigt, dak die §%-Ward-Operatoren keine Transformationen der
Hintergrundfelder erzeugen. Da wir die Geist- und Antigeist-Felder nicht in Hintergriinde
und Fluktuationen zerlegen, sind fiir diese beide Transformationsarten identisch und durch

die urspriingliche Eichtransformation gegeben:

Sp(w)C* = 05 (w)C* = L, dP(A)CH =6 (A)CH =0,

Op(w)Cu = 0p (w)Cy = LuCu,  FLANCu = L (NC, =0,

Op(w)E® = 65 ()% = L, 5, SPN)DY = 57 (AT = X%5 + A5,
Sp(w)Eay = 65 (W) EBap = LuLay, 00 (M) e = 60 (M) e = ALy + X e

Wie man leicht sieht, erfiillen auch die Hintergrund-Ward-Operatoren die urspriingliche

Algebra (4.14), (4.16) und (4.15) mit ©®, nach (3.11) als O(4)-Zusammenhang, da die

Fluktuationen £, und T“bu als neue Felder aufgefakt werden konnen, die sich jedoch beide

tensoriell unter 65 und 6P transformieren. Somit konnen ihre Beitrige zu der Algebra auf
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die Rechnungen fiir das unzerlegte Vielbein e, und den Lorentz-Geist ¥ zuriickgefiihrt

werden. Es gilt also

Wi (w1), Wh (ws)] = WH([wy, ws))
WEAD)WEN)] = WE([A ) (4.34)
WE(w), WEN)] = WE(LuA)

Die §%-Ward-Operatoren besitzen fiir das Vielbein und den Spinzusammenhang blof
Beitrage der Fluktuationen. Diese transformieren sich unter wahren Eichtransformationen
wie die vollen Quantenfelder vor der Aufspaltung, wobei in den homogenen Anteilen é und
w durch € + ¢ und @ + 7 ersetzt werden. Im Kommutator liefert dann eine Funktionalab-
leitung beziiglich der Fluktuationen, die auf die entsprechende wahre Eichtransformation
wirkt, genau die gleiche Index- und Operatorstruktur wie im unaufgespaltenen Fall. Die-
se wird auch hier wieder auf die infinitesimale wahre Eichtransformation zu ihrer Linken
angewandt. Insbesondere lassen sich beispielsweise die Rechnungen (D.1), (D.4) und (D.5)
analog iibertragen. Dies wird in Anhang D.3 noch einmal anhand der relevanten Formel-
ausdriicke illustriert. Die Algebra der Ward-Operatoren der wahren Eichtransformationen

ist somit ebenfalls von der urspriinglichen Form:

W5 (w1), W5 (w2)] = WE ([wy, ws))
WEAD)WE(A)] = WE([M, o) (4.35)
Wi (w), Wi (M) = WE(LyA)

Auch diese Aufspaltung der Eichtransformationen soll modifiziert werden, um eine O(4)-
kovariante Darstellung zu erhalten. Da jedoch auch hier der Begriff eines 6B-invarianten
Funktionals unabhéngig von der gewdhlten Darstellung ist, werden wir im Anschlufs die
urspriingliche (65, 6F)-Darstellung der Hintergrundtransformationen verwenden, um die
entsprechende Invarianz der Eichfixierungsterme nachzuweisen. Schlieflich offenbart sich
diese fiir den Diffeomorphismus- und den Lorentz-Sektor separat jeweils unmittelbar, da
man direkt auf das intuitive Verstdndnis des entsprechenden Tensorcharakters zuriickgrei-

fen kann.
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4.1.5 Hintergrundkovariante Diffeomorphismen und deren
Ward-Algebra

Bevor wir die beiden Eichbedingungen analysieren, iibertragen wir die Idee der modifi-
zierten Diffeomorphismen ebenfalls auf den Hintergrundformalismus. Dabei stellt sich die
Frage, ob man die volle Feldabhéngigkeit des Transformationsparameters in (4.19) beibe-

hilt oder ob man darin @ = @ + 7 durch den Hintergrund @ ersetzen sollte.

Im ersten Fall wiirde die resultierende Geistwirkung auch von der Fluktuation 7 abhén-

gen, so dafs in F,(f)

nach zweifacher funktionaler Ableitung beziiglich des Vielbeins und des
Spinzusammenhangs sowie beziiglich der Geister und Antigeister gemischte Komponenten
entstiinden. Da dieses Objekt jedoch anschlieftend fiir verschwindende Fluktuationen so-
wie fiir verschwindende Geist- und Antigeist-Felder ausgewertet wird, verschwénden diese
Komponenten, da sie immer noch ein Geist- oder Antigeist-Feld enthielten. Auch in die-
sem Fall bliebe also die Blockstruktur von F,(f) beziiglich des Graviton- und Geistsektors

erhalten.

Im Rahmen unserer Niherung verschwindender Fluktuationen und Geister auf dem Ni-
veau der Flufigleichung besteht somit zwischen beiden Optionen kein Unterschied; aus dem
gleichen Grund werten wir auch die Geistwirkung schon vor dem Ableiten fiir verschwin-
dende Fluktuationen aus. Daher ist es an dieser Stelle einfacher und natiirlicher, sich fiir die
zweite Option zu entscheiden und nur den Hintergrundspinzusammenhang in die Definition

der neuen Diffeomorphismen eingehen zu lassen.

Wir definieren also die modifizierten Hintergrund-Diffeomorphismen gemaf

B (w) == 6B(w) + 6B (w - @) . (4.36)

Diese wirken in gewiinschter Weise auf das Hintergrund-Vielbein

sh(wye”, = dp(w)e, +op (w-w)e?,
= w0, + (Ouuw’)e’, + wa’, &,

= wﬂﬁpéau + (?ﬂw/’)é“p ,
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auf die Vielbein-Fluktuation

6B(w)e®, = w’V,e", + (V,wl)e,,

sowie auf den Hintergrund-Spinzusammenhang

53(10)@“1’ = w"ap’“b (0wa)@“b

0 w T P

cb

P p Pt 5ac
—0u(w'e™) + W’ &, + w'’, &%,

o p ab — — —cb  —a —cb
= w (8pw 0" p—l—wcpw L — W%, p)
_ _ prab p
= F pW
und dessen assoziierte Fluktuation
B ab _ p ab P\ ~ab
o (W) = WO + (uw”) T,

p—a __cb p—b ac
TWW T W, T

= wpv/ﬂ'abu + (vuwp)Tabp :

Dabei bezeichnet V,, die aus dem Hintergrundspinzusammenhang & gebildete O(4)-kovariante
Ableitung mit zugehorigem Feldstiirketensor F' “bW. Fiir die Tensorfelder wird also wie ge-
wohnt die Lie-Ableitung kovariantisiert. Dies geschieht nun allerdings mittels des Hinter-
grundspinzusammenhangs, der sich seinerseits formal genau wie der volle Spinzusammen-

hang in (4.20) transformiert.

Da sich die Hintergriinde unter den wahren Eichtransformationen nicht transformie-
ren, erhilt man das 69-Verhalten der Fluktuationen wie iiblich als Summe der Hinter-

grundtransformationen der einzelnen Komponenten. Mit

58 (w) i= 85 (w) + 6% (w - @)

ergibt sich demnach fiir das Hintergrund-Vielbein

sS(w)ee, = 0,

I
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fiir die Fluktuation hingegen

gg(w)eau = wp?p(éap +e%) + (@wa)(éap +€%)

sowie entsprechend fiir den Hintergrund-Spinzusammenhang

o8 (w)w“bu =0
und die zugehorige Fluktuation
SBw)r®, = —F wf + w4 (V,uf)r, . (4.37)

Da die Geister nicht aufgespalten werden, wirken auf diese auch 6B und 6C in identischer

Weise: Wir erhalten fiir den Diffeomorphismus-Geist

SB(w)Ch = OB(w)CH = L,C" = wV,CF — (V,wh)C

fiir den zugehorigen Antigeist

SB)Cs = )Gy = LuCy = wV,C + (V)G
sowie fiir den O(4)-Geist,
Bw)T® = 55(w)5? = whd,=% + we’, TP + wieh, T = w5

und den dualen Antigeist

B(W)Se = 05 (w) S = W'V, S .

Erneut fithren diese beiden Arten, die Eichtransformationen zu realisieren, auf zwei Klassen
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von Ward-Operatoren fiir modifizierte Hintergrund-Diffeomorphismen

VAT%(M) = _/d4x<§§(w)€au(x)5e“5(x) +§§(w)€au(:p)55“i($)

o o

s @) BT 5
7 BB e)
FOR()C ) sy BIC)
5 -~ ) )

539 (z) +0p(w) Eap () 35 (2)

LoB(w)e®, (@)

+§V§(w)zab(x) (4.38)

und die iiblichen Hintergrund-Lorentz-Transformationen

WEQ) = = /d4x (550‘)5%(37)56%(@ + 0 (\)e () 5€“i(x)

5
S ()

+6p (V)™ (z)

" + 62 (N\)T u

+5§(A)zab<x)52+w BB Sap() JINCE )

sowie fiir wahre Diffeomorphismen

W) = - / 'z (35 ()", (@) 55af<x>+?é<w>f“bu<x>h%m

= i = )
O ()CH(x) gy

) o~ )
35 () )

oG (s (2)

und wahre Lorentz-Transformationen

WE(A) = — / d%(ég()\)gaﬂ(x) &ai(x)wﬁ(x)rab“(x)w

ab 0 G S 0
+5E(N)D () 55y *+ LN Tale) 3 >). (4.41)

Die Schreibweisen SE, Eg, ?\7}3 und V,\\/g bezeichnen die Pendants der modifizierten Diffeo-
morphismen fiir die Hintergrund-Aufspaltung. In diesen geht ausschliefslich der Hintergrund-

Spinzusammenhang @ in den modifizierten Transformationsparameter ein.
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Um deren Algebra angeben zu kénnen, betrachten wir zundchst die Hintergrundtrans-
formationen. Hier wird im Vergleich zu den (Wp, Wy,)-Relationen (4.28) in der modifizier-
ten Transformation der volle Spinzusammenhang @ durch seine Hintergrundkomponente
& ersetzt, die beziiglich 6P ebenfalls einen Zusammenhang definiert. Die neu auftreten-
den Fluktuationen € und 7 kann man als Erweiterung des Feldgehalts auffassen, da sich
diese ebenfalls tensoriell beziiglich 65 und 62 transformieren, so daf sich die vorhergehen-
den Rechnungen allesamt iibertragen lassen. Somit reproduzieren die Hintergrund-Ward-
Operatoren gerade die unzerlegte Algebra (4.29), wobei auf der rechten Seite der volle

Spinzusammenhang durch die Hintergrund-Komponente zu ersetzen ist. Somit gilt

DVE(w), WE(ws)] = WE([wr,ws]) — WE(wyw, - F)
VB, WEO)] = WE([A, Aa)) (4.42)

VB (w) W] = 0

Die wahren Eichtransformationen betreffend, stellen wir fest, dafs jetzt der Parameter
w - w der zum Diffeomorphismus hinzugefiigten Lorentz-Transformation nicht mehr als
feldabhéngig zu betrachten ist, da sich der Hintergrundspinzusammenhang unter diesen
iiberhaupt nicht transformiert: Die zugehorigen Ward-Operatoren erzeugen keine Trans-
formationen in w-Richtung, so dak in ihnen auch keine entsprechende Funktionalableitung
auftritt. Um die Algebra zu ermitteln, kénnen wir also mit V/\;g(w) = W§ (w) + Wg (w- o)
und (4.35) die Linearitit der Ward-Operatoren verwenden, da keine Zusatzterme zu be-

riicksichtigen sind. Zur Ermittlung der Parameter der resultierenden wahren Eichtransfor-

mationen auf der rechten Seite fiir den V/\;g—)//\yg— und den V/\;g—WE—Kommutator kénnen
wir auf die Beziehungen (4.23) und (4.24) bzw. (4.26) und (4.27) zuriickgreifen. Dabei ist
zu beachten, dafs die auf vollem Niveau aufgrund der Feldabhingigkeit des Parameters
im Lorentz-Ward-Operator auftretenden Zusatzterme —2wqwy - Fund —w - V) im ersten
bzw. zweiten Fall nicht mehr vorliegen. Ersetzt man schlieflich auf der rechten Seite das
volle Feld w durch den Hintergrund @, so erhélt man die Algebra der modifizierten wahren

Eichtransformationen zu
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WS (), WG ()] = WG ([tr, wa]) + WE (wruy - F)
[VAVE(M),WS()Q)] = WZ([A1, \a]) (4.43)
VS (w), WEN)] = WE(w- V)

Im Anschlufs an die Diskussion der Eichfixierung werden wir bei der Konstruktion der
Geistwirkung auf diese Darstellung der wahren Eichtransformationen zuriickgreifen, die
insbesondere O(4)-hintergrundkovariantisierte Lie-Ableitungen erzeugen. Geméafs der obi-
gen Argumentation konnen wir dann bereits vor dem Bilden der Funktionalableitung die
Feldfluktuationen gleich Null setzen. Die resultierende Wirkung enthélt zusétzlich zu den
kovarianten Diffeomorphismen nur noch Objekte, die sich tensoriell beziiglich Hintergrund-

Eichtransformationen verhalten, so daf sie wie gewiinscht 62-invariant sein wird.

Auch auf dem Niveau der Hintergrundzerlegung gilt, daf die Eigenschaft der Hintergrun-
dinvarianz durch diese Modifikation der Eichtransformationen unbeeintrichtigt bleibt. Die
Elemente des Theorienraums, auf dem die Flufgleichung definiert ist, die wir betrach-
ten wollen, sind Funktionale der Hintergrundfelder sowie der Erwartungswerte der Fluk-
tuationen und der Geist- und Antigeist-Felder. Obige Uberlegungen iibertragen sich auf
diese analog, so daf wir den Theorienraum 7Zggcg einer zundchst noch hypothetischen
Quanten-Einstein-Cartan-Gravitation als den Raum aller hintergrundinvarianten Funktio-
nale F[g,7,6,6,Y, 16,0 = Fle,w, &,0,&,&, T, Y] definieren kénnen:

Topca = {FIWB(w)F =0 A WE(AF =0V wh, \®}

4.1.6 Hintergrundeichinvariante Eichfixierungsterme

Die Eichbedingungen. Da ein allgemeiner Diffeomorphismus durch ein vierkomponenti-

ges glattes Vektorfeld w, erzeugt wird, wéhlen wir als entsprechende Eichbedingung
Fu(se,0):=¢e (D", + BpD,e%) (4.44)

mit einem beliebigen reellen Parameter Op; sie wurde bereits in Ref. [66] verwandst.

Weiterhin wihlen wir fiir die sechsdimensionale Gruppe von O(4)-Rotationen als Eich-
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bedingung
ab = 1—,uz/ a =b b sa
G(c5) = 5" (<", — ") (4.45)

mit G = —G%. Beide Eichbedingungen sind linear in der Vielbeinfluktuation und unab-
hingig vom Fluktuationsanteil des Spinzusammenhangs. Zudem héngen sie parametrisch

von den gewahlten Hintergrundkonfigurationen ab.

An dieser Stelle ist es illustrativ, unter Verwendung des Hintergrundvielbeins bzw. seines
Inversen auch die Lorentz-Indizes der Fluktuationen in Raumzeit-Indizes zu iiberfiihren.
Die Objekte

éau = guyéalj = Nap€ p’ (446)
und
e = ge® = e, (4.47)

geniigen offensichtlich den Beziehungen

1% v — b b
Cau™ =0, , €que™ =10, ,
—  —a __ = — usav __ —uv
eaﬂeu_gﬂu7 €a€ =g )
P VA —a =bu __ __ab
€ap€y = Mab , € Me = [/
Mit
_ . _ o A
ety i=elle, sowie e, 1= €que’y = GuneTy (4.48)

gilt dann fiir die O(4)-Eichbedingung (4.45)

_ _ ab
g,uu = ea,uebuga
I b b
= aeauebygp"(z—:“pe e — € p€")

= -

Die Eichbedingung fordert also das Verschwinden des antisymmetrischen Anteils der Viel-
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beinfluktuation. Es handelt sich somit um das Hintergrund-Pendant einer Eichbedingung,

die unter anderem in Ref. [56] verwandt wurde.

Mit Blick auf die Yang-Mills-Natur des Lorentz-Sektors ist die Frage naheliegend, warum
man zur Fixierung der O(4)-Transformationen nicht analog zu (C.11) auf eine Diff x O(4),_-

kovariante Hintergrundeichung der Form

zuriickgreifen sollte. Diese hinge nur von der Spinzusammenhangsfluktuation ab, und der
entsprechende Eichfixierungsterm in I'y wiirde somit nur Beitrige zum 7-7-Block von Fl(f)
liefern. Allerdings enthielte diese Eichbedingung auch drei in @ lineare Beitrige. Um die
fiir uns relevanten Terme zu finden, miissen wir in der Spur auf der rechten Seite der
Flufsgleichung den Operator F,(f), in den die Eichbedingung quadratisch eingeht, gerade bis
zur Ordnung O(w) entwickeln, so daf die Hintergrundeichung hier ebenfalls mafgebliche
Beitrige liefert. (Wie wir spéter sehen werden, wiren dies die einzigen relevanten Beitriige
der Ordnung O(w) iiberhaupt im 7-7-Block.) Demgegeniiber besteht der grofe Vorzug der
Eichbedingung (4.45) gerade darin, nur Beitrdge zum freien Anteil von F,(f) zu liefern, so

dall wir uns fiir diese entscheiden.

Die Hintergrundinvarianz der Eichfixierungsterme. Im Sinne der Logik der Hinter-
grundfeld-Methode muft nachgepriift werden, daf die Beitrdge zur nackten Wirkung im
Pfadintegral, die durch die Eichfixierungsterme gegeben sind, zwar J-invariant sind, daf
jedoch die wahre §¢-Invarianz nach wie vor durch (4.44) und (4.45) gebrochen wird. Wir
behandeln in diesem Abschnitt den ersten Punkt und wenden uns dem zweiten im nach-

folgenden Unterkapitel zu.

Wir fithren in diesem Kapitel die Diskussion auf dem Niveau der Quantenfelder durch. In
dem Eichfixierungsterm, den wir der Trunkierung hinzufiigen, werden dann die Quanten-
fluktuationen € und 7 durch ihre Erwartungswerte € und 7 ersetzt. Der Eichfixierungsterm

fiir die Diffeomorphismus-Invarianz ist somit gegeben durch

1 1
Sh=_—.
& 2ap 167G

/ d'z e g™ F.F, (4.49)
M

1

wobei e die Determinante des Hintergrundvielbeins bezeichnet und der Vorfaktor jz—
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garantiert, dal dieser Ausdruck als Wirkung in natiirlichen Einheiten mit A = 1 fiir di-
mensionsloses ap ebenfalls dimensionslos ist. Da w und I' als Zusammenhénge die gleiche
physikalische Dimension wie Derivationen besitzen, besitzt die Eichbedingung (4.44) die

! was der Massendimension 1 entspricht. Dabei haben wir das Vielbein

Dimension Lange™
und somit die Metrik dimensionslos gewéhlt und stattdessen die physikalische Dimensi-
on ,Linge* auf die Koordinaten x* iibertragen. Das Raumzeit-Integral des Quadrates der
Eichbedingung besitzt dann die Massendimension —4 + 2 - 1 = —2. Dies entspricht in vier
Dimensionen der Massendimension der Gravitationskonstante, was z. B. aus der Definition

der Planck-Masse mp) := @/% ersichtlich ist, so dafs (4.49) in der Tat dimensionslos ist.

Demgegeniiber ist die Lorentz-Eichbedingung (4.45) dimensionslos. Dies gilt genau dann

ebenfalls fiir den Eichfixierungsterm

1
Sk = Sar d*z e G™G,, (4.50)
M

falls der Eichfixierungsparameter ap, die Massendimension —4 besitzt. Auf diesen Punkt

kommen wir spater noch zuriick.

Die gewiinschte 62-Invarianz der beiden Funktionale bedeutet, daf beziiglich der unmo-

difizierten Darstellung

WESH =WPSy =0 (4.51)
und

WS = WP Sy =0 (4.52)

zu zeigen ist. Die explizite Anwendung der Ward-Operatoren auf ein Funktional der Felder
erzeugt per Konstruktion in diesem linearisierte Eichtransformationen der Felder. Damit
ergibt sich die §B-Invarianz der Eichfixierungsterme unmittelbar aus der Tensorstruktur

der Eichbedingungen.

Eine generische zehnparametrige Hintergrund-Eichtransformation bewirkt dann eine Va-
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riation von (4.49) der Form

WE(w, X) St = Wi (w) St + WP (A)Sy -

Mit Blick auf den ersten Beitrag beachten wir zunéchst, daf alle in der Diffeomorphismus-
Eichbedingung auftretenden Objekte beziiglich 45 ihrer Indexstruktur entsprechende Ten-
soren sind. Die Diffeomorphismuseichbedingung F,, verhélt sich somit unter Hintergrund-
Diffeomorphismen wie eine Einsform. Zudem wird durch F* := g"F, beziiglich 65 ein
kontravariantes Vektorfeld definiert, so dafs das Quadrat der Eichbedingung einen Skalar
darstellt:

Op(w)(F'F,) = (Op(w)F*)F, + Fop(w)F,
= (w0, F" — (0,w")F")F, + F(w0,F, + (0,w’)F,)
= w’((0,F")F, + F"o,F,)
= w'0,(F"'F,) .

Die Determinante des Hintergrundvielbeins transformiert sich zudem mit (A.57) wie eine

skalare Tensordichte gemafs

Sp(w)e = eel op(w)e?,
= eel(wdye, + (9w)e)
= w’d,e+edu’

= 0,(cw"). (4.53)

Insgesamt ergibt sich somit bei Anwendung eines Hintergrund-Diffeomorphismus auf den

Eichfixierungsterm
1 1 - B
Wow)Si = 50— Jrd / d*z (9,(e W) F F,, + e w'd,(FF,))
M
—1 1 4 P 5 FH
= oy 16nG ) TTOTETITL). (4.54)
M

d.h. wir erhalten als Beitrag einen Oberflichenterm, der bekanntlich die Dynamik der
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Theorie nicht beeinfluRt, so dak (4.49) tatsichlich §5-invariant ist.

Des weiteren ist aufgrund der Tensorstruktur aller involvierten Felder die Diffeomorphismus-
Eichbedingung mit (A.22) als Kontraktion eines kovarianten und eines kontravarianten

Lorentz-Vektors beziiglich 6 ein Skalar:

SENF. = N (Dye, + PoD,e®,) + e A\y(Dye’, + BoD,eb,)
— —éb”)\ba(l_)ysau + ﬁDDuz—:“V) + éa")\“b(l—)yz—:bu + ﬁDDueby)
= 0.

Das gilt auch fiir die inverse Hintergrundmetrik. Fiir die Determinante des Hintergrund-

Vielbeins ergibt sich ebenfalls

Sf(Ne = eelsp(N)e

I
= el A%e,
= e\,
= 0, (4.55)
so daf dies insgesamt auf
WP (NS =0 (4.56)

fithrt. Daraus folgt zusammen mit (4.54) die Hintergrundinvarianz des Diffeomorphismus-

Eichfixierungsterms.

Betrachtet man die Wirkung einer Hintergrund-Transformation auf den Lorentz-Eichfixie-

rungsterm geméfs

WE(w, N) Sy = Wi (w) Sy + WE () S

g

so wird in der Eichfixierung (4.45) beziiglich 65 ein kontravariantes Tensorfeld zweiter Stufe

mit zwei kovarianten Vektorfeldern kontrahiert. Dies liefert einen Skalar, so daf

5g<w>gab — wpapgab
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und damit
o5 (W)(GGa) = w’Dy(G™Gap)

gilt. Mit (4.53) fiihrt dies wegen

‘ -

W (w)Sg = d*z((0p (w)e)G" Gap + € o (w)(G* G|

[\
o
&

I
I\D‘H
S S T

d*2(8,( w")G™Gop, + € WD) (G™Gur))

Qr,

o d*20,(w’e G*Gu)

wiederum auf einen Oberflichenterm. Beziiglich 6F sind sowohl e?, als auch €, Vektoren,

so dak die Lorentz-Eichbedingung ein Tensorfeld der Stufe (2,0) darstellt:

1
55(}\)9111? = 5@#” ()‘ac(gcﬂébu - gbﬂécu) + )\b0<€aﬂécu - gcﬂéau))

— )\acgcb + )\bcgac ]

Mit (4.55) ergibt sich dann die §2-Variation des Lorentz-Eichfixierungsterms zu

1
WE()\)S; = 2/d4l’ € Gap( NG + \°.G™)
M

= 0,
denn aufgrund der Antisymmetrie des Lorentz-Eichparameters gilt

gab)\acgcb = _gab)\cagd) - _gab}\cagcb - _gbc)\cagba .

Somit ist die Hintergrundinvarianz von SgLf ebenfalls gezeigt, d.h. es ist

Wg(w)ng =0
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sowie
WP (N)Sg =0,

so dak der Eichfixierungsbeitrag Sy = Si+Sy; in der Wirkung hinsichtlich der Hintergrund-

Eichtransformationen 65 und 6f die gewiinschte Invarianz aufweist.

Zur Brechung der wahren Eichinvarianz durch die Eichbedingungen. Die eigentli-
che Aufgabe der Eichfixierung besteht darin, die Existenz eines wohldefinierten Propagators
in einer Eichtheorie zu garantieren. Diesen erhélt man (bis auf ein Vorzeichen) durch In-
vertieren der Hesse-Matrix I'® der zweiten Funktionalableitungen der effektiven Wirkung
I' beziiglich der dynamischen Felder. Eine ungebrochene Eichinvarianz der Theorie fiihrt
dazu, dafs diese Hesse-Matrix generisch Nullmoden besitzt und mithin nicht invertiert wer-
den kann. Betrachten wir beispielsweise reine Yang-Mills-Theorie ohne Materieankopplung
sowie ohne Hintergrundzerlegung, so ist die nackte Wirkung invariant unter Eichtransfor-

mationen der Eichfelder

SIAT + (0 A% = 5|47 mit  6(A) AL = épgw.
Dabei bezeichnet Aj das Quanteneichfeld, und D ist die aus A gebildete kovariante Ab-
leitung, die bei einer Eichtransformation auf einen Eichparameter A\* wirkt. Wir haben
uns hierbei fiir die Konvention entschieden, nach der man die Yang-Mills-Kopplung ¢ in
die kovariante Ableitung hineindefiniert, so daf sie nicht explizit als Koeffizient vor dem
kinetischen Term des Eichfeldes in der Wirkung erscheint. Zudem unterscheidet sich dieses
Transformationsgesetz von dem von uns fiir den Spinzusammenhang verwandten gerade

um einen Vorzeichenwechsel des Eichparameters. Wir verwenden diese Konvention auch in

Anhang C.

Die Eichinvarianz hat zur Folge, daf die zugehorige Hesse-Matrix S im allgemeinen
Nullmoden besitzt. Zur [llustration dieses Sachverhalts wiederholen wir hier kurz die ana-

loge Uberlegung aus Anhang C: Eine funktionale Taylor-Entwicklung liefert zunichst

S[A] = S[A+N)A]
= S[A] + [ d*x
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was mit partieller Integration auf

/ d%%pgbv(x) =— / d'z (fo(x) gfg“(g)) X(x) =0

fithrt. Da dies fiir beliebige Eichparameter A*(x) gilt, folgt unmittelbar

0S[A]
0AL ()

0S[A]
0A% ()

Dy (x) = (50" + g f* A (x)) =0.

Leiten wir diese Gleichung funktional nach 4%(y) ab, so erhalten wir

0 (o IS _ e PSS, 8SIAL
0= gty (FOia7) = P g+ g™ -5

Fiir Vakuumlésungen Ay}, mit

§S[Al

)|,

A=Ap

verschwindet der letzte Term in (4.57), so daf das Integral der Kontraktion von (4.57) mit
einem beliebigen Eichparameter nach erneuter partieller Integration eine Nullmodenglei-

chung der Form

/ o PSIA

5‘/4?/(?/)5/42(37) DH |-A:.A() A (l‘) =0

A=Ap

fiir die Matrix S, ausgewertet auf den Losungen der Bewegungsgleichungen, liefert. Beim
Ubergang zur effektiven Wirkung I' muR diese Eichinvarianz also gebrochen werden, um
einen invertierbaren Operator I'® zu erhalten, der auf einen wohldefinierten Propagator
fiihrt.

Bei einer Hintergrundaufspaltung gemif A = A + a besitzt das Funktional S[a + A] =
S[A] bekanntlich zwei Arten 6¢ und 6% von Eichinvarianzen, und es gilt Sla + A] = S[a +
6S(N)a + Al = S[a+ 6B(Na + A+ §B(N)A].

Auf dem Niveau des vollen Feldes A sind diese beiden Invarianzen mit der urspriingli-
chen Invarianz vor der Aufspaltung identisch. Dementsprechend fiihren sie auf die gleichen

Nullmoden. Wir fiigen daher der nackten Wirkung einen d°-invarianten Eichfixierungs-
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terms Sge[a; A] = Sg[A, A] hinzu, der lediglich die §%-Invarianz bricht. Dies fiihrt auf das
Funktional S[A, A] := S[A] + Sy[A, A]. Es stellt sich heraus, daf dann der Operator

52S[A, A]
6.AL (y)0.As ()

A=A

keine Nullmoden mehr aufweist und somit invertierbar ist. Die verbleibende ¢2-Invarianz
von S[A, A] = S[a; A] hat in der Praxis keine weiteren Nullmoden zur Folge. Entspre-
chend wird natiirlich auch das iibliche Faddeev-Popov-Verfahren nur beziiglich der wahren

Eichtransformationen angewandt.

Nach der Legendre-Transformation iibertrigt sich dies auf den Operator

5°T[A, A]

OAL (y)oAG(x) | ,_ 4

(4.58)

mit dem Felderwartungswert Af := (0].A5[0) als Argument der effektiven Wirkung I'. Sein
Inverses liefert somit einen wohldefinierten Propagator. Auf der rechten Seite der Flufglei-
chung tritt das k-abhéngige Gegenstiick von (4.58) auf. Im Fall der Propertime-Gleichung
(3.28) wird dieser Operator exponentiert, so dal auch hier verschwindende Eigenwerte

auszuschliefen sind.

Im néchsten Abschnitt wollen wir uns von der Giite der gewéhlten Eichbedingungen
iiberzeugen, indem wir explizit nachweisen, daf sie die erforderliche Brechung der §-

Invarianz bewerkstelligen.

Zur Brechung der wahren Eichinvarianz durch die gewihlten Eichbedingun-
gen. In der Pfadintegraldarstellung des erzeugenden Funktionals Z, das auf die effektive
Wirkung I' fiihrt, ist die klassische Wirkung S um einen Eichfixierungsterm Sg¢ und ei-
ne zugehorige Geistwirkung Sgp, zu erginzen. Letztere liefert in Form des nicht-singuldren
Faddeev-Popov-Operators ebenfalls einen Beitrag zu I'®, da die Berechnung des Propa-
gators nun auch funktionale Ableitungen nach den Geist- und Antigeist-Feldern erfordert.
Dabei bricht Sg¢ die Invarianz des Funktionals I' unter wahren Eichtransformationen 64,
wohingegen dieses nach wie vor eine §B-Invarianz aufweist, die aber die Existenz eines

wohldefinierten Propagators nicht gefihrdet.

In unserem Fall wird sich spéater mit I‘l(f) = H+ H,,; der Propagator aus einem freien An-
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teil sowie einem Wechselwirkungsbeitrag geméfs —(Fgf))’l = —(H + Hiy) ™! zusammenset-
zen. Dabei bezieht sich H auf die spezielle Hintergrundkonfiguration e, (r) = kd%, = const

und ©*, () = 0, wobei & eine positive reelle Zahl ist. Hingegen enthlt Hiy, die w-Beitrége.

Die grundlegende Idee der Rechnung besteht in einer Entwicklung
—1
(H+ Hyp)™ = H |1 + Hyy H—l] — g [11 _VH+ (9(@2)] (4.59)

mit Hiy =: V + O(@?).

Auch wenn dies in technischer Hinsicht eine Analogie zur iiblichen Storungstheorie
offenbaren mag, so sei darauf hingewiesen, dafl unser Zugang konzeptionell vollkommen
nicht-storungstheoretischer Natur ist. Die fiir uns relevanten Terme, die zum Laufen der

jeweiligen Kopplungen beitragen, sind ausschlieflich nullter oder erster Ordnung in w.

Nach der Berechnung des Propagators wird in der Entwicklung (4.59) die Feldkonfigu-
ration (e,w) mit dem Hintergrund (e,w) identifiziert, so daf die Fluktuationen & und 7

gleich null gesetzt werden.

Der eigentliche inverse Propagator, beziiglich dessen Spektrum die Regularisierung im-
plementiert wird, ist also der der freien Theorie, H. Bei der Analyse des Verhaltens der
Eichfixierungen unter wahren Eichtransformationen reicht es somit aus, sich auf diese be-
sondere Wahl des Hintergrundes und verschwindende Fluktuationen zu beschrinken. Diese
Analyse ist dquivalent zur Untersuchung des singuléren Teils des Spektrums des Faddeev-
Popov-Operators, die in Abschnitt 4.2.1 durchgefiihrt wird. Dementsprechend betrachten
wir auch dort den Fall € = const und @ = 0. (Genaugenommen werden wir nicht das
Spektrum von H, sondern das Spektrum desjenigen Operators, der sich aus H fiir v, — oo
ergibt, betrachten. Diesen Operator werden wir mit H, bezeichnen. Da jedoch die Eichbe-
dingungen nicht vom Immirzi-Parameter abhiingen, hat dies auf die folgenden Uberlegun-

gen keinen Einfluf.)

Schreiben wir der Ubersichtlichkeit wegen alle Indizes wieder auf Raumzeit-Indizes um

gemif

e = a
Epp 1= Cau€”y
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sowie
s usb ya — 7 —
Ay = te? N = =N A = gupNL = =,

so liefert dies zur Fixierung der zehn Eichredundanzen fiir ¢ = const und w = 0 die

Gleichungen

}"S = 0,e", + Pp0,e”, =0, (4.60)

Gow = €] =0, (4.61)

da fiir diese Hintergrundkonfiguration der Hintergrund-Raumzeit-Zusammenhang I' nach
(A.16) verschwindet.

Nun sollen diese Eichfixierungen bei Anwendung einer allgemeinen wahren Eichtrans-

formation
0G
5% (w, A) = 2(“”)
o (A)
mit beliebigen Parametern w*(z) und A% (z) = —\"(z) nicht invariant sein, so daf sie von

allen iibrigen Konfigurationen auf dem §“-Eichorbit nicht mehr erfiillt werden. Unter wah-
ren Eichtransformationen verhalten sich die in den Eichbedingungen auftretenden Objekte
€, gerade nicht wie Tensoren, was sich auch auf die Eichbedingungen selbst iibertrigt. Da
die Fluktuationen unter §¢ den Transformationscharakter der vollen Felder tragen, liefern
sie auch Beitrige, die die Hintergrundfelder enthalten. Dies hat gerade die gewiinschte

Brechung zur Folge.

Betrachten wir die Wirkung einer beliebigen wahren Eichtransformation 6% (w, \) auf
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die beiden ,freien“ Eichbedingungen (4.60) und (4.61), so erhélt man mit

CHTIEM S O ICHESD) [—

_ [éw(wpa,, (e +6%) + (Dwf) (e, + gap))] e const.e—0
= GupO,w”

= OJyw,
und

(08 (N ) lemeonstiomo = (3£ (N)(Eape™) ) emconst.e=o

= (éa,u)\ab<éby + 5b1/)> ‘é:const,s:O
= )\MV

fiir die freie Diffeomorphismus-Eichbedingung die vier Gleichungen

89 (w, N)F) = 65 (w)Fy + 0 (A)Fy
= 0,0,w” + Bpdd,w” + O\, + Pod )\,
= (14 Bp)ddw” + A\, (4.62)

sowie fiir das O(4)-Gegenstiick die sechs Gleichungen

8% (w, NG, = op(w)Gp, + 0t (NG,
Opwy) + Ay - (4.63)

7
g

stets genau einen Reprisentanten aus dem zehndimensionalen Raum aller §“-eichiquivalenten

Damit die freie Eichfixierung

Felder auswihlt, diirfen (4.62) und (4.63) nicht gleichzeitig verschwinden. Daher muf um-

gekehrt untersucht werden, von welcher Gestalt Eichtransformationen sein miifiten, fiir die
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dies der Fall wire, d.h. wir suchen nach Losungen " und M, der Gleichungen

(1+ Bp)8u0,i” + 9\, =0, (4.64)

Oy + A = 0. (4.65)

Aus der Giiltigkeit von (4.65) ergibt sich unmittelbar der Lorentz-Eichparameter als Rotati-

on des den Diffeomorphismus erzeugenden Vektorfeldes. Damit gilt nach Divergenzbildung

~

1
I N = Q(Dwﬂ —0,0,0"),

o

was eingesetzt in (4.64) auf
1 Y

(5 + ) D" + S, =0
fiihrt. Wir zerlegen nun das Vektorfeld w* in ein Gradientenfeld und eine transversale
Komponente geméaf w* = 0y + Wy mit d,w " = 0, so da wir die Gleichung

S G

(14 pp)0o.x + §DwTﬂ =0

erhalten, in der beide Summanden separat verschwinden miissen, d. h. es gilt
. .
(14 pp)dd,x =0 und §DwTﬂ =0.

Diese Gleichungen sind erfiillt, falls der Transversalanteil des Vektorfeldes eine harmonische
Funktion mit Cw " = 0 ist und falls entweder fp = —1 gilt oder \ ebenfalls harmonisch

ist.

Schlieften wir somit den Wert p = —1 aus, so sind die verbleibenden nichtkonstanten
Nullmoden harmonische Funktionen X und r,. Der zugehorige Lorentz-Eichparameter

ergibt sich nach (4.65) fiir jede gegebene Nullmode w, zu

~

A = Othy) = Oty -
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Derartige harmonische Nullmoden sind aber in der Quanten-Feldtheorie nahezu allge-
genwartig. Beispielsweise sind die ,yerbotenen“ Eichparameter der Elektrodynamik in der
Lorentz-Eichung G;, = 0" A, = 0 von genau der gleichen Form. Hier wirkt ndmlich eine
Eichtransformation gemiaf 0A, = 0, = 0G1, = 0"6A, = Uy, so dak auch in diesem Fall

harmonische Funktionen auszuschliefien sind.

Setzen wir somit Fp # —1 voraus und schliefen wir zudem aus, daf das volle Vektorfeld
w" harmonisch ist, so brechen die von uns gewéhlten Eichbedingungen wie gewiinscht die

Invarianz unter wahren Eichtransformationen.

Wir méchten diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen schliefen. Zum einen ist die Ana-
lyse der Eichbedingungen auf dem konform-flachen Hintergrund e = const, @ = 0 auch
noch durch einen weiteren Umstand motiviert. Der Begriff der Fichinavarianzist aufs eng-
ste mit dem Konzept der physikalischen Unterscheidbarkeit zweier Zustinde und damit
mit dem Begriff der Observablen verkniipft. Der Definition von Observablen, beispielsweise
der S-Matrix, ist jedoch naturgeméfs der storungstheoretische Rahmen, dem eine flache

Minkowski-Raumzeit zugrunde liegt, am besten angepalst.

Dariiber hinaus ist es wichtig zu betonen, dafs die hier dargelegten Ausfithrungen [okaler
Natur sind. Die Aussage, daf die durch (4.60) und (4.61) gegebene Eichfixierung fiir den
betrachteten Hintergrund aus dem Eichorbit eindeutig einen Représentanten auswéhlt,
wird global im allgemeinen nicht mehr richtig sein. Es ist vielmehr anzunehmen, dafs auch
hier ein Analogon zu dem aus der Yang-Mills-Theorie bekannten topologischen Gribov-
Phinomen auftreten wird [67]. Der Bereich, innerhalb dessen man das angefiihrte lokale

Argument fortsetzen kann, wird dabei durch den sogenannten Gribov-Horizont berandet.

4.2 Die Konstruktion der hintergrundinvarianten

Geistwirkung

Die Umparametrisierung der Eichtransformationen diente dem Zweck, mittels der ka-
nonischen Faddeev-Popov-Methode eine Geistwirkung zu erhalten, die unter Hintergrund-
Eichtransformationen invariant ist. Daher wenden wir hier das Faddeev-Popov-Verfahren

beziiglich dieser kovarianten Parametrisierung der Algebra der Eichtransformationen an.
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Fassen wir die wahren Eichtransformationen wieder von einem einheitlichen Standpunkt

aus auf geméf

so werden diese durch die zehnkomponentige Eichbedingung

(&)

gebrochen. Fiihren wir an dieser Stelle Indizes I,.J € {1,...,10} ein, so daR Q! fiir I €
{1,...,4} die Diffeomorphismus-Eichbedingung F, und fiir I € {5,...,10} die Lorentz-
Eichbedingung G% bezeichne, und fassen wir in gleicher Weise mit Af(x) die Transforma-
tionsparameter der Diffeomorphismen bzw. der lokalen Lorentz-Transformationen zusam-
men, so wird wie iiblich durch das Grassmann-Integral iiber die Geister und Antigeister

die Faddeev-Popov-Determinante
I
det 0Q ()
oA (y)

dargestellt. Aus diesem einheitlichen Blickwinkel ist offensichtlich, daf in der (gg, 55)-

Aufspaltung auch gemischte Komponenten des zugehdrigen Faddeev-Popov-Operators zu

AT=0

berechnen sind.

Jetzt sind die Eichbedingungen beziiglich der Fluktuationen zu variieren, da nur diese
den wahren Eichtransformationen unterworfen sind. Anschlieffend schaltet man eine von
dem entsprechenden Geistfeld erzeugte wahre Eichtransformation dahinter, und die Eich-

bedingung wird ihrerseits mit dem zu ihr gehorenden Antigeist kontrahiert. Die Geist- und

Antigeist-Felder
cr C
und N (4.66)
Eab Eab

sind Lie-Algebra-wertig, so daf der Diffeomorphismusgeist C* ein Vektorfeld, der zuge-
horige duale Antigeist C, hingegen eine Einsform definiert. Die Lie-Algebra o(4), . ist zu
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ihrem Dualen isomorph, und mithin sind sowohl X% als auch ¥, antisymmetrische O(4)-

Tensoren. Die Geistwirkung besitzt dann die allgemeine Struktur

_ T
C o O cv

_/d%é “n v . (4.67)
S Qb b, )\ e

mit dem Faddeev-Popov-Operator 2.

Wie bereits ausgefiihrt, konnen wir schon an dieser Stelle die Geistwirkung fiir verschwin-
dende Fluktuationen auswerten. Da die Eichbedingungen ausschliefslich von der Vielbein-
Fluktuation abhingen, ist blofs beziiglich dieser zu variieren. Mit

1 5})(;1:) _ 1 Ta «a Hra ays@) (. _
5y = S @D+ D)6 )

und

1 56“”(3:): 1 [ gblor ()54 (4 —
oy Ak @i —y)

berechnen wir die vier Komponenten des Faddeev-Popov-Operators. Fiir den Diffeomorphis-
mus-Diffeomorphismus-Anteil erhalten wir nach partieller Integration, Auswertung der

Delta-Distribution und erneuter partieller Integration

Komponente C — C:

- / d*z e C " C¥

— —/d“x e(af)/d4y e(y) {5 (2)g"* (x )L)Mp((z))‘s%(c)eka(y)}

(
_ / d'we {Cuge,! (D, + 0oD,f) (COVa (e + 0, + (VaC?)(e +)f,) |
(c7v

£,0e=0

£,0e=0

- — / d'zeCug"e, (D, " + oD, i) + (0.C7)e",) . (4.68)
Um uns von der 6B-Invarianz dieses Ausdrucks zu iiberzeugen, greifen wir auch hier auf
die urspriingliche (68, §8)-Parametrisierung zuriick und argumentieren direkt anhand des
Diffeomorphismus- bzw. des Lorentz-Tensorcharakters der einzelnen Objekte. Das Hinter-

grundvielbein ist zunichst ein §P-Vektor. Diese Eigenschaft wird durch die kovariantisierte
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Lie-Ableitung erhalten. Mit
CoV ", + (0,C7)e" = Lee™, +Cowh e,

definiert diese Lie-Ableitung aber auch eine Einsform beziiglich 5. Die Raumzeit-kovariante
Hintergrund-Ableitung respektiert in beiden Fillen den jeweiligen Tensorcharakter. Der re-
sultierende Tensor wird dann mit entsprechenden Hintergrund-Tensoren kontrahiert, was

jeweils die gewiinschte Invarianz zur Folge hat.

2)

Im weiteren Verlauf der Rechnung werden wir zudem die Hesse-Matrix F,g sowohl im

Graviton- als auch im Geistsektor bis zur ersten Ordnung in @ entwickeln. Daher bestimmen
wir an dieser Stelle zusétzlich die relevanten Terme in der Geistwirkung. Dabei wird fiir
den weiteren Verlauf die Wahl eines xz-unabhéngigen Hintergrundvielbeins ausreichend sein.

Fiir eine solche Hintergrund-Konfiguration ergeben sich diese Terme in (4.68) zu

- / d*zeC,g'e,” [6%(6,%0, + Bnd,"8,) ((0.C7)E", + C7wh, e )
+(5p°‘w“ky — “kl_“ﬁp + Bpd, W%, — ﬁDéakl_“g‘V) (ék(ﬁac(’)
+0(@%)]

= — /d4:c e Cu[(g"“05 + Bpd%0")(8.C7) + ™ ((0k",) + 05, 01)C7
+Bp0; (("ah,) + oh, o)
+(I%,0" — g" T3 00 + Bpg"" 1,0, — Bpg"’T%,0a)C"
+0(w?)]
d'z e C,[(g" 0, + Bpd®0")(8.C7) + ™ ((0r",) + 0, 01)C7
+(T7,0" — g"T2 0,)C° + O(&?)]

- — /d4x e Cu[(g"“05 + Bpd%0")(9aC7) + €"(8,w",)C7 + T, 0"C7 + O(w?)]

wTa s a—a b v Slp )k —_ AupT
mit '), = €,"@%,e”, und somit €& O = "1y, 0.

Analog gehen wir bei den gemischten Anteilen vor: Der Diffeomorphismus-O(4)-Beitrag

ergibt sich zu
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Komponente C — X:

— / d‘reC,Q" s

_ _/d4:c é(x)/d4y e(y) {Cu(x)ﬁ“p(x)ﬁgp((z))ég

= — / d*ze {C_Mg“”éa”( D, &+ Bo D, 2N (e + 5)la}

(2)e )}

£,0e=0

£,0e=0

- — / d*zeC.g"e,” (D%, + BpD,%%,) . (4.69)

Dabei haben wir diesen abschlieffend in einer Form geschrieben, in welcher seine Invarianz
offensichtlich ist, denn nach der Kontraktion des O(4)-Tensors ¥ mit dem Hintergrund-
Vielbein gemif ¥F = kel {ibernimmt dieser die Transformationseigenschaften von letz-
terem. Der Term enthilt nur Beitrige von nullter und erster Ordnung in @, die wir auch

hier explizit unter Beriicksichtigung von de = 0 angeben wollen:

B /d43; € C_ﬂgupéay [5ak(élpau + ﬁDéluap) + élp@aku - 5Gkélargp
+pfpenw?, — ﬁD(sakélafzy} SH
= — / d'zeC,[e" 0y + Bonud” + &'e,/ 0%, — &l e ™ Dy

+Bpwy" — Bowy"] oM

Jetzt soll diejenige Komponente untersucht werden, die bei einer Faddeev-Popov-Konstruk-
tion unter Verwendung der urspriinglichen Parametrisierung keine §®-Kovarianz aufgewie-
sen hatte; diese Beobachtung bildete den Ausgangspunkt unserer Uberlegungen zu den
modifizierten Diffeomorphismen. Wir erhalten jetzt unter Beriicksichtigung der Antisym-

metrie des O(4)-Antigeistes
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Komponente ¥ — C:

— / dtz e £,0% c”
= — [t [ @) {Satw DG OA WY
= —/d4:céZkbe (C"V ek (8aC")ékU), (4.70)

was nach obigen Bemerkungen zur modifizierten Lie-Ableitung ebenfalls §-invariant ist.

Explizit ausgeschrieben ist dies gleich
/d4 [ 8b —ab ]C

Abschliefsend liefert der O(4)-O(4)-Block nur Beitrage zum freien, d. h. w-unabhéngigen
Anteil:

Komponente ¥ — ¥

- / d'z € S0, n
- —/d%; e(x)/d4y e(y ){i (1)5gab$5 (E)Eka} oo
_ —/d4xé{ a0 S (e }5860
— / Az e $yn® .

was offensichtlich ebenfalls d2-invariant ist.

Das Minuszeichen, das als globaler Vorfaktor vor der Geistwirkung auftritt, entspringt
einer Konvention, denn —F,, und —G® wiren ebenso gute Eichbedingungen wie F,, und
G, MaRgeblich hingegen ist der relative Vorfaktor —2 des Geistsektors gegeniiber dem

Feldsektor vor der in der Propertime-Gleichung auftretenden Spur.

Abschliefsend halten wir fest, daf die Forderung nach Hintergrund-Eichinvarianz der
Geistwirkung tiber die O(4)-Kovariantisierung der Lie-Ableitung auf zusétzliche Beitrige

erster Ordnung beziiglich @ fiihrt, die im weiteren Verlauf der Rechnung beriicksichtigt
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werden miissen.

4.2.1 Die Nullmoden des freien Faddeev-Popov-Operators

Die konkrete Gestalt der Parameter von wahren Eichtransformationen, die wir aus-
schliefsen mufsten, da die zugehorigen Transformationen nicht durch die von uns gewahlten
Eichbedingungen gebrochen wurden, 14t sich auch an dem gerade bestimmten Faddeev-
Popov-Operator ablesen. Um dies zu verdeutlichen, bietet sich eine Analogie an: Im Sinne
von Zwangsbedingungen kann man die Gleichungen 5Gf3 = 0 und 5GQ2V = 0 als soge-
nannte ,Secondary Constraints® auffassen, die garantieren, daf Konfigurationen, die die
Zwangsbedingungen (,Primary Constraints®) 77 = 0 und G, = 0 erfiillen, unter Wir-
kung der Transformationen wieder in solche iiberfiihrt werden [68]. Die zweite Hélfte des
Noether-Theorems besagt nun, daf zu einem solchen Constraint immer eine Eichinvarianz
gehort, die sich als Nullrichtung der symplektischen Zweiform auf dem Phasenraum der
Theorie dufert. Hier gilt nun eine analoge Aussage: Feldkonfigurationen, die die Ausdriicke
(4.62) und (4.63) zum Verschwinden bringen, entsprechen gerade den Nullrichtungen oder

Nullmoden des zugehorigen Faddeev-Popov-Operators.

Bezeichnet Q° den auf dem Hintergrund € =  §, @ = 0 ausgewerteten Faddeev-Popov-

QO = ( QOMI/ QOﬂcd ) — ( QMI/ Qluccl )
QOabV QOade Qaby Qade

so konnen wir diesen direkt aus der Entwicklung der Geistwirkung beziiglich @ als deren

Operator, also

e=const,w=0

nullte Ordnung ablesen. Wie bereits erldutert, bezieht sich der eigentliche Propagator un-
serer Rechnung auf diesen Hintergrund, so dak das Spektrum von Q° und vor allem dessen
Nullmoden die fiir uns relevante Information verkérpern. Insbesondere hingt die Geistwir-
kung nicht vom Immirzi-Parameter 7, ab, so dak sie fiir 7, — oo ihre Form nicht dndert. Da
wir die freien O(4)-Indizes explizit antisymmetrisieren miissen, wenn wir aus der quadra-

tischen Form der Geistwirkung den Operator €° extrahieren, sind dessen Nullrichtungen
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dann gegeben durch Vektoren

- oM A -
Y = . ’ Vab — _Vba
Vab

mit

Das fiihrt komponentenweise ausgeschrieben auf die beiden Gleichungen

QO,uV@zx + QO,uabVab
= (14 fp)od, 0" + ¢80, V>
= 0
und
QOabﬂ@,u 4 QOadevcd
_ éa[uéby}auﬁu + na[cnbd] Vcd
= &",e",0 0" + Ve

V]
= 0.

Diese sind nun #dquivalent zu (4.64) und (4.65), so daf wir deren Losungen bereits kennen:

Fiir fp = —1 sind mit 9,v;" = 0 Vektoren der Form

. oMy + v
V) = o
o,

) mit Cug = (4.72)

und somit insbesondere reine Gradienten Eigenvektoren des freien Faddeev-Popov-Operators
zum Eigenwert Null. Fiir fp # —1 hingegen sind entsprechend der vorhergehenden Analyse

die Nullmoden des freien Faddeev-Popov-Operators von der Gestalt

D, — < oHx + v

o b mit Oy =0 und Ov =0.
0%y

Die singuldren Beitrige der Geistfelder zum Propagator sind somit durch die Nullmoden
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des d‘Alembert-Operators gegeben, wie sie beispielsweise auch im Falle eines freien reellen

masselosen Skalarfeldes mit Wirkung

5= [ a0 = [dws-0po

auftreten. Die Berechnung des Propagators erfordert hier die Invertierung des d’Alembert-
Operators, der bekannlich durch eine Ersetzung der Form ,,[1 — [+ic“ regularisiert werden
kann, was auf einen wohldefinierten Propagator fiithrt. Die Fourier-Transformierte einer
harmonischen Funktion ist bis auf ein Vorzeichen durch §(p?) gegeben, so daf ihr Triger im
Impulsraum gerade der Unterraum p? = 0 ist, was im euklidischen Fall dem Ursprung und
im Lorentzschen Fall dem dreidimensionalen Lichtkegel entspricht. In beiden Féllen handelt
es sich also um Unterrdume vom Mafs Null, die aus dem Impulsraum herausgenommen
werden miissen, um die Existenz des Propagators zu sichern. Daher werden wir uns im

folgenden ebenfalls auf den Unterraum p? # 0 einschriinken.

4.3 Exkurs: Die Kopplung von Yang-Mills-Theorie an
Gravitation

Ersetzt man in der Gruppe G = Diff x O(4),,. der Eichtransformationen der QECG die
loe durch SU(N)
sche) Gravitation gekoppelten Yang-Mills-Theorie vor: G = Diff x SU(N)

ist fiir sich genommen von grofsem Interesse, nachdem Wilczek und Robinson 2006 ein

Untergruppe O(4) so liegt gerade die Invarianzgruppe einer an (metri-

loc?

loe- Dieses System
diesbeziigliches Ergebnis veroffentlicht hatten [69], das seinerseits in der Literatur einige
Kontroversen ausgelost hat [70, 71, 72, 73, 74].

Daher wurde in Ref. [75] unter Verwendung der in diesem Kapitel dargestellten Me-
thode und mittels einer auf einem spektral angepafkten Cutoff basierenden Flufigleichung
der Einflufl der quantisierten Gravitation auf die Beta-Funktion der Yang-Mills-Kopplung
untersucht. Als Ergebnis erhélt man einen nicht-verschwindenden gravitativen Beitrag zur
Beta-Funktion der Yang-Mills-Eichkopplung, der das gleiche Vorzeichen wie der Beitrag der
Eichbosonen aufweist. Dieses Resultat weist in Ubereinstimmung mit Ref. [69] die Form
einer modifizierten ,Asymptotic Freedom“-Formel auf, seine Interpretation ist allerdings

verschieden.



Kapitel 5

Trunkierung, Projektionsmethode und

Flulsgleichung

In diesem Kapitel wollen wir die Grundidee der Rechnung und ihre wesentlichen Be-
standteile zusammenfassen; sie wird im Anschluf explizit ausgefiihrt. Dies soll dem Leser
zum einen einen Uberblick vermitteln, bevor wir uns den technischen Details zuwenden.
Zudem soll dieser Abschnitt eine Grundlage liefern, um die in Kapitel 8 présentierten Er-
gebnisse unserer Rechnung nachzuvollziehen, ohne mit all ihren technischen Einzelheiten

vertraut zu sein.

5.1 Die Trunkierung

Als Ausgangspunkt wihlen wir eine Trunkierung vom Typ der euklidischen Holst-
Wirkung. Zudem werden die Eichredundanzen iiber die bereits diskutierten Eichbedin-
gungen F,(£;¢,0) und G¥(&;e,w) fixiert, die auf eine Geistwirkung I'ygn[¢,€, T, T; €, o]
der berechneten Form fiihren. Dabei ist zu beachten, dafs im Rahmen der Trunkierung die
Fluktuationen und Geist- bzw. Antigeist-Felder durch ihre Erwartungswerte zu ersetzen
sind. Um diese drei Anteile der Ubersichtlichkeit wegen separat handhaben zu kénnen,
schreiben wir I'y = I'yuo + Iigr + I'ren und bezeichnen I'y ooy = I'pno + kg als den

Gravitonanteil, um ihn vom Geistanteil I'; 4, zu unterscheiden.
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Die von uns betrachtete Trunkierung ist also von der Form
Fk[e, W, é, (D, f, E, T, T] = FkHo[e, w] —+ Fkgf[e, é, (IJ] —+ Fkgh[éa (D, g, E, T, T] (51)

mit der ,laufenden* Holst-Wirkung

1 1
T o = - d'ze{ (F®, — e F, Je e, —20c ), (5.2
kH [eaw] ].67TGk/ xTe uv 27168 cdt €4 b k(> ( )

dem Eichfixierungsanteil

1 1 1
Tiaile, &,0] = 20 167G, / d*z e g" F,F, + E/ d*z e GG, (5.3)

und den Geistbeitrigen

Fk gh[é7 (Dv 57 57 T7 T] = _{ / d4.§lf e H [(guaau + ﬁD(saVa‘u)aa + élﬂ(ak@klu) + fguaﬂ + O<(D2)]£V

+/ diz éTabTab} . (5.4)

Dieser Ansatz enthélt drei skalenabhingige Kopplungen, Gy, Ay und .. Er hingt iiber die
Eichfixierungs- und Geistterme parametrisch von den Hintergrundfeldern e und @ ab. Die

darin auftretenden Eichbedingungen fiir die Diffeomorphismen
Fule,e,) = &/ (D,(e", —e",) + fpDy(e’, —e,))
und die lokalen O(4)-Rotationen
nt v p"

1
g“b(e,é) = éguu(ea éb _eb éay)

wurden im vorangegangenen Kapitel analysiert.

Wie bereits diskutiert, ist der Eichparameter ap dimensionslos, wohingegen ag, die Mas-
sendimension —4 besitzt. Wir werden den Lorentz-Eichparameter in Kiirze geeignet umde-

finieren, um vermdge einer dimensionslosen Zahl f die Implementierung der Eichbedingung
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zu kontrollieren. Eine konsequente Umsetzung der Renormierungsgruppenidee wiirde er-
fordern, auch ap und f als k-abhingig aufzufassen und entsprechende Beta-Funktionen
fiir diese beiden Gréfen abzuleiten. Wir wollen hier jedoch als Ndherung deren Renormier-
ung vernachléssigen. Stattdessen werden wir spiter die Variation der beiden Eichparameter
sowie des Parameters 3p in der Diffeomorphismus-Eichbedingung dazu verwenden, die Ab-
hingigkeit unserer Ergebnisse von der expliziten Implementierung der Eichbedingung zu
iiberpriifen. Zudem 1t sich allgemein fiir einen Eichparameter « begriinden, daf @ — 0

einen Fixpunktwert darstellt [27].

Dariiber hinaus wohnt diesem Ansatz noch eine weitere Ndherung inne, die in der Bei-
behaltung der rein klassischen Form des Geistsektors besteht. Inshesondere tritt hier keine
skalenabhingige Kopplung als Vorfaktor auf, so daf wir wirklich blof die Quantenfelder
durch die Erwartungswerte ersetzen und jegliche Renormierungseffekte vernachléssigen. Im
Zuge der Anwendung von Renormierungsgruppengleichungen auf Yang-Mills-Theorien hat

sich dies als eine gute Niherung erwiesen [76].

5.2 Der (anti-)selbstduale Hintergrund o*)

“ @“bu) wéihlen, die eine Unterschei-

dung der drei in der Trunkierung enthaltenen Invarianten auf der rechten Seite der Fluf-

Wir miissen nun eine Hintergrundkonfiguration (&

a
"

dessen konkrete Form wir spéter auf e’ = x 5% mit konstantem, reellen x festlegen wer-

gleichung erlaubt. Wir wéihlen zum einen ein konstantes Vielbein der Form é®, = const,
den; diese Spezifikation ist allerdings nur an einer Stelle der Rechnung erforderlich. Das
Kronecker-Symbol entspricht dabei dem Vielbein auf einem flachen Minkowski-Raum mit
Metrik 7,,, so daf unsere Hintergrund-Raumzeit konform flach mit konstantem konformen
Faktor x? ist. Die Invariante [ d*z e, die zur kosmologischen Konstante gehért, ist nun
die einzige lokale Invariante iiberhaupt, die unabhingig von w ist. Daher finden wir alle
Terme auf der rechten Seite, die zu der zugehorigen Beta-Funktion beitragen, indem wir,

zusammen mit e*, = const, fiir den Spinzusammenhang w = 0 setzen.

Um die beiden im Kriimmungstensor F “l;w linearen Invarianten voneinander zu unter-
scheiden, nutzen wir aus, dafs im Immirzi-Term der dualisierte Feldstarketensor auftritt

und diese Invariante somit ihr Vorzeichen wechselt, sobald man eine selbstduale Feldstarke
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durch eine anti-selbstduale ersetzt; das Vorzeichen der mit der laufenden Newton-Konstante
assoziierten Invariante bleibt demgegeniiber ungeéndert. Nach dem im Anhang B bewiese-
nen Satz fiihren (anti-)selbstduale Spinzusammenhénge auf (anti-)selbstduale Feldstérken.
Wir konnen also die beiden Invarianten voneinander unterscheiden, indem wir die beiden
dazu erforderlichen Hintergrund-Spinzusammenhiinge derart wihlen, daf der eine, @),

selbstdual und der andere, @), anti-selbstdual ist.

Konkret seien diese von der ,,quasi-abelschen” Form

. a 1 a
o F) Z(x) = §n(i) bvu(x) , (5.5)
wobei n(*) % einen konstanten, antisymmetrischen, (anti-)selbstdualen O(4)-Tensor be-

zeichnet, d. h. er geniigt der euklidischen Eigenwertgleichung

1
_gaden(i) cd _ :l:n(i) ab )

2
Das Vektorfeld v,(x) hingegen soll zunéchst nicht néher spezifiziert werden; insbesondere
wollen wir keine einschrinkenden Annahmen beziiglich seiner z-Abhéngigkeit machen. Der
assoziierte Feldstiarketensor ist dann quasi-abelsch und gegeben durch

Fv(:l:) ab - 9 1 (£) adb ) 1 (£)ab) _ ) (£) ab
o 2 §UV’I'L Iz 5”;/” = O[pUyn .

Die (Anti-)Selbstdualitit der Feldstérke fiir einen entsprechenden Hintergrund ist im quasi-
abelschen Fall offensichtlich.

Diese Feldstéarke ist nun rein linear in @, und daher miissen wir die Spur auf der rechten
Seite bis einschlieklich der Ordnung O(dw) entwickeln. Daher suchen wir alle von @ unab-
hiangigen Terme sowie die Beitrige erster Ordnung, in denen hochstens eine Ableitung auf
v, wirkt. Bei letzteren unterscheiden wir schlieflich diejenigen, deren Vorzeichen sich beim
Wechsel von @) zu @) dndert, von jenen, fiir die das nicht der Fall ist. Alle hoheren
Ordnungen in @ sowie alle hoheren Ableitungen von @ bzw. von v, kénnen vernachlissigt

werden, da sie nicht mehr zu der gesuchten Ordnung O(F') beitragen.
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5.3 Die konkrete Form der Flufigleichung

Unterdriicken wir der Ubersichtlichkeit wegen die Indexstruktur aller auftretenden Ope-

ratoren, so zerlegen wir den Operator Fl(f) im Graviton- und Geistsektor geméf

r,?):H+V:HO+iH+V. (5.6)
Yk

Darin wurde der freie Anteil H der Ordnung O(@°) in die Operatoren Hy und H aufgespal-
ten. Ersterer ist unabhiingig vom Immirzi-Parameter, withrend H alle Beitriige enthilt, die
proportional zu %k sind, weswegen wir diesen Faktor aus H herausdefiniert haben. Da der
Geistsektor unabhingig vom Immirzi-Parameter ist, verschwindet dort H, d.h. A& = 0,
wobei wir im folgenden mit ,,grav und ,,gh“ die Graviton- bzw. Geistkomponente des betref-
fenden Operators bezeichnen. Der Wechselwirkungsanteil V' hingegen enthilt alle Beitriage
der Ordnung O(w) und O(0w); insbesondere enthilt er Matrixelemente der Ordnungen
(L) und (L)1,

Tk Tk

Gemaéfs der der Propertime-Gleichung zugrundeliegenden Darstellung des Funktionals

['), als renormierungsgruppenverbesserte 1-Schleifen-Determinate
1 (2)
I'y=95+ éTr InT} (5.7)

leiten wir fiir 'y, in Abschnitt 7.1 eine Darstellung der Form

[erav

2
Iry,—5S = iTr ln(%) + %Tr ln(ﬂ + %M)
AT (HE™ () v () 2] (5.8)
o (VD2 iy ((mEhy Ve (HEY
R + 5 Tr( (Hg")VE (HG)

mit M := (Hy)"'H ab. Der darin auftretende Parameter ji bezeichnet einen Massenpa-

=a

rameter, der im Zuge der Zerlegungen der Fluktuationen &2, und 7%, eingefiihrt werden

1 n
mufs und den wir hier dazu verwenden, um die Argumente der Logarithmen dimensionslos

zu machen.

Stellen wir nun die in diesen Spuren auftretenden Logarithmen und inversen Operatoren
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mittels eines Eigenzeit-Integrals dar, so erhalten wir die Gleichung (5.8) in der Form

1 d rav — 1 d
ry,—S = ——7[ —S<Tre_S(H§ ? Tre_5“6> — —7[ & Ty e
4) s 4] s

1 d grav
+§% _STr((HograV)Q(ngav)—lvgrave—s(HO )2>
S

4/ s

1 dS hy2
Z ghyy gh ,—s(H§")
+27[ sTr((HO )Vehe s )} (5.9)

mit N := 1+ L M.
Vi

Das Symbol f weist darauf hin, daf zur Definition der Spuren eine Regularisierung
der Eigenzeit-Integrale erforderlich ist. Wie in Abschnitt 3.3 erldutert wird dies auf eine
k-Abangigkeit der rechten Seite fithren. Eine k-Ableitung von (5.9) fithrt dann auf eine
Flufgleichung fiir I'y, die den von uns betrachteten Fluf auf dem Theorienraum 7qpca
definiert.

Es wird sich herausstellen, daft wir das Spektrum des Operators Hy analytisch berechnen
konnen. Somit besteht unser Ziel darin, die Spuren auf der rechten Seite bis auf den N/-
Beitrag in der Eigenbasis von H, darzustellen. Da dieser Operator hermitesch ist, besitzt
er reelle Eigenwerte. Sein Quadrat definiert mithin einen positiven Operator, so daf man

jeweils eine gewiinschte Dimpfung der Form e * mit o € spec(HO) erhélt.

Die in Abschnitt 5.2 erlauterte Projektionsmethode erlaubt es anschliefsend, die rechte
Seite nach den in der Trunkierung (5.2) auftretenden Invarianten zu entwickeln, so dalt man
die Beta-Funktionen der assoziierten Kopplungen erhélt. Die Analyse des resultierenden

Differentialgleichungssystems wird in Kapitel 8 durchgefiihrt.



Kapitel 6

(2)

Die Berechnung von [’}

6.1 Die Berechnung von F,(f) beziiglich der unzerlegten

Felder

Der Operator F,(férav im Gravitonsektor ausgewertet auf den Hintergrundkonfigurationen
e und w 14kt sich am einfachsten bestimmen, indem man das Funktional I'y gav[e, w, €, ]
gemaf

Tigrav|€ + &, + 7,8 @] = Th gy [6,@,6,0] + O(E,7) + Tis [£,7;€,0] + O(°, 877,67, 7°)
um den Hintergrund in eine funktionale Taylor-Reihe entwickelt. Da diese zweimal beziig-
lich der Vakuumerwartungswerte der Fluktuationen abzuleiten ist, liefern die nullte und
die erste Ordnung jeweils keinen Beitrag. Zudem wird das Ergebnis anschlieftend fiir £ = 0

sowie 7 = 0 ausgewertet, so daf die Beitrige aller hoheren Ordnungen dann ebenfalls
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verschwinden. Fiir den quadratischen Anteil erhalten wir

k gravl=y ©»
T
1 em(x
= —/d4xe(x)/d4ye(y)<_ 5(7) ) X
2 Tm%(ﬂf)
15 13 L6 135 & (y)
é(z) dey(w) e(y) deF (y)  e(x) de"z(x) e(y) dwh () _ - a
X 1 § 1§ 1 ? 1§ Phgrave, w, €, 0] ( 7 (y) ) ‘
(@) &(y) 3 o (y) S a\Y

Da sich die Determinanten des Hintergrundvielbeins, die zum einen im Maf der Entwick-

lung auftreten und zum anderen Funktionalableitungen definieren, deren Anwendung auf

Tensoren fiihrt, wegheben, kdnnen wir direkt

k grav 1=
i 7w \ | weee e
_ 5 /d4x/d4y ( 7mﬁn ) de §(x) de O;S(y) de g(l‘) ow g(y) Fkgrav[eawvé7 (I)]
() @) bR S (@) S o) J—
(6.1)

schreiben. Diese Methode zur Berechnung von F,(férav ist vorteilhaft, da nach dem Einsetzen
einer bestimmten Zerlegung von € und 7 sowie anschliefenden Manipulationen die Form

von Fl(f;rav in der so definierten Darstellung unmittelbar abgelesen werden kann. Zuvor

iiberzeugen wir uns davon, daf dieser Operator in der Tat hermitesch ist.

Die quadratische Form (6.1) wird in Anhang E berechnet. Man erhélt

T
1 1 gm T Pe p Ba gk
Fquad = =5 5] — . d4 B m k m kil « 6.2
a5 T 60 =5 167er/ A\ T Tod ™ ) \ T 02
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mit den vier Blocken

1 _
Tmi ¢ = _5 (KC(LZI;I’BkFab;W - 2Ak€abmkéa,uébu)gﬂyﬁa
1 - _ _ _
_g(DO mﬁbu + ﬁDDM mﬁba) éguuébaéap (Dpauka + ﬁDDuapka)
11
— (g™ — e8] 6.3
+Oé£ 26(77mkg Em ek: ) ) ( )
T, = K@V, e, (6.4)
mnﬁka = _K(EZ?)vp mnab écug,ul/ﬁa ) (65)
mnﬁkla = - (Alg;)béauébynmlguyﬁa . (66)

Darin treten die Abkiirzungen

1

Kc(zzl;c)l ‘= Eabed — _(nacnbd - nadnbc)
Yk
und
O/ — ar,
L 167TGk

auf; of besitzt die Massendimension —2. Der aus (6.3)-(6.6) gebildete Integralkern der

quadratischen Form ist hermitesch, was ebenfalls in Anhang E gezeigt wird. Wir kénnen

(2)

somit den inversen Gravitonpropagator I'; arav

unmittelbar an der quadratischen Form

ablesen und die beiden Operatoren bis auf einen Faktor % miteinander identifizieren.

Der Geistsektor hingegen ist bereits per Konstruktion quadratisch in den Geistfeldern,

die nicht in Hintergriinde und Fluktuationen aufgespalten werden und ihrerseits den Status

von Fluktuationen besitzen. Der Operator F,(féh ist definiert {iber die Anwendung von

15151<15151515)
2\e(z) op(x) e(y) 0p(y)  e(y) 0p(y) é(z) dp(x)

(6.7)

mit ¢ € {&#, T} und ¢ € {£,, Teq} auf den Geistanteil (5.4) der Trunkierung [13]. Daher
ist F,(féh bis auf zwei inverse Potenzen der konstanten Hintergrundvielbein-Determinante

sowie eine Delta-Distribution durch den nach Abstreifen der Geistfelder verbleibenden
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Integralkern im Geistsektor (5.4) gegeben.

An den Komponenten im Gravitonsektor fillt auf, dafs sie keine einheitliche Massen-
dimension besitzen: Die &-&-Komponente (6.3) von Iy gy besitzt die Massendimension 2,
die gemischten Beitriage (6.4) und (6.5) hingegen weisen die Massendimension 1 auf, und
schlieflich ist die 7-7-Komponente (6.6) dimensionslos. Dies ist natiirlich darin begriin-
det, dak das Vielbein dimensionslos ist, wohingegen der Spinzusammenhang die Massendi-
mension 1 besitzt. Unser Ziel besteht nun darin, eine geeignete Variante der Propertime-
Gleichung (3.28) auszuwerten. An deren Form ist bereits zu erkennen, daf F,(f) exponentiert
und somit im Sinne der definierenden Reihenentwicklung iteriert werden muf. Mit anderen
Worten: Fl(f) mufk eine Abbildung, d.h. einen Operator definieren, was die oben angegebene
quadratische Form aber a priori nicht tut. Zudem wollen wir das Spektrum eines bestimm-
ten Anteils dieses Operators bestimmen. In dieser Form sind seine Eigenwerte und seine

Spur jedoch nicht wohldefiniert.

Dies kann man dndern, indem man den Fluktuationen eine einheitliche Dimension gibt.

Dazu reskalieren wir die Vielbein- und die Spinzusammenhangsfluktuation gemaf

—ab __

g, bzw. 7% —p 17 (6.8)

L
N

— [

mit einem Parameter ;i von der Dimension einer Masse. An dieser Stelle wiren auch un-
endlich viele andere Reskalierungen denkbar, z. B. &% — [c% g%, und 7"‘“’“ — [c% ?‘lbﬂ. Diese
entsprechen verschiedenen Darstellungen des Operators F,(f), und auf dem Niveau des Pfa-
dintegralmafes unterscheiden sie sich blofs um eine Jacobi-Determinante, die durch eine

entsprechende Potenz von i gegeben wire.

Wir erhalten mit der Reskalierung (6.8)

F%ﬁﬁféw
1 1 T, 5 T kl ek
- 2 167TGk 7mn Tmnﬁka Tmnﬁkl “ 7tkloz
~1 gm ——1 ﬁ «a 1
1 1 /d4 pz €M p T, T, JTERAN
pu— — x )
2 16mCy e " Tmnﬁka p Tmn ' TR A

Der Effekt dieser Reskalierung besteht auf Operatorniveau also darin, die Diagonalblécke



Die Berechnung von F,(f) 131

jeweils mit einer Potenz des Massenparameters bzw. mit dem Inversen zu reskalieren, wah-
rend die gemischten Komponenten unverdndert bleiben. Alle vier Beitridge besitzen dann
bis auf den globalen Vorfaktor wie im Falle des Dirac-Propagators die Dimension einer

Masse.

Betrachtet man die Trunkierung (5.1), so stellt man fest, daf auch die vier Kompo-
nenten des inversen Geistpropagators Fl(féh keine einheitliche Dimension besitzen. Daher
definieren wir diese ebenfalls geeignet um: Die Diffeomorphismus-Geister reskalieren wir

wie die Vielbein-Fluktuationen geméfs
- und €, — iz g, (6.9)

wohingegen die Lorentz-Geister wie die Spinzusammenhangsfluktuationen reskaliert wer-

den, also

T ,a*% T  und Y, — T

N

Yo . (6.10)

Dies hat analog zum Gravitonsektor den Effekt, dafs hier ebenfalls die Diffeomorphismus-
Diffeomorphismus-Komponente von F,(féh mit % reskaliert wird, die O(4)-O(4)-Komponente
hingegen mit fi, wihrend die gemischten Komponenten ungedndert bleiben. Auch dieser
Beitrag zum inversen Propagator besitzt dann die Massendimension 1. Die reskalierten
Geist- und Antigeist-Felderwartungswerte besitzen alle die Massendimension % Wir spre-
chen allerdings auch im folgenden von der &-2- oder der ¢-¢-Komponente, auch wenn wir

uns dann auf die reskalierten Fluktuationen bzw. Geistfelder beziehen.

Der Ubergang von der quadratischen Form zu einem wohldefinierten Operator erfordert
also die Einfiihrung eines Massenparameters ji, dessen physikalische Bedeutung ebenso
untersucht werden mufs wie die Frage, auf welche Art die erhaltenen Ergebnisse von ihm

abhidngen werden.

6.2 Die Zerlegung der Fluktuationen und Geister

Um die Struktur der Operatoren I'y, gray und I'y o, genauer untersuchen und insbesondere

Aussagen iiber deren Spektrum treffen zu kénnen, ist es erforderlich, die reskalierten Fluk-
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tuationen und Geist- bzw. Antigeistfelder weiter auf irreduzible Art und Weise zu zerlegen

[77] und den Operator Fgf) beziiglich dieser Komponentenfelder auszudriicken.

b

6.2.1 Parametrisierung der Fluktuationsfelder £, und 7,

Im Ortsraum stellen wir die reskalierten Vakuumerwartungswerte der Vielbein- und

Spinzusammenhangsfluktuationen in der Form

1, 0° O 0° o

iz & (r) = maua(:p) + \/fﬂ—mb () + ﬁcu(x) +d°,(x) (6.11)
bzw
1, 9,0 ol 1, 0.0° 1, o
o) = S ) ¢ TP ) e ) e D )

(6.12)

dar. In der Zerlegung (6.12) des Spinzusammenhangs gehen dabei offensichtlich die letzten
beiden Komponentenfelder durch O(4)-Dualisierung aus den ersten beiden hervor. Die
vektor- und tensorwertigen Komponentenfelder sollen jeweils divergenzfrei in jedem Index

sein, d. h. sie unterliegen den Bedingungen

Db =0=0",, 9,d°, =0, 9"d°, =0 (6.13)

I

sowie

0,A" = 0=0,C%, 9,B°, =0=09,D",, "B, =0=0"D",. (6.14)

Wendet man nun auf diese Felder eine geeignete Verallgemeinerung der iiblichen Fourier-

Transformation

flz) =:

0

an, die wir in Kiirze angeben werden und die auf die Ersetzung 0, = 57

— 1p,, fiihrt,
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so besagen (6.13) und (6.14), dak jeder Tensorindex der Komponentenfelder nach drei Ba-
sisvektoren, die im Impulsraum den zu p, senkrechten Unterraum aufspannen, entwickelt
werden kann. Daher besitzt in (6.11) und (6.12) ein einfach indiziertes Feld drei, ein zwei-
fach indiziertes Feld hingegen neun unabhingige Komponenten. Durch Abzdhlen erhalten
wir somit wie gewiinscht 1+3+43+9 = 16 sowie 34+9+3+9 = 24 unabhingige Komponenten
fiir die Fluktuationsvakuumerwartungswerte des Vielbeins bzw. des Spinzusammenhangs.
Die vier Komponenten dieser beiden Zerlegungen sind untereinander jeweils orthogonal zu-
einander in dem Sinne, daf die (a, u)-Kontraktion je zweier Komponenten der &-Zerlegung

bzw. die (a, b, u)-Kontraktion je zweier Komponenten der 7-Zerlegung verschwindet.

Die Tensorfelder zweiter Stufe d*,, B, und D, zerlegen wir nun noch in einen Spuranteil

sowie eine antisymmetrische und eine symmetrisch-spurlose Komponente [77]: Mit ® €
{d, B, D} schreiben wir zunéchst

L PR L (6.15)

wobei sich jetzt die Forderung nach Divergenzfreiheit auf jeden Anteil separat iibertrigt.
Weiterhin stellen wir den Spuranteil iiber einen Skalar ® sowie den antisymmetrischen
Anteil iiber einen O(4)-Vektor ®* dar geméf

s (er 00— 09
@aﬂzzgfii———Efy—ﬁ2q> (6.16)

sowie

a 86
Pt = g —
bed

w C N /—D

Diese Zerlegung impliziert fiir den Spuranteil wegen

o (6.17)

s e’ [ — 0%0,
D, q)aM: @aw(@ — aﬂ
v/ —U

-0

= =0

und analog
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zunichst die Divergenzfreiheit. Die vermoge des inversen Hintergrundvielbeins gebildete

Spur von @ ist zudem durch

(40 —0O)

T(d, ) = e b= U0

® =30 (6.18)

gegeben. Des weiteren wird durch (6.17) wegen

a o°
a o a =b d
0] v = € bed® M—mq)
86
a =b d
- _gb cde —®
/-0
86
—~ —av_b =e d
= €4, )

a
— _éb,uéay (I)by

= Q0 (6.19)

wie gewiinscht ein antisymmetrischer Tensor definiert, woraus insbesondere dessen Spur-

freiheit folgt. Wegen

aa a — 86
8a ) ,LL: € bcdaaeb“ﬁ(bd =0
sowie
o°
V-0

respektiert dieser dariiber hinaus die Transversalitdtsbedingungen (6.13) und (6.14). Der

ol =0

a
v Fa . ~a b
o @ = e%,.,0

verbleibende symmetrische Anteil soll nun nach Extraktion der Spur geméf (6.18) bei

Kontraktion mit dem inversen Vielbein verschwinden,
SSs
e
el ¢9,=0,

und abschliefsend fordern wir dessen Transversalitéit beziiglich beider Indizes:

0, D" =0, 9" =0,
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Nachdem wir in den folgenden Rechnungen fiir die matrixwertigen Felder die Zerlegung
(6.15) eingesetzt haben, verbleiben lediglich die symmetrischen, spurfreien Tensoren als
zweifach indizierte Objekte, so daf diese nicht mehr durch eine zusétzliche Kennzeichnung
vom urspriinglichen Feld unterschieden werden miissen. Zur Parametrisierung des Feldrau-
mes ersetzen wir dann die Schreibweise {éaﬂ,&;aﬂ, g““} entsprechend durch {®, ¢, & }.
Zusammen fiihren diese drei neuen Felder auf die erforderlichen 14345 = 9 unabhéngigen

Komponenten der urspriinglichen, unaufgespaltenen matrixwertigen Felder.

In (6.11) und (6.12) wurde jede Ableitung mit einer Potenz von v/—0J reskaliert. Damit
soll verhindert werden, daf spéter in dem Objekt F,(f) beziiglich der Komponentenfelder
[J-Operatoren, die der Zerlegung entstammen, nicht filschlicherweise fiir wahre kinetische
Operatoren gehalten werden. Dabei ist hier offenbar die euklidische Signatur von Wich-

tigkeit, denn nur fiir diese definiert —[] einen positiv-definiten Operator mit Eigenwert
2

e
Die reskalierten Geist- und Antigeist-Felder entwickeln wir ebenfalls geeignet in Grassmann-

wertige Komponentenfelder: Diejenigen, die mit den Diffeomorphismen assoziiert sind, zer-

legen wir geméaf

O

N

N
N

g (6.20)

preh = ftg"  und g, =

mit
Oug" = und 0"g, =0 (6.21)

in einen Gradienten und eine transversale Komponente. Die O(4)-Geister hingegen stellen

wir in der Form

1, 0
/—_D 9 cd /—_D

a[a — 1 d 80 =

Fy+ me g —=G

/_|:| b] 2€ab [ d
(6.22)

d . N
G® sowie [ 2 Y, =

dar. Da diese Zerlegungen invariant unter Addition eines beliebigen Gradienten zu einem

der Komponentenfelder sind, kénnen wir o. B.d. A. auch deren Divergenzfreiheit fordern,
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so dafl zudem
0,F* = 0,G* = 0°F, = 0°G, = 0 (6.23)

gilt. Analog zu den Fluktuationszerlegungen stellen auch die Geistzerlegungen Entwicklun-

gen beziiglich zueinander orthogonaler Richtungen dar.

Die in (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22) auftretenden Komponentenfelder besitzen alle die
Dimensionen der unzerlegten reskalierten Felder auf der linken Seite, d.h. die Massendi-
mensionen % im Graviton- und % im Geistsektor. Dabei bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben
{a,b,c,d, f, f,g,g} die Komponenten der Vielbein- und der Diffeomorphismus-(Anti-)
Geist-Zerlegung, wohingegen Grofbuchstaben {A, B,C, D, F, F, G, G} fiir die Spinzusam-
menhangs- und die O(4)-(Anti-)Geist-Zerlegung verwandt werden. Alle Zerlegungen re-

spektieren die Symmetrien der unzerlegten Felder.

Diese Parametrisierung der Fluktuationsfelder entspricht ebenso wie die explizite Form
der ji-Reskalierung der Wahl einer Darstellung des Operators F,(f) auf der rechten Seite der
Propertime-Gleichung (3.28). Deren linke Seite héngt jedoch nicht von dieser Darstellung

ab, denn sie wird fiir verschwindende Fluktuationen ausgewertet. Man erhélt F,(f), indem

man die darstellungsunabhingige quadratische Form quad nach den Komponentenfeldern
der gewdhlten Fluktuations- und Geist-Parametrisierung ableitet. Auf dem Niveau des
Pfadintegrals unterscheiden sich verschiedene Parametrisierungen der Fluktuations- und

) um entsprechende

Geisterwartungswerte und damit verschiedene Darstellungen von F,(f
Jacobi-Determinanten im Funktionalmafs. Man nimmt jedoch an, daf derartige Umparame-
trisierungen das qualitative Verhalten des Renormierungsgruppenflusses und insbesondere
dessen universelle Eigenschaften nicht mafgeblich beeinflussen, so daf sie weitestgehend

unabhéingig von der gewihlten Darstellung sind.

Ein zu g analoger dimensionsbehafteter Parameter wurde bereits bei Untersuchungen

zur chiralen Anomalie auf Einstein-Cartan-Réumen mit Torsion eingefiihrt [78, 79].

Man konnte auch in der analogen Zerlegung des Metrik-Fluktuationserwartungswertes
der QEG die einzelnen Komponenten unterschiedlich mit einem dimensionslosen, skalenab-
hiangigen Analogon zum ji-Parameter reskalieren. Damit erhielte man eine andere Parame-
trisierung der Fluktuationen und somit eine andere Darstellung von F,(f). Im vorliegenden

Fall zwingen uns allerdings Dimensionsgriinde zu einer Reskalierung mit einem dimen-
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sionsbehafteten Parameter. Auf eine mogliche k-Abhéngigkeit von i werden wir spéter
eingehen. Auch im Fall des gekoppelten Systems aus Yang-Mills-Eichfeld und Gravitati-
on besitzen die beiden Felder unterschiedliche Massendimension. Allerdings war hier im
Rahmen der bereits zitierten Untersuchung [75] keine entsprechende Reskalierung notwen-
dig. Dies konnte jedoch bei der Analyse komplizierterer Invarianten in der Trunkierung
erforderlich werden. Den entsprechenden storungstheoretischen Rechnungen liegt hingegen

implizit immer eine vorgegebene Masssenskala zugrunde.

6.3 Die Berechnung von F? beziiglich der Komponen-

tenfelder

Im folgenden soll F,(f) in der durch die Zerlegungen (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22)
definierten Darstellung mit den nach (6.15), (6.16) und (6.17) aufgespaltenen Tensorfeldern

berechnet werden.

Dazu schreiben wir zunéichst die quadratische Form auf die Komponentenfelder um,
indem wir (6.11) und (6.12) in (6.1) einsetzen. Im Falle der Geister kann dies nach den

obigen Ausfithrungen direkt auf dem Niveau von (5.4) erfolgen.

Dann setzen wir die Hintergrundkonfigurationen e?, =  §%, = const und o “ aus (5.5)
in die quadratische Form ein und entwickeln diese. Wir erhalten einen freien Anteil quad(o)
der Ordnung O(&°) = O(v°) sowie einen Anteil T{***™ erster Ordnung, der die Terme der
Ordnung O(w) = O(v) und O(0w) = O(Jv) enthilt und den wir als Wechselwirkungsanteil

bezeichnen.

Diese Berechnung wird jeweils fiir den Graviton- und den Geistsektor in den Anhéngen F
und H durchgefiihrt. Dabei sind die - und die v/—[J-Reskalierungen im Anhang noch nicht
enthalten, da sich letztere an einem spéteren Punkt der Rechnung unmittelbar ausfiihren

lassen.

Fassen wir die Skalare, die transversalen Vektoren sowie die transversalen, symmetrisch-
spurlosen Tensoren aus dem Graviton- und dem Geistsektor zu mehrkomponentigen Fel-

dern &, ™ und ®™" zusammen, indem wir vermdge des Hintergrundvielbeins alle Indizes
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auf Lorentz-Indizes umschreiben, so méchten wir schematisch geschrieben in

T
ua 1 g™ 2 _a
reedip) — §/d4x<7_mi> F,@(Tkl )
B

«

(]

1 4 ; (2)\S i i om (2)\V iv k T mn 2nT
- 5 /d x{qﬂs (Fk )jsis O 4 @Y (Fk )j\;iv mk O E 4 T (Fk )jTiT mnkl
: (2)\S (2\V (2T : . .
die Operatoren (I} )jsis’ (T )jviv _ound (I )sz‘T . in den Ordnungen O(0°), O(@)

und O(9x°) bestimmen.

Die Indizes ig, iv und it numerieren dabei die einzelnen Felder der betreffenden Spezies.

Des weiteren beinhalte die Definition eines Skalars vom Typ ig auf dem Niveau von F,(f)

fiir die betreffende Zeile bzw. Spalte die Reskalierungen /?Lalss und ( \/i—D)blsS; fiir Vektoren

und Tensoren gelte Enstprechendes.

Dann 14ft sich sektorweise ein reduzierter Operator f‘,(f) fiir die Skalare

@\S _. -df 1\ 2@nS a8 1\
(Pk )jsz‘s =l S(\/ﬁ) (Pk )jsz‘s,u S(ﬁ> ) (6.26)

die Vektoren

@\ V oY (L N sV oY (1 Ny
(Fk )jvivmk = p JV(@) (Fk )jvivmk'u V(ﬁ) (6-27)

und die Tensoren

21T . 7a;.r 1 bJTT =2 T —al 1 i
(I )jTiTmnkl —H T(ﬁ) (T’ )jTiTmnkz'“ T(ﬁ) (6.28)

definieren, in dem die Reskalierungen noch nicht beriicksichtigt sind. Insbesondere wirken
die inversen v/—-Operatoren nach partieller Integration als selbstadjungierte Operatoren
zwar nach rechts, doch sollen sie an dieser Stelle noch nicht explizit auf das z-abhingige v,
in den Operatoren zu ihrer Rechten angewandt werden. Die erforderliche Reskalierung ist
fiir jedes Matrixelement einzeln zu bestimmen: Sie hingt davon ab, welche beiden Felder

miteinander gekoppelt werden und wie diese jeweils mit g und +/—0 zu skalieren sind.

(6.24)

it kl}

(6.25)
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Im Anhang berechnen wir dann die reduzierte quadratische Form

_ 1 o 4 . _ . . N .
uad o 4 (2)\S i m 2)\V ig k mn 21\T i kl
im Graviton- und im Geistsektor. Die Operatoren (f,(f))isls, (f,{f))jv[v . und (f‘f))jﬂT .

sind komponentenweise in Anhang H angegeben. (Hier haben wir ein Resultat vorwegge-
nommen, das wir erst ableiten werden, ndmlich die Tatsache, dafs die gesamte Rechnung
in den drei Sektoren der skalaren, der vektoriellen und der tensoriellen Felder separat aus-

gefithrt werden kann.)

Die Reskalierungen des freien Anteils sind einfach zu beriicksichtigen, da zwischen den

Feldern kein x-abhéngiges Objekt steht, auf das die Operatoren \/% wirken konnten. Wir

konnen fiir diese folgende Regeln angeben: Beziiglich der ji-Reskalierung sind die Matrix-
elemente im Gravitonsektor, die zwei &-Komponentenfelder miteinander koppeln, mit ji~*
zu multiplizieren, die 7-7-Kopplungen hingegen mit ji; die gemischten Komponenten wer-
den beziiglich der Massenskala nicht reskaliert. Im Geistsektor sind die é-£-Komponenten
mit 727! und die Y-Y-Komponenten mit /i zu reskalieren; die gemischten Komponenten

erfahren auch hier keine Modifikation.

Beziiglich der ﬁ—Reskalierung liest man an (6.11), (6.12), (6.20) und (6.22) folgende

Systematik ab: Die Skalare {a,d} aus der Vielbein-Zerlegung werden mit (ﬁf reska-

liert, die Vektoren {b™, c¢™ d™} mit (ﬁ)1 und der Tensor {d™"} mit (ﬁ)o =1, also

gar nicht. (Hier haben wir wie im gesamten Anhang alle Indizes unter Verwendung von Hin-
tergrundvielbeinen auf Lorentz-Indizes umgeschrieben.) In der Zerlegung der Spinzusam-
menhangsfluktuation sind die Skalare { B, D} mit (—1=)3, die Vektoren {A™, B™ C™, D™}

v-a
mit <\/+_D)2 und die Tensoren {B™", D™"} mit (\/+_D)1 zu multiplizieren. Im Geistsektor

werden die Grassmann-wertigen Skalare {f, f} in der Zerlegung der Diffeomorphismus-

Geister mit (ﬁ)l reskaliert, die transversalen Vektoren {g,,, g™} hingegen gar nicht. In

der Zerlegung der Lorentz-Geister treten nur Vektoren {F,,, G,,, F™, G™} auf, die allesamt

mit <\/+_D)1 zu multiplizieren sind.
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6.3.1 Der freie Anteil

Nach diesen Reskalierungen ergibt sich der in Anhang F berechnete freie Anteil (F.60)

der quadratischen Form im Gravitonsektor zu

quad (0)r= —. — — B 1 1 4
1—‘l'cgraw [57 T eaw]é:const,azzo = 5 : m d*z e x
( ' (1+6p)* Bp(+6p)
T D D =—1
a — a]:l)D Oi 3(2Ak*?|:|)u 0 0
_BpA+Ap) ) 51 [ N — 6
y d 3(20,— 2004 P0) ) 3(40,—3200) 6v=0 -£v-D
b 0 6v-0 3n —ah
—6./-0 _ 3 - _
\ D 0 Th ,qu 3t
T
bm Q;L pt —(2Ak+2;,L);T1 0 0 0
1 =—1 ] 1 ——1
cm —(2/\1@-‘1-@)# - %_QO‘L m 0 2v/ -0 0
A 0 0 0 fi 0
+ D™ 0 2/ -0 i i 7%@
am 0 0 0o -Zv-O 2(2Ak+i)ﬁ_l
B 2 R g -
0 Tk = ”/ku 'qu 2m
om . ; . i )
T
amn —onEmt —ve0 LyeD dmun
A -v-u -3 i Bn
Dpmn %\/ﬁ 5% e Dmn

bin
Cm
Am
D
dm

Bm

Cm

(6.29)
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Des weiteren nimmt der freie Anteil der Geistwirkung beziiglich der obigen Feldzerlegung

die Form
Flg:oéh[g’ ga Ta T’ é]
f (1+6p)0pt 0 0 0 f
- [ O 0 U L
n —J T m
2 o 0| E
G, 0 0 0 % G™
(6.30)
an.

Wir erkennen zunéchst, daft der die freie quadratische Form vermittelnde Operator im

Graviton- und im Geistsektor (bis auf den Vorfaktor in ersterem) wie gewiinscht

1
167Gy,
die Dimension einer Masse besitzt. Fiir ein reelles ~; ist er selbstadjungiert, und wie im
Falle des Dirac-Operators treten auch hier in den gemischten Komponenten die ersten

Ableitungen auf.

Wir haben dabei in der obigen Darstellung die Komponentenfelder nicht mehr in der
urspriinglichen (£, 7)-Reihenfolge angeordnet. Bei genauerer Betrachtung stellt man aller-
dings fest, dak in (6.29) die Ableitungsoperatoren erster Ordnung, v/—[J, genau in den Ma-
trixelementen auftreten, die ein Kompontenfeld der &-Zerlegung mit einem der 7-Zerlegung
koppeln. Zudem bildet im Geistsektor fiir fp = —1 der Eigenraum der reinen Gradienten-
felder einen nichttrivialen Kern des freien Anteils von F,(féh. Die skalare Mode wird dann
singuldr, was mit unseren Uberlegungen zu den Nullmoden des freien Faddeev-Popov-

Operators aus Abschnitt 4.2.1 iibereinstimmt.

Wir kénnen aus der Gestalt dieses Operators im Graviton- und im Geistsektor nun
zwei Schliisse ziehen, die fiir den weiteren Fortgang unserer Rechnung von Bedeutung
sind. Der erste hingt mit der gewihlten Reihenfolge der Komponentenfelder zusammen,
die gerade einer parititsgeordneten Darstellung des Operators entspricht. Wir haben dazu
die Komponentenfelder in echte Tensoren und Pseudotensoren nullter, erster und zweiter
Stufe unterteilt. Zur ersten Klasse zdhlen dabei Objekte, in deren Definition eine gera-

de Anzahl von O(4)-Levi-Civita-Tensoren eingeht, denn diese dndern unter einer P- oder
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T-Transformation ihr Vorzeichen nicht. Die echten Tensoren unserer Zerlegung enthalten
entweder keinen oder zwei Epsilon-Tensoren. In den Pseudotensoren hingegen tritt eine un-
gerade Anzahl von Levi-Civita-Tensoren auf; im Falle der von uns betrachteten Komponen-
tenfelder handelt es sich jeweils um genau einen. Daher wechseln sie bei einer Raumspiege-
lung oder Zeitumkehr ihr Vorzeichen. Die echten Skalare sind durch {a, d, B} gegeben, den
einzigen Pseudoskalar stellt der Spuranteil {D} dar. Des weiteren sind {b™, ™, A™, D™}
und {d™", B™"} echte Vektoren bzw. echte Tensoren, und ihre Pseudo-Pendants sind durch
{d™, B™ C™} und {D™"} gegeben. Im skalaren, im Vektor- und im Tensor-Sektor kop-
peln dann auf den zugehdorigen beiden Hauptdiagonalblocken jeweils echte Tensoren oder
Pseudo-Tensoren untereinander zu echten Skalaren, die P- und T-invariant sind. Auf den
Nebendiagonalblcken hingegen mischen echte und Pseudo-Tensoren zu Pseudo-Skalaren,

die die P- und T-Invarianz verletzen.

Man sieht, daf diese paritdtsungeraden Kopplungen alle proportional zum inversen
Immirzi-Parameter sind, da gerade der Immirzi-Term der Wirkung einen pseudoskalaren
Beitrag hinzufiigt; dies wurde in Abschnitt 2.2 gezeigt. Die parititsgeraden Hauptdia-
gonalblocke sind hingegen alle unabhéngig von 7,. Demgegeniiber ist die Geistwirkung
ein echter Skalar, der seinerseits aus zwei echten Skalaren {f, f}, vier echten Vektoren
{Gm, Fny g™, F™} und zwei Pseudovektoren {G,,, G™} gebildet wird und somit beziiglich

des Parititsgrades eine entsprechende Blockstruktur aufweist.

Die zweite wichtige Eigenschaft des freien Anteils von F,(f) besteht in dem Umstand, daf
dieser Operator iiberhaupt in einen skalaren, einen Vektor- und einen Tensorsektor zerfillt.
In gewisser Hinsicht ist dies nicht iiberraschend, denn die einzigen Tensorstrukturen, die
im freien Sektor Tensoren unterschiedlicher Stufe miteinander koppeln konnten, wéren
die partielle Ableitung 0 und der Levi-Civita-Tensor. Da jedoch alle beteiligten Felder
transversal und die Tensoren zudem symmetrisch sind, verschwinden alle derartigen Terme.
Diese Beobachtung hat fiir den weiteren Fortgang eine wichtige Konsequenz, zu deren

Erlauterung wir an dieser Stelle etwas vorgreifen:

Im Zuge der Berechnung der rechten Seite der Propertime-Gleichung (3.28) werden wir

) multiplizieren

das Exponential dieses Operators mit dem Wechselwirkungsanteil von F,(f
und dann die Spur dieses Produktes berechnen. Die sektorweise Blockstruktur des freien
Anteils bleibt auch nach dem Exponentieren erhalten, so daf wir schematisch geschrieben

die Spur des Produkts eines Operators allgemeiner Struktur und eines blockdiagonalen
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Operators zu bilden haben, fiir die gilt:

(1) (2 ) (00
= Tr(aA)+Tr(dD)

() GG )y

Dieser Identitéit entnehmen wir, daf es zur Berechnung der Spur ausreichend ist, auch

im Wechselwirkungsanteil nur die separaten Skalar-, Vektor- und Tensor-Blocke zu bestim-
men; Matrixelemente, die Komponentenfelder aus unterschiedlichen Sektoren miteinander

koppeln, tragen nicht zur gesuchten Spur bei und miissen deshalb nicht berechnet werden.

Im Geistsektor gilt eine noch stérkere Aussage, da dort auch innerhalb des Vektor-
Sektors eine Blockstruktur vorliegt und im freien Anteil die O(4)-Geistkomponenten {G,,,
G™} von den iibrigen Vektoren entkoppeln. Daher miissen auch im Wechselwirkungsbeitrag
deren Mischungen mit den anderen Vektoren nicht beriicksichtigt werden. (Im Geistsektor
tragt der O(4)-O(4)-Block selbst jedoch nicht zum Wechselwirkungsanteil bei.)

Wir konnen also allgemein die Struktur des freien Anteils dazu benutzen, um die Menge
der zu berechnenden Beitrige aus dem Wechselwirkungsanteil einzuschrinken. Wie bereits
angesprochen haben wir dieses Resultat schon in Form der sektorweisen Aufspaltung der

quadratischen Form in (6.24) vorweggenommen.

6.3.2 Der Wechselwirkungsanteil

Jetzt ist der Wechselwirkungsanteil, der die Beitridge der Ordnung v und dv enthélt, zu
berechnen. Dies wird in Anhang H fiir den Graviton- und den Geistsektor durchgefiihrt.
Dabei sind im wesentlichen die in den Zerlegungen auftretenden Ableitungen partiell zu in-
tegrieren, wobei im Unterschied zum freien Anteil die Effekte der \/%—Reskalierungen und
die pi-Reskalierungen noch nicht beriicksichtigt werden. Die resultierenden Tensorstruktu-
ren sind zu kompliziert, um sie hier in geschlossener Form anzugeben, doch wir md6chten

die allgemeine Vorgehensweise an einem vergleichsweise iibersichtlichen Beispiel erlautern.



144 6.3 Die Berechnung von F bezugllch der Komponentenfelder

Dazu betrachten wir in dem Anteil leﬁg(l die Kopplung der Vektoren v™ und A*, die

keine zusdtzlichen Beitrdge aus der Eichfixierung erhilt. Auf die betrachtete Komponente
weisen wir hier wie auch im Anhang in Form einer Unterstreichung hin. Vernachlassigen

wir den globalen Vorfaktor % Tom G , so ist diese Komponente gegeben durch

Komponente A™ — bF:

abem

/ A (95b™) [ — e K & n™® b, ] 9,010 Al

abcm T

_ /d4l‘ pm [EuuﬁaK("/k) ~c (i) bl(aﬁvu)} 8a8[aAl] )

Hier haben wir die Konstanz des Hintergrundvielbeins ausgenutzt sowie den Umstand,
dafs der zweite Beitrag, der entsteht, wenn die partielle Ableitung an v, vorbei wirkt, auf-
grund der Kontraktion der beiden Ableitungen mit der Epsilon-Tensordichte verschwindet.
Ubertragen wir die Antisymmetrisierung in 01* AY auf die Tensorstruktur der quadratischen

Form, so erhalten wir

Komponente A™ — bF:

abcm lbcm

/d4a: bm|:2 ;wﬁa(K(’Yk) (* ) K(’Yk) (£)b ) (8[31)“)}6 8aAl

Jetzt kontrahieren wir jeweils die beiden Levi-Civita-Tensoren aus dem Anteil von K %),

der nicht von Wlk abhingt, iiber das Hintergrundvielbein mit **#® und erhalten unter

Ausnutzung der Transversalitit der Felder schlieflich

Komponente A™ — bF:

/ Az g bm{n(i) " 1((Byvm) = (005)) O+ ((Omva) — (04t ) )00y
1

_’Y_ (n(:l:) gPrs L+ nmln(:l:) b prs) (a ,Ur)aaa }Al ) (631)
k

Hier haben wir wiederum alles auf O(4)-Indizes umgeschrieben.

Wir kénnen an diesem Ausdruck eine typische Struktur ablesen, die wir bereits im
Kontext des freien Anteils angesprochen haben und die sich auch auf alle {ibrigen Ma-

trixelemente erstreckt. Hier werden zwei echte Vektoren miteinander gekoppelt, und der
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Beitrag, der unabhéngig von ’Yik ist, enthélt keinen O(4)-Levi-Civita-Tensor. Bei anderen

Feldern mit echtem Tensorcharakter treten in der Ordnung O((w%)o) auch zwei dieser Ten-
soren auf, doch liegt hier stets P- und T-Invarianz vor. Der Beitrag, der proportional zu
ik ist, enthélt hingegen genau einen Levi-Civita-Tensor und induziert somit die P- oder
T-Verletzung. Dies trifft auch auf den zweiten Diagonalblock in der paritdtsgeordneten
Darstellung zu, der Pseudotensoren mit Pseudotensoren koppelt. In den beiden paritéts-
ungeraden Nebendiagonalblécken ist der Parititsgrad der beiden Beitrige der Ordnung
(i)o und (%)1 in den Matrixelementen gerade vertauscht. In beiden Féllen koppeln die

1 1

von - unabhangigen Beitriage also zu echten Skalaren, die zu ” proportionalen Beitréige

hingegen zu Pseudoskalaren, so dafs sich dies in konsistenter Weise zusammenfiigt.

Dariiber hinaus laft sich an (6.31) noch eine Subtilitiat diskutieren, die im Zuge dieser
Rechnung beachtet werden muf. Im parititsgeraden Beitrag wirkt in Form von 0,, in
zwei Termen die partielle Ableitung beziiglich der Komponente des Feldes 0™, das in der
quadratischen Form links auftritt, auf v,. Wir konnten diese Ableitung partiell integrieren.
Da b™ transversal ist, wiirde J,, dann mit umgekehrtem Vorzeichen am Vektorfeld v,
vorbei nach rechts wirken. Der resultierende Operator ist von der in (6.31) angegebenen
Form verschieden. Wir werden bei der Berechnung der Spur feststellen, dafs die beiden
Terme in der letztgenannten Form nicht zu dieser beitragen, wohingegen sie dies in der

angegebenen Form (6.31) sehr wohl tun.

Diese Ambiguitét ist letztlich darin begriindet, daf die reelle quadratische Form (6.24)
nicht in eindeutiger Weise auf einen hermiteschen Operator F,(f) fithrt. Vielmehr erlaubt
die Transversalitéit der Felder in erster Ordnung in v, die Addition von Nullrichtungen der

Form

/d4;1: eb™ ... ((Omva) + va0p) ] AF
— /d4xé(ambm)[—...va]Ak =0.

)

Um einen hermiteschen Operator F,(€ zu definieren, miissen wir daher eine bestimmte

Konvention festlegen, nach der Ambiguititen dieser Art zu behandeln sind. Isolieren wir
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im obigen Matrixelement den betreffenden Beitrag geméfs
/ d'z e 0™ [0 ((0,00a)0°0y — (D)) ] A*
so finden wir im transponierten Matrixelement das entsprechende Gegenstiick

/ d'z e AF] — 0™ (000)0°Dy — (D) 0))] 0™

mit antisymmetrischem n(*). Vernachliissigen wir zweite und héhere Ableitungen von Uy, SO
gehen diese beiden Komponenten des Operators auch nach Abstreifen der Felder und ohne
explizite Bezugnahme auf deren Transversalitit durch partielle Integration auseinander
hervor und sind somit zueinander adjungiert. Schreiben wir den zweideutigen Term aus

(6.31) hingegen isoliert in der alternativen Form
/ dzeb™ [ —n™" (0,000, — v,0,,0))] A,

so sind in der transponierten Komponente noch Terme zu ergénzen, die zwar auf dem
Niveau der quadratischen Form verschwinden, die auf Operatorniveau jedoch benotigt
werden, um dessen Hermitizitit zu gewéhrleisten. Dieses Matrixelement ist dann von der

Form

/d4aj e AF[ - n(i)kb(((ﬁmva) + 040) 0“0y — ((Ovy) + v60,,) ) ) 0™ .

Die Wirkung der Ableitungen entlang der transversalen Richtungen kénnte auf Ope-
ratorniveau durch Einfiigen transversaler Projektoren zur Linken und zur Rechten des
Matrixelements explizit beriicksichtigt werden, wobei die Wirkung dieser Ableitungen auf
die Projektoren dann verschwénde. Dies fiihrt die zweite Darstellung auf die erste zuriick.
Zweideutige Terme der geschilderten Art schreiben wir daher stets in der ersten der bei-
den dargestellten Formen, in der man die entsprechende partielle Ableitung immer auf das
Vektorfeld v, anwendet. So eliminieren wir in konsistenter Weise die transversalen Richtun-
gen aus Fl(f) und finden stets paarweise Entsprechungen zwischen zueinander adjungierten

Matrixelementen.

Schlieflich bestatigen wir in Anhang I die Korrektheit unserer Rechnung, indem wir auch



Die Berechnung von F,(f) 147

auf dem Niveau der Komponentenfelder unter Vernachlissigung der Ordnung O(9?v) die
Selbstadjungiertheit des Wechselwirkungsanteils der quadratischen Form durch partielles
Integrieren explizit nachpriifen. Wir haben somit einen selbstadjungierten Operator Fl(f)
erster Ordnung zur Hand, der alle erforderlichen Beitrige enthélt und als Argument der
rechten Seite der Propertime-Gleichung (3.28) dienen soll. Die explizite Umsetzung wird

im folgenden Kapitel erlautert.






Kapitel 7

Die Auswertung der Fluligleichung

7.1 Eine Propertime-Gleichung fiir Gravitation im First-

Order-Zugang

Unterdriicken wir wie bereits in Abschnitt 5.3 aus Griinden der Ubersichtlichkeit die

Indexstruktur der Operatoren, so bezeichnet in der Zerlegung

1 =
' —H+V=Hy+—H+V (7.1)
Yk

der Operator Hy den parititsgeraden, blockdiagonalen Anteil des freien inversen Propa-
gators H, der unabhingig vom Immirzi-Parameter ist, withrend H den parititsungeraden
Anteil von H darstellt. Dieser besitzt in der parititsgeordneten Darstellung nur Eintrige
auf den Nebendiagonalblocken, die alle proportional zu ,Yik sind; man kann seine Gestalt un-
mittelbar der freien quadratischen Form (6.29) entnehmen. Die Eichfixierungsterme tragen
nur zu Hy bei. Da der Geistsektor beziiglich der paritdtsgeordneten Darstellung blockdia-
gonal und unabhingig vom Immirzi-Parameter ist, verschwindet dort H, d.h. H#&" = 0.
Der Wechselwirkungsanteil V' hingegen enthélt alle Beitrége der Ordnung O(w) und O(0w).
Wir wollen ihn an dieser Stelle nicht weiter aufspalten, so daf er sowohl Matrixelemente der
Ordnungen (i)O und (i)1 als auch parititsgerade und -ungerade Beitriige in den Haupt-
und Nebendiagonalblocken besitzt. Wir nehmen jedoch an, dafs an dieser Stelle die ji- und

v/ —0-Reskalierungen bereits durchgefiihrt worden sind. Ferner beziehen wir uns nun auf
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a

+)ab
o M

— ln(i) aby,

die konkreten Hintergrund-Konfigurationen é 5 "

= Kléau — const und @'

Die zentrale Beobachtung besteht in der Tatsache, daf der freie Anteil Hy in Blocke

zerfallt, so dafs wir Hy in der Form
Hy = Hy & HY' & HY!! & H @ HE"S @ HE"Y

schreiben kénnen. Wir haben dabei ebenfalls der Ubersichtlichkeit wegen den Vektorblock
im Gravitonsektor in zwei Unterblocke VI und VII aufgespalten. Wir werden diese Ope-
ratoren in Kiirze explizit angeben. Dabei besitzt der Raum der Skalare die Dimension
eins, der Raum der transversalen Vektoren ist dreidimensional, und der der transversalen

spurlos-symmetrischen Tensoren besitzt die Dimension fiinf; wir schreiben entsprechend
ds = dghS = 1, dv = dghV =3 und dT = 5.

Zunichst stellen wir fest, daf aufgrund dieser Struktur das Spektrum von H, analytisch
berechnet werden kann. Wir werden dies ausnutzen, indem wir die Propertime-Gleichung

auf diesen Operator anwenden.

Da die gewihlte Parametrisierung der Gravitonfluktuationen und Geistfelder die ange-
gebenen Massendimensionen der Komponentenfelder impliziert, besitzt der Operator F,(f)
nach der Funktionalableitung ebenfalls eine Dimension. Die als Wirkungsfunktional di-
mensionslose quadratische Form ist gegeben als Raumzeitintegral eines Objektes der Mas-
1

sendimension 4. Die reskalierten Gravitonfluktuationen besitzen die Massendimension 3,
die Geistfelder hingegen die Massendimension %, so dafs man nach der Funktionalablei-

tung im ersten Fall einen Operator der Dimension 3 (das Produkt aus und einem

e
Dirac-artigen inversen Propagator der Dimension 1), im zweiten Fall hingegen einen in-
versen Dirac-Propagator der Dimension einer Masse erhilt. Fiir die parititsgeraden freien
Beitrage Hy werden wir die konkrete Form in Kiirze angeben. Zudem erhélt man eine vier-
dimensionale Delta-Distribution, die gemaf unserer Konvention, in der die Koordinaten die
Dimension einer Linge tragen, die Massendimension 4 besitzt, doch dies ist im Sinne eines
dimensionsbehafteten Index zu verstehen. Das innere Produkt enthéilt eine dimensionsvolle
Summe iiber diesen Index in Form einer z-Integration, die die Massendimension der Delta-
Distribution kompensiert und die auftritt, wenn wir die Spur auf der rechten Seite der
Propertime-Gleichung explizit berechnen. Unmittelbar in der Ortsdarstellung ausgewer-

tet, enthielte auch die Spur ,, Tr* ein solches Integral. Dieser Dimensionsaspekt mufl daher
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nicht beriicksichtigt werden, so daf wir auf der rechten Seite der Propertime-Gleichung
nur die Matrixoperatoren reskalieren miissen, um hier in Ubereinstimmung mit der linken
Seite ebenfalls ein dimensionsloses Objekt zu erhalten. Wir wihlen dazu auch hier den
Massenparameter fi. Aus der Definition des Funktionals ['y iiber eine renormierungsgrup-

penverbesserte Ein-Loop-Determinante ergibt sich zunéchst

@ @
1 r r

M= 8= {Trin( -5 — 2Ty (A 1. (7.2)
2 ? I

Der relative Vorfaktor 2 vor der Geistspur ist darauf zuriickzufiihren, dafs wir hier in
schematischer Schreibweise die Geistwirkung der Grassmann-wertigen Geist- und Antigeist-
Felder o € {&, T} bzw. ¢ € {£, T} in der Form

—/d4xechgo

und nicht in der Form
! 0 Q
—/d%e 7 7 E—2/d4xeg0(2g0
® - 0 %

Fiir die weiteren Untersuchungen werden wir jetzt den Ausdruck auf der rechten Seite

darstellen.

von (7.2) geeignet manipulieren. Dabei finden die Umformungen zunéchst auf schemati-
schem Niveau statt; die explizite Realisierung der Spur wird spéter angegeben. Zudem
beschranken wir uns auf den Gravitonsektor, da die einzelnen Schritte unmittelbar auf den

Geistsektor zu iibertragen sind. In ersterem gilt nun

1 ngav grav 1 ngav
—Trln(_—t’v> = —Trln[ —
I 2 I

5 (1 4 (ngav)qvgrav)]

1 grav
= =Trln ( H7
2 i3

1
) 5T ln(]l n (ngaV)*lvgfaV) .
Hier haben wir die beiden Spuren auseinandergezogen. Wir werden im Anschluf an diese
Rechnung erldutern, warum das auch fiir nicht-kommutierende Operatoren zuléssig ist. Wir
verwenden nun die Taylor-Reihe des Logarithmus, um den zweiten Term bis zur benétigten

ersten Ordnung zu entwickeln. Zudem wenden wir die bereits durchgefiihrte Umformung
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noch einmal auf den parititsgeraden und den paritdtsungeraden Anteil des freien inversen

Gravitonpropagators H®?®" an. Dies liefert

1 grav grav grav — ‘fgIaV —2

Hig) R ln(]l o M) + %Tr((ngaV)_lvgraV> + O®@?)

18 Tk

mit

M = (HE™)~L ey

Des weiteren mochten wir den ersten und den letzten der drei Terme in (7.3) sowohl
im Graviton- als auch im Geistsektor in der Eigenbasis von Hy berechnen. Wir haben

2

den ersten Term quadriert und den dritten Term mit (H§™)? erweitert und dabei die

Zyklizitit der Spur ausgenutzt, um im folgenden die Operatoren In((H§™)?) und (H§™ )~
iiber die bereits angegebenen Eigenzeitintegrale darzustellen. Da (H§™) hermitesch ist,
ist (H§™)? ein positiv-definiter Operator (wir muften den Ursprung p*> = 0 aus dem
Impulsraum entfernen, um Nullmoden in Fl(f) auszuschliefen). Fiir A5 € spec( HS™) mit

—s (™). fiir den Geistsektor

A € R fiihrt dies auf eine erwiinschte Dimpfung der Form e
gilt Entsprechendes. Zudem lassen sich iiber ein Abschneiden der Propertime-Integration,
dessen Systematik wohlbekannt ist, die auftretenden Spuren regularisieren. Den zweiten
Term konnen wir aufgrund einiger bemerkenswerter algebraischer Eigenschaften von M

direkt berechnen, und seine Regularisierung ist ebenfalls von einfacher Form.

Zunichst begriinden wir jedoch, warum wir unter der Spur auch fiir nicht-kommutierende
Operatoren den Logarithmus eines Produktes als Summe der Logarithmen der einzelnen

Faktoren schreiben diirfen. In erster Ordnung gilt zunéchst

Trin(A+0A) — TriInA = §Trin A + O(6A%) .

1
3T in(
— iTI‘lIl( ngav >+ Trln(]l+ M) ; ((ngaV)2(ngav)flvgrav(ngaV)—2>_'_O<(D2)

(7.3)
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Die Variation des Exponentials eines Operators ist gegeben durch [80]
1
seP = / dte=9B 5B et B .
0

Wenden wir dies auf die Propertime-Darstellung des Logarithmus an, so erhalten wir

STrin A — 5Tr(_/°°%es/4>
0

S

= (T e
_ Tr((/oldt){/omdse_SA}5A>

- Tr (A—1 5A) . (7.4)

Dabei haben wir die Zyklizitdt der Spur ausgenutzt, die alle Ordnungsambiguitéten auflost.

Insgesamt liefert dies
Trin(A+6A) = Trln A + Tr <A‘1 5A> +O(5A?),
was auf linearem Niveau gerade mit einer Entwicklung der Form

Trin(A+64) = Trin{A(1+ A'6A)}
= Trln{A} +Tr1n{IL +A_15A}
= Trin{A} + Tr{A7'6A} + O(64%)

ibereinstimmt. Da wir bei diesen Umformungen insbesondere keine Annahmen hinsichtlich
des Kommutators von A und § A gemacht haben, ist die Behauptung damit gezeigt. In der
obigen Rechnung ist dann im ersten Schritt A mit H&* und A mit V&% im zweiten
Schritt hingegen A mit H5™ und 6A mit H&* zu identifizieren.

Lassen wir auf der rechten Seite die Terme, die nicht zu den Beta-Funktionen der be-

trachteten Kopplungen beitragen, unberiicksichtigt, so ist mit H&" = th die unseren
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Untersuchungen zugrundeliegende Gleichung durch

[erav

2
Ir,—S = iTr ln(%) + %Tr ln(]l + %M)
AT ((HE™)2 () Ve (HE) 72 (7.5)
—Q{iTr ln<(H§h)2> + %Tr<(H§h)Vgh(H§h)i2>}

ﬂ2

gegeben.

Quantisierung erfordert nun die Definition dieser nicht-existenten Spuren vermoge ei-
ner Regularisierung. Anschliefsend wird die Skalenableitung der rechten Seite den von uns

betrachteten Fluk auf dem Theorienraum 7qpcq definieren.

Man erkennt an der rechten Seite von (7.5) auch die bereits angesprochene Invarianz
beziiglich eines globalen Vorzeichenwechsels im Geistsektor, der einem Vorzeichenwechsel

der Eichbedingungen entspricht.

Da wir nahezu alle Spuren in der Eigenbasis von Hy berechnen, miissen wir zunéchst

das Spektrum dieses Operators untersuchen.

7.2 Die Blockstruktur von H,

Wir geben Hy blockweise an, indem wir diesen Operator aus der freien quadratischen
Form ablesen. Die zweifache funktionale Ableitung beziiglich der Gravitonfelder und der
Geister fiihrt zudem auf eine Delta-Distribution. Von den beiden Hintergrundvielbein-

Determinanten, die als Vorfaktoren dieser Ableitungen auftreten, hebt sich eine gegen die

quad (0) bzw. Fquad (0)

Hintergrundvielbein-Determinante in Iy’ o keh  Weg.

Des weiteren ist folgendes zu beachten: Beziiglich der O(4)-Indizes ist der freie An-
teil im Graviton- und im Geistsektor diagonal. Um jedoch der Transversalitéitseigenschaft
der beteiligten Felder Rechnung zu tragen, ist dies auf Operator-Niveau nicht durch Ein-
heitsoperatoren in Form entsprechender Kronecker-Symbole, sondern durch symmetrische,
transversale Projektoren zu beriicksichtigen. Wir bezeichnen sie mit Ps, Py und Pr fiir
den skalaren, den Vektor- und den Tensor-Sektor. Ohne diese hier nidher zu spezifizieren,

ist dann der Operator H, unter Beriicksichtigung aller Indizes von folgender Gestalt:
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Skalarer Sektor (a, d, B, D):

A (4)
s A S\ s 4 (l‘—y)
gy Lo (ms)s (-0, B Y
e
2
N 3(2/\,@—7513‘3!;"13)@),1*1 0 0
BpU+6p) ) r—1 83 "
- 1 3(2Ak*?|:|z)ﬂ 3(4Ak73gﬂz)y 6 *Dz 0 P 6(4)(17’”
IGTI'Gk €
0 6v/—x 3/ 0
0 0 0 3ii

Erster Block des Vektorsektors (0™, ¢™, A™, D™):

Hy' = (HSU) ;é,(_mx) B, I
sar 1! @M+ mr)at 00
__ 0. __
_ 1 —(2Ak+ﬁ)u e Q;L)M Lo 2y/—0O, A 5<4>(:c_—y)
167Gy, 0 0 0 i
0 2v/ -0, p Iz
Zweiter Block des Vektorsektors (d™, B, C™):
oy A gy ;\I/IH(—D;L«) p
2(2A, + )=t 2¢/=0, 0
0 i 0
Tensorsektor (d™", B™, D"™"):
iT mn 5(4) T — y
HE A (HD)" (-o,) Ry, Y
—2MN gt —y/~0, 0
= —v -, ) 0 P



156 7.2 Die Blockstruktur von H,

Skalarer Block des Geistsektors (f, f):

' 5@ (z — y)
ghS A ghS\tehs , Y
HO - (HO )jghs< Dx>PS e
5@ (g —
— @+ p)n i B Y

Vektorblock des Geistsektors (G, Finy Gms g™, F™, G™):

; W (p —

Jgh v é
_Viljz
L n i
= | = 2 0 | A% =
0 0o £

Die Indizes is, iy, ivrr, i1, tghs und g,y numerieren dabei in der Reihenfolge der
angegebenen Aufzihlung wie schon in (6.25) die einzelnen Feldkomponenten durch. Zudem
haben wir im Gravitonsektor den Vektorindex iy € {1,...,7} in zwei Unterindexmengen
ivi € {1,2,3,4} und iy, € {1,2,3} aufgespalten, um die Darstellung iibersichtlicher zu
gestalten. Wie bereits angesprochen, wird der skalare Block von Hy im Geistsektor, ths,

fiir fp = —1 singular.

Diese Blockstruktur hat einen darstellungstheoretischen Hintergrund: Die Anzahl der
Tensoren und Pseudotensoren nullter, erster und zweiter Stufe in den Zerlegungen (6.11)
und (6.12) stimmt gerade mit den Multiplizititen der Zustédnde mit fester Spinparitit iiber-
ein, die in einer entsprechenden Zerlegung der Lorentz-Gruppe in Ref. [55, 56] angegeben

wurden. Die Grofe der Blocke ist somit durch diese Multiplizitdten gegeben.

Der Operator Hj besitzt also zum einen eine den Komponenten der Zerlegung ent-
sprechende Matrixstruktur. Des weiteren hingt er iiber transversale Projektoren von den
Lorentz-Indizes k, [, m,n und iiber eine Delta-Distribution von den Raumzeit-Koordinaten

x und y ab. Die Eigenvektoren dieses Operators faktorisieren demgeméfs in drei Anteile.

Hier ist eine weitere Bemerkung angebracht: In der Propertime-Gleichung (7.5) tritt der
Operator (Hy) ™! auf. Da aber Hy im Vektor- und im Tensorsektor durch ein Tensorprodukt

mit einem nichttrivialen Projektor gegeben ist, sollte dieser inverse Operator nicht existie-
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ren. Wir wollen die Projektoren jedoch nicht im Sinne einer Einbettung als Projektoren
auf niederdimensionale Unterrdume auffassen, sondern vielmehr als Einheitsoperatoren auf
diesen Rdumen. Beispielsweise stellt Py den Einheitsoperator auf dem Raum aller trans-
versalen Vektoren dar, auf dem alle seine Eigenwerte gleich +1 sind. Gemaéfs der Identitét
P? = P, die einen Projektor definiert, enthilt auch der inverse Operator (Hy)~! in jedem
Sektor einen Projektor. Wir werden auch bei der noch folgenden Ableitung der Vollstén-
digkeitsrelationen feststellen, daf in diesen die entsprechenden Projektoren die iiblichen

Einheitsoperatoren ersetzen.

Zur Losung des Eigenwert-Problems fiir den Matrixanteil sind die Eigenwerte und Eigen-
vektoren des d’Alembert-Operators zu diskutieren. Dabei ist eine Subtilitéit zu beachten,
mit der sich der ndchste Abschnitt befaft.

7.2.1 Impulseigenbasen

Der gewihlte Hintergrund &%, := k0%, <« ¢/ := x'6,/ fiihrt nach (A.2) auf eine
Hintergrundmetrik mit konstantem konformen Faktor: g, = k%1, < " = k2.
Dabei ist 7, die iibliche flache Minkowski-Metrik, die im Euklidischen gleich der Einheits-
matrix ist. Entsprechend ist die Vielbein-Determinante gegeben durch & = x*. Wie iiblich

. . o a
definieren wir 9, := P

Gesucht werden Eigenfunktionen des Operators [J := g"”9,0, mit Eigenwert —p?, d.h.
p? € spec(—0). Dazu betrachten wir die Wirkung dieses Operators auf ebene Wellen

der Form (Qi)Q e Es ist illustrativ, diese mit der Wirkung von 0 := 9,0, = x>0

auf diese Funktionen zu vergleichen. Daher fiihren wir die beiden Sitze {@, ", 0,,0%}
und {3;“ o, d,, 5a} von Operatoren ein, deren Eigenwerte wir mit {ip,,, ip", ip,, ip®} bzw.
{iPy, ip", iPa, ip®} bezeichnen. Dabei sei 9, = éu = 0, und die Operatoren des ersten Satzes
gehen durch Anwendung der Hintergrundmetrik bzw. des Hintergrundvielbeins auseinander
hervor. Im zweiten Fall wird der jeweilige Index mit der flachen Metrik oder dem Kronecker-
Symbol herauf- bzw. heruntergezogen. Wenden wir diese Operatoren auf eine Eigenfunktion
der Gestalt

—(271)2 e’*?* an und definieren wir p* := n**p,, p, == 8,1y, P = 5aupu, so erhalten
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wir

Pu = pu = KDy »
Po= g =R P =0 = Rpt
Pa = éauﬁu = Da ﬁa = 5(1“13;1 = KPa

= e = = (7.6)

Mit p?> = n®p,p, ergibt sich fiir den Operator [J = 5"@ = 0°0, somit der Eigenwert
Py = —P"Pa = —p°, fiir O = 9#9, = 09, erhalten wir hingegen —pFp, = —p*pa =

—r2pt.

Die bisher aufgetretenen partiellen Ableitungen sowie der aus diesen konstruierte d’Alembert-
Operator entsprechen hier offenbar den mit einem Querstrich versehenen Objekten, denn

sie wurden beziiglich der Kontraktion mit den Hintergrundstrukturen definiert.

Kehren wir zur urspriinglichen Schreibweise [0 = [ zuriick, so besitzt die Funktion

1
(2m)?

—p? zu sein. Wir konnen daher direkt mittels des iiber diese modifizierten ebenen Wellen

e also die geforderte Eigenschaft, Eigenfunktion des Operators [ mit Eigenwert

realisierten Basiswechsels in den Impulsraum iibergehen und die angegebenen Spektralei-
genschaften ausnutzen, ohne die konkrete Form von e, explizit einsetzen und einen ent-
sprechenden Umweg iiber den flachen Minkowski-Raum gehen zu miissen. Zudem koénnen
wir bei der Spurberechnung die Ersetzungen 0* — ip® und 0, — ip, vornehmen, nachdem
wir alles auf O(4)-Indizes umgeschrieben haben. (Wir haben hier die ebenen Wellen sym-
metrisch normiert, so dal weder im Orts- noch im Impulsraum zusétliche (27)-Potenzen

in das innere Produkt zu definieren sind.)

Dariiber hinaus ist die Vollstdndigkeitsrelation dieser Eigenfunktionen gegeben durch

1 S (z —y)

1 dp .
d inple—y) _ — [ L& gipe—y) _ Z__\" J) 7.7
/ P (2m)4 ¢ K (2m)? ’ e ’ 0

d.h. der zusitzliche Vorfaktor im Exponenten fiihrt wie gewiinscht auf eine tensorielle

Delta-Distribution.

Der konforme Faktor x? wird in den ebenen Wellen explizit durch den zusitzlichen Fak-

tor x im Exponenten beriicksichtigt, so daf der Impuls p, nach diesem ,Zuriickziehen® auf
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dem (euklidischen) Minkowski-Raum mit Standardmetrik lebt. Dementsprechend tritt im
inneren Produkt auf dem Impulsraum in der obigen Vollstindigkeitsrelation kein zusitzli-

cher Volumenfaktor auf.

Fiir alle iibrigen Teile der Rechnung ist die explizite Gestalt des konstanten Hinter-
grundvielbeins e*, nicht von Belang, so dak wir es an keiner weiteren Stelle spezifizieren
miissen. Nachdem wir es dazu verwandt haben, alle Komponenten der quadratischen Form
auf O(4)-Indizes umzuschreiben, tritt in dieser nur noch seine Determinante als globaler

Vorfaktor auf.

Da einer der drei Bestandteile des Operators Hy durch eine (matrixwertige) Funktion

von [J gegeben ist, enthalten seine Eigenvektoren als einen Anteil eine ebene Welle der

Form (2+)2exp likp(z —y)].

7.2.2 Die Eigenwerte und Eigenvektoren des Matrixanteils von H

Die Anwendung der [C-abhingigen Matrizen (H3)™_, (HY')™! | (HYy™)N7 | (HT)'™

Js? v’ Jjvir’ Jr?

(ths)%.hs und (HE"V)'®V auf die cbenen Wellen fiihrt in diesen Operatoren auf die
ghs Jgh Vv

Ersetzungen —[J — p? und somit v/~ — p = /p.

Die Tatsache, daft im Euklidischen im Unterschied zur Lorentzschen Signatur durch —[J
ein positiv-definiter Operator definiert wird, ist gerade an dieser Stelle im First-Order-
Zugang von wesentlicher Bedeutung. Demgegeniiber triten im Rahmen einer Lorentzschen
Behandlung sowohl positive als auch negative Eigenwerte auf. Um auch in diesem Fall die
Konvergenz der Eigenzeit-Integrale zu gewéahrleisten, miifte man der Propertime-Gleichung
(3.28) statt der Laplace-Darstellung die Fourier-Darstellung zugrunde legen. Dies ersetzt
die Gauk-Integrale durch Fresnel-Integrale, so daf keinerlei Konvergenzprobleme entstiin-
den. Allerdings gibt es in der Lorentzschen Signatur keine reellen selbstdualen oder anti-
selbstdualen Felder von der Art unseres Hintergrunds @™, denn dort sind die zugehorigen
Eigenwerte nicht durch 41, sondern durch +i gegeben. Vom konzeptionellen Standpunkt
ist die Wahl der euklidischen Signatur fiir diese Rechnung nicht entscheidend. Insbesondere
greifen wir nicht auf Instanton-Methoden oder andere nicht-stérungstheoretische Techniken

zuriick, die haufig die Wahl einer euklidischen Signatur motivieren.

Im Hinblick auf die Bestimmung des Spektrums der obigen Block-Operatoren haben
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wir diese jetzt in ein algebraisches Problem iiberfiihrt, und die reellen Eigenwerte der
resultierenden 2 x 2-, 3 x 3- und 4 x 4-Matrizen kénnen iiber die Cardanischen Formeln
und deren Pendants fiir Polynome vierten Grades berechnet werden, was in Anhang G.1

durchgefiihrt wird.

Wir bezeichnen die Eigenwerte mit A5_(p?), AY. (%), AL (p?), A&"S (p?) und A"V (p?).

Qgh S Qgh vV

Lassen wir den globalen Vorfaktor im Gravitonsektor unberiicksichtigt, so besitzen

1
167Gy
sie die Dimension einer Masse. Verschiedene Eigenwerte innerhalb eines Sektors werden
mit ag, oy, o, Qghs Und gy durchnumeriert; diese Indizes nehmen jeweils die gleichen
Werte wie die zugehorigen Indizes der Art ig, iy etc. an. Die Anzahl der entsprechenden
Komponentenfelder, die den Laufbereich dieser Indizes beschriankt, bezeichnen wir mit ng =
4, ny =T,nr = 3, nghs = 1 und ng,v = 3. Zudem ist es giinstig, einen Index x einzufiihren,

der die einzelnen Sektoren durchlduft, d.h. symbolisch gilt y € {S,V, T, ghS,gh V}.

Unter Kenntnis der Eigenwerte reduziert sich die Berechnung der Eigenvektoren dann

auf das Losen eines linearen Gleichungssystems. Dies wird in Anhang G.3 ausgefiihrt. Zu

dem Eigenwert ng (p?), ay € {1,...,ny}, gehort dann ein Eigenvektor X, mit Kompo-
nenten (vxax)ix (p?) und iy, j, € {1,...,n,}. Blockweise lautet die Eigenwertgleichung
()5, 07) X (0% P407) = X, (%) % (05, )2 07) . o € {Lomy}. (79)

Die Eigenvektoren bilden in jedem Block eine Basis des R™x, und die zugehorigen Vollstandig-

keits- und Orthogonalititsrelationen lauten

Ny A '
Z (v O‘X)Z.X (0%, )" = 9, (7.9)
und
Z (UXO‘X)Z.X (vxﬁx)ix = 50{6’; . (7.10)
iy=1

mit {5&"} = I, xn,- Um eine kovariante Schreibweise zu ermdglichen, benutzen wir zu-
sitzlich den Tensor n®, um den dualen Vektor v® := {n®x}vg zu definieren. Im

Euklidischen ist dieser Tensor ebenfalls von der Form {n®¥#x} = diag(+1,...,+1). Das

X
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erlaubt, diese Objekte gemaf

(Uxax)ix = (iy | ay) und (UXQX)Z-X = (ay | iy)

als Matrixelemente der Ubergangsabbildungen aufzufassen, die zwischen den beiden Basen

vermitteln.

Den letzten Baustein in der Konstruktion der Eigenvektoren von Hj liefern die Beitrige

der Projektoren. Deren Struktur bildet den Gegenstand des néchsten Abschnitts.

7.2.3 Die transversalen Projektoren und deren Eigenvektoren
Der skalare Sektor. Dieser Unterraum besitzt die Dimension dg = 1, so daf hier Py = 1
gilt.

Der Vektor-Sektor. Im Vektorsektor erfiillt der transversale Projektor im Ortsraum die

Vollstandigkeitsrelation

—i0 \ 6W(z —y) o OO 0P (z — )
YL ()
- 2 U

mit Oy = €, 0, 0™ = ™ 9 und O = §"9,0,. Wir verwenden nun die Vollstindigkeitsre-

(& €

N Pm(
V k e

lation der modifizierten ebenen Wellen, um die Delta-Distribution darzustellen. Dies liefert

—i0, 1 d*p OO\
pm(__Z 4, ~  ikp(z—y) /_ mo_ E\ Likp(z—y)
v k(w—mx‘) /d Plany® (2m)* (5’f O )e

4 m
T
2 p ’

wobei wir auf die in Abschnitt 7.2.1 diskutierten Spektraleigenschaften der Operatoren 0™,

O und O zuriickgegriffen haben. Wir kénnen dann die Impulsdarstellung des transversalen

Projektors zu

P (p) = 07 — B (7.11)
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%. Dabei wurde in der Ortsdarstellung

ablesen. Hierin bezeichnet p, den Einheitsvektor
von Py das Argument vergleichsweise umstiandlich gewahlt, um es in der gleichen funk-
tionalen Form durch den Impulseigenwert p ersetzen zu kénnen. Bei diesem Darstellungs-
wechsel handelt es sich um eine Fourier-Transformation, die fiir konform-flache Raumzeiten
mit konstantem konformen Faktor existiert und die iiber die modifizierten ebenen Wellen

realisiert wird.

Der Projektor Py besitzt die gewiinschten Eigenschaften:

o P(D) P () = Pi(D)

o PV’ =0, pn P/ (P) =0

o PVi(p)oyy =4—1=3=P/(p) Py, (p) = dv

Die Eigenvektoren, die diesen Unterraum aufspannen, bezeichnen wir mit ¢,™(p), I €
{1,2,3}. Analog zu Polarisationsvektoren konnen sie 0. B.d. A. als reell angenommen wer-
den. Fiir eine feste Ausgangskonstellation, bei der beispielsweise der Einheitsvektor p, in
1-Richtung zeigt, kdnnen wir die drei Eigenvektoren mit den iibrigen Basisvektoren e;,
I € {1,2,3} in 2-, 3- und 4-Richtung identifizieren. Fiir ein beliebiges p erhalten wir die ¢;

dann durch Anwenden einer Drehung R(p), die durch den neuen Impulsvektor parametri-

siert werden kann. Aus der Orthonormiertheit der urspriinglichen Vektoren
e/ erm =Ny, {nrs} = diag(+1, +1, +1)

folgt die der neuen Basisvektoren {¢;} iiber

t"(D)tm(P) = R(D)e"R(D)mesr = RD)LR(D)me en

= 5nkeI”eJk = €In€Jn =MN1Jj - (712)

Zudem sind die {e;} vollstindig in dem Sinne, dak sie den gesamten, zu p, orthogonalen

Unterraum aufspannen, d.h. es gilt

elmelk = Pv%(ﬁO) . (7.13)
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Die neuen Vektoren t¢; sind ebenfalls vollstindig gemafs

EUOELB) = RO)VLR(), e e
(p) ka 1(o) R(D),, :
= R@)IRG), — (R()w00") (R(B),por)

I
PU

= 0" —D"Pn
= R0). (7.14)

Die in den longitudinalen und transversalen Anteil zerfallende Vollstindigkeitsrelation

im Impulsraum la#t sich somit auch in der Form

= p"pr + /" (P)t1r(D) (7.15)

schreiben. Wir verwenden hier die auf dem Unterraum der transversalen Vektoren definier-
ten Tensoren 777, '/, 7, und §;7, um auf den entsprechenden Index zu wirken. Sie sind
im Euklidischen alle von der Form diag(+1,+1,+1). Die Vektoren {t;} treten sowohl im

Graviton- als auch im Geistsektor als Bestandteile der Eigenvektoren im Vektorblock auf.

Der Tensor-Sektor. Wir fiihren nun einen analogen Projektor fiir die transversalen
spurlos-symmetrischen Tensoren ein, wobei wir bei dessen Konstruktion direkt von der
Impulsdarstellung ausgehen. Ein allgemeiner transversaler symmetrischer Tensor 14ft sich
nach den Basistensoren (¢t + t;"t ;™) entwickeln. Aus diesen kann der Spuranteil in
der Form P/""n;; extrahiert werden, wobei dieser mit dem Projektor Py zu bilden ist, um

die Transversalitit zu gewéhrleisten. In
1 m n n m mn
5(751 ty " = WP )

ist also der Vorfaktor ¢ so zu bestimmen ist, daf die Spur dieses Objekts verschwindet.
Man erhélt

1 L
5@/”%" " — O ) N = Mg — 3 3N,
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sodai&L:§

gegeben durch

zu wahlen ist. Die Eigenvektoren zu dem gesuchten Projektor sind somit

Sie bilden eine Basis des Raums der spurlos-symmetrischen Tensoren auf dem zu p ortho-

gonalen Unterraum. Dessen Dimension bezeichnen wir mit dp = 5.

Die Eigenvektoren sind orthogonal, denn es gilt

1 2
(E5t5, + 525, = 5 P

1 m n n m 2 mn
S e = SR ) 5 3
1 2

_ §<51K5JL n 5IL5JK _ gmﬂ?KL) .

Dies stellt die (1.J)-(K L)-Komponente der Identitit auf dem Raum der spurlos-symmetrischen

Tensoren dar.
Der zugehorige Projektor ist dann analog zu den Vektoren wieder iiber die Vollstandig-

keitsrelation der Basistensoren definiert, d.h. es ist

i(tlmtJn +t " — ; v’”"nu> (tlktJl + tllth - %P\/klnu>

= i(PVWZPan + Py — gpvmnp\/kl

PP+ BT — %PvmnPVkl + 0)
2P P

1 m n m n
(P‘r kP‘r 1 P‘r lP‘r k

—. mn
- T k-

Er weist analog zu seinem Vektor-Gegenstiick die Eigenschaften

mn pq _ mn
e Pr quT w =P

® PPy =0, pPr™y =0, Py pk =0, Py pl =0

® PTmZ‘l mkénl:%<9+3_§3) :5:PTmTl;lPTmr]L€l:dT
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auf. Zudem kann man leicht iiberpriifen, daf gemaf

1 2 1 2
P 5 (tzktf +iftf - 3 meJ) =3 (tlmtJn + i — 3 vmnTIIJ>

die oben angegebenen Tensoren tatsdchlich FEigenvektoren dieses Projektors sind.

7.3 Verallgemeinerte Orts- und Impulsdarstellung

Um das Folgende kompakt schreiben und die Zusammenhinge moglichst iibersichtlich
darstellen zu konnen, greifen wir auf die Bra- und Ket-Schreibweise der Quantenmechanik
zuriick. Normieren wir dort die ebenen Wellen, die den Basiswechsel zwischen Orts- und
Impulseigenzustinden vermitteln, analog zu den von uns eingefiihrten modifizierten ebenen

Wellen ebenfalls in symmetrischer Weise, so gilt in einer Dimension

1
<fv|p>=\/%

Die Vollstandigkeitsrelationen nehmen die symmetrische Form

/dx|x><x|:1=/dp\p><p\

an, wobei keine zusétzlichen (27)-Potenzen in eines der beiden inneren Produkte hineinzu-

ipT

e

definieren sind. Damit ergibt sich das Matrixelement einer Funktion des Impulsoperators

p in Ortsdarstellung zu

(|f®)y) = /dp/dp’ (|p)pf®) ) y)
— [ 1) @)y

= /dp,f(;ax) %eiz)’(ﬂﬁ—y)

= 7(50.) ol

Betrachten wir beispielsweise den Vektor-Sektor des Gravitonanteils, so haben wir zuvor
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den abstrakten Operator Hy analog zur Ortsdarstellung in einer Darstellung der Form

(7.17)

(&

—i0, ) 0 (z —y)
V-,

geschrieben. Allgemein wurde Hy als Operator auf einem Hilbert-Raum mit den Basis-

wmivlHY [y jv) = (HY)" (~0.) Py

v

Kets {|zis), |[xmiv), |smnir), |zigs), |z migv)} aufgefakt, die die verallgemeinerte

Ortsdarstellung definieren.

Wir kennen jetzt die Quantenzahlen {p,as}, {p.I,av}, {p.I,J,ar}, {p, agms} und
{p, I, agnv}, die fiir die Klassifikation der Hy-Eigenvektoren im skalaren, im Vektor- und
im Tensorsektor benétigt werden. Nach den vorangegangenen Uberlegungen sind die Pro-
jektionen dieser Eigenvektoren auf die obigen Basis-Kets des verallgemeinerten Ortsraumes

(die ,Wellenfunktionen®) von folgender Form:
Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

(wislpas) = (15..)" (1) (L

2 e T (7.18)

Vektor-Sektor des Gravitonanteils:

. i m(n 1 IKPX
(mivlpTay) = (v¥,,)" (0°)t,™ (D) oLk P (7.19)
Tensor-Sektor des Gravitonanteils:
. TZ‘T21 m( A\t (A n{A\g m(na 2mnA 1 IKPT
(wmninlp I ar) = (F0,)" 02)5 (67 O G) + DL B) = 5P Bhns ) ™
(7.20)
Skalarer Sektor des Geistanteils:
. ( 1 IKPT
@imslpams) = (v, )" () 5" (7.21)

Vektor-Sektor des Geistanteils:

. ( m (. 1 IKPT
<xm2ghV|plaghv> = (Ughvaghv) ghV<p2> t[ (p) (277')26 P (722)
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Daf in der Quantenmechanik die Impulseigenzustinde in Ortsdarstellung durch sym-

metrisch normierte ebene Wellen gegeben sind, driickt man in der Form

1 ipT
<l’|p> = (27T)2ep = wp(l‘) (723)
aus, und man konnte mithin ganz suggestiv

IKPT

Ypray(T,m,iv) = (UVaV)ZV(p2)tIm<ﬁ> (277)26
etc. schreiben. Dabei definieren die Basis-Kets {|pas), |[pI av),|pI Jar), | pags), | pI agnv) }

die verallgemeinerte Impulsdarstellung.

Es bleibt zu bemerken, daf fiir reelle Felder wie im vorliegenden Fall die komplexen
ebenen Wellen durch ihren geeignet normierten Realteil ersetzt werden miifiten. Wir wer-
den allerdings nur deren Eigenfunktionseigenschaft beziiglich [J sowie eine geeignete Voll-
standigkeitsrelation bendtigen. In dieser Hinsicht unterscheiden sich beide Formulierungen
nicht. Die ebenen Wellen selbst treten anschliefsend nicht mehr explizit auf, so daf die Ver-
wendung der komplexen Darstellung der Eigenfunktionen auf die weitere Rechnung keinen
unerwiinschten Einflufs hat. Daher werden wir aus Griinden der Einfachheit auch weiterhin

auf diese Form zuriickgreifen.

Wir wollen nun die Vollstandigkeit im Impuls- und im Ortsraum ableiten, indem wir in
Analogie zu dem eindimensionalen Beispiel aus der Quantenmechanik die Giiltigkeit der

Relationen

[ telnl) = l2) =8 - o) = L.

und

/dx (pla)(z|p) = (plp)=0d(p—1) =1,y

fiir die verallgemeinerten Impuls- und Ortseigenzustéinde bestitigen. Wir beschrinken uns
dabei auf das Beispiel des Vektor-Sektors des Gravitonanteils; im Unterschied zum skalaren
Sektor sind hier auch die transversalen Eigenvektoren zu beriicksichtigen. Hinsichtlich der

Vollstandigkeit im verallgemeinerten Impulsraum gilt dann
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Vektor-Sektor des Gravitonanteils:

3

ny
[t > S temiviplavlav]ykiv)

ay=1I=1

= [N G ), 6 0

d4p % m A\ ikp(T—
= /(271_)45}/\/PV k(p)e ple=v)

—10, ) 5D (z —y)

— & PV”;C< — . (7.24)

e

so daf wir die (z,m,iv)-(y, k, jv)-Komponente des zugehorigen Einheitsoperators 1y in
dem betrachteten verallgemeinerten Ortsraum erhalten. In den anderen Sektoren verlauft

die Rechnung analog;:

Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

4 - . . 1S 5(4) ("L‘ - y)
d'p Y _(wis|pas)ipas|yjs) = 05— (7.25)

ag=1

Tensor-Sektor des Gravitonanteils:

nrt 3
/d4p Z Z (xmniry|plJar)(plJar|ykljr) = 5Z}TPVm"kl(

—10, ) §W(z —y)

ar=11,J=1 V=l €
(7.26)
Skalarer Sektor des Geistanteils:
Ngh's
. . ; Sz —y
/d4p Y (wigns | pans) (P gns | Y Jans) = 5ghsjghs¥ (7.27)
Oéghsil

Vektor-Sektor des Geistanteils:

4 - . . lgh v m —10; 5 (SL’ — y)
[ 2 (rmia [P Toa ) 010wy |k jay) =0° (=)
Qgh V=

(7.28)
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Demgegeniiber ergibt sich die Vollstindigkeit im Ortsraum folgendermafen fiir den

Vektor-Sektor des Gravitonanteils:

4 ny
/d%éZ Z(p’JﬁVMmiV}(xmiv\plaV}

m=1iy=1

/d4:p e (21)461‘%(12—17’)96 (UV Bv)
T

— %5(4) (p o p/) (Uvﬁv) A (p/2) (vvav)iv (pQ)tJm(ﬁ/)t]m(ﬁ)

(V)Y GO (D)

w

w

= 00— )V, 07 (0 ) P ) (7.29)

w

Kontrahiert man (7.29) mit einem Tensor 7°V!(p) und summiert bzw. integriert anschlie-
Rend iiber av, I und p, so erhilt man TPv7(p'), d.h. die obige Abbildung vermittelt in der
Tat die Identitdt. Man erkennt im Vergleich der beiden Vollstindigkeitsrelationen erneut
die Asymmetrie der beiden inneren Produkte auf dem z- und dem p-Raum beziiglich des

Volumenfaktors. Analoges gilt fiir die anderen Sektoren:

Skalarer Sektor des Gravitonanteils:

[dtzed @ s lzishwislpas) = 50— ) (05%), ) (%,) 67 (730)

ig=1

S

Tensor-Sektor des Gravitonanteils:

4 nr
/d4xe Z Z(p’KLﬁT|xmniT><xmniT|pIJozT)

m,n=117=1

= 0= ) (), ) (7)) (F ) + ) — S P (9T

< (17 ) 5) + 1 DD~ 5 P B ) (731)

iT

Skalarer Sektor des Geistanteils:

Ngh S

/d4xé Z (0 Bans | Tigns) (T igns| p agns) = 0@ (p — p') (v&"5 Fens)

ighs=1

) (v, )5 ()

(7.32)

igh S
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Vektor-Sektor des Geistanteils:

Ngh Vv

/d4xez Z P J Banv | T mignv){xmigyv|p T agny)

m= 1ZghV 1

= 0W(p —p) (B VP,

lgh V

@) (05, )Y @O, ) E) (7.33)

In dieser kompakten Form kann jetzt die von uns in der verallgemeinerten Ortsdar-
stellung geloste Eigenwertgleichung angegeben werden. Dabei beschrinken wir uns auch
hier auf den Vektorblock des Gravitonanteils; fiir die vier iibrigen Teile sind lediglich die
Indizes der Ortsdarstellung und die Quantenzahlen der Eigenzustinde zu ersetzen. Die

Eigenwertgleichung fiir Hy im Vektor-Sektor des Gravitonanteils lautet:

(xmiy |Hv\ykjv><ykjv\pfav>
o33 s omn( ) e

k= 1_]\/ 1
(vVaV)jV(pQ)

1
(2m)?

4 7
. 1 )
o V ( 2 m (A A% J 2 ikpr 4 k(n
- ;:1: E : H i Vk(p)(v av) V<p )(27T)Qe P tl (p)

Jjv=1

e t,5(p)

) X (0% ) 1) e

()
(p?) x (xmiv|play). (7.34)

Im ersten Schritt wurden Hy und Py partiell integriert und nach rechts auf eine ,ima-
gindre“ z-abhidngige Funktion angewandt, um die beiden Operatoren anschliefsend nach

Auswertung der Delta-Distribution partiell zuriickzuintegrieren und auf die ebene Welle

(271r)2ei””p"” wirken zu lassen.

Die Tatsache, dafs der volle Operator Hy in jedem Block durch ein Tensorprodukt des
algebraischen Anteils mit dem Projektor auf den jeweiligen transversalen Unterraum gege-
ben ist, hat zur Folge, dak die Eigenwerte 5\§X (p?) jeweils d,-fach entartet sind. Daf sich
das Eigenwertproblem im wesentlichen auf den Matrixanteil reduziert, ist in der trivialen
Abhéngigkeit von Hy beziiglich der O(4)-Indizes und der Raumzeitkoordinaten begriindet,

die in Form des Projektors und der Delta-Distribution durch die entsprechenden Einheits-
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operatoren gegeben ist.

7.4 Die Berechnung der Spur

Gemif der der Propertime-Gleichung zugrundeliegenden Renormierungsgruppen-Verbes-

serung gilt nach (7.5)
1 HE™)? 1 1
r.—s = —Trln(%) + =Tr ln(]l + —M)
4 f 2 Vi
1
—|—§TI' <(H§raV)2(ngav>flvgrav<H§rav>f2)

—2{%Tr ln<(}—;§;)2> + %Tr((th)vgh(thV)} . (7.35)
Nachdem wir uns im letzten Abschnitt von der Vollstéindigkeit des Eigensystems von H
tiberzeugt haben, sollen im folgenden in (7.35) alle Spuren aufer der zweiten in dieser Basis
berechnet werden. Im Anschluf erfolgt deren Regularisierung. Wir werden dabei in jeder
von ihnen einen positiven Operator in Form eines Eigenzeitintegrals exponentieren und
dieses im Anschluf regularisieren. Zur Kennzeichnung schreiben wir den Operator in der
entsprechenden Spur in einer eckigen Klammer ([ ]) und versehen diese mit dem Subskript
REG. Zudem schreiben wir jeweils ein vorerst nur symbolisches Propertime-Integral. Dessen

erforderliche Regularisierung driicken wir aus, indem wir das Integralzeichen # verwenden.

7.4.1 Die freien Hy-Logarithmen

Die Spur ist sektorweise definiert als die Summe der Diagonalmatrixelemente des be-
treffenden Operators, wobei in der Eigenbasis iiber die entsprechenden Quantenzahlen zu
summieren ist. Die Spur der paritidtsgeraden freien Beitrage im Graviton- und Geistsek-
tor, d.h. Tr ln(u{g;%“ﬁ) —1Tr ln(w;i?#) in (7.35), 14kt sich in der Eigenbasis unmittelbar
angeben.

Betrachten wir als Beispiel wieder den Vektorblock des Gravitonsektors und schieben
wir vermoge der Vollsténdigkeitsrelation (7.29) zwei 1-Operatoren im Ortsraum ein, so

erhalten wir unter Verwendung der Eigenwertgleichung (7.34) die Spur einer beliebigen
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Funktion von HS’ 7u

Te{f(Hy)} = Z@[Oév\f( ploy)

playv

= Z Z Z<p[av\xmiv)(xmiv|f(HoV)‘ykjv><ykjv‘p[av>

pfavﬁnﬂvykjv

= > > I ) (pLav|zmiv)(zmiv|play)

playzmiy

xemmt,m@) (viw)’”(p?)
= (/d4:cedv/ an 5‘“’
( / d*z &)dy / Z £\ (7.36)

mit 37 = [d*pund ), = [d*zeé. Der Faktor dy entstammt der Entartung der Eigen-

werte. Da zudem der freie Anteil in einer Entwicklung nach lokalen Diffeomorphismusinva-

rianten nur Terme erzeugen kann, die proportional zum Raumzeitvolumen sind, erhalten
wir erwartungsgeméif die mit der kosmologischen Konstanten assoziierte Invariante [ d*xe.

Der freie Anteil tragt somit nur zu deren Beta-Funktion bei.

(Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wird die Spur der ny x ny-Diagonal-
matrix berechnet, deren ay-avy-Eintrag durch f (S\XV) gegeben ist. Betrachten wir nur den
Matrixanteil des Eigenwertproblems und lassen der Ubersichtlichkeit wegen den Sektorin-
dex V unberiicksichtigt, so resultiert mit (v*); = (a|i) & (v,)! = (i| @) die mogliche
Irritation beziiglich der Summation iiber o wie {iblich daraus, dafs in der Eigenwertglei-
chung (i |[Ho| ) (j | @) = A\o{i| @) micht iiber a summiert wird. Bilden wir die Spur, indem
wir diese Gleichung mit (« |4) multiplizieren und iiber @ summieren, so erhalten wir ent-
sprechend (o '><’|Ho\j><j|04> = (a|Ho|a) = Tr{Ho} = Aofa|i)(ila) = Aalafa) =
Tr{diag(Aa)} = >, A

Um den Massenparameter ji zu beriicksichtigen, mit dem der freie, parititsgerade Anteil

im Graviton- und Geistsektor reskaliert wird und der in beiden Logarithmen von (7.35)
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auftritt, geben wir die Spur des Einheitsoperators an. Dessen Ortsdarstellung ist fiir den

betrachteten Beispielsektor gegeben durch

e

—i0, ) S (x —y)
Vess '

Wir erhalten seine Spur, indem wir in (7.36) f(Hy') = 1V und dementsprechend f(AY ) =

1V ay setzen. Ubertrigt man dies auf die analogen Rechnungen in den iibrigen Sektoren,

(wmiv [1¥]ykjv) = %, P

so fiithrt das fiir einen beliebigen Sektor y auf

d*p

(1) = dem( [atee) ([ 5.

Wir erhalten also die Anzahl d, - n, der Feldkomponenten des betreffenden Sektors, was

multipliziert mit dem z-Integral auf die Anzahl der (unendlich vielen) Feldfreiheitsgrade

fiihrt. Dies wird noch mit der Summe iiber alle Impulsmoden multipliziert.

Wenden wir uns jetzt den gesuchten Logarithmen zu. Ziehen wir geméfs der der Propertime-

Darstellung zugrundeliegenden Operator-Identitét

(3= [

Zahler und Nenner im Argument der beiden Logarithmen in (7.35) auseinander, so ergibt

sich schliefslich fiir den freien Beitrag die gesuchte Spur zu

Hograv 2 th 2
i{Trln[(%)]REG—QTran( /]2) ) REG}
ds’

= —i{f Q(Tres(ngav)Q —Tr e*sﬂﬁ) — f—f(Tr efs/(th)2 — Tre*slﬁ2>}
s
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- faa [T 5 a3 et -ae)

x€{S,V,T} ax_l

-2 dg—{( Z dy Ze (™) —10e’s,ﬂ2>}.

x€{ghS,ghV}  ay=1

Dabei gibt ZXE{S,V,T} d, n, = 40 die Zahl der Feldkomponenten im Gravitonsektor und
er{ghS,ghV} dyn, = 10 die der Feldkomponenten im Geistsektor an. Wir haben hier fiir
den Graviton- und Geistsektor zwei unterschiedliche Propertime-Variablen s und s ver-
wandt, da deren Massendimension verschieden ist. Zudem belassen wir den konstanten
ii-Beitrag an dieser Stelle ebenfalls unter dem Impulsintegral, da er im Zuge der Regulari-

sierung eine p-abhingige Modifikation erfihrt.

7.4.2 Die Wechselwirkungsbeitriage

Bei den Spuren in (7.35), die den Wechselwirkungsoperator V' enthalten, ist zu beach-

f%uad (1) konstruierte

ten, daf der aus der im Anhang H berechneten quadratischen Form
Operator V nach der Funktionalableitung beziiglich der Komponentenfelder neben der Ma-
trixstruktur auch eine nichttriviale O(4)-Indexstruktur aufweist. Im Unterschied zu Hy ist
er nicht proportional zu dem entsprechenden transversalen Projektor. Insbesondere héngt
er explizit von partiellen ersten Ableitungen der Lorentz-Indizes ab, so dafs er keine reine
Funktion von [ ist. Wir schreiben dementsprechend fiir seine Ortsdarstellung im Graviton-
Vektor-Sektor
(xmiv|VV|ykjy) = (VV)ZV " L (—107) M :

v e

Dabei trigt die Ableitung im Argument einen Dummy-O(4)-Index a um zu verdeutlichen,
daf V'V in verallgemeinerter Ortsdarstellung bei Anwendung auf eine ebene Welle e?P®
wirklich vom Vektor p, und nicht nur von dessen Betrag p abhidngt. In den Matrixele-
menten treten auch das Vektorfeld v, und dessen erste Ableitung auf. Allerdings bleibt
v, von den Manipulationen im Zuge der Spurberechnung unberiihrt (insbesondere wird es
nicht Fourier-transformiert), so daf wir diese Abhéingigkeit vorerst nicht beriicksichtigen.
Dementsprechend soll das Ableitungsargument auch nur diejenigen Ableitungen umfassen,

die an v, bzw. d,v, vorbei wirken und V'V zu einem Differentialoperator machen. Es bezieht
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sich nicht auf die partiellen Ableitungen, die auf v, wirken.

Im folgenden ist die Spur des Produktes von VV und (HY)™! zu bilden. Da (HV) im

z—y)

Ortsraum proportional zu den Einheitsoperatoren Py und % ist, gilt dies auch fiir

(HY)~'. Insbesondere enthilt dieser Operator ebenfalls einen Faktor £, da beziiglich des
inneren Produktes f d*z € im Ortsraum der Einheitsoperator durch die tensorielle Delta-

e 4) (o
Distribution W

xanteil (Hv)i\]fv(—D) von HV zu invertieren, d. h. auf dem Niveau der Ersetzung —[1 — p?
ist die Matrix ((HV)_l)Z;V (p?), die zur Matrix (HV)Z;V (p?) invers ist, zu bestimmen. Da-
bei ist p? # 0 lediglich ein festgehaltener Parameter. Wir iiberpriifen diese Aussage, indem

gegeben ist. Daher ist bei der Berechnung von (H")~! nur der Matri-

wir im Ortsraum den so konstruierten inversen Operator mit /" multiplizieren, d.h. wir

berechnen

> lemiv|(HY) ykjv)(ykiv|HY | znky)

= [aey S o coom () Y]

k=1 jy=1
(1Y (-0 ( —i0, )5(4)@/— z)]

- Jave S [ [amelemy cmora ()]

(YY), (-0 P, () erro=2)]

V-0,

Dabei haben wir die tensoriellen Delta-Distributionen iiber die modifizierten ebenen Wellen

dargestellt. Dies hat eine Transformation der Matrixanteile und der Projektoren in den

Impulsraum zur Folge, und die Ausfithrung des y- und des p/-Integrals fithrt auf

[aves 3 [

k=1 jv=

4

d p/ iky(p—p') jikpr ,—ikp z

(2 )46 e [§]
m

(Y)Y GRS | (YY), 0 RS0

v

Y dp ‘ ‘
_ Z Z / (2 )4 /d4pl 5(4) (p _pl) ipT o —ikp'z
k=1 jy—1 &

()Y RSO [ 07 P 0)]

A%
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= 3N [ e () ) G Y GO RAGIR6)]

kv
k=1 jy=1

Verwenden wir die Vollstindigkeitsrelation der modifizierten ebenen Wellen, so erhalten

wir das gewiinschte Resultat in der Form

> (emiv |(HY) ykjv)(ykjv|HY | z2nky)

ykjv

= 5iZVPv”§1<

—i0, \ 6P (z — 2)
7o)

e

(xmiy |1V znky) .

Die Bestimmung der inversen Matrix ((HV)*l)i\;V (p*) kann von einem Computeralgebra-

programm wie Mathematica ausgefiihrt werden.

Wir konnen jetzt den Wechselwirkungsbeitrag des Vektorsektors zur Spur auf der rechten
Seite von (7.35) berechnen. Dabei stellen wir nach der Erweiterung der Spur mit (Hp)?
das Inverse dieses Operators in Propertime-Form dar. Zudem nutzen wir beziiglich dieses

Anteils die Eigenwert-Eigenschaft (7.34) aus. Wir erhalten
1 VYLV vy 2 V)2
§Tr{(H ) VY(HY)[(Hy) gect

= %Z Z Z Z Z<p[0zv|:Emiv><xmiv|(HV)—1|ykjv><ykjv|Vv|an\/) o

playxzmivykjy znky wlqy

2
x(znkv|(H(}/)27[dses(H0V) |wlgy)(wlgy|play)

4

/d4xé/d4yé/d4zé/d4p i i lei;

iv,jv,kv=1ay=1kmmn=1

N —

1

—ikpx 1 ~ Vo 2
e "L (D) (0VY), (07) X

@)’
ey cmra( ) = [0 c )
< (R ) ( ds e B8O Yot () (08, ) )

e

kv n é

Wir integrieren nun den Operator in der ersten eckigen Klammer partiell und wenden ihn
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auf e=™P% an. Nach Auswertung der Delta-Distribution wird er zuriickintegriert, und man
erhalt

ny nv

e faose [S0 S5 S ST w00, )

v, jv,kv=1av=1kmn=1
3 2 —s(AY (p2))2
X ()\Zv(pz)) (7[ ds e~ % Pay (%) ) %

<[y, R () 0 o P ) e

Wir wiederholen dieses Vorgehen beziiglich des kompletten Operators in der eckigen Klam-

mer, was schlieflich auf

ST (1Y) VY (HY) () e

2
C e [ S SS GGuA(fase ) R

iv,jv,kv=1ay=1kmn=1

L)) PG (V) 00| (0% 0?)

- %/d% e/ éjf; i i i (AZV(pZ)f(%ds efsaXV(p?))?) x

L)Y GV ) P 0)] (0%)™ )
(7.37)

x (vVV)

x (V)

fiihrt. Da keine der drei transversalen Richtungen I ausgezeichnet war, kombinieren die
transversalen Eigenvektoren {t;} zu einem Projektor Py, so daf der Index I verschwindet.
Dariiber hinaus hingt V'V iiber v, und 9,v, von x ab, was gerade auf die beiden von uns
gesuchten Kriimmungsinvarianten fiihrt. Somit kann hier das z-Integral im Unterschied
zum freien Fall nicht als Vorfaktor vor die Summe geschrieben werden. Wir werden auf
diesen Punkt in Kiirze genauer eingehen. Hitten wir auch im Wechselwirkungsanteil ana-
log zum freien Beitrag die Transversalitdt der Komponentenfelder durch Einschieben von
Projektoren explizit beriicksichtigt, so stellen wir nun fest, dafs sich der obige Ausdruck

v k VIV P p kpa i
— (VYY) i oL vp Dy vornimmt.

nicht dndert, wenn man in ihm die Ersetzung (VV) .

Der Operator (Vv)i\;.vkm (pa) ist unter dem Impulsintegral mit P,/ (p) zu kontrahieren,
)™ (p?) fithrt, der

was unter Beriicksichtigung der p-Integration auf einen Operator (VCXHtr iv
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ebenfalls nur noch vom Betrag p des Impulses abhiingt. Das konkrete Vorgehen werden wir
an einem Beispiel erldutern. Die nichttriviale O(4)-Indexabhingigkeit dieses Objektes ist
damit verschwunden, so dafs die resultierende Matrix fiir jede Feldspezies strukturell von der
Form der Matrix (Hac)i’;x ist. Die Vorfaktoren ﬁ kiirzen sich im Produkt von (H*)~! und
(VX i) weg. Der Geistbeitrag ergibt sich, indem man im urspriinglichen Ausdruck (7.35)

contr
den Faktor (HE™)? streicht und dafiic (H2*¥)~! durch H&" ersetzt. Diese Matrix wird
mit VE multipliziert. Auf dem Niveau von (7.37) ist entsprechend der Faktor (5‘§4;?:V)2
zu streichen und die Ersetzung (H#*)~! — HE" vorzunehmen. Beziiglich (HE")~2 wendet
man wiederum die Propertime-Darstellung an und driickt das Eigenzeit-Integral iiber das

Spektrum (A" )* aus.

An dieser Stelle soll die bereits erwahnte \/%—Reskalierung des Wechselwirkungsan-
teils diskutiert werden. In Anhang H berechnen wir in der Ordnung O(w) und O(dw)

)

die reduzierte quadratische Form fzuad(l , in der die Reskalierungen noch nicht beriick-

sichtigt sind. Entsprechend erhalten wir dann durch funktionale Ableitung einen Operator
FAVAWAN

(V ) kv n

der Notation aus (6.27) fiir den Vektorsektor durch

(—i0,). Dessen Beziehung zum reskalierten Operator (Vv)jiwkn(—i@a) ist mit

Vyiv m . . _al‘/ 1 by Vv m . _aY 1 b}/
(V ) ;v k(_laa> =K (ﬁ) N (V ) ;v k(_laa),u v (ﬁ) ¥
gegeben. Dabei sind die ji-Reskalierungen unproblematisch. Geméf der allgemeinen Iden-

titat

1 1 o
A"~ T(n) /0 ¢

fiir Potenzen inverser positiver Operatoren gilt

1 1 /°° :
—— = — [ dtt2 P,
V- VT Jo

Will man die entsprechenden Potenzen dieses Operators, die links von V'V stehen, partiell
nach rechts integrieren, so wire diese Exponentialreihe zu entwickeln. Dabei wirkt sie
auf v, und 9,v, in VV sowie nach rechts. Da hohere Ableitungen nicht beriicksichtigt
werden miissen, ware ihre Wirkung auf J,v, zu vernachlissigen. Allerdings erzeugt sie

bei Anwendung auf v, auch erste Ableitungen des Vektorfeldes, die beriicksichtigt werden
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miifiten.

Stattdessen wollen wir ausnutzen, daf wir bei der Berechnung der Spur dieses selbstad-

jungierten Operators diesen auch auf den linken Eigenzustand wirken lassen kénnen. Da

1
(2m)?

mit Eigenwert %; beispielsweise gilt

die Eigenzustinde in jedem Sektor einen Faktor e'P* enthalten, sind sie insbesondere

1

Eigenzustinde von Ve

1 1
p 1 ay =—(play]|.
Wlovl—A= = (lov]

Fiihren wir also die Reskalierungen erst unter der Spur durch, so kénnen wir auch fiir den
Wechselwirkungsanteil beziiglich p elementweise die Skalierungsvorschriften verwenden, die

wir bereits im Rahmen der Reskalierung des freien Anteils angegeben hatten.

Bevor wir die Projektor-Kontraktion durchfiihren, ist noch eine weitere zentrale Beob-
achtung festzuhalten: Im Wechselwirkungsanteil gilt sowohl fiir den Graviton- als auch fiir
den Geistsektor, dafs bei allen drei Tensorarten der Komponentenfelder auf die Beitrége,
die v, in undifferenzierter Form enthalten, stets eine ungerade Anzahl partieller Ableitun-
gen folgt, wohingegen nach 0,v, stets eine gerade Zahl partieller Ableitungen auftritt: Im
Gravitonbeitrag folgen auf einen solchen Ausdruck im skalaren Sektor stets vier Ableitun-
gen, im Falle der Vektoren sind es zwei, und im Tensor-Sektor tritt gar keine Ableitung
auf. Im Geistbeitrag folgen im skalaren Sektor zwei, und im Vektor-Sektor folgt gar keine
Ableitung auf 9,v,. Das léft sich der konkreten Form der in Anhang H berechneten Kom-
ponenten entnehmen. Diese Ableitungen iibersetzen sich unter der Spur in Vektoren p,,

iiber die integriert wird. Nun gilt allgemein

/d4pf(p2)pa---pb =0,
——

ungerade

so dak alle Terme, in denen das Vektorfeld v, unabgeleitet auftritt, nicht zur Spur bei-
tragen und im folgenden nicht mehr beriicksichtigt werden miissen. Da sich unter dem

Impulsintegral der Spur die reskalierten Tensorstrukturen von denjenigen im Anhang nur

um Potenzen von % = —L_ unterscheiden, bleibt diese Struktur der Terme von der Reska-

\/ﬁ

lierung unberiihrt.

Die Kontraktion fiihren wir an dem bereits betrachteten Beispiel des A™-b*-Matrixelemen-



180 7.4 Die Berechnung der Spur

tes durch. Da sich der Vorfaktor ﬁ
mG

(HY)~! weghebt, miissen wir ihn hier nicht beriicksichtigen. Die entsprechende Komponen-

dieses V-Matrixelements gegen denjenigen von

te von (Vv)i\;,vkm(pa) unter der Spur erhélt man, indem man im Matrixelement in (6.31),
das blof noch O(4)-Indizes enthilt, die Ersetzungen 9, — ip, und (J — —p? vornimmt.

Definieren wir zudem f,;, := 0,vy, so ist die folgende Kontraktion auszufiihren:

Komponente A™ — bk:

1
[t 50 L (6.55% = 5,8+ (5™ = 1788, )8,7

1 Ci Ci m.
1
_ / d4p{ 5 (n(:l:) abfcd) |:p2 (Pde(Sac - PVcb(Sad) + (Pvcbpd o Pdepc)pa

1 . .
_% (pr quPVkapq + 3¢, dqpqpb):| } .

(Trotz des Verschwindens der O(4)-Indizes aufgrund der Kontraktion mit dem Projektor ge-
ben wir bei der Unterstreichung der Feldkomponenten auch deren Lorentz-Tensorstruktur
an. Zwar ist die Matrix V2 . nun eine n, x n,-Matrix, deren Spalten und Zeilen sich
nur auf den jeweiligen Feldtyp beziehen und die fiir die O(4)-Tensorstruktur dieser Felder
,blind* ist, doch konnen wir so den skalaren Spuranteil, die vektorielle antisymmetrische
Komponente und den symmetrisch-spurlosen Anteil der urspriinglichen Tensoren vonein-

ander unterscheiden, die wir alle mit demselben Buchstaben bezeichnet hatten.)

) ab

Wir beachten nun die Antisymmetrie von n*) % und die des Epsilon-Tensors und ver-

wenden folgende Formel fiir symmetrische Integration

/ d*p f(p*)paps = inab / d*p f(p*) p*

die fiir alle Projektor-Kontraktionen inklusive jener im Tensor-Sektor ausreicht. Die Ver-
allgemeinerung auf Integranden, deren Tensorcharakter durch das Tensorprodukt von vier

Impulsvektoren gegeben ist, wird nicht benétigt. Damit gilt
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Komponente A™ — bF:

1
/d4p{ o 5(n(:l:) abfcd) [pQ (Pde(Sac - Vcb(;ad) + (5cbpd N 5dbpc)pa

1 . .
o (poe 0% py + 3¢, dqpqpb)} }
k

1 3 1
- / d'p{ = 50D foa) [T(090,5 = 630, + 7 (0707, — 040°,)p°
L3 cd § cd
G )]
1 3 1
= /d4p{ - i(n(i) abfcd) [Z (5db5ac - cb5ad)p2 + 1 (5cb5da - 5db5ca)P2

1,1 3
_%(chdbaJngacdb)]}
1 1

- [ol gl -1 e )

= /d4p{ - %(n(i) ® fub) [1 ¥ %}zf}

unter Beriicksichtigung der (Anti-)Selbstdualitiit von n*) . Entsprechend der angegebe-
nen Regeln ist nun eine A”-Komponente mit 1% und eine b*-Komponente mit % zu skalieren.
Da es sich um eine gemischte 7-&-Komponente handelt, entfillt die j-Reskalierung. Wir

erhalten somit abschlieféend

Komponente A™ — bF:

[ - 50 s 17 ]} (7.38)

Man beachte, daf unter Vernachlissigung des globalen Vorfaktors 16;Gk dieses Objekt die

Dimension einer Masse besitzt, da n®) @ f,, als Feldstirke die Massendimension 2 aufweist.

Eine analoge Berechnung findet man in Anhang J fiir die skalaren, die vektor- und
die tensorwertigen Felder im Graviton- und Geistsektor. Fiir die skalaren Komponenten
reduziert sich die Rechnung auf die Anwendung der obigen Formel fiir symmetrische In-
tegration. Dabei schreiben wir in Anhang J die Impulsintegration nicht mehr explizit aus;
die Gleichheitszeichen gelten dort also nur unter dem Integral. Alle Beitrige weisen eine

Struktur auf, die sich bereits an dem obigen Beispiel ablesen 1dft. Die einzigen beiden
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lokalen, im Kriimmungstensor, d.h. in dw, linearen Invarianten sind gegeben durch

(/d4:c en® D) = /d4x eF® “i’wéa“éb” (7.39)

sowie
j:(/d4:c én(i)abfab) = /d4a:e * ) ab wCa € (7.40)

Wie erwartet sind alle nicht-verschwindenden Beitrige im Wechselwirkungsanteil der
Spur proportional zu einem dieser beiden Terme, so dafs sich dort das Raumzeitintegral
([ d*zen®) e f,,) als Vorfaktor separieren 1ift. Der Beitrag, dessen Vorzeichen unabhiingig
von der Wahl von @™) oder @(7) ist, kann dann der Verallgemeinerung des Kriimmungsska-
lars zugeordnet werden. Der Anteil, der sein Vorzeichen beim Ubergang von o) zu @)
andert, entstammt hingegen dem Immirzi-Term. Im allgemeinen enthilt jede Komponente
beide Invarianten, wobei - im Einklang mit unseren Uberlegungen zur Parititsstruktur -
die zu (7.39) proportionalen Beitrige der parititsgeraden Mischungen auf den Diagonal-
blocken unabhéngig vom Immirzi-Parameter sind, wihrend die zum Immirzi-Term (7.40)
proportionalen Anteile dieser Mischungen alle einen Vorfaktor ,Yik enthalten. Da A™ und
b* echte Vektoren sind, verdeutlicht deren Mischung (7.38) beispielhaft diese Aussage. Fiir
die Nebendiagonalblocke gilt das Umgekehrte: Hier koppeln echte Tensoren mit Pseudo-
Tensoren, die nur iiber die parititsverletzende Dualisierung aus dem Immirzi-Term zu ei-
nem echten Skalar koppeln kénnen, so daf hier alle parititsgeraden Beitrige proportional
Zu % sind. Demgegeniiber koppeln sie ohne Dualisierung, d. h. in der Ordnung O((%)O),

zu Pseudoskalaren, die den typischen Vorzeichenwechsel aufweisen.

Definieren wir somit

(‘/;ontr) ZjX (‘/Yc)tgn;t") ) Z)](' (‘/;ontr ) Jx )

so gilt in der paritidtsgeordneten Darstellung beziiglich der ——Abhanglgkelt schematisch

(+) (+)
(VX (:r ) ~ (Vﬁéntr ) (‘/c)éntr ) (741)
(Vgéntr ) PT (‘/contr )
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und

P ( LA (Ve ) | 7.42)

( contr — _
(Vosse I o (Voo Jpp

Darin fassen T und P die (echten) Tensor- sowie die Pseudotensorfelder der jeweiligen Spe-
zies zusammen. Bevor wir die Matrizen explizit angeben, verwenden wir diese vergroberte

Darstellung, um ein Gefiihl fiir die allgemeine Struktur dieser Objekte zu vermitteln.

Weiterhin respektiert (HX)™! die Blockstruktur von HX. Da das Produkt dieser Ope-
ratoren die paritiitsgerade Einheitsmatrix 1 liefern soll, muf (HX)~! komponentenweise

beziiglich des v;-Grades folgende Struktur aufweisen:

(1) ~ ( ART ) A () ) _ (7.43)
ARF () AR ()

Diese Schreibweise soll implizieren, dafl beispielsweise alle nicht-verschwindenden Mischun-
gen von Pseudotensoren mit Tensoren durch ungerade Funktionen in v, gegeben sind. Diese
Struktur 14Kt sich auch explizit an den per Computer invertierten Matrizen ablesen, die

wir hier jedoch nicht angeben wollen.

Beziiglich des v,-Grades weist das Produkt aus (7.43) und (Vcﬁétt)) F (Wgﬁ;)) die Form
X even x odd x odd X even
(HX)A{(VXH)) T (Vx(f))} - < By (ve) F Byt () B (w) F Bip (k) )
contr contr - o even even o
B (ve) F BSE () BES" () F BESM (we)

auf. Aus dieser ist ersichtlich, dafs die Spur dieses Ausdrucks nach abschliefender Impuls-
integration fiir jeden Sektor x hinsichtlich des v,-Grades von der Gestalt fX®V(y) F
fxedd(~,) mit einer geraden (ungeraden) Funktion fxeven (fx°dd) gein wird. Diese Eigen-
schaft wird bei der Analyse der Beta-Funktionen von Wichtigkeit sein. Zudem wird die
Argumentation auch nicht durch die bereits durchgefiihrte Erweiterung der Spur mit H{
beeintrichtigt, da es sich bei diesem Operator unter der Spur um eine blockdiagonale,

paritiatsgerade Matrix handelt, die unabhéngig von ~; ist.

Diese Erorterungen beziehen sich nur auf den Gravitonsektor, da der Geistsektor voll-
standig parititsgerade und blockdiagonal ist. Die Geistwirkung besitzt keinen pseudoskala-

ren Anteil, so dak man keine Beitriige, die proportional zum Immirzi-Term =+ ( [ d*zen®) * f,;)
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wiren, erhilt. Demgemaéfs verzichten wir auf eine entsprechende Aufspaltung.
Explizit lauten die ,,contr‘-Matrizen:

Skalare im Graviton-Sektor (a, d, B, D):

i N 1 "
(‘/cir(lzg")) j’s + (‘/Cst;r(ltr)) j's - mn(i) bfab X

(1+8p) ~—1 1 1 1 1 ——1 1 —1 1 -1
N () (o) it G ) ()
= B

_ ;# p-! -2 1;% pt 0 0
Flto- ! 2($1+i p! 0 0
(7.44)
Tensoren im Graviton-Sektor (4™, B™", D™")
T (4)\ it Tonir L e
(‘/contr ) g + (‘/contr ) gt 167er fab X
5 1) 1(5 41 5,1 1. 5, -
6(1?7,@)#1 —z(zi% 6)291 el T
« %(g FL. %)p‘l 0 0 (7.45)
(i A 0 0
Skalare im Geist-Sektor (f, f):
hS\ ¢ a
(Vahn)'=s, =n D 1y x (0) (7.46)

Vektoren im Geist-Sektor (G, Fny G,y g™y F™, G™):

hV % +) ab
(VERS Y=Y = n g,

gt Gt 0
x 3yl 00 (7.47)
0 0 0

1



Vektoren im Graviton-Sektor (b7, ¢™, A™, D™, d", B™, C™):

(VV(—i-))iv - (VV(—))Z'V 1 pEabp
contr v contr Jv 1 67T Gk a
1 1 3 -—1 1 —1 5 2 -1 1 =—1 1.5 -1 1 1 -1
0 |:2' <1¥ﬁ>*Wi|M -5 1$W D -3 i$% D (¥1+W>H <$1+ﬁ §>P 2—(¥1+W>P
1 1 1 =—1 3 -—1 1 1 -1 1 5 2 -1 1 1 =—1 3 1.5 —1 1 1.1 —1
§<1$T€> 8ap | # Zap H -3 1$% P —2\atH,)r |:<i1*%>i%:| <$Z+ﬁ 8>P <¥Z+% Q)P

1 =—1 1 3 —1 1 =—1 1.1 -1 1.1 -1
(¥1+%>H |:<:l:17% $%:| 0 0 - 1$%>H +7 5P F1 5P
()t (g e :

1 1) -1 _1.9),-1 11323 ) -1

1 11+W>p (:l:l =+ g>p 0 0 ?(TI,Yk>p 0 0

(7.48)

SunyOI_[3YN[ g I9p Sunjiomsny oI

G81
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Diese Matrizen besitzen die gewiinschten Massendimensionen, d.h. 3 im Falle des Gra-
vitonsektors und 1 im Falle des Geistsektors. Wie angesprochen hebt sich in ersterem der

1 weg. Weiterhin sind die

Vorfaktor ﬁ gegen den reziproken Vorfaktor von (H®®)~
Objekte unabhéingig von der kosmologischen Konstante und der Lorentz-Eichfixierung, da
diese nur zum freien Anteil beitragen. Dies trifft auch auf den 7-7-Block zu, so daf al-
le Komponenten, die diesem zuzuordnen sind, in den obigen Matrizen verschwinden. Die
Diffeomorphismus-Eichbedingung trigt nur zu den £-&-Komponenten bei. In den gemisch-
ten &-7- bzw. 7-&-Komponenten finden sich die p~'-Terme, die der First-Order-Natur ent-
stammen. Schlieflich weisen sie beziiglich der Paritdt und der %—Abhéngigkeit die zuvor
angegebene Struktur auf. Zudem sind diese Matrizen nicht mehr hermitesch, da bereits
eine teilweise Spurbildung erfolgt ist: Aufgrund der Impulsintegration verschwinden einige

Terme, die auf Operatorniveau benotigt werden, um die Hermitizitdt zu gewéhrleisten.

Wir mochten an dieser Stelle noch eine allgemeine Betrachtung anstellen, die im Zuge
der Analyse der Beta-Funktionen von Interesse sein wird. Nehmen wir an, in der Trun-
kierung wire kein pseudoskalarer Anteil in Form des Immirzi-Terms enthalten. Dann wére
H mit Hj identisch, d.h. der freie Anteil wire analog zum Geistsektor blockdiagonal und
~r-unabhingig. Wir konnten dann das Argument beziiglich der Spur des Produkts ei-
ner blockdiagonalen und einer beliebigen Matrix nicht nur sektorweise, sondern (ebenfalls
wie im Geistsektor) beziiglich der Parititsordnung auch blockweise anwenden. Die zu %
proportionalen Terme wiren in VXD und VX() nicht vorhanden, und die Nebendiago-

contr contr
nalterme in VX~

X\, die beim Ubergang von @™) zu @) ihr Vorzeichen wechseln, wiirden

aufgrund des gerade erwidhnten Spurarguments nicht zur Spur beitragen.

Dies ist zu erwarten, da diese Komponenten bekanntlich auf der rechten Seite dem pseu-

doskalaren Tmmirzi-Term und nicht der gesuchten Invariante [ d*zeF, é/te,” zuzuordnen
VX (+

sind. Dementsprechend wire hier der relevante Wechselwirkungsbeitrag durch Comr) |y 00

gegeben, und er hitte die gleiche Gestalt wie sein Gegenstiick aus dem Geistsektor. Wenn
also die betrachtete Trunkierung nur den parititsgeraden Term [d*ze F ‘”;Wéa“éb” enthalt,
so erzeugt die Spur auf der rechten Seite keine pseudoskalaren Beitrige. In der metrischen
Gravitation gibt es nur eine lokale, im Kriimmungstensor lineare Invariante, die einen ech-
ten Skalar darstellt. Wir konnen daher festhalten, daf in einer Trunkierung, die nur die
beiden Invarianten [d*z e F%, e te,” und [ d*z e enthilt, die erforderlichen Wechselwir-

urv-a
kungsbeitriage durch Vggéﬁhkﬁm und Vc’f,r(l;) — 0 gegeben sind.
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Dariiber hinaus besteht die Frage, ob die Wahl eines konstanten selbstdualen bzw. anti-
selbstdualen Spinzusammenhangs als Hintergrundkonfiguration und eine Entwicklung bis
zur quadratischen Ordnung in @™) nicht giinstiger gewesen wire, um auf der rechten Seite
die beiden gesuchten Invarianten zu reproduzieren. Zwar hitte man dann eine entspre-
chend grofsere Anzahl von Termen beriicksichtigen miissen, doch wiren keine Ableitungen
0w™®) aufgetreten. Allerdings sind dann fiir ein ebenfalls konstantes Hintergrundvielbein
die Ausdriicke £ we, e, und s We J'€é” konstant, so dafs beide Invarianten Ober-
flachenterme sind. Vor allem hinsichtlich der auszufiihrenden partiellen Integrationen kann
eine derartige Situation problematisch sein. Im obigen Fall hingegen separiert das mit
der Invariante assoziierte Raumzeitintegral vollstindig von der restlichen Spur ab. Da wir
keine Annahmen beziiglich der x-Abhéngigkeit von v, gemacht haben, kénnen wir die
Hintergrund-Konfiguration als beliebig gut lokalisiert betrachten. Aufserdem muf bei einer
Entwicklung bis zu O(@?) beachtet werden, daf in dieser Ordnung auch Terme der Form
T* N\ T, auftreten, die zur Nieh-Yan-Invariante beitragen und die von den gesuchten Ter-
men zu trennen sind. Abschliefend spricht gegen diese Strategie ebenfalls die Tatsache,

daf dann unter der Spur zwei iiberlappende Impulsintegrale auftreten.

Definieren wir nun

(‘/ci()ntr)zx' = ( abfab)( contr)i);x vX € {S,V,T,ghS,ghS},

Ix

so erhalten wir abschliefsend die Wechselwirkungsbeitriage der Spur zu
1 - rav ravy — -
A () e (g () Q}REG) —2Tr(<H§h>vgh[<H§h> Trec) }

- e[S STy Y

XE{S,V, T} ax=1 iy, jix,ky=1

X

2 Y Yy

x€{ghS,eh V} ax=1iy,jy,ky=1

[0, 6P ()5 ) (Vo) 07) (0%5,) 0 f e ]}

x

@), () ) ) (V) X(pQ)(vXax)kX(Pz)(Aéix(l?z))Q][ ds e Vo 0]
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— %(/d‘len(i)abfab)/%{ Z i i

XE{S,V, T} ax=1ix,jx,kx=1

(@), A ()T 0 (V) s, 09 (0%,) ™ 02 (A, (pz))27[ ds e~ (o 7))

Tx J

Y Yy

x€{ghS,gh V} ayx=1jy ,kxy=1

\ a ¥ ix kx —s' (N (p?))?
R0, 09 (0), 02 (T3, 9 (0%,) () s e @] (7.49)
Bei der Umformung haben wir beachtet, daf auch (th)ij,hh(ﬁ) eine reelle, symmetrische

g

Matrix ist, so daf ihre Linkseigenvektoren mit ihren Rechtseigenvektoren identisch sind.

7.5 Die Berechnung von %Tr 1n{1l + ,y—lkj\/l}

Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit dem verbleibenden Beitrag der Spur auf
der rechten Seite von (7.35). Es handelt sich um denjenigen Term, der die dimensionslose
Matrix M enthélt, so daf er mithin nur im Gravitonsektor auftritt. Dieser Term entstammt

dem pseudoskalaren Anteil der Wirkung.
Zunichst gilt wie iiblich fiir das Beispiel der Vektoren aus dem Gravitonsektor

1 1 1 1
STrin{1Y + — MV} = 2 Tay In{1¥ + =MV} pTay).
5o +’YkM 22( ay |In +’YkM |pIay)

playv

Wir schieben nun wieder zwei 1-Operatoren im verallgemeinerten Ortsraum ein, verwenden

die Ortsraumdarstellung

—i0, ) S (z —y)

(wmiv n{1¥ + %MV}| yhiv) = (m{1¥ + iMV(—Dx)})’;VPV";(\/__Dx -

Ve

und erhalten nach den vertrauten Manipulationen

1 1
—Tr ln{ﬂv + —MV}
2 Vk

- %(d% e)dy / (gﬂi > (ln{ﬂv + iMV(pQ)})iZV , (7.50)
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so dak also die iibliche algebraische Spur der ny x ny-Matrix (ln{ﬂv + iMV(pQ)})i\;V in
regularisierter Form zu berechnen ist. Um dies durchzufiihren, sind einige algebraische Ei-
genschaften von (MV(pZ))Z;V sehr hilfreich, mit denen wir uns im folgenden Unterabschnitt

befassen.

7.5.1 Zu den algebraischen Eigenschaften der Matrix M

Wir geben die Matrix M zunéchst sektorweise an:

Skalare im Graviton-Sektor (a, d, B, D):

0 0 0 0
; 0 0 0 0
MB)E (p?) = 7.51
(M) (%) 0 0 1 (7.51)
0 -2 —_1 0
I
Vektoren im Graviton-Sektor (b, ¢™, A™, D™, d™, B™, C™):
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 —%p 0 -1
(MV)Z\;V(pQ): 0O 0 0 0 0 -1 0 (7.52)
0O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0 =2 —1 0 0 0
I
Tensoren im Graviton-Sektor (d™", B"™", D™"):
0 0 0
T\iT [ 2\ _
(MO )= 0 0 -1 (7.53)
—2Z 1 0

In diesen Blocken tritt nur der Quotient £ auf, so daft M insbesondere unabhéngig von
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Ak, ap und o ist.

Wir unterdriicken jetzt die Matrixindizes iy, jg, X € {S,V, T}. Zudem bezeichne in der
folgenden Diskussion 1X = {(]li)z’;} = L, xn, den algebraischen Anteil des Einheitsope-
X

rators, so daf 1¥ und MX jeweils ny x ny-Matrizen sind.

Die wichtigste Eigenschaft von MX ist dann durch folgenden Sachverhalt gegeben: Fiir

jeden Sektor y existieren orthogonale Projektoren Hz‘; und ITX, so daf gilt

MX=T1X — 11X mit TTX-TIX =0. (7.54)

Dies impliziert (M2)2 = IIX + II*, so daf man die Projektoren gemif ITY = 1 ((MX)? +
MX) und II* = 1((M¥)? — MX) bestimmen kann. Definiert man zudem

IT

S X
Il
=
e
|
=

+ =<
|
|
| <

so folgt unmittelbar
Iy - 11X = 0 =TI - IX sowie IIY - Y = I} ,

und wir konnen diese Beziehungen formal in der iiblichen Relation fiir Projektoren auf

orthogonale Unterrdume zusammenfassen:

Y- I0Y = 0,10, i, j € {+,—,0}. (7.55)
Weiterhin gilt
(MX)? = (T + %) - (TTX — 1Y) = T1¥ — 1% = MY (7.56)
und somit fiir n € N
(MOP = MY und (MY)™" = (M) (7.57)

Die Eigenschaft (7.56), (MX)? = MX, besagt, dak M eine sogenannte Krein-Form defi-
niert. Man beachte, daf dies trivialerweise auch fiir (/\/l’z)2 = 1X der Fall wére; hier jedoch

gilt (M’z)2 = 1X —II}, wobei der Differenzbeitrag II§ zu MX orthogonal ist.
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Wir fiihren nun die Grofse vy ein, die die Anzahl der Skalare, Vektoren und spurlos-
symmetrischen Tensoren in der Zerlegung (6.12) der reskalierten Spinzusammenhangsfluk-

M angibt. Da wir in dieser die letzten beiden Komponenten durch Dualisie-

tuation ﬂ_%?
rung der ersten beiden erhalten, ist vy eine gerade Zahl. Es gilt vg = 2, vy = 4 und vy = 2
in Ubereinstimmung mit den 2-144-3 + 2.5 = 24 unabhiingigen Komponenten des

Spinzusammenhangs.

Das Spektrum der Projektoren H?‘; und IIX weist nun jeweis “-mal den Eigenwert +1

und <n>—< — %)—mal den Eigenwert 0 auf. Da die Eigenrdume von H’;‘r und II¥ orthogonal
sind, besitzt MX die Eigenwerte +1 und —1 jeweils mit Entartungsgrad =¢. Der Eigenwert
0 ist (ny — vy)-fach entartet. Im Spektrum von (/\/PZ)2 tritt daher der Eigenwert +1 mit
vg-facher Entartung und der Eigenwert 0 mit (ny — vy)-facher Entartung auf. Dabei sind

die 0-Eigenwerte den Komponentenfeldern der £-Zerlegung zuzuordnen.

Somit gilt fiir die algebraische Spur iiber die Indizes iy und j; dieser Matrizen
Trag{M*} =0 sowie Trye{ (M)} = vy. (7.58)

Die Matrix MX ist jedoch nicht hermitesch. Vielmehr gilt mit MX := (HY)~'H* aufgrund

der Hermitizitat der beiden Matrizen auf der rechten Seite
(MN)T = HX(HY) ™" = HYMX(HY) ™

Dennoch besitzen MX und (MX)" dieselben Eigenwerte: Sei MX eine im allgemeinen
komplexe, nicht-hermitesche ny x ng-Matrix mit charakteristischem Polynom Pjx (5@2) =
det(MX — XX), so gilt fiir das charakteristische Polynom von (MX)f:

P(M)'()T (5\X> = det((./\/ly‘)T — S\X) = det((MX)* — 5\2) = [det(MX — (5\2)*)}* = [PMS(()\X)}* .

Dabei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, daf die Determinante einer transponierten
Matrix gleich der der urspriinglichen ist. Die Nullstellen der charakteristischen Polynome

von (MX)" und MX sind also identisch, so daR die Behauptung bewiesen ist.

Um einen Eindruck von der Gestalt der Eigenvektoren zu erhalten, geben wir diese

ebenfalls sektorweise an.
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Skalarer Block des Gravitonsektors:
m T
{68045} = {<07 07 17 1)T7 (07 07 _17 1)T7 (07 _Zﬁa 17 0) ) (17 07 07 O)T} (759)
p
Vektorblock des Gravitonsektors:

{,ﬁ\/(vzvv} = {<O7 07 17 07 07 07 1)T7 <O7 07 07 17 07 17 O)T7 (07 07 _17 07 07 07 1)T7 (07 07 07 _17 07 17 0)T7

(0,0,0,0, —Qﬂp,o, 1)T, (0, —%, 1,0,0,0,0)T, (1,0,0,0,0,0,0)T} (7.60)

Tensorblock des Gravitonsektors:
o T
{’5TO£T} = {<O7171>T7 (07_171)T7 ( - %7170) } (761)

Die Matrix M stellt die Wirkung des urspriinglichen O(4)-Dualitdtsoperators x auf dem
Raum aller Komponentenfelder der &- und der 7-Zerlegung fiir den freien Anteil dar und
entspricht somit dem Pendant der fermionischen v5-Involution auf dem freien Gravitonsek-

tor.

Diese algebraischen Eigenschaften haben zur Folge, daf man insbesondere Exponential-
reihen unmittelbar berechnen kann. Da die Projektoren ITX orthogonal zueinander sind und
somit ihre Kommutatoren verschwinden, treten z. B. bei der Berechnung von oS5 MY)

in der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel keine entsprechenden Terme auf. Stattdessen gilt

sy s(ifras hfa-)
_ i:}(—ns!)" (5 (1+ g+ (1 Lyne)’
) ni(<_ni)n ()" + (1+ %)n(ﬂi)” +(1- %)"(HX)")
S (1 1) )+ (- 1) )

= Ije ®+ Hﬁie*s(H%) e 073

Wir berechnen im folgenden die gesuchte algebraische Spur.
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7.5.2 Die Berechnung von Tr,, ln{IL + 7—1]6/\/1}

Der Operator NX := 1X + ,Yik/\/l>2 besitzt in jedem Sektor y den Z-fach entarteten
Eigenwert 1+,Yik, den ZX-fach entarteten Eigenwert 1_7% sowie den (ng—vy)-fach entarteten
Eigenwert 1. Wir bezeichnen sein Spektrum mit spec(NX) = {)\32\/0:;(}7 ag € {1,...,ng}. Wir
stellen auch diesen Logarithmus iiber ein Propertime-Integral dar, da das eine konsistente
Regularisierung aller auftretenden Spuren erlaubt. Um zudem einen positiven Operator zu

exponentieren, quadrieren wir N'X geméaf

Tralg{ln NX} = %Tralg{ln(/\/xf}

und regularisieren das Eigenzeit-Integral

]- Y ]- d X)2 1 X d _ X 2
3 10 g} = —5f Chrag(00) =} 3 F L (L),

Ozle

Da das Spektrum von N'X invariant ist unter einem Vorzeichenwechsel des Immirzi-Parameters
Ve — —7k, ist diese Spur, die nur zur Beta-Funktion der kosmologischen Konstante beitra-

gen wird, ebenfalls eine gerade Funktion von ~.

Wir kénnen die algebraische Spur auch ohne Blick auf deren zukiinftige Regularisierung
exakt berechnen, was eine Vorstellung von der ~,-Abhéngigkeit der unregularisierten Spur
ermoglicht. Wir geben daher das Resultat an und entwickeln dazu in

R S
Trag ln{]lX + —MX} = (ln{ﬂx + —./\/IX}) x
Tk Vi x

den Logarithmus in die entsprechende Exponentialreihe, wobei nun im Unterschied zum

Wechselwirkungsanteil alle Ordnungen zu beriicksichtigen sind. Unterdriicken wir weiterhin
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die Matrixindizes, so ergibt sich

Trag ln{P< + i/\/IX} = Tralg{ i Dl L (MX)" }

Yk !
_ — ( 1)2" 1 wano1, (Z1) ?\2n
= Tl“alg{ ; <2n T (MX)2n=1 4 e — (MX)? )}
(o.0] ~ [o.¢] 1 1
- Tralg{(M nz::l 2n — 1 %2n 1 QV{X)Q; om rkan)} '

Kombiniert man die bereits verwandte Entwicklung des Logarithmus mit In(1 — z) =

— > Z fiir 2 € R, so erhiilt man
=1 n

o0 nfl 1

(ln(l + )+ In(1 —z)) und Z =] §(ln(1 +z)—In(l —1)).

x2n
om
n=1

Einsetzen liefert

Trae ln{ll’z + i/\/lx}
Vi
1 1 -1 1 1 _
. {m(l + =) =1 =) Trag MY {1+ =)+ (1= =) P (Mm¥)°
Yk Yk 2 Yk Yk
Vi + 1 1 1
Ve R
211%_1 0+2n 2 Uy

L (%2 - 1)
= —1n s Vg .
2 Vi X

Die gesuchte Spur hiangt also logarithmisch vom Immirzi-Parameter ab und ist zudem eine

gerade Funktion von ;.

7.6 Die Regularisierung der Spuren

Der zu regularisierende Ausdruck ist durch
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> Z Z

1
+§ ( / d4 e n(i) abfab
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~

gegeben. Es handelt sich dabei allerdings nicht um die endgiiltige Form, da eine weitere
Regularisierung, die zusétzlich zum Abschneiden der Propertime-Integrale auftreten wird,
noch nicht beriicksichtigt wurde. Daher haben wir auch das Propertime-Integral tiber die
p-unabhingigen Eigenwerte von AN'X unter das Impulsintegral geschrieben, denn diese Re-
gularisierung wird auch hier auf eine p-Abhéngigkeit fithren. Es handelt sich dabei um eine
Dimpfung des Impulsintegrals [ d*p, die zusammen mit der Ersetzung des Symbols § ds
durch ein geeignet abgeschnittenes Eigenzeit-Integral die von uns verwandte Regularisie-

rungsprozedur bildet.

Bevor wir diese diskutieren, schreiben wir zunéchst die Spur auf dimensionslose Kopp-

lungen

g ‘= Gk kz
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und

Ay
)\k = ﬁ

um. Zudem definieren wir die Grofen

=

>~ =

und y::%,

die ebenfalls dimensionslos sind. Schliefslich ist noch zu beachten, daf auch der eigentliche
Lorentz-Eichparameter aj, dimensionsbehaftet ist. Wir konnen dies beriicksichtigen, indem
wir ihn entweder mit der Skala k£ oder dem Massenparameter ji reskalieren. Wir entscheiden
uns formal fiir die zweite Moglichkeit und definieren einen dimensionslosen Parameter f

iber
ap = fptpt = futkT?

was jedoch fiir f = f'u* in die erstgenannte Moglichkeit iibergeht. Beziiglich des urspriing-

/
lichen Massenparameters ag, = lé‘r—LGk gilt dann némlich

ap, = 167Gya p 2 f = 16mgy f i,

so daf der Lorentz-Eichfixierungsbeitrag zur Wirkung die Form

1
Silese] = — [ d'zeG”Ga

20(L

1 1
— . d4 > ab ,
167Gy, 2fu2/?62/ TGy

annimmt. Die Tatsache, daf hier in die Definition des Eichparameters, dessen Renormier-

ung wir vernachlissigen, eine laufende Kopplung eingeht, diskutieren wir weiter unten.

Zudem reskalieren wir die Eigenwerte geméf

AX, (y?) := 167Gy, 5\§X (p?) k~t fiir x € {S,V,T} (7.62)
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sowlie

2y .Y 2y 7.—1 o
An (7)== A (p°) K~ fiir x € {ghS,ghV}. (7.63)
Die Objekte auf der linken Seite sind dimensionslos; sie hiangen nicht mehr explizit von p,
i, Ay oder af ab, sondern lassen sich als reine Funktionen von y, p, Ay und f schreiben.
Im Gravitonsektor haben wir dariiber hinaus den globalen Vorfaktor ﬁ herausdefiniert.
Wir diskutieren nun die beiden angesprochenen Renormierungsschemata.

7.6.1 Die p?>"-Erweiterung

Wir definieren zuniichst einen Operator P2, dessen verallgemeinerte Ortsdarstellung fiir

das iibliche Beispiel des Vektorblocks des Gravitonsektors gegeben sei durch

e

—i0, ) S (x —y)

V-0, '

Dieser Operator ist positiv und vertauscht mit Hy sowie N, aber nicht mit V; natiir-
lich vertauscht er auch mit © 1. Wir wollen an den beiden Spuren iTr ln{(H‘iZV)Q} und
STrIn{(He=) Ve (HE™)2(H§™) 2} aus dem Gravitonsektor erliutern, wie die Regu-

larisierung verféhrt.

(wmiv [P’y kjv) = (— Dw)y?vpvm’f(

Betrachten wir zunéchst den unregularisierten Fall, so erweitern wir im freien Beitrag
den Logarithmus mit p** = (p?)", worin n eine frei wihlbare, natiirliche Zahl bezeichne.
Anschliefsend ziehen wir den Logarithmus auseinander, was hier ohne Einschrinkungen
moglich ist, da alle beteiligten Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis besitzen. Wir er-

halten somit

1 H8™)? 1
—Trln{( q ) } _ ZTrln{(]_Iglrav)21?)2n1/j~)72nﬂf6}

4 b
- iTr In{(H§™)’p™"} + iTr In{p~>"u°}
= iTr In{ (H§™)*p*"} — iTr In{p*'i°} . (7.64)

ravy2
Wir definieren nun den regularisierten Logarithmus in iTr [ln{ (His ) }] , indem wir
REG
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beide Logarithmen in (7.64) separat iiber regularisierte Propertime-Integrale darstellen

gemaf

1 ngav 2
=Tr [ln{i( 0 ) H
4 b REG
1 ds gravy2 a2n A2n -6
— g P ples(Hy T)TRT _ —sPTEC
- 7l ® Tife L
Darin besitzt die Eigenzeit-Variable in beiden Féllen die gleiche Dimension. Werten wir
die Spur in der verallgemeinerten Impulseigenbasis aus, fiihrt dies auf die Ersetzung p?* —
p?". Das in der Spur enthaltene Impulsintegral wird entsprechend gedimpft. Verschiedene

Wahlen des Parameters n entsprechen dabei Variationen des Abschneidens. Die Behand-

lung der N-abhéngigen Spur erfolgt analog, indem man zi durch 1 ersetzt.

Im Wechselwirkungsterm in der zweiten Zeile von (7.35) erweitern wir die Spur ebenfalls
zusiitzlich zu (H§™)? noch mit p** und wenden dann auf ((ngav)ﬁ?)%)*l die Propertime-
Darstellung an, die anschliefend zu regularisieren ist:

TI'{ (ngav)—lvgrav(HOgraV)Z [(ngaV)—Q] REG}
— f ds TI'{ (ngav)—1Vgrav(H0graV)2p2ne—s (ngav)2f)2"} ]
Auch hier fiithrt die Berechnung in der Eigenbasis zusétzlich zur Spektraldarstellung von
(HE™)? auf die Ersetzung p*" — p** und somit auf eine Dadmpfung der erwiinschten Art.

Die Erweiterungen erhohen die Massendimension der Propertime-Variable s um 2n. Diese

Regularisierung wird in gleicher Form auf die Geistbeitrige angewandt.

Um dies zusammenzufassen, betrachten wir einen positiven Operator {2 mit Massendi-

mension 7, d.h. [2] = n. Dann gelten die Regularisierungsvorschriften

Tr [hl(%)] e = —7[ % <Tr e SR _ Ty esk” f’%) (7.65)

und
Tr{A[Q ] ee) = Tr{A f)2"7[ ds e_SQf’Qn} (7.66)

mit einem Operator A mit Massendimension [A] = 7.
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Im Falle des Gravitonanteils ist Q = (H§™)? und somit 7 = 6, so dak k52" einen
Infrarot-Cutoff beziiglich des Spektrums von (H§™)?p?" darstellt. Im Falle des Geistsek-
tors gilt hingegen Q = (H&")2 mit 7 = 2. Entsprechend ist durch £2+2" ein Infrarot-Cutoff
beziiglich des Spektrums von (HE")2p?"* gegeben. Die Operatoren HE™ und HE" héingen
ebenfalls nur von O = g"9,0, mit p* € spec{—0} ab. Da sich einige Eigenwerte von
(HE™)? bzw. (HE")? mit wachsendem p? einem konstanten Wert anniihern, wird die p2-

Erweiterung bendétigt, um die Konvergenz der Impulsintegrale zu gewéhrleisten.

Das in den Regularisierungsvorschriften (7.65) und (7.66) auftretende Symbol f bedarf

nun einer prazisen Definition, die der folgende Abschnitt bereitstellt.

7.6.2 Die Propertime-Regularisierung

In diesem Abschnitt geben wir an, was wir unter dem Symbol § ds, der Regularisierung
des Eigenzeit-Integrals fooo ds, verstehen. Wir werden diese Regularisierung auf drei Arten
implementieren. Um diese zu erlautern, betrachten wir im folgenden immer Ausdriicke
der Form § 9 Tr{e=*} oder f ds Tr{Ae *?}. Die Massendimension des Operators 2 sei

weiterhin durch n gegeben, so daf die Eigenzeit-Variable die Massendimension —n besitzt.

Der scharfe Propertime-Cutoff. Die bereits erlduterte, heuristische Vorstellung der
Propertime-Darstellung besteht darin, daft das Teilchen fiir grofte Eigenzeiten iiber einen
grofien rdaumlichen Bereich diffundiert und somit das Verhalten des Systems auf groften
Abstandsskalen erprobt. Umgekehrt ist in dem Verhalten fiir kleine Eigenzeiten die Infor-
mation iiber die Dynamik des Systems bei hochsten Impulsen enthalten, so dafs man eine
intuitive Vorstellung im Sinne der Heisenbergschen Unschérferelation erhilt. Fiir das Ab-
schneiden grofer Eigenzeiten wire dann bezogen auf eine Impulsskala ein Infrarot-Cutoff
k verantwortlich, fiir kleine Eigenzeiten hingegen ein Ultraviolett-Cutoff Ayy. Ein scharfes

Abschneiden regularisiert somit die s-Integration geméfs

k*ﬁ
%ds = / ds .
Ayy ™

Ziel unserer Bemiihungen ist die Konstruktion einer Flufigleichung, die die Anderung
des Wirkungsfunktionals beziiglich der IR-Cutoffskala k erfakt. Da diese IR-Flufgleichung
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von der UV-Regularisierung unberiihrt bleibt, konnen wir bereits an dieser Stelle die UV-
Regularisierung entfernen und entsprechend alle Ausdriicke fiir Ayy — oo betrachten. Mit
so(k) := k=™ erhalten wir schlieRlich

so(k)
8t/0 ds F(s) = (Oso(k)) F(so(k)) = —n F(so(k))so(k) . (7.67)

In (7.67) bezeichnet die Funktion F(s) die Spuren Tr{Ae*} bzw. 1Tr{Ae "%}, so daf
z.B.

87[ %Tr{Ae_SQ} = i Tr{Ae—Qk*ﬁ} (7.68)

gilt, wenn wir die Eigenzeit scharf abschneiden. (Im allgemeinen wird sy von der Form
so(k) = (k™™ sein, doch auch fiir diesen Fall behalten die Uberlegungen ihre Giiltigkeit

bei. Wir werden spéiter darauf zuriickkommen.)

Die C}'-Regularisierung. Hier wird das Eigenzeit-Integral vermdoge

fds - /OOO ds C(s)

regularisiert, wobei die in der Literatur vielfach verwandten Funktionen C}" gegeben sind
durch

T(m +1,sk™) —T(m + 1, sAyy™)

Ci'ls) = T(m + 1)

mit m > 0, s > 0 und £ > 0. In dieser Definition treten die unvollstindigen Gamma-

Funktionen

INa,z) ::/ drrote

auf, so dak sich die Regulatorfunktion C7* auch in der Form

SAUviﬁ

1 o o 1
o = — — drre "= — — dr r™me™"
g (S> F<m + 1) </; -7 LAUVﬁ ) e F<m + 1) /Skiﬁ e
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mit ['(m + 1) = m! schreiben ldft. Deren Skalenableitung ergibt sich dann zu

HCI(s) = (ﬁ(]ﬁ”(s))(@wkﬁ):—ﬁ(skﬁ)me_s’“ﬁ(ﬁskﬁ)
= L (skAymL skt (7.69)

m!

Zudem gilt im Grenzfall Ayy — oo fiir diese Regulatorfunktionen folgende Darstellung:

m 1 > m, . —T —Sﬁ - (Skﬁ)a
Ck(s)zm/smdrr e " =e %k Z P

o=0

Fir £ — 0 gilt in diesem Fall wie gewiinscht C]",(s) = 1 V m,s. Dies bedeutet, daf
fiir £ — 0 der Regulator tatsdchlich entfernt wird. Wir beweisen diese Behauptung unter

Verwendung einer erzeugenden Funktion: Mit f;;:n dre P = %e*BSkﬁ

Clt(s) = i(—iyﬂ/:odfreﬁr

gilt

f=1,w=sk?

- SES O G,
LS () o fraenes]|

- Qm; e

- (R e "

was limy_o CJ*(s) = 0 fiir jedes s > 0 impliziert.

Abschliefsend wollen wir die Korrektheit der Darstellung (7.70) bestétigen, indem wir

auch unter deren Verwendung die Skalenableitung berechnen: Mit 9, = 7 sk"d,, erhalten
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wir
m /_1
- _ w?

0, Cl'(s) = nsk:"(—C,:”(s)Jre v E o - )
=1 o'l w=sk™
o=
m—1 "

= nsk™( —CP(s) +e ™ E v
k 0" ) w=skn
o'"=0 ’ N
n sk™ R A
- _ m' <8kn>mefsk
n

__' (Skﬁ)erlefskﬁ
m!

I

was (7.69) reproduziert.

Die f/'-Regularisierung. Diese Regularisierung geht aus der C}'-Regularisierung durch
eine Ersetzung der Form s — z s hervor. Im Falle der Propertime-Darstellung von Loga-
rithmen gilt z = m, fiir die Darstellung inverser Operatoren ist hingegen z = m + 1 zu

wihlen; dies wird sich bei der konkreten Regularisierung der Spuren erschlieffen. Somit gilt

fas= [ s fr(s)

L(m+1,2sk™) — T(m + 1, zsAgy™)
I'(m+1) '

mit

fi(s) = Cp(zs) =

Da die Skalenableitung von dieser Reskalierung unberiihrt bleibt, ist diese auch hier unab-

hangig von Ayy und gegeben durch

A

i) . kR
O fi(s) = —%(zsk")m“e M

Fiir ganzzahliges m und Ayy — oo gilt entsprechend

fI?L(S) _ efzskﬁ Z (ZSkn)o .

ol
o=0

Die beiden Familien {C}"} und {f;"} von Funktionen spannen den ganzen Raum der

Regulator-Funktionen, die die in Abschnitt 3.3 angegebenen Eigenschaften besitzen, auf
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[59, 60, 61]. Insbesondere ist auch das scharfe Eigenzeit-Abschneiden als Grenzfall in der
fi'-Regularisierung enthalten. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir die regularisierte
1-Loop-Determinante des Operators 2. Da wir hier nur die Propertime-Darstellung regula-
risieren und somit die p?"-Regularisierung nicht durchgefiihrt wird, kennzeichnen wir den
Operator mit dem Subskript reg:

Tr[lnQ] = —/OO % fir(s) Tre™ .

reg
€ 0

In diesem Fall ist z = m zu wihlen, so dak die Skalenableitung gegeben ist durch

I I Y )
0
mit
Ym(Q) — /OO %( o ﬁ)(mskjﬁ)m-‘rle—mskﬁe—sﬂ
k ’ 0 S m!
= i(mk:ﬁ)mﬂ/ ds ™ o (0rmi™)s
m)! 0

Nun gilt fiir einen positiven Operator 2

o A 1 o 1
ds s™ —(Q+mk )s _ _ / dt ™ -t _ _ I 1
/0 ss'e Q& mk)iT e (Q + mkn)mr1 (m+1),

und wir erhalten mithin

m . mk™ m+1

Die Skala, bei der die Q-Eigenwerte abgeschnitten werden, ist also durch /m k und nicht

durch k gegeben. Im Grenzfall m — oo erhalten wir aus (7.71)

1 m+1 0
lim Y"(Q) =7 lim ( . ) :ﬁexp{— }

m n

Das gleiche Resultat ergibt sich auch mit dem scharfen Eigenzeit-Cutoff. Nach (7.68) gilt

7 Q
8t(—/ —STre*SQ> :ﬁTreXp{——ﬁ},
0 s k
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was in der Tat mit dem Grenzfall m — oo der f;"-Regularisierung iibereinstimmt.

Im Unterschied zur Propertime-Darstellung des Logarithmus tritt bei derjenigen eines
inversen Operators unter dem Eigenzeitintegral die Variable s mit dem Exponenten m + 1
auf. Damit erhoht sich in dem Ausdruck fiir das Gegenstiick zu Y, der Exponent auf
m + 2, so daf in diesen Spuren z = m + 1 zu wihlen ist, um anhand einer analogen

Grenzwertbetrachtung den scharfen Cutoff reproduzieren zu kénnen.

Wir betrachten abschliefend die C}"-Regularisierung einer solchen 1-Loop-Determinante,

um die unterschiedliche Wirkung zu illustrieren. Hier gilt

“ds m —s rm
9, Tr[In Q] g —/0 . (0,CF'(s)) Tre C=Tr (V" ()]
mit
}'}m(Q) o = %( _ ﬁ) (Skﬁ)m-l—le—skﬁe—sﬂ
F o 0 S m!
= i(kﬁ)m+1 dss™e” (047)s .
m! 0
Wegen [~ dss™e” (@rk)s _ Wf(m + 1) fiihrt dies auf
- K m+1
o - ()
p () =n RS

was einem tatsichlichen Abschneiden der Q-Eigenwerte bei der Skala k entspricht. Eigen-

werte, die viel kleiner sind als k™, tragen offensichtlich nicht signifikant zu Tr [?km(ﬂ)} bei.

An diesen drei Regularisierungsschemata ist unmittelbar abzulesen, dafs eine Ersetzung
O — Oay, auf einen Vorzeichenwechsel fiihrt. Bei der Formulierung einer Flufigleichung
beziiglich der UV-Cutoff-Skala wiirde somit die entsprechende Skalenableitung Ayy Oay,,
die gleichen Beta-Funktionen mit entgegengesetztem Vorzeichen liefern. Auf dem Niveau
der Flufsdiagramme wiirde sich die Richtung, in der die Trajektorien durchlaufen werden,

einfach umkehren, was genau unseren Vorstellungen entspricht.

Wie in Kapitel 3 erlautert, besteht eine Moglichkeit, von der Wetterich-Gleichung zur

Propertime-Gleichung zu gelangen, darin, das Argument des Cutoff-Operators R; mit F,(f)

zu identifizieren und an dieser Stelle die Skalenabhingigkeit von F,(f) zu vernachléssigen.
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Auf der rechten Seite der Propertime-Gleichung (3.28) treten somit keine Skalenableitun-
gen dimensionsloser Kopplungen auf, und wir kénnen im Rahmen dieser Ndherung die
dimensionslose Newton-Konstante g in die Umdefinition des Lorentz-Eichparameters o,

eingehen lassen.

Aus dem gleichen Grund stellt auch die Annahme eines konstanten dimensionslosen Mas-
senparameters p keine Einschrinkung dar. Nehmen wir an, ein konstanter dimensionswvoller
Massenparameter i entspriche der physikalisch ,korrekten Wahl, so gilte i = pi k mit
k-abhéngigem p; = % und &t = const. Die Skalenabhingigkeit des dimensionlosen Para-
meters hitte allerdings auf der rechten Seite der Propertime-Gleichung keine zusitzlichen

Terme zur Folge.

Zudem wird nur fiir 4 = const das Differentialgleichungssystem 0, u, = o (ug, ua, ... ),
das wir ableiten werden, autonom. Mit anderen Worten: Nur fiir ;4 = const weist das
Vektorfeld 5 = (B, By, B,) keine explizite k-Abhéngigkeit oder ,RG-Zeitabhingigkeit“ auf,

wobei man ¢t = In k als die ,RG-Zeit* bezeichnet.

Der Parameter p entspringt der Freiheit, die Fluktuationen zu parametrisieren und somit
eine Darstellung des Operators F,(f) zu wahlen. Da wir die linke Seite fiir verschwindende
Fluktuationen auswerten, ist sie unabhéngig von der gewahlten Darstellung. Insbesondere
erhalten wir keine Flufgleichung fiir den Parameter p. Dies stellt eine Niherung an eine
exakte bimetrische Behandlung dar, die bereits im Kontext der QEG durchgefiihrt wurde
[51, 52, 53]. In dieser hingt auch die linke Seite der Flufgleichung von den Fluktuationen
und mithin von der Darstellung von Fl(f) ab, so dafs sich im Rahmen einer solchen Rechnung
ebenfalls eine Flufsgleichung fiir 4 = py ableiten lassen sollte. Man erhielte so ein Vektorfeld

—

B = (B, By, By, Bu), das nicht explizit von k abhinge.

Eine andere Moglichkeit, ein autonomes System von Flufgleichungen zu erhalten, be-
steht darin, den Parameter p iiber eine der dimensionslosen Kopplungen auszudriicken. In
der Tat stellt die Identifikation u = \/G_kfl = U = \/g_/r‘z_1 eine natiirliche Wahl dar, da
man so den dimensionsvollen Massenparameter fi mit der laufenden Planck-Masse /G, -
identifiziert. Dieser Fall wurde auch im Rahmen der Analyse in Kapitel 8 untersucht, wobei

sich die expliziten Ergebnisse im separaten Anhang K befinden.
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7.6.3 Die explizite Regularisierung der Spuren

In diesem Abschnitt sollen die Regularisierungsvorschriften auf die renormierungsgrup-
penverbesserte 1-Loop-Korrektur (7.35) angewandt werden. Um dabei die C}*- und die
fi'-Regularisierung einheitlich zu behandeln, fithren wir zwei Parameter (; und (v ein,
die fiir die freien und die Wechselwirkungsbeitrédge beide Regularisierungen erfassen. In
ersteren tritt immer die Eigenzeitdarstellung des Logarithmus auf, so daf hier wie erlau-
tert (g = 1 fiir die C}'-Regularisierung und ¢y = m fiir die f;"-Regularisierung zu wéhlen
ist. In den Wechselwirkungsbeitrigen tritt hingegen die Eigenzeitdarstellung eines inversen

Operators auf, und man erhilt die beiden Schemata fiir (y = 1 bzw. (v = m + 1.

Da alle Ausdriicke nur noch vom Betrag p des Impulsvektors abhéingen, fiihren wir im

Impulsintegral die Winkelintegration gemaf

aus; darin bezeichnet v3 das Volumen der dreidimensionalen Einheitssphire, v3 = 272,

. . . ngav 2
Die Regularisierung von 1Trln o )"

Wir fithren zunichst die p?"-Erweiterung aus:

gravy2
() e

_ _lTr{jé ds (e—swgwﬁ% _ e—sﬂw)}
4 s

1 4 N4 U3 ds/°° 3

= 4(/d xe)k (2#)47[ s ), dyy

n 1 2 n n n
Z dy exp{ — sy W(Aﬁx(f)) ko2 } — 40 exp{ — 5 pSy* KO H _

Hier haben wir bereits alles auf dimensionslose Grofen umgeschrieben. Wir ersetzen im fol-
genden in den entsprechenden Objekten das Argument p? durch y?, um daran zu erinnern,

dafs in diesen ausschliefslich die dimensionslosen Grofen Ag, p, f und y auftreten.

Des weiteren tritt vor H§ ™ der globale Vorfaktor 16736‘;@ auf. Um das Abschneiden be-
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ziiglich des Spektrums eines Operators zu implementieren, das demjenigen eines iiblichen,
k-unabhéngigen d’Alembert-Operators [J moglichst ahnlich ist, schneiden wir das s-Integral
im Gravitonsektor nicht mit £~6+2") sondern mit (167g;)%k~+2") ab. Dies kommt einer
Implementierung der ,z = (“-Regel aus der QEG nahe [13]. Bei der anschliefienden Ska-
lenableitung der Regularisierung vernachléssigen wir auch in diesem Term die 0;-Ableitung

von gi. Der Vorfaktor tritt dann in der regularisierten Spur nicht mehr auf. Dement-

167 G
sprechend sind der H§™ - und der g-Term in der obigen Spur separat zu regularisieren.

Wir betrachten zunéchst die scharfe Regularisierung.

Der scharfe Propertime-Cutoff. Hier ist der IR-regularisierte Ausdruck gegeben durch

()]
— —i(/d‘lxe)kﬂ‘ (21:)4/0 dy v*

"X p(16mgp) kT O g ) 1 2 o
_ — n.____— ()X n
X[ Z dX Z /0 S eXp{ SY (167Tgk)2 ()\ax<y )) k }

XG{S,V,T} Oéle
k—(6+2n)

45
_40/ Tsexp{ _ §u6y2nk6+2n}} '
0 S

Wir verwenden nun die Formel (7.67) und vernachldssigen die Skalenableitung von g in

8t80<]€).

Wir erhalten somit

o) o

1 v >
- _ - d4 — k‘4 3 / d 3
4(/ r 6) ( 7T)4 0 vy

[ (6 +2n) Z dy Zexp{ (y2))2}

XEASVITY  ax=1

+(6 4+ 2n)40 exp{ ,uGyQ"H
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n-+3 B Vs o0
— d4 k,4 d 3
s (fateaw g [ an

S 03 eof 208 00))

XE{S,V,T} aX:1

—40 exp{ — ,uﬁyQ"}] .

Die C}"/f"-Regularisierung. Wir fassen diese beiden Regularisierungen in der Form
C*(Cus) zusammen. Auch hier sind beide Propertime-Integrale separat abzuschneiden.

Die Regulatorfunktionen sind fiir den H§™ -Term durch

1 o
Cl'(Cus) = _/c dr r™e™"

m' Hs(lﬁﬂgk)f2k6+2n

und fiir den p-Term durch

Cim(Cys) = ! / drre™".
¢

m' 1 s k6+2n

gegeben. Damit ergeben sich deren Skalenableitungen zu

6+ 2n B om ) :
OCY (Gus) = == (G s(16mg) *K*™")" exp{ — Gu s(16mg,) K"}
und
~ 2 m
atC?(CHS) = _6 ten (CH S k6+2n) +lexp{ _ CH s k6+2n} :

m)!

und die Regularisierung gestaltet sich analog zum Beispiel der 1-Loop-Determinante mit
7 = 6 + 2n: Der Faktor k572" im Exponenten hebt sich gegen den entsprechenden Faktor
aus dem Regulator weg. Im Falle des ersten Terms gilt dies auch fiir den Faktor m.
Dies erkennt man, indem man im diskutierten Beispiel Tr[ln €], fiir das f;"-Abschneiden
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m = (u(16mgy) 2 setzt. Insgesamt fiihrt dies auf

(e

— n‘2|“3(/d4xé)k4(21:)4/0voodyy3|: > dy Z

XE{S,V,T}  ax=1
m+1
—40<7§H2 6) ] .
Cu+ vy

Die Variation der Parameter m und n erlaubt spéter Aussagen iiber die Schemaabhingig-

keit der Resultate.

m+1
(CH+y2n AX, (12 ))2>

Die Regularisierung von iTr In N2

Wir erhalten zuniichst vermoge der p?"-Erweiterung

1Tr [ln/\/ﬂ

4 REG

_ _ETI% @ (e_SN2f)2n . e_SﬁQn)
4 s

. 1 4 Ug dS d >‘./\/’a )2y 20 _40e —sy2n k20

- X fa (X ay et -

XE{S,V,T}  ay=1

Wir fiihren nun die y-Integration aus geméaf

e n 1.2n _2 [ "
/ dyy® e Ve = (s(0, )R / deste”
0 0
1
2n

— (s()\f/_ax)Qk:Zn)*% /0‘ le (21)2—1 e—z/
2. 1 2
= (s(a)?) "k 5 <g)
und erhalten somit
1
o [1 2] 72
4 r|in N REG (77)

- 81n(/d4 &)k (27:’);(%)(7%3“ NI Z Ao )n — 40

X€{S,V,T}  ax=1
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Die Impulsintegration des A -unabhingigen Beitrags ergibt sich dabei aus dem gerade
berechneten fiir \\ oy = L Nun enthélt das Spektrum von N die Eigenwerte 1 + A/ik und
1-— % jeweils in 2*-facher Entartung, der Eigenwert 1 hingegen ist (n, — v, )-fach entartet.
Mit 35 dy(ny — vy ) =40 = 35 (dy(ny — vy) — dyny) = = > dyvy gilt dann schlieflich
1 2
~Tr [ln/\/ ]
4 REG
1 (% 2 2
- d4 = k,4 3 1’\(_) fd —=-1 k—4
8n(/ re)it () (f dssH i
d 1\~ 1\~
L m () T (-5) T2
2 Vi Yk
x€{S,V,T}
— —3(/&3; o)kt 2 r(g)(%dss—%—l)k—4 x
2n (2m)% \n
1\~ n 1\~
) e -5) T
Yk Yk

unter Verwendung von

3 dX;X —12.

x€{s,v,T}
Die Regularisierung wirkt somit ausschlieflich auf das isolierte Propertime-Integral.

Der scharfe Propertime-Cutoff. Da die Matrix A keinen nichttrivialen Vorfaktor ent-

hilt und da ihre Eigenwerte dimensionslos sind, ist der scharfe Propertime-Cutoff hier

2 k72n 2
fds sl = / dss™n 1,
0

so daf die Anwendung der Skalenableitung

gegeben durch

k72n

@t/ dss » 1= —onki
0
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liefert. Die t-Ableitung der regularisierten Spur ergibt sich damit zu
1 2
O Te [ 2]
4 REG

_ 3(/d4a: &)k (21%;(%) [<1+%)_" + (1 - %)_ —2} .

Die C}"/ fi"-Regularisierung. Auch hier ist ein Logarithmus zu regularisieren, so daf wie

im freien Anteil Cy*(Cy s) zu wihlen ist. Es gilt dann wegen C;*(( s) = = fcc:skgn drrme="

277, m _ s 2n
0y (Cu s) = —%(QHSICQ") Tlequsk

und damit
- m -2 2n 2n M1 - m—2  —(y sk
ds(8,C7 (Cus))s 't = —%(QHI{? ) ds s ne o
0 - 0
2n o m1 a\ —(m+1-2)
= (G k) 1= 2)
2n 2

Die Skalenableitung der regularisierten Spur erhalten wir somit zu

8&Tr [ln/\/ﬂ

REG

_ %(/d%; &)k (21:)4(@)%?(%)?(7”“ - %) [(H%>

Die Regularisierung von {Tr{(H&™) lysav}

Wir fithren zunichst die p?"-Erweiterung aus und erhalten nach der Ersetzung

1 1 rav ravy —
5Tr{<]¥g1rav>flvgrav} N 5TI.{<]¥g1rav>flvgrav<]¥Og )2 [(Hog ) 2} REG}
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den Beitrag in der Form

ST () VI (R (™)) )

= —Tr{% ds ~2n ngav 1Vgrav(HograV)Qe_Sf)Qn(Hé{l‘aV)Q}

_ 2(/d4 i)abf)(?:)4/ooodpp3+2n Z i i

XE{S,V, T} ax=Lliy,jx=1

2

{00207 02, () )5 %) (V) 09 (0, ) s e (0

Wir schreiben jetzt dieses Integral auf dimensionslose Grofen um. Die Eigenvektoren Y,
hingen zwar von dimensionsbehafteten Grofen wie p? etc. ab, doch sie selbst sind di-
mensionslos, so daft das Umschreiben auf dimensionslose Grofen in ihrem Fall nicht auf

zusitzliche k-Potenzen fiihrt. Die Operatoren HX und VX

oty besafen urspriinglich die glei-

heben sich nun die
u VX

contr

che Massendimension 3. Im Matrixprodukt von (HX)~! und VX

contr

Vorfaktoren ﬁ gegenseitig weg. Da wir jedoch beim Ubergang von VX

contr
mit dem kontrahierten Feldstiarketensor ein Objekt der Massendimension 2 herausdefi-
niert haben, besitzt nun nach dem Wegfall des G-abhingigen Vorfaktors das Objekt VX ..

ebenso wie (HX)~! die Massendimension —1. Das Umschreiben auf dimensionlose Groken
(H) 7 (p?) — (H) 7 (y?) und V3, () — Vi

contr

(y?) liefert in der obigen Spur also einen
zusitzlichen Faktor k=2, Nach dem Umschreiben des Impulsintegrals [ dp p* auf die dimen-
sionslose Variable y erhilt man den aus Dimensionsgriinden zu erwartenden Faktor k2, der
die Dimension der Invariante ( [ d*z eén® f,) kompensiert. Somit ergibt sich

1 rav ravy —
§Tr{<ngav>flvgrav<H0g )2 [(Hog ) 2} REG}

1 00 X x
- 5(/d4xén(i)abfab)k2 (21:)4 /0 dyy*™™™ > > D

XE{S,V, T} ax=1iy,jx=1

{(167Tgk)_2(Aﬁx(yz))QkG(van) ((HX) 1)i>§x( )(‘/C)éntr)hx(yz)(vxax)kxx

J
y 7[ s o5 2167002 (A, 7)) k6+2"}.

Dieses Integral regularisieren wir nun.

Der scharfe Propertime-Cutoff. Da das Spektrum des gleichen Operators wie im u-
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unabhéngigen Term des freien Beitrags exponentiert wird, verfahren wir analog, d. h. wir
withlen so(k) = (16mg;)%k~+2") Da jetzt allerdings kein Logarithmus dargestellt wird,
hebt sich der fiir diesen typische %—Faktor nicht gegen den Faktor sg(k) aus der Skalena-
bleitung der Integralgrenze weg. Stattdessen hat letzterer nun die erwiinschte Wirkung,
den Ausdruck unter dem y-Integral dimensionslos zu machen und den globalen Faktor
(167gx) 2 zu eliminieren. Wir erhalten néimlich

1 rav rav\ —
8t§Tr{(ngav)—1vgrav(Hg )2[(H§ ) 2} REG}

= —(n+3)(/d4en(i)abfab)#%/ooodyy‘g“" Z ZX: EX:

XE{S,V,T} ayx=1iy,jx=1
{3, 7)* (),

x

1\ iy Jx Ex =y (NX, (v? ’
() ) D) (Vs (02 (05, ) ™ e (09) L
Die C}'/f*-Regularisierung. Auch hier greifen wir auf die Regulatorfunktion C}* der
Regularisierung der freien Spur zuriick. Dabei ist allerdings (i durch (y zu ersetzen, um
die beiden Schemata zu erfassen. Wir erhalten

1 rav ravy —
atéTr{(ngav)—lvgrav(Hg )2 [(Hg ) 2} REG}

_ _(n+3)(/ . (ﬂ:abfa)z(ﬂ) /0 w3 Y Y

m! ~
XE{S,V,T} ax=liy,jx=1

{620, 02K (), () ™)', 00) (V) (09 (%)™

% (Cv(l6ﬂgk)2k6+2")m+1/ ds s™+ e—s( (A (92))2+CV)(1677916)2]€6+2”}

_ _(n+3)(/ TICLIMT 2 /OOO o Z Z Z

m!
XE{S,V, T} ax=Liy,jx=1

“WWH”O&@»kW””)« )7 0 (Ve ) (0%,)" %

Jx

X (Cy (167 gy )~ 2k0T2n)mtt ST(m + 2
(C( gk) ) [(yzn()\éx(y )) +§V)(16ﬂ.gk)—2k:6+2n}m+ ( + )}
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m—+1 4 a 9 U3 y3+2n
= —(n+3) Cv (/d en'™ " fu)k (27?)4/ ’ Z Z Z

XE{S,V,T} ax=1iy,jx=1
{00, 02) (), (1)) 03 (V) s, 0 (0%,) %

¢ m+2
(yZ"(AéX(yVQ))2 + €v> 3

X

h
Die Regularisierung von 1Trln (C/ i

Der scharfe Propertime-Cutoff. Die Regularisierung ergibt sich unmittelbar aus dem
Ausdruck fiir den freien Gravitonbeitrag. Hier ist die Dimension der Eigenzeit-Variable
durch 2 + 2n gegeben. Da zudem kein Vorfaktor der Form ﬁ auftritt, entfillt hier die
(167 g )>-Modifikation. Wir erhalten somit

0~ Tr[ln((}f;) )}REG - 7”‘"2”(/&“)1@4 (21:)4 /Ooodyyg

Z d,, Z eXp{ - y2n()\§x(92))2} - 10exp{ M2y2n}]

x€{ghS,ghV}  ay=l

Die C}'/ fi"-Regularisierung. Auch hier erhalten wir analog

8&Tr[ln((h§;)2>]REG = ngl(/dﬂ‘xe)kf‘(1:)4 /Ooodyy3
> o4 Z(<H+y2" T

x€{ghS,ghV}  ay=1

—10(@%21%#2)%1] .

Die Regularisierung von %Tr{(th)JVgh}

Wir verfahren analog zum Wechselwirkungsbeitrag des Gravitonsektors. Bis auf die

Tatasache, daf hier keine sich kompensierenden Vorfaktoren der Form auftreten,

1
167Gy,
iibertragen sich die Uberlegungen zu den kanonischen Massendimensionen der beteiligten

Objekte, so daf das Produkt aus )\X und VX

ooty dimensionslos ist. Der zu regularisierende
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Ausdruck ergibt sich daher zu
1 _
ST (V[ )

1 1S9 x X
_ 5(/d4 én(i)abfab) (21:)4k4+2n/0 dy y3+2n Z Z Z

x€{ghS,gh V} ax=1iy,jx=1
D86 ™), (V) 02 (05,) %

><7[ ds o=V (Aéx(yQ))QkH?”} .

Der scharfe Propertime-Cutoff. Wir schneiden das FEigenzeitintegral scharf ab mit
so(k) = k~(+2) 50 daf sich die Skalenableitung zu

00y T { GV ()] )

_ _<n+ 1)(/d4 én(i)abfab)k2 (21:)4 /OOO dyy3+2n Z Z Z

x€{ghS,gh V} ax=1iy,jx=1

{)\;(X (v?) (UXO‘X ) i (Vgéntr) iéx (%) (Uxax )jx X

xe V" (’\éx(?ﬂ)) 2 }
ergibt.
Die C}"/ fi"-Regularisierung. Mit C}"(Cv s) = — f;\fskgﬂn dr r™e”", was auf

2+ 2n
m!

0 C{'(Cvs) = — (Cvs k?2+2")mﬂexp{ — (v sk*™}

fiihrt, erhalten wir
1
6t 9 Ir{(HOgh) [ gh [(Hogh) 2} REG}

+1 0o nx Nx
e e L 3 8

x€{ghS,gh V} ax=11iy,jx=1

{Agx (%) (Uxax)ix (Vcﬁntr)i);x (v°) (Uxax)jx (gv k:2+2")m+1 x

" 7[ ds s e (7m0, <y2>>2+<v)k2+2n}
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+1 o) Mx Mx
e e [ 3 8

x€{gh8,gh V} oy =1 iy jx=1
{)\éx <y2) (Uxax)ix (‘7C>(§ntr) i);‘x <y2) (Uxax)jx (CV k2+2n) mtl X
1
8 m+2
(s (N5 (52))2 + Gy ) 2]

= _(n+1)m§7t1(/d4 én(i)abfab)kQ (21;:,)4 /Ooodyy3+2n Z Z Z

x€{ghS,gh V} ax=11y,jx=1

I'(m+2)

{)\gx (v?) (Uxax)ix (‘7c>¢§ntr) i);x (v°) (Uxax)jx X

Cv m+2
X(y%uéx(ymﬂ + Cv> }-

Damit liegen alle Spuren auf der rechten Seite von (7.35) in regularisierter Form vor.
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7.6.4 Die explizite Flufigleichung fiir T';

Nach diesen Vorbereitungen kann die zu analysierende Flufgleichung fiir das Funktional
[y, angegeben werden. Wir spalten dazu im Gravitonsektor den Wechselwirkungsterm ge-

mik VEY = VEVH e ) oy und geben die Flufgleichung separat fiir den scharfen

contr contr contr

Propertime-Cutoff sowie fiir das iiber die Regulatorfunktionen C}* und f;" implementierte

Abschneiden an.

Der scharfe Propertime-Cutoff. Hier lautet die Flufgleichung
O T,
— (/d4xe)l<:4{ u3 [n+3/ dyy( Z dy Zexp{—y )2}}
(2m)tl 2

x€{S,V,T}  ax=1
—40 eXp{ — 1Sy 2”})

r@)[(e D) 0o 2
R A 2™ Z so{ — (LW (@)
—10 eXp{ — 1y 2"})}}

+(/d4x en(i)“bfab)k:Q{(;:)4 /OOO dyy3+2n[ (n+3) Z Z Z

XE{S,V, T} ax=1ix,jx=1

(O, 6A) 02, ()Y, (TG, () (02, ) e (500

B 33 3 (), (k) 07 () 5

X€{ghS,gh V} ay=11ix,jx=1
2
e ¥ (/\éx(yQ)) )} }

:F(/d4x en(i)“bfab)k2{<21;f)4 /OOO dyy3+2n[ (n+3) Z Z Z

XE{S,V, T} ax=1ix,jx=1

(00, 69)° @), ()Y 6T, 0 ) e ) Y .

X
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Die C}'/f"-Regularisierung. Wir erhalten fiir (z = 1 = (v die C}*-Regularisierung,
die Wahl (g = m und (v = m + 1 fiihrt auf die f;"-Regularisierung, die im Grenzfall
m — oo die gerade angegebene scharfe Propertime-Regularisierung reproduziert. Fiigen
wir die Resultate aus dem vorangegangenen Abschnitt zusammen, so erhalten wir die

Flufsgleichung in der Form

O Ty

- (/d4xe)k4{(2f)4[”;3/ ayg*([ > d Z(

)m—f—l}
2
x€{S,V,T} oy=1 §H+y2n )‘éx yZ))

‘40(@%227%)%)

B (RN

X

n+1 [ 3 m+1
—2 5 /odyy <[ Z dXZ(CH—FyQ")\X( ))2> }
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In (7.73) und (7.74) wird jede der beiden Invarianten mit der zu ihrer kanonischen Mas-
sendimension inversen Potenz von k£ multipliziert, was auch aus Dimensionsgriinden der Fall
sein mufs. Diese Kombinationen werden dann jeweils mit einem Integral multipliziert, dessen
Integranden von A, V&, i, ap, Bp und f abhingen. Die Abhéngigkeit von 7, entstammt

zum einen dem Spektrum von A sowie zum anderen den Produkten (ngav)_l‘v/ﬁiz(ﬂ

und (H grav)_lmiﬁ;(_). Demgegeniiber hiingen die Eigenwerte und Eigenvektoren der frei-

en Operatoren nicht von dieser Kopplung, sondern nur von den iibrigen dimensionslosen
Grofsen ab. Die von uns gewéhlte Form des Abschneidens, die einer groben Implementie-
rung der z = (-Regel entspricht, hat dazu gefiihrt, daf die rechte Seite nicht mehr von der

dimensionslosen Newton-Konstante g, abhingt.

Fiir die weiteren Untersuchungen geben wir (7.73) und (7.74) in der einheitlichen Form

oy = ([ atwe) it [ O + 1 () 2180
([ dren®epa) 12 [ 0w - 208w)]  @7)

= / Qe n® @) k2 IS (s oo 1)

an. Darin wurde die Abhéngigkeit von den Eichparametern bei der Angabe der Argumen-
te unterdriickt. Durch die Angabe eines Wertes fiir fp # —1 wird eine konkrete Eichung
gewéhlt, deren Implementierung iiber die Eichparameter ap und f festgelegt wird. Zu-
dem wird iiber die ,Familien-Parameter n bzw. (n, m) die explizite Form der scharfen
Propertime-Regularisierung bzw. der C}"/f;*-Regularisierung bestimmt. Die funktionale
Form der rechten Seite liegt damit jedoch noch nicht eindeutig fest, da zusétzlich noch
ein Wert fiir den dimensionslosen Massenparameter p anzugeben ist. Im Rahmen der
Propertime-Néherung ist es konsistent und in keiner Weise einschrinkend, diesen als k-
unabhéngig anzunehmen, zumal man nur so ein autonomes System erhélt. Da er nicht
mit einer eigenen Invariante assoziiert ist und auch auf keinem anderen Wege eine Flufs-
gleichung fiir ihn abgeleitet werden kann, handelt es sich bei diesem Parameter nicht um
eine Kopplung. Wir haben ihn dennoch als Argument der Funktionen auf der rechten Seite

aufgefiihrt.
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7.6.5 Die Beta-Funktionen fiir g;, 7, und

Unser Ziel besteht darin, die Beta-Funktionen der drei dimensionslosen Kopplungen
iiber die im vorangegangenen Abschnitt abgeleiteten Funktionen, die auf der rechten Seite

der Flukgleichung (7.75) als Koeffizienten der Invarianten auftreten, auszudriicken.

Dazu betrachten wir den fiir diese Parameter relevanten Teil ['y iy, der Trunkierung fiir

e, = e, sowie w‘lbﬂ = aﬂb“ und berechnen die Wirkung der Skalenableitung auf diesen.
Mit
Trnole, @] = — ! /d“xe[(l T i)F“” ele’ — 2Ak}

o 167TGk Yk pva Tb
und

_ o _

ZNK = E = —]{32 = 8tZNK = €k2<2 — %> = ZNK<2 — %> s
Gr gk Ik Gk 9k

worin G den Wert der dimensionsvollen Newton-Konstante bei einer Referenzskala kg be-

zeichnet, erhalten wir fiir die linke Seite der trunkierten Fluftgleichung:

Ty
- 16er / dtvel((@zwe) 0 <Zf$K>>Fai‘”é““éby - 20(Zwchy) |

k

- _1671TG ZNK/d% el((2- %) ¥((2- %>% ’ 8t%))pa1)“”6“ueby

—2((2 — %)Ak +2X\; + O, Ak>k2}

= (fawererani{- o[-0 = (- 505 el

+(/d4xé)k4{< L )<_2)[<2—%>>\k+2>\k+@)\k]}.

167 !

Uber einen Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite von (7.75) ergibt sich das folgende
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System von gekoppelten Differentialgleichungen:

( 1 ) (2 - %> = ([5??)(%,%#) —~ 215*1(”))

- 16mg; 9
1 Oegr\ 1 1
: SR PR AT,
< 167T9k> [< 9k 7 Yk "V VH( b Y 1)
1 8 rav rav
(=) 2[ (2= 22 )+ 20+ 0] = (B o) + L8 () = 2 (1))
167 gy, Ik
Wir beachten, dafs mit 8,57% =: 1 fiir die Beta-Funktion des Immirizi-Parameters 3, :=
Y

Oy = —wfﬁ% gilt.

Unter Verwendung von

a rav
(2 _ %) = —167g;, ([\g/(+)<)\k77ka ) — 2 [\gfh(/i)>

lassen sich diese Gleichungen dann schlieflich zu

O g, = By = [2 + 167r(1{g,‘"(a+v)(kk,%,ﬂ) - QI%h(u))gk} 9r

O vk = By = 16mg Yk [’Vk L (N s 1) — (I{"’;r(gf:)()\kﬁk, p) — 2 [\gfh(ﬂ)ﬂ (7.76)

Or Ak = By = 8mgy, [(IEraV()\kM«L) + I () — 2[[%}1(#))
21500 s e 1) = 218 1) ) e | = 20

auflosen.

Das Gleichungssytem (7.76) stellt das zentrale Ergebnis dieser Arbeit dar. Die auf der
rechten Seite auftretenden Funktionen sind dabei zu kompliziert, um detailliertere Aus-
sagen hinsichtlich der schematischen Form der Beta-Funktionen und insbesondere deren
Abhéngigkeiten von den einzelnen Kopplungen und Parametern treffen zu konnen. Den

physikalischen Gehalt von (7.76) werden wir im néchsten Kapitel analysieren.

Um jedoch einen besonderen Aspekt seiner allgemeinen Struktur besser zu verstehen,
mochten wir abschlieend eine Uberlegung zum v;-Grad der Wechselwirkungsbeitriige an-

fithren. Es wurde bereits dargelegt, dak der skalare Anteil der Spur von (H&)~1VE2 der

contr»
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durch (H&=¥)=1VE™H) geoehen ist, beziiglich v, gerade ist, wohingegen der pseudoskalare

contr

Beitrag (H&)~1VE™() yngerade beziiglich v ist. In den betreffenden Wechselwirkungs-

contr

beitragen des Gravitonsektors tritt jedoch nicht die Spur dieser Objekte auf. Vielmehr be-

rechnen wir mit (UXQX) = (ay | iy) und (Uxax)ix

i = (i | ) jeweils die ay -, -Komponente,
die dann noch mit einer Funktion des zugehorigen Eigenwertes )\gix multipliziert wird; dies
wird dann iiber o, summiert. Da jedoch die Eigenwerte und Eigenvektoren unabhéngig von
v, sind, dndert sich der 7,-Grad der einzelnen Diagonalmatrixelemente nicht, so dafs sich
die Eigenschaft der Spur auf diesen Ausdruck tibertragt. Um diesen Sachverhalt anders zu
verdeutlichen, kann man auch die Funktion des Eigenwertes als Funktion der Matrix H§ ™
schreiben. Dann l&ft sich die Summe {iber o, ausfiihren. Es verbleibt die Berechnung der

iiblichen Matrixspur des Produktes dieser Funktion von HE™® mit (H&=)1VEVH) by

contr

(He=) V&) Nun ist HE® eine paritiitsgerade, blockdiagonale und von v, unabhin-

gige Matrix, was sich auf Funktionen dieser Matrix iibertragt. Dann wird durch die Mul-
tiplikation mit dieser Funktion das Spurargument nicht beeintrichtigt. Aus diesen Uberle-

gungen folgt, dak I{glr(gf:)()\k,fyk,u) eine gerade Funktion und I{glr(a_v)()\k,fyk,u) eine ungerade

Funktion beziiglich ~;, ist. Dariiber hinaus ist die Funktion 5" (4) ebenfalls symmetrisch
beziiglich der Vertauschung ~y;, < —vi. Mithin wird der durch (7.76) definierte Flufi unter

Ve — —Yk auf sich selbst abgebildet, d.h. er ist symmetrisch zur (v, = 0)-Ebene.



Kapitel 8

Analyse des

Renormierungsgruppenflusses

In diesem Kapitel soll das in Kapitel 7 abgeleitete Differentialgleichungssystem fiir die

drei laufenden Kopplungen g, A und + untersucht werden.

Zunichst wihlen wir, sofern nicht anders angegeben, den Parameter der p?"-Regulari-
sierung zu n = 3. Dies ist der kleinste Wert, der die Konvergenz aller auftretenden
Impulsintegrale gewédhrleistet. Grofere Werte hitten ein zunehmend stérkeres , Auswa-
schen” der Eigenschaften des Renormierungsgruppenflusses zur Folge. Die verwandte Form
der Propertime-Gleichung vernachlissigt als Niherung der Wetterich-Gleichung jegliches
Laufen der dimensionslosen Kopplungen auf der rechten Seite der Flufsgleichung, und die-
sen approximativen Charakter wollen wir nicht zusétzlich verstirken. Die Schemaabhén-
gigkeit der Ergebnisse testen wir iiber eine Variation der Regularisierung, die den scharfen
Propertime-Cutoff sowie die C}'- und f;"-Regularisierung fiir jeweils verschiedene Werte

des Abschneideparameters m umfaft.

Um dariiber hinaus die Dimension des Parameterraumes weiter einzuschrianken, imple-
mentieren wir im Rahmen der numerischen Analyse die O(4)-Eichbedingung immer mit
f =1 fiir den Lorentz-Eichparameter. Um die Eichabhéngigkeit der Resultate zu iiberprii-
fen, verbleiben somit die beiden Parameter Gp und ap. Ersteren wahlen wir zu 0 oder 1,
und letzterer nimmt vornehmlich die Werte 1, 10 und 10! an. Der physikalisch interessante

Wert ap = 0, der vermutlich einen Fixpunktwert darstellt, 145t sich hingegen numerisch
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nicht zuverldssig realisieren. Von besonderem Interesse ist die Frage, wie sich die Resultate

qualitativ fiir verschiedene Werte des Massenparameters p verhalten.

Im folgenden betrachten wir drei Trunkierungen. In der ersten sind nur das First-
Order-Gegenstiick zum Ricci-Skalar und der kosmologische Term anwesend, so daf hier
der zweidimensionale Fluf von gp und A analysiert wird. Anschlieffend schalten wir den
Immirzi-Term ein. Zunéchst wird als zweite Trunkierung das reine (7, g)-System ohne kos-
mologische Konstante untersucht, bevor wir uns im Rahmen des (A, v, g)-Systems mit der

vollen dreidimensionalen Trunkierung befassen.

Die Kopplungen A, v und ¢ sind dabei als Koordinaten auf dem von ihren assoziierten
Invarianten aufgespannten dreidimensionalen Unterraum des Theorienraums aufzufassen,
auf dem auch das Vektorfeld ﬁ = (O, By, By) definiert ist. Wir schreiben hingegen A, v
und g, sofern wir uns nicht auf intrinsische geometrische Eigenschaften des Theorienraums,
sondern auf den durch das Vektorfeld 5 erzeugten und mit k£ parametrisierten Flufl bezie-
hen, der durch das Differentialgleichungssystem (7.76) gegeben ist. Die Reihenfolge der
Kopplungen in der Bezeichnung der Trunkierungen ist der von uns gewédhlten Darstellung

angepakt, in der (A,~, g) im dreidimensionalen Fall ein rechtshéndiges Dreibein bilden.

8.1 Das (), g)-System

Wie in Abschnitt 7.4.2 erldutert, erhalten wir fiir das zweidimensionale (A, g)-System
ohne Immirzi-Term im Trunkierungsansatz die relevanten Beitrdge der Spur, indem wir

auf der rechten Seite der Flufgleichung den geraden Wechselwirkungsbeitrag Ve ) figy

contr
‘A/ grav(—

ontr ) nicht beriicksichtigen. Dies entfernt

v — oo auswerten und den ungeraden Anteil
aus der vollen Spur alle skalaren Beitrige der Ordnung O(%), die aus dem Immirzi-
Term stammen sowie alle pseudoskalaren Beitrige der Ordnungen (’)(%0) und O(%l),
die auf der rechten Seite ausschlieflich zur Beta-Funktion des Immirzi-Terms beitragen.
Dann treten auch im Graviton-Sektor ausschlieflich Skalare auf, und alle Matrixkompo-
nenten der Operatoren sind blockdiagonal. Insbesondere ist H&* mit H§™ identisch, so
dak der Graviton-Anteil im Wechselwirkungsbeitrag der Spur in (7.49) wie gewiinscht die

zum Geist-Anteil analoge Form annimmt. Entsprechend bezeichnen wir den resultieren-
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den Graviton-Wechselwirkungsbeitrag zur Beta-Funktion mit I§™ (A, p), so dak wir das

Differentialgleichungssystem in der Form

Ok g = By, Ai) = [2 + UN()\k,gk,M)]gk (8.1a)
mit 7x(Ak, gr, ) = 167 <I\g/rav()\kaﬂ) - 21{5}1(#))%
O Ak = B9k, \i) = 8gy, [(IEW(%’M) - 2[ﬂg‘h(/~6))

#2218 O ) = 2180 )] =20 (8.1)

erhalten. Da H nun verschwindet, entfillt in diesen Gleichungen auch der N-Beitrag aus der
vollen Beta-Funktion; er enthielt die Beitrige zum freien Anteil, die aus der Anwesenheit

des Immirzi-Terms resultierten.

Bevor wir die Resultate der numerischen Analyse anfiihren, sei noch einmal darauf
hingewiesen, dafs diese Trunkierung nicht das Gegenstiick zur Einstein-Hilbert-Trunkierung
der QEG darstellt. Vielmehr ist diese von der metrischen Theorie maximal weit entfernt
in dem Sinne, daf in ihr die Torsion vollig frei fluktuiert. Im Metrik-Formalismus hingegen

wird die Torsion a priori gleich Null gesetzt.

Da an einem Fixpunkt (A*, g*) beide Beta-Funktionen verschwinden, folgt im nicht-

Gaufschen Fall (¢* # 0, gy = —2) aus (8.1a) die erste Fixpunktbedingung
167 (18 (X", ) — 2 [{g,h(/,c))g* = -2
und somit
g =~ [sr(E o — 2 w)| (8.2
Fiir die zweite Fixpunktbedingung £,(\*, g*) = 0 folgt aus (8.1b) mit (8.2)

TN 2 W) (8.3)

(1™ (W, ) — 2 18 (1))

Wir haben numerisch nach Losungen A* von Gleichung (8.3) gesucht und mittels (8.2) die
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zugehorigen g*-Werte bestimmt.

Auf diese Art konnen fiir yu = 1 keine weiteren Fixpunkte aufer dem Gaukschen (GFP)
gefunden werden. Fiir 4 = 2 tritt fiir bestimmte Werte der Eichparameter ein nicht-
Gaufscher Fixpunkt (NGFP) auf, wobei jedoch das Vorzeichen von ¢g* von der Wahl der
Parameter abhingt. Ab u ~ 3 hingegen stellt sich eine Systematik ein, die bis zum un-
tersuchten Maximalwert von p = 50 erhalten bleibt und somit eine generische Eigenschaft

eines grofen Bereichs im Parameterraum zu sein scheint.

Um diesen Bereich zu untersuchen, haben wir jeweils fiir p = 5, p = 10 und p = 15
dem Diffeomorphismusparameter die Werte ap = 1, ap = 10 und ap = 0,1 zugewiesen
und zudem jeden dieser Fille fiir fp = 0 und fp = 1 betrachtet. Jede dieser Parame-
terkonfigurationen wurde auf sieben verschiedene Arten regularisiert, zuniachst mittels des
scharfen Propertime-Cutoffs sowie anschliefend unter Verwendung der C}'- und der f;"-
Regularisierung. In beiden Féllen wurde der Abschneideparameter m zu m = 1, m = 10

und m = 50 gewihlt.
Die Resultate lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(A) Im Zuge dieser Analyse stellten wir fest, daf die ;jweichen* C}*- und die f"-Regularisie-
rungen stetig mit dem scharfen Propertime-Cutoff zusammenhingen; insbesondere erhalten
wir im Falle der f-Regularisierung fiir m = 50 die erwartete, nahezu perfekte Uberein-
stimmung mit dem scharfen Cutoff. Generell bestitigen diese Regularisierungen sowohl in
qualitativer als auch in quantitativer Hinsicht das bereits auf Grundlage des scharfen Cu-
toffs gewonnene Bild. Wir geben daher in den folgenden Tabellen nur die unter Verwendung

des scharfen Cutoffs erhaltenen Werte an.

(B) In den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 geben wir neben den Fixpunktwerte g* und \* und
deren Produkt auch die zugehdrigen kritischen Exponenten ©; und ©3 des Fixpunkts an.
Sie sind definiert als die Eigenwerte der am Fixpunkt (A*, g*) ausgewerteten Stabilitits-
matrix zu den Eigenvektoren V! und V3. (Die uniibliche Numerierung an dieser Stelle
erklért sich durch die Darstellung der Analyse der dreidimensionalen (A, 7y, g)-Trunkierung
am Ende dieses Kapitels.) Dabei ist zu beachten, dall prima facie ein kritischer Exponent
© 4 nicht mit einer bestimmten Kopplung u,, assoziiert werden kann. Dies ist nur dann der
Fall, wenn der zugehorige Eigenvektor V4 nahezu parallel zur u,-Achse auf dem Theorien-

raum verlduft (vgl. Formel (1.25), Kapitel 1). In diesem Sinne sind in guter Niherung die
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Scharfer Propertime-Cutoff, u =5
| X [ g | Mg | O |6
ap =1 p=11-3,35] 3,07 | -10,28 2,86 | 1,87
Op=01-328| 2,75 | -9,03 2,98 | 1,76
op=10 | bp=11-0,36 | 0,71 -0,26 | -21,53 | 2,46
Op=01-0,41] 0,91 -0,37 | -25,96 | 2,40
ap=0,11]pp=1/|-919 | 24,70 | -226,85 | 230,31 | 4,02

Tabelle 8.1: Die Eigenschaften des NGFP fiir den scharfen Propertime-Cutoff und p =5
im (\, g)-System.

Scharfer Propertime-Cutoff, ;1 = 10
[ M 1o [ Mg [ 6 |6
ap=1 | pfp=1]| -6,16 | 2,77 | -17,05 | 3,33 | 1,90
Op=01] -588 | 245 | -14,39 | 3,35 | 1,88
ap=10 | fpp=1] -0,35 | 0,46 | -0,16 | -20,33 | 2,40
bp=01] -0,41 | 0,66 | -0,27 | -26,51 | 2,37
ap=0,1|p/p=1]-11,71 | 13,91 | -162,83 | 156,34 | 4,02

Tabelle 8.2: Die Eigenschaften des NGFP fiir den scharfen Propertime-Cutoff und p = 10
im (\, g)-System.

kritischen Exponenten ©; und ©3 mit den Kopplungen A\ bzw. g assoziiert. Fiir sdmtliche

Parameterwerte sind ©; und ©3 rein reell.

(C) Aufker den in den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 angegebenen Fixpunkten wurde fiir 1 = 5,
ap = 0 und m = 10 im Rahmen der f]"-Regularisierung noch ein weiterer Fixpunkt
bei (\* = 1,7;9* = —1,16) fir fp = 1 und bei (\* = 1,96;¢9* = —1,30) fiir fp = 0

gefunden. Da dieser Fixpunkt jedoch nur fiir diese beiden speziellen Parameterwahlen

Scharfer Propertime-Cutoff, = 15
[ M 1o [ Mo [ 6 |6
ap=1 | pfp=1| -7,79 | 2,47 | -19,24 | 3,39 | 1,90
Op=01 -737 | 2,18 | -16,04 | 3,41 | 1,89
ap=10 | fpp=1] -0,38 | 0,38 | -0,15 | -20,06 | 2,38
Op = -0,46 | 0,56 | -0,25 | -26,67 | 2,36
ap=0,11]pp=1/|-13,67| 11,37 | -155,39 | 145,67 | 4,02

Tabelle 8.3: Die Eigenschaften des NGFP fiir den scharfen Propertime-Cutoff und p = 15
im (\, g)-System.
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im Rahmen dieses Schemas auftrat und sich nicht bei Variation der Parameter und des
Abschneideverfahrens stetig weiterverfolgen lief, wurde er als unphysikalisches Artefakt
betrachtet.

(D) Zwar scheint der Einfluf des Parameters p gering zu sein, doch fiir ap = 0,1 und
Op = 0 konnte in keinem der untersuchten Fille ein Fixpunkt gefunden werden. Hingegen

existiert fiir alle ibrigen Parameterkonfigurationen ein Fixpunkt mit \* < 0 und ¢g* > 0.

(E) Nach den Tabellen 8.1, 8.2 und 8.3 werden die Betrége beider Fixpunktkoordinaten \*
und g¢* fiir wachsendes ap kleiner, so daf bei der Bildung des Produktes \* g* gerade keine
Kompensation auftritt, die dieses verglichen mit den Fixpunktwerten der beiden separaten
Kopplungen beziiglich einer Variation des Eichparameters signifikant robuster machen wiir-
de. Dies trifft auch zu, wenn man fiir feste u- , ap- und Gp-Werte die Fixpunktkoordinaten

und deren Produkt fiir die verschiedenen Abschneideverfahren vergleicht.

(F) Die entscheidenden Schliisse beziiglich der Schemaabhéngigkeiten lassen sich aus dem
Verhalten der kritischen Exponenten ziehen. In Abhéngigkeit des Eichparameters ap kann

man diesen fiir alle Regularisierungen folgende Wertebereiche zuordnen:

ap = 1 :240<06;<3,45, 1,70 < 0O3< 1,95
ap = 10 :=35<O; < —-15, 2,30 <03 < 2,65
ap = 0,1:80<0; <230, 4,02< 03 <4,04.

Man erkennt, daf ©; sehr stark eichabhingig ist und im Falle von ap = 10 und ap =0, 1
fiir die unterschiedlichen Regularisierungsverfahren einen verhéltnismifig groken Werte-
bereich iiberstreicht. Demgegeniiber ist der enge Wertebereich des kritischen Exponenten
O3 bemerkenswert, zumal sich die zugehorigen g*~-Werte iiber alle Parameterkombinatio-
nen hinweg um einen Faktor 200 unterscheiden. Fiir ap = 1 und ap = 10 liegt O3 wenig
unterhalb bzw. oberhalb von 2, wihrend fiir ap = 0,1 die Rechnung auf ausgesprochen
stabile Art und Weise einen kritischen Exponenten von 4 nahelegt. Allerdings verschwin-
det hier der Fixpunkt bei einer vermeintlich geringen Variation der Eichbedingung, so dafs
der Status dieses Befundes unklar ist. In jedem Falle deuten die Resultate auf einen po-
sitiven Exponenten O3 hin, dessen Wert zudem im Bereich derjenigen Werte liegen sollte,
die sich fiir den analogen kritischen Exponenten im Rahmen der QEG ergeben haben [25].

Allgemein ist in dem untersuchten Parameterbereich die Eichabhéngigkeit der Ergebnisse
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weitaus stiarker als ihre p- oder Schemaabhingigkeit.

(G) Als wichtigste Vorhersage des untersuchten Flusses, die sich in perfekt schemaunab-
hingiger Weise ergibt, ist die bloke Existenz eines nicht-Gaufschen Fizpunktes zu nennen,
so dafs wir hier einen ersten Hinweise auf asymptotische Sicherheit gefunden haben. Zudem
ist fiir alle diese Fixpunkte ¢* positiv, d. h. es liegt wie in der metrischen Quantengravita-
tion Anti-Screening vor. Im Unterschied zur QEG finden wir hier fiir alle Fixpunkte einen

negativen \*-Wert.

(H) In Abbildung 8.1 skizzieren wir schematisch das Phasenportrait des RG-Flusses in der
A-g-Ebene. Wie in der QEG unterscheiden wir auch hier drei Bereiche, die wir in analoger
Nomenklatur mit Ia, [Ta und IIIa bezeichnen. Dabei sind Trajektorien vom Typ Ia solche,
die fiir £ — 0 nach A\ = —oo laufen. Trajektorien des Bereichs IIla streben im IR-Limes
k — 0 nach A = +o00. Diese Bereiche sind durch eine Separatrix getrennt, die die Klasse
ITa bildet und den Gaufischen mit dem nicht-Gaufschen Fixpunkt verbindet, indem sie fiir
k — 0 in den GFP hineinlduft. In Abbildung 8.2 geben wir ein echtes Bild der Umgebung
des NGFP fiir ap = 1, fp = 1, 4 = 5 und den scharfen Cutoff an. Die Pfeile an den
Trajektorien zeigen in die Richtung von abnehmendem k, d. h. der Flufs ins Infrarote erfolgt
aus dem Fixpunkt heraus. Dies ist dquivalent zu der von uns ermittelten Positivitit der
zugehorigen kritischen Exponenten fiir diese Parameterwahl, da fiir eine dimensionslose
Kopplung u, der um den Fixpunkt linearisierte Fluf gemif ~ V! (k—ko)fg1 + Vo‘j’(%)f@s
verliuft. (Mit a € {)\, g} bezeichnet darin VA die A\- bzw. g-Komponente des Eigenvektors
vA)

Dieses Resultat legt nahe, beide Richtungen V! und V? bzw. beide Kopplungen \ und
g als relevant einzustufen, so daf die Dimension der UV-kritischen Hyperfliche Syy des
NGFP in dieser Trunkierung 2 ist. Unsere Ergebnisse deuten insgesamt darauf hin, daf die
Newton-Konstante mit grofer Sicherheit relevant ist, wohingegen die Befunde beziiglich
der kosmologischen Konstante einer zu starken Eichabédngigkeit unterworfen sind, um hier

eine dhnlich klare Aussage treffen zu konnen.

Wie bereits erlautert wurde, enthalten auch die Eigenvektoren der Stabilitdtsmatrix
Information iiber das Verhalten des Flusses am Fixpunkt, indem sie dessen asymptotische
Richtungen erfassen. Im betrachteten Fall wurde das Eigensystem zu ¢, = (-0, 99; —0, 06)T
und 7, = (0,93; —0,37)" bestimmt.
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9 A

NGFP

la | A Ml )
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Abbildung 8.1: Schematische Darstellung des Flusses um den NGFP in der (), g)-
Trunkierung.

Abschliefend 1éfst sich feststellen, dal wir im Rahmen der (A, g)-Trunkierung iiberzeu-
gende Hinweise fiir das Auftreten asymptotischer Sicherheit gefunden haben. Zudem weist
der zugehorige NGFP ein positives g* > 0 und mithin Anti-Screening auf. Der A*~-Wert ist
im Unterschied zur QEG negativ, A\* < 0. Allerdings signalisiert die Rechnung beziiglich
der Behandlung der kosmologischen Konstanten in Form der schwankenden ©;-Werte ihre
eigene Unzuladnglichkeit. Das Laufen von A ist aufgrund der hohen kanonischen Skalendi-
mension von Ay nur schwer zu kontrollieren. Zudem mufl ein negativer A*-Wert nicht in
phdnomenologischem Widerspruch zu der gegenwértig gemessenen, positiven und kleinen
kosmologischen Konstanten des Universums stehen, da diese Messungen auf astronomi-
schen Skalen und somit tief im Infraroten erfolgen. Die relevanten Trajektorien befinden
sich in Abbildung 8.1 in dem mit IIla bezeichneten Bereich. Er enthélt auch in der QEG
diejenigen Trajektorien, die in der Natur realisiert sein konnten, da sie iiber ein langes
klassisches Regime verfiigen. Dariiber hinaus erfihrt die Beta-Funktion von A im Rahmen
einer korrekten bimetrischen Analyse, die im Gegensatz zu unserer Naherung die sogenann-
te Split-Symmetrie der Flukgleichung respektiert und bei der die Fluktuationen auf beiden
Seiten nicht gleich Null gesetzt werden, eine Korrektur in Form einer Tadpole-Gleichung,
die durchaus auf ein positives A* fithren kann [51, 52, 53|. Diesen allgemeineren Standpunkt

wollen wir hier nicht ndher erlautern.
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Abbildung 8.2: Der zweidimensionale RG-Fluf in der (), g)-Ebene fiir 4 =5, ap = 1 und
Op = 1 unter Verwendung des scharfen Propertime-Cutoffs. Die Pfeile zeigen in Richtung
abnehmender k-Werte.

Daher sind prézisere Untersuchungen erforderlich, um genauere Aussagen zu den expli-

ziten Eigenschaften des Flusses im Fixpunktregime treffen zu kénnen.

8.2 Die Identifikation des p-Parameters mit der laufen-

den Planck-Masse

Die Natur des pu-Parameters betreffend, erscheint noch eine weitere Identifikation als na-
tiirlich. Die laufende dimensionsvolle Newton-Konstante G}, fithrt auf eine laufende Planck-
Masse, die in natiirlichen Einheiten durch \/G_k_1 = \/ﬁ_l k gegeben ist. Identifizieren wir
diese mit dem dimensionsbehafteten Massenparameter ji, so impliziert dies fiir die entspre-
chenden dimensionslosen Grofen p = \/g_,fl. Die Funktionen I8, 8", IF* und I auf

der rechten Seite des Differentialgleichungssystems (8.1) hingen damit ebenfalls von g ab.

Wir haben auch fiir diese Wahl des Massenparameters den Renormierungsgruppen-Fluf
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(RG-Fluf) des (A, g)-Systems untersucht. Die Ergebnisse sind im Anhang K zusammen-
gestellt. Sie belegen, daf fiir diese Identifikation die Existenz eines NGFP stark schema-
abhéngig ist und dafs dieser zudem Eigenschaften aufweist, die im Gegensatz zur Wahl
1 = const nicht mit denjenigen des QEG-Fixpunktes in Einklang stehen. Daher haben wir

uns in den folgenden Untersuchungen auf den Fall ; = const beschrankt.

8.3 Das (v, g)-System

Wir betrachten jetzt die ,Holst-Trunkierung® (3.24) ohne den kosmologischen Term,
beriicksichtigen aber im Unterschied zum vorangegangenen Abschnitt den Immirzi-Term.
Die Beta-Funktionen dieser zweidimensionalen Trunkierung erhalten wir, indem wir im

vollen System (7.76) in den Beta-Funktionen fiir g, und ~y; jeweils Ay = 0 setzen:

Ok gk = Bo(grs k) = [2 + 1n (0, g, u)}gk (8.4a)

O vk = By(gk ) = 16mgr ['Yk 15 (0, 7k, 1) — <151}a+v)(0,%u) - 21511(#))}
(8.4D)

Die aus (8.4) erhaltenen Flufdiagramme belegen, dak der Fluk spiegelsymmetrisch zur (y =
0)-Linie, d.h. zur g-Achse ist. Zudem ist offensichtlich ¢ = 0 eine Fixlinie. Insbesondere

existiert auch hier ein Gaufscher Fixpunkt (¢* = 0,7* = 0).

Um eventuelle nicht-Gaufssche Fixpunkte zu finden, versuchen wir zunéchst, 3, (g*,7*) =
0 mit v* # 0 zu lésen. Mit (8.4b) fiihrt dies auf die Bedingung

I 0,7 1) — (B (0,97, ) — 218 (1)) = 0. (8.5)

Besitzt (8.5) eine Losung, so lift sich der zugehorige g*-Wert aus der zweiten Bedingung

n& = —2 bestimmen, d.h. mit (8.4a)

—1

g =~ [sn(r 0.7 - 21 w) | (8.6)
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Finden wir einen NGFP (g*,v*), so linearisieren wir den Fluff um diesen Punkt und
berechnen seine kritischen Exponenten als die (negativen) Eigenwerte der Stabilitdtsmatrix.
Fiir den betrachteten Fall 1 = const hat diese speziell die Eintréige

%Z,g) _ %{[Q‘FUN(()’Q’N)}Q}

V=Y 9=9*

V=Y 9=9*
* * a *
= 2+nn(0,9%p) +g (a—gnN)(g )

= x(0,9% 1) = =2

und

9B,(7,9)

dg

_ 1671")/* |:7* [\g/r(ai/) (0,’}/*7#) _ <[\g/,r(?])<07fy*7 M) -9 [\g/.h(,u)>:| =0.

Y=Vr.9=9*

Die Stabilitatsmatrix ist dann von der Form

05, 05, 05,
— _ 0 0 _ o
B={Byt =\ o, o, =l
—~* g=g* Oy
Y=7",9=9

oy dg
Oy = — — und O3 =2

so dafs fiir die kritischen Exponenten

gilt. Da der Eigenvektor V3 zum Eigenwert —©3 durch V3 = (0,1)T gegeben ist, ist O3

tatsdchlich der mit der Newton-Konstante g assoziierte kritische Exponent.

8.3.1 Die Pseudofixpunkte NGFP’,

Auch im Rahmen der (7, g)-Trunkierung stellt sich heraus, daf der scharfe Propertime-
Cutoff keinerlei pathologische Ziige aufweist, sondern sich vielmehr harmonisch in die Men-
ge der iibrigen Regularisierungsverfahren einfiigt, so dafs wir uns hier ebenfalls bei der

Angabe der erhaltenen Resultate auf dieses Schema beschrinken.

Wir finden fiir 4 = 1 bis zum untersuchten Maximalwert von p = 50 fiir jeden der

beiden Halbrdume v > 0 und v < 0 des spiegelsymmetrischen Flusses einen Fixpunkt, der
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Scharfer Propertime-Cutoff, gp = 1
p=1 | v | ¢ | ©, |64
ap — 1 | 1.054 | -0,026 | 4,05 | 2
ap — 10 | 1,007 | 1,252 | 5598,6 | 2

ap — 0,1 | 1,054 | -0,026 | 4,93 | 2

L n=2 [ 4 g | 6 |6;]
ap —1 | 1,138 ] 1,722 | 7,14 | 2
ap — 10 | 1,017 | 0,042 | 66,92 | 2

ap — 0,1 ] 0,981 | -16,370 | -794,2 | 2

L n=>5 [ v | g | 6 [6]
ap —1 | 1,061 ] 2,118 | 18,56 | 2
ap — 10 | 1,009 | 0,057 | 116,13 | 2

ap — 0,110,979 | -8,625 | -269,8 | 2

il

Tabelle 8.4: Die Eigenschaften des Pseudofixpunktes NGFP’, im (7, g)-System fiir p €
{1;2;5} und ap € {1;10;0,1}.

sehr nah bei v = +1 liegt. Wir bezeichnen dieses Fixpunktpaar mit NGFP’, und geben
die zugehorigen Werte fiir p =1, 4 = 2 und g = 5 in Tabelle 8.4 an.

Wir haben uns dabei auf den Fall Sp = 0 beschrankt, da sich fiir fp = 1 keine wesent-

lichen Unterschiede ergeben.

Fiir alle untersuchten Massenparameter p > 1 14t sich folgende Systematik feststel-
len: Der Betrag der v*-Werte ist fiir ap = 1 und ap = 10 immer gréfer als 1, wobei die
Abweichung von 1 im zweiten Fall gegeniiber dem ersten jeweils um etwa eine Grofenord-
nung kleiner ist. Hier sind die zugehorigen g*-Werte stets positiv. Demgegeniiber sind fiir
ap = 0,1 die v*-Betrige kleiner als 1, und man erhilt negative g*-Werte. Fiir wachsendes p
bleibt diese Systematik erhalten, wobei sich die auftretenden v*-Werte jedoch zunehmend
dem Wert 1 ndhern. Fiir ;4 < 1 konnte fiir die untersuchten Werte p = 0,2, © = 0,5 und
1= 0,8 keine entsprechende Systematik festgestellt werden.

Aus den stark eichabhéingigen Werten fiir den kritischen Exponenten ©,, die fiir ap = 1
und ap = 10 immer positiv und fiir ap = 0, 1 immer negativ sind, 1afst sich auf Unzuldng-

lichkeiten innerhalb der Rechnung schlieffen. Um deren Natur aufzukléren, ist es hilfreich,
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den Graphen der Funktion

B,(9,7)

= 16w [y I (0,7, ) = (B (0,7 m) = 211 )

zu betrachten, die nur von ~ abhéangt. Dariiber hinaus ist die anomale Dimension 7y der
Newton-Konstante definiert iiber 5, =: (2 + 7x)g, so daf auch durch
(g, 7)

P =16 (15;&;) (0,7, ) =2 I%W))

eine Funktion von v gegeben ist. Die Abbildungen 8.3 und 8.4 zeigen die Graphen dieser
beiden Funktionen fiir ap =1, fp = 0 und pu = 5.

0.2 0.4 0.6 0.8 10 1.2

_02|
—04f
~06

_08|

_1.0; ﬁy /(97)

Abbildung 8.3: Die Funktion v — (5 ;) fiir den scharfen Propertime-Cutoff und die Para-
meterwahl 4 =5, ap = 1 und fp = 0. Man beachte die Nihe der Nullstelle dieser Funktion
zum Pol bei v = 1.

Aus Abbildung 8.3 ist ersichtlich, dafs die Beta-Funktion von  bei v = £1 einen Pol
aufweist, dessen Natur wir weiter unten erldutern. Insbesondere wird sich aus den dort
folgenden Uberlegungen ergeben, dak die diskutierten Fixpunkte NGFP'_, die sich in
unmittelbarer Ndhe dieser Polstellen befinden, nicht glaubwiirdig sind; wir bezeichnen sie
daher als Pseudofirpunkte. Die Funktion ~ — "?N, deren Graphen wir in Abbildung 8.4

angeben, weist bei v = 41 ebenfalls einen Pol auf. Fiir ap = 0,1 werden die beiden
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Abbildung 8.4: Die Funktion v +— %N fiir den scharfen Propertime-Cutoff und die Parame-
terwahl 4 = 5, ap = 1 und fp = 0. Auch hier liegt die Nullstelle in der unmittelbaren
Umgebung des Pols bei v = 1.

Teilgraphen links und rechts des Pols nach oben verschoben, so daf die konstante Funktion,
die aufserhalb der Umgebung von v = 41 eine Asymptote des Graphen darstellt, in diesem
Fall einen positiven Wert annimmt. Dementsprechend tritt die Nullstelle der Funktion dann

bereits vor dem Pol bei |[v*| < 1 auf.

Das angesprochene asymptotische Verhalten fiihrt zum eigentlichen Hauptresultat dieser
Untersuchungen. Dieses wird in Abschnitt 8.3.5 diskutiert. Zuvor bemerken wir noch, dafs
es sich bei den Polstellen v* ~ +1 offenbar um Pole erster Ordnung handelt, da der Graph
der Funktion v +— (1 —+?) % in Abbildung 8.5 bei v* = £1 vollkommen regular ist. Wir
werden diese Betrachtung weiter unten in Abschnitt 8.3.3 vertiefen. Dies wird uns erlauben,

den Ursprung des Pseudofixpunktes zu verstehen.

Die Gestalt der Graphen 8.3 und 8.4 motiviert die folgende Analyse. Wir haben zwar
auch im (v, g)-System fiir die Identifikation y = \/ﬁfl Fixpunkte um v* &~ %1 mit entspre-
chend instabilen kritischen Exponenten ©, gefunden, doch da hier die Beta-Funktion von
v sowie die anomale Dimension der Newton-Konstante keine eindimensionale Darstellung

der oben erlduterten Art erlauben, wurde im folgenden ausschlieklich der Fall ;1 = const
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Abbildung 8.5: Die Funktion ~y + (1 —~? B fiir den scharfen Propertime-Cutoff und die
(97

Parameterwahl y =5, ap =1 und fp = 0.

untersucht.

8.3.2 Die physikalischen Fixpunkte NGFP; und NGFP/_

Die Graphen in den Abbildungen 8.3 und 8.4 legen nahe, fiir die Funktion

ﬁ rav rav
v = 16m [fy L55(0,7, 1) = (I%)(O,%u) - 215%))]

folgende Grenzwerte zu betrachten:

— 1; ﬁ Ty 1 grav grav gh
co = lim (ﬁ> = lim 167 [7 L5750, 1) — (fv(+)(0, Vo) — 21y (u))]

und

T ﬁfy IRT gra grav gh
Coo = _lim <ﬁ) = lim 167 [’7 L55(0,7, 1) — (IV(+)<0777/~L) —21y (u))] :

Diese Grenzwerte hingen parametrisch von pu ab.

Bevor wir die Resultate angeben, ist an dieser Stelle noch eine allgemeine Bemerkung
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angebracht. Betrachten wir den von der allgemeinen Form unserer Trunkierung erfalten
Unterraum des Theorienraums, so beschreiben wir diesen mittels der Koordinaten (A, v, g).
Analog zur stereographischen Projektion der Sphére ist dieses Koordinatensystem aller-
dings im zweiten der oben betrachteten Grenzfélle nicht definiert, da die Koordinate ~
dort divergiert. Um die Umgebung der Untermannigfaltigkeit ,,v = 00 zu erfassen, ist es
notig, eine zweite Karte auf dem Theorienraum einzufiihren, die dort wohldefiniert ist. Dies
wird durch Einfiihrung einer neuen Koordinate 4 erreicht, wobei die Ubergangsabbildung

der beiden Karten auf dem Gebiet ihres Uberlapps durch

. 1
V=
g
gegeben ist. Beide Koordinaten sind jeweils auf dem offenen Intervall (—oo, +00) definiert,
und fiir Null decken sie gerade den Bereich ab, der auferhalb des Definitionsbereichs ihres

Gegenstiicks liegt; bei v = 4 = £1 stimmen sie {iberein.

Wir konnen damit den zweiten Grenzwert in der wohldefinierten Form

(oo = 1im167r[frlfé?f)(0ﬁ1,u)—(1521)(0,’?’1#)—215h(u))]

=0
angeben.

Behandeln wir den Bereich ,,v = 400 in wohldefinierter Art und Weise im #4-Bild, so
ist es natiirlich, dort auch den Flufs mittels dieser Kopplung zu untersuchen. Die Beta-
Funktion der Kopplung % ist dann mit

. . O Vi
B5(gr, ) = 0 A = ——
Vi

= _/3/]3 ﬁv(gka ’?]g_l)

gegeben durch
Bi(9.4) = =167 7 [ 120,47 ) — (B (0,474 ) = 2 1) )|

Die numerische Analyse ergibt, dafs die Grenzwerte ¢y und ¢, fiir 4 = 0,8 tatséchlich

existieren und daf sie fiir eine feste Parameterwahl jeweils nahezu dbereinstimmen. Mit
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NGFP,

v-Karte

NGFP" NGFP,

y-Karte

NGFP’_

Abbildung 8.6: Die Lage der Fixpunkte in der - bzw. 4-Karte.

By
5

—% gilt also

co = lim (&) ~ — lim (B—Y> = Coo - (8.7)
=0 \ gy =0 \ g

Diese Ubereinstimmung wurde fiir alle Kombinationen, die sich aus den sieben ange-
gebenen Regularisierungen sowie den Parameterwahlen ap € {1;10;0,1} und gp € {0;1}
ergeben, festgestellt. Fiir unterschiedliche Parameterwerte hingegen weichen die bestimm-

ten Grenzwerte ¢y oder ¢, im allgemeinen stark voneinander ab. Die Beta-Funktionen um
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v~ 0 bzw. 4 ~ 0 sind dann von der Form

By(9,7) =cogy, =0
und
5@,(9,’7):—0009’7, &%07

so dals insbesondere bei v = 0 und 4 = 0 jeweils ein Fixpunkt vorliegt; letzterer wire dabei

in der y-Karte nicht sichtbar gewesen. Die zugehdrigen g*-Werte bestimmen wir wie iiblich

iber
* 1 . grav gh -1

g5 =~ imy | 15050, 7. 0) = 2 18 (u)
bzw.

* 1 . grav ~—1 gh -1

g = g lim [TE (0,57 ) = 21 n)]
und es gilt
95 ~ g5 - (8.8)

Wir bezeichnen diese Fixpunkte mit NGFPj, = (7, ¢5) und NGFP/_ = (3*, g%).

Die zugehdrigen kritischen Exponenten ergeben sich wegen

03, _o_
Oa T g
9 1y=0,9=g; 9 13=0.9=02,
zu O3 = 2 und
Oy = — % = —co 9y
87 v=0,9=g}
Oy = — b = Coo J5
’ 0y ¥=0,9=g%, -
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Wir werden in Kiirze noch nédher darauf eingehen, daf fiir die Funktion v +— %N ein
analoges asymptotisches Verhalten gilt; dies kann man bereits Abbildung 8.4 sowie der un-
gefihren Ubereinstimmung von g& und g%, entnehmen. Man kann auch hier die zugehdrigen
Grenzwerte bestimmen, so daf in den Bereichen v ~ 0 und 4 ~ 0, in denen "?N ungefahr

konstant ist, die Beta-Funktion 3, nicht mehr von v bzw. 4 abhéngt:

98,
vy

9P,
0y

:0:

7=0,9=g5 4=0,9=g%,

Somit ist neben V3 = (0,1)T der zweite Eigenvektor durch V2 = V? = (1,0)T gegeben. Da
dieser in die 7- bzw. 4-Richtung zeigt, kdnnen den kritischen Exponenten in eindeutiger

Weise Kopplungen zugeordnet werden. Wir nehmen dementsprechend bis auf weiteres die
Identifikationen ©, = ©,, 05 = ©5 und O3 = O, vor.

Tabelle 8.5 zeigt die Werte von ¢y, coo, 95, 95, ©~, ©5 und ©4 in Abhéngigkeit von p
und ap. Wir beschrinken uns dabei wieder auf den scharfen Propertime-Cutoff sowie den
Fall fp = 0, da sich diese Resultate beziiglich entsprechender Variationen sowohl qualitativ

als auch quantitativ als stabil erwiesen haben.

Die ungefihre Gleichheit ¢y ~ ¢ bzw. gf ~ g% impliziert ©., ~ —0;. Zudem stellt man
auch hier fiir ¢ > 2 eine Systematik fest: Zum einen findet man fiir alle Regularisierungen
und alle Parameterkombinationen einen positiven Wert g5 ~ g5, > 0, d.h. es liegt stets
Anti-Screening vor. Dariiber hinaus ist O, fiir ap = 1 und ap = 10 stets positiv, fiir
ap = 0,1 hingegen immer negativ. (Fiir ©4 gilt entsprechend die umgekehrte Aussage.)
Des weiteren werden die Ubereinstimmungen mit wachsendem g immer priziser, so daf

die ungefihre Gleichheit ¢y ~ ¢, bzw. g§ ~ g%, fiir 4 — oo vermutlich exakt wird.

Den Befund der annihernden Ubereinstimmung ¢y ~ co und g5 =~ g wollen wir in
Abschnitt 8.3.5 zu einer stidrkeren Hypothese hinsichtlich der Struktur von £, und f3,
ausbauen. Zunichst setzen wir diese Beobachtung jedoch zu der Existenz der in Abschnitt
8.3.1 diskutierten Pseudofixpunkte NGFP’_ in Beziehung.

Vorher ist allerdings noch eine allgemeine Bemerkung zur Achsenbeschriftung ange-
bracht: Tragen wir in diesem Kapitel bei den Graphen y-abhéingiger Funktionen oder bei
Phasenportraits des Flusses an einer Achse die Koordinate v auf, so liegt bei v = 0 die

maximale Unterdriickung der Torsion vor. Dies sollte vor allem beachtet werden, wenn die
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Scharfer Propertime-Cutoff, gp =1

p=1 1 o | e | % | 95 | O [ 6
ap =1 8,52 7,67 | -0,26 | -0,26 | 0,22 | -0,20
ap = 10 | 20,78 | 25,21 | 4,74 | 4,42 | 141,1 | -129,9
ap = 0,1 10,46 | 9,39 |-0,025 | -0,025 | 0,27 | -0,24
p=2 | o | e | % | 95 | O [ 6
ap =1 | 0,60 | -0,55 | 2,09 | 2,03 | 1,46 | -1,12
ap = 10 | 2521 | 24,34 | 0,04 | 0,04 | 1,05 | -1,01
ap=0,1] 061 | 0,65 | 551 | 510 |-3,39 | 3,31
p=5 1 o | e | % | 95 | O [ 6
ap =1 | 0,55 | -0,49 | 2,67 | 2,59 | 1,48 | -1,27
ap = 10 | -17,85 | -17,55 | 0,06 | 0,06 | 1,05 | -1,03
ap =0,11] 0,62 0,65 6,75 6,29 | -4,19 | 4,07
p=5 [ o [ e | o [ o5 | O [ 6
ap =1 | -1,34 | -1,33 | 1,57 | 1,56 | 2,09 | -2,08
ap = 10 | -31,95 | -31,94 | 0,033 | 0,033 | 1,063 | -1,063
ap =0,1] 1,18 | 1,18 | 4,97 | 494 | -585]| 5,83

s

s

s

s

ro| ol ro|| @ ro| rof ro|| Dff ro| rol ro|| Df| ro| rof ro|| D

Tabelle 8.5: Die Eigenschaften von NGFP; und NGFP/_ fiir die Parameterwerte p €
{1;2;5;50} sowie ap € {1;10;0, 1}.

Trunkierung um die dritte Kopplung A\ erweitert wird, so dafs der Fluf in dieser Ebene
demjenigen der Einstein-Hilbert-Trunkierung am néchsten kommt, ohne mit ihm identisch
zu sein. Tragen wir hingegen 4 auf, so fluktuiert fiir 4 = 0 die Torsion véllig frei, und diese

Ebene ist in diesem Sinne von der metrischen Gravitation maximal weit entfernt.

8.3.3 Das Wesen der Pseudofixpunkte NGFP’_

Im folgenden kommen wir noch einmal auf die Natur der in Abschnitt 8.3.1 diskutierten
Polstelle bei v = £1 zuriick. Dazu haben wir in Abbildung 8.7 den Graphen der Funktion
v (1 —~2) % fiir v = 0 bis v = 15 dargestellt.

Abbildung 8.7 bestétigt die bereits durch Abbildung 8.5 nahegelegte Vermutung, nach

(f o) eine regulire Funktion dhnlich einer Parabel ist. Beriicksichtigt man
B

zusdtzlich deren Invarianz unter v — —7, so konnen wir vy — p durch einen Ansatz der

der 71— (1= ~?)
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Abbildung 8.7: Die Funktion 7 +— (1 —~?) % fiir den scharfen Propertime-Cutoff und die

Parameterwahl y =5, ap =1 und fp = 0.

Form

A

approximieren. Schreiben wir diesen nun auf 4 = % um, so erhalten wir

By (1 ¥ 1 By .
4(7) - —a—— = -4
gv Ny L=y L=y 9y
mit % = —% Die von uns beobachtete Relation (8.7) liegt dann exakt vor fiir a = b.

In der «-Schreibweise gilt weiterhin

woraus sich die Nullstellen zu
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ergeben.

Fiir das Beispiel ap = 1, fp = 0 und g = 5 liest man b = —(1 — v2)%(7)|7:0 aus
Abbildung 8.5 zu b = 0,55 ab. Des weiteren gilt hier geméf Tabelle 8.4 fiir den Pseudo-
Fixpunkt v* = 1,0612 und somit —a = —722 ~ —0,49. Nehmen wir nun an, die Relation
(8.7) sei eine exakte Eigenschaft, so daly man im Rahmen einer korrekten Rechnung b = a
und somit %(7) = —a finden wiirde, so gilte dann also —a = —b = ¢y. Der obigen Tabelle
entnehmen wir fiir diese Parameterwahl den Wert ¢y = —0, 55, so daf tatsichlich eine gute
Ubereinstimmung mit den erhaltenen Werten fiir —a und —b vorliegt. Die Graphen der
Funktionen (1 — 72)% und 0,492 — 0,55 stellen sich fiir v € [0; 1, 3] sowie fiir 73, € [0; 15]
als vollkommen deckungsgleich heraus. Auch das bringt die im Rahmen dieser groben Ana-
lyse aufergewdhnlich gute Ubereinstimmung zum Ausdruck. Somit ist bemerkenswert, daf
vierte und hohere gerade Potenzen in ~, die ebenfalls mit der Symmetrie der Beta-Funktion

dieser Kopplung vertriglich wiren, offenbar nicht im Polynom des Zahlers auftreten.

Der Verdacht liegt nahe, dak das Auftreten der Polstellen und der sich in deren Regime
befindlichen Pseudofixpunkte blofs durch die der Berechnung innewohnenden Approxima-
tionen hervorgerufen wurde. Gleichzeitig liefert dies einen Beleg fiir die Giite der Rechnung.
Da sich alle Pseudofixpunkte in einer ausgesprochen kleinen Umgebung um v = +£1 befin-
den und da y** = g gilt, erhalten wir fiir dieses Verhéltnis in der Tat einen Wert, der mit

der Hypothese

5,

— =cy Vye|(0;00 8.9
7 0 v e ) (8.9)

vertriglich ist. Das impliziert insbesondere, daf die Relation (8.7) exakt gilt.

Fiir die Wahl ap = 0,1 gilt wie angegeben b = _%(O) < 0 und somit —a > 0, was in
konsistenter Weise mit den erhaltenen positiven Werten fiir ¢ fiir diese Wahl des Eichpara-
meters iibereinstimmt. Die anhand des gewihlten Beispiels diskutierten Eigenschaften sind
mithin vollkommen generischer Natur. Zudem liefert dies auch die gemeinsame Ursache der
beiden Befunde, daft zum einen fiir wachsendes p die beiden Pseudofixpunkte immer né-
her an v = 41 heranriicken und daf zudem in diesem Fall die ndherungsweise Gleichheit
(8.7) immer préziser erfiillt wird; offenbar kommt mit wachsendem g unsere Rechnung ei-
ner exakten Behandlung immer ndher. Wie im Rahmen der p-Reskalierung diskutiert sind

im Grenzfall 4 — oo gegeniiber der 7-7-Komponente des inversen Propagators, die nur
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zum freien Anteil beitrigt, alle iibrigen Blocke vernachlissigbar. Die Vielbeinfluktuationen
werden entsprechend unterdriickt, so dak dann eine frei fluktuierende O(4)-Eichtheorie auf
einer festen Hintergrund-Raumzeit mit Metrik g, vorliegt, was ein intuitives Verstindnis

der physikalischen Bedeutung des Parameters p erlaubt.

Die Vermutung, daf sich im Rahmen einer exakten Behandlung die Funktion %(7) als
~v-unabhingig heraustellen sollte, wird in Abschnitt 8.3.5 weiter ausgearbeitet. Zunéchst
wollen jedoch anhand der zugehorigen Flufdiagramme einen Eindruck von der expliziten

Gestalt des (7, g)-Flusses vermitteln.

8.3.4 Der explizite Fluft des (v, g)-Systems

Wir stellen nun den von dem Vektorfeld (3,, 3,) mit

B (9,7) = 16797 |7 B (0,7, 0) = (30,7, 10) = 2 1 (1))

By(9.7) = |2+ 167 (150, 1) = 218" (11) ) g g
(8.10)

erzeugten Flufs, der die Schar der Losungen dieses Differentialgleichungssystems fiir ver-
schiedene Anfangsbedingungen zusammenfafst, graphisch dar. Wir geben auch hier die fiir
die Wahl ap = 1, fp = 0 und p = 5 sowie den scharfen Propertime-Cutoff erhaltenen
Bilder an. Wir stellen dabei den Fluf sowohl in der - als auch in der 4-Karte jeweils
stiickweise auf dem Intervall (0; 1) und auf dem Intervall (1; co) dar. Die resultierenden

Phasenportraits sind in den Abbildungen 8.8-8.11 zusammengefafst.

Fiir die Wahl ap = 1, fp = 0, p = 5 ist der kritische Exponent ©, positiv, so dafs die
Trajektorien fiir kleiner werdendes k aus dem Fixpunkt (v* = 0; g¢) herausfliefsen und daher
ein UV-attraktiver Fixpunkt vorliegt. Somit ist hier v eine relevante Kopplung, die neben
g zur Dimension von Syy beitrdgt. Die Relation (8.7) impliziert, daf fiir den Fixpunkt
(4* = 0; ¢§) das Umgekehrte gilt: Die Trajektorien werden fiir £ — 0 von ihm abgestofen,
so daf er fiir sie einen IR-repulsiven Fixpunkt darstellt. Sein kritischer Exponent ©5 ist
negativ, und die Kopplung % ist in der vorliegenden Situation irrelevant. Sie erhoht die

Dimension von Syy nicht.
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g
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Abbildung 8.8: Der Fluf des (7, g)-Systems in der y-Karte auf dem Intervall [0; 1). Die
Pfeile zeigen in Richtung kleiner werdender k-Werte.

Allerdings sind diese Aussagen eichabhingig: Fiir ap = 10 bleibt die Situation unveran-
dert bestehen, doch fiir ap = 0, 1 kehrt sich mit der Pfeilrichtung auch die Rollenverteilung

der beiden Fixpunkte um.

Die beiden Fixpunkte NGFP( und NGFP._ befinden sich genau an den beiden Punk-
ten, an denen die - und die 4-Karte dieser eindimensionalen Untermannigfaltigkeit gerade

nicht iiberlappen.

Die Abbildungen 8.8-8.11 zeigen deutlich, wie mittels der Inversion das Teilintervall

(1; 00) in der einen Karte auf das Teilintervall (0; 1) in der anderen kompaktifiziert wird.
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Abbildung 8.9: Der Fluf des (v, g)-Systems in der y-Karte auf dem Intervall (1; co).

Zudem ist auch der Pseudofixpunkt NGFP’, zu erkennen: Im vorliegenden Fall gilt [y*| >
1, und er befindet sich bei g ~ 2 am unteren Beginn des kurzen vertikalen Stiicks, aus dem
die Trajektorien in Abbildung 8.9 herauslaufen. Wir erkennen ihn nach der Inversion als
Startpunkt der Trajektorien im Teilraum 4 < 1 in Abbildung 8.10 wieder. In dem Teilraum,
in dem sich der Pseudofixpunkt nicht befindet, dndert die Beta-Funktion ihr Vorzeichen
nicht, so daf die Trajektorien dort wie in den Abbildungen 8.8 und 8.11 dargestellt einfach
auf die Linie v = 1 bzw. 4 = 1 treffen, sofern sie nicht zuvor auf der Fixlinie ¢ = 0 enden.
Ein entsprechendes Diagramm eines Teilstiicks des Flusses auf dem unteren Halbraum
g < 0 fiir die gleiche Parameterwahl bestitigte zudem, daf dort die Trajektorien fiir £ — 0

auf dieser Fixlinie enden.
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Abbildung 8.10: Der Fluf des (v, g)-Systems in der 4-Karte auf dem Intervall (0; 1).

Die Frage nach der physikalischen Relevanz dieser beiden Fixpunkte ist dquivalent zu
der Frage, wie die Kopplungen v und 4 in typische Observablen eingehen und ob durch
diese eine Wahl der Koordinaten auf dem Theorienraum gegeniiber der anderen ausge-
zeichnet wird. Hangen insbesondere die Observablen auf symmetrische Art und Weise von
den beiden Kopplungen ab, z. B. iiber die Kombination ~ + %, so waren beide Fixpunkte

gleichermafen von Bedeutung.

Zudem wire die hypothetische Trajektorie, entlang der (,(gx, %) = 0 gilt, ein potenti-
eller Kandidat, der diese beiden Fixpunkte miteinander verbinden konnte. Setzen wir die

Fixpunktbedingung

]‘ rav -1
g = == [ 1505 0,7 1) = 215 (1) (8.11)

in die Beta-Funktion 3, ein, so wére der Fluk auf der verbleibenden eindimensionalen
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T
«Q

Abbildung 8.11: Der Fluf des (v, g)-Systems in der §-Karte auf dem Intervall (1; o).

Untermannigfaltigkeit mit Koordinate v bzw. 4 durch die Differentialgleichung

Yk I{g/r(af) (07 Vs M)

[\g/'r(?]) (07 Vs ,LL) —2 [\gfh(lu))

Or 1k = 2<1 - Tk
gegeben. Wir wéren jedoch nicht in der Lage, diese auf dem ganzen Intervall [0; o) zu 16sen,
da Losungen nicht iiber den Pol der Beta-Funktion bei v = 1 fortgesetzt werden kénnen.
Die Berechnung einer solchen Crossover-Trajektorie wire vermutlich erst im Rahmen einer
verbesserten Trunkierung moglich. (Diese Bemerkungen gelten in gleicher Weise fiir den

Halbraum v < 0.)

Abschliefend bemerken wir, daf die Fixpunkte NGFP; und NGFP/_ die beiden be-
kannten Extremfille verkorpern: Wéhrend bei (v* = 0;¢g) die maximale Unterdriickung

der Torsion vorliegt, fluktuiert sie bei (9* = 0; g% ) vollkommen frei.
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Im néchsten Abschnitt wollen wir wie angekiindigt die Hypothese (8.9), auf die wir die

Beobachtung (8.7) verallgemeinert hatten, erweitern.

8.3.5 Eine Hypothese hinsichtlich der exakten Beta-Funktionen
des (v, g)-Systems

Zunachst definieren wir

() = 16m (B (0,7, 1) — 2 1))

sowie

Fy) = 16my I (0,7, 1)

so dak die Beta-Funktionen die Form

S () )

Brt9:m) = 971 (10 0 = 190)) = 97700 (1= 5

(8.12a)

Be(9,7) = (2 + () g)g (8.12b)

annehmen. (Da wir nun nur an der Abhéngigkeit von den Kopplungen interessiert sind,
haben wir in dieser Schreibweise die p-Abhiingigkeit unterdriickt.) Die Funktionen f*)
und () sind beide gerade in . Sie haben folgenden Ursprung: Die Funktion f(-) enthilt
alle Beitriage der funktionalen Spur, die wir aufgrund ihres Vorzeichenwechsels als Pseudo-
skalare identifiziert hatten. Demgegeniiber verkorpert f(*) die skalaren Beitriige, und sie
enthilt somit insbesondere alle Beitriige aus dem Geistsektor. In f~) werden die pseudos-
kalaren Beitrige zusétzlich mit v multipliziert, um den Vorfaktor % der Trunkierung, auf

deren Grundlage die rechte Seite der Flufgleichung berechnet wurde, zu kompensieren.

Wir haben bereits in Form von (8.9) die Vermutung motiviert, daf die Differenz f(=) —
f®) in der Beta-Funktion von 7 im Rahmen einer exakten Rechnung unabhingig von -y
sein konnte. Dariiber hinaus weist die Funktion f(H) = ﬂgﬁ ein dhnliches Verhalten auf. Um
dies zu verdeutlichen, geben wir in den Abbildungen 8.12, 8.13, 8.14 und 8.15 die Graphen
der Funktionen f*) und f) fiir die Werte pr = 1 und p = 5 des Massenparameters an;
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auch hier beziehen wir uns auf die Parameter ap = 1 und fp = 0 sowie auf den scharfen

Propertime-Cutoff.

77.05

e

76.95

4 2 |

Abbildung 8.12: Die Funktion f™) () fiir x = 1. Man beachte den engen, an der Ordinate
aufgetragenen Wertebereich.

Aufkerhalb des Bereichs um die Pole bei ¥ = £1 nehmen die Funktionen f*) und (=) fiir
v > 1und v < 1 jeweils nahezu die gleichen Werte an. Man beachte insbesondere die Tat-
sache, dak f(*)(y = 0) bzw. f(-)(y = 0) mit den waagrechten Asymptoten f()(y — 400)
bzw. fH)(y — £0o0), die man aus den Abbildungen 8.12, 8.13, 8.14 und 8.15 extrapolie-
ren kann, nahezu iibereinstimmen. Dies ist vor allem im Fall ;4 = 1 angesichts der dort

vorliegenden Grofsenverhéltnisse, die man an der Ordinate ablesen kann, bemerkenswert.

Diese (ungefihre) y-Unabhéngigkeit impliziert, daf in den exakten Beta-Funktionen
auch f) und f) separat unabhiingig von v sein sollten. Damit nimmt unsere Hypothese

die stérkere Form
O =pH) = const und  f) = b = const (8.13)

an, wobei die Konstanten ") und b(~) eichparameter- und p-abhingig sind. Die RG-
Gleichungen mit den Beta-Funktionen (8.4a), (8.4b) nehmen damit die folgende sehr ein-
fache Gestalt an:
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Abbildung 8.13: Die Funktion f(=)(v) fiir u = 1.

O gr = 59(9/&7 W) = [2 + bH)Qk] Gk (8.14a)

Ok = Bylgem) = [0 =0 g (8.14D)

Um die Giite der Hypothese (8.13) bzw. (8.14) zu testen, werten wir im néchsten Un-
terabschnitt die Funktionen f(*)(7) und f()(y) fiir v — 0 und v — 0o explizit numerisch

aus, wobei wir die resultierenden Werte mit

b5 = lim fH(7) und B = lim fH(y)

y—0 o0 y—300

bezeichnen. Unserer Hypothese (8.13) enstpricht dann b(()i) =5 = .

Verwenden wir wieder die 4-Karte, um den zweiten Grenzwert zu erfassen, so sind die

entsprechenden Beta-Funktionen in diesen beiden Regimen gegeben durch

By(g.7) = [bé_)—bé”]gv, ﬁ@(g,&):—[bghbg)}g&.
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—-0.70

f(+)

0.72

~0,74

-0.76

-0.78

-0.80

Abbildung 8.14: Die Funktion f(*)(v) fiir u = 5.

Sie besitzen Nullstellen bei v* = 0 bzw. 4* = 0. Weiterhin bestimmen wir die zugehorigen

g-Fixpunktkoordinaten aus (8.14a) zu

g* = T T g;o =TT
0 b(+) b(+)

[e.9]

Zudem gilt mit (8.14b) fiir den kritischen Exponenten des Immirzi-Parameters

@z—%%wﬁz—%%”—Wﬂ:—ﬂ—(%ﬁj (8.15)
und analog
0, = 2[1 - (%)w] (8.16)

sowie ©, = 2. Dabei haben wir fiir die Quotienten die Schreibweise

b b b
@)= m @)=
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1201
1251
~1.30-
I Y
| | I | | I
4 2 / I \ 2 4
Abbildung 8.15: Die Funktion f(7)(v) fiir u = 5.
eingefiihrt.
Integration der hypothetischen Flufigleichungen (8.14) liefert
B 2 AK?
e = T apmR?
_b=)
w = B(l- Ab(Jr)k;?)l b(P) (8.17)

mit Integrationskonstanten A und B.

Offensichtlich ist das Verhiltnis 2= von zentraler Bedeutung. Insbesondere lauft
b(+H)

nicht, wenn dieses gleich eins ist. (In diesem Fall sind die skalaren und die pseudoskalaren

Beitriige zur Spur gerade gleich.)

8.3.6 Test der Hypothese beziiglich der exakten Form

von (3, und (3,

Wir haben die Quotienten (ZE—;;)O und (ZE—;;)OO fiir verschiedene Eich- und Massenpara-

meter berechnet, wobei wir Op = 0 gesetzt und den scharfen Propertime-Cutoff verwandt
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Scharfer Propertime-Cutoff, 5p = 0
lap=1]ap=10] ap=0,1

(=)
n=1 (@)O 1,11 | 71,54 1,13
(’5).| 110 | 6594 1,12

(=)
=5 (@)0 1,74 1,53 -1,10
(b)) | 1.64 1,52 -1,03

()
1= 50 (g(&—)))o 2,05 1,53 -1,92
(b)) | 2,04 1,53 -1,91

Tabelle 8.6: Die Quotienten (%)O und (ZE—;;)OO fiir verschiedene Werte des p- und des

b
Eichparameters.

haben. Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.6 zusammengefaft.

Hier ist fiir festen p- und Eichparameter der Grad der Ubereinstimmung von (ZE—;;) 0
und (ZE—;;)OO ein Maf fiir die Giite der Hypothese. Zudem liegen mit Ausnahme der Kom-
bination y# = 1 und ap = 10 die erhaltenen Verhéltnisse zumindest betragsméfig in der
Grofkenordnung von eins. Dies ist insbesondere in Anbetracht der Tatsache bemerkenswert,
dak sich fiir die einzelnen Félle Zihler und Nenner separat um mehrere Gréfsenordnungen
unterscheiden, was man auch den Abbildungen 8.12 und 8.13 bzw. 8.14 und 8.15 entneh-
men kann. Zudem hatte der Fall © = 1 bereits in den vorangegangenen Betrachtungen

einen Sonderstatus offenbart.

Die beiden anderen pu-Werte = 5 und g = 50 zeigen das bereits aus Abschnitt 8.3.2
vertraute Verhalten: Hier stimmen ebenfalls in jedem der betrachteten Fille die Quotienten
fiir ¥ — 0 und v — oo nahezu iiberein. Doch analog zum Vorzeichen von ¢y bzw. ¢, weicht
auch hier das fiir das Verhiltnis erhaltene Vorzeichen fiir ap = 0,1 von demjenigen fiir

ap = 1 und ap = 10 ab.

8.3.7 Zur Eichparameterabhangigkeit

Bemerkenswert ist die Eichabhéngigkeit der Ergebnisse, und im Hinblick auf die Fra-
ge, die wir stellen, ist unsere Eichung in der Tat schlecht gew#hlt. Fragen wir nédmlich
in der (v, g)-Trunkierung nach dem Verhiltnis von skalaren zu pseudoskalaren Beitrégen

zu der gesamten Spur, so bricht unsere Eichung eine womdglich vorhandene Symmetrie,
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da die resultierenden Eichfixierungs- und Geistbeitrige ausschlieftlich Skalare sind; sie ist
somit nicht vorurteilsfrei. Das Laufen von v kénnte allein durch die gewéhlte Eichfixierung
induziert sein, die skalare Beitrige vor Pseudoskalaren auszeichnet; dies konnte auch die

mitunter starke Eichabhéngigkeit unserer Resultate erkliren.

Um die Eichinvarianzen auf eine Art und Weise zu fixieren, die diese Symmetrie der

Trunkierung respektiert, wire beispielsweise im O(4)-Sektor eine Ersetzung der Form

G — (1 - %Qg“b (8.18)

1 2
= gabgab - <1 + —2> gabgab - _gab * gab
Yk Yk

denkbar, so daf die resultierende Geistwirkung die Struktur der Trunkierung widerspiegelt.
Um diese und den Eichfixierungsbeitrag als Differenzen eines Skalars und eines Pseudoska-
lars ohne relative Gewichtung zu erhalten, erscheint es zunéchst ratsam, in diesem Ansatz
den Immirzi-Parameter v, durch 1 zu ersetzen. Dann wiirde allerdings ein Projektor auf
die urspriingliche Eichbedingung wirken, was naturgeméf auf Nullmoden fiihrt, die jedoch
durch die Eichbedingung gerade fixiert werden sollen. Da es sich bei den beiden Mono-
men der Trunkierung nicht um Quadrate von Tensoren handelt, ist nicht offensichtlich,
wie ein Eichfixierungsbeitrag die Struktur dieser Trunkierung widerspiegeln konnte. Dar-
iiber hinaus hitte der obige Ansatz eine y,-abhingige Geistwirkung zur Folge. Zudem ist
nicht offensichtlich, wie eine analoge Diffeomorphismuseichbedingung, die auf einen Eich-
fixierungsterm und eine Geistwirkung mit entsprechenden Eigenschaften fiihrt, aussehen

sollte.

Um die durch die Eichbedingung méglicherweise induzierte Symmetriebrechung weitest-
gehend zu reduzieren, kann man die verwendete Eichfixierung derart abindern, daf in ihr
sowohl die Eichfixierungs- als auch die Geistbeitrige unterdriickt werden. Dazu wird der
Eichparameter gemaf

F— Fu

1
7o
1
gab N _gab
Vi

in die Eichbedingungen hineindefiniert, so dafl eine Variation der Eichparameter nun einer
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Scharfer Propertime-Cutoff, 5p = 0

und redefinierte Eichbedingung, ap = 1000 = f
lpu=1[p=5] p =50

| (59), = (5. | 1.059 | 1,417 | 1,430 |

Tabelle 8.7: Die Werte der Quotienten (ZE—;;)O und (ZE—;;)OO fiir die redefinierte Eichbedin-

gung.

Variation der Eichbedingungen entspricht. Der eigentliche Eichparameter als Maf fiir die
Breite der Gauf-Verteilung, mit der die Eichbedingung auf den Eichorbits implementiert
wird, ist hingegen konstant durch eins gegeben. Wihlen wir nun ap und f sehr grofs, so

werden die Eichfixierungs- und Geistbeitrige entsprechend unterdriickt.

Bislang war der inverse Geistpropagator gewissermafen zufillig ein hermitescher Opera-
tor, was insbesondere einen reellen, symmetrischen Matrixanteil in der verallgemeinerten
Impulsdarstellung zur Folge hatte; dies gilt fiir die modifizierten Eichbedingungen nicht
mehr. Wir hatten uns die urspriinglich giiltigen algebraischen Eigenschaften im Zuge der
Spurberechnung zunutze gemacht, so dafl wir jetzt einen Fehler begehen, wenn wir die
bislang verwandten Formeln unmodifiziert auf die neuen Eichbedingungen anwenden. Fiir
grofse Eichparameter wird jedoch auch dieser Fehler unterdriickt. Allerdings sind grofse
Eichparameter maximal weit von den Fixpunktwerten ap = 0 und f = 0 entfernt. Zu-
dem werden einzelne Moden fast singulér, da die durch den Eichfixierungsterm gegebene
Gauk-Verteilung in diesem Fall sehr breit wird und kaum noch unterdriickende Wirkung
besitzt.

Wir haben eine solche Analyse dennoch mit ap = 1000 = f durchgefiihrt und stellen
fest, dak fir p = 1, p = 5 und p = 50 die fiir (ZE—;;)O und (ZE—;;)OO erhaltenen Werte stets

iibereinstimmen. Wir geben diese in Tabelle 8.7 an.

Dabei ist zu bemerken, dafs im Falle y = 1 Zdhler und Nenner jeweils von der Gréfenord-
nung 10*® sind, so daf der angegebene Wert nicht allzu glaubwiirdig erscheint. In einem
nichsten Schritt konnte man die redefinierte Diffeomorphismus-Eichbedingung beibehal-
ten und die Lorentz-Eichbedingung in der urspriinglichen Form ohne zusétlichen Vorfaktor
durch einen Ansatz der Art (8.18) ersetzen. Eine in dem geschilderten Sinne ,gute Eich-
bedingung wiirde sich iiber eine entsprechend reduzierte Eichabhingigkeit der Ergebnisse

offenbaren.
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Sollte man mit einer ,,guten“ Fichbedingung in der Tat eine verschwindende Beta-

Funktion fiir den Immirzi-Parameter finden, so wiirde dies bedeuten, daf das Monom

1 1
— d%é(F“bV——*F“bV)ea”e”
Gk/ M a ’

nur als Ganzes durch die Newton-Konstante im Vorfaktor renormiert wird.

Die eigentliche dimensionslose Kopplung vor dem Immirzi-Term ist durch das Produkt

ik gegeben, dessen Beta-Funktion unter Annahme unserer Hypothese die Form

Boy = (Ougi) Vi + 910k
= 2+ g) g + (90)* [b(_) - b(+)]

= [2 =+ b(f)gk] KV

annehmen wiirde. Fiir b = () gilte dann

Boy(9:7) = 7 By(9,7) -

Dies entspricht gerade der Transformation der Komponente eines Vektorfeldes, wenn die zu-
gehorige Koordinate (¢) mit einem konstanten Faktor () multipliziert wird. Diese Situation
wire derjenigen in dreidimensionaler, topologisch massiver Gravitation vergleichbar, bei der
man zu der Einstein-Hilbert-Wirkung den dem Immirzi-Term verwandten Chern-Simons-
Term hinzufiigt. Im Zuge einer RG-Analyse wurde festgestellt, daf die Beta-Funktion der

assoziierten Kopplung ebenfalls verschwindet [81].
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8.4 Das (A, 7, g)-System

8.4.1 Die Geometrie des (), 7, g)-Flusses

Wir wenden uns nun der vollen dreidimensionalen Trunkierung zu, wobei sich deren Ana-
lyse im wesentlichen auf zwei Kernpunkte konzentriert: Zum einen soll sie die Frage beant-
worten, inwiefern sich Hypothese (8.14) beziiglich der Gestalt der exakten Beta-Funktion
des Immirzi-Parameters auf das dreidimensionale System verallgemeinern 1afst. Sollte dar-
iiber hinaus die Vermutung zutreffen, daf man unter Verwendung einer ,,guten” Eichung
im Rahmen der zweidimensionalen Trunkierung eine verschwindende Beta-Funktion fiir
den Immirzi-Parameter findet, so wird die dafiir verantwortliche Symmetrie im Fall mit
kosmologischer Konstante bereits auf dem Niveau der Trunkierung gebrochen: Der kosmo-
logische Term ist ein Skalar. Dieser sollte fiir A # 0 ein Weglaufen des Verhéltnisses ZE—;; aus
dem Bereich der Grofenordnung 1 induzieren. Zudem sollten die Ergebnisse der besseren
dreidimensionalen Trunkierung eichunabhéngiger sein, da die Eichbedingung sowie die aus
ihr resultierende Geistwirkung hier keine Symmetrie der Trunkierung brechen. Insbesonde-
re trigt die Kopplung A wie der Lorentz-Eichparameter f nur zum freien Anteil bei. Dort
treten A und f in der Regel gemeinsam mit ap auf, da alle diese drei Gréfsen mit Skalaren

in der Trunkierung assoziiert sind, die jeweils nur Beitrige zum £-2-Block von Fl(f) liefern.

Zur Klarung des ersten Punktes haben wir die Funktionen v — "?N und v +— % je-
weils fiir die Grenzwerte v — 0 und v — oo in Abhéngigkeit von A betrachtet, wobei wir
hier sowie bei allen iibrigen Analysen des (A, 7, g)-Systems p = 0 gesetzt und den schar-
fen Propertime-Cutoff verwandt haben. Fiir die Parameterkombinationen y = 1; 5; 50
und ap = 1; 10; 0,1 haben wir die zugehorigen Graphen erstellt. In jedem dieser Fille
stimmen die Graphen der beiden Funktionen fiir die Grenzfille v — 0 und v — oo in be-
merkenswertem Mafe miteinander iiberein. Zwar weisen sie in weiten Bereichen eine starke

A-Abhéngigkeit auf, diese wird jedoch in den meisten Fillen fiir negative A schwach.

In den Graphen fiir u = 1 traten auffillig viele Polstellen auf, so dafs dieser Parame-
terwert auch hier seinen Status als Grenzfall bestétigt. Mit wachsendem g wurden die
Graphen regulérer, und fiir 4 = 50 sind sie nahezu deckungsgleich, was die von uns bereits
zuvor beobachtete Tendenz bestétigt. Wir geben in den Abbildungen 8.16 und 8.17 die

Graphen der beiden Funktionen fiir 4 = 5 und ap = 1 an, wobei wir die beiden Grenzfille



260 8.4 Das (), 7, g)-System

jeweils in einer Abbildung zusammenfassen; die gestrichelte Linie stellt den Fall v — oo

dar.

Unsere in Abschnitt 8.3.5 formulierte Hypothese fufste auf der Feststellung, dafs in diesen
Graphen die Funktionswerte der Funktionen A — lim,_,g %N und A — lim,_, ”?N bzw. die
Funktionswerte der Funktionen A\ — limyﬂof—; und A — lim,_ % bei A = 0 jeweils
nahezu iibereinstimmen. Diese Beobachtung iibertriagt sich nun offenbar auf den gesamten
dargestellten A\-Bereich. Dabei treten fiir A > 0 diskontinuierliche Spriinge und Polstellen
auf. In dem physikalisch relevanten Halbraum A\ < 0, der den NGFP enthilt, verlaufen die

Funktionen vollkommen regular.

—04 m/9

-05

-0.6

-10 -5 .

Abbildung 8.16: Die Funktion A\ — ’771“ fiir v — 0 (durchgezogene Linie) und v — oo
(gestrichelte Linie) fiir p = 5 und ap = 1. Der Fixpunkt tritt in dem Halbraum A\ < 0 auf.

Unsere urspriingliche Hypothese ist also dahingehend zu erweitern, daft im Rahmen der
dreidimensionalen Trunkierung die Konstanten b(+) und 5(-) durch A-abhingige Funktionen
B™® () und B)(A) zu ersetzen sind. Das Flufgleichungssystem nimmt damit folgende
Gestalt an:
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By /(@)

0.02 |-
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Abbildung 8.17: Die Funktion A\ +— % fir v — 0 (durchgezogene Linie) und v — oo
(gestrichelte Linie) fiir p =5 und ap = 1.

Oy gk = By g, TeAe) = (2 + B(+)()\k)gk)gk (8.19a)
0ok = By (g Vs M) = (B(*)()\k) - B(“()\k)) 9Tk (8.19h)

O M = OG-k, Ak) = 8mgy <I§rav()\k, ) + I (ve) — 2 Iﬁgh(ﬂ)>

Darin haben wir die mutmaflich y-unabhéngigen Funktionen auf der rechten Seite von
(7.76) durch B™)(X\) bzw. B()(\) ersetzt gemiif

167 (Igf(a;)u, o) — 2 fsh(ﬂ)) — B®(), (8.20)
167y I8 (A7, 1) — BO() (8.21)

und anschliefend die p-Abhéngigkeit unterdriickt.
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Das Laufen des Immirzi-Parameters wurde im Rahmen der (v, g)-Trunkierung im we-
sentlichen durch das Verhéltnis ZE—;; bestimmt, das gemé&f unserer Hypothese konstant und
lediglich von den Eichparametern und g abhéingen sollte. Auf Grundlage unserer Analyse
konnten wir nicht ausschliefen, daf diese Konstante gleich 1 ist, was (,(g,7) = 0 im-
plizieren wiirde. Ein vermeintliches Laufen von v kénnte ein Artefakt der Eichfixierung
darstellen, die eine womoglich vorhandene Symmetrie bricht. Demgegeniiber ist die Sym-
metrie im dreidimensionalen Fall mit den Kopplungen (), 7, g) bereits explizit auf dem
Niveau der Trunkierung gebrochen. Fiir A # 0 sollte der Quotient %(A) merklich von 1

verschieden und im Hinblick auf Variationen der Eichparameter robuster sein.

Dies wollen wir nun auf Grundlage des Flukgleichungssystems (8.19) untersuchen. Dazu

definieren wir fiir die beiden ~-Grenzfille die Funktionen

BY(A) = 167 lim (F O vom) =21 (1)) (8.22)
B(A) = 167lim (v () (8.23)
sowie
BOM) = 167 tim (57 (07 m) — 21 (1))
y—00
= 167l (B O3 =28 (1)) (8.24)
BO() = 167 lim (315 (A, 7. p))
y—00
= 167l (&*Wgﬁ)@,&*l,ﬂ)). (8.25)

Im Sinne unserer Hypothese sollte

B (A) = BP()) = BE () (8.26)

o0

gelten. Dariiber hinaus fithren wir fiir die Verhéltnisse die Notation

BG) B\ BG) ~ BYW)
<W)0(A) - Bé+)()\) und <W)W(A) - Bc(,j)()\)

ein.
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Die Beziehung zu der im Rahmen der (v, g)-Trunkierung eingefiihrten Notation ist durch

+ + + + . ) ) ) )
B&(0) = b, BL(0) = v sowie (£55),(0) = (4), und (25)_(0) = (45).
gegeben.

Wir betrachten nun die Graphen der Funktionen A — (ﬁ)o()\) und A — (BH)OO(A)

B B
und beschrinken uns dabei auf den Fall © = 5 sowie ap = 1;10;0, 1. Wir geben in den

Abbildungen 8.18, 8.19 und 8.20 jeweils nur eine der Funktionen an, A\ +— (%)O(A).
B(—)

Der Verlauf der anderen, A\ +— (W

)OO()\), stellt sich als nahezu identisch heraus, was
Hypothese (8.26) bestitigt. Auch fiir die dreidimensionale Trunkierung ist zu erwarten,
daf sich ab p = 2 eine Systematik einstellt, so dafs die Wahl u = 5 représentativ sein

sollte. Fiir ;# = 1 hingegen treten die angesprochenen Pole auf.

CRVERS

Abbildung 8.18: Die Funktion \ — (%)O(A) fiir p =5 und ap = 1.

Man erkennt an den Abbildungen 8.18, 8.19 und 8.20, dafs der Quotient (%)0 von den
bereits bestimmten Werten fiir A = 0 wegliduft und sein Betrag fiir negative A sehr schnell

klein wird.

Diese Beobachtung ist im Hinblick auf die Fixpunktstruktur, der wir uns im néchsten

Abschnitt zuwenden wollen, von Interesse.
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CRVE A

Abbildung 8.19: Die Funktion A\ — (B

) ) ) fiir 4 = 5 und ap = 10. Auch hier ist der
physikalisch relevante Bereich durch A <0

egeben

8.4.2 Die physikalischen Fixpunkte NGFP; und NGFP

Fiir die beiden v-Grenzfille nimmt die Beta-Funktion 3, aus (8.19b) die Form

B9 = (BS () = BE7 () )9n

bzw.

B\ g) = =(BO (V) = BE(V) )97

an. Sie besitzt somit wiederum die Nullstellen v* = 0 und 4* = 0. Die zugehorigen A- und

g-Koordinaten des Fixpunktes bestimmen wir, indem wir A\j und A% aus

167 <[§rav ()‘67 ) [grav (7*) —9 [gh (N))
By (%)

— 4N =0
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-15

(BO / BY), -20

Abbildung 8.20: Die Funktion A — (%)O(A) fiir 4 =5 und ap =0, 1.

und

167 (Igrav (N, pt) + I8 ((3%)71) — 218" (u))

— — 4N =0
B (Xs) N
bestimmen und diese dann in
gy = 2 und g 2
0= T~ o = T .~
BSY () BY (A)

einsetzen.
Wir bezeichnen diese Fixpunkte mit NGFPy = (A5, 7, ¢5) und NGFP = (A5, 7%, 95.)-

Neben diesen Fixpunkten weist auch das Flufsgleichungssystem in seiner urspriinglich
abgeleiteten Form (7.76) ohne Riickgriff auf Hypothese (8.19) bereits die (A = 0,¢g = 0)-
Fixlinie und somit insbesondere einen Gauftschen Fixpunkt auf. Kandidaten fiir physika-
lische Fixpunkte sollten vom GFP nicht durch Polstellen einer Beta-Funktion getrennt
sein, d.h. sie sollten insbesondere in einem Bereich liegen, der in den Abbildungen 8.16

und 8.17 regulir mit der (A = 0)-Achse verbunden ist. Zudem erwarten wir, daf die A-
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Scharfer Propertime-Cutoff, u =5, p =0
* * * K (7)

L X% Lo | Nas | e [es | e | (B

ap=1 |-6,78 | 3,37 | -22,86 | 3,71 | 1,94 | -1,98 0,01
ap =10 | -1,08 | 1,36 | -1.47 | -6,64 | 2,46 | -0,43 | 0,784
ap =0,11-7,42 | 3,65 |-27,09 | 3,73 | 2,28 | -2,00 | 0,00015
A Goo | A095 | ©1 O3 O (%)m

ap=1 |-4,18 13,30 |-13,79 | 3,22 | 1,81 | 1,94 0,03
ap =10 |-1,83 | 2,18 | -3,98 | -2,40 | 2,76 | 1,34 | 0,328
ap=0,11-516 1| 3,86 | -19,89 | 3,32 | 2,55 | 2,01 | -0,005

Tabelle 8.8: Die Eigenschaften der physikalischen Fixpunkte NGFP, und NGFP, des
(A, 7, g)-Systems.

Koordinaten der Fixpunkte nicht iibereinstimmen, denn v* = 0 und 4* = 0 tragen iiber die

Funktion I3*(7) unterschiedlich zur Beta-Funktion dieser Kopplung bei: Wihrend dieser

Term im ersten Fall den Wert —6 &2 I'(2) annimmt, verschwindet er im zweiten. Dies
iibertragt sich auf die g-Koordinaten der Fixpunkte, so dafs wir hier auch jenseits jeglicher

Approximationen g # g5, erwarten.

Wir finden fiir 4 = 5 und jeden betrachteten ap-Wert wieder ein Paar von Fixpunkten,
das wie gefordert im reguléren Bereich liegt. Die erhaltenen Werte geben wir zusammen

mit den iibrigen Eigenschaften in Tabelle 8.8 an.

Der Vollstindigkeit wegen sei angemerkt, daf wir auch fir y =1, ap = 0,1 und v* =0
einen Fixpunkt im reguléren Bereich finden, der jedoch kein 4*-Gegenstiick besitzt. Er liegt
bei (A = 0,55; g5 = —0,99) und weist die kritischen Exponenten ©, = 6,28, ©, = 1,53
und ©, = —1,07 sowie den Wert (%)0 = 0,463 auf. Da er offenbar ein Eichartefakt
und keine generische Eigenschaft des Flusses darstellt, die gegeniiber Parametervariationen

stabil wire, wurde er verworfen.

Hingegen weisen die in Tabelle 8.8 angegebenen Fixpunkte alle eine negative \*- und eine
positive g*-Koordinate auf, was bereits bei den beiden zuvor untersuchten zweidimensiona-
len Trunkierungen der Fall war. Insbesondere erscheint also auch hier das Anti-Screening
als generische Fizpunkt-Figenschaft. Die expliziten Werte der Fixpunktkoordinaten sind
denen der zweidimensionalen Trunkierungen vergleichbar, wobei sie im vorliegenden Fall

stabiler erscheinen.
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Da insbesondere die A\-Ableitungen von B(()Jr) und Bé_) bei A} endlich bleiben (sie werden

sogar klein), gilt

08, _,_
99 130,05 O 55
und mithin

o = -9

gl 2 PP
= g5 (B5 (%) - BV (%)

B) )

= 21— (Zm),00)] - (8.27)

Dies iibertrigt sich in analoger Weise auf die 4-Darstellung. Wir finden hier entsprechend

0, = 2[1- <%)w(>\;)] . (8.28)

Da die beiden Fixpunktwerte fiir A jedoch verschieden sind, A\§ # A%, impliziert dies auch

bei Annahme der Hypothese nicht, dak ©., = —0; gilt.

Die Stabilitatsmatrix ist dann von der Form

9By OBx  OPa 9% g 9B
(22 Oy dg oA dg
= | 98 9 9B - 96,
By = N Oy 9y - 0 % 0
98y 9By OBy 9%y _9
N A oA YR
bzw.
I IONSIN By g B
(22 9y g (22 g
- 9By 95y 9By - 98y
Bo = 22N oy dg o 0 oy 0
98y 9By OBy %y _9
R s oA RARANS

Da der Eigenvektor V2 dieser Matrizen in - bzw. §-Richtung zeigt, konnten wir in (8.27)
und (8.28) den zugehorigen kritischen Exponenten die Kopplungen ~ bzw. 4 zuordnen.

Demgegeniiber zeigen die Eigenvektoren V! und V3 nur annihernd in M- oder g-Richtung.
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Vielmehr sind die zugehorigen kritischen Exponenten ©; und ©3 durch das Negative der
Eigenwerte der 2 x 2-Matrix

g9 9
2, 4 bzw. 2, oy
oA P s oA

gegeben. Wie bereits im (A, g)-System, so ist auch hier der kritische Exponent ©; in guter

Moo V9%

Néaherung der kosmologischen Konstanten A und der kritische Exponent ©3 der Newton-

Konstante g zuzuordnen.

Die Gleichungen (8.27) und (8.28) fiir die kritischen Exponenten ©, und ©j sind somit
strukturell von der gleichen Form wie die Beziehungen (8.15) und (8.16), die sich bei der

(=)
b(+) )0700 der

(hypothetischen) Konstanten fiir die beiden y-Grenzfille jeweils durch eine entsprechen-

de Funktion von A zu ersetzen, (%)Om()\ = Mj.oo)s die am zugehorigen Fixpunktwert

Analyse des (7, g)-Systems ergeben hatten. Dabei ist jedoch das Verhéltnis (

ausgewertet wird.

In Tabelle 8.8 werden die abgeleiteten Relationen (8.27) und (8.28) jeweils von den

Eintrédgen in den beiden rechten dufseren Spalten fiir alle untersuchten Fille erfiillt.

Besonders interessant sind die Fille ap = 1 und ap = 0,1, in denen zusatzlich ©, =
—0j; gilt und die die Werte ©, = —2 und ©; = 2 nahelegen. Dies wird in den Abbildungen
8.18 und 8.20 verdeutlicht. Da diese fiir die beiden Grenzfille nahezu identisch sind, liegen

B

hier beide Fixpunkte in einem Bereich, in dem das dargestellte Verhéltnis (%)0()\) und

folglich auch ( %)M(A) fast verschwindet. Die Anwesenheit der kosmologischen Konstante
wiirde somit das System in einen Fixpunkt treiben, in dem die skalaren Beitrége gegeniiber
den pseudoskalaren fast vollstindig iiberwiegen. In der Tat verschwinden letztere nahezu,

so daf die Beta-Funktionen um den Fixpunkt nur noch von B(*)()) abhingen.

Zur Mlustration geben wir in den Abbildungen 8.21 und 8.22 die separaten Graphen
von B((f)()\) und B(()Jr)()\) fiir ap = 1 und g = 5 an; sie sind im wesentlichen mit ihren fiir

v — oo erhaltenen Gegenstiicken identisch.

Die kritischen Exponenten von A und g liegen in dem aus der (), g)-Trunkierung vertrauten
Bereich. Fiir den Eichparameter ap = 10 tritt der Fixpunkt hingegen jeweils weit vor dem

Abflachen dieses Quotienten auf, so dafs sich (%)0 und (%)m fiir beide Fixpunkte
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Abbildung 8.21: Die Funktion A — B{(A) fiir 4 = 5 und ap = 1. Auch hier ist der
physikalisch relevante Bereich der Halbraum A < 0.

merklich unterscheiden. Allerdings stimmen die kritischen Exponenten O, und ©5 in ihren
Vorzeichen mit den fiir die beiden anderen Eichparameter erhaltenen Werte iiberein, und
auch O3 ist mit den Werten fiir ap = 1 und ap = 0, 1 vertriglich. Dies gilt jedoch nicht fiir
den kritischen Exponenten ©; der kosmologischen Konstante, der zudem im Falle ap = 10
fiir beide Fixpunkte deutlich verschieden ist. Des weiteren ist auch in der dreidimensionalen
Trunkierung mit dem Auftreten von Polstellen in den Beta-Funktionen bei v &~ +1 und

daher mit Pseudofixpunkten NGFP. der erliauterten Art zu rechnen.

Im Zuge analoger Berechnungen im QEG-Rahmen wurde zumeist ap = 1 gesetzt, weil
dies hilfreiche Vereinfachungen der Rechnungen zur Folge hatte. Die Universalitit der er-
haltenen Ergebnisse wurde durch Variieren des Abschneideschemas getestet. Wiirden wir
hier ebenfalls die Eichabhéngigkeit unberiicksichtigt lassen und nur den Fall ap =1 = f
fiir verschiedene Regularisierungen untersuchen, so ergébe sich daraus ein attraktives Sze-
nario, das (bis auf das Vorzeichen der Funktion %) durch die fiir den Eichparameter

ap = 0,1 erhaltenen Ergebnisse gestiitzt wiirde:

Darin wiirde die Beta-Funktion fiir den Immirzi-Parameter in der (v, g)-Trunkierung bei

Wahl einer geeigneten Eichung verschwinden. Thr scheinbares Laufen wére blof ein Eich-
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Abbildung 8.22: Die Funktion A — Bé+)()\) fiir 4 =5 und ap = 1.

artefakt, und ihre nicht vorhandene Renormierung wiirde eine Kompensation der skalaren
und pseudoskalaren Beitrige zur Spur ausdriicken. Die Anwesenheit der kosmologischen
Konstante wiirde diese Symmetrie jedoch brechen und das System zu zwei Fixpunkten
treiben, die iiber Hypothese (8.19b) hinsichtlich der Struktur von 3,(),~, ¢) miteinander
verkniipft wiren. An diesen Fixpunkten wéire das Laufen des Immirzi-Parameters maximal
in dem Sinne, dafs dort der Quotient % verschwindet. Mit % ~ 0 findet man an beiden
Fixpunkten die kritischen Exponenten 6., ~ —2 und 04 ~ 2 sowie 3,7 2 ©; 2 3,2 und
2,5 2 03 2 1,8. Am Fixpunkt (\§,~*, g§) wiren somit die Kopplungen A und ¢ relevant,
und 7 wire irrelevant. Bei (5,5, g% ) hingegen wiren alle drei Kopplungen A, v und g

relevant und triigen zur Dimension der UV-kritischen Hyperfliche bei.

Die beiden Fixpunkte wiirden wiederum die Extremfille maximal unterdriickter bzw.
vollig frei fluktuierender Torsion verkorpern. Auch hier stellt sich die Frage, welche der bei-
den Versionen des Immirzi-Parameters der physikalischen Kopplung entspricht. Zukiinftige
Untersuchungen konnten ebenfalls zeigen, ob eine vollstindige Trajektorie, die beide Fix-
punkte miteinander verbindet, indem sie im Ultravioletten aus dem einen herauslduft und

im Infrarot-Limes kK — 0 in dem anderen endet, existiert.
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8.4.3 Der explizite Fluff des (), g)-Systems

Wir mochten abschliefend die Flukdiagramme in der Nihe der Fixpunkte NGFP,
und NGFP,, angeben. Dabei haben wir an den Beta-Funktionen (8.19) zwei Niherungen
vorgenommen: Wir haben zum einen die in diesen fiir die Grenzfille v — 0 und ¥ — 0
auftretenden Funktionen B(()i)()\) und B (\) aus (8.22), (8.23), (8.24) und (8.25) bis zur
ersten Ordnung in A entwickelt. Zudem wurde in (8.19) fiir n = 3 die Funktion 15" (v)

durch ihren jeweiligen Fixpunktwert ersetzt gemafs

rav * 2 v rav 2%\ —
I (7):—6F<§>ﬁ baw. IS ((3%)71) = 0.

In den Abbildungen 8.23-8.28 sind nun jeweils die drei zweidimensionalen Schnitte ent-

lang der (A, g)-, der (\,7)- und der (v, g)-Ebene dieser beiden Fliisse dargestellt.

Dabei ldft sich den Abbildungen 8.23 und 8.26 entnehmen, daf der Fluf in der (), g)-
Ebene strukturell von der gleichen Form ist wie der Flufs um den Fixpunkt der zweidi-
mensionalen (), g)-Trunkierung, der in der Abbildung 8.2 dargestellt wurde. In diesem
Umstand driickt sich die von uns bereits festgestellte niherungsweise Ubereinstimmung

der zugehorigen kritischen Exponenten ©; und ©3 aus.

Betrachten wir dariiber hinaus die Abbildungen 8.24 und 8.25 der (A,7)- und (v, g)-
Schnitte des Flusses um NGFP, und vergleichen wir diese mit ihren NGFP .-Gegenstiicken
8.27 und 8.28, so bringen diese sehr anschaulich den Unterschied zwischen einer irrelevanten

und einer relevanten Kopplung zum Ausdruck.

In den Abbildungen 8.24 und 8.25 ist ©, = —2, d. h. die Kopplung v ist am Fixpunkt
NGFP, irrelevant. Die «-Richtung ist in diesen beiden Abbildungen somit UV-repulsiv,
so daf der Fluf fiir & — oo in dieser Richtung vom Fixpunkt abgestofen wird. (Dabei ist
zu beachten, daf sich diese Aussagen auf die UV-Eigenschaften des Flusses beziehen, so
dak in den Abbildungen die Pfeilrichtungen umzukehren sind.) Demgegeniiber sind die \-
und die g-Richtung jeweils UV-attraktiv. In diesem Fall ist die UV-kritische Hyperfliche
Suv zweidimensional, und das System mufs wirklich in die (A, g)-Ebene gesetzt werden um

zu gewdhrleisten, dafs es im UV-Limes in den Fixpunkt NGFP liuft.

Am Fixpunkt NGFP,, hingegen ist ©; = 2, so daf alle drei Kopplungen (), 7, g) re-
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Abbildung 8.23: Der (A, g)-Schnitt des (), v, g)-Systems am Fixpunkt NGFP fiir yu = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.

levant und die zugehorigen Richtungen UV-attraktiv sind, was man sehr schén an den
drei Abbildungen 8.26, 8.27 und 8.28 fiir die Schnitte entlang der drei zweidimensionalen
Unterrdume erkennt. Hier ist dim Syy = 3, d. h. der gesamte, von A, 4 und ¢ aufgespannte
dreidimensionale Unterraum des Theorienraums 7ggc trigt zu dim Syy bei: Jede Trajek-

torie in diesem Unterraum lauft fiir £ — oo in den Fixpunkt NGFP.
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Abbildung 8.24: Der (), v)-Schnitt des (), 7, g)-Systems am Fixpunkt NGFPy fiir p = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.
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Abbildung 8.25: Der (7, g)-Schnitt des (A, 7, g)-Systems am Fixpunkt NGFPy fiir p = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.
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Abbildung 8.26: Der (A, g)-Schnitt des (), 7, g)-Systems am Fixpunkt NGFP,, fiir 4 = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.
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_.2 .

Abbildung 8.27: Der (), 4)-Schnitt des (A, 4, g)-Systems am Fixpunkt NGFP, fiir 4 = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.
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36+

35+

Abbildung 8.28: Der (4, g)-Schnitt des (), ¥, g)-Systems am Fixpunkt NGFP, fiir 4 = 5,
ap = 1, fp = 0 und den scharfen Propertime-Cutoff.






Kapitel 9

Diskussion und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde in Analogie zum metrischen Zugang die Methodik der Wilson-
schen Renormierungsgruppe auf Gravitation im First-Order-Zugang mit den fundamen-
talen Feldern e, und wabu angewandt. Besonderes Interesse galt dabei der Frage, ob sich
auch fiir diesen Feldgehalt Hinweise auf asymptotische Sicherheit der Gravitation finden las-
sen. Dann sollten diese Feldvariablen analog zur metrischen Quanten-FEinstein-Gravitation
(QEG) die Definition einer Quantenfeldtheorie der (e,w)-Gravitation als Kontinuumsli-
mes an einem nicht-Gauftschen Fixpunkt erlauben. Diese hypothetische Quantentheorie

bezeichnen wir als Quanten-Finstein-Cartan-Gravitation (QECG).

Die untersuchte Trunkierung ist dabei von der Form der euklidischen Holst-Wirkung

1 1
a ab 4 ab ab cd v
Chnole pr W ﬂ] = 167G / d :L’e{ (F ww —2%6 L W)ea“eb — 2Ak}

(9.1)
+ Eichfixierungs- und Geistbeitrige

mit der laufenden Newton-Konstante (G, der kosmologischen Konstante A, und dem
Immirzi-Parameter ~,. Die drei im Prolog aufgelisteten Unterschiede zur metrischen Theo-

rie wurden im Zuge dieser Berechnung einzeln beriicksichtigt.
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Aufgrund der grofen Anzahl der Feldkomponenten konnte kein an das Spektrum von
F,(f) angepakter Cutoff konstruiert werden, da dies selbst im freien Fall, d.h. fiir @ = 0,
auf ein charakteristisches Polynom vom Grad sieben fiihrt. Stattdessen haben wir eine

Gleichung des Propertime-Typs
1 [>ds _eT®
8t1"k:—§/ ?(@ fk(s))Tr{e Ty } (9.2)
0

untersucht. Als geeigneter Operator erwies sich der (,Yik — 0)-Grenzfall des freien Anteils
von Fl(f), den wir mit Hy bezeichnen. Dessen Spektrum kann analytisch berechnet werden.
Allerdings ist der Operator H, wie die Holst-Wirkung von erster Ordnung. Somit ist erst
durch sein Quadrat ein positiver Operator gegeben, der als Exponent der Propertime-

Gleichung (9.2) dienen kann.

Zusatzlich zu diesen beiden Aspekten, dem groferen Feldraum einerseits und der First-
Order-Natur der klassischen Wirkung andererseits, erfordert die Eichgruppe G = Diff x
O(4),,. eine Modifikation des iiblichen Formalismus. Nur auf diese Weise werden die Diffeo-
morphismen mit den Lorentz-Transformationen ,vertriglich®, so dat man eine hintergrund-
invariante Geistwirkung erhélt. Diese Kovariantisierung wurde in Kapitel 4 durchgefiihrt.

Dort werden auch die verwendeten Eichbedingungen diskutiert.

Zur Berechnung der funktionalen Spur in (9.2) haben wir die Fluktuationen und Geist-
felder in irreduzible Komponentenfelder zerlegt, wobei aus Dimensionsgriinden ein zusétz-
licher Massenparameter i = pk auftritt. Anschliefend wurden die drei Invarianten der
Trunkierung (9.1) mittels der drei Hintergrundkonfigurationen {éaﬂ = const, J)“bﬂ = 0}

und {e*, = const, 0®, = p® % = in® by, 1 aus der Spur auf der rechten Seite von (9.2)
herausprojiziert. Als zentrales Ergebnis der Arbeit erhielten wir das zugehorige Flufsglei-

chungssystem in der Form

O Ae = Ba(Aes Ve 9k)
X = By(Me, Vs Gk) (9.3)
Or g = Bg( Mk, Ves 9k)

Dabei sind die Beta-Funktionen auf der rechten Seite zu kompliziert, um sie in dieser Arbeit
explizit angeben zu konnen. Das Differentialgleichungssystem (9.3) wurde insbesondere

hinsichtlich seiner Fixpunkt-Struktur untersucht.
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Fiir jede Wahl der Eichparamter und des Regularisierungsschemas finden wir iiberzeu-
gende Hinweise auf asymptotische Sicherheit. Fiir alle Werte p 2 2 existieren im Rahmen
der Trunkierung Fixpunkte, an denen der ,Kontinuumslimes“ genommen werden kann.
Dabei ist die Schemaabhingigkeit gering, die Eichabhingigkeit im Vergleich zu dhnlichen
Rechnungen in der QEG jedoch stark. Die Beta-Funktion des Immirzi-Parameters ist von

der einfachen Form

By(Nv,9) = f(N) g (9.4)

Mit 4 = % und G5(%) = —=4*5,(37') = —f(A\) g7 besitzen 3, und 35 die Nullstellen
~v* = 0 und 4* = 0. Wir erhalten daher ein Paar von nicht-Gaufischen Fixpunkten, NGFP,
= (A5, 7%, 95) und NGFP, = (A5, 9%, ¢%), mit A\j < 0, X5, < 0 sowie g§ > 0, g% > 0;

diese weisen somit Anti-Screening auf.

Die beiden Kopplungen A und ¢ sind relevant, so dak beide Fixpunkte in A- und g¢-
Richtung UV-attraktiv sind. Demgegeniiber deuten die Resultate darauf hin, daf die Kopp-
lung v bei NGFPy irrelevant und die Kopplung 4 bei NGFP, relevant sein sollte.

Insgesamt legen die Ergebnisse sehr nahe, daf die QECG als asymptotisch sichere Theo-
rie existiert und daf diese Quantenfeldtheorie der Gravitation die gewiinschten Eigen-
schaften aufweist. Um letztere genauer bestimmen zu konnen, sind prézisere Rechnungen

erforderlich, die insbesondere die Eichabhingigkeiten reduzieren.

9.2 Methodische Entwicklungen

Im Verlauf dieser Arbeit wurden verschiedene grundlegende Fragen und Probleme un-
tersucht bzw. geldst, die iiber die beschriebenen Rechnungen hinaus auch fiir zukiinftige

Untersuchungen der First-Order-Gravitation von Interesse sein sollten.

(A) In Kapitel 4 wurde das Problem hintergrundinvarianter Geistwirkungen gelost. Dazu
wurde eine manifest kovariante Parametrisierung der Eichtransformationen konstruiert, de-
ren Hintergrundversion mittels der Faddeev-Popov-Methode tatsédchlich auf hintergrundin-
variante Geistwirkungen fiihrt. Zudem wurden in diesem Kapitel zwei fiir praktische Rech-

nungen vorteilhafte Eichbedingungen angegeben, von deren Zuléssigkeit wir uns durch eine
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detaillierte Analyse des Nullmodenspektrums iiberzeugt haben.

(B) Des weiteren wurde die Notwendigkeit erlautert, im Zuge der Fluktuationszerlegung
den Massenparameter zi einzufiihren. Damit der FlufS (TQEcg, ﬁ ) nicht explizit k-abhingig

wird, wurde in der verwendeten Trunkierung p = % als dimensionslose Konstante behan-
delt.

(C) Die Block- bzw. Tensorproduktstruktur von F,(f), die durch den Parititsgrad der ein-
zelnen irreduziblen Komponentenfelder bedingt ist, kann mit Hilfe der in Kapitel 7 einge-
fithrten verallgemeinerten Orts- und Impulsdarstellung sehr effizient behandelt werden. Sie
konnte ebenfalls als Element in zukiinftigen Rechnungen enthalten sein.

(D) Dies sollte gleichwohl fiir die Zerlegung der Fluktuationen &%, und f“bu gelten. Zudem

(£) ab
W

erscheint der gewihlte Hintergrund (e, @™*)) mit quasi-abelschem w = %n(i)vu fiir

weitere Untersuchungen der ,Holst-Trunkierung“ als denkbar geeignet. In deren Rahmen

konnte auch auf den Operator Fl(f) zuriickgegriffen werden, der komponentenweise bis zur

Ordnung O(0™®)) und O(90™)) berechnet wurde.

9.3 Strukturelle Eigenschaften des RG-Flusses

Bei der Untersuchung des RG-Flusses haben wir zunéchst fiir Werte p 2 2 eine robuste

Systematik der Ergebnisse festgestellt, die im folgenden zusammengefaft werden soll.

(A) Fiir alle untersuchten Wahlen der Parameter (ap, Op, f) und der Regularisierungssche-
mata (f;" bzw. C}7*) wurden in der (), g)-, (7, g)- und (X, v, g)-Trunkierung nicht-Gaufsche
Fizpunkte gefunden, so dafs sich starke Hinweise auf asymptotische Sicherheit der QECG
ergeben haben. Dabei fiigen sich die Ergebnisse aus der (), g)- und der (v, g)-Trunkierung
im Rahmen der (), g)-Trunkierung in harmonischer und konsistenter Weise zusammen.
Die Schemaabhéngigkeit ist duferst gering, doch es tritt eine deutliche Eichabhingigkeit
auf. Zudem héngt der scharfe Propertime-Cutoff stetig mit der weichen f;"- bzw. C}'-

Regularisierung zusammen.

(B) Alle Fixpunkte weisen eine positive g-Koordinate ¢g* > 0 und mithin Anti-Screening
auf. Des weiteren legen sie einen negativen A-Fixpunktwert \* < 0 nahe. (Dies impliziert

keinen Widerspruch zu gegenwértigen Beobachtungen, da diese den Wert der kosmologi-
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schen Konstanten auf astronomischen Skalen und daher weit im Infraroten messen.) Fiir
die kritischen Exponenten konnten die Wertebereiche 4 > ©; > 3 und 2,6 > 63 > 1,8
bestimmt werden. Dabei stimmen die zugehorigen Eigenrichtungen anndhernd mit der -
bzw. g-Richtung iiberein, so dafs wir in guter Ndherung die Identifikationen ©; ~ O, und
©3 ~ O, vornehmen koénnen. Sowohl die kosmologische Konstante als auch die Newton-

Konstante diirften daher wie in der QEG relevant sein.

(C) Die Untersuchungen der (v, g)-Trunkierung legen nahe, dak die Beta-Funktion des
Immirzi-Parameters in dieser durch das Produkt aus g, v und einer Konstanten gegeben
ist. Mit 4 := ! treten somit Fixpunkte NGFP; und NGFP/_ bei 4* = 0 und 4* = 0 mit
©, = —0; auf. Da auch die anomale Dimension 7y der Newton-Konstante unabhéngig von
7y ist, wird diesen Fixpunkten die gleiche g-Koordinate g; = g% > 0 mit ©, = 2 zugewiesen.

Aufer den Werten 0 und 4o0 sind daher keine v-Werte besonders ausgezeichnet.

(D) Erweitern wir die (v, g)-Trunkierung um den kosmologischen Term, so sind die an-
gesprochenen Konstanten durch A-abhéngige Funktionen zu ersetzen. Wir finden auch
hier zu v* = 0 und 4* = 0 jeweils einen Fixpunkt NGFP, bzw. NGFP, dessen A-
und g-Koordinaten nun jedoch verschieden sind. Dies hat zur Folge, daft im allgemeinen
O, # —0O; gilt. Dabei sind die Formeln (8.27) und (8.28) fiir diese kritischen Exponen-
ten durch eine einfache Verallgemeinerung derjenigen aus der (v, g)-Trunkierung gegeben.
Die Fixpunktwerte A* und g¢* sind jeweils mit denen der (), g)-Trunkierung vertréglich.
Den Immirzi-Parameter betreffend, erweist sich fiir die drei in der (A7, g)-Trunkierung
betrachteten Parameterkombinationen die Kopplung v als irrelevant und die Kopplung %

als relevant. Weitere Untersuchungen sind erforderlich, um dieses Resultat zu bestétigen.

9.4 Stabilitatseigenschaften des RG-Flusses

(A) Schemaabhiingigkeit: Die Schemaabhéngigkeit der erhaltenen Ergebnisse ist ausge-
sprochen gering. Insbesondere hingt der scharfe Propertime-Cutoff stetig mit den weichen

fi*- und C7'-Regularisierungen zusammen, so daf er keine ,pathologischen” Ziige aufweist.

(B) u~Abhingigkeit: Die dargestellte Systematik erstreckt sich von p ~ 2 bis zum unter-
suchten Maximalwert von p = 50. Somit ist sie offenbar typisch fiir einen grofen Bereich

des Parameterraumes. Im Grenzfall 1 — oo wird der hypothetische Fluf (8.19) allem An-
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schein nach schon auf dem Niveau unserer approximativen Behandlung exakt. Fiir p < 1
hingegen kann die angegebene Systematik nicht beobachtet werden. Die Beta-Funktionen
weisen hier zahlreiche Polstellen auf, und innerhalb des regulidren Bereichs, der mit dem
Gaufschen Fixpunkt verbunden ist, existieren im (A, 7, g)-System keine nicht-Gaukschen

Fixpunkte.

(C) Eichparameterabhiingigkeit: Die Eichparameterabhingigkeit ist im Vergleich zu
analogen Rechnungen in der QEG relativ stark ausgeprigt. Zwar hingen strukturelle Ei-
genschaften wie die Existenz eines nicht-Gaufschen Fixpunktes oder die Vorzeichen von
A* und ¢* in keiner der drei betrachteten Trunkierungen von ap ab, doch waren z. B. die
Vorzeichen der kritischen Exponenten ©, und ©5 im (7, g)-System ap-abhingig. Die Wer-
te von ©, und ©; sind auch im (), ~, g)-System eichparameterabhingig. Hier stimmen
jedoch fiir alle drei betrachteten ap-Werte die Vorzeichen der kritischen Exponenten iiber-
ein. Das konnte die Vermutung bestétigen, daf die gewédhlte Eichung besser an die volle

(X, 7, g)-Trunkierung als an die zweidimensionale (v, g)-Trunkierung angepakt ist.

Auf Grundlage der vorliegenden Untersuchungen im (7, g)-System kann insbesondere
nicht entschieden werden, ob die Konstante in 3, und somit die Beta-Funktion des Immirzi-
Parameters selbst verschwindet, so dafl dessen Laufen nur die spezielle Behandlung der
Eichmoden widerspiegeln wiirde. Sollte dies zutreffen, konnen wir allerdings verstehen,
inwiefern in diesem Fall die gewihlte Eichbedingung ungeeignet wére (vgl. Abschnitt 8.3.7).
Selbst wenn in der (v, g)-Trunkierung 8, = 0 gelten sollte, so induziert nach unseren
Untersuchungen der (A, 7, g)-Trunkierung die kosmologische Konstante A mit Sicherheit
ein ,physikalisches Laufen von v, so dal 3, # 0 gilt.

Die Frage, ob an den Fixpunkten der dreidimensionalen Trunkierung die kanonischen
Dimensionen ©., = 2 und ©5 = —2 vorliegen, ist eng mit der Frage nach dem Verschwinden
von (3, in der (7, g)-Trunkierung verkniipft: Beide hingen vom Verhéltnis der A-abhéngigen
Funktionen B)()\) und B™)()\) ab, wobei dieses im ersten Fall bei den entsprechenden

Fixpunktwerten und im zweiten Fall bei A = 0 auszuwerten ist.

Um hier Fortschritte zu machen, scheint es insbesondere erforderlich zu sein, die Eich-
abhéngigkeiten der Resultate besser zu kontrollieren, indem man eine dem Problem besser
angepafste Eichung wihlt. Allerdings ist die Existenz einer solchen ,besseren Eichbedin-

gung keineswegs gesichert. Dazu ist anzumerken, daf selbst im Rahmen einer vollkommen
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exakten Rechnung der Grofteil der universellen, d. h. Ri-unabhéngigen Gréfen eine Eich-
abhéngigkeit aufweisen wird, da zwischen universellen Gréfen und der Frage nach Eichun-
abhéngigkeit eigentlich kein direkter Zusammenhang besteht. Die addquaten Objekte zur
Behandlung dieser Frage sind vielmehr die Observablen, also diejenigen Grofen innerhalb
einer Eichtheorie, die per Definition eichunabhéngig sind. Sie bilden lediglich eine kleine
Teilmenge der universellen Grofen, da der weitaus grofite Teil von diesen keine Observablen
darstellt. Dies erkennt man daran, daf die effektive Wirkung I'y—y zwar Rji-unabhingig,
aber eichfixierungsabhéngig ist. Nur Grofsen wie die aus ihr gebildeten S-Matrix-Elemente,
d. h. on-shell-Greensfunktionen, sind observabel. Zudem kann in der Praxis die Eich- oder
Schemaabhingigkeit auch ausgenutzt werden. Beispielsweise erlauben Eichungen oder Re-
gularisierungen, die auf kleine Fixpunktwerte der dimensionslosen Kopplungen fiihren, eine

storungstheoretische Behandlung des Fixpunktregimes.

9.5 Ausblick

Abschliefslend mochten wir darauf eingehen, wie die von uns durchgefiihrten Untersu-
chungen erweitert und verfeinert werden konnten. Zudem wollen wir einige physikalische

Fragestellungen aufzeigen, deren Beantwortung von Interesse ist.

(A) In Anbetracht der obigen Bemerkungen ist es natiirlich erstrebenswert, die Eichab-
hangigkeiten der Ergebnisse zu reduzieren; demgegeniiber ist die Schemaabhéngigkeit der
erhaltenen Ergebnisse ausgesprochen gering. Die Suche nach ,besseren Eichbedingungen

sollte daher Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen sein.

(B) Eine stérkere Eichunabhéngigkeit konnte erfahrungsgeméf auch unter Verwendung ei-
ner Wetterich-Gleichung erzielt werden. Zwar wire die Konstruktion eines Cutoff-Operators
Ry, der an das Spektrum von Fl(f) angepalt ist, technisch sehr schwierig und mit den im
Abschnitt 3.2 erlduterten Problemen behaftet. Doch auch ein relativ grober Cutoff der
Form Ry (p?) = k* RO (2’—2) 1, worin 1 die Identitit auf dem Raum der Komponentenfelder
der Fluktuationszerlegungen bezeichnet, kénnte unter Umstinden bereits die Eichunab-

hingigkeit der Ergebnisse verbessern.

(C) Zudem wiére es interessant, eine von der QECG verschiedene Quantentheorie zu be-

trachten und den Raum der zugrundeliegenden Felder (e,w) derart abzuéndern, daf man
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sich bereits zu Beginn auf rein selbstduale oder rein anti-selbstduale Spinzusammenhénge

() einschrinkt und nur diese chirale Hilfte quantisiert. Eine solche Theorie kime

w=w
dem urspriinglichen Ashtekar-Programm sehr nahe [45, 46]. Dabei wire auf dem Niveau
der Trunkierung (9.1) der Immirzi-Parameter 7, = F1 zu setzen, und man wiirde auf die-
sem neuen Theorienraum den RG-Fluf in der verbleibenden (), g)-Trunkierung studieren.
Zwar hat sich im Zuge unserer Untersuchungen der Wert v = 41 nicht als besonders her-
ausgestellt, doch ergeben sich daraus keinerlei Implikationen fiir die chirale Theorie: Die
Projektion auf eine der beiden Chiralitiiten w = w™*) kommutiert aller Wahrscheinlichkeit

nach nicht mit der Quantisierung der Theorie.

(D) Des weiteren stellt sich die Frage, ob zwischen dem (e,w)-Fluf und seinem metri-
schen Analogon ein Zusammenhang besteht. Auch wenn a priori kein Grund dafiir er-
sichtlich ist, so legt doch die klassische Beziehung g,, = e“ueb,,nab die Vermutung nahe,
einen geeigneten Metrik-Operator als zusammengesetzten Operator aus zwei Vielbeinen
konstruieren zu konnen. Dann wére das metrische Feld eine Art ,Bindungszustand“ zweier
Vielbein-Felder. Man sollte mithin den metrischen Flufs als das gravitative Analogon ei-
nes ,mesonischen” Flusses interpretieren konnen, der aus einer Theorie von ,Quarks* und
,Gluonen“ folgt. Bei solchen Untersuchungen kénnte man auf Techniken aus der QCD zu-
riickgreifen, die es erlauben, den Ubergang von den fundamentalen Quark-Freiheitsgraden
zu kollektiven Meson-Freiheitsgraden zu beschreiben [82]. Diese Vermutung widerspricht
auf den ersten Blick einem No-Go-Theorem von S. Weinberg und E. Witten [83], so daf

man zunichst die Giiltigkeit der diesem zugrundeliegenden Annahmen iiberpriifen miifite.

(E) Von besonderem physikalischen Interesse wire die Analyse der CP-Verletzung, die der
Immirzi-Term bei der Ankopplung von Spinorfeldern induziert, sofern diese nicht-minimal
angekoppelt werden [40]. Um solche phénomenologischen Aspekte mit zusétzlichen Ma-
teriefeldern praktisch untersuchen zu konnen, wiren hinreichende Vereinfachungen der in
dieser Arbeit abgeleiteten Flufgleichung hilfreich, die bereits die wesentlichen Eigenschaf-

ten des RG-Flusses erfassen.



Anhang A

Eine kurze Einfuhrung in die

Einstein-Cartan-Gravitation

Zur Notation. Wir bezeichnen mit lateinischen Buchstaben a,b,... k[ ,... die O(4)-
oder Lorentz-Indizes und mit griechischen Buchstaben p,v,... «a,(3,... die Raumzeit-
Indizes. Zudem stellt die Klammerung zweier Indizes mit eckigen ([ ]) oder runden (( ))
Klammern deren gewichtete Anti-Symmetrisierung bzw. Symmetrisierung mit Vorfaktor %

dar.

A.1 Vielbein, Spinzusammenhang und Torsion

Als ein fundamentaler konzeptioneller Grundpfeiler der Allgemeinen Relativititstheorie
muf sicher das Aquivalenzprinzip angesehen werden, dessen physikalische Aussage in seiner
starken Form darin besteht, daf sich lokal Gravitation immer ,wegtransformieren 1dft, so

dafs in lokalen Inertialsystemen nach wie vor die Spezielle Relativititstheorie gilt.

Betrachten wir eine Raumzeit-Mannigfaltigkeit M als Basisraum sowie deren assoziier-
tes Tangentialbiindel 7'M, dann liefern Schnitte in dieses Biindel als Fasern die lokalen
Tangentialriume T, M im Punkt 2 € M. Das starke Aquivalenzprinzip postuliert dann
die Existenz eines lokalen Isomorphismus e?, (), der einen Vektor v*(z) € T, M auf einen
Lorentz-Vektor v®(x) € M* abbildet, also
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v (x) = v (x) = e (2)v"(z) . (A.1)

Das Feld e (z) heikt Vielbein und ersetzt in diesem Zugang die Metrik g,, () als zentrales
dynamisches Objekt einer Gravitationstheorie, was in den nun folgenden Ausfithrungen

prazisiert werden soll.

Fakt man diese Abbildung zunéchst als Einsform e := e da* auf, die auf Vektoren

wirkt, so definiert sie an jedem Punkt der Raumzeit ein Orthonormalsystem, d.h. es gilt

¢y (2)e’, (2)g" (x) = n™ . (A.2)

Die inverse Abbildung, die auf den Dualraum wirkt und somit als lokaler Isomorphismus
zwischen Einsformen und kovarianten Lorentz-Vektoren interpretiert werden kann, wird

mit e *(z) bezeichnet, so daf fiir dieses inverse Vielbein also

e’ (v)e, (x) =6, und e, (v)e, (x) =9 (A.3)

Iz Iz

gilt. Wendet man nun e”(x) und e,7(x) auf (A.2) an, so liefert dies
9" (x) = 1" (v)e, (x) . (A.4)

Es lafst sich sofort bestiitigen, daf dann fiir die Metrik als dem eindeutigen, zu (A.4)
inversen Objekt die Beziehung

g;w('r) = nabeaﬂ(x)eby(x) (A5)

gelten mufl, derentwegen das Vielbein manchmal auch als ,die Quadratwurzel aus der
Metrik® bezeichnet wird.

Da sich nun v = e v* unter Lorentz-Transformationen als Vektor transformieren soll,
impliziert dies fiir das Vielbein nach (A.1) ebenfalls ein vektorielles Transformationsver-
halten:

e’ (1) — e (x) = A“b(x)ebﬂ(:c) ) (A.6)

o
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Man erkennt nun, daf das Vielbein durch (A.5) nicht eindeutig bestimmt, sondern nur bis

auf Eichtransformationen der Form (A.6) festgelegt ist, da

la

¢u(@)e” (@)na = A%(2)e, (@) Ay (@)e?, (@)
edu('r)<AT)ca<x)nabAbd<x)

Il
N
=
AN
—~

8
~—

gilt, wobei AT die zu A transponierte lineare Abbildung bezeichnet, und die definieren-
de Eigenschaft der Lorentz-Transformationen besteht ja gerade darin, daf die durch sie

vermittelte Konjugation die quadratische Form 7, invariant léft.

Die Einfiihrung des Vielbeins fiihrt somit zusitzlich zu den iiblichen, den differen-
zierbaren Reparametrisierungen der Koordinaten entsprechenden Diffeomorphismen noch
auf eine weitere Eichinvarianz beziiglich der O(4)-Wirkung in jedem lokalen Lorentz-
System. (Hier haben wir uns bereits auf die euklidische Formulierung der Theorie mit
n = {nw} = diag{l,1,1,1} bezogen. Damit jedoch alle Ausfiihrungen formal auch fiir
die Lorentzsche Signatur giiltig bleiben, behalten wir weiterhin die entsprechende Notati-
on bei und verwenden die zugehorigen Begriffe wie Minkowski-Raum, Lorentz-Vektor etc.
synonym, auch wenn im Euklidischen {n4,} = {0,} und M* = R* gilt. Entsprechend wi-
re im Lorentzschen Fall mit {n,} = diag{—1,1,1,1} die Gruppe O(4) durch O(1,3) zu

ersetzen.)

Multipliziert man (A.2) mit e,* und 7., so erhilt man nach Umbenennung der Indizes

eaﬂ('r) = nabgw/('r)ebu<x) )

so dafk sich also das inverse Vielbein durch Kontraktion der entsprechenden dualen Indizes
des Vielbeins mit der Minkowski- bzw. Raumzeit-Metrik ergibt. Wir verwenden daher im

folgenden auch des 6fteren Ausdriicke der Form

€an(T) == %bebu@) = guw(@)e, () ;

die Uberfiihrung flacher Indizes in Raumzeit-Indizes und umgekehrt erfolgt also per Defi-

nition unter Verwendung des Vielbeins bzw. seines Inversen.
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Der Vielbein-Formalismus ist vor allem bei der Ankopplung von Fermionen an Gravitati-
on von Interesse, da deren definierende Eigenschaft gerade darin besteht, sich beziiglich der
Spinordarstellung der Lorentz-Gruppe zu transformieren, wohingegen sie sich unter Diffeo-
morphismen wie Skalare verhalten. Daher greift man insbesondere bei der Formulierung

von Supergravitationstheorien auf den Vielbein-Formalismus zuriick.

Aufgrund der zusétzlichen Eichinvarianz (A.6) ist es nun nur natiirlich, Eichtheorie
auf den den Tangentialriumen zugeordneten lokalen, flachen Minkowski-Rdumen zu be-
treiben. Dazu betrachten wir zundchst die Exponentialdarstellung einer lokalen Lorentz-

Transformation
1
A(z) = exp{ 5)\“(:6)]\/[@5} (A7)

mit dem Transformationsparameter A\%(z) und den Erzeugern M,,. Da dim O(4) = 6,
kann die Lie-Algebra also durch antisymmetrische Generatoren My, = —M,, mit a, b €
{0,1,2,3} dargestellt werden, was o.B.d. A. \®(x) = —\"(z) impliziert. Zudem gilt all-

gemein fiir die Kommutatoren

[Mab7 Mcd] - nbcMad - nachd - nbdMac + nadec

1 e
- éfab,cd fMef

mit den Strukturkonstanten

Faned? = 1aa0%0%, — 0ac0907; — mad®, 0%, + 16,07,
_nadaecéfb + nacéedafb + nbdaecéfa - nbcéedéfa )

die die Algebra definieren. In der Vektordarstellung gilt z. B.
(Mab) 4 = 04 Mba — 0 Nad »

so dak (A.7) fiir die infinitesimale Lorentz-Transformation eines Vektors bei Vernachlissi-
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gung von Termen ~ O(A\?) auf

1
v = A% = v 4 5)\Cd(Mcd)“bvb + O()\?)

1

= v+ 5)\“[(56“77@ — 0, ne) 0" + O(N?)
1

= "+ §(Aab — A"+ O\

= 0"+ 25"+ O\

= oL\ = A’

unter Verwendung der Antisymmetrie des Transformationsparameters fiihrt, was nach

(A.6) insbesondere

(A.8)

zur Folge hat.

Wir definieren nun wie iiblich eine O(4)-kovariante Ableitung mit Lie-Algebra-wertigem

Eichfeld geméfs

1 a
V,:=0,1+ §w bu(:p)Mab ,

o
menhang transformiert es sich in der adjungierten Darstellung, in der die Erzeuger der

wobei das Eichfeld w“bu = —w’ als Spinzusammenhang bezeichnet wird. Als Zusam-

Eichtransformationen auf ein Lie-Algebra-Element der Form y = y®M,, gemif

(OLX)ab = [Map, X] = X““[Map, M)
1 ef
- §fab,cd fX dMef
= (5LXef)abMef

wirken, wobei

e 1 ef. c
<5LX f)ab = 5 ab,cd fX ¢

die komponentenweise Wirkung bezeichnet. Fafit man dies als durch die Generatoren My,
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vermittelte lineare Abbildung auf mit

(X )ab = Man(x*!) = (Ma) . x?

so liest man sofort ab, daf in der adjungierten Darstellung die Komponenten der Genera-

toren gerade durch die Strukturkonstanten gegeben sind, also

c 1 c
(Mab) def - §fab,efd :

Damit sich nun kovariante Ableitungen von Tensoren als Tensoren entsprechenden Ranges
transformieren, mufs sich der Spinzusammenhang unter infinitesimalen Lorentz-Transformationen
in der fiir Eichfelder charakteristischen inhomogenen Weise transformieren, was auf

I
B, = =V = = (90 + Sw Moa(A))

1
ab cd abye
— _(au)\ab_i_wacﬂ)\cb_'_wbcﬂ)\ac)

—O A+ A w?, + N W, (A.9)

fithrt, wohingegen sich das Vielbein ja nach (A.6) als Vektor, also wie ein Materiefeld,
transformiert. Somit gilt per Konstruktion beispielsweise fiir die kovariante Ableitung

eines Lorentz-Vektors v®
LAV, = S (N) (9" + w“buvb)
= a;u()\abvb) + <_aﬂ)\ab - wac,u)\cb - wbc,u)\ac)vb + wab,u)\bcvc
= 20,0 + wbwvc)

= \V,00. (A.10)

Weiterhin definieren wir den Feldstiarketensor wie in einer Eichtheorie iiblich als den
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Kommutator zweier kovarianter Ableitungen:

"

1
V., V,] = [@L - w“b (x) My, 0, + idey(:c)Mcd]

= (8 +;w w* fcdef )Mab

a[uw |+ Wl CbV])M‘lb

—~

1
o ~ rpab
= SF, M
= F“ﬁw 0w, — ,,w“bu + wacﬂwd’y — w“a,wd’ﬂ . (A.11)

Wir konnen dies auch konkret in der Vektordarstellung ausrechnen. Dann haben wir

1
Vﬂv“ = <8ﬂ5ab+§w6dﬂ<Mcd)ab>Ub

a 1 C a a
= 0"+ i du(ndbéc — N0 )0°

a 1 a a b
= O + §(w b — Wh u)v
= 0"+ w“b#vb ,

was auf

[V;u VU]Ua = 2(8[Mwabu] + wac[uwcbu})vb
1 c a
= i(F d,ul/(MCd) b)vb
1 a a
= 2 (F buv Fb uu)vb
= F‘zw/vb

fithrt und somit (A.11) reproduziert.

Da das Vielbein e, wie bereits gesagt als Raumzeit-Einsform aufgefakt werden kann,
transformiert es sich unter einem von einem Vektorfeld £# erzeugten Diffeomorphismus wie

ein kovariantes Vektorfeld geméfs

op(§)e, = &"0,e", + (98" )e",, . (A.12)

Dies garantiert auch, da durch die rechte Seite von (A.5) ein kovariantes Tensorfeld vom

Rang 2 definiert wird. Das inverse Vielbein transformiert sich dann mit Blick auf (A.3) als
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duales Objekt wie ein kontravariantes Vektorfeld, d. h. es gilt
5D(£>€aﬂ = _€0LV<5D(5>€bu)€b‘u = éyal/eaﬂ - (al/é“)eay : (A13)

Damit durch die kovariante Ableitung Vv beziiglich Diffeomorphismen ebenfalls ein ko-
variantes Vektorfeld definiert wird, mufs sich auch der Spinzusammenhang kovariant trans-

formieren, also
Op(§w™, = 0,0, + (9,6 )™, , (A.14)

denn da sich v* unter allgemeinen Koordinatentransformationen wie ein Skalar verhélt

gemif
p(§)v* = £HG", (A.15)
ergibt sich wie gewiinscht

p(§V, " = (8ﬂv“+w“buvb)
= 9u(€"0,0%) + (€7 0,w, + (9,8 )w, )0 + W, £ D"
= 0u(€70,0") + (9,8")w 0" + €70, (W, 0")
= 0,(§"0v") = (9,£")0,v" = £70,(0,0") + (0,8") V., 0" + €70, (V,0)
= (0,8")V, 0" +£70,(V,0*) .

Wir mochten nun des weiteren eine kovariante Ableitung konstruieren, die als solche
gleichermafen auf Objekte wirkt, die sowohl Raumzeit- als auch Lorentz-Indizes tragen.

Dazu definieren wir zunéichst einen Raumzeit-Zusammenhang ['(e,w) iiber

Ffw(e, w) = ea’\Vue“V = ea’\(ﬁue“,, + w“buebl,) ) (A.16)
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Dessen Transformationsverhalten unter Diffeomorphismen ist unter Verwendung von

0p(§)(Vue?,) = op(6)(0ue”, +w,e,)
= 9,(0p(&)e”,) + (Op(&)w,)e’, + w,dn(€)e’,
= 0u(E0,e", + (0,7)e,) + (670w, + (9,87 )w%,)e’,
0%, (6°9,¢", + (9,€°)e” )
= £P9,(Oue”, +wh,e",) + (0,87)(Dpe”, + W e”,)
H(D,E7)(Ope”, + wye”,) + (0,0,6°)e",
= £P0,V,e", +(0,8")V e, + (0,6°)V e, + (0,0,6")e”, (A7)

gerade durch

()T = (0p(€)e, ) Vue, + e, () Ve,
= (£70,e," — (0p€M)e ) Ve,
+e, 670,V e, + (0u€°) Ve, + (0,6°) Ve, + (0,0,€")e"]
= 9,0, + (0,85, + (0T, — (6N, + (0,0,6%)  (A18)

gegeben. Somit transformiert sich I' in der fiir einen Zusammenhang typischen Weise, d. h.
insbesondere nicht wie ein Tensor, denn von diesem unterscheidet sich das Transforma-
tionsverhalten (A.18) gerade durch die charakteristische gemischte Ableitung im letzten

Term der letzten Zeile. Zudem folgt unter Verwendung von (A.10)

5L<)\)F;}\w = )\abebAvHeau + eaA)\avaebu
= )\ab(_eaAvﬂebu + ea)\vﬂebu)

= 0. (A.19)

Die Wirkung dieser kovarianten Ableitung auf ein Objekt der Form v, das sich wie
ein Vektor beziiglich Lorentz-Transformationen sowie kovariant unter Diffeomorphismen
transformiert, ist dann gegeben durch

a a a b a — a a
Dy, = 0,00, + w07, — T 0% =V 00, — T8 v (A.20)
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Ersetzen wir in (A.17) das Vielbein e®, durch v®,, so erhalten wir
Op(§)(Vu,) = £70,V 0", 4 (9u€7)V 0", + (9,8°)V 0", + (90, )", .
Des weiteren gilt
op (§)(I7,v%) = (O (&I, )0, + 7, n ()07,
mit op ()17, aus (A.18) sowie
O (&), = 70,07, + (9,67)v", ,
was insgesamt auf

5D<§)Dﬂvau = goaU(vﬂvau - FZuva ) + (auéa)(vUvau - Fcpﬂ/va ) + (8V§o)<v,uvaa - Fﬁava )

p p p
_(80§p)FZuvap + (apgo)r;ptuvaa + (aual/gp)vap - (aual/gp)vap
— €0,D0%, + (0,67) Dy, + (0,8 Dy, (A21)

fiihrt, d. h. die Anwendung dieser kovarianten Ableitung respektiert die Tensoreigenschaft
beziiglich Diffeomorphismen. Mit (A.10) und (A.19) erhalten wir zudem

5L()\)Dﬂvay = 5L()\)V“vay — FZV5L<)\)Uap
= A4V’ = T0, A%,

= \4yD,° | A.22
b= v

so daf diese kovariante Ableitung auch die Lorentz-Tensorstruktur erhélt.

Die Verallgemeinerung auf Tensoren héheren Ranges ist offensichtlich: Sei z.B.
Wab 1 ein Tensor der Stufe (2,1) beziiglich Lorentz-Indizes sowie der Stufe (2,2) beziiglich

c po
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Raumzeit-Indizes, so gilt

ab pv _ ab pv w ab Tv v ab pt
DW= VW + D W T, + LW,
T ab pv T ab pv
_FApW c TO _F)\OW c pr
_ ab pv a db pv b ad pv d ab pv
- 8Ach0+wd)\cha+wd)\Wcpa+wcAdeo
w ab Tv v ab pr T ab pv T ab pv
+F)\TW c pa_'_F)\TW c po F)\pW c TO FAJW c pr
Insbesondere erhélt man mit (A.16)
a a TP L0
D,e", = V,e, Fwe p
_ a 14 b a
- vﬂe v 6 (vﬂe l/)e p
_ a a
= Ve, — Ve,
~ 0, (A.23)

d.h. das Vielbein ist per Konstruktion des Raumzeit-Zusammenhangs I'(e,w) kovariant

konstant, so dak der Isomorphismus e, mit der kovarianten Ableitung kommutiert:
Dy, = e, D,v, = e" Vv, .
Wegen

5D (S)Dueau = gpapDueau + (8M€p)Dpeau + (8V§p)DM6ap
= 0

sowie
sL(A)Dye?, = N4 D,e’, =0
ist diese Aussage eichinvariant, und sie gilt nach (A.3) in analoger Weise auch fiir das

inverse Vielbein.

Um dies einzusehen, beweisen wir kurz die Giiltigkeit einer Produktregel fiir die
kovariante Ableitung, die wir im Verlauf der Arbeit noch des 6fteren anwenden. Seien

Ty, sowie T %, .7 Tensoren der Stufe (k1) bzw. (p,q) be-

Vl...Un 01...0s
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ziiglich ihrer Lorentz-Indizes sowie der Stufe (m,n) bzw. (r, s) beziiglich ihrer Raumzeit-
Indexstruktur. Werden diese beiden Tensoren nun iiber einen gemeinsamen Raumzeit-Index

kontrahiert, so dak o.B.d. A. v, = p; = 7 sei, so gilt

ail...ag M1 C1...Cp TP2...0r
D, (TI by...b 1/1...1/n_1TT2 di...dg 01...03)

_ aj...ap M1 C1...Cp TP2...0r
- (D)\Tl by...b; ul...unflr)TQ dy...dq 01...05

+ VUn Tal...(lk M1 C1...Cp TP2...Pr
AT 1 by...b; V1..Vn—1VUn" 2 dy...dq 01...05

ay...ap K1 fhm
+T1 by...by

V1e.Un—1T

C1...Cp TP2...0r
D/\T2 dy..d

1...dq 01...05

_qal..ag A1 o T Cl...Cp p1...pr
Tl bl...bl V1..Un—-1T P)\pl T2 dl...dq 01...0s

_ aj...ag M1 C1...Cp TP2...0r
- (D)\Tl by...b; ul...ynflr)TQ dy...dq 01...05

ai...ay W1 o
+T1 by...b;

V1..Un—-1T 01...05 °

D,\TQClmcpdl...qumepr
Analog gilt fiir die Kontraktion flacher Indizes mit 0.B.d. A. b = ¢; = e:

ai...ap B1e-pom €c2...Cp p1---pr
D, (Tl b1...bj_1e 1/1...1/nT2 dy...dg 01...03)

_ ai...ag P1-eofim €ca...Cp p1---pr
- (DAT1 b..bj_1e 1/1...1/n)T2 di...dg 01..05

by aj...ay 1o fom ec2...cp Pl---pr
—We ) Tl b1...bj_1b; Vi...Un T2 dy...dq 01...0s

ai...ay 1o eca...Cp PLeePr
_'_Tl by...bj_1e Vi...Un DATQ dy...dq 01...05

_mai..ag 1. hm e C1C2...Cp pP1.-.Pr
Tl b1...bl,16 Vi...Un w Cl)\ T2 dl...dq 01...0s

o ai...ay 1o eca...cp pPL.ePr
- (DATl b1...bj_1e ul...un)TZ di...dgq 01...05

ai...ay 1o eca...Cp PLe-Pr
_'_Tl by...bj_1e Vi...Un DATQ dy...dq 01...05

b by

mit w, ', = —w',.

Man ersieht sofort, dafs bei mehreren Indizes gleichen oder unterschiedlichen Typs blofs
eine entsprechende Anzahl kompensierender Zusatzterme zu ergéinzen ist, die sich dann in
analoger Weise gegenseitig wegheben, so daf sich die Aussage in offensichtlicher Weise ver-
allgemeinert. Als Spezialfall erhélt man die Produktregel fiir die O(4)-kovariante Ableitung

V...
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Damit haben wir dann

DAL=V, = 06,0 +w,C0.l+ wbcﬂéac

a pc

_ b b
- wau+wau

= DH<6 Vebu) = eaVDHebu + (Dﬂeay)ebl/

o b v
= e ,Dye”,

woraus fiir ein regulires, nicht-ausgeartetes Vielbein, dessen Inverses existiert,

Dye,” =0 (A.24)
folgt. Zudem ergibt sich dann
D)\Wabc“’;o = ed”ee”efpegoD,\Wabcdefg
= ed“ee”efpegav,\Wabcdefg ,

wobei wir wie {iblich vermoge des Vielbeins Raumzeit-Indizes in Lorentz-Indizes iiberfiihrt

haben geméfs

abde . d e p_ o ab pv
W5y =t efe W

Dariiber hinaus impliziert die kovariante Konstanz des Vielbeins nach (A.5) unter Ver-

wendung der Produktregel wegen

Digur = Dile",€",na)
= (Dxe",)e" nap + €, DA€, 1)
= (D)\eau)ebynab + e“M(D,\eby)nab + e“uebVDAnab
=0 (A.25)

mit D1 = Vaneg = 0 die Metrizitit des Zusammenhangs, die ja in der metrischen
Formulierung der Allgemeinen Relativititstheorie durch Festlegung auf den Levi-Civita-

Zusammenhang von vornherein gegeben ist. Unter erneuter Verwendung der Produktregel
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folgt dann natiirlich auch die kovariante Konstanz der inversen Metrik, so daf die Umwand-
lung des kovarianten Index der kovarianten Raumzeit-Ableitung in einen kontravarianten

(und umgekehrt) in folgendem Sinne wohldefinert ist:
D', = ¢""Dyv, = D,v" .

Fiir die O(4)-kovariante Ableitung V = 0 + w hingegen gilt dies nicht.

An dieser Stelle fithren wir noch kurz eine Operator-Notation fiir kovariante Ablei-
tungen ein, die sich im Verlauf der Arbeit als niitzlich erweisen wird. Da héufig kovariante
Ableitungen von Feldern funktional nach diesen zu differenzieren sind, mochten wir die
kovariante Ableitung, die auf einen beliebigen Raumzeit- und O(4)-Tensor wirkt, als ma-
trixwertigen Operator schreiben. Dazu versehen wir das Symbol D,, von links nach rechts
mit den entsprechenden Lorentz- und Raumzeit-Indizes, wobei die festen Indizes, die die
Komponenten des Tensors nach der kovarianten Ableitung bezeichnen, links von den Kon-

traktionsindizes stehen; dabei stehen in beiden Indexmengen die Lorentz-Indizes wiederum

ai...ay Moo fim,

by by 1w, €0 Lorentz-Tensor

jeweils links von den Raumzeit-Indizes. Sei also T’

der Stufe (k,1) sowie ein Raumzeit-Tensor der Stufe (m,n), so gilt

ai...ag 1 - o ai...ag 1 e o, dy...d; 01...0n, rACL...Cl P1---Pm
D)\T by...b; Vi..Un D}\ by...b; V1...UnCl...Ck Pl--Pm r dy...d; 01...0n
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mit

D aj...ap L1 e, dy...d; 01...0n
A by...b; V1...UnCl...Ck Pl--Pm

a a d d o o
= 0" 0% 0 Oy, 01, 0,7 0y, 7O

a a d d, o on, a4

+0 262...5 kckébl 1---5171 Lgulm...(wmpm(;yl 1"‘5un %) 1c1>\
a a a d d, o on, a

_|_5 1015 363...5 kck5b1 1---5bz 15H1p1 "'(wmpmém 1...51/” no 262)\4_
a aj_ d d, o on, a

HO0M 0T 0y Oy, O O, 0,7 0, T w R g

a a d d, o o d
+0 161 ) kck5b2 2 '51)1 Lglnpl .. .5Mmpm5V1 .. ‘5un nwbl 1)\ 4+ ..

a a d di_ o o di—1
+0 Yoo -0 kaébl L '551—1 l 15“101 o '(wmpmém b '5vn nwbz—1 A

a a d d o on M1
N0 LR LN BN ST TR L SRR S VNI

Ap1
a a d d m— o on T
+0 161...5 k0k5b1 1 "'5171 15‘“,)1---5“ 1pm715V1 1 ...5% I‘)\;ﬂm

a a d d o on 0
—0 Yoy -0 kaébl b '51)1 lampl o '(wmpmaw 2o '5Vn nr)\zlq -

a a d d, o Op—1T70
Y IR SN LN AL CINY T SN SRS v

Vn—1 Avp °

Die analoge Schreibweise fiir die O(4)-kovariante Ableitung V, ergibt sich aus der An-
wendung auf einen reinen Lorentz-Tensor, so dak dann die Terme mit dem Raumzeit-
Zusammenhang I' sowie alle Kronecker-Symbole mit Raumzeit-Indizes wegfallen. Da sich
die Wirkung von Ffw auf kovariante Tensoren gerade durch ein Vorzeichen von derjenigen
auf kontravariante Tensoren unterscheidet, gilt fiir die Kontraktion der kovarianten Ab-
leitung eines Tensors von der obigen Form mit einem Tensor M, - VieVnyom

ai..ay K1 fim

Lorentz-Rang ([, k) und vom Diffeomorphismusrang (n,m) bei partieller Integration

4 by...b; Vi...Un aj...ag K1 fom
/d z Mal...ak Pl o DAT by...b;

Vi...Un

o 4 by...b; V1...Un aj...ag 1. o dy...d; 01...00,C] ...Ck P1---Pm

- /d x Mal...ak 1 e o, D)\ by...b; V1...UnCl...Ck Pl---Pm r dy...d; 01...0n
_ 4 dy...d; 01...0n041...0k 1. by...b; V1...Un C1...Ck P1---Pm

- /d x(D)\ c1...cp, Pl -Pm by...by 1/1...1/nMa1...ak Pl fhm )T dy...d; o1...

4 di..d on P
= [AD T
d. h. unter dem Integral gilt in dieser Schreibweise

D aj...ap K1 fom dy...d; 0100 _ D dy...d; 01...0na] ... 1o,
A by...b; V1...UpCYl...CE P1---Pm Acy...ck P1---Pm b1...b; Vi..Un °

On
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Um nun die physikalische Bedeutung von (A.23) noch etwas besser zu verstehen, be-
trachten wir einen Vektor v#(z) € T,(M), den wir lings eines infinitesimalen Vektors da#
parallelverschieben. Im Tangentialraum mit assoziiertem Zusammenhang I ist dies definiert

als
v (x + da) = ¥ (x) + dvH(x)
mit
ov'(z) = =T, (v)da"v? () .
Wir konnen diesen Paralleltransport aber vermoge
v(x) = e, ()" (x)

auch im lokalen Lorentz-System unter Verwendung des Spinzusammenhangs realisieren

gemif
v (x + dz) = v (z) 4+ v (x)
mit
' (z) = —w“b#vb(a:)d:c“ :

Wir werten nun Gleichung (A.1) an der Stelle z+dz aus, wobei v* und v* jeweils der obigen
Vorschrift entsprechend paralleltransportiert werden und zudem das Vielbein e?,(x + dz)

um x entwickelt wird. Damit erhalten wir

v(z +dr) = €, (v +do)oH(zr + dz)

= (e (2) + (-, (2))daT) (v (z) — T, (x)dz"o"(x))
= 0"(x) + (9pe”,(x) — Ih ()€, ())dzlv" (x) + O(da?)

I

a KB La a b _ a
& e, —Th,e, twh,e’, = Dy, =0

lea
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fiir beliebige v* und beliebige, infinitesimale dx*. Wir sehen also, daf die kovariante Kon-
stanz des Vielbeins tatsichlich dquivalent ist zur Vertriaglichkeit des Paralleltransports mit

dem durch das Vielbein realisierten Isomorphismus. Die Gleichung
v (z +dz) = e’y (x + da)v" (x + dx)
ist also nur dann konsistent, wenn das Vielbein ebenfalls paralleltransportiert wird geméf
e’ (z +dz) = ¢ () + 0 (2)
mit
o (x) = (Th ,(z)e” () — w“ba(x)ebu(:p))dx" :
Die Eichinvarianz von (A.23) impliziert, daf die Vertréglichkeit dieser beiden Formen von

Paralleltransport unter Eichtransformationen erhalten bleibt.

Mit Blick auf (A.18) stellen wir weiterhin fest, daf durch die Antisymmetrisierung

Ty, =217, (A.26)
ein Tensor definiert wird, da dann wegen 8[M8V]§A = 0 der storende Term im Transforma-
tionsverhalten (A.18) unter Diffeomorphismen gerade wegféllt. Diesen Tensor bezeichnet
man als die Torsion des Raumzeitzusammenhangs I', und diese Grofe besitzt eine
schone, anschauliche geometrische Bedeutung. Dazu betrachten wir wie in Abbildung A.1
dargestellt zwei infinitesimale Vektoren v#(x) und w*(z). Nun bringen wir v* iiber Paral-
leltransport vom Punkt x zum Punkt x + w und addieren ihn zu w*(x) hinzu, was in der
Abbildung dem Weg I entspricht. Anschlieffend subtrahieren wir das Resultat der gleichen
Prozedur, wobei wir allerdings v und w vertauschen, so daf dies gerade durch den mit 77

bezeichneten Weg gegeben ist.

Nach den vorangegangenen Ausfiithrungen wissen wir nun, wie der Paralleltransport zu

realisieren ist, ndmlich gerade geméfs

v (r +w) —v'(x) = =T, (2)w’ (2)v° (v)
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11 P

wh(x)

Abbildung A.1: Fiir nicht-verschwindende Torsion schliefen vermoge Paralleltransports
konstruierte Parallelogramme im allgemeinen nicht.

bzw.
w'(z +v) —w'(z) = =% (2)v”(z)w’ (7) ,
so daf sich der Kommutator dieser beiden Vorgéinge zu

(w(2) + 0" (2 +w)) = (v"(2) + w"(z +v))
= vz +w) —v'(z) = (w(z +v) —w(z))
= —(I% (x) = T¥ (2)w’ ()0 ()

= T, (x)v"(z)w’(z)

ergibt. Die geometrische Aussage ist nun also folgende: Bei nicht-verschwindender Torsi-
on schliefen vermoge Paralleltransports konstruierte Parallelogramme nicht. Versieht man
den R? mit einem nicht-symmetrischen Zusammenhang Ff;u # Fﬁu, so ist Abbildung A.1
wirklich eine exakte Darstellung dieses Sachverhalts.
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Im metrischen Zugang hingegen schrinkt man sich a priori auf den Levi-Civita-Zusam-
menhang ein, dessen zweite definierende Eigenschaft neben der Metrizitit ja gerade die
Torsionsfreiheit ist. Dieser Zusammenhang lifst sich dann in eindeutiger Weise durch die
Metrik ausdriicken, was auf das Christoffel-Symbol

)\T(augﬂ/ + anT,u - 87—9;11/)

1
A
FLCMV - ig
fiihrt, das offensichtlich symmetrisch in den beiden unteren Indizes ist. Dies stellt also
die entscheidende Verallgemeinerung der Einstein-Cartan-Theorie mit dem nach (A.16)
konstruierten Raumzeit-Zusammenhang I'(e,w) gegeniiber dem metrischen Zugang mit
dem Levi-Civita-Zusammenhang I'1¢(g) dar: Wihrend beide Zusammenh#nge metrisch

sind, erlaubt ersterer im Unterschied zu letzterem nicht-verschwindende Torsion.

A.2 Die Beziehung zum metrischen Formalismus

Wir wollen nun eine Verbindung zwischen diesen beiden Formulierungen herstellen. Dies
ist auch niitzlich im Hinblick auf die klassische Theorie, der das erste Kapitel der vorlie-
genden Arbeit gewidmet ist, und die durch sie beschriebene Dynamik. Zu diesem Zweck
wiederholen wir kurz die wichtigsten Definitionen und Eigenschaften der zentralen Objekte
im Metrik-Zugang. Wie iiblich werden natiirlich unter Verwendung der Metrik bzw. ihres
Inversen kontra- in kovariante Raumzeit-Indizes iiberfiihrt und umgekehrt. Das zentrale
Objekt zur Beschreibung der gravitativen Wechselwirkung ist der Riemannsche Kriim-

mungstensor

RLC,uVAp<g> = aHFLCV)\p - 8VFLC,LL)\p + FLC/.L)\UFLCI/JP - FLCVAO'FLC/fp .
Offensichtlich gilt

RLC,uVAp = _RLCI//J,)\ (A27)

o

Weitere Symmetrieeigenschaften dieses Tensors sind durch

RLCpuAp = _RLC;wp)\ ’ (A28)
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die Paarsymmetrie

RLC;U/)\p = RLC)\p,ul/ (A29)

sowie die 1. Bianchi-Identitit

RLC;W)\p + RLCupA,u + RLCpﬂ)\l/ =0 (A30)
gegeben, die nach (A.28)
Ry, = 0
= &'ﬂyp)\RLCﬂyp)\ =0 (A31)

impliziert [84, 85]. Durch Kontraktion des kontravarianten mit dem ersten kovarianten

Index in (A.27) erhédlt man den Ricci-Tensor

RLC;W = RLCAﬂA (A32)

v
der aufgrund der Paarsymmetrie (A.29) symmetrisch ist:
RLCHV = RLCV;L :

Kontrahiert man diesen Tensor nun seinerseits mit der inversen Metrik, so erhilt man den

Kriimmungsskalar
RLC = ngRLC;w . (A33)

Betrachtet man reine Gravitation ohne Materieankopplung, so sind die Bewegungsglei-

chungen durch die Einstein-Gleichungen im Vakuum
1
RLC;,LV - éRLC my +A Guv = 0 (A34)

mit der kosmologischen Konstanten A gegeben.

Wir kehren nun zur Einstein-Cartan-Theorie zuriick und betrachten diese fiir verschwin-
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dende Torsion, d. h. es sei
A _
T, (e,w) =0. (A.35)

Das sind 24 Gleichungen, die sich nun nach den 24 Komponenten des Spinzusammenhangs
w = w(e) auflésen lassen. Dazu geht man in der gleichen Weise vor wie gew6hnlich bei
der Ableitung des Christoffel-Symbols (A.27) aus der Metrizitit des Zusammenhangs: Wir

schreiben (A.35) mit ey := €,7g» in der Form
2 ea,\V[“eaV} =0,
addieren eine zyklische Permutation von (Auv) und subtrahieren die dritte. Dies liefert

2(ear Ve, + eau Vipey — e Vine",))
= 2(ear0ue”, + eaudpe’y — eawipe’,))

bu - Wabuebu) + eau(wabuebA - uJab,\ebu) - eay(wab)\ebﬂ - Wabuebx)

+ea)\(wab#e
= 2(6(9\8[“6(11,] + eaﬂﬁ[,,e“A] — ea,ﬁue“ﬂ})
+6aA(WabM6bu - Wabuebu) + eap(wh, e’y — whre”,)
Fepu’ i €% — ennw’e, e’
= 2(6(9\8[“6(11,] + eaﬂﬁ[,,e“A] — ea,ﬁueaﬂ})
+ewu)“{webA — eaAw“byebM

= 0

b b
= earw € — €apwy, €
b
= 2enpwe "
= 2(earndjue”) + €anlpe’y — eapne’y)
b A b
= w®(e) = € (ewﬁ[ﬂecM + ec)\a[,,ecu] — ec,ﬁ[,\ecy})e v

= e“)‘ﬁ[ueb)\] + ebyﬁ[ye“ﬂ] — e“Aeb"(ﬁ[Aecy])ew , (A.36)

so dak fiir nicht-verschwindende Torsion in der Einstein-Cartan-Theorie alle dynamischen
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Freiheitsgrade durch diejenigen des Vielbeins gegeben sind. Nach Ausdivision der sechs-
dimensionalen Eichgruppe O(4) verbleiben 16 — 6 = 10 physikalische Freiheitsgrade, was
genau der Anzahl unabhéngiger Komponenten des symmetrischen Tensorfeldes g, (z) im
Metrik-Zugang entspricht. Dabei haben wir in den obigen Umformungen die Existenz eines

inversen Vielbeins e/ vorausgesetzt.

Wir beweisen nun folgenden
Satz: Der Zusammenhang T, (¢) = '}, (e,w(e)) = e,N(9,e%, + w%,(e)e’,) mit w™ (e) aus
(A.36) ist identisch mit dem Christoffel-Symbol T'; 7, (g) der Metrik g,, aus (A.5).

Beweis: Mit g, = e“ﬂebynab gilt

1
Ffw(e) = ¢, [Oue", + §eap(auebp — Dpenu)e’, + e’
1 a,
—5¢ ?(9,e", — 8Vebp)ebu}
1
= ea)\ [@e“u + §€ap<augpv - ebpauebu — OpGuw + ebuapebu)

1
+0[V6“M - §eap(apgvu - ebuapebu — OuGpu + ebpavebu)}
1 1
A a a a a
= ¢,'[0ue", — 58“6 T opet, — 56,,6 P
1
+§eap(ebuapebu + %, Dpey)

1 a,
_'_56 p<augﬂl’ - apgw/ - apglw + augpu)]

1
= 59)\/)(8 Guv + 8ugpu + 8ygpu -2 apg;w)

1
- 59)\p(8ugpu + 8ugpu - 8pg;w)

= Tiehlo). (A.37)

In diesem Sinne sind also die beiden Formulierungen fiir verschwindende Torsion wirklich

dquivalent.

Um die Beziehung zwischen den Kriimmungstensoren F“bu und RLC"WJJ ab-

v

zuleiten, die diese Aquivalenz der Raumzeit-Zusammenhinge impliziert, driicken wir nun

vermoge Inversion der Beziehung (A.36) den torsionsfreien Spinzusammenhang durch den
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zugehorigen Raumzeit-Zusammenhang I'(e) aus geméf
wab(e):(_a —I—GAF)\()) bl/.
Mit der Definition (A.11) erhalten wir dann den zugehéorigen Feldstirketensor zu

F“bw(e) = (0[Mw + Wi w by])

= 2[0u((—0ue”, + % T7,)e™)
+(—=0p.e” , e UI“[’W)GC (=0 e’y + ecTI’Zp\)eb)‘]

= 2[<a[u€ap>8l/]€bp + (e, i]p) - eaor?upal/]ebp
(0%, (D) e Le™ — P07 (e’ )Fﬁ
—e eb)‘I’[Mp L0, €% + e ePor AN NG }

= 2[(Je p)&,]eprr (Oue”, g]p)e —e% 0, e
—(Oue”, )0,1€" — (0}, )F”Me
+e” F[Mp&,]eb” + e ebAFﬁwFlp,} ]

= 2 eb"(ﬁ[MI’p +17 T7, )

[pr vlo

unter Verwendung von 0,7, = 0, was mit I}, (e) = Ty (g) fiir Torsionsfreiheit nach
(A.37) auf

Fabuu(e) = 26apeba(8[ﬂFLClﬁo + FLC[ZTPLCJjO')

= eapebJRLCuupa (g)

mit g, = e*,€’ 7 und der Definition (A.27) des Riemannschen Kriimmungstensors fiihrt.

Die Umkehrung liefert dann fiir torsionsfreie Zusammenhénge w = w(e) die Beziehung

RLCMVpO'(g) = eapebUFab;u/( ) Fr, ( ) (A38)

opy

Definieren wir noch fiir allgemeine Spinzusammenhénge - also insbesondere fiir solche,

die nicht notwendigerweise auf verschwindende Torsion fiithren - den Tensor

F (w) = eb”F“bW = eb”Fb“W (A.39)
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sowie den Skalar
o w, viab o __ ura
F(w) :=e/le)F = e,

so gelten im torsionsfreien Fall nach (A.38) fiir den Ricci-Tensor und den Kriimmungsskalar

die Beziehungen
ab a
RLC;W = ea”ebVF o — Fﬂeau
und
Ric=F.

Fiir allgemeine Raumzeit-Zusammenhénge F;\L (e,w) mit F’\ 7& 0 fithren wir nun noch ein
Analogon zum Riemannschen Kriimmungstensors ein gemafé
A )\ A A To A o
R, ,(e,w) =00, -0, + 1,17, —T, I, . (A.40)
Wir wollen an dieser Stelle noch eine niitzliche Formel angegeben, die die Beziehung zwi-

schen dem Spinzusammenhang einerseits sowie dem Vielbein und der Torsion andererseits

prazisiert. Dazu definieren wir den Kontorsionstensor

a 1 a a, a,
K, o= 5 (T = e en Ty, + enT5,) (A.41)
und es gilt nun
wabu = w“bu(e) + eb”wa : (A.42)

Wir beweisen diese Formel, indem wir sie mit e;, kontrahieren und anschliefend p in v

umbenennen. Dann gilt zunéchst

wabu(e)ebu — eaA(ﬁ[ﬂeb)\])eby + 6[,,6% — ea)\(a[Aecy])ecu



Eine kurze Einfiihrung in die Einstein-Cartan-Gravitation 311
und damit
sz = %(T“ — e ebuT + e“peb,,Tb )
= % [0, — dye’, + w“,weby — w“byebu
—e“)‘ebu (6Veb)\ —Ohe, + Wb, ety — wbc/\ecy)
+eey, (8Aeb“ — 0" + wbc,\ecﬂ — wbcﬂecA)}
= —0pe, + e“)‘(apeby})ebu — eaA(ﬁ[ﬂebA])ebu
—l—% (W€’ — w“byebu — W™ e + wWonepue’, e + wWhpenel e — Wl enuen)
= —w” (e)ew +w”en (A.43)

was nach Multiplikation mit einem inversen Vielbein die Behauptung beweist.

Wir berechnen nun den Kommutator zweier kovarianter Ableitungen der Form

(A.20) eines Objektes mit einem kontravarianten Lorentz-Index sowie einem kovarianten

Raumzeit-Index. Da diese sowohl den Spin- als auch den Raumzeit-Zusammenhang enthélt,

wird in der Lie-Klammer neben dem Feldstirketensor (A.11) auch der gerade definierte

Raumzeit-Kriitmmungstensor (A.40) auftreten. Explizit erhalten wir

[Dy., DJv°,
= 2D(0v°, + W’ — T ,0%)
= 2[8[ (O, + w“by]vb V]pvao) +w b[u( V]v +w w]v
[0, (0,07, + W, 0" opV%) — I7,,(0 o+wbl/]va

be ¢
= 2[(8[ﬂw byl)v o+ W e, — I‘[W]Dav p

_(a[urzp)vaa - [ v vaﬂ')]

ot vlp
o a o a o ..a
- Fbul/ - T“VDO—U p - R,UJ/ PU o

Des weiteren berechnen wir noch

D, DQ]vap = (D"[Dy, D} + [D,, D,] D" )v*,

Pg}pv
— FZ}JU

)
*)]

(A.44)
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Zunachst ist

Dy,.Dy Dyv°,

= 0Dy D", 4wy, Dy Dav®, — T7,,;De Dy,
—I7,,DyDo", — T7,, D, Dyv",

= 0,(0,) D", +w b,,]DAUb — I\ Dov", = Iy, Dyv",)
+w, (0 DAV’ + W', Dyve, — T, Dgt®, — T, Dy,
—I%,,;Ds D",
—T7 (8 Dov®, + W, Do’ — T, Do, — T7) Dy, )

_F([L,p(al/] D)\Uao. + wabU]D)\va - FZ])\DT'UGO_ - FI/]UD)\,UaT)
1

" 1
= 2Fb/,LVD)‘U 2TﬂVD D)\U
— (0L ) Dov®, — (Op17,) Dav’,
[;LO'PVP\D 'U F[ Fy]pD)\'U r
1 a 1 g a 1 o
= 2FbWD)\v P éTWD(,D,\v P §R;w AD(,.v R;w pD)\v
= q” [D D ]Dw“p
= ¢ [F“bWDAvbp—T;VDJDAUGP—RW(’AD(,U - R, D], (A45)

woran sich zusammen mit (A.44) eine GesetzméBigkeit fiir die Anwendung eines derartigen

Kommutators auf einen beliebigen Tensor ablesen l&fst.
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Zusammen mit (A.44) ergibt sich dann

[D,, D*|v°,
= ¢ [DAF“vabp + F”;WDAvbp

~DyT9,D,v%, — T%,D,Dyv",
~DyR,7 v — R, \D,v", — R, , D]

uv pY o puy A uv p
o vA a b a b
= g [(D)\F bw)v ,+ 2F bWD)\v p

—(DaT7,) Dov’, = T7,(DrDo + Dy Dy)v°,
—(DaR,} 0% — R, \Dgv, — 2R,7 ,Dv" |

Hv o p wvop
- gVA [(DAF%;LV)vbp + 2FC§);WD)\vbp o (DAT;Z/ + RuVJA)DUUGp
—(DARMVOp)’Uaa - 2RMVUPD)\’UGO

—T7,([Dx, D] + 2Dy D)) 0"
= g (DAFS, )0, + 2F,, Dy’ — (DT, + R0\ ) Dv"

buv buv (TIZ2DN P
o a o a
—(D)\RMV p)v P QR;W pD)\U p

—T7,([Dx, D] + 2Dy D)) v"]
= gM(DAFS, )0 + 2F5,, Dy’ — (DAT], + R, ) Dyv"

buv buv (TP P
o a o a
_<D>‘RW/ p)v c QR;W pD)\U .

_T;V(Fab)\avbp - T)TJDTUG/) - R)\JT pvar) - 2T;VDUD)\'Uap:|

= ¢ [(Dy\F —F%Angy)vprrZF Dw”p

_<D>\T/jl/ + R,ul/o)\ - T;IUT)?T)DUvap
_<D>\Ruuap - TZL—VR)\TUP)UGO'

—2R,,7 ,Dyv’, — 217, Dy Dyv°, |

pv p
= (DVF%);W - FOZ) I;Tgu>vbp + 2F%puDyvbp

_<DVTZV + RMVJU - gVAT;uT§T>DUUap
_(DVRMVO;) - T;IVRVTOp)vaU

—2R 7 ,D"v", — 2T5,D,D"1", (A.46)

wop

a a
buv buv

wobei wir im vorletzten Schritt noch einmal (A.44) eingesetzt und zudem wieder die Pro-
duktregel benutzt haben.
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Zum Ende dieses Abschnittes mochten wir noch das Levi-Civita-Symbol einfiihren

und kurz einige niitzliche Identititen angeben. Zunéchst sei in jedem lokalen Lorentz-

System der auf dem R* wohldefinierte total-antisymmetrische Tensor £%¢¢ mit 923 =
+1 = g¢123 gegeben. Er erfiillt die iiblichen Relationen
abeacl? = ((6,°0,76.9 +6,76,96,¢ + 6,96,
~6,0,%0, —6,76,%6,9 —6,96,75.°) (A.47)
= eagpeasT? = 20(6,55," —6,76,°) (A.48)
= el = 6¢9,° (A.49)
= Eapeac™®? = 24C . (A.50)

Man beachte, daf sich blof an dieser Stelle die bisherigen Ausfithrungen fiir Lorentz-
sche und euklidische Signatur der Mannigfaltigkeit unterscheiden, was sich in ei-
nem relativen Vorzeichen der Relation (A.47) sowie der aus ihr abgeleiteten Beziehungen
(A.48) - (A.50) niederschligt. Fiir Lorentzsche Signatur folgt ndmlich aus der Orientierung
g2 = +1 durch Kontraktion mit {n,} = diag{—1,1,1,1}, daR g3 = —1 gilt. Wir
haben dies in den Relationen durch einen entsprechenden Faktor ¢ derart beriicksichtigt,

daf ¢ = +1 die euklidischen und { = —1 die Lorentzschen Identitéten liefert.

Der Levi-Civita-Tensor induziert eine Orientierung der Raumzeit-Mannigfaltigkeit,
und mit seiner Hilfe konnen wir unter anderem die Determinante des inversen Vielbeins in

der Form

-1 _ _0_1_2_ 3_abcd
e =€, € €. €45¢

schreiben, was die Definition der e-Tensordichte
etP? = e ea“eb”ecped”e“de (A.51)
motiviert. Multiplikation mit zwei inversen Vielbeinen liefert

puvpo ¢ .d w,, v_abed
etPoel e, = eelle, /e, (A.52)

lea
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woraus unter Verwendung von (A.49)

6“”p”e“peboeabcd = 2(eete)(6%0°%, —6%0°)
= dCeeley (A.53)
und somit
w, v [N AN C nvpo c d
e(el'e,” —ele)) = 5" Eabeac” €% (A.54)

folgt. Eine weitere Kontraktion mit e“ueby fithrt schliefslich auf

e(4-4—4) = 12e= %e“”p"eabcd e“uebyecpeda
= e = %g“”p"gabcd e“uebyecpeda ) (A.55)

Aus (A.3) ergibt sich analog zu der Variation inverser Matrizen die Variation des inversen

Vielbeins zu
Se = —et (6e))e,)" . (A.56)

Die Variation der Determinante bestimmt man wie in der linearen Algebra iiblich: Fiir eine

komplexe n x n-Matrix A mit ¢ € C gilt

det(e(aA)) _ eTr(aA) _ eaTrA

= det(l1 +cd) = 1+eTrA+0O(?),
womit sich fiir M € C, 4, und eine infinitesimale Variation dM in erster Ordnung

dIn(detM) = In(det(M + dM)) — In(detM)

. det(M + dM)
N det M

= In(det(M (M +dM)))
= In(det(1 + M 'dM))
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= In(1+ Tr(M'dM) + O((dM)?))

= Te(M'dM) + O((dM)?)
= dlIn(detM) = ﬁd(detM):Tr(M_ldM)+(’)((dM)2)
= d(detM) = (detM)Tr(M~'dM) + O((dM)?)

ergibt. Somit erhilt man fiir die Variation der Determinante des Vielbeins
de = ee,l'0e”, . (A.57)
Die Variation der Tensordichte #*?? verschwindet hingegen, da zunichst

0P’ = ¢ (ee)‘ea“eb”ecped” — e ete eLlLes” — ete e eLey”
—eley eleled” — el ey eLeq e, e l5el

_ (guupaeeA o gkupaeeu . guApaeeV . guuAaeep o guupAeea>5ee)\

gilt. Sind in diesem Ausdruck nun alle Indizes u, v, p, o verschieden, so liefern die zu sub-
trahierenden Terme von links nach rechts jeweils einen Beitrag fiir A = u bzw. A = v bzw.
A = p bzw. A = 0, was zusammen gerade den ersten Term kompensiert. Seien weiterhin
mit 0. B.d. A. © = v genau zwei Indizes gleich, so liefern von den fiinf Termen blofs zwei
Beitriage, und zwar gerade die ersten beiden der vier zu subtrahierenden Terme, in denen
jeweils einer der beiden gleichen Indizes durch den Summationsindex A ersetzt wird. In

unserem Beispiel ergibt sich also ohne Summation iiber den doppelten Index p = v

Sehmpo (—z—:)‘“p"ee“ _ 5“)"’066“)566/\
— HAPO [, b HAPT , P S o€
= (et — et M) be’
= 0.

Sind schlieflich mehr als zwei Indizes gleich, so verschwindet jeder einzelne der fiinf Terme.

Wir erhalten somit wie behauptet

semrr = (A.58)
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was insbesondere
O\etP? =0 (A.59)

impliziert.

Die Tatsache, dafs die Tensordichte ¢**?? die Orientierung der Mannigfaltigkeit erfafst,
14t sich auch an der Gleichung

" dgt A dz? Adad Adat = da? A da? Ada? A da?

fiir die orientierte Volumenform ablesen. Diese Identitit besagt, daf die Levi-Civita-
Tensordichte wie ihr Pendant im flachen Minkowski-Raum einer Permutation der Index-
menge {1;2;3;4} (im Euklidischen) das entsprechende Signum zuordnet. Aus dieser Dar-
stellung des Levi-Civita-Symbols ist zudem unmittelbar ersichtlich, daft die Tensordichte

eMP? unabhéingig von dem Vielbein e, (z) und somit r,-unabhéingig ist.

Damit beenden wir diesen einfiihrenden Abschnitt zu den Grundlagen der Einstein-

Cartan-Theorie.






Anhang B

(Anti-)Selbstduale euklidische

Zusammenhange und Feldstarken

Den Hauptgegenstand dieses kurzen Kapitels bildet der Beweis eines Satzes, auf den
bei der Diskussion der Holst-Wirkung Bezug genommen wird. Zuvor wollen wir jedoch die
dafiir erforderlichen Begriffe einfiihren. Ein Lie-Algebra-Element Q% = —Q% € 0(4) heit
selbstdual, wenn es Eigenvektor des Dualitdtsoperators x beziiglich der Lorentz-Indizes

zum Eigenwert 41 ist, also

%e“bcdgcd = Q. (B.1)

* Qb=
Ein anti-selbstdualer O(4)-Tensor hingegen besitzt den Eigenwert —1. Wir bezeichnen
dabei diese Operation mit x, um sie von der Hodge-Dualitét zu unterscheiden. Diese wirkt
auf Raumzeit-Indizes und ist beispielsweise in dem Sinne mit dem Integral vertriglich, da
sie iiber dieses ein inneres Produkt fiir Differentialformen definiert. Sie wird gingigerweise

mit dem Symbol * bezeichnet.

Wir definieren nun die Projektoren W& := 1(1 £ ) auf diese beiden Chiralititen, und
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es gilt enstprechend

1 1
W(i)abcd _ §(nac77bd + 58aLbcd)7 (BQ)
Ci 1 a 1 al C 1 Ci
= Wby &Eed o = 1(77 R € bea)(n [J?df} + € f)
1 a b 1 ab 1 ab 1 a b a b
= ey E e ey £ e Wep 2000y — 0" 1))
= Z(na[enbf] + gabef + na[enbﬂ)
1 a 1 a
= 5(77 TE- € )
= WP, (B.3)
a Ci 1 a 1 a 1 a 1 a a
= W& el o n N 5¢ by F € by — 57 1 —nm'e))
1 a b a b
= 1(77 s — T eN f})
= 0. (B.4)

unter Verwendung der euklidischen Relation fiir die e-Kontraktion. Zudem gilt W&, =

Wb bei Anwendung auf einen antisymmetrischen Tensor. Die beiden Unterriume

sind nach (B.4) orthogonal, und man kann nun einen beliebigen algebrawertigen Tensor

eindeutig in eine selbstduale und eine anti-selbstduale Komponente zerlegen, geméf

Qab — Q+ab + Qfab 7

mit
1
Qiab — W(i)abchcd _ §<Qab 4 *Qab> ) (B5)
Wegen
ab 1 ab cd ef 1 a b a b cd 1 ab ba ab
** () 218 cd€ % eS) :§(nc77d_77d77c)9 25(9 ) =0 (B.6)
folgt dann
1
wre = Lo oy — Lige oy - 1l ge gy = sore . By
2 2 2
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Fiir eine Lorentz-Signatur sind die Eigenwerte £1 (anti-)selbstdualer Zustdnde durch =+i
zu ersetzen, da dann der Faktor ¢ auf der rechten Seite von (A.48) sein Vorzeichen dndert.
Identifiziert man nun Q% mit dem Spinzusammenhang w®, bzw. mit dem Feldstéirketensor
Fab

der (anti-)selbstdualen Komponente des Spinzusammenhangs gegeben, d.h. es gilt der

vy S0 ist die (anti-)selbstduale Komponente der Feldstérke gerade durch die Feldstéarke

folgende
Satz:
Fab (#) _Fab (£) B.8
w (W) =F7 W) (B.8)
Beweis: Zunichst ist
(£) 1

F*, (w) = §(FabW(w) £ F, (W)

= a[uw“by] + 8[M * wz]b + wac[uwd)y} + *(wac[uwd)y})

a. (:l:) a Cl a C
= 20w+ Wy £ x (W)

sowlie

() b (F)

Fabw,(w(i)) = 28[ﬂwab,,} * + Qw“c[u(i)w v

so dafk sich also die Behauptung auf

& (N£xN)?,, = 20, Bt )

reduziert, wobei wir auf der linken Seite noch die Definition

ab . .a cb
N py — W c[ﬂw V]

eingefithrt haben. Nun gilt fiir die rechte Seite

a C (:l:) 1 a C a Ci a Cl a Cl
2w, ™, = o e P A (k) * w0y £ ((*w )W)+ Wiy x W bvl)]

= P®,+ Q“”W (B.9)
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mit

sowie
(O )oo™) + 0 e %0y -
Unter Verwendung der euklidischen Identitit

ete%rg = =" NaTeg + 0" Magne” + 1% e
1" Nages — 1% 0 Neg — 0 gMayne”)

ergibt sich dann fiir den Anteil P”’;W aus (B.9), der beim Ubergang von selbstdualen zu

anti-selbstdualen Zusammenhéngen sein Vorzeichen nicht &ndert, gerade

1 1
Pab;u/ — §<wac[uwcby] + ZgacdegcbfgWde[wagy])
1 a c 1 ab, c a e a
= Gl = 0 a0 + )
1 a c a c
= W e + e
a cb
= Wiy
— ab
= NY,.,

da die Antisymmetrisierung de[ﬂwcd,,] verschwindet. Fiir

1

QU = (™) + g o™y
1
= Z(&?acdewde[uwd’y]—5bcdewde[uwc“y}) (B.10)

untersuchen wir schlieflich die moglichen Beitrage der Summe auf der rechten Seite fiir

gleiche sowie fiir verschiedene feste Indizes a und b. Im Falle a = b verschwindet (B.10)
.. . . . (lb . ba . . .

natiirlich aufgrund der Antisymmetrie Q*°,,, = —Q" . Sei nun a # b, so erhilt man einen

Beitrag fiir d = b oder e = b im ersten Term bzw. fiir d = a oder e = a im zweiten Term,
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so dafs

1
a b  be c a b d cb cba | a e cb @ q d
7 (B e ) e )+ e guwa)) eV W)
1
= i(eabcdwcb[ﬂw
1
ab c
= 55 cdW elu

bd ab c ad
V] + &7 caw a[pW 1/])

ed
w l/] )

da fiir nicht-verschwindende Beitréige (e # ¢) A (e # d), also (e = a) V (e = b) gelten muf.
Hier sind natiirlich die mehrfach auftretenden festen Indizes a¢ und b nicht im Sinne einer

Summation aufzufassen. Mithin gilt

Qab _ *Pabuy = *Nab

pv 72

so dafs damit die Behauptung bewiesen ist. Es sei allerdings darauf hingewiesen, daf im

allgemeinen
ab (£) ab (£)
F ;u/(a W ) 7£ aF nv (w)

gilt, da der Feldstirketensor nichtlinear vom Spinzusammenhang abhéngt.






Anhang C

Die Hintergrundfeld-Methode

Das zentrale Objekt in storungstheoretischen Zugingen zur Quantenfeldtheorie, aus
dem unter anderem die Propagatoren fiir Feynman-Diagramme abgeleitet werden, ist die
sogenannte effektive Wirkung I", die ein Funktional der Vakuumerwartungswerte der be-
trachteten Quantenfelder darstellt. Sie wird aus dem erzeugenden Funktional Z, das von
den duferen Quellen abhingt und ein Analogon zur Zustandssumme der statistischen Phy-
sik darstellt, konstruiert, indem man eine Legendre-Transformation beziiglich der &ufseren
Quellen auf W := —%an anwendet. Dies wird auch gleich noch im Detail ausgefiihrt

werden.

Im Zuge dieser Prozedur tritt nun folgendes Problem auf: Auch falls in der Pfadinte-
graldarstellung von Z eine eichinvariante klassische Wirkung exponentiert wird, so wird
die aus dem gerade grob skizzierten Verfahren resultierende effektive Wirkung I im all-
gemeinen nicht mehr invariant unter diesen Eichtransformationen sein. Zur Erlduterung
des grundséitzlichen Problems betrachten wir zunéchst einmal das erzeugende Funktional
einer Theorie, bei der ein Eichfeld AZ an Materie-Spinoren 1 und 1 gekoppelt wird. Es ist
gegeben durch den Ausdruck

Z1Je, € &, i = / DAYDCDC DDy exp {%(Sd [A, ), ] + Sgt + San + Ssource)}
(C.1)

mit den Quellen J7, £* und €9 fiir das Eichfeld und die Anti-Geist- bzw. Geistfelder sowie
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den (Anti-)Spinor-Quellen 7; und 7;. Erstere tragen Lie-Algebra-Indizes a, b, ..., wohingegen
letztere Indizes i, j, ... der jeweiligen Fundamental-Darstellung besitzen, z.B. 1 = 1, ..., N fiir
eine SU(N)-Yang-Mills-Theorie. Die zugehorigen Spinor-Indizes werden hier unterdriickt.
Weiterhin umfasse das Wirkungsfunktional Sq[.A,1,] sowohl die klassische Yang-Mills-
Wirkung des FEichfeldes als auch den Materieanteil, und wir setzen voraus, dafs dieses

invariant unter den Eichtransformationen

1 1
SAL = Eﬁu)\“+f“bcAZ)\cE§Du)\“,

i
oy = Ty,
oYy = —iNYTy, (C.2)

sei. Hierbei bezeichnet A\® den infinitesimalen Parameter einer solchen Eichtransformation,
g sei die Kopplung und f%¢ seien die total-antisymmetrischen Strukturkonstanten der Eich-
gruppe. Das Eichfeld transformiert sich somit als Zusammenhang inhomogen beziiglich der
reguldren Darstellung, wohingegen sich die Materiefelder homogen wie Vektoren in der Fun-
damentaldarstellung transformieren. Wie in der Yang-Mills-Theorie iiblich, unterscheiden
wir nicht zwischen oberen und unteren Lie-Algebra- bzw. Fundamentaldarstellungsindi-
zes, wohingegen ko- und kontravariante Raumzeit-Indizes pu, v, ... unter Verwendung der

Minkowski-Metrik 7, = diag(—1,1,1,1) ineinander iiberfiihrt werden.

Um die Konvergenz dieses Pfadintegrals zu gewéhrleisten, wird diese Eichinvarianz nun
durch einen Eichfixierungsterm Syt gebrochen, was geméf der Faddeev-Popov-Methode auf
sogenannte (Anti-)Geistfelder C und C mit entsprechender Geistwirkung Sy, fiihrt, die sich

homogen beziiglich der reguldren Darstellung transformieren:

5CO = F™CPAC und  6C% = foCENC . (C.3)

Diese explizite Brechung der Eichinvarianz hat nun zur Folge, daf die aus diesem
Funktional vermoge der anfangs skizzierten Vorgehensweise erhaltene effektive Wirkung
I' ebenfalls nicht eichinvariant sein wird, bekanntermafsen jedoch invariant unter BRST-
Transformationen, die wir hier aber nicht diskutieren wollen. Der Quellterm, der die An-

kopplung der im Pfadintegral ausintegrierten Quantenfelder an die dufleren Stréme be-
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schreibt, ist gegeben durch
Ssource = /d4ﬂf (J;LACW + éaéa + gaca + 1/_12771 + T_h’l/}z) )

und man stellt somit fest, dafl das in diesem auftretende Produkt aus Eichfeld und as-
soziierter Quelle ebenfalls nicht invariant ist, sofern sich letztere als Vektor beziiglich der

reguldren Darstellung transformiert gemaf

§J8 = fTNC . (C.4)

Abhilfe schafft hier nun die Hintergrundfeld-Methode, die es erlaubt, bei Wahl einer
geeigneten Eichfixierung trotz der beiden genannten Problempunkte eichinvariante effekti-
ve Wirkungen zu konstruieren [86, 87, 88]. Die grundlegende Idee besteht darin, zunéchst
allgemein alle Felder, iiber die im Pfadintegral integriert wird, in einen Hintergrund- und

einen Fluktuationsanteil zu zerlegen gemaf

AL = Anvan,

C" = C"+ ",
c* = C*+¢,
vy = Vi+xi,
Ui = Wi+, (C.5)

wobei AZ, Ce, C* ¥, und VU, die Hintergriinde und ay,, ¢, ¢, x; und x; die Fluktuationen
bezeichnen. Dabei wird von letzteren iiberhaupt nicht vorausgesetzt, in irgendeinem Sinne
wklein* zu sein, und die zu erlduternde Methode basiert keineswegs auf der Idee einer Sto-
rungstheorie um einen festen Hintergrund. Die Hintergriinde sind ihrerseits irgendwelche
fest gewihlten, aber beliebigen Feldkonfigurationen, die keinen weiteren Einschrinkungen
unterliegen. Im Pfadintegral wird dann iiber die Fluktuationen integriert, so daf das re-
sultierende erzeugende Funktional Z[J, &, &, n,7; A, C,C, ¥, U] zusiitzlich zu den duferen

Quellen nun auch noch parametrisch von den Hintergrundkonfigurationen abhéngt.

Nun realisiert man die Eichtransformationen (C.2) und (C.3) auf dem Niveau der zer-

legten Felder auf zwei Arten: zum einen zunichst vermoge sogenannter wahrer Fichtrans-
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formationen, die wir mit 6 bezeichnen:

Aa a 1 a abc/ A c
594 = 0, 5Gﬂ:§am + fUAL + b )X

5GC(1 — 0’ 5Gca _ fabc(c«b_'_cb>)\c7
5GC«1 — O, 5Géa _ fabc(C«b _'_Eb>)\c’
890 = 0, %G =iXTL(T;+x;),

0

86U = 0, 6% =—ix(T;+ ;)T

(C.6)

Beziiglich dieser sind die Hintergrundfelder also klassische Felder, die sich {iberhaupt nicht

transformieren. Die zweite Klasse bilden die mit 0® bezeichneten Hintergrundtransforma-

tionen:

. 1 . 1
BAL = P fAN = =D, X", 6%y, = [l N,

g
5Bca — fabccvb)\c 7 5Bca — fabccb)\c
5BC¥a — fabcc_vb)\c ’ 5Béa — fabcéb)\c ’
5B\Ifi = iAaE(;-\Ifj s 5BXZ =\

5B\Ili = —’li)\a\i’jjj9 (5B)_<Z - —’i)\a)_(jczjjfll- .

ji o

(C.7)

Beide Transformationen (C.6) und (C.7) reproduzieren also fiir die urspriinglichen unzer-

legten Felder jeweils die Eichtransformationen (C.2) und (C.3). Der entscheidende Schritt

besteht nun darin, sich bei der Auswahl der Eichfixierung auf solche Eichbedingungen zu

beschrinken, die die Figenschaft besitzen, die wahren Eichtransformationen mit klassischen

Hintergriinden nach wie vor zu brechen, aber beziiglich der Hintergrundtransformationen

invariant zu sein und auf einen ¢B-invarianten Geistterm zu fiihren.

Die Anteile Sy und Sy, sind dann per Konstruktion invariant, ebenso wie natiirlich die

klassische Wirkung S.[A, ¥, 9], da diese ja jeweils nur von der Summe aus Hintergrund und

Fluktuation abhéngt, beziiglich der aber die Hintergrundtransformation wie eine Eichtrans-

formation wirkt, und unter dieser ist S ja nach Voraussetzung invariant. Verabredet man

zudem, im Quellterm nur die Eichfeldfluktuation aj; und nicht den Hintergrund /_lz an den
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duberen Strom Jj zu koppeln, so ist dieser Term nun fiir
B 7a __ pabc 7byc
0" gy = [T (C.8)

wie auch die anderen Beitrige zu Ssouce als Skalarprodukt zweier Vektoren invariant, da

sich a% ja nach (C.7) unter 6° ebenfalls homogen transformiert.

Im erzeugenden Funktional (C.1) wird also eine hintergrundtransformationsinvariante
Wirkung exponentiert, so dafs dieses als Ausgangspunkt zur Konstruktion einer invarianten

effektiven Wirkung verwandt werden kann.

Dabei ist es instruktiv, sich die Beziehung zwischen den im Hintergrund-Formalismus ab-
geleiteten Grofsen und deren Analoga im konventionellen Zugang zu verdeutlichen. Wir be-
schranken uns im folgenden allerdings auf reine Yang-Mills-Theorie ohne Materie-Ankopp-

lung. Das entsprechende erzeugende Funktional lautet dann zunéchst

Z[Jv §7 E] = /DADCDC exp {%(SYM[A] + ng + Sgh + Ssource)} )

wobei

1
Sy [A] —— ZFSVFCWV

mit dem Yang-Mills-Feldstérketensor
Fi, = 0,A, — 0,AL +gf “bCAZAi
und

Ssource = /d4l‘ (JZAQM + C_aga + gaCa) .

Nun sind die Felder aufzuspalten, und anschliefsend ist eine Eichbedingung mit den
gewiinschten Eigenschaften zu wihlen. Dabei ist zunichst folgende Vorbemerkung ange-
bracht: Wir werden gleich die sogenannte Yang-Mills-Hintergrundeichung verwenden, die
die Eichung nur durch Bedingungen an das Eichfeld fixiert und auch bei Anwesenheit von

Fermionen diese nicht miteinbeziehen wiirde. Im allgemeinen mufs das aber natiirlich nicht
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so sein, und wir werden spéter in der Tat nicht blofs den Zusammenhang verwenden, um

die entsprechenden Eichbedingungen zu implementieren.

Im vorliegenden Beispiel hingegen wiirden Fermionen bei einer Hintergrundzerlegung
ausschlieflich als Summe von Hintergrunds- und Fluktuationskomponente im Materie-
und Quellterm der Wirkung auftreten, so daft dann eine Hintergrundtransformation den
gleichen Effekt wie eine Eichtransformation hétte, und unter diesen sind diese beiden An-
teile ja invariant. Die Hintergrundzerlegung kann dann schlieflich durch eine Translation
des Fluktuationsintegrationsmafes kompensiert werden, so daf sie vollkommen redundant
wire, und folglich wiirde man auch bei der Ankopplung von Fermionfeldern diese nicht
aufspalten. Eine analoge Uberlegung gilt fiir die Geistfelder, deren Zerlegung ohnehin nur
bei der Betrachtung von Diagrammen mit externen Geist- oder Anti-Geistlinien in der
Storungstheorie von Interesse ist. Von grofter Bedeutung ist daher die Hintergrundfeldme-
thode sicherlich fiir das Eichfeld aufgrund dessen inhomogener Transformationseigenschaft,
und es ist offensichtlich, wie der Formalismus bei der zuséitzlichen Beriicksichtigung von

Materiefeldern zu erweitern ist.

Fiir das Eichfeld gilt nun also
A=Ayt

mit

Aa a 1 a abc/ A c
094 =0, ﬁ%ZE@A+fWQ+@M (C.9)

und
Aa ]' B a a abc c
5%%:§QA, §Paf, = fal N, (C.10)

so dak mit der Wahl des Hintergrundes AZ gewissermafsen beziiglich Hintergrundtransfor-
mationen ein Ursprung im affinen Raum der Zusammenhinge ausgezeichnet wird und sich

die Differenz aZ = AZ — flz nun wie ein Vektor transformiert.

Als Eichbedingung wihlen wir die bereits angesprochene Yang-Mills-Hintergrundeichung

a A a abc Abp ¢ — 1 a
Gla, A] = 0"ay, + gf*"* A™a;, = D"aj, (C.11)
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mit
0BG = 8“5Baz + gf“bc((éBAb“)afL + AbuéBaﬁ)
1 - _
= 0N g (DN ) + A S )
= [UO" LA+ ah 0" A+ (0" N)ag, + g P AW N a4 g f 4 A al ]
— fabc(apai;))\c 4 g(fabdfbce 4 facbfbde)AcpaZ)\e
o abc b bde Adu e c
= [0, + gf" A ag )\
— fabcgb)\c )

Dabei haben wir die Jacobi-Identitit fiir die Strukturkonstanten
fabdfdce + fbcdfdae + fcadfdbe =0.
verwandt. Aufgrund deren Antisymmetrie folgt dann die Invarianz des Eichfixierungsterms:
BSy = 0P /d“x Gg?)
& 2x
1
— —/d4.§l] gaéBga
«

1
— _fabc/d4x gagb)\c
«
= 0.
Da allerdings durch AZ beziiglich §¢ kein Zusammenhang definiert ist und sich hier

aj, zudem auch nicht als Vektor transformiert, ergibt sich mit (C.9) bei Anwendung einer

wahren Eichtransformation
5¢Ge = D“éGaZ
— DD g,
so dalt durch diese Eichbedingung die wahren Eichtransformationen weiterhin wie ge-

wiinscht gebrochen werden.

Aus dieser Eichfixierung bestimmt man nun den Geistterm nach der iiblichen Methode:

Man variiert die Eichbedingung beziiglich der Fluktuation und schaltet dann eine durch
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das Geistfeld erzeugte wahre Eichtransformation dahinter, was auf

Syn = / dtz 209 (65a)

dab,
_ _ 1 _
— /d4ZL‘ Ca(auaab+gfachcu)(§aucb + fbde(Az+a$)Ce)

1 —
= = / d*z C* D" D,C"
9

1 4 NUoa a
_ _E/d v (D"C*)(D,C%) (C.12)

fithrt, wobei D wieder die kovariante Ableitung beziiglich des urspriinglichen Zusammen-
hangs A = A + a bezeichnet. Da wir die Geist- und Anti-Geistfelder selbst nicht in
Hintergrund- und Fluktuationsanteil aufspalten, kénnen wir fordern, daf auch sie sich

unter Hintergrundtransformationen wie Vektoren beziiglich der reguldren Darstellung ver-
halten, d.h.

6BCe = fabecb e und  0BC = fabCbAe . (C.13)

Zudem transformieren sich sowohl A als auch A + a unter Hintergrundtransformationen
wie Zusammenhénge, so dafs sich aus der letzten Zeile von (C.12) ersehen lift, daf es sich
bei dem Geistterm um das Skalarprodukt zweier kovarianter Ableitungen von Vektoren

handelt, die sich somit wiederum homogen transformieren geméafs
SPDHC* = f*(DFCPAC bzw. 6°D,C* = f*(D,C")\°,

woraus schlieflich die §5-Invarianz des Geistterms folgt.

Das erzeugende Funktional ist dann gegeben durch

ZgBa[a,A] [J, g, E; A] = /DCLDCDC exp {%(SYM [A + a] + ng + Sgh + Ssource)} (7014)

wobei die Indizierung andeuten soll, daf es geméf der Hintergrundfeldmethode unter Ver-
wendung der speziellen Eichbedingung (C.11) konstruiert wurde. Es hingt natiirlich zu-
sitzlich zu den externen Quellen auch noch parametrisch von A ab. Weiterhin folgt die

§B-Invarianz des Mafes Da unter Verwendung der Translationsinvarianz des Produktma-
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fses aus der vorausgesetzten Eichinvarianz des Mafkes DA, die ja gerade dquivalent ist zur
Hintergrundinvarianz des translatierten Mafes D(A + a). Bei der Ankopplung von Fer-
mionen konnen hier allerdings Anomalien auftreten, die wir an dieser Stelle jedoch nicht
betrachten und auch im folgenden ausschlieften wollen. Koppeln wir zudem wie bereits

diskutiert blof die Fluktuation des Eichfeldes an die externe Quelle geméf
Sumes = [ e (Jpa™ + €67 4 £°€7).
so ist dieses Funktional per Konstruktion d2-invariant fiir
5BJ5 _ fabCJZ)\c .
Wie angekiindigt wollen wir nun einen Zusammenhang zur gewohnlichen Eichfixierung

ohne Hintergrundfeld herstellen, und dazu substituieren wir in (C.14) a/¢ := a% + A% und

setzen anschlieffend wieder aﬂ = ﬂ. Dies liefert

ZQB“[Q,A} [‘L 57 E? A] = /DQ’DCDC exp {_ SYM _'_ ng + Sgh + Ssource)}

{ d gy |

g anl) 66 A p{ P [aena s c)

Dt‘

wobei nun Z das gewo6hnliche Yang-Mills-Pfadintegral bezeichnet, allerdings berechnet in
der speziellen Eichung G%[a — A, A], so daf dieses jetzt ebenfalls parametrisch vom Hinter-
grund A abhingt. Mit der iiblichen Definition W := —%an fiir das erzeugende Funktional

verbundener Graphen ergibt sich dann
W(_};a[a,ﬁ] [Ja £7 g? A] = Wga[a—A,A] [J g é A] /d4.§L’ JSACW ) (016)

was natiirlich ebenfalls 6®-invariant ist. Funktionale Ableitung dieser Gleichung beziiglich

der externen Eichfeldquelle liefert desweiteren fiir die Vakuumerwartungswerte

a®% =a" — A° (C.17)
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mit
a? (g, Al = Worin und @[], A] = Wore-in (C.18)
) 5Je ’ oJy

wobei zu deren Bezeichnung wie iiblich ebenfalls ein Querstrich iiber die entsprechende
Integrationsvariable im Pfadintegral gesetzt wird. Beide hingen natiirlich von J§ und flz
ab, allerdings wurde der Hintergrund-Vakuumerwartungswert a® unter Verwendung der
Eichung G%[a, A] berechnet, wohingegen sich der konventionelle Vakuumerwartungswert a
auf die Eichung G%[a — A, A] bezieht. Um die Darstellung iibersichtlich zu halten, wird die
natiirlich ebenfalls vorhandene Abhéngigkeit dieser Grofen von den Geistquellen hier nicht

explizit beriicksichtigt.

Um nun die Frage zu beantworten, wie sich diese Felderwartungswerte unter Hinter-
grundtransformationen verhalten, nutzen wir die bereits erwihnte J2-Invarianz des WE-

Funktionals aus, d.h. es gilt
Woaald +6°T; A4 6 A = Wl 4[J; Al =0 (C.19)
fiir
§PJL = fIN und AL = ébw.
Mit der Definition
§a" o[ J, Al = ala[J +6°J, A+ 6P Al — a1 J, A

liefert dann die funktionale Ableitung von (C.19) nach der duferen Quelle

)
5ij(a:)
_ / i, Woraal) + 005 A+ PA§(b) + 5 0(y) ~ Waeel/: A)
S(JE(y) + 0B JE () 075 (x) 075 (x)

(Wataq[ +0°T: A+ 0% A = Waiy, 175 A])
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= / d'y a® [T+ 6", A+ 8P A y](8™ + fP*N(y)) 1 6 (& — y) — a® [T, A; ]
—Ba B A B 7. abc=B b B 1 B 3. c —Ba 1.

= a J[J+6"J A+ Asa] — [ [T+ 67T, A+ 67 A\ (x) — a” [, A;
B-Ba 1. abc=B b B n B 7. c

= o0-a ), Asx] —gf*™a” ) [J + 0", A+ 07 A 2] \°(w)

= 0’

woraus sich unmittelbar

0%a o[ Asa] = faP)[T + 0T, A+ 6P A a]A(x)
= faP ], A 2]\ (x) + O(N*, AN) (C-20)

ergibt. Dies impliziert nun ein Transformationsverhalten von af, das die dB-Invarianz der
rechten Seite von (C.16) garantiert, und dieses ist natiirlich gerade gegeben durch
B-a __ B-Ba B Aa
ova, = d6°a;+0"A]
1 a abc/-Bb Ab\yc
— Qa“)‘ + f@" ) + A2

1
= 0+ febeab xe (C.21)

Unter der Voraussetzung, dak sich die Relationen (C.18) nach der externen Quelle J =
JilaP, A] = Jia, A] auflssen lassen, kann man nun die Legendre-Transformierte von W5
beziiglich J; bilden, was die bereits ganz zu Anfang angesprochene effektive Wirkung rs

liefert:

gopa )| Al = Wi, ylJ[a”, AJ; Al — /d4:c Ji[a®, Ala® . (C.22)

Entsprechend der obigen Bemerkung wurden auch hier wiederum die Quellen und Va-
kuumerwartungswerte, die von den Geistfeldern herriihren, nicht beriicksichtigt, da sie im
Vergleich zum gingigen Formalismus keinerlei Modifikation erfahren. Dieser Ausdruck ist
nun ebenfalls §®-invariant, da zum einen das Transformationsverhalten (C.20) von a®¢ in
fiilhrender Ordnung ja gerade vermittels der Invarianz von W bestimmt wurde und da
desweiteren der zweite Term als Skalarprodukt zweier Vektoren ebenfalls invariant ist. Wir

schreiben diese beiden Terme nun auf die konventionellen Fluktuationserwartungswerte aj
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um, was auf

Fg“ [a,A] [C_]’B [C_L7 A]a A]

Il
}1
[es]
=

|
2
e

(C.23)

Il

’1
Q

Is]
5
L
IR
=
)

fiihrt und somit also die iibliche effektive Wirkung als Legendre-Transformierte I'[a; A] von
W J; A] beziiglich der externen Quelle unter Verwendung der Eichung G%[a — A, A] repro-

duziert.

Bei Anwendungen der Hintergrundfeldmethode in der gewohnlichen Quantenfeldtheo-

rie setzt man in der effektiven Wirkung (C.22) nun a® = 0, was §%a® = 0 sowie a = A
impliziert. Mit A = A ist dann ['[A] := Fga[a 4[0; A] ein invariantes Funktional beziig-

a
[

den kann [87, 88|. Dies vereinfacht zum einen mitunter konkrete Rechnungen erheblich,

lich inhomogener Transformation von A%, aus dem die korrekte S-Matrix bestimmt wer-
weiterhin schrinkt diese Invarianzeigenschaft von I'[A] aber auch die Struktur moglicher
Counterterme bei storungstheoretischer Renormierung stark ein, so dafs hier die Hinter-

grundfeldmethode dhnliche Vorteile mit sich bringt wie die BRST-Invarianz.

Klarerweise enthilt aber das Objekt I'[A] weniger Information als T'[a; A]. Ein entspre-
chendes Problem tritt z. B. bei der Rekonstruktion des externen Quellstromes auf. Zunéchst

gilt ja allgemein nach (C.22)

STB, . [aB; Al
ga[avA] ’ Q, = A
e = el
d.h. insbesondere
oTB, o laP; A
J0. Al = — G°la,A]
0, 4] 6aB e ) ’
GBa—0, Aa—Aa
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was unter alleiniger Verwendung von I'[A] = I'®[0; A] nicht zu bestimmen wire.

Schwerwiegender wiegt dariiberhinaus jedoch die Tatsache, dafs die zweite Funktionalab-
leitung von T'[A] beziiglich des Feldes Af generisch Nullmoden aufweist und mithin nicht
invertiert werden kann, so daf es insbesondere nicht moglich ist, ausgehend von dieser
effektiven Wirkung einen Propagator zu definieren. Das lafst sich folgendermafen einse-
hen: Ausnutzen der Hintergrundtransformations-Invarianz mit 6%a® = 0 fiir a® = 0 und

anschlieflende Taylor-Entwicklung liefert
Poeral0; Al = Tga, 5[0; A+ 5 A]
= FB l0; Al + /d4x (;Iﬂsa_’—éBAa(:p)
6 Aa(x) pe
und somit folgt unter Verwendung von (C.10)

1 4 5Fga[a A] 0; 4] _ b b
- _ vl " pe —
;] S e =0,

was nach partieller Integration bei Betrachtung beliebiger Eichparameter A*(x) auf

B A
Do) oA
a 0 A% (z)

fiihrt. Leitet man diese Gleichung erneut nach dem Hintergrundfeld ab, so erhélt man

(5 — 5F alg. A [O A]
_ 5ba bcaAc gala,A]
514,‘%(11) (8ﬂ _'_gf ﬂ(x)) 514‘1( )

217B B A
b 52T, 1 [0; 4] ) o oTE, [0 ) ey

AL () Ay () 0A(x)
~ 0. (C.24)

Falls nun AZ eine Vakuumldsung ist mit
5Fga[a A] [07 A] o 0
5 Aq () ’

so verschwindet in (C.24) der zweite Term, und die resultierende Gleichung lafst sich nach
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x-Integration des ersten Terms und anschliefsender partieller Integration der kovarianten

Ableitung schlieflich in Form einer Nullmoden-Gleichung schreiben geméfs

028, 05 A]

4 Gea, AL ab b

-~ - D = 2

/ C A5 An) @)\ () =0, (C.25)

was fiir A = A und 51(;—[2” = 0 natiirlich Aquivalent ist zu

4 52F[A] ac T c ) =
/d T SAL(y)s As() D N (@) =0

mit
D = 9,6 + g f*VAS, . (C.26)

Wir schliefen also aus (C.25), daf die ,,Hesse-Matrix* (%)QFB [0; A] verschwindende Eigen-
werte besitzt und dak die zugehorigen Eigenvektoren durch die ,,Eichtransformationen DA

gegeben sind.

Oft verwendet man fiir die effektive Hintergrundwirkung auch die Schreibweise

FB

ga[mﬁ] [a/; 121] = Pga[a,g} [dB[d’ /_1]7 A] = Fga[mg] [a, - f_L /_1] ,

so dafs dieses Funktional dann natiirlich invariant ist unter inhomogener Transformation

beider Argumente.

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir den Renormierungsgruppenfluf, der die Struktur
eines derartigen Wirkungsfunktionals fiir Gravitation im Vielbein-Formalismus bestimmt,
untersuchen. Die gemittelten Hintergrundfluktuationen der beiden dynamischen Felder, die
wir betrachten und mit denen sich das vorherige Kapitel befakt hat, werden dann mit &
und 7, die konventionellen Erwartungswerte hingegen werden mit e und w bezeichnet. Die
zugehorigen Hintergrundkonfigurationen sind durch e und @ gegeben, und das Funktional
[, 7;e,w| =T'le,w,e,w] wird der gerade geschilderten Methode entsprechend unter Ver-
wendung der gewahlten Hintergrundeichungen konstruiert. Die so gewihrleistete Invarianz
stellt dann sicher, dafs auch wihrend des Flusses dieses Objektes nur invariante Terme

erzeugt werden, so daf I' im allgemeinsten Fall eine Linearkombination aller denkbaren
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Invarianten ist.

Bei Yang-Mills-Theorien wird die parametrische Abhéngigkeit von den Hintergrundfel-
dern géngigerweise als der Preis empfunden, den man bei der Konstruktion einer invari-
anten effektiven Wirkung zu zahlen hat. Es mag hilfreich sein, sich vorzustellen, daf ihre
Rolle dort von derselben Art wie die des Eichparameters ist: Sie sind fest, aber beliebig,
und eine spezielle Wahl gibt an, wie die Eichfixierung konkret implementiert wird. Doch
fiir unseren Zugang ist diese Hintergrundzerlegung auch noch in ganz anderer Hinsicht we-
sentlich, interessanterweise namlich gerade im Kontext der Hintergrund- Unabhéngigkeit,

und auf diesen Punkt gehen wir an geeigneter Stelle noch genauer ein.






Anhang D

Die Berechnung der Ward-Algebren

D.1 Die Algebra der Ward-Operatoren Wy und Wi,

Den Gegenstand dieses Anhangs bildet die explizite Berechnung der Kommutatoren der

Ward-Operatoren. Die Resultate werden in Abschnitt 4.1 des Kapitels 4 zitiert.

Der Kommutator [Wp(w;), Wp(ws)]. Wir betrachten die Anwendung eines Kommuta-
tors zweier Diffeomorphismen auf ein beliebiges Funktional. Dann gilt zunéchst fiir den

Teil, der die Vielbein- und Spinzusammenhangstransformationen erzeugt

[ / d'e (5D<w1)éau(x)5é%(x) + 5D(w1)@“bu(x)m>,

/ d'y (%(m)&(@% + 5D<w2)@0dv(y)5@cf )

= [t fats{suenn (g e, m)
J
5, ()

+0p (), ()
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= /d%/d4y{£wléau(x)<5é%<x)£mécy(y)) 55 )

+£wlm”u(x)(m£w2®0dy(y)) 5 (1)
~(12)}
_ / diz / d4y{/3wléau(l’)((w§<y)a§/5ca5u“5(4)($ —y)
O ()05~ )

,(y)
L, (2) (W) 16546, 00 (w — )

O ()07 (w — y)

(1 HQ)}.

Wir integrieren nun partiell, um anschliefsend die Delta-Distributionen auswerten zu kon-

nen. Dies fiithrt auf

e, (y)
HOLE ) 5]
+£w1@6du(x)5(4) (x —y) [—5#8;/ (wg(y)m%(yﬂ
Ot ) 35

~(1-2)}

5
_ / A2 [0y Loy, + (B8 Loné”,)

o¢c, ()
W50y Loy @™, () + (0,w5) Loy, €°,)

v

5
6w, (y)

—(1 < 2)} .

Wir erhalten somit die Lie-Ableitung einer Lie-Ableitung und schreiben dies entsprechend
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in der Form

[/ d*z (51)(11)1)@%(33)% + 5D(w1)@abﬂ<x)&;}%ﬂ(x)>a

[ 4ty (Bo(ua)én ) g + ()™, ) )

_ / A2 [(Lay Loos € — Lo Loy, 5@(5@)
(Lo Lo & (1) — ﬁwlcwa%(x))m%y@]
- - / d%(ﬁ[wm]écy% +E[wl,w2}c&6dy(x)&b%y(y)> | (D.1)
Hier haben wir wiederum die Identitét (4.1) fiir die Lie-Klammer [-, -] von Vektorfeldern

verwandt. Zudem soll die abkiirzende Schreibweise ,—(1 « 2)¢ hier wie auch stets im
folgenden bedeuten, daf der voranstehende Ausdruck mit vertauschten Numerierungen 1

und 2 zu subtrahieren ist.

Da es sich bei dem Diffeomorphismusgeist C* um ein Vektorfeld handelt, dndert sich
bei der analogen Rechnung fiir diese Komponente des Feldraums lediglich das Vorzei-
chen des Terms, der in der Lie-Ableitung durch Multiplikation wirkt. Auch in diesem
Fall wird schlieklich wieder die Lie-Ableitung entlang des Kommutators der Vektorfelder
reproduziert. Durch den Diffeomorphismus-Antigeist hingegen wird ebenfalls eine Eins-
form definiert, so dak die Rechnung vollkommen identisch zu (D.1) verlauft. Schlief-
lich transformieren sich die Lorentz-Geist- und Lorentz-Antigeist-Felder als Skalare un-
ter Diffeomorphismen. Dies hat zur Folge, dall bei der Berechnung ihrer Beitrdge zu der
Kommutator-Relation zweier Diffeomorphismus-Ward-Operatoren im Vergleich zu (D.1)
in der Lie-Ableitung blof der Ableitungsterm erhalten bleibt, wohingegen der Multiplika-
tionsterm entféllt. Die analoge Rechnung fiihrt schlieflich auch hier auf die Lie-Ableitung
entlang der Lie-Klammer der beiden erzeugenden Vektorfelder. Insgesamt leiten wir somit

fiir zwei Diffeomorphismus-Ward-Operatoren die Vertauschungsrelation
Wh(wi), Wh(ws)] = Wh([w1, ws]) (D.2)

ab.

Der Kommutator DV, (A1), WL(A2)]. Bei der Berechnung des Kommutators zweier Lorentz-



344 D.1 Die Algebra der Ward-Operatoren YV, und Wy,

Ward-Operatoren ist zunichst zu beachten, daf sich sowohl das Vielbein als auch die
Lorentz-Geister und Lorentz-Antigeister homogen als Tensoren erster bzw. zweiter Stufe
transformieren. Wir berechnen hier blof den Kommutator der Lorentz-Geist-Komponente

gemaf

= [t [afa 2“b< )(5Ei( i (o)) 523@)

= /d4 /d4 A)S? ()

_5L()\2)Ecd<y)( g <)\1ae($)zeb<l’) + )\lbe(x)zae(x))> d }

— /d4 /d4 M) (x ))()\2Ca(?/)5db+)\2db(?/)5ca)5(4)($_y)5zcd(y)

—(L(A2)Z(Y) M ()00 + A\ a(2)6°) 8D (y — ) =

_ /d4x{()‘26a()‘1a626d+)‘1dezae)+)‘2db()‘16626b+)‘1bezce))
(1 2)}

— / d%{(AQCeAffzfd + MM ET (A% A+ A )2
(1 2)}

_ d4 A \ol€ Eed A\ d see 0

= - 29 (A Ao 2% 4 [, Ao, )5ch(l,)

_ _/d49€ 5L([>\1>)‘2])Zab(x)52“i(f€) '

%ed(z)

5
55ed(z)

(D.3)

Hierin verschwindet der in A\; und Ay symmetrische Term aufgrund der Antisymmetrisie-

rung in 1 und 2.

Aus dieser Rechnung geht der Vielbein-Kommutator durch Einschrinkung auf einen
kontravarianten Index hervor, wohingegen fiir den Antigeist-Beitrag ko- und kontravarian-
te Indizes gerade zu vertauschen sind. Daher liefert auch beziiglich dieser Feldkomponen-

ten der Kommutator zweier Lorentz-Ward-Operatoren die entsprechende Komponente des
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Ward-Operators, der die durch den O(4)-Kommutator der beiden urspriinglichen Parame-

ter gegebene Lorentz-Transformation erzeugt.

Im Gegensatz zu diesen Lorentz-Tensoren transformiert sich der Spinzusammenhang
inhomogen, so dafs dieser Anteil des Ward-Operators separat zu untersuchen ist, doch auch
hier konnen wir auf die obige Rechnung (D.3) zuriickgreifen. Da bei der Berechnung des
Kommutators die Funktionalableitung beziiglich des Spinzusammenhangs angewandt auf
dessen Variation trotz des in dieser auftretenden inhomogenen Terms keinen zusétzlichen

Beitrag liefert, gilt auch hier zunéchst

[ / d'z 5L(A1)aabﬂ(:c)(m%ﬂ<x), / d'y 0. (M), (y) 5@63 }
- /d4a:/d4y{5L()\1)d)abu(x)(%%O@)@%(y))

o ()

0w, (y)

—6r. (M) () <M%M5L(Al)@“bu(x)) (Sw%(x)}
0

_ /d4x{(Azca5L(/\1)@adu + )‘deaL(Al)QCb”)&DTy(x)

~(1-2)}; (D.4)

die beiden Raumzeit-Indizes werden durch die Funktionalableitung einfach gleichgesetzt.
Der tensorartige Transformationsanteil des Spinzusammenhangs verhilt sich nun genauso
wie die Lorentz-Geist-Komponente des Kommutators (D.3), so dak wir jetzt blof noch den

inhomogenen Beitrag betrachten wollen. Fiir diesen erhalten wir

J

c ad d cb
—/d4x{()\2 a&,)\l —|—)\2 b&,)\l )W
(1 2)}

_ / d4a:{ay(A1“Azed—M%e%#}

dwed (x)

= - Jate{camonr ) (D)
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Somit ist auch fiir den Spinzusammenhang die Vertauschungsrelation von der Form

[ none gy [tvateto g

— _/d4fl? 5L([>\17)‘2D°:’abﬂ(x)5w“f (x)

Beachten wir abschlieftend, daf der Lorentz-Ward-Operator entlang der Diffeomorphismus-
Geist- und Diffeomorphismus-Antigeist-Richtungen im Feldraum iiberhaupt keine Trans-
formationen erzeugt, da sich diese nach (3.13) unter Lorentz-Transformationen nicht trans-

formieren, so ist damit die Kommutatorrelation
VL(AL), W(A2)] = Wi([A1, Ao) (D.6)

gezeigt.

Der Kommutator [Wp(w), W (A)]. Abschliefend wenden wir uns dem gemischten Teil
der Ward-Algebra zu. Auch hier werten wir zunéichst wiederum die Vielbein-Komponente

aus, die gemaf der iiblichen Methode der Berechnung durch

[ ata oy, 5@&5@ [

= [t [ eu{onteno (g e 0) g
—on(A)e’ (y)(aébé( o0 ()& ))5(3@5(9@)}

- / d'z / d4y{(5D(w)é“u(x))A”a(y)éﬂ(‘”(x‘y)aéby(y)
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= / d4x<>\“b£wébu(x) - Ew(A“bé”u)(xD

)
_ 4 P a \ab
/d :L‘( w0, b)e “(x)ééau(:p)
)
= — [ d*z 6n(L,N)e", (1) —
/ L( ) ,u( )56aM(ZL')

gegeben ist. Dabei haben wir die Linearitit (4.6) der Lie-Ableitung ausgenutzt.

5é“u(a:)

Fiir den Lorentz-Geist als Raumzeit-Skalar und Lorentz-Tensor zweiter Stufe verlauft

die Rechnung vollkommen analog:

[ / diz 6p (w) 5% (2) 52;2 o / d*y o1, (N)Zy) 5ZCd(y)}
= [t [t o) () o
_5L<A>zcd<y>(%MM%))&%@}
- /d4 /d4 W)= (@ ))(Aca(y)édb+Adb(y)5ca)5(4)(l“—y)ézi@

— (BN E(y)) (wP(2)025°:0" 6 (z — y)) @Lb(x)}

— / Az (A LS () + AL, 5%(2)

0
R
- - / d4x((£w)\“e)26b(x)+(£w)\be)zae($))52+b(x)

= - / d'z &(zmza"(@azai(x) |

—L, (X2 (z) + AL, X (2)))

Um dies auf den Lorentz-Antigeist zu iibertragen, miissen erneut blofs ko- und kontravari-

ante Indizes vertauscht werden.

Die Berechnung der Spinzusammenhangs-Komponente entspricht gewissermafen einer
Kombination dieser beiden Resultate: Zum einen verschwindet wiederum der inhomogene
Beitrag der O(4)-Transformation nach der Funktionalableitung beziiglich w®,, so daf hier
blof der homogene Tensoranteil beitragt. Zum anderen verhélt sich der Spinzusammen-

hang als Einsform beziiglich Diffeomorphismen genau wie das Vielbein. Dies fiihrt unter
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Beriicksichtigung von (4.8) und (4.9) auf

[ ate o, s [ atvamato) ]

= [ ate [ @n{sne, o) (maeto)

—aL(A), (y) (&b%y(y)% () (x) m}

_ / die (A“eﬁchEbM(x) 4N Lo (2)

I
ab a ~eb b ryae 5

L=+ XD, () 4 N 0)) 5
I

J
_ 4 ~ab v
- /d 2 O (L A)0™,(2) 5o (2]

Da auch hier die Diffeomorphismus-Geist- und Diffeomorphismus-Antigeistkomponenten
wegen (3.13) erneut keine Beitrége liefern, erfiillen der Diffeomorphismus- und der Lorentz-

Ward-Operator somit die Vertauschungsrelation

Whp(w), WL(A)] = WL(L,A) - (D.7)

Die Gleichungen (D.2), (D.6) und (D.6) bilden den Ausgangspunkt unserer Untersu-
chungen in Kapitel 4.

D.2 Die Algebra der modifizierten Operatoren
W]; und WL

Hier berechnen wir die durch die Feldabhéngigkeit des Transformationsparameters be-
dingten Zusatzbeitrage zur Algebra der modifizierten Ward-Operatoren Wp und Wi, auf
dem Niveau der unzerlegten Quantenfelder. Wir betrachten zunichst den Kommutator
Wh (w1), Wh(ws)]. Es treten nun im Gegensatz zur urspriinglichen Parametrisierung auch

die im Hauptteil angesprochenen gemischten Beitrdge auf. Diese sind z. B. fiir das Vielbein
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durch
[t [ty {n)o, o) (o i) g = (4 2)

= [t gt o) s - (10 )

— [ ate{utmu)e, 5 - - )

= - [aefugutry, et - 0o )

_ /d4g;w1 7p (o )%

_ 5 / d'z 8y (wywy - F)e () 5éaj($) (D-8)
mit

T R

A~

= —(w1w2 : F)ba

= —(w2w1 . F)ab

gegeben. Man erhélt also aufgrund der Feldabhingigkeit des Transformationsparameters

fiir die Vielbein-Komponente des Ward-Operators den Zusatzbeitrag —2Wy (wiws - ﬁ’)

Der Zusatzterm fiir den Lorentz-Geist-Anteil ist strukurell von der gleichen Form

[ e [ s{ins®, o) (g gyt ) gy - 12}

= / d4x{55<w1>w“bﬂ<x)w5 (0°X % (x) + 6%2%@))52%% — (1 2)}
= _/d4 {w2w1 (P, 2 (x) + F,,5° (x))mci(x) — (1 e 2)}
= 2 / d*z wiwg (F°,, S (x )+Fbepozae(x))52+b(x)

5
55 (z)

= 2/d4x o1 (wywy - F)S®(x) (D.9)

und Entsprechendes gilt fiir den Lorentz-Antigeist.
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Da sich fiir die Diffeomorphismus-Geister und -Antigeister die neuen Diffeomorphismen
nicht von den urspriinglichen unterscheiden, sind hier keine derartigen Zusatzterme zu
beriicksichtigen. Dies fiigt sich konsistent in die obigen Rechnungen ein, da der Lorentz-

Ward-Operator weder eine C- noch eine C-Komponente besitzt.

Fiir den Spinzusammenhang selbst erhélt man die analogen Zusatzterme durch An-
wendung der Funktionalableitung auf den w-abhingigen Transformationsparameter der
Lorentz-Transformation, um die wir den urspriinglichen Diffeomorphismus ergénzt haben.
Die zusétzlichen Beitrige sind in der folgenden Rechnung durch Unterstreichung und einen
Pfeil gekennzeichnet, wohingegen die unmarkierten Beitrdge auch bei einer Transformation

mit feldunabhingigem Transformationsparameter auftréiten:

[tz [[atu{ Gotw)s, @) (gl 0) s - (1= 2)

—(1<—>2)}.

Die Zusatzterme ergeben sich mithin zu

— [t [ aty{Etener o) - s @ - ) + )5 )5~y
()05 )80 (@ — 1)) o — (1 2)}

wed, (y)
- / a{ (=0, (whon (wn)e, (x)) — &%, whdp (w)o, (x)

5
i@ 2)}

[ ate{ (-9t o) st - (1 2)
= [ae{(Gutwbut P @) sy - (= 2))

— Gy, whop (w1 ()

d*z

x)
0w, (y)
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J

50 ()

o
_ 4 . ~ab
= 2/d x o, (wywe - F)w “(x)i&babu(x) .

= 2 [t (G g )

(D.10)

Damit haben wir fiir alle Komponenten gezeigt, daf sich die aufgrund der Feldabhéngigkeit
des Transformationsparameters zu erwartenden Zusatzbeitrige bei der Berechnung des
Kommutators (4.22) zu —2Wy(wiw, - F') zusammenfassen lassen. Wir greifen auf dieses

Resultat im Hauptteil im Rahmen der Gleichung (4.23) zuriick.

Der Kommutator [Wp(w), Wy (A)]. Jetzt sind noch fiir den gemischten Teil der Al-
gebra die entsprechenden Zusatzterme zu ermitteln, wobei sich die relevanten Funktional-
ableitungen bereits in (D.8), (D.9) und (D.10) finden. Betrachten wir also die Vielbein-
Komponente des Operators [Wp(w), WL(A)], so liefert nur die Wirkung der Funktionalab-
leitung beziiglich w aus dem Beitrag mit negativem Vorzeichen des Lorentz-Ward-Operators
auf den w-abhéngigen Transformationsparameter in lf/V\g(w) einen zusitzlichen Beitrag.

Dieser ist gegeben durch

_ / diz / d4y(5L(A)wcdy(y))(M%y(y)5L<w"O)éaﬂ(x)) 5éa (1)

=~ [ RN @)@ o) s
o

— _/d4:c w"(5L()\)@abu)ébu<x)5é“ (z)

A )
v a \ab
— /d4[L‘w (Vy)\ b)e M(l‘)w

N /d%(‘&(w'@)‘)éau(x))ééaé(x)’

denn durch die O(4)-kovariante Ableitung eines (antisymmetrischen) Tensor wird wiederum
ein (antisymmetrischer) Tensor definiert, und diese Eigenschaft bleibt natiirlich auch nach

Raumzeit-Kontraktion mit dem Lorentz-Skalar w erhalten.
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Ganz analog erhilt man fiir den Lorentz-Geist

- / B ()" (5%, <x>+5bczad<x>>52+f,(@

= = [ (AN + ()T ) g

- / d'z w” ((V,A") S (z) + (%AbC)E“(x))(SE%@)

5
3%t (z)

_ / Al 6y (w - TS ()
was wiederum das Resultat fiir den Antigeist impliziert. Auch hier sind keine C- und C-

Beitriage zu beriicksichtigen.

Abschliefsend wenden wir uns dem Spinzusammenhang selbst zu. Dabei sind diejenigen
Beitrige, die von der Feldabhingigkeit des Parameters herriihren, wiederum wie zuvor

extra gekennzeichnet:

—/d4x/d4y(5L()\)cDCdy(y)) <&:}%@)5L(w-d))d}abu($))m%(x)

4 4 Ac 0 T p A\a p A\i‘z ~e
/d /d (SN (y)) <5wcd X0 (=& (w(2)0®, (x)) + w0 (2)0", (2)0,(x)
N
Fur@)idy (2)0,0)) 5

Fiir diesen Kommutator ergeben sich die Zusatzbeitriage der Spinzusammenhangs-Komponente
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7zu

/ ats / dy (B(N)6, (1)) (— O (w (2)5°8°a0D (z — 3)) + 0 (2)5° 0 (1)6D (& — 1)
1)

(@), (00— ) s

, 1)
g w oL (Aw bd”(x)> 6w, (x)
n
4 Ve ab ~a Ve eb ~b v ae J
_ /d 7 (= 0w VAN (@) =60t VAT = O 0 VN ) @
1
. . )
v ab
_ /d4l‘(_vu(w VV)\ (x)))(sa}abu(x)

= /d4x (or,(w - @)\)d)“bu(x))m%(x) :

Wir haben somit komponentenweise nachgerechnet, daf die Feldabhéngigkeit des Transfor-
mationsparameters in dem Kommutator [Wp(w), WL (A)] auf einen Zusatzterm der Form
— Wi (w - V) fiihrt, der seinerseits ebenfalls keine C- und C-Komponenten enthilt. Dieses
Resultat geht in die Gleichung (4.26) im Hauptteil ein.

Dort bestimmen wir noch die Beitriage, die sich vermoge der Linearitdt der Ward-

Operatoren ergeben und leiten schliefslich ab, dafs die modifizierte Algebra die Form

Wh(w1), Wo(ws)] = Wp([wi,ws]) — Wi (wyws - F)
VL), Wehe)] = Wl ) (D.11)
Wo(w), (V)] = 0

besitzt.
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D.3 Eine Bemerkung zur Algebra der Ward-Operatoren

WS und WF in der urspriinlichen Parametrisierung

Die Vielbein-Komponente des §¢-Ward-Operators fiir Diffeomorphismen ist gegeben
durch

/d4x/d4y{5g(w1>gaﬂ<x>(585@)53(%)5@@))%@ — (1 2)} : (D.12)
Da sich nun die Fluktuation des Vielbeins unter wahren Eichtransformationen gerade li-
near wie ein auf die Summe aus Hintergrund- und Fluktuationskomponente angewandter
unzerlegter Diffeomorphismus transformiert, erzeugt die darauf wirkende Funktionalablei-
tung beziiglich der Fluktuation gerade die gleiche Struktur wie in der Rechnung (D.1) fiir
das Vielbein im Falle der urspriinglichen Transformation dp(ws), die man nun genauso wie

a

zuvor auf die voranstehendene Transformation 05 (w;)e®, wirken liRt. Diese Uberlegung
iibertriagt sich in gleicher Weise auf den Lorentz-Sektor. Betrachtet man insbesondere den

Beitrag der Spinzusammanhangsfluktuation

J

[t [a{atone e (5 et o) s

Tabu ()

(1 2)}, (D.13)

so lassen sich die Rechnungen (D.4) und (D.5) ebenfalls ganz analog iibertragen.



Anhang E

(2)

Die Berechnung von [’}

In diesem Anhang wird die zweite Variation des Funktionals I';, beziiglich der unzerlegten

Fluktuationen &%, und f“bu berechnet.

(2)

E.1 Die Berechnung von I';” in den unzerlegten Feldern

Der Gravitonanteil unserer Trunkierung ist gegeben durch

T grav[e, w, e, KD] = L / d*z e{ (ea“eby — QLg“VPUeapeba)Fablw . 2Ak}

B 167TGk
1 1

+ 2ap . 167Gy,

Vi
/ d*x e g" F,F, +

Mit der Definition der Tensordichte aus dem Anhang A

nrpo . abed | w, v, p, o
e =ecc €, €p €. €4

pvpo ¢ .d abed |, v
& € e, e’ = e ele,

uvpo a b __ L P 0
€ Eabed €€, = e €l €4

i

d4.§lf 3 gabgab .

= "7 €abed e“uebyecpedg =2e(4-4—4)=2e
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E.1 Die Berechnung von Fl(f) in den unzerlegten Feldern

ergibt sich

sowlie

1
. B, v _ ~ _uvpo c d
e e[a eb] = 48 Eabed € pe p

d

o)

__ . ~pvpo a b _c
€ = 248 Eabed € ﬂe € pe

so daf der obige Trunkierungsansatz die Gestalt

Fk: grav [67 w, éu (D]

mit

und

1 Voo 1 )
B _647TGk / d4x e’ {(gade o 2—% ' 2<77ac77bd - nadnb(:))F i“’
A
_?keabcdeaﬂeby}ecpeda
1
/ d'we g FuF, + 5 - / Az & GG,

QOJL

N 1 1
20(1) 167TGk

1 A
= — in G / dtx gﬂupa{K(gZ’;%FalLV _ ?kgabcdeaﬂeby}ecpedo

1 1 1
- d4 ~ —uv 3 - d4 = ~ab a)
+167TGk(2aD/ regr It +2O/L/ T€G" Gap

1

thzlgc)l = Eabed — (nacnbd - nadnbc)
Yk
o = arg,
L 167Gy,

annimmt. Den Bemerkungen im Hauptteil folgend ist die Massendimension von aj, durch

—2 gegeben.

Wir berechnen nun zunéchst in der (£, 7)-Darstellung die vier Blocke, die in der qua-

dratischen Form (6.1) auftreten. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit bestimmen wir die-

se dabei fiir den Graviton- und den Eichfixierungsanteil separat, indem wir ['; geméaf

Ik grav = L'k io + i o zerlegen; I'y o enthélt dabei alle Beitrége proportional zu 1D oder a—lL

«
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Nun ergibt sich unter Beachtung von (A.59)

5FkH0[e7 w] 1 4 Voo ( ) ab 4 a b c 4
sk (y) | 64nGy, /d x e (2K e P, () — gAkgabcke L(@)e, (x)) el (2)0 (x — y)
1 Vpo a a c
- _327TG;€EM g (Ka(tzlcclz‘F " (y) — gAkEabcke M(?/)eby(y))e ()
und damit
0Tk nole, ] L wpa e
oL = —— ok Fab —2A —— b 5(4) - .
dey(x)dek, (y) sorcs Eapk N (4) = 28k amie, ()€, (1)) 00 (@ — )

(E.1)

Um die Funktionalableitungen beziiglich des Spinzusammenhangs zu berechnen, sind
folgende Identitaten niitzlich: Mit

) e - 00000
(0% a6, W, (1) + W, (£)0%40%0,% = %7, w?, — ', 0%676,%)6W (x — y)
= [8,%( k5b18§+5bzwaku($) +5akwbzu($))
—5Ma( ak(;bzagg + 5blwaku(x) + 5akwbzu($))}5(4)($ )
= [6,°Vi%, — 6,2V ]6W (@ —y)
sowie
02Fh ()

ow™s(x )5wkl (v) = 0% (5b”nlm5'/ﬁéﬂa_mmabnévaauﬁ)

+8° (8% knd,28,% — 0% 6,76, ) |6 (@ — )6 (2 — y)
= (0%mmd", = 8% 08" (8,8,7 = 8,00,%)8W(x = 2)6W (2 — y)
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erhalten wir

PTrmole,w] ) [ 1
de"y(z) oWk, (y) B dey(x) 327Gy,

1
= /d4z e“o‘pﬁK(Z’“) e (2) (Vi“bk15(4)(z — y))5(4) (x — 2)

[t e () () (Vi 6 - )

167Gy abem® p
1 Vo c za
= ~Tora " Kb, @) (Vi 0 (@ — 1)) (E.2)
52Ty 1ole, w] 5 L
oLlY — o v aK 'Yk) c Fab
5wmnﬁ<x)5eka(y) 5wmnﬁ(aj) |: 327TGk€ abek® p(y) MV(y)]
1 vBa c a

= Tora K W (V0 Oy - @) (E.3)

sowie abschlielend

52FkH [6 (,LJ] 1 % (
ol& _ abpo ([¢ V) _ (V&) c d 5(4) —
5wmnﬁ<x>5wkla(y) 327erE ( Encd'lim mlcdnkn)e p(y)e O’(y) (y ZL‘)

1 Voo a
= e (K — Ko mn) €, ()€, (1)@ (y — z) . (EA)

Damit ergibt sich der ,,Holst- Anteil“ der quadratischen Form (6.1), F%ﬁg, Al

T
1 e () 1
— d4 d4 B o prBa
2/ x/ / ( () ) < 167Gy )

L (BP0 (0= 28k Eabmie ()", () 50 (o) Kitnes (@) (V280 @) x
~KGEee, () (Vii 6@ (y—w)) -3 (K,EZL’;)bmm—Kf,?{;)bnkn) e W)e’, WO y=2) )|

y ( ) ) |
™a()

Wir integrieren nun im (&, 7)- und im (7, £)-Block die kovariante Ableitung partiell, um

die Delta-Distributionen auszuwerten. Anschliefend machen wir die partielle Integration
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im (&, 7)-Block wieder riickgingig:

T
1 () 1
= — [d* s X — ——eP) x
2/ ( fm"ﬁ(x) ) < 167G )
(KG9, Fb (2) = 20 geamue®, (2)8,(2)) KO8 &, (2)VE,, ) ( &k ()

KQHve @, () K e ()@, ()

uwmn

X
VRS
DO |

Aufgrund der Antisymmetrie des Spinzusammenhangs in den O(4)-Indizes wird bei parti-
eller Integration die kovariante Ableitung Vu‘lbkl unter dem Integral in =V, o iiberfiihrt.
Des weiteren haben wir im (7, 7)-Block die Antisymmetrie der Spinzusammenhangsfluk-
tuationen ausgenutzt: Es gilt namlich
Fmn K(’ch) —kl _ymn K(’Yk) —kl Fmn K(’Yk) —kl
mlabknT o nlabTkmT o nkablmT o
und der Tensor K (%) ist in den ersten beiden Indizes antisymmetrisch. Zudem bezeichnen

in (E.5) Querstriche wie iiblich die Auswertung der jeweiligen Grofe auf den gewihlten

Hintergrundkonfigurationen.

Nun berechnen wir die Eichfixierungsbeitrige. Diese liefern nur einen Beitrag zum
(€, &)-Sektor von quad, da die Eichbedingungen nur beziiglich der Vielbeinfluktuationen

implementiert werden. Zunéchst gilt

1 1
[y otle, €,0] = ( /d4:v e g FuF, +

d4 — e ab cd)
167G \2ap / T € Naca9" G

1
201,
mit

Fu = éa”(l_)y(e e)’, + ApD, (e—é)ay)

(Dua,ubT + ﬁDDuaubT) (E6)

Il
cm
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E.1 Die Berechnung von I

in den unzerlegten Feldern

und

gab

wobei wir definitionsgeméf £ = e — € gesetzt haben. In (E.6) fallen

(E.7)

dann die Beitrige des

Hintergrundvielbeins weg, da dieses per Konstruktion kovariant konstant ist, und in (E.7)

verschwindet wegen el*! =

Sy = (D1 + oDy )
sowie
0G™(T) _ fa by 5@
ek (y) = 06" ()0 (r —y),

so dak sich die zweite Variation von I'y 4 zu

%l = 0 seine Antisymmetrisierung. Wir berechnen nun

0%k g 1 ) 1 o
56%@)5:’“&@) a 167Gy, 56%(1‘){£ /d4z €(2)g" (2)Fu(z) x
x e, () (D; a o4 B D? apka)5(4) (y — 2)]
+ai’ / d*z &(2)G® (2)nare,*(2)0W (y — z)}
L
N 16in {al_D / d'z e(2)g" (2) [6,7 (2) (D3’ t’ + B D’ o) 0 (a0 — 2)]
e/ (z) (D24, + Bo Dy 1) 6W (y — 2)]
)%, P e )0 — )}
ar,
= oG an D5t BoDL )6 (el (e o
(D2, + BpD2®,2)6W(y—2)]  (E.8)
b ) (1™ () — &, W) )50 — 1)}

L

ergibt. Im letzten Schritt haben wir dabei verwandt, daft analog

zur O(4)-kovarianten

Ableitung V bei partieller Integration der Raumzeit-kovarianten Ableitung D unter dem

Ta a:_Dm aa

Integral D* ok B A

gilt.
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Setzen wir dieses Resultat nun in die quadratische Form ein, so erhalten wir schlieflich

_ / 4l 16@ e ()

(= (5,7, + oDy, )ela)g™ (2)6,” (@)e(a) (D3 + Bu D )6y — )]

o) (kg™ () = 6,2 ()3 (@ = ) ), )

/d x(min) &)

1 4
2
1 NI N = — v = o ra o Nnra o
(= oo (D2 5o D5 @) (@) ()2 (@) (D + 6o D)

11

+o 20 (g™ () = R CC)ENCE (E.9)

Auch hier haben wir die kovarianten Ableitungen partiell integriert, die Delta-Distribution
ausgewertet und anschliefsend die partiellen Integrationen wieder riickgingig gemacht. Im
abschlieftenden Ausdruck wirken dann die kovarianten Ableitungen jeweils auf alles, was
rechts von ihnen steht; ihr Wirkungsbereich ist nicht linger durch eckige Klammern be-
schrinkt. Integrieren wir in (E.9) die linke der beiden kovarianten Ableitungen schlieflich

partiell, so fithrt dies auf

Ml lsee) =

1
2
[ g @) (a7 @) (D31, + BoDi ) ()]

(& (x) (D} " + Bp Dy ) e ()]
+ai,Le‘[°‘m (az)e‘ag(x)} . (E.10)

Wir erkennen darin den urspriinglichen Eichfixierungsterm wieder, der nun jedoch statt der
Fluktuationen € deren Erwartungswerte € enthiélt. Jener war urspriinglich per Konstruktion
quadratisch in den Fluktuationen, so daf wir ihn in dieser Entwicklung natiirlich exakt

reproduzieren sollten.
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E.2 Zur Hermitizitat von F,(f)

Gemaéls seiner Konstruktion durch zweifache funktionale Ableitung eines Funktionals
sollte der Operator F,(f) hermitesch sein, und von dieser Eigenschaft wollen wir uns in

diesem Unterabschnitt kurz iiberzeugen.

Im (&, €)- und im (7, 7)-Block wirkt F ) abgesehen von dem Beitrag aus der Diffeo-
morphismuseichung als reiner Multiplikationsoperator, so dafs sich die Selbstadjungiertheit
in diesem Sektor in eine Symmetrie der Matrixelemente iibersetzt. Diese ist in der Tat
gegeben, denn es gilt (unter Vernachléssigung des Vorfaktors ﬁ)

abmk

1
ieuuﬁa (K(’\/k) Fab — 2Ak5abmkéauébl/)

1

= 56;1,1/048 (Ké’g]];?)nFab - 2Ak€abkméaﬂéby)
sowie

%mnﬁ[ puﬁaK(’]YCIZ)bnm &% eb ]Tkl
= LR e )
_ %mnﬁ [guuaﬁKl(r’ZLI;)bnkne eb ]Tkl
unter Verwendung der Antisymmetrie der Spinzusammenhangsfluktuationen. Die Selbstad-
jungiertheit der Eichfixierungsbeitréige ist in der Form (E.9) am besten zu erkennen: Durch
zweimalige partielle Integration der kovarianten Ableitungen wird der Diffeomorphismu-
santeil offensichtlich in sich selbst iiberfiihrt, wohingegen der O(4)-Beitrag als Multiplika-
tionsoperator wiederum symmetrisch beziiglich der Indexvertauschung {k,a} < {m, 3}
ist. Abschlieftend ist also noch die Selbstadjungiertheit der Nebendiagonalblocke zu zeigen:

Diese gehen geméfs

= kl
€ 5[(5#”6&[( bem© e v,u kl} «

_ 7—_l<:l [ ,ul/aﬁK( )vuklabec ]gfr%’

abem

tiber eine partielle Integration auseinander hervor, so daf also in der Tat die durch (E.5)

und (E.9) definierte quadratische Form fiir reelle Felder £ und 7 hermitesch ist. Bis auf den
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Vorfaktor % konnen wir daher deren Kern mit dem Operator Fl(f) identifizieren und diesen

entsprechend ablesen.






Anhang F

Berechnung des freien Anteils f%uad

Unter dem freien Anteil der quadratischen Form (E.5) verstehen wir diejenigen Beitrige
derselben, die fiir einen verschwindenden Hintergrundspinzusammenhang w = 0 verbleiben,

so dafs also die Terme erster und zweiter Ordnung in @ nicht beriicksichtigt werden. Wir

berechnen im folgenden den freien Anteil der reduzierten quadratischen Form, fzuad (0), in

dem die \/+—D— und die ji-Reskalierungen, die den Zerlegungen (6.11), (6.12), (6.20) und

(6.22) innewohnen, noch nicht beriicksichtigt sind.

Nach fguad © _ f‘zlﬁg © +f‘2u§d © 4 fggd © getzt sich diese quadratische Form aus drei
Teilen zusammen. Wir berechnen sie separat, wobei wir den Eichfixierungsbeitrag qug?d ©
unmittelbar im Anschluf an die &-&-Komponente des Holst-Anteils f%ﬁg © herechnen.
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quad

F.1 Berechnung des freien Anteils I'/, .~ im Graviton-

sektor

Dieser ist explizit gegeben durch

o 0) %'16%@/&{ = () [ AP i, 2, | 244 (2)
+5m<x)[ eI K e 0 5”8] 7a(2)
oo - R A )
+7"" Be’“’ﬁo‘ béamlm—5rr?5bz77kn)[(¢gbcc)zec éd} kla(x)}
_ % 16;(; / d%{é”%(:p) (At i, | &, (2)

(o) [ - e K G e, 080, | 7 (o)
e @)[vwa LK O] o(o)

770 (@) [ K 7 | P @) (F.1)

wobei wir die Antisymmetrie der Spinzusammenhangsfluktuationen in den beiden O(4)-
Indizes sowie die Antisymmetrie des Tensors K (Z’“d in den ersten beiden Indizes ausgenutzt
haben, um den 7-7-Block entsprechend umzuformen. Wir setzen jetzt die Zerlegungen

(6.11) und (6.12) ein und berechnen (F.1) zeilenweise.

— . uad (0)
F.1.1 Der &z-Beitrag zu '},

Der zu berechnende Ausdruck ist gegeben durch

1 1
2 167TGk

/ d*z{ (0" 0pa + Opb™ + 0" ey + (D& — 0™ Dg)d + ™, € 00" + d)
[Aké“uyﬁaéfabmkéa“éby}

(05 Ona + 0ub* + 0Fco + (OE*, — 0°0,)d + €,,,,6",0°d” + d*,)} . (F.2)

Betrachten wir zunéchst den Skalar a auf der linken Seite, so verschwinden nach partieller

Integration der beiden Ableitungen die Beitrige a-a,a-b* und a-c,, da in diesen Fillen
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stets zwei partielle Ableitungen mit einem Levi-Civita-Tensor kontrahiert werden. Zur

Berechnung des ersten nicht-verschwindenden Beitrages verwenden wir die Identitét

vBa —a =b __ o =(=0=a« —~ A= «
eM0% i@ ﬂey—26(e,fek —eler),

so dak sich dieser bis auf den Vorfaktor 7Zu

e
/ At a[Arem 5 e yy®, &, 070 (0%, — 940,)d)
- /d“x{a[QeAk(emﬁe —¢e, Ve, 0ma0]d)}
- / dw{a[6 & AyO?]d} (F.3)
ergibt. Die beiden verbleibenden Beitriige verschwinden ebenfalls:
/d%{a[A,ﬁgwagabmkea“euamaﬂe )
_ /d4x{a[26Ak( e — &%) e &k am9,0°] dv )
= / d*z{al2e Ay (6,70% — &, 6" )", 0 030°]d"} = 0
sowie
/d%{ e (e e — ee,")omas)dE ) = 0,

wobei letzteres aus der Spur- und der Divergenzfreiheit des Tensors d*, resultiert.

Wenden wir uns nun dem Vektor b™ zu, so verschwinden auch hier zunéchst die Beitréige

b™-a und b™-b*. Nach partieller Integration erhalten wir weiterhin
/d4l’{bm[ — AkéT‘uVﬁaEabmkéauéby] 658’“%}
= /d4x{bm[ —2¢e A (e, e — & e,2) 050 ca}

_ / (b [2e Ay e} (F.4)
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sowie
/d4x{bm[ —2¢e (6,08, —&e,*) 008", | d}
_ /d“x{bm[—QeAk(éL—l)amD}d}:0
nach anschliekender partieller Integration wegen der Divergenzfreiheit von b™,
/d“x{bm[ 26 M (6,06 — e°e,)] 05" e, 0"}
= / d'z {0 [ - 2e A (6,70, — e,70,") ek 1 050°]d"} = 0
und schlieRlich

/d4:c{bm[—QéAk(émﬁék —efe,")]0sd" )} = 0.

Ebenfalls aufgrund zweier antisymmetrisierter Ableitungen verschwinden die Beitréige

cg-a und cg-c,. Wir berechnen den einzigen nicht-verschwindenden Beitrag zu

/dx{cB[—2eAk( & —ee,)]0m 0.t}
_ / da{e[2e AT FY (F.5)

denn wir erhalten dariiber hinaus

/ d'zfes] - 2 Mu(e,0 — &e,)]|0m D )
- /d4x{cﬁ[—2eAk(4—1)8BD}d}:0
nach partieller Integration,
/ dafes] - 2e (el — e, )]omeh, et 0"

— /d:p{cﬁ[—QeAk( o —els “Yek 00 ]d =0
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sowie
/d‘*x{cﬁ[ 2¢ A (e,’e0 — e e, )] omd",} = 0.
Fiir den Spuranteil d erhalten wir nach zweifacher partieller Integration
/d4x{d[2 e Av(e, e — ee,) e 00" 0,
- /d4x{d[26Ak(4— 1)]a)
_ / d'z{d[6 e AP]a) (F.6)
/d4:c{d[2 e (el —ee,)]embobt) =0,
/ d'xld[2e A6, e — 67e,) om0k, } =0,
was jeweils aus der Divergenzfreiheit der Vektorfelder b* und ¢, resultiert, sowie
/d4x{d[2 e Ar(e,le —e/e,) ] (emd — 0mag) (5,0 — 0%0,)d}
_ / defd[2e A (e, e — e,
(Pemet, — & ,0mas0 — 0" 0,0 + 0™ 0" 030,)d}
= /d4x{d[2 e Ap(1600° — 400* — 4% + 0% — 40P + 0% 4+ 0) | d}
= /d4x{d[12 e A I?]d} (F.7)

/ drf{d2e A6, e — 87e,)] (€750 — 0" 05) ek " 0"d")
_ / e {d[22 Ay(6,08.% — 8,6,) (€70 — 87 05) " 0] d* )

_ / d'a{d[2e A (0 — (6,0 — 00)))",,,0"]d"} =0



370 F.1 Berechnung des freien Anteils fg‘;iiv im Gravitonsektor

und
/d4x{d[2 e (e, e —¢ele,)] (emD — mag)d", )
= /d4a;{d[2 e N, (0 — O + 0%0,) |d", } = 0.
Der fiir den Vektor d” zu berechnende Beitrag ist durch
/d4x{d7"[ —2eA(e, e —ee,)]em e’ 50"
(000 + 0ab* + 0"y + (D*, — 070, )d + ¥

_ / Az {d[22 Ave, 2™, ) (0 Ona + Oub* + O
éuaavdw + dka) }

e 0'd" +d",)}

+(0e*, — 9%9,)d + £*

uvw

gegeben, so daf das Verschwinden der Beitrige d"-a, d"-b*, d"-c, und d’"-d unmittelbar

ersichtlich ist. Fiir den d"-d"“-Beitrag erhalten wir hingegen

/ d4${dr [2 g Akgmqugkmvwaqav} dw}
B / d4${dr [ —4de Ak‘ (nqvnrw - nqwmv)aqav} dw}

= /d4x{dr[—4eAkD]dw}. (F.8)

Die d"-d* -Komponente liefert wegen der Symmetrie des Tensors d*, ebenfalls keinen Bei-

trag:
/ A {d[2e Ay, 0 d5} = 0. (F.9)

Abschliefsend berechnen wir, welche Felder auf der rechten Seite in (F.2) an den Tensor

d"; koppeln. Da dieser spurfrei ist, ist der Ausdruck

/d“x{d”@ [— 26 M, e,2] (0% 0na + OubF + O,

+(0e*, — 0%9,)d + £*

uvw

e 0'd" +d",)}

fiir die einzelnen Komponentenfelder auszuwerten.
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Nach partieller Integration der Ableitungen verschwinden zunéchst die Komponenten
d"s-a, d”z;—bk sowie d"z-c, aufgrund der Divergenzfreiheit des Tensors. Weiterhin erhalten
wir

/ dla{dm| - 26 Mg e, ] (O, — 940,)d)

_ /d%{dng[_ 26 A (06, — 0°9,,)]d} = 0,

/d‘*x{d”g[ — 28 08 8,0 ek e 0"d )

= /d%{d”}g [—2éAe",,,0"]d"} =0
sowie abschliefsend
/ d*z{d"| —2¢e A6, ]d", )}
- /d%{dng[ C2en]d,)
- / daf{dn[ — 26 Ad,P) (F.10)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des Tensors d"; ausgenutzt haben.

F.1.2 Berechnung des Eichfixierungsbeitrags fg;d ©)

Da die Eichbedingungen blof den Fluktuationserwartungswert des Vielbeins und nicht
den des Spinzusammenhangs beinhalten, liefert der Eichfixierungsterm in der Wirkung
ausschlieflich Beitrige zur £-2-Komponente der quadratischen Form, deren Berechnung wir
an dieser Stelle einschieben. Wir setzen dazu analog in den Eichfixierungsbeitrigen (E.10)
die Zerlegung (6.11) ohne \/%— und fi-Reskalierung ein und berechnen fiir diese zunéchst
den freien Anteil; der Beitrag der Ordnung O(w) wird im Anschlufs an der entsprechenden

Stelle in Anhang H berechnet.
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Wir erhalten mit
01,6_”“ = 0,0a + Oc,
und

g = Tr(é'_) =a + Tr(d'_) = Oa + 30d

v

nach (4.44)

F., = (1+pp)o,Oa+0Oc, + 36p0,0d

1 a
+5Va [ (0P 0ua + 9, + 8, + (8,0 — 8°9,)d + e, 0'd™ + )
+n™® P (89,0 + Opb* + 8¢, + (6%, 0 — 8°9,)d + %,,,.e",0°d” + d*)) .

qr™ p

Die O(4)-Eichfixierung hingegen liefert nur Beitriige zum freien Anteil, und dieser ergibt

sich mit 5”}35[7” Al — é[mﬁ]é[m Al beziiglich der Komponenten der Fluktuationszerlegung nach

den entsprechenden partiellen Integrationen zu

ua 1 1 B 1
F%gfd 0 _ 3 . oG, /d4;p e {@ [((1 + BD)ﬁ,ﬂa + DCH + 3ﬁD8MDd)
(1 + Bp)@0a + O¢* + 3/pd"0d)]
1 = mn
+a—,L (0gbm +0"cp + 5mklnek60ld )
(0¥, + O™ + empqrépﬁaqdr)}
I Y ST B ’ 3
9 167er/d xe{aD [a( (14 pp)0O )a+0+a( 38p(1 + fp)O )d

+0+ ¢, (%) + 0+ d( = 36p(1 + Bp)P)a+0
+d( —9650°%)d|
+ai (07 (= 050Pyy)) + 6™ (= 0pOpnc™) + 0™ (= Dpe, P 0yd, )

/
L

teg(— 0m0Pb) + cs( = 0M0nc?) + cp(— 0™e,, P 04d,)
+d" (= €M 00 byy) + d" (= €™ 0 O™
Hd™ (= € e 0 0,d,)] } .
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Beachten wir auch hier wieder die Transversalitéit aller Vektoren, so erhalten wir schliefslich

ua 1 1 _ 1
Fggfd(()) = 5 167er/d4xe{$[a(_ (1+ﬁD)2D3)a+a(—35D(1+5D)D3)d
+d(—3Bn(1 + Bp)P)a+d(— 9850%)d

+CM(DQ)CM}
- Do GG -5
+dn(— 2D)dn]} . (F.11)

Damit haben wir den £-2-Block von f‘zugiiv(o) auf dem Niveau der &-Zerlegung berechnet.

fquad )}

F.1.3 Der é-7-Beitrag zu k grav

Wenden wir uns nun wieder (F.1) zu, so ist hier der Ausdruck

1 1 4, =m vBa 1 (k) Sc —kl
5 ' 167TGk /d re ﬁ(x) [ —e+ 7 Kk7§m6 V8M:|T a($)
1 1 m m m -m m m  sa 9b jc m
= 3 oG /d%{(@ dpa + 0gb™ + 0" cg + (0e"y — 0™ 0p)d + €. 8%50"d" + d") x
[ = et KT 0,] (9.,0" AL+ 0 (D, — 8'0,)B + %, " 0" B®
1 1
+0"B', + §skluvaa8“0” + 5»3“%6“(@6”@ —0°0,)D
+e¥, € 0° D'+ D%)) } (F.12)

zu berechnen, wobei wir ausgenutzt haben, dafs aufgrund der Antisymmetrie des Tensors
KOk in den ersten beiden Indizes die explizite Antisymmetrisierung der Spinzusammen-

hangsfluktuation hinféllig ist.

Zum einen ist nun zu beachten, daf aufgrund der Kontraktion mit £#7*9,, jedes Koeffi-
zientenfeld, vor dem eine partielle Ableitung beziiglich eines Raumzeitindex auftritt, keinen
Beitrag liefert; dies folgt nach einer partiellen Integration natiirlich auch unmittelbar fiir
die entsprechenden Felder der Vielbeinfluktuationszerlegung. Zudem ldft sich in der Zerle-

gung der Spinzusammenhangsfluktuation die Komponente, die den Vektor D' beinhaltet,
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wie folgt ausdriicken:

= 5 (5k 515% + 6" 5lt77u7" + 5kt5lr77us - 5kr51t77us - 5k55lr77ut - 5kt5ls77ur)auasDt

— (é[kaD ol 8a)D , (F.13)

wobei wiederum die explizite Antisymmetrisierung nach dem Einsetzen in (F.12) wegge-
lassen werden kann und zudem der zweite Term, der die partielle Ableitung enthilt, keinen
Beitrag liefert. Somit 14t sich (F.12) in der Form

1 1 3 =m m —Qa [ m vpo
RAT en / d'a{ (9™ cs + em0d + €™,y 850 de + d 5){ ghrvbe gCOm) ﬁu]
1
(0% ,0B + o*<',,,e",0"BY + 0"B' , + §5kluv8“é”aDD + e~ ap
1 kl U YU
+§€ uva D a)} (F14)

schreiben, wobei wir im weiteren Verlauf zur expliziten Berechnung dieses Ausdrucks auf
die Relation

K0,
1

- _guuﬁoz <€klcm - (nkcnlm - nkmnlc)> écyau
Yk

= e[(élﬁémo‘ — &,/ 0, + (e,e" — &, o + (€,e" — & &) On
1

b i = ) 70
k

zuriickgreifen werden.

Fiir den Vektor cg erhalten wir nun bis auf den Vorfaktor ﬁ unter Beriicksichtigung

der Tatsache, daf alle Terme, die ein inverses Hintergrundvielbein der Form €, ” beinhalten,
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nicht beitragen, die folgenden Resultate:

/d‘lx{cﬁ [~ ¢(0D- 9,0+ (4-1)9°0

1
4+ (Epkrsmm . Epl rsnkm)érﬁéslapamak>} DB} =0,
Tk

d4:1:{05 [ - é(élﬁa“D — 0+ (5,9° —g"9")0
+% (" N — €%, o) érﬁ(ss“apamakﬂ glwwava}
d%:{cﬁ [é : %e,ﬂepl ”Sgngapavm] Bw}
% (6°,0,07,, — 5@8,,53)0,,8@] Bw}
d4x{cr[—2é- %52]37"}, (F.15)
/d“x{cﬁ [ - é(élﬁaaD —0+ (g°0” - ¢"0")O

+% (" m — €7, ”nkm)éfésaa,,amakﬂ Bla}

1
= /d%{c;; [é- —érﬁspl”apm] Bls} =0
Tk

aufgrund der Symmetrie des Tensors B*

/d“x{cﬁ [ - é<0 —0+ (65, —¢,5,")00

1 1
(00— D)6 20,0, ) | - 56, 00D | = 0,
Tk

/d493{% [ - é(éfD ~0+ (g” - 48”)O
1
+% (Epkrsmm _ 61!71 rsnkm)ér655k8p6m>:| DDZ}

_ /d%{a, [2@52} Dl} (F.16)
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und schlieflich

/d‘*:c{cﬁ [ - é(() —0+ (6 — & )0

1 1
T+ (50— e fe, )| e 0D |
Vi 2

= /d4x{cﬁ [ - éékﬁeklw@“D} D% =0.

Betrachten wir nun den Skalar d, so sind nach zweifacher partieller Integration dessen

Beitriage gegeben durch

1
k

1
(0¥ ,0B + o*¢' " 0"BY + 0*B', + §5kluv8“é”aDD + e~ oD

uvw

50 0%))}
= [at{ape(ea - ara s Leeca)n)

1
(0% ,0B + o*<' " 0"BY + 0*B', + §skluva“é”aDD + &~ .ap

uvw

1 kl U T
‘|‘§E uv@ D a)} . (F17)

Da in der Zerlegung des Spinzusammenhangs sowohl vor dem Spuranteil B als auch vor
dem antisymmetrischen und dem symmetrisch-spurlosen Anteil B¥ bzw. B* aufgrund der
Transversalitiit des urspriinglichen, unzerlegten Tensorfeldes partielle Ableitungen 9% auf-
treten, koppeln diese in (F.20) allesamt nicht an den inversen Immirzi-Parameter. Beziiglich
der dualisierten Felder D, D* und D*  verhilt es sich gerade umgekehrt, da der Teil der
quadratischen Form, der unabhéngig von ,Yik ist, Ableitungen 0y bzw. 0, enthélt, deren Kon-
traktion mit e 9" verschwindet. (Der Vektoranteil D* 14t sich ja nach (F.13) ebenfalls

in dieser Form schreiben.) Somit erhalten wir

/d4:c{d[2 e(0® —400°)| B}
= /d%{d[—(semﬂB}, (F.18)
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/ da{d[2e(a0" - 5,"0)]0e "B} = 0,

/ dz{d[2 (00" — &°D)]OB!, ) =0,

sowie
/ a'z{d|e- %epkﬁg’flusapaum] =D}
- /d4:c{d[6é- %D?’]D}, (F.19)
/ a'z{d|2e- %apkﬁaskap} o'}~ 0,
und

/d%{d[é : %apkﬁg“wapa“] DD”S}

_ /d%;{d[z e L0 00,)|0D",} =0.

Ve

Der Vektor d° in (F.12) liefert die Beitrage

1
/ d4{L‘{dc |: - é(éma (Emlbcak - gmkbcal) + fy_emrbc (gpkrsnlm - gpl rsnkm)ésaap) ab:|
k

1
(0% OB + 0%, ¢",0"B" + 0'B', + 5e",,0"¢",0D + ¢, 0D

1 U YU
+§€kluv8 D a)}

1
= / d4l’{dc |:é (éma (smkbcﬁl - 5mlb08k) + ,y— (ENbc&'Tpks - &'kacé‘rpl s) ésaap) 8b]
k

(0Fe' ,OB + 9*<' .,

1
e 0"BY 4+ 9"B' | + 5»s"“mﬂ“é”aDD + e OD!

1
+§€kluvauDva) } , (FQO)
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was im einzelnen auf

/ A (e [2(8, (" et — D)) 04 OB = 0,

/ d*z{d°[e(0 — e™y.E ., 0) 0] 0" B}
_ / L2 {d[2 (s — thuren) 00°]0° B
= /d4x{dc[2 e B} (F.21)
und
/ A* 2 {d° [ (=™ 01 — gmlbcak)ab] OB} =0
sowie
d%{dc [é : %grlbcarp;apab] Y n)))

_ / a'e{a|2e L i, &) 3,090 D =0,
Tk

dio{d|e- % (0= evec™ ") 9,0 | OD'}
%(5;’% — 0,7 apab} DD’}
a'efar| - 2e- %Dﬂ D.} (F.22)

I
\?\
Hrb
—

S
|

und

1
d4l’{dc [é . %srlbcar”ks@pﬁb} €kluvauDvs}

1
- /d4{L‘{dc |:é ’ _Ekluv (5lpnbk558 + nlkébsécp + 5l S(prT]Ck
Yk

—0,70y N, — M0, 0,° — lsnbk5cp)8p8b8“} D”a}

z %eklw (0 — akac)} D”l} —0
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fiihrt. Dabei haben wir ausgenutzt, daf auch der Vektor d° nicht iiber den inversen Immirzi-
Parameter an die Felder vom Typ B koppelt, wohingegen er dies beziiglich der dualen Felder
vom Typ D ausschlieflich auf diese Art und Weise tut. Dies gilt auch fiir die Beitrige des

symmetrischen, spurlosen Tensors d"j, die durch

1
/ d%{d"g [é(éma (&0, —¢/a)) + o (&% mm — €7, ”nkm)érﬁés“ap)}

1
(0%, 0B + o* " 0"B* + "B, + asklm}@“é”aDD + e~ OD!
1
+§€kluvauDva)) }
gegeben sind, und dies liefert explizit

/ dta{dm[e(e,’0 — 0°9,,)]0B) =0,

/ d*z{dm (e, ¢ ,,,0 — 0)]0"B"}

= / d'z{d"[ec,,,0'| B“} =0

und
/d%;{dmﬁ [ee,>(e,"0— 0,0%)| B,
= / d*z{d"y[e O] B",
= / d*z{d"y[e O] B, (F.23)
sowie

/d‘lx{d’”’[3 [é e’ - %gkrsskmus@p} 8”DD}
- / atefan | - 2e- Lon o, - 0,87,)0,0'0| D} =0,

Ve
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und schlieflich

/ d4x{dmﬁ [é . %gpkrsgkmwerﬁesaap] 8uDva}
= / d4fv{d’”r [ —e i(épméruésv +08,67,0°,, + 0°,87,,0°,

u v m
Tk

08,88 = 0800, — 00,07,0°,) 0,0 | D}
_ /d%{dmr[—é- %D]Drm}
_ /d%{dmr[—e- %D] Dmr}. (F.24)

quad (0

Damit haben wir den &-7-Block der quadratischen Form fk arav ) berechnet.

F.1.4 Der 7-z-Beitrag zu 1:21;;1\50)

Ganz analog zum vorangegangenen Abschnitt lafst sich dieser Beitrag auf die Form

1 1

R T K O B SO N ENE
1 1

2

1
4 M SN m . n - r m >N mn B B "
. ]_677Gk /d SL’{ (8 Ce ﬁB + ome pqrepﬁan + "B 8 + 58 pqﬁpDeqﬁD + e ﬁDD

+ %Em"pqapD%) [é ((éf 6" — e e 0m + (6,0e," — &/,%) 0k
_'_(ékﬁ —ma . émﬁéka)an + fyi(gambcnnk i 5anbcnmk)ébﬁéca8a>:|
k
(0Fcq +,0d + ¥ e 0/ d* + d*) } (F.25)

efg

bringen, in welcher er nun von uns wieder komponentenweise berechnet wird.

Nach dreifacher partieller Integration erhalten wir bis auf den bereits oben unberiick-
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sichtigten Vorfaktor den Beitrag des Skalars B in der Form

/d%{B[ —e(2(6D - a0r) + . 0)0)

Vi
(0Fco + &",0d + €*,; 6,07 d? + d*,) } ,

efg

was im einzelnen auf

/d4:c{B[O]ca} |

/d4x{3[_26(4_ 1)) d)
= /d4x{B[—6eD3]d}, (F.26)

/ A {B[ - 2(5,50 — 0,0°)] ., 0/ do)
- / d“a{ B[0] ")

sowlie

/ d‘e{ B[0]d",)

aufgrund der Spur- und Divergenzfreiheit des Tensors d*, fiihrt. Manchmal driicken wir
dabei das Verschwinden eines Beitrages auch derart aus, dafs wir in dieser tabellenartigen
Darstellung der Matrixelemente ein solches verschwindendes Matrixelement als [0] schrei-

ben.
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Fiir den Vektor B" erhalten wir entsprechend

/d4SU{BT [é< —Dde, ey, + %(0 — " ) 8k8qaaéca>]
(0 co+ &, 0d + €, 2,07 d? + dka)}
- fulol(-meren - o)

(0Fcq + &, 0d + ¥, e, 07 d? + d’“a)}

= / d%{Br [ - é(@qénaenqu + %6@;’) D]

(0%co + ", 0d + ¥, e, 07 d? + dka)} :

da in der zweiten Zeile der zweite Term mit dem inversen Immirzi-Parameter als Vorfaktor

nach partieller Integration verschwindet. Fiir die einzelnen Komponentenfelder liefert dies

/d‘*:c{Br[— %52] cr} , (F.27)

/ ate{ B[ —e(0n, e, + %ar)mﬂ a}
- /d“x{Br [o}d} :

r S ~n 2

/ d4:c{B [ - e(& €100 + — 0) D} dg}
= /d4x{B7" [2 é((annrg - nqgnrf)aqaf)m} dg}
_ /d4x{B7" 2e0?]d,)

sowie abschliefend
4 r = S an 2 — k

/d x{B [— e(@qen i+ Ok, )D}d a}

= / d*z{B"[ — e D%, |d",}

- / d'z{Br[0]d",}
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aufgrund der Symmetrie des Tensors d*,.

Schlieblich ist der Beitrag der Tensorkomponente B"; unter Beachtung ihrer Spur- und

Divergenzfreiheit durch

1
/ d%{B"ﬁ [ — é( —¢gle 00— —s“n”cébﬁécaakaaﬂ
Vk
(0Fco + ", 0d + *, e, 07 d? + d’“a)}
= / d‘z{B";[ee, e, O]
(0Fco + €°,0d + ¥, 0" d? + d*,) }

efg

gegeben; auch hier verschwindet im zweiten Schritt der Beitrag, der proportional zum

inversen Immirzi-Parameter ist, aufgrund der Symmetrie des Tensors. Dies liefert

/ d'z{ B, [e0]0%, )
— [ @By

nach partieller Integration,
/ d'z{B"[ee,’0]0d}
~ [ (s
wegen Spurfreiheit,
/ d'z{ B [e e 0ck,, 00"] a7}
= [da{my oy

wegen Symmetrie sowie letztendlich

/ dte{ B [e0]d",)

= / d'z{B%[eO]d} . (F.28)
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Wenden wir uns nun in (F.25) den zu den gerade berechneten Beitrigen dualen Gegen-

stiicken zu, so ist der Beitrag des skalaren Pendants D zunéchst durch

/ d%;{D [ . g(o n %emkpbeambcecaapaa) D]
(0Fco + ", 0d + *, 6%, 07 d? + d’“a)}
- / d4:c{D [% (Dé,f - akaa) D}
(0Fco +€°,0d + €*,,,e°,07d? + d’“a)}

efg

gegeben, und dies fiihrt auf

/a%{p[o}ca} ,
/d‘*:c{D[%Dﬂd} , (F.29)

9 e
/ a'e{D| =5 (00, - 0,07 ) 0| e, 0 a |
Tk
_ /d“x{D[O} @)
und
/ d'z{D[0]d",} .
Fiir den vektoriellen Anteil D™ gilt erneut aufgrund der Divergenzfreiheit
4 n|= e e e 1 a c; o
d :c{D [e( — e, 0 +4e," 0, — e, 0 — fy—s ok Ec 8a)lj}
k
(0%cq + &, 0d + ¥, e, 07 d + d’“a)}

— /d‘*:p{D” [é(Qénaak - %5ankceca8“> D}

(0Fcq + ", 0d + *, e, 07 d? + dka)} .
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Komponentenweise fiihrt dies auf

/d‘*:c{D” [@(2@,;@ - % ~o) D] ca}

= / d*z{D"[2e]c,}, (F.30)

/d‘*az{D" [é(2an - % : o)mﬂd}
- / dtz{ D" [0]d)

nach partieller Integration,

/ d%{D" :é<0 - %8“%66’“6 fgaaaf> D} dg}
- Jl ] sl
- /d%{D":— gmz] dn} (F.31)

sowie

/ dte{ D" [0]d",}
wegen Divergenzfreiheit bzw. Symmetrie.

In diesem Unterabschnitt verbleibt nun zu guter Letzt noch die Berechnung der Bei-
trage des Tensors Dqﬁ. Diejenigen Beitriage, die nicht proportional zum inversen Immirzi-
Parameter sind, verschwinden zunéchst, da in diesem Fall entweder zwei partielle Ablei-
tungen oder dieser selbst mit dem e-Tensor kontrahiert werden, der in der Zerlegung der

Spinzusammenhangsfluktuation die Dualisierung vermittelt. Somit erhalten wir

[ a8 - Lenren om0

(0Fco +€",0d + €*,; 6,07 d + d’“a)} ,

efg
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und dies liefert schlieflich

/ da{ D% [0]ca) .

forfo]- a0l
_ / d%{qu[%(équ = 6q8b)D]d}
- / dte{ D", [0]d)

wegen Spur- bzw. Divergenzfreiheit und

/ o T e X
k
— / a‘z{ D" [ (8°,(5%,8% — 6%,8%) + 8°,(6%,8% — 6%67,) + 6%8%8°, — 6% 8%4°,)
gy 0u00 | |

_ /d4:c{qu[0]dg} ,

erneut wegen Divergenzfreiheit, Spurfreiheit und Symmetrie. Als einiziger nicht-verschwindender

Beitrag ergibt sich hier

[ e[ Zeneem 0.0])

e
d4l‘{qu [% (5bq(5ap5ck o akécp) + 5aq(5bk5cp o 5bp56k)

+6°,(6%8" — 5ap5bk))aaap] dkc}

d'a{ D1, % (0" — 05, %}

43:{Dq _ ED} d° }
b_ Vi q

d%;{Dq _ D}d b} ,
b_ Vi q

was die Berechnung des 7-&-Beitrags zu f‘zugiiv(o) abschlieft.

Il
\?\ —
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F.1.5 Der 7-7-Beitrag zu fguad ©)

quad (0
k grav

es sich an, blof ein Viertel der auf dem Niveau der Zerlegung (6.12) entstehenden Beitréige

Um den noch verbliebenen Block der quadratischen Form T’ ) 7u berechnen, bietet
zu berechnen; alle iibrigen lassen sich auf diese mittels der Dualisierung zuriickfithren. Wir
zeigen zundchst, wie dieser Zusammenhang explizit beschaffen ist und berechnen im An-
schlufs wie gewohnt die benotigten Mischungen, so dak sich der gesamte 7-7-Block angeben

laft.

Das zu betrachtende Matrixelement, das in diesem Sektor blof Beitrige zum freien

Anteil liefert, ist zundchst von der Form

1 1
> Toag | A0 T 74, (2]}

167Gy,
mit
T = L0508 000 ) K 1
- é[((ékﬁéna —ee) - isknabeaﬁebo‘> M
Tk
_<(émﬁéla —&e) - %gmlabeaﬁeba> mm} : (F.32)

wobei in dieser Umformung die Identitdten (A.52) und (A.53) Anwendung fanden. Die

Spinzusammenhangsfluktuation ist bekanntlich antisymmetrisch in den O(4)-Indizes,

T = 7"["”% ,

und es ist hilfreich, diese Antisymmetrie vermoge Antisymmetrisierung auf Tmnﬁ o ZU

iibertragen geméfs

—[mn] B a-[kl] _ =lmn] B o =[kl
T Lo wa M, = 7 8 Ty (k1 S
T B8 a =kl

[mn] ki) T o

7—_mnﬁ

In dieser Form kann auf die explizite Antisymmetrisierung der Spinzusammenhangsfluk-

tuation in der Zerlegung (6.12) verzichtet werden, und durch Einsetzen von (F.32) erhalten
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wir
a 1 a a
CF[mn]ﬁ[kl} = Z (Tmn kl Tnmﬁkl Tmn Ik “+ Tnmﬁlk )
= sl - et n - eled el
P

_(élﬁéna - énﬁéla)nkm + ( € €y — én’?éla)nkn
1 _ 5
_% (gknabnlm - gkmabnln - glnabnkm =+ glmabnkn)eaﬁeba} )

so daf schliefllich der Ausdruck

1 1
2 167TGk

1

mn U s n 1 mn U v
+ 8DeﬁD+( &40 = 0" 5) D" + 5,0 Dﬁ]

l\DI»—t

( ka)ﬁlm — (ékﬁéﬁ — é,ffék“)mn
B ePe
m

«
m

DO |

|

- énﬂéla)nkm + (él )77/m

§|H rm

ab ab ab =[5 «
(gkn Mim = €gm Mn = €, Tem T Epy nkn) 6aﬁeb >i|

[aaaw + 00! B + 0! e 0B + OF B, + 25 DadC

5,06, D + (4,0 - 00,) D' + 25 D" ] } (F.33)
komponentenweise zu berechnen ist. Wir werden dies im folgenden allerdings blof fiir die
mit A und B bezeichneten Feldkomponenten explizit ausfiihren. Deren Mischungen mit
ihren dualen Gegenstiicken C' und D sowie die Beitrége, die diese ihrerseits untereinander

liefern, leiten wir hingegen aus der algebraischen Struktur von T[mn]ﬁ [klf‘ ab.

Verwenden wir zunéichst die in dieser auftretenden inversen Vielbeine, um die Raumzei-
tindizes der Fluktuationserwartungswerte in O(4)-Indizes umzuwandeln, so stellt sich der

zu berechnende Ausdruck bis auf den iiblichen Vorfaktor in der Form

1

/ dhr { Fn [g K( 5,75, — 6,5,") — %Emkab) o — <( 5,060 — 6,5.%) — %gnkab) .

_ <(5ma5lb _ 5la5mb) _ %8mlab) T + <(5na5lb _ 5la5nb) _ %gnlab> nkm} ] L
(F.34)
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dar. Das gewichtete antisymmetrisierte Produkt der beiden Kronecker-Symbole wirkt dabei
auf antisymmetrische O(4)-Tensoren zweiter Stufe wie der Einheitsoperator, und wenn wir
dessen Einschrinkung auf diesen Unterraum mit 1 bezeichnen, so gilt beispielsweise in

dem obigen Ausdruck

1 1 ab
|:(5ma5kb - 5ka5mb) - %gmkab} Nin = é[ﬂ[ 1= % *}mk N

DO )

wobei x wie iiblich die O(4)-Dualisierung bezeichnet. Da in der Zerlegung (6.12) die Kom-
ponenten C' und D mit A bzw. B iiber Dualisierung verkniipft sind, kontrahieren wir nun
die quadratische Form in (F.34) mit 2™, . d.h. wir wenden die Operation ™" auf sie

uv? uv

an. Nach elementaren Umformungen fiihrt dies auf

3 [ (0,060 = 658,0) = ) = (6588 = 55, =~}

_<(5ma(slb 5, a(smb) _ %Emlab) T + <(5na(slb _ 5la5nb) _ %%lab) 'f]km]

1
= 5 |:(Ealuv5kb - Ebluv(;ka - Eakuv(;l ’ + gbkuv(;l a)
1
_% [(5au5bk o 5ak5bu)mv o (5ay5bk o ak(sbv)mu . (5au5bl . 5a15bu)77kv
+(8,0% — 5“15bv)nku}] : (F.35)

Nun kommt folgende Identitdat zur Anwendung, die wir unmittelbar im Anschluf beweisen

wollen:

a b b a a b b a
€ luvék - luvdk —c kuv(sl te kuv(sl (F 36)
_ b b b b ’
= %Mo — €My — ¥ Mky + €Y Mk

Zum Beweis stellt man zunéchst fest, dak die linke und die rechte Seite die gleichen Sym-
metrieeigenschaften aufweisen: Sie sind beide jeweils antisymmetrisch in den Indexpaaren
[k, 1], [u,v] und [a,b], wobei der Unterschied der beiden Seiten gerade darin beteht, daf
die Paare [u,v] und [a, b] ihre Rollen tauschen. Die drei Indexpaare miisssen also paarweise
voneinander verschieden sein, um einen nichtverschwindenden Beitrag zu erhalten, und in
jedem solchen Falle triagt auf beiden Seiten jeweils nur einer der vier Terme bei, wobei die-
ser seinerseits fiir genau zwei Indexkombinationen nicht verschwindet. Diese Bedingungen
lassen sich durch Einfiigen zuséatzlicher Kronecker-Symbole implementieren, wobei nun zu

beachten ist, daf iiber doppelt auftretende Indizes nicht summiert wird; vielmehr ist der
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quad

kgray 1100 Gravitonsektor

dreifach auftretende Index derjenige, dessen moglicher Wertebereich durch die Bedingung

ausgedriickt wird. Die acht beitragenden Terme der linken Seite sind dann von der Form

E 0k 0"+ £ 00", — €0, 0", — 10,00,
%00, "0y — €%0, "0+ €040, 0, 40" 4 %0, 70,
= &0 M + €4 0 M — €701 Mew — €% 61 o
—e% 0, M — €% 0, e + €% 00, T+ €0k 01
= & k0 M 4 €% k0w — € k6 M — € 110, Pt

kb a ak b kb a ak b
=€ 0k Mew — €510k Mo + €710 Mew + €510k Mhew 5

wobei das erste Gleichheitszeichen hier nur im euklidischen Fall gilt, fiir die Lorentzsche
Signatur hingegen ergiben sich entsprechende Vorzeichen. Im zweiten Schritt haben wir
dann die Terme geeignet umgeordnet, und paarweise nacheinander liefern sie nun, wiederum
bezogen auf den dreifach auftretenden Index, alle Kombinationen, die Beitrige zur Folge
haben. Wir kdnnen nun also in diesen vier Paaren die rigiden Bedingungen durch Summen

ersetzen, was auf die rechte Seite von (F.36) fiihrt und somit die Behauptung (F.36) beweist.

Wir setzen dieses Resultat nun in (F.35) ein und erhalten nach einer Umordnung der

Terme

3 [ (0,050 = 658,0) = ) = (6588 = 55, =~
1

_<(5ma(slb 5, a(smb) _ %Emlab) T + <(5na(slb _ 5la5nb) _ %%lab) 'f]km]

B % I %(5“%’; =00,) ) — (e - %(50“5,5’ —6,%,") )
B <€“lab B %(%aélb — 0, a5ub)>77ku + (%lab N %(51,”511) — 51“51}?))%] ;

so daf wir unter Verwendung der zuvor eingefiithrten Bezeichnungen die Beziehung

[( 1 ab 1 ab 1 ab 1 ab
et ) o a1 ), 10 ), s (-4 ),
[] e mknz [] o nkﬂz [] o . Tink [ o . Timk
1 ab 1 ab 1 ab 1 ab
= [(*_"_1H> Uu-(*—"—ﬂu> Um-(*—"—ﬂu> ﬁm-%<*—"—ﬂu> Uw]
Yk uk Yk vk Yk ul Yk vl
1 ab
= 4(x——1 F.37
(* % ) [l ]y (F.37)
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bewiesen haben. Dabei sind in der verkiirzenden Schreibweise, die wir in der letzten Zeile
eingefiihrt haben, die beiden Arten von eckigen Klammern durchaus gleichberechtigt; sie
dienen lediglich dazu anzugeben, beziiglich welcher Indexpaare die paarweise Antisymme-

trisierung erfolgt.

Die Operationen 1) und x werden darin vertauscht, wobei die Indexersetzungen m — u
und n — v vorgenommen werden, so dak uns dieses Resultat nun angibt, wie sich aus der
Kenntnis des A-B-Blockes in (F.33) die Beitrige der Form C-A, C-B, D-A und D-B
ergeben: Die Elemente der Matrix, die den inversen Immirzi-Parameter enthalten, sind mit
—v¢ zu multiplizieren, die iibrigen nicht-verschwindenden Beitrdge hingegen miissen mit

—,Yik multipliziert werden.

Um nun analog die Beitriage der Art A-C, A-D, B-C und B-D 7u bestimmen, mufs die
quadratische Form (F.34) mit %5klpq kontrahiert werden. Die Wirkung dieser Operation
konnen wir unter Ausnutzung einfacher Symmetrieeigenschaften bestimmen, denn da die
quadratische Form antisymmetrisch unter der Vertauschung m < k A n < [ ist, erhalten
wir durch Anwendung dieser Dualisierung ein zusétzliches Minuszeichen. Auf der rechten
Seite von (F.37) fiihrt dies auf die entsprechende Ersetzung k& — p A | — ¢. Abschliefend
machen wir die Umordnung der Indizes wieder riickgangig, so dafs sich diejenigen, welche
sich in (F.34) auf die rechte Fluktuation beziehen, auch in der quadratischen Form rechts

von den anderen Indizes befinden:

. 1 ab _ Kl 1 ab
* pq4(1[]_%*)[m[k nn]l] T T 4(1[}_%*)[1“[7” nl}"]
(F:37) _4(*_i1”)[p[ ab ﬁq} |
’Yk' m n
1 ab
— 4(*—%1[ ])[m[p nn}q] . (F.38)

Mit Blick auf (F.37) bemerkt man also, daf die {A,B}—{C,D}—Beitrége ihren {C,D}—
{A, B }—Gegenstiicken gleichen.

Um abschliefend die Form der Matrixelemente C-C', C-D, D-C' und D-D zu ermitteln,

ist die kombinierte Anwendung der beiden Dualisierungen zu untersuchen. Diese ergibt sich
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mit den gerade abgeleiteten Identitdten zu

mn 1 a (F.37) 1 a
M, A1 = %*) [l ' L = *klpqll(*—%]l[ ) [u[kb it
_ 4 kl ab
- _%* Pq (ILH_%*)[H[k nv]”
F38) 4 ab
il - (* 'Yk]l”)[u[p nv}q]
1 ab
= 41 - %*)[u[,, R (F.39)

so daf also die Form des C-D-Blocks der des A-B-Blocks gleicht.

Wir miissen ersteren nun blofs noch explizit berechnen. Dieser ist bis auf den iiblichen

Vorfaktor bekanntlich gegeben durch
/ a'e{ [950m A" + 97D B+ 97", 0"BY + 0" B
2 =~ b a =~ s « =05 « = [Bs «
|:§<(€kﬁen - enﬁek )nlm - (ekﬁem - emﬁek )nln
_(élﬁénoé _ énﬁéla)nk‘m + (élﬁéma _ émﬁéla)nk‘n
1
_’Y_ (gknabnlm - gkmabnln - glnabnkm + glmabnkn) éaﬁéba>]
k

[aaakAl + 00 B + 0L & OB + akBla] } .

p

Fiir den Beitrag des Vektors A" erhalten wir

/ d%{A” [g <(é,fé,ﬁ — &8 ) m — (82,0 — &,°8 ) mn
—(&7%, — .8, m + (8,72, — €,°8,) i
—% (Etnim = € M — €1 Niom + glmabnkn)éaﬁéba)}
"3 [aaakAl +0F0e! B + dFel e 0B + 8’“Bla] } .
Der A"-Al-Beitrag verschwindet zunichst, da die quadratische Form in o und 3 antisymme-
trisch ist und anschliefend mit zwei partiellen Ableitungen kontrahiert wird. Wir erhalten

also

/&ﬂmmm}
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und weiterhin

/ az{ 4[5 (00, - 08,) - (O8, — 08,) — (09, — 400,) + (09, — 400,)

_vi (60,0508 0y — €1, 0" Du0 — £,,°6,' 00, + elmabablamaaan))] DB}
k

- 0,
/d4x{A” (0-0-0+0- %(0 0,00, +0)) ¢!, 0B}
_ / diafar % (g, = ) 00,07 57}
_ /d4g;{A" _ %DZ] Bn} (F.40)

und

/&ﬂmmyg
wegen Divergenz- und Spurfreiheit sowie Symmetrie.

Nach dreifacher partieller Integration und anschliefsender Vereinfachung nimmt der Bei-

trag des Skalars B die Form

/ d4x{B [é(ékaal — &0y, — %ebmklébaam)} O

[aaakAl + 006 B+ 0% & OB + a’“Bla} }

qr- o

an, was komponentenweise auf

/d‘*x{B[o}Al},
/d%«{B[- 3e’| B}, (F.41)

/&HBMH}
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und

/&HBMEJ
fiithrt.

Der B"-Beitrag ist nach zweifacher partieller Integration und anschlieRender Anwen-

dung bekannter Identitdten durch

e
/ d4x{Bw |:§ (2€kluvéma + 8nkvwénanlm - 5nlznﬂénanlﬂ”ﬂ
1

%

+<77mknlw — nmlnkw>éya + (nmvnlw - nmwnlv)éka)>] 8mav
[aaa’“Al +0F0E B+ 0% & OB + akBla] }

((nmlnkv - nmknlv)éwa + (nmwnkv - nmvnkw)éla

gegeben, und wir berechnen daraus

/d%{Bw [- 2—; 2 TPy, | A}

_ /d4x{Bw[— %DZ]AU,} , (F.42)
‘/d%{Bw@ﬂﬂ,

/d%{Bw E 0+0— e e, 00°0" — % : o)] B”}

— [ da(Bler]B.) (F.43)

sowie

/}#x{BquBg}.
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Zu guter Letzt nehmen die Beitréige des symmetrischen, spurlosen Tensors B"; die Form

n €l (= > >« ) 2] e ¢
/d4l’{B 3 |:§ ((ekﬁnln - elﬁnkn) €m — (ekﬁnlm - elﬁnkm) €n
1
+— (Emkabnln o Emlabnkn) éaﬁéba) 8m]
Yk
0,0° A4+ 90 B+ el e, 0BT + 0B | }

an, und dies liefert komponentenweise die Beitrige

/ d'z{B,[0] A}
[ BB},

[ damy 05y

und abschlieflend

/ d%{B"B [g : élﬁénalj} Bla}

_ / d'e{ B [SD] B! (F.44)

Dank der von uns angestellten Voriiberlegungen sind wir nun in der Lage, alle weiteren

nicht-verschwindenden Beitrage unmittelbar anzugeben:

/d%;{cn e B,}, (F.45)

/d%{D[%D:"]B} : (F.46)

/d‘*x{D” e A}, (F.47)
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/d4x{D" [ - % DQ] Bn} : (F.48)
/d%{D"l B 2%5] B}, (F.49)

/ da{ A" [eCP]D,) (F.50)

/d‘lx{B[%DﬂD}, (F.51)

/d“x{B" e C,}, (F.52)
/d“x{B" [ . % DQ} Dn} , (F.53)
/d‘*:c{B”l B 2%5] 1, (F.54)
/d‘*x{cn[— %DQ] D}, (F.55)
/d“x{D[ —3e’|D}, (F.56)
/d‘*:c{D”[ _ %Dﬂ Cu}. (F.57)

/d‘*x{D” (%] D}, (F.58)
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/ d4:c{D”l [SD] D,j} . (F.59)

quad (0
k grav

Wir haben somit den freien Beitrag der quadratischen Form T ) auf dem Niveau

der zerlegten Fluktuationen vollstdndig berechnet.

F.2 Der freie Anteil f%ﬁi&m im Gravitonsektor

Fassen wir nun die Resultate dieses Abschnittes zusammen, so stellt sich der freie Anteil
von f‘zugi‘iv =T f‘zug?d nach Zerlegung der Gravitonfluktuationen geméf (6.11) bzw.
(6.12) in der Form

quad 1= —, - —
Fk grav [57 T €, w]ézconst,@:O

m _ _1 g
L " 2, O 10 d,
= . d*ze " O o -0 B,P
2 167Gy 4 2 2% m
m _1 __1 1 B
D B Vi 2k . 2 O Dm
T
2
a —+Pp)" 3(20, -0 )2 o 0 a
ap O‘DQ
N d 3(2/\ D (;gBD) D) 2 3(4Ak—3% D) 2 -6 S0P d
0 —6033 -3 A
Tk
D 0 63 33 308 D
Tk Tk
T
pm —2;,LD (2Ak+2i£)D 0 0 0 0 0 b
1 O 1 2 2 2
m 1 2 2 2
d 0 0 72(2Ak+q)m 0 200 0 —%D dm,
Am 0 0 0 0 Ll 0 02 Am
Tk
B™ 0 — 2P 20 S (I Bm
Tk Tk Tk
cm 0 0 0 0 02 0 —iw Cm
Dm 0 o2 _2 2 2 Al i 2 D
Tk Tk Tk

J

(F.60)

dar. Diese quadratische Form ist offensichtlich fiir einen reellen Immirzi-Parameter

selbstadjungiert.
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quad (0)

F.3 Berechnung des freien Anteils f’k o 1m Geistsek-

tor

Wir setzen die Zerlegungen der Geist- und Antigeistfelder in die vier in Kapitel 4 be-

rechneten Anteile der Geistwirkung ein. Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt nur

die vom Hintergrundspinzusammenhang @ unabhéngigen Terme und fiithren auch hier die

1

entsprechenden 75 und fi-Reskalierungen nicht aus. Fiir (4.68) ergibt sich diese nullte

Ordnung vermoge partieller Integration unter Beachtung von (6.21) zu

_ / A2 & {(D,F +5.) [(1+ 50)20,) (2" f + ¢") }
- _/d4xe{(f[—(1+5D)DQ}f}'

Fiir (4.69) und (4.70) erhalten wir analog

sowie

S
Q
&
4
DO |
o
g
=
2
E)l
—_ N
o
(&)
I_J@
—
(&)
<
—
+
Q
<
SN—
H,—/

(F.61)

(F.62)

(F.63)
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Abschlieffend nimmt (4.71) in dieser Darstellung die Form
n 1 kl s a 17b 1 ab mn
Oy + 550 akal) (a F o 5e,,0"G )}
L - n 1 kl A a 7b 1 ab mmn
5 (Fady = Fida) + 520 Gkal) (a B Set, 0"G )}

2
- fawe(n]- T el Do) P

an, so dafs sich der freie Teil der Geistwirkung zu

_ / deel R [ _ 9} Fe+ Gy [%(5%5; - 5kn<slm)alaﬂ G"}

I V16,67, 5]

f —(14+6p)3 0 0 0 f
_ g a
= —/d%é g,a 0 g ED 0 J
Fa 3 2 0 £
G, o o -H Ge

(F.65)

ergibt.






Anhang G

Berechnung der Eigenwerte und
Eigenvektoren des algebraischen Anteils

von H

Wir mochten nun die Eigenwerte und Eigenvektoren der in Kapitel 7.2 angegebenen
Matrizen berechnen. Diese sind durch die Kerne der gerade berechneten quadratischen
Form gegeben, wobei nun jedoch bereits die \/%— und p-Reskalierungen ausgefiihrt wurden.
Mit der Ersetzung —0 — p?, p := /p? sowie y := £, = £ und f := of pu*k? lauten
die zu diagonalisierenden Matrizen, sofern man sie durch dimensionslose Gréfen und &

ausdriickt:

Skalarer Block des Gravitonsektors {a, d, B, D}:

(1—i(—xiD)2y2 ,ufl 3(2)\k+ BD(;—;BD)yz)Mil 0 0
Bo(1+6 - Bz _
e - | s B ke oy o |
0/ js 167 gy, 0 6y 3u 0

0 0 0 3pu
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Erster Vektorblock des Gravitonsektors {v™, ¢, A™, D™}:

3

3
o (2)\ku +43) 0 0
_ 3 o 3
(HVI)iVI <y2 _ 1 _(2>\k:u 1+5_f> ( 1% 1+ ) 0 2y k3
0/ jvr 167 g 0 0 4
2y pwoop

Zweiter Vektorblock des Gravitonsektors {d™, B™, C"}:

220 07+ ) 2y
2y pop | E
0 J

(HVH)ZVH ( 2y 1
JvIr 167Tgk

Tensorblock des Gravitonsektors {d"", B™", D""}:

‘ . 2Nt~y 0
HT ZT 2 _ - o . k:-?)
( 0) ]T(y ) 16795 Yy 5 0
0 0 -

Skalarer Block des Geistsektors {f, f}:

(HE")"™® (%) = (14 Bo)y* u "k

Jghs

Vektorblock des Geistsektors {g,,, Fin, G, g™, F™, G™}:

(thV)ZghV (y2) —

Jgh Vv

O e O
|

G.1 Die Eigenwerte von H

Wir berechnen in diesem Abschnitt die Eigenwerte )\gx(yQ) der dimensionslosen Matri-

zen, die jeweils auf der rechten Seite der obigen HO—Blécke stehen. Die dimensionsvollen
N (y?) k fiir x € {S,V, T} bzw. iiber

167!’G1‘C Qx (

Eigenwerte ergeben sich dann iiber ng (p?) =
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ng (p*) = AX, (y?) K fiir x € {ghS,gh V}. Jetzt geben wir sektorweise die charakteristischen

Polynome an.

Skalarer Block des Gravitonsektors: Hier gilt zunéchst
N =3u.

Die drei iibrigen Eigenwerte erhalten wir als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Ps(A%)
s [(L+6p)y Bf 2
(A" - [TZM(MH?’ D) 4 3] (5,
2
Bl (), +3ﬁD 1) 3l g (4, 4 30042) 32
ap M ap ap
+ 2 _
—9<2)\k+7ﬁ <aD ﬁD)yQ) 2| (85)
gLt Bo)” (4)\ +3ﬁD 2) gLt ) +ﬁD)Q@/—4+27(2Ak+5]3(1+5]3) 2)2 -
ap M Qap M ap

Erster Vektorblock des Gravitonsektors: Das charakteristische Polynom fiir AY! ist
durch

PVI ()\VI )

avry
2

= o) [ 5 (g ey’

(g )+ (fi— f) it = = g (e ) o’
I P N SIS T ST
+:_§(y2+5;> 1(4Ak+’”}4>2} (G.1)

gegeben.
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Zweiter Vektorblock des Gravitonsektors: Hier sind die dimensionslosen Eigenwerte
AT die Nullstellen von

PVH ( )\VI I )

aviIr

= U+ [ (v D) )| L)
(2t “74) =) () + 22+ “74) .

Im Falle der drei verbleibenden Blocke faktorisieren die charakteristischen Polynome in
Polynome, die hochstens vom Grad 2 sind, so daf sich fiir diese die Eigenwerte unmittelbar

angeben lassen.

Tensorblock des Gravitonsektors: Es gilt

1 1
Mo = —1(4)%;{1 +u) £ \/E(LL,\W—l +ﬂ)2 = A

sowie

i
A =0
3 2
Skalarer Block des Geistsektors: Hier liest man unmittelbar

NS = (14 Bp)y? !

ab, so dak dieser Block also wie im Hauptteil erldutert fiir die Wahl fp = —1 singular wird.

Vektorblock des Geistsektors: Abschlieffend findet man fiir diesen
1
Ay = =5 (nF Vi +4y7)

und
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G.2 Die allgemeinen Losungsformeln fiir Polynome drit-

ten und vierten Grades

Die Nullstellen der charakteristischen Polynome dritten und vierten Grades lassen sich
vermoge bekannter Formeln bestimmen [89, 90]. Da es sich in unserem Fall um die Eigen-
werte eines hermiteschen Operators bzw. einer reellen symmetrischen Matrix handelt, ist
es ausreichend, sich auf den Fall dreier reeller Losungen zu beschrinken. Die Nullstellen

eines Polynoms der Form
P<$U> Ex3+a2x2—|—a1x+ao

sind dann durch

<

< W

2

3

1

T, = —§a2+2\/—u cos(—)
1

Ty = —§a2+2\/—u cos( i
1

T3 = —§a2+2\/—u cos(

)
47r)

S8
t e

w

mit

3a; — as? 9ay ay — 27 ag — 2 as? 9 < v )
U= — V= ‘= arccos
9 ’ 54 ’ v/ —us

gegeben. Dies sind die Cardanischen Formeln fiir den Spezialfall dreier reeller Losungen.

Des weiteren ergeben sich die Nullstellen eines Polynoms vierten Grades der Form
P2)=2+ A3 + Ay 22 + Ay 2 + Ay

mit

3 1 1 3 1 1
= —§A32+A27 B = §A33—§A3A2+A1,’Yi: —ﬁA34+1—6A32A2—1A3A1+A0
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7zu
A3+1( Y2y £/ -3a—2 25 )
210 = ——+ - (V« —3a— e
1,2 1 5 n Y1 A
A3+1( ot/ -3a -2y 4+ 20 )
z34 = — + = =V« —3a— — .
> 4 2 n h va+ 2y

Darin bezeichnet y; eine der drei Losungen der folgenden Gleichung dritten Grades:

5 o« 2
y3+§ay2+ (20 =)y + (———7—5—) =0.
Wir haben uns im Zuge der numerischen Untersuchung davon iiberzeugt, daf die Nullstellen
des Polynoms vierten Grades in der Tat unabhéngig davon sind, welche der drei Losungen

dieser Gleichung wir wéhlen.

G.3 Die Eigenvektoren von H,

Unter Kenntnis der Eigenwerte reduziert sich die Bestimmung der Eigenvektoren auf
das Losen eines linearen Gleichungssystems. Da es sich um die Eigenvektoren reeller, sym-
metrischer Matrizen handelt, sind diese in jedem der fiinf Sektoren S, V, T, gh S und gh V
untereinander jeweils orthogonal. Am {ibersichtlichsten 14ft sich die von verwandte Metho-
de zu deren Berechnung am Beispiel des Unterblocks VII des Vektorsektors illustrieren.

Wir werten auf diesem die Eigenwertgleichung in der Form

2(2)% pot+ “73) 2y 0O a a
2y pop b = |0
0 w0 c c

aus und erhalten das Gleichungssystem

3
2(2)%/[1 + M?)a+2yb =\ g

avIi
__\VIT
2ya+pbt+pc=2A,,0

_\VII
pb=2A.,, -
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I

Wir 16sen dieses auf und erhalten den zum Eigenwert )\X\I/ .

, gehorenden normierten Eigen-

vektor schlieilich zu

1
2 _1
vy — [0 =, =) s 1
avrr o 4y2()\\/'[[ )2
avrr

A\VII ’1’ A\VII

y avrIr QavrIr

T
(o000 PP -t =i )

Dabei haben wir beachtet, daf die vorliegende Matrix als Unterblock einer blockdiagonalen
7 x T-Matrix aufzufassen ist und sie somit auf einen Unterraum des R” wirkt. Zudem kann
man das obige Gleichungssystem auch auf andere Arten auflosen; diese sind jedoch zueinan-
der und zu der dargestellten Md&glichkeit genau dann dquivalent, falls das charakteristische

Polynom verschwindet.
Wir geben nun blockweise alle auf analoge Weise bestimmten Eigenvektoren an:

Skalarer Block des Gravitonsektors:

1

5 1

Z, 36,2 02 + LE2) |

(Usas) o= |1+ \S 5 T 2 X
( as 3p) 112 ()\gs _ (lzim)2y2ﬂfl>
X(3(2)\k+ BD(;;BD)yz)MA : 6y O)T e {1 , 3}
s Ly ; s &S ) &y
)\gs _ (12/]3313)2 Y2t )\ES —3u

(vsozs)is = (0707071)T7QS:4
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Vektorblock des Gravitonsektors:

: 4 44 1)2 42 (142 AV )2 -3
(V)" = ll(Akaﬂj)\V) ; Bl V7t O )’) 2 X
(1 =2fn73A%,) (N, )2 = pAY, — 12)
< A fut +1 2yp 2y, 0.0 O)T
L=2fp3A 7 T (AP =AY, — 127 (AY)? — Ay, — 12 ’
ay € {1,2,3,4}

I

+1 X

2
[((AXV)2 — AN, — 12) "+ 4y
4y2(AY,))?

Aoy)? = Ao, =1 g )T
x(0,0,0,0, 2V v 1, oy € {5,6,7}
( 2y\Y, Ay

(Dabei sind die Identifikationen ay = avy; fiir ay € {1,2,3,4} und ay = vy + 4 fiir

ay € {5,6,7} vorzunehmen.)

Tensorblock des Gravitonsektors:

_1
or 492 2y

(vTozT)iT = (ana l)T , QT = 3

T
,1,0) car € {1,2}

Skalarer Block des Geistsektors:

ghS \%ghs __ .
(U Oéghs) =1 y Aghs = 1

Vektorblock des Geistsektors:

_1
2

ghV
< a’ghV’ ) O[ghv e {1’2}

- (001) gy = 3

hV
gh Vv igh A% o ( igh v
(U Qgh v ) o

()™



Anhang H

Berechnung des Beitrages erster

=quad
Ordnung zu [';

Ziel dieses Abschnittes ist die Berechnung der relevanten Beitriige zu T{"*! = 1% 4
fgugafd + fgug%d, die sich fiir nicht-verschwindende Hintergrundfelder @ # 0 ergeben und
somit iiber den freien Anteil hinausgehen. Diese Beitrdge bilden den Wechselwirkungsanteil.

Zunidchst wihlen wir fiir den Spinzusammenhang eine Hintergrundkonfiguration der Form

— a 1 a
B, (2) = 5™ o, (), (H.1)
wobei n(*) @ einen konstanten, antisymmetrischen, (anti-)selbstdualen O(4)-Tensor be-

zeichnet, d.h. er geniigt der entsprechenden euklidischen Eigenwertgleichung

1
_Eaden(:l:) cd _ j:n(:l:) ab ]

2
Das Vektorfeld v,(x) hingegen soll an dieser Stelle zunéichst nicht niher spezifiziert werden;
insbesondere wollen wir keinerlei einschrinkende Annahmen beziiglich seiner z-Abhéngigkeit

machen. Der assoziierte Feldstiarketensor ist dann quasi-abelsch und gegeben durch

F(i)afw _ aﬂ(%vyn(i) ab) _ 8U<%U“n(i)ab) _ a[‘uvy}n(i)ab.
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Da dieser Anteil der gesuchten Invarianten also eine Potenz in n(*) @ eine Potenz in vy,
sowie genau eine Ableitung O enthélt, miissen wir in der folgenden Rechnung blofs bis zur
ersten Ableitung in v, entwickeln. Im Falle des gewéhlten Hintergrundes ist es offensichtlich,
dafk sich die (Anti-)Selbstdualitéit des Hintergrundspinzusammenhangs auf den assoziierten

Feldstarketensor iibertragt.

Wir berechnen die erforderlichen Beitrige des &-2-, des &-7- und des 7-&-Blocks, indem
wir die Zerlegung (6.11) und (6.12) der Fluktuationserwartungswerte in die erste, zweite
und dritte Zeile von (E.5) einsetzen. Auch in diesem Anhang beriicksichtigen wir die \/+_D—
und ji-Reskalierungen noch nicht. Man beachte, dafs der 7-7-Block dabei keinen Beitrag
liefert, da durch die zweifache funktionale Ableitung nach dem Spinzusammenhang jeg-
liche Abhéngigkeit von dessen Hintergrundkonfiguration verschwunden ist, so dafs dieser
ausschliefslich zum freien Anteil von f’%lgjv bzw. qugiiv beitrdgt. Da die Eichfixierungsbei-
trage nur von der Vielbein-Fluktuation £ abhéngen, liefern auch sie keine Beitrige zum

7-7-Block des Wechselwirkungsteils. Diesen bezeichnen wir im folgenden mit fguad W brw.
quad (1) ‘

E— . mquad (1)
H.1 Der z--Beitrag zu ')},

Mit,
— 1 B
K‘(Lgfn)kF(i)aZV - (Eabmk - %(T’amnbk - naknbm)>F(i) all)tu
=(% 1 — (4 —(+
- :t2F( )mle _(F( )mk,uu - F( )km;w)
Yk
1\ =
— :|:2<1 _>F(i)mkﬂy
Yk
= 2= F1)FY,,,
Vi ki
und
i (£) _ (£)
E ok = O™
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erhalten wir fiir die £-2-Komponente zunéchst

fquad (1) -

1 =m 1 vBa n a =
KHo ez = /d4:c5 ﬁ[_ 5‘5“ o K(Ean)kF(i) Zu} g,

167Gy,

1 =m 1 vBo +) =k
STEven /d4x5 ﬁ[(% ¥ 1)5“ P O[nym( mk]s o

1
/d“x(&maﬁa + 0pb™ + 0™ cs + (e — 0™ 0p)d + €

' 167G par

1

[(_ ¥ 1)€ﬂuﬁaauvyn(i)mk:|
Yk

(0 Ona + 0ubF + 0Fcy + (0", — 0F0,)d + £

uvw

| — N — N =

Wie im Hauptteil erldutert, schrankt die Tatsache, daf im freien Sektor die Skalare, Vek-
toren und symmetrisch-spurlosen Tensoren nur untereinander mischen, die zur Spur auf
der rechten Seite beitragenden Terme dahingehend ein, daf auch im Wechselwirkungsanteil
diese Sektoren separat betrachtet werden konnen und Mischungen zwischen diesen nicht
beriicksichtigt werden miissen. Daher bietet es sich an, aus Griinden der Ubersichtlichkeit
die folgende Rechnung sektorweise durchzufiihren. Zudem untergliedern wir die einzelnen
Sektoren geméf der Paritdtsordnung, in der wir den freien Teil des inversen Propagators
dargestellt haben, jeweils in die entsprechenden beiden Haupt- und Nebendiagonalblocke.
Wir listen dabei die berechneten Beitrige in Form einer quasi-tabellarischen Darstellung
auf, indem wir zunéchst in Fettdruck die Mengen der Felder angeben, die in dem entspre-
chenden Haupt- oder Nebendiagonalblock miteinander gekoppelt werden. Diesen stellen
wir dann komponentenweise dar, indem wir dem betreffenden Matrixelement die beiden

Felder, die dieses miteinander koppelt, unterstrichen voranstellen.

H.1.1 Der skalare Sektor

Block {a, d}-{a, d}:

Komponente a - a:

/d%(@m&ﬁa) [(% ¥ 1)guuﬁa (aﬂv”)”(i)mk] 9 o,a

- Jasof[(E =) fraca, soafe-o ma

& ,0%d" + d’%)

e»,0°d” +d*,) .
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Komponente a - d:

/ d*z(0m0) [(; 1) (0,0,)01),, ] (O, - 0°0.)d
. / d's o [(% F1)e 0 (9,0,)0',, | (C0" 95, — 00" 050,) + O(0%0) }d
= /d4:1: a[<’y1k F 1)6‘“’60‘ (Ov,)é* Bn kmﬁmﬁaD + O(@QU)]d (H.3)

Komponente d - a:

/ d'z[ (e, — omp)d] [(% 1) (9,0,)0',,] " daa
= /d4:1: d{ [(% F 1)6‘“’60‘ (@vy)n(i)mk] (De™y — 0™03)0" 0. + (9(8211)}&

— /d4xd[<71k F 1)5“”/30‘(8 vy) aka O+ 0% )] (H.4)

Komponente d - d:

/ d'z[ (e, — 0mp)d [(% = 1>gwﬂa (Ou)n™,] (O, = 6"0,)d
a'r ] [(vlk D)er (0,0,)n ), | Qe — 9705) (O, — 9*0,) + O(0%) hd

—F 1>gwﬁa (0uv,) () 3 0% =) 9m9,0 — ™, 0¥0,0

9, 0"0°050.) | + O(0*) }d

d'z d [(% F 1) (0,0,) (1) 5,0° — 2™, 040,0) | + 0(0%0) bd

a'z d{ |2 %

I
—— ?\
Hﬁb
—
5

+ 1) (0,v,) (£ en® O — z—:‘“’ﬁan(i)ﬁkakaam)} + (’)(820)}d ;
(H.5)
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wobei wir im letzten Schritt die (Anti-)Selbstdualitidt (H.2) in der Form

_ B= a=k —m _abcd, (£)
el ey ez e n

<

Lo,

Lo km

Q("b\

=

Qi
S

= v_abed, (£)
a 6 € n

™|

cd
= = ps v, (+)ab
eete’n

= den®mw

H- tol orvol o

ausgenutzt haben. Man kann unmittelbar ablesen, dafs der Operator in diesem Sektor wie
gewiinscht hermitesch ist, da zum einen der zweite und dritte berechnete Beitrag nach
partieller Integration ineinander iibergehen und zudem der d-d-Eintrag fiir sich genommen
ebenfalls selbstadjungiert ist. Im folgenden werden wir den Zusatz ,,+O(9%v)* nicht mehr
explizit ausschreiben, so dafs in diesem Anhang die Giiltigkeit aller Gleicheitszeichen im
Rahmen dieser Naherung (sowie natiirlich unter Vernachlissigung von Oberflichentermen)

zu verstehen ist.

H.1.2 Der Vektor-Sektor

Block {b, c}-{b, c}:

Die Beitrige zum Hauptdiagonalblock der Vektor-Vektor-Kopplungen ergeben sich hier

zu

Komponente b™ — bF:
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Komponente ¢™ — b*:

/d4x(0mcﬁ) [(% F 1)5’“’5"‘ (0ny)n(i)mk] Dub”
_ / d%;{ — 5 [(% ¥ 1>ewﬁa (8ny)n(i)mk] amaabk} (H.8)

Komponente ¢™ — c*:

/d%(@mcﬁ) [(% F 1)guuﬁa (aﬂv”)”(i)mk] e,

= /d4x{ —c3 [(% F 1)5’“’5" (8ny)n(i)mk] "o =0 (H.9)

Block {b, ¢} - {d}:

Im Vektor-Sektor des £-£-Beitrages sind nun auch noch Beitrige zu den Nebendiago-
nalblécken zu berechnen, deren Ursprung in der Mdoglichkeit der Komponentenfelder, zu
einem Pseudoskalar zu kombinieren, begriindet ist. Der skalare sowie der Tensor-Sektor des
g-e-Matrixelemts sind jedoch bereits vollstindig in den parititsgeraden Diagonalblécken

enthalten, so dafs sie keine derartigen Beitriage liefern.

Zu berechnen sind also nur die Kopplungen der Vektoren ™ und cg mit dem Pseudo-

vektor d*, und der entsprechende Term in der quadratischen Form lautet:

1

/d%(@gbm + 8’”05) [( Fl4+ —)5“"5“(8ny)n(i)mk ek €0 d" .
Yk

Wir kontrahieren nun wie iiblich die beiden e-Tensoren miteinander und verwenden die

entstehenden Vielbeine dazu, alles auf O(4)-Indizes umzuschreiben. Anschliefend integrie-

ren wir die Ableitung vor dem Komponentenfeld auf der linken Seite partiell, was fiir den

bm-d*-Beitrag auf

Komponente b™ — dF:

/ die e bm [( F1+ %)n(i)mk [((0Fvw) — (0u0*)) D+ (D) — (&vw))avaﬂ] d°(H.10)

fiihrt; dabei haben wir €,°93d” = 0 beachtet. Fiir den zweiten Beitrag erhalten wir in
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analoger Weise

Komponente ¢™ — d*:

/ diz e e [( F14 %)n(i)mk [((0,0%) = (8%0,)) 0" 0™ Ny + ((Our) — (8vvw))8”8m5nk]]dw .
(H.11)

Da hier nur die Ableitung Ov auftritt und da wir hohere Ableitungen vernachléssigen
konnen, kénnen wir die partielle Ableitung 0° vor d* bei Kontraktion mit dem Vektor ¢®
partiell integrieren und dann dessen Divergenzfreiheit ausnutzen, ohne dafs dabei fiir uns

relevante Zusatzterme entstiinden; dies erklirt das Verschwinden der betreffenden Terme.
Block {d}-{b, c}:

Die Pendants dieser beiden Matrixelemente im gegeniiberliegenden Nebendiagonalblock

bestimmen wir in gleicher Weise aus

/ d'e (e, e d) [ (F 1+ %)sﬂ”ﬂ%vu)n(ﬂmk] (0l + 0"ca)

zu

Komponente d™ — b*:

/ dwed [( F1+ %)n(i)mk [((0,0™) = (0™0,)) 0 + ((Davy) — (arva))aaam}]bk
(H.12)

und

Komponente d™ — c*:

/ dived [( T1+ %)nmmk [((0™ve) = (0c0™)) 0O 1y + ((Bavr) — (arva>)6“6’“5”;}] c".
(H.13)

Block {d}-{d}:

Abschliefsend liefert die Kopplung des Pseudovektors d” mit sich selbst noch einen
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Beitrag der Form

Komponente d™ — d*:

/d%(s’”’;qrépﬁ@qd”) [(% F 1)5““ﬁa (@Lvy)n(i)mk} F €0 d” (H.14)
— /d4;1: (s’"’;qrépﬁﬁqd”) [(% ¥ 1)5““ﬁa (@Lvy)n(i)mk} ek 0 d”
= /d4x{ —d" [(% F 1) (Qﬂ}y)n(i)mks“”ﬁo‘»s”;qrekwwépﬁé“a} 6q8”dw}
(A-52) /d%{ —dr [e(% ¥ 1) (8ny)n(i)mk<2 (e®Pe™ )k w + %(e“bp“ekuvw)e’gqr) éa“éb”]
ororar )
T | = 1 1 um a a (7 a m am
_ / daf ~d [e<% F 1) (Gun) (5 018, = 5405+ 5 (0™ = ™))
1
+§ (npk(aavébw - 5aw5bv) + 5pw (nakabv - nbkéav))en;)qr> éauébyi| aqavdw}
3 1
- / ' g = [ (- F ) n Tl = (@) = @) + s (@) = (70,)

e (00%) = (0F0,)) + ™% ((Buvw) — (Bur))]|090"d" |

_ / diy g & [ . (% + 1>n(i)mk [ (Byvw) — (D)) — ™, (D) — (aqu))}] §16° dv

zum parititsgeraden unteren Hauptdiagonalblock. Hier haben wir die Kontraktion des e-
Tensors symmetrisiert, um einen selbstadjungierten Operator zu erhalten, der die beiden

mquad (1
Fk

Vektoren koppelt; dies werden wir im Anschluf an die Berechnung von ) in Anhang

~quad (1
Fk

[ {iberpriifen. Dieser Term ist in dem gesamten Objekt ) der einzige, der quadratisch

in einem Vektor ist und nicht verschwindet.

H.1.3 Der Tensor-Sektor

Block {d}-{d}:

Die spurlosen, symmetrischen Tensoren liefern fiir den £-2-Block blofs einen Beitrag, den

man sofort abliest:
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Komponente d™ — d*:

/d4x d"; [(71/1@ F 1){—:’“’5" (6ny)n(i)mk] d* (H.15)

H.2 Berechnung des Eichfixierungsbeitrags Fk of ad (1)

Mit

F. = (14 pp)d,0a+ Oc, + 36p0,0d
1
+5 [ (0P 0, + 06 + e, + (8,0 — 8°9,)d + e, 0'd™ + d,)
+n™) P(8°0pa + 0pb" + 0%, + (%0 — 0°0,)d + €°,,.e",0°d" + d*,)]

pgr— p

ergibt sich der Wechselwirkungsanteil fiir die Eichfixierungsbeitrige der quadratischen

Form zu
Fawd) _ 11 dipe L[(Hg)am +Oc,, + 36p0,04]
S A (e A DO T 2D

[%va [ (0P a + oB® + Pt + (0 — 8P9M)d
+&¥ €O d™ + d)

+nE (90,0 + 0,0 + 0%, + (e%,0 — 0°0,)d
sen oo +,)]]

pqr= p
+ [%v [ (P00 + 9,8 + 8Py, + (8,0 — 9°9,)d
&m0 d™ + )
+n™® P (89,0 + 0pb" + 8¢, + (%0 — 8°9,)d
+e apqreppaqdr +d" )]]

[(1+ B0)0" Do + Oc* + 360" 0d] | (H.16)

In diesem Ausdruck tritt weder eine b™-b*- noch eine d™-d*-Mischung auf. Zudem gibt es
auch keinen d™"-d"-Beitrag zum Tensorsektor. Wir berechnen die einzelnen Komponenten

wieder nach den einzelnen Sektoren gegliedert und in diesen dann parititsgeordnet. Auch
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hier unterdriicken wir im folgenden den Vorfaktor % T 1G .
wGy,

H.2.1 Der skalare Sektor

Block {a, d}-{a, d}:

Komponente a — a:

Lage {a[ _a ZBD) ((040a)0 + 2(05v4) %0, + v,0,0)
(n P + @ e,

+@ (% ((0"00) 0y + (04va) + va0"0))
L ((0%0)8, + (D,00)0" + 0,0°9,)) 0] |
1 _ (14 6p)
- = d'z e {a| - a) ( * (Ova)0F0P0 + 2(Ohva) 0" 00 + 0,0°C12)

42 ((0,0a) 0,00 + 2(0k0a) 0 0* 0,0, + 10,0, D))

+ (1 zﬁD) (n(i)i)((abva)ﬂz + (O4v,) 0" 0°0 + v,0°F°)

—i—n(i) p(<8ava>aﬂap|j + (8pva)aaa“|j -+ Uaaaaf‘aplj)>} CL}

_ b d%é{a[(— (1+ Bp) —(1+BD)+M>TL¢)“(8 )00 +

ap 2 2
+< e +25D) n (1 ";ﬁD))n(i)czvaabDQ
+(- E) o
(- Uil LN o, 0 )05r0] )

_ L dire {a[ —(1+ ﬁD)n(i) * (Ohvq) 0700

ap
+< e 4—251)))”(1)%(6&”1))52

+(— (14 ﬁD))n&)@(aavk)akabm}a} (H.17)
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Komponente a — d:

1 / atz ¢ {a - L) (9,00 1 20000, + 0,0,0)

ap 2
(n @ — 0°0") + n® e (De, — 0°9,))

%D 22 (0 ((0P00) 8, + (9,00)0° + 0,00,
1,7 (00), + (Dy00)0" + 0,0°0,)) 00| d |
L T {a[ _d+5p) (n(i) © ((0P0,) 22 + 2(Oy0,)0F0P00 + v,0' 2
—(0,04)0"0"0 — 2(9y0,)0"0"0 — 0,0"?)
+nE 1 ((9,0,)07 + 2(0)v,)0"0"0 + v,0" 2
—(8,02)0°0,00 — 2(ya)8°0*8,,, — vaaaauapm))
+n®) P ((0%04)0" 0,0 + (004) 00T + v,0° 00 D))] d}
N (LA

+(—(1+ﬁD)+<1_;ﬁD>

)4 (Op0,) 000

14 ((6P04) 02 + (8,00) 000 + 0,0°0°)

‘;,(@avb)D?

+(1+ fp) + (1+5D>+@)

+( B (1 ZﬁD) n (1 “‘25D) " (1 ‘gﬁD) 3§D) :I:)a 0, O
+((1 Zﬁn) 3§D) ) (9,000 0 } }
= % d*re {a [( — %)n(i)ab(@avb)DQ + (3613 + ;)n(i) “b(akva)akabm

+(2ﬁD + %)n(i) ® 02002 + ( — O+ %)n&";(aavk)akabm] d}
(H.18)
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Komponente d — a:

1
o | e {d[ - % ((0,00)0 + 2(0402)0*0), + v,0,00)
(000" + nP reg,00)

1
—|—< —;ﬁD) (n(i) i(ébuvaD + Zébﬂ(ﬁkva)ﬁk — (a%a)au

—(0,00)0" — v,0°9,,)
+n(:|:)“p (éapvalj + 2€“p(8kva)8’“ _ (8ava)8p
~(0,0)0" ~ ©,0"9,)) 0] a}

1 ~ 30 a
= % dize {d[( — TD> (n(i) b((auva)auabm + 2(8kva)8k8bm + vaabD2)

+n ) 1 ((8,0,)0°0,00 + 2(9y0,) 99,0, + vaa“‘@u@pﬂ))
+<%> (R (0002 + 2(040,)040°0 — (DP0) T
—(8,04)0"8"0) — v,0"?)
+n(i p(,U a“DQ + 2(8kvp)8k8“5 (aava)auapm
—(0pv4)0"0"0 — Uaaaaﬂapm))} “}

= %/d‘lxe{d[(iﬂ J;ﬁD))7’L(i)ab(&ﬂ}b)ﬂ2

+<—% —306p + (14 0p) — 1 4—251)) - (1+5D))

0;)(8kva)8k8blj
36p  (14+pp) (1+p6p) (1+0p) :I:)a
+< T R S ) 00"0F

s (av)a’fab]}
% /d4:1: e {dKi(l JFQBD)>n(j[) CZ(aavb)lj2 + ( —20p — %)n(i)‘zvaﬁbﬂ2
+( - 56— %)n&’@(akva)akabm

(= o+ 5 )n 5 @000} (F.19)

+<_ 30D (1+5D)>
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Komponente d — d:

1 _ 30
o d'ze {d[ - TD ((0,v2)0 + 2(0v4) 00,y + v,0,0)

(n™ (0™ — Por) + n® (e, — 9°9,))
3513( i)a( & O+ 2(0u)0e", — (0"0,)0),
—(0,00)0" — v,0°9,.)
+n™® P (v,e 0+ 28, (0rva) 0 — (0"04)0,
—(8,0)0" — vaaaa,,))aﬂm} d}
— — [awe {d[ - % (n(i)‘;((ﬁbva)DQ + 208D + 0,0
—(O04)0"0"0 — 2(9yv,)0F "0 — 0,0"%)
+n® 0 ((0,0,) 0% 4 2(9yv,)0"9,0 + v,0,0
~(000) 9,00 = 2(0402)9 00,0, — 10" 0,0,0) )
+<%) <n(i) * (0a0" 0 + 2(Okva) 950" 0 — (P0,) O
—(O,)0*0"0 — v,0°0%)
+nE 0 (v,0,0% + 2(040,)0%9,0 — (0"v,)9,0,0
~(0,0)0°0,0 = v,0°0,0,00) ) | d}
_ L d%é{d[(BﬁD—gﬁD—l—gﬁD) * (O0") 02

ap 2 2 2
+( - 35D+%+35D+35D+35D—%+3ﬁ]3)

)4 (9pva)0*6°0
(e T s S th
+<% + %)Mﬁ ' (0uui) 000 d |

S LR UIC S T,
+ (300 )0 (Ohva) 0"
+ (300 )0 (Ouun)0" 00 | (H.20)
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H.2.2 Der Vektor-Sektor

Block {b, c}-{b, c}:
Wir bestimmen zunéchst die Beitrage im linken oberen paritiatsgeraden Diagonalblock,
in dem echte Vektoren mit echten Vektoren koppeln und berechnen

Komponente b™ — c*:

1 d%é{bb_— 1(77,@[)‘;((8“%)+va8 ) +nE 2((0,0) + 140,)) ] }
ap L 2
1 o
= o d*ze {b 5 (n(i)ab(auvb) — n(i)up(apva) - van(i)u”@p) D} c“}
1 1
= o [de {b“ 5 (0, 2(0u) + )1, (Dp00) + van)1,3,) D] c“} (H.21)

sowie

Komponente ¢™ — b*:

% diz e {CM [% (vaD + 2(6kva)8k) (n(i) ab@“bb + n®) “Pa,,ba)] }
= i dze {CM [% (vbn(i) baauD +2p®) ba(akvb)ak@u
+v,nt®) "9,0 + on+) “p(akva)akap)] ba}
- ai d'ze {Cu B (—n®? (9#0)0 + ven® #29,0 + 2nH) “p(ﬁkva)ﬁkap)] b“} .
D

(H.22)

Abschlieflend berechnen wir
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Komponente ¢™ — c*:

1 ot ) )

o d'ze {Cu [5 ((vaD + 2(4va)OF) (670 4 80 4+ nE 1 g
— (5“,,n(i)ab(va@b + (8bva))

+ntE) 1 ((0%,) + vaaa))m)} c”}

1 1 a
= o dlze {Cu [5 <5“Vn(i) 5 ((0,0°)0 + 2(00,) 0" )
8 (20,000 + (0°0,)0 + Q(akva)akaa))} c”}
(H.23)

Block {b, c}-{d}:
Die Diffeomorphismus-FEichfixierung steuert zu den Nebendiagonalblécken blof die ¢™-

d*-Komponente im Vektor-Sektor bei. Der relevante Beitrag lautet hier

Komponente ¢™ — d*:
1 e a
o d*z g & (0,0 + 2(0,04)0") (n(i) im0 i)kp&t“plm) yordm
D
1 e a

= — [ d'% g ck{&?kblmn( b (v + 2(0,0,)0") — n(i)kbgbalm (00 + 2(0y,) 0" } O d™ .
ap

(H.24)

Block {d}-{b, c}:
Sein Gegenstiick ist gegeben durch

Komponente d™ — c*:
1 4 € (Fa b Sk (9l gm + a r
an d 375{%(71 bE kim€ ,(0'd )—i—n( )“pe o€ p(01d ))}DC“
1 _
= — d%g d™{ (emblkn(i)ba - 5mbl“n(i)bk) ((0'va) +0,0") }0Oc% . (H.25)

ap
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k grav

H.3 Der &-7-Beitrag zu f‘gug?iv(l)

Bis auf den tiblichen Vorfaktor
K(’Yk

abem

o G ist dieser unter Beachtung der Antisymmetrie von

und 7*_ im ersten bzw. im O(4)-Indexpaar zunichst von der Form

(2 167TG) quad(1)|§7%

k grav

diz &m] — el g & (89,00, + 0hwl,) ] 7

abcm

digem[ — emie kO e (59,00, — 90, )] 7

acm

abem© «

d*z (0™ 0ga + 0b™ + 0" e + (e — 0™ Dp)d + ™, & s0%d" + dy)

_ /d4l‘ gr%[ 2EuuBaK(’Yk) ~c ak@bl ]%kl

[— e K e, v,m(i’”l]

(&ﬂ“Al + 01 (06, — 079,)B + &
1

560 (0, = D 0)D + 69Dh+Df)> (H.26)

1
W0 B+ BY,) + e 0,0°C

efg «

Im Hinblick auf den weiteren Verlauf der Rechnung ist folgende Identitat hilfreich:

Euuﬁa K(’ch) =c

abem€ v
1
S SsusVs Bs o TS ~c
= € ep“eq erﬁes P (Eabcm - ’}/— (77ac77bm - namnbc))e v
k

1

N (nacnbm namnbc)> l'e ﬁe “
Tk

= e gpcrs (gabcm -
- é<5p‘15rm58b + 5pb5Ta58m + 5pm Tbasa - 5pa(srb58m - 5pb5Tm58a - 5pm5Ta58b
1
+_( prsnbm _Ebp nam)> Me 5 a
Vi
- e(e e be, +elele s +e el e —etele —elele s —é

1
_'_,.y_( prsnbm o gbprsnam)épﬂérﬁésa> ) (H27)
k

Wir berechnen (H.26) wiederum sektorweise.
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H.3.1 Der skalare Sektor

Block {a, d}-{B}:

Wir berechnen zunichst die Mischungen der echten Skalare und erhalten den ersten

Beitrag zu

Komponente a — B:

/ d'z(9m0pa) [ — P K & vun(i)b] (aal —9'e",)0B

abcm v
= /d4 [n( ) l<éa"eb “+ele +elele> —erele
1
—u- = « — - 0=« rs prs ot
—€, eaﬁem —elele” — —(5ap Mom — €y 'r]am)e erﬁes )

((07"0)5 + (930,)0" + v,0"05) (', — e, ) | OB

- / d4g;ga n)? [ ((0'02)00p + (Op0a) 0" + 0,003y — (9"0a) DD — (Dyva) "D — v, 0" D)
+((0“0)0,0" + (0avp) 00" + 1,0'0) — 4(0"vp) 00" — 4(Dpvy) 00" — 4y, 0'01)

(0 = (0"0a) 00 — (Dy0a) "D — 1,000

—(0 = (0°03)0u0" — (0"03)0u0" — 1,0'00)

—((0"0) 0 + (B41)0"0" + 1,00 — (0°0p) 00 — (Da)0°0 — 0,00

— ((00a) 060" + (By0a) 0" + 020" 0D — 4(0°0,) 0D — A(Dyva) "D — Av,0° 0,0
(g;"“s ((Bb,) 0y + (D)3 + 0,040,

_gbprs((aavp>ar + (arvp)aa + Upaaar) (5l$8a o 5asal)>] }DB

_ / d4g;§a{ )b [( 20,00 — (0'0,)00 — (0'04) 0"y — 3(0°03) 0

—%( e (9,0,)0°0y — 2,7 (0av,)00, + £, (Opv,) 0 — ablp%parm)] }DB . (H.28)

Hier kann bei den letzten dreien der vier Terme, die auf den inversen Immirzi-Parameter
folgen, zudem noch die (Anti-)Selbstdualititsrelation (H.2) angewandt werden, worauf wir

allerdings an dieser Stelle zunéichst verzichten wollen.

Des weiteren erhalten wir unter Beachtung der Tatsache, daf unter dem Integral ein

Term der Form (Cd)uv,, bei partieller Integration in d(2(0%v,)0y + v,004 O(6%*v)) iibergeht



quad (1)
k grav
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Komponente d — B:

/ dle (0™ — 0m95)d) [ — P K ) & u,mn™] -
= /d4x d{n(i) [ Ml/ﬁaK('Yk) Sc é"}i, (2(0'“1)“)@ 4 UHD)

abcm v

et R 2, ((070,)05 + (950,)0™ + v,0"05)] }
-%(aae . —0'¢,)0B
- /d4:c g d{n(i)bl [2<_b“éa°‘ — el + /yie Foe e, ) (2(8%v,)0), + v,0) (9¢', — ')

_ <( —20,0'00 — (8'vy) 0 — (8'04)0"0y — 3(0"03)0,0")

—% (7" o (Bpr) 004 — 2,7 (Du)0°0, + 2, ()0 — 570,000 ) | VOB
_ / diz g d{n(i)bl [2((2(@%)@ +up0)0 — 4(2(0% )% + 10)0 — (2(0%0,)0; + va0) 06",

+ (2(8’“%)@ + UbD) 0l
e (0 )0+ D) (08, - 95
k

~((~ 2000~ (@00 (@), — 3(0"0)0,0)
—Vi( £ (0,0:)00y — 2,7 (D,0)0°D, + 2, (0p00)0 — £,7,0,0) ) | OB

_ / ate £ afn®" [2( — 220k 005 + wD)? + Vlk o7 (20 0,)000° + 1,070
( — 20,00 — (9'vy) 0 — (0'04)0°0, — 3(0"13)0u0)
%( £ (0yu) 00, — 27 (040y) 00, + 2, (By0,)0 — 2,7 0,0,0) ) | }OB
_ / aw 2 a{n® (= 50 )00 — 2000+ (@00 + (0'0,)00,)
(e (00,00 — 6,7 0,070 — 7 (8,0,)0°, — eblpf(a,,vr)m))] }DB ,

Vi
(H.29)

wobei wir ausgenutzt haben, daf die zweite Zeile des Ausdrucks nach dem ersten Gleich-
heitszeichen bis auf das Vorzeichen gerade dem unmittelbar zuvor berechneten a-B-Beitrag

entspricht. Zur Umformulierung der ersten Zeile haben wir die mit € kontrahierte Relation
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(H.27) verwandt:

1
prBa (V&) =¢ =m __ o= Sphsa s Hsa T PS= u= «
€ K pom€ € 5= 2e (ea € €, €, ’Ykgab €, € ) .

Block {a, d}-{D}:

Die paritdtsungeraden Nebendiagonalblocke im skalaren Sektor ergeben sich aus

1

e

/d4.§L’ (8m35a + (Dér% - 8maﬁ>d) [ - g,uuﬁa <€abcm - (TIacTIbm - Uam"?bc)> X

1
x&®,u,n™® *’l] Se 0 (O, = 90D

Die gemischte partielle Ableitung vor dem rechten Skalar D fillt dabei aufgrund der
Kontraktion mit dem e-Tensor weg. Wir kontrahieren fiir den Term ohne %k die beiden
e-Tensoren in der eckigen Klammer, fiir den Immirzi-Beitrag hingegen verwenden wir das

e vor dem Feld D zur Kontraktion. Umgeschrieben auf O(4)-Indizes erhalten wir dann

% / d'z e(0md,a + (06™ — 0™0,)d) [n(i) g ((va((svb(sfm — 5% §h) — ot ol

1
Um0 8) e ep b 2 (o (070, — 1°6) o 16,7 — 3, )va)|o0D

wobei wir ausgenutzt haben, daf bei Kontraktion eines Kronecker-Symbols mit einem
der antisymmetrischen Tensoren e oder n™*) die entsprechenden Terme verschwinden. Wir

berechnen nun mittels zweifacher partieller Integration den a-D-Beitrag zu

Komponente a — D:

% / d'z e a[n™ ' ((070a) 0 — (200m0a)0™ + vaD)0, + (Dava) 0", )2,
1
o (08" = °0.7) e (16,7 = '78,2)) ((970a)0, + (8,0a)0™ + v0,0") ) |
/01D
1

= 3 /d4:v ea [<5lfaen(i)l b(ﬁfva)ab £ 202 ((0,0,) 0™ — 2(0v,) O™ — vaD))ﬁe

+$n<i> ’ (mbalm + 3(0™0)0md + (0M0y)D + (alvm)amab)] 0D . (H.30)
k
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Um das d-D-Matrixelement zu berechnen, betrachten wir zundchst nur den Beitrag
des [J-Operators vor d und ziehen von dem erhaltenen Resultat anschliefend das a-D-

Matrixelement mit a ersetzt durch d ab. Mit zweifacher partieller Integration ergibt sich

1

diz e(0emd [— W“<acm——
/ ze(0eyd) | —e Eab o

~c (i)b]l al 8eD—f D
€,v,n l 28 ef €

(nacnbm — Nam nbc) )

/ d'r e d[n®"((2000,)0 + 0,0) (— 20%5,)e,
1
+= (= ') (2(05va) 0 + vaD)ﬂ o°0D
Yk
4, = 1 (i e
/d xed[4<:|:1+%> ( (Orva) 0" + v, )}0 D

und somit

Komponente d — D:

1
3 /d4x e d[ F 205 (2(04v,) 0% + (04)0" + v,0)0° — 6lf“e = (05 0,)0,0°

+$n(i) © (5(04va) 0¥ 0° + 20,0°0 — (9°v,) 0 — (aevk)akaa)] OD.  (H.31)
k

H.3.2 Der Vektor-Sektor

Wir betrachten zunéchst die Kopplungen der echten Vektoren untereinander:
Block {b, c}-{A, D}:

Hier ist der zu betrachtende Beitrag durch

d4:L‘ (8gbm + amcﬁ) [ guuﬁaK(%) e Uun(i) bJ

abem ™~ v

/ d' (00" + 0" cg) [ — P K e 0™ (0 gl Al 4 L CERUCHERY D')

1 ,
[a Al] - ~a _ Aa U St al a i
(aaa A+ S [(Dey — 9°0)0" — (O, — ') 0 Z]D)
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gegeben. Wir berechnen nun dessen separate Komponenten.

Komponente b™ — AF:

/ dta b [P K ) & (950, ] 9,010 Al

= / d* bm{ —n® l[eaﬂebﬁe,ﬁ} +ele e +elele, —ete e —eltele,” —ele, e
_ (5apr877bm N Ebprsnam)e oy a]
+n)b [el“ebﬁe ®telelete “elﬁeba elele e, élﬁéw‘: - enfb‘ebﬁélo‘
1
_% (glp snbm — & nlm)e ﬂer :| }(aﬁvﬂ)a g A!
_ / diz & bm{ —n®? [eb“e,ffeaa +elefle, —ele e, —etele” — L. 0]
2 V&
+nt [ re e —ele e — vi(qp o — € ") €,/'€, ] }
k
(95v,,) 000" A!
- / d'z g bm{ — (0 00) O+ (Davn) 00 — (9n0a) 00 — (Fpvrn) O]
+n S [(80,) 00 — (9 0p0°]
—%(n(i)maelm — M ® 8 ,77) (0,0,) 00 }
k
- / d'z g bm{ — 0 [(000) O+ (840 ) 80y — (0m0a) 90 — (D) 0]
+n S [(80,) 00 — (91 0p0°]
_/yi (n(i)maelprs - nlmn(i) baebprs) (aTvp)aaas}Al
k
_ / ate S S (@) — (0n) D+ ((Ova) — (Bavn))9°01]
_fyi (n(i) £Prs '+ 'f]mln( )b prs) (8 Ur)aaa } (H.32)
k

wobei wir ausgenutzt haben, daf eine partielle Ableitung beziiglich des Index m nach parti-
eller Integration wegen des Constraints 0,,b"™ = 0 verschwindet, denn da ausschlieflich die
erste Ableitung des Vektorfeldes v, auftritt, wirkt die partielle Ableitung innerhalb der von
uns betrachteten Ndherung nach dieser Integration nur auf das Feld b™; die Zusatzterme

wiren von der Ordnung O(9%w), so dak diese von uns vernachlissigt werden kénnen. Im
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letzten Schritt haben wir zudem die Antisymmetrie des Tensors n®? beriicksichtigt, so

dafs dessen Kontraktion mit zwei partiellen Ableitungen verschwindet.

Komponente b™ — D*:

[(De?, — 0°0,)¢"; — (Oé , — 8'0,)6%] D

DO | —

[ At () + 0,00)]

_ / dha b { [P0 ) ) o 0@t (9.0 V] (D — 99,) D"

abem

+ e kG e n'™) Y, 05) Dele, DUy

abcm

= [ (= (@) — o)
+[n® ((Byvr) — (Ovy)) + ”(i)bl((amvb) ~ (Ovw))]
(n (+) b R n(i) e — mmn(i) b apr) (8 Ur)i|

a

1
+_
7
+n! l[( ) — (O50m)) O + ((Oavim) — (Onva)) 0°0)

A (0 ) (00,) 070,

+ [ — n(i z[ (060 — Vm)] + [n(i) b (00 — u,d)) + n(i)bl(vbﬁm — V)]

1
+’y_ (n(:l:) bleb o+ n&) glpra - nlmn(:l:) baebapr)vrap} D}Dl
k

= /d4x g bm{ [n(i)mb( — (&,w) + (811){,) — Ulab)D
) (000 + (840,0)0p + (O) D — (amva)aaa,,)}

1
(=0 e (0)0 = 1 By O = ™), ()0
k
+n® P (0,0,)0°0, +nmln(i)b " (0y0,)0%0; +n' ™ e Pru,0,0
+nE e 0,00 4 yun® £, 0,0, 0)} D', (H.33)

wobei wir ausgenutzt haben, dafs die erste Zeile des Ausdrucks nach dem ersten Gleich-
heitszeichen gerade durch (H.32) mit der Ersetzung 0,01 — (Dégl — 0,0\* gegeben ist;

insbesondere 1iaft sich der Anteil, der subtrahiert wird, also sofort iibernehmen.
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Komponente ¢™ — A*:

abcm

/d4fL‘ cs [guuﬁaK(’Yk) 7cy((8mvu) + Uuam)n(i) bJ 8aa[aAl]
€
= /d4;1: 5 05{ [ —n® bl (éa“eb > relele —elele,” — éné‘ébﬁéao‘
e P name ) e, e a)
Vi b p Cr “s
1 TS TS — — — Vaeh
+n)° <elﬂebﬁerr? —e/ e e, — %(Elp Nom — €5 " Thim ) €,/'¢,€, )} (0™v,)

1
_ébuéaﬁén? - énétébﬁéaa + _gbprsname érﬁésa>
Yk
1
+nH?0 (él“ébﬁé,,‘; —ele e + %ebmsmmép“e e )} v am}a Al
3 )b _ m _ m a a
_ / ae S o (=0 [(0%0)0 - & (07 0,) O+ 6 (070) 00" — (070)0°0,

+éb6va8“D — 0,0°0 + 1,0°0 — ébﬁvmﬁmﬂ
H0m 0" 0,0 — 0,0° 0,0
0 [6,(0"0) 00 — 60" 0,) 000" + & 00 — & 000 )
_%élﬁ[n(i)b T ps(amvp)a 0, 4+ b £TPs (8 Up)a O, — i)b e ps(alvp)a o,
e r,0,0 pA
= / a'a 5 cof (" 410" 0n) 0 = (9702) 00"] + 0D [(070a) 070, — (070 ]
0 [(070) 0" + 1 D] = & 0D, [(970,) 00 + 0,00 )
——, [0 (0™ 0,) 00 + LT (O,) 070,

n P (O0,) 00, + 0,0, A (H.34)
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k grav

Komponente ¢™ — D*:

[ atecaler s kG (@70 + 00m) 5[0, - 0°0,)8', - (OF, - #0,)37] D

- /d% g CB{n(i) b [((8%) +0,0™) (8,08, — &,°6.%) + ((0™w) + vd™) (&°6,2 — &,0e,%)
+((0™v) + v,0™) (e, e, — &, 72,%)
—1—%6 P om — € Nam) €,> (0™ v) + vpa’”)} }
(D€, — 0°0,)6'; — (0", — 8'9,)6%] D’
_ / a' & ep{n (0" 0n) + 0n0™) (— 70) + & ((9700)0°0p + 1,0°0)
—((0™vy) + 0,0™) 0 0” + ((0" Vi) + v, 0™)
(4¢,°0 —&,"0 - &,"0+ 9,0%)]
[ =& ((0'0) +v,0) + & (0™ v;) + v:0™) DD,
—l—éiﬁ(((ﬁlvb) +0,0')0 = ((0™vp) + 1,0™) 0, 0")
+((0™vm) + v,0™) (6,°6",0 — &,°0'0; — €,°6,/0 + €,°0' 0y |
+i*bﬁ{n<i> "=, ((0™0,) + v,d™) O + £, ((0™v,) + 1,0™) 90y

Ve

4n® bl [ prl ((8bvp) + vpab)D + 5bprl ((avp) T v”a) =

2,7 ((Ohy) + v05) 00, — 2,7 ((Oivy) + ,0:) ,] } | D
_ / Ay & 05{ 56, (000 + (0™02)00rn) — (8°0) 8™y + (80p)C]
n® e, ((0'0:)0 — (0™0,)0,0") + & (0™ 03) 00 — (8'0)0)]
+$ &, (n™ e, P(0™0,)0 4+ 00 P (0™0,) 0,0 + '™ (9y,) D
@b 0,0 + 0 e (0,0,)0'0, — n P be", P (O0,)00
Bt er P (9,0,)010, )} (H.35)

wobei wir unter anderem ausgenutzt haben, daR ein Term der Form (9°v,) + v,0° nach
partieller Integration verschwindet, da dann die Ableitung nur noch auf ¢z wirkt. Aus dem

gleichen Grund verschwinden bei Vernachlissigung der Ordnung O(9?v) Terme der Form

(0Mv,)0".
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Block {b, c}-{B, C}:

Wir berechnen nun die Eintrédge, die in der nach Paritit geordneten Matrixdarstellung
von qugiiv( im Vektor-Sektor im rechten oberen Block zu finden sind. Diese ergeben sich

aus

1

/ d4SL’ (8ﬁbm + amcﬁ) [ - g,uz/ﬁa <5abcm - 7_ (nacnbm - 77am77bc)) écl,vun(i) bl]

(91", o0 B7 +;s 10,0°C)

Wir integrieren einmal partiell und iibertragen die Antisymmetrisierung in der zum Feld

B9 gehorigen Tensorstruktur auf die Tensorstruktur des Integralkerns. Dies liefert

Komponente b™ — B*:

e 1
/d437 5 bm{ [((gabcmn(i)bl - glbcmn(i) ba) + — Vi ( e (namnbc nacnbm>

—n(i) ba<nlm77bc - nlcnbm»)

(nul 58" + 3" 5cgnwl . 5ugncl 5 — ot 5,0 — 5ufncl 5 — o 5cf77wl)}
(mww+%mﬁmng
:(/&xgm{kmwﬁﬂaywwmc+wwﬁwth@dwmg—wwﬂwwﬁ
Feapemn (vfafal(sc + v, O — Ulﬂécg)
—eemn ™ 2 ((9,01)0° + + (0'vy) 07 6%, — (0501076, — (0'vy)0°)
i@, (0,0 010, = 'O, ) | "

1
Jrfy_ [( - n(i)ml(agvl)D - n(i)l vfafalam - n(i)ma((afvg) + vgaf)afaa
k

+n™* 0RO+ 0™ (00,070 +n ) (0'y) + v,00)

4—n ma(Ogv )07 0" — ) | (0,07)070" — 3n'™®), ((9pvy) + v,07) 070"
+n® ((8fvm) +0,07) 070" + 0 ((05v,) + v,07) 07 0"
+3n®) (9,01)07 9+ n® (@Wg+%@mwﬂnt



434 H.3 Der &-7-Beitrag zu [

k grav

- / die g bm{ [ambagn(i) b (0'0,)0" 0" — (90107 0° — o001 — (9v;) D O
+(0p0")07 0" + v*0'0)
+€mbacn(i)bl((8avg) - (agva))acal + Qn(i)a(@gvf)af - (afvg)af - ng)ﬁa}

+$ [n(i)ma (0,00 + (0%vy)0 — (9v™)0J)
k

+n@® (((&nvf)—(6fvm))8f8“—(8mva)D—vm8“D)]}Bg. (H.36)

ag

Wir haben dabei wiederum beachtet, dafs bei einem Term der Form (0,,vx) + vx0,, die
Ableitung partiell integriert und auf den divergenzfreien Vektor 0™ angewandt werden
kann; derartige Terme verschwinden also. Der gleichen Logik folgend haben wir im Sinne

unserer Konvention Terme der Form v;0,, als —(0,,vx) geschrieben.
Des weiteren erhalten wir

Komponente b™ — C*:

é m uvcw 1 a (4

/d4x 5 b [n(i) blg (Eabcm - % (nacnbm — namnbc)> (auvv)]g lefawﬁ Cf

_ / aw S5 {n D [(Gn) — (@) 1000 + (Oia) — Ouv) e 010
1

+% [n(i)ml(((ﬁlvf) — (8fvl))D + ((8fve) — (8evf))8681)
_”(i)l bgmlefebpqr(apvq)aear} }Cf
_ / ate Sy 1, (Oe) = (Ouvm) 00y
1
[ (@) = @)D+ (Orve) = (001)0)
=0, 2, e (0y00)00,] | O (H.37)
Komponente ¢™ — B*:
/d%g cw{ [(%bcmn(i) bl(ﬁmvp) — Eipemn™) ba((ﬁmvp) + vpam)) (H.38)
1
o (™ (e = Nactbm) — 18, (imloe — Mietom)) (9™, + vpam)]
(é,pcweglefg) }aaafBg
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= / d*z= Cw{ [Eabcmn(i)bl((amvf)nwlécg — (0™vs)ns%)

2
—Etpemn ™, ((0701)80° + (™ 0p) 0™ — (9™ vy)6% ™)

_glbcmn(:l:) ba (,Ufamécgnwl . Ulamécg(swf)} aaaf
+$ [ —n® wg((aavf)afaa +vp0'0) + 5“;n(i)ab((8cvb)868“ — (0*")0)
k

+n(i)ag( — (0%v")O + (0% Uc)acaa) +nlH ((8 vg)0°0" — (8%9)D)] }Bg

/ ‘ {[n&)wbgbmag(amvf)afaaiz(sl;n(ﬂma(amvf)afaa+51;gbmlfn<i>ba<amvl)afaa

d*z= ¢,
2
—l—&?“gmgn(i) ba(ﬁmvf)ﬁfﬁa — e“gmfn(i) ba(ﬁmvg)@fﬁa + 5“2,mgn(i) bavfafama“

_gblmgn(:l:) ba<awvl)8maa:|

1
- | =0 (D)0 0 + 0,0700) + 5wgn<i>ab (D000 — (80")0))
+n(i) ((awvc)acaa N (8wva) ) + nE ((a 09)808“ (8avg)D)] }BQ

Komponente ¢™ — C*:

e 1
/d4;1: 5 cw{&tw”cs (5abcm — ’y_ (nacnbm — namnbc)> ((8mvp) + vpﬁm)n(i) bl}e“lefﬁs@eCf

/ d'z = e {n 5 [((©" )0 + 0 0)8% — ((0"02)0, + vaD) 8

~ (0™ ) + vm®™) 08, + ((9"va) + 10") D)™, ;0°

) e ((0mp) +vp0™)0 — 0P 6% (0™ +0'9™) O
n'® 0% ((0m) + v 0m)0°d" — 0 ((0™vy) +vp0™) 00"
+e”b“’qe L ((0m0y) + u,0m) 8,0 O

m ef

+[n

1
e

— /d4x g Cw{ [n(i) “’lglaef((acva)ac +v,0) + ewefn(i)l b((amvm) + v, 0™) Oy
—5”lefn } b((acvb)ac + vbD)} o0°
[5w (= (@™N0 = 'm0 + (9™0,)8°9") (H.39)

’Yk
+n(:|:) wm( o (8m1)f)|:| - vfamm) (ﬂ:) blgw Pq lmef(amvp)a ae] }Cf



quad (1)
k grav
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Block {d}-{A, D}:

Dieser Teil des Nebendiagonalblocks in der parititsgeordneten Matrixdarstellung ent-

steht aus

[ () = K
(aaa[aA” + %((De“a — 99,8, — (O, — 818a)5“i)Di>
= / d'z g d”{ [(n(i) abem — 8 e ) EHPE™
+% [ e™ € (acTlm — ThamTioe)
&0 em P (e — nlmnbc)ﬂ ((0%,) + vuﬁq)}
(0,0°A! + (006", — 0°0,)D') ,

wobei wir die Antisymmetrisierung der Felder auf der rechten Seite auf die Tensorstruktur
zwischen den Feldern iibertragen haben. Die Auswertung der Tensor-Kontraktionen fiihrt

auf

Komponente d™ — AF:

/ d%% d" {gmpqr [0 (8,7 (0%0) O — (0%04) 0, ") O (H.40)
0 (8,7(090,) 00" + (30,,)040" — ((80,,) + 1,,07)5,700)]
1
+% [n(i) bl( — (0av,) 00 + 0y (070,) 00y + (Opv, )T — (8ava)Dnrb)

—n) ba( — (0%p) 0,0y — 00Oy + (0%01) 0y 00y + vlﬁaﬂnrb)] }Al
= /d%% d’ { - erqun(i) b (0%0,)0,,0" + srqun(i)bl((ﬁqva)ﬁaam — (8%,,)0 — v, 0°00)

e, (0904) 0,07 + €, 0 (090,,) 070,

rq p

+% [ (8y0,)0 — (840,)0y + 0y ((9704)0°8, — (8%v,)0))

=, (= 7 (00T (070)0,0°) + 7y (000D + (9101)9,0°))] A"
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Den d™-D*-Beitrag berechnen wir wie iiblich, indem bei diesem zunichst blo den [J-
Operator vor dem Vektor D* beriicksichtigen und von diesem Resultat dann die Struktur

(H.40) mit der Ersetzung A* — D* abziehen. Dementsprechend erhalten wir zunfichst

e
/d437 5 dr{ |:( ()b ' Eabern — n(i) baglbcm)gucpagmpqr

+i [n(:l:) blemp upca(

NacTlom — namnbc)
_p@® e (1l — mmnbc)]] ((0%0.) + vud?) }DDl
— /d% g d"{ 20 (0% + v07) + £,%,n® L ((0%0) + v,07)
+€Tbmq )0 L ((0%0) + 0,07)
1

+% [n l((ﬁbvr) + v,ﬁb) — n(i)rl((a%q) + vqﬁq)

+n 1 ((070) + 10") =), (2(0"0) + 200") + 0™ (8”’”)]}51)1

und damit

Komponente d™ — D*:

/d4x g dr{ [+ 2n™ ((8%1) + 4,090+ ¢, qln ) 2((0%0) + ,07) 0 (H.41)

+e s (0901)0,,0" — 0 (0%0,)0°0,,

~Erq B (99,)0,,0% — Erg pn(i)l’l(ﬁqvm)ﬁpﬁb}
+7i [0 (0,000 + (8,0,)8°0p) — 0™, (0,070 + (970,)°,)
k

+n @0 1 ((0%0)0 — (0%0,)8,07)
), (00 + 2(0"0)0 - ()3,0%) + 1), X)) } D'
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k grav

Block {d}-{B, C}:

Die Kopplungen des Pseudovektors d™ mit den Pseudovektoren B* und C* aus den
Zerlegungen (6.11) und (6.12) des Vielbeins bzw. des Spinzusammenhangs tragen zu dem

unteren paritidtsgeraden Diagonalblock bei. Zu berechnen ist hier der Ausdruck

1
dbzem,, 20 d” [ — e P k) ey ](8[“5 fg*eaafBuéealefaaaecf)
d*z dv [ ®)o 5“”50‘K(7’“) ’CV((8UUM)+UM8”)]€”I e"

abem© uvw = B

1 a 1 [ _a —e 1 al e
(—(6 Eopg—0c efg)e 0B + € ef0a0 Cf>

o,
~
8

gmuvwéuﬁavdw [EuuﬁaK(’Yk) 7cV ((avvu) + ,Uuav)n(:l:) bl] gm o g

abem uvw = B

(oW
N
S

I
—— ——

(NN I Ol ]

d“’{n(i) b [((a”va) +0,0°) (8,08, — &,°e.%) + ((8°v) + 1,0°) (e,%e,> — e,7e,)
+((8%v) +v0") (8)72,% — &,78,)
1
+_( prsnbm . gbpm??am) érﬁésa((ava)) + vpav)] }
Yk
o 5[(0“ Lo 3l€aefg)éea8f89 + 6“lef8a060f] ,

woraus sich die beiden Komponenten wie folgt ergeben:

Komponente d™ — B*:

/d% g dw{n(i) b [((a”va) +0,0") (6,78, — &,76,2) + ((0"vy) + ") (6,76, — &e,)
+((0"vm) + v 0") (&, °e," — €,%,)
1
+_( Prsnbm _ gbpm??am)érﬁésa((avvp) + Upav)] }
V&

(™ w3 (0% oy — '€, 4,)E 0 BY)

efg
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- / dz g d“’{n(i) i/ [((avva) +0,0Y) (6,46,¢ — 0,0,) + ((0°vp) + 130°) (8,8,¢ — 6,46,%)
+((8”vm) + vmav) (5b“5ae — 5a“5be)
1
_i_% (gapmnbm . 5bpr877am) ((8”1},,) + vpav)éruése}
+ ((8”vm) + vmav) (5,,“5, - 5l“<5be)
1 TS TS U U u e
—l—%(elp Mom — €5 im ) ((0"v,) + v,0") 6,8, }}
(emuvwgl efgaaafBg)
= /d4l’ g dw{n(i) bl [((8”2}(1) + Uaav) (O — €mbvw€lmfg) + ((avvb) -+ Ubav) (Emavwelmfg — 0)

+ ((8U,Um) + vmav) (gmbvwgl afg Emavwelbfg)

—n 0 [((@70) +00”) (5,0, = ,"8,5) + ((0"ws) + 0d") (8,5, = 0,09,°)

1
+’y_ (Eapuegbuvw - 5bpue€auvw)€lefg ((avvp) + vpav):|
k

=0 (070 + 10") (0 = €70 gy) + ((070) + 00" (710 gy — 0)
+((0°vm) + vm0°) (0 = €™ e 1s9)

+$ (elp”eebuvw — ebp“eeluvw)elefg((ﬁvvp) + v,,av)} }8“8fBg
k
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k grav

= / d'a g dw{n(i) y [((3”%) +0a0") (80 fThog + o5 TugO + g0, Mo — 8 Mgy
s 0y Mg — MogNu ey )
+((0"08) + 160") (= 6,100 g = Moy ThogB = MagO, Thog + 84 g g
a0, Mg + NagNorb,y )
+ ((8vvm) + Umav) (gmbvwgl afg Emcwwelbfg)

1
+— (nbvapwéea + nbwépaaev - nbvapaéew - nbwapvéea - navapwéeb

Tk
_nawapbaev + navapbaew + 77aw(5pv56b)Elefg ((avvp) + Upav)]

)b

[((8%1) + vz@”) (5bl77vf77wg + nbfmg(;wl + nbg%lnwf _ 5blmg77wf
— 160, Thog — TogTos 0,y )

+((0"vp) + v0°) (= 2(Nuf Mg — NogMwy))

+((0"0m) + 00 (8500 Thog + 8" ug s+ O™ ot Thof — g s
— 8" b Mwg — 021 Muwb)

Jr% (600", 0% + 1010 = Mo 0,0%, = Mo”0 — 10,05

00, + M0, + Mad?,0%) gy ((00) + v,,av)] }aaaf B
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_ / diz g d“’{n(i) g [510’ ((Oyva) + VaBy) 0y + Mg ((9'00) + 0a0') 0O
g ((0'00) 4+ v,0") 0“0y — 8,0 1g ((Oyva) + v,0;) 007
g (D) + 0p07) 00 — 6,1 ((Dyvs) + 160,) 01
+ ((Q,v,,) + vbag)alaw + Mg ((8lvb) + vbﬁl) O
+((8"0m) + 10" (€™’ afg — emavwelbfg) 229!

1
+’Y_ [((ab'l}w) + vwab)ﬁe + Mbw ((8e’l}a) + vaae)aa — 5ew((abva) + 'Uaab) o¢
k

—nbw((a%a) + v,ﬁ“)@e - ((aavw) + vwaa)aebaa — ((861)1,) + vbae)aw

8, ((0un) + 002) 0" + ((0°0a) + v,0)8%Du] ey
—n™®?, [nwg[((afvb) +up05) 07 — ((0"0a) +1a0") 0] + ((Fgvw) + vy ) Oy

—|—'r;bg((8ava) + vaﬁa)ﬁw — ((8gvb) + Ubag) 8w — ((8fvw) + vwﬁf)ﬁfnbgﬁw

— 20w ((Ogvs) 4+ v405) 07 + 2((Dyvp) + v40,) Dy
i [ (O0n) + 007) 07 — ((Byvy) + v;05) 0700
0w [ ((Ogv1) + v70,) 0 — ((O5vg) + v,05) 0]
+((Ovg) + v405) Oy — ((Ogvp) + Vp0y) Doy
(0 0) + 00°) = 8, (@u) + 00h) = 6%, (3w + 0,0
— 1w ((0%0p) + 060°) + 6°,,((Ovp) + V60,
+0% M ((0%0a) + v,0") ] €' efgﬁf] 8“}89



quad (1)
k grav
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w

_ / d%%d“’{[ b (D40)0°0 + 1D 0,000y — mpgn ™ (00,)0°0)
(Opv,) )0°07 + v,0°00 ) 'r]wgn l((ﬁfvb)ﬁfﬁlevb@lD)
(

gw
:t) bw 89 )
+77wgn(i) bl ((alvb) + 'Ubal) (i) bl(avvm)emavwgl bfgaaaf
1
+— [n(i)wlz—: efg(0°0a)0" + 1 ®)?b wfg((ﬁbva) + vaﬁb)ﬁ

Tk
—n e Log ((0a00)0" + v,0)

el () 4 00) + 0t e v,6°9,] 0

— [nwgn ((afvb) + vbD) 0" + n(i) 00'0,0% — n(i) ((afvw)af + va)8“
—2nwgn ((8fvb)8f + vbD)8“ + Ny n(i ((8fvb)8f -+ vbD)8“
—Nwgn't (&,vf)ﬁf@“ +n® (8 v)07 0" —n'F | ((0v4)0" + v,0)0"

L, e 0o - (@) 70" —nE L, (Oy0,)0°0"

Yk
—pH)b 5wefg(86vb)8“8f +n o wfg(aﬂ)b)a U

A1 g ((070,) + v,07) 8aﬁfﬂ }

wa€ efg a€ wfg
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_ / diz g d“’{n(i) " g (— (8'0,)0°0y — (050,)07 0 — 0,00
+(0'vp) O + 1,0'0 — (95v3) 0
—0p0'0 + 2(950p) 0" 0" + 20,0'0) — (9503) 0 &' — 0,0' T + (Dpv)0’ D)
(= (0"0m)e™ g 17400 )]
+n<i o [(0402) 00y — (0y0)0 — (9v4) 07 0y — 0,00 + (0gv4)0” 0y
+2 [0,0°0 0y — 0200y + (050)0 O + 0,0
+nE [(8fva)8“8f + v,0°0]]
—l—%{n l[ — € g ((Obva) + 1a06) 0" + &' 1y (Do) 0" + vp )
—i—&?blfg ((Oav)0* + va) — eblfgvaﬁaﬁ 1o/
el 1 (O + 2, (B0 + el (Oy)0" D"
—&, fg(ﬁlvw)a"@ — ewag((apvp) + v,,ap)a“af}
+n®) el ofg(0°va) 00 + n(i)wlsaefg(aave)alaf}}Bg

+n(i) ba [ w fg

. / dz g d“’{n(i) [ ((8'05) 0 — (8503)0 & + 2(Bpy)8 ') — £, 1,9 (87 0,0)0°07 ]
+nE) P[(9,0)0 + 0,00 + (950y)0 0y — 2(0,v5)07 0y
+n™® [ = 0,00 — (070,)0" ']
+n<i 000+ (970,) 0]
o {n "€ wpe (W0 + (0u1)0" — (Byva) " — (8°04) 0y — 20,0"0y) O
+€b 19 ((0av0)0* + 0,0 + (8,v4)0) 0
+e.8 1 (= (By0a) + 2(9a00) D) O
+el (040) 040" ]
+n®) [ 1, (0:00) 00 + £ (0400 )9D] }}BQ (H.42)
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k grav

Komponente d™ — C*:

/d% g dw{n(i) ' [((8”va) +0,8°) (8,78, — &,°6.%) + ((8"v) + 1,0") (€,°,> — &,72,)
+((0"vn) +v0") (8,7, — &,e,)
1
+_( pmnbm - gb nam)érﬁésa((avvp) + ,Upav)] }
Tk
(6™ oot e f8"3020°CY)

= [ate G (@) 4 00) (0 e 00)

+ ((81;%) + Ubav) (5mavw€a16f8m o 0)
+ ((8U'Um) + Umav) (gmbvwgalefaa - gmavwgalefab)

1 uSs a v v ©
+%(6ap“88buvw =& Cauvw)€” e ((0"vp) + 10 )83} }8 ¢!

= /d‘*xgdw{ @l -

~

(0"0a) + 1a0") €™ ™ ¢ Om

+

—~

0"vy) 4+ 0p0") (= 1" Nuehop — 8"e1op 0y = 6740, Nwe + 1™ N Thwe
+678, s + 007008,
+((0"0m) + 00”) (04 0™ Nuenuos + 608t + 6710, Dve — 0™ g Muse
—0"20, Mo — 0"110c,, )
o (0 + % = 5% = W5~
a0, + w07, 0% + Nawd?y0%)
el ((070p) + vpa“)as} }aecf

= /d4l‘ g dw{n(i) bl [[ _ gmbvwgalef(avva)am
g (= ((Oevn) + 130:) 0 + ((0'vp) + v,0") e

—5wl(afvb)ae]
+ [1s ((9e0') + 010 — (9'0e)) Dy + 6,y (Dgve) D
—0, ((Oevy) + vs0.) 03]
+% [ — 00400 + Mo ((0°0a) + 10°) Dy — (Dai) D

—Naw ((0°v8) + V60°) O° + Naw ((0P,) + v,07) D) ealef] }8eCf
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= /d4:v g dw{n(i)bl[ — Eubu € ’aef(avva)a o°
F0ws (= (Devy)0°0" — 0,00 + (8'vp) O + v,0'0) — (Devy) 00"
—0,0'0 + (Dpve)0°0") |
4n® P [(8fvb)D — (O§ve)0°Op + (0ev5) 00 + vfabD]
1

(£) s s
+_ - 8 a 8 + a
Vi [ n le ef(( v ) v )
£)b

0 ey (0°0)8, + 00 — (070,)0" — 0,0°0")
@l (vaalaw + (Qa)?)] | porc!
- /d4x g dw{n(i)bl “ — Eyp € e (0"04) 0 0
+77wf( — Uba O + (0lvb)D — 2(8evb)866l -+ (85@6)8681)}
+n(i)wb [(6fvb)D — (afve)éeab + (aevf)éeab + ’UfabD]

(=) (0700, + vaD)

Yk
+n(i) bl€wbef((8svl)85 + oy — (6“%)81 - Uaaaal)

e (Dava) — (awva))al]ae] }Cf . (H.43)

H.3.3 Der Tensor-Sektor

Block {d}-{B}:
Die paritiatsgerade Mischung ist hier gegeben durch
dmn — Bkl:
/ diz dmy[ — e k) & om0 BY, (H.44)
e
= /d4:c§ d”f;{n(i)bl[va(ébﬁé —e¢le, ) —|—vb( ele > —ele° ) +vm(e e, — ébﬁe a)

e & ) e (B~ 0
k
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k grav

- /d‘*:cg d" " (v, (e, 6,0 —e,08,%) + v (e,fe," —ele,d) +om(ele, — &6,

1 _
——\& Mm — €y TNam vperﬁesa]
Yk
—n® [u(e, ec —ele,) +u(e e —&er) + v e —&,¢")
1
o (Elpmnbm £ nlm)vperﬁesa] }aaBla
Yk
e +)b _ e
- / d*z 77}3{”( : 008, 8 — ve e — — (e tm — & Nam) 0,8, 7€,
1
n°, [ug, e, — ve, e, + vme, e + —mme,"v,e,%¢,*] }O" B,
k

= /d4a: dm {—a (£) lvaaa+éa<aﬁvb) (£ )bl_én?vln(i)ﬁaaa
+e O‘elﬁvbn( b9 — élﬁvmn(i)o‘@“

1
——érﬁ( — n(i)mle 0,0 + n® ”leerS(amvp) + nmm(i) b " v 8“) } }Bla )
Tk

Block {d}-{D}:

Der einzige Beitrag im Tensor-Sektor zum parititsungeraden Nebendiagonalblock ergibt

sich zu

Komponente d™ — DF:

abcm

1
/d4a: dWZ;{ Euuﬁa[((%) —c vun(i) bl}égalefaeDfa (H_45)

abcm

_ /d4l‘ g dmn{( pc K(’Yk) ),Upn(i)bl}ealefaeka

€
— /d% 3 dm{( - 'r;mkn(i)nls eVa + k€ efn(i)l "Up — Ume, lefn(i)lk)ﬁe
1

+ e + C + e
+%( - Unf”( )mkve8 —n! )mk(anvf) - 5mlef5npkn( )lcvpa )}ka :

H.4 Der 7-&-Beitrag zu leug?jv(l)

Analog zum &-7-Anteil ist dieser von der Form
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(2- 167G, T W

k grav

= [t [ (500, + 0,9, KGer ]

mnu «

— /d4:v %“%[—5“”ﬁavﬂn( ) bK(bc,ge ] ka

1
- / d*z é(aﬁamnl +0((0e", — 9"9)B + ", &°50" BI + B") + 5" im0s0 O™

e O (0" — 0™05)D + ™, e 50° D" + D’%))

2
[n(i)nb <e re e +etee s +ele e —etee”
1
_ebu 6 _ ékuébﬁéaa _ /_y_ (gaprsnbk‘ _ Ebprsnak‘)épuérﬁéga)vu]
k
(05 0na + 8abk + O co + (O, — 0"0n)d + £°,,,,64,0"d" + d",) . (H.46)

Wie im &-7-Block berechnen wir nun ebefalls sektorweise die bendtigten Beitrige.

H.4.1 Der skalare Sektor

Block {B}-{a, d}:

Nach zweifacher partieller Integration ergeben sich hier die beiden erforderlichen Matri-

xelemente aus

/d4 3 (DB)[ ) b<e “ebﬁek +¢," ek 2 teltele” —e“e,feb — e, eﬁék“—ék“ébﬁéa“

1
o =), ) (070 + 0,0") = @ ((00) + ,0))

(0F0na + (e°,0 — 9°0,)d) ,

und fiir die separaten Anteile erhalten wir:
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k grav

Komponente B — a:

/ a'e & @B, (@) + w&")D - 0)

((0"0) + 00")0 — ((8°03) + 0,07)9"3,)
4((0"vy) + vk Dy — ((™vy) + vu0™) 0y
((0"0k) + 140")0*8, — ((0°va) + va0") ")
4((8"vp) + v,0™)0 = ((0™vy) + v,0™)0)

+

(@) + 0,0") 00, ~ 0))

1 (0 — e ((0%0,) + 1,07) 060, — .7 ((0™y) + v,0") 0%,
+e,7 ((0%,) + vpaa)aa@)] }a

_ / a'e & OB, [ (2((@"0) + 100 — (@0)0ud" — 00D+ 4(070,) 00,

—(8"@@8’“&, - (6”vk)0k8b — 3((8”@5) + Uban)D — (8"@@8’“&,)
1

_%( — e "(0"y) 0405 + £, (0"0,) 0205 + 5bpnsvp83D>] }a

_ / die g (OB) {n<i>nb [( — (0"0)0 — 200”0 + (0"0) 04Dy, — (0°03)Da0")
1

— (= )00, (0 ) 000, + e"bpsv,,asm)] }a (H.47)
k

= /d4;1: g B{n(i)nb [( — (8"vp) % — 2(0p0"0 + 2(0"vy) 0,0 ) O

H(0™0,) 0" 9,00 — (aavb)aaanm)

1
—7( e P(9%,) 00,00 + £, P (6%0,)0u05 0
k

+e" P (0,0,0 + 2(a%p)aaas)m)} }a

_ / die g B{n<i>nb [( — (0"0)0 — 20,070 — 5(0F0,) k" + ("vr) 4y
1
—%( — " P2(0%),)0p05 + 3€",P7(0%0y) 0,05 + 8"bpsvp83D)} }Da ,
(H.48)

wobei wir auch hier zunéchst auf die Anwendung der (Anti-)Selbstdualitéitsrelation (H.2)

verzichten.
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Die Berechnung der nichsten Komponente zerfillt wieder in die beiden Teilschritte aus
(H.29):

Komponente B — d:

3 L o
/d43j 5 (DB) {n(i)nb |:2 (ea“ebﬁ - ebﬂeaﬁ - %Eabp €pﬂ€7,6>
(é“ ((0"v) + 0,0") — &"5((0"v,) + vﬂaa)) O
+(" K e, (éaﬁ((anvu) +0,0") — " ((0"vu) + vﬂ“))a’“aa} }d

= /d4 3 (DB){ () b [2((((8"%) +0,0") = 0 —4((0"vy) + v,0") + ((0"v) + 1,0"))

1 PR (9% 00"
_%(O_‘Eab ((8 p)+ p8 )))D

— (= (0"0p)0 — 20,0" 0 + (8™03,) 0"y — (0"0,)0, ")
L (e o (@0,) 040, + £ (0%0,) 0005 + €7, P50, D)] }d

Yk
= /d4 2 (DB){ (i)nb |:( — 3(8"vb)D — 2vb8"D — (8"vk)8k6b -+ (6’“%)8@")
+7i( (0 )0, + £ P00, )0uD, + 26" P (D,0,)0
k
""" 0,0,0) | (H.49)

= /d4x g B{n(i)nb [( B 3(8"1};,)5 — 20" — (anvk)akab . 3(6%{,)8;38")
+$( — " P3(0%,)0p05 — "7 (0%0,) Do + 26", (Dp05) 0]
k
—€nbpsvp8 D)} }Dd . (H50)



quad (1)
k grav
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Block {D}-{a, d}:

Dariiber hinaus sind im skalaren Sektor noch die Beitrige zu den Nebendiagonalblécken

zu berechnen. Der fiir diese verantwortliche Term in der quadratischen Form ist durch

m

/d4fL‘ 6(%6(1” alDémﬁD> [n(ﬂ:)nb<(ébﬁ(5ap5ks o 5kp5as) + ékﬁ(aas(;bp o 5b85ap)
+2,7(6,°0," = 6,°6,"))
1 TS -
_%((Eaprsnbk —g %k)@ﬂ)%]
(0¥0,a + (0%, — 0%0,)d)

- 3 / d' & D), 1 ((0," (5,70, = 8,0,5) + 8,7(8,'9, = 6,79,
1 ms
_% ((‘gapmsnbk - gbp 77ak>)>

(= (2(040,)0"0" + (0v,)0 + vpalm))} em (Fd.a + (0%, — 0¥0,)d)

gegeben. Dies fiihrt fiir den D-a-Beitrag auf

Komponente D — a:

% / dzeD [n<i>nb ( (= (2(0,02)0"0" + (0'v)0 + 1,001 + (9'v4) D) €™,
Fe (80a) 0™ By]
1
(20 5(0p0™) "9y — (Dyup)O*O" + (8bv")D)>] Oa
1

- 2 / d'z e D] £20(2(0,0)0"0' + (00a)0 + 0,00 — (0'01)00%)

+e™ 2 nE (9, ) om0,

—’yin(i)nb (2’0”8{,5 + 5(6kv")6’“8b — (8bvk)8’“6" + (61,1)”)5)} Ua .
k
(H.51)

Das D-d-Matrixelement berechnen wir wie bereits zuvor: Wir betrachten zunachst nur die

[O-Komponente von d und ziehen von diesem Ausdruck dann das Matrixelement (H.51) ab.



Berechnung des Beitrages erster Ordnung zu fguad 451

Erstere ist gegeben durch

/d‘*xeD[n(i (20,707 + 6,79,) - %g ")
(= (2(0uv,)0"0" + (a v,,)mﬂpalm))}g " Od
- / e D[n) (2", + ("~ 5","))
(-
-

2(9,vy) aual (alvp)m +4,00))|0d

= /0143j eD 4( Fl+ ) P (2(0,0,)0"8" + ('v,) 0 + vpalm)} Od ,

und wir erhalten somit

Komponente D — d:

1
3 /d4:v e D [ +2pH 1(2(0404)0"0" + (0'0a)0 + v,0'0 + (9'0y,) 0 0,) — ™ % nE)LP(9'v,) ™0y

1

» =) P (20700 + 3(0kv™)0* 0y + (Opvy,) O™ + 3(&,1}")D)} Od . (H.52)
k

H.4.2 Der Vektor-Sektor

Auch diesen berechnen wir blockweise.
Block {A, D}-{b, c}:

Dieser Anteil ist von der Form

/d4x dp0le A™ - ;s imE " egh€ Balagphﬁ 5‘“’5“K(bcge vn i)nb} (00" + 0%c,)
/ a'z (0" + ; [(Oe", — aaaﬁ)(s"h ~ (Dey - 0705)5%,] D"
[ 5“”ﬁaK(bc,Ze vun } (8 v+ 3kca) ,

und komponentenweise liefert er bis auf zweite und héhere Ableitungen in v, folgende

Beitrage:



quad (1)
k grav
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Komponente A™ — bF:

/ A1z (9501 A [ — P KM ee v,n™) ]9,

e
= /d4;1: 3 A"{n(i)nb [e “ebﬁek + e, e,f e +elele —e “ekﬁeb —elele” — ék"ébﬁéa‘)‘
—i( S — & nak ) €,0'e, e "‘]
Tk P
—n(i)ab[e relec veltele +ele e, —elee —elele —ele,

1
_’Y_( el Mok — €,° Unk)épuérﬁésa} }((%vu)@“)aabk

k

6=
€n

= / d'x g An{n<i>nb[<akvb)aa +,"(0a08) 0" — 8, (Okva) 0" — (Dpvr)0™ —nH) -0

1
_% [n(i)n ( prsnbk . Eb nak) _ n(i)ab( prsnbk - gb nnk)} (arvp)aaas}bk
_ / ate S ALl [ (@) — (000)0 + ((Bue) — (0k0)) 0]
_%(”(i)ak’f s @0 g ) (90, 0°0, } (H.53)

wobei zu beachten ist, daf nach der partiellen Integration die Ableitung d3, sofern sie nicht

auf v, wirkt, mit d, antisymmetrisiert wird und somit verschwindet.
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Komponente A™ — c*:

/d4x(058[“/1"])[ 5“”60‘K(bdze vun(i)nb] ey
e
= /d4;1: 3 A"{n(i)nb [e “ebﬁek + e, ek 2relele —e “ekﬁeb —elele” — ék"ébﬁéa‘)‘

1 - B
__( prsnbk . 5b nak)epﬂerﬁesa]

Tk
(4) bl psB5 el _grgbBga Bz o  5hs
. &le et + ¢l ek Ltelele —eltele —elele” —ele,

_%( S - ) 622, )
((950,)0% + (0°v,,) 05 + v,ﬂ“@;)ﬁkca
_ / s g A0 V(@%0)0k — (0 0)0y + € (2000040 + D)
—(Okvg)0* — (0%0y) Ok — vaaaak)
—n®) 216, ((Ohvs) 0 + (0"0p) g + 0p0° g — (Byv)D* — (804) Dy — VD))
+8,%((9,0k)0" + (0"0) D + 140" Dy, — (O 0" — (0"03) Dy, — V,0°0y)]
1

- [ be, P ((8,0,) 0% + (94vp) Dy + 0,040,) + '™ e 77*(0%0,)0,
k

_n(i)abebprsvpaaarnnk} ésa }akca

6= «
-n e,

- / atw 2 A0 M(0%0)0 = (070)0°] + 1,2 (0000, — (0%0,)T]
_énan(i)ab[(akvb)akaa + (8avb)D+vb8“D}

+nE) 2 [(Op,) 00" + (0%0,) 0 + v,0°C]]
1
[0 (= OB + (900, + 0,0,0) + 0 e 17 (0"0,)00,

02,7 (900,)0,] . fea (H.54)

was sich unter anderem vermoge der Tatsache ergibt, daff Terme der Form 0,v, + v.0,
und (0%v;)0, nach partieller Integration aufgrund der Divergenzfreiheit von A™ verschwin-

den. Dies gilt auch fiir einen Term der Form (9yv;)0%0* + (0% )0%9,, sofern er mit dem

(£) b

antisymmetrischen Tensor n'~’, kontrahiert wird.



454 H.4 Der 7-z-Beitrag zu [

k grav

Komponente D™ — b*:

/ d'z (% (D6 — 6°9) 8, — (Cy — 05)3° ] D" ) [ — £ K G8ec, un™), ") b

abc

= [t g DM, K ) [ (2070000 + 1,0) — (050,)]
—n® b (= B e ) € (2(0™0,) 0 + v, 0) — (950,)0"] OubF
N /d4 2 DM (= e K e, ) (20 1) Om + v,0)
i)nb( 5W6aKhZ§1)cec )€ (2(0™0,.) O + v,0)
b

=[S, (= K G )
= /d4;1: 3 Dh{n(i)hb [Q(ék“éb —¢'e,
) b[((shn 6, — 0,"6,2) (2(0™0k) D + 60 + 6,7(6, (2(0™ 1) O + 1,0)

—éba (2(6 vh)&n + UhD))

1
o (e = mnie,”™) (2(0™0,) O + v,0) éso‘]

) — ) (gl g e Y (950,)0"] LD bF

_gkb e,'e ] (2(0™v) 0 + v,0)

) (05
")+

—W hb((ﬁkvb)ﬁ (D)0 + &0 ((0avk)8“—(8kva)0“)—%~0>

—n(i)nb (O — %(5hprs77bk — €bprs7]hk) (&vp)a”ésa)] }6abk

[n(dE hb(4(6 U) OOy + 203,0500) — %n(t) b, o5 (2(00,) 0,05 + 0,0 D)}
- [”( hb (2(0™vk) 00y + v 00) — 0 + n(? "0y, 00
—n ™ (2(0™04) 00y + vh0p0)

_%( _ n(:l:)nkghnps . nhkn(i) bngbnps) (2(6mvp)6m63 + vpasD)}
[P (@) = @)D+ (Datn) = (9yva)) 5]

1
+% (n(i)nk‘ghpm - nhkn(i)nbgbpm) (&vp)@"@s] }bk

= /d4x g Dh{ [n(i)hb((ﬁmvk)ﬁmﬁb -+ (8kvm)8m8b + UkabD —+ (&,vk)D — (8kvb)D)
—n(i) bk (2(8mvh)0m8b + UhabD —+ (8hvb)D)}

_i [(n(i)hbgbpsk + n(i) nps + nhkn(i) bngbnps) (2(8mvp)8m85 + 'UpagD)

nk

(0™ e — nn® b2 (8,0,)070, }} (H.55)
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Vermoge der Kombination algebraischer Beziehungen aus den Berechnungen von (H.54)

und (H.55) ergibt sich die letzte Komponente dieses Unterblocks zu

Komponente D™ — c*:

/ d'z (%[(méag = 0°05)0", — (0" — 9"95)0%] D) [ = 2P K(i)ee v, 1 6,

= [t 5 DM, (= e, ) [ (2000000 + 0,0
—((00,)05 + (950,) 0" + v,0"D5) ]
—n®, M= et e,) [0 (2(0™0,) O + v,0)
— ((00,)05 + (D50,)0" + v,0"9)] s
= / d'a Dh{n B0 (— e g el ) e (2(0™0,) 0 + v,0)
—n), (= e, )€ (2(0™0,) O + 0,0)
— [0, (= e R G, ) (00,95 + (050,)0" + 0,07 5)
—n (= PR, ) ((0M0,)05 + (950,) 0" + 0,0"93)] e
_ / diz g Dh{ 9,126, (20" 09 + veD) + %ekbps (20" 0,)0 + v, 0) 2, |
() [(5 = 5,8,) (200 0k) O + 0D) + 0,7 ((2(0™ 1) Oy + 13 0) 8,0
—(2(0™vp) 0 + v,0)E,%)
_% (e — nmrey”™") (2(0™0p) O + UpD)ésa]
- [n<i>hb((a%b)ak — (8°v4)0
+8,%(2(0°0) D + 00 — (Fva) 0" — (0°02) 0y — vaaaak))
) b (é,f ((Devs)d" + (0"08) 0k + 1,00y, — (Dyur) ™ — (0"0k) Dy — 140" D)
657 (Do) + (97"0)Oh + 10" Dy — (Dn )" = (07"vn) O — 0 0"Dy) )

—vi (n4,710 = 7 ((0,0,)0k + Dkv)0r + v,04,)]
k

_n(i)nkghpm(anvp>ar + n(i)nbnhkgbprsvpanar) ésa] }8kca
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k grav

_ / aw 2 D", 000 + (000 + (0%0,)0°0)]
+&, 2 1] = (0™0p) 00" + (0Fvp) O]
+n ) 2 [(0™0)0,0" — (0™v) 0] + 0™, [(0%00) 058, — (0°v)TI]
+%{n<i>h”e,f“((amvp)ama, + (9,0,)0)
+n B0 [ — 7" (2(0™0,) 000" + v,0"0) + &, (Opv,) 0
+e,7 (0hv,)0,0"]
—n&)nkgh”“(a%p)arak}ésa}ca . (H.56)

Dabei erkliaren die bereits im Anschluf an die Rechnung (H.54) gemachten Bemerkungen

auch hier das Verschwinden der entsprechenden Terme.
Block {A, D}-{d}:

Antisymmetrisiert man statt der Felder die Tensorstruktur zwischen diesen, so erhilt

man diese Beitriage aus folgendem Teil der quadratischen Form:

/d46§ (8TaaAn + (Déar _ aaar)Dn){ [[n(i)nbepruceabkc _ n(:l:)abgprucgnbkc} gkuv
1

+7_ [n(:l:)ab (gnprunbk o gbprunnk) _ n(:l:)nb (gaprunbk . gbprunak)} gkuvw:| Up}avdw
k

w

Zunéachst berechnen wir
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Komponente A™ — d*:

/d4 g An{gkuvw [n(i) b(éau(ébpakr - 5bT5kp) + 5bu(5kp5ar - 5kr5ap)) (H57)

_n(i)ab(anu(abpékr - 5br5kp) + 5bu(5kp5nr - 5197"5711)))}
+7i () 2 (10 (07,07, — 6707 + N (87,67, — 67,67
k

67, (8P M — 6% w) + 6,7 (6" 1w — 67w )
1) (0o (67,07 = 6%,07,) + T (67,07, — 67,07
+67, (0%, s — 0% 0b0) + 8,7 (8 v — 0w ) |

((0,0,)0" + (9°0,)0, + 1,0,0°) }8”d“’

= /d4 g A"{ [eakwn<i>nb(a“vk)ab +n@® bk ((Okva)0" — v — 2(0%vy,)0,)

e,k D ()0 4 ,F 0 b (Ov,)0"] 0"

n vw
1

_'_,-y_ [n(i)ab(nnw«avvb)avaa + (aavb)lj _'_Ubaalj)
k

il (= (0000)0"0" — (9"0,)0 = 0,0°0))
) ((Byv,) D — (0°04)0a0 + M ((00,)0° 0 — (0°v4) D)) ] }dw :

Zur Bestimmung des D™-b*-Beitrags integrieren wir zunichst wieder nur den J-Operator

partiell gemaf
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/d4e§ (DDn){ [[n(i)nbgpaucgabkc . n(i)abgpaucgnbkc] gk

uvw
1

+
Tk
= /d4:p = D"{ (i 8" (= 2(2(0m0r)0™ + v0)) + et (2(0n ) O™ + m)
+n® e, Uw( (D) 0™ + v 0) £ on® (2(0vn)0™ + v,00)] 0"
1

T [ = 7@ (2(80) 0% 0" + 1,0°00) — 0 (9,0,)00
k

[ (+) b( paunbk — €b nnk) +n(i)nb€bpaunak] uvw] ,Up}avdw

=20 (2(04v) %0y + v, 00) — 0P, (2(00,)0" O + v,0°0))
), (20k0)0" 0y + v,0,0)] fa”

und erhalten damit nach Subtraktion von (H.57) mit der Ersetzung A™ — D™

Komponente D™ — d*:

/d43: g D”{ [—nt®) Pek  (0rva)0" + e ,F L n'H) P (9v,)0"
_'_gnavwn(i) b(2<8mvb>am + Ublj) - 8akvwn(i)nb(8“vk)8b

a

—&," ' ® (04v,)0" £ 20 F) | (2(0,,0,)0™ + v,0)] 0"
+%[ ) O ((050) 0" 0" — (9"0)01)

0 (= (00" = 3(Dk0,) 050" + (0°v,)0 — ,0°0))

+n(i)nb(<8avw)8a8b + 0,00 + (Gpvy,)0)

—n®) L ((040,)0"0" + v,0°0 + (0"v,)0) ] }dw : (H.58)
Block {B, C}-{b, c}:

Diese Beitriage ergeben sich aus

1
/ d4x<8[“5"}e e°50' BY + éea’;maﬁalcm)

[(n, PGP0 e 0,] (96 + 0Fca)
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7zu

Komponente B™ — bF:

{2092t (2 — c3,07)09)

/d4;1: — BY
2
1 n (£) b(~ pes
€ efg (n n ( Mok — gb nak:)

—nt® b(e, Py, — &,F nnk))ﬁaﬁf} vp}asbk

K
_ / aa £ B [n9, [eany ((0°0)O + (970)0,0° +0"0°0) + (8707)0 0"
(00 — (870v%)9,0" — v*o"D))

—(0"0;)0 o —
(070,)0;0" — v,0°0)

e (= (8400)07 0" — (0"v,)0 —
(07 0g)0"0" — (8gva>8nafﬂ

) (03 = (0"0)0 — (9°vx) 050" — 10" D))

+5abkf( -

—l—i [n(i)nk( — va0y0) + n'
Vi

_'_n(i) sk( (8avg)aa33 + Ugﬁslj) — n(i)gs(akva)aaas}] }bk

B e in ", ((0"0)0 — (90")0 + 0°0" 0 = 0" 60 + (97 0*) 00"
—( 000" + (90D — (9"0p)D ")

Fepapen ™) (07 0) 070" + (9,0")0" )

+2n5) (= (9,07)07 0" — (8%0,)0 — (8%0,)8;0° — v,0°0))

L [0 1 (8,0")0 + 0,00 + 2(0%0,)8,0")

V&
*H”L ((6kv ) (8avk)D — (asvk)asaa — v;ﬁ“D

I
\
DO )

_l’_
— (Ok0)0°0")] }b’“
(

H.59)

(ein Ausdruck der Form n(i)ab((aavk)ﬁb + (Opvg)0* + v;ﬁ“@b) verschwindet aufgrund der

Antisymmetrie von n*)),



quad (1)
k grav

460 H.4 Der 7-z-Beitrag zu I

Komponente B™ — c*:

/ atr & B Ve (0700 + (0 up)0" + v, O, (H.60)
—((070,)0 + (80y)D" + v, | 0"
0| — ((0"0)0" + (000" + 0,07 %), 0"]
eakg [ (00" + (20" + 0" 0°0) D
— (000" + (9v*)D" + v ") D]
10, ey ((070)0F + (9 v")o" + 020 ) 0"
e [8,° ((0%0)0 + (97 vy) 0" + vs0! )
—((0"0y)0" + (9°vy)0" + vgasaa)}ak]
{5 0 (= (@0)8,0° + (o)D) +n®  ((0°0)0 — (9°09)9,0°)

:I:)s
k

’Yk
2(0"vy)0, oF — vgﬁk )

(-
D) 5= (Op0) 00" — (00,)0 — 0,00
s( akvg 8 8{, + 8bUg)|j +Ug8b )]}
e
- ot
+€gbakn( )bs(a vf)8f8 + egbakn bn(asv“)é’“@”
+5, gbfakm b (@) + 26,° n<i>ak(aavf)afaﬂ

(0" + (0T0p)0" + v OM)OF + ey in L (9%, )0 O™

[5 n® (= (0%0™)0,0" + (9Fo)0) +n® (000 = (9°0*)0,0%)
+n1 5 (= (8%04)0,0" + (9Fv,)D)
(= (Ova)0"0* — (0°0,)0) — 1,0°0)] }cs ,
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Komponente C™ — bF:

1
/d4 Cm{ (£) bgprsc <€abkc — % (naknbc - nacnbk)>

(0,0,)0" + (9'0,) 0, + 0,0,0") te™, O, b"
p p

= / d*z % Cm{n(i) ben  ((0av1) Oy + (O408) 0 — (O3va) 0y — (Oyv1,) D) O

[ ((00™) = (80,,)) 0 + ((9"0) — (™)) 8D

+((8ﬂ}m) — (&nvl))@l@")
+n(i)nb8mnlk€bprs(8pvr>8las] }bk

= /d4x§Cm{ Em ln ((3 vg) — (akva))alab
+% {n(i)nk(((ﬁmv”) — (0"0)) O + ((Owm) — (Omwr))8'0™)

+n(i)nb €m lkgbprs(apvr)alas] }bk (H61)

1
+_
Yk

und schlieflich

Komponente C™ — c":

/ d*z g Cm{ [n™®) P ((Opvp)d' + (0'v3) Ok + 160" O (H.62)
— (D) — (') Oy — v,ﬁb@l)
4nE) aghn ((&,vk)@l (0'v,) Oy 4 v,0' O
—(Op) 0" — (') O, — vbﬁkﬁl)]ﬁk
1

- (™) 8.4(((0™0) — (9™)) 8 — (8'0™)9,0F — v"" D)
k

0 (= 20080 — v D) =0, e, e (D,)0°,] e,
_ / a'e £ 0L [,y (000! + (00)00, + 00,
—(8kvb)8’“8l — (811)(,) — Ubal )
+€mnbln(i “((8 v )D -+ vlébD -+ (ak'l} )8k8b)]

+7i (1) 0,2(((0"0) — 2(9™)) 8% — v"d* D)
k

_'_n(i)ka( B Q(alvm)ﬁlak . Umakm) _ n(i) bg n gbpra<alvp)ak‘8r} }ca .

n “m lk



quad (1)
k grav
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Block {B, C}-{d}:

Hier ist der Ausdruck

0 1
/ d'ze (8[% 18507 BY + 58“”1,”358[07”) [n(i)nb(éa“ébﬁéh& +etee +elele

_skzBza _sphzBza  shzB5a
ele e —elel’e” —ele e,
1
rs prs —u= B«
_,Y_(gap Mok — €4 nak)epﬂerﬁes )vﬂ]
k

(6 .20 d") |

uvw U

zu berechnen, der auf die folgenden beiden Komponenten fiihrt:
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Komponente B™ — dF:

/ iy g B [n<i>nb (5; (6,0, — €,0°,) + 0," (0, — ,"%,)

Ule H4he c hse 1 eu _
+0," (e, — e,'0%,) — %( petp e — &, nak)ep“ﬂ
[8n6fg((8avu>af + (afvu)aa + vuaaﬁf)
- aefg((anvu)af +(070,)0" +v,0"0") ¥, 0"d"
- /d ) Bg{ nb[(<auvb>8f + (8fvb)8“ —i—vbﬁuﬁf)g"kfgg’“uw
—((0"0k)0 + (07 v0) 0" + 0,007 ), 1" s
—((8™0p)0" + (0 wy)0™ + vbanaf)eakfgskww
(0"0k)0 + (87 04) " + 00" O ) €% g" 1] O°
(00D + (DT v4) 0" + 0,00 )",
—(( +(00a) 0" + 0,007,
—((anvk)af + (87 0) 0" + 0,097 - 0
0 + o+ 0¥ )

of

+

3/\

T
g
Q
Q

L@
o pew _n k _ o (£) b peu_n
[(TL nk€a € eng uow nTrp gy € efgeauvw)

(0°0,)0" + (0 0,)0" + 1,0°0")

(£) peua k (£) b peu k
(n nk€a efgg wow VT €y Ckefgf uvw)

(0"0,)0" + (8 v,)0" + vpa"af)]av}dw
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k grav

= / d'z g Bg{n(i)nb [(0"05)0" (= 6" npuigw — 0" Mpwnlgu — 6" Mpunlgy + 0" g
+0" N ullgw + 0" fullgn) — (auvk)afenbfgekuvw
—((8"0)0 + (97 0p)0" + 0,00 (= 2(Npuigw — NsuTlgw))
+((0"0y) 0" + (8 vy) 0™ + v,0"07)
(= 0" npungw — Moy = Mowd F1gw + 6 fuTig
100 Mg + Moo, ) ] 0
+n® 1[0 = ((00)07 + (070,)0" + v,0°07)
(= 0" msoMgw — 8" Nwllgu — 0" Mfullgs + 6" pullgy
+0" N pullgw + 0" M puTlgu)
+((0"02)0" + (87 0,)0" + 1,0"0")
(= 0% nsMgw — 8“Nwllgu — 0% Mrullgs + 6“7 fuwllge
+6% N fullgw + 0% punlgn) |0
—%{ [ (8,567 6% + 0w 11" + DR 8¢, — 8,767, 8°,
a0y — Nawd, 1)
—n(®) P (16a6,0° 1 + Mov0”y0% + Mow0%40°, — Nbad”,0°,
00,0 — Mud”,0¢,) €% 1, ((80,)87 + (870,)0% + 0,0°0")
[0 (6.567,6°, + NawdPu i + NP 6¢, — 8,56, 6¢,
o110 — Nawd, 117 €% 5,
—[n,(8,%67,6%, + Mw6"un™ + mpun?* 6%, — 6,67,6°,
~ o110 = M0y ) ey ((0"0,)0 + (070,)0" + v,0"0")] }}8”dw
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- / dz g Bg{ &) g (= (0"03) 0+ (Dpvp) 0 ") + 6, (Dyvp) T — € 1"y (004 )07 0"
2050 ((0"0) 0 + (07 0) 870" + 0,0 0) = 2+ 0 + 1guy (040",
—(0™0)0 — (87 03) 050" — 1,0" D) + My ((8™0,) 0 + (8 0,) 90"
+v,0"0 — vka’fanag)]

+n®) g (= (840,)0°0")

0™, (0407 0uy — Ngu ((30,) T + (870,)0°0; + v,0°0) )

g (O 0a) 00" + Ngy (— (0M0,)0 — (8,0,)8° " — v,0"0))

(D 0,) 0" + 0 (0"00) D + (8700, + v,0" D) ]

—i{ [n<i>nkg"wfg( 9*0,)0" + (870,)0F + 0,00 — (9,070 — (87vF)D, — v*D,07)

nke fg( (000)0" + (8 00) 0y + v, 0,07 — (D,)0)
nke Ufg( 6fvw 8’“)

n®) be " g ((Op00) O+ (070,)0p + v,0,07

—((0"0a)0" + (802)0" + v,0°0" )1y )
—n(i)nbét"wfg (M (8 02) 0" — (07 0,,) )]

[0 e ((070,)0 + (8fvv)6" +0,007) = 0 e pg (D050
') ek (070,)0" — bk (07 0,)0" 4+ 1l g (0707)O"
) ek ((0"0,)07 + (070,) 0" + 0,007
—nE bey i ((0™0,)07 + (070,)0" + v,0m07)
—n(i)nwskvfg(ﬁka)an + n(i)nvekwfg(ﬁnvk)ﬁf
+n) ek (07 0,)0"] }av}dw



quad (1)
k grav

466 H.4 Der 7-z-Beitrag zu I

- /d4a: g Bg{ &) [0y (= (0"0y)3 + (05v5) 07 0™ + 2(0™0y) 3 + 2(07vp)0;0"0
+20,0" 4 (0", ) 0 0y — (0™0y)0 — (87 0p) 07 0™ — 0"
—(Opvr,) 0" 0" — (8"vp)0 — (9yv3) 07 0" — 0,0"0)

—€" g€ " o (0"01) 07 0"
+n(i)nb[ — (0w ) 0" + (00v3) "0 — (Opv) 0 — (D) "Dy — vwabD]
+n 8 T — (9,05)0 + (9py) 0 + (8704) 00y + v,0,0
— 00 00y — 0,0 0y0, ]
+n/ i) o [(070,) 0 + (870,)0°0; + v,0°0]
——{n(i . wfg[ (D0,)0°0 — (870,)0" 0y — 1,007 By + (Oy1) 0"
+(070,) 0 + 0,07 O + (Opv,)0° 0 + (070,)0"0,
40,0070y — (0"04) 050y — (0704)0" 0y — 1,007 0,
—(0p0,)0°0" — (870,)0°0y — v,0" 0! Oy + (Oyv,)0° 0"
+(070,)0 Oy + 1,0°07 0y — (Oyv,) 00 — (07v,)0" 0
—0,0"07 Oy
+n @0 e [(0,00)0°07 — (000)0" 07 + (07 v,,) 0 + 0,07 O]
+nH sy [(070™)070, + (afv")a — (0yv") 0! o)
0t " [(0700)8°0 — (070,)0 0y + (87 0,)0" 0,
+(870)0° 0y — (870,,)0° D)
FnE, [ = gy (070)0°0" + g (07 0)0° 0] }
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e

- / d*x 5 Bg{n(i)nb (g (= (0™0p) D + (953) 07 O™ + 2(0™v1,) " D)
—2, e v (0"04) 07 0]
+n® O] — (Oyv0) 0 — 0,050 — (Op,) 0% 0y
+n @ T0,0,0 + (Ovy) T — (9yve) D + (07 04) 050y + 2(0y01,) 0% 0y
+n(i)gw [(0%0,)8 + (87 v,) 005 + v,0*00]
1

O [y (0D 4 (@)D — 20,000, + (D)0
k

wfg
—(0y0,)0° 0" — (0™0,) 050y — 2(070,)0"Dp)
6"y ((0,00)0°07 = (80,)00" + (8 v,)0 + 1,0 D))
vy (200707070, — (By0°)0 )
e, ((070,)0°8,)

+n(i) bw Ebto (8fva)8“8” + € fro (afv"“)avéb d® (H63)
fvg fkvg

Komponente C™ — d*:

/ d*z g Cm{n(i)nb [(5; (e, —erel) + o, (e, 'e —ele,”)
]- U — =
+5bu (ékﬂéaﬁ - éauékﬁ) - % (8aprunbk - gbp nak)epﬂerﬁ}
8anlm(<aﬁvﬂ)al + (811}#)65 + Uﬂaﬁal) }gkuvwavdw
= /d4l‘ g Cm{n(i)nb |:€anlm€kavw ((8kvb)6l + (8lvb)8k + vb&ﬁl — (Obvk)ﬁl — (6lvk)8b — Ukabal)
—|—€anlm8kbvw ((8avk)8l + (8lvk)8a + v,ﬁa&l — (8kva)8l — (811}@)8k — vaakﬁl)

—Vi (™ e — &, Eaon ) (9r0)D + (80,)0, + vp&ﬁl)] }avdw
k
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k grav

= / d'z g Cm{n<i)n” [( — 0" s = 0"y — 6" 0) T+ 0" s+ 6,0 Ny
+6" 100, %) (D) — (Dyur) D — (8vr) Dy — 400
—en b (Orva)d
o (T BT T8 T a5
070"+ 0,07 )2 (D)0 + (90,)0, ﬂparal)} }avdw
_ / ate £ O s (000" — (D)0 — (@ w) 0+ (D)0
+(8'"™) 8,0, + v"0,0)
(= (00") OBy + (D)D) + 0 + .7 8%, (Ova) D]
+nE) P(0,,00)0 — (Oy0) 0 — (00010 — V00 + 1,0 OO
—%{n(i e (000) 00y + €71 ((050)0°0 + (00p) 0 + 1,00
—(0y0,)0°0" — (0'0,) 0" Oy — v,0°0' 0y )
4+ (= 0+ (9uva)2'0y)]
0,2 [ = (0,0)0"0 — (0'0)0 = 0,0 + 0] }
= /d4;1: g Cm{n(i)nb [ (V" 00 + 2(0pv™) 0 — (Dpvg) 9 0™)
e, e (O50a) 00"
+n ) 10,000 + (Opvin) 3 — (0np) D + (0'0) 00y + (0 1) ' 0y
+%{n(i Lla 1 ((0'02)0°8 — (000 8y) + 2,7 1 ((0505)0° 0 + (9'0,)00
+00' T — (00,00 — (8'0,)0" Dy — 1,0°0'D,) ]
) 219 [(9,0,)0°0 + (0'0,)0 + v,0'0]] }}dw (H.64)
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H.4.3 Der Tensor-Sektor

Block {B}-{d}:

Analog zum é-7-Anteil ist auch hier nur ein parititsgerader Beitrag zu berechnen:

Komponente B™ — d*:

/ diz g (0°B" — 0" B%) {n™® v, (¢, e,2 — &, &) + (e, e, — e e)
_'_Uk( 6 a B ébﬁ aa)

1
__( prsﬁbk - Eb nak)vper €s ]}dk

Yk
/0145’j 5 (0B" ){n(i *[va (ebﬁek - éiféba) + up (ékﬁéaa —e/e) +u(e Jet — ébﬁ e.’)
1
__( prsnbk _ gb nak)vpérﬁésa]
Tk
_n(i)ab[vn (ébﬁéka N ékﬁéba) T, (ékﬁéna o énﬁéka)
+ui (€, Pe, — ebﬁen‘l)
1
—— (& ok — &, 0 vy, e, Y,
Yk

/ d'e & B {0,168, ((0%0a) + vad”) — &, (0%w)]

—n(i)ab[ek e, ((8avn) + vnaa) — ek B ((8avb) + 0% ) + én‘)‘ébﬁ((ﬁavk) + v;ﬁ“)]
+,yier6 [n(:l:)nkgaprs((aavp) + ,Upaa) _ n(:l:) b prs((akvp) + 'Upak)
k

—n'™ e ((0%,) + vpﬁa) + nnkn(i) Pl ((0%,) + v,0%) e, F b,
/ d'z - B”ﬁ{ (6™, ((0%0a) + va0") — &0 2(0%0) — /0™ *((9"vn) + v,0")
+e,7e, n® 2 ((0%0) + 10%) — &,2n® P ((0"vy) + vx0)]
26,2 [0 P ((00) + 0pd) — 0, (D)

Yk
— )T (0 0) + 0p0%) e, b, (H.65)
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Block {D}-{d}:
Hier berechnen wir schlieilich

Komponente D™ — d*!:

1
/ d*z (ag‘mlmﬁlD"[;) {n(i)an(gZ,ﬁig“ﬁa”écyvu bd*, (H.66)

- / e & D ), P(KGH )2, () + )

c

é m; n n a
— /d% 5D P 1L ((00n) 4+ 0s0 )i — £, 0L ((0'0) + 020" ) i
—& g™y ((0'0r) + v40")

1
—l—% (n(i)pk(aqvm) — n(i)pknmq ((8%) + vlal)

+6m’§k5pb”qn(i)nb((8lvu) +v,0')) pd".

Damit haben wir im Gravitonsektor alle erforderlichen Matrixelemente des Wechselwir-

kungsanteils berechnet.

H.5 Berechnung des Wechselwirkungsanteils f%ﬁdm

im Geistsektor

Wir berechnen jetzt die Terme erster Ordnung in @ in (4.68), (4.69) und (4.70) auf
dem Niveau der zerlegten Geistfelder und ignorieren auch hier zunichst die inversen [J-
Operatoren und die ji-Reskalierungen, die in diesen auftreten. Die Wirkung von ersteren
14kt sich zu einem spéteren Zeitpunkt der Rechnung, ndmlich unter der Spur auf der
rechten Seite der Flufgleichung, unmittelbar angeben. Zudem nutzen wir aus, dafs im
Geistsektor die Struktur des freien inversen Propagators die zu der Spur auf der rechten
Seite beitragenden Mischungen nicht blof sektorweise, sondern in diesen Sektoren sogar
blockweise einschrinkt: Im freien Anteil mischen die Vektoren (G,,, G¥) nicht mit den
iibrigen Vektoren, so dalt der Vektor-Sektor in zwei Blocke zerfillt. Beriicksichtigen wir
zudem die Tatsache, dak der O(4)-O(4)-Block gar nicht zu dem Wechselwikungsanteil
beitriigt, so sind nach (F.65) also bloR die Mischungen f-f, §m-g%, Gm-F* und F,,-g* zu

berechnen.
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Block {f}-{/}:

Die Matrixelemente, die f mit f und g,, mit g* koppeln, erhilt man aus (4.68) zu

Komponente f — f:

v

(Uan(i) a g _ p(F) uk<akvy>)} (8Vf)} (H.67)

2
d*ze {f - %((auva)n(i) @M+ v,n® o0 4 n® k“(akvy)ayau)} f}

Block {ga F}'{g, F}:
bzw. nach partieller Integration unter Beriicksichtigung von (6.21) geméf unserer Hermi-
tizitatskonvention zu

Komponente g, — g*:

—/d4x c {Qu [%(van(i) @ gp _ p®) uk(akvy))}g”}

- /d4x e {a.] - %(@u%)n(ﬂ o+ 0,))] o} (H.68)

Der g,,-F* Beitrag ergibt sich aus (4.69) zu

Komponente g,, — F*:

- / d*ze {gn % (vin® kel + ven'™® ’2)} 8[6Fd]} (H.69)
= - / d*re {gﬂ i (oen™ ke — ven™® ke o™ — ™ ﬁ)@l] Fb}
- _ / diz e {gﬂ ivk (n(i) kléb“ﬁl & kb&“) + i(vm(i)‘z —pyn® ‘;)8@ Fb}
ot iy « o]}

und schlieflich ergibt sich mit (4.70) der F,,-g"-Beitrag zu
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Komponente F,, — g*:

1
/d4l‘ a[an 2 (:I:) ab] gu}

/ d43:é 1 n® % (O,) +vya,,)] } . (H.70)

Damit haben wir alle erforderlichen Beitrage der reduzierten quadratischen Form f‘zuad

bzw. Fguad bestimmt.



Anhang I

fquad (1)

Nachwels der Hermitizitat von I
grav

auf dem Niveau der zerlegten

Fluktuationen

Eine Moglichkeit, die Korrektheit der vorangegangenen Rechnungen zu iiberpriifen, be-

steht darin, nun nachzurechnen, daf der gerade bestimmte Wechselwirkungsanteil der qua-
quad (1)
k grav

und (6.12) nach wie vor selbstadjungiert ist. Wir fithren den Nachweis wieder sektorweise,

dratischen Form, I auch auf dem Niveau der zerlegten Gravitonfluktuationen (6.11)

indem wir durch partielle Integration die einzelnen Matrixelemente in ihre adjungierten

Matrixelemente iiberpriifen.

1.1 Uberpriifung der Hermitizitit von leﬁg(l) im &-z-

Block

I.1.1 Der skalare Sektor

Block {a, d}-{a, d}:

Die Hermitizitdt des aus (H.2), (H.3), (H.4) und (H.5) bestehenden Unterblocks ist
offensichtlich.
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[.1.2 Der Vektor-Sektor

Block {b, c}-{b, c}, {d}-{d}:

Auch in diesen beiden Teilblocken der beiden Hauptdiagonalblécke im Vektor-Sektor 1afst
sich die Hermitizitat auf einfache Symmetrieeigenschaften der jeweiligen Matrixelemente

zurickfiithren.
Block {d}-{b, c}:

Abschliefend betrachten wir im Vektor-Sektor die Beitrige d™-b* und d™-c* in den

Nebendiagonalblécken. Partielle Integration des ersteren liefert

Komponente d™ — b*:

/ dig & bt {( F1+ %)n(i)km [((0™0,) — (8,0™))0 + ((Brva) — (aavr))aaamﬂdr ,

und im zweiten Fall erhalten wir

Komponente d™ — c*:

/d4;1: ec’ [( Fl+ %)n(i)mk [((0™ve) — (00™)) 00" 1y + ((Davr) — (arva))aaakénm]]dr

_ / dvec|(F1+ %)n(i)km [((00™) = (700)) 0 1y + ((By0a) — (D)) 505, |

so dak wir in beiden Féllen die Gegenstiicke (H.10) und (H.11) reproduzieren.

[.1.3 Der Tensor-Sektor

Block {d}-{d}:

Die Hermitizitdt dieser Komponente ergibt sich abschliefsend ebenfalls unmittelbar aus

den Symmetrieeigenschaften der Tensorstruktur in (H.15).
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1.2 Uberpriifung der Hermitizitiit des Eichfixierungsbei-

trags fgu;“”

1.2.1 Der skalare Sektor

Block {a, d}-{a, d}:

Komponente a — a:

Unter Vernachldssigung zweiter und hoherer Ableitungen des Vektorfeldes v, ist die
termweise Hermitizitét des Ausdrucks (H.17) offensichtlich.

Des weiteren liefert partielle Integration von (H.19)

Komponente d — a:

N d*ze {a[<7<1 i ﬁD))n(i)%(aavb)DZ

ap 2
+(2BD + %)n(*’ © ((0P02) 2 + v,0P2 + 4(Ogv,)0*000)
1 a
(5t D
1 a
+( — fBp+ §>n(i) b(ﬁavk)ﬁkﬁbﬂ] d}
1 _ 30 a 1 a
- o [ {a] (= 22 @+ (28 + ) G

3\
+(35D + §>n(i) ! (D) 0P

_ 1 () a k b
+( =B+ 2)n | (Davn)0"0'0] d}
was (H.18) reproduziert.

Komponente d — d:

Auch dieser Beitrag geht Term fiir Term nach vierfacher partieller Integration wie ge-

wiinscht in sich selbst tiber.
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1.2.2 Der Vektor-Sektor

Block {b, c}-{b, c}:

Wir berechnen zunéchst die parititsgeraden Mischungen. Partielle Integration von (H.22)
fiihrt auf

Komponente ¢™ — b*:

L [ gie {b“ [% <n(i)ab(8"vb)D — & ((0,00)0 + 2(Fva) 9, + 1,0,0)

ap

+20) (90,040, ) | e }

L Lt fo (a0 00}

ap
was mit (H.21) identisch ist.
Dariiber hinaus erhalten wir

Komponente ¢™ — c*:

ai dwe{e [% (5,0, (00")0 + 2(0k)40")
D
—n(i)y"( — 2(00,) 0 — 4(04,) 00" — 20,0°0]
H(0%,)0 + 2(akva)a’faa))] c“}
1 1 .
= o d'ze {c” [5 ((5”“71&) 5 ((0,0")0 + 2(8v,)0")

+n(i)y“((8ava)ﬂ + 2(Ohvq) "0 + QUGGGD))] CM} :
wodurch die Hermitizitéit dieser Vektor-Vektor-Kopplung bestétigt wird.
Block {d}-{b, c}:
Wir integrieren die einzige Mischung (H.25) im paritatsungeraden Sektor partiell zu

Komponente d™ — c*:

ai d*z g { (5kblmn(i)ba — n(i)kbebalm) (0,0" + 2(9,v,)0"0") } DA™
D
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was offensichtlich mit deren Gegenstiick (H.24) iibereinstimmt.

quad (1) . - - .
kgray 1ML E-T- bzw. im

1.2.3 Uberpriifung der Hermitizitit von I’

7-2-Block

In diesem Abschnitt reproduzieren wir durch partielle Integration der 7-&-Matrixelemente

deren Gegenstiicke im &-7-Block.

1.2.4 Der skalare Sektor

Block {B}-{a, d}:
Zum Nachweis der Hermitizitit der B-a-Komponente ist es vorteilhaft, dieses Matrixe-
lement in der Form (H.47) zu betrachten, in der der d’Alembert-Operator vor B noch nicht

partiell integriert wurde. Partielle Integration liefert dann

Komponente B — a:
/ dia a{n(i)nb [( — (0"0)0 + 2((0"0) 0 + 1,0" 0 + 2(0%0,) 3,0

DO |

(O0) 08y — (8kvb)8k8">
(0°0,)0Ds + "7 (90,30

a

+€" P ((D50p) 0 + 1,0,0 + 2(aav,,)aaas)>

1 (_gnps
Ve

HDB

|:( — (8"vb)D — 2vb8"D — 3(8kvb)8k8" — (6"%)6’“&)

a { TL(:‘:) bn

DO |

= /d4x

1
(A, — )0+ " Oy
k
_gbnpsvpasm)} }DB ,

was wie gewiinscht (H.28) reproduziert.

Auch den B-d-Beitrag integrieren wir in der Form (H.49) partiell:
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Komponente B — d:

/ ate & afn® 2[(( = 3(0")0 + 2((0 )0 + 00T + 20 0)34")
—(8"0)8* By + (a%b)aka")
+%( e P (990,) 905 + €77 (00,) 0y + 26" P (D0,)
+&" P (0,0,0 + (Byv,)0 + 2(@%@@@))} }DB
_ / dlz g A, [((0"0)0 ~ 20,00~ 5(0"0) 040" + (0"0)0"0,)
+% (" 75 (070,)050 + 32, (90,)Dads + £, (9y0,) 0]
+eb"p5vpasm)} }DB ,
was gerade auf (H.29) fiihrt.
Block {D}-{a, d}:

Um die Hermitizitdt der Nebendiagonalmatrixelemente zu iiberpriifen, integrieren wir
(H.51) und (H.52) partiell. Dies liefert

Komponente D — a:

%/d‘lx éa[i 2n i)a( (0404)0"0" + (0'v,)0 — v,0'0 — (9'v,)O
—4(Ov,) 0D — (0'vy,) %0,
+e 5,0, 2 (0'va) 0™y
—%n(i)nb( — 2090 — 2(Opv™) 0 — 8(Fpv™) 9",
k
+5(0™) 08y — (Dyvy) D" + (&,v")D)} 0D

/ d'zéa [ + 20 % (= 2(0,0)0"0 — 0,00 — (Fvg)9,) + €™ % nE) 2(D,) ™D,

1

—/y—n<i> b(— 20,0 — (Bp™)D — 3(Fv™) Dy — (8bvk)0k8")} 00D
k

DO | =

sowlie
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Komponente D — d:

1 dired| +2n* (2 Oyv,)0"0 + (0'v,)O — v,0'0 — ('v,) O — 4(Hyv,) 0"
9 l
+(0'vg)0%0,) — "% nE) 2 (0'v,) 0™,

n

—%n(i)nb( — 20", — 2(0pv™)0 — 8(pv™) "0,
k

+3(00™) "Dy + (Dypy,) "™ + 3(0bv”)D)] 0D
/ diz e d[ + 20 (= 2(0,0,)0"0 — 0,00 + (D) 98,) — €% % nE) (D v,)0™ D,
1

—7—n<i>nb( — 2000 + (Op™)0 — 5(pv™) 0% Dy + (85,%)6’“8")} 0D,
k

(NN

was wie gewiinscht mit (H.30) bzw. (H.31) iibereinstimmt.

1.2.5 Der Vektor-Sektor

Wir iiberpriifen die Hermitizitat blockweise:
Block {A, D}-{b, c}:
Nach zweifacher partieller Integration von (H.53) erhalten wir unter Vernachlissigung

von Termen der Ordnung O(9%v)

Komponente A™ — bF:

/d4SL’ g bk{n(i)nb[ — ((&,vk) - (8kvb))D -+ ((8avk) — (8kva))8“8b}
_% (n(i)ak&_nprs + 77nkn(i) bagbprs) (8pvr)8aas}bk
_ / At S Lt (@) = (0400)) D + ((Bet) = (0u01)) ")
1

_% (n(i)kaeprsn + Unk”(i) baebprs) (8Pvr)8aas}An ’

was mit (H.32) identisch ist.

Partielle Integration von (H.54) liefert zudem
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Komponente A™ — c*:

/ dz g ca{ ) V(0 0)0 = (070004 0y] + 1) 2 [(0%0)0*0, — (%)
. n<i> PlOwn) 80 + (0%03)0 — (0,00 + (8%03) 0 + 2(Ov) 807
1) [(B40)80° + (0%0,)0 — (0,00 + (0%0,)0 + 2(B0,)0*0%)]
+% () PP (= (9pv,) 0 + (Okvp) %0, — (v,0,0 + (0,v,)0 + 2(0y,) "0, )
0 e 7 (070,)050, — 0B e P(,0,)0°0,] ésa}An
_ / a' & e n®?, [(0°0000, — (@ 0)0] + 05, [(070,)0 — ("))
n) [0, 0°0 + (9505)0* 0] + ') [0,0°0 + (900" 0"

_%é a [n(:lz) bngsbpr ((akvp)akar + vp&D) + n(i)akesprn(aavp)akar

_n(i) b gsbpr<anvp>8aar} }An :

a

was die cg-AF-Komponente (H.34) reproduziert. Dabei haben wir im Sinne unserer Kon-
vention unter dem Integral die Umformung A™ [ . -vpﬁa&ﬁn}ca = ca[ — (8nvp)8“8T]A"

ausgefiihrt.
Ebenfalls mit partieller Integration ergibt sich

Komponente D™ — bF:

/ e &0 [0, (07 06)00ds + (Ok0)0™ By — (O)] — 20"y
—v,ﬁbD + (8bvk) — (8k’l}b)D)

—n (£)b ( (8mvh)6 8b (0bvh)D — 2(6mvh)8m8b — vhﬁbD —+ (8hvb)D)}
]‘ S nps nps
o [(n(i)hbgbp .+ n'E )nkeh P50 P ) (= (05v,)0 = v,0,0)

_(n(i)nkghprs _ nhkn(i) b prs) (8 UT>8na }} h
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UkabD -+ (&wb)D -+ (8mvk)8 &, (8kvm)8m8b)

"
—l—n(i)kb(( (8bvh) + (8hvb) - vhﬁb) D)}

1
_fy_ [ n® bhgkbps + n(i)kngnpsh + nkhn(i) b nps) ((8 v)0 UpasD)
k
_ (n(i)kn‘gpmh _ nkhn(i) b PTS) (a ,Ur)ana ] }

unter erneuter Beachtung von D" [ - - - v,0,0]0F = 0¥ [— - - (94v4)9, 0] D" und b* | - - - (9yvy,) O] D" =
Ve[ — -+ 0,0,0] D". Tn diesem Ausdruck erkennen wir (H.33) wieder.
Analog erhalten wir fiir die nichste Komponente

Komponente D™ — c*:

/ d's 5 caf ™[ = (O 00D + 000 + 2(amvk)amak) + (0" 0k)0 + (9va) 004
e, P = (0™0) 00" + (07 0p) D] + ) [(8™0) 00" — (9™03) 0]
0™, [(0°0) 88y — (9%vp) ]
+—{n Ve ((0™0,) 80y + (Op,) D)
+n®E [ — e, P2 (2(0™0,)0,0" — v,0"0 — (8"v,)0 — 2(9™v,)0,,0")
+8bnps (8hvp)D —+ 6bprs(8hvp)0r8"}
_n(i) kghPTS(anvp)arak}ésa}Dh
- / Az g ca{ e [0 0+ (05 0,)0°0] + &0 8 [(0™03) 9, 0% — (970,)0]
+n<i>6;[( un) 0 = (0™ 03) 00" ] + 0, [(0%0) D — (9%0y) 90y
—_ a{n b e’ pr((ﬁpv )0+ (9™v,) 00 )
) bt (00,0 + 0,0"0) + 0™, e, (9™0,) "0,
n 2, (@0,)00 — n ) (D470, ) } D

was mit (H.35) iibereinstimmt.



482 1.2 Uberpriifung der Hermitizitit des Eichfixierungsbeitrags f‘g‘;}d @

Block {A, D}-{d}:
Hier berechnen wir vermoge partieller Integration von (H.57)

Komponente A™ — d*:

/d4 g dw{ [5Mkvn(i) b (0i) 00"
0 2k (Okva) 00" + (0°v) O + 000 + 2(0"03,) 00" — 2(0v3,) 00"

te o 8 (Op0y) 00" — £,,7, 8 (Opv,) 00"

+$ [n(i)abnwn((&}vb)@”@“ + (0%0) 0 — 1,0°0 — (8%vp)0 — 2(9yv)0"0")
k

=0 o (= (8,0,)0°0" — (0"0,) 0 + 0,00 + (80,)0 + 2(9y0,)0"D°)
+nH ((Oyvy) T = (0"04)020p) +n'H) , ((00,)0°0, — (0v,)0)] }A"

_ /d4 g dw{ [8wakvn(i) bn(aavk>ab8v + 5wbkvn(i) bn((akva)aaav + (avvk)lj + v,ﬁ”D)
te, ol (Op0) 00" — £,,F, ) (Opv,) 00"

+7i (08 1 (0p03)0°0" + 0,0°0)) — ™) ((0y0,)0°0" + v,0°0))
k

w

+n(:l:) bn((abvw)m - (8G’Uw)8aab) + n(i)wn((ﬁavy)avaa - (8%@)5)] }An .
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Zudem liefert partielle Integration von (H.58)

Komponente D™ — d*:

/ d*z g d“’{ [ — et n 8 (0402) 00" — £,F,,,nE) 8, (Okvy) 070"
_gwavnn(i)ab(Q(amvb>8m8v —0v0 — (8”vb)|j . 2(0uvb)0“0”)
—e,F nE (00)0,0" + £, 08 (D40, 00
F2nE | (2(00) 0™ — 0,0°00 — (0v,,)0 — 2(9,0,)0"3") ]
+% [n<i o1 ((8,14) 070" — (9%v,) D)
+n® (0,00 + 3(0yv,) 070" — (0",)0
—v,0°0 — (0%v,)0 — 2(8uvn)8“8“)
—n ) ((0°0,)0a0h — V40,0 — (Oyvy) T — 2(0y04) 0"y + (Oyv,) D)

n

0, (0,000 = 0,°0 = (670,)0 = 20,000 + (370,)0)] } D"

wbv

= /d4;1: g d“’{ [ — ewbkvn(i) bn(akva)aaav — ewkmn(i) ba(ﬁkvb)ﬁvﬁa

+8wavnn(i)ab(vb8v|j + (avvb)lj) — e k n(i) bn<aavk>abav

ey o™ (04v,)0°0" £ 2n®) | (v,0°0 + (0v,)0)]
1
+/y_ [ (:I:)abnwn ((avvb)avaa _ (8avb)D)
k
‘H’L(i ((6 v )D + (8;4%)8’“8“ — 2(8avn)D — vnaam)

0 ((0%0,)0u0y + 0,D0) = 0, (40,)0°0" + 0, T)] | D"

so daf beide Ausdriicke ihre Pendants (H.40) bzw. (H.41) reproduzieren.
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Block {B, C}-{b, c}:
Partielle Integration iiberfithrt (H.59) in

Komponente B™ — b*:

/d4;1: g bk{ekbagn(i (= (0"M)O + (0%0™)0 +0*0"0 + (9™0")0 + 2(9,0") 90"
9?0 — (%™ O — 2(0,v™) 30"
—( 000" + (DT 0™)9;0% — (80y) D D" + (9™v;) 9%)
+ekbafn< (= (870) "0 — (9,000 )
+2n5, ((8,07)07 0% + (8°0,)0 + (8 v,)0;0°
—v,0°0 — (0"v,)0 — 2(0uvg)8“8“)
+% [, (= (9,0™")0 + 0,00 + (8"0) 0 + 2(9y04) 0“0 — 2(8™04) ")
+n® (= (000 + (0%0,) 0 + (9°vx)9,0°
— 000 — (0°0)0 — 2(0,0)0"0" + (Dv)0°0°)] }Bg

(&

= / d'x 3 bk{gkbagn<i> b ((0,0")0"0" — (0,0™) 00" + v*9"0 — v"0°0)
+(0"vp)0 0" — (8050 )
+5kbafn<i> b ((0%vy) — (9v*)) 07 0"
£2n', ((9,0,)0"0% — (8,04)0"0" — v,0°0))

1
[0 (0,070 + (0"0)0 — (90")0)
k

+0®), (= (00”0 — 000 + (D)0 — (0,0,) 0] } BY

was mit (H.36) iibereinstimmt.
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Fiir (H.60) erhalten wir

Komponente B™ — c:

/ diy g cs{ [gsbkgmﬂ b (= (0"0p)0T 0 — (070) 0" + 0,07 " + (9 vy)0n D
+H(0"0) D O + (0Fvp)0 )
—z—:sbckn(i) bn(acvg)akan + n) Sbebakg(ﬁavf)afak — ebakgn(i) bn(asva)akan
10 Epparn ), (T v") 0RO + 2589n<i>ak(aavf)afak]
+ [58 k(= (007)8,0F + (0F0)0) +n®),((0°0%)90" — (9°0*)D)
k
1% ((00,)0,0F — (9Fv,)0)
18 (O0a) 00 + (0"0,)0 — 0,0°0 — (004) 0 — 2(Dy0,)0°0")] }Bg
- / diz g cs{ [gsbkg B (900 0" + 0,07 "OF) — &%, n D (8°v,)0" "
+nH) s ebakg(a vp)0FOF — epargn® Y (D°0®) k"
+6° 5bfakn b (9T ko + 255971 ak(@ vf)@fak]
+ [53 L (000 = (00)2,0%) + 0@, ((9°0F)9,0° — (9°0")D)
k
&) ((0"04)0,0" — (0"v,)0O)
1) (= (a0 — 0,0°0)] } B

in Ubereinstimmung mit (H.38). Zweifache partielle Integration von (H.61) fiihrt, auf

Komponente C™ — bF:

/d4x g bk{gnalmn(i)nb((akva) . (aavk))alab
*% [ (0" 0m) = OB + (O] = (Drvm))90")

_n(i)nbgknlmgbprs(apvr)alas] }Cm

was (H.37) entspricht, und schlieflich reproduziert (H.62) nach partieller Integration geméf
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Komponente C™ — c*:

/d4l‘ g Ca{ [ganlmn(:l:) b( — (8bvk)8k81 — (8lvk)8k8b -+ (&wb)@k@l

+vk8k818b + (8’“%)8181, + (8lvk)8k8b + (8bvk)8k81
+(0'vp)0 — 1,0'0 — (0'vy) O — 2(9,13,) 0" ")
+nH et ((9ph)0 — '3 — (91O — 2(9,0") 00y + (90") 0%y |
1

o [ 0% (((0"0) — 2(8,0™))0'0F + 090 + (9"0™)D + 2(9,0™)9"3")
k

0 (2(00,)8' 0 — 0,00 — (870,) 0 — 2(D,0,)0")
+<(_:aijrn(:l:) bngnlkm(alvp)arak} }Cm
= /d4a: g Ca{ [éanlmn(i)nb (vkakﬁlab —+ (6kvk)6l8b — UbalD — (6kvb)8k81)
+nB e (= 0'90 — (950")0"5,)]
1

+7_[n(i)nk5am(<anvl)8lak —|—Un8k|:| + (8kvn)|:|)
k

+n(i) ak( . ’UmakD - (akvm)m) + 6abpv"n(:l:) bngnlkm(alvp)arak] }Cm
gerade den Ausdruck (H.39).
Block {B, C}-{d}:

Um die Hermitizitiat des zweiten Blocks zu bestétigen, integrieren wir (H.63) ebenfalls

partiell:
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Komponente B™ — dF:

/ @t = a{n ", [ (070)0 — (070)0 0" + 2(040)0*0")
—E s €01 (0"vi) 0”0 ]
+n<i> b [(0500)0 = (Oy00) 0 — 2(0v0) 0¥y — v, 0,0 + (Oyv,,) 9 0y
+nE) P[(9y0y)0 + 2(04v,) 0%y + 0,050 — (Fyvy) T + (9g03) 0
— (0 0y) 050y — 2(0,01,) 0" ]
+n® [ = (0%0,)0 = (0702)0°0; + (0%0,)0 + 2(07v,)0°0; + v,0"C]]
—%{n(i) bn [5"wfg( — (07 0y)0 — 2(0%0) 0,07 — 1,00 + (07 v,)0
+2(070,)07 By + 2(050,)0°0F + 2(07,)0 0y + 20,00 D,
H(0y03) 00 — (Oy0,)0°0 — (0°0,)0 By — 2(00,)0°D))
2,71, (0,00)0°07 — (9,0,)0° + (87v,)00
—(0%0,)0 = 2(0"4,) 0,07 — v,,0'0)
+Eutq (200070, — (D0")0T O
+e" 1 ((070,)070,)]
FnE, (270 (0T 0) 0 + £ g (9704003 } | B

_ / Az g {1, [y (000 — (D)0 0" + 2(001)0*0")
—6wukvéb"fg(8“vk)6”0f]
+n<i " [ = 00040 — (O40,)0* )
wb[(a )T 4 00,0 + (D)0 Dy — 2(Dy0i) 0"y
) g [0a0° 0 + (0704)00;]
—%{n @0 [ (= 0 0 — (00,007 + (Opva) 0"
+(0°0a)0 By + 20,0°07 )
+6," (= 00 0 = (D0,) 007 — (D,0,)0°0)
gy ((O07) O — 2(070,)0 ")
+e" 10 (= (0°0,)078,)]
—|—n(i)wb[ — Efug (07 04)0°0" — € g (07 0%)0,0" ] }}Bg ;



488 1.2 Uberpriifung der Hermitizitit des Eichfixierungsbeitrags Fzﬁd(

was (H.42) entspricht. Dabei wurden unter anderem die Antiysymmetrie von n®) % sowie
unsere Konvention d¥[ + -+ 1,000, | BY = d*[ — - - - (8,va)0°0'| B? beachtet.

Schlieflich liefert die partielle Integration von (I.1)

Komponente C™ — d*:

/ dla g dw{n(i)nb [ (= (Bp0™) O — 2(80™) 00y — 0" + 2(pv™) 3 — (Jpvy) 0¥ 0™)
e, ek (Ohva) 0]
+nE 0 [ — (Oyv,n) 0 — 2(0%0,) 040 — Um0 + (D) — (D)
+(8'0) 0,0y + (0 1) D' D]
—i—%{n(i)n (e ((0,) 078y — (0,013 y) + €, ((D10) 0 + (9'0)TI
—(0"y) 0 — 2(0% )0, 0" — vp0'0 — (Oyuy,) 0% — (0'vy,) 0%,
(0% 0) 00y + (8'04)0F Dy + (Byvy)0° 0 + 0,09 D)]
+n®) e [(0kva) 070 + (0'0,)0 — (9'v,)O
~2(0"v,) 04 — v, 00} JO

= /d4;1: g dw{n(i) b ['r]wm (v"@bD — (Opv™) O — 2(Opwy) "™ + (&,vk)@k@")
—E o Y (004 ) 00|
-+ 20,00 4 (0 0p) 0 + (00,0505 — (Orvr) 070y
+%{n @ = % ((0'00) — (901)) 00y
—&," i (— 00’0 — (9 0y) 0" + (9" vk)0' Oy + 1,050 D) |

ot G

was mit (H.43) iibereinstimmt.
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[.2.6 Der Tensor-Sektor

Block {B, d}:

Hier ist der Ausdruck (H.65) partiell zu integrieren. Dies ergibt unter Beriicksichtigung

der Divergenzfreiheit der beteiligten Tensoren

Komponente B™ — d*:

/d4;1: g dka{ [ - é,fn(i)no‘vaﬁa — é,fn(i)

—ékﬁé nE by,00 4 énan<i>a%kaa}
1

__fﬁ[()
Tk

= dix ‘ d* {[en® e v,0° + € ApE)e 0“v) — e ﬁvnn(i) 0N
2 «a k n k n k a

+¢,e,2oyn® 0 9t — e, un™ 8 5%

(00 + & n™® 20,00

n

W i, 0" — n) bErbpsUpak — D™ bagrbpsvpaa]ésa}Bnﬁ

n

1
L [ ) a0, L
k

was mit (H.45) identisch ist.
Block {D, d};
Partielle Integration von (H.66) fiihrt abschliefend auf

Komponente D™ — d*:

/d4 qu{gq ) P00l + n(i)qn&t"l ¢ Va0 My — n(i)npeq”lmvkal

1
+—(- n(i)kp(ﬁqvm) — n(i)kpnqmvlﬁl + 5k"lmsqb”pn(i) bnvuﬁl) }Dme

Yk
= /d4x - qu{nkpeq L n ) by, ot — nkpn(i)qnenalmva@l VRE )npﬁl
1 + n u m;
+%( — @) kp(ﬁqvm) —pl )kpnqmvlal — & imEqb pn(i)nbvuﬁl) }D P

so daf wie gewiinscht (H.45) reproduziert wird.






Anhang J

Die Kontraktion von V mit den

Projektoren

Das Objekt V stellt bis auf den iiblichen Vorfaktor 5 den Integralkern der quadrati-
schen Form f‘zuad ) qar, die wir im Kapitel H berechnet haben. Der Unterschied zu dem
im Hauptteil auftretenden Wechselwirkungsanteil V' des Operators F,(f) besteht in dem Um-
stand, dak in V die \/+—D— und ji-Reskalierungen der Zerlegungen noch nicht beriicksichtigt

wurden.

In diesem Kapitel des Anhangs wollen wir die erste Stufe der Spurbildung auf der rechten
Seite der Flufgleichung durchfiihren, indem wir die im Kapitel H berechneten Komponen-
ten von V gemiR ihrer Tensorstruktur mit den entsprechenden Projektoren kontrahieren,
wobei wir - wie bereits im Hauptteil erldutert - im Hinblick auf die Impulsintegration alle

Beitrige, in denen keine Ableitung auf den Vektor v, wirkt, weglassen kénnen.

Dazu schreiben wir alle Matrixelemente vollstindig auf O(4)-Indizes um und ersetzen
dann die partiellen Ableitungen durch ip® bzw. ip,. Die nach dem Abstreifen der Kom-
ponentenfelder verbleibenden freien Indizes bezeichnen wir einheitlich mit m und k& im
Vektor- bzw. mit {m,n} und {k,{} im Tensorsektor. Die Summationsindizes entnehmen
wir der Menge a,b,c,.... Die Rechnung verwendet wiederholt die Symmetrieeigenschaf-
ten der auftretenden Tensoren sowie eine Reihe von Standardrelationen, auf die bei ihrem
ersten Auftreten hingewiesen wird. Wir berechnen zunéchst den skalaren Sektor der pa-

ritdtsgeordneten Matrix, anschliefend den Vektor-Sektor, und zu guter Letzt wenden wir
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uns den Tensoren zu.

J.1 Der skalare Sektor

J.1.1 Beitrige aus der &-é-Komponente

Block {a, d}-{a-d}:

Mit f,, := 0,vp konnen wir im skalaren Sektor von V,.q einen Ausdruck der Form

3 " € “ € “ 1
5n(ﬂt) bfcdapaqm N 5n(ﬂt) bfcdpppqp2 - §n(i) bfcd1p477pq

extrahieren. Der letzte Schritt dieser Ersetzung gilt, da wir unter dem Integral die Regel
[ d*p f(p*)papy = 1 [ d*p f(p*)p*1ay fiir symmetrische Integration anwenden kénnen. Fiir

Skalare ist der Projektor trivial, und wir erhalten somit

Komponente a — a:

Komponente a — d:

S . E (1, 1
5 a5 (5 F 1) alpt = 5n (- 12 ) o

Komponente d — a:

e 1,1 € 1
€ (£)ab [_(_ 1) cd ] 4_ ¢ (H)ab [(—1j:—)] 4
5 ed| 5 ) S L Jab p
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Komponente d — d:

e r7 1

§n(i) “ fea (_ + 1) (+45,50," — €Cdab)}p4
"Nk

_ - 1

= g fasat( <1k ) a2

e - 1
— Sp®abg, 2( 1+ —)}p‘l
2 - Vk

J.1.2 Beitrige aus der Eichfixierung

Komponente a — a:

€ —(1
En(:l:) abfcd ( +BD) |:5 d5 q cp + 5 05b 771!7q + 5 05 q dp]npqp4
2 QOZD
3 —(1+ Bp)
2” fab 205D [ +Z2+ }p
3 1
= En(i) abfab[— +BD]P4
2 ap

Komponente a — d:

“n® “fea| (- 30 5 g, 4p + (% 2+ —) R

4 2 4 ap
5D 1 ) d 4
o e AR
_'_( 20[]) + 40( lpaP
10 1
= n(i)abfab[_ Po + ] *
QOZD

Komponente d — a:

e 1+ 1 1
_n(i) abfcd[ BD 5a65bdnpq + 20 ( - 5BD - 5) 5ad5bq776p
D ap

+L( Bp + >5c5qdp}77pqp4
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Komponente d — d:

; (i abfcd[gﬁD c(sd pQ+ BBD d(sq Cp+ 2ﬁD C(Sq dp npqp4
e 3

_ C®a fab[@} .
2 (0%}

J.1.3 Beitrige aus der é&-7-Komponente

Block {a, d}-{B, D}:

Komponente a — B:

gn(i) abfcd [ . 5ad5bcnpq 5 q5 c,.dp 35ad5bq,’70p
1 4

b (gbcdp 5aq dqncp + 8abcd?7pr)] 77pqp_
Vi 4

e 1
= a®@ep, (1 —)pt
2 Vi

Komponente a — D:

gn(i)abfcd[ CdQéP:tQ(SQ(éc dp 25d cp)
1 d, c q ds c c,.d, p4
+7(35a 0P8, + 8,25, + 6, péaq)]npqz
k

: 1
— Sp®abg, [2( +1- —)}p‘l
2 Vi

Komponente d — B:

+) abfcd |: . 55ad5bq77€p + 5ad5bc77pq + 5bc(5aqndp
4

1
__( - 38abdqncp - Edep(saq - Eadenpq)] 77pqp_
Vi 4

— § (£) ab |: 05 (__1_1>_i cd(§ 1_1>} 4:0
o e 1) "5t (171 b
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Komponente d — D:

gn(i) ‘lbfcd |: _ gaquébp ¥ 25bq (25ad776p + 5acndp)
1 dgs q,.cp ds ¢, .pq qs ¢, dp p4
+%(55a 5b n- - 5(1 5b [/ 5(1 5b n ) npqz

é 1 1 1 5 1
- pernl(zpoed) o (-foe Dl
5™ Jab ¥ 3 F3 +% TP

J.1.4 Beitrige aus der 7-&-Komponente

Block {B, D}-{a, d}:

Komponente B — a:

gn(:l:) abfcd [ . 5ac5bdnpq . 55aq5bdncp + 5@05bqndp

—i( —gcdag P 4 3¢ danp)]n P
Vi a b ab Prq 4

z 1
— Sp®abg, [2( 1+ —)]p4
2 Yk

Komponente B — d:

gn(:l:) abfcd [ . 35a05bd77pq . 5ac5bqndp . 35aq5bdncp

1 4
+_( - EGquabp - Eabdqncp + 2€ab6dnpq):| nPQ%
Yk

e 1 3 1 1 1
= gn(i) P fed [5a65bd< —3—--— —) + —ea,fd( ——+ -+ 2)}]94
Tk

4 4



496 J.1 Der skalare Sektor

Komponente D — a:

SR fy [, 6,5+ 2(26,%, "0 + 0,16, 0 — 6,59,

1 4
(= 50, 0, 4 0, 6,1 — 8,50, 97) [
Yk
e 1 1 1 /5 1
- peenf(speias]) LGt
5™ Jab 5 T1F 2+%4 1T H)p

e 1
- (el
Yk

Cp@ab fcd[ — £, 5,7 4 26,4 (20°75, + 6,577 & 26,96,°n

2
1 ds q,.cp dg ¢, pq cs q,,dp p4
(= B0, = 30,15, 0P = 6,0,1%) [
:E(i)ab [( 1 12 1) i<§ 3 1)]4
5 | Fg FLIF2F 5 +%c 13t )P
e 1
= el
Yk

J.1.5 Beitrige aus dem Geistsektor

Block {f}-{/}:

Im Geistsektor gibt es blofs ein Matrixelement, das aus der Kopplung zweier Skalare
hervorgeht. Da in der Zerlegung der Geistfelder nur jeweils eine Ableitung auf diese wirkt,

tritt hier zusétzlich zu den drei {ibrigen Ableitungen kein [J-Operator auf, so dafs wir
e (£) ab 0.0 e (£) ab
577' fcd pUq — _577' fcdpppq .

extrahieren. Fiir die Kontraktion des Matrixelements erhalten wir dann mit symmetrischer

Integration
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Komponente f-f:

e
_ 5n(ﬂt) abfcdpppq [5ad5bqncp + 5ac5bpndq]
1

e 1
_ € (H)ab [_ _] 9
= 2n fab 11 p°=0

J.2 Der Vektor-Sektor

Hier kontrahieren wir die beiden freien Indizes m und k des entsprechenden Matrix-

elements mit dem Projektor Py, der auf transversale Vektoren projiziert. Er ist gegeben

durch

m,.k
PV - 7] p2 9
und es gilt:
Py py = (n’” T )pk =p" —p" =0,
o
Py = 4-— 7= 3=dy =Py Py .

Zudem ist P,™* offensichtlich symmetrisch, so daf insbesondere seine Kontraktion mit
einem e-Tensor verschwindet. Bei den folgenden Kontraktionen werden im wesentlichen

diese Eigenschaften verwandt. Dariiber hinaus extrahieren wir stets die Kombination

e e
in(i) abfcdapaq - _in(i) abfcdpppq .

Schliefslich besitzen im folgenden die Gleichheitszeichen nur dann Giiltigkeit, sofern man
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sich die Ausdriicke unter einem Impulsintegral f d*p vorstellt; aus Griinden der Ubersicht-

lichkeit haben wir darauf verzichtet, dies immer explizit auszuschreiben.

J.2.1 Beitrige aus der é-&-Komponente

Block {b, c}-{b, c}:

Komponente b™ — b*:

Komponente b™ — c*:

e 1 . m
~5n D foapypy | = 2= F 1), P
Tk

e 1 1
_C () ab [_2<_ 1) cd ‘_] 2
5" Jed o F1)e% P

e 1
= §n(i) ® fub [1 T —}pQ
Vk

Hierbei haben wir beachtet, dak p,p,e® P, = pp,e? ™ — 6%”7)’”“’; gilt. Wird
ein Index des Projektors zusammen mit einem Vektor p® iiber einen e-Tensor kontrahiert,
so liefert der zweite Term des transversalen Projektors, d.h. der longitudinale Projektor,
keinen Beitrag. Da Py zudem in Form des longitudinalen Projektors explizit Impulsvekto-
ren enthiilt und somit keine reine Funktion von p? ist, kénnen wir nicht bereits zu Beginn
der Rechnung die symmetrische Integration auf das Produkt p,p, anwenden; diesen Schritt
werden wir erst dann vollziehen, sobald sich ein Ausdruck ergeben hat, der beziiglich seines

Tensorcharakters blof noch von zwei Viererimpulsvektoren abhéngt.

Komponente ¢™ — b*:

e 1
__n(:l:) abfcdpppq |: —9 (% == 1)5Cqu5ap77bk] Pvmk

€ 1 1
_ @ ab [_2( 1) ed __] 2
5" fed o Fl)eTa-|p

e 1
= 571&) “ fap [1 T —}p2
Tk
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Komponente ¢™ — c*:

Block {b, c}-{d}:

Komponente b™ — dF:

é a (& C C
50 foapyy | & 2 (058, 7 — 8,7) = 0% (8,77 — 076,
2
i (D00, = G M) = By, = 8,50 | P

é a (& 1 (& m.
= =D fnpypg | 1l (G~ 6,) + a8 (070, = o, n7) | Pyt

& (i1 1 a1
— —én(i) b 4f[cd} [( :l: 1 — %> (Pva 5bd _ Z(saébd>i|p2

€ 1
SN
2 Vi

Hier haben wir ausgenutzt, daf n®) ® P, ¢p, = n(i) ab§ py gilt. Auferdem folgt mit symme-
trischer Integration [ d*pf(p*) Py =3 [ d*pf(p*)n™. Abschliekend gilt natiirlich n™) ® fi,;) =

nEab £, da n™) antisymmetrisch ist.

Komponente ¢™ — d*:

D oy | 20,1 (0 (8,7 = 0,07) + 170, — 0°,))

2
+%5aq (’f]mk(5bd77 — 8,0 ™) 4 Ny (P65, — ’f?c%dk))} Py

— _é (i)ab4 |:<:|:1_L>(§5d50 léd(s(:)] 2
2” f[cd] Ve 4ab+4ba p

e 1
SN
2 Yk



500 J.2 Der Vektor-Sektor

Block{d}-{b, c}:

Komponente d™ — bF:

S oy [ F 2 ((5,50,0 = 6,85, 9P = 8,5(8,50% — 6,5)
(8,100,507 = 6,00%) + (6,58,1 = 6,16, 57) | R
o __ ) ab i Csd c_l cs d 2
= g ag (214 ) (g0 - o)

e 1
- penp(= D)l
2 Vk

Komponente d™ — c*:

—5n “bfcdpppq[wa (o (5.0 = 5,"07) + 1ok (6,0 = 6,0™))
b (k850 = 0,117) 078, 78,) | Py
- ) ab i § csd ld c 2
- 2” 4f“”[<$1+%>(450 0"+ 300 )]p

3 1
- g1~ )l
2 Yk

Block {d}-{d}:

Komponente d™ — d*:

1
n(i) abedpppq |: - (% + ]‘)emabq (5Ckndp - ncp(;dk) - gabqk (5andp 517(57761))] PmG
e a 1 1 c 1 c 1 C 1 ¢
= 557 1) (35" - 3 — g g
1
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J.2.2 Beitrige aus der Eichfixierung

Komponente b™ — c*:

e 1
__n(i) abfcd p2 ’ ap [nmaébdéck + 5ac77bk5nfl] P\/mk
e 1
= —-n® abfcd p2 . _OZD [Pv ac5bd + P\/dbéac:|

3
_ & Bay L [9 _] 2
n fab&D 4+4p
e
_ S ®w [_
277' fab

i] .
20(]3

Komponente ¢™ — b*:

Komponente ¢™ — c*:

é 1 -
—5n Y feapopy - [t (0,078 4+ 20,28,"0) + i (07970 + 2Ty ) | P

€ 1 2
= 5@ f—[30,59,(1- )]
e 3
_ S H)a [__} 2
2” fab QOZD P

Dabei haben wir n® @ Py, ,, = 0 beachtet.
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J.2 Der Vektor-Sektor

Komponente ¢™ — d*:

e a 1 C m
-5 Eabf Dby — - [ Emna k0, NP — 2npae, ™ ]P F

e 1
ab d k . c
= 0 fed—DpPq [ -2, Py m p}

— Ckl

é a 1 C Ci m.
—§n(i) bfcdpppq T |:(€ma k5bd ~ Ema dﬁbk)ﬁpq} by g
ap
€
—  _Z(&)ab |:—P m cd:| 2
27’1, deaD Vb Ema |P

3
cd] p2

n mbfcazi [—
+) abfab[:F i}pz

N DN
3/\

4 €ba
20[])

J.2.3 Beitrige aus der é&-7-Komponente

Block {b, c}-{A, D}:

Komponente b™ — AF:

2

_ —E’n(i) abfcd [§ (5a65bd B 5ad5bc) + i (5ad5bc . 5a05bd) _

abfcdpppq [ (5 05d o 5ad50m)nbk 4 5aqnbk‘ (5cmndp _ 5dmn0p)

1
S (nmaébpgcqu + nmkébpgaqu)} P,
k

Habr [p2 (5acpvdb _ 5adp\/'cb) . papdpvcb _ papcpvdb

1 c c

o (e Py* paps + 32, dqpqpb)}

11 cd 3 cd 2
Vi (48 ba =+ 48a b):|p

1
= —2’)’1, abfab |:1 :F i|
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Komponente b™ — D*:

€
—§n<i> “ feappPq [nmanpq( — 8,°0% + 0%0,%) + 6, P07 + 0% 0 ! — 6,18 T
1
+7_( — kTP = Thma1P2€,°% — Nk TP+ a0, 7",
k
+nmk5bp8acdq)] Pvmk
é a C C C C C
= _§n(i) bfcd [ - (Pv ad5b — Py, 5bd)p2 + Pvdbpap + Py b5adp2 - by bpapd
1 Ci
_i_%( . PV bmgmacdp2 . EdekPVkaPQ . 3€abcdp2 +e qupvkapqpb + 3€acdqpqpb)}
e 3 3 1 3 1 1 3 3 1 3
- _ - (£) ab |:5c5d<_ e -2 _) - cd(_ Z_3_= _)} 2
ot ealdlo N\ gyt gt g) o (3 g AL
= —en(i) “ fab [E + z}pQ
4

Komponente ¢™ — A*:

é a C C (&
—én(i) " feaPpPq [ﬁmaﬁbk (P9 — nPn) + b, (8,50 — 0, ")
Fma0y NP, — Nrdy 0y 0

1
_% (5madq7lbk77€p + 8mqu5a65bp - gmadqéckébp)} PmG
e 1 3 1 3 1 /1 1
- _ - (£) adb [ c d(__ ¢ = _)__(_ dc__cd)i|2
277’ fcdpppq 5@ 5b 4 + 4 4 + 4 ’yk; 4€ba 46 ab p

e 1
= —én(i) “ fab [1 T —}pQ
Vk
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Komponente ¢™ — D*:

- S 1) fopy g o (a0 = 3,08, 4 87,0, 97) 4+ s (807 = 176,)
+77mk5ad (ncp5bq _ 5bc77pq)
+% (nbk (5ma6d77pq + 5madq77€ ) + Emb k5 ‘nite,, da 0.50,"
—Emab “5¢ k1 adqéck%p)]Pvm
= —gn(i) D foa| P a0 = Py ipab + Py 0,50+ Py 0,D° = pmo) + 30,1 (0 — 6,9°)
. —(Py s a0 + Py i pgp® + 0+ 0 — Py, 'p* — P chgmadqpqpb)}

1 13
i i | O (R e e it 3)

Block {b, c}-{B, C}:

Komponente b™ — B*:

_gn(i) abedpppq[ ma kabcn €ma k(;bdncp ~ €ma kndp5 ! + €ma k770p5 ! + gmacpa Q5d
_8madp5bqéck + 2?7ma5 Q(ndpéck o ncpédk)
1
+’V_ (nma@bcéd 5bd56 NP+ k6,7 (6, » 577;177@) Mok O qu)] Pvmk
e 1 1 1 1 3
= _ o (F) {2 |: _505 (5d50 _505d)i|_ |:——~—505d}}2
5" fcd]pppq4 +7 a0+ 70, fod — 30 g

3 5 1
5" Jan |2 F1+ 3 p

Tk
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Komponente b™ — C*:

é a C C
_§n(i) bfcdpppq [(Eadpkam — & pkéng)abq

1 c c c & ¢ m
_'_’)/_ (nma<5b 5d]<; - 5bd5 k:)npq + nmadbq<ndp5 kN p(sdk) - gmapkgb dq)i| PV g

a 1 1 Cc 1 c
— oozt — ( 0,16, + 30,56,") |p?

e 1
= ey, [ Fl+ —]P2
2 Vi

Komponente ¢™ — B*:

e
—2n ﬁﬂﬂmqphm@)kn + k€ g NP A+ Nk 2196, T+ €010, 0

—£,,,70,70% — e, 5,95 ¢

1
+%wwﬂn%%+%wwd”5%M%+W%@W“%Wﬂ
a8, = &, 7)) | Py

e 1 3 3 1 1 1 /3 1 3 1 3
- gemnl(-feded-i-Dare 2Ga-fed -1l

Komponente ¢™ — C*:

(£) abfcdpppq [nmagbquncp + gmaqkncdé P _ maqk5 d, cp
1
Jr% (nmk5 “(6,™n @ 5bdn”q) - Umaébcnpqadk + 5madp5bch)] PVMk
3 1 1 /3 3
— n(E)ad [ cd _(__3 _____ 1)56561 2
2 de 4 ab + fyk 4 + 4 + a “b p

1 1

_ () ab [ 1 ___}2
en fab :F4+2 ’Vkp
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Block {d}-{A, D}:

Komponente d™ — AF:

J.2 Der Vektor-Sektor

€ c c
_5 &) abedpppq [ - gmacpébqadk + gmacqndpnbk - gmaCdnpqnbk + €m pkéadébq + €m dpdaqnbk

1
+% (8,50, S — 6,98, 0P Nege + Nna o (N ™ — nnP?)

+77mk5ad5bqncp o nmancpébqédk)} PV mk

e 1 1 3 1 1,3 1 3 1
S G GG IE O e )

Komponente d™ — D*:

_gn(i) ® foappPy [ £ 20ma0 O+ e k0 M+ €1ng 0, 70% — € e o™
_Emcpkéadébq - ngdpdaqnbk
1
+% (573 N0, Mo — Dma )N + ﬁmk5ad5bc77pq - Umk5ad5bq77€p

—277ma5b65dk77pq + nmaébqﬁc%dk + Umaébdécwpq)} PVMk

g 3 111 1 /1 3 3 1
= —g““WQK¢§ﬁﬁW+(—+—+—%Jﬂ+—<

4 4 4 Ve \4 4 2 4
= 0

——3+—+———+3@%ﬂﬁ
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Block {d}-{B, C}:

Komponente d™ — B*:

—gn(i) ® feaPpPq [Umk (5ad5bc77pq - nc”%d%q + 25ac77dp5bq) - EmCdpgabqk
F0ma (0%8, 1P + P66, — 26906, T) — 6, Imkn 6%, + Damanorn“n™
+% (Ebmchsadncp = 0, W™ = €4 IO+ € 1P,
ey k0™ — €,,7.0,50,7 + 2,165,986, + £, 0,26,

c cd m
+1ma (€, 0™ + € qkébp))} P,

e 3 3 1 1 1 1 3 1 1 1
= ——_pEab [50561(_3 R e 0)
e 0470, R R R E R B S S E I
1 1 C 1 C 1 C 1 C C
+%(Z€ab 44 Zfabd + 15 S+ 15 <+ 1° dba):|p2
€ 1 /1 1 1 1 1
- _ - (£) ab |:505d<0 _(___ _____ )] 2

1 1
= en® abfab|::|: i —]p2
4

Komponente d™ — C*:

e
_5 &) abedpppq [ - Emacpgbqu + nmk(éadébcnpq - 25ad5bqncp + 5a65bqndp)
Fma (89,0, 1170 — 896, + 69176,7)

1 d C C C
+%( — Tma&y qkn P+ 5bd€maqkn P — 5bpgmaqlcn ¢
+e, 0,785, — gachddmébp)} Py
e 1 1 3 3 3 1 1
- _ - (£) adb [505d(____ 1—3 e e )
R N Gl iy tetitaiTiTg
1 1 de 1 dc 1 c d)] 2
+7k( 4517 a+4€ab 4€ab p
1 1
= én(i)abfab[:!: 1 —]p2
Yk
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J.2.4 Beitrige aus der 7-&-Komponente

Block {A, D}-{b, c}:

Komponente A™ — bF:

e
=0 fopyy e (050, = 8,70+ (0% — 87*)5,)

1
__(5ap8mcdq?7bk 4 nmk55p8a6dq):| Pvmk
Yk
e 3 1 1 /1 3
- _ = (£) ab |:505d<___>__(_ cd e cd)] 2
2n de a b 2 2 ’yk; 48b a+4€a b p
€ 1
= @y, [1 T —]P2
2 Vi

Komponente A™ — c*:

é a C C C
—-§Tﬂj” bjidpppq[nnuﬂik(ébdnpq-—-5bqndp)-+-nnmvnk(n It — i)
k0 (NP 0,L A+ 8,0P1) 4 0o, (8,07 + 8,5777)

1 c d c c d c d m
+—( — Dma&y 5" + Nma€y &7+ 04°0,"€,, % — 0,705, qk)] P,

Tk
¢ 3 1 3 1 3y 1/ 3 1 1
_ _C o (Ha [505d( _____ _34 = _) _(__ ed | L _de _ 1 dc>:| 2
S K VR Y B G S R R R R A

e 9 3 1
- __ (£) adb [__:t_'_] 2
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Komponente D™ — b*:

e C
_an(i) abfcdpppq [nma (5bq(ncp5dk + 5ckndp) + (5bc5dk _5 k(;bd)npq)
— 1o (2117 6,,0,7 + 6°,,0,"1")

_fy_ (277ma5bqu770p + 2ok €madqﬁcp + 277mk5abdq77€p _ 5ap77bk 5mc
k

+7]mk 5ap8bcdq):| PV mk

e 1 1 3 3 1 3
- _ - (£) ab |: c d<__ _______ _)

ST L) L T G el Bl Rl S

1 /1 c 1 c 3 c 1 c c
_% (égbd a + §8bad + Zgabd - Z‘gb da + 48b da)}p2

€ 5! 2

= - n(i)abfab[_ Z _ki|p2

Komponente D™ — c*:

e a. C C C C
=51 feapyg [nmamk(n WPt et ) 4,8, (—1P 8, + 8, P

05k, (NF8,T — 6,5179) + Nynad, (8,0 — 6, 177)
1
_'_% (nmagbquncp + nmagdeknpq - 2€madk5bqncp

e k0%, + Eadpkacmabq - 5a65bq5mdpk):| P,
3 1 3 1 3

e
- _Z (£) ab |: c d( v -2 ___)

1/l 4 3 w 3 w1 4.
+%<Z€bd ot 7% Yt Z%bd + Zgadb )}p2
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Block {A, D}-{d}:

Komponente A™ — d*:

2 a cd, c d, ¢ c
__n(i) bedpppq [nma‘g qkébp + 77ma5b qkndp - 277ma5b qkn — gm qk(sad(sbp

2
+e,°,6,76,¢
1
+7_ (ﬁmk5bd(5aq7lcp =+ 5acﬁpq) - nbkémfl(éaqncp =+ %CTIM)
k

a0 (8,17 = 117 8,") — Do (0“0 — nCdﬂpq))] Py
3 1

g 11 1 1 13 13
_ _C o (Hab [( ________ ) cd (_ 3_-_2,°2 )5c5d} 2
gt e o AT TP T T T T )% )P

Komponente D™ — d*:

e c c ¢
_5 © abedpppq [ - nma‘gb qkndp + gm qkéadébp + 2e ! 5bdn v

ma k
R

1
o (M0 (3,71 = 8,50P7) 4 1w (0,0, 7170 — 3P 6,16,7 4+ 6,56, mP?)
k
+ 5d(5qcp+5cpq)_ (chp+ cdpq))Pmk
Nma0 g0y 1] b 1 Nma ek \1 1] non %

e 1 1 1 1 1 /3 3 3 3 1 3
- _Z (£) ab |:<_ - - _) cd _(__ 2, - ¢ ) c di| 2
s (37T 3+ + 5,55, p

5 1
= en® “bfab[—<$ 1+ —)]ﬁ
4 Yk
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Block {B, C}-{b, c}:

Komponente B™ — bF:

€ a c c c c
_én(i) bfcdpppq [<€madk5b ~ €ma kébd>,’7pq + (gmadkn b + €ma kndp)ébp
—& e (176, + 1176,°)

ma k
+e,9.0,76,2 4 ,%,.5,60,” T 204 (8,578, 0 + 6,56, TPt + 6,9nP6,9)
1
+— (Mo (0,50, “17 + 20,03,7)
Yk
+nmd(5bd56k77pq - 5b05dk77pq - ,',}Cpcsbq(;dk - ndp(;bq(;ck))} Pvmk

3 1 1 1 3 1
P LIS PO LI PR EL B3 )

171 27279
1 3 1 3 3 1 1
P N )
Pl \ Tyttt )P
1 5 1
_ s (H)ab [j:———~—]2
en fab A 8 fYkp

Komponente B™ — c*:

€ C Ci C C
_5 &) abedpppq [Emaqk(ab 77dp + 5bpn d) + ga pkéngébq + €ma qndpnbk
_'_gmadqébqéck + nTYLkgaCdpébq + 277Mk5acndp5bq

1
o (1 (=00, "1 + 8,850 7) + 1hna 0, (8, 117 = 6,"0) + 2nard, 'S,

® _ TICd??pq) + 5rrilnbk<5aqncp + 5ac77pq))] PmG
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Komponente C™ — bF:

1
- (nbk(érséad . 5Wildac)77pq + nbkdaq<ncp5n€l o ndp(swt;) 4 gmapkgbcdq)i| Pvmk

€ e .
—27’L deppp‘J[ €ma pédk - Emadp5 k)ébq
4+
(£) ab epsd § 4 1 c pq q.,CP 1 mk
= fledPpPy [Ema 0%0p" + %(nbké 8, P + Mok, "0 P8, + 2em Wb )]PV
1 3 1
— :I:)abfc |: _5c5d(__+_):|p2
[cd 4 ab Vi a b

4 4
1
= enMof, [— < F1+4 —)]ﬁ
2 Vi

Komponente C™ — c*:

€ a c
_én(i) bfcdpppq[ ma kéb n + €ma k:5 Int — ma kébd P

mackdb 77pq + gma nbknpq + 8ma dn 77bk
1
T (o (0,50 = 8,197)8, = 8,976,
_277bk5aq776p5rril - gmccngbqu>:| Pvmk

e 3 1 1 3 3 1 1 1
- _ - (£) adb [ cd(____) 5c5d<_ _______ 1)] 2
2” de gab 4 4 +f}/k; a “b 4+ + p
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Block {B, C}-{d}:

Komponente B™ — d*:

€ Ci
=5 e (0,0, + 8,18, + 26,58, %) — 7=,
Hmad (=0, 0™ — 1173, )
(0,0 = 0%, 1P 8%, 4 20,8, )

e (10T + ™)
1
’Yk

—5bkpmn0d5 — 205 p5 “+e, m5
aquéckndp + Eab m5 P + 2517 5aq5b

—el? 5 S04 g7 040, 7 + mo(2,°%,,m ™ 4 e 6 q))}P\,mk

(gbk 0, P+ Epi T, ¢ — St m0a’ n®

k m“a

(e m
3 3 3 1 1 1 1 3 1 3 1 1 3
= —_pEab [505d<_3 S e e _>
o e 070 tateteT T 4+4+4+4+4 2t
1l oy 1 . 3 ., 1 ., 1,
T (fab ‘- Zeabd T ab T+ 15t T+ R o+ 5 )}pQ
5 3 1
_ () ab [——j:—-—} 2
en fab 4 2 Vi P
Komponente C™ — d*:
- 2” abfcdpppq [nmk(25b65 npq 5bcndp5aq) + gmadpebch
+7lbk <5a65dm77pq - 5cm5adnpq + ncpédméaq + 5cmndp5aq)
1
_'_% (gmacpébqédk - 5madp(sbq(sck + 5maqk,’?cpébd + 5mack(sbdnpq
ma kéb n ckébqndp + ok (gmadanP + Emadcnpq)):| PmG
€ 3 1 1 1 3 3 1
- _ (£) ab |:5Cé‘d<_6 _____ 1—= e < _)
o e |40 trTa Attt Attty
1 1 dc 1 c 2
+%(4€ab 1 b+45ba +45ba )]p
3 1
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J.2.5 Beitrige aus dem Geistsektor

Auch im Vektor-Sektor ist bei den Geistern der Grad der Ableitungen jeweils um eins

niedriger als in den Zerlegungen der Vielbein- und Spinzusammenhangsfluktuationen. Ent-

sprechend extrahieren wir hier %n(i) ab ¢ ;. Die Kontraktionen der drei einzigen Beitrige

ergeben sich dann zu

Block {g, F}-{g, F}:

Komponente g, — g*:

g _
5n(:l:) abfcd nmca‘adnbk + 577;5;5%] PV mk

é a -3 C 3 (&
= 571&)  fed _Z5ad5b +15ad5b]
3

= -
_ Co(+)ab __]
2” fab_ 9

Komponente g,, — F*:

T 1
n(i) abfcd o §nm05adnbk] PV mk

T3
n(:l:) abfcd . _5ad5bc]

8
3
n(:l:) abfab _§i|

(NN N R T NOR N

Komponente F,, — gF:

n(i) abfcd [ . 5725b05dk] PV mk:

3

n(:l:) abfcd . _5ad5bc}
L 4

3

n(i) abfab _Z]

NN NN ol e
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J.3 Der Tensor-Sektor

Hier entstehen durch Umschreiben auf O(4)-Indizes und anschliefendes Abstreifen der
Komponentenfelder auf der linken und rechten Seite der quadratischen Form die freien
Indexpaare {m,n} bzw. {k,(}. Dementsprechend ist die resultierende Tensorstruktur mit
dem Projektor Pp™ %! der auf symmetrisch-spurlose Tensoren projiziert, zu kontrahieren.

Er 14Kt sich iiber transversale Vektor-Projektoren Py geméfs
1 2
PTmnkl — 5 (Pvmkpvnl + Pvmlpvnk . gPanPVkl>

darstellen, so dafs sich die bereits im Vektor-Sektor verwandten Relationen einfach auf den
Tensor-Sektor iibertragen. Zudem folgen hier wie bereits im Vektor-Sektor der Geistfelder
auf eine Ableitung des Vektorfeldes v, keine weiteren Ableitungen, so daf wir jetzt bei
jedem Matrixelement ebenfalls die Struktur $n(® [, extrahieren. Auch in diesem Ab-

schnitt besitzen alle Gleichheitszeichen blof Giiltigkeit unter einem Impulsintgral [ d*p.

J.3.1 Beitrige aus der é-&-Komponente

Block {d}-{d}:

Komponente d™ — d*:

e T/ 1
5n(:l:) abfcd 2(_ ¥ 1)€Cdnl77ma77bk] PTmnkl
- Nk
€ wayp [(1 cd nl Ipn 25 np i
= 3n Jea <—:F1)5 nl(PVava + Py Py = 2Py, Pvz;)}
L\ Yk 3
e T/ 1 5
_ Z(F)ab (_ 1 cd (__5n5l )]
2” fcd_ i~ + )5 l 6 @ b
e (B, 1
= e 5 (17 )]
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J.3.2 Beitrige aus der é&-7-Komponente

Block {d}-{B, D}:

Komponente d™ — B*:

e 1
2 n™® P fea [nm15 5 Mok — 7ﬁbk€na l5 Pr mnkl

e 2 .
3 Vb(sd

1
= 50" 5 [Po48, 1+ 3P0,

1 2
- (O + €na lP CZPan 3€naleVcnPVl b)]

Yk
— é(i)ab E[EP 05d_i o chlP }
277, de 203 Vb Y Vi 3nal
e 5 5 1
= abfab[—Z:Fé 7—}

Komponente d™ — D"

e 1
5n(:l:) abfcd [_ ( o nmanbléncédk)} PT mnkl
Yk
e 1 1 2
= ol g [_ (‘ _) <PVadPVcb + Py ap Pyt = _PVacPde)]
2" Vi 2 3
_ @ [i(lad(sc 0- 2. L5e5 ]
4n fcd ~ 9 a % + 39 a
5 1
_ ) ab
N en fab[24 ’}/k]
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J.3.3 Beitrige aus der 7-&-Komponente

Block {B, D}-{d}:

Komponente B™ — d*:

e
51 fua [nnknmanblnCd = D hady "0 — M0 M0y
+nnknml5a05bd - nmlnnbdacddk
1 C (& C mn.
+% (?7ma77bk€n dl - nmagnbd15 k- kagnadl5b )} Pr .

c

2 2
[(Pv@b+3PVab — gPVab)nCd_ (PVac+3PVaC— gPVa>5bd

_ gn(i)“bfcd-
2 2
—<PVbd+3PVbd - gPVbd>5ac+ (3+9+ 3 3)5ac5bd

1
2

2 C
—(PVbd+3PVbd - gPVbd>5a

1 2
+%<5n0dl<O+PValPan_gPVanPVbl)
2
—Eup (0 + Py Py~ gPVaand)

2
_gnadlébc <3pvnl + Pvnl o gPvnl>>:|

: 1 5 5 5
= Ca®er, e -0 -2 +10-2)

2 2 2 2 2
+1 cd(( 1 2 1) <1+2 1))]
o 2 3 2 2732
_ € (Ha [? §.L]
277' fab4:F3 i~
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Komponente D™ — dF!:

e
5n(:l:) abfcd [5macz5bd77nk . ngCdT/blT/nk o gmaclnnbébk
1 ¢ C c mn

_'_% (57377%5 Mok — MnaMokNImiT) d -+ €ma k:gnbdl)] PT kl

€ () ab c ml ml 25 mi ed m m 2w
- 4" de[gmal<PV +35y _§PV )_gma (PV b+ 30y b3 Vb)
2
—& ¢ <PdePVbl + PvmlPVbd — g le;Pvdl)

ma

1 2 2
(PR R Pow = P Pei) = (Pra+3Pva — S Pva)
2
_'_gmackgnbdl (Pvmkpvnl + Pvmlpvnk o gPvmnpvkl))]

é a 10 Ci m 5 c m
= bfcd[—_’S Py b~ 3%ma Py Py

3 ma
1 /5 5
+% (gPV ac Vbd + ggmackgnbdlpvmlpvnk>:|

a ) c ) c 1 /5 c ) c m
n(i) bfcd |: - égba ¢ égda b + % (65a 5bd + ggma kgkbd )}
5 1 ]

= o

S
_ () ab [i—— i
en fab 6 2 e

Nach der \/%— und ji-Reskalierung ergeben sich aus diesen Kontraktionen die Matri-

xelemente der Matrizen VX' und VXU die im Hauptteil in Abschnitt 7.4.2 angegeben

contr contr

werden



Anhang K

Die Identifikation des py-Parameters mit

der laufenden Planck-Masse

Die Natur des pu-Parameters betreffend, erscheint noch eine weitere Identifikation als na-
tiirlich. Die laufende dimensionsvolle Newton-Konstante (G}, fiihrt auf eine laufende Planck-
Masse, die in natiirlichen Einheiten durch \/CTk_l = \/ngl k gegeben ist. Identifizieren wir
diese mit dem dimensionsbehafteten Massenparameter ji, so impliziert dies fiir die entspre-
chenden dimensionslosen Grofen p = /gy ~!. Auf diese natiirliche Weise hat man sich des
externen Parameters j, dessen Renormierungsverhalten in diesem Rahmen géinzlich unklar

ist, entledigt. Wir erhalten dann das Flufgleichungssystem

O gi = Bylaes ) = |2+ 167 (I8 (e V3 ™) = 218 (/5 ) ) o] g

0 M = Br(ge M) = S| (8™ O o) = 2183 )
+2 (fgfaV(Ak, N [\g,h(\/g_k_1)>)\k] — 2.

Um zu untersuchen, ob und wie sich dieses System von dem in Abschnitt 8.1 diskutierten
unterscheidet, wird das Gleichungssystem fiir die feste Parameterwahl ap = 1 und fgp =
1 untersucht. Wir finden fiir das scharfe Abschneiden sowie fiir die f;"-Regularisierung
mit Abschneideparameter m = 50, m = 30 und m = 20 jeweils einen NGFP, dessen

Koordinaten sich nicht stark von den entsprechenden fiir y = const unterscheiden.
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Scharfer Propertime-Cutoff
1

w= ﬁ ‘ > ‘ g* ‘ )\*g* @1 ‘ @3
[op =1 Bo—1] 3,44 | 1,43 | 401 | 7,13 | - 2,02 |
fi"-Regularisierung

5 [ s [[e e
m=20]ap=10p=1]-358] 1,44 -517 | 6,96 | -2,69
m=30|ap=1]|0p=1]-353]| 1,44 | -5,08 | 7,01 | -2,77
m=50|ap=1|0p=1]-350] 1,43 | -5,01 | 7,06 | -2,83

Tabelle K.1: Die Eigenschaften des NGFP fiir die Wahl p = \/ﬁ_l im (\, g)-System.

Zudem erhélt man ebenfalls einen positiven kritischen Exponenten ©1, der jedoch um
mehr als einen Faktor 2 grofer ist. Allerdings héngen jetzt auch die Funktionen I§™
und I\g,h in den Beta-Funktionen fiir ¢, und A\, von ¢, ab. Dies hat zur Folge, daf sich
das Vorzeichen des kritischen Exponenten ©3 éndert, und es gilt nun —3 < ©3 < —2,5.
Zudem konnte weder fiir m = 10 und m = 1 noch fiir eine der C}'-Regularisierungen mit
den gleichen Abschneideparametern ein Fixpunkt gefunden werden. Der Befund fiir den
kritischen Exponenten ©3 legt nahe, daf sich im Bezug auf die universellen Eigenschaften
des Flusses eher die fiir 1 = const erhaltenen Resultate mit der QEG in Zusammenhang

bringen lassen sollten. Wir geben die erhaltenen Fixpunktwerte in Tabelle K.1 an.
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