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1 Einleitung

Die elektrische Impedanztomographie (EIT) ist ein bildgebendes Verfahren,
das mittels elektrostatischer Messungen an der Körperoberfläche die Leitfähig-
keitsverteilung im Körperinneren bestimmt. Die elektrische Leitfähigkeit eines
Stoffes ist eine spezifische Materialkonstante, die quantifiziert, wie gut der Stoff
elektrischen Strom leitet. Anhand des ortsabhängigen elektrischen Leitfähig-
keitskoeffizienten lässt sich daher ein Bild der Materialzusammensetzung im
Körperinneren gewinnen. Zur Bestimmung des Leitfähigkeitskoeffizienten in
der EIT werden an der dem Beobachter zugänglichen Körperoberfläche ver-
schiedene Strommuster angelegt, woraufhin sich im Inneren ein elektrostati-
sches Potential einstellt, das von der Leitfähigkeitsverteilung abhängt. Das Po-
tential wird dann auf der Körperoberfläche gemessen. Einspeisung und Messung
des Stroms erfolgen mit an der Oberfläche angebrachten Elektroden. Die EIT
ist somit ein nichtinvasives und schonendes Verfahren, das nur relativ einfache
Messapparaturen benötigt. Ihre Anwendung ist besonders in der medizinischen
Bildgebung attraktiv, beispielsweise bei der Überwachung der Lungenfunktion
oder der Krebserkennung. Weitere nichtklinische Anwendungsgebiete sind zum
Beispiel nichtdestruktive Prüfverfahren, die Untersuchung von Bodenbeschaf-
fenheiten in der Geophysik oder das Auffinden von Leckagen und die Überwa-
chung industrieller Produktionsprozesse.

Die mathematische Forschung zur elektrischen Impedanztomographie hat ih-
ren Ausgangspunkt in der 1980 erschienenen Arbeit On an inverse boundary

value problem von Alberto Calderón [14], der bei seiner Tätigkeit als Ingenieur
eines Ölkonzerns im Rahmen der Erdölsuche auf dieses Problem stieß. Mathe-
matisch formuliert, erfüllen das elektrostatische Potential u und der elektrische
Leitfähigkeitskoeffizient σ die elliptische Differentialgleichung

∇ · (σ∇u) = 0.

Ein eingespeister Randstrom entspricht einer Neumannrandbedingung für obi-
ge Differentialgleichung, während das gemessene Potential durch die Dirichlet-
randwerte von u beschrieben wird. Die Eingangsdaten und gemessenen Daten
bilden die sogenannte Strom-Spannungs- oder Neumann-Dirichlet-Abbildung,
die jedem Strommuster das entsprechende Potential zuordnet. Die Grundfra-
ge der EIT ist, ob sich aus der Kenntnis einiger oder aller solcher gemessener
Neumann-Dirichlet-Paare der Leitfähigkeitskoeffizient im Körperinneren ein-
deutig bestimmen lässt. Für das zweidimensionale Problem ist seit 1996 be-
kannt, dass die Kenntnis der vollen Neumann-Dirichlet-Abbildung ausreicht,
um zweimal stetig differenzierbare isotrope Leitfähigkeiten im Inneren eines
Körpers zu rekonstruieren. Der Beweis dazu stammt von Nachmann [75], und
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8 1 Einleitung

eine Verallgemeinerung auf beschränkte positive Leitfähigkeiten gelang Asta-
la und Päivärinta [6] im Jahr 2006. Eine Übersicht über die mathematische
Forschung zur EIT liefern die Arbeiten [9, 15, 72, 90] sowie das Buch [51].

Das EIT-Problem gehört zur Klasse der inversen Probleme. Bei inversen Pro-
blemen wird von einer beobachteten Wirkung (das sich vom eingespeisten
Strommuster aus einstellende Randpotential) auf die zugrunde liegende Ur-
sache (die elektrische Beschaffenheit des Körpers) geschlossen. Dies steht im
Gegensatz zum zugehörigen direkten oder Vorwärtsproblem, bei dem es darum
geht, bei bekannter elektrischer Leitfähigkeit das elektrostatische Potential zur
Randstromvorgabe zu berechnen. Die Herausforderung bei der Lösung inverser
Probleme besteht darin, dass sie häufig schlecht gestellt sind. Ein Problem heißt
gut gestellt im Sinn von Hadamard, wenn für das zugrunde liegende mathema-
tische Modell die folgenden drei Aussagen zutreffen: Für alle beobachtbaren
Wirkungen lässt sich eine Ursache angeben. Die Ursache einer beobachteten
Wirkung ist eindeutig. Unterscheiden sich zwei Beobachtungen nur wenig von-
einander, so ähneln sich auch ihre Wirkungen, das heißt, Ursachen hängen
stetig von ihren Wirkungen ab. Ist eine dieser Aussagen verletzt, so ist das
Problem schlecht gestellt. Die letzte Eigenschaft nennt man Stabilität, und ihr
Fehlen ist besonders schwerwiegend. Vereinfachungen bei der mathematisch-
physikalischen Modellierung, Diskretisierungsfehler und Messungenauigkeiten
führen nämlich dazu, dass reale Daten im Hinblick auf das zugrunde liegende
mathematische Modell nicht exakt vorliegen. Schlecht gestellte Probleme stellen
besondere Ansprüche an numerische Lösungsverfahren, da sie sehr störanfällig
gegenüber solchen Datenfehlern sind. Die EIT gehört zu den schlecht gestell-
ten inversen Problemen, die nicht stabil bezüglich wichtiger praxisrelevanter
Topologien sind, vgl. Alessandrini [4] und Brühl [12, Abschnitt 3.2].

In der Praxis steht nicht die volle Neumann-Dirichlet-Abbildung für die Ver-
wendung in Rekonstruktionsverfahren zur Verfügung, sondern die vorliegen-
den Informationen bestehen nur aus einer endlichen Anzahl an durch Elek-
trodenmessungen erworbenen Datensätzen. Diese sind in mehrfacher Hinsicht
eingeschränkt: Die Klasse der mit verschiedenen Elektrodenanordnungen er-
zeugbaren Randströme ist meist viel kleiner als der Vektorraum, mit dem diese
Randströme mathematisch beschrieben werden. Insofern kann eine theoretische
Identifizierbarkeit in der Praxis oft gar nicht nachgebildet werden. Außerdem
unterliegen reale Daten stets Modell- und Messfehlern, sodass selbst eine Viel-
zahl an Datensätzen nur wenig Information enthält. Hinzu kommt, dass oft-
mals nicht die ganze Objektoberfläche für Messungen zugänglich ist, sondern
Informationen nur auf einem Teilstück des Randes gesammelt werden können,
oder dass spezielle Messgeräte nur die Messung ganz bestimmter Strommus-
ter ermöglichen. Schließlich sind Anwendungen denkbar, in denen nur wenige
Datensätze vorliegen oder im Extremfall nur ein Datensatz verfügbar ist.

Wir untersuchen in dieser Arbeit einen speziellen Datentyp, die sogenannten
Rückstreudaten. Das Konzept von Rückstreudaten folgt der intuitiven Ein-
schätzung, dass eine Beobachtung besonders von jener Position aus einträglich
ist, von der aus ein Objekt beleuchtet wird. Im Kontext der Wellengleichung,
dem Rückstreudaten entstammen, soll ein Objekt anhand der von ihm ge-
streuten Wellen identifiziert werden. Zur Erfassung von Rückstreudaten wird
die vom Objekt zurückgestreute Welle an derselben Position gemessen, an der
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Abbildung 1.1: Skizze eines möglichen Messaufbaus.

die ursprüngliche Welle angeregt wird. Auf Strom-Spannungs-Messungen über-
tragen bedeutet dies, dass nur ein einzelnes Paar Elektroden an der Objekt-
oberfläche nahe beieinander angebracht wird. Durch diese Elektroden wird ein
Strom eingespeist und das resultierende Potential dazwischen gemessen. Dem-
gegenüber erfordert die konventionelle Erfassung von Daten in der EIT ei-
ne ganze Anordnung von Elektroden auf der Objektoberfläche. Verschiedene
Strommuster werden angelegt und das sich einstellende Potential wiederum
an allen oder zumindest an einigen Elektroden registriert. Die beiden Elektro-
den der Rückstreumessung können in einem einzigen Sensor zusammengefasst
werden, der dann zur Datenerfassung über die Objektoberfläche bewegt wird,
wie in Abbildung 1.1 skizziert. Dies macht die Erfassung von Rückstreudaten
sehr komfortabel. Allerdings liefern Rückstreudaten für jede Randposition nur
einen Wert, was quantitativ einem einzelnen Strom-Spannungs-Paar entspricht.
Daher fallen Rückstreudaten in die oben beschriebene Rubrik eingeschränkter
Datensätze.

Aus theoretischer Sicht gibt es viele Fälle, in denen aus wenigen Datensätzen
schon eine gewünschte Information extrahiert werden kann. In vielen Anwen-
dungen sind bereits wesentliche Eigenschaften der Leitfähigkeitsverteilung be-
kannt und diese Kenntnis wird als Vorwissen in das Modell integriert. Ziel ist
dann nicht die Rekonstruktion der gesamten Leitfähigkeit, sondern vielmehr
gilt es Bereiche zu identifizieren, in denen die Leitfähigkeit von dem bekannten
und erwarteten Wert abweicht. Solche Probleme nennt man inverse Hindernis-

probleme. Beispiele dafür sind Verunreinigungen, Lufteinschlüsse oder schad-
hafte Stellen in einem ansonsten homogenen Stoff oder kanzeröses Gewebe,
das stark durchblutet ist und sich in seiner Leitfähigkeit deutlich von gesun-
dem abhebt. In diesen Fällen kommt man in Theorie und Praxis mit weniger
Daten aus. So ist ein isolierender Einschluss in einem homogenen Hintergrund-
medium mit nur einer Messung eindeutig zu identifizieren, s. Kress [66]. Dabei
genügt es, wenn die Daten nur auf einem offenen Teilstück des Randes ge-
messen werden. Hat die Inhomogenität eine nichtverschwindende Leitfähigkeit,
so sind entweder mehr Datensätze oder aber weitere Vorinformationen über
Gestalt und Lage des Einschlusses nötig. Eine Auswahl an theoretischen Re-
sultaten bieten die Arbeiten [8,25,55,57,83]. Das inverse Hindernisproblem mit
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Rückstreudaten wurde in der EIT unserer Kenntnis nach noch nicht untersucht.
Es gibt einige Eindeutigkeitsresultate für Rückstreudaten für die Schrödinger-
gleichung, die für einen ganzen Bereich verschiedener Frequenzen gemessen
werden, s. beispielsweise [24,32,74,76,78,84]. Weniger ist bekannt im Hinblick
auf Rückstreudaten zu einer festen Frequenz, s. [31, 67].

Im Gebiet der EIT gibt es eine Vielzahl von Rekonstruktionsmethoden, die sich
dem inversen Hindernisproblem mit einem (konventionellen) Datensatz wid-
men. Eine intuitive Methode zur Lösung des inversen Hindernisproblems ba-
siert auf der Inversion des Hindernis-Daten-Funktionals, das den Rand der In-
homogenität auf das vorliegende Neumann-Dirichlet-Paar abbildet. Kress und
Rundell und verschiedene Koautoren lösen die nichtlineare Gleichung mittels
eines geeigneten Newtonverfahrens, s. [49,59,68,79,80]. Die Arbeiten [11,60–62]
verwenden dafür iterative Minimierungsverfahren. Diese Verfahren liefern gute
Ergebnisse, sind aber sehr rechenaufwendig, da in jedem Iterationsschritt das
Vorwärtsproblem gelöst werden muss.

Eine weitere Klasse iterativer Verfahren bilden die sogenannten Level-Set-
Methoden. Dabei wird der Einschluss als Nullniveaumenge einer sogenann-
ten Level-Set-Funktion geschrieben. Auf diese Weise muss nicht direkt mit
einer Randparametrisierung des Einschlusses gearbeitet werden, wie bei den
oben vorgestellten auf dem Newtonverfahren basierenden Methoden. Level-Set-
Methoden sind daher flexibler im Hinblick auf die topologischen Eigenschaften
der Einschlüsse. Beispielsweise muss die Anzahl der Komponenten des Ein-
schlusses nicht im Vorhinein bekannt sein. Ausgehend von einer Startnäherung
erfolgt die Entwicklung der Level-Set-Funktion über die Minimierung eines
Kostenfunktionals. Für einen allgemeinen Überblick verweisen wir auf [20] so-
wie auf die Arbeiten [5, 13, 58]. In [10, 17] wird eine neue Methode vorgestellt,
die das Minimierungsproblem durch die Lösung eines Cauchyproblems ersetzt
und zu guten Ergebnissen führt.

Neben diesen iterativen Methoden gibt es einige direkte Methoden, die aus
den gegebenen Daten Informationen über die Lage der Inhomogenität ziehen.
Die effective dipole method von Hanke [34,35] beispielsweise identifiziert einen
Punkt nahe des Schwerpunkts eines einzelnen Einschlusses. Eine ähnliche Me-
thode wird in [71] vorgestellt.

Im Kontext der Helmholtzgleichung haben Kusiak und Sylvester mit verschie-
denen Koautoren das Konzept des konvexen Streuträgers entwickelt und auf
verschiedene Anwendungen, insbesondere auf Rückstreudaten, verallgemeinert,
s. [31,69,70,77,86,87]. Der konvexe Streuträger ist eine Menge, die in der kon-
vexen Hülle der Einschlüsse liegt und damit Aufschluss über Lage und Größe
insbesondere eines einzelnen Einschlusses gibt. Besteht der Einschluss aus meh-
reren Komponenten, bildet der konvexe Streuträger einen Teil der konvexen
Hülle aller Einschlüsse und zeigt somit nur noch an, dass sich Inhomogenitäten
im Objekt befinden. Das Konzept des konvexen Streuträgers wurde von Han-
ke, Hyvönen und der Autorin in [40] erfolgreich auf die zweidimensionale EIT
übertragen, s. auch [39]. In der Folge wurde es von Harhanen und Hyvönen
in [46] auf den Halbraum und von Hanke, Harhanen, Hyvönen und Schwei-
ckert in [37] auf den dreidimensionalen Fall erweitert. In [33] findet sich eine
Anwendung für mit zwei Punktelektroden gemessene Daten (sog. sweep data).
Diese Methode kommt ohne Vorwissen über die Inhomogenität aus und ist ein
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schnelles, direktes Verfahren, das vor allem bei einem Einschluss gute Resultate
liefert. Wir übertragen diese Methode in Kapitel 6 auf Rückstreudaten.

Speziell für das zweidimensionale EIT-Problem gibt es eine Klasse von Lösungs-
verfahren, die auf Methoden der komplexen Analysis und konkret auf dem
Riemann’schen Abbildungssatz für zweifach zusammenhängende Gebiete in der
komplexen Ebene beruhen. Kress hat diese Verfahren in einer Reihe von Arbei-
ten mit verschiedenen Koautoren für perfekt leitende [3,66] und isolierende [29]
Einschlüsse, sowie für eine stückweise konstante Leitfähigkeit [30] entwickelt.
Diese Methoden eignen sich allerdings nur zur Rekonstruktion eines einzelnen
Einschlusses.

Die vorliegende Arbeit behandelt die Rekonstruktion von Einschlüssen aus
Rückstreudaten in der elektrischen Impedanztomographie. Sie entwickelt ein
geeignetes mathematisches Modell für Rückstreudaten in der EIT und unter-
sucht deren Eigenschaften. Ferner stellt sie zwei Rekonstruktionsalgorithmen
für das inverse Hindernisproblem vor. Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert:

Das zweite Kapitel widmet sich zunächst dem Vorwärtsproblem. Wir stellen
ein mathematisches Modell für Rückstreudaten vor, das der in Abbildung 1.1
illustrierten Vorstellung gerecht wird. Dazu modellieren wir den von zwei be-
nachbarten Elektroden erzeugten Randstrom als Tangentialdipol am Rand des
Einheitskreises. Wir diskutieren die Lösbarkeit des zugehörigen Neumannpro-
blems in Abschnitt 2.1 zunächst für den Einheitskreis mit einem einzelnen
isolierenden Einschluss und geben analytische und numerische Beispiele. In
den folgenden Abschnitten erweitern wir die Definition auf allgemeine elektri-
sche Leitfähigkeitsverteilungen und beliebige einfach zusammenhängende Ge-
biete. Abschnitt 2.4 bestätigt das intuitive Verständnis einer Rückstreumes-
sung aus Abbildung 1.1: Wir zeigen im Kontext des sogenannten Lückenmodells

(engl. gap model) für die Elektroden, dass Rückstreudaten eine Approximation
erster Ordnung an mit realen Elektrodenmessungen gewonnene Daten sind.

Kapitel 3 befasst sich mit den Eigenschaften der Rückstreufunktion. Im ers-
ten Abschnitt zeigen wir, dass die Rückstreudaten zu einer Funktion fortgesetzt
werden können, die außerhalb der Inhomogenität analytisch ist. Im zweiten Teil
untersuchen wir das Verhalten von Rückstreudaten unter konformen Koordi-
natentransformationen. Wir beschränken uns hier auf den Fall eines einzelnen
einfach zusammenhängenden (isolierenden oder perfekt leitenden) Einschlusses.
Der Riemann’schen Abbildungssatz für zweifach zusammenhängende Gebiete
liefert eine konforme Transformation, die den Einheitskreis ohne Einschluss auf
einen Kreisring abbildet. Die Rückstreudaten sind mit dieser Transformation
und ihren ersten drei Ableitungen sowie mit dem inneren Radius des Kreis-
rings durch eine nichtlineare Gleichung verbunden. Diese Beziehung bildet die
Grundlage zur Lösung des inversen Problems in den folgenden Kapiteln.

Im vierten Kapitel untersuchen wir, inwiefern ein einzelner isolierender oder
perfekt leitender Einschluss eindeutig anhand seiner Rückstreudaten identifi-
ziert werden kann. Die Resulate aus Abschnitt 3.2 lassen sich zu einem nicht-
linearen Randwertproblem dritter Ordnung für die Randabbildung der kon-
formen Abbildung formulieren. In Abschnitt 4.2 wird gezeigt, dass das Rand-
wertproblem zu einem isolierenden Einschluss eine eindeutige Lösung hat und
der Einschluss dadurch anhand seiner Rückstreudaten identifizierbar ist. Ab-
schnitt 4.3 erläutert die Situation bei einem perfekt leitenden Einschluss. Hier
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gibt es spezielle Fälle, in denen eine Identifizierung nicht möglich ist. Wir geben
Beispiele für solche Einschlüsse an.

Der Eindeutigkeitsbeweis für einen Isolator ist konstruktiv und dient als Grund-
lage für einen Rekonstruktionsalgorithmus, den wir in Kapitel 5 vorstellen.
Der Algorithmus berechnet die konforme Abbildung, die das Objekt ohne Ein-
schluss auf einen konzentrischen Kreisring abbildet, und löst dazu das Rand-
wertproblem aus Abschnitt 4.2. Danach wird die konforme Abbildung auf dem
inneren Rand des Referenzkreisrings ausgewertet, um den Rand des Einschlus-
ses zu erhalten. Dieser zweite Schritt ist extrem schlecht gestellt, und angemes-
sene Regularisationsmethoden sind notwendig. Schließlich demonstrieren wir
die Leistungsfähigkeit der Rekonstruktionsmethode an numerischen Beispie-
len.

Der Eindeutigkeitsbeweis und der darauf aufbauende Rekonstruktionsalgorith-
mus eignen sich nur für einzelne isolierende (und unter Einschränkungen auch
für perfekt leitende) Einschlüsse. Sind mehrere Einschlüsse vorhanden oder
deren physikalische Eigenschaften unbekannt, ist der Algorithmus aus Kapi-
tel 5 nicht anwendbar. Für diesen Fall entwickeln wir in Kapitel 6 das bereits
beschriebene Konzept des konvexen Rückstreuträgers. Dies beruht auf der in
Abschnitt 3.1 hergeleiteten holomorphen Fortsetzbarkeit der Rückstreudaten
bis an den Rand der Inhomogenität. Der konvexe Rückstreuträger ist eine Un-
termenge der konvexen Hülle der tatsächlichen Einschlüsse und kann zu deren
Auffindung dienen. Numerische Experimente bestätigen, dass unsere Methode
bei unverrauschten Daten gute Approximationen der Einschlüsse liefert.

Der Inhalt dieser Arbeit entstand im Rahmen einer von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft geförderten Kooperation mit Martin Hanke und Nuutti
Hyvönen und wurde bereits veröffentlicht: Die Arbeit [41] behandelt die ma-
thematische Modellierung von Rückstreudaten in der EIT und zeigt die eindeu-
tige Identifizierbarkeit eines einzelnen Isolators anhand seiner Rückstreudaten.
In [43] wird untersucht, in welchen Fällen das inverse Rückstreuproblem für
einen perfekten Leiter eindeutig lösbar ist. Die holomorphe Fortsetzbarkeit der
Rückstreudaten zu einer strikt positiven elektrischen Leitfähigkeit wurde in [42]
gezeigt im Hinblick auf die dort ebenfalls vorgestellte Rekonstruktionsmethode
des konvexen Rückstreuträgers. Der auf dem Eindeutigkeitsbeweis aufbauende
Rekonstruktionsalgorithmus wurde von der Autorin in [52] vorgestellt.



2 Definition der Rückstreufunktion

2.1 Rückstreuung von einem Isolator

D ⊂ R2 sei die offene Einheitskreisscheibe, und Ω ⊂ D sei ein einfach zusam-
menhängendes Gebiet mit C2+α-Rand Γ ⊂ D, α > 0. Die elektrische Leitfähig-
keit σ sei homogen in D \ Ω, und das Gebiet Ω sei isolierend, das heißt

σ(x) =

{
1, x ∈ D \ Ω,

0, x ∈ Ω

nach geeigneter Skalierung. ν bezeichne den nach außen gerichteten Normalen-
einheitsvektor und τ den Tangentialeinheitsvektor in einem Randpunkt von D
oder Ω. Wir parametrisieren den Rand des Einheitskreis T = ∂D durch die
Bogenlänge, das heißt durch zt = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π). Der Normalenvektor
im Punkt zt ist gerade νzt = (cos t, sin t)T , und der Tangentialvektor τ ergibt
sich aus ν durch eine Drehung um den Winkel π/2 gegen den Uhrzeigersinn.
Wir verwenden die übliche Notation C∞(T ) für den Raum der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen auf T , sowie für die Sobolevräume Hs(D) auf D
beziehungsweise Hs(T ) auf T , s ∈ R. Bei Funktionenräumen bezeichnet der
Index ⋄ jeweils den abgeschlossenen Unterraum der Funktionen mit verschwin-
dendem Integralmittel über den Rand T , das heißt

C∞
⋄ (T ) =

{
f ∈ C∞(T ) :

∫

T

f ds = 0

}
,

Hs
⋄(D) = {v ∈ Hs(D) : 〈 v|T , 1 〉 = 0} und

Hs
⋄(T ) = {f ∈ Hs(T ) : 〈 f, 1 〉 = 0}

für s ∈ R. Dabei steht 〈 ·, · 〉 für die vom L2-Skalarprodukt induzierte duale
Paarung. 〈 v|T , 1 〉 bezeichnet also die Auswertung der Spur von v ∈ Hs(D) an
der konstanten Funktion 1(x) ≡ 1 für alle x ∈ T . Bei Bedarf indizieren wir die
duale Paarung mit den zugrunde liegenden Vektorräumen oder Mengen.

Wir modellieren den für Rückstreudaten spezifischen Randstrom auf T folgen-
dermaßen: θ ∈ [0, 2π) sei ein fester Winkel, der einen Punkt zθ ∈ T kennzeichne.
Wir bezeichnen mit

δ′θ( · ) :=
∂

∂τ
δ( · − zθ) (2.1)

die in zθ lokalisierte Tangentialableitung der Deltadistribution auf T . Die Dis-

tribution δ′θ gehört zum Raum H
−3/2−ε
⋄ (T ) für ε > 0 und ist definiert durch

〈 δ′θ, v 〉H−3/2−ε(T )×H3/2+ε(T ) = −
∂v

∂t
(zθ) für alle v ∈ H3/2+ε(T ) ,

13
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vgl. Saranen und Vainikko [81, Abschnitte 5.2 und 5.3]. Die Variable t be-
zeichnet dabei wie oben beschrieben die Bogenlänge auf T . δ′θ modelliert einen
Randstrom, der im Gebiet D durch zwei nahe der Position zθ angebrachte
Elektroden erzeugt wird, s. Abschnitt 2.4.

Unter dem Randstrom δ′θ stellt sich in D ein elektrostatisches Potential u ein,
das das Neumann’sche Randwertproblem

∆u = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
u = δ′θ auf T,

∂

∂ν
u = 0 auf Γ (2.2)

löst. Da der konstante Lösungsanteil durch die Neumannrandbedingung nicht
festgelegt wird, fordern wir zusätzlich, dass

∫

T

u ds = 0, (2.3)

um Eindeutigkeit in (2.2) zu erhalten. Wir verwenden in dieser Arbeit stets
den schwachen Lösungsbegriff für die vorkommenden partiellen Differential-
gleichungen. Die Normierungsbedingung (2.3) ist daher als Auswertung der
Spur u|T an der auf T konstanten Funktion zu verstehen, das heißt

〈u|T , 1 〉 = 0.

Das Randwertproblem (2.2) besitzt unter der Bedingung (2.3) eine eindeutige
Lösung u ∈ H−ε(D\Ω). Um dies zu beweisen, betrachten wir eine Folge glatter
Funktionen (fn)n ⊂ C∞

⋄ (T ), die bezüglich der H−3/2−ε(T )-Topologie gegen δ′θ
konvergiert, das heißt

‖fn − δ′θ‖H−3/2−ε(T ) = sup
‖v‖

H3/2+ε=1

∣∣∣∣
∫

T

fnv ds+
∂v

∂t
(zθ)

∣∣∣∣→ 0, n→ ∞. (2.4)

Solche Folgen existieren, da C∞
⋄ (T ) dicht inH

−3/2−ε
⋄ (T ) ist, vgl. Lions und Ma-

genes [73, Kapitel 1, Abschnitt 7.3]. Zur Berechnung der von den Randströmen
fn erzeugten Potentiale benötigen wir die Neumannfunktion des Laplaceope-
rators in D:

N(z, x) =






−
1

2π

(
log |z − x| + log

∣∣∣∣
z

|z|
− |z|x

∣∣∣∣
)
, z 6= 0,

−
1

2π
log |x|, z = 0.

(2.5)

Die Neumannfunktion ist für alle x ∈ D die eindeutige Lösung von

∆zN(z, x) = δ(z − x) in D,
∂

∂zν
N(z, x) = −

1

2π
auf T

und ∫

T

N(z, x) ds(z) = 0, (2.6)

vgl. Henrici [48, §15.7]. Auf D \ {z} ist N(z, ·) eine glatte Funktion und ihre
Spur liegt insbesondere in H3/2+ε(T ).
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Die Potentiale

u0,n(z) =

∫

T

N(z, zt) fn(zt) ds(zt), z ∈ D (2.7)

lösen die Randwertprobleme

∆u0,n = 0 in D,
∂

∂ν
u0,n = fn auf T,

s. [48, §15.7]. Wegen (2.4) konvergiert die Folge (u0,n)n in H−ε(D) gegen

u0(z) := −
∂

∂xτ
N(z, x)|x=zθ = −

1

π

z · z⊥θ
|z − zθ|2

, z 6= zθ (2.8)

für z⊥θ = (− sin θ, cos θ), vgl. [73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2], und u0 löst das
sogenannte Referenzproblem

∆u0 = 0 in D,
∂

∂ν
u0 = δ′θ auf T (2.9)

und ∫

T

u0 ds = 0. (2.10)

Gleichung (2.9) beschreibt das elektrostatische Potential, das durch den Rand-
strom δ′θ bei homogener Leitfähigkeit in D erzeugt wird. Wir nennen die Lösung
u0 von (2.9) daher Referenzpotential. Die Spur von u0 auf T lautet

u0|T (zt) = −
1

2π
cot

t− θ

2
, zt 6= zθ. (2.11)

u0 hat also einen Pol erster Ordnung in z = zθ, und die Spur von u0 gehört
nicht zu L1(T ), sondern u0 erfüllt die Normierungsbedingung (2.10) im Sinne
eines Cauchy’schen Hauptwerts.

Die Lösung von (2.2) ergibt sich als Summe u = u0+w des Referenzpotentials
und des sogenannten relativen Potentials w, das das Randwertproblem

∆w = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
w = 0 auf T,

∂

∂ν
w = −

∂

∂ν
u0 auf Γ (2.12)

unter der Bedingung ∫

T

w ds = 0 (2.13)

löst. Wir erhalten die Lösung w von (2.12) als Einfachschichtpotential

w(z) =

∫

Γ

N(z, x)ψ(x) ds(x), z ∈ D \ Ω (2.14)

mit einer Dichtefunktion

ψ ∈ C⋄(Γ) =

{
f ∈ C(Γ) :

∫

Γ

f ds = 0

}
.
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Das Einfachschichtpotential w ist harmonisch in D\Ω und erfüllt die homogene
Neumannbedingung auf T , denn

∂

∂ν
w(z) =

∫

Γ

∂

∂zν
N(z, x)ψ(x) ds(x) = −

1

2π

∫

Γ

ψ(x) ds(x) = 0 für z ∈ T.

Wir bestimmen ψ so, dass w die Randbedingung auf Γ in (2.12) erfüllt: Die
Normalenableitung von w auf Γ lautet

∂

∂ν
w(z) =

(
−
1

2
Id +K∗

Γ

)
ψ(z), z ∈ Γ

mit

K∗
Γψ(z) =

∫

Γ

∂

∂zν
N(z, x)ψ(x) ds(x), z ∈ Γ,

vgl. beispielsweise Griesmaier [27, Abschnitt 2.2]. Mithilfe der Fredholm’schen
Alternative kann dann wie üblich gezeigt werden, dass der Nullraum des Ope-
rators − 1

2 Id +K∗
Γ in H−1/2(Γ) trivial ist, vgl. etwa [27, Lemma 2.3], und wir

daher eine eindeutige Lösung der Gleichung
(
−
1

2
Id +K∗

Γ

)
ψ = −

∂

∂ν
u0|

Γ
(2.15)

erhalten. Diese Lösung ψ ist insbesondere stetig, denn u0 ist harmonisch in
D und damit analytisch in einer Umgebung des Randes Γ. Daher ist die Nor-
malenableitung von u0 auf Γ glatt, und (∂u0/∂ν)|Γ und damit ψ sind stetig,
vgl. Kress [65, Satz 2.23 und Korollar 4.16]. Das Integralmittel von ψ über Γ
verschwindet, denn

−
1

2

∫

Γ

ψ(z) ds(z) +

∫

Γ

K∗
Γψ(z) ds(z) = 0 (2.16)

und ∫

Γ

K∗
Γψ ds(z) =

∫

Γ

(∫

Γ

∂

∂zν
N(z, x) ds(z)

)
ψ(x) ds(x). (2.17)

Die Neumannfunktion N setzt sich aus der Summe zweier logarithmischer
Potentiale zusammen. Der erste Summand in (2.5) hat eine Singularität in
z = x ∈ Γ, und das Integralmittel der entsprechenden Normalenableitung über
den Rand Γ beträgt

−
1

2π

∫

Γ

∂

∂zν
log |z − x| ds(z) = −

1

2
, x ∈ Γ,

s. [65, Beispiel 6.16]. Die Singularität des zweiten Summanden liegt hingegen

in z = x/ |x|2 und damit nicht in D. Daher ist das zugehörige logarithmische
Potential harmonisch in Ω, und das Integral seiner Normalenableitung über Γ
verschwindet:

−
1

2π

∫

Γ

∂

∂zν
log

∣∣∣∣
z

|z|
− |z|x

∣∣∣∣ ds(z) = 0, x ∈ Γ.

In (2.17) gilt also
∫

Γ

K∗
Γψ ds(z) = −

1

2

∫

Γ

ψ(x) ds(x),
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Abbildung 2.1: Rückstreudaten für einen isolierenden Einschluss.

und aus (2.16) folgt ψ ∈ C⋄(Γ). Mit dieser Dichte liegt das Potential w aus
(2.14) in C2(D \Ω) und löst die Gleichung (2.12). Die Normierungsbedingung
(2.13) ist wegen (2.6) ebenfalls erfüllt.

Schließlich löst das Potential u = u0 + w die Gleichung (2.2) und erfüllt (2.3)
im Sinn eines Cauchy’schen Hauptwerts. u gehört wie u0 zu H−ε(D \ Ω) und
ist glatt für z 6= zθ ∈ T . Außerdem erfüllt u die Neumannbedingung auf Γ im
klassischen Sinn.

Eine Rückstreumessung im Punkt zθ ist nun folgendermaßen definiert:

b(θ) := −

(
∂

∂τ
w|T

)
(zθ). (2.18)

Im Gegensatz zum Potential u ist w glatt auf dem Rand T und kann an der
Stelle der Elektroden zθ ausgewertet werden. (2.18) ist folglich wohldefiniert.

Bislang hingen alle Potentiale vom festen Parameter θ ∈ [0, 2π) ab. Nun be-
trachten wir die Funktion b : [0, 2π) → R, die für alle Winkel θ ∈ [0, 2π)
durch (2.18) definiert sei. Wir nennen diese Funktion die Rückstreufunktion

oder Rückstreudaten. Abbildung 2.1 zeigt die Rückstreudaten für einen isolie-
renden Einschluss, der im linken Bild in grün eingezeichnet ist. Die Werte der
Rückstreufunktion rechts wurden anhand von Formel (2.18) numerisch für jede
Position θ berechnet.

Beispiel 2.1. Wir berechnen die Rückstreudaten eines isolierenden konzentri-
schen Kreises Ω = BR mit Radius R in D. Offensichtlich sind die Rückstreu-
daten in diesem Fall nicht von der Position θ, sondern nur vom Radius R des
Einschlusses abhängig. Wir bezeichnen ihren Wert mit βR. Zur Bestimmung
von βR berechnen wir die Potentiale u und u0 für θ = 0, in dem wir (2.2)
und (2.9) mithilfe eines Fourierreihenansatzes lösen, s. Axler, Bourdon und
Ramey [7, Kapitel 10] sowie [81, Abschnitte 5.2 und 5.3]. Die Fourierreihe des
Tangentialdipols δ′0 lautet

δ′0(t) = −
1

π

∞∑

k=1

k sin kt,
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Abbildung 2.2: βR für R ∈ (0, 1) aus Beispiel 2.1.

vgl. Walter [91, Abschnitt 10.VI]. Das ergibt für x = rzt, r ∈ [0, 1), t ∈ [0, 2π)
die Reihenentwicklung

u0(x) = −
1

π

∞∑

k=1

rk sinkt

für das Referenzpotential. Auf dem Kreisring r ∈ (R, 1) hat das Potential u die
Gestalt

u(x) = −
1

π

∞∑

k=1

(
1

1−R2k
rk +

R2k

1−R2k
r−k

)
sin kt.

Folglich ist

w(x) = −
1

π

∞∑

k=1

R2k

1−R2k

(
rk + r−k

)
sin kt

und

βR = −
∂

∂t
w(zt)|t=0 =

2

π

∞∑

k=1

k
R2k

1−R2k
> 0. (2.19)

βR ist als Funktion von R monoton wachsend und unbeschränkt für R → 1,

lim
R→0

βR = 0 und lim
R→1

βR = +∞,

vgl. auch Abbildung 2.2. Der Radius R eines isolierenden kreisförmigen Ein-
schlusses im Zentrum vonD ist somit aus seinen Rückstreudaten identifizierbar.

2.2 Rückstreuung von einem inhomogenen Medium

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt die Definition der Rückstreufunktion
auf strikt positive elektrische Leitfähigkeiten σ ∈ L∞(D), die homogen in der
Nähe des Randes T sind, das heißt, σ ≥ c > 0, und supp (σ−1) sei eine kompak-
te Teilmenge von D. Für eine alternative Formulierung von (2.18) verwenden
wir die Neumann-Dirichlet-Abbildung Λ, die einem am Rand des Gebiets D
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angelegten Strommuster f = ∂û/∂ν die Dirichletdaten des resultierenden Po-
tentials û zuweist. Das Potential û hängt von der elektrischen Leitfähigkeit im
Gebiet D ab und erfüllt die elliptische Differentialgleichung

∇ · (σ∇û) = 0 in D,
∂

∂ν
û = f auf T. (2.20)

Die Referenzabbildung Λ0 ist in analoger Weise definiert. Sie weist einem Rand-
strom f die Dirichletdaten des Referenzpotentials û0 zu, das sich bei homogener
Leitfähigkeit einstellt:

∆û0 = 0 in D,
∂

∂ν
û0 = f auf T. (2.21)

Wie zuvor normieren wir die Potentiale durch
∫

T

ûds = 0 und

∫

T

û0 ds = 0.

Mithilfe der Neumann-Dirichlet-Abbildungen lässt sich die Spur des relativen
Potentials ŵ = û− û0 darstellen durch

(Λ− Λ0) δ
′
θ = ŵ|T ,

vgl. Gleichung (2.14). Die zu (2.18) korrespondierende Definition der Rück-
streudaten lautet daher

b(zθ) = 〈δ′θ, (Λ− Λ0)δ
′
θ〉 . (2.22)

Wir diskutieren nun zunächst die eindeutige Lösbarkeit der beiden Neumann-
probleme (2.20) und (2.21), bevor wir die Regularität der Neumann-Dirichlet-
Abbildungen untersuchen, um die Darstellung (2.22) zu rechtfertigen. Wir be-
ginnen mit einem Lemma, das die Regularität einer harmonischen Funktion im
Inneren eines Gebiets untersucht:

Lemma 2.2. U und U0 seien zwei beschränkte C∞-Gebiete und U ⊂ U0. Die
Funktion v ∈ Hs(U0), s ∈ R, sei harmonisch. Dann gilt

‖v‖Hr(U) ≤ C ‖v‖Hs(U0)

für alle r ∈ R mit einer Konstanten C > 0. Insbesondere ist v|U ∈ C∞(U).

Beweis: Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass s eine ganze Zahl sei. Gilt
die Aussage des Lemmas nämlich für alle s ∈ Z, so wählen wir zu s′ ∈ R\Z ein
s ∈ Z mit s < s′. Da Hs′(U0) ⊂ Hs(U0) stetig eingebettet ist, gilt die Aussage
des Lemmas auch für s, vgl. [73, Kapitel 1, Abschnitte 6.1 und 9.1].

Im Verlauf der folgenden Abschätzungen bezeichne C eine Konstante, deren
Wert variiert, aber nicht von v abhängt. U1 sei ein weiteres C∞-Gebiet mit
U ⊂ U1 und U1 ⊂ U0. Wir wählen eine Abschneidefunktion η ∈ C∞

0 (U0), die
in U1 den Wert eins hat. Die Distribution ṽ = η v löst das Dirichletproblem

∆ṽ = F in U0, ṽ = 0 auf ∂U0
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für F = 2∇η · ∇v +∆η v. Die Distribution F hat wie η kompakten Träger in
U0 und liegt in Hs−1(U0) mit

‖F‖Hs−1(U0)
≤ C ‖v‖Hs(U0)

,

s. [73, Kapitel 1, Lemma 7.2]. Aus der Lösungstheorie für das Dirichletproblem
[73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2] folgt, dass

‖ṽ‖Hs+1(U0)
≤ C ‖F‖Hs−1(U0)

.

Da η ≡ 1 auf U1 ⊂ U0, gilt

‖v‖Hs+1(U1)
= ‖ṽ‖Hs+1(U1)

≤ ‖ṽ‖Hs+1(U0)

und insgesamt
‖v‖Hs+1(U1)

≤ C ‖v‖Hs(U0)
.

Im Übergang von U0 auf die kleinere Menge U1 erhöht sich also der Exponent
des Sobolevraums, in dem v liegt, um eins. Dies nutzen wir nun iterativ aus
und wählen im nächsten Schritt eine Menge U2 mit U ⊂ U2 und U2 ⊂ U1. Die
gleiche Konstruktion wie eben ergibt, dass

‖v‖Hs+2(U2)
≤ C ‖v‖Hs+1(U1)

≤ C ‖v‖Hs(U0)
.

Für ein vorgegebenes r ∈ R wiederholen wir dies k-mal, bis r ≤ s + k. Damit
ist die Behauptung gezeigt.

Nach dieser Vorarbeit beweisen wir, dass die Neumannprobleme (2.20) und
(2.21) eindeutig lösbar sind:

Satz 2.3. Für einen beliebigen Randstrom f ∈ Hs
⋄(T ), s ∈ R, haben die

Randwertprobleme (2.20) und (2.21) eindeutige Lösungen û und û0 in

Hs := Hmin{1,s+3/2}(D) ∩H1
loc(D),

wobei

H1
loc(D) = {v ∈ D′(D) : v|U ∈ H1(U) für jedes offene U mit U ⊂ D}

und D′(D) den Raum der Distributionen bezeichne.

Beweis: Zu einem Randstrom f ∈ Hs
⋄(T ) hat das Neumannproblem (2.21) eine

eindeutige Lösung û0 ∈ Hs+3/2(D), die

‖û0‖Hs+3/2(D) ≤ C ‖f‖Hs(T ) (2.23)

erfüllt, vgl. [73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2]. Aufgrund von Lemma 2.2 ist û0
glatt auf offenen Teilmengen U von D mit U ⊂ D, und folglich ist û0 ∈ Hs.
Ω sei ein C∞-Gebiet mit supp (σ − 1) ⊂ Ω und Γ = ∂Ω ⊂ D, und η ∈ C∞

0 (D)
sei eine Abschneidefunktion, die eins auf Ω ist. Ω0 sei ein weiteres Gebiet mit
supp η ⊂ Ω0 und Ω0 ⊂ D. Wir zeigen, dass das Variationsproblem

∫

D

σ∇ŵ · ∇v dx =

∫

D

σ∇û0 · ∇(ηv) dx für alle v ∈ H1
⋄ (D) (2.24)
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eine eindeutige Lösung ŵ ∈ H1
⋄ (D) besitzt. û0− ŵ löst dann (2.20), wie wir im

Folgenden sehen werden. Die linke Seite von (2.24) definiert eine stetige und
koerzive Bilinearform auf H1

⋄ (D) × H1
⋄ (D). Auf der rechten Seite von (2.24)

untersuchen wir den linearen Operator

A : H1
⋄ (D) → R, A(v) =

∫

D

σ∇û0 · ∇(ηv) dx.

Die Stetigkeit von A folgt aus der Schwarz’schen Ungleichung:

|A(v)| ≤ ‖σ∇û0‖L2(Ω0)
3 ‖∇(ηv)‖L2(Ω0)

3

≤ C ‖û0‖H1(Ω0)
‖v‖H1(Ω0)

.

Wir wenden Lemma 2.2 auf û0 an und erhalten mit (2.23), dass

|A(v)| ≤ C ‖f‖Hs(T ) ‖v‖H1(D) für alle v ∈ H1
⋄ (D).

Das Lemma von Lax-Milgram garantiert nun die Existenz einer eindeutigen
Lösung ŵ ∈ H1

⋄ (D) des Variationsproblems (2.24) mit

‖ŵ‖H1(D) ≤ C ‖f‖Hs(T ) , (2.25)

s. beispielsweise Gilbarg und Trudinger [26, Satz 5.8]. Für die distributionelle
Definition der Divergenz von σ∇ŵ erhalten wir aus (2.24) mit v ∈ C∞

0 (D) die
Gleichung

〈∇ · (σ∇ŵ), v 〉 = −

∫

D

σ∇ŵ · ∇v dx

=

∫

D

σ∇û0 · ∇
(
(1 − η)v

)
dx −

∫

D

σ∇û0 · ∇v dx

=

∫

D\Ω

∇û0 · ∇
(
(1 − η)v

)
dx + 〈∇ · (σ∇û0), v 〉.

Da û0 in D \ Ω harmonisch und (1 − η)v jeweils in einer Umgebung von Γ
und T null ist, folgt aus der Green’schen Identität, dass der erste Term auf der
rechten Seite in obiger Gleichung verschwindet. Wir erhalten

∇ · (σ∇ŵ) = ∇ · (σ∇û0) in D

im distributionellen Sinn. Insbesondere ist ŵ außerhalb der Menge Ω harmo-
nisch. Die Normalenableitung von ŵ auf T erfüllt aufgrund der Green’schen
Formel die Gleichung

〈
∂

∂ν
ŵ, v

〉
=

∫

D

∇ · (σ∇ŵ) v dx+

∫

D

σ∇ŵ · ∇v dx für v ∈ H1
⋄ (D).

Dieser Ausdruck verschwindet wegen (2.24), wenn wir Testfunktionen einset-
zen, deren Träger in D \ Ω0 liegt. Daher ist ∂ŵ/∂ν = 0 auf T .

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass û = û0 − ŵ ∈ Hs das Randwertpro-
blem (2.20) löst. (2.23) und (2.25) ergeben zusammen, dass

‖û‖Hmin{1,s+3/2}(D) ≤ C ‖f‖Hs(T ) . (2.26)
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Wir zeigen nun noch, dass die Lösung von (2.20) eindeutig ist. Dazu seien
u1 und u2 zwei Lösungen von (2.20) in Hs und h = u1 − u2. Die Spur g =
(u1 − u2)|Γ auf Γ liegt dann in H1/2(Γ), und die Einschränkung h|D\Ω löst das
Randwertproblem

∆h = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
h = 0 auf T, h = g auf Γ.

Folglich ist h|D\Ω ∈ H1(D \ Ω), s. [73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2], und h liegt

nicht nur lokal, sondern insgesamt in H1(D). Somit ist h die aufgrund des
Lemmas von Lax-Milgram eindeutige Lösung von (2.20) mit f = 0 in H1

⋄ (D).
Diese Lösung ist allerdings konstant, und damit ist h ≡ 0.

Wir kommen nun zur Neumann-Dirichlet-Abbildung:

Satz 2.4. Die Neumann-Dirichlet-Abbildungen Λ und Λ0 sind stetige lineare
Abbildungen Hs

⋄(T ) → Hs+1
⋄ (T ). Die Differenzabbildung Λ − Λ0 ist darüber

hinaus beschränkt als Abbildung von Hs
⋄(T ) nach C∞

⋄ (T ) für ein beliebiges
s ∈ R.

Beweis: Die Linearität der Neumann-Dirichlet-Abbildungen folgt aus der Li-
nearität der zugrunde liegenden Randwertprobleme. Aufgrund der Ergebnisse
von Satz 2.3, bleibt nur, die Stetigkeit beider Neumann-Dirichlet-Abbildungen
nachzuweisen. Wir beginnen mit der Referenzabbildung Λ0, deren Stetigkeit
durch den Spursatz, s. [73, Kapitel 2, Sätze 6.5 und 7.2], kombiniert mit (2.23)
gesichert wird, denn

‖û0‖Hs+1(T ) ≤ C ‖û0‖Hs+3/2(D) ≤ C ‖f‖Hs(T ) .

û ∈ Hs sei wie zuvor die Lösung von (2.20). Das C∞-Gebiet Ω umschließe
die Inhomogenität supp (σ − 1) mit Ω ⊂ D. Ferner sei U eine Umgebung von
Γ = ∂Ω in D \ supp (σ − 1), und U ⊂ U0 für ein weiteres Gebiet U0 mit
U0 ⊂ D \ supp (σ − 1), vgl. die Voraussetzungen von Lemma 2.2. û ist nun
harmonisch in (D \Ω)∪U0 und der Spursatz sowie [73, Kapitel 2, Bemerkung
7.2] ergeben, dass

‖û‖Hs+1(T ) ≤ C ‖û‖Hs+3/2(D\Ω) ≤ C

(
‖f‖Hs(T ) +

∥∥∥∥
∂

∂ν
û

∥∥∥∥
Hs(Γ)

)
.

Wir wenden noch einmal den Spursatz an und erhalten mithilfe von Lemma
2.2 und Abschätzung (2.26), dass

∥∥∥∥
∂

∂ν
û

∥∥∥∥
Hs(Γ)

≤ C ‖û‖Hs+3/2(U) ≤ C ‖û‖Hmin{1,s+3/2}(U0)
≤ C ‖f‖Hs(T ) .

Insgesamt gilt

‖û‖Hs+1(T ) ≤ C ‖f‖Hs(T ) ,

und Λ ist somit beschränkt.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Spur von ŵ = û− û0 für beliebige r ∈ R in Hr
⋄(T )

liegt. Dann liegt ŵ|T auch in C∞
⋄ (T ). Die Normalenableitung von ŵ verschwin-

det auf T , und unter Verwendung von (2.25) ergibt eine analoge Argumentation
wie eben, dass

‖ŵ‖Hr(T ) ≤ C

∥∥∥∥
∂

∂ν
ŵ

∥∥∥∥
Hr−1(Γ)

≤ C ‖ŵ‖Hr+1/2(U)

≤ C ‖ŵ‖H1(U0)
≤ C ‖f‖Hs(T ) .

Es gilt also
‖(Λ − Λ0)f‖Hr(T ) ≤ C ‖f‖Hs(T ) .

Die Behauptung ist nun gezeigt.

Wählen wir in Satz 2.4 den Exponenten s = −3/2− ε, so ist der Ausdruck in

Gleichung (2.22) wegen δ′θ ∈ H
−3/2−ε
⋄ (T ) und (Λ − Λ0)δ

′
θ ∈ C∞

⋄ (T ) wohldefi-
niert.

Die Definition (2.18) beziehungsweise (2.22) der Rückstreudaten behält ihre
Gültigkeit, wenn sich im Gebiet D ein perfekt leitender Einschluss Ω befin-
det. In einem perfekten Leiter gleichen sich Potentialunterschiede aus. Bei den
Randwertproblemen (2.2) beziehungsweise (2.20) wird daher die Neumannbe-
dingung auf Γ durch die Vorgabe konstanter Dirichletdaten ersetzt, das heißt

∆u = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
u = δ′θ auf T, u = konstant auf Γ. (2.27)

Eindeutigkeit von u erhalten wir wieder durch die Normierungsbedingung (2.3).

Beispiel 2.5. Wir berechnen die Rückstreudaten für einen perfekt leitenden
kreisförmigen Einschluss BR, R < 1, der zentriert in D liegt, vgl. Beispiel
2.1. Die Rückstreudaten sind nur von R und nicht von θ abhängig, und wir
bezeichnen sie für einen perfekt leitenden Einschluss mit β′

R. Das Potential u
aus (2.27) lautet für x = rxt, r ∈ (R, 1) und t ∈ [0, 2π):

u(x) = −
1

π

∞∑

k=1

(
1

1 +R2k
rk −

R2k

1 +R2k
r−k

)
sin kt.

Das relative Potential ist dann

w(x) =
1

π

∞∑

k=1

R2k

1 +R2k
(rk + r−k) sin kt,

und die Rückstreudaten haben den Wert

β′
R = −

2

π

∞∑

k=1

k
R2k

1 +R2k
< 0. (2.28)

β′
R ist als Funktion von R negativ und streng monoton fallend,

lim
R→0

β′
R = 0 und lim

R→1
β′
R = −∞.

Wie im Fall des Isolators ist der Radius R aus dem Wert der Rückstreudaten
eindeutig bestimmbar.
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Φ

Ψ

DD̃

TT̃

Ω
Ω̃

Abbildung 2.3: Konforme Abbildung eines Gebiets auf die Einheitskreisscheibe.

2.3 Rückstreuung auf einem beliebigen Gebiet

Die Rückstreufunktion für ein einfach zusammenhängendes Gebiet D̃ mit ana-
lytischem Jordanrand lässt sich mithilfe einer konformen Koordinatentransfor-
mation auf den kreisförmigen Fall zurückführen. Wir identifizieren R2 mit der
komplexen Ebene, indem wir einen Punkt x = (x1, x2) ∈ R

2 mit der komplexen
Zahl ξ(x) = x1 + ix2 ∈ C gleichsetzen. Die bereits verwendete Parametrisie-
rung des Einheitskreises zt = (sin t, cos t) lautet dann zt = eit für t ∈ [0, 2π).
Entsprechend betrachten wir eine Menge U je nach Kontext als Untermenge
von R2 oder C.

D̃ ⊂ C sei ein einfach zusammenhängendes Gebiet in der komplexen Ebene.
Der Riemann’sche Abbildungssatz besagt, dass sich D̃ konform auf die Ein-
heitskreisscheibe D ⊂ C abbilden lässt. Eine konforme Abbildung von D̃ nach
D ist eine komplexe Funktion Φ, die holomorph ist und Φ′(ζ) 6= 0 für alle ζ ∈ D̃
erfüllt. Während diese Bedingung nur lokale Umkehrbarkeit impliziert, fordern
wir darüber hinaus, dass Φ injektiv ist. Selbstüberlappungen des Gebiets D̃ sind
damit ausgeschlossen, und die inverse Funktion Ψ = Φ−1 ist eine konforme Ab-
bildung von D auf D̃. Der Begriff konform beschreibt auf folgende Weise die
Abbildungseigenschaften einer solchen analytischen Funktion: Schneiden sich
zwei Kurven in D̃ mit Winkel α, so schneiden sich die Bilder der beiden Kur-
ven unter Φ mit demselben Winkel. Insbesondere bleiben deshalb Normalen-
und Tangentialableitungen unter einer konformen Koordinatentransformation
bis auf Stauchungen beziehungsweise Streckungen erhalten.

Der Rand T̃ des Gebiets D̃ sei eine analytische Jordankurve. Dann lässt sich
die konforme Abbildung Φ analytisch auf den Rand T̃ und durch Spiegelung
über ihn hinaus fortsetzen. Zu den hier genannten Eigenschaften konformer
Abbildungen verweisen wir auf Henrici [47, Kapitel 5] und Ahlfors [2, Kapitel
3 und 6]. Abbildung 2.3 verdeutlicht die hier beschriebene Situation.

Der Riemann’sche Abbildungssatz beinhaltet eine Normierungsbedingung, die
durch Festlegung eines Punktes ζ0 ∈ D̃ mit Φ(ζ0) = 0 und Φ′(ζ0) > 0 Ein-
deutigkeit der konformen Abbildung garantiert. Wir verzichten hier auf die
Normierung und betrachten im Folgenden eine beliebige, aber fest gewählte
konforme Abbildung Φ, die D̃ auf D abbildet. Für Φ und Ψ verwenden wir
meist komplexe Notation, ansonsten behalten wir die Vektornotation des R2
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bei. Der Übersichtlichkeit halber verwenden wir im Definitionsbereich von Φ
griechische Variablen, ζ = λ + iη, und im Bildbereich lateinische wie bisher,
z = x+iy. Wir bezeichnen den Real- und Imaginärteil von Φ mit Φ1 respektive
Φ2. Da Φ die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfüllt, gilt

Φ′(ζ) =
∂

∂λ
Φ1(ζ) + i

∂

∂λ
Φ2(ζ).

Durch χ(t) := Ψ(zt), t ∈ [0, 2π), erhalten wir eine reguläre, positiv orientierte

Parametrisierung von T̃ mit χ′(t) = iΨ′(zt)zt 6= 0 für alle t ∈ [0, 2π), vgl. [81,

Abschnitt 2.4]. Wir bezeichnen die Punkte auf T̃ auch mit ζt = χ(t). Ist χ(t) =
χ1(t) + iχ2(t) mit Real- und Imaginärteil χ1 beziehungsweise χ2, so lauten der

Tangential- und der äußere Normalenvektor an T̃ im Punkt ζt:

τζt = |Φ′(ζt)|
(
χ′
1(t), χ

′
2(t)
)T

und νζt = |Φ′(ζt)|
(
χ′
2(t),−χ

′
1(t)

)T
.

Aufgrund der Konformität von Φ ergibt sich daraus für die Tangential- und
Normalenableitungen einer Funktion ṽ = v ◦ Φ, dass

∂

∂τ
ṽ(ζt) = |Φ′(ζt)|

∂

∂τ
v(zt) und

∂

∂ν
ṽ(ζt) = |Φ′(ζt)|

∂

∂ν
v(zt).

Der Winkel θ ∈ [0, 2π) sei beliebig, aber im Folgenden fest gewählt. Analog
zu (2.1) bezeichnen wir die Tangentialableitung der Deltadistribution in ζθ mit
δ̃′θ. Sie ist definiert durch

〈δ̃′θ, ṽ〉H−3/2−ε(T̃ )×H3/2+ε(T̃ ) = −
∂

∂τ
ṽ(ζθ)

für alle ṽ ∈ H3/2+ε(T̃ ), vgl. die Definition der Sobolevräume auf T̃ in [65, Ab-
schnitt 8.2]. Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese Definition von der jewei-

ligen Parametrisierung von T̃ und damit auch von der konformen Abbildung
Ψ unabhängig ist.

Lemma 2.6. (fn)n ⊂ C∞
⋄ (T ) konvergiere in der Topologie von H−3/2−ε(T )

gegen δ′θ. Wir definieren eine Folge in C∞
⋄ (T̃ ) durch

f̃n(ζ) := |Φ′(ζθ)| (fn ◦ Φ) (ζ) |Φ′(ζ)| , ζ ∈ T̃ .

Dann konvergiert die Folge (f̃n)n in H−3/2−ε(T̃ ) gegen δ̃′θ.

Beweis: Für eine Funktion ṽ ∈ H3/2+ε(T̃ ) liegt die transformierte Funktion
v := ṽ ◦Ψ in H3/2+ε(T ) und

‖v‖H3/2+ε(T ) ≤ C ‖ṽ‖H3/2+ε(T̃ ) (2.29)

mit einer von ṽ unabhängigen Konstanten C > 0, vgl. Adams [1, Satz 3.35].
Es gilt

∣∣∣〈 f̃n − δ̃′θ, ṽ 〉
∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

T̃

f̃nṽ ds+
∂

∂τ
ṽ(ζθ)

∣∣∣∣

= |Φ′(ζθ)|

∣∣∣∣
∫

T̃

(fn ◦ Φ)(v ◦ Φ) |Φ′| ds+
∂

∂τ
v (zθ)

∣∣∣∣

= |Φ′(ζθ)|

∣∣∣∣
∫

T

fnv ds+
∂

∂τ
v(zθ)

∣∣∣∣

= |Φ′(ζθ)| |〈 fn − δ′θ, v 〉| .

(2.30)
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Wegen (2.29) können wir in (2.30) das Supremum über alle ṽ ∈ H−3/2−ε(T̃ )
bilden und erhalten
∥∥∥f̃n − δ̃′θ

∥∥∥
H−3/2−ε(T̃ )

≤ C |Φ′(ζθ)| ‖fn − δ′θ‖H−3/2−ε(T ) → 0 für n→ ∞.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die Folge (fn)n ⊂ C∞
⋄ (T ) konvergiere also gegen δ′θ und die transformierte Fol-

ge (f̃n)n ⊂ C∞
⋄ (T̃ ) entsprechend gegen δ̃′θ. u0,n seien die zu den fn gehörigen

Referenzpotentiale aus (2.7), die inH−ε(D) gegen u0 aus (2.8) konvergieren. Da
harmonische Funktionen unter konformen Koordinatentransformationen har-
monisch bleiben, lösen die Potentiale

ũ0,n(ζ) = |Φ′(ζθ)| (u0,n ◦ Φ)(ζ) + c0,n

die Randwertprobleme

∆ũ0,n = 0 in D̃,
∂

∂ν
ũ0,n = f̃n auf T̃

mit Konstanten c0,n, die jeweils
∫

T̃

ũ0,n ds = 0

sicherstellen. Für das Referenzpotential ũ0 gilt die entsprechende Beziehung

ũ0(ζ) = |Φ′(ζθ)| (u0 ◦ Φ)(ζ) + c0

mit einer Konstanten c0, die die Normierungsbedingung garantiert. Da die
Koordinatentransformation eine stetige lineare Abbildung von H−ε(D) nach

H−ε(D̃) ist, vgl. [1, Satz 3.35], folgt aus der Konvergenz der u0,n gegen u0 in

H−ε(D) die Konvergenz der transformierten Folge (ũ0,n)n gegen ũ0 in H
−ε(D̃).

Im Gebiet D̃ ⊂ C befinde sich ein isolierendes, einfach zusammenhängendes
Gebiet Ω̃ mit C2+α-Rand Γ̃ = ∂Ω̃, α > 0. Der Isolator Ω̃ wird von Φ auf
ein einfach zusammenhängendes Gebiet Ω = Φ(Ω̃) abgebildet und die Ränder

Γ = ∂Ω und Γ̃ korrespondieren unter Φ. Wie zuvor untersuchen wir das elek-
trostatische Potential ũ, das durch den Randstrom δ̃′θ in D̃ erzeugt wird:

∆ũ = 0 in D̃ \ Ω̃,
∂

∂ν
ũ = δ̃′θ auf T̃ ,

∂

∂ν
ũ = 0 auf Γ̃ (2.31)

mit Normierung ∫

T̃

ũ ds = 0. (2.32)

Lemma 2.7. Die Funktion

ũ(ζ) = |Φ′(ζθ)| (u ◦ Φ)(ζ) + c (2.33)

mit u aus (2.2) löst (2.31). ũ erfüllt die Normierungsbedingung (2.32), wenn

c = − |Φ′(ζθ)|

∫

T

u(z) |Ψ′(z)| ds(z).
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Beweis: Wir beweisen die Relation (2.33) zuerst für stetige Potentiale, die von
glatten Randströme herrühren. Dazu beginnen wir mit einer beliebigen Folge
(fn)n ⊂ C∞

⋄ (T ), die in H−3/2−ε(T ) gegen δ′θ konvergiert. Zu dem Randstrom
fn sei un ∈ C1(D \ Ω) die Lösung des Randwertproblems

∆un = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
un = fn auf T,

∂

∂ν
un = 0 auf Γ

unter der Bedingung ∫

T

un ds = 0.

Wir leiten eine Darstellung von un wie in Abschnitt 2.1 her. Dazu definieren
wir wie in (2.14) das relative Potential

wn(z) =

∫

Γ

N(z, x)ψn(x) ds(x), z ∈ D \ Ω,

mit einer stetigen Dichtefunktion ψn, die (2.15) mit u0,n anstelle von u0 löst.
Da die u0,n harmonisch in D sind, konvergieren sie und ihre Ableitungen lokal
gleichmäßig. Insbesondere konvergiert ∂u0,n/∂ν gleichmäßig gegen ∂u0/∂ν auf
Γ, vgl. Dautray und Lions [19, Kapitel II, §2.3]. Da der Operator in (2.15) be-
schränkt ist, konvergieren die Dichten ψn gleichmäßig gegen ψ, und damit kon-
vergiert auch die Folge der Einfachschichtpotentiale wn auf D \Ω gleichmäßig
gegen w aus (2.14). Insgesamt konvergiert also die Folge der un = u0,n+wn in
der H−ε(D \ Ω)-Topologie gegen das Potential u aus (2.2). Wir definieren

ũn(ζ) := |Φ′(ζθ)| (un ◦ Φ) (ζ) + cn

mit Konstanten cn, die ∫

T̃

ũn ds = 0

garantieren. ũn ist harmonisch in D̃ \ Ω̃, und wegen

∂

∂ν
ũn(ζ) = |Φ′(ζθ)| |Φ

′(ζ)|
∂

∂ν
un (Φ(ζ)) für ζ ∈ T̃ ∪ Γ̃

löst ũn das Randwertproblem

∆ũn = 0 in D̃ \ Ω̃,
∂

∂ν
ũn = f̃n auf T̃ ,

∂

∂ν
ũn = 0 auf Γ̃.

Die ũn konvergieren gegen ũ aus (2.33), denn

‖ũn − ũ‖
H−ε(D̃\Ω̃)

≤ C ‖un − u‖H−ε(D\Ω) → 0 für n→ ∞.

Insbesondere gilt wegen der Stetigkeit der Spurabbildung und der Konvergenz
von (f̃n)n gegen δ̃′θ, dass

∂

∂ν
ũ = δ̃′θ.

Das ist die Behauptung.
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γ−

z0

zh

z−h

−

+

Abbildung 2.4: Elektrodenanordnung in Abschnitt 2.4.

Die beiden relativen Potentiale w und w̃ = ũ − ũ0 stehen Lemma 2.7 zufolge
in der Beziehung

w̃(ζ) = |Φ′(ζθ)| (w ◦ Φ) (ζ) + c− c0,

und w̃ hat die Tangentialableitung

∂

∂τ
w̃(ζt) = |Φ′(ζθ)| |Φ

′(ζt)|
∂

∂τ
w (Φ(ζt)) . (2.34)

Wir definieren die Rückstreudaten im Punkt ζθ für das Gebiet D̃ wie in Ab-
schnitt 2.1 durch

b̃(θ) := −

(
∂

∂τ
w̃|T̃

)
(ζθ).

Durchläuft θ die Werte [0, 2π), so ergibt sich mithilfe von (2.34) die reelle
Rückstreufunktion

b̃(θ) = |Φ′(ζθ)|
2
b(θ), θ ∈ [0, 2π). (2.35)

Bemerkung 2.8. Die in diesem Abschnitt durchgeführten Rechnungen und
insbesondere Lemma 2.7 gelten auch, wenn Ω̃ und entsprechend Ω perfekt
leitende Einschlüsse sind. Die Neumannbedingung auf Γ̃ in (2.31) muss dann

durch eine konstante Dirichletvorgabe ersetzt werden. Da die Ränder Γ̃ und Γ
unter Φ korrespondieren, ist u ◦Φ und damit wegen (2.33) auch ũ konstant auf

Γ̃. Mit (2.33) behält auch Gleichung (2.35) ihre Gültigkeit für perfekt leitende
Einschlüsse.

2.4 Approximation einer Elektrodenmessung

Dieser Abschnitt beschreibt den Zusammenhang zwischen Rückstreudaten und
einer Messung des elektrostatischen Potentials mit zwei kleinen Elektroden, die
am Rand des Messobjekts nahe beieinander angebracht sind. Wir modellieren
die Elektroden mit dem sogenannten Lückenmodell (engl. gap model). Hier-
bei wird der Strom, der durch Elektroden angelegt wird, durch charakteris-
tische Funktionen auf der Kontaktfläche zwischen Elektrode und Messobjekt
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modelliert. Das Lückenmodell ist eine intuitive, wenn auch ungenaue Appro-
ximation, vgl. beispielsweise [9, 85]. Wir verwenden es hier, weil es das Kon-
zept der Rückstreumessung auf einfache Weise motiviert und verdeutlicht. Ein
genaueres Modell ist das vollständige Elektrodenmodell [53, 85]. Für eine Un-
tersuchung der Rückstreudaten im Kontext dieses Modells verweisen wir auf
die Arbeit [38] von Hanke, Harrach und Hyvönen. Wir betrachten hier wieder
die Einheitskreisscheibe D mit einem isolierenden einfach zusammenhängen-
den Gebiet Ω ⊂ D und approximieren eine Rückstreumessung an der Stelle
θ = 0, das heißt im Punkt zθ = (1, 0). Zwei Elektroden der Länge h > 0 seien
am Rand von D an den Positionen γ+ = γh+ = {zt : t ∈ [h/2, 3h/2]} und
γ− = γh− = {zt : z−t ∈ γ+} angebracht, und es fließe ein Strom von γ− nach
γ+, s. Abbildung 2.4. Das resultierende Potential uh erfüllt bei entsprechender
Normierung im Lückenmodell das Randwertproblem

∆uh = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
uh = fh auf T,

∫

T

uh ds = 0 (2.36)

mit

fh := −
1

2h2
(
1γ+ − 1γ−

)
∈ L2

⋄(T ) ,

wobei 1γ± die charakteristische Funktion auf der Elektrodenfläche γ± ⊂ T
bezeichne. Der Strom fh ist so normiert, dass fh für h→ 0 den Tangentialdipol
δ′0 approximiert, s. (2.41). Im Lückenmodell beschreibt 2hfh einen Strom der
Stärke einer Einheit, der von γ− zu γ+ fließt. Wir bezeichnen mit u0,h das
Referenzpotential zu (2.36), das heißt

u0,h(z) =

∫

T

N(z, zt) fh(zt) ds(zt), z ∈ D,

vgl. Gleichung (2.7). Das entsprechende relative Potential wh = uh−u0,h lässt
sich wie in Abschnitt 2.1 als Einfachschichtpotential über Γ darstellen mit
Dichte ψh ∈ C⋄(Γ):

wh(z) =

∫

Γ

N(z, x)ψh(x) ds(x) , z ∈ D \ Γ . (2.37)

Die Dichte ψh ist die Lösung von
(
−
1

2
Id +K∗

Γ

)
ψh = −

∂

∂ν
u0,h|

Γ
. (2.38)

Das Lückenmodell besagt, dass die an beiden Elektroden γ± gemessenen rela-
tiven Potentiale den Wert

W± :=
1

h

∫

γ±

wh(zt) ds(zt)

haben. Wir zeigen die Beziehung

W− −W+ = −2h

(
∂

∂τ
w|
T

)
(z0) +O(h3) (2.39)

mit w aus (2.14). Im Lückenmodell sind die Rückstreudaten demnach eine
Approximation zweiter Ordnung an die zwischen zwei Elektroden der Länge h
und im Abstand h gemessene Potentialdifferenz.
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Wir zeigen zuerst, dass die Familie von Randströmen fh für h → 0 gegen
δ′0 in H−4(T ) konvergiert. Im Verlauf der folgenden Rechnungen bezeichne C
eine Konstante, deren Wert variiert, aber einzig von Γ abhängt. Eine Funk-
tion v ∈ H4(T ) hat laut Sobolev’schem Einbettungssatz eine zweimal stetig
differenzierbare Ableitung nach der Bogenlänge ∂v/∂s ∈ H3(T ), s. beispiels-
weise [81, Lemma 5.3.3]. Diese erfüllt

3∑

l=0

sup
t∈[0,2π)

∣∣∣∣
∂lv

∂sl
(zt)

∣∣∣∣ ≤ C ‖v‖H4(T ) .

Aus diesem Grund kann ∂v/∂s durch zentrale Differenzenquotienten approxi-
miert werden, s. Hackbusch [28, Lemma 4.1.1], und wir erhalten

sup
|t|≤3h/2

∣∣∣∣
v(zt)− v(z−t)

2t
−
∂v

∂s
(z0)

∣∣∣∣ ≤ Ch2 ‖v‖H4(T ) .

Dies ermöglicht eine Abschätzung der distributionellen Auswertung von fh an
v ∈ H4(T ):

∣∣∣∣〈 fh, v 〉+
∂v

∂s
(z0)

∣∣∣∣ ≤
1

2h2

∫ 3h/2

h/2

2t

∣∣∣∣
v(zt)− v(z−t)

2t
−
∂v

∂s
(z0)

∣∣∣∣ dt

≤ Ch2 ‖v‖H4(T ) .

(2.40)

Aus (2.40) folgt für h → 0 die Konvergenz von fh gegen δ′0 in der Topologie
von H−4(T ), das heißt

‖fh − δ′0‖H−4(T ) ≤ Ch2 . (2.41)

Als Nächstes zeigen wir, dass die Dichten ψh gleichmäßig gegen ψ aus (2.15)
konvergieren: Die Normalenableitung von u0,h auf Γ lautet

∂

∂ν
u0,h(z) =

〈
fh,

∂

∂zν
N(z, · )

〉
für z ∈ Γ.

Die Normalenableitung der Neumannfunktion ∂N(z, · )/∂zν ist in der H4(T )-
Norm für alle z ∈ Γ gleichmäßig beschränkt. Daher können wir v in (2.40)
durch ∂N(z, · )/∂zν ersetzen. Dies ergibt zusammen mit der Definition von u0
in (2.8), dass

sup
z∈Γ

∣∣∣∣
∂

∂ν
u0,h(z)−

∂

∂ν
u0(z)

∣∣∣∣ ≤ Ch2
∥∥∥∥
∂

∂zν
N(z, ·)

∥∥∥∥
H4(T )

≤ Ch2.

Wie in Abschnitt 2.1 erläutert, ist der Operator in (2.38) stetig invertierbar
auf C⋄(Γ). Daraus folgt die gewünschte Abschätzung:

‖ψh − ψ‖C(Γ) ≤ Ch2.

Die Konvergenz der Dichten überträgt sich auf die relativen Potentiale aus
(2.14) und (2.37):

∥∥∥∥
∂

∂τ
wh −

∂

∂τ
w

∥∥∥∥
C(T )

≤ sup
z∈T

∫

Γ

∣∣∣∣
∂

∂zτ
N(z, x)

∣∣∣∣ds(x) ‖ψh − ψ‖C(Γ)

≤ Ch2.

(2.42)
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Da sich der Integrand in (2.37) für z = zt ∈ T beliebig oft nach der Bogenlänge
differenzieren lässt, sind die Ableitungen von wh|T wohldefiniert, und wh|T
konvergiert auch in H4(T ) für h→ 0 gegen w|T . Infolgedessen gilt, dass

W− −W+

2h
= −

1

2h2

∫

γ+

(
wh(zt)− wh(z−t)

)
ds(zt) = 〈 fh, wh 〉,

und damit
∣∣∣∣
W− −W+

2h
+

(
∂

∂τ
w|T

)
(z0)

∣∣∣∣ = |〈 fh − δ′0, wh 〉+ 〈 δ′0, wh − w 〉|

≤ ‖fh − δ′0‖H−4(T ) ‖wh‖H4(T ) +

∥∥∥∥
∂

∂τ
wh −

∂

∂τ
w

∥∥∥∥
C(T )

.

Zusammen mit (2.41) und (2.42) ergibt dies das gewünschte Resultat (2.39).
Wir haben somit folgende Interpretation der Rückstreudaten im Lückenmodell
gerechtfertigt: Für einen Strom einer Einheitsstärke, das heißt der Form 2hfh,
der von γ− nach γ+ fließt, entspricht die Potentialdifferenz zwischen den Elek-
troden γ− und γ+ einem Wert 4h2b(0) +O(h4). Die im Term vierter Ordnung
vorkommenden Konstanten hängen von Γ und damit vom Einschluss Ω ab. Die
Rückstreudaten können also als Term führender Ordnung aus der asymptoti-
schen Entwicklung gemessener Daten gewonnen werden.





3 Eigenschaften der Rückstreufunktion

3.1 Holomorphie

3.1.1 Faktorisierung der Neumann-Dirichlet-Abbildung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Rückstreudaten als holomorphe Funk-
tion in den Bereich fortgesetzt werden können, in dem die Leitfähigkeit ho-
mogen ist. Dies gelingt mittels einer Zerlegung der in Abschnitt 2.2 eingeführ-
ten Neumann-Dirichlet-Abbildung. Wir modifizieren dazu die der sogenannten
Faktorisierungsmethode zugrunde liegende Faktorisierung von Λ − Λ0, s. zum
Beispiel Brühl [12] sowie Hanke und Kirsch [44, Abschnitt 1.2.2]. Während
in diesen Arbeiten die Neumann-Dirichlet-Abbildungen als Operatoren von

H
−1/2
⋄ (T ) nach H

1/2
⋄ (T ) untersucht werden, konstruieren wir hier eine Fak-

torisierung für Λ−Λ0 : H−s
⋄ (T ) → Hs

⋄(T ), s > 0. Eine ähnliche Faktorisierung
für Rückstreudaten wurde von Hanke in [36] hergeleitet.

Die elektrische Leitfähigkeit σ genüge den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.2,
das heißt, σ ∈ L∞(D) sei strikt positiv und supp (σ−1) sei eine kompakte Teil-
menge von D. Die offene Menge Ω ⊂ D überdecke supp (σ−1) und bestehe aus
endlich vielen einfach zusammenhängenden Komponenten Ωj , j = 1, . . . ,m,
mit C∞-Rändern Γj ⊂ D und Ωi ∩ Ωj = ∅ für i 6= j. Insbesondere ist σ ≡ 1
in einer Umgebung des Randes T sowie in einer Umgebung der Ränder Γj ,
j = 1, . . . ,m.

Der Dualraum von Hs
⋄(T ) kann auf folgende Weise mit H−s

⋄ (T ) identifiziert
werden: Der Raum Hs

⋄(T ) ist der Kern der linearen Abbildung N : Hs(T ) → C,
g 7→ 〈 g, 1 〉. Der Annihilator des Kerns von N sind die konstanten Funktionen
span{1} mit 1(z) ≡ 1 für alle z ∈ T . Der Homomorphiesatz (s. zum Beispiel
Werner [92, Satz III.1.10]) liefert (Hs

⋄(T ))
′ ∼= H−s(T )/span{1}. Schließlich

identifizieren wir eine Äquivalenzklasse im Raum H−s(T )/span{1} mit demje-
nigen Vertreter, dessen Randintegral über T verschwindet.

Auf dem Rand Γ =
⋃
Γj benötigen wir die Räume

H
±1/2
⋄ (Γ) := H

±1/2
⋄ (Γ1)⊕ · · · ⊕H

±1/2
⋄ (Γm).

Der Index ⋄ bezieht sich in diesem Fall auf das Integralmittel über die Rand-
komponenten Γj , also

H
±1/2
⋄ (Γj) = {f ∈ H±1/2(Γj) : 〈 f, 1 〉Γj = 0}.

33
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Der Dualraum von H
1/2
⋄ (Γj) ist aufgrund der gleichen Argumentation wie eben

H
−1/2
⋄ (Γj) und entsprechend

(
H

1/2
⋄ (Γ)

)′
∼= H

−1/2
⋄ (Γ).

Wir konstruieren nun eine Faktorisierung

Λ− Λ0 = R′FR : H−s
⋄ (T ) → Hs

⋄(T )

für s > 0 mit beschränkten linearen Operatoren F und R.

Der Operator R ist über das Randwertproblem

∆v = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
v = f auf T,

∂

∂ν
v = 0 auf Γ,

∫

T

v ds = 0
(3.1)

definiert. Und zwar bildet R den Randstrom f ∈ H−s
⋄ (T ) auf die Spur Rf =

v|Γ −
∑
cj1Γj ∈ H

1/2
⋄ (Γ) ab mit Konstanten cj = 〈 v, 1 〉Γj/ |Γj |. Dabei be-

zeichnen wir mit 1Γj : Γ → R die charakteristische Funktion auf Γj. Die

Lösung v von (3.1) liegt in H1
loc(D \ Ω), vgl. Lemma 2.2. Der Operator R

ist die Verkettung des Lösungsoperators von (3.1) mit dem Spuroperator und
der Auswertung 〈 ·, 1 〉 auf Γ und daher linear und beschränkt, vgl. Lions und
Magenes [73, Kapitel 1, Satz 9.4 und Kapitel 2, Bemerkung 7.2].

Der zu R duale Operator ist gegeben durch R′ : ϕ 7→ w|T , wobei w das Rand-
wertproblem

∆w = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
w = 0 auf T,

∂

∂ν
w = −ϕ auf Γ,

∫

T

w ds = 0
(3.2)

für ϕ ∈ H
−1/2
⋄ (Γ) löst. Die Lösung w ∈ H1

⋄ (D \ Ω) ist harmonisch, und die
Einschränkung von w auf den Randstreifen Uε = {x ∈ D : |x| > 1− ε} ⊂ D \Ω
für ein geeignetes ε > 0 löst das Neumannproblem für den Laplaceoperator
auf Uε zur Randvorgabe (∂w/∂ν)|∂Uε . Auf Tε = {x ∈ D : |x| = 1 − ε} ist die
Randbedingung ∂w/∂ν glatt, da w in einer Umgebung von Tε harmonisch ist,
und ∂w/∂ν = 0 auf T wegen (3.2). Die Stetigkeit des Lösungsoperators für
dieses Neumannproblem und des Spuroperators führen auf

‖w‖Hs(T ) ≤ C ‖w‖Hs+1/2(Uε)
≤ C

∥∥∥∥
∂

∂ν
w

∥∥∥∥
Hs−1(∂Uε)

= C

∥∥∥∥
∂

∂ν
w

∥∥∥∥
Hs−1(Tε)

,

und w|T gehört folglich zu Hs
⋄(T ) für alle s > 0. Die Dualität von R und R′

ergibt sich aus der Green’schen Formel:

〈Rf, ϕ 〉Γ =

∫

Γ

v ϕds−
m∑

j=1

cj

∫

Γj

ϕds =

∫

T

v
∂

∂ν
w ds−

∫

Γ

v
∂

∂ν
w ds

=

∫

T

w
∂

∂ν
v ds−

∫

Γ

w
∂

∂ν
v ds =

∫

T

w
∂

∂ν
v ds = 〈 f, w 〉T

= 〈 f,R′ϕ 〉T
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für f ∈ H−s
⋄ (T ) und ϕ ∈ H

−1/2
⋄ (Γ).

Der mittlere Operator der Faktorisierung ist schließlich über die Lösung des
Transmissionsproblem

∇ · (σ∇h) = 0 in D \ Γ,
∂

∂ν
h = 0 auf T,

h+ − h− = ψ auf Γ,
∂

∂ν
h+ −

∂

∂ν
h− = 0

(3.3)

für die Vorgabe ψ ∈ H
1/2
⋄ (Γ) definiert. Die Superskripte + und − bezeichnen

die Spur einer Funktion bezüglich D \ Ω beziehungsweise Ω. Die Funktion h0
löse das entsprechende Problem für die homogene Leitfähigkeit σ ≡ 1. Das
Transmissionsproblem (3.3) hat eine eindeutige Lösung in H1(D\Γ), die stetig
von ψ abhängt. Im homogenen Fall lässt sich die Lösung als Einfachschichtpo-
tential mit Dichte ψ darstellen, und im allgemeinen Fall muss ein geeignetes
Variationsproblem gelöst werden, vgl. beispielsweise Hanke und Kirsch [44, Ab-
schnitt 1.2.2].

Der Operator F bildet die Funktion ψ auf die Normalenableitung von h− h0
auf Γ ab, das heißt

F : H
1/2
⋄ (Γ) → H

−1/2
⋄ (Γ), ψ 7→

∂

∂ν
(h− h0)|Γ.

Da die Normalenableitung von h − h0 über Γ keinen Sprung hat, ist F wohl-
definiert. Ferner ist F stetig und stimmt mit seinem dualen Operator übe-
rein, vgl. wieder [44, Abschnitt 1.2.2]. F kann zu einem stetigen Operator
Hs

⋄(Γ) → H−s
⋄ (Γ) fortgesetzt werden. Um das einzusehen, sei U0 eine C∞-

Umgebung des Randes Γ mit U0 ⊂ D \ supp (σ − 1). Das Potential h − h0
ist dann harmonisch in ((D \ Ω) ∪ U0) \ Γ, und der Sprung von h − h0 und
von ∂(h− h0)/∂ν über Γ ist jeweils null, da sowohl h als auch h0 die Sprung-
bedingungen über Γ aus (3.3) erfüllen. Daher ist h − h0 harmonisch in ganz
D \Ω∪U0, vgl. Dautray und Lions [19, Kapitel II, §2, Proposition 17]. Wie im
Beweis zu Satz 2.4 erhalten wir

∥∥∥∥
∂

∂ν
(h− h0)

∥∥∥∥
Ht(Γ)

≤ C ‖h− h0‖H1(U0)
≤ C ‖ψ‖H1/2(Γ)

für t ∈ R. F ist also eine beschränkte Abbildung H
1/2
⋄ (Γ) → Ht

⋄(Γ), und der
duale Operator F ′ ist entsprechend ein stetiger Operator von H−t

⋄ (Γ) nach

H
−1/2
⋄ (Γ). Da F und F ′ auf H−t

⋄ (Γ) ∩H
1/2
⋄ (Γ) übereinstimmen, folgt mittels

Interpolationstheorie, dass

F : H
1/4−t/2
⋄ (Γ) → H

t/2−1/4
⋄ (Γ)

beschränkt ist, s. Taylor [88, Kapitel 4, Proposition 2.1]. Für t = 1/2 − 2s
ist das gerade das gewünschte Resultat, vgl. auch den Beweis zu Satz 2.1 bei
Hyvönen [54].

Satz 3.1. Die Neumann-Dirichlet-Abbildung Λ−Λ0 : H−s
⋄ (T ) → Hs

⋄(T ) lässt
sich faktorisieren in

Λ− Λ0 = R′FR (3.4)

mit den Operatoren R und R′ aus (3.1) beziehungsweise (3.2) sowie F aus
(3.3).



36 3 Eigenschaften

Beweis: Für f ∈ H−s
⋄ (T ) sei v die Lösung von (3.1) mit den entsprechenden

Konstanten cj . Für ψ = Rf löst

h(x) =

{
v(x) − û(x), x ∈ D \ Ω ,

cj − û(x), x ∈ Ωj , j = 1, . . . ,m,

das Transmissionsproblem (3.3) mit û aus (2.20). Die Funktion

h0(x) =

{
v(x) − û0(x), x ∈ D \ Ω ,

cj − û0(x), x ∈ Ωj , j = 1, . . . ,m,

löst das entsprechende homogene Problem mit û0 aus (2.21). Damit ist

Fψ =
∂

∂ν
(h− h0)|Γ = −

∂

∂ν
(û − û0)|Γ.

Schließlich ist û− û0 die Lösung von (3.2) mit ϕ = −∂(û− û0)|Γ/∂ν.

Wir modifizieren nun die Faktorisierung von Λ − Λ0. Dazu definieren wir den
Operator

B : H−s
⋄ (T ) → H1/2(Γ), f 7→ û0|Γ

mit û0 aus (2.21). B ist linear und Lemma 2.2 zufolge beschränkt. Des Weiteren
benötigen wir die Dirichlet-Neumann-Abbildung auf Ω, die durch

Λ−1
1 : H1/2(Γ) → H

−1/2
⋄ (Γ), ψ 7→

∂

∂ν
v1|Γ

definiert ist, wobei v1 das Dirichletproblem

∆v1 = 0 in Ω, v1 = ψ auf Γ (3.5)

löst. Da v1 auf allen Komponenten Ωj harmonisch ist, verschwinden die Randin-
tegrale von ∂v1/∂ν auf den Rändern Γj , und das Bild von Λ−1

1 liegt tatsächlich

in H
−1/2
⋄ (Γ). Ferner definieren wir die lineare Abbildung

Λ2 : H
−1/2
⋄ (Γ) → H

1/2
⋄ (Γ), ϕ 7→ v2|Γ −

m∑

j=1

c2,j1Γj

mit

∆v2 = 0 in D \ Ω,
∂

∂ν
v2 = 0 auf T,

∂

∂ν
v2 = ϕ auf Γ,

∫

T

v2 ds = 0
(3.6)

und c2,j = 〈 v2, 1 〉Γj/ |Γj |. Wohldefiniertheit und Stetigkeit der beiden Opera-
toren folgen aus [73, Kapitel 2, Satz 7.3 und Bemerkung 7.2]. Sind die Rand-
ströme ψ und ϕ stetig, so haben die Randwertprobleme (3.5) und (3.6) sogar
stetige Lösungen, vgl. Kress [65, Kapitel 6], und Λ−1

1 und Λ2 können als stetige
Operatoren C(Γ) → C(Γ) aufgefasst werden.
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Lemma 3.2. Der Operator R besitzt die Faktorisierung

R =
(
Ĩ ′ − Λ2Λ

−1
1

)
B.

Dabei ist

Ĩ ′ : H1/2(Γ) → H
1/2
⋄ (Γ), w 7→ w −

m∑

j=1

dj1Γj mit dj =
1

|Γj |
〈w, 1 〉Γj

der zur Einbettung Ĩ : H
−1/2
⋄ (Γ) →֒ H−1/2(Γ) duale Operator.

Beweis: Das Potential û0|Ω mit û0 ∈ H
s+3/2
⋄ (D) aus (2.21) löst das Dirichlet-

problem (3.5) für ψ = û0|Γ = Bf , also (∂û0/∂ν)|Γ = Λ−1
1 Bf . Die Funktion

v2 ∈ H1
⋄ (D \ Ω) löse (3.6) für ϕ = (∂û0/∂ν)|Γ, dann ist

(
Ĩ ′ − Λ2Λ

−1
1

)
Bf = û0|Γ − v2|Γ −

m∑

j=1

(c0,j − c2,j)1Γj .

mit c0,j = 〈 û0, 1 〉Γj/ |Γj |. Die Differenz û0|D\Ω − v2 löst nun (3.1), also

Rf =
(
Ĩ ′ − Λ2Λ

−1
1

)
Bf.

Wir fügen Lemma 3.2 und Satz 3.1 zu folgendem Korollar zusammen:

Korollar 3.3. Die Neumann-Dirichlet-Abbildung lässt sich zu

Λ− Λ0 = B′GB (3.7)

faktorisieren. Der Operator

G : H1/2(Γ) → H−1/2(Γ), G =
(
Ĩ −

(
Λ−1
1

)′
Λ′
2

)
F
(
Ĩ ′ − Λ2Λ

−1
1

)

ist stetig und zu sich selbst dual. Darüber hinaus kann G als stetiger Operator
von C(Γ) nach C(Γ) aufgefasst werden.

Beweis: Die Faktorisierung ergibt sich aus Satz 3.1 und Lemma 3.2. Die zweite
Behauptung folgt aus den bereits ausgeführten Erläuterungen, dass alle an
der Faktorisierung von G beteiligten Operatoren als stetige Abbildungen von
C(Γ) → C(Γ) aufgefasst werden können.

Wenngleich wir die Faktorisierungen (3.4) und (3.7) nur für strikt positive und
beschränkte Leitfähigkeiten gezeigt haben, gelten sie auch für isolierende und
perfekt leitende Einschlüsse. Die Operatoren müssen dafür den veränderten
Randbedingungen entsprechend abgeändert werden, behalten aber ihre Eigen-
schaften bei. Die Details sind bei Brühl [12, Abschnitt 4.3.1] erläutert.
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3.1.2 Analytische Fortsetzung der Rückstreudaten

Mit Hilfe der Faktorisierung (3.7) zeigen wir in diesem Abschnitt, dass die
Rückstreudaten holomorph in D\Ω fortsetzbar sind. Für einen Tangentialdipol
im Punkt zθ lässt sich Bδ

′
θ mittels der Darstellung (2.8) für u0 explizit angeben:

Bδ′θ(x) = u0(x) = −
∂

∂zτ
N(x, zθ) = −

1

π

x · z⊥θ
|x− zθ|

2 , x ∈ Γ

mit z⊥θ = (− sin θ, cos θ). Wir identifizieren D und Ω wie zuvor mit den ent-
sprechenden Mengen in der komplexen Ebene und verwenden die Notation
ξ = ξ(x) = x1 + ix2 und die Variable ζ = eiθ auf T . Wir erhalten für x ∈ Γ den
Ausdruck

Bδ′θ(x) =
1

2πi

ξζ − ξζ

(ξ − ζ)(ξ − ζ)
=

i

2π

ξζ2 − ξ

(ζ − ξ)(ξζ − 1)
=: g(x, ζ). (3.8)

g lässt sich zu einer stetigen Funktion auf Γ×(D\Ω) fortsetzen, die bezüglich ζ
in D \Ω komplex differenzierbar ist. Wir bezeichnen die Fortsetzung weiterhin
mit g. Die Ableitung ∂ζg(x, ζ) ist stetig auf Γ× (D \ Ω).

Lemma 3.4. Die Funktion [Gg(·, ζ)](x), (x, ζ) ∈ Γ×(D\Ω) mit dem Operator
G aus Korollar 3.3 ist komplex differenzierbar bezüglich ζ. Sowohl [Gg(·, ζ)](x)
als auch ∂ζ [Gg(·, ζ)](x) sind stetig in Γ× (D \ Ω).

Beweis: G bildet Korollar 3.3 zufolge C(Γ) stetig auf C(Γ) ab. Wir betrachten
zwei beliebige Folgen {xj} ⊂ Γ ⊂ R2 und {ζj} ⊂ D \ Ω ⊂ C mit Grenzwerten
x ∈ Γ beziehungsweise ζ ∈ D\Ω. Da G : C(Γ) → C(Γ) beschränkt ist, erhalten
wir
∣∣∣[Gg(·, ζ)](x) − [Gg(·, ζj)](xj)

∣∣∣

≤
∣∣∣[Gg(·, ζ)](x) − [Gg(·, ζ)](xj)

∣∣∣ +
∣∣∣[Gg(·, ζ)](xj)− [Gg(·, ζj)](xj)

∣∣∣

≤
∣∣∣[Gg(·, ζ)](x) − [Gg(·, ζ)](xj)

∣∣∣ + C
∥∥g(·, ζ)− g(·, ζj)

∥∥
C(Γ)

.

(3.9)

Der erste Summand konvergiert für j → ∞ gegen null, da [Gg(·, ζ)] auf Γ stetig
ist. Aus Gleichung (3.8) und der Kompaktheit von Γ folgt, dass g(·, ζj) auf Γ
gleichmäßig gegen g(·, ζ) konvergiert, daher wird auch der zweite Summand in
(3.9) beliebig klein. [Gg(·, ζ)](x) ist also eine stetige Funktion der Variablen
(x, ζ) ∈ Γ× (D \ Ω).

Ebenfalls aus (3.8) und der Kompaktheit von Γ folgt für ein festes ζ ∈ D \ Ω,
dass

g(·, ζ + δ)− g(·, ζ)

δ
→ ∂ζg(·, ζ) für δ → 0, δ 6= 0,

bezüglich der C(Γ)-Topologie. Aufgrund der Linearität und Stetigkeit von G
folgt daraus, dass

1

δ

(
[Gg(·, ζ + δ)]− [Gg(·, ζ)]

)
→ [G∂ζg(·, ζ)] für δ → 0

in der Topolgie vonC(Γ). [Gg(·, ζ)](x) ist also komplex differenzierbar bezüglich
ζ ∈ D \ Ω.
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Liegt ζ auf dem Rand T , so ist g(x, ζ) reellwertig. Korollar 3.3 und die Glei-
chungen (2.22) und (3.8) führen für ζ = zθ auf die Darstellung

b(ζ) = 〈GBδ′θ, Bδ
′
θ 〉 =

∫

Γ

[Gg(·, ζ)](x) g(x, ζ) ds(x). (3.10)

Die rechte Seite von (3.10) ist für ζ ∈ D \ Ω wohldefiniert und ermöglicht, die
Rückstreufunktion nach D \ Ω fortzusetzen. Wir bezeichnen die Fortsetzung
der Rückstreufunktion weiterhin mit b.

Satz 3.5. Die Rückstreudaten b aus (2.22) lassen sich durch (3.10) holomorph
auf D \ supp (σ − 1) fortsetzen.

Beweis: Lemma 3.4 besagt, dass die beiden Funktionen [Gg(·, ζ)](x)g(x, ζ) und
∂ζ [Gg(·, ζ)](x)g(x, ζ) für (x, ζ) ∈ Γ× (D \Ω) stetig und holomorph bezüglich ζ
sind. Daher ist durch (3.10) eine holomorphe Fortsetzung der Rückstreudaten
nachD\Ω definiert, vgl. Tutschke und Vasudeva [89, Abschnitt 4.1, Proposition
27].

Als nächstes zeigen wir, dass die Fortsetzung der Rückstreudaten in (3.10) nicht
von der konkreten Wahl der Menge Ω, die supp (σ − 1) umschließt, abhängt.
Dazu seien b1 und b2 holomorphe Fortsetzungen der Rückstreudaten definiert
durch (3.10) für zwei verschiedene Mengen Ω1 beziehungsweise Ω2. Wir wählen
eine dritte C∞-Menge Ω3, die die Voraussetzungen von Abschnitt 3.1.1 erfüllt,
und Ω3 ⊂ Ωk, k = 1, 2. b3 bezeichne die entsprechende holomorphe Fortset-
zung der Rückstreudaten in D \ Ω3. Da alle drei Fortsetzungen die gleichen
Randwerte auf T besitzen, gilt

b1 = b3|D\Ω1
und b2 = b3|D\Ω2

aufgrund des Prinzips der eindeutigen Fortsetzbarkeit. Insbesondere stimmen
b1 und b2 in D \ (Ω1 ∪ Ω2) überein, auch wenn diese Menge nicht zusam-
menhängend ist. Schließlich können wir für jeden Punkt ζ0 ∈ D \ supp (σ − 1)
eine C∞-Menge Ω wählen, die die Anforderungen von Abschnitt 3.1.1 erfüllt
und ζ0 nicht enthält. Mittels (3.10) lassen sich die Rückstreudaten holomorph
bis hin zu einer Umgebung von ζ0 fortsetzen. Folglich sind die Rückstreudaten
zu einer eindeutigen holomorphen Funktion auf D\supp (σ−1) fortsetzbar.

Die holomorphe Fortsetzung der Rückstreufunktion ist komplexwertig und hat
daher die Gestalt

b(z) = ub(z) + ivb(z), z ∈ D \ Ω,

mit harmonischem Real- und Imaginärteil ub beziehungsweise vb.

Korollar 3.6. Die Funktion ub löst das Cauchyproblem

∆ub = 0 in D \ Ω, ub = b auf T,
∂

∂ν
ub = 0 auf T. (3.11)

Beweis: Als Realteil einer holomorphen Funktion ist ub harmonisch. Außerdem
ist b|T reellwertig und stimmt daher mit ub|T überein. Aufgrund des Spiege-
lungsprinzips, s. Henrici [47, Satz 5.11b], ist b und damit auch ub und vb über
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Ω

Φ

Ψ

BR

Abbildung 3.1: Konforme Abbildungen in Abschnitt 3.2

T hinaus fortsetzbar. Auf T gelten daher die Cauchy-Riemann’schen Diffe-
rentialgleichungen, die auf die Beziehung ∂ub/∂ν = ∂vb/∂τ führen. Da der
Imaginärteil vb auf T verschwindet, ist auch die Tangentialableitung von vb
und damit auch die Normalenableitung von ub auf T null. ub erfüllt demnach
(3.11).

3.2 Rückstreudaten und konforme Transformationen

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall eines einzelnen isolierenden oder
perfekt leitenden Einschlusses Ω in D. In den Beispielen 2.1 und 2.5 haben wir
den Wert der Rückstreudaten eines konzentrischen kreisförmigen Einschlusses
berechnet. Mittels einer konformen Koordinatentransformation bestimmen wir
ähnlich wie in Abschnitt 2.3 den Zusammenhang zwischen den Rückstreudaten
des Einschlusses Ω und jenen eines geeigneten konzentrischen Kreisgebiets.

Dem Riemann’schen Abbildungssatz für zweifach zusammenhängende Gebiete
zufolge existiert eine bis auf Rotationen eindeutige konforme Abbildung Φ, die
D \ Ω auf einen Kreisring {x ∈ D : R < |x| < 1} abbildet. Der innere Radi-
us R ist durch Ω eindeutig festgelegt, s. [48, Theorem 17.1a]. Abbildung 3.1
veranschaulicht dies. Aufgrund des Spiegelungsprinzips lässt sich Φ analytisch
in eine Umgebung des Einheitskreises T fortsetzen. Da Γ laut unserer Voraus-
setzungen in Abschnitt 2.1 glatt ist, lässt sich Φ stetig auf Γ fortsetzen und
bildet Γ bijektiv auf den inneren Rand des Kreisrings ab, s. Conway [16, Ka-
pitel 15, Satz 3.4]. Ψ = Φ−1 sei die zu Φ inverse Transformation und ϕ die
Randabbildung von Φ, das heißt

ϕ(t) = argΦ(eit) =
1

i
log
(
Φ(eit)

)
, t ∈ [0, 2π).

Wir nehmen an, dass Φ die Orientierung von T nicht ändert. Aufgrund der
Bijektivität von Φ ist ϕ deshalb monoton steigend. Die Ableitung ϕ′ ist positiv,
also

ϕ′(t) = Φ′(eit)ei(t−ϕ(t)) =
∣∣Φ′(eit)

∣∣ > 0. (3.12)

Wir halten den Parameter θ ∈ [0, 2π) fest und bezeichnen mit u die Lösung von
(2.2) respektive (2.27) auf dem Gebiet D \Ω mit Randstrom δ′θ. ũ sei das ent-
sprechende Potential, das sich in Anwesenheit eines konzentrischen Einschluss
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BR = {x ∈ D : |x| < R} zu dem in θ̃ = ϕ(θ) lokalisiertem Randstrom δ′
θ̃

einstellt. Lemma 2.7 zufolge und wegen (3.12) gilt

u = ϕ′(θ) (ũ ◦Φ) + c (3.13)

mit einer Konstanten c ∈ R.

Wir untersuchen zunächst den Fall eines kreisförmigen Einschlusses Ω, für den
sich die konforme Abbildung explizit angeben lässt. In diesem Fall ist Φ eine
Möbiustransformation und hat die Gestalt

Φ(z) =
z − ζ

1− ζz
(3.14)

mit Parameter ζ = ρeis ∈ D, vgl. [47, Satz 5.4e]. Φ ist eine konforme Abbildung
der ganzen Einheitskreisscheibe D. Daher lässt sich Lemma 2.7 auch auf das
Referenzpotential u0 anwenden, das heißt

u0 = ϕ′(θ) (ũ0 ◦ Φ) + c0. (3.15)

ũ0 bezeichne dabei das Referenzpotential mit im Punkt θ̃ = ϕ(θ) lokalisiertem
Randstrom. Die Gleichungen (3.13) und (3.15) führen zu folgendem Satz:

Satz 3.7. Ω sei eine Kreisscheibe Br(x) mit Mittelpunkt x ∈ D, x 6= 0 und
Radius r < 1− |x|. Die Randabbildung der konformen Abbildung Φ aus (3.14)
lautet (bis auf Vielfache von 2π)

ϕ(t) = s+ 2 arctan

(
1 + ρ

1− ρ
tan

t− s

2

)

mit Ableitung

ϕ′(t) =
1− ρ2

1− 2ρ cos(t− s) + ρ2
.

Ist der Einschluss Br(x) isolierend, so haben die Rückstreudaten die Gestalt

b(θ) = βR ϕ
′(θ)

2
, (3.16)

mit s = argx,

ρ =
1 + |x|2 − r2

2 |x|
−

√√√√
(
1 + |x|2 − r2

2 |x|

)2

− 1 ,

und βR definiert durch (2.19) für R2 = (ρ − |x|)/(ρ − ρ2|x|). Im Fall eines
perfekt leitenden Einschlusses muss βR in (3.16) durch β′

R aus (2.28) ersetzt
werden.

Beweis: Zur Berechnung der Rückstreudaten betrachten wir die relativen Po-
tentiale w = u− u0 und w̃ = ũ− ũ0, die in der Beziehung

w = ϕ′(θ)
(
ũ ◦ Φ − ũ0 ◦ Φ

)
+ c′ = ϕ′(θ)

(
w̃ ◦ Φ

)
+ c′
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für eine Konstante c′ ∈ R stehen. Dementsprechend gilt für die Rückstreudaten
wie in Gleichung (2.35) aus Abschnitt 2.3, dass

b(θ) = −

(
∂

∂t
w|T

)
(xθ) = −ϕ′(θ)

(
∂

∂t̃
w̃|T

)
(xθ̃) |Φ

′(xθ)| = ϕ′(θ)
2
βR.

βR bezeichnet wieder die konstanten Rückstreudaten des konzentrischen Ein-
schlusses aus Beispiel 2.1. Die Berechnung des Parameters ζ = ρeis in (3.14)
und des inneren Radius R von BR erfolgt mit den für Möbiustransformationen
typischen Berechnungen, vgl. Schinzinger und Laura [82, Abschnitt 3.2.1].

Im Allgemeinen lassen sich konforme Abbildungen zweifach zusammenhängen-
der Gebiete D \ Ω nicht analytisch in den Einschluss Ω fortsetzen und eine
zu Gleichung (3.15) analoge Beziehung existiert nicht. In diesen Fällen gilt
stattdessen folgender Satz:

Satz 3.8. Ω sei ein isolierender Einschluss in D, und ϕ sei die Randabbildung
der konformen Abbildung Φ, die D \ Ω auf D \ BR mit passendem R ∈ (0, 1)
abbildet. Die zugehörigen Rückstreudaten lauten dann:

b(θ) = βRϕ
′(θ)

2
+

1

12π
−

1

12π
ϕ′(θ)

2
+

1

4π

ϕ′′(θ)
2

ϕ′(θ)
2 −

1

6π

ϕ′′′(θ)

ϕ′(θ)
. (3.17)

Ist Ω ein perfekt leitender Einschluss, so gilt (3.17) mit β′
R anstelle von βR.

Beweis: Wie zuvor halten wir den Winkel θ zunächst fest und bezeichnen mit
u die Lösung von (2.2) und mit ũ das transformierte Potential aus (3.13). ũ
löst das zu (2.2) analoge Randwertproblem mit BR und θ̃ = ϕ(θ) anstelle von
Ω und θ. Entsprechend benötigen wir die beiden Referenzpotentiale u0 und
ũ0. Die beiden relativen Potentiale w = u − u0 und w̃ = ũ − ũ0 stehen in der
Relation

w = ϕ′(θ)
(
ũ ◦ Φ

)
− u0 + c

= ϕ′(θ)
(
ũ ◦ Φ

)
− ϕ′(θ)

(
ũ0 ◦ Φ

)
+ ϕ′(θ)

(
ũ0 ◦ Φ

)
− u0 + c

= ϕ′(θ)
(
w̃ ◦ Φ

)
+ ϕ′(θ)

(
ũ0 ◦ Φ

)
− u0 + c

mit einer Konstanten c ∈ R. Die Differenz der beiden Terme mit den Referenz-
potentialen bezeichnen wir mit

d(t) = ϕ′(θ) ũ0 (Φ(xt))− u0(xt).

d ist eine Funktion des Winkels t ∈ [0, 2π) und periodisch auf R fortsetzbar.
Aufgrund der Regularität der relativen Potentiale ist d differenzierbar, und wie
im Beweis zu Satz 3.7 gilt

b(θ) = ϕ′(θ)
2
βR − d′(θ). (3.18)

Wir bestimmen nun die Ableitung von d. Mithilfe von Gleichung (2.11) lässt
sich die Taylorentwicklung von u0 in der Nähe des Punktes xθ auf dem Rand
berechnen, nämlich

u0(xt) = −
1

2π
cot

t− θ

2
= −

1

π

1

t− θ
+

1

12π
(t− θ) +O(t− θ)

2
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für t 6= θ. Auf ähnliche Weise ergibt sich

ũ0 (Φ(xt)) = −
1

2π
cot

ϕ(t)− ϕ(θ)

2

= −
1

π

1

ϕ(t)− ϕ(θ)
+

1

12π
(ϕ(t)− ϕ(θ)) +O(ϕ(t)− ϕ(θ))

2

= −
1

π

1

ϕ′(θ)(t − θ)

(
1−

ϕ′′(θ)

2ϕ′(θ)
(t− θ) +

(
ϕ′′(θ)

2

4ϕ′(θ)
2 −

ϕ′′′(θ)

6ϕ′(θ)

)
(t− θ)

2

)

+
1

12π
ϕ′(θ)(t − θ) +O(t− θ)2.

Folglich ist

d(t) =
1

2π

ϕ′′(θ)

ϕ′(θ)
+

1

12π

(
2
ϕ′′′(θ)

ϕ′(θ)
− 3

ϕ′′(θ)
2

ϕ′(θ)
2 + ϕ′(θ)

2
− 1

)
(t−θ)+O(t−θ)2.

Da d glatt ist, gilt diese Gleichung auch für t = θ, und die Ableitung von d
lautet:

d′(θ) =
1

12π

(
−1 + ϕ′(θ)

2
− 3

ϕ′′(θ)
2

ϕ′(θ)
2 + 2

ϕ′′′(θ)

ϕ′(θ)

)
.

In (3.18) eingesetzt, ergibt dies die gewünschte Formel (3.17).

Für eine Möbiustransformation stimmen die Darstellungen (3.16) und (3.17)
überein. Dies wird deutlich, wenn wir (3.17) mit Hilfe der Schwarz’schen Ab-

leitung ausdrücken. Die Schwarz’sche Ableitung einer analytischen Funktion Φ
auf einem Gebiet G ⊂ C ist definiert durch

SΦ(z) =
Φ′′′(z)

Φ′(z)
−

3

2

(
Φ′′(z)

Φ′(z)

)2

, z ∈ G. (3.19)

Ist Φ′(z) 6= 0 in G, so ist SΦ analytisch. Die Schwarz’sche Ableitung SΦ ver-
schwindet genau dann, wenn Φ eine Möbiustransformation ist, vgl. zum Bei-
spiel Hille [50, Kapitel 10]. Im Hinblick auf Gleichung (3.17) berechnen wir
die Schwarz’sche Ableitung SΦ auf T , wenn wir Φ(xθ) = eiϕ(θ) mittels der
Randabbildung ausdrücken. Die Ableitungen von Φ lauten:

Φ′(xθ) = ϕ′(θ) ei(ϕ(θ)−θ),

Φ′′(xθ) =
(
−iϕ′′(θ) + ϕ′(θ)

2
− ϕ′(θ)

)
ei(ϕ(θ)−2θ),

Φ′′′(xθ) = (−ϕ′′′(θ)− 3iϕ′′(θ)ϕ′(θ) + 3iϕ′′(θ)

+ϕ′(θ)
3
− 3ϕ′(θ)

2
+ 2ϕ′(θ)

)
ei(ϕ(θ)−3θ).

Kombiniert mit (3.12) ergibt sich daraus, dass

(
Φ′(xθ)

Φ(xθ)

)2

= e−2iθϕ′(θ)
2

und

SΦ(xθ) = e−2iθ

(
1

2
−

1

2
ϕ′(θ)

2
+

3

2

ϕ′′(θ)
2

ϕ′(θ)
2 −

ϕ′′′(θ)

ϕ′(θ)

)
. (3.20)
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Dies setzen wir in Formel (3.17) ein und erhalten:

b(θ) = βRϕ
′(θ)

2
+
e2iθ

6π
SΦ(xθ) = e2iθ

(
βR

(
Φ′(xθ)

Φ(xθ)

)2

+
1

6π
SΦ(xθ)

)
. (3.21)

Für einen kreisförmigen Einschluss führt (3.21) direkt auf (3.16), da Φ in diesem
Fall eine Möbiustransformation ist und SΦ verschwindet.

Wir fassen nun b wieder vermöge der Parametrisierung θ 7→ xθ wie in Abschnitt
3.1.2 als Funktion auf dem Einheitskreis T auf, ohne in der Notation zwischen
den Definitionsbereichen zu unterscheiden. Gleichung (3.21) lautet dann

b(xθ) = xθ
2

(
βR

(
Φ′(xθ)

Φ(xθ)

)2

+
1

6π
SΦ(xθ)

)
.

Diese Darstellung eröffnet eine Alternative zu Satz 3.5, um die Rückstreudaten
zu einer analytischen Funktion in D \ Ω fortzusetzen:

Korollar 3.9. Ω sei ein isolierender oder perfekt leitender Einschluss in D,
und Φ sei die (bis auf Rotationen eindeutige) zugehörige konforme Abbildung,
die D\Ω auf D\BR abbildet mit einem geeigneten R ∈ (0, 1). Die zugehörigen
Rückstreudaten sind zu einer in D\Ω holomorphen Funktion fortsetzbar durch

b(z) = z2

(
βR

(
Φ′(z)

Φ(z)

)2

+
1

6π
SΦ(z)

)
, z ∈ D \Ω. (3.22)

Beweis: Φ ist holomorph in D \ Ω und bildet D \ Ω bijektiv auf D \ BR ab,
also ist Φ′(z) 6= 0 und Φ(z) 6= 0. Daher ist die Schwarz’sche Ableitung SΦ und
mit ihr die rechte Seite von (3.22) holomorph in D \ Ω.

Bemerkung 3.10. Die konforme Abbildung Φ zu einem Einschluss Ω ist nur
bis auf eine Drehung eindeutig bestimmt. Dies hat aber auf die Gleichungen
(3.17) und (3.22) keinen Einfluss, da die dort vorkommenden Ausdrücke inva-
riant unter Drehungen sind und somit nur vom Einschluss, aber nicht von der
konkreten Wahl der konformen Abbildung abhängen. Ist T (z) = eiσz nämlich
eine Drehung um den Winkel σ, so lautet die Randabbildung von T ◦Φ gerade

ϕ̃(t) = arg
(
T ◦ Φ

)
(eit) = σ + ϕ(t), und es ist ϕ̃′(t) = ϕ′(t).

Da in der Gleichung (3.17) für die Rückstreudaten nur Ableitungen der Rand-
abbildung vorkommen, ist die Formel unter Drehungen der konformen Abbil-
dung invariant. Ebenso verhält es sich mit der Darstellung (3.22): Eine Drehung
ist eine lineare Transformation, die die Schwarz’sche Ableitung nicht beein-
flusst, das heißt

ST◦Φ(z) = SΦ(z),

s. Hille [50, Satz 10.1.2]. Schließlich ist der Ausdruck

(T ◦ Φ)′(z)

(T ◦ Φ)(z)
=

eiσΦ′(z)

eiσΦ(z)
=

Φ′(z)

Φ(z)



3.2 Rückstreudaten und konforme Transformationen 45

ebenfalls drehungsinvariant. Also ist auch Formel (3.22) für einen Einschluss
eindeutig. Wir können daher zukünftig die konformen Abbildungen durch die
Festlegung

Φ(1) = 1

normieren.





4 Identifizierbarkeit von Einschlüssen

4.1 Ein Randwertproblem

Das vorliegende Kapitel untersucht, unter welchen Bedingungen ein Einschluss
eindeutig anhand seiner Rückstreudaten identifizierbar ist. Ω1 und Ω2 seien
zwei isolierende oder zwei perfekt leitende Einschlüsse mit identischen Rück-
streudaten b1 = b2. Wie zuvor seien Φj , j = 1, 2, die konformen Abbildungen,
die D \ Ωj jeweils auf einen Kreisring mit innerem Radius Rj abbilden, und
Ψj = Φ−1

j . Bemerkung 3.10 entsprechend seien die konformen Abbildungen
durch die Bedingung Φj(1) = 1 normiert. In diesem Abschnitt untersuchen
wir, welche Informationen die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 über Φ1 und Φ2

liefern. Dazu betrachten wir die Abbildung

Ξ = Φ1 ◦Ψ2. (4.1)

Ξ ist eine konforme Abbildung in einer Umgebung des Randes T . Da Φ1 und Ψ2

die Orientierung von T nicht ändern und Ξ(1) = 1 gilt, ist die Randabbildung
ξ(θ) = argΞ

(
eiθ
)
= ϕ1 ◦ ψ2 (θ) eine bijektive Abbildung des Intervalls [0, 2π]

mit positiver Ableitung ξ′. Dabei bezeichnen mit wir ϕ1 und ψ2 die Randab-
bildungen von Φ1 beziehungsweise Ψ2. Sind beide Einschlüsse gleich, so ist Ξ
die Identität.

Lemma 4.1. Wenn die Rückstreudaten der beiden Einschlüsse Ω1 und Ω2

übereinstimmen, so löst die Randabbildung ξ von (4.1) das Randwertproblem

ξ′′′(θ) =
3

2

ξ′′(θ)
2

ξ′(θ)
+ γ2 ξ

′(θ)− γ1 ξ
′(θ)

3
, θ ∈ (0, 2π) (4.2a)

mit Randbedingungen

ξ(0) = 0, ξ(2π) = 2π, ξ′(0) = ξ′(2π) und ξ′′(0) = ξ′′(2π). (4.2b)

Dabei ist
γj = (1− 12πβj)/2 , j = 1, 2,

wobei βj für den Wert der konzentrischen Rückstreudaten von BRj steht, das
heißt βj = βRj aus (2.19) für einen Isolator oder βj = β′

Rj
aus (2.28) für einen

perfekten Leiter.

Wir beweisen eine allgemeinere Version von Lemma 4.1, die wir später in Ka-
pitel 5 benötigen:

47
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Lemma 4.2. Ω sei ein isolierender oder perfekt leitender Einschluss in D mit
konformer Abbildung Φ und Rückstreudaten b. ψ sei die Randabbildung von
Ψ = Φ−1, und R sei der innere Radius des Referenzkreisrings. Die Funktion
υ : [0, 2π] → [0, 2π] sei auf dem Intervall (0, 2π) dreimal stetig differenzierbar
und υ′(θ) 6= 0 für alle θ ∈ (0, 2π). υ erfülle für einen Parameter β ∈ R die
Gleichung

b(θ) = β υ′(θ)
2
+

1

12π
−

1

12π
υ′(θ)

2
+

1

4π

υ′′(θ)
2

υ′(θ)2
−

1

6π

υ′′′(θ)

υ′(θ)
(4.3)

sowie die Randbedingungen

υ(0) = 0, υ(2π) = 2π, υ′(0) = υ′(2π) und υ′′(0) = υ′′(2π). (4.4)

Dann löst die Funktion ξ = υ ◦ ψ das Randwertproblem (4.2) für β1 = β und
β2 = βR, wenn Ω ein Isolator ist, β2 = β′

R für einen perfekt leitenden Einschluss
Ω.

Beweis: Die Randabbildung ψ ist eine unendlich oft differenzierbare bijektive
Abbildung des Intervalls [0, 2π] mit 2π-periodischen Ableitungen, vgl. Glei-
chung (3.12). Die Normierung Ψ(1) = 1 aus Bemerkung 3.10 ergibt ψ(0) = 0
und ψ(2π) = 2π. Die Funktion υ ist wegen (4.3) unendlich oft differenzierbar,
und die Ableitungen von υ sind aufgrund von (4.4) 2π-periodisch. ξ ist folglich
ebenfalls glatt mit periodischen Ableitungen und erfüllt die Randbedingungen
(4.2b).

Wir definieren für eine dreimal stetig differenzierbare Funktion g die Abbildung

ςg(θ) = e−2iθ

(
1

2
−

1

2
g′(θ)

2
+

3

2

g′′(θ)
2

g′(θ)
2 −

g′′′(θ)

g′(θ)

)
. (4.5)

Falls g die Randabbildung einer konformen Transformation ist, dann ist ςg ge-
rade deren Schwarz’sche Ableitung in Polarkoordinaten, vgl. Gleichung (3.20).
Wir bezeichnen mit ϕ = ψ−1 wieder die Randabbildung von Φ. Dann sind
insbesondere ςϕ und ςυ wohldefiniert. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

ςξ(θ) = e2i(ψ(θ)−θ) ψ′(θ)
2 (
ςυ (ψ(θ))− ςϕ (ψ(θ))

)
.

Gleichung (3.21) für die Rückstreudaten lautet unter Verwendung von (4.5)
dann

b(θ) = β2 ϕ
′(θ)

2
+
e2iθ

6π
ςϕ(θ)

mit β2 = βR oder β2 = β′
R. Gleichung (4.3) führt auf die Darstellung

b(θ) = β υ′(θ)
2
+
e2iθ

6π
ςυ(θ).

Wir definieren nun

h(θ) = β ξ′(θ)
2
+
e2iθ

6π
ςξ(θ)
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und folgern, dass h konstant ist, denn

h(θ) = ψ′(θ)
2
(
β υ′(ψ(θ))

2
+
e2iψ(θ)

6π
ςυ(ψ(θ)) −

e2iψ(θ)

6π
ςϕ(ψ(θ))

)

= ψ′(θ)
2
(
b(ψ(θ))−

(
b(ψ(θ)) − β2 ϕ

′(ψ(θ))
2
))

= β2
(
(ϕ ◦ ψ)′ (θ)

)2
= β2.

Es ist also

β2 = β ξ′(θ)
2
+
e2iθ

6π
ςξ(θ).

Aufgelöst nach ξ′′′, ist das gerade die Differentialgleichung (4.2a) mit Parame-
tern γ1 = (1 − 12πβ)/2 und γ2 = (1 − 12πβ2)/2.

Die Randabbildung ϕ1 erfüllt offensichtlich die Voraussetzungen an υ aus Lem-
ma 4.2. Daher folgt Lemma 4.1 aus Lemma 4.2.

Wir untersuchen nun das Randwertproblem aus Lemma 4.1: Da in Gleichung
(4.2a) nur Ableitungen von ξ vorkommen, betrachten wir zunächst die nicht-
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

f ′′(t) =
3

2

f ′(t)
2

f(t)
+ cfix f(t) + cvar f(t)

3
, t ∈ (0, 2π) (4.6a)

mit periodischen Randbedingungen

f(0) = f(2π) und f ′(0) = f ′(2π) (4.6b)

und der zusätzlichen Bedingung

∫ 2π

0

f(t) dt = 2π. (4.6c)

Der Parameter cfix ∈ R sei vorgegeben, wohingegen cvar ∈ R variabel sei. Unter
einem Lösungspaar (f ; cvar) des Randwertproblems (4.6) verstehen wir ein Tu-
pel aus einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f , die den Bedingungen
(4.6b) und (4.6c) genügt, und einer Konstanten cvar, für die f die Differential-
gleichung (4.6a) löst. Eine solche periodische Funktion f liegt aufgrund von
Gleichung (4.6a) in C∞([0, 2π]).

Zunächst stellen wir fest, dass eine konstante Lösung von (4.6) aufgrund der In-
tegralbedingung (4.6c) notwendigerweise den Wert eins hat. Dies führt in (4.6a)
auf cvar = −cfix. Wir suchen im Weiteren Lösungspaare (f ; cvar) mit nichtkon-
stanten Funktionen f . Aufgrund des Mittelwertsatzes der Integralrechnung und
(4.6c) gibt es eine Stelle τ , an der

f(τ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt = 1. (4.7)

Ferner hat eine nichtkonstante Lösung wegen der periodischen Randbedingun-
gen (4.6b) mindestens ein lokales Maximum an einer Stelle s, dessen Wert m
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hinsichtlich (4.7) größer gleich eins ist, f(s) = m ≥ 1. Da f zweimal stetig
differenzierbar ist, gilt f ′(s) = 0. Die Funktion f löst somit das Anfangswert-
problem

f ′′(t) =
3

2

f ′(t)
2

f(t)
+ cfix f(t) + cvar f(t)

3
, t ∈ (0, 2π),

f(s) = m, f ′(s) = 0.

(4.8)

Die Lösung des Anfangswertproblems ist dem Satz von Picard-Lindelöf zufolge
eindeutig und kann explizit angegeben werden. Dazu unterscheiden wir die
Fälle cfix = 0, cfix < 0 und cfix > 0, von denen einzig der letzte auf eine Lösung
des Randwertproblems (4.6) führt:

Ist cfix = 0, so lautet die Lösung von (4.8)

f(t) =
2m

2−m2cvar(t− s)
2

mit cvar 6= 0. Da f nicht periodisch ist, löst dieses f allerdings nicht das Rand-
wertproblem (4.6). Im Fall cfix = 0 existieren also keine Lösungspaare von (4.6)
mit nichtkonstanten Lösungen.

Ist cfix < 0 so lautet die Lösung von (4.8)

f(t) =
mcfix

cfix cosh
2 (ω(t− s)) +m2cvar sinh

2 (ω(t− s))

mit ω =
√
−cfix/2. Damit die periodische Randbedingung von (4.6) erfüllt ist,

muss auch ein lokales Minimum existieren, das heißt eine Stelle s′ ∈ [0, 2π), für
die f ′ verschwindet. Das führt auf die Gleichung

(cfix +m2cvar) cosh (ω(s
′ − s)) sinh (ω(s′ − s)) = 0.

Sowohl s = s′ als auch cfix = −m2cvar liefern nur eine konstante Lösung f .

Es bleibt der Fall cfix > 0. Die Lösung des Anfangswertproblems (4.8) lautet

f(t) =
mcfix

cfix cos2 (ω(t− s))−m2cvar sin
2 (ω(t− s))

mit ω =
√
cfix/2. Die periodischen Randbedingungen von (4.6) sind nur erfüllt,

wenn 2ω ganzzahlig ist, also cfix = k2/2, k ∈ N. Außerdem ist cvar < 0, sonst
hätte f eine Singularität. Die äquivalente Darstellung

f(t) =

m

(
1 + tan2

(
k(t− s)

2

))

(
1−

m2k2

2cvar
tan2

(
k(t− s)

2

))

führt auf die Stammfunktion

F (t) =

√
−

2

cvar
arctan



m

√
−k2

2cvar
tan

(
k(t− s)

2

)

+ nπ

√
−2

cvar
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Abbildung 4.1: fρ, s (links) und Fρ, s (rechts) für k = 4, ρ = 0.4 und s = π/8.

mit einer Stufenzahl n ∈ Z, sodass

(2n− 1)π

k
+ s < t <

(2n+ 1)π

k
+ s

und

F

(
(2n− 1)π

k
+ s

)
= nπ

√
−2

cvar
.

Der Definitionsbereich [0, 2π] wird hierbei in k Intervalle der Länge 2π/k einge-
teilt, an deren Rändern die Singularitäten des Tangens in der Definition von F
liegen. Die Stufen der Höhe π

√
−2/cvar gleichen die Sprünge des Arkustangens

aus. F ist stetig differenzierbar auf (0, 2π). Die Differenz der Stufenzahlen für
t = 0 und t = 2π ist k, und Bedingung (4.6c) führt auf

2π = F (2π)− F (0) = kπ

√
−2

cvar
,

also

cvar = −
k2

2
= −cfix.

Die Darstellung von f vereinfacht sich dadurch zu

f(t) =
1− ρ2

1 + ρ2 − 2ρ cos (k(t− s))
,

mit ρ = (m− 1)/(m+ 1).

Wir fassen zusammen:

Lemma 4.3. Bei vorgegebenem cfix besitzt das Randwertproblem (4.6) das
Lösungspaar (1; −cfix), bestehend aus der konstanten Lösung 1(t) ≡ 1 und
dem Parameter cvar = −cfix. Nichtkonstante Lösungen existieren nur, wenn
cfix = k2/2, k ∈ N. Die Lösungspaare lauten (fρ, s; −k2/2) mit

fρ, s(t) =
1− ρ2

1 + ρ2 − 2ρ cos (k(t− s))
, t ∈ [0, 2π].
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Die Funktion fρ, s ist 2π/k-periodisch und hängt neben k von zwei freien Pa-
rametern s ∈ [0, 2π/k) und 0 < ρ < 1 ab. Die Stammfunktion von fρ, s mit
Fρ, s(s) = 0 lautet

Fρ, s(t) =
2

k
arctan

(
1 + ρ

1− ρ
tan

k(t− s)

2

)
+

2nπ

k
(4.9a)

mit einer Stufenzahl n ∈ Z, sodass (2n− 1)π/k < t− s < (2n+ 1)π/k, und

Fρ, s

(
(2n− 1)π

k
+ s

)
=

2nπ

k
. (4.9b)

Abbildung 4.1 zeigt fρ, s und Fρ, s für eine Parameterauswahl.

4.2 Eindeutigkeit für einen Isolator

Wir kommen nun zum Beweis, dass ein isolierender Einschluss durch seine
Rückstreudaten eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.4. Zwei isolierende Einschlüsse Ω1 und Ω2 in D, die gleiche Rückstreu-
daten b1 = b2 erzeugen, sind identisch.

Beweis: Φj , j = 1, 2, seien die beiden konformen Abbildungen, die D \ Ωj
auf die jeweiligen Kreisringe D \ BRj abbilden, und Ψj = Φ−1

j seien die ent-
sprechenden Inversen. Wie in Abschnitt 4.1 untersuchen wir die Abbildung
Ξ = Φ1 ◦Ψ2. Die Randabbildung ξ(θ) = arg Ξ(eiθ) löst Lemma 4.1 zufolge das
Randwertproblem (4.2) mit βj = βRj aus (2.19). Die einzige konstante Lösung
dieses Randwertproblems lautet ξ′ ≡ 1 gemäß Lemma 4.3, was für die Para-
meter γ1 = γ2 impliziert, also R1 = R2 wegen der Monotonie von βR in (2.19).
Ξ ist in diesem Fall die Identität und Ω1 = Ω2. Weitere Lösungen existieren
nach Lemma 4.3 nicht, denn die notwendige Bedingung γ1 = γ2 = k2/2, k ∈ N

führt auf den Widerspruch

0 < k =
√
2γ1 =

√
1− 12πβR1

< 1, (4.10)

da βR1
> 0, wie in Beispiel 2.1 berechnet.

Korollar 4.5. Jeder isolierende Einschluss Ω ⊂ D hat nichtverschwindende
Rückstreudaten b 6= 0.

Beweis: Wir nehmen an, der Einschluss Ω erzeuge verschwindende Rückstreu-
daten b ≡ 0. Die konforme Abbildung Φ2 bilde D \ Ω auf den entsprechenden
Kreisring ab, und Ψ2 sei die zu Φ2 inverse Abbildung. Wir wählen Φ1 = Id
und βR1

= 0, sodass (3.22) gilt mit linker Seite b1 ≡ 0. Wir definieren ferner
Ξ wie in (4.1) und erhalten wie im Beweis zu Satz 4.4, dass Ξ und damit auch
Φ2 die Identität ist. Der Einschluss Ω ist also ein konzentrischer Kreis, dessen
Rückstreudaten verschwinden. Das ist aber nach Beispiel 2.1 nicht möglich.

Das Eindeutigkeitsresultat aus Satz 4.4 lässt sich leicht auf Situationen über-
tragen, in denen die Daten nur unvollständig bekannt sind:
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Satz 4.6. Satz 4.4 und Korollar 4.5 behalten ihre Gültigkeit, auch wenn die
Rückstreudaten nur auf einem nichtleeren offenen Teilstück T0 ⊂ T des Randes
vorliegen.

Beweis: Die Rückstreudaten sind laut Korollar 3.9 die Randwerte einer ho-
lomorphen Funktion, die in einer Umgebung des Randes T definiert ist. Ei-
ne holomorphe Funktion wird durch ihre Werte auf einem nichtleeren offenen
Teilstück des Einheitskreises eindeutig bestimmt. Stimmen die Rückstreuda-
ten von zwei Einschlüssen also auf T0 überein, so sind sie auf dem ganzen
Einheitskreis identisch. In diesem Fall greift Satz 4.4, und die Einschlüsse sind
gleich.

Der Eindeutigkeitssatz gilt auch für beliebige einfach zusammenhängende Ge-
biete D̃, vgl. Abschnitt 2.3.

Satz 4.7. Ω̃1 und Ω̃2 seien zwei isolierende Einschlüsse in einem einfach zusam-
menhängenden Gebiet D̃ mit analytischem Jordanrand T̃ wie in Abschnitt 2.3.
Die Rückstreudaten b̃1 und b̃2 der beiden Gebiete stimmen auf einem nicht-
leeren offenen Teilstück T̃0 ⊂ T des Randes überein. Dann sind die Einschlüsse
identisch, Ω̃1 = Ω̃2.

Beweis: Wie in Abschnitt 2.3 sei Φ eine konforme Abbildung, die das Gebiet
D̃ auf die Einheitskreisscheibe D abbildet. Die Gebiete Ωj seien die Bilder der

Einschlüsse Ω̃j, j = 1, 2, unter Φ. Laut Gleichung (2.35) lautet die Rückstreu-

funktion von Ω̃j im Punkt ζθ ∈ T̃ :

b̃j(θ) = |Φ′(ζθ)|
2
bj(θ).

Dabei bezeichne bj die Rückstreufunktion des Einschlusses Ωj in D. Da b̃1 und

b̃2 auf T̃0 gleich sind, stimmen auch b1 und b2 auf einem nichtleeren offenen
Teilstück des Randes überein. Nach Satz 4.4 sind Ω1 und Ω2 identisch und
damit auch Ω̃1 = Ω̃2.

4.3 Eingeschränkte Eindeutigkeit für einen perfekten

Leiter

Im Gegensatz zu einem Isolator ist ein perfekt leitender Einschluss nicht immer
eindeutig anhand seiner Rückstreudaten identifizierbar. Satz 3.8 und Korollar
3.9 gelten für ein perfekt leitendes Gebiet Ω in gleicher Weise wie für einen
Isolator, doch die Rückstreudaten β′

R eines perfekten leitenden konzentrischen
Kreisgebiets sind negativ, und dies führt zu möglichen Parameterwerten, für
die es nichtkonstante Lösungen des Randwertproblems aus Lemma 4.1 gibt.
Der Beweis von Satz 4.4 ist aus diesem Grund nicht übertragbar, da der Wi-
derspruch (4.10) im Allgemeinen nicht gilt.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Lemma über die Referenzkreisringe
von perfekt leitenden Einschlüssen mit gleichen Rückstreudaten:

Lemma 4.8. Ω1 und Ω2 seien zwei perfekt leitende Einschlüsse in D, die
gleiche Rückstreudaten b1 = b2 erzeugen. Dann sind die inneren Radien der
Referenzkreisringe von Ω1 und Ω2 gleich.
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Beweis: Φ1 und Φ2 seien die konformen Abbildungen, die D\Ω1 und D\Ω2 auf
Kreisringe mit inneren Radien R1 beziehungsweise R2 abbilden. Wie im Fall
isolierender Einschlüsse in Satz 4.4 betrachten wir die Abbildung Ξ = Φ1 ◦Ψ2

und deren Randabbildung ξ. Gemäß Lemma 4.1 löst ξ das Randwertproblem
(4.2). Dieses Randwertproblem ist aber wie in Lemma 4.3 gezeigt nur lösbar,
wenn die beiden Parameter γ1 und γ2 übereinstimmen. Daraus folgt, dass die
Werte β′

Rj
der Rückstreudaten von BRj gleich sind. Wegen der Monotonie von

β′
R aus (2.28) gilt dann R1 = R2.

In Abhängigkeit des Radius des Referenzkreisrings erhalten wir nun ein einge-
schränktes Eindeutigkeitsresultat:

Satz 4.9. In der Situation von Lemma 4.8 sei R der innere Radius des Refe-
renzkreisrings zu den perfekt leitenden Einschlüssen Ω1 und Ω2, und β′

R aus
(2.28) nehme keinen der Werte (1−k2)/(12π), k = 2, 3, . . . , an. Dann stimmen
beide Einschlüsse überein, Ω1 = Ω2.

Beweis: Wir betrachten wie im Beweis zu Lemma 4.8 die Randabbildung ξ, die
das Randwertproblem (4.2) löst. Die beiden Parameter sind wegen Lemma 4.8
gleich und haben den Wert (1−12πβ′

R)/2. Die Bedingung β′
R 6= (1−k2)/(12π),

k = 2, 3, . . . garantiert, dass der Parameter cfix = (1 − 12πβ′
R)/2 in (4.2a)

beziehungsweise (4.6a) keine Werte annimmt, für die nichtkonstante Lösungen
des Randwertproblems existieren, s. Lemma 4.3. Es gilt also ξ′ ≡ 1, das heißt
Ξ = Id. Mit Lemma 4.8 folgt nun die Behauptung.

Korollar 4.5 und Satz 4.6 gelten entsprechend auch für den Fall perfekt leitender
Einschlüsse, die den Voraussetzungen von Satz 4.9 genügen.

Hat der Referenzkreisring eines perfekt leitenden Gebiets Ω1 einen inneren Ra-
dius Pk, für den β

′
Pk

in (2.28) den Wert (1− k2)/(12π), k = 2, 3, . . . , annimmt,
so ist der Einschluss unter Umständen nicht eindeutig aus den Rückstreudaten
rekonstruierbar. Die in Lemma 4.3 auftretenden nichtkonstanten Lösungen des
Randwertproblems führen auf konforme Abbildungen, durch die verschiedene
Einschlüsse mit gleichen Rückstreudaten korrespondieren. Der Wert k sei im
Folgenden fest gewählt. Die Abbildung ξ, die das Randwertproblem (4.2) für
γ1 = γ2 = k2/2 löst, lautet nach Lemma 4.3:

ξ(θ) =
2

k
arctan

(
1 + ρ

1− ρ
tan

(
kθ

2

))
+

2nπ

k
(4.11a)

für (2n− 1)π < kθ < (2n+ 1)π und

ξ

(
(2n− 1)π

k

)
=

2nπ

k
. (4.11b)

Die Funktion ξ besitzt einen freien Parameter ρ ∈ (0, 1). Aufgrund der Festle-
gung ξ(0) = 0 ist der Parameter s = 0 in (4.9). ξ ist die Randabbildung der
konformen Abbildung Ξk, die die Relation

(
Ξk(z)

)k
=

zk − ρ

1− ρ zk
, z ∈ D (4.12)
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Ξ2

Ξ3

Ξ4

Abbildung 4.2: Ξk für k = 2, 3, 4 und ρ = 0.08.

erfüllt. Die Abbildung Ξk setzt sich zusammen aus der Möbiustransformation

M(w) =
w − ρ

1− ρw
,

die D bijektiv auf sich abbildet, und den Abbildungen z 7→ zk und deren
Inverser w 7→ w1/k. Entsprechend bildet Ξk Kreissektoren der Bogenlänge 2π/k
bijektiv aufeinander ab und hat Verzweigungspunkte in den k-ten Wurzeln von
ρ, der Nullstelle von M . Demzufolge definieren wir die Menge

Σ = {z = re2πij/k : 0 ≤ r ≤ ρ1/k, j = 0, 1, . . . , k − 1},

die die k-ten Wurzeln von ρ verbindet. Ξk lässt sich konform auf die Menge
D\Σ fortsetzen, und das Bild von D\Σ unter Ξk ist D\Σ′ mit Σ′ = e

iπ
k Σ, der

Drehung von Σ um den Winkel π/k. Wir wählen ρ < P kk so klein, dass Σ ⊂ BPk

und somit Ξk eine konforme Abbildung auf dem Kreisring D \BPk
ist. Dieser
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wird auf ein Gebiet D \Ck abgebildet mit einem einfach zusammenhängenden
Gebiet Ck ⊂ D, das invariant unter Drehungen des Winkels 2π/k ist. In Abbil-
dung 4.2 sind die Gebiete Ck für k = 2, 3 und 4 dargestellt. Die Bilder auf der
linken Seite zeigen in blau den Kreis BPk

für die entsprechenden Werte von Pk
im Einheitskreis (schwarze Linie). Im Inneren der BPk

ist jeweils die Menge Σ
eingezeichnet. Der Wert des Parameters ρ beträgt in allen drei Beispielen 0.08.
Auf der rechten Seite sind in grün die Ck dargestellt, die Mengen Σ′ sind in
schwarz eingezeichnet.

Beispiel 4.10. Das perfekt leitende Gebiet Ck hat konstante Rückstreuda-
ten β′

Pk
= (1 − k2)/(12π). Nach obiger Konstruktion ist D \ Ck nämlich das

Bild von D \ BPk
unter Ξk für einen hinreichend kleinen Wert ρ < P kk . Die

Rückstreudaten von Ck sind dann laut (3.21) durch

b(θ) = β′
Pk
ξ−1′(θ)

2
+
e2iθ

6π
SΞ−1

k
(xθ) (4.13)

gegeben. Da ξ das Randwertproblem (4.2) löst, vereinfacht sich die Darstellung
der Schwarz’schen Ableitung SΞk

in der Form von (3.20) zu

SΞk
(xθ̃) =

1− k2

2
e−2iθ̃

(
1− ξ′

(
θ̃
)2)

.

Die Schwarz’sche Ableitung erfüllt

SΞ−1

k
= −

(
Ξ−1
k

′
)2

(SΞk
◦ Ξ−1

k ) (4.14)

s. Hille [50, Abschnitt 10.1]. Daraus und wegen

Ξ−1
k

′
(xθ) = ξ−1′(θ) ei

(
ξ−1(θ)−θ

)

folgt für θ̃ = ξ−1(θ), dass

SΞ−1

k
(xθ) =

1− k2

2
e−2iθ

(
1− ξ−1′(θ)

2)
. (4.15)

Gleichung (4.13) lautet daher

b(θ) ≡ β′
Pk
.

Das perfekt leitende Gebiet Ck ist demnach anhand seiner Rückstreudaten
nicht von dem konzentrischen Kreisgebiet BPk

unterscheidbar.

Satz 4.11. Ω1 und Ω2 seien zwei perfekt leitende Gebiete mit identischen
Rückstreudaten b1 = b2, und der innere Radius des Referenzkreisrings beider
Gebiete sei Pk für ein k ∈ N , k > 1, sodass die Rückstreudaten in (2.28)
den Wert β′

Pk
= (1 − k2)/(12π) annehmen, vgl. Lemma 4.8. Dann stehen die

konformen Abbildungen beider Einschlüsse in der Relation

Φ1(z) = Ξk (Φ2(z)) , z ∈ T,

mit Ξk aus (4.12) für einen geeigneten Parameter ρ ∈ (0, 1).
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Φ1Ξ3
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Abbildung 4.3: Illustration der konformen Abbildungen aus Beispiel 4.12.

Abbildung 4.4: Jedes Bild zeigt jeweils in blau und grün zwei perfekte Leiter
mit gleichen Rückstreudaten; k = 2 (links), k = 4 (Mitte) und k = 5 (rechts),
s. Beispiel 4.12.

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 4.9 schließen wir, dass die Randabbildung von
Ξ = Φ1 ◦ Ψ2 aufgrund des Wertes Pk die Gestalt (4.11) für ein geeignetes
ρ ∈ (0, 1) hat. Ξ ist dann durch (4.12) gegeben.

Beispiel 4.12. Ω1 sei das Bild der Kreisscheibe BPk
unter der Möbiustrans-

formation

Ψ1(z) =
z + τ

1 + τz
, z ∈ D,

mit τ ∈ (0, 1). Das Gebiet Ω1 ist ebenfalls kreisförmig und der Mittelpunkt
von Ω1 liegt auf der positiven reellen Achse. Als perfekt leitendes Gebiet hat
Ω1 gemäß Proposition 3.7 die Rückstreudaten

b1(θ) = β′
Pk
ϕ′
1(θ)

2
, θ ∈ [0, 2π),

mit der Randabbildung ϕ1 von

Φ1(z) =
z − τ

1− τz
.

Wir definieren einen weiteren Einschluss durch Ω2 = Ψ1(Ck) mit Ck aus Bei-
spiel 4.10. Die konforme Abbildung zu Ω2 lautet dann Φ2 = Ξ−1

k ◦ Φ1. In
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Abbildung 4.3 ist diese Konstruktion für k = 3 skizziert. Als perfekt leitendes
Gebiet hat Ω2 die Rückstreudaten

b2(θ) = β′
Pk
ϕ′
2(θ)

2
+
e2iθ

6π
SΦ2

(xθ), θ ∈ [0, 2π). (4.16)

Da Φ1 eine Möbiustransformation ist, verschwindet SΦ1
, und wir erhalten mit

(4.15), dass

SΦ2
(xθ) = Φ′

1(xθ)
2
SΞ−1

k
(Φ1(xθ)) =

1− k2

2
e−2iθ

(
ϕ′
1(θ)

2
− ϕ′

2(θ)
2
)
.

Eingesetzt in (4.16) ergibt das

b2(θ) =
1− k2

12π
ϕ′
1(θ)

2
= b1(θ).

Abbildung 4.4 illustriert dies für die Parameterwahl τ = 0.7, ρ = 0.1 und
verschiedene k. In den drei Bildern ist jeweils in blau der Einschluss Ω1 einge-
tragen und in grün der Einschluss Ω2. Der Rand von Ω2 hat stets k Ausläufer,
die Stärke der Auslenkung wird von ρ gesteuert. Mit wachsendem k wird Pk
und damit der Durchmesser von Ω1 größer. Nach Festlegung der Zahl k und
von ρ < P kk ist in diesem Beispiel noch der Parameter τ variabel, der die Lage
von Ω1 bestimmt.

Diese Konstruktion weiterer perfekt leitender Einschlüsse mit gleichen Rück-
streudaten gelingt immer, wenn Ψ1 konform auf D \ Ck fortsetzbar ist und
wenn ρ < P kk .
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5.1 Lösbarkeit des Randwertproblems

In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass ein isolierender Einschluss eindeutig anhand
seiner Rückstreudaten identifizierbar ist. Aufbauend auf dem Beweis des Ein-
deutigkeitsresultats aus Satz 4.4 entwickeln wir in diesem Kapitel ein numeri-
sches Verfahren zur Rekonstruktion eines Einschlusses aus seinen Rückstreu-
daten. Anschließend demonstrieren wir das Verfahren an Beispielen mit simu-
lierten Daten.

Ein perfekt leitender Einschluss ist bis auf die in Abschnitt 4.3 beschriebenen
Ausnahmen aus seinen Rückstreudaten rekonstruierbar. Das in diesem Kapitel
beschriebene Verfahren lässt sich ebenfalls auf die unter Satz 4.9 fallenden
perfekt leitenden Einschlüsse anwenden, lediglich der Parameter βR muss durch
β′
R ersetzt werden.

Zur Rekonstruktion eines Einschlusses Ω berechnen wir zuerst die konforme
Abbildung Φ und den inneren Radius R des Referenzkreisrings. In einem zwei-
ten Schritt werten wir die inverse konforme Transformation Ψ = Φ−1 auf dem
Kreis mit Radius R aus und erhalten so den Rand Γ = ∂Ω. In Gleichung (3.17)
manifestiert sich der Zusammenhang zwischen den Rückstreudaten, der kon-
formen Abbildung Φ und dem inneren Radius R. Wir untersuchen daher das
Randwertproblem

f ′′′(θ) =

(
1

2
− 6π b(θ)

)
f ′(θ)− γ f ′(θ)

3
+

3 f ′′(θ)
2

2 f ′(θ)
, θ ∈ (0, 2π), (5.1a)

f(0) = 0, f(2π) = 2π, f ′(0) = f ′(2π), f ′′(0) = f ′′(2π) (5.1b)

mit Parameter γ ∈ R. Aus Satz 4.4 ist bekannt, dass es genau eine konfor-
me Abbildung gibt, deren Randabbildung dieses Problem löst. Das schließt
allerdings nicht aus, dass andere klassische Lösungen von (5.1) existieren, die
nicht von konformen Abbildungen abstammen. Der nächste Satz schließt die
Existenz solcher Lösungen aus:

Satz 5.1. Das Randwertproblem (5.1) besitzt für die Rückstreudaten b eines
Einschlusses Ω eine eindeutige klassische Lösung bestehend aus einer glatten
Funktion und einem zugeordneten Parameter. Diese klassische Lösung ist ge-
rade die Randabbildung ϕ der konformen Abbildung Φ zum Einschluss Ω, und
der Parameter ist γR = (1− 12πβR)/2 mit βR aus (2.19) für den Radius R des
Referenzkreisrings von Ω.

59
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Beweis: Die Randabbildung ϕ löst das Randwertproblem (5.1) mit Parameter
γR = (1−12πβR)/2. Dies ist durch Umformen von Gleichung (3.17) ersichtlich.
Die ersten beiden Randbedingung sind aufgrund der Festlegung der konformen
Abbildung in Bemerkung 3.10 erfüllt. Die Periodizität folgt aus (3.12).

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass neben ϕ eine andere klas-
sische Lösung f von (5.1) existiert mit einem zugehörigen Parameter γ. Wir
bezeichnen mit ψ = ϕ−1 wieder die Randabbildung der inversen konformen
Abbildung Ψ und untersuchen die Funktion

ξ(θ) = f ◦ ψ(θ), θ ∈ [0, 2π].

Lemma 4.2 besagt, dass ξ das Randwertproblem (4.2) mit Parametern γ1 = γ
und γ2 = γR erfüllt. Wie im Beweis zu Satz 4.4 folgern wir, dass ξ die Identität
ist und die beiden Parameter übereinstimmen, γR = γ. Daraus folgt f = ϕ und
damit die Eindeutigkeit der Lösung von (5.1).

Bemerkung 5.2. Für Rückstreudaten eines perfekten Leiters, dessen Refe-
renzgebiet keinen der Radien Pk aus Abschnitt 4.3 hat, gilt Satz 5.1 entspre-
chend. Die Argumentation am Ende des Beweises gleicht dann der im Beweis
zu Satz 4.9.

Durch Lösen des Randwertproblems (5.1) zu gegebenen Rückstreudaten b las-
sen sich die Randabbildung ϕ und der Parameter βR bestimmen. Der Radi-
us R des Referenzkreisrings ist aus (2.19) berechenbar. Um Ψ zu bestimmen,
invertieren wir ϕ, um dann aus der Randabbildung ψ die Koeffizienten der
Laurentreihe von Ψ zu berechnen:

Ψ(x) =

∞∑

k=−∞

αk x
k mit αk =

1

2π

∫ π

−π

eiψ(θ) e−ikθ dθ. (5.2)

Da Ψ stetig auf ∂BR fortsetzbar ist und sich an T spiegeln lässt, konvergiert die
Laurentreihe von Ψ für R ≤ |x| ≤ 1/R absolut, und die Laurentkoeffizienten
fallen exponentiell ab, das heißt

∞∑

k=−∞

|αk|
2 R−2|k| <∞.

Zur Berechnung von Γ werten wir Ψ an |x| = R aus. Dabei müssen allerdings
Ausdrücke der Form

Ψ(Reit) =

∞∑

k=−∞

αk R
k eikt, t ∈ [0, 2π)

berechnet werden. Die negativen Frequenzen αk, k < 0, werden hierbei mit
den Faktoren Rk multipliziert, die für kleine R sehr groß werden und die Be-
rechnung höchst instabil machen. Aus diesem Grund erfordert dieser Teil des
Rekonstruktionsalgorithmus ein geeignetes Regularisierungverfahren, das wir
in Abschnitt 5.2.2 vorstellen.
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5.2 Implementierung

5.2.1 Berechnung der Randabbildung

Um das Randwertproblem (5.1) zu lösen, formulieren wir es als System erster
Ordnung:

y′ = F (θ, y ; γ), θ ∈ (0, 2π),

G (y(0), y(2π)) = 0.
(5.3)

Die Funktion F : (0, 2π) × R3 × R → R3 beschreibt die Differentialgleichung
und ist definiert durch

F (θ, y ; γ) =




y2
y3(

1

2
− 6π b(θ)

)
y2 − γ y32 +

3

2

y23
y2


 ,

mit y(θ) = [y1(θ), y2(θ), y3(θ)]
T , während G : R3 × R3 → R4 die Einhaltung

der Randbedingungen gewährleistet, das heißt

G (y(0), y(2π)) =




y1(0)
y1(2π)− 2π
y2(0)− y2(2π)
y3(0)− y3(2π)


 .

Die Differentialgleichung besitzt aufgrund des unbekannten Parameters γ vier
Freiheitsgrade. Dies rechtfertigt die vier Randbedingungen. Aufgrund von Satz
5.1 hat (5.3) eine eindeutige Lösung, die wir mit ŷ bezeichnen. Offenbar ist
ŷ1 = ϕ. Wir lösen das Randwertproblem (5.3) mittels eines Kollokationsver-
fahrens, das in der Matlabroutine bvp5c implementiert ist, s. Kierzenka und
Shampine [63]. bvp5c verwendet ein implizites Runge-Kutta-Verfahren sechster
Ordnung zur Lösung des Randwertproblems. Für den unbekannten Parameter
wird eine zusätzliche triviale Differentialgleichung γ′ = 0 eingeführt. bvp5c
besitzt einen Fehlerschätzer, der für jedes Gitterintervall die Abweichung der
berechneten zur exakten Lösung in der Maximumsnorm bestimmt, und führt
eine adaptive Gitterverfeinerung durch. Dabei verbessert bvp5c die approxima-
tive Lösung iterativ, bis der geschätzte Fehler auf jedem Gitterintervall unter
eine festgelegte Toleranzschranke tol fällt. Die von bvp5c erzielte numerische
Lösung ist stetig differenzierbar und approximiert die analytische Lösung mit
einer Genauigkeit fünfter Ordnung.

Der Löser benötigt eine Startnäherung, deren Qualität großen Einfluss auf
das Ergebnis der Berechnung hat. Unsere Startnäherung geht wie in Satz 3.7
von einem kreisförmigen Einschluss aus. In diesem Fall vereinfacht sich die
Rückstreugleichung (3.17) zu

b(θ) = βini (ϕ
′
ini(θ))

2
,

mit Randabbildung ϕini und Parameter βini. Da das Integral von ϕ′
ini über

[0, 2π] den Wert 2π hat, erhalten wir als Startnäherung

βini =

(
1

2π

∫ 2π

0

√
b(θ) dθ

)2

und ϕ′
ini(θ) =

√
b(θ)/βini.
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Zum Abschluss legen wir noch die Fehlerschranke für bvp5c fest und erläutern,
wie diskrete Daten interpoliert werden: Für das numerische Rekonstruktions-
verfahren liegen die Daten in Form eines Vektors b = [b1, . . . , bN ]T auf einem
äquidistanten Gitter t1 < · · · < tN über dem Intervall [0, 2π) vor. Infolge
der adaptiven Gitterverfeinerung muss das Verfahren bvp5c auf die Werte der
Rückstreufunktion b(θ) an beliebigen Punkten θ zurückgreifen können. Falls
die Daten ausschließlich numerisches Rauschen enthalten, interpolieren wir sie
dazu linear. Als Fehlerschranke für bvp5c geben wir in diesem Fall tol = 10−6

vor. Wir simulieren Rauschen mit Signal-Rausch-Verhältnis δ, indem wir einen
Vektor e entsprechender Größe mit standardnormalverteilten Einträgen auf die
Daten b ∈ RN addieren, das heißt

bδ = b+ δ
|b|

|e|
e, (5.4)

wobei |·| die Euklidnorm bezeichne. Sind die Daten auf diese Weise mit einem
Signal-Rausch-Verhältnis δ gestört, genügt es zur Lösung der Differentialglei-
chung im Allgemeinen nicht, die Daten linear zu interpolieren und die Fehlerto-
leranz auf tol = δ zu erhöhen. Bloße lineare Interpolation führt bei verrauschten
Daten zu einer sehr irregulären Rückstreufunktion, für die das Randwertpro-
blem (5.3) nicht mit der gewünschten Genauigkeit numerisch lösbar ist. Aus
diesem Grund bereiten wir verrauschte Daten auf, indem wir sie durch einen
glättenden Spline approximieren. Dazu approximieren wir b mittels eines ku-
bischen Splines s, der den Ausdruck

p
N∑

k=1

|bk − s(tk)|
2 + (1− p)

∫ 2π

0

|s′′(t)|
2
dt

minimiert. Matlab stellt die Methode csaps zur Berechnung eines solchen Spli-
nes s bereit. Der Parameter p ∈ [0, 1] in obigem Ausdruck wird in Abhängigkeit
des Rauschens nach folgender Abwägung gewählt: Um der Genauigkeit willen
sollte der Näherungsspline s die Daten so gut wie möglich approximieren, p ≈ 1.
Gleichzeitig sollte s glatt genug sein, damit bvp5c die geforderte Genauigkeit
erreicht. Daher wählen wir zu Beginn p = 1 − δ/100 und verkleinern p wenn
nötig. Mit geglätteten Daten lösen wir die Kollokationsgleichungen dann bis zu
einer Fehlertoleranz von tol = δ.

Wenngleich die vorbereitende Glättung der Daten deren Informationsgehalt
mindert, verbessert sie unserer Erfahrung nach das Ergebnis des Lösungsver-
fahrens erheblich. In manchen Fällen berechnet bvp5c zwar eine Lösung mit
linearer Interpolation ohne vorherige Datenaufarbeitung, die Ergebnisse stehen
allerdings qualitativ hinter denen mit geglätteten und kubisch interpolierten
Daten zurück. Wir verweisen dazu auf die ersten beiden Beispiele in Abbil-
dung 5.6 aus Abschnitt 5.3.

Mit den oben ausgeführten Einstellungen ist bvp5c ein leistungsfähiges und
schnelles Lösungsverfahren für das Randwertproblem (5.3). Beispiel 5.3 veran-
schaulicht diese Einschätzung:

Beispiel 5.3. Wir demonstrieren die Leistungsfähigkeit des Kollokationsver-
fahrens bvp5c mit den oben beschriebenen Einstellungen als Lösungsmethode
für das Randwertproblem (5.3) für vier verschiedene isolierende Einschlüsse Ωj,
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Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

Abbildung 5.1: Einschlüsse aus Beispiel 5.3.

j = 1, . . . , 4, die in Abbildung 5.1 dargestellt sind. Die zu den Einschlüssen
zugehörenden konformen Abbildung haben die Gestalt

Φ(z) = Ξ−1
3

(
z − τ

1− τz

)
, z ∈ D \ Ωj

mit Ξ3 aus (4.12), vgl. die Konstruktion aus Beispiel 4.12. Der Radius R des
Referenzkreisrings sowie die Parameter ρ von Ξ3 und τ sind für die vier Ein-
schlüsse verschieden. Mittels Formel (3.21) berechnen wir die Rückstreudaten
der Einschlüsse an 768 äquidistanten Punkten auf dem Rand T . Wir simulieren
Rauschen mit Signal-Rausch-Verhältnis δ durch (5.4). Tabelle 5.1 präsentiert
für jeden Einschluss die Ergebnisse von bvp5c für unterschiedliches Rausch-
niveau und verschiedene Einstellungen des Glättungsparameter p und der ge-
forderten Genauigkeit tol des Kollokationsverfahrens. Das Lösungsverfahren
liefert einen Vektor y = [y1, . . . , yL]

T ∈ RL, der die Randabbildung ϕ von Φ in
den vom Verfahren adaptiv gewählten Winkeln θj , j = 1, . . . , L approximiert.
Die letzte Spalte Fehler verzeichnet die relative Differenz zwischen der berech-
neten und der analytischen Lösung in der Euklidnorm, das heißt die Größe

(∑L
j=1 |ϕ(θj)− yj |

2

∑L
j=1 |ϕ(θj)|

2

)1/2

.

Wie Tabelle 5.1 zeigt, erreicht bvp5c die vorgeschriebene Genauigkeit gut. Ins-
besondere beeinflusst der Glättungsparameter p die Genauigkeit der Lösung
nicht signifikant, wie beispielsweise die Ergebnisse mit 1% Rauschen im zweiten
und vierten und mit 3 % Rauschen im dritten Beispiel belegen. Die Ergebnisse
lassen den Schluss zu, dass das Kollokationsverfahren gute Ergebnisse erzielt
und die vorgegebene Genauigkeit tol meistens erreicht. Wenn der Einschluss
allerdings nahe am Rand liegt, kann das Verfahren die Lösung des Randwert-
problems aus verrauschten Daten unter Umständen nicht mit der geforderten
Genauigkeit bestimmen. Die Randabbildung des Einschlusses Ω4 berechnet das
Verfahren beispielsweise bei 3% Rauschen nicht mit der vorgegebenen Genau-
igkeit von tol = 3 · 10−2. Der Einschluss Ω4 ist relativ klein und liegt nah
am Rand, daher ändern die Rückstreudaten und die Randabbildung ihr Stei-
gungsverhalten sehr abrupt. Die numerische Lösung des Randwertproblems ist
in solchen Fällen schwierig, vgl. Kierzenka, Shampine und Reichelt [64]. Bei
einem Signal-Rausch-Verhältnis von 3% führt auch starkes Glätten der Daten
zu keiner genauen Lösung.

Schließlich bietet Abbildung 5.2 einen Ausblick auf die Rekonstruktionen der
Einschlüsse aus Tabelle 5.1. Die Rekonstruktionen wurden für 3% Rauschen
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Tabelle 5.1: Lösungen der Randwertproblems für Testeinschlüsse.

Einschluss Rauschen p tol Fehler

Ω1 0.0 % 1 1 · 10−6 6.1 · 10−8

0.1 % 0.99999 1 · 10−3 1.4 · 10−5

1.0 % 0.9999 1 · 10−2 2.4 · 10−4

3.0 % 0.9997 3 · 10−2 1.3 · 10−4

Ω2 0.0 % 1 1 · 10−6 5.9 · 10−8

0.1 % 0.99999 1 · 10−3 8.4 · 10−6

1.0 % 0.9999 1 · 10−2 1.6 · 10−4

1.0 % 0.99 1 · 10−2 1.8 · 10−4

3.0 % 0.9997 3 · 10−2 2.2 · 10−4

Ω3 0.0 % 1 1 · 10−6 6.3 · 10−8

0.1 % 0.99999 1 · 10−3 8.0 · 10−5

1.0 % 0.9999 1 · 10−2 1.2 · 10−4

3.0 % 0.995 3 · 10−2 2.0 · 10−3

3.0 % 0.99 3 · 10−2 2.0 · 10−3

Ω4 0.0 % 1 1 · 10−6 6.7 · 10−8

1.0 % 0.995 1 · 10−2 1.6 · 10−4

1.0 % 0.99 1 · 10−2 2.5 · 10−4

3.0 % 0.999 3 · 10−2 3.0 · 10−1

3.0 % 0.99 3 · 10−2 8.1 · 10−1

durchgeführt, lediglich Ω4 wurde aus mit nur zu 1% verrauschten Daten re-
konstruiert, da die berechnete Lösung bei 3% Rauschen zu ungenau ist. Die
blaue Linie kennzeichnet in den Bildern jeweils den Einschluss innerhalb des
in schwarz markierten Einheitskreises. Das orange eingefärbte Gebiet zeigt die
entsprechende Rekonstruktion. Abschnitt 5.2.2 erläutert, wie diese Rekonstruk-
tionen aus der Lösung des Randwertproblems (5.3) berechnet werden.

5.2.2 Auswerten der Laurentreihe

Dieser Abschnitt beschreibt, wie der Rand eines Einschlusses Ω aus der Kennt-
nis der Transformation Φ auf dem Einheitskreis und des inneren Radius R des
Referenzkreisrings rekonstruiert wird. Mit dem in Abschnitt 5.2.1 beschriebe-
nen Verfahren erhalten wir eine Näherung der Randabbildung ϕ und dement-
sprechend die Einschränkung von Φ auf den Einheitskreis, das heißt

Φ
(
eiθj
)
= eiϕj , j = 1, . . . , L,

für diskrete Winkel θj und Werte ϕ(θj) = ϕj aus dem Kollokationsverfahren.
Die Berechnung von Γ durch Auswerten der Laurentreihe (5.2) auf ∂BR ge-
schieht in zwei Schritten:
1. Umkehrung: Wir schneiden die Laurentreihe (5.2) nach 2M + 1 Termen ab.
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Ω1, 3% Rauschen Ω2, 3% Rauschen

Ω3, 3% Rauschen Ω4, 1% Rauschen

Abbildung 5.2: Rekonstruktionen der Einschlüsse aus Tabelle 5.1.

Die Koeffizienten αk, k = −M, . . . ,M , sind Näherungslösungen der linearen
Gleichungen

M∑

k=−M

αk e
ikϕj ≈ eiθj , j = 1, . . . , L. (5.5)

2. Auswertung: Nach der Berechnung der Koeffizienten {αk} werten wir die
Laurentreihe (5.2) auf dem Kreis mit Radius R aus, um ein Punktgitter auf Γ
zu berechnen:

M∑

k=−M

αkR
k eiktl für äquidistante Gitterpunkte tl aus [0, 2π). (5.6)

Die Schwierigkeit bei der Umsetzung dieser beiden Schritte des Rekonstrukti-
onsalgorithmus resultiert aus der Tatsache, dass R > 0 im Allgemeinen sehr
klein ist. Minimale Datenfehler in den negative Frequenzen αk, k < 0, die
entweder durch Rauschen oder die begrenzte Rechengenauigkeit hervorgerufen
werden, werden durch die Multiplikation mit Rk extrem verstärkt. Anderer-
seits geht ein Großteil der Information aus den positiven αk, k > 0, verloren.
Aus diesem Grund ist es nicht ratsam, eine große Anzahl M an Frequenzen
zu berechnen. Wir wählen M = 50, dann liegt in all unseren Beispielen RM

weit unterhalb der Rechengenauigkeit, und ein größeresM würde die Ergebnis-
se nicht verbessern. Mit dieser Wahl von M ist das lineare Gleichungssystem
(5.5) überbestimmt. Darüber hinaus ist die Auswertung der Laurentreihe (5.6)
im zweiten Schritt instabil, weil jede Matrix, die die Faktoren R−M , . . . , RM
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enthält, äußerst schlecht konditioniert ist. Aus diesem Grund ist unsere Me-
thode für die Umkehrung im ersten Schritt schon auf die spätere instabile
Auswertung ausgerichtet. Um das Gleichungssystem (5.5) zu lösen, definieren
wir:

ηk =

{
αkR

k, k = −M, . . . ,−1,

αk, k = 0, . . . ,M.

Der Vektor [η−M , . . . , ηM ]T löst die Gleichung

Ay = w (5.7)

mit A = EP ∈ C
L×(2M+1), wobei

E =




e−iMϕ1 e−i(M−1)ϕ1 · · · eiMϕ1

e−iMϕ2

...
. . .

... eiMϕL−1

e−iMϕL · · · ei(M−1)ϕL eiMϕL




und P eine Diagonalmatrix mit [RM , RM−1, . . . , R, 1, 1, . . . , 1] ∈ C2M+1 auf der
Diagonalen ist. Die rechte Seite von (5.7) lautet w = [eiθ1 , . . . , eiθL]T . Nach der
Berechnung einer Lösung y von (5.7) muss für die Auswertung (5.6) die inverse
schnelle Fouriertransformation auf den Vektor Qy angewandt werden, wobei
Q die quadratische Diagonalmatrix mit [1, . . . , 1, R,R2, . . . , RM ] ∈ C

2M+1 auf
der Diagonalen bezeichnet.

Wir lösen das Gleichungssystem (5.7) durch Tikhonov-Regularisierung. Für
einen Regularisierungsparameter λ > 0 berechnen wir

yλ = argmin
y∈C2M+1

(
|Ay −w|2 + λ |y|2

)
. (5.8)

Der Parameter λ wird mittels des Diskrepanzprinzips von Morozov bestimmt,
s. Engl, Hanke und Neubauer [23, Abschnitt 4.3]. Entsprechend beginnen wir
mit λ = 1 und berechnen yλ aus (5.8). Dann verkleinern wir λ um den Fak-
tor 1/10 bis der Fehler |Ay −w| einer vorgeschriebenen Schranke δreg genügt.
Den Wert von δreg passen wir folgendermaßen auf das Rauschniveau und die
Genauigkeit der Lösung des Randwertproblems an: Sind die Daten b (bis auf
Rechengenauigkeit) exakt, dann wird das Randwertproblem (5.3) bis zu ei-
ner Genauigkeit von tol = 10−6 gelöst, wie in Abschnitt 5.2.1 erläutert. Die
Ergebnisse in Tabelle 5.1 suggerieren δreg = 10−8 als gute Wahl für die Re-
gularisierung. Auch unserer Erfahrung nach liefert diese Wahl deutlich bessere
Ergebnisse als die Einstellung δreg = 10−6. Deshalb wählen wir δreg = 10−8 als
Grundeinstellung. Wenn bvp5c hingegen die vorgegebene Genauigkeit nicht
erreicht (was es durch eine Warnung anzeigt), setzen wir den Parameter auf
δreg = 10−6. Bei verrauschten Daten gehen wir ähnlich vor: Bei einem Signal-
Rausch-Verhältnis der Größenordnung δ wählen wir δreg = δ/10, falls bvp5c

jedoch eine Warnung ausgibt oder die vorgegebene Genauigkeit nicht erreicht
wird, setzen wir δreg = 10 · δ.
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5.3 Numerische Beispiele

Dieser Abschnitt stellt Ergebnisse der Rekonstruktionsmethode aus Abschnitt
5.2 vor. Wir beginnen mit den Einschlüssen aus Beispiel 5.3. Abbildung 5.2
zeigt die entsprechenden Rekonstruktionen für das jeweils angegebene Rausch-
niveau. Wie bereits erwähnt, ist der Rand der Einschlüsse in blau eingezeichnet
und der Einheitskreis in schwarz, das orange gefärbte Gebiet zeigt die Rekon-
struktion der Einschlüsse. Die Ergebnisse der oberen Reihe sind sehr genau mit
kleinen Abweichungen am Rand der Einschlüsse, während in der zweiten Reihe
die konkaven und konvexen Auslenkungen der Randkurve der Einschlüsse nicht
akkurat wiedergegeben werden. Lage, Größe und vage Form der Einschlüsse
werden angezeigt. Die Defizite der Rekonstruktionen der zweiten Reihe liegen
daran, dass die Einschlüsse nah am Rand liegen und ihre Rückstreudaten jähe
Änderungen aufweisen. Das Randwertproblem ist in diesen Fällen wie in Bei-
spiel 5.3 erläutert schwierig zu lösen, und die Rekonstruktionen wurden mit der

”
vorsichtigen“ Parameterjustierung δreg = 10 · δ vorgenommen. In der ersten
Reihe hingegen ist δreg = 3 · 10−3 eingestellt.

Abbildung 5.3 zeigt Rekonstruktionen eines bumerangförmigen Einschlusses für
verschiedene Rauschniveaus. Wir lösen das Vorwärtsproblem mit einer Randin-
tegralmethode, die die Rückstreudaten an 768 äquidistanten Punkten des Inter-
valls [0, 2π) berechnet. Rauschen simulieren wir wie in (5.4). Die Graphen auf
der linken Seite zeigen in dunkelblau die Rückstreudaten, und die hellblaue Li-
nie zeigt den zugehörigen Glättungsspline. Die Bilder der rechten Spalte zeigen
die entsprechenden Resultate. Die erste Reihe zeigt ein unverrauschtes Beispiel,
in der zweiten beträgt das Signal-Rausch-Verhältnis 1%, in der dritten 3% und
10% in der untersten Reihe. Die Parameterwerte sind wie in Abschnitt 5.2 be-
schrieben gewählt, also p = 0.9999 für 1% Rauschen und p = 0.9997 für 3%
Rauschen. Nur im Beispiel mit 10% Rauschen war stärkeres Glätten notwendig
(p = 0.976). Bei diesem Beispiel gelingt es dem Kollokationsverfahren bei exak-
ten Daten nicht, die vorgeschriebene Fehlerschranke von tol = 10−6 zu erfüllen,
sondern es erreicht nur eine (geschätzte) Genauigkeit von etwa 7 ·10−5. Folglich
ist das gewählte Level für die Regularisierung δreg = 10−6. Trotzdem ist die
Rekonstruktion ausgezeichnet mit leichten Unebenheiten am Rand. Mit zuneh-
menden Rauschen wird der konkave Teil des Randes schlechter rekonstruiert,
bis die Form in der untersten Reihe bei 10 % Rauschen schließlich nur noch als
Dreieck angedeutet wird. Das Regularisierungsniveau ist für alle verrauschten
Beispiele der Standardwert δreg = δ/10.

Als weiteres Beispiel zeigen wir die Resultate des Algorithmus für einen stern-
förmigen Einschluss in Abbildung 5.4. Die Daten in der ersten Reihe sind wieder
exakt, während die zweite Reihe zu 3% verrauscht ist. Das unverrauschte Bei-
spiel ist fast genau rekonstruiert (δreg = 10−8). Aus den verrauschten Daten
identifiziert der Algorithmus alle fünf Strahlen des Sterns, aber nicht die ge-
naue Krümmung dazwischen. Der Glättungsparameter ist hier p = 0.9997 und
das Regularisierungsniveau δreg = 3 · 10−3.

Abbildung 5.5 stellt Rekonstruktionen verschiedener Einschlüsse mit 3% Rau-
schen vor, die alle mit der Standardparametereinstellung p = 0.9997 und
δreg = 3 · 10−3 vorgenommen wurden. Diese Beispiele stützen unsere positi-
ve Einschätzung des Rückstreualgorithmus: Wenn die Parameter so eingestellt
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Abbildung 5.3: Rekonstruktionen eines bumerangförmigen Einschlusses.
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Abbildung 5.4: Rekonstruktionen eines sternförmigen Einschlusses.

Abbildung 5.5: Rekonstruktionen verschiedener Einschlüsse mit 3% Rauschen.

werden können, dass das Randwertproblem (5.3) numerisch lösbar ist, dann
sind die Rekonstruktionen gut. Dies trifft für den Schlitz und den kleinen Ein-
schluss in Abbildung 5.5 zu. Das Auffinden konkaver Randgebiete stellt insbe-
sondere unter Rauschen eine Herausforderung dar, wie das letzte Beispiel in
Abbildung 5.5 veranschaulicht.

Im letzten Beispiel 5.6 simulieren wir reale Messungen. Die Anzahl der zur
Verfügung stehenden Datenpunkte ist in den ersten beiden Zeilen auf 16 und
in den beiden unteren auf 32 reduziert. Diese sind im Bild durch dunkelblaue
Punkte markiert. Das Signal-Rausch-Verhältnis beträgt 3% in den ersten drei
Zeilen und 10% in der vierten Zeile. Die Rekonstruktion in der ersten Zeile ist
ohne Datenaufbereitung durchgeführt: Die 16 Werte wurden ohne vorheriges
Glätten lediglich linear interpoliert und als Eingabe für das Kollokationsver-
fahren verwendet. Dieser Fall benötigt eine spezielle Parametereinstellung: Das
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Abbildung 5.6: Rekonstruktionen aus 16 und 32 Datensätzen mit 3% (1.-3. Zei-
le) und 10% (4. Zeile) Rauschen.
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Randwertproblem wird mit einer relativ hohen Genauigkeit von tol = 10−6

gelöst, da die Berechnung der Randabbildung sonst zu ungenau ist. Der Regu-
larisierungsparameter beträgt δreg = 0.3 entsprechend der

”
vorsichtigen“ Para-

meterwahlstrategie aus Abschnitt 5.2.2. Abbildung 5.6 zeigt, dass die Rekon-
struktion des Einschlusses in Richtung der Mitte verschoben ist. Das bessert
sich durch vorheriges Glätten und kubische Interpolation, wie die unteren Zei-
len von Abbildung 5.6 belegen. Die linken Graphen zeigen wieder in hellblau
die jeweiligen Glättungssplines, berechnet für p = 0.9997 bei 3% Rauschen in
den mittleren Zeilen und für p = 0.995 mit 10% Rauschen in der untersten
Zeile. In den Zeilen zwei und drei ist die Fehlertoleranz tol = 0.03 und der Re-
gularisierungsparameter δreg = 0.3; in Zeile vier sind die Parameter tol = 0.1
und δreg = 1. Die Rekonstruktion für 16 (zweite Zeile) und 32 (dritte Zeile)
Datensätze mit 3% Rauschen sind fast gleich: Ort und Größe des Einschlusses
sind präzise wiedergegeben, Details der Gestalt sind allerdings nicht erkennbar.
Das ändert sich nicht, wenn das Rauschen in der vierten Zeile auf 10% ange-
hoben wird. Im Vergleich mit der Rekonstruktion aus dem vollen Datensatz in
5.5 ist die Qualität der Rekonstruktion allerdings nicht signifikant geringer.

Wir fassen zusammen, dass Stabilität und Leistungsfähigkeit des Algorithmus
wesentlich von der Lösung des Randwertproblems (5.3) abhängen, wie in Ab-
schnitt 5.2.1 beschrieben wird. Das verwendete Rekonstruktionsverfahren lie-
fert stets glatte Lösungen und harmoniert daher sehr gut mit analytischen
Rückstreudaten und Randabbildungen. Die Rekonstruktionen aus exakten Da-
ten sind sehr genau und detailgetreu. Das Lösungsverfahren bvp5c erreicht
allerdings häufig nicht die gewünschte Genauigkeit, wenn die Daten zu ver-
rauscht sind und insbesondere wenn kleine Einschlüsse nah am Rand von D
liegen, wie Beispiel 5.3 zeigt. Aus diesem Grund ist vorbereitende Glättung der
Daten durch einen approximierenden Spline unerlässlich. Das vorherige Glätten
mindert freilich den Informationsgehalt der Daten und nivelliert Details der
Gestalt des Einschlusses, insbesondere in konkaven Regionen, vgl. Abbildung
5.3. Das Maß an Rauschen, das durch die Approximation mit glättenden Spli-
nes beherrscht werden kann, ist begrenzt: Die hier gezeigten Einschlüsse sind
alle aus mit bis zu 10% verrauschten Daten rekonstruierbar, für ein höheres
Signal-Rausch-Verhältnis funktioniert die Methode nicht zuverlässig.





6 Der konvexe Rückstreuträger

6.1 Definition und Eigenschaften

Wir stellen in diesem Kapitel ein weiteres Lösungsverfahren für das inverse
Hindernisproblem der EIT aus Rückstreudaten vor. Die in Kapitel 5 entwickel-
te Rekonstruktionsmethode findet bei einem einzelnen isolierenden und einge-
schränkt auch bei einem einzelnen perfekt leitenden Einschluss Anwendung.
Martin Hanke hat in [36] ein Verfahren entwickelt, das mehrere kleine Ein-
schlüsse aus Rückstreudaten rekonstruiert. Dazu werden die Rückstreudaten
durch eine rationale Funktion approximiert, die mit ihren Polen die Position
der Einschlüsse anzeigt. Die in diesem Kapitel entwickelte Rekonstruktions-
methode benötigt kein Vorwissen über die Anzahl oder die elektrischen Ei-
genschaften der Einschlüsse. Sie beruht auf der holomorphen Fortsetzbarkeit
der Rückstreudaten innerhalb des homogenen Bereichs der Leitfähigkeit aus
Abschnitt 3.1 und rekonstruiert eine Teilmenge der konvexen Hülle der Inho-
mogenität. Die elektrische Leitfähigkeit σ ∈ L∞(D) sei also positiv und in
der Nähe des Randes T homogen, das heißt, supp (σ − 1) sei eine kompakte
Teilmenge von D. Dies entspricht den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.2. Die
Menge Ω ⊂ D bezeichne in diesem Kapitel das Innere der konvexen Hülle von
supp (σ−1), und die Funktion ub sei der Realteil der holomorphen Fortsetzung
der Rückstreudaten b aus Korollar 3.6. Wir bestimmen eine Untermenge von
Ω, indem wir die kleinste konvexe Menge herausarbeiten, in die ub nicht harmo-
nisch fortsetzbar ist. Diese Herangehensweise liegt dem Konzept des konvexen
Quellträgers aus [39,41] zugrunde, das wir hier zum konvexen Rückstreuträger

erweitern.

Kusiak und Sylvester haben in [69] das Konzept des konvexen Streuträgers

für die Helmholtzgleichung entwickelt. Der konvexe Streuträger ist das kleinste
konvexe Gebiet, in dem es möglich ist, eine Welle zu erzeugen, deren Fernfeld
mit gemessenen Daten übereinstimmt. Der Umstand, dass hier mögliche Quel-
len in Betracht gezogen werden, ist entscheidend, denn inverse Quellprobleme
sind nicht eindeutig lösbar. Mit dem konvexen Streuträger wird jedoch eine
Menge identifiziert, die in der konvexen Hülle aller Quellen liegt, die die Daten
erzeugen können, und damit auch in der konvexen Hülle der echten Quelle. In
den Arbeiten [39,40] haben wir diese Herangehensweise auf das inverse Hinder-
nisproblem in der EIT übertragen. Wird die homogene Hintergrundleitfähigkeit
inD durch einen Einschluss gestört, so ist das Referenzpotential ŵ = û−û0 eine
harmonische Funktion außerhalb von supp (σ−1) mit verschwindender Norma-
lenableitung auf T , vgl. Abschnitt 2.2. ŵ ist das elektrostatische Potential, das
von der distributionellen Quelle F = ∇ · (1− σ)∇û erzeugt wird, und löst das

73
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Poissonproblem ∆ŵ = F in D. Der Träger von F liegt in supp (σ − 1). Schon
aus Dimensionsgründen lässt sich F nicht aus Kenntnis der Dirichletdaten w|T
bestimmen. Verschiedene Rekonstruktionsmethoden suchen daher nach speziel-
len Quelltypen wie zum Beispiel Punktquellen, Dipolen oder charakteristischen
Funktionen, vgl. beispielsweise die Arbeiten [21, 22, 45, 56]. Unser Augenmerk
richtet sich auf das Quellgebiet suppF . Wir bezeichnen eine Menge U als Quell-
gebiet zu den Daten w|T , wenn es einen Quellterm F mit suppF ⊆ U gibt,
der ein Potential mit den entsprechenden Daten erzeugt. Es gibt ein ganzes
Mengensystem solcher Quellgebiete zu w|T , unter denen es eine – näher zu
spezifierende – kleinste Menge auszuzeichnen gilt. Die Arbeit [39] stellt mit
dem konvexen Quellträger eine solche Menge vor. Der konvexe Quellträger ist
der Schnitt der konvexen Hüllen aller zu den Daten passenden Quellgebiete.
Diese Menge ist für ŵ|T 6= 0 nichtleer, und tatsächlich existiert in jeder Umge-
bung des konvexen Quellträgers ein Quelle, die die Daten erzeugt. In [40] wurde
ein Algorithmus für die Berechnung des konvexen Quellträgers zur Inhomoge-
nität supp (σ−1) aus einem einzigen klassischen Datensatz der EIT entwickelt.
Im Folgenden werden wir dieses Konzept als konvexen Rückstreuträger auf
Rückstreudaten übertragen. Dies korrespondiert zur Arbeit [31] von Haddar,
Kusiak und Sylvester im Kontext akustischer Streuprobleme. Die in [31] ver-
wendeten Methoden und Argumente lassen sich allerdings nicht auf die zwei-
dimensionale EIT übertragen, stattdessen berufen wir uns auf Resultate der
komplexen Analysis.

Grundlage unserer weiteren Untersuchung ist die Poissongleichung

∆v = F in D,
∂

∂ν
v = 0 auf T. (6.1)

Wir suchen distributionelle Quellterme F , für die die Lösung von (6.1) Dirich-
letwerte v|T = b hat. Wir bezeichnen mit E ′(D) = (C∞(D))

′
den Raum der

Distributionen mit kompaktem Träger in D. Der abgeschlossene Unterraum
E ′
⋄(D) ⊂ E ′(D) bestehe aus jenen Distributionen, die konstante Funktion auf

null abbilden,
E ′
⋄(D) = {F ∈ E ′(D) : 〈F, 1〉 = 0} ,

wobei 〈·, ·〉 : E ′(D) × C∞(D) → R hier für die duale Paarung zwischen Dis-
tributionen mit kompaktem Träger und glatten Funktionen auf D steht. Wir
befassen uns kurz mit der Lösungstheorie der Poissongleichung (6.1):

Lemma 6.1. Das Poissonproblem (6.1) hat für einen distributionellen Quell-
term F ∈ E ′

⋄(D) eine Lösung v ∈ ∪m∈ZH
m(D), die bis auf eine Konstante

eindeutig bestimmt ist. Die Spur von v auf T ist glatt, v|T ∈ C∞(T ).

Beweis: Die Distribution F ∈ E ′
⋄(D) hat endliche Ordnung und liegt daher in

Hm(D) für eine Zahl m ∈ Z, s. Dautray und Lions [18, Kapitel IV, §2 Satz 1].
Dann existiert eine Lösung v ∈ Hm+2(D) von (6.1), und diese ist bis auf eine
Konstante eindeutig, vgl. Lions und Magenes [73, Kapitel 2 Bemerkung 7.2].
Die Glattheit der Spur v|T folgt aus der Tatsache, dass v nahe des Randes T
harmonisch ist und ∂v/∂ν auf T verschwindet, vgl. Lemma 2.2 und [19, Kapitel
II, §6 Satz 1].

Aufgrund des obigen Lemmas ist der Quelle-Dirichlet-Operator

L : E ′
⋄(D) → C∞(T )/R, F 7→ v|T
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wohldefiniert. Wir nennen eine Quelle F mit den Rückstreudaten b verträglich
oder kompatibel, wenn es eine Lösung von (6.1) gibt, deren Spur auf T mit b
übereinstimmt, also b = LF . Da L nicht injektiv ist, lässt sich eine passende
Quelle nicht eindeutig finden. Selbst der Träger der mit b verträglichen Quel-
len ist nicht eindeutig bestimmt, und der Durchschnitt der Träger zweier mit
den Daten kompatibler Quellterme kann durchaus leer sein, wie das folgende
Beispiel illustriert:

Beispiel 6.2. Die Kreisscheibe Br(x) ⊂ D, x 6= 0, sei ein isolierender Ein-
schluss und Φ eine Möbiustransformation, die Br(x) auf eine konzentrische
Kreisscheibe mit Radius R < 1 abbildet und D invariant lässt. Die Rückstreu-
daten von Br(x) wurden in Satz 3.7 berechnet und lassen sich laut Korollar
3.9 zu einer holomorphen Funktion

b(z) = z2βR

(
Φ′(z)

Φ(z)

)2

fortsetzen. b ist holomorph in D\{ζ}mit der Nullstelle ζ von Φ. Die Lösung des
Cauchyproblems (3.11) ist ub(z) = Re b(z) und lässt sich ebenfalls harmonisch
bis hin zu ζ fortsetzen. B1 ⊂ B2 ⊂ D seien zwei beliebige Kreisscheiben, die
ζ enthalten. Wir definieren vj ∈ L2(D) durch vj = ub in D \ Bj und vj = 0
in Bj . Die Quellen Fj := ∆vj sind Distributionen mit kompaktem Träger
suppFj ⊆ ∂Bj , und beide erfüllen LFj = b. Der Schnitt beider Träger ist leer.

Anstelle des Trägers einer Quelle F ∈ E ′
⋄(D) betrachten wir daher den soge-

nannten konvexen Träger suppc F , das heißt die konvexe Hülle von suppF .
Wir bezeichnen suppc F auch als konvexes Quellgebiet. In Satz 6.4 zeigen wir,
dass der Schnitt der konvexen Träger zweier mit nichtkonstanten Rückstreu-
daten b verträglicher Quellterme stets nichtleer und selbst wieder ein konvexes
Quellgebiet ist. Aus diesem Grund ist folgende Definition einer minimalen kon-
vexen Menge naheliegend: Wir verstehen unter dem konvexen Rückstreuträger

Bb den Schnitt der konvexen Träger aller mit b kompatibler Quellen,

Bb =
⋂

LF=b

suppc F. (6.2)

Sind die Rückstreudaten nicht konstant, so ist Bb nichtleer und eine Untermen-
ge von Ω, der konvexen Hülle der Inhomogenität, wie die folgenden Lemmata
belegen. Wir verwenden die Notation Nε(Σ) = {x ∈ R2 : dist(x,Σ) < ε} für
die offene ε-Umgebung einer Menge Σ ⊂ R2 mit dist(x,Σ) = infy∈Σ |x− y|.

Lemma 6.3. Zu den Rückstreudaten b gibt es für jedes ε > 0 mit Nε(Ω) ⊂ D
eine passende Quelle Fε ∈ E ′

⋄(D), deren konvexer Träger suppc Fε eine Teil-
menge von Nε(Ω) ist.

Beweis: Zum Beweis dieses Lemmas imitieren wir die Konstruktion der Quellen
aus Beispiel 6.2 und betrachten die L2(D)-Funktion

vε =

{
ub in D \Nε(Ω),

0 sonst.
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Wir definieren den gewünschten Quellterm durch Fε := ∆vε ∈ E ′
⋄(D)∩H−2(D),

denn laut Korollar 3.6 gilt, dass

LFε = vε|T = ub|T = b.

Der Träger von Fε ist eine Teilmenge von Nε(Ω), und da Nε(Ω) konvex ist, gilt
auch suppc Fε ⊆ Nε(Ω).

Durch die Konstruktion des konvexen Rückstreuträgers ist garantiert, dass kei-
ne konvexe Untermenge von Bb Träger einer mit b verträglichen Quelle sein
kann. Der nächste Satz zeigt, dass Bb – oder genauer jede offene Umgebung
von Bb – selbst ein konvexes Quellgebiet ist:

Satz 6.4. Der konvexe Rückstreuträger Bb ist eine Teilmenge der konvexen
Hülle Ω der Inhomogenität supp (σ−1). Darüber hinaus gibt es für jedes ε > 0
eine Quelle Fε mit

Bb ⊆ suppc Fε ⊆ Nε(Bb).

Der konvexe Rückstreuträger ist genau dann leer, Bb = ∅, wenn die Rück-
streudaten b konstant sind.

Beweis: Die erste Aussage folgt sofort aus Lemma 6.3 und der Definition in
(6.2), denn

Bb ⊆
⋂

ε>0

Nε(Ω) = Ω.

Wir nehmen zunächst an, dass Bb nicht leer sei, und konstruieren einen Quell-
term Fε mit suppc Fε ⊆ Nε(Bb): Die MengenD\suppc F der mit b verträglichen
Quellterme F bilden eine offene Überdeckung von D \Nε(Bb). Diese Menge ist
beschränkt und abgeschlossen bezüglich D, daher gibt es endlich viele Quellen
F1, . . . , FN mit der Eigenschaft

D \Nε(Bb) ⊂
N⋃

k=1

D \ suppc Fk = D \
N⋂

k=1

suppc Fk,

also

C :=
N⋂

k=1

suppc Fk ⊂ Nε(Bb).

Für jede dieser Quellen existiert eine harmonische Funktion vk in D \ suppc Fk
mit Cauchydaten (b, 0) auf T . Da suppc F1 und suppc F2 konvexe Mengen sind,
stimmen v1 und v2 aufD\(suppc F1 ∪ suppc F2) überein, und v1 lässt sich durch
v2 zu einer harmonischen Funktion ṽ2 auf D \ (suppc F1 ∩ suppc F2) fortsetzen.
ṽ2 und v3 stimmen nun auf D \ ((suppc F1 ∩ suppc F2) ∪ suppc F3) überein,
und ṽ2 lässt sich wieder harmonisch nach D \ (suppc F1 ∩ suppc F2 ∩ suppc F3)
fortsetzen. So erhalten wir sukzessive eine auf D \ C harmonische Funktion v
mit Cauchydaten (b, 0) auf T . Wir definieren wie in Lemma 6.3 das Potential
vǫ ∈ L2(D) durch

vε =

{
v in D \Nε(Bb),

0 sonst.
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Die gesuchte Quelle lautet nun Fε := ∆vε ∈ E ′
⋄(D) ∩H−2(D).

Im Fall Bb = ∅ finden wir wie eben zulässige Quellen F1, . . . , FN , deren konvexe
Träger keinen gemeinsamen Punkt haben,

N⋂

k=1

suppc Fk = ∅.

Die harmonischen Funktionen vk können nun zu einer in ganz D harmonischen
Funktion v fortgesetzt werden. Dieses v ist aber aufgrund seiner verschwinden-
den Neumannrandwerte auf T in D konstant. Folglich ist auch die Spur v|T = b
konstant.

Sind umgekehrt die Rückstreudaten b konstant, so löst v ≡ b das Poissonpro-
blem (6.1) mit F ≡ 0, und Bb ⊆ suppc F = ∅. Das beschließt den Beweis.

Fortsetzung von Beispiel 6.2. Die Rückstreudaten eines isolierenden kreis-
förmigen Einschlusses Br(x), x 6= 0, haben eine holomorphe Fortsetzung in
D \{ζ} mit einem Pol in ζ. Mit der im ersten Teil des Beispiels durchgeführten
Konstruktion lässt sich auf dem Rand jeder Kreisscheibe B mit ζ ∈ B eine
mit b kompatible Quelle angeben. Der konvexe Rückstreuträger ist also eine
Untermenge des Schnitts aller Kreisscheiben, die ζ enthalten. Andererseits ist
Bb nach Satz 6.4 nichtleer. Folglich umfasst der konvexe Rückstreuträger genau
diesen Punkt, Bb = {ζ}.

Der nächste Satz liefert ein wichtiges Kriterium zur Berechnung von Bb anhand
der Fourierkoeffizienten (αj)j ∈ l2 zu den Rückstreudaten b,

αj =
1

2π

∫ 2π

0

b(θ) e−ijθ dθ, j ∈ Z.

Lemma 6.5. Zu den Rückstreudaten b existiert genau dann eine passende
Quelle F ∈ E ′

⋄(D) mit Träger in der konzentrischen KreisscheibeBR, R ∈ (0, 1),
wenn es eine Zahl m ∈ Z gibt, sodass die Reihe

∑

j∈Z

|αj |
2

R2|j|

(
1 + j2

)m/2
< ∞ (6.3)

konvergiert. F kann so gewählt werden, dass suppF ⊆ ∂BR.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass es eine zu b passende Quelle F ∈ E ′
⋄(D)

mit suppF ⊆ BR gibt, und zeigen, dass dann (6.3) gilt. v sei die Lösung von
(6.1) für dieses F mit b = v|T . Laut Lemma 6.1 liegt v in H l(D) für ein l ∈ Z.
Die Spur ψ := (v|D\BR

)|∂BR von v auf ∂BR ist wohldefiniert und liegt in

H l−1/2(∂BR), vgl. [73, Kapitel 1, Satz 9.4 für l ≥ 0 und Kapitel 2, Satz 6.5 für
l < 0].

Das Randwertproblem

∆p = 0 in D \BR,
∂

∂ν
p = 0 auf T, p = ψ auf ∂BR (6.4)
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besitzt eine Lösung p ∈ H l(D\BR), die eindeutig ist und stetig von ψ abhängt,
vgl. [73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2]. p lässt sich durch einen Laurentreihenan-
satz bestimmen und lautet

p(rxθ) =
∑

j∈Z

γj
Rj +R−j

(
rj + r−j

)
eijθ, (r, θ) ∈ (R, 1)× [0, 2π), (6.5)

vgl. Axler, Bourdon und Ramey [7, Satz 9.17]. Dabei bezeichnen wir mit {γj}
die Fourierkoeffizienten von ψ, das heißt

γj =
1

2π

∫ 2π

0

ψ(Rxθ) e
−ijθ dθ, j ∈ Z.

Das Integral ist als duale Paarung zwischen Distributionen und glatten Funk-
tionen zu verstehen. Nun löst v|D\BR

ebenfalls das Randwertproblem (6.4),

und aus der Eindeutigkeit der Lösung folgt v|D\BR
≡ p. Die beiden Reihen-

entwicklungen von b = v|T und p in (6.5) stimmen also auf T überein. Daraus
folgt die Relation

|αj | = 2
|γj |

Rj +R−j
≤ 2R|j||γj |, j ∈ Z. (6.6)

Die Norm von ψ ∈ H l−1/2(∂BR) lautet

‖ψ‖Hl−1/2(∂BR) =




∑

j∈Z

|γj |
2 (1 + j2

)l−1/2




1/2

, (6.7)

s. Kress [65, Sätze 8.2 und 8.10], daher resultiert aus der Abschätzung (6.6) die
Konvergenz der Reihe (6.3) für m = 2l− 1, denn

∑

j∈Z

|αj |
2

R2|j|

(
1 + j2

)l−1/2
≤ 4 ‖ψ‖2Hl−1/2(∂BR) <∞.

Für den Umkehrschluss nehmen wir an, dass (6.3) für ein m ∈ Z gelte. Wir
betrachten die Distribution

v(rxθ) =
∑

j∈Z

αj
2

(
rj + r−j

)
eijθ, (r, θ) ∈ (R, 1)× [0, 2π).

Wir gehen im weiteren Beweis davon aus, dass m negativ ist. Für m > 0 ist v
nämlich eine stetige Funktion und die Argumentation vereinfacht sich entspre-
chend. Ferner sei m = −2l+ 1 mit l ∈ N ungerade, andernfalls betrachten wir
m− 1. Die Distribution v ist harmonisch in D \BR und hat auf T die Cauchy-
daten (b, 0). Die Spur v|∂BR liegt wegen (6.3) und (6.7) in H−l−1/2(∂BR), und
da v das Randwertproblem (6.4) für ψ = v|∂BR

löst, gilt v ∈ H−l(D \ BR),
vgl. dazu wieder [73, Kapitel 2, Bemerkung 7.2]. Wir setzen v nun zu einer Dis-
tribution aus H−l(D) fort: Für eine Menge U ist H−l(U) der Dualraum von
H l

0(U), dem Abschluss von C∞
0 (U) bezüglich der H l-Norm. Wir identifizieren

eine Funktion in H l
0(D \BR) mit ihrer Nullfortsetzung nach BR und erhalten

dadurch eine Funktion in H l
0(D). Auf diese Weise lässt sich H l

0(D \ BR) als
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abgeschlossener Unterraum von H l
0(D) auffassen und besitzt entsprechend ein

orthogonales Komplement, das heißt H l
0(D) = H l

0(D \ BR) ⊕ H l
0(D \ BR)⊥.

Diese direkte Zerlegung von H l
0(D) ermöglicht nun wiederum, die stetige Li-

nearform v ∈ H−l(D \ BR) durch null auf H l
0(D \ BR)⊥ zu einer stetigen

Linearform aus H−l(D) fortzusetzen. Wir nennen diese Fortsetzung v̂. Wir de-
finieren nun die Distribution F = ∆v̂ ∈ H−l−2(D)∩E ′

⋄(D). Wenden wir F auf
eine Testfunktion ϕ ∈ C∞

0 (D \BR) an, so ergibt dies

〈F, ϕ〉 = 〈v̂,∆ϕ〉 = 〈v,∆ϕ〉 = 〈∆v, ϕ〉 = 0.

Und ebenso ist
〈F, η〉 = 〈v̂,∆η〉 = 0

für alle η ∈ C∞
0 (BR) ⊂ H l

0(D \ BR)⊥, also suppF ⊆ ∂BR. Da offensichtlich
LF = b gilt, ist die Behauptung bewiesen.

Korollar 6.6. Der konvexe Rückstreuträger Bb liegt genau dann innerhalb
eines konzentrischen Kreises mit Radius R ∈ (0, 1), wenn

∑

j∈Z

|αj |
2

(R+ ε)
2|j|

< ∞ (6.8)

für alle ε > 0.

Beweis: Dieses Korollar ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich der Reihen
in (6.3) und (6.8). Für hinreichend große |j| gilt nämlich, dass

(1 + j2)m/2 >

(
R

R+ ε

)2|j|

.

Wenn die Reihe in (6.8) divergiert, gibt es daher kein m ∈ Z, für das (6.3) gilt.
Gilt hingegen (6.8), so liegt Bb laut Lemma 6.5 im Schnitt der Kreisscheiben
BR+ε für alle ε > 0, also Bb ⊆ BR.

Korollar 6.6 stellt ein Kriterium zur Verfügung, anhand dessen überprüft wer-
den kann, ob eine konzentrische Kreisscheibe den konvexen Rückstreuträger
enthält. In der Folge verallgemeinern wir dieses Kriterium auf beliebige Kreis-
scheiben B ⊂ R2. Insbesondere soll der Test auch für Kreisscheiben greifen,
die nicht in D liegen. Dazu betrachten wir das Poissonproblem (6.1) auf der
größeren Kreisscheibe Bρ für ρ > 1 anstelle von D und stellen eine Methode
vor, mit der wir die Daten b nach außen transferieren. Distributionen mit kom-
paktem Träger in D lassen sich durch null auf Bρ \ D fortsetzen, und E ′

⋄(D)
ist auf diese Weise in E ′

⋄(Bρ) = {F ∈ E ′(Bρ) : 〈F, 1〉 = 0} eingebettet. Wir
unterscheiden in der Notation nicht zwischen einer Distribution F ∈ E ′

⋄(D)
und ihrer Fortsetzung in E ′

⋄(Bρ). Wir definieren auf Tρ = ∂Bρ die expandierten
Rückstreudaten bρ durch

bρ(θ) =
∑

j∈Z

αj
ρ|j|

eijθ, θ ∈ [0, 2π). (6.9)

Die Reihe (6.9) konvergiert wie die Fourierreihe von b absolut und gleichmäßig.
Wir konstruieren ein Potential uρ auf Bρ mit Cauchydaten (bρ, 0), indem wir
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die Randbedingungen von ub aus Korollar 3.6 auf T mittels einer harmonischen
Funktion nach außen transferieren. Dazu setzen wir ub in Bρ \ D durch null
fort und bezeichnen die Fortsetzung mit ûb. Wir definieren uρ := ûb + wρ mit

wρ(rxθ) =






1

2

∞∑

j=−∞

αj

(
ρ−2|j| − 1

)
r|j|eijθ, r ∈ [0, 1),

1

2

∞∑

j=−∞

αj

(
ρ−2|j|r|j| + r−|j|

)
eijθ, r ∈ (1, ρ].

Die Funktion wρ löst das Transmissionsproblem

∆wρ = 0 in Bρ \ T,
∂

∂ν
wρ = 0 auf Tρ,

∫

Tρ

wρ ds = 0,

∂

∂ν
w+
ρ −

∂

∂ν
w−
ρ = 0, w+

ρ − w−
ρ = b auf T,

und uρ erfüllt die Differentialgleichung

∆uρ = Fb in Bρ,
∂

∂ν
uρ = 0 auf Tρ, uρ = bρ auf Tρ

mit Quellterm Fb := ∆ûb ∈ E ′
⋄(Bρ). Auf dem Kreisgebiet Bρ definieren wir den

expandierten Quelle-Dirichlet-Operator durch

Lρ : E
′
⋄(Bρ) → C∞(Tρ)/R, F 7→ v|Tρ

,

wobei vρ das Poissonproblem (6.1) auf Bρ löst. Es gilt also LρFb = bρ. Für
die Definition des konvexen Rückstreuträgers in (6.2) ist es unerheblich, ob wir
Quellterme im Urbild L−1(b) oder Lρ

−1(bρ) betrachten:

Lemma 6.7. Für alle ρ > 1 gilt

Bb =
⋂

LρF=bρ

suppc F.

Beweis: ρ > 1 sei ein beliebiger, aber im Folgenden fest gewählter Parameter.
Da E ′

⋄(D) in E ′
⋄(Bρ) eingebettet ist und die Gleichung LF = b mittels der

gleichen Konstruktion mit wρ wie eben auf LρF = bρ führt, gilt

C :=
⋂

LρF=bρ

suppc F ⊆ Bb.

Der Beweis von Satz 6.4 lässt sich direkt auf C übertragen, und so gibt es für
jedes ε > 0 ein Quelle Fε mit LρFε = bρ und suppc Fε ⊆ Nε(C). Die Quelle Fε
liegt aber auch in E ′

⋄(D) und LFε = b. Das führt auf Bb ⊆ suppc Fε ⊆ Nε(C)
für alle ε > 0, also Bb ⊆ C. Daraus folgt die Behauptung.

Um das Kriterium aus Korollar 6.6 auf eine beliebige Kreisscheibe B ⊂ R2

zu verallgemeinern, wählen wir ρ > 1 so groß, dass Bρ eine Obermenge von
B sei. Φρ sei eine Möbiustransformation, die Bρ auf D und B auf eine im
Ursprung zentrierte Kreisscheibe BR abbildet. Der Radius R = R(B, ρ) von
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BR ist durch B und ρ eindeutig bestimmt und kann ähnlich wie in Satz 3.7
berechnet werden. Wir bezeichnen die Randabbildung von Φρ auf ∂Bρ mit

ϕρ : [0, 2π) → [0, 2π), ϕρ(θ) = arg Φρ
(
ρeiθ

)
.

Die Fourierkoeffizienten von bρ ◦ ϕ
−1
ρ nennen wir αj(Φρ), das heißt

αj(Φρ) =
1

2π

∫ 2π

0

bρ(θ) e
−ijϕρ(θ)ϕρ

′(θ) dθ, j ∈ Z. (6.10)

Wir verallgemeinern nun die Aussage von Lemma 6.5:

Lemma 6.8. Es gibt genau dann eine Quelle F ∈ E ′
⋄(Bρ) mit suppF ⊆ B und

LρF = bρ, wenn eine Zahl m ∈ Z existiert mit der Eigenschaft

∑

j∈Z

|αj(Φρ)|
2

R2|j|

(
1 + j2

)m/2
< ∞.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, es gebe eine Quelle F̃ ∈ E ′
⋄(Bρ) mit supp F̃ ⊆

B und bρ = ṽ|Tρ , wobei ṽ das entsprechende Poissonproblem (6.1) auf Bρ
löse. Wir erhalten mittels des Diffeomorphismus Φρ : Bρ → D eine konforme
Koordinatentransformation und definieren v ∈ D′(D) durch

〈 v, η 〉 = 〈 ṽ,
∣∣Φ′

ρ

∣∣2 (η ◦ Φρ) 〉 für alle η ∈ C∞
0 (D).

Ist ṽ eine reguläre Distribution, so lässt sich v auf intuitive Weise als Kompo-
sition ṽ ◦ Φ−1

ρ auffassen. Es gilt:

〈∆v, η 〉 = 〈 v,∆η 〉 = 〈 ṽ,
∣∣Φ′
ρ

∣∣2 (∆η) ◦ Φρ 〉
= 〈 ṽ,∆(η ◦ Φρ) 〉 = 〈∆ṽ, η ◦ Φρ 〉

für alle η ∈ C∞
0 (D), vgl. Henrici [47, Satz 5.6b]. Wir setzen F = ∆v ∈ D′(D)

und erhalten eine Quelle F mit kompaktem Träger in BR. Die Auswertung
〈F, η 〉 ist nämlich null, wenn der Träger von η ◦Φρ sich nicht mit supp F̃ ⊂ B
schneidet, das heißt insbesondere für supp η ⊆ D \ BR. Da Φρ konform ist,
folgt aus (∂ṽ/∂ν)|Tρ = 0 auch (∂v/∂ν)|T = 0. Aufgrund des Divergenzsatzes
ist daher auch 〈F,1 〉 = 0. Damit gilt LF = v|T = ṽ ◦ Φρ + c = b + c mit
einer Konstanten c. Die Behauptung folgt nun aus dem konzentrischen Fall
von Lemma 6.5.

Wir erhalten als Korollar das gewünschte Klassifikationskriterium, anhand des-
sen diejenigen Kreisscheiben identifizierbar sind, die den konvexen Rückstreu-
träger Bb enthalten:

Korollar 6.9. Der konvexe Rückstreuträger Bb liegt genau dann in B, wenn

∑

j∈Z

|αj(Φρ)|
2

(R+ ε)
2|j|

<∞ (6.11)

für R = R(B, ρ) und alle ε > 0.

Da die konvexe Menge Bb durch den Schnitt aller sie einschließenden Krei-
se eindeutig bestimmt ist, dient (6.11) als Grundlage für einen numerischen
Algorithmus zur Konstruktion des konvexen Rückstreuträgers.
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Abbildung 6.1: Veranschaulichung der Parametereinstellung: Darstellung der
Kreise in (6.13) für ζ = ±reiπ/4 mit verschiedenen Werten für r (links oben)
und r = 0.5, 0.7 und 1 (von links oben nach rechts unten).

6.2 Implementierung

In diesem Abschnitt beschreiben wir den Algorithmus zur Berechnung des kon-
vexen Rückstreuträgers zu den Rückstreudaten b, der auf dem Kriterium in
Korollar 6.9 des vorhergehenden Abschnitts beruht. Der Algorithmus über-
prüft für eine (geschickte) Auswahl von Kreisscheiben, ob sie den konvexen
Rückstreuträger enthalten oder nicht. Anschließend wird der Durchschnitt al-
ler Kreise gebildet, die das Kriterium erfüllen, um eine Annäherung an Bb zu
erhalten.

Im Hinblick auf die Leistungsfähigkeit des Algorithmus sind zwei Aspekte ent-
scheidend: Eine wichtige Rolle spielt eine geschickte Auswahl der zu untersu-
chenden Kreise, und darüber hinaus gilt es, das Kriterium (6.11) effektiv zu
implementieren. Um beiden Aspekten gerecht zu werden, gehen wir folgender-
maßen vor: Wir halten den Parameter ρ > 1 fest und untersuchen Möbiustrans-
formationen der Gestalt

Φζ(z) = ρ
z − ζ

ρ2 − ζz
(6.12)
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mit Parameter ζ ∈ Bρ, die Bρ auf den Einheitskreis D abbilden, vgl. [47, Satz
5.4e]. Das Urbild einer Kreisscheibe BR mit R ∈ (0, 1) unter Φζ ist eine abge-
schlossene Kreisscheibe Φ−1

ζ (BR), die den Parameter ζ ∈ Bρ enthält. Für wach-

sendes R sind die zugehörigen Kreisscheiben Φ−1
ζ (BR) ineinander geschachtelt.

Der Algorithmus bestimmt für ein solches Φζ den kleinsten Parameter Rζ , für
den die Reihe (6.11) konvergiert. Der konvexe Rückstreuträger ist dann eine
Untermenge von Φ−1

ζ (BRζ
), jedoch nicht von Φ−1

ζ (BR) für R < Rζ , vgl. Ko-
rollar 6.9.

Für ein festes ρ ist Φζ in (6.12) durch ζ eindeutig festgelegt. Wir wählen ein
Gitter Z aus Punkten ζ ∈ Bρ und berechnen für jeden dieser Punkte den
minimalen Radius Rζ . Schließlich approximieren wir

Bb ≈
⋂

ζ∈Z

Φ−1
ζ

(
BRζ

)
. (6.13)

Die Berechnung der expandierten Rückstreudaten bρ erfolgt direkt mittels Glei-
chung (6.9). Sind die Daten b = [b1, . . . , bN ]

T an N äquidistanten Werten
θ1, . . . , θN aus [0, 2π) gegeben, so berechnen wir die Fourierkoeffizienten von b

und multiplizieren sie mit den entsprechenden Faktoren ρ−|j|. Die inverse Fou-
riertransformation liefert dann die expandierten Daten bρ = [bρ,1, . . . , bρ,N ]T

mit bρ(θk) ≈ bρ,k. Mit diesen Daten berechnen wir für alle Gitterpunkte ζ ∈ Z
die transformierten Fourierkoeffizienten aus (6.10) mit der Trapezformel, das
heißt

αj(Φζ) ≈
1

N

N∑

k=1

bρ,k e
−ijϕζ(θk)ϕζ

′(θk). (6.14)

ϕζ ist die Randabbildung von Φζ und lautet für ζ = reiλ :

ϕζ(θ) = λ+ 2 arctan

(
ρ+ r

ρ− r
tan

(
θ − λ

2

))
(6.15)

mit Ableitung

ϕζ
′(θ) =

ρ2 − r2

ρ2 − 2ρr cos(θ − λ) + r2
.

Die Wahl von ρ resultiert aus einem Kompromiss zwischen der Approxima-
tionsgüte in (6.13) und der Stabilität des Algorithmus. Einerseits nähern wir
nämlich die konvexe Menge Bb durch den Schnitt von Kreisen in Bρ an, und die
Approximation (6.13) verbessert sich entsprechend, je größer ρ gewählt wird, da
mehr und größere Kreise in Betracht gezogen werden können. Andererseits geht
durch den Transfer der Rückstreudaten hin zum Rand des größeren Kreises Bρ
Information verloren, da hierbei in (6.9) Details, die in den hohen Frequenzen
αj der Rückstreudaten enthalten sind, durch Multiplikation mit ρ−|j| nivelliert
werden. Unsere numerischen Tests haben gezeigt, dass sich die Ergebnisse im
Allgemeinen verschlechtern, wenn ρ > 1.5 gewählt wird. Daher verwenden wir
in den hier gezeigten Beispielen die Einstellung ρ = 1.4.

Bei der Wahl des Gitters Z für die Werte ζ berücksichtigen wir die in Abbildung
6.1 exemplarisch illustrierte Beobachtung: Die Bilder zeigen in schwarz einge-
zeichnet den Einheitskreis und als blaue Linie den Rand eines Einschlusses. Die
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ζ = 0.7 ζ = 1 ζ = 1.2 ζ = 1.3

Abbildung 6.2: Bild äquidistanter Punkte auf Tρ (ρ = 1.4) unter Φζ für ver-
schiedene ζ.

bunten Kreise stellen die vom Algorithmus bestimmten Kreise für verschiedene
ζ = ±reiπ/4 und r ∈ [0, 1] dar. Das Bild links oben zeigt, dass diese Kreise für
wachsendes r ineinander geschachtelt sind. Jene ζ, die nah am Ursprung lie-
gen, tragen kaum zum Durchschnitt in (6.13) bei, sondern den entscheidenden
Beitrag leisten vor allem die außen liegenden Kreise mit großem r. Zur Verdeut-
lichung zeigen die anderen drei Bilder jeweils die beiden Kreise für r = 0.5, 0.7
und 1. Die zugehörigen ζ sind als Punkte in der entsprechenden Farbe markiert.
Die Bilder machen deutlich, dass vor allem die Kreise jener ζ zum Durchschnitt
in (6.13) beitragen, die zwischen der Inhomogenität Ω und dem Rand Tρ liegen.
Allerdings sollte r auch nicht zu groß gewählt werden, da sonst die Qualität
der Approximation der konvexen Hülle des Einschlusses wieder abnimmt, wie
das rechte untere Bild demonstriert: Die Kreise zu r = 1 sind ungenauer als
die zu r = 0.7 (unten links). Das liegt an der Berechnung der Koeffizienten
αj(Φζ) mit der Trapezformel in (6.14). Und zwar sind die Randpunkte ϕζ(θk)
aus (6.15) sehr ungleichmäßig verteilt, wenn ζ nahe an Tρ liegt, vgl. Abbildung
6.2, und die Qualität der Quadraturformel in (6.14) nimmt entsprechend ab.

Bei der Wahl des Gitters Z gilt es also zwischen Informationsgehalt und Sta-
bilität abzuwägen. Aufgrund der eben gegebenen Erläuterungen wählen wir
für Z ein äquidistantes Gitter aus 64 Punkten ζ mit festem Betrag |ζ| = ρ0.
Der Wert von ρ0 < ρ sollte so groß sein, dass einige ζ zwischen der Inhomo-
genität Ω und dem Rand Tρ liegen, denn nur so erhalten wir Informationen
über den konvexen Rückstreuträger auf der innen liegenden Seite der Inhomo-
genität. Gleichzeitig darf ρ0 nicht zu groß sein, da sonst die Berechnung der
αj(Φζ), j ∈ Z, in (6.14) zu ungenau wird. Da von vornherein nichts über die
Lage der Inhomogenität Ω bekannt ist, muss der Parameter ρ0 a priori allein
in Abhängigkeit von ρ gewählt werden. Aufgrund unserer in Abbildung 6.1
exemplifizierten Erfahrung mit dem Algorithmus wählen wir zu ρ = 1.4 den
Parameter ρ0 = 0.8.

Um das kleinste R zu finden, für das die Reihe in (6.11) konvergiert, nutzen wir
die folgende Beobachtung aus: Mit ansteigender Frequenz zeigen die Fourier-
koeffizienten αj(Φζ) in (6.10) typischerweise exponentielles Abklingverhalten.
Aus diesem Grund schätzen wir die Abklingrate von log |αj(Φζ)| durch lineare
Ausgleichsrechnung, das heißt, wir bestimmen die Steigung m und den Ach-
senabschnitt c, sodass

log |αj(Φζ)| ≈ m |j|+ c. (6.16)

Wir gehen davon aus, dass die Reihe in (6.11) konvergiert, sofern R > em.
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Folglich setzen wir Rζ = em.

Wichtig im Hinblick auf die Stabilität des Algorithmus ist die Entscheidung,
welche Fourierkoeffizienten verlässlich und welche zu fehlerhaft sind, um für
die Berechnung von (6.16) herangezogen zu werden. Die Anzahl verlässlicher
Fourierkoeffizienten hängt nicht nur vom Signal-Rausch-Verhältnis der Daten
ab, sondern auch von der jeweiligen Abklingrate der Folge (6.10) für jedes ζ.
Wenn die Koeffizienten langsam abklingen, können mehr Koeffizienten zur Be-
rechnung herangezogen werden als bei schnell abfallenden Koeffizienten. Unsere
Erfahrung suggeriert folgende Vorgehensweise: Falls die Daten nur numerisches
Rauschen aufweisen, wählen wir den Abschneideindex adaptiv, indem wir alle
Frequenzen verwerfen, die

|αk(Φζ)| < 2 · 104 min
j

|αj(Φζ)|

erfüllen. Beträgt das Signal-Rausch-Verhältnis 1%, ist unserer Erfahrung nach
nur in den ersten fünf Frequenzen verwertbare Information enthalten, und wir
verwenden nur diese für die Rekonstruktion.

6.3 Numerische Beispiele

Wir präsentieren in diesem Abschnitt Beispiele, die die Leistungsfähigkeit des
in Abschnitt 6.2 beschriebenen Algorithmus veranschaulichen. Wir berechnen
Rückstreudaten wie zuvor mit einer Randintegralmethode, die einen Datenvek-
tor b an N = 768 äquidistanten Werten θ1, . . . , θN aus [0, 2π) liefert. In allen
Beispielen ist die elektrische Leitfähigkeit konstant in den zusammenhängenden
Komponenten der Inhomogenität supp (σ − 1).

Abbildung 6.3 zeigt verschiedene Beispiele für Rekonstruktionen aus unver-
rauschten Daten. Die Bilder zeigen als schwarze Linie den Einheitskreis und
den Rand verschiedener Einschlüsse in blau. Die bunten Linien geben die 64
Kreise aus (6.13) wieder, und das weiße Gebiet zeigt ihre Schnittmenge. Die
erste Zeile in Abbildung 6.3 präsentiert einen bumerangförmigen Einschluss
mit Leitfähigkeit σ = 0 (links) und σ = 0.5 (rechts). In beiden Fällen stimmt
der rekonstruierte konvexe Rückstreuträger beinahe mit der konvexen Hülle des
Einschlusses überein. Die Rekonstruktionen in der mittleren Reihe von Abbil-
dung 6.3 bestätigen dies: Das ovale Gebiet (σ = 0) links ist fast genau wie-
dergegeben, ebenso wurde die konvexe Hülle des Einschlusses rechts (σ = 0.5)
vom Algorithmus genau erfasst.

Ist der Einschluss eine isolierende Kreisscheibe, so lassen sich die Rückstreu-
daten wie in Beispiel 6.2 erläutert bis zu einem einzigen Punkt im Inneren des
Kreises analytisch fortsetzen. Der konvexe Rückstreuträger besteht nur aus die-
sem einen Punkt. Im Bild links unten wird diese Situation vom Algorithmus
richtig wiedergegeben.

Das Bild unten rechts zeigt zwei Einschlüsse unterschiedlicher Leitfähigkeit,
nämlich σ = 0.5 im großen Einschluss und σ = 2 im kleinen bumerangförmigen
Gebiet. Wie erwartet, ermittelt der Algorithmus eine konvexe Menge, die beide
Einschlüsse berücksichtigt. Dieses Gebiet ist allerdings größer als die konvexe
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Abbildung 6.3: Rekonstruktionen des konvexen Rückstreuträgers für isolierende
Einschlüsse (links) und leitende Einschlüsse (rechts; die Leitfähigkeit in den
Einschlüssen beträgt σ = 0.5, nur im kleinen bumerangförmigen Einschluss
unten ist σ = 2).
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Abbildung 6.4: Rekonstruktionen des konvexen Rückstreuträgers mit 1%
Rauschen. Die Leitfähigkeiten der Einschlüsse entsprechen denen aus Abbil-
dung 6.3.

Hülle beider Einschlüsse. Das Beispiel zeigt, wie die Wahl des Parameters ρ
die Rekonstruktion beeinflusst: Um die Rekonstruktion zu verbessern, müsste
ρ größer gewählt werden, um bei der Schnittbildung in (6.13) weitere Kreise
mit geringerer Krümmung in der der Mitte zugewandten Seite der Einschlüsse
zu berücksichtigen. In der Tat wird die Rekonstruktion beispielsweise für ρ = 2
besser. Der Algorithmus wird mit dieser Einstellung allerdings instabiler und in
einigen der anderen Beispiele werden schlechtere Resultate erzielt. Aus diesem
Grund behalten wir die bewährte Parametereinstellung ρ = 1.4 auch in diesem
Beispiel bei. Zu bemerken ist noch, dass die unterschiedlichen Leitfähigkeiten
die Qualität der Rekonstruktion nicht beeinflussen.

In einer weitere Folge von Beispielen addieren wir 1% normalverteiltes Rau-
schen auf die Daten und verwenden nur die ersten fünf Fourierkoeffizienten,
um die Abklingrate in (6.16) zu schätzen. Abbildungen 6.4 und 6.5 zeigen die
Ergebnisse. In allen vier Beispielen gibt es eine deutliche Schnittmenge aller
64 Kreise. Die weiß dargestellte Menge zeigt zuverlässig die Position der Ein-
schlüsse an, Informationen über deren Gestalt liefert sie aber nicht.

Die Schnittmenge ist bei den bumerangförmigen Einschlüssen nur schwer zu
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Abbildung 6.5: Rekonstruktionen des konvexen Rückstreuträgers des bume-
rangförmigen Einschlusses mit 1% Rauschen und Leitfähigkeit σ = 0 (oben)
beziehungsweise σ = 0.5 (unten). (Beide Spalten visualisieren dasselbe Ergeb-
nis.)

erkennen, deshalb heben wir sie in der rechten Spalte von Abbildung 6.5 in rot
hervor. Die erste Reihe zeigt den isolierenden Einschluss, während die Leitfähig-
keit im Einschluss unten σ = 0.5 beträgt. Wiederum geben die Rekonstruktio-
nen Auskunft über die Lage der Einschlüsse, aber nicht über deren Gestalt
oder Größe.

Wir haben für eine Reihe von Beispielen Rekonstruktionen dieser Qualität mit
demselben Signal-Rausch-Verhältnis erhalten. Auch bei einem Rauschen von
5% geben die Rekonstruktionen in den meisten Fällen Aufschluss über die La-
ge der Einschlüsse. Allerdings ist der Durchschnitt aller Kreise in diesen Fällen
üblicherweise leer. Dies erschwert es, allgemeintaugliche Parametereinstellun-
gen für die Rekonstruktionsverfahren anzugeben.



Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht das inverse Hindernisproblem der zweidimen-
sionalen elektrischen Impedanztomographie (EIT) mit Rückstreudaten. Wir
präsentieren und analysieren das mathematische Modell für Rückstreudaten,
diskutieren das inverse Problem für einen einzelnen isolierenden oder perfekt
leitenden Einschluss und stellen zwei Rekonstruktionsverfahren für das inverse
Hindernisproblem mit Rückstreudaten vor.

Ziel des inversen Hindernisproblems der EIT ist es, Inhomogenitäten (soge-
nannte Einschlüsse) der elektrischen Leitfähigkeit eines Körpers aus Strom-
Spannungs-Messungen an der Körperoberfläche zu identifizieren. Für die Mes-
sung von Rückstreudaten ist dafür nur ein Paar aus an der Körperoberfläche
nahe zueinander angebrachten Elektroden nötig, das zur Datenerfassung auf
der Oberfläche entlang bewegt wird.

Wir stellen ein mathematisches Modell für Rückstreudaten vor und zeigen, dass
Rückstreudaten die Randwerte einer außerhalb der Einschlüsse holomorphen
Funktion sind. Auf dieser Grundlage entwickeln wir das Konzept des konvexen
Rückstreuträgers: Der konvexe Rückstreuträger ist eine Teilmenge der konve-
xen Hülle der Einschlüsse und kann daher zu deren Auffindung dienen. Wir
stellen einen Algorithmus zur Berechnung des konvexen Rückstreuträgers vor
und demonstrieren ihn an numerischen Beispielen.

Ferner zeigen wir, dass ein einzelner isolierender Einschluss anhand seiner
Rückstreudaten eindeutig identifizierbar ist. Der Beweis dazu beruht auf dem
Riemann’schen Abbildungssatz für zweifach zusammenhängende Gebiete und
dient als Grundlage für einen Rekonstruktionsalgorithmus, dessen Leistungs-
fähigkeit wir an verschiedenen Beispielen demonstrieren. Ein perfekt leitender
Einschluss ist hingegen nicht immer aus seinen Rückstreudaten rekonstruierbar.
Wir diskutieren, in welchen Fällen die eindeutige Identifizierung fehlschlägt und
zeigen Beispiele für unterschiedliche perfekt leitende Einschlüsse mit gleichen
Rückstreudaten.
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