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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die QCD-Strahlungskorrekturen in O(ay) fiir verschiedene Polari-
sationsobservablen zu semileptonischen Zerféllen eines bottom-Quarks in ein charm-Quark
und ein Leptonpaar berechnet. Im ersten Teil wird der Zerfall b — ¢! +1~ +; eines unpola-
risierten b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark sowie ein geladenes Lepton und ein Antineu-
trino im Ruhesystem des b-Quarks analysiert. Es werden die Strahlungskorrekturen fiir den
unpolarisierten und den polarisierten Beitrag zur differentiellen Zerfallsrate nach der Ener-
gie des c-Quarks berechnet, wobei das geladene Lepton als leicht angesehen und seine Masse
daher vernachléssigt wird. Die inklusive differentielle Rate wird durch zwei Strukturfunk-
tionen in analytischer Form dargestellt. AnschlieSlend werden die Strukturfunktionen und
die Polarisation des c-Quarks numerisch ausgewertet. Nach der Einfiihrung der Helizitéts-
Projektoren befaBt sich der zweite Teil mit dem kaskadenartigen Zerfall b' — ¢ + W~
eines polarisierten b-Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark und ein virtuelles WW-Boson,
welches iiber W~ — [~ 4+ 1, weiter in ein Paar leichter Leptonen zerfillt. Es werden die
inklusiven Strahlungskorrekturen zu drei unpolarisierten und fiinf polarisierten Helizitéts-
Strukturfunktionen in analytischer Form berechnet, welche die Winkelverteilung fiir die
differentielle Zerfallsrate nach dem Viererimpulsquadrat des W-Bosons beschreiben. Die
Strukturfunktionen enthalten die Informationen sowohl iiber die polare Winkelverteilung
zwischen dem Spinvektor des b-Quarks und dem Impulsvektor des WW-Bosons als auch iiber
die rdumliche Winkelverteilung zwischen den Impulsen des W-Bosons und des Lepton-
paars. Der Impuls und der Spinvektor des b-Quarks sowie der Impuls des W-Bosons wer-
den im b-Ruhesystem analysiert, wihrend die Impulse des Leptonpaars im W-Ruhesystem
ausgewertet werden. Zusétzlich zu den genannten Strukturfunktionen werden noch die un-
polarisierte und die polarisierte skalare Strukturfunktion angegeben, die in Anwendungen
bei hadronischen Zerfallen eine Rolle spielen. Anschlieend folgt eine numerische Auswer-
tung aller berechneten Strukturfunktionen. Im dritten Teil werden die nichtperturbativen
HQET-Korrekturen in O(1/m?) zu inklusiven semileptonischen Zerfillen schwerer Hadro-
nen diskutiert, welche ein b-Quark enthalten. Sie beschreiben hadronische Korrekturen,
die durch die feste Bindung des b-Quarks in Hadronen hervorgerufen werden. Es werden
insgesamt fiinf unpolarisierte und neun polarisierte Helizitédts-Strukturfunktionen in analy-
tischer Form angegeben, die auch eine endliche Masse und den Spin des geladenen Leptons
beriicksichtigen. Die Strukturfunktionen werden sowohl in differentieller Form in Abhéngig-
keit des quadrierten Viererimpulses des W-Bosons als auch in integrierter Form présentiert.
Zum Schlufl werden die zuvor erhaltenen Resultate auf die semi-inklusiven hadronischen
Zerfille B — X .+ (D7, D*~) und A} — X+ (D7, D*~) eines polarisierten A,-Baryons oder
eines B-Mesons in ein D,- oder ein D?-Meson unter Beriicksichtigung der D?*-Polarisation
angewandt. Fiir die zugehorigen Winkelverteilungen werden die inklusiven QCD- und die
nichtperturbativen HQET-Korrekturen zu den Helizitats-Strukturfunktionen in analyti-
scher Form angegeben und anschliefend numerisch ausgewertet.
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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Einleitung

In der Elementarteilchenphysik werden die fundamentalen Bausteine der Materie sowie
deren grundlegende Wechselwirkungen durch das sogenannte Standardmodell [1,2, 8,4, 5]
beschrieben, das bislang in zahlreichen Experimenten gldnzend bestétigt wurde. Das Stan-
dardmodell wird auf der Basis der Quantenfeldtheorie [6,[7,8,0] formuliert, die drei wich-
tige Gebiete der modernen Physik miteinander verbindet. Zum ersten bewegen sich die
Elementarteilchen bei Energien, wie sie in heutigen Beschleunigeranlagen erreicht werden,
mit sehr hohen Geschwindigkeiten, die nahe an die Lichtgeschwindigkeit heranreichen.
Deshalb gehorchen sie den Gesetzen der speziellen Relativitdatstheorie, die natiirlich bei
der Beschreibung von Teilchenreaktionen beriicksichtigt werden miissen. Zweitens finden
Streuprozesse bei sehr kleinen Absténden statt, bei denen die Eigenschaften der Quanten-
mechanik eine wichtige Rolle spielen. Schliellich benétigt man drittens auch die Konzepte
der klassischen Feldtheorie, die beispielsweise zur Aufstellung der Maxwell-Gleichungen
in der Elektrodynamik gefiithrt haben. Trotz einiger Schwierigkeiten, die bei der Vereini-
gung dieser drei wichtigen Teilgebiete der theoretischen Physik aufgetreten sind, und bis
heute nicht vollstandig geloster mathematischer Probleme, haben sich die Konzepte der
Quantenfeldtheorie aufgrund ihrer grofien Erfolge beim Vergleich mit den Experimenten
durchgesetzt, da sie bis heute die beste bekannte Theorie zur Natur der Elementarteilchen
und deren Wechselwirkungen darstellen.

In der Quantenfeldtheorie geht man gewthnlich so vor, dafl man alle Materiebaustei-
ne und alle zwischen ihnen wirkenden Grundkréifte zundchst im Rahmen der klassischen
relativistischen Feldtheorie mit Hilfe des Lagrange-Formalismus beschreibt. Man beginnt
mit der Aufstellung einer relativistisch kovarianten Lagrange-Dichte, aus der mit Hilfe des
Prinzips der kleinsten Wirkung die klassischen Bewegungsgleichungen abgeleitet werden
konnen. Liegt fiir die Lagrange-Dichte eine bestimmte Symmetrie vor, so kann man daraus
mit Hilfe des Noether-Theorems eine zugehorige Erhaltungsgréfie gewinnen.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

Um nun die Gesetze der Quantenmechanik in die Theorie einzuarbeiten, unterwirft
man die klassischen Felder einem Verfahren, das man Quantisierung nennt. Es gibt meh-
rere verschiedene Quantisierungsverfahren, von denen zwei besonders haufig verwendet
werden. Das éltere dieser beiden Verfahren wird Zweite Quantisierung genannt, wobei
jede klassische Feldfunktion durch einen Feldoperator ersetzt wird, der bestimmte quan-
tenmechanische Vertauschungsregeln erfiillt. Dadurch kann man jedes Feld mit einer cha-
rakteristischen Art von Feldquanten identifizieren, die bei der Beschreibung physikalischer
Prozesse als Teilchen interpretiert werden kénnen. Auf diese Weise kann man jeder elemen-
taren Materie und jeder fundamentalen Kraft eine bestimmte Teichensorte zuordnen, die
deswegen auch als Elementarteilchen bezeichnet wird. Das zweite, modernere Quantisie-
rungsverfahren beruht auf dem Pfadintegral-Formalismus und fithrt zum selben Resultat
wie die Zweite Quantisierung.

Das Standardmodell basiert auf einer lokalen Eichtheorie, bei der man verlangt, dafl die
Lagrange-Dichte fiir die Elementarteilchen unter bestimmten Symmetrie-Transformationen
der Felder, die als Eichtransformationen bezeichnet werden, invariant ist. Diese Forderung
nach Invarianz gewéhrleistet, daf§ die physikalischen Observablen, welche man aus der
Lagrange-Dichte ableiten kann, nicht von der Wahl einer bestimmten Eichung abh&ngen.
LaBt man sogar lokale Eichtransformationen zu, die im Gegensatz zu den globalen Eich-
transformationen von den Raumzeit-Koordinaten abhéngen, so ist es unméglich, eine eich-
invariante Lagrange-Dichte allein fiir die Felder, welche die Materiebausteine beschreiben,
zu konstruieren. Die lokale Eichinvarianz kann aber wieder hergestellt werden, indem man
ein neues Feld einfiihrt, das deshalb mit dem Begriff Eichfeld bezeichnet wird. Seine Ei-
genschaften sind durch die Forderung nach lokaler Eichinvarianz festgelegt. Es stellt sich
heraus, dafl die Eichfelder die fundamentalen Wechselwirkungen zwischen den Elementar-
teilchen beschreiben.

Bei der Berechnung von physikalischen Observablen wie Wirkungsquerschnitten von
Streuprozessen oder Zerfallsraten fiir Teilchenzerfille spielt die sogenannte S-Matrix eine
herausragende Rolle. Sie beschreibt die quantenfeldtheoretische Ubergangsamplitude fiir
die unterschiedlichen Teilchenprozesse, aus der man durch Bildung des Betragsquadrates
die zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit pro Teilchenimpuls berechnen kann. Die Uber-
gangsrate ergibt sich aus dem Betragsquadrat der Amplitude durch Integration iiber alle
kinematisch erlaubten Viererimpulse der Teilchen im Endzustand. Daraus kénnen schlief3-
lich die Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten berechnet werden, indem man die Resul-
tate mit einem Flufaktor multipliziert, der aus dem Kehrwert fiir den Strom der Teilchen
im Anfangszustand hervorgeht.

Im Rahmen der Quantenfeldtheorie ist es aber nicht moglich, die S-Matrix in geschlos-
sener Form zu berechnen. Deshalb ist es notwendig, eine geeignete Naherungsmethode zu
finden, mit deren Hilfe man die Amplituden bestimmen kann. Man bedient sich dafiir der
Methode der Storungstheorie, bei der die Amplitude in eine Potenzreihe der Kopplungskon-
stanten, die ein Maf3 fiir die Starke der betrachteten Wechselwirkung ist, entwickelt wird. Ist
diese Kopplungskonstante wesentlich kleiner als eins, so erwartet man, dafl mit jeder weite-
ren Ordnung der Storungsreihe die Genauigkeit der zu berechnenden Amplitude zunimmt.
Die einzelnen Terme der Storungsreihe konnen mit Hilfe von Feynman-Diagrammen ver-



1.1. EINLEITUNG 3

anschaulicht werden, die sich als Raumzeit-Diagramme fiir die zugehorigen Streuprozesse
interpretieren lassen. Diese Diagramme bestehen aus verschiedenen Linien, denen jeweils
ein bestimmtes Teilchen zugeordnet wird, und Vertex-Punkten, an denen unterschiedliche
Linien zusammentreffen, und die eine Wechselwirkung der betreffenden Teilchen beschrei-
ben. Dabei werden jedem Vertex und jeder Linie des Diagramms bestimmte analytische
Audriicke zugeordnet, welche die Grundlage der Berechnung fiir die S-Matrix darstellen.
Die niedrigste Ordnung der Storungsreihe wird als Bornsche Néherung bezeichnet, und alle
Korrekturen hoherer Ordnung nennt man Strahlungskorrekturen.

Bei der Berechnung von Strahlungskorrekturen gibt es Diagramme, bei denen die Li-
nien geschlossene Schleifen bilden, denen eine Integration iiber den in der Schleife umlau-
fenden Teilchen-Viererimpuls zugeordnet ist. Bei der Durchfithrung der Integration stellt
sich heraus, daf8 einige Integrale und damit die Ubergangsamplituden divergent werden
konnen, was zu einem unsinnigen physikalischen Resultat fiithrt. Man kann aber einen Weg
finden, um diese Divergenzen zu beseitigen, indem man die in der Lagrange-Dichte auf-
tretenden Massen und Ladungen nicht als physikalische Grofien, sondern als Parameter
interpretiert, in welche man die Divergenzen absorbiert. Anschlieend setzt man die Pa-
rameter in bestimmter Art und Weise mit den tatsdchlich gemessenen Werten fiir Massen
und Ladungen in Beziehung. Man nennt dieses Verfahren Renormierung und kann damit
den angesprochenen divergenten Termen endliche Werte zuordnen. Aus den renormierten
Amplituden berechnet man anschliefend die Ubergangsraten und bestimmt schlieflich die
Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten.

Neben den oben erwihnten gibt es noch eine weitere Art von Divergenzen, die bei
der Anwesenheit virtueller masseloser Teilchen in den Schleifen auftreten. Sie kénnen da-
durch behoben werden, indem man neben den Schleifenkorrekturen auch Bremsstrahlungs-
beitrige beriicksichtigt, bei denen dieselben masselosen Teilchen nicht in geschlossenen
Schleifen vorkommen, sondern als reelle Teilchen abgestrahlt werden. Analog zu den Schlei-
fendiagrammen berechnet man fiir den Bremsstrahlungsprozefl aus den Feynman-Regeln
die Ubergangsamplitude, aus der sich die Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten erge-
ben. Man kann zeigen, dafl das Ergebnis ein entgegengesetztes Divergenzverhalten zum
urspriinglich betrachteten Prozef besitzt. Nach der Summation beider Beitrdge heben sich
die Divergenzen gegenseitig auf, und fiir das Resultat ergibt sich ein endlicher Wert, mit
dessen Hilfe physikalische Observablen berechnet und mit experimentellen Ergebnissen
verglichen werden konnen. Die aus diesen Resultaten berechneten Observablen nennt man
inklusive Groflen.

In einigen Féllen ist es nicht moglich, fiir bestimmte Teilchenprozesse Streuamplituden
mit Hilfe der Storungstheorie zu berechnen, beispielsweise wenn die Kopplungskonstante
der zugrunde liegenden Wechselwirkung grofler als eins wird. Unter gewissen Vorausset-
zungen kann man auch nichtstoérungstheoretische Verfahren entwickeln, indem man zum
Beispiel aus den grundlegenden Feldtheorien bestimmte effektive Theorien ableitet oder
verschiedene Grenzfille der Theorie betrachtet. Es gibt auch noch einen weiteren Zugang
zur Berechnung von Streuamplituden im Rahmen einer sogenannten Gitter-Eichtheorie,
in der man die Raumzeit durch ein Gitter diskreter Punkte darstellt und versucht, die
Amplituden der vollstéindigen Theorie mit numerischen Methoden zu berechnen.
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Die elementaren Materiebausteine des Standardmodells gehorchen der Fermi-Dirac—
Statistik und werden aus diesem Grund Fermionen genannt. Dazu gehoren die Quarks,
aus denen beispielsweise Proton und Neutron aufgebaut sind, und die Leptonen, zu denen
auch die Elektronen zéhlen. Die genannten Elementarteilchen wechselwirken iiber vier ele-
mentare Krifte, welche im Rahmen der Quantenfeldtheorie durch quantisierte Eichfelder
beschrieben werden, die der Bose-Einstein—Statistik geniigen. Die zugehorigen Feldquanten
nennt man deshalb Eichbosonen. Das Standardmodell beschéftigt sich mit drei der vier
Grundkréfte. Die bekannteste ist die elektromagnetische Kraft, deren quantisierte Eich-
theorie als Quantenelektrodynamik oder kurz QED bezeichnet wird und deren Eichbosonen
die masselosen Photonen sind. Sie wirkt auf alle elektrisch geladenen Teilchen, und die
Kopplungskonstante ist die Ladung ¢ der betreffenden Elementarteilchen. Die zugrunde
liegende Symmetriegruppe ist eine U(1), und die Lagrange-Dichte der QED ist invariant
unter lokalen U(1)-Eichtransformationen. Die U(1) ist eine kommutative oder abelsche
Gruppe. Deshalb wird die QED als abelsche Eichtheorie bezeichnet.

Die Eichtheorie der starken Wechselwirkung, die unter anderem die Kréfte im Innern
von Atomkernen beschreibt, nennt man Quantenchromodynamik oder QCD. Sie bestimmt
die Wechselwirkung zwischen den Quarks, und wird durch masselose Eichbosonen vermit-
telt, die man Gluonen nennt. Sie koppelt an alle Teilchen, die eine sogenannte Farbladung
besitzen. Die Kopplungsstéirke ist durch die starke Kopplungskonstante g5 gegeben. Die
Eichgruppe der QCD ist die SU(3), deren Elemente nicht miteinander vertauschen und die
deshalb als nichtabelsch bezeichnet wird. Die QCD ist also eine nichtabelsche Eichtheo-
rie. Aus diesem Grunde konnen die Gluonen auch untereinander wechselwirken, was eine
kompliziertere Struktur der starken im Vergleich zur elektromagnetischen Wechselwirkung
zur Folge hat. Die starke Wechselwirkung ist vermutlich auch dafiir verantwortlich, dafl
Quarks nur in gebundenen Zusténden existieren kénnen, deren Gesamtfarbladung neutral
ist.

Die schwache Wechselwirkung, die beispielsweise fiir den Beta-Zerfall verantwortlich ist,
wird im Rahmen des Standardmodells durch die Theorie von Glashow, Weinberg und Salam
beschrieben. In dieser Theorie werden die schwache und die elektromagnetische Wechselwir-
kung durch eine vereinheitlichte SU(2) x U (1)-Eichtheorie beschrieben. Die Feldquanten der
schwachen Wechselwirkung sind im Unterschied zur QED und zur QCD massive Eichboso-
nen, welche durch die elektrisch geladenen W- und die neutralen Z-Bosonen gegeben sind.
Wie auch die QCD ist die elektroschwache Wechselwirkung eine nichtabelsche Eichtheorie.
Man ordnet dabei den Elementarteilchen eine schwache Hyperladung und einen schwa-
chen Isospin zu. Die Stéarke der Wechselwirkung wird durch zwei Kopplungskonstanten g,
und g, parametrisiert. Bei der Konstruktion einer Lagrange-Dichte fiir die elektroschwache
Theorie ist es zunéchst nicht moglich, fiir die W- und Z-Bosonen eichinvariante Massenter-
me zu erhalten. Diese Schwierigkeit kann man dadurch beheben, indem man das Konzept
der spontanen Symmetriebrechung und den Higgs-Mechanismus verwendet. Dadurch wird
es moglich, sowohl den Fermionen als auch den Eichbosonen in eichinvarianter Weise eine
Masse zuzuordnen. Man mufl dazu allerdings ein weiteres Teilchen, ndmlich das sogenannte
Higgs-Boson in die Theorie einfithren. Nach der Symmetriebrechung ergibt sich eine eichin-
variante U(1)-Theorie mit masselosen Eichbosonen, mit der man die QED identifizieren
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kann, und drei massive Eichbosonen fiir die schwache Wechselwirkung. Aus bestimmten Li-
nearkombinationen der schwachen Hyperladung und des schwachen Isospins ergibt sich die
elektrische Ladung, und man erhélt eine schwache Kopplungskonstante g,,, die iiber einen
Parameter, den man Weinbergwinkel nennt, mit der Elementarladung zusammenhéngt.

Die vierte fundamentale Wechselwirkung ist die Gravitation. Aufgrund ihrer gerin-
gen Stérke im Vergleich zu den anderen Grundkriften spielt sie in Teilchenreaktionen bei
Strahlenergien, wie sie in modernen Beschleunigeranlagen erreicht werden, keine Rolle und
wird daher nicht im Rahmen des Standardmodells beschrieben. Bis heute ist es noch nicht
gelungen, die Gravitation und die Quantenmechanik auf der Grundlage einer einheitlichen
Theorie konsistent zu formulieren.

1.2 Motivation

Obwohl das Standardmodell bisher experimentell glinzend bestétigt wurde, ist man daran
interessiert, die Genauigkeit beim Vergleich mit dem Experiment weiter zu erh6hen, und die
Uberpriifung auf weitere Bereiche des Standardmodells auszudehnen, um auf diese Weise
moglicherweise eine Abweichung von den theoretischen Vorhersagen feststellen zu kénnen.
Weil die Genauigkeit vieler Experimente in der Elementarteilchenphysik in den letzten Jah-
ren stetig zugenommen hat, ist es beispielsweise erforderlich, zu bestimmten Teilchenpro-
zessen Berechnungen von Strahlungskorrekturen in zweiter oder sogar héheren Ordnungen
durchzufithren, um sie mit den Resultaten aus Messungen an modernen Beschleunigeran-
lagen vergleichen zu konnen. Aber bereits in der ersten Ordnung der Storungsrechnung
gibt es verschiedene aus dem Standardmodell abgeleitete MeBgroflen, welche noch nicht
ausreichend durch Experimente getestet wurden. Dazu gehéren auch verschiedene Ob-
servablen der Polarisation von Elementarteilchen, die aus bestimmten Eigenschaften des
Teilchenspins resultieren. Man kann sie in geeigneten Experimenten durch Analysieren der
Winkelverteilungen verschiedener Teilchenprozesse messen. Diese Experimente sind aber
schwieriger durchzufiihren als Messungen von totalen Raten. Um die Richtungsinformatio-
nen der produzierten Teilchen zu bestimmen, ist es ndmlich notwendig, eine ausreichend
hohe Produktionsrate zu gewéhrleisten, damit man fiir eine statistische Analyse geniigend
Teilchen pro Raumwinkelelement nachweisen kann. Dazu ist es erforderlich, Beschleuniger
mit einer moglichst hohen Luminositét zu konstruieren und leistungsstarke Teilchendetek-
toren zu entwickeln. Dies ist mit einigen existierenden Anlagen bereits gelungen und wird
sich bei in naher Zukunft geplanten Experimenten weiter verbessern. Mit Hilfe der Mes-
sungen von Polarisationsobservablen kénnten unter anderem mogliche Abweichungen von
einigen im Standardmodell vorkommenden Kopplungen zwischen bestimmten Elementar-
teilchen nachgewiesen werden.

Insbesondere die Eigenschaften der starken Wechselwirkung sind wegen ihrer Komple-
xitat noch nicht so gut erforscht wie beispielsweise die elektromagnetische Wechselwirkung.
Da die Quarks nicht als freie Teilchen existieren, sondern lediglich in Hadronen genann-
ten gebundenen Zustéinden vorkommen, ist es oft nur indirekt moglich, ihre Eigenschaften
experimentell zu bestimmen. Bei niedrigen Energien wird zum Beispiel die starke Kopp-
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lungskonstante so grofl, dafl man die Storungstheorie nicht mehr anwenden kann und auf
bestimmte Naherungsverfahren angewiesen ist. Aulerdem hadronisieren die Quarks, wel-
che bei Streuexperimenten erzeugt werden, und erzeugen Schauer aus Hadronen, in denen
es schwierig ist, Teilchen mit bestimmten Eigenschaften zu identifizieren.

Neben der starken Wechselwirkung nehmen die Quarks auch an der schwachen Wech-
selwirkung teil und kénnen daher auch {iber diese Wechselwirkung zerfallen. Als Zerfalls-
produkte konnen neben leichteren Quarks auch Leptonen auftreten. Eine spezielle Klasse
von Zerfillen bilden die sogenannten semileptonischen Zerfille, bei denen ein Quark in ein
leichteres Quark und ein Paar von Leptonen zerfillt. Dieser Zerfallsprozef§ wird im Stan-
dardmodell durch eine Wechselwirkung beschrieben, deren Struktur durch die Differenz
eines Vektor- und eines Axialvektor-Stromes beschrieben wird und die deshalb als V' — A-
Kopplung bezeichnet wird. Die Berechnung bestimmter Polarisationsobservablen zu dieser
Art von Zerféllen ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Durch Vergleich mit modernen
Experimenten ist es moglich, eine Abweichung von der Vorhersage des Standardmodells
fiir diese Kopplung und damit Hinweise auf bisher unbekannte physikalische Effekte zu
entdecken.

In dieser Arbeit werden wir speziell die semileptonischen Zerfille eines Bottom-Quarks
behandeln. Das b-Quark zéhlt zu den schweren Quarks, deren Massen im Vergleich zur
Energieskala Agcp der QCD grofl sind. Konkret handelt es sich hier um den elementa-
ren Prozef3; bei dem ein Bottom-Quark in ein Charm-Quark und ein virtuelles W-Boson
zerfallt, welches dann selbst in ein Leptonpaar weiterzerfillt, das aus einem geladenen Lep-
ton und einem Antineutrino besteht. Im Unterschied zu einem rein leptonischen Zerfall wie
dem eines Myons, bei dem nur Leptonen beteiligt sind, bezeichnet man solche Zerfille, bei
denen im Anfangszustand Quarks oder Hadronen auftreten, als semileptonisch. Da das b-
Quark zu den schweren Quarks zdhlt, ist seine Hadronisierung weniger ausgeprégt als bei
leichteren Quarks und man kann es naherungsweise wie ein freies Teilchen behandeln. Die
Korrekturen, welche durch die hadronischen Eigenschaften hervorgerufen werden, lassen
sich bei schweren Quarks sehr gut im Rahmen einer effektiven Theorie beschreiben. Die-
se Theorie wird nach dem englischen Ausdruck “Heavy Quark Effective Theory” kurz als
HQFET bezeichnet. Dies ist ein Vorteil des b-Quark—Zerfalls gegeniiber Zerféllen leichterer
Quarks, weil dessen Zerfallsraten mit storungstheoretischen Methoden der Quantenfeld-
theorie berechnet werden konnen und die zugehorigen hadronischen Korrekturen gleichzei-
tig einer fundierten theoretischen Beschreibung zugénglich sind.

Um die fiir den Vergleich mit neueren Experimenten erforderliche Prizision zu errei-
chen, ist es erforderlich, bei den storungstheoretischen Berechnungen neben der Bornschen
Néherung auch Strahlungskorrekturen zu beriicksichtigen. Es stellt sich heraus, dafl von
allen Standardmodell-Korrekturen die QCD-Korrekturen den gréfiten Beitrag liefern, da
der Wert fiir die starke Kopplungskonstante «; selbst relativ grofl ist. Fiir den Vergleich
mit experimentellen Resultaten ist bei dem hier diskutierten b-Quark—Zerfall bereits die
Berechnung der ersten Ordnung «, ausreichend. Auflerdem gestaltet sich die Berechnung
von Korrekturen zweiter Ordnung wesentlich schwieriger als die der Korrekturen erster
Ordnung. Deshalb werden wir uns in dieser Arbeit auf die Berechnung der inklusiven
QCD-Korrekturen in O(a;) beschrianken, die sich sowohl aus den Schleifen- als auch aus
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den Bremsstrahlungsbeitragen zusammensetzen. Die elektroschwachen Korrekturen sind
schon deutlich kleiner als die QCD-Resultate, so dafl wir sie nicht beriicksichtigen werden.

Das zerfallende b-Quark oder das c-Quark im Endzustand koénnen beide eine nicht-
verschwindende Polarisation besitzen, die aus den Spineigenschaften der Quarks resultiert
und bei der Berechnung der Zerfallsraten beriicksichtigt werden muf. In unserem Fall be-
schrianken wir uns auf die Polarisation jeweils eines der beiden Quarks und nehmen das
andere als unpolarisiert an. Auch die Polarisation des virtuellen W-Bosons ist bei dem un-
tersuchten b-Zerfall von Interesse, weil sich daraus Riickschliisse auf die Winkelabhéngig-
keiten des entstehenden Leptonpaars ziehen lassen. Deshalb sollen auch die Polarisations-
observablen fiir das W-Boson diskutiert werden.

Wie bereits in der Einleitung gesagt wurde, sind Quarks immer in hadronischen Zu-
stdnden gebunden, so dafl man in Experimenten nur hadronische Prozesse untersuchen
kann. Bei Elektron-Positron—Kollisionen und vor allem bei Experimenten an Proton-Anti-
proton— oder Proton-Proton—Beschleunigern werden sehr grofle Mengen an Hadronen er-
zeugt. Weil die Produktionsrate fiir leichte Hadronen hoher als fiir schwerere Hadronen
ist, eignen sich leichtere Hadronen besonders gut fiir experimentelle Untersuchungen, bei
denen eine hohe Statistik erforderlich ist. Unter den Baryonen, welche ein schweres b-Quark
enthalten, zdhlen die Ay-Baryonen zu den leichtesten, weil sie neben dem b- noch aus ei-
nem u- und einem d-Quark bestehen. Die B-Mesonen setzen sich aus einem b-Quark und
einem leichteren Antiquark zusammen und besitzen eine kleinere Masse als die angespro-
chenen Baryonen. Da die genannten Hadronen aufgrund ihrer relativ geringen Masse fiir
experimentelle Untersuchungen besser geeignet sind als schwerere Hadronen, werden wir
in dieser Arbeit die hadronischen Zerfille von B-Mesonen und polarisierten A;-Baryonen
diskutieren.

Die Zerfille von A,-Baryonen und B-Mesonen sind eine mégliche Anwendung des b-
Quark-Zerfalls, der den betrachteten hadronischen Prozessen zugrunde liegt. Die mit Hil-
fe der QCD berechneten Resultate fiir den Zerfall des b-Quarks tragen im Rahmen der
HQET in fithrender Ordnung zu den genannten hadronischen Zerfallen bei, und die hadro-
nischen Korrekturen sind durch nichtperturbative Beitrdge gegeben, welche proportional
zum Kehrwert der b-Masse sind. Daher kann der b-Zerfall in ein ¢-Quark und ein Lepton-
Paar unter anderem fiir die Behandlung des semileptonischen Aj,-Zerfalls herangezogen
werden. Aufgrund der gleichen Struktur des Matrixelementes ist es auch moglich, fiir den
Zerfall von Aj-Baryonen oder auch von B-Mesonen anstelle eines Leptonpaares einen ha-
dronischen Endzustand zu betrachten, welcher durch ein Ds- oder ein D?-Meson gegeben
ist. Die hadronischen Zerfallsprodukte sind allerdings wegen ihres Kaskaden-Zerfalls in sta-
bile Endzustéinde im Experiment schwerer nachzuweisen als Leptonen, die im wesentlichen
bereits stabile Teilchen darstellen.

Bei den Experimenten BELLFE in Japan und BarBar in den USA werden in ausrei-
chender Anzahl BB-Paare erzeugt, um die oben erwihnten Zerfille in hadronische End-
zusténde untersuchen zu konnen. Diese Experimente dienen in erster Linie der Erforschung
der CP-Verletzung, ihre Daten konnen jedoch auch fiir die Messung von Observablen aus
dem Zerfall von B- oder B-Mesonen verwendet werden. Die Aj-Baryonen sind bereits im
LEP-Beschleuniger am européischen Forschungszentrum CERN bei Genf beim Zerfall von
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Z°-Bosonen in relativ hoher Anzahl produziert worden, so dafl man Daten der semilep-
tonischen Zerfélle gewinnen konnte. Diese Anzahl kann bei den geplanten Beschleunigern
TEVATRON und LHC weiter erhoht werden, um auch fiir die hadronischen Zerfallsproduk-
te eine hinreichend grofie Statistik zu erhalten. Bilden sich die A,-Baryonen aus b-Quarks,
welche beim Zerfall eines Topquarks entstehen, so besitzen sie einen hohen Polarisations-
grad, und man muf} bei der Berechnung der Zerfallsraten auch den A,-Spin beriicksichtigen.

1.3 Gliederung

In der vorliegenden Arbeit werden semileptonische Zerfélle eines Bottom-Quarks in ein
Charm-Quark und ein Lepton-Paar sowie deren Anwendungen in hadronischen Zerfallspro-
zessen diskutiert. Der Hauptanteil ist die Berechnung von QQCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten «; zu verschiedenen Polarisationsobser-
vablen des b-Zerfalls. AnschlieBend werden nichtperturbative HQET-Korrekturen fiir ha-
dronische Prozesse, die in fithrender Ordnung durch den Zerfall eines b-Quarks beschrieben
werden, angegeben. Zum Abschlufl werden die gewonnenen Resultate fiir die Beschreibung
semi-inklusiver Zerfille von B-Mesonen und A,-Baryonen verwendet.

Alle hier diskutierten Zerfallsprozesse werden im Rahmen des Standardmodells der
Elementarteilchenphysik beschrieben, das deshalb in Kapitel B kurz zusammengefafit wird.
Es werden die darin vorkommenden Elementarteilchen aufgelistet und deren Wechselwir-
kungen untereinander beschrieben. Danach erfolgt eine Diskussion des elektroschwachen
Sektors, der die schwache Wechselwirkung mit dem Elektromagnetismus vereinigt. Es folgt
eine Behandlung des Higgs-Mechanismus, der fiir die Erzeugung der Teilchenmassen ver-
antwortlich ist. Anschliefend erfolgt eine Beschreibung der starken Wechselwirkung, die
zwischen den Quarks in den Hadronen wirkt. SchliefSlich wird die gesamte Lagrange-Dichte
des Standardmodells angegeben, aus der sich die Feynman-Regeln herleiten lassen, wel-
che bei der Berechnung von physikalischen Streuprozessen oder von Zerfallsraten benotigt
werden. Abschlielend werden noch einige experimentelle Ergebnisse zum Testen des Stan-
dardmodells vorgestellt.

In Kapitel B werden die Bornsche Naherung sowie die QCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der Kopplungskonstanten o fiir den Zerfall b — ¢! + [~ 4 #; zur differen-
tiellen Rate dI'/dE. nach der Energie des c-Quarks berechnet. Dabei wird der Spin des
c-Quarks beriicksichtigt, wahrend der b-Spin unbeobachtet bleiben soll. Um die Rechnun-
gen vereinfachen zu kénnen, werden im Endzustand nur leichte Leptonen betrachtet, so
dafl deren Masse gegeniiber der b-Masse vernachléssigt werden kann. Die QCD-Korrekturen
setzen sich aus den Schleifenkorrekturen und den Gluon-Bremsstrahlungsbeitrégen zusam-
men, die jeweils in unterschiedlichen Abschnitten diskutiert werden. Die Schleifenkorrektu-
ren besitzen eine Ultraviolett-Divergenz, welche mit Hilfe der Renormierung behoben wird.
Diese Prozedur wird im Rahmen der Einschleifen-Korrekturen kurz vorgestellt werden. Ne-
ben der UV-Singularitét treten bei den QCD-Korrekturen auch Infrarot-Divergenzen auf,
die sowohl die Schleifen- als auch die Bremsstrahlungsbeitrige betreffen. Diese Singula-
ritdten heben sich bei der Summation beider Anteile zur inklusiven Rate gegenseitig auf.
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Die inklusive Rate enthilt keine Divergenzen mehr und wird im Anschluff an die QCD-
Strahlungskorrekturen angegeben.

Um die differentielle Rate zu erhalten, wird bei der Bornschen Rate und den QCD-
Korrekturen bis auf triviale Winkelintegrationen nicht iiber den Phasenraum des c-Quarks
integriert, wihrend der Phasenraum der Leptonen und der des reellen Gluons bei der
Bremsstrahlung vollsténdig ausintegriert werden. Das Resultat fiir die differentielle Rate
wird durch eine unpolarisierte und eine polarisierte Strukturfunktion ausgedriickt. Die
erste beschreibt die Rate, bei der iiber den c-Quark—Spin summiert wird, und die zweite
enthélt den Anteil, der vom Spin des c-Quarks abhéngt. Beide werden in analytischer Form
dargestellt und héngen neben der Energie des c-Quarks nur von den Quarkmassen ab.

Im letzten Abschnitt von Kapitel B werden die Resultate der inklusiven differentiel-
len Rate numerisch ausgewertet. Die beiden Strukturfunktionen werden in Abhéngigkeit
der mit der b-Masse skalierten c-Energie graphisch dargestellt und mit den zugehorigen
Bornschen Raten verglichen. Auflerdem wird der EinfluB der Strahlungskorrekturen auf
die Bornsche Néherung diskutiert und die dadurch hervorgerufenen prozentualen Ande-
rungen der Strukturfunktionen angegeben. Am Ende wird die longitudinale Polarisati-
on des c-Quarks mit Hilfe der beiden Strukturfunktionen bestimmt und ihr Verlauf in
Abhéngigkeit der skalierten c-Energie graphisch dargestellt. Auch hier wird der Einflufl
der QCD-Strahlungskorrekturen diskutiert, indem die relativen prozentualen Anderungen
der Bornschen Néherung angegeben werden.

Als Vorbereitung auf die Ausfithrungen in den beiden nachfolgenden Kapiteln wird in
Kapitel @l der Formalismus der Helizitéts-Projektoren eingefiihrt, welche zur Beschreibung
der unterschiedlichen Helizitéts-Zustédnde des virtuellen W-Bosons benétigt werden. Sie bil-
den einen Satz von Basis-Tensoren, in die der Lepton-Tensor fiir den Zerfall eines b-Quarks
in ein c-Quark und ein Leptonpaar entwickelt werden kann, und setzen sich aus bestimmen
Kombinationen der Polarisationsvektoren fiir das virtuelle W-Boson zusammen. Es wird
gezeigt, dal auch der Hadron-Tensor fiir den b-Zerfall in einen vollstéindigen Satz dieser
Projektoren entwickelt werden kann. Damit ist es moglich, das betragsquadrierte Matrix-
element des Zerfallsprozesses durch den mit den Projektoren kontrahierten Hadron-Tensor
auszudriicken. Anschlieend wird dies dafiir verwendet, um die Winkelverteilung fiir die
differentielle Rate des b-Quark—Zerfalls anzugeben. Dazu wird der Zerfallsprozel in den
Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles W-Boson und den anschlieBenden
Zerfall des W-Bosons in ein Leptonpaar aufgespalten. Nach Einsetzen des betragsquadrier-
ten Matrixelementes erhélt man eine vierfach differentielle Rate, deren Winkelkoeffizienten
ebenfalls durch den mit den Projektoren kontrahierten Hadron-Tensor gegeben sind. Diese
Winkelkoeffizienten und die zugehorigen reduzierten Raten werden am Ende von Kapitel
A angegeben und bilden die Grundlage fiir die Berechnungen in den folgenden Kapiteln.

In Kapitel f werden die Bornsche Naherung und die QCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten a, zu Polarisationsobservablen fiir den
Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar berechnet. Im Gegensatz zu
Kapitel B wird hier {iber den Phasenraum des c-Quarks integriert, wahrend man die In-
tegration iiber den Phasenraum der Leptonen nicht ausfiithrt und die Winkelvariablen zur
Analyse der Polarisation des virtuellen W-Bosons verwendet. Wegen einer Anwendung
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auf den Zerfall eines polarisierten Aj,-Baryons in Kapitel [] wird der Spin des b-Quarks
beriicksichtigt. Der Spin des c-Quarks dagegen wird nicht betrachtet, so dafl iiber diesen
summiert werden kann. Als Resultat werden die inklusiven O(aj)-Strahlungskorrekturen
zu drei unpolarisierten und fiinf polarisierten Helizitéts-Strukturfunktionen in analytischer
Form angegeben, welche die Polarisation des W-Bosons im Zerfall b — ¢+ W~ vollstandig
beschreiben. Dariiberhinaus werden auch die unpolarisierte und die polarisierte skalare He-
lizitats-Rate angegeben, die bei den Anwendungen auf hadronische Zerfille in Kapitel [
eine Rolle spielen.

In Kapitel B werden die nichtperturbativen Korrekturen zu semileptonischen Zerfalls-
prozessen von Hadronen diskutiert, in denen das zerfallende Hadron ein schweres b-Quark
enthélt. Diese Zerfille werden im Rahmen der HQET in fithrender Ordnung durch den
Zerfall des b-Quarks beschrieben, und die hadronischen Korrekturen sind von der Ord-
nung 1/m?. Es werden die hadronischen Matrixelemente angegeben und mit deren Hilfe
die Helizitats-Strukturfunktionen und die Winkelverteilungen fiir die hadronischen Zerfille
bestimmt. In fithrender Ordnung sind die Strukturfunktionen mit den Resultaten der Born-
schen Néherung in der QCD aus Kapitel B identisch. In Kapitel f werden neben den
Strukturfunktionen fiir den Zerfall in masselose Leptonen auch die fiir massive Leptonen
einschliefllich des Lepton-Spins angegeben, um damit auch den Zerfall in Tau-Leptonen
beschreiben zu konnen. Insgesamt erhélt man somit fiinf unpolarisierte und neun pola-
risierte Strukturfunktionen, die den semileptonischen Zerfall eines polarisierten Hadrons
vollsténdig beschreiben. Durch Normierung auf die totale Rate fiir den Zerfall b — c+1™ 4
im Grenzfall verschwindender c-Masse werden reduzierte differentielle Raten definiert, die
vom Viererimpulsquadrat des virtuellen WW-Bosons abhéngen. Fiir den Zerfall in Leptonen
negativer Helizitit werden drei unpolarisierte und fiinf polarisierte reduzierte Raten angege-
ben, und fiir den Zerfall in Leptonen positiver Helizitdt ergeben sich vier unpolarisierte und
acht polarisierte Raten. Am Ende von Kapitel § werden die erwédhnten reduzierten Raten
iiber das Viererimpulsquadrat des W-Bosons integriert und die resultierenden unpolari-
sierten und polarisierten integrierten Raten in analytischer Form dargestellt. Abschliefend
werden die integrierten Winkelverteilungen fiir den Zerfall in Leptonen negativer und po-
sitiver Helizitat in Abhéngigkeit der integrierten Raten angegeben, welche nur noch drei
Winkelvariablen enthalten.

Nach der Diskussion der QCD-Strahlungskorrekturen und der nichtperturbativen Bei-
trage in den beiden vorangegangenen Kapiteln werden in Kapitel [] Anwendungen dieser
zuvor berechneten Resultate in hadronischen Zerféllen behandelt, bei denen das zerfal-
lende Hadron ein b-Quark enthélt. Im einzelnen werden die semi-inklusiven Zerfille eines
polarisierten Ay-Baryons A] — X, + (D, D*) oder eines B-Mesons B — X, + (D, D¥)
in ein D,- oder ein D?-Meson untersucht. Zunéchst werden die Winkelverteilungen die-
ser Prozesse angegeben, wobei die Winkelkoeffizienten durch einige der in Kapitel [ und
B berechneten Helizitdats-Strukturfunktionen gegeben sind. Anschlieend werden die ana-
lytischen Resultate der fiir die hadronischen Zerfélle benotigten Strukturfunktionen auf
die zugehorige Bornsche Rate normiert und in Abhéngigkeit der QCD-Korrekturen sowie
der nichtperturbativen Beitrage angegeben. Zum Schlul werden die normierten Helizitéts-
Strukturfunktionen fiir die Zerfille des A, und des B numerisch ausgewertet. Die numeri-
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schen Resultate der unterschiedlichen Korrekturen aus der QCD und der HQET werden
fiir die verschiedenen Helizitédten diskutiert, wobei auf die Groflenordnung der Korrekturen
relativ zum Born-Term etwas ndher eingegangen wird.

Am Ende dieser Arbeit werden in Kapitel § die wichtigsten Resultate zusammengefaf3t.
AuBlerdem wird ein kurzer Ausblick auf verschiedene Berechnungen gegeben, welche die
hier prasentierten Ergebnisse weiterfithren und vervollstéindigen kénnten, so daff man in
Zukunft genauere Vergleiche mit neueren Experimenten durchfiihren kann.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION



Kapitel 2
Das Standardmodell

2.1 Einleitung

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik besteht aus drei Anteilen. Der erste Teil
sind die fundamentalen Konstituenten der Materie. Dies sind jeweils sechs Quarks und Lep-
tonen, die in drei Familien eingeteilt werden und sich durch ihre Massen und elektrischen
Ladungen voneinander unterscheiden. Zu jedem dieser Teilchen gibt es ein Antiteilchen,
das sich von ihm im wesentlichen durch die entgegengesetzte Ladung unterscheidet. Jede
der drei Leptonfamilien besteht aus einem geladenen Lepton, das eine negative elektri-
sche Elementarladung trégt, und einem elektrisch neutralen Neutrino. So enthélt die erste
Lepton-Familie das Elektron und das Elektron-Neutrino, die beiden anderen Familien wer-
den aus dem Myon und dem Tau und den zugehorigen Neutrinos gebildet. Das Elektron
ist das leichteste der geladenen Leptonen und ist ein stabiles Teilchen, wahrend das Myon
und das Tau nur eine endliche Lebensdauer besitzen. Die Neutrinos galten lange Zeit als
masselos, neuere Experimente zeigen jedoch eine starke Evidenz, dafl ihre Masse sehr klein,
aber von null verschieden ist. In der Beschreibung des Standardmodells im Rahmen dieser
Arbeit werden die Neutrinomassen null gesetzt, da die Masseneffekte zu klein sind, um
messbare Korrekturen hervorzurufen. Die Quarks sind die Bestandteile aller Hadronen, zu
denen auch die Nukleonen, das Proton und das Neutron, gehoren. Jede Familie von Quarks
enthélt jeweils ein up-type Quark, das zwei drittel der elektrischen Elementarladung trigt,
und ein down-type Quark mit einer negativen drittel Elementarladung. Die erste Fami-
lie enthélt das up-Quark und das down-Quark, aus denen die Protonen und Neutronen
aufgebaut sind. Die zweite Familie besteht aus dem charm- und dem strange-Quark und
die dritte Familie schliellich aus dem top- und dem bottom-Quark. Auflerdem kommen
alle sechs Quarks in jeweils drei verschiedenen Ladungszustdnden vor, die in Anlehnung
an die Optik Farben genannt werden, weil sich drei unterschiedliche Farbladungen gegen-
seitig ausloschen kénnen. Quarks existieren in der Natur nicht als freie Teilchen, sondern
bilden die Baryonen, die aus drei Quarks bestehen, und die Mesonen, die einen Verbund
aus einem Quark und einem Antiquark darstellen. Das Proton ist das einzige stabile Ba-
ryon, wiahrend die Mesonen alle eine endliche Lebensdauer haben. Baryonen und Mesonen

13
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werden unter dem Begriff der Hadronen zusammengefafit. Sie bilden Quarkzustédnde, die
beziiglich der Farbladung neutral sind. Eine weitere Eigenschaft der Elementarteilchen ist
ihr Eigendrehimpuls oder Spin. Sowohl alle Quarks als auch die Leptonen tragen in Ein-
heiten des Drehimpulsquants /& den Spin 1/2, sie gehorchen also der Fermi-Dirac-Statistik
und werden deshalb als Fermionen bezeichnet. Die Figenschaften der Quarks und Leptonen
sind in Tabelle B.1 zusammengestellt.

Den zweiten Teil des Standardmodells bilden die Grundkréfte zwischen den Materie-
teilchen. Sie werden im Rahmen einer lokalen Eichtheorie formuliert, und die Wechsel-
wirkungen werden durch quantisierte Eichfelder {ibermittelt. Man kennt heute vier unter-
schiedliche Wechselwirkungen. Die elektromagnetische Kraft ist seit langer Zeit bekannt.
Ihre Beschreibung im Rahmen der Quantenfeldtheorie erfolgt durch die Quantenelektro-
dynamik oder QED [10,[1], und das zugeordnete Feldquant wird als Photon bezeichnet.
Es ist ein masseloses Teilchen, welches eine unendliche Reichweite der elektromagnetischen
Wechselwirkung zur Folge hat. Das Photon koppelt an alle geladenen Elementarteilchen,
ist aber selbst elektrisch neutral. Die elektromagnetische Kraft bestimmt alle chemischen
Reaktionen von Atomen und Molekiilen. Die schwache Wechselwirkung ist eine sehr kurz-
reichweitige Kraft. Sie ist fiir bestimmte radioaktive Zerfille verantwortlich und wurde
aufgrund ihrer geringen Stérke erst relativ spit entdeckt. Sie wurde bereits im Rahmen
des Standardmodells erfolgreich mit der elektromagnetischen zur elektroschwachen Wech-
selwirkung vereinigt, die durch die Symmetriegruppe SU(2) x U(1) beschrieben wird. Die
Feldquanten der elektroschwachen Theorie sind neben dem Photon die elektrisch geladenen
W-Bosonen und das neutrale Z-Boson, die alle grofle Massen besitzen, die im Bereich von
fast 100 Protonenmassen liegen. Neben der schwachen gibt es aulerdem noch die starke
Wechselwirkung. Sie vermittelt die Kréafte innerhalb der Atomkerne und ist bei niedrigen
Energien die stiarkste aller Krifte. Die ihr zugeordnete Eichgruppe ist die SU(3), und sie
koppelt an alle Teilchen, welche eine Farbladung besitzen. Die Feldquanten der starken
Wechselwirkung werden als Gluonen bezeichnet. Sie besitzen keine Masse und sind elek-
trisch neutral. Sie tragen allerdings eine Farbladung und sind daher in der Lage, unterein-
ander stark wechselwirken zu kénnen. Die Quantenfeldtheorie der starken Wechselwirkung
wird Quantenchromodynamik oder QC' D genannt [[2].

Die am ldngsten bekannte und vertrauteste aller Wechselwirkungen ist die Gravitati-
on. Obwohl sie die schwéchste der vier Grundkrifte der Natur ist, hat sie einen grofien
Einflufl auf unseren Alltag, weil sie eine unendliche Reichweite besitzt und im Gegensatz
zur elektromagnetischen Kraft ausschliefllich anziehend wirkt. Die Schwerkraft wird sehr
erfolgreich durch die Allgemeine Relativitidtstheorie beschrieben. Es ist aber bis heute nicht
gelungen, die Gravitation mit den Grundlagen der Quantentheorie zu vereinigen. Da sie
so schwach ist, dal sie im Rahmen von Experimenten an Beschleunigern vernachléssigt
werden kann, gehort sie streng genommen nicht zum Standardmodell und wird neben den
anderen drei Kréften als klassisches Feld angefiigt. Man fiihrt zuséatzlich ein hypothetisches
Teilchen ein, das als Feldquant der Gravitation angesehen und Graviton genannt wird.

Die Quanten aller vier Wechselwirkungen besitzen einen ganzzahligen Spin und ge-
niigen somit der Bose-Einstein-Statistik. Sie werden daher als Bosonen bezeichnet. Thre
Eigenschaften sind in Tabelle B aufgefiihrt.
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Die dritte Komponente des Standardmodells ist der Higgs-Mechanismus, der im Zusam-
menhang mit der spontanen Symmetriebrechung auftritt und mit dessen Hilfe die Massen
der Elementarteilchen erzeugt werden. Es zeigt sich nadmlich, dafl Massenterme fiir die
Felder die Lagrange-Dichte nicht eichinvariant lassen, so dafl man neben den bekannten
Feldern fiir die Materie und ihre Wechselwirkungen ein neues Feld einfithren muf3, um die
Eichinvarianz aufrecht erhalten zu kénnen. Das zugeordnete Feldquant ist das Higgs-Boson.
Seine wichtigsten Eigenschaften sind in Tabelle 1] gezeigt.

| Elementarteilchen | Symbol | Masse (MeV) | el. Ladung (e) | Spin (h) |
up u 3 2/3 1/2
" down d 6 -1/3 1/2
f‘% charm c 1250 2/3 1/2
& strange s 125 -1/3 1/2
fop t 174300 2/3 12
bottom b 4200 —1/3 1/2
Elektron-Neutrino Ve <3x107° 0 1/2
= Elektron e” 0.510999 -1 1/2
% Myon-Neutrino Vy < 0.19 0 1/2
*é Myon o 105.658 -1 1/2
= Tau-Neutrino Uy < 18.2 0 1/2
Tau T 1777 -1 1/2
5 Photon vy 0 0 1
g TW-Bosonen W= 80400 +1 1
3 Z-Boson Z0 90190 0 1
Q
5 Gluon g 0 0 1
= Graviton G 0 0 2
| | HiggsBoson [ H [ >95300 | 0 | 0 ]

Tabelle 2.1: Die fundamentalen Teilchen des Standardmodells und einige ihrer wichtigsten Ei-
genschaften. Die elektrische Ladung der Teilchen ist in Vielfachen der positiven Elementarladung
e angegeben, der Spin als Vielfaches des Drehimpulsquants /. Die Materie-Teilchen sind Fer-
mionen und besitzen alle den Spin 1/2. Die Wechselwirkungs- und das Higgs-Teilchen haben
bosonischen Charakter und daher einen ganzzahligen Spin. Die Fermionen kénnen in Quarks, die
an der starken Wechselwirkung teilhaben, und nicht stark wechselwirkende Leptonen unterteilt
werden. Die Leptonen ihrerseits treten als negativ geladene Leptonen und elektrisch neutrale
Neutrinos auf. Die Quarks besitzen eine drittelzahlige Elementarladung und kommen auflerdem
in drei verschiedenen Farbzusténden vor.

Die Giiltigkeit des Standardmodells ist fiir die Konstituenten der Materie und die
nichtgravitativen Wechselwirkungen experimentell mit grofler Genauigkeit bestétigt wor-
den. Das Spektrum der drei Quark- und Leptonen-Familien als Feldquanten der Materie ist
bereits nachgewiesen worden. Ebenso verhélt es sich mit den Quanten der fundamentalen
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Kriafte, dem Photon, den W- und Z-Bosonen sowie den Gluonen. Die Wechselwirkun-
gen von Materie mit diesen Kriften sind zum Teil mit Genauigkeiten im Bereich einiger
Promille getestet worden. Dazu haben zahlreiche Experimente an verschiedenen Beschleu-
nigern beigetragen, von denen insbesondere der e*e™—Speicherring LEP am CERN in Genf,
e~ p-Speicherring HERA am DESY in Hamburg und der pp-Collider Tevatron am Fermi-
Laboratorium in Chicago zu nennen sind. Die Entdeckung des Higgs-Bosons ist bislang
noch nicht gelungen. Dennoch ist seine Masse durch verschiedene Experimente auf Werte
zwischen etwa 100 und 200 GeV eingegrenzt worden.

Das Standardmodell der Elementarteilchen wurde im wesentlichen in den sechziger
und siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt. In den Jahren von 1961 bis 1968
wurden die Grundlagen der elektroschwachen Wechselwirkung [I3,[14, 5] und des Higgs-
Mechanismus [[16] beschrieben. Nachdem das Quarkmodell 1964 vorgeschlagen wurde [[17,
18], konnte bis 1973 die QCD als Theorie der starken Wechselwirkung formuliert wer-
den [19,R20,R21]. In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir das Standardmodell fiir
die elektroschwache und die starke Wechselwirkung zusammenfassen mit dem Ziel, eine
Lagrange-Dichte zu konstruieren, welche die Grundlage fiir die Formulierung einer Quan-
tenfeldtheorie und der Ableitung der Feynman-Regeln bildet, aus denen man physikalische
Groflen wie Zerfallsraten oder Wirkungsquerschnitte berechnen und anschliefend mit expe-
rimentellen Resultaten vergleichen kann. Wir folgen dabei im wesentlichen den Ausfithrun-
gen im Buch von W. N. Cottingham und D. A. Greenwood [I] und verwenden an einigen
Stellen zur Vertiefung auflerdem die Biicher von C. Quigg [2] und O. Nachtmann [4].

Bei der Konstruktion einer Lagrange-Dichte fiir das Standardmodell geht man zunéchst
von einer klassischen Feldtheorie aus. Man verlangt neben der Lorentz-Invarianz, daf§ die
Lagrange-Dichte eine reelle Gréfle sein soll und dafl die aus ihr abgeleiteten Bewegungs-
gleichungen partielle Differentialgleichungen von maximal zweiter Ordnung sein diirfen.
Dariiber hinaus spielen Symmetrien eine wichtige Rolle bei der Konstruktion der Lagrange-
Dichte, denn die Invarianz unter bestimmten Symmetrietransformationen schrénkt die An-
zahl der moglichen theoretischen Modelle weiter ein. Von herausragender Bedeutung sind
dabei die Eichsymmetrien, welche die Grundlage fiir die fundamentalen Wechselwirkun-
gen bilden. Man verlangt, dafl die Lagrange-Dichte unter lokalen Eichtransformationen
der Felder invariant ist, wobei die Transformationen von Raum und Zeit abhingen. Die
Eichsymmetrie ist das fundamentale Prinzip, das die Form der Lagrange-Dichte bestimmt.

2.2 Elektroschwache Wechselwirkungen der Leptonen

Wir beginnen mit der Lagrange-Dichte fiir den elektroschwachen Sektor des Standardmo-
dells und beschreiben zunéchst die Wechselwirkungen der Leptonen. Dazu beschranken wir
uns im ersten Schritt der Ubersichtlichkeit wegen nur auf eine Lepton-Familie und wenden
uns am Ende dieses Abschnittes der Verallgemeinerung auf drei Familien zu.

Da die schwache Wechselwirkung die Paritét, also die Transformation der Raumspie-
gelung, maximal verletzt, ist es sinnvoll, zwischen links- und rechtshéndigen Leptonfeldern
zu unterscheiden. Die Leptonen sind Fermionen mit Spin 1/2 und werden deshalb durch
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einen vierkomponentigen Dirac-Spinor beschrieben, der im folgenden zur Abkiirzung mit
dem Symbol des betreffenden Leptons bezeichnet wird. Jede Leptonfamilie besteht aus
einem negativ geladenen massiven Lepton [~ und einem masselosen elektrisch neutralen
Neutrino ;. Die links- und rechtshindigen Komponenten der Spinoren sind durch

@) = 51 —)i), Iale) = 3 (147) 1(2)

N~ DN~

(1+75) v(x) (2.1)

N | —

vp(x) = —(1—y)u(r), yelx):=
gegeben. Da das Neutrino im Standardmodell als masselos angesehen wird, kann es nur eine
links- oder rechtshindige Komponente besitzen. Da in der Natur nur linkshédndige Neutri-
nos beobachtet werden, verschwindet also die rechtshéndige Komponente. Man definiert
nun ein linkshéndiges Lepton-Dublett und ein rechtshéndiges Lepton-Singulett

L(z) = ( Vz lj(E:;) > . R(z) = lg(x) (2.2)

beziiglich des schwachen Isospins. Wenn man die Massen der Leptonen vernachléssigt, hat
der kinetische Term der Lagrange-Dichte die folgende Gestalt

LY = R(x)in* 8, R(z) + L(x)iry" 8, L(x). (2.3)
und ist offensichtlich invariant unter einer globalen SU(2)-Eichtransformation
L'(z) =UL(z), R(z)=R(x). (2.4)

Jedes Element dieser Gruppe kann durch

U =exp (—z’ Z o Ti) (2.5)

parametrisiert werden, wobei die drei Generatoren durch die Pauli-Matrizen 7¢ gegeben
sind, deren Standard-Darstellung im Anhang ([A.26) angegeben ist. Die drei Parameter
a; héngen nicht von den Raum- und Zeitkoordinaten ab. Die Lagrange-Dichte E(()l) ist
auBerdem invariant unter globalen U(1)-Transformation fiir die links- und rechtshéndigen
Komponenten

L'(z)=e " L(z), R(z)=e " R(x) (2.6)

mit konstanten Parametern #; und 6,. In (B.3) besteht noch eine weitgehende Symmetrie
zwischen dem linkshdndigen Elektron- und Neutrinofeld.

Im néchsten Schritt verlangt man, dafl die Lagrange-Dichte auch unter lokalen Eich-
transformationen invariant sein soll. Dazu werden die Parameter o und 6, 6, als Funktio-
nen von Raum und Zeit aufgefafit. Wie man durch Einsetzen sofort sieht, ist die Lagrange-
Dichte (2.3) nicht invariant unter lokalen Eichtransformationen, weil durch die Ableitung
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der Parameter Zusatzterme erzeugt werden, die die Eichinvarianz zerstoren. Um diese In-
varianz wiederherzustellen, fiihrt man fiir jeden Parameter der Eichsymmetriegruppe ein
sogenanntes Eichfeld ein. In der schwachen Wechselwirkung werden entsprechend der An-
zahl der SU(2)-Generatoren drei Eichfelder benotigt, die eine Konsequenz aus der Forde-
rung nach Invarianz unter lokalen SU(2)-Eichtransformationen sind. Man bezeichnet sie
mit W, und faBt sie gewohnlich in der Form

3
=1

zusammen. Das Photonfeld vermittelt die elektromagnetische Wechselwirkung und ist eine
Konsequenz aus der Eichinvarianz unter lokalen U(1)-Transformationen. Da in der Natur
nur eine Sorte Photonen beobachtet wird, konnen die beiden Parameter #; und 6y nicht
voneinander unabhéngig sein, da dies sonst auf zwei verschiedene Photonfelder fithren
wiirde. Man macht daher den Ansatz

91 == YLe 5 92 == YRH (28)

Die Groflen Y, und Yy fiir die links- und rechtshdndigen Komponenten der Leptonfelder
sind feste Zahlen und werden als schwache Hyperladung bezeichnet. Das zugehorige Eich-
feld bezeichnet man mit B,. Nun kann man beginnen, eine Lagrange-Dichte der Fermion-
und Bosonfelder zu konstruieren, die unter lokalen SU(2) x U(1)-Transformationen inva-
riant ist. Die Eichtransformationen der Leptonfelder sind durch

L'(x) =e /@ U@) L(z), R(x)=e "2 R(g) (2.9)

und die der Eichfelder durch

/ T _ efiG(:r) xr ei@(:):) & efiﬁ(:r) ei@(m) _ T 3 T
B, () Bulw) e + =% (9, ) Bula) + - 0,0()
W (2) = U(a:)Wu(x)UT(J:)—i—%(a#U(x)) Ut(a) (2.10)

gegeben. Um die lokale Eichinvarianz zu gewéhrleisten, verwendet man das Prinzip der
minimalen Kopplung. Dabei werden die Eichfelder an die Felder der Leptonen gekoppelt,
indem man in der Lagrange-Dichte (R.3) die partiellen Ableitungen durch kovariante Ab-
leitungen der Form

9, R(z) — D, R(x) = (a“ + % Bu(x) YR> R(z)

9, L(x) — D, L(z) = (au + % Bu(x)Y: + % WM(:L“)> L) (211)
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ersetzt. Man erhélt dann eine eichinvariante Lagrange-Dichte, die die Leptonfelder und
ihre Kopplungen an die Eichfelder enthélt:

Y = R(z)iv" D, R(z) + L(x) iv" D, L(z). (2.12)

Leptonen

Dieses Resultat kann man als Summe der urspriinglichen Lagrange-Dichte £, und eines
Wechselwirkungsanteils £;,,; darstellen:

‘C(lgptonen = R(l’) 27M a,u R(l’) + I_z(ﬂf) Z’Y“ aﬂ L(l‘)
— 2 [Yu R(2) v R(@) + Y1 L(x) " L(x)| Bu(z) = 2 L() " W, () L(x)
= L))+ Lo (2.13)

Setzt man die Eichtransformationen (2.9) und (B.I() in die Lagrange-Dichte (2.12) ein,
so kann man sehen, daf} sie unter diesen Transformationen invariant ist. Dazu zeigt man
durch direktes Ausrechnen, dafl sich die kovarianten Ableitungen der Leptonfelder in der
gleichen Weise transformieren wie die Felder selbst:

D, L(z) = (8 Zgl B, (x) Yy + @ W, (z )) L'(z) = e %@ U(x) D, L(x)

D,R(z) = (8# + % B (z) YR) R(z) = e 7@ D, R(x). (2.14)

Daraus ergibt sich dann sofort die Invarianz der Lagrange-Dichte unter lokalen Eichtrans-
formationen. Bisher sind die schwachen Hyperladungen Y7, und Yy der links- und rechtshén-
digen Leptonen noch unbestimmt. Man kann sie dadurch festlegen, dafl man den Wechsel-
wirkungsanteil in der Lagrange-Dichte der Leptonen (.13) ausmultipliziert und anschlie-
Bend an die Wechselwirkungsterme in der Lagrange-Dichte fiir den Elektromagnetismus
anpaf3t. Mit

3 3 1_ 2
o 1% W, —iWw
W, = Wir = ( " a a ) (2.15)
i=1 g Wl} + ZW3 B Wj
erhélt man fiir L’mt den expliziten Ausdruck
E’z(iz)t = —lp" (%YRBu>lR_Z_L’Y“< Y. B, ——W3)l
- Ul 92
— oy (Lvi B+ 5wj> v
92 _ . .
= Loy (Wi = iW2) iy = Sl (Wi +iW2) v (2.16)

Die Linearkombinationen der reellen Felder, die an die Leptonstrome in den ersten beiden
Zeilen koppeln, kénnen in der Form

9

J, = 5
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geschrieben werden, wobei die dritte Komponente I3 des schwachen Isospins als Vorfaktor
des Feldes Wi’ direkt aus Egl)t abgelesen werden kann. Die Komponenten der schwachen
Hyperladung Y sind durch Y7, und Yz gegeben. Um nun die Terme aus Egl)t
Kopplungen des Elektromagnetismus zu vergleichen, betrachtet man statt der reellen Felder
B, und Wi’ zwei normierte orthogonale Linearkombinationen dieser Felder, die durch
Z ! (:W -9 B,), A ! W3+t g, B (2.18)
p= TS5 \92 — 01 u>7 u:—<91 g2 u) .
Vatg oo gitg V"
gegeben sind und sich als die physikalischen Felder herausstellen. Das Photon koppelt nicht
an den Strom der linkshdndigen Neutrinos, so dal die entsprechende Linearkombination
von Feldern nur einen Anteil des Z-Feldes besitzen kann. Setzt man in (R.I6) fiir Y, = — 1,
so erhilt man die Kombination von W3- und B-Feld aus der Definition (R.1§) des Z-Feldes.
Definiert man den schwachen Mischungswinkel, der auch als Weinberg-Winkel bezeichnet
wird, durch

mit den

g1 g2
VIt + 93 Vi + 93

so kann man die Transformation der Felder als zweidimensionale Drehung

Zy\ [ cosOw — sinfy wp (2.20)
A, )\ sinfy  cosby B, '

darstellen, bei der der Ausdruck

sin Oy = cos Oy = (2.19)

(W3)? + B* = 7% + A? (2.21)

invariant bleibt. Die inverse Transformation ist gegeben durch
< wp ) _ < co§9w sin Oy ) ( Z, ) (2.22)

B, — sinfy  cos Oy A,

Die Felder Wl} und Wlf konnen zu zwei zueinander komplex konjugierten Feldern
1
+ 112

‘%‘XEO%$”H) (2.23)

zusammengefafit werden, weil sie nur in dieser Kombination auftreten und an die geladenen
Leptonstrome ankoppeln. Transformiert man B,, und Wi’ auf die neuen Felder Z, und A,
so ergibt sich fiir den Ausdruck (B.17) in Abhéngigkeit der beiden Parameter g und 6y,

Y Y
J. = go (5 + 13) sin Oy A, + g2 sin Oy <]3 cot Oy — ) tan QW) Z,. (2.24)

Der Parameter g, wird auch als schwache Kopplungskonstante bezeichnet und durch das
Symbol gy gekennzeichnet. Bezeichnet man mit e den Betrag der elektrischen Elemen-
tarladung und mit ) die Ladung der Teilchen in Einheiten von e, so erhélt man durch
Vergleich mit der Kopplung des elektromagnetischen Feldes

A, =eQA,, (2.25)
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die proportional zur Ladung der Leptonen ist, die Gell-Mann—Nishijima-Beziehung

Q= g + 1. (2.26)

AuBlerdem kann man die Kopplungskonstanten ¢g; und g durch die Relationen
g1 cosBy = go sinfy = e (2.27)

mit der elektrischen Elementarladung verkniipfen. Aus der Beziehung (2.2G) ergeben sich
nun die Werte der schwachen Hyperladung fiir die Komponenten des geladenen Leptons
und des Neutrinos, weil deren Ladung und Isospin-Komponente bekannt sind. Die Zah-
lenwerte von ), Y und I3 sind fiir alle drei Komponenten der Leptonfelder in Tabelle
zusammengestellt. Die Felder A, und Z, sind das pysikalische Photonfeld des Elek-
tromagnetismus und das neutrale Z°-Feld, das an die neutralen Stréme in der schwachen
Wechselwirkung koppelt. Setzt man fiir die Kombination der Felder Wj’ und B, in ()
die entsprechende Kombination der A- und Z-Felder aus (B.24) ein, so ergibt sich fiir den
Anteil der Lagrange-Dichte, der die Wechselwirkung der Leptonen mit den Eichfeldern
enthélt, das Resultat

e _
L = ——— ' (1 — WHL+ 1~ (1 — W v
t 2\/§ <in 0W [ 17 ( 75) o v ( 75) “w l]

_ e
VYAl — ———— " (1 — A
+ely Ay 2 sin(26r) At (1 =) Zuw

_ #7 M 22 . _ . 9
2 sin(2 0w ) Iy [@ sin” Oy — 1) (1 —75) + 2 sin 9w(1—|—75)] Z,1. (2.28)

Der zweite Teil der Lagrange-Dichte enthélt den kinetischen Term fiir die Eichbosonen.

Er lautet ) .
LBosonen = - 1 B,uu(x) B#V<x> - g Sp [W,ul/<$> WHV(:E)] (229)

mit den Feldstarketensoren
Bu(z) = 0, B,(x) — 0, Bu(x)

W) = 8, Wo(2) — 0, Wo(o) + 2 [W,(2), Wa(2)] (2.30)

Man kann sich davon iiberzeugen, dafl auch (B.29) unter den lokalen Eichtransformation
(R.10) invariant ist. Dazu betrachtet man die Transformation der Feldstarketensoren

B, = 0,B,-9,B, =8,

g2
W, = W, - 0,W, + = [W, W] =UW,,U' (2.31)
unter Verwendung der Eigenschaft

0=9,I=0,(UU")=(9U)U+U(HU") = (3,U)U'=-U(9,U") (2.32)
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und der dazu hermitesch konjugierten Gleichung. Driickt man die Lagrange-Dichte (B.29)
durch die physikalischen Felder in (2.29) und (B.23) aus, so ergibt sich nach Auswertung
der Kontraktionen und der Spur unter Verwendung von (2.27)

1 174 1 4 1 — v
*CBosonen = - Z pv ZM — Z AuV A — 5 WMV W
2
S (W W —w ) (W -t
4 sin® Oy, \H "
e (A sin Oy + Zy costy ) (W — W)
2 sin Oy

— e? cot? Oy (Zu 2w, W = 2, 20 W, W+M>
+ 5 cottw [(2,w5 — 2wy )W — (g, wp -z, W) W]

2

— % cot Oy [(ZH W, -2, W;) (A# W — AY W+u)

+ (2w =z, W) (W — 4w

- % (At =AWy woe = (a,w, = a,w, ) whe|
_ % (AM Wo - A, W,;) (A“ Wt A W*“). (2.33)

Die drei Summanden in der ersten Zeile sind die kinetischen Terme fiir die W- und Z-
Bosonen. Alle anderen Terme beschreiben die Wechselwirkungen der Eichbosonen unter-
einander, die als Drei- und Vier-Eichboson-Kopplungen vorkommen.

Feldkom- Leptonen Quarks Higgs

ponenten | vep | ey | eg up, | dp | ug | dg o4 | o5
Q 0 | 1 | _1]+2/3] _1/3]+2/3] 1/3] +1] 0
L | +1/2 —12] 0 |+1/2][—1/2] 0 0 | +1/2] -1/
Y TU L St | —2 i3 w13 143 23 11 | 11

Tabelle 2.2: Quantenzahlen von Ladung, schwachem Isospin und schwacher Hyperladung fiir
die erste Familie von Leptonen und Quarks sowie die beiden Komponenten des Higgsfeldes.

2.3 Der Higgs-Mechanismus

In der bisher beschriebenen Theorie sind sowohl die Eichbosonen als auch die Leptonen
masselos. Da aber experimentell nachgewiesen wurde, dafl sie eine Masse besitzen, ist es
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notwendig, in der Lagrange-Dichte Massenterme einzufithren. Tut man dies direkt durch
Addition von Termen, die quadratisch in den Eichfeldern und proportional zu den entspre-
chenden Massenfaktoren m?/2 sind, so stellt man fest, daf8 diese Ausdriicke nicht eichin-
variant und daher fiir die Theorie ungeeignet sind. Auch ein Massenterm fiir das geladene
Lepton verletzt die Eichsymmetrie, da das linkshéndige SU(2)-Dublett nur dann invari-
ant ist, wenn das geladene Lepton und das Neutrino dieselbe Masse besitzen, was aber
im Widerspruch zur Beobachtung steht. Um Massenterme in einer eichinvarianten Form
zu konstruieren, bedient man sich einer Methode, die als Higgs-Mechanismus bezeichnet
wird. In der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung fithrt man dazu ein schwaches
SU(2)-Dublett von komplexen Skalarfeldern

B(z) = ( zg > (2.34)

und ein Potential )
. m } 2712

viele) = 1 [0l e - o], (2.35)
das als Higgs-Potential bezeichnet wird, ein. Die Groflen m und ¢, sind reelle freie Parame-
ter und konnen als Masse des physikalischen Higgs-Bosons und dessen Grundzustandsener-
gie interpretiert werden. Die Ladung der beiden Feldkomponenten sowie ihre Quantenzah-
len der schwachen Hyperladung und des schwachen Isospins sind in Tabelle 2.2 angegeben.
Aus dem Feld @ ergibt sich ein dritter Anteil zur Lagrange-Dichte

Liiggs = (D, ®)' (D*®) — V(0T ®), (2.36)

der eichinvariant unter SU(2) x U(1)-Transformationen ist. Das Feld ®(x) transformiert
sich nach

' (z) = e V10D U(z) d(z). (2.37)
Die kovariante Ableitung ist durch
D,d(z) = (aﬂ + % B,(z) Y + % WH@)) () (2.38)

definiert und verhélt sich unter lokalen SU(2) x U(1)-Transformationen wie das Feld &

D& () = (au + % Bl(x) Yu + % W;(x)) O'(z) = ¢ V50O U(z) D,D(x).  (2.39)

Der Wert der schwachen Hyperladung ergibt sich auch fiir das Higgsfeld aus der Gell-Mann—
Nishijima-Beziehung (R.26) und ist in Tabelle R.2 angegeben. Das Higgs-Potential V(T ®)
besteht bis auf eine Konstante aus einem linearen sowie einem quadratischen Term in ®f ®.
Die Lagrange-Dichte Lp;,4s ist ebenfalls invariant unter lokalen SU(2) x U(1)-Eichtrans-
formationen. Die minimale Feldenergie fiir das Feld ® bei verschwindenden Eichfeldern ist
bei konstantem ® gegeben durch die Bedingung

1] = VT T = ¢ (2.40)
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Es gibt daher unendlich viele Vakuumzusténde, die durch den Zustand niedrigster Ener-
gie gegeben sind. Um einen festen Grundzustand festzulegen, wihlt man eine bestimmte
Eichung, indem man in der SU(2)-Transformationsmatrix (R.5) die drei Parameter o' so
festlegt, dal man die Transformation in der Form

e—i9/2 0
u=( " (2.41)

schreiben kann. Dann verschwindet die erste Komponente, ¢ 4 = 0, und die zweite ¢ wird
reell. Der Grundzustand ist in diesem Fall eindeutig durch

B, — ( q?o ) (2.42)

gegeben. Angeregte Zustiande kénnen in der Form

0 0
Cb(m):<¢O+h(x)/\/§>:<bo—l—<h(x)/\/§> (2.43)

geschrieben werden, wobei das Feld h(z) reell ist. Die Wahl eines bestimmten Grundzu-
standes zerstort die urspriingliche Eichsymmetrie unter der Gruppe SU(2) und wird daher
als spontane Symmetriebrechung bezeichnet. Der ausgewihlte Grundzustand hat nicht
mehr dieselben Symmetrien wie die Lagrange-Dichte. Die lokale U(1)-Symmetrie bleibt
ungebrochen, so dafi die Felder ® unter der speziellen SU(2) x U(1)-Transformation

—i0/2 —i0
i [ € AO (€ 0
0 €2 0 1

invariant bleiben. In einer Feldtheorie entwickelt man die Lagrange-Dichte um den Grund-
zustand, so daf nun Ly, durch das Feld @y ausgedriickt werden mufl. Setzt man fiir ®(x)
den Ausdruck (2.43) ein und transformiert die Eichfelder gemé$ (B.22) und (2.23) auf die
physikalischen Felder, so erhélt man mit der Definition des Potentials

m2h®  m?ht

V(®TP) = m?h? + +
(@'®) NTRY

= V(h) (2.44)
fiir die Lagrange-Dichte des Higgs-Sektors
1 2 2
Litgas = 5 (0uh) (0h) + % W W (¢0 + h/\/§>

(63 + 63 2, 2* (60 + h/V2) V(R

| 1 2
- 3 (aﬂh) (a*w) —m W4 68 (97 + 93) Z, 2" + %2 GW W
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1 1 _ 1
+ (1 h2+ﬁ¢oh) <9§Wp, W+“+§(gf-|—g§)ZMZ")
m2h®  m2ht

V24 8%

Mit Hilfe von (2.27) kann man die Kopplungskonstanten ¢g; und go durch die elektrische
Elementarladung und den Weinberg-Winkel ausdriicken. Man erkennt, dafl die Lagrange-
Dichte Lpi49s nach der spontanen Symmetriebrechung die Massenterme fiir die W- und
Z-Bosonen erzeugt, wihrend das Photon masselos bleibt. Auflerdem enthélt sie ein massi-
ves Skalarfeld h, das mit sich selbst wechselwirkt und als Higgsfeld bezeichnet wird. Der
Parameter m aus dem Higgspotential kann nun mit der Higgs-Masse identifiziert werden.
Die erste Zeile in (R.45) enthélt den kinetischen Term fiir das Higgs-Boson sowie die Mas-
senterme der W- und Z-Bosonen. In der zweiten Zeile treten die Wechselwirkungsterme
zwischen dem Higgs und den Eichbosonen auf, wahrend in der dritten Zeile die Selbst-
wechselwirkung des Higgs-Teilchens beschrieben wird. Man kann die Massen der geladenen
W-Bosonen und des neutralen Z-Bosons aus der Lagrange-Dichte (B.45) direkt ablesen und

erhalt
92 h gt g h

Daraus ergibt sich fiir das Massenverhéltnis der massiven Eichbosonen die Relation

My 9%
= = cos Oy . 2.47
My V 9+ 93 v (2:47)

Die Z-Masse ist also grofier als die Masse der WW-Bosonen.

Schlieflich gibt es noch einen vierten Term der Lagrange-Dichte, der fiir die Erzeugung
der Leptonmassen verantwortlich ist. Er wird als Yukawa-Term bezeichnet und beschreibt
auferdem noch die Wechselwirkungen zwischen den Leptonen und dem Higgsfeld. Es gibt
zwei Kombinationen der linkshidndigen Leptonfelder mit dem Higgsfeld, die unter SU(2)-
Transformationen invariant sind und einen Skalar bilden:

(2.45)

'L =gl +ohil,, el =¢al,— oL . (2.48)

Die antisymmetrische Matrix € ist durch

€= ( _01 (1) ) (2.49)

definiert. Da das Neutrino masselos ist, benttigt man nur einen Massenterm fiir das gela-
dene Lepton, der aus der ersten Invarianten aufgebaut ist. Der Yukawa-Term hat dann die
Form

E(l)

Yukawa

— —G,[R(®' L)+ (L ®) R] (2.50)
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und ist eichinvariant unter den lokalen SU(2) x U(1)-Transformationen der Felder (2.9) und
(R-31). Hier bezeichnet G; eine dimensionslose Kopplungskonstante. Nach der spontanen
Symmetriebrechung geht der Yukawa-Term nach Einsetzen des Feldes (B.43) in die Form

Gih
LV stawa = = Groo U ln+ U o) = = (U L+ o) (251)

iiber. Der erste Term kann als Massenterm des geladenen Leptons [~ identifiziert werden.
Die Leptonmasse ist

m; = Gl gbo. (252)

Der zweite Term beschreibt die Kopplung zwischen dem Lepton und dem Higgsfeld h.

Bisher haben wir uns nur auf eine Leptonfamilie beschrinkt. Die Verallgemeinerung
auf alle drei bekannten Familien besteht darin, dafl man die Summe der kinetischen Terme
iiber die drei Leptonfamilien bildet

Licptonen = D LY ionen = O [Li(2) i Dy Li(w) + Ri(w) i DuRi(w)]  (2.53)

l=e,u,T =1

und den Yukawa-Term in der Form

3
Lyurana = = 3 (RiGui ® L + Li® G, Ry ) (2.54)

Lij
i,j=1

ansetzt. Die Summationsindices ¢ und j bezeichnen die drei Leptonfamilien. Nach der
Symmetriebrechung hat das Higgsfeld die Gestalt (B.43), wodurch sich der Yukawa-Term

zu
3

Ly ukawa = — <¢o +h/ \/5) > (ZR,z' Guijlug + 104 Gl lR,j) (2.55)

ij=1

vereinfacht. Um nun die Massenterme fiir die Leptonen zu erhalten, transformiert man die
links- und rechtshidndigen Leptonfelder auf eine Darstellung dquivalenter Felder

i ! /
lri = Wrijlry, U, =Wrijlo;, vi,=Viive, (2.56)

wobei W, Wx und V zunédchst drei beliebige unitidre Matrizen sind. Durch spezielle
Wahl dieser Matrizen ist es moglich, die Matrix der Kopplungskoeffizienten GG; auf Diago-
nalgestalt zu bringen. Die beiden Matrizen, die die geladenen Leptonfelder transformieren,
sind dann bis auf Multiplikation von links mit einer unitéren Diagonalmatrix

e 0 0
Up=| 0 €% 0 (2.57)
0 0 e
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eindeutig bestimmt. Die Matrix V' kann beliebig gewahlt werden. Auf diese Weise er-
reicht man eine Transformation auf die Masseneigenzusténde der Leptonen. Mit Hilfe der
Diagonalmatrix

M, = W; G, Wi (2.58)
1aBt sich nun der Yukawa-Term schreiben als
3
ACYukawa = - <¢0 + h/\/§> Z (l_/R,i Ml,ij llL,j + l_/L,i Mlinj llR,j) (259)
ij=1
3 L 3
= - Zmi (Z/Rz'l,Li + Z/L,i l;%i) - s Zmi (Z;%illLi + Z/L,i l;?i) :
i=1 \/§¢0 i=1

Die Leptonmassen ergeben sich zu m; = ¢ M, ;. Der erste Anteil des Yukawa-Terms ent-
spricht also dem Massenterm fiir die Leptonfelder, der zweite Term beschreibt die Wech-
selwirkung des Higgsfeldes mit den Leptonen.

Schliellich mufl noch der leptonische Anteil der Lagrange-Dichte L eptonen auf die neuen
Felder transformiert werden. Wahlt man nun V;, = W, so dndern sich die Kopplungs-
terme von Leptonen und Eichbosonen in Lreptonen nicht, wenn man auf die Masseneigen-
zusténde transformiert. Es ergibt sich

‘CLeptonen = Z [Z_—Jl<x) Z-fyMD/L L, ('T) + R/ (ZL') iﬂyuDM R,('T)] (260)
l=e,u,T
= ) {z’wa# U + 7y, v,
l=e,u,T
-__° [ﬂl' AL —ys) WL+ T A1 — ) W, Vl/:|
2v/2 sin Ow . #
- e
VAP Al — oo (1 = 73) Z,, 1]
+ el 14 2 Sln(2 QW) Vl g ( 75) 1 Vl

_#_/ M 12 o . .92 ,
T sm(2ow) [(2 sin” fy — 1) (1 = 75) + 2 sin 9W(1+fy5)] Zul}.

2.4 Elektroschwache Wechselwirkungen von Quarks

Neben den drei Leptonfamilien gibt es im Standardmodell noch drei Familien von Quarks,
die auch an der elektroschwachen Wechselwirkung teilhaben. Daher benotigt man einen
weiteren Term in der Lagrange-Dichte, der den Quarksektor beriicksichtigt. Die Ahnlich-
keit zwischen dem Zerfallsprozel des d-Quarks und dem Myon-Zerfall legt es nahe, die
Quarkfelder in der gleichen Weise zusammenzufassen wie die Leptonfelder. Dazu fiihrt
man die links- und rechtshindigen Komponenten der Quarkfelder

1

i) = 5 (=) a(2) . ane) = 5 (1 +76) a(e) (2.61)
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ein und fafit die linkshéndigen Komponenten einer Familie in einem SU(2)-Dublett zu-
sammen, wihrend die rechtshiandigen Komponenten SU(2)-Singuletts bilden. Fiir die erste
Generation von Quarks schreibt man daher

Ly(z) == ( Zig; ) , Ru(z) = ugp(z), Ra(z):=dg(z). (2.62)

Im Unterschied zu den Leptonen existiert fiir das u-Quark auch eine rechtshéndige Kom-
ponente, da es im Gegensatz zum Neutrino eine Masse besitzt. Wie im Falle der Leptonen
fithrt man nun einen kinetischen Term fiir die Quarks ein und verlangt, dal dieser un-
ter lokalen SU(2) x U(1)-Eichtransformationen invariant sein soll. Dazu mufi man eine
kovariante Ableitung fiir die Quarkfelder definieren, die die bekannten Eichfelder fiir die
elektroschwache Wechselwirkung enthélt. Fiir die erste Generation von Quarks ergibt sich

Do) = (0+ % B0 Vit L W) 1,0

D, Ru(z) — (au + 9B, (x) YU,R> Ru(x)

1
D, R(z) = (au + 2L Bu(a) Ydﬂ) Ra(). (2.63)
Damit lautet der kinetische Term der Lagrange-Dichte fiir die Quarkfelder der ersten Fa-

milie
Lks = Lg(x) i7" DyLy(w) + Ru(x) i Dy Ro() + Ra(x) iv" Dy Ra(w). (2.64)
Er ist invariant unter den lokalen Eichtransformationen der Quarkfelder

Li(z) = e Yot Y@ U(z) L(z), R, (z)=e Yurb@R (), R)(z)=e "ar%) R (1)
(2.65)
Das 148t sich leicht {iberpriifen, indem man die Transformationseigenschaft der kovarianten
Ableitung betrachtet:

D, Li(x) = e Mt U(2)D,L,(z)
DR, (x) = e 2D R (z), D,Ry(x)=e"m")D, Ryx). (2.66)

Man sieht auch hier, dafl sich die kovariante Ableitung auf dieselbe Art transformiert wie
die Felder selbst. Die Zahlenwerte fiir die schwache Hyperladung der Quarks ergeben sich
wie bei den Leptonen aus der Gell-Mann—Nishijima-Beziehung (2.24), die durch Anpassung
des Wechselwirkungsanteils der Lagrange-Dichte (R.64) an den entsprechenden QED-Term
abgeleitet wird. Sie sind in Tabelle 2.2 angegeben. Neben dem kinetischen Term gibt es
fiir Quarkfelder noch einen Yukawa-Term, der den Quarks eine Masse zuordnet und die
Kopplung mit dem Higgsfeld beschreibt. Fiir die erste Familie von Quarks benotigt man



2.4. ELEKTROSCHWACHE WECHSELWIRKUNGEN VON QUARKS 29

zwei Massenterme, da sowohl das u-Quark als auch das d-Quark eine Masse besitzen.
Deshalb braucht man bei der Konstruktion des Yukawa-Terms beide Invarianten (B.48)
und kann diesen dann schreiben als

G [Ru(x) ®T(z) € Ly(z) + Ly(z) € ®*(x) Ru(x)}
— G |Ral@) ®1(2) Ly(w) + Ly(2) ©(x) Ro(x)|. (2.67)

Er ist invariant unter den Eichtransformationen (2.63) und (B.37) der Quarkfelder und des
Higgsfeldes. Die beiden Zahlen G, und G, sind dimensionslose Kopplungskonstanten. Nach

spontaner Symmetriebrechung ist das Higgsfeld durch (.43) gegeben. Damit ergibt sich
fiir den Yukawa-Term der Quarkfelder in Abhéngigkeit des Feldes h

LY awa = —Gudo (UTL up + uk UL) — Gado (dTL dp + db, dL>
- % (u] wn + s ) = GL\/; (a} dn+dfd). (2.68)

Die ersten beiden Terme sind die Massenterme fiir das u- und das d-Quark mit den Quark-
massen

My = Gy P, mg = Gq oo, (2.69)

wéahrend der dritte und vierte Term die Wechselwirkung der Quarks mit dem Higgsfeld
beschreiben.

Die Verallgemeinerung auf drei Generationen von Quarks ergibt fiir den kinetischen
Term der Quarkfelder

3
EQuarks = Zﬁgz)mrks (270)

q=1
3 — — —
= Z [qui(x) iv" Dy Lyi(x) + Ryi(z)iv" DyRyi(x) + Rayi(x) in® DuRdﬂ-(x)} :

i=1
Der Yukawa-Term kann allgemein in der Form

3
Lyubava = D |Ruil®) Guiy @ (@) € Lyilw) + Lo(w) € @ () Gl Ruy(a)]

4,j=1

= 2 |Ruil@) Guagy @1(2) Ly (@) + Lyal@) 9(2) Gy Ray(@)] - (2.71)

angesetzt werden, wobei die Indizes ¢ und j die drei verschiedenen Familien kennzeichnen.
Die Indizes v und d an den Quarkfeldern sollen verdeutlichen, dafl es sich um up-type- und



30 KAPITEL 2. DAS STANDARDMODELL

down-type-Quarks handelt. Nach der spontanen Symmetriebrechung erhélt das Higgsfeld
® die spezielle Form (B.43) und der Yukawa-Term geht iiber in den Ausdruck

3

Lyukawa = — <¢0 =+ h/\/i) Z <'aR,i Guijur,; + UL, Gz,ij UR,j)

ij=1
3
_ <¢0 —+ h/\/ﬁ) Z (CZR,Z‘ Gd,ij dL,j —+ CZLJ' G:ri,ij dRJ). (272)
ij=1

Dies kann man wie im Falle der Leptonfelder auf die Masseneigenzustinde der Quarks
transformieren, wobei man aber nun sechs massive Quarkfelder benétigt. Transformiert
man die Quarkfelder beziiglich des schwachen Isospins in die neuen Felder

! / _ .. .
UR; Urijurj, up; =Upijur,;

d;%,i = Dggjdg; , dlL,i = Dr;dr , (2.73)

so kann man durch eine geeignete Wahl der unitdren Matrizen Ug, Uy, D und Dy
erreichen, daf§ die beiden Matrizen G, und Gy durch reelle Diagonalmatrizen dargestellt
werden konnen. Die Diagonalelemente kann man anschlieend den Quarkmassen zuordnen.
Die vier Transformationsmatrizen sind bis auf eine linksseitige Multiplikation mit einer
unitdren Diagonalmatrix eindeutig bestimmt. Die Diagonalmatrizen lauten

M, =UzG,Ul , My;=D;G,D!. (2.74)

Damit erhélt man fiir den Yukawa-Term der Quarkfelder

3
‘CYukawa = - <¢0 + h/\/§> Z |:<u;%,7, Muﬂ']’ ulL,j + ﬁ'lLvi szij ulRyj)

ij=1
ds M. d d MT d
+ (dr,; Mayi;dy ; +dp; Mg, dg ;

3
= = [ (g ) + s (A i+ )]
=1
I _ _
- \/§¢ Z [muz (QIRZ ule + ﬂle ule) + Mg, (d;%,i dlL,i + dlL,z’ d;%z)] (2.75)
0

=1

Die Massen der up-type- und der down-type-Quarks sind durch m,; = ¢¢ M, ; und
ma; = ¢o Mg gegeben. Da die Matrizen der Transformationen auf die Masseneigen-
zustinde der Quarks bis auf unitdre Diagonalmatrizen festgelegt sind, hat man im Wech-
selwirkungsanteil von Lgyqeris, der die Wechselwirkung mit den Eichbosonen beinhaltet,
nicht mehr die Freiheit, diese Matrizen so zu wéhlen, dafl die entsprechenden Terme der
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Lagrange-Dichte fiir die transformierten Felder ungeéndert bleiben. Die nichtdiagonalen
Elemente der Matrix W, die die Eichbosonfelder W; und W enthalten, sind dafiir
verantwortlich, daf3 die up—type- und die down—type-Quarks in den geladenen Strémen
gemischt auftreten. Driickt man diese Stréme durch die Masseneigenzustinde der Quarks
aus, so ergibt sich fiir den Strom, der an das W™ koppelt, der folgende Ausdruck:

3
T=S <UL D})jk v dy . (2.76)

k=1
Der dazu komplex konjugierte Strom J™* koppelt an das W . Die auftretende Matrix
V=U,D! (2.77)

wird als Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix oder abgekiirzt C'K M-Matrix bezeichnet
und ist durch die Theorie unbestimmt. Sie kann durch vier reelle Parameter dargestellt
werden, die zusétzlich zu den bereits im Standardmodell vorhandenen dazukommen. Diese
neuen Parameter miissen experimentell bestimmt werden. Die Eigenschaften der CK M-
Matrix sind im Anhang [A.5 angegeben. Die geladenen Strome der Quarks sind die einzigen
Terme der Lagrange-Dichte, in denen die C K M-Matrix auftritt. Transformiert man auf
die Masseneigenzustande der Quarks, so erhélt man fiir den kinetischen Term

3

Luarks = Z {u; V"0, ul + d iv"0,, d, (2.78)
=1 ;
- m ]Zl [ﬂh“(l — ) Viy Wi d; + diy"(1 —Vs)Vz;W;u}]
2

1 -
- —eﬁgy“Auu’i+§ed§7“A#d§

w

e =1 4 2 4 2 /
S S 1— = sin20w ) (1 —75) — = sin? 0w (1 +75)| Z, !
3 S0 w; y {( 3 sin ) ( V5) 3 sin ( 75)} U

m d; " {(—1 + g sin? GW) (1—75)+ % sin? Oy (1 + 75)} Zy d;}
Alle weiteren bereits diskutierten Beitrage zur Lagrange-Dichte werden durch die Trans-
formation auf die Masseneigenzustéinde der Quarks nicht veréndert.

Wir haben nun alle Terme der Lagrange-Dichte fiir den elektroschwachen Sektor des
Standardmodells diskutiert. Sie beschreiben die kinetischen Terme der Fermionen und der
Eichbosonen sowie deren Wechselwirkungen untereinander. Auflerdem sind auch die Mas-
senterme aller Teilchen enthalten, die nur durch die Einfiihrung des Higgsfeldes in eichinva-
rianter Form konstruiert werden kénnen. Die Kopplung der Fermion- und Eichbosonfelder
an das Higgsfeld liefert nach der spontanen Symmetriebrechung die Teilchenmassen sowie
die Wechselwirkungen der Teilchen mit dem Higgs-Boson.
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2.5 Die starke Wechselwirkung

Das Standardmodell beschreibt neben den elektroschwachen Kréften auch die starke Wech-
selwirkung, die nur zwischen den Quarks wirkt. Diese wird aber nicht im Rahmen einer
einheitlichen Feldtheorie eingebaut, sondern als unabhéngige Feldtheorie hinzugenommen.
Die Theorie der starken Wechselwirkung ist die anfangs erwihnte QCD, in der die star-
ke Kraft durch Eichbosonen vermittelt wird, die als Folge der Invarianz einer Eichtheorie
unter lokalen SU(3)-Transformationen auftreten. Wir wollen nun als letzten fehlenden An-
teil des Standardmodells die Lagrange-Dichte der QCD diskutieren. Dazu gehen wir von
sogenannten colour-Tripletts fiir die Felder der sechs bekannten Quarks aus, die man als
dreikomponentigen Vektor darstellen kann:

\E%/\_/

q(x) =| q ; (2.79)

@ ()

wobei die Indizes r, g und b die drei Farbzusténde der Quarks kennzeichnen, die gew6hn-
lich als rot, griin und blau bezeichnet werden. Das Feld ¢ stellt einen der verschiedenen
Quarkflavours u, d, s, ¢, b oder t dar. Der kinetische Term der Lagrange-Dichte fiir die
Quarkfelder kann in der bekannten Dirac-Form von Spin-1/2-Teilchen geschrieben werden:

Loquorks = > |a@) i7" Dua(@) = my a(w) a(a)]. (2:80)

q:u7d7s7c7b7t

Dieser Term ist invariant unter globalen SU (3)-Transformationen. Geht man nun zu lokaler
Eichinvarianz iiber

q— ¢ =Ug, (2.81)
wobei U eine Matrix aus der Gruppe SU(3) ist, so mul man entsprechend der Anzahl

von SU (3)-Generatoren acht Eichfelder einfiihren, die man analog zur Matrix W, aus der
elektroschwachen Eichtheorie in der Form

8
1
Gu =3 > G (2.82)
a=1

zusammenfassen kann. Die acht Generatoren der SU(3) konnen durch die Gell-Mann-
Matrizen dargestellt werden, die wir mit A, bezeichnen. Ihre Eigenschaften sind im Anhang

zusammengefafit. Die acht reellen unabhéngigen Eichfelder G, sind die Gluonfelder.
Die Matrix G, ist ebenso wie W, hermitesch und spurlos. Sie transformiert sich unter
lokalen SU (3)-Eichtransformationen nach

l

G(x) = U(2) G,(x) U'(x) + m

(GMU(:I:)) Ul(). (2.83)
Wir definieren die kovariante Ableitung als

Dya(x) = (8 +igs Gul()) al). (2.84)
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Der Parameter g, ist die starke Kopplungskonstante. Ersetzt man in dem kinetischen Anteil
der Lagrange-Dichte fiir die Quarks (B.80) die partielle Ableitung durch die kovariante, so
ist das Resultat unter lokalen SU(3)-Transformationen eichinvariant. Dies liefert

EQuarks = Z |:(j(ZL‘) Z.’yu DMQ(x) — My (j(:)?) Q<x) : (285)

q:u7d757c7b7t

Die Eichinvarianz folgt sofort aus dem Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung
D, (z) = U(x) Dyug(2), (2.86)

die sich wieder in der selben Weise wie die Felder selbst transformiert. Der Feldstarketensor
ist definiert durch

G () = 0,Gu(2) = ,Gu(w) + g | Gu(), G2 (2.87)
und transformiert sich in der Form
G;W(a:) =U(z) G (2) U'(z). (2.88)

Damit kann man einen eichinvarianten kinetischen Term fiir die Gluonfelder in der QCD-
Lagrange-Dichte konstruieren. Er ist gegeben durch den Ausdruck

1 V a u
‘CGluonen = _§Sp G ( )GM ] = ——ZG G H ) (289)

Die Gluonen sind masselose Teilchen, so dafl man im Gegensatz zur elektroschwachen
Theorie keine Massenterme fiir die Eichbosonen benétigt. Daher ist es nicht notwendig,
den Higgs-Mechanismus auch in der QCD zu verwenden. Die gesamte Lagrange-Dichte der
QCD besteht also nur aus den beiden kinetischen Termen fiir die Quarks und die Gluonen.
Man erhélt damit

‘CQCD = ‘CQuarks + EGZuonenx (290)

2.6 Lagrange-Dichte des Standardmodells

Zum Schluf} dieses Abschnittes wollen wir noch einmal die gesamte Lagrange-Dichte des
Standardmodells in kompakter Form zusammenfassen. Der elektroschwache Anteil des
Standardmodells enthélt die eichinvarianten kinetischen Terme fiir drei Generationen von
Leptonen (B.53) und Quarks (2.70). Die dort auftretenden linkshéndigen Dubletts und
rechtshéndigen Singuletts sind Eigenzustidnde des schwachen Isospins. Die Wechselwirkun-
gen mit den Eichbosonen sind in der kovarianten Ableitung der Fermionfelder enthalten.
Die kinetischen Terme der Eichbosonen wurden in (B.29) angegeben und sind ebenfalls
explizit eichinvariant. Um die Massen fiir die Eichbosonen in eichinvarianter Form zu er-
zeugen, wurde das Higgsfeld eingefiihrt, dessen kinetischer und Selbstwechselwirkungsanteil
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durch den Ausdruck (B.36) gegeben ist. Die kovariante Ableitung im kinetischen Term be-
schreibt die Wechselwirkungen des Higgsfeldes mit den Eichbosonen. Die Massen der Lep-
tonen und der Quarks werden schliellich durch die eichinvarianten Yukawa-Terme (2.54)
und (R.7T)) erzeugt, die auflerdem die Kopplungen der Fermionen mit dem Higgsfeld ent-
halten. Bildet man die Summe aller dieser Terme, so erhélt man die Lagrange-Dichte fiir
den elektroschwachen Sektor des Standardmodells, der explizit eichinvariant unter lokalen
SU(2) x U(1)-Transformationen ist:
£EW = ELept(men + [fBosonen + £Higgs + EYukawa
3
= Y [Li(z) iy DuLi(x) + Ry(w) iv" D, Rix)]
i=1

+ [I_Jw(a:) iv" DyLyi(x) + Ry i(x)iy* D, R, i(x)+ Rgi(x)iy" DuRd,i(x)}

-.
Il w
N

] =

Buo() B(2) — £ Sp [Wy () W ()

(Ri(g;) Gy ®(2) L(2) + Li(z) ®(2) G Rj(x))

1,ij
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| Rai®) Gaiy @ (2) Loy () + Loi(w) ©(x) Gl Ras(@)]. (2.91)

dyij

|
.
i[]=
I

)]

Die Lagrange-Dichte der QCD ist die Summe aus dem kinetischen Term der sechs ver-
schiedenen Quarks (P.85), der auch die Massenterme fiir die Quarks enthilt, und dem
kinetischen Term der Gluonen (2.89). Da die Gluonen masselos sind, ist es in der QCD
nicht erforderlich, mit Hilfe eines Higgs-Mechanismus Eichbosonenmassen zu erzeugen. Die
Lagrange-Dichte der QCD ist explizit eichinvariant unter lokalen SU (3)-Transformationen
und lautet

‘CQC’D - £Qua7‘k’s+£Gluonen

= Y i@ Duale) ~ mya@)a@)] — 5 Sp[Guule) @ (@) (292)

q:u7d7s7c7b7t

Um die Lagrange-Dichte des Standardmodells zu konstruieren, geht man von einer Eich-
gruppe SU(3)¢ x SU(2)r, x U(1)y beziiglich der drei Farbzusténde, der linkshidndigen
Dubletts und der schwachen Hyperladung aus, was jeweils durch die Indices C', L und Y
angedeutet werden soll. Die beiden Anteile fiir den elektroschwachen Sektor (2.91)) und die
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QCD (R.92) kénnen zusammengefafit werden, indem man in (B.91) alle Quarkfelder, die in
den SU(2)-Singuletts und -Dubletts vorkommen, durch die dreikomponentigen Felder

qr
q(z) = q(z) = | g4 | () (2.93)
b

ersetzt. Jedes Quarkfeld ¢;(x) ist ein vierkomponentiger Dirac-Spinor, und die Indices i =

r, g, b bezeichnen die drei Farbzusténde rot, griin und blau, die jedes Quark besitzen kann.
Die eichkovarianten Ableitungen (2.63) der Quarkfelder ¢(x) werden ersetzt durch

DuLute) = (3 % Bula) Vit 22 Wyl) 45, Gy () Ly(o)

D, Ru(z) — <au + % Bu(x) Yur +ig, G, (x)) R, (z)

D,Ry(x) = (% + % B, (2) Yar +1i9: G, (:E)) R,(z), (2.94)

wéhrend die kovarianten Ableitungen (B.11) der Leptonfelder und die des Higgsfeldes (2.38)
unveréndert bleiben. Die Eichfelder B, gehoren zur U(1)-Eichgruppe, und die Felder W,
sind die Eichfelder der SU(2). Sie wirken nur auf die Dubletts der Quark-und Lepton-
felder. Die Gluonfelder G, schliefllich sind die SU(3)-Eichfelder und wirken nur auf die
dreikomponentigen Quarkfelder q. Nun kénnen wir die vollstdndige Lagrange-Dichte des
Standardmodells in kompakter Form schreiben. Sie lautet:

Lsy = Y [Li(x)iv" DuLi(x) + Ri(x)iv" D, Ry ()]

i=1

3
+ Z [Lgi(2) iv" DyLgi(z) + Rui(z) iv" DRy i(2) + Rai(2) iv" DRy ()]

= Y (Bil@) Guy #1(2) Ly (@) + L) 0(x) G, By (@)

™

Roi(r) Gugy © (2) € Lyi(2) + Ly () € () Gl R (o)

= 3 [Rua(@) Gy (@) Ly () + Lya(@) () Gy Ruy(w)|. (2.95)

ij=1
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2.7 Experimentelle Tests des Standardmodells

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist in der Vergangenheit immer wieder
experimentell getestet worden. Dabei wurden die theoretischen Vorhersagen, die auf der
Grundlage des Standardmodells getroffen wurden, bisher immer in {iberzeugender Weise
bestétigt. Trotzdem ist es natiirlich notwendig, das Standardmodell weiterhin zu testen, um
herauszufinden, ob sich in den Experimenten neue physikalische Effekte entdecken lassen,
die nicht im Rahmen des Standardmodells beschrieben werden kénnen. Dazu werden die
Experimente weiter verbessert, um die Genauigkeit der Resultate immer weiter zu erhchen.
Auflerdem versucht man, andere Observablen zu messen, die bislang noch nicht getestet
wurden.

Mit zunehmender Genauigkeit der Experimente ist es auch auf theoretischer Seite
notwendig, die Genauigkeit der Rechnungen zu unterschiedlichen Observablen weiter zu
erhthen. Im Rahmen der Storungstheorie miissen daher fiir bestimmte Prozesse Strah-
lungskorrekturen von mindestens erster oder zweiter Ordnung in der Kopplungskonstanten
berechnet werden, um die erforderliche Genauigkeit zu erreichen. Eine Zusammenfassung
der experimentellen Tests und der Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen des Stan-
dardmodells findet man bei der Particle DataGroup am CERN [22].

In der Quantenelektrodynamik wurden bereits in den 70er Jahren des vergangenen
Jahrhunderts sehr grofle Erfolge bei Vergleichen mit Prizisionsexperimenten erzielt. Die
QED beschreibt alle bis heute bekannten rein elektromagnetischen Phénomene in sehr
guter Ubereinstimmung mit den Experimenten. Insbesondere beschreibt sie sehr genau die
winzigen Abweichungen des magnetischen Moments des Elektrons von dem Wert, der aus
der Dirac-Gleichung folgt [23,24] sowie die Lamb-shift im Spektrum des Wasserstoffatoms
[25,26]. Dariiberhinaus kann auch die Hyperfeinstruktur-Aufspaltung an den gebundenen
Zusténden Positronium und Myonium mit Hilfe der QED mit hoher Genauigkeit berechnet
werden. Die Experimente, die in Ubereinstimmung mit der Theorie sind, gehéren zu den
genauesten Tests in der Teilchenphysik iiberhaupt.

Aus dem anomalen magnetischen Moment des Elektrons sowie aus dem Quanten-
Hall-Effekt und anderer Messungen ist in jiingerer Vergangenheit auch die Feinstruktur-
Konstante a bei Energien, die der Elektronenmasse entsprechen, zu

a =1/137.03599976(50)

gemessen worden [27].

Die schwache Wechselwirkung zeigt sich beispielsweise beim (-Zerfall in Atomkernen
oder beim Neutron-Zerfall. Im Standardmodell wird sie durch den Austausch von W- und
Z-Bosonen beschrieben, die in den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts bei Experimenten am
CERN in Genf experimentell nachgewiesen wurden.

Ein wichtiger Parameter des Standardmodells ist die Fermi-Konstante G, die aus der
Formel fiir die Myon-Lebensdauer [28,29] zu

Gr =1.16637(1) x 107°GeV 2
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bestimmt wurde. Sie tritt als Kopplungskonstante bei Prozessen der schwachen Wechsel-
wirkung auf. Dazu ist es notwendig, die Zerfallsrate des Myon-Zerfalls moglichst genau
zu kennen. Die Strahlungskorrekturen zum Myon-Zerfall bis einschlieBlich Ordnung O(a?)
sind seit einiger Zeit bekannt [29].

Auch die Masse des Z-Bosons ist ein wichtiger Parameter des Standardmodells, der
ebenfalls experimentell bestimmt werden mufl. Aus der Form der Z-Linie wurde die Z-
Masse bei LEP 1 zu

My =91.1876 £ 0.0021GeV

gemessen [30].

Mit Hilfe der experimentell bestimmten Werte von «, G und My kénnen der Wein-
bergwinkel #,, und die Masse des W-Bosons My, berechnet werden, da sie iiber gewisse
Relationen mit den oben genannten Parametern zusammenhéngen. Dazu miissen aller-
dings die Massen des Topquarks m; und des Higgs-Bosons My bekannt sein. Der Wert von
sin?@,, kann aus Observablen des z-Pols und aus Prozessen neutraler Strome bestimmt
werden [B(,B1] und héngt vom Renormierungsverfahren ab.

Die Genauigkeit der Experimente ist inzwischen so hoch, daf§ auf theoretischer Sei-
te die vollstandigen O(«)-Strahlungskorrekturen gerechnet werden miissen. Fiir neutrale
Strome und Prozesse des Z-Pols werden diese Korrekturen gewohnlich in zwei Klassen ein-
geteilt. Die erste Klasse enthélt reine QED-Korrekturen, die sich aus reellen Photonen in
Bremsstrahlungs-Beitrédgen und virtuellen Photonen in Schleifen-Korrekturen zusammen-
setzen. Vakuum-Polarisations-Diagramme sind hier nicht enthalten. Zur zweiten Klasse
gehoren elektroschwache Korrekturen wie vy-, vZ-, ZZ- und WW-Vakuum-Polarisation,
auferdem Vertex-Korrekturen und Box-Graphen, die virtuelle W- und Z-Bosonen ent-
halten. Viele dieser Korrekturen gehen in die renormierte Fermi-Konstante ein, wahrend
andere das Bornsche Matrixelement neutraler Stréme oder des Z-Pols verdndern [31].

Um das Standardmodell zu testen, wurden auch eine Reihe Wirkungsquerschnitte und
Asymmetrie-Beziehungen gemessen. Alle Experimente, die vorwiegend am CERN durch-
gefithrt wurden, zeigen eine gute Ubereinstimmung mit der Theorie. Dariiberhinaus sind
auch die Breiten des W- und des Z-Bosons bestimmt worden. Die theoretischen Vorher-
sagen des Standardmodells fiir diese Werte betragen 'y = 2.4961 + 0.0012 GeV fiir die
Z-Breite und I'yy = 2.0921 £0.0025 GeV fiir die W-Breite. Die entsprechenden experimen-
tellen Werte von I', = 2.4952 £ 0.0023 GeV und I'yy = 2.114 4+ 0.042 GeV [B0] stimmen
damit sehr gut iiberein. Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl alle Experimente bisher
noch keine Abweichungen von den theoretischen Vorhersagen des Standardmodells gefun-
den haben.

Die experimentelle Uberpriifung der QCD als Grundlage der starken Wechselwirkung
gestaltet sich schwieriger als im Falle der elektroschwachen Theorie. Die QCD ist eine nicht-
abelsche Eichtheorie, deren Feldquanten, die Gluonen, auch untereinander wechselwirken
konnen. Es wird vermutet, daf diese Eigenschaft dafiir verantwortlich ist, dafl man Quarks
in der Natur nicht als freie Teilchen beobachtet und sie immer als farbladungs-neutraler
hadronischer Zustand gebunden sind. Deshalb bleibt nur das experimentelle Studium der
Hadronen, deren Wechselwirkungen untereinander sehr komplex ausfallen konnen.
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Das Prinzip der asymptotischen Freiheit fithrt dazu, daf§ die renormierte QCD-Kopp-
lung «a, bei steigenden Energien zunehmend kleiner wird. Daher ist es nur bei hohen
Energien moglich, stérungstheoretische Rechnungen auszufiihren. Prézisionstests der QCD,
ahnlich denen in der QED, konnen also nur in diesem Bereich, der storungstheoretisch
zuganglich ist, durchgefiihrt werden. Bei niedrigen Energien versucht man durch bestimm-
te Ndherungen oder effektive Theorien einen besseren Zugang zur Berechnung von QCD-
Observablen zu erhalten.

Trotzdem hat es im Versténdnis der QQCD bei niedrigen Energien im nichtperturbativen
Bereich in den letzten Jahren einige Fortschritte gegeben, zum Beispiel im Studium weicher
hadronischer Prozesse oder bei Rechnungen mit Hilfe der Gitter-Eichtheorie [B2], bei der
die Raumzeit diskretisiert und die Observablen damit numerisch berechnet werden.

Die Bestimmung der starken Kopplungskonstanten ist einer der wichtigsten Préazisions-
tests der QCD. Die Abhéngigkeit der effektiven QCD-Kopplung ist durch die G-Funktion
gegeben, welche die Losung der Renormierungsgruppen-Gleichung ist. Bei der Losung die-
ser Gleichung tritt eine Integrationskonstante auf, die eine fundamentale Gréie der QCD
ist und experimentell bestimmt werden muf. Sie kann als Wert von «; bei einer festen
Referenzskala po gewdhlt werden. Man hat sich darauf geeinigt, den Wert pug = M als
Referenzskala festzusetzen.

Die experimentellen Resultate fiir as(Myz) kénnen aus verschiedenen Prozessen wie
tief-inelastischer Streuung, dem Zerfall des 7-Leptons, Hadron-Kollisionen bei hohen Ener-
gien und anderen bestimmt werden. Ein Durchschnitt der verschiedenen experimentellen
Ergebnisse fiir die starke Kopplungskonstante betriagt a,(Mz) = 0.1171 + 0.0014. Eine
Zusammenfassung der unterschiedlichen Experimente zur Bestimmung von o, (My) findet
man bei der Particle DataGroup [22].



Kapitel 3

Polarisationsobservable im
Ruhesystem des b-Quarks

3.1 Einleitung

Quarks und Gluonen sind die Elementarteilchen, die an der starken Wechselwirkung teil-
nehmen, sie bilden die grundlegenden Bausteine der Quantenchromodynamik (QCD). Auf-
grund einer Eigenschaft dieser Teilchen, die als confinement bezeichnet wird, treten sie in
der Natur nicht als freie Teilchen auf, sondern sind in hadronischen Zustédnden gebunden,
die eine Gesamt-Farbladung von null besitzen. Trotzdem kann man Prozesse wie beispiels-
weise den Zerfall von Hadronen ndherungsweise durch den grundlegenden Quark-Zerfall im
Rahmen der QCD beschreiben, und es ist moglich, die hadronischen Eigenschaften durch
zusitzliche Korrekturen zum QCD-Prozef zu beriicksichtigen. Auf diese Weise erhélt man
fiir verschiedene Observable hadronischer Prozesse theoretische Resultate von ausreichen-
der Genauigkeit, um sie experimentell iiberpriifen und mit Vorhersagen des Standardmo-
dells vergleichen zu konnen. Weil die Resultate der QCD-Rechnungen in vielen Féllen
bereits einen groflen prozentualen Anteil an den Gesamtresultaten fiir die hadronischen
Prozesse ausmachen, sind die grundlegenden QCD-Prozesse von Quarks und Gluonen fiir
theoretische Berechnungen von groflem Interesse. Besonders der Zerfall von Hadronen, die
ein schweres bottom-Quark enthalten, eignen sich gut fiir den Vergleich mit dem Expe-
riment, weil die zugehorigen hadronischen Korrekturen mit Hilfe der effektiven Theorie
schwerer Quarks (HQET) in relativ einfacher Weise berechnet werden kénnen. In diesem
Kapitel wollen wir daher den semileptonischen Zerfall eines bottom-Quarks in ein charm-
Quark und ein Leptonpaar diskutieren, wobei der Spin des c-Quarks berticksichtigt werden
soll. Wir berechnen die QCD-Strahlungskorrekturen fiir den spinunabhéngigen und den
spinabhéngigen Anteil zur differentiellen Zerfallsrate beziiglich der Energie des c-Quarks
in analytischer Form und verwenden die Resultate, um diese beiden Anteile und die longi-
tudinale Polarisation des c-Quarks graphisch darzustellen und den Einflul der Strahlungs-
korrekturen numerisch auszuwerten. Es gibt im wesentlichen zwei wichtige Anwendungen

39
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des b-Quark-Zerfalls. Dies sind zum einen die Fragmentations-Funktionen und zum ande-
ren Vergleiche mit leptonischen Zerfillen. Beide Anwendungen sollen im folgenden kurz
diskutiert werden.

Bei typischen Experimenten in Beschleuniger-Anlagen zeigen sich die Quarks und die
Gluonen als Jets von Hadronen, deren Achse die Richtung des urspriinglichen Partons kenn-
zeichnet. Der Prozefl der Umwandlung eines Partons in Hadronen wird Fragmentation ge-
nannt. Bei diesem Vorgang kann die storungstheoretische Behandlung in der QCD norma-
lerweise nicht angewandt werden, was die Analyse der Fragmentation sehr schwierig macht.
Trotzdem ist ihr Verstdndnis wichtig fiir die Erforschung der zugrunde liegenden physika-
lischen Prozesse. Die Information iiber Fragmentation ist in den sogenannten Fragmenta-
tions-Funktionen [B3,84] enthalten, die die Wahrscheinlichkeit angeben, dafl ein Quark in
ein bestimmtes Hadron mit festem longitudinalen Impuls fragmentiert. Die Fragmentation
und die Berechnung der Fragmentations-Funktionen sind nicht Gegenstand dieser Arbeit
und sollen nur als mogliche Anwendung fiir die in diesem Kapitel angegebenen Resultate
erwiahnt werden. Die Fragmentations-Funktionen kénnen auch spin-abhéngig sein [35,86],
um Prozesse wie die Produktion von Baryonen mit Spin 1/2 zu beschreiben. Sie geben die
Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, ein Spin-1/2-Baryon mit einer Polarisation in Richtung
der longitudinalen oder transversalen Polarisation des urspriinglich vorhandenen Quarks
relativ zu dessen Impuls zu finden. Diese Fragmentations-Funktionen enthalten wichtige
Informationen iiber Spin-Ubergénge wihrend des Fragmentations-Vorgangs. Sie beinhal-
ten Details des nichtperturbativen Mechanismus, bei dem die Polarisation der Partonen
teilweise in diejenige der Hadronen iibergeht. Eine typische Problemstellung ist die Frage,
wie sich der Spin von Hadronen aus dem der Partonen zusammensetzt.

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir den semileptonischen Zerfall eines unpolari-
sierten b-Quarks b — ¢! 41~ + #; in ein polarisiertes c-Quark und ein leichtes Lepton-Paar,
dessen Massen sehr klein gegeniiber der b-Masse sind. Dies ist der elementare Prozef fiir
den hadronischen Zerfall eines B-Mesons oder eines A,-Baryons in einen hadronischen End-
zustand X, der ein c-Quark enthilt, und in ein D,- oder ein D?-Meson. Eine weitere An-
wendung ist der Zerfall eines B-Mesons in ein polarisiertes A.-Baryon. Die Fragmentations-
Funktion F,)—a.(1)(£:) eines solchen Prozesses héngt von der Energie des c-Quarks im
zugrundeliegenden Prozef3 ab. Deshalb ist es notwendig, die polarisierte differentielle Zer-
fallsrate dI'/dE, zu berechnen. Der elementare QQCD-Proze des b-Quark-Zerfalls kann
als Ndaherung zur Bestimmung der Fragmentations-Funktion herangezogen werden. Dazu
berechnet man die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der Kopp-
lungskonstanten ay. Sie enthalten sowohl Schleifenkorrekturen als auch Bremsstrahlungs-
Beitrage. Mit Hilfe der HQET konnen dazu nichtperturbative Korrekturen berechnet wer-
den. Ein B-Meson oder ein Ay-Baryon zerfallen in fithrender Ordnung der HQET wie ein
b-Quark. Eine Anwendung auf hadronische Prozesse wird in Kapitel f diskutiert.

Eine weitere Anwendung des b-Zerfalls ist der Vergleich der analytischen Resultate mit
denen der rein leptonischen Zerfélle, bei denen ein geladenes Myon oder Tau-Lepton geméafl

T T —=u Hv+,, T —e +U -+, (3.1)

in ein zugehoriges Neutrino und ein Leptonpaar zerfillt, das sich aus einem weiteren,
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leichteren geladenen Lepton und dem Antineutrino derselben Familie zusammensetzt. Die
Analogie des b-Zerfalls zu den rein leptonischen Zerfdllen kann dadurch erreicht werden,
dafl man das Matrixelement des leptonischen Zerfalls mittels einer Fierz-Transformation in
eine Form bringt, die mit der des b-Zerfalls identisch ist. Die Amplitude des Myon-Zerfalls
beispielsweise geht in die Amplitude des b-Zerfalls iiber, wenn man die Ersetzungen

bop, coe, e o, Ueob, (3.2)

durchfithrt. Auflerdem mufl man beim semileptonischen b-Zerfall das CKM-Matrixelement
beriicksichtigen, mit dem der Quark-Strom multipliziert wird. Bei den Strahlungskorrek-
turen gibt es schlieflich noch einen Unterschied in den Kopplungskonstanten von QED
und QCD, die durch die Ersetzung as Cr < « ineinander iiberfithrt werden kénnen, wobei
Cr = 4/3 der Farbfaktor fir die Quarks ist.

Die unpolarisierte differentielle Rate dI'/dE. fiir den Myon-Zerfall ist bereits 1956 be-
rechnet worden [37]. Das Ergebnis enthielt allerdings einen Fehler, der erst 1959 korrigiert
werden konnte [B8]. Das Resultat fiir die differentielle Rate beinhaltet die virtuellen und
die reellen Strahlungskorrekturen bis einschliefllich O(«a) sowie die vollstandige Abhéngig-
keit von der Elektron-Masse. Eine kurze historische Ubersicht zu diesen Berechnungen
der O(a)-Strahlungskorrekturen fiir den leptonischen Myon-Zerfall findet man in [39]. Ei-
ne Erweiterung der Resultate auf polarisierte Myonen in Form einer polarisierten und
einer unpolarisierten Strukturfunktion unter der vollen Beriicksichtigung der Elektron-
masse wurde 2002 angegeben [40]. Die unpolarisierte Strukturfunktion beschreibt die be-
reits bekannte unpolarisierte Rate, wihrend die polarisierte Strukturfunktion die Effekte
der Myon-Polarisation angibt. Beide Strukturfunktionen wurden ebenfalls mit endlicher
Elektron-Masse und bis zur ersten Ordnung in der Kopplungskonstanten o gerechnet, was
einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen des b-Zerfalls erlaubt, bei dem man die Masse
des c-Quarks nicht gegeniiber der b-Masse vernachléssigen kann. Zusétzlich zu den diffe-
rentiellen Raten sind in [40] die totalen Raten fiir die beiden Strukturfunktionen berechnet
worden. Sie gehen direkt durch Integration iiber die Elektron-Energie aus den differentiellen
Raten hervor. Eine ausfiihrliche Diskussion des Myon-Zerfalls einschliellich der Polarisati-
on von Myon und Elektron wurde 2003 [41] behandelt. Die Resultate enthalten insgesamt
5 Strukturfunktionen, wobei neben den beiden bereits bekannten auch drei neue berech-
net wurden, die die Polarisation des Elektrons sowie Spin-Spin-Korrelationen zwischen
den Spin-Vektoren des Elektrons und des Myons beschreiben. Die 5 zugehorigen Struk-
turfunktionen fiir die totalen Raten sind dort ebenfalls berechnet worden. Eine endliche
Elektronen-Masse wurde bei allen Rechnungen beibehalten. Die Strahlungskorrekturen fiir
die Strukturfunktionen sind bis zur ersten Ordnung « berechnet worden. Die Bildung der
Grenzwerte der unterschiedlichen Strukturfunktionen fiir verschwindende Elektron-Masse
m, — 0 erlaubt es, die Resultate mit den seit 1974 bekannten Strukturfunktionen fiir
masselose Elektronen [42] zu vergleichen.

Das Vorgehen bei der Berechnung der Raten fiir den b-Zerfall ist vollig identisch mit
den Rechnungen fiir den Myon-Zerfall, so daf§ die einzelnen Schritte zur Berechnung di-
rekt iibernommen werden kénnen. Wir werden in diesem Kapitel nur die beiden Struktur-
funktionen der differentiellen Raten fiir den Zerfall eines unpolarisierten b-Quarks in ein
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polarisiertes c-Quark und ein Leptonpaar berechnen, die den unpolarisierten Anteil und
die Polarisation des ¢ beschreiben. Eine Verallgemeinerung auf Polarisation von b- und
c-Quark einschliefllich Spin-Spin-Korrelation und die Angabe der entsprechenden totalen
Raten konnen aus [41] iibernommen werden, wenn man die oben genannten Unterschiede in
den Matrixelementen zwischen leptonischen und semileptonischen Zerfillen (B.2) beriick-
sichtigt und die unterschiedlichen Kopplungen ersetzt.

In den folgenden Abschnitten werden die polarisierte und die unpolarisierte Struktur-
funktion G und Gp fiir die differentielle Rate des semileptonischen Zerfalls b — ¢! +1~+1;
beziiglich der Energie des c-Quarks berechnet. Die Strukturfunktionen werden im Ruhesy-
stem des b-Quarks ausgewertet und die Resultate in analytischer Form angegeben. Zunéchst
diskutieren wir die Bornsche Néherung dieses Zerfallsprozesses. Anschliefend werden die
QCD-Einschleifen-Korrekturen und die Beitrige zur Bremsstrahlung in erster Ordnung der
starken Kopplungskonstanten a berechnet. Im Rahmen der Schleifen-Rechnungen werden
die auftretenden IR- und UV-Divergenzen regularisiert und letztere mit Hilfe der Re-
normierung beseitigt. Schliefllich werden alle Beitrdge aus Bornscher Rate und Schleifen-
Rechnung sowie der Bremsstrahlungs-Korrektur zur inklusiven Rate aufsummiert, um ein
endliches Ergebnis zu erhalten, in dem sich die [ R-Singularititen der einzelnen Beitriage
gegenseitig aufheben. Am Ende dieses Kapitels werden die Resultate numerisch ausgewer-
tet und in verschiedenen Schaubildern als Funktionen der skalierten c-Energie graphisch
dargestellt. Es folgt abschliefend eine Diskussion der gezeigten Resultate.

Alle in diesem sowie in den folgenden Kapiteln durchgefiihrten analytischen und nume-
rischen Berechnungen wurden mit dem Computeralgebra-System Mathematica [43] durch-
gefiihrt, um den Rechenaufwand, besonders fiir die Integrationen und das Zusammenfassen
groferer analytischer Ausdriicke, weitgehend zu automatisieren. Fiir das Ausfithren und die
Vereinfachung von Spuren iiber Produkte von Diracschen Gamma-Matrizen, welche bei der
Bestimmung der Zerfallsraten auftreten, wurde auerdem das Programmpaket HIP [44] fiir
symbolische Rechnungen in der Hochenergiephysik verwendet. Die Feynman-Diagramme
und einige Schaubilder wurden mit dem C'++ -Programm FeynDiagram [45] erzeugt.

3.2 Bornsche Niherung

In diesem Abschnitt wird die differentielle Rate fiir den Zerfall eines b-Quarks in ein ¢-Quark
und ein Leptonpaar in Bornscher Naherung berechnet, wobei die Polarisation des c-Quarks
beriicksichtigt werden soll. Die Neutrinomasse wird bei allen Rechnungen null gesetzt,
und die Masse des geladenen Leptons kann gegeniiber der b-Masse vernachléssigt werden,
wenn das Massenverhéltnis entsprechend klein ist. Fiir Elektronen ist dies in sehr guter
Néaherung erfiillt. Auch fiir das Myon kann diese Néherung angewandt werden, wéahrend die
Tau-Masse dafiir zu grof} ist. Wir betrachten bei den folgenden Rechnungen nur leichtere
Leptonen, bei denen die Vernachléssigung der Masse erlaubt ist.

Die Resultate werden im wesentlichen durch zwei Strukturfunktionen Gy und Gp dar-
gestellt, die den unpolarisierten Anteil beziehungsweise den Beitrag der Polarisation des
c-Quarks beschreiben. Da die Resultate iiber den Azimuth-Winkel ¢ integriert werden,
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gibt es nur einen Beitrag zur longitudinalen Polarisation, der transversale Anteil hingegen
verschwindet bei der Winkelintegration, weil er proportional zu sin ¢ oder cos ¢ ist. Die
differentielle Rate fiir longitudinale Polarisation parallel oder antiparallel zum Impuls des
c-Quarks ergibt sich schliellich bis auf Vorfaktoren aus der Summe oder aus der Differenz
Gy £+ Gp der unpolarisierten und der polarisierten Strukturfunktion.

In der Quantenfeldtheorie bestimmt man zunéchst die Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir den vorliegenden Zerfallsprozef3, aus der man durch Bildung des Betragsquadrates und
anschliefender Integration die Zerfallsrate bestimmen kann. Die Amplitude wird mit Hilfe
der Storungstheorie ausgerechnet, wobei man eine Entwicklung in eine Potenzreihe nach
der starken Kopplungskonstanten o, vornimmt, die bei einer Energie in der Gréf8enordnung
der b-Masse einen numerischen Wert von etwa 0.2 besitzt. Damit ist sichergestellt, daf3 die
erste Ordnung der Stérungsreihe betragsméfig deutlich kleiner als die Bornsche Néherung
ist. Der hier diskutierte b-Zerfall kann also storungstheoretisch behandelt werden.

3.2.1 Ubergangsamplitude

In diesem Abschnitt wird die niedrigste Ordnung der Storungstheorie, die auch als Born-
sche Rate bezeichnet wird, berechnet. Die Amplitude fiir den Zerfall b — ¢! + 1= + 7
eines bottom-Quarks in ein charm-Quark und ein Leptonpaar ist durch das Ubergangs-
matrixelement M gegeben. Man rechnet es mit Hilfe der in Anhang [A.§ angegebenen
Feynman-Regeln aus. Das entsprechende Feynman-Diagramm, das zu dem betrachteten
Zerfalls-Prozefl beitrégt, ist in Abbildung Bl dargestellt. Mit Hilfe der Feynman-Regeln

Abbildung 3.1: Feynman-Diagramm fiir den Bornterm zum Zerfall b — ¢+ 1~ +

ergibt sich fiir das Ubergangs-Matrixelement

) iGu 1—7 i(—g" 4 q" q" /My
M = a(pe,se) |— ﬁ%c'y,u 75} u(py, 5p) [ ( 2 — M2 [My)
w
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— Zgw 1 -
X u(ph Sl) |:_ = 75:| U(]?Vz: SVZ)

VR

a2 .17 w v 2
G ;- 9" +q" q" /M
= Vie t(pe, 5c) i (1 —5) u(pe, ) 2/ b
8 — M3,
X ﬂ(ph Sl) T (1 - ’75) U(pl/za Sul)
52 7 Ty 2
i 9" + 4" q" /My
= Vie H L,, 3.3
g et — M2, (3.3)

wobei die Abkiirzungen

H, = u(pe, sc) i (1 —5) u(pe, 5)
L, = ﬂ(plv Sl) T (1 - 75) U(pwv SVz) (34)

fiir den Quark- beziehungsweise den Lepton-Strom verwendet werden. Mit g,, = e¢/sin 6,
wird die schwache Kopplungskonstante bezeichnet, und Vj, ist das C'K M-Matrixelement
fiir das b- und das c-Quark. Die &ufleren Linien héngen von den Impulsen der Teilchen und
deren Spinvektoren ab. Zur Kennzeichnung wird das jeweilige Symbol des betreffenden
Teilchens als Index an die Impuls- und Spinvariablen p und s geschrieben. Wegen der
Energie-Impuls-Erhaltung ¢ = p, — p. = p; + py, kann man die ¢"¢”-Terme im Zé&hler
des W-Propagators durch Anwendung der Dirac-Gleichung auf die Spinoren wirken lassen
und erhélt damit Terme, die proportional zu Quadraten von Massenverhéltnissen der Form
mgmy /M3, sind, wo m, und m; die Massen der Quarks und der Leptonen sind. Weil nun
jedoch die Quark- und die Leptonmassen sehr viel kleiner als die W-Masse sind, kann der
g"q”-Term in guter Niherung gegeniiber dem ¢g"-Term vernachléssigt werden. Aulerdem
kann man im Propagatornenner ¢? gegeniiber Mg, vernachlissigen, weil der maximale
Wert ¢? = (my — m.)? betréigt und damit auch wesentlich kleiner als M3, ist. Mit diesen
Vereinfachungen lautet nun das Matrixelement

- gw _
M = L2, Ve @(Pe, 5¢) Y (1 — v5) w(ps, s6) w(pr, 51) 7 (1 = v5) v(Dyys 51
2
:M%mHL (3.5)

und sein komplex konjugierter Wert

* Zgw — 4
M* = SMZ Ve W(pp, 55) (1 + ¥5) Yo w(pe, Se) V(Do Su,) (14 95) v ulpr, 51)
ige
_ w V* H* L*V‘ 3.6
SM%/ be 14 ( )

Daraus berechnet sich die Ubergangsamplitude als Betragsquadrat des Matrixelementes

IF—MMMmFWM” (3.7)
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mit dem Hadron- und dem Lepton-Tensor

H,, = H,H,=1u(pesc) V. (1 —5)ulps,sp) w(ps, sp) (1 +v5) % w(pe, sc)
L = LMLY = ?_L(pl, Sl) 7# (1 - 75) U(pVH SVL) 17(le’ SVZ) (1 + 75) 7V u(pb Sl)' (3'8)

Im hier betrachteten Fall sollen die Spins des zerfallenden b-Quarks sowie der beiden Lep-
tonen nicht beobachtet werden, wahrend der Spin des c-Quarks gemessen werden soll. Man
summiert deshalb die Ubergangsamplitude iiber die Spins der auslaufenden Leptonen und
mittelt den Spin des bottom-Quarks, um die gewiinschte Amplitude fiir ein polarisiertes
charm-Quark zu erhalten. Das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes 1483t
sich dann in der Form

AA 1 gi [] T 1
M= g > IMP = g Vil B 1 (3.9)

5b,51,51;

darstellen, wobei der spingemittelte Hadron- und der spinsummierte Lepton-Tensor durch

H,, = %ZHN . L=y L (3.10)
Sb

Slvsl/l

definiert werden. Dies kann man als Spur von Diracschen Gamma-Matrizen schreiben. Thre
Eigenschaften sind im Anhang [A73 dargestellt. Verwendet man die Clifford-Algebra, so
lassen sich die Spuren etwas vereinfachen, und man erhélt fiir den Hadron- und Lepton-
Tensor das folgende Resultat:

Fa = 3010k m0) (14958 (14 35) 30 G ) 2 (1= 95)]

- % Sp [(Pe — mefe) (1+75) v o 0]

= 3Pl (1= 5)

LM = Sp[(#h+ mu) (1 +75) Y Dl v” (1 = 75)]
= 2Sp [h " b, v (1 — )] (3.11)

Hier wurde zur Abkiirzung p. = p. —m. s. gesetzt. Der Vierervektor s. beschreibt den Spin
des c-Quarks. Er erfiillt die Relationen

82:—1, Pe - Se = 0.

[

Fiir die Auswertung der Spuren benutzt man die Spurensitze (A.33) fir Gamma-
Matrizen und erhélt schliellich fiir den spinsummierten Hadron- und Lepton-Tensor Aus-
driicke, die nur von den Viererimpulsen der am Zerfallsprozef beteiligten Teilchen und vom
Spinvektor s. des c-Quarks abhéngen:

Hu = 2[9up Gvo + Guo Gvp — Guv Gpo — 1€uvpo) Do Py = 2 Tyuspo Do Py
L = 8[g™ g™ + g™ g™ — g" g — i papu.s = 8T prapu,s. (3.12)
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Der Tensor T),,,, wurde zur Abkiirzung der Ausdriicke in eckigen Klammern, die den
metrischen Tensor und den Levi-Civita-Tensor enthalten, definiert. Die Kontraktion

T,

pvpo

vaf __ a o
THod — 469 6 (3.13)

liefert fiir das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes

4

R gw _

M| = AL Vel (Be - 1) (06~ D) (3.14)
Um die Zerfallsrate zu berechnen, mufl man nun iiber den Phasenraum der Teilchen im End-
zustand integrieren. Die differentielle Zerfallsrate erhélt man aus der Ubergangsamplitude,
wenn man die Erhaltung des Viererimpulses durch eine vierdimensionale Delta-Funktion
beriicksichtigt und fiir jeden Impuls-Endzustand einen invarianten Phasenraumfaktor

d*p 1 A3y

2m0(p* —m*) O(p") (27)* "9 72 +m? (2m)3

hinzufiigt. Schliefflich dividiert man den gesamten Ausdruck durch einen Flufifaktor, der
fiir den Zerfall eines Teilchens gerade das Doppelte seiner Energie ist. Im Ruhesystem des
b-Quarks vereinfacht sich die Rechnung, und die Zerfallsrate nimmt folgende Form an:

1 (2m)* 8% (g — pi — py) M &P &°pi &P,

dI’ =
me 8(271')9 EC El Eyl

(3.15)

Es gilt wieder die Relation ¢ = py — pe.

3.2.2 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Im folgenden soll die differentielle Zerfallsrate nach der Energie des c-Quarks berechnet
werden. Dazu wird zuerst iiber den Phasenraum der Leptonen integriert. Das Neutrino
wird bei den Rechnungen als masselos angenommen. Da die Masse des geladenen Leptons,
solange man keine Tau-Leptonen betrachtet, viel kleiner als die des b-Quarks ist, kann man
auch diese als masselos ansehen. Dadurch kann die Integration iiber den Phasenraum der
Leptonen deutlich vereinfacht werden. Es ist hier von Vorteil, die Integration nur iiber den
Lepton-Tensor durchzufiithren, da nur dort die Integrationsvariablen enthalten sind und
diese Rechnung auch bei der Integration der strahlungskorrigierten Zerfallsrate verwendet
werden kann. Eine ausfiihrliche Diskussion iiber Phasenraumintegration findet man im
Buch von E. Byckling und K. Kajantie [46]. Man kann die Integration des Lepton-Tensors
iiber den Lepton-Phasenraum in Lorentz-kovarianter Weise ausfithren. Dazu geht man
zuriick zum Ausdruck (B.9) und definiert das kovariante Tensor-Integral

a My 54 - - My — —
L= [P Eﬁ; Db i g, (3.16)
v
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Damit und mit der Definition (B.13) des Lepton-Tensors lafit sich die Zerfallsrate schreiben

als A B 5
H,, T~
dF _ gw 122

2 N
64 M, "3 (2m)5 my, B
Zur Auswertung des Tensor-Integrals /,3 macht man einen allgemeinen Ansatz fiir symme-
trische Tensoren 2. Stufe, indem man diese in eine Basis aus dem metrischen Tensor und

dem einzigen weiteren Basis-Tensor, der aus dem vorhandenen Impulsvektor ¢ gebildet
werden kann, entwickelt. Dann kann man das Integral als Linearkombination

Lag = A(6*) gap + B(@®) 4a 45 (3.18)

schreiben. Durch Kontraktion mit ¢** oder ¢®¢” bekommt man zwei Gleichungen fiir die
Entwicklungskoeffizienten A und B, die man durch das skalare Integral

54(q—pl—p )
I = V] dS—* d3—’y
/ EzEul bia py,

Ve Lo d°p... (3.17)

ausdriicken kann, das aus der Kontraktion des Tensor-Integrals hervorgeht, wenn man
q¢* = 2p; - p,, benutzt und damit die Impulse p; und p,, im Integranden eliminiert. Das

Gleichungssystem

2
0ls = 4A+¢@B=1

a B 2 212 (q2)2
"¢ log = ¢ A+ (@) B=" "1 (3.19)
hat die Losungen
¢ L, 3.20
A=L7 B=-T .
T G (3.20)

Nun bleibt noch die Berechnung des skalaren Integrals /. Da I ein Lorentz-Skalar ist, kann
man es in jedem Bezugssystem berechnen. Die Berechnung von [ ist am einfachsten, wenn
man als Bezugssystem das Ruhesystem des Leptonpaars wihlt, in dem ¢ = 0 gilt. Unter
Beriicksichtigung von E; = /(¢ — p,,)? = |pi,| und E,, = |p,,| kann man schlielich das
Integral berechnen. Man erhélt

5(¢" — E,— E,) 6(¢" — E,— E,)
[ — 14 d3—'y :4 14 —»V 2d —»V
/ EE, Pu 7T/ EE,, Pl [P

5 qo - 2 ﬁl/ — — — —
4 / 00" =21ul) 15 12 15 | = o / 5l — /2 dip,| = 2. (3.21)

P ?
Damit ist - -
A=~ q27 B =~
6 3
und das Tensor-Integral hat die Gestalt
T
Lo = = (¢ Gap + 240 4p) - (3.22)

6
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Setzt man dies in den Ausdruck (B.I7) ein und verwendet die Kontraktion

T Loy = — (9™ g™ + g™ g™ — " g°7 — i P) (¢* Gap + 2 4o 45)

il
6
2m w v 2 uv

= 3 (@ -dg) (3.23)

so erhédlt man nach der Integration iiber den Lepton-Phasenraum fiir die differentielle
Zerfallsrate

4 De - 24+ 2(pe- .
ir o= Su gy (Pe-p) " +2(Pe - q) (Po - q)

. d*p. 3.24
M, 192 (21)4 my B, b (3:24)

mit ¢ = pp — Ppe.

Unser Ziel ist es, die differentielle Zerfallsrate beziiglich der Energie des c-Quarks aus-
zurechnen. Dazu wird das Ergebnis (B.24) noch iiber den Raumwinkelanteil des Phasen-
raumes fiir das c-Quark integriert. Zur einfacheren Berechnung der Integration wahlt man
fiir den rdumlichen Anteil des c-Impulses Kugelkoordinaten. Dann gilt fiir das rdumliche
Integrationselement

dgﬁc = |]3’c|2 d|ﬁc| dQc = |ﬁc| Ec dEc dQc

mit |p.| = /E? — m2. Die Auswertung der Skalarprodukte fithrt man am einfachsten im
Ruhesystem des b-Quarks durch, da die parametrisierten Viererimpulse dort eine einfa-
che Form haben. Aulerdem kann man den rdumlichen Impuls des c-Quarks frei wihlen.
Zur Vereinfachung der Rechnung richtet man ihn parallel zur z-Richtung aus. Der Spin
des c-Quarks wird durch den Vierervektor s. beschrieben. Man kann ihn in zwei Anteile
parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung des c-Quarks s, = s.; + s.; aufteilen, die
mit den Indizes [ beziehungsweise ¢ bezeichnet werden. Die beiden méglichen Einstellungen
des longitudinalen c-Spins parallel oder antiparallel zum c-Quark—Impuls werden durch un-
terschiedliche Vorzeichen +s.; gekennzeichnet. Die parametrisierten Viererimpulse haben
dann die folgende Form:

. L.
Py = (mb,0,0,0) y Pe = (EC,O,O, |pc‘) y Sel = iﬁ(’pc‘aoaoa Ec) y Set = (0>Sx>sya0)'

(3.25)
Daraus kénnen die benotigten Skalarprodukte
Po-pe = myE., py-q=my(my—E), pe-q=myE.—m?
¢ = mi+m:-2mkE,
mb —
Pv:Sei = Selq= + E |pc| y Pb - Set = Set -4 = 0 (326)

C

berechnet werden. Die Skalarprodukte des transversalen Polarisationsvektors s.; mit den
Impulsvektoren der Quarks verschwinden, so dafl es keinen Beitrag zur Zerfallsrate mit
transversaler Polarisation gibt. Daher braucht man in den folgenden Rechnungen nur den
longitudinalen Anteil der c-Polarisation zu beriicksichtigen.



3.2. BORNSCHE NAHERUNG 49

Das Raumwinkelintegral 148t sich nun trivial ausfithren, und man erhélt fiir die diffe-
rentielle Zerfallsrate mit longitudinaler Polarisation

dr M Pe Do) +20eq)(pp-q) -
c it (2m) % my,
4 —
gw 2 47T |pc| _ 2 2
= Vc EC c - 92 Ec
ME |Vie| 192 (2 )i, [y (Ee F |pe]) (mj +m? — 2my E)
+ 2my, (my (Ee F |fe]) — m?) (my — E2)] (3.27)

wobei das unterschiedliche Vorzeichen 4 die beiden oben beschriebenen Einstellungen des
longitudinalen c-Spins bezeichnet. Zur kompakteren Darstellung dieses Ergebnisses ver-
wendet man die mit der Masse des b-Quarks skalierten Parameter

_ 2F, M, lpe| a2 —4y? (3.28)

T

)

Yy
my me E. x

Auflerdem kann man mit Hilfe der Relation

2
Cr_ (3.29)

Vi s

die schwache Kopplungskonstante g, durch die Fermikonstante Gy ausdriicken. Damit
kann man schliellich fiir die Zerfallsrate in Bornscher Naherung

dF(Born)
Ty (GgB‘”“") + G;B"””)) (3.30)

mit
GP™ = x(3-22)— (4—32)y°
G}B”") = —fz(3-2z+y°) (3.31)

schreiben. Die Konstante I', ist die totale Bornsche Rate fiir unpolarisierte c-Quarks im
Grenzfall verschwindender c-Masse und ist gegeben durch

L v PZG%mﬂVbclz
32Mp, 19273 1 19273

Iy (3.32)

Die Strukturfunktion G(()Bom) beschreibt den unpolarisierten Anteil der Zerfallsrate, wah-

rend GEDBOM) den polarisierten Anteil enthélt. Dieser beschreibt die Polarisation des c-
Quarks, dessen Spinvektor parallel oder antiparallel zu seiner Geschwindigkeit projiziert
wurde. Die beiden Einstellungen des c-Quark—Spins fithren zu den unterschiedlichen Vor-
zeichen.
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Die Funktionen G(()Bom) und GgDBom) héngen quadratisch von der skalierten b-Masse y
ab. Fiir m, = 0 oder y = 0 gilt

G = — G = 1 (3 - 2a), (3.33)
was von der Tatsache herriihrt, dafl ein masseloses links-chirales c-Quark linkshéndig ist.
Die kinematischen Grenzen fiir die skalierte c-Energie sind durch 2y < x < 1+19? gegeben.

Fiir die Werte der Bornschen Spektrum-Funktionen an der unteren und an der oberen
Grenze gilt

lim Bz GP™(z) = lim BmGBom( ) =0

T—2y r—2y
lim Bz G () = —lim Bz GP(z) = (1- y2)3. (3.34)
z—1+y2 z—1+y2

Beide Funktionen verschwinden somit an der unteren Grenze. An der oberen Grenze sind
sie betragsmaﬁig gleich und besitzen ein unterschiedliches Vorzeichen. Die z-Abhéingigkeit
von GOBlfm wird in Abschnitt (@) graphisch dargestellt und anschlieBend noch etwas

ausfuhrhcher diskutiert werden.

3.3 QCD-Schleifenbeitrige 1. Ordnung

In diesem Abschnitt werden die Beitrdge zu den QCD-Einschleifenkorrekturen berechnet.
Sie setzen sich aus den Selbstenergie-Korrekturen fiir das b- und das c-Quark sowie der
Vertexkorrektur zusammen. Die Diagramme, die dazu beitragen, sind in Abbildung B2
dargestellt.

3.3.1 Vertexkorrektur

Zunéchst bestimmen wir das Matrixelement fiir die Vertexkorrektur. Das zugehorige Dia-
gramm ist in Abbildung B.7 (c¢) gezeigt. Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die Vertices,
die Propagatoren und die d&ufleren Linien, welche sich aus den Feynman-Regeln ergeben,
erhélt man

M = ﬂ(pcasc |: gsfyp 2:| |:

] A

E
e “"“H 2] [t

Py — k)2 —m} 2

i(—g"™+q"q"/My)] _ 9w 1 =75
X — =Y
{ ¢ — M, alpr; 1) V22

. 9 . 9 4
—igz — g5 AN\ _ d*k Pe — F+ m.
pr— — ‘/ ——ee 1 p—
g ( 4 ) @(pe; sc) /(27r)47p (pe — k)2 — m2 (L= )

Cc

} v(py,, 51,
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Zéb—k—i—mb 1 _g;w_i_quqy/MI%V
X <(pb — k>2 _ mz ’)/p ﬁ u(pb, Sb) X q2 — M‘%V L,. (335)

Weil die Vertexkorrektur nur die Linien der Quarks betrifft, ist der Lepton-Strom L,, dersel-
be wie bei der Bornschen Rate. Er wurde bereits in (B.4) definiert. Wie bei der Berechnung

(a) (b)

(c)

Abbildung 3.2: Feynman-Diagramme fiir die QCD-Einschleifen-Korrekturen zum semileptoni-
schen Zerfall b — ¢+ 1~ 4 7;. Die Diagramme (a) und (b) zeigen jeweils die Beitrige der Selbst-
energie fiir das b- und das c-Quark, in Diagramm (c) ist die Vertexkorrektur gezeigt.

der Bornschen Rate kann man auch hier die Ndherung ¢*> < M3, machen, wodurch im W-
Propagator der ¢"¢”-Term im Zihler vernachlissigt und der Nenner durch — M2, ersetzt
werden kann. Das vereinfachte Matrixelement sieht dann folgendermafien aus

. 9 : 9va 4
—igz —1g5A " Aa\ _ d*k Pe — F+ m.
- VC - CH C 1 -

—K-+m 1 —
X ((Zfzb— lf)2 _ ;12> 7" k2 w(p, sv) - w(pr s1) 7" (1 =) v(puy, 51,
b
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;2
—1
- —g;]‘/bc ﬂ(pca Sc) AM U(pb, Sb) a(ph Sl) 7“ (1 - 75) U(pu“ 31/1)7 (336)
8My,
wobei der strahlungskorrigierte Vertex durch den folgenden Ausdruck gegeben ist:

A jﬁA”ﬁ/é:Jﬁﬂijzgﬂﬁ97“l%W@fgjﬁ%)wgr>
3.37

Hier bezeichnet k£ den Impuls des in der Schleife umlaufenden Gluons, g, die schwache
Kopplungskonstante, und A, steht fiir die acht Gell-Mann-Matrizen. Das virtuelle Gluon
in der Schleife kann acht unterschiedliche Farbzusténde besitzen, iiber die man summieren
muB. Mit den Relationen (A.63) aus dem Anhang erhélt man

1
= =Crl, (3.38)

wobei I die 3 x 3-Einheitsmatrix und Cr = 4/3 der Farbfaktor ist. Nach Summation iiber
die Farben ergibt sich also aus (B.37) die Kopplung des Vertex durch die Ersetzung

—ig? —4ig?
4 3

Da die Vertexfunktion A, im Matrixelement zwischen Spinoren &uflerer Teilchen steht, kann
man durch Anwendung der Dirac-Gleichung den Zahler des Integranden vereinfachen. Um
die y-Matrizen algebraisch weiter auszuwerten und das Integral iiber d*k zu berechnen,
mufl man beachten, dafl diese Integration sowohl fiir sehr grofie als auch fiir sehr kleine
Werte von k divergent ist. Fiir grole k-Werte kann man sich davon am einfachsten durch
Abzédhlen der Potenzen von k {iberzeugen. Es gilt ndmlich im Grenzfall £ — oo

Mtk = 00) o [ by (=) 5 (339)

I.

ANy — —igiCpl =

wenn man die Massen und dufleren Impulse gegeniiber k vernachléssigt. Nach einer Wick-
Rotation, wie sie im Anhang B-3 durchgefiihrt wird, geht die Minkowski-Metrik in die
Euklidische Metrik {iber, und man kann das Quadrat des Gluonimpulses als k% := k‘a g+

k2 und das Integrationsma$ in der Form d*k = |kg|®d|kp|dQy schreiben. Der Nenner
des Integranden enthélt damit sechs Potenzen von k, wihrend der Zahler insgesamt fiinf
Potenzen von k enthilt. Dies liefert bei der Integration eine logarithmische Singularitét.
Bei kleinen Werten von k£ kann nun umgekehrt in den Propagator-Zahlern von (B.37) der
Gluonimpuls £ gegeniiber den Quarkimpulsen p, und p. vernachléssigt werden. Auflerdem
gilt fiir kleine k im Propagatornenner (p — k)?> —m? = k? —2p-k ~ — 2p- k. Damit lautet

das Integral (B.37)

d4k’ ]éC—FmC ]zﬁb+mb 1
Au(k—0) x / (2 Vp 2p. - k Yu (1 —75) 20k Wpﬁ. (3.40)
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Weil die Skalarprodukte im Nenner nach einer Wick-Rotation als p - k = |pg||kg| cosé
geschrieben werden konnen, treten alle Potenzen von k& multiplikativ auf, und es gibt ins-
gesamt drei k-Potenzen im Zahler und vier k-Potenzen im Nenner, so dafl das Integral auch
fiir kleine Impulse eine logarithmische Divergenz aufweist.

Um einen endlichen Wert fiir die Integration der Vertexfunktion zu erhalten, muf
man sie zunéchst regularisieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Regularisierung
durchzufithren. Wir beginnen mit der Behandlung der Divergenz bei grolien Impulsen, die
man als Ultraviolett- oder kurz UV-Singularitdt bezeichnet. Im vorliegenden Fall ist es
giinstig, die UV-Divergenz mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung zu behandeln, weil
dadurch die Integration relativ einfach durchzufiihren ist, ohne dafl dabei die Symmetrien
der Theorie verletzt werden. Hierbei verallgemeinert man den vierdimensionalen Impuls-
raum zu D = 4 — 2¢ Dimensionen. Der Parameter ¢ kann eine beliebige reelle Zahl sein.
Der Grenzfall € — 0 liefert wieder das divergente Integral fiir D = 4. Beim Ausrechnen von
Kontraktionen iiber Lorentzindices bei Tensoren und Gamma-Matrizen mufl man dann be-
achten, dafl die Dimensionszahl nun ungleich vier ist. Aulerdem wird man eine Integration
iiber das D-dimensionale Volumenelement ausfithren miissen.

Die Singularitdt bei kleinen Impulsen, die auch Infrarotsingularitit oder kurz IR-
Singularitdt genannt wird, soll durch Einfiihrung einer sehr kleinen, aber endlichen Gluon-
masse im Propagatornenner regularisiert werden. Bei der Gluonmassen-Regularisierung
nimmt man an, daf fiir den Impuls des Gluons die Relation k? = m? giiltig ist. Diese
Regularisierung hat den Vorteil, dafl man die Infrarotsingularitit von der UV-Singularitét
unterscheiden kann. Die Integration wird durch die zuséitzliche Masse allerdings etwas kom-
plizierter, kann aber durch technische Vereinfachungen noch analytisch ausgefiihrt werden.
Ein weiterer Vorteil der Regularisierung mit einer Gluonmasse gegeniiber der dimensiona-
len Regularisierung tritt bei Diagrammen mit geschlossenen Fermionlinien auf, weil es dort
Probleme mit der Definition von 5-Matrizen in D # 4 Dimensionen geben kann.

Man kann den Zahler des Integranden in (B.37) noch etwas vereinfachen, indem man
ausnutzt, dafl der Vertex zwischen den Spinoren der dufleren Quarks steht, die sich auf
der Massenschale befinden. Wenn man unter Verwendung der Clifford-Algebra (A.17) die
Matrizen 7y, und 7” mit den benachbarten Quarkpropagatoren vertauscht, kann man an-
schlieend durch Anwendung der Dirac-Gleichung fiir das b- und das c-Quark pp . = my,.
setzen. Danach tauscht man den Faktor 1 — +; mit Hilfe der Relation (JA.T9) nach rechts
und kontrahiert iiber den Index «.

Um die UV-Divergenzen zu regularisieren, benutzt man die Verallgemeinerung der
Relationen ([A.29) fiir die Kontraktionen von Gamma-Matrizen in D Dimensionen. Sie
lauten

%Y =D1, 7,77 =(2—-D)v, (3.41)

und folgen aus der Clifford-Algebra, die auch in beliebigen Dimensionen D # 4 giiltig bleibt.
Dies kann man einsehen, wenn man die Spur des verallgemeinerten metrischen Tensors
9w 9" = 01, = D bildet, die bei der Kontraktion v, 7" auftritt. Fiir die Regularisierung
der I R-Divergenzen ersetzt man im Nenner des Gluon-Propagators k? durch k% —m?. Nach
Ausfithrung der genannten Vereinfachungen und der Regularisierung lautet der Ausdruck
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fiir die Vertexkorrektur (B.37)

Pk 1 1 1
@2m)P (pe — k) =mZ (pp — k)* —mjy k? —m?

A (py,pe) = —’igﬁCFIu“D/

X [4ps - (e = B) 3+ 20 (0 — ) Y + 4 ek — o)

+ (2= D) (2k,f — k) ] (1— ). (3.42)

Der Parameter p hat die Dimension einer Masse und wurde eingefiihrt, damit die Massen-
dimension des Integrationselementes d”k pu*=P gleich vier bleibt.

Das auftretende Integral kann durch unterschiedliche Typen von Grundintegralen aus-
gedriickt werden, die entsprechend der Anzahl der Potenzen von k im Zé&hler entweder
skalarwertig sind oder Vektor- sowie Tensorcharakter haben. Definiert man diese Grundin-
tegrale als

wp [ dPk 1
oo /(QW)D [(pe = k)2 = m2] [(py — k)* — mj] [k2 — m?]’

v ap [ d%k EH
oo /(QW)D [(pe — k)2 —m2] [(py — k)* — mj] [k? — m?]’

nyo 4—D de kuky
I37 = n /(27T)D [(pe — k)2 — m2] [(py — )2 — m2] [k2 — m2]’ (3.43)

so kann man die Vertexkorrektur (B.42) mit deren Hilfe in der Form

Ay = —igZCpl[Apy - peyu s+ (—4pop v+ 27 (o — #e) vu) 1§
+ 4pc,u ) Ig - 4¢c 13;1 + (2 - D) (2 Yo ]g,u — GpaVu ]ga)} (1 - ’75) (344)

darstellen. Der Index 3 soll andeuten, dafl es sich hier um sogenannte Dreipunkt-Integrale
handelt, das heifit um solche, die drei Propagatornenner enthalten. Das skalare Integral ist
UV-endlich, aber IR-divergent, das Vektorintegral ist sowohl UV- als auch IR-endlich, und
das Tensorintegral ist UV-divergent, jedoch IR-endlich. Wahrend das skalare Integral direkt
ausgerechnet werden kann, ist es von Vorteil, die Vektor- und Tensor-Integrale in geeigneter
Weise durch einfachere skalare Integrale darzustellen, die leichter zu berechnen sind als
die einzelnen Komponenten von I} und If”. Man benutzt dazu die Lorentz-Kovarianz
der zu berechnenden Integrale und beriicksichtigt, dafl sie nur von den &ufleren Impulsen
abhéngen kénnen, die im Integranden stehen und iiber die nicht integriert wird. Dann kann
man die Vektor-Integrale als eine Linearkombination aller dieser Vierervektoren darstellen,
wobei die Entwicklungskoeffizienten Skalare sein miissen, die ebenfalls nur aus denselben
Vektoren oder den Massen der entsprechenden Teilchen gebildet werden diirfen. In der
gleichen Weise stellt man die Tensor-Integrale durch Linearkombination aller Tensoren
dar, die sich aus den Impulsvektoren bilden lassen und die symmetrisch in beiden Indices
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sind, damit man auch die Symmetrieeigenschaften der Tensor-Integrale beriicksichtigen
kann. Dazu kann man auch den metrischen Tensor benutzen, der ebenfalls die gewiinschte
Symmetrie zeigt und der nur konstante Komponenten besitzt. Diese Methode der Zerlegung
der auftretenden Vektor- und Tensor-Integrale in skalare Integrale geht auf G. Passarino
und M. Veltman zuriick, die sie auf die Berechnung der Einschleifen-Strahlungskorrekturen
zu dem Proze ete” — ptpu~ angewandt haben [A7]. Die skalaren Integrale selbst sowie
deren Berechnung wurden von G. 't Hooft und M. Veltman diskutiert [48].

Die Reduktion der auftretenden Vektor- und Tensor-Integrale auf skalare Integrale wird
im Anhang B.2 durchgefiihrt. Die bei der Zerlegung auftretenden skalaren Integrale werden

definiert als
dPk 1 dPk 1
I (m2) — 4D/ _ 4D/
im) = x @l k2—m2 " @mP (p— k)32 —m?

2 2 2 _ 4—D de 1
Plpgmy ) = /QWW%—W—ﬁWLmﬂ

2 2 2 _ 4—D de 1
I b et =

wp [ dPk 1
- / (2m)P [(q = k)* = m] [k* — mZ]

2 2 2 2 _ 4-D de 1
et s e} = /@meW%%—mﬂwfw%—mmw—mﬂ

(3.45)

mit ¢ = pp — p.. Ihre Berechnung wird im Anhang [B-3 durchgefiihrt. Die Identitéten fiir das
erste und das dritte Integral ergeben sich aus der Translationsinvarianz mit der Substitution
k — k — p und mit £k — p. + k, wenn man beriicksichtigt, dal das Integrationsgebiet der
gesamte D-dimensionale Raum ist.

Fiir das Vektor-Integral stehen als Basisvektoren nur die beiden Viererimpulse p, und
p. zur Verfiigung. Da das Integral ebenfalls ein Vierervektor sein muf}, der nur die beiden
Teilchenimpulse enthalten kann, bleibt als einzige Moglichkeit die Darstellung

I' = Ap)+ Bpt (3.46)

ibrig. Kontrahiert man diese Gleichung jeweils mit p,,, und p.,, so erhilt man ein Glei-
chungssystem mit zwei Gleichungen

I:ﬁfpb,u = Amg + B (ps - pe)
Ipey = Apy-pe) + Bml, (3.47)

das man nach den Entwicklungskoeffizienten auflosen kann:

A = (pb 'pc> ]gbpc,u - mz ]gpb,u
(pb : pc)2 - m% mg
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(pb : pc) Iil;pb,u - mg Iéfpc,u

B
(b - pe)® — miy mg

(3.48)

Die mit den Impulsvektoren zu Skalaren kontrahierten Integrale im Z#hler von A und B
kann man nun in einfachere skalare Integrale zerlegen, indem man die Zerlegungsmethode
nach Passarino und Veltman benutzt, in der die auftretenden Skalarprodukte in der Form

1
k-py, = —5[(pb—k)2—mg—k‘2+m2—m2}
1
k-pe. = —5[(pc—k)2—m§—k2+m2—m2} (3.49)

darstellt werden, so dafl sich die einzelnen Terme dieser Zerlegung mit den entsprechen-
den Faktoren der Propagatornenner im Integranden gegenseitig aufheben. Die ausfiihrliche
Rechnung ist in Anhang [B-2 durchgefiihrt. Als Ergebnis erhélt man schliellich fiir die
kontrahierten Vektor-Integrale

1
Iipy, = 5 [L2(q%, mi,m2) — I(m?)]
1
[gtpc“u = § [[2(q27ml%7m3) - IQ(mg)] . (3'50)

Da die Integrale IR-endlich sind, kann die Gluonmasse null gesetzt werden. Wenn man die
im Anhang B.3 berechneten skalaren Integrale einsetzt, erhélt man fiir die oben genannten
Kontraktionen

. 2,2 \ 2 2 _ 2 \
Epy = =— (1+L’ ch)ln(%>+fln<mb+mc q+f>]

32m? | my)  2¢? mi +m? —¢* — VA

| 2 _ 2 2 2 9
e, = ! (_1+u>1n<%)+ﬂln (mb+mc q +\/X>]

32m? | i my, 2¢° mZ +m2 — ¢ — VA
(3.51)
und schlieBlich fiir die Koeffizienten
. _1 . 1 2 2 2 2 2 \ i
4 - z2 —21n<ﬁ)+ (mb 2mc—1)ln mi +m?—q¢+VA
167 | ¢ my, 2vVA q mi+m2—q>—VA) |
o '1 . 1 2 9 2 2 9 b\ i
B = _21n<ﬁ)+_(1+mb72mc>ln i = 4V
167 K my 2VA q mi+m2—q*— VA |
(3.52)

mit
A= MNg* my,m2) = (¢°) + my +my —2(¢*mi + ¢>m? +mim?).
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Das Tensor-Integral ist geméfl seiner Definition symmetrisch in den beiden Indices
und setzt sich auch aus den beiden Impulsvektoren p, und p. zusammen. Auflerdem kann
es noch, wie bereits kurz geschildert, den metrischen Tensor ¢g"” enthalten, da er auch
symmetrisch ist und nur konstante Komponenten enthélt. Der allgemeine Ansatz fiir eine
Entwicklung in Basis-Tensoren ist somit

15 = Cpy py + Coplt v + Cs (py oY+ plipy) + Ca g (3.53)

Um die Koeffizienten C, Cy, C5 und C zu berechnen, kontrahiert man das Tensor-Integral
nacheinander mit allen moglichen Kombinationen der Vierervektoren p, und p. sowie mit
dem metrischen Tensor zu Skalaren. Dann erhélt man zunéchst das folgende Gleichungs-
system

I prupey = Cimy+Co(po-pe)’ +2Csmi (py - pe) + Cami
I pepper = Ci(py-pe)+ Cami+2Csm? (py - pe) + Cam?
I pouDes = I8 Peyp Do
= Cuvmp (py - pe) + Cami (py - pe) + Cs (o pe)® + miym] + Ca (py - pe)
I g, = Cimj+Com?+2Cs(py-pe) + D Cy, (3.54)
das mit den nachfolgend definierten Skalaren

F, = Cimj+Cs(py-pe) + Cy

Fy = Cy(py-pe) +Csmj

Fy = Ci(py-pe) + Cym?

Fy = Com?+Cs(py-pe)+Cy

Fy = Cimp+Cym?+2Cs(py-pe) +DCy (3.55)

teilweise entkoppelt und in ein System aus fiinf Gleichungen iibergeht, das folgende Form
annimmt:

I poppey = Fimy+Fy(py - pe)
I Peppoy = Fi(py-pe) + Fam?
I poppey = Fymy+ Fy(py-pe)
I PepPey = Fi(pp-pe) + Fam;
I g, = Fs. (3.56)
Die ersten 4 Gleichungen dieses Systems konnen ohne Schwierigkeiten nach den neuen

Koeffizienten F, Fy, F3 und Fj aufgelost werden, wahrend die fiinfte Gleichung unverandert
bestehen bleibt. Es ist

(Db - D) 18" ey Doy — M2 I8 Py by
(pb : pc)2 - m[% mg

Fl =
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(po - pe) I o Do — M3 15 Deyy P

Fy
(b - pe)? — mj m?
p o pe) I peyupey — mE 13 P ey
3 = . 2 _ 2.2
(pb pC) mb mc
F, = PP IS PopPey = I ey

(b - pe)? — mimg
By o= I g (3.57)
Nun kann man diese expliziten Ausdriicke benutzen, um (B.55) nach den Entwicklungs-

koeffizienten des Tensor-Integrals C; mit ¢+ = 1, 2, 3,4 aufzulésen und bekommt damit das
folgende Ergebnis

C _ 1 (D—Q)(pb-pC)Fg—mz[(D—1)F1—F5+F4]
' D=2 (o - pe)? — mg m?
o = b (D=2 (ppp) B mmy [(D—1) Fy — F5 + B
2 D -2 (pp * pe)? — mZ m?
o 1 (pp-pe) [(D—1)F, — F5s+ Fy] — (D —2)m} F}
’ D -2 (b - pe)? — mj m?
Fs — Fy— Iy
¢, = ——. 3.58
* D—2 (3:58)

Die Koeffizienten (B.57) enthalten die kontrahierten Tensor-Integrale, die im Anhang (B.22)
in Abhéngigkeit der skalaren Grundintegrale berechnet wurden. Wenn man die skalaren
Integrale aus B-3 benutzt, kann man die kontrahierten Tensor-Integrale explizit angeben.
Die Gluonmasse kann null gesetzt werden, weil die Tensorintegrale IR-endlich sind. Man
erhélt

v i ?
I ppupry = 1 {m§ [A+ 1+1In (mjm >]

A VA mi+m? — ¢+ V)
-+
2q 2q m2 +m2 — g% — VA
+i mz(m2+m2)—1(m2+m2—q2)2—7mz_m2)\ In e
2 |\ o) 5 My c e o
pv i L.y 2 2 1
Ig PoyPery = @ §(mb+mc_Q) A+1+1n —
A VA mg—i-mg—qQ—i—\/X
S o m (T
2q 2q m2 +m2 —q>— VA
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2 2
my —me 2 2 2 A me
b e — =) ==
i 2¢? <mb+mc ! qz) n(mb)}

. 2
v i Iz
I pepDey = ZIAF1+1
3 p,Mp, 647T2 {mc|: +1+ n(mbmc)]

\/Xln <m§+m2—q2+ﬁ>]

2¢>  \mi+m2—qg®—VA

1+

1 1 2 _ 02 .
+ e {5 (mi +m? — ¢*)? —m2(mj +m?) — u)\] In (ﬁ>}

i m2 —m? m >
¥ g, = A+24+ b ey =< |
5 In 1672 [ Tt q? . (mb) +in (mbmc)

\ 2 2 _ 2 \
+ \/_an mi +mg = ¢ + VA (3.59)
2q m2 +m2 — g% — VA
mit
1
A =——v+In(4rm). (3.60)
€

Setzt man diese Ergebnisse in (B.57) ein, dann ergeben sich folgende Ausdriicke:

: 2 2 2\2
i i 1 5 (mj—m2) Me
F, = A+1+1 — 12 - IIn|—
! 6472 { titm (mbmc> * q? [ g q? . my

\/Xln (m%%—m?—cﬂ#—ﬂ)]}

2q? mg—f-m%—qQ—\/X

. 1 2 2)\2 .
Bo= L L (o me)” g o]y, (e
6472 q> q? my

5 ()

1+

2¢2 \mZ+m2—qg2— VA
i 1 [ (mi—m?)? 9 Me
Fr = e == </ 9 1 e
’ 6472 { [ o q? ( q> S my,

VA mi +m?— ¢ +VA
1+ 2lm
2q m2+m2 —q>— VA
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, 2 2 2\2
? 2 1 (mb —m ) 2 me
Fy, = A+1+1 R ) In{ —
4 6472 { titn (mbmc> + q? [ q? Me| mp
2 _ 2 2 2 2
+ <1+L’ 2m0) 1+ \/X21n mi e — ¢ + VA
q 2q m2 +m2 —q2 — VA
; 2 .2 2
o= — (Aqgo4 DT Moy (e Ly (£
1672 q2 my mpyme

\/Xln <m§+m3—q2+\/x>

2q? mz—km%—qQ—\/X

n , (3.61)

Man kann durch kurzes Nachrechnen zeigen, dafl diese Koeffizienten den Symmetriebezie-
hungen

F1<mg, mg, q2> - F4<m37 ml%a q2>

Fy(my,m2,¢*) = Fy(mZ,mj,q%) (3.62)

gentgen.
Um schliellich die Entwicklungskoeffizienten des Tensor-Integrals zu erhalten, setzt

man die Ausdriicke (B.61)) in (B.5§) ein. Das liefert

7 4m? 2 m2 —m? m
— c L Z (12 e ) ==
= 6472 { N q? ( q? > ! <mb>

\F)\ln mi +m2 —¢* + VA
mg +m? —q? — VA

VA mi +m?— ¢ +VA
1+ 2hﬂ
2q m2 +m?2 — ¢ — VA
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?

m2 —m? m 2
— A b (=) +1
Ca 6472 I q> n(m,,) * n(mbmc)
YA (el = P VA (3.63)
2¢>  \mi+m2—q@2—VA/J| '

Die Gluonmasse m wurde in der Ordnung O(m) und hoheren Ordnungen wieder ver-
nachléssigt, da die infrarotdivergenten Terme logarithmisch von m abhéngen und bei der
Multiplikation mit m im Grenzfall m — 0 verschwinden. Sie taucht dann in den Entwick-
lungskoeffizienten C4, ..., Cy nicht mehr auf.

Nun hat man sdmtliche Koeffizienten berechnet, die in die Entwicklung der Vektor-
und Tensor-Integrale eingehen. Dann kann man die Darstellungen (B.46) und (B.53) der
Dreipunkt-Integrale benutzen und setzt sie in den Ausdruck (B.44) fiir die Vertexfunkti-
on ein. Unter Verwendung der Eigenschaften fiir Gamma-Matrizen aus dem Anhang [A73
ergibt sich eine Darstellung, die nur noch das skalare Dreipunkt-Integral sowie die Ent-
wicklungskoeffizienten des Vektor- und des Tensor-Integrals enthalt:

A, = =2ig2CrI{2py-pelsy, —2(mj A+py-peB)v,
+ [(mj —2py - pe) A+ (A+ B) popy — m? Bl 7,
+ 2peu (App + Bpe) = 2Pe(Apoy + Bpey)
=2 (=€) [Cipppou+ Copepeyn + Cs By Peyy + Pe Do) + Cavl
+(1—¢) [mgCl +m302+2pb-p003+2(2—e)04] %} (1 —s).
(3.64)

Das Resultat fiir das Dreipunkt-Integral ist im Anhang (B.49) angegeben. Wenn man
bedenkt, daf§ der Vertex A, zwischen zwei Spinoren der duferen Quarks steht, kann man
durch Anwendung der Relationen

{7;“71/} = 29#:/ ) {7u>75} =0

die GroBe P, nach links durchtauschen, so dafl sie auf den Spinor a(p, s.) trifft und mit der
Dirac-Gleichung zu m,. vereinfacht werden kann. Ebenso kann pj, nach rechts durchgetauscht
und zu my, vereinfacht werden. Ordnet man das Ergebnis nach Vektoranteilen v, ps, und
Dep sowie nach den zugehorigen Axialvektoranteilen, die zusétzlich ein 5 enthalten, und
entwickelt es schliellich in eine Potenzreihe in €, so kann das Resultat in der folgenden
Form geschrieben werden:

A, = —QiggC’F[{ [Qpb-pclg,—m,?A—mgB—(Qpb-pc+mbmc)(A—l—B)

+m§01—|—m302+2pb-p003+205] 7#
+2 [(me B —my Cy — meC3) py, + (my A —me Cy —my C3) pe il
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—[2p peIs = my A—mg B — (2py - pe — myme) (A+ B)
+my C1 4+ m2Cy+2py - pe Cs + 2C5] 7,75
=2 [(me B+ my Cy —m.C5) pppy+ (—mp A —me Cy + my, Cs3) pe,] 75}
+ O(e) (3.65)
mit der Definition 5;
64 w2
Im Grenzfall sehr kleiner Werte von € kann die Ordnung O(¢€) vernachléssigt werden. Setzt

man die Ausdriicke fiir die Entwicklungskoeffizienten (B.52) und (B.63) und fiir das skala-

re Dreipunkt-Integral (B.49) in diesen Vertex ein, dann ergibt sich fiir die regularisierte
Vertexfunktion

Cs=C,y— (3.66)

2
Au(pbapc) = 13;_2 C(F I {Al Tu + A2 Do, + AS Pep — [A4 Tu + A5 Y2 m + Aﬁ pc,u] 75} (367)

mit den Entwicklungskoeffizienten

2 2_ 2 [ 2 2 9 2, 2
A, — my +m. —q [ 1n<mb+mc q +\/X>1n<mbmc)

- VA 2 \m2+m2—g2 -V

2
. <m§+mi—q2+ﬁ> ln<<ms—mz+ﬁ>2—<q2>2>
2mj (m} —m2 — V)2 = (¢?)?

2V A 2V A
— 2Liy 5 2\/_2 + 2 Liy 5 VA
m2 —m2+ ¢+ VA m2 —m2 —q>+ VA
r 2 2 _ 2 2
a2 )] mho e (e
i Mp M 2 q? m;

n i((mb+mc)2—q2) _ﬂ] I (m§+mg—q2+\/x>

_\/X 2q? m2+m2 — g% — VA
2 1 (mb_mc)2 mz
Ay = ?(mb—mc)—?[(mb—l—ch)—(mb—i—mc)T In E%
1 \/X me 2
+? (mb—mc)?—ﬁ<(mb—mc)(3mb+mc)+q)

. mi+m?— ¢ +VA
mg+mg—q2—ﬁ
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As = _%(mb—mc)—i-q%{(me+mc)—2(mb+mc)mb;42mc>2}ln(z_§
—% [(mb_mc)g - % <(mb—mc) (my + 3me) —q2>]

X In mj +mi — g + VA
mg +m? — g% — VA

2 2 2 2 2 2 2,2
A, — _omy+mi—gq Fln(mb—i_mc q +\/X>ln<mbmc)

VA 2¢ | \mp +mZ—q* = VA
2 1 (my + m.)? m?
A5 - —?(mb+m0)+?[(mb—ch)—(mb—mc)T ln m_z
| Vi m. 2
_? (mb—l—mc)? \/X<(mb+mc)(3mb—mc)+q)
mZ +m? — ¢+ VA
X In
mg +m? — g% — VA
A o 2 1 (mb+mc)2 mz
6 = ?(mb—f—mc)—? (me—mc)—(mb—mc)T In Eg
| VA m 2
‘1’? (mb+mc)?—ﬁ((mb+mc)(mb—3mc)—q)]
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< mi+m? — ¢+ VA
mz—km%—qQ—\/X
(3.68)

mit A = 1/e—~+In(47) und ¢ = py — p.. Die durch 1/e regularisierte UV -Divergenz ist in
A enthalten und tritt nur bei den Koeffizienten A; und A4 auf, welche mit den Born-Term—
artigen Strukturen der Amplitude multipliziert werden. In Bornscher Néherung besitzt der
Vertex die V — A-Struktur v, (1—73), wihrend die UV -divergenten Anteile der Einschleifen-
Korrektur durch v, (A; — Ay 75) gegeben sind. Diese Tatsache ist die Voraussetzung dafiir,
daB sich die Singularitdten im renormierten Vertex gegenseitig autheben. Die beiden Koef-
fizienten A; und A4 sind auch die einzigen, die neben der UV- auch eine Infrarot-Divergenz
besitzen, welche mit der Gluonmasse m regularisiert ist. Sie unterscheiden sich voneinander
nur durch ein einziges relatives Vorzeichen im Vorfaktor eines der einfach logarithmischen
Terme, ihre Differenz ist gegeben durch die Relation

4mbmc1 mi +m?— ¢+
n .
VA m2 +m2 — g% — VA

Man kann sich durch Ausrechnen leicht davon iiberzeugen, dafl die Koeffizienten A, und
A3 sowie Ay und Ag jeweils durch die Vertauschung my < m,. der beiden Quarkmassen
auseinander hervorgehen. Der Grund fiir diese Eigenschaft liegt in der C'P-Symmetrie
des W-Zerfalls in ein Quark-Antiquark-Paar unter Ladungskonjugation und Paritét. Die
Abhéngigkeit der Koeffizienten A; und A4 von den Regularisierungsparametern e und m fiir
die UV- und IR-Divergenzen darf sich natiirlich nicht auf die endgiiltigen physikalischen
Ergebnisse iibertragen, weil diese keine solchen Parameter mehr enthalten sollen. Man
muf} sich deshalb {iberlegen, wie man aus den regularisierten die physikalischen Grofien
bestimmen kann. Vorher sollen aber noch die iibrigen Beitréage berechnet werden, die neben
der Vertexkorrektur zu den Einschleifen-Korrekturen beitragen, ndmlich die Selbstenergie
fiir das b- und das c-Quark.

Ay — Ay = (3.69)

3.3.2 Selbstenergie-Korrekturen der Quarks

Fir den Zerfall b — ¢ + W™ tréagt neben der Vertexkorrektur auch die Selbstenergie der
Quarks zu den Strahlungskorrekturen der Ordnung a; bei. Sie wird durch eine Korrektur
der &uleren Quark-Linien bestimmt. Es gibt zwei Diagramme, die zur Selbstenergie bei-
tragen, jeweils eines fiir das b-Quark und das c-Quark. Sie sind in Abbildung (B.2) (a) und
(b) dargestellt. Der Beitrag der c-Selbstenergie ist

o o3 [ P ] 22

2
. oo 10w 1—
X |:_ Zdab g_:| |:_ L ‘/E)C ’Yu —%:| U(pb, Sb)

k.2
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i(—g" + gt q" /MR - i 11—
X |: q2 — MI%V u(p17 Sl) - % Tv 9 U(pl/la Sul)

—ifu —if)\“)\a _ d*k . — K+ m, 1 .+ M,
_ g %c 97 u(pc’ Sc)/ . ,Yp }é kQ 5 ,Yp_2 ¢2 -
8 4 (2m) (pe — k) —m2 k2 \ p? —m?

—g" +¢" ¢ /My
q* — M

< (1= 5) (s 1) ( ) (01507 (1= 75) 0(pus 5. (3.70)

Nach Vernachlissigung von ¢-Termen gegeniiber der W-Masse kann man das vereinfachte
Matrixelement schreiben als

;2 . 2 a 4
gy, —1gs AN\ _ d*k Pe — K+ me , 1 (Pt me
M s ”’C( 1 )“@‘”SC)/ @m) Y \lpe = k72 —m2) T 12\ = m2

X Y (1 —5) w(pe, sp) u(pr, 1) v (1 —75) U(pl,“ Suz)

- 2
— 19w — 250 + me
= 8M5V ‘/E)C U(I?a Sc) (Ec> (

) Tu (1 —5) u(pe, 5)
X u(pr, i) Y (1 —75) v(puys Suy)s (3.71)

wobei man mit ¥, die Selbstenergie bezeichnet. Sie ist durch

T2 \a 4
L —igi A A d*k Pe — K+ me , 1
R / en)t P\ pe—k2—m2) " # (3.72)

gegeben. Entsprechend ergibt sich der Beitrag zur Selbstenergie des b-Quarks zu

- 2
— 19, _ P + my
M = —8M$V ‘/bc U(pca Sc) T (1 — 75) (pg — mg) (Eb) u(pl” Sb)
X a<plv Sl) ,-)/N (1 - 75) /U(pl/la 31/1) (373)
it AN, [ dk -k 1
— 195 A" Aq y — K+ My,
Yy = > r— 3.74
== [ (i) " (874

wobei ¥, aus Y. durch die Ersetzungen p. — p, und m,. — m,; der Viererimpulse und der
Quarkmassen hervorgeht. Nachdem man wie bei der Vertex-Korrektur iiber die Farbindizes
der Gluonen summiert hat, erhélt man mit (B.38) einen Faktor 4 C'r I anstelle von A*\,,.

Es sei bemerkt, dafl bei den Ausdriicken fiir die Selbstenergie-Beitrdge das Impulsqua-
drat nicht sofort mit dem Massenquadrat gleichgesetzt werden darf, da man die Masse
zuvor renormieren mufl. Deshalb darf man auch nicht, wie bei der Vertexkorrektur, die
Dirac-Gleichung zum Vereinfachen der Terme, die Gamma-Matrizen enthalten, im Z&ahler
von ¥ verwenden. Die Renormierung wird im néchsten Abschnitt (B.3.3) ausfiihrlicher
behandelt.
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Die Selbstenergie ist wie der Vertex UV -divergent, aber im Gegensatz zu diesem [ R-
endlich. Sie muB} ebenfalls regularisiert werden, was wieder mittels dimensionaler Regula-
risierung geschieht. Dann erhélt man folgenden Ausdruck:

dPk Yo —K+m 1
b - 2 I 4—D/ q q P ) )
(pQ7 mq) ng C1F lu (27T)D ’Y,O (pq _ k’)Q _ mg 7 ]{,’2 _ m2 (3 75)

Der Index ¢ steht wieder fiir die beiden Quarks b und c. Fiithrt man auflerdem noch eine
endliche Gluonmasse m ein, so erhélt man dieselben Integraltypen wie bei der Vertex-
korrektur und kann die bekannten Resultate verwenden. Um den Zéahler des Integranden
zu vereinfachen, benutzt man die Kontraktionen von Gamma-Matrizen in D Dimensionen
(B-41)) . Dann 148t sich die Selbstenergie-Korrektur schreiben als

d°k (2—D)(,— k) +m, D1

0P (o= ke —m] 2 —m 70

Y(pgsmy) = —igf CFIM4D/

Zur Berechnung des Integrals geht man genauso vor wie bei der Vertexkorrektur. Man zer-
legt den Integranden so, dafl er durch elementare Zweipunkt-Integrale ausgedriickt werden
kann, die selbst auf noch einfachere skalare Integrale zuriickgefiihrt werden koénnen. Mit
der Definition des skalaren und des vektoriellen Zweipunkt-Integrals

wp [ d°k 1
L= n / (2m)P [(pg — k)? — m2] [k? — m?]

v ap [ dPk k#
Iy = /(%)D (s — )2 — m2] 12 — 7] (3.77)

148t sich die Selbstenergie darstellen als
S (pg,mg) = —ig? COp I { [(2 — D) p, +my D} L~ (2- D), 15}. (3.78)
Das Vektor-Integral enthélt nur einen Impulsvektor p,, so dal man den Ansatz
I} (pg, m3, m*) = Apl
machen kann. Kontrahiert man dies mit p,,, so kann man A bestimmen zu

1
A= —=1Ip,,.

Das auftretende Skalarprodukt des Vektor-Integrals mit dem Quark-Impuls kann man mit

pq-k:——[(pq—k:)2—pz—k2+mg—m3—|—m2—m2 (3.79)
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vereinfachen und erhélt eine Reduktion auf skalare Integrale, die im Anhang [B-J angegeben
sind, mit dem Resultat

Iy pgp = “4_D/ d%k =5 [(pg = k)* = pf — I 4 mg —mg +m* — m’]
2 Pa.u (2m)D [(pg — k)2 — m2] [k2 — m?)
1
=3 [I1(m?) — I1(m ) — (pq - m +m )12(pq,m m?)] . (3.80)

Damit ergibt sich fiir das vektorielle Zweipunkt-Integral
1Y (pq,m m?) = — L [Il(mQ) — Il(mg) — (p2 — m +m )Ig(pq,m m2)] (3.81)

Wie man mit Hilfe der Resultate fiir das skalare Einpunkt- und Zweipunkt-Integral (B.36)
und (B.41)) leicht sehen kann, existiert der Grenzfall verschwindender Gluonmasse, so dafl
man sie hier vernachléssigen kann. Das liefert

P
I3 (o, 0) = 575 [110mg) + (9 — mg) Lo my)] (3.82)
q
Setzt man dieses Resultat in den Ausdruck (B.7§) ein, so erhélt man das Ergebnis
S(fma) = ——wich{ﬁqU2—z»1xpané>

(2= D) 5y (m2) + (0~ m2) Lo m2) ]+ my D Io(pm )}

2pq

. 1 p2_m2
— it Crt {4, (0 =2 |z ) + (B =) G|

+ mqDI2(p2,m2)}. (3.83)

Die Selbstenergie kann offensichtlich in zwei Anteile aufgespalten werden, von denen einer
zu P, und der andere zu m, proportional ist. Zur weiteren Auswertung setzt man die
skalaren Integrale ein, die in Anhang (B.41]) angegeben sind. Danach entwickelt man mit
D = 4 — 2¢ alle auftretenden Terme in eine Potenzreihe in € bis zur Ordnung O(€). Man
erhélt

(pg, my) = Py Ep(p§7 mg) + qum(pg, mg) (3.84)
mit
9 2 2 2 2
g;Crl 12 pq+m my — Py My — Py
Y,(p2,m2) = — {A+l ( ) + 1+ In
I 1672 m2 pg pg mg
2 2 2 2 2 2
o o gsCrl 3 1z My — Py My — Py
Ym(py,my) = 2 {A + = 5 + In <m2> + p In ( - )] : (3.85)
q q

Alle Terme der Ordnung O(e) sind vernachlissigt worden.
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3.3.3 Renormierung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Summe aus dem Bornterm und den Einschleifenkorrek-
turen zur Zerfallsrate berechnen. Da die Beitrdge der Strahlungskorrekturen divergent sind,
wenn man den Regularisierungsparameter gegen null gehen 148t, miissen wir uns iiberle-
gen, wie man die Divergenzen beseitigt. Die physikalischen Ergebnisse diirfen nicht mehr
von den Regularisierungsparametern abhéngen, so dafl man ein Verfahren angeben muf,
das diese Parameter durch physikalische Uberlegungen aus den Matrixelementen entfernen
kann. Dieses Verfahren, das die UV-Singularitdten beseitigt, nennt man Renormierung.
Die Diskussion der Infrarot-Singularitdten ist nicht Gegenstand der Renormierung. Die
Einschleifen-Korrekturen sowie die Beitrage zur Bremsstrahlung, die in Abschnitt -4 be-
rechnet werden, bleiben zunéchst infrarotdivergent. Erst bei der Aufsummation beider An-
teile zur inklusiven Zerfallsrate werden sich die Infrarot-Divergenzen gegenseitig aufheben.
Die inklusive Rate wird in Abschnitt B3 genauer diskutiert.

Das Matrixelement fiir den b-Quark—Zerfall ergibt sich, wenn man alle Einschleifenkor-
rekturen beriicksichtigt, aus der Summe von Born-Term (B.5) sowie der Vertexkorrektur
(B-36) und den beiden Selbstenergiebeitrigen (B.71) und (B.73) der Quarks zu

2
_Zgw

M = 2 ‘/bcﬂ'(pmsc) Fu U(wa?b) ﬂ(plasl) ’yﬂ (1 _75)1)(]91/173111) (386)
8MW
mit
. 2
Iy= ’Yu(l —75) +Au+m7u<1 —75) ""%L(l _75)15_77% (3.87)

Der Vertex A, ist in (B.67) definiert, und die Selbstenergiebeitrége ¥, sind in (B.84)) ange-
geben. Diese Groflen stellen die regularisierten Ausdriicke fiir das Matrixelement dar, die
im Grenzfall ¢ — 0 divergieren. Um nun endliche physikalische Ergebnisse zu bekommen,
miissen diese renormiert werden. Dazu werden die divergenten Gréfen A, und %, durch
die zugehorigen renormierten Ausdriicke A, r und X, r ersetzt:

I'y—Tur=v%0—v)+A,r+ ]/% Yo (L —5) + 7, (1 — ) ﬁﬁ. (3.88)
Das Ziel ist im folgenden, die renormierten Ausdriicke aus den unrenormierten zu berech-
nen. Dazu wird ein spezielles Renormierungsverfahren, das sogenannte Massenschalenver-
fahren, verwendet. Man geht davon aus, daf§ die in den regularisierten Ausdriicken vor-
kommenden Quarkmassen nicht die physikalischen, sondern sogenannte nackte, das heif3t
unrenormierte und daher divergente, Massen darstellen. Durch Definition der physikali-
schen Masse als Pol des Quarkpropagators ist es moglich, einen endlichen Wert fiir die

Beitrdage zum Matrixelement zu erhalten.
Man geht zunéchst vom vollstdndigen regularisierten Quarkpropagator aus. Beriick-

sichtigt man formal alle Ordnungen der Storungstheorie, so kann man die Stérungsreihe
resummieren und durch eine geometrische Reihe sogenannter einteilchen-irreduzibler (1PI
fiir 1 particle irreducible) Beitrédge ausdriicken. Einteilchen-irreduzible Diagramme sind
solche, die man durch Zerschneiden einer einzelnen Linie nicht in zwei neue Diagramme
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(3.89)

Abbildung 3.3: Beitriige einteilchen-irreduzibler Diagramme zum Quark-Propagator in der QCD

aufspalten kann. Die gesamte Storungsreihe kann man dann in einer Weise zusammenfas-
sen, wie in Abbildung B3 gezeigt ist. Jeder der mit 3, p; bezeichneten schattierten Kreise
enthélt die Summe aus allen einteilchen-irreduziblen Diagrammen in allen Ordnungen der
Storungstheorie, angefangen mit der ersten Ordnung in . Der n+1-te Summand in Abbil-
dung B3 besteht aus einer Kette von n solcher Beitrage ¥ p;. Auf diese Weise erhélt man
die gesamte Storungsreihe formal durch Aufsummieren der gezeigten Diagramme in einer
geometrischen Reihe. Dies entspricht einer Umsortierung oder Resummation der Summe
aus Beitrdgen zu einer festen Ordnung der Kopplungskonstanten in eine Summe aus Ketten
einteilchen-irreduzibler Diagramme.
Die explizite Form dieser Reihe kann nun folgendermaflen zusammengefaf3t werden:

7
p—m
7

p—m

AW = =+ o [ )

p—m

Y - m (1 - ZIT%))_I T p-m —izlpl(,zs)’ (3.90)

wo p den Impuls der Quarks und m deren Masse bezeichnet.

Die berechnete geometrische Reihe enthélt noch alle divergenten Ausdriicke und muf
deshalb durch die dazugehorigen renormierten Groéflen ausgedriickt werden. Man kann ge-
nau die gleiche Resummation natiirlich auch fiir die renormierten Graphen durchfiihren
und gelangt zu demselben Ergebnis, wobei die Funktion >;p; und die Masse m durch die
entsprechenden renormierten Ausdriicke ersetzt werden. Der Zusammenhang zwischen dem
nackten und dem renormierten vollstédndigen Propagator wird nun durch den Renormie-
rungsfaktor Z, hergestellt. Es gilt

1

p—m

|~ )] — i Sipi(d)] Lo

B i B i Zy
Cp—m—Sip(p)  Pp—mr—Siprr(p)

wobei der Index R die renormierten Gréflen bezeichnet. Die Singularitdten des unrenor-
mierten Propagators werden somit alle in den abgespaltenen Faktor Z, absorbiert. Die
nackte und die renormierte Masse stehen durch die Relation mgr = m + dm miteinander in

AP)

= Z> Ag(p), (3.91)
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Beziehung. Mit Gleichung (B.91)) kann man nun die renormierte Funktion 3 p; durch die
unrenormierte ausdriicken:

ElPI,R(%) = Zg Elpj(ﬁ) - (ZQ - 1) (ﬁ - mR) - Z2 om. (392)

Um nun die Funktion X;p; r explizit angeben zu konnen, benotigt man die Werte von Z,
und dm. Diese werden nun im on-shell-Verfahren durch die Forderungen bestimmt, daf} der
renormierte Propagator einen Pol an der physikalischen Masse mg hat und ein Residuum
von ¢ besitzt. Dementsprechend verlangt man, daf er in der Form
o
p—mg

geschrieben werden kann. Dies vergleicht man anschliefend mit dem Ausdruck fiir Ag
in (B.91)). Dazu entwickelt man die renormierte Funktion ¥;p; p in eine Potenzreihe in
(p — mpg), weil man den Grenzfall p — mp eines Quarks auf der Massenschale betrachten
mochte, in dem der Nenner des Propagators verschwinden soll. Es gilt

az%ff(@ +o((-ma?) 399

und damit fiir den Nenner des vollstdndigen Propagators Ag

aEUmR@w )
O lp=ma

Sk (3.93)

Yiprr(P) = Xiprr(mg) + (P — mp)

p=mn

p—mp—Ziprr(p) = (P—mg) (1 —

— Yipra(mg) + (9((75 - mR)2>. (3.95)
Verlangt man nun, dafl der konstante sowie der in (p — mg) lineare Term verschwinden,
0¥
Yiprr(mr) =0, M‘ =0, (3.96)
W lp=mn

so geht Apg fiir Quarks auf der Massenschale in den Ausdruck Sk iiber, denn fiir den
Propagatornenner ergibt sich die gewiinschte Form

NG = p—ma+ O((—ma)?) =155 +O((—ma)?).

die eine Nullstelle bei p = mpg besitzt. Mit Hilfe der beiden Bedingungen (B.96) kénnen
die Groflen Z; und dm eindeutig bestimmt werden. Dazu benutzt man fir ¥,p; g(p) die
Beziehung (B.92) und erhélt

Yiprr(mg) = Zy(Zipr(mg) —dm) =0 = Yipr(mg) = dm
0X1pr.r(pP) B 0X1pr(p) B L
=5 - 7 =grt ﬁ:mR(ZQ Lo
_ 01 p1(p)
1 __q o ZZ210AF
=zt =1- = (3.97)
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Damit lassen sich die Faktoren dm und Z5 durch die regularisierten einteilchen-irreduziblen
Selbstenergiebeitrige und deren Ableitung ausdriicken.

S SN
(3.98)

Abbildung 3.4: Beitréige einteilchen-irreduzibler Diagramme zum Quark-Propagator der Ord-
nung a, in der QCD

Wenn wir uns auf die erste Ordnung der Stérungstheorie beschréanken, konnen wir die
hergeleiteten Beziehungen noch weiter vereinfachen. In Ordnung «, tragt zum Propaga-
tor nur die bereits berechnete Selbstenergiekorrektur 3 bei. In derselben Ordnung ist dies
aber gleich der aufsummierten geometrischen Reihe, deren Diagramme in Abbildung B-4
gezeigt sind. Alle folgenden Berechnungen sind analog zu den bereits fiir beliebige Ord-
nungen in «, durchgefiithrten, wobei die dort auftretende Funktion >;p; durch ¥ ersetzt
werden muf3. Dann ergibt sich wieder der Zusammenhang (B.92) zwischen renormierter und
unrenormierter Funktion. Entwickelt man nun die beiden Ausdriicke ém und Zs auch in
eine Storungsreihe in der Kopplungskonstanten ay, so findet man, dafl sie die Form

om=0(as), Zy=1+0(ay)

hat. Beriicksichtigt man auflerdem, dafl > auch von der Ordnung «; ist, erhédlt man in
erster Ordnung die gegeniiber (B.92) einfachere Beziehung

Sr(p) = EW) — (Z2 = 1) (p — mg) — om (3.99)

zwischen der renormierten und der unrenormierten Selbstenergie.

Wir wollen im folgenden noch die Beitrdge der renormierten Funktion g in (B.88)
berechnen. Wie wir oben gesehen haben, kann man Xz in eine Potenzreihe in p — mpg
entwickeln, wobei das konstante und lineare Glied aufgrund der Bedingung fiir die Renor-
mierung der Masse verschwinden. Die Beitrdge zur Selbstenergie in (B.8§) sind also von
der Ordnung (p — mg), also explizit von der Form

Yr(p) 1 02
zé—RmR —§(¢—mR)W2R

+ O((}é . mR)2>. (3.100)

p=mp

Die Funktion ¥z mufl zur Berechnung der renormierten Selbstenergiebeitriage fiir das b-
und das ¢-Quark in die Matrixelemente (B.73) und (B.71]) eingesetzt werden. Dort steht sie
zwischen den Spinoren, die die Quarks auf der Massenschale beschreiben. Durch Anwen-
dung der Dirac-Gleichung (p — mg) u(p, s) kann der Ausdruck p daher durch die Masse
mp ersetzt werden. Das bedeutet, dafl im on-shell-Schema nach (B.100) die Beitridge zur
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renormierten Selbstenergie verschwinden,

Yr(p)

P—mg

— 0, (3.101)

b=mnr

so dafl man sie bei der Berechnung der Einschleifenkorrekturen nicht beriicksichtigen mu$.

Neben den Selbstenergiekorrekturen der &ufleren Quark-Linien mufl nun noch die Ver-
texkorrektur renormiert werden. Dazu fithrt man eine Renormierungskonstante Z; ein, die
die unrenormierte Vertexfunktion A, durch die renormierte A, r ausdriickt:

T (1 - 75) + A#(pbupc) =7 [7# (1 - 75> + A%R(plnpc) . (3‘102)
Hierbei wurde auch der Anteil des Bornterms beriicksichtigt. Die Konstante Z; kann mit

Hilfe der Ward-Identitat [49]
Zy =\ Zop Lo (3.103)

durch die bekannten Konstanten Z;, und Zs . der Selbstenergiebeitrége der beiden Quarks
ausgedriickt werden. Damit gilt fiir den renormierten Vertex

Yu (1 =5) + A r(py, pe) = Z;;/Q [’Yu (1—1s)+ A#(pbvpc)] Zii/Q- (3.104)

Wenn man beriicksichtigt, dal die Selbstenergiekorrekturen nicht zur Amplitude beitragen,
erhilt man das renormierte Ubergangsmatrixelement in erster Ordnung, indem man den
Ausdruck (B-88) durch den renormierten Vertex (B.104) ersetzt und die Faktoren Zs; und
Zy,. in eine Potenzreihe in oy entwickelt. Da die Zy-Faktoren fiir den Bornschen Ausdruck
gleich 1 sind, kann man sie fiir den strahlungskorrigierten Fall in der Form

ZQ - 1 + 522
schreiben, wobei 07, von der Ordnung o ist. Da der korrigierte unrenormierte Vertex A,

ebenfalls von erster Ordnung ist, kann man den renormierten Vertex in derselben Ordnung
entwickeln. Er ist dann gegeben durch

1
Yu (1 - 75) + Auﬁ(pbapc) = Yu (1 - 75) + Au(pbapc) ) <5Z2,c + 5Z2,b) Yu (1 - 75)
+ O(a?). (3.105)
Setzt man diesen Vertex in das Matrixelement ein, so ergibt sich

1
Mp=M — 3 (6230 + 0Z53) Mp + O(a?), (3.106)

wobei M das gesamte unrenormierte Matrixelement bis einschliellich erster Ordnung und
M das Bornsche Matrixelement ist, das den Vertex 7, (1 — v5) enthélt. Der Anteil 62,
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ist nun proportional zu «, und ergibt sich aus der Ableitung der Selbstenergie in derselben

Ordnung

52— — Ly

Ip

Die Ableitung kann unter Benutzung von p* = p? mit der Kettenregel umgeschrieben
werden zu

. (3.107)
p=m

9 540
op " op*
Die Ableitung des Selbstenergiebeitrages ist, anders als X selbst, infrarotdivergent. Fiir die
Berechnung der Ableitung von ¥, ist es deshalb giinstiger, nicht den vollstdndig integrierten

regularisierten Ausdruck (B.84) zu benutzen, sondern von (B.7§) auszugehen. Mit dem
Resultat fiir das vektorielle Zweipunkt-Integral (B.81]) ist dann der Selbstenergiebeitrag

(3.108)

. 1
¥, = —ig?Cpl {(2 — D)y, |:_[2 + 5 (L(m?) — ]1(m3) — (pg — mg +m®) I)
q

+ Dm, ]2}, (3.109)

wo das skalare Zweipunkt-Integral I,(p2, m2, m*) auch von der Gluonmasse abhéingt. Die

Dimension D ist wiederum durch D = 4 — 2¢ gegeben, womit
D=22-¢, 2-D=-2(1—¢)

gilt. Nun konnen wir die Ableitung von ¥, nach g, bilden. Mit Anwendung der Produktregel
und (B.108) ergibt sich

0%,
Iy

~igcri{-D) R+ sz (100) = 1) = 03— ) L))

0 1
+2p;(2-D) a2 [[2 + 2—p2<11(m2) — Ii(m2) — (p2 — m +m?) fz)}
q q

0
+ 2qu]lﬁq a—pQIQ}
q

0l

- —ig?C’FI{(Q—D) [(p2+m2_m2)@—292
q

ol
- 5 (h(mz) — Ii(myg) — (g — my +m2)12> + 2D mey 5 -
op2

(3.110)
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Entwickelt man dieses Ergebnis in eine Potenzreihe in der Gluonmasse m und vernachléssigt
alle Terme der Ordnung O(m) im Grenzfall m — 0, so erhdlt man schliefilich

0%,
0P,

_Z-gchI{(z—D) {(p§+ )gji 12(11( 2+ (pﬁ—m3)12>]

q
I
+2qu¢q§—p§}. (3.111)
q

Mit der Ersetzung p, = m, gilt

, ol
=—ig?Cp I [4mqa—p2
q

b _22 I (mg)} : (3.112)

q

o2,
o,
Das skalare Einpunkt-Integral I; ist im Anhang in (B.36) angegeben. Die Ableitung des
skalaren Zweipunkt-Integrals I wird am einfachsten aus der Darstellung (B-37) berechnet,

da man sowohl die Ableitung als auch die Ersetzung p, = m, direkt im Integranden
durchfithren kann. Man erhélt fiir die Ableitung des skalaren Zweipunkt-Integrals

ol ! 1—
e P / dx r(1=7) (3.113)
op2 1672 Jo  2?2p2+x(m2 —m? — p2) + m?
und nach Einsetzen von p, = m,
. 1 .
i z(l—x) —1 m
= d = 1+In{— O(m). (3.114
o 162 /0 x:Cng—xm2+m2 1672 m2 [ * n(mq)l +0(m)- ( )
Setzt man dies in (B.112) ein und entwickelt das Resultat in eine Potentreihe in €, so ergibt

sich , ) X
95 o1 {A+4—|—ln<'u >+21n(m )] (3.115)
m

1672 2 m?

H=mq 2m

on,
op?

q =

o%,
aﬁq h=myq

mit A = 1/¢ — v + In(4x). Damit kann man nun das renormierte Matrixelement (B.106)
mit (B.107) in erster Ordnung der Kopplungskonstanten berechnen. Aus dem regularisier-
ten Matrixelement (B.86) ergibt sich unter Beriicksichtigung, daf die beiden Anteile der
Selbstenergie in erster Ordnung der Kopplungskonstanten nicht beitragen, der folgende
Ausdruck fiir das renormierte Matrixelement:

; 2

—ig 1
Mr = S, - Voo w(pes se) |1 (1 =5) + Ay = 59 (1= %5) (620 +625.0) | wlpy, 51)
X u(pr, s1) v (1= 5) v(Pys 51,) + Olas). (3.116)

Der Ausdruck in eckigen Klammern entspricht dem renormierten Vertex bis einschliellich
erster Ordnung «,. Mit der Darstellung (B.67) kann der korrigierte Beitrag zum Vertex in
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der Form

1
Pu = A= 5 =5) (0225 +022)

2
= Crl { [Al Y+ Do pyy 4 Az pey — (Aa vy + As Doy + Mo Dep) ’75]
2

1672
2 4
L m
— 1— A4+4+1 In| ——
i %)[ " +n(mbmc>+n<m§m§)}}
9s

= Ton2 Crpl { (A = K) v+ Napp e + Mg pe

— [(A4 = K) 7 + As Py + Ao pes] 75 | (3.117)

12 mA
K:A+4+ln( )+1n<272> (3.118)
My M mp m2

geschrieben werden. Wenn man die Vorfaktoren zu v, und zu 7,vs zusammenfafit, kann
das Ergebnis dargestellt werden als

_ %
B 16m2

Cpl [Al Yo+ A2 oy + Aspey — (As v + As oy + A6 Dep) 75} (3.119)
mit den Entwicklungskoeffizienten
Al = M- K
2 2 _ 2 2 2_ 24X 2,2
. mytmg—gq F In (mb~|—mc q + )\) In (mbmc>

VA 2 m%—i—mg—qQ—ﬁ m*

m<ﬁ+m&wﬁmﬂ>m<W$ﬂﬁ+%W—mw>

2m (mf —mz = VAP = (¢*)

[ m* mi — m? m?
TES N
L b q my

LA ((mb+m0)2_q2>_ﬂ]ln<m§+mg_q2+ﬁ>

mg +m?2 —¢* — VA
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2 1 My — m,)? m?
? (mp —me) — ? l(mb +2m,) — (my + m,) (5(172)] n (@)
1 Some 2
—1—? (mb_mc)?_ﬁ<(mb—m0)(3mb+m0)+q)
mp +my — > + VA
X In :
mi +m2—q> =V
As
- mp — My )> 2
__2<mb_mc>+_2[(2mb+mc)—(mb+m0)( b : )}1 (_g)
q my
1 \/X my )
_?[(m”_mc)y—ﬁ((mb—mc)(mb+3mc)_q)]
mg +m; — > + VA
X In :
mi +m? —q* — VA
A — K

mimd =g [1 (i emd =+ VA | (i
————F—— |5 In n !
VA mimi— g —va) \ m

2
n (mg +m§ - q2 -+ \/X) o ((m% — mz + \/X)2 B (q2)2>
ng (m% — mg — \/X)2 _ (q2)2

22 o/
R v +2Liy | — VA
my —mZ + >+ VA mi —m? — ¢+ VA

_ m’ mjy —m? m?
— |44+ 1n (QOg):| T T o2 In (—2)
- b " q my
E VAL (mitmE —a® + VA
mp +m2 — ¢ = VX
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1 \/X me 2
_? (mb+mc)?—|—\/X<(mb—|—mc)(3mb—mc)—|—q>
m§+m3—q2+\/X
X In
m3 +m2—q*— V)
Aﬁ - A6
my + m)? m?
- —2(mb—i—mc)——2 (2mb—mc)—(mb—mc)( b 5 ) In{—5
q my
1 \/X mpy 2
—l—? (mb—i-mc)?—ﬁ((mb—i-mc)(mb—SmC)—q>]

mi +m?— ¢ +VA
X In )
mg +m2 —q? — VA
(3.120)

Der Term K aus der Renormierung hebt die mit 1/e regularisierten Ausdriicke gerade auf,
so da der gesamte renormierte Vertex UV-endlich wird. Er enthélt aber immer noch die
Infrarot-Singularititen, die sich erst gegen die entsprechenden Terme der Bremsstrahlungs-
diagramme herauskiirzen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dafl die Schleifenbeitrige rein reell sind, wie man an
den Koeffizienten A; aus (B.120) ablesen kann. Im allgemeinen besitzen Schleifenbeitriage
sowohl einen Real- als auch einen Imaginérteil. Die Bedingungen dafiir, ob sie reell oder
komplex sind, werden durch die Landau-Gleichungen [50] und die Cutkosky-Regeln [51]
gegeben. Im hier diskutierten Fall der Vertexkorrektur, deren Graph in Abbildung B2
(c) dargestellt ist und die mit Hilfe einer Gluonmasse regularisiert wurde, fithren diese
Bedingungen am bbg-, dem ccg- und dem bcW-Vertex auf drei Ungleichungen

pg = (mb + m)2 ) Pg > (m + mc)2 ) q2 > (mb + mC)Qa (3121)

von denen mindestens eine erfiillt sein muf, damit die Schleifenbeitrige einen Imaginérteil
enthalten. Entscheidend ist hierbei die jeweilige Gleichung mit der Massensumme. Fiir b-
und c-Quarks auf der Massenschale sowie ein virtuelles W-Boson gilt

pl%:ml217 p3:m37 OSQQS(mb_mC)27
so daf} alle drei Ungleichungen nicht erfiillt sein kénnen. Damit gibt es fiir die in diesem
Abschnitt berechnete Vertexkorrektur keinen Imaginérteil.
Die Entwicklungskoeffizienten A; in (B.12() erfiillen einige Symmetriebeziehungen, die
durch folgende Relationen gegeben sind:

Ay(me, my) = Az(mp, me) As(me, mpy) = — Ag(mp, me). (3.122)
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Ag und Az sowie A; und — Ag gehen also durch Vertauschen der Quarkmassen my, < m..
ineinander iiber. Auflerdem erfiillen sie noch die Bedingungen

Ag(—mp,me) = Ai(mp,me) , As(—mp,m.) = As(mp, me) ,

Ag(—my,m.) = Az(my, me). (3.123)

Das bedeutet, daf} die Koeffizienten des Axialvektor-_Anteils aus denen fiir den Vektoranteil
durch die Transformation m;, — — m,; hervorgehen. Ahnliche Beziehungen erhélt man auch
fir die Transformation m, — — m.. Sie lauten

Ay(my, —m.) = Ai(my,me) As(mp, —m.) = — As(my,me) ,

Ag(mp, —m.) = — Az(mp, me). (3.124)

Schlieflich gilt auch eine zu (B.69) analoge Relation

4mbmCl mi+m?— ¢ +VA
n Y
VA m2 4+ m?—q® — VA

die spéter zum Vereinfachen der Einschleifen-Beitrédge benutzt wird.

Die Vertexkorrektur kann mit analytischen Ergebnissen aus der Literatur verglichen
werden. Im Resultat von Paschalis und Gounaris [52] wird die Vertexkorrektur nach -,
o q” und g, sowie nach 7y, vs, 0, ¢” 5 und g,y entwickelt und die dazugehdrigen Form-
faktoren F, 5 und F3 sowie Hy, Hy und Hj3 angegeben. ¢ = p; — ps ist der Impulsiibertrag
zwischen den beiden Quarks. Mit Hilfe der Gordon-Identitét [53]

1

u(p) v ulq) = 3 u(p)|(p+ )" +io"™ (p— q)u|ulq) (3.126)

kann man die Formfaktoren F; und H; auf die in dieser Arbeit berechneten Koeffizienten
A; umrechnen. Das Ergebnis ist eine Linearkombinationen der Formfaktoren aus [52]. Bei
dem Vergleich beider Resultate wurde in [62] ein Fehler in den Formfaktoren Fs(¢*) und
H3(q*) gefunden. Er wird korrigiert, indem man in der letzten Zeile von Gleichung (A 8)
den Faktor (my—m;)/q* durch (my—my)/(2¢*) ersetzt. Nach der Korrektur dieses Fehlers
stimmen beide Resultate miteinander {iberein.

A=Ay =

(3.125)

3.3.4 Renormierte Ubergangsamplitude

Das Matrixelement fiir die renormierte Vertexkorrektur (B.116) laBt sich nun durch Ein-
setzen der renormierten Vertexfunktion (B.I19) berechnen. Die Vertexfunktion kann mit
Hilfe der Abkiirzung

T,u - Al m + AQ Do, + A3 Pe,p — (A4 e + A5 Do, + Aﬁ pc,u) V5 (3127)

in der kompakten Form
2
9 Qs
I,=-—=-CplT,=-—CplT, 3.128
T A P S (3.128)
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geschrieben werden. Das renormierte Matrixelement (B.IT6) bis einschliefllich erster Ord-
nung in der Kopplungskonstanten ergibt sich damit zu

My = 9wy g
R T SMI%V be 1

_ 2'92

w — 7
= SN, Vie U(pe, S¢) ['Vu (1 —75)+ in Crl Tu] u(py, sp) LH, (3.129)

wobei man wie bei der Bornschen Néherung wieder einen Hadron-Strom H, und einen
Lepton-Strom L* einfithren kann. Der Lepton-Strom ist derselbe wie bei der Bornschen
Rate (B.4). Der Hadron-Strom

H, = (pe, 8¢) |7 (1 —5) + Z‘—S CrlT,| u(py,s) = H + — (J IHY (3.130)
I

besteht aus dem Bornschen Anteil H, ,SO) und einem strahlungskorrigierten Beitrag H ,Sl). Der
Bornsche Anteil ist ebenfalls in (B.4) definiert und wird zur Unterscheidung vom korrigier-
ten Anteil mit einem Index 0 gekennzeichnet. Der Anteil in erster Ordnung der Storungs-
theorie ist definiert als

H}(Ll) = W(pe, S¢) Ty u(py, Sp). (3.131)

Die Rate ergibt sich zunéchst durch Bildung des Betragsquadrates des Matrixelementes
und kann als Kontraktion eines strahlungskorrigierten Hadron-Tensors mit dem Lepton-
Tensor der Bornschen Rate (B.§) in folgender Form geschrieben werden:

(Mzr]* = = M4 |Vie|* Hyu L. (3.132)
Der Hadron-Tensor ergibt sich durch
— * __ 0 Qs 1 *(0 s #(1
H, = H,H = (HfL )4 35 Cp I H >) (H,,( )+ T5Cr 1 H >> (3.133)

und kann ebenfalls in den Bornschen und einen strahlungskorrigierten Anteil aufgeteilt
werden. Dazu entwickelt man H,, in eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten o, und
vernachlissigt den Term der Ordnung O(a?). Man erhélt

H, = HOHW +—O 1( HO H:O 4 7 O )+O( 2)
- H<°>+ ~Cr IHG) + 0(a?). (3.134)

Der Bornsche Hadron-Tensor H, ,(f,],) ist in (@) angegeben und wird im folgenden auch mit
einem Index 0 gekennzeichnet. Der strahlungskorrigierte Anteil ist durch

HL(L}/) = a(pm SC) T (1 - ’75) U(Pba Sb) ﬁ(]?b, Sb) TV U(pm Sc)
+ a(])c; SC) T,u u<pb7 55) a(pbv Sb) (1 + 75) Yo u(pa Sc) (3135)
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gegeben, wobei
Ty = AT Yo+ A; Pov + A; LRV + Vs (AZ Y + A; Doy + Ag pc,u) (3136)

gilt. Da die Entwicklungskoeffizienten A; aus (B.120) reell sind, kann man A} = A; setzen.
Im néchsten Schritt wird iiber den Spin des b-Quarks gemittelt und iiber die Spins der
Leptonen summiert. Auflerdem mittelt man iiber die drei Farbzustiande des b-Quarks im
Anfangszustand. Das fithrt dazu, daB man in (B.3§) die beiden freien Indices der 3 x 3-
Matrizen kontrahiert und anschlieBend das Resultat durch die Anzahl der Farbzustédnde
dividiert. Dies liefert

1 (A (Aa);'._l A\ 1 .
52; > 2 3P \lT g _52@“@—%- (3.137)

Benutzt man dieses Ergebnis, so erhélt man nach Mittelung iiber den b-Spin und Summa-
tion iiber die Spins der Leptonen fiir das Betragsquadrat des Matrixelementes (B.132) den
Ausdruck

— 1 Ja 5 T
[Mal* = 5 > Mgl = T Vie|? H,, L* (3.138)
w
Sb,S1,Sy;
mit )
Hu =3 > Hu, L™= L" (3.139)
Sb S1,Sy;

Das Ergebnis kann als Spur ausgedriickt werden. Der Lepton-Tensor L™ ist in (B.11)
berechnet worden. Der spinsummierte Hadron-Tensor kann mit (B.134) geschrieben werden
als

_ 1 Qg 3 Qs I
Ho=5Y (H<°> + - Cr H,gp) +0(}) = HY) + o CrH) + 0(af). (3.140)

% %
Sb

Der mit H ,SFL’ bezeichnete Anteil ist der Bornsche iiber den Spin gemittelte Hadron-Tensor
(B-I0)). Der korrigierte Anteil in erster Ordnung der Kopplungskonstanten ist

A = 15 ot m) (0 +ash)
% [ (L =5) (o +mo) Ty + T G+ ) (1+95) 3] |- (3.141)

Im néchsten Schritt kann man die Spuren auswerten. Fiir den Lepton-Tensor und den
Bornschen Anteil des spingemittelten Hadron-Tensors ergibt sich das Resultat (B.13). Der
strahlungskorrigierte Teil des Hadron-Tensors hat die Form

H,Sly) = 29w [myme (A1 — Ag) — (po - Pe) (A1 + Ayg)]
+ 2 [mC (A2 + A5) Do,y Po,v + (Al + A4> (pb,u pc,u + ﬁc,,u pb,u)
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+ my (As — Ag) Pe Pew + (As + Ag) (Db - S¢) Pe Pey]
+ [mw (A2 — As) + me (A5 + Ag) + (A2 + As) (po * Sc)] (Poyu Pew + Peyu Do)
— [mpyme (As — As) + (A2 + As) (py - ve)] (Do Sev + Seu Do)
— [mpyme (As — Ag) + (As + A6) (pb - Pe)| (Pep Sev + Sep Pew)
+ 24 [(Ar + As) €uupo Dy D + (A1 — Ad) M €spo DL 57
— i [(A2 + As) pop + (As + As) Pe] €vpor Py DTS¢
+ i [(A2 + A5) poy + (A3 + As) Pe] €upor P DL S0 (3.142)

wobei wieder die Abkiirzung p. = p. — m. s. verwendet wurde.

3.3.5 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Die Zerfallsrate ergibt sich aus dem spingemittelten Bertagsquadrat des renormierten Ma-
trixelementes (B.138) durch Phasenraumintegration und anschlieender Multiplikation mit
dem Flufifaktor. Da es sich bei dem betrachteten Prozefl um einen Dreikorper-Zerfall han-
delt, kann man die bei der Berechnung der Bornschen Rate abgeleitete Phasenraumformel
(B.19) fiir ¢ = pp — p. benutzen und setzt das spingemittelte Betragsquadrat des renormier-
ten Matrixelementes (B.138) ein. Zur Auswertung des Integrals geht man genauso vor wie
auf Born-Niveau, indem man zuerst den Phasenraum der Leptonen kovariant ausintegriert.
Dazu benutzt man das Tensor-Integral (B.16), dessen Resultat in (B.22) angegeben wurde.
Verwendet man schlielich die Kontraktion (B.:23), dann ist die Zerfallsrate bis zur ersten
Ordnung in as

4
Iw 2 1 < r7(0) Xs [] (1)) vaf 3=
dr = Vie O 4+ % 0p AO) Trves 1 a3,

617, | ol e B, \Hw + g Or sap

1

94 2
— w__ Y
Vel 6 (27) my E,

64 M3,

I 7 aS I 7 v v —
(H,S(i) + 4 Cr H,ﬁ?) (¢"q" — ¢*g"™) d*p.

4
G 2 1 [ ) , Us (1)} 3=
= Vie S —Cr S d°p. 3.143

6t Vel Ganim B, TR b (3.143)

mit
SO = HY (¢"¢" —q
q" —

2g") =2 [2(py-q) (Pe- @) + ¢ (0o - pe)] =27
SO = AW (g 2

¢ g")=—-2TW. (3.144)

Der erste Anteil ist genau die Bornsche Rate (B.24). Das Resultat fiir den Einschleifen-
Anteil S® kann in Abhingigkeit der Koeffizienten Ay, ..., Ag dargestellt werden mit

SW = ¢y Ay + 3 As + 3 Az + 4 Ay + ¢5 As + ¢ As, (3.145)
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wobei die Konstanten cq, ..., ¢g folgende Form haben:

g = ((mb —me)* — q2> ((mb +me)? + 2q2> —2me (my —m2+2¢%) (py - s¢)
1
cy = 3 ((mb + mc)2 — q2> [(mb + m.) <(mb — mc)2 — q2> —2me (my —me) (pp - sc)]
C3 = (o
cy = ¢+ 12mbmcq2

= <(mb +me)? — q2> ((mb —me)? + 2q2> —2me (mi —m?+2¢%) (py - 5c)
1

i = —5((my—m)? =) [(my —me) (my +me)? = %) = 2me (my+me) (py - )

Cg — Cy (3146)
Nach Einsetzen und Zusammenfassen der logarithmischen Terme kann man dann einen
Ausdruck fiir T angeben, der nur noch von den Quarkmassen und von den Skalarpro-
dukten ¢? und py - 5. abhéngt:

T = [(mg —m2)® + (mp +m2) ¢* = 2(¢*)* = 2me (m§ —mg +26°) (py - 50)]

C

X AO(mby Me, M, q2>

+ [3(mi —m?2) (mi +m? —¢*) —2m. (3m; —m?) (p - s.)] In (%)

- [pat VA 2 (VA= o = ) (= 2 50

2 2 9 h\
o (Mot mE— VY (3.147)
mi +m2 —g* — /A

Die Ergebnisse sind nach den auftretenden Logarithmen geordnet, die in den Koeffizienten
Ay, ..., Ag vorkommen. Der Faktor Aj ist implizit durch

2 2 2
mp — m; m2
Al = _AO_TIH(EE)
1 VA m+m? — ¢+ VA
+ —(m +m.)? — 2)—— In b < 3.148
VA (m Jia 2 ¢ m2+m2—q>— VA ( )

gegeben. Er ergibt sich also aus dem Koeffizienten A; bis auf ein Vorzeichen durch Weg-
lassen der einfach logarithmischen Terme, die nicht von der Gluonmasse abhédngen. Wenn
man die Logarithmen, die m enthalten, etwas vereinfacht, lautet Ag in expliziter Form

mi +m? — ¢? m2 +m? — ¢+ VA My M
Ao - : o ()
VA m2 +m?— ¢ — VA m
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+ In (mz e =4 ﬁ) In ((mz —mi+V2)? - (q2)2)
2m; (mj —m2 = VAP = (¢*)?

2V A AV
— 2Ly [ — VA +2Lis [ — VA
m? —m2+ q% + VA m? —m2— g%+ VA

+2 [m (mT;> + 2] . (3.149)

Der Vorteil bei der Einfiihrung von Ay ist eine Verkiirzung der analytischen Resultate fiir
die Raten. Das liegt daran, dafl sich die einfach logarithmischen Terme in A; teilweise
gegen #hnliche Terme in den iibrigen infrarotendlichen Ausdriicken der Vertex-Funktion
herausheben. Das Vorzeichen von Ay ist so gewiihlt, dafl im Intervall 2y < z < 1 + %2 fiir
kleine Werte der Gluonmasse Ay > 0 gilt.

Zur vollstandigen Berechnung der differentiellen Zerfallsrate geht man genauso vor wie
bei der Bornschen Rate. Man setzt die parametrisierten Viererimpulse (B.27) ein und fiihrt
die Phasenraumintegration in Kugelkoordinaten

dgﬁc = 4r |Z5’c|2 d|ﬁc| =4 |ﬁc| Ec dEc

aus. Da die hier vorkommenden Viererimpulse dieselben sind wie bei der Bornschen Rate,
verschwinden auch bei der Einschleifenkorrektur alle Skalarprodukte von s.; mit den Im-
pulsvektoren der Quarks. Somit gibt es ebenfalls keinen transversalen Anteil der c-Quark—
Polarisation, und man betrachtet nur den durch s. = 0 gegebenen unpolarisierten Anteil,
sowie den longitudinal polarisierten s.;. Die Anteile des Born-Terms und des Einschleifen-

Anteils (B.144) sind dann durch

TO = my (E.F|p.]) 3mi — 4myp E. +m2) — 2mym? (my, — E,)
A { [ (B F 1) (3mF — 4my B+ m2) = 2mym? (my, — E.)| Ao
2 _ 2 - 2 _ 2 me
+ [3my E. (mj —m2) Fmw |p| (3m; —m2) | In -
b

— [Smb |ﬁc| (mg —i—mz — 2mbEc) F my (meEC (mb — QEC) + mg (EC + 2mb))}

« In (M) } (3.150)

Ec - |ﬁC|

gegeben, wobei die Funktion Ay nach FEinsetzen der parametrisierten Viererimpulse die
folgende Form hat:

Ec Ec _;c c
Ay = = [m (lei‘) In (mbT >
’pc| Ec - ’pc’ m
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Ec"_ |ﬁc| mb_Ec_l' |ﬁc| my (Ec+ ’ﬁcD _mz
+ In In — — 5
my my — B — |pe| my (B — |p0|)_mc

: 2 [p| ) : ( 2my |pe| )}
—21i — | +2Li S
2 <mb_Ec+|pc| ? my (EC+|pC|) _mg

+2 [m <mT:;) + 2} . (3.151)

Die Zerfallsrate (B.143) ist damit

4
G 2 1 [ 0 s (1)} 3.
dr = Vie? o |TO — = T | &P,
st Vel s ar T P
4 —
G o A |pe| Ee [ 0 % (1)]
= Vie? e |70 _ =2 0 7 4, 3.152
64M;1V| bl 3 (2m)*my B, ar F (3.152)

woraus die differentielle Zerfallsrate in Abhéngigkeit der Energie des c-Quarks

dl’ B gfu
dE. 64 Mé‘v

VP |pe] [T@)—%C T(l)] 3.153
Viel? e [T = 32 C (3153)

bestimmt werden kann. Durch Einfiihrung der dimensionslosen Gréfien (B.2§) und mit der
Relation (B.29) erhélt man folgende kompaktere Darstellung des Resultates:

s orn loo:
daries arder . ar{”
dzx dx dzx

_ T,z [(GéBorn) 4 G;Born)> - :(;_s .9 (G(()loop) 4 Ggioop)ﬂ .
" (3.154)

Die Funktionen G”™ und G%”™ beschreiben den Bornschen Anteil (B.31)) der Rate,
und die Funktionen der korrigierten Raten in O(ca;) sind durch

Gélmp) = [z(3—2z)— (4—32)y*] A

+3x(1_y2)1n(y)—3ﬁx(1—x+y2)1n (ﬂ)

Gﬁ,""p) = —fz(3-2z+y°) A

— Bz (3—y?) In(y) + [33: (1—2)+ (4 +2) gﬂ] In (%) (3.155)

gegeben. Sie beschreiben jeweils den unpolarisierten und den polarisierten Teil der Rate.
Der Faktor Ag kann mit A = m/my in der Form

1 ) 2 Bx ) 2 Bx
=g mes) e ()
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x(1+0) 2—x+ P v—2y*+ fx
o (e (G )

1 1+p Yy

S () =2 m () + 4 3.156

[ (rE5) 2 m () - (3150

geschrieben werden. Zur Vereinfachung von Ay wurden die Terme umgruppiert und die
infrarotdivergenten Ausdriicke zusammengefafit.

3.4 Gluon-Bremsstrahlung in erster Ordnung o

Wir wollen in diesem Abschnitt den Anteil der Gluon-Bremsstrahlung in O(ay) zur differen-
tiellen Rate fiir den b-Quark—Zerfall berechnen. Hierbei kann sowohl das b-Quark als auch
das c-Quark jeweils ein reelles Gluon abstrahlen. Dieser Prozefl trdgt neben den Schleifen-
korrekturen ebenfalls zur strahlungskorrigierten Zerfallsrate bei und sorgt dafiir, daf sich
die Infrarot-Divergenzen in der inklusiven Rate autheben. Die beiden Feynman-Diagramme
fiir die Bremsstrahlung sind in Abbildung B-5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Feynman-Diagramme fiir die Bremsstrahlungsbeitriige zum Zerfall b — c+1~ +

3.4.1 Ubergangsamplitude

Das Matrixelement fiir die Gluon-Bremsstrahlung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,
die jeweils der Abstrahlung eines reellen Gluons durch das b- oder das c-Quark entspre-
chen. Mit Hilfe der Feynman-Regeln aus Anhang [A.§ 1a8t sich die Ubergangsamplitude
folgendermaflen darstellen:

M= upe, se) |— ig—w%cvu ! _ﬂ K;fb__k};iﬁsgl {— i9s Yy %} u(py, sp) € (k)
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X

g/»“’_|_q,“ V/M2) 7( ) _Z!ﬁ 1_75 ( )
q — M2 ul\pr, S \/5’711 9 UV(Py,;» Sy,

.
5] [ ] [ 52

i(—g"™ +q"q"/ME)] 9w 1=
x{ qz—MVQV w u(pr, s1) _ﬁ% 5 V(Pyys Suy)

- 2 a
—1ig; A4\ Po — K+ my
— _ 1 _
= 3 Ve (gs 5 ) u(pc, Sc) [VM( ’75) (pb k)2 mg Vo

, %+%+mcw<l—%ﬂu@m%www>

(pc+k)2 _mg !

— 9" +q" ¢ /My
Ly, 3.157
X q2 _ MI%V ( )

wo L, der Lepton-Strom (B.4) der Bornschen Amplitude ist. Nach Weglassen des Terms
q" q” /M2, und Vernachlissigung von ¢* gegeniiber M3, im W-Propagator und mit Be-
nutzung der Massenschalenbedingungen pg = mg und k? = 0 in den Quark-Propagatoren
vereinfacht sich das Matrixelement, so dal man den folgenden Ausdruck erhélt:

. 9 .
Y A U ﬁb k‘i‘ my
) 2 b 1
M ag (gs 2 ) b {7"( Ryl (3.158)
c + K+ me .
- Yp %’Yﬂ (1 — ’)/5) u(pb’ Sb) € P(k,) LM

Verwendet man die Clifford-Algebra fiir Gamma-Matrizen, um die Ausdriicke der Quark-
Impulse in den Propagatorzéhlern in einer Weise zu vertauschen, daf} sie auf die &ufleren
Spinoren wirken, so kann man die Dirac-Gleichung anwenden, um das Matrixelement zu
vereinfachen. Verwendet man auflerdem die Orthogonalitéit zwischen dem Polarisations-
vektor und dem entsprechenden Viererimpuls k - €(k) = 0, so erhilt man die Relation

k== fk

Das Matrixelement hat dann die Form

— Zgw 9s \a
M= gy Vie X (— 2 ) HY [ (3.159)
mit dem Hadron-Strom
@ _ 4 1 1
W= ulpe se) m%( Poo = k7o) — Dok (2Pe,o = £7p) Yu

X (1 —5) u(pp, sp) € (k). (3.160)
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Daraus ergibt sich durch Bildung des Betragsquadrates die Ubergangsamplitude

4
2 _ w 2 i 2 ya (9) Tmv
IM|? = YT Vel (16 @A )\a> HY L (3.161)

mit dem Hadron-Tensor

(9) — (9) fr*(9)
H7 = HP H;Y

= u(pe, sc) L{ﬁ Yu(2po.p — Fvp) — ﬁ (2pc.p — Fp) %} (1 —s) u(py, sp)

c

2y (2pes — %M w(per )

1 1
U 1 —— (2P, — y—
X U(py, $p) (1 +75) L)b % (oo = 1K)y -

x e (k) € (k). (3.162)

Der Lepton-Tensor ist derselbe wie bei der Bornschen Rate und wurde in (B.§) definiert.
Nach Summation iiber die Gluon-Farbfreiheitsgrade und Mittelung iiber die Farb-
zustinde des b-Quarks erhilt man mit (B.38) und (B:I37) aus dem Faktor A*)\, den Aus-
druck 1/3 Sp[A*\,] = 4 Cr. Da die Polarisation des abgestrahlten Gluons nicht beobachtet
wird, mufl iiber die zwei mdoglichen Einstellungen des Gluonspins summiert werden. Fiir
masselose Gluonen erhélt man in der Feynman-Eichung als Polarisationssumme

> ek, A) € (k,A) = — g7 (3.163)
A==+1

Technisch gesehen hat die Ersetzung >, ., €;(k, A) €5(k, \) — — g,o grofie rechnerische
Vorteile, weil man dadurch die Anzahl der zu integrierenden Terme deutlich reduzieren
kann. Sie ist im Rahmen der QED beispielsweise in [L0] diskutiert worden. Man kann sie
sich durch folgende Uberlegung klarmachen.

Man betrachtet das Matrixelement (B.159), das den Hadron-Strom (B.160) enthélt, und
stellt es als Kontraktion mit dem Polarisationsvektor des Gluons dar. Dies fiihrt auf die
Definition

M=M,€e”, (3.164)

wobei M, als Abkiirzung fiir die restlichen Faktoren des Matrixelementes steht. Schreibt
man den Hadron-Strom (B.162) ein wenig um und stellt ihn in der Form

HY = HYer (3.165)
- Do,p Dep ke ke *
= a(pe, se) |2 5 — L )y, — + 2y, (1= ,50) € (k
wp S){ (pb-k pc-k>% Tk pe R (1=15) wps, s6) (k)

dar, so erkennt man mit der Identitit ff = k2 = 0 leicht, daB die Relation H k? = 0
und damit ebenfalls
M,k =0 (3.166)
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erfiillt ist. Der erste Term des Ausdrucks in eckigen Klammern aus (B.169) ist proportio-
nal zum Matrixelement in Bornscher Naherung und wird Soft-Gluon—Ndiherung genannt,
da er aus dem Hadron-Strom durch Vernachlissigung des Gluonimpulses hervorgeht, was
fiir sehr kleine Gluonimpulse eine gute Néherung ist. Wie sich bei der Durchfithrung der
Phasenraumintegration zeigen wird, handelt es sich bei dem Soft-Gluon—Anteil um den
infrarot-divergenten Teil der Zerfallsrate. Nach Bildung des Betragsquadrates von M und
anschlieender Summation iiber die beiden transversalen Polarisationszusténde des Gluons
ergibt sich

S TAMP =Y M, M e (k) € (kN (3.167)

A=+1 A=+1

Mit (B.I66) erhélt man die beiden Identitéten
My MR (R A) =0, M, M.k \) k" =0, (3.168)

welche man in jedem beliebigen Bezugssystem auswerten kann. Zur Vereinfachung der
Rechnungen wihlt man ein Bezugssystem, in dem der Gluon-Impuls in z-Richtung zeigt,
also

kP = |k|(1,0,0,1) (3.169)

ist. Als Basisvektoren kann man vier linear unabhéngige Polarisationsvektoren e(k, \) des
Gluons definieren, die die Relationen

ek, \) - € (b, V) = gaw D g ek A) € (k, N) = g™ (3.170)
AN

erfiillen. In unserem oben gewihlten Bezugssystem (B.169) haben sie die explizite Form

e(k,t) = (1,0,0,0) , e(k, £1) = % (0,¥1,1,0) e(k,0) = (0,0,0,1). (3.171)

Die skalare Polarisation A = t sowie die longitudinale Polarisation A\ = 0 haben keine phy-
sikalische Bedeutung, wéahrend die beiden Werte A\ = +1 die transversalen Einstellungen
der Polarisation masseloser Gluonen beschreiben.

Setzt man den parametrisierten Gluonimpuls (B.169) in die Gleichungen (B.I6§) ein,
so vereinfachen sich die beiden Identitdten zu

(Mo + M3) MEE(RA) =0, M, (M + M) e?(kA) =0, (3.172)

welche fiir alle Werte A der Polarisationsvektoren €’ (k, A) und €*(k, A) erfiillt sind. Wahlt
man nun fiir €7(k, \) = €?(k,t) = (1,0,0,0) und fiir €°(k, \) = ¢*(k,0) = (0,0,0,1), so
lauten die beiden Identitdten schliefilich

(Mo + M3z) M; =0, Mz (MG + M3) =0. (3.173)
Subtrahiert man dann die erste Gleichung von der zweiten, so ergibt sich das Resultat

— Mo M} + M3 M = 0. (3.174)
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Unter Verwendung dieser Relation kann man das spinsummierte Betragsquadrat des Ma-
trixelementes (B.167) nach Einsetzen der parametrisierten Polarisationsvektoren (B.I71))
schreiben als

SOMP = MM Mo M = MM+ My M — Mo M+ My M;
A==+1

= M, M (= g"). (3.175)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (B.167), so ergibt sich die Gleichung (B.163). Man
kann die Polarisationssumme iiber die transversalen Freiheitsgrade der Gluon-Polarisation
demnach durch den negativen metrischen Tensor ersetzen. Das bedeutet, dafl sich der
longitudinale Anteil des Matrixelementes Mg M3 fiir die Polarisation des Gluons gegen
den skalaren Anteil — My M heraushebt. Dieses Verfahren ist in der QED als Gupta-
Bleuler-Formalismus bekannt und wird in verschiedenen Lehrbiichern beschrieben [I1].
Das Resultat besagt, daf sich die Beitrége der unphysikalischen skalaren und longitudinalen
Polarisationen gegenseitig aufheben.

Neben der Summation iiber die Polarisationen des Gluons wird in (B.I61]) auch iiber
die Spins der auslaufenden Leptonen summiert sowie iiber den Spin des zerfallenden b-
Quarks gemittelt. Der Spin des c-Quarks soll dagegen ausgerechnet werden, weshalb nicht
iiber ihn summiert wird. Bei der Berechnung der Spinsumme verwendet man wieder die
Darstellung der Projektoren fiir die Energie und den Spin von Teilchen und Antiteilchen,
die im Anhang (A.49) angegeben sind. Schreibt man das spinsummierte Betragsquadrat des
Matrixelementes als Spur iiber Gamma-Matrizen, so kann man es wie bei der Bornschen
Néherung und bei den Einschleifen-Korrekturen als Kontraktion eines Hadron-Tensors mit
dem Lepton-Tensor (B.11) darstellen und erhlt

>3 IMP = g Ve P( g OF) e 1, (3.176)
8,81,y A=%1
wobei der spingemittelte Hadron-Tensor explizit durch
- 1
0 = 52 2 MY
sy A=+1

= s {@fc +me) (14 754,) [ﬁ e oy = F) = = (2o = ) w} zsz

X {]ﬁ (QPZ - '}/p }é) T — pcl_ L T (ng — ,.Yp %):| (1 — ")/5)} . (3177)

gegeben ist. Dabei wurde ausgenutzt, da§ (1 + 75) (1 — 75) = 0 ist. Danach wurde der
Faktor (1 — v5) nach rechts getauscht. Der spingemittelte Hadron-Tensor 148t sich weiter
vereinfachen, indem man die Zyklizitdt der Spur benutzt und den Term (1 — ~5) an den
Anfang schreibt, so daf} folgendes Produkt auftritt:

(1 =75) (e + me) (1 + 75 ).
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Da in der Spur nur Terme beitragen, die eine gerade Anzahl von Gamma-Matrizen enthal-
ten, bleibt dabei nur der Ausdruck

(1 - ’75) (%‘c + meys #c)

iibrig, da alle anderen zu einer ungeraden Anzahl Gamma-Matrizen fithren. Multipliziert
man dies aus und verwendet (73)? = 1, so reduziert sich das Produkt zu

(1 - ’75) (ﬁc — Me 'féc)

Nachdem man den Faktor (1 — ;) wieder zyklisch nach rechts getauscht hat, kann man
den spingemittelten Hadron-Tensor in der Form

_ 1 1 1
Hfﬁ) = =3 Sp {ﬁc [m Yu 2pbp — K7p) — p—k (2pep — £7,) 7#} (3.178)

<[ 0o =0 B~ Lt = B] (20}

darstellen, wobei zur Abkiirzung p. = p. — m.s. gesetzt wurde. Benutzt man nun die
Kontraktionen von Gamma-Matrizen in vier Dimensionen

VoY = =20 VWY = 4G b Y Y Ve 7 = =29 W Vs (3.179)
so vereinfacht sich (B.I7§) schliefilich zu

A = ol | (2t - 2t 20 )

- mﬁc% (=2 Dy ) oo + B0 Yo o Ko+ K e

- mﬁc (_2 (pb 'pc)W}éb+'Yulf5b¢ck+%1/5b%¢b) Y
1

(pc ’ k)2

x (1 —75)}. (3.180)

+ Pe (_sz Vo Bo Vo + Vo Vo Be K+ K Bevu o o + F v Bo v %)

Nachdem man die Spuren ausgewertet hat, kann man das Resultat durch die Impulse
sowie durch den metrischen und den Levi-Civita—Tensor ausdriicken. Man erhélt so fiir
den spingemittelten Hadron-Tensor

a2 = (e - e @D )

+(m? + py - k) (Peyikn + Ky Pew) — M2 (e Do + Doy Pe)
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i [0 = 20 + )02}

L8
(pb ’ k) (pc ' k)

_(pc : pc) (pb . k):| g;w + (pb : pc) (pb,u kt/ + ku pb,u) —2 (ﬁc : k) pb,,u pb,y

{ (92 4 - 00) (e B) + (00 5) (0 B) = 2 (03 20) (00 )

_(pb . pc) (ﬁc,uky + k,u pc,u) - (pb -k + Dec k— 2pb : pc) (pb,,u ﬁc,u + pc,u pb,u)
+(pb : k) (pc,,u ﬁc,y + pc,u pc,u)

+1 €uvpo |:(2pb *Pe — Pe - k) pfﬁg - (mlg + Do - pc) kpﬁg + (pb . k) p@ﬁg]

+Z (pb,,u Eupo'r - pb,l/ 6,upa‘r) kp pg ﬁ‘cr}

’ ﬁ{[(mg_pc'k)(pb'pc)_(pb'kerb-pc)(pc-kz)

(B ) (o R g + (B e = B pe) (P + Ky i)

+(Pe - k) (Do Pew + Desp Do) + (e - k = m2) (Do Pes + Doy Pio)

i Cupo | (P De = e R) KD+ (e -k — m2) B BT — (py - ) L |
+ i (K €vpor — kv €upor ) (K7 ] Dz — Py DT D2)

—1 (pc,,u€upa7' — Pew EppO'T) kP pg ]570—} (3181)

Man beachte wiederum, dafl p. anders als beim Born-Term nicht immer in der Kombi-
nation p. = p. — m.s. auftritt, wihrend der Spin des c-Quarks aber ausschliefflich in
Pe enthalten ist. Das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (B.17¢) kann
nun durch Einsetzen des spingemittelten Hadron-Tensors (B.I81]) und des Lepton-Tensors
(B-11)) mit anschlieBender Kontraktion durch die Impulse ausgedriickt werden. Bevor man
die Kontraktion ausfiihrt, ist es von Vorteil, zuerst die Phasenraumintegration iiber die
beiden Lepton-Endzustdnde durchzufiihren, da die Lepton-Impulse nur im Lepton-Tensor
vorkommen. Dadurch 148t sich die Phasenraumintegration etwas einfacher durchfiihren.

3.4.2 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Man berechnet nun die differentielle Zerfallsrate aus dem betragsquadrierten und spinsum-
mierten Matrixelement (B.17G) durch Integration iiber den Phasenraum der Teilchen im
Endzustand und durch nachfolgende Multiplikation mit dem Fluifaktor. Man erhélt

i L @0 04— pe — pr — py — k) [MP & i &R, &R
2my 16 2m)?E . E B, w ’

(3.182)
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Im Unterschied zu Bornscher Rate und Einschleifenkorrektur handelt es sich hier um einen
Phasenraum, der vier Teilchen im Endzustand enthélt. Der einzige Unterschied zur Be-
rechnung der Bornschen Rate und der Einschleifen-Korrektur ist das zusétzliche Auftreten
des Gluon-Impulses in der Definition ¢ = p, — p. — k. Fiir £ = 0 erhélt man das Resultat
der Bornschen Rate. Man benutzt zur Integration wieder das kovariante Integral (B.16),
das bei Vernachlissigung der Leptonmasse in (B.22) ausgerechnet wurde. Mit Hilfe des
spinsummierten Lepton-Tensors (B.12) kann man die Zerfallsrate in der Form

4 i7(9) vaf
Iw o (1 5 Hyuy TH " Iag 5 37
dl' = Ve -qg:C d°p. d°k 3.183
617 Vel (498 F)4(27r)8mbEcw b (3.183)

angeben. Benutzt man noch die Kontraktion (B.23), so ist die differentielle Zerfallsrate
gegeben durch

4 i7(9) v Y

Guw 2 (1 o Hiy (¢"q" —q° g") 3- 137

dl' = Vie -qg:C d°p. d°k
6aar Vo <4gs F) 1220 my Bow

4

w 2 (1 o 25 3= 137
- (5 &p. d°F 184
siar Ve (4gSCF>3(27r)7mbEcw P (3.184)

mit der Definition
1 v v
S = gHw (¢"¢" — 9" @)

[ omi me  2py-pe v P
- |:(pb'k5)2 RETRYAE (pb'k')(pc'k’)] [2(pe - ) (Pe - @) + ¢* (o - )]
1 Pe - k

ok (pe - k)?

b { s [ ) = () )

1
(pe - k)?

(f:,',g)z [mi(k-q) — (oo @) (po - )]

Do - q
(pc : k)2

q2

+ R RD] (s D) (o - k) — (pe - De) (s - k)] — (Pe - k) (mi + py - pe)

b o s )2 — (6 2 0)

2256 g
T e k) (k- @) (s - pe) — (pe - @) (Do - k)], (3.185)

[2(k - @) (Pe - q) + (e - k)] + [2(k - q)(py - q) + ¢ (s - k)]

+

(B K)(po - p2) — (0 - K)o q>]}

+ 2

-2

[(k ’ Q) (pc : ﬁc) - (ﬁc ’ k) (pc : Q)]
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wobei ¢ = pp, — p. — k und p. = p. — m. s, ist.

Im néchsten Schritt wird die Integration iiber den Gluon-Impuls £ durchgefiihrt. Es
stellt sich als zweckméBig heraus, den Ausdruck (B.I87) fiir S in zwei Anteile aufzuspal-
ten, die durch die Abhéngigkeit vom Impuls £ charakterisiert sind. Der Term in eckigen
Klammern in der ersten Zeile von (B.185) ist der einzige, der im Nenner quadratisch im
Gluon-Impuls £ ist und nicht mit einem weiteren k-abhéngigen Ausdruck multipliziert
wird. Alle anderen Terme besitzen hohere Potenzen von k, da sie auch die Variable k im
Zihler enthalten. Die 1/k?-Abhiingigkeit der ersten Zeile fithrt nach der Parametrisierung
(B-253) und (B.1I89) der Impulse bei der Integration im Grenzfall & — 0 auf eine logarith-
mische Singularitdt, die man geeignet regularisieren mufl, wéahrend die iibrigen Ausdriicke
endlich bleiben. Diese Singularitdt nennt man Infrarot-Singularitédt. Weil sie wie erwahnt
aus dem ersten Term in (B.I85) stammt, definiert man den universellen Soft-Gluon-Faktor

m% mz 2pp - pe

A= o 2 o R e R (3.186)

der die Divergenz enthélt, und mit dem Born-Term

B:=2(pyq) (e q) + ¢ (py - Pe), (3.187)

multipliziert wird. Der Faktor B unterscheidet sich nur durch den Gluonimpuls k£ in der
Definition von ¢ vom Born-Term und geht im Grenzfall £ — 0 in diesen iiber. Die Summe
aller anderen endlichen Terme in (B.185) wird mit F bezeichnet. Dann 1a8t sich S in einen
divergenten und einen endlichen Teil aufteilen und kann als

S = Sying + Speg = A- B+ F (3.188)

geschrieben werden.

Zur weiteren Auswertung parametrisiert man die Viererimpulse der Teilchen, die am
betrachteten Zerfall beteiligt sind. Man kann dafiir dasselbe Bezugssystem und die gleiche
Parametrisierung wie bei der Bornschen Rate (B.25) benutzen und fiihrt fiir den Viererim-
puls des Gluons die Darstellung

k= (w, kg, ky, k) (3.189)

ein, wobei jetzt fiir den Impulsvektor & die Massenschalenbedingung &* = w? — k2 = m?
gilt, die sich fiir den Fall m — 0 zu k? = w? — k? = 0 vereinfacht.
Das Lorentz-invariante Phasenraumelement von k ist in Kugelkoordinaten durch

Bk 1y 1
= g VR o — o do (3190

gegeben, wenn das Gluon als masselos angenommen wird. Dabei ist z = cos # der Polarwin-
kel des Vektors k. Wie bereits erwahnt, tritt die Infrarot-Singularitéit nur bei der Integration
des Soft-Gluon-Faktors A auf. Setzt man namlich in Sy, = A - B die parametrisierten
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Impulse ein und multipliziert das Resultat anschliefend mit dem Phasenraumelement des
Gluons, so ist der Integrand proportional zu 1/w. Das fiihrt nach der Integration iiber die
Gluon-Energie w an der unteren Grenze w = 0 zu einer logarithmischen Divergenz. Bei den
endlichen Termen S,., = F’ gibt es keine Singularitdten, und man kann dort die Gluonmasse
null setzen. Im Falle einer endlichen Masse des Gluons dndert sich das Phasenraumelement
gegeniiber dem masselosen Fall in folgender Weise:

PE k|2
2w 21/ k|2 + m?

Nach Einsetzen der parametrisierten Viererimpulse bekommt man fiir die oben definier-
ten Terme, aus denen das Matrixelement S aufgebaut ist, Funktionen, die im allgemeinen
von den Integrationsvariablen |k| und z sowie von dem Parameter m, der fiir die Gluon-
masse steht, abhéngen. Es gilt also

d|k| dz do. (3.191)

A=a(kl,z,m), B=b(kl,z,m), F=f(|k],zm).

Fiir den Grenzfall masseloser Gluonen gilt ]/2 | = w. Damit kann man die einfacheren Funk-
tionen

a(w,z) = a(lk|,z,0), bw,z):=b(k|,20), flw,z):=I(k],z0)

definieren. Da die Funktion f nur zu endlichen Ergebnissen fiihrt, kann dort von vornherein
m = 0 gesetzt werden. Der Faktor b hat keinen Nenner und kann in eine Reihe in Potenzen
der Gluonmasse

b(|k|, z,m) = b(|k|, z,0) + O(m?)

entwickelt werden. Da aber die Singularitdt nur logarithmisch in m ist, liefern die Beitriage
proportional zu m? im Grenzfall verschwindender Masse keinen Beitrag, und (B.18§) kann
in der Form

S = a(lk],z,m) - b(w, 2) + f(w, 2) (3.192)

dargestellt werden mit |k = v&? — m?.
Bevor nun die Integration durchgefiihrt wird, ist es von Vorteil, die Teilintegration des
divergenten Ausdrucks zu vereinfachen. Dazu schreibt man

b(w, z) = [b(w, z) — b(0,0)] + b(0,0).

Nach Einsetzen der Impulse sieht man, dafl der erste Term in eckigen Klammern propor-
tional zu w ist, so dafl die Integration nach Multiplikation mit a ein endliches Ergebnis
liefert und somit die Gluonmasse null gesetzt werden kann. Der zweite Term ist proportio-
nal zum entsprechenden Born-Term und héngt nicht mehr von den Integrationsvariablen
ab. Daher mufl nur noch der universelle Faktor A mit endlicher Gluonmasse integriert
werden. Fiir den Fall transversaler Polarisation s.; des c-Quarks stellt man fest, daf die
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Summe der endlichen Terme proportional zu s, k, + s, k, ist. Da es aulerdem keine weitere
Abhéngigkeit von den Variablen k, und &, gibt, ist diese infrarotendliche Summe wegen

= |k| sinf cos ¢, k, = k| sin 6 sin ¢

eine Linearkombination von sin ¢ und cos ¢. Die Integration iiber den Azimuthwinkel ¢ im
Intervall [0, 27| liefert daher keinen Beitrag, und der transversale Anteil der c-Polarisation
verschwindet, was schon beim Born-Term und den Schleifenkorrekturen festgestellt wurde.
Da der divergente Soft-Gluon—Faktor mit dem Born-Term multipliziert wird, verschwin-
det dieser Anteil ebenfalls. Damit liefert dieser Polarisationsanteil in erster Ordnung der
Kopplungskonstanten a, keinen Beitrag zur Zerfallsrate des c-Quarks.

Fiir die longitudinale Polarisation und den unpolarisierten Anteil ist das parametri-
sierte Matrixelement nicht mehr vom Azimuthwinkel abhéngig, so dafl man die Integration
iiber ¢ sofort ausfithren kann. Das Phasenraumelement fiir das Gluon kann daher in der
Form

3—)
@ = mTwdwdz firm =0
2w
Bk k|2 .
= 7 B d|k|dz fiir m # 0 (3.193)

2w /|l¥|2—|—m2

geschrieben werden. Die Integration des divergenten Anteils von (B.192) kann nun in der
folgenden Art ausgefiihrt werden:

/% a([kl, z,m) b(w, z) = b(0,0) /;lf a(|k|, z,m) +/% a(w, 2) [b(w, 2) — b(0,0)]
(3.194)

Die Integration des gesamten divergenten und endlichen Anteils 1é8t sich dann in der
folgenden Weise schreiben:

R
Ies = | 5= [alFl, zm) - b(w, 2) + f(w, 2)| (3.195)
kmax R ’k.'? 5
= m < b(0,0) /dz/ d|l€| a(|kl, z,m)
\k‘|2—i-m2

/dz/ dw a(w, 2) [b(w, z) — b(0,0)] /dz/ dwfwz}

Um die Integrationsgrenzen zu bestimmen, betrachtet man den erlaubten Bereich des Pha-
senraums, dessen Grenzen durch die Kinematik der beim Zerfall beteiligten Teilchen be-
stimmt ist. Hier interessieren die Grenzen fiir die Energie w oder den Betrag ]/2| des raumli-
chen Impulses des Gluons. Um sie zu bestimmen, ist es zweckméfig, eine Lorentz-Invariante
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zu finden, in der die Gluon-Energie vorkommt und mit den iibrigen Variablen aus den pa-
rametrisierten Viererimpulsen verkniipft sind. Aus der Viererimpuls-Erhaltung ergibt sich
der Impulsiibertrag zwischen dem Quark- und dem Lepton-Strom, der dem Impuls des
virtuellen W-Bosons entspricht:

q=ps —Pc—k=p +py.

Die zugehérige Invariante ist durch das Impulsquadrat ¢ = (p; + p,)? gegeben. Der
Vollstandigkeit wegen und um den Einflul endlicher Massen erkennen zu kénnen, diskutie-
ren wir im folgenden den allgemeinen Fall, in dem die Leptonmassen nicht vernachléssigt
werden. Aus kinematischen Griinden mufl ¢* grofer als (m; + m,,)? sein, was man am
einfachsten im Ruhesystem des Leptonpaares sehen kann, das durch die Bedingung ¢ = 0
definiert ist. Durch Ausnutzen der Energie-Impuls-Erhaltung erhédlt man dann eine Rela-
tion zwischen den verschiedenen kinematischen Gréflen der Teilchen:

¢ = (p+py)’ = —pe—k)? (3.196)

= mi+m2+m?—2my(E.+w)+2(E.w— |p |l;| z) > (my +my,)>
Dies kann man nach w auflésen und erhélt die Obergrenze der Gluon-Energie

1
2(Q? + [pe|?

w < Wna =

=) {(mb - E) <Q2 +m? — (my + m,,l)2) (3.197)

- e \/ (@ = mu -+, —m)?) (Q = (my -y, +m)?) = dm? |52 (1 - z?)]

mit
Q*=pp—p)=mi+m?>—2myE,, |p.|=+/FE?—m2
Sie ist offensichtlich von der Summe der Leptonmassen m; + m,, als auch von der Win-
kelvariablen z abhéngig. Die untere Grenze der Energie des Gluons ist durch seine Masse
gegeben, m = Wy, < w. Die Masse des Gluons wurde nur zum Regularisieren der IR-
Singularitét von null verschieden gewéhlt und kann als beliebig klein angesehen werden.
Deshalb geniigt es, die obere Grenze der Gluon-Energie in eine Potenzreihe in m zu ent-
wickeln. Glieder der Ordnung m? oder héher kann man vernachlissigen, weil die Singula-
ritdt logarithmisch in m ist und der divergente Ausdruck nach Einsetzen der oberen Grenze
mit Potenzen von m multipliziert wird, so dafl er im Grenzfall masseloser Gluonen nicht
beitrégt. Man erhélt
Q* — (my +m,,)?

Winaz = — + O(m?). 3.198
Q(mb_Ec+ |pc‘z) ( ) ( )

Durch Verwendung der Massenschalenbedingung w? — |l§§|2 = m? lassen sich die Integra-
tionsgrenzen fiir den Betrag des rdumlichen Gluon-Impulses bestimmen. Da die Infrarot-
Divergenz wie oben gesagt logarithmisch in m ist, kann man hohere Ordnungen in m auch
hier vernachlissigen, da die zugehérigen Terme im Grenzfall verschwindender Gluonmasse
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ebenfalls keinen Beitrag liefern. Daher sind die Integrationsgrenzen bei endlicher Gluon-
masse in erster Ordnung m dieselben wie im Falle verschwindender Gluonmasse, es gilt
also

0 < k| < Koz = Winaz + O(m?).

Der Polarwinkel # lauft von 0 bis 7, so dafl die Grenzen fiir z = cos 6
—1<2<1 (3.199)

lauten. Schliefflich ist auch die Energie des c-Quarks begrenzt, die auch in die maximale
Gluon-Energie wy,,, eingeht. Die Grenzen von E,. bestimmt man, indem man verlangt, daf3
die Wurzeln, die in (B.197) auftreten, reell sein miissen. Eine Entwicklung in der Gluon-
masse ergibt

2 2 2
mi; +ms—(m;+m
me < B, < -2 e = (m )

+ O(m). (3.200)

2 my
Der Phasenraum fiir die Integration, der durch den kinematisch erlaubten Bereich der
Energien des c-Quarks E,. und des Gluons w definiert ist, wird zur Veranschaulichung in
Abbildung gezeigt, wobei die Neutrinomasse zu null gesetzt wurde. An der unteren

N
52 2
3

15 | 15

1t 1

0.5 | 0.5

0f 0

14 16 18 2 22 24 26 14 16 18 2 22 24 26

(a) E.[GeV] (b) E.[GeV]

Abbildung 3.6: Phasenraumgrenzen fiir die Energien von Gluon und ¢-Quark. (a) Phasenraum-
grenzen fiir m = 0 und m; = 0. Die verschiedenen Linien entsprechen unterschiedlichen Werten
von z = cos 6, und zwar (von oben nach unten) z = —1, -1+ 1/219 -1+ 1/2% ... (-1+1/23 =
—7/8),—3/4,—1/2,0,1. (b) Einflufl von endlicher Gluon- und Leptonmasse. Die drei Kurven ent-
sprechen den Phasenraumgrenzen mit (m; # 0,m # 0), (m; = 0,m # 0), (m; = 0,m = 0). Zur
besseren Veranschaulichung wurden unnatiirlich groBe Werte von m; = 0.3 GeV und m = 0.2
GeV gewihlt.

Spitze des Phasenraumes befindet sich der sogenannte IR-Punkt, da an dieser Stelle bei der
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Integration {iber den Phasenraum die IR-Singularitdt entsteht, wenn man die Gluonmasse
gleich null setzt.

Nachdem wir nun die Integrationsgrenzen bestimmt haben, kommen wir zur Durch-
fithrung der Integration (B.199) zuriick. Im néchsten Schritt setzt man die parametrisierten
Ausdriicke fiir a, b und f in den Integranden ein. Die endlichen Leptonmassen dienten nur
der Veranschaulichung des Phasenraumes und konnen bei der folgenden Rechnung wieder
null gesetzt werden. Wir beginnen mit der Integration des divergenten Terms, der von der

Gluonmasse abhéngt. Mit der Bedingung w = v/ k2 + m?2 nimmt der universelle Faktor A

die Gestalt .
9] [[F]? (1 = 2%) +m?]

(JKI2 +m2) (Ec\/ K2 + m2 — |K| 5] 2)?

an. Die Funktion a héngt also explizit von dem Parameter m ab, der die Gluonmasse
beschreibt. B
Bei Ausfithrung der Integration iiber |k| stellt man fest, dafl im Integranden einige Ter-

A=a(|k|,z,m) = (3.201)

me auftreten, in denen Wurzeln vorkommen, die die Variable |E | enthalten. Es ist sinnvoll,
die Substitution P 2o

=g =g
einzufithren, um die Integration zu vereinfachen. Die Grenzen lauten dann in erster Ord-
nung der Gluonmasse m

dt

2 2
my +m: —2my E,

1<t< i
- m(mb_Ec+|pc|z)

+O(m) = toas (3.202)

Schreibt man zur Abkiirzung
- k2 - e[ R (I (1 = 2%) + m?]

9([k]) := —=—=—==2a(lkl, z,m) = — = - )
(IE[? +m2)*2 (Ec \/[E|* +m? — |k] |pe| 2)?

v/ k|2 + m2

so fiihrt die Integration iiber £ und anschliefende Entwicklung in eine Potenzreihe nach der
Gluonmasse um m = 0 schliellich zu dem Ergebnis:

b a1 i A
a(RDAIFl = [ gllRle) S5t (3203
0 1

2E, (Eél - |ﬁ0|2 (2 Eg - |ﬁ0|2) 22) ] E. — |pe| 2
— n
|Pe| 2 (B2 — |pe|? 22)? E,

N 7.2 (1 — 22) n( m? +m? —2my E. )

(Ec_ |ﬁc|"7’)2 zm(mb_Ec_'_‘ﬁJz)

|ﬁc|2 (1 - 22) (E? + |ﬁc|2 22) 1 (2)
(B2 — [p.]? 22)? !

+
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2E§ - |ﬁ0| Z (Ec2 - |ﬁcy2 22) - E, |ﬁ6|2 (1+ Zz)
(Ec - |ﬁc| Z)Q (Ec + |ﬁc| Z)
2 |pe|® (my — B + |pe| 2) (Ee =2 Ec 2° + || 2°)

2 4
O .
e  me = 2my B (B — g2 O

Man erkennt, dafl das Resultat nur gerade Potenzen der Gluonmasse m enthélt. Weil
diese als sehr klein angenommen wird, kénnen alle h6heren Potenzen von m vernachléssigt
werden. Insbesondere braucht der Term proportional zu m? nicht beriicksichtigt zu werden.

Nun mufl der Ausdruck (B-203) noch iiber z integriert werden. Diejenigen Terme, die
keinen von der Integrations-Variablen abhéngigen Logarithmus enthalten, lassen sich rela-
tiv einfach integrieren. Sie sind im wesentlichen durch die Hilfsintegrale

1 1=12 2 =
12 (1 — 2F, E.+ |pe
I, = / Pef=z) , _ 2 ln< i "i') "y (3.204)
_1 (B = [pel 2)? |Pe E. — |p.]
I /12E§_Ec |ﬁ0|2_Ec2 ’ﬁC‘Z_Ec |ﬁ6’2 2+ |ﬁC|323 d
= -, z
? 4 (Ee — [pe| 2)? (Ee + |pel 2)
m2 (E + |p. !)
= — In < ) +3
2FE, |pc| E. — |pc|
c 1 - E2 _)c 222 2Ec Ec _’c
I ::/Ip Z<2+2’p|2)dz: L ln( +\zi!)_4:[1
|Pe|? 22)? 7| E. — |p]

gegeben, wobei E? — |p.|* = m? verwendet wurde. Die komplizierteren Integranden, die
noch einen z-abhingigen Logarithmus enthalten, liefern Ausdriicke, die die Dilogarith-
musfunktion sowie Produkte von Logarithmen enthalten. Die Definition des Dilogarithmus
und einige wichtige Eigenschaften und Umrechnungsformeln sind im Anhang [J angegeben.
Unter Verwendung dieser Eigenschaften kann man fiir die logarithmischen Integranden fol-

gende Hilfsintegrale angeben:

Lo B (B — | QB — [5u) =) (e[l 2
I, = e c ¢ c 1 c c d 3.205
o= 52 (= 7 ) “( B )Z (3.205)

2F, 2 |p. E. c E. + |pe
_ 2 LiQ( |p|q)+Tln(Lq) m(ipj)
|Pe] B+ |pe] |Pe| B+ |pe| E. — |p|
EZ + |pe/? (Ec + |ﬁc’)
—— In — ] -1
2E, |pC| - |pc|

]5 = /1 |ﬁc‘2 (1_22) ln (mb_Ec+|ﬁc‘Z)d
1 (Be = [pe| 2)? my

_|_
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2 Ec Ec - _)c Ec _)c 2 Ec _’c
_ 2 [Lig< !pl)_LiQ( +|p!)}+ me m( +|zi|)
|pc| mp my myp |pc| Ec - |pc|

2 _ 2 — E.—|p, 2 2_92my E.
T e ln(mb |]i‘)—2ln(mb+mc2 e )+2.
mp |Pe| my — B + |pe| m3

SchlieBlich berechnen wir als Beispiel noch das Integral des zu m? proportionalen Anteils,
um explizit zu sehen, dafl es keine Divergenz enthélt. Es ist

12 _‘02 _Ec _’c EC_QEC 2 _»c 3

-1 (my +m2 —2my E.)? (Ee — |pe| 2)
o mb_Ec 2-Ec 1 Ec+ |ﬁc| 4| = mb_Ec I
 (m@+m2—2my E.)? | |p. E, — |p.| T mZemZ—2m, B2

Dieses Ergebnis ist offenbar konvergent, womit gezeigt wurde, dafl der Term der Ordnung
m? im Falle verschwindender Gluonmasse keinen Beitrag zu der Integration des Soft-Gluon—
Faktors liefert.

Unter Benutzung der Hilfsintegrale Iy, ..., I5 148t sich der gesamte integrierte Soft-
Gluon—Faktor darstellen als

Ag—llhl(

mi +m?2 —2my E,

) + .[2 + I4 — ]5 + (’)(mz) (3207)

mmy

Nach Zusammenfassung und Umformung der einzelnen Teilergebnisse erhélt man schlief3-

lich
1 tmax 5 d];:
A, = [ [ g A
—1 1
2Ec . Ec+|ﬁc|> . (Ec_|ﬁc|> . ( 2|ﬁc| )}
= — |Lij | ———— ) — L) | ——— | — Lij | —————
|pc| |: 2( my ? my ? Ec+|pc|

Ec me Ec + |ﬁc’
(Y ] (B
‘pc’ |: Ec + ‘pc‘ Ec - |pc‘

E E D, 2 2_omy E
+2[ c 1n< c+|pc|)_2:| 1n<mb+mc my c)

|ﬁc| Ec - |ﬁc| mimy
N m? —zwﬁ n (mb—Ec—i- |zic|) o (m§+m§—22mb Ec)
my, | | my — Ee — || m;
2 E d
Me < et “ZC') . (3.208)
my |pc| Ec - |pc‘

Der gesamte singuldre Anteil ist durch Multiplikation dieses Faktors A, mit der Funktion
b(0,0) gegeben, die dem zugehorigen Born-Term entspricht. Der explizite Ausdruck des
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Faktors B hat die Form
B = b(w,2)
= my {3 E. (m2 +m2) — 2my (2 B + m2) (3.209)
+ 2w [2E2 = 3my E. + mZ + (my, — 2 E.) |pe] 2] + 2w (B, — |pe| z)}
F oy {|p}\ (3mi +m2 —4my E.)
+ 20w (1L (2 o — 3m) + (my Ee +m? — 2E2) 2] + 20 (|| — Ecz)}.

Die Ausdriicke, die in (B.197) durch die letzte Zeile gegeben sind, sind endlich und kénnen
ohne weitere Probleme integriert werden. Fafit man die Ergebnisse der drei Teilintegratio-
nen aus (B.195) zusammen, so erhdlt man fiir das gesamte Integral

2Ec Ec _’c . Ec - _’c . 2 _}c
e o () () (20)
‘pc| my my Ec + ‘pc|
E. me E.+ |ﬁC|
+ =7 111(7_,>+1} 111(7#
|Pe| { E. + |p.| E. — |p.]

Ec Ec _’c 2 — c
+2[_} ln<;|li|)—2} ln(mb—l—mc ZmbE)
|pc’ Ec - |pc| mimy

my —m? . (my — E.+ |p| mj +mg —2my B,
—< In — | +2 In 5
my |p0| my — Ec - |pC|

my
me (E + Iﬁc!) }
— — In -
my ’po' Ec - ‘pc‘

x my [3E. (mj +m2) —2my, (2 E? +m?) F |p.|(3m; + m? — 4my E,)]

_|_

+ %(mg—l—mg—meEC) {34mbEc—11m§—11mz

N 5(m2 +m?2)* + 34my E. (m? + m?) — 136 m? E? (Ec—l— |ﬁc|>

S CIn | ——=
8mb |pc| Ec - |pc|

im ’ﬁ|(5mg+30mg’ E, —128m} E* + 104 mj m? — 14my E,m? + 3m})
b [Fe

1
T _mz)(—élmi (mj +m?2)* — 136 mj E> + 2mj E2 (17mj — 9m?)

EC _'C
+ my E. (5my + 116 mZ m? + 15m?)) In (ﬂ>

Ec - ‘ﬁc‘
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2

mc 2 2 2 my — Ec - |ﬁc|
— —2 E)1 — . 3.210
ZmZ (B2 —m2) T e = 2me ) “(mb—Ec+|pc| (3.210)

Die differentielle Zerfallsrate (B.183) kann iiber den Winkelanteil des Phasenraumes fiir das
c-Quarks integriert werden, da der Integrand nicht von den Winkeln abhéngt. Mit

dgﬁc — 4 ‘ﬁc’Q d|ﬁc’ =47 ‘ﬁc| Ec dEc

erhalt man also

94 2 1 2
ar = - _ el
64M;1V| be (695 F)

1 d>p.
21ges) ——
( g ) (27T)7 Ec

my
4 —
9o o (1 5 1 47r|pc\dE’C
= v PP Cr) (21, Pl e 3.211
s e (Ggs ) L) TS (3.211)

Setzt man das Integral (B.210) in diesen Ausdruck ein und verwendet wieder die Ska-
lierungen (B.2§) der Bornschen Rate und die Relation (B.29), so bekommt man fiir die
differentielle Zerfallsrate beziiglich der Energie des c-Quarks den kompakten Ausdruck

dg;g) :rb.g—;zL(Gég)iGg)) (3.212)
mit
G~ Ag.%[x(3—2x)—(4—3x)y2]
+%(1_x+y2){5x(17x—11—11y2)
bt o s (22
GO Ag.%[_ﬁx(3—2x+y2)]

+ % (1-z+y? {% (5+ 15z — 322> +104y” — Tz y* + 3y*)

=8y (1+9?)" =342 +22 (17 - 94?)

v
+ 2 (5411697 +15y") | In <%)
2y? o\ 2 2—x+ Bz

Die starke Kopplungskonstante o hiingt mit g, iiber die Relation oy = g2 /(47) zusammen.
Der Soft-Gluon-Faktor A, wurde in (B.20§) angegeben. Man kann ihn ebenfalls durch die
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skalierten Groflen (B.2§) ausdriicken. AuBerdem verwendet man die Definition A = m/my,
fiir die skalierte Gluonmasse. Mit Hilfe dieser Relationen 148t sich der Soft-Gluon-Faktor
in der Form

o= () () )

3 Gatm) = (G55)

+2In(1—z+y° (3.214)

schreiben.

3.5 Inklusive Zerfallsrate

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten die Einschleifenkorrekturen und die Brems-
strahlungsbeitriage zur Zerfallsrate des b-Quark—Zerfalls in ein ¢-Quark und ein Lepton-
paar berechnet haben, konnen wir nun die Summe aus beiden Anteilen bilden, um die
inklusive Zerfallsrate zu bestimmen. Wie schon vorher angemerkt, enthalten die Integrale
der Einschleifen-Korrekturen zur Zerfallsrate zwei unterschiedliche Arten von Divergenzen.
Zum einen gibt es die sogenannten Ultraviolett-Divergenzen, die fiir sehr grofle Schleifen-
Impulse auftreten, und zum anderen enthalten diese Integrale Infrarot-Divergenzen bei
sehr kleinen Impulsen. Die Beitrédge zur Bremsstrahlung sind zwar UV -konvergent, weil
der Phasenraum endlich ist, sie sind fiir kleine Gluon-Impulse aber ebenfalls infrarot-
divergent. Die UV -Singularititen konnten durch das Verfahren der Renormierung beseitigt
werden, bei dem die Massen der Quarks im on-shell-Verfahren durch bestimmte physika-
lische Annahmen redefiniert wurden. Allerdings enthalten die Ergebnisse noch immer die
Infrarot-Singularitdten. Diese miissen in der inklusiven Zerfallsrate nach dem Kinoshita-
Lee-Nauenberg-Theorem [54] verschwinden. Um dies direkt zu sehen, werden die beiden
Ausdriicke fiir die Einschleifenkorrekturen (B.154) und fiir die Bremsstrahlung (B.212) auf-
summiert. Die Infrarot-Divergenzen beider Ausdriicke sind jeweils in der Funktion A
(B-156) sowie dem Soft-Gluon-Faktor A, (B.214) enthalten. Man kann dort leicht erkennen,
daB die Terme, welche proportional zu In(A) sind, denselben Vorfaktor besitzen. Die inklu-
sive Rate héngt nur noch von der Differenz Ay — A, ab, die offensichtlich konvergent ist, da
sich die darin vorkommenden Infrarot-Singularitéiten gegenseitig autheben. Das Auftreten
der Differenz anstatt der Summe von Ay und A, héingt mit der Einfithrung von A, geméis
(B.148) zusammen, die gegeniiber A; einige technische Vorteile beim Zusammenfassen der
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einfach logarithmischen Terme besitzt. Das Vorzeichen von Ay wurde so gewéhlt, dafi A

im kinematisch erlaubten z-Bereich positiv ist. Bei Verwendung des Entwicklungskoeffizi-

enten A; anstelle von A, wiirde die inklusive Rate von der Summe A; + A, abhéngen. Das

physikalische Resultat ist natiirlich unabhéngig davon, ob man A; oder Ay verwendet.
Die inklusive Zerfallsrate ist explizit durch

ar ares) ary (Born) | ~(Born)
— — F ( orn j: orn ) _
dx dx * dx o | P Go Cp

A

3T

(G + GESS*Q))} (3.215)

gegeben. Die unpolarisierte und die polarisierte Strukturfunktion der Bornschen Rate

GSP™ und G sind in (B.31) angegeben. Die entsprechenden Funktionen der inklusi-

ven strahlungskorrigierten Rate sind durch

Gt = 95y [x(3—2x)—(4—33:)y2}-A
- gﬁx(l—x+y2) [17x—11(1+y2)}+65x2(1—y2)1n(y)

(= +57) [5- 1602+ 170 (L+47) = (62 5) | 1 (15

!
3
Get? = 2% (322 +4%) A

- g(l—x+y2) 53227 +2 (15 Ty?) +¢° (1044 337) |

— 26%° (3—y*) In(y)

+ ﬁ[16x4—$3(33+19y2)+12x2(1+y2) (1-24?)
+ 2 (5+57y* +123y" +234°)

— 897 (1+15y2+3y4+y6)] In <%)

81 3 2 — 1+ Bx

definiert. Die Differenz der beiden Funktionen Ay und A, a8t sich etwas verkiirzen, indem
man die Identitét

(P00 Ly (200 g (20) e

Li ( 2 fx )—L' ( 2 fx )_1 (2—w+ﬂx>l (1—1—5)
2 2—z+ fx 2 x—2y>+ fx " 2 " 1-0

der Dilogarithmus-Funktionen verwendet und die logarithmischen Terme zusammenfaf}t.

L
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Dann erhilt man

A= Ag—A =2 [2 Lis (%) —2Li (%) (3.218)

1+ 0 x —2y* + Px T+ Bx 2—1x+ px
(55 G e (e ()

1—a+9y? 2(1—19?) 2 —x+ fx r— 2y 1+0
o () 20 (1) e2 (Y

Man erkennt, dafl A in der letzten Zeile dieselben einfachen Logarithmen enthélt, die
auch in den anderen Termen der korrigierten Strukturfunktionen G (+19) 1nd Ggfﬁg) vor-
kommen. Man koénnte sie also mit jenen zusammenfassen. Es zeigt sich jedoch, dafl das
Endresultat die kompakteste Form erhélt, wenn man die einfach logarithmischen Terme in
A belaft.

Das Ergebnis (B.216) hat dieselbe Struktur wie die inklusive differentielle Rate des
Myon-Zerfalls u= — e~ + v, + V.. Beide Ergebnisse konnen daher durch Ersetzung der
entsprechenden Massen m,, — my , m. — m, und der Kopplungen o — CF o, ineinander
iibergefithrt werden. Das CKM-Matrixelement Vi, mufl bei diesem Vergleich gleich eins
gesetzt werden. Die Massen der iibrigen Leptonen sind bei beiden Resultaten vernachléassigt
worden. Bei dem Vergleich mit den analytischen Ergebnissen fiir die Rate des Myon-Zerfalls
mit endlicher Elektron-Masse [40, 41] wurde sowohl fiir die unpolarisierte als auch fiir
die polarisierte Strukturfunktion Gy und Gp exakte Ubereinstimmung festgestellt. Der
Vergleich mit der unpolarisierten Rate [38] lieferte ebenfalls eine Ubereinstimmung der
analytischen Ergebnisse.

Die strahlungskorrigierten Strukturfunktionen G und Ggfﬁg) héngen quadratisch
von der skalierten c-Masse y ab, da sich der Logarlthmus In(y) in einfacher Weise immer in
1/21In(y?) umschreiben 1d8t. Im Grenzfall y — 0 sind sie logarithmisch massendivergent.
Diese Divergenzen verschwinden erst in den {iber y integrierten Strukturfunktionen, aus

denen sich die polarisierte totale Rate zusammensetzt [42,41]. An der unteren Grenze des
as+9)

Qs +g

Energiespektrums @ = 2y verschwinden die korrigierten Funktionen, es gilt also G p
0 wie im Falle der Bornschen Rate (B.34). Damit verschwindet auch die mkluswe Rate
dr'" /dz an der unteren Grenze. An der oberen Grenze der skalierten c-Energie # sind
die belden korrigierten Funktionen G os+9) logarithmisch divergent. Fiir den Grenzfall x —
1+y? — € erhiilt man somit Terme, dle proportional zu In(e) sind und fiir € — 0 divergieren
[41]. Fiir die zur Bornschen Néherung (B.34) gehorenden korrigierten Strukturfunktionen
erhdlt man an der unteren und an der oberen Grenze die Relationen

lim Ga5+g)($) = lim Ga5+g)($) =0 (3.219)

T—2y T—2y

i ) = 00 = 0 {0 [ron (755

z—1+y2 z—1+y2
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+ (1+¢%) In(y) E +ln (1%/2)1 }

Diese Divergenz tritt auf, da am Rande des Phasenraumes die Infrarot-Singularitdt des
Bremsstrahlungsanteils offensichtlich nicht vollstéandig gegen den Einschleifenbeitrag ge-
kiirzt wird. Die differentielle Rate als beobachtbare Grofle ist deshalb ebenfalls divergent.
Man kann zeigen, daf die korrigierten Strukturfunktionen an der oberen Grenze gegen null
gehen, wenn man alle Ordnungen der Storungstheorie aufsummiert.

Polarisationsobservable sind Ausdriicke der Form Z/N, wobei der Zédhler Z und der
Nenner N in der Ordnung o, beide am Rand des Phasenraumes divergieren. Der resultie-
rende Quotient ist allerdings konvergent, weil sich die Divergenzen gegenseitig kiirzen [41].
In allen Bereichen des Phasenraumes, die innerhalb des Randes liegen, treten bei der in-
klusiven Rate in O(ay) keine Divergenzen auf. Die beiden Strukturfunktionen Gy und Gp
sind in Abschnitt graphisch dargestellt. Dort werden sowohl die Bornschen als auch die
strahlungskorrigierten Funktionen gezeigt. Aulerdem wird auf die longitudinale Polarisa-
tion des c-Quarks eingegangen. Im Anschluf§ daran folgt eine Diskussion der numerischen
Ergebnisse.

3.6 Numerische Resultate

Im letzten Abschnitt wurde die inklusive Zerfallsrate fiir den Zerfall des bottom-Quarks in
ein polarisiertes charm-Quark und ein Leptonpaar b — ¢! + 1~ + iy bis einschlieBlich erster
Ordnung der starken Kopplungskonstanten analytisch berechnet. Es handelt sich dabei um
die differentielle Zerfallsrate in Abhéngigkeit der mit der b-Masse skalierten Energie x des
c-Quarks. Dieses ist longitudinal polarisiert, wiahrend sich seine transversale Polarisation
durch die azimuthale Integration weghebt.

Die differentielle Zerfallsrate kann in einem Schaubild graphisch dargestellt werden.
Dazu wird sie iiber dem Intervall 2y < z < 1+ 2 der skalierten c-Energie x aufgetragen.
Der unpolarisierte und der polarisierte Anteil der Zerfallsrate

ar orn Q a dl’ orn Q

2=y eGP - 2 e 2Ly g e - 2
sind durch die beiden inklusiven Strukturfunktionen GGy und G'p gegeben, die sich aus einem
Bornschen und einem strahlungskorrigierten Anteil der Ordnung a;, zusammensetzen. Um
den Beitrag, der durch die Strahlungskorrekturen hervorgerufen wird, veranschaulichen zu
konnen, ist es sinnvoll, die Bornsche und die korrigierte Rate in dem selben Schaubild
zu zeigen. Auflerdem ist es sinnvoll, die differentiellen Raten auf die totale Rate I', im
Grenzfall m, — 0 zu normieren. Sie sind durch die Relationen

GSSS*Q)] (3.220)

orn g s
= pr Gy = 22 Gt (3.221)

dlop 1 dlop
de Ty dz

gegeben. Auf diese Weise erkennt man direkt die Abweichungen von der totalen Rate I.
Die entsprechenden Graphen fiir die normierten Raten sind in Abbildung B.7 dargestellt.
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Die verwendeten Werte fiir die Quarkmassen sind m;, = 4.85GeV und m. = 1.45GeV
[65]. Die starke Kopplungskonstante bei Energien, die der b-Masse entsprechen, betrigt
as(mp) = 0.219 [56], und fiir das CKM-Matrixelement wird V. = 0.041 angenommen. Die
Fermi-Konstante hat schliefllich den numerischen Wert Gr/(hc)® = 1.16639 x 10~°GeV 2
[22]. Die Zerfallsraten besitzen in natiirlichen Einheiten, fiir die h = ¢ = 1 gesetzt wird, die
Dimension [I'] = GeV. Zur Umrechnung auf S7-Einheiten, in denen [I'] = 1/s gilt, benotigt
man den Kehrwert des reduzierten Planckschen Wirkungsquantums A = 6.58211889 X
10% GeV - s als Umrechnungsfaktor [22]. Die Konstante ', hat damit den numerischen
Wert 'y, = 1.03 x 107 3BGeV = 1.566 x 10''s~!. Das Massenverhéltnis von c- und b-Masse
betrigt y = 0.299. Im Vergleich zum Myon-Zerfall, wo y = m./m, = 0.0048 gilt, ist dies
ein sehr grofler Wert, was natiirlich Auswirkungen auf den Verlauf der Graphen hat. Der
kinematisch erlaubte Bereich fiir die skalierte Energie ist das Intervall z,,;, = 0.598 < z <
1.089 = x4z

0.6 - T~
o= dry h
04 _ﬁ.ﬁ'f dx |
"
a.z
&
s
~— a -
<= )
3 H\“‘\
-0.2 ""-«-,.‘\
u-."""‘-\_ ~
- dl'p |
-0 .4 """‘m._,q__? dx /j
----- Bornsche Rate q:'h“?:-—:____ -
-0.8 ——— O(ay)-korrigierte Rate - f
0.6 .7 0.8 o.s 1 1.1
T

Abbildung 3.7: Unpolarisierter und polarisierter Anteil der inklusiven differentiellen Zerfallsrate
fir den Zerfall b — ¢! + 1~ + ;. Vergleich der Bornschen Niherung und der korrigierten Raten.
Der Index 0 beschreibt den unpolarisierten Anteil und der Index P den polarisierten Anteil der
Zerfallsrate. Die Divergenzen der O(«;)-Raten an der oberen Grenze sind hier nicht eingezeichnet.

Die Auswertung der Raten dl'y/dz und dI'p/dz ist numerisch relativ stabil. Die po-
larisierte Rate dl'p /dx bildet fiir sehr kleine Werte von z nahe der Schwelle x = 2y eine
Ausnahme. Der Grund dafiir sind Terme proportional zu 1/3, die fiir x — 2y fiir sich allei-
ne divergent sind. Der gesamte Ausdruck fiir die Rate ist allerdings endlich, da der Zahler
starker gegen null konvergiert als 5. Um die Region nahe der Schwelle néher zu untersuchen,
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kann man Gp in eine Potenzreihe um 3 = 0 entwickeln. Der fiithrende ist Term unabhéngig
von (3, alle weiteren enthalten gerade Potenzen von 3. In dieser Darstellung ist die nume-
rische Auswertung an der Schwelle stabil. Eine Untersuchung der Strukturfunktionen an
der Schwelle soll im folgenden jedoch nicht weiter diskutiert werden.

Die strahlungskorrigierten Beitrdge zeigen eine deutliche y-Abhéangigkeit, was zum
grofien Teil auf die In(y)-Terme zuriickzufithren ist. Sie sind in weiten Bereichen relativ
klein, auler am oberen Ende des Energiespektrums. An der oberen Grenze e, = 1 + 3>
werden sie sogar divergent, wie im letzten Abschnitt dargestellt wurde. Die Beitrige, die
aus den In(y)-Termen stammen, steigen mit zunehmendem x an und machen bei etwa z = 1
schon einen beachtlichen Teil der Strahlungskorrekturen aus. Bei noch grofieren Werten von
x werden die Strahlungskorrekturen allerdings von den Termen dominiert, welche an der
oberen Grenze divergent werden.

Man erkennt in Abbildung B, dafl in der Bornschen Naherung der unpolarisierte Bei-
trag der Zerfallsrate fiir alle erlaubten Werte von x positiv ist, wihrend umgekehrt der po-
larisierte Beitrag fiir alle x negativ ist. An der unteren Schwelle der skalierten Energie x ver-
schwinden beide Beitrage, wie bereits im letzten Abschnitt erwédhnt wurde. An der oberen
Grenze besitzt der unpolarisierte Beitrag einen Maximalwert von dI'{**™ /dz = 0.755. Der
polarisierte Beitrag besitzt an der oberen Grenze ein Minimum von dI"\"”™ /dz = — 0.755.
Die Summe beider Werte verschwindet an der oberen Grenze ., = 1 — 3%, wie man an
den analytischen Ausdriicken (B.30) und (B.31]) durch Einsetzen von ., sehen kann.
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Abbildung 3.8: Relative prozentuale Anderung fiir den unpolarisierten Beitrag der Zerfallsrate
dly/dz durch die inklusiven Strahlungskorrekturen in erster Ordnung «
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Fiir die inklusiven strahlungskorrigierten Raten dndert sich das Verhalten mit zuneh-
mendem x. Wie auch die Bornschen Raten, verschwinden sie an der Schwelle x,,;, = 2y =
0.598. Bei kleinen Werten fiir z, in der Nédhe der Schwelle, unterscheiden sie sich kaum
von den Bornschen Raten. Die unpolarisierte Rate dl /dx steigt mit zunehmenden z an
und erreicht bei etwa x = 0.975 ein Maximum von 0.714, um anschlieBend zunéchst leicht,
in der Ndhe der oberen Schwelle T4, = 1 + 3% = 1.089 dann immer steiler abzufallen.
Wie im letzten Abschnitt diskutiert wurde, divergiert sie an der oberen Grenze gegen —ooc.
Die strahlungskorrigierte polarisierte Rate dl'p /dx zeigt fast das analoge Verhalten wie
die negative unpolarisierte Rate. Sie féllt bis etwa x = 0.996 stetig ab, erreicht dort ein
Minimum von — 0.696, und steigt anschliefend wieder leicht an. Bei z-Werten in Richtung
der oberen Schwelle wird der Anstieg immer steiler, und an der oberen Grenze divergiert
die polarisierte Rate gegen 4+o00. Bei Werten von x, die grofler als etwa 0.8 oder 0.9 sind,
verringern die Strahlungskorrekturen in O(«;) den Betrag der Bornschen Raten mit stei-
gendem z immer deutlicher. Wie man aus den analytischen Resultaten fiir den Born-Term
(B.34) und fiir die Strahlungskorrekturen (B.219) ableiten kann, gilt im Grenzfall z — %4,
die Relation dl'y Jdx = — dl'p /dx zwischen der unpolarisierten und der polarisierten diffe-
rentiellen Rate, wenn man z,,,, durch z,,,, — € mit € > 0 ersetzt und den Grenzfall ¢ — 0
betrachtet.

Es ist zu bemerken, dafl beide Raten dI'g/dx und dI'p/dx und damit natiirlich auch die
entsprechenden auf I'y, normierten Raten, an der Stelle © ~ %0, — 10~% unmittelbar vor
der oberen Grenze eine Nullstelle besitzen, an der sich die Graphen schneiden. Dieser hohe
Wert von x liegt darin begriindet, daff das Massenverhéltnis y von ¢- und b-Quark relativ
groB ist. Wiirde man y = 10~% setzen, so wiren die Nullstellen und auch der Schnittpunkt
der Graphen bei etwa x &~ 0.737, noch deutlich unterhalb der oberen Grenze bei x = 1.
Fiir einen Wert von y = 0.01, was etwa der GroBenordnung des Verhiltnisses m./m,, beim
Myon-Zerfall entspricht, steigt der x-Wert der Nullstellen auf etwa 0.9 an. Gleichzeitig steigt
der Betrag der lokalen Extremwerte fiir die strahlungskorrigierten Raten weiter an und er-
reicht beispielsweise fiir y = 0.001 einen Wert von iiber 1. Im Grenzfall gleicher Massen,
also beispielsweise fiir y = 0.999, wird der Phasenraum fast auf einen Punkt zusammen-
gezogen, und die Nullstellen liegen praktisch an der oberen Grenze. Man beobachtet also,
daB sich die Nullstellen und die lokalen Extremwerte mit zunehmendem gy immer mehr der
oberen Grenze von x anndhern, und die Betrdge der Raten fallen zunehmend schneller ab.
Dabei nimmt der Bereich der erlaubten z-Werte wegen .. — Tmin = (1 — y)? ebenfalls
immer weiter ab. Auflerdem verringert sich bei grofleren Werten von y auch der Betrag der
lokalen Extremwerte der beiden Raten. Die Fliache zwischen den Graphen von dI'y/dx und
dl'p/dx im Intervall von x,,;, bis zum gemeinsamen Schnittpunkt konvergiert also gegen
null fiir den Grenzfall y — 1.

Eine weitere Grofle, die den Verlauf der Graphen der beiden differentiellen Raten be-
stimmt, ist die Kopplungskonstante a. Fiir sehr kleine Werte der Kopplung unterscheiden
sich die Graphen optisch praktisch gar nicht von den Bornschen Raten. Trotzdem zeigen sie
noch dasselbe Divergenzverhalten im Grenzwert x — ,,4,. Sie knicken aber erst sehr nahe
an der oberen Grenze ab, so dafl man es bei der gewahlten Skala erst bei Kopplungsstéarken
von etwa 0.01 erkennen kann. Steigt die Kopplung bei festem y = m./my an, so verschie-
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ben sich die Nullstellen der beiden Raten ein wenig zu kleineren x-Werten hin. Die Betrége
der Raten im Intervall zwischen x,,;, und dem Schnittpunkt reduzieren sich entsprechend,
und die lokalen Extremwerte verschieben sich zu kleineren z-Werten. Ein ganz analoges
Verhalten zeigt sich bei keineren Werten von y, wenn man die Kopplungskonstante variiert.
Vergleicht man die Graphen aus Abbildung B.7 mit den entsprechenden Graphen fiir den
Myon-Zerfall [41], so erkennt man einen deutlich unterschiedlichen Verlauf. Dies ist dadurch
zu erklédren, dafl dort sowohl das Massenverhéltnis y als auch die Kopplungskonstante «
wesentlich kleiner sind als beim b-Zerfall. Alle Graphen mit verschiedenem y oder unter-
schiedlicher Kopplung zeigen allerdings das gleiche qualitative Verhalten. Sie verschwinden
an der unteren Grenze x,,;,, ihre Betrige steigen dann bis zu einem Maximalwert an und
fallen danach wieder, bis sie sich in einer gemeinsamen Nullstelle treffen. Danach wechseln
die Raten ihr Vorzeichen, und im Grenzfall x — x,,., zeigen sie schlielich ein divergentes
Verhalten.

AT'p [%]
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120 |
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Abbildung 3.9: Relative prozentuale Anderung fiir den polarisierten Beitrag der Zerfallsrate
dl'p/dx durch die inklusiven Strahlungskorrekturen in erster Ordnung as

Um die Effekte der Strahlungskorrekturen auf die unpolarisierte und die polarisierte
Rate genauer zu studieren, ist es vorteilhaft, die relative Anderung der Raten bezogen auf
die Bornsche Naherung graphisch zu veranschaulichen. Fiir die differentielle Rate ist die
relative Anderung definiert durch

AU [dg — dT'Bor) [y dT@=9) [dx
dI“(Born)/dx - dF(Born)/dm

AT = 1. (3.222)
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Die Graphen der relativen Anderungen AT'y der unpolarisierten Rate sowie AI'p der po-
larisierten Rate sind in den Abbildungen B-8 und B9 gezeigt. Bei der unpolarisierten Rate
vermindern die Strahlungskorrekturen die Bornsche Rate an der Schwelle x = x,,;, um
etwa 2.12%. Die relative Anderung Al ist im gesamten Energiebereich .., < = < Tz
negativ und fallt mit zunehmendem x immer stédrker ab. Bei x = 1 betragen die Korrek-
turen bereits iiber 15% und divergieren an der oberen Grenze gegen —oo. In der Nihe
der oberen Grenze fillt der Graph von AT, so steil ab, daB die relative Anderung bei
T = Tpae — 0.001 erst etwa —54.67% betrigt.

————— Bornsche Néherung
Bornsche Naherung + O(a,)-Korrekturen

[
c

Abbildung 3.10: Longitudinale Polarisation des c-Quarks. Vergleich von Bornschem und inklusi-
vem strahlungskorrigiertem Resultat. Die Polarisation féllt mit zunehmender skalierter c-Energie
z von 0 auf —1.

Die relative Anderung der polarisierten Rate AI'p zeigt ein dhnliches Verhalten wie
die der unpolarisierten Rate. Es gibt allerdings einen wichtigen Unterschied, ndmlich die
Tatsache, dafl die Strahlungskorrekturen bei niedrigen Werten von z einen positiven Beitrag
ergeben und ab einer bestimmten Energie ihr Vorzeichen wechseln. Die relative Anderung
AT'p betragt beli © = x,,;, etwa +6.62%. Sie fallt mit wachsendem x wie im Falle der
unpolarisierten Rate monoton ab und erreicht bei etwa x = 0.788 eine Nullstelle. Mit
weiterem Anstieg der Energie fillt Al'p immer steiler ab und ist an der oberen Grenze
T = Tmae ebenfalls divergent. Bei © = x4, — 0.001 betréagt die relative Anderung der
Bornschen Rate etwa —54.65%, was fast exakt dem Wert im unpolarisierten entspricht.

Die Strahlungskorrekturen der polarisierten und der unpolarisierten Raten haben die
Tendenz, sich in der Summe Gg + Gp gegenseitig aufzuheben. Die polarisierte Struktur-
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funktion G p ist fiir alle physikalischen Werte der c-Energie betragsméflig etwas grofler als
die unpolarisierte Gg. Die Summe Gg + Gp ist daher immer negativ, und sie erreicht bei
etwa r = 0.83 ein Minimum.

8,
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Abbildung 3.11: Relative Anderung der Polarisation des c-Quarks durch die Effekte der Strah-

lungskorrekturen

Beim Vergleich mit den entsprechenden numerischen Resultaten des Myon-Zerfalls fillt
auf, dafl die Existenz der Nullstellen fiir die korrigierten Strukturfunktionen offenbar vom
Massenverhéltnis y abhédngen. Bei Werten von etwa y < 0.27 wechseln die Strahlungskor-
rekturen beider Strukturfunktionen ihr Vorzeichen, bei y > 0.27 ist Gy immer negativ, und
fiir etwa y > 0.51 wird auch Gp negativ. Bei kleinen Werten von y ist die Nullstelle fast
unabhéngig von x, wihrend sie sich mit wachsendem z immer weiter in Richtung kleinerer
x-Werte verschiebt. Man kann den Vorzeichenwechsel der Strahlungskorrekturen qualita-
tiv durch die Dominanz der In(y)-Terme verstehen. Bei der Integration iiber die Energie
x kiirzen sich die In(y)-Terme gegenseitig, und die totale Rate ist daher unabhéngig von
diesen Ausdriicken.

Eine wichtige Observable fiir den Zerfall des b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark ist
die Polarisation des c-Quarks. Nach Integration iiber die azimuthale Winkelabhéngigkeit
verschwindet der transversale Anteil der Polarisation, so daf§ nur der longitudinale Anteil
P! diskutiert wird. Die longitudinale c-Polarisation ist durch

Pl o dF+/dx—dF_/d$ o drp/dl'

= = 22
© dl'y/de+dl'_/de  dUy/dx (3:223)
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definiert und ist in Abbildung B.I0 iiber die skalierte c-Energie x aufgetragen. Das Bild
zeigt die Polarisation sowohl in Bornscher Naherung als auch einschliellich der inklusiven
Korrekturen erster Ordnung. Wie bereits diskutiert wurde, verschwinden die polarisierte
und die unpolarisierte Rate dI'y/dx und dI'p/dx am unteren Ende des Energiespektrums
und divergieren an der oberen Grenze. In der oben angegebenen Definition (8.223) der
longitudinalen Polarisation existieren beide Grenzwerte x — X, und T — T,4.. Die
Divergenzen heben sich gegenseitig auf, und die Polarisation ist fiir alle Werte von x endlich.
An der unteren Grenze r = x,,;, gilt fiir die c-Polarisation sowohl in Bornscher Néherung
als auch fiir die Strahlungskorrekturen Pcl = 0. Fiir die obere Grenze x = x,,,, gilt in
beiden Fillen P! = —1.

In Abbildung BI0 erkennt man, dafl die Strahlungskorrekturen die Polarisation im
gesamten Energiebereich um einen relativ geringen Beitrag reduzieren. Der Graph der
longitudinalen Polarisation féllt mit wachsendem z deutlich ab, wobei die Abnahme bei
groflen x-Werten immer kleiner wird. Bei unterschiedlichen Werten des Massenverhéltnisses
y zeigt sich ein dhnliches Verhalten, allerdings nimmt die Polarisation bei kleinen y schneller
ab als bei groflen y. An der unteren Grenze verschwindet die Polarisation bei allen Werten
von y, und je kleiner y ist, desto schneller fillt sie auf —1 an der oberen Grenze ab.

Um die Effekte der Strahlungskorrekturen zu veranschaulichen, wird schliefflich noch
die relative Anderung der Polarisation P!, die durch die Korrekturen hervorgerufen wird,
graphisch dargestellt. Der prozentuale Anteil AP! der Strahlungskorrekturen bezogen auf
die Bornsche Néaherung ist definiert durch

Pl(incl) _ Pé (Born) Pl(incl)

I _ —-c _ ¢ _
AP! = HiEo) = i 1, (3.224)

und wird in Abbildung B.I1] gezeigt. Man erkennt, dafl der relative Beitrag der Korrektu-
ren mit steigenden Energien x fast konstant abnimmt. Die Steigung des Graphen ist im
mittleren Energiebereich etwas geringer als bei kleinen und bei groBen Werten von x. Die
maximale relative Anderung an der unteren Grenze von z betrigt etwa 8.93% und fallt
an der oberen Grenze auf null ab. Die Effekte der Strahlungkorrekturen sind also an der
unteren Energieschwelle am gréfiten und haben bei hohen Werten von = praktisch keinen
Einflu} auf die Polarisation.
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Kapitel 4

Polarisation und
Helizitats-Projektoren

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir die Helizitats-Projektoren einfiihren, die wir in Kapitel B
bei der Diskussion verschiedener Polarisationsobservable fiir den Zerfall eines polarisier-
ten b-Quarks benotigen werden. Anschliefend werden mit Hilfe dieser Projektoren die
Helizitats-Strukturfunktionen definiert. Wie werden im folgenden nicht néher auf die all-
gemeinen Eigenschaften der Polarisation von Elementarteilchen im Rahmen der Quanten-
feldtheorie eingehen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der theoretischen Behandlung von
Polarisationsphdnomenen sei auf das Buch von B. A. Robson [57] verwiesen.

Die Helizitats-Projektoren werden zur Beschreibung von Polarisationseigenschaften in
Teilchenprozessen im Rahmen des Helizitéts-Formalismus verwendet [58]. Sie werden aus
den Polarisations-Vierervektoren des W-Bosons konstruiert und bilden eine vollstédndige
Basis, aus der der Lepton-Tensor, der in (B.12) angegeben wurde, aufgebaut werden kann.
Auch der Hadron-Tensor kann in &hnlicher Weise wie der Lepton-Tensor in einen Satz von
Basis-Tensoren entwickelt werden, die sich aus den Impuls- und Spin-Vierervektoren der
beim b-Zerfall auftretenden Teilchen sowie dem metrischen Tensor zusammensetzen. Die
Entwicklungskoeffizienten sind Lorentz-Invarianten, so daff man insgesamt einen kovarian-
ten Ausdruck fiir den Hadron-Tensor erhélt. Durch Multiplikation des Hadron-Tensors mit
den Projektoren erhélt man die Helizitats-Strukturfunktionen, mit denen man die Win-
kelverteilung der differentiellen Zerfallsrate fiir den b-Zerfall beschreiben kann. Man kann
die Strukturfunktionen auch durch die invarianten Koeffizienten fiir den Hadron-Tensor
ausdriicken.

Am Ende dieses Kapitels soll die vierfach differentielle Zerfallsrate des b-Zerfalls ange-
geben werden, die sowohl vom Quadrat des WW-Viererimpulses ¢? als auch von drei Winkeln
abhéngt, welche die Information iiber die Polarisation des virtuellen W-Bosons enthélt, das
weiter in ein Leptonpaar zerfallen kann. Um die ¢>-Abhéngigkeit berechnen zu kénnen,
ist es notwendig, den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar in zwei
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Zerfallsprozesse zu faktorisieren, welche den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und ein
virtuelles W-Boson und den anschliefenden Zerfall des W in ein Leptonpaar beschrei-
ben. Am Ende setzt man die oben angesprochenen Entwicklungen des Hadron- und des
Lepton-Tensors in den Ausdruck fiir die faktorisierte Zerfallsrate ein und erhélt die Win-
kelverteilung fiir den gesamten semileptonischen Zerfallsprozess b — ¢+ 1~ + 1.

Fiir die Berechnung der Zerfallsrate geht man vom Betragsquadrat der nicht spinsum-
mierten Ubergangsamplitude aus, die wie in (B.7) als Kontraktion des Hadron-Tensors mit
dem Lepton-Tensor (B.§) geschrieben werden kann. Im Unterschied zur Annahme in Kapi-
tel B betrachtet man nun ein polarisiertes b-Quark im Anfangszustand, wiahrend iiber den
Spin des c-Quarks summiert werden soll. Daher &dndert sich auch das spinsummierte Be-
tragsquadrat der Amplitude. Es kann formal wieder in der Form von (B.9) als Kontraktion
eines spinsummierten Hadron-Tensors mit einem ebenfalls spinsummierten Lepton-Tensor
dargestellt werden, wobei sich aber ein anderer Hadron-Tensor als in Kapitel B ergibt. Fiir
die unpolarisierte Rate miissen beide Ausdriicke fiir H,,, identisch sein. Fiir eine spitere
Diskussion von Masseneffekten in Kapitel f und der transversalen Polarisation des gelade-
nen Leptons in Abschnitt B.4 soll der Lepton-Tensor verallgemeinert werden, indem nicht
iiber den Spin s; des geladenen Leptons summiert und die Leptonmasse nicht vernachléssigt
werden soll. Man erhilt nach dhnlicher Rechnung und mit den analogen Rechenschritten
wie in Kapitel B schlief8lich fiir den Hadron- und den Lepton-Tensor in Bornscher Naherung

HSY = a(pe, se) v (1= 75) u(py, 56) @ps, 56) (14 75) Yo (pe, 5c) (4.1)

Sc

= Sp[PeVubo Vo (L —5)] = 4 [Pep Poy + Doy Pew — Guv Pe - Do — & €uwpo DL D |

ij - Zﬂ(pl, Sl) ’YM (1 - ’75) U(szv sw) T)(le’ SVZ) (1 + ’75) ’}/V u(pz, Sl)

Syl
= SpBY B " (1= %)) =4 [P v, + 0l DY — 9" Doy - Dt — €7 iy Dy o]

mit p, = pp — My S, und p; = p; — my ;. Vergleicht man diese Resultate mit dem Hadron-
und dem Lepton-Tensor aus (B.11) und (B.12), so sieht man, da8 der Unterschied im Spin
der Quarks und des geladenen Leptons liegt. In Kapitel  wurde der ¢-Spin beriicksichtigt,
wéhrend iiber den Spin des b-Quarks gemittelt wurde. Hier wird umgekehrt iiber den ¢-Spin
summiert und der b-Spin beriicksichtigt. Der fehlende Vorfaktor 1/2 des Hadron-Tensors
in (£.J) kommt daher, dal man hier nicht wie in (B.11)) iiber den Quark-Spin zu mitteln
braucht, da das polarisierte Quark im Endzustand auftritt. Der Unterschied des Lepton-
Tensors aus dem letzten Kapitel ist in der Summation iiber den Spin des geladenen Leptons
begriindet, wihrend in diesem Kapitel polarisierte Leptonen angenommen werden.

Das Betragsquadrat des Matrixelementes in Bornscher Néaherung wird durch Kontrak-
tion des Hadron-Tensors mit dem Lepton-Tensor in ([.1]) berechnet. Das Resultat ist analog

zu (B.9) durch

4
AA gw [] T 1
M? = Z IM|? = GAME |Viel? Hy) L (4.2)

Sc,Sy;
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gegeben. Aus diesem Ergebnis 148t sich anschlieend die differentielle Zerfallsrate bestim-
men. Wie wir oben erwihnt hatten, wollen wir eine differentielle Rate nach dem Vierer-
impulsquadrat des virtuellen W-Bosons angeben. Die Berechnung der differentiellen Rate
wird in Abschnitt .4 diskutiert werden. Um die Winkelabhéngigkeit des Zerfallsprozesses
b — ¢+ 1~ + vy, angeben zu konnen, ist es aber notwendig, zuvor die Helizitédts-Projektoren
einzufiithren. Dazu werden wir im folgenden Abschnitt den Lepton-Tensor im Ruhesystem
des virtuellen W-Bosons auswerten und anschlielend seine explizite Winkelabhéngigkeit
betrachten.

4.2 Definition der Helizitidts-Projektoren

Wir wollen nun die Helizitdts-Projektoren fiir den Zerfallsprozefl eines polarisierten b-
Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark und ein unpolarisiertes Lepton-Paar b — ¢! +1~ +
bestimmen, die aus bestimmten Polarisationszustinden des virtuellen W-Bosons konstru-
iert werden. Das Betragsquadrat der Amplitude dieses Zerfalls ist durch (f.2) gegeben und
wird als Kontraktion des Hadron-Tensors mit dem Lepton-Tensor in (f.1]) ausgedriickt.
Obwohl der Hadron-Tensor in (f.9) fiir die Bornsche Ndaherung angegeben ist, gilt die dort
angegebene Beziehung zur Berechnung des betragsquadrierten Matrixelementes auch fiir
den QCD-strahlungskorrigierten Fall. Die Entwicklung des Hadron-Tensors in einen Satz
invarianter Strukturfunktionen wird in Abschnitt diskutiert und spielt fiir die folgenden
Betrachtungen keine Rolle.

4.2.1 Explizite Darstellung des Lepton-Tensors

Um die Helizitéts-Projektoren bestimmen zu konnen, betrachten wir zunéchst den Lepton-
Tensor, der sich durch die Projektoren ausdriicken 148t. Zu Beginn werten wir den Lepton-
Tensor im Ruhesystem des virtuellen W-Bosons aus. Wegen der Diskussion der Polarisation
des geladenen Leptons in Abschnitt B.4 soll zunéchst auch der Spin des geladenen Leptons
beriicksichtigt werden, der jedoch bei der Berechnung der QCD-Korrekturen in Kapitel B
nicht mehr betrachtet werden wird. Man erkennt aber bei der Diskussion der Helizitéts-
Projektoren weiter unten in diesem Abschnitt, welche dieser Projektoren fiir die Beschrei-
bung der Spinkomponenten des geladenen Leptons verwendet werden. Die Kinematik des
b-Zerfalls in ein c-Quark und ein Paar unpolarisierter Leptonen sowie die Definition der
Winkel sind in Abbildung 1] veranschaulicht. Der Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und
ein virtuelles W-Boson wir im b-Ruhesystem ausgewertet, und der nachfolgende Zerfall des
W-Bosons in ein Leptonpaar wird im W-Ruhesystem betrachtet. Dementsprechend ist der
Winkel 0p im b-Ruhesystem, und die Winkel # und ¢ sind im Ruhesystem des W-Bosons
definiert. Als Richtung der z-Achse des Koordinatensystems wurde die Richtung des raum-
lichen W-Impulses im b-Ruhesystem gewihlt. Die Viererimpulse der beiden Leptonen und
des virtuellen W-Bosons kénnen in der Form

b= (El7 |ﬁ1 éj ) Py, = (EVH - \17\ é> ) q= (\/?7 6) (43>
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P

Abbildung 4.1: Kinematik des Zerfalls des b-Quarks und Definition der verschiedenen Winkel.
Das zerfallende b wird im Ruhesystem betrachtet und die z-Achse in Richtung des W-Impulses
gewdhlt. Die Hadron-Ebene wird durch den W-Impuls und den Polarisationsvektor des b aufge-
spannt. Der Winkel zwischen diesen beiden Vektoren wird mit 8p bezeichnet. Die Impulse der
Leptonen werden im Ruhesystem des W ausgewertet, so daf} ihre Impulse entgegengesetzt gleich
sind. Sie definieren zusammen mit dem Impuls des W im b-Ruhesystem (z-Richtung) die Lepton-
ebene. Der Winkel zwischen der z-Richtung und dem Impuls des geladenen Leptons wird mit
0 bezeichnet. Die Hadron-Ebene und die Leptonebene sind im allgemeinen um einen Winkel ¢
gegeneinander gedreht.

parametrisiert werden. Der rdumliche Vektor € ist ein Einheitsvektor in Richtung des
Lepton-Impulses. Er héngt von den Winkeln # und ¢ ab und ist in Kugelkoordinaten
durch

€ = (sinf cos ¢,sin sin ¢, cos ) (4.4)

gegeben. Durch Losen der Gleichungen

fiir die Energieerhaltung und die Massenschalenbedingungen der Leptonen kann man leicht
die explizite Form der Leptonenergien F; und E,, sowie des Impulsbetrages |p] bestimmen.
Man erhalt

2 2 2
¢ +m} —m? ¢ —mj +m}, Mg, mi, m3,)

E_ Vla El/_ ) = )
N NG N

(4.6)
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wobei die Funktion A durch A(¢*, m}, m?) = (¢*)* +m/ +m,, —2(¢* m{ + ¢* m}, +mj m7,)
definiert ist. In den folgenden Abschnitten werden die Neutrinomasse oder beide Lepton-
massen null gesetzt, so dafl sich die oben angegebenen Ausdriicke vereinfachen. Fiir den
Zerfall des virtuellen WW-Bosons in ein Quark-Antiquark-Paar anstelle eines Lepton-Paars
diirfen die Quarkmassen nicht immer vernachléssigt werden, und man muf fiir die Energien
und den Impulsbetrag der Quarks die zu ([.G) analogen Ausdriicke verwenden.

Um den Spin des geladenen Leptons zu beschreiben, definiert man den Spin-Vektor s;,
der im W-Ruhesystem durch

oe (BT, 7 )

my ’ my (El + ml)

(4.7)

gegeben ist. 7 ist der rdumliche Spin-Vektor des Leptons in dessen Ruhesystem und be-
schreibt die Richtung des Lepton-Spins. Er ist vom Betrag eins, es gilt also |7i| = 1. Mit Hilfe
eines Lorentz-Boostes in Richtung — p’ erhédlt man aus dem Spin-Vierervektor s; = (0, 17)
im Lepton-Ruhesystem den oben angegebenen Vektor im W-Ruhesystem.

Spaltet man den Lepton-Tensor aus ([1]) in einen unpolarisierten Anteil L,” und einen
polarisierten Anteil L’y auf, die aus L* jeweils durch die Ersetzungen p; — p; und p; —
—my s; hervorgehen, so erhédlt man

LY = Appl + 0k p) — 9" pu - 1t — 1 €7 Py puo]

LYY = —4my [sf‘ Py, 0h s — g Dy sy — i e sl7ppyl,g] , (4.8)
und es gilt L* = Ly + LY. Da der Lepton-Tensor hermitesch ist, kann man mit Hilfe
der Bedingung L** = LM abgzéhlen, dafl er zehn reelle und sechs imaginére unabhéngige
Komponenten besitzt. Fiir die einzelnen Komponenten des unpolarisierten und des polari-
sierten Anteils des Lepton-Tensors ergibt sich nach Aufspaltung in rdumliche und zeitliche
Anteile mit Hilfe der parametrisierten Viererimpulse (f.3) folgendes Resultat

Ly = 4(EE, —|p?)
I = If = ~4A(E - B,)¢

L = a|-20pe' e + 89 (BB, +152) +il5l V@ " ey

LY = 4[pl (B - E,)e-7

E,

E?_} = E*PZO — 4 |:|ﬁ12€ ﬁ (1 — m) ei — my EUZ ni - iml |ﬁ1 6ijk TL] ek':|

wll
I
I

4{ml 9l (e'n? +n'e) +2|p| (B, —my) €-fie' el — 67 |pl\/q? € i

. F
—iék 1pPe-n |1 “ E 4.9
1€ {Uﬂ € n( +El+ml)ek+ml Vlnk} }, (4.9)
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wobei alle lateinischen Indizes i, j, k die Werte 1, 2 oder 3 annehmen konnen. Diese Re-
sultate sind noch fiir beliebige Leptonmassen giiltig und koénnen leicht in die Grenzfélle
mit ein oder zwei masselosen Leptonen iiberfithrt werden. Aus (f.9) ist zu erkennen, daf
die Komponenten L% nur durch den Lepton-Spin einen antisymmetrischen Beitrag erhal-
ten. Aus dem entsprechenden Term proportional zu €% n; e, siecht man sofort, daff nur der
transversale Lepton-Spin beitrdagt, da fiir den longitudinalen Spin die Quantisierungsachse
in Richtung des Leptonimpulses zeigt, also 77 = € gilt, und damit die Kontraktion mit dem
e-Tensor verschwindet. Der transversale Lepton-Spin wird spéater im Rahmen der nichtper-
turbativen Korrekturen in Abschnitt 64 kurz diskutiert werden. Im Grenzfall masseloser
Leptonen m; = m,, = 0 gilt £, = E,, = [p], und man kann in (I.9) leicht sehen, daf} al-
le Komponenten des Lepton-Tensors, die einen zeitlichen Index 0 besitzen, verschwinden.
Man kann also an obiger Darstellung ablesen, daf die reellen Komponenten L% durch die
Masse der Leptonen und die imaginiren Komponenten L% durch den Lepton-Spin erzeugt
werden.

4.2.2 Explizite Darstellung der Helizitéts-Projektoren

Im folgenden wollen wir den Lepton-Tensor L* in eine Linearkombination bestimmter
Basis-Tensoren entwickeln. Er ist ein Tensor zweiter Stufe im vierdimensionalen Minkowski-
Raum. Aufgrund seiner Aufteilung in einen reellen symmetrischen und einen imaginéren
antisymmetrischen Anteil besitzt er im Ruhesystem des W-Bosons insgesamt 16 unabhéngi-
ge Komponenten, von denen zehn den symmetrischen und sechs den antisymmetrischen
Anteil beschreiben. Eine Basis fiir den Lepton-Tensor in diesem Koordinatensystem kann
damit aus zehn symmetrischen und sechs hermiteschen 4 x 4-Matrizen aufgebaut werden.
Der Lepton-Tensor ergibt sich aus einer Linearkombination dieser Matrizen mit 16 reellen
Entwicklungs-Koeffizienten.

Fiir den Minkowski-Raum bilden beispielsweise die Polarisationsvektoren des virtuellen
W-Bosons eine vollstdndige Basis. Da ein virtuelles Vektor-Boson nicht auf der Massen-
schale sitzt, besitzt es neben zweier transversaler und einer longitudinalen Spinprojektion
noch einen weiteren Freiheitsgrad, der als skalare Spinprojektion bezeichnet wird. Zu jedem
dieser vier Polarisationszustéinde gibt es einen zugehorigen Polarisationsvektor. Alle Pola-
risationsvektoren héngen im allgemeinen vom Viererimpuls des virtuellen W-Bosons ab.
Bezeichnet man die Polarisationszustiande mit A = ¢, +1,0, —1, so erfiillen die zugehorigen
Polarisationsvektoren die Relationen

(g, A) €u(a: X) = gav D e g, N (g N) g = g™ (0, A) gu = V% Ox-
AN
(4.10)

Hier bezeichnet ¢ den Viererimpuls des virtuellen W-Bosons, und ¢,0, 1 sind jeweils die
skalare, die longitudinale und die transversalen Spinprojektionen. Die zweite Beziehung
wird als Vollstandigkeitsrelation bezeichnet und ist eine Verallgemeinerung der Polarisati-
onssumme (B.163) fiir reelle W-Bosonen mit A = 0, £1 auf eine zusétzliche skalare Polari-
sation A = t. Um die vier Polarisationsvektoren explizit darzustellen, ist es sinnvoll, sie im
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Ruhesystems des b-Quarks anzugeben. Wie in Abbildung (f.1]) gezeigt, wihlen wir die z-
Achse in Richtung des raumlichen W-Impulses. Dann kann der Viererimpuls des virtuellen
W-Bosons in der Form

q=(¢",0,0,|q) (4.11)

parametrisiert werden. Die zu diesem Impuls gehérenden Polarisationsvektoren sind durch

1 1

Vi

e(q, 1) = % (0, F1, —i,0) (4.12)

gegeben und hiingen nur von den Komponenten ¢° und |7] des W-Impulses ab.

Aus den Polarisationsvektoren des virtuellen W-Bosons kann man eine orthogonale Ba-
sis fiir den Lepton-Tensor L konstruieren, deren Elemente sich aus verschiedenen Kom-
binationen dieser Polarisationsvektoren zusammensetzen. Die Basis ist wie bereits erwahnt
durch 16 linear unabhéngige 4 x4 -Matrizen gegeben, die als Helizitdts-Projektoren bezeich-
net werden. Sie lassen sich in folgender Form durch die Polarisationsvektoren ausdriicken:

¢ = eg,t) = (¢°,0,0,]q) , € = €(q,0) = (141,0,0,¢°) ,

2

=

€+

wo kv * v
Py = € €, +ele
uro kv
Prm = ¢ €
uyo L VR TR
P = el —elel

1
P = 5 (e*f e 4t ei)

1
weo Y v v
Pym = 2(6+ €. —¢€! €+>
1
pr o O e v Kp v
P o= Z(q €g H €y € — €€y — € e_)
)
pr o e v K v T %
P = _Z<€+ €g — €y €L — € €g € e_>
1
T T T v K v
)
Py = —1(61“65—6;“61+6i“65—63“611>
PE = te
s t €
Pp,u _ 1 o v *Uuov
SL T 5 € € T € €
P,u,l/ _ _1 oy kU v
12 = 5 €& € — € &

1
po S A Ve T
Pyr = Z<e+et+et €, —€l e —¢€ e)
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l
p o R T T R Y
Py = —Z<e+ € —€ € —ele +¢ e_)
P#V_l*uu_'_*uu_’_*uy_i_*uy
s = gleratai e el tenel
l
po R A S
Py = —1<6+ & — €6 €l +elel —¢ 6_). (4.13)

Der Projektor fiir ein unpolarisiertes reelles W-Boson wird durch
P, =Py + P =ele + e e + el e (4.14)

beschrieben. Er ist identisch mit der Polarisationssumme (B.163) und kann als Summe aus
den beiden Projektoren Py und P, geschrieben werden. Die meisten der Projektoren besit-
zen eine physikalische Bedeutung und werden deshalb mit einem Buchstaben indiziert, der
auf diese Bedeutung hinweisen soll. Im folgenden bedeutet U unpolarisiert-transversal, L
longitudinal, F' , forward-backward”-asymmetrisch, T transversal, I longitudinal-transver-
sal-Interferenz und A Paritét-antisymmetrisch. Die zugehorigen Projektoren enthalten kei-
ne skalaren Polarisationsvektoren. Fiir die anderen Projektoren bedeutet S skalar, SL
skalar longitudinal und ST und ST’ skalar transversal. Die iibrigen Projektoren, die durch
eine Zahl indiziert sind, haben keine physikalische Bedeutung.

Nun wollen wir die Helizitdts-Projektoren (f.I3) im Ruhesystem des b-Quarks aus-
werten. Dazu verwenden wir die Parametrisierung (f.12) der Polarisationsvektoren des
virtuellen WW-Bosons und erhalten daraus fiir die Projektoren die explizite Darstellung

0000 > 0 0 ¢"lq]
0100 1 0O 00 O
7 pro -
o =1o0010]" 2 =2 0 o0 o | (4.15)
00 00 Clg 0 0 (¢°)2
0 0 00 0 0 00
0 0 2 0 0 -1 0 O
woo pro T
Pe = 0 — 0 0 b= 0O 0 1 0 [’
0 0 00 0 0 00
0000 0 | 0 0
P 110010 p_ —1 7l 0 0 ¢°
5~ 5lo1o00 | 9 o2l 0 0 0 0 [
00 0O 0 ¢ 0 0
0 —1lg 0 0 0 0 —|g o
P#V _ i |q_1 0 0 q0 7 PXV _ i 0 0 0 00 7
22 ¢ 0 0 0 0 2./2 ¢ g 0 0 ¢
0 —¢° 0 0 00 —¢° 0
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0 0 g 0 (¢")? 0 0 ¢°|q
1 00 0 0 1 0 00 0
iz oo -
B =g meglmo o | 5 =E 0 00 o |
00 ¢ 0 ¢°lgl 0 0 g
2¢°lg1 0 0 (¢°)%+ g 000 —
1 0 00 0 000 0
W = i
PSL_2q2 0 00 0 o 000 0 |’
(@) +1a* 0 0 2¢°|q] i 00 0
0 ¢ 0 0 0 ¢ 0 0
pr —1 q0 0 0 |q_1 prv —1 _qO 0 0 _|q_1
ST 22| 0 000 | T T ARl 0 00 0
0 |g 0 0 0 g 0 0
0 0 ¢ 0 00 ¢ 0
222 | —¢" 0 0 —|q 222 | ¢ 0 0 |q
0 0@ o0 0 0 g 0

Man erkennt, dafl die zehn Matrizen der Projektoren P; fiir i = U, L, T,5,1,9,S,SL,ST, 16
symmetrisch sind, wiahrend die iibrigen sechs fiir i = F,7, A, 12,14, ST’ hermitesch sind.

Kontrahiert man die Projektoren miteinander, so ergeben sich die folgenden Orthogo-
nalitétsrelationen

P! Py = ¢ 6ij, (4.16)

wobei die Indices ¢ und j jeweils alle 16 Projektoren durchnummerieren. Die konstanten
Koeffizienten ¢; lauten

1 1 1
cv = 2, c=1, cp=-2, r=g5, =5, =7, G=-7
1 1 1 1
Ca = -7, =7, =1, cr=—g, =5, cr=-7, Cu=7
1 1
CsT = s G = o (4.17)

Die Matrizen P; besitzen nicht die Eigenschaft (P;)? = P;, wodurch die Bezeichnung als
Projektoren eigentlich nicht gerechtfertigt ist. Trotzdem werden wir sie im folgenden als
Projektoren bezeichnen, weil sie bei der Kontraktion mit dem Hadron-Tensor die entspre-
chenden Helizitats-Strukturfunktionen herausprojizieren. Auflerdem wird die Projektorei-
genschaft bei den nachfolgenden Rechnungen nicht mehr benétigt.

Als néchstes wollen wir die Projektoren im Ruhesystem des virtuellen WW-Bosons be-
stimmen, um den Lepton-Tensor (f.9) als Linearkombination dieser Projektoren schreiben
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zu konnen. Bei der Transformation in das Ruhesystem des WW-Bosons geht der Viererimpuls

des virtuellen W in
q=v q2 (17070a O) (418)

tiber. Durch Vergleich mit demselben Vektor (f.11]) im b-Ruhesystem sieht man, daf§ man
bei dieser Transformation nur die Ersetzungen

¢ -V, |3—0

machen mufl. Wendet man diese Regel auf die Matrizen (f.15) an, so verschwinden alle
Komponenten, die proportional zu |g] sind und man erhélt fir die Projektoren im W-
Ruhesystem folgende Ausdriicke:

0 00O 00 00O 0 0 00
0100 00 0O 0 0 ¢ 0
Y [ 2 | L
Py = OOlO’PL_OOOO’PF_O—iOO’
0 00O 0 0 01 0 0 0O
0 0 00 0000
110 -1 00 00 10
wo - wo
PT_ZOOlO’P5 0100 |’
0 0 0O 00 00O
00 0O 0 0 00
o _ —L[0001 i 1 |0 0 0
T T 5 Aalooo0o0 T T5is0 0 00 |
0100 0 —2 0 0
00 0 O 00 0O
pw _ L 00 00 i 1 o000
A_Q\/§ OOOi’g_Qﬂ 0001}
00 — 0 0 010
1000 00 01 00 0 —2
0 00O 110000 11000 O
uyo o py
Ps™ = OOOO’PSL_2 OOOO’Pl2 21000 0 |’
0 00O 1 0 00 1 00 O
0100 0 —2 0 0
P‘“’—_—l 1 0 00 pW_L@OOO
st T 9 Bloo000 | M TS50 0 00 |
00 00O 0 0 00
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1
2V/2

1
2V2

P, = P = (4.19)

)

O = O O
o O OO
o O O

o O OO
O = O O
o O OO
S O O
o O OO

Dies sind die gesuchten orthogonalen Basis-Matrizen, aus denen sich der Lepton-Tensor
(£.9) im Ruhesystem des W-Bosons zusammensetzt. Entwickelt man ihn in diese Basis, so
kann man formal

L =>"1;P" (4.20)

schreiben. Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen (f.16) fiir die Projektoren und der zu-
gehorigen Koeffizienten (f.17) kann man die Entwicklungskoeffizienten [; berechnen, indem
man die Orthogonalitétsrelationen mit dem Projektor P;,, kontrahiert. Nach Division
durch die Zahlenwerte c; erhilt man

1
lj=—L1" P (4.21)
J

Da die Projektoren nur ein oder zwei von null verschiedene Komponenten besitzen, ist es
auch moglich, die Koeffizienten direkt abzulesen.

4.2.3 Entwicklung des Lepton-Tensors nach den
Helizitats-Projektoren

Wir wollen nun die Entwicklung des unpolarisierten und des polarisierten Anteils des
Lepton-Tensors ([.§) nach den Helizitéits-Projektoren angeben und wéhlen dazu fiir das
geladene Lepton eine nichtverschwindende Masse, wahrend das Neutrino masselos bleibt.
In diesem Fall erhélt man fiir die Energien und den Impulsbetrag der Leptonen (.G) die

einfacheren Ausdriicke

2 2
qg+m
= L E, =|pl = (4.22)

N 2V

und kann damit die Komponenten (.9) fiir den unpolarisierten und den polarisierten Anteil
des Lepton-Tensors berechnen. Daraus &t sich die Entwicklung beider Anteile nach den
Projektoren bestimmen. Sie kann in kompakter Schreibweise folgendermafien dargestellt
werden:

Ey

2
7

+ q2 Zeijk er ﬁgu}

i<y

Ty
LO —

(¢ —m7) {ml2 PY —m7 Zei P+ Z [q2 67 — (¢ —mj) e €j} P

i<j
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2
02

7.
F q

(¢ = m?) {m; @) PE S0 [ (V@ = mi) @) e = /a2l P2
— Y ¢ nge P

+ Z [ml@(einj+niej) — ¢ (€-7) 67 + <\/q72—ml>2(€-ﬁ) eiej] PL

(5]

_ \/?ZEU’“ K\/(T2 — ml) (€-1) e, +my nk] 75{;”} (4.23)

i<j

Die Projektoren P/ und P! beschreiben jeweils den reellen und den imaginiiren Anteil
der Komponenten L% des Lepton-Tensors. In analoger Weise werden jeweils der Real- und
der Imaginérteil der Komponenten L¥ durch die Projektoren 772-‘;” und 75{;-” dargestellt. Alle
Projektoren in (f.23) sind so definiert, daf§ die reellen Projektoren die nichtverschwinden-
den Komponenten +1 und alle imagindren Projektoren die nichtverschwindenden Kompo-
nenten +i besitzen. Sie hingen mit den Helizitdts-Projektoren (f.19) iiber die Relationen

PI* = —2V2Plfy, P =2VRP, P = 2Pl
Pl = —2VRPY, Py = —2V2P, P = —2Pf
4 1 v v v v v v
P{Ll = §Pll; _Pfl ) 7){3 = 2P; ) PfS = _2\/§PIH )
v 1 7 v v v v v
7352 = 5 IIJ "’P%L ) 7753 = 2\/§P; ) 7753 - Pf
Pl = P, Pl = 2/2P" Py = 22 P (4.24)

zusammen. Sie wurden nur aus dem Grund eingefiihrt, um den Lepton-Tensor in kompakter
Schreibweise darstellen zu konnen.

Betrachtet man die Ausdriicke ([.23) fiir den unpolarisierten und den polarisierten
Anteil des Lepton-Tensors, so fillt auf, daB die Projektoren P! nur im polarisierten An-
teil auftreten, wéhrend alle anderen Projektoren in beiden Anteilen vorkommen. Somit
beschreiben Pjy’, Py und Pf, den transversalen Spin des geladenen Leptons. Im Grenz-
fall m; = 0 tragen auch die Terme, welche die Projektoren P§” und P/ enthalten, nicht
zum Lepton-Tensor bei. Deshalb treten die Projektoren PL”, PL7, PLy und Pjg nur auf,
wenn man eine endliche Leptonmasse beriicksichtigt. Die Masse und die transversale Po-
larisation des geladenen Leptons spielen in Kapitel f§ eine Rolle, wo die nichtperturbativen
Beitréage zu hadronischen Zerfillen, die ein b-Quark enthalten, diskutiert werden. Wahrend
die Lepton-Polarisation nur in Abschnitt (.4 erwahnt wird, werden die Beitrage massiver
Leptonen auch in den Resultaten der iibrigen Abschnitte von Kapitel f verwendet. Die Bei-
trage der skalaren Polarisation, die mit dem Projektor Pg zusammenhéngt, wird auflerdem
in den Anwendungen auf hadronische Prozesse in Kapitel [] benotigt.
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Bei der Berechnung der QCD-Strahlungskorrekturen in Kapitel f| werden wir nur den
Fall masseloser und unpolarisierter Leptonen betrachten, so daff wir im folgenden nur den
entsprechend vereinfachten Lepton-Tensor diskutieren werden. Er geht aus L* = L+ L%’
durch Summation iiber den Leptonspin und Vernachlédssigung der Leptonmasse hervor.
Summiert man iiber den Spin des geladenen Leptons, so ergibt sich fiir den unpolarisierten
Lepton-Tensor, der fiir den Rest dieses Abschnittes einfach mit L*” bezeichnet werden soll,

L" = (LE" + L) + (L§" — L) =2 L§". (4.25)

Im Grenzfall m; = 0 lauten die parametrisierten Viererimpulse (f.3) fiir das geladene
Lepton und das Antineutrino im Ruhesystem des W-Bosons mit ([.G)

\/?

no= = (1,sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0)
2
Dy, = \/2? (1, —sin @ cos ¢, —sin 6 sin ¢, — cos 6) (4.26)

und der Lepton-Tensor fiir unpolarisierte Leptonen kann explizit in der Form

0 0 0 0
I 42 0 1-—sin®fcos?¢ —sin?f cosesing —cosf sinf cos o
- 0 —sin?f cos¢sing 1 —sin®6dsin®¢ —cosf sinf sin¢
0 —cosfsinf cos¢p —cosf sinf sin ¢ sin? 6
0 0 0 0
9| O 0 cos 6 —sin @ sin ¢
+dig 0 —cosf 0 sin 6 cos ¢ (4.27)
0 sinf sing —sinf coso 0

geschrieben werden. Der symmetrische Realteil und der antisymmetrische Imaginérteil sind
separat angegeben, so daf man die Entwicklung in die Helizitéts-Projektoren (f.19) relativ
leicht ablesen kann. Dann ergibt sich

1 1 1 1
L = 8¢ 1 (1 + cos* ) Py + 5 sin? 0 P} + 5 cosf Pr” + 5 sin® 0 cos(2 ¢) PR”
1
~3 sin? @ sin(2 ¢) P + /2 sinf cos @ cos ¢ P — /2 sin 6 sin ¢ P
+ V2 sinf cos ¢ P, — /2 sinf cos § sin ¢ Py |. (4.28)

Man kann dieses Resultat auch aus dem unpolarisierten Anteil in (f.23) erhalten, indem
man die Leptonmasse m; = 0 setzt und die parametrisierten Komponenten e’ des Einheits-
vektors in Richtung des Leptonimpulses aus ([f.4) einsetzt. Auerdem verwendet man die



128 KAPITEL 4. POLARISATION UND HELIZITATS-PROJEKTOREN

Definitionen (f.24) und benutzt die Relation e; = —e’, welche die kovarianten riumlichen
Vektorkomponenten eines Vierervektors durch die kontravarianten ausdriickt.

Fiir masselose und unpolarisierte Leptonen benotigt man also, wie man in ([.2§) sehen
kann, nur neun der urspriinglich sechzehn Projektoren, um den Lepton-Tensor darstellen zu
konnen. Es sind néamlich nur die rein rdumlichen Komponenten L% des Lepton-Tensors von
null verschieden, so dafl er wegen der Hermitezitét insgesamt sechs reelle und drei imaginére
voneinander unabhéngige Komponenten besitzt, welche als Entwicklungskoeffizienten der
Projektoren dienen kénnen.

4.2.4 Kovariante Darstellung der Helizitidts-Projektoren

Es ist hdufig von Vorteil, wenn die Projektoren (f.13) in einer kovarianten und daher vom
Bezugssystem unabhéngigen Form gegeben sind. Daher sollen im folgenden die kovarian-
ten Darstellungen der Projektoren bestimmt werden. Man kann die Richtigkeit dieser Dar-
stellungen iiberpriifen, indem man sie im Ruhesystem des b-Quarks oder des W-Bosons
auswertet. Die Viererimpulse fiir das b-Quark und das virtuelle W-Boson lauten im b-
Ruhesystem

py = (m3,0,0,0), g =1(¢"0,0,[q)). (4.29)
Zur Bestimmung der kovarianten Projektoren beginnen wir mit der Darstellung der Pola-

risationssumme des reellen W-Bosons, die mit dem unpolarisierten Projektor identisch ist
und in kovarianter Form durch

14 * v v q/l/ qV
Pi,= Y ele=—g"+ (4.30)
A=0,+1 q
gegeben ist. Im Ruhesystem des W-Bosons mit ¢ = (1/¢?,0,0,0) geht dies in
00 0O
01 00
o
Pro=1 0 01 o (4.31)
0001
tiber und ist identisch mit der Darstellung in (£.I9). Fiir die Darstellungen der iibrigen

Projektoren versucht man, kovariante Ausdriicke fiir die Polarisationsvektoren (f.12) des
W-Bosons zu finden, und setzt diese direkt in (f.13) ein. Zunéchst bendtigt man eine ko-
variante Darstellung des longitudinalen W-Polarisationsvektors ¢y. Dazu betrachtet man
den Anteil des Viererimpulses fiir das b-Quark, der im Minkowski-Raum orthogonal zum
W-Viererimpuls ist. Der longitudinale Polarisationsvektor des W-Bosons wird nun propor-
tional zu diesem Anteil angesetzt. Er lautet in kovarianter Form

/a2 .
= V14 (p“ g q“) : 4.32
0 my |Cﬂ ’ 7 ( )

und der Normierungsfaktor ist so gewihlt, dafl € im b-Ruhesystem mit der Parametrisie-
rung (f.29) in die bekannte Form (f.12) iibergeht. Der Betrag des raumlichen W-Impulses
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|7] kann mit Hilfe der Beziehung ¢* = ¢2 — |¢]> und dem Skalarprodukt py - ¢ = my qo im
Ruhesystem des b-Quarks auch in kovarianter Form dargestellt werden. Dies liefert fiir das
Produkt m; |¢] im Nenner von (f.39)

my |q] = \/(pb 1q)? —mj ¢ (4.33)

Durch Einsetzen von ¢, kann der Projektor P/ aus ([.I3) ebenfalls in kovarianter Form
angegeben werden. Der Projektor P/ ergibt sich anschlieBend aus der Differenz von P/ |
und P,
Im néchsten Schritt suchen wir eine Darstellung der transversalen Polarisationsvekto-
ren e4. Es ist sinnvoll, anstelle von €4 die beiden Linearkombinationen
-1 1

€r = 7 (€L —e ), € = 7 (€4 +€) (4.34)

zu betrachten. In der Parametrisierung (£.12) gehen sie in die Einheitsvektoren in x- und
y-Richtung
e = (0,1,0,0) , e, = (0,0,1,0) (4.35)

iber. Der Vektor €, kann durch e, ausgediickt werden, indem man beriicksichtigt, daf
€y senkrecht zu e, und zum W-Impuls ¢ sein muB. Verlangt man auflerdem, dafl er im
Minkowski-Raum auch senkrecht zum Impuls des b-Quarks p, ist, so ergibt sich

e = P €4y Dby Qo (4.36)

my |]
wobei der Nenner wieder durch (f.33) gegeben ist. Dies sieht man ein, wenn man diese
Gleichung im b-Ruhesystem auswertet. Dann gibt es nur eine nichtverschwindende Kom-

ponente von €,:

-1
= —— (1) (my) (— =1 4.37
D= o € () () (= D) (4.37)

Damit hat man nur noch die Freiheit, den Vektor ¢, festzulegen. Alle Projektoren, welche
die transversalen Polarisationsvektoren enthalten, werden nun durch diesen Vektor ausge-
driickt.

Der Projektor PL” 148t sich am einfachsten finden, wenn man seine Definition in ({.13)
durch die Vektoren ([.34) ausdriickt und mit dem Vektor ¢, , kontrahiert. Mit der kovari-
anten Definition ([.3G) von €, liefert dies

my |q]

% . _ vpo
PF €xv = ZEZ - P Ea:,upb,p qo- (438)

Auch hier ist der Nenner durch den kovarianten Ausdruck (f.33) gegeben. Durch einen
Koeffizientenvergleich von €, , erhélt man fiir den Projektor P.” den kovarianten Ausdruck

Pp’ = P Py p Qo (4.39)

—1
my, |G
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der im Ruhesystem des b-Quarks mit den Impulsvektoren (f.29) in die Matrixdarstellung
(A.15) iibergeht. Dann tragen fiir p = 0 und o = 3 nur die beiden Komponenten p = 1,v =
2und p = 2,v =1 bei und es gilt

PR =i, pi=—i (4.40)

Die kovarianten Darstellungen der beiden Projektoren P und P4 erhélt man, indem
man die Ausdriicke in ({.I3) in der folgenden Art und Weise umschreibt

v 1 * * v 1 v v * 1 * v v _*
P = Z<€+H_€_#) 60—|—Z<e+—6)eo":—z—\/ﬁ(ex“eo—kexeo“)

P = i <€:_H + e’i“) € + i (ei + e'i) 6 = 5 i/i (EZ“ € — € (—:8“) (4.41)
und durch die Vektoren €, und e, ausdriickt. Einsetzen der kovarianten Vektoren (f.32) und
(£:30) liefert den kovarianten Ausdruck fir die Projektoren Py und P4. Der Vektor €, ist
unbestimmt und kann in einem speziellen Bezugssystem als Einheitsvektor in z-Richtung
parametrisiert werden.

Zum Schlufl benotigen wir noch die kovariante Darstellung fiir den skalaren Polarisa-
tionsvektor ¢, um die iibrigen Projektoren in kovarianter Form darstellen zu konnen. In
den Parametrisierungen (f.11) und (f.13) erkennt man, da8 ¢, bis auf die Normierung mit
dem Viererimpuls des W-Bosons identisch ist. Man kann damit ¢; durch ¢ ausdriicken und

erhalt
o
t

€ q". (4.42)

\/qj

Der skalare Projektor ergibt sich dann aus (f.13) zu

q'q
@

PEY = (4.43)
Auch die anderen Projektoren kénnen durch Einsetzen der kovarianten Polarisationsvekto-
ren in (f.13) bestimmt werden. Wihrend das bei dem Projektor P§; direkt moglich ist, muf3
man die Projektoren P47 und Py, zuvor in analoger Weise wie P/ und P}” umschreiben
und die transversalen Polarisationsvektoren e+ durch €, und ¢, ausdriicken.

Jetzt haben wir fiir alle Projektoren, welche eine physikalische Bedeutung besitzen, eine
kovariante Darstellung gefunden. Man kann die Resultate folgendermafien zusammenfassen:

, q"q” ¢ Dy q Dy q
Py = —g"+ - (p“ - q") (p” - q”)
U q2 m% ]cﬂ2 b qz b q2
2
q Py - q Dy - q
P o= = (p“ = q“) (p” = q")
g m2 g2 """ ¢ b
v L 4" g
Fiin = —9"+

q2
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7
uro vpo
PF - e pb,p Go
my |q]

/ 42 . .
! 2v/2my |q] S S

v 1 q2 oT v bPv-q , vpoT Dy -4
PZ — L |:€up (pb — —q ) — €’ (pg - q2 q“) :| €x,p Db, 4r

2v2ml | ¢?

P - " 2q”

q
Py, = — . <p2‘q”+q“pz 2 qq“q”)

2my, | q?
Psp = — . (62“ ¢ +q" EZ>

24/2q?
Psp = — m (6“”” ¢ — e q“) €2.p Dbo G- (4.44)

Wir haben auch die Summe der Projektoren P/, = P}” + P}” in die Liste aufgenom-
men, da sie ein unpolarisiertes WW-Boson beschreibt und neben den anderen Polarisations-
Observablen in Kapitel | vorkommt. Alle anderen Projektoren, die in (f.I3) angegeben
sind, brauchen nicht in kovarianter Form dargestellt zu werden, da sie, wie wir im néchsten
Abschnitt sehen werden, bei der Kontraktion mit dem Hadron-Tensor keinen Beitrag liefern
werden. Die diagonalen Helizitits-Projektoren Py, P sowie der Projektor Pr projizieren
auf den longitudinal polarisierten Anteil des Hadron-Tensors, wihrend die nichtdiagonalen
Projektoren P; und P4 auf den transversal polarisierten Anteil projizieren. Die Projekto-
ren Ps, Psr, Psy und Psr: tragen nur dann bei, wenn man die Masse des geladenen Lep-
tons beriicksichtigt, was zum Beispiel bei Tau-Leptonen erforderlich ist. Dieser Fall wird
im Rahmen der nichtperturbativen Beitrdge in Kapitel f diskutiert. Der Projektor Pgr
schlieflich tritt nur bei transversaler Polarisation des geladenen Leptons auf und spielt nur
bei den Betrachtungen in Abschnitt (.4 von Kapitel f eine Rolle. In Kapitel [ werden die
Leptonmassen vernachléssigt, so dafl man nur die fiinf Projektoren P; fiir i = U, L, F, I, A
benotigt. Die Projektoren Pg und Py, braucht man bei Anwendungen in hadronischen
Prozessen, die in Kapitel [] behandelt werden.

4.3 Helizitats-Strukturfunktionen

Auf dhnliche Weise wie den Lepton-Tensor kann man auch den Hadron-Tensor als Li-
nearkombination der Projektoren P! schreiben. Dazu entwickelt man ihn zunéchst in

einen Satz invarianter Strukturfunktionen. Der Hadron-Tensor der Bornschen Rate ([.1])
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fiir den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles WW-Boson,
das weiter in ein Leptonpaar zerfillt, ist ein Tensor zweiter Stufe und hédngt nur von den
auBeren Quarkimpulsen p, und p. sowie dem Polarisationsvektor s, des b-Quarks ab. Der
entsprechende Hadron-Tensor fiir die Schleifenkorrekturen enthélt dieselben dufleren Im-
pulse, wiahrend der Hadron-Tensor fiir die Bremsstrahlungs-Korrekturen zusétzlich noch
vom Gluonimpuls k£ abhédngt. Um den Zerfall des b-Quarks und den nachfolgenden Zerfall
des W-Bosons getrennt untersuchen zu koénnen, betrachten wir den Zerfall b' — ¢+ W,
der ebenfalls durch den Hadron-Tensor beschrieben wird. Der Zerfall W~ — [~ + 1, wird
entsprechend durch den Lepton-Tensor beschrieben. Als &ufleren Impuls fiir den Hadron-
Tensor wahlen wir den W-Impuls ¢ anstatt des c-Impulses und driicken p. mit Hilfe der
Viererimpuls-Erhaltung durch die {ibrigen Impulse aus.

Fiir die Entwicklung des Hadron-Tensors in eine Linearkombination aus Basis-Tensoren
zweiter Stufe stehen neben den dufleren Impulsen und dem Polarisationsvektor nur der
metrische Tensor und der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe zur Verfiigung.
Diese Groflien miissen so kombiniert werden, dafl sie einen vollstdndigen Satz von Basis-
Tensoren bilden. Es stellt sich heraus, daf3 die symmetrischen Anteile des Hadron-Tensors
nur aus dem metrischen Tensor und den Vierervektoren aufgebaut werden, die antisym-
metrischen Terme hingegen den Levi-Civita-Tensor enthalten. Die iibrigen Kombinatio-
nen treten nur bei CP-verletzenden Prozessen auflerhalb des Standardmodells der Ele-
mentarteilchen auf und brauchen deshalb nicht beriicksichtigt zu werden, da hier nur
Standardmodell-Rechnungen durchgefiithrt werden. Die Koeffizienten der Basis-Tensoren
sind skalare Invarianten unter Lorentz-Transformationen und werden mit H; und G; be-
zeichnet, wobei die H; die unpolarisierten Anteile des Hadron-Tensors und die G diejenigen
Beitrdage beschreiben, welche proportional zum Polarisationsvektor s, des b-Quarks sind.
Sie werden als invariante Strukturfunktionen bezeichnet und kénnen nur von Skalarpro-
dukten abhéngen, welche aus den oben genannten Vierervektoren gebildet werden. Wir
betrachten nun der Einfachheit wegen nur den Hadron-Tensor fiir die Bornsche Rate und
fiir die Schleifenkorrekturen, die beide nur aus den Vierervektoren p,, ¢ und s, sowie dem
metrischen und dem Levi-Civita-Tensor gebildet werden kénnen. Der Hadron-Tensor kann
in folgender Form dargestellt werden:

Hyu = Hul(q, ¢ s)
= = G Hi + popupopy Ha — i€up0 Dy 47 Hz + qu ¢ Ha + (o, @0 + qupr) Hs
— (g 56) [= G G1 + Doy Do G2 — €0 Py 4 G3 + qu v Ga
+ (Pou @ + QDo) Gs)
+ (SbpuPoy + SvwDbp) Ge + (Svpu @ + Qu Sv) Gr
+ i€u0p0 D) 5§ Gs + 1€p0 ¢° S Go. (4.45)

Die invarianten Strukturfunktionen héngen von zwei kinematischen Variablen ab, fiir wel-
che man das Skalarprodukt p, - ¢ und das Viererimpulsquadrat des virtuellen W-Bosons ¢?
wihlen kann. Im Ruhesystem des b-Quarks kénnen sie durch gp und ¢? ausgedriickt wer-
den. Weil nicht {iber den Spin des b-Quarks summiert wird, gibt es dariiberhinaus auch eine
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Abhéngigkeit vom Spinvektor s,. Man benétigt insgesamt fiinf unpolarisierte und neun po-
larisierte Strukturfunktionen, um den Hadron-Tensor darzustellen. Bei einer Kontraktion
mit dem Lepton-Tensor liefern die Terme proportional zu Hy und Hs sowie G4, G5 und G~
fiir masselose Leptonen keinen Beitrag, so dafl man in diesem Fall nur drei unpolarisierte
und sechs polarisierte Invarianten braucht.

Bei der Diskussion des b-Zerfalls in ein c-Quark und ein Leptonpaar in Kapitel B
hatten wir das Betragsquadrat des Matrixelementes als Kontraktion von Hadron- und
Lepton-Tensor ausgedriickt, indem wir annahmen, dafl man den W-Propagator aufgrund
der groflen W-Masse im Vergleich zu den Massen der Quarks und Leptonen vereinfachen
kann. Aus dem Bornschen Matrixelement mit vollstindigem W-Propagator, das in (B.3)
angegeben ist, 148t sich durch Bildung des Betragsquadrates wieder ein Ausdruck der Form
(B1) fiir den vereinfachten W-Propagator gewinnen, indem man die Ersetzung

H, — H, = H” (gﬂp + q’; f”) (gw + q; 30) (4.46)

durchfiihrt. Der neue Hadron-Tensor H, . besitzt aber dieselbe Entwicklung (4.45), weil
der W-Propagator nur aus dem metrischen Tensor und dem W-Impuls ¢ aufgebaut ist,
die bereits als Basis-Tensoren in der Entwicklung des Hadron-Tensors vorkommen. Die
oben angegebene Entwicklung (£.45) bleibt also auch im Falle des nicht vereinfachten T-
Propagators und damit auch fiir endliche Leptonmassen giiltig. Der Unterschied der beiden
Entwicklungen ist nur durch eine Anderung der Werte der Invarianten H; und G gegeben.

Mochte man den Hadron-Tensor fiir die Bremsstrahlungs-Korrekturen durch die Inva-
rianten darstellen, so benotigt man weitere Basis-Tensoren, welche den zusétzlichen Im-
pulsvektor £ des Gluons enthalten. Auf diese Weise erhoht sich die Anzahl der Invarianten,
und die Entwicklung des Hadron-Tensors enthélt deutlich mehr Terme. Fiir den symmetri-
schen unpolarisierten Anteil erhdlt man beispielsweise sechs Kombinationen aus den drei
Impulsvektoren p,, ¢ und k. AuBerdem gibt es fiir den polarisierten symmetrischen Anteil
jeweils sechs Terme, die durch Multiplikation der entsprechenden unpolarisierten Kombina-
tionen mit den Skalarprodukten s;-¢ und s, -k gebildet werden. Fiir die antisymmetrischen
Anteile gibt es schliellich auch eine Reihe unpolarisierter und polarisierter Terme, die aber
nicht weiter diskutiert werden sollen. Im folgenden werden wir nur die Entwicklung ([.45)
betrachten.

Fiir den Fall unpolarisierter Leptonen stellt man fest, dafi die 14 invarianten Struk-
turfunktionen in (f.45) nicht unabhéngig voneinander sind, denn aufgrund der Schouten-
Identitét

9k Epvpo + Gkp €vpo + Grv €poru + Gkp €cruv + Gro Exuvp = 0 (447)

kann eine der Strukturfunktionen durch die {ibrigen ausgedriickt werden. Kontrahiert man
diese Identitdt mit den vier Impulsvektoren ¢*, p;, ¢* und sy, so ergibt sich die Bedingung

(Pb°q) €poyu 4" SZ_Q2 €popv pf sp+(q°5b) €popun pf q"+(qp €orpw — Qo €prprr) pl/;\ q" sy = 0. (4.48)

Nach Umbenennung der Indices p <+ p und v < o ist der dritte Term identisch mit
dem Vorfaktor von i Gs in der Entwicklung (f.45) des Hadron-Tensors, und die beiden
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letzten Terme proportional zu dem W-Impulsvektor ¢ verschwinden bei der Kontraktion
mit dem unpolarisierten Lepton-Tensor L5” aus ([.§). Dies kann man leicht sehen, da die
Summe dieser beiden Terme antisymmetrisch ist und daher bei der Kontraktion mit dem
symmetrischen Teil von L{” identisch null ist. Auch die Kontraktion von qu oder g, mit dem
antisymmetrischen Teil aus Lj” liefert keinen Beitrag, da wegen q = p; +p,, der e-Tensor je
zweimal mit demselben Vektor kontrahiert wird. In diesem Fall kann man in der Relation
(E48) die beiden Terme proportional zum Impuls ¢ weglassen und nach dem dritten Term
auflosen. AnschlieBend setzt man dies fiir den Vorfaktor von i G5 in die Entwicklung (£.45)
ein und erhélt zwei neue nichtverschwindende Invarianten, die aus den alten Invarianten
durch die Ersetzung

Gs — G, =0, G8—>Gé=Gg+q2G3, Gy — Gy =Gg— (pp-q) Gs

hervorgehen. Im Falle unpolarisierter Leptonen bendtigt man also nur 13 unabhéngige
Invarianten, um den Hadron-Tensor zu entwickeln. Beriicksichtigt man jedoch den Spin
des geladenen Leptons, so sind fiir die Entwicklung des Hadron-Tensors alle 14 Invarianten
aus ([.453) notwendig.

Als néchstes betrachten wir die Kontraktionen des Hadron-Tensors (f.45) mit den
verschiedenen Helizitéts-Projektoren (f.44). Die Resultate bezeichnet man als Helizitéts-
Strukturfunktionen. Mit deren Hilfe werden wir den Hadron-Tensor in eine Linearkombina-
tion der Projektoren entwickeln. Es ist vorteilhaft, die Kontraktionen im Ruhesystem des
b-Quarks durchzufithren. Die Kinematik des b-Zerfalls ist in Abbildung {1 dargestellt. Die
parametrisierten Polarisationsvektoren des W-Bosons im b-Ruhesystem sind durch (£.12)
gegeben. Der Spinvektor des b-Quarks lautet im b-Ruhesystem

sp = (0, 84, Sy, ;) = P (0,sin6p, 0, cosbp). (4.49)

Er besitzt aufgrund der Kinematik des Zerfallsprozesses eine azimuthale Symmetrie um
die z-Achse, so dal der Azimuthwinkel frei gewihlt werden kann. Wenn man ihn gleich
null wahlt, so verschwindet daher auch die y-Komponente des Spin-Vektors. Der Wert P
gibt den Grad der b-Polarisation an, der durch das Verhéaltnis

_ N =N()

- ON(1) A+ N(L) (4:30)

gegeben ist und betragsméBig Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Die Zahlen N(T)
und N(]) bezeichnen jeweils die Anzahl der b-Quarks mit Spin +1/2 und Spin —1/2.
Fiir eine 100-prozentige Polarisation ist P = +1, und fiir unpolarisierte b-Quarks gilt
N(7) = N(|) oder P = 0. Der Spin-Vierervektor des b-Quarks (f.49) im b-Ruhesystem
enthélt jeweils eine Komponente parallel und senkrecht zur Richtung des rdumlichen W-
Impulses. Man definiert daher einen longitudinalen und einen transversalen Vierervektor
fiir den b-Spin, die im b-Ruhesystem jeweils in der Form

Sé = <O7 07 07 1) ? SZ = (07 17 07 O) (451)
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parametrisiert werden. Der Spin-Vierervektor des b-Quarks (f.49) kann als Linearkombina-
tion des longitudinalen und des transversalen Spinvektors geschrieben werden. Das liefert

sy = P sinflp st + P cos0p si,. (4.52)

Man kann den longitudinalen und den transversalen Spinvektor des b-Quarks ebenso wie
die Polarisationsvektoren des W-Bosons in kovarianter Form darstellen. Dazu schreibt man

1 .
L m P q ,u) tu
S == \lq — P s S = 0,1,0,0. 453

b ’(ﬂ ( mg b b ( ) ( )

Im Ruhesystem des b-Quarks gehen die kovarianten Ausdriicke fiir den longitudinalen und
den transversalen Spinvektor in (f.51)) iiber. Der transversale Spinvektor bleibt dabei un-
verandert.

Nun werden wir die Helizitédts-Strukturfunktionen durch Kontraktionen des Hadron-
Tensors (f.45) mit den unterschiedlichen Helizitéts-Projektoren (f.44) berechnen und die
Resultate in Abhéngigkeit der Invarianten H; und G, angeben. In der Entwicklung ([£.45)
beschreiben die Terme, welche die Invarianten H; enthalten, den vom b-Spin unabhéngigen
Teil des Hadron-Tensors, wihrend der spinabhéngige Anteil durch die Terme, welche die
Invarianten G; enthalten, gegeben ist. In (f.45) ist der spinunabhéngige Teil durch die er-
ste Zeile und der spinabhéngige Anteil durch die {ibrigen vier Zeilen gegeben. Fiir spétere
Anwendungen des Helizitdts-Formalismus in Kapitel [j und Kapitel B ist es sinnvoll, den
spinunabhéngigen und den spinabhéngigen Anteil der Helizitéts-Strukturfunktionen von-
einander zu unterscheiden. Dazu schreibt man den Hadron-Tensor als eine Summe, indem
man

H,, = H),+ H} (s) (4.54)

definiert, wobei der erste Term den spinunabhéngigen und der zweite Term den spinab-
héangigen Teil beschreibt. Der zweite Term héngt explizit vom Spinvektor des b-Quarks s,
ab. Die Helizitéats-Strukturfunktionen sind durch die Kontraktionen

H,:=H,, P" = [Hg,, + ij(sb)] P (4.55)

gegeben. Um die Abhéngigkeit vom Spin des b-Quarks hervorzuheben, werden wir im fol-
genden anstelle der Strukturfunktion H; fiir alle Helizitéiten 4 eine unpolarisierte und eine
polarisierte Strukturfunktion definieren, wobei die polarisierte den spinabhéngigen Anteil
enthélt. Setzt man in (f.55) den allgemeinen Spinvektor s, aus (f.49) ein, so stellt man
fest, dafl die polarisierten Strukturfunktionen fiir die Helizitdten ¢ = U, L, F, S, S L propor-
tional zu der Spin-Komponente s, sind, wihrend die polarisierten Strukturfunktionen fiir
1 =1,A,ST,ST' proportional zu s, sind. Daher ist es ausreichend, wenn wir bei der Be-
rechnung der Helizitats-Strukturfunktionen zur Beschreibung des b-Spins jeweils nur den
longitudinalen oder den transversalen Spinvektor verwenden. Die unpolarisierten und die
polarisierten Strukturfunktionen werden nun folgendermaflen definiert:

H; = H), P", i=U,L,F S, SL
Hyp = Hy(sy)P/",  i=ULFSSL
Hyr = H[(s;)P", i=1,A,ST, ST (4.56)
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Alle Helizitéats-Strukturfunktionen, die aus den Kontraktionen des Hadron-Tensors mit den
Projektoren ¢ = T,5,7,9,12,14,16 aus (f.13) hervorgehen, verschwinden, wie wir weiter
unten durch explizites Nachrechnen sehen werden. Der Index ¢ kennzeichnet die unter-
schiedlichen Helizitdten. Man beachte, daf§ die unpolarisierten Strukturfunktionen H; hier
nicht mit den Invarianten aus der Entwicklung (f.45) des Hadron-Tensors verwechselt wer-
den diirfen. Die polarisierten Strukturfunktionen enthalten die Abhéngigkeit vom Spin des
b-Quarks und werden durch einen Index i gekennzeichnet, um sie vom spinunabhingi-
gen Anteil unterscheiden zu kénnen. Die unpolarisierten Strukturfunktionen verschwinden
fiir die Helizitaten ¢ = I, A, ST, ST’. Die polarisierten Strukturfunktionen erhalt man, in-
dem man im spinabhéngigen Anteil des Hadron-Tensors ({.54) den Spinvektor s, durch
die Vektoren s, oder s! ersetzt. Aufgrund der Tatsache, dafl der Hadron-Tensor ([.45)
nur linear vom Spinvektor s, abhéngt, und mit Hilfe der Relation (f.52) kann man die
Helizitéts-Strukturfunktionen (f.55) durch die unpolarisierten und die polarisierten Struk-
turfunktionen (f.5G) ausdriicken und erhélt

EIZ‘ = Hi—f-PCOSQPHiP, ’i:U,L,F7S,SL
H, = P sinfp Hr i=1,A,ST,ST (4.57)

Fiir die explizite Berechnung der einzelnen Strukturfunktionen H; und H;r bestimmt man
die Kontraktionen in (f.5¢) im Ruhesystem des b-Quarks. Dazu verwendet man die para-
metrisierten Viererimpulse (f.29) und die kovarianten Ausdriicke der Projektoren ({.44)
und der Spin-Vierervektoren (f.53). Dann ergibt sich

Hy = 2H,, Hyr = 2|31 G,
m2 m2 m
HL = H1+q—;|(j12H2, HLP = |§T] G1+q—2b’(ﬂ2G2— q—zbqOGﬁ
HF = me|(ﬂH3, HFP = Q[mb|(ﬂ2G3—mbG8—qug}
H = 0, Hr = 2 |7Gs
/2 q?
1
Hy, = 0, HAP = —\/ﬁ[mbqug—FqQGg}
q
2
Hgy = _Hl+q—;QSHQ+q2H47
m2 m
Hsp = |q'1[—G1+q—;q§G2+q2G4+2mbqu5— q—;q0G6—2G7i|
mp
Hg;, = ?q \q| Hy |

m2 m
Her = [ZEQ1GP Gart moldP Gs — 22 +10) Go oG]
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1
Hsp = 0, Hgpr = \/? [mbqOG6+q2G7
q
m
Hep = 0, Hgpr = ————1q] Gs. (4.58)

/242

Fiir die Projektoren P/ mit i = T,5,7,9,12,14,16, die in ({.13) definiert wurden, er-
gibt sich H; = H;r = 0. Daher liefern die Strukturfunktionen dieser Helizitéiten keinen
Beitrag zu der Entwicklung des Hadron-Tensors in eine Linearkombination der Projek-
toren. Damit bleiben fiinf unpolarisierte und neun polarisierte nichtverschwindende Heli-
zitdts-Strukturfunktionen iibrig, entsprechend der Anzahl der Invarianten H; und G;. Nach
(B.56) beschreiben die polarisierten Strukturfunktionen fiir die Helizititen U, LY, FF SP
und SLT, den longitudinalen Spin des b-Quarks, wiihrend die Strukturfunktionen fiir die
Helizitéiten 17, AP, ST und ST'" den transversalen b-Spin enthalten. Wie aus der Ent-
wicklung (f.45) des Hadron-Tensors hervorgeht, treten die Invarianten Hy, ..., Hy nur in
den unpolarisierten und die Invarianten G, ..., Gy nur in den polarisierten Strukturfunk-
tionen auf.

Als néichstes werden wir den Hadron-Tensor mit Hilfe der unpolarisierten und der po-
larisierten Strukturfunktionen in eine Linearkombination der Helizitéts-Projektoren ent-
wickeln. Dazu verwenden wir zunéchst die Definition (f.55) sowie die Orthogonalitétsrela-
tionen der Projektoren (f.16) und erhalten

v [7 r7 I7 1 v 1 I7 v
Hu PP = B, =Y Hyo; =Y H, <Z pr pj,w,) _ (Z ~ 1 PW> P, (4.59)
j J J i

Vergleicht man die Koeffizienten der Helizitdts-Projektoren P/ fiir den linken und den
rechten Teil dieser Gleichung, so kann man die Entwicklung des Hadron-Tensors in die
Projektoren direkt angeben. Es gilt

1 -
H, = Z o H; P . (4.60)
J

Der Index j lduft iiber die Helizitdten U, L, F, I, A, S, SL, ST, ST'. Mit den Relationen
(B.57) lassen sich schlieBlich die H; durch die unpolarisierten und die polarisierten Struk-
turfunktionen (f.5G) ausdriicken, und die Entwicklung (£.60) kann in der Form

1
H, = 3 (HU + P cosfp HUP> Py + (HL + P cosfp HLP> PLoyw (4.61)

1
-3 (Hr + P costp Hyr) Pryy +4 P sin0p Hy Pryu — 4P sin0p Har Payu

+ (HS + P cosfp HSP) Ps — 2 (HSL + P cosfp HSLP> Pstm
— 4P sinfp Hgpr PST,;W +4 P sinfp Hgpir PST/,/U/

geschrieben werden. Im Grenzfall masseloser Leptonen tragen die vier Terme in den bei-
den letzten Zeilen nicht bei. Wiahrend die Entwicklung des Lepton-Tensors (f.23) alle 16
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Projektoren enthélt, benotigt man fiir die Entwicklung des Hadron-Tensors nur noch 9
Projektoren, weil die iibrigen aufgrund der Struktur (f.45) bei der Kontraktion mit den
Helizitats-Projektoren keinen Beitrag liefern.

Man kann noch einen anderen Satz von Helizitéts-Strukturfunktionen definieren, indem
man von einer verallgemeinerten Form des betragsquadrierten Matrixelementes ausgeht.
Der Hadron-Tensor fiir den b-Zerfall kann allgemein geschrieben werden als

Huy = 3 [lpes 5) Tu(X) ulpns 30)| (o, 50) T(Xo) ulperse) |, (4.62)

SXe

wobei sx, die Spins des hadronischen Endzustandes sind und 7}, den matrixwertigen An-
teil des Hadronenstroms bezeichnet. Dieser ist vom Endzustand X, abhéngig, der im Fal-
le der Bornschen Nidherung und der Schleifenkorrekturen ein c-Quark und im Falle der
Bremsstrahlungs-Korrekturen ein c-Quark und ein Gluon enthélt. AuBlerdem héngt er vom
Spin des b-Quarks s, ab. Entsprechend sind die Faktoren 7,(X.) Produkte von Gamma-
Matrizen fiir die Bornsche und die korrigierten Raten, die den elektroschwachen Vertex
enthalten. Die neuen Helizitats-Strukturfunktionen werden nun definiert als Kontraktion
eines solchen Hadron-Tensors mit zwei Polarisationsvektoren des W-Bosons, wo allerdings
die beiden Spinoren v und u des b-Quarks nicht vom selben Spin abhéngen:

H;;fg’ = Z [ﬂ(pc, se) To(Xe) u(pe, sp) € (g, )\)] [ﬂ(pb,s;)TV(Xc) (P, Se) €(q, N')|. (4.63)

SXC

Die b-Spins kénnen die Werte +1/2 annehmen, die Helizitaten des virtuellen W-Bosons be-
sitzen als mogliche Einstellungen A = ¢, 0, £1. Man kann die Helizitédts-Strukturfunktionen
jeweils als Matrix mit den Indizes +, — fiir den b-Spin oder ¢, 0, 4+, — fiir die Helizitat des W
schreiben. Deshalb spricht man auch von der doppelten Dichtematrixz. Die Matrixelemente

Hig’;b sind hermitesch bei Vertauschung von Anfangs- und Endzustand:

() =y (4.64)
Weil die Matrixelemente fiir den b-Zerfall reell sind, kann man die komplexe Konjugati-
on weglassen, und die Hermitezitdt geht in eine Symmetrie iiber. Die Hermitezitét kann
man leicht durch komplexe Konjugation nachweisen. Sie iibertrigt sich auch auf den
Hadron-Tensor (£.45). Nach Einsetzen der parametrisierten Viererimpulse (f£.29) und des b-
Polarisationsvektors (f.49) ergibt sich fiir die einzelnen Komponenten des Hadron-Tensors
HOO = _H1 —|—m12,H2 +q(2) H4 +2mbq0H5 - |(ﬂ Sy (G1 — mgGQ - qg G4 — Zmbq0G5)
Hyy = Hyp = Hy+1q]s.Gy
H33 = H1 -+ |q_12H4 + |q_1 S, (G1 -+ |(ﬂ2G4 + 2G7)
Hy = (Hio)" = — sz (my G+ ¢°Gr)
Hyp = (Hy)" = —ilq]s. Gy
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Hoys = (Hy)" = —q°|q Hy—my |q) Hs — 5. (QO\(ﬂQ Gy +my |q* Gs + my Gs + ¢° G?)
Hyy = (Hyn)" = i[my|ql Hs + 5. (my |q]” Gs — my Gs — ¢° Go)]

Hiz = (Hsn)" = [q]s. Gy

Hy; = (Hgz)" = —is; (myGs+q°Gy). (4.65)

Fiir masselose Leptonen tragen die Invarianten Hy und Hy sowie G4, G5 und G nicht bei,
weil die zugehorigen Terme bei der Kontraktion mit dem Lepton-Tensor verschwinden.
Weil beim Zerfall eines polarisierten b-Quarks iiber den Spin des Endzustandes X,
summiert wird, sind der b-Quark-Spin und die Helizitdt des W-Bosons nicht voneinan-
der unabhéngig. Aus der Erhaltung des Drehimpulses folgen die Auswahlregeln fiir die
Differenzen der Helizitéten
sp—A=1s,—\. (4.66)

Fiir die Bornsche Amplitude mit einem c-Quark im Endzustand X. = ¢ vereinfacht sich

die Differenz zu .
sb—)\:sg—)\’:i?

Im masselosen Grenzfall ist das c-Quark nur linkshindig, so daf§ nur der Wert —1/2 fiir
die Differenz erlaubt ist.

Abschlielend geben wir den Zusammenhang zwischen den Komponenten der Dichte-
matrix (f.63) und den Helizitats-Strukturfunktionen (f.56) und (f.58) an. Es ergeben sich
folgende Linearkombinationen

Hy = HIf+H  +H""+H "
Hyr = HIf—H - +H'™—H -

H, = Ht+Hy
Hipp = Hf" — Hyy

Hp = H{I+H  —H"—-H~
Hpp = H{f—H. —H''+H "

1 - B B B 1 _ _
Hpr = 1(Hj[o +H " —H—Hf") = §(Hio ~ HZ)
1 - - B B 1 _ _
Hyuyr = Z(HIO +H0+++H—J+HJ—) = §<HIO _Hjo)
Hs = H"+ H;,~
HSP - H:;—F_Ht_t_
Hsr = Hy, + Hyy
Hspr = Hyit — Hypo
1 - B B B 1 _ _
HSTP == 1 (Hj-_t +Ht++_H—:_Htt) = 5 (Hit _H_j)
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(Hiy +H " +H '+ H") = % (Wi +wZi). (4.67)

N

HST’P ==

Die Diagonalelemente der Dichtematrix (H}5, Y ) sind durch gleiche Helizitaten A = )\’ gege-
ben, die nichtdiagonalen Elemente durch verschiedene Helizitédten. Aufgrund der Symmetrie
des Hadron-Tensors ([£.64) und wegen der Auswahlregeln (£.66) verschwinden die Struktur-
funktionen Hr, Hs, H;, Hy, H15, Hi4 und Hyg. Aulerdem konnen die Funktionen H f und
HY sowie Hgpr und Hgpr wegen der Symmetrie des Hadron-Tensors vereinfacht werden.
Insgesamt gibt es fiinf unpolarisierte und neun polarisierte Strukturfunktionen. Die Funk-
tion Hgpr liefert nur einen Beitrag fiir die transversale Polarisation des geladenen Leptons.
Im Falle masseloser Leptonen tragen die Strukturfunktionen Hg, Hgr, Hsy, Hsrr, Hgrr
und Hgzr nicht bei, da sie bei der Kontraktion mit dem Lepton-Tensor verschwinden.

4.4 Berechnung der Zerfallsrate

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir den Lepton-Tensor und den Hadron-
Tensor als Linearkombination der Helizitats-Projektoren geschrieben. Im néchsten Schritt
werden wir durch Kontraktion beider Tensoren das betragsquadrierte Matrixelement be-
stimmen und daraus schliellich die Winkelverteilung der Zerfallsrate berechnen. Man kann
die totale Zerfallsrate dieses Dreikorper-Zerfalls in ein Produkt aus den totalen Zerfalls-
raten zweier Zweikorper-Zerfille aufspalten, die den Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark
und ein W ~-Boson und den anschliefenden W-Zerfall in ein Lepton-Paar beschreiben, wo-
bei sich das W ~-Boson nicht auf der Massenschale befindet. Man spaltet somit den Zerfall
b — c+ 1" + v, in zwei aufeinander folgende Zerfille b — ¢+ W~ und W~ — [~ 4 1 auf.

Im allgemeinen Fall massiver und polarisierter Leptonen ist der Hadron-Tensor durch
(E.61)) und der Lepton-Tensor durch (£.23) als Linearkombination der Helizitéts-Projekto-
ren gegeben. Mit den kompakten Darstellungen (f.60) und (f.20) lassen sich Hadron- und
Lepton-Tensor durch

1 v
H;w = Z C_ H (QO> q-,Cos HP) LUV LM = Z lj(q27 COs 97 ¢) P]M (468)

- (3
3

abkiirzen, wobei die Koeffizienten die Abhéngigkeit von den Winkeln sowie vom Impulsqua-
drat ¢? enthalten. Alle kinematischen GroéBen sind in Abbildung 1] definiert. Die Kontrak-

tion von Hadron- und Lepton-Tensor kann mit den Relationen ([f.16) vereinfacht werden
und lautet

1
HWLW:Z H;l; P,,, P = Z H;ljc; o ZH[ (4.69)
ig O i\j
Das betragsquadrierte Matrixelement erhdlt man daraus nach (f.2) durch Multiplikation

mit einem konstanten Vorfaktor, der im wesentlichen durch die Kopplung gegeben ist. Es
lautet

64M4 Ve |? ZHZ (4.70)
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Die totale Zerfallsrate ergibt sich dann durch Integration iiber den Phasenraum der Teilchen
im Endzustand und anschlieBender Multiplikation mit dem Flufifaktor zu

3 - 3, 37 4 54 _
1 /d Pe /d i /d Py (27)° 0% (Db = Pe — D1 = Pu) M2, (4.71)
omy ) (2m)3 ) (2n)3 [ (2m)3 S8E.EE,

Um diesen Ausdruck in ein Produkt der beiden Zerfallsraten fiir die Teilzerfalle des b-
Quarks und des W-Bosons umzuschreiben, schiebt man die Identitét

B
1= [dgdta—pm—p) = [a 556G (1.72)

ein und vertauscht die Integrations-Reihenfolge, so dafl man nach Einsetzen des betrags-
quadrierten Matrixelementes ([.7() folgendes Ergebnis erhélt:

s 1 [ , &7
r = gw4 H/bc|2 / b / / pz/ /
64 My, 2my ) (27)3

(27m)* 6*(pp — pe —
8E.E E,

1 di* @ [ 1 [d*p. [ Cr)'6'(m—pe—a) (951, 2 A
My, < T ¢ |[2my J(27)3 J(27m)3 4E.q° 8
/ / pl/l 271—)4 54<q — P — pw) @ el
2\/7 A4E E, g "

TN

Die Zerfallsraten I', ; und I'yy; beschreiben jeweils den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark
und ein W-Boson sowie den anschlieBenden W-Zerfall in ein Leptonpaar. Das W-Boson
besitzt fiir jeden einzelnen Summanden ¢ einen Polarisationszustand, der durch den zu-
gehorigen Projektor P; gegeben ist. Nach Ausintegrieren der §-Funktion und Einfiihrung
sphérischer Polarkoordinaten fiir die Integration sind die Raten durch

1 [, [dq (2m) 6% (py — pe — b .
Ly = / p3/ q3 e op Y o Vil H;
2my, J (2m)3 ) (27) 4FE.q 8
= /d¢p/dCOS(9P |ﬂ gw ’%c|2 (qO C] QP)
3212 m? ’

Py = / /pul m)'oNa—p—pa) (90,
e 2\/_ 1E E, g i

Y% _pl/z) 54<q —m _pl/l)ij L}U/:|

T (4.73)
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= /dgb d cos 7] @c-l-(f&gb) (4.74)
327T2 q2 8 (2 Y Y

gegeben, wobei fiir die Bornsche Rate

2

1 @ —m;
4] = 5— \/Ami, mg, ¢?) , Pl = (4.75)
2my, ¢ 2/q>

gilt, wenn man die Masse des geladenen Leptons nicht vernachléssigt. Die auftretenden
Winkelvariablen sind in Abbildung &.1] veranschaulicht. Wie man dort erkennen kann, ist
fp im Ruhesystem des b-Quarks, und # und ¢ sind im W-Ruhesystem definiert. Aufgrund
der Azimuthal-Symmetrie hédngt der Integrand fiir den b-Zerfall nicht vom Winkel ¢p ab.
Nach Einsetzen der Raten (f.74) in die totale Rate (f.73) erhédlt man

o s D (% e
M{/l[/ Z/ T ‘. /dCOSQP 167rml2) ] |V;)c| l(CJan ,Qp)

/dgb/dcos@gQ’pé 5 (? cil (q2,9,¢)). (4.76)

Auf das weitere Auswerten der Integrale wird hier verzichtet, da wir die totale Rate in den
nachfolgenden Kapiteln nicht benttigen. Stattdessen werden wir die differentielle Form von
(B.76) diskutieren und deren Winkelverteilung angeben.

4.5 Winkelverteilungen

Zum Abschluf} dieses Kapitels werden wir die Winkelverteilung fiir die vierfach differentielle
Rate des b-Quark-Zerfalls berechnen. Sie geht aus der totalen Rate (£.76) hervor, indem
man auf die Integrationen verzichtet, und sie hiingt noch von den Winkeln und von ¢? ab.
Sie lautet

dl’ 2 ] g2 : g
— Jw ‘r 0
dq? dcosfp dcostdo M4 ZZ: T 167rmb | el <QO7q P)

I
X 3271'2 q2 ? C; li(q27 97 ¢)

i
_ 477
7w 16mmi 3272 ¢? M (477)

und kann mit Hilfe der Relation ({.70) wieder durch das Betragsquadrat des Matrixele-
ments ausgedriickt werden. Fiir die Anwendungen in Kapitel f geniigt es, den Fall masselo-
ser Leptonen zu behandeln, so dafl wir im folgenden nur diesen Fall diskutieren werden. Das
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spinsummierte Betragsquadrat der Amplitude ergibt sich aus dem spinsummierten Matri-
xelement (B.9) und den Darstellungen des Hadron-Tensors ([.61]) und des Lepton-Tensors
(A:28) mit Hilfe der Orthogonalitéts-Relationen der Projektoren (.16):

4 2

_ 3

M2 = 12“’]\34 |Vhe? [(HU+PCOSHPHUP) x 2 (1+cos”6) (4.78)
w

3 3
+ (HL+P cosHpHLp> X 1 sin? 6 + (HF+P cosﬁppr) X 1 cos 6

+ (P sin fp H]p> X % sin(26) cos ¢ + (P sinfp HAP> X % sin 6 cos gzﬁ].

Das Resultat besteht aus der Summe von Produkten des hadronischen und des leptonischen
Anteils, die jeweils aus den Entwicklungskoeffizienten des Hadron- und des Lepton-Tensors
stammen. Die Winkel-Koeffizienten wurden so normiert, daf§ die Integration iiber # und ¢
entweder 27 oder 0 ergibt. Nach Einsetzen von (f.7§) fiir das gemittelte Betragsquadrat
des Matrixelementes in die Beziehung ({.77) und der Umrechnung der schwachen Kopp-
lungskonstanten auf die Fermi-Konstante g2 /(64 M) = G%/2 lautet die Winkelverteilung
des b-Zerfalls fiir masselose Leptonen

dr _ 1 GHIVRP
dg?dcos@pdcosOdy — 4r 1927r3m,§q

A(mZ,m?, ¢?)

3 3
X {é (HU + P COSHPHUP> (1 + cos? 9) + 1 (HL + P cosfp HLP> sin®

3
+ 1 (Hp—i—P COSHPHFP> cos

+ % (P sin 0p Hlp) sin @ cos @ cos ¢ + % <P sin 0p HAP> sin 0 COS¢]' (4.79)

Man kann dieses Resultat auf die totale unpolarisierte Rate im Grenzfall masseloser c-
Quarks, die in (B.39) angegeben ist, normieren, indem man sowohl die Quarkmassen als

auch die Variable ¢ und die Helizitits-Raten H; durch Einfithrung der dimensionslosen
Groflen

2
2 q M - Hz
r = 27 y - ) HZ - 2
my my my

mit der b-Masse skaliert. Definiert man auflerdem fiir alle Helizitaten ¢ die reduzierten
Raten .
dl’; 9

T2 = A1, 22, y2) H; (4.80)
so 1af3t sich das Resultat in der Form
dl’ E

dr2dcosfpdcosfdp —  4r
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3 (dl'y dly» dry, dlrr\ .
X [§<dx2 + P cosfp T2 )(1—1—008 9) E<E+Pcosep e )sm 0

dl’ dlp
+ 3 —F—l—Pcosep ") cosh
4 dz?

dx?

dl' dlyr
+ % (P sin 0p dxlz > sin @ cos# cos ¢ + % (P sinfp —— dr? ) sin 6 cos ¢] (4.81)

schreiben. Aus diesem Ergebnis kann man die totale Zerfallsrate berechnen, indem man
iiber die Winkel und iiber die Variable 2% integriert. Die Winkelintegration ist relativ leicht
durchzufithren, und man erhélt

dr B dly dly
/ /_dcos@/_dcosep dZdcosOp deos0dd I (W—i_@) . (4.82)

Fiir die 2%-Integration bestimmt man die Integrationsgrenzen am einfachsten durch Qua-
drieren der Viererimpuls-Erhaltung p, — p. = ¢ = pi + p,,. Die erste Relation liefert im
Ruhesystem des b

¢ = (po—pe)> =mp +m2—2my B, < (my —m,)?, (4.83)

die zweite ergibt fiir masselose Leptonen im W-Ruhesystem
¢ = (p+pn) =40 >0 (4.84)

Nach der Skalierung mit der b-Masse erhélt man schliefilich
0<z’<(1-y)> (4.85)

Damit lautet das Resultat fiir die totale Zerfallsrate

-v? _4r . .
r:/o A s = T (PU+FL). (4.86)



Kapitel 5

Polarisationsobservable im
Ruhesystem des virtuellen W-Bosons

5.1 Einleitung

In Kapitel B haben wir die QCD-Strahlungskorrekturen zur inklusiven differentiellen Zer-
fallsrate fiir den Zerfall eines unpolarisierten b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark und
ein Lepton-Paar berechnet. Dabei wurde der Phasenraum der Leptonen total ausintegriert
und die differentielle Rate nach der skalierten Energie des c-Quarks in analytischer Form
angegeben. Wir wollen uns in diesem Kapitel den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in
ein unpolarisiertes c-Quark ansehen. Das Ziel ist die Berechnung der inklusiven QCD-
Strahlungskorrekturen zur differentiellen Zerfallsrate nach dem skalierten Viererimpuls-
quadrat des W-Bosons. Dazu teilt man den gesamten Zerfallsprozefl auf in einen Zerfall
des b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles WW-Boson, gefolgt vom Zerfall des virtuellen
W in ein Lepton-Paar. Im Unterschied zu Kapitel B wird hier aber nicht iiber die rdaumliche
Orientierung der Leptonen integriert, sondern sie wird statt dessen zur Analyse der Pola-
risation des off-shell W-Bosons herangezogen. Es erweist sich als vorteilhaft, diese Analyse
im Ruhesystem des virtuellen W-Bosons durchzufiihren.

Die vollstéindige Winkelabhéngigkeit des diskutierten Zerfallsprozesses wird durch die
Helizitats-Strukturfunktionen beschrieben, die in Abschnitt I3 angegeben wurden. Fiir
masselose Leptonen gibt es insgesamt drei unpolarisierte und fiinf polarisierte Struktur-
funktionen, die beim Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark
und ein virtuelles W-Boson benétigt werden. In diesem Kapitel werden die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung «, zu diesen Helizitéats-Strukturfunktionen
berechnet, die sowohl die Schleifenkorrekturen als auch die Bremsstrahlungsbeitrége bein-
halten. Dariiberhinaus werden auch die Strahlungskorrekturen in O(«;) zur unpolarisierten
und polarisierten Strukturfunktion der skalaren Polarisation berechnet, die nur bei massi-
ven Leptonen eine Rolle spielt und in den Anwendungen auf hadronische Zerfalle in Kapitel
B bendtigt wird.

145
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Die Winkelverteilung des Zerfallsprozesses wird wie erwéhnt in Kaskadenform beschrie-
ben. Daher ist es sinnvoll, den Zerfall b' — ¢+ W~ im Ruhesystem des b zu analysieren,
wéahrend der nachfolgende Zerfall des W-Bosons W~ — [~ + 1 im W-Ruhesystem ausge-
wertet wird. Nach Integration iiber die Winkelvariablen erhélt man die differentielle Rate
dl'/dg* nach dem Impulsquadrat des W-Bosons, die nach nochmaliger Integration iiber
q* die totale Zerfallsrate liefert. Die totale Zerfallsrate kann natiirlich auch aus der diffe-
rentiellen Rate dI'/dx nach der skalierten c-Energie, welche in Kapitel B diskutiert wurde,
berechnet werden, indem man iiber x integriert. Diese Integration ist fiir den Zerfall eines
polarisierten Myons in ein polarisiertes Elektron bereits durchgefiihrt worden [41] und kann
sofort auf den b-Zerfall iibertragen werden, da beide Resultate dieselbe analytische Struk-
tur besitzen. Die ¢?-Integration der strahlungskorrigierten Helizit4ts-Strukturfunktionen
ist jedoch im allgemeinen sehr schwierig und geht {iber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
Allerdings ist es relativ leicht moglich, die totale Zerfallsrate in Bornscher Ndherung zu
berechnen. Damit kann man das Resultat fiir den Born-Term aus Kapitel | mit dem aus
diesem Kapitel vergleichen.

Im Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein off-shell W-Boson und ein unpolarisiertes
c-Quark besitzt das W eine nichtverschwindende Polarisation, die durch eine sogenannte
Spin-Dichtematrix beschrieben werden kann. Die W-Polarisation geht in die Winkelver-
teilung des nachfolgenden Zerfalls des W in ein Lepton-Paar ein. Um den Zerfall eines
b-Quarks zu beschreiben, benttigt man drei unpolarisierte Strukturfunktionen, die die In-
formationen des unpolarisierten oder spingemittelten b-Quarks enthalten und die mit Hy,
H; und Hp bezeichnet werden. Auflerdem werden zusétzlich fiinf polarisierte Struktur-
funktionen zur Beschreibung der Polarisation des b benétigt, die man mit Hyr, Hrp, Hpep,
H;r und H 4r bezeichnet. Sie konnen mit Hilfe der Analyse der Spin-Impuls-Korrelationen
zwischen dem Polarisationsvektor des b-Quarks und den Impulsen seiner Zerfallsprodukte
gemessen werden. Fiir spatere Anwendungen auf hadronische Zerfille in Kapitel § werden
auBlerdem die unpolarisierte und die polarisierte skalare Helizitdats-Strukturfunktion Hg
und Hgr bendtigt.

In diesem Kapitel studieren wir die Impuls-Impuls— und die Spin-Impuls—Korrelationen
im Kaskaden-Zerfall b — ¢+ W™, gefolgt von W~ — [~ + 1. Die erste Stufe dieses Zerfalls
wird im Ruhesystem des b-Quarks ausgewertet, wo die Korrelation zwischen dem Spin
des b-Quarks und dem Impulsvektor des W-Bosons diskutiert wird. Im zweiten Schritt
untersuchen wir die Korrelation zwischen dem Impuls des geladenen Leptons und der
anfinglichen Richtung des W-Impulses im Ruhesystem des W-Bosons. Vom theoretischen
Standpunkt aus ist die Analyse in Form dieses Kaskaden-Zerfalls vorteilhaft, weil man
damit den longitudinalen Anteil des W-Bosons isolieren kann, welcher wichtig ist fiir das
Verstéandnis der elektroschwachen Symmetriebrechung im Standardmodell. Die Ergebnisse
der Analysen in beiden Bezugssystemen koénnen durch einen Lorentz-Boost entlang der
Richtung des W-Impulses miteinander in Beziehung gesetzt werden, wobei die azimuthale
Winkelabhéngigkeit dadurch nicht gedndert wird.

Wir berechnen in diesem Kapitel fiir die Helizitéats-Strukturfunktionen die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten a; in
analytischer Form. Aufgrund des relativ grofilen Verhiltnisses der Quarkmassen m./my, ist
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es notwendig, die endliche c-Masse in den Berechnungen zu beriicksichtigen. Unsere ana-
lytischen Resultate fiir den hadronischen Anteil kénnen direkt mit denen des Topquark-
Zerfalls verglichen werden, wenn man die Ersetzungen py < pi, pe < pp, Sp < ¢ fiir die
Viererimpulse und den Polarisationsvektor durchfiihrt. Der leptonische Anteil unterschei-
det sich durch das Vorzeichen des paritéts-verletzenden Anteils. Dies liegt daran, dafl beim
Top-Zerfall anstelle eines W~ - ein virtuelles W*-Boson auftritt, das in ein Neutrino und
ein geladenes Antilepton zerféllt. Die vollstdndige Analyse der Winkelverteilung des Top-
Zerfalls einschlielich der Beriicksichtigung einer endlichen b-Masse ist in [59] angegeben,
deren Resultate fiir die Strukturfunktionen beim Vergleichen mit unseren Resultaten her-
angezogen werden konnen. Ein Teil der berechneten Strukturfunktionen kann mit bereits
existierenden Berechnungen einiger Spezialfille oder Massengrenzwerte verglichen werden.
Beispielsweise ist die totale Rate in [60] mit endlicher b-Masse gerechnet worden. Weil das
Massenverhéltnis m;/m; sehr klein ist, wurden einige der Helizitéts-Strukturfunktionen
bereits frither im Grenzfall m, — 0 berechnet [61], weil die Resultate fiir vernachlissigte
b-Masse eine bedeutend einfachere analytische Form annehmen. Sie kénnen mit unseren
Resultaten fiir m. — 0 verglichen werden. Fiir den Top-Zerfall existieren auch analyti-
sche Resultate der totalen Rate [62,63,64] im Grenzfall verschwindender b-Masse, und es
wurden auch einige numerische Berechnungen fiir m;, — 0 durchgefiihrt [65,66,67]. Auch
damit kénnen unsere Resultate verglichen werden, wenn man die Masse des c-Quarks ver-
nachléassigt.

In den folgenden Abschnitten werden wir die kovarianten Helizitéts-Projektoren ([.44)
aus Kapitel ] verwenden, um daraus die erwidhnten unpolarisierten und polarisierten He-
lizitats-Strukturfunktionen zu berechnen, welche die winkelabhéingigen Koeffizienten der
Winkelverteilung des b-Zerfalls darstellen. Diese Projektoren kénnen dazu verwendet wer-
den, die entsprechenden Helizitédts-Strukturfunktionen aus dem Hadron-Tensor herauszu-
projizieren. Das hat den Vorteil, dal man die Helizitdts-Strukturfunktionen direkt be-
rechnen kann und dabei aus dem Hadron-Tensor einen Skalar bildet, was die Integrati-
on der Bremsstrahlungs-Beitrdge deutlich vereinfacht. AnschlieBend werden die Struktur-
funktionen zuerst in Bornscher Naherung berechnet, danach folgen die Berechnungen der
Einschleifen-Korrekturen sowie der Bremsstrahlungsbeitrége.

Am Ende dieses Kapitels werden die numerischen Resultate diskutiert. Anstelle der
Helizitats-Strukturfunktionen kann man auch die reduzierten Raten (f.8() verwenden, die
auf die totale Zerfallsrate fiir masselose c-Quarks (B.32) normiert sind. Es wird der graphi-
sche Verlauf dieser Raten in Abhingigkeit des skalierten WW-Impulsquadrates 22 diskutiert.
Auflerdem wird auf den Einflufl der Strahlungskorrekturen auf die Bornschen Raten einge-
gangen.

5.2 Bornsche Niherung
Wir berechnen in diesem Abschnitt im Rahmen der QCD die Bornsche Néherung zu

den Helizitdts-Raten fiir den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein c-Quark und ein
virtuelles W ~-Boson. Dazu bestimmen wir aus der Ubergangsamplitude die Helizitats-
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Strukturfunktionen dieses Zerfallsprozesses fiir die unterschiedlichen Helizitdten des W-
Bosons, welche mit Hilfe der in Kapitel [ definierten Helizitdts-Projektoren ausgerechnet
werden kénnen. Die Raten erhélt man aus den Strukturfunktionen durch Integration iiber
den Phasenraum der Teilchen im Endzustand und nachfolgender Multiplikation mit dem
FluBifaktor. Das Feynman-Diagramm, mit dessen Hilfe die Amplitude fiir den betrachteten
Zerfall berechnet wird, ist in Abbildung B.1 dargestellt.

W

Abbildung 5.1: Feynman-Diagramm fiir das Matrixelement der Bornschen N#herung zum Zerfall
b — ¢+ W™ eines Bottom-Quarks in ein Charm-Quark und ein virtuelles W-Boson

5.2.1 Ubergangsamplitude und Helizitits-Strukturfunktionen

Das Matrixelement fiir diesen Zerfallsprozef} ergibt sich aus den in Anhang [A"§ angegebenen
Feynman-Regeln und lautet
L=

M = u(p,s.) —%Vbc%T w(py, sp) €7(q) (5.1)

= —% Vie U(pe; 5¢) Yu (1 = 75 )ulpy, 51) €*(q) = —% Vie Hy €"(q).

Der Hadron-Strom in Bornscher Néherung H), ist derselbe wie in (B.4)). Der dort auftretende
Lepton-Strom L* wird hier durch den W-Polarisationsvektor e** ersetzt. Das WW-Boson ist
nicht auf der Massenschale, da die W-Masse wesentlich gréfler ist als die Massen von
b- und c-Quark. Die beiden Spinoren beschreiben das b- und das c-Quark, wiahrend der
Polarisationsvektor e die Polarisation des auslaufenden W-Bosons angibt. Da das W~ off-
shell ist, wird die quadrierte W-Masse M2, durch das Quadrat des Impulses ¢* ersetzt, das
Werte im kinematisch erlaubten Bereich 0 < ¢? < (my — m,.)? annehmen kann.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich nach Quadrieren des Matrixelementes

2
M = V] Hy € (q) €(q) (5.2)
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2
g“’ Vael? @(Pe, 5e) Vi (1 = 5) w(pb, 85) @W(Dp, 85) (1 +5) Yo u(pe, 5e) €4(q) € (q).

Der Hadron-Tensor H,, ist in Kapitel B durch (B.§) definiert worden. Der dort ebenfalls
angegebene Lepton-Tensor wird im hier vorliegenden Fall durch das Produkt der beiden
Polarisations-Vektoren ersetzt. In diesem Fall ist aulerdem im Unterschied zu Kapitel B das
zerfallende b-Quark polarisiert, dessen Spin durch einen Spinvektor s, beschrieben wird.
Der Spin des c-Quarks wird nicht gemessen, so dafl man die Summe iiber seine méglichen
Spinzusténde bilden mufl. Die Spineinstellung des virtuellen W kann neben einer longitu-
dinalen und zweier transversaler Richtungen eines physikalischen W -Bosons, das sich auf
der Massenschale befindet, zusétzlich einen skalaren Beitrag besitzen. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit wird also iiber den Spin des c-Quarks summiert und das Ergebnis in einen
Ausdruck umgeschrieben, der durch eine Spur von Gamma-Matrizen ausgedriickt wird.
Man erhélt fiir das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes

2
—_ gw ] * v
(M= IMP* = 22 Vil Hu () € (q) (5.3)

mit dem spinsummierten Hadron-Tensor

Z = Sp (Be + 110 v (1 — 73) (B + 115) (1 + 75 ) (1 + 75) 7]

=3 Sp [(Pe +me) v (1 —=5) (Bo — 1 #6) (1 +¥5) 7] = SP [Be v P67 (1 — 75)]
=4 |:I3b,u Pe,w + DPe,p ﬁb,u — G (ﬁb ' pc) + iGHypa ]55 pg] ) (54>

wobei pp = pp — myp sp gilt. Schreibt man den Hadron-Tensor nach (.54) als eine Summe
eines spinunabhéngigen und eines spinabhéngigen Anteils, so ergibt sich fiir die beiden
Summanden

HSV = 4 [pb,,u pc,u + pc,u pb,u - g,uu (pb : po) + ) e,uupcr pZ pgi|
Hiy(sb) = - 4mb |:5b,,u Pev + DPe,p Sow — Guv (Sb : pc) +1 €uvpo SZ pg} . (55)

Der spinunabhéngige und der spinabhéngige Anteil des Hadron-Tensors konnen jeweils bei
der Berechnung der unpolarisierten und der polarisierten Helizitédts-Strukturfunktionen
herangezogen werden.

Vergleicht man den spinsummierten Hadron-Tensor (5.4) mit dem Resultat (B.11) aus
Kapitel B, so stellt man fest, dafl dort ein zusétzlicher Faktor 1/2 auftritt, der aus der
Mittelung {iber den Spin des b-Quarks kommt. Hier ist eine Mittelung nicht gegeben, da
man den b-Spin im Anfangszustand beriicksichtigt und statt dessen den Spin des c-Quarks
als unbeobachtet betrachtet. Die unterschiedlichen Eigenschaften in Bezug auf den Spin
der Quarks zeigen sich dadurch, dafl der spingemittelte Hadron-Tensor aus Kapitel B vom
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Vierervektor p. abhéngt, der implizit den ¢-Spin enthélt, wahrend hier p, auftritt, das den
b-Spin enthilt. Im Falle unpolarisierter Quarks sind beide Ausdriicke fiir H,,, identisch.

Zur Berechnung der Helizitats-Strukturfunktionen werden nun in (f.3) fir das Produkt
der Polarisationsvektoren die Helizitéts-Projektoren (f.13) eingesetzt, welche bestimmte
Linearkombinationen aus Produkten der Polarisationsvektoren darstellen, die den unter-
schiedlichen Helizitédten zugeordnet sind. Man fiihrt also im Matrixelement lediglich die Er-
setzung €**(q) €”(q) — P*” durch. Die Projektoren kénnen entweder explizit in Abhéngig-
keit der W-Polarisationsvektoren (f.I3) oder auch in kovarianter Form (f.44) angegeben
werden. Mit Hilfe dieser Projektoren kann man dann das spinsummierte Betragsquadrat
des Matrixelementes fiir die verschiedenen Helizitdten in der Form

Wik 9. 2 7 9, 2 7

angeben, wobei die Definition (f.55) verwendet wurde. Der Index X = U, L, U+L, S, F, 1, A
bezeichnet die unterschiedlichen Helizitdten. Fiir spéitere Anwendungen in hadronischen
Zerfallen von B-Mesonen oder polarisierten Ay-Baryonen in Ds- oder D?-Mesonen, wel-
che in Kapitel [ diskutiert werden, bendtigt man nur die Raten zu den Helizitdten X =
U,L,S,I. Trotzden sollen hier der Vollstindigkeit wegen auch die Helizitats-Raten X =
F A angegeben werden, welche zur vollstdndigen Beschreibung der Winkelverteilung fiir
den b-Quark-Zerfall in ein c-Quark und ein Paar masseloser Leptonen benétigt werden.
Auflerdem wird die Summe der Helizitdten X = U + L aufgelistet, die bei der Berechnung
der totalen Rate auftritt und die auch bei der Diskussion der hadronischen Zerfille in
Kapitel [0 eine Rolle spielt.

Nach Einsetzen des Hadron-Tensors (b.4) und der Projektoren (f.44) in den Ausdruck
fiir das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (5.6) ergibt sich fiir die unter-
schiedlichen Helizitéats-Strukturfunktionen

_ ) 8 4 . 2 _
Hy = 4pb-pc+—2(pb-q)(pc-q)——2{—qub-me2—2(pb-q)2(pb-q)(pc-q)
q qz mbq

b oz 20 G ) 020+ (-0 )
=22 ) () =2 1) - 0) 0]

_ 4 2
H, = 3 =@ Dpet—5 00" B q) (pe-
L qg{ qpbp+mgq2(pb q)” (v - q) (pe - q)

+ mig [2 @ (oo Do) (P - pe) + (po - @)* Py - Pe)

=205 ) (5o ) = 20 ) ) )}

_ 3 8 3
Hyin = 4Pb'pc+?(pb'Q)(Pc‘Q)
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Hg = _4ﬁb'pc+%(ﬁb'Q)(pc‘Q)

e = = [0 a) (3o~ 22) = (- 20) (e )

_ 4 ) B B _

H = m{q |:<€z'pc) (Do - pb) + (€2 - Db) (Db - D) — (€2 - Dp) (pb-pc)}

e ) D) (o p) — (e p2) (0r- @) (B @) — (e - ) (- ) (e q>}

i, = ﬁ{q [ (e p2) (B~ ) — m2 (e ) (e )
my 4
(e 1) (B @) (2o pe) + (e - ) (B~ ) (b - )

+ (- q) [(em ~q) (py - pe) (Do - @) — (€2 - pe) (po - @) (Do - )

) o) (e )+ () () ()] | (5.7

Der Spin des b-Quarks wird durch den Spinvektor s;, beschrieben, der implizit in dem Vie-
rervektor p, = pp — my s, enthalten ist. Der vom b-Spin unabhéngige und der spinabhéngi-
gen Anteil der Helizitéits-Strukturfunktionen Hy ergeben sich durch Einsetzen der beiden
in (b.5) angegebenen Anteile des Hadron-Tensors anstelle von H,, in das spinsummierte
Betragsquadrat des Matrixelementes (b.G). Die Resultate fiir den spinunabhéngigen und
den spinabhéngigen Teil ergeben sich aus (B.7) jeweils durch Ersetzung von p, durch p,
oder —my sp. Daraus kénnen die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktionen
Hy und Hyr, welche in (f.56) definiert wurden, bestimmt werden, wenn man fiir den
Vierervektor s, den longitudinalen oder transversalen Spinvektor s\ und s! verwendet.
Zur Auswertung der Skalarprodukte in (b.1) parametrisiert man die auftretenden Viere-
rimpulse in einem bestimmten Bezugssystem. Um die folgenden Berechnungen zu vereinfa-
chen, wiahlt man dazu das Ruhesystem des zerfallenden b-Quarks, weil dort die rdumlichen
Komponenten des b-Impulses verschwinden und nur die 0-Komponente zu den Skalarpro-
dukten beitragt. Den Impuls des W-Bosons wahlt man zweckméfigerweise so, daf§ er in
Richtung einer Koordinatenachse, zum Beispiel der z-Achse, zeigt. Der Impuls des c-Quarks
ergibt sich dann durch Verwendung der Energie-Impuls-Erhaltung aus den beiden anderen
Impulsen. Explizit kann man die Viererimpulse der betrachteten Teilchen in der Form

Do = (mba();OaO) ) q= (anaoaqz) > Pe=DPp —q= (mb_Evoaoa_qz) (58)
schreiben. Der Einheitsvektor €, und der Spinvektor des b-Quarks sind in (£.35) und (£.49)
parametrisiert worden, wobei der Spinvektor die Relationen pj - s, = 0 und s = —1 erfiillt.

Wie bereits oben erwdhnt wurde, bestimmt man die unpolarisierten und die polarisier-
ten Helizitdts-Strukturfunktionen durch die Relationen (f.56) unter Verwendung des spi-
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nunabhéingigen und des spinabhéngigen Anteils des Hadron-Tensors (b.5). Man ersetzt zur
Berechnung der polarisierten Strukturfunktionen H,» den Spinvektor s, durch den longitu-
dinalen und den transversalen Anteil s und s} des Spinvektors beziiglich des W-Impulses,
deren parametrisierte Form in (.51) angegeben wurde, und setzt sie in den spinabhéngigen
Teil des Hadron-Tensors H 5,, ein. Wir werden im folgenden jedoch die Strukturfunktionen
Hx angeben und dafiir den allgemeinen Spinvektor s, = (0, s, sy, s,) aus (4.49) verwen-
den, um explizit zu sehen, dafl der polarisierte Teil dieser Strukturfunktionen proportional
zu den longitudinalen oder transversalen Komponenten des Spinvektors s, und s, ist. Mit
Hilfe der Parametrisierung des Spinvektors s, sowie der parametrisierten Viererimpulse

(b.§) erhélt man fiir die Helizitats-Strukturfunktionen (5.7) die Ergebnisse
Hy = 4 [m§+mg—q2— \/st}
_ (mj — mg)2 — ¢ (mp +m2) + (mj —m?) \/st]

2
?
_ 2 r
Hoew = 2 [(n =)+ () = 27) + (=2 = 247) Vs
2
7

Hy = | (mi—m?)" = ¢ (m} +m?) + (mf —m?) VAs.]

Hp = —4[VX= (mi+m?-¢)s.]

_ 2V

H[ = —\/ﬁmbsm

Hy = 2 mb(mg—mi—qz)sx. (5.9)
2 g2

Die Funktion A\ héngt von den Massen der Quarks und vom W-Impuls ab und ist definiert
durch

A(mg,m2,¢*) =my, +mp + ((12)2 —2(mgm?+mp ¢ +miq?). (5.10)

Man erkennt, daf die Strukturfunktionen Hy nur linear von den Spinkomponenten s, und
s, abhingen. Setzt man s, = 0 und s, = 0, so gehen die Strukturfunktionen Hx in die in
(B.50) definierten unpolarisierten Strukturfunktionen Hy iiber, wéhrend die Anteile von
Hx, die proportional zu s, oder s, sind, durch die polarisierten Strukturfunktionen Hyr
gegeben sind. Somit kénnen die polarisierten und die unpolarisierten Strukturfunktionen
(E56) auch direkt aus den Ergebnissen (5.9) abgelesen werden.

5.2.2 Phasenraum-Integration und Helizitidts-Raten

Nun integrieren wir das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (b.6) mit den
Helizitats-Strukturfunktionen (pb.1) iiber den Phasenraum und berechnen anschlieflend die
Raten fiir die verschiedenen Helizitdten X = U, L, U + L, S, F,I, A. Im vorliegenden Fall
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liegt ein Zweikorper-Zerfall vor, fiir den das infinitesimale Phasenraumelement durch

d’q d°p
2F (2m)3 2 E,.(2m)3

d(PS) := (2m)" 6" (py — pe — q) (5.11)

gegeben ist. Die auftretenden Energien sind durch die Massenschalenbedingung festgelegt:

E= \/q_2+q27 E. = \/p7;2+m(2;-

Weil das W-Boson aus kinematischen Griinden nicht auf der Massenschale ist, kann man die
Invariante ¢ nicht durch M2, ersetzen, sondern mu8 sie in den nachfolgenden Rechnungen
als variable Gréfle behandeln. Im Gegensatz dazu kann man beim Zerfall des t-Quarks das
W-Boson in guter Niherung als on-shell ansehen, so dafi man dort ¢*> = M3, setzen darf.

Die Zerfallsrate ergibt sich aus dem iiber den Phasenraum integrierten Betragsquadrat
des Matrixelementes durch Multiplikation mit dem Flufifaktor, der im b-Ruhesystem die
einfache Form

hat. Damit kann die Zerfallsrate durch

_ 1 e —pe—q) IMP
3272 my, \/§2+q2 \/ﬁ2+m2

dr’ dPqd*p, (5.12)

ausgedriickt werden. Um die totale Rate zu berechnen, muf dies {iber den gesamten Phasen-
raum integriert werden. Im ersten Schritt fithrt man die Integration iiber die Komponenten
des Impulses ¢ aus, indem man den rdumlichen Anteil der J-Funktion ausintegriert. Man
erhélt

oL Sm— R~ ) M
- 3wty VIR P+

Die Integration iiber die -Funktion fiihrte zu der Ersetzung

d*p,. (5.13)

q=Po— Pe = —Pe

im b-Ruhesystem. Zur weiteren Auswertung des Integrals schreibt man das verbliebene In-
tegrationselement d*p, iiber die drei Komponenten des Impulsvektors in Kugelkoordinaten
gemaf

dgﬁc - |ﬁc|2 d|ﬁc| dQc

Da der Integrand nicht vom Raumwinkelelement df). abhéngt, ergibt die Integration einen
Faktor 47, und man braucht nur die Integration des Impulsbetrages auszufithren. Dazu
schreibt man die verbliebene d-Funktion mit Hilfe der Identitét

@) =3 sy o =) (5.14)
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um, wo zo,; die Nullstellen der Funktion f(z) und f’(x) deren Ableitung bezeichnen. Be-
nutzt man noch die Substitution

’ﬁcl =V ECQ - mg ) ‘ﬁc’ d‘ﬁc’ = E. dEc>
so kann man die Integration in folgender Weise durchfiihren:

1 o §<mb—\/ﬁ§+mg—\/ﬁ3+q2>\ﬂ|2
d|pe| [P | dSe
0

b= 3212 m \/ﬁg+q2\/p§+mg

1 B2 — m2 -
- dE, 2 (my— B~ VEE—mI+ @) [ M
q

8Ty S, VE2 —m2+

v 5 [MJ% (5.15)

- 167 m;

Die A-Funktion ist durch (b.I() gegeben. Die Funktion im Argument der §-Funktion ist
f(Ee) =my — E.— VEZ —mZ + ¢,
die fiir positive Energie eine Nullstelle bei

mi +m? — ¢*
Ec,O -

2my
hat. Der Betrag ihrer Ableitung ist
B = | g S| = A
woraus sich nach Einsetzen der Nullstelle
2m?

' (Beo)l =

2 2 2
my —mz+q

ergibt. Die Nullstelle E., ergibt den physikalischen Wert der c-Energie, daraus &8t sich
mit der Energie- und Impulserhaltung die Energie des W-Bosons E berechnen. Damit ist

2 2 2
_mb+mc—q

2 2 2
m; —m: +
Ec b c q )

, BE=

5.16
me me ( )

Die Energie-Impulserhaltung legt also zusammen mit der Massenschalenbedingung die
Energien und Impulse der Teilchen im Endzustand fest. Man kann sie somit durch die
verschiedenen Teilchenmassen ausdriicken.
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5.2.3 Analytische Resultate der Helizitits-Raten

Setzt man das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (b.6) in die Rate (5.15)
ein und verwendet die Helizitéts-Strukturfunktionen (b.9), so erhélt man die entsprechen-
den Raten fiir die unterschiedlichen Helizitaten X = U, L, U+ L, S, F, I, A. Verwendet man
die Relationen (f.57), um die Strukturfunktionen in einen vom b-Spin unabhéngigen und
einen spinabhéngigen Anteil aufzuspalten, so ergeben sich die zugehorigen unpolarisierten
und die polarisierten Helizitéits-Raten durch Einsetzen von Hx oder Hyr anstelle von Hy
in die Rate (p.15). Das Ergebnis kann man etwas vereinfachen, indem man wie in Kapitel
B eine Skalierung mit der b-Masse

q? me mp
p= YLy =Ty (5.17

my,
verwendet, wobei die Funktion A nun von den skalierten Massen abhidngt und durch
MLz%y?) =1+ +y* =22 +y* + 2% y?) (5.18)
definiert ist. Nach der Umrechnung der schwachen Kopplungskonstanten auf die Fermi-

konstante G = g2v/2/(8M2,) 148t sich das Ergebnis in der folgenden kompakten Weise

darstellen:

Fg?om) _Gr ME my VA
82

wenn man By = Hx/(2m?) setzt. Der Index X 1duft nun zur Vereinfachung der Notation

sowohl iiber die unpolarisierten als auch iiber die polarisierten Helizitdten. Die mit der

b-Masse skalierten Strukturfunktionen By in Bornscher Ndherung sind durch

|Vie|” Bx, (5.19)

By = 2(1—2*+4%) , Byr = —2V (5.20)
L 1
By, = ?-A+x2(1_$2+y2>]’ Byr = ?(1—7;2)\/}
B = % A+ 307 (1—x2+y2)} ) Byrypr = %(1_2952—92)\/}
L 1
Bs = ﬁ_)\—l—xQ(l—xQ—i—yz)], Bgr = P(1_2/2)\/X
Bp = _2\/X7 Bpr = 2(1—x2—|—y2)
e
1 9 IP \/ix
By = 0, By = 1 (1—:E2—y2)

V2z

gegeben. Durch Summation der beiden Beitrdge X = U + L kann daraus die Rate fiir ein
unpolarisiertes W-Boson fiir den Zerfall b — ¢ + W™ berechnet werden. Sie lautet

F(Born) GF MI%V ey

= Wy 2VAB
U+L 8\/§7T | b| U+L
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G F M 3‘/ my 2
= 7% Vil
8v2m

Mit der Definition (£.80) der reduzierten Raten kann man die Bornsche Strukturfunktion
By, in die Beziehung (f.83) fiir die einfach differentielle Zerfallsrate einsetzen, um nach
einer Integration iiber 2 die totale Zerfallsrate eines b-Quarks in ein c-Quark und ein Paar
masseloser Leptonen in Bornscher Néherung zu erhalten. Andererseits ergibt sich dieselbe
totale Bornsche Zerfallsrate aus den Resultaten (B.3() der differentiellen Zerfallsraten in
Kapitel B, indem man ihre Summe iiber die Variable x integriert. Auf diese Weise kann
man iiberpriifen, ob sich fiir beide Rechenwege dieselben Resultate fiir die totale Zerfallsrate
ergeben. Nach Ausfithrung der Integrationen erhélt man

1+y? (Born) (1-y)*
I = 2Fb/ dr Bz Gy "™ (r) = 2rb/ dz? 2 VX By, (2?)
2

Y 0

2

(1-9?)"+ (1+y?)a? —22". (5.21)

-1, [ (1—y") (1—8y2+y") — 249 ln(y)} (5.22)

und stellt somit eine Ubereinstimmung beider Resultate fest.

Man kann die Resultate fiir die Strukturfunktionen in Bornscher Naherung (5.20) mit
den entsprechenden Ergebnissen des Top-Zerfalls in [59] vergleichen. Im Falle nichtver-
schwindender b-Masse findet man exakte Ubereinstimmung. Die Helizitéts-Strukturfunk-
tionen By und Bjr sind identisch mit Bg und Bgr. Diese Gleichheit ist eine Folge der
Dynamik der Born-Terme und ist im allgemeinen Falle nicht mehr giiltig, insbesondere
auch fiir die Strahlungskorrekturen in erster Ordnung «, die in den néchsten Abschnitten
diskutiert werden.

Im Grenzfall verschwindender c-Masse, der allerdings fiir den b-Zerfall keine gute Nihe-
rung ist, kann man einige einfache Relationen zwischen den unpolarisierten und den polari-
sierten Strukturfunktionen By und Bxr erkennen. Es gilt ndmlich Bx = Byr fiir X = L, S
und Bx = —Bxr fiir X = U. Diese Eigenschaften resultieren aus der Tatsache, dafl ein
masseloses c-Quark, das an einem (V - A)-Vertex auftritt, nur linkshidndig sein kann. Aus
der Erhaltung der Drehimpulses erhélt man fiir die Helizitdten der Quarks und des W-
Bosons A\, = Ay — A.. Daraus ergibt sich mit A\, = —1/2 die Bedingung \, — Ay = 1/2.
Das fiihrt dazu, daff nur die beiden Helizitéts-Konfigurationen (A, = —1/2, A\yy = —1) und
(A = 4+1/2, Ay = 0) nichtverschwindende Beitrége liefern. Diese einfachen Relationen
sind im Falle der Bremsstrahlungs-Korrekturen auch fiir masselose c-Quarks wegen der
zusétzlichen Emission eines reellen Gluons nicht mehr giiltig.

5.3 QCD-Einschleifen-Korrekturen

In diesem Abschnitt werden wir die Schleifenkorrekturen in erster Ordnung der Stérungs-
theorie zu den im letzten Abschnitt berechneten Helizitdts-Raten des Zerfalls b — ¢+ W™
bestimmen. Es gibt drei Diagramme, die zu diesem Prozefl beitragen. Sie sind in Abbil-
dung dargestellt. Wie wir in Kapitel B.3 gesehen haben, sind die Schleifendiagramme
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divergent und miissen renormiert werden. Dazu rechnet man die regularisierte Vertexkor-
rektur aus und multipliziert sie mit einem Faktor Z, 2 fiiy jede duflere Quarklinie. Dieser
Faktor kann, wie in Kapitel B gezeigt wurde, aus der Ableitung des Selbstenergie-Beitrages
berechnet werden.

(a) W (b) W
g
Q@—Oﬂ@“ b . )
o2
2
C)
C C
(c) W
b - - . a
g
\o
%
\%D_o_g 999

Abbildung 5.2: Feynman-Diagramme fiir die Einschleifen-Korrekturen zum Zerfall b — ¢ + W~

5.3.1 Matrixelemente und Ubergangsraten

Wir beginnen mit der Berechnung des Matrixelementes fiir die Vertexkorrektur. Aus dem
Diagramm (c) in Abbildung 5.9 ergibt sich aus den im Anhang [A.§ angegebenen Feynman-
Regeln und mit der Definition der Vertexfunktion A, aus (B.37)

1w, _
M= ——= Vi u(pe, S¢) A, u(py, sp) €. 5.23
A (Pes Se) Ay ulpo, sv) (5.23)
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Der Hadron-Strom ist derselbe wie in (B.36), der dort auftretende Lepton-Strom wird wie
im Falle der Bornschen Ubergangsamplitude durch den Polarisations-Vektor e des W-
Bosons ersetzt.

Der unrenormierte Vertex A, der bei der Integration iiber den Schleifenimpuls UV-
Divergenzen liefert, wurde bereits in Kapitel B im Abschnitt B.3 ausfiihrlich diskutiert. Das
Resultat kann daher aus (B.67]) iibernommen werden. Die Durchfiihrung der Renormierung
ist in Abschnitt B-3.3 explizit vorgestellt worden und kann ebenfalls unverédndert iibernom-
men werden. Es wurde gezeigt, dafi der renormierte Vertex in der Form (B.119) geschrieben
werden kann. Die Entwicklungskoeffizienten sind in (B.12() angegeben.

Das renormierte Matrixelement in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten
as ergibt sich aus dem Bornschen Matrixelement und dem Beitrag aus dem renormierten
Vertex:

M= Voe W(pes S¢) [ (1 —5) + Tl w(pe, sp) € = 1w Vie H,, €. (5.24)

\/g c cy Oc " o ) \/g c 44y
Der Hadron-Strom H,, wurde bereits in Kapitel fJ eingefiihrt und ist in (B.130) definiert,
wobei der Vertex in der Form (B.128) und (B.127) geschrieben wird. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit erhélt man aus dem Matrixelement M durch Bildung des Betragsquadrates

2
ME = 22V alpes ) b (1= 35) + T (o 1) (5.25)

2
X a<pb7 5b> [(1 + 75) Yo + Fu] u(pm Sc) €te’ = % |‘/bc’2 H,ul/ e €V7

wobei der Hadron-Tensor ebenfalls in Kapitel J definiert wurde. Er ist durch (B.133) und
(B-134) gegeben. Im Gegensatz zu Kapitel | wird hier nicht der Spin des c-Quarks, son-
dern der des b-Quarks beobachtet. Deshalb wird |M|? nicht iiber den b-Spin gemittelt,
sondern iiber den Spin des c-Quarks summiert. In O(ay) ergibt sich fiir das spinsummierte
Betragsquadrat des Matrixelementes

2
WP = DTIMP = S Vel e e (5.26)

— %" Vie|? {Sp [We Y Do Yo (1 = 5)]

. % SP [(Be + m2) T (y + 115) (1 — ) (1 + 75) 7]

4550 [0+ 05 (1= 95) (1= ) G+ ) T J e e+ Oe?)

mit der Definition p, = p, — my sp. Der spinsummierte Hadron-Tensor ist d&hnlich wie in

(B-140) durch
H, =Y Hu (5.27)
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gegeben. Teilt man das Ergebnis in einen Bornschen Anteil und einen Einschleifen-Beitrag
auf, so kann man den spinsummierten Hadron-Tensor in der Form

H,, = H) C S (5.28)

schreiben. Hier wurde die gleiche Notation wie in Kapitel B benutzt, indem der Hadron-
Tensor der Bornschen Naherung mit dem Index 0 und der Hadron-Tensor fiir die Ein-
schleifen-Korrekturen mit 1 gekennzeichnet wird. Der explizite Ausdruck fiir den Bornschen
Hadron-Tensor ist durch (5.4) gegeben. Der strahlungskorrigierte Hadron-Tensor lautet

A = 5 50] (et me) [ (4 ) (1= ) (14 95) %
+ % (1=15) (L= ) ( + mi) L] |

= 4g,uu [mb me (Al - A4) - (ﬁb : pc) (Al + A4)]
4 [me (Az + As) + (pe - s) (A2 — As)] po.y o
4[(A1 + As) (PouPey + P Dow) + mi (Az — Ag) Peu Pe]
2[my (A2 — As) +me (Az + Ag) + (A3 — As) (Pe * 55)] (Do Pew + Deyu Do)
[mb me (As + A6) (A3 - AG) (pb pc)] (pcu Sty + Sbu Pe y)
2[myme (Az + As) + (A2 — As) (ps - pe)] (Pb 1 Sty + Sbyu Do, V)
+ 41 [(Ar + As) €upo Dy P — (A1 — Ag) M €uupo P S5 )
— 21 [(AQ A5) pb,u <A3 - A6) pc,u] €vpor Py pg SZ
+ 27/ [(AZ A5) pb,u + (AS - AG) pc,u] 6;1,00'7' pb pc Sb' (529)
Er hat dieselbe Form wie in (B.142), héngt aber nicht vom Spin des c-Quarks, sondern
vom b-Quark—Spin ab. Auflerdem tritt hier ein zusétzlicher Faktor 2 auf, weil nicht tiber
den b-Spin gemittelt wird. Fiir unpolarisierte Quarks sind die beiden Ausdriicke fiir den
Hadron-Tensor identisch.
Fiir die Berechnung der verschiedenen Helizitéats-Strukturfunktionen wird im spinsum-
mierten Betragsquadrat des Matrixelementes (5.26) wieder die Ersetzung e* e’ — P

durchgefiihrt, also das Produkt der Polarisationsvektoren durch die zugehorigen Helizitéts-
Projektoren ersetzt. Man erhélt damit

— 2 _ as _ v
M = % Vil | B + T2 O HLY | P, (5.30)

wobei der Index X = U,L,U + L, S, F,I, A die unterschiedlichen Helizitdten bezeichnet,
welche bereits bei der Diskussion der Bornschen Néherung betrachtet wurden. Der erste
Term, der den Hadron-Tensor H, ,S?) enthélt, ist der Born-Term (@), wéhrend der Anteil

proportional zu H ,(“1,) den Beitrag fiir die Einschleifenkorrekturen beschreibt. In Analogie
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zum spinsummierten Matrixelement (b.6) in Bornscher Néherung kann man die Kontrak-
tion des Hadron-Tensors mit den Helizitats-Projektoren mit Hx abkiirzen und erhélt

- 2 _ as _
M = 22 i | B + T Cr Y. (531)

Hier bezeichnet FI)(?) die Bornschen Helizitéts-Strukturfunktionen und ff)((l) die zugehorigen
strahlungskorrigierten Strukturfunktionen. Verwendet man die Darstellungen des Hadron-
Tensors (@) und der Helizitéts-Projektoren (), so ergeben sich fiir HY ) die expliziten
Ausdriicke (5.1). Ebenso kann man mit Hilfe des Hadron-Tensors (5.29) Ausdriicke fiir die
H §<1 ) erhalten, welche hier jedoch wegen ihrer Lénge nicht explizit angegeben werden sollen.

Als néchstes werten wir die Skalarprodukte aus, indem wir die parametrisierten Vierer-
impulse (b.§) und den b-Spinvektor (f.49) einsetzen. Fiir die Bornsche Nédherung hatten wir
das Resultat (@) erhalten. Die analogen Ergebnisse fiir den korrigierten Anteil H ,(j,) kann
man als Linearkombination der Entwicklungskoeffizienten A; schreiben. Deren Vorfaktoren
héngen nur von den Massen der Quarks und vom Impulsquadrat ¢ des W-Bosons ab. Man
erhélt fiir die unterschiedlichen Helizitéten

AP = a{ o= m = @) 4 [+ mo? = ) A= (4 - A) Vs, |

_ 1
H](Jl) — ? {2 (mb -+ mc)2 [(mb — mc)2 — qQ} Al + (mb + mc) A (A2 + AS)

— 2 (my —m,)? [(mb +me)? — qﬂ Ay + (mp —me) A (As + Ag) }
i —{2 (m2 = m2) Ay + (my — my) [(mo+me)? — @] (As + As)

— 2 (my —m2) Ay + (my + me) [(my — me)* — ¢*] (A5 + Ag)} S,

_ 1
H((}J)FL = Z {2 [(my — me)® — @] [(my + me)® +2¢°] Ay + (mp 4+ me) A (As + As)

— 2 [(my +me)® — @] [(my — me)* +2¢°] As+ (mp — me) M (A5 + AG)}

<5
Nl >

{2 (mi —m?2—2¢*) Ay + (mp — me) [(my +me)® — ¢*] (As + A3)

-2 (mi —m? — 2q2) Ay + (my +me) [(mb —me)? — qQ} (A5 + Aﬁ)} S,

1
Hy = @ {2 (my —me)? [(my +me)® = ¢°] Ay



5.3. QCD-EINSCHLEIFEN-KORREKTUREN 161

+ (my — me) [(my +me)® — ¢%] [(mi —m2+ ¢*) Ay + (mj — m_ — ¢*) As]
— 2(my +me) [(my — me)® — ¢*] A

+ (my + me) [(mb—mc)2 —q2] [(mi —mZ+q*) As+ (mp —m? — ¢ )Ao} }
+ \/—X{Q(mi—mi) Ay + (my +me) [(my —mi + ¢%) Ay + (mj —m? — ¢*) As]
— 2 (my —m2) Ay + (my —me) [(mj —mZ + ¢°) As + (mp — m? —q)A6]}sz

Hg) — 4(A1—A4)\/X—|—4{ — [(mb—mcy_qﬂ A+ [(mb-l—mc)2_q2] A4}Sz

_ A
HyY = ‘\/8_q2{4mbA1+[(mb+mc>2—q2} (A2 +45)

— Admy Ay + [(mb —me)? — qﬂ (A5 + Aﬁ)}sl,

HI(;) — \/;7q2 {4 (mb + mc) [(mb mc) } A+ A (AQ + Ag)
— 4(my —me) [(my +me)* — ¢°] As+ A (A5 + AG)}sx. (5.32)

Aus diesen Ergebnissen kann man die unpolarisierten und die polarisierten Helizitéts-
Strukturfunktionen ablesen. Man erkennt auch hier, dal die polarisierten Strukturfunk-
tionen proportional zu der longitudinalen oder transversalen Komponente s, und s, des
Spinvektors s, sind. Die unpolarisierten Strukturfunktionen ergeben sich aus Hj D qurch
s, = 0 und s, = 0. Man kann die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktlo—
nen auch direkt mit Hilfe der Definition ({.5¢) berechnen, indem man den Hadron-Tensor
(b.29) in einen spinunabhéngigen und einen spinabhéngigen Anteil aufspaltet, wobei der
spinabhéngige Teil alle Terme enthélt, die von s, abhéngen, und der spinunabhéngige Teil
durch die {ibrigen Terme gegeben ist. Anstelle des Spinvektors s, setzt man dann den lon-
gitudinalen oder den transversalen Spinvektor (f.53) ein. Die Strukturfunktionen fiir die
Schleifenkorrekturen I:I;l) konnen dann auch durch die unpolarisierten und die polarisierten
Strukturfunktionen ausgedriickt und in der Form (.57) geschrieben werden.

5.3.2 Phasenraum-Integration und analytische Resultate

Die Phasenraumintegration ist dieselbe wie bei der Bornschen Zerfallsrate und kann daher
aus (b.11)) ibernommen werden. Dort wurde auch gezeigt, wie die Integration durchgefiihrt
wird und wie man daraus die Zerfallsrate berechnet. Das Ergebnis wurde in (5.15) ange-
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geben und lautet

VA

167 m;,

I'=

Setzt man in diesen Ausdruck das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes
aus (B.31)) ein, so erhdlt man die korrigierte Rate bis einschliefilich erster Ordnung in

as. Der Term, welcher P_[g)) enthalt, ergibt die Bornsche Niaherung. Der Anteil fiir die

Schleifenkorrekturen, der mit Hilfe von H ) berechnet wird, lautet nach Umrechnung G =
927/2/(8M2,) der schwachen Kopplungskonstanten auf die Fermi-Konstante

2 Gr
rd — VA V|2 x —c . 5.33
X 16\/§7rmb ‘ b‘ rH ( )

Nach Einsetzen von (5.39) ergeben sich die Raten fiir die verschiedenen Helizitéten in
Abhéngigkeit der Entwicklungskoeffizienten A;. Zur weiteren Auswertung benutzt man die
Relation (B.127), um A, durch A; auszudriicken. Fiir die iibrigen infrarot-endlichen Koef-
fizienten Ay, Az, A5 und Ag verwendet man die expliziten Ausdriicke (B.120), in denen nur
noch zwei verschiedene Logarithmen auftreten. Dann enthalten die Raten nur noch diese
beiden Logarithmen und den Koeffizienten A;. Mit Hilfe der Relationen ({.57) konnen die
Strukturfunktionen H ) durch die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktio-
nen ausgedruckt Werden und die entsprechenden Helizitédts-Raten erhélt man, indem man
in () die H ) durch H ) oder H P ersetzt.

Schliefilich skahert man die Ergebmsse fiir die Raten nach (5.17) mit der b-Masse und
verwendet den Farbfaktor Cr = 4/3. Dann lassen sich die Resultate der Helizitdts-Raten
fiir die Schleifenkorrekturen in folgender Form schreiben

me\/_
8\/_

wenn man Rx = Hx/(2m?) definiert. Der Index X lduft zur Vereinfachung wieder iiber die
unpolarisierten und die polarisierten Helizitéten. Die skalierte Funktion A = \(1, 2%, y?) ist
durch (b.1§) definiert. Die dimensionslosen Helizitéts-Strukturfunktionen Ry sind gegeben
durch

ry = Viel? x =2 Ry, (5.34)

3

Ry = —2{2(1—x2+y2)A0+%(1—y2) (1—x2+y2)1n(y)
_ %\/X(l—3x2+y2)ln(w1)}

Ryr = 2{2\/XA0+%\/X(1—y2)1n(y)—{%—2(1—x2+y2)]1n(w1)}32

X

R = _3{[Hﬁ(l-xuyzmw(1—y2><1—x2+y2>ln<y>

x2
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+VA (1 + y2) ln(wl)}

Ryr = _% {\/X(1 —y?) Ao+ VA (1 +%) In(y)

T

F - (1= + ) ln(wl)} ..

Ryyr = —%{[)\+3$2(1—$2+y2)]Ao+3(1—y2)(1—x2+y2)ln(y)
+ 322V ln(wl)}
Ryp pp = — % {\/X(l — 2% — y2) Ay — \/X(l — 3y2) In(y)

+ [)\—l— (1-22>—¢*) (1 —xz—l—yQ)] ln(wl)}sz

Rs = —%{[A+x2(1—x2+y2)}(/10—2)
(=) |5 - (=) )+ VR (=) i)
Rgr = —%{\/X(l—gf) (AO—Z)—\/X{Qx—j—i—(l—Zf—I—yQ)} In(y)

+ (11— [% +(1—2? —i—yz)] ln(wl)} S,
Rr = 2{2\/XA0+§\/X(1—y2)ln(y)—%[A—QmQ(l—xQ—I—yQ)} ln(wl)}

2
RFP = —2{2(1—x2+y2)A0+P(1—y2) (1—x2+y2)ln(y)
1
— ;\/X(l —3m2+y2)1n(w1)}sz

Ry = 0

1 1
e 2VAAy+ = 1+22 =91
R; \/§x{ VA 0+$2\/X( + y) n(y)
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_ {2—; —2(1—a2%+ yQ)} ln(wl)} Sz

Ry =0
1 2 2 1 2 2 2
Rup = _\/ix{Q(l_x —y)Ao—I—;[/\—l—2x (1—x —|—3y)]1n(y)

Die auftretende Funktion A, geht durch die Relation (B.14§) aus A; hervor. Diese Definition
erlaubt es, einige der Koeffizienten von In(w;) in den analytischen Ausdriicken (b.35) etwas
zu vereinfachen. Obwohl diese Vereinfachungen nicht fiir alle Rx zutreffen, soll Ay hier
trotzdem eingefiihrt werden, um eine gewisse Konsistenz mit den Resultaten (B.I54) aus
Kapitel B herzustellen. Aulerdem gilt Ay > 0 im gesamten kinematisch erlaubten Bereich
0 <z <1 —y fiir die Variable z. In Abhéngigkeit der skalierten Grolen (b.17) lautet die
Funktion Aq explizit

1—a?+?

VA
— In E (1 — ¥y + \/X)] In(ws wd)} -2 [ln <i> - 2] : (5.36)

Ao

{ — 2Liy(1 — wy) + 2 Lix(1 — ws) — In(wy) In (F)

A2

Die auftretenden Abkiirzungen sind definiert durch

1—2?+y* =V 14+2% =92 =V 1—a22—y> =V

w — 9 Wy = 9 w3 = )

' 1—224+ 92+ ? 1+ 22 — 32+ ’ 1—22 — 2+
(5.37)

und die skalierte Gluonmasse ist durch A = m/m; gegeben.

Die Strukturfunktionen Ry beschreiben den unpolarisierten Anteil, wihrend Ryr den
polarisierten Anteil der Helizitdts-Raten darstellen. Diese Strukturfunktionen enthalten
ausschliellich Beitrdge zu Einschleifenkorrekturen der Zerfallsrate. Zusammen mit dem
Bornschen Resultat (5.19) ergeben sich die korrigierten Strukturfunktionen

r(@s) — p(Born) | p()

bis einschliellich erster Ordnung in der starken Kopplungskonstanten a.

5.4 Gluon-Bremsstrahlung in O(ay)

Nachdem nun die Schleifenkorrekturen zum Zerfall des b-Quarks in erster Ordnung der
Storungstheorie berechnet wurden, sind noch die Bremsstrahlungsbeitrige zu bestimmen.
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Die Rechnung ist analog zu der in Kapitel B.4, wobei der dort vorkommende Lepton-Tensor
in den nun folgenden Resultaten durch die Polarisationsvektoren des W-Bosons oder die
kovarianten Projektoren ersetzt wird. Es gibt zwei Diagramme, die zur Amplitude des
Bremsstrahlungsprozesses beitragen. Sie sind in Abbildung b-3 dargestellt.

W W

\d
p

2
000000600

C C

Abbildung 5.3: Feynman-Diagramme fiir die Bremsstrahlungs-Korrekturen zum Zerfall b —
c+W™+g

5.4.1 Matrixelemente und Ubergangsrate

Das Ubergangs-Matrixelement ergibt sich aus den in Anhang [A.§ angegebenen Feynman-
Regeln und sieht folgendermaflen aus:

ﬁb k—i—mb
— k)2 —mp

—1 G
Vc s>\ cy ¢ 1_
WL U(pe, 5e) [Tu ( 75)<

(5.38)

pot k+ m Y (1 =75) | u(ps, sp) € (k) € (q).

e T k) e

Unter Benutzung der Massenschalenbedingung lassen sich die Nenner der auftretenden Pro-
pagatoren vereinfachen. Auflerdem kann man mit Hilfe der Clifford-Algebra fiir Gamma-
Matrizen die Propagatorzahler in einer Weise umschreiben, daf§ die Spinoren der d&ufleren
Teilchen auf die entsprechenden Impulsvektoren wirken, so da man sie durch Anwendung
der Dirac-Gleichung auf eine einfachere Gestalt bringen kann. Man erhélt

U Gw 9s \q\ - 1
M= i () s | e i~ Bo) = (2~ F)

De - k
X (1 —5) u(py, sp) €7(k) € (q)
— ﬂ 9s ya (g) *p
e Ve (X)) 1P @), (5.39)
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wobei Hﬁg) der in () definierte Hadron-Strom ist. Der Unterschied zu der Uber-
gangsamplitude in Kapitel B besteht, wie auch beim Born-Term und den Einschleifen-
Rechnungen, in der Ersetzung des Lepton-Stromes durch den Polarisations-Vektor des W™—.
Da die Strahlungskorrekturen nur in dem hadronischen Anteil enthalten sind, kann man

aus dem Ergebnis fiir das Betragsquadrat des Matrixelementes (B.161]) den Hadron-Tensor
(B-162) iibernehmen. Dann ist

IM|* = g“’!Vbc\z (16 2NN > H}ﬁ) €™ (q) €(q). (5.40)

Anschliefend summiert man iiber den Spin des c-Quarks und bildet die Polarisationssumme
(B.163) des Gluonspins, die in Abschnitt (B.4) hergeleitet wurde. Das zerfallende b-Quark
soll polarisiert sein, so dafl man nicht iiber den Spin des Anfangszustandes mitteln darf. In
Kapitel B4 war im Unterschied dazu das c-Quark polarisiert, wiahrend das b-Quark unpola-
risiert war. Die verschiedenen Helizitats-Kombinationen des WW-Bosons werden bestimmt,
indem man das Produkt der beiden Polarisationsvektoren durch die Projektoren ([.44) er-
setzt. Schliefllich summiert man noch iiber die Gluon-Farbfreiheitsgrade unter Verwendung
der Relation (B.3§) und mittelt iiber die drei Farbzustéinde des b-Quarks im Anfangszu-
stand, wobei man die Beziehung (B.137) benutzt. Das spinsummierte Betragsquadrat des
Matrixelementes fiir die verschiedenen Helizitaten X = U, L, U + L, S, F, I, A lautet dann

M% = g’” |Vae|” ( :C ) 9 P (5.41)
mit der Definition des spinsummierten Hadrontensors
HY = > > HY (5.42)

ﬁ (2pc,p - %%) 'Vu} Do

C

= —Sp {zéc Lﬁ Vi (20,0 = Kp) —

<[ et - i - e —p| a-a
wobei P, = p, — my s gilt. Das Resultat ist analog zur Spinsumme des Hadron-Tensors
(B-I78) in Kapitel fJ. Weil dort iiber den Spin des b-Quarks gemittelt und hier iiber den c-
Spin summiert wird, erhélt man in (B.178) einen zusétzlichen Faktor 1/2. Die Abhéngigkeit
des Hadron-Tensors vom Spin des Quarks ist hier in p, und dort in p. enthalten.

Im néchsten Schritt wertet man die Spur in (p.49) aus und ordnet das Resultat nach den
auftretenden symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren zweiter Stufe. Die symme-
trischen Anteile kénnen durch den metrischen Tensor g,,,, sowie die Vierervektoren py, p., Dp
und k ausgedriickt werden, wiahrend die antisymmetrischen Anteile durch Kontraktion des
Levi-Civita—Tensors €,,,, mit den genannten Vierervektoren entstehen. Der spinsummierte
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Hadron-Tensor lautet damit

i = Sl [ e DG~ e e 0+ ) )

+ (m = pu k) (B Pe) | g

+ ﬁb : (pb + k) (pc,uku + ku pc,V) - (pb : k) (pb,u Pe,v + yZom pb,u)

+ (pb : k - mg) (ﬁb,,u pc,y + pc,u ﬁb,u)

i €Cupo B (9o + k) K D2 — (B k) D02 + (- b — mi) B o | }

16 ) i
T m{[(m'k—2pb-pc) (Do - pe) + Do - (po + 2pe) (pe - k)

~ (o petm2) (B K) | g

+ 2 (po - Pe) (Poyu Pew + Peyu Do) + 2 (P - k) Pey Pew

+ (Do - D) (Popkn 4 kDo) — (Pe - k) (Do Doy + Do Do)

— (B - Pe) e kv 4 Kppew) = k- (po + pe) (Pop Pew + Pep Do)

— i €ppo [ﬁb (P + pe) K p? — (P - k) Py p7 + ((pb +pe) k—2py ~pc>15§p2’]
- Z (ku EI/pO'T - ku Eupa‘r) pg 151;' pz + Z (pb,u EV,DO’T - pb,u Eupa'r) kp pg pZ}

16 . ) ) 2
+ (pc -k — m?) (ﬁb# k/‘u + ku ﬁb,u) + (Qpc -k — m?) (pb,u DPew + De pb,y)

o [P (6 = pe) K0 + (e e — m2) 90|

+ Z (ku EVpO"T - kV 6upa’r>kp ]52 PZ - Z (pc,u eupafr - pc,u eupJT) kp ﬁg pZ}

(5.43)

Dies ist bis auf die Summation iiber unterschiedliche Quark-Spins und dem bereits erwéhn-
ten Faktor 1/2 aus der Mittelung iiber den b-Spin identisch mit dem Hadron-Tensor
(B.181)) aus Kapitel B. Die Helizitats-Strukturfunktionen ergeben sich durch Kontraktion
des Hadron-Tensors mit den entsprechenden Helizitéts-Projektoren aus (f.44). Das spin-
summierte Betragsquadrat des Matrixelementes (b.41]) kann damit in der Form

2
AA Y 1 3,
M5 = 3 Vil (Z 9§CF> HY. (5.44)
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geschrieben werden. Fiihrt man die Kontraktion aus, so enthalten die Ergebnisse I:I§(g)
Skalarprodukte, die aus den Viererimpulsen der am Zerfall beteiligten Teilchen gebildet
werden, sowie Terme, welche den e-Tensor enthalten. Da sie aufgrund ihrer Lénge relativ
uniibersichtlich darzustellen sind, soll hier darauf verzichtet werden, sie explizit anzugeben.
In Kapitel B hatten wir gesehen, dafl bei der Integration iiber den Phasenraum des
Gluons in den Bremsstrahlungsbeitrédgen eine Infrarot-Divergenz aufgetreten ist. Es hat
sich herausgestellt, dafl der divergente Anteil proportional zu dem universellen Soft-Gluon—
Faktor A ist, welcher in (B.I8) definiert wurde. Dieser Faktor wird mit einem Ausdruck
multipliziert, der formal dem Anteil der Bornschen Naherung entspricht. In analoger Weise
spaltet man nun die oben genannten Strukturfunktionen Hﬁ(g) in einen divergenten und
einen konvergenten Anteil auf und schreibt den divergenten Anteil als Produkt des Soft-

Gluon—Faktors mit den Bornschen Strukturfunktionen. Dann ergibt sich
Flﬁf) _ ﬁég) + g9

sin X,reg

_ 4AH)((Born) +H(g)

X,reg’

(5.45)

wobei ﬁé(Bom) die in (@) angegebenen Bornschen Strukturfunktionen darstellen. Weil der
Soft-Gluon—Faktor universell ist, hiangt er nicht von den Helizitdten X ab.

Zur Auswertung der Skalarprodukte in (b.45) bestimmt man zunéchst aus der Kinema-
tik des Zerfallsprozesses die parametrisierten Viererimpulse der Quarks sowie des W-Bosons
und des Gluons. Bei dem betrachteten Prozef} zertéllt ein b-Quark in einen Endzustand, der
aus drei Teilchen besteht. Um eine einfachere Darstellung zu erhalten, wertet man die Im-
pulse wie auch bei der Bornschen Néherung und den Schleifenkorrekturen im Ruhesystem
des b-Quarks aus. AuBlerdem wé&hlt man die z-Achse wieder in Richtung des rdumlichen
W-Impulses. Das liefert

Py = (mbaoaoa O) , 4= <E70707QZ) > k= (wakxakyakz) y Pe=Db —q — k. (546)

Im Unterschied zu den parametrisierten Viererimpulsen der Bornschen Niherung (b.§) tritt
hier zusétzlich der Gluon-Viererimpuls auf, der auch implizit in die Parametrisierung des
Impulses fiir das c-Quark eingeht. Der Spinvektor des b-Quarks ist in (f.49) parametrisiert
worden. Die rdumlichen Komponenten des Gluonimpulses werden in Kugelkoordinaten
ausgedriickt und sind durch

ky = |k| sinf cos ¢, k, = k| sin@ sing , k.= |k|cosf (5.47)

gegeben. Aus der Massenschalenbedingung des Gluons folgt w? — k2 = 0, so dafl es moglich
ist, den Betrag ]12| des rdumlichen Gluonimpulses mit der Gluonenergie w gleichzusetzen.
Im Falle einer angenommenen Gluonmasse zur Regularisierung der Infrarot-Singularitaten
gilt die verallgemeinerte Beziehung w? — k2 = m2. Der Viererimpuls des c-Quarks geniigt
ebenfalls der Massenschalenbedingung, so dafl die Betrdge der rdumlichen Impulse durch
die Energien und die Massen ausgedriickt werden kénnen. Da das W-Boson off-shell ist,
kann sein Impulsquadrat nicht durch die W-Masse ausgedriickt werden.

Zur weiteren Auswertung der Strukturfunktionen (5.45) setzt man im néchsten Schritt
die parametrisierten Impulse (5.46) und den Spinvektor (£.49) ein und erhélt ein Resultat,
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das explizit von den Energien und Impulskomponenten der Teilchen abhéngt. Man kann
sie fiir die unterschiedlichen Helizitdten X in der folgenden Form darstellen

A9 = 8sx(B,w) =8 [a(E,w) by (B, w) + fx(E, w)], (5.48)

wobei explizit nur die Abhéngigkeit von den nichttrivialen Integrationsvariablen angege-
ben wurde. Die Funktionen a, bx und fx entsprechen den parametrisierten Ausdriicken
fir A, %™ und H§§}T€g auf der rechten Seite von (), wobei die Zahlenfaktoren zur
bequemeren Schreibweise fiir die spéter angegebenen Resultate eingefiihrt wurden. Nach
Verwendung der Massenschalenbedingung fiir das Gluon und Integration iiber den Azi-
muthwinkel, der nur in den Impulskomponenten (p.47) auftritt, stellt sich heraus, dafl die
spinabhéngigen Anteile der parametrisierten Strukturfunktionen sx nur zu der longitudi-
nalen oder der transversalen Spinkomponente s, und s, proportional sind. Die Integration
wird im néchsten Abschnitt noch etwas genauer betrachtet werden. Die unpolarisierten He-
lizitéts-Strukturfunktionen () ergeben sich aus den parametrisierten Ausdriicken ]:I)(?),
wenn man s, = s, = 0 setzt, und die polarisierten Strukturfunktionen sind durch die
zu s, oder s, proportionalen Terme von H )((g) gegeben. Man kann die unpolarisierten und
die polarisierten Strukturfunktionen auch direkt berechnen, wenn man den Hadron-Tensor
(-43) nach (f.54) in einen spinunabhingigen und einen spinabhéngigen Teil aufspaltet
und die Relation (f.56) verwendet. Anschlieflend setzt man den longitudinalen oder den
transversalen Spinvektor (f.53) anstelle des allgemeinen Spin-Vektors s; ein.

5.4.2 Phasenraum-Integration und Helizitdts-Raten

Aus den parametrisierten Ausdriicken (f.48) des kontrahierten Hadron-Tensors berechnen
wir im folgenden durch Phasenraumintegration die Helizitdts-Raten fiir die unterschied-
lichen Helizitdten X. Die Phasenraumintegration unterscheidet sich hier etwas von der
in Abschnitt (B.4) durchgefiihrten, weil wir dort insgesamt vier Teilchen im Endzustand
hatten und den Phasenraum der Leptonen vollstindig ausintegriert haben. Hier haben
wir es mit einem Dreikorper-Zerfall zu tun, bei dem anstelle des Leptonpaars ein off-shell
W-Boson im Endzustand auftritt, iiber dessen Phasenraum zu integrieren ist. Auflerdem
wurde in Abschnitt (B.4) nicht iiber die Energie des c-Quarks integriert, wihrend hier {iber
dessen gesamten Phasenraum integriert wird.

Die Zerfallsrate ergibt sich durch Integration iiber das spinsummierte Betragsqua-
drat des Matrixelementes und nachfolgender Multiplikation mit dem Flufifaktor, der im
b-Ruhesystem durch ® = 1/(2m,) gegeben ist. Die Phasenraumintegration des vorliegen-
den Drei-Teilchen-Endzustandes kann in der Form

a3y, Bk BF
2FE.(2m)3 2w (2m)3 2 E (27)3

d(PS) := (2m)" 6*(pp — pe — k — q) (5.49)

geschrieben werden mit den Energien

E.=\/p?+m?, w:\/lg?—i—m?, E=\/@+ ¢
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WEeil einige der zu integrierenden Terme divergent werden, ist es notwendig, eine endliche
Gluonmasse m einzufiihren, die bei der Integration der konvergenten Terme null gesetzt
werden kann. Die differentielle Zerfallsrate ergibt sich aus |M|? durch Multiplikation mit
dem Phasenraumelement (5.49) und dem Flufifaktor:

_ 1 0*(py — pe — k — q) [M[?
6 Cmmy /o m? Vi +m? [P+ P

Zuerst wird die Integration {iber die drei Komponenten des Impulses p,. ausgefiihrt, indem
man die rdumlichen Komponenten der §-Funktion auswertet, was im b-Ruhesystem zu

dl’ &Py, &k &Pg. (5.50)

—

b= —k—q=—(k+q
fithrt. Dann vereinfacht sich der differentielle Ausdruck der Zerfallsrate zu
X 5(mb—\/(E+q_)2+mg—\/lg2+m2—\/§2+q2> M
5 — =
16 (2m)7 m VE+D +m2 VB P+
(5.51)

Zur weiteren Integration driickt man die Integrationsvariablen der k- und ¢-Integration
durch Kugelkoordinaten aus und erhélt

dl' = &Pk &g

d*Fk = |K]” d|k| dcos ¢, d*G = |l d|q]d cos b, d,,

wobei 6 und 6, sowie ¢ und ¢, die Polar- und die Azimuthwinkel fiir die Impulse k und
¢ sind. Wéhlt man zur Auswertung der Integration ein spezielles Koordinatensystem, in
dem ¢'in z-Richtung zeigt, so wird das Matrixelement unabhéngig von ¢, und 6, sein, und
0 ist der Winkel zwischen & und ¢. Die trivialen Integrationen iiber die Winkel ¢, und 0,
ergeben einen Faktor 47 fiir den Raumwinkel.

An dieser Stelle ist es vorteilhaft, zundchst die Integration iiber den Azimuthwinkel ¢
zu betrachten, weil sich die weitere Phasenraumintegration dadurch einfacher durchfiihren
1aB8t. Der Winkel ¢ kommt lediglich in den Komponenten £, und k, des Gluonimpulses
vor, welche hochstens quadratisch in das Matrixelement eingehen. Die von ¢ unabhéngi-
gen Terme des Matrixelementes werden bei der ¢-Integration im Intervall [0, 27] nur mit
einem Faktor 27 multipliziert. Die in k, oder k, linearen Terme sind proportional zu cos ¢
oder sin ¢ und verschwinden bei der Integration iiber ¢. Die Ausdriicke, die zu k? oder zu
l{:; proportional sind, liefern ebenfalls einen Beitrag bei der ¢-Integration. Durch Verwen-
dung der Massenschalenbedingung fiir das Gluon ist es mdglich, eine Beziehung zwischen
k% und k:; herzustellen. Setzt man beispielsweise in das betragsquadrierte Matrixelement
|IM|? die Bezichung k? = w? — k2 — kZ? ein, so kiirzen sich fiir die meisten Helizitéten die
Abhingigkeiten von k2 und k; gegenseitig heraus, da in den entsprechenden Integranden
nur die Summe k7 4 k. auftritt. Eine Ausnahme bilden die Ausdriicke fiir die Helizitéten
X =17, A", denn das Ergebnis enthélt noch ¢-abhéngige Terme, die proportional zu k;
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sind. Mit Hilfe der Darstellung (5.47) 1dBt sich k7 durch die Winkel § und ¢ ausdriicken,

und man erhélt k2 = |E 2 (1 — cos? ) sin? ¢. Die Integration iiber den Azimuthwinkelanteil
sin? ¢ im Intervall [0, 27] ergibt einen Faktor 7. Wir kénnen die ¢-Integration also folgen-
dermaflen zusammenfassen. Die in k, und k, linearen Terme liefern keinen Beitrag. Die
iibrigen Ausdriicke kénnen in der beschriebenen Art und Weise umgeschrieben werden, so
daf} die Integration entweder einen Faktor m oder einen Faktor 27 ergibt.

Fiir die einheitliche Durchfithrung der Phasenraumintegration mit Hilfe eines Compu-
ter-Algebra—Systems ist es niitzlich, wenn man die oben beschriebenen Schritte zur Ver-
einfachung der zu integrierenden Terme so programmiert, daf§ die ¢-Integration fiir alle
nichtverschwindenden Ausdriicke einen Faktor 27 liefert. Dazu wendet man nacheinander
die folgenden Ersetzungen auf den Integranden an:

1 -
(1) k2 — w—k -k, (2) k— 5 k? (1 = cos®0) ,
(3) k., — 0, (4) ky,—0. (5.52)

Damit hat man erreicht, dafl man anstelle der ¢-Integration den Integranden nur mit einem
globalen Faktor 27 zu multiplizieren braucht, man kann also den vereinfachten Integranden
so auffassen, als ob er vom Winkel ¢ unabhéngig wére.

Fiir die gesamte Integration iiber alle Winkel 6,, ¢, und ¢ erhélt man somit insgesamt
einen Faktor 872. Die totale Zerfallsrate lautet damit

1 oo 1 e’} o
I = ———— dkk;Q/dz/d 2 M
o | AREE [ a [ im

(5(mb—\/(E%—@)Z—l—mz—\/E2+m2—\/cj2+q2)

X . (5.53)
\ (k+ @2 +m2VEE+m? /@ + ¢

Die Variable z ist definiert durch z = cos . Um die folgende Integration zu vereinfachen,
ist es zweckméfig, die Substitutionen

H = Ve =t |l =B = ¢ (5.54)

einzufiithren, fiir die die Identitéat

k| d|k| = wdw , |71d|q| = EdE

gilt. Fiithrt man zunéchst die Integration iiber z aus, so mufl man die 6-Funktion mit Hilfe
der Relation

() = 3 iy 3 = 0)

umschreiben, um sie direkt ausintegrieren zu koénnen. In diesem Fall ist die Funktion f

durch

f(z):mb—w—E—\/w2—|—E2—|—2\/w2—m2\/E2—q2,z+m§—m2—q2
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gegeben und besitzt eine Nullstelle bei
B 1
2\/w2 —m2 \/E2 — 2

Ihre Ableitung ist

2 (mi—m§+q2+m2+2wE—2mb(w+E)).

_ \/wQ—mQ\/EQ—qQ
\/w2—|-E2+2\/w2—m2\/E2—q22+mg—m2—q2

(=)l

und hat nach Einsetzen der Nullstelle den Wert

\/WQ —m?2 \/EQ —q2

my, —w—F

|f'(20)| =

Dieser Ausdruck kiirzt zusammen mit der Substitution (5.54) den Nenner des Integranden
in (5.53) heraus. Die Zerfallsrate ist nach Umschreiben der Delta-Funktion durch

1 [e'e) [e'e) 1 _
P 1 dw/ dE/dzM2
s ), et M

. VT /ET = #0(4(2)
\/w2+E2+2\/w2—m2\/EQ—q22+m§—m2—q2

1 00 00 1 0
= S@m /m dw/\/q—ng/_le|M| d(z — 20)

1 Enmax Wmazx .
= ——— dE d 2 5.55
8(27?)3mb/E /w wiM| (5.55)

min 'min

gegeben. Beim letzten Schritt wurde die Integrationsreihenfolge vertauscht. Durch die In-
tegration iiber die d-Funktion wird der erlaubte Bereich des Phasenraumes eingeschrankt,
weil der Cosinus nur Werte zwischen —1 und 1 annehmen darf. Man hat daher die ein-
schrinkende Bedingung

1
2\/w2—m2\/E2—q2

2] = (mf—m2+ ¢ +m?+20wE - 2my (w+ B))| <1 (5.56)

zu beachten. Lost man dies nach w auf, so ergeben sich zwei Ungleichungen, aus denen sich
die Grenzen wy,;, < w < Wy bestimmen lassen. Es gilt

1

mar —F 2 m? 2 2_2 E E2 — 2
w 2(mg+q2—2mbE){(mb ) (my —m2 +¢*+m my E) + +/ q
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><\/(m£+q2—2mbE—(mc—m)2)(m§—|—q2—2mbE (me +m)? }

1

Winin = 2 E) {(mb—E)(mi—m3+q2+m2—2mbE)—\/E2—q2

><\/(m£+q2—2mbE—(mc—m)Q)(mz—l—qZ—ZmbE (me +m)? }
(5.57)

wenn man eine endliche Gluonmasse m annimmt.

N
[\8}
S ol f
3
15 ¢ .
I =2 GeV
1+ ]
I = 2.5 GeV
i V=3 |
0.5 7 \ GeV |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
E[GeV]

Abbildung 5.4: Phasenraum der Energien des Gluons und des off-shell-W-Bosons zur Brems-
strahlung des Zerfalls b — ¢+ W™ + g. Die einzelnen Gebiete entsprechen unterschiedlichen
Werten von \/q_2 =0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3 GeV mit endlicher Gluonmasse m = 0.1 GeV, die zur
besseren Veranschaulichung relativ grof§ gewéhlt wurde.

Der Phasenraum ist in Abbildung b.4 veranschaulicht. Er wird durch die beiden Funk-
tionen wyq,(F) und wpy,(E) nach oben und nach unten begrenzt. Daher lassen sich die
Grenzen der W-Boson—Energie E am einfachsten bestimmen, indem man die beiden Funk-
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tionen wyax und wp,, gleichsetzt und anschliefend nach E auflost. Dies liefert

2, 2 2
Emax = M ta 27/’(;:16 + m) 5 Emzn =V qz- (558)

Im masselosen Grenzfall vereinfachen sich die Grenzen zu

2 2_ 2 _9m B

Wmaz,min 92 (mg + q2 —9 my E)
und ) ) )
/@ < E< m (5.60)
2 my

Der Einflul der endlichen Gluonmasse m ist in Abbildung b.5 veranschaulicht, wo zur
besseren Darstellung der Wert m = 0.1 GeV relativ hoch gew&hlt worden ist. Man erkennt,
da die untere rechte Ecke des Phasenraumes im masselosen Grenzfall spitz zulaufend,
wahrend sie bei endlicher Gluonmasse abgerundet ist.

E[GeV]

Abbildung 5.5: Einflul der endlichen Gluonmasse m = 0.1 GeV auf die Grenzen des Phasenrau-
mes fiir verschiedene Werte /¢ = 0.5, 1.5, 2.5 GeV.

Die Helizitdts-Raten konnen schliellich nach Einsetzen des quadrierten Matrixelemen-
tes (5.44) in die Rate (5.53) und mit Benutzung der Definition (5.48) in folgender Form
geschrieben werden:

Emaz Wmazx
g
r — |V} C . .61
X7 16 16 (27)3 my ’ el r / /w do sx(E,w) (5:61)

mzn min
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Der Integrand wurde gemé$ (5.48) durch die parametrisierten Viererimpulse ausgedriickt.
Die dort durchgefithrte Aufspaltung des Integranden in einen divergenten Term a - bx
und einen konvergenten Anteil fy wird nun verwendet, um die Infrarot-Singularitidt zu
parametrisieren und anschliefend die Integrale fiir den divergenten und den konvergenten
Anteil der Helizitéts-Rate zu berechnen.

5.4.3 Integration des Soft-Gluon—Faktors

Wir behandeln zunéchst den singuldren Anteil der Integration in (pb.61]). Die Singularitét
steckt in dem Soft-Gluon—Faktor a, der universell, also unabhéngig von der Polarisation der
Quarks ist. Er unterscheidet sich von dem in Kapitel B in Abschnitt B.4 berechneten Faktor
(B-208) durch die Verwendung unterschiedlicher kinematischer Variablen, weil er dort fiir
die differentielle Rate nach der c-Energie E. berechnet wurde, hier aber die differentielle
Rate nach dem quadrierten Viererimpuls des W-Bosons ¢® berechnet werden soll. Erst
bei der Berechnung der totalen Rate, die in beiden Féllen eine Integration iiber die letzte
verbliebene Variable erfordert, gehen die beiden Ausdriicke ineinander iiber. Die in diesem
Abschnitt verbleibende Integration iiber ¢? ist schwierig [68] und soll hier nicht weiter
behandelt werden.

Der im folgenden diskutierte singulére Integrand ist der erste Term in (p.4§), der als
Produkt des Soft-Gluon—Faktors a mit dem Born-Term bx geschrieben werden kann. Der
Soft-Gluon—Faktor besteht aus drei Summanden. Seine parametrisierte Form lautet

4(mp — F —w) 1 4m?
a(E,w,m) = 2 2 2 2 T2 (2 2 1 2 2 27
w(my—m2+q¢2—m?2—-2mpyE) w? (m;—m2+¢—m?—-2mFE)

(5.62)

wobei m die Gluonmasse ist. Die Funktion a héngt also neben den Integrationsvariablen
auch von dem Parameter m ab. Dasselbe gilt fiir die Funktion by, die den Born-Term
beschreibt. Da die Integration iiber das Produkt beider Funktionen sehr schwierig ist,
erweist es sich als zweckméBig, eine Aufspaltung in zwei Terme vorzunehmen, die einzeln

einfacher zu integrieren sind. Dazu schreibt man

a(E,w,m)bx(E,w,m) = a(E,w,m) bX(E,w,m)—bX(EO,O,O)]

+ a(E,w,m)bx(Fy,0,0). (5.63)

Der zusétzliche Term bx(Ep,0,0), der von dem urspriinglichen abgezogen und danach
wieder dazugezahlt wird, ist der echte Bornterm, der aus der Funktion bx (E,w, m) dadurch
hervorgeht, dal man die Variablen und Parameter, die zum Gluon-Impulsvektor gehéren,
null setzt und fiir die Energie des W-Bosons diejenige aus dem Zerfall ohne Gluon-Brems-
strahlung einsetzt, die den Wert
my —me+ ¢
2 my
besitzt. Der Term in der ersten Zeile von (5.63) ist infrarot-endlich, so dafl die Gluonmasse
null gesetzt werden kann. Dadurch wird die Integration wesentlich einfacher und kann
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auf die gleiche Art berechnet werden wie die iibrigen endlichen Terme. Der zweite Anteil
enthélt die Infrarot-Singularitét. Da der Faktor bx(Ep,0,0) von der Integrationsvariablen
unabhéngig ist, kann er bei der Integration vor das Integral gezogen werden. Dann braucht
man nur den Soft-Gluon—Faktor a(FE,w, m) mit endlicher Gluonmasse zu regularisieren.
Der integrierte Soft-Gluon—Faktor ist durch

Ag:/ dE/ dwa(E,w,m) (5.64)
E w

min 'min

gegeben und ist fiir alle betrachteten Helizitdten X identisch. Er soll nun explizit berechnet
werden. Die parametrisierte Form (5.67) des Integranden besteht aus drei Termen, die im
folgenden einzeln aufintegriert werden sollen. Sie werden mit a;, ay und as bezeichnet.
Die Integration iiber die Gluonenergie w ist sehr einfach, da alle drei Terme nur Potenzen
von w enthalten. Nach dem Einsetzen der Integrationsgrenzen fiir w erhélt man wieder ein
Ergebnis, das aus drei unterschiedlichen Termen besteht:

a(E,m) := /wmajiw a(E,w,m) = a1(E,m)+ ay(E, m) + az(E, m) (5.65)

mit
1 1
wma:c(E7 m) wmin(Ea m)

ai(E,m) =

—4(mi+q¢*—m?—2m E)
E = b |: max E7 - Wmin Ea i|
CLQ( 7m) (mi . mg + (]2 —m2— me E)2 W ( m) w ( m)

4(mb—E)
BEom) = 1
as(E, m) (m? —m2+q%—m?2—2m F) n{

Winaz (B, m>] ' (5.66)

wmin(E7 m)

Die drei Funktionen a; hingen nun in relativ komplizierter Weise von der Integrationsva-
riablen £ ab. Aufgrund der Gluonmasse m treten einige Wurzeln auf, die nicht leicht zu
integrieren sind. Um die Funktionen etwas zu vereinfachen, fithrt man zuerst eine Sub-
stitution der Energie E durch, die die Wurzeln in eine iibersichtliche Form bringt. Sie
lautet

E'=mi+q¢ —2myE.

Die neuen Integrationsgrenzen fiir die Variable E’ sind durch
E;mn = (mc + m)2 < (mb Y q2)2 = E;naa;

gegeben. Das Integral des Soft-Gluon—Faktors éndert sich dadurch in der folgenden Art

E E!

max 1 mazx

A, = / B a(B,m) — —— / AE a(E',m), (5.67)
2mb El

Emin min
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wobei einfachheitshalber fiir den transformierten Integranden derselbe Buchstabe a ver-
wendet wurde, um nicht zu viele neue Abkiirzungen einfithren zu miissen. Der Integrand
hat die explizite Form

8mb £ vV )\1 )\2 2 (E/ — m2) vV )\1 )\2

E.m) = _
a(E',m) MA— (B +mi—@)?(E'—m2+m?)2  my E'(E' —m?2—m?)?

2 E+ml—¢ | (E'+m? —q¢*) (E' —mZ2+m?) + vV A\

- n

mbE’—mz—Trﬂ (E’+m§—q2)(E’—mg+m2)—\/)\1)\2
(5.68)

mit den Definitionen der beiden A-Funktionen

M= AME, mZm?) = E?+m!+m*—2(E'm?+ E'm*+m?m?)
N = ME' mi,¢®)=E*+my+(*)?*=2(E'm; +E'¢*+miq®).  (5.69)

Die Integration der Funktion a(E’,m) ist trotz der Substitution aufgrund der endlichen
Gluonmasse m nur schwer durchzufithren. Zur Vereinfachung spaltet man sie wieder in zwei
Anteile auf, die einzeln wesentlich einfacher zu integrieren sind. Dazu subtrahiert man von
der urspriinglichen Funktion eine andere von dhnlicher Gestalt und addiert sie anschlieend
wieder. Man kann den Integranden somit in der Form

a(E'\m) = [a(E’, m) — ao(E', m)} + ao(E',m) (5.70)
— [a(E', 0) — ag(E', 0)] + ag(E',m) = areg(E') + aging(E',m)

schreiben, wobei ag so gewéhlt wird, dafl die Differenz a — ag in der zweiten Zeile nicht
mehr infrarot-divergent ist und deshalb fiir m = 0 integriert werden kann. Die Funktion
ap hat dasselbe Divergenzverhalten wie a und geht aus a durch geeignete Vernachléssigung
der Gluonmasse hervor, was im folgenden genauer erldutert werden soll.

Um ag zu bestimmen, ist es sinnvoll, eine weitere Substitution der Integrationsvariablen
durchzufithren, weil man dann im Integranden leicht sehen kann, wo man die Gluonmasse

vernachlassigen darf. Mit
mem

E/ — E// + (mc 4 m)2

mg
erhélt man aus a(E’, m) eine neue Funktion, die proportional zu 1/m und daher im Grenz-
fall verschwindender Gluonmasse divergent ist. Abgesehen von dieser 1/m-Singularitit darf
man die Gluonmasse iiberall null setzen, weil sie in diesen Féllen nur additiv auftritt und
gegeniiber den Quarkmassen m;, und m,. vernachléassigt werden kann. Die Funktion ag hat
dann die Form

—2myme/E" (B +4m2) Ao
[(E")?m + 4 E" miimg + mi; (mi; + mZ — ¢*)?]

ao(E",m) = - (5.71)
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2my /B (B +4m2) N 2my mE+m2 —¢?
mme (E" 4+ 2m3)? mem  E"+2m?

(B +2m03) (. + 2 = ) + BT (B 4m) o

X In
(B + 2m3) (mi + m2 — ) — /B (B + dnmid)

mit der Definition
Ao = Amp,m2,¢*) =my +mi+ (¢°)° — 2(mi m% + mp ¢* + mZ ¢°).
Nach der Riicksubstitution

2
gr="Tb <E’ — (me + m)2>

mem
bekommt man dann die gesuchte Funktion ao(E’, m). Sie lautet

—2mb\//\1)\0

E =
o) = @ D+ 20 (md — B o]

(5.72)

(E' —m? —m?) (mi +m?—q¢*) + vV oM
E'—m2—m?) (m§ +m? —¢?) = VAo A ]

Der Zwischenschritt iiber die Substitution mit der neuen Variablen E” diente nur dem
Zweck, den Integranden in eine {ibersichtliche Form zu bringen, in der man die Gluonmasse
in geeigneter Weise vernachléssigen kann.

Nun kann man die Funktion ag in den Integranden (5.7() einsetzen, wobei man, wie
bereits gesagt wurde, bei den Differenztermen die Gluonmasse null setzen darf, weil sie
konvergent sind. Man erhélt den infrarot-endlichen Integranden aus

X In

areg(E) = a(E',0) —ao(E',0)
4 VA —\/)\2+ 2 E’—l—mg—qz1 E'+mi— ¢+ V)
_— — n
my B —m?2 my B —m?2 E'+mi—q> =V
2 mZ+m§—q21 mi +m? —q* + Vo
- — n :
my B —m? m24+m2 —q%>— o

Der zweite Logarithmus enthélt keine Integrationsvariable £ mehr und sorgt dafiir, daf
das Integral endlich ist. Der Vorfaktor vor dem ersten Logarithmus kann mit

(5.73)

E’+m§—q2:1+m§+m2—q2

B o (5.74)
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in eine Form gebracht werden, die leichter zu integrieren ist. Der konvergente Integrand
areqg héngt von der Integrationsvariablen £’ ab. Diese Abhéngigkeit wird durch bestimmte
Grundfunktionen beschrieben, die auch im Rahmen der {ibrigen endlichen Terme auftreten,
welche nicht proportional zum Soft-Gluon—Faktor sind und weiter unten diskutiert werden.
Sie sind in (5.92) angegeben, und der Integrand a,.,(E’) kann als Linearkombination dieser
Grundfunktionen geschrieben werden. Man erhélt

2 2 2 _ 2 \
a/reg<E/) — ﬁb ) />\O_ (mg_i_mz_qZ) In <mb+mc q +\/_0>‘|T(O)

mi +mg —¢* — VA
4

- %T(m) - m% (mj +m2 —¢*)U(0) + mibS(o,O). (5.75)

Neben den oben diskutierten infrarot-endlichen Termen benotigt man noch den diver-
genten Anteil des Soft-Gluon—Faktors. Nach (5.70) ist er durch

Using(E',m) = ag(E',m) (5.76)

gegeben. Aus dem konvergenten und dem divergenten Integranden ergibt sich mit (5.67)
und (5.70) der Soft-Gluon—Faktor durch die Integration

Efas

Ay = %mb / , dE [areg(E’) + asmg(E’,m)] = Alrea)  Alsima) (5.77)
wobei bei dem konvergenten Teil die Gluonmasse in der unteren Integrationsgrenze ver-
nachléassigt werden kann.

Zur Auswertung des konvergenten Anteils benétigt man die Integrale der Grundfunk-
tionen (5.97) beziiglich der Variablen E’. Verwendet man die weiter unten eingefiihrte Ska-
lierung (5.95) der Integrationsvariablen sowie der c-Masse und des Impulsquadrates ¢, so
sind die Integrale durch die Ausdriicke (5.9G) gegeben. Das Integral iiber a,., kann somit
als Linearkombination dieser Grundintegrale geschrieben werden. Fiir den konvergenten

Anteil des Soft-Gluon—Faktors ergibt sich damit

1 Erax
Alred) = / (reg(E') dE'

’ 2my Ji,,
_ mig 2%+ (m} +m? = %) n(wy)| T(0)
—27(1/2) + % (mj +m? — ¢*)U(0) + S(0,0). (5.78)

Die Grundintegrale kénnen mit Hilfe der Substitution (5.97) berechnet werden und sind in
Anhang [D angegeben. Das Argument des Logarithmus in (5.75) wurde durch die Funktion
wy aus (p.89) ausgedriickt.
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Bei den divergenten Beitragen ist es sinnvoll, eine Substitution einzufiihren, die die
Wurzeln im Integranden a4 vereinfacht. Sie ist durch

v+1 mem v —1
dE = ——
NOE 2 V3
gegeben, und die zugehorigen Integrationsgrenzen lauten

(mb—\/?)Q—mf—m2+\/A_3>2

2m.m

E'=m2+m®+m.m dv

I = Vnin SV < Vpae = < (579)

mit der Definition
)‘3 = )‘<<mb - \/q72>27 mg7m2>)'

Der infrarot-divergente Integrand in (5.77) geht dann in den Ausdruck

T o Ve i
2my T dy 2 v[xov+mimZv+1)?  2miov(v+1)?

mi+m?—q¢* v—1 n av+b (5.80)
] :

2m? v(v+1 bv+a

iiber, wobei einfachheitshalber fiir den transformierten Integranden wieder dieselbe Varia-
ble verwendet wurde. Die Konstanten a und b sind durch

a=m;+m> -+, b=mi+m’—q¢ -+ o

gegeben. Die im Integranden a,, auftretenden gebrochen rationalen Funktionen, die von
der Integrationsvariablen v abhédngen, konnen durch eine Partialbruchzerlegung in eine
Form gebracht werden, in der die Integrale relativ einfach berechnet werden kénnen. Mit
der Zerlegung

Aov +mymg (v+1)* = mymg (v + 1) (v+ vs)

und der Definition

A A
01:1+@2<m§+m2—q2+\/z\0> ) vgzl—%<mg+m2—q2—\/)\o>

2mZm 2m2m
(5.81)

c b c
kann auch der Nenner des ersten Terms in (5.8() faktorisiert und anschliefend durch Par-
tialbruchzerlegung vereinfacht werden.
Es ist sinnvoll, die Integrationsgrenze v,,,, in eine Potenzreihe nach der Gluonmasse
zu entwickeln, da man nur am Grenzfall m — 0 interessiert ist. Es gilt

[ — V@) —mi? ) (o = V)’ L Om?), (5.82)

2.2 2
m*m2 m?

Umax
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wobei man in der Praxis nur den ersten Term bendtigt, weil dieser bereits die Divergenz
enthélt. Nach Einsetzen in das unbestimmte Integral sorgt die obere Grenze dafiir, dafl
das Integral logarithmisch von der Gluonmasse abhéngt. In allen Ausdriicken, in denen der
Grenzwert m = 0 existiert, kann die Gluonmasse vernachléssigt werden.

Nach Durchfithrung der Partialbruchzerlegung im Integranden (5.80) und anschlieen-
der Integration iiber die Variable v 148t sich das Resultat im Grenzfall verschwindender
Gluonmasse als Linearkombination der folgenden drei Grundintegrale schreiben:

2 4 4 Umaz
L o= /dv [5 - m} = 2| (5.83)
= 41 <(mb — r\r{i)Q _mz) —2 4+ O(m?)

VUmazx

1 1
]2 = /dU( — ) = 1n<U+U1)
V41U UV + Uy U+ Vg
— In(w) + O(m?)
1 2 av—+b
= —— 1
s /dv( v+v+1)n(bv+a>
B , av+b , b(v+1) _ av , b
() s ) ()

L e R L DR E e B Cy I

a—> a—> a

1

VUmazx

1

mme

= —2Liy(1 —wy) — % In?*(w;) — 2 In <(mb ) mi) In(w;) + O(m?).

Das Argument w; ist in (5.89) definiert. Die beiden Integrale I; und I sind leicht zu
berechnen. Bei I3 ist zu beachten, dafl man vor Einsetzen der oberen Grenze alle auftre-
tenden Dilogarithmen, beispielsweise mit der neunten Dilogarithmus-Identitdt aus Anhang
[C.2, transformiert, so daB8 deren transformierte Argumente proportional zu m? sind und
daher im betrachteten Grenzfall vernachlassigt werden konnen. Nach Einsetzen der unte-
ren Grenze kénnen die Dilogarithmen so umgeschrieben werden, daf§ man die 14. Identitét
aus [C.4d mit z = b/a verwenden kann, um das Ergebnis so zu vereinfachen, dafl es nur noch
einen Dilogarithmus enthélt.

Mit Hilfe der oben angegebenen Grundintegrale I1, I und I3 ergibt sich der singulére
Anteil des Soft-Gluon—Faktors aus der Integration von (5.80) zu

, 1 Umaz dE'’ Vo mZ 4+ m? — ¢?
Alsing) — 1 . gy = Y T T g py (584
9 me/l Gsing (v, ) dv 2m? ! 2m? (o= L) (584)
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Der gesamte integrierte Soft-Gluon—Faktor ergibt sich nach (5.77) aus der Summe
des infrarot-endlichen Anteils AT und des divergenten Teils A" Der konvergente
Anteil ist unabhéngig von der Gluonmasse m, wihrend sie im divergenten Anteil in Form
logarithmischer Terme enthalten ist. Die expliziten Ausdriicke der beiden Anteile sind in

(6.7§) und (5.84) angegeben. Nach deren Aufsummation erhélt man

9
T\ I + 2U(0) + 2 In(w,) T(0) — L

2V
2T

my,

O N

A m%—i—m

g

[\

2mj

VAo
— =1
ng 1+S(0,0)+

(0) — 27(1/2). (5.85)

Das Resultat enthélt Dilogarithmen und Produkte von Logarithmen, die in der Summe I35+
2U(0) 4 2 In(wy) 7 (0) enthalten sind. Alle anderen Grundintegrale enthalten nur einfache
Logarithmen und konstante Terme. Nach Einsetzen der Grundintegrale aus (p.83) und aus
Anhang [ 1a8t sich das Resultat fiir A, weiter vereinfachen, indem man die Argumente
der Logarithmen in (5.89) auf die Variablen 1 und x aus dem Anhang umschreibt. Es gilt

1_ 1 1—
wlzﬁ( 7790)’ wy = — | wy = —— 1T (5.86)

n—x 7 n(n—a)

Auferdem ergibt sich 1 —w; = v/A\gn/(n — ). Nun kann man die Identitét von Schaeffer,
die in Anhang [J angegeben ist, benutzen, um die Argumente der Dilogarithmen gemaf

i) - s () e (3) o0 122

- gy | 20229)), (5.8

umschreiben zu kéonnen. Anschliefend ersetzt man die Argumente wieder durch die w; und
transformiert diejenigen der Dilogarithmen auf 1 — w;. Am Schluf§ fat man die einfach
logarithmischen Terme und die Dilogarithmen zusammen. Nach dieser Umrechnung kann
man den Soft-Gluon—Faktor in folgender kompakter Form darstellen, die nur noch drei
Dilogarithmen enthélt:

2 2 _ 2
A, = %{—2Li2(1—w1)+L12(1—w2)—Lig(l—wg)

1 Ao /W3 Lo
- [ () - )

AV A 2
+ —20 2—In | —2—— || —In(wy) + ﬁ; In(ws). (5.88)
my, mmpme\/ q> my
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Wir verwenden wieder dieselben Abkiirzungen wie bei der Berechnung der Einschleifen-
Beitriage (5.37), die in unskalierten Gréfien die Form

o = MM = =V s — =M+ = VA
' m2+m2— g2+ ? m2 —m2+ ¢+ Vo
. — mi —m?—q¢* — Vo \/w__mg—mg—qz—\//\g
3 — ) 3 —
mg—mg—(f-l-\//\_o ch\/qﬁ
besitzen. Bei der Vereinfachung des Soft-Gluon—Faktors ist es niitzlich, dafl dieser bereits
fiir der Zerfall des Topquarks in ein Bottom-Quark und ein W*-Boson berechnet worden
ist [60]. Deshalb bietet es sich an, die Dilogarithmen in unserem Resultat auf die dort
auftretenden zu transformieren. Ersetzt man in unserem Resultat die Massen m;, — my;
und m. — my, so kann es in den Soft-Gluon-Faktor aus [60] tiberfithrt werden.

(5.89)

5.4.4 Integration der infrarot-endlichen Terme

Nachdem wir im letzten Abschnitt den integrierten Soft-Gluon-Faktor A, nach Parametri-
sierung mit endlicher Gluonmasse berechnet haben, wollen wir nun den infrarot-endlichen
Anteil der Helizitédts-Raten (5.61)) bestimmen. Wir setzen dazu den Integranden (b.48) un-
ter Verwendung der Aufspaltung (5.63) in den Ausdruck fiir die Helizitéits-Raten ein und
benutzen die Definition (5.64) fiir den integrierten Soft-Gluon—Faktor. Dann kann man die
Helizitats-Raten (p.61) in der folgenden Form darstellen:

2
I'x . - Vael* (93 Cr) {bx (Eo,0,0) A, (5.90)

16 (27)3m,

+ /EEW;{E /wwmwdw [a(E,w,O) <bx(E,w,0) — bx (Ey, 0, 0)) + fX(E,w)] }

min min

Die Infrarot-Divergenz steckt nur im Soft-Gluon-Faktor A,, der in (f.88) angegeben wurde
und mit dem Born-Term by multipliziert wird. Alle anderen Beitridge sind konvergent und
brauchen daher nicht mit der Gluonmasse regularisiert zu werden. Das Integral in der
zweiten Zeile von (b.90) enthélt die endlichen Beitréige, die zunéchst iiber die Gluonenergie
w integriert werden. Da der Integrand nur ganzzahlige Potenzen von w im Intervall von —2
bis 1 enthélt, ist die Stammfunktion eine Linearkombination der Funktionen

;7 w, w27 ln(w)

mit Koeffizienten, die nur von den Teilchenmassen und der W-Energie E abhéngen, iiber
die noch zu integrieren ist. Es stellt sich heraus, daf§ diese letzte Integration einfacher
auszufiihren ist, wenn man die bekannte Substitution

mi+q¢° — E'
me

E =
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verwendet. Dadurch &ndern sich die Grenzen der w-Integration ebenfalls, und nach Einset-
zen in die Stammfunktion ergeben sich dann folgende elementare Funktionen

1 1 PR 1 V(B —m2)

Wmaz — Wmin =

)

Wiin  Wmaz my B —m?2 2my, E’
2 2 /- / 2\2

Wiar — Wmin T

4m? B2

2 2 E/ \
In <Ldmaa:> — I (mg q2 + + \/72) (591)
Winin my —q + B — \/)\72

mit Ay = A(E’,mZ, ¢*), die bei der Integration iiber £’ beriicksichtigt werden miissen. Sie
werden noch mit E’-abhéngigen Koeffizienten multipliziert, die nur positive ganzzahlige
Potenzen von E’ enthalten. Damit ergibt sich dann fiir den Integranden eine Linearkombi-
nation von Grundfunktionen mit jeweils konstanten Koeffizienten, die nur noch die Mas-
sen der Quarks und das Impulsquadrat des WW-Bosons enthalten. Diese Grundfunktionen
konnen folgendermaflen klassifiziert werden:

Rnn) = 02" (B) . S(mn) = a (B 1 (=L EE LV

mg—q2+E/—\/)\2

()M (A" mi — ¢+ E' + V)
T(m) = Bt U(m)_E’—m% In = B =y (5.92)

mit ganzzahligen oder halbzahligen Werten fiir m und n. Das Integral in der letzten Zeile
von (pb.90) ergibt das Resultat fiir die infrarot-endlichen Terme. Kiirzt man den Integranden
mit

go(E',w) = d'(E',w,0) (b’(E’,w,O) - b(EO,O,O)) 4 f(E W) (5.93)
ab, wobei die auf die Variable E’ transformierten Funktionen auch mit einem Strich be-
zeichnet werden, so kann man das Integral in der folgenden Form schreiben:

I, = maiZE’ / dw go(E',w)

2 mb mzn

min

/{2[}

min m,n

T Z[ m) + u(m )U<m)} } (5.94)

Die Koeffizienten r, s, t und u hangen ausschlieilich von den Massen der Teilchen ab. Bei
der Summation sind einige der Koeffizienten gleich null. Die Integration iiber £’ kann nun
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als Linearkombination der Integrale iiber die Grundfunktionen R, S, T und U geschrieben
werden. Zur Vereinfachung werden die auftretenden Massen und die Variable E' mit der
b-Masse skaliert, so dafl nun

E' VG ¢
z2=—, x:—q, y:ﬁ (5.95)
m? mp mp

gilt. Die vorkommenden Grundintegrale haben damit die Gestalt

(1=a)?—cz (1—z)*—e2 1 — 22
R(ma n) = / dz N 2" , S(m, n) = / dz N 2" 1n o+ z+ \/X
y2+€1 y2+61 1 _ w2 + 5 — \/X

(1-x)%—e2 A (1-z)%—e2 A™ 1— 12 \
T(m) = / dz — L[(m):/ dz 5 In 42k VA
ha z-y yre -y -2+ 2z -+

(5.96)
mit
A=M1,2%2) =1 +a* +22 - 2(2* + 2+ 2% 2).
Ihre analytischen Resultate sind in Anhang [ angegeben. Zur einfacheren Berechnung ist
es sinnvoll, die Substitution
u?+1
U
einzufithren, damit man die Wurzeln im Integranden beseitigen kann. Die Integration er-
streckt sich nun iiber das Intervall [1 4 €, U4 — €], wobei

z=1+2"—x

(5.97)

1+22 —y? — /AL, 2%, )
Umaz =
2z

die obere Integrationgrenze bezeichnet. In den Grundintegralen werden wir die obere Gren-
ze der Kiirze wegen als u,,,, = 1 schreiben. Aufgrund der Aufspaltung der Integration in
diese Grundintegrale mittels Partialbruchzerlegung gibt es einige Integrale, die an der obe-
ren oder an der unteren Integrationsgrenze divergent sind. Dies sind aber nur Scheinsingu-
laritdten, die eine Folge der Partialbruchzerlegung sind und sich in der Zerfallsrate wieder
gegenseitig autheben. Zur Parametrisierung dieser Singularitdten werden die Konstanten e
und € eingefiihrt.

Die skalierten Koeffizienten r(m,n), s(m,n), t(n) und w(n) héngen nur noch von x
und y ab. Die Bremsstrahlungs-Beitrdge zu den unterschiedlichen Helizitédts-Raten wer-
den als Linearkombination der Grundintegrale mit diesen Koeffizienten dargestellt. Die
verschiedenen Koeffizienten sind in Anhang [f] angegeben.

Durch die Aufspaltung der Integration in eine Linearkombination von Grundintegra-
len kann das Resultat, das eine relativ komplexe Gestalt besitzt, leichter integriert und in
einer relativ iibersichtlichen Form dargestellt werden. Auflerdem ist diese Art der Darstel-
lung vorteilhaft bei der weiteren Zusammenfassung und Vereinfachung der Resultate zu
kompakteren Ausdriicken.
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5.4.5 Zusammenfassung der analytischen Resultate

Summiert man alle Beitrige in (5.94) auf und addiert noch den mit der b-Masse skalierten
divergenten Anteil aus (5.90), der einem Produkt aus der Bornschen Rate mit dem Soft-
Gluon—Faktor entspricht, so erhélt man schliefflich die gesamten Bremsstrahlungsbeitriage
zur Zerfallsrate. Man driickt sie durch die skalierten Groflen x und y aus, um die Resultate
etwas zu vereinfachen. Mit der Definition der Fermi-Konstanten G = ¢2v/2/(8M2,) und
dem Farbfaktor Cr = 4/3 lautet das Resultat fiir die Helizitéts-Raten

(0 _ Gr Mg my

X 8\/7 |bC|

wobei der Index X auch wieder sowohl iiber die unpolarisierten als auch iiber die pola-
risierten Helizitaten lauft. Die Helizitédts-Strukturfunktionen G x sind durch die folgenden
Linearkombinationen der Grundintegrale gegeben:

2as

" Gx, (5.98)

Gy = 2 [4(1—x2+y2) Ay + 1u0(=1/2, —2) R(~1/2, -2)

+rpo(—1/2,—1) R(=1/2, 1) + ryo(—1/2,0) R(—1/2,0)
+ruo(=1/2,1) R(=1/2,1) + ryo(—1/2,2) R(—1/2,2)

+ SUO( 1 O) S(—I,O) +3U,0(_17 1) S(_171)
+SU70(—1,2)8( 1 2)+5U0( 1 3)8( 1 3)

Gur = —2[4\/XA9+rU,p(—1,—2)7z(—1,—2)+rU,p(—1,—1)7z(—1,—1)
P(—L0)R(—1,0) +rgp(—1,1) R(—1,1) + ryp(—1,2) R(—1,2)
P(=1,3)R(=1,3) + 5:,¢(0,0) S(0,0)

+3Up( 3/2 0)8(— /2,0) + sup(—3/2,1)S(—3/2,1)
p(—3/2,2)5(-3/2,2) + sup(—3/2,3) S(—-3/2,3)
p(—3/2,4)5(—-3/2,4) +typ(0)T(0) + typ(1/2) T(1/2)
P(=1/2)U(=1/2) + g p(0)U(0)|

G, = %{4 [/\+:v2 (1—x2+y2)} Ay +rpo(—=1/2,—-2) R(-1/2,-2)

+7r50(=1/2, =1)R(=1/2, 1) + r10(=1/2,0) R(—1/2,0)
+rpo(=1/2, 1) R(=1/2,1) + r10(=1/2,2) R(—1/2,2)
+ 8£0(—=1,0)S(=1,0) + sz o(—1,1) S(—1,1)

+ SL,O(_1> 2) S(_la 2) + SL,O(_lv 3) S(_17 3)}
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1
G = — 4(1 =) VAA, +rpp(—1,—-2) R(~1,-2) + rpp(—1,—1) R(~1,~1)

+7rp(—=1,0) R(=1,0) + 71 p(—1, 1) R(=1,1) + 71 p(—1,2) R(—1,2)
+70.p(=1,3) R(—1,3) + s1.,(0,0) S(0,0)
+ sp.p(— 3/2 0)S(—3/2,0) + s p(—3/2,1)S(—3/2,1)

(—=3/2,2) S(—3/2,2) + s1.p(—3/2,3) S(-3/2,3)

(— )

3/2,4) S(—3/2,4) + t1p(0) T(0) + t p(1/2) T(1/2)

+ sr.p

+8Lp

Foupp(—1/2)U(=1/2) + uL7p(O)L{(O)}

1
Guyr = = {4 [A +32° (1 —2° +¢%) } Ay +ryano(1/2,—2)R(1/2,-2)
+ ruar0(1/2,—1) R(1/2,=1) + 14 00(1/2,0) R(1/2,0)

+ 5110(0.0)S(0,0) + 002000, SO, }

1
Gurir = — [4 (1—22% —y*) VA Ay + rpppp(0, —2) R(0, —2)

(0, =1) R(0, =1) + ry42,7(0,0) R(0,0)

4 s p(0,1)R(0,1) + su1sp(0,0)S(0,0)

b osparp(—1/2,0)8(=1/2,0) + sperp(—1/2,1)S(=1/2,1)
(=1/2,2) 8(=1/2,2) + ty11,p(0) T(0) + ty+r,p(1/2) T(1/2)

+ UU+L,P<_1/2) U(—1/2) + UU+L7P<O)U(0):|

+ rysL,p

+ Su+L.p

Gs = % {4 [A + 2% (1—2° +¢°) } Ay +rso(1/2,-2) R(1/2,—-2)
+7s50(1/2,—1)R(1/2,—1) + rs0(1/2,0) R(1/2,0)

+ 550(0,0)8(0,0) + 550(0,1) S(0, 1)}

Ger = x— {4\/_/1 + rg.p(0,—2) R(0, —2) + rg.p(0, —1) R(0, —1)

+ TSP(O 0) (0 O) + T’S7p(0, 1) R(O, 1) -+ Ss’p(o, 0) 8(0, O)
s p(=1/2,0)8(=1/2,0) + sg.p(=1/2,1) S(=1/2, 1)
(—

+ s5,p(—1/2,2) S(=1/2,2) + t5,p(0) T(0) + t5,p(1/2) T(1/2)
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+ugp(—1/2)U(—1/2) 4+ us p(0) U(0)

Gp = —2 [4fAAg+rF,0(o,—2)R(o,—2)
+ 10(0, —=1) R(0, —1) + 7r£¢(0,0) R(0,0)
+ 770(0, 1) R(0,1) + s£0(0,0) S(0, 0)
+ sp0(=1/2,0)S(=1/2,0) + spo(—1/2,1) S(—1/2,1)
+ sr0(—1/2,2) §(=1/2,2) + t50(0) T(0) + tro(1/2) T(1/2)
(

+ upo(—=1/2)U(=1/2) + upo(0) U(0)

Gpr = 2 [4 (1= 22+ 9?) Ay + rep(—1/2,—2) R(—1/2, —2)
Frep(—1/2,~1)R(=1/2, —1) + rep(—1/2,0) R(—1/2,0)
b rpp(—1/2, 1) R(=1/2,1) + rep(—1/2,2) R(—1/2,2)
+ spp(—1,0)8(—=1,0) + spp(—1,1) S(—1,1)
(-

—|—8FP 1,2) ( 1,2)+SF7P<—1,3)S(—1,3)

Gr = 0
1

Grr = vor AVNAy+711p(=1,=2) R(=1, =2) + 11 p(—1, 1) R(—1, —1)
—|—T‘[p( ) ( 1 O)+T]p(—1,1)R(—1,1)+T]7p(—1,2)7?,(—1,2)
+S[p(0,0) (O O)—l—S[p( 3/2,0)8(—3/2,0)
+ s1.p(—3/2,1)S(-3/2,1) + sr.p(—3/2,2) S(—3/2,2)
+ s1.p(—3/2,3)S5(—3/2,3) +t1,p(0)T(0) +t; p(1/2) T (1/2)
+urp(—1/2)U(—1/2) + u; p(0)U(0)

Gy = 0

Gar = \/%x 4(1—2®—y*) Ag+rap(—1/2,-2) R(-1/2,-2)

+rap(—1/2,-1)R(-1/2,-1) +rap(—1/2,0) R(—1/2,0)
+ TA,P(_1/27 1) R(_1/27 1) + SA7P(_17 O) S(_17 0)

+ 8ap(—=1,1)S(—=1,1) + s4p(—1,2) S(—1,2)|. (5.99)
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Der zusitzliche Index P bezeichnet zur Unterscheidung vom unpolarisierten Anteil die
polarisierten Strukturfunktionen. Die Funktion A ist definiert als A(1,z?% y?) und hingt
nur von den skalierten Groflien der Quarkmassen und des Quadrates des W-Impulses ab.
Die Raten fiir die unterschiedlichen Helizitdten setzen sich aus Linearkombinationen der
Grundintegrale R, S, 7 und U zusammen. Diese sind in Anhang [ angegeben. Der Soft-
Gluon—Faktor (b.88) lautet in skalierten Grofien (5.17)

A, = (1—x2+y2){_2Li2(1—w1)+Li2(1—w2)—Lig(l—wg)

- % In(uw;) [2 In (%) + 1} - i ln2(w1)}

Ty

+2VA [2 —In (Aiy)] — In(ws) + * In(ws) (5.100)

wobei die skalierte Gluonmasse durch A = m/m; und die w; durch (5.37) gegeben sind.
Man kann die Resultate (5.99), wie bereits oben erwihnt wurde, in eine kompakte Form
bringen. Dazu betrachtet man die Logarithmen und Dilogarithmen in den verschiedenen
Grundintegralen, von denen die entsprechenden Helizitéits-Raten abhédngen, und driickt
jede Rate als Linearkombination dieser Funktionen aus. Man erkennt zunéchst, dafl alle
Integrale R(m,n) und S(m,n) fur gleiche Werte m im wesentlichen die selben logarithmi-
schen und dilogarithmischen Terme enthalten. Es ist von Vorteil, wenn man die Relationen

m[(n —(j:)_(1$)—2nx)} - 21“(1?) — In(n)
In <3}:i> — I (1 ; g;> _ % {m(n) +n (177_—77:1:1:)}

In ("‘/X> = In(n) +In {(1 —z) - yQ} +1n [W] (5.101)

Ve

verwendet, um die Anzahl der vorkommenden logarithmischen Terme zu verringern. Im
néchsten Schritt setzt man die Vorfaktoren aus Anhang [F und die Grundintegrale aus
Anhang D in (5.99) ein und bestimmt die Vorfaktoren aller vorkommenden Logarithmen
und Dilogarithmen fiir jede Helizitdts-Rate. Zum Schlufl vereinfacht man die Vorfaktoren
und stellt jede Helizitédtsrate als Linearkombination der Logarithmen und Dilogarithmen
dar. Damit ergeben sich fiir die unterschiedlichen Helizitéts-Strukturfunktionen in (5.99)
folgende Resultate:

Gy = 2{4(1—x2+y2)Ag— \/X(27—7$2+3y2)

+ (1942207 — 2t — 2 (11 - 42%) y* - 3y*| (3
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+ [(1 — x2)2 +2 (3 + 2m2) Y — yﬂ In (1n—_nxx)

AT )N = 2[00 ] [ 2) (5 +0) 7] A

T

-2 e -] [1+) (5 2) 4] Ao

Gyr = —2{4\F)\Ag+%[(1—x)2—y2} [12—- 632 —102% —92° — (12— 52) ¢/°]
2 2
+8A1In {W] +\/—2X [6+19x2—3x4— (6—7x2)y2} In(n)
Xz xX
VA n—x
—?[3(2+9x2—x4)—(6+x2)y2] m(l_w)

+ o [(1=a?) (341427 - 207)

_ (6—7x2—x4)y2+(3—x2)y4} ln(l_x>

Y

i3 bt =2 (34 a) 4 g Nk V(L= a4 ) N

1
G, = P{Zl [A+x2 (1—x2+y2)]Ag

~ VA |3 5527 + 4t + (6 - Ta%) y? + 3y

— [1+382% 4 570" + (5 482+ 52%) ¢ + (5 62%) y* +3°| In(n)

22 1622 — 344 42 22 o 6] 1n n—=
+[(1—x) +(5—162" —32*) y* + (5+22%) y +y]1 (1_7”)
+82* (T+ 2> -y )M +4z[1—2) -] [A—2) 5 +2) +y* ] N>

+4z[(1+2)? =] [(1+2)(5—2)+y°] Ng}

Gr = 1 {4(1 — ) VA, — [(1—2)? — 7]

xr2

x (23— 62+ 1132% - 240”1 42 — (28— 62+ 92%) y* + 5]
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Guir =

GUP +LP

+8A(1—¢*)In {w}

xz

+ VA [13 +492* =3 (2—2%) y* — 7y4} In(n)

~VA[7(3472%) — (22— 32%) ¢ + ] m( ”_x)

1l—nx

+4 [(1 —2?) (11 + 242%) — (13 — 152?) y2+2y4} I (1;;1:)

+4[2+22x2+11x4—(5+12962+$4)y2+2(2+$2)y4—y6}%

+4(1—y2)\/X(1—x2+y2)/\/4}

i{él [/\+3a:2(1—x2+y2)}Ag—\/X(l—2x2+y2) (3+5x2+3y2)

xr2

— [1+ 132% +22°% + (5—4$2 — 11x4) y2+5y4+y6] In(n)

+ [ (=227 (1+20%) + (5 - 40% +52%) 42 + 5y + | ln(ln—_nxx) }

L {4(1 —222 — ) VA, — [(1 - 2)? — 4]

T2
x [23 4182~ 132% — 442° — 142" — (38 + 182 — 2%) y* + 5|

(14 z)* - yz}

+8)\(1—2x2—y2)1n[ .

+ VA [1—{— 112% + 62"+ (6— llxz) y? — 7y4] In(n)

~ VA9 5224+ 6at — 5 (2 - 2%y 4y 1n<177_x)

+4|(1-2%) (542 + 42"

_ (1_;c2+2x4)y2—2(2_9”2)y4] ln(l;x)

+4 [2+5x4—2x6 — (5—3a2%Y) 2 + 4y —yﬁ] No

VA (L= 2?4 ) (1—23:2—y2)/\f4}
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Grp =

KAPITEL 5. POLARISATIONSOBSERVABLE IM W-RUHESYSTEM

i{4 [)\+:1:2 (1—x2+y2)]Ag— 3VA(L—a2?+42) (1+47)

12

C (149 [(1_x2)2+2(2—x2)y2+y4] {1n(77)—1n<77—x)]}

1—nx
- {MXAQ 1) -] (234182 + 527 — 57)

+8A1In {M} +VA(1 =322+ 7y%) In(n)

T

~VA[3(3-a%) -] 1n(”_x)

1l—nx

Y

+4[2+x4—(3+2:L'2)y2+y4]./\/'0+4\/X(1—x2+y2)./\/4}

—2{4&Ag+2 [(1—2)? —y*] (1+ 122 +42° — )

(1+2)% -9
x

_wn[ ]+\/X(11+3:c2—7y2)1n(n)

~ VA3 (1+22) + o) 1n( ”_x)

+4[(1—x2) (1+2x2)—(1+x2)y2} ln(l_x>

Y

+4(1—|—3x2—a:4+2x2y2—y4)/\/b—4\/X(1—x2+y2)./\/'4}

= 2{4(1—x2+y2)Ag—2\/X(5x2—2y2)

- [7—261‘2 —2t—2(1-427)y’ —y4] In(n)

_ [(1—$2)2—2<3—2{E2)y2+y4} ln(ln—x>

+4(1—5x2+y2)/\/1+%(1—a:)(1+2x) [(1—2)> =] N,

4
+ —
X

(1+2)(1—22) [(1+x)2 —yz]./\/g}
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G1

0
1 2 2 2 2

—m{él\/XAg— 2[(1—2)*—y°] (16 + 2 + 16 2% — 133°)

+8A1In {(Hxxﬂ} +2VA[3(2+ %) - 4| In()

—2\/X(1O+3x2—5y2)ln(n_x>

1—nx

+2 [(1 —2?) (21 + 522) — (11 — 1522) 3 _4y4] In (1;x)

+ 2|74 1507+ 4at — (11+822) o + 49" NG
+4\/X(1—:L’2+y2)/\/4}

0

1 2 2 2
m{él(l—m —y)Ag+6\/X(1—2x)

+ [1 —42” + 152" + (5 — 1127) yﬂ In(n)

_ (- (1_x2+5y2)1n(1”‘”>

+2[1-30% - 20— (1-22%) ?| N
—2(1—a)(1+22) [(1-2)* =y’ ] Ny

+2(1+2z)(1—22) [(1+2)* —y°] Ng}.
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(5.102)

Der Soft-Gluon-Faktor A,, welcher die Infrarot-Singularitidten enthélt, wurde in (5.100)
angegeben. Um die Resultate etwas iibersichtlicher darzustellen, wurden alle dilogarithmi-
schen Terme durch die Funktionen N; mit ¢ = 0, 1, 2, 3, 4 abgekiirzt. Sie sind durch folgende
Ausdriicke gegeben:

No

M

Liy (%) ¥ Lig(z ) — 2 Lis(2)

Lig(2 ) — Lis (%)+21n(1—nx) In {M} +ln< d >1n [—_1

n—x
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Ny = Lip {M} + Li, {%} — % In*(1 —z) +1n <77%> In {%}

l1—2z

n—a
w4 = () - s - o () [ = |
Ny = 4Li <”\/§;) — 2L [%} — 2L, [%} + Li, (%) — Liy(2n)

=
(1 —2)+1n (77 U x) In {"(gjxlq +2 (1 —na) In {(1 _;“")_(T 1)] .

In(1 —2)1

) (1= ) | 25

Die analytischen Ausdriicke fiir die N; sind alle relativ kurz, und die Argumente der Dilo-
garithmen enthalten nur die Konstanten n und z.

Man erkennt, dafl die Resultate (5.102) fiir die physikalischen Strukturfunktionen nicht
mehr von den Parametern ¢ und ¢ abhangen und daher, wie zu erwarten ist, im Limes
¢ — 0 und € — 0 konvergent sind. Beim Zusammenfassen der logarithmischen Terme haben
sich die Logarithmen In[(n + 1)/2] und In[(n — 1)/¢] aus den Grundintegralen gegenseitig
aufgehoben. Dariiberhinaus kommen die Integrale 7 (m) und U(m) immer in derselben
Linearkombination vor, so daf sich auch die Logarithmen In(¢’) gegenseitig autheben.

Die Resultate (5.102) werden auch in die inklusive Rate eingehen, die in den folgenden
Abschnitten diskutiert wird. Sie besitzen gegeniiber der weiter oben angegebenen Darstel-
lung als Linearkombination bestimmter Grundintegrale den Vorteil, daf sie direkt angege-
ben werden kénnen und eine wesentlich kompaktere Struktur besitzen, was in erster Linie
zu einer besseren Ubersichtlichkeit beitragt.

5.5 Inklusive Zerfallsrate

Nachdem in den vergangenen Abschnitten dieses Kapitels die QCD-Strahlungskorrekturen
zu den Helizitats-Strukturfunktionen fiir den Zerfall b — ¢+ W™ in erster Ordnung der
Storungstheorie berechnet wurden, soll im folgenden die Summe aus diesen Beitragen an-
gegeben werden. Die inklusive Zerfallsrate besteht aus dem Born-Term und den QCD-
Einschleifen-Korrekturen sowie dem Bremsstrahlungsbeitrag, der die Abstrahlung eines
reellen Gluons enthilt. Die Schleifenbeitrédge sind renormiert worden, um die UV-Singula-
ritdten zu beseitigen, die bei der Integration grofler Schleifenimpulse aufgetreten sind. Sie
enthalten aber noch, genauso wie der Bremsstrahlungsanteil, Infrarot-Singularitiaten, die
bei kleinen Gluonimpulsen auftreten. In der Summe aus virtuellen und reellen Beitrdgen
heben sich diese Singularitéiten gegenseitig auf, so daf§ das Resultat endlich ist.
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Die inklusiven Helizitéits-Raten ergeben sich aus der Summe der Bornschen Raten
(b:19), der Einschleifen-Korrekturen (p.34) und der Bremsstrahlungs-Beitriage (5.98) zu

, Gr M2 m a
plne) _ ZE W T 2 1N By + — (VARx +Gx ). 5.104
X 827 [Viel [f X+37r(f Xt Xﬂ ( )

Die Infrarot-Singularitdten aus den Einschleifen- und Bremsstrahlungs-Beitrdgen sind nur
in den Faktoren Ay und A, enthalten, die in (f.36) und (5.100) angegeben sind. Bei der
Aufsummation aller Beitrage in O(ay) erhdlt man ein Resultat, das nur noch von der

Linearkombination
4

A= ﬁ Ay —2 A (5.105)
der Funktionen A, und A, abhéngt. Dieses Resultat ist unabhéngig von der skalierten
Gluonmasse A und daher infrarot-endlich. Man sieht direkt, dafl sich die Singularitédten
gegenseitig aufheben, indem man die Summe der In(A)-abhéngigen Terme aus Ay und A4,
bildet. Wenn man alle Massen sowie ¢? mit der b-Masse skaliert, erhiilt man fiir den Faktor
A die folgende explizite Gestalt

A = (1—2"+9y%) { — 4Lig(1 — wy) 4+ 4 Liy(1 — wy) — 4 Lig(1 — ws)

SE

~ In(un) [m (&) + 1} — % In*(w;) + In B (1 -2+t + ﬁ)] In (wy ws) }

12 y3

44 [m (%) + 2} - % In(ws) + 4—\/9; In(ws), (5.106)

wobei die einzelnen Terme aus Ay und Ay, die dieselben Logarithmen oder Dilogarithmen
enthalten, zusammengefa§t wurden. Die Argumente w; sind in (f.37) definiert worden.
Anstelle von A kann man auch eine Funktion wéhlen, die ein konstantes Vielfaches von A
ist. Hier wurde diese Konstante so gewéhlt, dafl der Term, der zu A proportional ist, bis
auf den Faktor «,/(37) genau dem Bornschen Term entspricht.

Um die inklusiven Raten in eine Form zu bringen, die moglichst einfach ist, ist es
sinnvoll, die einfach logarithmischen Terme in der Funktion A aus (5.106) mit denen aus
den iibrigen Termen, die nicht proportional zu A sind, zu verrechnen. Den verbliebenen
Anteil aus A, der die dilogarithmischen Terme enthélt, bezeichnen wir mit dem Symbol A.
Er lautet explizit

A = 2 (1—2"+9y%) { — 4Lig(1 —wy) + 4Liy(1 — wy) — 4Lip(1 —ws3)  (5.107)

5

~ In(w;) In (AQ w3> )+ F (1-2 492+ \/X)] In (w5 ws) }

x? 3 2 2
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Um die Anzahl der einfachen Logarithmen auf ein Minimum zu reduzieren, benutzt man
die Umrechnungen

In (1”__77”;) —In(p) —In(ws), In (fig“”) —In(y) +2In (%) (5.108)

und die Identitéiten wy = 1/n* und wz = w; we. Die Logarithmen In(w;) und In(y) stam-
men aus den Einschleifen-Korrekturen, wahrend In[(n — z)/(1 — nz)] und In(u) in den
Bremsstrahlungs-Beitrigen enthalten sind. Der Term In(z? y*/A?) kommt nur in der Funk-
tion A vor.

Jetzt kann man alle Resultate der inklusiven Helizitédts-Raten als Linearkombination
von Logarithmen und Dilogarithmen darstellen. Setzt man die expliziten Ausdriicke (5.20)
fiir die Bornsche Rate sowie (5.39) fiir die Einschleifen-Korrekturen und (5.103) fir die
Beitréige zur Bremsstrahlung in (5.104) ein, so ergibt sich das Resultat

plined) _ Gr MW mp

Viel? T 5.109
X W |Vael” Tx ( )

mit den Raten
T, = 2(1—x2+y2)ﬁ+§—;x2{(1—x2+y2)ﬁA
-4(7+x2—y2)/\/1—§[(1—x>2—y2] (1=2) (54 2) + 2| s
—%[(14—3:)2—3/2] (14+2) (5 - 2) + 52| A
( —a?+ %) (1= 20" = ) VAIn(y) +8 (1= 2+ 3*) VA n (52)
[l—x (1-622)
— (L4422 = 3a") g = (14 22%) y* + o] In(wy)

+4 [7+3x2 — (4-52%)y —3y4] In(n) — \/X(19—|—x2 —5y%) }

Tyr = —2>\+§ (—2){>\A

+4[11+3a:2+9:4—2(3+m2)y2+y4}/\&)+4ﬁ(1—x2+y2)/\/4

2
- S (=20 =) Ay +8A I (52)

A
+ \/—2_ [7+21x2+2$4— (8 + 32?) y2—|—y4] In(wy)
T



5.5. INKLUSIVE ZERFALLSRATE 197

+82In [—(1”)2 _yZ]

T

+ o5 | (1=2%) (34 142 — 227

_ (6—7x2—$4)y2+(3_x2)y4] m(l;];)

—I—%[(l—x)Q—yQ] [12—55x+6x2—x3—3(4+x)y2]}

%[/\+:v2(1—x2+y2)} \/X—!—;—;x%{[)\%—xz(l—xz—l—yQ)]\/XA
+8x2(7+x2—y2)/\/1+4x[(1—x)2—y2] [(1—x>(5+x)+y2]/\/2
+az [(1+x)2—y2} [(1+x)(5—x)+y2}/\/3

+2[1-2? = (4+32%) y? + 39" VA n(y)
+8[1—m2—(2+x2)y2+y4]ﬁln(%)

~[5(1=a%)" = (342007 — ") ? + (9 22%) y* + 4°| (w)

+8(1+x2 —y2) [1 — (2—|—m2) y2+y4] In(n)

+ﬁ[5+47:c2—4:c4— (224 2?) y2—|—5y4]}

i 2 hatl e 2

(1 y)/\—i—wxﬁ{(l y)/\A

+a[24 220 4 10t - (541207 +2Y) P 42 (24 2%) ' — 4| NG
41 - VAL -2+ )N

+2(1-3y") An(y) +8(1—y*) A 1In <%>

)
+ VA 174532 - (18 + 2%) y? + | In(wy)
2 _ .2
+8A(1—1%)In [M}
T

+4 [(1 —2%) (11+242%) — (13— 152?) y2+2y4} In (1;9”)
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Ty =

TUP+LP =
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- [(1 —1)? — yg]

x 15— 222 +1050% — 242° + 42 — (12— 222 + 2%) o —3y4”
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Der Index P an den Bezeichnungen fiir die verschiedenen Helizitdten kennzeichnet wie
vorher den Anteil des b-Quark-Spins. Die Funktion w; ist in (5.37) definiert. Sie ist di-
mensionslos und dndert sich deshalb nicht, wenn man die dort auftretenden Massen und
das Impulsquadrat des virtuellen W-Bosons durch die entsprechenden mit der b-Masse
skalierten Groflen ersetzt. Die A-Funktion héngt von den skalierten Quarkmassen und vom
skalierten Impulsquadrat des W-Bosons ab, es ist also A = \(1,22,%?). Die dilogarithmi-
schen Terme AN sind in (5.103) angegeben.

Die analytischen Resultate der in (p.109) definierten Helizitéats-Strukturfunktionen
r ;("d nd F mel) Lonnen mit bereits bekannten Ergebnissen in der Literatur verglichen
werden. Man kann dabei auf die Berechnungen der QCD-Strahlungskorrekturen zum Zer-
fall des Topquarks in ein Bottom-Quark und ein W *-Boson zuriickgreifen, weil die Struktur
der analytischen Resultate fiir die Strukturfunktionen dieselbe ist wie im hier behandel-
ten Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein W~-Boson. Man braucht lediglich die
Massen und das Impulsquadrat der Quarks m; <> my, my, <> m,. und M3, < ¢* sowie den
Quark-Spinvektor s; <= s, auszutauschen. Beriicksichtigt man das unterschiedliche CKM-
Matrixelement und definiert die skalierten Variablen x und y bei beiden Zerfallsprozessen
in derselben Weise, indem man mit der Masse des zerfallenden Quarks skaliert, so kann
man die jeweiligen Resultate direkt miteinander identifizieren. Da in der Literatur zum
Topzerfall eine groflere Menge von Abhandlungen existiert als fiir den b-Zerfall, stehen
entsprechend mehr Literaturwerte zum Vergleichen zur Verfiigung.
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Eine wichtige Quelle ist die Diskussion der QCD-Strahlungskorrekturen zum vollstandi-
gen Satz der Helizitéts-Strukturfunktionen fiir den Zerfall t() — b+ W+, bei der auch eine
endliche b-Masse beriicksichtigt wurde [59]. Nach einigen Umrechnungen der Dilogarith-
mus-Terme und Zusammenfassung nach den Grundintegralen findet man eine Ubereinstim-
mung aller hier behandelten Strukturfunktionen mit den dort aufgefiihrten Resultaten. Fiir
die totale Rate, die durch die Summe der Strukturfunktionen U + L gegeben ist, kann man
die Ergebnisse in O(a;) mit denen von Denner und Sack [60] vergleichen, die ebenfalls eine
endliche b-Masse beriicksichtigt haben. Auch in diesem Fall findet man eine Ubereinstim-
mung mit den hier berechneten Ergebnissen. Bildet man den Grenzwert verschwindender
c-Masse, so kann man die Resultate fiir die totale Rate mit denen in [62,63,64] vergleichen.
Auch hier findet man Ubereinstimmung, ebenso mit dem entsprechenden Resultat in [61).
Die Strukturfunktionen U, U”| L und L fiir m; — 0 sind auch in [61] aufgelistet. Sie
stimmen mit den hier angegebenen Resultaten iiberein. Die zu diesen Werten gehtérenden
numerischen Werte sind in [65, 066,67 angegeben. Ein Vergleich zeigt, dal auch die nume-
rischen Resultate der Strukturfunktionen fiir den Topquark-Zerfall im Grenzfall m;, — 0
mit den in diesem Kapitel berechneten Ergebnissen iibereinstimmen, wenn man wie oben
beschrieben die Quarkmassen ersetzt. Die Resultate fiir die Strukturfunktionen I und A"
sind neu und nur in [59] angegeben. Fiir die beiden Linearkombinationen Ty = 5 (U + F)
und 7° = %(U — F) der unpolarisierten transversalen Strukturfunktionen sind explizite
Resultate im masselosen Grenzfall in [69] angegeben. Schliefllich wurde auch die unpola-
risierte skalare Strukturfunktion S mit Resultaten aus der Literatur verglichen [70] und
auch hier fiir verschwindende c¢-Masse Ubereinstimmung festgestellt. Die polarisierte ska-
lare Strukturfunktion S* ist ebenfalls neu und nur in [5Y] angegeben.

5.6 Numerische Resultate

Im letzten Abschnitt wurden die inklusiven Raten fiir die Helizitats-Strukturfunktionen
zum Zerfall eines Bottom-Quarks in ein Charm-Quark und ein virtuelles WW-Boson be-
stimmt. Die analytischen Resultate fiir die unterschiedlichen Helizitdten wurden sowohl
fiir polarisierte als auch fiir unpolarisierte b-Quarks in (5.109) und (5.110) angegeben. Sie
enthalten die Bornsche Néherung sowie die Einschleifen-Korrekturen und die Beitridge zur
Bremsstrahlung in O(ay).

Im folgenden sollen die Resultate der Helizitédts-Raten numerisch ausgewertet und an-
schliefend genauer diskutiert werden. Anstelle der Helizitdats-Raten (b.109) werden wir die
reduzierten Raten dI'/(dz?) betrachten, die in ([.80) definiert wurden. Sie gehen direkt
als normierte Koeffizienten in die Winkelverteilung (B.81)) fiir die differentielle Rate ein
und héingen vom skalierten Viererimpulsquadrat des 1W-Bosons ab, das durch 22 = ¢ /m}
gegeben ist, wobei ¢ den Viererimpuls des W-Bosons bezeichnet. Daher ist es sinnvoll, die
reduzierten Raten in Abhiingigkeit der Variablen x? in einem Schaubild graphisch darzu-
stellen. Fiir spatere Anwendungen in hadronischen Zerfillen werden sieben unterschiedliche
Helizitits-Raten benotigt. Dieses sind die transversalen Raten U und U, die longitudina-
len Raten L und L?, aulerdem die skalaren Raten S und S* und schlieBlich die Rate I7,
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die die Interferenz zwischen longitudinaler und transversaler Helizitdt beschreibt. Der In-
dex P beschreibt den Anteil der Helizitdts-Raten, die durch polarisierte b-Quarks bestimmt
werden. Die Raten ohne diesen Index beschreiben entsprechend unpolarisierte b-Quarks.
Der Vollstindigkeit halber werden auch die iibrigen Helizitits-Raten F, F'¥ und A" ge-
zeigt sowie die Summen U + L und U” 4 L, die bei bestimmten Winkelverteilungen in
hadronischen Zerfillen auftreten.

Die Graphen der angegebenen reduzierten Helizitdts-Raten sind in Abbildung 5.6 dar-
gestellt. Um nicht immer zwischen X und X7 unterscheiden zu miissen, wird fiir den Rest
dieses Abschnittes einfachheitshalber die Notation

GF MI%V my

y=——+—
82

fiir die unterschiedlichen Helizititen X = U,U”,L,L" S, S?, F, F* IP AP verwendet,

wobei die Funktionen T'x in (b.110) angegeben sind. Die reduzierten Raten ergeben sich
aus den Ty durch die Beziehung

[Viel” Tx (5.111)

‘;FT); =22 Tx. (5.112)
Die verwendeten Werte fiir die Quarkmassen sind wie in Abschnitt aus Kapitel B durch
mp = 4.85GeV und m, = 1.45GeV gegeben. Auch die anderen Konstanten besitzen
dieselben Werte wie in Abschnitt B.6. Die starke Kopplungskonstante betragt a, = 0.219,
und das CKM-Matrixelement ist Vi, = 0.041. Die Fermi-Konstante hat schliellich den
Wert Gr/(hic)® = 1.16639 x 10~°GeV ~2. Der kinematisch erlaubte Bereich fiir die Variable
2 ist 0 < 22 < (1 — y)?, wobei y = m./my; die skalierte Masse des c-Quarks ist. Die
unterschiedlichen reduzierten Raten sind nach ihrer Definition dimensionslos.

In allen Schaubildern werden sowohl die Bornschen als auch die strahlungskorrigierten
Raten gezeigt, um den Einflufl der Korrekturen qualitativ ablesen zu konnen. Auf den
Einflufl der Strahlungskorrekturen und deren quantitativen Wert wird weiter unten néher
eingegangen. Die unpolarisierten und die zugehorigen polarisierten Raten werden fiir die
meisten Helizitdten in demselben Schaubild gezeigt, eine Ausnahme bilden die Helizitéiten
L, L?, S und S, weil sie sich jeweils nur um einen kleinen Betrag unterscheiden, der in
den gezeigten Schaubildern nicht mehr sichtbar wire. Die beiden polarisierten Raten 17
und A besitzen keinen entsprechenden Beitrag fiir unpolarisierte b-Quarks und werden
deshalb in einem einzigen Bild zusammengefaft.

Bei der Betrachtung der Graphen fiir die unterschiedlichen reduzierten Raten in Abbil-
dung p.g féllt zunéchst auf, dal die QCD-Strahlungskorrekturen bei allen gezeigten Raten
alle Werte von 22 betragsméBig reduzieren. Einige der Helizitits-Raten zeigen einen sehr
dghnlichen Verlauf, was aus der Tatsache folgt, daf} fiir die Bornschen Raten einige Raten
identisch sind. Es gilt namlich By = Brr, Byr = Br, B, = Bg und Brp = Bgpr, wie man
aus (5.20) ablesen kann. Die entsprechenden strahlungskorrigierten Raten unterscheiden
sich also nur in O(as) voneinander. Die Halfte aller Raten verschwindet an der unteren
Grenze 22 = 0, wihrend alle anderen Raten dort einen positiven endlichen Wert besitzen.
An der oberen Grenze des Intervalls z2 = 0.491 erreichen alle hier diskutierten Heli-

max
zitdts-Raten den Wert null. Die Raten, welche an beiden Enden des kinematisch erlaubten
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Abbildung 5.6: Reduzierte differentielle Helizitéts-Raten dl'x/dz? nach dem skalierten Im-
pulsquadrat des W-Bosons 22 = ¢?/m? fiir die Helizititen X = U, U?, L, LY, U + L,UF +
LY S, 8P F,FP IP AP in Bornscher Niherung und bis einschlieBlich O(a).
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x%-Intervalls verschwinden, steigen oder fallen mit wachsendem 2% bis zu einem lokalen
Extremum, um am Ende wieder den Wert null zu erreichen. Die iibrigen Raten fallen mit
steigendem x? von einem endlichen Wert stetig und relativ gleichmiflig auf null ab.

Wir werden im folgenden die einzelnen reduzierten Raten aus Abbildung b.G etwas
genauer diskutieren. Die Rate dl'y /dz? hat an der unteren Grenze x?> = 0 den Wert 0,
wiichst mit steigendem 22 an und erreicht bei 22 = 0.268 einen maximalen Wert von
0.438. Bei weiter zunehmendem 22 fillt der Graph wieder ab und erreicht an der oberen
Grenze 22, wieder den Wert null. Die polarisierte Rate dl'y, /dz?® verschwindet ebenfalls
bei 22 = 0, fillt dann jedoch stetig ab und erreicht bei z? = 0.229 ein Minimum von
—0.329. Mit weiter steigendem x? wichst auch die Rate wieder und besitzt am oberen
Endpunkt den Wert null. Insgesamt ist die polarisierte Rate betragsméaflig kleiner als die
unpolarisierte.

Die Raten dI', /dz® und dT';,, /dz? unterscheiden sich nicht wesentlich in ihrem Verlauf.
Die unpolarisierte Rate besitzt an der unteren Grenze x? = 0 den Wert 1.315 und fillt mit
zunehmendem z? stetig ab. Kurz von der oberen Grenze z2,,, nimmt das Gefille weiter zu,
und an der oberen Grenze verschwindet die unpolarisierte Rate. Die polarisierte Rate zeigt
ein dhnliches Verhalten wie die unpolarisierte. Sie fillt von 1.309 an der unteren Grenze
auf null an der oberen Grenze. Der Verlauf des Graphen ist noch gleichméfiger als bei der
unpolarisierten Rate und &hnelt bis auf eine leichte Kriimmung dem einer Geraden.

Das Verhalten des Graphen von df‘U+L /dz? wird durch die Summe der Raten fiir
X = U und X = L bestimmt. An der unteren Grenze x> = 0 ergibt sich der Wert
1.315. Mit steigendem z? fillt der Graph zunehmend steiler ab und erreicht bei 22, den
Wert null. Er besitzt eine relativ gleichmifige Kriimmung, die am oberen Ende des -
Intervalls etwas grofler ist. Der Graph der polarisierten Rate demr . /dx? verhilt sich fast
spiegelbildlich zu dem der unpolarisierten Rate. Bei 2% = 0 hat er den Wert 1.309, was also
nur unwesentlich geringer ist als im unpolarisierten Fall. Er fallt unter relativ konstanter
Kriimmung mit steigendem z? ab. Bei z2-Werten iiber 0.43 tritt eine Besonderheit auf,
die wegen des kleinen Maflstabes in der Graphik nicht zu erkennen ist. Der Graph besitzt
bei 2% = 0.438 eine Nullstelle, fillt mit weiter steigendem z? auf ein lokales Minimum von
—0.00347 an der Stelle 22 = 0.4645, um anschlieBend wieder zu steigen. Bei 2% = 0.4646
existiert eine zweite Nullstelle, und der Graph steigt an der oberen Grenze auf null an.

Fiir die Graphen der Helizitéits-Raten dl'g /dz?* und drl sp/dx? ist der Verlauf mit denen
fir X = L und X = L” fast identisch. Sie fallen von der unteren Grenze x> = 0 fast linear
bis zur oberen Grenze ab. Die Werte an der unteren Grenze sind mit 1.315 fiir X = S und
1.309 fiir X = S* mit denen fiir X = L und X = L? identisch. Da auch die jeweiligen
Bornschen Raten identisch sind, unterscheiden sich die entsprechenden Werte nur um sehr
kleine Betrége, die nicht weiter diskutiert werden miissen.

Auch die Helizitéits-Raten dI'p/dz? und dI pr /dz? brauchen nicht ausfiihrlich diskutiert
zu werden, da sie dieselben Bornschen Raten besitzen wie im Falle X = U und X =
UF. Beide Raten verschwinden an der unteren Grenze. Die unpolarisierte Rate fillt mit
zunehmendem 22 auf ein Minimum von —0.324 bei 22 = 0.232 und steigt mit wachsendem
2% wieder bis auf den Wert null. Die polarisierte Rate steigt zu groBeren Werten von 22 an
und besitzt bei 2?2 = 0.272 einen Maximalwert von 0.433. Bei weiter steigendem 22 fillt
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die Rate wieder und verschwindet schliellich an der oberen Grenze.

Die reduzierte Rate dl';» /da? hat bei 22 = 0 den Wert null und fillt mit wachsendem
2% zuniichst steil, dann etwas flacher ab. Bei 22 = 0.145 erreicht sie ein Minimum von
—0.259 und steigt mit ansteigendem 2 stetig bis auf null an der oberen Grenze. Die
polarisierte Rate dl’ ar /dx? verschwindet ebenfalls bei 2 = 0. Sie wiichst mit steigendem
22 erst steil, dann etwas flacher, an und erreicht ein Maximum von 0.261 bei 22 = 0.163.
Bei hoheren Werten von 22 fillt die Rate erst langsam, bei hohen Werten von 22 steiler,
ab und verschwindet bei 22, .

Die Helizitdts-Raten héngen auch vom Verhéltnis der Quarkmassen y = m./my ab.
Vergleicht man die hier diskutierten numerischen Resultate des Zerfalls eines b-Quarks
in ein c-Quark und ein virtuelles W-Boson mit denen des Topquark-Zerfalls [59], so stellt
man fest, dafl das Massenverhéltnis beim b-Zerfall etwa 0.3 betrigt, wihrend es dort wegen
my/my; = 0.028 etwa um einen Faktor zehn kleiner ist. Die Abhéngigkeit der Ergebnisse
vom Massenverhéltnis y verdndert somit auch den Verlauf der graphischen Darstellungen,
obwohl die analytischen Ausdriicke identisch sind. Zum einen verschiebt sich die obere
Grenze des kinematisch erlaubten Bereiches fiir die Variable 2, da sie wegen 22, = (1—y)?
selbst auch vom Massenverhiltnis abhéngt. Zum anderen erd der Betrag fast aller Raten
mit wachsendem gy immer kleiner. Bezeichnet man die unterschiedlichen Massenverhéltnisse
mit y; < ya, so gilt also die Beziehung mae (Y1) > Tmax(y2) fiir die oberen Grenzen von .
AuBerdem ist fiir die meisten der betrachteten Raten 6dI X = |dlx (y1)| — |dDx (y2)] > 0.
Die Ausnahmen beziehen sich auf meistens relativ kleine z2-Intervalle bei den Helizitéiten
X =UFP+ L7 F FPAP wenn man die Massenverhiltnisse aus dem b-Zerfall und aus dem
Top-Zerfall zugrunde legt.

Betrachtet man die absoluten Differenzen ddlx etwas genauer, so erkennt man, daf} sie
fiir alle Helizitiiten auer den oben genannten Ausnahmen an der unteren Grenze z? = (
relativ klein sind, aber mit steigendem z? zunehmend stirker anwachsen und bei Tmaz(Y2)
einen maximalen Wert erreichen. Fiir noch groBere x?-Werte verschwindet I'x(y») und
6dT'x ist daher in diesem Bereich nur durch den Betrag von dl'x (1) gegeben.

Wir wollen zum Abschluf dieses Abschnittes noch die prozentualen Anderungen der
Helizitédts-Raten diskutieren, die durch den Einflul der Strahlungskorrekturen hervorgeru-
fen werden. Die Strahlungskorrekturen setzen sich aus den Einschleifen-Korrekturen und
den Beitragen zur Bremsstrahlung in O(ay) zusammen. Um einen Eindruck von der Groe
der Strahlungskorrekturen zu erhalten, ist es sinnvoll, die relative Anderung der Korrektu-
ren in Bezug auf die Bornsche Naherung graphisch darzustellen. Die relativen Korrekturen
sind definiert durch

dix 0D Jda? — 0o Jda? AP Jda?
da? drEo™ ) da? A0 P fda?
Die Graphen dieser Funktionen fiir die unpolarisierten und die polarisierten Helizitéten
X =UU" L LY, U+ LU +L", S, SP,F,F?,]P,AP in Abhingigkeit der Variablen z?
sind in Abbildung 5.7 dargestellt. Die relative Anderung der Raten ist in % angegeben.

Der graphische Verlauf der relativen Strahlungskorrekturen AdIy Jdz? zeigt fiir die
verschiedenen Helizitéten einige Unterschiede, die im folgenden beschrieben werden. Fiir

A

—1. (5.113)
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Abbildung 5.7: Relative Anderungen der inklusiven reduzierten Strukturfunktionen durch die
O(a)-Strahlungskorrekturen bezogen auf die Bornsche Niherung. Es gilt 22 = ¢2/ m%.
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X = U sind die relativen Strahlungskorrekturen im gesamten kinematisch erlaubten Be-
reich 0 < 2% < (1 — y)? negativ. Sie reduzieren also fiir alle 2?-Werte die Bornsche Rate.
Die Grolenordnung betragt mehrere Prozent. An der unteren Grenze x = 0 betragen die
Korrekturen etwa —10.11%, fiir ansteigende x fillt der Graph etwas ab und erreicht bei
etwa 22 = 0.192 ein Minimum von —11.82%. Mit weiter anwachsendem z? steigt der Graph
immer steiler an und erreicht an der oberen Grenze z? = (1 — y)? den maximalen Wert
von —5.99%. Fiir die polarisierte Rate X = U” gibt es sowohl positive als auch negative
Beitrige der relativen Strahlungskorrekturen. Bei 22 = 0 betragen die Korrekturen etwa
—7.35%. Mit steigendem z? fillt der Graph leicht ab. Bei 2% = 0.0489 erreichen die Korrek-
turen ein Minimum von —7.48%. Fiir weiter steigende z2-Werte steigen die Korrekturen
zunehmend steiler an. Sie besitzen bei z2 = 0.449 eine Nullstelle und erreichen an der
oberen Grenze 22 = (1 — y)? den Maximalwert 3.31%.

Die relativen Strahlungskorrekturen fiir X = L sind durchgehend negativ und steigen
mit wachsendem 2 immer steiler an. Fiir 22 = 0 betriigt der minimale Wert etwa —12.93%
und wiichst bei 22 = (1 — y)? auf das Maximum von etwa —5.99%. Fiir X = LY zeigt der
Graph einen #hnlichen Verlauf wie im Falle X = L. Bei 22 = 0 betragen die relativen
Korrekturen —13.3% und steigen mit wachsendem 2 stetig an, wobei die Steigung immer
grofer wird. An der oberen Grenze x2,,, erreichen die Korrekturen den Maximalwert von
etwa —0.377% und bleiben daher immer negativ.

Fiir die Helizitats-Rate X = U + L steigen die relativen Korrekturen von —12.93%
bei 22 = 0 auf —5.99% bei 22, stetig an, wobei mit zunehmendem z? die Steigung auch
groBer wird. Die relativen Korrekturen der polarisierten Rate X = UF + L¥ zeigen ein
auflergewohnliches Verhalten, da sie an der Stelle 22 = 0.455 einen Pol besitzen. Das liegt
daran, dafl die Bornsche Rate im Nenner des analytischen Ausdrucks bei z? = (1 — y?)/2
eine Nullstelle aufweist. Bei 22 = 0 betragen die Korrekturen —13.31% und fallen mit
steigendem 22 zunichst flach, dann immer steiler ab und erreichen an der Polstelle —oo.
An der oberen Grenze von 2 betragen die relativen Korrekturen 49.73% und steigen mit
abnehmendem z? steil an, bis sie am Pol +oo betragen.

Die relativen Korrekturen fiir die beiden Raten X = S, S zeigen auch einen #hnlichen
Verlauf. Die Korrekturen fiir X = S steigen von einem minimalen Wert bei 22 = 0 auf ein
Maximum bei 22, an. Die Steigung des Graphen wird auch hier mit zunehmendem 2z
groBer. Das Minimum der Strahlungskorrekturen betrigt etwa —12.93%. Bei 22 = 0.456
findet ein Vorzeichenwechsel statt, und das Maximum hat einen Wert von 3.31%. Der
Unterschied fiir X = S¥ im Vergleich zu X besteht in einer kleinen Anderung der nume-
rischen Werte. Der minimale Wert bei 22 = 0 betrigt —13.31%, ist also etwas niedriger als
bei X = S. Die relativen Strahlungskorrekturen haben einen Vorzeichenwechsel bei etwa
x? = 0.477, was etwas grofer ist als im Fall X = S. Das Maximum am oberen Ende des
Bereiches ist 1.55% und damit etwas niedriger als bei X = S.

Die Korrekturen der Helizitit X = F an der unteren Grenze 2> = 0 betragen —14.42%,
steigen mit wachsendem z? relativ gleichméBig an, besitzen bei 2% = 0.450 eine Nullstelle
und erreichen bei 22 . den Maximalwert von 3.31%. Die Korrekturen der polarisierten
Rate X = F steigen ebenfalls relativ gleichméBig an, sind aber insgesamt kleiner als die
der unpolarisierten Rate. Sie betragen —15.84% an der unteren Grenze und erreichen bei
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22 den Wert —5.99%. Es ist bemerkenswert, da8 die Werte der Korrekturen fiir X = F

max
und X = F? dieselben numerischen Werte besitzen wie die jeweiligen Korrekturen fiir

X=Uund X =U.

Die relativen Korrekturen der Rate X = I” schliefllich haben am unteren Ende x = 0
einen Wert von etwa —10.704%. Mit wachsendem z fallen sie zunichst ganz leicht ab
und erreichen im Punkt 2 = 0.107 ein Minimum von etwa —10.713%. In diesem Bereich
sind die Korrekturen damit fast konstant. Mit weiter ansteigendem z wachsen auch die
Strahlungskorrekturen an, wobei die Steigung auch in diesem Fall immer grofler wird. Bei
x = 0.695 befindet sich eine Nullstelle, an der die Korrekturen ihr Vorzeichen wechseln.
An der oberen Grenze 2% = (1 — y)? erreichen sie schlieflich ein Maximum, das den Wert
0.915% besitzt.

Die relativen Korrekturen fiir die Helizitit X = AP schliefllich steigen relativ gleich-
mifig von —14.59% an der unteren Grenze x> = 0 auf einen Maximalwert von —5.99% an
der oberen Grenze 22, ..

Abschliefflend kann man feststellen, daf sie relativen Strahlungskorrekturen in den mei-
sten Féllen negativ sind und die Bornschen Raten vermindern. Sie haben an der unteren
Grenze % = 0 Werte zwischen etwa —7.3% fiir X = U und —15.8% fiir X = F¥. Bis auf
wenige Ausnahmen steigen die relativen Korrekturen mit wachsenden x?-Werten stetig an

und besitzen an der oberen Grenze z2,,, Werte zwischen etwa —6.0% fiir die Helizitdten

X =UL U+ L, FP, A” und +3.3% fiir X = U”,S, F. Die relativen Korrekturen fiir
die letztgenannten Helizititen sowie fiir X = S¥, I” besitzen eine Nullstelle, an der die
Korrekturen ihr Vorzeichen wechseln. Sie befinden sich alle in einem sehr kleinen Bereich
bei 22 = 0.45 bis 22 = 0.48 etwas unterhalb der oberen Grenze fiir z2. Die relativen
Strahlungskorrekturen der Helizitéits-Raten fiir X = U, U I besitzen bei relativ klei-
nen Werten zwischen 22 = 0.01 und 22 = 0.2 ein lokales Minimum, steigen fiir grofere
x%-Werte aber wie die Korrekturen fiir die {ibrigen Raten stetig an und besitzen an der
oberen Grenze 72, einen Maximalwert. Die einzige Ausnahme von diesem Verhalten zei-
gen die relativen Korrekturen fiir die Helizitdt X = UF + L?, die eine Polstelle besitzen und
daher dort divergent werden. Dies liegt, wie oben erwéhnt wurde, am Verschwinden der
Bornschen Rate an dieser Stelle, die im Nenner der Definitionsgleichung fiir die relativen
Strahlungskorrekturen steht.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sei noch bemerkt, dafl die diskutierten Raten I'yx
keine physikalischen Grofien darstellen. Die Mefigroflen werden durch normierte Ausdriicke
wie beispielsweise 'y / fU+ 1 gegeben. Die relativen Korrekturen zu den unnormierten Ra-
ten, die in vielen Fillen fiir bestimmte Werte von z? betragsmiifiig grofer als 10% sind,
stellen somit auch keine physikalischen Resultate dar. Es stellt sich heraus, dafl die Betrége
der Korrekturen physikalischer Observablen gegeniiber den unnormierten Raten reduziert
werden. Sie betragen beispiclsweise fiir T'y /f‘U+L maximal 3.24% bei 22 = 0 gegeniiber
maximal 11.8% fiir I'y bei 22 = 0.19.
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Kapitel 6

Nichtperturbative Beitrige

6.1 Einleitung

In Kapitel f haben wir den semileptonischen Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und
ein W-Boson diskutiert, wobei das W off-shell war und weiter in ein Lepton-Paar zerfiel.
Dabei wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen bis zur ersten Ordnung in ag zu
den Helizitats-Strukturfunktionen berechnet, welche in die Winkelverteilung des betrach-
teten Zerfallsprozesses eingehen. In diesem Kapitel werden wir weitere nichtperturbative
Korrekturen besprechen, die bei hadronischen Prozessen auftreten, in die der in Kapitel
B behandelte b-Zerfall eingebunden ist. Die Quarks sind bekanntlich in der Natur bisher
nicht als freie Teilchen beobachtet worden, sondern bilden die Konstituenten der Hadro-
nen. Mochte man also einen Teilchenprozefl untersuchen, in dem der Zerfall eines b-Quarks
eine Rolle spielt, so mul man sich entsprechende Zerfille von Hadronen anschauen, die
ein b-Quark enthalten. Eine Moglichkeit bietet der semileptonische Zerfall des A,-Baryons,
das den Quarkinhalt udb besitzt. Es ist elektrisch neutral und hat Spin 1/2. Seine Masse
betriigt etwa 5.62 GeV, und seine Lebensdauer ist etwa 1.23 x 107!? Sekunden [22]. Eine
andere Moglichkeit zur Untersuchung hadronischer Prozesse, in denen der b-Zerfall eine
Rolle spielt, bieten semileptonische Zerfille von B-Mesonen, die aus zwei Quarks bestehen,
von denen eines ein b oder ein b ist. Ein neutrales B%- oder B°-Meson besteht jeweils aus
der Kombination bd oder bd, und die geladenen Mesonen B* sind aus den Quarks bu bezie-
hungsweise bu aufgebaut. Alle diese B-Mesonen besitzen Spin 0. Thre Massen betragen etwa
5.28 GeV, wobei die Masse des B? um etwa 0.3 MeV grofler ist als die der B*-Mesonen.
Die Lebensdauer der neutralen und der geladenen B-Mesonen betriigt jeweils 1.54 x 10712
s und 1.67 x 1072 s [22].

Die semileptonischen Zerfalls-Prozesse des Ay-Baryons oder der B-Mesonen werden
im Rahmen der Effektiven Theorie schwerer Quarks (“Heavy Quark Effective Theory”,
HQET) in fithrender Ordnung durch den elementaren b-Quark-Zerfall b — ¢+ 1~ +
beschrieben. Die in der HQET berechneten Korrekturen sind proportional zu Potenzen
von 1/my,. Sie basieren im Gegensatz zur QCD nicht auf der Storungstheorie, bei der man
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die Korrekturen in eine Potenzreihe von a, entwickelt, und werden daher als nichtpertur-
bative Korrekturen bezeichnet. Die in Kapitel f| berechneten Resultate fiir die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen zum b-Zerfall kénnen also auch fiir die Anwendungen in ha-
dronischen Prozessen verwendet werden. Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit in der Be-
rechnung der QCD-Strahlungskorrekturen liegt, wird die Beschreibung der Berechnung fiir
die nichtperturbativen Beitrédge nur in knapper Form zusammengefafit. Wir verweisen fiir
eine ausfiihrlichere Diskussion der Methodik fiir hadronische Korrekturen auf [71], wo die
inklusiven semileptonischen Zerfille des Ay-Baryons in polarisierte 7-Leptonen diskutiert
werden. Bei den unten folgenden Ausfithrungen werden wir uns im Wesentlichen auf diese
Referenz beziehen. Die dortigen Berechnungen wurden ab initio noch einmal durchgefiihrt.
Dabei wurden in den Resultaten von [71] einige Fehler gefunden und in diesem Kapitel
korrigiert. Es ist zu beachten, dafl sich die Definition der z-Richtung des Koordinatensy-
stems in [71] von der im folgenden verwendeten unterscheidet, was zu unterschiedlichen
Vorzeichen in den Beitrdgen zur A,-Polarisation fithrt. Auflerdem werden wir die Notation
aus Kapitel B, die mit derjenigen aus [59] iibereinstimmt, verwenden. Neben der Definition
der z-Richtung des Koordinatensystems gibt es auch Unterschiede bei der Definition der
polarisierten Strukturfunktionen fiir X = I”, A”, welche man beim Vergleich der Resultate
beriicksichtigen muf.

Bei den inklusiven semileptonischen Zerfillen B — X.+ 1"+, und Ay — X, +1" 4+ 7,
spielen nichtperturbative Beitrége in der 1/my-Entwicklung der Zerfallsmatrixelemente eine
wichtige Rolle. Der fithrende Term in der 1/my-Entwicklung ist durch den freien Zerfall
des b-Quarks b — ¢ + I~ + iy gegeben, wihrend die Beitriige der Ordnung O(1/m?) mit
Hilfe der Operatorproduktentwicklung im Rahmen der HQET bestimmt werden kénnen.
Diese nichtperturbativen Beitrédge spielen in der Faktorisierungsndherung auch eine Rolle
bei den inklusiven nichtleptonischen Zerfillen B — X.+ D? und A, — X.+ D}, wobei das
Ap-Baryon polarisiert sein kann. Diese inklusiven nichtleptonischen Zerfélle wurden in [[72]
diskutiert.

Das Ay kann unter anderem bei Zerfillen neutraler Z°-Bosonen entstehen, die bei-
spielsweise bei Elektron-Positron-Annihilation erzeugt werden. Bei Experimenten am ete™-
Collider LEP am CERN wurden zum Beispiel bei einer Schwerpunktsenergie, die der Masse
des ZY entsprach, grofiere Mengen von Ay-Baryonen erzeugt, die ausreichen, um statistische
Aussagen {iiber semileptonische Aj-Zerfille machen zu konnen. Bei zukiinftigen Beschleu-
nigern wird ebenfalls eine hohe Produktionsrate dieser Hadronen erwartet. Durch experi-
mentelle Fortschritte in der Detektor-Technologie ist es gelungen, die Identifizierung des
Ay immer weiter zu verbessern und es daher einer genaueren Untersuchung zugénglich zu
machen. Beispiclsweise zerfielen bei LEP etwa 22 % der erzeugten Z-Bosonen in bb-Paare.
Davon gingen etwa 10 % in die Bildung von A,-Baryonen, von denen wiederum etwa 20 %
semileptonisch zerfallen. Dabei wird im Endzustand ein Lepton-Paar aus einem geladenen
Lepton und einem Antineutrino sowie ein hadronischer Zustand erzeugt. Man kann also
etwa 4000 inklusive semileptonische A,-Zerfille in 10° Z°-Zerfillen erwarten.

Die Ap-Baryonen auf der Z-Resonanz sind zu einem hohen Grade polarisiert [[73]. Bei
einer theoretischen Betrachtung der Aj-Zerfille ist es daher notwendig, die Polarisation
des Ay, zu beriicksichtigen. Etwa 10 % der bei den semileptonischen Zerfillen produzier-



6.2. HADRONISCHE MATRIXELEMENTE 213

ten Lepton-Paare enthalten ein 7-Lepton, dessen Masse von derselben Gréflenordnung wie
die Massen des b- und des c-Quarks ist. In diesem Fall darf die Lepton-Masse nicht ver-
nachléssigt werden, da sich die Resultate sonst merklich verfdlschen. Der Grofiteil der
Zerfélle des Ay, produziert aber Elektronen oder Myonen im Endzustand, deren Massen in
sehr guter Naherung null gesetzt werden konnen.

6.2 Hadronische Matrixelemente

Die Dynamik der Hadronen wird im vorliegenden Prozefl genau wie bei der Berechnung der
QCD-Korrekturen zum b-Zerfall durch einen Hadron-Tensor beschrieben, der die Viererim-
pulse p des A, und ¢ des Lepton-Paares sowie den Polarisationsvektor s des A, enthélt. Er
ist durch

W (q0:0% ) = 2m)* Y 8" (0 — a = p2) (Mo(p, 8) [T X (p2)) (Xe(p2) | JE | Aolp, ) (6.1)

definiert, wobei J* der Hadron-Strom ist, der den Ubergang b — ¢ induziert. Der Hadron-
Tensor kann als Funktion der beiden Variablen ¢y und ¢? aufgefat werden, und seine
Tensorstruktur kann durch eine Entwicklung in einen Standardsatz von Kovarianten aus-
gediickt werden, die aus den Vierervektoren v = p/my,, ¢ und s sowie dem metrischen
Tensor g und dem Levi-Civita-Tensor e#*? gebildet werden. Der allgemeine Ansatz fiir
einen Hadron-Tensor zweiter Stufe ist

WH = — g™ Wy + oo Wo — i e v, q, Ws + ¢ ¢" Wy + (¢" v + 0" ¢") W5
—(q-8) [~ ¢" G1+v"v" Gy — i Py qs Gs + ¢ ¢ Gy + (¢ v” + 0" ¢¥) Gs]
+ (s"v" + 8" ") Gg + (s" ¢ + s ¢") Gr + i (e"”o‘ﬁ Vo 53 Gs + b g, s Gg)
+ (s"0” — 8" 0") Gro + ("¢ — 87 ¢") Gi1 + (V" €7 + 0¥ 07 guv5 5, Gra
+ (q“ /P 4 g¥ e"aﬁ"’) qa V3 5y Gh3 . (6.2)

Die letzten vier Invarianten Gig, ..., Gi3 sind sogenannte T-ungerade Invarianten, die
C P-ungerade oder imaginére Beitrdge enthalten. Im Standardmodell verschwinden diese
Beitrige, da die Schleifenbeitréige reell sind und der (b — c)-Ubergang C P-erhaltend ist.
Deshalb werden diese Beitréige im folgenden nicht betrachtet. Die Invarianten Wy, W5, Gy,
G5, G7, G11 und Gi3 tragen nicht zu den semileptonischen Zerfdllen bei, wenn man die
Masse der geladenen Leptonen vernachlassigt, da die Kontraktion des Lepton-Tensors mit
g" oder ¢” in diesem Fall null ergibt. Dies kann man an der expliziten Form des Lepton-
Tensors (B.19) erkennen, wenn man g = p; + p,, setzt. Wie schon zuvor erwéhnt, kann man
diese Beitrédge im Fall der tauonischen semileptonischen Zerfélle wegen der im Vergleich
zur b-Masse relativ groen Masse des 7-Leptons nicht vernachléssigen.

Die Entwicklung von W#” nach Kovarianten ist dieselbe wie beim Hadron-Tensor H,,,
(£.45), der in die Berechnung der QCD-Rate eingeht. Dort wurden die T-ungeraden Invari-
anten nicht angegeben, weil der semileptonische b-Zerfall im Rahmen des Standardmodells
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diskutiert wurde. Bei der Diskussion der nichtperturbativen Beitrdge werden auch die In-
varianten, die bei endlicher Leptonmasse beitragen, beibehalten, weil dies eine Diskussion
von 7-Leptonen im Endzustand erlaubt.

Die Invarianten W7, ..., W;5 beschreiben die spinunabhéngigen Beitrige zum semilepto-
nischen Zerfall, wihrend die Strukturfunktionen G, ..., Gy vom Spin des A, abhéngen. Sie
werden mit Hilfe der Operatorprodukt-Entwicklung (OPE) in der HQET berechnet. Diese
Rechnung wird hier nicht explizit durchgefiihrt. Da die dazu notwendigen Techniken in der
Literatur bereits ausfiihrlich behandelt wurden [[74,[75,[76,[77,[78,79, 80, 81, 82], brauchen
wir darauf nicht einzugehen und werden nur die endgiiltigen Resultate der OPE-Analyse
angeben. Der Hadron-Tensor kann durch den absorptiven Anteil

W = — L (e (6.3)

™

eines Matrixelementes ausgedriickt werden, das durch
T"(q0,¢%) = — i{As(p, 5)| /d49” ™ T I () J7(0)|As(p, 5)) (6.4)

gegeben ist. Es kann ebenfalls in einen Satz von Kovarianten analog (6.2) entwickelt werden.
Die zugehorigen 14 nichtverschwindenden invarianten Formfaktoren werden mit 7; und S;
bezeichnet, wobei ¢ = 1,...,5 und 7 = 1,...,9 gilt, und entsprechen den Invarianten W;
und G; aus (p.7). Sie konnen mit entsprechenden Methoden, die in der HQET entwickelt
wurden, berechnet werden. In der Ordnung 1/m? erhiilt man damit

) T -
T, = Z—S(1+Xb)+¥([(b+0b)(ALO_I_meA(%).q))_i_mb(KZ:—Gb)
4miKy(v-q)  2miGy
3A 3A?
I; = QLAO(l"i_Xb)_?(Kb—i‘Gb)mb;%v'q Q?ig(b_”;i(gb
Iy = ;l—Z%(KvaGb)
T, = ;—Al()(uxb)—?(f(ﬁ&)zmbg%v-q n;%ACgb
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S = 0

s = -mliral Sl Sm g s+ 20 - 0 0)

S - 12+AZb n (2my + 22(2)(1) my Ky 4;”2?13 (¢ — (v-9)?)

S = = SAJ; = Tglﬁb * gzg (v-a) Ky = 4?2? (¢ = (v-9)%)

5 — 121? (2m Z;'UA-%C]) my Ky 41;%@ (¢ = (v-)?) (6.5)
mit

, _ 2m —U.qij (Ky+Gy) 8?2? (@ - (v-q) + 2me0& (6.6)

Die Grofle K, beschreibt die kinetische Energie des schweren Quarks, also in unserem Fall
des b-Quarks, das im A,-Baryon enthalten ist. Es gilt

K= = S (o, 9)lBu() L2L b (@), ) = (67)
b — - b\D, S v (T ng v (T b\D, S _2mza .
wobei p2 ~ 0.06 ist. Der spinabhiingige Anteil ¢, ist definiert durch

(As(p, 8)|b7 75 0| As(p, ) = (1 + &) ™. (6.8)

Schliefflich gibt es noch einen Anteil GGy, der die chromomagnetischen Beitrége beschreibt.

Es ist durch
—gF.s o8

G = Sl o) (LT ) b)) (©9)

b

s

definiert. Fiir den Zerfall des A, sind diese Beitrédge null, aber bei der Diskussion der B-
Mesonen gilt G, # 0. Der Propagatornenner A ist gegeben durch

Ay = (mpv — q)* — m? + ie. (6.10)
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Die Berechnung der Strukturfunktionen des Hadron-Tensors, W; und G, ist gemé&f der
Beziehung (6.3) durch

1 1
W;=—-Im(T;), G;=——Im(S;) (6.11)
T ™
fir. =1,...,5und 57 = 1,...9 gegeben. Dazu miissen der Imaginéirteil des Propaga-

tors 1/A, sowie seine zweite und dritte Potenz bestimmt werden. Aus der Definition des
Imaginérteils erhdlt man

1 1 1 1 —€
. _ 1 _ _ 6.12
m<x+ie) 2i (x—I—ie x—ie) 2+ €2 (6.12)

Dies verschwindet offenbar im Grenzfall ¢ — 0, solange x # 0 ist. Um dies auf beliebige
reelle Werte fiir z ausdehnen zu kénnen, bildet man das Integral

a —_—

lim [ de —— =1lim [—2 arctan (E)} = -7 (6.13)
e—0 J_, T2 4+ €2 e—0 €

fiir beliebiges a > 0. Da das Integrationsintervall den Punkt x = 0 enthalt, sieht man, dafl
der Integrand die Eigenschaft einer Delta-Distribution hat. Man kann daher schreiben

. 1
ll_r% Im (x —i—ie) = —mi(z). (6.14)

Um dieses Resultat auf den Propagator anzuwenden, setzt man x = (myv — ¢)* — m? und
wertet dies im Ruhesystem des b-Quarks aus, in dem ¢ = 0 gilt. Das liefert schliellich

1 - m: —m? + ¢*
Im (A_o) = —md (mp —2myq0 + ¢ —m2) = 2—77%6 [QO— (ZJQT)] . (6.15)

Die Imaginérteile der zweiten und dritten Potenz des Propagators kénnen durch eine dqui-
valente Rechnung bestimmt werden, wenn man die Eigenschaften

1 1 d 1 1 1 d? 1
—=——|—], === (6.16)
benutzt und die Reihenfolge von Differentiation und Integration vertauscht. Das Resultat
fiir die Imaginérteile der zweiten und dritten Potenz des Propagators ist

m( L) = 2 4t o D (m—metg®
A2)  2my dgo Ay)  4m? dgo o 21my,

1 1 d? 1 -1 d? m2 —m? + ¢?
| — = — — |Im— | =——9 (= e T 7 . 6.17
m (Ag) 8m? dgd ( mA(]) 16 m3 dg? [QU ( 2my )] ( )
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Mit Hilfe dieser Resultate konnen wir nun die 14 Strukturfunktionen W; und G; angeben.
Sie ergeben sich aus (b.11]), indem man die berechneten Imaginérteile (6.15) und (b.17) in

die Invarianten 7; und S; aus (6.5) einsetzt. Dann kann man sie durch die Ersetzungen

1 1 1 1 1 1
W, = —T;|{ — — —F — s — — — — " —F
oo2my ! {AO Ol 7 Az 2my a0 —a) A3 8m} (a0 Q)}
1 1 1 1 1 1
= —— S0 — —F — — — —F — = " —F
G] me S] {AO _)5(610 Q)7 A% Zmbé(qo Q)v A(g) 8777%6 (qo q)}

(6.18)

ausdriicken. Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach ¢o. Zur Abkiirzung wurde E, =
(mi — m2 + ¢*)/(2my) gesetzt, wobei E, die Energie des virtuellen W-Bosons ist. Die
Strukturfunktionen W; und G sind Lorentz-Invarianten, die nicht vom Koordinatensystem
abhéngen.

6.3 Helizitats-Strukturfunktionen und Winkelvertei-
lungen

6.3.1 Definition der Strukturfunktionen

Die Funktionen (p.I1§) beschreiben den hadronischen Zerfallsproze§ A,(s) — X. eines po-
larisierten Ap-Baryons in einen Endzustand, der ein c-Quark enthélt, vollstindig. Um die
gesamte Verteilung fiir den semileptonischen Zerfall Ay(s) — X.+17(s;) 47, zu erhalten, ist
es notwendig, den Hadron-Tensor W#” mit dem Lepton-Tensor L,, zu kontrahieren. Wir
benutzen dazu die Helizitdts-Techniken, die auch bei der Diskussion der QQC D-Korrekturen
verwendet wurden. Der Vorteil dieser Methode besteht darin, daff man die Winkelverteilung
der differentiellen Zerfallsrate als Linearkombination der Helizitéts-Strukturfunktionen dar-
stellen kann. Diese Strukturfunktionen sind definiert durch

Ay M,

w

Aw Ny

= (2m)° Y 6 = a = pa) (X TE A Any) € () (Ag, Ny, [T XD e (Afy) (6.19)
X

und héngen mit W; und G, iiber die Relationen
Wi = Wi —|@Ws + 17 G — |71 Gs + Gs + q0 Go
Wiy = Wi—|qdWs—|qGi+ 31> Gz — Gs — g0 Gy
Wt = Wy + g Wi + g1 G + |3 G3 — Gs — qo G
W== = Wi+ |qWs— |7l G1 —|q1* Gs + Gs + qo G

2
q
Wfﬁ = —W1+q—2W2+q2W4+2qu5
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q(2) 2 2qo
— |CT| Gl—?Gg—q G4-2Q0G5‘|‘q—2G6+2G7
2
Wy~ = —W1+q—2W2+q2W4+2qu5

2 2
+|Cﬂ (G1—%GQ—QQG4—QQOG5+§G6+2G7)

Wit = W1+|Cﬂ2W+|ﬂG +|(713 2@1;@ ;
Woo = I/V1+|(ﬂ2 2—|€ﬂG1—‘§ G +2q0|(ﬂ G
Woit = @T%W2+|‘ﬂw5+qoq|2q—12G2+m2G5—lcﬂ?qi—;nga—%(%
Woi = ‘Cﬂqqow2+|7W —QOJ?2G2—|§|2G5+W‘2Q—;FQ§GG+%G7

2
Wiy = \/@(@GGJHJOGBJF‘JQGQ
—+ 2 2
Wy = — ?(‘ﬂG6_QOGS_q G9)
+— 2 2
Wiy = P (90 Ge + ¢° G7 + |71 Gs)

2
Wo = - \/q—Q (40 Gs + ¢* Gz — |q] Gs) (6.20)

zusammen. Mit Ay, = £1/2 werden die Helizitdten des A,-Baryons bezeichnet, und
Aw = 0,£1,t sind die Helizitdten des virtuellen W-Bosons, dessen Viererimpuls nicht
die Massenschalen-Bedingung ¢* = M3, erfiillt.

6.3.2 Winkelverteilungen

Zur analytischen Auswertung der Helizitats-Strukturfunktionen und zur Berechnung der
Winkelverteilungen fiir den semileptonischen Zerfall eines polarisierten A,-Baryons in ein
Leptonpaar wéhlt man der Einfachheit halber das A,-Ruhesystem. Die Kinematik die-
ses Prozesses sowie die Definitionen der Winkel und der {ibrigen kinematischen Gréflen
sind in Abbildung B-1 veranschaulicht. Der Winkel 6p ist durch die Richtung des A,-
Polarisationsvektors in Bezug auf die z-Achse definiert, die in Richtung des rdumlichen
W-Impulses gelegt wurde. Die Winkel 6 und ¢ legen die Richtung des Impulses des gelade-
nen Leptons beziiglich der z-Achse fest und werden im W-Ruhesystem bestimmt. Vergleicht
man die Resultate mit denjenigen aus [71], so mufl man die unterschiedliche Definition des
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Koordinatensystems beriicksichtigen. Die dort angegebenen Helizitéits-Strukturfunktionen
gehen in die Ausdriicke (6.20) iiber, indem man die Helizitdten des Ay-Baryons geméif
Ar, = = Any,s Ay, — — A, oder stattdessen die Funktionen G durch G; — — G ersetzt.
Der Grund fiir die Anderung der Vorzeichen ist, da die z-Achse in jeweils entgegengesetz-
ter Richtung definiert ist und sich die Helizitdten daher in entsprechender Weise dndern.
Wie bereits gesagt wurde, sind die Helizitédts-Strukturfunktionen keine Invarianten und
héngen vom gewéhlten Koordinatensystem ab.

P

Abbildung 6.1: Definition der Polarwinkel #p und 6 sowie des Azimuthwinkels ¢ im semilepto-
nischen Zerfall des Ap-Baryons Ag — X.+ 17 4+ 7; im Ruhesystem des Ay. P ist der Polarisati-
onsvektor des Ay.

Aus der Definition (5.19) ergibt sich durch Bildung des komplex konjugierten Ausdrucks
die Relation
Ay Ny, * My, My

w,oh St =W

Aw /\Q/V - A%/V)‘W ’

(6.21)

die Helizitats-Strukturfunktionen sind also hermitesch beziiglich Vertauschen der Heli-
zitdten Ay, < Ny, und Ay < Ay,. In dem hier vorliegenden Fall sind die Strukturfunktio-
nen reell, so dafl sie unter Vertauschung der Helizitdten symmetrisch sind.

Die Winkelverteilung des Zerfallsprozesses A{, — X, +17"+1, einschlieBlich aller Polari-
sationseffekte des A, und des geladenen Leptons ist vollstandig durch die 14 Strukturfunk-
tionen bestimmt. Aus diesen Funktionen léf3t sich die fiinffach differentielle Zerfallsrate in
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o, ¢%, cosB, cosfp und ¢ berechnen geméis

dl'~ 2GR Ve (- m) NG~ ¢

dgodg? dcosfdcosOpdp 3(2m)*q?
3
X { [p++ W+ W) +p- (W2 + W) ] 3 (1 + cos®6)
++ ER R
+ (Pt W™ + p—— Wi )Z sin” 0
3
[ (WEE = W) 4 p (WiE = WD) | S cost
+ % pi— (Wiy —WZ§)sind cosf cos gzﬁ}
+ % pi— (Wig + W) sinf cos ¢, (6.22)
drr _ 2GR Vel (@ - m) NG — ¢ mi
dgodg®dcosfdcosOpdp 3(2m)*q? 2q?

X { [p++ W+ W) +p - (W2 + W) ] Z sin 0

3
+ (p++ Wooh + o W(fo’) 3 cos? §
3 __ _
+ B (Prs Wit 4+ p - W) + 3 (pry Woitt + p-- Wy,) cos 6

+ ——pi (W}, —WZ)sinf cos ¢

32

- T\/_ pi— (W5 —WZ§) sinf cos cos gb}. (6.23)
Das Minuszeichen in der Rate dI'~ bezeichnet den Zerfall in Leptonen negativer Helizitét,
wahrend das Pluszeichen in dI'" entsprechend den Zerfall in Leptonen positiver Helizitét
kennzeichnet. Die Leptonmasse ist mit m; bezeichnet. Die Koeffizienten der Dichtematrix
fiir das Ay-Baryon beziiglich der z-Achse sind durch

A _ [ P+ pr—\ _1 [ 1+Pcostp  Psindp
= < Pt p__ ) 2 ( Psinfp 1— P cosfp (6-24)

definiert und beschreiben die Ay-Polarisation, die im Aj,-Ruhesystem durch den Polarisati-

onsvektor B
s =(0,P) = (0,P sinfp,0, P cosbp) (6.25)
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gegeben ist. Es sei darauf hingewiesen, daf§ durch die unterschiedliche Definition der z-
Richtung in unseren Resultaten im Vergleich zu [71] auch eine unterschiedliche Definition
der Richtung des Polarisationsvektors des A,-Baryons resultiert. Um die jeweiligen Ergeb-
nisse ineinander umzurechnen, mufl man die Ersetzungen 8p — 7 — 0p oder cosflp —
— cosfp, sinfp — sinfp beriicksichtigen.

6.3.3 Helizitats-Strukturfunktionen

Die Linearkombinationen der Helizitdts-Strukturfunktionen in den Zerfallsraten (6.22) und
(6-23) des semileptonischen Ay-Zerfalls hiingen nur von den Variablen go und ¢ ab. Man
definiert nun fiinf unpolarisierte und neun polarisierte Helizitats- Strukturfunktionen

Wy = WH+WIE+ Wi+ W2 = 4W,
Wyr = WEF+WIE—WID -Wo = 4|dG
W LW = |<.712
Wir = Wit =Wy = 2|4 (G1 + |Z_] Gy —2= G6)
Wrp = WiF—WI W o —W_o = —4|g|W;
Wpr = WiF—WIE—Wi+ W2 = —4(]§*Gs — Gs — gy Gy)
1 _ [2
W]P - 5 (Wio ‘ﬂ GG
1
War = 3 (Wig +W=§) = ,/q (90 Gs + ¢* Gy)
2
Ws = WAT+W;,” = —2(W1—%W2—Q2W4—2(J0W5)
2
WSP = Wt—t+_Wt_t_ = _2|q_1(Gl_%GQ_Q2G4_2qOG5+2%G6+2G7>
Wsr, = Woim + Wy, = 2] (q_g Wa + W5>
B 2 24 o2
Werr = Wt —W,,7 = 2 <QO @ Gy + |q* G5 MT% Gs — qo G?)
1 +— —+ 2 2
Werp = §(W+t _Wft) = _Q(QOGG‘H] G7)
1 _ [2
WST’P — 5 (Wj-_t + W |ﬂ Gg, (626)
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die mit Hilfe der Relationen (.20) durch die Invarianten W; und G; ausgedriickt wer-
den konnen. Beim Vergleichen mit den Ausdriicken aus [71] ist zu beachten, daf hier bei
der Definition der polarisierten Strukturfunktionen W;r und Wgppr zusétzlich ein Faktor
—1/2 und bei der Definition von W r und Wgzr ein Faktor 1/2 auftritt. AuBlerdem sind je-
weils die Bezeichnungen 17 und A vertauscht. Diese unterschiedlichen Vorfaktoren werden
durch die Koeffizienten in den unten angegebenen Winkelverteilungen fiir die differentiellen
Raten wieder kompensiert.

Zur weiteren Vereinfachung fiihrt man die mit der b-Masse skalierten Variablen und

Parameter
vV C]2 qo me my
r=-—, §{=—, y=—, (=-— (6.27)
mp mp mp mp

ein. Die differentiellen Raten (p.29) und (b.23) konnen nun mit den Helizitéts-Struktur-
funktionen (6.26) in der Form

d]‘—‘i _ G%’ mg |%C|2 (xz - C2)2 \/@ (6 28)
dédr2dcosfdcosfpdp 3 (2m)* a2 '

X [(WU + P cos0, WUP> g (1 + cos? 9) + <WL + P cosfp WLP> % sin? 6
+ <WF + P cosfOp WFP) Z cos

3 3
+ — P sinfp W;p sinf cosf cos¢ + — P sinfp W r sinf cos
\/§ P IP Cb \/5 P AP ¢:|

ar+ Gom [Vie|? (22 — ()2 /€2 — a2 2

d¢dr2dcosfdcosfpdp 3 (2m)* a2 222

3 3
X [(WU + P cos0, WUP> 1 sin® 6 + (WL + P cosOp WLP> 3 cos? 6

+ g (WS + P cosfOp WsP) +3 (WSL + P cosOp WSLP> cos 6

+3V2P sinfp Werr sind cos ¢+ 3v2 P sinfp W;r sinf cosf cosaﬁ].

geschrieben werden. Sie hdngen von drei unterschiedlichen Winkeln sowie von den bei-
den kinematischen Variablen ¢ und z? ab, die durch die mit der b-Masse skalierten Werte
von ¢y und ¢? gegeben sind. Man beachte, daf die Zerfallsraten (.28) nicht von der Heli-
zitéats-Strukturfunktion Wepr abhéingt. Diese Kombination kann nur durch die transversale
Spin-Komponente des geladenen Leptons bestimmt werden, die im folgenden Abschnitt dis-

kutiert werden wird. Wie bereits oben erwéhnt, besitzen die Terme, welche die polarisierten
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Helizitats-Strukturfunktionen W;r, W4r und Wepr enthalten, einen anderen Koeffizienten
als diejenigen in [71]. Dies hat seine Ursache in einer anderen Definition dieser Struktur-
funktionen. Der Grund fiir die Wahl dieser abweichenden Definition ist deren Verwendung
in [59], die auch mit derjenigen aus Kapitel | iibereinstimmt.

6.4 Polarisation des geladenen Leptons

In diesem Abschnitt werden die Resultate fiir die Polarisation des geladenen Leptons im
Endzustand angegeben. Es gibt eine longitudinale und zwei transversale Komponenten
der Lepton-Polarisation. Die beiden transversalen Komponenten werden gewohnlich in ei-
ne transversal-senkrechte Komponente in der Lepton-Hadron-Ebene und eine transversal-
normale Komponente auflerhalb dieser Ebene aufgespalten. Im (I~ 7;)-Schwerpunktsystem
ist die longitudinale Lepton-Polarisation durch

,  dTt —dI-

= 6.29
dli't +dI'- (6.29)

gegeben, wobei die Zerfallsraten in (b.2§) angegeben sind.
Fiir die Berechnung der transversalen Spinkomponenten des geladenen Leptons beno-
tigt man die Linearkombinationen

We.o.00) = 7= (* —m})

sin 6

pirs (W = WZEE) 4 p (WiE = WD) }

X
—N
| —|

3
22
— [p++ (W + W —2Wih) +po- (Wi + W2 - 2W0’0’)]

X sin @ cos 8

3
2V/2

(prs Woim +p Wy, ) sind

+
gl

O W N W N W

pi— (WIg — WZ§) cos(26) cos ¢

pr— (Wl + W25 = Wi + WZ[) cos cos ¢

pr— (W + WZ}) cos gb} (6.30)

fiir die Bestimmung der transversal-senkrechten Spinkomponente und

(W(0,6,0p) = — (¢* — m2)

Nore
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3 _ _ _ N
X5 P (Wig +W=5+ Wi —W>/)sing

3
+ 5 Pe- (WiHy —WZg + Wi + W/ )cosfsing| (6.31)

zur Berechnung der transversal-normalen Spinkomponente. Die Komponenten der Dichte-
matrix sind in (6.24) definiert, und die Helizitdts-Strukturfunktionen sind in (f.20) ange-
geben. Die zugehorigen fiinffach differentiellen Zerfallsraten ergeben sich analog zu (.22)

und (p.23) aus
dre _ 2GE WVal* (g = mi) Vs — 47 gy

dgodg®dcosOdcosfpdp 3(2m)*q?
y 9 (2 20,2 02\ /2 3
dqo dg® d cos 0 d cos Op do 3(2m)*q?

Setzt man nun die Ausdriicke (.30) und (b.31)) ein, driickt sie durch die Helizitats-Struktur-
funktionen (f.26) aus, und benutzt die skalierten Variablen (b.27), so erhélt man schlieflich

dr _ GEm P (- ) Ve —a? ¢
dédr?dcosfdcosOpdp 3 (2m)4 22 V22

3
X< — | Wr+ W, Pcos@)sinQ
{m< o4 Wee P costp

3 .
m [WU + Wye P cosfp — 2 <WL + Wi P cos@;:)] sin @ cosf
+ 3 <WsL + Wgrp P cos 9p> sinf — 3W;r P sinfp cos(260) cos ¢
V2
— 3 (Wyr + WSTP> P sinfp cosf cosp — 3Wgpr P sinfp cos (b}

ar* _ GEmVal (@ - V@ —a? ¢
dédx?2dcosfdcosbpdp 3 (2m)* a2 V272

X [3 (WAP + WSTP) P sinfpsin ¢

+3 (WIP + WST,P> P sinfp cos0 sin o). (6.33)

Hier tritt im Gegensatz zu (6.28) die Strukturfunktion Wgz e auf. Sie kann also nur durch
Messung des transversalen Leptonspins bestimmt werden.
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6.5 Reduzierte Zerfallsraten und &-Integration

In diesem Abschnitt wollen wir die Winkelverteilungen der fiinffach differentiellen Raten fiir
den semileptonischen Ap-Zerfall und fiir die transversalen Spinkomponenten des geladenen
Leptons, die im letzten Abschnitt angegeben wurden, iiber die skalierte Energie £ des W-
Bosons integrieren, um eine vierfach differentielle Rate zu erhalten, die neben den drei
Winkelvariablen nur vom skalierten Quadrat des W-Impulses 22 abhéngt. Wie wir sehen
werden, ist die &-Integration nicht besonders schwierig, da man im wesentlichen {iber Delta-
Funktionen integrieren muf.

6.5.1 Integration der Strukturfunktionen iiber &

In den Winkelverteilungen (6.28) und (6.33) ist die £&-Abhéngigkeit nur in den Helizitéts-
Strukturfunktionen Wy und in dem Vorfaktor /&2 — 22 enthalten. Daher ist es ausrei-
chend, die &-Integration nur fiir die mit diesem Faktor multiplizierten Strukturfunktionen
durchzufiihren. Wie man in (.2G) sieht, sind alle Strukturfunktionen Wy Linearkombina-
tionen der Funktionen W; und G, welche nach (p.I§) nur die Delta-Funktion sowie deren
erste und zweite Ableitung nach der Energie gy enthalten. Nach einer partiellen Integration
konnen die Ableitungen der Delta-Funktion in die Delta-Funktion selbst umgewandelt wer-
den. Die dabei erzeugten Oberflichenterme liefern keinen Beitrag, so dafl die gy-Integration
sehr einfach auszufiihren ist, denn man braucht nur die Variable gy durch die Energie E,
des virtuellen W-Bosons zu ersetzen. Verwendet man die skalierten Variablen (f.27), so
geht die Integration {iber ¢y in eine &-Integration iiber. Die £-Integration iiber die Struk-

turfunktionen Wy ergibt

[(Wy) = my / V2 Wy (€) de, (6.34)

wobei W (€) die mit der b-Masse skalierten Linearkombinationen in (.26) sind. Man erhélt
fiir die unterschiedlichen Helizitdten folgende Resultate:

Iy = IWy)=IWH + W+ Wir+ WD)
= i(l—Kb)\/X(l—xZJrzf)—kgKb\/X
Gy
3vVA
Iyp = I(Wye) =I(WHF+ W — WD —W2ID)

1 1 3
= _Z(1+€b)>\+§Kb (Z)\+2l’2)

+

A
{Z [15 (x2 —yQ) = 11] + 2? (3x2 — 3? —7) —4y2+4}

I = I(Wg) =IL(Wt+ W)

- (1_Kb)8—\/§2 [)\—l—xz(l—xz—l—zf)] —gKb\/X
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Gy
6\/X3:2

A
{ 15 (< A+t = 2%y?) — 5922 — 12y + 12|

+x2[a:2(3(a:2—y2)—7>—4y2+4]}
I(Wpr) = I(I/VOJFOJr - Woo )
= (1+€b)£(1_ ’) - Kblﬁ 32/ (ZA+25E2)

I(Wp) =I(WH — W+ Woo — WD)
1

1 3 1 15
= - M 3K (ZA+2x2>+§Gb {Z)\+4ZL‘2—6 (1—y2)]

I(Wpe) = I(W =W — W+ WD)
A A
= (1+eb)%(1—x2+y2) +Kb%(3x2—3y2+5)

I(Wpr) = 1(1/2(Wi5 — W)

A \—42?
8v2x ~ & 122z
I(War) = 1(1/2(Wy +WZg))

\/X 2 2 \/X
82z (1—x _y)_Kb12\/§x
I(WS) = I<th++Wtiti>
VA
8x

= —(1+e&)

= (I+e) (1+2° =)

= (1-K, [)\4—95 (1 x2—|—y2)]

)
—at ) —9a% — 4yt + 4| —at (1 —a®+ 42 }
At ) y ] ot (1 + )
I(Wsr) = I(Wi" = W;7)
A 1—19% /3
= (Itea) = (1-12) - K —2 (2a+2a2
Ara)gm 1-v) - K35 (4A+ x)
I(Wsp) = I(W," + Wo, ™)
A 1—42 (3 , 1—5y% (3 )
_ 1—4?) — K SX+247) - ZA+2
5.2 L=¥) Ko (4A+ gj) S VRS

I(Wspr) = I(Woi" — Weoy™)
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- (1+eb)8A A+at (-2t +y?) |
- K5 [ 2(3x2—3y2—11)]
Isrr = I(Wsrr) = I(1/2(Wiy —WZ[))
— (14 &) VA (1-2"—9y?) — VA (142 —y?)

Ispr = I(Wgspr) = I(1/2(W,7 + W)

A A+ 422
K
82z 1242

Der mit der b-Masse skalierte Betrag des rdumlichen Impulses des virtuellen IW-Bosons ist
gegeben durch die Grofle

\ﬂ _ F___ r——z‘
o L 1 y2 +332

1
_ 2\/(1—y a2 = da? = o ALy a?). (6.36)

= (14+&) (6.35)

Beim Vergleich mit den Resultaten in [71] konnten dort einige Fehler gefunden und an-
schlieend korrigiert werden. Dabei miissen ebenfalls die Unterschiede in der Definition des
Koordinatensystems und der polarisierten Helizitédts-Strukturfunktionen Wir, Wyr, Were
und Wgpr beriicksichtigt werden.

6.5.2 Reduzierte Zerfallsraten

Man kann die Winkelverteilungen (6.28) auf die totale unpolarisierte Zerfallsrate im Grenz-
fall verschwindender b-Masse aus (B.39) normieren, indem man sogenannte reduzierte Raten
fiir die Winkelkoeffizienten einfiihrt. Dazu schreibt man den Vorfaktor fiir dI'~ in der Form

GHml [Vie* (% = ¢*)° V€ = 2? _ D6 (@ =) X my /€2 — 2. (6.37)

3(2m)* a2 A x?

Fiir dI'" ergibt sich zusétzlich ein Faktor ¢?/(2 x?) und fiir dI'* und dT'¥ in (§.33) ein Faktor
¢/v/242. Der dritte Faktor in (B.37) wird bei der é-Integration in (B.34) verwendet. Der
zweite Faktor geht in die Definition der reduzierten Zerfallsraten ein. Sie lautet fiir den
Zerfall in Leptonen mit negativer Helizitéat

dry; (>, dlr (2% — ¢

ar; (@ -) iy, (@ =)’
dr? 16 2 Ip(@7) dr? 2
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dx?
' p
dz?
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i, (z2 — (2)°
2 Fr 2
IF(Jf), W 16TIFP($)
]IP($2)
Lar(22), (6.38)

und entsprechend sind die reduzierten differentiellen Zerfallsraten fiir den Zerfall in Lep-
tonen mit positiver Helizitéat definiert:

Iy
dx?
dz?
s
dx?
dr'y,
dz?

iy

dax?
dr's,
dx?

2
68 @)

2 12 2

Iu(a?) dgg’ 16 ZC; (@ ;2<2)2 Iyr(2?)
I1(2?) dgff 16 ;; (2* ;2@)2 Ir(2?)
Is(2?) djip 16 ;; (=" ;2€2)2 Isr(22)
Fee?). dl;s =105 ;2@)2 Lo (&)
ISTP(QCQ)

Ip(2?) (6.39)

Der Index P bezeichnet die Raten, die die Polarisation des A, enthalten und proportional
zum Betrag P = |P| des Polarisationsvektors sind. Auf die gleiche Art und Weise wie fiir
den Zerfall in Leptonen positiver und negativer Helizitit werden die reduzierten Raten der
transversalen Lepton-Polarisationen definiert. Man erhilt fiir die transversal-senkrechte
Spin-Komponente

drs,

¢ (a2

1

dx? 6\/2;1;2 x2
ary o ¢ @@=
dz? V2 12 x2
gy _ o ¢ @@=
de? /2 12 22
gy, o ¢ (@-¢)
de? V222 x?
diye o ¢ @@=
de? /92 2 x?

In(2?) dgg’ 16 \/QC? (2" ;QCZ)Q Iyr(z?)
I1(2?) d;:g” 16 \/% (z” ;2@)2 Ir(2?)
Ir(z?) d;;gp 16 @% (2" ;F)Z Ipr(2?)
Tsp (%) | dl;igp 16 \/5? (22 ;2@)2 Igpr(2?)
Irp(2?)
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dfﬁgzﬂ q (552 - 42)2 2
de = 16 \/ﬁ J]2 IAP (I )
dr's ¢ (@*-¢)
STP
de = 16 \/ﬁ xz [STP(.Z' )
df‘x / 2 22
ST — 16 ¢ @=¢) Igpir(2?) (6.40)

dz?2 /2 12 2

und fiir die transversal-normale Komponente

‘gjf - 16NA§E§(x2;;§?ﬁDP(x%
LS T
dl;égp — 16\/5?@2 ;2C2)2 Lorr(z?)
dl%yr — 16 ¢ @=¢) Tsrie (2?). (6.41)

dz?2 V2 12 2

6.5.3 &-Integration und Winkelverteilungen

Integriert man die differentiellen Zerfallsraten (b.2§) tiber die Variable £, so kann man das
Ergebnis in Abhingigkeit der reduzierten Raten (f.38) und (f.39) ausdriicken und erhélt
dl'~ B I
de2dcosfdcosOpdp 4w

(6.42)

3 (dl;; b 3 (dl; i ;p\ .
lg (d—sng + P cosfOp d;;) (1+(3082(9) + 1 <d—x§+P cos Op #) sin® 6

3 (dl; dr,
+ 1 <d—I§+PCOSQP dxF:> cosf

dff dff
5 L” P sinfp sir19cos€cos¢—i—i AP

* V2 da? V2 dx?

P sinfp siné cos ¢]

dr I

de2dcosfdcosfpdp 4

3 (dy; dr'y: 3 (dl} dr';
X [— (d—g+Pcos9p dUzP>sin29+—(_L—|—Pcosep d;2p>cos29
T T

4 2\ dx?
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- JP Pt ar
+ g (dr—s—i-P cos Op SP) +3 <dFSL + P cosfp dSLP> cos

dx? dx? dx? 2
AU, diye o o
+ BﬁﬁPsmOp sin 6 cos¢+3\/§ T2 P sinfp sinf cos cos | .
T T

Durch die Integration erhélt man eine vierfach differentielle Rate, die von den drei Winkeln
Op, & und ¢ sowie vom skalierten Quadrat des W-Viererimpulses x? abhingt. Ebenso
integriert man die differentiellen Raten (.33) iiber ¢ und driickt die Resultate durch die

reduzierten Raten (b.40) und (p.41]) aus. Das liefert
dre T,

dr2dcosfdcosOpdp —  4r

Iz dre
x{ 3 (d £ FPPCOSQp)SiIl@

(6.43)

22 \ dx? dx?

3 |dby  dre dre - die
[ v UPPCOSHp—Z( Ly LPPCOS@p)]SiH@COSH

22 | da? dx? dz?  da?
3 (diy, | dIe dre
i = ( d;;L n d;ép P cos 0p> sinf — 3 de; P sinfp cos(20) cos ¢

dlz, di® dre, ,
—3< dAzP—ir dsgp)Psinep cosf cosp — 3 dSTQPPSmGP Cos¢}
x x T

arv Iy

dr2dcosfdcosOpdp 4w

dry dry dry, drv,. .,
X [3( AT STP)PsinepSin¢+3< L4 STP)PSiDGPCOSQSiH¢]-

dx? dx? dx? dz?

6.6 Vollstindig integrierte Raten und Winkelvertei-
lungen

Aus den vierfach differentiellen Winkelverteilungen (f.42) fiir die Zerfallsraten in Lepto-
nen negativer und positiver Helizitdt ergeben sich durch Integration iiber das skalierte
Impulsquadrat 2? die dreifach differentiellen Raten, die nur noch von den Winkeln 6, 6p
und ¢ abhingen. Da die z?-Abhingigkeit nur in den reduzierten differentiellen Zerfalls-

raten (6.3§) und (6.39) auftritt, geniigt es also, nur diese nach z? zu integrieren, um die
Winkelverteilung der dreifach differentiellen Rate zu erhalten.
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6.6.1 Integrierte reduzierte Raten

Die Integrationsgrenzen ergeben sich im Fall massiver Leptonen zu
<<y (6.44)
und die totalen Raten sind durch
. 1=v? 47
= — dx? 6.45
/C2 dx? v ( )

gegeben. Setzt man fiir dI'/dz? die differentiellen Raten (6.39) und (6.39) ein, so erhiilt

man mit den Abkiirzungen

o LZCHY VR 1@y VR ()
2y ’ 2¢ ’ 2

das Resultat fiir die Zerfallsraten in Leptonen negativer Helizitat

(6.46)

r, = %\/E[(l—i—yz)(1—8y2+y4)—(7—12y2+7y4)§ 7(1+y%) ¢ +<6]
— 8yt (1 — C4) In(uy) — 8 (1 — y4) ¢* In(ug)

1
+ Kb{g\/ﬁ [13+181y2+37y4—3y6

— (59411692 — 21 y") @ — (11 — 2142) ¢* — 3&}

+ §y2 [8 +11y* =16 ¢* + (8 — 397 C“] In(u1)
— 2 (1-v%) (5-3y") ¢ ln(u2)}
N Gb{%\/ﬁ 41+ 18557 + 655 — 154"
— (127 +124¢* — 105y") (* + (41 +105y°) ¢* — 15@“6}
+ ng [12 +11y* —16¢° + (4 — 159°) C“} In(uy)
-850+ 150) ¢ inGun) )

Mo = (1+6) {% - =y?|[a-p (1 +6y+y?)

A=y (T+26y+Ty?) = (T+2y+ 747 c4+<’6}
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41—y ¢ 1n(ﬂ3)}
- K, {% (= =y?| A -p)* (35 + 18y +3y?)
(1= (354 T8y +219?) 2+ (11— 6y — 21 4?) ¢4+3§6}
—4(1—y?)7 ¢ ln(u3)}

I; = gx/ﬁ[(lﬂf)(1—8y2+y4)+10(1—y2+y4)<2+(1+y2)c4]
— 8yt [2 — (3?4 Cﬂ In(uy)
+8¢ (19 | (1=)"+ (1+47) ¢ m(u)
+ Kb{—§@[11+59y2—13y4+3y6

(s (s ]

§y2 [2 (4 + y2) — (16 -9y + 3y4) C+ (8 — 3y2) Cﬂ In(uy)

—~ 2@2 (1-v%) [3 (1-4%)" = (5-3¢") Cﬂ 1n(U2)}
+ Gb{—gx/ﬁ[7+115y2—53y4+15y6

—2(1+97y* = 75y") > — (17— 159?) Cﬂ

_ ?y? [2 (6+12) — (28 — 3312 + 154*) C* + (16 — 1517) §4] In(ur)

- 2& [3 (1—92)" (1=517) — (5— 164> + 153" g2] 1n(u2)}
i = <1+6b){§(1—y2) 1=y - ¢
X [(1—y)2(1+4y+y2)+10(1+y+y2)§2+é4}

4= [0 (5 07) ¢ )
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~ K2 (a-y? -
3
« [(1—3/)2 (5+4y+y?) —2(1—5y— 547 CQ+C4]

(=) ¢ 30 =927 = (1= 357 ¢ tu(us)

C«OI.-B

o= s [a-wr -] - oy )
—(1—y)2(7+26y+7y2)¢2—(7+2y+7y2)c4+§6}
—4(1—y2)2 ¢* In(us)
+ Kb{%[(l—y)Q—Cz} [(1—3/)4 (35 + 18y + 31?)
—(1—y)2(85+78y+21y2)(2+(11—6y—21y2)C4+3C6}
+4 (1 — y2)2 ¢t ln(u3)}
+ Gb{—%[u—y)?—g?} [(1—y)3(65+133y+75y2+15y3)

— (1 —y) (199 + 275y + 285y> + 105 ) ¢*

+ (414 30y +105¢2) ¢* — 154“6]
—4(1-y*) 3+5y%) ln(u3)}
I = (1+6b){é\/§[(1+y2)(1—8y2+y4)
— (-2 T =T (1) ¢
= 8y* (1= ¢") Inur) = 8¢* (1 - ) 1n<w>}
+ Kb{%\/ﬁ[13+181y2+37y4—3y6
— (594 116y — 21y*) ¢ = (11— 214%) ¢* = 3¢"]

+ %yz (841152 = 16¢2+ (8 = 3y2) ¢*| In(w)
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— §C4 (1 — y2) (5 — 3y2) ln(u2)}

3
O +a) D2 1y - [ -y) 145y +47)
4145y +y) (-4 (1 —y) ¢ = ()
Ky 1gf(1—y—é)3 [(1=)* (19~ 10y - 2¢?)

+3(1—y) (19-10y —2y*) C+8(9+ 3y +2y°) ¢?

—6(1-y)¢* —2¢"]

(1+¢) {%(@[2—13y2—5y4+11 (4—3y2)C2+2C4}
—i—%(l—i—y) [2—17y2—108y4—5y6

~ 142 Ty = 3yY) ¢ - 35 (2 ) ] [B(?) — E(p,8?) |
—%ﬁy[(1+y)(2—3y—13y2—45y3—5y4)

—14(1+y) (2-3y - 39°) =352 ) ('] [K(¥) —F(<p,k,2)”
Kb{IGT?C\/E[5+13y2—2y4+11(3—4y2)c2—2g4}
- lg—l‘f(uy) [5+108y2+17y4—2y6

S 4@ Ty - 200 =35 (1-207) ¢*| [B() — B(p ) |
—%y[(l%—y) (54+45y+13y° +3y° — 2y")

—14(1+y) (3+ 3y —297) = 35(1 = 2y) '] [K(K) — F (0,47 | }
(6.47)

Entsprechend ergeben sich die Zerfallsraten in Leptonen positiver Helizitiat zu

M+
Iy

_ g\/ﬁe (1= +10 (1+97) ¢+ ¢ (6.48)
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Kb{gﬁ ==y [0-v? (G +ay+v?) —2(1 -5y —51) 4+ (']

+ %& [3 (1-)" = (1-39) CQ} 1n(u3)}
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) 1y4_C22 [(1 . yg) (3 I yQ) _4 (1 . y2) <2 + C4] ln(u1>
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e b e o] )
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o = (e (SR [0 7+ 53

e U IO
+10(2-3y"+y")C+5(2—-v°) C4] [E(k2) — E(yp, k2)}
R ) 0 s -5

F10(1-9%) 2= ) +52-y) ¢ | [K(#H) —F (o, h?) ”

¢ i {SEVREL [0 -5 - 68

B () T2
F10 (=) (1-292) ¢ =5 (1= 24°) ¢! [B(H) — B, 4) |
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X (=) (3= 6y —20%) + (194 2y +4y) ¢ —2(1 - ) .
Die in den Raten vorkommende Funktion R ist gegeben durch

R=MNLy" ) =1+y"+" 200"+ +v° ). (6.49)

+

In den polarisierten Raten I',, und I'g,.»

die durch

treten die elliptischen Integrale F, F' und K auf,

B ) = [ VI- R si?rdt E(k) = B(=, K
s 0 Sin ) ( ) 27

A v dt 2 T 2
F (i, k) _/O — K(k) =F(5.8)  (6.50)
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definiert sind. Das Argument ¢ und der Parameter k der elliptischen Integrale lauten

1—
[—— , = arcsin <1f<y) : (6.51)

6.6.2 Integrierte Winkelverteilungen

Abschlieflend sollen noch die dreifach differentiellen Zerfallsraten fiir Leptonen negativer

oder positiver Helizitét angegeben werden. Sie werden aus (b.43) durch Integration iiber

die Variable 22 bestimmt. Weil die 2*-Abhéngigkeit nur in den reduzierten differentiellen

Raten dl'*/(dz?) auftaucht, braucht man diese in (5.43) nur durch die integrierten Raten

(6-47) und (p.48) zu ersetzen. Damit erhélt man fiir die entsprechenden Winkelverteilungen
dl'~ I

= — 6.52
dcos6dcosOpdp 4 (652)

A

3 /=~ . 3 /A
X {é (F(} + P cosfOp F[;P> (1 + cos? 9) + 1 <FZ + P cosfOp P?f’) sin? 0

3 /. .
+ 1 (F; + P cosOp F;P> cos 6

3 - 3 .

+ — 1", P sinflp sinf cos cos¢p + —1",, P sinfp sinf cos ¢
V2 ! V2
ar+ I,

dcosOdcosOpdp —  4m

3/ . 3/ .
X {Z (Fg + P cosfp F;P> sin? 0 + 3 (Fz + P cosfp FJLFP) cos® 6
3 /. . R .
+ 3 (FJSr + P cosfp F;P) +3 (FgL + P cosfp F;LP) cos
+ 3\/§f‘§TP P sinfp sinf cos ¢ + 3\/§ij P sinfp sinf cosf cosgb}

In analoger Weise zu den Resultaten (5.47) und (6.48) kann man auch die vollstindig inte-
grierten reduzierten Raten fiir die transversalen Lepton-Polarisationen berechnen, indem
man die reduzierten differentiellen Raten (6.40) und (.41) iiber 2 integriert. Die zugehori-
ge Winkelverteilung ergibt sich aus (p.43) durch Ersetzung der differentiellen reduzierten
Raten dI'/(dz?) durch die integrierten Raten I'. Auf die Berechnung dieser Ausdriicke soll
aber verzichtet werden, da die transversalen Lepton-Polarisationen im folgenden nicht mehr
betrachtet werden.



Kapitel 7

Anwendungen in hadronischen
Zerfillen

7.1 Einleitung

In den letzten Abschnitten wurden sowohl die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen als
auch die nichtperturbativen Beitrige zur partonischen Zerfallsrate eines polarisierten b-
Quarks in ein ¢-Quark und ein W-Boson diskutiert. Es wurden die analytischen Resul-
tate fiir die unterschiedlichen Helizitats-Strukturfunktionen présentiert, die den weiteren
Zerfall des W-Bosons in ein Quark- oder Leptonpaar beschreiben. Die QCD-Korrekturen
wurden mit Hilfe der Stérungstheorie bis zur ersten Ordnung der starken Kopplungskon-
stanten ag berechnet und beinhalten sowohl Schleifen-Korrekturen als auch Beitrédge zur
Gluon-Bremsstrahlung. Die nichtperturbativen Beitrige wurden aus der Operatorprodukt-
Entwicklung in der HQET bestimmt und sind von der Ordnung O(1/m?). Sie hingen von
den drei Parametern fiir den spinabhéngigen Anteil ¢, und den Erwartungswert der ki-
netischen Energie K, sowie fiir die chromomagnetische Wechselwirkung G, des schweren
b-Quarks innerhalb des Hadrons ab. In diesem Kapitel sollen die semi-inklusiven hadro-
nischen Zerfélle eines Ay-Baryons oder eines B-Mesons in die charm-strangeness-Mesonen
D, und D7 diskutiert werden. Der dominante Anteil dieser Zerfille ist durch den erwéhn-
ten partonischen Proze b — ¢ + (D, D:™) gegeben, wobei auch die Polarisation des
zerfallenden b-Quarks berticksichtigt wird [[72,83]. Mit der Bezeichnung semi-inklusiv soll
angedeutet werden, dafl die Zerfallsprodukte, die das c-Quark enthalten, nicht beobachtet
werden. Die inklusiven O(a,)-QCD-Strahlungskorrekturen fiir den b-Quark—Zerfall wur-
den in den Abschnitten p.3 und p.4 diskutiert. Die analytischen Resultate fiir die inklusiven
Helizitdts-Raten wurden in Abschnitt b.5 angegeben. Die nichtperturbativen Korrekturen
fiir die hadronischen Zerfallsprozesse, an denen ein schweres b-Quark beteiligt ist, wurden
in Kapitel [j behandelt. Dort wurden in Abschnitt .5 auch die analytischen O(1/m3)-
Resultate fiir die Helizitdts-Raten angegeben. Diese Resultate sollen nun benutzt werden,
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um die QCD- und die nichtperturbativen Korrekturen zu den Helizitdts-Raten fiir die semi-
inklusiven Zerfélle des A, oder eines B-Mesons in die Mesonen Dy und D} zu bestimmen.

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 7.1: Feynman-Diagramme fiir Bornsche Niherung (a) sowie Vertex-Korrektur (b)
und Gluon-Bremsstrahlung (c, d) in O(a;) zum hadronischen Zerfallsprozefi b — ¢+ (D, D%™)

Wir werden in diesem Abschnitt die Winkelverteilungen der betrachteten Zerfille be-
rechnen, die durch bestimmte Helizitdts-Raten gegeben sind. Die Kinematik der hier disku-
tierten Zerfille und die Definition der unterschiedlichen Winkel ist in Abbildung [/*2 gezeigt.
In den semi-inklusiven hadronischen Zerféllen eines A,-Baryons AZ — X, + (Ds, DY) und
eines B-Mesons B — X, + (D, D?) in die charm-strangeness-Mesonen D, und D? enthiilt
das zerfallende Hadron jeweils ein schweres b-Quark, das in ein c-Quark und ein virtuelles
W-Boson zerféllt. Das W zerféllt schliellich weiter in ein ¢s-Paar, das in ein D,- oder D?-
Meson fragmentiert. Der dominierende Beitrag in diesen beiden Prozessen ist durch den
partonischen Zerfall b — c+ (D, D:~) gegeben, wie fiir den Fall des B-Zerfalls in [84] iiber-
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zeugend dargelegt wurde. Die grundlegende Annahme ist dabei, dafl auch fiir den nicht-
leptonischen Zerfall des B-Mesons oder des Ay-Baryons die Faktorisierung giiltig bleibt.
Dann kann der semi-inklusive Zerfall in einen strom-induzierten B, A, — X,-Ubergang
und einen strom-induzierten Vakuum-Ein-Meson-Ubergang faktorisiert werden. Benutzt
man die Methode der Operatorprodukt-Entwicklung in der HQET, so kann man zeigen,
daB die niedrigste Ordnung in der 1/my-Entwicklung mit dem partonischen b — c-Zerfall
identisch ist. Das gilt fiir alle Ordnungen in der QCD-Storungstheorie. Die Diagramme,
die zu dem partonischen b-Zerfall beitragen, sind bis einschliefilich O(c«;) in Abbildung [7.1]
gezeigt. Nichtperturbative Korrekturen zur fithrenden Ordnung in der Entwicklung nach
der schweren b-Masse im Rahmen der HQET sind von der Ordnung 1/m?.

P

Abbildung 7.2: Definition der Polarwinkel #p und 6 sowie des Azimuthwinkels ¢ in den semi-
inklusiven Zerfillen B, AZ — X, + D (— D7 +v,7°) eines B-Mesons oder eines A,-Baryons
in ein D*~-Meson, das weiter in ein D; und ein Photon oder ein 7-Meson zerfllt. P ist der
Polarisationsvektor des Ay, das B ist unpolarisiert. Der Polarwinkel @ ist definiert im Ruhesystem
des D}~ relativ zur Richtung des riumlichen D*~-Impulses im Ruhesystem des B oder Ay.

Fiir den semi-inklusiven Zerfall des B-Mesons ist es interessant, den longitudinalen und
den transversalen Anteil des Spin-1-Mesons D~ zu berechnen und mit experimentellen
Ergebnissen zu vergleichen. Das Verhéltnis der beiden Anteile wurde bereits in Bornscher
Niherung berechnet [84]. Dieselben Autoren bestimmten dariiberhinaus fiir den B-Zerfall
auch QCD-Korrekturen in O(ay) zu den Raten in ein D, mit Spin 0 und ein D}~ mit Spin
1, ohne jedoch die longitudinale und transversale Spin-Komponente zu separieren [85]. Hier
sollen deshalb sowohl analytische als auch numerische Resultate fiir beide Komponenten
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des Spin-1-Anteils présentiert werden. Es soll noch erwdhnt werden, dafl es auch nicht-
faktorisierende Beitriige zu den O(a,)-Korrekturen gibt, wie fiir die Zerfille B — 7 und
B — D% explizit gezeigt worden ist [86,87]. Diese Beitréige sind aber farb-unterdriickt
und deshalb relativ klein, wie in [86] gezeigt wurde. Auch fiir die nichtperturbativen 1/m}-
Beitréige sollen die analytischen und numerischen Resultate zu den Raten des Dy mit Spin
0 und des D} mit Spin 1 berechnet werden. Es gibt insgesamt drei Helizitdts-Raten S, U
und L, welche zu den unterschiedlichen Spin-Anteilen beitragen. Erwartungsgeméf sind
die QCD-Korrekturen und die nichtperturbativen Korrekturen in der Gréflenordnung von
jeweils ~ 10% [84,83] und ~ 1% [83].

Im Falle unpolarisierter Aj-Baryonen ist der semi-inklusive Zerfall des A, dem B-Zerfall
sehr &hnlich. In der fithrenden Ordnung der 1/m,-Entwicklung und in jeder Ordnung der
perturbativen QCD-Korrekturen sind die beiden Prozesse sogar identisch. Wenn man aber
die Polarisation des A; beriicksichtigt, gibt es zusétzlich vier neue polarisierte Struktur-
funktionen, so dafl man insgesamt sieben Helizitédts-Raten erhélt, die die Winkelverteilung
beim Aj-Zerfall beschreiben. Man kann somit beim semi-inklusiven Zerfall eines polarisier-
ten Ay-Baryons vier Strukturfunktionen mehr untersuchen als beim B-Meson—Zerfall. Po-
larisierte b-Quarks und damit auch polarisierte Ay-Baryonen treten in natiirlicher Weise bei
schwachen Zerfiillen wie beispielsweise dem Z-Zerfall Z° — bb oder dem Topquark-Zerfall
t — Wb auf. Wenn das polarisierte b-Quark in ein Ay-Baryon fragmentiert, behilt es etwa
70% seiner Polarisation [73,88]. Damit ist es moglich, die analytischen Ergebnisse der po-
larisierten Strukturfunktionen mit entsprechenden Experimenten zu vergleichen. In Expe-
rimenten an Beschleunigern entstehen A,-Baryonen beispielsweise bei Proton-Antiproton—
Kollisionen. Es wird erwartet, dafl grofle Mengen an A,-Baryonen bei den laufenden Expe-
rimenten am pp-Collider Tevatron 2 produziert werden. Die ersten A, sind bereits durch
die CDF-Kollaboration am Fermilab mit Hilfe verbesserter tracking-Kapazitiat des neuen
Silikon-Vertex-Triggers nachgewiesen worden [89].

7.2 Winkelverteilungen der semi-inklusiven Zerfille

In der Faktorisierungs-Néaherung werden die semi-inklusiven Zerfélle eines B-Mesons oder
eines polarisierten Ay-Baryons durch drei beziehungsweise sieben Strukturfunktionen be-
schrieben. Sie kénnen durch eine Analyse der Winkelverteilungen des Zerfallsprozesses
experimentell gemessen werden. Im Fall des A,-Baryons gibt es noch zwei weitere pa-
ritdts-verletzende Strukturfunktionen, die aber nicht bestimmt werden kénnen, weil die
dominierenden Zerfélle des D}~ paritéts-erhaltend sind. Die Winkelverteilungen werden
in den nachfolgenden Zerfillen D*~ — D + v, 7° analysiert. Das Verzweigungsverhiltnis
betrigt (94.2+2.5)% fiir ein Photon und (5.8 +2.5)% fiir ein 7°-Meson im Endzustand [22].
Die verschiedenen Winkel sind in Abbildung [7-3 definiert.

Die Winkelverteilungen fiir den Zerfall eines B-Mesons sind durch folgende Ausdriicke
gegeben:

dFBHXCjLD:— (—=D3 +7)

dcosf

3 3
= BR(D:” — Ds+7) x §(1+00529) FU+Z sin? 01,
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dFBHXCJrD:* (—Dg +70)
dcosf

= BR(D: — D, +7%) x (Z sin? 0Ty + g cos26FL> .
(7.1)

Sie héngen nur vom Polarwinkel § des D, im Ruhesystem des D~ ab, der die Richtung zum
urspriinglichen Impuls des D}~ angibt. Um die Winkelverteilung experimentell bestimmen
zu konnen, ist es notwendig, an Beschleunigern eine hohe Anzahl von B-Mesonen zu erzeu-
gen. In den letzten Jahren haben einige solcher B-Fabriken ihren Betrieb aufgenommen.
Die beiden wichtigsten Experimente sind BaBar am SLAC bei Stanford in Kalifornien
und Belle am KEK-Beschleuniger in der Ndhe von Tokio. Bei beiden Beschleunigern wer-
den die B- und B-Mesonen durch Kollision von Elektronen und Positronen erzeugt. Bei
dem Experiment Belle werden zum Beispiel etwa 106 BB-Paare pro Tag produziert, wo-
bei seit Betriebsbeginn des Beschleunigers bis zum Sommer 2004 insgesamt bereits etwa
2.75 x 108 BB-Paare erzeugt wurden [90]. Auch beim BaBar-Experiment wurden bisher
etwa 2.27 x 108 BB-Paare produziert, so da man in beiden Fillen mit einer GroBenordnung
von einigen 108 B-Meson-Paaren rechnen kann. Weil das erwartete Verzweigungsverhiltnis
fiir den Zerfall eines B-Mesons in ein D? in der Grofilenordnung von etwa 5% liegt, wird
es nicht schwierig sein, eine ausreichend hohe Statistik zu erreichen, um die Winkelkoeffi-
zienten experimentell bestimmen zu kénnen.

In analoger Weise kann man die Winkelverteilungen fiir den A,-Zerfall angeben. Sie
lauten

dly; Xe+D:™ (=Ds + 1 3
p 7N e s — g ’7) . 9
= — BR(D: — Dy —(1 0) (T TrPcosf
dcosfp dcosfdp 47 (D +7) X {8( + cos )( v+ TyrPcostp)

3
+ 1 sin?@ (I, + T pp P cosfp)

3
+ —= cos ¢ cosf SinQFIPPSiIlQP]

V2

dFAg—>XC+D§_ (=D +x%) 1

3
= — BR(D;” — D,+7") x |= sin’0 (I'y + T'yrPcosf
dcosOpdcosfdp A (DS = Dy +77) % {4 sin® 6 (I'y 4+ L'yr P costp)

3
+ 3 cos?0 (I + T ppPcosfp)
— 3V2 cos ¢ cosf Sin@FIPPSiHHP]. (7.2)

Im Gegensatz zum B-Zerfall hingen sie neben dem Polarwinkel auch vom Azimuthwinkel ¢
und vom Winkel 0p ab, der die Richtung des D~ -Impulses relativ zum Polarisationsvektor
des A, angibt. Das liegt daran, da8 das Aj-Baryon polarisiert ist, wihrend das B-Meson
als Spin-0—Teilchen keine Polarisation besitzt.

Die Winkelverteilungen fiir die semi-inklusiven Zerfille eines B-Mesons oder eines A-
Baryons in ein D unterscheiden sich von denjenigen der Zerfélle in ein D}~ durch den



246 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN IN HADRONISCHEN ZERFALLEN

unterschiedlichen Spin des D,. Weil das Dy im Gegensatz zum D} Spin 0 besitzt, wird der
analytische Ausdruck fiir die Winkelverteilung wesentlich einfacher, da die unterschiedli-
chen Spin-Kombinationen des A, nach der Drehimpuls-Erhaltung durch den D,-Spin fest-
gelegt werden, der nur eine mogliche Einstellung, ndmlich den Wert 0, hat. Die Helizitét
Ap, des D7 wird im folgenden mit S fiir skalar bezeichnet. Die Winkelverteilung fiir den
B-Zerfall in ein D, hiingt nicht mehr von den oben beschriebenen Winkeln ab und ist durch
die Funktion I's gegeben. Fiir den Zerfall eines polarisierten A, benétigt man zusétzlich
noch die polarisierte Funktion I'gr, welche die Abhéngigkeit vom Winkel #p beschreibt.
Man erhilt die beiden Winkelverteilungen fiir den B-Zerfall

Up_x4p; =15 (7.3)
und fiir den A,-Zerfall
dr’ o -1
_ M o XeADs 2 (r Cer P cosf) > 74
dcosOp 5 (I's +T'sp Peostp ). (7.4)

Die erste ist wie erwdhnt winkelunabhéngig, und die zweite hingt nur vom Polarwinkel
Op ab. Die Koeffizienten I'g und I'gr beschreiben den polarisierten beziehungsweise den
unpolarisierten Anteil der skalaren Helizitét. Integriert man die Winkelverteilungen ([7.3)
iiber die Winkel # und ¢ und addiert beide Beitrége, so ergibt sich ein dhnliches Resultat,
das nur von #p abhéngt. Es lautet

—X.+Di™ 1

ar, o
A
Cbi(jos 0P = 5 (FU+L + FUP+LPP COS 9p> (75)

und enthélt nur noch die unpolarisierte und die polarisierte totale Helizitatsrate 'y p
und I'yr, pr. Der longitudinale und transversale Anteil des D?™-Spins kann am einfach-
sten bestimmt werden, indem man die cos #-Abhéngigkeit der Winkelverteilung analysiert,
nachdem man sie {iber die Winkel §p und ¢ integriert hat.

Die Winkel-Koeffizienten I'x fiir X = U, U L, L", S, ST I?, die in den analytischen
Ausdriicken der Winkelverteilungen auftreten, konnen aus den Helizitats-Strukturfunk-
tionen Hy, die nach ([.67) Linearkombinationen der Helizitdts-Komponenten sind, be-
stimmt werden und sind definiert durch

GQ

Ix(B,Ay — X.+D;) = S—;Mcvcny/%s mj |Pp,| af Hx
D *— G2 * —
Ix(B,Ay — X, + D) = 8—71:|V}70VCS|2f%;mg|pD; a? Hy.

(7.6)

Hier bezeichnen Vi, und V., die CKM-Matrixelemente der entsprechenden Quark—Uber—
ginge. Die pseudoskalare und die Vektormeson-Kopplungskonstante fp, und fp: sind de-
finiert durch

(Dy |A*(0) =ifp, Pp, (D~ [V*0) = fp: mpy €™, (7.7)
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wobei pp, und pp- die Viererimpulse des D,- und des D}-Mesons bezeichnen. Der Parame-
ter a; hdangt mit den Wilson-Koeffizienten der renormierten Strom-Strom—Wechselwirkung
zusammen und kann aus einem kombinierten Fit verschiedener Zerfallsmoden erhalten wer-
den [B5]. Sein Wert betrigt |a;| = 1.00 £ 0.06. Integriert man die Winkelverteilungen ([7.2)
und ([7.4) tiber die Winkel cos #p und ¢, welche die Orientierung des Polarisationsvektors
des Ap-Baryons beschreiben, so erhélt man den Fall P = 0 eines unpolarisierten A,, dessen
Rate nur durch die drei Strukturfunktionen Hy, H; und Hg beschrieben wird. In dieser
Form sind die Winkelverteilungen fiir den Zerfall A, — X, + (D, D7) analog zu denen
des Zerfalls B — X, + (D5, D).

7.3 Analytische Resultate

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daB die Zerfille B, A} — X, + (D7, D*™) eines
unpolarisierten B-Mesons oder eines polarisierten Ay-Baryons insgesamt durch sieben He-
lizitdts-Strukturfunktionen Hy mit X = U, U", L, L7, S, S I” beschrieben werden. Sie
setzen sich aus zwei unterschiedlichen Beitrdgen zusammen. Zum einen benétigt man die
inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen zum Zerfall b' — ¢ + (D, D~) eines polarisier-
ten b-Quarks, deren Resultate in (5.109) und (b.110) angegeben sind. Weil das virtuelle
W-Boson in ein Quark-Antiquark-Paar zerfillt, welches das D - oder das D}~ -Meson bil-
det, ersetzt man den Viererimpuls ¢ des W-Bosons durch den D_- beziehungsweise den
D;~-Impuls pp, oder pp-. Damit gilt

v* = q*/my = pp, /my, = mip, /my.

Der zweite Anteil der Strukturfunktionen setzt sich aus den nichtperturbativen Beitrédgen
zusammen. Sie enthalten den Born-Term und Korrekturen der Ordnung 1/m?, die durch
die Konstanten €,, K}, und G, parametrisiert sind. Ihre analytischen Resultate sind in (£.35)
und (.38) angegeben. Um alle Korrekturen fiir die betrachteten hadronischen Zerfille zu
beriicksichtigen, summiert man die beiden Anteile auf, um die korrigierten Resultate zu
erhalten. Es ist vorteilhaft, die Ergebnisse in einer Form anzugeben, in der die Bornschen
Raten ausfaktorisiert sind, weil man dann die relativen Grofien der einzelnen Korrekturen
ablesen kann.

Bezeichnet man die durch die zugehorigen Bornschen Raten dividierten Raten mit Ty,
so kann man die analytischen Resultate in der Form

A F Qs =~
FX:%:1+—Fx+a}eb+a§fﬁ,+a§@b (7.:8)
FXorn 37

angeben. Der Beitrag I'y beschreibt die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in O(ay),
€, parametrisiert den spin-abhéngigen Anteil des schweren b-Quarks im betrachteten zer-
fallenden Hadron, und K, und G, bezeichnen jeweils die Erwartungswerte der kinetischen
Energie und der chromomagnetischen Wechselwirkung des schweren b-Quarks. Die ersten
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beiden Terme in ([(.§) ergeben sich aus den inklusiven Raten (5.110) und den entsprechen-
den Bornschen Raten (b.20) durch die Relation

1 Ty
1+ 2Ty =—=— 7.9
_%3w X7 X Bx (7.9)
Auf entsprechende Weise kann man die drei weiteren Terme aus den nichtperturbativen
Beitriagen (b.35) und den Bornschen Raten (5.20) erhalten, indem man die Identitét

8 Ix
VA Bx
verwendet. Hier taucht der Anteil der Bornschen Rate, der durch den Term 1 gegeben ist,
ein weiteres Mal auf. Bei der Summation aller Beitrdge in ([.§) darf er natiirlich nur einmal
gezéahlt werden. Die analytischen Resultate fiir die QCD-Korrekturen der unterschiedlichen
Helizititen X = U, UYL, LY U+ L, UY+ L7, S, ST I in (7.9) konnen in folgender Weise
zusammengefafit werden:
Iy = .A—l—L ! — 4 (T+ 2> =) NV,
U \/— 1 .'L'2 + y 1

-2 la-a -] [A-2) 5 +a) + 2 N

1+ a5 e +ak Ky+ a5 Gy = (7.10)

(1422 = 32| |1+ 2) (5 - @) + 52| A

—z*+ ) (1 2x2—y2)\/Xln(y)—l—S(l—xz—Fyz)\/Xln(%)

2
x
2
x
2
2
1
e

(1
[(1—2%) (1-62?)
— (1+42” 32"y — (1+227) y4+y6] In(w,)

+4 [7+3:1:2 — (4—5$2) e —3y4] In(n) — \/X(19+m2 —5y2) }

Tyr = A+§{4P1+3ﬁ+44—2B+x%ﬁ+yﬂAk+4¢Xu—x?+fym
~ 222 ) +8am (2Y)

T

L2

T+212* 4+ 22" — (84 327%) ¢ —|—y4] In(w;)

(1+$V—y1

+8/\lnl

+ o | (1=2%) (34 142 - 207)
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_ (6—7x2—x4)y2+(3—x2)y4] 1n<1_x)

Y

+

8=
—

(1_55)2—92] [12_55$+6x2_333—3(4—1-;13)3;2}}

. 1 -1
I, = A+W[A+x2(1—x2+y2)] {8x2(7+x2—y2)/\f1

43:[(

1—2)
+4x[1+x }[1+x)(5—x)+y2}]\/’3

_|_

] [1—x)(5+x)+y2]/\f2

+

+

2[1—x — (4+327) 2+3y4}\/X1n(y)

2 4 Ty
8[1—3: — 2+x)y +y]\/Xln<T>
[5 (1-22)" = (3+202%— )y2+(9—2x2)y4—|—y6} In(w:)
+8(1+22 —y)[1—7x2—(2+x2)y2+y4] In(7)
—|—\/X[5+47x2—4x4—(22+x2)y2+5y4]}

1 1
Al —y?

L,r = A+
x {4 [2+22x2+11a:4— (5+12x2+x4)y2+2(2+x2)y4—y6}/\/0
+4(1-y ) VA1 =2+ )Ny
+2(1=3y) Aln(y) +8 (1 -y A ln (52)
+ VA 1745327 = (18 +2%) g + 3| In(wy)

(14 z)* — yQ]

.2
+8A(1 y)ln[ "

+4|(1=2%) (11+242%) = (13- 152%) y* + 24" | n (1;"”)

- [(1 —1)* — yz]

x [15 - 222410522 - 240” + 42 — (12— 222 +2%) —3y4]}
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~ -1
Iy = A+ [)\+3:C2(1—1'2+y2)}

S -

X {— 2[(1—1‘2) (1—43?2)"‘(4"'5"2)?/2_5?/4}\/Xln(y)

+38

| —

(1-2) (14+20%) = (2= )2 +o'| VAl ()

- [30-2%)" (1+42?)
_(1+1gﬁ+5xﬂy?+u1+2ﬁ)¢—yﬂlmwﬂ

+8@—yﬂ@ﬁﬂ?—4f—(2—ﬁﬁﬁ+¢}mm)

+ VA 54927 — 62" - (22— 927) y2+5y4]}

~ 1 1
Lyryipr = A+Xm{4 [2—|—5x4—2$6— (5—3a") y2~|—4y4—y6} No

+4\/X(1—x2—|—y2) (1—2x2—y2)M
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S -
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g

+ (6+72%) " —24°| VA In(y)



7.3. ANALYTISCHE RESULTATE 251
zy
+38 [1—x2— (2+x2)y2+y4] VA In <T>
- o[-0 (24 30%) - (8- 327+ 42— 32°) y?
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(RS

T
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Y

— [(1—x)2—y2] (11—6x—712+7y2)}
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22
)\ 2 4 2 2 4
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T2
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T
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Die QCD-Beitriige I'x und die zugehérige Bornsche Niherung kénnen sowohl fiir die semi-
inklusiven Zerfille des B-Mesons als auch fiir den Zerfall des Ay-Baryons verwendet werden,
weil beide Prozesse in niedrigster Ordnung der Operatorprodukt-Entwicklung in der HQET
durch den Zerfall des b-Quarks beschrieben werden. In den nichtperturbativen Korrekturen
unterscheiden sich beide Prozesse in einigen Punkten. Zunéchst hdngen die Beitrage fiir den
B-Zerfall vom Erwartungswert der chromomagnetischen Wechselwirkung G} ab, wihrend
fiir den Ap-Zerfall G, = 0 gilt. Umgekehrt enthalten die Helizitédten fiir den A,-Zerfall den
Parameter ¢,, der die Abhéngigkeit der Beitrige vom Spin des A, beschreibt. Weil das
B-Meson Spin 0 besitzt, gibt es fiir dessen Zerfallsprozess hingegen keine spinabhingigen
Beitriige. Die analytischen Resultate ([7.10) fiir den Zerfall B — X, + (D7, D}~) sind somit
durch die Ausdriicke a§ und a§ gegeben. Fiir die drei Helizititen X = U, L, S und die
Summe X = U + L erhilt man
K 8 1

= - 14-—— 7.12
v +31—x2—|—y2 (7.12)
N S S
v 3N 1 — a2+ g2

A
X {Z [15 (1‘2 —y2) — 11] + 22 (31‘2 —3q° —7) —4y2+4}

16 22

af = —1- [A+x2(1—xz+y2)}_l

4 -1
af = EBY [A+x2(1—x2+y2)]

A
x {Z [15 (- A+t = 2%y?) — 5922 — 124 + 12|

+ 22 [xg (3($2—y2)—7>—4y2+4]}

ajep, = —1
-1
al.; = [A+3x2(1—x2+y2)}

X {4—;\:2 [(1 —xz) (4—3:52) — (4+3:172) yQ}

~ [1+172% < 102" — (6 52?) y2+5y4”

CLS - —1

4 -1
a§ = 3 [)\+x2(1—w2+y2)}
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1 _ 4 2.9\ g2 4.2 ]_4 2 2
x{4)\[ 5(A—a*+a2%y") — 92" — 4y’ +4| —2* (1 a:—i—y)}.

Fiir den Zerfall A) — X, + (D5, D*7) eines polarisierten A,-Mesons sind die analytischen
Resultate (7.10) durch die Ausdriicke a$ und a¥ gegeben, wihrend a§ = 0 ist. Fiir die
sieben Helizititen X = U, U L, LY, S, ST I” und die Summen X = U+ L, U" + L? erhilt
man

8 1
€ _ K _
w =0 a=—ltgrTars
8
i = 1 dfe == (1455)
¢ 16 2° 2 2, o] !
a; = 0, a; = —1— 5 [/\—i-x (1—x +y)}
8
ae o= 1, e = ‘(“57)
ayy, = 0, agp = —1
8 72
e = 10 dlirr = = (145 5)
ag = 0, ak = —1
8 x?
agr = 1, aé'(P = —<1+§T>
2 2
ar = 1, s, = §<1—4%>. (7.13)

Die Resultate stimmen mit denen in [83] iiberein. Die Beitrdge zur Polarisation des A-
Baryons entsprechen den Bornschen Raten und sind daher fiir die polarisierten Helizitdten
auf 1 normiert, wiahrend sie fiir die unpolarisierten Helizitdten verschwinden. Man er-
kennt auch, dafl die Beitrdge der kinetischen Energie fiir die polarisierten Helizitaten
X = UP,LP,U" + L?, S? identisch sind. Das gleiche gilt fiir die unpolarisierten Heli-
zitdten X =U + L, S.

Alle in diesem Abschnitt diskutierten Beitrdge héngen von der Variablen x ab, die durch
das mit der b-Masse skalierte Viererimpulsquadrat des W-Bosons z? = ¢*/m? gegeben ist.
Bei den betrachteten hadronischen Zerfillen eines B-Mesons oder eines Aj,-Baryons in ein
D,- oder ein D?-Meson geht der gesamte IW/-Impuls auf das Meson iiber, so dafl man hier
¢*> durch das Quadrat der entsprechenden Mesonmasse ersetzen mufl. Wie man aus den
Relationen (1)) fiir den Zerfall des B und ([.2) fiir den Zerfall des A, erkennen kann,
hiangen die Winkelverteilungen fiir diese Zerfélle mit einem D?-Meson als Endzustand von
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den unpolarisierten Helizitédts-Raten 'y und I'f, sowie von den polarisierten Raten I'ye, I'fp
und I';r ab. Die Winkelverteilungen ([.3) fiir die Zerfille der B-Mesonen und (7.4) fiir die
Zerfalle der Ay-Baryonen in ein D,-Meson hédngen hingegen nur von der unpolarisierten und
der polarisierten Helizitédtsrate I'g und I'gr ab. Aus diesem Grunde gilt fiir die Helizitéts-
Raten I'xy mit X = U, U, L, L*, I” die Bezichung z = mp:/my, wahrend fiir die Raten
Ix mit X = S, S die Relation # = mp,/my gilt. Diese Werte fiir die Variable z werden
im folgenden Abschnitt bei der Berechnung der numerischen Resultate benotigt.

7.4 Numerische Resultate

Zum Abschlufl wollen wir noch die numerischen Resultate, die sich aus den analytischen
Ergebnissen in Abschnitt ([7.3) ergeben, diskutieren. Fiir die numerische Auswertung be-
nutzen wir den Wert K, = 0.013 fiir die kinetische Energie des schweren b-Quarks innerhalb
des B-Mesons oder des A,-Baryons [71]. Eine Abschitzung des spin-abhingigen Parame-
ters €, wurde in [91] gegeben mit dem Resultat ¢, = — 2/3 K, basierend auf der Annahme,
daf} die Beitrige von Termen, die aus dem zweifachen Einsetzen des chromomagnetischen
Operators stammen, vernachlédssigt werden kénnen. Eine Analyse mit Hilfe der Summen-
regel fiir den Fall verschwindenden Riickstofles fithrt zu der Bedingung ¢, < —2/3 K}, [92],
so dafl man insgesamt die Bedingung ¢, = —2/3 K}, aus [91] erhdlt. Wir werden diesen
Wert fiir die numerische Analyse verwenden, obwohl der numerische Wert fiir €, in einigen
realistischeren Rechnungen noch etwas reduziert sein kann.

Die Werte fiir die Quarkmassen wurden bereits in Abschnitt (B.G) angegeben und be-
tragen my = 4.85 GeV und m, = 1.45 GeV. Der numerische Wert der starken Kopplungs-
konstanten ist as(m;) = 0.219. Nach obigen Ausfithrungen ergeben sich die Werte fiir die
Parameter der kinetischen Energie des b-Quarks sowie fiir den spin-abhéngigen Anteil zu
ey, = —0.00867 und K = 0.013. Der Parameter fiir die chromomagnetische Wechselwirkung
betrigt Gy = —0.0065 [[71]. Neben den erwihnten Massen, Konstanten und Parametern
héngen die analytischen Resultate auch vom skalierten Quadrat des Viererimpulses des
W-Bosons x? = ¢?/m} ab. Wie am Ende des letzten Abschnittes dargelegt wurde, ist fiir
die Helizititen X = U,U”, L, L” I die Beziechung x = mp+/m;, zu verwenden. Fiir die
Helizititen X = S, S” gilt dagegen die Relation x = mp,/m;. Die Massen der D,- und D?-
Mesonen sind in [22] aufgelistet und betragen mp, = 1968.5 MeV und mp. = 2112.4 MeV.

Nachfolgend sollen die einzelnen Beitrige aus ([.§) fiir die hadronischen Zerfille des
B-Mesons und des A,-Baryons in ein D,- oder ein D?-Meson numerisch ausgewertet wer-
den. Wir beginnen mit der Angabe der numerischen Werte fiir den B-Zerfall. Die auf
den Born-Term normierten Raten enthalten drei Korrekturterme, welche durch die QCD-
Strahlungskorrekturen (.11]) zum b-Zerfall sowie durch die nichtperturbativen HQET-
Korrekturen zur kinetischen Energie und zur chromomagnetischen Wechselwirkung des

schweren b-Quarks ([.19) gegeben sind. Mit (7.§) erhilt man fiir den B-Zerfall
fX(B—>XC+D$,D;‘)=1+§—st+Kba§+Gba§, (7.14)
s

wobei X = U,L,U + L,S ist. Die entsprechenden numerischen Werte fiir den Zerfall



7.4. NUMERISCHE RESULTATE 255

B — X.+ D in ein D, sind in der gleichen Reihenfolge gegeben durch
I's =1—0.1055 — 0.0130 + 0.0047, (7.15)
und fiir den Zerfall B — X, + D?~ in ein D ergibt sich

Iy = 1-0.1182+0.0255 — 0.0277

[, = 1-0.1208 — 0.0341 + 0.0097
f“U+L = 1-0.1199 — 0.0130 — 0.0036. (7.16)
Die Strahlungskorrekturen reduzieren die Bornschen Raten fiir die unterschiedlichen He-
lizitdten relativ einheitlich um etwas mehr als 10%. Die nichtperturbativen Korrekturen
zur kinetischen Energie bewegen sich zwischen 2.6% fiir I'y und —3.4% fiir I'y,, ohne ein
einheitliches Verhalten zu zeigen. Die chromomagnetischen Korrekturen betragen zwischen

—2.8% fiir I'yy und 0.97% fiir T';.

Die numerischen Werte fiir die normierten Raten des Aj-Zerfalls enthalten ebenfalls drei

Korrekturterme, die durch die QCD-Strahlungskorrekturen sowie die nichtperturbativen

Korrekturen zur Aj,-Polarisation und zur kinetischen Energie des b-Quarks gegeben sind.
Fiir den Ay-Zerfall erhdlt man mit ([7.§)

I'x(A] = X.+ D,, DY) = 1+§—;f‘x+Kba§+eba}, (7.17)

wobei X = U, U?, L, LY U+ L, U+ LF S, S?, IT ist. Die zugehorigen numerischen Werte
fiir den Zerfall A,T) — X, + D; sind in der gleichen Reihenfolge gegeben durch
I's = 1-0.1055—0.0130 40
Isr = 1—0.1124 — 0.0245 — 0.0087, (7.18)

und fiir den Zerfall A] — X, + D*~ ergibt sich

Iy = 1—0.1182+ 0.0255 + 0
Iyr = 1—0.0674 — 0.0276 — 0.0087
', = 1—0.1208—0.0341+0
L.r = 1—0.1142 — 0.0276 — 0.0087
Ty = 1—0.1199 —0.0130 +0
Tyropr = 1—0.1476 — 0.0276 — 0.0087
rp = 1—0.0959 — 0.0059 — 0.0087. (7.19)

Betrachtet man die Strahlungskorrekturen, so erkennt man, daf sie nicht so einheitlich sind
wie beim B-Zerfall. Sie betragen 6.7% fiir die Rate I'yr und erreichen 14.8% fiir I'yyry pr.
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Alle Beitrage der Strahlungskorrekturen reduzieren die Bornschen Raten und besitzen so-
mit ein negatives Vorzeichen. Fiir die unpolarisierten Raten sind sie identisch mit denen
des B-Zerfalls. Die nichtperturbativen Korrekturen fiir die kinetische Energie bewegen sich
wie beim Zerfall des B-Mesons zwischen 2.6% fiir FU und —3.4% fiir T 1. Bis auf FU sind
alle Korrekturen der kinetischen Energie negativ. Da die Korrekturen des spinabhéngigen
Anteils proportional zur Bornschen Rate sind, haben sie fiir alle polarisierten Helizitdten
denselben Wert von —0.87% und verschwinden fiir alle unpolarisierten Helizitéiten.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir die QCD-Strahlungskorrekturen sowie nichtperturbative Kor-
rekturen aus der HQET zu Polarisationsobservablen fiir die semileptonischen Zerfille des
b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar diskutiert. Anschliefend wurden die berech-
neten Resultate auf hadronische Zerfille von A,-Baryonen und B-Mesonen angewandst.
Der ausfiihrlichste Teil beschéftigte sich mit der Berechnung der Strahlungskorrekturen,
withrend die nichtperturbativen Korrekturen nach [f1] noch einmal berechnet und dabei
einige dort gefundene Fehler korrigiert wurden. Neben der Berechnung der Zerfallsrate
b — c+ [~ 4 p, fiir polarisierte c-Quarks, bei der iiber den gesamten Phasenraum der Lep-
tonen integriert wurde, beschéftigte sich der Grofiteil dieser Arbeit hauptséchlich mit der
Berechnung der Helizitédts-Raten, wobei der Lepton-Phasenraum nicht ausintegriert wurde,
und die Winkelvariablen zur Analyse der Polarisationsobservablen verwendet wurden. Als
direkte Anwendung der berechneten Resultate fiir die QCD- und die HQET-Korrekturen
dienten im letzten Kapitel die erwédhnten hadronischen Prozesse.

WEeil alle hier prasentierten Berechnungen im Rahmen des Standardmodells der Ele-
mentarteilchen durchgefithrt wurden, ist am Anfang in Kapitel B zunéchst eine kurze
Zusammenfassung des Standardmodells gegeben worden mit dem Ziel, dessen Lagrange-
Dichte anzugeben. Diese Zusammenfassung enthielt eine Ubersicht iiber die im Standard-
modell vorkommenden elementaren Teilchen sowie deren Wechselwirkungen untereinander.
Anschliefend wurden die zugrunde liegenden Eichtheorien behandelt, die im Standardmo-
dell eine wichtige Rolle spielen. Schliefllich wurde der Higgs-Mechanismus diskutiert, mit
dessen Hilfe die Eichbosonen und auch die Fermionen ihre Masse erhalten.

In Kapitel B wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen zu dem semileptoni-
schen Zerfall b — ¢+ 1~ + 1, berechnet. Dabei wurde der Spin des c-Quarks beriicksichtigt,
wahrend iiber den Spin des b-Quarks und der Leptonen gemittelt beziehungsweise summiert
wurde. Weil im Endzustand nur Elektronen oder Myonen betrachtet wurden, konnten alle
Leptonmassen in guter Ndherung vernachlassigt werden, wodurch der Aufwand bei den er-
forderlichen Berechnungen reduziert werden konnte. Die Masse des c-Quarks hat dieselbe
GroBenordnung wie die b-Masse und kann daher nicht vernachlissigt werden. Als Resultat
wurde die differentielle Rate nach der mit der b-Masse skalierten Energie des c-Quarks
in analytischer Form angegeben. Sie setzt sich aus zwei Spektrum-Funktionen zusammen,
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welche den unpolarisierten und den polarisierten Anteil fiir das c-Quark beschreiben. Wir
haben zu diesen Spektrum-Funktionen neben der Bornschen Néaherung auch die QCD-
Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten oy berechnet,
die sich aus den Einschleifen-Korrekturen und den Bremsstrahlungs-Beitrdgen zusammen-
setzen. Die Strahlungskorrekturen hingen von der mit der b-Masse skalierten Masse des
c-Quarks y ab und werden durch die logarithmischen Terme In(y) dominiert. Die Korrek-
turen vermindern die Bornschen Spektrum-Funktionen betragsméflig fiir alle Werte der
skalierten c-Energie x und divergieren an der oberen Grenze xr = Z,,4,. An der unteren
Grenze verschwinden beide Spektrum-Funktionen, und an der oberen Grenze sind sie ent-
gegengesetzt gleich, wenn man die Singularitdt durch einen Parameter e regularisiert. Das
singuldre Verhalten an der oberen Grenze ist eine Eigenschaft der Stérungstheorie endlicher
Ordnung. Durch Aufsummieren aller Ordnungen kann man zeigen, daf diese Singularitéaten
verschwinden, und die Spektrum-Funktionen gehen auch an der oberen Grenze gegen null.

Wir haben die analytischen Resultate fiir die Spektrum-Funktionen mit den Ergeb-
nissen des Myon-Zerfalls [41] verglichen, da beide Prozesse dieselbe analytische Struktur
besitzen. Es wurde fiir beide Spektrum-Funktionen Ubereinstimmung festgestellt. Es wur-
de auch der Grenzfall y — 0 verschwindender c-Masse betrachtet, um ihn mit bereits
bekannten Resultaten des Myon-Zerfalls bei vernachléssigter Elektronmasse [42] verglei-
chen zu konnen. Auch fiir diese Resultate wurde bei den beiden Spektrum-Funktionen
Ubereinstimmung festgestellt. Der wichtigste Unterschied in den numerischen Auswertun-
gen zwischen dem Myon-Zerfall und dem b-Zerfall ist die unterschiedliche GréfSenordnung
von y, das beim Myonzerfall durch m./m, = 0.005 und beim Zerfall des b-Quarks durch
me/my = 0.3 gegeben ist. AuBlerdem ist die starke Kopplungskonstante o bei Energien,
die dquivalent zu der Masse des b-Quarks sind, etwa 30 mal so grofl wie die Feinstruktur-
konstante «, wodurch die Betrige der QCD-Strahlungskorrekturen deutlich iiber denen in
der QED liegen.

Neben der differentiellen Rate wurde auch die longitudinale Polarisation des c-Quarks
diskutiert. Sie ist durch den Quotienten aus der polarisierten und der unpolarisierten dif-
ferentiellen Rate gegeben. Die bei den Raten auftretenden Singularitéiten an der oberen
Grenze des Spektrums heben sich bei der Quotientenbildung gegenseitig auf, und die lon-
gitudinale Polarisation bleibt in allen Bereichen von x endlich. Sie fillt von 0 bei z = x,,,,
auf den Wert —1 bei = x,,4,. Die Strahlungskorrekturen vermindern die Bornsche Néhe-
rung im gesamten z-Bereich, und ihre relativen Anderungen betragen zwischen etwa 8.9%
an der unteren Grenze und 0% an der oberen Grenze.

Wir haben in Kapitel B nur zwei Spektrum-Funktionen berechnet, welche den unpola-
risierten b-Zerfall und den Spin des c-Quarks beschreiben. Man kann diese Berechnungen
auf den allgemeineren Fall ausdehnen, in dem sowohl der Spin des c-Quarks als auch der
Spin des zerfallenden b-Quarks beriicksichtigt werden. In diesem Fall gibt es im Standard-
modell insgesamt fiinf Spektrum-Funktionen. Neben den beiden bereits angesprochenen
gibt es noch eine, die den Spin des b-Quarks beschreibt und zwei weitere, die Korrelationen
zwischen dem b-Spin und dem c-Spin beschreiben. Auch zu den drei neuen Spektrum-
Funktionen koénnen die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung «, be-
rechnet werden. Fiir den Myon-Zerfall mit Beriicksichtigung einer endlichen Elektronmasse
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ist dies in [A1] bereits durchgefiihrt worden. Da die analytischen Ausdriicke fiir alle dort
angegebenen Spektrum-Funktionen identisch sind, kénnen sie auch fiir den b-Zerfall {iber-
nommen werden, wobei die Massen und Energien von Myon und Elektron jeweils durch
diejenigen von b- und c-Quark ersetzt werden miissen.

In [41] wurde nicht nur die differentielle Rate fiir den Zerfall polarisierter Myonen in
polarisierte Elektronen berechnet, sondern es wurden auch analytische Resultate fiir die
totale Rate angegeben. Dabei werden alle fiinf Spektrum-Funktionen {iber die skalierte
Elektronenergie integriert, und man erhélt fiinf Raten-Funktionen, die sowohl den unpola-
risierten Beitrag als auch die Polarisation des Myons und des Elektrons sowie Spin-Spin—
Korrelationen beschreiben. Auch diese Resultate fiir die integrierten Spektrum-Funktionen
konnen fiir den b-Zerfall iibernommen werden, so dafl man eine gewisse Vollstandigkeit der
Ergebnisse erreichen kann. Man kann damit neben den Spektrum-Funktionen fiir die dif-
ferentielle Rate auch die Raten-Funktionen fiir die totale Rate bei Beriicksichtigung des b-
und des c-Spins und die vollstdndige Massenabhéngigkeit von den Quarkmassen angeben.
Die QCD-Strahlungskorrekturen zu den fiinf differentiellen und fiinf integrierten Spektrum-
Funktionen kénnen damit alle bis zur ersten Ordnung der starken Kopplungskonstanten
in analytischer Form angegeben werden.

Bei dem semileptonischen Zerfall eines b-Quarks in ein ¢-Quark und ein Lepton-Paar
ist es interessant, die differentielle Rate nicht nur nach der c-Energie, sondern auch nach
der Energie des geladenen Leptons zu berechnen, weil dieses im Detektor relativ einfach
zu identifizieren ist. Fiir den Zerfall eines ruhenden polarisierten Topquarks in ein unpo-
larisiertes b-Quark und ein Lepton-Paar sind die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen
zur differentiellen Rate bereits berechnet worden [93,094], und die entsprechenden Rech-
nungen fiir die azimuthale Korrelation wurden vor kurzer Zeit vollendet [95], wobei man
sich nicht, wie in dieser Arbeit, auf das Ruhesystem des W-Bosons bezogen hat. In allen
diesen Berechnungen sind die Massen der Leptonen vernachléssigt worden.

Als Vorbereitung fiir die Berechnung verschiedener Polarisationsobservablen in Kapi-
tel g wurde in Kapitel @] der Formalismus der Helizitédts-Projektoren entwickelt. Er erlaubt
die Bestimmung unterschiedlicher Polarisationszustdnde des virtuellen W-Bosons durch
Kontraktion des Hadron-Tensors fiir den b-Zerfall mit den verschiedenen Projektoren. Da-
durch gelingt es, die Winkelverteilung der Leptonen anzugeben, welche durch den Zerfall
des W-Bosons entstehen. Die Helizitdts-Projektoren bilden eine Basis aus insgesamt 16
4 x 4-Matrizen, und der Lepton-Tensor des W-Zerfalls kann in eine Linearkombination
dieser Basiselemente entwickelt werden. Fiir unpolarisierte masselose Leptonen reduziert
sich die benétigte Anzahl der Projektoren auf neun. Am Ende von Kapitel @] wurde das
betragsquadrierte Matrixelement fiir den Zerfall einen b-Quarks in ein c-Quark und ein
Leptonpaar durch die Helizitéts-Projektoren ausgedriickt und daraus die Winkelverteilung
fiir diesen Zerfallsprozef3 abgeleitet.

In Kapitel B wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der
Kopplungskonstanten o zu drei unpolarisierten und fiinf polarisierten Strukturfunktionen
berechnet, die bei dem semileptonischen Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein unpola-
risiertes c-Quark und ein virtuelles W-Boson benotigt werden, wobei das WW-Boson weiter
in ein Leptonpaar zerfillt und die Massen der Leptonen vernachlissigt werden. Aufler-
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dem wurden noch die polarisierte und die unpolarisierte skalare Strukturfunktion angege-
ben, die spéter bei den hadronischen Anwendungen eine Rolle spielen. Alle angegebenen
Strukturfunktionen wurden mit Hilfe der in Kapitel ] eingefiihrten Helizitédts-Projektoren
ausgerechnet. Hierbei wurde der Phasenraum der Leptonen nicht ausintegriert, um mit
den Winkelvariablen die Winkelverteilung der Leptonen angeben zu konnen. Die Resultate
fiir die Strukturfunktionen hiangen neben den Quarkmassen vom skalierten Viererimpuls-
quadrat des W-Bosons 2% = ¢*/m? ab. Sie wurden in analytischer Form dargestellt und
anschliefend numerisch ausgewertet. Aufgrund der relativ grofien Masse des c-Quarks im
Vergleich zur b-Masse wurde die vollstandige Abhéngigkeit von den Quarkmassen bertick-
sichtigt.

Beim Zerfall des b-Quarks betragen die relativen Anderungen der Bornschen Niherung,
welche durch die Strahlungskorrekturen hervorgerufen werden, zwischen 3.3% fiir die pola-
risierten Strukturfunktionen dly» /dz? und dlgr /dz? an der oberen Grenze 22, = (1—y)?
und —15.8% fiir die polarisierte Strukturfunktion dlpr /dz?* bei z* = 0. Alle Helizitéts-
Strukturfunktionen werden durch die Strahlungskorrekturen fiir alle Werte von 22 be-
tragsmaBig verringert. Die ungefdhre GleichméBigkeit der Strahlungskorrekturen hat ihre
Ursache darin, dafl ein Grofiteil der Strahlungskorrekturen von Beitrédgen herriihrt, wel-
che aus dem Gebiet des Phasenraumes in der Nihe der Infrarot-Singularitit stammen,
wo die Strahlungskorrekturen universell sind. Trotzdem gibt es bei den Korrekturen ei-
ne Spanne von einigen Prozent, die bei einem Vergleich mit zukiinftigen Experimenten
beriicksichtigt werden miissen. Die physikalischen Observablen sind nicht durch die Struk-
turfunktionen selbst, sondern durch entsprechende normierte Funktionen gegeben, welche
als Quotient zweier Strukturfunktionen geschrieben werden kénnen. Es stellt sich heraus,
dafl die Beitrdge der relativen Strahlungskorrekturen fiir die Observablen gegeniiber den
nicht normierten Strukturfunktionen betragsméflig verringert werden. Beispielsweise sind
sie fiir I'y / f‘U+L an der unteren Grenze x2 = 0 nur etwa 3.2% anstelle von 11.8% fiir ['y.

Aufgrund der identischen Struktur der Matrixelemente fiir den b-Zerfall und den Zer-
fall des Topquarks konnten die Resultate fiir die Helizitdts-Strukturfunktionen aus Kapitel
B mit den Ergebnissen aus [59] verglichen werden, wo der Zerfall ¢t — b+ W™ disku-
tiert wurde. Nach Vertauschen der Quarkmassen m; < my; und my < m, und der Masse
des W-Bosons M3, < ¢* sowie des CKM-Matrixelementes Vi, < Vj. gehen die analy-
tischen Ausdriicke fiir die Strukturfunktionen ineinander {iber und man kann sie fiir alle
unterschiedlichen Helizitéten miteinander vergleichen. Beriicksichtigt man noch den Unter-
schied beider Zerfallsprozesse, der dadurch entsteht, dafl beim b-Zerfall ein virtuelles W~-
und beim Topquark-Zerfall ein reelles W*-Boson auftritt, so wurde bei den polarisierten
und den unpolarisierten Strukturfunktionen fiir den b- und den t-Zerfall Ubereinstimmung
festgestellt. Ebenso stimmen die Resultate im Grenzfall verschwindender c-Quark-Masse
mit einigen bereits vorher berechneten Ausdriicken [60,61,62] iiberein.

In Kapitel B haben wir nur die QCD-Strahlungskorrekturen erster Ordnung in der star-
ken Kopplungskonstanten zu den Strukturfunktionen fiir masselose Leptonen berechnet.
Diejenigen Strukturfunktionen zu den Helizititen X = SL,SLY STF ST'" sind zwar in
Kapitel @ diskutiert worden, allerdings wurden dort nur die nichtperturbativen Beitrége
angegeben, wihrend die entsprechenden QCD-Korrekturen noch nicht berechnet wurden.
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WEeil die dort auftretenden Projektoren keine neuen Integraltypen produzieren, kénnen
die QCD-Korrekturen mit denselben Methoden wie in Kapitel | berechnet werden. Daher
wird es nicht besonders schwierig sein, die Liste der Strukturfunktionen zu vervollstandigen.
Dann kénnen beim semileptonischen b-Zerfall im Endzustand auch 7-Leptonen betrachtet
werden, deren Masse gegeniiber den Quarkmassen nicht mehr vernachléssigbhar ist.

Um die Genauigkeit der Strukturfunktionen weiter zu steigern, ist es notwendig, QCD-
Strahlungskorrekturen zweiter Ordnung in «; zu berechnen und dariiberhinaus auch elek-
troschwache Korrekturen zu implementieren. Die Groflenordnung dieser zusétzlichen Kor-
rekturen kann durch einen erneuten Vergleich mit Resultaten fiir den Topquark-Zerfall
abgeschétzt werden, da dieser wie erwiahnt dieselbe analytische Struktur wie der b-Quark—
Zerfall besitzt. Die QCD-Korrekturen erster Ordnung ergeben fiir die totale Rate des
Topquark-Zerfalls einen numerischen Wert von —8.5% [59], und der entsprechende Wert fiir
den b-Zerfall betragt —11.7%, wie man durch Integration der unpolarisierten differentiellen
Rate aus Kapitel B feststellen kann. In zweiter Ordnung haben die QCD-Korrekturen der to-
talen Top-Zerfallsrate im Grenzfall verschwindender b-Masse bezogen auf die Bornsche Rate
die GroBenordnung —2% [96], was im Vergleich zu den Korrekturen erster Ordnung relativ
grof} ist. Die elektroschwachen Korrekturen in erster Ordnung der Kopplungskonstanten o
erhohen die totale Rate um etwa +1.7% [60,97]. Fiir einen Vergleich mit Prézisionsexpe-
rimenten auf dem Prozent-Level ist es daher erforderlich, sowohl die QCD-Zweischleifen-
Korrekturen und Bremsstrahlungsbeitrige in O(a?) als auch die elektroschwachen Kor-
rekturen in O(«) fiir die unterschiedlichen Strukturfunktionen zu berechnen. Wéhrend die
QCD-Zweischleifen-Rechnungen sehr schwierig auszufiihren sind und daher in den néchsten
Jahren voraussichtlich noch nicht abgeschlossen werden koénnen, sind die elektroschwachen
Korrekturen zu den acht Strukturfunktionen fiir masselose Leptonen bereits ausgerechnet
worden [98,09].

Neben der Steigerung der Genauigkeit ist es auch von Interesse, die Helizitats-Struktur-
funktionen iiber die Variable 22 zu integrieren, um damit die Winkelverteilung des b-Zerfalls
beschreiben zu kénnen, die durch eine dreifach differentielle Zerfallsrate gegeben ist, welche
nur noch von Winkelvariablen abhingt und die nach Integration iiber die Winkel in die
totale Zerfallsrate iibergeht. Es hat sich herausgestellt, daff die Integration iiber 2 fiir die
QCD-Korrekturen erster Ordnung schwierig ist und teilweise nur numerisch ausgewertet
werden kann [68]. Mit Hilfe der vereinfachten Ausdriicke fiir die differentiellen Raten dI'/dz?
in Kapitel B, die ohne die explizite Angabe der verschiedenen Grundintegrale auskommen,
ist es sicherlich moglich, die #2-Integration etwas zu vereinfachen.

In Kapitel B wurden die nichtperturbativen Korrekturen zu fiinf unpolarisierten und
neun polarisierten Strukturfunktionen zu dem semileptonischen Zerfall eines b-Quarks an-
gegeben. In der HQET sind néamlich die fithrenden Beitréage fiir den Zerfall eines Ay,-Baryons
oder eines B-Mesons durch den QCD-Zerfallsprozel des b-Quarks und die hadronischen
Korrekturen fiir diese Zerfélle durch die nichtperturbativen Beitrage gegeben. Die zugehori-
gen hadronischen Matrixelemente konnen mit Hilfe der Operatorprodukt-Entwicklung im
Rahmen der HQET berechnet werden und wurden aus [71] entnommen, wo inklusive se-
mileptonische Zerfille des Ay-Baryons in polarisierte 7-Leptonen diskutiert wurden. Aus
diesen Matrixelementen wurden die Helizitéts-Strukturfunktionen und die integrierten He-
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lizitdts-Raten analog zu [71] berechnet, wobei dort einige Fehler gefunden wurden und
nachfolgend auch korrigiert werden konnten. Die nichtperturbativen Korrekturen sind von
der Ordnung 1/m? und enthalten drei unterschiedliche Beitréige, die proportional zu den
drei Parametern K3, ¢, und G} sind, welche jeweils die kinetische Energie des b-Quarks,
das spinabhéngige Matrixelement fiir das b-Quark und einen chromomagnetischen Beitrag
beschreiben. In einem kurzen Abschnitt wurde auch die Polarisation des geladenen Leptons
diskutiert, weil dort im Gegensatz zum A,-Zerfall in unpolarisierte Leptonen die polarisierte
Strukturfunktion dl'gz /dz?* vorkommt. Alle 14 Strukturfunktionen gehen in die Winkel-
verteilungen fiir den A,-Zerfall ein und hingen wie die QCD-korrigierten Funktionen in
Kapitel f| vom skalierten Viererimpulsquadrat z? = ¢?/m? des W-Bosons ab. Nach Inte-
gration iiber 22 erhilt man die integrierten Helizitits-Raten, die als Winkelkoeffizienten in
die Winkelverteilung eingehen, welche durch die dreifach differentielle Zerfallsrate gegeben
ist.

In Kapitel [ wurden schliellich die analytischen Resultate zu den Helizitéats-Struk-
turfunktionen fiir die QCD-Korrekturen aus Kapitel [ und fiir die nichtperturbativen Kor-
rekturen aus Kapitel f§ verwendet, um sie auf die semi-inklusiven Zerfélle eines polarisierten
Ay-Baryons A] — X, + (D,, D¥) oder eines B-Mesons B — X, + (D, D¥) anzuwenden.
Damit bietet sich beispielsweise der Zerfall des A, an, um sieben der angegebenen Struk-
turfunktionen experimentell zu messen und mit den theoretischen Werten zu vergleichen.

Fiir die angesprochenen hadronischen Zerfélle werden insgesamt drei unpolarisierte und
vier polarisierte Strukturfunktionen benétigt, welche zu den Helizititen X = U, U”, L,
LY, S SF IP gehoren. Auflerdem ist es giinstig, die Summe aus den unpolarisierten und
den polarisierten Strukturfunktionen X = U + L,U? + L¥ explizit anzugeben. Alle auf
die Bornsche Niherung normierten Strukturfunktionen zu diesen Helizitéten sind in ana-
lytischer Form angegeben worden, wobei jede einzelne in eine Linearkombination aus den
unterschiedlichen Korrekturen entwickelt wurde. Anschliefend wurden diese Resultate nu-
merisch ausgewertet, indem fiir die Variable x jeweils die mit der b-Masse skalierte Masse
des D,- und des D}-Mesons eingesetzt wurde.

Fiir alle in Kapitel [ diskutierten Zerfélle sind die Beitriage der QCD-Korrekturen zu
den auf die Bornsche Rate normierten Strukturfunktionen immer negativ. In den mei-
sten Féllen gilt dies auch fiir die nichtperturbativen Korrekturen, die ungefihr um einen
Faktor 5 kleiner als die QCD-Korrekturen sind. Fiir den Zerfall eines B-Mesons bewegen
sich die QCD-Korrekturen zwischen etwa —10% und —12%, beim Aj-Zerfall betragen sie
etwa zwischen —7% und —15%. Die nichtperturbativen Korrekturen betragen fiir beide
Zerfallsprozesse zwischen —3.4% und 2.6%. Wenn die Strukturfunktionen auf die totale
Rate X = U + L oder X = S normiert werden, wie es fiir die Berechnung physikalischer
Observablen notwendig ist, reduzieren sich die Gesamtkorrekturen etwa um die Hélfte.

Alle in dieser Arbeit angegebenen Resultate wurden auf verschiedene Weisen auf ihre
Richtigkeit gepriift. Die analytischen Integrationen sind mit Hilfe numerischer Integrati-
on iberpriift worden, und die Ergebnisse fiir die berechneten Raten sowie einige ihrer
Grenzfille wurden mit bereits verdffentlichten Resultaten, soweit diese vorhanden sind,
verglichen. In allen Féllen wurde Ubereinstimmung festgestellt.



Anhang A

Notation

A.1 Physikalische Konstanten

Die wichtigsten Naturkonstanten, die in der Quantenfeldtheorie auftreten, sollen im fol-
genden aufgelistet werden.

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:
c = 299792458 ms1

Plancksche Konstante:
h = 6.626 068 76(52) x 10734 Js

reduzierte Plancksche Konstante:
h=h/(2r) =1.054571596(82) x 10734 Js

elektrische Elementarladung:
e =1.602176462(63) x 1079 C (A.1)

Bei storungstheoretischen Rechnungen in der Quantenfeldtheorie ist es iiblich, die Licht-
geschwindigkeit und die reduzierte Plancksche Konstante gleich eins zu setzen,

Die Massen und Energien der Teilchen werden in Vielfachen von Elektronenvolt (eV) ange-
geben. Um die numerischen Werte fiir physikalische Grolen wie Wirkungsquerschnitte und
Zerfallsraten in ST-Einheiten angeben zu kénnen, ist es daher erforderlich, die berechneten
Ergebnisse mit bestimmten Umrechnungsfaktoren zu multiplizieren. Diese sollen nachfol-
gend angegeben werden.

leV = 1.602176462(63) x 10717 J
h = 6.58211889(26) x 10°* MeV s
he = 197.3269602(77) MeV fm
(he)?* = 0.389379292(30) GeV? mbarn (A.2)
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A.2 Metrik und Vierervektoren

Der kovariante und der kontravariante metrische Tensor im Minkowski-Raum haben die
Form

1 0 0 O
G = 9" = 8 _01 _01 8 (A.3)
0o 0 0 -1
Ein kontravarianter Vierervektor ist folgendermafien definiert:
V=vr=W VLV Ve = (VO V), (A.4)
der zugehorige kovariante Vierervektor ist
V=g, V"= (V°,-V). (A.5)

Partielle Ableitungen nach kontravarianten und kovarianten Koordinaten konnen in der
folgenden Weise geschrieben werden:

0 0
au == @, 8“ == a—%. (A.6)

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren lautet in der Summenkonvention:
VW=V, WE=VrW, =g, VEW = g™V, W, =V W’ — V.. (A7)
Der raumliche Anteil eines Vierervektor ist
V=(V,i=123)=(V,,V, W), (A.8)

der Nabla-Operator lautet

. 0 .0
V =(V,,V,,V.) = (ai = @) = (-a =— axi) . (A.9)

Der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor in vier Dimensionen ist definiert als:

+1 wenn{u,v, p,o}eine gerade Permutation von {0, 1,2, 3} ist

P = —1 wenn {u, v, p,o}eine ungerade Permutation von {0, 1,2, 3} ist
0 sonst
(A.10)
P = — €po- (A.11)
Er erfiillt folgende wichtige Relationen:

e euap = —2 (0565 — o5 67) (A.12)
"’ €ppa = —607 (A.13)
e €y = —24. (A.14)



A.3. DIRAC-MATRIZEN 265

Der entsprechende antisymmetrische Tensor dritter Stufe im dreidimensionalen Raum ist
durch

+1 wenn {ijk} eine gerade Permutation von {1, 2,3} ist

€ijk = —1 wenn {ijk} eine ungerade Permutation von {1, 2,3} ist
0 sonst
(A.15)
Gijk =  €ijk- (A16)
definiert.
A.3 Dirac-Matrizen
Die y-Matrizen geniigen der folgenden Clifford-Algebra:
{7 =7+ =24 (A17)
Die Definition von ;5 lautet:
i v o . :
% =1" = w7 =100 = — i s (A.18)
Die v-Matrizen erfiillen folgende Kommutator- und Antikommutator-Relationen:
{15.7"t = 0 (A.19)
v t v
o = S (A.20)
[vs, 0] = 0. (A.21)
Die hermitesch Konjugierte einiger Kombinationen von ~-Matrizen ist
()" = 409" (A.22)
() = 1=-7"%"" (A.23)
(7)) = (57" (A.24)
(a’“’)T = Ao A0, (A.25)

Die Pauli-Matrizen sind gegeben durch:

01:((1)(1)» 02:(36i>, 03:<(1)_01>. (A.26)

Damit kann man die y-Matrizen in der Dirac-Darstellung schreiben als

Y - (0 —7J ) 7= _O.i 0 ) Vs = I 0 ) (A27)

. (0 o kg
o = Z(ai %), a”zeijk<00 ak)’ (A.28)
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Die Kontraktionen von y-Matrizen lauten

Y Ve = 4 (A.29)
VN Ve = =298 (A.30)
VY v = 4g"” (A.31)
YV = =299 (A.32)

Die Spuren von y-Matrizen sind
Sp(I) = 4, Sp(y")=0, Sp(ys)=0. (A.33)

Die Spur iiber eine ungerade Anzahl von ~-Matrizen verschwindet. Weitere Spuren von
~v-Matrizen sind

Sp(7*7°) = 0 (A.34)

Sp(v*7") 4g"™ (A.35)

Sp(a™) = 0 (A.36)

Sp(7" 7" ~°) 0 (A.37)

Sp(v* 4" 4" %) 4(g" 9" — g"" g7 + 9" g"") (A.38)
Sp(7" 7" 7717 A%) 47 (A.39)

Das Skalarprodukt von Vierervektoren und «-Matrizen wird in der folgenden Art und Weise
abgekiirzt:

yoa=yat =g (A.40)

A.4 Dirac-Gleichung und Dirac-Spinoren

Ein freies Spin-1/2-Teilchen der Masse m mit Viererimpuls p und Spin s wird durch einen
vierkomponentigen Spinor u(p, s) positiver Energie beschrieben. Fiir den Spinvektor s gilt
s-p=0und s> = —1. Im Ruhesystem des Teilchens gilt

st =(0,3), (3)?=1. (A.41)

Das zugehorige Antiteilchen wird durch den Spinor v(p, s) negativer Energie beschrieben.
Die Dirac-Gleichung fiir Teilchen und Antiteilchen hat folgende Form:

#—m)ulp,s) =0, (F+m)v(p,s)=0. (A.42)

Die adjungierten Spinoren
a=u'7", v=0v"7° (A.43)

geniigen der konjugierten Dirac-Gleichung

u(p,s)(p—m) =0, 0(p,s)(P+m)=0. (A.44)
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Fiir diese Teilchen gilt die Massenschalenbedingung
PP =" - (p)? = E§ — (p)* = m* (A.45)

In der Helizitatsbasis sind die Spinoren uy(p) Eigenzustéinde des Operators ;5 § mit Eigen-
werten A = +1 fiir den Spin parallel oder antiparallel zur Bewegungsrichtung des Teilchens.
Die Normierung der Spinoren in dieser Basis ist

ur(p)uu(p) = 2moy, (A.46)

u(p)vu(p) = —2mdy, (A.47)

ux(p)vu(p) = oa(p)uu(p) = 0. (A.48)

Die Projektoren fiir Energie und Spin sind gegeben durch

2mA(p) = > ua(p)un(p) =p+m (A.49)

2mA(—p) = =Y _ ua(p)a(p) =m —p (A.50)

A
M) = sl i) = Gt ) (57 (A51)

M) = o)) = - (S5, (A52)

Die hermitesch Konjugierte von Matrixelementen kann folgendermaflen geschrieben werden

[a(p) T up)]’ = alp) T u(), (A.53)

wobei I' = 72T 40 ist.
Einige spezielle Beispiele fiir I' sind

_ ] . T
[=A"1"=1, ="0""=+, ¥=1"(")"=-7" (A5

A.5 Die CKM-Matrix

Die Zustéande von schwach wechselwirkenden Quarks werden durch die Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa—Matrix (CKM-Matrix) in ihre Masseneigenzusténde transformiert. Es gilt bei-
spielsweise

d/ Vud Vus Vub d
S/ = ‘/cd ‘/c s V;b S . (A . 55)
v Via Vis Va b

Die CKM-Matrix ist unitér, das heifit, es gilt

VVIi=Viv =1 (A.56)
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Sie kann durch drei Winkel 6; und eine Phase ¢ parametrisiert werden. Mit den Definitionen
c; =cost;, s;=sinb;
kann man die CKM-Matrix in folgender Form darstellen:
C1 51 C3 81 S3

V= —s1¢0 c1ca03—5983€° ¢1¢985+ s9c3e? | . (A.57)
— 5189 €1 S9C3 4 CaS3€0 1 5983 — Cocye

A.6 Gell-Mann—Matrizen

Die Gell-Mann-Matrizen sind die Erzeugenden der Lie-Algebra der Gruppe SU(3). In der
kanonischen Basis haben sie die Standarddarstellung

010 0 — 0 1 0 0
)\1 = 1 00 s )\2 = 2 0 0 s )\3 = 0 —1 0
000 0 0 0 0 0 O
00 1 00 — 0 00
Ay = 0 00 , =100 0 , Xx=1| 001
100 i 0 0 010
00 O 1 10 0
A = 00 — , X=—102=101 0 (A.58)
0 7 O V3 0 0 —2
Sie erfiillen die folgenden Kommutator- und Spurrelationen:
Aa b ?
—,—| = = fare e A.
EE IR (A5
Sp (Aa) = 0, Sp (>‘a )\b) = 2 0ap- (A6O)

Die Strukturkonstanten fu. sind total antisymmetrisch und besitzen die nichtverschwin-
denden Elemente

1
fizs = 1, f147:f246:f257:f345:§7

1 V3

f156 = f367 = _5 f458 = f678 = 7 (A61)

Fiir die Quadrate der Komponenten der Gell-Mann-Matrizen gilt folgende Identitét

N (N)L 1 S
(>\2)7, (/\;)k: _ 5 <5§ 5i _ N_C 53 52) , (A.62)
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wobei iiber den Index a = 1,...,8 summiert wird. Aus dieser Beziehung ergibt sich durch
schrittweises Summieren {iber die Matrix-Indizes
!

(Aa)g (/\a)j e /\a_Ng—l - 4

T = T3 o [=Cpl=2I (A.63)
(A (Aa); A% Aa) _ _

5 5 = Sp 5 3 =Cpr Nc = 4. (A.64)

Die Konstante No = 3 bezeichnet die Anzahl der Farben, der Faktor Cr = 4/3 ist der
Casimir-Operator und I die 3 x 3-Einheitsmatrix.

A.7 Phasenraum-Formeln fiir Zerfallsraten und Wir-
kungsquerschnitte

Die differentielle Zerfallsrate fiir den Zerfall eines Teilchens mit Impuls p in n Teilchen mit
Impuls ¢4, ..., q, ist

2m)* o' O gn—p) IMP 1 @
dl' = = -5 A .65
2pY H (2m)3 ( )
mit dem Lorentz-invarianten Phasenraum-Volumenelement
d3q;
Gi= —— (A.66)

2\/(@)? +mi

Szll[nik!, Zk:nk:n (A.67)

fiir jeweils ny identische Teilchen bei k Teilchensorten im Endzustand.
Entsprechend ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir einen Zwei-Teilchen—Anfangs-

und dem Symmetriefaktor

zustand mit Impuls p; und ps und einen n-Teilchen-Endzustand mit Impulsen ¢4, ..., ¢,
o464 (S g — py — 2 "G
do = ( 7T) (Zz:l q y41 pQ) |M’ H q .S (A68)
2A(\/s,my,ms) pale (2m)3
mit
A5, mi,ma) = \/[s = (my +ma)?| [s — (m1 —my)?, (A.69)

wobei s = (p; + po)? die quadrierte Schwerpunktsenergie ist.

A.8 Feynman-Regeln

In diesem Absqhnitt werden die wichtigsten Feynman-Regeln des Standardmodells ange-
geben, die zur Ubergangsamplitude des Zerfalls von Elementarteilchen beitragen.
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A.8.1 AuBere Linien

Fiir jedes Spin—%—Fermion oder -Antifermion und fiir jedes Spin-1-Boson ergeben sich die
folgenden Faktoren:

einlaufendes Fermion % u(p, s) (A.70)
. —,
’
auslaufendes Fermion p a(p',s) (A.71)
—
einlaufendes Antifermion p v(p, s) (A.72)
—«—=e
’
auslaufendes Antifermion p v(p, s (A.73)
-—
: k
einlaufendes Photon eu(k,N) (A.74)
VAVAVAVAVAN |
k!
auslaufendes Photon e (K, N) (A.75)
NNNN
einlaufendes W- oder Z-Boson q €u(q, M) (A.76)
VAVAVAVAVAN |
I'4
auslaufendes - oder Z-Boson q (g, N) (A.77)
NN\
k
einlaufendes Gluon  ~FEEEOO0® a en(k,\)C* (AT8)
kf
auslaufendes Gluon 4 ¢ THEHOH0 e (K, X) (C*)" (A.79)

Die Spinoren u, v, 4 und v héngen vom Impulsvektor p und vom Spinvektor s ab. Der
Polarisationsvektor € der Bosonen hingt von deren Impuls £ oder ¢ und deren Polarisati-
onszustand A ab. Die C'* fiir a = 1, ..., 8 beschreiben die verschiedenen Farbzustidnde der
Gluonen. Die masselosen Bosonen wie das Photon besitzen nur zwei transversale Polari-
sationszustdnde, wihrend die massiven Eichbosonen noch zusétzlich einen longitudinalen
Polarisationszustand haben. Unterscheiden sich zwei Graphen voneinander nur durch den
Austausch zweier identischer Fermion-Linien, so erhalten sie ein relatives Vorzeichen. Das-
selbe gilt fiir den Austausch eines Fermions im Anfangszustand und eines Antifermions im
Endzustand.
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A.8.2 Propagatoren

Die inneren Linien fiir Fermionen und Bosonen entsprechen den folgenden Ausdriicken:

— . i _i—m)
Spin-5-Fermion - _p X F—m T e (A.80)
o
Photon 'l/\/\./l\{/\/\ﬁ . Z2 (A.81)
P UV w v M2
massives Vektorboson Q/\/\/Q/\/\) =y QQ—I—_QMC‘; /M) (A.82)
k —ig" S

Gluon o € GGG b e (A.83)

Die Propagatoren des Photons und des Gluons sind in Feynman-Fichung £ = 1 angegeben.

A.8.3 Vertices

Im folgenden werden die wichtigsten Vertices angegeben, die zwei Fermionlinien und eine

Bosonlinie enthalten.
Photon /é — e, (A.84)
!
p

QED-Vertex:
Geladene Strome:
igw 11— 5

1
p
W
W-B d Lept e A.85
oson und Leptonen . 3 T ( )
1 1
W
1 q

_ =%

W-Boson und Quarks NG | e 5

(A.86)

2

v
q
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Neutrale Strome:

- Zgw

Z-Boson und Fermionen _
2 cos Oy

Tu lgv —gas] (A.87)

Quark-Gluon—Vertex in der QCD:

00000

a
A

Gluon und Quarks /\ — 1G5 Yy 7 (A.88)
q1 92

Der Vollstéandigkeit wegen wurden alle Vertex-Graphen angegeben, die Fermionen enthal-
ten. Die Koeffizienten der Vektor- und Axialvektor-Anteile des neutralen Stromes haben
fiir unterschiedliche Fermionen die in folgender Tabelle angegebenen Werte:

Im Standardmodell gibt es allerdings noch eine
- — - Reihe weiterer Diagramme, ndmlich die Drei- und
I~ —3 +2sin"by | —; Vier-Eichboson—Vertices sowie solche, die das ska-

f gv ga

v % % lare Higgs-Boson mit Spin 0 enthalten. Sie tragen
a1 (+2/3) % — % sin? By % aber nicht zu den QCD-Korrekturen eljster Ord-
T T nung der betrachteten Quark-Zerfélle bei und wer-

2 (-1/3) —§+§ S1n HW -3

den deshalb nicht aufgefiihrt.




Anhang B

Berechnung von Schleifenintegralen

B.1 Definition der Schleifenintegrale

Zur Berechnung der Vertexkorrektur und der Selbstenergiebeitrdge werden verschiedene
Typen von Grundintegralen benétigt, aus denen man die gewiinschten Schleifenintegrale
zusammensetzen kann. Im Fall der QCD-Korrekturen zum Zerfall des b-Quarks braucht
man im wesentlichen 3 Integraltypen: Zunéchst gibt es die skalaren 1-Punkt-Integrale, das

sind solche vom Typ
Pk 1
I = ptP / —_— — B.1
wobei P (k) ein Propagatornenner der Form (p, — k)* —m; oder k* —m? ist. Weiterhin wer-

den Integrale mit zwei unterschiedlichen Propagatornennern, sogenannte 2-Punkt—Integrale
benotigt, von denen es sowohl skalare als auch Vektorintegrale geben kann:

wp [ d°k 1
o=t | 2P Puk) By(k)

o [ dPk et
= 0 [ G i (B2)

Schliellich hat man noch die 3-Punkt-Integrale mit 3 verschiedenen Propagatornennern
auszurechnen. Hier gibt es skalare, Vektor- und Tensorintegrale, die sich als

wp [ dPk 1
s = n /(%)D Pr(k) Py(k) Ps(k)

W ap [ dPk K
Iy = n /(27T)D Pi(k) P3(k) P3(k)

w  ap [ d°k krkY
o= 2P Bilk) o) By(h) (B:3)

schreiben lassen. Die verschiedenen Integraltypen haben die Eigenschaft, daf sie fiir sehr
grofle oder sehr kleine Werte von k divergieren kénnen. Deshalb fithrt man zwei Parameter

273
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ein, mit denen die Integrale regularisiert werden und damit einen endlichen Wert erhalten.
Der Parameter € beschreibt eine Abweichung von der Raumzeitdimension 4 und ist durch
D = 4—2¢ definiert, und mit dem Parameter m wird eine endliche Gluonmasse bezeichnet.
Im Grenzfall, wenn diese Parameter gegen null gehen, erhélt man wieder die urspriinglichen
divergenten Integrale.

Die Berechnung der regularisierten Integrale erfordert im wesentlichen zwei Schritte.
Zuerst werden die Vektor- und Tensorintegrale auf skalare reduziert, indem man sie als Li-
nearkombination der Impulsvektoren und des metrischen Tensors ansetzt und anschliefend
die skalaren Entwicklungskoeffizienten bestimmt, die relativ einfach nach einem bestimm-
ten Berechnungsschema ausgewertet werden kénnen. Im zweiten Schritt fithrt man die
Berechnung der skalaren Integrale explizit aus, indem man auch hier wieder auf ein be-
stimmtes Schema zuriickgreifen kann. Diese beiden Berechnungsschritte sollen im folgenden
naher betrachtet werden.

B.2 Reduktion auf skalare Integrale

Wie bereits angesprochen, ist es einfacher, die auftretenden Vektor- und Tensorintegrale
auf skalare Integrale zu reduzieren, als sie direkt auszurechnen. Zu diesem Zweck entwickelt
man die Integrale in eine Linearkombination von allen Vektoren oder Tensoren, aus denen
sie sich zusammensetzen konnen. Das sind {iblicherweise die &ufleren Viererimpulse p, und
pe der Quarks sowie der metrische Tensor g,,. Die Reduktion wird nun nach der Methode
von Passarino und Veltman durchgefiihrt, wobei die zu berechnenden Integrale mit den
duBeren Impulsen und dem metrischen Tensor zu Skalaren kontrahiert werden, die direkt
in die Formeln fiir die Entwicklungskoeffizienten eingehen. Danach werden die so entstan-
denen Zéhler der Integranden in bestimmter Art und Weise zerlegt, so dafl man einen der
Propagatornenner herauskiirzen kann. Die zu Skalaren kontrahierten Integrale bestimmen
die Entwicklungskoeffizienten vollsténdig. Die benétigten skalaren Integrale sind in (B.45)
definiert.
Es gibt zunéchst zwei Typen von vektoriellen 2-Punkt-Integralen

dPk K+
2P (o — R — 2] 2 — ]
dPk kH
2 2y _  4-D
I5(q,my,m;) = p / 2m)P [(q— k)2 — mg] (k2 — m2]
mit p; = m; im ersten und ¢* = (p, — pc)* # mj im zweiten Integral. Der Index ¢ steht

fiir die beiden Quarks b und c. Die Integranden enthalten alle nur noch einen &dufleren
Impulsvektor, so daf} die Integrale durch den kovarianten Ansatz

I} (p) = A(p®) p" (B.5)

dargestellt werden konnen, wobei p dieser duflere Impuls ist, iiber den nicht integriert
wird. Wird diese Identitdt mit dem entsprechenden kovarianten Vektor p, kontrahiert, so

Boamin) = 47 [

(B.4)
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kann man nach dem skalaren Koeffizienten A auflosen und bekommt schliefSlich fiir die

vektoriellen 2-Punkt—Integrale die

]g(pib mga m2)

(g, mpy, my)

Ausdriicke

(B.6)

die noch die Kontraktionen I3 (py, m2, m?)p,, und 15 (g, mj, m?)q, enthalten. Fiir die erste
Kontraktion mit dem Quark-Impuls p, kann man durch Umformen des Skalarproduktes

von k mit diesem Impuls

—k)? —mi — kK +m* —m’]

die folgende Vereinfachung auf skalare Integrale erreichen:

I3 (pg, mig, m* )Py

o /

1

2

Fiir die zweite Kontraktion mit ¢

Dy k

wp [ d°k
g / (2m)P [(pg = k)2 = mZ] [k* —m?]

u4D/ APk — 3 [(pg — k)* = m2 — k* +m?* — m?]
(

2m)D [(pg — k)? — m2] [k? —m?]
dPk
(2m)P

_l 1 _ 1
2 | k2 —m? (pq—k:)2—m3

m2

(B.7)

[(pg = k)2 = mi] [k —

[ (m?) — ]1(m3) - mQIg(mg,mQ)} :

erhélt man mit der Umformung

1
k-qz—i[(q—k)Q—mg—q2+m§—m§—k2+mﬂ

die entsprechende Darstellung

dPk q-k

)

1Y (g, mj, m?)q,

2m)P [(q — k)* —mi] [k — mg)]

)

A’k —35(q—k)* —mj — ¢* + mj —mZ — k* + m]
2m)P [(q = k)* = mi] [k* — m]

dPk 1 1 B 1

2m)D 2 |[k2—m?2 (q—k)?>—m}
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P —mptm
[(q = k)* —my] [k? —mg]
1

= =5 [i(mg) = h(mg) = (¢ = my +m) (g, my,me)] . (B.10)
Bei der Berechnung der 3-Punkt-Integrale treten zusétzlich noch vier weitere Kontraktio-
nen auf, bei denen der Impulsvektor, mit dem das Vektorintegral kontrahiert wird, nicht
derselbe ist, der im Integranden vorkommt. Man bestimmt sie einfach dadurch, indem
man die Ausdriicke (B.@) direkt mit den entsprechenden Impulsvektoren multipliziert und
anschliefend die Zerlegungen (B.7) und (B.9) benutzt. Dann erhilt man

1o m*)pey = =55 [ L(m?) = Limd) = mPLa(m}, m?)| (B.11)
b
m 2 2 _ Py " Pe 2 2 2 2 2
[2 (pcammm )pb,,u, - 2m2 |:Il(m ) - [1(mc) —m IQ(mwm )i|
Pv-q
g mimdpe = — Tt [Hm2) = hmd) = (¢ = m} + md)I(e?, mi, m?)|
DPe - q
Bamlmdpe = =Tt [HmE) = Domd) = (a" = mi + md) a(q?, mi )|

Weil die endliche Gluonmasse m nur zur Regularisierung eingefiihrt wurde, kann sie in den
Ergebnissen iiberall vernachlissigt werden, wo dies nicht zu einer Singularitdt fithrt. Es
stellt sich heraus, dafl alle 1- und 2-Punkt—Integrale nicht infrarotdivergent sind. Aulerdem
kiirzen sich die UV -Singularititen in der Differenz I;(m?) — m?[, gegeneinander heraus,
wie man durch explizites Einsetzen der skalaren Integrale sieht. Deshalb kann man in den
oben angegebenen Kontraktionen die Gluonmasse iiberall gleich 0 setzen. Damit lauten die
unterschiedlichen Kontraktionen des vektoriellen 2-Punkt-Integrals:

I3 (po, miy, m*)py = %Il(mi) (B.12)
B e ey = 5 D)

I8 s e = F5 G o)

I8 (pe, m2, m*)py, = p;j;c Ii(m?)

Bamimd)ps, = =gt [Lmd) = md) = (¢ = md 4 m?) B’ m)
B(g.mim2)pe, = — ot [I(m?) = Lmd) = (¢ = mi 4+ m2) L(a? m3, m?)|
Hlamtmda, = =5 [Lmd) = h(md) = (@ = m} +m) L, mf,md)|

Die Zerlegung der 3-Punkt—Integrale basiert auch auf den Identitéiten (B.7) und (B.9), ist
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aber teilweise mehrfach anzuwenden. Es gibt zunéchst zwei Moglichkeiten, das Vektorin-
tegral

]ﬂ( 2 2 2) _ 4—D/ de k*
3 Dby Pe, My, My, M) = [ (27T)D [(pb _ k?)Q . mg] [(pc o k)Q _ mz] [kQ _ mQ]

(B.13)
zu einem Skalar zu kontrahieren, ndmlich mit den Impulsvektoren p, oder p.. Man kann
dann fiir die Kontraktion mit py

W ap [ dPk o - k
Lippy = p / 2m)2 [(py — k)2 — m2] [(pe — k)% — m2] [k2 — m?]

_ 4D/ d"k — 3 l(po — k) —mi — k* + m? —m?]
a 2P [(po — k)2 — m2] [(pe — k)2 — m2] (k2 — m?]

= [ {3 e

1
((po — k)2 = mi]] [(pe — k)? — mZ)]

(o — k)2 = mj] [(pcm—2 k)2 —me] [k — mQJ }

1
= - 5 [IQ(mgv mZ) - 12((]27 mgv mz) - m213(q27 mg, ma mQ)] (B14)
schreiben, wenn man die Definitionen (B.45) der skalaren Integrale verwendet. Man erhélt
analog

1 2

Igpc,,u = - 5 [[2(771%,777/2) - 12((12;7”5;7” ) - m2I3(q27m§7m37m2)} (B15)

&
fiir die Kontraktion mit p.. Auch bei diesen Integralen kann man die Gluonmasse in allen
Termen, die proportional zu m? sind, null setzen, ohne die UV -Divergenzen zu verindern,
da sie sich auch in diesen Fall gegenseitig aufheben. Die kontrahierten vektoriellen 3-Punkt—
Integrale kann man dann schreiben als

1

Igpb,u = 5 []2(6_12, mivmg) - IZ(mz)]
1
Igpa,u = 5 [[2(q27m§7m§) - IQ(WL%)] : (B'16)

Schliefflich bleibt noch die Reduktion des Tensorintegrals. Dessen Kontraktion mit den
beiden Impulsen p, und p, mufl in zwei Schritten berechnet werden. Im ersten reduziert
man es durch Multiplikation mit p,

s _ 4D d"k (po - k) K
I3 py K / 2m)P [(py— k)2 — mz] [(pe — k)2 — m2] [k2 — m?]
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4D/ d"k — 2 [(py — k)> —mi +m? —m?| k
(2m)P [(po = k)* = mi] [(pe — k)? — m2] [k* — m?]

- [ {3 [

kl/
[(py = k)% = mi] [(pe — k)? — mZ]

(k)2 —m] [(;:Z—k;f)Q —mg] [k — mQ]] }
1 2

= - 5 [Ig(p(:)mamZ) _]5<pb7pcaml%7mz) _m2]g(pb)pcaml%7mc7m2)} (B17)

und entsprechend durch Multiplikation mit p..

14 ]' 14 14 v
]él Pep = — 5 [[2 (pb, mg, m2) - [2 (pb7p67 mgv mZ) - m2[3 (pbvpcv mg? mga mZ)] ) (B18)

auf ein Vektorintegral. Durch die Substitution k& — &+ p. kann man nun unter Beriicksich-
tigung der Translationsinvarianz des Volumenelementes das dabei auftretende unbekannte
Integral

I8 (py, pe, mi,m?) = M4_D/ dPk ”
C 2m)P [(py — k)2 — m2] [(pe — k)2 — m2]
= 4‘D/ d°k K pt
)P o= pe = BF = ] (&= ]
= Pl mip, me) + 15 (g, mp, me) (B.19)

auf bekannte Integrale zuriickfithren, die schon im Rahmen der vektoriellen 2-Punkt—
Integrale diskutiert wurden. Dann sind alle benotigten Integrale bekannt, und man kann
sie zu weiteren Vereinfachungen verwenden. Im zweiten Schritt reduziert man dann die
Vektorintegrale auf skalare, indem man die Gleichungen (B.17) und (B.I§) nochmals mit
den Vektoren p,, oder p., kontrahiert und die Formeln (B.§), (B-10) und (B.I1) fiir die
Reduktion der vektoriellen 2-Punkt—Integrale benutzt. Dann bekommt man schliellich die
gewiinschten skalaren Kontraktionen

1

E'pupry = =3 (15 (pe, m2,m?) poy — 15 (Do, Pes iy, mZ) oy — mP15 pyy ] (B.20)

2 C
2m;

1 - De
— 5{pb p [Il(mQ)—h(mg)—m2IQ(m§,m2)}+(pb,pc)[2(q2’mg7m2)

P q
2q¢?

[Li(m2) — Li(my) = (¢° — my +m2) (", m,m?)] + m21§Pb,u}

Iéujpb,upc,l/ = - 5 [Ig(pca m37 m2) pc,l/ - [g(pbapm m%; mi) pc,u - mzlg pc,V:|
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1(1
T2 {‘ [11(m®) = L(m2) = m* Io(mZ, m®)] +mZ1s(¢, mi, m?)

2 12 '
_ p;é;] [Li(m?) = Li(my) — (¢ — mj + m2) Ia(¢?, mi, m?)] + m21§fpc,u}
) 1, ’ v
]:/; PepPery = — 5 [12 (pba mgv m2)pc,u - ]2 (pb7p0’ ml%? mz)pcv” B m2]3 pc’u}

{0 [1on?) = 1) = o )] + 2P
b

Pe - q
2q2 [[1(m§) - Il(mg) - (q2 - mg + mi)IQ(q27 mgvmg)} + m2I§pc,V} )

wobei die Kontraktionen des 3-Punkt—Vektorintegrals durch (B.14) und (B.17) gegeben
sind. Die Kontraktion des Tensorintegrals mit dem metrischen Tensor kann direkt ausge-
rechnet werden und lautet:

4D/ dPk k* —m? + m?
(2m)P [(po = k)* = m3] [(pe — k) —m2] [k* —m?]

I3 ng

wp [ dPk 1
- / (2m)P [[(pb — k)2 —mj] [(pc — k)? — m]

m2

[(py = k)* = mi] [(pe — k)* —mg] [k* —m?]

= ]2(q27mg>m2) +m2[3(q27m§7m27m2)' (le)

_I_

Im Grenzfall verschwindender Gluonmasse kann man wegen Herausfallen der entspre-

chenden UV -divergenten Anteile auch die kontrahierten Tensorintegrale vereinfachen, und
erhélt dann die Ergebnisse

v Py q L (py-q po-p A
B = P nmd) - 3 (P4 P) Rnd) - O el )

v Pec - q Py q
15" Py ypew 1 I (mj) — Iy I(m?) — e Iy(q*, mi, m?)
v L (pc-q Db Pe Peq A
I:éL DPeyley = 1 ( q2 - mg ]l(mg> - 4q2 11(77%3) - 8—(]2 12(q2)m§7mg)
g = L(¢*,mi,m?) (B.22)

mit der Definition der A-Funktion

A=A(Pmim?2) = ()" +my+ml =2 (¢ mi + @ m2 +mm?). (B.23)
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B.3 Berechnung der skalaren Integrale

Wir wollen in diesem Abschnitt die elementaren skalaren Integrale berechnen. Es treten
in unserem Fall drei unterschiedliche Integraltypen auf, die einen, zwei oder drei Propa-
gatornenner enthalten. Bevor wir mit der eigentlichen Berechnung beginnen, wollen wir
noch zwei Hilfsformeln angeben, mit denen sich die Integrale leichter ausrechnen lassen.
Ein wichtiges Hilfsmittel aller dieser Berechnungen ist die Feynman-Parametrisierung, mit
der man ein Produkt von Funktionen im Nenner eines Ausdruckes geeignet umschrei-
ben kann, um spater die Integration besser durchfithren zu konnen. Fiir unsere Zwecke
reicht es, keine hoheren Potenzen der Funktionen im Nenner zu betrachten. Die Feynman-
Parametrisierung lautet dann

1 ! ! ! Fn)d(l —x1 —az0— ... —xy)
- [ 4 des ... | dz, =, (B4
Al A2 An \/0\ xl/o 2 /0 x ($1A1+$2A2++$n14n)n ( )

wobei die Propagatornenner die Form (p, — k)? — mg haben. Der n-dimensionale Integra-
tionsbereich wird durch die Deltafunktion auf eine n — 1-dimensionale Hyperfliche einge-
schréankt, die durch die Gleichung x1 + x5+ ...+, = 1 beschrieben wird. Dadurch &ndern
sich auch die Integrationsgrenzen, so dafl

0<z, <l—21—...—Zp_1, ..., 0<a9<1l—21, 0<2; <1

gilt. In unseren Berechnungen brauchen wir diese Ausdriicke bis zu n = 3.
Die zweite wichtige Formel ist das Hilfsintegral

1
dPk
/ (k2 — A+ ie)n

iiber den D-dimensionalen Phasenraum mit einem reellen Parameter ¢ > 0. Nehmen wir
vorlaufig an, da} D eine natiirliche Zahl sei. Dann kann der Viererimpuls-Vektor in der
Form k, = (ko, k1, ... ,kp—1) geschrieben werden, und sein Betrag ist durch k? = k3 — k2
gegeben mit k2 = Zi’;l k?. Die Pole des Integranden sind durch die Nullstellen des Nenners
k? — A+4ie = 0 gegeben. Zur Auswertung des Integrals beginnt man mit der ko-Integration,
die mit Hilfe des Residuensatzes durch Fortsetzung in die komplexe Ebene durchgefiihrt
wird. Die Pole in der kyp-Ebene liegen bei

koziwozi\/lg?—kfl—ie.

Der infinitesimale Beitrag ie verschiebt die Pole um ein kleines Stiick von der reellen Achse
nach oben beziehungsweise nach unten. Thre Position ist in Abbildung Bl dargestellt. Legt
man den Integrationsweg iiber die dort ebenfalls gezeigte geschlossene Kurve C, so enthélt
der von der Kurve eingeschlossene Bereich keine Pole. Deshalb ist nach dem Residuensatz

1
/Cdko = 0. (B.25)
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Im (k':')

. Re (k%)
Mg

Abbildung B.1: Wick-Rotation und Integrationswege in der komplexen ko-Ebene. Die Pole wer-
den um einen kleinen Betrag von der reellen Achse nach kg = 4+ wg verschoben.

Die Beitrdge der beiden Kreissegmente von C' verschwinden im Grenzfall eines unendlich
groBen Radius r — oo, weil mit der Parametrisierung ko = re’® der Betrag des Integranden

1
(a2e® — k2 — A + ie)"

_ 2 ! (B.26)

@ |[exo — Z(R2+ A - ie)]n

1
‘(k2 — A+ie)n

gegen null konvergiert. Somit kann das Integral iiber die Kurve C' zu einem {iber die reelle
und die imaginére Achse vereinfacht werden. Dann gilt

[e'e) 1 —100 1
dk dk =0
/_Oo °<k2—A+ie)n+/m O (k2 — A+ ie)

oder

dk - . .
/_ " At / o G = A v (B.27)

Das Integral auf der rechten Seite, das dem Teil der Kurve C' entlang der imaginéren Achse
entspricht, kann durch eine Wick-Rotation in eines entlang der reellen Achse transformiert
werden. Dabei dreht man den Integrationsweg um den Winkel —7/2; indem man die
Substitution

ko =tkgo, ki=kg;

verwendet und damit den Vektor k im Minkowski-Raum auf einen euklidischen Vektor kg
transformiert. Auf diese Weise werden bei der Wick-Drehung die Pole in der komplexen
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Ebene nicht iiberstrichen. Das Integral kann dann als

dko dkE 0

> 1 > 1
/ — = / , _ . (B.28)
—0 (kg — k> — A+ie)" —o0 <_k1%1,0 — ki — A+ ie)

geschrieben werden. Das wird benutzt, um das Ausgangsintegral {iber den gesamten D-
dimensionalen Impulsraum zu vereinfachen:

1 1
dPk : = / dky /dD g -
/ (k% — A+ ie)" — A+ ze)
D—-17. 1
= / dko/d k — -
oo (k3 — k2 — A+ ie)
[ D-17. 1
= Z/ dkE,O/d kE - n
= (ko —Fp — Atic)

= i(—l)”/deE A (B.29)

mit k% = k%, + k. Das euklidische Integrationselement kann nun mit D-dimensionalen
Polarkoordinaten ausgerechnet werden. Dazu schreibt man

Pk = KDk dp = (K2) 7 dkp dp = % (k) * !

d (k) dp (B.30)

mit dem Betrag des euklidischen Impulsvektors kg und dem D-dimensionalen Raumwin-
kelelement. Der Integrand héngt, wie man sofort sieht, nicht vom Raumwinkel ab. Deshalb
kann dieser sofort integriert werden und ergibt die Oberflache der D-dimensionalen Kugel

D/2
/ a0y = 27

r(3)

|

Das gesuchte Integral ist dann
1
I, = [d"k
/ (k2 — A +ie)n
- z‘(—l)”/dQD /OO Lozt : d (k%)
0o 2 (k% + A —ie)"
1 [ k2 - K\ 7" D
ds) — E — i) "
/ D/ ( —ze)?(A—ie) <1+A—ze) (A —ie)

D/2 .
— (=) i(g) 53(9 n—B) (A—ie)8 (B.31)

vl
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mit der Definition der Beta-Funktion

R _TI'@) T(y)
Bla.y) _/0 A% = Twry)

Das Endergebnis ist demnach

1 F'(n-2 D
/dD/f(k2 AT i(—1)" 7P/ (FT)2) (A—ie)2 ™", (B.32)
Dieser Ausdruck ist fiir beliebige komplexe D analytisch fortsetzbar. Damit kann das ge-
suchte Hilfsintegral auch bei beliebiger Dimension D = 4 — 2¢ berechnet werden. Da der
infinitesimale Imaginérteil i im Nenner des Integranden nur aus dem Grunde eingefiihrt
wurde, um bei der Integration die Pole in der geeigneten Art und Weise zu umgehen, kann
nach Ausfithrung der Integration € — 0 gesetzt werden, und man bekommt dann einen
expliziten Ausdruck, der nicht mehr von e abhéngt.

Wir werden uns jetzt der Berechnung des skalaren 1-Punkt-Integrals zuwenden. Dazu
kann man direkt das Hilfsintegral (B:32) fiir n = 1 und A = m? verwenden und erhélt

]1 = ]1(m2)
wp [ APk 1 [ dPk 1
- /(27T)D Rome /(27T)D (p — k)* —m?
= o ) TPPT(<1 4 o) (m2) PP .
(2m)D (=i)m?*T (=1 +¢€) (m?) (B.33)

Um nun die UV-Singularitit explizit anzugeben, entwickelt man das Resultat um D = 4
in eine Taylor-Reihe erster Ordnung. Dazu schreibt man geméafl Definition D = 4 — 2¢ und
entwickelt alle Ausdriicke, die D enthalten, bis zur Ordnung e. Dafiir verwendet man die
Reihendarstellungen um x = 0 fiir die Exponentialfunktion

1
ew:1+x+§$2+(9(x3)

sowie fir die Gammafunktion

und die Potenz-Funktion
1
(14 x)* = 1+ozx+§oz(oz— 1) z® + O(2%).
Hier ist v die Euler-Konstante und « ist eine beliebige reelle Zahl. Unter Benutzung der

Funktionalgleichung
[(z+1) =2I'(2)
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der Gamma-Funktion kann man dann die Entwicklung von

—F1(i)e ()1 = —% 1y 1O

angeben. Die Reihenentwicklung der iibrigen Faktoren in I; hat folgende Gestalt:

['(—14¢) =

7P — 5t exp—eln(m)] = 7° [1 - eln(m) + O(c) (B.34)
AP — A2 = A2 oxp [—en(A)] = A7 [1 — en(A) + O(2)]

WP = 4 = exp el (1)) = 1+ elu () + O(€)
2m)™P = (2m)* = (2m) texp [eln (47%)] = (2m) 7 [L 4+ €ln (47%) + O(€%)] .

Das Produkt dieser Faktoren hat nun in erster Ordnung e folgende Form

A% A p?
D/2 gD/2—n , 4—D -D _ K 2
% A p =" (2m) 62 [1 +eln ( I ) + O(e )} : (B.35)

Damit kann man schliefllich das skalare Integral (B.33) vereinfachen zu

2 2

L(m?) = —m [1+61n (4”“ ) +0(e2)} (—% _ 1+7+0(e))

1672 m2
im? [1 Ay
= - — 1-+1
1672 L yHLT n( m? )+O(E)}
Z'mQ H2
= A+1+In( = B.
1672 { T n(w)}’ (B-36)

wenn man héhere Ordnungen in e vernachléssigt und die Definition A = 1/¢ — v + In(47)
verwendet.

Als néchstes wollen wir das skalare 2-Punkt-Integral berechnen. Dazu brauchen wir
die Feynman-Parametrisierung (B.24) fiir den Fall n = 2. Wir verwenden auerdem wieder
das Hilfsintegral (B.39) und benutzen anschlieBend die Taylor-Entwicklungen der Gamma-
Funktion und der Faktoren in (B.35). Wenn man noch die Translationsinvarianz des Inte-
grals beriicksichtigt, lautet das skalare Integral

2 2 2\ _ ,4-D de 1
B bk =i [ o G B

c

4D dPEk 1
- / 2m)P [(q — k)2 —m]] [k — m2]

Pk [ 1
4-D dx
a / (2m)P /0 [((q— k)2 = m)z + (k2 —m2) (1 — x)]”

dPk ! 1
Iu4—D / 5 / dzr 5
2m)P Jo (k2 — 2xqk + 2(q? — mj) — (1 — z)m?]
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e D/ dx/ de 1
—2q)? — 22 + 2(2 — m2) — (1 — x)m2]”

e D/ dx/ de 1
(k2 +2(1 — 2)q2 — 2m2 — (1 — 2)m2)

(27T>D /0 dx P72 ['(e) [azmg +(1- :C)mz —z(1— x)qQ}D/2—2

1 ' 4y
=l 1+el >
T T / o { e “(xmzﬂl—x)mz—xu_x)q?) + Ol )}
i ! 1 47ru2
= d - 1
1672 /0 z |:€ v+ n($mg—|—(1—:p)mg—;p(1_$>q2> +O(6):|

1 1
~ 1672 {E =7+ In (4mpr%) — /0 dz In (2%¢" + x(my —mg — ¢*) + mg)} + O(e).

Um das verbliebene Integral auszuwerten, zerlegt man das Argument des Logarithmus in
ein Produkt, das die Form

P+ x(mp —m? — @) +m? = (x+ 21) (7 + 29) (B.38)
hat mit
—mZ— ¢+ VA mi —m2 —¢* = VA
T = y L2 = )
2¢? 2¢?

wobei die Funktion A in (B.23) definiert wurde. Damit ist das Integral in der letzten Zeile

von (B.37)
I = /0 drln [¢*(z 4 21)(2 + 22)] (B.39)
= In(¢*) + (z +z) Iz + 21) = 1y + (2 + 22) In(z + z2) — 1]

= In(¢®) +Im[1+z)(1+z)]+211n (1““) + 5 In (1+$2) -2

x X2

= In(¢°) +Imn[(1+z)(1+z2)] —2

1 T T 1+.Z'2 T
_ 1 _ 1 _—
2 |:<l'1+$2) n<1—|—$1 1+l’2)+(m1 xQ) n<1+$1 ZL‘Q>:|

2 .2 2 2 2 2 9
_ ln(mg)_wln(%)_ﬁm<mb+mc q +\/X>_2'

2q ) 2¢ mi+m2 —q2— VA

my,
Setzt man dieses Resultat in (B.37) ein, so erhilt man fiir das skalare 2-Punkt—Integral

7 1 Am?
L(¢*,m;,m?) = [— —’y+2+ln( /; )
€ m;
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+

mi —m?2 — ¢? 1n(m§>+\/x 1n<m§~|—m§—q2+\/X>

2¢? m? 2¢? m2+m2 — g — VA
- 2 2.2
= —|A+2+In (L 4 = Me ) (e
1672 my M, q> mp

(e )

(B.40)

+ — In
2¢? m? +m2—q2 — VA

mit A = 1/e — v + In(47). Es werden auflerdem 2 Spezialfiille dieses Integrals benétigt,
die man am schnellsten aus (B.37) berechnen kann. Das erste dieser Integrale geht aus
I(¢*, m?, m?) hervor, indem eine der beiden Massen null gesetzt wird. Man erhlt

12(1937 mg) = ]2(]73, m27 0)

i |1 !
= 1.3 {Z—7+1n(47ru2)—/0 dmln(z2p3+x(m§—p3))}

: 2 2 .2 2 .2
_ ! {A+2+1n (”—) + M Py, (mq p‘Iﬂ. (B.41)
m

16 72 z P2 m2

Im zweiten Integral sind die ersten beiden Argumente gleich und das dritte ist null, so dafl

i [1 !
Ig(mg) = ]Q(mg,mz,O) = 52 {E — v+ In(4mp?) —/ dx In(z? mg)}
0

N PN s (B.42)
1672 mg '

ist.

Zum Schlufl wollen wir das skalare 3-Punkt—Integral berechnen. Wir verwenden wie-
der die Feynman-Parametrisierung (B.24) fiir n = 3, um den Nenner des Integranden in
geeigneter Weise umzuschreiben. Wie im Fall der 1- und 2-Punkt-Integrale bendtigen wir
auch das Hilfsintegral (B.37). Die einzelnen Schritte bei der Berechnung sind analog zu
denen des 2-Punkt-Integrals. Man beachte, dal das 3-Punkt-Integral nicht UV -divergent
ist, wie sich am schnellsten durch Abzéhlen der Potenzen von k einsehen 148t. Man kann
daher schon zu Beginn D = 4 setzen. Auflerdem kann man, da sich die Quarks in diesem
Fall auf der Massenschale befinden, die Massenschalenbedingung pi = mg benutzen, um
die Propagatornenner zu vereinfachen. Wir erhalten

13 = -[3(q2a mga mg: mQ)

_ / dPk 1
: 2m)P [(py — k)2 — m2] [(pe — k)2 — m2] (k2 — m?]

B / d*k 1
T ) @t (R —2k-p) (K2 —2p.- k) (k2 —m?)
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- /d% /dx/ —2pb-k?)+y(k‘2—2pc2-k’)+(1—w—y)(k2—m2)]3

/d4/€/ / 2
= dx 3
— (2zpp +2ype) -k — (1 - —y)m?|
/ / /d4/{: 2
= dx 3
k—xzpy—ype)? —m2(l —x—y) — (zpy +ype)?]
* d*k
B O
—m*(1 =z —y) — (vpy, +ype)?
o o [ :
= x
16 72 21—xz—y)+ (xpy+ype)?

u
= d d i
16 2 / u/ v m2(1—u)+u?(vpy,+ (1 —v)p)?’ (B.43)

wo im letzten Schritt die Substitution

mit der Funktionaldeterminanten

Oz Oz

ou Ov | __ % U —
9y Oy 1—v —u

ou Ov

verwendet wurde. Es ist zweckméfig, nun zuerst die u-Integration auszufithren. Mit der
Abkiirzung p = vp, + (1 — v) p. kann man das Integral

1
u
I = d B.44

o m? (1 —u)+ p?u? “ ( )

1

1 2m ¢ 2p%u —m? . ( 2(1 )+ 9 2)
= — | ———==arctan n(m(l—u)+pu
2p% | \/4p? —m? m/4p? —m?
berechnen und entwickelt es dann bis zur ersten Ordnung in der Gluonmasse m. Der
Arcustangens-Term kann nach Einsetzen der Integrationsgrenzen als

0

1
1 ; ( 2p*u —m? )
——— arctan
2 _ 2 2 _ 2
4p? —m ma/4p? —m 0
geschrieben werden. Damit fillt der erste Term des Integrals (B.44) weg, da er von der
Ordnung m ist. Der zweite Term ergibt schlieflich

= —=+0(m) (B.45)

ZLp? In [m? (1 —u) + p*u’] ‘(1) = %}92 [In (p°) —In(m*)] = =— In (p_) : (B.46)
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Fiir die weitere Auswertung schreibt man
PP=wpp+1—=0)p) =g =20(m2 —py-pe) +m?=Pw+v)(v+w) (BA7)
mit
mi —m? — ¢+ V)X
2q? ’
wobei die Lambda-Funktion in (B.23) angegeben wurde. Mit diesen Resultaten kann man

das skalare 3-Punkt-Integral (B.43) weiter vereinfachen und erhélt schliefllich nach Ver-
nachlissigung von Termen der Ordnung O(m?)

(B.48)

V1,2 =

Iy = ILi(g*,m m? m?) = ! /1 dv In
P e 1672 0 2(vpb+(1—v)pc)2

—i 1 /1 dv ¢* (v+v1) (v+v2)
= X — In
1672 2 Jy ¢*(v+v1) (v+vq) m?

m2

(vpy + (1 —v)pc)2]

—1 1 ! dv q°
= — In(— 1 1
1672 2q2/o (v+v1) (U + v2) {n (7712) il + o)+ H(U—sz)}
—i 1 1 v+ vy 7> 1 U+ Uy
= — 1 In(— —1
1672 2q2v1—vg{n(v+vl)n(m2 +2 " v+

x In (v +v1)” (v +v2)] — 2Lip (Ul _w)} 1

v+ U1 0
—1 1 1 In 1+’UQ (%1 1 (mbmc> 1] V1 1 U1 1+U1
= — — | In n n(—
1672 2¢% v — V9 1+ v vy m2 1+vm vy 1+ vy
. U1 — U2 . U1 — V2
- 2L 2L
12(1+’Ul)+ 12( vy H

3 1 2 2 .2
_ /) lln (mb—l—mc q —|—\/X> ln(mbmc>

mg +m2 —¢% — VA m?

o <m2+m3 —¢*+ ﬁ) . ((mi —m2+ VA? - (q2)2>
2 (= VP — (P

2VA 2V A
— 2Liy 5 VA + 2 Liy 5 VA .
m? —m2+ ¢+ VA m2 —m2 — g%+

In der vorletzten Identitéit wurden die beiden Relationen (1 + v1) (1 + vg) = mi/¢* und
vy ve = m?2/q? benutzt.




Anhang C

Der Dilogarithmus

In diesem Anhang sollen die wichtigsten Relationen zwischen Dilogarithmen angegeben
werden. Eine ausfiihrliche Behandlung findet man im Buch von Lewin [L00].

C.1 Definition und Eigenschaften

Definition des Dilogarithmus:

Lig(x):—/oxwdt:;z—z, 2 <1 (1)
Eigenschaften:
Li;(0) = 0 (C.2)
Lio(1) = %2 (C.3)
Lio(—1) = —W—Q (C4)
12

C.2 Dilogarithmen mit einer Variablen

2

Lip(2) + Lig(1 — 2) = % — In(2) In(1 — =) (C.5)
Lia(2) + Lis (-116) _ _% W(l—z), z<l (C.6)
Lis(1 — ) — Li, (%) _ % In(z) In [ﬁ} _ %2 a1 (.7
Liy <1ix) Lig(—1) = %2— % In(1+ 2) In (1;—2“’) (C.8)
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1 1 2
Lis(—z) + Li, (— ;) i In®(z) — % , x>0 (C.9)
. : 1. /1 x—1
Lig(—x) — Lig(1 —2) = — 3 Lis <ﬁ> + In(z) In ( . ) ,  x>1 (C.10)
1
Lig(z) 4+ Lig(—z) = 5LiQ(:c?) (C.11)
. . 1 1 9 7T2 .
Lig(x) + Liy 2= 3 In“(z) + 3 In(z), z>1 (C.12)
. . X 1 2 7T2 . r—1
Lis(x) + Lis —) = 3 In (m—l)—f—?—kmln o , x>1 (C.13)
) ) (-1 . (1—-x 1+x w2
Lig(z) — Lig(—z) = Liy (x+1) _L12(1+x> —|—1n(1_aj)ln(a€)+z
(C.14)

C.3 Dilogarithmen mit zwei Variablen

Identitat von Abel:
Lis (1 — ?yy) = Li, (ﬂ) + Liy (%) — Lis(x) — Lis(y)

Identitat von Hill:

Liz(zy) = Lis(z) + Lis(y) — Liz {M} L {M}

1l—zy 1l—2y

11—z 1—y
-1 | 1
n<1—xy) n(l—xy) (G.16)
Identitat von Schaeffer:

Li {H} = Liy(w) — Lia(y) + Liz (% +Li2<1:§)

+ In(z) In G:i) - %2 (C.17)




Anhang D

Grundintegrale

Im folgenden werden alle Integraltypen aufgelistet, die bei der Berechnung der Bremsstrah-
lungskorrekturen zu den Helizitdtsraten fiir den Prozefi b — ¢ + W™ vorkommen.

D.1 Definition der Grundintegrale

Die Grundintegrale sind definiert durch

(1—$)2_62 (1_38)2_62 1_ )
R(m,n) = / dz\"z" . S(m,n) :/ AT In 224 2+ VA
y2+51 y2+61 1 _ x? + 7 — \/X

2+€1 Z_y2’ 2+61 Z_y 1_$2+Z_\/X
(D.1)

(1-x)%—e2 m (1-2)2—e; m _ 2
T(m) = / dz/\i U(m):/ dz A ln(1 ° +Z+ﬁ>
Yy Yy

mit
A= M1L,2%2)=1+2' +22 - 2@ + 2+ 2% 2) und €1, 6, > 0,
wobei die Grenzwerte ¢, — 0 und e — 0 zu bilden sind, wenn sie existieren. Einige der
Integrale besitzen logarithmische Singularitéten in €; oder €3, welche allerdings nur Schein-
singularitdten darstellen, die sich in den Helizitéts-Raten wieder gegenseitig autheben. Nach
der Substitution
u? +1 u? —1

z=1+4+2*—2 , dz=1—3
u u

du (D.2)

gehen die Integrale iiber in

(1—2)%2—e2 Umaz (1—€') d
/ 2z f(z) = / du %% [(=(u) (D3)

2+ea +e
mit
L+a22— > +V

T (D.4)

Umaz =1 =
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und

€= \/% FO(e), €= % + O, (D.5)

Die Funktion A ist definiert durch

A(l,mQ,yQ):1+:134+y4—2(x2+y2+2:v2y2). (D.6)

D.2 Explizite Darstellung der auftretenden Integrale
im Grenzfalle -0, ¢ — 0

Integrale vom Typ R(m,n) :

11—zt (14+2)?2 2z(1+z)4 2 1 —x)t

e ©7
R0 = = e () * = ()

el ] .
R - - () (1) oo
Ry - G () B0
Ry = e - U () B (1)

+2(14 %) () D11)

N =

[(1 — )’ _yQ] (5 — 2z +52° +312) B s ;—;)6 In <UT+1)

L, (” - 1) (34 2%) (1+32%) Inn) (D.12)
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_ _ — VA L+a° n T
R(=1/2,-2) = (1;2(1—962)2%_(1—x2)31 (1_779”)
Rz = ()

R(-1/2,0) = In(n)

R(-1/2,1) = — VA+ (1+2%)In(n)

R(-1/2,2) = _%(3+3x2+y2)\5+(1+4$2+$4)ln<”)

_ Q-2p-y
R(0,-2) = (1—z)2y?
1—=x
R(0,-1) = 21n< ” )
R(0,0) = (1—a)*—y
1 . v
R(0,1) = 5(1-2)' ==
R(1/2,-2) = \/—QX““(”) i; 1“(177—_772)
R(1/2,-1) = —ﬁ—(lﬂ’)ln@“(l‘“m(l—w)
R(1/2,0) = (144>~ 5?) VA~ 24" )

Integrale vom Typ S(m,n) :

1 1 n+1 1 n—1
5(=3/2,0) = 2¢(1—x2) 2z(1+x) ln( 2 )+ 1n<

293

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)



294

S(-3/2,1) =

S(—3/2,2) =

S(~3/2,3) =

ANHANG D. GRUNDINTEGRALE

I [(v —(als>—<1$)—2m>} F o g Cy:x)

1 n—x
In D.25
2na VA (1—77I> (D.25)

+ Liy (f) + Lis(z7) — 2 Lis(z) (D.27)

1+ 172% + 132% 4 25 (1—xz)° (1+2)°
\ _
* { 2 12 +\/_+4x2(n—1) 422 (n+1) n(n)

1— a2

1—=z
2 4
5 2 (1+10x —{—x)ln(n_x)

_|_
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- B (3+ 1227 + %) + VA + 4;12 (_nx—) 0 4212;:7::) 1)] In (177__7;;)
+3(1+42?) [Lig (%) + Lis(z7) — 2L12(x)] (D.28)
S(-3/2,4) = %4— u 2_;)7 - % (7+92%) [(1 —2)* — ¢’

e (1) e (1)
+%{1+35x2+7()xx24+21x6+x8+\6\[7(1+x2)+y2}

* 2;12 (_nx—) 1 2;122:7? 1)} In(a)

12;";64 (1+282% +a*)In (?17:";)
—%{aﬁ (35 + 28 2% + ) +\/X[7(1+:c2) +y2]
(1—=)° (1+2)° —x

TR Rt

+6 (14 32% + ) [Li2 (%) + Lig(xn) — 2Lig(x)} (D.29)

n
i (n 7 w) In [77(<:77+— 11)>22(<771 _+;:))2] } D



S(—1,2) =
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+ In(1 —x) 1 <717:x>+1“<1—” )1 {(nlili H
5 ()

o () e M ) (D3

() e D52)
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S(-1,3) = i\/X(9+ 132° +y°) — % [2:& (6452%) —4(1+2%)y* — y4] In(n)
L 2 2 n—x
—5Y [4(1+m)+y}ln(1 77:E>
+ (3442%) (1+32 { — Li, (

<
() e (D:53)

S(~1/2,0) = Liy (%) + Lis(z7) — 2 Lis(2) (D.34)

+ (1+2°) [Lig (5) + Liy(z 1) — zLiQ(x)} (D.35)
S(~1/2,2) = —i [(1—2)2 =12 (5— 20+ 922 +12) + % VA [3 (1+2?) +y2} In(n)

_%\/X[3(1+x2)+y2] 1n(1’7—x)+3(1—x4)1n<1__x)

—-nr Y
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+ (1442 + ) {Liz (%) + Lig(z ) — 2 LiQ(x)] (D.36)
S(0,0) = VA— (22> =% In(n) —¢* In (1”__77“;) (D.37)

S(0,1) = %\/X(l +52° +y°) — % [2x2 (24 2%) — y4] In(n)
— gt (52 (D.35)

Integrale vom Typ 7 (m) :

T/ = —VA—2qahm+ Vil (’f) (0.40)
Integrale vom Typ U(m) -
o - (2 2] 2
e )
IERE N

+ 2 1In(n) In(1 —nx) — % In2 [M}

n—x

”(;:Zx)} In (nil) (D.42)

+ln[



Anhang E

Entwicklungskoeflizienten der
Grundintegrale

Die Bremsstrahlungsbeitrége (5.99) fiir die verschiedenen Helizitéiten kénnen als Linear-
kombinationen der Grundintegrale aus Anhang [D dargestellt werden. Im folgenden werden
die Entwicklungskoeffizienten fiir die unterschiedlichen Helizitdatsraten aufgelistet.
Unpolarisierte transversale Rate X = U

’I“U70( 1/2 —2
’I“U70( 1/2 —1

)
)
ruo(=1/2,0)
ruo(—1/2,1)
ruo(=1/2,2)

,0)

SU,o(

SU70(—1, 1)

SU,O(_L 2)
8U70(—1, 3)

—(1-a)

(1 —x2) [(1 —x2)2 — (1 —5$2) y? —2y4]
1—6x2+5x4—3(5—x2)y2—2y4

17— 52% + ¢

1

2/ [5—1‘2 (4+:p2) +2y2}
—2[5—x2 (4—|—x2)—2(2+x2)y2}

—2(6+22% +¢*)
2 (E.1)

Polarisierte unpolarisiert-transversale Rate X = U”*

rop(—1,-2) = —(1—x2)4 >

rop(=1,-1) = (1=2%)" | (1-2%)"+2(1+322)y* - 2¢/']

rop(-10) = 2[(1=a%) (3+4%) ~2(14+82%) 52 2 (5 %) ']

rop(=1,1) = =2 [9 +102° + 52" — (27 +52%) y° +y4}
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— (10 — 102* 4+ 39?)

-3

—4Vx

—2(1-2%) 4% (1-2%)" + (1440 = 52%) o = 2 (4= 2?) ']

—2[3- 112 = 30% + 1120+ (9 - 2207 — 11a%) y?
~2(1-22%) ']

2134 112 = (154 Ta?) y? + 2|

2(1-52"+y°)

2
— 8

8V

4)\(1—3:2+y2)

— 4V (1= 2% + ) (E2)

Longitudinale Rate X = L

T‘L70(—1/2, —2)
T‘L70(—1/2, —1)
TL,O(_l/Qa 0

)
rro(—1/2,1)
TL,O(_1/27 2)

)

SL,O(_lv 0
SL70(—1, 1)

SL,O(_la 2)

8L70(—1, 3)

= — (1= (1447

= (1) [ (1=a%)"+ (622 = 32%) y* + (5.+ 32%) o]

= —[p-20 - 7at 4204 (1223327 +2Y) g+ (T4 2) |
= 7-312% +42' + (10 +2%) y* + 3y

= —3(1+4%

= —22[1+102% — 112 + (1+2%)" )

= 2[14102% — 11a* + (3-42% +2*)y? + 2 (1 +2%) ']

= —2[2-62%+ (34240 47 + 4]

= 2(14¢°) (E.3)

Polarisierte longitudinale Rate X = L?

TLJJ(—]_, —2)

TL’p(—]_, —1)

= —(1-2) 'y (-9

— (1=’ [ (1=2?)"+ (T- 207+ 32" ¢ — 4 (24 2) o'
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rLp(=1,0) = 2[202(3—2%) (1-2%)" — (T—5a* + 62°)
+ (7 — 1822 + 31’4) yﬂ
rp(—1,1) —2 [5 +102” + 132" —42° — (9 + 4827 + 112%) o/
+ 2 (2 + x2) yﬂ
rip(—=1,2) = 4(4—52>—2') — (17+202%) y* + ¢
TL,P(_l,S) —7(1—y2)
spp(0,0) = —4VX(1—47)
sLp(=3/2,0) = —2(1-2?) [422 (1 2%+ (7 - 102% + Ta* — 42°)
— (9+8$2—5$4) y4+2(1—x2)y6]
spp(—3/2,1) 2 [3 — 52>+ 172" = 152° + (12— 92® + 182" + 112°%) y°
— (194 1422 + 11a") y' + 4 (14 2%) o]
sp.p(—3/2,2) —2[5—14x2—7x4+(4+21:c2+11x4) 2
— (14727t + 25
sp.p(—3/2,3) 2(1432>+52°y* — )
sp,p(—3/2,4) 2(1 -9
tr,p(0) —8A(1—v?)
trp(1/2) = 8VA(1—?)
ur,p(—1/2) AN(1=2®+9%) (1-¢?)
upp(0) = —4VA (1-2+y*) (1—¢) (E.4)

Totale Rate X = U + L
royno(1/2,-2) = —y* (1-2°) (1+22% +47)
roeno(l/2,-1) = (1—2%) (1+22%) + (4 - 32%) y* + 3y
rurro(1/2,0) = —(3—22%+3y%)
surro(0,0) = =2y (1+22° +¢?)
svsno(0,1) = 2(1+22% +47) (E.5)
Polarisierte totale Rate X = U? + L*
rosnp(0,-2) = —y*(1-2%)" (1-22% ¢’
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ro+r,p(0, —1 (1 —x2)2 (1—22%)+ (5 —4a2® — 5:64) y:—2 (3—27) y?
rv1r,p(0, 2(1+22%) (1-32%) —3¢y* + ¢
—T4+622+ 7y

)
0)
ru+r,p(0,1)
su+1,p(0,0)
)

su+r,p(—1/2,0

SU—i—L,P( 1/2 1

)
su+r,p(—1/2,2)
tusr,p(0)
tusr,p(1/2)
uy+r,p(—1/2)

)

UU+L,P(

— 4V (1 —22% — )
—2[42% (1= 2%) (1= 22%) + (7 - 52® — 62%)
— (9+27) y4+2y6}
23— 0%+ 60— (2- 2%y — ]
2(1—22% -y
—8A(1—22" —y?)
8V (1—22% —y?)
AN(1=2+y%) (1-22° -y
—AVA(1 =2 +9?) (1-227 — o) (E.6)

Skalare Rate X = S

rso(1/2,—2
rso(l/2,—1
rso0(1/2,0
s50,(0,0
1

) = —(1-2)y" (1+97)
) = (1+y2)(1—x2+3y2)
) = =3(1+¢°)

) = —2¢°(1+4?)

)

ss0,(0,1) = 2(1+y? (E.7)

Polarisierte skalare Rate X = S¥
) = —(1-2)"y

) = (1—x2)2+2(3—w2)y2

) = 24102% —9?

) = =7

) = —4VA

) = —2[4a (1= 2%) + (7+52%) y* - 24/]
) = 2(3-32%+97)

) = 2

) = —8A\



tsp(1/2)
uS,p(—l/Q)
u57p(0)

8VA
4>\(1—x2+y2)
—4\/X(1—x2+y2)

Vorwirts-riickwirts-asymmetrische Rate X = F

U,F,D(O)

Polarisierte vorwirts-riickwiirts-asymmetrische Rate X = FP

7"F7p<—1/2, -2

Polarisierte longitudinal-transversal-Interferenz—Rate X = I*

rrp(—1,-2) = —(1—x2)4y

(1 —x2)2y2

— [(1 —x2)2 +4x2y2}
—4(242%)+7y°

1

4V/\

2[43:2 (1 —9:2) + (1+5:172) e —2y4]

2[3 (142 -]
—2
8\

—8VA
—4)\(1—9(:2—1—3/2)
4\/X(1—:U2+y2)

(1-2%)"y

~(1-2?) [(1 —2?)* = (1-5427) yﬂ

— (1 —:c2) (1 —51’2) + (11+x2) >

—(11+2°+5y%)
5
—2(1—$2) (5+$2) y2

2 [(1—x2) (5+:p2) —2x2y2]

2(2&72+y2)
-2

2
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re(=1,-1) = (1=2%)" | (1-2%)"+ (3+52%) y* + 24/

rip(=1,0) = (1—2%)°(5+32%) — (25 — 3827 +292%) ¢* + 8 (1 + 22) ¢*
rip(—1,1) = — [1 45027 — 320 — (21 +232%) 2 + 10y4}
rip(—1,2) = — (5472 —2y%)
s1.p(0,0) = —4VA
s1p(=3/2,0) = =2(1-2) [422 (1= 2%)" = (1= 922 + 82%) y* + 2 (1 + 22%) |
stp(=3/2,1) = —2[5-182% + 50 +828 =2 (5+ 22+ 82%) y + 2 (1 + 42%) y*|
sip(—3/2,2) = 2 [4+ 1227 + 42% — (11 + 827) +4y4}
sip(—3/2,3) = 2
trp(0) = —8A
trp(1/2) = 8V
urp(—1/2) = 4x(1—2"+y?)
urp(0) = —4VA(1 -2 +4?) (E.11)
Polarisierte paritits-asymmetrische Rate X = AF
rap(=1/2,-2) = (1—2%)"y?
rap(=1/2,-1) = —(1—=a%) [ (1-2%)" +4y’]
rap(—1/2,0) = 4(1—2%) + (3—72%) ¢
rap(—=1/2,1) = —(3—742%)

sap(=1,1) = —2[(1—$2) (1—|—2x2)—|—(1—2x2)y2]

)
)
sap(—1,0) = 2(1—2%) (1422%) ¢’
)
sap(—1,2) = 2(1-22% (E.12)
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