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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die QCD-Strahlungskorrekturen in O(αs) für verschiedene Polari-
sationsobservablen zu semileptonischen Zerfällen eines bottom-Quarks in ein charm-Quark
und ein Leptonpaar berechnet. Im ersten Teil wird der Zerfall b→ c↑+ l−+ ν̄l eines unpola-
risierten b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark sowie ein geladenes Lepton und ein Antineu-
trino im Ruhesystem des b-Quarks analysiert. Es werden die Strahlungskorrekturen für den
unpolarisierten und den polarisierten Beitrag zur differentiellen Zerfallsrate nach der Ener-
gie des c-Quarks berechnet, wobei das geladene Lepton als leicht angesehen und seine Masse
daher vernachlässigt wird. Die inklusive differentielle Rate wird durch zwei Strukturfunk-
tionen in analytischer Form dargestellt. Anschließend werden die Strukturfunktionen und
die Polarisation des c-Quarks numerisch ausgewertet. Nach der Einführung der Helizitäts-
Projektoren befaßt sich der zweite Teil mit dem kaskadenartigen Zerfall b↑ → c + W−

eines polarisierten b-Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark und ein virtuelles W -Boson,
welches über W− → l− + ν̄l weiter in ein Paar leichter Leptonen zerfällt. Es werden die
inklusiven Strahlungskorrekturen zu drei unpolarisierten und fünf polarisierten Helizitäts-
Strukturfunktionen in analytischer Form berechnet, welche die Winkelverteilung für die
differentielle Zerfallsrate nach dem Viererimpulsquadrat des W -Bosons beschreiben. Die
Strukturfunktionen enthalten die Informationen sowohl über die polare Winkelverteilung
zwischen dem Spinvektor des b-Quarks und dem Impulsvektor des W -Bosons als auch über
die räumliche Winkelverteilung zwischen den Impulsen des W -Bosons und des Lepton-
paars. Der Impuls und der Spinvektor des b-Quarks sowie der Impuls des W -Bosons wer-
den im b-Ruhesystem analysiert, während die Impulse des Leptonpaars im W -Ruhesystem
ausgewertet werden. Zusätzlich zu den genannten Strukturfunktionen werden noch die un-
polarisierte und die polarisierte skalare Strukturfunktion angegeben, die in Anwendungen
bei hadronischen Zerfällen eine Rolle spielen. Anschließend folgt eine numerische Auswer-
tung aller berechneten Strukturfunktionen. Im dritten Teil werden die nichtperturbativen
HQET-Korrekturen in O(1/m2

b) zu inklusiven semileptonischen Zerfällen schwerer Hadro-
nen diskutiert, welche ein b-Quark enthalten. Sie beschreiben hadronische Korrekturen,
die durch die feste Bindung des b-Quarks in Hadronen hervorgerufen werden. Es werden
insgesamt fünf unpolarisierte und neun polarisierte Helizitäts-Strukturfunktionen in analy-
tischer Form angegeben, die auch eine endliche Masse und den Spin des geladenen Leptons
berücksichtigen. Die Strukturfunktionen werden sowohl in differentieller Form in Abhängig-
keit des quadrierten Viererimpulses des W -Bosons als auch in integrierter Form präsentiert.
Zum Schluß werden die zuvor erhaltenen Resultate auf die semi-inklusiven hadronischen
Zerfälle B̄ → Xc+(D−s , D

∗−
s ) und Λ↑b → Xc+(D−s , D

∗−
s ) eines polarisierten Λb-Baryons oder

eines B̄-Mesons in ein Ds- oder ein D∗s-Meson unter Berücksichtigung der D∗s-Polarisation
angewandt. Für die zugehörigen Winkelverteilungen werden die inklusiven QCD- und die
nichtperturbativen HQET-Korrekturen zu den Helizitäts-Strukturfunktionen in analyti-
scher Form angegeben und anschließend numerisch ausgewertet.
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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Einleitung

In der Elementarteilchenphysik werden die fundamentalen Bausteine der Materie sowie
deren grundlegende Wechselwirkungen durch das sogenannte Standardmodell [1, 2, 3, 4, 5]
beschrieben, das bislang in zahlreichen Experimenten glänzend bestätigt wurde. Das Stan-
dardmodell wird auf der Basis der Quantenfeldtheorie [6, 7, 8, 9] formuliert, die drei wich-
tige Gebiete der modernen Physik miteinander verbindet. Zum ersten bewegen sich die
Elementarteilchen bei Energien, wie sie in heutigen Beschleunigeranlagen erreicht werden,
mit sehr hohen Geschwindigkeiten, die nahe an die Lichtgeschwindigkeit heranreichen.
Deshalb gehorchen sie den Gesetzen der speziellen Relativitätstheorie, die natürlich bei
der Beschreibung von Teilchenreaktionen berücksichtigt werden müssen. Zweitens finden
Streuprozesse bei sehr kleinen Abständen statt, bei denen die Eigenschaften der Quanten-
mechanik eine wichtige Rolle spielen. Schließlich benötigt man drittens auch die Konzepte
der klassischen Feldtheorie, die beispielsweise zur Aufstellung der Maxwell-Gleichungen
in der Elektrodynamik geführt haben. Trotz einiger Schwierigkeiten, die bei der Vereini-
gung dieser drei wichtigen Teilgebiete der theoretischen Physik aufgetreten sind, und bis
heute nicht vollständig gelöster mathematischer Probleme, haben sich die Konzepte der
Quantenfeldtheorie aufgrund ihrer großen Erfolge beim Vergleich mit den Experimenten
durchgesetzt, da sie bis heute die beste bekannte Theorie zur Natur der Elementarteilchen
und deren Wechselwirkungen darstellen.

In der Quantenfeldtheorie geht man gewöhnlich so vor, daß man alle Materiebaustei-
ne und alle zwischen ihnen wirkenden Grundkräfte zunächst im Rahmen der klassischen
relativistischen Feldtheorie mit Hilfe des Lagrange-Formalismus beschreibt. Man beginnt
mit der Aufstellung einer relativistisch kovarianten Lagrange-Dichte, aus der mit Hilfe des
Prinzips der kleinsten Wirkung die klassischen Bewegungsgleichungen abgeleitet werden
können. Liegt für die Lagrange-Dichte eine bestimmte Symmetrie vor, so kann man daraus
mit Hilfe des Noether-Theorems eine zugehörige Erhaltungsgröße gewinnen.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

Um nun die Gesetze der Quantenmechanik in die Theorie einzuarbeiten, unterwirft
man die klassischen Felder einem Verfahren, das man Quantisierung nennt. Es gibt meh-
rere verschiedene Quantisierungsverfahren, von denen zwei besonders häufig verwendet
werden. Das ältere dieser beiden Verfahren wird Zweite Quantisierung genannt, wobei
jede klassische Feldfunktion durch einen Feldoperator ersetzt wird, der bestimmte quan-
tenmechanische Vertauschungsregeln erfüllt. Dadurch kann man jedes Feld mit einer cha-
rakteristischen Art von Feldquanten identifizieren, die bei der Beschreibung physikalischer
Prozesse als Teilchen interpretiert werden können. Auf diese Weise kann man jeder elemen-
taren Materie und jeder fundamentalen Kraft eine bestimmte Teichensorte zuordnen, die
deswegen auch als Elementarteilchen bezeichnet wird. Das zweite, modernere Quantisie-
rungsverfahren beruht auf dem Pfadintegral-Formalismus und führt zum selben Resultat
wie die Zweite Quantisierung.

Das Standardmodell basiert auf einer lokalen Eichtheorie, bei der man verlangt, daß die
Lagrange-Dichte für die Elementarteilchen unter bestimmten Symmetrie-Transformationen
der Felder, die als Eichtransformationen bezeichnet werden, invariant ist. Diese Forderung
nach Invarianz gewährleistet, daß die physikalischen Observablen, welche man aus der
Lagrange-Dichte ableiten kann, nicht von der Wahl einer bestimmten Eichung abhängen.
Läßt man sogar lokale Eichtransformationen zu, die im Gegensatz zu den globalen Eich-
transformationen von den Raumzeit-Koordinaten abhängen, so ist es unmöglich, eine eich-
invariante Lagrange-Dichte allein für die Felder, welche die Materiebausteine beschreiben,
zu konstruieren. Die lokale Eichinvarianz kann aber wieder hergestellt werden, indem man
ein neues Feld einführt, das deshalb mit dem Begriff Eichfeld bezeichnet wird. Seine Ei-
genschaften sind durch die Forderung nach lokaler Eichinvarianz festgelegt. Es stellt sich
heraus, daß die Eichfelder die fundamentalen Wechselwirkungen zwischen den Elementar-
teilchen beschreiben.

Bei der Berechnung von physikalischen Observablen wie Wirkungsquerschnitten von
Streuprozessen oder Zerfallsraten für Teilchenzerfälle spielt die sogenannte S-Matrix eine
herausragende Rolle. Sie beschreibt die quantenfeldtheoretische Übergangsamplitude für
die unterschiedlichen Teilchenprozesse, aus der man durch Bildung des Betragsquadrates
die zugehörige Übergangswahrscheinlichkeit pro Teilchenimpuls berechnen kann. Die Über-
gangsrate ergibt sich aus dem Betragsquadrat der Amplitude durch Integration über alle
kinematisch erlaubten Viererimpulse der Teilchen im Endzustand. Daraus können schließ-
lich die Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten berechnet werden, indem man die Resul-
tate mit einem Flußfaktor multipliziert, der aus dem Kehrwert für den Strom der Teilchen
im Anfangszustand hervorgeht.

Im Rahmen der Quantenfeldtheorie ist es aber nicht möglich, die S-Matrix in geschlos-
sener Form zu berechnen. Deshalb ist es notwendig, eine geeignete Näherungsmethode zu
finden, mit deren Hilfe man die Amplituden bestimmen kann. Man bedient sich dafür der
Methode der Störungstheorie, bei der die Amplitude in eine Potenzreihe der Kopplungskon-
stanten, die ein Maß für die Stärke der betrachteten Wechselwirkung ist, entwickelt wird. Ist
diese Kopplungskonstante wesentlich kleiner als eins, so erwartet man, daß mit jeder weite-
ren Ordnung der Störungsreihe die Genauigkeit der zu berechnenden Amplitude zunimmt.
Die einzelnen Terme der Störungsreihe können mit Hilfe von Feynman-Diagrammen ver-
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anschaulicht werden, die sich als Raumzeit-Diagramme für die zugehörigen Streuprozesse
interpretieren lassen. Diese Diagramme bestehen aus verschiedenen Linien, denen jeweils
ein bestimmtes Teilchen zugeordnet wird, und Vertex-Punkten, an denen unterschiedliche
Linien zusammentreffen, und die eine Wechselwirkung der betreffenden Teilchen beschrei-
ben. Dabei werden jedem Vertex und jeder Linie des Diagramms bestimmte analytische
Audrücke zugeordnet, welche die Grundlage der Berechnung für die S-Matrix darstellen.
Die niedrigste Ordnung der Störungsreihe wird als Bornsche Näherung bezeichnet, und alle
Korrekturen höherer Ordnung nennt man Strahlungskorrekturen.

Bei der Berechnung von Strahlungskorrekturen gibt es Diagramme, bei denen die Li-
nien geschlossene Schleifen bilden, denen eine Integration über den in der Schleife umlau-
fenden Teilchen-Viererimpuls zugeordnet ist. Bei der Durchführung der Integration stellt
sich heraus, daß einige Integrale und damit die Übergangsamplituden divergent werden
können, was zu einem unsinnigen physikalischen Resultat führt. Man kann aber einen Weg
finden, um diese Divergenzen zu beseitigen, indem man die in der Lagrange-Dichte auf-
tretenden Massen und Ladungen nicht als physikalische Größen, sondern als Parameter
interpretiert, in welche man die Divergenzen absorbiert. Anschließend setzt man die Pa-
rameter in bestimmter Art und Weise mit den tatsächlich gemessenen Werten für Massen
und Ladungen in Beziehung. Man nennt dieses Verfahren Renormierung und kann damit
den angesprochenen divergenten Termen endliche Werte zuordnen. Aus den renormierten
Amplituden berechnet man anschließend die Übergangsraten und bestimmt schließlich die
Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten.

Neben den oben erwähnten gibt es noch eine weitere Art von Divergenzen, die bei
der Anwesenheit virtueller masseloser Teilchen in den Schleifen auftreten. Sie können da-
durch behoben werden, indem man neben den Schleifenkorrekturen auch Bremsstrahlungs-
beiträge berücksichtigt, bei denen dieselben masselosen Teilchen nicht in geschlossenen
Schleifen vorkommen, sondern als reelle Teilchen abgestrahlt werden. Analog zu den Schlei-
fendiagrammen berechnet man für den Bremsstrahlungsprozeß aus den Feynman-Regeln
die Übergangsamplitude, aus der sich die Wirkungsquerschnitte oder Zerfallsraten erge-
ben. Man kann zeigen, daß das Ergebnis ein entgegengesetztes Divergenzverhalten zum
ursprünglich betrachteten Prozeß besitzt. Nach der Summation beider Beiträge heben sich
die Divergenzen gegenseitig auf, und für das Resultat ergibt sich ein endlicher Wert, mit
dessen Hilfe physikalische Observablen berechnet und mit experimentellen Ergebnissen
verglichen werden können. Die aus diesen Resultaten berechneten Observablen nennt man
inklusive Größen.

In einigen Fällen ist es nicht möglich, für bestimmte Teilchenprozesse Streuamplituden
mit Hilfe der Störungstheorie zu berechnen, beispielsweise wenn die Kopplungskonstante
der zugrunde liegenden Wechselwirkung größer als eins wird. Unter gewissen Vorausset-
zungen kann man auch nichtstörungstheoretische Verfahren entwickeln, indem man zum
Beispiel aus den grundlegenden Feldtheorien bestimmte effektive Theorien ableitet oder
verschiedene Grenzfälle der Theorie betrachtet. Es gibt auch noch einen weiteren Zugang
zur Berechnung von Streuamplituden im Rahmen einer sogenannten Gitter-Eichtheorie,
in der man die Raumzeit durch ein Gitter diskreter Punkte darstellt und versucht, die
Amplituden der vollständigen Theorie mit numerischen Methoden zu berechnen.
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Die elementaren Materiebausteine des Standardmodells gehorchen der Fermi-Dirac–
Statistik und werden aus diesem Grund Fermionen genannt. Dazu gehören die Quarks,
aus denen beispielsweise Proton und Neutron aufgebaut sind, und die Leptonen, zu denen
auch die Elektronen zählen. Die genannten Elementarteilchen wechselwirken über vier ele-
mentare Kräfte, welche im Rahmen der Quantenfeldtheorie durch quantisierte Eichfelder
beschrieben werden, die der Bose-Einstein–Statistik genügen. Die zugehörigen Feldquanten
nennt man deshalb Eichbosonen. Das Standardmodell beschäftigt sich mit drei der vier
Grundkräfte. Die bekannteste ist die elektromagnetische Kraft, deren quantisierte Eich-
theorie als Quantenelektrodynamik oder kurz QED bezeichnet wird und deren Eichbosonen
die masselosen Photonen sind. Sie wirkt auf alle elektrisch geladenen Teilchen, und die
Kopplungskonstante ist die Ladung q der betreffenden Elementarteilchen. Die zugrunde
liegende Symmetriegruppe ist eine U(1), und die Lagrange-Dichte der QED ist invariant
unter lokalen U(1)-Eichtransformationen. Die U(1) ist eine kommutative oder abelsche
Gruppe. Deshalb wird die QED als abelsche Eichtheorie bezeichnet.

Die Eichtheorie der starken Wechselwirkung, die unter anderem die Kräfte im Innern
von Atomkernen beschreibt, nennt man Quantenchromodynamik oder QCD. Sie bestimmt
die Wechselwirkung zwischen den Quarks, und wird durch masselose Eichbosonen vermit-
telt, die man Gluonen nennt. Sie koppelt an alle Teilchen, die eine sogenannte Farbladung
besitzen. Die Kopplungsstärke ist durch die starke Kopplungskonstante gs gegeben. Die
Eichgruppe der QCD ist die SU(3), deren Elemente nicht miteinander vertauschen und die
deshalb als nichtabelsch bezeichnet wird. Die QCD ist also eine nichtabelsche Eichtheo-
rie. Aus diesem Grunde können die Gluonen auch untereinander wechselwirken, was eine
kompliziertere Struktur der starken im Vergleich zur elektromagnetischen Wechselwirkung
zur Folge hat. Die starke Wechselwirkung ist vermutlich auch dafür verantwortlich, daß
Quarks nur in gebundenen Zuständen existieren können, deren Gesamtfarbladung neutral
ist.

Die schwache Wechselwirkung, die beispielsweise für den Beta-Zerfall verantwortlich ist,
wird im Rahmen des Standardmodells durch die Theorie von Glashow, Weinberg und Salam
beschrieben. In dieser Theorie werden die schwache und die elektromagnetische Wechselwir-
kung durch eine vereinheitlichte SU(2)×U(1)-Eichtheorie beschrieben. Die Feldquanten der
schwachen Wechselwirkung sind im Unterschied zur QED und zur QCD massive Eichboso-
nen, welche durch die elektrisch geladenen W - und die neutralen Z-Bosonen gegeben sind.
Wie auch die QCD ist die elektroschwache Wechselwirkung eine nichtabelsche Eichtheorie.
Man ordnet dabei den Elementarteilchen eine schwache Hyperladung und einen schwa-
chen Isospin zu. Die Stärke der Wechselwirkung wird durch zwei Kopplungskonstanten g1

und g2 parametrisiert. Bei der Konstruktion einer Lagrange-Dichte für die elektroschwache
Theorie ist es zunächst nicht möglich, für die W - und Z-Bosonen eichinvariante Massenter-
me zu erhalten. Diese Schwierigkeit kann man dadurch beheben, indem man das Konzept
der spontanen Symmetriebrechung und den Higgs-Mechanismus verwendet. Dadurch wird
es möglich, sowohl den Fermionen als auch den Eichbosonen in eichinvarianter Weise eine
Masse zuzuordnen. Man muß dazu allerdings ein weiteres Teilchen, nämlich das sogenannte
Higgs-Boson in die Theorie einführen. Nach der Symmetriebrechung ergibt sich eine eichin-
variante U(1)-Theorie mit masselosen Eichbosonen, mit der man die QED identifizieren
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kann, und drei massive Eichbosonen für die schwache Wechselwirkung. Aus bestimmten Li-
nearkombinationen der schwachen Hyperladung und des schwachen Isospins ergibt sich die
elektrische Ladung, und man erhält eine schwache Kopplungskonstante gw, die über einen
Parameter, den man Weinbergwinkel nennt, mit der Elementarladung zusammenhängt.

Die vierte fundamentale Wechselwirkung ist die Gravitation. Aufgrund ihrer gerin-
gen Stärke im Vergleich zu den anderen Grundkräften spielt sie in Teilchenreaktionen bei
Strahlenergien, wie sie in modernen Beschleunigeranlagen erreicht werden, keine Rolle und
wird daher nicht im Rahmen des Standardmodells beschrieben. Bis heute ist es noch nicht
gelungen, die Gravitation und die Quantenmechanik auf der Grundlage einer einheitlichen
Theorie konsistent zu formulieren.

1.2 Motivation

Obwohl das Standardmodell bisher experimentell glänzend bestätigt wurde, ist man daran
interessiert, die Genauigkeit beim Vergleich mit dem Experiment weiter zu erhöhen, und die
Überprüfung auf weitere Bereiche des Standardmodells auszudehnen, um auf diese Weise
möglicherweise eine Abweichung von den theoretischen Vorhersagen feststellen zu können.
Weil die Genauigkeit vieler Experimente in der Elementarteilchenphysik in den letzten Jah-
ren stetig zugenommen hat, ist es beispielsweise erforderlich, zu bestimmten Teilchenpro-
zessen Berechnungen von Strahlungskorrekturen in zweiter oder sogar höheren Ordnungen
durchzuführen, um sie mit den Resultaten aus Messungen an modernen Beschleunigeran-
lagen vergleichen zu können. Aber bereits in der ersten Ordnung der Störungsrechnung
gibt es verschiedene aus dem Standardmodell abgeleitete Meßgrößen, welche noch nicht
ausreichend durch Experimente getestet wurden. Dazu gehören auch verschiedene Ob-
servablen der Polarisation von Elementarteilchen, die aus bestimmten Eigenschaften des
Teilchenspins resultieren. Man kann sie in geeigneten Experimenten durch Analysieren der
Winkelverteilungen verschiedener Teilchenprozesse messen. Diese Experimente sind aber
schwieriger durchzuführen als Messungen von totalen Raten. Um die Richtungsinformatio-
nen der produzierten Teilchen zu bestimmen, ist es nämlich notwendig, eine ausreichend
hohe Produktionsrate zu gewährleisten, damit man für eine statistische Analyse genügend
Teilchen pro Raumwinkelelement nachweisen kann. Dazu ist es erforderlich, Beschleuniger
mit einer möglichst hohen Luminosität zu konstruieren und leistungsstarke Teilchendetek-
toren zu entwickeln. Dies ist mit einigen existierenden Anlagen bereits gelungen und wird
sich bei in naher Zukunft geplanten Experimenten weiter verbessern. Mit Hilfe der Mes-
sungen von Polarisationsobservablen könnten unter anderem mögliche Abweichungen von
einigen im Standardmodell vorkommenden Kopplungen zwischen bestimmten Elementar-
teilchen nachgewiesen werden.

Insbesondere die Eigenschaften der starken Wechselwirkung sind wegen ihrer Komple-
xität noch nicht so gut erforscht wie beispielsweise die elektromagnetische Wechselwirkung.
Da die Quarks nicht als freie Teilchen existieren, sondern lediglich in Hadronen genann-
ten gebundenen Zuständen vorkommen, ist es oft nur indirekt möglich, ihre Eigenschaften
experimentell zu bestimmen. Bei niedrigen Energien wird zum Beispiel die starke Kopp-
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lungskonstante so groß, daß man die Störungstheorie nicht mehr anwenden kann und auf
bestimmte Näherungsverfahren angewiesen ist. Außerdem hadronisieren die Quarks, wel-
che bei Streuexperimenten erzeugt werden, und erzeugen Schauer aus Hadronen, in denen
es schwierig ist, Teilchen mit bestimmten Eigenschaften zu identifizieren.

Neben der starken Wechselwirkung nehmen die Quarks auch an der schwachen Wech-
selwirkung teil und können daher auch über diese Wechselwirkung zerfallen. Als Zerfalls-
produkte können neben leichteren Quarks auch Leptonen auftreten. Eine spezielle Klasse
von Zerfällen bilden die sogenannten semileptonischen Zerfälle, bei denen ein Quark in ein
leichteres Quark und ein Paar von Leptonen zerfällt. Dieser Zerfallsprozeß wird im Stan-
dardmodell durch eine Wechselwirkung beschrieben, deren Struktur durch die Differenz
eines Vektor- und eines Axialvektor-Stromes beschrieben wird und die deshalb als V −A-
Kopplung bezeichnet wird. Die Berechnung bestimmter Polarisationsobservablen zu dieser
Art von Zerfällen ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Durch Vergleich mit modernen
Experimenten ist es möglich, eine Abweichung von der Vorhersage des Standardmodells
für diese Kopplung und damit Hinweise auf bisher unbekannte physikalische Effekte zu
entdecken.

In dieser Arbeit werden wir speziell die semileptonischen Zerfälle eines Bottom-Quarks
behandeln. Das b-Quark zählt zu den schweren Quarks, deren Massen im Vergleich zur
Energieskala λQCD der QCD groß sind. Konkret handelt es sich hier um den elementa-
ren Prozeß, bei dem ein Bottom-Quark in ein Charm-Quark und ein virtuelles W -Boson
zerfällt, welches dann selbst in ein Leptonpaar weiterzerfällt, das aus einem geladenen Lep-
ton und einem Antineutrino besteht. Im Unterschied zu einem rein leptonischen Zerfall wie
dem eines Myons, bei dem nur Leptonen beteiligt sind, bezeichnet man solche Zerfälle, bei
denen im Anfangszustand Quarks oder Hadronen auftreten, als semileptonisch. Da das b-
Quark zu den schweren Quarks zählt, ist seine Hadronisierung weniger ausgeprägt als bei
leichteren Quarks und man kann es näherungsweise wie ein freies Teilchen behandeln. Die
Korrekturen, welche durch die hadronischen Eigenschaften hervorgerufen werden, lassen
sich bei schweren Quarks sehr gut im Rahmen einer effektiven Theorie beschreiben. Die-
se Theorie wird nach dem englischen Ausdruck “Heavy Quark Effective Theory” kurz als
HQET bezeichnet. Dies ist ein Vorteil des b-Quark–Zerfalls gegenüber Zerfällen leichterer
Quarks, weil dessen Zerfallsraten mit störungstheoretischen Methoden der Quantenfeld-
theorie berechnet werden können und die zugehörigen hadronischen Korrekturen gleichzei-
tig einer fundierten theoretischen Beschreibung zugänglich sind.

Um die für den Vergleich mit neueren Experimenten erforderliche Präzision zu errei-
chen, ist es erforderlich, bei den störungstheoretischen Berechnungen neben der Bornschen
Näherung auch Strahlungskorrekturen zu berücksichtigen. Es stellt sich heraus, daß von
allen Standardmodell-Korrekturen die QCD-Korrekturen den größten Beitrag liefern, da
der Wert für die starke Kopplungskonstante αs selbst relativ groß ist. Für den Vergleich
mit experimentellen Resultaten ist bei dem hier diskutierten b-Quark–Zerfall bereits die
Berechnung der ersten Ordnung αs ausreichend. Außerdem gestaltet sich die Berechnung
von Korrekturen zweiter Ordnung wesentlich schwieriger als die der Korrekturen erster
Ordnung. Deshalb werden wir uns in dieser Arbeit auf die Berechnung der inklusiven
QCD-Korrekturen in O(αs) beschränken, die sich sowohl aus den Schleifen- als auch aus
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den Bremsstrahlungsbeiträgen zusammensetzen. Die elektroschwachen Korrekturen sind
schon deutlich kleiner als die QCD-Resultate, so daß wir sie nicht berücksichtigen werden.

Das zerfallende b-Quark oder das c-Quark im Endzustand können beide eine nicht-
verschwindende Polarisation besitzen, die aus den Spineigenschaften der Quarks resultiert
und bei der Berechnung der Zerfallsraten berücksichtigt werden muß. In unserem Fall be-
schränken wir uns auf die Polarisation jeweils eines der beiden Quarks und nehmen das
andere als unpolarisiert an. Auch die Polarisation des virtuellen W -Bosons ist bei dem un-
tersuchten b-Zerfall von Interesse, weil sich daraus Rückschlüsse auf die Winkelabhängig-
keiten des entstehenden Leptonpaars ziehen lassen. Deshalb sollen auch die Polarisations-
observablen für das W -Boson diskutiert werden.

Wie bereits in der Einleitung gesagt wurde, sind Quarks immer in hadronischen Zu-
ständen gebunden, so daß man in Experimenten nur hadronische Prozesse untersuchen
kann. Bei Elektron-Positron–Kollisionen und vor allem bei Experimenten an Proton-Anti-
proton– oder Proton-Proton–Beschleunigern werden sehr große Mengen an Hadronen er-
zeugt. Weil die Produktionsrate für leichte Hadronen höher als für schwerere Hadronen
ist, eignen sich leichtere Hadronen besonders gut für experimentelle Untersuchungen, bei
denen eine hohe Statistik erforderlich ist. Unter den Baryonen, welche ein schweres b-Quark
enthalten, zählen die Λb-Baryonen zu den leichtesten, weil sie neben dem b- noch aus ei-
nem u- und einem d-Quark bestehen. Die B̄-Mesonen setzen sich aus einem b-Quark und
einem leichteren Antiquark zusammen und besitzen eine kleinere Masse als die angespro-
chenen Baryonen. Da die genannten Hadronen aufgrund ihrer relativ geringen Masse für
experimentelle Untersuchungen besser geeignet sind als schwerere Hadronen, werden wir
in dieser Arbeit die hadronischen Zerfälle von B̄-Mesonen und polarisierten Λb-Baryonen
diskutieren.

Die Zerfälle von Λb-Baryonen und B̄-Mesonen sind eine mögliche Anwendung des b-
Quark-Zerfalls, der den betrachteten hadronischen Prozessen zugrunde liegt. Die mit Hil-
fe der QCD berechneten Resultate für den Zerfall des b-Quarks tragen im Rahmen der
HQET in führender Ordnung zu den genannten hadronischen Zerfällen bei, und die hadro-
nischen Korrekturen sind durch nichtperturbative Beiträge gegeben, welche proportional
zum Kehrwert der b-Masse sind. Daher kann der b-Zerfall in ein c-Quark und ein Lepton-
Paar unter anderem für die Behandlung des semileptonischen Λb-Zerfalls herangezogen
werden. Aufgrund der gleichen Struktur des Matrixelementes ist es auch möglich, für den
Zerfall von Λb-Baryonen oder auch von B̄-Mesonen anstelle eines Leptonpaares einen ha-
dronischen Endzustand zu betrachten, welcher durch ein Ds- oder ein D∗s-Meson gegeben
ist. Die hadronischen Zerfallsprodukte sind allerdings wegen ihres Kaskaden-Zerfalls in sta-
bile Endzustände im Experiment schwerer nachzuweisen als Leptonen, die im wesentlichen
bereits stabile Teilchen darstellen.

Bei den Experimenten BELLE in Japan und BarBar in den USA werden in ausrei-
chender Anzahl BB̄-Paare erzeugt, um die oben erwähnten Zerfälle in hadronische End-
zustände untersuchen zu können. Diese Experimente dienen in erster Linie der Erforschung
der CP-Verletzung, ihre Daten können jedoch auch für die Messung von Observablen aus
dem Zerfall von B- oder B̄-Mesonen verwendet werden. Die Λb-Baryonen sind bereits im
LEP-Beschleuniger am europäischen Forschungszentrum CERN bei Genf beim Zerfall von
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Z0-Bosonen in relativ hoher Anzahl produziert worden, so daß man Daten der semilep-
tonischen Zerfälle gewinnen konnte. Diese Anzahl kann bei den geplanten Beschleunigern
TEVATRON und LHC weiter erhöht werden, um auch für die hadronischen Zerfallsproduk-
te eine hinreichend große Statistik zu erhalten. Bilden sich die Λb-Baryonen aus b-Quarks,
welche beim Zerfall eines Topquarks entstehen, so besitzen sie einen hohen Polarisations-
grad, und man muß bei der Berechnung der Zerfallsraten auch den Λb-Spin berücksichtigen.

1.3 Gliederung

In der vorliegenden Arbeit werden semileptonische Zerfälle eines Bottom-Quarks in ein
Charm-Quark und ein Lepton-Paar sowie deren Anwendungen in hadronischen Zerfallspro-
zessen diskutiert. Der Hauptanteil ist die Berechnung von QCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten αs zu verschiedenen Polarisationsobser-
vablen des b-Zerfalls. Anschließend werden nichtperturbative HQET-Korrekturen für ha-
dronische Prozesse, die in führender Ordnung durch den Zerfall eines b-Quarks beschrieben
werden, angegeben. Zum Abschluß werden die gewonnenen Resultate für die Beschreibung
semi-inklusiver Zerfälle von B̄-Mesonen und Λb-Baryonen verwendet.

Alle hier diskutierten Zerfallsprozesse werden im Rahmen des Standardmodells der
Elementarteilchenphysik beschrieben, das deshalb in Kapitel 2 kurz zusammengefaßt wird.
Es werden die darin vorkommenden Elementarteilchen aufgelistet und deren Wechselwir-
kungen untereinander beschrieben. Danach erfolgt eine Diskussion des elektroschwachen
Sektors, der die schwache Wechselwirkung mit dem Elektromagnetismus vereinigt. Es folgt
eine Behandlung des Higgs-Mechanismus, der für die Erzeugung der Teilchenmassen ver-
antwortlich ist. Anschließend erfolgt eine Beschreibung der starken Wechselwirkung, die
zwischen den Quarks in den Hadronen wirkt. Schließlich wird die gesamte Lagrange-Dichte
des Standardmodells angegeben, aus der sich die Feynman-Regeln herleiten lassen, wel-
che bei der Berechnung von physikalischen Streuprozessen oder von Zerfallsraten benötigt
werden. Abschließend werden noch einige experimentelle Ergebnisse zum Testen des Stan-
dardmodells vorgestellt.

In Kapitel 3 werden die Bornsche Näherung sowie die QCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der Kopplungskonstanten αs für den Zerfall b→ c↑ + l− + ν̄l zur differen-
tiellen Rate dΓ/dEc nach der Energie des c-Quarks berechnet. Dabei wird der Spin des
c-Quarks berücksichtigt, während der b-Spin unbeobachtet bleiben soll. Um die Rechnun-
gen vereinfachen zu können, werden im Endzustand nur leichte Leptonen betrachtet, so
daß deren Masse gegenüber der b-Masse vernachlässigt werden kann. Die QCD-Korrekturen
setzen sich aus den Schleifenkorrekturen und den Gluon-Bremsstrahlungsbeiträgen zusam-
men, die jeweils in unterschiedlichen Abschnitten diskutiert werden. Die Schleifenkorrektu-
ren besitzen eine Ultraviolett-Divergenz, welche mit Hilfe der Renormierung behoben wird.
Diese Prozedur wird im Rahmen der Einschleifen-Korrekturen kurz vorgestellt werden. Ne-
ben der UV-Singularität treten bei den QCD-Korrekturen auch Infrarot-Divergenzen auf,
die sowohl die Schleifen- als auch die Bremsstrahlungsbeiträge betreffen. Diese Singula-
ritäten heben sich bei der Summation beider Anteile zur inklusiven Rate gegenseitig auf.
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Die inklusive Rate enthält keine Divergenzen mehr und wird im Anschluß an die QCD-
Strahlungskorrekturen angegeben.

Um die differentielle Rate zu erhalten, wird bei der Bornschen Rate und den QCD-
Korrekturen bis auf triviale Winkelintegrationen nicht über den Phasenraum des c-Quarks
integriert, während der Phasenraum der Leptonen und der des reellen Gluons bei der
Bremsstrahlung vollständig ausintegriert werden. Das Resultat für die differentielle Rate
wird durch eine unpolarisierte und eine polarisierte Strukturfunktion ausgedrückt. Die
erste beschreibt die Rate, bei der über den c-Quark–Spin summiert wird, und die zweite
enthält den Anteil, der vom Spin des c-Quarks abhängt. Beide werden in analytischer Form
dargestellt und hängen neben der Energie des c-Quarks nur von den Quarkmassen ab.

Im letzten Abschnitt von Kapitel 3 werden die Resultate der inklusiven differentiel-
len Rate numerisch ausgewertet. Die beiden Strukturfunktionen werden in Abhängigkeit
der mit der b-Masse skalierten c-Energie graphisch dargestellt und mit den zugehörigen
Bornschen Raten verglichen. Außerdem wird der Einfluß der Strahlungskorrekturen auf
die Bornsche Näherung diskutiert und die dadurch hervorgerufenen prozentualen Ände-
rungen der Strukturfunktionen angegeben. Am Ende wird die longitudinale Polarisati-
on des c-Quarks mit Hilfe der beiden Strukturfunktionen bestimmt und ihr Verlauf in
Abhängigkeit der skalierten c-Energie graphisch dargestellt. Auch hier wird der Einfluß
der QCD-Strahlungskorrekturen diskutiert, indem die relativen prozentualen Änderungen
der Bornschen Näherung angegeben werden.

Als Vorbereitung auf die Ausführungen in den beiden nachfolgenden Kapiteln wird in
Kapitel 4 der Formalismus der Helizitäts-Projektoren eingeführt, welche zur Beschreibung
der unterschiedlichen Helizitäts-Zustände des virtuellen W -Bosons benötigt werden. Sie bil-
den einen Satz von Basis-Tensoren, in die der Lepton-Tensor für den Zerfall eines b-Quarks
in ein c-Quark und ein Leptonpaar entwickelt werden kann, und setzen sich aus bestimmen
Kombinationen der Polarisationsvektoren für das virtuelle W -Boson zusammen. Es wird
gezeigt, daß auch der Hadron-Tensor für den b-Zerfall in einen vollständigen Satz dieser
Projektoren entwickelt werden kann. Damit ist es möglich, das betragsquadrierte Matrix-
element des Zerfallsprozesses durch den mit den Projektoren kontrahierten Hadron-Tensor
auszudrücken. Anschließend wird dies dafür verwendet, um die Winkelverteilung für die
differentielle Rate des b-Quark–Zerfalls anzugeben. Dazu wird der Zerfallsprozeß in den
Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles W -Boson und den anschließenden
Zerfall des W -Bosons in ein Leptonpaar aufgespalten. Nach Einsetzen des betragsquadrier-
ten Matrixelementes erhält man eine vierfach differentielle Rate, deren Winkelkoeffizienten
ebenfalls durch den mit den Projektoren kontrahierten Hadron-Tensor gegeben sind. Diese
Winkelkoeffizienten und die zugehörigen reduzierten Raten werden am Ende von Kapitel
4 angegeben und bilden die Grundlage für die Berechnungen in den folgenden Kapiteln.

In Kapitel 5 werden die Bornsche Näherung und die QCD-Strahlungskorrekturen in
erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten αs zu Polarisationsobservablen für den
Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar berechnet. Im Gegensatz zu
Kapitel 3 wird hier über den Phasenraum des c-Quarks integriert, während man die In-
tegration über den Phasenraum der Leptonen nicht ausführt und die Winkelvariablen zur
Analyse der Polarisation des virtuellen W -Bosons verwendet. Wegen einer Anwendung
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auf den Zerfall eines polarisierten Λb-Baryons in Kapitel 7 wird der Spin des b-Quarks
berücksichtigt. Der Spin des c-Quarks dagegen wird nicht betrachtet, so daß über diesen
summiert werden kann. Als Resultat werden die inklusiven O(αs)-Strahlungskorrekturen
zu drei unpolarisierten und fünf polarisierten Helizitäts-Strukturfunktionen in analytischer
Form angegeben, welche die Polarisation des W -Bosons im Zerfall b↑ → c+W− vollständig
beschreiben. Darüberhinaus werden auch die unpolarisierte und die polarisierte skalare He-
lizitäts-Rate angegeben, die bei den Anwendungen auf hadronische Zerfälle in Kapitel 7
eine Rolle spielen.

In Kapitel 6 werden die nichtperturbativen Korrekturen zu semileptonischen Zerfalls-
prozessen von Hadronen diskutiert, in denen das zerfallende Hadron ein schweres b-Quark
enthält. Diese Zerfälle werden im Rahmen der HQET in führender Ordnung durch den
Zerfall des b-Quarks beschrieben, und die hadronischen Korrekturen sind von der Ord-
nung 1/m2

b . Es werden die hadronischen Matrixelemente angegeben und mit deren Hilfe
die Helizitäts-Strukturfunktionen und die Winkelverteilungen für die hadronischen Zerfälle
bestimmt. In führender Ordnung sind die Strukturfunktionen mit den Resultaten der Born-
schen Näherung in der QCD aus Kapitel 3 identisch. In Kapitel 6 werden neben den
Strukturfunktionen für den Zerfall in masselose Leptonen auch die für massive Leptonen
einschließlich des Lepton-Spins angegeben, um damit auch den Zerfall in Tau-Leptonen
beschreiben zu können. Insgesamt erhält man somit fünf unpolarisierte und neun pola-
risierte Strukturfunktionen, die den semileptonischen Zerfall eines polarisierten Hadrons
vollständig beschreiben. Durch Normierung auf die totale Rate für den Zerfall b→ c+l−+ν̄l
im Grenzfall verschwindender c-Masse werden reduzierte differentielle Raten definiert, die
vom Viererimpulsquadrat des virtuellen W -Bosons abhängen. Für den Zerfall in Leptonen
negativer Helizität werden drei unpolarisierte und fünf polarisierte reduzierte Raten angege-
ben, und für den Zerfall in Leptonen positiver Helizität ergeben sich vier unpolarisierte und
acht polarisierte Raten. Am Ende von Kapitel 6 werden die erwähnten reduzierten Raten
über das Viererimpulsquadrat des W -Bosons integriert und die resultierenden unpolari-
sierten und polarisierten integrierten Raten in analytischer Form dargestellt. Abschließend
werden die integrierten Winkelverteilungen für den Zerfall in Leptonen negativer und po-
sitiver Helizität in Abhängigkeit der integrierten Raten angegeben, welche nur noch drei
Winkelvariablen enthalten.

Nach der Diskussion der QCD-Strahlungskorrekturen und der nichtperturbativen Bei-
träge in den beiden vorangegangenen Kapiteln werden in Kapitel 7 Anwendungen dieser
zuvor berechneten Resultate in hadronischen Zerfällen behandelt, bei denen das zerfal-
lende Hadron ein b-Quark enthält. Im einzelnen werden die semi-inklusiven Zerfälle eines
polarisierten Λb-Baryons Λ↑b → Xc + (Ds, D

∗
s) oder eines B̄-Mesons B̄ → Xc + (Ds, D

∗
s)

in ein Ds- oder ein D∗s-Meson untersucht. Zunächst werden die Winkelverteilungen die-
ser Prozesse angegeben, wobei die Winkelkoeffizienten durch einige der in Kapitel 5 und
6 berechneten Helizitäts-Strukturfunktionen gegeben sind. Anschließend werden die ana-
lytischen Resultate der für die hadronischen Zerfälle benötigten Strukturfunktionen auf
die zugehörige Bornsche Rate normiert und in Abhängigkeit der QCD-Korrekturen sowie
der nichtperturbativen Beiträge angegeben. Zum Schluß werden die normierten Helizitäts-
Strukturfunktionen für die Zerfälle des Λb und des B̄ numerisch ausgewertet. Die numeri-
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schen Resultate der unterschiedlichen Korrekturen aus der QCD und der HQET werden
für die verschiedenen Helizitäten diskutiert, wobei auf die Größenordnung der Korrekturen
relativ zum Born-Term etwas näher eingegangen wird.

Am Ende dieser Arbeit werden in Kapitel 8 die wichtigsten Resultate zusammengefaßt.
Außerdem wird ein kurzer Ausblick auf verschiedene Berechnungen gegeben, welche die
hier präsentierten Ergebnisse weiterführen und vervollständigen könnten, so daß man in
Zukunft genauere Vergleiche mit neueren Experimenten durchführen kann.
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Kapitel 2

Das Standardmodell

2.1 Einleitung

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik besteht aus drei Anteilen. Der erste Teil
sind die fundamentalen Konstituenten der Materie. Dies sind jeweils sechs Quarks und Lep-
tonen, die in drei Familien eingeteilt werden und sich durch ihre Massen und elektrischen
Ladungen voneinander unterscheiden. Zu jedem dieser Teilchen gibt es ein Antiteilchen,
das sich von ihm im wesentlichen durch die entgegengesetzte Ladung unterscheidet. Jede
der drei Leptonfamilien besteht aus einem geladenen Lepton, das eine negative elektri-
sche Elementarladung trägt, und einem elektrisch neutralen Neutrino. So enthält die erste
Lepton-Familie das Elektron und das Elektron-Neutrino, die beiden anderen Familien wer-
den aus dem Myon und dem Tau und den zugehörigen Neutrinos gebildet. Das Elektron
ist das leichteste der geladenen Leptonen und ist ein stabiles Teilchen, während das Myon
und das Tau nur eine endliche Lebensdauer besitzen. Die Neutrinos galten lange Zeit als
masselos, neuere Experimente zeigen jedoch eine starke Evidenz, daß ihre Masse sehr klein,
aber von null verschieden ist. In der Beschreibung des Standardmodells im Rahmen dieser
Arbeit werden die Neutrinomassen null gesetzt, da die Masseneffekte zu klein sind, um
messbare Korrekturen hervorzurufen. Die Quarks sind die Bestandteile aller Hadronen, zu
denen auch die Nukleonen, das Proton und das Neutron, gehören. Jede Familie von Quarks
enthält jeweils ein up-type Quark, das zwei drittel der elektrischen Elementarladung trägt,
und ein down-type Quark mit einer negativen drittel Elementarladung. Die erste Fami-
lie enthält das up-Quark und das down-Quark, aus denen die Protonen und Neutronen
aufgebaut sind. Die zweite Familie besteht aus dem charm- und dem strange-Quark und
die dritte Familie schließlich aus dem top- und dem bottom-Quark. Außerdem kommen
alle sechs Quarks in jeweils drei verschiedenen Ladungszuständen vor, die in Anlehnung
an die Optik Farben genannt werden, weil sich drei unterschiedliche Farbladungen gegen-
seitig auslöschen können. Quarks existieren in der Natur nicht als freie Teilchen, sondern
bilden die Baryonen, die aus drei Quarks bestehen, und die Mesonen, die einen Verbund
aus einem Quark und einem Antiquark darstellen. Das Proton ist das einzige stabile Ba-
ryon, während die Mesonen alle eine endliche Lebensdauer haben. Baryonen und Mesonen

13
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werden unter dem Begriff der Hadronen zusammengefaßt. Sie bilden Quarkzustände, die
bezüglich der Farbladung neutral sind. Eine weitere Eigenschaft der Elementarteilchen ist
ihr Eigendrehimpuls oder Spin. Sowohl alle Quarks als auch die Leptonen tragen in Ein-
heiten des Drehimpulsquants ~ den Spin 1/2, sie gehorchen also der Fermi-Dirac-Statistik
und werden deshalb als Fermionen bezeichnet. Die Eigenschaften der Quarks und Leptonen
sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt.

Den zweiten Teil des Standardmodells bilden die Grundkräfte zwischen den Materie-
teilchen. Sie werden im Rahmen einer lokalen Eichtheorie formuliert, und die Wechsel-
wirkungen werden durch quantisierte Eichfelder übermittelt. Man kennt heute vier unter-
schiedliche Wechselwirkungen. Die elektromagnetische Kraft ist seit langer Zeit bekannt.
Ihre Beschreibung im Rahmen der Quantenfeldtheorie erfolgt durch die Quantenelektro-
dynamik oder QED [10, 11], und das zugeordnete Feldquant wird als Photon bezeichnet.
Es ist ein masseloses Teilchen, welches eine unendliche Reichweite der elektromagnetischen
Wechselwirkung zur Folge hat. Das Photon koppelt an alle geladenen Elementarteilchen,
ist aber selbst elektrisch neutral. Die elektromagnetische Kraft bestimmt alle chemischen
Reaktionen von Atomen und Molekülen. Die schwache Wechselwirkung ist eine sehr kurz-
reichweitige Kraft. Sie ist für bestimmte radioaktive Zerfälle verantwortlich und wurde
aufgrund ihrer geringen Stärke erst relativ spät entdeckt. Sie wurde bereits im Rahmen
des Standardmodells erfolgreich mit der elektromagnetischen zur elektroschwachen Wech-
selwirkung vereinigt, die durch die Symmetriegruppe SU(2)× U(1) beschrieben wird. Die
Feldquanten der elektroschwachen Theorie sind neben dem Photon die elektrisch geladenen
W -Bosonen und das neutrale Z-Boson, die alle große Massen besitzen, die im Bereich von
fast 100 Protonenmassen liegen. Neben der schwachen gibt es außerdem noch die starke
Wechselwirkung. Sie vermittelt die Kräfte innerhalb der Atomkerne und ist bei niedrigen
Energien die stärkste aller Kräfte. Die ihr zugeordnete Eichgruppe ist die SU(3), und sie
koppelt an alle Teilchen, welche eine Farbladung besitzen. Die Feldquanten der starken
Wechselwirkung werden als Gluonen bezeichnet. Sie besitzen keine Masse und sind elek-
trisch neutral. Sie tragen allerdings eine Farbladung und sind daher in der Lage, unterein-
ander stark wechselwirken zu können. Die Quantenfeldtheorie der starken Wechselwirkung
wird Quantenchromodynamik oder QCD genannt [12].

Die am längsten bekannte und vertrauteste aller Wechselwirkungen ist die Gravitati-
on. Obwohl sie die schwächste der vier Grundkräfte der Natur ist, hat sie einen großen
Einfluß auf unseren Alltag, weil sie eine unendliche Reichweite besitzt und im Gegensatz
zur elektromagnetischen Kraft ausschließlich anziehend wirkt. Die Schwerkraft wird sehr
erfolgreich durch die Allgemeine Relativitätstheorie beschrieben. Es ist aber bis heute nicht
gelungen, die Gravitation mit den Grundlagen der Quantentheorie zu vereinigen. Da sie
so schwach ist, daß sie im Rahmen von Experimenten an Beschleunigern vernachlässigt
werden kann, gehört sie streng genommen nicht zum Standardmodell und wird neben den
anderen drei Kräften als klassisches Feld angefügt. Man führt zusätzlich ein hypothetisches
Teilchen ein, das als Feldquant der Gravitation angesehen und Graviton genannt wird.

Die Quanten aller vier Wechselwirkungen besitzen einen ganzzahligen Spin und ge-
nügen somit der Bose-Einstein-Statistik. Sie werden daher als Bosonen bezeichnet. Ihre
Eigenschaften sind in Tabelle 2.1 aufgeführt.
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Die dritte Komponente des Standardmodells ist der Higgs-Mechanismus, der im Zusam-
menhang mit der spontanen Symmetriebrechung auftritt und mit dessen Hilfe die Massen
der Elementarteilchen erzeugt werden. Es zeigt sich nämlich, daß Massenterme für die
Felder die Lagrange-Dichte nicht eichinvariant lassen, so daß man neben den bekannten
Feldern für die Materie und ihre Wechselwirkungen ein neues Feld einführen muß, um die
Eichinvarianz aufrecht erhalten zu können. Das zugeordnete Feldquant ist das Higgs-Boson.
Seine wichtigsten Eigenschaften sind in Tabelle 2.1 gezeigt.

Elementarteilchen Symbol Masse (MeV) el. Ladung (e) Spin (~)

up u 3 2/3 1/2
down d 6 −1/3 1/2
charm c 1 250 2/3 1/2
strange s 125 −1/3 1/2

Q
u
ar

k
s

top t 174 300 2/3 1/2
bottom b 4 200 −1/3 1/2

Elektron-Neutrino νe < 3× 10−6 0 1/2
Elektron e− 0.510 999 −1 1/2

Myon-Neutrino νµ < 0.19 0 1/2
Myon µ− 105.658 −1 1/2

L
ep

to
n
en

Tau-Neutrino ντ < 18.2 0 1/2
Tau τ− 1 777 −1 1/2

Photon γ 0 0 1
W -Bosonen W± 80 400 ±1 1
Z-Boson Z0 90 190 0 1
Gluon g 0 0 1

E
ic

h
b

os
on

en

Graviton G 0 0 2

Higgs-Boson H > 95 300 0 0

Tabelle 2.1: Die fundamentalen Teilchen des Standardmodells und einige ihrer wichtigsten Ei-
genschaften. Die elektrische Ladung der Teilchen ist in Vielfachen der positiven Elementarladung
e angegeben, der Spin als Vielfaches des Drehimpulsquants ~. Die Materie-Teilchen sind Fer-
mionen und besitzen alle den Spin 1/2. Die Wechselwirkungs- und das Higgs-Teilchen haben
bosonischen Charakter und daher einen ganzzahligen Spin. Die Fermionen können in Quarks, die
an der starken Wechselwirkung teilhaben, und nicht stark wechselwirkende Leptonen unterteilt
werden. Die Leptonen ihrerseits treten als negativ geladene Leptonen und elektrisch neutrale
Neutrinos auf. Die Quarks besitzen eine drittelzahlige Elementarladung und kommen außerdem
in drei verschiedenen Farbzuständen vor.

Die Gültigkeit des Standardmodells ist für die Konstituenten der Materie und die
nichtgravitativen Wechselwirkungen experimentell mit großer Genauigkeit bestätigt wor-
den. Das Spektrum der drei Quark- und Leptonen-Familien als Feldquanten der Materie ist
bereits nachgewiesen worden. Ebenso verhält es sich mit den Quanten der fundamentalen
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Kräfte, dem Photon, den W - und Z-Bosonen sowie den Gluonen. Die Wechselwirkun-
gen von Materie mit diesen Kräften sind zum Teil mit Genauigkeiten im Bereich einiger
Promille getestet worden. Dazu haben zahlreiche Experimente an verschiedenen Beschleu-
nigern beigetragen, von denen insbesondere der e+e−–Speicherring LEP am CERN in Genf,
e−p-Speicherring HERA am DESY in Hamburg und der pp̄-Collider Tevatron am Fermi-
Laboratorium in Chicago zu nennen sind. Die Entdeckung des Higgs-Bosons ist bislang
noch nicht gelungen. Dennoch ist seine Masse durch verschiedene Experimente auf Werte
zwischen etwa 100 und 200 GeV eingegrenzt worden.

Das Standardmodell der Elementarteilchen wurde im wesentlichen in den sechziger
und siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt. In den Jahren von 1961 bis 1968
wurden die Grundlagen der elektroschwachen Wechselwirkung [13, 14, 15] und des Higgs-
Mechanismus [16] beschrieben. Nachdem das Quarkmodell 1964 vorgeschlagen wurde [17,
18], konnte bis 1973 die QCD als Theorie der starken Wechselwirkung formuliert wer-
den [19, 20, 21]. In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir das Standardmodell für
die elektroschwache und die starke Wechselwirkung zusammenfassen mit dem Ziel, eine
Lagrange-Dichte zu konstruieren, welche die Grundlage für die Formulierung einer Quan-
tenfeldtheorie und der Ableitung der Feynman-Regeln bildet, aus denen man physikalische
Größen wie Zerfallsraten oder Wirkungsquerschnitte berechnen und anschließend mit expe-
rimentellen Resultaten vergleichen kann. Wir folgen dabei im wesentlichen den Ausführun-
gen im Buch von W. N. Cottingham und D. A. Greenwood [1] und verwenden an einigen
Stellen zur Vertiefung außerdem die Bücher von C. Quigg [2] und O. Nachtmann [4].

Bei der Konstruktion einer Lagrange-Dichte für das Standardmodell geht man zunächst
von einer klassischen Feldtheorie aus. Man verlangt neben der Lorentz-Invarianz, daß die
Lagrange-Dichte eine reelle Größe sein soll und daß die aus ihr abgeleiteten Bewegungs-
gleichungen partielle Differentialgleichungen von maximal zweiter Ordnung sein dürfen.
Darüber hinaus spielen Symmetrien eine wichtige Rolle bei der Konstruktion der Lagrange-
Dichte, denn die Invarianz unter bestimmten Symmetrietransformationen schränkt die An-
zahl der möglichen theoretischen Modelle weiter ein. Von herausragender Bedeutung sind
dabei die Eichsymmetrien, welche die Grundlage für die fundamentalen Wechselwirkun-
gen bilden. Man verlangt, daß die Lagrange-Dichte unter lokalen Eichtransformationen
der Felder invariant ist, wobei die Transformationen von Raum und Zeit abhängen. Die
Eichsymmetrie ist das fundamentale Prinzip, das die Form der Lagrange-Dichte bestimmt.

2.2 Elektroschwache Wechselwirkungen der Leptonen

Wir beginnen mit der Lagrange-Dichte für den elektroschwachen Sektor des Standardmo-
dells und beschreiben zunächst die Wechselwirkungen der Leptonen. Dazu beschränken wir
uns im ersten Schritt der Übersichtlichkeit wegen nur auf eine Lepton-Familie und wenden
uns am Ende dieses Abschnittes der Verallgemeinerung auf drei Familien zu.

Da die schwache Wechselwirkung die Parität, also die Transformation der Raumspie-
gelung, maximal verletzt, ist es sinnvoll, zwischen links- und rechtshändigen Leptonfeldern
zu unterscheiden. Die Leptonen sind Fermionen mit Spin 1/2 und werden deshalb durch
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einen vierkomponentigen Dirac-Spinor beschrieben, der im folgenden zur Abkürzung mit
dem Symbol des betreffenden Leptons bezeichnet wird. Jede Leptonfamilie besteht aus
einem negativ geladenen massiven Lepton l− und einem masselosen elektrisch neutralen
Neutrino νl. Die links- und rechtshändigen Komponenten der Spinoren sind durch

lL(x) :=
1

2
(1− γ5) l(x) , lR(x) :=

1

2
(1 + γ5) l(x)

νl,L(x) :=
1

2
(1− γ5) νl(x) , νl,R(x) :=

1

2
(1 + γ5) νl(x) (2.1)

gegeben. Da das Neutrino im Standardmodell als masselos angesehen wird, kann es nur eine
links- oder rechtshändige Komponente besitzen. Da in der Natur nur linkshändige Neutri-
nos beobachtet werden, verschwindet also die rechtshändige Komponente. Man definiert
nun ein linkshändiges Lepton-Dublett und ein rechtshändiges Lepton-Singulett

L(x) :=

(
νl,L(x)

lL(x)

)
, R(x) := lR(x) (2.2)

bezüglich des schwachen Isospins. Wenn man die Massen der Leptonen vernachlässigt, hat
der kinetische Term der Lagrange-Dichte die folgende Gestalt

L(l)
0 = R̄(x) iγµ ∂µR(x) + L̄(x) iγµ ∂µ L(x). (2.3)

und ist offensichtlich invariant unter einer globalen SU(2)-Eichtransformation

L′(x) = UL(x) , R′(x) = R(x). (2.4)

Jedes Element dieser Gruppe kann durch

U = exp

(
−i

3∑
i=1

αi τ i

)
(2.5)

parametrisiert werden, wobei die drei Generatoren durch die Pauli-Matrizen τ i gegeben
sind, deren Standard-Darstellung im Anhang (A.26) angegeben ist. Die drei Parameter

αi hängen nicht von den Raum- und Zeitkoordinaten ab. Die Lagrange-Dichte L(l)
0 ist

außerdem invariant unter globalen U(1)-Transformation für die links- und rechtshändigen
Komponenten

L′(x) = e− iθ1 L(x) , R′(x) = e− iθ2 R(x) (2.6)

mit konstanten Parametern θ1 und θ2. In (2.3) besteht noch eine weitgehende Symmetrie
zwischen dem linkshändigen Elektron- und Neutrinofeld.

Im nächsten Schritt verlangt man, daß die Lagrange-Dichte auch unter lokalen Eich-
transformationen invariant sein soll. Dazu werden die Parameter αi und θ1, θ2 als Funktio-
nen von Raum und Zeit aufgefaßt. Wie man durch Einsetzen sofort sieht, ist die Lagrange-
Dichte (2.3) nicht invariant unter lokalen Eichtransformationen, weil durch die Ableitung



18 KAPITEL 2. DAS STANDARDMODELL

der Parameter Zusatzterme erzeugt werden, die die Eichinvarianz zerstören. Um diese In-
varianz wiederherzustellen, führt man für jeden Parameter der Eichsymmetriegruppe ein
sogenanntes Eichfeld ein. In der schwachen Wechselwirkung werden entsprechend der An-
zahl der SU(2)-Generatoren drei Eichfelder benötigt, die eine Konsequenz aus der Forde-
rung nach Invarianz unter lokalen SU(2)-Eichtransformationen sind. Man bezeichnet sie
mit W i

µ und faßt sie gewöhnlich in der Form

Wµ =
3∑
i=1

W i
µ τ

i (2.7)

zusammen. Das Photonfeld vermittelt die elektromagnetische Wechselwirkung und ist eine
Konsequenz aus der Eichinvarianz unter lokalen U(1)-Transformationen. Da in der Natur
nur eine Sorte Photonen beobachtet wird, können die beiden Parameter θ1 und θ2 nicht
voneinander unabhängig sein, da dies sonst auf zwei verschiedene Photonfelder führen
würde. Man macht daher den Ansatz

θ1 = YL θ , θ2 = YR θ. (2.8)

Die Größen YL und YR für die links- und rechtshändigen Komponenten der Leptonfelder
sind feste Zahlen und werden als schwache Hyperladung bezeichnet. Das zugehörige Eich-
feld bezeichnet man mit Bµ. Nun kann man beginnen, eine Lagrange-Dichte der Fermion-
und Bosonfelder zu konstruieren, die unter lokalen SU(2) × U(1)-Transformationen inva-
riant ist. Die Eichtransformationen der Leptonfelder sind durch

L′(x) = e−i YL θ(x) U(x)L(x) , R′(x) = e−i YR θ(x) R(x) (2.9)

und die der Eichfelder durch

B′µ(x) = e−i θ(x) Bµ(x) eiθ(x) +
2i

g1

(
∂µe

−i θ(x)
)
eiθ(x) = Bµ(x) +

2

g1

∂µθ(x)

W′
µ(x) = U(x) Wµ(x) U†(x) +

2i

g2

(
∂µU(x)

)
U†(x) (2.10)

gegeben. Um die lokale Eichinvarianz zu gewährleisten, verwendet man das Prinzip der
minimalen Kopplung. Dabei werden die Eichfelder an die Felder der Leptonen gekoppelt,
indem man in der Lagrange-Dichte (2.3) die partiellen Ableitungen durch kovariante Ab-
leitungen der Form

∂µR(x) −→ DµR(x) :=

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)YR

)
R(x)

∂µL(x) −→ Dµ L(x) :=

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)YL +

ig2

2
Wµ(x)

)
L(x) (2.11)
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ersetzt. Man erhält dann eine eichinvariante Lagrange-Dichte, die die Leptonfelder und
ihre Kopplungen an die Eichfelder enthält:

L(l)
Leptonen = R̄(x) iγµDµR(x) + L̄(x) iγµDµ L(x). (2.12)

Dieses Resultat kann man als Summe der ursprünglichen Lagrange-Dichte L0 und eines
Wechselwirkungsanteils Lint darstellen:

L(l)
Leptonen = R̄(x) iγµ ∂µR(x) + L̄(x) iγµ ∂µ L(x)

− g1

2

[
YR R̄(x) γµR(x) + YL L̄(x) γµ L(x)

]
Bµ(x)− g2

2
L̄(x) γµ Wµ(x)L(x)

≡ L(l)
0 + L(l)

int. (2.13)

Setzt man die Eichtransformationen (2.9) und (2.10) in die Lagrange-Dichte (2.12) ein,
so kann man sehen, daß sie unter diesen Transformationen invariant ist. Dazu zeigt man
durch direktes Ausrechnen, daß sich die kovarianten Ableitungen der Leptonfelder in der
gleichen Weise transformieren wie die Felder selbst:

D′µ L′(x) =

(
∂µ +

ig1

2
B′µ(x)YL +

ig2

2
W′

µ(x)

)
L′(x) = e−iYL θ(x) U(x)DµL(x)

D′µR′(x) =

(
∂µ +

ig2

2
B′µ(x)YR

)
R′(x) = e−iYR θ(x)DµR(x). (2.14)

Daraus ergibt sich dann sofort die Invarianz der Lagrange-Dichte unter lokalen Eichtrans-
formationen. Bisher sind die schwachen Hyperladungen YL und YR der links- und rechtshän-
digen Leptonen noch unbestimmt. Man kann sie dadurch festlegen, daß man den Wechsel-
wirkungsanteil in der Lagrange-Dichte der Leptonen (2.13) ausmultipliziert und anschlie-
ßend an die Wechselwirkungsterme in der Lagrange-Dichte für den Elektromagnetismus
anpaßt. Mit

Wµ =
3∑
i=1

W i
µ τ

i =

(
W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)
(2.15)

erhält man für L(l)
int den expliziten Ausdruck

L(l)
int = − l̄R γµ

(g1

2
YRBµ

)
lR − l̄L γµ

(g1

2
YLBµ −

g2

2
W 3
µ

)
lL

− ν̄L γ
µ
(g1

2
YLBµ +

g2

2
W 3
µ

)
νL

− g2

2
ν̄L γ

µ
(
W 1
µ − iW 2

µ

)
lL −

g2

2
l̄L γ

µ
(
W 1
µ + iW 2

µ

)
νL. (2.16)

Die Linearkombinationen der reellen Felder, die an die Leptonströme in den ersten beiden
Zeilen koppeln, können in der Form

Jµ =
g1

2
Y Bµ + g2 I3 W

3
µ (2.17)
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geschrieben werden, wobei die dritte Komponente I3 des schwachen Isospins als Vorfaktor
des Feldes W 3

µ direkt aus L(l)
int abgelesen werden kann. Die Komponenten der schwachen

Hyperladung Y sind durch YL und YR gegeben. Um nun die Terme aus L(l)
int mit den

Kopplungen des Elektromagnetismus zu vergleichen, betrachtet man statt der reellen Felder
Bµ und W 3

µ zwei normierte orthogonale Linearkombinationen dieser Felder, die durch

Zµ =
1√

g2
1 + g2

2

(
g2 W

3
µ − g1 Bµ

)
, Aµ =

1√
g2

1 + g2
2

(
g1 W

3
µ + g2 Bµ

)
(2.18)

gegeben sind und sich als die physikalischen Felder herausstellen. Das Photon koppelt nicht
an den Strom der linkshändigen Neutrinos, so daß die entsprechende Linearkombination
von Feldern nur einen Anteil des Z-Feldes besitzen kann. Setzt man in (2.16) für YL = − 1,
so erhält man die Kombination von W 3- und B-Feld aus der Definition (2.18) des Z-Feldes.
Definiert man den schwachen Mischungswinkel, der auch als Weinberg-Winkel bezeichnet
wird, durch

sin θW =
g1√
g2

1 + g2
2

, cos θW =
g2√
g2

1 + g2
2

, (2.19)

so kann man die Transformation der Felder als zweidimensionale Drehung(
Zµ

Aµ

)
=

(
cos θW − sin θW

sin θW cos θW

)(
W 3
µ

Bµ

)
(2.20)

darstellen, bei der der Ausdruck

(W 3)2 +B2 = Z2 + A2 (2.21)

invariant bleibt. Die inverse Transformation ist gegeben durch(
W 3
µ

Bµ

)
=

(
cos θW sin θW

− sin θW cos θW

)(
Zµ

Aµ

)
. (2.22)

Die Felder W 1
µ und W 2

µ können zu zwei zueinander komplex konjugierten Feldern

W±
µ =

1√
2

(
W 1
µ ∓ iW 2

µ

)
(2.23)

zusammengefaßt werden, weil sie nur in dieser Kombination auftreten und an die geladenen
Leptonströme ankoppeln. Transformiert man Bµ und W 3

µ auf die neuen Felder Zµ und Aµ,
so ergibt sich für den Ausdruck (2.17) in Abhängigkeit der beiden Parameter g2 und θW

Jµ = g2

(
Y

2
+ I3

)
sin θW Aµ + g2 sin θW

(
I3 cot θW −

Y

2
tan θW

)
Zµ. (2.24)

Der Parameter g2 wird auch als schwache Kopplungskonstante bezeichnet und durch das
Symbol gW gekennzeichnet. Bezeichnet man mit e den Betrag der elektrischen Elemen-
tarladung und mit Q die Ladung der Teilchen in Einheiten von e, so erhält man durch
Vergleich mit der Kopplung des elektromagnetischen Feldes

q Aµ ≡ eQAµ, (2.25)
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die proportional zur Ladung der Leptonen ist, die Gell-Mann–Nishijima-Beziehung

Q =
Y

2
+ I3. (2.26)

Außerdem kann man die Kopplungskonstanten g1 und g2 durch die Relationen

g1 cos θW = g2 sin θW = e (2.27)

mit der elektrischen Elementarladung verknüpfen. Aus der Beziehung (2.26) ergeben sich
nun die Werte der schwachen Hyperladung für die Komponenten des geladenen Leptons
und des Neutrinos, weil deren Ladung und Isospin-Komponente bekannt sind. Die Zah-
lenwerte von Q, Y und I3 sind für alle drei Komponenten der Leptonfelder in Tabelle
2.2 zusammengestellt. Die Felder Aµ und Zµ sind das pysikalische Photonfeld des Elek-
tromagnetismus und das neutrale Z0-Feld, das an die neutralen Ströme in der schwachen
Wechselwirkung koppelt. Setzt man für die Kombination der Felder W 3

µ und Bµ in (2.17)
die entsprechende Kombination der A- und Z-Felder aus (2.24) ein, so ergibt sich für den
Anteil der Lagrange-Dichte, der die Wechselwirkung der Leptonen mit den Eichfeldern
enthält, das Resultat

Lint =
e

2
√

2 sin θW

[
ν̄l γ

µ (1− γ5)W+
µ l + l̄ γµ (1− γ5)W−

µ νl

]
+ e l̄ γµAµ l −

e

2 sin(2 θW )
ν̄l γ

µ (1− γ5)Zµ νl

− e

2 sin(2 θW )
l̄ γµ

[
(2 sin2 θW − 1) (1− γ5) + 2 sin2 θW (1 + γ5)

]
Zµ l. (2.28)

Der zweite Teil der Lagrange-Dichte enthält den kinetischen Term für die Eichbosonen.
Er lautet

LBosonen = − 1

4
Bµν(x)Bµν(x)− 1

8
Sp [Wµν(x) Wµν(x)] (2.29)

mit den Feldstärketensoren

Bµν(x) = ∂µBν(x)− ∂ν Bµ(x)

Wµν(x) = ∂µ Wν(x)− ∂ν Wν(x) +
ig2

2
[Wµ(x),Wν(x)] . (2.30)

Man kann sich davon überzeugen, daß auch (2.29) unter den lokalen Eichtransformation
(2.10) invariant ist. Dazu betrachtet man die Transformation der Feldstärketensoren

B′µν = ∂µB
′
ν − ∂νB′µ = Bµν

W′
µν = ∂µW

′
ν − ∂νW′

µ +
ig2

2

[
W′

µ,W
′
ν

]
= U Wµν U† (2.31)

unter Verwendung der Eigenschaft

0 = ∂µI = ∂µ
(
U U†

)
= (∂µU) U† + U

(
∂µU

†) ⇒ (∂µU) U† = −U
(
∂µU

†) (2.32)
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und der dazu hermitesch konjugierten Gleichung. Drückt man die Lagrange-Dichte (2.29)
durch die physikalischen Felder in (2.22) und (2.23) aus, so ergibt sich nach Auswertung
der Kontraktionen und der Spur unter Verwendung von (2.27)

LBosonen = − 1

4
Zµν Z

µν − 1

4
Aµν A

µν − 1

2
W−
µνW

+µν

+
e2

4 sin2 θW

(
W−
µ W

+
ν −W−

ν W
+
µ

)(
W−µW+ν −W−νW+µ

)
+

ie

2 sin θW

(
Aµν sin θW + Zµν cos θW

)(
W−µW+ν −W−νW+µ

)
− e2 cot2 θW

(
Zµ Z

µW−
ν W

+ν − Zµ ZνW−
ν W

+µ
)

+
ie

2
cot θW

[(
ZµW

−
ν − ZνW−

µ

)
W+µν −

(
ZµW

+
ν − ZνW+

µ

)
W−µν

]
− e2

2
cot θW

[(
ZµW

−
ν − ZνW−

µ

)(
AµW+ν − AνW+µ

)
+
(
ZµW

+
ν − ZνW+

µ

)(
AµW−ν − AνW−µ

)]
− ie

2

[(
AµW

+
ν − AνW+

µ

)
W−µν −

(
AµW

−
ν − AνW−

µ

)
W+µν

]
− e2

2

(
AµW

−
ν − AνW−

µ

)(
AµW+ν − AνW+µ

)
. (2.33)

Die drei Summanden in der ersten Zeile sind die kinetischen Terme für die W - und Z-
Bosonen. Alle anderen Terme beschreiben die Wechselwirkungen der Eichbosonen unter-
einander, die als Drei- und Vier-Eichboson-Kopplungen vorkommen.

Feldkom- Leptonen Quarks Higgs
ponenten νe,L eL eR uL dL uR dR φA φB

Q 0 − 1 − 1 + 2/3 − 1/3 + 2/3 − 1/3 + 1 0
I3 + 1/2 − 1/2 0 + 1/2 − 1/2 0 0 + 1/2 −1/2
Y − 1 − 1 − 2 + 1/3 + 1/3 + 4/3 − 2/3 + 1 + 1

Tabelle 2.2: Quantenzahlen von Ladung, schwachem Isospin und schwacher Hyperladung für
die erste Familie von Leptonen und Quarks sowie die beiden Komponenten des Higgsfeldes.

2.3 Der Higgs-Mechanismus

In der bisher beschriebenen Theorie sind sowohl die Eichbosonen als auch die Leptonen
masselos. Da aber experimentell nachgewiesen wurde, daß sie eine Masse besitzen, ist es
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notwendig, in der Lagrange-Dichte Massenterme einzuführen. Tut man dies direkt durch
Addition von Termen, die quadratisch in den Eichfeldern und proportional zu den entspre-
chenden Massenfaktoren m2/2 sind, so stellt man fest, daß diese Ausdrücke nicht eichin-
variant und daher für die Theorie ungeeignet sind. Auch ein Massenterm für das geladene
Lepton verletzt die Eichsymmetrie, da das linkshändige SU(2)-Dublett nur dann invari-
ant ist, wenn das geladene Lepton und das Neutrino dieselbe Masse besitzen, was aber
im Widerspruch zur Beobachtung steht. Um Massenterme in einer eichinvarianten Form
zu konstruieren, bedient man sich einer Methode, die als Higgs-Mechanismus bezeichnet
wird. In der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung führt man dazu ein schwaches
SU(2)-Dublett von komplexen Skalarfeldern

Φ(x) =

(
φA
φB

)
(2.34)

und ein Potential

V (Φ†Φ) =
m2

2φ2
0

[
Φ†Φ− φ2

0

]2
, (2.35)

das als Higgs-Potential bezeichnet wird, ein. Die Größen m und φ0 sind reelle freie Parame-
ter und können als Masse des physikalischen Higgs-Bosons und dessen Grundzustandsener-
gie interpretiert werden. Die Ladung der beiden Feldkomponenten sowie ihre Quantenzah-
len der schwachen Hyperladung und des schwachen Isospins sind in Tabelle 2.2 angegeben.
Aus dem Feld Φ ergibt sich ein dritter Anteil zur Lagrange-Dichte

LHiggs = (Dµ Φ)† (Dµ Φ)− V (Φ†Φ), (2.36)

der eichinvariant unter SU(2) × U(1)-Transformationen ist. Das Feld Φ(x) transformiert
sich nach

Φ′(x) = e−i YH θ(x) U(x) Φ(x). (2.37)

Die kovariante Ableitung ist durch

DµΦ(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)YH +

ig2

2
Wµ(x)

)
Φ(x) (2.38)

definiert und verhält sich unter lokalen SU(2)× U(1)-Transformationen wie das Feld Φ

D′µΦ′(x) =

(
∂µ +

ig1

2
B′µ(x)YH +

ig2

2
W′

µ(x)

)
Φ′(x) = e−i YH θ(x) U(x)DµΦ(x). (2.39)

Der Wert der schwachen Hyperladung ergibt sich auch für das Higgsfeld aus der Gell-Mann–
Nishijima-Beziehung (2.26) und ist in Tabelle 2.2 angegeben. Das Higgs-Potential V (Φ†Φ)
besteht bis auf eine Konstante aus einem linearen sowie einem quadratischen Term in Φ†Φ.
Die Lagrange-Dichte LHiggs ist ebenfalls invariant unter lokalen SU(2) × U(1)-Eichtrans-
formationen. Die minimale Feldenergie für das Feld Φ bei verschwindenden Eichfeldern ist
bei konstantem Φ gegeben durch die Bedingung

|Φ| =
√

Φ†Φ = φ0. (2.40)
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Es gibt daher unendlich viele Vakuumzustände, die durch den Zustand niedrigster Ener-
gie gegeben sind. Um einen festen Grundzustand festzulegen, wählt man eine bestimmte
Eichung, indem man in der SU(2)-Transformationsmatrix (2.5) die drei Parameter αi so
festlegt, daß man die Transformation in der Form

U =

(
e−i θ/2 0

0 ei θ/2

)
(2.41)

schreiben kann. Dann verschwindet die erste Komponente, φA = 0, und die zweite φB wird
reell. Der Grundzustand ist in diesem Fall eindeutig durch

Φ0 =

(
0
φ0

)
(2.42)

gegeben. Angeregte Zustände können in der Form

Φ(x) =

(
0

φ0 + h(x)/
√

2

)
= Φ0 +

(
0

h(x)/
√

2

)
(2.43)

geschrieben werden, wobei das Feld h(x) reell ist. Die Wahl eines bestimmten Grundzu-
standes zerstört die ursprüngliche Eichsymmetrie unter der Gruppe SU(2) und wird daher
als spontane Symmetriebrechung bezeichnet. Der ausgewählte Grundzustand hat nicht
mehr dieselben Symmetrien wie die Lagrange-Dichte. Die lokale U(1)-Symmetrie bleibt
ungebrochen, so daß die Felder Φ unter der speziellen SU(2)× U(1)-Transformation

e−i θ/2

(
e−i θ/2 0

0 eiθ/2

)
=

(
e−i θ 0

0 1

)
invariant bleiben. In einer Feldtheorie entwickelt man die Lagrange-Dichte um den Grund-
zustand, so daß nun LHiggs durch das Feld Φ0 ausgedrückt werden muß. Setzt man für Φ(x)
den Ausdruck (2.43) ein und transformiert die Eichfelder gemäß (2.22) und (2.23) auf die
physikalischen Felder, so erhält man mit der Definition des Potentials

V (Φ†Φ) = m2 h2 +
m2 h3

√
2φ0

+
m2 h4

8φ2
0

≡ V (h) (2.44)

für die Lagrange-Dichte des Higgs-Sektors

LHiggs =
1

2
(∂µh) (∂µh) +

g2
2

2
W−
µ W

+µ
(
φ0 + h/

√
2
)2

+
1

4
(g2

1 + g2
2)Zµ Z

µ
(
φ0 + h/

√
2
)2

− V (h)

=
1

2

(
∂µh
)(

∂µh
)
−m2 h2 +

1

4
φ2

0 (g2
1 + g2

2)Zµ Z
µ +

g2
2

2
φ2

0 W
−
µ W

+µ
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+

(
1

4
h2 +

1√
2
φ0 h

)(
g2

2 W
−
µ W

+µ +
1

2
(g2

1 + g2
2)Zµ Z

µ

)
− m2 h3

√
2φ0

− m2 h4

8φ2
0

. (2.45)

Mit Hilfe von (2.27) kann man die Kopplungskonstanten g1 und g2 durch die elektrische
Elementarladung und den Weinberg-Winkel ausdrücken. Man erkennt, daß die Lagrange-
Dichte LHiggs nach der spontanen Symmetriebrechung die Massenterme für die W - und
Z-Bosonen erzeugt, während das Photon masselos bleibt. Außerdem enthält sie ein massi-
ves Skalarfeld h, das mit sich selbst wechselwirkt und als Higgsfeld bezeichnet wird. Der
Parameter m aus dem Higgspotential kann nun mit der Higgs-Masse identifiziert werden.
Die erste Zeile in (2.45) enthält den kinetischen Term für das Higgs-Boson sowie die Mas-
senterme der W - und Z-Bosonen. In der zweiten Zeile treten die Wechselwirkungsterme
zwischen dem Higgs und den Eichbosonen auf, während in der dritten Zeile die Selbst-
wechselwirkung des Higgs-Teilchens beschrieben wird. Man kann die Massen der geladenen
W -Bosonen und des neutralen Z-Bosons aus der Lagrange-Dichte (2.45) direkt ablesen und
erhält

MW =
g2√

2

(
φ0 +

h√
2

)
, MZ =

√
g2

1 + g2
2

2

(
φ0 +

h√
2

)
. (2.46)

Daraus ergibt sich für das Massenverhältnis der massiven Eichbosonen die Relation

MW

MZ

=

√
g2

2

g2
1 + g2

2

= cos θW . (2.47)

Die Z-Masse ist also größer als die Masse der W -Bosonen.
Schließlich gibt es noch einen vierten Term der Lagrange-Dichte, der für die Erzeugung

der Leptonmassen verantwortlich ist. Er wird als Yukawa-Term bezeichnet und beschreibt
außerdem noch die Wechselwirkungen zwischen den Leptonen und dem Higgsfeld. Es gibt
zwei Kombinationen der linkshändigen Leptonfelder mit dem Higgsfeld, die unter SU(2)-
Transformationen invariant sind und einen Skalar bilden:

Φ† L = φ†A νl,L + φ†B lL , ΦTεL = φA lL − φB νl,L . (2.48)

Die antisymmetrische Matrix ε ist durch

ε =

(
0 1
−1 0

)
(2.49)

definiert. Da das Neutrino masselos ist, benötigt man nur einen Massenterm für das gela-
dene Lepton, der aus der ersten Invarianten aufgebaut ist. Der Yukawa-Term hat dann die
Form

L(l)
Y ukawa = −Gl

[
R̄ (Φ† L) + (L̄Φ)R

]
(2.50)
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und ist eichinvariant unter den lokalen SU(2)×U(1)-Transformationen der Felder (2.9) und
(2.37). Hier bezeichnet Gl eine dimensionslose Kopplungskonstante. Nach der spontanen
Symmetriebrechung geht der Yukawa-Term nach Einsetzen des Feldes (2.43) in die Form

L(l)
Y ukawa = −Gl φ0 (l†L lR + l†R lL)− Gl h√

2
(l†L lR + l†R lL) (2.51)

über. Der erste Term kann als Massenterm des geladenen Leptons l− identifiziert werden.
Die Leptonmasse ist

ml = Gl φ0. (2.52)

Der zweite Term beschreibt die Kopplung zwischen dem Lepton und dem Higgsfeld h.
Bisher haben wir uns nur auf eine Leptonfamilie beschränkt. Die Verallgemeinerung

auf alle drei bekannten Familien besteht darin, daß man die Summe der kinetischen Terme
über die drei Leptonfamilien bildet

LLeptonen =
∑
l=e,µ,τ

L(l)
Leptonen =

3∑
i=1

[
L̄i(x) iγµDµLi(x) + R̄i(x) iγµDµRi(x)

]
(2.53)

und den Yukawa-Term in der Form

LY ukawa = −
3∑

i,j=1

(
R̄iGl,ij Φ† Lj + L̄i ΦG†l,ij Rj

)
(2.54)

ansetzt. Die Summationsindices i und j bezeichnen die drei Leptonfamilien. Nach der
Symmetriebrechung hat das Higgsfeld die Gestalt (2.43), wodurch sich der Yukawa-Term
zu

LY ukawa = −
(
φ0 + h/

√
2
) 3∑
i,j=1

(
l̄R,iGl,ij lL,j + l̄L,iG

†
l,ij lR,j

)
(2.55)

vereinfacht. Um nun die Massenterme für die Leptonen zu erhalten, transformiert man die
links- und rechtshändigen Leptonfelder auf eine Darstellung äquivalenter Felder

l′R,i = WR,ij lR,j , l′L,i = WL,ij lL,j , ν ′L,i = VL,ij νL,j, (2.56)

wobei WL, WR und VL zunächst drei beliebige unitäre Matrizen sind. Durch spezielle
Wahl dieser Matrizen ist es möglich, die Matrix der Kopplungskoeffizienten Gl auf Diago-
nalgestalt zu bringen. Die beiden Matrizen, die die geladenen Leptonfelder transformieren,
sind dann bis auf Multiplikation von links mit einer unitären Diagonalmatrix

UD =

 eiφ1 0 0

0 eiφ2 0

0 0 eiφ3

 (2.57)
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eindeutig bestimmt. Die Matrix V L kann beliebig gewählt werden. Auf diese Weise er-
reicht man eine Transformation auf die Masseneigenzustände der Leptonen. Mit Hilfe der
Diagonalmatrix

Ml = WR Gl W
†
L (2.58)

läßt sich nun der Yukawa-Term schreiben als

LY ukawa = −
(
φ0 + h/

√
2
) 3∑
i,j=1

(
l̄′R,iMl,ij l

′
L,j + l̄′L,iM

†
l,ij l

′
R,j

)
(2.59)

= −
3∑
i=1

mi

(
l̄′R,i l

′
L,i + l̄′L,i l

′
R,i

)
− h√

2φ0

3∑
i=1

mi

(
l̄′R,i l

′
L,i + l̄′L,i l

′
R,i

)
.

Die Leptonmassen ergeben sich zu mi = φ0 Ml,ii. Der erste Anteil des Yukawa-Terms ent-
spricht also dem Massenterm für die Leptonfelder, der zweite Term beschreibt die Wech-
selwirkung des Higgsfeldes mit den Leptonen.

Schließlich muß noch der leptonische Anteil der Lagrange-Dichte LLeptonen auf die neuen
Felder transformiert werden. Wählt man nun VL = WL, so ändern sich die Kopplungs-
terme von Leptonen und Eichbosonen in LLeptonen nicht, wenn man auf die Masseneigen-
zustände transformiert. Es ergibt sich

LLeptonen =
∑
l=e,µ,τ

[
L̄′(x) iγµDµ L′(x) + R̄′(x) iγµDµR′(x)

]
(2.60)

=
∑
l=e,µ,τ

{
l̄′ iγµ∂µ l

′ + ν̄ ′l iγ
µ∂µ ν

′
l

− e

2
√

2 sin θW

[
ν̄ ′l γ

µ(1− γ5)W+
µ l
′ + l̄′ γµ(1− γ5)W−

µ ν
′
l

]
+ e l̄′ γµAµ l

′ − e

2 sin(2 θW )
ν̄ ′l γ

µ(1− γ5)Zµ ν
′
l

− e

2 sin(2 θW )
l̄′ γµ

[
(2 sin2 θW − 1) (1− γ5) + 2 sin2 θW (1 + γ5)

]
Zµ l

′
}
.

2.4 Elektroschwache Wechselwirkungen von Quarks

Neben den drei Leptonfamilien gibt es im Standardmodell noch drei Familien von Quarks,
die auch an der elektroschwachen Wechselwirkung teilhaben. Daher benötigt man einen
weiteren Term in der Lagrange-Dichte, der den Quarksektor berücksichtigt. Die Ähnlich-
keit zwischen dem Zerfallsprozeß des d-Quarks und dem Myon-Zerfall legt es nahe, die
Quarkfelder in der gleichen Weise zusammenzufassen wie die Leptonfelder. Dazu führt
man die links- und rechtshändigen Komponenten der Quarkfelder

qL(x) :=
1

2
(1− γ5) q(x) , qR(x) :=

1

2
(1 + γ5) q(x) (2.61)
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ein und faßt die linkshändigen Komponenten einer Familie in einem SU(2)-Dublett zu-
sammen, während die rechtshändigen Komponenten SU(2)-Singuletts bilden. Für die erste
Generation von Quarks schreibt man daher

Lq(x) :=

(
uL(x)

dL(x)

)
, Ru(x) := uR(x) , Rd(x) := dR(x). (2.62)

Im Unterschied zu den Leptonen existiert für das u-Quark auch eine rechtshändige Kom-
ponente, da es im Gegensatz zum Neutrino eine Masse besitzt. Wie im Falle der Leptonen
führt man nun einen kinetischen Term für die Quarks ein und verlangt, daß dieser un-
ter lokalen SU(2) × U(1)-Eichtransformationen invariant sein soll. Dazu muß man eine
kovariante Ableitung für die Quarkfelder definieren, die die bekannten Eichfelder für die
elektroschwache Wechselwirkung enthält. Für die erste Generation von Quarks ergibt sich

Dµ Lq(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)YL +

ig2

2
Wµ(x)

)
Lq(x)

DµRu(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)Yu,R

)
Ru(x)

DµRd(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)Yd,R

)
Rd(x). (2.63)

Damit lautet der kinetische Term der Lagrange-Dichte für die Quarkfelder der ersten Fa-
milie

L(q)
Quarks = L̄q(x) iγµDµLq(x) + R̄u(x) iγµDµRu(x) + R̄d(x) iγµDµRd(x). (2.64)

Er ist invariant unter den lokalen Eichtransformationen der Quarkfelder

L′q(x) = e−iYq,L θ(x) U(x)L(x) , R′u(x) = e−iYu,R θ(x) Ru(x) , R′d(x) = e−iYd,R θ(x) Rd(x).
(2.65)

Das läßt sich leicht überprüfen, indem man die Transformationseigenschaft der kovarianten
Ableitung betrachtet:

D′µ L′q(x) = e−iYq,L θ(x) U(x)DµLq(x)

D′µR′u(x) = e−iYu,R θ(x)DµRu(x) , D′µR′d(x) = e−iYd,R θ(x)DµRd(x). (2.66)

Man sieht auch hier, daß sich die kovariante Ableitung auf dieselbe Art transformiert wie
die Felder selbst. Die Zahlenwerte für die schwache Hyperladung der Quarks ergeben sich
wie bei den Leptonen aus der Gell-Mann–Nishijima-Beziehung (2.26), die durch Anpassung
des Wechselwirkungsanteils der Lagrange-Dichte (2.64) an den entsprechenden QED-Term
abgeleitet wird. Sie sind in Tabelle 2.2 angegeben. Neben dem kinetischen Term gibt es
für Quarkfelder noch einen Yukawa-Term, der den Quarks eine Masse zuordnet und die
Kopplung mit dem Higgsfeld beschreibt. Für die erste Familie von Quarks benötigt man
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zwei Massenterme, da sowohl das u-Quark als auch das d-Quark eine Masse besitzen.
Deshalb braucht man bei der Konstruktion des Yukawa-Terms beide Invarianten (2.48)
und kann diesen dann schreiben als

L(q)
Y ukawa = Gu

[
R̄u(x) ΦT (x) εLq(x) + L̄q(x) εT Φ∗(x)Ru(x)

]
− Gd

[
R̄d(x) Φ†(x)Lq(x) + L̄q(x) Φ(x)Rd(x)

]
. (2.67)

Er ist invariant unter den Eichtransformationen (2.65) und (2.37) der Quarkfelder und des
Higgsfeldes. Die beiden Zahlen Gu und Gd sind dimensionslose Kopplungskonstanten. Nach
spontaner Symmetriebrechung ist das Higgsfeld durch (2.43) gegeben. Damit ergibt sich
für den Yukawa-Term der Quarkfelder in Abhängigkeit des Feldes h

L(q)
Y ukawa = −Gu φ0

(
u†L uR + u†R uL

)
−Gd φ0

(
d†L dR + d†R dL

)
− Gu h√

2

(
u†L uR + u†R uL

)
− Gd h√

2

(
d†L dR + d†R dL

)
. (2.68)

Die ersten beiden Terme sind die Massenterme für das u- und das d-Quark mit den Quark-
massen

mu = Gu φ0 , md = Gd φ0, (2.69)

während der dritte und vierte Term die Wechselwirkung der Quarks mit dem Higgsfeld
beschreiben.

Die Verallgemeinerung auf drei Generationen von Quarks ergibt für den kinetischen
Term der Quarkfelder

LQuarks =
3∑
q=1

L(q)
Quarks (2.70)

=
3∑
i=1

[
L̄q,i(x) iγµDµLq,i(x) + R̄u,i(x) iγµDµRu,i(x) + R̄d,i(x) iγµDµRd,i(x)

]
.

Der Yukawa-Term kann allgemein in der Form

LY ukawa =
3∑

i,j=1

[
R̄u,i(x)Gu,ij ΦT (x) εLq,i(x) + L̄q,j(x) εT Φ∗(x)G†u,ij Ru,j(x)

]
−

3∑
i,j=1

[
R̄d,i(x)Gd,ij Φ†(x)Lq,j(x) + L̄q,i(x) Φ(x)G†d,ij Rd,j(x)

]
(2.71)

angesetzt werden, wobei die Indizes i und j die drei verschiedenen Familien kennzeichnen.
Die Indizes u und d an den Quarkfeldern sollen verdeutlichen, daß es sich um up–type- und
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down–type-Quarks handelt. Nach der spontanen Symmetriebrechung erhält das Higgsfeld
Φ die spezielle Form (2.43) und der Yukawa-Term geht über in den Ausdruck

LY ukawa = −
(
φ0 + h/

√
2
) 3∑
i,j=1

(
ūR,iGu,ij uL,j + ūL,iG

†
u,ij uR,j

)

−
(
φ0 + h/

√
2
) 3∑
i,j=1

(
d̄R,iGd,ij dL,j + d̄L,iG

†
d,ij dR,j

)
. (2.72)

Dies kann man wie im Falle der Leptonfelder auf die Masseneigenzustände der Quarks
transformieren, wobei man aber nun sechs massive Quarkfelder benötigt. Transformiert
man die Quarkfelder bezüglich des schwachen Isospins in die neuen Felder

u′R,i = UR,ij uR,j , u′L,i = UL,ij uL,j

d′R,i = DR,ij dR,j , d′L,i = DL,ij dL,j, (2.73)

so kann man durch eine geeignete Wahl der unitären Matrizen UR, UL, DR und DL

erreichen, daß die beiden Matrizen Gu und Gd durch reelle Diagonalmatrizen dargestellt
werden können. Die Diagonalelemente kann man anschließend den Quarkmassen zuordnen.
Die vier Transformationsmatrizen sind bis auf eine linksseitige Multiplikation mit einer
unitären Diagonalmatrix eindeutig bestimmt. Die Diagonalmatrizen lauten

Mu = UR Gu U†L , Md = DR Gd D†L. (2.74)

Damit erhält man für den Yukawa-Term der Quarkfelder

LY ukawa = −
(
φ0 + h/

√
2
) 3∑
i,j=1

[(
ū′R,iMu,ij u

′
L,j + ū′L,iM

†
u,ij u

′
R,j

)
+
(
d̄′R,iMd,ij d

′
L,j + d̄′L,iM

†
d,ij d

′
R,j

)]

= −
3∑
i=1

[
mu,i (ū

′
R,i u

′
L,i + ū′L,i u

′
R,i) +md,i (d̄

′
R,i d

′
L,i + d̄′L,i d

′
R,i)
]

− h√
2φ0

3∑
i=1

[
mu,i (ū

′
R,i u

′
L,i + ū′L,i u

′
R,i) +md,i (d̄

′
R,i d

′
L,i + d̄′L,i d

′
R,i)
]
. (2.75)

Die Massen der up–type- und der down–type-Quarks sind durch mu,i = φ0 Mu,ii und
md,i = φ0 Md,ii gegeben. Da die Matrizen der Transformationen auf die Masseneigen-
zustände der Quarks bis auf unitäre Diagonalmatrizen festgelegt sind, hat man im Wech-
selwirkungsanteil von LQuarks, der die Wechselwirkung mit den Eichbosonen beinhaltet,
nicht mehr die Freiheit, diese Matrizen so zu wählen, daß die entsprechenden Terme der



2.4. ELEKTROSCHWACHE WECHSELWIRKUNGEN VON QUARKS 31

Lagrange-Dichte für die transformierten Felder ungeändert bleiben. Die nichtdiagonalen
Elemente der Matrix Wµ, die die Eichbosonfelder W+

µ und W−
µ enthalten, sind dafür

verantwortlich, daß die up–type- und die down–type-Quarks in den geladenen Strömen
gemischt auftreten. Drückt man diese Ströme durch die Masseneigenzustände der Quarks
aus, so ergibt sich für den Strom, der an das W+ koppelt, der folgende Ausdruck:

J ′µ+ =
3∑

j,k=1

ū′L,j

(
ULD

†
L

)
jk
γµ d′L,k. (2.76)

Der dazu komplex konjugierte Strom J ′µ− koppelt an das W−. Die auftretende Matrix

V = UL D†L (2.77)

wird als Cabibbo–Kobayashi–Maskawa-Matrix oder abgekürzt CKM -Matrix bezeichnet
und ist durch die Theorie unbestimmt. Sie kann durch vier reelle Parameter dargestellt
werden, die zusätzlich zu den bereits im Standardmodell vorhandenen dazukommen. Diese
neuen Parameter müssen experimentell bestimmt werden. Die Eigenschaften der CKM -
Matrix sind im Anhang A.5 angegeben. Die geladenen Ströme der Quarks sind die einzigen
Terme der Lagrange-Dichte, in denen die CKM -Matrix auftritt. Transformiert man auf
die Masseneigenzustände der Quarks, so erhält man für den kinetischen Term

LQuarks =
3∑
i=1

{
ū′i iγ

µ∂µ u
′
i + d̄′i iγ

µ∂µ d
′
i (2.78)

− e

2
√

2 sin θW

3∑
j=1

[
ū′i γ

µ(1− γ5)VijW
+
µ d
′
j + d̄′i γ

µ(1− γ5)V †ijW
−
µ u

′
j

]

− 2

3
e ū′i γ

µAµ u
′
i +

1

3
e d̄′i γ

µAµ d
′
i

− e

2 sin(2 θW )
ū′i γ

µ

[(
1− 4

3
sin2 θW

)
(1− γ5)− 4

3
sin2 θW (1 + γ5)

]
Zµ u

′
i

− e

2 sin(2 θW )
d̄′i γ

µ

[(
−1 +

2

3
sin2 θW

)
(1− γ5) +

2

3
sin2 θW (1 + γ5)

]
Zµ d

′
i

}
.

Alle weiteren bereits diskutierten Beiträge zur Lagrange-Dichte werden durch die Trans-
formation auf die Masseneigenzustände der Quarks nicht verändert.

Wir haben nun alle Terme der Lagrange-Dichte für den elektroschwachen Sektor des
Standardmodells diskutiert. Sie beschreiben die kinetischen Terme der Fermionen und der
Eichbosonen sowie deren Wechselwirkungen untereinander. Außerdem sind auch die Mas-
senterme aller Teilchen enthalten, die nur durch die Einführung des Higgsfeldes in eichinva-
rianter Form konstruiert werden können. Die Kopplung der Fermion- und Eichbosonfelder
an das Higgsfeld liefert nach der spontanen Symmetriebrechung die Teilchenmassen sowie
die Wechselwirkungen der Teilchen mit dem Higgs-Boson.
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2.5 Die starke Wechselwirkung

Das Standardmodell beschreibt neben den elektroschwachen Kräften auch die starke Wech-
selwirkung, die nur zwischen den Quarks wirkt. Diese wird aber nicht im Rahmen einer
einheitlichen Feldtheorie eingebaut, sondern als unabhängige Feldtheorie hinzugenommen.
Die Theorie der starken Wechselwirkung ist die anfangs erwähnte QCD, in der die star-
ke Kraft durch Eichbosonen vermittelt wird, die als Folge der Invarianz einer Eichtheorie
unter lokalen SU(3)-Transformationen auftreten. Wir wollen nun als letzten fehlenden An-
teil des Standardmodells die Lagrange-Dichte der QCD diskutieren. Dazu gehen wir von
sogenannten colour-Tripletts für die Felder der sechs bekannten Quarks aus, die man als
dreikomponentigen Vektor darstellen kann:

q(x) =

 qr(x)

qg(x)

qb(x)

 , (2.79)

wobei die Indizes r, g und b die drei Farbzustände der Quarks kennzeichnen, die gewöhn-
lich als rot, grün und blau bezeichnet werden. Das Feld q stellt einen der verschiedenen
Quarkflavours u, d, s, c, b oder t dar. Der kinetische Term der Lagrange-Dichte für die
Quarkfelder kann in der bekannten Dirac-Form von Spin-1/2-Teilchen geschrieben werden:

L0,Quarks =
∑

q=u,d,s,c,b,t

[
q̄(x) iγµ ∂µq(x)−mq q̄(x) q(x)

]
. (2.80)

Dieser Term ist invariant unter globalen SU(3)-Transformationen. Geht man nun zu lokaler
Eichinvarianz über

q → q′ = U q, (2.81)

wobei U eine Matrix aus der Gruppe SU(3) ist, so muß man entsprechend der Anzahl
von SU(3)-Generatoren acht Eichfelder einführen, die man analog zur Matrix Wµ aus der
elektroschwachen Eichtheorie in der Form

Gµ =
1

2

8∑
a=1

Ga
µ λa (2.82)

zusammenfassen kann. Die acht Generatoren der SU(3) können durch die Gell–Mann-
Matrizen dargestellt werden, die wir mit λa bezeichnen. Ihre Eigenschaften sind im Anhang
A.6 zusammengefaßt. Die acht reellen unabhängigen Eichfelder Ga

µ sind die Gluonfelder.
Die Matrix Gµ ist ebenso wie Wµ hermitesch und spurlos. Sie transformiert sich unter
lokalen SU(3)-Eichtransformationen nach

G′µ(x) = U(x) Gµ(x) U†(x) +
i

gs

(
∂µU(x)

)
U†(x). (2.83)

Wir definieren die kovariante Ableitung als

Dµq(x) =
(
∂µ + igs Gµ(x)

)
q(x). (2.84)
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Der Parameter gs ist die starke Kopplungskonstante. Ersetzt man in dem kinetischen Anteil
der Lagrange-Dichte für die Quarks (2.80) die partielle Ableitung durch die kovariante, so
ist das Resultat unter lokalen SU(3)-Transformationen eichinvariant. Dies liefert

LQuarks =
∑

q=u,d,s,c,b,t

[
q̄(x) iγµDµq(x)−mq q̄(x) q(x)

]
. (2.85)

Die Eichinvarianz folgt sofort aus dem Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung

D′µq′(x) = U(x)Dµq(x), (2.86)

die sich wieder in der selben Weise wie die Felder selbst transformiert. Der Feldstärketensor
ist definiert durch

Gµν(x) = ∂µGν(x)− ∂νGµ(x) + ig
[
Gµ(x),Gν(x)

]
(2.87)

und transformiert sich in der Form

G′µν(x) = U(x) Gµν(x) U†(x). (2.88)

Damit kann man einen eichinvarianten kinetischen Term für die Gluonfelder in der QCD-
Lagrange-Dichte konstruieren. Er ist gegeben durch den Ausdruck

LGluonen = − 1

2
Sp
[
Gµν(x) Gµν(x)

]
= −1

4

8∑
a=1

Ga
µν(x)Ga,µν(x). (2.89)

Die Gluonen sind masselose Teilchen, so daß man im Gegensatz zur elektroschwachen
Theorie keine Massenterme für die Eichbosonen benötigt. Daher ist es nicht notwendig,
den Higgs-Mechanismus auch in der QCD zu verwenden. Die gesamte Lagrange-Dichte der
QCD besteht also nur aus den beiden kinetischen Termen für die Quarks und die Gluonen.
Man erhält damit

LQCD = LQuarks + LGluonen. (2.90)

2.6 Lagrange-Dichte des Standardmodells

Zum Schluß dieses Abschnittes wollen wir noch einmal die gesamte Lagrange-Dichte des
Standardmodells in kompakter Form zusammenfassen. Der elektroschwache Anteil des
Standardmodells enthält die eichinvarianten kinetischen Terme für drei Generationen von
Leptonen (2.53) und Quarks (2.70). Die dort auftretenden linkshändigen Dubletts und
rechtshändigen Singuletts sind Eigenzustände des schwachen Isospins. Die Wechselwirkun-
gen mit den Eichbosonen sind in der kovarianten Ableitung der Fermionfelder enthalten.
Die kinetischen Terme der Eichbosonen wurden in (2.29) angegeben und sind ebenfalls
explizit eichinvariant. Um die Massen für die Eichbosonen in eichinvarianter Form zu er-
zeugen, wurde das Higgsfeld eingeführt, dessen kinetischer und Selbstwechselwirkungsanteil
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durch den Ausdruck (2.36) gegeben ist. Die kovariante Ableitung im kinetischen Term be-
schreibt die Wechselwirkungen des Higgsfeldes mit den Eichbosonen. Die Massen der Lep-
tonen und der Quarks werden schließlich durch die eichinvarianten Yukawa-Terme (2.54)
und (2.71) erzeugt, die außerdem die Kopplungen der Fermionen mit dem Higgsfeld ent-
halten. Bildet man die Summe aller dieser Terme, so erhält man die Lagrange-Dichte für
den elektroschwachen Sektor des Standardmodells, der explizit eichinvariant unter lokalen
SU(2)× U(1)-Transformationen ist:

LEW = LLeptonen + LBosonen + LHiggs + LY ukawa

=
3∑
i=1

[
L̄i(x) iγµDµLi(x) + R̄i(x) iγµDµRi(x)

]
+

3∑
i=1

[
L̄q,i(x) iγµDµLq,i(x) + R̄u,i(x) iγµDµRu,i(x) + R̄d,i(x) iγµDµRd,i(x)

]
− 1

4
Bµν(x)Bµν(x)− 1

8
Sp [Wµν(x) Wµν(x)]

−
3∑

i,j=1

(
R̄i(x)Gl,ij Φ†(x)Lj(x) + L̄i(x) Φ(x)G†l,ij Rj(x)

)

+
3∑

i,j=1

[
R̄u,i(x)Gu,ij ΦT (x) εLq,i(x) + L̄q,j(x) εT Φ∗(x)G†u,ij Ru,j(x)

]

−
3∑

i,j=1

[
R̄d,i(x)Gd,ij Φ†(x)Lq,j(x) + L̄q,i(x) Φ(x)G†d,ij Rd,j(x)

]
. (2.91)

Die Lagrange-Dichte der QCD ist die Summe aus dem kinetischen Term der sechs ver-
schiedenen Quarks (2.85), der auch die Massenterme für die Quarks enthält, und dem
kinetischen Term der Gluonen (2.89). Da die Gluonen masselos sind, ist es in der QCD
nicht erforderlich, mit Hilfe eines Higgs-Mechanismus Eichbosonenmassen zu erzeugen. Die
Lagrange-Dichte der QCD ist explizit eichinvariant unter lokalen SU(3)-Transformationen
und lautet

LQCD = LQuarks + LGluonen

=
∑

q=u,d,s,c,b,t

[
q̄(x) iγµDµq(x)−mq q̄(x) q(x)

]
− 1

2
Sp
[
Gµν(x) Gµν(x)

]
(2.92)

Um die Lagrange-Dichte des Standardmodells zu konstruieren, geht man von einer Eich-
gruppe SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y bezüglich der drei Farbzustände, der linkshändigen
Dubletts und der schwachen Hyperladung aus, was jeweils durch die Indices C, L und Y
angedeutet werden soll. Die beiden Anteile für den elektroschwachen Sektor (2.91) und die
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QCD (2.92) können zusammengefaßt werden, indem man in (2.91) alle Quarkfelder, die in
den SU(2)-Singuletts und -Dubletts vorkommen, durch die dreikomponentigen Felder

q(x)→ q(x) ≡

 qr
qg
qb

 (x) (2.93)

ersetzt. Jedes Quarkfeld qi(x) ist ein vierkomponentiger Dirac-Spinor, und die Indices i =
r, g, b bezeichnen die drei Farbzustände rot, grün und blau, die jedes Quark besitzen kann.
Die eichkovarianten Ableitungen (2.63) der Quarkfelder q(x) werden ersetzt durch

Dµ Lq,i(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)YL +

ig2

2
Wµ(x) + igs Gµ (x)

)
Lq(x)

Dµ Ru(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)Yu,R + igs Gµ (x)

)
Ru(x)

Dµ Rd(x) =

(
∂µ +

ig1

2
Bµ(x)Yd,R + igs Gµ (x)

)
Rd(x), (2.94)

während die kovarianten Ableitungen (2.11) der Leptonfelder und die des Higgsfeldes (2.38)
unverändert bleiben. Die Eichfelder Bµ gehören zur U(1)-Eichgruppe, und die Felder Wµ

sind die Eichfelder der SU(2). Sie wirken nur auf die Dubletts der Quark-und Lepton-
felder. Die Gluonfelder Gµ schließlich sind die SU(3)-Eichfelder und wirken nur auf die
dreikomponentigen Quarkfelder q. Nun können wir die vollständige Lagrange-Dichte des
Standardmodells in kompakter Form schreiben. Sie lautet:

LSM =
3∑
i=1

[
L̄i(x) iγµDµLi(x) + R̄i(x) iγµDµRi(x)

]
+

3∑
i=1

[
L̄q,i(x) iγµDµLq,i(x) + R̄u,i(x) iγµDµRu,i(x) + R̄d,i(x) iγµDµRd,i(x)

]
− 1

4
Bµν(x)Bµν(x)− 1

8
Sp [Wµν(x) Wµν(x)]− 1

2
Sp
[
Gµν(x) Gµν(x)

]
−

3∑
i,j=1

(
R̄i(x)Gl,ij Φ†(x)Lj(x) + L̄i(x) Φ(x)G†l,ij Rj(x)

)

+
3∑

i,j=1

[
R̄u,i(x)Gu,ij ΦT (x) εLq,i(x) + L̄q,j(x) εT Φ∗(x)G†u,ij Ru,j(x)

]

−
3∑

i,j=1

[
R̄d,i(x)Gd,ij Φ†(x) Lq,j(x) + L̄q,i(x) Φ(x)G†d,ij Rd,j(x)

]
. (2.95)
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2.7 Experimentelle Tests des Standardmodells

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist in der Vergangenheit immer wieder
experimentell getestet worden. Dabei wurden die theoretischen Vorhersagen, die auf der
Grundlage des Standardmodells getroffen wurden, bisher immer in überzeugender Weise
bestätigt. Trotzdem ist es natürlich notwendig, das Standardmodell weiterhin zu testen, um
herauszufinden, ob sich in den Experimenten neue physikalische Effekte entdecken lassen,
die nicht im Rahmen des Standardmodells beschrieben werden können. Dazu werden die
Experimente weiter verbessert, um die Genauigkeit der Resultate immer weiter zu erhöhen.
Außerdem versucht man, andere Observablen zu messen, die bislang noch nicht getestet
wurden.

Mit zunehmender Genauigkeit der Experimente ist es auch auf theoretischer Seite
notwendig, die Genauigkeit der Rechnungen zu unterschiedlichen Observablen weiter zu
erhöhen. Im Rahmen der Störungstheorie müssen daher für bestimmte Prozesse Strah-
lungskorrekturen von mindestens erster oder zweiter Ordnung in der Kopplungskonstanten
berechnet werden, um die erforderliche Genauigkeit zu erreichen. Eine Zusammenfassung
der experimentellen Tests und der Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen des Stan-
dardmodells findet man bei der ParticleDataGroup am CERN [22].

In der Quantenelektrodynamik wurden bereits in den 70er Jahren des vergangenen
Jahrhunderts sehr große Erfolge bei Vergleichen mit Präzisionsexperimenten erzielt. Die
QED beschreibt alle bis heute bekannten rein elektromagnetischen Phänomene in sehr
guter Übereinstimmung mit den Experimenten. Insbesondere beschreibt sie sehr genau die
winzigen Abweichungen des magnetischen Moments des Elektrons von dem Wert, der aus
der Dirac-Gleichung folgt [23,24] sowie die Lamb-shift im Spektrum des Wasserstoffatoms
[25, 26]. Darüberhinaus kann auch die Hyperfeinstruktur-Aufspaltung an den gebundenen
Zuständen Positronium und Myonium mit Hilfe der QED mit hoher Genauigkeit berechnet
werden. Die Experimente, die in Ubereinstimmung mit der Theorie sind, gehören zu den
genauesten Tests in der Teilchenphysik überhaupt.

Aus dem anomalen magnetischen Moment des Elektrons sowie aus dem Quanten-
Hall-Effekt und anderer Messungen ist in jüngerer Vergangenheit auch die Feinstruktur-
Konstante α bei Energien, die der Elektronenmasse entsprechen, zu

α = 1/137.03599976(50)

gemessen worden [27].
Die schwache Wechselwirkung zeigt sich beispielsweise beim β-Zerfall in Atomkernen

oder beim Neutron-Zerfall. Im Standardmodell wird sie durch den Austausch von W - und
Z-Bosonen beschrieben, die in den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts bei Experimenten am
CERN in Genf experimentell nachgewiesen wurden.

Ein wichtiger Parameter des Standardmodells ist die Fermi-Konstante GF , die aus der
Formel für die Myon-Lebensdauer [28,29] zu

GF = 1.16637(1)× 10−5GeV −2
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bestimmt wurde. Sie tritt als Kopplungskonstante bei Prozessen der schwachen Wechsel-
wirkung auf. Dazu ist es notwendig, die Zerfallsrate des Myon-Zerfalls möglichst genau
zu kennen. Die Strahlungskorrekturen zum Myon-Zerfall bis einschließlich Ordnung O(α2)
sind seit einiger Zeit bekannt [29].

Auch die Masse des Z-Bosons ist ein wichtiger Parameter des Standardmodells, der
ebenfalls experimentell bestimmt werden muß. Aus der Form der Z-Linie wurde die Z-
Masse bei LEP 1 zu

MZ = 91.1876± 0.0021GeV

gemessen [30].
Mit Hilfe der experimentell bestimmten Werte von α, GF und MZ können der Wein-

bergwinkel θw und die Masse des W -Bosons MW berechnet werden, da sie über gewisse
Relationen mit den oben genannten Parametern zusammenhängen. Dazu müssen aller-
dings die Massen des Topquarks mt und des Higgs-Bosons MH bekannt sein. Der Wert von
sin2 θw kann aus Observablen des z-Pols und aus Prozessen neutraler Ströme bestimmt
werden [30,31] und hängt vom Renormierungsverfahren ab.

Die Genauigkeit der Experimente ist inzwischen so hoch, daß auf theoretischer Sei-
te die vollständigen O(α)-Strahlungskorrekturen gerechnet werden müssen. Für neutrale
Ströme und Prozesse des Z-Pols werden diese Korrekturen gewöhnlich in zwei Klassen ein-
geteilt. Die erste Klasse enthält reine QED-Korrekturen, die sich aus reellen Photonen in
Bremsstrahlungs-Beiträgen und virtuellen Photonen in Schleifen-Korrekturen zusammen-
setzen. Vakuum-Polarisations–Diagramme sind hier nicht enthalten. Zur zweiten Klasse
gehören elektroschwache Korrekturen wie γγ-, γZ-, ZZ- und WW -Vakuum-Polarisation,
außerdem Vertex-Korrekturen und Box-Graphen, die virtuelle W - und Z-Bosonen ent-
halten. Viele dieser Korrekturen gehen in die renormierte Fermi-Konstante ein, während
andere das Bornsche Matrixelement neutraler Ströme oder des Z-Pols verändern [31].

Um das Standardmodell zu testen, wurden auch eine Reihe Wirkungsquerschnitte und
Asymmetrie-Beziehungen gemessen. Alle Experimente, die vorwiegend am CERN durch-
geführt wurden, zeigen eine gute Übereinstimmung mit der Theorie. Darüberhinaus sind
auch die Breiten des W - und des Z-Bosons bestimmt worden. Die theoretischen Vorher-
sagen des Standardmodells für diese Werte betragen ΓZ = 2.4961 ± 0.0012 GeV für die
Z-Breite und ΓW = 2.0921±0.0025 GeV für die W -Breite. Die entsprechenden experimen-
tellen Werte von Γz = 2.4952 ± 0.0023 GeV und ΓW = 2.114 ± 0.042 GeV [30] stimmen
damit sehr gut überein. Zusammenfassend läßt sich sagen, daß alle Experimente bisher
noch keine Abweichungen von den theoretischen Vorhersagen des Standardmodells gefun-
den haben.

Die experimentelle Überprüfung der QCD als Grundlage der starken Wechselwirkung
gestaltet sich schwieriger als im Falle der elektroschwachen Theorie. Die QCD ist eine nicht-
abelsche Eichtheorie, deren Feldquanten, die Gluonen, auch untereinander wechselwirken
können. Es wird vermutet, daß diese Eigenschaft dafür verantwortlich ist, daß man Quarks
in der Natur nicht als freie Teilchen beobachtet und sie immer als farbladungs-neutraler
hadronischer Zustand gebunden sind. Deshalb bleibt nur das experimentelle Studium der
Hadronen, deren Wechselwirkungen untereinander sehr komplex ausfallen können.
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Das Prinzip der asymptotischen Freiheit führt dazu, daß die renormierte QCD-Kopp-
lung αs bei steigenden Energien zunehmend kleiner wird. Daher ist es nur bei hohen
Energien möglich, störungstheoretische Rechnungen auszuführen. Präzisionstests der QCD,
aḧnlich denen in der QED, können also nur in diesem Bereich, der störungstheoretisch
zugänglich ist, durchgeführt werden. Bei niedrigen Energien versucht man durch bestimm-
te Näherungen oder effektive Theorien einen besseren Zugang zur Berechnung von QCD-
Observablen zu erhalten.

Trotzdem hat es im Verständnis der QCD bei niedrigen Energien im nichtperturbativen
Bereich in den letzten Jahren einige Fortschritte gegeben, zum Beispiel im Studium weicher
hadronischer Prozesse oder bei Rechnungen mit Hilfe der Gitter-Eichtheorie [32], bei der
die Raumzeit diskretisiert und die Observablen damit numerisch berechnet werden.

Die Bestimmung der starken Kopplungskonstanten ist einer der wichtigsten Präzisions-
tests der QCD. Die Abhängigkeit der effektiven QCD-Kopplung ist durch die β-Funktion
gegeben, welche die Lösung der Renormierungsgruppen-Gleichung ist. Bei der Lösung die-
ser Gleichung tritt eine Integrationskonstante auf, die eine fundamentale Größe der QCD
ist und experimentell bestimmt werden muß. Sie kann als Wert von αs bei einer festen
Referenzskala µ0 gewählt werden. Man hat sich darauf geeinigt, den Wert µ0 = MZ als
Referenzskala festzusetzen.

Die experimentellen Resultate für αs(MZ) können aus verschiedenen Prozessen wie
tief-inelastischer Streuung, dem Zerfall des τ -Leptons, Hadron-Kollisionen bei hohen Ener-
gien und anderen bestimmt werden. Ein Durchschnitt der verschiedenen experimentellen
Ergebnisse für die starke Kopplungskonstante beträgt αs(MZ) = 0.1171 ± 0.0014. Eine
Zusammenfassung der unterschiedlichen Experimente zur Bestimmung von αs(MZ) findet
man bei der ParticleDataGroup [22].



Kapitel 3

Polarisationsobservable im
Ruhesystem des b-Quarks

3.1 Einleitung

Quarks und Gluonen sind die Elementarteilchen, die an der starken Wechselwirkung teil-
nehmen, sie bilden die grundlegenden Bausteine der Quantenchromodynamik (QCD). Auf-
grund einer Eigenschaft dieser Teilchen, die als confinement bezeichnet wird, treten sie in
der Natur nicht als freie Teilchen auf, sondern sind in hadronischen Zuständen gebunden,
die eine Gesamt-Farbladung von null besitzen. Trotzdem kann man Prozesse wie beispiels-
weise den Zerfall von Hadronen näherungsweise durch den grundlegenden Quark-Zerfall im
Rahmen der QCD beschreiben, und es ist möglich, die hadronischen Eigenschaften durch
zusätzliche Korrekturen zum QCD-Prozeß zu berücksichtigen. Auf diese Weise erhält man
für verschiedene Observable hadronischer Prozesse theoretische Resultate von ausreichen-
der Genauigkeit, um sie experimentell überprüfen und mit Vorhersagen des Standardmo-
dells vergleichen zu können. Weil die Resultate der QCD-Rechnungen in vielen Fällen
bereits einen großen prozentualen Anteil an den Gesamtresultaten für die hadronischen
Prozesse ausmachen, sind die grundlegenden QCD-Prozesse von Quarks und Gluonen für
theoretische Berechnungen von großem Interesse. Besonders der Zerfall von Hadronen, die
ein schweres bottom-Quark enthalten, eignen sich gut für den Vergleich mit dem Expe-
riment, weil die zugehörigen hadronischen Korrekturen mit Hilfe der effektiven Theorie
schwerer Quarks (HQET) in relativ einfacher Weise berechnet werden können. In diesem
Kapitel wollen wir daher den semileptonischen Zerfall eines bottom-Quarks in ein charm-
Quark und ein Leptonpaar diskutieren, wobei der Spin des c-Quarks berücksichtigt werden
soll. Wir berechnen die QCD-Strahlungskorrekturen für den spinunabhängigen und den
spinabhängigen Anteil zur differentiellen Zerfallsrate bezüglich der Energie des c-Quarks
in analytischer Form und verwenden die Resultate, um diese beiden Anteile und die longi-
tudinale Polarisation des c-Quarks graphisch darzustellen und den Einfluß der Strahlungs-
korrekturen numerisch auszuwerten. Es gibt im wesentlichen zwei wichtige Anwendungen
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des b-Quark-Zerfalls. Dies sind zum einen die Fragmentations-Funktionen und zum ande-
ren Vergleiche mit leptonischen Zerfällen. Beide Anwendungen sollen im folgenden kurz
diskutiert werden.

Bei typischen Experimenten in Beschleuniger-Anlagen zeigen sich die Quarks und die
Gluonen als Jets von Hadronen, deren Achse die Richtung des ursprünglichen Partons kenn-
zeichnet. Der Prozeß der Umwandlung eines Partons in Hadronen wird Fragmentation ge-
nannt. Bei diesem Vorgang kann die störungstheoretische Behandlung in der QCD norma-
lerweise nicht angewandt werden, was die Analyse der Fragmentation sehr schwierig macht.
Trotzdem ist ihr Verständnis wichtig für die Erforschung der zugrunde liegenden physika-
lischen Prozesse. Die Information über Fragmentation ist in den sogenannten Fragmenta-
tions-Funktionen [33, 34] enthalten, die die Wahrscheinlichkeit angeben, daß ein Quark in
ein bestimmtes Hadron mit festem longitudinalen Impuls fragmentiert. Die Fragmentation
und die Berechnung der Fragmentations-Funktionen sind nicht Gegenstand dieser Arbeit
und sollen nur als mögliche Anwendung für die in diesem Kapitel angegebenen Resultate
erwähnt werden. Die Fragmentations-Funktionen können auch spin-abhängig sein [35,36],
um Prozesse wie die Produktion von Baryonen mit Spin 1/2 zu beschreiben. Sie geben die
Wahrscheinlichkeitsdichte dafür an, ein Spin-1/2-Baryon mit einer Polarisation in Richtung
der longitudinalen oder transversalen Polarisation des ursprünglich vorhandenen Quarks
relativ zu dessen Impuls zu finden. Diese Fragmentations-Funktionen enthalten wichtige
Informationen über Spin-Übergänge während des Fragmentations-Vorgangs. Sie beinhal-
ten Details des nichtperturbativen Mechanismus, bei dem die Polarisation der Partonen
teilweise in diejenige der Hadronen übergeht. Eine typische Problemstellung ist die Frage,
wie sich der Spin von Hadronen aus dem der Partonen zusammensetzt.

In dieser Arbeit interessieren wir uns für den semileptonischen Zerfall eines unpolari-
sierten b-Quarks b→ c↑+ l−+ ν̄l in ein polarisiertes c-Quark und ein leichtes Lepton-Paar,
dessen Massen sehr klein gegenüber der b-Masse sind. Dies ist der elementare Prozeß für
den hadronischen Zerfall eines B̄-Mesons oder eines Λb-Baryons in einen hadronischen End-
zustand Xc, der ein c-Quark enthält, und in ein Ds- oder ein D∗s-Meson. Eine weitere An-
wendung ist der Zerfall eines B-Mesons in ein polarisiertes Λc-Baryon. Die Fragmentations-
Funktion Fc(↑)→Λc(↑)(Ec) eines solchen Prozesses hängt von der Energie des c-Quarks im
zugrundeliegenden Prozeß ab. Deshalb ist es notwendig, die polarisierte differentielle Zer-
fallsrate dΓ/dEc zu berechnen. Der elementare QCD-Prozeß des b-Quark-Zerfalls kann
als Näherung zur Bestimmung der Fragmentations-Funktion herangezogen werden. Dazu
berechnet man die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der Kopp-
lungskonstanten αs. Sie enthalten sowohl Schleifenkorrekturen als auch Bremsstrahlungs-
Beiträge. Mit Hilfe der HQET können dazu nichtperturbative Korrekturen berechnet wer-
den. Ein B-Meson oder ein Λb-Baryon zerfallen in führender Ordnung der HQET wie ein
b-Quark. Eine Anwendung auf hadronische Prozesse wird in Kapitel 6 diskutiert.

Eine weitere Anwendung des b-Zerfalls ist der Vergleich der analytischen Resultate mit
denen der rein leptonischen Zerfälle, bei denen ein geladenes Myon oder Tau-Lepton gemäß

µ− → e− + νµ + ν̄e τ− → µ− + ντ + ν̄µ , τ− → e− + ντ + ν̄e (3.1)

in ein zugehöriges Neutrino und ein Leptonpaar zerfällt, das sich aus einem weiteren,
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leichteren geladenen Lepton und dem Antineutrino derselben Familie zusammensetzt. Die
Analogie des b-Zerfalls zu den rein leptonischen Zerfällen kann dadurch erreicht werden,
daß man das Matrixelement des leptonischen Zerfalls mittels einer Fierz-Transformation in
eine Form bringt, die mit der des b-Zerfalls identisch ist. Die Amplitude des Myon-Zerfalls
beispielsweise geht in die Amplitude des b-Zerfalls über, wenn man die Ersetzungen

b↔ µ−, c↔ e−, e− ↔ νµ, ν̄e ↔ ν̄e (3.2)

durchführt. Außerdem muß man beim semileptonischen b-Zerfall das CKM-Matrixelement
berücksichtigen, mit dem der Quark-Strom multipliziert wird. Bei den Strahlungskorrek-
turen gibt es schließlich noch einen Unterschied in den Kopplungskonstanten von QED
und QCD, die durch die Ersetzung αsCF ↔ α ineinander überführt werden können, wobei
CF = 4/3 der Farbfaktor für die Quarks ist.

Die unpolarisierte differentielle Rate dΓ/dEe für den Myon-Zerfall ist bereits 1956 be-
rechnet worden [37]. Das Ergebnis enthielt allerdings einen Fehler, der erst 1959 korrigiert
werden konnte [38]. Das Resultat für die differentielle Rate beinhaltet die virtuellen und
die reellen Strahlungskorrekturen bis einschließlich O(α) sowie die vollständige Abhängig-
keit von der Elektron-Masse. Eine kurze historische Übersicht zu diesen Berechnungen
der O(α)-Strahlungskorrekturen für den leptonischen Myon-Zerfall findet man in [39]. Ei-
ne Erweiterung der Resultate auf polarisierte Myonen in Form einer polarisierten und
einer unpolarisierten Strukturfunktion unter der vollen Berücksichtigung der Elektron-
masse wurde 2002 angegeben [40]. Die unpolarisierte Strukturfunktion beschreibt die be-
reits bekannte unpolarisierte Rate, während die polarisierte Strukturfunktion die Effekte
der Myon-Polarisation angibt. Beide Strukturfunktionen wurden ebenfalls mit endlicher
Elektron-Masse und bis zur ersten Ordnung in der Kopplungskonstanten α gerechnet, was
einen direkten Vergleich mit den Ergebnissen des b-Zerfalls erlaubt, bei dem man die Masse
des c-Quarks nicht gegenüber der b-Masse vernachlässigen kann. Zusätzlich zu den diffe-
rentiellen Raten sind in [40] die totalen Raten für die beiden Strukturfunktionen berechnet
worden. Sie gehen direkt durch Integration über die Elektron-Energie aus den differentiellen
Raten hervor. Eine ausführliche Diskussion des Myon-Zerfalls einschließlich der Polarisati-
on von Myon und Elektron wurde 2003 [41] behandelt. Die Resultate enthalten insgesamt
5 Strukturfunktionen, wobei neben den beiden bereits bekannten auch drei neue berech-
net wurden, die die Polarisation des Elektrons sowie Spin-Spin-Korrelationen zwischen
den Spin-Vektoren des Elektrons und des Myons beschreiben. Die 5 zugehörigen Struk-
turfunktionen für die totalen Raten sind dort ebenfalls berechnet worden. Eine endliche
Elektronen-Masse wurde bei allen Rechnungen beibehalten. Die Strahlungskorrekturen für
die Strukturfunktionen sind bis zur ersten Ordnung α berechnet worden. Die Bildung der
Grenzwerte der unterschiedlichen Strukturfunktionen für verschwindende Elektron-Masse
me → 0 erlaubt es, die Resultate mit den seit 1974 bekannten Strukturfunktionen für
masselose Elektronen [42] zu vergleichen.

Das Vorgehen bei der Berechnung der Raten für den b-Zerfall ist völlig identisch mit
den Rechnungen für den Myon-Zerfall, so daß die einzelnen Schritte zur Berechnung di-
rekt übernommen werden können. Wir werden in diesem Kapitel nur die beiden Struktur-
funktionen der differentiellen Raten für den Zerfall eines unpolarisierten b-Quarks in ein
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polarisiertes c-Quark und ein Leptonpaar berechnen, die den unpolarisierten Anteil und
die Polarisation des c beschreiben. Eine Verallgemeinerung auf Polarisation von b- und
c-Quark einschließlich Spin-Spin-Korrelation und die Angabe der entsprechenden totalen
Raten können aus [41] übernommen werden, wenn man die oben genannten Unterschiede in
den Matrixelementen zwischen leptonischen und semileptonischen Zerfällen (3.2) berück-
sichtigt und die unterschiedlichen Kopplungen ersetzt.

In den folgenden Abschnitten werden die polarisierte und die unpolarisierte Struktur-
funktion G0 und GP für die differentielle Rate des semileptonischen Zerfalls b→ c↑+ l−+ ν̄l
bezüglich der Energie des c-Quarks berechnet. Die Strukturfunktionen werden im Ruhesy-
stem des b-Quarks ausgewertet und die Resultate in analytischer Form angegeben. Zunächst
diskutieren wir die Bornsche Näherung dieses Zerfallsprozesses. Anschließend werden die
QCD-Einschleifen-Korrekturen und die Beiträge zur Bremsstrahlung in erster Ordnung der
starken Kopplungskonstanten αs berechnet. Im Rahmen der Schleifen-Rechnungen werden
die auftretenden IR- und UV -Divergenzen regularisiert und letztere mit Hilfe der Re-
normierung beseitigt. Schließlich werden alle Beiträge aus Bornscher Rate und Schleifen-
Rechnung sowie der Bremsstrahlungs-Korrektur zur inklusiven Rate aufsummiert, um ein
endliches Ergebnis zu erhalten, in dem sich die IR-Singularitäten der einzelnen Beiträge
gegenseitig aufheben. Am Ende dieses Kapitels werden die Resultate numerisch ausgewer-
tet und in verschiedenen Schaubildern als Funktionen der skalierten c-Energie graphisch
dargestellt. Es folgt abschließend eine Diskussion der gezeigten Resultate.

Alle in diesem sowie in den folgenden Kapiteln durchgeführten analytischen und nume-
rischen Berechnungen wurden mit dem Computeralgebra-System Mathematica [43] durch-
geführt, um den Rechenaufwand, besonders für die Integrationen und das Zusammenfassen
größerer analytischer Ausdrücke, weitgehend zu automatisieren. Für das Ausführen und die
Vereinfachung von Spuren über Produkte von Diracschen Gamma-Matrizen, welche bei der
Bestimmung der Zerfallsraten auftreten, wurde außerdem das Programmpaket HIP [44] für
symbolische Rechnungen in der Hochenergiephysik verwendet. Die Feynman-Diagramme
und einige Schaubilder wurden mit dem C++ -Programm FeynDiagram [45] erzeugt.

3.2 Bornsche Näherung

In diesem Abschnitt wird die differentielle Rate für den Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark
und ein Leptonpaar in Bornscher Näherung berechnet, wobei die Polarisation des c-Quarks
berücksichtigt werden soll. Die Neutrinomasse wird bei allen Rechnungen null gesetzt,
und die Masse des geladenen Leptons kann gegenüber der b-Masse vernachlässigt werden,
wenn das Massenverhältnis entsprechend klein ist. Für Elektronen ist dies in sehr guter
Näherung erfüllt. Auch für das Myon kann diese Näherung angewandt werden, während die
Tau-Masse dafür zu groß ist. Wir betrachten bei den folgenden Rechnungen nur leichtere
Leptonen, bei denen die Vernachlässigung der Masse erlaubt ist.

Die Resultate werden im wesentlichen durch zwei Strukturfunktionen G0 und GP dar-
gestellt, die den unpolarisierten Anteil beziehungsweise den Beitrag der Polarisation des
c-Quarks beschreiben. Da die Resultate über den Azimuth-Winkel φ integriert werden,
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gibt es nur einen Beitrag zur longitudinalen Polarisation, der transversale Anteil hingegen
verschwindet bei der Winkelintegration, weil er proportional zu sinφ oder cosφ ist. Die
differentielle Rate für longitudinale Polarisation parallel oder antiparallel zum Impuls des
c-Quarks ergibt sich schließlich bis auf Vorfaktoren aus der Summe oder aus der Differenz
G0 ±GP der unpolarisierten und der polarisierten Strukturfunktion.

In der Quantenfeldtheorie bestimmt man zunächst die Wahrscheinlichkeitsamplitude
für den vorliegenden Zerfallsprozeß, aus der man durch Bildung des Betragsquadrates und
anschließender Integration die Zerfallsrate bestimmen kann. Die Amplitude wird mit Hilfe
der Störungstheorie ausgerechnet, wobei man eine Entwicklung in eine Potenzreihe nach
der starken Kopplungskonstanten αs vornimmt, die bei einer Energie in der Größenordnung
der b-Masse einen numerischen Wert von etwa 0.2 besitzt. Damit ist sichergestellt, daß die
erste Ordnung der Störungsreihe betragsmäßig deutlich kleiner als die Bornsche Näherung
ist. Der hier diskutierte b-Zerfall kann also störungstheoretisch behandelt werden.

3.2.1 Übergangsamplitude

In diesem Abschnitt wird die niedrigste Ordnung der Störungstheorie, die auch als Born-
sche Rate bezeichnet wird, berechnet. Die Amplitude für den Zerfall b → c↑ + l− + ν̄l
eines bottom-Quarks in ein charm-Quark und ein Leptonpaar ist durch das Übergangs-
matrixelement M gegeben. Man rechnet es mit Hilfe der in Anhang A.8 angegebenen
Feynman-Regeln aus. Das entsprechende Feynman-Diagramm, das zu dem betrachteten
Zerfalls-Prozeß beiträgt, ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Mit Hilfe der Feynman-Regeln

Abbildung 3.1: Feynman-Diagramm für den Bornterm zum Zerfall b→ c+ l− + ν̄l

ergibt sich für das Übergangs-Matrixelement

M = ū(pc, sc)

[
− igw√

2
Vbc γµ

1− γ5

2

]
u(pb, sb)

[
i (− gµν + qµ qν/M2

W )

q2 −M2
W

]
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× ū(pl, sl)

[
− igw√

2
γν

1− γ5

2

]
v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8
Vbc ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb)

−gµν + qµ qν/M2
W

q2 −M2
W

× ū(pl, sl) γν (1− γ5) v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8
VbcHµ

−gµν + qµ qν/M2
W

q2 −M2
W

Lν , (3.3)

wobei die Abkürzungen

Hµ = ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb)

Lν = ū(pl, sl) γν (1− γ5) v(pνl , sνl) (3.4)

für den Quark- beziehungsweise den Lepton-Strom verwendet werden. Mit gw = e/ sin θw
wird die schwache Kopplungskonstante bezeichnet, und Vbc ist das CKM -Matrixelement
für das b- und das c-Quark. Die äußeren Linien hängen von den Impulsen der Teilchen und
deren Spinvektoren ab. Zur Kennzeichnung wird das jeweilige Symbol des betreffenden
Teilchens als Index an die Impuls- und Spinvariablen p und s geschrieben. Wegen der
Energie-Impuls–Erhaltung q = pb − pc = pl + pνl kann man die qµqν-Terme im Zähler
des W -Propagators durch Anwendung der Dirac-Gleichung auf die Spinoren wirken lassen
und erhält damit Terme, die proportional zu Quadraten von Massenverhältnissen der Form
mqml/M

2
W sind, wo mq und ml die Massen der Quarks und der Leptonen sind. Weil nun

jedoch die Quark- und die Leptonmassen sehr viel kleiner als die W -Masse sind, kann der
qµqν-Term in guter Näherung gegenüber dem gµν-Term vernachlässigt werden. Außerdem
kann man im Propagatornenner q2 gegenüber M2

W vernachlässigen, weil der maximale
Wert q2 = (mb −mc)

2 beträgt und damit auch wesentlich kleiner als M2
W ist. Mit diesen

Vereinfachungen lautet nun das Matrixelement

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8M2
W

VbcHµ L
µ (3.5)

und sein komplex konjugierter Wert

M∗ =
ig2
w

8M2
W

Vbc ū(pb, sb) (1 + γ5) γν u(pc, sc) v̄(pνl , sνl) (1 + γ5) γν u(pl, sl)

=
ig2
w

8M2
W

V ∗bcH
∗
ν L
∗ν . (3.6)

Daraus berechnet sich die Übergangsamplitude als Betragsquadrat des Matrixelementes

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2 Hµν L
µν (3.7)
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mit dem Hadron- und dem Lepton-Tensor

Hµν = HµH
∗
ν = ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pb, sb) (1 + γ5) γν u(pc, sc)

Lµν = Lµ L∗ν = ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl) v̄(pνl , sνl) (1 + γ5) γν u(pl, sl). (3.8)

Im hier betrachteten Fall sollen die Spins des zerfallenden b-Quarks sowie der beiden Lep-
tonen nicht beobachtet werden, während der Spin des c-Quarks gemessen werden soll. Man
summiert deshalb die Übergangsamplitude über die Spins der auslaufenden Leptonen und
mittelt den Spin des bottom-Quarks, um die gewünschte Amplitude für ein polarisiertes
charm-Quark zu erhalten. Das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes läßt
sich dann in der Form

|M|2 :=
1

2

∑
sb,sl,sνl

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2 H̄µν L̄
µν (3.9)

darstellen, wobei der spingemittelte Hadron- und der spinsummierte Lepton-Tensor durch

H̄µν :=
1

2

∑
sb

Hµν , L̄µν :=
∑
sl,sνl

Lµν (3.10)

definiert werden. Dies kann man als Spur von Diracschen Gamma-Matrizen schreiben. Ihre
Eigenschaften sind im Anhang A.3 dargestellt. Verwendet man die Clifford-Algebra, so
lassen sich die Spuren etwas vereinfachen, und man erhält für den Hadron- und Lepton-
Tensor das folgende Resultat:

H̄µν =
1

4
Sp [(pc/ +mc) (1 + γ5s/c) (1 + γ5) γµ (pb/ +mb) γν (1− γ5)]

=
1

2
Sp [(p/c −mcs/c) (1 + γ5) γµ p/b γν ]

=
1

2
Sp [p̄/c γµ p/b γν (1− γ5)]

L̄µν = Sp [(pl/ +ml) (1 + γ5) γµ pνl/ γν (1− γ5)]

= 2 Sp [p/l γ
µ p/νl γ

ν (1− γ5)] . (3.11)

Hier wurde zur Abkürzung p̄c = pc−mc sc gesetzt. Der Vierervektor sc beschreibt den Spin
des c-Quarks. Er erfüllt die Relationen

s2
c = −1 , pc · sc = 0.

Für die Auswertung der Spuren benutzt man die Spurensätze (A.33) für Gamma-
Matrizen und erhält schließlich für den spinsummierten Hadron- und Lepton-Tensor Aus-
drücke, die nur von den Viererimpulsen der am Zerfallsprozeß beteiligten Teilchen und vom
Spinvektor sc des c-Quarks abhängen:

H̄µν = 2 [gµρ gνσ + gµσ gνρ − gµν gρσ − iεµνρσ] p̄ρc p
σ
b ≡ 2Tµνρσ p̄

ρ
c p

σ
b

L̄µν = 8
[
gαµ gβν + gβµ gαν − gµν gαβ − iεµναβ

]
pl,α pνl,β ≡ 8T µναβ pl,α pνl,β. (3.12)
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Der Tensor Tµνρσ wurde zur Abkürzung der Ausdrücke in eckigen Klammern, die den
metrischen Tensor und den Levi-Civita-Tensor enthalten, definiert. Die Kontraktion

Tµνρσ T
µναβ = 4 δαρ δ

β
σ (3.13)

liefert für das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes

|M|2 =
g4
w

M4
W

|Vbc|2 (p̄c · pl) (pb · pνl). (3.14)

Um die Zerfallsrate zu berechnen, muß man nun über den Phasenraum der Teilchen im End-
zustand integrieren. Die differentielle Zerfallsrate erhält man aus der Übergangsamplitude,
wenn man die Erhaltung des Viererimpulses durch eine vierdimensionale Delta-Funktion
berücksichtigt und für jeden Impuls-Endzustand einen invarianten Phasenraumfaktor

2π δ(p2 −m2) Θ(p0)
d4p

(2π)4
=

1

2
√
~p2 +m2

d3~p

(2π)3

hinzufügt. Schließlich dividiert man den gesamten Ausdruck durch einen Flußfaktor, der
für den Zerfall eines Teilchens gerade das Doppelte seiner Energie ist. Im Ruhesystem des
b-Quarks vereinfacht sich die Rechnung, und die Zerfallsrate nimmt folgende Form an:

dΓ =
1

2mb

(2π)4 δ4(q − pl − pνl) |M|2 d3~pc d
3~pl d

3~pνl
8(2π)9 EcElEνl

. (3.15)

Es gilt wieder die Relation q = pb − pc.

3.2.2 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Im folgenden soll die differentielle Zerfallsrate nach der Energie des c-Quarks berechnet
werden. Dazu wird zuerst über den Phasenraum der Leptonen integriert. Das Neutrino
wird bei den Rechnungen als masselos angenommen. Da die Masse des geladenen Leptons,
solange man keine Tau-Leptonen betrachtet, viel kleiner als die des b-Quarks ist, kann man
auch diese als masselos ansehen. Dadurch kann die Integration über den Phasenraum der
Leptonen deutlich vereinfacht werden. Es ist hier von Vorteil, die Integration nur über den
Lepton-Tensor durchzuführen, da nur dort die Integrationsvariablen enthalten sind und
diese Rechnung auch bei der Integration der strahlungskorrigierten Zerfallsrate verwendet
werden kann. Eine ausführliche Diskussion über Phasenraumintegration findet man im
Buch von E. Byckling und K. Kajantie [46]. Man kann die Integration des Lepton-Tensors
über den Lepton-Phasenraum in Lorentz-kovarianter Weise ausführen. Dazu geht man
zurück zum Ausdruck (3.9) und definiert das kovariante Tensor-Integral

Iαβ =

∫
pl,α pνl,β δ

4(q − pl − pνl)
ElEνl

d3~pl d
3~pνl . (3.16)
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Damit und mit der Definition (3.12) des Lepton-Tensors läßt sich die Zerfallsrate schreiben
als

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
H̄µν T

µναβ

2 (2π)5 mbEc
Iαβ d

3~pc. (3.17)

Zur Auswertung des Tensor-Integrals Iαβ macht man einen allgemeinen Ansatz für symme-
trische Tensoren 2. Stufe, indem man diese in eine Basis aus dem metrischen Tensor und
dem einzigen weiteren Basis-Tensor, der aus dem vorhandenen Impulsvektor q gebildet
werden kann, entwickelt. Dann kann man das Integral als Linearkombination

Iαβ = A(q2) gαβ +B(q2) qα qβ (3.18)

schreiben. Durch Kontraktion mit gαβ oder qαqβ bekommt man zwei Gleichungen für die
Entwicklungskoeffizienten A und B, die man durch das skalare Integral

I =

∫
δ4(q − pl − pνl)

ElEνl
d3~pl d

3~pνl

ausdrücken kann, das aus der Kontraktion des Tensor-Integrals hervorgeht, wenn man
q2 = 2 pl · pνl benutzt und damit die Impulse pl und pνl im Integranden eliminiert. Das
Gleichungssystem

gαβIαβ = 4A+ q2 B =
q2

2
I

qαqβIαβ = q2 A+ (q2)2 B =
(q2)2

4
I (3.19)

hat die Lösungen

A =
q2

12
I , B =

1

6
I. (3.20)

Nun bleibt noch die Berechnung des skalaren Integrals I. Da I ein Lorentz-Skalar ist, kann
man es in jedem Bezugssystem berechnen. Die Berechnung von I ist am einfachsten, wenn
man als Bezugssystem das Ruhesystem des Leptonpaars wählt, in dem ~q = ~0 gilt. Unter
Berücksichtigung von El =

√
(~q − ~pνl)2 = |~pνl| und Eνl = |~pνl| kann man schließlich das

Integral berechnen. Man erhält

I =

∫
δ(q0 − El − Eνl)

ElEνl
d3~pνl = 4π

∫
δ(q0 − El − Eνl)

ElEνl
|~pνl|2 d|~pνl|

= 4π

∫
δ(q0 − 2 |~pνl|)
|~pνl|2

|~pνl|2 d|~pνl| = 2π

∫
δ(|~pνl| − q0/2) d|~pνl| = 2π. (3.21)

Damit ist
A =

π

6
q2 , B =

π

3
und das Tensor-Integral hat die Gestalt

Iαβ =
π

6

(
q2 gαβ + 2 qα qβ

)
. (3.22)
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Setzt man dies in den Ausdruck (3.17) ein und verwendet die Kontraktion

T µναβ Iαβ =
π

6

(
gαµ gβν + gβµ gαν − gµν gαβ − iεµναβ

) (
q2 gαβ + 2 qα qβ

)
=

2π

3

(
qµ qν − q2 gµν

)
(3.23)

so erhält man nach der Integration über den Lepton-Phasenraum für die differentielle
Zerfallsrate

dΓ =
g4
w

M4
W

|Vbc|2
(p̄c · pb) q2 + 2 (p̄c · q) (pb · q)

192 (2π)4 mbEc
d3~pc (3.24)

mit q = pb − pc.
Unser Ziel ist es, die differentielle Zerfallsrate bezüglich der Energie des c-Quarks aus-

zurechnen. Dazu wird das Ergebnis (3.24) noch über den Raumwinkelanteil des Phasen-
raumes für das c-Quark integriert. Zur einfacheren Berechnung der Integration wählt man
für den räumlichen Anteil des c-Impulses Kugelkoordinaten. Dann gilt für das räumliche
Integrationselement

d3~pc = |~pc|2 d|~pc| dΩc = |~pc|Ec dEc dΩc

mit |~pc| =
√
E2
c −m2

c . Die Auswertung der Skalarprodukte führt man am einfachsten im
Ruhesystem des b-Quarks durch, da die parametrisierten Viererimpulse dort eine einfa-
che Form haben. Außerdem kann man den räumlichen Impuls des c-Quarks frei wählen.
Zur Vereinfachung der Rechnung richtet man ihn parallel zur z-Richtung aus. Der Spin
des c-Quarks wird durch den Vierervektor sc beschrieben. Man kann ihn in zwei Anteile
parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung des c-Quarks sc = sc,l + sc,t aufteilen, die
mit den Indizes l beziehungsweise t bezeichnet werden. Die beiden möglichen Einstellungen
des longitudinalen c-Spins parallel oder antiparallel zum c-Quark–Impuls werden durch un-
terschiedliche Vorzeichen ±sc,l gekennzeichnet. Die parametrisierten Viererimpulse haben
dann die folgende Form:

pb = (mb, 0, 0, 0) , pc = (Ec, 0, 0, |~pc|) , sc,l = ± 1

mc

(|~pc|, 0, 0, Ec) , sc,t = (0, sx, sy, 0).

(3.25)
Daraus können die benötigten Skalarprodukte

pb · pc = mbEc , pb · q = mb (mb − Ec) , pc · q = mbEc −m2
c

q2 = m2
b +m2

c − 2mbEc

pb · sc,l = sc,l · q = ± mb

mc

|~pc| , pb · sc,t = sc,t · q = 0 (3.26)

berechnet werden. Die Skalarprodukte des transversalen Polarisationsvektors sc,t mit den
Impulsvektoren der Quarks verschwinden, so daß es keinen Beitrag zur Zerfallsrate mit
transversaler Polarisation gibt. Daher braucht man in den folgenden Rechnungen nur den
longitudinalen Anteil der c-Polarisation zu berücksichtigen.
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Das Raumwinkelintegral läßt sich nun trivial ausführen, und man erhält für die diffe-
rentielle Zerfallsrate mit longitudinaler Polarisation

dΓ

dEc
=

g4
w

M4
W

|Vbc|2
∫

(p̄c · pb) q2 + 2 (p̄c · q) (pb · q)
192 (2π)4 mb

|~pc| dΩc

=
g4
w

M4
W

|Vbc|2
4π |~pc|

192 (2π)4 mb

[
mb (Ec ∓ |~pc|)

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
)

+ 2mb

(
mb (Ec ∓ |~pc|)−m2

c

)
(mb − Ec)

]
, (3.27)

wobei das unterschiedliche Vorzeichen ± die beiden oben beschriebenen Einstellungen des
longitudinalen c-Spins bezeichnet. Zur kompakteren Darstellung dieses Ergebnisses ver-
wendet man die mit der Masse des b-Quarks skalierten Parameter

x =
2Ec
mb

, y =
mc

mb

, β =
|~pc|
Ec

=

√
x2 − 4 y2

x
. (3.28)

Außerdem kann man mit Hilfe der Relation

GF√
2

=
g2
w

8M2
W

(3.29)

die schwache Kopplungskonstante gw durch die Fermikonstante GF ausdrücken. Damit
kann man schließlich für die Zerfallsrate in Bornscher Näherung

dΓ
(Born)
±

dx
= Γb βx

(
G

(Born)
0 ±G(Born)

P

)
(3.30)

mit

G
(Born)
0 = x (3− 2x)− (4− 3x) y2

G
(Born)
P = − βx

(
3− 2x+ y2

)
(3.31)

schreiben. Die Konstante Γb ist die totale Bornsche Rate für unpolarisierte c-Quarks im
Grenzfall verschwindender c-Masse und ist gegeben durch

Γb =
g4
w

32M4
W

m5
b

192π3
|Vbc|2 =

G2
F m

5
b |Vbc|2

192π3
. (3.32)

Die Strukturfunktion G
(Born)
0 beschreibt den unpolarisierten Anteil der Zerfallsrate, wäh-

rend G
(Born)
P den polarisierten Anteil enthält. Dieser beschreibt die Polarisation des c-

Quarks, dessen Spinvektor parallel oder antiparallel zu seiner Geschwindigkeit projiziert
wurde. Die beiden Einstellungen des c-Quark–Spins führen zu den unterschiedlichen Vor-
zeichen.
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Die Funktionen G
(Born)
0 und G

(Born)
P hängen quadratisch von der skalierten b-Masse y

ab. Für mc = 0 oder y = 0 gilt

G
(Born)
0 = −G(Born)

P = x (3− 2x), (3.33)

was von der Tatsache herrührt, daß ein masseloses links-chirales c-Quark linkshändig ist.
Die kinematischen Grenzen für die skalierte c-Energie sind durch 2 y ≤ x ≤ 1+y2 gegeben.
Für die Werte der Bornschen Spektrum-Funktionen an der unteren und an der oberen
Grenze gilt

lim
x→2 y

βxG
(Born)
0 (x) = lim

x→2 y
βxG

(Born)
P (x) = 0

lim
x→1+y2

βxG
(Born)
0 (x) = − lim

x→1+y2
βxG

(Born)
P (x) =

(
1− y2

)3
. (3.34)

Beide Funktionen verschwinden somit an der unteren Grenze. An der oberen Grenze sind
sie betragsmäßig gleich und besitzen ein unterschiedliches Vorzeichen. Die x-Abhängigkeit
von G

(Born)
0,P wird in Abschnitt (3.6) graphisch dargestellt und anschließend noch etwas

ausführlicher diskutiert werden.

3.3 QCD-Schleifenbeiträge 1. Ordnung

In diesem Abschnitt werden die Beiträge zu den QCD-Einschleifenkorrekturen berechnet.
Sie setzen sich aus den Selbstenergie-Korrekturen für das b- und das c-Quark sowie der
Vertexkorrektur zusammen. Die Diagramme, die dazu beitragen, sind in Abbildung 3.2
dargestellt.

3.3.1 Vertexkorrektur

Zunächst bestimmen wir das Matrixelement für die Vertexkorrektur. Das zugehörige Dia-
gramm ist in Abbildung 3.2 (c) gezeigt. Durch Einsetzen der Ausdrücke für die Vertices,
die Propagatoren und die äußeren Linien, welche sich aus den Feynman-Regeln ergeben,
erhält man

M = ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4

[
− igs γρ

λa

2

] [
i (p/c − k/ +mc)

(pc − k)2 −m2
c

] [
− igw√

2
Vbc γµ

1− γ5

2

]

×
[
i (p/b − k/ +mb)

(pb − k)2 −m2
b

] [
− igs γσ

λb

2

] [
− iδab

gρσ

k2

]
u(pb, sb)

×
[
i (− gµν + qµ qν/M2

W )

q2 −M2
W

]
ū(pl, sl)

[
− igw√

2
γν

1− γ5

2

]
v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8
Vbc

(
− ig2

s λ
aλa

4

)
ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γµ (1− γ5)
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×
(

p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

)
γρ

1

k2
u(pb, sb)×

(
− gµν + qµ qν/M2

W

q2 −M2
W

)
Lν . (3.35)

Weil die Vertexkorrektur nur die Linien der Quarks betrifft, ist der Lepton-Strom Lν dersel-
be wie bei der Bornschen Rate. Er wurde bereits in (3.4) definiert. Wie bei der Berechnung

Abbildung 3.2: Feynman-Diagramme für die QCD–Einschleifen-Korrekturen zum semileptoni-
schen Zerfall b→ c+ l− + ν̄l. Die Diagramme (a) und (b) zeigen jeweils die Beiträge der Selbst-
energie für das b- und das c-Quark, in Diagramm (c) ist die Vertexkorrektur gezeigt.

der Bornschen Rate kann man auch hier die Näherung q2 �M2
W machen, wodurch im W -

Propagator der qµqν-Term im Zähler vernachlässigt und der Nenner durch −M2
W ersetzt

werden kann. Das vereinfachte Matrixelement sieht dann folgendermaßen aus

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc

(
− ig2

sλ
aλa

4

)
ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γµ (1− γ5)

×
(

p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

)
γρ

1

k2
u(pb, sb) ū(pl, sl) γ

µ (1− γ5) v(pνl , sνl)
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=
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc) Λµ u(pb, sb) ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl), (3.36)

wobei der strahlungskorrigierte Vertex durch den folgenden Ausdruck gegeben ist:

Λµ =
− ig2

s

4
λaλa

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γµ (1− γ5)

(
p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

)
γρ

1

k2
.

(3.37)

Hier bezeichnet k den Impuls des in der Schleife umlaufenden Gluons, gw die schwache
Kopplungskonstante, und λa steht für die acht Gell-Mann-Matrizen. Das virtuelle Gluon
in der Schleife kann acht unterschiedliche Farbzustände besitzen, über die man summieren
muß. Mit den Relationen (A.63) aus dem Anhang erhält man

λa

2

λa
2
≡

3∑
j=1

(λa)ji
2

(λa)
k
j

2
=

4

3
δki ≡ CF I, (3.38)

wobei I die 3× 3-Einheitsmatrix und CF = 4/3 der Farbfaktor ist. Nach Summation über
die Farben ergibt sich also aus (3.37) die Kopplung des Vertex durch die Ersetzung

− ig2
s

4
λaλa → − ig2

s CF I =
− 4ig2

s

3
I.

Da die Vertexfunktion Λµ im Matrixelement zwischen Spinoren äußerer Teilchen steht, kann
man durch Anwendung der Dirac-Gleichung den Zähler des Integranden vereinfachen. Um
die γ-Matrizen algebraisch weiter auszuwerten und das Integral über d4k zu berechnen,
muß man beachten, daß diese Integration sowohl für sehr große als auch für sehr kleine
Werte von k divergent ist. Für große k-Werte kann man sich davon am einfachsten durch
Abzählen der Potenzen von k überzeugen. Es gilt nämlich im Grenzfall k →∞

Λµ(k →∞) ∝
∫

d4k

(2π)4
γρ

k/

k2
γµ (1− γ5)

k/

k2
γρ

1

k2
, (3.39)

wenn man die Massen und äußeren Impulse gegenüber k vernachlässigt. Nach einer Wick-
Rotation, wie sie im Anhang B.3 durchgeführt wird, geht die Minkowski-Metrik in die
Euklidische Metrik über, und man kann das Quadrat des Gluonimpulses als k2

E := k2
0,E +

~k2
E und das Integrationsmaß in der Form d4k = |kE|3 d|kE| dΩ4 schreiben. Der Nenner

des Integranden enthält damit sechs Potenzen von k, während der Zähler insgesamt fünf
Potenzen von k enthält. Dies liefert bei der Integration eine logarithmische Singularität.
Bei kleinen Werten von k kann nun umgekehrt in den Propagator-Zählern von (3.37) der
Gluonimpuls k gegenüber den Quarkimpulsen pb und pc vernachlässigt werden. Außerdem
gilt für kleine k im Propagatornenner (p− k)2−m2 = k2− 2 p · k ≈ − 2 p · k. Damit lautet
das Integral (3.37)

Λµ(k → 0) ∝
∫

d4k

(2π)4
γρ
p/c +mc

2 pc · k
γµ (1− γ5)

p/b +mb

2 pb · k
γρ

1

k2
. (3.40)
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Weil die Skalarprodukte im Nenner nach einer Wick-Rotation als p · k = |pE| |kE| cos θ
geschrieben werden können, treten alle Potenzen von k multiplikativ auf, und es gibt ins-
gesamt drei k-Potenzen im Zähler und vier k-Potenzen im Nenner, so daß das Integral auch
für kleine Impulse eine logarithmische Divergenz aufweist.

Um einen endlichen Wert für die Integration der Vertexfunktion zu erhalten, muß
man sie zunächst regularisieren. Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Regularisierung
durchzuführen. Wir beginnen mit der Behandlung der Divergenz bei großen Impulsen, die
man als Ultraviolett- oder kurz UV -Singularität bezeichnet. Im vorliegenden Fall ist es
günstig, die UV-Divergenz mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung zu behandeln, weil
dadurch die Integration relativ einfach durchzuführen ist, ohne daß dabei die Symmetrien
der Theorie verletzt werden. Hierbei verallgemeinert man den vierdimensionalen Impuls-
raum zu D = 4 − 2ε Dimensionen. Der Parameter ε kann eine beliebige reelle Zahl sein.
Der Grenzfall ε→ 0 liefert wieder das divergente Integral für D = 4. Beim Ausrechnen von
Kontraktionen über Lorentzindices bei Tensoren und Gamma-Matrizen muß man dann be-
achten, daß die Dimensionszahl nun ungleich vier ist. Außerdem wird man eine Integration
über das D-dimensionale Volumenelement ausführen müssen.

Die Singularität bei kleinen Impulsen, die auch Infrarotsingularität oder kurz IR-
Singularität genannt wird, soll durch Einführung einer sehr kleinen, aber endlichen Gluon-
masse im Propagatornenner regularisiert werden. Bei der Gluonmassen-Regularisierung
nimmt man an, daß für den Impuls des Gluons die Relation k2 = m2 gültig ist. Diese
Regularisierung hat den Vorteil, daß man die Infrarotsingularität von der UV-Singularität
unterscheiden kann. Die Integration wird durch die zusätzliche Masse allerdings etwas kom-
plizierter, kann aber durch technische Vereinfachungen noch analytisch ausgeführt werden.
Ein weiterer Vorteil der Regularisierung mit einer Gluonmasse gegenüber der dimensiona-
len Regularisierung tritt bei Diagrammen mit geschlossenen Fermionlinien auf, weil es dort
Probleme mit der Definition von γ5-Matrizen in D 6= 4 Dimensionen geben kann.

Man kann den Zähler des Integranden in (3.37) noch etwas vereinfachen, indem man
ausnutzt, daß der Vertex zwischen den Spinoren der äußeren Quarks steht, die sich auf
der Massenschale befinden. Wenn man unter Verwendung der Clifford-Algebra (A.17) die
Matrizen γρ und γρ mit den benachbarten Quarkpropagatoren vertauscht, kann man an-
schließend durch Anwendung der Dirac-Gleichung für das b- und das c-Quark p/b,c = mb,c

setzen. Danach tauscht man den Faktor 1 − γ5 mit Hilfe der Relation (A.19) nach rechts
und kontrahiert über den Index α.

Um die UV -Divergenzen zu regularisieren, benutzt man die Verallgemeinerung der
Relationen (A.29) für die Kontraktionen von Gamma-Matrizen in D Dimensionen. Sie
lauten

γρ γ
ρ = D 1l , γρ γµ γ

ρ = (2−D) γµ (3.41)

und folgen aus der Clifford-Algebra, die auch in beliebigen DimensionenD 6= 4 gültig bleibt.
Dies kann man einsehen, wenn man die Spur des verallgemeinerten metrischen Tensors
gµν g

µν = δµµ = D bildet, die bei der Kontraktion γµ γ
µ auftritt. Für die Regularisierung

der IR-Divergenzen ersetzt man im Nenner des Gluon-Propagators k2 durch k2−m2. Nach
Ausführung der genannten Vereinfachungen und der Regularisierung lautet der Ausdruck
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für die Vertexkorrektur (3.37)

Λµ(pb, pc) = − ig2
s CF I µ

4−D
∫

dDk

(2π)D
1

(pc − k)2 −m2
c

1

(pb − k)2 −m2
b

1

k2 −m2

×
[
4pb · (pc − k) γµ + 2 k/ (p/b − p/c) γµ + 4 (pc,µk/ − kµp/c)

+ (2−D)
(
2kµk/ − k2γµ

) ]
(1− γ5). (3.42)

Der Parameter µ hat die Dimension einer Masse und wurde eingeführt, damit die Massen-
dimension des Integrationselementes dDk µ4−D gleich vier bleibt.

Das auftretende Integral kann durch unterschiedliche Typen von Grundintegralen aus-
gedrückt werden, die entsprechend der Anzahl der Potenzen von k im Zähler entweder
skalarwertig sind oder Vektor- sowie Tensorcharakter haben. Definiert man diese Grundin-
tegrale als

I3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

[(pc − k)2 −m2
c ] [(pb − k)2 −m2

b ] [k2 −m2]
,

Iµ3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ

[(pc − k)2 −m2
c ] [(pb − k)2 −m2

b ] [k2 −m2]
,

Iµν3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµkν

[(pc − k)2 −m2
c ] [(pb − k)2 −m2

b ] [k2 −m2]
, (3.43)

so kann man die Vertexkorrektur (3.42) mit deren Hilfe in der Form

Λµ = − ig2
s CF I [4 pb · pc γµ I3 + (− 4 pb,ρ γµ + 2 γρ (p/b − p/c) γµ) Iρ3

+ 4 pc,µ γρ I
ρ
3 − 4 p/c I3µ + (2−D)

(
2 γρ I

ρ
3µ − gρσγµ I

ρσ
3

)]
(1− γ5) (3.44)

darstellen. Der Index 3 soll andeuten, daß es sich hier um sogenannte Dreipunkt-Integrale
handelt, das heißt um solche, die drei Propagatornenner enthalten. Das skalare Integral ist
UV-endlich, aber IR-divergent, das Vektorintegral ist sowohl UV- als auch IR-endlich, und
das Tensorintegral ist UV-divergent, jedoch IR-endlich. Während das skalare Integral direkt
ausgerechnet werden kann, ist es von Vorteil, die Vektor- und Tensor-Integrale in geeigneter
Weise durch einfachere skalare Integrale darzustellen, die leichter zu berechnen sind als
die einzelnen Komponenten von Iµ3 und Iµν3 . Man benutzt dazu die Lorentz-Kovarianz
der zu berechnenden Integrale und berücksichtigt, daß sie nur von den äußeren Impulsen
abhängen können, die im Integranden stehen und über die nicht integriert wird. Dann kann
man die Vektor-Integrale als eine Linearkombination aller dieser Vierervektoren darstellen,
wobei die Entwicklungskoeffizienten Skalare sein müssen, die ebenfalls nur aus denselben
Vektoren oder den Massen der entsprechenden Teilchen gebildet werden dürfen. In der
gleichen Weise stellt man die Tensor-Integrale durch Linearkombination aller Tensoren
dar, die sich aus den Impulsvektoren bilden lassen und die symmetrisch in beiden Indices
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sind, damit man auch die Symmetrieeigenschaften der Tensor-Integrale berücksichtigen
kann. Dazu kann man auch den metrischen Tensor benutzen, der ebenfalls die gewünschte
Symmetrie zeigt und der nur konstante Komponenten besitzt. Diese Methode der Zerlegung
der auftretenden Vektor- und Tensor-Integrale in skalare Integrale geht auf G. Passarino
und M. Veltman zurück, die sie auf die Berechnung der Einschleifen-Strahlungskorrekturen
zu dem Prozeß e+e− → µ+µ− angewandt haben [47]. Die skalaren Integrale selbst sowie
deren Berechnung wurden von G. ’t Hooft und M. Veltman diskutiert [48].

Die Reduktion der auftretenden Vektor- und Tensor-Integrale auf skalare Integrale wird
im Anhang B.2 durchgeführt. Die bei der Zerlegung auftretenden skalaren Integrale werden
definiert als

I1(m2) = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

k2 −m2
= µ4−D

∫
dDk

(2π)D
1

(p− k)2 −m2

I2(p2
q,m

2
q,m

2) = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1[

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

I2(q2,m2
b ,m

2
c) = µ4−D

∫
dDk

(2π)D
1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

I3(q2,m2
b ,m

2
c ,m

2) = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

(3.45)

mit q = pb−pc. Ihre Berechnung wird im Anhang B.3 durchgeführt. Die Identitäten für das
erste und das dritte Integral ergeben sich aus der Translationsinvarianz mit der Substitution
k → k − p und mit k → pc + k, wenn man berücksichtigt, daß das Integrationsgebiet der
gesamte D-dimensionale Raum ist.

Für das Vektor-Integral stehen als Basisvektoren nur die beiden Viererimpulse pb und
pc zur Verfügung. Da das Integral ebenfalls ein Vierervektor sein muß, der nur die beiden
Teilchenimpulse enthalten kann, bleibt als einzige Möglichkeit die Darstellung

Iµ3 = Apµb +B pµc (3.46)

übrig. Kontrahiert man diese Gleichung jeweils mit pb,µ und pc,µ, so erhält man ein Glei-
chungssystem mit zwei Gleichungen

Iµ3 pb,µ = Am2
b +B (pb · pc)

Iµ3 pc,µ = A (pb · pc) +Bm2
c , (3.47)

das man nach den Entwicklungskoeffizienten auflösen kann:

A =
(pb · pc) Iµ3 pc,µ −m2

c I
µ
3 pb,µ

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c
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B =
(pb · pc) Iµ3 pb,µ −m2

b I
µ
3 pc,µ

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

. (3.48)

Die mit den Impulsvektoren zu Skalaren kontrahierten Integrale im Zähler von A und B
kann man nun in einfachere skalare Integrale zerlegen, indem man die Zerlegungsmethode
nach Passarino und Veltman benutzt, in der die auftretenden Skalarprodukte in der Form

k · pb = − 1

2

[
(pb − k)2 −m2

b − k2 +m2 −m2
]

k · pc = − 1

2

[
(pc − k)2 −m2

c − k2 +m2 −m2
]

(3.49)

darstellt werden, so daß sich die einzelnen Terme dieser Zerlegung mit den entsprechen-
den Faktoren der Propagatornenner im Integranden gegenseitig aufheben. Die ausführliche
Rechnung ist in Anhang B.2 durchgeführt. Als Ergebnis erhält man schließlich für die
kontrahierten Vektor-Integrale

Iµ3 pb,µ =
1

2

[
I2(q2,m2

b ,m
2
c)− I2(m2

c)
]

Iµ3 pc,µ =
1

2

[
I2(q2,m2

b ,m
2
c)− I2(m2

b)
]
. (3.50)

Da die Integrale IR-endlich sind, kann die Gluonmasse null gesetzt werden. Wenn man die
im Anhang B.3 berechneten skalaren Integrale einsetzt, erhält man für die oben genannten
Kontraktionen

Iµ3 pb,µ =
i

32π2

[(
1 +

m2
b −m2

c

q2

)
ln

(
mc

mb

)
+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]

Iµ3 pc,µ =
i

32π2

[(
−1 +

m2
b −m2

c

q2

)
ln

(
mc

mb

)
+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
(3.51)

und schließlich für die Koeffizienten

A =
i

16π2

[
1

q2
ln

(
mc

mb

)
+

1

2
√
λ

(
m2
b −m2

c

q2
− 1

)
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]

B =
− i

16π2

[
1

q2
ln

(
mc

mb

)
+

1

2
√
λ

(
1 +

m2
b −m2

c

q2

)
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
(3.52)

mit
λ ≡ λ(q2,m2

b ,m
2
c) = (q2)2 +m4

b +m4
c − 2 (q2 m2

b + q2 m2
c +m2

b m
2
c).



3.3. QCD-SCHLEIFENBEITRÄGE 1. ORDNUNG 57

Das Tensor-Integral ist gemäß seiner Definition symmetrisch in den beiden Indices
und setzt sich auch aus den beiden Impulsvektoren pb und pc zusammen. Außerdem kann
es noch, wie bereits kurz geschildert, den metrischen Tensor gµν enthalten, da er auch
symmetrisch ist und nur konstante Komponenten enthält. Der allgemeine Ansatz für eine
Entwicklung in Basis-Tensoren ist somit

Iµν3 = C1 p
µ
b p

ν
b + C2 p

µ
c p

ν
c + C3 (pµb p

ν
c + pµc p

ν
b ) + C4 g

µν . (3.53)

Um die Koeffizienten C1, C2, C3 und C4 zu berechnen, kontrahiert man das Tensor-Integral
nacheinander mit allen möglichen Kombinationen der Vierervektoren pb und pc sowie mit
dem metrischen Tensor zu Skalaren. Dann erhält man zunächst das folgende Gleichungs-
system

Iµν3 pb,µ pb,ν = C1 m
4
b + C2 (pb · pc)2 + 2C3 m

2
b (pb · pc) + C4 m

2
b

Iµν3 pc,µ pc,ν = C1 (pb · pc)2 + C2 m
4
c + 2C3 m

2
c (pb · pc) + C4 m

2
c

Iµν3 pb,µ pc,ν = Iµν3 pc,µ pb,ν

= C1 m
2
b (pb · pc) + C2 m

2
c (pb · pc) + C3

[
(pb · pc)2 +m2

b m
2
c

]
+ C4 (pb · pc)

Iµν3 gµν = C1 m
2
b + C2 m

2
c + 2C3 (pb · pc) +DC4, (3.54)

das mit den nachfolgend definierten Skalaren

F1 = C1 m
2
b + C3 (pb · pc) + C4

F2 = C2 (pb · pc) + C3 m
2
b

F3 = C1 (pb · pc) + C3 m
2
c

F4 = C2 m
2
c + C3 (pb · pc) + C4

F5 = C1 m
2
b + C2 m

2
c + 2C3 (pb · pc) +DC4 (3.55)

teilweise entkoppelt und in ein System aus fünf Gleichungen übergeht, das folgende Form
annimmt:

Iµν3 pb,µ pb,ν = F1 m
2
b + F2 (pb · pc)

Iµν3 pc,µ pb,ν = F1 (pb · pc) + F2 m
2
c

Iµν3 pb,µ pc,ν = F3 m
2
b + F4 (pb · pc)

Iµν3 pc,µ pc,ν = F3 (pb · pc) + F4 m
2
c

Iµν3 gµν = F5. (3.56)

Die ersten 4 Gleichungen dieses Systems können ohne Schwierigkeiten nach den neuen
Koeffizienten F1, F2, F3 und F4 aufgelöst werden, während die fünfte Gleichung unverändert
bestehen bleibt. Es ist

F1 =
(pb · pc) Iµν3 pc,µ pb,ν −m2

c I
µν
3 pb,µ pb,ν

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c
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F2 =
(pb · pc) Iµν3 pb,µ pb,ν −m2

b I
µν
3 pc,µ pb,ν

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

F3 =
(pb · pc) Iµν3 pc,µ pc,ν −m2

c I
µν
3 pb,µpc,ν

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

F4 =
(pb · pc) Iµν3 pb,µ pc,ν −m2

b I
µν
3 pc,µpc,ν

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

F5 = Iµν3 gµν . (3.57)

Nun kann man diese expliziten Ausdrücke benutzen, um (3.55) nach den Entwicklungs-
koeffizienten des Tensor-Integrals Ci mit i = 1, 2, 3, 4 aufzulösen und bekommt damit das
folgende Ergebnis

C1 =
1

D − 2

(D − 2) (pb · pc)F3 −m2
c [(D − 1)F1 − F5 + F4]

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

C2 =
1

D − 2

(D − 2) (pb · pc)F2 −m2
b [(D − 1)F4 − F5 + F1]

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

C3 =
1

D − 2

(pb · pc) [(D − 1)F1 − F5 + F4]− (D − 2)m2
b F3

(pb · pc)2 −m2
b m

2
c

C4 =
F5 − F4 − F1

D − 2
. (3.58)

Die Koeffizienten (3.57) enthalten die kontrahierten Tensor-Integrale, die im Anhang (B.22)
in Abhängigkeit der skalaren Grundintegrale berechnet wurden. Wenn man die skalaren
Integrale aus B.3 benutzt, kann man die kontrahierten Tensor-Integrale explizit angeben.
Die Gluonmasse kann null gesetzt werden, weil die Tensorintegrale IR-endlich sind. Man
erhält

Iµν3 pb,µ pb,ν =
i

64π2

{
m2
b

[
∆ + 1 + ln

(
µ2

mbmc

)]

− λ

2 q2

[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]

+
1

q2

[
m2
b(m

2
b +m2

c)−
1

2
(m2

b +m2
c − q2)2 − m2

b −m2
c

2 q2
λ

]
ln

(
mc

mb

)}

Iµν3 pb,µ pc,ν =
i

64π2

{
1

2
(m2

b +m2
c − q2)

[
∆ + 1 + ln

(
µ2

mbmc

)]

− λ

2 q2

[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
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+
m2
b −m2

c

2 q2

(
m2
b +m2

c − q2 − λ

q2

)
ln

(
mc

mb

)}

Iµν3 pc,µ pc,ν =
i

64π2

{
m2
c

[
∆ + 1 + ln

(
µ2

mbmc

)]

− λ

2 q2

[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]

+
1

q2

[
1

2
(m2

b +m2
c − q2)2 −m2

c(m
2
b +m2

c)−
m2
b −m2

c

2 q2
λ

]
ln

(
mc

mb

)}

Iµν3 gµν =
i

16π2

[
∆ + 2 +

m2
b −m2

c

q2
ln

(
mc

mb

)
+ ln

(
µ2

mbmc

)

+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
(3.59)

mit

∆ =
1

ε
− γ + ln(4π). (3.60)

Setzt man diese Ergebnisse in (3.57) ein, dann ergeben sich folgende Ausdrücke:

F1 =
i

64π2

{
∆ + 1 + ln

(
µ2

mbmc

)
+

1

q2

[
2m2

b −
(m2

b −m2
c)

2

q2

]
ln

(
mc

mb

)

+

(
1− m2

b −m2
c

q2

)[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]}

F2 =
i

64π2

{[
1 +

1

q2

(
(m2

b −m2
c)

2

q2
− 2m2

c

)]
ln

(
mc

mb

)

+

(
1 +

m2
b −m2

c

q2

)[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2
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+
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λ
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(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]}
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F4 =
i

64π2

{
∆ + 1 + ln

(
µ2

mbmc

)
+

1

q2

[
(m2

b −m2
c)

2

q2
− 2m2

c

]
ln

(
mc

mb

)

+

(
1 +

m2
b −m2

c

q2

)[
1 +

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2
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√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]}

F5 =
i

16π2

[
∆ + 2 +

m2
b −m2

c

q2
ln

(
mc

mb

)
+ ln

(
µ2

mbmc

)

+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
. (3.61)

Man kann durch kurzes Nachrechnen zeigen, daß diese Koeffizienten den Symmetriebezie-
hungen

F1(m2
b ,m

2
c , q

2) = F4(m2
c ,m

2
b , q

2)

F2(m2
b ,m

2
c , q

2) = F3(m2
c ,m

2
b , q

2) (3.62)

genügen.
Um schließlich die Entwicklungskoeffizienten des Tensor-Integrals zu erhalten, setzt

man die Ausdrücke (3.61) in (3.58) ein. Das liefert

C1 =
i

64π2

{
4m2

c

λ
+

2

q2

(
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b −m2
c

q2

)
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(
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λ
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+
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c)
2
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][
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√
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2 q2
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√
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√
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+
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√
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√
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√
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√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]}
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C4 =
i

64π2

[
∆ + 3 +

m2
b −m2

c

q2
ln

(
mc

mb

)
+ ln

(
µ2

mbmc

)

+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
. (3.63)

Die Gluonmasse m wurde in der Ordnung O(m) und höheren Ordnungen wieder ver-
nachlässigt, da die infrarotdivergenten Terme logarithmisch von m abhängen und bei der
Multiplikation mit m im Grenzfall m→ 0 verschwinden. Sie taucht dann in den Entwick-
lungskoeffizienten C1, . . . , C4 nicht mehr auf.

Nun hat man sämtliche Koeffizienten berechnet, die in die Entwicklung der Vektor-
und Tensor-Integrale eingehen. Dann kann man die Darstellungen (3.46) und (3.53) der
Dreipunkt-Integrale benutzen und setzt sie in den Ausdruck (3.44) für die Vertexfunkti-
on ein. Unter Verwendung der Eigenschaften für Gamma-Matrizen aus dem Anhang A.3
ergibt sich eine Darstellung, die nur noch das skalare Dreipunkt-Integral sowie die Ent-
wicklungskoeffizienten des Vektor- und des Tensor-Integrals enthält:

Λµ = − 2ig2
s CF I

{
2 pb · pc I3 γµ − 2 (m2

b A+ pb · pcB)γµ

+
[
(m2

b − 2 pb · pc)A+ (A+B) p/c p/b −m2
c B
]
γµ

+ 2 pc,µ (Ap/b +B p/c)− 2 p/c(Apb,µ +B pc,µ)

− 2 (1− ε) [C1 p/b pb,µ + C2 p/c pc,µ + C3 (p/b pc,µ + p/c pb,µ) + C4 γµ]

+ (1− ε)
[
m2
b C1 +m2

c C2 + 2 pb · pcC3 + 2(2− ε)C4

]
γµ
}

(1− γ5).

(3.64)

Das Resultat für das Dreipunkt-Integral ist im Anhang (B.49) angegeben. Wenn man
bedenkt, daß der Vertex Λµ zwischen zwei Spinoren der äußeren Quarks steht, kann man
durch Anwendung der Relationen

{γµ, γν} = 2 gµν , {γµ, γ5} = 0

die Größe p/c nach links durchtauschen, so daß sie auf den Spinor ū(pc, sc) trifft und mit der
Dirac-Gleichung zumc vereinfacht werden kann. Ebenso kann p/b nach rechts durchgetauscht
und zu mb vereinfacht werden. Ordnet man das Ergebnis nach Vektoranteilen γµ, pb,µ und
pc,µ sowie nach den zugehörigen Axialvektoranteilen, die zusätzlich ein γ5 enthalten, und
entwickelt es schließlich in eine Potenzreihe in ε, so kann das Resultat in der folgenden
Form geschrieben werden:

Λµ = − 2ig2
s CF I

{ [
2 pb · pc I3 −m2

b A−m2
c B − (2 pb · pc +mbmc) (A+B)

+ m2
b C1 +m2

c C2 + 2 pb · pcC3 + 2C5

]
γµ

+2 [(mcB −mbC1 −mcC3) pb,µ + (mbA−mcC2 −mbC3) pc,µ]
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−
[
2 pb · pc I3 −m2

b A−m2
c B − (2 pb · pc −mbmc) (A+B)

+ m2
b C1 +m2

c C2 + 2 pb · pcC3 + 2C5

]
γµγ5

−2 [(mcB +mbC1 −mcC3) pb,µ + (−mbA−mcC2 +mbC3) pc,µ] γ5

}
+ O(ε) (3.65)

mit der Definition

C5 = C4 −
2 i

64 π2
. (3.66)

Im Grenzfall sehr kleiner Werte von ε kann die Ordnung O(ε) vernachlässigt werden. Setzt
man die Ausdrücke für die Entwicklungskoeffizienten (3.52) und (3.63) und für das skala-
re Dreipunkt-Integral (B.49) in diesen Vertex ein, dann ergibt sich für die regularisierte
Vertexfunktion

Λµ(pb, pc) =
g2
s

16π2
CF I

{
Λ1 γµ + Λ2 pb,µ + Λ3 pc,µ − [Λ4 γµ + Λ5 pb,µ + Λ6 pc,µ] γ5

}
(3.67)

mit den Entwicklungskoeffizienten

Λ1 = − m2
b +m2

c − q2

√
λ

[
1

2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
ln

(
m2
b m

2
c

m4

)

+ ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

2m2
b

)
ln

(
(m2

b −m2
c +
√
λ)2 − (q2)2

(m2
b −m2

c −
√
λ)2 − (q2)2

)

− 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ

)
+ 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

)]

+

[
∆ + ln

(
µ2

mbmc

)]
− m2

b −m2
c

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)

+

[
1√
λ

(
(mb +mc)

2 − q2
)
−
√
λ

2 q2

]
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

Λ2 =
2

q2
(mb −mc)−

1

q2

[
(mb + 2mc)− (mb +mc)

(mb −mc)
2

q2

]
ln

(
m2
c

m2
b

)
+

1

q2

[
(mb −mc)

√
λ

q2
− mc√

λ

(
(mb −mc) (3mb +mc) + q2

)]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
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Λ3 = − 2

q2
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× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
(3.68)

mit ∆ = 1/ε−γ+ ln(4π) und q = pb−pc. Die durch 1/ε regularisierte UV -Divergenz ist in
∆ enthalten und tritt nur bei den Koeffizienten Λ1 und Λ4 auf, welche mit den Born-Term–
artigen Strukturen der Amplitude multipliziert werden. In Bornscher Näherung besitzt der
Vertex die V −A-Struktur γµ (1−γ5), während die UV -divergenten Anteile der Einschleifen-
Korrektur durch γµ (Λ1−Λ4 γ5) gegeben sind. Diese Tatsache ist die Voraussetzung dafür,
daß sich die Singularitäten im renormierten Vertex gegenseitig aufheben. Die beiden Koef-
fizienten Λ1 und Λ4 sind auch die einzigen, die neben der UV- auch eine Infrarot-Divergenz
besitzen, welche mit der Gluonmasse m regularisiert ist. Sie unterscheiden sich voneinander
nur durch ein einziges relatives Vorzeichen im Vorfaktor eines der einfach logarithmischen
Terme, ihre Differenz ist gegeben durch die Relation

Λ1 − Λ4 =
4mbmc√

λ
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
. (3.69)

Man kann sich durch Ausrechnen leicht davon überzeugen, daß die Koeffizienten Λ2 und
Λ3 sowie Λ5 und Λ6 jeweils durch die Vertauschung mb ↔ mc der beiden Quarkmassen
auseinander hervorgehen. Der Grund für diese Eigenschaft liegt in der CP -Symmetrie
des W -Zerfalls in ein Quark-Antiquark-Paar unter Ladungskonjugation und Parität. Die
Abhängigkeit der Koeffizienten Λ1 und Λ4 von den Regularisierungsparametern ε und m für
die UV- und IR-Divergenzen darf sich natürlich nicht auf die endgültigen physikalischen
Ergebnisse übertragen, weil diese keine solchen Parameter mehr enthalten sollen. Man
muß sich deshalb überlegen, wie man aus den regularisierten die physikalischen Größen
bestimmen kann. Vorher sollen aber noch die übrigen Beiträge berechnet werden, die neben
der Vertexkorrektur zu den Einschleifen-Korrekturen beitragen, nämlich die Selbstenergie
für das b- und das c-Quark.

3.3.2 Selbstenergie-Korrekturen der Quarks

Für den Zerfall b → c + W− trägt neben der Vertexkorrektur auch die Selbstenergie der
Quarks zu den Strahlungskorrekturen der Ordnung αs bei. Sie wird durch eine Korrektur
der äußeren Quark-Linien bestimmt. Es gibt zwei Diagramme, die zur Selbstenergie bei-
tragen, jeweils eines für das b-Quark und das c-Quark. Sie sind in Abbildung (3.2) (a) und
(b) dargestellt. Der Beitrag der c-Selbstenergie ist

M = ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4

[
− igs γρ

λa

2

] [
i (p/c − k/ +mc)

(pc − k)2 −m2
c

] [
− igs γσ

λb

2

] [
i (p/c +mc)

p2
c −m2

c

]

×
[
− iδab

gρσ

k2

] [
− igw√

2
Vbc γµ

1− γ5

2

]
u(pb, sb)
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×
[
i (− gµν + qµ qν/M2

W )

q2 −M2
W

]
ū(pl, sl)

[
− igw√

2
γν

1− γ5

2

]
v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8
Vbc

(
− ig2

s λ
aλa

4

)
ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γρ

1

k2

(
p/c +mc

p2
c −m2

c

)

× γµ (1− γ5)u(pb, sb)

(
−gµν + qµ qν/M2

W

q2 −M2
W

)
ū(pl, sl) γν (1− γ5) v(pνl , sνl). (3.70)

Nach Vernachlässigung von q2-Termen gegenüber der W -Masse kann man das vereinfachte
Matrixelement schreiben als

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc

(
− ig2

s λ
aλa

4

)
ū(pc, sc)

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γρ

1

k2

(
p/c +mc

p2
c −m2

c

)
× γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pl, sl) γν (1− γ5) v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc) (Σc)

(
p/c +mc

p2
c −m2

c

)
γµ (1− γ5)u(pb, sb)

× ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl), (3.71)

wobei man mit Σc die Selbstenergie bezeichnet. Sie ist durch

Σc =
− ig2

s λ
aλa

4

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/c − k/ +mc

(pc − k)2 −m2
c

)
γρ

1

k2
(3.72)

gegeben. Entsprechend ergibt sich der Beitrag zur Selbstenergie des b-Quarks zu

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc) γµ (1− γ5)

(
p/b +mb

p2
b −m2

b

)
(Σb)u(pb, sb)

× ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl) (3.73)

mit

Σb =
− ig2

s λ
aλa

4

∫
d4k

(2π)4
γρ

(
p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

)
γρ

1

k2
, (3.74)

wobei Σb aus Σc durch die Ersetzungen pc → pb und mc → mb der Viererimpulse und der
Quarkmassen hervorgeht. Nachdem man wie bei der Vertex-Korrektur über die Farbindizes
der Gluonen summiert hat, erhält man mit (3.38) einen Faktor 4CF I anstelle von λaλa.

Es sei bemerkt, daß bei den Ausdrücken für die Selbstenergie-Beiträge das Impulsqua-
drat nicht sofort mit dem Massenquadrat gleichgesetzt werden darf, da man die Masse
zuvor renormieren muß. Deshalb darf man auch nicht, wie bei der Vertexkorrektur, die
Dirac-Gleichung zum Vereinfachen der Terme, die Gamma-Matrizen enthalten, im Zähler
von Σ verwenden. Die Renormierung wird im nächsten Abschnitt (3.3.3) ausführlicher
behandelt.
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Die Selbstenergie ist wie der Vertex UV -divergent, aber im Gegensatz zu diesem IR-
endlich. Sie muß ebenfalls regularisiert werden, was wieder mittels dimensionaler Regula-
risierung geschieht. Dann erhält man folgenden Ausdruck:

Σ(pq,mq) = − ig2
s CF I µ

4−D
∫

dDk

(2π)D
γρ

(
p/q − k/ +mq

(pq − k)2 −m2
q

)
γρ

1

k2 −m2
. (3.75)

Der Index q steht wieder für die beiden Quarks b und c. Führt man außerdem noch eine
endliche Gluonmasse m ein, so erhält man dieselben Integraltypen wie bei der Vertex-
korrektur und kann die bekannten Resultate verwenden. Um den Zähler des Integranden
zu vereinfachen, benutzt man die Kontraktionen von Gamma-Matrizen in D Dimensionen
(3.41) . Dann läßt sich die Selbstenergie-Korrektur schreiben als

Σ(pq,mq) = − ig2
s CF I µ

4−D
∫

dDk

(2π)D
(2−D) (p/q − k/) +mqD 1l[
(pq − k)2 −m2

q

]
[k2 −m2]

. (3.76)

Zur Berechnung des Integrals geht man genauso vor wie bei der Vertexkorrektur. Man zer-
legt den Integranden so, daß er durch elementare Zweipunkt-Integrale ausgedrückt werden
kann, die selbst auf noch einfachere skalare Integrale zurückgeführt werden können. Mit
der Definition des skalaren und des vektoriellen Zweipunkt-Integrals

I2 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1[

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

Iµ2 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ[

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

(3.77)

läßt sich die Selbstenergie darstellen als

Σ(pq,mq) = − ig2
s CF I

{[
(2−D) p/q +mqD

]
I2 − (2−D) γµ I

µ
2

}
. (3.78)

Das Vektor-Integral enthält nur einen Impulsvektor pq, so daß man den Ansatz

Iµ2 (pq,m
2
q,m

2) = Apµq

machen kann. Kontrahiert man dies mit pq,µ, so kann man A bestimmen zu

A =
1

p2
q

Iµ2 pq,µ.

Das auftretende Skalarprodukt des Vektor-Integrals mit dem Quark-Impuls kann man mit

pq · k = − 1

2

[
(pq − k)2 − p2

q − k2 +m2
q −m2

q +m2 −m2
]

(3.79)
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vereinfachen und erhält eine Reduktion auf skalare Integrale, die im Anhang B.2 angegeben
sind, mit dem Resultat

Iµ2 pq,µ = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
− 1

2

[
(pq − k)2 − p2

q − k2 +m2
q −m2

q +m2 −m2
][

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

= − 1

2

[
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2(p2
q,m

2
q,m

2)
]
. (3.80)

Damit ergibt sich für das vektorielle Zweipunkt-Integral

Iµ2 (pq,m
2
q,m

2) = −
pµq

2 p2
q

[
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2(p2
q,m

2
q,m

2)
]
. (3.81)

Wie man mit Hilfe der Resultate für das skalare Einpunkt- und Zweipunkt-Integral (B.36)
und (B.41) leicht sehen kann, existiert der Grenzfall verschwindender Gluonmasse, so daß
man sie hier vernachlässigen kann. Das liefert

Iµ2 (pq,m
2
q, 0) =

pµq
2 p2

q

[
I1(m2

q) + (p2
q −m2

q) I2(p2
q,m

2
q)
]
. (3.82)

Setzt man dieses Resultat in den Ausdruck (3.78) ein, so erhält man das Ergebnis

Σ(p/q,mq) = − ig2
s CF I

{
p/q

[
(2−D) I2(p2

q,m
2
q)

− (2−D)
1

2 p2
q

(
I1(m2

q) + (p2
q −m2

q) I2(p2
q,m

2
q)
)]

+mqD I2(p2
q,m

2
q)

}
= − ig2

s CF I

{
p/q (D − 2)

[
1

2 p2
q

I1(m2
q) +

(
p2
q −m2

q

2 p2
q

− 1

)
I2(p2

q,m
2
q)

]
+ mqD I2(p2

q,m
2
q)

}
. (3.83)

Die Selbstenergie kann offensichtlich in zwei Anteile aufgespalten werden, von denen einer
zu p/q und der andere zu mq proportional ist. Zur weiteren Auswertung setzt man die
skalaren Integrale ein, die in Anhang (B.41) angegeben sind. Danach entwickelt man mit
D = 4 − 2ε alle auftretenden Terme in eine Potenzreihe in ε bis zur Ordnung O(ε). Man
erhält

Σ(p/q,mq) = p/q Σp(p
2
q,m

2
q) +mqΣm(p2

q,m
2
q) (3.84)

mit

Σp(p
2
q,m

2
q) = − g

2
s CF I

16π2

{
∆ + ln

(
µ2

m2
q

)
+
p2
q +m2

q

p2
q

[
1 +

m2
q − p2

q

p2
q

ln

(
m2
q − p2

q

m2
q

)]}

Σm(p2
q,m

2
q) =

g2
s CF I

4π2

[
∆ +

3

2
+ ln

(
µ2

m2
q

)
+
m2
q − p2

q

p2
q

ln

(
m2
q − p2

q

m2
q

)]
. (3.85)

Alle Terme der Ordnung O(ε) sind vernachlässigt worden.
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3.3.3 Renormierung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Summe aus dem Bornterm und den Einschleifenkorrek-
turen zur Zerfallsrate berechnen. Da die Beiträge der Strahlungskorrekturen divergent sind,
wenn man den Regularisierungsparameter gegen null gehen läßt, müssen wir uns überle-
gen, wie man die Divergenzen beseitigt. Die physikalischen Ergebnisse dürfen nicht mehr
von den Regularisierungsparametern abhängen, so daß man ein Verfahren angeben muß,
das diese Parameter durch physikalische Überlegungen aus den Matrixelementen entfernen
kann. Dieses Verfahren, das die UV -Singularitäten beseitigt, nennt man Renormierung.
Die Diskussion der Infrarot-Singularitäten ist nicht Gegenstand der Renormierung. Die
Einschleifen-Korrekturen sowie die Beiträge zur Bremsstrahlung, die in Abschnitt 3.4 be-
rechnet werden, bleiben zunächst infrarotdivergent. Erst bei der Aufsummation beider An-
teile zur inklusiven Zerfallsrate werden sich die Infrarot-Divergenzen gegenseitig aufheben.
Die inklusive Rate wird in Abschnitt 3.5 genauer diskutiert.

Das Matrixelement für den b-Quark–Zerfall ergibt sich, wenn man alle Einschleifenkor-
rekturen berücksichtigt, aus der Summe von Born-Term (3.5) sowie der Vertexkorrektur
(3.36) und den beiden Selbstenergiebeiträgen (3.71) und (3.73) der Quarks zu

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc) Γµ u(pb, sb) ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl) (3.86)

mit

Γµ = γµ (1− γ5) + Λµ +
Σc

p/−mc

γµ (1− γ5) + γµ (1− γ5)
Σb

p/−mb

. (3.87)

Der Vertex Λµ ist in (3.67) definiert, und die Selbstenergiebeiträge Σq sind in (3.84) ange-
geben. Diese Größen stellen die regularisierten Ausdrücke für das Matrixelement dar, die
im Grenzfall ε → 0 divergieren. Um nun endliche physikalische Ergebnisse zu bekommen,
müssen diese renormiert werden. Dazu werden die divergenten Größen Λµ und Σq durch
die zugehörigen renormierten Ausdrücke Λµ,R und Σq,R ersetzt:

Γµ −→ Γµ,R = γµ (1− γ5) + Λµ,R +
Σc,R

p/−mc,R

γµ (1− γ5) + γµ (1− γ5)
Σb,R

p/−mb,R

. (3.88)

Das Ziel ist im folgenden, die renormierten Ausdrücke aus den unrenormierten zu berech-
nen. Dazu wird ein spezielles Renormierungsverfahren, das sogenannte Massenschalenver-
fahren, verwendet. Man geht davon aus, daß die in den regularisierten Ausdrücken vor-
kommenden Quarkmassen nicht die physikalischen, sondern sogenannte nackte, das heißt
unrenormierte und daher divergente, Massen darstellen. Durch Definition der physikali-
schen Masse als Pol des Quarkpropagators ist es möglich, einen endlichen Wert für die
Beiträge zum Matrixelement zu erhalten.

Man geht zunächst vom vollständigen regularisierten Quarkpropagator aus. Berück-
sichtigt man formal alle Ordnungen der Störungstheorie, so kann man die Störungsreihe
resummieren und durch eine geometrische Reihe sogenannter einteilchen-irreduzibler (1PI
für 1 particle irreducible) Beiträge ausdrücken. Einteilchen-irreduzible Diagramme sind
solche, die man durch Zerschneiden einer einzelnen Linie nicht in zwei neue Diagramme
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+ + + · · ·

(3.89)

Abbildung 3.3: Beiträge einteilchen-irreduzibler Diagramme zum Quark-Propagator in der QCD

aufspalten kann. Die gesamte Störungsreihe kann man dann in einer Weise zusammenfas-
sen, wie in Abbildung 3.3 gezeigt ist. Jeder der mit Σ1PI bezeichneten schattierten Kreise
enthält die Summe aus allen einteilchen-irreduziblen Diagrammen in allen Ordnungen der
Störungstheorie, angefangen mit der ersten Ordnung in αs. Der n+1-te Summand in Abbil-
dung 3.3 besteht aus einer Kette von n solcher Beiträge Σ1PI . Auf diese Weise erhält man
die gesamte Störungsreihe formal durch Aufsummieren der gezeigten Diagramme in einer
geometrischen Reihe. Dies entspricht einer Umsortierung oder Resummation der Summe
aus Beiträgen zu einer festen Ordnung der Kopplungskonstanten in eine Summe aus Ketten
einteilchen-irreduzibler Diagramme.

Die explizite Form dieser Reihe kann nun folgendermaßen zusammengefaßt werden:

∆(p/) =
i

p/−m
+

i

p/−m

[
− iΣ1PI(p/)

] i

p/−m

+
i

p/−m

[
− iΣ1PI(p/)

] i

p/−m

[
− iΣ1PI(p/)

] i

p/−m
+ · · ·

=
i

p/−m

(
1− Σ1PI(p/)

p/−m

)−1

=
i

p/−m− Σ1PI(p/)
, (3.90)

wo p den Impuls der Quarks und m deren Masse bezeichnet.
Die berechnete geometrische Reihe enthält noch alle divergenten Ausdrücke und muß

deshalb durch die dazugehörigen renormierten Größen ausgedrückt werden. Man kann ge-
nau die gleiche Resummation natürlich auch für die renormierten Graphen durchführen
und gelangt zu demselben Ergebnis, wobei die Funktion Σ1PI und die Masse m durch die
entsprechenden renormierten Ausdrücke ersetzt werden. Der Zusammenhang zwischen dem
nackten und dem renormierten vollständigen Propagator wird nun durch den Renormie-
rungsfaktor Z2 hergestellt. Es gilt

∆(p/) =
i

p/−m− Σ1PI(p/)
=

i Z2

p/−mR − Σ1PI,R(p/)
= Z2 ∆R(p/), (3.91)

wobei der Index R die renormierten Größen bezeichnet. Die Singularitäten des unrenor-
mierten Propagators werden somit alle in den abgespaltenen Faktor Z2 absorbiert. Die
nackte und die renormierte Masse stehen durch die Relation mR = m+ δm miteinander in
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Beziehung. Mit Gleichung (3.91) kann man nun die renormierte Funktion Σ1PI durch die
unrenormierte ausdrücken:

Σ1PI,R(p/) = Z2 Σ1PI(p/)− (Z2 − 1) (p/−mR)− Z2 δm. (3.92)

Um nun die Funktion Σ1PI,R explizit angeben zu können, benötigt man die Werte von Z2

und δm. Diese werden nun im on-shell-Verfahren durch die Forderungen bestimmt, daß der
renormierte Propagator einen Pol an der physikalischen Masse mR hat und ein Residuum
von i besitzt. Dementsprechend verlangt man, daß er in der Form

SR =
i

p/−mR

(3.93)

geschrieben werden kann. Dies vergleicht man anschließend mit dem Ausdruck für ∆R

in (3.91). Dazu entwickelt man die renormierte Funktion Σ1PI,R in eine Potenzreihe in
(p/−mR), weil man den Grenzfall p/→ mR eines Quarks auf der Massenschale betrachten
möchte, in dem der Nenner des Propagators verschwinden soll. Es gilt

Σ1PI,R(p/) = Σ1PI,R(mR) + (p/−mR)
∂Σ1PI,R(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

+O
(

(p/−mR)2
)

(3.94)

und damit für den Nenner des vollständigen Propagators ∆R

p/−mR − Σ1PI,R(p/) = (p/−mR)

(
1− ∂Σ1PI,R(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

)

− Σ1PI,R(mR) +O
(

(p/−mR)2
)
. (3.95)

Verlangt man nun, daß der konstante sowie der in (p/−mR) lineare Term verschwinden,

Σ1PI,R(mR) = 0 ,
∂Σ1PI,R(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

= 0, (3.96)

so geht ∆R für Quarks auf der Massenschale in den Ausdruck SR über, denn für den
Propagatornenner ergibt sich die gewünschte Form

i∆−1
R = p/−mR +O

(
(p/−mR)2

)
= i S−1

R +O
(

(p/−mR)2
)
,

die eine Nullstelle bei p/ = mR besitzt. Mit Hilfe der beiden Bedingungen (3.96) können
die Größen Z2 und δm eindeutig bestimmt werden. Dazu benutzt man für Σ1PI,R(p/) die
Beziehung (3.92) und erhält

Σ1PI,R(mR) = Z2 (Σ1PI(mR)− δm)
!

= 0 =⇒ Σ1PI(mR) = δm

∂Σ1PI,R(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

= Z2
∂Σ1PI(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

− (Z2 − 1)
!

= 0

=⇒ Z−1
2 = 1− ∂Σ1PI(p/)

∂p/

∣∣∣∣
p/ = mR

. (3.97)
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Damit lassen sich die Faktoren δm und Z2 durch die regularisierten einteilchen-irreduziblen
Selbstenergiebeiträge und deren Ableitung ausdrücken.

+ + + · · ·
(3.98)

Abbildung 3.4: Beiträge einteilchen-irreduzibler Diagramme zum Quark-Propagator der Ord-
nung αs in der QCD

Wenn wir uns auf die erste Ordnung der Störungstheorie beschränken, können wir die
hergeleiteten Beziehungen noch weiter vereinfachen. In Ordnung αs trägt zum Propaga-
tor nur die bereits berechnete Selbstenergiekorrektur Σ bei. In derselben Ordnung ist dies
aber gleich der aufsummierten geometrischen Reihe, deren Diagramme in Abbildung 3.4
gezeigt sind. Alle folgenden Berechnungen sind analog zu den bereits für beliebige Ord-
nungen in αs durchgeführten, wobei die dort auftretende Funktion Σ1PI durch Σ ersetzt
werden muß. Dann ergibt sich wieder der Zusammenhang (3.92) zwischen renormierter und
unrenormierter Funktion. Entwickelt man nun die beiden Ausdrücke δm und Z2 auch in
eine Störungsreihe in der Kopplungskonstanten αs, so findet man, daß sie die Form

δm = O(αs) , Z2 = 1 +O(αs)

hat. Berücksichtigt man außerdem, daß Σ auch von der Ordnung αs ist, erhält man in
erster Ordnung die gegenüber (3.92) einfachere Beziehung

ΣR(p/) = Σ(p/)− (Z2 − 1) (p/−mR)− δm (3.99)

zwischen der renormierten und der unrenormierten Selbstenergie.
Wir wollen im folgenden noch die Beiträge der renormierten Funktion ΣR in (3.88)

berechnen. Wie wir oben gesehen haben, kann man ΣR in eine Potenzreihe in p/ − mR

entwickeln, wobei das konstante und lineare Glied aufgrund der Bedingung für die Renor-
mierung der Masse verschwinden. Die Beiträge zur Selbstenergie in (3.88) sind also von
der Ordnung (p/−mR), also explizit von der Form

ΣR(p/)

p/−mR

=
1

2
(p/−mR)

∂2ΣR

∂p/2

∣∣∣∣
p/ = mR

+O
(

(p/−mR)2
)
. (3.100)

Die Funktion ΣR muß zur Berechnung der renormierten Selbstenergiebeiträge für das b-
und das c-Quark in die Matrixelemente (3.73) und (3.71) eingesetzt werden. Dort steht sie
zwischen den Spinoren, die die Quarks auf der Massenschale beschreiben. Durch Anwen-
dung der Dirac-Gleichung (p/− mR)u(p, s) kann der Ausdruck p/ daher durch die Masse
mR ersetzt werden. Das bedeutet, daß im on-shell-Schema nach (3.100) die Beiträge zur
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renormierten Selbstenergie verschwinden,

ΣR(p/)

p/−mR

∣∣∣∣
p/ = mR

= 0, (3.101)

so daß man sie bei der Berechnung der Einschleifenkorrekturen nicht berücksichtigen muß.
Neben den Selbstenergiekorrekturen der äußeren Quark-Linien muß nun noch die Ver-

texkorrektur renormiert werden. Dazu führt man eine Renormierungskonstante Z1 ein, die
die unrenormierte Vertexfunktion Λµ durch die renormierte Λµ,R ausdrückt:

γµ (1− γ5) + Λµ(pb, pc) = Z1

[
γµ (1− γ5) + Λµ,R(pb, pc)

]
. (3.102)

Hierbei wurde auch der Anteil des Bornterms berücksichtigt. Die Konstante Z1 kann mit
Hilfe der Ward-Identität [49]

Z1 =
√
Z2,b

√
Z2,c (3.103)

durch die bekannten Konstanten Z2,b und Z2,c der Selbstenergiebeiträge der beiden Quarks
ausgedrückt werden. Damit gilt für den renormierten Vertex

γµ (1− γ5) + Λµ,R(pb, pc) = Z
−1/2
2,b

[
γµ (1− γ5) + Λµ(pb, pc)

]
Z
−1/2
2,c . (3.104)

Wenn man berücksichtigt, daß die Selbstenergiekorrekturen nicht zur Amplitude beitragen,
erhält man das renormierte Übergangsmatrixelement in erster Ordnung, indem man den
Ausdruck (3.88) durch den renormierten Vertex (3.104) ersetzt und die Faktoren Z2,b und
Z2,c in eine Potenzreihe in αs entwickelt. Da die Z2-Faktoren für den Bornschen Ausdruck
gleich 1 sind, kann man sie für den strahlungskorrigierten Fall in der Form

Z2 = 1 + δZ2

schreiben, wobei δZ2 von der Ordnung αs ist. Da der korrigierte unrenormierte Vertex Λµ

ebenfalls von erster Ordnung ist, kann man den renormierten Vertex in derselben Ordnung
entwickeln. Er ist dann gegeben durch

γµ (1− γ5) + Λµ,R(pb, pc) = γµ (1− γ5) + Λµ(pb, pc)−
1

2
(δZ2,c + δZ2,b) γµ (1− γ5)

+ O(α2
s). (3.105)

Setzt man diesen Vertex in das Matrixelement ein, so ergibt sich

MR =M− 1

2
(δZ2,c + δZ2,b)MB +O(α2

s), (3.106)

wobeiM das gesamte unrenormierte Matrixelement bis einschließlich erster Ordnung und
MB das Bornsche Matrixelement ist, das den Vertex γµ (1 − γ5) enthält. Der Anteil δZ2
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ist nun proportional zu αs und ergibt sich aus der Ableitung der Selbstenergie in derselben
Ordnung

δZ2 = − ∂

∂p/
Σ(p/)

∣∣∣∣
p/ = m

. (3.107)

Die Ableitung kann unter Benutzung von p/2 = p2 mit der Kettenregel umgeschrieben
werden zu

∂

∂p/
= 2 p/

∂

∂p2
. (3.108)

Die Ableitung des Selbstenergiebeitrages ist, anders als Σ selbst, infrarotdivergent. Für die
Berechnung der Ableitung von Σq ist es deshalb günstiger, nicht den vollständig integrierten
regularisierten Ausdruck (3.84) zu benutzen, sondern von (3.78) auszugehen. Mit dem
Resultat für das vektorielle Zweipunkt-Integral (3.81) ist dann der Selbstenergiebeitrag

Σq = − ig2
s CF I

{
(2−D) p/q

[
I2 +

1

2 p2
q

(
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2

)]
+ Dmq I2

}
, (3.109)

wo das skalare Zweipunkt-Integral I2(p2
q,m

2
q,m

2) auch von der Gluonmasse abhängt. Die
Dimension D ist wiederum durch D = 4− 2ε gegeben, womit

D = 2 (2− ε) , 2−D = − 2 (1− ε)

gilt. Nun können wir die Ableitung von Σq nach p/q bilden. Mit Anwendung der Produktregel
und (3.108) ergibt sich

∂Σq

∂p/q
= − ig2

s CF I

{
(2−D)

[
I2 +

1

2 p2
q

(
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2

)]

+ 2 p2
q (2−D)

∂

∂p2
q

[
I2 +

1

2 p2
q

(
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2

)]

+ 2Dmq p/q
∂

∂p2
q

I2

}

= − ig2
s CF I

{
(2−D)

[
(p2
q +m2

q −m2)
∂I2

∂p2
q

− 1

2 p2
q

(
I1(m2)− I1(m2

q)− (p2
q −m2

q +m2) I2

)]
+ 2Dmq p/q

∂I2

∂p2
q

}
.

(3.110)
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Entwickelt man dieses Ergebnis in eine Potenzreihe in der Gluonmassem und vernachlässigt
alle Terme der Ordnung O(m) im Grenzfall m→ 0, so erhält man schließlich

∂Σq

∂p/q
= − ig2

s CF I

{
(2−D)

[
(p2
q +m2

q)
∂I2

∂p2
q

+
1

2 p2
q

(
I1(m2

q) + (p2
q −m2

q) I2

)]

+ 2Dmq p/q
∂I2

∂p2
q

}
. (3.111)

Mit der Ersetzung p/q = mq gilt

∂Σq

∂p/q

∣∣∣∣
p/q=mq

= − ig2
s CF I

[
4m2

q

∂I2

∂p2
q

∣∣∣∣
p/q=mq

− D − 2

2m2
q

I1(m2
q)

]
. (3.112)

Das skalare Einpunkt-Integral I1 ist im Anhang in (B.36) angegeben. Die Ableitung des
skalaren Zweipunkt-Integrals I2 wird am einfachsten aus der Darstellung (B.37) berechnet,
da man sowohl die Ableitung als auch die Ersetzung p/q = mq direkt im Integranden
durchführen kann. Man erhält für die Ableitung des skalaren Zweipunkt-Integrals

∂I2

∂p2
q

=
i

16π2

∫ 1

0

dx
x (1− x)

x2 p2
q + x (m2

q −m2 − p2
q) +m2

(3.113)

und nach Einsetzen von p/q = mq

∂I2

∂p2
q

∣∣∣∣
p/q=mq

=
i

16π2

∫ 1

0

dx
x (1− x)

x2 m2
q − xm2 +m2

=
− i

16π2 m2
q

[
1 + ln

(
m

mq

)]
+O(m). (3.114)

Setzt man dies in (3.112) ein und entwickelt das Resultat in eine Potentreihe in ε, so ergibt
sich

∂Σq

∂p/q

∣∣∣∣
p/q=mq

=
− g2

s

16π2
CF I

[
∆ + 4 + ln

(
µ2

m2
q

)
+ 2 ln

(
m2

m2
q

)]
(3.115)

mit ∆ = 1/ε − γ + ln(4π). Damit kann man nun das renormierte Matrixelement (3.106)
mit (3.107) in erster Ordnung der Kopplungskonstanten berechnen. Aus dem regularisier-
ten Matrixelement (3.86) ergibt sich unter Berücksichtigung, daß die beiden Anteile der
Selbstenergie in erster Ordnung der Kopplungskonstanten nicht beitragen, der folgende
Ausdruck für das renormierte Matrixelement:

MR =
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc)

[
γµ (1− γ5) + Λµ −

1

2
γµ (1− γ5) (δZ2,b + δZ2,c)

]
u(pb, sb)

× ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl) +O(αs). (3.116)

Der Ausdruck in eckigen Klammern entspricht dem renormierten Vertex bis einschließlich
erster Ordnung αs. Mit der Darstellung (3.67) kann der korrigierte Beitrag zum Vertex in
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der Form

Γµ = Λµ −
1

2
γµ (1− γ5) (δZ2,b + δZ2,c)

=
g2
s

16π2
CF I

{[
Λ1 γµ + Λ2 pb,µ + Λ3 pc,µ − (Λ4 γµ + Λ5 pb,µ + Λ6 pc,µ) γ5

]
− γµ (1− γ5)

[
∆ + 4 + ln

(
µ2

mbmc

)
+ ln

(
m4

m2
b m

2
c

)]}

=
g2
s

16π2
CF I

{
(Λ1 −K) γµ + Λ2 pb,µ + Λ3 pc,µ

− [(Λ4 −K) γµ + Λ5 pb,µ + Λ6 pc,µ] γ5

}
(3.117)

mit

K = ∆ + 4 + ln

(
µ2

mbmc

)
+ ln

(
m4

m2
b m

2
c

)
(3.118)

geschrieben werden. Wenn man die Vorfaktoren zu γµ und zu γµγ5 zusammenfaßt, kann
das Ergebnis dargestellt werden als

Γµ =
g2
s

16π2
CF I

[
A1 γµ + A2 pb,µ + A3 pc,µ − (A4 γµ + A5 pb,µ + A6 pc,µ) γ5

]
(3.119)

mit den Entwicklungskoeffizienten

A1 = Λ1 −K

= − m2
b +m2

c − q2

√
λ

[
1

2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
ln

(
m2
b m

2
c

m4

)

+ ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

2m2
b

)
ln

(
(m2

b −m2
c +
√
λ)2 − (q2)2

(m2
b −m2

c −
√
λ)2 − (q2)2

)

− 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ

)
+ 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

)]

−
[
4 + ln

(
m4

m2
b m

2
c

)]
− m2

b −m2
c

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)

+

[
1√
λ

(
(mb +mc)

2 − q2
)
−
√
λ

2 q2

]
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

A2 = Λ2
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=
2

q2
(mb −mc)−

1

q2

[
(mb + 2mc)− (mb +mc)

(mb −mc)
2

q2

]
ln

(
m2
c

m2
b

)

+
1

q2

[
(mb −mc)

√
λ

q2
− mc√

λ

(
(mb −mc) (3mb +mc) + q2

)]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

A3 = Λ3

= − 2

q2
(mb −mc) +

1

q2

[
(2mb +mc)− (mb +mc)

(mb −mc)
2

q2

]
ln

(
m2
c

m2
b

)

− 1

q2

[
(mb −mc)

√
λ

q2
− mb√

λ

(
(mb −mc) (mb + 3mc)− q2

)]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

A4 = Λ4 −K

= − m2
b +m2

c − q2

√
λ

[
1

2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
ln

(
m2
b m

2
c

m4

)

+ ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

2m2
b

)
ln

(
(m2

b −m2
c +
√
λ)2 − (q2)2

(m2
b −m2

c −
√
λ)2 − (q2)2

)

− 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ

)
+ 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

)]

−
[
4 + ln

(
m4

m2
b m

2
c

)]
− m2

b −m2
c

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)

+

[
1√
λ

(
(mb −mc)

2 − q2
)
−
√
λ

2 q2

]
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

A5 = Λ5

= − 2

q2
(mb +mc) +

1

q2

[
(mb − 2mc)− (mb −mc)

(mb +mc)
2

q2

]
ln

(
m2
c

m2
b

)
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− 1

q2

[
(mb +mc)

√
λ

q2
+
mc√
λ

(
(mb +mc) (3mb −mc) + q2

)]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)

A6 = Λ6

=
2

q2
(mb +mc)−

1

q2

[
(2mb −mc)− (mb −mc)

(mb +mc)
2

q2

]
ln

(
m2
c

m2
b

)

+
1

q2

[
(mb +mc)

√
λ

q2
− mb√

λ

(
(mb +mc) (mb − 3mc)− q2

)]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
.

(3.120)

Der Term K aus der Renormierung hebt die mit 1/ε regularisierten Ausdrücke gerade auf,
so daß der gesamte renormierte Vertex UV-endlich wird. Er enthält aber immer noch die
Infrarot-Singularitäten, die sich erst gegen die entsprechenden Terme der Bremsstrahlungs-
diagramme herauskürzen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, daß die Schleifenbeiträge rein reell sind, wie man an
den Koeffizienten Ai aus (3.120) ablesen kann. Im allgemeinen besitzen Schleifenbeiträge
sowohl einen Real- als auch einen Imaginärteil. Die Bedingungen dafür, ob sie reell oder
komplex sind, werden durch die Landau-Gleichungen [50] und die Cutkosky-Regeln [51]
gegeben. Im hier diskutierten Fall der Vertexkorrektur, deren Graph in Abbildung 3.2
(c) dargestellt ist und die mit Hilfe einer Gluonmasse regularisiert wurde, führen diese
Bedingungen am bbg-, dem ccg- und dem bcW -Vertex auf drei Ungleichungen

p2
b ≥ (mb ±m)2 , p2

c ≥ (m±mc)
2 , q2 ≥ (mb ±mc)

2, (3.121)

von denen mindestens eine erfüllt sein muß, damit die Schleifenbeiträge einen Imaginärteil
enthalten. Entscheidend ist hierbei die jeweilige Gleichung mit der Massensumme. Für b-
und c-Quarks auf der Massenschale sowie ein virtuelles W -Boson gilt

p2
b = m2

b , p2
c = m2

c , 0 ≤ q2 ≤ (mb −mc)
2,

so daß alle drei Ungleichungen nicht erfüllt sein können. Damit gibt es für die in diesem
Abschnitt berechnete Vertexkorrektur keinen Imaginärteil.

Die Entwicklungskoeffizienten Ai in (3.120) erfüllen einige Symmetriebeziehungen, die
durch folgende Relationen gegeben sind:

A2(mc,mb) = A3(mb,mc) , A5(mc,mb) = −A6(mb,mc). (3.122)
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A2 und A3 sowie A5 und −A6 gehen also durch Vertauschen der Quarkmassen mb ↔ mc

ineinander über. Außerdem erfüllen sie noch die Bedingungen

A4(−mb,mc) = A1(mb,mc) , A5(−mb,mc) = A2(mb,mc) ,

A6(−mb,mc) = A3(mb,mc). (3.123)

Das bedeutet, daß die Koeffizienten des Axialvektor-Anteils aus denen für den Vektoranteil
durch die Transformation mb → −mb hervorgehen. Ähnliche Beziehungen erhält man auch
für die Transformation mc → − mc. Sie lauten

A4(mb,−mc) = A1(mb,mc) , A5(mb,−mc) = −A2(mb,mc) ,

A6(mb,−mc) = −A3(mb,mc). (3.124)

Schließlich gilt auch eine zu (3.69) analoge Relation

A1 − A4 =
4mbmc√

λ
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
, (3.125)

die später zum Vereinfachen der Einschleifen-Beiträge benutzt wird.
Die Vertexkorrektur kann mit analytischen Ergebnissen aus der Literatur verglichen

werden. Im Resultat von Paschalis und Gounaris [52] wird die Vertexkorrektur nach γµ,
σµν q

ν und qµ sowie nach γµ γ5, σµν q
ν γ5 und qµγ5 entwickelt und die dazugehörigen Form-

faktoren F1, F2 und F3 sowie H1, H2 und H3 angegeben. q = p1−p2 ist der Impulsübertrag
zwischen den beiden Quarks. Mit Hilfe der Gordon-Identität [53]

ū(p) γµ u(q) =
1

2m
ū(p)

[
(p+ q)µ + iσµν (p− q)ν

]
u(q) (3.126)

kann man die Formfaktoren Fj und Hj auf die in dieser Arbeit berechneten Koeffizienten
Ai umrechnen. Das Ergebnis ist eine Linearkombinationen der Formfaktoren aus [52]. Bei
dem Vergleich beider Resultate wurde in [52] ein Fehler in den Formfaktoren F3(q2) und
H3(q2) gefunden. Er wird korrigiert, indem man in der letzten Zeile von Gleichung (A 8)
den Faktor (m2−m1)/q2 durch (m2−m1)/(2q2) ersetzt. Nach der Korrektur dieses Fehlers
stimmen beide Resultate miteinander überein.

3.3.4 Renormierte Übergangsamplitude

Das Matrixelement für die renormierte Vertexkorrektur (3.116) läßt sich nun durch Ein-
setzen der renormierten Vertexfunktion (3.119) berechnen. Die Vertexfunktion kann mit
Hilfe der Abkürzung

Tµ = A1 γµ + A2 pb,µ + A3 pc,µ − (A4 γµ + A5 pb,µ + A6 pc,µ) γ5 (3.127)

in der kompakten Form

Γµ =
g2
s

16π2
CF I Tµ =

αs
4π

CF I Tµ (3.128)
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geschrieben werden. Das renormierte Matrixelement (3.116) bis einschließlich erster Ord-
nung in der Kopplungskonstanten ergibt sich damit zu

MR :=
− ig2

w

8M2
W

VbcHµL
µ

=
− ig2

w

8M2
W

Vbc ū(pc, sc)
[
γµ (1− γ5) +

αs
4π

CF I Tµ

]
u(pb, sb) L

µ, (3.129)

wobei man wie bei der Bornschen Näherung wieder einen Hadron-Strom Hµ und einen
Lepton-Strom Lµ einführen kann. Der Lepton-Strom ist derselbe wie bei der Bornschen
Rate (3.4). Der Hadron-Strom

Hµ = ū(pc, sc)
[
γµ (1− γ5) +

αs
4π

CF I Tµ

]
u(pb, sb) ≡ H(0)

µ +
αs
4π

CF I H
(1)
µ (3.130)

besteht aus dem Bornschen Anteil H
(0)
µ und einem strahlungskorrigierten Beitrag H

(1)
µ . Der

Bornsche Anteil ist ebenfalls in (3.4) definiert und wird zur Unterscheidung vom korrigier-
ten Anteil mit einem Index 0 gekennzeichnet. Der Anteil in erster Ordnung der Störungs-
theorie ist definiert als

H(1)
µ = ū(pc, sc)Tµ u(pb, sb). (3.131)

Die Rate ergibt sich zunächst durch Bildung des Betragsquadrates des Matrixelementes
und kann als Kontraktion eines strahlungskorrigierten Hadron-Tensors mit dem Lepton-
Tensor der Bornschen Rate (3.8) in folgender Form geschrieben werden:

|MR|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2 Hµν L
µν . (3.132)

Der Hadron-Tensor ergibt sich durch

Hµν = HµH
∗
ν =

(
H(0)
µ +

αs
4π

CF I H
(1)
µ

)(
H∗(0)
ν +

αs
4π

CF I H
∗(1)
ν

)
(3.133)

und kann ebenfalls in den Bornschen und einen strahlungskorrigierten Anteil aufgeteilt
werden. Dazu entwickelt man Hµν in eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten αs und
vernachlässigt den Term der Ordnung O(α2

s). Man erhält

Hµν = H(0)
µ H∗(0)

ν +
αs
4π

CF I
(
H(0)
µ H∗(1)

ν +H(1)
µ H∗(0)

ν

)
+O(α2

s)

= H(0)
µν +

αs
4π

CF I H
(1)
µν +O(α2

s). (3.134)

Der Bornsche Hadron-Tensor H
(0)
µν ist in (3.8) angegeben und wird im folgenden auch mit

einem Index 0 gekennzeichnet. Der strahlungskorrigierte Anteil ist durch

H(1)
µν = ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pb, sb) T̄ν u(pc, sc)

+ ū(pc, sc)Tµ u(pb, sb) ū(pb, sb) (1 + γ5) γν u(pc, sc) (3.135)
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gegeben, wobei

T̄ν = A∗1 γν + A∗2 pb,ν + A∗3 pc,ν + γ5 (A∗4 γν + A∗5 pb,ν + A∗6 pc,ν) (3.136)

gilt. Da die Entwicklungskoeffizienten Ai aus (3.120) reell sind, kann man A∗i = Ai setzen.
Im nächsten Schritt wird über den Spin des b-Quarks gemittelt und über die Spins der
Leptonen summiert. Außerdem mittelt man über die drei Farbzustände des b-Quarks im
Anfangszustand. Das führt dazu, daß man in (3.38) die beiden freien Indices der 3 × 3-
Matrizen kontrahiert und anschließend das Resultat durch die Anzahl der Farbzustände
dividiert. Dies liefert

1

3

∑
i,j

(λa)ji
2

(λa)
i
j

2
=

1

3
Sp

(
λa

2

λa
2

)
=

1

3

∑
i

CF δ
i
i = CF . (3.137)

Benutzt man dieses Ergebnis, so erhält man nach Mittelung über den b-Spin und Summa-
tion über die Spins der Leptonen für das Betragsquadrat des Matrixelementes (3.132) den
Ausdruck

|MR|2 ≡
1

2

∑
sb,sl,sνl

|MR|2 =
g2
w

64M4
W

|Vbc|2 H̄µν L̄
µν (3.138)

mit

H̄µν =
1

2

∑
sb

Hµν , L̄µν =
∑
sl,sνl

Lµν . (3.139)

Das Ergebnis kann als Spur ausgedrückt werden. Der Lepton-Tensor L̄µν ist in (3.11)
berechnet worden. Der spinsummierte Hadron-Tensor kann mit (3.134) geschrieben werden
als

H̄µν =
1

2

∑
sb

(
H(0)
µν +

αs
4π

CF H
(1)
µν

)
+O(α2

s) = H̄(0)
µν +

αs
4π

CF H̄
(1)
µν +O(α2

s). (3.140)

Der mit H̄
(0)
µν bezeichnete Anteil ist der Bornsche über den Spin gemittelte Hadron-Tensor

(3.11). Der korrigierte Anteil in erster Ordnung der Kopplungskonstanten ist

H̄(1)
µν =

1

4
Sp
{

(p/c +mc) (1 + γ5 s/c)

×
[
γµ (1− γ5) (p/b +mb) T̄ν + Tµ (p/b +mb) (1 + γ5) γν

] }
. (3.141)

Im nächsten Schritt kann man die Spuren auswerten. Für den Lepton-Tensor und den
Bornschen Anteil des spingemittelten Hadron-Tensors ergibt sich das Resultat (3.12). Der
strahlungskorrigierte Teil des Hadron-Tensors hat die Form

H̄(1)
µν = 2 gµν [mbmc (A1 − A4)− (pb · p̄c) (A1 + A4)]

+ 2 [mc (A2 + A5) pb,µ pb,ν + (A1 + A4) (pb,µ p̄c,ν + p̄c,µ pb,ν)
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+ mb (A3 − A6) pc,µ pc,ν + (A3 + A6) (pb · sc) pc,µ pc,ν ]
+ [mb (A2 − A5) +mc (A3 + A6) + (A2 + A5) (pb · sc)] (pb,µ pc,ν + pc,µ pb,ν)

− [mbmc (A2 − A5) + (A2 + A5) (pb · pc)] (pb,µ scν + scµ pb,ν)

− [mbmc (A3 − A6) + (A3 + A6) (pb · pc)] (pc,µ scν + scµ pc,ν)

+ 2 i [(A1 + A4) εµνρσ p
ρ
b p̄

σ
c + (A1 − A4)mb εµνρσ p

ρ
c s

σ
c ]

− i [(A2 + A5) pb,µ + (A3 + A6) pc,µ] ενρστ p
ρ
b p

σ
c s

τ
c

+ i [(A2 + A5) pb,ν + (A3 + A6) pc,ν ] εµρστ p
ρ
b p

σ
c s

τ
c , (3.142)

wobei wieder die Abkürzung p̄c = pc −mc sc verwendet wurde.

3.3.5 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Die Zerfallsrate ergibt sich aus dem spingemittelten Bertagsquadrat des renormierten Ma-
trixelementes (3.138) durch Phasenraumintegration und anschließender Multiplikation mit
dem Flußfaktor. Da es sich bei dem betrachteten Prozeß um einen Dreikörper-Zerfall han-
delt, kann man die bei der Berechnung der Bornschen Rate abgeleitete Phasenraumformel
(3.15) für q = pb−pc benutzen und setzt das spingemittelte Betragsquadrat des renormier-
ten Matrixelementes (3.138) ein. Zur Auswertung des Integrals geht man genauso vor wie
auf Born-Niveau, indem man zuerst den Phasenraum der Leptonen kovariant ausintegriert.
Dazu benutzt man das Tensor-Integral (3.16), dessen Resultat in (3.22) angegeben wurde.
Verwendet man schließlich die Kontraktion (3.23), dann ist die Zerfallsrate bis zur ersten
Ordnung in αs

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
1

2 (2π)5 mbEc

(
H̄(0)
µν +

αs
4π

CF H̄
(1)
µν

)
T µναβ Iαβ d

3~pc

=
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
1

6 (2π)4 mbEc

(
H̄(0)
µν +

αs
4π

CF H̄
(1)
µν

) (
qµ qν − q2 gµν

)
d3~pc

=
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
1

6 (2π)4 mbEc

[
S(0) +

αs
4π

CF S
(1)
]
d3~pc (3.143)

mit

S(0) = H̄(0)
µν

(
qµ qν − q2 gµν

)
= 2

[
2 (pb · q) (p̄c · q) + q2 (pb · p̄c)

]
≡ 2T (0)

S(1) = H̄(1)
µν

(
qµ qν − q2 gµν

)
≡ − 2T (1). (3.144)

Der erste Anteil ist genau die Bornsche Rate (3.24). Das Resultat für den Einschleifen-
Anteil S(1) kann in Abhängigkeit der Koeffizienten A1, ..., A6 dargestellt werden mit

S(1) = c1 A1 + c2 A2 + c3 A3 + c4 A4 + c5 A5 + c6 A6, (3.145)
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wobei die Konstanten c1, ..., c6 folgende Form haben:

c1 =
(

(mb −mc)
2 − q2

)(
(mb +mc)

2 + 2 q2
)
− 2mc (m2

b −m2
c + 2 q2) (pb · sc)

c2 =
1

2

(
(mb +mc)

2 − q2
)[

(mb +mc)
(

(mb −mc)
2 − q2

)
− 2mc (mb −mc) (pb · sc)

]
c3 = c2

c4 = c1 + 12mbmc q
2

=
(

(mb +mc)
2 − q2

)(
(mb −mc)

2 + 2 q2
)
− 2mc (m2

b −m2
c + 2 q2) (pb · sc)

c5 = − 1

2

(
(mb −mc)

2 − q2
)[

(mb −mc)
(

(mb +mc)
2 − q2

)
− 2mc (mb +mc) (pb · sc)

]
c6 = c5 (3.146)

Nach Einsetzen und Zusammenfassen der logarithmischen Terme kann man dann einen
Ausdruck für T (1) angeben, der nur noch von den Quarkmassen und von den Skalarpro-
dukten q2 und pb · sc abhängt:

T (1) =
[
(m2

b −m2
c)

2 + (m2
b +m2

c) q
2 − 2 (q2)2 − 2mc (m2

b −m2
c + 2 q2) (pb · sc)

]
× A0(mb,mc,m, q

2)

+
[
3 (m2

b −m2
c) (m2

b +m2
c − q2)− 2mc (3m2

b −m2
c) (pb · sc)

]
ln

(
mc

mb

)
−
[
3 q2
√
λ+ 2mc

(√
λ− 1√

λ
(m2

b +m2
c − q2) (m2

b −m2
c + 2 q2)

)
(pb · sc)

]

× ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
. (3.147)

Die Ergebnisse sind nach den auftretenden Logarithmen geordnet, die in den Koeffizienten
A1, ..., A6 vorkommen. Der Faktor A0 ist implizit durch

A1 = −A0 −
m2
b −m2

c

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)

+

[
1√
λ

(
(mb +mc)

2 − q2
)
−
√
λ

2 q2

]
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
(3.148)

gegeben. Er ergibt sich also aus dem Koeffizienten A1 bis auf ein Vorzeichen durch Weg-
lassen der einfach logarithmischen Terme, die nicht von der Gluonmasse abhängen. Wenn
man die Logarithmen, die m enthalten, etwas vereinfacht, lautet A0 in expliziter Form

A0 =
m2
b +m2

c − q2

√
λ

[
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
ln
(mbmc

m2

)
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+ ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

2m2
b

)
ln

(
(m2

b −m2
c +
√
λ)2 − (q2)2

(m2
b −m2

c −
√
λ)2 − (q2)2

)

− 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ

)
+ 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

)]

+ 2

[
ln

(
m2

mbmc

)
+ 2

]
. (3.149)

Der Vorteil bei der Einführung von A0 ist eine Verkürzung der analytischen Resultate für
die Raten. Das liegt daran, daß sich die einfach logarithmischen Terme in A1 teilweise
gegen ähnliche Terme in den übrigen infrarotendlichen Ausdrücken der Vertex-Funktion
herausheben. Das Vorzeichen von A0 ist so gewählt, daß im Intervall 2 y ≤ x ≤ 1 + y2 für
kleine Werte der Gluonmasse A0 > 0 gilt.

Zur vollständigen Berechnung der differentiellen Zerfallsrate geht man genauso vor wie
bei der Bornschen Rate. Man setzt die parametrisierten Viererimpulse (3.25) ein und führt
die Phasenraumintegration in Kugelkoordinaten

d3~pc = 4π |~pc|2 d|~pc| = 4π |~pc|Ec dEc

aus. Da die hier vorkommenden Viererimpulse dieselben sind wie bei der Bornschen Rate,
verschwinden auch bei der Einschleifenkorrektur alle Skalarprodukte von sc,t mit den Im-
pulsvektoren der Quarks. Somit gibt es ebenfalls keinen transversalen Anteil der c-Quark–
Polarisation, und man betrachtet nur den durch sc = 0 gegebenen unpolarisierten Anteil,
sowie den longitudinal polarisierten sc,l. Die Anteile des Born-Terms und des Einschleifen-
Anteils (3.144) sind dann durch

T (0) = mb (Ec ∓ |~pc|)
(
3m2

b − 4mbEc +m2
c

)
− 2mbm

2
c (mb − Ec)

T (1) = 2

{[
mb (Ec ∓ |~pc|)

(
3m2

b − 4mbEc +m2
c

)
− 2mbm

2
c (mb − Ec)

]
A0

+
[
3mbEc

(
m2
b −m2

c

)
∓mb |~pc|

(
3m2

b −m2
c

) ]
ln

(
mc

mb

)
−
[
3mb |~pc|

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
)
∓mb

(
3mbEc (mb − 2Ec) +m2

c (Ec + 2mb)
)]

× ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)}
(3.150)

gegeben, wobei die Funktion A0 nach Einsetzen der parametrisierten Viererimpulse die
folgende Form hat:

A0 =
Ec
|~pc|

[
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
ln
(mbmc

m2

)
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+ ln

(
Ec + |~pc|
mb

)
ln

(
mb − Ec + |~pc|
mb − Ec − |~pc|

mb (Ec + |~pc|)−m2
c

mb (Ec − |~pc|)−m2
c

)

−2 Li2

(
2 |~pc|

mb − Ec + |~pc|

)
+ 2 Li2

(
2mb |~pc|

mb (Ec + |~pc|)−m2
c

)]

+ 2

[
ln

(
m2

mbmc

)
+ 2

]
. (3.151)

Die Zerfallsrate (3.143) ist damit

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
1

3 (2π)4 mbEc

[
T (0) − αs

4π
CF T

(1)
]
d3~pc

=
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
4π |~pc|Ec

3 (2π)4 mbEc

[
T (0) − αs

4π
CF T

(1)
]
dEc, (3.152)

woraus die differentielle Zerfallsrate in Abhängigkeit der Energie des c-Quarks

dΓ

dEc
=

g4
w

64M4
W

|Vbc|2
|~pc|

12π3 mb

[
T (0) − αs

4π
CF T

(1)
]

(3.153)

bestimmt werden kann. Durch Einführung der dimensionslosen Größen (3.28) und mit der
Relation (3.29) erhält man folgende kompaktere Darstellung des Resultates:

dΓ
(αs)
±

dx
=
dΓ

(Born)
±

dx
+
dΓ

(loop)
±

dx
= Γb βx

[(
G

(Born)
0 ±G(Born)

P

)
− αs

3π
· 2
(
G

(loop)
0 ±G(loop)

P

)]
.

(3.154)

Die Funktionen G
(Born)
0 und G

(Born)
P beschreiben den Bornschen Anteil (3.31) der Rate,

und die Funktionen der korrigierten Raten in O(αs) sind durch

G
(loop)
0 =

[
x (3− 2x)− (4− 3x) y2

]
A0

+ 3x
(
1− y2

)
ln(y)− 3 βx

(
1− x+ y2

)
ln

(
1 + β

1− β

)
G

(loop)
P = − βx

(
3− 2x+ y2

)
A0

− βx
(
3− y2

)
ln(y) +

[
3x (1− x) + (4 + x) y2

]
ln

(
1 + β

1− β

)
(3.155)

gegeben. Sie beschreiben jeweils den unpolarisierten und den polarisierten Teil der Rate.
Der Faktor A0 kann mit Λ = m/mb in der Form

A0 =
1

β

[
2 Li2

(
2 βx

x− 2 y2 + βx

)
− 2 Li2

(
2 βx

2− x+ βx

)
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+ ln

(
x (1 + β)

2

)
ln

(
2− x+ βx

2− x− βx
x− 2 y2 + βx

x− 2 y2 − βx

)]

+

[
1

β
ln

(
1 + β

1− β

)
− 2

]
ln
( y

Λ2

)
+ 4 (3.156)

geschrieben werden. Zur Vereinfachung von A0 wurden die Terme umgruppiert und die
infrarotdivergenten Ausdrücke zusammengefaßt.

3.4 Gluon-Bremsstrahlung in erster Ordnung αs

Wir wollen in diesem Abschnitt den Anteil der Gluon-Bremsstrahlung inO(αs) zur differen-
tiellen Rate für den b-Quark–Zerfall berechnen. Hierbei kann sowohl das b-Quark als auch
das c-Quark jeweils ein reelles Gluon abstrahlen. Dieser Prozeß trägt neben den Schleifen-
korrekturen ebenfalls zur strahlungskorrigierten Zerfallsrate bei und sorgt dafür, daß sich
die Infrarot-Divergenzen in der inklusiven Rate aufheben. Die beiden Feynman-Diagramme
für die Bremsstrahlung sind in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Feynman-Diagramme für die Bremsstrahlungsbeiträge zum Zerfall b→ c+l−+ ν̄l

3.4.1 Übergangsamplitude

Das Matrixelement für die Gluon-Bremsstrahlung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,
die jeweils der Abstrahlung eines reellen Gluons durch das b- oder das c-Quark entspre-
chen. Mit Hilfe der Feynman-Regeln aus Anhang A.8 läßt sich die Übergangsamplitude
folgendermaßen darstellen:

M = ū(pc, sc)

[
− igw√

2
Vbc γµ

1− γ5

2

] [
i (p/b − k/ +mb)

(pb − k)2 −m2
b

] [
− igs γρ

λa
2

]
u(pb, sb) ε

∗ρ(k)
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×
[
i (− gµν + qµ qν/M2

W )

q2 −M2
W

]
ū(pl, sl)

[
− igw√

2
γµ

1− γ5

2

]
v(pνl , sνl)

+ ū(pc, sc)

[
− igs γρ

λa
2

] [
i(p/c + k/ +mc)

(pc + k)2 −m2
c

] [
− igw√

2
Vbc γµ

1− γ5

2

]
u(pb, sb) ε

∗ρ(k)

×
[
i (− gµν + qµ qν/M2

W )

q2 −M2
W

]
ū(pl, sl)

[
− igw√

2
γµ

1− γ5

2

]
v(pνl , sνl)

=
− ig2

w

8
Vbc

(
gs
λa

2

)
ū(pc, sc)

[
γµ (1− γ5)

p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

γρ

+ γρ
p/c + k/ +mc

(pc + k)2 −m2
c

γµ (1− γ5)

]
u(pb, sb) ε

∗ρ(k)

× − g
µν + qµ qν/M2

W

q2 −M2
W

Lν , (3.157)

wo Lν der Lepton-Strom (3.4) der Bornschen Amplitude ist. Nach Weglassen des Terms
qµ qν/M2

W und Vernachlässigung von q2 gegenüber M2
W im W -Propagator und mit Be-

nutzung der Massenschalenbedingungen p2
q = m2

q und k2 = 0 in den Quark-Propagatoren
vereinfacht sich das Matrixelement, so daß man den folgenden Ausdruck erhält:

M =
ig2
w

8M2
W

Vbc

(
gs
λa

2

)
ū(pc, sc)

[
γµ (1− γ5)

p/b − k/ +mb

2 pb · k
γρ (3.158)

− γρ
p/c + k/ +mc

2 pc · k
γµ (1− γ5)

]
u(pb, sb) ε

∗ρ(k) Lµ.

Verwendet man die Clifford-Algebra für Gamma-Matrizen, um die Ausdrücke der Quark-
Impulse in den Propagatorzählern in einer Weise zu vertauschen, daß sie auf die äußeren
Spinoren wirken, so kann man die Dirac-Gleichung anwenden, um das Matrixelement zu
vereinfachen. Verwendet man außerdem die Orthogonalität zwischen dem Polarisations-
vektor und dem entsprechenden Viererimpuls k · ε(k) = 0, so erhält man die Relation

k/ ε/∗ = − ε/∗ k/.

Das Matrixelement hat dann die Form

M =
− ig2

w

8M2
W

Vbc ×
(
− gs

4
λa
)
H(g)
µ Lµ (3.159)

mit dem Hadron-Strom

H(g)
µ = ū(pc, sc)

[
1

pb · k
γµ (2 pb,ρ − k/γρ)−

1

pc · k
(2 pc,ρ − k/γρ) γµ

]
× (1− γ5)u(pb, sb) ε

∗ρ(k). (3.160)
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Daraus ergibt sich durch Bildung des Betragsquadrates die Übergangsamplitude

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

16
g2
s λ

aλa

)
H(g)
µν L

µν (3.161)

mit dem Hadron-Tensor

H(g)
µν = H(g)

µ H∗(g)ν

= ū(pc, sc)

[
1

pb · k
γµ(2pb,ρ − k/γρ)−

1

pc · k
(2pc,ρ − k/γρ) γµ

]
(1− γ5)u(pb, sb)

× ū(pb, sb) (1 + γ5)

[
1

pb · k
(2pb,σ − γσk/)γν −

1

pc · k
γν (2pc,σ − γσk/)

]
u(pc, sc)

× ε∗ρ(k) εσ(k). (3.162)

Der Lepton-Tensor ist derselbe wie bei der Bornschen Rate und wurde in (3.8) definiert.
Nach Summation über die Gluon-Farbfreiheitsgrade und Mittelung über die Farb-

zustände des b-Quarks erhält man mit (3.38) und (3.137) aus dem Faktor λaλa den Aus-
druck 1/3 Sp[λaλa] = 4CF . Da die Polarisation des abgestrahlten Gluons nicht beobachtet
wird, muß über die zwei möglichen Einstellungen des Gluonspins summiert werden. Für
masselose Gluonen erhält man in der Feynman-Eichung als Polarisationssumme∑

λ=±1

ε∗ρ(k, λ) εσ(k, λ) = − gρσ. (3.163)

Technisch gesehen hat die Ersetzung
∑

λ=±1 ε
∗
ρ(k, λ) εσ(k, λ) → − gρσ große rechnerische

Vorteile, weil man dadurch die Anzahl der zu integrierenden Terme deutlich reduzieren
kann. Sie ist im Rahmen der QED beispielsweise in [10] diskutiert worden. Man kann sie
sich durch folgende Überlegung klarmachen.

Man betrachtet das Matrixelement (3.159), das den Hadron-Strom (3.160) enthält, und
stellt es als Kontraktion mit dem Polarisationsvektor des Gluons dar. Dies führt auf die
Definition

M≡Mρ ε
∗ρ, (3.164)

wobei Mρ als Abkürzung für die restlichen Faktoren des Matrixelementes steht. Schreibt
man den Hadron-Strom (3.162) ein wenig um und stellt ihn in der Form

H(g)
µ = H(g)

µρ ε
∗ρ (3.165)

≡ ū(pc, sc)

[
2

(
pb,ρ
pb · k

− pc,ρ
pc · k

)
γµ − γµ

k/ γρ
pb · k

+
k/ γρ
pc · k

γµ

]
(1− γ5)u(pb, sb) ε

∗ρ(k)

dar, so erkennt man mit der Identität k/ k/ = k2 = 0 leicht, daß die Relation H
(g)
µρ kρ = 0

und damit ebenfalls
Mρ k

ρ = 0 (3.166)
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erfüllt ist. Der erste Term des Ausdrucks in eckigen Klammern aus (3.165) ist proportio-
nal zum Matrixelement in Bornscher Näherung und wird Soft-Gluon–Näherung genannt,
da er aus dem Hadron-Strom durch Vernachlässigung des Gluonimpulses hervorgeht, was
für sehr kleine Gluonimpulse eine gute Näherung ist. Wie sich bei der Durchführung der
Phasenraumintegration zeigen wird, handelt es sich bei dem Soft-Gluon–Anteil um den
infrarot-divergenten Teil der Zerfallsrate. Nach Bildung des Betragsquadrates vonM und
anschließender Summation über die beiden transversalen Polarisationszustände des Gluons
ergibt sich ∑

λ=±1

|M|2 =
∑
λ=±1

MρM∗
σ ε
∗ρ(k, λ) εσ(k, λ). (3.167)

Mit (3.166) erhält man die beiden Identitäten

MρM∗
σ k

ρ εσ(k, λ) = 0 , MρM∗
σ ε
∗ρ(k, λ) kσ = 0, (3.168)

welche man in jedem beliebigen Bezugssystem auswerten kann. Zur Vereinfachung der
Rechnungen wählt man ein Bezugssystem, in dem der Gluon-Impuls in z-Richtung zeigt,
also

kρ = |~k| (1, 0, 0, 1) (3.169)

ist. Als Basisvektoren kann man vier linear unabhängige Polarisationsvektoren ε(k, λ) des
Gluons definieren, die die Relationen

ε(k, λ) · ε∗(k, λ′) = gλ,λ′ ,
∑
λ,λ′

gλλ′ ε
µ(k, λ) ε∗ν(k, λ′) = gµν (3.170)

erfüllen. In unserem oben gewählten Bezugssystem (3.169) haben sie die explizite Form

ε(k, t) = (1, 0, 0, 0) , ε(k,±1) =
1√
2

(0,∓1, i, 0) , ε(k, 0) = (0, 0, 0, 1). (3.171)

Die skalare Polarisation λ = t sowie die longitudinale Polarisation λ = 0 haben keine phy-
sikalische Bedeutung, während die beiden Werte λ = ±1 die transversalen Einstellungen
der Polarisation masseloser Gluonen beschreiben.

Setzt man den parametrisierten Gluonimpuls (3.169) in die Gleichungen (3.168) ein,
so vereinfachen sich die beiden Identitäten zu

(M0 +M3)M∗
σ ε

σ(k, λ) = 0 , Mρ (M∗
0 +M∗

3) ε∗ρ(k, λ) = 0, (3.172)

welche für alle Werte λ der Polarisationsvektoren εσ(k, λ) und ε∗ρ(k, λ) erfüllt sind. Wählt
man nun für εσ(k, λ) = εσ(k, t) = (1, 0, 0, 0) und für ε∗ρ(k, λ) = ε∗ρ(k, 0) = (0, 0, 0, 1), so
lauten die beiden Identitäten schließlich

(M0 +M3)M∗
0 = 0 , M3 (M∗

0 +M∗
3) = 0. (3.173)

Subtrahiert man dann die erste Gleichung von der zweiten, so ergibt sich das Resultat

− M0M∗
0 +M3M∗

3 = 0. (3.174)
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Unter Verwendung dieser Relation kann man das spinsummierte Betragsquadrat des Ma-
trixelementes (3.167) nach Einsetzen der parametrisierten Polarisationsvektoren (3.171)
schreiben als∑

λ=±1

|M|2 = M1M∗
1 +M2M∗

2 = M1M∗
1 +M2M∗

2 −M0M∗
0 +M3M∗

3

= MρM∗
σ (− gρσ) . (3.175)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (3.167), so ergibt sich die Gleichung (3.163). Man
kann die Polarisationssumme über die transversalen Freiheitsgrade der Gluon-Polarisation
demnach durch den negativen metrischen Tensor ersetzen. Das bedeutet, daß sich der
longitudinale Anteil des Matrixelementes M3M∗

3 für die Polarisation des Gluons gegen
den skalaren Anteil −M0M∗

0 heraushebt. Dieses Verfahren ist in der QED als Gupta-
Bleuler–Formalismus bekannt und wird in verschiedenen Lehrbüchern beschrieben [11].
Das Resultat besagt, daß sich die Beiträge der unphysikalischen skalaren und longitudinalen
Polarisationen gegenseitig aufheben.

Neben der Summation über die Polarisationen des Gluons wird in (3.161) auch über
die Spins der auslaufenden Leptonen summiert sowie über den Spin des zerfallenden b-
Quarks gemittelt. Der Spin des c-Quarks soll dagegen ausgerechnet werden, weshalb nicht
über ihn summiert wird. Bei der Berechnung der Spinsumme verwendet man wieder die
Darstellung der Projektoren für die Energie und den Spin von Teilchen und Antiteilchen,
die im Anhang (A.49) angegeben sind. Schreibt man das spinsummierte Betragsquadrat des
Matrixelementes als Spur über Gamma-Matrizen, so kann man es wie bei der Bornschen
Näherung und bei den Einschleifen-Korrekturen als Kontraktion eines Hadron-Tensors mit
dem Lepton-Tensor (3.11) darstellen und erhält

|M|2 =
1

2

∑
sb,sl,sνl

∑
λ=±1

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

4
g2
s CF

)
H̄(g)
µν L̄

µν , (3.176)

wobei der spingemittelte Hadron-Tensor explizit durch

H̄(g)
µν =

1

2

∑
sb

∑
λ=±1

H(g)
µν

= − 1

2
Sp

{
(p/c +mc) (1 + γ5s/c)

[
1

pb · k
γµ (2pb,ρ − k/ γρ)−

1

pc · k
(2pc,ρ − k/ γρ) γµ

]
p/b

×
[

1

pb · k
(2pρb − γ

ρ k/) γν −
1

pc · k
γν (2pρc − γρ k/)

]
(1− γ5)

}
. (3.177)

gegeben ist. Dabei wurde ausgenutzt, daß (1 + γ5) (1 − γ5) = 0 ist. Danach wurde der
Faktor (1 − γ5) nach rechts getauscht. Der spingemittelte Hadron-Tensor läßt sich weiter
vereinfachen, indem man die Zyklizität der Spur benutzt und den Term (1 − γ5) an den
Anfang schreibt, so daß folgendes Produkt auftritt:

(1− γ5) (p/c +mc) (1 + γ5 s/c).
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Da in der Spur nur Terme beitragen, die eine gerade Anzahl von Gamma-Matrizen enthal-
ten, bleibt dabei nur der Ausdruck

(1− γ5) (p/c +mc γ5 s/c)

übrig, da alle anderen zu einer ungeraden Anzahl Gamma-Matrizen führen. Multipliziert
man dies aus und verwendet (γ5)2 = 1, so reduziert sich das Produkt zu

(1− γ5) (p/c −mc s/c).

Nachdem man den Faktor (1 − γ5) wieder zyklisch nach rechts getauscht hat, kann man
den spingemittelten Hadron-Tensor in der Form

H̄(g)
µν = −1

2
Sp

{
p̄/c

[
1

pb · k
γµ (2pb,ρ − k/ γρ)−

1

pc · k
(2pc,ρ − k/ γρ) γµ

]
(3.178)

× p/b
[

1

pb · k
(2pρb − γ

ρ k/) γν −
1

pc · k
γν (2pρc − γρ k/)

]
(1− γ5)

}
darstellen, wobei zur Abkürzung p̄c = pc − mc sc gesetzt wurde. Benutzt man nun die
Kontraktionen von Gamma-Matrizen in vier Dimensionen

γρ γµ γ
ρ = −2γµ , γρ γµ γν γ

ρ = 4 gµν 1l , γρ γµ γν γσ γ
ρ = −2 γσ γν γµ, (3.179)

so vereinfacht sich (3.178) schließlich zu

H̄(g)
µν = Sp

{[
1

(pb · k)2
p̄/c γµ

(
2m2

b k/ − 2m2
b p/b + 2 (pb · k) k/

)
γν

− 1

(pb · k)(pc · k)
p̄/cγµ (−2 (pb · pc) p/b γν + p/b γν p/b k/ + k/ p/c p/b γν)

− 1

(pb · k)(pc · k)
p̄/c (−2 (pb · pc) γµ p/b + γµ p/b p/c k/ + k/ p/b γµ p/b) γν

+
1

(pc · k)2
p̄/c
(
−2m2

c γµ p/b γν + γµ p/b γν p/c k/ + k/ p/c γµ p/b γν + k/ γν p/b γµ k/
)]

× (1− γ5)

}
. (3.180)

Nachdem man die Spuren ausgewertet hat, kann man das Resultat durch die Impulse
sowie durch den metrischen und den Levi-Civita–Tensor ausdrücken. Man erhält so für
den spingemittelten Hadron-Tensor

H̄(g)
µν =

8

(pb · k)2

{[
−m2

b (p̄c · k)− (pb · k) (p̄c · k) +m2
b (pb · p̄c)

]
gµν

+(m2
b + pb · k)(p̄c,µkν + kµ p̄c,ν)−m2

b (p̄c,µ pb,ν + pb,µ p̄c,ν)
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+i εµνρσ

[
m2
b(k

ρ p̄σc − p
ρ
b p̄

σ
c ) + (pb · k) kρ p̄σc

]}

+
8

(pb · k) (pc · k)

{[
(m2

b + pb · pc) (p̄c · k) + (pb · p̄c) (pc · k)− 2 (pb · pc) (pb · p̄c)

−(pc · p̄c) (pb · k)
]
gµν + (pb · p̄c) (pb,µ kν + kµ pb,ν)− 2 (p̄c · k) pb,µ pb,ν

−(pb · pc) (p̄c,µkν + kµ p̄c,ν)− (pb · k + pc · k − 2 pb · pc) (pb,µ p̄c,ν + p̄c,µ pb,ν)

+(pb · k) (pc,µ p̄c,ν + p̄c,µ pc,ν)

+i εµνρσ

[
(2 pb · pc − pc · k) pρb p̄

σ
c − (m2

b + pb · pc) kρ p̄σc + (pb · k) pρc p̄
σ
c

]
+i (pb,µ ενρστ − pb,ν εµρστ ) kρ pσb p̄τc

}
+

8

(pc · k)2

{[
(m2

c − pc · k) (pb · p̄c)− (pb · k + pb · pc) (p̄c · k)

+ (p̄c · pc) (pb · k)
]
gµν + (p̄c · k − p̄c · pc) (pb,µ kν + kµ pb,ν)

+(p̄c · k) (pb,µ pc,ν + pc,µ pb,ν) + (pc · k −m2
c) (pb,µ p̄c,ν + p̄c,µ pb,ν)

+ i εµνρσ

[
(pb · pc − pc · k) kρ p̄σc + (pc · k −m2

c) p
ρ
b p̄

σ
c − (pb · k) pρc p̄

σ
c

]
+ i (kµ ενρστ − kν εµρστ )(kρ pσb p̄τc − p

ρ
b p

σ
c p̄

τ
c )

− i (pc,µενρστ − pc,ν εµρστ ) kρ pσb p̄τc
}
. (3.181)

Man beachte wiederum, daß pc anders als beim Born-Term nicht immer in der Kombi-
nation p̄c = pc − mc sc auftritt, während der Spin des c-Quarks aber ausschließlich in
p̄c enthalten ist. Das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (3.176) kann
nun durch Einsetzen des spingemittelten Hadron-Tensors (3.181) und des Lepton-Tensors
(3.11) mit anschließender Kontraktion durch die Impulse ausgedrückt werden. Bevor man
die Kontraktion ausführt, ist es von Vorteil, zuerst die Phasenraumintegration über die
beiden Lepton-Endzustände durchzuführen, da die Lepton-Impulse nur im Lepton-Tensor
vorkommen. Dadurch läßt sich die Phasenraumintegration etwas einfacher durchführen.

3.4.2 Phasenraumintegration und Zerfallsrate

Man berechnet nun die differentielle Zerfallsrate aus dem betragsquadrierten und spinsum-
mierten Matrixelement (3.176) durch Integration über den Phasenraum der Teilchen im
Endzustand und durch nachfolgende Multiplikation mit dem Flußfaktor. Man erhält

dΓ =
1

2mb

(2π)4 δ4(pb − pc − pl − pνl − k) |M|2 d3~pc d
3~pl d

3~pνl d
3~k

16 (2π)12 EcElEνl ω
. (3.182)
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Im Unterschied zu Bornscher Rate und Einschleifenkorrektur handelt es sich hier um einen
Phasenraum, der vier Teilchen im Endzustand enthält. Der einzige Unterschied zur Be-
rechnung der Bornschen Rate und der Einschleifen-Korrektur ist das zusätzliche Auftreten
des Gluon-Impulses in der Definition q = pb − pc − k. Für k = 0 erhält man das Resultat
der Bornschen Rate. Man benutzt zur Integration wieder das kovariante Integral (3.16),
das bei Vernachlässigung der Leptonmasse in (3.22) ausgerechnet wurde. Mit Hilfe des
spinsummierten Lepton-Tensors (3.12) kann man die Zerfallsrate in der Form

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

4
g2
s CF

)
H̄

(g)
µν T µναβ Iαβ

4 (2π)8 mbEc ω
d3~pc d

3~k (3.183)

angeben. Benutzt man noch die Kontraktion (3.23), so ist die differentielle Zerfallsrate
gegeben durch

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

4
g2
s CF

)
H̄

(g)
µν (qµ qν − q2 gµν)

12 (2π)7 mbEc ω
d3~pc d

3~k

=
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

4
g2
s CF

)
2S

3 (2π)7 mbEc ω
d3~pc d

3~k (3.184)

mit der Definition

S =
1

8
Hµν

(
qµ qν − gµν q2

)
= −

[
m2
b

(pb · k)2
+

m2
c

(pc · k)2
− 2pb · pc

(pb · k)(pc · k)

] [
2(pb · q)(p̄c · q) + q2(pb · p̄c)

]
+

1

pb · k
[
2(k · q)(p̄c · q) + q2(p̄c · k)

]
+

p̄c · k
(pc · k)2

[
2(k · q)(pb · q) + q2(pb · k)

]
+ q2

{
1

(pb · k)2

[
m2
b(p̄c · k)− (pb · p̄c)(pb · k)

]
+

1

(pc · k)2
[(p̄c · k)(pb · pc)− (pb · k)(pc · q)]

}
+ 2

p̄c · q
(pb · k)2

[
m2
b(k · q)− (pb · q)(pb · k)

]
− 2

pb · q
(pc · k)2

[(k · q)(pc · p̄c)− (p̄c · k)(pc · q)]

+
q2

(pb · k)(pc · k)
[(pb · p̄c)(pb · k)− (pc · p̄c)(pb · k)]− (p̄c · k)(m2

b + pb · pc)

+
2pb · q

(pb · k)(pc · k)
[(k · q)(pb · p̄c)− (k · p̄c)(pb · q)]

− 2p̄c · q
(pb · k)(pc · k)

[(k · q)(pb · pc)− (pc · q)(pb · k)] , (3.185)
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wobei q = pb − pc − k und p̄c = pc −mc sc ist.
Im nächsten Schritt wird die Integration über den Gluon-Impuls k durchgeführt. Es

stellt sich als zweckmäßig heraus, den Ausdruck (3.185) für S in zwei Anteile aufzuspal-
ten, die durch die Abhängigkeit vom Impuls k charakterisiert sind. Der Term in eckigen
Klammern in der ersten Zeile von (3.185) ist der einzige, der im Nenner quadratisch im
Gluon-Impuls k ist und nicht mit einem weiteren k-abhängigen Ausdruck multipliziert
wird. Alle anderen Terme besitzen höhere Potenzen von k, da sie auch die Variable k im
Zähler enthalten. Die 1/k2-Abhängigkeit der ersten Zeile führt nach der Parametrisierung
(3.25) und (3.189) der Impulse bei der Integration im Grenzfall k → 0 auf eine logarith-
mische Singularität, die man geeignet regularisieren muß, während die übrigen Ausdrücke
endlich bleiben. Diese Singularität nennt man Infrarot-Singularität. Weil sie wie erwähnt
aus dem ersten Term in (3.185) stammt, definiert man den universellen Soft-Gluon–Faktor

A := −
[

m2
b

(pb · k)2
+

m2
c

(pc · k)2
− 2 pb · pc

(pb · k) (pc · k)

]
, (3.186)

der die Divergenz enthält, und mit dem Born-Term

B := 2 (pb · q) (p̄c · q) + q2 (pb · p̄c), (3.187)

multipliziert wird. Der Faktor B unterscheidet sich nur durch den Gluonimpuls k in der
Definition von q vom Born-Term und geht im Grenzfall k → 0 in diesen über. Die Summe
aller anderen endlichen Terme in (3.185) wird mit F bezeichnet. Dann läßt sich S in einen
divergenten und einen endlichen Teil aufteilen und kann als

S = Ssing + Sreg ≡ A ·B + F (3.188)

geschrieben werden.
Zur weiteren Auswertung parametrisiert man die Viererimpulse der Teilchen, die am

betrachteten Zerfall beteiligt sind. Man kann dafür dasselbe Bezugssystem und die gleiche
Parametrisierung wie bei der Bornschen Rate (3.25) benutzen und führt für den Viererim-
puls des Gluons die Darstellung

k = (ω, kx, ky, kz) (3.189)

ein, wobei jetzt für den Impulsvektor k die Massenschalenbedingung k2 = ω2 − ~k2 = m2

gilt, die sich für den Fall m→ 0 zu k2 = ω2 − ~k2 = 0 vereinfacht.
Das Lorentz-invariante Phasenraumelement von k ist in Kugelkoordinaten durch

d3~k

2ω
=

1

2 |~k|
|~k|2 d|~k| dz dφ =

1

2
ω dω dz dφ (3.190)

gegeben, wenn das Gluon als masselos angenommen wird. Dabei ist z = cos θ der Polarwin-
kel des Vektors ~k. Wie bereits erwähnt, tritt die Infrarot-Singularität nur bei der Integration
des Soft-Gluon–Faktors A auf. Setzt man nämlich in Ssing = A · B die parametrisierten
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Impulse ein und multipliziert das Resultat anschließend mit dem Phasenraumelement des
Gluons, so ist der Integrand proportional zu 1/ω. Das führt nach der Integration über die
Gluon-Energie ω an der unteren Grenze ω = 0 zu einer logarithmischen Divergenz. Bei den
endlichen Termen Sreg = F gibt es keine Singularitäten, und man kann dort die Gluonmasse
null setzen. Im Falle einer endlichen Masse des Gluons ändert sich das Phasenraumelement
gegenüber dem masselosen Fall in folgender Weise:

d3~k

2ω
=

|~k|2

2

√
|~k|2 +m2

d|~k| dz dφ. (3.191)

Nach Einsetzen der parametrisierten Viererimpulse bekommt man für die oben definier-
ten Terme, aus denen das Matrixelement S aufgebaut ist, Funktionen, die im allgemeinen
von den Integrationsvariablen |~k| und z sowie von dem Parameter m, der für die Gluon-
masse steht, abhängen. Es gilt also

A ≡ a(|~k|, z,m) , B ≡ b(|~k|, z,m) , F ≡ f(|~k|, z,m).

Für den Grenzfall masseloser Gluonen gilt |~k| = ω. Damit kann man die einfacheren Funk-
tionen

a(ω, z) := a(|~k|, z, 0) , b(ω, z) := b(|~k|, z, 0) , f(ω, z) := f(|~k|, z, 0)

definieren. Da die Funktion f nur zu endlichen Ergebnissen führt, kann dort von vornherein
m = 0 gesetzt werden. Der Faktor b hat keinen Nenner und kann in eine Reihe in Potenzen
der Gluonmasse

b(|~k|, z,m) = b(|~k|, z, 0) +O(m2)

entwickelt werden. Da aber die Singularität nur logarithmisch in m ist, liefern die Beiträge
proportional zu m2 im Grenzfall verschwindender Masse keinen Beitrag, und (3.188) kann
in der Form

S ≡ a(|~k|, z,m) · b(ω, z) + f(ω, z) (3.192)

dargestellt werden mit |~k| =
√
ω2 −m2.

Bevor nun die Integration durchgeführt wird, ist es von Vorteil, die Teilintegration des
divergenten Ausdrucks zu vereinfachen. Dazu schreibt man

b(ω, z) = [b(ω, z)− b(0, 0)] + b(0, 0).

Nach Einsetzen der Impulse sieht man, daß der erste Term in eckigen Klammern propor-
tional zu w ist, so daß die Integration nach Multiplikation mit a ein endliches Ergebnis
liefert und somit die Gluonmasse null gesetzt werden kann. Der zweite Term ist proportio-
nal zum entsprechenden Born-Term und hängt nicht mehr von den Integrationsvariablen
ab. Daher muß nur noch der universelle Faktor A mit endlicher Gluonmasse integriert
werden. Für den Fall transversaler Polarisation sc,t des c-Quarks stellt man fest, daß die
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Summe der endlichen Terme proportional zu sx kx+sy ky ist. Da es außerdem keine weitere
Abhängigkeit von den Variablen kx und ky gibt, ist diese infrarotendliche Summe wegen

kx = |~k| sin θ cosφ , ky = |~k| sin θ sinφ

eine Linearkombination von sinφ und cosφ. Die Integration über den Azimuthwinkel φ im
Intervall [0, 2π] liefert daher keinen Beitrag, und der transversale Anteil der c-Polarisation
verschwindet, was schon beim Born-Term und den Schleifenkorrekturen festgestellt wurde.
Da der divergente Soft-Gluon–Faktor mit dem Born-Term multipliziert wird, verschwin-
det dieser Anteil ebenfalls. Damit liefert dieser Polarisationsanteil in erster Ordnung der
Kopplungskonstanten αs keinen Beitrag zur Zerfallsrate des c-Quarks.

Für die longitudinale Polarisation und den unpolarisierten Anteil ist das parametri-
sierte Matrixelement nicht mehr vom Azimuthwinkel abhängig, so daß man die Integration
über φ sofort ausführen kann. Das Phasenraumelement für das Gluon kann daher in der
Form

d3~k

2ω
= π ω dω dz für m = 0

d3~k

2ω
= π

|~k|2√
|~k|2 +m2

d|~k| dz für m 6= 0 (3.193)

geschrieben werden. Die Integration des divergenten Anteils von (3.192) kann nun in der
folgenden Art ausgeführt werden:∫

d3~k

2ω
a(|~k|, z,m) b(ω, z) = b(0, 0)

∫
d3~k

2ω
a(|~k|, z,m) +

∫
d3~k

2ω
a(ω, z) [b(ω, z)− b(0, 0)] .

(3.194)
Die Integration des gesamten divergenten und endlichen Anteils läßt sich dann in der
folgenden Weise schreiben:

Iges =

∫
d3~k

2ω

[
a(|~k|, z,m) · b(ω, z) + f(ω, z)

]
(3.195)

= π

b(0, 0)

∫ 1

−1

dz

∫ kmax

0

d|~k| |~k|2√
|~k|2 +m2

a(|~k|, z,m)

+

∫ 1

−1

dz

∫ ωmax

0

dω a(ω, z) [b(ω, z)− b(0, 0)] +

∫ 1

−1

dz

∫ ωmax

0

dω f(ω, z)

}
.

Um die Integrationsgrenzen zu bestimmen, betrachtet man den erlaubten Bereich des Pha-
senraums, dessen Grenzen durch die Kinematik der beim Zerfall beteiligten Teilchen be-
stimmt ist. Hier interessieren die Grenzen für die Energie ω oder den Betrag |~k| des räumli-
chen Impulses des Gluons. Um sie zu bestimmen, ist es zweckmäßig, eine Lorentz-Invariante
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zu finden, in der die Gluon-Energie vorkommt und mit den übrigen Variablen aus den pa-
rametrisierten Viererimpulsen verknüpft sind. Aus der Viererimpuls-Erhaltung ergibt sich
der Impulsübertrag zwischen dem Quark- und dem Lepton-Strom, der dem Impuls des
virtuellen W -Bosons entspricht:

q = pb − pc − k = pl + pνl .

Die zugehörige Invariante ist durch das Impulsquadrat q2 = (pl + pνl)
2 gegeben. Der

Vollständigkeit wegen und um den Einfluß endlicher Massen erkennen zu können, diskutie-
ren wir im folgenden den allgemeinen Fall, in dem die Leptonmassen nicht vernachlässigt
werden. Aus kinematischen Gründen muß q2 größer als (ml + mνl)

2 sein, was man am
einfachsten im Ruhesystem des Leptonpaares sehen kann, das durch die Bedingung ~q = ~0
definiert ist. Durch Ausnutzen der Energie-Impuls-Erhaltung erhält man dann eine Rela-
tion zwischen den verschiedenen kinematischen Größen der Teilchen:

q2 = (pl + pνl)
2 = (pb − pc − k)2 (3.196)

= m2
b +m2

c +m2 − 2mb (Ec + ω) + 2 (Ec ω − |~pc| |~k| z) ≥ (ml +mνl)
2.

Dies kann man nach ω auflösen und erhält die Obergrenze der Gluon-Energie

ω ≤ ωmax =
1

2 (Q2 + |~pc|2 (1− z2))

[
(mb − Ec)

(
Q2 +m2 − (ml +mνl)

2
)

(3.197)

− |~pc| z
√(

Q2 − (ml +mνl −m)2
)(

Q2 − (ml +mνl +m)2
)
− 4m2 |~pc|2 (1− z2)

]
mit

Q2 ≡ (pb − pc)2 = m2
b +m2

c − 2mbEc , |~pc| =
√
E2
c −m2

c .

Sie ist offensichtlich von der Summe der Leptonmassen ml + mνl als auch von der Win-
kelvariablen z abhängig. Die untere Grenze der Energie des Gluons ist durch seine Masse
gegeben, m = ωmin ≤ ω. Die Masse des Gluons wurde nur zum Regularisieren der IR-
Singularität von null verschieden gewählt und kann als beliebig klein angesehen werden.
Deshalb genügt es, die obere Grenze der Gluon-Energie in eine Potenzreihe in m zu ent-
wickeln. Glieder der Ordnung m2 oder höher kann man vernachlässigen, weil die Singula-
rität logarithmisch in m ist und der divergente Ausdruck nach Einsetzen der oberen Grenze
mit Potenzen von m multipliziert wird, so daß er im Grenzfall masseloser Gluonen nicht
beiträgt. Man erhält

ωmax =
Q2 − (ml +mνl)

2

2 (mb − Ec + |~pc| z)
+O(m2). (3.198)

Durch Verwendung der Massenschalenbedingung ω2 − |~k|2 = m2 lassen sich die Integra-
tionsgrenzen für den Betrag des räumlichen Gluon-Impulses bestimmen. Da die Infrarot-
Divergenz wie oben gesagt logarithmisch in m ist, kann man höhere Ordnungen in m auch
hier vernachlässigen, da die zugehörigen Terme im Grenzfall verschwindender Gluonmasse
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ebenfalls keinen Beitrag liefern. Daher sind die Integrationsgrenzen bei endlicher Gluon-
masse in erster Ordnung m dieselben wie im Falle verschwindender Gluonmasse, es gilt
also

0 ≤ |~k| ≤ kmax = ωmax +O(m2).

Der Polarwinkel θ läuft von 0 bis π, so daß die Grenzen für z = cos θ

− 1 ≤ z ≤ 1 (3.199)

lauten. Schließlich ist auch die Energie des c-Quarks begrenzt, die auch in die maximale
Gluon-Energie ωmax eingeht. Die Grenzen von Ec bestimmt man, indem man verlangt, daß
die Wurzeln, die in (3.197) auftreten, reell sein müssen. Eine Entwicklung in der Gluon-
masse ergibt

mc ≤ Ec ≤
m2
b +m2

c − (ml +mνl)
2

2mb

+O(m). (3.200)

Der Phasenraum für die Integration, der durch den kinematisch erlaubten Bereich der
Energien des c-Quarks Ec und des Gluons ω definiert ist, wird zur Veranschaulichung in
Abbildung 3.6 gezeigt, wobei die Neutrinomasse zu null gesetzt wurde. An der unteren
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Abbildung 3.6: Phasenraumgrenzen für die Energien von Gluon und c-Quark. (a) Phasenraum-
grenzen für m = 0 und ml = 0. Die verschiedenen Linien entsprechen unterschiedlichen Werten
von z = cos θ, und zwar (von oben nach unten) z = −1,−1 + 1/210,−1 + 1/29, . . . , (−1 + 1/23 =
−7/8),−3/4,−1/2, 0, 1. (b) Einfluß von endlicher Gluon- und Leptonmasse. Die drei Kurven ent-
sprechen den Phasenraumgrenzen mit (ml 6= 0,m 6= 0), (ml = 0,m 6= 0), (ml = 0,m = 0). Zur
besseren Veranschaulichung wurden unnatürlich große Werte von ml = 0.3 GeV und m = 0.2
GeV gewählt.

Spitze des Phasenraumes befindet sich der sogenannte IR-Punkt, da an dieser Stelle bei der
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Integration über den Phasenraum die IR-Singularität entsteht, wenn man die Gluonmasse
gleich null setzt.

Nachdem wir nun die Integrationsgrenzen bestimmt haben, kommen wir zur Durch-
führung der Integration (3.195) zurück. Im nächsten Schritt setzt man die parametrisierten
Ausdrücke für a, b und f in den Integranden ein. Die endlichen Leptonmassen dienten nur
der Veranschaulichung des Phasenraumes und können bei der folgenden Rechnung wieder
null gesetzt werden. Wir beginnen mit der Integration des divergenten Terms, der von der

Gluonmasse abhängt. Mit der Bedingung ω =
√
~k2 +m2 nimmt der universelle Faktor A

die Gestalt

A ≡ a(|~k|, z,m) =
|~pc|2 [|~k|2 (1− z2) +m2]

(|~k|2 +m2) (Ec

√
|~k|2 +m2 − |~k| |~pc| z)2

(3.201)

an. Die Funktion a hängt also explizit von dem Parameter m ab, der die Gluonmasse
beschreibt.

Bei Ausführung der Integration über |~k| stellt man fest, daß im Integranden einige Ter-

me auftreten, in denen Wurzeln vorkommen, die die Variable |~k| enthalten. Es ist sinnvoll,
die Substitution

|~k| = m

2

t2 − 1

t
, d|~k| = m

2

t2 + 1

t2
dt

einzuführen, um die Integration zu vereinfachen. Die Grenzen lauten dann in erster Ord-
nung der Gluonmasse m

1 ≤ t ≤ m2
b +m2

c − 2mbEc
m (mb − Ec + |~pc| z)

+O(m) ≡ tmax. (3.202)

Schreibt man zur Abkürzung

g(|~k|) :=
|~k|2√
|~k|2 +m2

a(|~k|, z,m) =
|~pc|2 |~k|2 [|~k|2 (1− z2) +m2]

(|~k|2 +m2)3/2 (Ec

√
|~k|2 +m2 − |~k| |~pc| z)2

,

so führt die Integration über t und anschließende Entwicklung in eine Potenzreihe nach der
Gluonmasse um m = 0 schließlich zu dem Ergebnis:∫ kmax

0

g(|~k|) d|~k| =

∫ tmax

1

g(|~k|(t)) d|
~k|
dt

dt (3.203)

=
2Ec (E4

c − |~pc|2 (2E2
c − |~pc|2) z2)

|~pc| z (E2
c − |~pc|2 z2)2

ln

(
Ec − |~pc| z

Ec

)

+
|~pc|2 (1− z2)

(Ec − |~pc| z)2
ln

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
2m (mb − Ec + |~pc| z)

)

+
|~pc|2 (1− z2) (E2

c + |~pc|2 z2)

(E2
c − |~pc|2 z2)2

ln(2)
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+
2E3

c − |~pc| z (E2
c − |~pc|2 z2)− Ec |~pc|2 (1 + z2)

(Ec − |~pc| z)2 (Ec + |~pc| z)

+ m2 2 |~pc|2 (mb − Ec + |~pc| z) (Ec − 2Ec z
2 + |~pc| z3)

(m2
b +m2

c − 2mbEc)2 (Ec − |~pc| z)3
+O(m4).

Man erkennt, daß das Resultat nur gerade Potenzen der Gluonmasse m enthält. Weil
diese als sehr klein angenommen wird, können alle höheren Potenzen von m vernachlässigt
werden. Insbesondere braucht der Term proportional zu m2 nicht berücksichtigt zu werden.

Nun muß der Ausdruck (3.203) noch über z integriert werden. Diejenigen Terme, die
keinen von der Integrations-Variablen abhängigen Logarithmus enthalten, lassen sich rela-
tiv einfach integrieren. Sie sind im wesentlichen durch die Hilfsintegrale

I1 :=

∫ 1

−1

|~pc|2 (1− z2)

(Ec − |~pc| z)2
dz =

2Ec
|~pc|

ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 4 (3.204)

I2 :=

∫ 1

−1

2E3
c − Ec |~pc|2 − E2

c |~pc| z − Ec |~pc|2 z2 + |~pc|3 z3

(Ec − |~pc| z)2 (Ec + |~pc| z)
dz

=
m2
c

2Ec |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
+ 3

I3 :=

∫ 1

−1

|~pc|2 (1− z2) (E2
c + |~pc|2 z2)

(E2
c − |~pc|2 z2)2

dz =
2Ec
|~pc|

ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 4 = I1

gegeben, wobei E2
c − |~pc|2 = m2

c verwendet wurde. Die komplizierteren Integranden, die
noch einen z-abhängigen Logarithmus enthalten, liefern Ausdrücke, die die Dilogarith-
musfunktion sowie Produkte von Logarithmen enthalten. Die Definition des Dilogarithmus
und einige wichtige Eigenschaften und Umrechnungsformeln sind im Anhang C angegeben.
Unter Verwendung dieser Eigenschaften kann man für die logarithmischen Integranden fol-
gende Hilfsintegrale angeben:

I4 :=

∫ 1

−1

2Ec (E4
c − |~pc|2 (2E2

c − |~pc|2) z2)

|~pc| z (E2
c − |~pc|2 z2)2

ln

(
Ec − |~pc| z

Ec

)
dz (3.205)

= − 2Ec
|~pc|

Li2

(
2 |~pc|

Ec + |~pc|

)
+
Ec
|~pc|

ln

(
mc

Ec + |~pc|

)
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)

+
E2
c + |~pc|2

2Ec |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 1

I5 :=

∫ 1

−1

|~pc|2 (1− z2)

(Ec − |~pc| z)2
ln

(
mb − Ec + |~pc| z

mb

)
dz
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=
2Ec
|~pc|

[
Li2

(
Ec − |~pc|
mb

)
− Li2

(
Ec + |~pc|
mb

)]
+

m2
c

mb |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)

+
m2
b −m2

c

mb |~pc|
ln

(
mb − Ec − |~pc|
mb − Ec + |~pc|

)
− 2 ln

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
m2
b

)
+ 2.

Schließlich berechnen wir als Beispiel noch das Integral des zu m2 proportionalen Anteils,
um explizit zu sehen, daß es keine Divergenz enthält. Es ist

I6 :=

∫ 1

−1

2 |~pc|2 (mb − Ec + |~pc| z) (Ec − 2Ec z
2 + |~pc| z3)

(m2
b +m2

c − 2mbEc)2 (Ec − |~pc| z)3
dz (3.206)

=
mb − Ec

(m2
b +m2

c − 2mbEc)2

[
2Ec
|~pc|

ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 4

]
=

mb − Ec
(m2

b +m2
c − 2mbEc)2

I1.

Dieses Ergebnis ist offenbar konvergent, womit gezeigt wurde, daß der Term der Ordnung
m2 im Falle verschwindender Gluonmasse keinen Beitrag zu der Integration des Soft-Gluon–
Faktors liefert.

Unter Benutzung der Hilfsintegrale I1, ..., I5 läßt sich der gesamte integrierte Soft-
Gluon–Faktor darstellen als

Ag = I1 ln

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
mmb

)
+ I2 + I4 − I5 +O(m2). (3.207)

Nach Zusammenfassung und Umformung der einzelnen Teilergebnisse erhält man schließ-
lich

Ag :=

∫ 1

−1

dz

∫ tmax

1

dt g(|~k|(t)) d|
~k|
dt

=
2Ec
|~pc|

[
Li2

(
Ec + |~pc|
mb

)
− Li2

(
Ec − |~pc|
mb

)
− Li2

(
2 |~pc|

Ec + |~pc|

)]

+
Ec
|~pc|

[
ln

(
mc

Ec + |~pc|

)
+ 1

]
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)

+ 2

[
Ec
|~pc|

ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 2

]
ln

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
mmb

)

+
m2
b −m2

c

mb |~pc|
ln

(
mb − Ec + |~pc|
mb − Ec − |~pc|

)
+ 2 ln

(
m2
b +m2

c − 2mb Ec
m2
b

)

− m2
c

mb |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
. (3.208)

Der gesamte singuläre Anteil ist durch Multiplikation dieses Faktors Ag mit der Funktion
b(0, 0) gegeben, die dem zugehörigen Born-Term entspricht. Der explizite Ausdruck des
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Faktors B hat die Form

B ≡ b(ω, z)

= mb

{
3Ec (m2

b +m2
c)− 2mb (2E2

c +m2
c) (3.209)

+ 2ω
[
2E2

c − 3mbEc +m2
c + (mb − 2Ec) |~pc| z

]
+ 2ω2 (Ec − |~pc| z)

}
∓mb

{
|~pc| (3m2

b +m2
c − 4mbEc)

+ 2ω
[
|~pc| (2Ec − 3mb) + (mbEc +m2

c − 2E2
c ) z
]

+ 2ω2 (|~pc| − Ec z)
}
.

Die Ausdrücke, die in (3.195) durch die letzte Zeile gegeben sind, sind endlich und können
ohne weitere Probleme integriert werden. Faßt man die Ergebnisse der drei Teilintegratio-
nen aus (3.195) zusammen, so erhält man für das gesamte Integral

Iges = π

{
2Ec
|~pc|

[
Li2

(
Ec + |~pc|
mb

)
− Li2

(
Ec − |~pc|
mb

)
− Li2

(
2 |~pc|

Ec + |~pc|

)]

+
Ec
|~pc|

[
ln

(
mc

Ec + |~pc|

)
+ 1

]
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)

+ 2

[
Ec
|~pc|

ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
− 2

]
ln

(
m2
b +m2

c − 2mbEc
mmb

)

+
m2
b −m2

c

mb |~pc|
ln

(
mb − Ec + |~pc|
mb − Ec − |~pc|

)
+ 2 ln

(
m2
b +m2

c − 2mb Ec
m2
b

)

− m2
c

mb |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)}
× mb

[
3Ec (m2

b +m2
c)− 2mb (2E2

c +m2
c)∓ |~pc|(3m2

b +m2
c − 4mbEc)

]
+
π

3
(m2

b +m2
c − 2mbEc)

{
34mbEc − 11m2

b − 11m2
c

+
5 (m2

b +m2
c)

2 + 34mbEc (m2
b +m2

c)− 136m2
b E

2
c

8mb |~pc|
ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
±
[

1

4mb |~pc|
(5m4

b + 30m3
b Ec − 128m2

b E
2
c + 104m2

b m
2
c − 14mbEcm

2
c + 3m4

c)

− 1

8m2
b (E2

c −m2
c)

(− 4m2
c (m2

b +m2
c)

2 − 136m3
b E

3
c + 2m2

b E
2
c (17m2

b − 9m2
c)

+ mbEc (5m4
b + 116m2

b m
2
c + 15m4

c)) ln

(
Ec + |~pc|
Ec − |~pc|

)
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− m2
c

2m2
b (E2

c −m2
c)

(m2
b +m2

c − 2mbEc)
2 ln

(
mb − Ec − |~pc|
mb − Ec + |~pc|

)]}
. (3.210)

Die differentielle Zerfallsrate (3.183) kann über den Winkelanteil des Phasenraumes für das
c-Quarks integriert werden, da der Integrand nicht von den Winkeln abhängt. Mit

d3~pc → 4π |~pc|2 d|~pc| = 4π |~pc|Ec dEc

erhält man also

dΓ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

6
g2
s CF

)
1

mb

(2 Iges)
d3~pc

(2π)7 Ec

=
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
(

1

6
g2
s CF

)
1

mb

(2 Iges)
4π |~pc| dEc

(2π)7
. (3.211)

Setzt man das Integral (3.210) in diesen Ausdruck ein und verwendet wieder die Ska-
lierungen (3.28) der Bornschen Rate und die Relation (3.29), so bekommt man für die
differentielle Zerfallsrate bezüglich der Energie des c-Quarks den kompakten Ausdruck

dΓ(g)

dx
= Γb ·

αs
3π

4
(
G

(g)
0 ±G

(g)
P

)
(3.212)

mit

G
(g)
0 = Ag ·

βx

2

[
x (3− 2x)− (4− 3x) y2

]
+

1

3

(
1− x+ y2

){
βx
(
17x− 11− 11 y2

)
+

1

4

[
5
(
1 + y2

)2
+ 17x

(
1 + y2

)
− 34x2

]
ln

(
1 + β

1− β

)}

G
(g)
P = Ag ·

βx

2

[
− βx

(
3− 2x+ y2

) ]
+

1

3

(
1− x+ y2

){1

2

(
5 + 15x− 32x2 + 104 y2 − 7x y2 + 3 y4

)
− 1

4 βx

[
− 8 y2

(
1 + y2

)2 − 34x3 + x2
(
17− 9 y2

)
+ x

(
5 + 116 y2 + 15 y4

) ]
ln

(
1 + β

1− β

)
+

2 y2

βx

(
1− x+ y2

)2
ln

(
2− x+ βx

2− x− βx

)}
. (3.213)

Die starke Kopplungskonstante αs hängt mit gs über die Relation αs = g2
s/(4π) zusammen.

Der Soft-Gluon–Faktor Ag wurde in (3.208) angegeben. Man kann ihn ebenfalls durch die
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skalierten Größen (3.28) ausdrücken. Außerdem verwendet man die Definition Λ = m/mb

für die skalierte Gluonmasse. Mit Hilfe dieser Relationen läßt sich der Soft-Gluon–Faktor
in der Form

Ag =
2

β

[
Li2

(
x (1 + β)

2

)
− Li2

(
x (1− β)

2

)
− Li2

(
2 β

1 + β

)]

+
1

β

[
ln

(
2 y

x (1 + β)

)
+ 1

]
ln

(
1 + β

1− β

)

+ 2

[
1

β
ln

(
1 + β

1− β

)
− 2

]
ln

(
1− x+ y2

Λ

)

+
2

βx

[
(1− y2) ln

(
2− x+ βx

2− x− βx

)
− y2 ln

(
1 + β

1− β

)]
+ 2 ln

(
1− x+ y2

)
(3.214)

schreiben.

3.5 Inklusive Zerfallsrate

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten die Einschleifenkorrekturen und die Brems-
strahlungsbeiträge zur Zerfallsrate des b-Quark–Zerfalls in ein c-Quark und ein Lepton-
paar berechnet haben, können wir nun die Summe aus beiden Anteilen bilden, um die
inklusive Zerfallsrate zu bestimmen. Wie schon vorher angemerkt, enthalten die Integrale
der Einschleifen-Korrekturen zur Zerfallsrate zwei unterschiedliche Arten von Divergenzen.
Zum einen gibt es die sogenannten Ultraviolett-Divergenzen, die für sehr große Schleifen-
Impulse auftreten, und zum anderen enthalten diese Integrale Infrarot-Divergenzen bei
sehr kleinen Impulsen. Die Beiträge zur Bremsstrahlung sind zwar UV -konvergent, weil
der Phasenraum endlich ist, sie sind für kleine Gluon-Impulse aber ebenfalls infrarot-
divergent. Die UV -Singularitäten konnten durch das Verfahren der Renormierung beseitigt
werden, bei dem die Massen der Quarks im on-shell-Verfahren durch bestimmte physika-
lische Annahmen redefiniert wurden. Allerdings enthalten die Ergebnisse noch immer die
Infrarot-Singularitäten. Diese müssen in der inklusiven Zerfallsrate nach dem Kinoshita-
Lee-Nauenberg-Theorem [54] verschwinden. Um dies direkt zu sehen, werden die beiden
Ausdrücke für die Einschleifenkorrekturen (3.154) und für die Bremsstrahlung (3.212) auf-
summiert. Die Infrarot-Divergenzen beider Ausdrücke sind jeweils in der Funktion A0

(3.156) sowie dem Soft-Gluon–Faktor Ag (3.214) enthalten. Man kann dort leicht erkennen,
daß die Terme, welche proportional zu ln(Λ) sind, denselben Vorfaktor besitzen. Die inklu-
sive Rate hängt nur noch von der Differenz A0−Ag ab, die offensichtlich konvergent ist, da
sich die darin vorkommenden Infrarot-Singularitäten gegenseitig aufheben. Das Auftreten
der Differenz anstatt der Summe von A0 und Ag hängt mit der Einführung von A0 gemäß
(3.148) zusammen, die gegenüber A1 einige technische Vorteile beim Zusammenfassen der
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einfach logarithmischen Terme besitzt. Das Vorzeichen von A0 wurde so gewählt, daß A0

im kinematisch erlaubten x-Bereich positiv ist. Bei Verwendung des Entwicklungskoeffizi-
enten A1 anstelle von A0 würde die inklusive Rate von der Summe A1 +Ag abhängen. Das
physikalische Resultat ist natürlich unabhängig davon, ob man A1 oder A0 verwendet.

Die inklusive Zerfallsrate ist explizit durch

dΓ
(incl)
±

dx
=
dΓ

(αs)
±

dx
+
dΓ

(g)
±

dx
= Γb

[
βx
(
G

(Born)
0 ±G(Born)

P

)
− αs

3π

(
G

(αs+g)
0 ±G(αs+g)

P

)]
(3.215)

gegeben. Die unpolarisierte und die polarisierte Strukturfunktion der Bornschen Rate
G

(Born)
0 und G

(Born)
P sind in (3.31) angegeben. Die entsprechenden Funktionen der inklusi-

ven strahlungskorrigierten Rate sind durch

G
(αs+g)
0 = 2 βx

[
x (3− 2x)− (4− 3x) y2

]
· A

− 4

3
βx
(
1− x+ y2

) [
17x− 11

(
1 + y2

) ]
+ 6 βx2

(
1− y2

)
ln(y)

− 1

3

(
1− x+ y2

) [
5− 16x2 + 17x

(
1 + y2

)
− y2

(
62− 5 y2

) ]
ln

(
1 + β

1− β

)
G

(αs+g)
P = − 2 β2x2

(
3− 2x+ y2

)
· A

− 2

3

(
1− x+ y2

) [
5− 32x2 + x

(
15− 7 y2

)
+ y2

(
104 + 3 y2

) ]
− 2 β2x2

(
3− y2

)
ln(y)

+
1

3 βx

[
16x4 − x3

(
33 + 19 y2

)
+ 12x2

(
1 + y2

) (
1− 2 y2

)
+ x

(
5 + 57 y2 + 123 y4 + 23 y6

)
− 8 y2

(
1 + 15 y2 + 3 y4 + y6

) ]
ln

(
1 + β

1− β

)
− 8 y2

3 βx

(
1− x+ y2

)3
ln

(
2− x+ βx

2− x− βx

)
(3.216)

definiert. Die Differenz der beiden Funktionen A0 und Ag läßt sich etwas verkürzen, indem
man die Identität

L ≡ Li2

(
x (1 + β)

2

)
− Li2

(
x (1− β)

2

)
− Li2

(
2 β

1 + β

)
(3.217)

= Li2

(
2 βx

2− x+ βx

)
− Li2

(
2 βx

x− 2 y2 + βx

)
− ln

(
2− x+ βx

2

)
ln

(
1 + β

1− β

)
der Dilogarithmus-Funktionen verwendet und die logarithmischen Terme zusammenfaßt.
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Dann erhält man

A := A0 − Ag =
2

β

[
2 Li2

(
2 βx

x− 2 y2 + βx

)
− 2 Li2

(
2 βx

2− x+ βx

)
(3.218)

+ ln

(
1 + β

1− β

)
ln

(
x− 2 y2 + βx

2 (1− x+ y2)

)
+ ln

(
x+ βx

2

)
ln

(
2− x+ βx

2− x− βx

)]

+ 2 ln

(
1− x+ y2

y

)
− 2 (1− y2)

βx
ln

(
2− x+ βx

2− x− βx

)
− x− 2 y2

βx
ln

(
1 + β

1− β

)
+ 4.

Man erkennt, daß A in der letzten Zeile dieselben einfachen Logarithmen enthält, die
auch in den anderen Termen der korrigierten Strukturfunktionen G

(αs+g)
0 und G

(αs+g)
P vor-

kommen. Man könnte sie also mit jenen zusammenfassen. Es zeigt sich jedoch, daß das
Endresultat die kompakteste Form erhält, wenn man die einfach logarithmischen Terme in
A beläßt.

Das Ergebnis (3.216) hat dieselbe Struktur wie die inklusive differentielle Rate des
Myon-Zerfalls µ− → e− + νµ + ν̄e. Beide Ergebnisse können daher durch Ersetzung der
entsprechenden Massen mµ → mb , me → mc und der Kopplungen α→ CF αs ineinander
übergeführt werden. Das CKM-Matrixelement Vbc muß bei diesem Vergleich gleich eins
gesetzt werden. Die Massen der übrigen Leptonen sind bei beiden Resultaten vernachlässigt
worden. Bei dem Vergleich mit den analytischen Ergebnissen für die Rate des Myon-Zerfalls
mit endlicher Elektron-Masse [40, 41] wurde sowohl für die unpolarisierte als auch für
die polarisierte Strukturfunktion G0 und GP exakte Übereinstimmung festgestellt. Der
Vergleich mit der unpolarisierten Rate [38] lieferte ebenfalls eine Übereinstimmung der
analytischen Ergebnisse.

Die strahlungskorrigierten Strukturfunktionen G
(αs+g)
0 und G

(αs+g)
P hängen quadratisch

von der skalierten c-Masse y ab, da sich der Logarithmus ln(y) in einfacher Weise immer in
1/2 ln(y2) umschreiben läßt. Im Grenzfall y → 0 sind sie logarithmisch massendivergent.
Diese Divergenzen verschwinden erst in den über y integrierten Strukturfunktionen, aus
denen sich die polarisierte totale Rate zusammensetzt [42,41]. An der unteren Grenze des

Energiespektrums x = 2 y verschwinden die korrigierten Funktionen, es gilt also G
(αs+g)
0,P =

0 wie im Falle der Bornschen Rate (3.34). Damit verschwindet auch die inklusive Rate

dΓ
(incl)
± /dx an der unteren Grenze. An der oberen Grenze der skalierten c-Energie x sind

die beiden korrigierten Funktionen G
(αs+g)
0,P logarithmisch divergent. Für den Grenzfall x→

1+y2− ε erhält man somit Terme, die proportional zu ln(ε) sind und für ε→ 0 divergieren
[41]. Für die zur Bornschen Näherung (3.34) gehörenden korrigierten Strukturfunktionen
erhält man an der unteren und an der oberen Grenze die Relationen

lim
x→2 y

G
(αs+g)
0 (x) = lim

x→2 y
G

(αs+g)
P (x) = 0 (3.219)

lim
x→1+y2

G
(αs+g)
0 (x) = − lim

x→1+y2
G

(αs+g)
P (x) = 8

(
1− y2

)2
{(

1− y2
) [

1 + ln

(
ε

1− y2

)]
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+
(
1 + y2

)
ln(y)

[
3

4
+ ln

(
ε

1− y2

)]}
.

Diese Divergenz tritt auf, da am Rande des Phasenraumes die Infrarot-Singularität des
Bremsstrahlungsanteils offensichtlich nicht vollständig gegen den Einschleifenbeitrag ge-
kürzt wird. Die differentielle Rate als beobachtbare Größe ist deshalb ebenfalls divergent.
Man kann zeigen, daß die korrigierten Strukturfunktionen an der oberen Grenze gegen null
gehen, wenn man alle Ordnungen der Störungstheorie aufsummiert.

Polarisationsobservable sind Ausdrücke der Form Z/N , wobei der Zähler Z und der
Nenner N in der Ordnung αs beide am Rand des Phasenraumes divergieren. Der resultie-
rende Quotient ist allerdings konvergent, weil sich die Divergenzen gegenseitig kürzen [41].
In allen Bereichen des Phasenraumes, die innerhalb des Randes liegen, treten bei der in-
klusiven Rate in O(αs) keine Divergenzen auf. Die beiden Strukturfunktionen G0 und GP

sind in Abschnitt 3.6 graphisch dargestellt. Dort werden sowohl die Bornschen als auch die
strahlungskorrigierten Funktionen gezeigt. Außerdem wird auf die longitudinale Polarisa-
tion des c-Quarks eingegangen. Im Anschluß daran folgt eine Diskussion der numerischen
Ergebnisse.

3.6 Numerische Resultate

Im letzten Abschnitt wurde die inklusive Zerfallsrate für den Zerfall des bottom-Quarks in
ein polarisiertes charm-Quark und ein Leptonpaar b→ c↑+ l−+ ν̄l bis einschließlich erster
Ordnung der starken Kopplungskonstanten analytisch berechnet. Es handelt sich dabei um
die differentielle Zerfallsrate in Abhängigkeit der mit der b-Masse skalierten Energie x des
c-Quarks. Dieses ist longitudinal polarisiert, während sich seine transversale Polarisation
durch die azimuthale Integration weghebt.

Die differentielle Zerfallsrate kann in einem Schaubild graphisch dargestellt werden.
Dazu wird sie über dem Intervall 2y ≤ x ≤ 1 + y2 der skalierten c-Energie x aufgetragen.
Der unpolarisierte und der polarisierte Anteil der Zerfallsrate

dΓ0

dx
= Γb

[
βxG

(Born)
0 − αs

3π
G

(αs+g)
0

]
,
dΓP
dx

= Γb

[
βxG

(Born)
P − αs

3π
G

(αs+g)
P

]
(3.220)

sind durch die beiden inklusiven Strukturfunktionen G0 und GP gegeben, die sich aus einem
Bornschen und einem strahlungskorrigierten Anteil der Ordnung αs zusammensetzen. Um
den Beitrag, der durch die Strahlungskorrekturen hervorgerufen wird, veranschaulichen zu
können, ist es sinnvoll, die Bornsche und die korrigierte Rate in dem selben Schaubild
zu zeigen. Außerdem ist es sinnvoll, die differentiellen Raten auf die totale Rate Γb im
Grenzfall mb → 0 zu normieren. Sie sind durch die Relationen

dΓ̂0,P

dx
=

1

Γb

dΓ0,P

dx
= βxG

(Born)
0,P − αs

3π
G

(αs+g)
0,P (3.221)

gegeben. Auf diese Weise erkennt man direkt die Abweichungen von der totalen Rate Γb.
Die entsprechenden Graphen für die normierten Raten sind in Abbildung 3.7 dargestellt.
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Die verwendeten Werte für die Quarkmassen sind mb = 4.85GeV und mc = 1.45GeV
[55]. Die starke Kopplungskonstante bei Energien, die der b-Masse entsprechen, beträgt
αs(mb) = 0.219 [56], und für das CKM-Matrixelement wird Vbc = 0.041 angenommen. Die
Fermi-Konstante hat schließlich den numerischen Wert GF/(~c)

3 = 1.16639× 10−5GeV −2

[22]. Die Zerfallsraten besitzen in natürlichen Einheiten, für die ~ = c = 1 gesetzt wird, die
Dimension [Γ] = GeV . Zur Umrechnung auf SI-Einheiten, in denen [Γ] = 1/s gilt, benötigt
man den Kehrwert des reduzierten Planckschen Wirkungsquantums ~ = 6.58211889 ×
1025 GeV · s als Umrechnungsfaktor [22]. Die Konstante Γb hat damit den numerischen
Wert Γb = 1.03× 10−13GeV = 1.566× 1011s−1. Das Massenverhältnis von c- und b-Masse
beträgt y = 0.299. Im Vergleich zum Myon-Zerfall, wo y = me/mµ = 0.0048 gilt, ist dies
ein sehr großer Wert, was natürlich Auswirkungen auf den Verlauf der Graphen hat. Der
kinematisch erlaubte Bereich für die skalierte Energie ist das Intervall xmin = 0.598 ≤ x ≤
1.089 = xmax.

x

d
Γ̂
/d
x

- - - - - Bornsche Rate
——— O(αs)-korrigierte Rate

dΓ̂0

dx

dΓ̂P
dx

Abbildung 3.7: Unpolarisierter und polarisierter Anteil der inklusiven differentiellen Zerfallsrate
für den Zerfall b → c↑ + l− + ν̄l. Vergleich der Bornschen Näherung und der korrigierten Raten.
Der Index 0 beschreibt den unpolarisierten Anteil und der Index P den polarisierten Anteil der
Zerfallsrate. Die Divergenzen der O(αs)-Raten an der oberen Grenze sind hier nicht eingezeichnet.

Die Auswertung der Raten dΓ̂0/dx und dΓ̂P/dx ist numerisch relativ stabil. Die po-
larisierte Rate dΓ̂P/dx bildet für sehr kleine Werte von x nahe der Schwelle x = 2 y eine
Ausnahme. Der Grund dafür sind Terme proportional zu 1/β, die für x→ 2y für sich allei-
ne divergent sind. Der gesamte Ausdruck für die Rate ist allerdings endlich, da der Zähler
stärker gegen null konvergiert als β. Um die Region nahe der Schwelle näher zu untersuchen,
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kann man GP in eine Potenzreihe um β = 0 entwickeln. Der führende ist Term unabhängig
von β, alle weiteren enthalten gerade Potenzen von β. In dieser Darstellung ist die nume-
rische Auswertung an der Schwelle stabil. Eine Untersuchung der Strukturfunktionen an
der Schwelle soll im folgenden jedoch nicht weiter diskutiert werden.

Die strahlungskorrigierten Beiträge zeigen eine deutliche y-Abhängigkeit, was zum
großen Teil auf die ln(y)-Terme zurückzuführen ist. Sie sind in weiten Bereichen relativ
klein, außer am oberen Ende des Energiespektrums. An der oberen Grenze xmax = 1 + y2

werden sie sogar divergent, wie im letzten Abschnitt dargestellt wurde. Die Beiträge, die
aus den ln(y)-Termen stammen, steigen mit zunehmendem x an und machen bei etwa x = 1
schon einen beachtlichen Teil der Strahlungskorrekturen aus. Bei noch größeren Werten von
x werden die Strahlungskorrekturen allerdings von den Termen dominiert, welche an der
oberen Grenze divergent werden.

Man erkennt in Abbildung 3.7, daß in der Bornschen Näherung der unpolarisierte Bei-
trag der Zerfallsrate für alle erlaubten Werte von x positiv ist, während umgekehrt der po-
larisierte Beitrag für alle x negativ ist. An der unteren Schwelle der skalierten Energie x ver-
schwinden beide Beiträge, wie bereits im letzten Abschnitt erwähnt wurde. An der oberen
Grenze besitzt der unpolarisierte Beitrag einen Maximalwert von dΓ̂

(Born)
0 /dx = 0.755. Der

polarisierte Beitrag besitzt an der oberen Grenze ein Minimum von dΓ̂
(Born)
P /dx = − 0.755.

Die Summe beider Werte verschwindet an der oberen Grenze xmax = 1 − y2, wie man an
den analytischen Ausdrücken (3.30) und (3.31) durch Einsetzen von xmax sehen kann.
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Abbildung 3.8: Relative prozentuale Änderung für den unpolarisierten Beitrag der Zerfallsrate
dΓ0/dx durch die inklusiven Strahlungskorrekturen in erster Ordnung αs
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Für die inklusiven strahlungskorrigierten Raten ändert sich das Verhalten mit zuneh-
mendem x. Wie auch die Bornschen Raten, verschwinden sie an der Schwelle xmin = 2y =
0.598. Bei kleinen Werten für x, in der Nähe der Schwelle, unterscheiden sie sich kaum
von den Bornschen Raten. Die unpolarisierte Rate dΓ̂0/dx steigt mit zunehmenden x an
und erreicht bei etwa x = 0.975 ein Maximum von 0.714, um anschließend zunächst leicht,
in der Nähe der oberen Schwelle xmax = 1 + y2 = 1.089 dann immer steiler abzufallen.
Wie im letzten Abschnitt diskutiert wurde, divergiert sie an der oberen Grenze gegen −∞.
Die strahlungskorrigierte polarisierte Rate dΓ̂P/dx zeigt fast das analoge Verhalten wie
die negative unpolarisierte Rate. Sie fällt bis etwa x = 0.996 stetig ab, erreicht dort ein
Minimum von − 0.696, und steigt anschließend wieder leicht an. Bei x-Werten in Richtung
der oberen Schwelle wird der Anstieg immer steiler, und an der oberen Grenze divergiert
die polarisierte Rate gegen +∞. Bei Werten von x, die größer als etwa 0.8 oder 0.9 sind,
verringern die Strahlungskorrekturen in O(αs) den Betrag der Bornschen Raten mit stei-
gendem x immer deutlicher. Wie man aus den analytischen Resultaten für den Born-Term
(3.34) und für die Strahlungskorrekturen (3.219) ableiten kann, gilt im Grenzfall x→ xmax
die Relation dΓ̂0/dx = − dΓ̂P/dx zwischen der unpolarisierten und der polarisierten diffe-
rentiellen Rate, wenn man xmax durch xmax − ε mit ε > 0 ersetzt und den Grenzfall ε→ 0
betrachtet.

Es ist zu bemerken, daß beide Raten dΓ0/dx und dΓP/dx und damit natürlich auch die
entsprechenden auf Γb normierten Raten, an der Stelle x ≈ xmax − 10−6 unmittelbar vor
der oberen Grenze eine Nullstelle besitzen, an der sich die Graphen schneiden. Dieser hohe
Wert von x liegt darin begründet, daß das Massenverhältnis y von c- und b-Quark relativ
groß ist. Würde man y = 10−8 setzen, so wären die Nullstellen und auch der Schnittpunkt
der Graphen bei etwa x ≈ 0.737, noch deutlich unterhalb der oberen Grenze bei x = 1.
Für einen Wert von y = 0.01, was etwa der Größenordnung des Verhältnisses me/mµ beim
Myon-Zerfall entspricht, steigt der x-Wert der Nullstellen auf etwa 0.9 an. Gleichzeitig steigt
der Betrag der lokalen Extremwerte für die strahlungskorrigierten Raten weiter an und er-
reicht beispielsweise für y = 0.001 einen Wert von über 1. Im Grenzfall gleicher Massen,
also beispielsweise für y = 0.999, wird der Phasenraum fast auf einen Punkt zusammen-
gezogen, und die Nullstellen liegen praktisch an der oberen Grenze. Man beobachtet also,
daß sich die Nullstellen und die lokalen Extremwerte mit zunehmendem y immer mehr der
oberen Grenze von x annähern, und die Beträge der Raten fallen zunehmend schneller ab.
Dabei nimmt der Bereich der erlaubten x-Werte wegen xmax − xmin = (1 − y)2 ebenfalls
immer weiter ab. Außerdem verringert sich bei größeren Werten von y auch der Betrag der
lokalen Extremwerte der beiden Raten. Die Fläche zwischen den Graphen von dΓ0/dx und
dΓP/dx im Intervall von xmin bis zum gemeinsamen Schnittpunkt konvergiert also gegen
null für den Grenzfall y → 1.

Eine weitere Größe, die den Verlauf der Graphen der beiden differentiellen Raten be-
stimmt, ist die Kopplungskonstante αs. Für sehr kleine Werte der Kopplung unterscheiden
sich die Graphen optisch praktisch gar nicht von den Bornschen Raten. Trotzdem zeigen sie
noch dasselbe Divergenzverhalten im Grenzwert x→ xmax. Sie knicken aber erst sehr nahe
an der oberen Grenze ab, so daß man es bei der gewählten Skala erst bei Kopplungsstärken
von etwa 0.01 erkennen kann. Steigt die Kopplung bei festem y = mc/mb an, so verschie-
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ben sich die Nullstellen der beiden Raten ein wenig zu kleineren x-Werten hin. Die Beträge
der Raten im Intervall zwischen xmin und dem Schnittpunkt reduzieren sich entsprechend,
und die lokalen Extremwerte verschieben sich zu kleineren x-Werten. Ein ganz analoges
Verhalten zeigt sich bei keineren Werten von y, wenn man die Kopplungskonstante variiert.
Vergleicht man die Graphen aus Abbildung 3.7 mit den entsprechenden Graphen für den
Myon-Zerfall [41], so erkennt man einen deutlich unterschiedlichen Verlauf. Dies ist dadurch
zu erklären, daß dort sowohl das Massenverhältnis y als auch die Kopplungskonstante α
wesentlich kleiner sind als beim b-Zerfall. Alle Graphen mit verschiedenem y oder unter-
schiedlicher Kopplung zeigen allerdings das gleiche qualitative Verhalten. Sie verschwinden
an der unteren Grenze xmin, ihre Beträge steigen dann bis zu einem Maximalwert an und
fallen danach wieder, bis sie sich in einer gemeinsamen Nullstelle treffen. Danach wechseln
die Raten ihr Vorzeichen, und im Grenzfall x→ xmax zeigen sie schließlich ein divergentes
Verhalten.
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Abbildung 3.9: Relative prozentuale Änderung für den polarisierten Beitrag der Zerfallsrate
dΓP /dx durch die inklusiven Strahlungskorrekturen in erster Ordnung αs

Um die Effekte der Strahlungskorrekturen auf die unpolarisierte und die polarisierte
Rate genauer zu studieren, ist es vorteilhaft, die relative Änderung der Raten bezogen auf
die Bornsche Näherung graphisch zu veranschaulichen. Für die differentielle Rate ist die
relative Änderung definiert durch

∆Γ :=
dΓ(incl)/dx− dΓ(Born)/dx

dΓ(Born)/dx
=
dΓ(αs+g)/dx

dΓ(Born)/dx
− 1. (3.222)
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Die Graphen der relativen Änderungen ∆Γ0 der unpolarisierten Rate sowie ∆ΓP der po-
larisierten Rate sind in den Abbildungen 3.8 und 3.9 gezeigt. Bei der unpolarisierten Rate
vermindern die Strahlungskorrekturen die Bornsche Rate an der Schwelle x = xmin um
etwa 2.12%. Die relative Änderung ∆Γ0 ist im gesamten Energiebereich xmin ≤ x ≤ xmax
negativ und fällt mit zunehmendem x immer stärker ab. Bei x = 1 betragen die Korrek-
turen bereits über 15% und divergieren an der oberen Grenze gegen −∞. In der Nähe
der oberen Grenze fällt der Graph von ∆Γ0 so steil ab, daß die relative Änderung bei
x = xmax − 0.001 erst etwa −54.67% beträgt.
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Abbildung 3.10: Longitudinale Polarisation des c-Quarks. Vergleich von Bornschem und inklusi-
vem strahlungskorrigiertem Resultat. Die Polarisation fällt mit zunehmender skalierter c-Energie
x von 0 auf −1.

Die relative Änderung der polarisierten Rate ∆ΓP zeigt ein ähnliches Verhalten wie
die der unpolarisierten Rate. Es gibt allerdings einen wichtigen Unterschied, nämlich die
Tatsache, daß die Strahlungskorrekturen bei niedrigen Werten von x einen positiven Beitrag
ergeben und ab einer bestimmten Energie ihr Vorzeichen wechseln. Die relative Änderung
∆ΓP beträgt bei x = xmin etwa +6.62%. Sie fällt mit wachsendem x wie im Falle der
unpolarisierten Rate monoton ab und erreicht bei etwa x = 0.788 eine Nullstelle. Mit
weiterem Anstieg der Energie fällt ∆ΓP immer steiler ab und ist an der oberen Grenze
x = xmax ebenfalls divergent. Bei x = xmax − 0.001 beträgt die relative Änderung der
Bornschen Rate etwa −54.65%, was fast exakt dem Wert im unpolarisierten entspricht.

Die Strahlungskorrekturen der polarisierten und der unpolarisierten Raten haben die
Tendenz, sich in der Summe G0 + GP gegenseitig aufzuheben. Die polarisierte Struktur-
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funktion GP ist für alle physikalischen Werte der c-Energie betragsmäßig etwas größer als
die unpolarisierte G0. Die Summe G0 + GP ist daher immer negativ, und sie erreicht bei
etwa x = 0.83 ein Minimum.
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Abbildung 3.11: Relative Änderung der Polarisation des c-Quarks durch die Effekte der Strah-
lungskorrekturen

Beim Vergleich mit den entsprechenden numerischen Resultaten des Myon-Zerfalls fällt
auf, daß die Existenz der Nullstellen für die korrigierten Strukturfunktionen offenbar vom
Massenverhältnis y abhängen. Bei Werten von etwa y < 0.27 wechseln die Strahlungskor-
rekturen beider Strukturfunktionen ihr Vorzeichen, bei y > 0.27 ist G0 immer negativ, und
für etwa y > 0.51 wird auch GP negativ. Bei kleinen Werten von y ist die Nullstelle fast
unabhängig von x, während sie sich mit wachsendem x immer weiter in Richtung kleinerer
x-Werte verschiebt. Man kann den Vorzeichenwechsel der Strahlungskorrekturen qualita-
tiv durch die Dominanz der ln(y)-Terme verstehen. Bei der Integration über die Energie
x kürzen sich die ln(y)-Terme gegenseitig, und die totale Rate ist daher unabhängig von
diesen Ausdrücken.

Eine wichtige Observable für den Zerfall des b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark ist
die Polarisation des c-Quarks. Nach Integration über die azimuthale Winkelabhängigkeit
verschwindet der transversale Anteil der Polarisation, so daß nur der longitudinale Anteil
P l
c diskutiert wird. Die longitudinale c-Polarisation ist durch

P l
c =

dΓ+/dx− dΓ−/dx

dΓ+/dx+ dΓ−/dx
=
dΓP/dx

dΓ0/dx
(3.223)
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definiert und ist in Abbildung 3.10 über die skalierte c-Energie x aufgetragen. Das Bild
zeigt die Polarisation sowohl in Bornscher Näherung als auch einschließlich der inklusiven
Korrekturen erster Ordnung. Wie bereits diskutiert wurde, verschwinden die polarisierte
und die unpolarisierte Rate dΓ0/dx und dΓP/dx am unteren Ende des Energiespektrums
und divergieren an der oberen Grenze. In der oben angegebenen Definition (3.223) der
longitudinalen Polarisation existieren beide Grenzwerte x → xmin und x → xmax. Die
Divergenzen heben sich gegenseitig auf, und die Polarisation ist für alle Werte von x endlich.
An der unteren Grenze x = xmin gilt für die c-Polarisation sowohl in Bornscher Näherung
als auch für die Strahlungskorrekturen P l

c = 0. Für die obere Grenze x = xmax gilt in
beiden Fällen P l

c = −1.
In Abbildung 3.10 erkennt man, daß die Strahlungskorrekturen die Polarisation im

gesamten Energiebereich um einen relativ geringen Beitrag reduzieren. Der Graph der
longitudinalen Polarisation fällt mit wachsendem x deutlich ab, wobei die Abnahme bei
großen x-Werten immer kleiner wird. Bei unterschiedlichen Werten des Massenverhältnisses
y zeigt sich ein ähnliches Verhalten, allerdings nimmt die Polarisation bei kleinen y schneller
ab als bei großen y. An der unteren Grenze verschwindet die Polarisation bei allen Werten
von y, und je kleiner y ist, desto schneller fällt sie auf −1 an der oberen Grenze ab.

Um die Effekte der Strahlungskorrekturen zu veranschaulichen, wird schließlich noch
die relative Änderung der Polarisation P l

c , die durch die Korrekturen hervorgerufen wird,
graphisch dargestellt. Der prozentuale Anteil ∆P l

c der Strahlungskorrekturen bezogen auf
die Bornsche Näherung ist definiert durch

∆P l
c =

P
l(incl)
c − P l (Born)

c

P
l(Born)
c

=
P
l(incl)
c

P
l(Born)
c

− 1, (3.224)

und wird in Abbildung 3.11 gezeigt. Man erkennt, daß der relative Beitrag der Korrektu-
ren mit steigenden Energien x fast konstant abnimmt. Die Steigung des Graphen ist im
mittleren Energiebereich etwas geringer als bei kleinen und bei großen Werten von x. Die
maximale relative Änderung an der unteren Grenze von x beträgt etwa 8.93% und fällt
an der oberen Grenze auf null ab. Die Effekte der Strahlungkorrekturen sind also an der
unteren Energieschwelle am größten und haben bei hohen Werten von x praktisch keinen
Einfluß auf die Polarisation.
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Kapitel 4

Polarisation und
Helizitäts-Projektoren

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir die Helizitäts-Projektoren einführen, die wir in Kapitel 5
bei der Diskussion verschiedener Polarisationsobservable für den Zerfall eines polarisier-
ten b-Quarks benötigen werden. Anschließend werden mit Hilfe dieser Projektoren die
Helizitäts-Strukturfunktionen definiert. Wie werden im folgenden nicht näher auf die all-
gemeinen Eigenschaften der Polarisation von Elementarteilchen im Rahmen der Quanten-
feldtheorie eingehen. Für eine ausführliche Diskussion der theoretischen Behandlung von
Polarisationsphänomenen sei auf das Buch von B. A. Robson [57] verwiesen.

Die Helizitäts-Projektoren werden zur Beschreibung von Polarisationseigenschaften in
Teilchenprozessen im Rahmen des Helizitäts-Formalismus verwendet [58]. Sie werden aus
den Polarisations-Vierervektoren des W -Bosons konstruiert und bilden eine vollständige
Basis, aus der der Lepton-Tensor, der in (3.12) angegeben wurde, aufgebaut werden kann.
Auch der Hadron-Tensor kann in ähnlicher Weise wie der Lepton-Tensor in einen Satz von
Basis-Tensoren entwickelt werden, die sich aus den Impuls- und Spin-Vierervektoren der
beim b-Zerfall auftretenden Teilchen sowie dem metrischen Tensor zusammensetzen. Die
Entwicklungskoeffizienten sind Lorentz-Invarianten, so daß man insgesamt einen kovarian-
ten Ausdruck für den Hadron-Tensor erhält. Durch Multiplikation des Hadron-Tensors mit
den Projektoren erhält man die Helizitäts-Strukturfunktionen, mit denen man die Win-
kelverteilung der differentiellen Zerfallsrate für den b-Zerfall beschreiben kann. Man kann
die Strukturfunktionen auch durch die invarianten Koeffizienten für den Hadron-Tensor
ausdrücken.

Am Ende dieses Kapitels soll die vierfach differentielle Zerfallsrate des b-Zerfalls ange-
geben werden, die sowohl vom Quadrat des W -Viererimpulses q2 als auch von drei Winkeln
abhängt, welche die Information über die Polarisation des virtuellen W -Bosons enthält, das
weiter in ein Leptonpaar zerfallen kann. Um die q2-Abhängigkeit berechnen zu können,
ist es notwendig, den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar in zwei
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Zerfallsprozesse zu faktorisieren, welche den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und ein
virtuelles W -Boson und den anschließenden Zerfall des W in ein Leptonpaar beschrei-
ben. Am Ende setzt man die oben angesprochenen Entwicklungen des Hadron- und des
Lepton-Tensors in den Ausdruck für die faktorisierte Zerfallsrate ein und erhält die Win-
kelverteilung für den gesamten semileptonischen Zerfallsprozess b→ c+ l− + ν̄l.

Für die Berechnung der Zerfallsrate geht man vom Betragsquadrat der nicht spinsum-
mierten Übergangsamplitude aus, die wie in (3.7) als Kontraktion des Hadron-Tensors mit
dem Lepton-Tensor (3.8) geschrieben werden kann. Im Unterschied zur Annahme in Kapi-
tel 3 betrachtet man nun ein polarisiertes b-Quark im Anfangszustand, während über den
Spin des c-Quarks summiert werden soll. Daher ändert sich auch das spinsummierte Be-
tragsquadrat der Amplitude. Es kann formal wieder in der Form von (3.9) als Kontraktion
eines spinsummierten Hadron-Tensors mit einem ebenfalls spinsummierten Lepton-Tensor
dargestellt werden, wobei sich aber ein anderer Hadron-Tensor als in Kapitel 3 ergibt. Für
die unpolarisierte Rate müssen beide Ausdrücke für H̄µν identisch sein. Für eine spätere
Diskussion von Masseneffekten in Kapitel 6 und der transversalen Polarisation des gelade-
nen Leptons in Abschnitt 6.4 soll der Lepton-Tensor verallgemeinert werden, indem nicht
über den Spin sl des geladenen Leptons summiert und die Leptonmasse nicht vernachlässigt
werden soll. Man erhält nach ähnlicher Rechnung und mit den analogen Rechenschritten
wie in Kapitel 3 schließlich für den Hadron- und den Lepton-Tensor in Bornscher Näherung

H̄(0)
µν =

∑
sc

ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pb, sb) (1 + γ5) γν u(pc, sc) (4.1)

= Sp [p/c γµ p̄/b γν (1− γ5)] = 4 [pc,µ p̄b,ν + p̄b,µ pc,ν − gµν pc · p̄b − i εµνρσ pρc p̄σb ]

L̄µν =
∑
sνl

ū(pl, sl) γ
µ (1− γ5) v(pνl , sνl) v̄(pνl , sνl) (1 + γ5) γν u(pl, sl)

= Sp [p̄/l γ
µ p/νl γ

ν (1− γ5)] = 4
[
p̄µl p

ν
νl

+ pµνl p̄
ν
l − gµν pνl · p̄l − i εµνρσ p̄l,ρ pνl,σ

]
mit p̄b = pb −mb sb und p̄l = pl −ml sl. Vergleicht man diese Resultate mit dem Hadron-
und dem Lepton-Tensor aus (3.11) und (3.12), so sieht man, daß der Unterschied im Spin
der Quarks und des geladenen Leptons liegt. In Kapitel 3 wurde der c-Spin berücksichtigt,
während über den Spin des b-Quarks gemittelt wurde. Hier wird umgekehrt über den c-Spin
summiert und der b-Spin berücksichtigt. Der fehlende Vorfaktor 1/2 des Hadron-Tensors
in (4.1) kommt daher, daß man hier nicht wie in (3.11) über den Quark-Spin zu mitteln
braucht, da das polarisierte Quark im Endzustand auftritt. Der Unterschied des Lepton-
Tensors aus dem letzten Kapitel ist in der Summation über den Spin des geladenen Leptons
begründet, während in diesem Kapitel polarisierte Leptonen angenommen werden.

Das Betragsquadrat des Matrixelementes in Bornscher Näherung wird durch Kontrak-
tion des Hadron-Tensors mit dem Lepton-Tensor in (4.1) berechnet. Das Resultat ist analog
zu (3.9) durch

|M|2 :=
∑
sc,sνl

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2 H̄(0)
µν L̄

µν (4.2)
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gegeben. Aus diesem Ergebnis läßt sich anschließend die differentielle Zerfallsrate bestim-
men. Wie wir oben erwähnt hatten, wollen wir eine differentielle Rate nach dem Vierer-
impulsquadrat des virtuellen W -Bosons angeben. Die Berechnung der differentiellen Rate
wird in Abschnitt 4.4 diskutiert werden. Um die Winkelabhängigkeit des Zerfallsprozesses
b→ c+ l−+ ν̄l angeben zu können, ist es aber notwendig, zuvor die Helizitäts-Projektoren
einzuführen. Dazu werden wir im folgenden Abschnitt den Lepton-Tensor im Ruhesystem
des virtuellen W -Bosons auswerten und anschließend seine explizite Winkelabhängigkeit
betrachten.

4.2 Definition der Helizitäts-Projektoren

Wir wollen nun die Helizitäts-Projektoren für den Zerfallsprozeß eines polarisierten b-
Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark und ein unpolarisiertes Lepton-Paar b→ c↑+ l−+ ν̄l
bestimmen, die aus bestimmten Polarisationszuständen des virtuellen W -Bosons konstru-
iert werden. Das Betragsquadrat der Amplitude dieses Zerfalls ist durch (4.2) gegeben und
wird als Kontraktion des Hadron-Tensors mit dem Lepton-Tensor in (4.1) ausgedrückt.
Obwohl der Hadron-Tensor in (4.2) für die Bornsche Näherung angegeben ist, gilt die dort
angegebene Beziehung zur Berechnung des betragsquadrierten Matrixelementes auch für
den QCD-strahlungskorrigierten Fall. Die Entwicklung des Hadron-Tensors in einen Satz
invarianter Strukturfunktionen wird in Abschnitt 4.3 diskutiert und spielt für die folgenden
Betrachtungen keine Rolle.

4.2.1 Explizite Darstellung des Lepton-Tensors

Um die Helizitäts-Projektoren bestimmen zu können, betrachten wir zunächst den Lepton-
Tensor, der sich durch die Projektoren ausdrücken läßt. Zu Beginn werten wir den Lepton-
Tensor im Ruhesystem des virtuellen W -Bosons aus. Wegen der Diskussion der Polarisation
des geladenen Leptons in Abschnitt 6.4 soll zunächst auch der Spin des geladenen Leptons
berücksichtigt werden, der jedoch bei der Berechnung der QCD-Korrekturen in Kapitel 5
nicht mehr betrachtet werden wird. Man erkennt aber bei der Diskussion der Helizitäts-
Projektoren weiter unten in diesem Abschnitt, welche dieser Projektoren für die Beschrei-
bung der Spinkomponenten des geladenen Leptons verwendet werden. Die Kinematik des
b-Zerfalls in ein c-Quark und ein Paar unpolarisierter Leptonen sowie die Definition der
Winkel sind in Abbildung 4.1 veranschaulicht. Der Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark und
ein virtuelles W -Boson wir im b-Ruhesystem ausgewertet, und der nachfolgende Zerfall des
W -Bosons in ein Leptonpaar wird im W -Ruhesystem betrachtet. Dementsprechend ist der
Winkel θP im b-Ruhesystem, und die Winkel θ und φ sind im Ruhesystem des W -Bosons
definiert. Als Richtung der z-Achse des Koordinatensystems wurde die Richtung des räum-
lichen W -Impulses im b-Ruhesystem gewählt. Die Viererimpulse der beiden Leptonen und
des virtuellen W -Bosons können in der Form

pl = (El, |~p|~e) , pνl = (Eνl , − |~p|~e) , q = (
√
q2, ~0) (4.3)
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Abbildung 4.1: Kinematik des Zerfalls des b-Quarks und Definition der verschiedenen Winkel.
Das zerfallende b wird im Ruhesystem betrachtet und die z-Achse in Richtung des W -Impulses
gewählt. Die Hadron-Ebene wird durch den W -Impuls und den Polarisationsvektor des b aufge-
spannt. Der Winkel zwischen diesen beiden Vektoren wird mit θP bezeichnet. Die Impulse der
Leptonen werden im Ruhesystem des W ausgewertet, so daß ihre Impulse entgegengesetzt gleich
sind. Sie definieren zusammen mit dem Impuls des W im b-Ruhesystem (z-Richtung) die Lepton-
ebene. Der Winkel zwischen der z-Richtung und dem Impuls des geladenen Leptons wird mit
θ bezeichnet. Die Hadron-Ebene und die Leptonebene sind im allgemeinen um einen Winkel φ
gegeneinander gedreht.

parametrisiert werden. Der räumliche Vektor ~e ist ein Einheitsvektor in Richtung des
Lepton-Impulses. Er hängt von den Winkeln θ und φ ab und ist in Kugelkoordinaten
durch

~e = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) (4.4)

gegeben. Durch Lösen der Gleichungen

El + Eνl =
√
q2 , E2

l − |~p|2 = m2
l , E2

νl
− |~p|2 = m2

νl
(4.5)

für die Energieerhaltung und die Massenschalenbedingungen der Leptonen kann man leicht
die explizite Form der Leptonenergien El und Eνl sowie des Impulsbetrages |~p| bestimmen.
Man erhält

El =
q2 +m2

l −m2
νl

2
√
q2

, Eν =
q2 −m2

l +m2
νl

2
√
q2

, |~p| =

√
λ(q2,m2

l ,m
2
νl

)

2
√
q2

, (4.6)
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wobei die Funktion λ durch λ(q2,m2
l ,m

2
νl

) = (q2)2 +m4
l +m4

νl
− 2 (q2 m2

l + q2 m2
νl

+m2
l m

2
νl

)
definiert ist. In den folgenden Abschnitten werden die Neutrinomasse oder beide Lepton-
massen null gesetzt, so daß sich die oben angegebenen Ausdrücke vereinfachen. Für den
Zerfall des virtuellen W -Bosons in ein Quark-Antiquark-Paar anstelle eines Lepton-Paars
dürfen die Quarkmassen nicht immer vernachlässigt werden, und man muß für die Energien
und den Impulsbetrag der Quarks die zu (4.6) analogen Ausdrücke verwenden.

Um den Spin des geladenen Leptons zu beschreiben, definiert man den Spin-Vektor sl,
der im W -Ruhesystem durch

sl =

(
|~p|~e · ~n
ml

, ~n+
|~p|~e · ~n

ml (El +ml)

)
(4.7)

gegeben ist. ~n ist der räumliche Spin-Vektor des Leptons in dessen Ruhesystem und be-
schreibt die Richtung des Lepton-Spins. Er ist vom Betrag eins, es gilt also |~n| = 1. Mit Hilfe
eines Lorentz-Boostes in Richtung − ~p erhält man aus dem Spin-Vierervektor sl = (0, ~n)
im Lepton-Ruhesystem den oben angegebenen Vektor im W -Ruhesystem.

Spaltet man den Lepton-Tensor aus (4.1) in einen unpolarisierten Anteil L̄µν0 und einen
polarisierten Anteil L̄µνP auf, die aus L̄µν jeweils durch die Ersetzungen p̄l → pl und p̄l →
−ml sl hervorgehen, so erhält man

L̄µν0 = 4
[
pµl p

ν
νl

+ pµνl p
ν
l − gµν pνl · pl − i εµνρσ pl,ρ pνl,σ

]
L̄µνP = − 4ml

[
sµl p

ν
νl

+ pµνl s
ν
l − gµν pνl · sl − i εµνρσ sl,ρ pνl,σ

]
, (4.8)

und es gilt L̄µν = L̄µν0 + L̄µνP . Da der Lepton-Tensor hermitesch ist, kann man mit Hilfe
der Bedingung L̄∗νµ = L̄µν abzählen, daß er zehn reelle und sechs imaginäre unabhängige
Komponenten besitzt. Für die einzelnen Komponenten des unpolarisierten und des polari-
sierten Anteils des Lepton-Tensors ergibt sich nach Aufspaltung in räumliche und zeitliche
Anteile mit Hilfe der parametrisierten Viererimpulse (4.3) folgendes Resultat

L̄00
0 = 4

(
ElEνl − |~p|2

)
L̄0i

0 = L̄i00 = − 4 |~p| (El − Eνl) ei

L̄ij0 = 4
[
− 2 |~p|2 ei ej + δij

(
ElEνl + |~p|2

)
+ i |~p|

√
q2 εijk ek

]
L̄00
P = 4 |~p| (El − Eνl)~e · ~n

L̄0i
P = L̄∗ i0P = 4

[
|~p|2 ~e · ~n

(
1− Eνl

El +ml

)
ei − mlEνl n

i − iml |~p| εijk nj ek
]

L̄ijP = 4

{
ml |~p|

(
ei nj + ni ej

)
+ 2 |~p| (El −ml)~e · ~n ei ej − δij |~p|

√
q2 ~e · ~n

− i εijk
[
|~p|2 ~e · ~n

(
1 +

Eνl
El +ml

)
ek +mlEνl nk

]}
, (4.9)
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wobei alle lateinischen Indizes i, j, k die Werte 1, 2 oder 3 annehmen können. Diese Re-
sultate sind noch für beliebige Leptonmassen gültig und können leicht in die Grenzfälle
mit ein oder zwei masselosen Leptonen überführt werden. Aus (4.9) ist zu erkennen, daß
die Komponenten L̄0i nur durch den Lepton-Spin einen antisymmetrischen Beitrag erhal-
ten. Aus dem entsprechenden Term proportional zu εijk nj ek sieht man sofort, daß nur der
transversale Lepton-Spin beiträgt, da für den longitudinalen Spin die Quantisierungsachse
in Richtung des Leptonimpulses zeigt, also ~n = ~e gilt, und damit die Kontraktion mit dem
ε-Tensor verschwindet. Der transversale Lepton-Spin wird später im Rahmen der nichtper-
turbativen Korrekturen in Abschnitt 6.4 kurz diskutiert werden. Im Grenzfall masseloser
Leptonen ml = mνl = 0 gilt El = Eνl = |~p|, und man kann in (4.9) leicht sehen, daß al-
le Komponenten des Lepton-Tensors, die einen zeitlichen Index 0 besitzen, verschwinden.
Man kann also an obiger Darstellung ablesen, daß die reellen Komponenten L̄0i durch die
Masse der Leptonen und die imaginären Komponenten L̄0i durch den Lepton-Spin erzeugt
werden.

4.2.2 Explizite Darstellung der Helizitäts-Projektoren

Im folgenden wollen wir den Lepton-Tensor L̄µν in eine Linearkombination bestimmter
Basis-Tensoren entwickeln. Er ist ein Tensor zweiter Stufe im vierdimensionalen Minkowski-
Raum. Aufgrund seiner Aufteilung in einen reellen symmetrischen und einen imaginären
antisymmetrischen Anteil besitzt er im Ruhesystem desW -Bosons insgesamt 16 unabhängi-
ge Komponenten, von denen zehn den symmetrischen und sechs den antisymmetrischen
Anteil beschreiben. Eine Basis für den Lepton-Tensor in diesem Koordinatensystem kann
damit aus zehn symmetrischen und sechs hermiteschen 4× 4-Matrizen aufgebaut werden.
Der Lepton-Tensor ergibt sich aus einer Linearkombination dieser Matrizen mit 16 reellen
Entwicklungs-Koeffizienten.

Für den Minkowski-Raum bilden beispielsweise die Polarisationsvektoren des virtuellen
W -Bosons eine vollständige Basis. Da ein virtuelles Vektor-Boson nicht auf der Massen-
schale sitzt, besitzt es neben zweier transversaler und einer longitudinalen Spinprojektion
noch einen weiteren Freiheitsgrad, der als skalare Spinprojektion bezeichnet wird. Zu jedem
dieser vier Polarisationszustände gibt es einen zugehörigen Polarisationsvektor. Alle Pola-
risationsvektoren hängen im allgemeinen vom Viererimpuls des virtuellen W -Bosons ab.
Bezeichnet man die Polarisationszustände mit λ = t,+1, 0,−1, so erfüllen die zugehörigen
Polarisationsvektoren die Relationen

ε∗µ(q, λ) εµ(q, λ′) = gλλ′ ,
∑
λ,λ′

ε∗µ(q, λ) εν(q, λ′) gλλ′ = gµν , εµ(q, λ) qµ =
√
q2 δλt.

(4.10)
Hier bezeichnet q den Viererimpuls des virtuellen W -Bosons, und t, 0,±1 sind jeweils die
skalare, die longitudinale und die transversalen Spinprojektionen. Die zweite Beziehung
wird als Vollständigkeitsrelation bezeichnet und ist eine Verallgemeinerung der Polarisati-
onssumme (3.163) für reelle W -Bosonen mit λ = 0,±1 auf eine zusätzliche skalare Polari-
sation λ = t. Um die vier Polarisationsvektoren explizit darzustellen, ist es sinnvoll, sie im
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Ruhesystems des b-Quarks anzugeben. Wie in Abbildung (4.1) gezeigt, wählen wir die z-
Achse in Richtung des räumlichen W -Impulses. Dann kann der Viererimpuls des virtuellen
W -Bosons in der Form

q =
(
q0, 0, 0, |~q|

)
(4.11)

parametrisiert werden. Die zu diesem Impuls gehörenden Polarisationsvektoren sind durch

εt ≡ ε(q, t) =
1√
q2

(
q0, 0, 0, |~q|

)
, ε0 ≡ ε(q, 0) =

1√
q2

(
|~q|, 0, 0, q0

)
,

ε± ≡ ε(q,±1) =
1√
2

(0,∓1,−i, 0) (4.12)

gegeben und hängen nur von den Komponenten q0 und |~q| des W -Impulses ab.
Aus den Polarisationsvektoren des virtuellen W -Bosons kann man eine orthogonale Ba-

sis für den Lepton-Tensor L̄µν konstruieren, deren Elemente sich aus verschiedenen Kom-
binationen dieser Polarisationsvektoren zusammensetzen. Die Basis ist wie bereits erwähnt
durch 16 linear unabhängige 4×4 -Matrizen gegeben, die als Helizitäts-Projektoren bezeich-
net werden. Sie lassen sich in folgender Form durch die Polarisationsvektoren ausdrücken:

P µν
U = ε∗µ+ εν+ + ε∗µ− εν−

P µν
L = ε∗µ0 εν0

P µν
F = ε∗µ+ εν+ − ε

∗µ
− εν−

P µν
T =

1

2

(
ε∗µ+ εν− + ε∗µ− εν+

)
P µν

5 = − i

2

(
ε∗µ+ εν− − ε

∗µ
− εν+

)
P µν
I =

1

4

(
ε∗µ+ εν0 + ε∗µ0 εν+ − ε

∗µ
− εν0 − ε

∗µ
0 εν−

)
P µν

7 = − i

4

(
ε∗µ+ εν0 − ε

∗µ
0 εν+ − ε

∗µ
− εν0 + ε∗µ0 εν−

)
P µν
A =

1

4

(
ε∗µ+ εν0 + ε∗µ0 εν+ + ε∗µ− εν0 + ε∗µ0 εν−

)
P µν

9 = − i

4

(
ε∗µ+ εν0 − ε

∗µ
0 εν+ + ε∗µ− εν0 − ε

∗µ
0 εν−

)
P µν
S = ε∗µt ενt

P µν
SL =

1

2

(
ε∗µt εν0 + ε∗µ0 ενt

)
P µν

12 = − i

2

(
ε∗µt εν0 − ε

∗µ
0 ενt

)
P µν
ST =

1

4

(
ε∗µ+ ενt + ε∗µt εν+ − ε

∗µ
− ενt − ε

∗µ
t εν−

)
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P µν
14 = − i

4

(
ε∗µ+ ενt − ε

∗µ
t εν+ − ε

∗µ
− ενt + ε∗µt εν−

)
P µν
ST ′ =

1

4

(
ε∗µ+ ενt + ε∗µt εν+ + ε∗µ− ενt + ε∗µt εν−

)
P µν

16 = − i

4

(
ε∗µ+ ενt − ε

∗µ
t εν+ + ε∗µ− ενt − ε

∗µ
t εν−

)
. (4.13)

Der Projektor für ein unpolarisiertes reelles W -Boson wird durch

P µν
U+L = P µν

U + P µν
L = ε∗µ+ εν+ + ε∗µ− εν− + ε∗µ0 εν0 (4.14)

beschrieben. Er ist identisch mit der Polarisationssumme (3.163) und kann als Summe aus
den beiden Projektoren PU und PL geschrieben werden. Die meisten der Projektoren besit-
zen eine physikalische Bedeutung und werden deshalb mit einem Buchstaben indiziert, der
auf diese Bedeutung hinweisen soll. Im folgenden bedeutet U unpolarisiert-transversal, L
longitudinal, F ,,forward-backward”-asymmetrisch, T transversal, I longitudinal-transver-
sal-Interferenz und A Parität-antisymmetrisch. Die zugehörigen Projektoren enthalten kei-
ne skalaren Polarisationsvektoren. Für die anderen Projektoren bedeutet S skalar, SL
skalar longitudinal und ST und ST ′ skalar transversal. Die übrigen Projektoren, die durch
eine Zahl indiziert sind, haben keine physikalische Bedeutung.

Nun wollen wir die Helizitäts-Projektoren (4.13) im Ruhesystem des b-Quarks aus-
werten. Dazu verwenden wir die Parametrisierung (4.12) der Polarisationsvektoren des
virtuellen W -Bosons und erhalten daraus für die Projektoren die explizite Darstellung

P µν
U =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 , P µν
L =

1

q2


|~q|2 0 0 q0 |~q|
0 0 0 0
0 0 0 0

q0 |~q| 0 0 (q0)2

 , (4.15)

P µν
F =


0 0 0 0
0 0 i 0
0 −i 0 0
0 0 0 0

 , P µν
T =

1

2


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 ,

P µν
5 =

1

2


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , P µν
I =

− 1

2
√

2 q2


0 |~q| 0 0
|~q| 0 0 q0

0 0 0 0
0 q0 0 0

 ,

P µν
7 =

i

2
√

2 q2


0 − |~q| 0 0
|~q| 0 0 q0

0 0 0 0
0 − q0 0 0

 , P µν
A =

i

2
√

2 q2


0 0 − |~q| 0
0 0 0 0
|~q| 0 0 q0

0 0 − q0 0

 ,
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P µν
9 =

1

2
√

2 q2


0 0 |~q| 0
0 0 0 0
|~q| 0 0 q0

0 0 q0 0

 , P µν
S =

1

q2


(q0)2 0 0 q0 |~q|

0 0 0 0
0 0 0 0

q0 |~q| 0 0 |~q|2

 ,

P µν
SL =

1

2 q2


2 q0 |~q| 0 0 (q0)2 + |~q|2

0 0 0 0
0 0 0 0

(q0) + |~q|2 0 0 2 q0 |~q|

 , P µν
12 =

1

2


0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 ,

P µν
ST =

− 1

2
√

2 q2


0 q0 0 0
q0 0 0 |~q|
0 0 0 0
0 |~q| 0 0

 , P µν
14 =

− i
2
√

2 q2


0 q0 0 0
− q0 0 0 − |~q|

0 0 0 0
0 |~q| 0 0

 ,

P µν
ST ′ =

− i
2
√

2 q2


0 0 q0 0
0 0 0 0
− q0 0 0 − |~q|

0 0 |~q| 0

 , P µν
16 =

1

2
√

2 q2


0 0 q0 0
0 0 0 0
q0 0 0 |~q|
0 0 |~q| 0

 .

Man erkennt, daß die zehn Matrizen der Projektoren Pi für i = U,L, T, 5, I, 9, S, SL, ST, 16
symmetrisch sind, während die übrigen sechs für i = F, 7, A, 12, 14, ST ′ hermitesch sind.

Kontrahiert man die Projektoren miteinander, so ergeben sich die folgenden Orthogo-
nalitätsrelationen

P µν
i Pj,µν = ci δij, (4.16)

wobei die Indices i und j jeweils alle 16 Projektoren durchnummerieren. Die konstanten
Koeffizienten ci lauten

cU = 2 , cL = 1 , cF = − 2 , cT =
1

2
, c5 =

1

2
, cI =

1

4
, c7 = − 1

4

cA = − 1

4
, c9 =

1

4
, cS = 1 , cSL = − 1

2
, c12 =

1

2
, cST = − 1

4
, c14 =

1

4

cST ′ =
1

4
, c16 = − 1

4
. (4.17)

Die Matrizen Pi besitzen nicht die Eigenschaft (Pi)
2 = Pi, wodurch die Bezeichnung als

Projektoren eigentlich nicht gerechtfertigt ist. Trotzdem werden wir sie im folgenden als
Projektoren bezeichnen, weil sie bei der Kontraktion mit dem Hadron-Tensor die entspre-
chenden Helizitäts-Strukturfunktionen herausprojizieren. Außerdem wird die Projektorei-
genschaft bei den nachfolgenden Rechnungen nicht mehr benötigt.

Als nächstes wollen wir die Projektoren im Ruhesystem des virtuellen W -Bosons be-
stimmen, um den Lepton-Tensor (4.9) als Linearkombination dieser Projektoren schreiben
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zu können. Bei der Transformation in das Ruhesystem des W -Bosons geht der Viererimpuls
des virtuellen W in

q =
√
q2 (1, 0, 0, 0) (4.18)

über. Durch Vergleich mit demselben Vektor (4.11) im b-Ruhesystem sieht man, daß man
bei dieser Transformation nur die Ersetzungen

q0 →
√
q2 , |~q| → 0

machen muß. Wendet man diese Regel auf die Matrizen (4.15) an, so verschwinden alle
Komponenten, die proportional zu |~q| sind und man erhält für die Projektoren im W -
Ruhesystem folgende Ausdrücke:

P µν
U =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 , P µν
L =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 , P µν
F =


0 0 0 0
0 0 i 0
0 −i 0 0
0 0 0 0

 ,

P µν
T =

1

2


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 , P µν
5 =

1

2


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

P µν
I =

− 1

2
√

2


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

 , P µν
7 =

1

2
√

2


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 ,

P µν
A =

1

2
√

2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0

 , P µν
9 =

1

2
√

2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

P µν
S =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , P µν
SL =

1

2


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 , P µν
12 =

1

2


0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 ,

P µν
ST =

− 1

2
√

2


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , P µν
14 =

1

2
√

2


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
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P µν
ST ′ =

1

2
√

2


0 0 −i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 , P µν
16 =

1

2
√

2


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 . (4.19)

Dies sind die gesuchten orthogonalen Basis-Matrizen, aus denen sich der Lepton-Tensor
(4.9) im Ruhesystem des W -Bosons zusammensetzt. Entwickelt man ihn in diese Basis, so
kann man formal

L̄µν =
∑
i

li P
µν
i (4.20)

schreiben. Mit Hilfe der Orthogonalitätsrelationen (4.16) für die Projektoren und der zu-
gehörigen Koeffizienten (4.17) kann man die Entwicklungskoeffizienten li berechnen, indem
man die Orthogonalitätsrelationen mit dem Projektor Pj,µν kontrahiert. Nach Division
durch die Zahlenwerte cj erhält man

lj =
1

cj
Lµν Pj,µν . (4.21)

Da die Projektoren nur ein oder zwei von null verschiedene Komponenten besitzen, ist es
auch möglich, die Koeffizienten direkt abzulesen.

4.2.3 Entwicklung des Lepton-Tensors nach den
Helizitäts-Projektoren

Wir wollen nun die Entwicklung des unpolarisierten und des polarisierten Anteils des
Lepton-Tensors (4.8) nach den Helizitäts-Projektoren angeben und wählen dazu für das
geladene Lepton eine nichtverschwindende Masse, während das Neutrino masselos bleibt.
In diesem Fall erhält man für die Energien und den Impulsbetrag der Leptonen (4.6) die
einfacheren Ausdrücke

El =
q2 +m2

l

2
√
q2

, Eνl = |~p| = q2 −m2
l

2
√
q2

(4.22)

und kann damit die Komponenten (4.9) für den unpolarisierten und den polarisierten Anteil
des Lepton-Tensors berechnen. Daraus läßt sich die Entwicklung beider Anteile nach den
Projektoren bestimmen. Sie kann in kompakter Schreibweise folgendermaßen dargestellt
werden:

L̄µν0 =
2

q2

(
q2 −m2

l

){
m2
l P

µν
S −m

2
l

∑
i

eiPµνi +
∑
i≤j

[
q2 δij −

(
q2 −m2

l

)
ei ej

]
Pµνij

+ q2
∑
i≤j

εijk ek P̄µνij
}
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L̄µνP =
2

q2

(
q2 −m2

l

){
m2
l (~e · ~n)P µν

S +ml

∑
i

[ (√
q2 −ml

)
(~e · ~n) ei −

√
q2 ni

]
Pµνi

− ml

√
q2
∑
i

εijk nj ek P̄µνi

+
∑
i≤j

[
ml

√
q2
(
ei nj + ni ej

)
− q2 (~e · ~n) δij +

(√
q2 −ml

)2

(~e · ~n) ei ej
]
Pµνij

−
√
q2
∑
i≤j

εijk
[(√

q2 −ml

)
(~e · ~n) ek +ml nk

]
P̄µνij

}
. (4.23)

Die Projektoren Pµνi und P̄µνi beschreiben jeweils den reellen und den imaginären Anteil
der Komponenten L̄0i des Lepton-Tensors. In analoger Weise werden jeweils der Real- und
der Imaginärteil der Komponenten L̄ij durch die Projektoren Pµνij und P̄µνij dargestellt. Alle
Projektoren in (4.23) sind so definiert, daß die reellen Projektoren die nichtverschwinden-
den Komponenten ±1 und alle imaginären Projektoren die nichtverschwindenden Kompo-
nenten ±i besitzen. Sie hängen mit den Helizitäts-Projektoren (4.19) über die Relationen

Pµν1 = − 2
√

2P µν
ST , Pµν2 = 2

√
2P µν

16 , Pµν3 = 2P µν
SL

P̄µν1 = − 2
√

2P µν
14 , P̄µν2 = − 2

√
2P µν

ST ′ , P̄µν3 = − 2P µν
12

Pµν11 =
1

2
P µν
U − P

µν
T , Pµν12 = 2P µν

5 , Pµν13 = − 2
√

2P µν
I ,

Pµν22 =
1

2
P µν
U + P µν

T , Pµν23 = 2
√

2P µν
9 , Pµν33 = P µν

L

P̄µν12 = P µν
F , P̄µν13 = 2

√
2P µν

7 , P̄µν23 = 2
√

2P µν
A (4.24)

zusammen. Sie wurden nur aus dem Grund eingeführt, um den Lepton-Tensor in kompakter
Schreibweise darstellen zu können.

Betrachtet man die Ausdrücke (4.23) für den unpolarisierten und den polarisierten
Anteil des Lepton-Tensors, so fällt auf, daß die Projektoren P̄µνi nur im polarisierten An-
teil auftreten, während alle anderen Projektoren in beiden Anteilen vorkommen. Somit
beschreiben P µν

12 , P µν
14 und P µν

ST ′ den transversalen Spin des geladenen Leptons. Im Grenz-
fall ml = 0 tragen auch die Terme, welche die Projektoren P µν

S und P µν
i enthalten, nicht

zum Lepton-Tensor bei. Deshalb treten die Projektoren P µν
S , P µν

SL, P µν
ST und P µν

16 nur auf,
wenn man eine endliche Leptonmasse berücksichtigt. Die Masse und die transversale Po-
larisation des geladenen Leptons spielen in Kapitel 6 eine Rolle, wo die nichtperturbativen
Beiträge zu hadronischen Zerfällen, die ein b-Quark enthalten, diskutiert werden. Während
die Lepton-Polarisation nur in Abschnitt 6.4 erwähnt wird, werden die Beiträge massiver
Leptonen auch in den Resultaten der übrigen Abschnitte von Kapitel 6 verwendet. Die Bei-
träge der skalaren Polarisation, die mit dem Projektor PS zusammenhängt, wird außerdem
in den Anwendungen auf hadronische Prozesse in Kapitel 7 benötigt.
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Bei der Berechnung der QCD-Strahlungskorrekturen in Kapitel 5 werden wir nur den
Fall masseloser und unpolarisierter Leptonen betrachten, so daß wir im folgenden nur den
entsprechend vereinfachten Lepton-Tensor diskutieren werden. Er geht aus L̄µν = L̄µν0 +L̄µνP
durch Summation über den Leptonspin und Vernachlässigung der Leptonmasse hervor.
Summiert man über den Spin des geladenen Leptons, so ergibt sich für den unpolarisierten
Lepton-Tensor, der für den Rest dieses Abschnittes einfach mit Lµν bezeichnet werden soll,

Lµν =
(
L̄µν0 + L̄µνP

)
+
(
L̄µν0 − L̄

µν
P

)
= 2 L̄µν0 . (4.25)

Im Grenzfall ml = 0 lauten die parametrisierten Viererimpulse (4.3) für das geladene
Lepton und das Antineutrino im Ruhesystem des W -Bosons mit (4.6)

pl =

√
q2

2
(1, sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

pνl =

√
q2

2
(1,− sin θ cosφ,− sin θ sinφ,− cos θ) (4.26)

und der Lepton-Tensor für unpolarisierte Leptonen kann explizit in der Form

Lµν = 4 q2


0 0 0 0
0 1− sin2 θ cos2 φ − sin2 θ cosφ sinφ − cos θ sin θ cosφ
0 − sin2 θ cosφ sinφ 1− sin2 θ sin2 φ − cos θ sin θ sinφ
0 − cos θ sin θ cosφ − cos θ sin θ sinφ sin2 θ



+ 4 i q2


0 0 0 0
0 0 cos θ − sin θ sinφ
0 − cos θ 0 sin θ cosφ
0 sin θ sinφ − sin θ cosφ 0

 (4.27)

geschrieben werden. Der symmetrische Realteil und der antisymmetrische Imaginärteil sind
separat angegeben, so daß man die Entwicklung in die Helizitäts-Projektoren (4.19) relativ
leicht ablesen kann. Dann ergibt sich

Lµν = 8 q2

[
1

4
(1 + cos2 θ)P µν

U +
1

2
sin2 θ P µν

L +
1

2
cos θ P µν

F +
1

2
sin2 θ cos(2φ)P µν

T

− 1

2
sin2 θ sin(2φ)P µν

5 +
√

2 sin θ cos θ cosφP µν
I −

√
2 sin θ sinφP µν

7

+
√

2 sin θ cosφP µν
A −

√
2 sin θ cos θ sinφP µν

9

]
. (4.28)

Man kann dieses Resultat auch aus dem unpolarisierten Anteil in (4.23) erhalten, indem
man die Leptonmasse ml = 0 setzt und die parametrisierten Komponenten ei des Einheits-
vektors in Richtung des Leptonimpulses aus (4.4) einsetzt. Außerdem verwendet man die
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Definitionen (4.24) und benutzt die Relation ei = −ei, welche die kovarianten räumlichen
Vektorkomponenten eines Vierervektors durch die kontravarianten ausdrückt.

Für masselose und unpolarisierte Leptonen benötigt man also, wie man in (4.28) sehen
kann, nur neun der ursprünglich sechzehn Projektoren, um den Lepton-Tensor darstellen zu
können. Es sind nämlich nur die rein räumlichen Komponenten Lij des Lepton-Tensors von
null verschieden, so daß er wegen der Hermitezität insgesamt sechs reelle und drei imaginäre
voneinander unabhängige Komponenten besitzt, welche als Entwicklungskoeffizienten der
Projektoren dienen können.

4.2.4 Kovariante Darstellung der Helizitäts-Projektoren

Es ist häufig von Vorteil, wenn die Projektoren (4.13) in einer kovarianten und daher vom
Bezugssystem unabhängigen Form gegeben sind. Daher sollen im folgenden die kovarian-
ten Darstellungen der Projektoren bestimmt werden. Man kann die Richtigkeit dieser Dar-
stellungen überprüfen, indem man sie im Ruhesystem des b-Quarks oder des W -Bosons
auswertet. Die Viererimpulse für das b-Quark und das virtuelle W -Boson lauten im b-
Ruhesystem

pb = (mb, 0, 0, 0) , q = (q0, 0, 0, |~q|). (4.29)

Zur Bestimmung der kovarianten Projektoren beginnen wir mit der Darstellung der Pola-
risationssumme des reellen W -Bosons, die mit dem unpolarisierten Projektor identisch ist
und in kovarianter Form durch

P µν
U+L =

∑
λ=0,±1

ε∗µλ ενλ = − gµν +
qµ qν

q2
(4.30)

gegeben ist. Im Ruhesystem des W -Bosons mit q = (
√
q2, 0, 0, 0) geht dies in

P µν
U+L =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.31)

über und ist identisch mit der Darstellung in (4.19). Für die Darstellungen der übrigen
Projektoren versucht man, kovariante Ausdrücke für die Polarisationsvektoren (4.12) des
W -Bosons zu finden, und setzt diese direkt in (4.13) ein. Zunächst benötigt man eine ko-
variante Darstellung des longitudinalen W -Polarisationsvektors ε0. Dazu betrachtet man
den Anteil des Viererimpulses für das b-Quark, der im Minkowski-Raum orthogonal zum
W -Viererimpuls ist. Der longitudinale Polarisationsvektor des W -Bosons wird nun propor-
tional zu diesem Anteil angesetzt. Er lautet in kovarianter Form

εµ0 = −
√
q2

mb |~q|

(
pµb −

pb · q
q2

qµ
)
, (4.32)

und der Normierungsfaktor ist so gewählt, daß εµ0 im b-Ruhesystem mit der Parametrisie-
rung (4.29) in die bekannte Form (4.12) übergeht. Der Betrag des räumlichen W -Impulses
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|~q| kann mit Hilfe der Beziehung q2 = q2
0 − |~q|2 und dem Skalarprodukt pb · q = mb q0 im

Ruhesystem des b-Quarks auch in kovarianter Form dargestellt werden. Dies liefert für das
Produkt mb |~q| im Nenner von (4.32)

mb |~q| =
√

(pb · q)2 −m2
b q

2. (4.33)

Durch Einsetzen von ε0 kann der Projektor P µν
L aus (4.13) ebenfalls in kovarianter Form

angegeben werden. Der Projektor P µν
U ergibt sich anschließend aus der Differenz von P µν

U+L

und P µν
L .

Im nächsten Schritt suchen wir eine Darstellung der transversalen Polarisationsvekto-
ren ε±. Es ist sinnvoll, anstelle von ε± die beiden Linearkombinationen

εx =
−1√

2
(ε+ − ε−) , εy =

i√
2

(ε+ + ε−) (4.34)

zu betrachten. In der Parametrisierung (4.12) gehen sie in die Einheitsvektoren in x- und
y-Richtung

εx = (0, 1, 0, 0) , εy = (0, 0, 1, 0) (4.35)

über. Der Vektor εy kann durch εx ausgedückt werden, indem man berücksichtigt, daß
εy senkrecht zu εx und zum W -Impuls q sein muß. Verlangt man außerdem, daß er im
Minkowski-Raum auch senkrecht zum Impuls des b-Quarks pb ist, so ergibt sich

εµy =
− 1

mb |~q|
εµνρσ εx,ν pb,ρ qσ, (4.36)

wobei der Nenner wieder durch (4.33) gegeben ist. Dies sieht man ein, wenn man diese
Gleichung im b-Ruhesystem auswertet. Dann gibt es nur eine nichtverschwindende Kom-
ponente von εy:

ε2y =
− 1

mb |~q|
ε2103 (−1) (mb) (− |~q|) = 1. (4.37)

Damit hat man nur noch die Freiheit, den Vektor εx festzulegen. Alle Projektoren, welche
die transversalen Polarisationsvektoren enthalten, werden nun durch diesen Vektor ausge-
drückt.

Der Projektor P µν
F läßt sich am einfachsten finden, wenn man seine Definition in (4.13)

durch die Vektoren (4.34) ausdrückt und mit dem Vektor εx,ν kontrahiert. Mit der kovari-
anten Definition (4.36) von εy liefert dies

P µν
F εx,ν = i εµy =

− i
mb |~q|

εµνρσ εx,ν pb,ρ qσ. (4.38)

Auch hier ist der Nenner durch den kovarianten Ausdruck (4.33) gegeben. Durch einen
Koeffizientenvergleich von εx,ν erhält man für den Projektor P µν

F den kovarianten Ausdruck

P µν
F =

− i
mb |~q|

εµνρσ pb,ρ qσ, (4.39)
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der im Ruhesystem des b-Quarks mit den Impulsvektoren (4.29) in die Matrixdarstellung
(4.15) übergeht. Dann tragen für ρ = 0 und σ = 3 nur die beiden Komponenten µ = 1, ν =
2 und µ = 2, ν = 1 bei und es gilt

P 12
F = i , p21

F = −i. (4.40)

Die kovarianten Darstellungen der beiden Projektoren P µν
I und P µν

A erhält man, indem
man die Ausdrücke in (4.13) in der folgenden Art und Weise umschreibt

P µν
I =

1

4

(
ε∗µ+ − ε

∗µ
−

)
εν0 +

1

4

(
εν+ − εν−

)
ε∗µ0 = − 1

2
√

2

(
ε∗µx εν0 + ενx ε

∗µ
0

)
P µν
A =

1

4

(
ε∗µ+ + ε∗µ−

)
εν0 +

1

4

(
εν+ + εν−

)
ε∗µ0 =

i

2
√

2

(
ε∗µy εν0 − ενy ε

∗µ
0

)
(4.41)

und durch die Vektoren εx und εy ausdrückt. Einsetzen der kovarianten Vektoren (4.32) und
(4.36) liefert den kovarianten Ausdruck für die Projektoren PI und PA. Der Vektor εx ist
unbestimmt und kann in einem speziellen Bezugssystem als Einheitsvektor in x-Richtung
parametrisiert werden.

Zum Schluß benötigen wir noch die kovariante Darstellung für den skalaren Polarisa-
tionsvektor εt, um die übrigen Projektoren in kovarianter Form darstellen zu können. In
den Parametrisierungen (4.11) und (4.12) erkennt man, daß εt bis auf die Normierung mit
dem Viererimpuls des W -Bosons identisch ist. Man kann damit εt durch q ausdrücken und
erhält

εµt =
1√
q2
qµ. (4.42)

Der skalare Projektor ergibt sich dann aus (4.13) zu

P µν
S =

qµ qν

q2
. (4.43)

Auch die anderen Projektoren können durch Einsetzen der kovarianten Polarisationsvekto-
ren in (4.13) bestimmt werden. Während das bei dem Projektor P µν

SL direkt möglich ist, muß
man die Projektoren P µν

ST und P µν
ST ′ zuvor in analoger Weise wie P µν

I und P µν
A umschreiben

und die transversalen Polarisationsvektoren ε± durch εx und εy ausdrücken.
Jetzt haben wir für alle Projektoren, welche eine physikalische Bedeutung besitzen, eine

kovariante Darstellung gefunden. Man kann die Resultate folgendermaßen zusammenfassen:

P µν
U = − gµν +

qµ qν

q2
− q2

m2
b |~q|2

(
pµb −

pb · q
q2

qµ
)(

pνb −
pb · q
q2

qν
)

P µν
L =

q2

m2
b |~q|2

(
pµb −

pb · q
q2

qµ
)(

pνb −
pb · q
q2

qν
)

P µν
U+L = − gµν +

qµ qν

q2



4.3. HELIZITÄTS-STRUKTURFUNKTIONEN 131

P µν
F =

i

mb |~q|
εµνρσ pb,ρ qσ

P µν
I =

√
q2

2
√

2mb |~q|

[
εµx

(
pνb −

pb · q
q2

qν
)

+ ενx

(
pµb −

pb · q
q2

qµ
)]

P µν
A = − i

√
q2

2
√

2m2
b |~q|2

[
εµρστ

(
pνb −

pb · q
q2

qν
)
− ενρστ

(
pµb −

pb · q
q2

qµ
)]

εx,ρ pb,σ qτ

P µν
S =

qµ qν

q2

P µν
SL = − 1

2mb |~q|

(
pµb q

ν + qµ pνb − 2
pb · q
q2

qµ qν
)

P µν
ST = − 1

2
√

2 q2

(
ε∗µx qν + qµ ενx

)
P µν
ST ′ = − i

2mb |~q|
√

2 q2

(
εµρστ qν − ενρστ qµ

)
εx,ρ pb,σ qτ . (4.44)

Wir haben auch die Summe der Projektoren P µν
U+L = P µν

U + P µν
L in die Liste aufgenom-

men, da sie ein unpolarisiertes W -Boson beschreibt und neben den anderen Polarisations-
Observablen in Kapitel 5 vorkommt. Alle anderen Projektoren, die in (4.13) angegeben
sind, brauchen nicht in kovarianter Form dargestellt zu werden, da sie, wie wir im nächsten
Abschnitt sehen werden, bei der Kontraktion mit dem Hadron-Tensor keinen Beitrag liefern
werden. Die diagonalen Helizitäts-Projektoren PU , PL sowie der Projektor PF projizieren
auf den longitudinal polarisierten Anteil des Hadron-Tensors, während die nichtdiagonalen
Projektoren PI und PA auf den transversal polarisierten Anteil projizieren. Die Projekto-
ren PS, PSL, PST und PST ′ tragen nur dann bei, wenn man die Masse des geladenen Lep-
tons berücksichtigt, was zum Beispiel bei Tau-Leptonen erforderlich ist. Dieser Fall wird
im Rahmen der nichtperturbativen Beiträge in Kapitel 6 diskutiert. Der Projektor PST ′
schließlich tritt nur bei transversaler Polarisation des geladenen Leptons auf und spielt nur
bei den Betrachtungen in Abschnitt 6.4 von Kapitel 6 eine Rolle. In Kapitel 5 werden die
Leptonmassen vernachlässigt, so daß man nur die fünf Projektoren Pi für i = U,L, F, I, A
benötigt. Die Projektoren PS und PU+L braucht man bei Anwendungen in hadronischen
Prozessen, die in Kapitel 7 behandelt werden.

4.3 Helizitäts-Strukturfunktionen

Auf ähnliche Weise wie den Lepton-Tensor kann man auch den Hadron-Tensor als Li-
nearkombination der Projektoren P µν

i schreiben. Dazu entwickelt man ihn zunächst in
einen Satz invarianter Strukturfunktionen. Der Hadron-Tensor der Bornschen Rate (4.1)
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für den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles W -Boson,
das weiter in ein Leptonpaar zerfällt, ist ein Tensor zweiter Stufe und hängt nur von den
äußeren Quarkimpulsen pb und pc sowie dem Polarisationsvektor sb des b-Quarks ab. Der
entsprechende Hadron-Tensor für die Schleifenkorrekturen enthält dieselben äußeren Im-
pulse, während der Hadron-Tensor für die Bremsstrahlungs-Korrekturen zusätzlich noch
vom Gluonimpuls k abhängt. Um den Zerfall des b-Quarks und den nachfolgenden Zerfall
des W -Bosons getrennt untersuchen zu können, betrachten wir den Zerfall b↑ → c + W−,
der ebenfalls durch den Hadron-Tensor beschrieben wird. Der Zerfall W− → l− + ν̄l wird
entsprechend durch den Lepton-Tensor beschrieben. Als äußeren Impuls für den Hadron-
Tensor wählen wir den W -Impuls q anstatt des c-Impulses und drücken pc mit Hilfe der
Viererimpuls-Erhaltung durch die übrigen Impulse aus.

Für die Entwicklung des Hadron-Tensors in eine Linearkombination aus Basis-Tensoren
zweiter Stufe stehen neben den äußeren Impulsen und dem Polarisationsvektor nur der
metrische Tensor und der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe zur Verfügung.
Diese Größen müssen so kombiniert werden, daß sie einen vollständigen Satz von Basis-
Tensoren bilden. Es stellt sich heraus, daß die symmetrischen Anteile des Hadron-Tensors
nur aus dem metrischen Tensor und den Vierervektoren aufgebaut werden, die antisym-
metrischen Terme hingegen den Levi-Civita-Tensor enthalten. Die übrigen Kombinatio-
nen treten nur bei CP-verletzenden Prozessen außerhalb des Standardmodells der Ele-
mentarteilchen auf und brauchen deshalb nicht berücksichtigt zu werden, da hier nur
Standardmodell-Rechnungen durchgeführt werden. Die Koeffizienten der Basis-Tensoren
sind skalare Invarianten unter Lorentz-Transformationen und werden mit Hi und Gj be-
zeichnet, wobei die Hi die unpolarisierten Anteile des Hadron-Tensors und die Gj diejenigen
Beiträge beschreiben, welche proportional zum Polarisationsvektor sb des b-Quarks sind.
Sie werden als invariante Strukturfunktionen bezeichnet und können nur von Skalarpro-
dukten abhängen, welche aus den oben genannten Vierervektoren gebildet werden. Wir
betrachten nun der Einfachheit wegen nur den Hadron-Tensor für die Bornsche Rate und
für die Schleifenkorrekturen, die beide nur aus den Vierervektoren pb, q und sb sowie dem
metrischen und dem Levi-Civita-Tensor gebildet werden können. Der Hadron-Tensor kann
in folgender Form dargestellt werden:

Hµν ≡ Hµν(q0, q
2, sb)

= − gµν H1 + pb,µ pb,ν H2 − iεµνρσ pρb q
σH3 + qµ qν H4 + (pb,µ qν + qµ pb,ν)H5

− (q · sb) [− gµν G1 + pb,µ pb,ν G2 − iεµνρσ pρb q
σ G3 + qµ qν G4

+ (pb,µ qν + qµ pb,ν)G5]

+ (sb,µ pb,ν + sb,ν pb,µ)G6 + (sb,µ qν + qµ sb,ν)G7

+ iεµνρσ p
ρ
b s

σ
b G8 + iεµνρσ q

ρ sσb G9. (4.45)

Die invarianten Strukturfunktionen hängen von zwei kinematischen Variablen ab, für wel-
che man das Skalarprodukt pb · q und das Viererimpulsquadrat des virtuellen W -Bosons q2

wählen kann. Im Ruhesystem des b-Quarks können sie durch q0 und q2 ausgedrückt wer-
den. Weil nicht über den Spin des b-Quarks summiert wird, gibt es darüberhinaus auch eine
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Abhängigkeit vom Spinvektor sb. Man benötigt insgesamt fünf unpolarisierte und neun po-
larisierte Strukturfunktionen, um den Hadron-Tensor darzustellen. Bei einer Kontraktion
mit dem Lepton-Tensor liefern die Terme proportional zu H4 und H5 sowie G4, G5 und G7

für masselose Leptonen keinen Beitrag, so daß man in diesem Fall nur drei unpolarisierte
und sechs polarisierte Invarianten braucht.

Bei der Diskussion des b-Zerfalls in ein c-Quark und ein Leptonpaar in Kapitel 3
hatten wir das Betragsquadrat des Matrixelementes als Kontraktion von Hadron- und
Lepton-Tensor ausgedrückt, indem wir annahmen, daß man den W -Propagator aufgrund
der großen W -Masse im Vergleich zu den Massen der Quarks und Leptonen vereinfachen
kann. Aus dem Bornschen Matrixelement mit vollständigem W -Propagator, das in (3.3)
angegeben ist, läßt sich durch Bildung des Betragsquadrates wieder ein Ausdruck der Form
(3.7) für den vereinfachten W -Propagator gewinnen, indem man die Ersetzung

Hµν → H̃µν = Hρσ

(
gµρ +

qµ qρ
q2

)(
gνσ +

qν qσ
q2

)
(4.46)

durchführt. Der neue Hadron-Tensor H̃µν besitzt aber dieselbe Entwicklung (4.45), weil
der W -Propagator nur aus dem metrischen Tensor und dem W -Impuls q aufgebaut ist,
die bereits als Basis-Tensoren in der Entwicklung des Hadron-Tensors vorkommen. Die
oben angegebene Entwicklung (4.45) bleibt also auch im Falle des nicht vereinfachten W -
Propagators und damit auch für endliche Leptonmassen gültig. Der Unterschied der beiden
Entwicklungen ist nur durch eine Änderung der Werte der Invarianten Hi und Gj gegeben.

Möchte man den Hadron-Tensor für die Bremsstrahlungs-Korrekturen durch die Inva-
rianten darstellen, so benötigt man weitere Basis-Tensoren, welche den zusätzlichen Im-
pulsvektor k des Gluons enthalten. Auf diese Weise erhöht sich die Anzahl der Invarianten,
und die Entwicklung des Hadron-Tensors enthält deutlich mehr Terme. Für den symmetri-
schen unpolarisierten Anteil erhält man beispielsweise sechs Kombinationen aus den drei
Impulsvektoren pb, q und k. Außerdem gibt es für den polarisierten symmetrischen Anteil
jeweils sechs Terme, die durch Multiplikation der entsprechenden unpolarisierten Kombina-
tionen mit den Skalarprodukten sb ·q und sb ·k gebildet werden. Für die antisymmetrischen
Anteile gibt es schließlich auch eine Reihe unpolarisierter und polarisierter Terme, die aber
nicht weiter diskutiert werden sollen. Im folgenden werden wir nur die Entwicklung (4.45)
betrachten.

Für den Fall unpolarisierter Leptonen stellt man fest, daß die 14 invarianten Struk-
turfunktionen in (4.45) nicht unabhängig voneinander sind, denn aufgrund der Schouten-
Identität

gκλ εµνρσ + gκµ ενρσλ + gκν ερσλµ + gκρ εσλµν + gκσ ελµνρ = 0 (4.47)

kann eine der Strukturfunktionen durch die übrigen ausgedrückt werden. Kontrahiert man
diese Identität mit den vier Impulsvektoren qκ, pλb , q

µ und sνb , so ergibt sich die Bedingung

(pb·q) ερσµν qµ sνb−q2 ερσµν p
µ
b s

ν
b+(q·sb) ερσµν pµb q

ν+(qρ εσλµν − qσ ερλµν) pλb qµ sνb = 0. (4.48)

Nach Umbenennung der Indices µ ↔ ρ und ν ↔ σ ist der dritte Term identisch mit
dem Vorfaktor von i G3 in der Entwicklung (4.45) des Hadron-Tensors, und die beiden
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letzten Terme proportional zu dem W -Impulsvektor q verschwinden bei der Kontraktion
mit dem unpolarisierten Lepton-Tensor L̄µν0 aus (4.8). Dies kann man leicht sehen, da die
Summe dieser beiden Terme antisymmetrisch ist und daher bei der Kontraktion mit dem
symmetrischen Teil von L̄µν0 identisch null ist. Auch die Kontraktion von qµ oder qν mit dem
antisymmetrischen Teil aus L̄µν0 liefert keinen Beitrag, da wegen q = pl+pνl der ε-Tensor je
zweimal mit demselben Vektor kontrahiert wird. In diesem Fall kann man in der Relation
(4.48) die beiden Terme proportional zum Impuls q weglassen und nach dem dritten Term
auflösen. Anschließend setzt man dies für den Vorfaktor von i G3 in die Entwicklung (4.45)
ein und erhält zwei neue nichtverschwindende Invarianten, die aus den alten Invarianten
durch die Ersetzung

G3 → G′3 = 0 , G8 → G′8 = G8 + q2 G3 , G9 → G′9 = G9 − (pb · q)G3

hervorgehen. Im Falle unpolarisierter Leptonen benötigt man also nur 13 unabhängige
Invarianten, um den Hadron-Tensor zu entwickeln. Berücksichtigt man jedoch den Spin
des geladenen Leptons, so sind für die Entwicklung des Hadron-Tensors alle 14 Invarianten
aus (4.45) notwendig.

Als nächstes betrachten wir die Kontraktionen des Hadron-Tensors (4.45) mit den
verschiedenen Helizitäts-Projektoren (4.44). Die Resultate bezeichnet man als Helizitäts-
Strukturfunktionen. Mit deren Hilfe werden wir den Hadron-Tensor in eine Linearkombina-
tion der Projektoren entwickeln. Es ist vorteilhaft, die Kontraktionen im Ruhesystem des
b-Quarks durchzuführen. Die Kinematik des b-Zerfalls ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Die
parametrisierten Polarisationsvektoren des W -Bosons im b-Ruhesystem sind durch (4.12)
gegeben. Der Spinvektor des b-Quarks lautet im b-Ruhesystem

sb = (0, sx, sy, sz) = P (0, sin θP , 0, cos θP ). (4.49)

Er besitzt aufgrund der Kinematik des Zerfallsprozesses eine azimuthale Symmetrie um
die z-Achse, so daß der Azimuthwinkel frei gewählt werden kann. Wenn man ihn gleich
null wählt, so verschwindet daher auch die y-Komponente des Spin-Vektors. Der Wert P
gibt den Grad der b-Polarisation an, der durch das Verhältnis

P =
N(↑)−N(↓)
N(↑) +N(↓)

(4.50)

gegeben ist und betragsmäßig Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Die Zahlen N(↑)
und N(↓) bezeichnen jeweils die Anzahl der b-Quarks mit Spin +1/2 und Spin −1/2.
Für eine 100-prozentige Polarisation ist P = ±1, und für unpolarisierte b-Quarks gilt
N(↑) = N(↓) oder P = 0. Der Spin-Vierervektor des b-Quarks (4.49) im b-Ruhesystem
enthält jeweils eine Komponente parallel und senkrecht zur Richtung des räumlichen W -
Impulses. Man definiert daher einen longitudinalen und einen transversalen Vierervektor
für den b-Spin, die im b-Ruhesystem jeweils in der Form

slb = (0, 0, 0, 1) , stb = (0, 1, 0, 0) (4.51)



4.3. HELIZITÄTS-STRUKTURFUNKTIONEN 135

parametrisiert werden. Der Spin-Vierervektor des b-Quarks (4.49) kann als Linearkombina-
tion des longitudinalen und des transversalen Spinvektors geschrieben werden. Das liefert

sb = P sin θP s
t
b + P cos θP s

l
b. (4.52)

Man kann den longitudinalen und den transversalen Spinvektor des b-Quarks ebenso wie
die Polarisationsvektoren des W -Bosons in kovarianter Form darstellen. Dazu schreibt man

sl,µb =
1

|~q|

(
qµ − pb · q

m2
b

pµb

)
, st,µb = (0, 1, 0, 0). (4.53)

Im Ruhesystem des b-Quarks gehen die kovarianten Ausdrücke für den longitudinalen und
den transversalen Spinvektor in (4.51) über. Der transversale Spinvektor bleibt dabei un-
verändert.

Nun werden wir die Helizitäts-Strukturfunktionen durch Kontraktionen des Hadron-
Tensors (4.45) mit den unterschiedlichen Helizitäts-Projektoren (4.44) berechnen und die
Resultate in Abhängigkeit der Invarianten Hi und Gj angeben. In der Entwicklung (4.45)
beschreiben die Terme, welche die Invarianten Hi enthalten, den vom b-Spin unabhängigen
Teil des Hadron-Tensors, während der spinabhängige Anteil durch die Terme, welche die
Invarianten Gj enthalten, gegeben ist. In (4.45) ist der spinunabhängige Teil durch die er-
ste Zeile und der spinabhängige Anteil durch die übrigen vier Zeilen gegeben. Für spätere
Anwendungen des Helizitäts-Formalismus in Kapitel 5 und Kapitel 6 ist es sinnvoll, den
spinunabhängigen und den spinabhängigen Anteil der Helizitäts-Strukturfunktionen von-
einander zu unterscheiden. Dazu schreibt man den Hadron-Tensor als eine Summe, indem
man

Hµν = H0
µν +HP

µν(sb) (4.54)

definiert, wobei der erste Term den spinunabhängigen und der zweite Term den spinab-
hängigen Teil beschreibt. Der zweite Term hängt explizit vom Spinvektor des b-Quarks sb
ab. Die Helizitäts-Strukturfunktionen sind durch die Kontraktionen

H̄i := Hµν P
µν
i =

[
H0
µν +HP

µν(sb)
]
P µν
i (4.55)

gegeben. Um die Abhängigkeit vom Spin des b-Quarks hervorzuheben, werden wir im fol-
genden anstelle der Strukturfunktion H̄i für alle Helizitäten i eine unpolarisierte und eine
polarisierte Strukturfunktion definieren, wobei die polarisierte den spinabhängigen Anteil
enthält. Setzt man in (4.55) den allgemeinen Spinvektor sb aus (4.49) ein, so stellt man
fest, daß die polarisierten Strukturfunktionen für die Helizitäten i = U,L, F, S, SL propor-
tional zu der Spin-Komponente sz sind, während die polarisierten Strukturfunktionen für
i = I, A, ST, ST ′ proportional zu sx sind. Daher ist es ausreichend, wenn wir bei der Be-
rechnung der Helizitäts-Strukturfunktionen zur Beschreibung des b-Spins jeweils nur den
longitudinalen oder den transversalen Spinvektor verwenden. Die unpolarisierten und die
polarisierten Strukturfunktionen werden nun folgendermaßen definiert:

Hi = H0
µν P

µν
i , i = U,L, F, S, SL

HiP = HP
µν(s

l
b)P

µν
i , i = U,L, F, S, SL

HiP = HP
µν(s

t
b)P

µν
i , i = I, A, ST, ST ′. (4.56)
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Alle Helizitäts-Strukturfunktionen, die aus den Kontraktionen des Hadron-Tensors mit den
Projektoren i = T, 5, 7, 9, 12, 14, 16 aus (4.13) hervorgehen, verschwinden, wie wir weiter
unten durch explizites Nachrechnen sehen werden. Der Index i kennzeichnet die unter-
schiedlichen Helizitäten. Man beachte, daß die unpolarisierten Strukturfunktionen Hi hier
nicht mit den Invarianten aus der Entwicklung (4.45) des Hadron-Tensors verwechselt wer-
den dürfen. Die polarisierten Strukturfunktionen enthalten die Abhängigkeit vom Spin des
b-Quarks und werden durch einen Index iP gekennzeichnet, um sie vom spinunabhängi-
gen Anteil unterscheiden zu können. Die unpolarisierten Strukturfunktionen verschwinden
für die Helizitäten i = I, A, ST, ST ′. Die polarisierten Strukturfunktionen erhält man, in-
dem man im spinabhängigen Anteil des Hadron-Tensors (4.54) den Spinvektor sb durch
die Vektoren slb oder stb ersetzt. Aufgrund der Tatsache, daß der Hadron-Tensor (4.45)
nur linear vom Spinvektor sb abhängt, und mit Hilfe der Relation (4.52) kann man die
Helizitäts-Strukturfunktionen (4.55) durch die unpolarisierten und die polarisierten Struk-
turfunktionen (4.56) ausdrücken und erhält

H̄i = Hi + P cos θP HiP , i = U,L, F, S, SL

H̄i = P sin θP HiP , i = I, A, ST, ST ′ (4.57)

Für die explizite Berechnung der einzelnen Strukturfunktionen Hi und HiP bestimmt man
die Kontraktionen in (4.56) im Ruhesystem des b-Quarks. Dazu verwendet man die para-
metrisierten Viererimpulse (4.29) und die kovarianten Ausdrücke der Projektoren (4.44)
und der Spin-Vierervektoren (4.53). Dann ergibt sich

HU = 2H1 , HUP = 2 |~q|G1

HL = H1 +
m2
b

q2
|~q|2 H2 , HLP = |~q|

[
G1 +

m2
b

q2
|~q|2 G2 − 2

mb

q2
q0 G6

]
HF = 2mb |~q|H3 , HFP = 2

[
mb |~q|2 G3 −mbG8 − q0 G9

]
HI = 0 , HIP =

mb√
2 q2
|~q|G6

HA = 0 , HAP = − 1√
2 q2

[
mb q

0 G8 + q2 G9

]
HS = −H1 +

m2
b

q2
q2

0 H2 + q2 H4 ,

HSP = |~q|
[
− G1 +

m2
b

q2
q2

0 G2 + q2 G4 + 2mb q
0 G5 − 2

mb

q2
q0 G6 − 2G7

]
HSL =

m2
b

q2
q0 |~q|H2 ,

HSLP =
[m2

b

q2
q0 |~q|2 G2 +mb |~q|2 G5 −

mb

q2

(
q2

0 + |~q|2
)
G6 − q0 G7

]
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HST = 0 , HSTP =
1√
2 q2

[
mb q

0 G6 + q2 G7

]
HST ′ = 0 , HST ′P = − mb√

2 q2
|~q|G8. (4.58)

Für die Projektoren P µν
i mit i = T, 5, 7, 9, 12, 14, 16, die in (4.13) definiert wurden, er-

gibt sich Hi = HiP = 0. Daher liefern die Strukturfunktionen dieser Helizitäten keinen
Beitrag zu der Entwicklung des Hadron-Tensors in eine Linearkombination der Projek-
toren. Damit bleiben fünf unpolarisierte und neun polarisierte nichtverschwindende Heli-
zitäts-Strukturfunktionen übrig, entsprechend der Anzahl der Invarianten Hi und Gj. Nach
(4.56) beschreiben die polarisierten Strukturfunktionen für die Helizitäten UP , LP , F P , SP

und SLP , den longitudinalen Spin des b-Quarks, während die Strukturfunktionen für die
Helizitäten IP , AP , ST P und ST ′P den transversalen b-Spin enthalten. Wie aus der Ent-
wicklung (4.45) des Hadron-Tensors hervorgeht, treten die Invarianten H1, . . . , H5 nur in
den unpolarisierten und die Invarianten G1, . . . , G9 nur in den polarisierten Strukturfunk-
tionen auf.

Als nächstes werden wir den Hadron-Tensor mit Hilfe der unpolarisierten und der po-
larisierten Strukturfunktionen in eine Linearkombination der Helizitäts-Projektoren ent-
wickeln. Dazu verwenden wir zunächst die Definition (4.55) sowie die Orthogonalitätsrela-
tionen der Projektoren (4.16) und erhalten

Hµν P
µν
i = H̄i =

∑
j

H̄j δij =
∑
j

H̄j

( 1

cj
P µν
i Pj,µν

)
=
(∑

j

1

cj
H̄j Pj,µν

)
P µν
i . (4.59)

Vergleicht man die Koeffizienten der Helizitäts-Projektoren P µν
i für den linken und den

rechten Teil dieser Gleichung, so kann man die Entwicklung des Hadron-Tensors in die
Projektoren direkt angeben. Es gilt

Hµν =
∑
j

1

cj
H̄j Pj,µν . (4.60)

Der Index j läuft über die Helizitäten U,L, F, I, A, S, SL, ST, ST ′. Mit den Relationen
(4.57) lassen sich schließlich die H̄i durch die unpolarisierten und die polarisierten Struk-
turfunktionen (4.56) ausdrücken, und die Entwicklung (4.60) kann in der Form

Hµν =
1

2

(
HU + P cos θP HUP

)
PU,µν +

(
HL + P cos θP HLP

)
PL,µν (4.61)

− 1

2

(
HF + P cos θP HFP

)
PF,µν + 4P sin θP HIP PI,µν − 4P sin θP HAP PA,µν

+
(
HS + P cos θP HSP

)
PS,µν − 2

(
HSL + P cos θP HSLP

)
PSL,µν

− 4P sin θP HSTP PST,µν + 4P sin θP HST ′P PST ′,µν

geschrieben werden. Im Grenzfall masseloser Leptonen tragen die vier Terme in den bei-
den letzten Zeilen nicht bei. Während die Entwicklung des Lepton-Tensors (4.23) alle 16



138 KAPITEL 4. POLARISATION UND HELIZITÄTS-PROJEKTOREN

Projektoren enthält, benötigt man für die Entwicklung des Hadron-Tensors nur noch 9
Projektoren, weil die übrigen aufgrund der Struktur (4.45) bei der Kontraktion mit den
Helizitäts-Projektoren keinen Beitrag liefern.

Man kann noch einen anderen Satz von Helizitäts-Strukturfunktionen definieren, indem
man von einer verallgemeinerten Form des betragsquadrierten Matrixelementes ausgeht.
Der Hadron-Tensor für den b-Zerfall kann allgemein geschrieben werden als

Hµν =
∑
sXc

[
ū(pc, sc)Tµ(Xc)u(pb, sb)

] [
ū(pb, sb) T̄ν(Xc)u(pc, sc)

]
, (4.62)

wobei sXc die Spins des hadronischen Endzustandes sind und Tµ den matrixwertigen An-
teil des Hadronenstroms bezeichnet. Dieser ist vom Endzustand Xc abhängig, der im Fal-
le der Bornschen Näherung und der Schleifenkorrekturen ein c-Quark und im Falle der
Bremsstrahlungs-Korrekturen ein c-Quark und ein Gluon enthält. Außerdem hängt er vom
Spin des b-Quarks sb ab. Entsprechend sind die Faktoren Tµ(Xc) Produkte von Gamma-
Matrizen für die Bornsche und die korrigierten Raten, die den elektroschwachen Vertex
enthalten. Die neuen Helizitäts-Strukturfunktionen werden nun definiert als Kontraktion
eines solchen Hadron-Tensors mit zwei Polarisationsvektoren des W -Bosons, wo allerdings
die beiden Spinoren u und ū des b-Quarks nicht vom selben Spin abhängen:

H
sbs
′
b

λλ′ =
∑
sXc

[
ū(pc, sc)Tµ(Xc)u(pb, sb) ε

∗µ(q, λ)
] [
ū(pb, s

′
b) T̄ν(Xc)u(pc, sc) ε

ν(q, λ′)
]
. (4.63)

Die b-Spins können die Werte ±1/2 annehmen, die Helizitäten des virtuellen W -Bosons be-
sitzen als mögliche Einstellungen λ = t, 0,±1. Man kann die Helizitäts-Strukturfunktionen
jeweils als Matrix mit den Indizes +,− für den b-Spin oder t, 0,+,− für die Helizität des W
schreiben. Deshalb spricht man auch von der doppelten Dichtematrix. Die Matrixelemente

H
s′bsb
λ′λ sind hermitesch bei Vertauschung von Anfangs- und Endzustand:(

H
sbs
′
b

λλ′

)∗
= H

s′bsb
λ′λ . (4.64)

Weil die Matrixelemente für den b-Zerfall reell sind, kann man die komplexe Konjugati-
on weglassen, und die Hermitezität geht in eine Symmetrie über. Die Hermitezität kann
man leicht durch komplexe Konjugation nachweisen. Sie überträgt sich auch auf den
Hadron-Tensor (4.45). Nach Einsetzen der parametrisierten Viererimpulse (4.29) und des b-
Polarisationsvektors (4.49) ergibt sich für die einzelnen Komponenten des Hadron-Tensors

H00 = −H1 +m2
b H2 + q2

0 H4 + 2mb q
0 H5 − |~q| sz

(
G1 −m2

b G2 − q2
0 G4 − 2mb q

0 G5

)
H11 = H22 = H1 + |~q| sz G1

H33 = H1 + |~q|2 H4 + |~q| sz
(
G1 + |~q|2 G4 + 2G7

)
H01 = (H10)∗ = − sx

(
mbG6 + q0 G7

)
H02 = (H20)∗ = − i |~q| sxG9
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H03 = (H30)∗ = − q0 |~q|H4 −mb |~q|H5 − sz
(
q0 |~q|2 G4 +mb |~q|2 G5 +mbG6 + q0 G7

)
H12 = (H21)∗ = i

[
mb |~q|H3 + sz

(
mb |~q|2 G3 −mbG8 − q0 G9

)]
H13 = (H31)∗ = |~q| sxG7

H23 = (H32)∗ = − i sx
(
mbG8 + q0 G9

)
. (4.65)

Für masselose Leptonen tragen die Invarianten H4 und H5 sowie G4, G5 und G7 nicht bei,
weil die zugehörigen Terme bei der Kontraktion mit dem Lepton-Tensor verschwinden.

Weil beim Zerfall eines polarisierten b-Quarks über den Spin des Endzustandes Xc

summiert wird, sind der b-Quark-Spin und die Helizität des W -Bosons nicht voneinan-
der unabhängig. Aus der Erhaltung des Drehimpulses folgen die Auswahlregeln für die
Differenzen der Helizitäten

sb − λ = s′b − λ′. (4.66)

Für die Bornsche Amplitude mit einem c-Quark im Endzustand Xc = c vereinfacht sich
die Differenz zu

sb − λ = s′b − λ′ = ±
1

2
.

Im masselosen Grenzfall ist das c-Quark nur linkshändig, so daß nur der Wert −1/2 für
die Differenz erlaubt ist.

Abschließend geben wir den Zusammenhang zwischen den Komponenten der Dichte-
matrix (4.63) und den Helizitäts-Strukturfunktionen (4.56) und (4.58) an. Es ergeben sich
folgende Linearkombinationen

HU = H++
++ +H−−++ +H++

−− +H−−−−

HUP = H++
++ −H−−++ +H++

−− −H−−−−
HL = H++

00 +H−−00

HLP = H++
00 −H−−00

HF = H++
++ +H−−++ −H++

−− −H−−−−
HFP = H++

++ −H−−++ −H++
−− +H−−−−

HIP =
1

4

(
H+−

+0 +H−+
0+ −H−+

−0 −H+−
0−
)

=
1

2

(
H+−

+0 −H−+
−0

)
HAP =

1

4

(
H+−

+0 +H−+
0+ +H−+

−0 +H+−
0−
)

=
1

2

(
H+−

+0 −H+−
−0

)
HS = H++

t t +H−−t t

HSP = H++
t t −H−−t t

HSL = H++
0 t +H−−0 t

HSLP = H++
0 t −H−−0 t

HSTP =
1

4

(
H+−

+t +H−+
t+ −H−+

−t −H+−
t−
)

=
1

2

(
H+−

+ t −H−+
− t
)
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HST ′P =
1

4

(
H+−

+t +H−+
t+ +H−+

−t +H+−
t−
)

=
1

2

(
W+−

+ t +W−+
− t
)
. (4.67)

Die Diagonalelemente der Dichtematrix (H
sbs
′
b

λλ′ ) sind durch gleiche Helizitäten λ = λ′ gege-
ben, die nichtdiagonalen Elemente durch verschiedene Helizitäten. Aufgrund der Symmetrie
des Hadron-Tensors (4.64) und wegen der Auswahlregeln (4.66) verschwinden die Struktur-
funktionen HT , H5, H7, H9, H12, H14 und H16. Außerdem können die Funktionen HP

I und
HP
A sowie HSTP und HST ′P wegen der Symmetrie des Hadron-Tensors vereinfacht werden.

Insgesamt gibt es fünf unpolarisierte und neun polarisierte Strukturfunktionen. Die Funk-
tion HST ′P liefert nur einen Beitrag für die transversale Polarisation des geladenen Leptons.
Im Falle masseloser Leptonen tragen die Strukturfunktionen HS, HSP , HSL, HSLP , HSTP

und HST ′P nicht bei, da sie bei der Kontraktion mit dem Lepton-Tensor verschwinden.

4.4 Berechnung der Zerfallsrate

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir den Lepton-Tensor und den Hadron-
Tensor als Linearkombination der Helizitäts-Projektoren geschrieben. Im nächsten Schritt
werden wir durch Kontraktion beider Tensoren das betragsquadrierte Matrixelement be-
stimmen und daraus schließlich die Winkelverteilung der Zerfallsrate berechnen. Man kann
die totale Zerfallsrate dieses Dreikörper-Zerfalls in ein Produkt aus den totalen Zerfalls-
raten zweier Zweikörper-Zerfälle aufspalten, die den Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark
und ein W−-Boson und den anschließenden W -Zerfall in ein Lepton-Paar beschreiben, wo-
bei sich das W−-Boson nicht auf der Massenschale befindet. Man spaltet somit den Zerfall
b→ c+ l− + ν̄l in zwei aufeinander folgende Zerfälle b→ c+W− und W− → l− + ν̄l auf.

Im allgemeinen Fall massiver und polarisierter Leptonen ist der Hadron-Tensor durch
(4.61) und der Lepton-Tensor durch (4.23) als Linearkombination der Helizitäts-Projekto-
ren gegeben. Mit den kompakten Darstellungen (4.60) und (4.20) lassen sich Hadron- und
Lepton-Tensor durch

Hµν =
∑
i

1

ci
H̄i(q0, q

2, cos θP )Pi,µν , Lµν =
∑
j

lj(q
2, cos θ, φ)P µν

j (4.68)

abkürzen, wobei die Koeffizienten die Abhängigkeit von den Winkeln sowie vom Impulsqua-
drat q2 enthalten. Alle kinematischen Größen sind in Abbildung 4.1 definiert. Die Kontrak-
tion von Hadron- und Lepton-Tensor kann mit den Relationen (4.16) vereinfacht werden
und lautet

Hµν L
µν =

∑
i,j

1

ci
H̄i lj Pi,µν P

µν
j =

∑
i,j

1

ci
H̄i lj ci δij =

∑
i

H̄i li. (4.69)

Das betragsquadrierte Matrixelement erhält man daraus nach (4.2) durch Multiplikation
mit einem konstanten Vorfaktor, der im wesentlichen durch die Kopplung gegeben ist. Es
lautet

|M|2 =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
∑
i

H̄i li. (4.70)
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Die totale Zerfallsrate ergibt sich dann durch Integration über den Phasenraum der Teilchen
im Endzustand und anschließender Multiplikation mit dem Flußfaktor zu

Γ =
1

2mb

∫
d3~pc
(2π)3

∫
d3~pl

(2π)3

∫
d3~pνl
(2π)3

(2π)4 δ4(pb − pc − pl − pνl)
8EcElEν

|M|2. (4.71)

Um diesen Ausdruck in ein Produkt der beiden Zerfallsraten für die Teilzerfälle des b-
Quarks und des W -Bosons umzuschreiben, schiebt man die Identität

1 =

∫
d4q δ4(q − pl − pνl) =

∫
dq2

∫
d3~q

2 q0
δ4(q − pl − pνl) (4.72)

ein und vertauscht die Integrations-Reihenfolge, so daß man nach Einsetzen des betrags-
quadrierten Matrixelementes (4.70) folgendes Ergebnis erhält:

Γ =
g4
w

64M4
W

|Vbc|2
[

1

2mb

∫
d3~pc
(2π)3

∫
d3~pl

(2π)3

∫
d3~pνl
(2π)3

∫
dq2

∫
d3~q

2 q0

× (2π)4 δ4(pb − pc − pl − pνl)
8EcElEν

δ4(q − pl − pνl)Hµν L
µν

]

=
1

M4
W

∑
i

∫
dq2

π

√
q2

ci

[
1

2mb

∫
d3~pc
(2π)3

∫
d3~q

(2π)3

(2π)4 δ4(pb − pc − q)
4Ec q0

(
g2
w

8
|Vbc|2 H̄i

)]

×

[
1

2
√
q2

∫
d3~pl

(2π)3

∫
d3~pνl
(2π)3

(2π)4 δ4(q − pl − pνl)
4ElEν

(
g2
w

8
ci li

)]

≡ 1

M4
W

∑
i

∫
dq2

π

√
q2

ci
Γb,i ΓW,i. (4.73)

Die Zerfallsraten Γb,i und ΓW,i beschreiben jeweils den Zerfall des b-Quarks in ein c-Quark
und ein W -Boson sowie den anschließenden W -Zerfall in ein Leptonpaar. Das W -Boson
besitzt für jeden einzelnen Summanden i einen Polarisationszustand, der durch den zu-
gehörigen Projektor Pi gegeben ist. Nach Ausintegrieren der δ-Funktion und Einführung
sphärischer Polarkoordinaten für die Integration sind die Raten durch

Γb,i =
1

2mb

∫
d3~pc
(2π)3

∫
d3~q

(2π)3

(2π)4 δ4(pb − pc − q)
4Ec q0

(
g2
w

8
|Vbc|2 H̄i

)

=

∫
dφP

∫
d cos θP

|~q|
32π2 m2

b

(
g2
w

8
|Vbc|2 H̄i(q0, q

2, θP )

)

ΓW,i =
1

2
√
q2

∫
d3~pl

(2π)3

∫
d3~pνl
(2π)3

(2π)4 δ4(q − pl − pνl)
4ElEν

(
g2
w

8
ci li

)
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=

∫
dφ

∫
d cos θ

|~pl|
32π2 q2

(
g2
w

8
ci li(q

2, θ, φ)

)
(4.74)

gegeben, wobei für die Bornsche Rate

|~q| = 1

2mb

√
λ(m2

b ,m
2
c , q

2) , |~pl| =
q2 −m2

l

2
√
q2

(4.75)

gilt, wenn man die Masse des geladenen Leptons nicht vernachlässigt. Die auftretenden
Winkelvariablen sind in Abbildung 4.1 veranschaulicht. Wie man dort erkennen kann, ist
θP im Ruhesystem des b-Quarks, und θ und φ sind im W -Ruhesystem definiert. Aufgrund
der Azimuthal-Symmetrie hängt der Integrand für den b-Zerfall nicht vom Winkel φP ab.
Nach Einsetzen der Raten (4.74) in die totale Rate (4.73) erhält man

Γ =
1

M4
W

∑
i

∫
dq2

π

√
q2

ci

∫
d cos θP

|~q|
16πm2

b

(
g2
w

8
|Vbc|2 H̄i(q0, q

2, θP )

)

×
∫
dφ

∫
d cos θ

|~pl|
32π2 q2

(
g2
w

8
ci li(q

2, θ, φ)

)
. (4.76)

Auf das weitere Auswerten der Integrale wird hier verzichtet, da wir die totale Rate in den
nachfolgenden Kapiteln nicht benötigen. Stattdessen werden wir die differentielle Form von
(4.76) diskutieren und deren Winkelverteilung angeben.

4.5 Winkelverteilungen

Zum Abschluß dieses Kapitels werden wir die Winkelverteilung für die vierfach differentielle
Rate des b-Quark-Zerfalls berechnen. Sie geht aus der totalen Rate (4.76) hervor, indem
man auf die Integrationen verzichtet, und sie hängt noch von den Winkeln und von q2 ab.
Sie lautet

dΓ

dq2 d cos θP d cos θ dφ
=

1

M4
W

∑
i

√
q2

ci π

|~q|
16πm2

b

(
g2
w

8
|Vbc|2 H̄i(q0, q

2, θP )

)

× |~pl|
32π2 q2

(
g2
w

8
ci li(q

2, θ, φ)

)

=

√
q2

π

|~q|
16πm2

b

|~pl|
32π2 q2

|M|2 (4.77)

und kann mit Hilfe der Relation (4.70) wieder durch das Betragsquadrat des Matrixele-
ments ausgedrückt werden. Für die Anwendungen in Kapitel 5 genügt es, den Fall masselo-
ser Leptonen zu behandeln, so daß wir im folgenden nur diesen Fall diskutieren werden. Das



4.5. WINKELVERTEILUNGEN 143

spinsummierte Betragsquadrat der Amplitude ergibt sich aus dem spinsummierten Matri-
xelement (3.9) und den Darstellungen des Hadron-Tensors (4.61) und des Lepton-Tensors
(4.28) mit Hilfe der Orthogonalitäts-Relationen der Projektoren (4.16):

|M|2 =
g4
w q

2

12M4
W

|Vbc|2
[(
HU + P cos θP HUP

)
× 3

8
(1 + cos2 θ) (4.78)

+
(
HL + P cos θP HLP

)
× 3

4
sin2 θ +

(
HF + P cos θP HFP

)
× 3

4
cos θ

+
(
P sin θP HIP

)
× 3

2
√

2
sin(2θ) cosφ+

(
P sin θP HAP

)
× 3√

2
sin θ cosφ

]
.

Das Resultat besteht aus der Summe von Produkten des hadronischen und des leptonischen
Anteils, die jeweils aus den Entwicklungskoeffizienten des Hadron- und des Lepton-Tensors
stammen. Die Winkel-Koeffizienten wurden so normiert, daß die Integration über θ und φ
entweder 2π oder 0 ergibt. Nach Einsetzen von (4.78) für das gemittelte Betragsquadrat
des Matrixelementes in die Beziehung (4.77) und der Umrechnung der schwachen Kopp-
lungskonstanten auf die Fermi-Konstante g4

w/(64M4
W ) = G2

F/2 lautet die Winkelverteilung
des b-Zerfalls für masselose Leptonen

dΓ

dq2 d cos θP d cos θ dφ
=

1

4π

G2
F |Vbc|2

192π3 m3
b

q2
√
λ(m2

b ,m
2
c , q

2)

×
[

3

8

(
HU + P cos θP HUP

) (
1 + cos2 θ

)
+

3

4

(
HL + P cos θP HLP

)
sin2 θ

+
3

4

(
HF + P cos θP HFP

)
cos θ

+
3√
2

(
P sin θP HIP

)
sin θ cos θ cosφ+

3√
2

(
P sin θP HAP

)
sin θ cosφ

]
. (4.79)

Man kann dieses Resultat auf die totale unpolarisierte Rate im Grenzfall masseloser c-
Quarks, die in (3.32) angegeben ist, normieren, indem man sowohl die Quarkmassen als
auch die Variable q2 und die Helizitäts-Raten Hi durch Einführung der dimensionslosen
Größen

x2 =
q2

m2
b

, y =
mc

mb

, Ĥi =
Hi

m2
b

mit der b-Masse skaliert. Definiert man außerdem für alle Helizitäten i die reduzierten
Raten

dΓ̂i
dx2

= x2
√
λ(1, x2, y2) Ĥi, (4.80)

so läßt sich das Resultat in der Form

dΓ

dx2 d cos θP d cos θ dφ
=

Γb
4π
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×

[
3

8

(
dΓ̂U
dx2

+ P cos θP
dΓ̂UP
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)(
1 + cos2 θ

)
+

3
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dx2

+ P cos θP
dΓ̂LP

dx2

)
sin2 θ

+
3
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+ P cos θP
dΓ̂FP

dx2

)
cos θ

+
3√
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(
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)
sin θ cos θ cosφ+

3√
2

(
P sin θP

dΓ̂AP

dx2

)
sin θ cosφ

]
(4.81)

schreiben. Aus diesem Ergebnis kann man die totale Zerfallsrate berechnen, indem man
über die Winkel und über die Variable x2 integriert. Die Winkelintegration ist relativ leicht
durchzuführen, und man erhält

dΓ

dx2
=

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 1

−1

d cos θP
dΓ

dx2 d cos θP d cos θ dφ
= Γb

(
dΓ̂U
dx2

+
dΓ̂L
dx2

)
. (4.82)

Für die x2-Integration bestimmt man die Integrationsgrenzen am einfachsten durch Qua-
drieren der Viererimpuls-Erhaltung pb − pc = q = pl + pνl . Die erste Relation liefert im
Ruhesystem des b

q2 = (pb − pc)2 = m2
b +m2

c − 2mbEc ≤ (mb −mc)
2, (4.83)

die zweite ergibt für masselose Leptonen im W -Ruhesystem

q2 = (pl + pνl)
2 = 4 |~pl|2 ≥ 0. (4.84)

Nach der Skalierung mit der b-Masse erhält man schließlich

0 ≤ x2 ≤ (1− y)2. (4.85)

Damit lautet das Resultat für die totale Zerfallsrate

Γ =

∫ (1−y)2

0

dx2 dΓ

dx2
= Γb

(
Γ̂U + Γ̂L

)
. (4.86)



Kapitel 5

Polarisationsobservable im
Ruhesystem des virtuellen W -Bosons

5.1 Einleitung

In Kapitel 3 haben wir die QCD-Strahlungskorrekturen zur inklusiven differentiellen Zer-
fallsrate für den Zerfall eines unpolarisierten b-Quarks in ein polarisiertes c-Quark und
ein Lepton-Paar berechnet. Dabei wurde der Phasenraum der Leptonen total ausintegriert
und die differentielle Rate nach der skalierten Energie des c-Quarks in analytischer Form
angegeben. Wir wollen uns in diesem Kapitel den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in
ein unpolarisiertes c-Quark ansehen. Das Ziel ist die Berechnung der inklusiven QCD-
Strahlungskorrekturen zur differentiellen Zerfallsrate nach dem skalierten Viererimpuls-
quadrat des W -Bosons. Dazu teilt man den gesamten Zerfallsprozeß auf in einen Zerfall
des b-Quarks in ein c-Quark und ein virtuelles W -Boson, gefolgt vom Zerfall des virtuellen
W in ein Lepton-Paar. Im Unterschied zu Kapitel 3 wird hier aber nicht über die räumliche
Orientierung der Leptonen integriert, sondern sie wird statt dessen zur Analyse der Pola-
risation des off-shell W -Bosons herangezogen. Es erweist sich als vorteilhaft, diese Analyse
im Ruhesystem des virtuellen W -Bosons durchzuführen.

Die vollständige Winkelabhängigkeit des diskutierten Zerfallsprozesses wird durch die
Helizitäts-Strukturfunktionen beschrieben, die in Abschnitt 4.3 angegeben wurden. Für
masselose Leptonen gibt es insgesamt drei unpolarisierte und fünf polarisierte Struktur-
funktionen, die beim Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein unpolarisiertes c-Quark
und ein virtuelles W -Boson benötigt werden. In diesem Kapitel werden die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung αs zu diesen Helizitäts-Strukturfunktionen
berechnet, die sowohl die Schleifenkorrekturen als auch die Bremsstrahlungsbeiträge bein-
halten. Darüberhinaus werden auch die Strahlungskorrekturen in O(αs) zur unpolarisierten
und polarisierten Strukturfunktion der skalaren Polarisation berechnet, die nur bei massi-
ven Leptonen eine Rolle spielt und in den Anwendungen auf hadronische Zerfälle in Kapitel
6 benötigt wird.

145
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Die Winkelverteilung des Zerfallsprozesses wird wie erwähnt in Kaskadenform beschrie-
ben. Daher ist es sinnvoll, den Zerfall b↑ → c + W− im Ruhesystem des b zu analysieren,
während der nachfolgende Zerfall des W -Bosons W− → l− + ν̄l im W -Ruhesystem ausge-
wertet wird. Nach Integration über die Winkelvariablen erhält man die differentielle Rate
dΓ/dq2 nach dem Impulsquadrat des W -Bosons, die nach nochmaliger Integration über
q2 die totale Zerfallsrate liefert. Die totale Zerfallsrate kann natürlich auch aus der diffe-
rentiellen Rate dΓ/dx nach der skalierten c-Energie, welche in Kapitel 3 diskutiert wurde,
berechnet werden, indem man über x integriert. Diese Integration ist für den Zerfall eines
polarisierten Myons in ein polarisiertes Elektron bereits durchgeführt worden [41] und kann
sofort auf den b-Zerfall übertragen werden, da beide Resultate dieselbe analytische Struk-
tur besitzen. Die q2-Integration der strahlungskorrigierten Helizitäts-Strukturfunktionen
ist jedoch im allgemeinen sehr schwierig und geht über den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
Allerdings ist es relativ leicht möglich, die totale Zerfallsrate in Bornscher Näherung zu
berechnen. Damit kann man das Resultat für den Born-Term aus Kapitel 3 mit dem aus
diesem Kapitel vergleichen.

Im Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein off-shell W -Boson und ein unpolarisiertes
c-Quark besitzt das W eine nichtverschwindende Polarisation, die durch eine sogenannte
Spin-Dichtematrix beschrieben werden kann. Die W -Polarisation geht in die Winkelver-
teilung des nachfolgenden Zerfalls des W in ein Lepton-Paar ein. Um den Zerfall eines
b-Quarks zu beschreiben, benötigt man drei unpolarisierte Strukturfunktionen, die die In-
formationen des unpolarisierten oder spingemittelten b-Quarks enthalten und die mit HU ,
HL und HF bezeichnet werden. Außerdem werden zusätzlich fünf polarisierte Struktur-
funktionen zur Beschreibung der Polarisation des b benötigt, die man mit HUP , HLP , HFP ,
HIP und HAP bezeichnet. Sie können mit Hilfe der Analyse der Spin-Impuls-Korrelationen
zwischen dem Polarisationsvektor des b-Quarks und den Impulsen seiner Zerfallsprodukte
gemessen werden. Für spätere Anwendungen auf hadronische Zerfälle in Kapitel 6 werden
außerdem die unpolarisierte und die polarisierte skalare Helizitäts-Strukturfunktion HS

und HSP benötigt.
In diesem Kapitel studieren wir die Impuls-Impuls– und die Spin-Impuls–Korrelationen

im Kaskaden-Zerfall b→ c+W−, gefolgt von W− → l−+ ν̄l. Die erste Stufe dieses Zerfalls
wird im Ruhesystem des b-Quarks ausgewertet, wo die Korrelation zwischen dem Spin
des b-Quarks und dem Impulsvektor des W -Bosons diskutiert wird. Im zweiten Schritt
untersuchen wir die Korrelation zwischen dem Impuls des geladenen Leptons und der
anfänglichen Richtung des W -Impulses im Ruhesystem des W -Bosons. Vom theoretischen
Standpunkt aus ist die Analyse in Form dieses Kaskaden-Zerfalls vorteilhaft, weil man
damit den longitudinalen Anteil des W -Bosons isolieren kann, welcher wichtig ist für das
Verständnis der elektroschwachen Symmetriebrechung im Standardmodell. Die Ergebnisse
der Analysen in beiden Bezugssystemen können durch einen Lorentz-Boost entlang der
Richtung des W -Impulses miteinander in Beziehung gesetzt werden, wobei die azimuthale
Winkelabhängigkeit dadurch nicht geändert wird.

Wir berechnen in diesem Kapitel für die Helizitäts-Strukturfunktionen die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten αs in
analytischer Form. Aufgrund des relativ großen Verhältnisses der Quarkmassen mc/mb ist
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es notwendig, die endliche c-Masse in den Berechnungen zu berücksichtigen. Unsere ana-
lytischen Resultate für den hadronischen Anteil können direkt mit denen des Topquark-
Zerfalls verglichen werden, wenn man die Ersetzungen pb ↔ pt, pc ↔ pb, sb ↔ st für die
Viererimpulse und den Polarisationsvektor durchführt. Der leptonische Anteil unterschei-
det sich durch das Vorzeichen des paritäts-verletzenden Anteils. Dies liegt daran, daß beim
Top-Zerfall anstelle eines W−- ein virtuelles W+-Boson auftritt, das in ein Neutrino und
ein geladenes Antilepton zerfällt. Die vollständige Analyse der Winkelverteilung des Top-
Zerfalls einschließlich der Berücksichtigung einer endlichen b-Masse ist in [59] angegeben,
deren Resultate für die Strukturfunktionen beim Vergleichen mit unseren Resultaten her-
angezogen werden können. Ein Teil der berechneten Strukturfunktionen kann mit bereits
existierenden Berechnungen einiger Spezialfälle oder Massengrenzwerte verglichen werden.
Beispielsweise ist die totale Rate in [60] mit endlicher b-Masse gerechnet worden. Weil das
Massenverhältnis mb/mt sehr klein ist, wurden einige der Helizitäts-Strukturfunktionen
bereits früher im Grenzfall mb → 0 berechnet [61], weil die Resultate für vernachlässigte
b-Masse eine bedeutend einfachere analytische Form annehmen. Sie können mit unseren
Resultaten für mc → 0 verglichen werden. Für den Top-Zerfall existieren auch analyti-
sche Resultate der totalen Rate [62, 63, 64] im Grenzfall verschwindender b-Masse, und es
wurden auch einige numerische Berechnungen für mb → 0 durchgeführt [65, 66, 67]. Auch
damit können unsere Resultate verglichen werden, wenn man die Masse des c-Quarks ver-
nachlässigt.

In den folgenden Abschnitten werden wir die kovarianten Helizitäts-Projektoren (4.44)
aus Kapitel 4 verwenden, um daraus die erwähnten unpolarisierten und polarisierten He-
lizitäts-Strukturfunktionen zu berechnen, welche die winkelabhängigen Koeffizienten der
Winkelverteilung des b-Zerfalls darstellen. Diese Projektoren können dazu verwendet wer-
den, die entsprechenden Helizitäts-Strukturfunktionen aus dem Hadron-Tensor herauszu-
projizieren. Das hat den Vorteil, daß man die Helizitäts-Strukturfunktionen direkt be-
rechnen kann und dabei aus dem Hadron-Tensor einen Skalar bildet, was die Integrati-
on der Bremsstrahlungs-Beiträge deutlich vereinfacht. Anschließend werden die Struktur-
funktionen zuerst in Bornscher Näherung berechnet, danach folgen die Berechnungen der
Einschleifen-Korrekturen sowie der Bremsstrahlungsbeiträge.

Am Ende dieses Kapitels werden die numerischen Resultate diskutiert. Anstelle der
Helizitäts-Strukturfunktionen kann man auch die reduzierten Raten (4.80) verwenden, die
auf die totale Zerfallsrate für masselose c-Quarks (3.32) normiert sind. Es wird der graphi-
sche Verlauf dieser Raten in Abhängigkeit des skalierten W -Impulsquadrates x2 diskutiert.
Außerdem wird auf den Einfluß der Strahlungskorrekturen auf die Bornschen Raten einge-
gangen.

5.2 Bornsche Näherung

Wir berechnen in diesem Abschnitt im Rahmen der QCD die Bornsche Näherung zu
den Helizitäts-Raten für den Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein c-Quark und ein
virtuelles W−-Boson. Dazu bestimmen wir aus der Übergangsamplitude die Helizitäts-
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Strukturfunktionen dieses Zerfallsprozesses für die unterschiedlichen Helizitäten des W -
Bosons, welche mit Hilfe der in Kapitel 4 definierten Helizitäts-Projektoren ausgerechnet
werden können. Die Raten erhält man aus den Strukturfunktionen durch Integration über
den Phasenraum der Teilchen im Endzustand und nachfolgender Multiplikation mit dem
Flußfaktor. Das Feynman-Diagramm, mit dessen Hilfe die Amplitude für den betrachteten
Zerfall berechnet wird, ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Abbildung 5.1: Feynman-Diagramm für das Matrixelement der Bornschen Näherung zum Zerfall
b→ c+W− eines Bottom-Quarks in ein Charm-Quark und ein virtuelles W -Boson

5.2.1 Übergangsamplitude und Helizitäts-Strukturfunktionen

Das Matrixelement für diesen Zerfallsprozeß ergibt sich aus den in Anhang A.8 angegebenen
Feynman-Regeln und lautet

M = ū(pc, sc)

[
−igw√

2
Vbcγµ

1− γ5

2

]
u(pb, sb) ε

∗µ(q) (5.1)

= −i gw√
8
Vbc ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ε

∗µ(q) ≡ −i gw√
8
VbcHµ ε

∗µ(q).

Der Hadron-Strom in Bornscher NäherungHµ ist derselbe wie in (3.4). Der dort auftretende
Lepton-Strom Lµ wird hier durch den W -Polarisationsvektor ε∗µ ersetzt. Das W -Boson ist
nicht auf der Massenschale, da die W -Masse wesentlich größer ist als die Massen von
b- und c-Quark. Die beiden Spinoren beschreiben das b- und das c-Quark, während der
Polarisationsvektor ε die Polarisation des auslaufenden W -Bosons angibt. Da das W− off-
shell ist, wird die quadrierte W -Masse M2

W durch das Quadrat des Impulses q2 ersetzt, das
Werte im kinematisch erlaubten Bereich 0 ≤ q2 ≤ (mb −mc)

2 annehmen kann.
Für die Übergangswahrscheinlichkeit ergibt sich nach Quadrieren des Matrixelementes

|M|2 =
g2
w

8
|Vbc|2 Hµν ε

∗µ(q) εν(q) (5.2)
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=
g2
w

8
|Vbc|2 ū(pc, sc) γµ (1− γ5)u(pb, sb) ū(pb, sb) (1 + γ5) γν u(pc, sc) ε

∗µ(q) εν(q).

Der Hadron-Tensor Hµν ist in Kapitel 3 durch (3.8) definiert worden. Der dort ebenfalls
angegebene Lepton-Tensor wird im hier vorliegenden Fall durch das Produkt der beiden
Polarisations-Vektoren ersetzt. In diesem Fall ist außerdem im Unterschied zu Kapitel 3 das
zerfallende b-Quark polarisiert, dessen Spin durch einen Spinvektor sb beschrieben wird.
Der Spin des c-Quarks wird nicht gemessen, so daß man die Summe über seine möglichen
Spinzustände bilden muß. Die Spineinstellung des virtuellen W kann neben einer longitu-
dinalen und zweier transversaler Richtungen eines physikalischen W -Bosons, das sich auf
der Massenschale befindet, zusätzlich einen skalaren Beitrag besitzen. Die Übergangswahr-
scheinlichkeit wird also über den Spin des c-Quarks summiert und das Ergebnis in einen
Ausdruck umgeschrieben, der durch eine Spur von Gamma-Matrizen ausgedrückt wird.
Man erhält für das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes

|M|2 ≡
∑
sc

|M|2 =
g2
w

8
|Vbc|2 H̄µν ε

∗µ(q) εν(q) (5.3)

mit dem spinsummierten Hadron-Tensor

H̄µν =
∑
sc

Hµν =
1

2
Sp [(p/c +mc) γµ (1− γ5) (p̄/b +mb) (1 + γ5 s/b) (1 + γ5) γν ]

=
1

2
Sp [(p/c +mc) γµ (1− γ5) (p/b −mb s/b) (1 + γ5) γν ] = Sp [p/c γµ p̄/b γν (1− γ5)]

= 4
[
p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν − gµν (p̄b · pc) + i εµνρσ p̄

ρ
b p

σ
c

]
, (5.4)

wobei p̄b = pb −mb sb gilt. Schreibt man den Hadron-Tensor nach (4.54) als eine Summe
eines spinunabhängigen und eines spinabhängigen Anteils, so ergibt sich für die beiden
Summanden

H0
µν = 4

[
pb,µ pc,ν + pc,µ pb,ν − gµν (pb · pc) + i εµνρσ p

ρ
b p

σ
c

]
HP
µν(sb) = − 4mb

[
sb,µ pc,ν + pc,µ sb,ν − gµν (sb · pc) + i εµνρσ s

ρ
b p

σ
c

]
. (5.5)

Der spinunabhängige und der spinabhängige Anteil des Hadron-Tensors können jeweils bei
der Berechnung der unpolarisierten und der polarisierten Helizitäts-Strukturfunktionen
herangezogen werden.

Vergleicht man den spinsummierten Hadron-Tensor (5.4) mit dem Resultat (3.11) aus
Kapitel 3, so stellt man fest, daß dort ein zusätzlicher Faktor 1/2 auftritt, der aus der
Mittelung über den Spin des b-Quarks kommt. Hier ist eine Mittelung nicht gegeben, da
man den b-Spin im Anfangszustand berücksichtigt und statt dessen den Spin des c-Quarks
als unbeobachtet betrachtet. Die unterschiedlichen Eigenschaften in Bezug auf den Spin
der Quarks zeigen sich dadurch, daß der spingemittelte Hadron-Tensor aus Kapitel 3 vom
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Vierervektor p̄c abhängt, der implizit den c-Spin enthält, während hier p̄b auftritt, das den
b-Spin enthält. Im Falle unpolarisierter Quarks sind beide Ausdrücke für H̄µν identisch.

Zur Berechnung der Helizitäts-Strukturfunktionen werden nun in (5.3) für das Produkt
der Polarisationsvektoren die Helizitäts-Projektoren (4.13) eingesetzt, welche bestimmte
Linearkombinationen aus Produkten der Polarisationsvektoren darstellen, die den unter-
schiedlichen Helizitäten zugeordnet sind. Man führt also im Matrixelement lediglich die Er-
setzung ε∗µ(q) εν(q)→ Pµν durch. Die Projektoren können entweder explizit in Abhängig-
keit der W -Polarisationsvektoren (4.13) oder auch in kovarianter Form (4.44) angegeben
werden. Mit Hilfe dieser Projektoren kann man dann das spinsummierte Betragsquadrat
des Matrixelementes für die verschiedenen Helizitäten in der Form

|M|2X =
g2
w

8
|Vbc|2 H̄µν Pµν

X =
g2
w

8
|Vbc|2 H̄X (5.6)

angeben, wobei die Definition (4.55) verwendet wurde. Der Index X = U,L, U+L, S, F, I, A
bezeichnet die unterschiedlichen Helizitäten. Für spätere Anwendungen in hadronischen
Zerfällen von B-Mesonen oder polarisierten Λb-Baryonen in Ds- oder D∗s-Mesonen, wel-
che in Kapitel 7 diskutiert werden, benötigt man nur die Raten zu den Helizitäten X =
U,L, S, I. Trotzden sollen hier der Vollständigkeit wegen auch die Helizitäts-Raten X =
F,A angegeben werden, welche zur vollständigen Beschreibung der Winkelverteilung für
den b-Quark-Zerfall in ein c-Quark und ein Paar masseloser Leptonen benötigt werden.
Außerdem wird die Summe der Helizitäten X = U +L aufgelistet, die bei der Berechnung
der totalen Rate auftritt und die auch bei der Diskussion der hadronischen Zerfälle in
Kapitel 7 eine Rolle spielt.

Nach Einsetzen des Hadron-Tensors (5.4) und der Projektoren (4.44) in den Ausdruck
für das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (5.6) ergibt sich für die unter-
schiedlichen Helizitäts-Strukturfunktionen

H̄U = 4 p̄b · pc +
8

q2
(p̄b · q) (pc · q)−

4

q2
z

{
− q2 p̄b · pc +

2

m2
b q

2
(pb · q)2 (p̄b · q) (pc · q)

+
1

m2
b

[
2 q2 (pb · p̄b) (pb · pc) + (pb · q)2 (p̄b · pc)

− 2 (pb · pc) (pb · q) (p̄b · q)− 2 (p̄b · pb) (pb · q) (pc · q)
]}

H̄L =
4

q2
z

{
− q2 p̄b · pc +

2

m2
b q

2
(pb · q)2 (p̄b · q) (pc · q)

+
1

m2
b

[
2 q2 (pb · p̄b) (pb · pc) + (pb · q)2 (p̄b · pc)

− 2 (pb · pc) (pb · q) (p̄b · q)− 2 (p̄b · pb) (pb · q) (pc · q)
]}

H̄U+L = 4 p̄b · pc +
8

q2
(p̄b · q) (pc · q)
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H̄S = − 4 p̄b · pc +
8

q2
(p̄b · q) (pc · q)

H̄F =
8

mb qz

[
(p̄b · q) (pb · pc)− (p̄b · pb) (pc · q)

]
H̄I =

4√
2 q2 mb qz

{
q2
[
(εx · pc) (p̄b · pb) + (εx · p̄b) (pb · pc)− (εx · pb) (p̄b · pc)

]
+ (εx · q) (pb · q) (p̄b · pc) − (εx · pc) (pb · q) (p̄b · q)− (εx · p̄b) (pb · q) (pc · q)

}

H̄A =
4√

2 q2 m2
b q

2
z

{
q2
[
m2
b (εx · pc) (p̄b · q)−m2

b (εx · p̄b) (pc · q)

− (εx · pb) (p̄b · q) (pb · pc) + (εx · pb) (p̄b · pb) (pc · q)
]

+ (pb · q)
[
(εx · q) (pb · pc) (p̄b · q)− (εx · pc) (pb · q) (p̄b · q)

− (εx · q) (p̄b · pb) (pc · q) + (εx · p̄b) (pb · q) (pc · q)
]}
. (5.7)

Der Spin des b-Quarks wird durch den Spinvektor sb beschrieben, der implizit in dem Vie-
rervektor p̄b = pb−mb sb enthalten ist. Der vom b-Spin unabhängige und der spinabhängi-
gen Anteil der Helizitäts-Strukturfunktionen H̄X ergeben sich durch Einsetzen der beiden
in (5.5) angegebenen Anteile des Hadron-Tensors anstelle von H̄µν in das spinsummierte
Betragsquadrat des Matrixelementes (5.6). Die Resultate für den spinunabhängigen und
den spinabhängigen Teil ergeben sich aus (5.7) jeweils durch Ersetzung von p̄b durch pb
oder −mb sb. Daraus können die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktionen
HX und HXP , welche in (4.56) definiert wurden, bestimmt werden, wenn man für den
Vierervektor sb den longitudinalen oder transversalen Spinvektor slb und stb verwendet.

Zur Auswertung der Skalarprodukte in (5.7) parametrisiert man die auftretenden Viere-
rimpulse in einem bestimmten Bezugssystem. Um die folgenden Berechnungen zu vereinfa-
chen, wählt man dazu das Ruhesystem des zerfallenden b-Quarks, weil dort die räumlichen
Komponenten des b-Impulses verschwinden und nur die 0-Komponente zu den Skalarpro-
dukten beiträgt. Den Impuls des W -Bosons wählt man zweckmäßigerweise so, daß er in
Richtung einer Koordinatenachse, zum Beispiel der z-Achse, zeigt. Der Impuls des c-Quarks
ergibt sich dann durch Verwendung der Energie-Impuls-Erhaltung aus den beiden anderen
Impulsen. Explizit kann man die Viererimpulse der betrachteten Teilchen in der Form

pb = (mb, 0, 0, 0) , q = (E, 0, 0, qz) , pc = pb − q = (mb − E, 0, 0,−qz) (5.8)

schreiben. Der Einheitsvektor εx und der Spinvektor des b-Quarks sind in (4.35) und (4.49)
parametrisiert worden, wobei der Spinvektor die Relationen pb · sb = 0 und s2

b = −1 erfüllt.
Wie bereits oben erwähnt wurde, bestimmt man die unpolarisierten und die polarisier-

ten Helizitäts-Strukturfunktionen durch die Relationen (4.56) unter Verwendung des spi-
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nunabhängigen und des spinabhängigen Anteils des Hadron-Tensors (5.5). Man ersetzt zur
Berechnung der polarisierten Strukturfunktionen HiP den Spinvektor sb durch den longitu-
dinalen und den transversalen Anteil slb und stb des Spinvektors bezüglich des W -Impulses,
deren parametrisierte Form in (4.51) angegeben wurde, und setzt sie in den spinabhängigen
Teil des Hadron-Tensors HP

µν ein. Wir werden im folgenden jedoch die Strukturfunktionen
H̄X angeben und dafür den allgemeinen Spinvektor sb = (0, sx, sy, sz) aus (4.49) verwen-
den, um explizit zu sehen, daß der polarisierte Teil dieser Strukturfunktionen proportional
zu den longitudinalen oder transversalen Komponenten des Spinvektors sx und sz ist. Mit
Hilfe der Parametrisierung des Spinvektors sb sowie der parametrisierten Viererimpulse
(5.8) erhält man für die Helizitäts-Strukturfunktionen (5.7) die Ergebnisse

H̄U = 4
[
m2
b +m2

c − q2 −
√
λ sz

]
H̄L =

2

q2

[ (
m2
b −m2

c

)2 − q2
(
m2
b +m2

c

)
+
(
m2
b −m2

c

)√
λ sz

]
H̄U+L =

2

q2

[ (
m2
b −m2

c

)2
+
(
m2
b +m2

c

)
q2 − 2

(
q2
)2

+
(
m2
b −m2

c − 2 q2
)√

λ sz

]
H̄S =

2

q2

[ (
m2
b −m2

c

)2 − q2
(
m2
b +m2

c

)
+
(
m2
b −m2

c

)√
λ sz

]
H̄F = − 4

[√
λ−

(
m2
b +m2

c − q2
)
sz

]
H̄I = − 2

√
λ√

2 q2
mb sx

H̄A =
2√
2 q2

mb

(
m2
b −m2

c − q2
)
sx. (5.9)

Die Funktion λ hängt von den Massen der Quarks und vom W -Impuls ab und ist definiert
durch

λ
(
m2
b ,m

2
c , q

2
)

= m4
b +m4

c +
(
q2
)2 − 2

(
m2
b m

2
c +m2

b q
2 +m2

c q
2
)
. (5.10)

Man erkennt, daß die Strukturfunktionen H̄X nur linear von den Spinkomponenten sx und
sz abhängen. Setzt man sx = 0 und sz = 0, so gehen die Strukturfunktionen H̄X in die in
(4.56) definierten unpolarisierten Strukturfunktionen HX über, während die Anteile von
H̄X , die proportional zu sx oder sz sind, durch die polarisierten Strukturfunktionen HXP

gegeben sind. Somit können die polarisierten und die unpolarisierten Strukturfunktionen
(4.56) auch direkt aus den Ergebnissen (5.9) abgelesen werden.

5.2.2 Phasenraum-Integration und Helizitäts-Raten

Nun integrieren wir das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (5.6) mit den
Helizitäts-Strukturfunktionen (5.7) über den Phasenraum und berechnen anschließend die
Raten für die verschiedenen Helizitäten X = U,L, U + L, S, F, I, A. Im vorliegenden Fall
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liegt ein Zweikörper-Zerfall vor, für den das infinitesimale Phasenraumelement durch

d(PS) := (2π)4 δ4(pb − pc − q)
d3~q

2E (2π)3

d3~pc
2Ec (2π)3

(5.11)

gegeben ist. Die auftretenden Energien sind durch die Massenschalenbedingung festgelegt:

E =
√
~q2 + q2 , Ec =

√
~pc

2 +m2
c .

Weil dasW -Boson aus kinematischen Gründen nicht auf der Massenschale ist, kann man die
Invariante q2 nicht durch M2

W ersetzen, sondern muß sie in den nachfolgenden Rechnungen
als variable Größe behandeln. Im Gegensatz dazu kann man beim Zerfall des t-Quarks das
W -Boson in guter Näherung als on-shell ansehen, so daß man dort q2 = M2

W setzen darf.
Die Zerfallsrate ergibt sich aus dem über den Phasenraum integrierten Betragsquadrat

des Matrixelementes durch Multiplikation mit dem Flußfaktor, der im b-Ruhesystem die
einfache Form

Φ =
1

2mb

hat. Damit kann die Zerfallsrate durch

dΓ =
1

32π2 mb

δ4(pb − pc − q) |M|2√
~q2 + q2

√
~p2
c +m2

c

d3~q d3~pc (5.12)

ausgedrückt werden. Um die totale Rate zu berechnen, muß dies über den gesamten Phasen-
raum integriert werden. Im ersten Schritt führt man die Integration über die Komponenten
des Impulses ~q aus, indem man den räumlichen Anteil der δ-Funktion ausintegriert. Man
erhält

dΓ =
1

32π2 mb

δ(mb −
√
~p2
c +m2

c −
√
~p2
c + q2) |M|2√

~p2
c + q2

√
~p2
c +m2

c

d3~pc. (5.13)

Die Integration über die δ-Funktion führte zu der Ersetzung

~q = ~pb − ~pc = −~pc

im b-Ruhesystem. Zur weiteren Auswertung des Integrals schreibt man das verbliebene In-
tegrationselement d3~pc über die drei Komponenten des Impulsvektors in Kugelkoordinaten
gemäß

d3~pc = |~pc|2 d|~pc| dΩc.

Da der Integrand nicht vom Raumwinkelelement dΩc abhängt, ergibt die Integration einen
Faktor 4π, und man braucht nur die Integration des Impulsbetrages auszuführen. Dazu
schreibt man die verbliebene δ-Funktion mit Hilfe der Identität

δ(f(x)) =
∑
i

1

|f ′(x0,i)|
δ(x− x0,i) (5.14)
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um, wo x0,i die Nullstellen der Funktion f(x) und f ′(x) deren Ableitung bezeichnen. Be-
nutzt man noch die Substitution

|~pc| =
√
E2
c −m2

c , |~pc| d|~pc| = Ec dEc,

so kann man die Integration in folgender Weise durchführen:

Γ =
1

32π2 mb

∫ ∞
0

d|~pc| |~pc|2
∫
dΩc

δ
(
mb −

√
~p2
c +m2

c −
√
~p2
c + q2

)
|M|2√

~p2
c + q2

√
~p2
c +m2

c

=
1

8πmb

∫ ∞
mc

dEc

√
E2
c −m2

c√
E2
c −m2

c + q2
δ
(
mb − Ec −

√
E2
c −m2

c + q2
)
|M|2

=

√
λ

16πm3
b

|M|2. (5.15)

Die λ-Funktion ist durch (5.10) gegeben. Die Funktion im Argument der δ-Funktion ist

f(Ec) = mb − Ec −
√
E2
c −m2

c + q2,

die für positive Energie eine Nullstelle bei

Ec,0 =
m2
b +m2

c − q2

2mb

hat. Der Betrag ihrer Ableitung ist

|f ′(Ec)| ≡
∣∣∣∣ ddEc f(Ec)

∣∣∣∣ =
Ec +

√
E2
c −m2

c + q2√
E2
c −m2

c + q2
,

woraus sich nach Einsetzen der Nullstelle

|f ′(Ec,0)| = 2m2
b

m2
b −m2

c + q2

ergibt. Die Nullstelle Ec,0 ergibt den physikalischen Wert der c-Energie, daraus läßt sich
mit der Energie- und Impulserhaltung die Energie des W -Bosons E berechnen. Damit ist

Ec =
m2
b +m2

c − q2

2mb

, E =
m2
b −m2

c + q2

2mb

. (5.16)

Die Energie-Impulserhaltung legt also zusammen mit der Massenschalenbedingung die
Energien und Impulse der Teilchen im Endzustand fest. Man kann sie somit durch die
verschiedenen Teilchenmassen ausdrücken.
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5.2.3 Analytische Resultate der Helizitäts-Raten

Setzt man das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes (5.6) in die Rate (5.15)
ein und verwendet die Helizitäts-Strukturfunktionen (5.9), so erhält man die entsprechen-
den Raten für die unterschiedlichen Helizitäten X = U,L, U+L, S, F, I, A. Verwendet man
die Relationen (4.57), um die Strukturfunktionen in einen vom b-Spin unabhängigen und
einen spinabhängigen Anteil aufzuspalten, so ergeben sich die zugehörigen unpolarisierten
und die polarisierten Helizitäts-Raten durch Einsetzen von HX oder HXP anstelle von H̄X

in die Rate (5.15). Das Ergebnis kann man etwas vereinfachen, indem man wie in Kapitel
3 eine Skalierung mit der b-Masse

x =

√
q2

mb

, y =
mc

mb

, |~q| = mb

2

√
λ (5.17)

verwendet, wobei die Funktion λ nun von den skalierten Massen abhängt und durch

λ(1, x2, y2) = 1 + x4 + y4 − 2 (x2 + y2 + x2 y2) (5.18)

definiert ist. Nach der Umrechnung der schwachen Kopplungskonstanten auf die Fermi-
konstante GF = g2

w

√
2/(8M2

W ) läßt sich das Ergebnis in der folgenden kompakten Weise
darstellen:

Γ
(Born)
X =

GF M
2
W mb

√
λ

8
√

2π
|Vbc|2 BX , (5.19)

wenn man BX = HX/(2m
2
b) setzt. Der Index X läuft nun zur Vereinfachung der Notation

sowohl über die unpolarisierten als auch über die polarisierten Helizitäten. Die mit der
b-Masse skalierten Strukturfunktionen BX in Bornscher Näherung sind durch

BU = 2
(
1− x2 + y2

)
, BUP = − 2

√
λ (5.20)

BL =
1

x2

[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
, BLP =

1

x2

(
1− y2

)√
λ

BU+L =
1

x2

[
λ+ 3x2

(
1− x2 + y2

) ]
, BUP+LP =

1

x2

(
1− 2x2 − y2

)√
λ

BS =
1

x2

[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
, BSP =

1

x2

(
1− y2

)√
λ

BF = − 2
√
λ , BFP = 2

(
1− x2 + y2

)
BI = 0 , BIP =

−
√
λ√

2x

BA = 0 , BAP =
1√
2x

(
1− x2 − y2

)
gegeben. Durch Summation der beiden Beiträge X = U + L kann daraus die Rate für ein
unpolarisiertes W -Boson für den Zerfall b→ c+W− berechnet werden. Sie lautet

Γ
(Born)
U+L =

GF M
2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2

√
λBU+L
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=
GF M

2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2

√
λ

x2

[ (
1− y2

)2
+
(
1 + y2

)
x2 − 2x4

]
. (5.21)

Mit der Definition (4.80) der reduzierten Raten kann man die Bornsche Strukturfunktion
BU+L in die Beziehung (4.82) für die einfach differentielle Zerfallsrate einsetzen, um nach
einer Integration über x2 die totale Zerfallsrate eines b-Quarks in ein c-Quark und ein Paar
masseloser Leptonen in Bornscher Näherung zu erhalten. Andererseits ergibt sich dieselbe
totale Bornsche Zerfallsrate aus den Resultaten (3.30) der differentiellen Zerfallsraten in
Kapitel 3, indem man ihre Summe über die Variable x integriert. Auf diese Weise kann
man überprüfen, ob sich für beide Rechenwege dieselben Resultate für die totale Zerfallsrate
ergeben. Nach Ausführung der Integrationen erhält man

Γ = 2 Γb

∫ 1+y2

2 y

dx β xG
(Born)
0 (x) = 2 Γb

∫ (1−y)2

0

dx2 x2
√
λBU+L(x2)

= Γb

[ (
1− y4

) (
1− 8 y2 + y4

)
− 24 y2 ln(y)

]
(5.22)

und stellt somit eine Übereinstimmung beider Resultate fest.
Man kann die Resultate für die Strukturfunktionen in Bornscher Näherung (5.20) mit

den entsprechenden Ergebnissen des Top-Zerfalls in [59] vergleichen. Im Falle nichtver-
schwindender b-Masse findet man exakte Übereinstimmung. Die Helizitäts-Strukturfunk-
tionen BL und BLP sind identisch mit BS und BSP . Diese Gleichheit ist eine Folge der
Dynamik der Born-Terme und ist im allgemeinen Falle nicht mehr gültig, insbesondere
auch für die Strahlungskorrekturen in erster Ordnung αs, die in den nächsten Abschnitten
diskutiert werden.

Im Grenzfall verschwindender c-Masse, der allerdings für den b-Zerfall keine gute Nähe-
rung ist, kann man einige einfache Relationen zwischen den unpolarisierten und den polari-
sierten Strukturfunktionen BX und BXP erkennen. Es gilt nämlich BX = BXP für X = L, S
und BX = −BXP für X = U . Diese Eigenschaften resultieren aus der Tatsache, daß ein
masseloses c-Quark, das an einem (V - A)-Vertex auftritt, nur linkshändig sein kann. Aus
der Erhaltung der Drehimpulses erhält man für die Helizitäten der Quarks und des W -
Bosons λb = λW − λc. Daraus ergibt sich mit λc = −1/2 die Bedingung λb − λW = 1/2.
Das führt dazu, daß nur die beiden Helizitäts-Konfigurationen (λb = −1/2, λW = −1) und
(λb = +1/2, λW = 0) nichtverschwindende Beiträge liefern. Diese einfachen Relationen
sind im Falle der Bremsstrahlungs-Korrekturen auch für masselose c-Quarks wegen der
zusätzlichen Emission eines reellen Gluons nicht mehr gültig.

5.3 QCD-Einschleifen-Korrekturen

In diesem Abschnitt werden wir die Schleifenkorrekturen in erster Ordnung der Störungs-
theorie zu den im letzten Abschnitt berechneten Helizitäts-Raten des Zerfalls b→ c+W−

bestimmen. Es gibt drei Diagramme, die zu diesem Prozeß beitragen. Sie sind in Abbil-
dung 5.2 dargestellt. Wie wir in Kapitel 3.3 gesehen haben, sind die Schleifendiagramme
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divergent und müssen renormiert werden. Dazu rechnet man die regularisierte Vertexkor-
rektur aus und multipliziert sie mit einem Faktor Z

−1/2
2 für jede äußere Quarklinie. Dieser

Faktor kann, wie in Kapitel 3 gezeigt wurde, aus der Ableitung des Selbstenergie-Beitrages
berechnet werden.

Abbildung 5.2: Feynman-Diagramme für die Einschleifen-Korrekturen zum Zerfall b→ c+W−

5.3.1 Matrixelemente und Übergangsraten

Wir beginnen mit der Berechnung des Matrixelementes für die Vertexkorrektur. Aus dem
Diagramm (c) in Abbildung 5.2 ergibt sich aus den im Anhang A.8 angegebenen Feynman-
Regeln und mit der Definition der Vertexfunktion Λµ aus (3.37)

M = −i gw√
8
Vbc ū(pc, sc) Λµ u(pb, sb) ε

∗µ. (5.23)
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Der Hadron-Strom ist derselbe wie in (3.36), der dort auftretende Lepton-Strom wird wie
im Falle der Bornschen Übergangsamplitude durch den Polarisations-Vektor ε∗µ des W -
Bosons ersetzt.

Der unrenormierte Vertex Λµ, der bei der Integration über den Schleifenimpuls UV -
Divergenzen liefert, wurde bereits in Kapitel 3 im Abschnitt 3.3 ausführlich diskutiert. Das
Resultat kann daher aus (3.67) übernommen werden. Die Durchführung der Renormierung
ist in Abschnitt 3.3.3 explizit vorgestellt worden und kann ebenfalls unverändert übernom-
men werden. Es wurde gezeigt, daß der renormierte Vertex in der Form (3.119) geschrieben
werden kann. Die Entwicklungskoeffizienten sind in (3.120) angegeben.

Das renormierte Matrixelement in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten
αs ergibt sich aus dem Bornschen Matrixelement und dem Beitrag aus dem renormierten
Vertex:

M = −i gw√
8
Vbc ū(pc, sc) [γµ (1− γ5) + Γµ]u(pb, sb) ε

∗µ = −i gw√
8
VbcHµ ε

∗µ. (5.24)

Der Hadron-Strom Hµ wurde bereits in Kapitel 3 eingeführt und ist in (3.130) definiert,
wobei der Vertex in der Form (3.128) und (3.127) geschrieben wird. Die Übergangswahr-
scheinlichkeit erhält man aus dem MatrixelementM durch Bildung des Betragsquadrates

|M|2 =
g2
w

8
|Vbc|2 ū(pc, sc) [γµ (1− γ5) + Γµ]u(pb, sb) (5.25)

× ū(pb, sb)
[
(1 + γ5) γν + Γ̄ν

]
u(pc, sc) ε

∗µ εν =
g2
w

8
|Vbc|2 Hµν ε

∗µ εν ,

wobei der Hadron-Tensor ebenfalls in Kapitel 3 definiert wurde. Er ist durch (3.133) und
(3.134) gegeben. Im Gegensatz zu Kapitel 3 wird hier nicht der Spin des c-Quarks, son-
dern der des b-Quarks beobachtet. Deshalb wird |M|2 nicht über den b-Spin gemittelt,
sondern über den Spin des c-Quarks summiert. In O(αs) ergibt sich für das spinsummierte
Betragsquadrat des Matrixelementes

|M|2 =
∑
sc

|M|2 =
g2
w

8
|Vbc|2 H̄µν ε

∗µ εν (5.26)

=
g2
w

8
|Vbc|2

{
Sp [p/c γµ p̄/b γν (1− γ5)]

+
1

2
Sp [(p/c +mc) Γµ (p/b +mb) (1− s/b) (1 + γ5) γν ]

+
1

2
Sp
[
(p/c +mc) γµ (1− γ5) (1− s/b) (p/b +mb) Γ̄ν

] }
ε∗µ εν +O(α2

s)

mit der Definition p̄b = pb − mb sb. Der spinsummierte Hadron-Tensor ist ähnlich wie in
(3.140) durch

H̄µν =
∑
sc

Hµν (5.27)
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gegeben. Teilt man das Ergebnis in einen Bornschen Anteil und einen Einschleifen-Beitrag
auf, so kann man den spinsummierten Hadron-Tensor in der Form

H̄µν = H̄(0)
µν +

αs
4π

CF H̄
(1)
µν (5.28)

schreiben. Hier wurde die gleiche Notation wie in Kapitel 3 benutzt, indem der Hadron-
Tensor der Bornschen Näherung mit dem Index 0 und der Hadron-Tensor für die Ein-
schleifen-Korrekturen mit 1 gekennzeichnet wird. Der explizite Ausdruck für den Bornschen
Hadron-Tensor ist durch (5.4) gegeben. Der strahlungskorrigierte Hadron-Tensor lautet

H̄(1)
µν =

1

2
Sp
{

(p/c +mc) [Γµ (p/b +mb) (1− s/b) (1 + γ5) γν

+ γµ (1− γ5) (1− s/b) (p/b +mb) Γ̄ν
] }

= 4 gµν [mbmc (A1 − A4)− (p̄b · pc) (A1 + A4)]

+ 4 [mc (A2 + A5) + (pc · sb) (A2 − A5)] pb,µ pb,ν

+ 4 [(A1 + A4) (p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν) +mb (A3 − A6) pc,µ pc,ν ]

+ 2 [mb (A2 − A5) +mc (A3 + A6) + (A3 − A6) (pc · sb)] (pb,µ pc,ν + pc,µ pb,ν)

− 2 [mbmc (A3 + A6) + (A3 − A6) (pb · pc)] (pc,µ sbν + sbµ pc,ν)

− 2 [mbmc (A2 + A5) + (A2 − A5) (pb · pc)] (pb,µ sbν + sbµ pb,ν)

+ 4i [(A1 + A4) εµνρσ p̄
ρ
b p

σ
c − (A1 − A4)mc εµνρσ p

ρ
b s

σ
b ]

− 2i [(A2 − A5) pb,µ + (A3 − A6) pc,µ] ενρστ p
ρ
b p

σ
c s

τ
b

+ 2i [(A2 − A5) pb,ν + (A3 − A6) pc,ν ] εµρστ p
ρ
b p

σ
c s

τ
b . (5.29)

Er hat dieselbe Form wie in (3.142), hängt aber nicht vom Spin des c-Quarks, sondern
vom b-Quark–Spin ab. Außerdem tritt hier ein zusätzlicher Faktor 2 auf, weil nicht über
den b-Spin gemittelt wird. Für unpolarisierte Quarks sind die beiden Ausdrücke für den
Hadron-Tensor identisch.

Für die Berechnung der verschiedenen Helizitäts-Strukturfunktionen wird im spinsum-
mierten Betragsquadrat des Matrixelementes (5.26) wieder die Ersetzung ε∗µ εν → P µν

durchgeführt, also das Produkt der Polarisationsvektoren durch die zugehörigen Helizitäts-
Projektoren ersetzt. Man erhält damit

|M|2X =
g2
w

8
|Vbc|2

[
H̄(0)
µν +

αs
4π

CF H̄
(1)
µν

]
Pµν
X , (5.30)

wobei der Index X = U,L, U + L, S, F, I, A die unterschiedlichen Helizitäten bezeichnet,
welche bereits bei der Diskussion der Bornschen Näherung betrachtet wurden. Der erste
Term, der den Hadron-Tensor H̄

(0)
µν enthält, ist der Born-Term (5.6), während der Anteil

proportional zu H̄
(1)
µν den Beitrag für die Einschleifenkorrekturen beschreibt. In Analogie
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zum spinsummierten Matrixelement (5.6) in Bornscher Näherung kann man die Kontrak-
tion des Hadron-Tensors mit den Helizitäts-Projektoren mit H̄X abkürzen und erhält

|M|2X =
g2
w

8
|Vbc|2

[
H̄

(0)
X +

αs
4π

CF H̄
(1)
X

]
. (5.31)

Hier bezeichnet H̄
(0)
X die Bornschen Helizitäts-Strukturfunktionen und H̄

(1)
X die zugehörigen

strahlungskorrigierten Strukturfunktionen. Verwendet man die Darstellungen des Hadron-
Tensors (5.4) und der Helizitäts-Projektoren (4.44), so ergeben sich für H̄

(0)
X die expliziten

Ausdrücke (5.7). Ebenso kann man mit Hilfe des Hadron-Tensors (5.29) Ausdrücke für die

H̄
(1)
X erhalten, welche hier jedoch wegen ihrer Länge nicht explizit angegeben werden sollen.

Als nächstes werten wir die Skalarprodukte aus, indem wir die parametrisierten Vierer-
impulse (5.8) und den b-Spinvektor (4.49) einsetzen. Für die Bornsche Näherung hatten wir

das Resultat (5.9) erhalten. Die analogen Ergebnisse für den korrigierten Anteil H̄
(1)
µν kann

man als Linearkombination der Entwicklungskoeffizienten Ai schreiben. Deren Vorfaktoren
hängen nur von den Massen der Quarks und vom Impulsquadrat q2 des W -Bosons ab. Man
erhält für die unterschiedlichen Helizitäten

H̄
(1)
U = 4

{[
(mb −mc)

2 − q2
]
A1 −

[
(mb +mc)

2 − q2
]
A4 − (A1 − A4)

√
λ sz

}

H̄
(1)
L =

1

q2

{
2 (mb +mc)

2
[
(mb −mc)

2 − q2
]
A1 + (mb +mc)λ (A2 + A3)

− 2 (mb −mc)
2
[
(mb +mc)

2 − q2
]
A4 + (mb −mc)λ (A5 + A6)

}
+

√
λ

q2

{
2
(
m2
b −m2

c

)
A1 + (mb −mc)

[
(mb +mc)

2 − q2
]

(A2 + A3)

− 2
(
m2
b −m2

c

)
A4 + (mb +mc)

[
(mb −mc)

2 − q2
]

(A5 + A6)

}
sz

H̄
(1)
U+L =

1

q2

{
2
[
(mb −mc)

2 − q2
] [

(mb +mc)
2 + 2 q2

]
A1 + (mb +mc)λ (A2 + A3)

− 2
[
(mb +mc)

2 − q2
] [

(mb −mc)
2 + 2 q2

]
A4 + (mb −mc)λ (A5 + A6)

}
+

√
λ

q2

{
2
(
m2
b −m2

c − 2 q2
)
A1 + (mb −mc)

[
(mb +mc)

2 − q2
]

(A2 + A3)

− 2
(
m2
b −m2

c − 2 q2
)
A4 + (mb +mc)

[
(mb −mc)

2 − q2
]

(A5 + A6)

}
sz

H̄
(1)
S =

1

q2

{
2 (mb −mc)

2
[
(mb +mc)

2 − q2
]
A1
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+ (mb −mc)
[
(mb +mc)

2 − q2
] [

(m2
b −m2

c + q2)A2 + (m2
b −m2

c − q2)A3

]
− 2 (mb +mc)

2
[
(mb −mc)

2 − q2
]
A4

+ (mb +mc)
[
(mb −mc)

2 − q2
] [

(m2
b −m2

c + q2)A5 + (m2
b −m2

c − q2)A6

]}
+

√
λ

q2

{
2
(
m2
b −m2

c

)
A1 + (mb +mc)

[
(m2

b −m2
c + q2)A2 + (m2

b −m2
c − q2)A3

]
− 2

(
m2
b −m2

c

)
A4 + (mb −mc)

[
(m2

b −m2
c + q2)A5 + (m2

b −m2
c − q2)A6

]}
sz

H̄
(1)
F = 4 (A1 − A4)

√
λ+ 4

{
−
[
(mb −mc)

2 − q2
]
A1 +

[
(mb +mc)

2 − q2
]
A4

}
sz

H̄
(1)
I = −

√
λ

8 q2

{
4mbA1 +

[
(mb +mc)

2 − q2
]

(A2 + A3)

− 4mbA4 +
[
(mb −mc)

2 − q2
]

(A5 + A6)

}
sx

H̄
(1)
A = − 1√

8 q2

{
4 (mb +mc)

[
(mb −mc)

2 − q2
]
A1 + λ (A2 + A3)

− 4 (mb −mc)
[
(mb +mc)

2 − q2
]
A4 + λ (A5 + A6)

}
sx. (5.32)

Aus diesen Ergebnissen kann man die unpolarisierten und die polarisierten Helizitäts-
Strukturfunktionen ablesen. Man erkennt auch hier, daß die polarisierten Strukturfunk-
tionen proportional zu der longitudinalen oder transversalen Komponente sx und sz des
Spinvektors sb sind. Die unpolarisierten Strukturfunktionen ergeben sich aus H̄

(1)
X durch

sx = 0 und sz = 0. Man kann die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktio-
nen auch direkt mit Hilfe der Definition (4.56) berechnen, indem man den Hadron-Tensor
(5.29) in einen spinunabhängigen und einen spinabhängigen Anteil aufspaltet, wobei der
spinabhängige Teil alle Terme enthält, die von sb abhängen, und der spinunabhängige Teil
durch die übrigen Terme gegeben ist. Anstelle des Spinvektors sb setzt man dann den lon-
gitudinalen oder den transversalen Spinvektor (4.53) ein. Die Strukturfunktionen für die

Schleifenkorrekturen H̄
(1)
X können dann auch durch die unpolarisierten und die polarisierten

Strukturfunktionen ausgedrückt und in der Form (4.57) geschrieben werden.

5.3.2 Phasenraum-Integration und analytische Resultate

Die Phasenraumintegration ist dieselbe wie bei der Bornschen Zerfallsrate und kann daher
aus (5.11) übernommen werden. Dort wurde auch gezeigt, wie die Integration durchgeführt
wird und wie man daraus die Zerfallsrate berechnet. Das Ergebnis wurde in (5.15) ange-
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geben und lautet

Γ =

√
λ

16πm3
b

|M|2.

Setzt man in diesen Ausdruck das spinsummierte Betragsquadrat des Matrixelementes
aus (5.31) ein, so erhält man die korrigierte Rate bis einschließlich erster Ordnung in

αs. Der Term, welcher H̄
(0)
X enthält, ergibt die Bornsche Näherung. Der Anteil für die

Schleifenkorrekturen, der mit Hilfe von H̄
(1)
X berechnet wird, lautet nach Umrechnung GF =

g2
w

√
2/(8M2

W ) der schwachen Kopplungskonstanten auf die Fermi-Konstante

Γ
(1)
X =

M2
W GF

16
√

2πm3
b

√
λ |Vbc|2 ×

αs
4π

CF H̄
(1)
X . (5.33)

Nach Einsetzen von (5.32) ergeben sich die Raten für die verschiedenen Helizitäten in
Abhängigkeit der Entwicklungskoeffizienten Ai. Zur weiteren Auswertung benutzt man die
Relation (3.125), um A4 durch A1 auszudrücken. Für die übrigen infrarot-endlichen Koef-
fizienten A2, A3, A5 und A6 verwendet man die expliziten Ausdrücke (3.120), in denen nur
noch zwei verschiedene Logarithmen auftreten. Dann enthalten die Raten nur noch diese
beiden Logarithmen und den Koeffizienten A1. Mit Hilfe der Relationen (4.57) können die

Strukturfunktionen H̄
(1)
X durch die unpolarisierten und die polarisierten Strukturfunktio-

nen ausgedrückt werden, und die entsprechenden Helizitäts-Raten erhält man, indem man
in (5.33) die H̄

(1)
X durch H

(1)
X oder H

(1)

XP ersetzt.
Schließlich skaliert man die Ergebnisse für die Raten nach (5.17) mit der b-Masse und

verwendet den Farbfaktor CF = 4/3. Dann lassen sich die Resultate der Helizitäts-Raten
für die Schleifenkorrekturen in folgender Form schreiben

Γ
(1)
X =

GF M
2
W mb

√
λ

8
√

2π
|Vbc|2 ×

αs
3π

RX , (5.34)

wenn man RX = HX/(2m
2
b) definiert. Der Index X läuft zur Vereinfachung wieder über die

unpolarisierten und die polarisierten Helizitäten. Die skalierte Funktion λ ≡ λ(1, x2, y2) ist
durch (5.18) definiert. Die dimensionslosen Helizitäts-Strukturfunktionen RX sind gegeben
durch

RU = − 2

{
2
(
1− x2 + y2

)
A0 +

2

x2

(
1− y2

) (
1− x2 + y2

)
ln(y)

− 1

x2

√
λ
(
1− 3x2 + y2

)
ln(w1)

}

RUP = 2

{
2
√
λA0 +

2

x2

√
λ
(
1− y2

)
ln(y)−

[
λ

x2
− 2

(
1− x2 + y2

)]
ln(w1)

}
sz

RL = − 2

x2

{[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
A0 +

(
1− y2

) (
1− x2 + y2

)
ln(y)
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+
√
λ
(
1 + y2

)
ln(w1)

}

RLP = − 2

x2

{√
λ
(
1− y2

)
A0 +

√
λ
(
1 + y2

)
ln(y)

+
(
1− y2

) (
1− x2 + y2

)
ln(w1)

}
sz

RU+L = − 2

x2

{[
λ+ 3x2

(
1− x2 + y2

) ]
A0 + 3

(
1− y2

) (
1− x2 + y2

)
ln(y)

+ 3x2
√
λ ln(w1)

}

RUP+LP = − 2

x2

{√
λ
(
1− 2x2 − y2

)
A0 −

√
λ
(
1− 3 y2

)
ln(y)

+
[
λ+

(
1− 2x2 − y2

) (
1− x2 + y2

) ]
ln(w1)

}
sz

RS = − 2

x2

{[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

)]
(A0 − 2)

−
(
1− y2

) [2λ

x2
−
(
1− x2 + y2

)]
ln(y) +

1

x2

√
λ
(
1− y2

)2
ln(w1)

}

RSP = − 2

x2

{√
λ
(
1− y2

)
(A0 − 2)−

√
λ

[
2λ

x2
+
(
1− 2x2 + y2

)]
ln(y)

+
(
1− y2

) [ λ
x2

+
(
1− x2 + y2

)]
ln(w1)

}
sz

RF = 2

{
2
√
λA0 +

2

x2

√
λ
(
1− y2

)
ln(y)− 1

x2

[
λ− 2x2

(
1− x2 + y2

) ]
ln(w1)

}

RFP = − 2

{
2
(
1− x2 + y2

)
A0 +

2

x2

(
1− y2

) (
1− x2 + y2

)
ln(y)

− 1

x2

√
λ
(
1− 3x2 + y2

)
ln(w1)

}
sz

RI = 0

RIP =
1√
2x

{
2
√
λA0 +

1

x2

√
λ
(
1 + x2 − y2

)
ln(y)
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−
[
λ

2x2
− 2

(
1− x2 + y2

)]
ln(w1)

}
sx

RA = 0

RAP = − 1√
2x

{
2
(
1− x2 − y2

)
A0 +

1

x2

[
λ+ 2x2

(
1− x2 + 3 y2

) ]
ln(y)

−
√
λ

2x2

(
1− 5x2 − y2

)
ln(w1)

}
sx. (5.35)

Die auftretende Funktion A0 geht durch die Relation (3.148) aus A1 hervor. Diese Definition
erlaubt es, einige der Koeffizienten von ln(w1) in den analytischen Ausdrücken (5.35) etwas
zu vereinfachen. Obwohl diese Vereinfachungen nicht für alle RX zutreffen, soll A0 hier
trotzdem eingeführt werden, um eine gewisse Konsistenz mit den Resultaten (3.154) aus
Kapitel 3 herzustellen. Außerdem gilt A0 > 0 im gesamten kinematisch erlaubten Bereich
0 ≤ x ≤ 1− y für die Variable x. In Abhängigkeit der skalierten Größen (5.17) lautet die
Funktion A0 explizit

A0 =
1− x2 + y2

√
λ

{
− 2 Li2(1− w2) + 2 Li2(1− w3)− ln(w1) ln

( y
Λ2

)
− ln

[
1

2

(
1− x2 + y2 +

√
λ
)]

ln(w2 w3)

}
− 2

[
ln
( y

Λ2

)
− 2
]
. (5.36)

Die auftretenden Abkürzungen sind definiert durch

w1 =
1− x2 + y2 −

√
λ

1− x2 + y2 +
√
λ
, w2 =

1 + x2 − y2 −
√
λ

1 + x2 − y2 +
√
λ
, w3 =

1− x2 − y2 −
√
λ

1− x2 − y2 +
√
λ
,

(5.37)

und die skalierte Gluonmasse ist durch Λ = m/mb gegeben.
Die Strukturfunktionen RX beschreiben den unpolarisierten Anteil, während RXP den

polarisierten Anteil der Helizitäts-Raten darstellen. Diese Strukturfunktionen enthalten
ausschließlich Beiträge zu Einschleifenkorrekturen der Zerfallsrate. Zusammen mit dem
Bornschen Resultat (5.19) ergeben sich die korrigierten Strukturfunktionen

Γ
(αs)
X = Γ

(Born)
X + Γ

(1)
X

bis einschließlich erster Ordnung in der starken Kopplungskonstanten αs.

5.4 Gluon-Bremsstrahlung in O(αs)

Nachdem nun die Schleifenkorrekturen zum Zerfall des b-Quarks in erster Ordnung der
Störungstheorie berechnet wurden, sind noch die Bremsstrahlungsbeiträge zu bestimmen.
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Die Rechnung ist analog zu der in Kapitel 3.4, wobei der dort vorkommende Lepton-Tensor
in den nun folgenden Resultaten durch die Polarisationsvektoren des W -Bosons oder die
kovarianten Projektoren ersetzt wird. Es gibt zwei Diagramme, die zur Amplitude des
Bremsstrahlungsprozesses beitragen. Sie sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

Abbildung 5.3: Feynman-Diagramme für die Bremsstrahlungs-Korrekturen zum Zerfall b →
c+W− + g

5.4.1 Matrixelemente und Übergangsrate

Das Übergangs-Matrixelement ergibt sich aus den in Anhang A.8 angegebenen Feynman-
Regeln und sieht folgendermaßen aus:

M =
−i gw
4
√

2
Vbc gs λ

a ū(pc, sc)

[
γµ (1− γ5)

p/b − k/ +mb

(pb − k)2 −m2
b

γρ (5.38)

+ γρ
p/c + k/ +mc

(pc + k)2 −m2
c

γµ (1− γ5)

]
u(pb, sb) ε

∗ρ(k) ε∗µ(q).

Unter Benutzung der Massenschalenbedingung lassen sich die Nenner der auftretenden Pro-
pagatoren vereinfachen. Außerdem kann man mit Hilfe der Clifford-Algebra für Gamma-
Matrizen die Propagatorzähler in einer Weise umschreiben, daß die Spinoren der äußeren
Teilchen auf die entsprechenden Impulsvektoren wirken, so daß man sie durch Anwendung
der Dirac-Gleichung auf eine einfachere Gestalt bringen kann. Man erhält

M =
i gw√

8
Vbc

(gs
4
λa
)
ū(pc, sc)

[
1

pb · k
γµ (2 pb,ρ − k/ γρ)−

1

pc · k
(2 pc,ρ − k/ γρ) γµ

]
× (1− γ5)u(pb, sb) ε

∗ρ(k) ε∗µ(q)

=
i gw√

8
Vbc

(gs
4
λa
)
H(g)
µ ε∗µ(q), (5.39)
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wobei H
(g)
µ der in (3.160) definierte Hadron-Strom ist. Der Unterschied zu der Über-

gangsamplitude in Kapitel 3 besteht, wie auch beim Born-Term und den Einschleifen-
Rechnungen, in der Ersetzung des Lepton-Stromes durch den Polarisations-Vektor des W−.
Da die Strahlungskorrekturen nur in dem hadronischen Anteil enthalten sind, kann man
aus dem Ergebnis für das Betragsquadrat des Matrixelementes (3.161) den Hadron-Tensor
(3.162) übernehmen. Dann ist

|M|2 =
g2
w

8
|Vbc|2

(
1

16
g2
s λ

aλa

)
H(g)
µν ε

∗µ(q) εν(q). (5.40)

Anschließend summiert man über den Spin des c-Quarks und bildet die Polarisationssumme
(3.163) des Gluonspins, die in Abschnitt (3.4) hergeleitet wurde. Das zerfallende b-Quark
soll polarisiert sein, so daß man nicht über den Spin des Anfangszustandes mitteln darf. In
Kapitel 3.4 war im Unterschied dazu das c-Quark polarisiert, während das b-Quark unpola-
risiert war. Die verschiedenen Helizitäts-Kombinationen des W -Bosons werden bestimmt,
indem man das Produkt der beiden Polarisationsvektoren durch die Projektoren (4.44) er-
setzt. Schließlich summiert man noch über die Gluon-Farbfreiheitsgrade unter Verwendung
der Relation (3.38) und mittelt über die drei Farbzustände des b-Quarks im Anfangszu-
stand, wobei man die Beziehung (3.137) benutzt. Das spinsummierte Betragsquadrat des
Matrixelementes für die verschiedenen Helizitäten X = U,L, U + L, S, F, I, A lautet dann

|M|2X =
g2
w

8
|Vbc|2

(
1

4
g2
sCF

)
H̄(g)
µν Pµν

X (5.41)

mit der Definition des spinsummierten Hadrontensors

H̄(g)
µν =

∑
sc

∑
ε

H(g)
µν (5.42)

= − Sp

{
p/c

[
1

pb · k
γµ (2pb,ρ − k/ γρ)−

1

pc · k
(2pc,ρ − k/ γρ) γµ

]
p̄/b

×
[

1

pb · k
(2pρb − γ

ρ k/) γν −
1

pc · k
γν (2pρc − γρ k/)

]
(1− γ5)

}
,

wobei p̄b = pb − mb sb gilt. Das Resultat ist analog zur Spinsumme des Hadron-Tensors
(3.178) in Kapitel 3. Weil dort über den Spin des b-Quarks gemittelt und hier über den c-
Spin summiert wird, erhält man in (3.178) einen zusätzlichen Faktor 1/2. Die Abhängigkeit
des Hadron-Tensors vom Spin des Quarks ist hier in p̄b und dort in p̄c enthalten.

Im nächsten Schritt wertet man die Spur in (5.42) aus und ordnet das Resultat nach den
auftretenden symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren zweiter Stufe. Die symme-
trischen Anteile können durch den metrischen Tensor gµν sowie die Vierervektoren pb, pc, p̄b
und k ausgedrückt werden, während die antisymmetrischen Anteile durch Kontraktion des
Levi-Civita–Tensors εµνρσ mit den genannten Vierervektoren entstehen. Der spinsummierte
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Hadron-Tensor lautet damit

H̄(g)
µν =

16

(pb · k)2

{[
− (pc · k) (p̄b · pb)− (p̄b · k) (pc · k) + (p̄b · k) (pb · pc)

+ (m2
b − pb · k) (p̄b · pc)

]
gµν

+ p̄b · (pb + k) (pc,µkν + kµ pc,ν)− (p̄b · k) (pb,µ pc,ν + pc,µ pb,ν)

+ (pb · k −m2
b) (p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν)

+ i εµνρσ

[
p̄b · (pb + k) kρ pσc − (p̄b · k) pρb p

σ
c + (pb · k −m2

b) p̄
ρ
b p

σ
c

]}
+

16

(pb · k) (pc · k)

{[
(pb · k − 2 pb · pc) (p̄b · pc) + p̄b · (pb + 2 pc) (pc · k)

− (pb · pc +m2
c) (p̄b · k)

]
gµν

+ 2 (pb · pc) (p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν) + 2 (p̄b · k) pc,µ pc,ν

+ (pb · pc) (p̄b,µkν + kµ p̄b,ν)− (pc · k) (p̄b,µ pb,ν + pb,µ p̄b,ν)

− (p̄b · pc) (pc,µ kν + kµ pc,ν)− k · (pb + pc) (p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν)

− i εµνρσ

[
p̄b · (pb + pc) k

ρ pσc − (p̄b · k) pρb p
σ
c +

(
(pb + pc) · k − 2 pb · pc

)
p̄ρb p

σ
c

]
− i (kµ ενρστ − kν εµρστ ) pρb p̄

σ
b p

τ
c + i (pb,µ ενρστ − pb,ν εµρστ ) kρ p̄σb pτc

}
+

16

(pc · k)2

{[
(p̄b · k) (m2

c − pc · k) + (p̄b · pc) (m2
c − 2 pc · k)

]
gµν

+ (pc · k −m2
c) (p̄b,µ kν + kµ p̄b,ν) + (2pc · k −m2

c) (p̄b,µ pc,ν + pc,µ p̄b,ν)

+ i εµνρσ

[
p̄b · (k − pc) kρ pσc + (pc · k −m2

c) p̄
ρ
b p

σ
c )
]

+ i (kµ ενρστ − kν εµρστ )kρ p̄σb pτc − i (pc,µ ενρστ − pc,ν εµρστ ) kρ p̄σb pτc
}
.

(5.43)

Dies ist bis auf die Summation über unterschiedliche Quark-Spins und dem bereits erwähn-
ten Faktor 1/2 aus der Mittelung über den b-Spin identisch mit dem Hadron-Tensor
(3.181) aus Kapitel 3. Die Helizitäts-Strukturfunktionen ergeben sich durch Kontraktion
des Hadron-Tensors mit den entsprechenden Helizitäts-Projektoren aus (4.44). Das spin-
summierte Betragsquadrat des Matrixelementes (5.41) kann damit in der Form

|M|2X =
g2
w

8
|Vbc|2

(
1

4
g2
sCF

)
H̄

(g)
X . (5.44)
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geschrieben werden. Führt man die Kontraktion aus, so enthalten die Ergebnisse H̄
(g)
X

Skalarprodukte, die aus den Viererimpulsen der am Zerfall beteiligten Teilchen gebildet
werden, sowie Terme, welche den ε-Tensor enthalten. Da sie aufgrund ihrer Länge relativ
unübersichtlich darzustellen sind, soll hier darauf verzichtet werden, sie explizit anzugeben.

In Kapitel 3 hatten wir gesehen, daß bei der Integration über den Phasenraum des
Gluons in den Bremsstrahlungsbeiträgen eine Infrarot-Divergenz aufgetreten ist. Es hat
sich herausgestellt, daß der divergente Anteil proportional zu dem universellen Soft-Gluon–
Faktor A ist, welcher in (3.186) definiert wurde. Dieser Faktor wird mit einem Ausdruck
multipliziert, der formal dem Anteil der Bornschen Näherung entspricht. In analoger Weise
spaltet man nun die oben genannten Strukturfunktionen H̄

(g)
X in einen divergenten und

einen konvergenten Anteil auf und schreibt den divergenten Anteil als Produkt des Soft-
Gluon–Faktors mit den Bornschen Strukturfunktionen. Dann ergibt sich

H̄
(g)
X = H̄

(g)
X,sin + H̄

(g)
X,reg = 4AH̄

(Born)
X + H̄

(g)
X,reg, (5.45)

wobei H̄
(Born)
X die in (5.7) angegebenen Bornschen Strukturfunktionen darstellen. Weil der

Soft-Gluon–Faktor universell ist, hängt er nicht von den Helizitäten X ab.
Zur Auswertung der Skalarprodukte in (5.45) bestimmt man zunächst aus der Kinema-

tik des Zerfallsprozesses die parametrisierten Viererimpulse der Quarks sowie desW -Bosons
und des Gluons. Bei dem betrachteten Prozeß zerfällt ein b-Quark in einen Endzustand, der
aus drei Teilchen besteht. Um eine einfachere Darstellung zu erhalten, wertet man die Im-
pulse wie auch bei der Bornschen Näherung und den Schleifenkorrekturen im Ruhesystem
des b-Quarks aus. Außerdem wählt man die z-Achse wieder in Richtung des räumlichen
W -Impulses. Das liefert

pb = (mb, 0, 0, 0) , q = (E, 0, 0, qz) , k = (ω, kx, ky, kz) , pc = pb − q − k. (5.46)

Im Unterschied zu den parametrisierten Viererimpulsen der Bornschen Näherung (5.8) tritt
hier zusätzlich der Gluon-Viererimpuls auf, der auch implizit in die Parametrisierung des
Impulses für das c-Quark eingeht. Der Spinvektor des b-Quarks ist in (4.49) parametrisiert
worden. Die räumlichen Komponenten des Gluonimpulses werden in Kugelkoordinaten
ausgedrückt und sind durch

kx = |~k| sin θ cosφ , ky = |~k| sin θ sinφ , kz = |~k| cos θ (5.47)

gegeben. Aus der Massenschalenbedingung des Gluons folgt ω2−~k2 = 0, so daß es möglich
ist, den Betrag |~k| des räumlichen Gluonimpulses mit der Gluonenergie ω gleichzusetzen.
Im Falle einer angenommenen Gluonmasse zur Regularisierung der Infrarot-Singularitäten
gilt die verallgemeinerte Beziehung ω2 − ~k2 = m2. Der Viererimpuls des c-Quarks genügt
ebenfalls der Massenschalenbedingung, so daß die Beträge der räumlichen Impulse durch
die Energien und die Massen ausgedrückt werden können. Da das W -Boson off-shell ist,
kann sein Impulsquadrat nicht durch die W -Masse ausgedrückt werden.

Zur weiteren Auswertung der Strukturfunktionen (5.45) setzt man im nächsten Schritt
die parametrisierten Impulse (5.46) und den Spinvektor (4.49) ein und erhält ein Resultat,
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das explizit von den Energien und Impulskomponenten der Teilchen abhängt. Man kann
sie für die unterschiedlichen Helizitäten X in der folgenden Form darstellen

H̄
(g)
X ≡ 8 sX(E, ω) = 8

[
a(E, ω) bX(E, ω) + fX(E, ω)

]
, (5.48)

wobei explizit nur die Abhängigkeit von den nichttrivialen Integrationsvariablen angege-
ben wurde. Die Funktionen a, bX und fX entsprechen den parametrisierten Ausdrücken
für A, H̄

(Born)
X und H̄

(g)
X,reg auf der rechten Seite von (5.45), wobei die Zahlenfaktoren zur

bequemeren Schreibweise für die später angegebenen Resultate eingeführt wurden. Nach
Verwendung der Massenschalenbedingung für das Gluon und Integration über den Azi-
muthwinkel, der nur in den Impulskomponenten (5.47) auftritt, stellt sich heraus, daß die
spinabhängigen Anteile der parametrisierten Strukturfunktionen sX nur zu der longitudi-
nalen oder der transversalen Spinkomponente sz und sx proportional sind. Die Integration
wird im nächsten Abschnitt noch etwas genauer betrachtet werden. Die unpolarisierten He-
lizitäts-Strukturfunktionen (4.56) ergeben sich aus den parametrisierten Ausdrücken H̄

(g)
X ,

wenn man sx = sz = 0 setzt, und die polarisierten Strukturfunktionen sind durch die
zu sx oder sz proportionalen Terme von H̄

(g)
X gegeben. Man kann die unpolarisierten und

die polarisierten Strukturfunktionen auch direkt berechnen, wenn man den Hadron-Tensor
(5.43) nach (4.54) in einen spinunabhängigen und einen spinabhängigen Teil aufspaltet
und die Relation (4.56) verwendet. Anschließend setzt man den longitudinalen oder den
transversalen Spinvektor (4.53) anstelle des allgemeinen Spin-Vektors sb ein.

5.4.2 Phasenraum-Integration und Helizitäts-Raten

Aus den parametrisierten Ausdrücken (5.48) des kontrahierten Hadron-Tensors berechnen
wir im folgenden durch Phasenraumintegration die Helizitäts-Raten für die unterschied-
lichen Helizitäten X. Die Phasenraumintegration unterscheidet sich hier etwas von der
in Abschnitt (3.4) durchgeführten, weil wir dort insgesamt vier Teilchen im Endzustand
hatten und den Phasenraum der Leptonen vollständig ausintegriert haben. Hier haben
wir es mit einem Dreikörper-Zerfall zu tun, bei dem anstelle des Leptonpaars ein off-shell
W -Boson im Endzustand auftritt, über dessen Phasenraum zu integrieren ist. Außerdem
wurde in Abschnitt (3.4) nicht über die Energie des c-Quarks integriert, während hier über
dessen gesamten Phasenraum integriert wird.

Die Zerfallsrate ergibt sich durch Integration über das spinsummierte Betragsqua-
drat des Matrixelementes und nachfolgender Multiplikation mit dem Flußfaktor, der im
b-Ruhesystem durch Φ = 1/(2mb) gegeben ist. Die Phasenraumintegration des vorliegen-
den Drei-Teilchen-Endzustandes kann in der Form

d(PS) := (2π)4 δ4(pb − pc − k − q)
d3~pc

2Ec (2π)3

d3~k

2ω (2π)3

d3~q

2E (2π)3
(5.49)

geschrieben werden mit den Energien

Ec =
√
~p2
c +m2

c , ω =

√
~k2 +m2 , E =

√
~q2 + q2.
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Weil einige der zu integrierenden Terme divergent werden, ist es notwendig, eine endliche
Gluonmasse m einzuführen, die bei der Integration der konvergenten Terme null gesetzt
werden kann. Die differentielle Zerfallsrate ergibt sich aus |M|2 durch Multiplikation mit
dem Phasenraumelement (5.49) und dem Flußfaktor:

dΓ =
1

16 (2π)5 mb

δ4(pb − pc − k − q) |M|2√
~p2
c +m2

c

√
~k2 +m2

√
~q2 + q2

d3~pc d
3~k d3~q. (5.50)

Zuerst wird die Integration über die drei Komponenten des Impulses ~pc ausgeführt, indem
man die räumlichen Komponenten der δ-Funktion auswertet, was im b-Ruhesystem zu

~pc = ~pb − ~k − ~q = −(~k + ~q)

führt. Dann vereinfacht sich der differentielle Ausdruck der Zerfallsrate zu

dΓ =
1

16 (2π)5 mb

δ

(
mb −

√
(~k + ~q)2 +m2

c −
√
~k2 +m2 −

√
~q2 + q2

)
|M|2√

(~k + ~q)2 +m2
c

√
~k2 +m2

√
~q2 + q2

d3~k d3~q.

(5.51)

Zur weiteren Integration drückt man die Integrationsvariablen der ~k- und ~q-Integration
durch Kugelkoordinaten aus und erhält

d3~k = |~k|2 d|~k| d cos θ dφ , d3~q = |~q|2 d|~q| d cos θq dφq,

wobei θ und θk sowie φ und φk die Polar- und die Azimuthwinkel für die Impulse ~k und
~q sind. Wählt man zur Auswertung der Integration ein spezielles Koordinatensystem, in
dem ~q in z-Richtung zeigt, so wird das Matrixelement unabhängig von φq und θq sein, und

θ ist der Winkel zwischen ~k und ~q. Die trivialen Integrationen über die Winkel φq und θq
ergeben einen Faktor 4π für den Raumwinkel.

An dieser Stelle ist es vorteilhaft, zunächst die Integration über den Azimuthwinkel φ
zu betrachten, weil sich die weitere Phasenraumintegration dadurch einfacher durchführen
läßt. Der Winkel φ kommt lediglich in den Komponenten kx und ky des Gluonimpulses
vor, welche höchstens quadratisch in das Matrixelement eingehen. Die von φ unabhängi-
gen Terme des Matrixelementes werden bei der φ-Integration im Intervall [0, 2π] nur mit
einem Faktor 2π multipliziert. Die in kx oder ky linearen Terme sind proportional zu cosφ
oder sinφ und verschwinden bei der Integration über φ. Die Ausdrücke, die zu k2

x oder zu
k2
y proportional sind, liefern ebenfalls einen Beitrag bei der φ-Integration. Durch Verwen-

dung der Massenschalenbedingung für das Gluon ist es möglich, eine Beziehung zwischen
k2
x und k2

y herzustellen. Setzt man beispielsweise in das betragsquadrierte Matrixelement

|M|2 die Beziehung k2
x = ω2 − k2

y − k2
z ein, so kürzen sich für die meisten Helizitäten die

Abhängigkeiten von k2
x und k2

y gegenseitig heraus, da in den entsprechenden Integranden
nur die Summe k2

x + k2
y auftritt. Eine Ausnahme bilden die Ausdrücke für die Helizitäten

X = IP , AP , denn das Ergebnis enthält noch φ-abhängige Terme, die proportional zu k2
y
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sind. Mit Hilfe der Darstellung (5.47) läßt sich k2
y durch die Winkel θ und φ ausdrücken,

und man erhält k2
y = |~k|2 (1− cos2 θ) sin2 φ. Die Integration über den Azimuthwinkelanteil

sin2 φ im Intervall [0, 2π] ergibt einen Faktor π. Wir können die φ-Integration also folgen-
dermaßen zusammenfassen. Die in kx und ky linearen Terme liefern keinen Beitrag. Die
übrigen Ausdrücke können in der beschriebenen Art und Weise umgeschrieben werden, so
daß die Integration entweder einen Faktor π oder einen Faktor 2π ergibt.

Für die einheitliche Durchführung der Phasenraumintegration mit Hilfe eines Compu-
ter-Algebra–Systems ist es nützlich, wenn man die oben beschriebenen Schritte zur Ver-
einfachung der zu integrierenden Terme so programmiert, daß die φ-Integration für alle
nichtverschwindenden Ausdrücke einen Faktor 2π liefert. Dazu wendet man nacheinander
die folgenden Ersetzungen auf den Integranden an:

(1) k2
x → w2 − k2

y − k2
z , (2) k2

y →
1

2
|~k|2

(
1− cos2 θ

)
,

(3) kx → 0 , (4) ky → 0. (5.52)

Damit hat man erreicht, daß man anstelle der φ-Integration den Integranden nur mit einem
globalen Faktor 2π zu multiplizieren braucht, man kann also den vereinfachten Integranden
so auffassen, als ob er vom Winkel φ unabhängig wäre.

Für die gesamte Integration über alle Winkel θq, φq und φ erhält man somit insgesamt
einen Faktor 8π2. Die totale Zerfallsrate lautet damit

Γ =
1

8 (2π)3 mb

∫ ∞
0

d|~k| |~k|2
∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

d|~q| |~q|2 |M|2

×
δ

(
mb −

√
(~k + ~q)2 +m2

c −
√
~k2 +m2 −

√
~q2 + q2

)
√

(~k + ~q)2 +m2
c

√
~k2 +m2

√
~q2 + q2

. (5.53)

Die Variable z ist definiert durch z = cos θ. Um die folgende Integration zu vereinfachen,
ist es zweckmäßig, die Substitutionen

|~k| =
√
ω2 −m2 , |~q| =

√
E2 − q2 (5.54)

einzuführen, für die die Identität

|~k| d|~k| = ω dω , |~q| d|~q| = E dE

gilt. Führt man zunächst die Integration über z aus, so muß man die δ-Funktion mit Hilfe
der Relation

δ(f(z)) =
∑
i

1

|f ′(z0,i)|
δ(z − z0,i)

umschreiben, um sie direkt ausintegrieren zu können. In diesem Fall ist die Funktion f
durch

f(z) = mb − ω − E −
√
ω2 + E2 + 2

√
ω2 −m2

√
E2 − q2 z +m2

c −m2 − q2
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gegeben und besitzt eine Nullstelle bei

z0 =
1

2
√
ω2 −m2

√
E2 − q2

(
m2
b −m2

c + q2 +m2 + 2ω E − 2mb (ω + E)
)
.

Ihre Ableitung ist

|f ′(z)| =
√
ω2 −m2

√
E2 − q2√

ω2 + E2 + 2
√
ω2 −m2

√
E2 − q2 z +m2

c −m2 − q2

und hat nach Einsetzen der Nullstelle den Wert

|f ′(z0)| =
√
ω2 −m2

√
E2 − q2

mb − ω − E
.

Dieser Ausdruck kürzt zusammen mit der Substitution (5.54) den Nenner des Integranden
in (5.53) heraus. Die Zerfallsrate ist nach Umschreiben der Delta-Funktion durch

Γ =
1

8 (2π)3 mb

∫ ∞
m

dω

∫ ∞
√
q2

dE

∫ 1

−1

dz |M|2

×
√
ω2 −m2

√
E2 − q2 δ(f(z))√

ω2 + E2 + 2
√
ω2 −m2

√
E2 − q2 z +m2

c −m2 − q2

=
1

8 (2π)3 mb

∫ ∞
m

dω

∫ ∞
√
q2

dE

∫ 1

−1

dz |M|2 δ(z − z0)

=
1

8 (2π)3 mb

∫ Emax

Emin

dE

∫ ωmax

ωmin

dω |M|2 (5.55)

gegeben. Beim letzten Schritt wurde die Integrationsreihenfolge vertauscht. Durch die In-
tegration über die δ-Funktion wird der erlaubte Bereich des Phasenraumes eingeschränkt,
weil der Cosinus nur Werte zwischen −1 und 1 annehmen darf. Man hat daher die ein-
schränkende Bedingung

|z0| =

∣∣∣∣∣ 1

2
√
ω2 −m2

√
E2 − q2

(
m2
b −m2

c + q2 +m2 + 2ω E − 2mb (ω + E)
)∣∣∣∣∣ ≤ 1 (5.56)

zu beachten. Löst man dies nach ω auf, so ergeben sich zwei Ungleichungen, aus denen sich
die Grenzen ωmin ≤ ω ≤ ωmax bestimmen lassen. Es gilt

ωmax =
1

2 (m2
b + q2 − 2mbE)

[
(mb − E)

(
m2
b −m2

c + q2 +m2 − 2mbE
)

+
√
E2 − q2
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×
√

(m2
b + q2 − 2mbE − (mc −m)2) (m2

b + q2 − 2mbE − (mc +m)2)

]

ωmin =
1

2 (m2
b + q2 − 2mbE)

[
(mb − E)

(
m2
b −m2

c + q2 +m2 − 2mbE
)
−
√
E2 − q2

×
√

(m2
b + q2 − 2mbE − (mc −m)2) (m2

b + q2 − 2mbE − (mc +m)2)

]
,

(5.57)

wenn man eine endliche Gluonmasse m annimmt.

E[GeV ]

ω
[G
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]

√
q2 = 0

GeV

√
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√
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√
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√
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Abbildung 5.4: Phasenraum der Energien des Gluons und des off-shell-W -Bosons zur Brems-
strahlung des Zerfalls b → c + W− + g. Die einzelnen Gebiete entsprechen unterschiedlichen
Werten von

√
q2 = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3 GeV mit endlicher Gluonmasse m = 0.1 GeV, die zur

besseren Veranschaulichung relativ groß gewählt wurde.

Der Phasenraum ist in Abbildung 5.4 veranschaulicht. Er wird durch die beiden Funk-
tionen ωmax(E) und ωmin(E) nach oben und nach unten begrenzt. Daher lassen sich die
Grenzen der W -Boson–Energie E am einfachsten bestimmen, indem man die beiden Funk-
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tionen ωmax und ωmin gleichsetzt und anschließend nach E auflöst. Dies liefert

Emax =
m2
b + q2 − (mc +m)2

2mb

, Emin =
√
q2. (5.58)

Im masselosen Grenzfall vereinfachen sich die Grenzen zu

ωmax,min =
m2
b + q2 −m2

c − 2mbE

2 (m2
b + q2 − 2mbE)

[
(mb − E)±

√
E2 − q2

]
(5.59)

und √
q2 ≤ E ≤ m2

b + q2 −m2
c

2mb

. (5.60)

Der Einfluß der endlichen Gluonmasse m ist in Abbildung 5.5 veranschaulicht, wo zur
besseren Darstellung der Wert m = 0.1 GeV relativ hoch gewählt worden ist. Man erkennt,
daß die untere rechte Ecke des Phasenraumes im masselosen Grenzfall spitz zulaufend,
während sie bei endlicher Gluonmasse abgerundet ist.

E[GeV ]

ω
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]

——— m 6= 0
- - - - - m = 0

√
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Abbildung 5.5: Einfluß der endlichen Gluonmasse m = 0.1 GeV auf die Grenzen des Phasenrau-
mes für verschiedene Werte

√
q2 = 0.5, 1.5, 2.5 GeV.

Die Helizitäts-Raten können schließlich nach Einsetzen des quadrierten Matrixelemen-
tes (5.44) in die Rate (5.55) und mit Benutzung der Definition (5.48) in folgender Form
geschrieben werden:

ΓX =
g2
w

16 (2π)3 mb

|Vbc|2 (g2
s CF )

∫ Emax

Emin

dE

∫ ωmax

ωmin

dω sX(E, ω). (5.61)
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Der Integrand wurde gemäß (5.48) durch die parametrisierten Viererimpulse ausgedrückt.
Die dort durchgeführte Aufspaltung des Integranden in einen divergenten Term a · bX
und einen konvergenten Anteil fX wird nun verwendet, um die Infrarot-Singularität zu
parametrisieren und anschließend die Integrale für den divergenten und den konvergenten
Anteil der Helizitäts-Rate zu berechnen.

5.4.3 Integration des Soft-Gluon–Faktors

Wir behandeln zunächst den singulären Anteil der Integration in (5.61). Die Singularität
steckt in dem Soft-Gluon–Faktor a, der universell, also unabhängig von der Polarisation der
Quarks ist. Er unterscheidet sich von dem in Kapitel 3 in Abschnitt 3.4 berechneten Faktor
(3.208) durch die Verwendung unterschiedlicher kinematischer Variablen, weil er dort für
die differentielle Rate nach der c-Energie Ec berechnet wurde, hier aber die differentielle
Rate nach dem quadrierten Viererimpuls des W -Bosons q2 berechnet werden soll. Erst
bei der Berechnung der totalen Rate, die in beiden Fällen eine Integration über die letzte
verbliebene Variable erfordert, gehen die beiden Ausdrücke ineinander über. Die in diesem
Abschnitt verbleibende Integration über q2 ist schwierig [68] und soll hier nicht weiter
behandelt werden.

Der im folgenden diskutierte singuläre Integrand ist der erste Term in (5.48), der als
Produkt des Soft-Gluon–Faktors a mit dem Born-Term bX geschrieben werden kann. Der
Soft-Gluon–Faktor besteht aus drei Summanden. Seine parametrisierte Form lautet

a(E, ω,m) =
4 (mb − E − ω)

ω (m2
b −m2

c + q2 −m2 − 2mbE)
− 1

ω2
− 4m2

c

(m2
b −m2

c + q2 −m2 − 2mbE)2
,

(5.62)
wobei m die Gluonmasse ist. Die Funktion a hängt also neben den Integrationsvariablen
auch von dem Parameter m ab. Dasselbe gilt für die Funktion bX , die den Born-Term
beschreibt. Da die Integration über das Produkt beider Funktionen sehr schwierig ist,
erweist es sich als zweckmäßig, eine Aufspaltung in zwei Terme vorzunehmen, die einzeln
einfacher zu integrieren sind. Dazu schreibt man

a(E, ω,m) bX(E, ω,m) = a(E, ω,m)
[
bX(E, ω,m)− bX(E0, 0, 0)

]
+ a(E, ω,m) bX(E0, 0, 0). (5.63)

Der zusätzliche Term bX(E0, 0, 0), der von dem ursprünglichen abgezogen und danach
wieder dazugezählt wird, ist der echte Bornterm, der aus der Funktion bX(E, ω,m) dadurch
hervorgeht, daß man die Variablen und Parameter, die zum Gluon-Impulsvektor gehören,
null setzt und für die Energie des W -Bosons diejenige aus dem Zerfall ohne Gluon-Brems-
strahlung einsetzt, die den Wert

E0 =
m2
b −m2

c + q2

2mb

besitzt. Der Term in der ersten Zeile von (5.63) ist infrarot-endlich, so daß die Gluonmasse
null gesetzt werden kann. Dadurch wird die Integration wesentlich einfacher und kann
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auf die gleiche Art berechnet werden wie die übrigen endlichen Terme. Der zweite Anteil
enthält die Infrarot-Singularität. Da der Faktor bX(E0, 0, 0) von der Integrationsvariablen
unabhängig ist, kann er bei der Integration vor das Integral gezogen werden. Dann braucht
man nur den Soft-Gluon–Faktor a(E, ω,m) mit endlicher Gluonmasse zu regularisieren.
Der integrierte Soft-Gluon–Faktor ist durch

Ag =

∫ Emax

Emin

dE

∫ ωmax

ωmin

dω a(E, ω,m) (5.64)

gegeben und ist für alle betrachteten Helizitäten X identisch. Er soll nun explizit berechnet
werden. Die parametrisierte Form (5.62) des Integranden besteht aus drei Termen, die im
folgenden einzeln aufintegriert werden sollen. Sie werden mit a1, a2 und a3 bezeichnet.
Die Integration über die Gluonenergie ω ist sehr einfach, da alle drei Terme nur Potenzen
von ω enthalten. Nach dem Einsetzen der Integrationsgrenzen für ω erhält man wieder ein
Ergebnis, das aus drei unterschiedlichen Termen besteht:

a(E,m) :=

∫ ωmax

ωmin

dω a(E, ω,m) = a1(E,m) + a2(E,m) + a3(E,m) (5.65)

mit

a1(E,m) =
1

ωmax(E,m)
− 1

ωmin(E,m)

a2(E,m) =
− 4 (m2

b + q2 −m2 − 2mbE)

(m2
b −m2

c + q2 −m2 − 2mbE)2

[
ωmax(E,m)− ωmin(E,m)

]
a3(E,m) =

4 (mb − E)

(m2
b −m2

c + q2 −m2 − 2mbE)
ln

[
ωmax(E,m)

ωmin(E,m)

]
. (5.66)

Die drei Funktionen ai hängen nun in relativ komplizierter Weise von der Integrationsva-
riablen E ab. Aufgrund der Gluonmasse m treten einige Wurzeln auf, die nicht leicht zu
integrieren sind. Um die Funktionen etwas zu vereinfachen, führt man zuerst eine Sub-
stitution der Energie E durch, die die Wurzeln in eine übersichtliche Form bringt. Sie
lautet

E ′ = m2
b + q2 − 2mbE.

Die neuen Integrationsgrenzen für die Variable E ′ sind durch

E ′min = (mc +m)2 ≤ (mb −
√
q2)2 = E ′max

gegeben. Das Integral des Soft-Gluon–Faktors ändert sich dadurch in der folgenden Art

Ag =

∫ Emax

Emin

dE a(E,m) =
1

2mb

∫ E′max

E′min

dE ′ a(E ′,m), (5.67)
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wobei einfachheitshalber für den transformierten Integranden derselbe Buchstabe a ver-
wendet wurde, um nicht zu viele neue Abkürzungen einführen zu müssen. Der Integrand
hat die explizite Form

a(E ′,m) =
8mbE

′√λ1 λ2

λ1 λ2 − (E ′ +m2
b − q2)2 (E ′ −m2

c +m2)2
− 2

mb

(E ′ −m2)
√
λ1 λ2

E ′ (E ′ −m2
c −m2)2

+
2

mb

E ′ +m2
b − q2

E ′ −m2
c −m2

ln

[
(E ′ +m2

b − q2) (E ′ −m2
c +m2) +

√
λ1 λ2

(E ′ +m2
b − q2) (E ′ −m2

c +m2)−
√
λ1 λ2

]
(5.68)

mit den Definitionen der beiden λ-Funktionen

λ1 = λ(E ′,m2
c ,m

2) = E ′2 +m4
c +m4 − 2 (E ′m2

c + E ′m2 +m2
cm

2)

λ2 = λ(E ′,m2
b , q

2) = E ′2 +m4
b + (q2)2 − 2 (E ′m2

b + E ′ q2 +m2
b q

2). (5.69)

Die Integration der Funktion a(E ′,m) ist trotz der Substitution aufgrund der endlichen
Gluonmasse m nur schwer durchzuführen. Zur Vereinfachung spaltet man sie wieder in zwei
Anteile auf, die einzeln wesentlich einfacher zu integrieren sind. Dazu subtrahiert man von
der ursprünglichen Funktion eine andere von ähnlicher Gestalt und addiert sie anschließend
wieder. Man kann den Integranden somit in der Form

a(E ′,m) =
[
a(E ′,m)− a0(E ′,m)

]
+ a0(E ′,m) (5.70)

−→
[
a(E ′, 0)− a0(E ′, 0)

]
+ a0(E ′,m) ≡ areg(E

′) + asing(E
′,m)

schreiben, wobei a0 so gewählt wird, daß die Differenz a − a0 in der zweiten Zeile nicht
mehr infrarot-divergent ist und deshalb für m = 0 integriert werden kann. Die Funktion
a0 hat dasselbe Divergenzverhalten wie a und geht aus a durch geeignete Vernachlässigung
der Gluonmasse hervor, was im folgenden genauer erläutert werden soll.

Um a0 zu bestimmen, ist es sinnvoll, eine weitere Substitution der Integrationsvariablen
durchzuführen, weil man dann im Integranden leicht sehen kann, wo man die Gluonmasse
vernachlässigen darf. Mit

E ′ = E ′′
mcm

m2
b

+ (mc +m)2

erhält man aus a(E ′,m) eine neue Funktion, die proportional zu 1/m und daher im Grenz-
fall verschwindender Gluonmasse divergent ist. Abgesehen von dieser 1/m-Singularität darf
man die Gluonmasse überall null setzen, weil sie in diesen Fällen nur additiv auftritt und
gegenüber den Quarkmassen mb und mc vernachlässigt werden kann. Die Funktion a0 hat
dann die Form

a0(E ′′,m) =
− 2mbmc

√
E ′′ (E ′′ + 4m2

b)λ0

m [(E ′′)2 m2
c + 4E ′′m2

b m
2
c +m2

b (m2
b +m2

c − q2)2]
(5.71)
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−
2mb

√
E ′′ (E ′′ + 4m2

b)λ0

mmc (E ′′ + 2m2
b)

2
+

2mb

mcm

m2
b +m2

c − q2

E ′′ + 2m2
b

× ln

[
(E ′′ + 2m2

b) (m2
b +m2

c − q2) +
√
E ′′ (E ′′ + 4m2

b)λ0

(E ′′ + 2m2
b) (m2

b +m2
c − q2)−

√
E ′′ (E ′′ + 4m2

b)λ0

]
mit der Definition

λ0 = λ(m2
b ,m

2
c , q

2) = m4
b +m4

c + (q2)2 − 2 (m2
b m

2
c +m2

b q
2 +m2

c q
2).

Nach der Rücksubstitution

E ′′ =
m2
b

mcm

(
E ′ − (mc +m)2

)
bekommt man dann die gesuchte Funktion a0(E ′,m). Sie lautet

a0(E ′,m) =
− 2mb

√
λ1 λ0

m2
b (E ′ −m2

c)
2 +m2 [λ0 + 2m2

b (m2
c − E ′)] +m4 m2

b

(5.72)

− 2
√
λ1 λ0

mb (E ′ −m2
c −m2)2

+
2

mb

m2
b +m2

c − q2

E ′ −m2
c −m2

× ln

[
(E ′ −m2

c −m2) (m2
b +m2

c − q2) +
√
λ0 λ1

(E ′ −m2
c −m2) (m2

b +m2
c − q2)−

√
λ0 λ1

]
.

Der Zwischenschritt über die Substitution mit der neuen Variablen E ′′ diente nur dem
Zweck, den Integranden in eine übersichtliche Form zu bringen, in der man die Gluonmasse
in geeigneter Weise vernachlässigen kann.

Nun kann man die Funktion a0 in den Integranden (5.70) einsetzen, wobei man, wie
bereits gesagt wurde, bei den Differenztermen die Gluonmasse null setzen darf, weil sie
konvergent sind. Man erhält den infrarot-endlichen Integranden aus

areg(E
′) = a(E ′, 0)− a0(E ′, 0)

=
4

mb

√
λ0 −

√
λ2

E ′ −m2
c

+
2

mb

E ′ +m2
b − q2

E ′ −m2
c

ln

(
E ′ +m2

b − q2 +
√
λ2

E ′ +m2
b − q2 −

√
λ2

)

− 2

mb

m2
b +m2

c − q2

E ′ −m2
c

ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ0

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ0

)
. (5.73)

Der zweite Logarithmus enthält keine Integrationsvariable E ′ mehr und sorgt dafür, daß
das Integral endlich ist. Der Vorfaktor vor dem ersten Logarithmus kann mit

E ′ +m2
b − q2

E ′ −m2
c

= 1 +
m2
b +m2

c − q2

E ′ −m2
c

(5.74)
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in eine Form gebracht werden, die leichter zu integrieren ist. Der konvergente Integrand
areg hängt von der Integrationsvariablen E ′ ab. Diese Abhängigkeit wird durch bestimmte
Grundfunktionen beschrieben, die auch im Rahmen der übrigen endlichen Terme auftreten,
welche nicht proportional zum Soft-Gluon–Faktor sind und weiter unten diskutiert werden.
Sie sind in (5.92) angegeben, und der Integrand areg(E

′) kann als Linearkombination dieser
Grundfunktionen geschrieben werden. Man erhält

areg(E
′) =

2

mb

[
2
√
λ0 −

(
m2
b +m2

c − q2
)

ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ0

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ0

)]
T (0)

− 4

mb

T (1/2) +
2

mb

(
m2
b +m2

c − q2
)
U(0) +

2

mb

S(0, 0). (5.75)

Neben den oben diskutierten infrarot-endlichen Termen benötigt man noch den diver-
genten Anteil des Soft-Gluon–Faktors. Nach (5.70) ist er durch

asing(E
′,m) = a0(E ′,m) (5.76)

gegeben. Aus dem konvergenten und dem divergenten Integranden ergibt sich mit (5.67)
und (5.70) der Soft-Gluon–Faktor durch die Integration

Ag =
1

2mb

∫ E′max

E′min

dE ′
[
areg(E

′) + asing(E
′,m)

]
≡ A(reg)

g + A(sing)
g , (5.77)

wobei bei dem konvergenten Teil die Gluonmasse in der unteren Integrationsgrenze ver-
nachlässigt werden kann.

Zur Auswertung des konvergenten Anteils benötigt man die Integrale der Grundfunk-
tionen (5.92) bezüglich der Variablen E ′. Verwendet man die weiter unten eingeführte Ska-
lierung (5.95) der Integrationsvariablen sowie der c-Masse und des Impulsquadrates q2, so
sind die Integrale durch die Ausdrücke (5.96) gegeben. Das Integral über areg kann somit
als Linearkombination dieser Grundintegrale geschrieben werden. Für den konvergenten
Anteil des Soft-Gluon–Faktors ergibt sich damit

A(reg)
g =

1

2mb

∫ E′max

E′min

areg(E
′) dE ′

=
1

m2
b

[
2
√
λ0 +

(
m2
b +m2

c − q2
)

ln(w1)
]
T (0)

− 2 T (1/2) +
1

m2
b

(
m2
b +m2

c − q2
)
U(0) + S(0, 0). (5.78)

Die Grundintegrale können mit Hilfe der Substitution (5.97) berechnet werden und sind in
Anhang D angegeben. Das Argument des Logarithmus in (5.75) wurde durch die Funktion
w1 aus (5.89) ausgedrückt.
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Bei den divergenten Beiträgen ist es sinnvoll, eine Substitution einzuführen, die die
Wurzeln im Integranden asing vereinfacht. Sie ist durch

E ′ = m2
c +m2 +mcm

v + 1√
v

, dE ′ =
mcm

2

v − 1√
v3

dv

gegeben, und die zugehörigen Integrationsgrenzen lauten

1 = vmin ≤ v ≤ vmax =

(
(mb −

√
q2)2 −m2

c −m2 +
√
λ3

2mcm

)2

(5.79)

mit der Definition

λ3 = λ
(

(mb −
√
q2)2,m2

c ,m
2)
)
.

Der infrarot-divergente Integrand in (5.77) geht dann in den Ausdruck

1

2mb

asing(v,m)
dE ′

dv
= − m

2
c

√
λ0

2

(v − 1)2

v [λ0 v +m2
b m

2
c (v + 1)2]

−
√
λ0

2m2
b

(v − 1)2

v (v + 1)2

+
m2
b +m2

c − q2

2m2
b

v − 1

v (v + 1)
ln

(
a v + b

b v + a

)
(5.80)

über, wobei einfachheitshalber für den transformierten Integranden wieder dieselbe Varia-
ble verwendet wurde. Die Konstanten a und b sind durch

a = m2
b +m2

c − q2 +
√
λ0 , b = m2

b +m2
c − q2 −

√
λ0

gegeben. Die im Integranden asing auftretenden gebrochen rationalen Funktionen, die von
der Integrationsvariablen v abhängen, können durch eine Partialbruchzerlegung in eine
Form gebracht werden, in der die Integrale relativ einfach berechnet werden können. Mit
der Zerlegung

λ0 v +m2
b m

2
c (v + 1)2 = m2

b m
2
c (v + v1) (v + v2)

und der Definition

v1 = 1 +

√
λ0

2m2
b m

2
c

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ0

)
, v2 = 1−

√
λ0

2m2
b m

2
c

(
m2
b +m2

c − q2 −
√
λ0

)
(5.81)

kann auch der Nenner des ersten Terms in (5.80) faktorisiert und anschließend durch Par-
tialbruchzerlegung vereinfacht werden.

Es ist sinnvoll, die Integrationsgrenze vmax in eine Potenzreihe nach der Gluonmasse
zu entwickeln, da man nur am Grenzfall m→ 0 interessiert ist. Es gilt

vmax =
[(mb −

√
q2)2 −m2

c ]
2

m2 m2
c

− 2
(mb −

√
q2)2

m2
c

+O(m2), (5.82)
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wobei man in der Praxis nur den ersten Term benötigt, weil dieser bereits die Divergenz
enthält. Nach Einsetzen in das unbestimmte Integral sorgt die obere Grenze dafür, daß
das Integral logarithmisch von der Gluonmasse abhängt. In allen Ausdrücken, in denen der
Grenzwert m = 0 existiert, kann die Gluonmasse vernachlässigt werden.

Nach Durchführung der Partialbruchzerlegung im Integranden (5.80) und anschließen-
der Integration über die Variable v läßt sich das Resultat im Grenzfall verschwindender
Gluonmasse als Linearkombination der folgenden drei Grundintegrale schreiben:

I1 =

∫
dv

[
2

v
− 4

(v + 1)2

]
=

4

v + 1
+ 2 ln(v)

∣∣∣∣vmax
1

(5.83)

= 4 ln

(
(mb −

√
q2)2 −m2

c

mmc

)
− 2 + O(m2)

I2 =

∫
dv

(
1

v + v1

− 1

v + v2

)
= ln

(
v + v1

v + v2

)∣∣∣∣vmax
1

= ln(w1) + O(m2)

I3 =

∫
dv

(
− 1

v
+

2

v + 1

)
ln

(
a v + b

b v + a

)

= 2 Li2

(
− a v + b

a− b

)
+ 2 Li2

[
− b (v + 1)

a− b

]
+ Li2

(
− a v

b

)
− Li2

(
− b v

a

)
+ 2 ln(a v + b) ln

[
a (v + 1)

a− b

]
− 2 ln(a− b) ln

[
b (v + 1)

a− b

]
− ln

(
b

a

)
ln(v)

∣∣∣∣vmax
1

= − 2 Li2(1− w1)− 1

2
ln2(w1)− 2 ln

(
(mb −

√
q2)2 −m2

c

mmc

)
ln(w1) + O(m2).

Das Argument w1 ist in (5.89) definiert. Die beiden Integrale I1 und I2 sind leicht zu
berechnen. Bei I3 ist zu beachten, daß man vor Einsetzen der oberen Grenze alle auftre-
tenden Dilogarithmen, beispielsweise mit der neunten Dilogarithmus-Identität aus Anhang
C.2, transformiert, so daß deren transformierte Argumente proportional zu m2 sind und
daher im betrachteten Grenzfall vernachlässigt werden können. Nach Einsetzen der unte-
ren Grenze können die Dilogarithmen so umgeschrieben werden, daß man die 14. Identität
aus C.2 mit x = b/a verwenden kann, um das Ergebnis so zu vereinfachen, daß es nur noch
einen Dilogarithmus enthält.

Mit Hilfe der oben angegebenen Grundintegrale I1, I2 und I3 ergibt sich der singuläre
Anteil des Soft-Gluon–Faktors aus der Integration von (5.80) zu

A(sing)
g =

1

2mb

∫ vmax

1

asing(v,m)
dE ′

dv
dv = −

√
λ0

2m2
b

I1 −
m2
b +m2

c − q2

2m2
b

(I2 − I3) . (5.84)
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Der gesamte integrierte Soft-Gluon–Faktor ergibt sich nach (5.77) aus der Summe

des infrarot-endlichen Anteils A
(reg)
g und des divergenten Teils A

(sing)
g . Der konvergente

Anteil ist unabhängig von der Gluonmasse m, während sie im divergenten Anteil in Form
logarithmischer Terme enthalten ist. Die expliziten Ausdrücke der beiden Anteile sind in
(5.78) und (5.84) angegeben. Nach deren Aufsummation erhält man

Ag =
m2
b +m2

c − q2

2m2
b

[
I3 + 2U(0) + 2 ln(w1) T (0)− I2

]
−
√
λ0

2m2
b

I1 + S(0, 0) +
2
√
λ0

m2
b

T (0)− 2 T (1/2). (5.85)

Das Resultat enthält Dilogarithmen und Produkte von Logarithmen, die in der Summe I3+
2U(0) + 2 ln(w1) T (0) enthalten sind. Alle anderen Grundintegrale enthalten nur einfache
Logarithmen und konstante Terme. Nach Einsetzen der Grundintegrale aus (5.83) und aus
Anhang D läßt sich das Resultat für Ag weiter vereinfachen, indem man die Argumente
der Logarithmen in (5.89) auf die Variablen η und x aus dem Anhang umschreibt. Es gilt

w1 =
η (1− η x)

η − x
, w2 =

1

η2
, w3 =

1− η x
η (η − x)

. (5.86)

Außerdem ergibt sich 1−w1 =
√
λ0 η/(η − x). Nun kann man die Identität von Schaeffer,

die in Anhang C angegeben ist, benutzen, um die Argumente der Dilogarithmen gemäß

Li2

[
1− η x
η (η − x)

]
= Li2(η x)− Li2

(
x

η

)
+ Li2

(
1

η2

)
+ Li2

[
η (1− η x)

η − x

]
− π2

6
+ ln(η x) ln

[
η (1− η x)

η − x

]
. (5.87)

umschreiben zu können. Anschließend ersetzt man die Argumente wieder durch die wi und
transformiert diejenigen der Dilogarithmen auf 1 − wi. Am Schluß faßt man die einfach
logarithmischen Terme und die Dilogarithmen zusammen. Nach dieser Umrechnung kann
man den Soft-Gluon–Faktor in folgender kompakter Form darstellen, die nur noch drei
Dilogarithmen enthält:

Ag =
m2
b +m2

c − q2

m2
b

{
− 2 Li2(1− w1) + Li2(1− w2)− Li2(1− w3)

− 1

2
ln(w1)

[
2 ln

(
λ0
√
w3

mmbmc

√
q2

)
+ 1

]
− 1

4
ln2(w1)

}

+
2
√
λ0

m2
b

[
2− ln

(
λ0

mmbmc

√
q2

)]
− ln(w2) +

m2
c

m2
b

ln(w3). (5.88)
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Wir verwenden wieder dieselben Abkürzungen wie bei der Berechnung der Einschleifen-
Beiträge (5.37), die in unskalierten Größen die Form

w1 =
m2
b +m2

c − q2 −
√
λ0

m2
b +m2

c − q2 +
√
λ0

, w2 =
m2
b −m2

c + q2 −
√
λ0

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ0

w3 =
m2
b −m2

c − q2 −
√
λ0

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ0

,
√
w3 =

m2
b −m2

c − q2 −
√
λ0

2mc

√
q2

(5.89)

besitzen. Bei der Vereinfachung des Soft-Gluon–Faktors ist es nützlich, daß dieser bereits
für der Zerfall des Topquarks in ein Bottom-Quark und ein W+-Boson berechnet worden
ist [60]. Deshalb bietet es sich an, die Dilogarithmen in unserem Resultat auf die dort
auftretenden zu transformieren. Ersetzt man in unserem Resultat die Massen mb → mt

und mc → mb, so kann es in den Soft-Gluon–Faktor aus [60] überführt werden.

5.4.4 Integration der infrarot-endlichen Terme

Nachdem wir im letzten Abschnitt den integrierten Soft-Gluon–Faktor Ag nach Parametri-
sierung mit endlicher Gluonmasse berechnet haben, wollen wir nun den infrarot-endlichen
Anteil der Helizitäts-Raten (5.61) bestimmen. Wir setzen dazu den Integranden (5.48) un-
ter Verwendung der Aufspaltung (5.63) in den Ausdruck für die Helizitäts-Raten ein und
benutzen die Definition (5.64) für den integrierten Soft-Gluon–Faktor. Dann kann man die
Helizitäts-Raten (5.61) in der folgenden Form darstellen:

ΓX =
g2
w

16 (2π)3 mb

|Vbc|2 (g2
s CF )

{
bX (E0, 0, 0)Ag (5.90)

+

∫ Emax

Emin

dE

∫ ωmax

ωmin

dω
[
a(E, ω, 0)

(
bX(E, ω, 0)− bX(E0, 0, 0)

)
+ fX(E, ω)

]}
.

Die Infrarot-Divergenz steckt nur im Soft-Gluon–Faktor Ag, der in (5.88) angegeben wurde
und mit dem Born-Term bX multipliziert wird. Alle anderen Beiträge sind konvergent und
brauchen daher nicht mit der Gluonmasse regularisiert zu werden. Das Integral in der
zweiten Zeile von (5.90) enthält die endlichen Beiträge, die zunächst über die Gluonenergie
ω integriert werden. Da der Integrand nur ganzzahlige Potenzen von ω im Intervall von −2
bis 1 enthält, ist die Stammfunktion eine Linearkombination der Funktionen

1

ω
, ω , ω2 , ln(ω)

mit Koeffizienten, die nur von den Teilchenmassen und der W -Energie E abhängen, über
die noch zu integrieren ist. Es stellt sich heraus, daß diese letzte Integration einfacher
auszuführen ist, wenn man die bekannte Substitution

E =
m2
b + q2 − E ′

2mb
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verwendet. Dadurch ändern sich die Grenzen der ω-Integration ebenfalls, und nach Einset-
zen in die Stammfunktion ergeben sich dann folgende elementare Funktionen

1

ωmin
− 1

ωmax
=

2

mb

√
λ2

E ′ −m2
c

, ωmax − ωmin =
1

2mb

√
λ2 (E ′ −m2

c)

E ′

ω2
max − ω2

min =
m2
b − q2 + E ′

4m2
b

√
λ2 (E ′ −m2

c)
2

E ′2

ln

(
ωmax
ωmin

)
= ln

(
m2
b − q2 + E ′ +

√
λ2

m2
b − q2 + E ′ −

√
λ2

)
(5.91)

mit λ2 = λ(E ′,m2
b , q

2), die bei der Integration über E ′ berücksichtigt werden müssen. Sie
werden noch mit E ′-abhängigen Koeffizienten multipliziert, die nur positive ganzzahlige
Potenzen von E ′ enthalten. Damit ergibt sich dann für den Integranden eine Linearkombi-
nation von Grundfunktionen mit jeweils konstanten Koeffizienten, die nur noch die Mas-
sen der Quarks und das Impulsquadrat des W -Bosons enthalten. Diese Grundfunktionen
können folgendermaßen klassifiziert werden:

R(m,n) = (λ2)m (E ′)n , S(m,n) = (λ2)m(E ′)n ln

(
m2
b − q2 + E ′ +

√
λ2

m2
b − q2 + E ′ −

√
λ2

)

T (m) =
(λ2)m

E ′ −m2
c

, U(m) =
(λ2)m

E ′ −m2
c

ln

(
m2
b − q2 + E ′ +

√
λ2

m2
b − q2 + E ′ −

√
λ2

)
(5.92)

mit ganzzahligen oder halbzahligen Werten für m und n. Das Integral in der letzten Zeile
von (5.90) ergibt das Resultat für die infrarot-endlichen Terme. Kürzt man den Integranden
mit

g0(E ′, ω) := a′(E ′, ω, 0)
(
b′(E ′, ω, 0)− b(E0, 0, 0)

)
+ f(E ′, ω) (5.93)

ab, wobei die auf die Variable E ′ transformierten Funktionen auch mit einem Strich be-
zeichnet werden, so kann man das Integral in der folgenden Form schreiben:

I0 :=
1

2mb

∫ E′max

E′min

dE ′
∫ ωmax

ωmin

dω g0(E ′, ω)

=

∫ E′max

E′min

dE ′

{∑
m,n

[
r(m,n)R(m,n) + s(m,n)S(m,n)

]

+
∑
m

[
t(m)T (m) + u(m)U(m)

]}
. (5.94)

Die Koeffizienten r, s, t und u hängen ausschließlich von den Massen der Teilchen ab. Bei
der Summation sind einige der Koeffizienten gleich null. Die Integration über E ′ kann nun
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als Linearkombination der Integrale über die Grundfunktionen R, S, T und U geschrieben
werden. Zur Vereinfachung werden die auftretenden Massen und die Variable E ′ mit der
b-Masse skaliert, so daß nun

z =
E ′

m2
b

, x =

√
q2

mb

, y =
mc

mb

(5.95)

gilt. Die vorkommenden Grundintegrale haben damit die Gestalt

R(m,n) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz λm zn , S(m,n) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz λmzn ln

(
1− x2 + z +

√
λ

1− x2 + z −
√
λ

)

T (m) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz
λm

z − y2
, U(m) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz
λm

z − y2
ln

(
1− x2 + z +

√
λ

1− x2 + z −
√
λ

)
(5.96)

mit
λ ≡ λ(1, x2, z) = 1 + x4 + z2 − 2 (x2 + z + x2 z).

Ihre analytischen Resultate sind in Anhang D angegeben. Zur einfacheren Berechnung ist
es sinnvoll, die Substitution

z = 1 + x2 − x u
2 + 1

u
(5.97)

einzuführen, damit man die Wurzeln im Integranden beseitigen kann. Die Integration er-
streckt sich nun über das Intervall [1 + ε′, umax − ε], wobei

umax =
1 + x2 − y2 −

√
λ(1, x2, y2)

2x

die obere Integrationgrenze bezeichnet. In den Grundintegralen werden wir die obere Gren-
ze der Kürze wegen als umax ≡ η schreiben. Aufgrund der Aufspaltung der Integration in
diese Grundintegrale mittels Partialbruchzerlegung gibt es einige Integrale, die an der obe-
ren oder an der unteren Integrationsgrenze divergent sind. Dies sind aber nur Scheinsingu-
laritäten, die eine Folge der Partialbruchzerlegung sind und sich in der Zerfallsrate wieder
gegenseitig aufheben. Zur Parametrisierung dieser Singularitäten werden die Konstanten ε
und ε′ eingeführt.

Die skalierten Koeffizienten r(m,n), s(m,n), t(n) und u(n) hängen nur noch von x
und y ab. Die Bremsstrahlungs-Beiträge zu den unterschiedlichen Helizitäts-Raten wer-
den als Linearkombination der Grundintegrale mit diesen Koeffizienten dargestellt. Die
verschiedenen Koeffizienten sind in Anhang E angegeben.

Durch die Aufspaltung der Integration in eine Linearkombination von Grundintegra-
len kann das Resultat, das eine relativ komplexe Gestalt besitzt, leichter integriert und in
einer relativ übersichtlichen Form dargestellt werden. Außerdem ist diese Art der Darstel-
lung vorteilhaft bei der weiteren Zusammenfassung und Vereinfachung der Resultate zu
kompakteren Ausdrücken.
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5.4.5 Zusammenfassung der analytischen Resultate

Summiert man alle Beiträge in (5.94) auf und addiert noch den mit der b-Masse skalierten
divergenten Anteil aus (5.90), der einem Produkt aus der Bornschen Rate mit dem Soft-
Gluon–Faktor entspricht, so erhält man schließlich die gesamten Bremsstrahlungsbeiträge
zur Zerfallsrate. Man drückt sie durch die skalierten Größen x und y aus, um die Resultate
etwas zu vereinfachen. Mit der Definition der Fermi-Konstanten GF = g2

w

√
2/(8M2

W ) und
dem Farbfaktor CF = 4/3 lautet das Resultat für die Helizitäts-Raten

Γ
(g)
X =

GF M
2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2

αs
3π

GX , (5.98)

wobei der Index X auch wieder sowohl über die unpolarisierten als auch über die pola-
risierten Helizitäten läuft. Die Helizitäts-Strukturfunktionen GX sind durch die folgenden
Linearkombinationen der Grundintegrale gegeben:

GU = 2
[
4
(
1− x2 + y2

)
Ag + rU,0(−1/2,−2)R(−1/2,−2)

+ rU,0(−1/2,−1)R(−1/2,−1) + rU,0(−1/2, 0)R(−1/2, 0)

+ rU,0(−1/2, 1)R(−1/2, 1) + rU,0(−1/2, 2)R(−1/2, 2)

+ sU,0(−1, 0)S(−1, 0) + sU,0(−1, 1)S(−1, 1)

+ sU,0(−1, 2)S(−1, 2) + sU,0(−1, 3)S(−1, 3)
]

GUP = − 2
[
4
√
λAg + rU,P (−1,−2)R(−1,−2) + rU,P (−1,−1)R(−1,−1)

+ rU,P (−1, 0)R(−1, 0) + rU,P (−1, 1)R(−1, 1) + rU,P (−1, 2)R(−1, 2)

+ rU,P (−1, 3)R(−1, 3) + sU,P (0, 0)S(0, 0)

+ sU,P (−3/2, 0)S(−3/2, 0) + sU,P (−3/2, 1)S(−3/2, 1)

+ sU,P (−3/2, 2)S(−3/2, 2) + sU,P (−3/2, 3)S(−3/2, 3)

+ sU,P (−3/2, 4)S(−3/2, 4) + tU,P (0) T (0) + tU,P (1/2) T (1/2)

+ uU,P (−1/2)U(−1/2) + uU,P (0)U(0)
]

GL =
1

x2

{
4
[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag + rL,0(−1/2,−2)R(−1/2,−2)

+ rL,0(−1/2,−1)R(−1/2,−1) + rL,0(−1/2, 0)R(−1/2, 0)

+ rL,0(−1/2, 1)R(−1/2, 1) + rL,0(−1/2, 2)R(−1/2, 2)

+ sL,0(−1, 0)S(−1, 0) + sL,0(−1, 1)S(−1, 1)

+ sL,0(−1, 2)S(−1, 2) + sL,0(−1, 3)S(−1, 3)

}
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GLP =
1

x2

[
4
(
1− y2

)√
λAg + rL,P (−1,−2)R(−1,−2) + rL,P (−1,−1)R(−1,−1)

+ rL,P (−1, 0)R(−1, 0) + rL,P (−1, 1)R(−1, 1) + rL,P (−1, 2)R(−1, 2)

+ rL,P (−1, 3)R(−1, 3) + sL,P (0, 0)S(0, 0)

+ sL,P (−3/2, 0)S(−3/2, 0) + sL,P (−3/2, 1)S(−3/2, 1)

+ sL,P (−3/2, 2)S(−3/2, 2) + sL,P (−3/2, 3)S(−3/2, 3)

+ sL,P (−3/2, 4)S(−3/2, 4) + tL,P (0) T (0) + tL,P (1/2) T (1/2)

+ uL,P (−1/2)U(−1/2) + uL,P (0)U(0)

]

GU+L =
1

x2

{
4
[
λ+ 3x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag + rU+L,0(1/2,−2)R(1/2,−2)

+ rU+L,0(1/2,−1)R(1/2,−1) + rU+L,0(1/2, 0)R(1/2, 0)

+ sU+L,0(0, 0)S(0, 0) + sU+L,0(0, 1)S(0, 1)

}

GUP+LP =
1

x2

[
4
(
1− 2x2 − y2

)√
λAg + rU+L,P (0,−2)R(0,−2)

+ rU+L,P (0,−1)R(0,−1) + rU+L,P (0, 0)R(0, 0)

+ rU+L,P (0, 1)R(0, 1) + sU+L,P (0, 0)S(0, 0)

+ sU+L,P (−1/2, 0)S(−1/2, 0) + sU+L,P (−1/2, 1)S(−1/2, 1)

+ sU+L,P (−1/2, 2)S(−1/2, 2) + tU+L,P (0) T (0) + tU+L,P (1/2) T (1/2)

+ uU+L,P (−1/2)U(−1/2) + uU+L,P (0)U(0)

]

GS =
1

x2

{
4
[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag + rS,0(1/2,−2)R(1/2,−2)

+ rS,0(1/2,−1)R(1/2,−1) + rS,0(1/2, 0)R(1/2, 0)

+ sS,0(0, 0)S(0, 0) + sS,0(0, 1)S(0, 1)

}

GSP =
1

x2

(
1− y2

) [
4
√
λAg + rS,P (0,−2)R(0,−2) + rS,P (0,−1)R(0,−1)

+ rS,P (0, 0)R(0, 0) + rS,P (0, 1)R(0, 1) + sS,P (0, 0)S(0, 0)

+ sS,P (−1/2, 0)S(−1/2, 0) + sS,P (−1/2, 1)S(−1/2, 1)

+ sS,P (−1/2, 2)S(−1/2, 2) + tS,P (0) T (0) + tS,P (1/2) T (1/2)
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+ uS,P (−1/2)U(−1/2) + uS,P (0)U(0)

]

GF = − 2
[
4
√
λAg + rF,0(0,−2)R(0,−2)

+ rF,0(0,−1)R(0,−1) + rF,0(0, 0)R(0, 0)

+ rF,0(0, 1)R(0, 1) + sF,0(0, 0)S(0, 0)

+ sF,0(−1/2, 0)S(−1/2, 0) + sF,0(−1/2, 1)S(−1/2, 1)

+ sF,0(−1/2, 2)S(−1/2, 2) + tF,0(0) T (0) + tF,0(1/2) T (1/2)

+ uF,0(−1/2)U(−1/2) + uF,0(0)U(0)
]

GFP = 2
[
4
(
1− x2 + y2

)
Ag + rF,P (−1/2,−2)R(−1/2,−2)

+ rF,P (−1/2,−1)R(−1/2,−1) + rF,P (−1/2, 0)R(−1/2, 0)

+ rF,P (−1/2, 1)R(−1/2, 1) + rF,P (−1/2, 2)R(−1/2, 2)

+ sF,P (−1, 0)S(−1, 0) + sF,P (−1, 1)S(−1, 1)

+ sF,P (−1, 2)S(−1, 2) + sF,P (−1, 3)S(−1, 3)
]

GI = 0

GIP = − 1√
2x

[
4
√
λAg + rI,P (−1,−2)R(−1,−2) + rI,P (−1,−1)R(−1,−1)

+ rI,P (−1, 0)R(−1, 0) + rI,P (−1, 1)R(−1, 1) + rI,P (−1, 2)R(−1, 2)

+ sI,P (0, 0)S(0, 0) + sI,P (−3/2, 0)S(−3/2, 0)

+ sI,P (−3/2, 1)S(−3/2, 1) + sI,P (−3/2, 2)S(−3/2, 2)

+ sI,P (−3/2, 3)S(−3/2, 3) + tI,P (0) T (0) + tI,P (1/2) T (1/2)

+ uI,P (−1/2)U(−1/2) + uI,P (0)U(0)

]
GA = 0

GAP =
1√
2x

[
4
(
1− x2 − y2

)
Ag + rA,P (−1/2,−2)R(−1/2,−2)

+ rA,P (−1/2,−1)R(−1/2,−1) + rA,P (−1/2, 0)R(−1/2, 0)

+ rA,P (−1/2, 1)R(−1/2, 1) + sA,P (−1, 0)S(−1, 0)

+ sA,P (−1, 1)S(−1, 1) + sA,P (−1, 2)S(−1, 2)

]
. (5.99)
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Der zusätzliche Index P bezeichnet zur Unterscheidung vom unpolarisierten Anteil die
polarisierten Strukturfunktionen. Die Funktion λ ist definiert als λ(1, x2, y2) und hängt
nur von den skalierten Größen der Quarkmassen und des Quadrates des W -Impulses ab.
Die Raten für die unterschiedlichen Helizitäten setzen sich aus Linearkombinationen der
Grundintegrale R, S, T und U zusammen. Diese sind in Anhang D angegeben. Der Soft-
Gluon–Faktor (5.88) lautet in skalierten Größen (5.17)

Ag =
(
1− x2 + y2

){
− 2 Li2(1− w1) + Li2(1− w2)− Li2(1− w3)

− 1

2
ln(w1)

[
2 ln

(
λ
√
w3

Λx y

)
+ 1

]
− 1

4
ln2(w1)

}

+ 2
√
λ

[
2− ln

(
λ

Λx y

)]
− ln(w2) + y2 ln(w3) (5.100)

wobei die skalierte Gluonmasse durch Λ = m/mb und die wi durch (5.37) gegeben sind.
Man kann die Resultate (5.99), wie bereits oben erwähnt wurde, in eine kompakte Form

bringen. Dazu betrachtet man die Logarithmen und Dilogarithmen in den verschiedenen
Grundintegralen, von denen die entsprechenden Helizitäts-Raten abhängen, und drückt
jede Rate als Linearkombination dieser Funktionen aus. Man erkennt zunächst, daß alle
Integrale R(m,n) und S(m,n) für gleiche Werte m im wesentlichen die selben logarithmi-
schen und dilogarithmischen Terme enthalten. Es ist von Vorteil, wenn man die Relationen

ln

[
(1− x)2

(η − x) (1− η x)

]
= 2 ln

(
1− x
y

)
− ln(η)

ln

(
1− x
η − x

)
= ln

(
1− x
y

)
− 1

2

[
ln(η) + ln

(
η − x

1− η x

)]

ln

(
η
√
λ

x ε′

)
= ln(η) + ln

[
(1− x)2 − y2

√
λ ε′

]
+ ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
(5.101)

verwendet, um die Anzahl der vorkommenden logarithmischen Terme zu verringern. Im
nächsten Schritt setzt man die Vorfaktoren aus Anhang E und die Grundintegrale aus
Anhang D in (5.99) ein und bestimmt die Vorfaktoren aller vorkommenden Logarithmen
und Dilogarithmen für jede Helizitäts-Rate. Zum Schluß vereinfacht man die Vorfaktoren
und stellt jede Helizitätsrate als Linearkombination der Logarithmen und Dilogarithmen
dar. Damit ergeben sich für die unterschiedlichen Helizitäts-Strukturfunktionen in (5.99)
folgende Resultate:

GU = 2

{
4
(
1− x2 + y2

)
Ag −

√
λ
(
27− 7x2 + 3 y2

)
+
[
19 + 22x2 − x4 − 2

(
11− 4x2

)
y2 − 3 y4

]
ln(η)
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+
[ (

1− x2
)2

+ 2
(
3 + 2x2

)
y2 − y4

]
ln

(
η − x

1− η x

)
− 4

(
7 + x2 − y2

)
N1 −

2

x

[
(1− x)2 − y2

] [
(1− x) (5 + x) + y2

]
N2

− 2

x

[
(1 + x)2 − y2

] [
(1 + x) (5− x) + y2

]
N3

}

GUP = − 2

{
4
√
λAg +

1

x

[
(1− x)2 − y2

] [
12− 63x− 10x2 − 9x3 − (12− 5x) y2

]
+ 8λ ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+

√
λ

x2

[
6 + 19x2 − 3x4 −

(
6− 7x2

)
y2
]

ln(η)

−
√
λ

x2

[
3
(
2 + 9x2 − x4

)
−
(
6 + x2

)
y2
]

ln

(
η − x

1− η x

)
+

4

x2

[ (
1− x2

) (
3 + 14x2 − 2x4

)
−
(
6− 7x2 − x4

)
y2 +

(
3− x2

)
y4
]

ln

(
1− x
y

)

+ 4
[
11 + 3x2 + x4 − 2

(
3 + x2

)
y2 + y4

]
N0 + 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
N4

}

GL =
1

x2

{
4
[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag

−
√
λ
[
3− 55x2 + 4x4 +

(
6− 7x2

)
y2 + 3 y4

]
−
[
1 + 38x2 + 57x4 +

(
5− 48x2 + 5x4

)
y2 +

(
5− 6x2

)
y4 + y6

]
ln(η)

+
[ (

1− x2
)2

+
(
5− 16x2 − 3x4

)
y2 +

(
5 + 2x2

)
y4 + y6

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 8x2

(
7 + x2 − y2

)
N1 + 4x

[
(1− x)2 − y2

] [
(1− x) (5 + x) + y2

]
N2

+ 4x
[
(1 + x)2 − y2

] [
(1 + x) (5− x) + y2

]
N3

}

GLP =
1

x2

{
4
(
1− y2

)√
λAg −

[
(1− x)2 − y2

]
×
[
23− 6x+ 113x2 − 24x3 + 4x4 −

(
28− 6x+ 9x2

)
y2 + 5 y4

]
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+ 8λ
(
1− y2

)
ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+
√
λ
[
13 + 49x2 − 3

(
2− x2

)
y2 − 7 y4

]
ln(η)

−
√
λ
[
7
(
3 + 7x2

)
−
(
22− 3x2

)
y2 + y4

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 4

[ (
1− x2

) (
11 + 24x2

)
−
(
13− 15x2

)
y2 + 2 y4

]
ln

(
1− x
y

)
+ 4

[
2 + 22x2 + 11x4 −

(
5 + 12x2 + x4

)
y2 + 2

(
2 + x2

)
y4 − y6

]
N0

+ 4
(
1− y2

)√
λ
(
1− x2 + y2

)
N4

}

GU+L =
1

x2

{
4
[
λ+ 3x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag −

√
λ
(
1− 2x2 + y2

) (
3 + 5x2 + 3 y2

)
−
[
1 + 13x4 + 2x6 +

(
5− 4x2 − 11x4

)
y2 + 5 y4 + y6

]
ln(η)

+
[ (

1− x2
)2 (

1 + 2x2
)

+
(
5− 4x2 + 5x4

)
y2 + 5 y4 + y6

]
ln

(
η − x

1− η x

)}

GUP+LP =
1

x2

{
4
(
1− 2x2 − y2

)√
λAg −

[
(1− x)2 − y2

]
×
[
23 + 18x− 13x2 − 44x3 − 14x4 −

(
28 + 18x− x2

)
y2 + 5 y4

]
+ 8λ

(
1− 2x2 − y2

)
ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+
√
λ
[
1 + 11x2 + 6x4 +

(
6− 11x2

)
y2 − 7 y4

]
ln(η)

−
√
λ
[
9− 5x2 + 6x4 − 5

(
2− x2

)
y2 + y4

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 4

[ (
1− x2

) (
5− 4x2 + 4x4

)
−
(
1− x2 + 2x4

)
y2 − 2

(
2− x2

)
y4
]

ln

(
1− x
y

)
+ 4

[
2 + 5x4 − 2x6 −

(
5− 3x4

)
y2 + 4 y4 − y6

]
N0

+ 4
√
λ
(
1− x2 + y2

) (
1− 2x2 − y2

)
N4

}
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GS =
1

x2

{
4
[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]
Ag − 3

√
λ
(
1− x2 + y2

) (
1 + y2

)
−
(
1 + y2

) [ (
1− x2

)2
+ 2

(
2− x2

)
y2 + y4

] [
ln(η)− ln

(
η − x

1− η x

)]}

GSP =
1

x2

(
1− y2

){
4
√
λAg −

[
(1− x)2 − y2

] (
23 + 18x+ 5x2 − 5 y2

)
+ 8λ ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+
√
λ
(
1− 3x2 + 7 y2

)
ln(η)

−
√
λ
[
3
(
3− x2

)
− y2

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 4

[ (
1− x2

) (
5− 2x2

)
+ 2

(
2− x2

)
y2
]

ln

(
1− x
y

)
+ 4

[
2 + x4 −

(
3 + 2x2

)
y2 + y4

]
N0 + 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
N4

}

GF = − 2

{
4
√
λAg + 2

[
(1− x)2 − y2

] (
1 + 12x+ 4x2 − y2

)
− 8λ ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+
√
λ
(
11 + 3x2 − 7 y2

)
ln(η)

−
√
λ
[
3
(
1 + x2

)
+ y2

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 4

[ (
1− x2

) (
1 + 2x2

)
−
(
1 + x2

)
y2
]

ln

(
1− x
y

)
+ 4

(
1 + 3x2 − x4 + 2x2 y2 − y4

)
N0 − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
N4

}

GFP = 2

{
4
(
1− x2 + y2

)
Ag − 2

√
λ
(
5x2 − 2 y2

)
−
[
7− 26x2 − x4 − 2

(
1− 4x2

)
y2 − y4

]
ln(η)

−
[ (

1− x2
)2 − 2

(
3− 2x2

)
y2 + y4

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 4

(
1− 5x2 + y2

)
N1 +

4

x
(1− x) (1 + 2x)

[
(1− x)2 − y2

]
N2

+
4

x
(1 + x) (1− 2x)

[
(1 + x)2 − y2

]
N3

}
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GI = 0

GIP = − 1√
2x

{
4
√
λAg − 2

[
(1− x)2 − y2

] (
16 + x+ 16x2 − 13 y2

)
+ 8λ ln

[
(1 + x)2 − y2

x

]
+ 2
√
λ
[
3
(
2 + x2

)
− y2

]
ln(η)

− 2
√
λ
(
10 + 3x2 − 5 y2

)
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 2

[ (
1− x2

) (
21 + 5x2

)
−
(
11− 15x2

)
y2 − 4 y4

]
ln

(
1− x
y

)
+ 2

[
7 + 15x2 + 4x4 −

(
11 + 8x2

)
y2 + 4 y4

]
N0

+ 4
√
λ
(
1− x2 + y2

)
N4

}
GA = 0

GAP =
1√
2x

{
4
(
1− x2 − y2

)
Ag + 6

√
λ
(
1− 2x2

)
+
[
1− 4x2 + 15x4 +

(
5− 11x2

)
y2
]

ln(η)

−
(
1− x2

) (
1− x2 + 5 y2

)
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 2

[
1− 3x2 − 2x4 −

(
1− 2x2

)
y2
]
N1

− 2 (1− x) (1 + 2x)
[
(1− x)2 − y2

]
N2

+ 2 (1 + x) (1− 2x)
[
(1 + x)2 − y2

]
N3

}
. (5.102)

Der Soft-Gluon–Faktor Ag, welcher die Infrarot-Singularitäten enthält, wurde in (5.100)
angegeben. Um die Resultate etwas übersichtlicher darzustellen, wurden alle dilogarithmi-
schen Terme durch die Funktionen Ni mit i = 0, 1, 2, 3, 4 abgekürzt. Sie sind durch folgende
Ausdrücke gegeben:

N0 = Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x) (5.103)

N1 = Li2(x η)− Li2

(
x

η

)
+ 2 ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]
+ ln

(
η

η − x

)
ln

[
x2 (η − 1)2

η (η − x)

]
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N2 = Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

[
(η − 1)x

1− x

]
− 1

2
ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
(η − 1)x

η − x

]

+ ln(1− x) ln

(
1− x
η − x

)
+ ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]

N3 = Li2

(
1− η x
1 + x

)
− Li2

[
η − x

η (1 + x)

]
− 1

2
ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η − 1)2 (1 + x)2

(η + 1)2 (η − x)

]

N4 = 4 Li2

(
η
√
λ

η − x

)
− 2 Li2

[
(η − 1)x

1− x

]
− 2 Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

(
x

η

)
− Li2(x η)

− ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η + 1)2

η − x

]
+ 2 ln(1− η x) ln

[
(1− x) (η + 1)

η − x

]
.

Die analytischen Ausdrücke für die Ni sind alle relativ kurz, und die Argumente der Dilo-
garithmen enthalten nur die Konstanten η und x.

Man erkennt, daß die Resultate (5.102) für die physikalischen Strukturfunktionen nicht
mehr von den Parametern ε und ε′ abhängen und daher, wie zu erwarten ist, im Limes
ε→ 0 und ε′ → 0 konvergent sind. Beim Zusammenfassen der logarithmischen Terme haben
sich die Logarithmen ln[(η + 1)/2] und ln[(η − 1)/ε] aus den Grundintegralen gegenseitig
aufgehoben. Darüberhinaus kommen die Integrale T (m) und U(m) immer in derselben
Linearkombination vor, so daß sich auch die Logarithmen ln(ε′) gegenseitig aufheben.

Die Resultate (5.102) werden auch in die inklusive Rate eingehen, die in den folgenden
Abschnitten diskutiert wird. Sie besitzen gegenüber der weiter oben angegebenen Darstel-
lung als Linearkombination bestimmter Grundintegrale den Vorteil, daß sie direkt angege-
ben werden können und eine wesentlich kompaktere Struktur besitzen, was in erster Linie
zu einer besseren Übersichtlichkeit beiträgt.

5.5 Inklusive Zerfallsrate

Nachdem in den vergangenen Abschnitten dieses Kapitels die QCD-Strahlungskorrekturen
zu den Helizitäts-Strukturfunktionen für den Zerfall b → c + W− in erster Ordnung der
Störungstheorie berechnet wurden, soll im folgenden die Summe aus diesen Beiträgen an-
gegeben werden. Die inklusive Zerfallsrate besteht aus dem Born-Term und den QCD-
Einschleifen-Korrekturen sowie dem Bremsstrahlungsbeitrag, der die Abstrahlung eines
reellen Gluons enthält. Die Schleifenbeiträge sind renormiert worden, um die UV -Singula-
ritäten zu beseitigen, die bei der Integration großer Schleifenimpulse aufgetreten sind. Sie
enthalten aber noch, genauso wie der Bremsstrahlungsanteil, Infrarot-Singularitäten, die
bei kleinen Gluonimpulsen auftreten. In der Summe aus virtuellen und reellen Beiträgen
heben sich diese Singularitäten gegenseitig auf, so daß das Resultat endlich ist.
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Die inklusiven Helizitäts-Raten ergeben sich aus der Summe der Bornschen Raten
(5.19), der Einschleifen-Korrekturen (5.34) und der Bremsstrahlungs-Beiträge (5.98) zu

Γ
(incl)
X =

GF M
2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2

[√
λBX +

αs
3π

(√
λRX +GX

)]
. (5.104)

Die Infrarot-Singularitäten aus den Einschleifen- und Bremsstrahlungs-Beiträgen sind nur
in den Faktoren A0 und Ag enthalten, die in (5.36) und (5.100) angegeben sind. Bei der
Aufsummation aller Beiträge in O(αs) erhält man ein Resultat, das nur noch von der
Linearkombination

A =
4√
λ
Ag − 2A0 (5.105)

der Funktionen A0 und Ag abhängt. Dieses Resultat ist unabhängig von der skalierten
Gluonmasse Λ und daher infrarot-endlich. Man sieht direkt, daß sich die Singularitäten
gegenseitig aufheben, indem man die Summe der ln(Λ)-abhängigen Terme aus A0 und Ag
bildet. Wenn man alle Massen sowie q2 mit der b-Masse skaliert, erhält man für den Faktor
A die folgende explizite Gestalt

A =
2√
λ

(
1− x2 + y2

){
− 4 Li2(1− w1) + 4 Li2(1− w2)− 4 Li2(1− w3)

− ln(w1)

[
ln

(
λ2 w3

x2 y3

)
+ 1

]
− 1

2
ln2(w1) + ln

[
1

2

(
1− x2 + y2 +

√
λ
)]

ln (w2 w3)

}

+ 4

[
ln

(
x2 y3

λ2

)
+ 2

]
− 4√

λ
ln(w2) +

4 y2

√
λ

ln(w3), (5.106)

wobei die einzelnen Terme aus A0 und Ag, die dieselben Logarithmen oder Dilogarithmen
enthalten, zusammengefaßt wurden. Die Argumente wi sind in (5.37) definiert worden.
Anstelle von A kann man auch eine Funktion wählen, die ein konstantes Vielfaches von A
ist. Hier wurde diese Konstante so gewählt, daß der Term, der zu A proportional ist, bis
auf den Faktor αs/(3π) genau dem Bornschen Term entspricht.

Um die inklusiven Raten in eine Form zu bringen, die möglichst einfach ist, ist es
sinnvoll, die einfach logarithmischen Terme in der Funktion A aus (5.106) mit denen aus
den übrigen Termen, die nicht proportional zu A sind, zu verrechnen. Den verbliebenen
Anteil aus A, der die dilogarithmischen Terme enthält, bezeichnen wir mit dem Symbol A.
Er lautet explizit

A =
2√
λ

(
1− x2 + y2

){
− 4 Li2(1− w1) + 4 Li2(1− w2)− 4 Li2(1− w3) (5.107)

− ln(w1) ln
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λ2 w3

x2 y3

)
− 1

2
ln2(w1) + ln

[
1

2

(
1− x2 + y2 +

√
λ
)]

ln (w2 w3)

}
.
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Um die Anzahl der einfachen Logarithmen auf ein Minimum zu reduzieren, benutzt man
die Umrechnungen

ln

(
η − x

1− η x

)
= ln(η)− ln(w1) , ln

(
x2 y3

λ2

)
= ln(y) + 2 ln

(x y
λ

)
(5.108)

und die Identitäten w2 = 1/η2 und w3 = w1 w2. Die Logarithmen ln(w1) und ln(y) stam-
men aus den Einschleifen-Korrekturen, während ln[(η − x)/(1 − η x)] und ln(u) in den
Bremsstrahlungs-Beiträgen enthalten sind. Der Term ln(x2 y3/λ2) kommt nur in der Funk-
tion A vor.

Jetzt kann man alle Resultate der inklusiven Helizitäts-Raten als Linearkombination
von Logarithmen und Dilogarithmen darstellen. Setzt man die expliziten Ausdrücke (5.20)
für die Bornsche Rate sowie (5.35) für die Einschleifen-Korrekturen und (5.102) für die
Beiträge zur Bremsstrahlung in (5.104) ein, so ergibt sich das Resultat
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GF M
2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2 TX (5.109)

mit den Raten
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Der Index P an den Bezeichnungen für die verschiedenen Helizitäten kennzeichnet wie
vorher den Anteil des b-Quark-Spins. Die Funktion w1 ist in (5.37) definiert. Sie ist di-
mensionslos und ändert sich deshalb nicht, wenn man die dort auftretenden Massen und
das Impulsquadrat des virtuellen W -Bosons durch die entsprechenden mit der b-Masse
skalierten Größen ersetzt. Die λ-Funktion hängt von den skalierten Quarkmassen und vom
skalierten Impulsquadrat des W -Bosons ab, es ist also λ = λ(1, x2, y2). Die dilogarithmi-
schen Terme Ni sind in (5.103) angegeben.

Die analytischen Resultate der in (5.109) definierten Helizitäts-Strukturfunktionen

Γ
(incl)
X und Γ

(incl)

XP können mit bereits bekannten Ergebnissen in der Literatur verglichen
werden. Man kann dabei auf die Berechnungen der QCD-Strahlungskorrekturen zum Zer-
fall des Topquarks in ein Bottom-Quark und ein W+-Boson zurückgreifen, weil die Struktur
der analytischen Resultate für die Strukturfunktionen dieselbe ist wie im hier behandel-
ten Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein W−-Boson. Man braucht lediglich die
Massen und das Impulsquadrat der Quarks mt ↔ mb, mb ↔ mc und M2

W ↔ q2 sowie den
Quark-Spinvektor st ↔ sb auszutauschen. Berücksichtigt man das unterschiedliche CKM-
Matrixelement und definiert die skalierten Variablen x und y bei beiden Zerfallsprozessen
in derselben Weise, indem man mit der Masse des zerfallenden Quarks skaliert, so kann
man die jeweiligen Resultate direkt miteinander identifizieren. Da in der Literatur zum
Topzerfall eine größere Menge von Abhandlungen existiert als für den b-Zerfall, stehen
entsprechend mehr Literaturwerte zum Vergleichen zur Verfügung.
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Eine wichtige Quelle ist die Diskussion der QCD-Strahlungskorrekturen zum vollständi-
gen Satz der Helizitäts-Strukturfunktionen für den Zerfall t(↑) → b+W+, bei der auch eine
endliche b-Masse berücksichtigt wurde [59]. Nach einigen Umrechnungen der Dilogarith-
mus-Terme und Zusammenfassung nach den Grundintegralen findet man eine Übereinstim-
mung aller hier behandelten Strukturfunktionen mit den dort aufgeführten Resultaten. Für
die totale Rate, die durch die Summe der Strukturfunktionen U +L gegeben ist, kann man
die Ergebnisse in O(αs) mit denen von Denner und Sack [60] vergleichen, die ebenfalls eine
endliche b-Masse berücksichtigt haben. Auch in diesem Fall findet man eine Übereinstim-
mung mit den hier berechneten Ergebnissen. Bildet man den Grenzwert verschwindender
c-Masse, so kann man die Resultate für die totale Rate mit denen in [62,63,64] vergleichen.
Auch hier findet man Übereinstimmung, ebenso mit dem entsprechenden Resultat in [61].
Die Strukturfunktionen U , UP , L und LP für mb → 0 sind auch in [61] aufgelistet. Sie
stimmen mit den hier angegebenen Resultaten überein. Die zu diesen Werten gehörenden
numerischen Werte sind in [65,66, 67] angegeben. Ein Vergleich zeigt, daß auch die nume-
rischen Resultate der Strukturfunktionen für den Topquark-Zerfall im Grenzfall mb → 0
mit den in diesem Kapitel berechneten Ergebnissen übereinstimmen, wenn man wie oben
beschrieben die Quarkmassen ersetzt. Die Resultate für die Strukturfunktionen IP und AP

sind neu und nur in [59] angegeben. Für die beiden Linearkombinationen T+ = 1
2

(U + F )
und T− = 1

2
(U − F ) der unpolarisierten transversalen Strukturfunktionen sind explizite

Resultate im masselosen Grenzfall in [69] angegeben. Schließlich wurde auch die unpola-
risierte skalare Strukturfunktion S mit Resultaten aus der Literatur verglichen [70] und
auch hier für verschwindende c-Masse Übereinstimmung festgestellt. Die polarisierte ska-
lare Strukturfunktion SP ist ebenfalls neu und nur in [59] angegeben.

5.6 Numerische Resultate

Im letzten Abschnitt wurden die inklusiven Raten für die Helizitäts-Strukturfunktionen
zum Zerfall eines Bottom-Quarks in ein Charm-Quark und ein virtuelles W -Boson be-
stimmt. Die analytischen Resultate für die unterschiedlichen Helizitäten wurden sowohl
für polarisierte als auch für unpolarisierte b-Quarks in (5.109) und (5.110) angegeben. Sie
enthalten die Bornsche Näherung sowie die Einschleifen-Korrekturen und die Beiträge zur
Bremsstrahlung in O(αs).

Im folgenden sollen die Resultate der Helizitäts-Raten numerisch ausgewertet und an-
schließend genauer diskutiert werden. Anstelle der Helizitäts-Raten (5.109) werden wir die
reduzierten Raten dΓ̂/(dx2) betrachten, die in (4.80) definiert wurden. Sie gehen direkt
als normierte Koeffizienten in die Winkelverteilung (4.81) für die differentielle Rate ein
und hängen vom skalierten Viererimpulsquadrat des W -Bosons ab, das durch x2 = q2/m2

b

gegeben ist, wobei q den Viererimpuls des W -Bosons bezeichnet. Daher ist es sinnvoll, die
reduzierten Raten in Abhängigkeit der Variablen x2 in einem Schaubild graphisch darzu-
stellen. Für spätere Anwendungen in hadronischen Zerfällen werden sieben unterschiedliche
Helizitäts-Raten benötigt. Dieses sind die transversalen Raten U und UP , die longitudina-
len Raten L und LP , außerdem die skalaren Raten S und SP und schließlich die Rate IP ,
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die die Interferenz zwischen longitudinaler und transversaler Helizität beschreibt. Der In-
dex P beschreibt den Anteil der Helizitäts-Raten, die durch polarisierte b-Quarks bestimmt
werden. Die Raten ohne diesen Index beschreiben entsprechend unpolarisierte b-Quarks.
Der Vollständigkeit halber werden auch die übrigen Helizitäts-Raten F , F P und AP ge-
zeigt sowie die Summen U + L und UP + LP , die bei bestimmten Winkelverteilungen in
hadronischen Zerfällen auftreten.

Die Graphen der angegebenen reduzierten Helizitäts-Raten sind in Abbildung 5.6 dar-
gestellt. Um nicht immer zwischen X und XP unterscheiden zu müssen, wird für den Rest
dieses Abschnittes einfachheitshalber die Notation

ΓX =
GF M

2
W mb

8
√

2π
|Vbc|2 TX (5.111)

für die unterschiedlichen Helizitäten X = U,UP , L, LP , S, SP , F, F P , IP , AP verwendet,
wobei die Funktionen TX in (5.110) angegeben sind. Die reduzierten Raten ergeben sich
aus den TX durch die Beziehung

dΓ̂X
dx2

= 2x2 TX . (5.112)

Die verwendeten Werte für die Quarkmassen sind wie in Abschnitt 3.6 aus Kapitel 3 durch
mb = 4.85GeV und mc = 1.45GeV gegeben. Auch die anderen Konstanten besitzen
dieselben Werte wie in Abschnitt 3.6. Die starke Kopplungskonstante beträgt αs = 0.219,
und das CKM-Matrixelement ist Vbc = 0.041. Die Fermi-Konstante hat schließlich den
Wert GF/(~c)

3 = 1.16639×10−5GeV −2. Der kinematisch erlaubte Bereich für die Variable
x2 ist 0 ≤ x2 ≤ (1 − y)2, wobei y = mc/mb die skalierte Masse des c-Quarks ist. Die
unterschiedlichen reduzierten Raten sind nach ihrer Definition dimensionslos.

In allen Schaubildern werden sowohl die Bornschen als auch die strahlungskorrigierten
Raten gezeigt, um den Einfluß der Korrekturen qualitativ ablesen zu können. Auf den
Einfluß der Strahlungskorrekturen und deren quantitativen Wert wird weiter unten näher
eingegangen. Die unpolarisierten und die zugehörigen polarisierten Raten werden für die
meisten Helizitäten in demselben Schaubild gezeigt, eine Ausnahme bilden die Helizitäten
L, LP , S und SP , weil sie sich jeweils nur um einen kleinen Betrag unterscheiden, der in
den gezeigten Schaubildern nicht mehr sichtbar wäre. Die beiden polarisierten Raten IP

und AP besitzen keinen entsprechenden Beitrag für unpolarisierte b-Quarks und werden
deshalb in einem einzigen Bild zusammengefaßt.

Bei der Betrachtung der Graphen für die unterschiedlichen reduzierten Raten in Abbil-
dung 5.6 fällt zunächst auf, daß die QCD-Strahlungskorrekturen bei allen gezeigten Raten
alle Werte von x2 betragsmäßig reduzieren. Einige der Helizitäts-Raten zeigen einen sehr
ähnlichen Verlauf, was aus der Tatsache folgt, daß für die Bornschen Raten einige Raten
identisch sind. Es gilt nämlich BU = BFP , BUP = BF , BL = BS und BLP = BSP , wie man
aus (5.20) ablesen kann. Die entsprechenden strahlungskorrigierten Raten unterscheiden
sich also nur in O(αs) voneinander. Die Hälfte aller Raten verschwindet an der unteren
Grenze x2 = 0, während alle anderen Raten dort einen positiven endlichen Wert besitzen.
An der oberen Grenze des Intervalls x2

max = 0.491 erreichen alle hier diskutierten Heli-
zitäts-Raten den Wert null. Die Raten, welche an beiden Enden des kinematisch erlaubten
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x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂U
dx2

dΓ̂
UP

dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂L
dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂
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dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2
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dx2

dΓ̂
UP+LP

dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂S
dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2 dΓ̂

SP

dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂F
dx2

dΓ̂
FP

dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

x2

dΓ̂X
dx2

dΓ̂
IP

dx2

dΓ̂
AP

dx2

- - - - - Born
——— O(αs)

Abbildung 5.6: Reduzierte differentielle Helizitäts-Raten dΓ̂X/dx2 nach dem skalierten Im-
pulsquadrat des W -Bosons x2 = q2/m2

b für die Helizitäten X = U,UP , L, LP , U + L,UP +
LP , S, SP , F, FP , IP , AP in Bornscher Näherung und bis einschließlich O(αs).
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x2-Intervalls verschwinden, steigen oder fallen mit wachsendem x2 bis zu einem lokalen
Extremum, um am Ende wieder den Wert null zu erreichen. Die übrigen Raten fallen mit
steigendem x2 von einem endlichen Wert stetig und relativ gleichmäßig auf null ab.

Wir werden im folgenden die einzelnen reduzierten Raten aus Abbildung 5.6 etwas
genauer diskutieren. Die Rate dΓ̂U/dx

2 hat an der unteren Grenze x2 = 0 den Wert 0,
wächst mit steigendem x2 an und erreicht bei x2 = 0.268 einen maximalen Wert von
0.438. Bei weiter zunehmendem x2 fällt der Graph wieder ab und erreicht an der oberen
Grenze x2

max wieder den Wert null. Die polarisierte Rate dΓ̂UP /dx
2 verschwindet ebenfalls

bei x2 = 0, fällt dann jedoch stetig ab und erreicht bei x2 = 0.229 ein Minimum von
−0.329. Mit weiter steigendem x2 wächst auch die Rate wieder und besitzt am oberen
Endpunkt den Wert null. Insgesamt ist die polarisierte Rate betragsmäßig kleiner als die
unpolarisierte.

Die Raten dΓ̂L/dx
2 und dΓ̂LP /dx

2 unterscheiden sich nicht wesentlich in ihrem Verlauf.
Die unpolarisierte Rate besitzt an der unteren Grenze x2 = 0 den Wert 1.315 und fällt mit
zunehmendem x2 stetig ab. Kurz von der oberen Grenze x2

max nimmt das Gefälle weiter zu,
und an der oberen Grenze verschwindet die unpolarisierte Rate. Die polarisierte Rate zeigt
ein ähnliches Verhalten wie die unpolarisierte. Sie fällt von 1.309 an der unteren Grenze
auf null an der oberen Grenze. Der Verlauf des Graphen ist noch gleichmäßiger als bei der
unpolarisierten Rate und ähnelt bis auf eine leichte Krümmung dem einer Geraden.

Das Verhalten des Graphen von dΓ̂U+L/dx
2 wird durch die Summe der Raten für

X = U und X = L bestimmt. An der unteren Grenze x2 = 0 ergibt sich der Wert
1.315. Mit steigendem x2 fällt der Graph zunehmend steiler ab und erreicht bei x2

max den
Wert null. Er besitzt eine relativ gleichmäßige Krümmung, die am oberen Ende des x2-
Intervalls etwas größer ist. Der Graph der polarisierten Rate dΓ̂UP+LP /dx

2 verhält sich fast
spiegelbildlich zu dem der unpolarisierten Rate. Bei x2 = 0 hat er den Wert 1.309, was also
nur unwesentlich geringer ist als im unpolarisierten Fall. Er fällt unter relativ konstanter
Krümmung mit steigendem x2 ab. Bei x2-Werten über 0.43 tritt eine Besonderheit auf,
die wegen des kleinen Maßstabes in der Graphik nicht zu erkennen ist. Der Graph besitzt
bei x2 = 0.438 eine Nullstelle, fällt mit weiter steigendem x2 auf ein lokales Minimum von
−0.00347 an der Stelle x2 = 0.4645, um anschließend wieder zu steigen. Bei x2 = 0.4646
existiert eine zweite Nullstelle, und der Graph steigt an der oberen Grenze auf null an.

Für die Graphen der Helizitäts-Raten dΓ̂S/dx
2 und dΓ̂SP /dx

2 ist der Verlauf mit denen
für X = L und X = LP fast identisch. Sie fallen von der unteren Grenze x2 = 0 fast linear
bis zur oberen Grenze ab. Die Werte an der unteren Grenze sind mit 1.315 für X = S und
1.309 für X = SP mit denen für X = L und X = LP identisch. Da auch die jeweiligen
Bornschen Raten identisch sind, unterscheiden sich die entsprechenden Werte nur um sehr
kleine Beträge, die nicht weiter diskutiert werden müssen.

Auch die Helizitäts-Raten dΓ̂F/dx
2 und dΓ̂FP /dx

2 brauchen nicht ausführlich diskutiert
zu werden, da sie dieselben Bornschen Raten besitzen wie im Falle X = U und X =
UP . Beide Raten verschwinden an der unteren Grenze. Die unpolarisierte Rate fällt mit
zunehmendem x2 auf ein Minimum von −0.324 bei x2 = 0.232 und steigt mit wachsendem
x2 wieder bis auf den Wert null. Die polarisierte Rate steigt zu größeren Werten von x2 an
und besitzt bei x2 = 0.272 einen Maximalwert von 0.433. Bei weiter steigendem x2 fällt
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die Rate wieder und verschwindet schließlich an der oberen Grenze.
Die reduzierte Rate dΓ̂IP /dx

2 hat bei x2 = 0 den Wert null und fällt mit wachsendem
x2 zunächst steil, dann etwas flacher ab. Bei x2 = 0.145 erreicht sie ein Minimum von
−0.259 und steigt mit ansteigendem x2 stetig bis auf null an der oberen Grenze. Die
polarisierte Rate dΓ̂AP /dx

2 verschwindet ebenfalls bei x2 = 0. Sie wächst mit steigendem
x2 erst steil, dann etwas flacher, an und erreicht ein Maximum von 0.261 bei x2 = 0.163.
Bei höheren Werten von x2 fällt die Rate erst langsam, bei hohen Werten von x2 steiler,
ab und verschwindet bei x2

max.
Die Helizitäts-Raten hängen auch vom Verhältnis der Quarkmassen y = mc/mb ab.

Vergleicht man die hier diskutierten numerischen Resultate des Zerfalls eines b-Quarks
in ein c-Quark und ein virtuelles W -Boson mit denen des Topquark-Zerfalls [59], so stellt
man fest, daß das Massenverhältnis beim b-Zerfall etwa 0.3 beträgt, während es dort wegen
mb/mt = 0.028 etwa um einen Faktor zehn kleiner ist. Die Abhängigkeit der Ergebnisse
vom Massenverhältnis y verändert somit auch den Verlauf der graphischen Darstellungen,
obwohl die analytischen Ausdrücke identisch sind. Zum einen verschiebt sich die obere
Grenze des kinematisch erlaubten Bereiches für die Variable x2, da sie wegen x2

max = (1−y)2

selbst auch vom Massenverhältnis abhängt. Zum anderen wird der Betrag fast aller Raten
mit wachsendem y immer kleiner. Bezeichnet man die unterschiedlichen Massenverhältnisse
mit y1 < y2, so gilt also die Beziehung xmax(y1) > xmax(y2) für die oberen Grenzen von x.
Außerdem ist für die meisten der betrachteten Raten δdΓ̂X := |dΓ̂X(y1)| − |dΓ̂X(y2)| > 0.
Die Ausnahmen beziehen sich auf meistens relativ kleine x2-Intervalle bei den Helizitäten
X = UP +LP , F, F PAP , wenn man die Massenverhältnisse aus dem b-Zerfall und aus dem
Top-Zerfall zugrunde legt.

Betrachtet man die absoluten Differenzen δdΓ̂X etwas genauer, so erkennt man, daß sie
für alle Helizitäten außer den oben genannten Ausnahmen an der unteren Grenze x2 = 0
relativ klein sind, aber mit steigendem x2 zunehmend stärker anwachsen und bei xmax(y2)
einen maximalen Wert erreichen. Für noch größere x2-Werte verschwindet ΓX(y2) und
δdΓ̂X ist daher in diesem Bereich nur durch den Betrag von dΓ̂X(y1) gegeben.

Wir wollen zum Abschluß dieses Abschnittes noch die prozentualen Änderungen der
Helizitäts-Raten diskutieren, die durch den Einfluß der Strahlungskorrekturen hervorgeru-
fen werden. Die Strahlungskorrekturen setzen sich aus den Einschleifen-Korrekturen und
den Beiträgen zur Bremsstrahlung in O(αs) zusammen. Um einen Eindruck von der Größe
der Strahlungskorrekturen zu erhalten, ist es sinnvoll, die relative Änderung der Korrektu-
ren in Bezug auf die Bornsche Näherung graphisch darzustellen. Die relativen Korrekturen
sind definiert durch

∆
dΓ̂X
dx2

=
dΓ̂

(incl)
X /dx2 − dΓ̂

(Born)
X /dx2

dΓ̂
(Born)
X /dx2

=
dΓ̂

(incl)
X /dx2

dΓ̂
(Born)
X /dx2

− 1. (5.113)

Die Graphen dieser Funktionen für die unpolarisierten und die polarisierten Helizitäten
X = U,UP , L, LP , U + L,UP + LP , S, SP , F, F P , IP , AP in Abhängigkeit der Variablen x2

sind in Abbildung 5.7 dargestellt. Die relative Änderung der Raten ist in % angegeben.
Der graphische Verlauf der relativen Strahlungskorrekturen ∆dΓ̂X/dx

2 zeigt für die
verschiedenen Helizitäten einige Unterschiede, die im folgenden beschrieben werden. Für
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Abbildung 5.7: Relative Änderungen der inklusiven reduzierten Strukturfunktionen durch die
O(αs)-Strahlungskorrekturen bezogen auf die Bornsche Näherung. Es gilt x2 = q2/m2

b .
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X = U sind die relativen Strahlungskorrekturen im gesamten kinematisch erlaubten Be-
reich 0 ≤ x2 ≤ (1 − y)2 negativ. Sie reduzieren also für alle x2-Werte die Bornsche Rate.
Die Größenordnung beträgt mehrere Prozent. An der unteren Grenze x = 0 betragen die
Korrekturen etwa −10.11%, für ansteigende x fällt der Graph etwas ab und erreicht bei
etwa x2 = 0.192 ein Minimum von −11.82%. Mit weiter anwachsendem x2 steigt der Graph
immer steiler an und erreicht an der oberen Grenze x2 = (1 − y)2 den maximalen Wert
von −5.99%. Für die polarisierte Rate X = UP gibt es sowohl positive als auch negative
Beiträge der relativen Strahlungskorrekturen. Bei x2 = 0 betragen die Korrekturen etwa
−7.35%. Mit steigendem x2 fällt der Graph leicht ab. Bei x2 = 0.0489 erreichen die Korrek-
turen ein Minimum von −7.48%. Für weiter steigende x2-Werte steigen die Korrekturen
zunehmend steiler an. Sie besitzen bei x2 = 0.449 eine Nullstelle und erreichen an der
oberen Grenze x2 = (1− y)2 den Maximalwert 3.31%.

Die relativen Strahlungskorrekturen für X = L sind durchgehend negativ und steigen
mit wachsendem x2 immer steiler an. Für x2 = 0 beträgt der minimale Wert etwa −12.93%
und wächst bei x2 = (1− y)2 auf das Maximum von etwa −5.99%. Für X = LP zeigt der
Graph einen ähnlichen Verlauf wie im Falle X = L. Bei x2 = 0 betragen die relativen
Korrekturen −13.3% und steigen mit wachsendem x2 stetig an, wobei die Steigung immer
größer wird. An der oberen Grenze x2

max erreichen die Korrekturen den Maximalwert von
etwa −0.377% und bleiben daher immer negativ.

Für die Helizitäts-Rate X = U + L steigen die relativen Korrekturen von −12.93%
bei x2 = 0 auf −5.99% bei x2

max stetig an, wobei mit zunehmendem x2 die Steigung auch
größer wird. Die relativen Korrekturen der polarisierten Rate X = UP + LP zeigen ein
außergewöhnliches Verhalten, da sie an der Stelle x2 = 0.455 einen Pol besitzen. Das liegt
daran, daß die Bornsche Rate im Nenner des analytischen Ausdrucks bei x2 = (1− y2)/2
eine Nullstelle aufweist. Bei x2 = 0 betragen die Korrekturen −13.31% und fallen mit
steigendem x2 zunächst flach, dann immer steiler ab und erreichen an der Polstelle −∞.
An der oberen Grenze von x2 betragen die relativen Korrekturen 49.73% und steigen mit
abnehmendem x2 steil an, bis sie am Pol +∞ betragen.

Die relativen Korrekturen für die beiden Raten X = S, SP zeigen auch einen ähnlichen
Verlauf. Die Korrekturen für X = S steigen von einem minimalen Wert bei x2 = 0 auf ein
Maximum bei x2

max an. Die Steigung des Graphen wird auch hier mit zunehmendem x2

größer. Das Minimum der Strahlungskorrekturen beträgt etwa −12.93%. Bei x2 = 0.456
findet ein Vorzeichenwechsel statt, und das Maximum hat einen Wert von 3.31%. Der
Unterschied für X = SP im Vergleich zu XS besteht in einer kleinen Änderung der nume-
rischen Werte. Der minimale Wert bei x2 = 0 beträgt −13.31%, ist also etwas niedriger als
bei X = S. Die relativen Strahlungskorrekturen haben einen Vorzeichenwechsel bei etwa
x2 = 0.477, was etwas größer ist als im Fall X = S. Das Maximum am oberen Ende des
Bereiches ist 1.55% und damit etwas niedriger als bei X = S.

Die Korrekturen der Helizität X = F an der unteren Grenze x2 = 0 betragen −14.42%,
steigen mit wachsendem x2 relativ gleichmäßig an, besitzen bei x2 = 0.450 eine Nullstelle
und erreichen bei x2

max den Maximalwert von 3.31%. Die Korrekturen der polarisierten
Rate X = F P steigen ebenfalls relativ gleichmäßig an, sind aber insgesamt kleiner als die
der unpolarisierten Rate. Sie betragen −15.84% an der unteren Grenze und erreichen bei
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x2
max den Wert −5.99%. Es ist bemerkenswert, daß die Werte der Korrekturen für X = F

und X = F P dieselben numerischen Werte besitzen wie die jeweiligen Korrekturen für
X = UP und X = U .

Die relativen Korrekturen der Rate X = IP schließlich haben am unteren Ende x = 0
einen Wert von etwa −10.704%. Mit wachsendem x fallen sie zunächst ganz leicht ab
und erreichen im Punkt x = 0.107 ein Minimum von etwa −10.713%. In diesem Bereich
sind die Korrekturen damit fast konstant. Mit weiter ansteigendem x wachsen auch die
Strahlungskorrekturen an, wobei die Steigung auch in diesem Fall immer größer wird. Bei
x = 0.695 befindet sich eine Nullstelle, an der die Korrekturen ihr Vorzeichen wechseln.
An der oberen Grenze x2 = (1− y)2 erreichen sie schließlich ein Maximum, das den Wert
0.915% besitzt.

Die relativen Korrekturen für die Helizität X = AP schließlich steigen relativ gleich-
mäßig von −14.59% an der unteren Grenze x2 = 0 auf einen Maximalwert von −5.99% an
der oberen Grenze x2

max.
Abschließend kann man feststellen, daß sie relativen Strahlungskorrekturen in den mei-

sten Fällen negativ sind und die Bornschen Raten vermindern. Sie haben an der unteren
Grenze x2 = 0 Werte zwischen etwa −7.3% für X = UP und −15.8% für X = F P . Bis auf
wenige Ausnahmen steigen die relativen Korrekturen mit wachsenden x2-Werten stetig an
und besitzen an der oberen Grenze x2

max Werte zwischen etwa −6.0% für die Helizitäten
X = U,L, U + L, F P , AP und +3.3% für X = UP , S, F . Die relativen Korrekturen für
die letztgenannten Helizitäten sowie für X = SP , IP besitzen eine Nullstelle, an der die
Korrekturen ihr Vorzeichen wechseln. Sie befinden sich alle in einem sehr kleinen Bereich
bei x2 = 0.45 bis x2 = 0.48 etwas unterhalb der oberen Grenze für x2. Die relativen
Strahlungskorrekturen der Helizitäts-Raten für X = U,UP , IP besitzen bei relativ klei-
nen Werten zwischen x2 = 0.01 und x2 = 0.2 ein lokales Minimum, steigen für größere
x2-Werte aber wie die Korrekturen für die übrigen Raten stetig an und besitzen an der
oberen Grenze x2

max einen Maximalwert. Die einzige Ausnahme von diesem Verhalten zei-
gen die relativen Korrekturen für die Helizität X = UP +LP , die eine Polstelle besitzen und
daher dort divergent werden. Dies liegt, wie oben erwähnt wurde, am Verschwinden der
Bornschen Rate an dieser Stelle, die im Nenner der Definitionsgleichung für die relativen
Strahlungskorrekturen steht.

Zum Abschluß dieses Abschnittes sei noch bemerkt, daß die diskutierten Raten ΓX
keine physikalischen Größen darstellen. Die Meßgrößen werden durch normierte Ausdrücke
wie beispielsweise Γ̂U/Γ̂U+L gegeben. Die relativen Korrekturen zu den unnormierten Ra-
ten, die in vielen Fällen für bestimmte Werte von x2 betragsmäßig größer als 10% sind,
stellen somit auch keine physikalischen Resultate dar. Es stellt sich heraus, daß die Beträge
der Korrekturen physikalischer Observablen gegenüber den unnormierten Raten reduziert
werden. Sie betragen beispielsweise für Γ̂U/Γ̂U+L maximal 3.24% bei x2 = 0 gegenüber
maximal 11.8% für Γ̂U bei x2 = 0.19.
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Kapitel 6

Nichtperturbative Beiträge

6.1 Einleitung

In Kapitel 5 haben wir den semileptonischen Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und
ein W -Boson diskutiert, wobei das W off-shell war und weiter in ein Lepton-Paar zerfiel.
Dabei wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen bis zur ersten Ordnung in αS zu
den Helizitäts-Strukturfunktionen berechnet, welche in die Winkelverteilung des betrach-
teten Zerfallsprozesses eingehen. In diesem Kapitel werden wir weitere nichtperturbative
Korrekturen besprechen, die bei hadronischen Prozessen auftreten, in die der in Kapitel
5 behandelte b-Zerfall eingebunden ist. Die Quarks sind bekanntlich in der Natur bisher
nicht als freie Teilchen beobachtet worden, sondern bilden die Konstituenten der Hadro-
nen. Möchte man also einen Teilchenprozeß untersuchen, in dem der Zerfall eines b-Quarks
eine Rolle spielt, so muß man sich entsprechende Zerfälle von Hadronen anschauen, die
ein b-Quark enthalten. Eine Möglichkeit bietet der semileptonische Zerfall des Λb-Baryons,
das den Quarkinhalt udb besitzt. Es ist elektrisch neutral und hat Spin 1/2. Seine Masse
beträgt etwa 5.62 GeV, und seine Lebensdauer ist etwa 1.23 × 10−12 Sekunden [22]. Eine
andere Möglichkeit zur Untersuchung hadronischer Prozesse, in denen der b-Zerfall eine
Rolle spielt, bieten semileptonische Zerfälle von B-Mesonen, die aus zwei Quarks bestehen,
von denen eines ein b oder ein b̄ ist. Ein neutrales B0- oder B̄0-Meson besteht jeweils aus
der Kombination b̄d oder bd̄, und die geladenen Mesonen B± sind aus den Quarks b̄u bezie-
hungsweise bū aufgebaut. Alle diese B-Mesonen besitzen Spin 0. Ihre Massen betragen etwa
5.28 GeV, wobei die Masse des B0 um etwa 0.3 MeV größer ist als die der B±-Mesonen.
Die Lebensdauer der neutralen und der geladenen B-Mesonen beträgt jeweils 1.54× 10−12

s und 1.67× 10−12 s [22].
Die semileptonischen Zerfalls-Prozesse des Λb-Baryons oder der B-Mesonen werden

im Rahmen der Effektiven Theorie schwerer Quarks (“Heavy Quark Effective Theory”,
HQET) in führender Ordnung durch den elementaren b-Quark-Zerfall b → c + l− + ν̄l
beschrieben. Die in der HQET berechneten Korrekturen sind proportional zu Potenzen
von 1/mb. Sie basieren im Gegensatz zur QCD nicht auf der Störungstheorie, bei der man
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die Korrekturen in eine Potenzreihe von αs entwickelt, und werden daher als nichtpertur-
bative Korrekturen bezeichnet. Die in Kapitel 5 berechneten Resultate für die inklusiven
QCD-Strahlungskorrekturen zum b-Zerfall können also auch für die Anwendungen in ha-
dronischen Prozessen verwendet werden. Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit in der Be-
rechnung der QCD-Strahlungskorrekturen liegt, wird die Beschreibung der Berechnung für
die nichtperturbativen Beiträge nur in knapper Form zusammengefaßt. Wir verweisen für
eine ausführlichere Diskussion der Methodik für hadronische Korrekturen auf [71], wo die
inklusiven semileptonischen Zerfälle des Λb-Baryons in polarisierte τ -Leptonen diskutiert
werden. Bei den unten folgenden Ausführungen werden wir uns im Wesentlichen auf diese
Referenz beziehen. Die dortigen Berechnungen wurden ab initio noch einmal durchgeführt.
Dabei wurden in den Resultaten von [71] einige Fehler gefunden und in diesem Kapitel
korrigiert. Es ist zu beachten, daß sich die Definition der z-Richtung des Koordinatensy-
stems in [71] von der im folgenden verwendeten unterscheidet, was zu unterschiedlichen
Vorzeichen in den Beiträgen zur Λb-Polarisation führt. Außerdem werden wir die Notation
aus Kapitel 5, die mit derjenigen aus [59] übereinstimmt, verwenden. Neben der Definition
der z-Richtung des Koordinatensystems gibt es auch Unterschiede bei der Definition der
polarisierten Strukturfunktionen für X = IP , AP , welche man beim Vergleich der Resultate
berücksichtigen muß.

Bei den inklusiven semileptonischen Zerfällen B → Xc + l−+ ν̄l und Λb → Xc + l−+ ν̄l
spielen nichtperturbative Beiträge in der 1/mb-Entwicklung der Zerfallsmatrixelemente eine
wichtige Rolle. Der führende Term in der 1/mb-Entwicklung ist durch den freien Zerfall
des b-Quarks b → c + l− + ν̄l gegeben, während die Beiträge der Ordnung O(1/m2

b) mit
Hilfe der Operatorproduktentwicklung im Rahmen der HQET bestimmt werden können.
Diese nichtperturbativen Beiträge spielen in der Faktorisierungsnäherung auch eine Rolle
bei den inklusiven nichtleptonischen Zerfällen B → Xc +D∗s und Λb → Xc +D∗s , wobei das
Λb-Baryon polarisiert sein kann. Diese inklusiven nichtleptonischen Zerfälle wurden in [72]
diskutiert.

Das Λb kann unter anderem bei Zerfällen neutraler Z0-Bosonen entstehen, die bei-
spielsweise bei Elektron-Positron-Annihilation erzeugt werden. Bei Experimenten am e+e−-
Collider LEP am CERN wurden zum Beispiel bei einer Schwerpunktsenergie, die der Masse
des Z0 entsprach, größere Mengen von Λb-Baryonen erzeugt, die ausreichen, um statistische
Aussagen über semileptonische Λb-Zerfälle machen zu können. Bei zukünftigen Beschleu-
nigern wird ebenfalls eine hohe Produktionsrate dieser Hadronen erwartet. Durch experi-
mentelle Fortschritte in der Detektor-Technologie ist es gelungen, die Identifizierung des
Λb immer weiter zu verbessern und es daher einer genaueren Untersuchung zugänglich zu
machen. Beispielsweise zerfielen bei LEP etwa 22 % der erzeugten Z-Bosonen in bb̄-Paare.
Davon gingen etwa 10 % in die Bildung von Λb-Baryonen, von denen wiederum etwa 20 %
semileptonisch zerfallen. Dabei wird im Endzustand ein Lepton-Paar aus einem geladenen
Lepton und einem Antineutrino sowie ein hadronischer Zustand erzeugt. Man kann also
etwa 4000 inklusive semileptonische Λb-Zerfälle in 106 Z0-Zerfällen erwarten.

Die Λb-Baryonen auf der Z-Resonanz sind zu einem hohen Grade polarisiert [73]. Bei
einer theoretischen Betrachtung der Λb-Zerfälle ist es daher notwendig, die Polarisation
des Λb zu berücksichtigen. Etwa 10 % der bei den semileptonischen Zerfällen produzier-
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ten Lepton-Paare enthalten ein τ -Lepton, dessen Masse von derselben Größenordnung wie
die Massen des b- und des c-Quarks ist. In diesem Fall darf die Lepton-Masse nicht ver-
nachlässigt werden, da sich die Resultate sonst merklich verfälschen. Der Großteil der
Zerfälle des Λb produziert aber Elektronen oder Myonen im Endzustand, deren Massen in
sehr guter Näherung null gesetzt werden können.

6.2 Hadronische Matrixelemente

Die Dynamik der Hadronen wird im vorliegenden Prozeß genau wie bei der Berechnung der
QCD-Korrekturen zum b-Zerfall durch einen Hadron-Tensor beschrieben, der die Viererim-
pulse p des Λb und q des Lepton-Paares sowie den Polarisationsvektor s des Λb enthält. Er
ist durch

W µν
c (q0, q

2, s) = (2π)3
∑
X

δ4(p− q − px) 〈Λb(p, s)|Jµ†c |Xc(px)〉 〈Xc(px)|Jνc |Λb(p, s)〉 (6.1)

definiert, wobei Jµc der Hadron-Strom ist, der den Übergang b→ c induziert. Der Hadron-
Tensor kann als Funktion der beiden Variablen q0 und q2 aufgefaßt werden, und seine
Tensorstruktur kann durch eine Entwicklung in einen Standardsatz von Kovarianten aus-
gedückt werden, die aus den Vierervektoren v = p/mΛb , q und s sowie dem metrischen
Tensor gµν und dem Levi–Civita-Tensor εµνρσ gebildet werden. Der allgemeine Ansatz für
einen Hadron-Tensor zweiter Stufe ist

W µν = − gµνW1 + vµ vνW2 − i εµνρσ vρ qσW3 + qµ qνW4 + (qµ vν + vµ qν)W5

− (q · s)
[
− gµν G1 + vµ vν G2 − i εµναβ vα qβ G3 + qµ qν G4 + (qµ vν + vµ qν)G5

]
+ (sµ vν + sν vµ)G6 + (sµ qν + sν qµ)G7 + i

(
εµναβ vα sβ G8 + εµναβ qα sβ G9

)
+ (sµ vν − sν vµ)G10 + (sµ qν − sν qµ)G11 +

(
vµ εναβγ + vν εµαβγ

)
qα vβ sγ G12

+
(
qµ εναβγ + qν εµαβγ

)
qα vβ sγ G13 . (6.2)

Die letzten vier Invarianten G10, . . . , G13 sind sogenannte T -ungerade Invarianten, die
CP -ungerade oder imaginäre Beiträge enthalten. Im Standardmodell verschwinden diese
Beiträge, da die Schleifenbeiträge reell sind und der (b → c)-Übergang CP -erhaltend ist.
Deshalb werden diese Beiträge im folgenden nicht betrachtet. Die Invarianten W4, W5, G4,
G5, G7, G11 und G13 tragen nicht zu den semileptonischen Zerfällen bei, wenn man die
Masse der geladenen Leptonen vernachlässigt, da die Kontraktion des Lepton-Tensors mit
qµ oder qν in diesem Fall null ergibt. Dies kann man an der expliziten Form des Lepton-
Tensors (3.12) erkennen, wenn man q = pl +pνl setzt. Wie schon zuvor erwähnt, kann man
diese Beiträge im Fall der tauonischen semileptonischen Zerfälle wegen der im Vergleich
zur b-Masse relativ großen Masse des τ -Leptons nicht vernachlässigen.

Die Entwicklung von W µν nach Kovarianten ist dieselbe wie beim Hadron-Tensor Hµν

(4.45), der in die Berechnung der QCD-Rate eingeht. Dort wurden die T -ungeraden Invari-
anten nicht angegeben, weil der semileptonische b-Zerfall im Rahmen des Standardmodells
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diskutiert wurde. Bei der Diskussion der nichtperturbativen Beiträge werden auch die In-
varianten, die bei endlicher Leptonmasse beitragen, beibehalten, weil dies eine Diskussion
von τ -Leptonen im Endzustand erlaubt.

Die Invarianten W1, . . . ,W5 beschreiben die spinunabhängigen Beiträge zum semilepto-
nischen Zerfall, während die Strukturfunktionen G1, . . . , G9 vom Spin des Λb abhängen. Sie
werden mit Hilfe der Operatorprodukt-Entwicklung (OPE) in der HQET berechnet. Diese
Rechnung wird hier nicht explizit durchgeführt. Da die dazu notwendigen Techniken in der
Literatur bereits ausführlich behandelt wurden [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82], brauchen
wir darauf nicht einzugehen und werden nur die endgültigen Resultate der OPE-Analyse
angeben. Der Hadron-Tensor kann durch den absorptiven Anteil

W µν = − 1

π
Im (T µν) (6.3)

eines Matrixelementes ausgedrückt werden, das durch

T µν(q0, q
2) = − i〈Λb(p, s)|

∫
d4x e− iq·x T Jµ†(x) Jν(0)|Λb(p, s)〉 (6.4)

gegeben ist. Es kann ebenfalls in einen Satz von Kovarianten analog (6.2) entwickelt werden.
Die zugehörigen 14 nichtverschwindenden invarianten Formfaktoren werden mit Ti und Sj
bezeichnet, wobei i = 1, . . . , 5 und j = 1, . . . , 9 gilt, und entsprechen den Invarianten Wi

und Gj aus (6.2). Sie können mit entsprechenden Methoden, die in der HQET entwickelt
wurden, berechnet werden. In der Ordnung 1/m2

b erhält man damit

T1 =
1

2 ∆0

(mb − v · q) (1 +Xb) +
2mb

3
(Kb +Gb)

(
−1

2 ∆0

+
q2 − (v · q)2

∆2
0

)
+
mb (Kb +Gb)

2 ∆0

− m2
b Gb

3 ∆2
0

(mb − v · q)

T2 =
mb

∆0

(1 +Xb) +
2mb

3
(Kb +Gb)

(
1

∆0

+
2mb (v · q)

∆2
0

)
+
mb (Kb +Gb)

∆0

+
4m2

b Kb (v · q)
3 ∆2

0

+
2m3

b Gb

3 ∆2
0

T3 =
1

2 ∆0

(1 +Xb)−
2mb

3
(Kb +Gb)

mb − v · q
∆2

0

+
2m2

b Kb

3 ∆2
0

− m2
b Gb

3 ∆2
0

T4 =
4mb

3 ∆2
0

(Kb +Gb)

T5 =
− 1

2 ∆0

(1 +Xb)−
2mb

3
(Kb +Gb)

2mb + v · q
∆2

0

+
m2
b Gb

3∆2
0

S1 = − 1 + εb
2 ∆0

− 5mb

3 ∆2
0

(v · q)Kb +
4m2

b Kb

3 ∆3
0

(
q2 − (v · q)2

)
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S2 =
4m2

b Kb

3 ∆2
0

S3 =
2mbKb

3 ∆2
0

S4 = 0

S5 = − 2mbKb

3 ∆2
0

S6 = − mb (1 + εb)

2 ∆0

− 5mbKb

6 ∆0

− 5m2
b

3 ∆2
0

(v · q)Kb +
4m3

b Kb

3 ∆3
0

(
q2 − (v · q)2

)
S7 =

1 + εb
2 ∆0

+
(2mb + 3 v · q)mbKb

3 ∆2
0

− 4m2
b Kb

3 ∆3
0

(
q2 − (v · q)2

)
S8 =

mb (1 + εb)

2 ∆0

+
mbKb

6 ∆0

+
5m2

b

3 ∆2
0

(v · q)Kb −
4m3

b Kb

3 ∆3
0

(
q2 − (v · q)2

)
S9 = − 1 + εb

2 ∆0

− (2mb + 3 v · q)mbKb

3 ∆2
0

+
4m2

b Kb

3 ∆3
0

(
q2 − (v · q)2

)
(6.5)

mit

Xb = − 2 (mb − v · q)mb (Kb +Gb)

∆0

− 8m2
b Kb

3 ∆2
0

(
q2 − (v · q)2

)
+

2m2
b Kb

∆0

. (6.6)

Die Größe Kb beschreibt die kinetische Energie des schweren Quarks, also in unserem Fall
des b-Quarks, das im Λb-Baryon enthalten ist. Es gilt

Kb = −
∑
s

〈Λb(p, s)|b̄v(x)
(iD)2

2m2
b

bv(x)|Λb(p, s)〉 =
µ2
π

2m2
b

, (6.7)

wobei µ2
π ' 0.06 ist. Der spinabhängige Anteil εb ist definiert durch

〈Λb(p, s)|b̄ γλ γ5 b|Λb(p, s)〉 = (1 + εb) s
λ. (6.8)

Schließlich gibt es noch einen Anteil Gb, der die chromomagnetischen Beiträge beschreibt.
Es ist durch

Gb =
∑
s

〈Λb(p, s)|b̄v(x)

(
− g Fαβ σαβ

4m2
b

)
bv(x)|Λb(p, s)〉 (6.9)

definiert. Für den Zerfall des Λb sind diese Beiträge null, aber bei der Diskussion der B-
Mesonen gilt Gb 6= 0. Der Propagatornenner ∆0 ist gegeben durch

∆0 = (mb v − q)2 −m2
c + iε. (6.10)
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Die Berechnung der Strukturfunktionen des Hadron-Tensors, Wi und Gj, ist gemäß der
Beziehung (6.3) durch

Wi = − 1

π
Im(Ti) , Gj = − 1

π
Im(Sj) (6.11)

für i = 1, . . . , 5 und j = 1, . . . 9 gegeben. Dazu müssen der Imaginärteil des Propaga-
tors 1/∆0 sowie seine zweite und dritte Potenz bestimmt werden. Aus der Definition des
Imaginärteils erhält man

Im

(
1

x+ iε

)
=

1

2i

(
1

x+ iε
− 1

x− iε

)
=
− ε

x2 + ε2
. (6.12)

Dies verschwindet offenbar im Grenzfall ε → 0, solange x 6= 0 ist. Um dies auf beliebige
reelle Werte für x ausdehnen zu können, bildet man das Integral

lim
ε→0

∫ a

−a
dx

−ε
x2 + ε2

= lim
ε→0

[
−2 arctan

(a
ε

)]
= −π (6.13)

für beliebiges a > 0. Da das Integrationsintervall den Punkt x = 0 enthält, sieht man, daß
der Integrand die Eigenschaft einer Delta-Distribution hat. Man kann daher schreiben

lim
ε→0

Im

(
1

x+ iε

)
= −π δ(x). (6.14)

Um dieses Resultat auf den Propagator anzuwenden, setzt man x = (mb v − q)2 −m2
c und

wertet dies im Ruhesystem des b-Quarks aus, in dem ~v = ~0 gilt. Das liefert schließlich

Im

(
1

∆0

)
= −π δ

(
m2
b − 2mb q0 + q2 −m2

c

)
=
−π
2mb

δ

[
q0 −

(
m2
b −m2

c + q2

2mb

)]
. (6.15)

Die Imaginärteile der zweiten und dritten Potenz des Propagators können durch eine äqui-
valente Rechnung bestimmt werden, wenn man die Eigenschaften

1

∆2
0

=
1

2mb

d

dq0

(
1

∆0

)
,

1

∆3
0

=
1

8m2
b

d2

dq2
0

(
1

∆0

)
(6.16)

benutzt und die Reihenfolge von Differentiation und Integration vertauscht. Das Resultat
für die Imaginärteile der zweiten und dritten Potenz des Propagators ist

Im

(
1

∆2
0

)
=

1

2mb

d

dq0

(
Im

1

∆0

)
=
−π
4m2

b

d

dq0

δ

[
q0 −

(
m2
b −m2

c + q2

2mb

)]

Im

(
1

∆3
0

)
=

1

8m2
b

d2

dq2
0

(
Im

1

∆0

)
=
−π

16m3
b

d2

dq2
0

δ

[
q0 −

(
m2
b −m2

c + q2

2mb

)]
. (6.17)
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Mit Hilfe dieser Resultate können wir nun die 14 Strukturfunktionen Wi und Gj angeben.
Sie ergeben sich aus (6.11), indem man die berechneten Imaginärteile (6.15) und (6.17) in
die Invarianten Ti und Sj aus (6.5) einsetzt. Dann kann man sie durch die Ersetzungen

Wi =
1

2mb

Ti

∣∣∣∣{ 1

∆0

→ δ(q0 − Eq) ,
1

∆2
0

→ 1

2mb

δ′(q0 − q) ,
1

∆3
0

→ 1

8m2
b

δ′′(q0 − Eq)
}

Gj =
1

2mb

Sj

∣∣∣∣{ 1

∆0

→ δ(q0 − Eq) ,
1

∆2
0

→ 1

2mb

δ′(q0 − Eq) ,
1

∆3
0

→ 1

8m2
b

δ′′(q0 − Eq)
}

(6.18)

ausdrücken. Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach q0. Zur Abkürzung wurde Eq =
(m2

b − m2
c + q2)/(2mb) gesetzt, wobei Eq die Energie des virtuellen W -Bosons ist. Die

Strukturfunktionen Wi und Gj sind Lorentz-Invarianten, die nicht vom Koordinatensystem
abhängen.

6.3 Helizitäts-Strukturfunktionen und Winkelvertei-

lungen

6.3.1 Definition der Strukturfunktionen

Die Funktionen (6.18) beschreiben den hadronischen Zerfallsprozeß Λb(s) → Xc eines po-
larisierten Λb-Baryons in einen Endzustand, der ein c-Quark enthält, vollständig. Um die
gesamte Verteilung für den semileptonischen Zerfall Λb(s)→ Xc+l

−(sl)+ν̄l zu erhalten, ist
es notwendig, den Hadron-Tensor W µν mit dem Lepton-Tensor Lµν zu kontrahieren. Wir
benutzen dazu die Helizitäts-Techniken, die auch bei der Diskussion der QCD-Korrekturen
verwendet wurden. Der Vorteil dieser Methode besteht darin, daß man die Winkelverteilung
der differentiellen Zerfallsrate als Linearkombination der Helizitäts-Strukturfunktionen dar-
stellen kann. Diese Strukturfunktionen sind definiert durch

W
λΛb

λ′Λb
λW λ′W

:= (2π)3
∑
X

δ4(p− q− px) 〈Xc|Jµc |Λb, λΛb〉 ε∗µ(λW ) 〈Λb, λ
′
Λb
|Jν†c |Xc〉 εν(λ′W ) (6.19)

und hängen mit Wi und Gj über die Relationen

W++
++ = W1 − |~q|W3 + |~q|G1 − |~q|2 G3 +G8 + q0 G9

W−−
++ = W1 − |~q|W3 − |~q|G1 + |~q|2 G3 −G8 − q0 G9

W++
−− = W1 + |~q|W3 + |~q|G1 + |~q|2 G3 −G8 − q0 G9

W−−
−− = W1 + |~q|W3 − |~q|G1 − |~q|2 G3 +G8 + q0 G9

W++
t t = −W1 +

q2
0

q2
W2 + q2 W4 + 2 q0 W5
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− |~q|
(
G1 −

q2
0

q2
G2 − q2 G4 − 2 q0 G5 +

2 q0

q2
G6 + 2G7

)
W−−
t t = −W1 +

q2
0

q2
W2 + q2 W4 + 2 q0 W5

+ |~q|
(
G1 −

q2
0

q2
G2 − q2 G4 − 2 q0 G5 +

2 q0

q2
G6 + 2G7

)
W++

0 0 = W1 +
|~q|2

q2
W2 + |~q|G1 +

|~q|3

q2
G2 −

2 q0 |~q|
q2

G6

W−−
0 0 = W1 +

|~q|2

q2
W2 − |~q|G1 −

|~q|3

q2
G2 +

2 q0 |~q|
q2

G6

W++
0 t =

|~q| q0

q2
W2 + |~q|W5 +

q0 |~q|2

q2
G2 + |~q|2 G5 −

|~q|2 + q2
0

q2
G6 − q0 G7

W−−
0 t =

|~q| q0

q2
W2 + |~q|W5 −

q0 |~q|2

q2
G2 − |~q|2 G5 +

|~q|2 + q2
0

q2
G6 + q0 G7

W+−
+ 0 =

√
2

q2

(
|~q|G6 + q0 G8 + q2 G9

)
W−+
− 0 = −

√
2

q2

(
|~q|G6 − q0 G8 − q2 G9

)
W+−

+ t =

√
2

q2

(
q0 G6 + q2 G7 + |~q|G8

)
W−+
− t = −

√
2

q2

(
q0 G6 + q2 G7 − |~q|G8

)
(6.20)

zusammen. Mit λΛb = ± 1/2 werden die Helizitäten des Λb-Baryons bezeichnet, und
λW = 0,± 1, t sind die Helizitäten des virtuellen W -Bosons, dessen Viererimpuls nicht
die Massenschalen-Bedingung q2 = M2

W erfüllt.

6.3.2 Winkelverteilungen

Zur analytischen Auswertung der Helizitäts-Strukturfunktionen und zur Berechnung der
Winkelverteilungen für den semileptonischen Zerfall eines polarisierten Λb-Baryons in ein
Leptonpaar wählt man der Einfachheit halber das Λb-Ruhesystem. Die Kinematik die-
ses Prozesses sowie die Definitionen der Winkel und der übrigen kinematischen Größen
sind in Abbildung 6.1 veranschaulicht. Der Winkel θP ist durch die Richtung des Λb-
Polarisationsvektors in Bezug auf die z-Achse definiert, die in Richtung des räumlichen
W -Impulses gelegt wurde. Die Winkel θ und φ legen die Richtung des Impulses des gelade-
nen Leptons bezüglich der z-Achse fest und werden imW -Ruhesystem bestimmt. Vergleicht
man die Resultate mit denjenigen aus [71], so muß man die unterschiedliche Definition des
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Koordinatensystems berücksichtigen. Die dort angegebenen Helizitäts-Strukturfunktionen
gehen in die Ausdrücke (6.20) über, indem man die Helizitäten des Λb-Baryons gemäß
λΛb → −λΛb , λ′Λb → −λ

′
Λb

oder stattdessen die Funktionen Gj durch Gj → −Gj ersetzt.

Der Grund für die Änderung der Vorzeichen ist, daß die z-Achse in jeweils entgegengesetz-
ter Richtung definiert ist und sich die Helizitäten daher in entsprechender Weise ändern.
Wie bereits gesagt wurde, sind die Helizitäts-Strukturfunktionen keine Invarianten und
hängen vom gewählten Koordinatensystem ab.

Abbildung 6.1: Definition der Polarwinkel θP und θ sowie des Azimuthwinkels φ im semilepto-
nischen Zerfall des Λb-Baryons Λ↑b → Xc + l− + ν̄l im Ruhesystem des Λb. ~P ist der Polarisati-
onsvektor des Λb.

Aus der Definition (6.19) ergibt sich durch Bildung des komplex konjugierten Ausdrucks
die Relation

W
λΛb

λ′Λb
∗

λWλ′W
= W

λ′Λb
λΛb

λ′WλW
, (6.21)

die Helizitäts-Strukturfunktionen sind also hermitesch bezüglich Vertauschen der Heli-
zitäten λΛb ↔ λ′Λb und λW ↔ λ′W . In dem hier vorliegenden Fall sind die Strukturfunktio-
nen reell, so daß sie unter Vertauschung der Helizitäten symmetrisch sind.

Die Winkelverteilung des Zerfallsprozesses Λ↑b → Xc+l
−↑+ν̄l einschließlich aller Polari-

sationseffekte des Λb und des geladenen Leptons ist vollständig durch die 14 Strukturfunk-
tionen bestimmt. Aus diesen Funktionen läßt sich die fünffach differentielle Zerfallsrate in
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q0, q2, cos θ, cos θP und φ berechnen gemäß

dΓ−

dq0 dq2 d cos θ d cos θP dφ
=

2G2
F |Vbc|2 (q2 −m2

l )
2
√
q2
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3 (2π)4 q2
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4
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4
cos θ

+
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2
√

2
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(
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− 0

)
sin θ cos θ cosφ

}
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3

2
√

2
ρ+−

(
W+−

+ 0 +W−+
− 0

)
sin θ cosφ, (6.22)

dΓ+

dq0 dq2 d cos θ d cos θP dφ
=

2G2
F |Vbc|2 (q2 −m2

l )
2
√
q2

0 − q2

3 (2π)4 q2
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l
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×
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)
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(
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) ] 3

4
sin2 θ

+
(
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) 3
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t t
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+ 3

(
ρ++ W

++
0 t + ρ−−W

−−
0 t

)
cos θ

+
3
√

2

2
ρ+−

(
W+−

+ t −W−+
− t
)

sin θ cosφ

+
3
√

2

2
ρ+−

(
W+−

+ 0 −W−+
− 0

)
sin θ cos θ cosφ

}
. (6.23)

Das Minuszeichen in der Rate dΓ− bezeichnet den Zerfall in Leptonen negativer Helizität,
während das Pluszeichen in dΓ+ entsprechend den Zerfall in Leptonen positiver Helizität
kennzeichnet. Die Leptonmasse ist mit ml bezeichnet. Die Koeffizienten der Dichtematrix
für das Λb-Baryon bezüglich der z-Achse sind durch

ρΛb =

(
ρ++ ρ+−
ρ−+ ρ−−

)
=

1

2

(
1 + P cos θP P sin θP
P sin θP 1− P cos θP

)
(6.24)

definiert und beschreiben die Λb-Polarisation, die im Λb-Ruhesystem durch den Polarisati-
onsvektor

s = (0, ~P ) = (0, P sin θP , 0, P cos θP ) (6.25)
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gegeben ist. Es sei darauf hingewiesen, daß durch die unterschiedliche Definition der z-
Richtung in unseren Resultaten im Vergleich zu [71] auch eine unterschiedliche Definition
der Richtung des Polarisationsvektors des Λb-Baryons resultiert. Um die jeweiligen Ergeb-
nisse ineinander umzurechnen, muß man die Ersetzungen θP → π − θP oder cos θP →
− cos θP , sin θP → sin θP berücksichtigen.

6.3.3 Helizitäts-Strukturfunktionen

Die Linearkombinationen der Helizitäts-Strukturfunktionen in den Zerfallsraten (6.22) und
(6.23) des semileptonischen Λb-Zerfalls hängen nur von den Variablen q0 und q2 ab. Man
definiert nun fünf unpolarisierte und neun polarisierte Helizitäts- Strukturfunktionen

WU = W++
++ +W++

−− +W−−
++ +W−−

−− = 4W1

WUP = W++
++ +W++

−− −W−−
++ −W−−

−− = 4 |~q|G1

WL = W++
0 0 +W−−

0 0 = 2

(
W1 +

|~q|2

q2
W2

)
WLP = W++

0 0 −W−−
0 0 = 2 |~q|

(
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|~q|2

q2
G2 − 2

q0

q2
G6

)
WF = W++

++ −W++
−− +W−−

++ −W−−
−− = − 4 |~q|W3
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++ −W++

−− −W−−
++ +W−−

−− = − 4
(
|~q|2 G3 −G8 − q0 G9

)
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1

2

(
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+ 0 −W−+
− 0

)
=

√
2

q2
|~q|G6

WAP =
1

2

(
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+ 0 +W−+
− 0

)
=

√
2

q2

(
q0 G8 + q2 G9

)
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t t = − 2

(
W1 −

q2
0

q2
W2 − q2 W4 − 2 q0 W5

)
W SP = W++

t t −W−−
t t = − 2 |~q|

(
G1 −

q2
0

q2
G2 − q2 G4 − 2 q0 G5 + 2

q0
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G6 + 2G7

)
WSL = W++
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0 t = 2 |~q|
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0 t = 2
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|~q|2 + q2
0
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1

2

(
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)

=

√
2
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(
q0 G6 + q2 G7

)
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1

2

(
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=

√
2

q2
|~q|G8, (6.26)
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die mit Hilfe der Relationen (6.20) durch die Invarianten Wi und Gj ausgedrückt wer-
den können. Beim Vergleichen mit den Ausdrücken aus [71] ist zu beachten, daß hier bei
der Definition der polarisierten Strukturfunktionen WIP und WSTP zusätzlich ein Faktor
−1/2 und bei der Definition von WAP und WST ′P ein Faktor 1/2 auftritt. Außerdem sind je-
weils die Bezeichnungen IP und AP vertauscht. Diese unterschiedlichen Vorfaktoren werden
durch die Koeffizienten in den unten angegebenen Winkelverteilungen für die differentiellen
Raten wieder kompensiert.

Zur weiteren Vereinfachung führt man die mit der b-Masse skalierten Variablen und
Parameter

x =

√
q2

mb

, ξ =
q0

mb

, y =
mc

mb

, ζ =
ml

mb

(6.27)

ein. Die differentiellen Raten (6.22) und (6.23) können nun mit den Helizitäts-Struktur-
funktionen (6.26) in der Form

dΓ−

dξ dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

G2
F m

6
b |Vbc|2 (x2 − ζ2)

2
√
ξ2 − x2

3 (2π)4 x2
(6.28)

×
[(
WU + P cos θpWUP

) 3

8

(
1 + cos2 θ

)
+
(
WL + P cos θP WLP

) 3

4
sin2 θ

+
(
WF + P cos θP WFP

) 3

4
cos θ

+
3√
2
P sin θP WIP sin θ cos θ cosφ+

3√
2
P sin θP WAP sin θ cosφ

]

dΓ+

dξ dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

G2
F m

6
b |Vbc|2 (x2 − ζ2)

2
√
ξ2 − x2

3 (2π)4 x2

ζ2

2x2

×
[(
WU + P cos θpWUP

) 3

4
sin2 θ +

(
WL + P cos θP WLP

) 3

2
cos2 θ

+
3

2

(
WS + P cos θP WSP

)
+ 3

(
WSL + P cos θP WSLP

)
cos θ

+ 3
√

2P sin θP WSTP sin θ cosφ+ 3
√

2P sin θP WIP sin θ cos θ cosφ

]
.

geschrieben werden. Sie hängen von drei unterschiedlichen Winkeln sowie von den bei-
den kinematischen Variablen ξ und x2 ab, die durch die mit der b-Masse skalierten Werte
von q0 und q2 gegeben sind. Man beachte, daß die Zerfallsraten (6.28) nicht von der Heli-
zitäts-StrukturfunktionWST ′P abhängt. Diese Kombination kann nur durch die transversale
Spin-Komponente des geladenen Leptons bestimmt werden, die im folgenden Abschnitt dis-
kutiert werden wird. Wie bereits oben erwähnt, besitzen die Terme, welche die polarisierten
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Helizitäts-Strukturfunktionen WIP , WAP und WSTP enthalten, einen anderen Koeffizienten
als diejenigen in [71]. Dies hat seine Ursache in einer anderen Definition dieser Struktur-
funktionen. Der Grund für die Wahl dieser abweichenden Definition ist deren Verwendung
in [59], die auch mit derjenigen aus Kapitel 5 übereinstimmt.

6.4 Polarisation des geladenen Leptons

In diesem Abschnitt werden die Resultate für die Polarisation des geladenen Leptons im
Endzustand angegeben. Es gibt eine longitudinale und zwei transversale Komponenten
der Lepton-Polarisation. Die beiden transversalen Komponenten werden gewöhnlich in ei-
ne transversal-senkrechte Komponente in der Lepton-Hadron-Ebene und eine transversal-
normale Komponente außerhalb dieser Ebene aufgespalten. Im (l− ν̄l)-Schwerpunktsystem
ist die longitudinale Lepton-Polarisation durch

P l =
dΓ+ − dΓ−

dΓ+ + dΓ−
(6.29)

gegeben, wobei die Zerfallsraten in (6.28) angegeben sind.
Für die Berechnung der transversalen Spinkomponenten des geladenen Leptons benö-

tigt man die Linearkombinationen
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× 3

2
√

2
sin θ cos θ

+
3√
2

(
ρ++ W

++
0 t + ρ−−W
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2
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(
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)
cos(2θ) cosφ

− 3

2
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cos θ cosφ

− 3

2
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(
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+ t +W−+
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)

cosφ

}
(6.30)

für die Bestimmung der transversal-senkrechten Spinkomponente und

{W (θ, φ, θP )}y =
ml√
2 q2

(
q2 −m2

l

)
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×
[

3

2
ρ+−

(
W+−

+ 0 +W−+
− 0 +W+−

+ t −W−+
− t
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sinφ

+
3

2
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(
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]
(6.31)

zur Berechnung der transversal-normalen Spinkomponente. Die Komponenten der Dichte-
matrix sind in (6.24) definiert, und die Helizitäts-Strukturfunktionen sind in (6.20) ange-
geben. Die zugehörigen fünffach differentiellen Zerfallsraten ergeben sich analog zu (6.22)
und (6.23) aus

dΓx

dq0 dq2 d cos θ d cos θP dφ
=

2G2
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√
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0 − q2

3 (2π)4 q2
{W}y. (6.32)

Setzt man nun die Ausdrücke (6.30) und (6.31) ein, drückt sie durch die Helizitäts-Struktur-
funktionen (6.26) aus, und benutzt die skalierten Variablen (6.27), so erhält man schließlich
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P sin θP cos θ sinφ
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. (6.33)

Hier tritt im Gegensatz zu (6.28) die Strukturfunktion WST ′P auf. Sie kann also nur durch
Messung des transversalen Leptonspins bestimmt werden.
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6.5 Reduzierte Zerfallsraten und ξ-Integration

In diesem Abschnitt wollen wir die Winkelverteilungen der fünffach differentiellen Raten für
den semileptonischen Λb-Zerfall und für die transversalen Spinkomponenten des geladenen
Leptons, die im letzten Abschnitt angegeben wurden, über die skalierte Energie ξ des W -
Bosons integrieren, um eine vierfach differentielle Rate zu erhalten, die neben den drei
Winkelvariablen nur vom skalierten Quadrat des W -Impulses x2 abhängt. Wie wir sehen
werden, ist die ξ-Integration nicht besonders schwierig, da man im wesentlichen über Delta-
Funktionen integrieren muß.

6.5.1 Integration der Strukturfunktionen über ξ

In den Winkelverteilungen (6.28) und (6.33) ist die ξ-Abhängigkeit nur in den Helizitäts-
Strukturfunktionen WX und in dem Vorfaktor

√
ξ2 − x2 enthalten. Daher ist es ausrei-

chend, die ξ-Integration nur für die mit diesem Faktor multiplizierten Strukturfunktionen
durchzuführen. Wie man in (6.26) sieht, sind alle Strukturfunktionen WX Linearkombina-
tionen der Funktionen Wi und Gj, welche nach (6.18) nur die Delta-Funktion sowie deren
erste und zweite Ableitung nach der Energie q0 enthalten. Nach einer partiellen Integration
können die Ableitungen der Delta-Funktion in die Delta-Funktion selbst umgewandelt wer-
den. Die dabei erzeugten Oberflächenterme liefern keinen Beitrag, so daß die q0-Integration
sehr einfach auszuführen ist, denn man braucht nur die Variable q0 durch die Energie Eq
des virtuellen W -Bosons zu ersetzen. Verwendet man die skalierten Variablen (6.27), so
geht die Integration über q0 in eine ξ-Integration über. Die ξ-Integration über die Struk-
turfunktionen WX ergibt

I(WX) := mb

∫ √
ξ2 − x2 WX(ξ) dξ, (6.34)

wobei WX(ξ) die mit der b-Masse skalierten Linearkombinationen in (6.26) sind. Man erhält
für die unterschiedlichen Helizitäten folgende Resultate:
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Der mit der b-Masse skalierte Betrag des räumlichen Impulses des virtuellen W -Bosons ist
gegeben durch die Größe

|~q|
mb

=
1
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√
q2
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ξ=(1−y2+x2)/2
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√
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1

2

√
λ(1, y2, x2). (6.36)

Beim Vergleich mit den Resultaten in [71] konnten dort einige Fehler gefunden und an-
schließend korrigiert werden. Dabei müssen ebenfalls die Unterschiede in der Definition des
Koordinatensystems und der polarisierten Helizitäts-Strukturfunktionen WIP , WAP , WSTP

und WST ′P berücksichtigt werden.

6.5.2 Reduzierte Zerfallsraten

Man kann die Winkelverteilungen (6.28) auf die totale unpolarisierte Zerfallsrate im Grenz-
fall verschwindender b-Masse aus (3.32) normieren, indem man sogenannte reduzierte Raten
für die Winkelkoeffizienten einführt. Dazu schreibt man den Vorfaktor für dΓ− in der Form

G2
F m

6
b |Vbc|2 (x2 − ζ2)

2
√
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3 (2π)4 x2
=

Γb
4π
× 16

(x2 − ζ2)
2

x2
×mb

√
ξ2 − x2. (6.37)

Für dΓ+ ergibt sich zusätzlich ein Faktor ζ2/(2x2) und für dΓx und dΓy in (6.33) ein Faktor
ζ/
√

2x2. Der dritte Faktor in (6.37) wird bei der ξ-Integration in (6.34) verwendet. Der
zweite Faktor geht in die Definition der reduzierten Zerfallsraten ein. Sie lautet für den
Zerfall in Leptonen mit negativer Helizität

dΓ̂−U
dx2

= 16
(x2 − ζ2)

2

x2
IU(x2) ,

dΓ̂−
UP

dx2
= 16

(x2 − ζ2)
2

x2
IUP (x2)

dΓ̂−L
dx2

= 16
(x2 − ζ2)

2

x2
IL(x2) ,

dΓ̂−
LP

dx2
= 16

(x2 − ζ2)
2

x2
ILP (x2)
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dΓ̂−F
dx2

= 16
(x2 − ζ2)

2

x2
IF (x2) ,

dΓ̂−
FP

dx2
= 16

(x2 − ζ2)
2

x2
IFP (x2)

dΓ̂−
IP

dx2
= 16

(x2 − ζ2)
2

x2
IIP (x2)

dΓ̂−
AP

dx2
= 16

(x2 − ζ2)
2

x2
IAP (x2), (6.38)

und entsprechend sind die reduzierten differentiellen Zerfallsraten für den Zerfall in Lep-
tonen mit positiver Helizität definiert:

dΓ̂+
U

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IU(x2) ,

dΓ̂+
UP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IUP (x2)

dΓ̂+
L

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IL(x2) ,

dΓ̂+
LP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ILP (x2)

dΓ̂+
S

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IS(x2) ,

dΓ̂+
SP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISP (x2)

dΓ̂+
SL

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISL(x2) ,

dΓ̂+
SLP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISLP (x2)

dΓ̂+
STP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISTP (x2)

dΓ̂+
IP

dx2
= 16

ζ2

2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IIP (x2). (6.39)

Der Index P bezeichnet die Raten, die die Polarisation des Λb enthalten und proportional
zum Betrag P = |~P | des Polarisationsvektors sind. Auf die gleiche Art und Weise wie für
den Zerfall in Leptonen positiver und negativer Helizität werden die reduzierten Raten der
transversalen Lepton-Polarisationen definiert. Man erhält für die transversal-senkrechte
Spin-Komponente

dΓ̂xU
dx2

= 16
ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IU(x2) ,

dΓ̂xUP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IUP (x2)

dΓ̂xL
dx2

= 16
ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IL(x2) ,

dΓ̂xLP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ILP (x2)

dΓ̂xF
dx2

= 16
ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IF (x2) ,

dΓ̂xFP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IFP (x2)

dΓ̂xSL
dx2

= 16
ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISL(x2) ,

dΓ̂xSLP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISLP (x2)

dΓ̂xIP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IIP (x2)
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dΓ̂xAP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IAP (x2)

dΓ̂xSTP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISTP (x2)

dΓ̂xST ′P

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IST ′P (x2) (6.40)

und für die transversal-normale Komponente

dΓ̂y
IP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IIP (x2)

dΓ̂y
AP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IAP (x2)

dΓ̂y
STP

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
ISTP (x2)

dΓ̂y
ST ′P

dx2
= 16

ζ√
2x2

(x2 − ζ2)
2

x2
IST ′P (x2). (6.41)

6.5.3 ξ-Integration und Winkelverteilungen

Integriert man die differentiellen Zerfallsraten (6.28) über die Variable ξ, so kann man das
Ergebnis in Abhängigkeit der reduzierten Raten (6.38) und (6.39) ausdrücken und erhält

dΓ−

dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

Γb
4π

(6.42)

×

[
3

8

(
dΓ̂−U
dx2

+ P cos θP
dΓ̂−

UP

dx2

)(
1 + cos2 θ

)
+

3

4

(
dΓ̂−L
dx2

+ P cos θP
dΓ̂−

LP

dx2

)
sin2 θ

+
3

4

(
dΓ̂−F
dx2

+ P cos θP
dΓ̂−

FP

dx2

)
cos θ

+
3√
2

dΓ̂−
IP

dx2
P sin θP sin θ cos θ cosφ+

3√
2

dΓ̂−
AP

dx2
P sin θP sin θ cosφ

]

dΓ+

dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

Γb
4π

×

[
3

4

(
dΓ̂+

U

dx2
+ P cos θP

dΓ̂+
UP

dx2

)
sin2 θ +

3

2

(
dΓ̂+

L

dx2
+ P cos θP

dΓ̂+
LP

dx2

)
cos2 θ
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+
3

2

(
dΓ̂+

S

dx2
+ P cos θP

dΓ̂+
SP

dx2

)
+ 3

(
dΓ̂+

SL

dx2
+ P cos θP

dΓ̂+
SLP

dx2

)
cos θ

+ 3
√

2
dΓ̂+

STP

dx2
P sin θP sin θ cosφ+ 3

√
2
dΓ̂+

IP

dx2
P sin θP sin θ cos θ cosφ

]
.

Durch die Integration erhält man eine vierfach differentielle Rate, die von den drei Winkeln
θP , θ und φ sowie vom skalierten Quadrat des W -Viererimpulses x2 abhängt. Ebenso
integriert man die differentiellen Raten (6.33) über ξ und drückt die Resultate durch die
reduzierten Raten (6.40) und (6.41) aus. Das liefert

dΓx

dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

Γb
4π

(6.43)

×

{
3

2
√

2

(
dΓ̂xF
dx2

+
dΓ̂xFP

dx2
P cos θP

)
sin θ

− 3

2
√

2

[
dΓ̂xU
dx2

+
dΓ̂xUP

dx2
P cos θP − 2

(
dΓ̂xL
dx2

+
dΓ̂xLP

dx2
P cos θP

)]
sin θ cos θ

+
3√
2

(
dΓ̂xSL
dx2

+
dΓ̂xSLP

dx2
P cos θP

)
sin θ − 3

dΓ̂xIP

dx2
P sin θP cos(2 θ) cosφ

− 3

(
dΓ̂xAP

dx2
+
dΓ̂xSTP

dx2

)
P sin θP cos θ cosφ− 3

dΓ̂xST ′P

dx2
P sin θP cosφ

}

dΓy

dx2 d cos θ d cos θP dφ
=

Γb
4π

×

[
3

(
dΓ̂y

AP

dx2
+
dΓ̂y

STP

dx2

)
P sin θP sinφ+ 3

(
dΓ̂y

IP

dx2
+
dΓ̂y

ST ′P

dx2

)
P sin θP cos θ sinφ

]
.

6.6 Vollständig integrierte Raten und Winkelvertei-

lungen

Aus den vierfach differentiellen Winkelverteilungen (6.42) für die Zerfallsraten in Lepto-
nen negativer und positiver Helizität ergeben sich durch Integration über das skalierte
Impulsquadrat x2 die dreifach differentiellen Raten, die nur noch von den Winkeln θ, θP
und φ abhängen. Da die x2-Abhängigkeit nur in den reduzierten differentiellen Zerfalls-
raten (6.38) und (6.39) auftritt, genügt es also, nur diese nach x2 zu integrieren, um die
Winkelverteilung der dreifach differentiellen Rate zu erhalten.
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6.6.1 Integrierte reduzierte Raten

Die Integrationsgrenzen ergeben sich im Fall massiver Leptonen zu

ζ2 ≤ x2 ≤ (1− y)2, (6.44)

und die totalen Raten sind durch

Γ̂ =

∫ (1−y)2

ζ2

dΓ̂

dx2
dx2 (6.45)

gegeben. Setzt man für dΓ̂/dx2 die differentiellen Raten (6.38) und (6.39) ein, so erhält
man mit den Abkürzungen

u1 =
1− ζ2 + y2 −

√
R

2 y
, u2 =

1 + ζ2 − y2 −
√
R

2 ζ
, u3 =

(1− y)2

ζ2
(6.46)

das Resultat für die Zerfallsraten in Leptonen negativer Helizität

Γ̂−U =
1

3

√
R
[ (

1 + y2
) (

1− 8 y2 + y4
)
−
(
7− 12 y2 + 7 y4

)
ζ2 − 7

(
1 + y2

)
ζ4 + ζ6

]
− 8 y4

(
1− ζ4

)
ln(u1)− 8

(
1− y4

)
ζ4 ln(u2)

+ Kb

{
1

9

√
R
[
13 + 181 y2 + 37 y4 − 3 y6

−
(
59 + 116 y2 − 21 y4

)
ζ2 −

(
11− 21 y2

)
ζ4 − 3 ζ6

]
+

8

3
y2
[
8 + 11 y2 − 16 ζ2 +

(
8− 3 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

− 8

3

(
1− y2

) (
5− 3 y2

)
ζ4 ln(u2)

}
+ Gb

{
1

9

√
R
[
41 + 185 y2 + 65 y4 − 15 y6

−
(
127 + 124 y2 − 105 y4

)
ζ2 +

(
41 + 105 y2

)
ζ4 − 15 ζ6

]
+

8

3
y2
[
12 + 11 y2 − 16 ζ2 +

(
4− 15 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

− 8

3

(
5− 4 y2 + 15 y4

)
ζ4 ln(u2)

}

Γ̂−
UP

= (1 + εb)

{
1

3

[
ζ2 − (1− y)2

][
(1− y)4

(
1 + 6 y + y2

)
− (1− y)2

(
7 + 26 y + 7 y2

)
ζ2 −

(
7 + 2 y + 7 y2

)
ζ4 + ζ6

]
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− 4
(
1− y2

)2
ζ4 ln(u3)

}
− Kb

{
1

9

[
ζ2 − (1− y)2

] [
(1− y)4

(
35 + 18 y + 3 y2

)
− (1− y)2

(
85 + 78 y + 21 y2

)
ζ2 +

(
11− 6 y − 21 y2

)
ζ4 + 3 ζ6

]
− 4

(
1− y2

)2
ζ4 ln(u3)

}

Γ̂−L =
2

3

√
R
[ (

1 + y2
) (

1− 8 y2 + y4
)

+ 10
(
1− y2 + y4

)
ζ2 +

(
1 + y2

)
ζ4
]

− 8 y4
[
2−

(
3− y2

)
ζ2 + ζ4

]
ln(u1)

+ 8 ζ2
(
1− y2

) [ (
1− y2

)2
+
(
1 + y2

)
ζ2
]

ln(u2)

+ Kb

{
− 2

9

√
R
[
11 + 59 y2 − 13 y4 + 3 y6

− 10
(
1 + 7 y2 − 3 y4

)
ζ2 −

(
13− 3 y2

)
ζ4
]

− 8

3
y2
[
2
(
4 + y2

)
−
(
16− 9 y2 + 3 y4

)
ζ2 +

(
8− 3 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

− 8

3
ζ2
(
1− y2

) [
3
(
1− y2

)2 −
(
5− 3 y2

)
ζ2
]

ln(u2)

}
+ Gb

{
− 2

9

√
R
[
7 + 115 y2 − 53 y4 + 15 y6

− 2
(
1 + 97 y2 − 75 y4

)
ζ2 −

(
17− 15 y2

)
ζ4
]

− 8

3
y2
[
2
(
6 + y2

)
−
(
28− 33 y2 + 15 y4

)
ζ2 +

(
16− 15 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

− 8

3
ζ2
[
3
(
1− y2

)2 (
1− 5 y2

)
−
(
5− 16 y2 + 15 y4

)
ζ2
]

ln(u2)

}

Γ̂−
LP

= (1 + εb)

{
2

3

(
1− y2

) [
(1− y)2 − ζ2

]
×
[
(1− y)2

(
1 + 4 y + y2

)
+ 10

(
1 + y + y2

)
ζ2 + ζ4

]
− 4

(
1− y2

)
ζ2
[ (

1− y2
)2

+
(
1 + y2

)
ζ2
]

ln(u3)

}
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− Kb

{
2

3

(
1− y2

) [
(1− y)2 − ζ2

]
×
[
(1− y)2

(
5 + 4 y + y2

)
− 2

(
1− 5 y − 5 y2

)
ζ2 + ζ4

]
− 4

3

(
1− y2

)
ζ2
[
3
(
1− y2

)2 −
(
1− 3 y2

)
ζ2
]

ln(u3)

}

Γ̂−F = − 1

3

[
(1− y)2 − ζ2

] [
(1− y)4

(
1 + 6 y + y2

)
− (1− y)2

(
7 + 26 y + 7 y2

)
ζ2 −

(
7 + 2 y + 7 y2

)
ζ4 + ζ6

]
− 4

(
1− y2

)2
ζ4 ln(u3)

+ Kb

{
1

9

[
(1− y)2 − ζ2

] [
(1− y)4

(
35 + 18 y + 3 y2

)
− (1− y)2

(
85 + 78 y + 21 y2

)
ζ2 +

(
11− 6 y − 21 y2

)
ζ4 + 3 ζ6

]
+ 4

(
1− y2

)2
ζ4 ln(u3)

}
+ Gb

{
− 1

9

[
(1− y)2 − ζ2

][
(1− y)3

(
65 + 133 y + 75 y2 + 15 y3

)
− (1− y)

(
199 + 275 y + 285 y2 + 105 y3

)
ζ2

+
(
41 + 30 y + 105 y2

)
ζ4 − 15 ζ6

]
− 4

(
1− y2

) (
3 + 5 y2

)
ζ4 ln(u3)

}

Γ̂−
FP

= (1 + εb)

{
1

3

√
R
[ (

1 + y2
) (

1− 8 y2 + y4
)

−
(
7− 12 y2 + 7 y4

)
ζ2 − 7

(
1 + y2

)
ζ4 + ζ6

]
− 8 y4

(
1− ζ4

)
ln(u1)− 8 ζ4

(
1− y4

)
ln(u2)

}
+ Kb

{
1

9

√
R
[
13 + 181 y2 + 37 y4 − 3 y6

−
(
59 + 116 y2 − 21 y4

)
ζ2 −

(
11− 21 y2

)
ζ4 − 3 ζ6

]
+

8

3
y2
[
8 + 11 y2 − 16 ζ2 +

(
8− 3 y2

)
ζ4
]

ln(u1)
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− 8

3
ζ4
(
1− y2

) (
5− 3 y2

)
ln(u2)

}

Γ̂−
IP

= − (1 + εb)
16
√

2

105
(1− y − ζ)4

[
(1− y)

(
1 + 5 y + y2

)
+ 4

(
1 + 5 y + y2

)
ζ − 4 (1− y) ζ2 − ζ3

]
+ Kb

16
√

2

315
(1− y − ζ)3

[
(1− y)2

(
19− 10 y − 2 y2

)
+ 3 (1− y)

(
19− 10 y − 2 y2

)
ζ + 8

(
9 + 3 y + 2 y2

)
ζ2

− 6 (1− y) ζ3 − 2 ζ4
]

Γ̂−
AP

= (1 + εb)

{
8
√

2

105
ζ
√
R
[
2− 13 y2 − 5 y4 + 11

(
4− 3 y2

)
ζ2 + 2 ζ4

]
+

8
√

2

105
(1 + y)

[
2− 17 y2 − 108 y4 − 5 y6

− 14
(
2− 7 y2 − 3 y4

)
ζ2 − 35

(
2− y2

)
ζ4
] [

E
(
k2
)
− E

(
ϕ, k2

) ]
− 16

√
2

105
y
[
(1 + y)

(
2− 3 y − 13 y2 − 45 y3 − 5 y4

)
− 14 (1 + y)

(
2− 3 y − 3 y2

)
ζ2 − 35 (2− y) ζ4

] [
K
(
k2
)
− F

(
ϕ, k2

) ]}
− Kb

{
16
√

2

315
ζ
√
R
[
5 + 13 y2 − 2 y4 + 11

(
3− 4 y2

)
ζ2 − 2 ζ4

]
+

16
√

2

315
(1 + y)

[
5 + 108 y2 + 17 y4 − 2 y6

− 14 (3 + 7 y2 − 2 y4) ζ2 − 35
(
1− 2 y2

)
ζ4
] [

E
(
k2
)
− E

(
ϕ, k2

) ]
− 32

√
2

315
y
[
(1 + y)

(
5 + 45 y + 13 y2 + 3 y3 − 2 y4

)
− 14 (1 + y)

(
3 + 3 y − 2 y2

)
ζ2 − 35 (1− 2 y) ζ4

] [
K
(
k2
)
− F

(
ϕ, k2

) ]}
.

(6.47)

Entsprechend ergeben sich die Zerfallsraten in Leptonen positiver Helizität zu

Γ̂+
U =

2

3

√
Rζ2

[ (
1− y2

)2
+ 10

(
1 + y2

)
ζ2 + ζ4

]
(6.48)
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− 8
y4 ζ4

1− y2

(
1− y2 − ζ2

)
ln(u1)

+ 8
ζ4

1− y2

[ (
1− y2

)2 (
1 + y2

)
+
(
1 + y4

)
ζ2
]

ln(u2)

+ Kb

{
2

3

√
Rζ2

[
3 + 6 y2 − y4 + 10

(
1− y2

)
ζ2 − ζ4

]
+

8

3

y2 ζ2

1− y2

[
4
(
1− y2

)
−
(
1− y2

) (
8− 3 y2

)
ζ2 +

(
4− 3 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

+
8

3

ζ4

1− y2

[ (
1− y2

)2 (
5− 3 y2

)
+
(
1 + 4 y2 − 3 y4

)
ζ2
]

ln(u2)

}
+ Gb

{
2

3

√
R

ζ2

1− y2

[ (
1− y2

) (
7 + 6 y2 − 5 y4

)
− 2

(
3 + 14 y2 − 25 y4

)
ζ2 − 5

(
1− y2

)
ζ4
]

+
8

3

y2 ζ2

(1− y2)2

[
4
(
1− y2

)2 −
(
1− y2

)2 (
4− 15 y2

)
ζ2

− y2
(
23− 15 y2

)
ζ4
]

ln(u1)

+
8

3

ζ4

(1− y2)2

[ (
1− y2

)2 (
5− 4 y2 + 15 y4

)
−
(
7 + y2 + 23 y4 − 15 y6

)
ζ2
]

ln(u2)

}

Γ̂+
UP

= (1 + εb)

{
2

3
ζ2
[
ζ2 − (1− y)2

]
×
[
(1− y)2

(
1 + 4 y + y2

)
+ 10

(
1 + y + y2

)
ζ2 + ζ4

]
+ 4 ζ4

[ (
1− y2

)2
+
(
1 + y2

)
ζ2
]

ln(u3)

}
− Kb

{
2

3
ζ2
[
ζ2 − (1− y)2

] [
(1− y)2

(
5 + 4 y + y2

)
− 2

(
1− 5 y − 5 y2

)
ζ2 + ζ4

]
+

4

3
ζ4
[
3
(
1− y2

)2 −
(
1− 3 y2

)
ζ2
]

ln(u3)

}

Γ̂+
L = −

√
Rζ2

[
3− 4 y2 + 3 y4 + 3

(
1 + y2

)
ζ2
]
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Die in den Raten vorkommende Funktion R ist gegeben durch

R = λ(1, y2, ζ2) = 1 + y4 + ζ4 − 2
(
y2 + ζ2 + y2 ζ2

)
. (6.49)

In den polarisierten Raten Γ̂−
IP

und Γ̂+
STP

treten die elliptischen Integrale E, F und K auf,
die durch
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(6.50)
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definiert sind. Das Argument ϕ und der Parameter k der elliptischen Integrale lauten

k =
1− y
1 + y

, ϕ = arcsin

(
ζ

1− y

)
. (6.51)

6.6.2 Integrierte Winkelverteilungen

Abschließend sollen noch die dreifach differentiellen Zerfallsraten für Leptonen negativer
oder positiver Helizität angegeben werden. Sie werden aus (6.42) durch Integration über
die Variable x2 bestimmt. Weil die x2-Abhängigkeit nur in den reduzierten differentiellen
Raten dΓ̂±/(dx2) auftaucht, braucht man diese in (6.42) nur durch die integrierten Raten
(6.47) und (6.48) zu ersetzen. Damit erhält man für die entsprechenden Winkelverteilungen
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.

In analoger Weise zu den Resultaten (6.47) und (6.48) kann man auch die vollständig inte-
grierten reduzierten Raten für die transversalen Lepton-Polarisationen berechnen, indem
man die reduzierten differentiellen Raten (6.40) und (6.41) über x2 integriert. Die zugehöri-
ge Winkelverteilung ergibt sich aus (6.43) durch Ersetzung der differentiellen reduzierten
Raten dΓ̂/(dx2) durch die integrierten Raten Γ̂. Auf die Berechnung dieser Ausdrücke soll
aber verzichtet werden, da die transversalen Lepton-Polarisationen im folgenden nicht mehr
betrachtet werden.



Kapitel 7

Anwendungen in hadronischen
Zerfällen

7.1 Einleitung

In den letzten Abschnitten wurden sowohl die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen als
auch die nichtperturbativen Beiträge zur partonischen Zerfallsrate eines polarisierten b-
Quarks in ein c-Quark und ein W -Boson diskutiert. Es wurden die analytischen Resul-
tate für die unterschiedlichen Helizitäts-Strukturfunktionen präsentiert, die den weiteren
Zerfall des W -Bosons in ein Quark- oder Leptonpaar beschreiben. Die QCD-Korrekturen
wurden mit Hilfe der Störungstheorie bis zur ersten Ordnung der starken Kopplungskon-
stanten αs berechnet und beinhalten sowohl Schleifen-Korrekturen als auch Beiträge zur
Gluon-Bremsstrahlung. Die nichtperturbativen Beiträge wurden aus der Operatorprodukt-
Entwicklung in der HQET bestimmt und sind von der Ordnung O(1/m2

b). Sie hängen von
den drei Parametern für den spinabhängigen Anteil εb und den Erwartungswert der ki-
netischen Energie Kb sowie für die chromomagnetische Wechselwirkung Gb des schweren
b-Quarks innerhalb des Hadrons ab. In diesem Kapitel sollen die semi-inklusiven hadro-
nischen Zerfälle eines Λb-Baryons oder eines B-Mesons in die charm-strangeness-Mesonen
Ds und D∗s diskutiert werden. Der dominante Anteil dieser Zerfälle ist durch den erwähn-
ten partonischen Prozeß b → c + (D−s , D

∗−
s ) gegeben, wobei auch die Polarisation des

zerfallenden b-Quarks berücksichtigt wird [72, 83]. Mit der Bezeichnung semi-inklusiv soll
angedeutet werden, daß die Zerfallsprodukte, die das c-Quark enthalten, nicht beobachtet
werden. Die inklusiven O(αs)–QCD-Strahlungskorrekturen für den b-Quark–Zerfall wur-
den in den Abschnitten 5.3 und 5.4 diskutiert. Die analytischen Resultate für die inklusiven
Helizitäts-Raten wurden in Abschnitt 5.5 angegeben. Die nichtperturbativen Korrekturen
für die hadronischen Zerfallsprozesse, an denen ein schweres b-Quark beteiligt ist, wurden
in Kapitel 6 behandelt. Dort wurden in Abschnitt 6.5 auch die analytischen O(1/m2

b)-
Resultate für die Helizitäts-Raten angegeben. Diese Resultate sollen nun benutzt werden,
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um die QCD- und die nichtperturbativen Korrekturen zu den Helizitäts-Raten für die semi-
inklusiven Zerfälle des Λb oder eines B-Mesons in die Mesonen Ds und D∗s zu bestimmen.

Abbildung 7.1: Feynman-Diagramme für Bornsche Näherung (a) sowie Vertex-Korrektur (b)
und Gluon-Bremsstrahlung (c, d) in O(αs) zum hadronischen Zerfallsprozeß b→ c+ (D−s , D

∗−
s )

Wir werden in diesem Abschnitt die Winkelverteilungen der betrachteten Zerfälle be-
rechnen, die durch bestimmte Helizitäts-Raten gegeben sind. Die Kinematik der hier disku-
tierten Zerfälle und die Definition der unterschiedlichen Winkel ist in Abbildung 7.2 gezeigt.
In den semi-inklusiven hadronischen Zerfällen eines Λb-Baryons Λ↑b → Xc + (Ds, D

∗
s) und

eines B-Mesons B̄ → Xc + (Ds, D
∗
s) in die charm-strangeness-Mesonen Ds und D∗s enthält

das zerfallende Hadron jeweils ein schweres b-Quark, das in ein c-Quark und ein virtuelles
W -Boson zerfällt. Das W zerfällt schließlich weiter in ein c̄s-Paar, das in ein Ds- oder D∗s-
Meson fragmentiert. Der dominierende Beitrag in diesen beiden Prozessen ist durch den
partonischen Zerfall b→ c+(D−s , D

∗−
s ) gegeben, wie für den Fall des B̄-Zerfalls in [84] über-
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zeugend dargelegt wurde. Die grundlegende Annahme ist dabei, daß auch für den nicht-
leptonischen Zerfall des B̄-Mesons oder des Λb-Baryons die Faktorisierung gültig bleibt.
Dann kann der semi-inklusive Zerfall in einen strom-induzierten B̄,Λb → Xc-Übergang
und einen strom-induzierten Vakuum–Ein-Meson–Übergang faktorisiert werden. Benutzt
man die Methode der Operatorprodukt-Entwicklung in der HQET, so kann man zeigen,
daß die niedrigste Ordnung in der 1/mb-Entwicklung mit dem partonischen b → c-Zerfall
identisch ist. Das gilt für alle Ordnungen in der QCD-Störungstheorie. Die Diagramme,
die zu dem partonischen b-Zerfall beitragen, sind bis einschließlich O(αs) in Abbildung 7.1
gezeigt. Nichtperturbative Korrekturen zur führenden Ordnung in der Entwicklung nach
der schweren b-Masse im Rahmen der HQET sind von der Ordnung 1/m2

b .

Abbildung 7.2: Definition der Polarwinkel θP und θ sowie des Azimuthwinkels φ in den semi-
inklusiven Zerfällen B̄,Λ↑b → Xc + D∗−s (→ D−s + γ, π0) eines B̄-Mesons oder eines Λb-Baryons
in ein D∗−s -Meson, das weiter in ein D−s und ein Photon oder ein π0-Meson zerfällt. ~P ist der
Polarisationsvektor des Λb, das B̄ ist unpolarisiert. Der Polarwinkel θ ist definiert im Ruhesystem
des D∗−s relativ zur Richtung des räumlichen D∗−s -Impulses im Ruhesystem des B̄ oder Λb.

Für den semi-inklusiven Zerfall des B̄-Mesons ist es interessant, den longitudinalen und
den transversalen Anteil des Spin-1–Mesons D∗−s zu berechnen und mit experimentellen
Ergebnissen zu vergleichen. Das Verhältnis der beiden Anteile wurde bereits in Bornscher
Näherung berechnet [84]. Dieselben Autoren bestimmten darüberhinaus für den B̄-Zerfall
auch QCD-Korrekturen in O(αs) zu den Raten in ein D−s mit Spin 0 und ein D∗−s mit Spin
1, ohne jedoch die longitudinale und transversale Spin-Komponente zu separieren [85]. Hier
sollen deshalb sowohl analytische als auch numerische Resultate für beide Komponenten
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des Spin-1–Anteils präsentiert werden. Es soll noch erwähnt werden, daß es auch nicht-
faktorisierende Beiträge zu den O(αs)-Korrekturen gibt, wie für die Zerfälle B̄ → ππ und
B̄ → D(∗) explizit gezeigt worden ist [86, 87]. Diese Beiträge sind aber farb-unterdrückt
und deshalb relativ klein, wie in [86] gezeigt wurde. Auch für die nichtperturbativen 1/m2

b-
Beiträge sollen die analytischen und numerischen Resultate zu den Raten des Ds mit Spin
0 und des D∗s mit Spin 1 berechnet werden. Es gibt insgesamt drei Helizitäts-Raten S, U
und L, welche zu den unterschiedlichen Spin-Anteilen beitragen. Erwartungsgemäß sind
die QCD-Korrekturen und die nichtperturbativen Korrekturen in der Größenordnung von
jeweils ≈ 10% [84,83] und ≈ 1% [83].

Im Falle unpolarisierter Λb-Baryonen ist der semi-inklusive Zerfall des Λb dem B̄-Zerfall
sehr ähnlich. In der führenden Ordnung der 1/mb-Entwicklung und in jeder Ordnung der
perturbativen QCD-Korrekturen sind die beiden Prozesse sogar identisch. Wenn man aber
die Polarisation des Λb berücksichtigt, gibt es zusätzlich vier neue polarisierte Struktur-
funktionen, so daß man insgesamt sieben Helizitäts-Raten erhält, die die Winkelverteilung
beim Λb-Zerfall beschreiben. Man kann somit beim semi-inklusiven Zerfall eines polarisier-
ten Λb-Baryons vier Strukturfunktionen mehr untersuchen als beim B-Meson–Zerfall. Po-
larisierte b-Quarks und damit auch polarisierte Λb-Baryonen treten in natürlicher Weise bei
schwachen Zerfällen wie beispielsweise dem Z-Zerfall Z0 → bb̄ oder dem Topquark-Zerfall
t→ W+b auf. Wenn das polarisierte b-Quark in ein Λb-Baryon fragmentiert, behält es etwa
70% seiner Polarisation [73,88]. Damit ist es möglich, die analytischen Ergebnisse der po-
larisierten Strukturfunktionen mit entsprechenden Experimenten zu vergleichen. In Expe-
rimenten an Beschleunigern entstehen Λb-Baryonen beispielsweise bei Proton-Antiproton–
Kollisionen. Es wird erwartet, daß große Mengen an Λb-Baryonen bei den laufenden Expe-
rimenten am pp̄-Collider Tevatron 2 produziert werden. Die ersten Λb sind bereits durch
die CDF-Kollaboration am Fermilab mit Hilfe verbesserter tracking-Kapazität des neuen
Silikon-Vertex-Triggers nachgewiesen worden [89].

7.2 Winkelverteilungen der semi-inklusiven Zerfälle

In der Faktorisierungs-Näherung werden die semi-inklusiven Zerfälle eines B-Mesons oder
eines polarisierten Λb-Baryons durch drei beziehungsweise sieben Strukturfunktionen be-
schrieben. Sie können durch eine Analyse der Winkelverteilungen des Zerfallsprozesses
experimentell gemessen werden. Im Fall des Λb-Baryons gibt es noch zwei weitere pa-
ritäts-verletzende Strukturfunktionen, die aber nicht bestimmt werden können, weil die
dominierenden Zerfälle des D∗−s paritäts-erhaltend sind. Die Winkelverteilungen werden
in den nachfolgenden Zerfällen D∗−s → D−s + γ, π0 analysiert. Das Verzweigungsverhältnis
beträgt (94.2±2.5)% für ein Photon und (5.8±2.5)% für ein π0-Meson im Endzustand [22].
Die verschiedenen Winkel sind in Abbildung 7.2 definiert.

Die Winkelverteilungen für den Zerfall eines B̄-Mesons sind durch folgende Ausdrücke
gegeben:

dΓB̄→Xc+D∗−s (→D−s +γ)

d cos θ
= BR(D∗−s → Ds + γ)×

[
3

8

(
1 + cos2 θ

)
ΓU +

3

4
sin2 θ ΓL

]
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dΓB̄→Xc+D∗−s (→D−s +π0)

d cos θ
= BR(D∗−s → Ds + π0)×

(
3

4
sin2 θ ΓU +

3

2
cos2 θ ΓL

)
.

(7.1)

Sie hängen nur vom Polarwinkel θ desD−s im Ruhesystem desD∗−s ab, der die Richtung zum
ursprünglichen Impuls des D∗−s angibt. Um die Winkelverteilung experimentell bestimmen
zu können, ist es notwendig, an Beschleunigern eine hohe Anzahl von B̄-Mesonen zu erzeu-
gen. In den letzten Jahren haben einige solcher B-Fabriken ihren Betrieb aufgenommen.
Die beiden wichtigsten Experimente sind BaBar am SLAC bei Stanford in Kalifornien
und Belle am KEK-Beschleuniger in der Nähe von Tokio. Bei beiden Beschleunigern wer-
den die B- und B̄-Mesonen durch Kollision von Elektronen und Positronen erzeugt. Bei
dem Experiment Belle werden zum Beispiel etwa 106BB̄-Paare pro Tag produziert, wo-
bei seit Betriebsbeginn des Beschleunigers bis zum Sommer 2004 insgesamt bereits etwa
2.75 × 108BB̄-Paare erzeugt wurden [90]. Auch beim BaBar-Experiment wurden bisher
etwa 2.27×108BB̄-Paare produziert, so daß man in beiden Fällen mit einer Größenordnung
von einigen 108 B-Meson–Paaren rechnen kann. Weil das erwartete Verzweigungsverhältnis
für den Zerfall eines B-Mesons in ein D∗s in der Größenordnung von etwa 5% liegt, wird
es nicht schwierig sein, eine ausreichend hohe Statistik zu erreichen, um die Winkelkoeffi-
zienten experimentell bestimmen zu können.

In analoger Weise kann man die Winkelverteilungen für den Λb-Zerfall angeben. Sie
lauten

dΓΛ↑b→Xc+D
∗−
s (→D−s +γ)

d cos θP d cos θ dφ
=

1

4π
BR(D∗−s → Ds + γ)×

[
3

8

(
1 + cos2 θ

)
(ΓU + ΓUPP cos θP )

+
3

4
sin2 θ (ΓL + ΓLPP cos θP )

+
3√
2

cosφ cos θ sin θ ΓIPP sin θP

]
dΓΛ↑b→Xc+D

∗−
s (→D−s +π0)

d cos θP d cos θ dφ
=

1

4π
BR(D∗−s → Ds + π0)×

[
3

4
sin2 θ (ΓU + ΓUPP cos θP )

+
3

2
cos2 θ (ΓL + ΓLPP cos θP )

− 3
√

2 cosφ cos θ sin θ ΓIPP sin θP

]
. (7.2)

Im Gegensatz zum B̄-Zerfall hängen sie neben dem Polarwinkel auch vom Azimuthwinkel φ
und vom Winkel θP ab, der die Richtung des D∗−s -Impulses relativ zum Polarisationsvektor
des Λb angibt. Das liegt daran, daß das Λb-Baryon polarisiert ist, während das B̄-Meson
als Spin-0–Teilchen keine Polarisation besitzt.

Die Winkelverteilungen für die semi-inklusiven Zerfälle eines B̄-Mesons oder eines Λb-
Baryons in ein D−s unterscheiden sich von denjenigen der Zerfälle in ein D∗−s durch den
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unterschiedlichen Spin des Ds. Weil das Ds im Gegensatz zum D∗s Spin 0 besitzt, wird der
analytische Ausdruck für die Winkelverteilung wesentlich einfacher, da die unterschiedli-
chen Spin-Kombinationen des Λb nach der Drehimpuls-Erhaltung durch den Ds-Spin fest-
gelegt werden, der nur eine mögliche Einstellung, nämlich den Wert 0, hat. Die Helizität
λDs des D−s wird im folgenden mit S für skalar bezeichnet. Die Winkelverteilung für den
B̄-Zerfall in ein Ds hängt nicht mehr von den oben beschriebenen Winkeln ab und ist durch
die Funktion ΓS gegeben. Für den Zerfall eines polarisierten Λb benötigt man zusätzlich
noch die polarisierte Funktion ΓSP , welche die Abhängigkeit vom Winkel θP beschreibt.
Man erhält die beiden Winkelverteilungen für den B̄-Zerfall

ΓB̄→Xc+D−s = ΓS (7.3)

und für den Λb-Zerfall

dΓ
Λ

(↑)
b →Xc+D

−
s

d cos θP
=

1

2

(
ΓS + ΓSPP cos θP

)
. (7.4)

Die erste ist wie erwähnt winkelunabhängig, und die zweite hängt nur vom Polarwinkel
θP ab. Die Koeffizienten ΓS und ΓSP beschreiben den polarisierten beziehungsweise den
unpolarisierten Anteil der skalaren Helizität. Integriert man die Winkelverteilungen (7.2)
über die Winkel θ und φ und addiert beide Beiträge, so ergibt sich ein ähnliches Resultat,
das nur von θP abhängt. Es lautet

dΓ
Λ

(↑)
b →Xc+D

∗−
s

d cos θP
=

1

2

(
ΓU+L + ΓUP+LPP cos θP

)
(7.5)

und enthält nur noch die unpolarisierte und die polarisierte totale Helizitätsrate ΓU+L

und ΓUP+LP . Der longitudinale und transversale Anteil des D∗−s -Spins kann am einfach-
sten bestimmt werden, indem man die cos θ-Abhängigkeit der Winkelverteilung analysiert,
nachdem man sie über die Winkel θP und φ integriert hat.

Die Winkel-Koeffizienten ΓX für X = U,UP , L, LP , S, SP , IP , die in den analytischen
Ausdrücken der Winkelverteilungen auftreten, können aus den Helizitäts-Strukturfunk-
tionen HX , die nach (4.67) Linearkombinationen der Helizitäts-Komponenten sind, be-
stimmt werden und sind definiert durch

ΓX(B̄,Λb → Xc +D−s ) =
G2
F

8π
|Vbc V ∗cs|2 f 2

Dsm
2
b |~pDs | a2

1 HX

ΓX(B̄,Λb → Xc +D∗−s ) =
G2
F

8π
|Vbc V ∗cs|2 f 2

D∗s
m2
b |~pD∗s | a

2
1 HX .

(7.6)

Hier bezeichnen Vbc und Vcs die CKM-Matrixelemente der entsprechenden Quark-Über-
gänge. Die pseudoskalare und die Vektormeson-Kopplungskonstante fDs und fD∗s sind de-
finiert durch

〈D−s |Aµ|0〉 = ifDs p
µ
Ds
, 〈D∗−s |V µ|0〉 = fD∗s mD∗s ε

∗µ, (7.7)
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wobei pDs und pD∗s die Viererimpulse des Ds- und des D∗s-Mesons bezeichnen. Der Parame-
ter a1 hängt mit den Wilson-Koeffizienten der renormierten Strom-Strom–Wechselwirkung
zusammen und kann aus einem kombinierten Fit verschiedener Zerfallsmoden erhalten wer-
den [85]. Sein Wert beträgt |a1| = 1.00± 0.06. Integriert man die Winkelverteilungen (7.2)
und (7.4) über die Winkel cos θP und φ, welche die Orientierung des Polarisationsvektors
des Λb-Baryons beschreiben, so erhält man den Fall P = 0 eines unpolarisierten Λb, dessen
Rate nur durch die drei Strukturfunktionen HU , HL und HS beschrieben wird. In dieser
Form sind die Winkelverteilungen für den Zerfall Λb → Xc + (D−s , D

∗−
s ) analog zu denen

des Zerfalls B̄ → Xc + (D−s , D
∗−
s ).

7.3 Analytische Resultate

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daß die Zerfälle B̄,Λ↑b → Xc + (D−s , D
∗−
s ) eines

unpolarisierten B̄-Mesons oder eines polarisierten Λb-Baryons insgesamt durch sieben He-
lizitäts-Strukturfunktionen HX mit X = U,UP , L, LP , S, SP , IP beschrieben werden. Sie
setzen sich aus zwei unterschiedlichen Beiträgen zusammen. Zum einen benötigt man die
inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen zum Zerfall b↑ → c + (D−s , D

∗−
s ) eines polarisier-

ten b-Quarks, deren Resultate in (5.109) und (5.110) angegeben sind. Weil das virtuelle
W -Boson in ein Quark-Antiquark–Paar zerfällt, welches das D−s - oder das D∗−s -Meson bil-
det, ersetzt man den Viererimpuls q des W -Bosons durch den D−s - beziehungsweise den
D∗−s -Impuls pDs oder pD∗s . Damit gilt

x2 = q2/m2
b = p2

D∗s
/m2

b = m2
D∗s
/m2

b .

Der zweite Anteil der Strukturfunktionen setzt sich aus den nichtperturbativen Beiträgen
zusammen. Sie enthalten den Born-Term und Korrekturen der Ordnung 1/m2

b , die durch
die Konstanten εb, Kb und Gb parametrisiert sind. Ihre analytischen Resultate sind in (6.35)
und (6.38) angegeben. Um alle Korrekturen für die betrachteten hadronischen Zerfälle zu
berücksichtigen, summiert man die beiden Anteile auf, um die korrigierten Resultate zu
erhalten. Es ist vorteilhaft, die Ergebnisse in einer Form anzugeben, in der die Bornschen
Raten ausfaktorisiert sind, weil man dann die relativen Größen der einzelnen Korrekturen
ablesen kann.

Bezeichnet man die durch die zugehörigen Bornschen Raten dividierten Raten mit Γ̂X ,
so kann man die analytischen Resultate in der Form

Γ̂X =
ΓX

Γ
(Born)
X

= 1 +
αs
3π

Γ̃X + aεX εb + aKX Kb + aGX Gb (7.8)

angeben. Der Beitrag Γ̃X beschreibt die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in O(αs),
εb parametrisiert den spin-abhängigen Anteil des schweren b-Quarks im betrachteten zer-
fallenden Hadron, und Kb und Gb bezeichnen jeweils die Erwartungswerte der kinetischen
Energie und der chromomagnetischen Wechselwirkung des schweren b-Quarks. Die ersten
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beiden Terme in (7.8) ergeben sich aus den inklusiven Raten (5.110) und den entsprechen-
den Bornschen Raten (5.20) durch die Relation

1 +
αs
3π

Γ̃X =
1√
λ

TX
BX

. (7.9)

Auf entsprechende Weise kann man die drei weiteren Terme aus den nichtperturbativen
Beiträgen (6.35) und den Bornschen Raten (5.20) erhalten, indem man die Identität

1 + aεX εb + aKX Kb + aGX Gb =
8√
λ

IX
BX

(7.10)

verwendet. Hier taucht der Anteil der Bornschen Rate, der durch den Term 1 gegeben ist,
ein weiteres Mal auf. Bei der Summation aller Beiträge in (7.8) darf er natürlich nur einmal
gezählt werden. Die analytischen Resultate für die QCD-Korrekturen der unterschiedlichen
Helizitäten X = U,UP , L, LP , U +L,UP +LP , S, SP , IP in (7.9) können in folgender Weise
zusammengefaßt werden:

Γ̃U = A+
1√
λ

1

1− x2 + y2

{
− 4

(
7 + x2 − y2

)
N1

− 2

x

[
(1− x)2 − y2

] [
(1− x) (5 + x) + y2

]
N2

− 2

x

[
(1 + x)2 − y2

] [
(1 + x) (5− x) + y2

]
N3

− 2

x2

(
1− x2 + y2

) (
1− 2x2 − y2

)√
λ ln(y) + 8

(
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)√
λ ln

(x y
λ

)
+

1

x2

[ (
1− x2

)2 (
1− 6x2

)
−
(
1 + 4x2 − 3x4

)
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(
1 + 2x2

)
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]
ln(w1)

+ 4
[
7 + 3x2 −

(
4− 5x2

)
y2 − 3 y4

]
ln(η)−

√
λ
(
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Γ̃UP = A+
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λ

{
4
[
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λ
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Die QCD-Beiträge Γ̃X und die zugehörige Bornsche Näherung können sowohl für die semi-
inklusiven Zerfälle des B̄-Mesons als auch für den Zerfall des Λb-Baryons verwendet werden,
weil beide Prozesse in niedrigster Ordnung der Operatorprodukt-Entwicklung in der HQET
durch den Zerfall des b-Quarks beschrieben werden. In den nichtperturbativen Korrekturen
unterscheiden sich beide Prozesse in einigen Punkten. Zunächst hängen die Beiträge für den
B̄-Zerfall vom Erwartungswert der chromomagnetischen Wechselwirkung Gb ab, während
für den Λb-Zerfall Gb = 0 gilt. Umgekehrt enthalten die Helizitäten für den Λb-Zerfall den
Parameter εb, der die Abhängigkeit der Beiträge vom Spin des Λb beschreibt. Weil das
B̄-Meson Spin 0 besitzt, gibt es für dessen Zerfallsprozess hingegen keine spinabhängigen
Beiträge. Die analytischen Resultate (7.10) für den Zerfall B̄ → Xc+(D−s , D

∗−
s ) sind somit

durch die Ausdrücke aKX und aGX gegeben. Für die drei Helizitäten X = U,L, S und die
Summe X = U + L erhält man
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8
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(7.12)
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×
{

1

4
λ
[
− 5

(
λ− x4 + x2 y2

)
− 9x2 − 4 y2 + 4

]
− x4

(
1− x2 + y2

)}
.

Für den Zerfall Λ↑b → Xc + (D−s , D
∗−
s ) eines polarisierten Λb-Mesons sind die analytischen

Resultate (7.10) durch die Ausdrücke aεX und aKX gegeben, während aGX = 0 ist. Für die
sieben Helizitäten X = U,UP , L, LP , S, SP , IP und die Summen X = U+L,UP +LP erhält
man

aεU = 0 , aKU = − 1 +
8

3

1

1− x2 + y2

aεUP = 1 , aKUP = −
(

1 +
8

3

x2

λ

)

aεL = 0 , aKL = − 1− 16x2

3

[
λ+ x2

(
1− x2 + y2

) ]−1

aεLP = 1 , aKLP = −
(

1 +
8

3

x2

λ

)
aεU+L = 0 , aKU+L = − 1

aεUP+LP = 1 , aKUP+LP = −
(

1 +
8

3

x2

λ

)
aεS = 0 , aKS = − 1

aεSP = 1 , aKSP = −
(

1 +
8

3

x2

λ

)

aεIP = 1 , aKIP =
2

3

(
1− 4

x2

λ

)
. (7.13)

Die Resultate stimmen mit denen in [83] überein. Die Beiträge zur Polarisation des Λb-
Baryons entsprechen den Bornschen Raten und sind daher für die polarisierten Helizitäten
auf 1 normiert, während sie für die unpolarisierten Helizitäten verschwinden. Man er-
kennt auch, daß die Beiträge der kinetischen Energie für die polarisierten Helizitäten
X = UP , LP , UP + LP , SP identisch sind. Das gleiche gilt für die unpolarisierten Heli-
zitäten X = U + L, S.

Alle in diesem Abschnitt diskutierten Beiträge hängen von der Variablen x ab, die durch
das mit der b-Masse skalierte Viererimpulsquadrat des W -Bosons x2 = q2/m2

b gegeben ist.
Bei den betrachteten hadronischen Zerfällen eines B̄-Mesons oder eines Λb-Baryons in ein
Ds- oder ein D∗s-Meson geht der gesamte W -Impuls auf das Meson über, so daß man hier
q2 durch das Quadrat der entsprechenden Mesonmasse ersetzen muß. Wie man aus den
Relationen (7.1) für den Zerfall des B̄ und (7.2) für den Zerfall des Λb erkennen kann,
hängen die Winkelverteilungen für diese Zerfälle mit einem D∗s-Meson als Endzustand von
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den unpolarisierten Helizitäts-Raten ΓU und ΓL sowie von den polarisierten Raten ΓUP , ΓLP
und ΓIP ab. Die Winkelverteilungen (7.3) für die Zerfälle der B̄-Mesonen und (7.4) für die
Zerfälle der Λb-Baryonen in ein Ds-Meson hängen hingegen nur von der unpolarisierten und
der polarisierten Helizitätsrate ΓS und ΓSP ab. Aus diesem Grunde gilt für die Helizitäts-
Raten ΓX mit X = U,UP , L, LP , IP die Beziehung x = mD∗s/mb, während für die Raten
ΓX mit X = S, SP die Relation x = mDs/mb gilt. Diese Werte für die Variable x werden
im folgenden Abschnitt bei der Berechnung der numerischen Resultate benötigt.

7.4 Numerische Resultate

Zum Abschluß wollen wir noch die numerischen Resultate, die sich aus den analytischen
Ergebnissen in Abschnitt (7.3) ergeben, diskutieren. Für die numerische Auswertung be-
nutzen wir den Wert Kb = 0.013 für die kinetische Energie des schweren b-Quarks innerhalb
des B̄-Mesons oder des Λb-Baryons [71]. Eine Abschätzung des spin-abhängigen Parame-
ters εb wurde in [91] gegeben mit dem Resultat εb = − 2/3Kb, basierend auf der Annahme,
daß die Beiträge von Termen, die aus dem zweifachen Einsetzen des chromomagnetischen
Operators stammen, vernachlässigt werden können. Eine Analyse mit Hilfe der Summen-
regel für den Fall verschwindenden Rückstoßes führt zu der Bedingung εb ≤ − 2/3Kb [92],
so daß man insgesamt die Bedingung εb = − 2/3Kb aus [91] erhält. Wir werden diesen
Wert für die numerische Analyse verwenden, obwohl der numerische Wert für εb in einigen
realistischeren Rechnungen noch etwas reduziert sein kann.

Die Werte für die Quarkmassen wurden bereits in Abschnitt (3.6) angegeben und be-
tragen mb = 4.85GeV und mc = 1.45GeV . Der numerische Wert der starken Kopplungs-
konstanten ist αs(mb) = 0.219. Nach obigen Ausführungen ergeben sich die Werte für die
Parameter der kinetischen Energie des b-Quarks sowie für den spin-abhängigen Anteil zu
εb = −0.00867 und Kb = 0.013. Der Parameter für die chromomagnetische Wechselwirkung
beträgt Gb = −0.0065 [71]. Neben den erwähnten Massen, Konstanten und Parametern
hängen die analytischen Resultate auch vom skalierten Quadrat des Viererimpulses des
W -Bosons x2 = q2/m2

b ab. Wie am Ende des letzten Abschnittes dargelegt wurde, ist für
die Helizitäten X = U,UP , L, LP , IP die Beziehung x = mD∗s/mb zu verwenden. Für die
Helizitäten X = S, SP gilt dagegen die Relation x = mDs/mb. Die Massen der Ds- und D∗s-
Mesonen sind in [22] aufgelistet und betragen mDs = 1968.5MeV und mD∗s = 2112.4MeV .

Nachfolgend sollen die einzelnen Beiträge aus (7.8) für die hadronischen Zerfälle des
B̄-Mesons und des Λb-Baryons in ein Ds- oder ein D∗s-Meson numerisch ausgewertet wer-
den. Wir beginnen mit der Angabe der numerischen Werte für den B̄-Zerfall. Die auf
den Born-Term normierten Raten enthalten drei Korrekturterme, welche durch die QCD-
Strahlungskorrekturen (7.11) zum b-Zerfall sowie durch die nichtperturbativen HQET-
Korrekturen zur kinetischen Energie und zur chromomagnetischen Wechselwirkung des
schweren b-Quarks (7.12) gegeben sind. Mit (7.8) erhält man für den B̄-Zerfall

Γ̂X(B̄ → Xc +Ds, D
∗
s) = 1 +

αs
3π

Γ̃X +Kb a
K
X +Gb a

G
X , (7.14)

wobei X = U,L, U + L, S ist. Die entsprechenden numerischen Werte für den Zerfall
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B̄ → Xc +D−s in ein Ds sind in der gleichen Reihenfolge gegeben durch

Γ̂S = 1− 0.1055− 0.0130 + 0.0047, (7.15)

und für den Zerfall B̄ → Xc +D∗−s in ein D∗s ergibt sich

Γ̂U = 1− 0.1182 + 0.0255− 0.0277

Γ̂L = 1− 0.1208− 0.0341 + 0.0097

Γ̂U+L = 1− 0.1199− 0.0130− 0.0036. (7.16)

Die Strahlungskorrekturen reduzieren die Bornschen Raten für die unterschiedlichen He-
lizitäten relativ einheitlich um etwas mehr als 10%. Die nichtperturbativen Korrekturen
zur kinetischen Energie bewegen sich zwischen 2.6% für Γ̂U und −3.4% für Γ̂L, ohne ein
einheitliches Verhalten zu zeigen. Die chromomagnetischen Korrekturen betragen zwischen
−2.8% für Γ̂U und 0.97% für Γ̂L.

Die numerischen Werte für die normierten Raten des Λb-Zerfalls enthalten ebenfalls drei
Korrekturterme, die durch die QCD-Strahlungskorrekturen sowie die nichtperturbativen
Korrekturen zur Λb-Polarisation und zur kinetischen Energie des b-Quarks gegeben sind.
Für den Λb-Zerfall erhält man mit (7.8)

Γ̂X(Λ↑b → Xc +Ds, D
∗
s) = 1 +

αs
3π

Γ̃X +Kb a
K
X + εb a

ε
X , (7.17)

wobei X = U,UP , L, LP , U+L,UP +LP , S, SP , IP ist. Die zugehörigen numerischen Werte
für den Zerfall Λ↑b → Xc +D−s sind in der gleichen Reihenfolge gegeben durch

Γ̂S = 1− 0.1055− 0.0130 + 0

Γ̂SP = 1− 0.1124− 0.0245− 0.0087, (7.18)

und für den Zerfall Λ↑b → Xc +D∗−s ergibt sich

Γ̂U = 1− 0.1182 + 0.0255 + 0

Γ̂UP = 1− 0.0674− 0.0276− 0.0087

Γ̂L = 1− 0.1208− 0.0341 + 0

Γ̂LP = 1− 0.1142− 0.0276− 0.0087

Γ̂U+L = 1− 0.1199− 0.0130 + 0

Γ̂UP+LP = 1− 0.1476− 0.0276− 0.0087

Γ̂IP = 1− 0.0959− 0.0059− 0.0087. (7.19)

Betrachtet man die Strahlungskorrekturen, so erkennt man, daß sie nicht so einheitlich sind
wie beim B̄-Zerfall. Sie betragen 6.7% für die Rate Γ̂UP und erreichen 14.8% für Γ̂UP+LP .
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Alle Beiträge der Strahlungskorrekturen reduzieren die Bornschen Raten und besitzen so-
mit ein negatives Vorzeichen. Für die unpolarisierten Raten sind sie identisch mit denen
des B̄-Zerfalls. Die nichtperturbativen Korrekturen für die kinetische Energie bewegen sich
wie beim Zerfall des B̄-Mesons zwischen 2.6% für Γ̂U und −3.4% für Γ̂L. Bis auf Γ̂U sind
alle Korrekturen der kinetischen Energie negativ. Da die Korrekturen des spinabhängigen
Anteils proportional zur Bornschen Rate sind, haben sie für alle polarisierten Helizitäten
denselben Wert von −0.87% und verschwinden für alle unpolarisierten Helizitäten.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir die QCD-Strahlungskorrekturen sowie nichtperturbative Kor-
rekturen aus der HQET zu Polarisationsobservablen für die semileptonischen Zerfälle des
b-Quarks in ein c-Quark und ein Leptonpaar diskutiert. Anschließend wurden die berech-
neten Resultate auf hadronische Zerfälle von Λb-Baryonen und B̄-Mesonen angewandt.
Der ausführlichste Teil beschäftigte sich mit der Berechnung der Strahlungskorrekturen,
während die nichtperturbativen Korrekturen nach [71] noch einmal berechnet und dabei
einige dort gefundene Fehler korrigiert wurden. Neben der Berechnung der Zerfallsrate
b→ c+ l−+ ν̄l für polarisierte c-Quarks, bei der über den gesamten Phasenraum der Lep-
tonen integriert wurde, beschäftigte sich der Großteil dieser Arbeit hauptsächlich mit der
Berechnung der Helizitäts-Raten, wobei der Lepton-Phasenraum nicht ausintegriert wurde,
und die Winkelvariablen zur Analyse der Polarisationsobservablen verwendet wurden. Als
direkte Anwendung der berechneten Resultate für die QCD- und die HQET-Korrekturen
dienten im letzten Kapitel die erwähnten hadronischen Prozesse.

Weil alle hier präsentierten Berechnungen im Rahmen des Standardmodells der Ele-
mentarteilchen durchgeführt wurden, ist am Anfang in Kapitel 2 zunächst eine kurze
Zusammenfassung des Standardmodells gegeben worden mit dem Ziel, dessen Lagrange-
Dichte anzugeben. Diese Zusammenfassung enthielt eine Übersicht über die im Standard-
modell vorkommenden elementaren Teilchen sowie deren Wechselwirkungen untereinander.
Anschließend wurden die zugrunde liegenden Eichtheorien behandelt, die im Standardmo-
dell eine wichtige Rolle spielen. Schließlich wurde der Higgs-Mechanismus diskutiert, mit
dessen Hilfe die Eichbosonen und auch die Fermionen ihre Masse erhalten.

In Kapitel 3 wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen zu dem semileptoni-
schen Zerfall b→ c+ l−+ ν̄l berechnet. Dabei wurde der Spin des c-Quarks berücksichtigt,
während über den Spin des b-Quarks und der Leptonen gemittelt beziehungsweise summiert
wurde. Weil im Endzustand nur Elektronen oder Myonen betrachtet wurden, konnten alle
Leptonmassen in guter Näherung vernachlässigt werden, wodurch der Aufwand bei den er-
forderlichen Berechnungen reduziert werden konnte. Die Masse des c-Quarks hat dieselbe
Größenordnung wie die b-Masse und kann daher nicht vernachlässigt werden. Als Resultat
wurde die differentielle Rate nach der mit der b-Masse skalierten Energie des c-Quarks
in analytischer Form angegeben. Sie setzt sich aus zwei Spektrum-Funktionen zusammen,
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welche den unpolarisierten und den polarisierten Anteil für das c-Quark beschreiben. Wir
haben zu diesen Spektrum-Funktionen neben der Bornschen Näherung auch die QCD-
Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der starken Kopplungskonstanten αs berechnet,
die sich aus den Einschleifen-Korrekturen und den Bremsstrahlungs-Beiträgen zusammen-
setzen. Die Strahlungskorrekturen hängen von der mit der b-Masse skalierten Masse des
c-Quarks y ab und werden durch die logarithmischen Terme ln(y) dominiert. Die Korrek-
turen vermindern die Bornschen Spektrum-Funktionen betragsmäßig für alle Werte der
skalierten c-Energie x und divergieren an der oberen Grenze x = xmax. An der unteren
Grenze verschwinden beide Spektrum-Funktionen, und an der oberen Grenze sind sie ent-
gegengesetzt gleich, wenn man die Singularität durch einen Parameter ε regularisiert. Das
singuläre Verhalten an der oberen Grenze ist eine Eigenschaft der Störungstheorie endlicher
Ordnung. Durch Aufsummieren aller Ordnungen kann man zeigen, daß diese Singularitäten
verschwinden, und die Spektrum-Funktionen gehen auch an der oberen Grenze gegen null.

Wir haben die analytischen Resultate für die Spektrum-Funktionen mit den Ergeb-
nissen des Myon-Zerfalls [41] verglichen, da beide Prozesse dieselbe analytische Struktur
besitzen. Es wurde für beide Spektrum-Funktionen Übereinstimmung festgestellt. Es wur-
de auch der Grenzfall y → 0 verschwindender c-Masse betrachtet, um ihn mit bereits
bekannten Resultaten des Myon-Zerfalls bei vernachlässigter Elektronmasse [42] verglei-
chen zu können. Auch für diese Resultate wurde bei den beiden Spektrum-Funktionen
Übereinstimmung festgestellt. Der wichtigste Unterschied in den numerischen Auswertun-
gen zwischen dem Myon-Zerfall und dem b-Zerfall ist die unterschiedliche Größenordnung
von y, das beim Myonzerfall durch me/mµ = 0.005 und beim Zerfall des b-Quarks durch
mc/mb = 0.3 gegeben ist. Außerdem ist die starke Kopplungskonstante αs bei Energien,
die äquivalent zu der Masse des b-Quarks sind, etwa 30 mal so groß wie die Feinstruktur-
konstante α, wodurch die Beträge der QCD-Strahlungskorrekturen deutlich über denen in
der QED liegen.

Neben der differentiellen Rate wurde auch die longitudinale Polarisation des c-Quarks
diskutiert. Sie ist durch den Quotienten aus der polarisierten und der unpolarisierten dif-
ferentiellen Rate gegeben. Die bei den Raten auftretenden Singularitäten an der oberen
Grenze des Spektrums heben sich bei der Quotientenbildung gegenseitig auf, und die lon-
gitudinale Polarisation bleibt in allen Bereichen von x endlich. Sie fällt von 0 bei x = xmin
auf den Wert −1 bei x = xmax. Die Strahlungskorrekturen vermindern die Bornsche Nähe-
rung im gesamten x-Bereich, und ihre relativen Änderungen betragen zwischen etwa 8.9%
an der unteren Grenze und 0% an der oberen Grenze.

Wir haben in Kapitel 3 nur zwei Spektrum-Funktionen berechnet, welche den unpola-
risierten b-Zerfall und den Spin des c-Quarks beschreiben. Man kann diese Berechnungen
auf den allgemeineren Fall ausdehnen, in dem sowohl der Spin des c-Quarks als auch der
Spin des zerfallenden b-Quarks berücksichtigt werden. In diesem Fall gibt es im Standard-
modell insgesamt fünf Spektrum-Funktionen. Neben den beiden bereits angesprochenen
gibt es noch eine, die den Spin des b-Quarks beschreibt und zwei weitere, die Korrelationen
zwischen dem b-Spin und dem c-Spin beschreiben. Auch zu den drei neuen Spektrum-
Funktionen können die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung αs be-
rechnet werden. Für den Myon-Zerfall mit Berücksichtigung einer endlichen Elektronmasse
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ist dies in [41] bereits durchgeführt worden. Da die analytischen Ausdrücke für alle dort
angegebenen Spektrum-Funktionen identisch sind, können sie auch für den b-Zerfall über-
nommen werden, wobei die Massen und Energien von Myon und Elektron jeweils durch
diejenigen von b- und c-Quark ersetzt werden müssen.

In [41] wurde nicht nur die differentielle Rate für den Zerfall polarisierter Myonen in
polarisierte Elektronen berechnet, sondern es wurden auch analytische Resultate für die
totale Rate angegeben. Dabei werden alle fünf Spektrum-Funktionen über die skalierte
Elektronenergie integriert, und man erhält fünf Raten-Funktionen, die sowohl den unpola-
risierten Beitrag als auch die Polarisation des Myons und des Elektrons sowie Spin-Spin–
Korrelationen beschreiben. Auch diese Resultate für die integrierten Spektrum-Funktionen
können für den b-Zerfall übernommen werden, so daß man eine gewisse Vollständigkeit der
Ergebnisse erreichen kann. Man kann damit neben den Spektrum-Funktionen für die dif-
ferentielle Rate auch die Raten-Funktionen für die totale Rate bei Berücksichtigung des b-
und des c-Spins und die vollständige Massenabhängigkeit von den Quarkmassen angeben.
Die QCD-Strahlungskorrekturen zu den fünf differentiellen und fünf integrierten Spektrum-
Funktionen können damit alle bis zur ersten Ordnung der starken Kopplungskonstanten
in analytischer Form angegeben werden.

Bei dem semileptonischen Zerfall eines b-Quarks in ein c-Quark und ein Lepton-Paar
ist es interessant, die differentielle Rate nicht nur nach der c-Energie, sondern auch nach
der Energie des geladenen Leptons zu berechnen, weil dieses im Detektor relativ einfach
zu identifizieren ist. Für den Zerfall eines ruhenden polarisierten Topquarks in ein unpo-
larisiertes b-Quark und ein Lepton-Paar sind die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen
zur differentiellen Rate bereits berechnet worden [93, 94], und die entsprechenden Rech-
nungen für die azimuthale Korrelation wurden vor kurzer Zeit vollendet [95], wobei man
sich nicht, wie in dieser Arbeit, auf das Ruhesystem des W -Bosons bezogen hat. In allen
diesen Berechnungen sind die Massen der Leptonen vernachlässigt worden.

Als Vorbereitung für die Berechnung verschiedener Polarisationsobservablen in Kapi-
tel 5 wurde in Kapitel 4 der Formalismus der Helizitäts-Projektoren entwickelt. Er erlaubt
die Bestimmung unterschiedlicher Polarisationszustände des virtuellen W -Bosons durch
Kontraktion des Hadron-Tensors für den b-Zerfall mit den verschiedenen Projektoren. Da-
durch gelingt es, die Winkelverteilung der Leptonen anzugeben, welche durch den Zerfall
des W -Bosons entstehen. Die Helizitäts-Projektoren bilden eine Basis aus insgesamt 16
4 × 4-Matrizen, und der Lepton-Tensor des W -Zerfalls kann in eine Linearkombination
dieser Basiselemente entwickelt werden. Für unpolarisierte masselose Leptonen reduziert
sich die benötigte Anzahl der Projektoren auf neun. Am Ende von Kapitel 4 wurde das
betragsquadrierte Matrixelement für den Zerfall einen b-Quarks in ein c-Quark und ein
Leptonpaar durch die Helizitäts-Projektoren ausgedrückt und daraus die Winkelverteilung
für diesen Zerfallsprozeß abgeleitet.

In Kapitel 5 wurden die inklusiven QCD-Strahlungskorrekturen in erster Ordnung der
Kopplungskonstanten αs zu drei unpolarisierten und fünf polarisierten Strukturfunktionen
berechnet, die bei dem semileptonischen Zerfall eines polarisierten b-Quarks in ein unpola-
risiertes c-Quark und ein virtuelles W -Boson benötigt werden, wobei das W -Boson weiter
in ein Leptonpaar zerfällt und die Massen der Leptonen vernachlässigt werden. Außer-
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dem wurden noch die polarisierte und die unpolarisierte skalare Strukturfunktion angege-
ben, die später bei den hadronischen Anwendungen eine Rolle spielen. Alle angegebenen
Strukturfunktionen wurden mit Hilfe der in Kapitel 4 eingeführten Helizitäts-Projektoren
ausgerechnet. Hierbei wurde der Phasenraum der Leptonen nicht ausintegriert, um mit
den Winkelvariablen die Winkelverteilung der Leptonen angeben zu können. Die Resultate
für die Strukturfunktionen hängen neben den Quarkmassen vom skalierten Viererimpuls-
quadrat des W -Bosons x2 = q2/m2

b ab. Sie wurden in analytischer Form dargestellt und
anschließend numerisch ausgewertet. Aufgrund der relativ großen Masse des c-Quarks im
Vergleich zur b-Masse wurde die vollständige Abhängigkeit von den Quarkmassen berück-
sichtigt.

Beim Zerfall des b-Quarks betragen die relativen Änderungen der Bornschen Näherung,
welche durch die Strahlungskorrekturen hervorgerufen werden, zwischen 3.3% für die pola-
risierten Strukturfunktionen dΓ̂UP /dx

2 und dΓ̂SP /dx
2 an der oberen Grenze x2

max = (1−y)2

und −15.8% für die polarisierte Strukturfunktion dΓ̂FP /dx
2 bei x2 = 0. Alle Helizitäts-

Strukturfunktionen werden durch die Strahlungskorrekturen für alle Werte von x2 be-
tragsmäßig verringert. Die ungefähre Gleichmäßigkeit der Strahlungskorrekturen hat ihre
Ursache darin, daß ein Großteil der Strahlungskorrekturen von Beiträgen herrührt, wel-
che aus dem Gebiet des Phasenraumes in der Nähe der Infrarot-Singularität stammen,
wo die Strahlungskorrekturen universell sind. Trotzdem gibt es bei den Korrekturen ei-
ne Spanne von einigen Prozent, die bei einem Vergleich mit zukünftigen Experimenten
berücksichtigt werden müssen. Die physikalischen Observablen sind nicht durch die Struk-
turfunktionen selbst, sondern durch entsprechende normierte Funktionen gegeben, welche
als Quotient zweier Strukturfunktionen geschrieben werden können. Es stellt sich heraus,
daß die Beiträge der relativen Strahlungskorrekturen für die Observablen gegenüber den
nicht normierten Strukturfunktionen betragsmäßig verringert werden. Beispielsweise sind
sie für Γ̂U/Γ̂U+L an der unteren Grenze x2 = 0 nur etwa 3.2% anstelle von 11.8% für Γ̂U .

Aufgrund der identischen Struktur der Matrixelemente für den b-Zerfall und den Zer-
fall des Topquarks konnten die Resultate für die Helizitäts-Strukturfunktionen aus Kapitel
5 mit den Ergebnissen aus [59] verglichen werden, wo der Zerfall t↑ → b + W+ disku-
tiert wurde. Nach Vertauschen der Quarkmassen mt ↔ mb und mb ↔ mc und der Masse
des W -Bosons M2

W ↔ q2 sowie des CKM-Matrixelementes Vtb ↔ Vbc gehen die analy-
tischen Ausdrücke für die Strukturfunktionen ineinander über und man kann sie für alle
unterschiedlichen Helizitäten miteinander vergleichen. Berücksichtigt man noch den Unter-
schied beider Zerfallsprozesse, der dadurch entsteht, daß beim b-Zerfall ein virtuelles W−-
und beim Topquark-Zerfall ein reelles W+-Boson auftritt, so wurde bei den polarisierten
und den unpolarisierten Strukturfunktionen für den b- und den t-Zerfall Übereinstimmung
festgestellt. Ebenso stimmen die Resultate im Grenzfall verschwindender c-Quark–Masse
mit einigen bereits vorher berechneten Ausdrücken [60,61,62] überein.

In Kapitel 5 haben wir nur die QCD-Strahlungskorrekturen erster Ordnung in der star-
ken Kopplungskonstanten zu den Strukturfunktionen für masselose Leptonen berechnet.
Diejenigen Strukturfunktionen zu den Helizitäten X = SL, SLP , ST P , ST ′P sind zwar in
Kapitel 6 diskutiert worden, allerdings wurden dort nur die nichtperturbativen Beiträge
angegeben, während die entsprechenden QCD-Korrekturen noch nicht berechnet wurden.
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Weil die dort auftretenden Projektoren keine neuen Integraltypen produzieren, können
die QCD-Korrekturen mit denselben Methoden wie in Kapitel 5 berechnet werden. Daher
wird es nicht besonders schwierig sein, die Liste der Strukturfunktionen zu vervollständigen.
Dann können beim semileptonischen b-Zerfall im Endzustand auch τ -Leptonen betrachtet
werden, deren Masse gegenüber den Quarkmassen nicht mehr vernachlässigbar ist.

Um die Genauigkeit der Strukturfunktionen weiter zu steigern, ist es notwendig, QCD-
Strahlungskorrekturen zweiter Ordnung in αs zu berechnen und darüberhinaus auch elek-
troschwache Korrekturen zu implementieren. Die Größenordnung dieser zusätzlichen Kor-
rekturen kann durch einen erneuten Vergleich mit Resultaten für den Topquark-Zerfall
abgeschätzt werden, da dieser wie erwähnt dieselbe analytische Struktur wie der b-Quark–
Zerfall besitzt. Die QCD-Korrekturen erster Ordnung ergeben für die totale Rate des
Topquark-Zerfalls einen numerischen Wert von −8.5% [59], und der entsprechende Wert für
den b-Zerfall beträgt −11.7%, wie man durch Integration der unpolarisierten differentiellen
Rate aus Kapitel 3 feststellen kann. In zweiter Ordnung haben die QCD-Korrekturen der to-
talen Top-Zerfallsrate im Grenzfall verschwindender b-Masse bezogen auf die Bornsche Rate
die Größenordnung −2% [96], was im Vergleich zu den Korrekturen erster Ordnung relativ
groß ist. Die elektroschwachen Korrekturen in erster Ordnung der Kopplungskonstanten α
erhöhen die totale Rate um etwa +1.7% [60, 97]. Für einen Vergleich mit Präzisionsexpe-
rimenten auf dem Prozent-Level ist es daher erforderlich, sowohl die QCD-Zweischleifen-
Korrekturen und Bremsstrahlungsbeiträge in O(α2

s) als auch die elektroschwachen Kor-
rekturen in O(α) für die unterschiedlichen Strukturfunktionen zu berechnen. Während die
QCD-Zweischleifen-Rechnungen sehr schwierig auszuführen sind und daher in den nächsten
Jahren voraussichtlich noch nicht abgeschlossen werden können, sind die elektroschwachen
Korrekturen zu den acht Strukturfunktionen für masselose Leptonen bereits ausgerechnet
worden [98,99].

Neben der Steigerung der Genauigkeit ist es auch von Interesse, die Helizitäts-Struktur-
funktionen über die Variable x2 zu integrieren, um damit die Winkelverteilung des b-Zerfalls
beschreiben zu können, die durch eine dreifach differentielle Zerfallsrate gegeben ist, welche
nur noch von Winkelvariablen abhängt und die nach Integration über die Winkel in die
totale Zerfallsrate übergeht. Es hat sich herausgestellt, daß die Integration über x2 für die
QCD-Korrekturen erster Ordnung schwierig ist und teilweise nur numerisch ausgewertet
werden kann [68]. Mit Hilfe der vereinfachten Ausdrücke für die differentiellen Raten dΓ̂/dx2

in Kapitel 5, die ohne die explizite Angabe der verschiedenen Grundintegrale auskommen,
ist es sicherlich möglich, die x2-Integration etwas zu vereinfachen.

In Kapitel 6 wurden die nichtperturbativen Korrekturen zu fünf unpolarisierten und
neun polarisierten Strukturfunktionen zu dem semileptonischen Zerfall eines b-Quarks an-
gegeben. In der HQET sind nämlich die führenden Beiträge für den Zerfall eines Λb-Baryons
oder eines B-Mesons durch den QCD-Zerfallsprozeß des b-Quarks und die hadronischen
Korrekturen für diese Zerfälle durch die nichtperturbativen Beiträge gegeben. Die zugehöri-
gen hadronischen Matrixelemente können mit Hilfe der Operatorprodukt-Entwicklung im
Rahmen der HQET berechnet werden und wurden aus [71] entnommen, wo inklusive se-
mileptonische Zerfälle des Λb-Baryons in polarisierte τ -Leptonen diskutiert wurden. Aus
diesen Matrixelementen wurden die Helizitäts-Strukturfunktionen und die integrierten He-
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lizitäts-Raten analog zu [71] berechnet, wobei dort einige Fehler gefunden wurden und
nachfolgend auch korrigiert werden konnten. Die nichtperturbativen Korrekturen sind von
der Ordnung 1/m2

b und enthalten drei unterschiedliche Beiträge, die proportional zu den
drei Parametern Kb, εb und Gb sind, welche jeweils die kinetische Energie des b-Quarks,
das spinabhängige Matrixelement für das b-Quark und einen chromomagnetischen Beitrag
beschreiben. In einem kurzen Abschnitt wurde auch die Polarisation des geladenen Leptons
diskutiert, weil dort im Gegensatz zum Λb-Zerfall in unpolarisierte Leptonen die polarisierte
Strukturfunktion dΓ̂ST ′/dx

2 vorkommt. Alle 14 Strukturfunktionen gehen in die Winkel-
verteilungen für den Λb-Zerfall ein und hängen wie die QCD-korrigierten Funktionen in
Kapitel 5 vom skalierten Viererimpulsquadrat x2 = q2/m2

b des W -Bosons ab. Nach Inte-
gration über x2 erhält man die integrierten Helizitäts-Raten, die als Winkelkoeffizienten in
die Winkelverteilung eingehen, welche durch die dreifach differentielle Zerfallsrate gegeben
ist.

In Kapitel 7 wurden schließlich die analytischen Resultate zu den Helizitäts-Struk-
turfunktionen für die QCD-Korrekturen aus Kapitel 5 und für die nichtperturbativen Kor-
rekturen aus Kapitel 6 verwendet, um sie auf die semi-inklusiven Zerfälle eines polarisierten
Λb-Baryons Λ↑b → Xc + (Ds, D

∗
s) oder eines B̄-Mesons B̄ → Xc + (Ds, D

∗
s) anzuwenden.

Damit bietet sich beispielsweise der Zerfall des Λb an, um sieben der angegebenen Struk-
turfunktionen experimentell zu messen und mit den theoretischen Werten zu vergleichen.

Für die angesprochenen hadronischen Zerfälle werden insgesamt drei unpolarisierte und
vier polarisierte Strukturfunktionen benötigt, welche zu den Helizitäten X = U,UP , L,
LP , S, SP , IP gehören. Außerdem ist es günstig, die Summe aus den unpolarisierten und
den polarisierten Strukturfunktionen X = U + L,UP + LP explizit anzugeben. Alle auf
die Bornsche Näherung normierten Strukturfunktionen zu diesen Helizitäten sind in ana-
lytischer Form angegeben worden, wobei jede einzelne in eine Linearkombination aus den
unterschiedlichen Korrekturen entwickelt wurde. Anschließend wurden diese Resultate nu-
merisch ausgewertet, indem für die Variable x jeweils die mit der b-Masse skalierte Masse
des Ds- und des D∗s-Mesons eingesetzt wurde.

Für alle in Kapitel 7 diskutierten Zerfälle sind die Beiträge der QCD-Korrekturen zu
den auf die Bornsche Rate normierten Strukturfunktionen immer negativ. In den mei-
sten Fällen gilt dies auch für die nichtperturbativen Korrekturen, die ungefähr um einen
Faktor 5 kleiner als die QCD-Korrekturen sind. Für den Zerfall eines B̄-Mesons bewegen
sich die QCD-Korrekturen zwischen etwa −10% und −12%, beim Λb-Zerfall betragen sie
etwa zwischen −7% und −15%. Die nichtperturbativen Korrekturen betragen für beide
Zerfallsprozesse zwischen −3.4% und 2.6%. Wenn die Strukturfunktionen auf die totale
Rate X = U + L oder X = S normiert werden, wie es für die Berechnung physikalischer
Observablen notwendig ist, reduzieren sich die Gesamtkorrekturen etwa um die Hälfte.

Alle in dieser Arbeit angegebenen Resultate wurden auf verschiedene Weisen auf ihre
Richtigkeit geprüft. Die analytischen Integrationen sind mit Hilfe numerischer Integrati-
on überprüft worden, und die Ergebnisse für die berechneten Raten sowie einige ihrer
Grenzfälle wurden mit bereits veröffentlichten Resultaten, soweit diese vorhanden sind,
verglichen. In allen Fällen wurde Übereinstimmung festgestellt.



Anhang A

Notation

A.1 Physikalische Konstanten

Die wichtigsten Naturkonstanten, die in der Quantenfeldtheorie auftreten, sollen im fol-
genden aufgelistet werden.

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:
c = 299 792 458 ms−1

Plancksche Konstante:
h = 6.626 068 76(52)× 10−34 Js

reduzierte Plancksche Konstante:
~ ≡ h/(2π) = 1.054 571 596(82)× 10−34 Js

elektrische Elementarladung:
e = 1.602 176 462(63)× 10−19 C (A.1)

Bei störungstheoretischen Rechnungen in der Quantenfeldtheorie ist es üblich, die Licht-
geschwindigkeit und die reduzierte Plancksche Konstante gleich eins zu setzen,

c = 1 , ~ = 1.

Die Massen und Energien der Teilchen werden in Vielfachen von Elektronenvolt (eV) ange-
geben. Um die numerischen Werte für physikalische Größen wie Wirkungsquerschnitte und
Zerfallsraten in SI-Einheiten angeben zu können, ist es daher erforderlich, die berechneten
Ergebnisse mit bestimmten Umrechnungsfaktoren zu multiplizieren. Diese sollen nachfol-
gend angegeben werden.

1 eV = 1.602 176 462(63)× 10−19 J

~ = 6.582 118 89(26)× 10−22 MeV s

~c = 197.326 960 2(77) MeV fm

(~c)2 = 0.389 379 292(30) GeV 2 mbarn (A.2)
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A.2 Metrik und Vierervektoren

Der kovariante und der kontravariante metrische Tensor im Minkowski-Raum haben die
Form

gµν = gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (A.3)

Ein kontravarianter Vierervektor ist folgendermaßen definiert:

V ≡ V µ = (V 0, V 1, V 2, V 3) = (V 0, ~V ), (A.4)

der zugehörige kovariante Vierervektor ist

Vµ = gµν V
ν = (V 0,−~V ). (A.5)

Partielle Ableitungen nach kontravarianten und kovarianten Koordinaten können in der
folgenden Weise geschrieben werden:

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
. (A.6)

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren lautet in der Summenkonvention:

V ·W = VµW
µ = V µWµ = gµν V

µW ν = gµν VµWν = V 0 W 0 − ~V · ~W. (A.7)

Der räumliche Anteil eines Vierervektor ist

~V = (V i, i = 1, 2, 3) = (Vx, Vy, Vz), (A.8)

der Nabla-Operator lautet

~∇ = (∇x,∇y,∇z) =

(
∂i =

∂

∂xi

)
=

(
− ∂i = − ∂

∂xi

)
. (A.9)

Der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor in vier Dimensionen ist definiert als:

εµνρσ =


+1 wenn {µ, ν, ρ, σ} eine gerade Permutation von {0, 1, 2, 3} ist
−1 wenn {µ, ν, ρ, σ} eine ungerade Permutation von {0, 1, 2, 3} ist

0 sonst

(A.10)

εµνρσ = − εµνρσ. (A.11)

Er erfüllt folgende wichtige Relationen:

εµνρσ εµναβ = − 2
(
δρα δ

σ
β − δ

ρ
β δ

σ
α

)
(A.12)

εµνρσ εµνρα = − 6 δσα (A.13)

εµνρσ εµνρσ = − 24. (A.14)
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Der entsprechende antisymmetrische Tensor dritter Stufe im dreidimensionalen Raum ist
durch

εijk =


+1 wenn {ijk} eine gerade Permutation von {1, 2, 3} ist
−1 wenn {ijk} eine ungerade Permutation von {1, 2, 3} ist

0 sonst

(A.15)

εijk = εijk. (A.16)

definiert.

A.3 Dirac-Matrizen

Die γ-Matrizen genügen der folgenden Clifford-Algebra:

{γµ, γν} = γµ γν + γν γµ = 2 gµν . (A.17)

Die Definition von γ5 lautet:

γ5 = γ5 =
i

4!
εµνρσ γ

µ γν γρ γσ = i γ0 γ1 γ2 γ3 = − i γ0 γ1 γ2 γ3. (A.18)

Die γ-Matrizen erfüllen folgende Kommutator- und Antikommutator-Relationen:

{γ5, γ
µ} = 0 (A.19)

σµν =
i

2
[γµ, γν ] (A.20)

[γ5, σ
µν ] = 0. (A.21)

Die hermitesch Konjugierte einiger Kombinationen von γ-Matrizen ist

(γµ)† = γ0 γµ γ0 (A.22)

(γ5)† = γ5 = − γ0 γ5 γ
0 (A.23)

(γ5 γ
µ)† = γ0 (γ5 γ

µ) γ0 (A.24)

(σµν)† = γ0 σµν γ0. (A.25)

Die Pauli-Matrizen sind gegeben durch:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (A.26)

Damit kann man die γ-Matrizen in der Dirac-Darstellung schreiben als

γ0 =

(
I 0
0 −I

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, γ5 =

(
0 I
I 0

)
, (A.27)

σ0i = i

(
0 σi

σi 0

)
, σij = εijk

(
σk 0
0 σk

)
. (A.28)
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Die Kontraktionen von γ-Matrizen lauten

γα γα = 4 (A.29)

γα γµ γα = − 2 γµ (A.30)

γα γµ γν γα = 4 gµν (A.31)

γα γµ γν γρ γα = − 2 γρ γν γµ. (A.32)

Die Spuren von γ-Matrizen sind

Sp(I) = 4 , Sp(γµ) = 0 , Sp(γ5) = 0. (A.33)

Die Spur über eine ungerade Anzahl von γ-Matrizen verschwindet. Weitere Spuren von
γ-Matrizen sind

Sp(γµ γ5) = 0 (A.34)

Sp(γµ γν) = 4 gµν (A.35)

Sp(σµν) = 0 (A.36)

Sp(γµ γν γ5) = 0 (A.37)

Sp(γµ γν γρ γσ) = 4 (gµν gρσ − gµρ gνσ + gµσ gνρ) (A.38)

Sp(γµ γν γρ γσ γ5) = 4 i εµνρσ. (A.39)

Das Skalarprodukt von Vierervektoren und γ-Matrizen wird in der folgenden Art und Weise
abgekürzt:

γ · a ≡ γµ a
µ ≡ a/. (A.40)

A.4 Dirac-Gleichung und Dirac-Spinoren

Ein freies Spin-1/2–Teilchen der Masse m mit Viererimpuls p und Spin s wird durch einen
vierkomponentigen Spinor u(p, s) positiver Energie beschrieben. Für den Spinvektor s gilt
s · p = 0 und s2 = −1. Im Ruhesystem des Teilchens gilt

sµ = (0, ~s) , (~s)2 = 1. (A.41)

Das zugehörige Antiteilchen wird durch den Spinor v(p, s) negativer Energie beschrieben.
Die Dirac-Gleichung für Teilchen und Antiteilchen hat folgende Form:

(p/−m)u(p, s) = 0 , (p/+m) v(p, s) = 0. (A.42)

Die adjungierten Spinoren
ū = u† γ0 , v̄ = v† γ0 (A.43)

genügen der konjugierten Dirac-Gleichung

ū(p, s) (p/−m) = 0 , v̄(p, s) (p/+m) = 0. (A.44)
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Für diese Teilchen gilt die Massenschalenbedingung

p2 = (p0)2 − (~p)2 ≡ E2
p − (~p)2 = m2. (A.45)

In der Helizitätsbasis sind die Spinoren uλ(p) Eigenzustände des Operators γ5 s/mit Eigen-
werten λ = ±1 für den Spin parallel oder antiparallel zur Bewegungsrichtung des Teilchens.
Die Normierung der Spinoren in dieser Basis ist

ūλ(p)uµ(p) = 2mδλµ (A.46)

v̄λ(p) vµ(p) = − 2mδλµ (A.47)

ūλ(p) vµ(p) = v̄λ(p)uµ(p) = 0. (A.48)

Die Projektoren für Energie und Spin sind gegeben durch

2mΛ(p) =
∑
λ

uλ(p) ūλ(p) = p/+m (A.49)

2mΛ(−p) = −
∑
λ

vλ(p) v̄λ(p) = m− p/ (A.50)

2mΛλ(p) = uλ(p) ūλ(p) = (p/+m)

(
1 + λ γ5 s/

2

)
(A.51)

2mΛλ(−p) = − vλ(p) v̄λ(p) = (m− p/)
(

1− λ γ5 s/

2

)
. (A.52)

Die hermitesch Konjugierte von Matrixelementen kann folgendermaßen geschrieben werden

[ū(p′) Γu(p)]
†

= ū(p) Γ̄u(p′), (A.53)

wobei Γ̄ = γ0 Γ† γ0 ist.
Einige spezielle Beispiele für Γ sind

Ī = γ0 I γ0 = I , γ̄µ = γ0 (γµ)† γ0 = γµ , γ̄5 = γ0
(
γ5
)†
γ0 = − γ5. (A.54)

A.5 Die CKM -Matrix

Die Zustände von schwach wechselwirkenden Quarks werden durch die Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa–Matrix (CKM-Matrix) in ihre Masseneigenzustände transformiert. Es gilt bei-
spielsweise  d′

s′

b′

 =

 Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

 d
s
b

 . (A.55)

Die CKM-Matrix ist unitär, das heißt, es gilt

V V † = V † V = I. (A.56)
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Sie kann durch drei Winkel θi und eine Phase δ parametrisiert werden. Mit den Definitionen

ci = cos θi , si = sin θi

kann man die CKM-Matrix in folgender Form darstellen:

V =

 c1 s1 c3 s1 s3

− s1 c2 c1 c2 c3 − s2 s3 e
iδ c1 c2 s3 + s2 c3 e

iδ

− s1 s2 c1 s2 c3 + c2 s3 e
iδ c1 s2 s3 − c2 c3 e

iδ

 . (A.57)

A.6 Gell-Mann–Matrizen

Die Gell-Mann–Matrizen sind die Erzeugenden der Lie-Algebra der Gruppe SU(3). In der
kanonischen Basis haben sie die Standarddarstellung

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0



λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0



λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (A.58)

Sie erfüllen die folgenden Kommutator- und Spurrelationen:[
λa
2
,
λb
2

]
=

i

2
fabc λc (A.59)

Sp (λa) = 0 , Sp (λa λb) = 2 δab. (A.60)

Die Strukturkonstanten fabc sind total antisymmetrisch und besitzen die nichtverschwin-
denden Elemente

f123 = 1 , f147 = f246 = f257 = f345 =
1

2
,

f156 = f367 = −1

2
f458 = f678 =

√
3

2
. (A.61)

Für die Quadrate der Komponenten der Gell-Mann-Matrizen gilt folgende Identität

(λa)ji
2

(λa)
l
k

2
=

1

2

(
δli δ

j
k −

1

NC

δji δ
l
k

)
, (A.62)
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wobei über den Index a = 1, . . . , 8 summiert wird. Aus dieser Beziehung ergibt sich durch
schrittweises Summieren über die Matrix-Indizes

(λa)ji
2

(λa)
l
j

2
≡ λa

2

λa
2

=
N2
C − 1

2NC

I = CF I =
4

3
I (A.63)

(λa)ji
2

(λa)
i
j

2
≡ Sp

(
λa

2

λa
2

)
= CF NC = 4. (A.64)

Die Konstante NC = 3 bezeichnet die Anzahl der Farben, der Faktor CF = 4/3 ist der
Casimir-Operator und I die 3× 3–Einheitsmatrix.

A.7 Phasenraum-Formeln für Zerfallsraten und Wir-

kungsquerschnitte

Die differentielle Zerfallsrate für den Zerfall eines Teilchens mit Impuls p in n Teilchen mit
Impuls q1, . . . , qn ist

dΓ =
(2π)4 δ4 (

∑n
i=1 qn − p) |M|2

2 p0

n∏
i=1

q̃i
(2π)3

· S (A.65)

mit dem Lorentz-invarianten Phasenraum-Volumenelement

q̃i =
d3~qi

2
√

(~qi)2 +m2
i

(A.66)

und dem Symmetriefaktor

S =
∏
k

1

nk!
,

∑
k

nk = n (A.67)

für jeweils nk identische Teilchen bei k Teilchensorten im Endzustand.
Entsprechend ist der differentielle Wirkungsquerschnitt für einen Zwei-Teilchen–Anfangs-
zustand mit Impuls p1 und p2 und einen n-Teilchen-Endzustand mit Impulsen q1, . . . , qn

dσ =
(2π)4 δ4 (

∑n
i=1 qn − p1 − p2) |M|2

2λ(
√
s,m1,m2)

n∏
i=1

q̃i
(2π)3

· S (A.68)

mit
λ(
√
s,m1,m2) =

√
[s− (m1 +m2)2] [s− (m1 −m2)2], (A.69)

wobei s = (p1 + p2)2 die quadrierte Schwerpunktsenergie ist.

A.8 Feynman-Regeln

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Feynman-Regeln des Standardmodells ange-
geben, die zur Übergangsamplitude des Zerfalls von Elementarteilchen beitragen.
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A.8.1 Äußere Linien

Für jedes Spin-1
2
–Fermion oder -Antifermion und für jedes Spin-1–Boson ergeben sich die

folgenden Faktoren:

einlaufendes Fermion u(p, s) (A.70)

auslaufendes Fermion ū(p′, s′) (A.71)

einlaufendes Antifermion v̄(p, s) (A.72)

auslaufendes Antifermion v(p′, s′) (A.73)

einlaufendes Photon εµ(k, λ) (A.74)

auslaufendes Photon ε∗µ(k′, λ′) (A.75)

einlaufendes W - oder Z-Boson εµ(q, λ) (A.76)

auslaufendes W - oder Z-Boson ε∗µ(q′, λ′) (A.77)

einlaufendes Gluon εµ(k, λ)Ca (A.78)

auslaufendes Gluon ε∗µ(k′, λ′) (Ca)∗ (A.79)

Die Spinoren u, v, ū und v̄ hängen vom Impulsvektor p und vom Spinvektor s ab. Der
Polarisationsvektor ε der Bosonen hängt von deren Impuls k oder q und deren Polarisati-
onszustand λ ab. Die Ca für a = 1, . . . , 8 beschreiben die verschiedenen Farbzustände der
Gluonen. Die masselosen Bosonen wie das Photon besitzen nur zwei transversale Polari-
sationszustände, während die massiven Eichbosonen noch zusätzlich einen longitudinalen
Polarisationszustand haben. Unterscheiden sich zwei Graphen voneinander nur durch den
Austausch zweier identischer Fermion-Linien, so erhalten sie ein relatives Vorzeichen. Das-
selbe gilt für den Austausch eines Fermions im Anfangszustand und eines Antifermions im
Endzustand.
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A.8.2 Propagatoren

Die inneren Linien für Fermionen und Bosonen entsprechen den folgenden Ausdrücken:

Spin-1
2
–Fermion

i

p/−m
=
i (p/−m)

p2 −m2
(A.80)

Photon − i g
µν

k2
(A.81)

massives Vektorboson
i (− gµν + qµ qν/M2)

q2 −M2
(A.82)

Gluon
− i gµν δab

k2
(A.83)

Die Propagatoren des Photons und des Gluons sind in Feynman-Eichung ξ = 1 angegeben.

A.8.3 Vertices

Im folgenden werden die wichtigsten Vertices angegeben, die zwei Fermionlinien und eine
Bosonlinie enthalten.

QED-Vertex:

Photon − ie γµ (A.84)

Geladene Ströme:

W -Boson und Leptonen − igw√
2
γµ

1− γ5

2
(A.85)

W -Boson und Quarks − igw√
2
Vq1q2γµ

1− γ5

2
(A.86)
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Neutrale Ströme:

Z-Boson und Fermionen
− igw

2 cos θW
γµ [gV − gA γ5] (A.87)

Quark-Gluon–Vertex in der QCD:

Gluon und Quarks − igs γµ
λaij
2

(A.88)

Der Vollständigkeit wegen wurden alle Vertex-Graphen angegeben, die Fermionen enthal-
ten. Die Koeffizienten der Vektor- und Axialvektor-Anteile des neutralen Stromes haben
für unterschiedliche Fermionen die in folgender Tabelle angegebenen Werte:

f gV gA

l− −1
2

+ 2 sin2 θW −1
2

νl
1
2

1
2

q1 (+2/3) 1
2
− 4

3
sin2 θW

1
2

q2 (−1/3) −1
2

+ 2
3

sin2 θW −1
2

Im Standardmodell gibt es allerdings noch eine
Reihe weiterer Diagramme, nämlich die Drei- und
Vier-Eichboson–Vertices sowie solche, die das ska-
lare Higgs-Boson mit Spin 0 enthalten. Sie tragen
aber nicht zu den QCD-Korrekturen erster Ord-
nung der betrachteten Quark-Zerfälle bei und wer-
den deshalb nicht aufgeführt.



Anhang B

Berechnung von Schleifenintegralen

B.1 Definition der Schleifenintegrale

Zur Berechnung der Vertexkorrektur und der Selbstenergiebeiträge werden verschiedene
Typen von Grundintegralen benötigt, aus denen man die gewünschten Schleifenintegrale
zusammensetzen kann. Im Fall der QCD-Korrekturen zum Zerfall des b-Quarks braucht
man im wesentlichen 3 Integraltypen: Zunächst gibt es die skalaren 1-Punkt–Integrale, das
sind solche vom Typ

I1 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

P (k)
, (B.1)

wobei P (k) ein Propagatornenner der Form (pq−k)2−m2
q oder k2−m2 ist. Weiterhin wer-

den Integrale mit zwei unterschiedlichen Propagatornennern, sogenannte 2-Punkt–Integrale
benötigt, von denen es sowohl skalare als auch Vektorintegrale geben kann:

I2 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

P1(k)P2(k)

Iµ2 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ

P1(k)P2(k)
. (B.2)

Schließlich hat man noch die 3-Punkt–Integrale mit 3 verschiedenen Propagatornennern
auszurechnen. Hier gibt es skalare, Vektor- und Tensorintegrale, die sich als

I3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

P1(k)P2(k)P3(k)

Iµ3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ

P1(k)P2(k)P3(k)

Iµν3 = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµkν

P1(k)P2(k)P3(k)
. (B.3)

schreiben lassen. Die verschiedenen Integraltypen haben die Eigenschaft, daß sie für sehr
große oder sehr kleine Werte von k divergieren können. Deshalb führt man zwei Parameter
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ein, mit denen die Integrale regularisiert werden und damit einen endlichen Wert erhalten.
Der Parameter ε beschreibt eine Abweichung von der Raumzeitdimension 4 und ist durch
D = 4−2ε definiert, und mit dem Parameter m wird eine endliche Gluonmasse bezeichnet.
Im Grenzfall, wenn diese Parameter gegen null gehen, erhält man wieder die ursprünglichen
divergenten Integrale.

Die Berechnung der regularisierten Integrale erfordert im wesentlichen zwei Schritte.
Zuerst werden die Vektor- und Tensorintegrale auf skalare reduziert, indem man sie als Li-
nearkombination der Impulsvektoren und des metrischen Tensors ansetzt und anschließend
die skalaren Entwicklungskoeffizienten bestimmt, die relativ einfach nach einem bestimm-
ten Berechnungsschema ausgewertet werden können. Im zweiten Schritt führt man die
Berechnung der skalaren Integrale explizit aus, indem man auch hier wieder auf ein be-
stimmtes Schema zurückgreifen kann. Diese beiden Berechnungsschritte sollen im folgenden
näher betrachtet werden.

B.2 Reduktion auf skalare Integrale

Wie bereits angesprochen, ist es einfacher, die auftretenden Vektor- und Tensorintegrale
auf skalare Integrale zu reduzieren, als sie direkt auszurechnen. Zu diesem Zweck entwickelt
man die Integrale in eine Linearkombination von allen Vektoren oder Tensoren, aus denen
sie sich zusammensetzen können. Das sind üblicherweise die äußeren Viererimpulse pb und
pc der Quarks sowie der metrische Tensor gµν . Die Reduktion wird nun nach der Methode
von Passarino und Veltman durchgeführt, wobei die zu berechnenden Integrale mit den
äußeren Impulsen und dem metrischen Tensor zu Skalaren kontrahiert werden, die direkt
in die Formeln für die Entwicklungskoeffizienten eingehen. Danach werden die so entstan-
denen Zähler der Integranden in bestimmter Art und Weise zerlegt, so daß man einen der
Propagatornenner herauskürzen kann. Die zu Skalaren kontrahierten Integrale bestimmen
die Entwicklungskoeffizienten vollständig. Die benötigten skalaren Integrale sind in (3.45)
definiert.

Es gibt zunächst zwei Typen von vektoriellen 2-Punkt–Integralen

Iµ2 (pq,m
2
q,m

2) = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ[

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

,

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c) = µ4−D

∫
dDk

(2π)D
kµ

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]
(B.4)

mit p2
q = m2

q im ersten und q2 = (pb − pc)2 6= m2
b im zweiten Integral. Der Index q steht

für die beiden Quarks b und c. Die Integranden enthalten alle nur noch einen äußeren
Impulsvektor, so daß die Integrale durch den kovarianten Ansatz

Iµ2 (p) = A(p2) pµ (B.5)

dargestellt werden können, wobei p dieser äußere Impuls ist, über den nicht integriert
wird. Wird diese Identität mit dem entsprechenden kovarianten Vektor pµ kontrahiert, so
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kann man nach dem skalaren Koeffizienten A auflösen und bekommt schließlich für die
vektoriellen 2-Punkt–Integrale die Ausdrücke

Iµ2 (pq,m
2
q,m

2) =
pµq
m2
q

Iν2 (m2
q,m

2)pq,ν

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c) =

qµ

q2
Iν2 (q2,m2

b ,m
2
c)qν , (B.6)

die noch die Kontraktionen Iν2 (pq,m
2
q,m

2)pq,ν und Iν2 (q,m2
b ,m

2
c)qν enthalten. Für die erste

Kontraktion mit dem Quark-Impuls pq kann man durch Umformen des Skalarproduktes
von k mit diesem Impuls

k · pq = − 1

2

[
(pq − k)2 −m2

q − k2 +m2 −m2
]

(B.7)

die folgende Vereinfachung auf skalare Integrale erreichen:

Iµ2 (pq,m
2
q,m

2)pq,µ = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
pb · k[

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
− 1

2

[
(pq − k)2 −m2

q − k2 +m2 −m2
][

(pq − k)2 −m2
q

]
[k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

{
− 1

2

[
1

k2 −m2
− 1

(pq − k)2 −m2
q

− m2[
(pq − k)2 −m2

q

]
[k2 −m2]

]}
= − 1

2

[
I1(m2)− I1(m2

q)−m2I2(m2
q,m

2)
]
. (B.8)

Für die zweite Kontraktion mit q erhält man mit der Umformung

k · q = − 1

2

[
(q − k)2 −m2

b − q2 +m2
b −m2

c − k2 +m2
c

]
(B.9)

die entsprechende Darstellung

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)qµ = µ4−D

∫
dDk

(2π)D
q · k

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
− 1

2
[(q − k)2 −m2

b − q2 +m2
b −m2

c − k2 +m2
c ]

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

{
− 1

2

[
1

k2 −m2
c

− 1

(q − k)2 −m2
b
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− q2 −m2
b +m2

c

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

]}
= − 1

2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]
. (B.10)

Bei der Berechnung der 3-Punkt–Integrale treten zusätzlich noch vier weitere Kontraktio-
nen auf, bei denen der Impulsvektor, mit dem das Vektorintegral kontrahiert wird, nicht
derselbe ist, der im Integranden vorkommt. Man bestimmt sie einfach dadurch, indem
man die Ausdrücke (B.6) direkt mit den entsprechenden Impulsvektoren multipliziert und
anschließend die Zerlegungen (B.7) und (B.9) benutzt. Dann erhält man

Iµ2 (pb,m
2
b ,m

2)pc,µ = − pb · pc
2m2

b

[
I1(m2)− I1(m2

b)−m2I2(m2
b ,m

2)
]

(B.11)

Iµ2 (pc,m
2
c ,m

2)pb,µ = − pb · pc
2m2

c

[
I1(m2)− I1(m2

c)−m2I2(m2
c ,m

2)
]

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)pb,µ = − pb · q

2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)pc,µ = − pc · q

2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]
.

Weil die endliche Gluonmasse m nur zur Regularisierung eingeführt wurde, kann sie in den
Ergebnissen überall vernachlässigt werden, wo dies nicht zu einer Singularität führt. Es
stellt sich heraus, daß alle 1- und 2-Punkt–Integrale nicht infrarotdivergent sind. Außerdem
kürzen sich die UV -Singularitäten in der Differenz I1(m2) − m2I2 gegeneinander heraus,
wie man durch explizites Einsetzen der skalaren Integrale sieht. Deshalb kann man in den
oben angegebenen Kontraktionen die Gluonmasse überall gleich 0 setzen. Damit lauten die
unterschiedlichen Kontraktionen des vektoriellen 2-Punkt–Integrals:

Iµ2 (pb,m
2
b ,m

2)pb,µ =
1

2
I1(m2

b) (B.12)

Iµ2 (pc,m
2
c ,m

2)pc,µ =
1

2
I1(m2

c)

Iµ2 (pb,m
2
b ,m

2)pc,µ =
pb · pc
2m2

b

I1(m2
b)

Iµ2 (pc,m
2
c ,m

2)pb,µ =
pb · pc
2m2

c

I1(m2
c)

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)pb,µ = − pb · q

2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c) I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)pc,µ = − pc · q

2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c) I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

Iµ2 (q,m2
b ,m

2
c)qµ = − 1

2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c) I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]
.

Die Zerlegung der 3-Punkt–Integrale basiert auch auf den Identitäten (B.7) und (B.9), ist
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aber teilweise mehrfach anzuwenden. Es gibt zunächst zwei Möglichkeiten, das Vektorin-
tegral

Iµ3 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c ,m

2) = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]
(B.13)

zu einem Skalar zu kontrahieren, nämlich mit den Impulsvektoren pb oder pc. Man kann
dann für die Kontraktion mit pb

Iµ3 pb,µ = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
pb · k

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
− 1

2
[(pb − k)2 −m2

b − k2 +m2 −m2]

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

{
− 1

2

[
1

[(pc − k)2 −m2
c ] [k2 −m2]

− 1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]

− m2

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

]}
= − 1

2

[
I2(m2

c ,m
2)− I2(q2,m2

b ,m
2
c)−m2I3(q2,m2

b ,m
2
c ,m

2)
]

(B.14)

schreiben, wenn man die Definitionen (3.45) der skalaren Integrale verwendet. Man erhält
analog

Iµ3 pc,µ = − 1

2

[
I2(m2

b ,m
2)− I2(q2,m2

b ,m
2
c)−m2I3(q2,m2

b ,m
2
c ,m

2)
]

(B.15)

für die Kontraktion mit pc. Auch bei diesen Integralen kann man die Gluonmasse in allen
Termen, die proportional zu m2 sind, null setzen, ohne die UV -Divergenzen zu verändern,
da sie sich auch in diesen Fall gegenseitig aufheben. Die kontrahierten vektoriellen 3-Punkt–
Integrale kann man dann schreiben als

Iµ3 pb,µ =
1

2

[
I2(q2,m2

b ,m
2
c)− I2(m2

c)
]

Iµ3 pc,µ =
1

2

[
I2(q2,m2

b ,m
2
c)− I2(m2

b)
]
. (B.16)

Schließlich bleibt noch die Reduktion des Tensorintegrals. Dessen Kontraktion mit den
beiden Impulsen pb und pc muß in zwei Schritten berechnet werden. Im ersten reduziert
man es durch Multiplikation mit pb

Iµν3 pb,µ = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
(pb · k) kν

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]
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= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
− 1

2
[(pb − k)2 −m2

b +m2 −m2] kν

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

{
− 1

2

[
kν

[(pc − k)2 −m2
c ] [k2 −m2]

− kν

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]

− m2 kν

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

]}
= − 1

2

[
Iν2 (pc,m

2
c ,m

2)− Iν2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c)−m2Iν3 (pb, pc,m

2
b ,m

2
c ,m

2)
]

(B.17)

und entsprechend durch Multiplikation mit pc

Iµν3 pc,µ = − 1

2

[
Iν2 (pb,m

2
b ,m

2)− Iν2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c)−m2Iν3 (pb, pc,m

2
b ,m

2
c ,m

2)
]
, (B.18)

auf ein Vektorintegral. Durch die Substitution k → k+pc kann man nun unter Berücksich-
tigung der Translationsinvarianz des Volumenelementes das dabei auftretende unbekannte
Integral

Iµ2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c) = µ4−D

∫
dDk

(2π)D
kµ

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
kµ + pµc

[(pb − pc − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

= pµc I2(q2,m2
b ,m

2
c) + Iµ2 (q,m2

b ,m
2
c) (B.19)

auf bekannte Integrale zurückführen, die schon im Rahmen der vektoriellen 2-Punkt–
Integrale diskutiert wurden. Dann sind alle benötigten Integrale bekannt, und man kann
sie zu weiteren Vereinfachungen verwenden. Im zweiten Schritt reduziert man dann die
Vektorintegrale auf skalare, indem man die Gleichungen (B.17) und (B.18) nochmals mit
den Vektoren pb,ν oder pc,ν kontrahiert und die Formeln (B.8), (B.10) und (B.11) für die
Reduktion der vektoriellen 2-Punkt–Integrale benutzt. Dann bekommt man schließlich die
gewünschten skalaren Kontraktionen

Iµν3 pb,µpb,ν = − 1

2

[
Iν2 (pc,m

2
c ,m

2) pb,ν − Iν2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c) pb,ν −m2Iν3 pb,ν

]
(B.20)

=
1

2

{
pb · pc
2m2

c

[
I1(m2)− I1(m2

c)−m2I2(m2
c ,m

2)
]

+ (pb · pc)I2(q2,m2
b ,m

2
c)

− pb · q
2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

+m2Iν3 pb,ν

}

Iµν3 pb,µpc,ν = − 1

2

[
Iν2 (pc,m

2
c ,m

2) pc,ν − Iν2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c) pc,ν −m2Iν3 pc,ν

]
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=
1

2

{
1

2

[
I1(m2)− I1(m2

c)−m2I2(m2
c ,m

2)
]

+m2
cI2(q2,m2

b ,m
2
c)

− pc · q
2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

+m2Iµ3 pc,ν

}

Iµν3 pc,µpc,ν = − 1

2

[
Iν2 (pb,m

2
b ,m

2) pc,ν − Iν2 (pb, pc,m
2
b ,m

2
c) pc,ν −m2Iν3 pc,ν

]
=

1

2

{
pb · pc
2m2

b

[
I1(m2)− I1(m2

b)−m2I2(m2
b ,m

2)
]

+m2
cI2(q2,m2

b ,m
2
c)

− pc · q
2q2

[
I1(m2

c)− I1(m2
b)− (q2 −m2

b +m2
c)I2(q2,m2

b ,m
2
c)
]

+m2Iµ3 pc,ν

}
,

wobei die Kontraktionen des 3-Punkt–Vektorintegrals durch (B.14) und (B.15) gegeben
sind. Die Kontraktion des Tensorintegrals mit dem metrischen Tensor kann direkt ausge-
rechnet werden und lautet:

Iµν3 gµν = µ4−D
∫

dDk

(2π)D
k2 −m2 +m2

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

[
1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]

+
m2

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

]
= I2(q2,m2

b ,m
2
c) +m2I3(q2,m2

b ,m
2
c ,m

2). (B.21)

Im Grenzfall verschwindender Gluonmasse kann man wegen Herausfallen der entspre-
chenden UV -divergenten Anteile auch die kontrahierten Tensorintegrale vereinfachen, und
erhält dann die Ergebnisse

Iµν3 pb,µpb,ν =
pb · q
4 q2

I1(m2
b)−

1

4

(
pb · q
q2

+
pb · pc
m2
c

)
I1(m2

c)−
λ

8 q2
I2(q2,m2

b ,m
2
c)

Iµν3 pb,µpc,ν =
pc · q
4 q2

I1(m2
b)−

pb · q
4 q2

I1(m2
c)−

λ

8 q2
I2(q2,m2

b ,m
2
c)

Iµν3 pc,µpc,ν =
1

4

(
pc · q
q2
− pb · pc

m2
b

)
I1(m2

b)−
pc · q
4 q2

I1(m2
c)−

λ

8 q2
I2(q2,m2

b ,m
2
c)

Iµν3 gµν = I2(q2,m2
b ,m

2
c) (B.22)

mit der Definition der λ-Funktion

λ = λ
(
q2,m2

b ,m
2
c

)
=
(
q2
)2

+m4
b +m4

c − 2
(
q2 m2

b + q2 m2
c +m2

b m
2
c

)
. (B.23)
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B.3 Berechnung der skalaren Integrale

Wir wollen in diesem Abschnitt die elementaren skalaren Integrale berechnen. Es treten
in unserem Fall drei unterschiedliche Integraltypen auf, die einen, zwei oder drei Propa-
gatornenner enthalten. Bevor wir mit der eigentlichen Berechnung beginnen, wollen wir
noch zwei Hilfsformeln angeben, mit denen sich die Integrale leichter ausrechnen lassen.
Ein wichtiges Hilfsmittel aller dieser Berechnungen ist die Feynman-Parametrisierung, mit
der man ein Produkt von Funktionen im Nenner eines Ausdruckes geeignet umschrei-
ben kann, um später die Integration besser durchführen zu können. Für unsere Zwecke
reicht es, keine höheren Potenzen der Funktionen im Nenner zu betrachten. Die Feynman-
Parametrisierung lautet dann

1

A1 A2 . . . An
=

∫ 1

0

dx1

∫ 1

0

dx2 . . .

∫ 1

0

dxn
Γ(n) δ(1− x1 − x2 − . . .− xn)

(x1A1 + x2A2 + . . .+ xnAn)n
, (B.24)

wobei die Propagatornenner die Form (pq − k)2 −m2
q haben. Der n-dimensionale Integra-

tionsbereich wird durch die Deltafunktion auf eine n− 1-dimensionale Hyperfläche einge-
schränkt, die durch die Gleichung x1 +x2 + . . .+xn = 1 beschrieben wird. Dadurch ändern
sich auch die Integrationsgrenzen, so daß

0 ≤ xn ≤ 1− x1 − . . .− xn−1 , . . . , 0 ≤ x2 ≤ 1− x1 , 0 ≤ x1 ≤ 1

gilt. In unseren Berechnungen brauchen wir diese Ausdrücke bis zu n = 3.
Die zweite wichtige Formel ist das Hilfsintegral∫

dDk
1

(k2 − A+ iε)n

über den D-dimensionalen Phasenraum mit einem reellen Parameter ε > 0. Nehmen wir
vorläufig an, daß D eine natürliche Zahl sei. Dann kann der Viererimpuls-Vektor in der
Form kµ = (k0, k1, . . . , kD−1) geschrieben werden, und sein Betrag ist durch k2 = k2

0 − ~k2

gegeben mit ~k2 =
∑D−1

i=1 k2
i . Die Pole des Integranden sind durch die Nullstellen des Nenners

k2−A+ iε = 0 gegeben. Zur Auswertung des Integrals beginnt man mit der k0-Integration,
die mit Hilfe des Residuensatzes durch Fortsetzung in die komplexe Ebene durchgeführt
wird. Die Pole in der k0-Ebene liegen bei

k0 = ±ω0 ≡ ±
√
~k2 + A− iε.

Der infinitesimale Beitrag iε verschiebt die Pole um ein kleines Stück von der reellen Achse
nach oben beziehungsweise nach unten. Ihre Position ist in Abbildung B.1 dargestellt. Legt
man den Integrationsweg über die dort ebenfalls gezeigte geschlossene Kurve C, so enthält
der von der Kurve eingeschlossene Bereich keine Pole. Deshalb ist nach dem Residuensatz∫

C

dk0
1

(k2 − A+ iε)n
= 0. (B.25)
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Abbildung B.1: Wick-Rotation und Integrationswege in der komplexen k0-Ebene. Die Pole wer-
den um einen kleinen Betrag von der reellen Achse nach k0 = ±ω0 verschoben.

Die Beiträge der beiden Kreissegmente von C verschwinden im Grenzfall eines unendlich
großen Radius r →∞, weil mit der Parametrisierung k0 = reiφ der Betrag des Integranden∣∣∣∣ 1

(k2 − A+ iε)n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

(a2e2iφ − ~k2 − A+ iε)n

∣∣∣∣∣ =
1

a2n

1∣∣∣[e2iφ − 1
a2 (~k2 + A− iε)

]n∣∣∣ (B.26)

gegen null konvergiert. Somit kann das Integral über die Kurve C zu einem über die reelle
und die imaginäre Achse vereinfacht werden. Dann gilt∫ ∞

−∞
dk0

1

(k2 − A+ iε)n
+

∫ −i∞
i∞

dk0
1

(k2 − A+ iε)n
= 0

oder ∫ ∞
−∞

dk0
1

(k2 − A+ iε)n
=

∫ i∞

−i∞
dk0

1

(k2 − A+ iε)n
. (B.27)

Das Integral auf der rechten Seite, das dem Teil der Kurve C entlang der imaginären Achse
entspricht, kann durch eine Wick-Rotation in eines entlang der reellen Achse transformiert
werden. Dabei dreht man den Integrationsweg um den Winkel −π/2, indem man die
Substitution

k0 = ikE,0 , ki = kE,i

verwendet und damit den Vektor k im Minkowski-Raum auf einen euklidischen Vektor kE
transformiert. Auf diese Weise werden bei der Wick-Drehung die Pole in der komplexen
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Ebene nicht überstrichen. Das Integral kann dann als∫ ∞
−∞

dk0
1

(k2
0 − ~k2 − A+ iε)n

= i

∫ ∞
−∞

dkE,0
1(

−k2
E,0 − ~k2

E − A+ iε
)n (B.28)

geschrieben werden. Das wird benutzt, um das Ausgangsintegral über den gesamten D-
dimensionalen Impulsraum zu vereinfachen:∫

dDk
1

(k2 − A+ iε)n
=

∫ ∞
−∞

dk0

∫
dD−1~k

1(
k2

0 − ~k2 − A+ iε
)n

=

∫ i∞

−i∞
dk0

∫
dD−1~k

1(
k2

0 − ~k2 − A+ iε
)n

= i

∫ ∞
−∞

dkE,0

∫
dD−1~kE

1(
−k2

E,0 − ~k2
E − A+ iε

)n
= i(−1)n

∫
dDkE

1

(k2
E + A− iε)n

(B.29)

mit k2
E = k2

E,0 + ~k2
E. Das euklidische Integrationselement kann nun mit D-dimensionalen

Polarkoordinaten ausgerechnet werden. Dazu schreibt man

dDkE = kD−1
E dkE dΩD =

(
k2
E

)D−1
2 dkE dΩD =

1

2

(
k2
E

)D
2
−1
d
(
k2
E

)
dΩD (B.30)

mit dem Betrag des euklidischen Impulsvektors kE und dem D-dimensionalen Raumwin-
kelelement. Der Integrand hängt, wie man sofort sieht, nicht vom Raumwinkel ab. Deshalb
kann dieser sofort integriert werden und ergibt die Oberfläche der D-dimensionalen Kugel∫

dΩD =
2πD/2

Γ
(
D
2

) .
Das gesuchte Integral ist dann

In =

∫
dDk

1

(k2 − A+ iε)n

= i(−1)n
∫
dΩD

∫ ∞
0

1

2

(
k2
E

)D
2
−1 1

(k2
E + A− iε)n

d
(
k2
E

)
= i(−1)n

∫
dΩD

∫ ∞
0

d

(
k2
E

A− iε

)
1

2

(
k2
E

A− iε

)D
2
−1(

1 +
k2
E

A− iε

)−n
(A− iε)

D
2
−n

= i(−1)n
2πD/2

Γ
(
D
2

) 1

2
B

(
D

2
, n− D

2

)
(A− iε)

D
2
−n (B.31)
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mit der Definition der Beta-Funktion

B(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+y
dt =

Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Das Endergebnis ist demnach∫
dDk

1

(k2 − A+ iε)n
= i(−1)n πD/2

Γ
(
n− D

2

)
Γ(n)

(A− iε)
D
2
−n . (B.32)

Dieser Ausdruck ist für beliebige komplexe D analytisch fortsetzbar. Damit kann das ge-
suchte Hilfsintegral auch bei beliebiger Dimension D = 4 − 2ε berechnet werden. Da der
infinitesimale Imaginärteil iε im Nenner des Integranden nur aus dem Grunde eingeführt
wurde, um bei der Integration die Pole in der geeigneten Art und Weise zu umgehen, kann
nach Ausführung der Integration ε → 0 gesetzt werden, und man bekommt dann einen
expliziten Ausdruck, der nicht mehr von ε abhängt.

Wir werden uns jetzt der Berechnung des skalaren 1-Punkt–Integrals zuwenden. Dazu
kann man direkt das Hilfsintegral (B.32) für n = 1 und A = m2 verwenden und erhält

I1 = I1(m2)

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

k2 −m2
= µ4−D

∫
dDk

(2π)D
1

(p− k)2 −m2

=
µ4−D

(2π)D
(−i)πD/2Γ(−1 + ε)

(
m2
)D/2−1

. (B.33)

Um nun die UV -Singularität explizit anzugeben, entwickelt man das Resultat um D = 4
in eine Taylor-Reihe erster Ordnung. Dazu schreibt man gemäß Definition D = 4− 2ε und
entwickelt alle Ausdrücke, die D enthalten, bis zur Ordnung ε. Dafür verwendet man die
Reihendarstellungen um x = 0 für die Exponentialfunktion

ex = 1 + x+
1

2
x2 +O(x3)

sowie für die Gammafunktion

Γ(x) =
1

x
− γ +O(x)

und die Potenz-Funktion

(1 + x)α = 1 + αx+
1

2
α (α− 1)x2 +O(x3).

Hier ist γ die Euler-Konstante und α ist eine beliebige reelle Zahl. Unter Benutzung der
Funktionalgleichung

Γ(z + 1) = zΓ(z)
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der Gamma-Funktion kann man dann die Entwicklung von

Γ(−1 + ε) =
Γ(ε)

−1 + ε
= −Γ(ε)(1− ε)−1 = −1

ε
− 1 + γ +O(ε)

angeben. Die Reihenentwicklung der übrigen Faktoren in I1 hat folgende Gestalt:

πD/2 = π2−ε = π2 exp [−ε ln(π)] = π2
[
1− ε ln(π) +O(ε2)

]
(B.34)

AD/2−n = A2−n−ε = A2−n exp [−ε ln(A)] = A2−n [1− ε ln(A) +O(ε2)
]

µ4−D = µ2ε = exp
[
ε ln
(
µ2
)]

= 1 + ε ln
(
µ2
)

+O(ε2)

(2π)−D = (2π)2ε−4 = (2π)−4 exp
[
ε ln
(
4π2
)]

= (2π)−4
[
1 + ε ln

(
4π2
)

+O(ε2)
]
.

Das Produkt dieser Faktoren hat nun in erster Ordnung ε folgende Form

πD/2 AD/2−n µ4−D (2π)−D =
A2−n

16π2

[
1 + ε ln

(
4πµ2

A

)
+O(ε2)

]
. (B.35)

Damit kann man schließlich das skalare Integral (B.33) vereinfachen zu

I1(m2) =
−im2

16π2

[
1 + ε ln

(
4πµ2

m2

)
+O(ε2)

] (
−1

ε
− 1 + γ +O(ε)

)
=

im2

16π2

[
1

ε
− γ + 1 + ln

(
4πµ2

m2

)
+O(ε)

]
=

im2

16π2

[
∆ + 1 + ln

(
µ2

m2

)]
, (B.36)

wenn man höhere Ordnungen in ε vernachlässigt und die Definition ∆ = 1/ε− γ + ln(4π)
verwendet.

Als nächstes wollen wir das skalare 2-Punkt–Integral berechnen. Dazu brauchen wir
die Feynman-Parametrisierung (B.24) für den Fall n = 2. Wir verwenden außerdem wieder
das Hilfsintegral (B.32) und benutzen anschließend die Taylor-Entwicklungen der Gamma-
Funktion und der Faktoren in (B.35). Wenn man noch die Translationsinvarianz des Inte-
grals berücksichtigt, lautet das skalare Integral

I2 = I2(q2,m2
b ,m

2
c) = µ4−D

∫
dDk

(2π)D
1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ]
(B.37)

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

[(q − k)2 −m2
b ] [k2 −m2

c ]

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

∫ 1

0

dx
1

[((q − k)2 −m2
b)x+ (k2 −m2

c) (1− x)]
2

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D

∫ 1

0

dx
1

[k2 − 2xqk + x(q2 −m2
b)− (1− x)m2

c ]
2
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= µ4−D
∫ 1

0

dx

∫
dDk

(2π)D
1[

(k − xq)2 − x2q2 + x(q2 −m2
b)− (1− x)m2

c

]2
= µ4−D

∫ 1

0

dx

∫
dDk

(2π)D
1

[k2 + x(1− x)q2 − xm2
b − (1− x)m2

c ]
2

= i
µ4−D

(2π)D

∫ 1

0

dx πD/2 Γ(ε)
[
xm2

b + (1− x)m2
c − x(1− x)q2

]D/2−2

= iΓ(ε)
1

16π2

∫ 1

0

dx

[
1 + ε ln

(
4πµ2

xm2
b + (1− x)m2

c − x(1− x)q2

)
+O(ε2)

]
=

i

16π2

∫ 1

0

dx

[
1

ε
− γ + ln

(
4πµ2

xm2
b + (1− x)m2

c − x(1− x)q2

)
+O(ε)

]
=

i

16π2

[
1

ε
− γ + ln

(
4πµ2

)
−
∫ 1

0

dx ln
(
x2q2 + x(m2

b −m2
c − q2) +m2

c

)]
+O(ε).

Um das verbliebene Integral auszuwerten, zerlegt man das Argument des Logarithmus in
ein Produkt, das die Form

q2x2 + x(m2
b −m2

c − q2) +m2
c = q2(x+ x1)(x+ x2) (B.38)

hat mit

x1 =
m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

2q2
, x2 =

m2
b −m2

c − q2 −
√
λ

2q2
,

wobei die Funktion λ in (B.23) definiert wurde. Damit ist das Integral in der letzten Zeile
von (B.37)

I =

∫ 1

0

dx ln
[
q2(x+ x1)(x+ x2)

]
(B.39)

= ln
(
q2
)

+ (x+ x1) [ln(x+ x1)− 1]|10 + (x+ x2) [ln(x+ x2)− 1]|10

= ln
(
q2
)

+ ln [(1 + x1)(1 + x2)] + x1 ln

(
1 + x1

x1

)
+ x2 ln

(
1 + x2

x2

)
− 2

= ln
(
q2
)

+ ln [(1 + x1)(1 + x2)]− 2

− 1

2

[
(x1 + x2) ln

(
x1

1 + x1

x2

1 + x2

)
+ (x1 − x2) ln

(
1 + x2

1 + x1

x1

x2

)]

= ln
(
m2
b

)
− m2

b −m2
c − q2

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)
−
√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
− 2 .

Setzt man dieses Resultat in (B.37) ein, so erhält man für das skalare 2-Punkt–Integral

I2(q2,m2
b ,m

2
c) =

i

16π2

[
1

ε
− γ + 2 + ln

(
4πµ2

m2
b

)
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+
m2
b −m2

c − q2

2 q2
ln

(
m2
c

m2
b

)
+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]

=
i

16π2

[
∆ + 2 + ln

(
µ2

mbmc

)
+
m2
b −m2

c

q2
ln

(
mc

mb

)

+

√
λ

2 q2
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)]
(B.40)

mit ∆ = 1/ε − γ + ln(4π). Es werden außerdem 2 Spezialfälle dieses Integrals benötigt,
die man am schnellsten aus (B.37) berechnen kann. Das erste dieser Integrale geht aus
I2(q2,m2

b ,m
2
c) hervor, indem eine der beiden Massen null gesetzt wird. Man erhält

I2(p2
q,m

2
q) ≡ I2(p2

q,m
2
q, 0)

=
i

16π2

[
1

ε
− γ + ln(4π µ2)−

∫ 1

0

dx ln
(
x2 p2

q + x (m2
q − p2

q)
)]

=
i

16π2

[
∆ + 2 + ln

(
µ2

m2
q

)
+
m2
q − p2

q

p2
q

ln

(
m2
q − p2

q

m2
q

)]
. (B.41)

Im zweiten Integral sind die ersten beiden Argumente gleich und das dritte ist null, so daß

I2(m2
q) ≡ I2(m2

q,m
2
q, 0) =

i

16π2

[
1

ε
− γ + ln(4π µ2)−

∫ 1

0

dx ln(x2 m2
q)

]
=

i

16π2

[
∆ + 2 + ln

(
µ2

m2
q

)]
(B.42)

ist.
Zum Schluß wollen wir das skalare 3-Punkt–Integral berechnen. Wir verwenden wie-

der die Feynman-Parametrisierung (B.24) für n = 3, um den Nenner des Integranden in
geeigneter Weise umzuschreiben. Wie im Fall der 1- und 2-Punkt–Integrale benötigen wir
auch das Hilfsintegral (B.32). Die einzelnen Schritte bei der Berechnung sind analog zu
denen des 2-Punkt–Integrals. Man beachte, daß das 3-Punkt–Integral nicht UV -divergent
ist, wie sich am schnellsten durch Abzählen der Potenzen von k einsehen läßt. Man kann
daher schon zu Beginn D = 4 setzen. Außerdem kann man, da sich die Quarks in diesem
Fall auf der Massenschale befinden, die Massenschalenbedingung p2

q = m2
q benutzen, um

die Propagatornenner zu vereinfachen. Wir erhalten

I3 = I3(q2,m2
b ,m

2
c ,m

2)

= µ4−D
∫

dDk

(2π)D
1

[(pb − k)2 −m2
b ] [(pc − k)2 −m2

c ] [k2 −m2]

=

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − 2 k · pb) (k2 − 2 pc · k) (k2 −m2)
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=

∫
d4k

(2π)4

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
2

[x(k2 − 2 pb · k) + y(k2 − 2 pc · k) + (1− x− y)(k2 −m2)]3

=

∫
d4k

(2π)4

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
2

[k2 − (2x pb + 2y pc) · k − (1− x− y)m2]3

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
d4k

(2π)4

2

[(k − x pb − y pc)2 −m2(1− x− y)− (x pb + y pc)2]3

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
d4k

(2π)4

2

[k2 −m2(1− x− y)− (x pb + y pc)2]3

=
−i

16π2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

m2 (1− x− y) + (x pb + y pc)2

=
−i

16π2

∫ 1

0

du

∫ 1

0

dv
u

m2 (1− u) + u2 (v pb + (1− v) pc)2
, (B.43)

wo im letzten Schritt die Substitution

x = u v , y = u (1− v)

mit der Funktionaldeterminanten∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ v u
1− v −u

∣∣∣∣ = −u

verwendet wurde. Es ist zweckmäßig, nun zuerst die u-Integration auszuführen. Mit der
Abkürzung p = v pb + (1− v) pc kann man das Integral

I =

∫ 1

0

u

m2 (1− u) + p2 u2
du (B.44)

=
1

2p2

[
2m√

4 p2 −m2
arctan

(
2 p2 u−m2

m
√

4 p2 −m2

)
+ ln

(
m2 (1− u) + p2 u2

)]∣∣∣∣∣
1

0

berechnen und entwickelt es dann bis zur ersten Ordnung in der Gluonmasse m. Der
Arcustangens-Term kann nach Einsetzen der Integrationsgrenzen als

1√
4 p2 −m2

arctan

(
2 p2 u−m2

m
√

4 p2 −m2

)∣∣∣∣∣
1

0

=
π

4
√
p2

+O(m) (B.45)

geschrieben werden. Damit fällt der erste Term des Integrals (B.44) weg, da er von der
Ordnung m ist. Der zweite Term ergibt schließlich

1

2 p2
ln
[
m2 (1− u) + p2 u2

]∣∣1
0

=
1

2 p2

[
ln
(
p2
)
− ln

(
m2
)]

=
1

2 p2
ln

(
p2

m2

)
. (B.46)
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Für die weitere Auswertung schreibt man

p2 = (v pb + (1− v) pc)
2 = q2v2 − 2v(m2

c − pb · pc) +m2
c = q2(v + v1)(v + v2) (B.47)

mit

v1,2 =
m2
b −m2

c − q2 ±
√
λ

2 q2
, (B.48)

wobei die Lambda-Funktion in (B.23) angegeben wurde. Mit diesen Resultaten kann man
das skalare 3-Punkt–Integral (B.43) weiter vereinfachen und erhält schließlich nach Ver-
nachlässigung von Termen der Ordnung O(m2)

I3 = I3(q2,m2
b ,m

2
c ,m

2) =
−i

16π2

∫ 1

0

dv

2 (v pb + (1− v) pc)
2 ln

[
(v pb + (1− v) pc)

2

m2

]

=
−i

16π2
× 1

2

∫ 1

0

dv

q2 (v + v1) (v + v2)
ln

[
q2 (v + v1) (v + v2)

m2

]
=

−i
16π2

× 1

2q2

∫ 1

0

dv

(v + v1) (v + v2)

[
ln

(
q2

m2

)
+ ln(v + v1) + ln(v + v2)

]
=

−i
16π2

1

2q2

1

v1 − v2

{
ln

(
v + v2

v + v1

)
ln

(
q2

m2

)
+

1

2
ln

(
v + v2

v + v1

)
× ln

[
(v + v1)3 (v + v2)

]
− 2 Li2

(
v1 − v2

v + v1

)}∣∣∣∣1
0

=
−i

16π2

1

2q2

1

v1 − v2

[
ln

(
1 + v2

1 + v1

v1

v2

)
ln
(mbmc

m2

)
+ ln

(
v1

1 + v1

)
ln

(
v1

v2

1 + v1

1 + v2

)
− 2 Li2

(
v1 − v2

1 + v1

)
+ 2 Li2

(
v1 − v2

v1

)]

=
−i

16π2

1

2
√
λ

[
ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

m2
b +m2

c − q2 −
√
λ

)
ln
(mbmc

m2

)

+ ln

(
m2
b +m2

c − q2 +
√
λ

2m2
b

)
ln

(
(m2

b −m2
c +
√
λ)2 − (q2)2

(m2
b −m2

c −
√
λ)2 − (q2)2

)

− 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c + q2 +
√
λ

)
+ 2 Li2

(
2
√
λ

m2
b −m2

c − q2 +
√
λ

)]
.

In der vorletzten Identität wurden die beiden Relationen (1 + v1) (1 + v2) = m2
b/q

2 und
v1 v2 = m2

c/q
2 benutzt.



Anhang C

Der Dilogarithmus

In diesem Anhang sollen die wichtigsten Relationen zwischen Dilogarithmen angegeben
werden. Eine ausführliche Behandlung findet man im Buch von Lewin [100].

C.1 Definition und Eigenschaften

Definition des Dilogarithmus:

Li2(x) = −
∫ x

0

ln(1− t)
t

dt =
∞∑
n=1

xn

n2
, |x| ≤ 1 (C.1)

Eigenschaften:

Li2(0) = 0 (C.2)

Li2(1) =
π2

6
(C.3)

Li2(−1) = − π
2

12
(C.4)

C.2 Dilogarithmen mit einer Variablen

Li2(x) + Li2(1− x) =
π2

6
− ln(x) ln(1− x) (C.5)

Li2(x) + Li2

(
− x

1− x

)
= − 1

2
ln2(1− x) , x < 1 (C.6)

Li2(1− x)− Li2

(
1

x

)
=

1

2
ln(x) ln

[
x

(x− 1)2

]
− π2

6
, x > 1 (C.7)

Li2

(
1

1 + x

)
− Li2(−x) =

π2

6
− 1

2
ln(1 + x) ln

(
1 + x

x2

)
(C.8)
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Li2(−x) + Li2

(
− 1

x

)
= − 1

2
ln2(x)− π2

6
, x > 0 (C.9)

Li2(−x)− Li2(1− x) = − 1

2
Li2

(
1

x2

)
+ ln(x) ln

(
x− 1

x

)
, x > 1 (C.10)

Li2(x) + Li2(−x) =
1

2
Li2(x2) (C.11)

Li2(x) + Li2

(
1

x

)
= − 1

2
ln2(x) +

π2

3
− iπ ln(x) , x > 1 (C.12)

Li2(x) + Li2

(
x

x− 1

)
= − 1

2
ln2(x− 1) +

π2

2
+ iπ ln

(
x− 1

x2

)
, x > 1 (C.13)

Li2(x)− Li2(−x) = Li2

(
x− 1

x+ 1

)
− Li2

(
1− x
1 + x

)
+ ln

(
1 + x

1− x

)
ln(x) +

π2

4

(C.14)

C.3 Dilogarithmen mit zwei Variablen

Identität von Abel:

Li2

(
x

1− x
y

1− y

)
= Li2

(
x

1− y

)
+ Li2

(
y

1− x

)
− Li2(x)− Li2(y)

− ln(1− x) ln(1− y) (C.15)

Identität von Hill:

Li2(x y) = Li2(x) + Li2(y)− Li2

[
x (1− y)

1− x y

]
− Li2

[
y (1− x)

1− x y

]
− ln

(
1− x

1− x y

)
ln

(
1− y

1− x y

)
(C.16)

Identität von Schaeffer:

Li2

[
y (1− x)

x (1− y)

]
= Li2(x)− Li2(y) + Li2

(y
x

)
+ Li2

(
1− x
1− y

)
+ ln(x) ln

(
1− x
1− y

)
− π2

6
(C.17)



Anhang D

Grundintegrale

Im folgenden werden alle Integraltypen aufgelistet, die bei der Berechnung der Bremsstrah-
lungskorrekturen zu den Helizitätsraten für den Prozeß b→ c+W− vorkommen.

D.1 Definition der Grundintegrale

Die Grundintegrale sind definiert durch

R(m,n) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz λm zn , S(m,n) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz λmzn ln

(
1− x2 + z +

√
λ

1− x2 + z −
√
λ

)

T (m) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz
λm

z − y2
, U(m) =

∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz
λm

z − y2
ln

(
1− x2 + z +

√
λ

1− x2 + z −
√
λ

)
(D.1)

mit
λ ≡ λ(1, x2, z) = 1 + x4 + z2 − 2 (x2 + z + x2 z) und ε1, ε2 > 0,

wobei die Grenzwerte ε1 → 0 und ε2 → 0 zu bilden sind, wenn sie existieren. Einige der
Integrale besitzen logarithmische Singularitäten in ε1 oder ε2, welche allerdings nur Schein-
singularitäten darstellen, die sich in den Helizitäts-Raten wieder gegenseitig aufheben. Nach
der Substitution

z = 1 + x2 − x u
2 + 1

u
, dz = x

u2 − 1

u2
du (D.2)

gehen die Integrale über in∫ (1−x)2−ε2

y2+ε1

dz f(z) =

∫ umax (1−ε′)

1+ε

du
dz

du
f(z(u)) (D.3)

mit

umax ≡ η =
1 + x2 − y2 +

√
λ

2x
(D.4)

291



292 ANHANG D. GRUNDINTEGRALE

und

ε =

√
ε2
x

+O(ε2) , ε′ =
ε1√
λ

+O(ε21). (D.5)

Die Funktion λ ist definiert durch

λ
(
1, x2, y2

)
= 1 + x4 + y4 − 2

(
x2 + y2 + 2x2 y2

)
. (D.6)

D.2 Explizite Darstellung der auftretenden Integrale

im Grenzfall ε→ 0 , ε′ → 0

Integrale vom Typ R(m,n) :

R(−1,−2) =
(1− x)2 − y2

y2 (1− x)4 (1 + x)2
− 1

2x (1 + x)4
ln

(
η + 1

2

)
+

1

2x (1− x)4
ln

(
η − 1

ε

)

+
2 (1 + x2)

(1− x2)4 ln

[
(1− x)2

(η − x) (1− η x)

]
(D.7)

R(−1,−1) = − 1

2x (1 + x)2
ln

(
η + 1

2

)
+

1

2x (1− x)2
ln

(
η − 1

ε

)

+
1

(1− x2)2 ln

[
(1− x)2

(η − x) (1− η x)

]
(D.8)

R(−1, 0) = − 1

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

1

2x
ln

(
η − 1

ε

)
(D.9)

R(−1, 1) = − (1 + x)2

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

(1− x)2

2x
ln

(
η − 1

ε

)
+ ln(η) (D.10)

R(−1, 2) = (1− x)2 − y2 − (1 + x)4

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

(1− x)4

2x
ln

(
η − 1

ε

)
+ 2

(
1 + x2

)
ln(η) (D.11)

R(−1, 3) =
1

2

[
(1− x)2 − y2

] (
5− 2x+ 5x2 + y2

)
− (1 + x)6

2x
ln

(
η + 1

2

)

+
(1− x)6

2x
ln

(
η − 1

ε

)
+
(
3 + x2

) (
1 + 3x2

)
ln(η) (D.12)
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R(−1/2,−2) =

√
λ

y2 (1− x2)2 +
1 + x2

(1− x2)3 ln

(
η − x

1− η x

)
(D.13)

R(−1/2,−1) =
1

1− x2
ln

(
η − x

1− η x

)
(D.14)

R(−1/2, 0) = ln(η) (D.15)

R(−1/2, 1) = −
√
λ+

(
1 + x2

)
ln(η) (D.16)

R(−1/2, 2) = − 1

2

(
3 + 3x2 + y2

)√
λ+

(
1 + 4x2 + x4

)
ln(η) (D.17)

R(0,−2) =
(1− x)2 − y2

(1− x)2 y2
(D.18)

R(0,−1) = 2 ln

(
1− x
y

)
(D.19)

R(0, 0) = (1− x)2 − y2 (D.20)

R(0, 1) =
1

2
(1− x)4 − y4

2
(D.21)

R(1/2,−2) =

√
λ

y2
+ ln(η)− 1 + x2

1− x2
ln

(
η − x

1− η x

)
(D.22)

R(1/2,−1) = −
√
λ−

(
1 + x2

)
ln(η) +

(
1− x2

)
ln

(
η − x

1− η x

)
(D.23)

R(1/2, 0) =
1

2

(
1 + x2 − y2

)√
λ− 2x2 ln(η) (D.24)

Integrale vom Typ S(m,n) :

S(−3/2, 0) =
1

2x (1− x)
− 1

2x (1 + x)
ln

(
η + 1

2

)
+

1

2x (1− x)
ln

(
η − 1

ε

)
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+
1

2 (1− x2)
ln

[
(1− x)2

(η − x) (1− η x)

]
+

η

2x
√
λ

ln(η) +
1

2x2
ln

(
1− x
η − x

)

− 1

2 η x
√
λ

ln

(
η − x

1− η x

)
(D.25)

S(−3/2, 1) =
1− x
2x

− 1 + x

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

1− x
2x

ln

(
η − 1

ε

)

−1

4
ln

[
(1− x)2

(η − x) (1− η x)

]
+

η

2x

(
1 +

y2

√
λ

)
ln(η)

+
1

2x2
ln

(
1− x
η − x

)
+

[
−1

4
+

1

2 η x

(
1− y2

√
λ

)]
ln

(
η − x

1− η x

)
(D.26)

S(−3/2, 2) =
(1− x)3

2x
− (1 + x)3

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

(1− x)3

2x
ln

(
η − 1

ε

)

+
1

2x2

[
1 + 6x2 + x4 +

(1− x)4

2 (η − 1)
− (1 + x)4

2 (η + 1)

]
ln(η)

+
1− x4

2x2
ln

(
1− x
η − x

)

+
1

2

[
−
(
3 + x2

)
− (1− x)4

2x2 (η − 1)
+

(1 + x)4

2x2 (η + 1)

]
ln

(
η − x

1− η x

)

+ Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x) (D.27)

S(−3/2, 3) =
(1− x)5

2x
−
[
(1− x)2 − y2

]
− (1 + x)5

2x
ln

(
η + 1

2

)

+
(1− x)5

2x
ln

(
η − 1

ε

)

+

[
1 + 17x2 + 13x4 + x6

2x2
+
√
λ+

(1− x)6

4x2 (η − 1)
− (1 + x)6

4x2 (η + 1)

]
ln(η)

+
1− x2

2x2

(
1 + 10x2 + x4

)
ln

(
1− x
η − x

)
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−
[

1

2

(
3 + 12x2 + x4

)
+
√
λ+

(1− x)6

4x2 (η − 1)
− (1 + x)6

4x2 (η + 1)

]
ln

(
η − x

1− η x

)

+ 3
(
1 + x2

) [
Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x)

]
(D.28)

S(−3/2, 4) =
λ

4
+

(1− x)7

2x
− 1

2

(
7 + 9x2

) [
(1− x)2 − y2

]
− (1 + x)7

2x
ln

(
η + 1

2

)
+

(1− x)7

2x
ln

(
η − 1

ε

)

+
1

2

{
1 + 35x2 + 70x4 + 21x6 + x8

x2
+
√
λ
[
7
(
1 + x2

)
+ y2

]
+

(1− x)8

2x2 (η − 1)
− (1 + x)8

2x2 (η + 1)

}
ln(η)

+
1− x4

2x2

(
1 + 28x2 + x4

)
ln

(
1− x
η − x

)

− 1

2

{
x2
(
35 + 28x2 + x4

)
+
√
λ
[
7
(
1 + x2

)
+ y2

]
+

(1− x)8

2x2 (η − 1)
− (1 + x)8

2x2 (η + 1)

}
ln

(
η − x

1− η x

)

+ 6
(
1 + 3x2 + x4

) [
Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x)

]
(D.29)

S(−1, 0) =
1

2x

{
Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

[
(η − 1)x

1− x

]

− 1

2
ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
(η − 1)x

η − x

]

+ ln(1− x) ln

(
1− x
η − x

)
+ ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]}

+
1

2x

{
Li2

(
1− η x
1 + x

)
− Li2

[
η − x

η (1 + x)

]

− 1

2
ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η − 1)2 (1 + x)2

(η + 1)2 (η − x)

]}
(D.30)
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S(−1, 1) = Li2(x η)− Li2

(
x

η

)
+ 2 ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]

+ ln

(
η

η − x

)
ln

[
x2 (η − 1)2

η (η − x)

]

+
(1− x)2

2x

{
Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

[
(η − 1)x

1− x

]

− 1

2
ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
(η − 1)x

η − x

]

+ ln(1− x) ln

(
1− x
η − x

)
+ ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]}

+
(1 + x)2

2x

{
Li2

(
1− η x
1 + x

)
− Li2

[
η − x

η (1 + x)

]

− 1

2
ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η − 1)2 (1 + x)2

(η + 1)2 (η − x)

]}
(D.31)

S(−1, 2) =
√
λ−

(
2x2 − y2

)
ln(η)− y2 ln

(
η − x

1− η x

)

+ 2
(
1 + x2

){
Li2(x η)− Li2

(
x

η

)
+ 2 ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]

+ ln

(
η

η − x

)
ln

[
x2 (η − 1)2

η (η − x)

]}

+
(1− x)4

2x

{
Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

[
(η − 1)x

1− x

]

− 1

2
ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
(η − 1)x

η − x

]

+ ln(1− x) ln

(
1− x
η − x

)
+ ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]}

+
(1 + x)4

2x

{
Li2

(
1− η x
1 + x

)
− Li2

[
η − x

η (1 + x)

]

− 1

2
ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η − 1)2 (1 + x)2

(η + 1)2 (η − x)

]}
(D.32)
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S(−1, 3) =
1

4

√
λ
(
9 + 13x2 + y2

)
− 1

2

[
2x2

(
6 + 5x2

)
− 4

(
1 + x2

)
y2 − y4

]
ln(η)

− 1

2
y2
[
4
(
1 + x2

)
+ y2

]
ln

(
η − x

1− η x

)

+
(
3 + x2

) (
1 + 3x2

){
Li2(x η)− Li2

(
x

η

)
+ 2 ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]

+ ln

(
η

η − x

)
ln

[
x2 (η − 1)2

η (η − x)

]}

+
(1− x)6

2x

{
Li2

[
(η − 1)x

η − x

]
+ Li2

[
(η − 1)x

1− x

]

− 1

2
ln2(1− x) + ln

(
η

η − x

)
ln

[
(η − 1)x

η − x

]

+ ln(1− x) ln

(
1− x
η − x

)
+ ln(1− η x) ln

[
(η + 1)x

1 + x

]}

+
(1 + x)6

2x

{
Li2

(
1− η x
1 + x

)
− Li2

[
η − x

η (1 + x)

]

− 1

2
ln

(
η

η − x

)
ln

[
η (η − 1)2 (1 + x)2

(η + 1)2 (η − x)

]}
(D.33)

S(−1/2, 0) = Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x) (D.34)

S(−1/2, 1) = −
[
(1− x)2 − y2

]
+
√
λ ln(η)

−
√
λ ln

(
η − x

1− η x

)
+ 2

(
1− x2

)
ln

(
1− x
y

)

+
(
1 + x2

) [
Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x)

]
(D.35)

S(−1/2, 2) = − 1

4

[
(1− x)2 − y2

] (
5− 2x+ 9x2 + y2

)
+

1

2

√
λ
[
3
(
1 + x2

)
+ y2

]
ln(η)

− 1

2

√
λ
[
3
(
1 + x2

)
+ y2

]
ln

(
η − x

1− η x

)
+ 3

(
1− x4

)
ln

(
1− x
y

)
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+
(
1 + 4x2 + x4

) [
Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)− 2 Li2(x)

]
(D.36)

S(0, 0) =
√
λ−

(
2x2 − y2

)
ln(η)− y2 ln

(
η − x

1− η x

)
(D.37)

S(0, 1) =
1

4

√
λ
(
1 + 5x2 + y2

)
− 1

2

[
2x2

(
2 + x2

)
− y4

]
ln(η)

− 1

2
y4 ln

(
η − x

1− η x

)
(D.38)

Integrale vom Typ T (m) :

T (0) = ln

[
(1− x)2 − y2

√
λ ε′

]
(D.39)

T (1/2) = −
√
λ− 2 η x ln(η) +

√
λ ln

(
η
√
λ

x ε′

)
(D.40)

Integrale vom Typ U(m) :

U(−1/2) =
1√
λ

{
2 Li2

(
η
√
λ

η − x

)
− 2 Li2

[
(η − 1)x

1− x

]
− 2 Li2

[
(η − 1)x

η − x

]

+
1

2
ln2

[
η (1− η x)

η − x

]
− ln2

(
1− x

1− η x

)

+ ln

[
η (1− η x)

η − x

]
ln

[
(η + 1) ε′

η − 1

]}
(D.41)

U(0) = − 2 Li2

(
η
√
λ

η − x

)
− Li2

(
x

η

)
+ Li2(x η)

+ 2 ln(η) ln(1− η x)− 1

2
ln2

[
η (1− η x)

η − x

]

+ ln

[
η (1− η x)

η − x

]
ln

(
ε′

η2 − 1

)
(D.42)



Anhang E

Entwicklungskoeffizienten der
Grundintegrale

Die Bremsstrahlungsbeiträge (5.99) für die verschiedenen Helizitäten können als Linear-
kombinationen der Grundintegrale aus Anhang D dargestellt werden. Im folgenden werden
die Entwicklungskoeffizienten für die unterschiedlichen Helizitätsraten aufgelistet.
Unpolarisierte transversale Rate X = U

rU,0(−1/2,−2) = −
(
1− x2

)3
y2

rU,0(−1/2,−1) =
(
1− x2

) [ (
1− x2

)2 −
(
1− 5x2

)
y2 − 2 y4

]
rU,0(−1/2, 0) = 1− 6x2 + 5x4 − 3

(
5− x2

)
y2 − 2 y4

rU,0(−1/2, 1) = 17− 5x2 + y2

rU,0(−1/2, 2) = 1

sU,0(−1, 0) = 2 y2
[
5− x2

(
4 + x2

)
+ 2 y2

]
sU,0(−1, 1) = − 2

[
5− x2

(
4 + x2

)
− 2

(
2 + x2

)
y2
]

sU,0(−1, 2) = − 2
(
6 + 2x2 + y2

)
sU,0(−1, 3) = 2 (E.1)

Polarisierte unpolarisiert-transversale Rate X = UP

rU,P (−1,−2) = −
(
1− x2

)4
y2

rU,P (−1,−1) =
(
1− x2

)2
[ (

1− x2
)2

+ 2
(
1 + 3x2

)
y2 − 2 y4

]
rU,P (−1, 0) = 2

[ (
1− x2

)2 (
3 + x2

)
− 2

(
1 + 3x4

)
y2 − 2

(
5− x2

)
y4
]

rU,P (−1, 1) = − 2
[
9 + 10x2 + 5x4 −

(
27 + 5x2

)
y2 + y4

]
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rU,P (−1, 2) = −
(
10− 10x2 + 3 y2

)
rU,P (−1, 3) = − 3

sU,P (0, 0) = − 4
√
λ

sU,P (−3/2, 0) = − 2
(
1− x2

) [
4x2

(
1− x2

)2
+
(
1 + 4x2 − 5x4

)
y2 − 2

(
4− x2

)
y4
]

sU,P (−3/2, 1) = − 2
[
3− 11x2 − 3x4 + 11x6 +

(
9− 22x2 − 11x4

)
y2

− 2
(
1− 2x2

)
y4
]

sU,P (−3/2, 2) = 2
[
13 + 11x4 −

(
15 + 7x2

)
y2 + 2 y4

]
sU,P (−3/2, 3) = 2

(
1− 5x2 + y2

)
sU,P (−3/2, 4) = 2

tU,P (0) = − 8λ

tU,P (1/2) = 8
√
λ

uU,P (−1/2) = 4λ
(
1− x2 + y2

)
uU,P (0) = − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
(E.2)

Longitudinale Rate X = L

rL,0(−1/2,−2) = −
(
1− x2

)3
y2
(
1 + y2

)
rL,0(−1/2,−1) =

(
1− x2

) [ (
1− x2

)2
+
(
6 + x2 − 3x4

)
y2 +

(
5 + 3x2

)
y4
]

rL,0(−1/2, 0) = −
[
5− 2x2 − 7x4 + 4x6 +

(
12− 33x2 + x4

)
y2 +

(
7 + x2

)
y4
]

rL,0(−1/2, 1) = 7− 31x2 + 4x4 +
(
10 + x2

)
y2 + 3 y4

rL,0(−1/2, 2) = − 3
(
1 + y2

)
sL,0(−1, 0) = −2 y2

[
1 + 10x2 − 11x4 +

(
1 + x2

)2
y2
]

sL,0(−1, 1) = 2
[
1 + 10x2 − 11x4 +

(
3− 4x2 + x4

)
y2 + 2

(
1 + x2

)
y4
]

sL,0(−1, 2) = − 2
[
2− 6x2 +

(
3 + 2x2

)
y2 + y4

]
sL,0(−1, 3) = 2

(
1 + y2

)
(E.3)

Polarisierte longitudinale Rate X = LP

rL,P (−1,−2) = −
(
1− x2

)4
y2
(
1− y2

)
rL,P (−1,−1) =

(
1− x2

)2
[ (

1− x2
)2

+
(
7− 2x2 + 3x4

)
y2 − 4

(
2 + x2

)
y4
]
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rL,P (−1, 0) = 2
[
2x2

(
3− x2

) (
1− x2

)2 −
(
7− 5x4 + 6x6

)
y2

+
(
7− 18x2 + 3x4

)
y4
]

rL,P (−1, 1) = − 2
[
5 + 10x2 + 13x4 − 4x6 −

(
9 + 48x2 + 11x4

)
y2

+ 2
(
2 + x2

)
y4
]

rL,P (−1, 2) = 4
(
4− 5x2 − x4

)
−
(
17 + 20x2

)
y2 + y4

rL,P (−1, 3) = − 7
(
1− y2

)
sL,P (0, 0) = − 4

√
λ
(
1− y2

)
sL,P (−3/2, 0) = − 2

(
1− x2

) [
4x2

(
1− x2

)2
+
(
7− 10x2 + 7x4 − 4x6

)
y2

−
(
9 + 8x2 − 5x4

)
y4 + 2

(
1− x2

)
y6
]

sL,P (−3/2, 1) = 2
[
3− 5x2 + 17x4 − 15x6 +

(
12− 9x2 + 18x4 + 11x6

)
y2

−
(
19 + 14x2 + 11x4

)
y4 + 4

(
1 + x2

)
y6
]

sL,P (−3/2, 2) = − 2
[
5− 14x2 − 7x4 +

(
4 + 21x2 + 11x4

)
y2

−
(
11 + 7x2

)
y4 + 2 y6

]
sL,P (−3/2, 3) = 2

(
1 + 3x2 + 5x2 y2 − y4

)
sL,P (−3/2, 4) = 2

(
1− y2

)
tL,P (0) = − 8λ

(
1− y2

)
tL,P (1/2) = 8

√
λ
(
1− y2

)
uL,P (−1/2) = 4λ

(
1− x2 + y2

) (
1− y2

)
uL,P (0) = − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

) (
1− y2

)
(E.4)

Totale Rate X = U + L

rU+L,0(1/2,−2) = − y2
(
1− x2

) (
1 + 2x2 + y2

)
rU+L,0(1/2,−1) =

(
1− x2

) (
1 + 2x2

)
+
(
4− 3x2

)
y2 + 3 y4

rU+L,0(1/2, 0) = −
(
3− 2x2 + 3 y2

)
sU+L,0(0, 0) = −2 y2

(
1 + 2x2 + y2

)
sU+L,0(0, 1) = 2

(
1 + 2x2 + y2

)
(E.5)

Polarisierte totale Rate X = UP + LP

rU+L,P (0,−2) = − y2
(
1− x2

)2 (
1− 2x2 − y2

)
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rU+L,P (0,−1) =
(
1− x2

)2 (
1− 2x2

)
+
(
5− 4x2 − 5x4

)
y2 − 2

(
3− x2

)
y4

rU+L,P (0, 0) = 2
(
1 + 2x2

) (
1− 3x2

)
− 3 y2 + y4

rU+L,P (0, 1) = − 7 + 6x2 + 7 y2

sU+L,P (0, 0) = − 4
√
λ
(
1− 2x2 − y2

)
sU+L,P (−1/2, 0) = − 2

[
4x2

(
1− x2

) (
1− 2x2

)
+
(
7− 5x2 − 6x4

)
y2

−
(
9 + x2

)
y4 + 2 y6

]
sU+L,P (−1/2, 1) = 2

[
3− x2 + 6x4 −

(
2− x2

)
y2 − y4

]
sU+L,P (−1/2, 2) = 2

(
1− 2x2 − y2

)
tU+L,P (0) = − 8λ

(
1− 2x2 − y2

)
tU+L,P (1/2) = 8

√
λ
(
1− 2x2 − y2

)
uU+L,P (−1/2) = 4λ

(
1− x2 + y2

) (
1− 2x2 − y2

)
uU+L,P (0) = − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

) (
1− 2x2 − y2

)
(E.6)

Skalare Rate X = S

rS,0(1/2,−2) = −
(
1− x2

)
y2
(
1 + y2

)
rS,0(1/2,−1) =

(
1 + y2

) (
1− x2 + 3 y2

)
rS,0(1/2, 0) = − 3

(
1 + y2

)
sS,0, (0, 0) = − 2 y2

(
1 + y2

)
sS,0, (0, 1) = 2

(
1 + y2

)
(E.7)

Polarisierte skalare Rate X = SP

rS,P (0,−2) = −
(
1− x2

)2
y2

rS,P (0,−1) =
(
1− x2

)2
+ 2

(
3− x2

)
y2

rS,P (0, 0) = 2 + 10x2 − y2

rS,P (0, 1) = − 7

sS,P (0, 0) = − 4
√
λ

sS,P (−1/2, 0) = − 2
[
4x2

(
1− x2

)
+
(
7 + 5x2

)
y2 − 2 y4

]
sS,P (−1/2, 1) = 2

(
3− 3x2 + y2

)
sS,P (−1/2, 2) = 2

tS,P (0) = − 8λ
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tS,P (1/2) = 8
√
λ

uS,P (−1/2) = 4λ
(
1− x2 + y2

)
uS,P (0) = − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
(E.8)

Vorwärts-rückwärts-asymmetrische Rate X = F

rF,0(0,−2) =
(
1− x2

)2
y2

rF,0(0,−1) = −
[ (

1− x2
)2

+ 4x2 y2
]

rF,0(0, 0) = − 4
(
2 + x2

)
+ 7 y2

rF,0(0, 1) = 1

sF,0(0, 0) = 4
√
λ

sF,0(−1/2, 0) = 2
[
4x2

(
1− x2

)
+
(
1 + 5x2

)
y2 − 2 y4

]
sF,0(−1/2, 1) = 2

[
3
(
1 + x2

)
− y2

]
sF,0(−1/2, 2) = − 2

tF,0(0) = 8λ

tF,0(1/2) = − 8
√
λ

uF,0(−1/2) = − 4λ
(
1− x2 + y2

)
uF,0(0) = 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
(E.9)

Polarisierte vorwärts-rückwärts-asymmetrische Rate X = F P

rF,P (−1/2,−2) =
(
1− x2

)3
y2

rF,P (−1/2,−1) = −
(
1− x2

) [ (
1− x2

)2 −
(
1− 5x2

)
y2
]

rF,P (−1/2, 0) = −
(
1− x2

) (
1− 5x2

)
+
(
11 + x2

)
y2

rF,P (−1/2, 1) = −
(
11 + x2 + 5 y2

)
rF,P (−1/2, 2) = 5

sF,P (−1, 0) = − 2
(
1− x2

) (
5 + x2

)
y2

sF,P (−1, 1) = 2
[ (

1− x2
) (

5 + x2
)
− 2x2 y2

]
sF,P (−1, 2) = 2

(
2x2 + y2

)
sF,P (−1, 3) = − 2 (E.10)

Polarisierte longitudinal-transversal-Interferenz–Rate X = IP

rI,P (−1,−2) = −
(
1− x2

)4
y2
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rI,P (−1,−1) =
(
1− x2

)2
[ (

1− x2
)2

+
(
3 + 5x2

)
y2 + 2 y4

]
rI,P (−1, 0) =

(
1− x2

)2 (
5 + 3x2

)
−
(
25− 38x2 + 29x4

)
y2 + 8

(
1 + x2

)
y4

rI,P (−1, 1) = −
[
1 + 50x2 − 3x4 −

(
21 + 23x2

)
y2 + 10 y4

]
rI,P (−1, 2) = −

(
5 + 7x2 − 2 y2

)
sI,P (0, 0) = − 4

√
λ

sI,P (−3/2, 0) = − 2
(
1− x2

) [
4x2

(
1− x2

)2 −
(
1− 9x2 + 8x4

)
y2 + 2

(
1 + 2x2

)
y4
]

sI,P (−3/2, 1) = − 2
[
5− 18x2 + 5x4 + 8x6 − 2

(
5 + x2 + 8x4

)
y2 + 2

(
1 + 4x2

)
y4
]

sI,P (−3/2, 2) = 2
[
4 + 12x2 + 4x4 −

(
11 + 8x2

)
y2 + 4 y4

]
sI,P (−3/2, 3) = 2

tI,P (0) = − 8λ

tI,P (1/2) = 8
√
λ

uI,P (−1/2) = 4λ
(
1− x2 + y2

)
uI,P (0) = − 4

√
λ
(
1− x2 + y2

)
(E.11)

Polarisierte paritäts-asymmetrische Rate X = AP

rA,P (−1/2,−2) =
(
1− x2

)3
y2

rA,P (−1/2,−1) = −
(
1− x2

) [ (
1− x2

)2
+ 4 y2

]
rA,P (−1/2, 0) = 4

(
1− x2

)
+
(
3− 7x2

)
y2

rA,P (−1/2, 1) = −
(
3− 7x2

)
sA,P (−1, 0) = 2

(
1− x2

) (
1 + 2x2

)
y2

sA,P (−1, 1) = − 2
[ (

1− x2
) (

1 + 2x2
)

+
(
1− 2x2

)
y2
]

sA,P (−1, 2) = 2
(
1− 2x2

)
(E.12)
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