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Kapitel 1

Einleitung

Seien v, k und A positive ganze Zahlen und A eine (v x v)-Matrix mit Ein-
triagen aus {0, 1}. Die Matrix A heifit Inzidenzmatriz zu einem symmetrischen
(v, k, A) Design, falls gelten:

(1) In jeder Zeile und in jeder Spalte sind genau k Eintrége gleich 1

(2) Je zwei Spalten haben an genau A Positionen beide den Eintrag 1.

Um Trivialitdten auszuschlieSen, fordert man meistens noch 2 < k < v — 2.

Ein Beispiel fiir eine Inzidenzmatrix zu einem symmetrischen (7, 3, 1) Design:

1101000
0110100
0011010
0001101
1000110
01 000O0T1T1
1010001

Die Bedingungen bleiben erfiillt, wenn man eine solche Inzidenzmatrix belie-
bigen Zeilen- und Spaltenpermutationen unterwirft. Zwei Inzidenzmatrizen
A und B heiflen dquivalent, falls es Permutationsmatrizen P und ) gibt mit
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A = PBQ. Ein symmetrisches (v, k,\) Design ist nun eine Aquivalenzklasse
derartiger Matrizen beziiglich simultaner Zeilen- und Spaltenpermutation.

Die iibliche Definition eines symmetrischen Designs beginnt am anderen En-
de: Gegeben seien zwei endliche nichtleere Mengen P und B mit P N B = {);
die Elemente von P heiflen Punkte, die Elemente von B heiflen Blocke. Ferner
sei I eine Relation zwischen P und B. Gilt (P, z) € I fur einen Punkt P und
einen Block z, so heiflen P und z inzident; man schreibt dann auch PIx oder
xIP.

Das Tripel D = (P, B, I) ist ein symmetrisches (v, k, ) Design, falls gelten:

1) [Pl=[Bl=v

2) Mit jedem Block sind genau k& Punkte inzident

(1)
(2)
(3) Mit jedem Punkt sind genau k Blocke inzident
(4)

4) Mit je zwei Punkten sind genau A Blocke gemeinsam inzident.

Dem Design D ordnet man nun eine Inzidenzmatrix A zu: Zunéchst numme-
riert man die Punkte und Blocke; etwa P = { Py, ..., P, und B = {x1,...,2,}.
Dann definiert man Eintrége a;; durch

au_{ 1, fallsz; I P

Y10, sonst

fir alle 1 < ,j < v und setzt A = (aij)1<ij<v- Die Gestalt von A héingt
natiirlich von der vorgenommenen Nummerierung ab; verschiedene Numme-
rierungen liefern allerdings stets dquivalente Inzidenzmatrizen. Zwei symme-
trische (v, k, A) Designs heilen isomorph, falls sie dquivalente Inzidenzmatri-
zen haben.

Eine grundlegende Frage zu symmetrischen (v, k, A) Designs lautet nun:

Zu welchen positiven ganzen Zahlen v, £ und )\ existieren symme-
trische (v, k,\) Designs?
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Die folgenden notwendigen Bedingungen fiir die Existenz sind bekannt:

() A(v—=1) = k(k-1)
(2) Ist v gerade, so ist k — A eine Quadratzahl

(3) Ist v ungerade, so gibt es ganze Zahlen x, y, z mit (z,vy, z) # (0,0,0),
die .
(k=N +(=1) 2 My = 2°

erfiillen.

Eine alte Vermutung besagte, dass diese Bedingungen auch hinreichend sei-
en. Erst im Jahr 1989 wurde dies widerlegt [17]. Mit codierungstheoreti-
schen Methoden und massivem Computereinsatz wurde gezeigt, dass es kein
symmetrisches (111,11,1) Design gibt (dies wire eine projektive Ebene der
Ordnung 10). Dies ist zur Zeit allerdings das einzige bekannte Gegenbeispiel.

Eine andere Vermutung besagt, dass es zu jedem festen A > 1 nur endlich
viele Tripel (v, k,\) gibt, zu denen ein symmetrisches (v, k, A) Design exi-
stiert. Doch auch diese Vermutung steht derzeit nur auf schwachen Fiiflen,
vgl. [18], Seite 45, Conjecture 2.4 und Seite 223, Conjecture 6.1 .

Zu \ = 1 existieren unendlich viele symmetrische Designs: Sei ¢ eine Prim-
zahlpotenz und V' ein dreidimensionaler GF(q)-Vektorraum. Nenne die ein-
dimensionalen Unterrdume von V' Punkte und die zweidimensionalen Blocke.
Man rechnet leicht nach :

es gibt jeweils genau ¢ + ¢ + 1 Punkte und Blocke,

jeder Block enthélt genau g + 1 Punkte,

jeder Punkt liegt in genau ¢ + 1 Blocken,

je zwei Punkte liegen gemeinsam in genau einem Block,

je zwei Blocke schneiden sich in genau einem Punkt.
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Verwendet man die Inklusion als Inzidenzrelation, so ist diese Struktur also
ein symmetrisches (¢ + ¢+ 1,¢ + 1,1) Design. (Natiirlich ist dies genau die
desarguessche projektive Ebene der Ordnung q.)

Diese unendliche Serie symmetrischer Designs kann noch verallgemeinert wer-
den. Fiir n > 3 nenne man in n-dimensionalen G'F'(q)-Vektorraumen die
Unterrdume der Dimension 1 Punkte und diejenigen der Dimension n — 1
Blocke. Wieder erhélt man ein symmetrisches Design.

Eine andere unendliche Serie symmetrischer Designs erhélt man wie folgt:
Man bilde das Tensorprodukt (auch Kroneckerprodukt genannt) von m > 2
Kopien der Matrix

-1 1 1 1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

In der Ergebnismatrix ersetze man jede 1 durch eine 0 und dann jede —1

durch eine 1. Das Resultat ist eine Inzidenzmatrix fiir ein symmetrisches
(22m’ 22m—1 _ 2m—1’ 22777,—2 _ 2m—1) Design.

AuBer diesen beiden Serien sind noch weitere Familien bekannt, vgl. die Uber-
sicht in [7], Seite 78f.

Die Designs der beiden oben genannten unendlichen Serien haben eine inter-
essante Eigenschaft. Um sie zu erklédren, benétigen wir den Begriff Automor-
phismus. Sei D ein symmetrisches (v, k, A) Design mit Punktmenge P und
Blockmenge B. Sei nun 7 eine Permutation auf PUB, die Punkte auf Punkte
und Blocke auf Blocke abbildet. Die Permutation 7 heifit Automorphismus
von D, falls

Pl & P'la"

fiir alle P € P und alle z € B gilt. Die Menge aller Automorphismen ei-
nes symmetrischen Designs bildet beziiglich Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe, die sogenannte (volle) Automorphismengruppe des Designs.

E. F. Assmus Jr. und J. D. Key schreiben in ihrem Buch ,,Designs and Their
Codes“[1] auf Seite 296 vollig zu Recht, dass méchtige gruppentheoretische
Methoden in den frithen Stadien der Theorie das meiste zur Entdeckung und
Klassifikation von Designs beitrugen. Daraus allerdings den von den Autoren
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suggerierten Umkehrschluss zu ziehen, dass dem spéter nicht mehr so gewesen
wére, scheint verfehlt.

Denn: Das bisher erfolgreichste Mittel zur Konstruktion symmetrischer De-
signs ist die Vorgabe einer Automorphismengruppe. Das heifit, man gibt ein
Tripel (v, k,A) und eine Gruppe G vor sowie eine Permutationsdarstellung
von G nach ¥, x ¥,,. Nun fragt man, welche symmetrischen (v, k, \) Designs
die Gruppe G als Automorphismengruppe beziiglich der vorgegebenen Per-
mutationsdarstellung auf den jeweils v Punkten und Blécken zulassen.

Ein Blick auf die Liste in [7], Seite 78ff., zeigt, dass die meisten bekann-
ten symmetrischen Designs mit Hilfe von Automorphismengruppen entdeckt
wurden. Dabei ist noch zu beriicksichtigen, dass sogenannte Differenzmen-
gen gleichbedeutend sind zu symmetrischen Designs, die eine regulidre Grup-
pe von Automorphismen zulassen. Auch der Beweis der Nichtexistenz einer
projektiven Ebene der Ordnung 10 wurde erst dann mit codierungstheoreti-
schen Methoden versucht, als bekannt war, dass eine solche Struktur nur die
triviale Automorphismengruppe zulassen wiirde.

Zuriick zu unseren unendlichen Serien: Jedes Design dieser beiden Serien hat
eine volle Automorphismengruppe, die zweifach transitiv auf dessen Punkten
operiert. Mit Hilfe der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen hat
W. M. Kantor [15] gezeigt: Ist D ein symmetrisches (v, k, A) Design, das eine
solche Automorphismengruppe zulésst, so ist D entweder zu einem Design
der beiden Serien isomorph oder die Parameter sind (11, 5,2) (in diesem Fall
ist das Design bis auf Isomorphie durch seine Parameter eindeutig bestimmt;
die Automorphismengruppe ist PSL(2, 11); vgl. auch 2.5) oder die Parameter
sind (176,50, 14) und die volle Automorphismengruppe ist die sporadische
einfache Gruppe HS der Ordnung 44.352.000 von D. G. Higman und C. C.

Sims.

Das letztgenannte symmetrische (176, 50, 14) Design wurde - unabhéngig von
D. G. Higman und C. C. Sims - von G. Higman [11] gefunden. Lange Zeit blieb
es das einzige bekannte symmetrische Design mit diesen Parametern. So blieb
die Frage offen, ob es weitere solche Designs gibt. Die Vermutung, dass dies
nicht der Fall sei, schien einigermafien plausibel; denn das Higman-Design
kann aus dem sogenannten grofien Steiner-Blockplan konstruiert werden -
und diese Struktur ist durch ihre Parameter bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.
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Erst Z. Janko fand ein weiteres symmetrisches (176, 50, 14) Design [13]. Da-
bei ging er von der Beobachtung aus, dass die Automorphismengruppe des
Higman-Designs eine Gruppe H enthélt, die isomorph zu (Z4 X Zy X Z4) : F»
ist. Nun berechnete Janko die Operation dieser Gruppe auf dem Higman-
Design und erhielt, dass H sowohl auf den Punkten als auch auf den Blocken
in jeweils zwei Bahnen der Léngen 64 (Stabilisator ist Fy;) und 112 (Sta-
bilisator ist Z;5) operiert. Nun fragte er, welche symmetrischen (176, 50, 14)
Designs die Operation von H mit diesen Stabilisatoren zulassen und erhielt
neben dem Higman-Design ein neues Design, dessen volle Automorphismen-
gruppe isomorph zu H ist.

Kurz gesagt: Bekannt war die grofle Anzahl der inneren Symmetrien des
Higman-Designs. Janko fragte, ob es weitere Designs gibt, die nur einen be-
stimmten Teil dieser Symmetrien haben.

In dieser Arbeit wird dieselbe Frage fiir andere Untergruppen von HS be-
antwortet; namlich fiir Fyg : As (transitive und intransitive Erweiterung),
E8 : GL(3,2), Z5 x As und PSL(2,11). Fir PSL(2,11) werden dariiber
hinaus alle symmetrischen (176, 50, 14) Designs angegeben, die die Operation
dieser Gruppe in zwei oder drei Bahnen auf den Punkten zulassen. Insgesamt
werden so zehn neue symmetrische (176, 50, 14) Designs konstruiert.

Ferner wird die Existenz eines symmetrischen (144, 66,30) Designs gezeigt,
dessen volle Automorphismengruppe isomorph zu Aut M5 (Ordnung 190.080)
ist und als Rang-5-Gruppe auf den Punkten operiert. Mit diesem Design und
seiner Gruppe ist nun dasselbe Vorgehen méoglich wie fiir das Higman-Design
und die Higman-Sims-Gruppe - man wéhlt eine Untergruppe von Aut M,
und sucht nach Designs, die diese Untergruppe zulassen.

Bei allen Konstruktionen spielten definierende Relationen fiir die jeweils vor-
gegebene Gruppe eine zentrale Rolle. Mit Hilfe des Programmes ENUM [9]
von Jorg Hrabé de Angelis konnten die bendtigten Permutationsdarstellun-
gen dieser Gruppen berechnet werden. Umfangreiche eigene Programme ver-
wendeten diese Darstellungen zur Konstruktion der Designs. Ein Nebenpro-
dukt dieser Arbeit sind definierende Relationen fiir die transitive Erweite-
rung von Ejg durch As (manchmal auch als My bezeichnet) und fiir die
Gruppe Aut Myy = Myy @ X4. Auch fir AGL(3,2) = Eg : GL(3,2) und
Aut AGL(3,2) =2 AGL(3,2) : Zy werden definierende Relationen angegeben.
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Die verwendeten Schreibweisen und Begriffe entsprechen weitgehend dem
Standard und sind so z. B. in [12], [21] und [7] zu finden. Mit %,,, A,,, F,,
D, E, bzw. Z, bezeichnen wir die symmetrische Gruppe auf n Ziffern, die
alternierende Gruppe auf n Ziffern, eine Frobeniusgruppe der Ordnung n, die
Diédergruppe der Ordnung n, die elementarabelsche Gruppe der Ordnung n
bzw. die zyklische Gruppe der Ordnung n. Fiir die projektive spezielle lineare
Gruppe PSL,(q) schreiben wir auch kurz L,(q); ebenso schreiben wir fiir
die projektive spezielle unitire Gruppe PSU,(q) auch U,(q). Operiert eine
Gruppe G auf einer Menge 2, so schreiben wir G, fiir den Stabilisator von
w € ©in G und w¢ fiir die Bahn von w € Q unter G. Ist g € G, so schreiben
wir cclg(g) fur die G-Konjugiertenklasse von g.



Kapitel 2

Grundlagen

Hier werden Informationen iiber symmetrische Designs zusammengestellt.
Dabei wird sich im Wesentlichen auf das beschrankt, was fiir das Verstandnis
der folgenden Kapitel notig ist. Ausfiihrlichere Darstellungen sind z. B. in
[1], [3], [4], [8] und [18] zu finden. Einen guten Uberblick bieten auch die
Abschnitte iiber 2-(v, k, ) Designs und tiber symmetrische Designs in [7].

2.1 Inzidenzstrukturen

Eine Inzidenzstrukturist ein Tripel Z = (P, B, I) von Mengen P, B und I mit
P#D#+B, PNB=0und I C P x B. Die Elemente von P heilen Punkte,
die Elemente von B heiflen Blocke, I heifit Inzidenzrelation. Gilt (P,z) € 1
fiir ein P € P und ein x € B, so schreiben wir auch Plx oder xIP und
sagen ,, P und x sind inzident“, , P und z inzidieren®, P liegt auf z*“, .z
geht durch P“usw. Eine Inzidenzstruktur Z heifit endlich, falls P und B
endliche Mengen sind; nur solche wollen wir im Folgenden betrachten.

Sei T = (P, B, I) eine Inzidenzstruktur. Fiir P € P bezeichnen wir mit (P)
die Menge der mit P inzidierenden Blocke; fiir die Menge der mit x € B
inzidierenden Punkte schreiben wir (z) . Offenbar gilt

> P = X @l = |1

PeP z€eB

10
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Zur Darstellung von Inzidenzstrukturen verwenden wir gelegentlich Matrizen.
Seien dazu die Punkte und Blocke von Z nummeriert, etwa P = {P,..., P,}
und B = {xy,...,xp}. Ist A= (a;;), 1 <i<0b,1<j<w,die (bxv)-Matrix
mit

)1, fallsz I P
“MW=Y0 | sonst

so heifit A eine Inzidenzmatriz zu Z. Natiirlich hdangt die Gestalt von A im
Allgemeinen von der vorgenommenen Nummerierung ab.

Seien 77 = (P1,B1,11) und Zy = (Ps, Bs, I3) Inzidenzstrukturen. Eine bi-
jektive Abbildung ¢ : Py U By —— Py U By, die Punkte auf Punkte und
Blocke auf Blocke abbildet, heifit Isomorphismus von Z; nach Z,, falls sie
inzidenzerhaltend ist; d. h., fiir alle P € P; und fiir alle z € B; gilt:

PlLz < P”]gx@

Falls ein Isomorphismus von Z; nach Z, existiert, so heiflen Z; und Zs iso-
morph. Wir schreiben dann Z; = 7.

Sei 7 eine Inzidenzstruktur. Ein Isomorphismus von Z nach 7 heif3t Automor-
phismus von Z . Stets ist die identische Permutation der Punkte und Blocke
von Z ein Automorphismus von Z. Die Menge aller Automorphismen von
7 bildet beziiglich Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die sogenannte
Automorphismengruppe von Z, die wir mit Aut Z bezeichnen.

Ist A eine Inzidenzmatrix zur Inzidenzstruktur Z, so entsprechen die Au-
tomorphismen von Z offenbar genau denjenigen Kombinationen von Zeilen-
und Spaltenpermutationen, die A invariant lassen.

Sei Z = (P,B,I) eine Inzidenzstruktur. Die zu Z duale Inzidenzstruktur
It = (PT,BT,I7) ist definiert durch PT := B, BT = P sowie
I":={(z,P)| (P,z) el }.FallsZT = I7 so heifit T selbstdual.

Ist A eine Inzidenzmatrix zur Inzidenzstruktur Z , so ist AT eine Inzidenz-
matrix zu Z7.
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2.2 Symmetrische Designs

Seien v, k und A natiirliche Zahlen. Eine Inzidenzstruktur D = (P,B,1)
heilt symmetrisches (v, k, \) Design oder auch symmetrisches Design mit
Parametern (v, k, \), falls gilt:

(1)  es gibt genau v Punkte

(17)  es gibt genau v Blocke

(2)  jeder Punkt inzidiert mit genau k Blocken

(27)  jeder Block inzidiert mit genau & Punkten

(3)  je zwei Punkte inzidieren gemeinsam mit genau A Blécken
(3T)  je zwei Blocke inzidieren gemeinsam mit genau A Punkten .

Um triviale Félle auszuschliefen, fordern wir noch
4) 2<k<v-—-2.

Da zu jeder Bedingung auch deren duales Pendant gefordert ist, ist mit D
auch DT ein symmetrisches (v, k, \) Design; im Allgemeinen gilt jedoch nicht
unbedingt D = DT

Die Bedingungen sind nicht unabhingig voneinander. Zum Beispiel folgen
aus der Giiltigkeit von (1), (17), (27) und (3) schon (2) und (37).

Wir vermerken noch, dass jede endliche projektive Ebene der Ordnung n ein
symmetrisches (n? +n + 1,n + 1,1) Design ist.

2.2.1 Lemma Ist D = (P, B, 1) ein symmetrisches (v, k,\) Design, so gilt
Av=1)=k(k-1).

Beweis. Die Aussage folgt durch doppeltes Abzéihlen der Menge
{(2,P,Q)|lreB; PQe(x); P#Q}.

O

Oft ist es zweckméBig, neben v, kK und A\ noch einen vierten Parameter zu
definieren. Ist D = (P,B,I) ein symmetrisches (v, k, \) Design, so heifit
n =k — X die Ordnung von D .

Ist A\ = 1, so ist K = n + 1. Aus obigem Lemma folgt v = n? + n + 1.
Aus v — 2 > k erhalten wir dann k£ > 3. Es ist jetzt leicht, die Existenz
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eines Vierecks zu zeigen; d.h., es gibt vier Punkte, von denen keine drei
auf einem Block liegen. Jedes symmetrische (v,k,1) Design kann also als
projektive Ebene der Ordnung n = k — 1 aufgefasst werden. Der Begriff der
Ordnung eines symmetrischen Designs mit A = 1 vertriagt sich demnach mit
der {iblichen Definition der Ordnung einer projektiven Ebene.

2.2.2 Lemma (Schiitzenberger) Ist D = (P,B,1) ein symmetrisches
(v,k,\) Design und v eine gerade Zahl, so ist n, die Ordnung von D, ei-
ne Quadratzahl.

Beweis. Sei A eine Inzidenzmatrix zu D . Unmittelbar aus der Definition
eines symmetrischen (v, k, A) Designs folgt

k

AAT =

= (k= NI+AJ.

Dabei ist I die Einheitsmatrix und J die alles-1-Matrix. Wir berechnen nun
det (AAT) und subtrahieren dabei zuniichst die erste Spalte von allen ande-
ren.

k... o A=k
A0 0

det (AAT) = det
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Addieren wir nun zur ersten Zeile die Summe der iibrigen, so erhalten wir

k+Av—1) 0 0 ... ... 0
A k=X 0 ... ... 0
det (AAT) = det 0
A 0o ... N

= (k+Av—1)) (k—x)"!

— k2 nvfl

Da v eine gerade Zahl ist, folgt mit det (AAT) = (detA)?, dass n eine Qua-
dratzahl ist. O

2.2.3 Lemma (Bruck, Ryser, Chowla) Ist D = (P, B, 1) ein symmetrisches
(v, k, A) Design und v eine ungerade Zahl, so gibt es ganze Zahlen z, y, z mit

(x,y,2) # (0,0,0), die

erfiillen.

Beweis. Ein Beweis ergibt sich aus [5] und [6]; auch die im Anhang genann-
ten Standardwerke enthalten Beweise. O

2.3 Automorphismen

Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches Design und ¢ € AutD. Ein Punkt
P € P heifit Fixpunkt von ¢, falls P¥ = P. Ein Block x € B heifit Fizblock
von @, falls x¥ = x.

2.3.1 Lemma Sei D = (P, B, I) ein symmetrisches Design und ¢ € AutD .
Dann ist die Anzahl der Fixpunkte von ¢ gleich der Anzahl der Fixblécke
von ¢ .
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Beweis. Man bestimme die Méchtigkeit der Menge
{ (P,P?z) | PeP,xeB, Ple, P?Iz }

auf zwei verschiedene Weisen. 0O

Das néchste Lemma wird in der Literatur mal Burnside, mal Cauchy und
Frobenius zugeschrieben.

2.3.2 Lemma Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge 2.
Fiir g € G sei x(g) die Anzahl der Elemente w € 2 mit w9 = w. (Man nennt
X den Permutationscharakter.) Ist ¢ die Anzahl der Bahnen, in die Q) bei der
Operation von G zerféllt, so gilt

tigl = > x(g) -

geG

Beweis. Sei X die Menge der Paare (¢g,w) € G x  mit w9 = w. Offenbar

gilt
Yoxlg) = 1X| = Y IG..
geG we
Sind nun €24, ..., €; die Bahnen von GG auf 2 und sind w; € €2; Repriasentanten

dieser Bahnen, so folgt
t
Y6 = Y Ill6,]
i=1

weN
- Y0
e
O

2.3.3 Lemma Sei D = (P, B,I) ein symmetrisches (v, k, \) Design und G
eine Untergruppe von AutD . Dann hat G auf den Punkten von D dieselbe
Anzahl von Bahnen wie auf den Blocken von D .

Beweis. Dies folgt aus 2.3.1 zusammen mit 2.3.2. O
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Im Folgenden sei stets D = (P, B, I) ein symmetrisches (v, k, ) Design und
G eine Untergruppe von AutD. Ferner sei t die Anzahl der Punktbahnen
bei der Operation von G auf D . Nach obigem Lemma ist ¢ auch die Anzahl
der entsprechenden Blockbahnen. Die Punkt- bzw. Blockbahnen bezeichnen
wir mit Py, ..., P, bzw. By,...,B;. Fir 1 <i <t seien P, € P; und z; € B;
Reprisentanten dieser Bahnen.

Wir definieren fir 1 < 4,7 < ¢ die Zahlen ~;, = | (x;) NP, | und
[y = | (P.)NB; | . Offenbar spielt dabei die spezielle Wahl der Repréasentan-
ten z; und P, keine Rolle. Die Matrix (7i,)1<i <+ heiBt auch Blockorbitalstruk-

tur, Blockorbitalmatriz oder auch einfach Orbitalstruktur bzw. Orbitalmatrixz
von D beziiglich G.

Unmittelbar aus den Definitionen folgt

2.3.4 Lemma Fiiralle 1 <i,r <tgiltvqa+...+v=k=011+...T4.

SchlieBlich setzen wir noch €2; := | B; | und w; := | P;| fir alle 1 <i < ¢.

2.3.5 Lemma Fiir alle 1 < i,r <t gilt Q;v; = w, L .

Beweis.

Qivir = Z Yir

z€B;

- ZHJC)QPTI

xGB,L'

= > {(Px)el|PeP }]

xGB,L'

= > {(Pa)ellzeB}|

PePy

= > [{(P)nBi]

PePy
-y,
PePy

= Wy Fir
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2.3.6 Lemma Fiir alle 1 <1i,5 <t gilt

t
Z%rl“jr = )\Q]+n(5”
r=1

Beweis. Sei x € B;. Dann gilt

S @nw = X Y @]

yeB r=1 yeByg;

=2 > H@Pyellyes}]

r=1 Pe(z)NPg,

:i >, Iy

r=1 PE(x}ﬁP;;r
t
= Z Yir Fjr
r=1
Fiir i # j gilt

> l@nwml = X A = A

y€B§j y€8§j

Ist dagegen i = j, so erhalten wir

X l@n | = [@n@l+ > @0l

yEBy; y€Bg;—{x}

O

Vollig analog zeigt man

2.3.7 Lemma Fiir alle 1 <1,j <t gilt

t
Z Pir’%’s = Aws+n 67“3
1=1
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Aus 2.3.5, 2.3.6 und 2.3.7 folgt schliefilich

2.3.8 Satz Fiir 1 <1i,5 <t gelten

(a)

t Q.
Y T Vv = AQj+ndy
r=1 Wr
(b)
t
Q;
Z — Yir Vis = AW + N g
i=1 r

Wesentlich fiir die Konstruktion symmetrischer Designs durch Vorgabe ei-
ner Gruppe von Automorphismen sind die folgenden beiden Lemmata. Die
Beweise ergeben sich jeweils durch Nachrechnen.

2.3.9 Lemma Sei P € P. Dann ist ¢ : P — { Gpg | g € G }
mit (P9)? = Gpg eine bijektive Abbildung. Die Punkte in P® und
die Nebenklassen von G'p in G entsprechen sich also eineindeutig, und diese
Zuordnung bleibt unter der Operation von G erhalten.

2.3.10 Lemma Seiz € B; und (z) NP, = {P%,.... 7" }; q1,...,9,, €G
geeignet. Dann gilt fiir alle g € G

(x9) = {P99, ... P}
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2.4 Semidirekte Produkte von Eig mit Aj

2.4.1 Satz Es gibt bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen, die sich als
semidirektes Produkt einer Gruppe E = Fig mit einer Gruppe A = Aj
darstellen lassen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es in Aut Eyg = Ls(2) = Ag genau zwei
Konjugiertenklassen von zu As isomorphen Untergruppen gibt. Wir verwen-
den im Folgenden die Listen der maximalen Untergruppen von Ag bzw. A;
bzw. Ag, wie sie in [2] auf Seite 22 bzw. Seite 10 bzw. Seite 4 stehen. Ferner
schreiben wir Ay ) fiir die alternierende Gruppe auf den Ziffern 1,...,n,
die wir so von den abstrakt gedachten Gruppen A, unterscheiden wollen.

Sei X = Aj; eine Untergruppe von Ay gy . Dann liegt ein Konjugiertes von
X in einer der folgenden maximalen Untergruppen von A g):

[ ] A{1 77777 6} . <(12) (78)> = 26

.(A{l ..... 5}X<(678)>)<(12)(78)> = (A5XZ3)IZQ.
Die letzte der genannten Gruppen hat nur eine zu A5 isomorphe Untergruppe,
namlich A{l 77777 5} -

Jede zu As isomorphe Untergruppe von g liegt bereits in 3§ = Ag. In
6} gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von zu As isomorphen Un-

-----

tergruppen mit Vertretern A{l
(12354)).

.....

Liegt ein Konjugiertes von X in Ay 7, so liegt auch eines in Ay gy oder
in Apo5 ¢ ((12)(67)) =2 Xs. Der Ag-Fall wurde bereits behandelt; der
5y konjugiert ist.

,,,,,

Jede zu A5 isomorphe Untergruppe von Ayy . gy ist also entweder zu Ay 5
oder zu ((12) (34), (12)(56), (135)(246), (12354)) konjugiert.

Diese beiden Konjugiertenklassen unterscheiden sich offenbar in der Gestalt
der Elemente der Ordnung 3; in Ag gibt es davon genau zwei Klassen mit
Vertretern (123) und (123) (456).
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In L4(2) = Ag spiegelt sich das in der Ordnung des jeweils grofiten punktweise
fixierten Unterraums von GF(2)? wieder; wir finden

1100 1000
0100 0100
G=10011 und =100 11
000 1 000 1

als Vertreter der Klassen der Elemente der Ordnung 3. Das Element d; ope-
riert fixpunktfrei auf den Vektoren in GF(2)* — {0}, dagegen fixiert dy einen
zweidimensionalen Unterraum punktweise.

Ist f € L4(2) ein Element der Ordnung 5, so operiert f fixpunktfrei auf
GF(2)* — {0}. Das Element (123) wird in Ag von Elementen der Ordnung
5 zentralisiert. Also wird (123) von jedem Isomorphismus ¢ : Ag — L4(2)
auf ein Element vom Typ d; abgebildet. Die Permutation (123) (456) geht
folglich auf ein Element vom Typ dy iiber. Insbesondere liefern die beiden
Konjugiertenklassen von zu As isomorphen Untergruppen von Ag nichtiso-
morphe Erweiterungen von Ej¢ durch As. Die Behauptung folgt. O

Werden beim semidirekten Produkt von F = Fig mit A5 also Elemente der
Form (123) bzw. vom Typ d; verwendet, so hat der Zentralisator jeder In-
volution e € E = Fi4 im Produkt den Index 15; die Gruppe operiert also
transitiv auf den Involutionen von E = E;5. Wir nennen diesen Isomorphie-
typ daher die transitive Erweiterung von Eig durch As .

Beim anderen Isomorphietyp werden Involutionen aus £ = Eig von Elemen-
ten der Ordnung 3 zentralisiert; diese Gruppe kann also nicht transitiv auf
den Involutionen in F,4 operieren. Wir nennen diesen Typ die intransitive
Erweiterung von Eyg durch As .
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2.5 Das symmetrische (11,5,2) Design und die
Gruppe Ly(11)

Wir benutzen die Existenz eines symmetrischen (11,5,2) Designs, um Aus-
sagen iiber dessen Automorphismengruppe Ls(11) zu belegen. In 3.1 werden
wir den umgekehrten Weg gehen, wenn wir die Existenz des symmetrischen
(176,50,14) Designs von G. Higman beweisen. Dann werden wir nur Informa-
tionen tiber dessen volle Automorphismengruppe (die sporadische einfache
Gruppe HS von D. G. Higman und C. C. Sims der Ordnung 44.352.000)
benutzen, wie sie in [2], Seite 80 vorliegen.

2.5.1 Satz Es gibt bis auf Isomorphie genau ein symmetrisches (11,5,2) De-
sign; wir bezeichnen dieses Design mit Hy;. Die Automorphismengruppe die-
ses Designs ist isomorph zu Ls(11) und operiert sowohl auf den Punkten als
auch auf den Blécken von Hy, zweifach transitiv.

Beweis. [7], table 1.1.28, No. 7; [15]; [18], 3.2, Seite 83f. O

2.5.2 Bemerkung Wir definieren Punkte P, ..., Py und Blocke By, ...,
By sowie eine Permutation m = (P, Py ... Pi1)(By By ... Bi1). Wir ver-
einbaren By als inzident mit Py, P3, Py, Ps und P,. Alle weiteren Inzidenzen
seien durch die Anwendung von w erklart, d. h., wir verlangen, dass 7 ein

Automorphismus der Inzidenzstruktur ist. Es ergibt sich das symmetrische
(11,5,2) Design (siehe auch [7], table IV.12.22, n = 3).

2.5.3 Korollar In Ly(11) gibt es genau zwei Klassen von zu As isomorphen
Untergruppen. Seien U, V' zwei zu Ay isomorphe Untergruppen von Ly(11).
Sind U und V' zueinander konjugiert, so ist entweder U =V oder UNV = 3.
Sind U und V' nicht zueinander konjugiert, so gilt entweder U NV = A4 oder
UNV = Dy, und beide Fiélle kommen in Ly(11) vor.

Beweis. Der Liste der maximalen Untergruppen von Ly(11) in [2], Seite 7,
entnehmen wir, dass als Punkt- und Blockstabilisatoren bei der Operation
dieser Gruppe auf dem symmetrischen (11,5,2) Design nur die zu As isomor-
phen Untergruppen in Frage kommen. Da Ly(11) sowohl auf den Punkten als
auch auf den Blocken zweifach transitiv operiert, gibt es zunéchst wenigstens
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eine Untergruppe U = A5 von Ly(11), auf deren Konjugierten die Gruppe
Ly(11) ebenfalls zweifach transitiv operiert. Das heifit: U operiert auf seinen
eigenen Konjugierten in Bahnen der Langen 1 und 10. Ist U* also ein von
U verschiedenes Konjugiertes von U, so hat der Schnitt von U und U* die
Ordnung 6; d. h., U NU* = X3. Ist U o. E. Stabilisator eines Punktes P
des symmetrischen (11,5, 2) Designs, so sind die Blockstabilisatoren aus der
anderen Klasse von zu A5 isomorphen Untergruppen, denn U muss die Men-
ge der 5 mit P inzidenten Blocke invariant lassen. Da U auf den Punkten in
zwei Bahnen operiert, operiert U auch auf den Blocken in zwei Bahnen (siche
2.3.3). Die Bahnléngen bei der Operation von U auf den Blocken sind also
5 und 6. Ist V' ein Blockstabilisator, so ist demnach |U : (U N V)| € {5,6},
d.h.,UﬂV§A40derUﬂV§D10. a



Kapitel 3

Symmetrische (176,50,14)
Designs

Das erste symmetrische Design mit Parametern (176,50,14) fand G. Higman
im Jahr 1969 [11]. Die Automorphismengruppe dieses Designs Dyigman st
die sporadische einfache Gruppe HS der Ordnung 44.352.000. Diese war zu
diesem Zeitpunkt bereits von D. G. Higman und C. C. Sims entdeckt [10].
Erst Z. Janko fand ein weiteres symmetrisches Design D j,,ko mit denselben
Parametern. Dabei ging er von folgender Fragestellung aus:

Sei GG eine Untergruppe von HS. Welche symmetrischen (176,50,14) Designs
gibt es, auf denen G so operiert (d. h., mit denselben Stabilisatoren) wie auf
dem Higman-Design?

Janko beantwortete diese Fragestellung fir G = (Zy x Zy X Z4) : F» und
erhielt neben dem Higman-Design ein neues Design D 4,10, dessen volle Au-
tomorphismengruppe die angesetzte Gruppe war [13]. Analoges Vorgehen fiir
Exgs : Zg soll inzwischen ein weiteres Design Digg geliefert haben [14].

Wir werden dhnliche Fragestellungen fiir einige weitere Untergruppen von
HS beantworten. Nicht immer werden wir die Stabilisatoren so wéhlen, wie
sie sich bei der Operation von G auf dem Higman-Design ergeben.

23
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3.1 Dassymmetrische (176,50,14) Design von
G. Higman

Hier weisen wir die Existenz eines symmetrischen Designs mit Parametern
(176,50,14) nach, dessen volle Automorphismengruppe die sporadische ein-
fache Gruppe HS der Ordnung 44.352.000 ist. Wir benutzen lediglich die in
2] enthaltenen Informationen tiber HS, nehmen also die Gruppe als gegeben
und konstruieren das Design.

3.1.1 Lemma In HS gibt es maximale Untergruppen Uy, Us; mit den fol-
genden FEigenschaften:

(EL) U1 = U2 = U3(5)2
(b) Uy und U, sind in HS nicht zueinander konjugiert

(¢c) D := U, N Uy ist isomorph zu ¥ .

Beweis. Wir entnehmen aus [2], Seite 80, dass es in HS Untergruppen
Vi und V; gibt, die die Eigenschaften haben, die in (a) und (b) fur U; und
U, behauptet werden. Wir betrachten nun, wie V; durch Konjugation auf
cclys(Va) operiert.

Als maximale Untergruppen in der einfachen Gruppe HS sind alle Konju-
gierten von V5, dort normalisatorgleich. Fiir z € HS ist also die Lénge der
Vi-Bahn, die V' enthélt, gegeben durch

Vi (Min V)|

Aus der Liste der maximalen Untergruppen von Us(5) in [2], Seite 34, geht
hervor, dass als Bahnldngen nur 50, 100, 126 und 175 in Frage kommen. Da
die Summe der Bahnlédngen 176 ergeben muss, gibt es eine Bahn der Lénge
50 und eine Bahn der Lénge 126. Daraus folgt bereits, dass es y € G gibt
mit V3 N VY = ¥;. Also haben U; := V; und U, := V5 die verlangten
Eigenschaften. O

Im Folgenden seien Uy, U; und D wie in 3.1.1.
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3.1.2 Lemma Sei i € {1,2}.

(a) HS operiert zweifach transitiv auf den HS-Konjugierten von U .

(b) Der Schnitt von je zwei verschiedenen HS-Konjugierten von U; ist iso-
morph zu Aut Ag .

Beweis. Vollig analog zu obigem Beweis; operiere mit U; auf cclys(U;) .
O

3.1.3 Lemma Sei i € {1,2}. Jedes Element aus cclys(D) liegt in genau
einer zu U; konjugierten Untergruppe von HS .

Beweis. Sei g € HS. Dann gilt DY = Uy N UY . Die Annahme, dass DY im
Schnitt von zwei verschiedenen H S-Konjugierten von U; liegt, ergibt einen
Widerspruch zur Ordnung von Aut Ag. O

3.1.4 Lemma Es gilt Nyg(D) = D.

Beweis. Die Untergruppe D ist normalisatorgleich in U; ; also liegen in
jedem der HS-Konjugierten von U; genau 50 H S-Konjugierte von D. Lemma
3.1.3 liefert nun | cclys(D)| = 50 - 176, woraus die Behauptung folgt. O

Wir definieren eine Inzidenzstruktur Dyigman = (P, B, I) durch P = celys(Un),
B =cclys(Us) und I = {(P,z) e Px B | PNz € cclys(D) } . Wir wollen
zeigen, dass D ein symmetrisches (176,50, 14) Design ist. Aus der Definition
folgt sofort

3.1.5 Lemma Esgilt |P| = |B| = 176.

3.1.6 Lemma Jeder Punkt inzidiert mit genau 50 Blécken. Jeder Block in-
zidiert mit genau 50 Punkten.

Beweis. Sei P ein Punkt. In P gibt es genau 50 H S-Konjugierte von D, wir
bezeichnen diese mit Dy, ..., Dso. Fiir alle ¢ € {1,...,50} sei z; derjenige
eindeutig bestimmte Block, der D; enthélt. Die Blocke xq, ..., x50 sind nach
3.1.3 paarweise verschieden. Die zweite Aussage zeigt man vollig analog. O
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3.1.7 Lemma Zu jedem geordneten Paar (Py, P;) zweier Punkte von D gibt
es genau 14 Blocke, die sowohl mit P, als auch mit P, inzidieren. Zu jedem
geordneten Paar (xq,x5) zweier Blocke von D gibt es genau 14 Punkte, die
sowohl mit x, als auch mit xo inzidieren.

Beweis. Seien P; und P, zwei verschiedene Punkte von Dgjgman . Offenbar
gibt es Blocke, die mit beiden Punkten inzidieren; deren Anzahl sei A. Da HS
zweifach transitiv auf den Punkten operiert, hédngt A nicht von der speziellen
Wahl der P; ab.

Wir zéhlen die Tripel (P, Q,x) mit z € B; P,Q € (x) und P # Q auf zwei
Arten und erhalten

176 - 175 - A = 176 - 50 - 49 |
woraus A = 14 folgt. Die zweite Aussage ergibt sich genauso. O

Insgesamt erhalten wir

3.1.8 Satz Die Inzidenzstruktur Dyigmaen = (P, B, I) ist ein symmetrisches
(176,50,14) Design.

3.2 FEis: As (intransitiv)

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.2.1 Problem Sei G ein semidirektes Produkt einer Gruppe E =2 Fg mit
einer Gruppe A = As. Ein Element d € A der Ordnung 3 zentralisiere in
E eine Gruppe der Ordnung 4. (Dadurch ist G bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt; G ist die intransitive Erweiterung von Eyg durch As.)

Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches (176,50,14) Design mit nachstehenden
FEigenschaften:
(1) G < AutD

(2) Es gibt P, € P und x1 € B mit Gp, = G, = (Ey X Z3) : Zs
(dabei sei E4 . ZQ = Dg und Zg . ZQ = 23)
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(3)
(4)

Es gibt P, € P und x9 € B mit Gp, = G, = 34
EsgibtPg € P und x5 GBmitGp3 ng3 = Dig.

Welche Moglichkeiten gibt es dann fiir den Isomorphietyp von D 7

Seien im Folgenden alle Bezeichnungen wie in obiger Problemstellung.

Die Gruppe G hat die Ordnung 16 - 60 = 960 . Die verlangten Stabilisatoren
haben die Ordnungen 24, 24 und 10, also in G die Indizes 40, 40 und 96 . Da
40 440 + 96 = 176, operiert GG auf den Punkten und Blocken jedes Designs,
das die Bedingungen erfiillt, in jeweils drei Bahnen.

Zur Losung gelangen wir in folgenden Schritten:

(1)

Wir klaren die Struktur von GG und verschaffen uns definierende Rela-
tionen fiir diese Gruppe.

Die Eindeutigkeit von G bis auf Isomorphie ist aus dem Abschnitt 2.4
bekannt. Wir geben nun Erzeuger und Relationen fiir eine Gruppe an,
die die fiir G verlangten Eigenschaften hat; mit dieser Gruppe wird G
dann identifiziert.

Wir zeigen, dass die geforderten Stabilisatoren bis auf Konjugiertheit
eindeutig in G sind und driicken jeweils einen Repréasentanten mit den
verwendeten Erzeugern fiir G' aus.

Die Eindeutigkeit erlaubt uns, eine beliebige Untergruppe vom jewei-
ligen Isomorphietyp zum Stabilisator eines Punktes oder Blocks zu er-
kléren.

Wir bestimmen die méglichen Orbitalstrukturen.
Damit wissen wir beispielsweise, dass jeder Block aus der G-Bahn von

r3 mit genau 10 Punkten aus der G-Bahn von P; inzidiert.

Mit dem Nebenklassenabzihlalgorithmus von Todd und Coxeter rech-
nen wir aus, wie GG auf den Nebenklassen der Punktstabilisatoren ope-
riert.

Nach 2.3.9 wissen wir dann schon, wie G auf den Punkten der Designs
operiert.
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(5) Wir berechnen die Bahnen, die entstehen, wenn Blockstabilisatoren auf
den Punkten operieren.

Zum Beispiel operiert G, auf P in 2 Bahnen der Lénge 10 und 4 Bah-
nen der Linge 5. Da (z3) N P eine G,,-invariante Menge von Punkten
ist, kommt dafiir nur eine der beiden Bahnen der Lange 10 oder die
Vereinigung zweier Bahnen der Lénge 5 in Frage. Analoges Vorgehen
liefert alle Méglichkeiten fiir (z;) N PP und damit via Konjugation die
vollsténdigen Designs; die Operation von G ist ja bekannt. Hier verwen-
den wir 2.3.10. Nicht jede Mdoglichkeit wird zu einem Design fiihren.

(6) Fur alle Moglichkeiten wird iiberpriift, ob die konstruierte Inzidenz-
struktur ein symmetrisches (176,50,14) Design ist.

3.2.1 Definierende Relationen

Sei E = (w,x,y,z) = Ey6. Beziiglich dieser angeordneten Basis beschreiben
wir gewisse Elemente a, b, d, f aus GL4(2) in Matrizenform:

000 1 1010
o100 y_| 1001
“=1111 1| “loo1o0|

1000 1110

0001 0010

0010 1111
d=|1 91 1| F=1010 0

1110 1000

Es gelten 1 = a? = 0> = d® = f° = (ab)? = (af)? = (bf)? = (df)? sowie a? =
b. Definiert man eine abstrakte Gruppe (a, b, d, f) mit obigen Relationen, so
zeigt eine Nebenklassenabzihlung mit [9], dass |(a, b, d, f)| = 60. Andererseits
bleiben die Relationen bei folgender Zuordnung erhalten:

a— (12)(34), b (13)(24), d— (124), f— (13425).

Die von a, b, d und f erzeugte Untergruppe von GL4(2) ist also zu As iso-
morph. Wir vermerken noch, dass d von af? invertiert wird.
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Wir bilden das semidirekte Produkt G := (w, z,y, 2) : {(a,b,d, f). Dadin E
eine Gruppe der Ordnung 4 zentralisiert, ist G eine intransitive Erweiterung
von Fig durch A;. Wir erhalten folgende Konjugiertentafel:

g _|olg) | Calg) | [Cc(g)| | | cclalg) |
1 1 G 20.3.5 1
wrz | 2 E: {(a,b,d) 20.3 5
w 2 E:(ad7' af) 25.3 10
a 2 (x,wz) : {a,b) 21 60
ay | 4 (x,wz) : (ay,b) 21 60
aw | 4 (r,wz) : {aw) 23 120
d 3 | (wy,wzz) x (d) 22.3 80
dw | 6 | (wy,wrz) x (dw) | 2%-3 80
dx 6 | (wy,wwz) x (dz) | 22-3 80
dwy | 6 (wy, wrz) x (d) 22.3 80
F 5 7 5 192
21 5 (f) 5 192
960

3.2.2 Stabilisatoren

In der Problemstellung wurden bestimmte Isomorphietypen fiir die Punkt-
und Blockstabilisatoren verlangt. Nun werden wir solche Untergruppen expli-
zit in G angeben und zeigen, dass diese bis auf Konjugiertheit in G eindeutig
sind.

Wir definieren folgende Untergruppen von G':

Sy = (wy,wxz) : (d,af?),
So = (wz,zy) : {d,af?),
S3 == (f,a).

Offenbar ist Sl = <E4 X Zg) : ZQ, wobei E4 : ZQ = Dg und Zg : ZQ = 23,
ferner ist Sy = ¥, und S3 = Dy .
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3.2.2 Lemma Die Gruppen Sy, So und Ss sind in G bis auf Konjugiertheit
die einzigen Untergruppen ihres Isomorphietyps.

Beweis. Fiir S7 und Sj3 ist dies klar, weil diese Untergruppen Sylow-3- bzw.
Sylow-5-Normalisatoren in G sind. Sei S = ¥, eine Untergruppe von G ; o. E.
verlangen wir (d) < §. Es ist klar, dass S N E = 0,(S5) = Ej gilt. Nun ist
(wz, zy) die einzige Untergruppe der Ordnung 4 in E, auf der d nichttrivial
operiert. Mithin liegt A := (wz,zy) : (d) 2 Ay in S; d. h. S = (A, caf?)
mit ¢ € Cg(A) und o(caf?) = 2. Da mit caf? auch deaf? in S liegt und
Cs(A) C Cg(d), geniigt es, ¢ € (wy, wxz) zu betrachten. Die Behauptung
folgt mit o(wrzaf?) = o(xyzaf?) = 4 und (af?)"* = wyaf?. O

3.2.3 Orbitalstrukturen

Die Indizes der verlangten Stabilisatoren in G liefern uns bereits die Langen
der Punkt- bzw. Blockbahnen; die Langen sind 40, 40 und 96. Aus 2.3.4 und
2.3.8(a) erhalten wir:

3.2.3 Lemma Operiert eine Gruppe G* auf einem symmetrischen Design
mit Parametern (176,50,14) derart, dass sowohl die Punkte als auch die
Blicke in jeweils drei Bahnen der Lédngen ) = w; = 40, Qy = we = 40
und Q3 = w3z = 96 zerfallen, so ist die dazugehérige Blockorbitalstruktur
(7ij)1<04<s gegeben durch

16 10 24 10 16 24
10 16 24 oder 16 10 24
10 10 30 10 10 30

Beweis. Aus 2.3.4 entnehmen wir 711 + 712 + 713 = 50; 2.3.8 (a) liefert mit
1=7 =1

1297, + 1294, + bviy = 7152,
beide Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Losungen erfiillt

werden. Analog bestimmt man die moglichen zweiten und dritten Zeilen der
Orbitalstrukturen. O
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3.2.4 Die Operation von G

Im Folgenden seien D = (P,B,I), P, P,, P3, x1, x2 und x3 wie in der
Problemstellung 3.2.1; die Gruppe G sei eine Untergruppe der vollen Au-
tomorphismengruppe von D. Die Untergruppen 57, S und S3 seien wie im
Abschnitt 3.2.2 definiert.

Sei 1 < ¢ < 3. Wir kénnen o. B. d. A. Gp, = G, = S; verlangen. Via 2.3.9
ordnen wir den Punkten in PS¢ die Nebenklassen von S; in G zu.

Um die Designs konstruieren zu kénnen, werden wir nun Darstellungen von
G als Permutationsgruppe auf den Nebenklassen von S7, Sy und S3 angeben.
Diese wurden mit Hilfe von [9] erhalten. Mit 2.3.9 wissen wir dann schon, wie
G auf den Punkten und Blocken der Designs operiert; Lemma 2.3.10 wird
dann der Schliissel zur Konstruktion sein.

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von S; :

—(12)(36)(49)(58)(732)(1011)( 1226 )( 13 34)( 14 31 )
(116 23 )( 19 29 )( 20 27 )( 21 24 )( 25 37 )( 28 30 )(33 38 )( 35 40 )
(3639)

—(16)(23)(410)(58)(9
(116 23 )( 18 22 )( 20 27 )( 21
(36 39 )

—(12)(36)(411)(520)(728
( 15 18 )( 16 21 )( 17 22 )( 23 24 )( 2

(3640)

—(13)(26)(411)(58)(728
(115 17 )( 18 22 )( 20 27 )( 26 33 )(
(13640 )

—(14)(211)(39)(610)(1214)( 1335 )( 1516 )( 1723 )( 18 21 )
(119 40 )( 20 27 )( 22 24 )( 25 26 )( 28 32 )( 29 36 )( 31 38 )( 33 37 )
(3439)

(11
( 11 21 )

(13640 )

11 )( 12 26 )( 13 19 )( 14 25)( 15 17 )
24 )( 29 34 )( 31 37 )( 33 38 )( 35 40 )

)(12 38 )( 13 19)( 14 25 )
(130 32 )( 3137 )( 3539 )

—_
~— O

5)(218)(322)(416)(57)(617)(830)(924)( 10 23)
(1 ) )

(2
2 14 )( 19 29 )( 20 28 )( 25 33 )( 26 37 )( 27 32 )( 31 38
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d—(236)( 41516 )( 53514 )( 713 12 )( 839 31 )( 9 17 21)
(10 18 24 )( 11 22 23 )( 19 33 32 )( 20 40 25 )( 26 28 29)
(12736 37 )( 30 34 38 )

f—(1141245)( 22526118 )( 331331027 )( 637389 20)
(7 35 16 15 13 )( 17 34 28 40 21 )( 18 19 32 39 23 )
(2229 30 36 24 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von S :

—(12)(36)(48)(522)(723)(924)(1011)( 13 15)( 14 16)
(1718)(2026) 2527 )( 30 38 )( 31 39)

(

—(13)(26)(47)(823)(1219)( 1739 )( 1831 )( 2027 )( 21 33)
(2526)(2829)(3234)(3536)(3740)
—(13)(26)(522)(924)(1015)( 1113 )( 1219 )( 17 18 )( 20 25 )
(2129)(2627)(2833)(3139)(3234)
—(12)(36)(48)(524)(723)(922)(1013)( 11 15)( 1234 )
(1438)(1630)( 19 32 )( 35 37 )( 36 40 )
—(14)(28)(37)(623)(1016)( 1130)( 1231 )( 13 14 )( 1538 )
(17 32 )( 18 19 )( 20 36 )( 22 24 )( 25 37 )( 26 40 )( 27 35 )( 28 29 )
(3439)
b—(113)(210)(311)(414)(521)(615)(730)(816)(933)
(12 17 )( 18 19 )( 22 29 )( 23 38 )( 24 28 )( 26 27 )( 31 32 )( 34 39 )
(3540)

d—(41314)(53618)( 71130 )( 81016 )( 93739 )( 1229 27)
(153823 )( 1724 35 )( 19 21 20 )( 22 40 31 )( 25 34 33 )( 26 32 28 )

f—( 1181945 )( 21712724 )( 331 32822)(639342309)
(10 26 29 35 30 )( 11 27 28 40 16 )( 13 20 21 36 14 )
(15 25 33 37 38 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Sj:

w—(12)(36)(47)(58)(919)(1029)(1126)( 12 13)( 14 15)
(116 44 )( 17 35 )( 18 52 )( 20 89 )( 21 23 )( 22 34 )( 24 46 )( 25 45 )
(27 59 )( 28 41 )( 30 88 )( 31 38 )( 32 54 )( 33 65 )( 36 37 )( 39 64 )
(40 79 )( 42 56 )( 43 66 )( 47 50 )( 48 58 )( 49 57 )( 51 82 )( 53 62 )
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13 82 58 )( 14 30 22 )( 15 72 57 )( 16 78 60 )( 17 75 65 )( 18 95 34 )
19 89 27 )( 25 26 85 )( 29 91 74 )( 31 94 33 )( 32 86 66 )( 35 67 42 )
36 88 43 )( 37 80 77 )( 38 90 56 )( 44 92 84 )( 49 52 93 )( 53 96 71 )
54 87 73 )( 62 76 81)

(

(

(

(

f—(243125)( 6291013 11 )( 79 26 19 8 )(
(11556 90 51 27 )( 16 77 72 89 25 )( 17 65 93 40 23 )(
(124 32 43 88 55 )( 28 38 57 80 70 )( 31 33 96 83 58 )(
(136 66 67 63 47 )( 37 60 95 79 45 )( 39 46 53 84 87 )(
(447194 8250 )( 54 81 76 91 61 )( 62 73 92 69 74 )

14 22 30 20 21)
18 34 78 85 48 )
35 49 75 68 59 )
41 52 42 86 64 )

Nach 2.3.10 die Menge (x;) unter S; invariant; nach 2.3.9 sind es also auch
die entsprechenden Mengen von Nebenklassen der Punktstabilisatoren.

Wir berechnen daher die Bahnen, die bei der Operation der S; auf den Ne-
benklassen von Sy, So und S3 entstehen. Jede S;-invariante Punktmenge ent-
spricht einer Vereinigung einiger dieser Bahnen; umgekehrt gehort zu jeder
Vereinigung einiger dieser Bahnen eine S;-invariante Punktmenge.

Die S;-Bahnen auf den Nebenklassen von S; sind
{1}; {2,3,6}; {4,10,15,18,16,24,12,38,7,30, 13,34};
{5,27,8, 20,35, 36,39,40, 14, 37,31, 25};

{9,11, 17,22, 21, 23, 33, 26, 32, 28, 19, 29}.

Diese Bahnen haben die Léngen 1, 3 und 12 (3x).

Die S;-Bahnen auf den Nebenklassen von S, sind

{1,6,3,2}; {5,9,36,37,18,39}; {17,31,24,22,35,40};
{4,8,7,23,13,10,11, 15, 14, 16, 30, 38, 19, 12, 34, 32, 21, 29, 33, 28, 20, 27, 25,
26}.

Diese Bahnen haben die Lingen 4, 6 (2x) und 24.

Die S;-Bahnen auf den Nebenklassen von S5 sind

{1,7,29,13,20,70,91, 82,21, 45, 74, 58};

{2,4,10,12, 40, 64,69, 63,41, 24, 50, 59};

{14, 35,53, 54, 30,67,96,87,22,42,71,73};

{18, 38, 44,37,95,90, 92, 80, 34, 56, 84, 77};
{3,19,8,11,55,89,51,83,47,27,28,46, 5,26, 6,9, 68, 85,39, 79, 23, 25, 61, 48};
{15,17,62, 32,72, 75,76, 86,57, 65,81, 66, 78, 88,93, 94, 60, 43, 49, 33, 16, 36,
52,31},

Diese Bahnen haben die Langen 12 (4x) und 24 (2x).
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Wir sehen jetzt bereits, dass die erste Zeile der Blockorbitalmatrix nur 16,
10, 24 lauten kann.

Die S5-Bahnen auf den Nebenklassen von S; sind

{1,6,3,2}; {5,27,35,36,14,37}; {8,20,39,40, 31, 25};
{4,10,9,11,15,17,22, 18,16, 23,24, 21, 12, 33, 38, 26, 7, 30, 28, 32, 13, 29, 19,
34}.

Diese Bahnen haben die Léngen 4, 6 (2x) und 24.

Die S>-Bahnen auf den Nebenklassen von Sy sind

{1}; {6}; {2, 3}

{4,7,13,11, 14, 30, 19, 32, 21, 28, 20, 26}

{5,9,22,24, 36,40, 35,37,18,17,39,31};

{8,23,10, 15,16, 38,12, 34, 29, 33, 27, 25}.

Diese Bahnen haben die Langen 1 (2x), 2 und 12 (3x).

Die S;-Bahnen auf den Nebenklassen von S5 sind

{1,8,9,12,20,79,63, 51,21, 59, 28, 48}

{6,10,7,11,39,70,83,69,61, 46, 50,45}

{14,52, 37,32, 30, 80, 86, 93, 22, 66, 49, 77};
{31,35,62,44,94,76,92,67,33,84,42,81};

{2,5,19,13,40, 89,82,68,41, 58,23, 27, 4,26, 3,29, 64, 55,91, 85,24, 74,25 47};
{15, 18,36, 54,72, 88,87,95,57,73,34,43,78, 75,90, 96, 60, 56, 71, 65, 16, 53,
17,38};

{31,35,62,44,94,76,92,67,33,84,42,81}.

Diese Bahnen haben die Langen 12 (4x) und 24 (2x).

Die S3-Bahnen auf den Nebenklassen von Sy sind

{1,14,12,4,5}; {2,25,26,11,8}; {7,35,16, 15, 13}; {22, 29, 30, 36, 24};
{3,31,33,10,27,9, 20, 6,37,38}; {17,34, 28,40, 21,23, 18, 19, 32, 39}.
Diese Bahnen haben die Léngen 5 (4x) und 10 (2x).

Die S3-Bahnen auf den Nebenklassen von Sy sind

{1,18,19,4,5}; {6, 39, 34,23,9};{13, 20, 21, 36, 14};{15, 25, 33, 37, 38};
{2,17,12,7,24,8,22, 3,31, 32}; {10, 26,29, 35,30, 16, 11, 27, 28,40} .
Diese Bahnen haben die Langen 5 (4x) und 10 (2x).

Die S3-Bahnen auf den Nebenklassen von S5 sind
{1}; {2,4,3,12,5}; {6,29, 10, 13,11}; {7,9, 26, 19, 8}; {14, 22, 30, 20, 21};
{16,77,72,89,25}; {39,46,53,84,87}; {41,52,42,86,64};
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{15,56,90,51,27,18,34,78,85,48}; {17,65, 93, 40, 23, 32,43, 88,55, 24};
{28, 38,57, 80, 70,60, 95, 79,45, 37}; {31, 33,96, 83, 58, 54,81, 76,91, 61};
{35,49, 75, 68,59, 36,66, 67,63,47}; {44,71,94,82,50,62,73,92,69, 74}.
Diese Bahnen haben die Langen 1, 5 (7x) und 10 (6x).

3.2.5 Konstruktion der Designs

3.2.4 Lemma Mit den Bezeichnungen der Problemstellung 3.2.1 ist die zu-
gehérige Blockorbitalstruktur gegeben durch

16 10 24
10 16 24
10 10 30

Beweis. Nach 3.2.3 ist 711 € {10,16}. Da S; auf den Nebenklassen von Sy
in G in Bahnen der Langen 1, 3 und 12 operiert, ist 77; = 10 nicht moglich.
Die entsprechende Orbitalstruktur ist also zu verwerfen. O

Am Beispiel von x; werden wir jetzt sehen, welche Moglichkeiten es zur
Konstruktion der Designs gibt. Kennen wir (z1), so konnen wir fiir alle g € G
die Punktmenge (z{) bestimmen; wir kennen dann also fiir jeden Block der
ersten Bahn die mit ihm inzidenten Punkte. Wir iiberlegen also, wie (x1)
aussehen kann.

Wir haben v;; = 16. Da die 16 Punkte in (x;) N PY eine S;-invariante
Menge sein miissen, entspricht ihnen eine Vereinigung von Bahnen, die bei
der Operation von G,, = S; auf den Nebenklassen von Gp, = S; entstehen.
Diese Bahnen haben wir oben bereits berechnet und als Bahnldngen 1, 3, 12,
12 und 12 erhalten. Die Menge (z;) N P besteht also aus der Bahn der
Lange 1, aus der Bahn der Léange 3 und einer der drei Bahnen der Léange 12.
Demnach haben wir hier genau drei Moglichkeiten.

Analoge Uberlegungen zeigen, dass es fiir (z1) N P$ genau zwei und fiir
(z1) N PE genau acht Moglichkeiten gibt. Damit sind fiir (z;) insgesamt
genau 3-2-8 = 48 Moglichkeiten zu testen. Entsprechend sind fiir (z5) genau
2-3-8 =48 und fiir (z3) genau 8 - 8 - 552 = 35328 Fille zu priifen.
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Diese Berechnungen wurden mit einem Computer durchgefiihrt. Zu jedem
Blockreprisentanten wurde die zugehorige G-Blockbahn per Konjugation be-
rechnet und gepriift, ob je zwei Blocke mit genau A = 14 Punkten gemeinsam
inzidieren. Dies war bei den Kandidaten fiir (x;) bzw. (z2) bzw. (z3) in genau
4 bzw. 8 bzw. 12 Féllen erfiillt.

Diese vollstéandigen Blockbahnen wurden dann miteinander zu Inzidenzstruk-
turen mit jeweils 176 Punkten und Blocken kombiniert. Wieder wurde iiber-
priift, ob die Bedingungen fiir symmetrische (176,50,14) Designs erfiillt sind;
dies war bei genau 8 der Kombinationen der Fall.

Wir geben nun die erhaltenen Designs Dy, . . ., Dg an, indem wir fiir die Block-
reprasentanten xy,xs,r3 jeweils die mit ihnen inzidenten Punkte angeben;
diese Punkte bezeichnen wir durch die Nummer ihrer zugeordneten Neben-
klasse.

Design D; :

(r)) N PS = {1,2,3,4,6,7,10,12,13,15,16, 18,24, 30, 34, 38}

() N PS¢ = {1,2,3,5,6,9,18,36,37,79}

(r)) N PS = {2,4,10,12,18,24,34,37,38,40,41, 44, 50, 56,
59,63, 64,69, 77,80, 84, 90, 92, 95}

() N PY = {1,2,3,5,6,14,27,35,36,37}

(xz) N PE = {1,2,3,4,6,7,11,13,14,19,20, 21, 26, 28, 30, 32}

(xo) N PE = {1,8,9,12,20,21,28,31,33,35,42, 44, 48, 51,
59,62,63,67,76,79,81,84,92,94}

z3) N PY = {2,8,11,22,24,25,26,29,30,36
1
(z3) N P = {1,4,5,15,18,19,25,33,37, 38}
z3) N PY = {14,15,18,20,21,22,27,30, 34, 35, 36, 39, 46, 47,
3
48,49,51,53, 56,59, 63, 66,67, 68,75, 78, 84, 85,
87,90}

Design Dy :
(x1) N P1G = {1,2,3,4,6,7,10,12,13, 15,16, 18, 24, 30, 34, 38}



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS 38

(x1) N P§ {1,2,3,5,6,9, 18,36, 37,39}
(x,) N PE {2,4,10,12,18, 24, 34, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 56, 59
63,64,69,77,80,84,90,92,95}
(x5) N PF {1,2,3,5,6,14,27,35,36, 37}
(z9) N PE {1,2,3,4,6,7,11,13,14, 19, 20, 21, 26, 28, 30, 32}
(x5) N PE {1,8,9,12,20,21,28,31,33,35,42, 44,48, 51, 59
62,63,67,76,79,81,84,92,94}
(x5) N PC {2,8,11,22,24, 25,26, 29, 30, 36}
(x3) N PE {6,9,13, 14,20, 21, 23, 34, 36, 39}
(x3) N PE {2,3,4,5,7,8,9,12,14,16,19, 20, 21, 22, 25, 26,
30,39,41,42,46,52, 53,64, 72,77, 84, 86, 87,89}
Design Dj:
(x1) N PC {1,2,3,4,6,7,10,12,13,15, 16, 18, 24, 30, 34, 38}
(x1) N Pf {1,2,3,5,6,9,18, 36, 37,39}
(x1) N PY {2,4,10,12, 18,24, 34,37, 38, 40, 41, 44, 50, 56,
59,63, 64,69, 77,80, 84,90, 92,95}
(zo) N PF {1,2,3,5,6,14,27,35,36,37}
(z9) N PE {1,2,3,4,6,7,11,13,14, 19, 20, 21, 26, 28, 30, 32}
(zy) N PE {6,7,10,11, 14,22, 30, 32, 37, 39, 45, 46, 49, 50, 52, 61, 66, 69,
70,77, 80,83,86,93}
(x3) N PF {2,8,11,22,24, 25,26, 29, 30, 36}
(z3) N PE {1,4,5,15,18,19,25,33, 37,38}
(x3) N PE {2,3,4,5,7,8,9,12,14,16,19, 20, 21, 22, 25, 26, 30, 39, 41, 42,

46,52, 53,64, 72,77, 84,86, 87,89}
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Design Dy :
(x,) N PC
(1) N Py
(x,) N P§

(z2) N P§
(z2) N P

(x3) N Py

Design Ds :
(x;) n PE
(x,) N P¢
(x1) N Py

(z2) N PF
(z2) N Py

(x3) N Py

39

{1,2,3,4,6,7,10,12,13, 15, 16, 18, 24, 30, 34, 38}
{1,2,3,5,6,9,18, 36, 37, 39}

{2, 4,10, 12,18, 24, 34, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 56, 59, 63, 64, 69,
77,80, 84,90, 92,95}

{1,2,3,5,6,14,27,35,36,37, }
{1,2,3,4,6,7,11,13,14, 19, 20, 21, 26, 28, 30, 32}
{6,7,10,11, 14, 22, 30, 32, 37, 39, 45, 46, 49, 50, 52, 61, 66, 69,
70,77,80,83, 86,93}

{2,8,11, 22,24, 25, 26, 29, 30, 36}
{6,9,13, 14,20, 21, 23, 34, 36, 39}

{14, 15,18, 20,21, 22, 27, 30, 34, 35, 36, 39, 46, 47, 48, 49, 51,
53, 56, 59, 63, 66, 67, 68, 75, 78, 84, 85, 87,90}

{1,2,3,4,6,7,10,12,13, 15, 16, 18, 24, 30, 34, 38}
{1,2,3,5,6,9, 18, 36,37, 39}

{2,4,10,12, 18, 24, 34, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 56, 59, 63, 64, 69,
77,80, 84,90, 92, 95}

{1,2,3,5,6,14,27, 35, 36,37}

{1,2,3,6,8, 10, 12, 15, 16, 23, 25, 27, 29, 33, 34, 38}
{1,8,9,12,20,21,28,31,33, 35,42, 44, 48, 51, 59, 62, 63, 67,
76,79,81,84,92,94}

{2,8,11, 22,24, 25, 26, 29, 30, 36}
{1,4,5,15,18,19, 25,33, 37, 38}
{2,3,4,5,7,8,9,12,14, 16, 19, 20, 21, 22, 25, 26, 30, 39, 41, 42,
46,52,53,64,72,77,84, 86, 87,89}



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS

Design Dy :
(x,) N PC
(1) N Py
(x,) N P§

(z2) N P§
(z2) N P

(x3) N Py

Design D5 :
(1) N PY
(x) N PS¢
(x1) N Py

(z2) N PY
(x2) N Py

(x3) N Py’

40

{1,2,3,4,6,7,10,12,13, 15, 16, 18, 24, 30, 34, 38}
{1,2,3,5,6,9,18, 36, 37, 39}

{2, 4,10, 12,18, 24, 34, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 56, 59, 63, 64, 69,
77,80, 84,90, 92,95}

{1,2,3,5,6,14,27, 35,36, 37}
{1,2,3,6,8,10,12, 15, 16, 23, 25, 27, 29, 33, 34, 38}
{1,8,9,12,20,21,28,31,33, 35,42, 44, 48,51, 59, 62, 63, 67,
76,79, 81,84, 92,94}

{2,8,11, 22,24, 25, 26, 29, 30, 36}
{6,9,13, 14,20, 21, 23, 34, 36, 39}

{14, 15,18, 20,21, 22, 27, 30, 34, 35, 36, 39, 46, 47, 48, 49, 51,
53, 56, 59, 63, 66, 67, 68, 75, 78, 84, 85, 87,90}

{1,2,3,4,6,7,10,12,13, 15, 16, 18, 24, 30, 34, 38}
{1,2,3,5,6,9, 18, 36, 37,39}

{2,4,10,12, 18,24, 34, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 56, 59, 63, 64, 69,
77,80, 84, 90, 92,95}

{1,2,3,5,6,14,27, 35, 36,37}

{1,2,3,6,8, 10,12, 15, 16, 23, 25, 27, 29, 33, 34, 38}
{6,7,10,11, 14, 22, 30, 32, 37, 39, 45, 46, 49, 50, 52, 61, 66, 69,
70,77, 80, 83, 86, 93}

{2,8,11,22,24, 25, 26, 29, 30, 36}
{1,4,5,15,18,19, 25,33, 37, 38}

{14, 15,18, 20,21, 22, 27, 30, 34, 35, 36, 39, 46, 47, 48, 49, 51,
53, 56, 59, 63, 66, 67, 63, 75, 78, 84, 85, 87,90}
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Design Dy :

21) N PY = {1,2,3,4,6,7,10,12,13,15, 16, 18, 24, 30, 34, 38
1
(z;) N PS¢ = {1,2,3,5,6,9,18,36,37,39}
21) N PY = {2,4,10,12,18,24, 34, 37,38, 40, 41, 44, 50, 56, 59, 63, 64, 69,
3
77,80, 84,90, 92, 95}

zy) N PE = {1,2,3,5,6,14,27,35,36, 37
1
) N PY = {1,2,3,6,8,10,12,15,16,23,25,27,29, 33, 34, 38
2
1) N PY = {6,7,10,11,14,22,30, 32,37, 39,45, 46, 49, 50, 52, 61, 66, 69,
3
70,77,80, 83, 86,93}

(x3) N PF = {2,8,11,22,24,25,26,29,30,36}

(x3) N PY = {6,9,13,14,20,21,23, 34, 36,39}

(xs) N PE = {2,3,4,5,7,8,9,12, 14,16, 19, 20, 21, 22, 25, 26, 30, 39, 41, 42,
46,52, 53,64, 72, 77,84, 86, 87,89}

Mit einem Programm von V. Tonchev [22] wurden die Automorphismengrup-
pen von Dy, ..., Dg berechnet. Es gelten

|AutD; | = |AutD,| = |AutDg| = |AutD;| = 11.520;

Mit GAP [20] konnte ferner berechnet werden, dass die Gruppen der Ordnung
44.352.000 einfach sind und transitiv auf den Punkten und Blocken der zu-
gehorigen Designs operieren; damit sind diese Designs isomorph zum Higman-
Design Dyigman- Ferner: Aut Dy = Aut Dy = Aut Dg = Aut D7 = E4.5¢. Die
letztere Gruppe ist eine nicht zerfallende Erweiterung einer elementarabel-
schen Gruppe der Ordnung 16 durch die symmetrische Gruppe auf sechs
Ziffern. Es gibt in der Higman-Sims-Gruppe maximale Untergruppen dieses

Typs.

Es gilt (Aut Dy) = Eyg : Ag, wir finden also auch die transitive Erweiterung
von Fig durch As in den Automorphismengruppen von Dy, Dy, Dg und D;.
Mit GAP wurde gezeigt, dass eine solche transitive Erweiterung wie folgt auf
den Punkten und Blocken dieser Designs operiert:
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3.2.5 Lemma Sei D* = (P*, B*, I*) eines der Designs D, Dy, D¢, D7. Dann
gibt es in Aut D* eine Untergruppe H, die isomorph zur transitiven zerfal-
lenden Erweiterung von FEg durch As ist, und es gilt:

(1) Es gibt )1 € P* und y; € B* mit Hg, = H,, = As

(2) Es gibt Q, € P* und y, € B* mit Hg, = H,, = A,
dabei ist Hg, N O2(H) = H,, N Oo(H) = {1}

(3) Es gibt Qs € P* und y3 € B* mit Hyp, = H,, =%,

(4) Es gibt Q4 € P*\ Q? und y, € B*\ yf mit Hy, = H,, =%,

Ist also D = (P, B, I) ein symmetrisches (176,50,14) Design, das den Bedin-
gungen der Problemstellung 3.2.1 geniigt, so ist D entweder zum Higman-
Design isomorph oder es hat die im obigen Lemma genannten Eigenschaften.
Solche Designs werden wir im néchsten Abschnitt bestimmen. Dies wird die
Frage nach den Isomorphietypen der Designs Dy, D4, Dg und D; klaren: Es
wird sich nédmlich zeigen, dass diese vier Designs zueinander isomorph sind.

3.3 Fi5 : A; (transitiv)

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.3.1 Problem Sei G ein semidirektes Produkt einer Gruppe E = Eig mit
einer Gruppe A = As . Ein Element d € A der Ordnung 3 operiere fixpunkt-
frei auf E — {1} . (Dadurch ist G bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt; G
ist die transitive Erweiterung von Eyg durch As .)

Sei D = (P,B, 1) ein symmetrisches (176,50,14) Design mit nachstehenden
FEigenschaften:

(1) G < AutD

(2) Es gibt P, € P und z1 € B mit Gp, = G,, = A;
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(3) Es gibt Py € P und x5 € B mit Gp, = G,, = Ay,
dabei sei Gp, N E = G, N E = {1}

(4) Es gibt Py € P und o3 € B mit Gp, = G,, = %,

(5) Es gibt Py € P\ P{ und z, € B\ 2§ mit Gp, = G,, ¥ %,

Welche Moglichkeiten gibt es dann fiir den Isomorphietyp von D 7

Seien im Folgenden alle Bezeichnungen wie in obiger Problemstellung.

Die Gruppe G hat die Ordnung 16 - 60 = 960 . Die verlangten Stabilisatoren
haben die Ordnungen 60, 12, 24 und 24, also in G die Indizes 16, 80, 40 und
40. Da 16 4+ 80 + 40 + 40 = 176, operiert GG auf den Punkten und Blocken
jedes Designs, das die Bedingungen erfiillt, in jeweils vier Bahnen.

Wir gehen hier zunéchst wie im Abschnitt {iber die intransitive Erweiterung
VOT.

3.3.1 Definierende Relationen

Sei E = (w,x,y,z) = Ejg. Beziiglich dieser Basis beschreiben wir gewisse
Elemente a, b, d, f aus GL4(2) in Matrizenform:

1100 110 1
lo1o0o0 s 0100
“loo011]| o110

000 1 000 1

1010 000 1

000 1 1110
d:=11000| F=11001

0101 1100

Es gelten 1 = a? = 0> = d® = f°> = (ab)? = (af)? = (bf)? = (df)? sowie a? =
b. Definiert man eine abstrakte Gruppe (a, b, d, f) mit obigen Relationen, so
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zeigt eine Nebenklassenabzihlung mit [9], dass [{a, b, d, f)| = 60. Andererseits
bleiben die Relationen bei folgender Zuordnung erhalten:

a— (12)(34), b (13)(24), d— (124), f— (13425).
Die von a, b, d und f erzeugte Untergruppe von GL4(2) ist also zu As iso-
morph. Wir vermerken noch, dass d von af? invertiert wird.

Wir bilden das semidirekte Produkt G := (w,z,y,2) : {(a,b,d, f); da d fix-
punktfrei auf den Involutionen von E operiert, ist G isomorph zur transitiven
Erweiterung von Fig durch A;. Wir erhalten folgende Konjugiertentafel:

g lolg|  Calg)  |[Cclg)||lcclalg)]

1 1 G 26.3.5 1

x 2 E :{a,b) 26 15

a 2 (x,z): {a,b) 21 60

aw | 4 | (z, z): {aw, bwy) 24 60
ay 4 (x,2) : (ay, bw) 24 60
awy | 4 | (z,z): {(awy, by) 21 60
d | 3 %) 3 320

75 ) 5 192

205 (f) 5 192
960

3.3.2 Stabilisatoren

Wir suchen nun nach den G-Konjugiertenklassen von Untergruppen der ver-
langten Isomorphietypen As, A4 und >4 .

3.3.2 Lemma In G gibt es genau vier Konjugiertenklassen von zu As iso-
morphen Untergruppen. Représentanten dieser Klassen sind

Xl = <CL, b7 d, f> 9

Xy = (a,bzx,dxyz, ),

X3 - <a) bZ, dwya f) j
(

Xy = (a,brz,dwzz, f) .
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Ferner gilt: Sind X, X' zu As isomorphe Untergruppen von G, so sind X
und X' genau dann in G konjugiert, wenn eine Sylow-2-Untergruppe von X
in G zu einer Sylow-2-Untergruppe von X' konjugiert ist.

Beweis. Es wurde bereits mit Relationen gezeigt, dass X; zu As iso-
morph ist. Durch Nachrechnen bestétigt man, dass die Erzeuger von Xs,
X3 und X, entsprechende Relationen erfiillen; mithin sind also alle vier Un-
tergruppen X, ..., Xy zu As isomorph. Ferner ist (a,b,d) = (a, bz, dryz) =
(a,bz, dwy) = (a,brz,dwrz) = Ay .

Da Sylow-2-Untergruppen von Aj elementarabelsch der Ordnung 4 sind,
konnen X; und X, nur dann in G konjugiert sein, falls (a,b) und (a,bx)
es sind. Da (a,b,d) = A, wére dann sogar b in Cg(a) zu bz oder abzr kon-
jugiert. Wegen Cg(a) = Cg(b) kann dies nicht sein; also sind X; und X, in
G nicht zueinander konjugiert. Analog zeigt man, dass keine zwei der vier
genannten Untergruppen in GG zueinander konjugiert sind.

Sylow-5-Normalisatoren in G sind isomorph zu D1q . In jeder G-Konjugierten-
klasse von zu As isomorphen Untergruppen gibt es also einen Vertreter, der
(f,a) enthélt. Sei X ein solcher Vertreter. Da (f, a) maximal in X liegt, ist X
vollsténdig bestimmt, wenn wir Cx(a) kennen. Wir haben bereits Cg(a) =
(x,z,a,b) = F4; zusammen mit X N E = (1) erhalten wir Cx(a) = (a, be)
mit e € (z,2) . Zu jeder dieser vier Moglichkeiten gibt es also hochstens eine
G-Klasse von zu As isomorphen Untergruppen. Die Behauptung folgt. O

3.3.3 Lemma In G gibt es genau vier Konjugiertenklassen von zu Ay iso-
morphen Untergruppen, die mit E einen Schnitt der Ordnung 1 haben. Re-
prasentanten dieser Klassen sind

Y1 = (a,bd),
Yy = {abc,doyz),
Y = (a,bz,dwy) ,

Y, = (a,bxz,dwzxz) .
Ferner gilt: Sind Y, Y’ zu A, isomorphe Untergruppen von G, so sind Y und
Y’ genau dann in G konjugiert, wenn O(Y') in G zu Oy(Y") konjugiert ist.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass alle vier Untergruppen zu A, iso-
morph sind. Wire Y] in G zu Y5 konjugiert, so wire b in Cg(a) zu bx oder
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zu abx konjugiert; dies ist jedoch wegen Cg(a) = Cg(b) nicht der Fall. Mit
analogen Argumenten zeigt man, dass keine zwei dieser vier Untergruppen
in G zueinander konjugiert sind.

Sei Y Vertreter einer G-Konjugiertenklasse von zu A, isomorphen Unter-
gruppen, die F trivial schneiden. Da es in G nur eine Involutionenklasse
auBerhalb von E gibt, konnen wir a € Y verlangen. Dann ist Cy (a) = (a, be)
mit e € (x,2) .

Nun ist C¢({a,b)) = (x, 2z, a,b) = Ejg eine 2-Gruppe; Elemente der Ordnung
3, die (a,b) normalisieren, finden wir also in d(x, z,a,b) . Dies liefert vier
verschiedene zu A4 isomorphe Gruppen, die (a, b) enthalten, ndmlich (a, b, de)
mit e € (x,z). Aber d ist in Cg({(a,b)) zu dx, dz und dzz konjugiert, also
ist jede zu A4 isomorphe Untergruppe von G, die (a,b) enthélt, zu (a,b, d)
konjugiert. Analoge Aussagen zeigt man nun fiir (a, bz) , (a,bz) und (a,bzz) .
Die Behauptung folgt. O

3.3.4 Lemma In G gibt es genau drei Konjugiertenklassen von zu Y, iso-
morphen Untergruppen. Vertreter dieser Klassen sind

Zl = <w>y> : <d7 CLf2> )
Zy = (wzx,zyz): {d,af?),
Zs = (wxz,yz):(d, af?) .

Beweis. Man bestétigt leicht, dass 7y = Zy, = Z3 = Y,. Wire Z; in
G zu Zy konjugiert, so wire Oy(Z;) = (w,y) in Ng((d)) = (d,af?) zu
0,(Z5) = (wz,zryz) konjugiert, was nicht der Fall ist. Analog zeigt man,
dass keine zwei der drei Untergruppen in G zueinander konjugiert sind.

Sei Z Vertreter einer G-Konjugiertenklasse von zu >, isomorphen Grup-
pen. Wir kénnen ohne Einschréankung (d) < Z verlangen. Damit ist auch
N¢((d)) = (d,af?) < Z. Offenbar gilt ZNE = 0y(Z) . Die Gruppe (d, af?)
normalisiert in E' genau die folgenden Vierergruppen: (w,y) , (wz,zryz) und
(yz,wxz) . Die Behauptung folgt. O

3.3.5 Lemma In Aut G gibt es Elemente u, v, t, s, so dass (u,v,t,s) eine
zu Y4 isomorphe Gruppe duBerer Automorphismen ist, die als 34 auf den G-
Konjugiertenklassen von Xy,..., X4 bzw. Yi,...,Y, operiert. Dabei operiert
(t,s) = X3 als X3 auf den G-Konjugiertenklassen von Z, ..., Zs.
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Beweis. Sei F':= (w,x,y,z,a,b,d, f,u,v,t,s), wobei zwischen w, z, y, z,
a, b, d und f die in G geltenden Relationen erfiillt seien. Ferner gelte:

<

Muw=v=w?=8=2=1, u=v, v=wuw, t°=t71

(su)*=1, v°=uww
(2) [(u,v), E{a, f)]=(1), b*=bx, b =bz

(3) Beziiglich der Basis {w, z,y, z} operiert ¢t auf E wie

0011
,_|oo0on
11110
0101

(4) [t,{a,b,d, f)] = (1)
(5) Beziiglich der Basis {w, z,y, z} operiert s auf E wie

0010
,._|0o0o01
11000
0100

6) [s,a]l=1, b =ab, d°=d*', [f5=(f"3

Die Relationen in (1) sind solche, wie sie zwischen geeigneten Elementen in ¥,
bestehen. Da (w, z,y, 2, a, f) maximal in G liegt, ist (w,z,y, z,a,b, f) = G
wegen (2) unter (u,v) invariant. Zusammen mit (3), (4), (5) und (6) er-
halten wir, dass G normal in F' liegt. Dabei gilt F/G = (u,v,t,s) sowie
Cr(G) = (1). Eine Nebenklassenabzihlung von F' nach G liefert |F| =
960 - 24 = 23.040. Damit ist (u,v,t,s) eine zu ¥, isomorphe duere Auto-
morphismengruppe von G.

Wir rechnen leicht nach , dass X} = Xy, X§ = Xy, X7 = X3, X§ = X4,
Xt =Xy, X} = X3 und X! = X, gelten, auBerdem ist X{ = X .

Wir betrachten Sylow-2-Untergruppen von X5, X3 und X, unter Konjugation
mit s und Elementen aus G:

{a, bx)*™Y = (a,abz)™¥ = (a, bz)
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{a,bz)*¥ = (a,abz)® = (a, bx)
{a, bez)*™ = (a, abxz)™ = (a, brz)

Mit 3.3.2 folgt, dass s die G-Konjugiertenklassen von X; und X, jeweils
invariant lasst und die Klassen von X, und X3 vertauscht.

Bezeichnen wir die G-Konjugiertenklasse von X; mit i fir 1 < i < 4, so
konnen wir den Elementen u, v, ¢t und s also die folgenden Permutationen
zuordnen:

u— (12)(34), v—(13)(24), t—(234), s—(23).

Entsprechendes gilt fiir die G-Klassen von Yj,... Y.

Die Operation von t auf Z;, Z, und Zs kann mit den Relationen in (3) und
(4) direkt berechnet werden. Dasselbe gilt fiir die Operation von s auf diesen
Gruppen, hier ist jedoch zu beachten, dass wegen (d)* = (d) das Element s
auch N¢({d)) = (d,af?) invariant 1i8t. Man erhélt

Zi=7y, Zi=Zy, Zi=1, Zi=1., Zi=IZi, Zi=ls.

O

3.3.3 Orbitalstrukturen

G operiere nun auf den Punkten und Blocken eines symmetrischen (176,50,14)
Designs in jeweils vier Bahnen der Léngen €2, = w; = 16, 2y = wy = 80,
Q3 = w3 = 40 und Q4 = wy = 40. Wir verwenden die Bezeichnungen aus 2.3 .

3.3.6 Lemma Fiir die erste Spalte der Blockorbitalstruktur (7;;)1<; j<a gibt
es nur die folgenden Moglichkeiten:

A: (046 6 )7

Ay: (0 6 4 4 )7
Ag: (10 4 4 4 )T,
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Beweis. Satz 2.3.8(b) liefert fiir r = s = 1:
29% + 1073, + 57%1 +575 = 520

Aus 2.3.4 entnehmen wir I'yy + I'yy + I's; + I'y; = 50, zusammen mit 2.3.5
wird dies zu

2va + 10021 + B9y 4+ Sy = 100

Diese Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Moglichkeiten
erfiillt werden. O

3.3.7 Lemma Fiir die erste Zeile der Blockorbitalstruktur (v;;)1<; <4 gibt
es nur die folgenden Moglichkeiten:

ap: (0 20 15 15 )
a: (0 30 10 10 )
az: (10 20 10 10 ).

Beweis. Aus 2.3.4 entnehmen wir 711 + Y12 + 713 + 714 = 50, Satz 2.3.8(a)
liefert fiir : = 5 = 1:

57%1 "’7%2 + 27%3 +27%4 = 1300

Nach 3.3.6 gilt 711 € {0, 10} ; damit bleiben fiir die vorgenannten Gleichungen
nur die behaupteten Losungen. O

3.3.8 Lemma Fiir die zweite Spalte der Blockorbitalstruktur (vi;)i<ij<a
gibt es bis auf Permutation der jeweils letzten beiden Eintrage nur die fol-
genden Moglichkeiten:

By: (20 20 26 26 )T
By: (20 22 20 28 )T
By: (20 24 18 26 )T
By: (20 26 20 20 )T
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Bs: (30 20 24 24 )T
Be: (30 24 20 20 )T.

Beweis. Satz 2.3.8(b) liefert fiir r = s = 2:
247, + 1043, + 573, +57, = 11560

Aus 2.3.4 entnehmen wir 'y + I'yy + '3y + 'y = 50, zusammen mit 2.3.5
wird dies zu

272+ 1072 + Hv32 + Sy = 500

Diese Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Moglichkeiten
erfilllt werden. O

3.3.9 Lemma Fiir die zweite Zeile der Blockorbitalstruktur (v;;)1<; j<a gibt
es bis auf Permutation der jeweils letzten beiden Eintrédge nur die folgenden
Moglichkeiten:

by : 420 13 13 )

(
by: (4 22 10 14 )
bs: (4 24 9 13 )
(4 26 10 10 )
(6 20 12 12 )
(

6 24 10 10 ).

Beweis. Lemma 2.3.4 liefert 721 4+ y22 + 723 + 724 = 50, Satz 2.3.8(a) ergibt
firi=7=2:

5v1 +7 + 27 +27, = 1156

Diese Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Losungen erfiillt
werden. O
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3.3.10 Lemma Fiir die dritte und vierte Spalte der Blockorbitalstruktur
(74j)1<ij<a gibt es bis auf Permutation der jeweils letzten beiden Eintrége
nur die folgenden Moéglichkeiten:

Cy: 10 9 13 15 )T

(
Co: (10 10 10 16 )F
Cy: (10 13 7 13
Ci: (10 14 8 10
Cs:
(

Cs : 5 12 13 7

Beweis. Satz 2.3.8(b) liefert fiir r = s = 3:
2 2 2 2 _
273+ 1073 + 9933 5 = 2980

Aus 2.3.4 entnehmen wir '3 + I'o3 + I'33 + ['4;3 = 50, zusammen mit 2.3.5
wird dies zu

2v1i3 + 1073 + S5vw3 + Sz = 250

Diese Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Moglichkeiten
erfiillt werden. Die Aussage iiber vy, ..., V44 zeigt man analog. O

3.3.11 Lemma Fiir die dritte und vierte Zeile der Blockorbitalstruktur (7;;)1<i j<a
gibt es bis auf Permutation der jeweils letzten beiden Eintrage nur die fol-
genden Moglichkeiten:

c: (4 18 13 15 )
G (4 20 10 16 )
G (42 7 13 )
ca: (4 28 8 10 )
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cs: (6 20 9 15 )
: (6 24 7 13 ).

Beweis. Aus 2.3.4 erhalten wir v3; + v32 + Y33 + 734 = 50, Satz 2.3.8(a)
ergibt fiir i = 5 = 3:

571 +73 + 27 +275 = 1192

Diese Gleichungen kénnen simultan nur mit den behaupteten Losungen erfiillt
werden. Die Aussage iiber 741, . .., v44 zeigt man analog. O

3.3.12 Satz Operiert eine Gruppe G* auf einem symmetrischen (176,50,14)
Design derart, dass sowohl die Punkte als auch die Blocke in jeweils vier
Bahnen der Langen €2y = w; = 16, 2 = wy = 80, Q03 = w3 = 40 und y =
wy = 40 zerfallen, so ist die dazugehérige Blockorbitalstruktur (v;;)1<i j<4 bis
auf simultane Permutation der jeweils letzten beiden Zeilen und Spalten eine
der acht folgenden:

0 20 15 15 0 30 10 10

On — 4 26 10 10 O — 4 20 13 13
16 2015 9 |2 "2 |6 24 13 7 |

6 20 9 15 6 24 7 13

0 20 15 15 0 30 10 10

0_6201212 o 6 24 10 10
5714 26 13 7 | AT 14 20 16 10 |

4 26 7 13 4 20 10 16

10 20 10 10 10 20 10 10

O — 4 20 13 13 O — 4 22 10 14
71 4 20 013 7 | °" | 4 2 16 10 |

4 26 7 13 4 28 10 8

10 20 10 10 10 20 10 10

0 — 4 24 9 13 On — 4 26 10 10

4 18 15 13 | % 4 20 16 10

4 2 13 7 4 20 10 16
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Beweis. Wir iibernehmen die Nummerierungen der Méglichkeiten aus 3.3.6
bis 3.3.11 und betrachten zunéchst die moglichen Kombinationen der ersten
Spalte und der ersten Zeile. Dabei sind A; und A, beide mit a; und as
kombinierbar, A3z kann mit az erginzt werden.

Wir wenden 3.3.8 an und haben dann bis auf Permutation der letzten beiden
Zeilen folgende Teilmatrizen:

0 20 15 15 0 20 15 15

4 20 *x  * 4 22 *x %
AdaBrs o oe | AmBar) o0 L |

6 26 * =k 6 28 x %

0 20 15 15 0 20 15 15

4 24 x % 4 26 *x %
AdaBs: | ooge o, | AmBar ooy L |

6 26 6 20

0 30 10 10 0 30 10 10

4 20 *x x 4 24 *x %
Ara2Bs - 6 24 x % , Ara2Bs - 6 20 *x % ’

6 24 6 20

0 20 15 15 0 20 15 15

6 20 * x 6 22
A2&1B1 . 4 26 * " s AgalBQ . 4 20

4 26 4 28

0 20 15 15 0 20 15 15

6 24 *x % 6 26 *  *
AdamBs:| e | AmBar oy o L |

4 20 4 20

0 30 10 10 0 30 10 10

6 20 * =k 6 24 *x %
AowrBs oy | AmBer |y o0 L |

4 24 4 20

10 20 10 10 10 20 10 10

4 20 *  * 4 22 x %
AsasBrs | og |0 AsmsBar oo |

4 26 * % 4 24 x x
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10 20 10 10 10 20 10 10
4 24 x % 4 26 x x
AsasBy: | g, | AswsBar|ooog
4 26 *x x 4 20 *x  x

Zu Asay By und Asaq By gibt es nach 3.3.9 keine Moglichkeit, die zweite Zeile
zu erginzen. Fir die iibrigen Teilmatrizen finden wir folgende Fortsetzun-
gen, die bis auf Permutation der jeweils letzten beiden Zeilen und Spalten
eindeutig sind:

0 20 15 15 0 20 15 15
4 20 13 13 4 22 10 14
AlalBlbl . 6 26 * " y AlalBng . 6 20 " « y
6 26 *x % 6 28 *x
0 20 15 15 0 20 15 15
4 24 9 13 4 26 10 10
Alalngg . 6 18 % " s A1G1B4b4 . 6 20 % « s
6 26 *x x 6 20 *x
0 30 10 10 0 30 10 10
4 20 13 13 4 24 9 13
A1a2B561 . 6 24 % % s A16L2B6b3 . 6 20 % « s
6 24 *x x 6 20 x
0 20 15 15 0 20 15 15
6 20 12 12 6 24 10 10
A2a131b5 . 4 26 % % s AgalB3b4 . 4 18 % « s
4 26 x 4 20 x
0 30 10 10 0 30 10 10
6 20 12 12 6 24 10 10
A2a235b5 . 4 24 % % s A2a236b4 . 4 20 % « s
4 24 x x 4 20 x
10 20 10 10 10 20 10 10
4 20 13 13 4 22 10 14
AgCLgBlbl : 4 2 % " s A3(lgBng . A 24 « « s
4 26 x % 4 24 x %
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10 20 10 10 10 20 10 10
4 24 9 13 4 26 10 10
AsasBsbs = | g, [ AsasBabat o op
4 26 *x x 4 20 * %

Mit 3.3.10 und 3.3.11 sehen wir, dass AjasBgbs und Asaq B3by nicht ergénzt
werden konnen; die iibrigen Teilmatrizen finden bis auf simultane Permuta-
tion der jeweils letzten beiden Zeilen und Spalten eine eindeutige Fortsetzung.
Die Behauptung folgt. O

3.3.4 Die Operation von G

Im Folgenden seien D = (P,B,I), Py, P, P3, P, x1, 2, 3 und x, wie
in der Problemstellung 3.3.1; die Gruppe G sei eine Untergruppe der vollen
Automorphismengruppe von D.

Anders als im Abschnitt iiber die intransitive Erweiterung von Eig durch
As ist hier nicht bis auf Konjugiertheit klar, welche Untergruppen von G
als Stabilisatoren der Punkt- und Blockrepriasentanten auftreten. Aus dem
Abschnitt 3.3.2 entnehmen wir vielmehr, dass es bis auf Konjugiertheit fiir
die Stabilisatoren von Py, P, x; und s jeweils genau vier Moglichkeiten
gibt und fiir die Stabilisatoren von Ps, Pj, 3 und x4 jeweils genau drei. Es
gibt also bis auf Konjugiertheit (4 -4 -3 - 3)% = 20.736 Moglichkeiten fiir die
Operation von G auf D; ferner ist bei jeder dieser Moglichkeiten jede der
acht Orbitalstrukturen zu verwenden.

Gliicklicherweise wird diese Zahl durch die Kenntnis einiger Automorphismen
von GG deutlich verringert. Wir argumentieren dabei wie folgt:

Ist G eine Untergruppe von Aut D, so trivialerweise auch G¥ = G fiir jeden
Automorphismus ¢ von G. Sind nun in G sédmtliche Stabilisatoren bekannt,
so sind es in G¥ deren Bilder unter .

Seien nun Xy, X, X3, X4, Y1, Y5, Y3, Yy, 7, Z5 und Z3 wie im Abschnitt
3.3.2. Da G eine Gruppe duflerer Automorphismen besitzt, die als ¥4 - d.
h., insbesondere zweifach transitiv - auf den G-Klassen von Xi,..., X und
Y1, ..., Yy operiert, ist es fiir unser Problem hinreichend, Gp, € {X;, X5} und
Gp, =Y zu betrachten.
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Alle anderen Kombinationen kénnen nur Designs liefern, die zu den so erhal-
tenen isomorph sind.

Ansonsten gehen wir genauso wie im Abschnitt iiber die intransitive Erwei-
terung von Eig durch A vor. Um die Designs konstruieren zu konnen, stellen
wir mit Hilfe von [9] die Gruppe G als Permutationsgruppe auf den Neben-
klassen von Xy, Xo, X3, Xy, Y1, Yo, Y3, Yy, 7y, Z5 und Z3 dar. Mit 2.3.9
wissen wir dann schon, wie G auf den Punkten und Bloécken der Designs
operiert.

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von X :

—(12)(36)(47)(58)(913)(1012)(1116)(1415)

x—(13)(26)(49)(510)(713)(812)(1114)(1516)
y—(14)(27)(39)(511)(613)(816)(1014)(1215)
z—(15)(28)(310)(411)(612)(716)(914)(1315)
a—(26)(411)(715)(812)(914)(1316)
b—(212)(49)(68)(716)(1114)(1315)
d—(274)(3510)(61614)(8159)(111213)

f—(256157)(31391416)(48121110)
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von X5 :

—>(16)(28)(316)(415)(510)(79)(1113)(1214)

x—=(12)(34)(512)(68)(711)(913)(1014)(1516)
y—=(17)(211)(312)(45)(69)(813)(1015)(1416)
z—(15)(212)(311)(47)(610)(814)(915)(1316)
a—(311)(47)(68)(916)(1014)(1315)
b—(12)(512)(610)(814)(916)(1315)
d—(1315)(21113)(4912)(5716)(61410)

f—(21311315)(41271014)(581696 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y] :
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36 74 41 )( 38 73 54 )( 39 62 78 )( 40 52 70 )( 42 58 49 )( 53 79 69 )
55 72 59 )( 61 77 66 )

(
(
f—( 1192021 13 )( 235363727 )( 3222444 34 )( 4 54 55 56 51 )
(547 45 46 14 )( 6 39 61 50 18 )( 7 43 53 48 38 )( 8 65 59 60 17 )
(958 74 7532 )( 10 64 31 63 26 )( 11 57 77 78 52 )( 12 40 79 71 30 )
(

1516 80 41 42 )( 23 76 69 70 62 )( 25 68 72 73 33 )( 28 29 66 67 49 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Z; :

—(27)(314)( 821 )( 910 )( 11 13 )( 1529 )( 17 26 )( 18 22 )
(1923)(203 )(24 25 )( 2736 )( 28 37 )( 130 40 )( 32 33 )( 38 39 )
—(14)(27)(315)(56)(821)(911)(1013)(1235)(1429)
(1634)(172 )( 18 24 )( 20 32 )( 22 25 )( 27 36 )( 31 33 )
v —(28)(314)( 721 ) 911)( 1013 )( 12 34 )( 15 29 )( 16 35 )
(1727)( 1825 )( 19 28 )( 20 33 )( 22 24 )( 23 37 )( 26 36 )( 31 32)
—(15)(28)(315)(4 )(721)(9 )(10 11 )( 14 29 )( 18 22)
(1928)(2032)(2337)( 25 )(30 39 )( 3133 )( 3840 )
—(12)(47)(58)(621)(918)( 1025 )( 1124 )( 1236 )( 13 22 )
14 29 )( 16 17 )( 19 30 )( 23 40 )( 26 34 )( 27 35 )( 28 39 )( 31 33 )

738)
(1 18 )(1320 )(411)(513)( 610 )( 724 )(822)( 1227)

9)( 2
15 32 )( 16 17 )( 21 25 )( 23 37 )( 26 34 )( 29 33 )( 35 36 )

(

(3
b —
(114 31 )(
(3840)
d—(291
(1229 38)
(273137)

f—(1161723)( 41236715 )( 5342721 14 )( 6 35 26 8 29 )
(9 19 20 30 18 )( 10 28 33 38 24 )( 11 37 31 39 25 )
(13233240 22 )

3016 )( 456 )( 71325 )( 81024 )( 11 22 21 )

8 )(3
(14 40 35 )( 15 39 34 )( 17 20 19 )( 23 36 33 )( 26 32 28 )

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Z,:

—(12)(34)(616)(722)(829)(1112)(1431)(1518)(1723)
(1932 )( 21 28 )( 24 40 )( 25 36 )( 30 37 )( 3339 )( 34 35 )
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x —=(12)(34)(59)(617)(711)(1013)(1222)(1623)(1925)

(2038 )(2133)( 2440 )( 2627 )(2839)( 3236 )(3435)

vy —(13)(24)(59)(617)(722)(831)(1013)( 11 12 )( 1429 )

(1518 )( 16 23 )( 20 27 )( 24 34 )( 26 38 )( 30 37 )( 35 40 )

2 —(14)(23)(510)(722)(814)(913)(1112)( 1530 )( 18 37)

(1936 )( 20 38 )( 24 40 )( 25 32 )( 26 27 )( 29 31 )( 34 35 )

a—(15)(29)(313)(410)(725)(818)(1119)( 1236 )( 14 37 )
15 29 )( 16 23 )( 20 24 )( 22 32 )( 26 34 )( 27 35 )( 28 39 )( 30 31 )
38 40)

)(322)( 412

)( 5 19 )( 6 21 )( 818 )( 925 )( 10 36 )
)( 15 31 )( 16 39 )

(117 33 )( 23 28 )( 26 27 )( 29 30 )

—(243)(51119)(6248)(73613)(91232)( 1022 25)
417 40 )( 15 28 27 )( 16 35 31 )( 18 21 20 )( 23 34 29 )( 26 30 39 )
33837)

f (181856 )( 2141510 23 )( 3313013 17 )( 4 29 37 9 16 )
(7 26 33 34 25 )( 11 20 21 24 19 )( 12 38 39 35 32 )
(122 27 28 40 36 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Zs:

—(12)(36)(48)(516)(79)(1030)(1229)( 1723 )( 1835
(1926 )( 21 37 )( 22 31 )( 24 36 )( 25 33 )( 27 34 )( 39 40 )

—(16)(23)(49)(78)(1037)(1113)(1222)(1415)(1835)
(1934 )(21 30 )( 24 40 )( 25 33 )( 26 27 )( 29 31 )( 36 39 )

—(13)(26)(517)(1114)( 1222 )( 1315 )( 16 23 )( 1
(1926x2038x2439x2533x2734x2832x2931x3640)

—(13)(26)(48)(516)(79)(1037)(1115)(1222)( 13 14)
(1723x1833x2032x2130x2535x2838x2931)
)

—(14)(27)(38)(69)(1012)( 1118 )( 1335 )( 14 25 )( 1533 )
( 17 23 )( 19 24 )( 21 29 )( 22 37 )( 26 39 )( 27 36 )( 28 38 )( 30 31 )
(3440)

835 )
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263 )(41118)(52412)(71333)(81435)( 91525
020 19 )( 16 40 22 )( 17 36 31 )( 21
234 37 )

f—(1121045)(22221923)(33130816)(62937717)
(11 19 20 24 18 )( 13 34 38 36 33 )( 14 26 32 39 25 )
(11527 28 40 35 )

— —

28 27 )( 23 39 29 )( 26 30 38

b —(111)(214)(315)(418)(520)(613)(725)(833)(935)
(10 12 )( 16 32 )( 17 38 )( 21 31 )( 22 37 )( 23 28 )( 26 27 )( 29 30 )
(36 39)

d —(

(

(

Nach 2.3.10 die Menge (z1) unter G,, invariant; nach 2.3.9 sind es also auch
die entsprechenden Mengen von Nebenklassen der Punktstabilisatoren.

Wir berechnen daher fiir jeden potenziellen Blockstabilisator, wie er auf den
Nebenklassen aller eventuellen Punktstabilisatoren operiert; vor allem sind
wir an den Léngen der dabei entstehenden Bahnen interessiert.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{1}; {2,6,12,8,7,15,16,13,4,11,9, 14,5, 10, 3}.
Diese Bahnen haben die Léngen 1 und 15.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{1,2,3,11,15,13}; {4,7,9,16,12,5,10, 14, 6, 8}.
Diese Bahnen haben die Lingen 6 und 10.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind

{1,19,13,20,21}; {3,5, 10,22, 34, 45,46, 26, 64,44, 24,63, 31, 14,47}
{2,6,12,8,7,28,25,16,4,11,9, 23, 35,18,53,67,51,57,60,79, 75, 69, 15, 68,
36,50, 54,52,74,70,29, 38,41, 73,40,17,37,61, 32, 76, 80, 33, 77, 56, 30, 65, 48,
66,27,39,42,72,71,59,62, 58,43, 49, 55, 78}.

Diese Bahnen haben die Liangen 5, 15 und 60.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{1,2,9,18,16,17, 3,20, 30, 19};

{4,7,11,24,5,8,13,22,6, 21, 10, 25, 12, 36, 27, 35, 29, 14, 33, 31, 38, 37, 40,
23,15,32,39, 28, 34,26}.

Diese Bahnen haben die Langen 10 und 30.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z, sind
{1,5,11,19, 8,18, 6,21, 24,20},
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{2,9,7,25,4,10,12, 36, 3,13, 22,32, 14, 37,17, 33,40, 38, 15, 29, 31, 30, 28,
39,23, 16,27,35,26,34}.
Diese Bahnen haben die Lingen 10 und 30.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind

{1,4,11,18,12,10, 5, 20, 24, 19};

{2,7,14,25,6,9,13,35,3,8,15,33,22,37, 16, 32,40, 34, 21, 29, 31, 30, 28, 38,
23,17,27, 36, 26, 39}.

Diese Bahnen haben die Léngen 10 und 30.

Die Xo-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{1,3,14,9,16,13}; {2,6,8,12,5,10,4, 11,15, 7}.
Diese Bahnen haben die Lingen 6 und 10.

Die Xs-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{1}; {2,5,12,13,15,16,9,4,7,3,11, 14,10, 6, 8}.
Diese Bahnen haben die Léngen 1 und 15.

Die X5-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind
{2,6,8,12,35,18,79,60,17,40, 71,59, 37,61, 27, 39, 36, 50, 65, 30 };
{1,3,23,9,25,16, 19, 13,69, 75, 33, 80, 44, 24, 42, 72, 32, 76, 20, 21, 68, 15,
41,73,58,62,74,70,22,34};

{4,11,28,7,5,10,54, 52, 66,48, 14,47, 78, 55,63, 31,49, 43,56, 77, 26, 64,
29,38,45,46,51,57,67,53}.

Diese Bahnen haben die Langen 20 und 30 (2x).

Die X,-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{4,7,9,18,12,36, 15, 20, 30, 19};

{1,2,11,24,6,21,13,22,5,8,10, 25, 16, 17, 26, 34, 14, 29, 33, 31, 38, 37, 40,
23,3,32,39,28,35,27}.

Diese Bahnen haben die Langen 10 und 30.

Die X,-Bahnen auf den Nebenklassen von Z, sind

{1,5,7,25,8,18,6, 33,34, 26};

{2,9,11,19,4, 10,22, 32,3,13,12,36, 14,37,17, 21, 35,27, 15, 29, 31, 30, 39,
28,23, 16, 38, 40, 20, 24}.

Diese Bahnen haben die Langen 10 und 30.

Die X,-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind
{3,8, 14,25, 31, 30, 16, 32, 39, 26};
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{1,4,13,35,6,9,11,18,2,7,15,33,12,10, 37,22, 23,17, 28, 38, 40, 34, 24,
19, 5,20, 36, 27,29, 21}.
Diese Bahnen haben die Lingen 10 und 30.

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von X sind
{1,5,7,15,2,6}; {3,10,16,13,12,8,9, 14, 11,4}.
Diese Bahnen haben die Léngen 6 und 10.

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{1,12,14,10,4,7}; {2,5,8,6,11,3,13,15,9,16}.
Diese Bahnen haben die Lingen 6 und 10.

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind
{4,11,23,9,54,52,55,78,51,57,75,69, 70,74, 32, 76,56, 77, 62, 58 };
{1,5,7,28,2,6,19,13,53,67,27,39, 46,45, 50, 36, 49, 43, 20, 21, 35, 18, 61,
37,29, 38,66,48,47,14};

{3,10, 25,16, 12,8, 22,34, 72,42, 30,65, 63, 31,60, 79, 15, 68, 24,44, 40, 17,
59,71,80,33,41,73,64,26}.

Diese Bahnen haben die Langen 20 und 30 (2x).

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{1,2,13,22,16, 17, 3, 32,40, 23};

{4,7,10,25,5,8,9,18,6,21, 11,24, 12, 36, 27, 35, 29, 14, 31, 33, 39, 28, 30,
19,15, 20, 38, 37, 34, 26}.

Diese Bahnen haben die Léngen 10 und 30.

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z, sind
{3,13,7,25,31,30,17, 33, 34, 26};

{1,5,12,36,4,10,11,19,2,9,22,32, 8,18, 37, 14, 23, 16, 28, 39, 40, 38, 24,
20, 6,21, 35,27,29, 15}.

Diese Bahnen haben die Langen 10 und 30.

Die X3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind

{3,8, 11,18, 31, 30, 16, 20, 24, 19};
{1,4,15,33,6,9,14,25,2,7,13,35,12,10, 37,22, 23, 17, 38, 28, 36, 27, 39,
26,5,32,40,34,29,21}.

Diese Bahnen haben die Langen 10 und 30.

Die X,-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{1,10,12,8,11,4}; {2,6,14,9,5,3,15,7,16, 13}.
Diese Bahnen haben die Léngen 6 und 10.
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Die X,-Bahnen auf den Nebenklassen von X, sind
{1,5,9,16,6,8}; {2,12,15,13,14,10,11,3,4,7}.
Diese Bahnen haben die Lingen 6 und 10.

Die X -Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind

{7,28,16,25,43, 49,66, 48, 33,80, 73,41,67, 53, 15, 68, 38,29, 42, 72} ;
{1,10,12,8,11,4,19, 13,79, 60, 52, 54, 63, 31, 56, 77, 17, 40, 20, 21, 57, 51,
55,78,65, 30,59, 71, 64,26}

{2,6,23,9,5,3,35,18,69, 75, 14,47, 50, 36, 44, 24, 62, 58, 37,61, 34, 22, 76,
32,45, 46,27,39,70,74}.

Diese Bahnen haben die Langen 20 und 30 (2x).

Die X4-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{4,7,13,22,12, 36, 15, 32,40, 23};

{1,2,10,25,6,21,9,18,5,8,11,24, 16,17, 26, 34, 14, 29, 31, 33, 39, 28, 30,
19, 3,20, 38, 37, 35,27}.

Diese Bahnen haben die Lingen 10 und 30.

Die X4-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind

{3,13,11,19, 31, 30,17, 21, 24, 20};

{1,5,22,32,4,10,7,25,2,9,12, 36, 8, 18,37, 14, 23, 16, 39, 28, 35, 27, 34, 26,
6, 33,40, 38,29, 15}.

Diese Bahnen haben die Lingen 10 und 30.

Die X, -Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind

{1,4,14,25,12,10, 5, 32, 39, 26 };

{2,7,11,18,6,9, 15, 33, 3,8, 13, 35, 22, 37, 16, 20, 36, 27, 21, 29, 31, 30, 38,
28,23,17,34,40,19,24}.

Diese Bahnen haben die Lingen 10 und 30.

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{1}; {3,5,10}; {2,6,12,8,7,15,16,13,4,11,9, 14}.
Diese Bahnen haben die Liangen 1, 3 und 12.

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{6,8,10,14}; {1,2,3,11,15,13}; {4,7,9, 16, 12, 5}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y sind
{1}; {3,5,10}; {13,19,21,20};
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{2,6,12,8,7,28,25,16,4, 11,9, 23};

(14,47, 63,31, 46,45, 34, 22, 64, 26, 24, 44}
{15,68,75,69,67,53,18,35,57,51,79,60};

{17,40, 73,41, 50, 36,52, 54,29, 38, 74,70};

(27,39, 42,72, 71, 59, 62, 58, 43, 49, 55, 78 };

{30, 65, 48,66, 37,61, 32, 76, 80, 33, 77,56 }.

Diese Bahnen haben die Langen 1, 3, 4, und 12 (6 x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{1,2,9,18}; {3,20,30, 19,16, 17}; {15,32, 39, 28,34, 26};
{4,7,11,24,5,8,13,22,6,21, 10, 25};

{12, 36,27,35,29, 14,33, 31, 38, 37, 40, 23}.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind
{1,5,11,19}; {6,21,24,20,8,18}; {14,37,17, 33,40, 38};
{2,9,7,25,4,10,12, 36, 3,13, 22, 32};

{15, 29, 31, 30, 28, 39, 23, 16, 27, 35, 26, 34 }.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind
{1,4,11,18}; {5,20,24, 19,12, 10}; {16, 32,40, 34,22, 37};
(2,7,14,25,6,9,13,35,3,8, 15, 33}

{17, 23, 38, 28, 36, 27, 39, 26, 31, 30, 21, 29}.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{2,6,8,12}; {1,3,14,9,16, 13}; {4,11,15,7,5,10}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{1}; {2,5,12}; {3,11,4,7,8,6,10,14,15,13,9, 16}.
Diese Bahnen haben die Léngen 1, 3 und 12.

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind

{2,6,8,12}; {30,65,50,36}; {1,3,23,9,25,16}; {4,11,28,7,5,10};

{13, 19,75, 69, 44, 24, 33, 80, 76, 32, 72, 42};
{14,47,78,55, 63, 31, 49, 43, 54, 52, 66, 48};
{15,68,21,20,73, 41, 62, 58,22, 34, 74, 70}:
{17,40, 71,59, 37,61, 27,39, 35,18, 79, 60};
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{26, 64,56, 77,46,45, 38,29,57,51,53,67}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 (2x), 6 (2x) und 12 (5x).

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{4,7,9,18); {3,32,39,28,35,27}; {12,36, 15, 20, 30, 19};
{1,2,11,24,6,21,13,22,5,8, 10, 25);

{14, 29, 33,31, 38,37, 40, 23, 16, 17, 26, 34}.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von Z, sind
{1,5,7,25); {6,33,34,26,8, 18}; {14,37,17, 21,35, 27};
{15,29, 31, 30, 39, 28, 23, 16, 38, 40, 20, 24};
{2,9,11,19, 4, 10, 22, 32, 3, 13,12, 36}.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind
{3,8,14,25}; {5, 20, 36, 27,29, 21}; {16, 32, 39, 26, 31, 30};
{10,12,22,37,28,38,23,17,19, 24, 34,40};
{1,4,13,35,6,9,11,18,2,7,15, 33}.

Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{4,11,14,9}; {1,5,7,15,2,6}: {3,10,16,13,12,8}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{9,16,13,15}; {1,12,14,10,4,7}; {2,5,8,6, 11, 3}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Ys3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y sind

{4,11,23,9}; {56,77,62,58}; {1,5,7,28,2,6}; {3,10,25,16,12, 8};
{13,19,67, 53,46, 45,27, 39, 43,49, 36,50};

{14,47, 48,66, 21, 20, 18, 35,29, 38,61, 37};
{15,68,60,79,42,72,34,22,65, 30,31, 63};

{17,40,44,24,71,59, 33,80, 64, 26,41, 73};
{32,76,70,74,78,55,52,54,57,51,69,75}.

Diese Bahnen haben die Langen 4 (2x), 6 (2x) und 12 (5%).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{1,2,13,22}; {3, 32,40, 23,16, 17}; {15, 20, 38,37, 34, 26};

65



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS

{4,7,10,25,5,8,9, 18,6,21, 11, 24};
{12, 36,27, 35,29, 14,31, 33, 39, 28,30, 19}.
Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind
{3,13,7,25}; {6,21,35,27,29,15}; {17, 33, 34, 26, 31,30};
{1,5,12,36,4,10,11,19,2,9, 22, 32};

{8,18,37,14, 23, 16, 28, 39, 40, 38, 24, 20}.

Diese Bahnen haben die Langen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind
{3,8,11,18}; {5, 32,40, 34,29, 21}; {16, 20, 24, 19, 31, 30};
{1,4,15,33,6,9,14,25,2,7,13,35};

{10,12,22,37, 38, 28,23,17,26,39,27,36}.

Diese Bahnen haben die Léngen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{7,15,13,16}; {1,10,12,8,11,4}; {2,6,14,9,5, 3}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Y,;-Bahnen auf den Nebenklassen von X5 sind
{3,11,7,4}; {1,5,9,16,6,8}; {2,12,15,13, 14, 10}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 6 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind

{29,38,72,42}; {7,28,16,25}; {1,10,12,8,11,4}; {2,6,23,9,5, 3};
{13,19,60,79,63,31,52,54,40,17, 77,56 };

{14,47,50, 36,44, 24,62, 58,35, 18,69, 75};

{15,68,67,53,48, 66,49, 43, 80, 33,41, 73};

{20, 21,57,51,55,78,65,30,59, 71,64, 26};
{22,34,61,37,32,76,46,45,70,74,27,39}.

Diese Bahnen haben die Langen 4 (2x), 6 (2x) und 12 (5%).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{4,7,13,22}; {12, 36,15, 32,40, 23}; {3, 20, 38,37, 35,27};
{1,2,10,25,6,21,9,18,5,8, 11, 24};

{14,29, 31, 33, 39, 28, 30, 19, 16, 17, 26, 34 }.

Diese Bahnen haben die Langen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z, sind
{3,13,11,19}; {6, 33,40, 38,29, 15}; {17, 21, 24, 20, 31, 30};
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{1,5,22,32,4,10,7,25,2,9, 12, 36};
{8,18,37,14, 23,16, 39, 28, 35,27, 34, 26}
Diese Bahnen haben die Léangen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Y,-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind
{1,4,14,25}; {5, 32,39, 26,12, 10}; {16, 20, 36,27, 22, 37};
{2,7,11,18,6,9,15, 33, 3,8, 13, 35};

{17,23, 28,38, 40, 34,24, 19, 31, 30, 21, 29}.

Diese Bahnen haben die Langen 4, 6 (2x) und 12 (2x).

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{1,2,4,7}; {3,6,9,13,5,8,11, 16, 10, 12, 14, 15}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12.

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von X, sind
{2,8,11,13}; {1,6,7,9,3,16,12,14, 15,4, 10, 5}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12.

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind
{1,2,4,7,20,66,77,61}; {13,14,17,27,21,50, 71,46, 19, 43, 64,29}
{18, 30, 26, 34,60, 63,44, 37,68,47, 80, 22};

{3,6,9,16,5,8,11, 25,10, 12,23, 28,24, 72,69, 36, 31, 53, 74,59, 45,41,
55,79};

{15,49,62,32,67,78,56,42, 57,65, 58,39, 73,70, 75, 48, 54, 35, 76, 40,
38,33,52,51};

Diese Bahnen haben die Langen 8, 12 (2x) und 24 (2x).

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{1}; {4,5,6}; {3,14, 30,40, 16, 35}; {12,34,29,15,38,39};
{2,7,8,21,9,10,11, 13, 18,22, 25,24, 17, 26, 27, 36, 20, 31, 33, 32, 19, 23,
28,37};

Diese Bahnen haben die Langen 1, 3, 6 (2x) und 24.

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von Zs sind
{1,2,3,4}; {5,9,11,12,19, 32,18, 15, 21, 28,20, 27};
{6,16,17,23,24,40, 34, 35,8,29, 31, 14};

{7,22,36, 25,13, 10, 26, 38, 30, 37, 39, 33}.

Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12 (3x).

Die Z;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind
{1,2,3,6}; {4,8,11, 14,18, 35, 10, 30, 20, 38, 19, 26 };
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{5,16,17, 23,24, 36,39, 40, 12, 29, 22, 31}
{7,9,13,15,33,25,21, 37,28, 32,27, 34}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12 (3x).

Die Z5-Bahnen auf den Nebenklassen von X sind
{1,6,14,16}; {2,3,15,11,7,9,12,5,4,13, 10, 8}.
Diese Bahnen haben die Léngen 4 und 12.

Die Z5-Bahnen auf den Nebenklassen von X, sind
{1,8,3,15}; {2,6,4,16,11,9,5,14,13,7,10, 12}.
Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12.

Die Z,-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind
{1,6,23,25,20,36,41,74}; {13,49,33,34,21,48,44,42,19,47,58,76};
{14, 15, 38,26, 46, 73,63, 67,64, 22, 57,54 };
{2,3,28,11,7,9,12,5,4,16,10, 8,61, 24, 55,53, 77,72, 79, 31, 66, 69, 45,
59};

{17,32, 51, 30,50, 75, 37, 56, 29, 80, 65, 35, 71, 70, 60, 78, 43, 68, 39, 40,
27,62,52,18}.

Diese Bahnen haben die Langen 8, 12 (2x) und 24 (2x).

Die Z5-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{1,4,6,5}; {2,7,9,13,18,25,17, 36, 20, 33, 19, 23};
{3,29, 14,15, 30, 40, 39, 38, 16, 34, 12, 35};
{8,21,10,11,24,22,27,26, 31, 32,37, 28 }.

Diese Bahnen haben die Langen 4 und 12 (3x).

Die Zs-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind

{1}; {2,4,3}; {6,23,24,34,8,29}; {14, 31, 17,16, 40, 35};
{5,9,10,13,11,22,7,12,19, 36, 32, 25, 18, 15, 30, 37, 21, 39, 33, 28, 20,
38,27,26}.

Diese Bahnen haben die Langen 1, 3, 6 (2x) und 24.

Die Zy-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind
{1,3,6,2}; {4,7,11, 13,18, 33,10, 21, 20, 28, 19, 27};
{5,16,23,17,24, 39, 36, 40, 12, 31, 22, 29};

{8,9, 14, 15, 35, 25, 30, 37, 38, 32, 26, 34}.

Diese Bahnen haben die Lingen 4 und 12 (3x).

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von X sind
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{1,12,11,13}; {2,10,16,9,7,14,8,3,4,15,5,6}.
Diese Bahnen haben die Léngen 4 und 12.

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von X, sind
{5,8,7,16}; {1,14,4,13,3,9,2,10, 15,11, 6, 12}.
Diese Bahnen haben die Léngen 4 und 12.

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind

{1,12,11, 16, 20, 55, 59, 72}; {13, 52, 26, 32, 21, 63, 56, 70, 19, 65, 40, 22};
{14,51, 34,62, 46, 44,78,75,64, 39, 35,47};
{2,10,25,9,7,23,8,3,4,28,5,6,61,41, 31,69, 77, 45, 53, 36, 66, 79, 74,
24};

{15, 30, 33,27,67,48,71,37,57,43, 80,76, 73, 42, 60, 50, 54, 68, 29, 58,
38,17,49,18}.

Diese Bahnen haben die Langen 8, 12 (2x) und 24 (2x).

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
(1,6,5,4}; {2,8,9,10,18,24,17, 27,20, 31, 19, 37}
(3,14, 29, 15, 30, 38, 39, 40, 16, 34, 35, 12}
(7,21,13,11, 25, 22, 36, 26, 33, 32, 23, 281

Diese Bahnen haben die Lingen 4 und 12 (3x).

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z5 sind
{1,4,2,3}; {5,13,11,7,19, 36, 18, 30, 21, 39, 20, 26 };
{6,23,17,16, 24,40, 35, 34,8, 31,29, 14};

{9,10, 12,22, 32, 25,15, 37,28, 33,27, 38}.

Diese Bahnen haben die Lingen 4 und 12 (3x).

Die Z3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z3 sind

{1}; {2,6,3}; {5,23,24,39,12,29}; {16, 17,40, 36,22,31};
{4,9,8,7,11,14,13, 15, 18, 33, 25, 35, 10, 30, 37, 21, 20, 32, 28, 38, 19,
27,26,34}.

Diese Bahnen haben die Langen 1, 3, 6 (2x) und 24.

3.3.5 Konstruktion der Designs
Die Kenntnis der Bahnldngen aus dem obigen Abschnitt eliminiert einige

der Orbitalmatrizen. So lesen wir an der Operation der X; auf den Neben-
klassen der Z; ab, dass y;3 = 15 nicht zu realisieren ist; dies schliefit die
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Orbitalmatrizen O; und O3 aus. Ebenso kéonnen O, Os und O; verworfen
werden, da 794 = 13 durch die Bahnldngen der Operation der Y; auf den
Nebenklassen der Z; nicht erreicht werden kann. SchlieBlich kann Og keine
Anwendung finden, weil y45 = 28 nicht als Summe von Bahnléngen, die bei
der Operation der Z; auf den Nebenklassen von Y; entstehen, dargestellt wer-
den kann. Somit verbleiben O4 und Og als mogliche Orbitalstrukturen. Der
Ubersichtlichkeit wegen seien diese hier noch einmal angegeben:

0 30 10 10 10 20 10 10
Oy — 6 24 10 10 O.— | 4 26 10 10
4 20 16 10 | B 4 20 16 10
4 20 10 16 4 20 10 16

Wir sagen im Folgenden ,die Punktstabilisatoren sind [X;,Y7,Zx,7Z;]¢, falls
Gp, = X;, Gp, = Z;, und Gp, = Z; fiir geeignete natiirliche Zahlen 7, k
und /. Im Abschnitt iiber Stabilisatoren haben wir bereits gesehen, dass es
geniigt, i € {1,2} und Gp, = Y) zu betrachten. Analog sagen wir , die Block-
stabilisatoren sind [[X;,Y},Z;,Z]]“, falls G,, = X;, Gy, =Y, Gy = Z;, und
G,, = Z, fiir geeignete natiirliche Zahlen 7, j, k und [. Spielt einer der jeweils
vier betrachteten Stabilisatoren keine Rolle, so machen wir das im Rahmen
dieser Schreibweise durch ,,*“ kenntlich.

Wir betrachten noch einmal die Operation von Z;, Z, und Z3 auf den Ne-
benklassen von Z;, Z; und Z3. Da in beiden Orbitalmatrizen v34 = 43 = 10
gilt, konnen wir folgende Aussage treffen:

3.3.13 Lemma Sind die Punktstabilisatoren [xx,Zy,7Z;], so sind die Block-
stabilisatoren [[x*,7,,Zy]]; k,1 € {1,2,3}.

Wir untersuchen zunéchst den Fall, dass Gp, = Gp,; die moglichen Punkt-
stabilisatoren sind hier also [X1,Y1,Zx,Zx| oder [X2,Y1,2;,Z%]; k € {1,2,3}.
Nach obigem Lemma ist dann G, = Zj. Wir konstruieren die entsprechen-
den Moglichkeiten fiir (z3) und erzeugen die zugehorigen G-Orbits, jedoch
ist die notwendige Bedingung

(a8) N (o) = A = 14

nicht fiir alle g, h € G erfiillt. Somit kénnen wir das obige Lemma verbessern:
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3.3.14 Lemma Sind die Punktstabilisatoren [xx,Zy,7Z;], so sind die Block-
stabilisatoren [[x*,7,,Zy]], und es gilt k # 1; k,1 € {1,2,3};

Die Orbitalmatrizen O4 und Og bleiben beide bei simultanem Vertauschen
der jeweils letzten beiden Zeilen und Spalten invariant. Erhalten wir also
fiir Punktstabilisatoren [,%,7Zx,7;] Designs, so erhalten wir mit [%,7;,Z]
isomorphe Designs.

Ferner: Sind die Punktstabilisatoren [X7,Y7,%,%] so konnen wir mit Hilfe des
Elementes t € Aut GG, das sowohl X als auch Y; invariant lédsst, die Moglich-
keiten fiir Gp, und Gp, weiter einschrinken. Nach 3.3.5 operiert ¢ als 3-
Zyklus auf den G-Klassen von Z;, Zs und Zs; es geniigt also, Gp, = Z; und
Gp, € {Z1, Zy} zu betrachten. Es bleiben noch genau vier Moglichkeiten fiir
die Punktstabilisatoren, ndmlich

o [ X1, Y1,71,75]
o [ X0, Y1,71,75]
o [Xy,Y1,21,75)
o [X5.Y1,725,75].

Drei davon ergeben keine Designs, egal, welche Blockstabilisatoren verwendet
werden. Nur [X,,Y7,77,75] liefert die gewiinschten Strukturen, und zwar mit
folgenden Blockstabilisatoren:

o [[X1,Y5,75,71]] genau ein Design Dy
o [[X3,Y1,75,71]] genau ein Design Dy
o [[X35,Y4,Z5,71]] genau ein Design Dy

o [[X4,Y5,75,71]] genau ein Design Dy .

Dy wird mit der Orbitalmatrix Oy erhalten, die anderen Designs mit Osg.

Der dufere Automorphismus s von G lisst die G-Klassen von X;, X,, Y}
und Y5 invariant und vertauscht die G-Klassen von X3 und X, sowie von Y3
und Y;. Wir sehen also, dass Dy; und D;5 isomorph sind.
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Wir geben nun die erhaltenen Designs an, indem wir fiir die Blockreprésen-
tanten jeweils die mit ihnen inzidenten Punkte angeben; diese Punkte be-
zeichnen wir durch die Nummer ihrer zugeordneten Nebenklasse.

(z1) NP7

Design Dy :

(x,) N PE {4,5,6,7,8,9,10,12, 14, 16}

(x,) N Pf {1,3,5,10,13,14,19, 20, 21, 22, 24, 26, 31, 34, 44, 45, 46, 47,
63,64}

(x,) N PE {1,2,3,9,16,17,18,19, 20, 30}

(x1) N PF {1,5,6,8,11,18,19,20,21, 24}

(xy) N PE {1,2,5,12}

(z5) N PY {2,4,5,6,7,8,10,11, 12,26, 28, 29, 30, 36, 38, 45, 46, 50, 51,
53,56, 57,64,65,67,77}

(x9) N PE {3,4,7,9,18,27,28,32, 35,39}

(xo) N PF {1,5,7,14,17,21,25,27, 35,37}

(x3) N PE {1,3,8,15}

(x3) N PE {1,6,14,15,20, 22,23, 25, 26, 36, 38, 41, 46, 54, 57, 63, 64,
67,73,74}

(z5) N PY {1,4,5,6,8,10,11,21,22, 24, 26,27, 28,31, 32, 37}

(x3) N PY {1,2,3,4,6,8,23,24, 29, 34}

(x4) N PF {2,8,11,13}

(x ) N PE {1,2,4,7,18,20, 22,26, 30, 34, 37, 44, 47, 60, 61, 63, 66, 68,
77,80}

(x4) N PE {1,3,4,5,6,14, 16,30, 35,40}

(x ) N PE {1,2,3,4,7,10,13,22,25,26, 30, 33, 36, 37, 38, 39}

Design Dy :

{7
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<l’2> N PQG

(w2) N P§

<SL’4> N PIG
<Qf4> N PQG

<l’4> N P3G
<1’4> N P4G

Design Dy :

(1) N PY

{1,3,9,13,15, 16, 19, 20, 21,22, 23, 24, 25, 32, 33, 34, 41, 42,
44,58,62,68,69,70,72,73,74,75,76,80}
{4,7,9,12,15, 18, 19,20, 30, 36}
{1,5,6,7,8,18,25,26, 33, 34}

{1,2,3,11,13, 15}

{17,29, 30, 32, 33, 36, 37, 38, 40, 41, 48, 50, 52, 54, 56, 61, 65,
66,70, 73,74, 76,77,80}

{1,2,9,15,18,26, 28,32, 34, 39}
{1,5,11,14,17,19, 33,37, 38,40}

{1,3,8,15}

{1,6,14, 15,20, 22, 23, 25, 26, 36, 38, 41, 46, 54, 57, 63, 64,
67,73, 74}
{1,4,5,6,8,10, 11,21, 22, 24, 26, 27, 28, 31, 32, 37}
{1,2,3,4,6,8,23,24, 29, 34}

{2,8,11,13}
{1,2,4,7,18,20,22,26, 30, 34, 37, 44, 47, 60, 61, 63, 66, 68,
77,80}

{1,3,4,5,6,14, 16, 30, 35, 40}
{1,2,3,4,7,10, 13,22, 25,26, 30, 33, 36, 37, 38, 39}

{}
{1,2,5,6,7,13,14, 18,19, 20, 21, 27, 28, 29, 35, 36, 37, 38, 39,
43,45, 46,47, 48,49, 50,53, 61, 66,67}
{1,2,3,13,16,17, 22,23, 32,40}
{3,7,13,17,25, 26,30, 31, 33, 34}
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<.732> N PQG

<132> N P?)G
<$2> N P4G

<.CE3> N PlG
<l’3> N PQG

<$4> N PlG

<$4> N P?)G

{1,5,6,8,9,16}

{14, 18,20, 21,24, 26, 30, 35, 36, 44, 47, 50, 51, 55, 57, 58, 59,
62,64, 65,69, 71,75, 78

{3,4,7,13,20, 22,27, 35,37, 38}
{3,6,11,13,15,19, 29, 33, 38, 40}

{1,3,8,15}

{1,6,14,15, 20,22, 23, 25, 26, 36, 38, 41, 46, 54, 57, 63, 64, 67,
73,74}

{1,4,5,6,8,10, 11,21, 22, 24, 26, 27, 28, 31, 32, 37}
{1,2,3,4,14,16,17,31, 35,40}

{2,8,11,13}
{1,2,4,7,18,20, 22,26, 30, 34, 37, 44, 47, 60, 61, 63, 66, 68,
77,80}

{1,3,4,5,6,14, 16,30, 35, 40}
{1,2,3,4,5,9,11,12, 15,18, 19, 20, 21, 27, 28, 32}

Mit einem Programm von V. Tonchev [22] wurden die vollen Automorphis-
mengruppen von Dy, D1y und D;; berechnet. Es gilt

|AutDy| = 44.352.000,

Mit GAP [20] konnte ferner berechnet werden, dass die Gruppe der Ordnung
44.352.000 einfach ist und transitiv auf den Punkten und Blocken von Dy
operiert; damit ist dieses Design isomorph zum Higman-Design Dgigman.-

Die Gruppe der Ordnung 11.520 muss nun isomorph zu den Gruppen dersel-
ben Ordnung aus dem vorherigen Abschnitt iiber die intransitive Erweiterung



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS 75

sein, denn die dort erhaltenen Designs erfiillen die Voraussetzungen dieses
Abschnitts. Es ergibt sich ebenfalls sofort, dass D; = D, = Dg = D; = Dyy.
Das heifit: die vier Designs mit voller Automorphismengruppe der Ordnung
11.520 aus dem vorherigen Abschnitt sind alle zueinander und zu D;q iso-
morph. Die Gruppe Aut D;; schliefflich ist G selbst, die transitive Erweite-
rung von Fig durch As.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

3.3.15 Satz Sei GG ein semidirektes Produkt einer Gruppe E = FE\¢ mit einer
Gruppe A = As. Ein Element d € A der Ordnung 3 zentralisiere in E eine
Gruppe der Ordnung 4.

Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches (176,50,14) Design mit nachstehenden
FEigenschaften:

(1) G < AutD

(2) Es gibt Py € P und x1 € B mit Gp, = G,, = (Ey X Z3) : Zy
(dabei sei E4 . ZQ = Dg und Zg . ZQ = 23)

(3) Es gibt P, € P und x5 € B mit Gp, = G,, =3,

(4) Es glbt P3 € P und T3 € B mit Gp3 = Gx;; = DlO-
Dann ist D entweder zum symmetrischen Higman-Design Dpigmaen oder zu
D, isomorph. Aut D; ist eine nicht zerfallende Erweiterung einer elementar-

abelschen Gruppe der Ordnung 16 durch die symmetrische Gruppe auf sechs
Ziffern und hat die Ordnung 11.520.

3.3.16 Satz Sei G ein semidirektes Produkt einer Gruppe E =2 F1g mit einer
Gruppe A = As . Ein Element d € A der Ordnung 3 operiere fixpunktfrei auf
E—{1}.

Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches (176,50,14) Design mit nachstehenden
Eigenschaften:

(1) G < AutD
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(2) Es gibt P, € P und z; € B mit Gp, = G, = A;

(3) Es gibt Py € P und x5 € B mit Gp, = G,, = Ay,
dabei sei Gp, N E = G, NE = {1}

(4) Es gibt Py € P und x3 € B mit Gp, = G,, = ¥4

(5) Es gibt P, € P\ P¢ und x4 € B\ 2§ mit Gp, = G,, =3,
Dann ist D zum symmetrischen Higman-Design Dyjgman oder zu D; oder
zu Dyy isomorph. Die Gruppe Aut D, ist eine nicht zerfallende Erweiterung
einer elementarabelschen Gruppe der Ordnung 16 durch die symmetrische
Gruppe auf sechs Ziffern und hat die Ordnung 11.520. Die Gruppe Aut Dy, ist

isomorph zur transitiven Erweiterung von E1g durch A5 und hat die Ordnung

960.

3.4 Eg . GL3(2)

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.4.1 Problem Sei G das semidirekte Produkt einer Gruppe E = Eg mit
einer Gruppe L = GL3(2). Sei D = (P, B, 1) ein symmetrisches (176,50,14)
Design mit nachstehenden Figenschaften:

(1) G < AutD

(2) Es gibt P, € P und x; € B mit Gp, = G, = GL3(2)

(3) Es gibt P, € P und x5 € B mit Gp, = Gy, = ¥4,
dabei sei Gp, N E = G, N E = {1}

(4) Es gibt Py € P und x3 € B mit Gp, = G, = Zy X 33

Welche Moglichkeiten gibt es dann fiir den Isomorphietyp von D 7
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Die Gruppe G hat die Ordnung 8 - 168 = 1.344 . Die verlangten Stabilisatoren
haben die Ordnungen 168, 24 und 12, also in G die Indizes 8, 56 und 112. Da
8+ 56 4+ 112 = 176, operiert G auf den Punkten und Blocken jedes Designs,
das die Bedingungen erfiillt, in jeweils drei Bahnen.

Unser Vorgehen ist vollig analog zu den vorherigen Abschnitten.

3.4.1 Definierende Relationen

Sei £ = (x,y,z) = Eg. Beziiglich dieser Basis beschreiben wir gewisse Ele-
mente a, b, ¢,d, k aus GL3(2) in Matrizenform:

1 00 100

a:=101 0|, b:=111 0|,

1 0 1 0 01
100 1 00 010
c:=10 11|, d=(01 0 [, k=110 [.
010 0 11 0 01

Wegen o(a) = 2, o(c) = 3 und o(kc) = 7 ist L := (a,b, c,d, k) isomorph zu
einer {2, 3, 7}-Untergruppe von G L3(2), also ist L = G L3(2). Wir bilden das
semidirekte Produkt G = (z,y, 2) : (a,b,c,d, k)= Eg: GL3(2).

Es gelten 1 = a? = b = ¢ = d? = k* = (ab)? = (ad)? sowie a° = ab, b° = a,
a*=d, d*=ad, b?=ab, ?=ct, kb=k"! sowie (ke)" = (k¢ Hi=1.

Zusammen mit den Relationen zwischen den Erzeugern von E und den durch
die Matrizen beschriebenen Relationen sind dies definierende Relationen fiir
G, wie eine Nebenklassenabzihlung mit [9] zeigt.

Wir erhalten folgende Konjugiertentafel fiir G:
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g9 |glole)|  Ccle) |ICalg)|]cclelg)]
1 1 G 20.3.7 1
T 2 E :{a,b,c,d) 20.3 7
a 2 (x,y) : (a,b,d) 2° 42
ay 2 | (z,y) : {(a,bz,d) 2° 42
az x | 4 {az,y,b) 24 84
bd a | 4 (x) x (bd) 23 168
bdz |ay | 4 (x) x (bdz) 23 168
c 3 (x) x {(c) 2-3 224
cx 6 (x) x {(c) 2.3 224
kc 7 (kc) 7 192
(ke)™ 7 (kc) 7 192
1.344

3.4.2 Stabilisatoren

Wir suchen nun nach den G-Konjugiertenklassen von Untergruppen der ver-
langten Isomorphietypen G L3(2), ¥4 und Zy x 3.

3.4.2 Lemma In G gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von zu G L3(2)
isomorphen Untergruppen. Représentanten dieser Klassen sind

X1:
X, =

((ke)’,c,d)
((ke)b, ¢, dx) .

Beweis. Offenbar ist X; eine {2, 3, 7}-Untergruppe von L, dies zeigt X; =
L = GL3(2). - Eine Abzahlung der Nebenklassen von X5 in G ergibt | Xs| =
168. Also gilt Xy = GL3(2) oder Xy = FEg : Fy . Im letzteren Fall wére
dr € O9(X2) = O2(G), dies ist sicher falsch. Wir haben X, = GL3(2)
gezeigt.

Sei M eine beliebige zu GL3(2) isomorphe Untergruppe von G. Da
F = ((kc)®, ¢) & Fy der Normalisator einer Sylow-7-Untergruppe in G ist,
gibt es g € G mit F < M9 . Da F in MY maximal liegt, ist MY vollstandig be-
stimmt, wenn wir N ((c)) = X3 kennen. Nun ist Ng({(c)) = (z) x (¢, d) =
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Zy X Y3, darin finden wir - bis auf Konjugiertheit in dieser Gruppe - ge-
nau die Involutionen d und dz, die ¢ invertieren. Also gibt es héchstens zwei
Konjugiertenklassen von zu G L3(2) isomorphen Untergruppen in G, und X;
bzw. X, sind Vertreter dafiir.

Falls X; und X, in G konjugiert wéren, so wéiren es auch d und dr im
Normalisator von F', was nicht der Fall ist. Die Behauptung folgt. O

3.4.3 Lemma In G gibt es genau acht Konjugiertenklassen von zu ¥, iso-
morphen Untergruppen, die mit E einen Schnitt der Ordnung 1 haben. Re-
prasentanten dieser Klassen sind

Yi = (a,b,¢d),

Yo = (a,b,c,dr),

Yy = (ay,bscydy)

Vi = {ay,be,cy,day)
Ys = (a,d,k,b),

Y¢ = (ax,dy,k,b),

Y: = (ay,dzy, k,bz) ,

Ys (azy,dx, k,bz) .

Beweis. Ist Y = X, eine Untergruppe von G, die E trivial schneidet, so ist
Y E als Untergruppe von G/FE ebenfalls zu ¥, isomorph. In G/E = GL3(2)
gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von zu Y, isomorphen Untergrup-
pen; diese entsprechen den Punkt- und Geradenstabilisatoren bei der Ope-
ration auf PG(2,2). Wir finden Vertreter dieser Klassen hier gegeben durch
(a,b,c,d) F und (a,d, k,b) E.

Betrachten wir zunéchst diejenigen Untergruppen Y = >, die wir aus
(a,b,c,d) E erhalten. Ohne Einschrankung konnen wir Oo(Y) = (ae,, bey)
mit ey, e, € E annehmen. Man erhélt genau acht Kandidaten fiir Paare
(€q,€p) € E? mit (ae,,bey) = E;. Konjugation mit Elementen aus (y, 2)
fusioniert je vier dieser Gruppen, es bleiben (a,b) und (ay, bz) als Vertreter
tibrig. Unter der Annahme Oy(Y) = (a,b) kénnen wir (a,b,c) <Y verlan-
gen, denn (c) ist Sylow-3-Untergruppe von N¢((a,b)). Ferner ist Ng((c)) =
(x) x {(c,d) = Zy x ¥3. Dies liefert - bis auf Konjugation - genau die Grup-
pen Y; und Y, . Genauso erhdlt man mit der Annahme O,(Y') = (ay, bz) die
Gruppen Y3 und Y} .
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Sei nun Y = ¥, eine Untergruppe von G mit YE = (a,d, k,b) E'. Ohne Ein-
schrinkung sei (k) eine Sylow-3-Untergruppe von Y und Oy(Y)E = (a,d)E.
In (a, d) E finden wir genau die folgenden Vierergruppen, die von (k) normali-
siert werden und E trivial schneiden: (a,d), (ax, dy), (ay, dzy) und (azy, dz) .
Zusammen mit Ng((k)) = (z) x (k,b) folgt der Rest der Behauptung. O

3.4.4 Lemma In G gibt es genau eine Konjugiertenklasse von zu Zy X Y3
isomorphen Untergruppen. Ein Reprédsentant dieser Klasse ist

Zy = (z,¢,d) .

Beweis. Dies folgt daraus, dass Sylow-3-Normalisatoren in G isomorph zu
Zy x Y3 sind; die angegebene Untergruppe von G ist offenbar von diesem
[somorphietyp. O

3.4.5 Lemma Die Gruppe G = Eg : GL3(2) besitzt einen dufieren Auto-
morphismus t der Ordnung 2, der die beiden Klassen von zu G L3(2) isomor-
phen Untergruppen von G vertauscht.

Beweis. Wir definieren eine Gruppe F' durch
F = <‘/L'7y7 Z? a? b7 C? d7 k? t> )

wobei zwischen x, y, z, a, b, ¢, d und k die in G geltenden Relationen erfiillt
seien. Ferner gelte t2 = 1 = [z,t] = [y,t] = [2,t] = [(ke)’,t] = [c,t] sowie
d' = dx .

Da G = (z,v, 2, (ke)®, ¢, d) , folgt sofort, dass G normal in F liegt; ferner ist
F/G = (t) = Z, . Ebenfalls folgt unmittelbar aus den Relationen, dass X! =
X, gilt. Eine Nebenklassenabzihlung von F' liefert |F| = 2.688 = 2 - |G]|.
Die Behauptung folgt. O

3.4.3 Orbitalstrukturen

Die Indizes der verlangten Stabilisatoren in G liefern uns bereits die Langen
der Punkt- bzw. Blockbahnen; die Langen sind €2, = w; = 8, {2y = wy = 56
und €23 = ws = 112. Aus 2.3.4 und 2.3.8(a) erhalten wir:
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3.4.6 Lemma Operiert eine Gruppe G* auf einem symmetrischen (176,50,14)
Design derart, dass sowohl die Punkte als auch die Blécke in jeweils drei Bah-
nen der Liangen ) = w; = 8, 0y = wy = 56 und 23 = w3 = 112 zerfallen, so
gibt es genau zwei Moéglichkeiten fiir die dazugehérige Blockorbitalstruktur
(ijh<ij<s » nédmlich

8 14 28 8 14 28
2 20 28 und 2 12 36
2 14 34 2 18 30

Beweis. Aus 2.3.4 entnehmen wir 711 + 712 + 713 = 50 ; Satz 2.3.8 (a) liefert
mit ¢ =75 = 1:

11297, + 1677, + 891 = 18.144,

beide Gleichungen kénnen simultan nur mit 7,7 = 8, v12 = 14 und 3 = 28
erfullt werden.

Wir bestimmen nun die méglichen ersten Spalten einer Orbitalmatrix. Aus
2.3.4 verwenden wir 'y + 'y + I's; = 50 ; mit 2.3.5 wird dies zu

Y11 + 7’}/21 -+ 14 Y31 = 50 .
Satz 2.3.8 (b) liefert fiir r = s = 1:
T Ty + lnf = 148,

die beiden letzten Gleichungen konnen simultan nur mit vy, = 8, 9 = 2
und ~3; = 2 erfiillt werden.

Analog erhélt man nun (2 12 36) und (2 20 28) als mogliche zweite
Zeilen, denn ~9; = 2 ist schon bekannt. Die jeweils dritte Zeile ergibt sich
jeweils eindeutig aus 2.3.4 zusammen mit 2.3.5. O

3.4.4 Die Operation von G

Im Folgenden seien D = (P,B,I), P, P, P;, x1, x5 und x3 wie in der
Problemstellung 3.4.1; die Gruppe G sei eine Untergruppe der vollen Auto-
morphismengruppe von D. Die Gruppen X, X, Y}, ..., Yg und Z; seien wie
im Abschnitt 3.4.2.
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Wie im Abschnitt iiber die transitive Erweiterung von E;g durch As ist hier
nicht bis auf Konjugiertheit klar, welche Untergruppen von G als Stabilisato-
ren der Punkt- und Blockreprasentanten auftreten. Aus dem Abschnitt 3.4.2
entnehmen wir vielmehr, dass es bis auf Konjugiertheit fiir die Stabilisatoren
von P} und x; jeweils genau zwei Moglichkeiten gibt und fiir die Stabilisa-
toren von P, und x5 jeweils genau acht. Es gibt also bis auf Konjugiertheit
2-2-8-8 =256 Moglichkeiten fiir die Operation von GG auf D; ferner ist bei
jeder dieser Moglichkeiten jede der beiden Orbitalstrukturen zu verwenden.

Die Kenntnis des Automorphismus, der die beiden G-Klassen von zu GL(3, 2)
isomorphen Untergruppen vertauscht, verringert diese Zahl. Analog zu un-
serem Vorgehen bei der transitiven Erweiterung von Ej¢ durch As sind wir
frei, G, = X, zu wihlen. Designs mit G,, = X, sind notwendigerweise zu
den anderen isomorph.

Wieder stellen wir mit Hilfe von [9] die Gruppe G als Permutationsgruppe
auf den Nebenklassen von allen Kandidaten fiir Stabilisatoren dar. Mit 2.3.9
wissen wir dann schon, wie G auf den Punkten und Blocken der Designs
operiert.

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von X :

L (12)(35)(46)(78)

y = (13)(25)(47)(68)
2= (14)(26)(37)(58)
a— (46)(78)
b—(35)(78)
c—(374)(586)
d—(47)(68)

k—(235)(678)

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von X5 :
—(13)(25)(46)(78)
—(14)(28)(36)(57)
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k—(136)(285)
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y] :

x— (12)(35)(46)(717)(830)(910)(1119)( 1227 )( 1339)
(14 38 )( 15 46 )( 16 55 )( 18 28 )( 20 29 )( 21 31 )( 22 35 )( 23 49 )
(2425 )( 26 53 )( 32 44 )( 33 45 )( 34 52 )( 36 51 )( 37 54 )( 40 41 )
(42 47 )( 43 56 )( 48 50 )

~— —

y— (13)(25)(47)(617)(818)(911)( 1019 )( 1229 )( 1340)
(114 33 )( 15 52 )( 16 54 )( 20 27 )( 21 32 )( 22 50 )( 23 36 )( 24 43 )
(125 56 )( 26 47 )( 28 30 )( 31 44 )( 34 46 )( 35 48 )( 37 55 )( 38 45 )
(39 41 )( 4253 )( 49 51 )

z— (14)(26)(37)(517)(843)(912)( 1027 )( 1129 )( 13 21)
(114 50 )( 15 51 )( 16 53 )( 18 24 )( 19 20 )( 22 33 )( 23 34 )( 25 28 )
(126 55 )( 30 56 )( 31 39 )( 32 40 )( 35 45 )( 36 46 )( 37 47 )( 38 48 )
(4144 )( 42 54 )( 4952 )

a— (46)(717)(1227)( 1316 )( 14 15 )( 20 29 )( 21 26 )( 22 23 )
(2425 )( 3153 )( 3247 )( 3352 )( 3445 )( 3549 )( 36 50 )( 37 41 )
(3846 )(39 55 )( 40 54 )( 42 44 )( 43 56 )( 48 51 )

b— (35)(717)(89)(1030)(1128)(1243)(1415)(1819)(2024)
(2223 )( 2529 )( 27 56 )( 32 44 )( 33 34 )( 35 49 )( 36 48 )( 37 54 )
(3846 )( 40 41 )( 42 47 )( 45 52 )( 50 51)

¢ — (374)(5176)(81413)( 91516 )( 10 46 55 )( 11 49 53 )
12 52 42 )( 18 22 21 )( 19 23 26 )( 20 36 37 )( 24 50 40 )( 25 48 41 )
27 34 47 )( 28 35 31 )(129 51 54 )( 30 38 39 )( 32 43 33 )( 44 56 45 )

(
(
d— (47)(617)( 1229 )( 1314 )( 15 16 )( 20 27 )( 21 22 )( 23 26 )
(2443 )( 2556 )( 31 35 )( 32 50 )( 33 40 )( 34 37 )( 36 47 )( 38 39 )
(4145 )( 42 51 )( 44 48 )( 46 55 )( 49 53 )( 52 54 )
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k— (189)( 21819 )( 32810 )( 44312 )( 530 11 )( 6 24 20 )
(72527 )( 14 15 16 )( 17 56 29 )( 22 23 26 )( 31 32 44 )( 33 34 55 )
(1353642 )( 37 38 52 )( 39 40 41 )( 45 46 54 )( 47 48 49 )( 50 51 53 )

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Y5 :

— (12)(35)(46)(722)(831)(910)(1113)(1230)(1449)

)(
12 28 41 )( 13 21 25 )( 18 19 20 )( 23 37 38 )( 24 33 40 )( 26 46 30 )
27 35 53 )( 29 36 32 )( 31 52 49 )( 34 51 50 )( 42 45 56 )( 43 55 54 )
13
)
)

?1552)(1639)(1747)(1836)(1932)(2029)(2144)(2342)
(2427 )( 25 48 )( 26 28 )( 33 35 )( 34 54 )( 37 45 )( 38 56 )( 40 53 )
(4146 )( 43 51 )( 50 55 )

y— (13)(25)(47)(622)(820)(911)(1013)( 1242 )( 1450 )
(1524 )( 16 28 )( 17 56 )( 18 51 )( 19 33 )( 21 37 )( 23 30 )( 25 46 )
(12639 )( 27 52 )( 29 31 )( 32 35 )( 34 40 )( 36 43 )( 38 47 )( 41 48 )
(44 45 )( 49 55 )( 53 54 )

z— (14)(26)(37)(522)(840)(912)( 1030 )( 1142 )( 13 23)
(14 19 )( 15 51 )( 16 45 )( 17 48 )( 18 24 )( 20 34 )( 21 26 )( 25 47 )
(2736 )( 28 44 )( 29 54 )( 31 53 )( 32 49 )( 33 50 )( 35 55 )( 37 39 )
(3846 )( 41 56 )( 43 52 )

a— (46)(722)(820)(913)(1011)( 1242 )( 1425 )( 15 16 )
(117 19 )( 18 21 )( 23 30 )( 24 28 )( 26 27 )( 29 31 )( 32 47 )( 33 56 )
(34 53 )( 3538 )( 36 44 )( 37 51 )( 39 52 )( 40 54 )( 41 55 )( 43 45 )
(46 50 )( 48 49 )

b — (35)(722)(89)( 1031 )( 1129 )( 12 40 )( 13 20 )( 14 19 )
(1521 )( 16 18 )( 17 25 )( 23 34 )( 24 45 )( 26 51 )( 27 37 )( 28 43 )
(130 53 )( 32 49 )( 33 55 )( 35 50 )( 36 39 )( 38 46 )( 41 56 )( 42 54 )
(44 52 )( 47 48)

¢ — (374)(5226)(81514)( 916 17 )( 10 39 47 )( 11 44 48 )
(

(

d— (12)(35)(422)(67)(9 )(1011)(1230)(1415)(1625)
(17 21 )( 18 19 )( 23 42 )( 24 50 )( 26 41 )( 27 55 )( 28 46 )( 32 36 )
(3351 )( 34 40 )( 35 43 )( 37 56 )( 3 4)(3948)(447)(4952)
(5354 )

k— (189)(22013)( 32910 )( 44012 )( 531 11 )( 634 23)
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(75430 )( 1516 25 )( 17 18 21 )( 22 53 42 )( 24 26 48 )( 27 39 46 )
(28 41 52 )( 323335 )( 36 37 38 )( 43 44 56 )( 45 47 51 )( 49 50 55 )

— (115171920219 )( 21825 14 8 16 13 )( 3 36 38 32 40 28 12 )
(42446 35 29 39 30 )( 5 52 41 49 34 37 23 )( 6 51 56 55 31 44 42 )
(743 48 33 53 45 10 )( 11 22 27 47 50 54 26 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y3 :

— (14)(25)(36)(711)(816)(949)(1015)(1237)(1336)

— (123)(456)
13 31 29 )( 14 41 4
18 23 24 )( 25 26 3
45 46 54 )( 49 52 50 )

521 22 )( 16 47 53 )( 17 56 55 )

)

4

83228 )( 92019 )( 10 35 34 )( 12 27 33 )
2 )( 1

0 )( 36 40 39 )( 37 51 48 )( 38 43 44 )

(1417)(1826)(1950)(2052)(2135)(2234)(2330)(2425)
(27 51 )( 28 53 )( 29 39 )( 31 40 )( 32 47 )( 33 48 )( 38 46 )( 41 56 )
(4255 )( 43 54 )( 44 45 )

y— (12)(37)(45)(611)(812)(936)( 1014 )( 1349 )( 1517)
(16 37 )( 18 38 )( 19 44 )( 20 23 )( 21 47 )( 22 48 )( 24 39 )( 25 29 )
(126 46 )( 27 41 )( 28 42 )( 30 52 )( 31 54 )( 32 35 )( 33 34 )( 40 43 )
(4550 )( 51 56 )( 53 55 )

z— (13)(27)(46)(511)(810)(918)( 1214 )( 1346 )( 1516 )
(117 37 )( 19 39 )( 20 43 )( 21 51 )( 22 55 )( 23 40 )( 24 44 )( 25 45 )
(2649)(2735)(2833)(2950)(3031)(3241)(3442)(3638)
(47 56 )( 48 53 )( 52 54 )

a— (12)(311)(45)(67)(1015)(1417)( 1826 )( 19 28 )( 20 32 )
(2130 )( 22 24 )( 2335 )( 2534 )( 27 31 )( 29 33 )( 38 46 )( 39 48 )
(40 51 )( 41 54 )( 42 44 )( 43 56 )( 45 55 )( 47 52 )( 50 53 )

b— (13)(211)(46)(57)(89)(1018)( 1213 )( 14 46 )( 15 26 )
(164 )(17 38 )(120 32 )( 21 23 )( 22 34 )( 24 25 )( 27 31 )( 30 35 )
(13637 )( 40 51 )( 41 43 )( 42 55 )( 44 45 )( 47 52 )( 54 56 )

(

(

(

d— (12)(45)(812)(913)( 1637 )( 18 26 )( 19 31 )( 20 29 )
(2122 )( 2325 )( 24 30 )( 27 28 )( 32 33 )( 34 35 )( 649)(3 6)
(13952 )( 40 50 )( 41 42 )( 43 45 )( 44 54 )( 47 48 )( 51 53 )( 55 56 )
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k— (1910)(21315)( 3188 )( 43617 )( 549 14 )( 6 38 37 )
(746 16 )( 11 26 12 )( 20 21 34 )( 22 23 32 )( 24 25 29 )( 27 28 31 )
(130 35 33 )( 40 41 55 )( 42 43 51 )( 44 45 50 )( 47 48 52 )( 53 54 56 )

— (120222426278 )(2313325132110)(3232829183215)
(440 42 44 46 47 37 )( 5 52 53 45 49 41 17 )( 6 43 48 50 38 51 14 )
(7545539365616 )(9351211303419)

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y :

— (15)(24)(36)(711)(810)(940)(1217)(1352)( 14 43)
(1553 )( 16 19 )( 18 21 )( 20 22 )( 23 39 )( 24 46 )( 25 45 )( 26 42 )
(27 38 )( 128 29 )( 30 47 )( 31 34 )( 32 50 )( 33 44 )( 35 49 )( 36 48 )
(3755 )( 41 56 )( 51 54 )

(
5

(12)(37)( 5)(611)(819)(952)( 1016 )( 12 21 )( 13 40 )
(1453)( 3)( 17 18 )( 20 30 )( 22 47 )( 23 28 )( 24 33 )( 25 31 )
(26 55 )( 749)(2939)(3 54 )( 34 45 )( 35 38 )( 36 41 )( 37 42 )
(44 46 )( 48 56 )( 50 51 )

S (13)(27)(411)(56)(817)(922)( 1012 )( 1330 )( 14 28 )
(1539)(1621)(1819)(2040)(2353)(2427)(2548)(2651)
(129 43 )( 31 56 )( 32 37 )( 33 49 )( 34 41 )( 35 44 )( 36 45 )( 38 46 )
(42 54 )( 47 52 )( 50 55 )

a— (12)(311)(45)(67)(819)(952)(1016)( 1218 )( 13 40 )
(14 54 )( 15 50 )( 17 21 )( 20 47 )( 22 30 )( 23 55 )( 24 34 )( 25 44 )
(126 28 )( 27 56 )( 29 42 )( 31 46 )( 32 53 )( 33 45 )( 35 36 )( 37 39 )
(3841 )( 43 51 )( 48 49 )

b— (13)(211)(47)(56)(820)(912)(1022)(1321)( 1429 )
(11539 )( 16 30 )( 17 40 )( 18 52 )( 19 47 )( 23 53 )( 24 48 )( 25 27 )
(26 51 )( 28 43 )( 31 35 )( 32 55 )( 33 41 )( 34 49 )( 36 46 )( 37 50 )
(3845 )( 42 54 )( 44 56 )

¢ — (123)(465)(82526)(92423)( 104542 )( 12 34 32 )
(133515)(142233)(164154)(173150)(184855)
(119 56 51 )( 20 44 43 )( 21 36 37 )( 27 28 47 )( 29 30 38 )
(394046)(495352)

d— (14)(25)(3 )(71)(816)(913)(1019)(1217)(1444)
(15 24 )( 18 21 )( 20 22 )( 23 35 )( 25 54 )( 26 41 )( 27 29 )( 28 38 )
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7)( 3132 )( 33 43 )( 34 50 )( 36 55 )( 37 48 )( 39 49 )( 40 52 )
)(4551)(4653)

(3
(42
k— (1910)(2138)(32212)( 44016 )( 55219 )( 647 18)
(73017 )( 11 20 21 )( 14 43 15 )( 24 25 51 )( 26 27 48 )( 28 29 39 )
(313246 )( 333454 )( 35 36 55 )( 37 38 56 )( 41 42 49 )( 44 45 50 )

— (112426283031 12 )( 235372940 41 10 )( 3 33 32 39 47 48 8 )
(4465043132519)(5495414203618)(6275515223416)
(738512394517 )( 11 44 42 53 52 56 21 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y :

= (12)(35)(46)(717)(818)(910)( 1119 )( 1220 )( 13 47)
14 42 )( 15 43 )( 16 54 )( 21 55 )( 22 41 )( 23 36 )( 24 56 )( 25 34 )
26 30 )( 27 49 )( 28 31 )( 29 48 )( 32 39 )( 33 51 )( 35 50 )( 37 45 )
38 53 )(40 46 )( 44 52 )

—

13)(25)(47)(617)(83
56 )( 16 52 )( 18 53 )( 20
35 )( 27 45 )( 29 42 )( 30
55 )( 44 54 )

4)(26)(
) )
)

(

(
)(
6)(4251)(4

8)(911)(1019)(1232)(1328)(1448)
39 )( 21 22 )( 23 51 )( 24 43 )( 25 40 )
50 )( 31 47 )( 33 36 )( 34 46 )( 37 49 )

7517
50 )( 18
43 )( 30

(1 3 840 )( 912 )( 1020 )( 11 32 )( 13 21 )
33 )( 15 49 )( 16 46 )( 19 39 )( 22 28 )( 23 29 )( 24 45 )
38 )( 26 44 )( 27 52 )( 31 41 )( 34 53 )( 35 54 )( 36 48 )
1)(475

ot

5)

(

17 )( 12 20 )( 13 16

)( 27 33 )( 28 52

(47 54 )( 48 56 )( 49 51 )

7)( 1119 )( 13 14 )( 15 16 )( 21 33 )( 22 23 )( 24 52)

37 )( 27 35 )( 28 29 )( 30 45 )( 31 48 )( 32 39 )( 36 41 )
( 456 )( (

3
7
7)( 43 54 )( 44 56 )( 49 50 )( 51 55 )
)
31

S = =

— (
25 34 )( 26

1
2
2
— (46)(7
24 29 )( 25 3
40 2
)
2
(42

4
46 )( 42 43 )
3 1
7

A7)

5

(
4
8

—_ =

0)( 21810 )( 32512 )(43832)(53420)(65339)
16 15 )( 17 46 19 )( 21 28 22 )( 23 35 24 )( 26 27 29 )

(

1)( 14 2
4155 )(335237)(365
6 1
2

304948) 56 )( 42 54 43 )( 44 45 51 )

36 50
)( 11 38 )( 12 25 )( 14 15 )( 19 53 )
)( 26 35 )( 30 50 )( 32 40 )( 33 37 )
45 51 )( 48 56 )

(4 17 )(89)( 10 1
20 34 )( 22 )( 23 27 )( 24 2
36 49 )( 39 46 )( 41 55 )( 42 43 )

© 0 —~

—~
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k— (235)(6717)( 81615 )( 9 13 14 )( 10 28 29 )( 11 31 42 )
(1221 33 )( 18 52 24 )( 19 47 48 )( 20 22 23 )( 25 26 27 )( 30 45 46 )
(324151 )( 343537 )( 36 39 55 )( 38 44 43 )( 40 50 49 )( 53 54 56 )

s— (18159131614 )( 22527 12 28 26 29 )( 3 34 24 10 22 35 33 )
(43845 19 47 30 51 )( 5 18 37 20 21 52 23 )( 6 40 56 39 31 54 36 )
(74649 11 41 44 42 )( 17 53 43 32 55 50 48 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y :

x— (12)(35)(46)(726)(827)(910)(1128)(1221)(1320)
(14 45 )( 15 51 )( 16 39 )( 17 40 )( 18 55 )( 19 42 )( 22 38 )( 23 52 )
(2449 )( 25 56 )( 29 44 )( 30 46 )( 31 47 )( 32 54 )( 33 41 )( 34 37 )
(3550 )( 36 43 )( 48 53 )

~— —

v — (13)(25)(47)(626)(836)(911)(1028)(1234)( 1348 )
14 29 )( 15 22 )( 16 52 )( 17 47 )( 18 33 )( 19 50 )( 20 53 )( 21 37 )
23 39 )( 24 32 )( 25 46 )( 27 43 )( 30 56 )( 31 40 )( 35 42 )( 38 51 )
41 55 )( 44 45 )( 49 54 )

848 )(912)( 1021 )( 11 34 )( 13 36 )
9 )( 19 47 )( 20 43 )( 22 29 )( 23 30 )
2 )( 32 41 )( 33 54 )( 35 40 )( 38 44 )

(
13 )( 10 20 )( 11 48 )( 14 29 )( 16 17 )
331 )( 2432 )( 28 53 )( 30 35 )( 34 36 )( 37 43 )
40 )( 42 56 )( 44 45 )( 46 50 )( 47 52 )( 49 54 )

S



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS 89

k — (235)(6726)( 81817 )( 91425 )( 10 29 30 )( 11 44 56 )
(121516 )( 13 32 35 )( 19 20 24 )( 21 22 23 )( 27 33 31 )( 28 45 46 )
(1343839 )( 36 41 40 )( 37 51 52 )( 42 53 54 )( 43 55 47 )( 48 49 50 )

— (181921222425)(2133110153330)(32035121418 16 )
(436403438 4139 )( 527 17 9 29 32 23 )( 6 48 50 11 51 49 52 )
(753 47 37 45 54 56 )( 26 43 42 28 44 55 46 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y7 :

S (15)(23)(46)(716)(834)(913)(1018)(1148)(1221)
14 19 )( 15 17 )( 20 29 )( 22 41 )( 23 49 )( 24 43 )( 25 51 )( 26 56 )
27 37 )( 28 40 )( 30 33 )( 31 52 )( 32 47 )( 35 42 )( 36 50 )( 38 53 )
39 46 )( 44 55 )( 45 54 )

51 )( 46 56 )( 49 54)

— (189)(21215)( 32117 )( 41110 )( 534 13 )( 6 48 18 )
28 14 )( 16 40 19 )( 22 35 23 )( 24 55 25 )( 26 27 50 )( 30 31 47 )
323352 )( 36 56 37 )( 38 39 54 )( 41 42 49 )( 43 44 51 )( 45 53 46 )

— (13)(25)(46)(716)(817)(921)(1048)(1118)( 1213)
14 40 )( 15 34 )( 19 28 )( 20 29 )( 22 41 )( 23 42 )( 24 51 )( 25 43 )

(

(

(

y— (12)(35)(47)(616)(811)(914)(1015)(1228)( 13 19)
(117 18 )( 120 22 )( 21 40 )( 23 35 )( 24 50 )( 25 47 )( 26 31 )( 27 46 )
(29 41 )( 30 45 )( 32 51 )( 33 54 )( 34 48 )( 36 43 )( 37 39 )( 38 44 )
(4249 )( 52 56 )( 53 55 )

z— (14)(27)(316)(56)(828)(915)( 1014 )( 11 12 )( 1317 )
(18 19 )( 20 23 )( 21 48 )( 22 35 )( 24 45 )( 25 27 )( 26 53 )( 29 49 )
(130 50 )( 31 55 )( 3239 )( 33 36 )( 34 40 )( 37 51 )( 38 56 )( 41 42 )
(43 54 )( 44 52 )( 46 47 )

a— (12)(35)(416)(67)(811)(919)( 1015 )( 1240 )( 13 14 )
(17 18 )( 20 55 )( 21 28 )( 22 53 )( 23 52 )( 24 25 )( 26 42 )( 27 54 )
(294 )( 130 39 )( 31 49 )( 32 36 )( 33 46 )( 34 48 )( 35 56 )( 37 45 )
(3841 )( 43 51 )( 4750 )

b— (14)(216)(37)(56)(840)(915)(1019)(1112)(1317)
(14 18 )( 20 24 )( 21 48 )( 22 36 )( 23 45 )( 25 55 )( 26 39 )( 27 31 )
(83 )(29 43 )( 30 42 )( 32 53 )( 33 35 )( 37 52 )( 38 47 )( 41 50 )
(44

(7

(

d—

(
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2 )( 27 33 )( 30 37 )( 31 56 )( 32 50 )( 35 49 )( 36 47 )( 38 53 )
)(4455)(4654)

— (235)(6716)(82625)(92233)( 1049 50 )( 11 52 51 )
12 44 37 )( 13 20 45 )( 14 29 30 )( 15 35 36 )( 17 23 24 )( 18 42 43 )
19 41 54 )( 21 38 46 )( 27 28 53 )( 31 32 34 )( 39 40 55 )( 47 48 56 )

— (18271429 3133)(221391942 44 36 )( 3 34 47 18 49 26 24 )
(4113213205350)(51251 10 41 38 45 )( 6 28 46 17 22 52 43 )
(740259355630 )( 152355541648 37)

(2
(39
k
(
(

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Yy :

— (14)(23)(56)(710)(821)(912)(1113)(1415)( 16 18)

(17 33 )( 19 45 )( 20 40 )( 22 39 )( 23 41 )( 24 43 )( 25 54 )( 26 47 )
(27 44 )( 28 49 )( 29 34 )( 30 56 )( 31 37 )( 32 46 )( 35 50 )( 36 53 )
(3851 )(4255)( 48 52 )

y— (13)(24)(57)(610)(844)(915)(1118)( 1214 )( 1316)
(17 51 )( 19 49 )( 20 22 )( 21 27 )( 23 46 )( 24 26 )( 25 36 )( 28 45 )
(129 48 )( 30 42 )( 31 50 )( 32 41 )( 33 38 )( 34 52 )( 35 37 )( 39 40 )
(4347 )( 53 54 )( 55 56 )

z— (15)(210)(37)(46)(838)(913)(1112)( 1418 )( 1516 )
(17 27 )( 19 22 )( 20 49 )( 21 51 )( 23 34 )( 24 37 )( 25 55 )( 26 35 )
(28 40 )( 29 41 )( 30 53 )( 31 43 )( 32 48 )( 33 44 )( 36 56 )( 39 45 )
(42 54 )( 46 52 )( 47 50 )

a— (12)(34)(57)(610)(844)(915)( 1116 )( 1214 )( 13 18 )
(17 38 )( 19 56 )( 20 54 )( 21 27 )( 22 53 )( 23 24 )( 25 40 )( 26 46 )
(28 42 )( 129 37 )( 30 45 )( 31 34 )( 32 47 )( 33 51 )( 35 48 )( 36 39 )
(4143 )(49 55 )( 50 52 )

b— (15)(27)(310)(46)(838)(911)(1213)(1418)(1516)
(17 44 )( 19 32 )( 20 34 )( 21 51 )( 22 48 )( 23 49 )( 24 55 )( 25 37 )
(126 30 )( 27 33 )( 28 41 )( 29 40 )( 31 54 )( 35 53 )( 36 50 )( 39 52 )
(42 43 )( 45 46 )( 47 56 )

c— (189)( 21711 )( 33313 )( 42112 )( 54416 )( 627 18 )
(73815 )( 10 51 14 )( 19 22 20 )( 23 55 24 )( 25 26 52 )( 29 30 50 )
(313253 )( 345635 )( 363746 )( 3940 45 )( 41 42 43 )( 47 48 54 )
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812)(921)(1133)(1317)(1444)
5)( 20 39 )( 22 40 )( 23 43 )( 24 41 )
5)( 30 56 )( 31 52 )( 34 50 )( 36 54 )

(
49 48 )( 14 40 41 )( 15 39 46 )( 16 45 52 )( 17 42 35 )( 18 28 29 )
3647)(26 27 54 )( 30 31 33 )( 37 38 55 )( 43 44 53 )( 50 51 56 )

— (182618283032 )(22137154042 34 )( 317 43 16 39 36 48 )
(43350 14452523 )( 544 31 13 49 54 52 )( 6 38 24 9 19 56 29 )
(7513511225546 )( 10 27 47 12 20 53 41 )

n—wl

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Z; :

x — (730)(813)(1433)( 1637 )( 1738 )( 18 39 )( 19 72 )( 20 73 )
(2159)(2243)(2367)(2476)(2546)(2647)(2765)(2866)
(129 80 )( 36 53 )( 40 57 )( 41 58 )( 42 74 )( 44 61 )( 45 62 )( 48 64 )
(49 78 )( 50 79 )( 51 8)(5469)(5570)(5671)(6075)(6377)
(18191 )( 8289 )( 8393 )( 8494 )( 8595 )( 86 103 )( 87 110 )( 88 111 )
(190 108 )( 92 109 )( 96 101 )( 97 102 )( 98 106 )( 99 104 )( 100 107 )
(105 112)
y—> (12)(34)(59)(611)(813)(1031)(1232)(1433)(1534)
(116 37 )( 18 56 )( 19 40 )( 20 41 )( 21 74 )( 22 60 )( 23 44 )( 24 62 )
(25 77 )( 26 48 )( 28 66 )( 29 68 )( 35 52 )( 39 71 )( 42 59 )( 43 75 )
(4576)(4663)(4764)(5079)(5180)(5469)(5772)(5873)
(61 67 )( 82 89 )( 83 93 )( 84 98 )( 85 100 )( 86 96 )( 87 102 )( 88 104 )
(190 105 )( 94 106 )( 95 107 )( 97 110 )( 99 111 )( 101 103 )( 108 112 )
z— (13)(24)(510)(612)(736)(814)(931)(1132)( 1333)
(1535)(1669)(1755)(2041)(2142)(2260)(2361)(2476)
(25 77 )( 27 49 )( 28 50 )( 29 80 )( 30 53 )( 34 52 )( 37 54 )( 38 70 )
(4375)(4467)(4562)(4663)(5168)(5873)(5 74 )( 65 78 )
(66 79 )( 8192 )( 82 93 )( 83 89 )( 85 100 )( 86 101 )( 87 110 )( 88 111 )
(190 112 )( 91 109 )( 95 107 )( 96 103 )( 97 102 )( 99 104 )( 105 108 )
—(15)(29)(310)(431)(615)(78L)(1134)(1235)(1433)
(1824)(1929)(2021)(2290)(2385)(2586)(2687)(2889)
)

(130 91 )( 32 52 )( 36 109 )( 39 76 )( 40 68 )( 41 74 )( 42 58 )( 43 108 )
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44100 )( 45 71 )( 46 103 )( 47 110 )( 48 102 )( 49 78 )( 50 93 )( 51 57 )
53 92 )( 54 69 )( 55 70 )( 56 62 )( 59 73 )( 60 105 )( 61 107 )( 63 101 )
64 97 )( 66 82 )( 67 95 )( 72 80 )( 75 112 )( 77 96 )( 79 83 )( 84 88 )

(
94 111 )( 98 104 )( 99 106 )
16)(211)(312)(432)(515)
(
(

— (43 (789)(817)(934)(1035)
13 38 )( 14 55 ) 627)(1884)(2021)(2223)(2488)(2586)
28 81 )( 30 82 )( 31 52 )( 33 70 )( 36 83 )( 37 65 )( 39 94 )( 40 57 )
41 42 )( 43 67 )( 44 75 )( 45 104 )( 46 103 )( 48 64 )( 49 69 )( 50 92 )
51 68 )( 53 93 )( 54 78 )( 56 106 )( 58 74 )( 59 73 )( 60 61 )( 62 99 )
63 96 )( 66 91 )( 71 98 )( 76 111 )( 77 101 )( 79 109 )( 85 90 )( 95 108 )
97 )( 105 107 )

102 )( 100 112
(243)(5156)( 72218 )( 82129 )(95212)( 10 34 32

.
11 31 35 )( 13 59 80 )( 14 74 51 )( 16 86 87 )( 17 20 19
23 24 28 )( 25 26 27 )( 30 43 39 )( 33 42 68 )( 36 60 56 )( 37 103 110
38 73 72 )( 40 55 41 )( 44 45 50 )( 46 47 65 )( 48 49 77 )( 53 75 71
54 101 102 )( 57 70 58 )( 61 62 79 )( 63 64 78 )( 66 67 76 )( 69 96 97
81 85 84 )( 82 108 111 )( 83 105 99 )( 88 89 90 )( 91 95 94 )( 92 100 93

(
(
(
(
b
(
(
(
(
(
(
(
(
(
E
(193 112 104 )( 106 109 107 )
d —
(
(
(
(
(
(
k
(9
(
(
(
(
(
(4

— N N e e N

)
— (34)(

615 )( 781 )( 816 )( 10 31 )( 11 34 )( 12 52 )( 13 37)
14 54 )( 17 27 )( 18 85 )( 19 25 )( 20 26 )( 21 87 )( 22 84 )( 23 24 )
29 86 )( 30 91 )( 32 35 )( 33 69 )( 36 92 )( 38 65 )( 39 95 )( 40 77 )
A1 48 )( 42 97 )( 43 94 )( 44 62 )( 45 61 )( 46 72 )( 47 73 )( 49 55 )
50 79 )( 51 101 )( 53 109 )( 56 100 )( 57 63 )( 58 64 )( 59 110 )( 60 98 )
67 76 )( 68 96 )( 70 78 )( 71 107 )( 74 102 )( 75 106 )( 80 103 )( 83 93 )
88 90 )( 99 112 )( 104 105 )( 108 111 )

— (178)( 23013 )( 33614 )(45333)(58116)( 617 89)
91 37 )( 10 92 69 )( 11 38 82 )( 12 55 83 )( 15 27 28 )( 18 19 84 )
20 21 87 )( 22 23 29 )( 24 25 90 )( 31 109 54 )( 32 70 93 )( 34 65 66 )
35 49 50 )( 39 40 106 )( 41 42 110 )( 43 44 51 )( 45 46 105 )( 47 48 64 )
52 78 79 )( 56 57 94 )( 58 59 102 )( 60 61 80 )( 62 63 108 )( 67 68 75 )
7172 98 )( 73 74 97 )( 76 77 112 )( 85 86 88 )( 95 96 99 )( 100 101 111 )
103 104 107 )

— (1122242627238 )(2434547 49 44 14 )( 3 60 62 64 65 67 33 )
75 76 48 78 61 13 )( 5 85 87 19 81 86 89 )( 6 20 29 18 17 90 28 )
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(7211615258884 )( 99597 729296 83 )( 10 100 102 57 91 103 93 )
(1173 51 39 55 105 50 )( 12 41 68 71 38 108 79 )( 30 59 54 35 77 104 106 )
( 31 107 110 40 109 101 82 )( 32 58 80 56 70 112 66 )
(34 46 99 94 36 74 69 )( 37 52 63 111 98 53 42 )

3.4.5 Konstruktion der Designs

Es zeigt sich, dass lediglich das Higman-Design die Voraussetzungen dieses
Abschnitts erfiillt. Die weitere Konstruktion wird daher in Kurzform darge-
stellt. Analog zu den vorherigen Abschnitten wurden jeweils die Operationen
der Blockstabilisatoren X7, Y7, ..., Ys, Z; auf den Nebenklassen der Punkt-
stabilisatoren berechnet. Die erhaltenen Bahnléngen lieferten alle Moglich-
keiten fiir die Inzidenz von Blocken und Punkten, und zwar fiir jede der
beiden Orbitalstrukturen. Diese Moglichkeiten wurden alle getestet.

Insgesamt wurden vier Inzidenzmatrizen gefunden, die symmetrische Designs
reprasentieren. Alle vier zugehorigen Designs haben die sporadische einfache
Gruppe HS der Ordnung 44.352.000 als zweifach transitive Automorphis-
mengruppe, sind also zum Higman-Design isomorph. Alle vier Designs wur-
den mit der ersten Orbitalmatrix O; und folgenden Stabilisatoren konstru-
iert:

lezGP1:X17 Ga;g:GPQZ}/Qy GZCJ:GPJZZ].

Stellvertretend sei eines der vier Designs angegeben; wieder seien die Punkte
durch die Nummer ihrer Stabilisatornebenklasse bezeichnet.

(x;) N P¢ = {1,2,3,4,5,6,7,8}

(x) N PE = {1,2,8,9,13,14,15,16,17,18,19,20, 21, 25}

() N PE = {1,5,6,7,8,15,16,17,18, 19,20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,
29, 81,84, 85,86,87,88,89,90}

() N PY = {1,2}
() N PY = {1,2,3,4,5,6,7,12,22,24,28, 33,40, 41,42, 43,45, 54, 55, 56}
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(rz) N PS = {1,5,6,8,15,17,19,20,21,29, 37,44, 45,46, 47,50, 53, 65, 71,
75,92,93,98,100,103, 104, 110, 112}

(z3) N P = {1,2}

(z3) N PS¢ = {1,2,8,14,15,23,31,37,38,42, 45,49, 52, 56}

(r3) N PS = {1,2,3,4,5,6,9,12,15,23,24,28,40,41, 48,49, 52, 55, 57, 58,
63,64, 66, 67,70, 76, 77, 78, 83,93, 99, 104, 105, 112}

Wir haben gezeigt:

3.4.7 Satz Sei G das semidirekte Produkt einer Gruppe F = FEg mit einer
Gruppe L = GL3(2). SeiD = (P, B, I) ein symmetrisches (176,50,14) Design
mit nachstehenden Eigenschaften:

(1) G < AutD
(2) Es gibt P, € P und xy € B mit Gp, = G, = L3(2)

(3) Es gibt P, € P und x5 € B mit Gp, = G,, = ¥4,
dabei sei Gp, NE = G,, N E = {1}

4) Es gibt Py € P und x3 € B mit Gp, = G, = Z5 X 33.
3 3

Dann ist D isomorph zum symmetrischen Higman-Design Dyigman-

3.5 Z5 X A5

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.5.1 Problem Sei GG das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe der Ord-
nung 5 mit einer Gruppe A = As. Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches
(176,50,14) Design mit nachstehenden Eigenschaften:

(1) G < AutD
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(2) Es gibt Py € P und z1 € B mit Gp, =2 G,, = Z5 x Dy
(3) Es gibt P, € P und x5 € B mit Gp, = G,, = %3
(4) Esglbt P3 € P und T3 € B mit Gp3 = ng = Z5

(5) Es gibt Py € P und x4 € B mit Gp, = G,, = Z5 .

Welche Moglichkeiten gibt es dann fiir den Isomorphietyp von D 7

Die Gruppe G hat die Ordnung 5 - 60 = 300. Die verlangten Stabilisatoren
haben die Ordnungen 50, 6, 5 und 5, also in G die Indizes 6, 50, 60 und 60 .
Da 6 + 50 4+ 60 + 60 = 176, operiert G auf den Punkten und Blocken jedes
Designs, das die Bedingungen erfiillt, in jeweils vier Bahnen.

Unser Vorgehen ist vollig analog zu den vorherigen Abschnitten.

3.5.1 Definierende Relationen

Wir erkldren eine abstrakte Gruppe A durch A = (a,b,d, f), wobei zwischen
den Erzeugern folgende Relationen gelten sollen:

C==d=r=1,
[a,b) =1,a%=b, b =ab, f*= ",

(bf)* = (af)* = (af fd)* = 1.

Eine Nebenklassenabzahlung mit [9] zeigt, dass |{a,b,d, f)| = 60. Anderer-
seits bleiben die Relationen bei folgender Zuordnung erhalten:

a— (12)(34), b (13)(24), d— (124), f > (13425).

Also gilt A = As. Wir vermerken noch, dass d von af? invertiert wird.

Wir erkldren die Gruppe G nun durch G = (g) x A, wobei g ein Element
der Ordnung 5 sei. Wir erhalten nachstehende Konjugiertentafel fiir G:



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS

96

z [ofx)| Cglx) |[Cqlx)]]]cclg(x)]
1 1 G 22.3 .52 1
g 5 G 22. 3.5 1
2 | 5 G 22.3. 52 |
& |5 G 22.3. 52 1
@ | s G 22.3. 52 |
a 2 | (g9) x {a,b) | 2%-5 15
ga | 10 | {g) x (a,b) | 225 15
g*a | 10 | {g) x {(a,b) | 22-5 15
g3a | 10 | {g) x {a,b) | 22-5 15
g*a | 10 | {g) x {a,b) | 22.5 15
d 1 3 | x| 35 20
gd | 15 | (x| 3-5 20
2d | 15| (x| 35 20
#d | 15| x| 35 20
g*d | 15 | {(g) x (d) 3-5 20
fol 5| (g x(f) 52 12
gf | 5 | {g)x (/) 52 12
g°f | 5 | {g)x(f) 5 12
77| s | x| = 12
#7 | 5 | lxin | 5 12
s [ | # 0
ot | 5 | lxip | 5 12
g5 | {g) x{f) 52 12
g5 | g x(f) 52 12
g'f*1 5 | {g)x{f) 5 12
300

3.5.2 Stabilisatoren

Wir suchen nun nach den G-Konjugiertenklassen von Untergruppen der ver-
langten Isomorphietypen. Wie im Abschnitt iiber die transitive Erweiterung
von FEig durch As sind wir auch daran interessiert, wie diese Klassen unter
auBeren Automorphismen von G fusionieren.

3.5.2 Lemma Es gibt in G genau eine Konjugiertenklasse von zu Zs X Dy
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isomorphen Untergruppen. Ein Représentant ist
X = <g> X <f7a> :

Beweis. Dies liegt daran, dass Normalisatoren von Sylow-5-Untergruppen
von GG vom genannten Isomorphietyp sind. O

3.5.3 Lemma Es gibt in G genau eine Konjugiertenklasse von zu Y3 iso-
morphen Untergruppen. Ein Représentant ist

Y1 = (d) : {af?) .

Beweis. Normalisatoren von Sylow-3-Untergruppen von G sind isomorph
zu Zs X Y3 . Sie enthalten also genau eine zu Y3 isomorphe Untergruppe. O

3.5.4 Lemma Es gibt in G genau vier Konjugiertenklassen von zu Zs iso-
morphen Untergruppen. Représentanten fiir diese Klassen sind

Z = {9),
Zy ()
Z3 (9f)
Zy = <9f2> :

Beweis. Wir betrachten die G-Klassen von Elementen der Ordnung 5. Die
verschiedenen Potenzen von g erzeugen natiirlich alle dieselbe charakteris-
tische Untergruppe von G. Ebenso ist (f) = (f?) ein Vertreter fiir alle
zyklischen Untergruppen der Ordnung 5, die in A = G’ liegen. - Es gilt
(gf) = (B*f*) = (¢*f3) = (¢*f*), und die notierten Erzeuger der beiden
letztgenannten Gruppen sind in G zu ¢3f? bzw. g*f konjugiert. Genauso
sieht man, dass die von ¢%f, ¢®f, ¢f?, ¢* f? und deren Konjugierten erzeug-
ten Gruppen alle in G zueinander konjugiert sind. O

3.5.5 Lemma G besitzt eine zu Z, X Zy isomorphe duBere Automorphis-
mengruppe, die die G-Klassen {gf) und (g f?) vertauscht.

Beweis. Dies folgt sofort aus Aut Z; = Z, und Aut A; = ¥X5. O
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3.5.3 Orbitalstrukturen

Die Indizes der verlangten Stabilisatoren in G liefern uns bereits die Langen
der Punkt- bzw. Blockbahnen; die Langen sind 6, 50, 60 und 60. Aus 2.3.4
und 2.3.8(a) erhalten wir:

3.5.6 Lemma Operiert eine Gruppe G* auf einem symmetrischen (176,50,14)
Design derart, dass sowohl die Punkte als auch die Blécke in jeweils vier Bah-
nen der Langen €y = w; = 6, {2y = wy = 50, Q3 = w3 = 60 und 2y = wy = 60
zerfallen, so ist die dazugehorige Blockorbitalstruktur (v;;)1<ij<a gegeben
durch

5 25 10 10 5 25 10 10
3 11 18 18 . 3 11 18 18
115 20 14 | °%" 1 15 14 20
1 15 14 20 1 15 20 14

Beweis. Analog zu 3.3.3. O

3.5.4 Die Operation von G

Im Folgenden seien D = (P,B,I), P, P», P, P;, x1, 2, 3 und x, wie
in der Problemstellung 3.5.1; die Gruppe G sei eine Untergruppe der vollen
Automorphismengruppe von D.

Wieder stellen wir mit Hilfe von [9] die Gruppe G als Permutationsgruppe
auf den Nebenklassen von allen Kandidaten fiir Repréasentanten von Stabi-
lisatoren dar. Mit 2.3.9 wissen wir dann schon, wie GG auf den Punkten und
Blocken der Designs operiert.

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von X :
a— (36)(45)

b—(12)(45)

d—(134)(265)

f—(25634)

g — (1)
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Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Y; :

—(12)(47)(56)(817)(1014)(1118)(1219)( 1320 )( 1521 )
16 35 )( 27 31 )( 28 39 )( 29 40 )( 30 41 )( 32 36 )( 33 37 )( 34 38 )
4250 )( 43 49 )( 44 48 )

—(14)(27)(39)(56
16 35 )( 18 39 )( 19 40 )(
3236 )( 3337 )(3438)

(

(

b 15 )( 11 28 )( 1229 )( 13 30 )( 14 21 )
(

(

d— (247)(3175)(698)( 141521 )( 16 22 27 )( 18 28 39 )
(

(

f—

(

(

)( 10
20 41 )( 22 26 )( 23 45 )( 24 46 )( 25 47 )

19 29 40 )( 20 30 41 )( 23 49 32 )( 24 48 33 )( 25 50 34 )( 26 31 35 )
36 45 43 )( 37 46 44 )( 38 47 42)

(15623)(489177)(1016 35 14 22 )( 11 32 36 18 23 )
12 33 37 19 24 )( 13 34 38 20 25 )( 15 31 26 27 21 )( 28 43 45 49 39 )
20 44 46 48 40 )( 30 42 47 50 41 )

g— (110111213 )( 214181920 )( 322232425 )( 4 152829 30)
(516323334 )( 635363738 )( 721394041 )( 8 31 43 44 42 )
(192645 46 47 )( 17 27 49 48 50 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Z; :

— (12)(310)(441) 511)(624)(723)(817)(913)(1222)

31 11 )( 6 20 51 )( 7 28 15 )( 8 55 34 )

(
14 59 )( 15 53 )( 16 54 )( 18 19 )( 20 48 )( 21 31 )( 25 34 )( 26 36 )
27 35 )( 28 29 )( 30 49 )( 32 50 )( 33 37 )( 38 39 )( 40 47 )( 42 45 )
43 58 )( 44 52 )( 46 51 )( 55 60 )( 56 57 )

— (13)(210)(421)(512)(635)(747)(38 56)(9 6)(1122)
354 )( 14 15 )( 17 57 )( 18 55 )( 19 60 )( 20 50 )( 23 40 )( 24 27 )
526)(2845)(294)(03)(3141)(2 8 )( 3436 )( 37 49 )
8 43 )( 39 58 )( 44 46 )( 51 52 )( 53 59 )

(3
3

2
3 6)
(145)(22122)
933 43 )( 10 41 12 )( 13 30 39 )( 14 40 29 )( 16 49 58 )( 17 18 26 )
)

(
19 25 56 )( 23 45 59 )( 24 50 44 )( 27 48 52 )( 32 46 35 )( 36 57 60 )
37 38 54 )( 42 53 47)

(16789)( 213172324 )( 314323334 )( 443 3536 42 )
547 38 19 20 )( 10 25 37 50 59 )( 11 48 18 39 40 )( 12 49 28 51 56 )

(
(
(
b —
(
(
(
d —
(
(
(
f—
(
(1516 52 31 55 )( 21 44 54 53 60 )( 22 57 46 29 30 )( 26 27 58 41 45 )
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g— (1)
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Zs:

(12)(36)(419)(57)(818)(910)( 1115 )( 1220 )( 13 21 )
22 )( 16 23 )( 17 33 )( 24 28 )( 25 40 )( 26 41 )( 27 42 )( 29 35 )
58 )( 31 59 )( 32 60 )( 34 39 )( 36 43 )( 37 44 )( 38 45 )( 46 47 )
(49 56 )( 50 53 )( 51 54 )( 52 55 )

)
)
5
13)(26)(4 )(58)(718)(1019)(1116)(1225)(1326)
)(1724)
)(3252)
(5358)5

(120 40 )( 21 41 )( 22 42 )( 28 33 )( 29 34 )
(13539 )( 36 47 )( 37 48 )( 38 49 )( 43 46 )
459 )( 55 60 )

(
(145)(2918)( 3107 )( 6198 )( 11 17 34 )( 12 30 36 )
33137)(143238)(152435)(162839)(205046)
21 51 57 )( 2 6 )( 23 33 29 )( 25 53 43 )( 26 54 44 )
275545)(405847)(41 59 48 )( 42 60 49 )

— (381045)( 6719918 )( 16 29 28 17 34 )( 23 39 33 24 35 )
5 47 53 30 36 )( 26 48 54 31 37 )( 27 49 55 32 38 )( 40 43 58 50 46 )
144 59 51 57 )( 42 45 60 52 56 )

g— (111121314 )( 215202122 )( 316252627 )( 417 30 31 32)
(534363738 )( 62340 41 42 )( 7 39 43 44 45 )( 8 29 47 48 49 )
(1924 50 51 52 )( 10 28 53 54 55 )( 18 35 46 57 56 )( 19 33 58 59 60 )

(S22 I o)

3
1
)

!

—_

=~ o

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Z3:

(611 )(721)(831)(917)(1234)

—~
—_
w
~—
—~
[}
—_
w
~—
—~
=~
—_
(@)
~—
Ot
(S
[\
~—

(
(1459)(1558)(1625)(1819)(2055)(2244)(2326)(2449)
(27 50 )( 28 53 )( 29 54 )( 30 57 )( 32 33 )( 35 45 )( 36 60 )( 37 47 )
(3848 )( 139 42 )( 40 41 )( 43 51 )( 46 56 )
b—>(14)(216)(310)(535)(612)(742)( 51)(9 0)(1134)
(1325 )( 14 15 )( 17 57 )( 18 36 )( 19 60 )( 20 56 )( 21 39 )( 22 24 )
(2327 )( 26 50 )( 28 29 )( 31 43 )( 32 40 )( 33 41 )( 37 38 )( 44 49 )
(45 52 )( 46 55 )( 47 48 )( 53 54 )( 58 59 )
d—>(156)(22423)(33534)(44511)(72029)(84()15)
(193647 )( 10 52 12 )( 13 22 50 )( 14 43 41 )( 16 44 26 )( 17 18 38 )
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937 30 )( 21 56 53 )( 25 49 27 )( 28 39 55 )( 31 32 59 )( 33 58 51 )
2 46 54 )( 48 57 60 )

(1

(4

f— (17892)( 313173121 )( 41446 24 47 )( 5 23 42 48 33 )
(65127 19 20 )( 10 37 49 56 59 )( 11 55 18 50 43 )( 12 44 40 29 30 )
(115 16 28 45 36 )( 22 34 57 54 41 )( 25 58 60 35 53 )( 26 52 32 38 39 )

g— (12987)(3131731 21 )( 416305142 )( 5 24 36 40 20 )
(62347 15 29 )( 10 25 57 43 39 )( 11 26 37 58 54 )( 12 27 48 14 28 )
(118 32 56 35 22 )( 19 33 46 45 44 )( 34 50 38 59 53 )( 41 55 52 49 60 )

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Z; :

—(14)(217)(313) 510)(654)(711)(833)(931)(1223)
460 )( 15 53 )( 16 39 )( 18 19 )( 20 58 )( 21 37 )( 22 30 )( 24 55 )
)( 26 57 )( 27 29 )( 3 9)(3435)(3651)(3840)(4152)
(4344 )( 4550 )( 46 5 )4.748)

6

(

1 )

25 28 )

42 56 ) 4 (

— (15)(225)(316)(410)(645)(712)(837)(932)(1123)
1339)(1415)( 728)( 18 26 )( 19 57 )( 20 34 )( 21 33 )( 22 29 )
24 42 )( 27 30 )( 31 49 )( 35 58 )( 36 46 )( 38 41 )( 40 52 )( 43 48 )
4447)(505 )( 5159 )( 53 60 )( 5556 )

(167)( 22627 )( 33638 )(44523)(55011)(82042)
948 15 )( 10 54 12 )( 13 46 52 )( 14 49 47 )( 16 59 40 )( 17 18 22)
19 29 25 )( 21 58 24 )( 28 57 30 )( 31 43 60 )( 32 44 53 )( 33 34 55 )
3

7

15

556 37 )( 39 51 41)

(18923)(413173133)(5 14353627 )( 6383730 44 )
32 41 19 20 )( 10 29 51 34 60 )( 11 58 18 52 49 )( 12 59 48 42 25 )

16 24 50 26 )( 21 40 54 43 22 )( 23 28 56 47 46 )( 39 53 57 45 55 )

(
(
(
b —
(
(
(
d —
(
(
(
f — )
( ) (
( ) 2
g— (12839)(417331331)( 525371632 )( 62620 36 48 )
(72742 38 15 )( 10 28 21 39 49 )( 11 29 56 40 53 )( 12 30 24 41 14 )
(118 34 46 43 45 )( 19 35 59 44 50 )( 22 55 52 60 23 )( 47 54 57 58 51 )

3.5.5 Konstruktion der Designs

Es zeigt sich, dass lediglich das Higman-Design die Voraussetzungen dieses
Abschnitts erfiillt. Die weitere Konstruktion wird daher auch hier in Kurz-
form dargestellt. Analog zu vorherigen Abschnitten werden die Operationen
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der Blockstabilisatoren X1, Y7, Z1, ..., Z; auf den Nebenklassen der Punkt-
stabilisatoren berechnet.

Wir greifen eine bereits in anderen Kapiteln verwendete Schreibweise fiir
Punkt- und Blockstabilisatoren wieder auf: Wir sagen ,die Punktstabilisa-
toren sind [Z;, Z;], falls Gp, = Z; und Gp, = Z;; 1 < i,j < 4. Ohnehin
gelten ja o. B. d. A. Gp, = X; und Gp, = Y; . Entsprechendes sei durch die
Aussage ,,die Blockstabilisatoren sind [[Z;, Z;]]“ausgedriickt.

Leider wird das kombinatorische Problem der Designkonstruktion durch die
angenommene Gruppenoperation nicht immer so weit eingeschrénkt, wie dies
wiinschenswert ist; zum Beispiel operiert Z; = (g) auf einigen in Frage kom-
menden Nebenklassen von Punktstabilisatoren trivial. Daher wurden einige
Voriiberlegungen angestellt, um das Problem in sinnvoller Zeit bearbeiten zu
konnen.

Wenn wir die Existenz eines &ufleren Automorphismus von G beriicksichtigen,
der (gf) auf {gf?) abbildet, und dariiber hinaus bemerken, dass wir in der
Anordnung von G p, und Gp, frei sind, verbleiben genau sieben Moglichkei-
ten fiir die Wahl der Punktstabilisatoren, namlich [Zy, Z1], [Z1, Za|, [Z1, Z3],
[ZQ, ZQ], [ZQ, Zg], [Zg, Zg] und [Zg, Z4] .

Um einige davon zu eliminieren, wurde zunéchst versucht, diejenigen Blocke
zu konstruieren, die zum zweiten Blockorbit gehéren und von G-Konjugierten
von Y] stabilisiert werden. Nur die Wahl von [Z3, Z3] oder [Z3, Z4] als Punkt-
stabilisatoren lieferte dabei Blockorbits, die den Designaxiomen nicht wi-
dersprechen; d. h., der Schnitt von je zwei Blocken enthielt genau A = 14
Punkte.

Dies zeigt auch, dass Z; und Z, nicht als Blockstabilisatoren in Frage kom-
men; andernfalls wéaren diese Untergruppen Punktstabilisatoren in den je-
weiligen dualen Designs.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass [Z3, Z3] als Punktstabilisatoren an-
genommen werden. Da Z; auf den Nebenklassen von Z3 in zwolf Bahnen der
Lénge fiinf operiert, kann keine vierzehnelementige Z3-invariante Menge von
Punkten des dritten oder vierten Punktorbits gewéhlt werden; eine solche
Menge wird aber durch die Orbitalmatrizen verlangt. Sind die Punktstabili-
satoren also [Z3, Zs|, so sind die Blockstabilisatoren ebenfalls [[Z3, Z3]] . Fiir
diesen Fall ergibt sich jedoch kein Design.
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Analog sehen wir, dass unter der Annahme von [Z3, Z,] als Punktstabilisa-
toren nur [[Z3, Z4]] als Blockstabilisatoren in Frage kommen; wieder sind es
die dualen Designs, die jede andere Annahme sofort widerlegen. Da die bei-
den Orbitalmatrizen durch simultanes Vertauschen der jeweils letzten beiden
Zeilen und Spalten auseinander hervorgehen, muss der Fall [[Z4, Z5]] nicht
separat betrachtet werden, sondern liefert ggf. nur Designs, die zu denen der
Wabhl [[Z3, Z4]] isomorph sind.

Der verbleibende Fall [Z3, Z,] und [[Z3, Z4]] fithrt zur Konstruktion von 6.250
Inzidenzmatrizen zu symmetrischen (176,50, 14) Designs, die die Vorausset-
zungen des Kapitels erfiillen. Alle zugehorigen Designs sind isomorph zum
Higman-Design. Stellvertretend sei eines dieser Designs angegeben; wieder
seien die Punkte durch die Nummer der entsprechenden Stabilisatorneben-
klasse bezeichnet.

(x)) N PE = {2,3,4,5,6}

(x)) N PE = {1,2,3,5,6,10,11,12,13, 14, 16, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 27,
31,32,33, 36,37, 38}

(x)) N PE = {1,2,3,7,8,9,13,17,23, 32}

(x)) N PE = {1,2,3,4,8,9,13,17,23,24}

() N PE = {2,5,6}

(o) N PE = {1,2,4,6,7,8,9,10,11,12,13}

(xo) N PE = {1,5,6,10,12,14, 17,18, 19,24, 31, 36, 37,40, 46, 50, 53, 54}

(xo) N PE = {1,6,7,10,12,14, 17,18, 19,22, 26,28, 32, 34,38,49, 55,57}

() N P = {1}

(x3) N PSY = {1,3,4,10,14,16,20,21,31,32,37,38,43,44,47}

(x3) N P = {1,2,7,9,21,25,28,35,46,47,48,50,51, 52}

(xs) N PE = {5,7,10,12,16,19,21,27,29, 36, 38, 39, 40, 43, 44, 46, 49, 54,
55,57}

(wa) N PY = {1}

(x) NP = {1,3,4,12,14,19,22,24, 31,33, 34, 35,36, 41,46}

(xs) N PE = {14,19,21,26,27,28,31,36,37,40,41,44, 49, 50, 51, 54, 55,
56,57,59}
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() N PE = {1,2,3,8,21,25,29,33,34, 38,42, 44,48, 53}

Wir haben gezeigt:

3.5.7 Satz Sei G das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung
5 mit einer Gruppe A = As. Sei D = (P, B, I) ein symmetrisches (176,50,14)
Design mit nachstehenden Figenschaften:

(1) G < AutD

(2) Es gibt P, € P und x1 € B mit Gp, = G,, = Z5 x Dy
(3) Es gibt P, € P und x5 € B mit Gp, = G,, = %3

(4) Es gibt P; € P und x3 € B mit Gp, = G, = Z;

(5) Es gibt Py € P und x4 € B mit Gp, = G, = Z5 .

Dann ist D isomorph zum symmetrischen Higman-Design Dyigman-

3.6 L»(11) (2 Bahnen)

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.6.1 Problem Sei G = Ly(11). Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches
(176,50,14) Design mit G < Aut D . Die Gruppe G operiere auf den Punkten
von D in zwei Bahnen. Welche Moéglichkeiten gibt es dann fiir den Isomor-
phietyp von D ?

Seien im Folgenden GG und D wie in obiger Problemstellung.
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3.6.1 Definierende Relationen

Im Atlas [2] finden wir auf Seite 7 nachstehende Présentation fiir G = Lo(11):

3.6.2 Orbitalstrukturen

Wir verwenden die Notation aus Kapitel 2.3.

3.6.2 Lemma Fiir die Bahnlidngen von G auf den Punkten und Blicken
von D und fiir die zugehorige Orbitalstruktur gibt es bis auf Anordnung der
Bahnen nur die folgenden Moglichkeiten:

(1) Die Blockbahnldngen haben dieselben Léngen wie die Punktbahnen,
namlich )y = w; = 66 und )y = wy = 110. Die Orbitalstruktur ist

15 35
21 29
(2) Die Blockbahnlédngen sind 2, = 66 und Q5 = 110; die Lédngen der Punkt-
bahnen sind wy; = 11 und we = 165. Die Orbitalstruktur ist

5 45
2 48
(3) Die Blockbahnlédngen sind 2, = 11 und Qy = 165; die Lédngen der Punkt-
bahnen sind w; = 66 und wy, = 110. Die Orbitalstruktur ist

30 20
18 32
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Beweis. Ist U eine Untergruppe von G, so ist der Index von U in G eine
der folgenden Zahlen: 1, 11, 12, 55, 60, 66, 110, 132, 165, 220, 330 oder 660.
Die Léngen der Bahnen von G auf den Punkten von D sind also entweder
11 und 165 - oder 66 und 110. Entsprechendes gilt fiir die Operation auf den
Blocken.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Punktbahnldngen w; = 11 und wy = 165
sind. Gébe es nun eine Blockbahn der Lange 11, so hétte nach 2.3.8 a) (mit
i =7 = 1) die Gleichung
2 L 5
ot k= M1+ 36

eine Losung in nichtnegativen ganzen Zahlen 7,1, v12 mit v11 + 712 = 50, was
nicht der Fall ist. Also sind die Blockbahnldngen 66 und 110; dies fiithrt zu
den Gleichungen

6
69h + [z = 1466+ 36

fiir die Blockbahn der Léange 66 und

2
1073, + §7§2 = 14 -110 + 36
fiir die Blockbahn der Léange 110. Die sinnvollen Losungen dieser Gleichungen
ergeben die unter (2) genannte Matrix.

Seien nun die Punktbahnléingen w; = 66 und w, = 110. Sind die Block-
bahnldngen ©; = 11 und Q3 = 165, so sind wir in der zu (2) dualen Situa-
tion und erhalten in analoger Weise die Matrix unter (3). Sind die Block-
bahnldngen 2; = 66 und €2, = 110, so fiithren die Losungen der entsprechen-
den Gleichungen zur Matrix bei (1). O

3.6.3 Bemerkung Jedes Design, das mit einem Ansatz nach Situation (3)
konstruiert wird, ist dual zu einem Design, das nach Situation (2) konstruiert
wird. Wir werden daher nur die ersten beiden Situationen behandeln. Die
Blockbahnlédngen sind also 66 und 110, die Punktbahnlingen entweder 66
und 110 oder 11 und 165. Situation (1) nennen wir den symmetrischen Fall,
Situation (2) den unsymmetrischen Fall.
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3.6.3 Stabilisatoren

Wir suchen nun nach den G-Konjugiertenklassen von Untergruppen, die in
G = Ly(11) den Index 11, 66, 110 oder 165 haben.

3.6.4 Lemma (a) Untergruppen von G vom Index 11 sind zu As iso-
morph. Es gibt in G genau zwei Konjugiertenklassen von zu As iso-
morphen Untergruppen. Représentanten dafiir sind

Wy = {a,b,c)
Wy, = <b,C,d>

(b) Untergruppen von G vom Index 66 sind zu D1y isomorph. Es gibt in G
genau eine Konjugiertenklasse von zu Dy, isomorphen Untergruppen.
Ein Représentant dafiir ist

Xy = (b

(c) Untergruppen von G vom Index 110 sind zu Y3 oder Zg isomorph.
Es gibt in G genau zwei Konjugiertenklassen von zu .3 isomorphen
Untergruppen und genau eine Konjugiertenklasse von zu Zg isomorphen
Untergruppen. Repréasentanten dafiir sind

i = (a,b) = {ab,b) =335 ,
Yo = < b> <abvbd>223 )
Y; = (abd) =

(d) Untergruppen von G vom Index 165 sind zu E, isomorph. Es gibt in
G jeweils genau eine Konjugiertenklasse von zu E4 isomorphen Unter-
gruppen. Ein Représentant dafiir ist

Zy = {a,c)
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Beweis.

(a)

(d)

O

Die Richtigkeit der ersten beiden Aussagen entnehmen wir der Liste der
maximalen Untergruppen von Ly(11) in [2], Seite 7. Eine Abzihlung der
Nebenklassen von G nach Wy bzw. Wy zeigt |G : Wy| = |G : W] = 11,
also gilt W7 = Wy = Ay . Die Darstellung von G auf den Konjugier-
ten jeder zu As isomorphen Untergruppe ist zweifach transitiv. Eine zu
As isomorphe Untergruppe schneidet also jedes von ihr selbst verschie-
dene Konjugierte in einer Gruppe der Ordnung 6. Offenbar ist aber
Wi N Wy = (b,c) = Dyg, also sind W; und Wy in G nicht zueinander

konjugiert. Die Behauptung folgt.

Es gibt in G keine Elemente der Ordnung 10, 15 oder 55 und keine Un-
tergruppen der Ordnung 20. Normalisatoren von Sylow-5-Untergruppen
von G sind also zu Dy isomorph. Da das Produkt der Involutionen b
und ¢ die Ordnung 5 hat, ist X; = Dy. Die Behauptung folgt.

Beide Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 6 kommen in G vor.
Zentralisatoren von Sylow-3-Untergruppen sind zyklisch der Ordnung
6, also gibt es genau eine Klasse von zu Zg isomorphen Untergruppen.
Das Element ab der Ordnung 3 wird von der Involution d zentralisiert,
also ist o(abd) = 6.

Normalisatoren von Sylow-3-Untergruppen in G sind zu D1y = Z5 X 33
isomorph. Die Involution d zentralisiert die Involutionen a und b, ferner
ist o(ab) = 3. Alsoist (a, b,d) = D1y . In D15 finden wir genau zwei Klas-
sen von Involutionen auflerhalb des zyklischen Normalteilers vom Index
2; dies liefert genau zwei Klassen von zu X3 isomorphen Untergruppen.
In (a,b,d) sind b und bd Vertreter fiir die Klassen nichtzentraler Invo-
lutionen und ab ist ein Element der Ordnung 3. Die Behauptung folgt.

Sylow-2-Untergruppen von G sind elementarabelsch der Ordnung 4.
Das Produkt der Involutionen a und c ist wieder eine Involution. Die
Behauptung folgt.

3.6.5 Lemma FEs gibt in Aut G = PGLy(11) Elemente «, 3 mit W = W,
und Y* = Ys.
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Beweis. Die Fusion der G-Klassen von W und W5 durch Automorphismen
von G ist in der Liste der maximalen Untergruppen von G in [2], Seite 7,
abzulesen. Dort lesen wir auch ab, dass Sylow-3-Normalisatoren in Aut G
isomorph zu Dy, sind. Man rechnet nun leicht nach, dass Y; und Y5 in
N aut¢({ab)) zueinander konjugiert sind. O

3.6.4 Die Operation von G

Wieder stellen wir mit Hilfe von [9] die Gruppe G als Permutationsgruppe
auf den Nebenklassen von allen Kandidaten fiir Stabilisatoren dar. Mit 2.3.9
wissen wir dann schon, wie GG auf den Punkten und Blocken der Designs
operiert.

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von W :
— (45)(68)(711)(910)
b—(34)(67)(810)(911)

(8
—(23)(46)(58)(910)
d—(12)(67)(811)(910)

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von W :
—(12)(46)(78)(1011)
b— (23)(46)(57)(910)
—(35)(410)(611)(78)
d—(46)(59)(710)(811)
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von X :

a— (12)(36)(511)(751)1056)( 1244 )( 13 36 )( 14 60 )
(15 62 )( 16 61 )( 17 47 )( 18 50 )( 19 43 )( 20 57 )( 23 24 )( 25 26 )
(27 41 )( 28 58 )( 29 30 )( 31 33 )( 32 54 )( 34 48 )( 35 55 )( 37 38 )
(13949 )(40 59 )( 42 63 )( 45 46 )( 52 66 )( 64 65 )
b )
(

— (24)(68)(715)(911)(1042)( 12 59 )( 13 4
1 2

9 )
7)( 18 62 )( 19 22 )( 20 21 )( 23 41 )( 24 25 )( 26 27 )( 28 29 )



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS 110

(30 31 )( 3358 )( 3435 )( 3637 )( 3839 )( 40 60 )( 45 47 )( 46 61 )
(48 65 )( 50 51 )( 52 63 )( 53 54 )( 55 64 )( 56 66 )
)

— (37)(49)(511)(651)(822)(1020)( 1219 )( 1350 )( 14 45)

(1516)(1836)(2153)(2342)(2463)(2526)(2728)(2948)
(130 34 )( 31 32 )( 33 54 )( 37 38 )( 39 40 )( 41 58 )( 43 44 )( 46 60 )
(49 59 )( 52 65 )( 56 57 )( 61 62 )( 64 66 )

d— (13)(2 )(48)(532)(953)(1042)(1154)(1223)(1335)
(14 25 )( 16 17 )( 19 20 )( 21 22 )( 24 44 )( 26 60 )( 27 40 )( 28 29 )
(130 58 )( 31 33 )( 3449 )( 36 55 )( 37 64 )( 38 65 )( 39 48 )( 41 59 )
(

4357)(4546)(4761)( 52 66 )( 56 63 )
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y; :

— (49)(513)(699)(714)( 818 )( 1516 )( 17 40 )(
)( 21 30 )( 22 39 )( 23 104 )( 24 92 )( 25 95 )( 26 28 )
)( 13237 )( 33 34 )( 3536 )( 41 106 )( 42 44 )( 43 63 )
)( 47 53 )( 48 54 )( 49 50 )( 51 89 )( 52 88 )( 55 87 )
(

19 100 )
20 77 (2729)
31 38 (45 71)
46 72 (56 61 )
5760 )( 58 59 )( 62 82 )( 64 65 )( 66 81 )( 6768 )(6980)(7079)(7374)
75109 )( 76 91 )( 78 93 )( 83 103 )( 84 105 )( 85 96 )( 86 108 )( 90 98 )
94 107 )( 97 102 )( 101 110 )

(

(

(

(

(

(

b — (24)(56)(799)( 1018 )( 11 26 )( 12 27 )( 13 14 )( 15 17 )
(116 106 )( 19 22 )( 20 31 )( 21 107 )( 23 97 )( 24 25 )( 30 69 )( 32 33 )
(3435 )( 3637 )( 38 91 )( 39 98 )( 40 41 )( 42 79 )( 43 49 )( 44 45 )
(146 47 )( 48 84 )( 50 51 )( 52 53 )( 54 103 )( 55 56 )( 57 86 )( 58 108 )
(5960 )(6162)(6389)(6468)(6566)(6781)(7071)(7288)(7396)
(7475 )( 76 77 )( 78 95 )( 80 94 )( 82 87 )( 83 105 )( 85 109 )( 90 100 )
(

(

(

(

(

(

(

d
(

92 93 )( 101 102 )( 104 110 )

— (12)(312)(45)(714)(877)(913)(1011)( 1586 )( 16 108
0 )( 18 20 )( 19 40 )( 21 62 )( 22 23 )( 24 33 )( 25 26 )( 27 67

9 68 )( 30 82 )

N TN

) )

) ) ) ) )
29 68 )( 3132 )( 34 92 )( 35 36 )( 37 38 )( 39 104 )
43 55 )( 44 106 )( 45 46 )( 47 48 )( 49 90 )( 50 98 )( 51 52 )
56 57 )( 58 84 )( 59 105 )( 60 61 )( 63 87 )( 64 65 )( 69 70 )
75 76 )( 78 96 )( 79 80 )( 83 101 )( 85 93 )( 88 89 )( 91 109 )
94 97 )( 102 107 )( 103 110 )

)
— (13)(210)(418)(540)(641)(716)(89)(1112)( 13 17)
14 15 )( 19 20 )( 21 64 )( 22 31 )( 23 24 )( 25 97 )( 26 27 )( 28 29 )

17 100 )
28 95 )(
41 42 )(
53 54 )(
71 72 )(
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(130 65 )( 3233 )( 3437 )( 3536 )( 3839 )( 4384 )( 46 74 )( 47 75 )
(148 49 )( 50 54 )( 51 103 )( 52 85 )( 53 109 )( 55 56 )( 57 58 )( 59 60 )
(61 87 )( 62 82 )( 63 105 )( 66 69 )( 67 94 )( 68 107 )( 72 73 )( 76 90 )
(77 100 )( 78 101 )( 80 81 )( 83 89 )( 86 108 )( 88 96 )( 91 98 )( 92 104 )
(193110 )( 95 102 )( 99 106 )

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Y5 :

— (12)(34)(531)(617)(765)(864)(921)(1016)( 11 12
13 14 )( 15 19 )( 18 55 )( 20 83 )( 22 68 )( 23 90 )( 24 76 )( 25 103
26 109 )( 27 73 )( 28 88 )( 29 38 )( 30 47 )( 32 67 )( 33 75 )( 34 74
35 40 )( 36 37 )( 39 52 )( 41 42 )( 43 110 )( 45 86 )( 46 50 )( 51 53
54 104 )( 56 57 )( 58 59 )( 60 61 )( 62 108 )( 63 66 )( 72 100 )( 77 102
78 99 )( 79 80 )( 81 94 )( 82 91 )( 84 93 )( 85 106 )( 87 89 )( 92 105
95 98 )( 96 97 )( 101 107 )

— N N e e N

(12)(310)(45)(67)(89)(1133)(1224)(1365)(1417)
15 21 )( 16 31 )( 18 80 )( 19 64 )( 20 32 )( 23 25 )( 26 27 )( 28 91 )
20 89 )( 34 35 )( 36 87 )( 37 38 )( 39 54 )( 40 86 )( 41 92 )( 42 43 )
44 93 )( 45 74 )( 47 48 )( 49 50 )( 51 104 )( 52 53 )( 55 56 )( 57 79 )
58 108 )( 59 60 )( 61 62 )( 63 83 )( 66 67 )( 68 69 )( 70 78 )( 71 72 )
7394 )( 7576 )( 77 82 )( 81 109 )( 85 103 )( 88 102 )( 90 106 )( 95 107 )
96 101 )( 97 98 )( 105 110 )

(
_>(3)( 4)(56)(78)(910)(1112)( 1315 )( 14 19
)

)( 16 21 )

17 31 )( 1 4 (2043)(2232)(2387)(2425)(2691 )( 28 30 )

33 34 )( 3536 )( 37 40 )( 39 81 )( 44 71 )( 45 72 )( 46 53 )( 47 88 )

48 49 )( 0 51 )( 52 94 )( 54 55 )( 56 57 )( 58 107 )( 59 101 )( 60 61 )

62 63 )( 64 65 )( 66 108 )( 67 68 )( 69 70 )( 74 75 )( 76 103 )( 77 79 )

78 95 )( 80 102 )( 82 109 )( 83 110 )( 84 106 )( 85 93 )( 86 100 )( 89 90 )
)(

(
92 97 )( 96 105

(
(
(
(
(
(
b —
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
( 98 99 )
d—

(

(

(

(

(

(

— (12)(311)(412)(524)(691)(728)(832)(920)(1033)
13 102 )( 14 77 )( 15 63 )( 16 75 )( 17 82 )( 18 61 )( 19 66 )( 21 83 )
22 30 )( 23 27 )( 25 26 )( 31 76 )( 34 43 )( 35 42 )( 39 51 )( 40 41 )
44 49 )( 45 105 )( 46 84 )( 47 68 )( 48 69 )( 50 93 )( 52 53 )( 54 104 )
55 60 )( 56 59 )( 57 58 )( 62 80 )( 64 67 )( 65 88 )( 70 71 )( 72 78 )
7390 )( 74 110 )( 79 108 )( 81 85 )( 86 92 )( 94 106 )( 95 96 )( 97 98 )

99 100 )( 101 107 )( 103 10

Nej
~—r
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Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Yj:

— (12)(34)(56)(725)(817)(912)(1015)( 11 18)( 1324
14 70 )( 16 23 )( 19 82 )( 20 44 )( 21 110 )( 22 36 )( 26 90 )( 27 45
28 94 )( 29 103 )( 30 102 )( 31 32 )( 33 76 )( 34 106 )( 35 46 )( 37 101
38 43 )( 39 40 )( 47 104 )( 48 88 )( 49 100 )( 50 51 )( 52 95 )( 53 81
54 60 )( 55 61 )( 56 57 )( 58 96 )( 59 79 )( 62 75 )( 63 84 )( 64 67
65 99 )( 66 98 )( 68 105 )( 69 71 )( 72 73 )( 74 108 )( 77 87 )( 78 83
80 86 )( 85 109 )( 89 92 )( 91 97 )( 93 107)

24

S N N
— N e e N

— (12)(324)(49)(516)(611)(710)(829)(1213)(1415)
17 33 )( 18 23 )( 19 71 )( 20 32 )( 21 26 )( 22 35 )( 25 70 )( 27 47 )
28 50 )( 30 80 )( 31 75 )( 34 99 )( 36 37 )( 40 41 )( 42 43 )( 44 62 )
4587)(4611)(4897)(4998)( 15 )( 53 54 )( 55 91 )( 56 63 )
57 58 )( 59 60 )( 61 88 )( 64 65 )( 66 68 )( 67 106 )(69 78 )( 72 93)
73 74 )( 76 103 )( 77 104 )( 79 81 )(8283) ( )

(

(

(

(

(

(

b —

(

(

(

E |
(190 109 )( 92 102 )( 94 95 )( 100 105 )( 107 108
c—(15)(26)(3

(
(
(
(
(
(
d
(
(23
(
(
(
(

) ) 7)(425)(918)(1023)( 1112 )( 13 14 )( 1516 )
19 51 )( 20 38 )( 21 83 )( 22 47 )( 24 70 )( 26 27 )( 28 35 )( 29 30 )
31 76 )( 32 3 )( 34 37 )( 36 104 )( 39 80 )( 40 86 )( 41 42 )( 43 44 )
45 90 )( 46 94 )( 48 77 )( 49 97 )( 50 82 )( 52 53 )( 54 55 )( 56 85 )
57 109 )( 58 59 )( 60 61 )( 62 108 )( 63 64 )( 65 66 )( 67 84 )( 68 69 )
71105 )( 7273 ) (74 75 )( 78 110 )( 79 96 )( 81 95 )( 87 88 )( 89 107 )
91 100 )( 92 93 )( 98 99 )( 101 106 )( 102 103 )
— (371)(469)(517)(68)(737)(978)(1036)(1129)(1283)
1382 )( 14 35 )( 15 22 )( 16 33 )( 18 103 )( 19 24 )( 20 27 )( 21 30 )
23 76 )( 25 101 )( 26 80 )( 28 50 )( 31 104 )( 32 47 )( 34 105 )( 38 39 )
40 43 )( 41 42 )( 44 45 )( 46 70 )( 48 96 )( 49 65 )( 51 94 )( 52 95 )
53 72 )( 54 93 )( 55 56 )( 57 61 )( 58 88 )( 59 108 )( 60 107 )( 62 87 )
63 91 )( 64 98 )( 66 67 )( 68 106 )( 73 81 )( 74 79 )( 75 77 )( 84 97 )

8592 )( 86 90 )( 89 109 )( 99 100 )( 102 110 )
Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Z; :

S (24)(511)(612)( 748 )(820)( 916 )( 10 17 )( 15 144 )
(18 116 )( 19 91 )( 22 23 )( 24 123 )( 25 49 )( 26 152 )( 27 44 )( 28 157 )
(129 74 )(30 127 )( 31 128 )( 32 132 )( 34 69 )( 35 158 )( 36 68 )( 37 72 )
(13839 )( 40 70 )( 41 71 )( 42 134 )( 43 93 )( 45 97 )( 46 150 )( 47 92 )
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(54 55 )( 56 57 )( 58 113 )( 59 114 )
51 )( 65 142 )( 66 67 )( 73 124 )
104 )( 80 103 )( 82 83 )( 84 126 )
129 )( 94 95 )( 96 133 )( 98 118 )
101 102 )( 105 154 )( 106 155 )( 107 108 )( 109 159 )( 110 149 )
115 117 )( 119 156 )( 125 165 )( 130 138 )( 131 161 )( 135 153 )
136 137 )( 139 140 )( 141 147 )( 145 163 )( 148 164 )

(12)(312)(57)(948)( 1116 )( 13 31 )( 14 17 )( 15 99 )
18 21 )( 19 22 )( 120 90 )( 23 24 )( 25 93 )( 26 27 )( 28 165 )( 29 30 )
32 117 )( 33 103 )( 34 38 )( 35 36 )( 37 151 )( 39 40 )( 41 42 )( 43 121 )
44135 )( 45 71 )( 46 89 )( 49 50 )( 51 52 )( 53 148 )( 54 113 )( 55 56 )
57 58 )( 59 132 )( 60 98 )( 61 62 )( 63 88 )( 64 124 )( 65 87 )( 66 158 )
67 68 )( 69 70 )( 72 73 )( 74 75 )( 76 126 )( 77 154 )( 78 79 )( 81 82)

)
)
)
)

50 121 )( 51 1 )(52111) 531
(6

( (53112)
60 61 )( 62 160 )( 63 146 ) 1

)

) )

64
75 120 ( 1)( 77 78 )( 79
85 162

(86 89 )( 87 100 )( 88

—— =

(

(

(

(

(

(

(

b —

(

(

(

E <
(8384 )( 8586 )( 91123 )( 92 143 )( 94 145 )( 95 96 )( 97 134 )( 100 102
(101 142 )( 104 105 )( 106 147 )( 107 131 )( 108 109 )( 110 111
(112 137 )( 114 115 )( 118 160 )( 119 125 )( 120 127 )( 122 149
(1129 130 )( 133 163 )( 136 164 )( 138 146 )( 139 155 )( 140 141
(1150 162 )( 152 153 )( 156 157 )( 159 161 )
¢c—(25)(313)(411)(686)(78)(910)( 1289 )( 15100 )( 16 17
(18 115 )( 19 35 )( 20 48 )( 21 143 )( 22 129 )( 23 88 )( 24 25 )( 26 47
(
(
(
(
(
(
(
(
(
d—
(
(
(
(
(

)
27 28 )(129 124 )
39 161 )( 40 41)

)

) )
( ) ) )

( (13031 )( 32119 )( 3399 )( 3436 )( 37 72 )( 38 131 )

) (142 43 )( 44 157 )( 45 133 )( 46 64 )( 49 123 )( 50 51 )
52 53 )( 54 153 )( 55 135 )( 56 57 )( 58 59 )( 60 142 )( 61 65 )( 63 95 )
66 148 )( 67 164 )( 68 69 )( 70 71 )( 73 74 )( 75 76 )( 77 98 )( 78 118 )
79 80 )( 81 120 )( 84 85 )( 87 144 )( 91 158 )( 92 152 )( 93 134 )
94 146 )( 96 97 )( 101 141 )( 102 147 )( 103 104 )( 105 106 )( 107 130 )
108 138 )( 109 110 )( 111 112 )( 113 114 )( 116 117 )( 121 122 )
126 162 )( 127 128 )( 132 156 )( 136 163 )( 137 145 )( 139 140 )

149 159 )( 150 151 )( 154 155 )

— (13)(212)(46)(523)(724)(847)(991)( 10144 )( 1122)

14 99 )( 15 17 )( 16 19 )( 20 92 )( 25 26 )( 27 93 )( 28 29 )( 30 165 )
32 118 )( 34 38 )( 35 100 )( 36 102 )( 37 71 )( 39 69 )( 40 70 )( 41 72 )
42 73 )( 43 44 )( 45 151 )( 46 63 )( 48 123 )( 49 152 )( 50 153 )( 51 52 )
53 54 )( 55 112 )( 56 137 )( 57 136 )( 58 164 )( 59 60 )( 61 114 )( 62 115 )
) ) ) )

)
64 97 )( 65 66 )( 67 142 )( 68 101 )( 74 157 )( 75 156 )( 76 77 )( 78 81
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(79 82 )( 83 104 )( 84 105 )( 85 130 )( 86 129 )( 87 158 )( 88 89 )
(190 143 )( 94 133 )( 95 96 )( 98 132 )( 106 107 )( 108 155 )
(1109 139 )( 110 149 )( 111 122 )( 113 148 )( 117 160 )( 119 120 )
(121 135 )( 124 134 )( 125 127 )( 126 154 )( 131 147 )( 138 162 )
(1140 159 )( 141 161 )( 145 163 )( 146 150 )

Wir geben nun an, wie die Blockstabilisatoren auf den Punkten operieren.
Wie bereits bemerkt, ziehen wir als Blockbahnléngen nur 66 und 110 in
Betracht; d. h., als Blockstabilisatoren kommen nur X;, Y7, Y5 und Y3 in
Frage.

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von W; sind
{1}; {2,3,6,7,4}; {5,8,9,11,10}.
Diese Bahnen haben die Lngen 1 und 5 (2x).

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von W5 sind
{1}; {27 5,8,7, 3}3 {47 11,6, 10, 9}-
Diese Bahnen haben die Lngen 1 und 5 (2x).

Die X -Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind

{1}; {2,9,5,11,4}; {3,7,16,17,15};

{14,43,44,45,47}; {30, 32,31, 34, 35}; {55, 66,57, 56,64}
{6,22,12,49,50, 8,51, 13,59, 19}; {10, 23,58, 54, 21,42, 20, 53, 33,41};
{18, 61,60, 39, 37,62, 36, 38,40,46}; {24, 26,28, 48,52, 25,63, 65,29, 27}.
Diese Bahnen haben die Lngen 1, 5 (5x), und 10 (4x).

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y] sind

{1,2,5,6,4}; {3,12,67,81,27}; {7,99, 14,9, 13};

{8,77,75,74,76}; {28,95,96,73,78}; {29, 68, 65,66, 64};

{10, 20, 32,24, 26, 18,11, 25, 33, 31}; {15,100, 49, 55,57, 17,86, 56, 43,90}
{16,44, 46,48, 58,106, 108, 84, 47,45}; {19,23,94, 79,41, 22,40, 42, 80,97};
{21,102, 83, 59,61, 107,62, 60, 105, 101 }; {30, 70, 72, 89, 87,69, 82, 63, 88, 71};
{34, 36, 38,109, 93, 35,92, 85,91, 37}; {39, 50,52, 54,110, 98,104, 103, 53, 51}.
Diese Bahnen haben die Lngen 5 (6x) und 10 (8x).

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y, sind

{20, 22, 32,43,42}; {26,27,91, 30, 28 };{29, 90, 84, 106, 89};
{37,38,40,100,86}; {41,97,99,98,92}; {46, 53,94, 73,52};
{1,4,6,8,10,2,3,9,7,5}; {11, 34, 36,23, 24,33,12,25,87,35};
{13,64,14,31,21,65,15,16,17,19}; {18,102,47,49, 51, 80, 104, 50, 48, 88};
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{39, 55,57,77,109, 54, 81,82,79,56}; {44,85,76,74,72,93,71,45,75,103};
{58, 66, 68,70,95,108,107,78,69,67}; {59, 61, 63,110, 96, 60, 101, 105, 83, 62}.
Diese Bahnen haben die Lngen 5 (6x) und 10 (8x).

Die X;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y3 sind

{8, 30, 39,80,29}; {17,32, 38,20,33}; {1,6,12,14,16,2,5,15,13,11};
{3,70,4,18,10,24,7,23,9,25}; {19,105,91, 54,52, 71,51, 53, 55, 100};
{21,27,22,28,82,26,83,50,35,47}; {31,74,72,92,103,75,76,102,93, 73}
{34,98,97,77,36,99, 37,104, 48, 49}; {40, 42,44,108, 89,41, 86, 107, 62, 43};
{45, 88,60, 58, 109, 87,90, 57,59, 61}; {46,106, 84,79,95,101,94,81,96,67};
{56, 64, 66,69, 110, 63, 85, 78,68, 65} .

Diese Bahnen haben die Lngen 5 (2x) und 10 (10x).

Die X -Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{1,5,8,7,2}; {4,11,17,14,16}; {6, 86, 84,83,85};
{9,20,90,48,10}; {26, 28,165,27,47}; {32,116,117,119,125};
{61,62,65,144,87}; {78,80,79,118,160}; {81,82,120, 128, 127};
{3,89,64,29,31, 12,13, 30, 124, 46};

{15,33,104, 106, 102, 99, 100, 147, 105, 103 };

{19,129, 107, 38, 36, 22, 35, 34, 131, 130};

{23, 25,134, 96,63, 24, 88, 95,97, 93};
{37,150,126,75,73,151,72,74,76,162};

{39,41, 43,122,159, 40,161, 149, 121, 42};

{44,55,57,59, 156, 135,157,132, 58, 56 };

{45,70, 68,164, 163,71,133,136,67,69};

{49,51,53,66,91, 50,123, 158, 148, 52};

{60, 77,155,140,101, 98,142,141, 139, 154 };

{94,137,111, 109, 138, 145, 146, 108, 110, 112};
{18,143,152,54,114, 21,115,113, 153,92}.

Diese Bahnen haben die Lngen 5 (9x) und 10 (12x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von W; sind
{1} {2}; {3,4,5}; {6,10,11,7,9,8}.
Diese Bahnen haben die Lngen 1 (2x), 3 und 6.

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von W5 sind
{4,6}; {1,3,2}; {5,7,8}; {9,10,11}.
Diese Bahnen haben die Lngen 2 und 3 (3x).
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Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind

{1,4,2}; {3,8,6}; {5,9,11}; {19,43,22}; {20,57,21}; {32,53,54};
{10,66,63,42,52,56}; {12,14,40,59,60,44}; {13,37,39,49, 38,36};
{16,46,47,17,45,61}; {23,25,27,41,26,24}; {28, 33, 30,29, 31, 58};
{34,65, 55, 35,64, 48}; {7,50,62,15,18,51}.

Diese Bahnen haben die Lngen 3 (6x) und 6 (8x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind

(1}; {3); {2,4,9}; {8,10,18); {11,26,28}; {12,27,29};
{5,14,99,6,7,13}; {15,106, 40, 17,41, 16}; {19,90, 39, 22,98, 100};
{20,76,38,31,91,77}; {21,69,94, 107,80, 30}; {23,110, 102,97, 101, 104};
{24,93,95,25,78,92}; {32,36,34,33,35,37}; {42,45,70,79,71,44};
(43,89, 50,49, 51,63}; {46, 88,53, 47,52, 72}; {48,103, 105, 84, 83, 54};
(55,82, 61,56,62,87}; {57,59, 108, 86,58, 60}; {64, 66,67, 68,81, 65}
{73,75,85,96, 109, 74}.

Diese Bahnen haben die Lngen 1 (2x), 3 (4%) und 6 (16x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y5 sind

{1,2}; {22,60,68); {30,48,47}; {44,93,84};

(46,49, 50}; {70,78,99}; {71,72,100};

{3,5,16,10,31,4}; {6,14,65,7,13,17}; {8,19,21,9, 15, 64};
{11,24,75,33, 76, 12}; {18,56,79,80,57,55}; {20, 63,67, 32, 66, 83};
{23,106, 103, 25,85,90}; {26, 81,73,27,94,109}; {28, 102,82,91, 77, 88};
{29,37,87,89,36,38}; {34,45,40, 35,86, 74}; {39, 53, 104, 54, 51, 52}
{41,43,105,92, 110, 42}; {58, 60, 62,108,61,59}; {95,97,101, 107,96, 98}.
Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (6 x) und 6 (15x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Y3 sind

{1,2}; {38,42,43,}; {39, 41,40, };

{3,9,13,24,12,4}; {5,11,23,16,18,6}; {7,70,15, 10, 14, 25};
{8,33,103,29,76,17}; {19,83,69,71,78,82}; {20,62,31,32,75,44};
{21,85,90,26, 109, 110}; {22, 37,46, 35, 101, 36}; {27, 87, 104, 47,77, 45},
(28,95, 51,50, 52,94}; {30,92,86,80,89, 102}; {34, 67,65,99, 64, 106};
{48,61,91,97,55,88}; {49, 105,66, 98, 68,100}; {53, 79,60, 54, 59, 81};
(56,58, 84, 63,96,57}; {72,74,107, 93,108, 73}.

Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (2x) und 6 (17x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
[1,2,4}; {3, 12.6}; {8,90,20}; {10,14,17};
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(13,31, 128); {15,144,99}; {18,116,21}; {33,103, 80};
{47,143,92}; {51,149, 111, 52,110, 122};
(5,16,48,7,9,11}; {19,123, 23,22,24,91}; {25, 50, 43,93, 121, 49}

(26,153, 44,27, 135, 152}; {28, 156,125, 165, 119, 157};

129, 75,127, 30,120, 74}; {32, 59,115, 117, 114,132}; {34,70, 39, 38, 40, 69}
(35,66, 68,36, 67, 158); {37,73, 64, 151, 124, 72}; {41, 45, 134, 42,97, 71};
{46,162, 86, 89, 85, 150}; {53, 137,164, 148,136, 112}; {54, 56, 58, 113,57, 55};
{60,62, 118,98, 160, 61}; {63,138,129, 88,130, 146};

{65,101, 100, 87,102, 142}; {76, 82,84, 126,83,81}; {77,79,105, 154, 104, 78};
{94, 96, 163, 145, 133,95}; {106, 139, 141,147, 140, 155}
{107,109, 161, 131, 159, 108}

Diese Bahnen haben die Lngen 3 (9x) und 6 (23x).

Die Y;-Bahnen auf den Nebenklassen von W; sind
{1,2}; {3,4,5}; {6,10,11}; {7,9,8}.
Diese Bahnen haben die Lngen 2 und 3 (2x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von W5 sind
{4}; {6}; {1,3,2}; {5,7,8,9,10,11}.
Diese Bahnen haben die Lngen 1 (2x), 3 und 6.

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind
{10,66,63}; {16,46,47}; {17,45,61};

{28,33,30}; {29, 31, 58}; {42,52,56};
{1,4,2,6,3,8}; {5,9, 11, 54,32, 53};
{7,50,62,51,15,18}; {12, 14,40,24,41, 26};
{13,37,39,55,34,65}; {19,43,22,57,21,20};
{23,25,27,44,59,60}; {35, 64,48, 36,49, 38}.

Diese Bahnen haben die Lngen 3 (6x) und 6 (8x).

Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind

{1,3}; {32,36,34}; {33,35,37}; {55,82,61};

{56,62,87}; {57,59,108}; {58,60,86};

{2,4,9,10,18,8}; {5,14,99,17,41,16}; {6,7,13,106, 40, 15};

{11, 26,28,12,27,29}; {19,90,39,77,31,91}; {20, 76, 38,100, 22, 98};
{21,69,94, 65,68, 81}; {23,110, 102,92, 25,78}; {24,93,95,104,97,101};
{30,107, 80, 64,66, 67}; {42,45,70,44,79,71}; {43,89, 50, 105,48, 103};
{46,88,53,73,75,85}; {47,52,72,109,74,96}; {49, 51,63, 54,84, 83}.
Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (6x) und 6 (15x).
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Die Y5-Bahnen auf den Nebenklassen von Y, sind

{1}; {2}; {39,53,104}; {51,52,54}; {95,97,101}; {96,98,107};
{3,5,16,12,33,76}; {4,10,31,11,24,75}; {6, 14,65, 82,28, 102};
{7,13,17,88,91,77}; {8,19,21,67,20,63}; {9, 15,64, 83,32,66};

{18, 56, 79,60, 62, 58}; {22,609, 68,47, 30,48}; {23,106, 103, 73,26, 81};
{25,85,90, 109, 27,94}; {29, 37,87,38,89,36}; {34, 45,40, 110,42, 92};
{35,86,74,41,43,105}; {44,93,84,49,50,46}; {55, 80,57,61,59, 108}
{70,78,99,71,72,100}.

Diese Bahnen haben die Lngen 1 (2x), 3 (4x) und 6 (16x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y3 sind

{1,2}; {28,95,51}; {50,52,94};

(3,9,13,69,19,83); {4,24,12,71,78,82}; {5,11,23,8,33,103};
{6,16,18,17,29,76}; {7,70,15,101,36,35}; {10, 14, 25,22,37,46};
{20,62,31,45,47,77}; {21, 85,90, 102, 80,89}; {26,109, 110, 86, 30,92};
(27,87, 104,44, 32, 75}; {34, 67,65, 68, 100, 98}; {38, 42, 43,40, 39, 41};
{48,61,91, 58,84, 56}; {49,105, 66,99, 64,106}; {53,79,60,73,93,108};
{54,59,81,107,72,74}; {55, 88,97, 57,63, 96}.

Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (2x) und 6 (17x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind

{13,31,128}; {18,116, 21}; {33,103,80}; {34, 70,39}; {38,40,69};
{51,149, 111}; {52,110, 122}; {94, 96, 163}; {95, 145, 133};
+{1,2,4,3,12,6}; {5,16,48,22,24,91}; {7,9,11,123,23,19};
{8,90,20,92,47,143}; {10, 14, 17, 15, 144, 99}; {25, 50,43, 152,27, 135}
{26, 153,44, 49,93, 121}; {28, 156, 125, 74, 30, 120}
{29,75,127,157, 165, 119}; {32, 59, 115, 98, 160, 61};

{35, 66,68, 87,102, 142}; {36,67, 158,101, 100, 65};
{37,73,64,41, 45, 134}; {42,97,71, 124,72, 151};

{46,162, 86, 146, 88, 130}; {53,137, 164,55,113,57};

(54,56, 58, 112, 148, 136}; {60, 62, 118,114,132, 117}
(63,138,129, 150,89, 85}; {76, 82, 84, 78, 154, 104};

{77,79,105, 81,126,83}; {106, 139, 141,108, 131, 159};
{107,109, 161, 155, 147, 140}

Diese Bahnen haben die Lngen 3 (9x) und 6 (23x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von W; sind
{1,2}; {3,4,5}; {6,9,11,7,10,8}.
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Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 und 6.

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von W5 sind
{4,6}; {1,3,2}; {5,10,8,9,7,11}.
Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 und 6.

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von X; sind

{7,50,62}; {15,18,51}; {1,8,2,3,4,6};

{5,53,11,32,9,54}; {10, 52,63, 42,66,56}; {12, 25,40, 23, 14, 27};
{13,64, 39, 35,37,48}; {16,45,47,17,46,61}; {19,57,22,20,43,21};
{24,59,26,44,41,60}; {28, 31, 30,29, 33,58}; {34, 38,55,49, 65, 36}.
Diese Bahnen haben die Lngen 3 (2x) und 6 (10x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y sind

{1,3}; {42,45,70}; {44,79,71};

{2,18,9,10,4,8}; {5,15,99,40, 14,106}; {6,16,13,41,7,17};
{11,27,28,12,26,29}; {19, 76, 39, 20,90, 38}; {21, 66, 94, 64,69, 67};
{22,91,100, 31,98, 77}; {23,93,102,24,110,95}; {25,101,92,97,78,104};
{30, 68, 80, 65,107, 81}; {32, 35,34, 33,36,37}; {43,83,50, 84,89, 54};
{46,96, 53,74, 88,109}; {47,85,72,75,52,73}; {48,51,105,49, 103, 63};
{55,62,61,56,82,87}; {57,60,108,58,59,86}.

Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (2x) und 6 (17x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y; sind

{1,2}; {29,37,87}; {36, 38, 89};

{3,24,16,11,5,75}; {4, 33,31,12,10,76}; {6,77,65,91, 14, 83};
{7,102,17,28,13, 82}; {8,66,21,32,19,83}; {9, 63,64, 20,15,67};
{18,59,79,61, 56, 108}; {22, 48,68, 30,69,47}; {23,94, 103, 27,106, 109};
{25,81,90, 26,85, 73}; {34,105,40,43,45,41}; {35,92,74,42,86,110};
{39,52,104,51,53,54}; {44, 50,84, 49,93,46}; {55, 62, 57,60, 80, 58};
{70,72,99,71,78,100}; {95,98,101,96,97,107}.

Diese Bahnen haben die Lngen 2, 3 (2x) und 6 (17x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Y3 sind

{1}; {2}; {3,78,13,71,9,82}; {4,19,12,69,24,83};
{5,29,23,17,11,76}; {6,33,18,8,16,103}; {7,46, 15,37,70, 22},

{10, 35, 25,36, 14, 101}; {20,87,31,27,62,104}; {21, 92,90, 30, 85, 86};
{26, 89,110, 80, 109, 102}; {28,52,51,50,95,94}; {32,77,44,47,75,45};
{34,66,65,105,67,49}; {38,41,43,39,42,40}; {48,57,91, 96,61, 63};
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{53,74,60,72,79,107}; {54,108, 81,93, 59, 73}; {55, 58,97, 56, 88, 84};
{64, 68,99, 98, 106, 100}.
Diese Bahnen haben die Lngen 1 (2x) und 6 (18x).

Die Y3-Bahnen auf den Nebenklassen von Z; sind
{13,31,128}; {18,116, 21}; {33,103, 80};

{1,12,4,3,2,6}; {5,19,48,23,16,123}; {7,91,11,24,9, 22};
{8,143, 20,47,90,92}; {10,99, 17, 144, 14, 15}; {25, 153,43, 26,50, 44};
(27,121,152, 93,135, 49}; {28,75,125,29, 156, 127},
{30,119, 74, 165, 120, 157}; {32, 60, 115, 118, 59, 621;

{34, 40,39, 38, 70, 69}; {35, 65,68, 100, 66, 101}
{36,142,158,102,67,87}; {37,42,64,71,73,97};

{41,151, 134,72, 45, 124}; {46, 138, 86, 63, 162, 129};
{51,110, 111,52, 149, 122}; {53, 56, 164, 54, 137, 58}
{55,148, 57,112, 113, 136}; {61,132, 160, 114, 98, 117};
(76,79,84,77,82,105}; {78,126,104, 81, 154, 83};

{85,146, 89, 130, 150, 88}; {94, 95,163, 133,96, 145};
{106,100, 141, 107, 139, 161}; {108, 147, 159, 155, 131, 140}
Diese Bahnen haben die Lngen 3 (3x) und 6 (26x).

3.6.5 Der symmetrische Fall: w; = 66, wy = 110

Sei also D = (P,B,I) ein symmetrisches (176,50,14) Design, auf dessen
Punkten und Blocken die Gruppe G = Ls(11) in jeweils zwei Bahnen der
Langen w; = 7 = 66 und wy = 2y = 110 operiert. Sei P; ein Représen-
tant der ersten Punktbahn und P, einer der zweiten; ebenso seien x; bzw.
o Représentanten der ersten bzw. zweiten Blockbahn.

Wir kénnen Gp, = G,, = X; wihlen. - Als Stabilisator von P, bzw. x5 kom-
men die Untergruppen vom Index 110 in Frage; ohne Einschriankung ziehen
wir nur deren Représentanten Y7, Y5 und Y3 in Betracht. Alle Moglichkei-
ten, die sich daraus ergeben, wurden getestet. Designs ergaben sich nur fiir
Gp, = G, = Y7 und fiir Gp, = G, = Y. Da G einen dufleren Automorphis-
mus besitzt, der Y; und Y5 vertauscht, sind die mit Y5 erhaltenen Designs
isomorph zu denen, die mit Y; konstruiert wurden. Wir notieren hier die 16
Designs, die mit Y; berechnet wurden:
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Design Dys :
(1) N PP

(z2) N Py

Design Di3:

(z1) N Py
(z2) N PY

Design D1y :
(1) N P

(22) N Py

{2,3,4,5,7,9,11,14, 15,16, 17, 43, 44, 45, 47}
{8,15,17,19,22, 23, 28,29, 40, 41, 42, 43, 49, 55, 56, 57, 64, 65,
66,68,73,74,75,76,77,78,79, 80, 86, 90, 94, 95,96, 97, 100}
{1,2,4,12,14,20,21, 28,29, 30, 31, 32, 33, 40, 44, 53, 54, 57,
58,59, 60}
{1,2,3,4,9,20,31, 38,43, 49, 50, 51, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65,
66,67, 68,76,77,81,86,89,91, 108}

{2,3,4,5,7,9,11, 14, 15, 16, 17, 43, 44, 45, 47}
{8,15,17,19,22, 23, 28,29, 40, 41, 42, 43, 49, 55, 56, 57,
64,65, 66, 68,73, 74,75, 76,77, 78,79, 80, 86, 90, 94, 95, 96,
97,100}
{3,5,6,8,9,11, 19,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 41,
43,58}

{1,3,8,10, 18,19, 21, 22, 30, 39, 48, 54, 57, 58, 59, 60, 69, 80,
83,84, 86,90,94, 98,100, 103, 105, 107, 108}

{2,3,4,5,7,9,11,14, 15,16, 17,43, 44, 45, 47}
{7,8,9,13,14, 19,21, 22,23, 28,40, 41, 42, 59, 60, 61, 62, 73,
74,75,76,77,78, 79, 80,83, 94,95, 96, 97,99, 101, 102, 105,

107}
{1,2,4,12,14,20,21,28, 29, 30, 31, 32, 33, 40, 44, 53, 54, 57,
58,59, 60}

{1,3,5,6,7,12,13, 14, 24, 25,27, 29, 48, 54, 55, 56, 61, 62, 78,
82,83,84,87,92,93,95,99, 103, 105}
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Design Dy5 :

(1) N PY

Design Dsg :

(z1) N PY
(z1) N Py

(z2) N P§

Design D;7:

(1) N PY

(z2) N Py

122

{2,3,4,5,7,9,11,14, 15,16, 17, 43, 44, 45, 47}
{7,8,9,13,14, 19, 21,22, 23, 28, 40, 41, 42, 59, 60, 61, 62, 73,
74,75, 76,77, 78,79, 80, 83, 94, 95, 96, 97, 99, 101, 102, 105,
107}
{3,5,6,8,9,11,19,22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 41,
43,58}

{1,3,11, 15,16, 17, 23, 26, 28, 40, 41, 43, 49, 50, 51, 55, 56, 61,
62,63,82,87,89,97,101, 102,104, 106, 110}

{2,3,4,5,7,9,11, 15,16, 17, 30, 31, 32, 34, 35}
{1,2,4,5,6,16,28,29, 34, 35, 36, 37, 38, 44, 45, 46, 47, 48,
58,64, 65, 66, 68, 73, 78, 84, 85, 91, 92, 93, 95, 96, 106, 108,
109}

{13, 16,17, 19, 20, 21, 22, 32, 36, 37, 38, 39, 43, 45, 46, 47, 49,
53,54, 57,61}
{1,2,3,4,9,15,16, 17,20, 31, 38, 40, 41, 43, 49, 50, 51, 63, 73,
74,75,76,77,85,89,91, 96,106, 109}

{2,3,4,5,7,9,11, 15, 16, 17, 30, 31, 32, 34, 35}
{1,2,4,5,6,16,28,29, 34, 35, 36, 37, 38, 44, 45, 46, 47, 48, 58,
64,65, 66,68, 73, 78,84, 85,91, 92,93, 95,96, 106, 108, 109}
{5,9,11,16, 17,19, 20, 21, 22, 34, 35, 43, 45, 46, 47, 48, 55, 57,
61,64,65}
{1,3,5,6,7,8,10,13,14, 18, 19,22, 39, 46, 47, 48, 52,53, 54,
72,83,84,88,90, 98,99, 100, 103, 105}



KAPITEL 3. SYMMETRISCHE (176,50,14) DESIGNS 123

Design Dsg:

(1) NP7
(r1) N Py

(z2) NP7

Design Dig:

(z2) N Pf

(z2) N P§

Design Dy :

(22) N Py

{2,3,4,5,7,9,11, 15,16, 17, 30, 31, 32, 34, 35}
{3,7,8,9,12,13, 14,27, 30, 34, 35, 36, 37, 38, 63, 67, 69, 70, 71,
72,74,75,76,77,81, 82, 85,87, 88,89, 91,92, 93,99, 109}
{13,16, 17,19, 20, 21, 22, 32, 36, 37, 38, 39, 43, 45, 46, 47, 49,
53,54,57,61}

{1,3,12, 21,24, 25,27, 29, 30, 48, 54, 69, 73, 74, 75, 78, 80, 83,
84, 85,92, 93,94, 95,96, 103, 105, 107, 109}

{2,3,4,5,7,9,11,15, 16,17, 30, 31, 32, 34, 35}
{3,7,8,9,12,13,14, 27, 30, 34, 35, 36, 37, 38, 63, 67, 69, 70, 71,
72,74,75,76,77,81,82, 85, 87,88,89, 91,92, 93,99, 109}
{5,9,11,16,17,19, 20, 21,22, 34, 35, 43, 45, 46, 47, 48, 55, 57,
61,64,65}
{1,3,11,23,26, 28, 43, 46,47, 49, 50, 51, 52, 53, 63, 64, 65, 66,
67,68,72,81,88,89,97,101, 102, 104, 110}

{2,4,5,9,11,14, 43,44, 45, 47, 55,56, 57, 64, 66}
{1,2,4,5,6,10,11, 18,20, 24, 25, 26, 28, 29, 31, 32, 33, 39, 50,
51,52, 53,54, 64, 65, 66, 68, 73, 78,95, 96, 98, 103, 104, 110}
{3,6,8,12, 14, 19,20, 21, 22, 34, 35, 40, 43, 44, 48, 55, 57, 59,
60,64, 65}
{1,3,5,6,7,12,13,14, 21, 24, 25,27, 29, 30, 57, 58, 59, 60, 69,
78,80,86,92, 93,94, 95,99, 107, 108}
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Design Do :

(x1) NP7 =

Design Do, :

(z1) NP7

(z2) N PF =

(z2) N Py =

Design Dog :

(z2) N Py =

{2,4,5,9,11,14, 43,44, 45,47, 55,56, 57, 64, 66}
{1,2,4,5,6,10,11, 18, 20, 24, 25, 26, 28, 29, 31, 32, 33, 39, 50,
51,52, 53, 54, 64, 65, 66, 68, 73, 78,95, 96, 98, 103,104, 110}
{1,2,4,13,19,20,21,22,23, 24, 25, 26, 27, 36, 37, 38, 39, 41,
43,49, 57}
{1,3,11,15,16,17, 23, 26, 28, 40, 41, 57, 58, 59, 60, 64, 65, 66,
67,68,81,86,97,101, 102, 104, 106, 108, 110}

{2,4,5,9,11, 14,43, 44, 45,47, 55, 56, 57, 64, 66}

{3,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 18, 20, 24, 25, 26, 27, 31, 32, 33, 39,
50,51,52, 53,54, 67,74, 75,76, 77,81, 98,99, 103,104, 110}
{3,6,8,12,14, 19,20, 21,22, 34, 35, 40, 43, 44, 48, 55, 57, 59, 60,
64,65}
{1,2,3,4,9,15,16,17, 20, 31, 38,40, 41, 55, 56, 61, 62, 64, 65,
66,67, 68, 76,77, 81,82,87,91, 106}

{2,4,5,9,11, 14,43, 44, 45, 47, 55, 56, 57, 64, 66 }
{3,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 18, 20, 24, 25, 26, 27, 31, 32, 33, 39,
50, 51,52, 53,54, 67, 74,75, 76, 77,81, 98,99, 103, 104, 110}
{1,2,4,13,19,20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 36, 37, 38, 39, 41, 43,
49,57}
{1,3,5,6,7,8,10,13,14, 18,19, 21, 22, 30, 39, 55, 56, 61, 62, 69,
80,82,87,90, 94, 98,99, 100, 107}
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Design Doy :

Design Dos :

(z1) N PY
(z1) N Py

(z2) N PY

(z2) N Py

Design Do :

(x) N Pf

(z2) N Py

{2,4,5,9,11,30,31,32, 34, 35, 55, 56, 57, 64, 66}
{1,2,4,5,6,8,15,17, 28,30, 43,49, 55,56, 57, 63, 69, 70, 71,
72,73,74,75,76,77,78, 82, 86, 87, 88,89, 90, 95, 96, 100}
{1,2,4,7,10,15, 18,20, 21, 32, 42, 50, 51, 52, 53, 54, 56, 57, 62,
63,66}
{1,3,11,15,16, 17, 23,26, 28, 40, 41, 64, 65, 66, 67, 68, 73, 74,
75,81,85,96,97, 101, 102, 104, 106, 109, 110}

{2,4,5,9,11,30, 31,32, 34, 35, 55, 56, 57, 64, 66}
{1,2,4,5,6,8,15,17, 28,30, 43,49, 55, 56, 57, 63, 69, 70, 71,
72,73,74,75,76,77,78,82, 86,87, 88,89, 90, 95,96, 100}
{3,5,6,7,8,9,10, 11, 15,18, 19, 22, 42, 43, 50, 51, 52, 56, 62,
63,66}
{1,3,5,6,7,12,13,14, 21, 24, 25, 27, 29, 30, 46, 47, 52, 53, 69,
72,78, 80, 88,92, 93,94, 95,99, 107}

{2,4,5,9,11,30, 31,32, 34, 35, 55, 56, 57, 64, 66}

{3,8,12, 16,21, 27, 28, 44, 45, 46, 47, 48, 58, 59, 60, 61, 62, 67,
73,74,75,76,77,78, 81, 83,84, 95,96, 101, 102, 105, 106, 107,
108}
{1,2,4,7,10,15, 18,20, 21, 32, 42, 50, 51, 52, 53, 54, 56, 57, 62,
63,66}
{1,3,5,6,7,8,10,13,14,18, 19,21, 22, 30, 39, 69, 73, 74, 75,
80,85, 90, 94, 96, 98,99, 100, 107, 109}
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Design Doy :

(z;) N PY = {2,4,5,9,11,30,31,32,34,35,55,56,57, 64, 66}
(z:) N PS = {3,8,12,16,21,27,28, 44, 45, 46, 47, 48, 58, 59, 60, 61, 62, 67,

73,74,75,76,77,78,81,83,84,95,96, 101, 102, 105, 106, 107, 108}
z) N PE = {3,5,6,7,8,9,10,11, 15, 18,19, 22, 42,43, 50, 51, 52, 56, 62, 63,

1

66}
2) N PY = {1,2,3,4,9,15,16, 17,20, 31, 38, 40,41, 46, 47, 52, 53, 64, 65,
(22) N Py

66,67,68,72,76,77,81,88,91, 106}

Mit Hilfe des Programmes incfilter [16] konnte gezeigt werden: Dy = D3
Diy = Dis; Dig = D1y = Dig = Dig; Dy = Doy = Doy = Doy Doy
D25 = DQG = D27. Ferner: Die Designs Dlg, D16, DQO und D24 sind paarweise
nichtisomorph; allerdings ist Dﬁ = Dig und DQTO X Doyy.

111

Mit [22] wurde gezeigt: Die volle Automorphismengruppe aller dieser Designs
D, ..., Dy7 hat die Ordnung 660 und ist daher isomorph zu Lo(11) .

3.6.6 Der unsymmetrische Fall: w; =11, w; =165

Sei jetzt also D = (P, B, I) ein symmetrisches (176,50,14) Design, auf dessen
Punkten G = Ly(11) in zwei Bahnen der Léngen w; = 11 und wy = 165
operiert. Sei P; ein Reprédsentant der ersten Punktbahn und P, einer der
zweiten. Sei ferner z; ein Représentant der Blockbahn der Lénge €2, = 66

und x5 einer der Blockbahn der Léange €25 = 110.

Fiir P, kommt als Stabilisator ein GG-Konjugiertes von W7 oder W5 in Frage.
Da G einen dufleren Automorphismus besitzt, der die Konjugiertenklassen
von W; und Wy vertauscht, konnen wir o. B. d. A. Gp, = W; annehmen.
Weiterhin sind wir frei, Gp, = Z; und G,, = X; zu wihlen.

Mit Hilfe eines Computers wurden fir G,, € {Y1,Ys,Y3} alle Moglichkeiten
getestet. Mit G,, € {Ys, Y3} konnten keine symmetrischen Designs konstru-
iert werden. Die Wahl G,, = Y lieferte zwlf Inzidenzmatrizen fiir symme-
trische Designs. Wir nennen die dazugehodrigen Designs Dy, ..., Dy und
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beschreiben sie, indem wir die Punkte angeben, die jeweils mit z; bzw. x,
inzidieren; dabei sei jeder Punkt mit der Nummer seiner zugehérigen Neben-
klasse identifiziert, wie sie auch bei der Darstellung von G als Permutations-
gruppe verwendet wurde.

Design Dog :

(z1) N PF
(z:1) N Py

(z2) N P
(2) N Py

Design Doy :

(z1) N P§

(ra) N PF

Design Dy :

(r1) N PP
(1) N Py

{2,3,4,6,7}
{3,4,6,9,10,11,12,13, 14, 16, 17, 20, 29, 30, 31, 32, 46, 48, 64,
78,79, 80,83, 84, 85, 86, 89, 90, 94, 108, 109, 110, 111, 112, 116,
117,118,119, 124,125, 137, 138, 145, 146, 160}

{1,2}
{3,5,6,7,8,9,11,12, 16, 18, 20, 21, 33, 34, 38, 39, 40, 41, 42,
45,48, 54,55, 56, 57, 58, 63, 69, 70, 71, 80, 88, 90, 97, 103, 106,
113,116,129, 130, 134, 138, 139, 140, 141, 146, 147, 155}

{2,3,4,6,7}
{3,4,6,9,10,11,12,13, 14, 16, 17, 20, 29, 30, 31, 32, 46, 48, 64,
78,79, 80, 83, 84, 85, 86, 89, 90, 94, 108, 109, 110, 111, 112, 116,
117,118,119, 124,125, 137, 138, 145, 146, 160}

{1,2}

{1,2,4,18,19, 21,22, 23,24, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 46, 47, 53, 64,
69,70, 72,73,80, 85, 86,89,91,92, 103,107, 108, 109, 112, 116,
123,124,131, 136, 137, 143, 148, 150, 151, 159, 161, 162, 164}

{2,3,4,6,7}
{1,2,5,7,8,9, 10, 15, 20, 32, 33, 45, 48, 61, 62, 65, 67, 68, 69,
70,71,81,82, 87,90, 99, 100, 102, 103, 104, 105, 106, 116, 117,
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(z2) N Pf

Design Dg; :

(r) N PY

(ra) N PP

Design Dss :

(z1) N P§

(z2) N P{

119,120, 125,127, 128, 133, 136, 144, 147, 163, 164}

{1,2}
{1,2,4,5,7,9,11,13,15,16, 18,21, 31, 35, 36, 37, 48, 51, 52,
54,55, 56, 57, 58, 64, 66, 67, 68, 72, 73,99, 107, 108, 109, 110,
111,113,116, 122, 124, 128,131, 144, 149, 151, 158, 159, 161}

{2,3,4,6,7}
{1,2,5,7,8,9,10, 15, 20, 32, 33,45, 48, 61, 62, 65, 67, 68, 69,
70,71, 81,82,87,90, 99,100, 102, 103, 104, 105, 106, 116, 117,
119,120, 125,127,128, 133, 136, 144, 147, 163, 164}

{1,2}

{3,6,10,12, 13,14, 17, 18,19, 21,22, 23, 24, 31, 41, 42, 45, 51,
52,53, 65,71,87,91,97,100, 101, 102, 106, 110,111, 112, 116,
122,123,128, 134, 136, 137, 139, 140, 141, 142, 147, 148, 149,
155,164}

{2,3,4,6,7}
{1,2,4,5,7,8,11,14, 16,17, 18,21, 26, 27, 28, 39, 40, 41,
42,43, 47,54, 78,79, 80,81, 82,92, 113, 114, 115, 118, 120, 121,
122,127,128, 143,149, 152, 153, 159, 160, 161, 165}

{1,2}
{5,7,9,10,11,13,14,16, 17,25, 31, 33, 37, 43, 47, 48, 49, 50,
53,64, 72,73,80,92,93,94, 95,96, 103, 106, 112, 121, 124, 128,
133,136, 137, 139, 140, 141, 143, 145, 147, 148, 151, 155, 163,
164}
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Design Dag :

(r1) N P§

(z2) N P{

Design D3y :

(z1) N PY

(r2) N P
(x2) N Py

Design Dgs :

(z1) N P{

(z2) N PY
(x2) N Py

{2,3,4,6,7}
{1,2,4,5,7,8,11,14, 16, 17,18, 21, 26, 27, 28, 39, 40, 41, 42, 43,
47,54,78,79,80,81,82,92, 113, 114, 115, 118, 120, 121, 122,
127,128,143, 149, 152, 153, 159, 160, 161, 165}

{1,2}
{8,13,15,19,20, 22, 23, 24, 26, 27, 31, 33, 41, 42, 44, 45, 54, 55,
56,57, 58, 71,80,90,91,94, 95,96, 97,99, 103, 107, 108, 109,
113,123,128, 131, 133, 134, 135, 144, 145, 152, 153, 159, 161,
163}

{5,8,9,10,11}
{1,2,5,6,7,8,9,10,19, 20, 22, 32, 34, 35, 36, 38, 44, 48, 55, 56,
57,58,59, 61, 62, 65, 83, 84, 85, 86, 87, 90, 107, 116, 117, 119,
125,129,130, 131, 132, 135, 144, 156, 157}

{1,2}
{1,2,4,5,7,9,11,13,16,25, 31, 33, 34, 38, 39, 40, 43, 47, 48,
49,50, 60, 61, 62, 69, 70, 76, 80, 81, 82, 83, 84, 92, 93, 98, 103, 107,
108,109, 118,121,126, 128, 131, 143, 159, 160, 161}

{5,8,9,10,11}
{1,2,5,6,7,8,9,10, 19, 20,22, 32, 34, 35, 36, 38, 44, 48, 55, 56,
57,58, 59, 61,62, 65, 83, 84, 85, 86, 87,90, 107, 116, 117, 119,
125,129,130, 131, 132, 135, 144, 156, 157}

{1,2}
{3,6,8,12,13,19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 38, 39,
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Design Dsg :

(z1) NP7
(z1) N Py

(z2) N P{

Design Ds7 :

(z1) N P§

(z2) N P{

Design Dsg :

(z1) N PY =

40,44, 59,69, 70, 77,78, 79, 80, 90,91, 103, 104, 105, 106, 114,
115,117,123, 128, 132, 135, 139, 140, 141, 147, 152, 153, 154,
155}

{5,8,9,10,11}

{4,6,9,10,11, 14, 16,17, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 47, 48, 60,
63,77,78,79,80, 83, 84, 85, 86, 88, 90, 93, 95, 96, 97, 98, 101,
118,134, 139, 140, 141, 142, 154, 155, 160, 165}

{1,2}
{5,7,8,9,11,13,15,16, 18,20, 21, 28, 31, 35, 36, 41, 42, 45, 48,
66,67, 68,71,76,81,82,83, 84, 90,94, 95,96, 97,99, 116, 119,
125,126, 128, 133, 134, 144, 145, 156, 157, 158, 163, 165}

{5,8,9,10,11}
{4,6,9,10,11,14, 16, 17,20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 47, 48, 60,
63,77,78,79,80, 83,84, 85, 86, 88,90, 93, 95, 96, 97, 98, 101,
118,134,139, 140, 141, 142, 154, 155, 160, 165}

{1,2}
{10,13,14,17,18, 19, 21, 22, 23,24, 29, 30, 31, 37, 47, 64, 65, 72,
73,74,75,77,78,79,87,91,92, 94,95, 96, 100, 101, 102, 104,
105,116, 120, 123, 124, 127, 128, 133, 142, 143, 145, 151, 154,
163}

{5,8,9,10,11}
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(1) N Py

(z2) N PP
(z2) N Py

Design Dsg :

(z1) N PF
(x1) N Py

(r3) N PF
(z2) N Py

{1,2,4,5,7,8,11,14,16, 17,26, 27, 28, 37, 47, 49, 50, 51, 52,
53,61, 62, 65,66, 72,73, 74, 75,76, 81,82, 87,91, 120, 123, 126,
127,128, 144, 148, 150, 151, 158, 162, 165}

{1,2}
{3,5,6,7,9,10,11,12,14, 16,17, 18, 21, 28, 33,48, 51, 52, 53,
60,61, 62, 63,80, 88, 98, 103,110, 111, 112, 116, 118, 119, 122,
125,129, 130, 136, 137, 138, 146, 148, 149, 156, 157, 160, 164,
165}

{5,8,9,10,11}
{1,2,4,5,7,8,11,14, 16, 17, 26, 27, 28, 37, 47, 49, 50, 51, 52,
53,61, 62, 65,66, 72,73, 74, 75, 76, 81, 82, 87,91, 120, 123, 126,
127,128, 144, 148, 150, 151, 158, 162, 165}

{1,2}
{1,2,4,15,18,19,21,22, 23, 24, 29, 30, 32, 33,46, 51, 52, 54,
55,56, 57, 58,59, 74, 75, 80, 85, 86, 89, 91, 99, 103, 110, 111,
113,114, 115,116, 117, 120, 122, 123, 127, 132, 144, 149, 150,
162}

Mit Hilfe des Programmes incfilter [16] konnte gezeigt werden: Dag = Doy =
D3y = D3y = D3y = D33 und D3y = D35 = D3g = D3y = Dsg = Dag; ferner:
Die Designs Dsg und D34 sind nichtisomorph. Letzteres ergibt sich auch durch
die Statistik der Schnitte je dreier Blocke.

Die volle Automorphismengruppe aller dieser Designs Dog, ..., Dsg ist iso-
morph zu Ly(11) und hat die Ordnung 660. Mithin sind alle diese Designs
nicht selbstdual, denn kein Blockstabilisator ist zu einem Punktstabilisator

isomorph.

Insgesamt haben wir bewiesen:
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3.6.6 Satz Ist D ein symmetrisches (176,50, 14) Design, auf dessen Punkten
eine Gruppe G = Ls(11) in genau zwei Bahnen operiert, so ist G die volle
Automorphismengruppe von D, und es tritt genau einer der drei folgenden

Falle auf:

(1) Die Punktbahnen haben die Lingen wy = 66 und wy = 110. Zu jeder
Blockbahn von G gibt es eine Punktbahn gleicher Lénge. Alle Punkt-
und Blockstabilisatoren sind isomorph zu Dyy oder 3. Das Design D

ist zu genau einem der Designs Dy, Dyg, Doy und Dsyy isomorph. Es
gl]t D%“Q = D16 und D%}) = D24.

(2) Die Punktbahnen haben die Langen wy = 11 und wy = 165; die Block-
bahnlidngen sind €2y = 66 und s = 110. Punktstabilisatoren sind iso-
morph zu As oder E4, Blockstabilisatoren sind isomorph zu Do oder
Y3. Das Design D ist zu genau einem der Designs Dog und Dsy iso-
morph.

(3) DT ist zu einem der Designs in Fall (2) isomorph.

3.7 Ly(11) (3 Bahnen)

Folgende Fragestellung wollen wir in diesem Abschnitt betrachten:

3.7.1 Problem Sei G = Ly(11). Sei D = (P,B,I) ein symmetrisches
(176,50,14) Design mit G < AutD . Die Gruppe G operiere auf den Punkten
von D in drei Bahnen. Welche Méglichkeiten gibt es dann fiir den Isomor-
phietyp von D ?

Seien im Folgenden G und D wie in obiger Problemstellung.

3.7.1 Definierende Relationen

Im Atlas [2] finden wir auf Seite 7 nachstehende Préisentation fiir G = Lo(11):
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G = {( abecd | 1 = d=0P==d
= (ab)’ = (ac)* = (ad)* = (be)’
= (bd)* = (cd)® = (abc)® = (bed)® )

3.7.2 Orbitalstrukturen

Wir verwenden die Notation aus Kapitel 2.3.

3.7.2 Lemma Die Bahnlidngen bei der Operation von G auf den Punkten
und Blécken von D sind €)1 = w; = 11, 9 = wy = 55 und Q3 = w3 = 110.
Die diesbeziigliche Orbitalstruktur ist eine der drei folgenden:

5 25 20 5 25 20 5 5 40
Or=5 13 32 |,0,=|1 17 32 |, O03=1] 5 17 28
2 16 32 4 14 32 2 16 32

Beweis. Ist U eine Untergruppe von G, so ist der Index von U in G eine
der folgenden Zahlen: 1, 11, 12, 55, 60, 66, 110, 132, 165, 220, 330 oder 660.
Die Léngen der Bahnen von G auf den Punkten von D sind also entweder
11, 55 und 110 oder 55, 55 und 66. Entsprechendes gilt fiir die Operation auf
den Blocken.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Punktbahnlingen w; = ws = 55 und
w3 = 66 sind. In jedem Fall gibt es eine Blockbahn der Léange 55. Aber die
Gleichung (vgl. 2.3.8(a))

5
Mo+ e+ g = 1455 +36
hat keine Losung in nichtnegativen ganzen Zahlen ~;1, 712 und ;3 mit vy +
Y12 + 713 = 50. Also sind die Punktbahnlingen w; = 11, ws = 55 und
w3 = 110. Durch Dualisieren erhalten wir, dass die Blockbahnldngen ebenfalls
Q; =11, Q5 = 55 und €23 = 110 sind.

Losen der Gleichung 2.3.8(a) liefert fiir die erste Zeile einer Orbitalstruktur
die folgenden Moglichkeiten:
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ap: (5 25 20 )
ax: (5 5 40 ).
Fiir die erste Spalte erhalten wir aus I'1; 4+ I'y1 + '3y mit 2.3.5 zunéchst die

Nebenbedingung 11 + 5 721 + 10931 = 50; beriicksichtigen wir dies, so liefert
2.3.8(b) die folgenden Moglichkeiten:

Al : ( 5 5 2 )T
A2 . ( 5 1 4 )T .

Die moglichen zweiten Zeilen der Orbitalstruktur sind:

bi: (5 13 32 )
by: (5 17 28 )
by: (1 17 32 ).

Die Nebenbedingung fiir die zweite Spalte ist %712 + Yoo + 2730 = 50; die
Gleichung aus 2.3.8(b) hat damit die Losungen

Bi: (5 17 16 )T

By: (25 13 16 )T

By: (25 17 14 )T.

Kombinieren wir Zeile a; mit Spalte A;, so konnen wir als zweite Zeile by
oder by wahlen. Entscheiden wir uns fiir by, so bleibt fiir die zweite Spalte
nur By, und wir erhalten 33 = 32. Dies ergibt die Matrix O;. Wahlen wir b,

fiir die zweite Zeile, so miisste die zweite Spalte Bs sein; es wiirde v33 = 34
folgen. Damit wire die dritte Zeile gegeben durch (2 14 34). Aber

10 - 22 + 2 14% + 34> £ 14 -110 + 36,

das ist ein Widerspruch zu 2.3.8(a).
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Kombinieren wir Zeile a; mit Spalte As, so konnen wir dies nur mit Zeile
bs und Spalte B3 ergénzen. Es folgt 733 = 32; wir haben die Matrix Oy
konstruiert.

Ist die erste Zeile wie in as, so kann die zweite Spalte nur By sein. Wahlen
wir nun fiir die erste Spalte A, so ist by die zweite Zeile. Es folgt v33 = 32;
wir haben die Matrix O3 konstruiert. Wire die erste Spalte A,, so ergibe
sich b3 fiir die zweite Zeile und ~33 = 30 wiirde folgen. Damit wére die dritte
Zeile gegeben durch (4 16 30). Aber

10 - 4% + 2 - 16% + 30> # 14 -110 + 36,

das ist ein Widerspruch zu 2.3.8(a). O

3.7.3 Stabilisatoren

Wir suchen nun nach den G-Konjugiertenklassen von Untergruppen der ver-
langten Indizes 11, 55 und 110.

3.7.3 Lemma FEs gibt in G' genau zwei Konjugiertenklassen von Untergrup-
pen vom Index 11. Repréasentanten dafiir sind

Xl = <(1,,b,C>,
X2 = <b7C,d>.

Beweis. Wiein 3.6.4(a). O

3.7.4 Lemma Es gibt in G genau zwei Konjugiertenklassen von Untergrup-
pen vom Index 55. Repréasentanten dafiir sind

i = <a7b7d> = Dy,
Yo = {a,c,cbcbacbe)y = Ay .

Beweis. Normalisatoren von Sylow-3-Untergruppen in G sind isomorph zu
D15. An den Relationen fiir G lesen wir (a,b) = 33 und [a,d] = [b,d] =1 ab.
Also gilt Y] = Z5 x Y3 = D15, und alle Untergruppen dieses Isomorphietyps
sind zu Y7 konjugiert.
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Ist U eine Untergruppe von G der Ordnung 12, die nicht zu Di5 isomorph
ist, so liegt U in einer zu As isomorphen Untergruppe. Also gilt U = A4, und
jede maximale Untergruppe von G, die U enthélt, ist zu A5 isomorph. In Aj
gibt es genau eine Klasse von zu A, isomorphen Untergruppen. Da es in G zu
As isomorphe Untergruppen B, C gibt, die in G nicht zueinander konjugiert
sind und deren Schnitt zu A, isomorph ist (2.5.3), gibt es in G nur eine Klasse
von zu Ay isomorphen Untergruppen. Eine Nebenklassenabzéhlung mit [9]
von G nach Y; ergibt |G : Ya| =55; da Vo < X7 & A5, ist Yo =2 Ay, O

3.7.5 Lemma Es gibt in G genau drei Konjugiertenklassen von Untergrup-
pen vom Index 110. Représentanten dafiir sind

Zl = <CLb, Cl> = E3 ’
ZQ - <ab7 ad> = 23 )
Z3 = <abd> = Zﬁ .

Beweis. Wie in 3.6.4(c). O

3.7.4 Die Operation von G

Im Folgenden seien D = (P,B, 1), Py, P, P3, x1, x5, und z3 wie in der
Problemstellung 3.7.1; die Gruppe G sei eine Untergruppe der vollen Auto-
morphismengruppe von D.

Wieder stellen wir mit Hilfe von [9] die Gruppe G als Permutationsgruppe
auf den Nebenklassen von allen Kandidaten fiir Stabilisatoren dar. Mit 2.3.9
wissen wir dann schon, wie G auf den Punkten und Blocken der méglichen
Designs operiert.

Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von X :
a— (45)(68)(711)(910)
b— (34)(67)(810)(911)
c— (23)(46)(58)(910)
d— (12)(67)(811)(910)
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Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von X5 :
—(12)(46)(78)(1011)
b—(23)(46)(57)(910)
—(35)(410)(611)(78)
d—(46)(59)(710)(811)
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y] :

— (38)(411)(524)(612)(710)( 1314 )( 15 26 )(
17 51 )( 18 50 )( 20 33 )( 21 37 )( 22 32 )( 25 48 )( 27 42 )(
1)(3043)(3436)(35 (44 46 )( 47 52 )( 49 54 )( 53 55
(910) )(

)(

53

(7
(293
b — (23)(45)(624) (1112 )( 13 15 )( 14 48
(18
(35

6 16 19 )
21 28 40 )
45 )

9 17 20 )
22 )( 19 41 )( 23 31 )( 25 26 )( 27 30 )( 28 32 )( 33 55 )( 34 43 )
40 50 )( 44 45 )( 46 52 )( 51 53 )
11 )( 10 18 )( 13 47 )( 14 52 )( 15 51 )
)( 22 29 )( 28 54 )( 30 55 )( 31 32

(16 (
(3444 )( 35 45 )( 36 46 )( 37 42 )( 38 41 )( 40 49 )( 43 53 )
d — (525

(29)(310)(426) )(614)(78)(1115)( 1213 )( 17 18)
(20 22 )( 21 54 )( 24 48 )( 27 30 )( 28 55 )( 32 33 )( 34 36 )( 35 46 )
(3749 )(38 39 )( 40 53 )( 42 43 )( 44 45 )( 47 52 )( 50 51 )

)

1
2

47 )(136 42 )( 37 38 )( 39 49 )
)
5)( 17 26 )( 19 48 )( 21 2
)

) 6
( (
5 (12)(34)(612)(750)(8
25 ) 7
( (3

~—

Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Y5 :

— (27)(34)(58)(922)(1050)( 11 14)( 1221 )( 15 26 )( 16 27
17 45 )( 18 34 )( 19 42 )( 20 53 )( 23 36 )( 24 28 )( 25 43 )( 29 46
30 31 )( 3247 )( 3348 )( 3544 )( 3755 )( 3839 )( 40 41 )( 49 51 )( 52 54

) )

( ( )
( 3 ) )
b— (12)(34)(68)(917)(1016)( 1221 )( 1314 )( 1551 )( 18 37)
(119 38 )( 20 23 )( 22 44 )( 24 27 )( 25 26 )( 28 50 )( 29 30 )( 31 32 )
(3334)(3545)(3652)(3940 )( 4142 )( 43 49 )( 46 47 )( 48 55 )( 53 54 )
( )

)

)

)

)

)

—~(23)(4 )5 )(613)(853)(912)( 1051 )( 11 15 )( 14 26
17 29 )( 18 44 )( 1 5)(2122)(2324)(2836)(3037)(3155
3233)(3435)(3854)(39 2)( 40 41 )( 42 43 )( 45 46 )( 47 48 )( 49 50
(16)(28)(312)(421)(57)(953)(1051)(1516)( 17 54
19 )( 20 22 )( 23 44 )( 24 25 )( 26 27 )( 28 43 )( 29 30 )( 31 46

(
(
d
(
(3247 )(3341)(3442)(3536)( 3738 )( 3955 )( 40 48 )( 45 52 )( 49 50

ﬁ
18
32
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Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Z; :

— (49)(513)(699)(714)(818)( 1516 )( 17 40 )
(2130 )( 22 39 )( 23 104 )( 24 92 )( 25 95 )(
(13237 )( 3334 )( 3536 )( 41 106 )( 42 44 )(
(47 53 )( 48 54 )( 49 50 )( 51 89 )( 52 88 )(
(58 59 )( 62 82 )( 64 65 )( 66 81 )( 67 68 )(

( ( )

26 2
43 6
5 8
980

~— — —

5

6
(75 109 85
(194 107 )( 97 102 )( 101 110

) )

98 ) )( )

24)(56)( 799 ) 10 18 )( 11 26 )( 12 27 )( 13 14 )( 15 17 )
6 )( 19 22 )( 20 31 )( 21 107 )( 23 97 )( 24 25 )( 30 69 )( 32 33 )
5)( 36 37 )( 38 91 )( 39 98 )( 40 41 )( 42 79 )( 43 49 )( 44 45 )
46 47 )( 48 84 )( 50 51 )( 52 53 )( 54 103 )( 55 56 )( 57 86 )( 58 108 )
59 60 )( 61 62 )( 63 89 )( 64 68 )( 65 66 )( 67 81 )( 70 71 )( 72 88 )
7396 )( 74 75 )( 76 77 )( 78 95 )( 80 94 )( 82 87 )( 83 105 )( 85 109 )
90 100 )( 92 93 )( 101 102 )( 104 110 )

(12)(312)(45)(714)(877)(913)(1011)( 1586 )( 16 108

76 91 )( 78 93 )( 83 103 )( 84 105

374
b — (
10
34
647

c —

(
(
(
(
(
(190
(1
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
d—
(
(
(
(
(
(

) )
17 100 )( 18 20 )( 19 40 )( 21 62 )( 22 23 )( 24 33 )( 25 26 )( 27 67 )
28 95 )( 29 68 )( 30 82 )( 31 32 )( 34 92 )( 35 36 )( 37 38 )( 39 104 )
41 42 )( 43 55 )( 44 106 )( 45 46 )( 47 48 )( 49 90 )( 50 98 )( 51 52 )
53 54 )( 56 57 )( 58 84 )( 59 105 )( 60 61 )( 63 87 )( 64 65 )( 69 70 )
7172 )( 75 76 )( 78 96 )( 79 80 )( 83 101 )( 85 93 )( 88 89 )( 91 109 )

94 97 )( 102 107 )( 103 110 )

( 3)(210)(418)(540)(641)(716)(89)(1112)(1317)
14 15 )( 19 20 )( 21 64 )( 22 31 )( 23 24 )( 25 97 )( 26 27 )( 28 29 )
30 65 )( 32 33 )( 34 37 )( 3536 )( 38 39 )( 43 84 )( 46 74 )( 47 75 )
4849)(5054)(51103)(5285)(53 09 )( 55 56 )( 57 58 )( 59 60 )
61 87 )( 62 82 )( 63 105 )( 66 69 )( 67 94 )( 68 107 )( 72 73 )( 76 90 )
77 100 )( 78 101 )( 80 81 )( 83 89 )( 86 108 )( 88 96 )( 91 98 )( 92 104 )

93 110 )( 95 102 )( 99 106 )
Die Operation der Erzeuger von G auf den Nebenklassen von Z, :

— (12)(34)(531)(617)(765)(864)(921)(1016)( 11 12)
(13 14 )( 15 19 )( 18 55 )( 20 83 )( 22 68 )( 23 90 )( 24 76 )( 25 103 )
(126 109 )( 27 73 )( 28 88 )(29 38 )( 30 47 )( 32 67 )( 33 75 )( 34 74 )
(13540 )( 36 37 )( 39 52 )( 41 42 )( 43 110 )( 45 86 )( 46 50 )( 51 53 )
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54 104 )( 56 57 )( 58 59 )( 60 61 )( 62 108 )( 63 66 )( 72 100 )( 77 102 )
78 99 )( 79 80 )( 81 94 )( 82 91 )( 84 93 )( 85 106 )( 87 89 )( 92 105 )
95 98 )( 96 97 )( 101 107 )

(

(

(

b— (12)(310)(45)(67)(89)(1133)(1224)(1365)( 14 17)
(1521 )( 16 31 )( 18 80 )( 19 64 )( 20 32 )( 23 25 )( 26 27 )( 28 91 )
(129 89 )( 34 35 )( 36 87 )( 37 38 )( 39 54 )( 40 86 )( 41 92 )( 42 43 )
(4493)( 45 74 )( 47 48 )( 49 50 )( 51 104 )( 52 53 )( 55 56 )( 57 79 )
(58 108 )( 59 60 )( 61 62 )( 63 83 )( 66 67 )( 68 69 )( 70 78 )( 71 72)
(7394 )( 75 76 )( 77 82 )( 81 109 )( 85 103 )( 88 102 )( 90 106 )
(195 107 )( 96 101 )( 97 98 )( 105 110 )

¢c— (13)(24)(56)(78)(910)(1112)( 1315 )( 1419 )( 16 21 )
(117 31 )( 18 104 )( 20 43 )( 22 32 )( 23 87 )( 24 25 )( 26 91 )( 28 30 )
(13334 )( 3536 )( 3740 )( 39 81 )( 44 71 )( 45 72 )( 46 53 )( 47 88 )
(148 49 )( 50 51 )( 52 94 )( 54 55 )( 56 57 )( 53 107)( 59 101 )( 60 61 )
(62 63 )( 64 65 )( 66 108 )( 67 68 )( 69 70 )( 74 75 )( 76 103 )( 77 79 )
(78 95 )( 80 102 )( 82 109 )( 83 110 )( 84 106 )( 85 93 )( 86 100 )
(18990 )( 92 97 )( 96 105 )( 98 99 )

d— (1 )(311)(412)(524)(691)(728)(832)(92)(1033)
(13102 )( 14 77 )( 15 63 )( 16 75 )( 17 82 )( 18 61 )( 19 66 )( 21 83 )
(2230)(2327)(2526)(3176)(3443)(3542)(39 1)( 40 41)
(144 49 )( 45 105 )( 46 84 )( 47 68 )( 48 69 )( 50 93 )( 52 53 )( 54 104 )
(55 60 )( 56 59 )( 57 58 )( 62 80 )( 64 67 )( 65 88 )( 70 71 )( 72 78 )
(7390 )( 74 110 )( 79 108 )( 81 85 )( 86 92 )( 94 106 )( 95 96 )( 97 98 )
(

99 100 )( 101 107 )( 103 109 )
Die Operation der Erzeuger von GG auf den Nebenklassen von Zj:

— (12)(34)(56)(725)(817)(912)(1015)( 1118)(1324)
(114 70 )( 16 23 )( 19 82 )( 20 44 )( 21 110 )( 22 36 )( 26 90 )( 27 45 )
(128 94 )( 29 103 )( 30 102 )( 31 32 )( 33 76 )( 34 106 )( 35 46 )( 37 101 )
(138 43 )( 39 40 )( 47 104 )( 48 88 )( 49 100 )( 50 51 )( 52 95 )( 53 81 )
(54 60 )( 55 61 )( 56 57 )( 58 96 )( 59 79 )( 62 75 )( 63 84 )( 64 67 )
(6599 )( 66 98 )( 68 105 )( 69 71 )( 72 73 )( 74 108 )( 77 87 )( 78 83 )
(18086 )( 85 109 )( 89 92 )( 91 97 )( 93 107 )

b— (12)(324)(49)(516)(611)(710)(829)(1213)(1415)
(1733 )( 18 23 )( 19 71 )( 20 32 )( 21 26 )( 22 35 )( 25 70 )( 27 47 )
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(28 50 )( 30 80 )( 31 75 )( 34 99 )( 36 37 )( 40 41 )( 42 43 )( 44 62 )
(145 87 )( 46 101 )( 48 97 )( 49 98 )( 51 52 )( 53 54 )( 55 91 )( 56 63 )
(57 58 )( 59 60 )( 61 88 )( 64 65 )( 66 68 )( 67 106 )( 69 78 )( 72 93 )
(73 74 )( 76 103 )( 77 104 )( 79 81 )( 82 83 )( 84 96 )( 85 110 )( 86 89 )
(190 109 )( 92 102 )( 94 95 )( 100 105 )( 107 108 )
— (15)(26)(37)(425)(918)(1023)(1112)( 13 14)(1516)
19 51 )( 20 38 )( 21 83 )( 22 47 )( 24 70 )( 26 27 )( 28 35 )( 29 30 )
31 76 )( 32 33 )( 34 37 )( 36 104 )( 39 80 )( 40 86 )( 41 42 )( 43 44 )
45 90 )( 46 94 )( 48 77 )( 49 97 )( 50 82 )( 52 53 )( 54 55 )( 56 85 )
57 109 )( 58 59 )( 60 61 )( 62 108 )( 63 64 )( 65 66 )( 67 84 )( 68 69 )
71105 )( 72 73 )( 74 75 )( 78 110 )( 79 96 )( 81 95 )( 87 88 )( 89 107 )
91 100 )( 92 93 )( 98 99 )( 101 106 )( 102 103 )

)
(
) ( )
13 82 )( 14 35 )( 15 22 )( 16 33 )( 18 103 )( 19 24 )( 20 27 )( 21 30 )
23 76 )( 25 101 )( 26 80 )( 28 50 )( 31 104 )( 32 47 )( 34 105 )( 38 39 )
40 43 )( 41 42 )( 44 45 )( 46 70 )( 48 96 )( 49 65 )( 51 94 )( 52 95 )
53 72 )( 54 93 )( 55 56 )( 57 61 )( 58 88 )( 59 108 )( 60 107 )( 62 87 )
63 91 )( 64 98 )( 66 67 )( 68 106 )( 73 81 )( 74 79 )( 75 77 )( 84 97 )
(

(
(
(
(
(
(
d— (371)(469)(517)(68)(737)(978)(1036)( 1129 )( 1283
(
(
(
E
(18592 )( 86 90 )( 89 109 )( 99 100 )( 102 110)

3.7.5 Konstruktion der Designs

Es zeigt sich, dass lediglich das Higman-Design die Voraussetzungen dieses
Abschnitts erfiillt. Die weitere Konstruktion wird daher auch hier in Kurz-
form dargestellt. Analog zu den vorherigen Abschnitten werden die Opera-
tionen der Blockstabilisatoren X, X, Y7, Y5, Z1, Z> und Z3 auf den Neben-
klassen der Punktstabilisatoren berechnet.

Wir greifen eine schon frither verwendete Schreibweise fiir Punkt- und Block-
stabilisatoren wieder auf: Wir sagen , die Punktstabilisatoren sind [X;, Y}, Z;]“,
falls Gp, = X;, Gp, = Y; und Gp, = Z;; 1 < 4,5,k < 2. Entsprechendes sei
durch die Aussage , die Blockstabilisatoren sind [[X;, Y}, Z;|]“ausgedriickt.

Wir klaren zunéchst die Frage nach denjenigen Punktstabilisatoren, die zu
As isomorph sind. Bereits erwéhnt wurde, dass Lo(11) zweifach transitiv auf
den Konjugierten jeder zu As isomorphen Untergruppe operiert. Es gibt also
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insbesondere keine Xj-invariante 5-elementige Menge von (G-Nebenklassen
von X7; dasselbe gilt fiir X,. Ein Blick auf die méglichen Orbitalstrukturen
zeigt, dass die zu A5 isomorphen Punktstabilisatoren also nicht in G zu den
zu As isomorphen Blockstabilisatoren konjugiert sein kénnen. Da G einen
duferen Automorphismus besitzt, der X; und X, vertauscht, konnen wir
ohne Einschréankung Gp, = X5 und G,, = X; annehmen.

Die verbleibenden Moglichkeiten fiir Punkt- und Blockstabilisatoren wurden
alle getestet; Designs ergaben sich nur fiir Gp, = Z; und G,, = Z;. Von
den drei genannten Orbitalmatrizen konnten die letzten beiden verworfen
werden, da die Eintrdge in der zweiten Zeile sich nicht durch Kombination
von Y;-Bahnen realisieren lassen.

Schliellich wurden genau vier symmetrische (176,50,14) Designs konstruiert,
die den Bedingungen der Problemstellung geniigen. Alle sind isomorph zum
Higman-Design. Wir geben stellvertretend eines dieser Designs durch Re-
prasentanten der Blockbahnen an; wieder seien die Punkte durch die Num-
mer ihrer zugehorigen Stabilisatornebenklasse bezeichnet.

(z;) N P¢ = {6,8,9,10,11}

(r1) N P¢ = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,16,18,19, 22,23, 36, 37, 42, 43,
44,45, 48, 52}

(r)) N PY = {1,2,3,4,5,6,7,9,12,13,14,27,29, 30, 37, 38,45, 46, 47, 57}

) N PE = {1,2,3,6,9
1
zo) N PY = {1,18,21,27,33,37,39, 44,45, 48, 52, 53, 54
2
(xo) N PY = {1,3,11,12,19,20,22,26,27,28,29, 34, 41,51, 54, 56, 61, 62,
63,65,67,72,73,74,77,78,80, 81, 82,90, 92, 98}

(xs) N PY = {6,9}

z3) N PY = {1,16,18,20,24, 30,31, 34, 36, 37, 40, 43, 46, 51, 52, 55
2

z3) N PE = {1,3,6,7,13,15,24,28,31, 40,41
3

Wir haben bewiesen:
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3.7.6 Satz SeiG = Ly(11) und D = (P, B, I) ein symmetrisches (176,50,14)
Design mit G < Aut D . Die Gruppe G operiere auf den Punkten von D in drei
Bahnen. Dann ist D isomorph zum symmetrischen Higman-Design Drigman -

3.8 Ubersicht

Wir stellen die bisher bekannten symmetrischen (176,50,14) Designs in einer
Tabelle zusammen. Leider konnte der 2-Rang von Djgoo [14] nicht in Erfah-
rung gebracht werden.

Design D | AuwtD | |AutD| | DT | ranky(D) | Konstruktion
Dhigman HS 44.352.000 | Drigman 22 [11], 3.1
Djanko (Z4)3 . FQl 1.344 Djanko 48 [13]
DIOOO EZL‘125 : Zg 1.000 DIOOO ? [14]
D, Ei6.26 11.520 D, 46 3.2
DH E16 . A5 960 Dll 64 3.3
Dy, Ly(11) 660 Dig 66 3.6
Dig Ly(11) 660 Dy, 66 3.6
Dao Ly(11) 660 Dy 66 3.6
Dy Ly(11) 660 Dag 66 3.6
Dag Ly(11) 660 DL 66 3.6
DL, Ly(11) 660 Das 66 3.6
Dy, Ly(11) 660 DL, 66 3.6
DY, Ly(11) 660 Day 66 3.6

Nun seien noch die Statistiken der Schnitte je dreier Blocke genannt. Fiir alle
(lgﬁ) = 893.200 ungeordneten Tripel von Blocken z, y und z wird die Anzahl
der mit x und y und z inzidenten Punkte bestimmt. Dann wird gezéhlt,
wie oft jede Anzahl vorkommt. Dies ist oft ein praktisches Kriterium, um
Nichtisomorphie festzustelllen. Wieder fehlen die Angaben zu Djggo [14].
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DesignD| 0 | 1 | 2 | 3 | 4
Dyigman | 0 0 0 [369.600 | 462.000
Djanko || 1.344 [ 11.200 | 73.920 | 264.768 | 331.632
D100 ? ? ? ? ?
D, 5.760 | 14.400 | 75.200 | 243.840 | 317.040
Dy 960 | 12.640 | 90.880 | 244.720 | 301.760
Dss 110 | 17.160 | 85.140 | 246.400 | 302.280
Dig 0 | 26.840 | 60.060 | 260.480 | 308.660
Dag 110 | 5.940 | 81.840 | 300.300 | 267.300
Day 110 | 5.940 | 81.840 | 300.300 | 267.300
Dos 55 | 26.400 | 61.600 | 257.400 | 312.510
DL 110 | 17.160 | 85.140 | 246.400 | 302.280
D3y 7.095 | 11.220 | 64.900 | 261.580 | 326.370
D, 7.040 | 11.660 | 63.360 | 264.660 | 322.520
Design D | 5 | | 7 | 8 [|=>9
Drigman 0 0 [61.600] 0
Djanko || 133.056 | 49.728 | 14.336 | 13.216 | 0
DIOOO ? : ? ? ?
D, 156.480 | 66.240 | 8.640 | 5.600 | 0
Dy 164.640 | 60.800 | 8.400 | 8.400 | 0
Dis 166.760 | 49.500 | 23.760 | 2.090 | 0
Dis 169.400 | 38.500 | 25.520 | 3.740 | 0
Dag 148.940 | 58.960 | 27.060 | 2.750 | 0
Day 148.940 | 58.960 | 27.060 | 2.750 | 0
Dos 166.320 | 40.040 | 25.080 | 3.795 | 0
DL 166.760 | 49.500 | 23.760 | 2.090 | 0
Dsy 147.180 | 44.660 | 27.060 | 3.135 | 0
DI, 150.260 | 43.120 | 27.500 | 3.080 | 0

143



Kapitel 4

Ein symmetrisches (144,66,30)
Design in M9

4.1 Definition des Designs

Folgenden Satz werden wir in diesem Kapitel beweisen:

4.1.1 Satz Sei G = M;y. Sei L = Ly(11) eine maximale Untergruppe von
G . Seien Ly, Lo, ..., Liy die verschiedenen G-Konjugierten von L.

Definiere eine Inzidenzstruktur D = (P,B,1) durch P = {Py, P, ... , Piu},
B = {Bl, BQ, ,B144} und BIB] e LZQLJ ngo; 1 Sl,j <144.

Dann ist D ein symmetrisches (144,66, 30) Design mit G < Aut D.

Zum Beweis werden wir eine Permutationsdarstellung von M5 auf den Ne-
benklassen einer zu Ly(11) isomorphen maximalen Untergruppe verwenden.

4.2 Definierende Relationen und Operation
von M12

Im Atlas [2] finden wir auf Seite 32 nachstehende definierende Relationen fiir
M12 .

144
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My =G = (a,bcdla't =b = =d* = (be)* =
= (bd)? = (ac)® = (ad)® = (dcb)* = 1,a" = a®).
Zahlen wir diese Gruppe nach den Nebenklassen von L := (a,b,c) ab, so

erhalten wir |G : L| = 144. Also gilt L = Ly(11). Die Erzeuger von G
operieren wie folgt auf diesen Nebenklassen:

a

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
b
(
(
(
(
(
(
(
(
(

—(23567891011124)

13 14 40 29 15 46 49 55 35 38 21 )
16 52 33 59 84 105 81 115 56 34 62 )
17 22 27 69 31 37 19 20 28 43 48)
18 36 63 60 24 30 39 47 32 78 23 )
25 66 89 96 65 61 98 53 26 42 76 )

41 80 139 116 132 104 143 138 134 144 103 )

44 110 125 126 137 79 121 129 111 120 71 )

45 51 131 94 95 83 93 106 128 127 72 )

50 57 107 133 73 136 142 119 97 86 140 )
54 141 113 75 74 123 91 85 82 70 88 )

58 77 124 90 92 101 102 122 100 99 67 )

64 118 135 130 114 117 109 68 112 87 108 )

- (36 128 7 )( 4 11 59 10 ) 13 26 16 22 18
14 25 34 19 24 )( 15 42 59 48 30 )( 17 32 40 96 115
20 47 21 61 33 )( 23 35 76 81 28 )( 27 60 38 89 84
29 98 105 37 36 )( 31 78 46 66 52 )( 39 55 53 56 69
41 134 103 104 80 )( 43 63 49 65 62 )( 44 126 110 121 71
45 54 73 77 68 )( 50 58 114 131 91 )( 51 75 107 102 64
57 90 135 106 88 )( 67 118 95 141 119 )( 70 86 101 112 94
72 82 142 122 130 )( 74 136 92 117 83 )( 79 129 125 120 111
85 133 99 87 93 )( 97 124 108 127 123 )( 100 109 128 113 140
116 143 132 144 139 )

N N N N N N N

¢c— (313)(414)(519)(618)(726)(816)(934)(1025) (1124 )
(1222 )( 1535 )( 17 40 )( 20 21 )( 23 42 )( 27 60 ) ( 28 59 )( 29 105 )
(30 76 )( 31 55 )( 33 61 )( 36 37 )( 38 84 ) ( 39 78 )( 41 103 )( 43 65 )
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44 110 )( 45 54 )( 46 69 )( 48 81 ) ( 49 63 )( 51 70 )( 52 53 )( 56 66 )
57 106 )( 58 91 )( 64 86 ) ( 68 73 )( 71 121 )( 72 83 )( 74 130 )( 75 94 )
79125 )( 80 104 ) (82 117 )( 85 99 )( 87 93 )( 90 135 )( 92 142 )( 95 141 )
96 115 )( 100 109 )( 101 102 )( 107 112 )( 108 127 )( 111 120 ) ( 114 131 )
116 139 )( 118 119 )( 122 136 )( 123 124 )( 128 140 ) ( 143 144 )

(

(

(

(

(

d— (12)(34)(58)(610)(711)(912)(1334)(1416) (15112)
(17 95 )( 18 19 )( 20 45 )( 21 77 )( 22 24 )( 23 51 ) ( 25 26 )( 27 41 )
(2875 )( 29 121 )( 30 94 )( 31 53 )( 32 118 ) ( 33 54 )( 35 64 )( 36 71 )
(137 44 )( 38 104 )( 39 46 )( 40 67 ) ( 42 101 )( 43 50 )( 47 68 )( 48 70 )
(49 131 )( 52 56 )( 55 78 ) ( 57 113 )( 58 62 )( 59 86 )( 60 80 )( 61 73 )
(6391 )( 65114 ) (6669 )( 72 74 )( 76 102 )( 79 87 )( 81 107 )( 82 83 )
(84134 ) (185 120 )( 88 140 )( 89 103 )( 90 128 )( 92 122 )( 93 111 )
(196 119 )( 97 144 )( 98 110 )( 99 129 )( 100 106 )( 105 126 ) ( 108 143 )
(1109 135 )( 115 141 )( 116 127 )( 117 142 )( 123 139 ) ( 124 132 )
(1125 133 )( 130 136 )( 137 138 )

Die obige Permutationsdarstellung wurde verwendet, um in der Gruppe G' =
M2 mit GAP [20] rechnen zu konnen. Zunéchst wurde gezeigt, dass L
tatsidchlich maximal in G liegt. (Es gibt in M5 auch nichtmaximale zu Ly (11)
isomorphe Untergruppen.)

Lésst man nun die Elemente von L auf diesen Nebenklassen operieren, so
erhélt man Bahnen der Liangen 1, 11, 11, 55 und 66. Die Gruppe M5 ist hier
also als Rang-5-Permutationsgruppe vom Grade 144 dargestellt.

An den Bahnléngen lesen wir sofort die Ordnungen der Schnitte L N L;,
1 < j <144, ab; sie sind 660, 60, 60, 12 und 10. Insbesondere schneidet L
genau 66 G-Konjugierte von L in einer zu D, isomorphen Untergruppe.
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4.3 Konstruktion des Designs

Mit nachstehendem Programm wurde mit Hilfe von GAP [20] eine Inzidenz-
matrix zur Inzidenzstruktur D erzeugt:

for iin [1..144] do

for j in [1..144] do

if Size(Intersection(G,Stabilizer|i],Stabilizer[j]))=10
then Print(“1 “);
else Print(“0 “);

fi;

od;

Print(“\n*“);

od;

Nun ist es leicht, die Behauptung des Satzes anhand der berechneten Matrix
zu beweisen.

4.3.1 Bemerkung (1) Wir identifizieren wieder die Punkte des Designs
mit den Nummern ihrer zugehérigen Nebenklassen aus der Permuta-
tionsdarstellung von G. Ein ,base block® ist mit folgenden Punkten in-
zident:  2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
23,24,25,26,27, 28,29, 30,31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 46,
47,48, 49, 52,53, 55, 56, 59, 60, 61, 62,63, 65, 66, 69, 76, 78, 81, 84, 89, 96,
98,105, 115.

(2) Mit [22] und GAP [20] wurde gezeigt: AutD = Aut M;s.

(3) Kiirzlich konstruierte W. Lempken zwei weitere symmetrische (144,66,30)
Designs mit My [19] .
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