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Belsazar
Die Mitternacht zog ndher schon;
In stummer Ruh’ lag Babylon.

Nur oben in des Kdnigs SchloB,
Da flackert’s, da larmt des K&nigs TroB.

Dort oben in dem Kd&nigssaal
Belsazar hielt sein Kénigsmahl.

Die Knechte saBBen in schimmernden Reihn
Und leerten die Becher mit funkelndem Wein.

Es klirrten die Becher, es jauchzten die Knecht’;
So klang es dem storrigen Konige recht.

Des Konigs Wangen leuchten Glut;
Im Wein erwuchs ihm kecker Mut.

Und blindlings reiBt der Mut ihn fort;
Und er ldstert die Gottheit mit siindigem Wort.

Und er briistet sich frech, und lastert wild;
Der Knechtenschar ihm Beifall briillt.

Der Konig rief mit stolzem Blick;
Der Diener eilt und kehrt zuriick.

Er trug viel giilden Gerdt auf dem Haupt;
Das war aus dem Tempel Jehovahs geraubt.

Und der Konig ergriff mit frevler Hand
Einen heiligen Becher, gefiillt bis am Rand.

Und er leert ihn hastig bis auf den Grund
Und rufet laut mit schdumendem Mund:

»Jehovah! dir kiind ich auf ewig Hohn —
Ich bin der K&nig von Babylon!*

Doch kaum das grause Wort verklang,
Dem Konig ward's heimlich im Busen bang.

Das gellende Lachen verstummte zumal;
Es wurde leichenstill im Saal.

Und sieh! und sieh! an weiBer Wand
Da kam'’s hervor wie Menschenhand;

Und schrieb, und schrieb an weier Wand
Buchstaben von Feuer, und schrieb und schwand.

Der Konig stieren Blicks da saB,
Mit schlotternden Knien und totenblaB.

Die Knechtenschar saB kalt durchgraut,
Und saB gar still, gab keinen Laut.

Die Magier kamen, doch keiner verstand
Zu deuten die Flammenschrift an der Wand.

Belsazar ward aber in selbiger Nacht
Von seinen Knechten umgebracht.

Heinrich Heine
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Einleitung



Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik (SM) beschreibt auf hervorragende Art
und Weise nahezu alle heute bekannten Phinomene aus der Welt der Elementarteilchen
[B601, We95, Ho00, Ho04]. Insbesondere zeigen die Mefiwerte bei den technisch bisher
moglichen Energien eine erstaunlich gute Ubereinstimmung mit den von der Theorie be-
rechneten Werten, wie sie in anderen Bereichen der Naturwissenschaften hochst selten
anzutreffen ist. Das Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung ist eine Eich-
theorie. Die zugrundeliegende Eichgruppe ist die Gruppe SU(2) x U(1). Die sich daraus
ergebenden Eichfelder sind das (masselose) Photon, das ungeladene massive Z°-Boson
sowie die massiven, geladenen W*-Bosonen. Diese Eichfelder vermitteln die Wechselwir-
kung zwischen den Fermionen. Die Fermionen treten bei den Experimenten als beobachtete
Anfangs— und Endzustéinde auf.

Die Prizisionsexperimente bei LEP/CERN und anderen Beschleunigern wie z.B. SLC/
SLAC, TEVATRON/Fermilab und HERA/DESY haben eine Genauigkeit erreicht, wel-
che die Erwartungen deutlich iibertroffen haben. Dies trifft insbesondere auf Elektron—
Positron—Beschleuniger zu. Bei den zukiinftigen Beschleunigern wird sowohl beim LHC als
auch vor allem beim Internationalen Linearbeschleuniger ILC [Te01] mit weiteren deutli-
chen Verbesserungen gerechnet.

Allerdings war es aufgrund experimenteller Gegebenheiten noch nicht méglich, alle Vorher-
sagen zu testen, insbesondere weil man nicht in die zu weiteren Untersuchungen nétigen
Regionen hoher Energie vordringen konnte. Der bisher zugéngliche energetische Bereich
erstreckt sich bis zu einigen hundert GeV, dies aber auch nur bei Hadronbeschleunigern,
bei denen aufgrund der Fiille der Untergrundereignisse die Analyse lediglich eingeschrénkt
moglich ist. Die Préizision der Messungen ist bei Elektron—Positron-Beschleunigern in den
meisten Féllen deutlich hoher als bei Hadronbeschleunigern. Bei den Elektron—Positron—
Beschleunigern konnte man bei dem heutigen Stand der Technik Energien von nur bis zu
etwa 200 GeV erreichen. Diese Energien wurden bei LEP (Elektron-Positron—Collider) am
CERN erzeugt [Le04]. Der LEP-Collider mufite aber abgeschaltet werden, und bis zum
moglichen Bau des Internationalen Linearbeschleunigers ILC wird noch viel Zeit vergehen.
Der einzige Beschleuniger weltweit, der zur Zeit fiir die Hochenergiephysik wichtige Daten
liefert, ist der Tevatron—Collider (Proton—Antiproton—Collider) am Fermilab. Es ist aber
unwahrscheinlich, da3 durch ihn das letzte noch zu verifizierende Teilchen des SM, das
Higgs—Teilchen, entdeckt werden kann. Dieser Nachweis wird fiir den LHC am CERN er-
wartet, welcher aber erst in einigen Jahren (voraussichtilch 2007) den Betrieb aufnehmen
wird.

Gleichwohl kénnen aus den bereits vorhandenen Daten wichtige Schliisse gezogen werden.
Denn durch die Experimente ist es nicht nur moglich, Aussagen iiber direkt nachgewiesene
Teilchen zu treffen, sie lassen auch indirekte Aussagen iiber weitere Physik zu. Insbesonde-
re konnen aus den Daten Schranken fiir die Masse des noch nicht entdeckten Higgs—Bosons
abgeleitet werden. So kann die Masse auf den Bereich zwischen 114 GeV und ca. 1 TeV
eingeschrinkt werden. Weiter konnen Aussagen iiber moglicherweise vorhandene , Neue
Physik* getroffen werden. Es kénnen Einschriankungen beziiglich Erweiterungen des Stan-
dardmodells um neue Teilchen gemacht werden.

Nur ein weitergehendes Detailverstiandnis wird es gestatten, die experimentellen Ergebnisse



ganz auszuschopfen. Die Voraussetzung hierfiir ist, dal die Genauigkeit der theoretischen
Berechnungen die experimentelle Genauigkeit erreicht oder iibertrifft. Dies ist zum jetzigen
Zeitpunkt vielfach nur unzureichend gegeben.

Die Prizision der theoretischen Vorhersagen entspricht der bei Elektron—Positron—Be-
schleunigern erzielten experimentellen Genauigkeit nur in wenigen Féllen. Dies ist im Ge-
gensatz zum Fall von Hadronbeschleunigern, bei denen die experimentelle Genauigkeit
meist der limitierende Faktor ist. Um die Giiltigkeit des Standardmodells zu testen und
Aussagen iiber ,Neue Physik“ treffen zu konnen, bedarf es eines Fortschritts in den Me-
thoden der Theorie und ihrer Anwendung.

Bei LEP konnten mit hoher Genauigkeit Messungen zum Streuprozefl ete™ — [T1= (I*:
geladene Leptonen) durchgefiihrt werden. Die Fehler hierbei lagen z.B. fiir die leptoni-
sche Zerfallsbreite des Z°-Bosons gréfienordnungsméBig bei O (10™*) [Le04]. Dies erfor-
dert entsprechend genaue theoretische Vorhersagen im Rahmen des Standardmodells der
elektroschwachen Wechselwirkung. Die theoretischen Vorhersagen werden im Rahmen der
Storungstheorie getroffen. Viele Terme in héheren Ordnungen sind bisher nicht bekannt,
was vor allem auf die Komplexitidt der Berechnung der Feynmangraphen zuriickzufiihren
ist, die mit zunehmender Schleifenanzahl rapide anwichst. In zweiter Ordnung konnten bis-
her nur wenige Mefgréfien berechnet werden. Es existiert noch keine Methode, welche die
(semi-)automatische Evaluierung von beliebigen Prozessen in dieser Ordnung ermoglicht.

Von besonderer Bedeutung sind die Priizisionsmessungen auf der Z°-Resonanz. Die effek-
tiven Vektor— und Axialvektorkopplungskonstanten der Leptonen, g%fvpt und g}:pt, konnten
mit sehr grofler Genauigkeit vermessen werden. Aus diesen Mefgrofien berechnet sich un-
mittelbar der schwache leptonische Mischungswinkel sin? §*P*. Der Fehler der bisher be-
kannten theoretischen Rechnungen ist gréofer [Ho00, HoO4]. Insbesondere ist beim ILC
[Te01] im Rahmen des GigaZ-Projekts [He00] mit weiteren deutlichen Verbesserungen der
experimentellen Ergebnisse zu rechnen, sodafl in jedem Fall weitere theoretische Fortschrit-

te notwendig sind.

In zweiter Ordnung miissen mehrere tausend Zweischleifendiagramme berechnet werden.
Besonders wichtig sind Diagramme mit einer Fermionschleife. Diese treten Ny—fach auf (wo-
bei Ny die Fermionenzahl bedeutet). Die zuerst zu berechnenden Korrekturen zu gi** und
g"?" sind deshalb von der Ordnung O (N ra?). Man bezeichnet sie deshalb auch als fermio-
nische Korrekturen im Gegensatz zu den bosonischen, welche keine geschlossene Fermion-
schleife enthalten. Durch die Berechnung dieser Korrekturen ist es moglich, den effektiven
schwachen leptonischen Mischungswinkel sin? 8" genauer zu bestimmen [Ho00, Ho04]. Bis-
her existieren keine vollstindigen Berechnungen zur zweiten Ordnung des Zerfalls Z° —s
I*1~. In unserem Projekt sollen die Zweischleifen—Vertexkorrekturen zu Z° —s 71~ be-
rechnet werden. Dabei sollen Methoden entwickelt werden, welche nicht nur zur Evaluierung
dieses Prozesses geeignet sind, sondern welche auch zur semiautomatischen Berechnung
dhnlicher Prozesse verwendet werden konnen. Zu den fermionischen Korrekturen der Ord-
nung O (Nra?) wurden vor wenigen Monaten von Awramik et al. Ergebnisse veroffentlicht
[Aw04a]. Damit iibereinstimmende Ergebnisse wurden kiirzlich auch von Hollik et al. pu-
bliziert [Ho05]. Gleichwohl ist unsere Arbeit schon allein deshalb weiterhin relevant, weil



die vorliegenden Methoden nicht allein fiir die Evaluierung von Korrekturen zu speziellen
GroéBen wie sin? 0P entwickelt wurden, sondern auch fiir beliebige massive Zweischleifen -
Vertexintegrale. Den Berechnungen von Awramik et al. lagen sehr spezielle Methoden
zugrunde, welche nicht im allgemeinen massiven Fall angewendet werden kénnen. Die Ent-
wicklung von allgemeinen Prinzipien ist hingegen auch Gegenstand der Arbeiten von Pas-
sarino et al. [Pa0lb, Ac04]. Auf diesen Methoden basiert die Publikation von Hollik et al..
Gleichwohl ist es sinnvoll, mit unseren Methoden eine Vergleichsmdoglichkeit im allgmei-
nen Fall zu schaffen. Denn es ist methodische Arbeit fiir die Evaluierung solcher Integrale
notwendig. Fiir den ILC miissen in den néchsten Jahren, ehe dort die Experimente star-
ten, aufgrund der zu erwartenden Prézision weitere elektroschwache Korrekturen in zweiter
Ordnung zu den Mefigroen berechnet werden.

Zwar gibt es seit langem Methoden, mit denen sich Schleifenkorrekturen héherer Ordnung
im masselosen Fall von QED und QCD zuverléssig evaluieren lassen [Ha98]. Dies trifft
jedoch nicht auf massive Mehrschleifenrechnungen zu. Einen groben Uberblick iiber bisher
vorhandene Berechnungen und Methoden gibt z.B. [He04].

Im Fall von Tensorintegralen (das sind Integrale mit Schleifenimpulskomponenten im Zih-
ler) kann lediglich die Evaluierung von Zweischleifen-Zweipunktfunktionen mit beliebiger
Zahlerstruktur als methodisch abgeschlossen gelten [Ba94a, Ba94b]. Im Fall von Dreipunkt-
funktionen trifft dies nur noch auf Integrale mit einem trivialen Zihler zu [Cz94, Fr96c,
Fro7].

In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Methode entwickelt, mit deren Hilfe sich massive
Zweischleifen-Dreipunkt—Tensorintegrale berechnen lassen, wie sie fiir die Berechnung der
Korrekturen zur zweiten Ordnung des schwachen leptonischen Mischungswinkels sin? Hl}’fpt
notwendig sind. Die in Computerprogrammform festgehaltenen Algorithmen sollen auch
fiir allgemeinere Prozesse in das xloops -GiNaC-Projekt der Mainzer Arbeitsgruppe ThEP
einflieflen [Ba0Ola, Fr97]. Deshalb wurden sie soweit moglich fiir verallgemeinerte Prozes-
se ausgelegt. Mit dem xloops —GiNaC-Projekt soll die Berechnung von Einschleifen— und
Zweischleifen-Feynmangraphen automatisiert werden.

In Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit wird quantitativ der Stand des Experiments dargelegt
werden, um diesen sodann mit dem Stand der theoretischen Rechnungen zu vergleichen.
Weiter werden die in der Ordnung O (N;a?) auftretenden Vertex—Graphen bestimmt. Die
dabei auftretenden Topologien lassen sich als planare Zweischleifen—Dreipunkt-Leitertopo-
logie sowie Zweischleifen-Dreipunktfunktionen mit Zweipunkt—Subgraph klassifizieren. Fiir
die Feynmanintegrale mit Zweipunktsubgraph existieren bew#hrte Evaluationsmethoden
[Ba94a, Ba94b, Po97]. Die schwierigste der auftretenden Topologien ist die planare Leiter-
topologie. Es treten keine nicht—planaren Topologien auf. Nicht—planare Topologien werden
deshalb in dieser Arbeit nicht diskutiert, fiir den Fall mit trivialem Zahler siehe [Fr96a].
In Kapitel 2 werden in der Amplitude des Prozesses Z° —s [Tl die aufgrund der Lo-
rentzkovarianz auftretenden effektiven Vektor— und Axialvektorkopplungen identifiziert. Es
werden Projektoren bestimmt, mit deren Hilfe sich diese Gréfien aus einem beliebigen zu
diesem Prozef beitragenden Feynmangraphen extrahieren lassen. Mit Hilfe der Projektoren
werden die auftretenden Tensorintegrale mit planarer Zweischleifen—Vertextopologie auf
Integrale mit Skalarprodukten ohne freie Lorentzindizes im Zihler abgebildet.



In Kapitel 3 wird gezeigt, wie die lorentzinvarianten Skalarprodukte der Impulse im Min-
kowksiraum in Parallel/Orthogonalraum—Variable dargestellt werden. Die Impulse werden
dabei in Komponenten zerlegt, die parallel bzw. orthogonal zu den externen Impulsen
sind. Die dadurch definierten Variablen werden P/O—Variable genannt. Die Zerlegung wird
als P/O-Transformation bezeichnet. Die Integrale kénnen dadurch unter Ausnutzung der
Lorentzinvarianz der Feynmanintegrale im Ruhesystem des Zerfallsteilchens berechnet wer-
den, was zu wesentlichen Vereinfachungen im Rechenweg fiihrt.

In Kapitel 4 wird fiir die planare sowie die gedrehten reduzierten planaren Zweischleifen—
Vertexfunktionen eine Tensorreduktion entwickelt, durch welche die Integrale, welche an-
fangs eine beliebige Zihlerstruktur aufweisen kénnen, auf einen eindeutig definierten und
stark eingeschrinkten Satz von Basisintegralen zuriickgefiihrt werden. Bei Mehrschleifen—
Mehrpunktfunktionen kann oft nicht der gesamte Zahler gegen Nennerfaktoren gekiirzt
werden. Die nach Tensorreduktion entstehenden Integrale lassen sich klassifizieren als:

o . Echte” Zweischleifen—Dreipunktfunktionen, d.h. solche ohne Zweipunkt-Subgraph, mit
einer eingeschriankten Tensorstruktur,

e Zweischleifen—Dreipunktfunktionen mit Zweipunkt—Subgraph,

o effektive Zweischleifen—Zweipunktfunktionen sowie

e das Produkt von Einschleifenintegralen.

In Kapitel 5 wird das Endpunkt-Divergenzverhalten von Feynmanintegralen diskutiert.
Es wird dargelegt, wie bei UV-divergenten Zweischleifen—Dreipunktintegralen ein Integral
abgezogen werden kann, welches dasselbe UV—Verhalten aufweist, aber einfacher zu be-
rechnen ist, sodafl der schwierige, endliche Anteil in vier Dimensionen konvergent ist und
mit der Parallel/Orthogonalraum-Methode evaluiert werden kann. Die Abzugsterme wer-
den so gewihlt, dafl sie einen Zweipunkt-Subgraphen besitzen und getrennt mit bekannten
Methoden ausgewertet werden konnen [Ba94a, Ba94b, Po97]. Das Weinberg—Theorem be-
legt, dafl die Masterintegrale nach der Abzugsprozedur keine Endpunktsingularititen mehr
aufweisen.

Im zentralen Kapitel 6 wird die Methode vorgestellt, mit deren Hilfe sich der nach Ten-
sorreduktion verbleibende Satz der Masterintegrale mit ,,echter” Zweischleifen—Dreipunkt-
topologie im allgemeinen Massenfall mit einer numerischen Zweifachintegration berechnen
148t. Die schwierigen Masterintegrale sind in unserem Fall diejenigen mit planarer und ge-
drehter reduzierter planarer Topologie. Die dazu nétigen analytischen Integrationsschritte
werden ausfiihrlich dargelegt und begriindet. Die in der vorliegenden Arbeit entwickelte
Methodik 148t sich leicht auf die gekreuzte Toplogie {ibertragen.

Die Singularitéiten der Feynmanintegrale werden als Landau—Singularitéiten [La59] bezeich-
net. Sie treten im Allgemeinen nur fiir spezielle Werte der externen Impulse auf. Einige
dieser Singularitdten treten jedoch unabhiingig von den externen Impulsen auf. Da sie
immer mit verschwindenden Massen in Beziehung stehen, werden sie allgemein als Mas-
sensingularitéiten bezeichnet. Die Landau-Singularitéten spiegeln sich bei Verwendung der
P/O-Methode direkt in den Parametern wider, die im Verlauf der Integration auftreten.
Da bis auf die beiden letzten Integrationsschritte alle Integrationen analytisch durchgefiihrt
werden, konnen die Integranden der Feynmangraphen direkt und sehr anschaulich (auch
bei Parametervariationen) mit den Singularitéiten im zweidimensionalen Raum vor der nu-



merischen Integration in Bezug gesetzt werden. Es werden die im Falle der Zweischleifen—
Vertexintegrale moglichen Schnitte identifiziert und mit den Integrationsparametern in
Beziehung gesetzt.

In Kapitel 7 wird diese Integrationsmethode auf konkrete Félle mit verschiedenen Mas-
sen und Tensorstrukturen angewendet, um die Zuverldssigkeit des Algorithmus bzw. seiner
Implementation zu demonstrieren. Fiir triviale Zahlerstruktur werden die numerischen Er-
gebnisse der Programme mit aus der Literatur bekannten Werten verglichen. Die Uberein-
stimmung liegt im Promillebereich. Fiir die Tensorintegrale werden ausfiihrliche numerische
Tests durchgefiihrt. Wir haben zusétzlich zu Vergleichszwecken einen Algorithmus ausgear-
beitet, in welchem etliche Rechenschritte numerisch statt analytisch durchgefiihrt werden.
Dieser Algorithmus fiihrt die Integrale weitgehend auf vom skalaren Fall bekannte Integrale
zuriick. Die Ubereinstimmung der Ergebnisse der verschiedenen Methoden im Rahmen der
Fehler belegt ihre Glaubwiirdigkeit. Schliellich wird das Verhalten der Feynmanintegrale
im Fall von Singularitdten unter Zuhilfenahme von zwei— und dreidimensionalen Graphiken
der Integranden demonstriert.

In Kapitel 8 werden die Beitriage aufgefiihrt, die im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt
wurden, da fiir ihre Auswertung bereits bewihrte Algorithmen existieren. Es wird gezeigt,
welche bekannten Methoden dafiir verwendet werden kénnen.

In Kapitel 9 wird die Implementation des Algorithmus in Computerprogrammform kurz
skizziert und dargelegt, wie die verschiedenen Bestandteile des Algorithmus programm-
technisch verkniipft wurden. Es werden die Zwischenergebnisse zu den Korrekturen der
effektiven Kopplungen, wie sie mit dem von uns ausgearbeiteten Algorithmus entstehen,
aufgezeigt.

Wir beschlieflen die vorliegende Arbeit in Kapitel 10 mit der Zusammenfassung der erar-
beiteten Resultate und mit einem Ausblick auf weitere mogliche Anwendungsbereiche der
in dieser Arbeit entwickelten Methoden und Computerprogramme.

In den Anhéngen werden dagestellt:

e Anhang A: Eine Herleitung der Lorentzstruktur des Matrixelements von Z° — [T~
sowie von Projektoren zur Extraktion der effektiven Kopplungen.

e Anhang B: Die Vorstellung verschiedener vs—-Schemata.

e Anhang C: Die Herleitung von Darstellungen fiir spezielle Zéhlerstrukturen im P/O-
Raum, wie sie aufgrund von Anomalien entstehen.

e Anhang D: Die Koeflizienten der Tensorintegrale mit Leitertopologie im Minkowskiraum
nach Anwendung der Projektoren.

e Anhang E: Die analytische Berechnung der fiir diese Arbeit notwendigen Basisintegrale.
e Anhang F: Eine Betrachtung der Integrationsbereiche der numerischen Zweifachintegra-
tion fiir die planare Topologie und die gedrehten reduzierten planaren Topologien.

e Anhang G: Eine kurze Erlduterung der verwendeten numerischen Integrationsprogramme.
e Anhang H: Vergleiche mit Literaturwerten fiir triviale Zahler.

e Anhang I: Einer Herleitung der Landau-Gleichungen sowie deren Losungen fiir die vor-
kommenden Topologien.

e Anhang J: Zugéinge anderer Arbeitsgruppen zur Evaluation von massiven Zweischleifen—
Mehrpunktfunktionen.
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1.1 Experimenteller Status

1.1.1 LEP-Experimente auf der Z°-Resonanz

Die Genauigkeit der experimentellen Messungen von LEP-Observablen erfordert eine ent-
sprechende Prizision der theoretischen Vorhersagen im Rahmen des Standardmodells der
elektroschwachen Wechselwirkung.

Der Streuproze ete~ — [7]~ hat in Bornscher Niherung die Amplitude
et 1~

et 1~
Alete —IT17) = A+ Ay = > . < - >V()\< (1.1)
z
e it

e~ it

Auf der Z°-Resonanz ist dabei der Kanal ete”™ — Z° — [*]~ dominant. Da der Proze8
ete” — [T]~ mit besonders hoher Genauigkeit mef3bar ist, sind auch entsprechend genaue
theoretische Berechnungen notwendig, was die Evaluierung auch von héheren Ordnungen
der Storungsreihe verlangt. Bisher existieren aber keine vollstindigen Berechnungen zur
zweiten Ordnung des Zerfalls des Z°-Bosons in geladene Leptonen.

1.1.2 Mefigroflen und SM—-Parameter

In niedrigster Ordnung ist die Amplitude fiir den Zerfall des Z 9—Bosons in ein Fermionpaar
fr:
f(p1)

A = cab ol - o] v (2

f(p2)

Dabei wird das Positron durch den Spinor v(p,), das Elektron durch den Spinor u(py), so-
wie das Z°-Boson durch den Polarisationsvektor e# repriisentiert, welcher in obiger Formel
bereits mit einer Dirac-Matrix 7, kontrahiert ist. Die Vektor— und Axialvektorkopplungs-
konstanten gy und g4 sind im Standardmodell durch den schwachen Mischungswinkel
cos Oy = My /My festgelegt. In niedrigster Ordnung gilt fiir die Kopplung des Z°-Bosons
an ein Fermion f mit der elektrischen Ladung ) und schwachem Isospin 13,’ 5

IS),f — 2sin’ Oy Q;
2 sin By cos Oy
13
w,f

2 sin By cos Oy

ek

h (1.3)
Durch Terme héherer Ordnung in der Storungsreihe wird der Zusammenhang von g‘f, und
gf; mit sin® fy modifiziert. Die genaueste Bestimmung von gy und g4 aus experimentel-
len Tests war fiir die Kopplungen an geladene Leptonen e*, u* 7+ moglich [Le04], vgl.
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Abbildung 1.1: Vektor— und Axialvektorkopplungen der Leptonen. Die Linien beschrei-
ben die Grenzen der 68%-Wahrscheinlichkeiten in der (g, g% )-Ebene, wie sie aus den
Messungen bei LEP und SLD extrahiert wurden [Le04]. Die durchgezogene Linie stammt
von einem Fit an die LEP— und SLD-Daten, bei denen Lepton-Universalitit angenom-
men wurde. Der schattierte Bereich korrespondiert mit der Standardmodell-Vorhersage fiir
m; = 178.0 = 4.3 GeV und mpy = 300773 GeV. Die Pfeile zeigen die Richtungen an, in
welche sich die Werte bei wachsenden Werten von m; und mpy bewegen. Die Variation der
hadronischen Vakuumpolarisation durch Aa,(i)d(M z) = 0.02761 + 0.00036 fiihrt zu einer
weiteren Unsicherheit bei der Standardmodell-Vorhersage, welche durch den korrespondie-
renden Pfeil angedeutet wird. Der experimentelle Fehler liegt fiir die Vektorkopplungen im
Prozent— und fiir die Axialvektorkopplungen im Promillebereich.
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Abbildung 1.1. Der experimentelle Fehler liegt im Promillebereich. Deshalb sind hohere
Ordnungen in der theoretischen Rechnung notwendig [Ba01lb, Ho04].

1.2 Stand der Theorie

1.2.1 Korrekturen zur Ordnung O(«)

Die Korrekturen erster Ordnung werden durch Einschleifen—Feynmangraphen beschrieben.
Fiir den Zerfall des Z°-Bosons treten folgende Typen auf:

“’{W“< ”( ”i K (1.4)

Die erreichte experimentelle Genauigkeit erfordert die Berechnung von Zweischleifenbei-
trigen [BaOlb, Ho04].

1.2.2 Zweischleifenkorrekturen, O (ozZ)

Die Anwendung eines Graphengenerators wie z.B. FeynArts [Ha00] zeigt, daf§ in zweiter
Ordnung mehrere tausend Feynmangraphen berechnet werden miissen. Besonders wichtig
sind Diagramme mit einer Fermionschleife. Diese treten N;—fach auf, mit N; der An-
zahl aller Fermionen, welche sich — die unterschiedlichen Fermionmassen spielen fiir diese
Abschétzung lediglich eine vernachlissigbare Rolle — berechnet zu:

Ny = 2-3 + 2-3-3 = 21
Leptonen Quarks (3 Farben)
(1.5)
e u T u c t
Ve Vy Vr d s b

Eine grobe Abschitzung 148t fiir diese Korrekturen (da a(Myz) ~ 1/128 [Pd05]) die Grofen-
ordnung
O (Nyo®) 2 Ny -6-107° ~ O (0.001) (1.6)

erwarten. Dies ist im Promillebereich, also genau in dem Bereich, in welchem sich der
experimentelle Fehler bewegt [Le04].
Die Zweischleifen-Propagatorkorrekturen mit einer Fermionschleife sind bekannt. In unse-

rem Projekt sollen die Zweischleifen—Vertexkorrekturen zu Z° — 7]~ berechnet werden:
= =
Z, W,y
f /Jf # f// ?/(W ki
Z A Ly z Ly z
f zZ, W,y L &W Y
Z,W,’y\‘\\ fozw, : (1.7)
1+ 1+

Die inneren Bosonen werden in dieser Arbeit auf Z° und W+ beschrankt, da die Feynman-
integrale mit Photonen zur QED gerechnet werden.
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Ein vollstindiges Ergebnis fiir sin? ng’t zur Ordnung O(N;a?) wurde vor wenigen Monaten

von Awramik et al. verdffentlicht [Aw04a]. Die dabei verwendeten Evaluationsmethoden
sind aber andere als die in dieser Arbeit verwendeten und im allgemeinen Massenfall nicht
anwendbar.

Weiter wurde kiirzlich basierend auf Methoden von Passarino et al. [Ac04], vgl. Anh. J.2,
mit [Aw04a] iibereinstimmende Ergebnisse publiziert [Ho05].

Da der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit aber auf der Entwicklung neuer Algorithmen
liegt und die Berechnungen zur Korrektur von sin? 9}%“ lediglich ein wichtiges Anwendungs-
beispiel darstellen, besitzen die in dieser Dissertation ausgearbeiteten Methoden weiterhin

ohne Einschrinkung Relevanz.
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2.1 Extraktion von ¢!, und ¢, aus Z — Il

2.1.1 Lorentzstruktur, Projektoren

Wie im Anhang A gezeigt wird, besitzt der Proze Z° — 7]~ im Falle von masselosen
auslaufenden Fermionen die Lorentzstruktur

TH = ieu (p1) v [gv — gays) v(p2) (2.1)

Dabei benenen wir den Impuls des Zerfallsteilchens mit p* und die Impulse der End-
zustandsteilchen mit pf und pi. Es gilt p* = p{ + p4. Graphisch lisst sich der Zerfall
darstellen als: = (p1)

TH Z°(p)* (2.2)

¥ (p2)

Dies ist unabhéngig von der Schleifenordnung oder der Topologie und gilt sowohl insgesamt
als auch fiir jeden beitragenden Graphen. Durch Kontraktion mit dem Polarisationsvektor
des Z°-Bosons ergibt sich das Matrixelement dieses Prozesses zu

M =€, T" =ieu(pi)f [gv — gayslv(ps) (2.3)

Die effektiven Kopplungen Agy und Agy werden, wie in Anhang A gezeigt, mit Hilfe der
Projektoren gemafl den Formeln

> THY,
— spins . po_ _ .
gv dje (pl _p2) (2 _ D) mit YV U(pQ)’y u(pl)
(2.4)
S TrA,
g = - mit A" = 9(p2)ys7 u(p1)

4ie (p1 - p2) (2 — D)

extrahiert. Dabei ist D die Dimension, in welcher die Feynmanintegrale zu berechnen sind.

2.1.2 ~5—Schema

Im Anhang B werden verschiedene v5—Schemata dargestellt. Es zeigt sich die Notwendigkeit
einer eindeutigen Definition, welches Schema verwendet wird.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird das v5-Schema von D. Kreimer (, DK-Schema®)
[Ko91] verwendet werden, welches auch in GiNaC [Ba00] implementiert ist.
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2.1.3 Massen und Kopplungskonstanten

Beim vorgegebenen Prozef} des Zerfalls eines Z%-Bosons in geladene Leptonen werden diese
stets als masselos angenommen.

pp=0 i=12 (2.5)
Deshalb gilt
M3
p* = Mj = (p1-p2) = <> (2.6)
Die elektromagnetische Kopplungskonstante ist
€ = €QED (27)

Die Vektor— und Axialvektorkopplungen von Fermionen an ein Z°-Boson berechnen sich
in niedrigster Ordnung gemf (1.3).

2.2 Extraktion von Agy und Agy in O(Nsa?)

Die Korrekturen zur Ordnung O(N;a?) zu gy und g4 wollen wir im Folgenden als Agy
und Agy4 bezeichnen.

2.2.1 Planare Leitertopologie

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden von den drei Topologien aus (1.7) ausschlief3-
lich die erste, die sogenannte planare ,,Leitertopologie“, betrachtet, weil sie die schwierigste
der zu behandelden Topologien darstellt. Fiir sie wurde bisher im Gegensatz zu den Gra-
phen, welche einen Zweipunktsubloop enthalten [Ba94a, Ba94b, P0o97], auler von Passarino
et al. [Ac04] keine Methode publiziert, mit welcher sich im allgemeinen Massenfall Tenso-
rintegrale zuverlissig evaluieren lassen. Zu den neuen Methoden von Passarino et al. vgl.
Anhang J.

Die planare Leitertopologie hat die Struktur (die Pfeile in den Linien stellen den Impulsflufl
dar):

D1

I—p y
p1+k
P —D—QIH—I !
k —p2
PN (2.8)

D2
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Die Propagatorindizierung und der innere Impulsflufl folgt der Definition:

e
_|_
=
e
|
3
o
_|_
o~
3

=12 —mi+in (2.9)
p1
'y
1
p—<3 6
2
5N (2.10)

Bei dieser Topologie besitzt die geschlossene Fermionschleife eine Dreiecksstruktur. Wir
wollen mit Hilfe der Feynmanregeln die Matrixelemente, welche ein fermionisches Dreieck
enthalten, fiir diese Topologie bestimmen.

2.2.2 Geladene und ungeladene Strome

Die Graphen, welche zum leptonischen Zerfall des Z°-Bosons beitragen und deren Topo-
logie die ,Leitertopologie® ist, lassen sich in solche mit geladenen inneren Stromen und
solche mit ungeladenen inneren Stromen einteilen. Im Fall von geladenen Strémen sind
die im Feynmangraph ausgetauschten Bosonen W*-Bosonen, im Fall von ungeladenen
Strémen werden Z°-Bosonen ausgetauscht.

Weiter miissen Beitrdge nach verschiedenen Fermionrichtungen im inneren fermionischen
Dreieck beriicksichtigt werden.

2.2.2.1 Ungeladene Stréme

Um die Integrale mit zwei inneren Z°-Bosonen zu berechnen, sind im Falle, daf§ die Fermio-
nen des inneren Dreiecks top—Quarks sind, zwei Graphen mit verschiedenem Umlaufsinn
ZUu summieren:

I=(p1)

I~ (p1)
A 70
t t
Zo(p) AN~ t Ll + Zo(p) AN~ t Ll (2.11)
t t
A A
I*(p2)

l+(p2)
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Sind die inneren Fermionen masselos, erhilt man das Ergebnis hierfiir sofort, wenn man
die Massen der inneren Fermionen zu Null setzt, m; — 0, und bei den Kopplungen der
top—Quarks an den Vertizes die schwachen Isospins und die elektischen Ladungen durch die
Werte der betrachteten Fermionen ersetzt. Zum Endergebnis tragen natiirlich alle Graphen
mit den verschiedenen inneren Fermionen bei. Analoges gilt im Folgenden bei den geladenen
Stromen.

2.2.2.2 Geladene Strome

Bei geladenen Stromen sind die inneren Bosonen W*-Bosonen. Der Ladungserhaltung we-
gen tritt jeweils nur eine Fermionrichtung auf.

Fiir den Fermionenfluf} im Uhrzeigersinn ist folgender Graph zu betrachten:

I=(p1)
W
b
Z0(p) ~rn~ t hu
b
w+ (2.12)
I*(p2)

Fiir den Fermionflufl entgegen dem Uhrzeigersinn ist zu betrachten:

I=(p1)
W
t
Z°(p) ~~r b A
¢
w+ (2.13)
l+(p2)

Hier sind fiir andere innere Fermionen als die eingezeichneten top— und bottom—-Quarks
sowohl die Massen als auch die Werte der Kopplungskonstanten am Vertex des zerfallenden
Z9 durch die jeweils korrespondierenden Werte zu ersetzen, wenn man die anderen Beitrige
berechnet. Da die Massen und Kopplungen aber als GiNaC-Symbole in die Berechnung
der Koeffizienten eingehen, ist dies technisch sehr einfach durchzufiihren.
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2.2.3 Anwendung der Projektoren

Wendet man auf obige Matrixelemente T# die Projektoren (2.4) an, so erhilt man die
Groflen Agy 4 fiir die Beitrédge der Leitertopologie.
Die effektiven Kopplungen berechnen sich dann gem#fl der Formel

> Gl (pr2)NY (K, 1)

g T_gcc / PP, P3P, Ps Py (244

Die darin auftretenden Koeffizienten werden im Folgenden definiert:
Der allgemeine Vorfaktor ist

- 1 11 o2 2 (2n)7?P
H — 4-D)2 4 = 2 4-D 2.15
Im Falle von ungeladenen Stromen ist
BNC =1 (2.16)

Im Falle von geladenen Stromen gilt

1 4
5 =y 217
2\/§sin aw ( )

Die Zihlerfaktoren C!', NI sind in Anhang D angegeben.

Die Massen der Fermionen kénnen dabei aufler fiir das top—Quark ¢ stets zu Null angenom-
men werden, my = my = 0, was den analytischen Teil der Rechnungen vereinfacht [Fr99].
Die in Anhang D angagebenen Koeffizienten beziehen sich hierauf. Mit der von uns durch-
gefiihrten Implementation der Spurberechnung kann jedoch problemlos die Evaluationen
mit von Null verschiedener Masse des bottom—Quarks, m; # 0, durchgefiihrt werden. In
Computerprogrammform liegen auch die Zéahler der Integrale diesbeziiglich vor.

Zur Berechnung der Korrekturen zu den effektiven Kopplungen miissen natiirlich jeweils
die Beitrige von allen inneren Fermionen summiert werden.
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3.1 Ruhesystem des Zerfallsteilchens

Per Definition wird der Parallelraum eines Feynmanintegrals durch die dufleren Impul-
se aufgespannt. Die Dimension des Parallelraums entspricht aufgrund der Impulserhaltung
der Anzahl der dufleren Linien minus eins. Die iibrigen Komponenten des D—-dimensionalen
Raums, in welchem die Feynmanintegrale berechnet werden miissen, befinden sich im Or-
thogonalraum. In diesem treten nur die entsprechenden Anteile der Schleifenimpulse auf.
Beim Berechnen von Feynmangraphen kann die Lorentzinvarianz dieser Integrale ausge-
nutzt werden. Sie werden direkt in dem Bezugssystem, in welchem das Zerfallsteilchen in
Ruhe ist, evaluiert. Die Impulse der Tensorintegrale im Minkowskiraum miissen dazu im
Parallel-/Orthogonalraum dargestellt werden.

Die Koeffizienten der Integrale der effektiven Kopplungen nach Umrechnung der Impulse
in das Ruhesystem des Z° werden nicht explizit aufgefiihrt, sie sind aber in Programmform
vorhanden.

Die Regeln fiir das Umrechnen werden im Folgenden dargestellt. Lediglich einige sehr
spezielle Tensorstrukturen mit Kontraktionen mit 4—-dimensionalen metrischen Tensoren,
wie sie aufgrund der Anomalien, die sich rechentechnisch in ;—Beitrdgen widerspiegeln,
entstehen, miissen gesondert betrachtet werden. Die Regeln hierfiir werden in Anhang C
hergeleitet.

3.1.1 Impulse in P/O—Komponenten

Fiir die planare Topologie
p1

e
p—@l
N

(3.1)
werden die externen Impulse gewihlt zu b2
€1 €2
plf = gz ’ Pg = __’qz (32)
02 02
mit
e
=it = (§) (3.3
3

Dabei sind die e;, + = 1,2, die Energien der Endzustandsteilchen und ¢, der rdumliche
Impuls! dieser Zustéinde. Die Masse des Zerfallsteilchens wird mit e bezeichnet. Weiter
verwenden wir:

0 0
0, = ( ) 5= [0 (3.4)
0 0

!Die rdumliche Komponente wird wie in [Cz94] als z—Komponente bezeichnet.
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Die Schleifenimpulse sind

ko lo
e A " =1h (3.5)
kJ_ lJ_

Als weitere Vereinfachung wird zur Darstellung der Orthogonalraumkomponenten verwen-

det:
- cos a = [cos(a+7)
ki=ko (sin a) 1=h (sin(a + 7)) (36)

Z = cos7y (3.7)

Definieren wir

so konnen wir schreiben:

B =k =s P=0pP=t kil =kiliz (3.8)

Das Integrationsmafl transformiert sich zu

o] o] 2 1
1 dz
/d4kd4l e / dlodkodlldkl/dsdt/da/ (3.9)
2 1 — 2
—00 0 0 —1 1 &

3.1.2 Die kovariante Darstellung der Zerlegung in P/O—-Kompo-
nenten

Die P/O-Komponenten lassen sich auch durch Lorentzinvarianten ausdriicken. Hierzu kon-
struiert man eine Basis im Minkowskiraum. Setze

- p 1
P V/P? (03> (3.10)
Damit gilt
er=p-Pi
€2 =D P2 (3.11)
Setze auch
€1 1 0
¢g=p1—p@-p)=|%|-|0] ea=]|¢ (3.12)
09 09 09
und

(3.13)
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Es gilt ebenfalls

D2 —13(15'102) = —q

(3.14)
Daraus folgt
ke = k-p
%1 = —ka (3.15)
(1) = k=ptep+at-a
L

Analoges gilt fiir /. Es ergibt sich damit z.B.

(kiliz) =k -l=[k=pk-p)+q(k-@)]-[[—=F(-p)+d (-7 (3.16)
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4.1 Ausgangspunkt

Im allgemeinen Fall der Leitertopologie

' d
1
2
AN (4.1)

wihlen wir den Impulsflufl der Propagatoren wie in (2.9) auf S. 16 definiert, wobei

p=pi+p; und p*>0 (4.2)

und p einlaufend, wihrend pi, po auslaufend angenommen werden. Die zu evaluierenden
Tensorintegrale haben die Form

yai

l—p1 /

p1L+k
kakb(kQ)lelg(l2)n(l€LlLZ)r
o _ Dy D;RoR1 (R ) oy U7 )
Tobetons _.__Qm z / dPkd" PP, P.P\P. P, (4.3)

k —p2
l+p2 \

D2

Zur Definition der Propagatorfaktoren P; siehe (2.9). Fiir den von uns betrachteten Prozef3
finden wir fiir die Exponenten:

a,b € {0,1,2,3}
f’g’/r E {0’]"2}

c,n € {0,1} (4.4)
und
0 < a+b+2c+r < 3
1 < f+g+2n+r < 2
1 < a+b+2c+f+g+2n+2r < (4.5)

Da eine automatisierte Kiirzungsprozedur aufgrund der vielen auftretenden verschiedenen
Zahlerstrukturen notig ist, sollen fiir alle Exponenten beliebige positive Werte zugelassen
werden.
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4.1.1 Motivation

Um die Integrale in eine Form zu bringen, in welcher wir soweit wie moglich auf bekannte
Methoden zuriickgreifen kénnen, wollen wir die Integrale einer Tensorreduktion unterzie-
hen. Durch diese wird ein grofler Teil der Integrale auf Integrale mit entweder einer ein-
facheren Z&hlerstruktur und/oder weniger Propagatoren reduziert. Fiir viele der dadurch
erzeugten Basisintegrale gibt es bewidhrte Evaluationsmethoden. Fiir die fehlenden wollen
wir neue entwickeln.

Bei Einschleifenintegralen kann immer der ganze Zéhler gekiirzt werden [Pa78]. Bei Zwei-
schleifenintegralen trifft dies im Allgemeinen nicht mehr zu, da oft nicht geniigend Propaga-
toren zur Verfiigung stehen, um alle auftretenden Zihlerkomponenten gleichzeitig entfernen
zu kénnen.

Bei der Leitertopologie konnen im Schleifenimpuls [ noch alle Zahlerfaktoren gekiirzt wer-
den. Im Impuls k£ ist dies nicht mehr méglich. Es gibt eine Zihlerkombination mehr, als
Propagatoren zur Verfiigung stehen.

Unser Ziel ist, die Reduktion so durchzufiihren, dafl die verbleibende Zahlerstruktur derge-
stalt ist, dafl die durchzufiihrenden Integrationen moglichst dhnlich zu denjenigen gestaltet
werden konnen, wie sie im Fall mit trivialem Zidhler bereits erfolgreich verwendet werden
[Cz94].

Hier wollen wir kurz die wichtigsten Schritte aufzeigen. Die Integrationsmethode wird in
Kapitel 6 ausfiihrlich dargestellt. Vor der Integration werden die Schleifenimpulse trans-
formiert:

ki, = ko—k

Iy = lo—10
Dadurch werden die Propagatoren in k; und [; linear, da sich die k?, [?-Beitrige kiirzen. In
k1,1 wird die Anwendung des Residuensatzes moglich, wahrend in k), [j nach analytischen
Integrationen in allen weiteren Schleifenimpulskomponenten numerisch integriert wird. Es
ist ersichtlich, dafl Z&hlerkomponenten der Form

(ko — ky)' (4.7)

lediglich die numerische Integration modifizieren, die analytische Integration aber wie vor-
her vonstatten geht. Wir wollen deshalb die Integrale (4.3) auf Integrale mit dieser Zéhler-
struktur sowie Integrale mit einfacherer Topologie zuriickfiihren.

Die Moglichkeit der unverinderten Anwendung der analytischen Integrationsschritte wie
im trivialen Fall trifft allerdings bei Z&hlern mit Faktoren der Form (4.7) nur so lange zu,
wie keine UV-Divergenzen vorliegen. Im Falle von UV-Divergenzen muf} die Integration
der Masterintegrale modifiziert werden. Die Tensorreduktion ist aber auch in diesem Falle
dieselbe.

(4.6)

4.2 Bendtigte Topologien

Durch das Propagatorenkiirzen entstehen auch andere Topologien als die planarare Drei-
punktfunktion. Deshalb muf} zuerst geklirt werden, welche anderen Zweischleifen—Topolo-



26 KAPITEL 4. TENSORREDUKTION

gien noch auftreten konnen, die mit dhnlichen Methoden wie die planare Topologie behan-
delbar sind. Es sind dies die gedrehten reduzierten planaren Topologien, welche wir wie
folgt definieren:

p1

~
R+

I
i

(4.8)

p2
und p1

/

p2
4.2.1 Vorbemerkungen

Die im Folgenden aufgefiihrten Methoden des Propagatorenkiirzens sind so lange ite-
rativ auf die jeweiligen Terme anzuwenden, bis einfachere Topologien entstehen. Diese
Integrale sind entweder faktorisierende Graphen, Zweischleifen—Dreipunktfunktionen mit
Zweipunkt—Subloop oder effektive Zweipunktfunktionen. Diese Graphen sollten dann einer
anderen Behandlung zugefiihrt werden.

Bei den nun folgenden Erkldrungen wird neben der Darstellung der jeweils exakten Formeln
auch versucht werden, die jeweiligen Prozeduren anschaulich verstindlich zu machen. Die
hierfiir verwendeten Graphiken sind schematisch zu verstehen und lediglich als Verstdnd-
nishilfe gedacht.

Es gibt weiter vielfach mehrere Linearkombinationen von Propagatoren und externen Im-
pulsen sowie Massen, durch welche ein Schleifenimpuls gekiirzt werden kann. Auch kann die
Reihenfolge der Reduktion teilweise modifiziert werden. Wir haben im Folgenden jeweils
nur diejenigen Methoden notiert, welche als Standardeingabewerte in unserem Programm
eingebaut sind. Dort haben wir aber auch weitere Méglichkeiten implementiert, welche wir
in separaten Dokumentationen darstellen. Diese Alternativen kénnen durch Variation der
Eingabeparameter aufgerufen werden. Damit hat man weitere Testmoglichkeiten fiir das
Endergebnis.

4.3 Propagatorenkiirzen bei der planaren Topologie

5N (4.10)
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4.3.1 Kiirzen der Mischungen von Orthogonalraumkomponenten
von k und [

Zuerst werden die Orthogonalraumkomponenten gekiirzt, und davon zuerst Mischungs-
terme von k und [/, d.h. es werden Integrale der Art

/dele(kLle)r f(k07k17ki:l07l17l3_) (4 11)
P, P,P; P, Ps Py )

betrachtet. Es gilt in Parallel-/Orthogonalraum—Komponenten:
kiliz = % (=P, + €) (4.12)
mit (da die in-Beitrige im Z#hler unerheblich sind, werden sie beim Kiirzen nicht notiert)
C =k —kI—k>+12—0—1 +2koly — 2kl; — mj (4.13)

Iterativ angewendet ergibt sich

. r il e\ "
(kpliz) = — z:; 5 (kili2)" " Py + <§> (4.14)
Damit folgt
kil z)" 1 U(kiliz)™™
dele ( L0l — / D D 100
/ P, P, P;P, Ps Py zz: 20 d”kd l P P,P,P;F;
1 D1 1D ¢r
— 4.1
* /d hd ZP1P2P3P4P5P6 (4.15)

Man beachte, dafl in D = 4 gilt:

/d4kd4l€i1 (kiliz)" _ )0, N falls r —z: ungerade (4.16)
PP, P, P5Pg faktorisierend, falls r — i gerade

Ersteres gilt, da

za
dz =0, a ungerade 4.17
I g (417)

weil das Integral dann in z ungerade ist (vgl. (3.9)).
Die faktorisierenden Terme' sind das Produkt von zwei Einschleifen—Graphen. Die Graphen
mit

-1

@T’
dPkdPl 4.1
/ PP, Py iP5 (4.18)

! Dies sind die Graphen, die keinen in den Schleifenimpulsen mischenden Propagator mehr im Nenner
enthalten.
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haben weiterhin die planare Topologie mit neuer Zihlerstruktur.
Zusétzliche Faktoren in den weiteren Schleifenimpulsvariablen fithren auf ein analoges Er-
gebnis:

/d4kd4l€i1f (Ko, k1, k3, 1o, 11, 17) (kLlLZ)Fi _ 0, falls » — ¢ ungerade
P, P, P, Ps Py faktorisierend, falls r — ¢ gerade
(4.19)

Schematisch geschieht bei Kiirzen der Mischungen in den Schleifenimpulsvariablen das
Folgende:

1 el 1 ol 14/
3 16 x(kil 2 — —436 + 6 4.20
—24 (k11 2) > _C2>5 ( )

5N 5 NS AN

Nach dem Kiirzen der Mischungskomponenten ist es unerheblich, in welchem Schleifenim-
puls man mit der Kiizungsprozedur fortfiahrt. In jedem Fall beginne man jeweils mit einer
der Orthogonalraumkomponenten.

4.3.2 Kiirzen der Komponenten von k
4.3.2.1 Kiirzen von k*

In P/O-Komponenten ergibt sich

kK =—-P +2 (4.21)
mit
A=k — k7 + 2koe; — 2k1q, + €5 — ¢ — m? (4.22)
Iterativ angewendet gilt
(k) ==Y (k) 2P+ e (4.23)

=1

Es gilt folglich
2\¢ ¢ 2\¢—t i1 c
/dele (k1) - —Z/dele(kL)—Q[ +/dele A
=1

P PBPP PP PyP3 Py Ps P PPy P3Py Ps Py
(4.24)
Schematisch:
1 A~ s A~ . A
1 1
3 |6 x (k2)° N —43 6 ° 6 4.2
_24 (%?) 2 + —QQ (4.25)
5N 5N 5N

Nach Kiirzen der Orthogonalraumkomponenten werden die Parallelraumkomponenten ge-
eignet vereinfacht und nach Méglichkeit gekiirzt.
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4.3.2.2 Behandlung der k;—Faktoren

Man entwickelt
b
b i
K = Z (Z) (ky — ko) 'K} (4.26)

Damit gilt

kb iy (ky — ko) 'k
dPkdPl L = . / dPkdP1 0 4.27
/ P,P,P;P, P;Ps Z (1) PPP3 P, Ps Py (4.27)

=0

wobei die kp—Komponenten im néchsten Schritt noch zu kiirzen sind. Die Faktoren der
Form

(ko — k1)’ (4.28)
werden nicht weiter verdndert.
4.3.2.3 Kiirzen von k,
Mit
S = —p} +pi+m?—m} (4.29)
gilt in P/O-Komponenten
ko = 2ie (P - P, + ©) (4.30)

Unter Verwendung von (3.2) und (3.3)
e=e1 + e (431)

ergibt die iterative Anwendung von (4.30)

a . 62’71 a—1 S ‘

ko_i_zl (2e)ik° (P, — P,) + <2—e> (4.32)
' . A Lt 7 v~

1 1

3
—43 6 xk;g‘ — —Q 6 + —0 6 +—<3 6

2 9 53 2
5N 5 N N 5 N
(4.33)

Nach Vollendung dieser Prozedur kann in £ nicht weiter gekiirzt werden.
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4.3.3 Kiirzen der Komponenten von [
4.3.3.1 Kiirzen von [?

Es gilt im P-/O-Raum

B =-P+3 (4.34)
mit
3=0-0—-m} (4.35)
Iterativ angewendet gilt
)" == ()" 3R+ 3" (4.36)
i=1
4 ) 4 4
1 1
—43 6 x (17)" — 3 + —43 6 (4.37)
2 2

In den folgenden Schritten miissen, nachdem die Orthogonalraumkomponenten von [/ gekiirzt
sind, die Parallelraumkomponenten gekiirzt werden. Im Gegensatz zum Schleifenimpuls &
stehen bei der planaren Topologie geniigend Terme im Nenner zur Verfiigung, um alle
Parallelraumkomponenten von [ zu kiirzen.

4.3.3.2 Kiirzen der /;—Komponenten

Anders als bei der Behandlung von k£, s. Kapitel 4.3.2.2, konnen diese Faktoren gekiirzt
werden, ohne Nachteil fiir das Kiirzen in ;. Es gilt mit

24 = 2[061 - m% — p? + mi (438)
1
9 i—1 g
£y L4
9 _ 9- Z -~
19 z; » T —P) + <2qz> (4.40)
4+ 7~ v 7~ 1 1 4
1 1
—<3 6 x (1) — —43 6  + 316 + 3
2 2 2
5N 5N 5N ? °

(4.41)



4.3. PROPAGATORENKURZEN BEI DER PLANAREN TOPOLOGIE 31

4.3.3.3 Kiirzen von [

Mit,
T =pl —ps—mi+m: (4.42)
gilt
1
=5 (=Pt %) (4.43)
n il ) T\"
6= 07 (Ps — P, — 4.44
ls ; (26)150 (Ps — Py) + <2e> (4.44)
v 1~ ) 1 A~
1 1 1
—43 6 x Iy — 316 + 3|6 4+ —43 6
2 ) 2 2
5N 5N 5N
(4.45)

4.3.4 Zusammenfassung der Kiirzungprozedur

Schematisch verlduft die Kiirzungsprozedur folgendermafien:
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kekD (k2)° 1019 (12)" (ol 2)"
_ D D;™v0"™1 1 0°1 \"
R K X
4
1
= —43 6 xkekt (k2)°1E (2)" (kuliz)
2
5N
4
1 K
— _43 6 XZ(kO—kl)i
2 i=
5 NG °
A 7~ . e

n —O 6 (4.46)

mit
kK=b+2c+2r (4.47)

wobei im Falle k > 1 aufgrund des dann divergenten Verhaltens des Integrals noch eine
Abzugsprozedur durchlaufen werden mufl. Dies ist Gegenstand der Kapitel 5 bzw. 6.

In der Graphik sind wieder eventuell auftretende Koeffizienten der reduzierten Graphen
nicht angegeben.

Nach Duchfiihrung der Kiirzungsprozedur auf Integrale der Form (4.3) haben alle Beitrége,
die noch die planare Topologie besitzen, die Form

ko — Ky
dPkdP1 (ko — ki 4.4
/ PLP, Py P, P; s (4.48)
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4.4 Gedrehte reduzierte planare Topologie, Version
-

5NN (4.49)

Bei dem von uns betrachteten Prozefl treten keine Graphen mit geschlossener Fermion-
schleife auf, welche eine der beiden gedrehten reduzierten planaren Topologie besitzen.
Solche entstehen hier erst durch das Kiirzen des Propagators P, bzw. Ps bei der plana-
ren Topologie. Dann enthalten sie allerdings keine Mischungen im Orthogonalraum. Wir
betrachten zuerst den Graphen, in welchen P, gekiirzt wurde.

Da im Standardmodell bei rein bosonischen Prozessen auch reduzierte planare Topologien
auftreten konnen, sollen alle méglichen Tensorstrukturen betrachtet werden. Die Integrale
sind dann:

kekt (K1) 11 (2)" (kili2)"

P, P, P3P P

wobei wir die Propagatorennummerierung wie bei der planaren Topologie belassen wollen,
siehe (2.9), nur daf P, ,fehlt“. Dadurch bleibt die Herkunkt von der planaren Topologie
weiter deutlich. Der Impulsflufl ist also:

Vabefgnr = / dPkd"1 (4.50)

p1

k+p1

k — p2

I+ p2 \ (4.51)

D2

Hier wird die ,,Standard“—Linearisierungstransformation (4.6) (wie bei der planaren Topo-
logie) fiir k1 und l; gewéhlt werden.

Die meisten Schritte laufen analog zur planaren Topologie, nur die Behandlung der Parallel-
raumkomponenten von [ mufl modifiziert werden, weil im Gegensatz zur planaren Topologie
hier auch in [ nicht geniigend Propagatoren zur Verfiigung stehen, um alle Z&hlerkomponen-
ten zu kiirzen. Wir notieren im Folgenden nur die Schritte, die von der planaren Topologie
abweichen. Die Reihenfolge ist wie dort zu wihlen.

4.4.0.1 Behandlung der /;-Komponenten

Anders als im Falle der planaren Topologie stehen hier nach Kiirzen von [% nicht geniigend
Terme im Nenner zur Verfiigung, um sowohl [y als auch /; zu kiirzen. Deshalb wollen wir
analog zur Behandlung von k; vorgehen und [;-Beitrige in Faktoren der Form (ly — ll)j
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sowie noch zu kiirzende Faktoren mit [,—Komponenten umformen, um nach Kiirzen der
lo-Komponenten am Ende im Z#hler an /[-Komponenten nur noch Faktoren der Form

(Io = 1) (4.52)

zu haben, damit die analytischen Integrationen nach Linearisierung (4.6) in den Propaga-
toren nicht durch den Zahler modifiziert werden (solange keine UV-Divergenzen vorliegen).

Mit
g
0=3" (g) (lh—1) 70 (4.53)
7=0
gilt
g9 517
Dy, 1D Dj. 3D (ll _lo)g jl'g)
/ A" hd ZP1P2P3P4P6 ;( >/ @R P, PP (4.54)

4.4.0.2 Kiirzen von [,

Hier muf} ein vom Fall der planaren Topologie abweichendes Verfahren angewendet werden.
Mit

2 = —p5 + m; — mg (4.55)
kénnen wir umformen
1

lo=———[Ps—PFPs+2¢,(l— 1) +20 4.56
0= sray P = ot 200 — 1)+ 20 (4.50

Iterativ angewendet folgt

- [2qz(l0 — ll) -+ Qﬁ]i_l ) <2qz(lo — ll) + QU)"

’ ZZ:; (2(e2 +¢.))' 0 (=T 2(e2 + ¢,) (457)
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4.4.1 Zusammenassung des Kiirzens

Nach vollendeter Kiirzungsprozedur besitzen die verbleibenden Integrale dieser Topologie

die Form
ko — k1)i(lo — 1)’
pggry o~ b 4.
/dk PP P3Py Py (4.59)

Die Kiirzungsprozedur liefert schematisch

Vabcfgnr - /delekgkIf (kﬁ—)c l(J;l!ll (li)” (kJ_lJ_Z)T
P1P2P3P5P6
1
- 316 xkgkY (k7)1 (13)" (kiliz)
2
5N
1
K A ‘ '
- 3 {6 x DD (ko — k1)l — 1)’
2 i=0 j=0
N
_
+ 6 + ‘(
5
N 2 L
1 5
1
+ + 3 16
2 5 2
1
N ’ (4.60)
5
\
mit
k=0b42c+ 2r und A=f+g+2n+2r (4.61)

wobei im Falle k > 1 und/oder A > 1 aufgrund des dann divergenten Verhaltens des
Integrals noch eine Abzugsprozedur durchlaufen werden muf, ebenso fiir

k=1=A\ (4.62)

da hier eine logarithmische globale Divergenz vorliegt.
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4.5 Gedrehte reduzierte planare Topologie, Version
R+

(4.63)

Ebenso wie bei der Version R~ der reduzierten planaren Topologie wollen wir bei dieser
Version alle moglichen Tensorkombinationen betrachten.

KOk (K2) 1019 (12)" (k ol 2)"
befanr = dele 01 \"VL 0%1 \"1 4.64
Haters / PiP,Py Py Py (164
mit den Propagatoren wie in (2.9). P; tritt nicht auf. o
p1—1 /
p1+k
P !
p2—k
(4.65)

P2
Bis auf das Kiirzen von /; und /y, und das Umformen in k; geht alles genauso wie bei der

planaren Topologie. Man wéhlt allerdings fiir die Linearisierung in k; und [, eine andere
Transformation. Dadurch entstehen im Falle g7 = 0 beim Kiirzen in l, Vorteile. Es empfiehlt
sich die Linearisierung

ki = ko+k

h = lo+h
Das Vorzeichen bei der Transformation von k¢ und [, mufl dabei dasselbe sein, da anson-
sten die Integrationsmethodik, wie sie in [Cz94] begriindet wurde, nicht mehr angewendet
werden kann. Dies bedeutet, dafl eine Linearisierung der Form

(4.66)

wie bei [Fr00] vorgeschlagen, nicht méglich ist.

Wir fithren im Folgenden lediglich die Schritte aus, die vom planaren Fall abweichen. Die
Behandlung der Komponenten in [ muf} #hnlich wie bei der gedrehten reduzierten Topologie
R~ durchgefiihrt werden.

4.5.0.1 Behandlung der k;—Faktoren

Nach Kiirzen von ki sind die k;—Faktoren zu vereinfachen. Leicht modifiziert zum planaren
Fall ist es das Ziel, an k~-Komponenten bei dieser Topologie am Ende an k~Komponenten
nur Faktoren der Form

(ko + k1)’ (4.68)
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zu haben und alle anderen Faktoren zu kiirzen. Mit
b /b o
=30 (7) G k0
berechnet man
b o
ki + k'o)b*’kZ
dPkdPl— < )/dele(—O
/ P, P2P3P4P6 ZO PP, P3P, P

wobei die Faktoren der Form (k; + ko)’ nicht weiter veriindert werden.

4.5.0.2 Behandlung der /;-Komponenten

37

(4.69)

(4.70)

Wie im Falle der gedrehten reduzierten planaren Topologie R~ stehen auch hier nicht
geniigend Propagatoren in [ zur Verfiigung, um alle Parallelraumkomponenten von [ zu
kiirzen. Deshalb wollen wir hier die Parallelraumstruktur so reduzieren, dafy am Ende an

[-Komponenten nur noch Faktoren der Form
(l() + ll)j

im Zahler auftreten. Mit

gilt

19 I (Iy + 1p)9~91
Dy 1D Dy D 0
/d hd ZP1P2P3P4P6 Z() /d kle1P2P3P4P6

=0

4.5.0.3 Kiirzen von [

Hier wollen wir dhnlich zum Fall der Topologie R~ vorgehen. Mit
U = pi — mi +mg

kénnten wir umformen

1

—— Ps — Py +2q.(lh —lh) +T
2(61—qz)[ 6 4 q=(li = lo) ]

lo =

Das Problem ist, daf} fiir

p%—)o — 9 — €

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)
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die so erzeugten Terme divergieren. Stattdessen wihlen wir

1

— |Ps — Py + 2q,(ly + lo) +°0 4.77
2(€1+qz)[ 6 4 Q(l 0) ] ( )

lo =

wodurch alle Faktoren konvergent bleiben, auch im Grenzfall p? = 0. Hierin liegt der Grund
fiir die Verwendung des anderen Vorzeichens bei der Linearisierung (4.66) im Vergleich zur
planaren und gedrehten reduzierten planaren Topologie R~ (4.6) in beiden Schleifenim-
pulsen. Iterativ angewendet folgt

"y 2¢:(L + 1) + 0] _ 2q,(li + lp) + T\"
B ey 0 P+ (M ) U

(4.79)

Nach Vollendung dieser Prozedur kann in [ nicht weiter gekiirzt werden.

4.5.1 Zusammenfassung des Kiirzens

Nach Anwendung der oben beschriebenen Kiirzungsprozedur haben die verbleibenden Ma-
sterintegrale, welche weiterhin die gedrehte reduzierte planare Topologie R™ besitzen, die
Form

Ko+ k1) (lo + 1)
dele( 0 4.
/ PLP,PyPiPs (480)
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Die Kiirzungsprozedur 148t sich symbolisch darstellen als:

/ ooy RERE () 11 ()" (kuly2)”
PP, P3Py P

uabc fgnr
4 7~

1

= 316 xkgkb (K2) 15010 (12)" (kiliz)

A
— 3 16 X Z(ko -+ kl)z(lo + ll)j

(4.81)

mit
k="0b+2c+2r und A=f+g+2n+2r (4.82)

wobei im Falle k > 1 und/oder A > 1 aufgrund des dann divergenten Verhaltens des
Integrals noch eine Abzugsprozedur durchlaufen werden muf. Dariiber hinaus muf§ auch
im Fall

k=1=\ (4.83)

eine Abzugsprozedur durchgefiihrt werden, da hier eine globale Divergenz vorliegt, die bei
naivem Potenzziihlen (,Powercounting “) in den einzelnen Schleifenimpulsen nicht erkannt
wird.

4.6 Tests

Um die Zuverléssigkeit des Programms zu testen, haben wir verschiedene Implementationen
vorgenommen.
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Bei der ersten Implementation werden indizierte, sich selbst aufrufende, GiNaC—Funktionen
verwendet, wodurch die Reduktion vollstindig automatisiert vor sich geht. Dabei wird in
jedem Evaluationsschritt lediglich eine Potenz eines Schleifenimpulses reduziert. Es ist fiir
dieses Programm lediglich vonnéten, die Darstellung eines Schleifenimpulses in Propaga-
torfaktoren und Massen zu kennen. Die oben ausgearbeiteten Summenformeln werden nicht
benétigt. Der Nachteil dieses Programmes ist allerdings, dafl der Speicherbedarf schnell so
ansteigt, dafl es damit nicht moglich war, die kompletten Ausdriicke fiir die Korrekturen
zu den effektiven Kopplungen automatisiert zu zerlegen.

Deshalb haben wir in einer weiteren Implementation die Summenformeln fiir beliebige
Potenzen von Schleifenimpulsen implementiert. Mit diesem Programm koénnen sehr effektiv
auch grofle Ausdriicke verarbeitet werden.

Nachdem wir eine grofile Anzahl von Hand reduzierbarer Tensorstrukturen berechnet hat-
ten, haben wir diese Ergebnisse zuerst mit den Ergebnissen der beiden Implementationen
verglichen. Es zeigten sich keine Abweichungen.

Weiter haben wir, soweit dies die Speicherkapazitit zuliel, auch héhere Potenzen und
groflere Ausdriicke mit beiden Programmen evaluiert und automatisiert verglichen. Die
Ergebnisse stimmten stets iiberein.

4.7 Koeffizienten der reduzierten Basisintegrale fiir
die Korrekturen zu den effektiven Kopplungen

Die Koeffizienten der tensorreduzierten Basisintegrale, wie sie nach Anwendung der Pro-
jektoren und Umrechnung in P/O-Raum—Variable entstanden, liegen in Programmform
vor. Sie sollen aufgrund ihres Umfangs nicht explizit in dieser Arbeit dargestellt werden.
Sie finden sich im Internet unter

http://wwwthep.physik.uni-mainz.de/ "mknodel/coeffs/

Die Datei Z_dV.ps.gz enthilt die Koeffizienten der Korrekturen zu Agy fiir ungeladene
Stréme, Z_dA.ps.gz die Korrekturen zu Agy fiir ungeladene Strome. Die Koeflizienten
fiir geladene Strome finden sich in W1_dVib.ps.gz im Fall von zwei inneren top—Quarks,
d.h. mit Fermionrichtung entgegen den Uhrzeigersinn, sowie in W2_dVia.ps.gz fiir ein
inneres top—Quark, d.h. fiir Fermionenrichtung im Uhrzeigersinn. Die Korrekturen sind
bei geladenen Strémen gleich fiir Agy und Agy. Die Grofien fiir andere innere Fermionen
erhélt man sofort, wenn man m; — 0 setzt.
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5.1 UV-Divergenzen

5.1.1 Divergenzgrade
Ein beliebiges Zweischleifenintegral 148t sich schreiben als

Z(zkazl)
N M N,

T = /dele (5.1)
wobei N, dem Produkt aller n, Propagatoren ist, die an Schleifenimpulsen nur & enthalten,
N, das Produkt aller n; Propagatoren, welche nur [ enthalten, sowie M das Produkt aller m
Propagatoren, die sowohl & als auch [ enthalten. Z (%) ist ein Monom mit z, Komponenten
in k£ und z, Komponenten in [.

Hier sollen lediglich UV-Divergenzen behandelt werden. Die Behandlung von Infrarot—Di-
vergenzen (IR-Divergenzen) ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Daf} solche im Rahmen
dieser Arbeit nicht auftreten, beweist man leicht unter Verwendung der in Anhang 1.1.6
hergeleiteten Bedingungen fiir Massensingularitéten:

e Infrarotsingularitdten konnen nur auftreten, wenn eine innere Linie mit Masse Null
zwei benachbarte Linien enthilt, welche jeweils dieselbe Masse aufweisen wie die an
den Verbindungsvertizes mit der massenlosen Linie auftretenden dufleren Teilchen,
vgl. (I.46) und (1.47) sowie Abbildung I.1.

e Kollineare Singularitdten konnen nur auftreten, wenn zwei benachbarte Massen und
die duflere Masse, welche am Verbindungsvertex koppelt, gleichzeitig Null werden,
vgl. (1.55), (1.67) und (1.68) sowie Abbildung I.2.

Keine dieser Bedingungen tritt auf die von uns betrachteten Graphen, welche in Kapitel 2
(prinzipiell) und in Anhang D (ausfiihrlich) dargestellt sind, zu. Zur Berechnung von in-
frarot divergenten skalaren Zweischleifen—Vertexfunktionen verweisen wir auf [F197, Fr00].
Im Fall von IR-Divergenzen konnen im Fall einer allgemeinen Z#hlerstruktur in [Ha98|
dargestellte Methoden verwendet werden.

Bei den von uns betrachteten Integralen konnen durch Endpunktsingularititen im ultra-
violetten Integrationsbereich UV-Divergenzen in einem oder in beiden Schleifenimpulsen
sowie globale Divergenzen auftreten.

Es gibt drei verschiedene UV-Divergenzgrade in D Dimensionen: Es sind dies die Diver-
genzgrade wy und w; in den einzelnen Schleifenimpulsen sowie der globale Divergenzgrad
w, welche sich mit Potenzzdhlung, was man iiblicherweise als ,,Powercounting® bezeichnet,
berechnen lassen geméif3

wy, = 2(ng+m)—2z,—D
w; = 2(71,[ + m) — 2 — D (52)
w = 2(ng+m+m)— (2 +2)—2D
Das Zweischleifenintegral ist divergent in D Dimensionen, wenn mindestens einer der Di-
verganzgrade wy, w; oder w Null (logarithmische Divergenz) oder negativ ist.
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Offenkundig kann man den globalen Divergenzgrad auch berechnen zu

Ww=wg+w —2m (5.3)

5.2 Abzugsverfahren

5.2.1 Idee

Das Ziel ist [Fr00], von
Z(zkazl)

N MN,

T = /dele (5.4)
alle Divergenzen durch Abzugsterme, die sich mit ,einfacheren*“ Methoden berechnen lassen
(da sie eine einfachere Topologie besitzen sollen, insbesondere nicht eine der drei im vorigen
Kapitel behandelten), zu subtrahieren,

T =T — Ty + Tyip — Tronv =T — Ty (55)

wodurch T, in 4 Dimensionen konvergent ist und mit dhnlichen Methoden wie die ent-
sprechenden skalaren Integrale berechnet werden kann. Der (subtrahierte und wieder ad-
dierte) divergente Teil Ty;, wird getrennt berechnet. Die divergenten Anteile sollen sich
dadurch auszeichnen, daf} sie eine Topologie besitzen, fiir welche bereits bewihrte Evalua-
tionsmethoden existieren.

Der einfachste Fall wire der, dafl in T}, alle Impulse und alle Massen zu Null gesetzt
werden. Dieses fiir Zweischleifen-Zweipunkt-Funktionen im Rahmen der P/O-Methode
angewendete Abzugsverfahren [Kr93b] sollte hier nicht ohne einige Modifikationen ange-
wendet werden, da sonst unter Umstédnden kiinstliche IR-Divergenzen eingefiihrt wiirden.

5.2.2 Erzeugung der Abzugsterme

In allen von uns benotigten Fillen lassen sich die Komponenten des Nenners schreiben als

Nk

N =[] [(k + pri)* = mi,; + in]

=1

M = [(k+1)* —mj +in)

N, = {f[ (14 pua)? = mi; + i) } (I — mg + in) (5.6)

=1

Dabei sind die dufleren Impulse und die inneren Massen aus den Mengen:

Pk Pii € {£p1, £p2} Mg € {mlamZ}’ml,i € {my, ms} (5.7)



44 KAPITEL 5. UV-DIVERGENZEN UND ABZUGSVERFAHREN

Wir definieren

s

Nk,r = H [(k + /{rpk,i)z - mz,i,r + ,”7}
=1
ng

N, = H (1 + Aepr)” — mis, + ] (58)

i=1
wobei

O0< k<1 A 0< A <1 Vr

Wir wihlen die Abzugsmassen my;,, s = k,[, aus technischen Griinden alle voneinander
und von den physikalischen Massen verschieden. Weiterhin sollen sie nicht Null sein, um
das Einfiihren kiinstlicher Infrarotdivergenzen zu vermeiden. Man wihlt dann j; und/oder
Ji so, daB gilt
wH+gk+pu > 0
we+Jr > 0 (59)
wi+g5 > 0

mit ji, j; € N{ . Definiert man

Jk
k,r

r=1 ’
Ji

- N,
LG — (1 _ 1 > 5.10
g N, (5.10)

so sind die Divergenzgrade des Produkts
Z(zkazl) i .

/ dedDzm/cWﬁ(ﬂ) (5.11)

e um j; in wi und im globalen Divergenzgrad w
e um j; in w; sowie im globalen Divergenzgrad w

verbessert, d.h. das Integral (5.11) besitzt die Divergenzgrade

Wy = wg+tJk
W = w+7g (5.12)
w = wHgrt+

Dies gilt fiir beliebige &, A, m;,. Den Beweis dafiir fiihrt man am besten durch konkretes
Nachrechnen. Wir werden dies bei der Evaluation der benétigten Masterintegrale in Kapitel
6 jeweils zeigen.
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Ziel ist es, diese neuen Parameter so zu wihlen, dafl die Abzugsterme mit einfacheren
Methoden behandelt werden kénnen. Dies bedeutet, daf} insbesondere der divergente Anteil
der Abzugsterme analytisch bestimmt werden kann. Dazu wird fiir simtliche Parameter
Kr, Ar €in Grenziibergang gegen Null durchgefiihrt, die neuen Massen aber endlich belassen,
um das Einfiihren kiinstlicher IR-Divergenzen zu vermeiden.

Fiihrt man die Grenziibergéinge

K(]k) p— limnr_ﬂ) K(]k) V/r

T = limy_, L0  Vr (5.13)

durch, so kann man den konvergenten Anteil des Integrals mittels eines Grenziibergangs

T, li dPkdPl Z JCUk) £ G
konv = nr,iITIi)O NkMNl
Z(zkzzl) . .
= 1 Uedil Z—cUr) 1) 14
m,gri)o d’kd lNkMNl’C E (5 )

berechnen, wihrend im divergenten Anteil die Impulse direkt zu Null gesetzt werden
konnen:

Tuw = [ ka2 257 (1~ o g 5.15

= [ R (- L) (5.15)

Der divergente Anteil soll hier nicht weiter betrachtet werden, da dies Integrale mit einem
Zweipunkt—Subloop sind, fiir welche bew#hrte Evaluationsmethoden existieren [Ba94a,
Ba94b, P0o97]. Die Summe aus konvergentem Term plus Abzugsintegral mufi von den Ab-
zugsmassen unabhingig sein. Dies ist jeweils zu priifen.
Dafl durch das Verringern der Divergenzgrade mit obiger Prozedur die Integrale UV-
konvergent sind, beweist man ferner durch Anwendung des Weinberg-Theorems:

5.2.3 Weinberg—Theorem

Wir wihlen die Darstellung aus [Co84], wobei zu beachten ist, dal dort die Divergenz-
grade mit umgekehrtem Vorzeichen im Vergleich zu unserer Darstellung definiert wurden.
Wir {ibersetzen dieses Vorzeichen in unsere Darstellung. Wir betrachten nur Punkt (1) des
Theorems. Es gilt:

Wenn ein einteilchen-irreduzibler Graph G und alle seine Subgraphen positiven
Divergenzgrad aufweisen, dann ist der Graph endlich. Dafl die Divergenzgrade
des Graphen und seiner Subgraphen positiv sind bedeutet, dafl keine Divergenz
auftritt, wenn alle oder einige der Schleifenimpulse zusammen gegen Unendlich
gehen, wihrend alle anderen Impulse endlich sind.

Da die Divergenzgrade in den einzelnen Schleifenimpulsen sowie der globale Divergenzgrad
nach Anwendung der Abzugsmultiplikatoren in hinreichender Potenz positiv sind, kann auf-
grund des Weinberg—Theorems geschlossen werden, daf3 die Integrale nach Anwendung obi-
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ger Abzugsprozedur UV—konvergent sind. Weitere mogliche Quellen fiir UV-Divergenzen,
welche durch Powercounting nicht erkannt werden kénnen, schliefit dieses Theorem aus.
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6.0.4 Benostigte Integrale

Betrachtet werden sollen Integrale mit der planaren Topologie sowie Integrale der gedrehten
reduzierten planaren Topologien.

In Feynmangraphen, wie sie in physikalischen Prozessen zu berechnen sind, kénnen belie-
bige Tensorstrukturen im Z#hler (in P/O-Komponenten) auftauchen.

Ein direktes Berechnen solcher Integrale mit beliebiger Zahlerstruktur ist aber mit Schwie-
rigkeiten verbunden [Fr00], die sich vermeiden lassen, wenn man die Integrale vorher einer
Tensorreduktionsprozedur unterzieht. Teile der Tensorfaktoren fithren beim Propagato-
renkiirzen auf Integrale mit einfacheren Topologien, die nicht Gegenstand dieser Beschrei-
bung sind. Nach erfolgter Tensorreduktion, wie sie in Kapitel 4 ausfiihrlich dargelegt wurde,
sind die folgenden Integrale mit einer der genannten Topologien zu berechnen:

Die zu betrachtenden Integrale mit planarer Topologie haben die Form

4 7~
a 1
p,p; (ko — ki) _q s ls @

_ _ 1
/d i1 : % (ko — k1) (6.1)

5 NG

Die Integrale mit reduzierter gedrehter planarer Topologie Version R haben die Form
4~
a 1
oy 0, (ko + k) (lo + 1)° s |6 o 8

= 2
/d b e X (Ko + k1) (lo + 1) (6.2)

Die Integrale mit reduzierter gedrehter planarer Topologie Version R~ haben die Form

1

— k)% (1 = 1,)?
/dele = P1];2)P3(£)5P6l1) B S1° X (ko — kl)a (lo — ll)ﬂ (6.3)

5N

Diese Integrale gilt es fiir den allgemeinen massiven, zeitartigen Fall in beliebigen Dimen-
sionen D zu lésen, um auch Divergenzen automatisch zu regularisieren.

Da die Methode der Berechnung der Integrale im P/O-Raum bevorzugt auf Integrale im
vierdimensionalen Raum anzuwenden ist und im D—dimensionalen Raum Schwierigkeiten
zu erwarten sind, wollen wir die Divergenzen, die im D—-dimensionalen Raum auftreten,
separieren und getrennt berechnen, da sich die eigentlichen Divergenzen meist sehr einfach
berechnen lassen. Der schwierige, endliche Anteil kann dann im vierdimensionalen Raum
evaluiert werden.

Als Masterintegrale wollen wir den endlichen Anteile der drei soeben betrachteten In-
tegrale bezeichnen. Dabei ist ,endlicher Anteil“ in dem Sinne zu verstehen, als daf} die
Masterintegrale diejenigen Integrale sind, welche sich aus den Integralen (6.1), (6.2) und
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(6.3) ergeben, wenn die Integranden mit den im vorigen Kapitel definierten Abzugsmulti-
plikatoren in der jeweils notwendigen Potenz versehen wurden.

Wir wollen die drei Topologien einzeln betrachten. Dabei sollen auch die Abzugsterme
abhingig von der Topologie und dem Tensorgrad bestimmt werden.

6.1 Planare Topologie

6.1.1 Abzugsprozedur

Hier treten im Z&hler nach vollendeter Kiirzungsprozedur nur noch Komponenten der Form

(ko — k1)* (6.4)
auf:
¢
(ko — k1)® 1
7;:/dele 0 — ™ = —43 6 X (ko — k1) 6.5
Py P,P;P,P;P; ) (ko = k) (6.5)
5N

Die Massendimension dieser Integrale ist in D = 4 Dimensionen:
dimpass = 0 — 4 (6.6)

Die Divergenzgrade berechnen sich mit den stets gleichen Groflen

n=2 m=1 m=3 =0 (6.7)
und der ,einzigen Variablen“
2z = (6.8)
wie folgt fiir D = 4:
W = 2—«
w; = 4 (69)
w = 44—«
Da stets gilt
w=4>0 (6.10)

sind Subdivergenzen in [ bei dieser Topologie nach durchlaufener Kiirzungsprozedur nicht
moglich. Die relevanten Groflen sind lediglich Subdivergenzen in k£ und globale Divergenzen.
Eine Subdivergenz in k ist hier immer ,schlimmer® als eine gleichzeitige globale Divergenz.
Ein Subtrahieren dieser Subdivergenz beseitigt damit erst recht die globale Divergenz. Der
Abzugsparameter in [ kann stets zu Null gew#hlt werden.

=0 Vo (6.11)
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Es treten Divergenzen dann auf, wenn

wp=2—a<0 <— a>1 (6.12)
Dann ist
Je=a—1 (6.13)
zu wihlen, damit
Wy = Wi+ Jk > 0
- . . .14
w = wH+gp+yuy >0 (6.14)

gilt.

6.1.1.1 Abzugsmultiplikator

Der Abzugsmultiplikator berechnet sich fiir Integrale der Form (6.5) zu

Jk
_ ki

Jk PP,
= | 1(1‘pr;)
4 (1_ [(k + p1)?* = m3] [(k = p2)* — m3] )

AN ]

k + kip1)? — m%z} [(k — Kkip2)? — m3,

g}f (lﬂz', mis, m2,z’)

= 6.15
im1 [(k + Kip1)? — m%z] [(k — Kip2)? — m%z] ( )
mit
. — — 3 .
2y (Kiymag,mo;) = PriPoy — PPy = Zai(%’ k) (6.16)
i=0

wobei die ¢; Linearkombinationen von externen Impulsen sind. In den Z#hlerfaktoren 2
verbleiben an Schleifenimpulsbeitrigen in £# insgesamt maximal Beitrége in der dritten
Potenz (6.16). Die k* Beitriige heben sich auf. Ubrig bleiben nur Beitriige bis zur Ordnung
k®. Jeder Faktor von JCU¥) reduziert den Divergenzgrad des Integrals in £ um 1, da im
Nenner die k*-Anteile in der entwickelten Summe verbleiben. Der Divergenzgrad wird
durch Anwendung von XU*) um 7, erniedrigt. Die konvergenten Integrale in 4 Dimensionen

sind: :
ko—ki)* PP,
P, = [ d*kd'l ( 1— =——= 6.17
/ PPy P3 Py Ps Py lell PPy, (6.17)
Neben den in (2.9), S. 16, definierten Propagatorfaktoren kommen folgende hinzu:
Py = (k+kip1)® —mi;
Pyi = (k= kip2)® —m3,

(6.18)
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Die Massen der Abzugsterme konnen beliebig gewéhlt werden. Das Endergebnis mufl nach
Aufsummation der konvergenten und der divergenten Integralanteile T" = Tyony + Tgiry VOR
der speziellen Wahl der numerischen Werte der Abzugsmassen unabhéingig sein. Die Werte
der Abzugsmassen miissen lediglich aus technischen Griinden von Null und alle voneinander
verschieden sein. Um keine neuen Schwellen einzufiihren, sollten sie iiber der Zerfallsmasse
liegen, aber auch der numerischen Stabilitdt wegen nicht zu grofl gewihlt werden.

6.1.2 Integration

Das Ziel ist es, die Integrationen in den Winkeln, den Orthogonalraumvariablen und in k;
und /; analytisch und die verbleibenden beiden Integrationen in kg, ly numerisch durch-
zufithren analog zur planaren Topologie mit trivialer Zahlerstruktur [Cz94]. In den fol-
genden Schritten folgen wir soweit moglich der Darstellung von [Fr96a], S. 13 ff., Kap.
1.5.3.

6.1.2.1 Analytische Integration in z, Linearisierung der Propagatoren

Die Integrationsvariable z tritt nur in P; auf. Der Mischungsterm in k£ und [ hat vor allen
Integrationen in P/O-Variablen die Form

P3 = (ko + l())2 - (k‘l + l1)2 — ki — li — QkLlLZ — mg + Z?’] (619)

Im ersten Schritt werden die Propagatoren in k; und /; linearisiert. Nach der Linearisierung
in k; und [y

k6 = k() - ]€1
und der Definition
ki =s A=t (6.21)

erhilt der Mischungsterm die Form (fiir £j und [ schreiben wir im Folgenden wieder
und /o)

Py=A+ Bz+in (6.22)
mit
A=2k+h)(ko+1lo) —(s+t)+W
B =-2/5Vt (6.23)
wobei

W = (lﬁ() + l())2 - m§ (624)

nur von einer Masse sowie kg, [y abhéngt.
Da der Integrand von o unabhiingig ist (siehe Kap. 3.1.1), ergibt sich fiir das Integrations-

maf
o0 o0 o0

0 00 o] 1
dz
/ d*kd'l — 7 / dkg / dlo / dk; / dly / ds / dt / — (6.25)
A1 — »2
—00 —00 —0o0 -1 1 *

—0o0 0 0
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Das Integral in z wird berechnet zu [Cz94, Ki96, Fr96a, Fr96¢]

1 T

1
/ dz = (6.26)
VI-2A+Bz+in {/(A+in)? - B '

Die /z—Wurzel ist die Wurzel, deren Schnitt entgegen der sonst iiblichen Konvention ent-
lang der positiven reellen Achse liegt. Bei der spéter folgenden Residuenintegration in &,
und [; diirfen keine Schnitte dieser Wurzel iiberschritten werden. Die Wurzel hat aber
solche Schnitte in der komplexen k; bzw. [;—Ebene. Sie 148t sich zerlegen zu

/(A+in)2—B2=/A+B+in/A—-B+in (6.27)

Man muf} nur die Schnitte von A+ B+in in der komplexen Ebene bestimmen. Die Schnitte
in k; ergeben sich aus der Bedingung

A+ B+in=zeR" (6.28)
Daraus folgt
z+(s+t)—-WFB N
k§vt = -l - 6.29
! 2(ko + Io) YT (kg + Do) (6.29)

Bei der Residuenintegration darf kein Punkt, dessen Imaginirteil gleich dem Imaginérteil
von k§“ ist, auf dem Integrationsweg liegen. Es ergibt sich als Bedingung aus der Resi-
duenintegration in ky

ko+ 1o >0 oder ko+ 1y <0 (630)

Ist ko+1o > 0, d.-h. Im(k$“*) < 0, so ist die Kontur in der oberen k;—Halbebene zu schliefien.
Ist kg + Iy < 0, so ist die Kontur in der unteren k;—Halbebene zu schlieflen.
Der Wurzelfaktor hat vor Residuenintegration die Form

1

: (6.31)
(k1 + 1)V = (s+t) + W+in)? —4st
mit
6.1.2.2 Zihler— und Nennerstruktur der k—Faktoren
Der Teil des Nenners, der an Schleifenimpulsen nur & enthélt, hat die Form
e o
Ni = PR |[ (PiP)) (6.33)

i=1
Nach der Linearisierung nehmen alle Propagatorfaktoren in &,

Pk € {PlaPZapl,iaPQ,i} (634)
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die Form
Pk—>P]é:k1’)/]c—8+€k+Z'77 (635)

an. Dabei sind g, £ nur von kj von Massen und von externen Impulsen sowie Grenziiber-
gangsparametern abhéngig. Die Propagatorfaktoren lauten explizit nach Linearisierung:

P = (k0+€1)2+2k1(k0—%+€1)—qz_s_m%“‘m

Py = (ko—es)*+2ki(ko — g, — €3) — q° — s —m35 +1in
Pl = (ko+kie1)® + 2ki (ko + ki(—q. + e1)) — KI¢2 —s —m3 ; + in
Py, = (ko — Kiea)” + 2k1(ko — ki(q, + €2)) — K2g> — 5 — mg,i +in (6.36)

Nach der Linearisierung nimmt der Nenner in £ die Form
Nk —)‘ﬁk = (/‘6’1"}/1 —8+£1+i7’}) (kl’)/z —S+§2+i77)
Jk
[ — s+ &vi + im) (k1v2 — 5 + o + im)] (6.37)
i=1

an. Die Ziahlerfaktoren lassen sich mit den neu definierten Variablen umschreiben zu'

Z (i, myg,mag) = (kiyii—s+&0) (kiyas —s+E0) — (ki —s+&) (kiye—s+&) (6.38)

Neben der in (6.31) notierten Wurzel ergeben sich folgende fiir die Residuenintegration in
kq relevanten Faktoren:

3o 1 ﬁ 2 (s, i, ma) (6.39)
w, e LT i
B 1
(ki1 — s+ & +1in) (k1ye — s + & +1in)
jk I . . .
H %c (’{z'a ml,u m2,z) : (640)
(k11— s+ & +1in) (ke — s + €o + i)

i=1

Diese enthalten Pole in k. Durch Umschreiben der Indizes und Variablenumbenennung

Iy = 7N =h] = &
Iy = V2 Ho = & . .
—_ 1=1,..., 6.41
Foivi = My Eoiv1 = & I (6.41)
F2i+2 = Y2 E21‘+2 = fz,z'

wird es im Folgenden moglich, einige Rechenschritte kompakter zu formulieren. Es ergibt
sich neben dem Wurzelfaktor als Integrand

Ik Ik
34 1:[1 Z (Ki, mi, m?,i) 1:[1 Z (ki mi, m2,i)
My 22 T e . (6.42)
E [lei—s+:,-+m] 1:[1 {Fz [kl—}—is 1:; "I]}

Im Zéghler sind die i7—Terme ohne Bedeutung. Deshalb werden sie hier und im Folgenden nicht notiert.
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Die Zahlerfaktoren nehmen in den neuen Variablen die Form
(@f;:” = (k1F2i+1 — S+ 52i+1)(klrgi+2 — s+ Egi+2) — (klfl — s+ El)(leg — s+ Eg) (643)

all.

6.1.2.3 Allgemeine Vorbemerkung zu allen Residuenintegrationen

Symbolisch deuten wir die Residuenintegration stets durch ,,—* an. Dabei entsteht durch
die Anwendung des Residuensatzes jeweils ein Vorfaktor 27i. Diesen notieren wir in den
Zwischenrechnungen nicht. Er wird im Endergebnis zusammen mit den anderen Fakto-
ren von 7, welche durch die Winkelintegrationen entstanden sind, aufgefiihrt. Insgesamt
entsteht so ein Vorfaktor —4r.

Der Pol, welcher das jeweilige Residuum in der Integrationsvariable verursacht, wird dabei
als Index ,—=“ bzw. ,,—=“ angegeben, er bezieht sich auf den jeweiligen Schleifenimpuls
von k; bzw. [; an der n—ten bzw. m-ten Stelle im Nenner, in welchem sich der korrespon-
dierende Pol befindet.

6.1.2.4 Residuenintegration in k;

Die Residuenintegration in k;

ki — —— Tt (6.44)
n
fithrt auf
Ik ]
1=
Wk - 2] +2 Z B, 2]k +2 Ceim i et
[T 1= [] [-=stgetin 4 st
—Z i=1
! P FEN
. T2 i gpit(n)
Jr+2 n H k

— E %k i=1
T 255 +2
n=l [T [s(Ts —T,) + (il — L) — in(T; — T)]
i=1
i#En

= S+ A (6.45)

mit

By = 0(ko + 1o)0(—Tn) — O(—(ko + 10))0(T) (6.46)
Die %B% bestimmen sich dadurch, dass nur dann ein Beitrag erfolgen kann, wenn ein Residu-
um innerhalb der zu schliefenden Kontur gefunden wird. Dies ist nur dann der Fall, wenn
der Imaginirteil von k;, welches das Residuum verursacht, in der Halbebene liegt, in wel-
cher die Kontur geschlossen wird. Da bei der Residuenintegration im n—ten Nennerterm der
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Pol in &y mit (6.44) berechnet wird, muf gelten: Wird die Kontur in der oberen Halbebene
geschlossen, dann trigt das Residuum bei, falls Im(k;) > 0, d.h. T';; < 0. Wird die Kontur
in der unteren Halbebene geschlossen, dann triigt das Residuum bei, falls Im(k;) < 0, d.h.
', > 0. Zusammen mit der Bedingung fiir den Konturschluf, die aus der Wurzel folgt,
ergibt sich

I, <0 und ko+1 >0 (6.47)

oder
I, >0 und ko+1<0 (648)

Im zweiten Fall ergibt sich durch das umgekehrte Schlieflen der Kontur ein umgekehrtes
Vorzeichen.

Der Z#hler hat die Form
1
r2

Qf}:”(n) = [S(FQH—I — Fn) + ( nE2Z'_|_1 - F2i+1En)] [S(F2i+2 - Fn) + (FnEQH—Q - F2i+25n)]

(6.49)

Wir wollen den Teil, der vom urspriinglichen Integral herriihrt und weitgehend (bis auf die
k§ im Zidhler) mit dem skalaren Fall iibereinstimmt (n = 1,2) und den Teil, der von den
Abzugstermen herriihrt, getrennt betrachten.

Der Beitrag, welcher bereits im Falle des skalaren Integrals ohne Abzugsterme auftritt, ist

S = ) B !
n=1,2 [T [s(li=Tn) + (Eil'n — Enly) —in(l; — I')]

i#E N

Y 1 (6.50)
S [T [(Ti—TW)(s4+ s0in — in)]

i=1

i#En

mit
s o _‘:nri + :irn
0,5,n —
[AS) F/L _ Fn

(6.51)

Hier ist i,n € {1,2}. Es tritt nur ein sy = sg 12 auf, da sg;, symmetrisch in 4, n ist. Da,
wie wir sehen werden, alle anderen sg;, nicht bendtigt werden, definieren wir

oIy + 54
Iy —1Iy

(6.52)

S0 = S0,1,2 =
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Die Beitriage von den Abzugstermen haben die Form

2jx+2

1
— k
4= - Z B, 2k +2
n=3 I [s(Ti = Tw) + (Bil — Bul) — (T = )]
iZn
Jk
H { 8@ — ) + (TnZ2i41 — F2i41En)]
2i+2#n

[8(Toipo — Tn) + (FpZ2ite — oiga=y)]

—[s(T1 = Ty) + (T2 = T1E,)] [s(Te = Ty) + (TRE2 — Te=y)]}

(6.53)
Im Grenzfall verschwindender Grenziibergangsparameter
Kk; =0 Vi (6.54)
werden alle I['; gleich fiir alle ¢ > 2:
Wir definieren deshalb
T =T, =2k 1>3 (6.56)
Damit vereinfacht sich obiger Beitrag zu
2jp+2 1 1 Jk
_ k 2 .
A=- Z %" 2pt2 _ Y25k —1 H (XS +yn5+zzan) (6'57)
n=3 H [(:Z - :n)] 2i -lf—zl;n
i=3 2 +2#n
i #En
mit
Zin = Y [(C2s1 — Z0)] [(Baire — Zn)] — (Y21 = 115,) (YE, — T95,,)
(6.58)
Mit
Jk 2j—2
[I (X +Vus+Zin) =) Xons® n=34,...,2 +2 (6.59)
24 1:1 ;é n a=0

2i+2#mn
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ergibt die Residuenintegration in den reinen k—Faktoren, also die Summe von S + A,

3k k 1 1
LI B
N Z "2 s+ sg —in
= U
i%n
2jx+2 25 —2

1 1
k a
o Z Z %n 2jx+2 T2jk_1Xa,n8
e ] (S-S
i=3

P FE N
(6.60)

Die Wurzel (6.31) wird durch die Residuenintegration auf die Form

2

10/—...l>{/[(—WHQV—(S“HWJFM _d4st (6.61)

n

gebracht.

6.1.2.5 Residuenintegration in /;

In [ gehen die analytischen Integrationen analog zum skalaren Fall: Es ist an reinen [-
Termen (vor Linearisierung (6.20)) zu integrieren

1

.62
P,P;P; (6:62)
Nach der Linearisierung (6.20) ergibt sich
Pi=(lp—e)’+2h(lo+q, —e) — g —t—mj+in
Pi=(lp+e)* +2h(lg+q, +e) —q> —t—m2+in
P, =13 +2lgly, —t —mi +in (6.63)
Alle Propagatorfaktoren nehmen die Form

an. Die von Pj3 herrithrende Wurzel hat nach der Residuenintegration in k; die in (6.61)
bestimmte Form. Der Imaginérteil des Schnitts in /; berechnet sich zu
Im (I$*") 1 n 1
n 2(ke+l) T,

(6.65)

Bei der k;-Integration ergab sich, dafi das Vorzeichen von (kg + ly) entgegengesetzt zum
Vorzeichen von T, sein muf}, vgl. (6.46) bzw. (6.47) und (6.48). (6.65) liefert fiir die I;—
Integration dieselbe Bedingung, dafl ndmlich das Vorzeichen von T',, entgegengesetzt zu
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demjenigen von (ko + lo) sein mufl. Damit mufl die Kontur in beiden Féllen in der glei-
chen Richtung geschlossen werden. Ein eventuelles Vorzeichen, das von der Richtung des
Integrationswegs herriihrt, hebt sich auf.

Der fiir die Residuenintegration notwendige Nenner in [ hat die Form

6
W =[P =]]p—t+xi+in) (6.66)

1 1 1
o 5 . (6.67)
o
i=4  i=4
Residuenintegration in /; ergibt wegen
py -y L Xm T (6.68)
Pn
6
1 1 l 1
n, 7 % Z B , ,
I1 pi ™= 11 [_ “bhmtin 4 tixitin
i=4 i=4 " ¢
i#Em
: 1
= ) B L (6.69)
m=t 1L (et toim =) 11 (pi = pm)
izs:ri Z;Ii
mit
by = LK T Pmi (6.70)
Pi — Pm

Bei der Residuenintegration im m-ten Nennerterm von [ wurde [; geméf (6.68) ersetzt.
Deshalb berechnet sich B! zu

By, = 0(ko + 10)0(—pm) — 0(— (ko +10))8(p,) (6.71)
Die Bedingungen aus der /;—Integration sind
ko+1lp>0 und p, <0 (6.72)

oder
ko+1lo<0 und p, >0 (6.73)
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Durch eine Partialbruchzerlegung erhélt man Terme der Form

6

1 = Z _ Yim (6.74)
[ (t+togm—in) iza T loom ="
A 0,i,m m i#Em

i#Em

Fiir die Wurzel ergibt sich

2

o . — \/[(— S+F +W)+_ +;< m>V—(s+t)+W+m — 4st

= {/(amt + by + 0+ cp8)% — 4st (6.75)

Das soeben Ausgefiihrte gilt nur fiir massive auslaufende Teilchen. Fiir masselose auslau-
fende Teilchen entstehen in der [-Integration aufgrund der speziellen Propagatorstruktur
keine neuen Integrale, wenn man den Grenziibergang analytisch durchfiihrt. Aber (6.69)
kann nicht verwendet werden, da in diesem Fall p, = pg gilt. Wir wollen den Fall, da} das
erste auslaufende Teilchen masselos ist,

pi=0 (6.76)

untersuchen. In diesem miissen einige der obigen Schritte modifiziert werden, da ansonsten
divergente Faktoren auftreten. Denn fiir

g, = e (6.77)
gilt

weshalb ¢ 4 ¢ divergieren wiirde. Deshalb miissen Parameter, welche die Indexkombination
i,n € {4,6} enthalten, gesondert behandelt werden. Unter Beriicksichtigung von (6.78)
ergibt sich

1 1 [ B,

M (® — ps5)(X6 — Xa) t+toas —

+BL ( ! — — L : )
t+ t0,475 —1nm t+ t0,5,6 —
By
t+ t0’5,6 — ’i?]:|
(6.79)
Wird das zweite duflere Teilchen masselos

ps=0 (6.80)

so verursacht dies keine kiinstlichen Divergenzen.
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6.1.2.6 Zusammenfassung der Residuenintegration

Die UV-endlichen Masterintegrale lassen sich graphisch darstellen als:

X (ko - kl)a (681)

Die Koeffizienten f; ; bestimmen sich aus (6.17) im Limes x; — 0 fiir alle j =1
werden fiir die Berechnung des divergenten Anteils 74, benotigt.

Nach den Residuenintegrationen in k; und /; haben die endlichen Masterintegrale die Form

s ..,jk. Sie

Po = / dratFo—F)" e

P,P,P;P,PsFPs
6 6
= =4t ¥ X X fdkodlokgb’ﬁfmyr,m o o
n=1,2m=4 r=4 I[I T—Txn) II (p5—pm)
r#m i=1 j=4
i#n i#m
o0 o0
dt [ ds—2— 1 L
of g‘ 50— t410,r,m =9 $/(am t+bn,m+intcns)?—4st
2jk+2 6 2jp—2 il 1 "
a p
+47T Z Z Z Z fdkﬂlek Bn,mXa,nYT,m S 2j, +2 Y21
n=3 m=4 a= r=4 II (pj—pm) 1T [(Ei—En)]
r#Em j=4 i=3
j#EmM i#En
o o @ 1
dt | ds———
‘Of ‘({‘ t4+-20,r,m —1n {/(amt+bn,m+in+cns)2—4st
(6.82)

wobei sich die X, , nach (6.59) und die Y, ,, nach (6.74) berechnen. Weiter gilt:

—:er + :1F2

Sop = Fl — F2 (683)
und
tO,r,m — —PrXm + PmXr (684)
Pr — Pm

sowie
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U = photlo) 4
Pm
bum = W =2k +1p) [ =2 + 2
- | -
ko + 1
Cn = o th) (6.85)
Iy
und
W= (k() + l())2 - mg (687)

Die 'y, 25, Xm, Pm berechnen sich unter Verwendung von (6.35), (6.36), (6.41) bzw. (6.63),
(6.64). Da (ko + lo) und T, bzw. p, aufgrund von (6.47), (6.48) bzw. (6.72), (6.73) im
Integrationsbereich stets entgegen gesetzte Vorzeichen besitzen, ergibt sich sofort:

A < 0 cn <0 und 1—ayu,c, <0 Vn, m (6.88)

Da aus dem gleichen Grund folgt, daf}

Im(by, ) > 0 V {n,m} (6.89)

haben wir den infinitesimalen Imaginérteil von b, ,,, nicht notiert. Er kann in das bereits
vorhandene +i7n absorbiert werden.

Die Integrationsgrenzen sind festgelegt durch
Brkz:fm = szBgn = o(kO + lO)H(_Fn)H(_pm) + 0(_(k0 + lO))H(Fn)H(pm) (690)

Diese Bedingungen beschreiben Dreiecke in der kg, lo—Ebene. Die konkret beitragenden
Integrationsgebiete sind in Anhang F formelmaifig notiert.

Wir zeigen in Fig. 6.1 graphisch, welche Integrationsgebiete zu welchen Propagatorfaktor-
paaren gehoren, durch die jeweils die Residuenintegration verursacht wird.

Im Falle, dass das erste auslaufende Teilchen masselos ist, d.h. p? = 0, erhalten wir mit
® = p, = pg als Endformel:
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Abbildung 6.1: Gebiete der numerischen Integration im Fall der planaren Topologie
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ko— ke
= [ atpar o= Gi)
P / P11D2P3P4P5P61C

= 4 a Rkl 1 1
= n§2fdk0dl0k08n’4 12[ (Ti=T4) (®—ps5)(x6—xX4)

i#E N

o0 o0
dt [ ds—— L L
of Of $+50—i1 t410,4,5 =1 ¢/(amt+bn,a+in+cns)?—4st

2k +2 25 —2

Ry aprkl 1 1 1
am 2_33 z—:o J dkodloks BraXan (@—ps)(x6—xa) Zpt> _ _  YHrR~!
n=3 a= IT [(Ei—En)]

i=3
i FE N
o o
dt [ ds—="— 1
‘([ ‘({ t+to,4,5—11n {/(amt+bn,4+in+cns)2—4st
4 a Rkl 1 1
_47T Z fdkodloko B,n75 2 (Q*PS)(X67X4)
n=1,2 H (Fifl“n)
i=1
i #En
[e.e] [e.e]
1 1 o 1 1
‘!dt{dss+30_in (t+t0,4,5—in t+t0,5,6—i'r]) {/(amt+bn,5+i7]+cn5)2*43t
. 2Jk+2 25 —2 .l L 1 1
o
+4m Z Z fdkodlokan,ksXa,n(q>_,,5)(X6_X4) D N e e
n=3 a=0 I [(8i—En
i=3
i#E N
o o
dt | ds s“( 1l _ L ) L
! -Of t+to,a5—1m  t+to,5,6 11 {/(amt+bn,5+in+cns)2—4st
4 a Rkl 1 1
—4rt ) fdkodloko Bn,ﬁ 2 (2—p5)(x6—x4)
n=1,2 I (Ti=Ty)
i=1
i#E N
T T 1 1 1
dt | ds . .
of of s+so—11 t+to,5,6 =1 {/(amt+bn,6+m+cns)2—4st
2 22 kL 1 1 1
o
't 3 2 [ dkodlok§ BrloXan e Trr 1
n=3 a=0 II [(Ei—En)]
i=3
iEN
o0 o0
a
[ dt [ ds—= !

0 0 t+t0,5,6 =1 {/(amt+bn,6+in+cns)2—4st
(6.91)
Der Fall, dass p2 = 0 ist, muf} nicht gesondert betrachtet werden. Er ist sowohl im allge-
meinen Fall als auch im obigen Spezialfall enthalten.
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6.1.2.7 Basisintegrale fiir die Integration in s und ¢
Die Integration in s und ¢ erfordert die Evaluierung von zwei Typen von elementaren Inte-
gralen. Bereits vom Fall mit trivialem Z#hler bekannt [Cz94, Ki96, Fr96a] ist das Integral

o0 o0

1 1 1
H(a, b, c, so,to) = /dt/ds (6.92)

S s+ so—int+to—in ¢/(at + b+ in + cs)2 — 4st

Sind Abzugsterme notwendig, so mufl man weiter berechnen:
At As .
i . s’ 1
Ti(a,b,¢,50) = lim lim dt/dst+ (6.93)
0

As—ro0 Ay o0 ) to— i ¢/(at + b+ in + cs)? — 4st

Das Integral 7; wird benétigt fiir
7=0,1,2,...,25, — 2 (6.94)

Die Berechnung der Basisintegrale H und 7; wird in Anhang E beschrieben. Es sei hier
lediglich erwéhnt, dass die Integrale 7; divergent sind und nur in Summen auftreten, die
endlich sind. In Anhang E wird mit Hilfe von Abschneideparametern (cutoffs) die Kon-
vergenz und cutoff-Unabhéngigkeit der Summen der 7; im Limes divergierender cutoffs
bewiesen. Die cutoff-abhéingigen Anteile werden abgespalten und getrennt summiert. Der
verbleibende endliche Teil, welcher fiir die numerische Integration benétigt wird, wurde
separiert und implementiert.

6.2 Gedrehte reduzierte planare Topologien

Zu betrachten sind Integrale der Form:

s A~
a B 1
Dy 0, (ko + k1)" (lo + 1) s |6 o 8
= ko + k lo+1 6.95
/d ks B P X (ko +k1)* (lo + 1) (6.95)
2
sowie
5 1
by, (ko — k1)® (lo — 1) 4P o 5
= ko — k lo—1 .
/d kd~l P1P2P3P5P6 ) X(O 1) (0 1) (696)
5N
Die zu behandelnden Integrale kénnen zusammengefafit werden zu
ko & k1) (lo + 1;)°
s _ [ oo otk =4 6.97
Rio= | PiP,PyP, Py PO (697)
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Die Massendimension dieser Integrale ist in D = 4 Dimensionen:

dimp,e =+ 5 — 2 (6.98)

6.2.1 Abzugsprozedur

Da die Struktur der Propagatoren P, und P, in k dieselbe ist wie im Falle der planaren
Topologie, dndert sich bei reinen k-Abzugstermen im Vergleich zur planaren Topologie
nichts. Es ist allerdings darauf zu achten, daf§ die Linearisierung nur fiir die Version R~
(mit P5) analog zur planaren Topologie durchgefiihrt wird:

ki, = ko—k
o= -1 (6.99)
Im Falle der Version R* (mit P;) mufl aufgrund der anderen Z#hlerstruktur, wie wir
sie durch die Tensorreduktion erhalten haben, mit umgekehrtem Vorzeichen linearisiert
werden:

k6 - k() + kl

1
0= o+l (6.100)

Die Divergenzgrade berechnen sich in beiden Féllen nach (5.2) in D = 4 Dimensionen zu

W = 2—«
w = 2-p (6.101)
w = 2—-—a-p

Den Grad der Abzugsparameter berechnet man aufgrund von (5.9) zu

2—a—B+gjr+h > 0
2—a+j, > 0 (6.102)
2—06B+75 > 0

Die Wahl von jy, j; ist u.U. nicht eindeutig. Man muf§ beachten, dass bei diesen Topologi-
en nicht nur einzelne Subdivergenzen, sondern auch gemischte Subdivergenzen oder reine
globale Divergenzen sowie Subdivergenzen und globale Divergenzen auftreten kénnen. In
manchen Fillen ist die Wahl der Abzugsmultiplikatoren nicht eindeutig festgelegt. Die
Multiplikationsterme in k£ sind fiir beide Topologien analog zur planaren Topologie. Die
gesamten Berechnungen fiir Abzugsterme in k£ verlaufen analog zum planaren Fall, eben-
so simtliche Integrationen. Wir verweisen deshalb zur Beschreibung der k-Integration auf
Kap. 6.1.2. Die wenigen Schritte, welche im Fall der Topologie R hiervon durch die Linea-
risierung (6.100) im Detail abweichen, werden wir im weiteren Verlauf dieses Abschnitts
skizzieren. Die Behandlung der Terme mit &, ebenso die der Mischungsterme, kann deshalb
sehr knapp gehalten werden. Diesbeziiglich sei auf die Behandlung der planaren Topologie
in Kap. 6.1.2 verwiesen. Die Abzugsterme in [ und die Integration in diesem Schleifenimpuls
fiihren hingegen zu neuen Beitrégen.
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6.2.1.1 Abzugsmultiplikatoren in &

Wie erwihnt, gelten die Gleichungen (6.15) bis (6.17), wie sie von der planaren Topologie
bekannt sind, auch hier.

6.2.1.2 Abzugsmultiplikatoren in [

Die Abzugsterme in [ sind von einfacherer Struktur als die in k. Es liegt jeweils nur ein
Propagatorfaktor in [ vor, der &uflere Impulse enthélt. P, und Ps haben die gleiche Struktur.
Es kommt entweder nur der eine oder der andere dieser Propagatorfaktoren im Nenner der
benannten Topologien vor. Beide lassen sich schreiben zu (mit z = 4, 5)

P, = (I4p.)*—ml+in
= (lo+e) —(lLh+q) —t—m2+in (6.103)

Hingegen ist Py von externen Impulsen unabhéngig.
Die Multiplikationsterme fiir die Abzugsprozedur in [ haben die Form

Ji
£ = [ (1_ ;Vz)
lr

r=1
Ji ( P, )
— H 1— —
r=1 PSE’T
1 (I + p:c/\r)2 - mg,r
Ji
g A"" x,T
- 11 {(Ars 1) (6.104)

I+ px)\,«)2 —m2,

r=1
mit B
Z(Mrymy,) = Pl — P = (lg1) + (2@3)la + (6.105)

wobei die ¢; Linearkombinationen von externen Impulsen sind. Da der Nenner Terme bis
zur Ordnung [? enhilt, wird durch jeden Faktor von £ das UV-Verhalten des Integrals
in [ um 1 verbessert, insgesamt also um j;.

6.2.1.3 Konvergente Integrale

Die Integrale, die in 4 Dimensionen zu berechnen sind, haben nach Multiplikation mit den
Abzugstermen die Form

« B8 Jk Ji
4 ar (ko £ k)" (lo £ 1) PP, P,
= | | 1— —— | | 1—- = 1
Ra,ﬂ,jk,ﬂ /d kd'l P1P2P3PEP6 i1 Pl’iPQ,i P, (6 06)

r=1 Z,r

wobei im Fall x = 4 die Topologie R* vorliegt, im Fall x = 5 die Topologie R ™.
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Zusitzlich zu den Propagatorfaktoren in (2.9) und (6.18) treten hier im Fall R* die Pro-
pagatorfaktoren

Py = (1= Ap1)? —mj, (6.107)

auf, wobei P5 nicht vorkommt. Im Fall R~ sind die neuen Propagatorfaktoren
Py = (14 Aep2)? = m3, (6.108)

Hier tritt P, nicht auf.

6.2.2 Integration
6.2.2.1 Integration in den Winkeln und in &,

Im Falle der Version R~ verlduft hier alles analog zur planaren Topologie. Nicht so fiir die
Version R*. Aber auch im Falle der Version R* sind die Unterschiede nicht prinzipieller
Natur. Sie duflern sich lediglich in einigen Details. Fassen wir kurz die Unterschiede im Fall
der Version R bei der Integration in &k zusammen:

Fiir die Mischungsterme gilt vor der Linearisierung in beiden Féllen fiir P; der Ausdruck
(6.19). Da die Linearisierung bei der Version R mit anderem Vorzeichen vor sich geht,
nimmt P; danach die Form

Py = A+ Bz+in (6.109)

an mit

A= —2(ky+ 1) (ki + 1) = (s+t) + W (6.110)

wobei B wie in (6.23) und W wie in (6.24) definiert ist. (6.22) und (6.23) gelten nicht
mehr. Die Transformation des Integrationsmafles, die Integration iiber z und die Zerle-
gung der Wurzel, die bei dieser Integration entsteht (jetzt mit A statt mit A), geht wie
bekannt vonstatten, vgl. (6.25) bis (6.27). Die Schnitte der Wurzel werden durch folgende
Parameterdarstellung beschrieben:

z—(s+t)+WFB
2(ko + o)

kit = — —ll+i2 1

i) (6.111)

wobei z € R*. Die Kontur mu$ fiir (kg + lp) > 0 in der unteren Halbebene geschlossen
werden, fiir (kg4 ly) < 0 in der oberen Halbebene. Dies ist genau umgekehrt zum planaren
Fall. Der Wurzelfaktor hat vor Residuenintegration die Form

1

\C/(—(/ﬁ + 1)V — (s+1t) + W +1n)2 — 4st (6.112)

wobei V in (6.32) definiert wurde. Fiir die Zahlerstruktur in £ gelten die Gleichungen (6.38)
und (6.43). Die Propagatorfaktoren nehmen weiterhin die Form (6.35) an. Allerdings &ndert
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sich die explizite Struktur der einzelnen Propagatoren. Statt (6.36) gilt jetzt:

P = (ko+e1)® —2ki(ko+er+q.) —q>—s—m]+in
Py = (ko —e3)” — 2k (ko — ea +q,) — q> — s —m35 +in
Pl = (ko+ kie1)® — 2k (ko + ki(e1 + q.)) — K7q; — s —mi,; +in
PQI,i = (ko — Kie2)? — 2k (ko — Ki(ea — q,)) — Kig> — 5 — mg,,. +1n (6.113)

Dies ist ohne Auswirkungen auf den weiteren Algorithmus, weswegen dieser den Glei-
chungen (6.37) bis (6.45) und (6.49) bis (6.60) entnommen werden kann. Lediglich die
0-Funktionen sind anders: B¥, im planaren Fall in (6.46) definiert, lautet nun:

BE = —0(ko + 10)0(T) + 0(— (ko + 10))0(~T'n) (6.114)

und ist in Gleichung (6.60) einzusetzen. (6.44) bleibt giiltig, nun aber gilt aufgrund der
Bedingungen, die sich aus der Wurzelintegration ergeben: Die Kontur muf fiir (ko+17y) < 0
in der oberen Halbebene geschlossen werden. Dann trégt das Residuum von k; aber nur
bei, falls gleichzeitig Im(k;) < 0 gilt. Fiir (kg + o) > 0 wird die Kontur in der unteren
Halbebene geschlossen, es ergibt sich ein Beitrag, falls Im(k;) > 0 gilt. Das bedeutet

[, <0 und (ko+1) <0 (6.115)

oder
I'y>0 und (k’o + lo) >0 (6116)

Die Wurzel wird durch die Residuenintegration in k;, wenn der Pol vom n-ten Propaga-
torfaktor im Nenner herriihrt, zu

2

/—l>\/[— (—w-i-ll)v—(s-i‘t)-‘rm;ﬁ-in _ 4st (6.117)

Dies gilt nur fiir Version R™ mit der umgekehrten Linearisierung im Vergleich zum planaren
Fall. Auerdem ist zu beachten, daf} statt Gleichung (6.56)

T = —2k (6.118)

zu verwenden ist im Gegensatz zur planaren Topologie und zum Fall mit der reduzierten
Topologie R™.

6.2.2.2 Ziahler— und Nennerstruktur in [

Die Residuenintegration in [; ist, da hier die Struktur im Vergleich zum planaren Fall
aufgrund der moglichen Zidhlerstruktur anders ist, komplizierter als dort und dhnlich der
Integration in k;.
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Der Nenner der reinen [-Terme hat vor der Linearisierung die Form
a
Ni=PPs|[Por w=45

r=1

Nach der Linearisierung
lo — l6 =lpx

(o fiir & = 4, , = fiir & = 5) ergibt sich fiir
PlE{Pzapm,raP6} $€{475}

P,— P =lip—t+x +in

69

(6.119)

(6.120)

(6.121)

(6.122)

wobei die p;, x; von [; und t unabhéngig sind. Explizit lauten die linearisierten Propagatoren

im Fall der Topologie R* — hier gilt = = 4:

Py = (h—e)” —2h(lo— (e1+q.)) — ¢t —t —m]
P, = (lo—Xe)” = 20i(lo — Mler +¢.) — N2g2 —t —m3,
P, = g —2hly—t—m

Im Fall der Topologie R~ lauten sie mit x = 5:

Pé = (l() =+ 62)2 + 2[1([0 —+ (62 =+ qz)) — qg — 1t — mg
Pl = (lo+ Ae2)® + 20 (lo+ Ar(e2 + q.)) — Nog —t —m3,
Damit wird (in beiden Fillen)
Ji
M — ml - (llpw —t+ Xz + 7’77)([1,06 —t+ X6) H (llp:c,r —t+ Xz,r + 277)
r=1
Die Zahlerfaktoren lassen sich schreiben zu
‘%I()\r; mw,r) = %,’T = (llpz,r - t+ Xw,r) - (llpz —1 + X:v)
Fiir die Residuenintegration muf
3 1 H 2! (A, ma )
m, P'P} Py’

r=1

J
1 1 %I,T

(llpw —t+ Xz + 7;77) (l1p6 —t+ X6 + “7) g llpm,r —t+ Xw,r + i77

(6.123)

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)
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betrachtet werden. Umschreiben der Indizes und Variablenumbenennung fiihrt auf

Ji Ji
H ‘%I,'r‘ H %I,T
3 _ r1 _ ! r=1 (6.128)
mn, at2 T a2 G2 . :
[1 (0@ —t+ U, +in) [ ® [ |1+t
r=1 r=1 r=1
Setze dabei
<I>1 = Pz \Ill = Xz
Q= pe Uy = Xs r=1,....7 (6129)
(I)r—|—2 = Par \IIH-? = Xar
Der Zahler wird dann zu
2" = (1®pya — t 4 Vppg) — (1D — T+ Ty) (6.130)
Es gilt deshalb
Ji
3 [T [(h®ri2 —t+ VUpyo) — (P — t + Wy)]
Db =l (6.131)

m Jit2 (52 .
l H{Hér[ll'i‘W}}
r=1 r=1
Die Schnitte der Wurzel, die nicht {iberschritten werden diirfen, sind im Falle der Topologie
R~ dieselben wie bei der planaren Topologie, vgl. (6.61) und (6.65) sowie Kapitel 6.1.2.5.
Die Kontur muf} in derselben Halbebene wie bei k; geschlossen werden. Die Schnitte in [y
ergeben sich bei der Topologie R aufgrund von (6.117) zu:
Im(l§*) 1 1

= — 6.132
n 20+l T (6.132)

Da das Vorzeichen von T',, im Falle der Topologie R* stets das gleiche Vorzeichen sein
muf} wie dasjenige von (ko + lp) (vgl. (6.115) und (6.116)), ist diese Bedingung redundant.
Sie folgt bereits aus den Bedingungen der k;-Integration. Auch hier hebt sich ein eventu-
elles Vorzeichen, das aus der Richtung des Integrationsweges herriihren kann, durch das
zweimalige Schlieflen in der jeweils gleichen Halbebene auf.

6.2.2.3 Residuenintegration in [,

Durch die Residuenintegration in /; haben wir, wenn der Pol vom m—ten Propagatorfaktor

stammt .
—t+ U, +1in

P,
Aufgrund des Imaginérteils von [$** erhalten wir im Falle der Topologie R* einen Beitrag,
wenn gilt: Wird in der oberen Halbebene geschlossen, so muf§

- (6.133)

ko+1ly<0 und &, <0 (6134)
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sein. In der unteren Halbebene gilt entsprechend
ko+1l>0 und &, >0 (6.135)

Der Mischungsterm transformiert sich im Falle der Topologie R* zu

2

m c - En ) _t qjm ) .
S — \/[—<— 8+F L/ +q> +m)V—(S+t)+W+m —4st

= {f(amt + by + €a5)? — st (6.136)

Im Falle der Topologie R~ gilt: Wird in der oberen Halbebene geschlossen, so muf} fiir
einen Beitrag
ko+lp>0 und &,,<0 (6137)

sein. Wird in der unteren Halbebene geschlossen, so muf} gelten:
ko+1l <0 und &, >0 (6.138)

Die Wurzel wird

2

m c - En ) —t ‘Ilm ) .
. — \/K— $+F L/ +<I> +m)V—(s+t)+W+m — 4st

= \C/(amt + by + Cps)? — 4st (6.139)

Die reinen Terme in [ transformieren sich in jedem Fall (man beachte, dass die ¥,., die ®,
sowie die a; von der Topologie abhéngig zu berechnen sind) wie folgt:

Ji

Jit? I1 [(_%W@HZ —t+ \I’r+2) - (—#::Hn@1 —t+ \1’1)}

[ r=1
— — - E B .
Jit2 m Jit2 ) )
l

H P, m=1 H =t Yy +in + —t4+W,.+in
r=1 " 1 ®m &r

= r=

r#Em
gJi+2

1
- Z %in Ji1+2

m=1 1 ke, - @) — 2,9, + @, —in(®, — &,,)]

Ji
H{ [t(q)r—f—Z - q)m) + (\IIT-I—Q(I)m - \Ilm(I)r-f-Q)]
r=1

- [t(q)l - (I)m) + (\Ijlq)m - \Ijmq)l)]}
(6.140)
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Wie man an (6.123) bzw. (6.124) ersieht, werden im Limes verschwindender Grenziiber-
gangsparameter

MN=0 VY r=1,2...,7 (6.141)

auBer dem von P, bzw. Ps herrithrenden ®; alle anderen ®; gleich (fiir ®; = pg ist dies
unabhingig von den Grenziibergangsparametern, da in Py keine dufleren Impulse vorkom-
men):

Im Fall der Topologie R™ gilt
Q= -2l (6.143)
Im Fall der Topologie R~ gilt

Weiteres Umformen der residuenintegrierten reinen Terme in [ fiihrt auf

E/AN . !
‘ﬁl 1@2 — @1 t+ t0,271 - Z’I]
1 1
+B! ,
2@1 — (I)Q t+ t0,1,2 —m
Ji S git2
[T {1Q2(¥rs2 — W2)] = [E(®1 — ) + (V12 — Wp®y)]} — Q7 [] [-02 + T, ]
+%l r=1 r=3
2 _ Jit+2
Qa [t(cbl — Q) + (—@1\112 + Q\Ill)] H [—\112 + \IIT]
r=3
Ji
- [T (Y20 = U Q)] = [t(P1 — Q) + (12 = ¥, 04)]}
Ji+ r=1
1 r+2#m
N Z B, Git2
m=3 Qo H [_qlm + \I]r]
rEm
(6.145)
wobei
_cbrq]m + (I)mq]'r
to.rm = .14
0 ®, — @, (6.146)
Da nur
-, v (2 -0,y + QU
to = torn = 1Yo + QoW 1Wo + 1 (6.147)

o, — b, a o, — 0
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benétigt wird, schreibt sich das Ergebnis mit

A = (Q-2)
Bry = Q45— Uy) — (1,9 — T,,3))
= QW —¥p)+Cn
Co = (0,0, — QU)) (6.148)

unter Verwendung der Parameter Y ,,,, die sich bestimmen gemé&f

Ji

CGit2
H [At + Bg,r] — 7 H [\I’r - \I’Q] si—1
r=3

r=1 b
= Yot 6.149
[At + C,] ; .2 (6.149)
und
Ji Ji—1
[T At+Ba,)| =) Yiut® fir m=34,...+2 (6.150)
o8
zZu
3 2 1 1
= — Y Bl :
‘ﬁl —1 2 1+ to — 1
m= H ((I)r - (I)m)
r=1
r#m
Jit+2 1 Ji—1

1
§ l § b
- %m Qir 5it+2 K”mt
m=2 I [T, — T, b=0

r#m
(6.151)

(6.151) gilt auch, falls eine oder beide auslaufenden Massen verschwinden, falls also
pP=0 fir =1 oder i=2 (6.152)

gilt. Die B! hingen von der Topologie ab. Fiir die Topologie R™ gilt aufgrund von (6.134)
und (6.135):
B, = 0(—(ko +10))0(=Pra) — (ko + 10)0(®yn) (6.153)

m

Fiir die Topologie R~ ergibt sich wegen (6.137) und (6.138):

B, = 0(ko + 10)0(—Prm) — 0(—(ko + 10))0(Prm) (6.154)
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6.2.2.4 Zusammenfassung der Residuenintegrationen

Graphisch konnen die konvergenten Masterintegrale dargestellt werden als:

+ . .
aaﬂa]ka]l

m, m,
p p my
= Mo = Tij —Y

my

j

+2ige | X (ko + k1) (o + 1n)°

Ty

T

p2

(6.155)

m;

—+ 2 g,r (\ = /:‘, X (k() — kl)a(lo — ll)’B

s,

(6.156)

Dabei jeweils iiber gleiche Indizes bei ,,Produkten“ von Massen mit Koeffizienten zu sum-
mieren. Die Koeffizienten bestimmen sich aus (6.106) im Limes verschwindender &;, A, fiir
alle 7, r.

Nach den Residuenintegrationen in £; und /; lauten die Integrale
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ko £ 1 )"‘(lo ill)ﬂ . :
d4kd4l( 0 0 JCUw) £
/ PP, P, P, Fs

aBirdi

:—Mq%mmmng% — T
n=1,2m=1 I[I @i-Ta) I (2r—®m)
iZn Y Zm

dt [ ds—————— :
{ { stso—in t+to—1in {/(amt+bn,m+in+6ns)2—4st

2jp+2 2 2jp—2

+47T Z E Z fdkodlokaloﬂszmea,n 2 ! 212 ! T2j1k_1
n=3 m=1 a= 1:[1 (Br—®m) H [(Ei—En)]
rEm izn

dt d 5@ 1
‘({‘ ‘({‘ t+to—in \/(amt+bn m+Z77+C"s)2 4st

Jit Ji—1
+rt [ diodlokgll S }jiB 23}2m S TR e
n=1,2 m=2 11;[1 (Ti—Th) I [¥—Tn]
i#n ity

dt L
f f 3"'50 in \/(amt—l—bn m+intcns)2—4st

29k +2 51+2 255 —2 5;—1

—4rt Z Z Z Z fdkOlekalngLmea,nY;hm 25512 : e :
n=3 m=2 a= ']:[3 (Bi—En)] ]:[2 (U, —Tp]
iAn vt m
o0 o0
11 59t
TE=T Q1 ‘({ dt ‘0[ ds {/(amt+bn,m+in+cns)2f4st

(6.157)

wobei sich die Y}, nach (6.149) und (6.150) bestimmen, die X,, nach (6.59). Die I';, =,
bestimmen sich aus (6.35), (6.36) bzw. (abhéngig von der Topologie) (6.113) sowie (6.41).
Die ®,, ¥, berechnen sich mit (6.122), (6.123) bzw. (6.124), sowie (6.129).

Es gilt im Falle der Topologie R*:

Cn = __(1+_2Q@;tkﬁ> (6.158)
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sowie im Falle der Topologie R™:

2(ko + 1o)
m = —l+—
a + o,
bum = W —2(ko+ o) Zn g Im
n,m 0 0 Fn (I)m
2(ko +1
o — 14 2kotl) (6.159)
Iy
wobei
W = (ko + lp)* — mj (6.160)
und
T=0, i=34,...,2+2 (6.161)
Q=& r=23,....5+2 (6.162)
In allen Féllen gilt (6.88). Weiter gilt
—=o + =511 -, Uy + QU
_ P 6.163
%0 T — Ty 0 3, — O (6.163)

Die Theta—Funktionen, die die Grenzen der numerischen Integrationen festlegen, bestim-
men sich zu

B = 0(ko + 1o)0(I'n)0(P) + O(— (ko + 16))0(—L'5)0(— ) (6.164)
im Falle der Topologie Rt sowie
B = 0(ko + 10)0(=T)0(=Pyn) + 0(— (ko + 16))0(L')0(Pr) (6.165)

im Falle der Topologie R~. Die beitragenden Integrationsgebiete finden sich in Anhang F.
Wie im Fall der planaren Topologie setzen sie sich aus Dreiecken zusammen. Hier zeigen
wir die Dreiecke graphisch. Die Beitriige im Fall der Topologie R sind in Abbildung 6.2
aufgefiihrt, die Beitdge der Topologie R~ in Abbildung 6.3.

6.2.2.5 Basisintegrale fiir die Integration in s und ¢

Die Basisintegrale in s und ¢, welche in nichtverschwindenden Integrationsgebieten auftre-
ten, sind dieselben wie die im Fall der planaren Topologie zu berechnenden, (6.92) und
(6.93). Dabei wird 7; aus (6.93) bei Abzugstermen in k£ wie im Fall der planaren Topologie
benétigt fiir

i=0,1,2,...,25 — 2 (6.166)

Wird in [ abgezogen, so mufl man lediglich anstatt 7;(a, b, c, so) das Integral 7;(c, b, a, o)
verwenden. Die Integrale 7; werden hier fiir

=012 ..., -1 (6.167)
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Abbildung 6.2: Gebiete der numerischen Integration im Fall der Topologie R™
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Abbildung 6.3: Gebiete der numerischen Integration im Fall der Topologie R~
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benétigt. Die Integrale

A A
, . 5P
Sop= lim lim [ dt [ ds _ (6.168)
As—00 Ag—00 J </(at + b+ in + cs)? — 4st

0

treten nur in Integrationsgebieten auf, die im Limes verschwindender Grenziibergangspa-
rameter nicht mehr beitragen. In Abschnitt 6.5 beweisen wir, daf§ hierbei die Integranden
in kg, [y endlich bleiben.

6.2.3 Symmetrien der Integrale

Die UV-endlichen Integrale mit reduzierter planarer Topologie haben urspriinglich die
Form:

ko + k)% (lo + )P i PP, \ 4 P,
RY,. . = d4kd4l( 0 R 1——= 6.169
o,B,Jkd1 / P,P,P3P, P; g Pl,i P2,i le[l P ( )

4,r
bzw.

- o)y (ko — k)2 (lo — 1)? 1 PP\ Ps
= 1 — —— 1 — = A
R s / a1 ]j[1 BB, [I{1-5 (6.170)

re 5,r

Linearisiert werden die beiden Integrale mit umgekehrtem Vorzeichen, und zwar im Falle
der Topologie R", in welcher P5 gekiirzt ist, mit

k6 == k0+1€1

ro— b+l (6.171)
Im Falle der Topologie R~, in welcher P, gekiirzt ist, wird mit

ki, = ko—k

%0 _ ZOO_ zll (6.172)

linearisiert. Durch diese Umformungen sind die Faktoren im Z#hler nach Linearisierung in
beiden Fillen gleich, ndmlich

(k§)* (15)" (6.173)
Transformiert man nun in R’ Buin g
,0,0k,J1
ky — —kj ly — =l (6.174)
und
my mo
(m (72 )
my msy
my; | — | M2, Vi=1,...,0k Vr=1,...,5 (6.175)
Mo My,
my r ms p

\e ) e
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(wobei die Reihenfolge der i,r weiter beliebig vertauscht werden kann, wenn man auch
die k;, A, entsprechend umordnet), so erhiilt man bis auf ein eventuelles Vorzeichen das
Integral R Es ergibt sich

ayﬂ’jkyjl'

o (ko + k) (lo + 1h)P L PP\ { Py
1— 2 1- 2
[ =55, 1

P4,r

ko — k)% (lo — 1)P PP\ { Ps

— (=1)otP d4kd4l(° ! || 1— —1 || 1— =
(=1) / PP,P, PPy | PPy ) L P,
=1 r=1 )

Dies erkennt man beim genauen Betrachten der expliziten Form der Propagatorfaktoren
nach Linearisierung, wenn man weiter

(6.176)

P Py
P, P
P, P
PM — P2,z’ (6.177)
P. 2, P 1,
Py, P,

transformiert. Dadurch ergeben sich Testmoglichkeiten fiir die numerischen Untersuchun-
gen. Wir werden diese Symmetrien anhand konkreter Beispiele in Kapitel 7 demonstrieren.

6.3 Schnitte und Landau—Singularititen

Bei der Integration von Feynmanintegralen kann der Integrand im Integrationsgebiet Sin-
gularitdten aufweisen. Unter Umsténden wird das Integral dann divergent. Ein Beispiel
hierfiir sind Endpunktsingularititen, das sind Singularititen am Rand des Integrationsge-
biets. Das Integrationsgebiet ist im Falle von Feynmanintegralen unbeschrinkt, der Rand
befindet sich sozusagen im Unendlichen. Die Endpunktsingularititen kénnen bei Feynman-
integralen UV-Divergenzen verursachen, vgl. Kap. 5. Mit Hilfe der dimensionalen Regulari-
sierung werden diese Singularitdten und die daraus folgenden Divergenzen rechentechnisch
behandelt und bei der Renormierung beseitigt.

Es konnen aber auch innerhalb des Integrationsgebiets Singularitdten des Integranden auf-
treten, welche in manchen Fillen zu weiteren Divergenzen der Feynmanintegrale fiihren
kénnen. Diese konnen in manchen Féllen nicht regularisiert werden, da es sich um echte
physikalische Divergenzen handelt.

Mit Hilfe der Landau—Gleichungen [Lab9] kann fiir ein beliebiges Feynmanintegral unter-
sucht werden, ob dieses Integral Divergenzen enthilt und welcher Art sie sind.

Wir leiten die Landau—Gleichungen Darstellungen von [La59, B601] folgend in Anhang I
her. Wir untersuchen dort auch, welche Singularitdten in den fiir uns relevanten Integralen
auftreten konnen. Hier wollen wir die wichtigsten Ergebnisse zusammenfassen.
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Dabei werden wir insbesondere Massensingularitdten untersuchen. Das sind Singularititen,
die nur durch die auftretenden Massen, nicht aber durch die Richtungen der Impulse be-
stimmt werden.

Die wichtigsten Massensingularitéten sind diejenigen, welche durch Schnitte der Feynman-
graphen beschrieben werden. Anschaulich treten dann Singularititen auf, wenn beim Zer-
schneiden eines Graphen die Energien ausreichen, damit innere Teilchen reell und damit
erzeugt werden konnen. Diese Schnitte konnen durch Anwendung der Cutkosky—Regeln
sehr einfach bestimmt werden [Cu60]. Eine ausfiihrliche und verstéindliche Erlduterung der
Cutkosky—Regeln findet man z.B. in [Fr96a].

Wir wollen die in Anhang I hergeleiteten Schnitte und Landau-Singularitéiten der in die-
sem Kapitel behandelten Masterintegrale mit den Parametern im P/O-Raum in Beziehung
setzen. Insbesondere wollen wir dabei untersuchen, welche Zweiteilchen— und Dreiteilchen-
schnitte auftreten konnen.

Wir setzen die Zweiteilchen— und Dreiteilchenschnitte mit den Parametern b, ,,, so, 2o, wel-
che Basisparameter der Endformeln fiir die Masterintegrale sind, vgl. die Abschnitte 6.1.2.6
und 6.2.2.4, in Beziehung. Die hierzu notwendigen Berechnungen werden in Anhang 1.3
durchgefiihrt. Hier wollen wir lediglich kurz die Ergebnisse zusammenfassen. Wie wir in
Anhang 1.3 zeigen, stehen Schwellen immer in Bezug damit, dafl mindestens einer der Para-
meter by, m, So, to im Integrationsgebiet Null wird. Ein Imaginérteil geht im Fall der von uns
betrachteten Masterintegrale immer mit negativem s,, negativem %, oder positivem b ein-
her. Dies ersieht man an der Herleitung der analytisch berechneten Basisintegrale in s und
t in Anhang E. Alle Beitrige zum Imaginérteil enthalten einen Faktor 6(—sy), 6(—to) oder
6(b). Besonders leicht ersichtlich zeigt sich dies an den analytischen Endformeln der cutoff-
unabhingigen Anteile der neuen Basisintegrale, welche von den Abzugstermen herriihren,
da diese eine geschlossene Form aufweisen, vgl. Anhang E.7.

Die von uns im Folgenden gewihlte Darstellung basiert darauf, in die jeweiligen Feynman-
graphen die Schnitte einzuzeichnen. An die Schnitte werden dabei jeweils auf der einen
Seite die Massenkombinationen, bei welchen diese Schnitte auftreten, notiert. Auf der an-
deren Seite werden die damit in Bezug stehenden Parameter des P/O-Raums notiert.
Diese Parameter nehmen in Teilen des Integrationsgebiets die entsprechenden Vorzeichen
an, welche ebenfalls notiert sind. In diesen Féllen entstehen Imaginérteile der Integranden.
Wie die Analyse in Anhang 1.3 zeigt, korrespondieren bei den Massen wie in Abbildung
6.4 notiert die Zweiteilchenschnitte mit den Parametern wie in Abbildung 6.5 und die
Dreiteilchenschnitte mit den Parametern wie in Abbildung 6.6 notiert. Der Abzugsterm
setzt sich nach Partialbruchzerlegung zusammen aus Topologien der Form wie in Abbildung
6.7 dargestellt. Wir wihlen dabei den Beitrag mit Masse m, 1, alle anderen Abzugsterme der
planaren Topologie haben eine analoge Form. Die Zweiteilchenschnitte der Abzugsterme
in den Féllen

p® > (my + ms)? bzw.  pi > (my + me)? bzw.  p3 > (ms+me)® (6.178)
sind dabei analog zum planaren Fall mit den jeweiligen

to=0 (6.179)
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Abbildung 6.4: Massen— und Impulsindizierung bei der planaren Topologie
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Abbildung 6.5: Zweiteilchenschnitte der planaren Topologie
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Abbildung 6.6: Dreiteilchenschnitte der planaren Topologie
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P 2
) P2 > (M3 + M5+ my )

N
N2 2
p1> (M3 +my +myy)

Abbildung 6.7: Generischer Abzugsterm fiir die planare Topologie, Schnittstruktur

Zur graphischen Darstellung siehe die Abbildungen vom planaren Fall. Andere Zweiteil-
chenschwellen (so = 0) existieren hier nicht, da so kein Parameter der Abzugsintegrale ist.
Bei den Abzugstermen korrespondieren die neu hinzu kommenden Dreiteichenschnitte mit
den Parametern wie in Abbildung 6.7 notiert. In dieser Abbildung ist zu beachten, daf} der
Index 3 bei b3 4/5 nicht von mg herriihrt, sondern von der Umnummerierung der Indizes in
(6.41), also mit my; korrespondiert. Bei einem Dreiteilchenschnitt ist mg immer relevant,
da mg in alle b; ; als Parameter eingeht. Alle anderen Beitrége, die von Abzugstermen in
k herriihren, haben dieselbe Schnittstruktur.

Bei den reduzierten Topologien dndert sich nichts Wesentliches, auch nicht bei Abzugster-
men in [, weil bereits der Propagator Py dieselbe Impulsstruktur besitzt wie Abzugsterme
in [. Die Schnitte lassen sich durch Partialbruchzerlegung topologisch immer auf diese Form
bringen. Aufgrund dessen, dass ein Propagatorfaktor gekiirzt ist, gibt es allerdings weni-
ger Schnittmoglichkeiten. Wir wollen auf die graphische Darstellung hierzu aufgrund ihrer
Trivialitét verzichten.

Die anderen Landau-Singularititen, welche von den fithrenderen Singularitéiten der wei-
teren Subgraphen der planaren Topologie (mit mehr als drei Propagatoren) herriihren,
werden in Anhang I berechnet.

6.4 Numerischer Grenziibergang

Zu Vergleichszwecken haben wir die in diesem Kapitel behandelten Masterintegrale auch
mit endlichen k;, A, evaluiert und durch einen numerischen Grenziibergang die Werte bei
Kiy A = 0 bestimmt. Numerische Vergleiche fiir Integrale, wie sie mit dem analytischen
Grenziibergang berechnet wurden, finden sich im néchsten Kapitel.

Der Algorithmus des numerischen Grenziibergangs unterscheidet sich von den oben be-
schriebenen insbesondere dadurch, daf§ als einziges Basisintegral in s,¢ (6.92) auftritt. Die
Integrale (6.93) treten hier nicht auf. Alle Basisintegrale in s,t sind wohldefiniert.

Weiter sind die Grenzen der Integrationsgebiete teilweise von den Grenziibergangspara-
metern abhéngig. Es gibt einige Beitridge, welche im Limes verschwindender Grenziiber-
gangsparameter zu Punkten degenerieren.
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Wir wollen auf eine ausfiihrliche Darstellung des Algorithmus verzichten. Das Endergebnis
lautet fiir die planare Topologie

Po = /ﬁ%#z(“_k”xxﬁw

PPy P3Py P5 Py
P S ki 1
_ a p
= —4r Z Z f dkOlekO B’n,m 2 +2 s
n=1 m=4 II @-Tn) II (pi—pm)
i=1 j=4
i #En iF#Em
2jk+2 6 00 oo L L )
XinY; dt | ds . .
Z:l 12;4 o J’mof of $+80,in =80 00,4.m =1 { /(@ t4bp,m +in+cns)?—dst
i#En i#Em
(6.180)
wobei sich die X, aus einer Partialbruchzerlegung bestimmen:

Jk
11 [(s4+s0,2i4+1,n)(5+50,2i42,n)(T2i41—Tn)(T2i42—Tn)—(5+50,1,n)(5+50,2,n ) (T1—Cn) (T2 —Tx)]
i=1

27 +2
[T (s+s0,6,n—1n)
1
25 +2
— 2 Xi,n
; 5+50,i,n =11
=1
i#En

Die Y, ,, sind wie im analytischen Fall, vgl. (6.74).
Fiir die reduzierten planaren Topologien ergibt sich

ko £10)*(lo £11)P .
RE . = d4kd4l( KCUr) £ G
R / PiPyP,P, P
Jk_ Ji 5
= —47T4 Z Z fdkodlokglo%zl’m 2 t2 L e 1
n=1m=1 '1:[1 (T;—T%) ]:[1 (B, —®m)
iZn igm
22 Git+2 X ) X
;::1 ;::1 Xi,nY;‘,mdedts—Fso,i,n—in F00.6m 1 § [{am -+ b+ i+ Cn 52—t
i#En i#Em
(6.182)
wobei sich die Y, ,, in diesem Fall bestimmen aus
Ji
[TH(®1—Pm)(t+t0,1,m) — (Pryo — P) (E + tort2,m)] Ji+2 v
r=1 r,am
jl+2 ) = t + tO o — ,”,] (6183)
U1 [t + tO,r,m - 7’77] ::m w
r#m

Die Integrationsgebiete finden sich fiir alle drei Topologien in Anhang F.
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6.5 Verschwindende Integrationsgebiete

Im Limes k — 0 und/oder A — 0 degenerieren einige der beitragenden Integrationsge-
biete zu Punkten. Gleiches gilt in den Féllen p? — 0 sowie p3 — 0. In diesen Fillen
mufl untersucht werden, werden, ob diese Grenziiberginge erlaubt sind. Es muf} sicherge-
stellt werden, daf die Integranden nicht gleichzeitig divergieren. Dies kann durch geeignete
Transformationen vor dem Grenziibergang nachgewiesen werden. Im Fall von verschwin-
denden Grenziibergangsparametern gehen wir von den Darstellungen fiir den numerischen
Grenziibergang in (6.180) bzw. (6.182) aus.

6.5.1 Planare Topologie

Unter Verwendung der Darstellung

mit d; > 0 konstant und positiv transformieren wir fiir die planare Topologie in (6.180)
gleichzeitig

k() — k6 = k‘o/ﬁ)
A (6.185)
mit
K — 0 (6.186)

Im Grenzfall verschwindenden Grenziibergangsparametern x; divergieren die s ;,, wenn
man nicht vorher die Transformation (6.185) durchfiihrt. Durch (6.185) werden die s,
endlich.

Weiter divergieren in (6.180) ohne die Transformation (6.185) die Faktoren der Form

1

) (6.187)
[I Ti—T4)
i=1
i#En
Sie verhalten sich wie )
o (6.188)

Durch die Anwendung von (6.185) werden auch diese Faktoren im Produkt mit der spezi-
ellen Zahlerstruktur der Masterintegrale endlich. Denn: Setzt man (6.185) iiberall ein, so
wird ersichtlich, dass keine divergierenden Komponenten mehr auftreten, falls

k<3 o a<d (6.189)

gilt, also bis zu quadratischen UV-Subdivergenzen in k. Die Ursache hierfiir liegt in der
speziellen Zahlerstruktur der Masterintegrale, durch welche im Zahler zuséitzliche Faktoren

der Form . _
k2 k39 (6.190)
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entstehen, sodafl wir insgesamt fiir die Summanden mit n > 2 und m = 6 als Vorfaktor
K>k (6.191)

erhalten, was fiir j; < 3 konvergent ist, fiir j, > 3 aber divergiert. Die anderen Summanden
sind analog zum skalaren Fall und unproblematisch.

Der oben ausgearbeitete Algorithmus kann in jedem Fall angewendet werden fiir die in
unserem Fall auftretenden Divergenzen, welche maximal linear sind, d.h. a < 3.

Es zeigt sich aber auch, daf fiir UV-Divergenzen hoheren als quadratischen Grades weitere
Untersuchungen vonnéten sind, falls der Algorithmus weiterhin angewendet werden soll.
Da dies an dieser Stelle und bei allen innerhalb des SM notwendigen Berechnungen zur
zweiten Ordnung O(a?), wenn man in Feynman—Eichung rechnet, aber nicht benétigt wird,
haben wir dies nicht nidher betrachtet.

6.5.2 Gedrehter reduzierter planarer Fall

Der Beweis verlduft hier nahezu wie im vorigen Abschnitt. Der Unterschied liegt lediglich
darin, dafl nun das Verschwinden von Integrationsgebieten durch gleichzeitige Grenziiber-
gange

ki, Ar — 0 (6.192)

verursacht werden kann. Dabei gibt es leichte Verdnderungen in den Vorfaktoren der vom
Schleifenimpuls [ herriihrenden Beitrige. Unser Ausgangspunkt ist (6.182).
Setzen wir

Ki = X;€ Ar = Y€ (6.193)

mit x;,y; paarweise verschieden, aber positiv und fest, und ¢ = 04, so erhalten wir nach
den Transformationen

]CO — koE (6194)
l() — l06 (6195)
die relevanten Vorfaktoren zu
C, = P 2etl (6.196)
C, = €a+ﬂ—2]'k+1—jz (6.197)
C3 = P (6.198)

wobei die C; von der Kombination n > 2, m < 2, die C, von der Kombination n < 2, m > 2
sowie die C3 von der Kombination n > 2,m > 2 herrithren. Die Beitrige mit m = 2
konnen in Terme aufgespalten werden, welche teilweise zu den vom skalaren Fall bekannten
Anteilen beitragen, sowie in solche, die von den Abzugstermen herriihren, vgl. Kap. 6.2.2.3.
Deswegen tragt m = 2 sowohl zum skalaren Anteil als auch zu den Abzugstermen bei.

Zu berechnen sind jeweils nur diejenigen C;, 2 = 1, 2, 3, welche konkret auftreten. Ist ein Ab-
zugsterm in einem Schleifenimpuls fiir einen bestimmten Schleifenimpuls nicht vorhanden,
macht die Berechnung von C; diesbeziiglich keinen Sinn.
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Das jeweils ungiinstigste Verhalten desjenigen C;, 7 = 1,2, 3, welches auftritt, bestimmt die
Grenzen der Anwendung unseres Algorithmus. Sind alle C; konvergent, kann der Algorith-
mus angewendet werden, divergiert einer, sind eingehendere Untersuchungen notwendig,
ob der Algorithmus trotzdem angewendet werden kann.

Eine Untersuchung aller von uns benétigten Félle ergibt, dal die Abzugsprozedur bei
allen Masterintegralen, wie sie in SM—Rechnungen bei Verwendung der Feynman-Eichung
auftreten konnen, keine neuen Divergenzen im Limes xk, A — 0 verursacht.

Das Konvergenzverhalten der durch (6.193) definierten € durch Abzugsterme in [ giinstiger
beeinflufit. Insgesamt kénnen wir festhalten, dafl, wenn wir nach Moglichkeit in [ abziehen,
Integrale mit Zahlerfaktoren in & bis zur Potenz o = 3 durch die in Kapitel 5 entwickelten
Abzugsprozedur regularisiert werden, ohne daf§ in Teilbeitrdgen kiinstliche Divergenzen
eingefiihrt werden. Fiir Zahlerfaktoren in [ gibt es keine Begrenzung. Diese Aussage gilt
auch fiir das gleichzeitige Auftreten von Zéhlerfaktoren in k£ und [.

Die maximalen méglichen Tensorgrade der planaren Topologie im Standardmodell bei Be-
rechnungen in der Feynman-Eichung sind k3I*, was sich fiir die reduzierten gedrehten
planaren Topologien durch die Tensorreduktion zu k®I® verringert. Fiir die Graphen mit
(gedrehter oder nicht—gedrehter) reduzierter planarer Topologie ist der maximal mégliche
Tensorgrad im SM bei Verwendung der Feynman—Eichung ebenfalls k*/3. Damit enstehen
bei SM—Rechnungen maximal Beitrége mit

a B gk g G C C
3 3 2k 23l eé 622 eg (6.199)
denn die Divergenzgrade einer (gedrehten) reduzierten planaren Topologie mit dem Zahler
k31® betragen ohne Regularisierung durch Abzugsprozedur nach (5.2)

W = -1
w = -1 (6.200)
w = —4

Nach Abzugsprozedur mit j, = 2, j;, = 3 ergibt sich, daf (5.9) nun erfiillt ist:

wH+g+nn =1 > 0
wg+3 =1 > 0 (6.201)
wi+n = 2 >0

Dabei bleiben alle C;, 7 = 1, 2, 3, konvergent.

6.5.3 Masselose Endzustinde

Fiir diese Untersuchungen kénnen wir von den durch analytischen Grenziibergang erzeug-
ten Formeln in Kap. 6.1.2.6 und 6.2.2.4 ausgehen. Die méglichen Quellen fiir divergierende
Parameter oder Faktoren sind dieselben wie im vorausgegangenen Abschnitt. Die Proble-
me, welche in diesem Grenzfall auftreten konnen, treten bereits beim skalaren Fall auf
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[Cz94]. Durch das Auftreten von Abzugstermen entstehen im Vergleich zum skalaren Fall
keine neuen Schwierigkeiten, da dann die Quellen fiir mégliche Divergenzen der sg, ty bzw.
der Vorfaktoren der Nenner durch Differenzen der I'i o, der ps5 bzw. der ¥y zu suchen
sind, diese aber bei analytischen Grenziibergang im jeweiligen Schleifenimpuls in den Ab-
zugstermen verschwinden. Die Grenziiberginge

pl — 0 und/oder  p2 — 0 (6.202)

sind daher jeweils im Wesentlichen analog zum skalaren Fall. Um die dadurch auftretenden
Schwierigkeiten im Grenzfall masseloser Endzustinde zu vermeiden, haben wir fiir den
planaren Fall eine dahingehend angepasste Darstellung ausgearbeitet, vgl. Kap. 6.1.2.6.
Diese erweist sich sofort als konvergent.

Die Formeln fiir die gedrehten reduzierten planaren Topologien enthalten, bedingt durch
die Impulstransformationen (6.99) bzw. (6.100), bereits keinerlei problematische Faktoren
mehr, sodal auch hier das Verschwinden von Gebieten die Konvergenz des Integranden
nicht beeintrichtigt.

6.5.4 Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, dafl im Falle von verschwindenden Integrationsbereichen im Limes
verschwindender Grenziibergangsparameter und/oder Endzustandsmassen die Konvergenz
der Integranden in den von uns bendétigten Fillen stets gewihrleistet ist.

Es hat sich aber auch gezeigt, daf§ fiir hohere Tensorgrade diesbeziiglich beim jetzigen
Kenntnisstand keine Aussage getroffen werden kann. Wenn derartige Integrale mit unserer
Abzugsprozedur regularisiert werden sollen, dann miissen zuerst weitere Untersuchungen
durchgefiihrt werden. Obige Beweisfiihrung legt allerdings nahe, dafl unser Algorithmus
zur Berechnung der UV-endlichen Anteile der Masterintegrale ab gewissen Tensorgraden
und/oder bestimmten Abzugsmultiplikatoren zumindest in der vorliegenden Form nicht
mehr verwendet werden darf.

Die im Standardmodell bei Verwendung der Feynman-Eichung maximal méglichen Ten-
sorgrade des Zihlers der planaren Topologie sind

K1t (6.203)

Fiir die die gedrehten reduzierten planaren Topologien, wie sie nach Tensorreduktion ent-
stehen konnen, reduziert sich dies auf maximal

K3 (6.204)

Diese Tensorgrade sind auch die grofftmaoglichen bei (gedrehten) reduzierten planaren Gra-
phen, die direkt im SM bei Verwendung der Feynman-Eichung entstehen.

Alle diese Beitrage konnen mit unserer Methode uneingeschrénkt evaluiert werden, ohne
dafl Probleme aufgrund verschwindender Integrationsgebiete zu befiirchten sind.
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Die numerischen Integrationen werden mit dem Monte—Carlo Integrationsprogramm VE-
GAS [Le80, Kr97] und teilweise zu Vergleichszwecken mit dem Programm Divonne aus der
Programmbibliothek CUBA [Ha04] durchgefiihrt. Eine kurze Beschreibungen aller, teilwei-
se lediglich zu Testzwecken verwendeten, Programme haben wir in Anhang G zusammen-
gestellt. Die von uns nach Tests verschiedenster Integrationsroutinen zur weiteren Verwen-
dung favorisierten Programme sind insbesondere VEGAS sowie Divonne. Zu einer Darstel-
lung der Berechnung der Fehlerabschitzung von Monte-Carlo—Integrationsmethoden siehe
z.B. [K105].

7.1 Vergleiche mit Literaturwerten

Fiir skalare Integrale mit trivialem Zahler kénnen wir mit Literaturwerten vergleichen. Wir
werden uns hier auf die Zusammenfassung der Ergebnisse beschrinken und in Anhang H
fiir sdmtliche uns bekannten Ergebnisse aus der Literatur Vergleichswerte vorlegen. Die
Abweichungen lagen im Rahmen der numerischen Fehler, wie sie fiir numerische Integra-
tionen zu erwarten sind, im Realteil und meist auch im Imaginérteil im Promillebereich
und besser. Selten kamen Abweichungen im Bereich von bis zu einem Prozent vor. Wir
haben fiir die planare Topologie verglichen mit:

e In [Cz94] werden keine Werte angegeben, sondern Graphiken. Wir reproduzieren
die Abbildungen 6, 7, 8 und 9 von [Cz94]. Wir konnten dariiber hinaus mit einem
Programm von A. Frink [Fr01] eine Auswahl von vielen einzelnen Punkten dieser
Abbildungen erfolgreich (d.h. mit Abweichungen im Promillebereich) vergleichen.

e Die Werte aus [F194b, F194a] konnten wir, wie bereits von [Cz94] durchgefiihrt, noch-
mals erfolgreich nachrechnen.

e Die in [Fr96b] zu findenden Integrale fiir die planaren und gedrehten reduzierten
planaren Topologien konnten bestétigt werden.

e Es konnten die in [Fe04] berechneten Integrale der Klasse V#*! (das ist die planare
Topologie), welche zeitartige Zerfallsteilchen aufweisen, d.h. die in [Fe04] auf S. 60
aufgefiihrten Integrale fiir Z* — bb, Z* — tt und H* — bb, erfolgreich getestet
werden.

7.2 Integrale mit Abzugsterm

7.2.1 Vergleich von analytischem mit numerischer Grenziiber-
gang

Zu Testzwecken und um die Stabilitdt der numerischen Evaluation der Masterintegrale zu
demonstrieren, werden in den folgenden Beispielen numerische Grenziibergéinge mit ana-
lytischen verglichen. Es werden Integrale abhingig von den Grenziibergangsparametern,
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welche gegen Null gehen, inklusive Fehlerbalken, dargestellt. Die Werte, die durch analy-
tisch berechnete Grenzwerte erzeugt werden, werden in die Graphiken als Horizontale ein-
gezeichnet. Die Fehlerbalken der analytischen Ergebnisse werden dquidistant eingezeichnet.
Diese sind von den Grenziibergangsparametern unabhéngig und sind nur deshalb mehrere
Male vermerkt, damit der Leser sie mit den Fehlerbalken des numerischen Grenziibergangs
vergleichen kann.

Es sei noch vermerkt, daf} eine durchgezogene Linie in den folgenden Graphiken von VE-
GAS herriihrt, eine gestrichelte von Divonne.

7.2.1.1 Beitriige zu sin® Hl?t

Im Hinblick auf die Anwendungen auf den Z°-Zerfall wihlen wir fiir die Massen in diesem
Abschnitt folgende Werte [Pd05]:

My = 91.1876 GeV My, = 80.426 GeV my = 178 GeV mp=my =0 GeV
(7.1)
Wir kénnen zwar technisch bei der Integration die Masse des b—Quarks von Null verschieden
wahlen. Da wir bei der Spurberechnung aber bereits m;, = 0 angenommen haben, was nach
[Fr99] erlaubt ist, wollen wir dies in diesem Abschnitt verwenden.
Wir werden folgende Integrale untersuchen:

12

d"kd"1 (ko — k)" 20 —t t|f ko — k)2 7.2
Py PyP; P, P5 P t X (ko — k1) (7.2)

w-
ko — k1) ]

de'le (0 ! e lr x (ko — k 3 73

/ P1P2P3P4P5P6 f (0 1) ( )

12
RS

., (ko + k1)*(lo + 11)*

4

/d k™! P, P,P; P, P (7.4)
b, (ko + k)%(lo + 1)

/ dPkdPl P P, D PP, (7.5)

/dele(kO —ki)(lo — )

P, P, Py P Ps X (ko —ki)(lo— 1) (7.6)

Jedes dieser Integrale tritt bei der Berechnung eines der Fédynmandiagramme auf, die fiir
den Z°Zerfall ben6tigt werden.
Diese Integrale enthalten UV-Divergenzen. Wir verwenden die Abzugsprozedur

T = 7;om) + 7:11'11 (77)
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nach Kapitel 5 und Kapitel 6 und berechnen die konvergenten Anteile nach Kapitel 6.
Dabei wéhlen wir Abzugsmassen, welche insbesondere das Einfiihren moglicher neuer Sin-
gularitédten verhindern. Die Summe von konvergentem Integral und den Abzugstermen mufl
unabhingig von der Wahl der Abzugsmassen sein. Dies ist zu testen, sobald die bekannten
Integrationsmethoden zur Integration von Zweischleifenvertexfunktionen mit Zweipunkt-
subloop implementiert sind [Ba94a, Ba94b, Po97], was in einem Folgeprojekt durchgefiihrt
werden soll und nicht Teil dieser Arbeit ist. In allen Fillen gilt:

VP =M; @ =\pi=m;=0GCeV (7.8)

wobei wir bei den numerischen Grenziibergingen die Massen aus technischen Griinden ge-
ringfiigig von Null verschieden wéahlen, was sich aber hinsichtlich der Ergebnisse im Null-
punkt der Parameter x, A als im Rahmen der Standardabweichungen vertriglich erweist.
Wir wahlen die Massen zwischen 0.1 GeV und 1 GeV, da teilweise bei zu kleinen Massen
Instabilitdten sehr nahe bei Null auftreten kénnen, welche sich bei ndherer Untersuchung
als durch Rundungsfehler verursacht erweisen.

7.2.1.2 Planare Topologie

Als erstes Beispiel berechnen wir das nach Abzugsprozedur konvergente Integral

, ko — k1)’ PP,
tttZZ = 1 d4kd4l ( 0 1 1 — ————— =
P nlg% P1P2P3P4P5P6 Pl 1 P2 1

-

70 (t f - AR i X (k‘() - k1)2 (79)

1+

12

Die physikalischen Massen sind
m; = me = Mms = my my =ms = My me = my (7.10)
Die Abzugsmassen wihlen wir zu
m1, = 150 GeV me = 160 GeV (7.11)

Wir berechnen das Integral in 50 Punkten fiir verschiedene (dimensionslose) Grenziiber-
gangsparameter k£ € (0,0.5] und ndhern die so entstandene Kurve durch Polynome maog-
lichst niedrigen Grades an, um den so in Null extrapolierten Grenzwert mit dem Integral
zu vergleichen, bei welchem wir analytisch k = 0 gesetzt haben.

Der Imaginirteil ist bei diesem Integral Null, da keine Schwellen auftreten.

Im(PL4%) = 0 (7.12)

Graphisch stellen wir den Realteil in Abbildung 7.1 dar. Die Integrationsergebnisse sind in
GeV~? angegeben.
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Abbildung 7.1: Realteil von Pi*4Z in GeV~2 als Funktion von k = k;. Die durchgezugenen
Linien sind von VEGAS, die gestrichelten Linien sind von Divonne. Da sich die Kurven
iiberlappen und die Fehlerbalken relativ klein sind, sind die durch VEGAS bzw. Divonne
erzeugten Linien graphisch hier nicht unterscheidbar.

Wir erhalten als Extrapolationswert fiir polynomiale Fits mit verschiedenen Polynomgra-

den die Grenzwerte:
Bei VEGAS-Integration

Grad

0

SOl W N~

Bei Integration mit Divonne:

Grad

0

OOt s W N~

Re

—2.941141 -
—3.484637 -
—3.361064 -
—3.361950 -
—3.361836 -
—3.361884 -
—3.361693 -

Re

—2.812493 -
—3.528422 -
—3.361106 -
—3.362654 -
—3.363009 -
—3.362942 -
—3.362093 -

1074
10~
1074
1074
1074
1074
10~

1074
1074
1074
1074
1074
10~*
1074

3.9-
8.7-
1.3-
1.9-
2.5-
3.2-
4.1 -

ORe
1.4-
2.6 -
3.9-
5.2 -
6.8 -
8.6 -
1.1-

107°
1079
107°
107°
1079
1079
108

(7.13)

(7.14)
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Fiihren wir den Grenziibergang analytisch durch, so erhalten wir bei Integration mit VE-
GAS:
P2z — _3.365555-10"* £7.2-107° (7.15)

und mit Divonne
P27 — 3365210 *+£3.3-10 7 (7.16)

Der Wert des Integrals wird durch das Polynom zweiten Grades bereits sehr gut angenéhrt.

Dort ist auch % bereits groflenordnugsméfig eins. Das erste Beispiel zeigt, dafl die beiden
Methoden innerhalb der Fehler gleiche Ergebnisse liefern. Da sich dies auch in den folgenden
Beispielen als zutreffend erweist, kann von der Richtigkeit des Algorithmus und seiner
Implementation ausgegangen werden.

Als ,Faustregel“ fiir eine sinnvolle Naherung der Kurven, wie wir sie durch den numeri-
schen Grenziibergang erhalten, durch Polynome n—ten Grades kann man das Ziel angeben,
das Optimum der Kombination aus méglichst kleinem Polynomgrad mit einem Wert von
nX—fl moglichst nahe bei 1 zu erreichen. Eine verbindliche mathematische Vorschrift ist oh-
ne weitere Annahmen nicht méglich. Wir werden bei den folgenden Fits auch nur noch
jeweils ein oder zwei Fitergebnisse angeben. Unser Ziel ist, die Konsistenz des analytischen
Grenziibergangs zu demonstrieren. Dieser zeichnet sich insbesondere dadurch aus, daf} hier
nur ein Integral berechnet werden mufl im Gegensatz zum Berechnen und Fitten im Fall
des numerischen Grenziibergangs, wo ist eine Vielzahl von Integralen zu berechnen ist.
Praktische Rechnungen kénnen damit kaum durchgefiihrt werden.

Der divergente Abzugsterm, der getrennt zu berechnen ist, hat die Form

1 (ko — k1)? / (ko — k1)?
w = —5—— | [ d"kd"l= — [ dPkdPl—
Ta > / Py 1(k = 0)P3PyP5 Py

P1,1(KZ == 0)P3P4P5P6

12

X (ko — k1)2

(7.17)

Die Abzugsterme sind Zweischleifen—Dreipunktfunktionen mit Zweipunktsubloop. Sie wer-
den hier nicht betrachtet, da fiir ihre Evaluation bewidhrte Rechenverfahren existieren
[Ba94b, Ba94a, Po97].

Als weiteres Beispiel betrachten wir ein linear divergentes Integral, welches zwei Abzugster-
me benotigt. Wieder setzen wir beim analytischen Grenziibergang die Masse der leichten
Fermionen zu 0, beim numerischen Grenziibergang belassen wir sie bei 1 GeV. Die Massen
der inneren Linien sind:

myp = my = my ms = my ms = ms = My me = my (7.18)
mi1 = 150 GeV ma1 = 160 GeV miyo = 170 GeV Mmoo = 180 GeV (719)

Die Grenziibergangsparameter wahlen wir im Verhéltnis

Ko = 0.4 - K1 (720)
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Abbildung 7.2: Real- und Imaginérteil von ’P:{ TWW in GeV~! als Funktion von k; mit ko =
0.4 - k1. Die durchgezogenen Linien und Fehlerbalken sind von VEGAS, die gestrichelten
von Divonne. Beim Imaginérteil ist die oberste Linie vom numerischen Grenziibergang mit
Divonne, die zweitoberste Linie vom numerischen Grenziibergang mit VEGAS, die dritte
von oben vom analytischen Grenziibergang mit VEGAS und die vierte vom analytischen
Grenziibergang mit Divonne.

und evaluieren das Integral

2
provw _ [ g, (Ko — ki)’ _ ity 21
P} = /d kd lP1P2P3P4P5P6 E 1 Pl,i(/ii)PQ,i(/‘Ci) (72

In Abbildung 7.2 sind die Integrationsergebnisse in GeV~! graphisch dargestellt.

Der Imaginérteil ist in diesem Fall von den Abzugsparametern unabhéingig und konstant.
Der Grund hierfiir ist, dal der Abzugsterm mangels Schwellen keinen Beitrag zum Ima-
ginérteil liefern kann, der Imaginérteil folglich von x unabhingig sein muf. Deshalb geben
wir fiir den Fit des Imaginérteils den Fit an eine Konstante an, fiir den Realteil den Fit
nach der oben gegebenen Regel.

Die Fehlerbalken der verschiedenen Methoden iiberschneiden sich in Abbildung 7.2 bei
Verwendung von Divonne auch beim Imaginérteil. Obgleich sich beim Imaginérteil fiir
VEGAS in derselben Abbildung die Fehlerbalken der durch die beiden Methoden erzeug-
ten Kurven nicht iiberschneiden, betrigt die relative Abweichung im Falle von VEGAS
lediglich 2.9 - 10~* beim Fit des numerischen Grenziibergangs mit einer Konstanten. Da
der Imaginarteil konstant ist, fillt dies besonders auf, ist aber kein Grund zur Besorgnis,
zumal die Fermionmassen so gewihlt wurden, daf} sie sich geringfiigig unterscheiden, beim
numerischen Grenziibergang zu m; = 1/3 GeV und beim analytischen Grenziibergang zu
0 GeV. Wir haben uns Plots mit verschiedenen m; ~ 0 angeschaut und festgestellt, dass
sich, je ndher m; zu 0 geht, der Wert dem Wert, den wir analytisch festgestellt haben,
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ndhert. Wird my aber kleiner als der hier benutzte Wert, so kommt es fiir kleines ; zu
numerischen Instabilititen.
Die Integration mit VEGAS ergibt

Grad Re o Xie Im X
Re n— OIm

1
0 —1.488739-10°! 50-10°7 8.8-10° —2.219872-10°! 5.9-10°7 1.3-10°
2 —1.529101-10! 1.3-107% 1.3-10° -2.219873-10"! 1.8-10°¢ 1.3-10°

Divonne ergibt

Grad Re ORe % Im Otm Xim
0 —1.484358 -107! 2.0-107% 5.1-10%> —2.217574-10"* 3.0-10° 1.3-107°
3 —1.528725-10"' 8.9-107° 1.3-107! —2.217568-10"' 1.3-10"* 7.9-107"
Bei analytischem Grenziibergang erhalten wir mit VEGAS:
PIW — (1528898 - 107 +2.1-107%) + (-2.220516 - 101 +£2.9-107%)i  (7.24)
und mit Divonne
PV = (21.5292-1071 £1.4-107%) + (—2.2208 - 107! £ 2.1 - 107%); (7.25)
Die Ergebnisse sind in GeV~! angegeben.

7.2.1.3 Gedrehte reduzierte planare Topologien

Wir betrachten den konvergenten Teil verschiedener gedrehter reduzierter planaren Topo-
logien. Als erstes Beispiel untersuchen wir das Integral

. | ko — k1) (lo — ) Ps
— i [ dtka B =k 1— o
Rl,l,o,l ,\I—I)I(l) P1P2P3P5P6 P5,1()‘)

£

=

=~ A f - X (ko — kl)(lo — ll)
.
* r* (7.26)
Die Massen sind:
my = my = mg = ms ms = My me = my ms, = 110 GeV (7.27)

Die Kurven werden in Abbildung 7.3 als Funktion des Abzugsparameters in [, A, dargestellt.
Das Integrationsergebnis ist dimemensionslos.
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Abbildung 7.3: Real- und Imaginérteil von Ri;,; als Funktion von A; = A. Die durch-
gezogenen Linien und Fehlerbalken sind von VEGAS, die gestrichelten von Divonne. Die
Linien iiberlappen sich, sodaf} sie auf dieser Skala nicht getrennt werden konnen. Auch der
Imaginérteil konvergiert sehr gut fiir verschwindenden Grenziibergangsparameter.

Polynomial-Extrapolation ergibt bei VEGAS:

2

Grad Re ORe % Im Olm %
2 —4.326478-10' 5.3-107% 8.2-107' —8.258715-10' 1.13-10~2 1.1-10°
5  —4.327644-10' 1.2-107% 7.0-107' —8.263458-10" 2.6-1072 1.0-10°
(7.28)
und bei Divonne:
Grad Re ORe % Im Olm %
2 —4.324439-10' 1.7-10"% 5.4-10"' —8.258589 10" 3.4-10"2 9.1-107!
6  —4.325626-10' 5.1-10"% 5.1-10"' —8.268207 10" 1.0-10-! 8.8-10~!
(7.29)
Das mit analytischem Grenziibergang erhaltene Ergebnis ist mit VEGAS:
Rii01 = (—4.3091-10" +£1.1-10 %) 4 (—8.2711 - 10" £ 2.7- 10 )3 (7.30)
mit Divonne
Rio1 = (—4.3081-10" +£4.2-10 %) 4 (—8.2692- 10" +8.2-10 ?)i (7.31)

Das durch analytischen Grenziibergang erzeugte Ergebnis wollen wir im Folgenden stets
als Endergebnis bezeichnen.
Der Abzugsterm ist
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o 1 [ p, 0, (ko —ki)(lo — l1 / Dy, (ko — ki) (lo — lh)
7:1“] N m% — mg’l _/d kd lP1P2P3P5 1 d"kd™l P1P2P3P6
1
>~ mg — mg,l %Z kl)(lo - ll)
(7.32)

und muf} gesondert berechnet werden.

Als néchsten Fall betrachten wir eine gemischte Zahlerstruktur mit globaler linearer Di-
vergenz. Wir werden diese durch je einen Abzugsterm in beiden Schleifenimpulsen regula-
risieren'. Die Massen sind

my = me =mg = my ms = My me = My (7.33)

und
mii = 200 GeV Mo = 300 GeV My = 110 GeV (734)

Wir wihlen als Verhéltnis der Grenziibergangsparameter

und berechnen

ko + k1)?(lo + 11)* PPy Py
RE = / d4kd4l( 0 1— — _ 1——2 7.36
2,1,1,1 P1P2P3P4P6 Pl,l(ﬁl)PQ,l(/il) P4a1 ()\1) ( )

Die Integrationsergebnisse, welche in GeV angegeben werden, sind in Abbildung 7.4 als
Funktion von \; dargestellt.
Die Polynomextrapolation der VEGAS-Resultate ergibt:

Grad Re ORe &Ee Im OTm po—
3 —1 nl 3 111 (7.37)
2 2.710150-10° 3.0-10 8.5-10 6.670793 - 10° 7.7-10 1.1-

Bei Verwendung von Divonne erhalten wir
Grad Re e Xe Im Ol Xt
2 2.709377-10% 1.0-10° 4.4-10"! 6.669101-10% 2.7-10° 3.7-10°! (7.38)
6  2.708011-10% 3.2-10° 4.3-10°! 6.671788-10° 8.1-10° 3.5-10!

Das Endergebnis ist mit VEGAS:

Ri111=(2.71125-10° £7.0-10"") + (6.6703 - 10> + 1.7 - 10°)s (7.39)

!Man kann sie auch durch einen doppelten Abzugterm im linken Schleifenimpuls regularisieren.



7.2. INTEGRALE MIT ABZUGSTERM 99

28 —
+5 T
26

T <
o= =
X 24 X
T 7

o o
Ll 2.2 i

1.8

1.6

Abbildung 7.4: Real- und Imaginérteil von Rzl,l,l in GeV als Funktion von A; mit x; =
0.7 - A;. Die durchgezogenen Linien und Fehlerbalken sind von VEGAS, die gestrichelten
von Divonne. Bei genauer Betrachtung kann man erkennen, daf§ die Linien des Realteils
insbesondere beim Endergebnis innerhalb der Fehler leicht voneinander abweichen.

und mit Divonne
Ri111 = (2.7042-10° £ 2.6 - 10°) + (6.6735 - 10° £ 6.6 - 10°): (7.40)

Als letztes Beispiel fiir die Untergraphen des Z°Zerfalls betrachten wir eine gemischte
Zéahlerstruktur mit globaler linearer Divergenz. Wir werden diese durch zwei Abzugsterme
im Schleifenimpuls k£ beseitigen. Alternativ dazu konnte man sie auch wie im vorigen
Beispiel durch je einen Abzugsterm in beiden Schleifenimpulsen regularisieren.

Die Massen sind

mp; = me = My ms =my my = My me = my (7.41)

mii = 200 GeV mao1 = 300 GeV mig = 150 GeV Mmoo = 130 GeV (742)

Die Abzugsparameter wihlen wir im Verhéltnis

K1 = 0.7 - Ko (743)
und berechnen
ko + k1)2(lo + 1) 1 PP,
Ritog = / 4Dkd4l( 0 1—— _ 7.44
2120 P,P,P; Py Py 11 P (ki) P (ki) (7.44)

Graphisch sind die Ergebnisse in Abbildung 7.5 dargestellt. Die Einheit der Ergebnisse ist
GeV.
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Abbildung 7.5: Realteil von R2+,1,2,0 in GeV als Funktion von ko mit x; = 0.7 - k. Die
durchgezogenen Linien und Fehlerbalken sind von VEGAS, die gestrichelten von Divonne.

Polynom-Extrapolation ergibt bei VEGAS:

Grad Re ORe %
) 1 n—1 (7.45)
2 6.190992-10° 1.4-10~" 1.0-10
und bei Divonne: ,
Grad Re ORe XTR‘fl 4
2 4T (7.46)
2 6.196907-10° 2.3-107" 1.9-10
Das Endergebnis ist mit VEGAS:
Ri1a0 = 6.1909 - 10> £ 2.9- 107" (7.47)
und mit Divonne
R0 = 6.1958 - 10 £ 6.1- 10" (7.48)

Der Imaginirteil ist konstant 0, da keine Schwellen vorhanden sind.
Zum Vergleich geben wir noch das VEGAS-Ergebnis der gespiegelten Topologie an (alle
Massen und Impulse gespiegelt)

oy (ko = K)?(lo = 1)
Rtz = / @kl P\ P,PsPsP;

1 2

PP,
11 (1 -2 ) = —6.1907-10%+2.7-10" (7.49)
=1

welches im Rahmen der Fehler mit dem vorigen bis auf das Vorzeichen (vgl. Kap. 6.2.3)
mit der relativen Abweichung von 6.5 - 10~ iibereinstimmt.
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7.2.1.4 Allgemeiner Massenfall

Um die Zuverlassigkeit im allgemeinen Massenfall, d.h. insbesondere auch fiir auslaufende
Teilchen mit von Null verschiedener Masse, zu demonstrieren, fiihren wir noch Beispiele
mit willkiirlich gew&hlten Massen auf, welche dariiber hinaus etliche Schwellen aufweisen.
Wir betrachten als erstes Beispiel die planare Topologie mit den dufleren Massen

p? =505 GeV p? =60 GeV p? =20 GeV (7.50)
1

den inneren Massen

my =420 GeV  mg =80 GeV  mg =100 GeV

mg = 120 GeV  ms = 200 GeV  mg = 300 GeV (7.51)

sowie den Abzugsmassen
mi1 = 100 GeV ma1 = 200 GeV miyo = 350 GeV ma 2 = 450 (752)

Fiir den numerischen Grenziibergang verwenden wir

Ko = 0.6 - K1 (753)
und integrieren
ko— k)’ 1 PP,
Ps = / dtkd— 1— = S 7.54
’ PP,P3;P,Ps P E P (ki) Py i(K;) (7.54)

Graphisch stellen wir die Ergebnisse in GeV~! in Abbildung 7.6 dar.
Die Polynomextrapolation mit VEGAS fiir den numerischen Grenziibergang ergibt

Grad Re ORe % Im OTm %
5 9.374567-10"' 1.9-10* 1.1-10° —9.251787-10"' 1.9-10~* 1.1-10°
(7.55)
Das Endergebnis ist mit VEGAS:
Vs =(9.3737-101 £1.9-107%) +4(—=9.2559 - 10 * £ 1.9- 10 %) (7.56)
und mit Divonne
Vs = (9.3689-1071 +9.2-107%) +i(—9.2522- 101 +£9.0- 10 %) (7.57)

Zur Demonstration, daf§ wir mit Hilfe unseres Algorithmus alle im SM moglichen Inte-
grale, wie sie bei Verwendung der Feynman-Fichung entstehen kénnen, berechnen kénnen,
betrachten wir ein letztes Beispiel mit willkiirlich gewédhlten Massen. Es ist dies ein Master-
integral, welches den maximalen Grad in beiden Schleifenimpulsen aufweist, wie es durch
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Abbildung 7.6: Real- und Imaginérteil von P; mit VEGAS als Funktion von k; mit ko =
0.6 - k; in GeV™1L.

unsere Tensorreduktion aus (planaren) Graphen des SM oder durch SM-Graphen direkt
entstehen kann, wenn man die Feynman-Eichung verwendet. Wir berechnen

ko + k1)3(lo + 1) 1 PP, 3 P,
Rt = [ atka e 1— — _ 1——
3,3,2,3 / PP, P3P, P 11;[1 P1,i(/fi)P2,i(/€z‘) 1_[1 Py ()

" (7.58)

mit den dufleren Impulsen

V/p? =100 GeV \/;2{ =35 GeV \/;g =60 GeV (7.59)

den inneren Massen
mp = 20 GeV mo = 5 GeV ms = 40 GeV my = 20 GeV me = 10 GeV
(7.60)
sowie den Abzugsmassen im Schleifenimpuls k, die wir wihlen zu
mi1 = 110 GeV ma1 = 120 GeV mi2 = 130 GeV Moo = 140 GeV (761)
und den Abzugsmassen im Schleifenimpuls /, welche gesetzt werden als
my1 = 150 GeV myo = 160 GeV my3 = 170 GeV (762)

Fiir den numerischen Grenziibergang wihlen wir die Verhéltnisse

K1 = 0.7 - Ko Al =0.1- K9 )\2 =0.6- Ko Ag =0.8- Ko (763)
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Abbildung 7.7: Real- und Imaginérteil der mit VEGAS erzeugten Integrationsergebnisse
von Rj3,3 als Funktion von ky in GeV*. Die Verhiltnisse zu den iibrigen Grenziiber-
gangsparameter finden sich in (7.63).

und zeigen die mit VEGAS erzeugten Kurven in GeV* als Funktion von ky in Abbildung
7.7.

Die Polynomapproximation ergibt mit VEGAS:

Grad Re ORe Xi‘ej Im OIm %
1 —9.744320-10" 3.1-10®° 1.4-10> —1.492395-10% 1.7-10® 7.3-10°
2 —9.712891-107 4.8-10° 8.7-10"! —1.492047-10% 2.5-10% 5.9-10"
(7.64)
Durch analytischen Grenziibergang erhalten wir mit VEGAS

R+3303 = (—9.71282- 10" £ 1.3 - 10*) + 4(—1.492064 - 10® + 1.0 - 10?) (7.65)
und mit Divonne

R+33203 = (—9.7197- 10" 9.8 - 10*) + i(—1.4928 - 10* £ 1.4 - 10°) (7.66)

7.3 Landau—Singularititen und Schnitte

7.3.1 Motivation

Bei Feynmangraphen mit Schleifenintegralen kénnen Singularitdten auftreten. Ein Beispiel
ergibt sich fiir den Fall einer planaren Topologie:
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Abbildung 7.8: Real- und Imaginérteil der mit VEGAS erzeugten Integrationsergebnisse
von Py als Funktion von M in GeV™.
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Die Wurzeln der Impulsquadrate und die Massen der Linien haben wir an den jeweiligen
Propagatoren notiert. Die Zerfallsmasse M variieren wir zwischen 100 und 800 GeV:

(7.67)

V/p? = M € [100 GeV, 800 GeV] (7.68)

Die Impulsquadrate und die Endzustandsmassen sind wie im zu Abbildung 7.6 gehori-
gen Beispiel gewiihlt. Die Massen finden sich neben der graphischen Darstellung in (7.67)
formelméBig in (7.51), die invarianten Massen der Endzustandsteilchen sind:

\/p71 = 60 GeV \/;g =20 GeV (7.69)

Wir berechnen das skalare Integral mit trivialem Zahler

P
<tk (7.70)

2
5 N

M) = d*kd*l —
Po(M) / PBP, P, T

Die numerische Integration mit den in Kapitel 6 dargelegten Mitteln stellen wir in Abbil-
dung 7.8 in GeV~* dar. Es sind in Abbildung 7.8 mehrere auffiillige Punkte bei verschie-
denen Zerfallsmassen zu beobachten:

e Fiir M > 300 GeV entsteht ein von Null verschiedener Imaginérteil.
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e Der Realteil ist bei M = 320 GeV nicht differenzierbar.
e Der Imaginirteil ist bei M = 500 GeV nicht differenzierbar.

Die Ursache fiir diese Besonderheiten ist in Schnitten der Feynmangraphen zu suchen,
welche physikalisch mit Schwellen in Bezug stehen. Ist die Energie hinreichend grof}, dafl
beim Zerschneiden eines Feynmangraphen in zwei Teile die inneren Teilchen massiv wer-
den konnen, so befindet man sich auf oder iiber einer Schwelle. Besitzt ein Feynmangraph
Schwellen, so ist im Allgemeinen sein Imaginérteil von Null verschieden. Diese Schwel-
len bzw. die Schnitte, durch welche diese Schwellen verursacht werden, stehen in Bezug
zu Singularitédten des Integranden des Feynmanintegrals. Dies haben wir bereits in Ka-
pitel 6.3 dargelegt. Mit Hilfe der Landau-Gleichungen [La59] kann bestimmt werden, ob
ein Graph Singularititen enthilt. Da die Singularititen immer mit Massen und Impulsen
in Bezug stehen, werden sie allgemein als Landau-Singularitdten bezeichnet. Sind diese
Singularitdten nur von Massen abhéngig, spricht man von Massensingularititen. Eine all-
gemeine Darstellung sowie Herleitung der Landau—Gleichungen haben wir in Anhang I
niedergeschrieben. Die Schnitte kénnen dquivalent auch mit Hilfe der Cutcosky—Regeln
[Cu60] sehr anschaulich bestimmt werden. In Kapitel 6.3 haben wir dargelegt, wie die
Schnitte der Masterintegrale mit den Parametern des P/O-Raums in Beziehung stehen.
Im vorliegenden Beispiel sind die Schnitte durch folgende Propagatorkombinationen fiir
die entsprechenden Schwellen verantwortlich, in welchen die Zerfallsmasse der Summe der
Massen der geschnittenen Linien, welche mit den entsprechenden Propagatorfaktoren im
Nenner korrespondieren, entspricht:

Schnitt Propagatoren M M?
Dreiteilchen-Schnitt (2 3 4) 300 GeV  (my + m3 + my)?
Zweiteilchen—Schnitt (4 5) 320 GeV (my + mg)?
Zweiteilchen—Schnitt (1 2 500 GeV (m1 4 my)?

(7.71)

Mit Hilfe der Landau—Gleichungen, die wir im im Anhang I herleiten und der in Kapitel
6.3 graphisch dargestellten Schnittstrukturen werden diese Schwellen verstéindlich.

7.3.2 Beispiel einer Zweischleifendreipunktfunktion mit Abzugs-
parameter

Als weiteres Beispiel zur Motivation der Notwendigkeit des Verstiandnisses der Landau—
Gleichungen betrachten wir das Integral

A= / d*kd*l— ! (7.72)

Py 1 (k1) Py (K1) P3Py Ps P

unter Variation des Abzugsparameters ;. Die Impulsquadrate wihlen wir zu

VR =91GeV /@ =01GeV /sy =01 Gev (7.73)



106 KAPITEL 7. NUMERISCHE INTEGRATION

107 x Re(A)
107 x Im(A)
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Abbildung 7.9: Real- und Imaginirteil der mit VEGAS erzeugten Integrationsergebnisse
von A als Funktion von k; in GeV~*. Im Falle von (7.77) tritt eine Zweiteilchenschwelle
auf.

die Massen zu
mi1 =mg1 =5 GeV my =175 GeV my =m5 =80 GeV mg=0.1GeV  (7.74)

Die Propagatorfaktoren sind:

Py = (k+rmp)’ - mil
Py, (k — K1pa)” — my
Pyo= (k+01)?-—m3
P, = (I—p)?—m?
P = (l + p2)2 — mg
Ps = I>—m} (7.75)

Man beachte, dafl dies kein physikalisches Integral ist, sondern lediglich ein Abzugsterm
mit trivialem Zahler. Wir betrachten das Ergebnis der Integration bei Variation von x;
graphisch in Abbildung 7.9.

Die offenkundige Singularitit ist eine Zweiteilchenschwellensingularitidt nach (I.55). Denn
es gilt:

(1 — @2)* = (ki(p1+p2))® = (k1p)® = K3(91 GeV)?
= (my1 +ma1)? = (10 GeV)? (7.76)
Die Losung
1
K1 ’ (7.77)

KT
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ist, wie man bei genauer Betrachtung von Abbildung 7.9 sofort erkennt, der Punkt der
Singularitét.

7.3.3 Untersuchung der Integranden

Die Landau-Singularitdten [La59] haben ihren Ursprung in den Singularitidten der Inte-
granden der Feynmanintegrale. Da wir bei der Berechnung der Masterintegrale im Rahmen
der P/O-Methode bis auf die beiden letzten Integrationen alle Integrationsschritte analy-
tisch durchfiihren konnen, wollen wir das Verhalten der Masterintegrale bzw. ihrer Integran-
den studieren. Dazu betrachten wir im Folgenden zweidimensionale und dreidimensionale
Graphiken der Integranden im zweidimensionalen Integrationsraum, in welchem numerisch
zu integrieren ist. Wir werden die Singularitdten und die Imaginérteile der Integranden mit
Parametern des P/O-Raums in Bezug setzten. Dabei demonstieren wir die in Kapitel 6.3
schematisch dargestellten und in Anhang 1.3 formelméfig hergeleiteten Zusammenhénge
zwischen den Parametern des P/O-Raums und den Schwellen sowie den durch die Schwel-
len verursachten Imaginérteilen. Wir zeigen, dafl im Falle von Schwellen die Realteile der
Integranden an bestimmten Linien logarithmisch divergieren. Die Integration von solchen
Integranden ist mit VEGAS numerisch stabil durchfithrbar. Die Imaginérteile weisen Un-
stetigkeitsstellen im Integrationsgebiet auf. Diese Unstetigkeitsstellen liegen dort, wo die
Realteile entweder divergent oder zumindest nicht differenzierbar sind. Die Linien, in wel-
chen die Realteile divergent oder nicht differenzierbar sind und die Imaginérteile unstetig
oder zumindest nicht differenzierbar, lassen sich mit Hilfe der in Kapitel 6.3 aufgezeigten
und in Anhang 1.3 hergeleiteten Beziehungen erkléren.

Die P/O-Raum—Parameter, deren Vorzeichen dariiber entscheidet, ob Imaginérteile vor-
liegen oder nicht, sind die Variablen sy,%y und b, ,,. Ihre Definition findet sich abhingig
von der Topologie in Kapitel 6.1.2.6 bzw. Kapitel 6.2.2.4.

7.3.3.1 Skalares Integral

Wir wollen fiir das Beispiel der skalaren planaren Topologie Py(M) aus (7.70) das Verhalten
des Integranden an Schwellen studieren.

Den Integranden, welcher mit einer numerischen Zweifachintegration zu integrieren ist,
wollen wir im Folgenden mit S(M) bezeichnen:

0o 0o 00 00 1
dz 1
S(M) = dk dly | d dt 7.78
(M) 7T/ 1/ 10/ 50/ [\/1—22P1P2P3P4P5P6 (7.78)
Dies bedeutet, dafl
/ dkodloS(M) = Po(M) (7.79)

gilt. In Kapitel 6.1.2.6 haben wir nachgewiesen, daf§ die Grenzen des endlichen Integrati-
onsgebiets in kg, [y im Falle der planaren Topologie ein Quadrat definieren und festgelegt
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sind durch
_(el - qz) < kO < (62 + QZ) - (62 + qz) < lO < (61 - QZ) (780)

7.3.3.2 Dreiteilchenschwelle

Wir betrachten als erstes die Real- und Imaginérteile des Integranden von Py(M) fiir
M = 305 GeV. Diese Massen— und Impulskonfiguration befindet sich direkt iiber der
Dreiteilchenschwelle.

Der Real- und Imaginérteil in Abbildung 7.10 wird als dreidimensionale Graphik dar-
gestellt. Der Integrand wird im Integrationsgebiet iiber £y und [y vor der numerischen
Integration dargestellt. Wir zeigen dazu aus derselben Perspektive den Teil des nach Ka-
pitel 6.3 bzw. Anhang 1.3 fiir den Imaginérteil verantwortlichen Parameters b, 4, der beim
Auftreten eines Imaginérteils des Integranden positiv wird. Wir beschréinken uns in der
Graphik von by 4 auf das Darstellen des positiven Teils von by 4. Fiir negatives by < 0
wird aus Skalierungsgriinden (weil sonst der positive Bereich nicht mehr ersichtlich ist) der
Wert zu Null gesetzt. Der Imaginérteil ist fiir b4 < 0 identisch Null. Der Realteil zeigt
auch signifikantes Verhalten, jedoch keine Divergenzen, wie eine genauere Untersuchung
der Basisintegrale in s, zeigt, vgl. Anh. E. Wie Abbildung 7.10 zeigt, ist der Imaginérteil
stetig, aber nicht differenzierbar, da die Beitrége des Imaginérteils mit 6(b) als Vorfaktor
auftreten.

7.3.3.3 Zweiteilchenschwelle

Bei Zweiteilchenschwellen ist im Allgemeinen der Imaginérteil unstetig und der Realteil di-
vergiert logarithmisch. Wir betrachten in Abbildung 7.11 einen zweidimensionalen Schnitt
fiir den Real— und den Imaginérteil des Integranden S(M) von Py(M) fiir M = 505 GeV.
Durch diese Wahl der Zerfallsmasse befinden wir uns unmittelbar iiber einer Zweiteilchen-
schwelle. Diese Zweiteilchenschwelle entsteht durch den Schnitt durch die mit den Propa-
gatorfaktorenen P, und P, korrespondierenden Linien. Es ist unbedeutend, welches [y wir
wihlen, da sg, welches fiir diese Schwelle verantwortlich ist und beim Auftreten der Schwel-
le einen Vorzeichenwechsel aufweist, von /y unabhéngig ist. Wir kénnen, wie in Anhang
[.3 gezeigt, die Stellen des Vorzeichenwechsels in sy analytisch bestimmen. Dies ist zwar
beziiglich des vorigen Beispiels auch bei den b, ,,, mdglich, kann aber nur fiir jeweils einen
festen Parameter ausgewertet werden, da die b, ,, von ky, und [/, abhéngen, vgl. Anhang
I.3. Wir wihlen den der VEGAS—Variablen 1/2 entsprechenden lo—Wert? [, = —245.36 und
betrachten sy, den Real- und Imaginérteil des Integranden auf diesem Querschnitt. Wir
zeigen graphisch lediglich den Abschnitt, in welchem sy negativ wird. Die Nullstellen von
So in kg befinden sich nach (1.158) bei

ko, = 387.47  ky, = 439.884 (7.81)

2Bei der VEGAS-Integration wird das Integrationsgebiet stets auf das Einheitsquadrat abgebildet.
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Re(S(305)) Im(S(305))

1200 -

1000 i A
1

Abbildung 7.10: Real- und Imaginérteil des Integranden S(M) von Py(M) fiir M = 305
GeV fiiber kg,lp. Dazu der Parameter by, fiir positives by 4. Nur fiir by4 > 0 tritt ein
Imaginérteil auf.
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Abbildung 7.11: Real- und Imaginirteil des Integranden S(M) von Py(M) fiir M = 505
GeV als Funktion von kg fiir festes [; = —245.36. Dazu der Parameter sy. Beim Vorzei-
chenwechsel von sy wird der Imaginérteil unstetig, der Realteil logarithmisch divergent.
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Die Abbilung 7.11 zeigt, dal die Vorzeichenwechsel in sy mit Singularititen des Integran-
den einhergehen. Beim analytischen Untersuchen des Integranden erkennt man, daf diese
Singularitdten durch Logarithmen verursacht werden.

7.3.3.4 Schwellen im Abzugsterm

Auch bei Integralen mit Abzugsterm &ndert sich, was die Evaluierung von Graphen mit
Schwellen anbelangt, nichts Prinzipielles.
Wir zeigen diesbeziiglich die dreidimensionale Graphik des Integranden des Integrals P

iiber kg, lo:
ko — k1)? PP
Py = / d*kd*l ( 1— 7.82
2 PP, P3Py Ps Py PPy, (7.82)

Dieses Integral wére ohne Abzugsterm logarithmisch divergent. Den Integranden in ko, ly
wollen wir als V5, bezeichnen:

oo [e'e) [o’e] [o’e] 1
ki)? PPy
= 1— .
Vi W/dkl/dll/ds/dt/ *1_Z2P1P2P3P4P5P6< P (7.83)
—00 —00 0 0 -1

Dies bedeutet

/ dkodloVa = Py (7.84)

Wir wéhlen die dufleren Impulsquadrate zu

VP =6GeV  \[p?=5GeV  \/p3 =05 GeV (7.85)

die inneren Massen zu

m; =12 GeV my =13 GeV m3 = 14 GeV
my =2 GeV m5=15 GeV mg=1 GeV

(7.86)
und die Abzugsmassen zu

mii = 20 GeV ma1 = 19 GeV (787)

Das Integrationsgebiet in kg, /o haben wir in (7.80) notiert. Die numerischen Werte sind
bei den gewéhlten Parametern

(e1 — q;) = 4.26946  (ey + ¢.) = 1.73054 (7.88)

Das Integral Ps weist bei obiger Massenwahl sowohl im Abzugsterm als auch im eigentlichen
Integral eine Schwelle auf. Es entsteht eine Zweiteilchenschwelle durch den Schnitt durch
die mit den Propagatorfaktoren P, und Py korrespondierenden Linien, da

(my +mg)? < p? (7.89)
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Re(V,) Im(v,)

Abbildung 7.12: Real- und Imaginirteil des Integranden V; von P, als Funktion von kg, lp.
Dazu der Parameter ¢ 4 5 aus derselben Perspektive. Beim Vorzeichenwechsel von t 4 ¢ wird
der Imaginirteil unstetig von Null verschieden, der Realteil logarithmisch divergent.

gilt. Dies spiegelt sich nach (I.168) im Parameter tg46 < 0 wieder. Die Integrationsergeb-
nisse in GeV~2 sind mit VEGAS:

Py = (—1.611609 - 1072+ 7.0- 1077) +i(—1.156760 - 107> 4+ 5.9 - 107") (7.90)
und mit Divonne
Py = (—1.6114-1072 £ 1.5 - 107°) +4(—1.1563 - 107> £ 1.1 - 1077) (7.91)

In Abbildung 7.12 zeigen wir den Real- und Imaginirteil des Integranden V5 iiber kg, lo.
Dazu zeigen wir in der gleichen Abbildung aus derselben Perspektive den Parameter ¢ 4.
In die Graphik von ty 46 zeichnen wir zusétzlich die Nullebene ein.

Der Parameter ¢ 4 ist nach (I.167) nur von [, abhéngig. Die Vorzeichenwechsel von g 46
treten an zwei Geraden fiir jeweils festes [y auf. Die Werte von [ an diesen Stellen lassen sich
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mit (I.168) berechnen. Fiir tp 46 < 0 tritt ein Imaginérteil auf. Dies wird nach (I1.168) durch
die Zweiteilchenschwelle verursacht. Wir erhalten die numerischen Werte der Nullstellen
von tp 46 nach Gleichung (I.168) zu:

lo, = 3.55185 lo, = 0.205283 (7.92)

Diese Werte kann man den Nullstellen von ¢y 46 in Abbildung 7.12 zweifelsfrei zuordnen.
Man erkennt in Abbildung 7.12 das Zusammentreffen der Singularitdten im Realteil des
Integranden und das Auftreten eines Imaginérteils beim Vorzeichenwechsel von t46: Der
Realteil divergiert an den Stellen der Vorzeichenwechsel logarithmisch. Der Imaginérteil
wird stufenfunktionsartig von Null verschieden bzw. verschwindet ebenso wieder.

7.3.4 Schnitte und P/O-Raum, Zusammenfassung

Im Rahmen der P/O-Methode lassen sich die Singularitdten der Feynmanintegrale bzw.
ihrer Integranden sehr anschaulich untersuchen. Dies ist sehr hilfreich beim Testen der Pro-
gramme auf ihre Richtigkeit. Insbesondere ist es fiir die numerische Stabilitéit von Vorteil,
daf} sich Real- und Imaginérteil analytisch trennen lassen, vgl. Anhang E.

7.4 Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, dal unsere neue Methode zur Evaluierung der Masterintegrale mit pla-
narer und gedrehter reduzierter planarer Zweischleifenvertextopologie und nichttrivialem
Zahler numerisch stabil ist. Da der numerische Grenziibergang aufgrund der Vielzahl der zu
berechnenden Integrale sehr zeitaufwindig ist, ist es fiir praktische Berechnungen geboten,
die benétigten Integrale mit Hilfe des analytischen Grenziibergangs zu evaluieren.

Fiir die Abzugsterme sowie die anderen Basisintegrale, fiir die hier keine numerischen
Ergebnisse angegeben werden, haben wir bekannte und zuverldssige Methoden angege-
ben, sodafl mit Hilfe dieser neuen Methode Korrekturen zweiter Ordnung zu Einteilchen-
zerfillen in zwei Teilchen, also physikalische Prozesse, im allgemeinen Massenfall fiir alle
nicht—gekreuzten Topologien berechnet werden konnen. Die diesbeziiglich verbleibenden
Aufgaben schildern wir in Kapitel 8.
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8.1 Zweischleifen—Vertexfunktionen mit Zweipunkt—
Subgraph

Fiir die Zweischleifen-Dreipunktfunktionen mit Zweipunkt-Subgraph (iiblicherweise als
Zweipunkt—Subloop bezeichnet) miissen im letzten Schritt bereits bekannte Methoden,
[Ba94a, Ba94b, Po97], in Programmform implementiert werden. Diese Topologien sind so-
wohl fiir die Abzugsterme als auch fiir Integrale, wie sie nach Tensorreduktion entstehen,
und ebenso fiir Beitréige, die direkt aus Feynman—Graphen in der Ordnung O(N;a?) ent-
stehen, notwendig.

Die zur Evaluation dieser Topologien zu verwendenden Methoden [Ba94a, Ba94b, Po97]
basieren auf der Anwendung von Dispersionsrelationen. Der UV-endliche Anteil wird mit
Hilfe einer eindimensionalen numerischen Integration berechnet. Der UV—divergente Anteil,
d.h. insbesondere der Koeffizient des 1/e-Terms, der bei Verwendung der dimensionalen
Regularisierung in D = 4 — 2¢ Dimensionen entsteht, kann analytisch bestimmt werden.

8.2 Effektive Zweischleifen—Zweipunktfunktionen

Die effektiven Zweipunktfunktionen

konnen mit den Standard-Methoden fiir Zweischleifen—Zweipunkt—Funktionen mit eindi-
mensionalem Parallelraum [Do03] berechnet werden. Sie sind bereits in x/oops—GiNaC im-
plementiert [Do03]. Da die von uns berechneten Koeffizienten im zweidimensionalen Paral-
lelraum berechnet wurden, der Parallelraum von Zweipunktfunktionen aber eindimensional
ist, muf} bei der Evaluation noch eine Parallelraumreduktion durchgefiihrt werden [Fr00].

8.3 Faktorisierende Topologien




8.4. EFFEKTIVE KOPPLUNGEN BEI ZERFALLSMASSE NULL 117

Fiir die Produkte von Einschleifenintegralen konnen vorhandene Routinen aus zloops—
GiNaC verwendet werden. Alternativ bietet sich die Verwendung des Programmpaketes
SANC [An04] oder auch vieler anderer Programmpakete an.

8.4 Effektive Kopplungen bei Zerfallsmasse Null

Um die renormierten Werte der Korrekturen zu den Kopplungskonstanten bestimmen zu
konnen, reicht es aus, die Graphen bei Zerfallsmasse Null M; — 0 auszuwerten und die
Differenz mit den von uns betrachteten Ergebnissen bei der Zerfallsmasse M, zu berechnen,
da die Werte bei Null und die Renormierung separat berechnet wurden [Fr99, FrPr]. Die
Graphen bei Zerfallsmasse Null sind allesamt Vakuumgraphen. Sie kénnen z.B. mit den
Methoden von [Gr98, Gr99, Gr04] evaluiert werden.
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9.1 Implementation der Algorithmen

Wir haben alle in den vorigen Kapiteln beschriebenen Algorithmen in einem Programm-
paket, welches in der Programmiersprache C++ verfaflt ist, festgehalten. Dabei verwenden
wir, was die analytischen Berechnungen anbelangt, das Programmpaket GiNaC [Ba00],
wodurch die Einheitlichkeit des Programms und damit letztlich auch die Uberpriifung der
einzelnen Programmteile erleichtert wird.

Die Programme sind in Module zerteilt, sodafl jeder separate Algorithmusanteil, d.h. die
Spurberechnung, die Transformation von Minkowski— auf P/O-Variable, die Tensorreduk-
tion sowie die Integration der Masterintegrale getrennt gepriift und angewendet werden
kann. Dadurch kénnen auch ganze Teile durch andere Programme ersetzt werden.

Die einzelnen Algorithmen sind zu einem Gesamtprogramm zusammengefafit. Die gesam-
ten Berechnungen kénnen durch ein kurzes Hauptprogramm gesteuert werden. In diesem
Hauptprogramm werden zuerst die Zahler berechnet. In unserem Fall geschieht dies durch
die Evaluation der Spuren fiir die Korrekturen zu den effektiven Kopplungen, gy und g4.
Diese Ergebnisse werden einer Klasse iibergeben, welche die Tensorreduktion durchfiihrt.
Diese Klasse gibt hernach die Koeffizienten der Basisintegrale zuriick. Die Koeffizienten
der Basisintegrale nach Tensorreduktion kénnen durch Funktionen, deren Parameter eine
Liste ist, ausgegeben und nach Topologien sortiert werden. Der Eingabeparameter ist eine
Liste mit sechs Eintrégen. Jede dieser Eintrige représentiert einen Propagatorfaktor. Die
Reihenfolge der Indizierung der Propagatorfaktoren geschieht in der Notation der plana-
ren Topologie, vgl. (2.9). Eine Eins als Parameter bedeutet, dafi der korrespondierende
Propagatorfaktor noch vorhanden ist, eine Null, daf er gekiirzt wurde. Diese Koeffizienten
kénnen dann in Verbindung mit der indizierten Topologie von weiteren Integrationsrouti-
nen verwendet werden, um ein Gesamtergebnis zu erzeugen.

Bereits implementiert haben wir die Integrationsroutinen zur Berechnung der schwierigsten
Masterintegrale. Das sind jene mit planarer und gedrehter reduzierter planarer Topologie.
Bei der Tensorreduktion werden die Koeffizienten der Masterintegrale der planaren und re-
duzierten planaren Topologien getrennt nach Potenzen der verbleibenden Schleifenimpulse
im Zahler berechnet. Fiir diese existieren dann weitere Funktionen zur Ausgabe dieser
Koeffizienten.

Wir haben eine Klasse implementiert, mit deren Hilfe die von uns ausgearbeiteten Ma-
sterintegrale evaluiert werden und zu einem eindeutig definierten Teilergebnis aufsummiert
werden. Dieses Teilergebnis ist die Summe der endlichen Anteile aller nach Tensorredukti-
on verbleibenden Masterintegrale mit planarer Topologie sowie den gedrehten reduzierten
planaren Topologien. Es ist noch von der Wahl der Abzugsmassen abhéngig. Wir werden
im Folgenden nochmals spezifizieren, aus welchen Beitrégen sich dieses Teilergebnis zusam-
mensetzt. Zur mathematischen Definition dieses Teilergebnisses unter Zuhilfenahme auch
von graphischen Darstellungen siehe Kap. 9.2.

Dieses Teilergebnis kann dadurch berechnet werden, dafl die nach Tensorreduktion ent-
stehenden Masterintegrale einzeln integriert werden und dann die Summe dieser Integrale
gebildet wird. Aufgrund der effektiveren Quadratur bevorzugen wir jedoch die ebenfalls im-
plementierte Methode, vor Integration einen Integranden aus der Summe der Integranden
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der Masterintegrale zu bilden, um diesen dann numerisch zu integrieren. Die Koeffizienten
der Basisintegrale, die durch die Tensorreduktion entstehen, werden als Vorfaktoren bei der
Summation der Basisintegale bzw. der Basisintegranden in beiden Féllen beriicksichtigt.
Der Grund fiir die bessere Effizienz der gemeinsamen Integration liegt darin, daf} die Stan-
dardabweichung bei getrennter Integration von n Basisintegralen und nachfolgender Sum-
mation bei gleicher Punktezahl pro Integralevaluation wie im Fall der Integration des Ge-
samtintegranden trotzdem um einen Faktor y/n gréfler zu erwarten ist als bei Quadratur
des Gesamtintegranden. Denn es gilt: Der Erwartungswert E eines Integrals einer Funktion
g(x) ist bei Verwendung von N Integrationspunkten definiert als

B ({(g)y) = 5 D 0(m) = (o) (91)

Die Varianz von (g), berechnet sich zu

(92) — {g9)

V (9h) = E ((9)3) — B(lghy)” = =20 (92
Die relative Varianz ist
V= % (9.3)
(E(9)n)

Die Standardabweichung berechnet sich als Wurzel der Varianz

Die relative Standardabweichung berechnet sich zu:

Gy = \/% (9.5)

Sei V; die absolute Varianz eines jeden Teilintegrals [ dz fi(x) und V die absolute Varianz
des Gesamtintegrals [dz )", f;(z). Nehmen wir an, daB die relativen Varianzen in allen
Féllen gleich seien:

V=V (9.6)
Die Varianz einer Summe von Integralen berechnet sich als Summe der einzelnen Varianzen.
Entsprechend berechnet sich die relative Standardabweichung bei separater Integration zu

\ ~
TLN = \/E N = \/ﬁo-tog (97)

wobei der Index ,,sep“ fiir ,,separate” und ,tog“ fiir ,,together” verwendet wird.
Es ist zu erwarten, dafl, wenn man bei separater Integration und nachfolgender Summa-
tion gleichviele Punkte verwendet wie bei der Quadratur des Gesamtintegranden, trotz
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der effektiv hoheren Punktezahl der Fehler um einen Faktor /n grofler ist. Die von uns
betrachteten Beispiele bestétigen diese Voraussagen. Eine versténdliche Darstellung be-
kannter und neuerer Ergebnisse beziiglich Monte-Carlo-Integrationen findet sich z.B. in
[Ha01].

Die Teilergebnisse, welche wir durch die Summation der Masterintegrale mit planarer und
gedrehter reduzierter planarer Topologie mit den beiden verschiedenen Methoden erhalten,
sind numerisch stabil bei Verwendung einer hinreichend hohen Punktezahl.

Bis auf die massenabhingigen Abzugsterme konnen damit die wichtigsten Anteile der mas-
siven planaren und gedrehten reduzierten planaren Zweischleifen—Vertexintegrale mit nicht-
trivialer Tensorstruktur, wie sie nach der Tensorreduktion vorliegen, zuverlissig evaluiert
werden. Die Abzugsterme haben einen Zweipunkt-Subloop. Da durch die Tensorreduktion
weitere Basisintegrale entstehen, welche einen Zweipunktsubloop besitzen, stellt die Eva-
luation der Abzugstermen aber keinen zusitzlichen grofieren (noch fehlenden) Projektteil
dar. Vielmehr konnen sie nach der in jedem Fall noch durchzufiihrenden Implementation
der Integrale mit Zweipunkt—Subloop mit den diesbeziiglich ohnehin notwendigen Pro-
grammen evaluiert werden.

Die noch fehlenden Routinen zur Evaluierung aller notwendigen Basisintegrale kénnen in
unser Gesamtprogramm eingebaut werden. Die Koeffizienten aller auftretenden Basisinte-
grale konnen wir bereits zum jetzigen Zeitpunkt bestimmen.

Noch zu programmieren sind die Routinen zur Integration der Topologien mit Zweipunkt—
Subloop. Algorithmen zur Evaluierung von Einschleifenintegralen mit zwei und drei &dufe-
ren Linien sowie von Zweischleifen—Zweipunktfunktionen sind bereits in xloops implemen-
tiert. Zu diesen miissen lediglich noch Schnittstellen bereitgestellt werden, um die In-
tegration der (faktorisierenden) Einschleifenbeitrige sowie der effektiven Zweischleifen—
Zweipunktfunktionen durchfithren zu kénnen.

Das Endergebnis ist auf die Unabhéngigkeit von der Wahl der Abzugsmassen im Rahmen
der numerischen Fehler zu untersuchen.

In der Summe mit den bereits implementierten Masterintegralen konnen dann die Kor-
rekturen zweiter Ordnung mit planarer und gedrehter reduzierter planarer Topologie zu
beliebigen Dreiteilchenprozessen semi—automatisch berechnet werden.

9.1.1 Programmschema

Die von uns implementierten Algorithmen lassen sich in meherere unabhingige Teilbereiche
einteilen. Entsprechend ist auch die Implementation in Teilbereiche aufgeteilt. Alle fiir sich
abgeschlossenen Algorithmen befinden sich jeweils in einem eigenen Unterverzeichnis:

e Der erste Aufgabenteil des Projekts ist die Zdhlerberechnung. Dies geschieht im
Fall der effektiven Kopplungen durch Spurberechnung mittels Anwendung der Pro-
jektoren auf die Feynmangraphen mit freien Lorentzindizes zur Erzeugung von In-
tegralen ohne freie Indizes im Minkowskiraum. Sie ist im Gegensatz zu den anderen
Programmteilen nicht fiir den allgemeinen Massenfall konzipiert. Diese Prozedur er-
zeugt die Zidhler der Integrale mit planarer Topologie. Die Eingabeparameter sind
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die Fermionmassen und die Vektor— und Axialvektorkopplungen an den 5 Vertizes.
Die Ausgabeparameter sind die Zdhler der fiir den spezifischen Graphen entstehen-
den Korrekturen zu den Vektor— und Axialvektorkopplungen. Diese kénnen sowohl
fiir jeweils nur eine Fermionrichtung als auch in der Summe der beiden Fermionrich-
tungen berechnet werden. Die Ein— und Ausgabeparameter sind sogenannte GiNaC—
expressions. Fiir die Kopplungen wurde eine eigene Klasse zur Reprisentation imple-
mentiert, welche ebenso GiNaC—expressions verwendet.

e Die Transformation der Zihler vom Minkowskiraum in den P/O-Raum
benotigt kein eigenes Unterverzeichnis und kann aufgrund der Knappheit der durch-
zufiihrenden Substitutionen im Hauptprogramm durchgefiihrt werden.

e Die Tensorreduktion kann fiir beliebige Zahler im P/O-Raum durchgefiihrt wer-
den. Die Zahler konnen sich sowohl auf die planare Topologie als auch auf die ge-
drehten reduzierten planaren Topologien beziehen. Technisch wird zuerst die planare
Topologie evaluiert und die zu den gedrehten reduzierten planaren Topolgien beitra-
genden Anteile zu den urspriinglichen Koeffizienten dieser Topologien addiert, bevor
diese Topologien reduziert werden. Die Koeffizienten der restlichen Basisintegrale
werden aus der Summe aller Koeffizienten gebildet, wie sie durch die Reduktion der
drei Ausgangsintegrale entstehen. Die Klasse, die fiir die Tensorreduktion verantwort-
lich ist, ist unabhéngig von den vorigen Schritten und kann fiir allgemeine Prozesse
verwendet werden. Die Eingabeparameter fiir die Impulse und Massen basieren auf
GiNaC-expressions, die Ausgabeparameter sind GiNaC—expressions. Fiir die Darstel-
lung der Schleifenimpulse sowie der d&ufleren Impulse und der Massen wurden eigene
Klassen entwickelt, welche GiNaC—expressions verwendet.

e Die semi—analytische (numerische) Integration der endlichen Masterintegrale
mit planarer und gedrehter reduzierter planarer Topologie kann mit beliebigen dufe-
ren und inneren Massen durchgefiihrt werden. Die Impulse miissen dabei lediglich
dergestalt sein, dafl der Zerfallsprozef§ kinematisch erlaubt ist. Die in dem hierzu kor-
respondierenden Unterverzeichnis zu findenden Programme erlauben die Integration
einzelner Integrale mit fester Potenz der verbleibenden Z#hlerstruktur. Die Eingabe-
parameter sind FlieBkommazahlen fiir die inneren Massen (auch der Abzugsmassen)
sowie die duflferen Massen (diese in P/O-Variablen) sowie Ganzzahlen zur Indizie-
rung der Schleifenimpulspotenz und der Abzugsgrade. Die verschiedenen Massenar-
ten werden dabei als Vektoren iibergeben, um ein iibersichtlicheres Programmieren
zu ermoglichen.

e Die gemeinsame Integration der von uns beschriebenen Masterintegrale fiir ei-
ne beliebige Zihlerstruktur (in kovarianter Darstellung oder in P/O-Raum-
Darstellung) wird durch eine Klasse gesteuert, die sich im Hauptverzeichnis findet,
in welchem sich als Unterverzeichnisse die soeben beschriebenen Algorithmen finden.
Dieser Klasse wird zum einen die Klasse vom Typ Tensorreduktion iibergeben, welche
die tensorreduzierten Koeffizienten enthilt. Weiter werden ihr séimtliche Massen als
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Abbildung 9.1: Implementation der verschiedenen Programmteile. Im (gestrichelt einge-
rahmten) Inneren die in xloops zu integrierenden Routinen.

Parameter iibergeben, technisch wie im Fall zur Integration der endlichen Masterin-
tegrale. Zudem miissen den Symbolen, aus welchen sich die Vorfaktoren der Integrale
nach Tensorreduktion aufbauen, Werte zugewiesen werden. Dies geschieht mit Hilfe
einer sogenannten C++ — Map.

e Die fehlenden Anteile — Zweipunkt—Subloop, Links zu xloops—Routinen — kénnen
problemlos in die zusammenfassende Klasse eingearbeitet werden bzw. sollten in Un-
terverzeichnissen separat entwickelt und dann verkniipft werden. Im Moment werden
sie zu Null angenommen.

Die Klassen fiir die Tensorreduktion und die numerische Integration der Masterintegrale mit
planarer und gedrehter reduzierter planarer Topologie (inklusive der zusammenfassenden
Klasse) sind nicht an einen bestimmten Proze gebunden und kénnen deshalb in xloops
implementiert werden.

Schematisch setzen sich die einzelnen Programmteile wie in Abbildung 9.1 dargestellt zu-
sammen. Durch diese Programme kénnen nach Implementation der noch fehlenden Routi-
nen die Korrekturen zweiter Ordnung zu den effektiven Kopplungen und dhnlichen Gréfien
berechnet werden. Man bezeichnet die Korrekturen zweiter Ordnung auch als ,next-to-
next-to-leading-order(NNLO)-Korrekturen. Die Routinen im inneren (gestrichelten) Teil
von Abbildung 9.1 sollen in xloops integriert werden. Die Routinen am unteren Rand sind
bereits Teil von xloops bzw. miissen noch implementiert werden.
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9.2 Teilergebnisse — Definition

In Feynmangraphen dargestellt gehen wir von einer planaren Topologie mit beliebigem
Zahler im Minkowskiraum aus. Es ist unerheblich, ob die Z#hler in der kovarianten Dar-
stellung oder im P/O-Raum definiert sind. Beide Darstellungen sind nach Kapitel 3 dqui-
valent bzw. lassen sich leicht ineinander transformieren. Die Transformation von Zihlern
in kovarianter Darstellung in P/O—Variable ist implementiert. Die Zahler sind als GiNaC—
expression anzugeben. Im Fall der effektiven Kopplungen wird der Zahler durch implemen-
tierte Funktionen automatisiert erzeugt. Der Ausgangspunkt fiir die Tensorreduktion sind
Integrale der Form

T-Yyy/ 0oy KR (B I ()" (ko t2)”

PP, P3PyPs P
abc fgn T
4+~
1
=200 —<3 6 Xk (K2)EE (12)" (kb2 (98)
abc fgn T 2 \
5

Wir fiithren im néchsten Programmschritt die Tensorreduktion auf einen wohldefinierten
Satz von Masterintegralen durch. Die Tensorreduktion liefert die Koeffizienten aller Basis-
integrale, wie sie durch die Reduktion der planaren und reduzierten gedrehten planaren
Topologien durch Anwendung des in Kapitel 4 dargelegten Algorithmus entstehen. Durch
die Tensorreduktion entstehen unter Anderem eine Vielzahl von faktorisierenden Einschlei-
fenbeitrigen. Diese symbolisieren wir in der nachfolgenden graphischen Darstellung in (9.9)
durch einen einzigen Graphen. Im Programm werden auch die Koeffizienten der faktorisie-
renden Beitrige getrennt berechnet.

Unser Programm integriert dann die abzugsbehandelten Masterintegrale mit planarer und
gedrehter reduzierter planarer Topologie, welche die spezifizierte Zahlerstruktur aufweisen.

Es kénnen Listen der numerischen Werte der Einzelintegrale in Dateien ausgegeben werden.

Die Tensorreduktion liefert:
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T — %leﬁ ko)™

+ 6XZZ/€1+I€0 l1+l0)

+ %XZZ(M ko)™ (11 — lo)”

(9.9)
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Unser Programm integriert:

X (ko — kl)a

M

+ Zijr - X (ko + k1)% (Lo +11)’8

Mg

+ Zijir ‘(\ - X (ko = k1)*(lo = 1)’

s ¢

—F (9.10)

Dem Programm noch hinzuzufiigen sind folglich die Abzugsterme sowie alle anderen nicht
in dieser Arbeit ausgearbeiteten Basisintegrale, welche aber grofiteils (bis auf die Inte-
grale mit Zweipunkt-Subloop, die Abzugsterme sind hierzu zu rechnen) bereits in xloops
implementiert sind, sodaf diesbeziiglich lediglich noch Schnittstellen herzustellen sind.

Die Koeffizienten der Abzugsterme berechnen sich aus den Koeffizienten der UV—endlichen
Masterintegrale und aus den weiteren Faktoren, welche durch die Abzugsprozedur bzw. die
Entwicklung und Partialbruchzerlegung der reinen Abzugsterme entstehen.

FormelmiBig berechnet unser Programm F. Was noch fehlt ist

M=T-F—-A (9.11)

wenn wir unter A die Summe der Abzugsterme verstehen:
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X (ko + kl)a(lo + ll)’g

x (ko — k1)*(lg — 11)?

+Z T 2 s + Yr
af "

(9.12)

9.3 Einfache Beispiele

Wir zeigen Beispiele von Feynmanintegralen mit einfacher Zahlerstruktur, fiir die wir die
mit F benannten Teilergebnisse, also die Summe der in den Kapiteln 6 und 7 beschriebenen
endlichen Masterintegrale, als Funktion der Abzugsmassen présentieren.

Wir betrachten den oben beschriebenen Anteil F des Integrals mit planarer Topologie

T:/dele(kl)(plkia(f;?pjélﬁzglk)(mk) (9.13)

mit den dufleren Massen

Vp? =500 GeV \/;% =60 GeV \/pE =20 GeV (9.14)

den inneren Massen

mp = 420 GeV mo = 80 GeV ms3 = 100 GeV

mg = 120 GeV  mg5 = 200 GeV mg = 300 GeV (9.15)

und den Abzugsmassen, die wir unter Variation des Massenparameters my im Bereich
mo € [0 GeV,200 GeV] (9.16)
wie folgt definieren:

mii = 5 GeV + my Mg = 15 GeV + my mig = 25 GeV + my Mmago = 35 GeV —+ myg
(9.17)
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Die Integration ergibt mit 260000 VEGAS-Punkten je Abzugsmassenpunkt die in Ab-
bildung 9.2 dargestellten Kurven in GeV?. Wir zeigen dabei sowohl die Linien, die bei
gemeinsamer Integration enstehen, als auch die Linien, welche bei separater Integration
und nachfolgender Aufsummation erzeugt werden.

Da wir uns aufgrund der Wahl der Zerfallsmasse von 500 GeV direkt auf der Schwelle be-
finden, ist die Stabilitdt bei der separaten Integration bei der gewéhlten Integrationspunk-
tezahl nicht zufriedenstellend. Die gemeinsame Integration ist trotz der effektiv geringeren
Punktezahl stabiler, insbesondere beim Imaginirteil. Die auffallend starken Variationen
verschieben sich bei verschiedenen VEGAS-Durchldufen. Sie haben ihre Ursache in sta-
tistischen Fluktuationen, wie sie aufgrund der Monte-Carlo—Integration auftreten kénnen
[K105]. Beim Imaginérteil wird der Fehler bei der separaten Integration unterschétzt. Das
Problem, den Fehler zu unterschéitzen, tritt bei VEGAS oft auf. Es liegt daran, daf§i VE-
GAS eine Monte-Carlo—Integrationsmethode ist und es kein objektives Ma$ fiir den Fehler
gibt, sondern lediglich eine Abschétzung vorgenommen werden kann [KI105].

Zur Demonstration, dafl die beiden Methoden im Allgemeinen, wenn man sich nicht direkt
auf Schwellen befindet, stabile Ergebnisse mit vergleichbaren Fehlerbalken liefert, betrach-
ten wir ein letztes Beispiel. Wir berechnen den Anteil F des Integrals

7-:/dele(kl)(plk)gﬁz)éfiz;;;fjll)g(p2k) (918)

Die dufleren Massen wahlen wir zu

p? = 325 GeV p? = 60 GeV p2 = 20 GeV 9.19
1 2

Die inneren Massen wihlen wir wie in (9.15). Wir befinden uns damit direkt iiber, aber
nicht auf, einer Zweiteilchenschwelle. Die Abzugsmassen im Schleifenimpuls & variiern wir
wie in (9.17). Die Abzugsmassen im Schleifenimpuls [ variieren wir geméf:

My/51 = 10 GeV + My Myys,0 = 20 GeV + My My/53 = 30 GeV + my (920)

In Abbildung 9.3 zeigen wir die Kurven in GeV*, die sich mit den verschiedenen Integra-
tionsmethoden ergeben.

Die numerische Integration ist in allen vier Graphiken, Real- und Imaginérteil, sowohl bei
getrennter als auch bei gemeinsamer Integration, stabil.

L . o0 . 1 t
9.4 Zwischenergebnisse fiir sin®6 7

Fiir die Korrekturen zu den effektiven Kopplungen geben wir die oben definierten Teilergeb-
nisse F, also die Summe aller endlichen Masterintegrale mit planarer und reduzierter pla-
narer Topologie, an. Dabei geben wir die Teilergebnisse fiir jeden der beitragenden Graphen
fiir die fermionischen Korrekturen mit planarer Topologie einzeln an. Diese Teilergebnisse
miissen lediglich noch um die Summe der einfacheren Basisintegrale, deren Koeffizienten
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Abbildung 9.2: Realteil (links) und Imaginérteil (rechts) der mit VEGAS erzeugten
Integrationsergebnisse des zu (9.13) gehorigen Teilergebnisses F als Funktion des fiir
die Abzugmassenvariation verantwortlichen Parameters mg auf der Zweiteilchenschwelle
M = \/ﬁ = 500 GeV. Dabei sind die Graphiken oben durch getrennte Integration und
nachfolgende Summation der Masterintegrale, die Gaphiken unten durch Konstruktion des
Gesamtintegranden mit nachfolgender gemeinsamer Integration erzeugt.
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Abbildung 9.3: Realteil (links) und Imaginérteil (rechts) der mit VEGAS erzeugten In-
tegrationsergebnisse des zu (9.18) gehorigen Teilergebnisses F als Funktion des fiir die
Abzugmassenvariation verantwortlichen Parameters mg. Dabei sind die Graphiken oben
durch getrennte Integration und nachfolgende Summation der Masterintegrale, die Ga-
phiken unten durch Konstruktion des Gesamtintegranden mit nachfolgender gemeinsamer
Integration erzeugt.



132 KAPITEL 9. IMPLEMENTATION, ERGEBNISSE

in Computerprogrammform vorliegen, sowie um die Summe der Abzugsterme, erweitert
werden, um die fermionischen Korrekturen zweiter Ordnung zu sin? Gﬁfpﬁ zu erhalten, die
durch die Graphen mit planarer Topologie entstehen.

Wir werden fiir alle beitragenden Graphen vier Werte fiir Real- und Imaginérteil angeben,

jeweils in der Reihenfolge:
e VEGAS, separate Integration
e VEGAS, gemeinsame Integration
e Divonne, separate Integration
e Divonne, gemeinsame Integration

In der ersten Spalte geben wir jeweils die inneren Teilchen an. Die Abzugsmassen fiir diese
Teilergebnisse, in obiger Notation F genannt, wihlen wir zu:

my1 = 150 GeV mag1 = 160 GeV miy2 = 170 GeV Mma 2 = 180 GeV (921)
m4/5,1 =110 GeV (922)

Die physikalischen Massen wihlen wir wie in (7.1) definiert. Allerdings geben wir auch die
Ergebnisse an, in welchen wir die Masse des bottom—Quarks statt wie in (7.1) definiert in
allen Rechenschritten von Null verschieden zu

my = 4.85 GeV (9.23)

wihlen [Pd05]. Die Feinstrukturkonstante « und den exprimentellen schwachen Mischungs-
winkel, welche wir als Parameter verwenden, entnehmen wir [Pd05] zu:

1

RN ET

sin? § = 0.23108 (9.24)
Wir verwenden fiir jede Integration 260000 VEGAS—Punkte. Bei Divonne verwenden wir
den Standardwert der Zielvorgabe einer relativen Prézision von 1073.

In Tabelle 9.1 betrachten wir die Korrekturen zu Agy fiir ungeladene Stréme. Die Korrek-
turen zu den Axialkomponenten stellen wir in Tabelle 9.2 dar. In Tabelle 9.3 betrachten wir
die Korrekturen im Fall geladener Strome mit Fermionrichtung entgegen dem Uhrzeiger-
sinn. Fiir die Fermionrichtung im Uhrzeigersinn erhalten wir die Tabelle 9.4. Bei geladenen
Stromen gibt es jeweils nur eine Grofle, vgl. Anhang D.3.

Wie man aus den Werten ersieht, stimmen die Integrationsergebnisse, die wir mit den
verschiedenen Methoden erhalten, im Rahmen der Fehler, die sich im Promillebereich be-
wegen, iiberein. In diesen Fillen sind keine signifikanten Unterschiede in den Fehlerbalken
ersichtlich, unabhéngig davon, wie man integriert.

Zu diesen Werten miissen noch die fehlenden Basisintegrale, deren Koeffizienten wir be-
stimmt haben, sowie die Abzugsterme, addiert werden.
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Teilchen | Re(F(Agy)) ORe Im(F(Agy)) Olm
ttZZl | 2.830063-10"7 |84-10"2 |0 0
2.830138-10~7 | 7.6-1072 |0 0
2.829725-107 |3.3-1071 |0 0
2.829196-1077 |26-1071 |0 0
vuuZZl | —1.479008-10°7 | 3.8-10 11 | —4.482192-10 7 | 1.4-10° 10
—1.478716-10"7 | 3.8-10"'* | —4.481237-10 7 | 1.3-10° 1
—1.478582-107 | 1.1-107'9 | —4.484930-107 | 5.7-10°1°
—1.480046 - 107 | 1.4-107'0 | —4.484741-10"7 | 4.3-10710
bbbZZl | 2.831026-10~7 | 7.1-10' | 7.339083-10"7 |9.1-10" M
2.831467-10"7 | 7.8-107' | 7.340885-10~7 | 9.6-10"!!
2.834610-10~7 | 2.0-107'0 | 7.347500- 10" | 9.4-10"'°
2.830221-107 | 2.7-1071° | 7.339751-107 | 7.2.10°10
dddZZl | 2.498357-10~" | 5.8-10"'1 | 7.574867-10~7 | 2.4-10~10
2.497772-1077 | 6.2-10"" | 7.570039 107 | 2.2-10°10
2.498165-10~7 | 2.0-1071° | 7.577597-10~7 | 9.7-10"10
2.497965-10"7 | 2.5-10°% | 7.573693-10"7 | 7.4-10"10
WZZl |1.043694-10~7 |[26-10"1 | 3.162111-10"7 | 1.3-10°10
1.042694 - 10~7 | 2.4-10~' | 3.161924-10~" | 8.7-10"!!
1.043076- 1077 | 8.4-10""" | 3.163927-10"7 | 4.0-107'C
1.043810-10"7 | 1.0-107'9 | 3.156985-10"7 | 3.1-1071'C
vvvZZl | —4.104064 - 1077 | 1.0-107'° | —1.243347-107° | 3.7- 10719
—4.103171-1077 | 1.0-10710 | —1.243761-10"% | 3.8-10710
—4.101827-10°7 | 3.3-10°10 | —1.244193-10°% | 1.5-10°
—4.106092-10°7 | 4.0-10719 | —1.243524-1076% | 1.2-10°

Tabelle 9.1: Teilergebnisse fiir die Korrekturen zu Agy fiir ungeladene Stréme.
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Das Verwenden einer von Null verschiedenen Masse des bottom—Quarks dndert die Werte
maximal im Bereich von etwa 10 Prozent. Da es sich aber um Korrekturen zur zweiten
Ordnung handelt, welche sich im Vergleich zu den Werten ohne Schleifenkorrekturen bereits
im Promillebereich befinden, ist nicht zu erwarten, dafl sich dies wesentlich auf den mit
dem Experiment durchzufiihrenden Vergleich auswirkt, weil sich die heutige experimentelle
Genauigkeit, wie in Kapitel 1 gezeigt, im Promillebereich bewegt. Fiir die Experimente bei
GigaZ [He00] kénnten diese Korrekturen jedoch Relevanz gewinnen.
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Teilchen | Re(F(Aga)) ORe Im(F(Aga)) OIm
tttZZl | 1.880326-10"° |56-10"'" |0 0
1.880512-10=% | 5.0-10"" |0 0
1.880240-10"% | 2.2-107° |0 0
1.881661-10¢ |1.8-107° |0 0
vuuZZl | —9.826130-1077 | 2.5-107'° | —2.978004 - 107% | 9.7. 10719
—9.826353-107 | 2.4-10719 | —2.979456-10 ¢ | 8.4-10 1
—9.836230-107 | 7.7-10719 | —2.976257-10 ¢ | 3.8.10°?
—9.828810-107 | 9.8-10719 | —2.976130-10"% | 2.9-107°
bbbZZl | 1.881763-10% |4.5-10 10| 4.879041-10% |[6.4.-10 10
1.881547-10% | 5.0-107'9 | 4.877583-10~% | 6.0-101°
1.883486-10"¢ | 1.3-107° | 4.882123-10"¢ | 6.2-107°
1.883822-107% | 1.8-107° | 4.876973-107% |4.8-107°
dddZZl |1.660091-10=% |[4.3-107'° | 5.033350-10"¢ |[1.6-107°
1.660873-10¢ |39.107'9 | 5.032368-10¢ | 14-.10°
1.661898-10% | 1.3-107° | 5.028590-10°¢ | 6.4-10°
1.660369-10¢ | 1.6-107° | 5.035939-10¢ | 4.9.10°°
MzzZl 16.928503-107 |1.7-10'°|2.100513-10% [6.5-101°
6.928854-107 | 1.7-1071°| 2.101943-10"¢ | 5.9-10°1
6.939041-10~7 | 5.4-107'0 | 2.099622-10~% | 2.7-107°
6.926498 - 10~7 | 6.8-107'0 | 2.100366- 10~ | 2.0-107?
vvvZZl | —2.725446-107% | 6.8 - 1010 | —8.257623-10° | 2.4-107°
—2.725798 -107¢ | 6.4-1071% | —8.263209-107% | 2.3-107°
—2.728730-10°% | 2.1-10° | —8.256621-10 ¢ | 1.0-10°8
—2.724845-107% | 2.7-107° | —8.258009-10 ¢ | 8.2-10?

Tabelle 9.2: Teilergebnisse fiir die Korrekturen zu Agy4 fiir ungeladene Stréme.
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Teilchen | Re(F(Agv)) ORe Im(F(Agv)) Olm

tHoWWv | —4.574219-107% [ 8.8-10719 ] 0 0
—4.573071-10°% | 6.7-1071° | O 0
—4.569780-107°% [ 5.2-107% | 0 0
—4.576068 -107% | 4.4-107° |0 0

ttdWWv | —4.595413-107% [ 1.1-10°° |0 0
—4.596088 -107¢ | 9.2-1071% | 0 0
—4.595914-107% | 5.6-107° |0 0
—4.593911-10°% | 45-10° |0 0

uudW Wy | 1.920868 - 107% | 2.9-1071° | —3.544738-107% | 2.2- 10710
1.920293 - 106 3.1-10°10 | —3.544781-10°6 | 2.3-10°%°
1.919586 - 10 ¢ 1.9-107% | —3.543879-10°% | 3.5-10°°
1.919650 - 10°° 1.9-107% | —3.543443-107% | 3.5-107°

vwIWWy | 2.776021 - 10° 4.4-10710 | —5.123495-10 % | 3.4-10°1%°
2.775717-107 4.2-10710 | —5.122300-107% | 3.2-1071°
2.774396 - 1076 2.7-107° | —5.122001-10% | 5.1-107°
2.776924 - 106 2.7-107% | —5.122550-107° | 5.0-10~*

Teilchen | Re(F(Agy)) ORe Im(F(Agy)) Olm
botWWv | —3.512857-107° | 2.9-107'0 | —3.627167-107° | 1.8- 10710
—3.512763-107° | 4.7-107'0 | —3.627002-107° | 1.8 -107'°
—3.513465-10° | 1.8-10°% | —3.627938-107° | 1.9-10°8
—3.513616-107° | 3.4-10°% | —3.632409-107° | 2.1-10°8
ddiWWv | —3.459747-107° | 2.3-10710 | —3.647849-107° | 1.9- 10 1°
—3.459728 - 107° | 3.6-10"10 | —3.647865-107° | 1.8-101°
—3.459402-107° | 1.7-107% | —3.647964-107° | 1.7-107®
—3.458909-107° | 2.9-107% | —3.648079-107° | 1.9-107®
dduWWv | 8.877590 - 10~° 3.2-107% | 2.590723-107° 9.3-107°
8.878058 - 107° 2.5-107% | 2.589655-107° 7.7-107°
8.872101 - 1075 1.0-107% | 2.589200- 1075 4.1-1078
8.869609 - 10° 8.8-107% | 2.592667-10° 2.5-10°8
HWWWv | 5.642974-10°° 2.0-107% | 1.646395-10° 6.3-107°
5.643178 - 107° 1.6-107% | 1.646641-107° 5.3-107°
5.640747 - 1075 6.8-107° | 1.646174-10° 2.6-10°8
5.638882 - 1075 5.6-107° | 1.647339-107° 1.6-1078
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Tabelle 9.3: Teilergebnisse fiir die Korrekturen zu Agy = Agy fiir geladene Strome mit
Fermionrichtung entgegen dem Uhrzeigersinn.

Tabelle 9.4: Teilergebnisse fiir die Korrekturen zu Agy = Agy fiir geladene Strome mit
Fermionrichtung im Uhrzeigersinn.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick
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Wir haben die Feynmangraphen bestimmt, welche die fermionischen Korrekturen in zwei-
ter Ordnung zu den Vektor— und Axialvektorkopplungen des Zerfalls Z° — [T/~ und damit
zum schwachen Mischungswinkel sin? 0P verursachen. Wir haben fiir den schwierigsten
Graphen, fiir denjenigen mit planarer Zweischleifen—Vertextopologie, die zu berechnenden
Feynmanintegrale mit Hilfe von Projektoren auf Integrale ohne freie Indizes im Minkowski-
raum abgebildet. Die Zahler dieser Integrale haben wir in P/O—Variable umgerechnet. Wir
haben eine Tensorreduktion fiir beliebige massive planare und gedrehte reduzierte planare
Zweischleifen—Vertexgraphen entwickelt und auf die Integrale fiir die fermionischen Kor-
rekturen zu sin? 0F" angewendet. Die Koeffizienten der Basisintegrale wurden bestimmt.
Fiir die wichtigsten Masterintegrale haben wir einen Algorithmus zur semi-analytischen
Evaluation im allgemeinen Massenfall entwickelt und seine Zuverléssigkeit demonstriert.
Die Masterintegrale werden nach der analytischen Berechnung von sechs der acht durch-
zufiihrenden Integrationsschritte einer numerischen Zweifachintegration unterzogen, welche
sich als stabil erwiesen hat. Fiir die anderen Basisintegrale haben wir bewéihrte Methoden
zur Evaluation angegeben, welche zum groflen Teil bereits in xloops implementiert sind.
Es wurden Methoden entwickelt, mit deren Hilfe im Rahmen der P/O-Methode Prozesse
mit massiven planaren Zweischleifen—Dreipunktfunktionen berechnet werden kénnen. Mit
Hilfe dieser Methoden konnen alle im SM bei Verwendung der Feynman—Eichung méglichen
infrarotendlichen Integrale evaluiert werden, welche eine nicht-gekreuzte Zweischleifen—
Vertextopologie aufweisen. Alle Tensorstrukturen im Zé#hler, die so entstehen konnen,
kénnen mit unserem Algorithmus behandelt werden. Die entstandenen Programme werden
in das xloops—GiNaC—Projekt einflieflen.

Die Methoden der Tensorreduktion und der semi-analytischen Integration wurden auf die
Integrale des Prozesses Z° — [7]~ angewendet.

Es war nicht Teil dieser Arbeit, alle Integrale, wie sie nach Tensorreduktion entstehen,
zu berechnen. So miissen noch die Methoden fiir Zweischleifen—Dreipunktfunktionen mit
Zweipunkt-Subgraph implementiert werden.

Die Ergebnisse sind zuletzt noch zu renormieren. Dazu geniigt es aber, die effektiven Kopp-
lungen fiir Zerfallsmasse Null zu evaluieren und die Differenz zu berechnen, da das renor-
mierte Ergebnis bei Null unabhiingig bekannt ist [Fr99, FrPr].

Nach Durchfithrung der verbleibenden Projektteile wird ein Vergleich mit [Aw04a, Ho05]
moglich werden. Dadurch kann die Zuverlissigkeit des Algorithmus bestétigt werden.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methoden kénnen auf die gekreuzte Dreipunkt-
funktion ausgeweitet werden,

(10.1)

wodurch die Evaluation auch der bosonischen Korrekturen zum schwachen leptonischen
Mischungswinkel in zweiter Ordnung erméglicht wird.

Bei LHC kann allerdings nicht mit einer verbesserten experimentellen Genauigkeit der ef-
fektiven Vektor— und Axialvektorkopplungen gerechnet werden. Erst beim ILC kann im
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Rahmen des GigaZ—Projekts aufgrund einer hheren Statistik die Prézision dieses Experi-
ments nochmals verbessert werden.

Dariiber hinaus kénnen mit den hier entwickelten Methoden nach der geplanten Erwei-
terung des Algorithmus auf die gekreuzte Zweischleifen—Vertextopologie die Korrekturen
zweiter Ordnung fiir weitere beliebige SM—-Prozesse mit drei externen Teilchen evaluiert
werden. Bereits jetzt konnen alle infrarotkonvergenten Beitrdge mit planaren Topologien
mit unserem Algorithmus berechnet werden. Fiir Prézisionsexperimente an zukiinftigen
Beschleunigern wie dem ILC werden die Korrekturen zweiter Ordnung bei vielen Prozes-
sen relevant sein, da mit steigender Energie auch die Beitrdge der Strahlungskorrekturen
zu MefBigroflen mehr und mehr wichtig werden.

Aus diesem Grund behalten die in dieser Arbeit ausgearbeiteten und implementierten Algo-
rithmen und Methoden trotz der in [Aw04a, Ho05] bereits berechneten fermionischen Kor-
rekturen zum schwachen Mischungswinkel ihre Relevanz. Die neuen Methoden zur Berech-
nung von massiven planaren Zweischleifen—Vertexintegralen mit beliebiger Tensorstruktur
haben wir auch in [Gr05] dargelegt.
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Anhang A

Lorentzstruktur und Projektoren
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A.1 Extraktion von ¢!, und ¢, aus Z — Il

A.1.1 Lorentzstruktur

Der Prozefl Z° — 71~ besitzt unabhingig von der Schleifenordn}l(ng)schematisch die Form
b

T Z%(p)* (A.1)

l(pQ)

Durch Kontraktion mit dem Polarisationsvektor €,(p) des Z°-Bosons wird das Matrix-
element berechnet. Da p der Index einer dufleren Linie ist, ist er physikalisch und somit
gilt

w€{0,1,2, 3} (A.2)
d.h. T* ist eine manifest vierdimensionale Grofle. Bei Berechnungen in D Dimensionen ist
daher stets allein der vierdimensionale Anteil von 7* relevant und gegebenenfalls durch
Anwendung eines Projektors auf die vier physikalischen Dimensionen heraus zu projizie-
ren. Wir wollen den Vektor 7# in einer Basis von Lorentzkovarianten entwickeln. Folgende
Voriiberlegungen sind dazu notwendig: Aus den Produkten von v—Matrizen ist es moglich,
16 linear unabhéngige 4 x 4-Matrizen zu konstruieren, die oft in der Dirac-Theorie vor-
kommen [Bj64]. Diese lassen sich mit der Definition von

1
Ouw = 5 [’Yua’YU] (A.S)
darstellen als:

=1 IN=vy L=0, TIF=y Ti=yy, (A-4)

Aufgrund der Lorentz—Kovarianz des Vektors 7# mufl 7# die Form
T“ = ieﬂ(pl)]:“v(pg) (A5)
annehmen mit

Fho= a' + s
+cpl + dph + eptys + fPh s
+gio,,py + hio,,p, (A.6)
wobei die a, b, ¢, d, e, f, g, h Funktionen von Mz und m, sind. Aufgrund der Gordon—Identitdt

mu(k)y® = u(k) (k* + ioagk”)
—my*v(k) = (k% —ioask”) v(k) (A7)
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lassen sich die i0,,py Phe Terme, d.h. g und A, in die p¥ /o sowie v, — Terme absorbieren.
Damit nimmt F* die allgemeine Form

Ft = gy — gay"ys + kpl + Iphy + myspi + nysph (A.8)
an, wobei gy, g4 sowie k, [, m,n jeweils Funktionen von m; und M sind. Es gilt
gv = gv(my, Mz) ga = ga(my, Mz) (A.9)

Da wir nur am vierdimensionalen physikalischen Anteil interessiert sind, ist der entschei-
dende Anteil von F:

F' = guy* — gayys + kpl + Iply + myspl + nysph (A.10)

mit ¥* dem vierdimensionalen Anteil von v* wie in Anhang B.3 definiert. Wir kénnen das
physikalische 7" damit schreiben als

T = det(p))F v(ps) (A.11)

A.1.2 Kontraktionen zur Extraktion der Beitrige

Die folgende Rechnung wird fiir

m; =0 (A.12)
durchgefiihrt. Setze
Vi = o(p2)y*ulpr)
A= 9(pa) 7 ulpr) (A.13)

Kontrahiere nun 7# mit den soeben definierten Vektoren (wobei V* offenkundig einen
Lorentzvektor darstellt und A* einen Axialvektor) und summiere iiber alle Spins. Daraus
lassen sich die Vektor— und Axialvektor-Komponenten gewinnen (fiir m; = 0).

Diese Vektoren konnen a priori in D Dimensionen definiert werden. Da wir aber von 7T#
nur an den physikalischen Komponenten in vier Dimensionen interessiert sind, wollen wir
auch fir V#* und A* nur Komponenten in den vier physikalischen Dimensionen zulassen.
Deshalb werden wir bei Berechnungen in héheren Ordnungen Kontraktionen mit

V= o(p)y ulp)
At = (p2)ys7 ulp1)
durchfiihren. Dennoch koénnen wir ohne Verlust an Allgemeinheit zunéichst einmal mit D—

dimensionalen 7#, V¥ A* einige Berechnungen durchfiihren und spéter daraus problemlos
die Ergebnisse fiir 4 Dimensionen ableiten.
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A.1.2.1 Extraktion von gy

Es gilt

STV, = ie > a(p) Fro(p)o(p)vaulp)

spins spins

= 4ie(2— D) (p1-p2) gv (A.14)

A.1.2.2 Extraktion von g4

Da p,/, physikalische Impulse sind, leben sie nur in 4 Dimensionen. Bei Verwendung der
vs—Schemata sowohl von Breitenlohner-Maison [Br77] wie auch bei Verwendung des DK-
Schemas [Ko91] gilt deshalb!:

Daraus folgt:

N TEA, = de Y a(py) F v(p)v(p2)vs7uu(pr)

spins spins

= 4ie(2 = D) (p1-p2) 94 (A.16)

A.1.2.3 Zusammenfassung fiir gy, ga

Man kann die Vektor— und Axialvektorkopplungen berechnen mit:

> T"Vy
_ spins
w 4ie (p1 - p2) (2 — D)
3 THA,
gA — spins (A17)

4ie (p1 - p2) (2 — D)

A.1.2.4 Extraktion der impulsabhiingigen Beitrige

Zur Berechnung der impulsabéingigen Parameter £, [, n, m definieren wir folgende Groflen:

E = 9(p2)Tu(py) und F = 6(ps)ysu(p1) (A.18)

Vergleiche diesbeziiglich die Ausfiihrungen in Anhang B.
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Wir erhalten damit
vy > T.E

spins

die (pl : p2)2

Y T,E
spins

die (pl : P2)2
Py > TuF

spins

E =

_4756 (p1 : p2)2
Y T,F
spins
S (A.19)
die (p1 - po)?

A.1.3 Diskussion der impulsabhingigen Terme

Wie man anhand von (A.19) bei genauerem Betrachten der einzelnen konkret zu berechnen-
den Graphen, (1.7), einsehen kann, entstehen dabei jeweils Spuren, welche fiir verschwin-
dende Leptonmassen (in allen &ufleren wie auch inneren Linien) jeweils eine ungerade
Anzahl von y-Matrizen enthalten und damit verschwinden.

Folglich treten in der N&hrung verschwindender Leptonmassen m; = 0 bei den von uns
betrachteten Graphen die impulsabhéngigen Kopplungen k, [, n, m aus (A.8) nicht auf.
Fiir nichtverschwindende Leptonmassen entsteht ein lineares Gleichungssystem, aus dem
man die einzelnen Terme k, [, n, m berechnen kénnte. Da diese Groflen aber aufgrund des-
sen, daf} sie aus den geschilderten Griinden sehr klein sind, experimentell nicht betrachtet
werden, haben wir kein derartiges Gleichungssystem aufgestellt.
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vs—Schemata

147



148 ANHANG B. ~;-SCHEMATA

B.1 ~;—Problematik in D Dimensionen

Die Matrix 5 ist in D = 4 Dimensionen definiert zu

i
Y5 = —Eeamﬂ“vﬂ el (B.1)

mit €45, dem wvierdimensionalen total antiysymmetrischen Levi—-Civita—Tensor vierter Stu-
fe. Wir verwenden stets die Konvention, da} dieser Tensor den Anteil der vier physikali-
schen Dimensionen des Minkowskiraums herausprojiziert. Manches Mal wird dieser Tensor
deshalb auch als €35 bezeichnet. Da es aber in unseren Anwendungen zu keinen Mehr-
deutigkeiten kommen kann, verwenden wir

€apic = €agy (B.2)
Die Matrix 5 erfiillt die Relationen:
{75,%} =0 a=0,1,2,3 (B.3)
und
Tr(v57a787570) = i€apso Tr(1) = dicapss (B.4)

Es ist nicht mdglich, 75 in beliebiger Dimensionszahl so zu definieren, dafl es weiterhin die
beiden Bedingungen (B.3) und (B.4) erfiillt, vgl. z.B. [Co84].

Es gibt verschiedene Ansétze, dieses Problem trotzdem so zu 16sen, daf die Evaluierung von
phsikalischen Grélen moglich wird [Je01]. Wir werden einige dieser Ansétze im Folgenden
kurz vorstellen:

B.2 Naives 7;—Schema

Es gilt weiterhin
{75,’)/01}:0 a:051a253a"'aD (B5)

Es folgt dann allerdings, dafl

(4 = D)Tr(v57a787570) = 0 (B.6)

gilt. Dies fiihrt zu Inkonsistenzen. Allerdings lassen sich mit diesem Schema trotzdem man-
che Berechnungen konsistent durchfiihren. In [Fr99] wurde bewiesen, dafi die Berechnun-
gen zu den Zweischleifenkorrekturen zum Myon—Zerfall und die Zweischleifenkorrekturen
zu den effektiven Kopplungen des Z°-Zerfalls mit diesem Schema durchgefiihrt werden
kénnen und die Anomalie richtig behandelt wird. Gleichwohl haben wir unsere Berechnun-
gen nicht in diesem Schema durchgefiihrt.
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B.3 Breitenlohner—Maison—Schema

In diesem Schema werden die y-Matrizen und die Impulse in einen vierdimensionalen Anteil
P*, 4, und einen (D — 4)—dimensionalen Anteil p*, 4, aufgespalten [Br75, Br76, Br77].

p' =p" +p! Yy = VYu+ ’AYu (B-7)

Es gilt
{755 :)/u} =0 [75’ ’S/M] =0 (B8)
Diese Definition ist konsistent. Praktische Berechnungen sind damit aber sehr aufwéndig.

B.4 Kreimer—Schema

Die Definition der Impulse und y—Matrizen sowie die Clifford—Algebra der yv—Matrizen wird
bei diesem Schema [Ko91, Kr92a, Kr93b] wie im naiven Schema beibehalten. Insbesondere
gilt
{¥5,%} =0 a=0,1,2,3,4,...,D (B.9)
Es gilt weiterhin
v =1 (B.10)

Die Spur wird durch ein lineares Funktional ersetzt, welches lediglich in D = 4 Dimensio-
nen mit der gewohnlichen Spur iibereinstimmt. Die Eigenschaften dieses Spurfunktionals
erlauben es, das 5 Problem auf eine konsistente und doch einfache Art zu lésen. Die
Auswertung des Spurfunktionals erlaubt es aber nicht mehr, alle bekannten Regeln der
Spurbildung anzuwenden, sondern nur noch einen eingeschrénkten Satz hiervon. Insbeson-
dere ist die Spur bzw. das entsprechende Funktional im Allgemeinen nicht mehr zyklisch,
wenn eine ungerade Anzahl von ys—Matrizen vorliegt.

Zwecks der Definition der Eigenschaften des Spurfunktionals betrachten wir eine beliebige
Kette von y-Matrizen geméfl der Form

FO =1
ng = ’}/Hl e fyllzk
F2k+1 = Yw--- Yuor+1 (Bll)

Wir kénnen eine solche Kette anhand der in (A.4) definierten Basis, welche die Identiit
sowie die antisymmetrischen Produkte von y—Matrizen beinhaltet, entwickeln. Dazu ver-
wenden wie folgende Darstellung des antisymmetrischen A-Produkts:

1 :
Yor AN Vg N oo Yy, = o Z sign(perm)Yperm(uy) - - - Yperm (i) (B.12)
perm
wobei die Summe iiber alle Permutationen von pg,..., u; durchzufiihren ist. In dieser

Darstellung haben wir insbesondere

UNV = /],’)/“ /\ ’)/V (B13)
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und
Vour N Vz N Vs N Vi = €1 popapa Vs (B.14)

bzw.
Y5 =Y N1 A2 A3 (B.15)

Da ein beliebiges Element A einer n—dimensionalen komplexen Clifford-Algebra ¢¢(1,n—1)
immer in einer externen Grassmann-Basis entwickelt werden kann geméifl

A=apl+ iy, + """y + o an o A A Y (B.16)
haben wir im Fall der Grassmann—Algebra der Dirac-Matrizen von (A.4) die Entwicklungen

Lok (agp)1 + (aglc)lw%u + (age)vs + - -
Dors1 = (@) + (a30) Py + - - (B.17)

mit e*? dem total antisymmetrischen Levi—-Civita—Tensor dritter Stufe. In D = 4 Di-
mensionen sind keine weiteren als die explizit dargestellten Beitrdge moglich. Fiir hohere
Dimensionen sind weitere antisymmetrisierte Beitrige notwendig.
Als Erweiterung der Spurdefinition im vierdimensionalen Raum wird das Spurfunktional
Tr in D Dimensionen folgendermaflen definiert: Die Spur iiber eine ungerade Anzahl von
~v—Matrizen ist wie zuvor Null.

Tr(Toxy1) =0 (B.18)

Das Spurfunktional projiziert stets den Koeffizienten der Identiét heraus:
Tr(Cox) = (as,)Tr(1) (B.19)

Wird die Kette einer geraden Anzahl von y-Matrizen folglich mit einer v5—Matrix multi-
pliziert, projiziert das Spurfunktional den Koeffizienten des 75— Terms heraus:

Tr(ysTar) = (a5;) T (1) (B.20)

Praktisch stellt sich dieses Schema so dar, dal man bei der Evaluation der Spur alle v5—
Matrizen unter Verwendung von (B.9) nach links antikommutieren muf. 5 wird dann
ersetzt geméif (B.1), wodurch das zu berechnende Spurfunktional 7r von 5 unabhéingig
wird und wie die gewohnliche vierdimensionale Spur Tr evaluiert werden kann. Fiir eine
beliebige Kette S von y-Matrizen haben wir die Evaluationsregeln

Tr(S) = Tr(S)

i
Tr(1:5) = —ieass Tr(1*771"77S) (B.21)
Die Spurbildung mufl immer am gleichen Punkt begonnen werden, dem sogenanten ,rea-
ding point“. Die Bestimmung des reading points erfordert bei anomalen Graphen im Fall
von Theorien mit anomalen Axialvektorstromen, dafl die Spur an einem Axialvektorvertex



B.4. KREIMER-SCHEMA 151

begonnen werden muf. Im Fall von mehreren Axialvektor—Vertizes mufl der reading point
unter Beachtung von zusédtzlichen Symmetrieargumenten bestimmt werden.

Die ausfiihrliche Beschreibung der Eigenschaften des Spurfunktionals finden sich in [Ko91,
Kr92a, Kr93b|. Anomalien werden durch dieses Schema immer richtig behandelt. Deshalb
haben wir unsere Berechnungen in diesem Schema durchgefiihrt, zumal diese Methode auch
in GiNaC implementiert ist [Ba04].
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Anhang C

Spezielle Kontraktionen bei
Anomalien
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C.1 Vierdimensionaler metrischer Tensor

Treten bei Feynman-Diagrammen Anomalien auf, so kann es vorkommen, dafi Impulse
nicht nur mit dem gewdhnlichen D—-dimensionalen metrischen Tensor, sondern auch mit
dem vierdimensionalen metrischen Tensor kontrahiert werden miissen. Die Ursache hierfiir
ist, dal ys—Matrizen nach Anhang B auf den vierdimensionalen total antisymmetrischen
Tensor €,p44 zurtickzufiihren sind. Vergleiche hierzu insbesondere (B.1) und den Abschnitt
B.4. Werden aufgrund der Spurbildung bei Verwendung des DK-Schemas zwei total an-
tisymmetrischen Tensoren miteinander kontrahiert, so erhédlt man vierdimensionale metri-

sche Tensoren:
a1

4 4 4 4
€arazazast Bafs = 2 (gagﬁggmm - ga3ﬁ4ga4,33) (C'l)

C.2 Kontraktionen

Enthalten die Z#hler von Feynmanintegralen Kontraktionen von Schleifenimpulskompo-
nenten mit vierdimensionalen metrischen Tensoren, dann sind die Integrale nicht mehr
skalar. Feynmanintegrale werden aber wenn mdglich vor Evaluation immer auf skalare In-
tegrale, d.h. auf solche mit Z&hlern ohne freie Indizes, zuriickgefiithrt. Wie sich in Anhang
D zeigt, muf fiir Integrale der Form

/ kP12 (C.2)
IL A ‘

bzw.

D, ap, KFEY
/d kd le' 2 (C.3)
eine Darstellung fiir Kontraktionen von Zihlerstrukturen mit dem vierdimensionalen me-
trischen Tensor gfw hergeleitet werden. Dazu werden wir in den P/O—Raum gehen, weil es
sich zeigen wird, dafl dort die Zahler besonders einfach dargestellt werden konnen.
Eine Kovariantenzerlegung liefert im Minkowskiraum im Falle eines Parallelraums mit der
Dimension

J=2 (C.4)

(die Impulse werden wie in Kap. 3 benannt) die Darstellung
DDkulU uv W, v 1,V “w, v v wr o, B
d”kd lﬁzg A+ p'piB +p!'p’C +pi'p"E +p'pi F + eop® i G (C.5)

Der metrische Tensor im Orthogonalraum hat die Form

gTj:diag(g’oj...,q,:l,—l,..-,—1) (CG)

~~
J D—-J

Durch Kontraktion mit dem metrischen Tensor im Orthogonalraum und nachfolgend dem
Einsetzen der Werte des metrischen Tensors im Parallelraum fiir einzelne Indizes werden
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die Variablen A, B, C, E, F, G sukzessive bestimmt, es ist kein lineares Gleichungssystem
zu losen. Die Koeffizienten ergeben sich zu:

A = —7/dedD

D
1
B = dPkdPl WLZ
1 kil —¢?
¢ =~ [d° H falo + £ 61 Sl 5 L;% = kalo + hoh)
kil z
E = _— D D _a 101
/d kd z [kllo ” = (ks + 5 D
kil z
F = Dy, 1D _“a L0L )
- / dkd lHi - [koll % s + 3) .7
Kontraktion mit
G = diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1,0,0,...,0) (C.8)
T]r 4:rJ Dt4
liefert
4 D D k”lu
g | dPkd ZH-P- = lo — kil — D_2kLle)
k*kY 2
4 dele — / k? - 2
g;u// Hz-Pz 1 D— QkJ_)
v
gﬁU/deleH'P. = / dez zO 2 — mzi) (C.9)
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Dieses Kapitel schliefit unmittelbar an Kapitel 2 an. Es sollen die Koeffizienten der Inte-
grale fiir die Korrekturen der effektiven Kopplungen, wie sie mit Hilfe der Projektoren im
Minkowskiraum extrahiert wurden, aufgefiihrt werden.

D.1 Koeffizienten der Tensorintegrale

Aus allen beitragenden Feynmangraphen lassen sich die mit Hilfe der Projektoren extra-
hierten Korrekturen zu den effektiven Kopplungen nach Kapitel 2.2.3 geméfl der Formel

E CzT(pl,Z)NzT(k’ l)

Aga=H) B | s R, (D-1)

ausdriicken. Im Folgenden werden die hierbei auftretenden Koeffizienten fiir die einzelnen
Beitrige bestimmt werden. Beziiglich der Benennung von Indizes und der Konventionen
verweisen wir auf Kapitel 2.2.3.

Bei der Notation der Koeffizienten verwenden wir der Ubersichtlichkeit wegen die zuséitz-
liche Vereinfachung, dafl wir bei Kopplungen an einzelnen Vertizes anstatt g‘f, und gfl die
Ersatzschreibweise V; und A; verwenden.

Die bei diesen Berechnungen auftretenden Spuren wurden mit GiNaC [Ba00] sowie unter
Zuhilfenahme des Mathematica—Pakets TRACER [Ja91] ausgewertet. Bei GiNaC ist das
DK—y5-Schema [Ko91] standardmissig eingebaut. Im Fall von TRACER haben wir das
Antikommutieren aller y5—Matrizen nach links, wie im DK-Schema gefordert, von Hand
durchgefiihrt, danach die Spur automatisch ausgewertet und mit dem automatisch erzeug-
ten GiNaC—Ergebnis mit Hilfe von Maple [WaMa] (um unabhéngig zu testen) verglichen.
Die Kopplungen, welche in den inneren Linien bei Kopplung an ein Z° bzw. W¥ auftauchen,
berechnen sich fiir beliebige innere Fermionen sortiert nach Stomen wie im Folgenden
notiert. Die Graphen, in welchen die inneren Fermionen des fermionischen Dreiecks Masse
Null haben, ergeben sich dabei aus den notierten Formeln sofort, wenn man darin die
Masse des top—Quarks zu Null setzt m; = 0. Deshalb miissen wir jeweils nur die Beitréige
im Falle von inneren top—Quarks notieren. Die Beitrige ohne top miissen mit der Anzahl
der masselosen Fermionen gewichtet werden, wobei weiter nach den schwachen Isospins
und den elektrischen Ladungen unterschieden werden muf. Diese Unterscheidung braucht
an dieser Stelle aber nicht getroffen zu werden, da wir die Kopplungen an den inneren
Vertizes generisch als Vy und A notieren.

D.2 Korrekturen bei ungeladenen Stréomen

D.2.1 Beitragende Graphen

Die Graphen, welche bei ungeladenen Strémen beriicksichigt werden miissen, sind zum
einen die Graphen mit top—Quarks im inneren Dreieck
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-
z0 z0
t t
70 Ans 1y —+ 70 A t Al
t t
A A (DZ)
1+

1+
zum anderen die Beitrdge mit masselosen Fermionen im Dreieck:

(D.3)
Bei den Korrekturen mit ungeladenen Stromen setzen wir die Propagatormassen zu
mi; = Mg = M3 = My m4:m5=MZ m6=0 (D4)

Wir verwenden dabei die Konvention, daf§ fiir die &ufleren Fermionen f als Index der Kopp-
lungen (1.3) le (fiir ,leptons“) geschrieben wird. Die dufleren Fermionen sind Leptonen. Da
im inneren Dreieck Quarks auftreten konnen, werden die Kopplungen des inneren Dreiecks
mit ¢r (fir ,triangle“) indiziert. Sind die inneren Linien auch leptonisch, miissen fiir sie
lediglich in spéteren Rechenschritten die Werte fiir leptonische Kopplungen eingesetzt wer-
den. Wir erleiden durch diese Indizierung keinen Verlust an Allgemeinheit. Ahnliches gilt
fiir die Massenindizierung sowie die Werte der Massen, vgl. das hierzu das in Anhang D.1
Gesagte. Sind die Fermionen im inneren Dreieck masselos, so mufl m; — 0 gesetzt werden.

D.2.2 Korrektur zu gy

Die Berechnung von Agy erfolgt im Falle von drei +-Quarks und zwei inneren Z° gemif

der Formel: VNG VNG
Y G (pL2) Ny (kD)

Agh¢ = HBNC / dPkdP1- NN AN (D.5)
Die Zahlerkoeffizienten sind
i N.V,NC CV’NC
L (%2P)  (pip2)? (1924, VieA, V2D — T68A, Vi, A, V7

—256A4;.Vie A3 4 644,V A3 D)
+(p1po) (—1284; Vi Ay V2 + 1284, Vi A3 )m?

2 (k°gi"K)  (pip2)* (19241 Vie A V2D — T68 A1 Vie Ay Vi — 25641 Vi Aj,
+644,. Vi A3 D)
+(p1p2)(_384AleWeAtr ‘/t% + 384Ale%eA§r)m%
3 (p2l) _256(p1p2)AleVEeA§rm§ + 256(p1p2)Ale‘/leAt'rV;72~mg

=~

(p2l) (kaggﬂlﬁ) (p1p2)(_192AleVleAtTV3D + 768AlevleAtrV3
+2564;Vie A3 — 644,,V;, A3 D)

(p2k) (laggﬂlﬂ) (p1p2)(192AleVEeAtr‘/th - 768Ale‘/leAtrVg - 256Ale%eAgr
+644;. Vi A2 D)

ot
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11
12
13
14
15

16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

(Pll)
(pl) (kg5 1)

(P1l)(p2l)

(Pll)(ml)(kaggﬂkﬂ)

(p11) (p2k)

lZ(?lk)

256(p1p2)AleWeA§7-m? - 256(p1p2)AleV2€Atr‘/f3-m?
(p1p2)(192AleVieAtrVgD — 768AleWeAt7'Vg
—256A1,Vie A3, + 644,V A3 D)
(—256A16VieAn V2 + 256 A Vi A Ym2
+(p1p2) (_384AleWeAtr VgD - 128Ale%eA§rD)
1536 A1 VieAw Vi + 5124,V A3,
(p1p2)(_192AleVEeAtrVgD - 64AleWeA?rD)
+(—384 4, VieAw V2 + 384 A1 Vi A2 Ym?

—1536 A1 VieAy V2 — 5124,V A3,
—1924;.VieAn V2D — 644;,V; A3 D
_768Ale‘/ieAtrV;12~ - 256Ale%eA§r

—1924,,Vie A, V2D — 644,V A3 D
(p1p2)(_192AleVEeAtert?«D + 768AleWeAtrV3
+256 A1, Vi A3, — 644,.Vi. A3 D)

(p1p2) (_192AleWeAtrV3D - 64Ale‘/ieA?rD)
+(—3844,. Vi Ay V2 + 3844, Vi A3 Ym?
—1536 A1 Vi A V2 — 5124,V A2
1924,.Vie Ay V2D + 644,V A2 D
1536 A Vie At Vi + 5124, Vi A2,
T68A1Vie Ay V2 + 256 A0 Vi A3,
1924,.Vie A V2D + 644,V A2 D
—T68 A1 Vie Ay Vi2 — 256 A1 Vi A3,
768Ale‘/leAtr Vg + 256AleWeAgr

(p1p2) (768Ale‘/leAtTVg + 256AleWeAt7~)
(p1p2)(768Ale‘/ieAtr Vg + 256Ale%eA§7~)
(p1p2)( 768AleWeAtrV;,7- 256AlevieAtr)
(p1p2)( 384AleWeAtrV;72~ 128Ale‘/ieAtr)
(p1p2)(384AleVZeAtTVg + 128Ale%eAtr)
(p1p2)( 768AleWeAtrV;r 256AlevieAtr)
(p1p2)(768Ale‘/ieAtr Vﬁ + 256Ale%eAt1-)
—T68 A1 Vie Ay V2 — 256 A5 Vi A2,
38441V Ay V2 + 12841V A2
3844, Vie Ay V2 + 1284, Vi A2

(p1p2) (768AleWeAtrV;$ + 256AleWeAtr)
(p1p2)(768AleWeAtr Vg + 256Al€‘/2814§7')
(p1p2)( 76814[6‘/2614157"/;72" 256AleWeAtr)
(p1p2)(768AleV26Atr ‘/tr + 2561416‘/2614?7')
(p1p2)(768AleV26Atr Vg + 256AleWeA?r)
7684, Vie Ay Vi + 256 A1 Vi A,
(p1p2)(_768AleVEeAtrV;72n - 256AleWeA§r)
T68 A1 Vie Ay V2 + 256 A Vi A3,
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D.2.3 Korrektur zu g4

Die Berechnung von Agy folgt der Formel

CiA’NC D12 NiA’NC k,l
Aganc = HBNC / dedDz; o) = (D.6)
’ P, P, P3P, P; P

Die Zahlerkoeflizienten sind

N.A’NC CyiA,NC

1 (1%g5°1°) (P1p2)*(—128BAG AL, + 32Vig A} D — 384Vi2A, VT + 96 A, Ay Vi D

T €

+O6VZA, V2D — 128VZAS + 3243, A3, D — 38442 A, V)

le“ tr

+(p1p2) (64AFAG — 64VZA, V2 + 64VZAG — 64A7 Ay, Vi2)mi

e

2 (k*g2P18) (p1p2)?(—128 A2 A3 + 32V2A3 D — 384V;2 A, V2 4+ 96 A% A, V2D

le e’ Mr

+96V2A, V2D — 128V2A3 + 32A2 A2 D — 384 A2 A, V;2)

e T

+(p1p2)(192Al26A§7‘ - 192‘/23/4::7«‘/3 + 192%@"427 - 192Al2eAt'rVg)mg

3 (p2l) 128(p1p2) V2 Ay Viemi + 128(p1p2) A7, A Vizmy
_128(171]72)‘/1?14?7«7”% - 128(P1p2)A12eA§rm§
4 (pol)(kg21P) (128A2 A3 — 32V2A3 D + 384V2 A, V2

—96A2 A, V2D — 96V;2 Ay, V2D + 128V,2 A3,

€

—32Al2€14g D+ 38414[2614”‘/3)(]71])2)

5 (pak)(125°1P) (p1p2)(—128A% A% + 32V2A3 D — 384V2A,, V2
+96A2 Ay, V2D + 96V2 A, V2D

e

—128V2A3 + 3242 A2 D — 38442 A, V;2)

e T

6 (pil) —128(p1p2) Vi A Viomi — 128(p1p2) Aj, Ay Viomi
+128(p1p2) ViZAL M + 128(p1p2) A7, Afmi

T () (k2gs"1?) (P1p2) (—128A7 AG + 32V AL D — 84V2 A, VT + 96 A7 Ay Vi D
+96V2A, V2D — 128V,2 A3 4 3242 A3 D — 38442 A, V)

8 (pul)(p2l) (128A%, A7, — 128ViZ A, Vg + 128V2 A). — 128A% Ay, Vig)my
+(p1p2) (—64V2A3 D — 192A2 A, V2D — 192V,2 A, V2D

—64A2% A3 D)
9 (pul)(pal) (k®g5PkP) 25642 A3 + T68V2A, V2 + 256V,2 A3 + T68A2% A, V2
10 (pul)(p2k) (P1p2)(=32ViZAL D — 96 A7, A ViiD — 96V A Vg D — 3247, A} D)

+(19242 A3 — 192V2A, V2 + 192V2 A}, — 19242 A, V2 )m?

€

11 (p1l) (pok) (k*g2°1P)  —256A2 A3 — 768V A, V2 — 256V2 A3 — 76842 A, V2
12 (p1l)(p2k)(p2l) —32V2A3 D — 96 A2 A, V2D — 96V;2A, V2D — 32A2 A3 D
13 (p1l)(p2k)? —128A42 A3 — 384V2 A, V2 — 128V2A3 — 38442 A, V2
14 (pil)?(p2k) —32V2A3 D — 9642, A, V2D — 96V2A, V2D — 32A2 A3 D
15 (pik)(1°g5°17) (12847, A7, — 32V;2 A} D + 384V A, V2 — 96 A7, A, V2 D

—96V2A, V2D + 128V2 A3 — 32A2 A3 D + 384A2 A, V,2) (p1p2)

e le“ tr
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16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

(p1k)(p2l)

pal) (k2 gsP1P)
P2l)2
p2k) (12957 17)

52(10116)

(P1p2)(=32ViZ A D — 96 A7, Ay Vi D — 96V; Ay Vi D — 3247, A3, D)

+(19242, A3 — 192V2A, V2 +192V2A3 — 19242 A, V2 )m?
—256A, A, — T68V2A, Vi — 256V A7, — T68A7 Ay Vi

32V2A3 D + 9642 Ay, V2D + 96V2 A, V2D + 32A2 A3 D
256 A% A3 + T68V,2A, V2 + 256V2 A3 + T68A% A, V2

r

128A2 A2 + 384V2 A, V2 + 128V2 A3 + 38442 A, V2

r

32V2A3 D + 96A2 Ay, V2D + 96V2A, V2D + 32A2 A3 D

T

—128AZ A3 — 384V2A, V2 — 128V2A3 — 38442 A, V2

e

128A2 A3 + 384V2A, V2 + 128V2A3. + 38442 A, V2

T

(p1p2)?(128A2 A3 + 384V2 A, V2 + 128V2 A3 + 384A% A, V2)

p1p2) (12842 A3 + 384V2A, V2 + 128V2 A3 + 384 A2 A, V,2)
pip2)(—128A7 A}, — 384VZA, V2 — 128V A}, — 38447, Ay Vi)
plp?)(_64AlZeA§r - 192‘/23‘4757”‘/;72" - 64‘/23‘4?1" - 192Al26At7”‘/tz)
p1p2)(64Al2eA?r + 192%3"4#‘/3 + 64‘/23"4?7" + 192Al26AtrV;572")
plp?)(_128AlZeAgr - 384‘/}3‘4757"‘/;% - 128%3‘4; - 384Al26AtTV;t12")
p1po) (128 A2 A2 + 384V2 A, V2 + 128V2 A3 + 384A2 A, V}2)
—128A?6A§’T — 384V2§Atr‘/;2 — 128‘/%14?7" — 384Al2€AtTV3
6447 A, + 192V Ay Vi + 64VEAL + 19247 Ay, Vi

64AZ A3 +192V2 A, V2 + 64V2 A3, + 19242 A, V2

(1po)? (12842 45, + 38AVZA, V2 + 128V2A] + 38442 4, V2)
Pip2) (12847, A}, + 384V7 Ay Vi + 128Vi2 A}, + 38447 A, V)

(P1p2)(
(p1p2) (— 12847, A7, — 384V A, V7 — 128V AL, — 38447 A, Vi)
(P1p2)(

NN N N N N

€

Pip) (12847 AD + 384V2 A, V2 + 128V2 A} + 38447 A, V2)

e

(p1p2) (12842 A3 + 384V2A, V2 + 128V2A3. + 384A% A, V;2)

T e

12842 A3 + 384V2A, V2 + 128V2A3. + 38442 A, V2

(Prp2) (=128 A1 A, — 384ViEA, Vi) — 128VEA7, — 38441 A, V)
128A2 A3 + 384V2 A, V2 + 128V2 A2 + 384 A2 A, V2

T

D.3 Korrekturen bei geladenen Stromen

Falls die beiden inneren Bosonen W-Bosonen sind, gilt (wie man leicht zeigt)

Agy = Agy (D.7)

Es miissen aber abhéingig von der Fermionrichtung verschiedene Beitrige betrachtet wer-
den. Beide Beitrdge berechnen sich nach der Formel

Z Cicc(pl,Q)NiCC(k’ l)

P P,PsPyPs Py

Agy.a = Agee = HB®C / dPkdP1- (D.8)

Die Massen der Propagatoren sind abhéngig vom Graphen. Im Fall, dass der Fermionflufl
im Uhrzeigersinn ist, haben wir

my=my=0 ms = my ms = ms = My mg =0 (D.9)
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im Fall, der Fermionfluf} entgegen dem Uhrzeigersinn ist, haben wir
mp = 1Mo = My ms = 0 my = My = MW meg = 0 (DlO)
Die Kopplungen des jeweiligen Fermions an das zerfallende Z° schreiben wir, da nur ein

solcher Vertex auftritt, als V, A. Fiir die Kopplungen V, A sind die Kopplungen desjenigen
Fermions einzusetzen, welches an das zerfallende Z° koppelt.

D.3.1 Beitragende Graphen

Ist der Fermionfluf} in Richtung des Uhrzeigersinns, so erhalten wir fiir nichtverschwindende
Masse des top—Quarks den Beitrag

(D.11)

(D.12)

Ist der Fermionfluf} entgegen dem Uhrzeigersinn, so ergeben sich fiir innere top—Quarks die

Beitréige -
e
t
Z0 AA @
- (D.13)
1t

Sind die inneren Fermionen masselos, so erhalten wir

(D.14)
D.3.2 Fermionrichtung entgegen Uhrzeigersinn
Der Prozefl mit zwei ¢ und einem b liefert fiir
32 CE () NEO (k1)
A — HBC’C Dj. jDj 1t D.1
geca [ e, (D-19)

die Koeffizienten
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S O = W

oo =

10
11
12
13
14

15
16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28

NCC’,ac
(12gs"1%)

(kgs”1?)

pal) (k@ g571P)
pak) (12g5°1%)
pil) (k@ gs”17)
p1l)(le)

(
(
(
(

(pll)(le)(kagfﬂkﬂ)

(pll)(ka)

SRS

)

)(p2l)
) (p2l)
)l(pzk)

N3

1?(p1k) (p2k)

k(g3 1P)

(kg3 1?)
(

(1%95"17)

CiCC’,ac

+(p1p2)?(—64V D + 384 A + 384V — 64AD)
+(p1p2)?(—64V D + 384 A + 384V — 64AD)
(p1p2)(64V D — 384A — 384V + 64AD)
(p1p2)(—64V D + 384A + 384V — 64AD)
(p1p2)(—64V D + 384A + 384V — 64AD)
(p1p2)(512V D — 2048 A — 2048V + 512AD)
+(128V D + 5124 — 512V — 128AD)m?
5124 + 512V

(64V D + 256 A — 256V — 64AD)m2+
+(p1p2)(256V D — 10244 — 1024V + 256 AD)
—5124 — 512V

256V D — 1024A — 1024V + 256 AD

128V D — 5124 — 512V + 128AD

256V D — 1024A — 1024V + 256 AD
(p1p2)(64V D — 384A — 384V + 64AD)
(64V D + 256A — 256V — 64AD)m?
+(p1p2)(256V D — 1024A — 1024V + 256 AD)
—5124 — 512V

—256V D + 1024A + 1024V — 256 AD

5124 + 512V

—128V D + 512A + 512V — 128A4D
—256V D + 1024A + 1024V — 256 AD
128V D — 5124 — 512V + 128AD

—128V D + 512A + 512V — 128AD
(p1p2)?(=192V D + 6404 + 640V — 192AD)
+(p1p2)(—192V D — 384A + 384V + 192AD)m?
(p1p2)(—192V D + 640A + 640V — 192AD)
(p1p2)(192V D — 6404 — 640V + 192AD)
5124 + 512V

(p1p2)(128A 4 128V')

(p1p2)(128V D — 5124 — 512V + 128AD)
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29 k2(pyl) (p1p2)(—128V D + 512A + 512V — 128AD)
30 KX (pil)(pel)  —128VD — 128AD

31 k2 (ml)(pok) 64V D — 256A — 256V + 64AD

32 kX (pik)(pol) 64V D — 256A — 256V + 64AD

33 K212 (p1p2)(192V D — 640A — 640V + 192AD)
34 (kI (p1p2)2(—192V D + 640A + 640V — 192AD)

+(p1p2) (—=192V D — 384 A + 384V + 192AD)m?

35 (k1)(k*g2P1P)  (pip2)(256A + 256V)

36 (kl)(p2l) (p1p2)(192VD — 640A — 640V + 1924D)
37 (kl)(pak) (p1p2)(—128V D + 5124 + 512V — 1284D)
38 (kl)(ml) (p1p2) (—192V D + 640A + 640V — 192AD)
39 (kl)(pul)(p2k) 128V D 4 128AD

40 (k1) (pik) (p1p2)(128V D — 512A — 512V + 128AD)
41 (kl)(pik)(psl) 128V D 4 128AD

42 (kD) (pik)(pok) 1024A 41024V

43 (kl)k? (p1p2) (64V D — 384A — 384V + 64AD)

44 (k)2 (p1p2)(—128V D + 256 A + 256V — 128AD)

D.3.3 Fermionrichtung im Uhrzeigersinn

Der Prozefl mit zwei b und einem t liefert fiir

> O (prp) NE 4 (k1)

Agccwe = He, | dPkdP1- P P.OPT, (D.16)
die Koeffizienten
i NC’C we CCC we
1 (12g2%1°) (p1p2)2(192V D — 896 A — 896V + 192AD)
2 (k*giP1P) (p1p2)2(192V D — 896 A — 896V + 192AD)
3 (pol) (k2gSP1P) (p1p2)(—192V D + 896 A + 896V — 192AD)
4 (pok)(1*g2P1P) (p1p2)(192V D — 896 A — 896V + 1924 D)
5 (pul)(k*g2”1P) (p1p2)(192V D — 896 A — 896V + 192AD)
6 (pil)(p2l) (p1p2)(—T768V D 4 2048 A 4 2048V — 768AD)
7 (p)(pal) (k°gSPKP) 5124 + 512V
8 (pil)(pek (p1p2)(—384V D + 1024 A + 1024V — 384AD)
9 (pul)(pak) (k@g3P1P) —512A — 512V
10 (o) (pak) (pal) —384V D + 1024A + 1024V — 384AD
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

2k)

p2l)

P2/€)(p25)
P1l)(p21)

1 (p1k) (p2k)
k2 (la Ztﬂlﬂ)
kZ

k)(1%g
k)(
1)
1)
1K) (p2k) (1°g5°1°)
1)
1)
k)(
k)?

—128V D — 128AD

—384V D + 1024A + 1024V — 384AD
(p1p2)(—=192V D + 896 A + 896V — 192AD)
(p1p2)(—384V D + 1024A + 1024V — 384AD)
—5124 — 512V

384V D — 1024A — 1024V + 384AD

5124 + 512V

128V D + 1284AD

384V D — 1024A — 1024V + 384AD
—128V D — 128AD

128V D + 1284AD

(p1p2)?(192VD — 1284 — 128V + 192AD)
(p1p2)(192V D — 1284 — 128V + 192AD)
(p1p2)(—192V D + 128 A + 128V — 192AD)
—512A4 — 512V

(p1p2)(128A + 128V)

(—128V D — 128AD)(p1p3)

128V D — 512A — 512V + 128AD

—64V D + 5124 + 512V — 64AD

—64V D + 5124 + 512V — 64AD
(p1p2)(—=192V D + 640A + 640V — 192AD)
(p1p2)?(192V D — 1284 — 128V + 192AD)
(p1p2)(—=192V D + 128 A + 128V — 192AD)
(p1p2)(192V D — 1284 — 128V + 192AD)
—128V D + 512A + 512V — 128AD
(—128V D — 128AD)(p1p2)

—128V D + 5124 + 512V — 128AD
—1024A — 1024V

(p1p2) (—64V D + 384A + 384V — 64AD)
(p1p2)(128V D — 256 A — 256V + 128AD)
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In Kapitel 6 haben wir fiir die Masterintegrale eine Darstellung fiir eine numerische Zwei-
fachintegration hergeleitet. Diesbeziiglich ist es, wie in Kapitel 6 gezeigt, notwendig, die
in (6.92), (6.93) und (6.168) definierten Basisintegrale in s und ¢ analytisch durch eine
zweidimensionale Integration zu evaluieren. Bevor wir mit der Evaluation beginnen, wollen
wir einige grundlegende Vorbemerkungen treffen.

E.1 Parameter
Die in den Integranden auftretenden Basisparameter unterliegen den Bedingungen
a,b,c,s0,t0 € R (E.1)

und dabei gilt stets
a,c<0 und 1—ac<0 (E.2)

Die Darstellung der Parameter in der Variablen fiir die numerische Integration, kg, [y, sowie
die Begriindungen fiir die Einschriankungen der Wertebereiche finden sich in Kapitel 6.

E.2 Trennung von Real- und Imaginirteil

Bei der Berechnung der Basisintegrale konnen der Real- und der Imaginérteil vollstdandig
analytisch separiert und getrennt berechnet werden.

Die Unterscheidung, ob ein Imaginérteil auftritt und welches Vorzeichen dieser ggf. hat,
héngt u.a. vom infinitesimalen Parameter

n =04 (E.3)

ab, der gegen Null geht, aber in den Integranden auftritt und erst nach analytischen Eva-
luationen zu Null gesetzt werden kann.

Es gibt zwei Quellen fiir einen Imaginérteil: Erstens der immer auftretende Faktor der
Wurzel mit Schnitt auf der positiven reellen Achse. Die zweite Quelle sind Singularitéiten
in gebrochen rationalen Polynome, welche aufgrund der in—Vorschrift im Komplexen liegen.

E.2.1 Wurzel und Schnitte

Es tritt in allen zu betrachtenden Integranden die Wurzel

o/(at + b+ in+ cs)? — 4st (E.4)

auf. Diese Wurzel ist so definiert, dafl ihr ihr Schnitt auf der positiven reellen Achse liegt
[Kr92b]. Unser Ziel ist es, diese Wurzel analytisch in Real- und Imaginérteil zu trennen,
sodaf} der infinitesimale Parameter n nicht weiter in die Berechnung mit einfliefit und der
Schnitt in der neuen Darstellung wie sonst iiblich auf der negativen reellen Achse liegt,
wahrend die Argumente positiv sind.



E.2. TRENNUNG VON REAL- UND IMAGINARTEIL 169

Wir folgen zur Darstellung der Wurzel der Argumentation von [Fr96a]. Da wir hier die in
[Fr96a] beschriebenen Sachverhalte nur kurz zusammenfassen, empfehlen wir, zum Verstéind-
nis ggf. die dortige Darstellung nachzulesen.

Das Argument der Wurzel, der Radikand, ist

R(s,t) = (at + b+ 1in+ cs)* — 4st (E.5)

Er besitzt die Nullstellen

t(2 — ac) — be £ 24/t((1 — ac)t — be)

= 5 [Vis Vil a0 b (E-6)

012 =

Die Gleichung
R(s,t) = (at + b+ cs)” — 4st =0 (E.7)

definiert die Grenze zwischen positivem und negativem Realteil des Radikanden in der
reellen Ebene. (E.7) beschreibt eine Ellipse in der s—¢-Ebene.

Im Fall b < 0 liegt diese Ellipse im dritten Quadranten, in welchem s und ¢ negativ sind. Sie
wird mithin bei der Integration, welche innerhalb des ersten Quadranten stattfindet, nicht
tangiert. Da nur innerhalb der Ellipse der Realteil des Radikanden negativ ist, entsteht
somit im Fall b < 0 durch die Wurzel kein Imaginérteil. Lediglich das Vorzeichen der
Wurzel mit Schnitt auf der negativen Achse, in welche (E.4) umgeschrieben werden soll,
muf} noch in Abhéngigkeit von 7 bestimmt werden. Dies geschieht analog zum Fall b > 0.
Im Fall b > 0 beriihrt die Ellipse, welche dann im ersten Quadranten liegt, die positiven
Koordinatenachsen. Innerhalb der Ellipse ist der Realteil des Arguments immer negativ.
Auflerhalb der Ellipse ist es positiv, das Vorzeichen der Wurzel mit Schnitt auf der negativen
Achse ist abhéngig von 7 zu bestimmen. Dieser Fall ist in Abbildung E.1 gezeigt. Das
Vorzeichen der Wurzel mit negativem Schnitt bestimmt sich auflerhalb der Ellipse stets
abhéngig vom Vorzeichen des Imaginérteils des Radikanden

R(s,t) = (at + b+ cs)® — 4st + 2i(at + b+ cs)n (E.8)

das heifit abhéingig vom Vorzeichen von (at + b + c¢s). Da q, ¢ negativ, ist das Vorzeichen
der Wurzel im Fall b < 0 im Integrationsgebiet negativ. Im Fall b > 0 ist es oberhalb der
durch die Gleichung

(at+b+es)=0 (E.9)

definierten Linie negativ, da es fiir s, — oo nicht mehr von b abhéingig ist, unterhalb posi-
tiv. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit den Koordinatenachsen sind die Beriihrpunkte
der Ellipse mit den Achsen. Sie befinden sich fiir ¢ = 0 bei s = —b/c und fiir s = 0 bei
t = —b/a. Im Fall b < 0 ist das Vorzeichen des Imaginérteils stets negativ.

Die Regeln zur Umwandlung der komplexen Wurzel in gewthnliche Wurzeln mit positiven
reellen Zahlen als Argumenten iibernehmen wir wortlich aus [Fr96a]. Dabei wird die Wurzel
in den verschiedenen Gebieten der Ellipse von Abbildung E.1 wie folgt aufgelost:
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b>0

1
’Nlbc\ t
_E —ac

Abbildung E.1: Ellipse, auf welcher der Radikand der Wurzel im Falle von positivem b Null
wird.

e Rechts und oberhalb der Geraden at 4+ b + ¢s = 0 und auflerhalb der Ellipse ist der
Realteil positiv und der Imaginérteil negativ. Es ist die negative reelle Wurzel zu
ziehen:

o/(at + b+ in+ cs)? — 4st — —+/(at + b+ cs)? — 4st (E.10)

Fiir b < 0 ist nur dieser Fall relevant.

e Links und unterhalb der Geraden at 4+ b + c¢s = 0 und auflerhalb der Ellipse ist der
Realteil und der Imaginérteil positiv. Es ist die positive reelle Wurzel zu ziehen.

v/(at +b+in+ cs)? — 4st — ++/(at + b+ cs)? — 4st (B.11)

e Innerhalb der Ellipse ist der Realteil negativ, es ist die positive imaginire Wurzel zu
verwenden. Das Vorzeichen des Imaginérteils ist unerheblich.

o/(at + b+ in+ cs)? — 4st — +iy/—[(at + b + cs)? — 4st] (E.12)

E.2.2 Sokhotsky—Plemelj—Relationen

Treten gebrochen rationale Polynome mit ¢n — Beitrigen im Nenner auf, dann werden die
Real- und Imaginérteile bei der Integration mit Hilfe der Sokhotsky-Plemelj-Relationen

b b b

lim ;f(x)dx = PV/ - j xof(:r)da: ¥ iw/é (x + xo) f(x)dz  (E.13)

=0+ ) x4+ x9 L1
a a a

getrennt, wobei PV den Cauchyschen Hauptwert (,,principal value“) des Integrals bezeich-
net.
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E.3 Bekanntes Basisintegral

Als ersten Fall betrachten wir das bereits vom skalaren Fall mit trivialem Zahler bekannte
Basisintegral

ror 1 1 1
H(a, b, c, so, to) :/ds/dt - - (E.14)
;o (s 480 —in) (t +to —in) ¢/(at + b + in + cs)2 — 4st

welches bereits von [Ki96, Cz94, Fr96a] bekannt ist und dessen Herleitung dort skizziert
wurde. Wir folgen der Vorgehensweise dieser Berechnungen und verzichten auf eine ge-
schlossene Darstellung des Integrationsergebnisses. Es sollen die fiir die analytische Inte-
gration notwendigen Beitréige in s (vollstdndig) und in ¢ (prinzipiell) notiert werden.

E.3.1 s-Integration

Unter Verwendung der Parameter

A=2>0
c
B a(b—cs;))—i-Qso
c
b 2
C = <— — 80)
c
l):ég()'+‘é
c
—B ++/B? - 4A2C
Ti/)2 = 9A2
at + b — csg)? + 4spt
RO(t) = ( CQO) s

= (At)>+Bt+C
=A%t —71)(t — 7o)

\/R() A\/t—’ﬁ t—TQ) (E15)

wobei A, B, C, D offenkundig reell sind, ergeben sich nach Integration in s folgende noch
in ¢ zu integrierende Beitriige (sortiert nach den auftretenden Fallunterscheidungen):

E.3.1.1 Fallb<O0

| [_/oodt 1 1 log At+ D+ /(At)?+ Bt +C
c[ /) thto—in /(A + Bt +C 7 |At+ D —/(A)? + Bt +C
im0(— ]?dt . (E.16)
_1/7r .
t+to—In/(At)2+ Bt + C
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E.3.1.2 Fallb>0

Der Maximalwert der Ellipse aus Abbildung E.1 wird in

s =0y = (E.17)

angenommen. Desweiteren bendtigt man die Héhe der Ellipse an deren rechten Ende, d.h.
bei

be b

t= be/(l—ae) = Ope = ——— E.18
1—ac = Ot=be/(=ac) = O (1 —ac)c (E-18)
Dann sind die Integrale im
Fall b >0, —s; < 0
h ] 7dt 1 1 | At+D+ AP+ B+ C
/" b —in J{ADE+ B+ C ®lat+D_ JAE LB O
be/(1—ac) . .
—im / dt (E.19)
J t+to—In\/(At)2 + Bt +C
Fall b > 0, 0 > 05" > —s,
" 1 ]odt 1 1 . |t+D+ AP+ Bi+C
= - | = - (0]
cl t+t—in /(At)2+ Bt +C ®lat+D— V(A2 + Bt+C
i 1 1
—im / dt , (E.20)
t+t— i /(At)2+ Bt +C

be/(1—ac)
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Fallb> 0, 0 < —sp < 0pe < 05

. At+ D+ /(At)>+ Bt +C
®lat+D_ JAE LB O

T1
no= |- [t :
c| J t+to—1in/(At)2+ Bt +C

At+ D+ /(A2 + Bt +C
At+ D — /(At)2+ Bt +C

1 1
— : 0
/t+t0—“7\/(At)2+Bt+C 8

1 1
—T / dt -
. t+1to—in\/(At)2+ Bt + C
be/(1—ac

) ]th 1 1 t At+D
- arctan _—
t+to — i/~ Ro() R0

T1
T2

/ 1 1
+7 [ dt -
L+t — 1 /—Ro(t)

T1

be/(1—ac)

(E.21)

— T / dt 1 - !
t+to—in/(At)> + Bt + C

T2

Fall b > 0, 0 < 0, < —59 < 05"

At+ D+ /(At)> + Bt +C
At+ D —/(At)2+ Bt +C

/ﬁ 1 1
— [ dt , 0g
/ t+to—1in\/(At)2+ Bt +C

At+ D+ /(At)2+ Bt +C
At+ D — /(At)2+ Bt+C

1 1
- y 0
/t+t0—“7\/(At)2+Bt+C ¢
T2

1 1
—im / dt -
e t+to—1in\/(At)> + Bt + C
be/(1—ac

+]2dt 1 1 t At + D
N arctan By
U+t — 1 \/—Ro(t) —Ry(?)

+7r/dt = . } (E.22)

t+to — in \/—Ro(t)

T1
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E.3.2 Integration der vier Basisintegrale in ¢

Man erkennt an den Funktionen, die nach Integration in s noch in ¢ zu integrieren sind,
vier Basisintegrale in ¢, auf die sich alle auftretenden Beitrége zuriickfiihren lassen:

80+%+b+\/R0
so + 9 — /Ry

to

1 1
7i— [a __L,
! t+t0—Z’l]VRO °8

t1

T2
1 1 5o + 9tb
Ty = / dt . arctan | ——&—
? t+to—inv/—Ro (V:%

71

to

1 1
= [ dt
73 / t+t0—i’f}\/R0

t1
2}

1 1
Tz/ﬁ .
4 t+t0—’&77\/—R0

t1

(E.23)

Wir spalten mit Hilfe der Sokhotsky—Plemelj—Relationen die Anteile ab, welche mit trivial
durchzufiihrenden Integrationen mit Delta—Funktionen zum Imaginérteil beitragen. Zum
Realteil tragen dann folgende Hauptwertintegrale bei:

to

11 ath 4 /R
ﬂ’:PV/dt log 80+tcb+ 0
t+to /Ry 80+%—\/R0

t1

Fo1 1 5 + 9Lt
TI = PV / dt——— —— arctan 076
2 t+to/—Ro VvV—R,

T1

1 1
t+1tovRy

to
‘E:Pv/ﬁ
t1

to
1 1
T:PV/ﬁ——————
4 t+to /=Ry
t1

(E.24)

Im Folgenden wird in diesem Abschnitt unter Integration immer Hauptwertintegration
verstanden, auch wenn PV nicht mehr explizit notiert wird. Die Berechnung der Haupt-
wertanteile dieser vier Basisintegrale in ¢ in allgemeinen Grenzen soll im Folgenden ge-
schehen. Dabei werden bei jeder Fallunterscheidung die Integrale zerlegt, aber nicht wieder
zusammen gefiigt.
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E.3.2.1 Typ Ti

u,t—f—b
at+b /

to
1 1
T = PV/dt lo
1 t+to /Ry 8
t1
to

1 1 At+ D At)? + Bt
=”PV/dt o | AL D+ VAN + BL+ C (E.25)
Sttt V(A2 +Bt+C T|At+D— /(A2 + Bt+C
Als Grenzen werden nur
(0,00)
(tl,tz) = (0,7’1) (E26)
(TQ: OO)
benétigt, wobei
0<7 <Ty <00 (E.27)

gilt (falls die 7; als Integrationsgrenzen benétigt werden, d.h. falls sie positiv reell sind).
Wir formen um

T =T, - T}
2}
Tl =PV / dt

t1

1 1
t+1o/(At)2 + Bt +

Clog‘At—i—D-l— \/(At)Q—i-Bt—i-C‘

t2
1 1
T] :PV/dt
. J Tttt /(AP + B+ C
1

log ‘At +D— A2+ B+ 0‘ (E.28)

Fiir 7], verwenden wir die 1. Variante der 1. Euler-Substitution:

V(A2 + Bt +C = u — At (E.29)

u(00) = 00 (E.30)
Dann wird

(E.31)
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mit
b = 2A¢, g=tB-C

Fiir T}, verwenden wir die 2. Variante der 1. Euler-Substitution:

V(A2 + Bt +C = u+ At

U(tl/g) = \/(Atl/Q)Q + Bt1/2 + C — Atl/g
U,(Tl/g) = —ATl/Q
u(0) =VC
B
u(oo) = 24
was
[ log|—u+D|
og| —u
T, = 2 du——=1— ="~
1b PV/ u u2 — bu T p
U1
! D
= _ 2PV/dUM
v24+buv+g
v1
ergibt mit
bZQAto, g:toB—C
U(tl/z) = Atl/z — \/(At1/2)2 + Btl/g +C
v(T1)2) = ATi/0
v(0) = —VC
B
v(o0) = ~52
Basisintegrale

Tia und 7Ty, lassen sich auf Integrale des Typs

1 D
]:'py/dww
z2+br+g

zurtickfiithren.

Es sind 3 Félle zu unterscheiden. Wir bend&tigen

A =b? — 4g = 4(At5 — toB + C) = 4Ry(~1o) <,=,>0

(E.32)

(E.33)

(E.34)

(E.35)

(E.36)

(E.37)

(E.38)

(E.39)
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was sich in den Ausgangsparamtern schreibt zu:

b? + ?sE + 2acsgty — 2b(esg + aty) + to(—4s + a’ty)
02

A=14

Fall1: A <0

Wir formen um

und erhalten als Basisintegral

T2
1 D
oy p 22k
(z +7)% + 62

T1

was sich mit Hilfe von [Le81] (beachte § # 0) evaluieren 148t:

log |t + « 1 ) )
e g = ox (0l — — Cly(20 + 2¢) — Cly(m — 2
/dt(t+7)2+52 29 (0 0g (6 +(Oé 7)) CZ( 0+ ¢) CQ(T( 9))
mit:
oyt
tanﬁ_—(s
a—7
t =
an ¢ 5
Fall2: A=0

In diesem Fall gilt

2
2> +br+g= <a:—|——> = (z+7)*
b
2

v

Elementares Integrieren ergibt [Fr96al
T2 1 z+D 72
I_/dxlog|x+D|_ 98 |a+y| log|z+ D|
’ (z +7)? v-D T+

T1 z1

177

(E.40)

(E.41)

(E.42)

(E.43)

(E.44)

(E.45)

(E.46)
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Fall 3: A >0

Da hier der Radikand positiv ist, kann eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden:

x2 Z2 z2
1 D 1 1 D 1 D
13:/d33 og |z + |: /og|x+ |_/og\x+ | (E.A7)
224+br+g Y—m T+ T+ 72
—b+ b2 -4
Yij2 = = 5 g (E.48)
Zu integrieren ist
T2
1
/dxw (E.49)
T+y
Es gibt zwei mogliche Falle:
Fall 3a: v = a: elementares Integrieren [Fr96a] ergibt
T2 1 ‘ + ‘ 1 T
oglr + « 9
dr——— = -1 E.
/ T = gl el (E.50)
z1
Fall 3b: v # «: mit Hilfe von [Le81] kann integriert werden
/dﬂs log |z + ¢
T+
z1
=  logly—allog| 22 +7‘ — Re (Li2 <m2 “W)) +Re (Li2 (‘”1 “W))
T+ Y-« Y-«
(E.51)

Diese Integrale sind fiir zo — oo divergent. In (E.47) treten sie aber immer nur als Differenz
von zwei Beitrdgen der gleichen Form auf. Mit Hilfe von Abschneideparametern zeigt man,
dal die Grenzwertbildung im Fall von divergierenden Grenzen aufgrund der Summation
iiber beide Beitrige, wie sie nach Partialbruchzerlegung entstanden sind, auf ein endliches
Ergebnis fiihrt [Fr96al. Da der Beweis sehr einfach ist, fithren wir ihn hier nicht aus.

E.3.2.2 Typ T

Das zweite Basisintegral ist

o1 5o 4 atb o1 At+D
T = dt ———— arct — | = dt —
> PV/ P A arctan ( o PV/ PR A arctan ( o )

(E.52)
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V\/ ir delinieren
t = - E-
i (E.53)

Hier gilt Ry < 0, da 71/ immer reell und positiv sein muf}, damit diese Funktion beitragen
kann. Der Integrand muf} in mehreren Schritten zerlegt und transformiert werden.

Erste Transformation des Integranden
Wir haben 3 Fille zu unterscheiden:
FallI: { < 7

Fallll: m <t <y
Fall IIL: £ > 7

Es gilt
At+ D — arctan ( A;ﬁg) —45 fallsAt+D <0
arctan ( ) = = (E.54)
—Ry — arctan (A;L]g) +5 falls At+D >0

FallI: At+D >0

T2

vV —Ro ™ / 1 1

t — dt—— E.

arcan(At+D +2'PV P (E.55)
T1

T2
1 1
T: = —PY / dt——
2 t+to /=Ry
T1

Fall IT: At+ D <0, falls i, <t < —%, und At + D > 0, falls —% <t<my

i i
1 1 v —Ry T / 1 1
T, = — t - — dt
2 ’PV/dtt+t0 7 arctan (At+D) Q’PV PN
T2 T2
1 1 vV—Ry T 1 1
— dt—— t — dt—— E.56
’PV/ e __Roarcan<At+D)+2'PV/ 4 tovV—Ro (E.56)
i i

Fall III: At+ D <0

T V=Re\ 7 [ 1 1
T = — dt " “Tpv [ at E.57
2 PV/ t—i—to\/——}z()arcan(At—i—D) 27 / e L

T1 T1

Zur Berechnung von fdtﬁ ERO siehe (E.111) auf S. 187 im Abschnitt E.3.2.5. Entschei-
dend ist die Berechnung des integrals
¢

2

~ 1 1 —Ry
I =- E.58
PV/dtt+t0\/__&)arctan (At—i—D) (E.58)

t1
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Die 3. Euler—Substitution auf I angewendet

VAt — 1) (r —t) = v(t— 1) (E.59)
Ty — t
t)=A
U( ) t— 1
v(m) = 00
v(m) =0
AT2 + D
t :A\/—75~ E.60
ergibt
. i arctan (+)
I=2 ] dv Xv-+¥ E.61
/ ’1)2(’7'1 +t0)+A2(TQ+t0) ( )
v1
it A+D Ay + D
X = _nav b Y = A+ D (E.62)
AZ(TQ_Tl) To —T1
E.3.2.3 Zweite Transformation des Integranden
Es gilt allgemein:
arctan(z1v + y1) + arctan(zov + y2) = arctan ( (3312+ T2)v + (1 + 42) ) + km
1 — 21220% — (21Y2 + T2Y1)V — V1Yo
(E.63)
mit £ = 0, £1, was sich berechnet mittels
k=0 <= (rww+uy)(zv+1yo) <1
k=1 <= zw+y>0A(zv+y)(z2v+y)>1
k=-1 <= z1v+y <0A(z1v+y1)(z20+y2) > 1
(E.64)
Wir kénnen die zu transformierende Funktion schreiben als
¢ v (E.65)
rctan | ———— )
AN\ X2 1y
mit !
X = % y = -9 (E.66)

1+ X9 X1+ Xo
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Wir miissen die X, Y fallabhingig bestimmen.
Fall a: 1 +4XY > 0: Die Losung ist dann

_1+v1+4XY
= 2y
1—-v1+4XY
To =
2Y
Yij2 =10 (E.67)
Fall b: 1 +4XY < 0: Die Losung ist
I = —2X
To = —2X
y1=+v—(14+4XY)
y1 = —v/—(1+4XY) (E.68)

Angewendet auf I erhalten wir

1+4XY =1+14

(nA+D)(A+D) _ (A(n +72) + 2D) ? >0 (E.69)

AZ(TQ—Tl)z A(TQ—Tl)

Folglich ist nur Fall a relevant.

arctan(z,v) + arctan(zov) = arctan <%) + km (E.70)
— 2172

Da im Fall a y; o = 0 ist, schreibt sich (E.64) mit £ = 0, £1 zu:
k=0 <= zz0°<1
k=1 < z0>0Az200%>1
k=—-1 <= z1v<0Azz0?>1
(E.71)

Da 1+4XY > 0, losen sich die Parameter zu

1+ +v1+4XY
2Y

1—-+vV1+4XY
2Y

I =

(E.72)

T9 =
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Fiir Fall [ und I gilt (da —2 <7 <tbzw. t < < -2 ):

T1A+D
1= mym? = 1+ — 22 25
e = 4+ D)’
>0

In den Fallen I und IIT ist deshalb & = 0 zu wéahlen.

Im Fall IT gilt:
7'1A + D 9 0

A2(Ary + D)’

Wir erhalten eine nochmalige Fallunterscheidung aufgrund von

1+

A+ D >0 < o, t>1, Fall IIb
1—$1$2U2=1+ T1 + 2{ J v v, ) a

A2(Ar,+ D) <0, v>d,t<F, Falllla
—_———
<0

Da weiter gilt

To —T1 1( )
=—— —(1++vV1+4XY >0
T1V + Y1 A+ D 2\ + + 1>UO
0 >0

folgt £ = 0 im Fall IIb und k£ = +1 im Fall ITa. Das Integral wird dann

v
1
I1=2

v
- /2d arctan(z,v) + arctan(z,v)
v

U1 U1
Es gilt (Riicktransformation)

v2 t2

Z/d L /dt L !
v = — e
U2(Tl+t0)+A2(T2+t0) t‘f‘to \/—RO

v1 t1

Wir erhalten
t

Fo Q/dearctan(xlv) + arctan(xov) N k7r/2dt 1 1
’U2(’7'1+t0)+A2(T2+t0) t+t0 —RO

1 t1

Daraus folgt mit

VITaRy - A e

A(ry — 1)
I A(re — 1) + |A(T1 + 1) + 2D|
b 2A(Ary + D)
2y — A(re — 1) — |A(11 + 12) + 2D|

2A(AT2 + D)

— 2k d
U2(7'1+t0)+142(7'2+t0) 71—/ U’l)2(7'1+t0)+142(7'2+t0)

(E.73)

(E.74)

(E.75)

(E.76)

(E.77)

(E.78)

(E.79)

(E.80)
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das Endergebnis fiir die verschiedenen Fille:

Fall I: At+D >0

r arctan(z,v) r arctan(zov)
T, = —2 /dv + /dv
2 (T1 + t()) —+ A2 7'2 -+ t() T1 + t() + A2(7'2 + to)

0 0
Fo1 1

7r

+— dt SR E.81
2 / t+ tO vV —R() ( )

T1

Fall IT: At+ D <0, falls, <t < —%, und At + D > 0, falls —% <t<m

r arctan(z,v) r arctan (zov)
T = =2 /d + /d
2 U’UQ(Tl +t0)+A2(TQ+t0) UUQ(T1+t0)+A2(T2+t0)
o1
dt—— E.82
2 / 1+ 1o \/—Ro ( )
T1
Fall III: At+ D <0
r tan(z,v) r arctan(zov)
T = -9 /d are +/d
2 UUQ(Tl +t0)+A2(7—2+t0) U’UQ(Tl —l—t()) +A2(7'2+t0)
T
T
—— | dt—— E.83
2 / t + tO vV —RO ( )

T1

Fiir alle Integrale wird folgendes Basisintegral benétigt:

r arctan(zv)
= | dv————F E.84
A / v e ( )
0
wobei gilt
T+ 1
T =y 5:;+£A2 (E.85)

Bei der Evaluation dieses Basisintegrals treten wiederum verschiedene Fille auf:

Fall 1: £ >0
Fall 2: £ <0
Fall 3: £ =0
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Fall 1: £ = f2 >0, f > 0 oBdA

Wir berechnen

r arctan(zv)
e

/2
1
7 / arctan(z f tan 6)df
0

/2

1 1 1
=— Ly |(1+af)sinf, =7 — 0| —Liy [(1 —zf)sinf, -7 — 0 (E.86)
2f 2 2 0
mit
f(o0) = arctan d _ (f>0)
V—00 2
6(0) = arctan v =0
v=0
Die Herleitung folgt [Le81] mit z = f tané
/%n(;f)dx = %/arctan(bf tan 0)d6 (E.87)

Es gilt [Le81]

1 1 1
/arctan(c tan 0)df = 5 <Lig [(1 +¢)sinb, 97~ 0} — Li [(1 —¢)sind, 57~ 6’})

(E.88)
Damit wird, da Liy(0, &) = 0 (mit beliebigem «) und Liy(z,0) = Re (Lis(2))
r arctan zv 1 . .
0

Fall 2: £ <0

In diesem Fall ist eine Partialbruchzerlegung moglich.

o0

1 Uarctan(zv) B r Uarctan(a;v)
A‘zn(/d T O/d v+\/—£) (590

0
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Es folgt mit [Le81]

r arctan(br) sin(p+0)| 1 1
/dm crr flog p—— + 5 Cly(2¢ + 20) + 5 Cly(m — 260) + ¢ (E.91)
wobei
br = tanf
bc = tan ¢

und ¢y, co Konstanten sind. Diese Integrale sind divergent, falls z — oco. Verwendet man
Abschneideparameter und berechnet die Differenz der beiden Beitrige aus (E.90) im Limes
divergierender Abschneideparameter, dann ergibt sich als Endergebnis das Integral

1
A= 5= (C1(26) + Ola(r = 20)) (E.92)

wobei ¢ = arctan(z/—§).
Fall 3: £ =0

Dieser Fall sollte nicht auftreten, denn

t
A= TR (T0) (E.93)
v
0
erzeugt eine logarithmische Divergenz [Br91]:
arctan ¥ 1 1 242
/dy @ — " arctan? — — log ey (E.94)
y? Y a 2a y?
also .
arctan(zv) 1 T e
/dvT = [—5 arctan(zv) — B log 7, (E.95)
0
E.3.24 Typ 7;
to
T—Pv/ﬁ—L-l (E.96)
o t+to /R '
t1
Es gilt:
1
7; = _SOI(tl,tQ,tO,Tl,TQ) (E97)

A
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mit
52

S (51, 59, 80,01, 02) = ’PV/ds

S1

1
S+ s \/(8—01)(8—0'2)

(E.98)

Nach Anwendung der 1. Euler-Transformation

Vis—o)(s—oy)=u—s (E.99)

ergeben sich die transformierten Grenzen zu

U1,2 = \/5‘%’2 - (0'1 =+ 0'2)81’2 + 0109 + 51,2 (ElOO)
also
u(0) = /o109
u(oy) = oy
u(og) = 09
u(00)—00 (E.101)
damit gilt
u(s2) 5
S (51, 59, 50,01, :'Pv/d E.102
(81 52, 50, 91 02) u’LL2 + 250U - 80(0'1 + 0'2) — 0109 ( )
u(s1)
Das Integrationsergebnis ist
4 (52)
2 t u+So
[\/(80+01)(50+02) arctan (\/(50+U1)(80+02) u(s1)
fall < =5 <
SOI (81; $2,50,01, 0-2) = < e %0 72 u(s2) (E103)
_ 1 o u+so++/ (s0+01)(s0+02)
V/(s0+01)(so+02) uts0—4/(so+o1)(so+02) u(s1)
L sonst
E.3.2.5 Typ 7,
T2
T’—PV/dt 11 (E.104)
t t+to/—Ro '

T1

wobel nur 7y 2, wie in (E.15) definiert, als Integrationsgrenzen benétigt werden. Es gilt:

1
7:1/ = 2502(t1,t2,t0,7'1,7'2) (E105)
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mit
§2

S92(s1, 59, 80,01,09) = ’PV/ds

S1

1
s+ So \/—(s —01)(s — 09)

Nach Anwendung der 3. Euler-Transformation

\/—(5 —01)(s—09) =u(s —o01)

ergeben sich die transformierten Grenzen zu

|02 — 812
Ui = | —
S1,2 — 01

u(oy) = o0 u(oz) =0

also

damit gilt

-2
U2(80 =+ 0'1) + So + 09

802(81, S92, 50,01, 0'2) = PV / du
u(s1)
das Endergebnis ist

(so+o1)uty/—(s0+01)(so+02)

(50+0'1)U*\/*(50+0'1)(50+0'2)

p
1
|:\/(80+<71)(80+02)

falls 01 < —s¢ < 09

u(s2)
2  aretan [ —_(otonu
(so+01)(so+02) (sot0o1)(so+02) u(s1)

02
S (81582550a01502) = <

sonst

:|u(52)
u(s1)

187

(E.106)

(E.107)

(E.108)

(E.109)

(E.110)

(E.111)
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E.4 Neue Basisintegrale, Einfiihrung

Die neu zu berechnenden Integraltypen sind
A Ag
. . s¢ 1
To = lim  lim dt/ds (E.112)

Asmo0 oo ) t+to — i /(at + b+ in + cs)? — 4st

und
Ay As
seth

(E.113)

Sop= lim lim [ dt / ds
Aevoo oo o) </(at + b+ in + cs)? — 4st

mit o, 8 € Ny. Diese Integrale sind einzeln divergent. Sie treten aber lediglich in Line-
arkombinationen auf, die endlich sind. Zur Regularisierung werden Abschneideparameter
(cutoffs) eingefiihrt und die Summen hinsichtlich ihrer cutoff-Abhéngigkeit iiberpriift.

Die Integrale S, g treten bei der numerischen Integration der Masterintegrale nur in In-
tegrationsgebieten auf, welche im Limes verschwindender Grenziibergangsparemeter nicht
beitragen. Sie miissen folglich nicht explizit ausgewertet werden. Da aber anhand des In-

tegrals
A
1

Soo = lim lim / t/ds E.114
00 = e mo0 Ao ) \/at—f-b—i-zn—i-cs) — 4st ( )
die Methodik der Integration, Separatlon und Summation der Divergenzen, welche bei der
Evaluation der neuen Basisintegrale in s,t¢ auftreten, besonders einfach studiert werden
kann, werden wir zuerst an diesem Integral beispielhaft unser Vorgehen demonstrieren,
bevor wir uns mit den tatsdchlich bendtigten, komplexeren Integralen befassen.
Fiir SM—Berechnungen in Feynman—FEichung werden die Integrale 7, fiir o = 0, 1, 2 benétigt.
Im Folgenden werden wir bei der Auswertung der Integrale auf die Limesbildung
lim lim (E.115)

As—00 At—00

verzichten und diese erst bei den Linearkombinationen, in welchen diese Integrale zu den
Integranden der Masterintegrale beitragen, ausfiihren. Die Benennung der Integrale werden
wir dabei aber nicht verdndern.

E.5 Basisintegral Sy

Anhand des Basisintegrals

Ae A .
80’0 = /dt / ds - (E116)
;o o/(at +b+in+ cs)® —4st

lassen sich aufgrund der besonders symmetrischen Struktur die Integration und die Eigen-
schaften der cutoff-Unabhingigkeit der Summation besonders einfach zeigen.
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E.5.1 Integrationsergebnis

Nach Durchfiihrung aller Integrationsschritte erhalten wir

A A, .
80,0 = /dt/db’ -
;) V/(at +b+1in+ cs)? — 4st
b
= “l1+ac ® 2(ac — 1)?
Ay cb — 2A; + acA; + A, — cO
+—log
c 2(cb — Ay + acAy)
A ab — 2A, + acA,; + a*A; — a®
+— log
a 2(ab — A + achy)
bc
— log |A
ac — 08| At F —1+ac
b ab
- log | Ag
ac—1 08| As —1+ac
b
t— log [b+ abc + (=1 + ac)(cAs + al; — O)|
b
0 (b
+imf( )1 —
(E.117)
mit
0 = v/(aA; + b+ cAy)?2 — 4A A, (E.118)

E.5.2 Separation der Divergenzen

Im n#chsten Schritt miissen die divergenten Terme von den konvergenten getrennt werden.
Die Integrale treten in (6.157) in der Form

2 3

> D So0(bam) (=1 (E.119)

n=1 m=2

auf. Die b, ,, aus Kapitel 6.2.2.4 kénnen generisch geschrieben werden als

= v
bum =X+ 9 (T" + ﬁ) (E.120)
Uber die divergenten Beitriige von So,o bilden wir analytisch die Summe mit den Koef-
fizienten gemif (E.119). Diese Summe darf nicht mehr divergent sein. Die konvergenten
Beitridge miissen numerisch aufsummiert werden. Wir trennen dazu das Integral in einen



190 ANHANG E. BASISINTEGRALE

cutoff-abhingigen Anteil, welchen wir als divergenten Anteil bezeichnen wollen, und einen
cutoff-unabhéngigen Beitrag, welchen wir als konvergenten Anteil bezeichnen wollen, auf:

80,0 = SO,O conv T 56%] (E121)
mit
Sooleoms = —2—Tog — L 1 iror) (E.122)
00leomy = 1 +ac ° 2(ac—1)? 1—ac )
Wir setzen weiter
Ay — °
€
t
Ay — -
€
(E.123)

mit s, t beliebig positiv, aber fest, um dann die Summe der divergenten Anteile um ¢ = 0,
zu entwickeln. Es ergibt sich mit Mathematica [Math)]

2 3
Z Z S0,0(bnym)ain(—1) "™ = O(e) (E.124)
n=1m=2
Aus der Gleichung
2 3
SN (=)™, =0 (E.125)
n=1m=2
folgt
2 3 b
—1)ntm) M o012(—1 21=0 E.126
;;( )t log |2(—1 + ac)’| (E.126)

Dies bedeutet, dafl sich auch Teile der cutoff-unabhéingigen Beitrige in der Linearkombi-
nation zu Null addieren. Wir konnen deshalb weitere Terme fiir die Implementation der
konvergenten Anteile weglassen.

E.5.2.1 Zu implementierende Anteile

Falls das Integral Sy in einem endlichen Integrationsgebiet zu den Integranden der Ma-
sterintegrale Beitréige liefern wiirde, dann wéiren folgende Anteile zu implementieren:

So,0

b

impl = T 1—ac



E.6. BASISINTEGRALE T; 191
E.6 Basisintegrale 7;
Analog wie im Falle des Integrals Sy berechnen wir die Integrale

At As .
s’ 1

T, = / dt [ ds (E.128)
0

) t+to— i §/(at + b+ in+ cs)? — 4st

fiir 7 = 0, 1, 2 und separieren und summieren die cutoff-abhingigen Anteile. Wir beweisen,
daf die Linearkombinationen, in welchen diese Integrale auftreten, cutoff-unabhéingig sind.

E.6.1 Berechnung des Integrals 7

Nach beiden Integrationen ergibt sich unter Verwendung der

E.6.1.1 Parameterkombinationen

= /(aA, + b+ cA,)?2 — 4A,A,
= ac
2¢°(—2A; + a(b + cAy))

= —2+4ac
c(b+ cAy)
2¢*(— A, + a(b + cAy))

N + 2|bc|
2(~1 +ac)

R — 2|bc|
2(~1+ac)
c(—2A;5 + a(b + cAy))

a

§ = \/b2 + 2bcAs + ¢?A2 — 2abty + 4ty — 2acAsty + ot}
Kk = c¢d+acty
A = —cb + acty

Z > > a O

(E.129)

das
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E.6.1.2 Endergebnis

To

Ar A
1 1
/dt/ds - :
;o t+to—1in ¢/(at + b+ in+cs)? — 4st

1
Z{ log|2(1 — ac)| log [to| + log|c|log |to| — log |1 — ac|log | — ¢| + log |a| log | — ¢|

to + % 2
Lig ( 0 tl—ac)] _ %0(—750)}
0

-I—i% {—0(—t0) log [2(1 — ac)| — f(—t) log

1
+5 log” |to| + Re

be 1E
to + 1_7%‘ + 9([)) log

0

1 1
+E {— log|2(1 — ac)| log |As + to| — = log2 |As + to| — log |c| log | Ay + to|

|

— [log|x — p|log|—cO + acA; + p| — log [x — pl log le(b+ cAs) + pl]
— [log [t — pllog |—cO + acA; + p| — log |1p — p|log |c(b + cAy) + pl]

AL +bc+pH

bc+p

—log|1 — ac| [log‘@—aAt——‘ —log |As +

+ log |al [log ‘@ —al — —‘ log
c

1
+ [5 (log® | — ¢© + acAy + p| — log” (b + cAy) + ,0|)]
bc-l—)\H

c2

A, +

+log |1 — ac| [log O —al; — é‘ — log
c
+ [log |x — Al log|—cO® 4 acAy + A| —log|x — Allog|c(b + cAs) + Al]

+ [log | — A|log |—cO + acA; + A| — log [ — A log |e(b+ cAs) + Al]

A be + A
—log |a| [log G_GAt_Z — log [As + C+ H
—[log |p — Allog |—¢®© + acA; + A| — log \p Allog |e(b + cAg) + Al]
+log |1 — ac| [log‘@—aAt——‘—lo A+bc+/<o]

+ [log |x — k| log |—c® + acA; + k| — log |x — k| log|c(b + cAs) + K]
+ [log |t — k| log |—cO + acAy + k| — log |¢p — k| log|c(b + cAy) + K]
be + K }

—[log |p — k|log |—c® + acA; + k| — log |p — k|log|e(b+ cAs) + ||}
(=)

A+

—log |al {log ‘@ —al — —‘ — log
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)
B -—Re <L12 ( c@+acAt+p>) + Re <L12 (c(b+C_/\s) +p>>]
oo () i (2522000
+ - Re (Li2 (— @—i—acAt—i-/\)) + Re <L12 (c(bJ;ci\iJr)\)):
ke <L12< @-i—acAt—i-)\)) R <L12 (c(b—i;\ci\i—i—)\)):
ke (Li2 <— ®+acAt+)\>) e (L12 (c(b—;ci\sz—i—)\))_
ke (Li2 <—c@ +ach, +/<;)> R <L12 (c(b-l—ci\s) +/£)>'
[~ Re (LiQ (—c@+acAt+/<c)) 4 Re <L12 (C(b-}:CAgE-i-l{)):
B [_Re (Li2 (—c@—l—acAﬁ—l{)) + e (le (c(b ZC_ASZ +m))”

+i20(—to) log Vet — flo+ k2 — htg + k‘

E.6.1.3 Separation der Divergenzen

Der manifest endliche (d.h. cutoff-unabhiéingige) Anteil ist

1
Toleos = —1{ log[2(1 — ac)[log|to| + log|c|log|to| — log 1 — ac|log | — |

to + 1 2
Li, (%)] _ %9(_,50)}
0

be
+¢§ {—0(—t0) log [2(1 — ac)| — (—t) log e 2 }

1
+log|allog| — ¢| + §log2 lto| + Re

be
1
to + . —ac‘ + 6(b) log

(E.131)

Die Differenz von zwei cutoff-abhéingigen Basisintegralen (also der weiteren Integralanteile)
mit verschiedenen t,, wie sie im Fall von einem Abzugsterm auftritt, ist von der Ordnung
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O(e). Unter Verwendung von

Ay = © Ay = : (E.132)
€ €
mit &, ¥ bliebig positiv, aber fest, erhilt man
To(b1)|div — To(b2) |div = O(€) (E.133)

E.6.1.4 Zu implementierende Anteile

Im Fall von nur einem Abzugsterm fallen weitere endliche Beitrige bei der Differenzbildung
weg, es mufl zur Implementation lediglich verwendet werden

1 to + 7 T be L+ 1
ot =~ Re [Lip [ 2102 V| 3T | g(—0) log |t 8(b) log | =ee —°
To impi ~ Re 12( P +i- (—to) log o e (b) log i
(E.134)

Diese Beitriage sind auch im Fall von zwei Abzugstermen hinreichend. Dort sind andere
Summationen gemif} (E.147) durchzufiihren, zum Nachweis siche Anhang E.6.2.

E.6.2 Berechnung der Integrale 7; -

Als Endergebnis nach beiden Integrationen der beiden Integrale 7; und 75 mit n — 04
erhalten wir:

Ae As .
s
T = dt/ds -
' ;o t+to—in ¢/(at + b+ in + cs)? — 4dst
t b toa — b
= ——At+ 2 log [y + to| — %" log [t
2 —
( ac) (10g2 —|—log|1 —ac|) Ay
2_
ac) [( )logAt— be ‘—At-i- be log‘ be }
— 1—ac 1—ac
2—ac be
(2 ) (log2 + log |1 — acl) log|A; + o]
2— b
ac) (2 ¢ ) (log2 + log |1 — ac]) log |to|
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to(2 — b
+0( ac) + be

Re
3

1
+ 5 10g2 ‘At + t()‘

to +
Li 1 ac
1 Y R e s 2
—§log2 lto| — Re <L12 (7% )) + 59(—750)

+Vo1 [(—cO + acAy) — c(b + cAy)]
+Vgo2 [log [(—cO + acAy) + | — log |e(b + cAs) + b]]

1 1
Voo | —
thox [ (—cO® +achy) +h + c(b+ cAg) + f)}
+V;04 [log |(—cO + acAy) + €| —log |c(b + cAy) + €]
+V;95 [log [(—cO + acAy) + [| —log |e(b + cAy) + 1]

2 (1 1
T [2— - 1]
[((—cO© + acAy) + =) log [(—cO + acAy) + u| — (—cO + acA,)
—(c(b+ cAs) +a)log |e(b + cAg) + u| + (b + cAy)]

21t 1
2ac 4
[((—cO© + acAy) 4+ m) log |(—cO + acAy) + m| — (—cO + acAy)

—(c(b+ cAs) +m) log|e(b+ cAg) + m| + ¢(b + cAy)]
211 1
S le-1
[((—cO® 4 acAy) + ) log |(—cO + acAy) + b — (—c© + acly)

—(c(b+ cAs) + b)log|c(b+ cAs) + b| + c(b + cAy)]
+Vyo6 [log |« — b log |—cO + acA; + b| — log [« — b log |c(b + cAs)

— Re <Liz<_c®;fCAt+b>>+Re (Li2< c(b+ cAs) )
)

+Vgo6 [log |m — h|log |—cO + acA, + h| — log |m — hlog \c b + cAs

—Re <Lig(_C®;E0At+b>>+Re (Li2< c(b+ cAs) )

1
—V,06 [5 (log” | — ¢© + acAy + b| — log” (b + cAs) + b|)}

bl

)
)

2 a 1
_- _ | _ N
4{ (Ce® T achy) 1 §) 08|70 T achs) +]

1
T+ chy) 1+ b)

s log (=@ + ae) + )] ~ 1og ((~0 + ach) +1)
—log |(c(b + cAs) + =) +log |(c(b + cAs) + b) ]}

log |e(b+ cAs) + |
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2 a 1
_Z _ 1 _ N
4{ (Ce® T acky) 1 p) 08 |(7eO Fack) +u

1
* (c(b+ cAs) + )

= [0g (e + achk) + m)| — log |((~c0 + acA) + )
—log |(c(b + cAy) +m)| +log [(c(b + cAs) + b)[]}

2 a 1
LI log | (— A
T3 dac [ ((=c® + acAy) + b) 08|(=¢® +achi) + |

1
Tl ohy) 7o) o8 lbFcA) +

log |e(b+ cAy) + m|

+

1 1
_(( O + achy) + b) + (c (b+cA5)+b)}
2

+c—34—[log|q—E|log|—c@+aCAt+E| logh—?\log\c(b%—cA + ¢
— A As)
" Re(1Li, O +acA; + ¢ + Re (Li, c(b+chy) +t
E—u {?—q
+ 3 1os 4 [log |[a — [|log |—c® + acAy + [| — log |a — [ log |e(b + cAy) +

o () o (52220

2
+——[log|m—é|log|—c@+acAt+E| log |m — €| log |c(b + cAs) + €|

_Re<LiQ( c®+a0At+E>>+Re<Li2< clb+ch) ))}
¢ —m E—m
2
+—— [log |m — [|log |—cO + acA; + | — log |m — [| log |c(b + cA
)

[
c dac |

s) +
o (22 o (5202

20
_Er“c[log|h—k\log\—c®+acAt+{?| log [h — €| log |c(b + cA,

+
_Re (LiQ(_CGZfC;\t+E)>+Re (Li2< b+CA ))}

2
_c34 [log | — [|log|—cO + acAy + [| — log |h — [|log|c (b+cA)

+
o (252 o (25222

4

[
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be iy be
1—ac

—ato+b et —fto+yg
c

c2

l—ac

be
+ %o
+ o) log | ———

+i9(b):—3(2 — ac) !

2—ac 0

—iw%@(—to) [

—t9(2 — ac) — be
Lol a
c

b
—to—ic‘+log|1—ac|
1—ac

<log 2+ log

—IOg \/621% — ft0+]€2 — ht() +k‘>:|

(E.135)

sowie

A¢ As

2
T = /dt/ds i .
t+to— i §/(at + b+ in+ cs)? — 4st

0 0
3(2—ac)a 4
= M
3(2 — ac)a
_%(_toﬁ‘f)/\t

3(2 —ac)a 3(2 —ac)a
—70108 [A¢ + o] + Tolog o]

—2—; (log2 +log |1 — ac|) A?
—c%(—to + 1) (log2 +log |1 — ac|) Ay

—%g (log2 +log |1 — ac|) log | A + to| + %g (log2 +log |1 — ac|) log |to]
c c
bc

cd 1—ac 2\1—ac &

1 1 be 1 be 2 be
—ZA?2 - A — |
4702 tl—ac+2<1—ac> Og‘l—ac
be
AN —— | — A
Pl —ac thl—ac

1
§A? log At - At -

=
(=)

log ‘

b
_C_i(—to + 1) [(At — 1 —cac> log
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t0+ e
L- l—ac
—1102|t|-Re Lio [ —1 ) ) 4 o(—to)
B g |to 2 t0+lf(;,c 5 0

1
+Wg401§ [(—O + acAy)? — (b + cAy)?]

2A

1 1
#5500 + ach1og (-0 + achy + u] - o log (~c0 + ach) + «

1
-3 |Re + 5 log? | Ay + 10|

1 1 1
—Z(—C@ + achy)? + 5(—0@ + acAy)u — 502(1) + cA,)?log |e(b + cA,) + 4

1 1 1
+§q2 log |e(b+ cAg) + u| + ZCQ(b +ch,)? — 50(1) + cAs)q]
2 [1 , 1,
t5 5(—0@ + acAy)*log |(—cO + acAy) + w| — S log |(—c© + acAy) + ml|

1 1
—Z(—C@ +achy)? + 5(—0@ + acAy)m — 502(1) +cAy)?log|c(b + cAy) + m|

1 1 1
+§m2 log (b + cAs) + m| + 102(1) +cA,)? — §c(b + cAs)m}
2 [1 , 1,
— 5 5(—0@ + acAy)?log |(—cO + achy) + b| — 5[) log |(—cO© + acAy) + b
1 1 1
—Z(—CQ + achy)® + 5(—0@ + achy)h — 502(1) + cAy)?log |e(b+ cAy) + b
1 1 1
+§h2 log |c(b+ cAs) + b| + ZCQ(b + ch,)? — ic(b + cAs)I)]

+Woao2 [(—€O + acA) — c(b+ cAy)]

+Woa03 [((—c© + acAy) + u) log [(—c© + acAs) + u| — (—cO + acly)
—(c(b+ cAs) +u)log |c(b + cAs) + u| + ¢(b+ cAy)]

+Wia03 [((—O + acAy) + m) log | (—cO + acAy) + w| — (—cO + acly)
—(c(b + cAy) + m) log [e(b+ cAy) + m| + ¢(b + cAy)]

0103 [((—€© + acAy) + h) log |(—cO + acAy) + | — (—cO + acAy)

—(c(b+ cAy) + ) log|c(b + cAg) + b| + c(b + cAy)]

+Woaoa [log |(—cO + acAy) + h| — log |e(b+ cAy) + b]

+W, - ! + !
51T (—cO +ach) + b clb+cAy)+h

W 1 1
7 Vatoe [_2((—c® Fach) T 07 2c(b+ chy) + 6)2]

+Wyaor [log |(—cO© + acAy) + €| — log [c(b + cA;) + €]




E.6. BASISINTEGRALE T;

+Wya0s [log [(—cO + acA;) + 1| — log |c(b + cAy) + 1]
+Wyaoo [log [« — | log |—cO + acAi + b| — log |« — hllog|c(b + cAs) + b

1 (ST e 1 (U5

1
FWouo {_ (—cO + achy) + b)

1
T+ chy) 1+ 0)

~—— llog(=c -+ acy) + )] 1og ((~c® +ackk) + b)

—log[(c(b + cAs) + )| + log [(c(b+ cAs) + h)|[]}
1e (1 1
+c—6$ {_5((—09 T achy) b2 log |(—cO + acAy) + 4
1 1
T3+ chy) +H)°

1 1

+§m [log|((—c® + acAy) + u)| —log |((—cO + acA;) + b)|

—log |(c(b+ cAy) +1)| + log |(c(b+ cAy) + b)|]

log [(—cO + acAy) + 4

log [c(b + cAy) + 4]

_|_

log|c(b + cAg) + |

1 1 1 1
+§b —u [((—c@ +ach) +h)  (c(b+cAy) + f))] }
—l—g [log [« — ¢ log |—cO + acA; + €| — log [« — €| log|c(b + cAy) + ¢

e (1 (SR ) (1 (R0 )

+c% [log [« — [| log [—¢cO + acA; + [| —log |a — [|log |c(b + cAy) + |

o (<270 i (52050 )

+Wyaog [log |m — b log [—cO© + acA, + h| — log |m — h|log|c(b + cAy) + b

e () e (5205) )

1
FWouo {_ ((—cO® + acAy) + b)

1
T+ chy) D)

log |(—c© + acA;) + m|

log|c(b+ cAg) + m|

+

: 1  [l0g | ((~c© + acA,) + m)| —log| (O + acA,) +b)
—log|(c(b+ cAs) + m)| + log |(c(b + cAs) + b)|]}
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1¢ 1 1
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1 1
T3+ chy) +H)?
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e (275 ) o (252220

£
~% [log |h — [| log |—cO + acAy + | — log|h — [|log |e(b + cAy) + ||

o (2 o (52020

(=)



E.6. BASISINTEGRALE T; 201

20" 1 be \? . c 2 1 to + -
+i0( )EC o\ T " ae + (k- 0)1_ac+(o—M0+V) ]
1 3—1to(2 —ac) —bc—aty+ b
_lﬂge(—to) |:§ 02 c
(A N 3 —t9(2 —ac) — be VRt — fto+ k2
2 2 c? c?
_ 2
+w log 2 + log | —tg — _be +log|1 — ac|
ct 1—ac
—log \/thg — fto+ k% — hty + k‘)]
(E.136)
Bei der Notierung der Integrationsergebnisse von 7; o verwenden wir folgende
E.6.2.1 Parameter und Abkiirzungen
e = ac
f = 2 (—2A,+a(b+cAy))
h = —2+ac
kE = c(b+cAy)
(E.137)
o bQCZ
d = 2bc(—3+ ac)
¢ (6 — 6ac + a*c?)
_ 2be(—=3 +ac)
b= 6z 6ac + a%c?
b2 c?
—
6 — 6ac + a®c?
£ = 2b(—1 + ac)
 a(=2+ac)
y = (b — aty)(be + (2 — ac)ty)
B a(—2 + ac)

b?c? — 2be(—3 + ac)ty + (6 — 6ac + a*c?®)t3
6 — 6ac + a%c?
¥ = c(=2A; + a(b+ cAy))
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k = —(2D*+2b(cA; — aty) + Ay(PA, + 4ty — 2acty)))

= A(—(*(2 + ac)) + A(—2 + ac)A?)
= b6 + 6ac + a*c?) + dab> A, — 262 (=2 + a*c?)A?
—4abc*A? + ¢*(6 — 6ac + a*c?)A?)

X 4abc* (b*(3 + ac) + 2bcA, + (3 — ac)A?)
P 2(3b%c*(—2 + a*c®) + 2abc* A, — ¢*(6 — 6ac + a’c?)A?)
w 4abc*(—3 + ac)
(E.138)
O = /(alh; + b+ cA,)? — 4AA, (E.139)
u = 2¢°(—As +a(b+ cAy))
u+ 2|bc\
a el b
2(—1+ ac)
u— 2|bc|
= — E.14
" 2(—1+ ac) (E-140)
B = \/b2 + 2bcAs + A2 — 2abty + 4Asty — 2acAsto + a?td (E.141)

cAs(As — a(b+ cAy))

2

a
[(2EA, + a®(20 + B + 2¢A,)to — a’ty — a(b® + b(E + 2cA,)
+As(cH + A, + 4tp)))]
1
(4As — 2a(b + b + cA;) + 2a?ty)
As(—As + a(b + cAy))
a(2A5 — a(b+ B + cAy) + a?tp)
[—(2BA, + a®(—2b + B — 2cA )t + a’t) + a(b> — b(Eb — 2cAy)
+As(—(cBb) + A, + 4tp)))]
1
(2(2A5 — a(b — B> + cAy) + a’ty))
As(=As +a(b + chy))

a(2As — a(b — I + cAg) + a?ty)
(E.142)



E.6.

~ © A 9

R= N =

-—

m.-gn-crﬁg

(s

BASISINTEGRALE Ty 203

4¢3 (=2 + ac)Ay(—As + a(b + cAy))
2c(4A, + a*® A, — 2a(b + 2cA,))
2ac(—(be) — 2to + acty)
(4de(—2 + ac)As(ab — As + acAy))
—2A, +a(b+ \/b2 + A2 — 2abty + a2t + A,(2bc + 4ty — 2acty) + cA,) — a’ty
c(—2A5 + a(b+ cAy))
a
—2As + a(b— \/b2 + c2A2 — 2abty + a2t + A,(2bc + 4ty — 2acty) + cAy) — a*ty

c (—\/b2 + ¢2A2 — 2abty + a?t3 + As(2bc + 4ty — 2acty) + at())

c (\/62 + A2 — 2abty + a?td + As(2be + 4ty — 2acty) + at())

—2A5 + a(b+ cAy)

(c(—=2 + ac)As(—As + a(b + cAy)))

—4c3 (=2 + ac)A2(As — a(b + cA,))?
4A, + a®c? Ay — 2a(b + 2cA,)
22N (—4A% 4+ a3 A (b + cAy) 4 2aA4(3b + 4cA) — a®(20% + 6bcA, + 5c2A?2))
[—2BA, — a®(2b + B + 2cA, )t + @15 + a(b® + b(E + 2cA,)
+As(cB + A, + 4tp))]

c(be + (2 — ac)ty)
(—2A5 + a(b+ B + cAy) — a?ty)
2cAs(—As + a(b + cAs))(be + (2 — ac)ty)
—2A5 + a(b+ W + cA;) — a?ty

(=24 ac)As(—As + a(b+ cAy))

a?(2A; — a(b+ B + cA,) + a?ty)

4% (=2 + ac)A2(As — a(b+ cAy))?

a?(2As — a(b+ W + cA;) + a?ty)

c(be + (2 — ac)ty)

—2As + a(b — B + cAy) — a’ty

[2BA, + a®(—2b + B — 2cA,)to + a’t5 + a(b* — b(E — 2cA)
+A(—(cB) + Ay + 4t0))]

2eAg(—As + a(b + cAy)) (be + (2 — ac)ty)

—2As + a(b— W + cA;) — a?ty

(=2 + ac)As(—As + a(b+ cAy))

a?(2A; — a(b — I + cAy) + a?tp)

4¢*(—2 + ac)A2(As — a(b+ cAy))?

a?(2A5 — a(b — b + cAy) + a?ty)

(E.143)
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6 — 6ac + a*c?
4a?c
(=36As + a®c®(—b + 3cAs) + 18a(b + 3cA;) — 6a®c(b + 4cAy))
4a3
— [e(36A2 + a*c*A? — 36aA(b+ 2cA;) — 4a’c® Ay (2b + 3cA,)
+6a*(b” + 6bcA, + 8¢*A2))]
—4c*(—2 + ac) Ay [—6A2 + a’PA (b + cAy) + 3aA(3b + 4cA)
—a®(3b% + 9bcA, + Tc*A2)]
—4¢%(6 — 6ac + a’c?)A%(A, — a(b+ cAy))?
[24A5 — 6a(2b — B + 6¢A,) + 2a*(—3cH + 8c2A, — 3ty) — a*c?t,
+a’c(2bc + b — 2¢° A, + 6tp) ]
1
4a3
[(2c(b*c® — 2bc(—3 + ac)ty + (6 — 6ac + a®c®)t5) (2A2 — 2aM;(b+ B + cAy)
—a®(2b+ B + 2cA)to + a*t] + a® (0 + b(Eb + 2cA,) + A (cb + A, + 4tp))))]
1
(2A5 — a(b+ B + cAy) + a?tp)?
[(—4cAs(—As + a(b + cAy)) (18A2 — 6aA,(3b + 2H> + 6cA,) — a’c Aty
+3a (20 + 2b(H> + 4cAy) + Ay(6¢H + 9c* A, + 4tp))
+a'e(b(c? A, + 3tg) + cAg(cHb + c* A, + 8tg)) — a®(3b%c + b(3cHs + 10c2A, + 6tp)
+cAs(8¢cH> + 9c*A, + 184))))]
1
(a3(2As — a(b+ 1 + cAg) + a?tp)?)
(4¢%(6 — 6ac + a*c?)A2(As — a(b + cAy))?)
(@3 (2A5 — a(b + b + cA;) + a?tp))
[24A; — 6a(2b + B> + 6¢A,) + 2a*(3cH + 8¢ A, — 3ty) — a*cPty
+a’c(2bc — b — 2¢° A + 6to)]
1
4a3
[(2c(b*c® — 2bc(—3 + ac)ty + (6 — 6ac + a’c®)t5) (2A2 — 2aA,(b — B> + cA,)
+a3(=2b + b — 2cA, )ty + a*t: + a?(b? — b(H — 2cA,)
+A(—(cb) + Ay + 4ip))))]
1
(2A5 — a(b — B + cAy) + atp)?
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M = [(—4eAy(—As 4+ a(b+ cAy))(18AZ — 6aA,(3b — 21 + 6cA,) — a’c® Ayt
+3a%(20* — 2b(Hb — 4cA ) + Ay (—6¢H + 9c® A, + 4ty))
+atc(b(c®Ag + 3ty) + cAy(—(cHb) + 2A, + 8y))

—a®(3b%c + b(=3cH + 10¢”A, + 6tp)
+cAs(—8cH + 9c* A, + 18t)))))]
1

(a3(2As — a(b — B + cAy) + a?ty)?)

(4¢%(6 — 6ac + a*c*)A2(As — a(b + cAy))?)
(a®(2As — a(b — b + cAy) + a?tp))

(b%c* — 2be(—3 + ac)ty + (6 — 6ac + a®c?)t3)

(E.144)

V= [% ~log || > (i - i) 42 (i _ %) (log(ac — 1) — 1og(—a))]

2¢3 3 \ 2ac e \ 2ac
2(p+r) 2 ¢ ¢ e
Vo = 1 —
922 [ c? log |C|c3 <4a2c * 4a’cg * 4a20j)

_E( c ¢ +4azcj)(log(ac—l)—log(—a))]

2 \4a%c  4a’cg

Vi = |2 ol 5 15— s ostoc 1) ~ log(-0)
Voor = 20—? —log |c|f—3%w + %%w(log(ac —-1)— ]og(—a))}
Vs = % ~log el 5 + e (g(ac — 1) - log(—a))]
Vo = _0_23 (4;20 + 4a;cg + 4azcj>
(E.145)
Woar = |- e —1og1cl% + 5 (og(ac — 1) = log(~a))
Waos [41\—; 2%5 (-% _ 2%2 + (—(be) — 2ty + acty) + U + n)

—log |c|% (B+F+R)+ 61—6(10g(ac —1) —log(—a)) ((B+F+ ﬁ)]
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1
Wyaos = E(€B+§+R)

(p+1)As 3 n t x 1
Wg4o4 == |:T+2—C5 —2$+a+a —log\c\g

¢ m
—4+§+—)
a

+01_6 (E " % n %) (log(ac — 1) — log(—a))}

Cl4
Woaos = {77";/2\5 + 2%5 (—% + % + %) —log|c|% (% + a% + a_ﬁ;)
+Cl—6 (% 3, %) (log(ac — 1) — log(—a))]
Woos = | s s~ Iogel 5o + 5 o loglac = 1) = log(~0))
Woar = |50 = 25~ loglely + 5 logfac — 1)~ tog(—a)|
Wos = |57 = 3% —toglel + 5 (og(ac — 1) ~ log(~0))
o = (2.

(E.146)

E.6.2.2 Separation der cutoff-abhiingigen Beitrige

Dazu teilen wir die Integrale auf in einen Anteil, der frei von cutoffs ist und in einen, in
welchem die Terme cutoffs enthalten. Folgende Beitriige sind aufgrund (6.82) bzw. (6.157)
zu summieren und miissen im Limes divergierender cutoffs konvergent sein:

Jk
H (X32 + Vns + Zi,n)

ER 1 T WivEn
Z%“ /dt/dst t )</ (amt + b ; 2 4st
= IE -z 5 EHloem =)ot b+ i+ cas)? — ds

i =3
i En

(E.147)
wobei die X, Y, Z;, nach (6.58) bestimmt werden. Da die Divergenzen unabhéngig von
der Summation iiber m verschwinden miissen, kénnen wir generisch

by =W — b= (E.148)
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verwenden. Aus analogem Grund reicht es weiter, ein ty zu wiahlen. Aufsummiert werden
miissen im Fall von zwei Abzugstermen, was j; = 2 entspricht, die Beitréige

2jx+2 Jk

1
Y | I @Be) 0Tl + 2, T0)| (B9
I TR e
FE niig

bzw. die cutoff-abhingigen Anteile davon. Wir setzen

A, = (E.150)

mit &, beliebig positiv, aber fest. Wir stellen mit Hilfe von Mathematica [Math] fest,
daf fiir die divergenten! Anteile der Integrale gilt:

27k +2 1 Jk
Z 2r 12 _ _ H (X%(bn”dw + ynﬂ|dw(bn) + Zz,n%(bn”dw) = 0(6)
n=3 =i :n)] 2i -l|-:1 ;é n

i=3 2i4+2#n

i FE N

(E.151)

Wir bemerken noch, dafl im Fall von zwei Abzugstermen das Produkt trivial ist, es treten
keine Produkte von Integralen auf. Dies natiirlich auch nicht im Fall h6herer Abzugsterme,
dann aber sind hhere Potenzen als s? im Zihler zu beriicksichtigen, und die Produktbil-
dung, welche vor Integration durchzufiihren ist, fithrt auf weitere Integrale mit héheren
Potenzen in s im Z&hler.

E.6.2.3 Endliche Anteile

Der endliche Anteil der Integrale 7 » lautet:

!Per Konvention benennen wir die cutoff-abhiingigen Anteile derart, obgleich Teilbeitrsige hiervon be-
reits vor Summation im Limes divergierender cutoffs verschwinden.
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o~ (2-a0) b be
conv = T 1 tol = !
Tl = og [ty A (1—ac) 8 (1 — ac)
2 —ac be
= 3 ) ((2—ac) +t0> (log 2 + log |ac — 1[) log [#|
(2 — ac) be o+
to) § —Re |Lig | ————
T (2 — ac) Tl 1 to
1 2 2 1 1
-5 log? |to| + 59(_%) — Vgaich + 3 (Tac B Z) b
. T bc be 136 + b
o | o _ t 1 Lt-ac -
+1 ()[C?’( ac) ((1—&0) ((2—&0)+ O) o8 to )
—aty + b
c
—ta(2 — —b b
i of 2ac) C<10g2+10g t0+7c‘+log|1—ac|>]
E 1—ac
(E.152)
3(2 —ac)a
Taleons = %ologﬁd
+3 (log 2 + log |ac — 1]) log [to|
¢ 1( b \’ be ¢ (to+ pbe be
_ <1 1 - 1
(®)2 \1—ac %811 ac (%) 1l—ac * 1 ac
[t + E‘;c 1 m’
-3 {— Re |Lisy (tiol)] 3 log? [to| + 79(_%)}
Lo
_Wg401§b c
. ™ (1 be \* | (u—to)be St
0 b T 1 (p = 1o)bc t2— + 1 l—ac
+1 ()[C5C(2(1_ac> + (1—0/0) +(0 'U'O+I/) o 0
_irlo(_ty) [_ of 2ac) c —aty +
c ¢ ¢
y = Bty + Ct2 (be)
TZO0TE0 (1og2 41 log |1 —
o 082+ log to + = v +log 1 —ac|

(E.153)
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E.6.2.4 Zu implementierende Anteile

Da sich weitere (endliche) Beitréige bei der Summation geméfl (E.147) aufheben, reicht es
fiir die Implementation zu verwenden:

(2—ac) b
2 (1-ac)

(2—ac) (( be )—i-to)Re

2 —ac

71|impl = - 10g|b|

b
to

+i0(b)%(2 — ac) [(1 Ecac) B ((2 Ecac) + to) log

l—ac

to

- +t0‘

—iga (—to) (—to(2 — ac) — be) log

be
to + 1

(E.154)

¢ 1 b\’
75|impl = - o 1 — ac log‘b‘

b
; log [b| + 3Re

t + be
Lig ( 0 l—ac )]
Lo

1< be >2+(u—t0)bc

2\1—ac (1 —ac)

e 1 ¢

l—ac

+ (5 — pto +v)log

0

!
—7,7rc—50 (—to) (v — dto + Ct3) log

to + be
0 1—ac
(E.155)

Es wurde analytisch und numerisch bestétigt, dafl diese Beitrdge in der Summation hin-
reichend sind. Alle anderen Beitréige heben sich auf. Wir halten fiir

Je =2 (E.156)

folgende Identitéten fest:

2jx+2

Jk
Z 2nt2 : H Zin| =0 (E.157)

n=3 H [(EZ - En)] 2 «zf—zlién

i=3 2i+2#n
i#En
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2jx+2

Jr
Y s ! [T Yuba| =0 (E.158)

n=3 H [(El - En)] 2% «zf—zlién

i=3 2i4+2#n
i#En
2j§k+j2 bn =0 E.159
Nz (E.159)
=11 (& - Bl
i=3
iF#En
2]?2 bi =0 E.160
2j5+2 _ B (E-160)
n=3 Hz_:n)]
i=3
i FEN

E.7 Zusammenfassung

Alle Basisintegrale wurden griindlich numerisch getestet. Analytisch und auch numerisch
nachgepriift wurde, dafl die Summationen cutoff-unabhingig sind bei Wahl grofler cutoffs.

E.7.1 Zu implementierende Integralanteile

o o 1
1
Tols = /dt/ds -
ol t+to—in ¢/(at + b+ in + cs)? — 4dst

0 0 impl
1 to + 7 b b+t

= —Re|Li, | —1=2 | | +i~ —0(—to) log |to + L 0(b) log | =% °
c to c 1—ac to

(E.161)
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s 1
timo t+to— i /(at + b+ in+ cs)? — 4st

0 0 tmpl
(2—ac) b
2 (1-ac)
(2 — CLC) bc . to + 1 ac
3 (2 — GC) + t() Re L12 to

= - log |b|
be be 1f
—l—zH(b)c (2 — ac) [(1 s <(2 —a0) + t0> log

lo
™ be
—zc—H( to) (—to(2 — ac) — be) log |ty + T
(E.162)
2l ;) t+to— 1 §/(at +b+in+ cs)? — 4st
tmpl
¢C1f b\
- > - 1
@3 \T—a og ||
¢ (=to+pd (ot
log |b Lig | ——=
") T-ac og |b| + 3Re |Liy i
T |1 be \>  (u—to)be ke
0 _ - N VT 2 _ 1 1 C
#i0 ) 5¢ | (725 ) + B (0t ) o |
1 9 be
—z7rc—50 (—to) (v — 0t + Ctg) log |t + T
(E.163)
Das Integral
= /dt/ds !
v/(at + b+ in + cs)? — 4st
0 0 impl
b , b
= i log [b] + zm?(b)l —
(E.164)

tragt nicht bei, da das Gebiet, in welchem es auftritt, im Limes verschwindender Grenziiber-
gangsparameter zu einem Punkt degeneriert. Siehe diesbeziiglich Kapitel 6.
Die freien Parameter der zur Implementation benétigten Integralanteile sind



212 ANHANG E. BASISINTEGRALE

a,b,c,tg € R (E.165)
und erfiillen lediglich
a,c <0 und 1—ac<0 (E.166)
Zusammengesetzte Parameter sind:
v = b
d = 2bc(—=3+ ac)
¢ (6 — 6ac + a’c?)
_ 2bc(—3 + ac)
= 6 —6ac+ a2
b%c?
v =
6 — 6ac + a?c?
3 (b%c® — 2be(—3 + ac)ty + (6 — 6ac + a®c?)t3)
5
(E.167)

E.8 Abzugsterme im zweiten Schleifenimpuls

Analog zu den obigen Beweisen fiir Abzugsterme in k£ konnten wir fiir Abzugsterme in [
nachweisen, dafl die zu implementierenden Integralanteile die kurze Form haben, welche
wir soeben notiert haben. Die von uns evaluierten Integrale reichen aus, um fiir gedrehte
reduzierte planare Topologien Integrale bis zur Ordnung

2 3
+ _ 4, g4, (ko £ k1)3 (lo + l1)3 _ PP
R3,3’2,3 - /d k™ P1P2P3P$P6 E Pl ZPQZ H

r=1

) (E.168)

zu berechnen. Es ist dabei z = 4 fiir die Topologie R" und z = 5 fiir die Topologie
R~ zu verwenden. Die Tensorstruktur in (E.168) besitzt die hochste Ordnung, wie sie bei
SM-Rechnungen in Feynman-Eichung auftreten kann.
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Die Masterintegrale, deren Integrationsschritte in Kapitel 6 skizziert sind, werden nach
der analytischen Durchfiihrung von sechs der acht durchzufiihrenden Integrationsschritte
einer numerischen Zweifachintegration unterzogen. Die Gebiete, in welchen die Integranden
von Null verschieden sind, werden im Folgenden, fiir die jeweiligen Topologien spezifiziert,
aufgefiihrt.

Die beitragenden Integrationsgebiete besitzen im Falle der planaren und gedrehten redu-
zierten planaren Topologien stets die Form von Dreiecken. Die einschrinkenden Bedin-
gungen ergeben sich aus den Residuenintegrationen in k; und [;. Wir benennen zuerst
die Bedingungen im Fall von nichtverschwindenden k;, A, und zeigen dann, welche Ge-
biete beim Grenziibergang iibrig bleiben. Ebenso zeigen wir, welche Gebiete im Fall von
verschwindenden Endzustandsmassen verbleiben.

F.1 Planare Topologie

Die Integrale haben die Form:

Unter Verwendung von (6.90) folgen die Dreiecke, die nach Residuenintegration Beitréige

=1

Jk
(ko — ki)® H 25 (Ki; Mg, May)

/d4kd4l

PP

Jk

=1

[ﬁzq&a&&

liefern:
k>0 k=0 pi=0
PP 0 >ko+ 1 0 > ko+ 1 0 >ko+ 1o
ko> (q.—e1) ko> (g:—e1) ko>0

lO > _(62 + qz)

lO > _(62 + QZ)

lO > _(62 + QZ)

PPy 0 >ko+ 1 0 >ko+
ko> (q:—e1) ko> (q:—er)
lp >0 lp >0

PPy 0 <ko+l 0 < ko4l 0 <ky+1y
k() < (62 -+ qz) ko < (62 -+ (]z) k() < (62 + qz)
ly<er—gq, ly<er—gq, ly <0

PPy 0 <ko+l 0 < ko4l 0 < ko4l

k() < (€2+qz)
lp <0

ko < (62 +qz)
lp <0

k() < (62 +qz)
lp <0
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PliP4 0 < ko4l 0 < ko+ 1
ko<l€i(qz—61) ko <O
ly<el—gq, lo <er—gq,

PliP5 0 > ko+ 1 0 > ko+ 0 > ko+
]CO >I€i(qz—€1) ko >0 k‘o >0
lo > —(62 +qz) lo > —(62 +qz) lo > —(62 +qz)

PliPG 0 >ko+ 1
k() > Hi(qz — 61)
lp >0

PZZP4 0 <ko—+1{ 0 <ko—+1
ko < KZZ'(GQ + C]z) ko <0
ly<er—gq. lh <e1—gq.

P2ZP5 0 > ko+ 1 0 > ko+ 1 0 > ko+
ko >m(62+qz) ko >0 ko >0
lo > —(62 —i—qz) lo > —(62 —i—qz) lo > —(62 +qz)

P;Ps 0 <ko+l

ko < Ki(ea + ¢z)
lh <0

Bei allen anderen als den aufgefiihrten Beitréigen ergénzen sich die f~Funktionen aus (6.90)
in den Bﬁlm so, daf} die Gebiete verschwinden.

F.2 Gedrehte reduzierte planare Topologie R™*

Die Integrale haben die Form

/ d*kd*l

Die Residuenintegrationen liefern aufgrund von (6.164) folgende Dreiecke:

Jk
(ko + k1)*(lo + 1)P [T Z5(ki, m1z,mas) 1] 20N, may)
i=1

Je . _ . Jo_
PP, [[ [PiPi] PPy 1] Py Ps
r=1

=1

Falls \; < k,, trigt bei:
pri‘ 0 > ko+ 1l
ko > —/{i(el + qz)
l() > )\r(el + qz)
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Falls \; > k,, tragt hingegen

PipP]

0 < ko+ 1
ko < —mi(el + qz)
ly < )\7«(61 + Qz)

bei. Im Limes x,A = 0 verschwinden diese Dreiecke, wihrend die Integranden reguldr
bleiben, wie wir in Kap. 6.5 gezeigt haben. In jedem Fall tragen folgende Dreiecke bei:

P Fg

PPy

Py Fs

PPy

piP,

Pip,

k>0,A>0

0 > ko+ 1
]{I0>—(€1+qz)
lp >0

lo+ky>0
ko < (62 _Qz)
l() < (61 +qz)

0 < ko4l
k0<(€2_CIz)
lp <0

0 > ko+ 1
ko > —(61 + QZ)
lo > )\r(el + QZ)

0 <ko+l
k'() < —/@'i(el + qz)
l() < (61 + qz)

0 <ky+1y
ko < Ki(e2 — qz)
l() < (61 +qz)

0 > ko+ 1
]{I0>—(€1+qz)
lp >0

lo+ky>0
ko < (62 _Qz)
l() < (61 +qz)

0 < ko4l
k0<(€2_CIz)
lp <0

0 > ko+ 1
k0>_(el+%)
lp >0

0 <ky+lg
ko <0
l0<(€1+qz)

0 <ko+lo
ko <0

p; =0

0 > ko+ 1
]f0>—(€1+qz)
lp >0

lo+ky>0
ko< O
lo<(€1+qz)

0 > ko+ g
k0>_(61+q.z)
lo >0

0 <ko+lg
ko <0
l0<(€1+qz)

0 <ko+lo
ko <0
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PQPZ 0 < ky+l 0 < ky+l
ko < (e2 — qz) ko < (€2 — ¢z)
lo <)\T(€1+qz) lp <0

PiPr 0 <ko+1
ko < ’fi(e2 - QZ)

PliP6 0 > ko+ 1
]C() > —K,Z'(€1 + qz)
lp >0

P;PG 0 < ky+l

ko < Ki(e2 — ¢z)
lp <0

F.3 Gedrehte reduzierte planare Topologie R~

Die Intregrale haben die Form

Jk Ji
(ko — k1)*(lo — )P T1 Z (ki mag, may) 11 Z0( A, ms )
r=1

/d4kd4l j::1 Ji
PP, [ [PiPj] PsPs [ PrPs
r=1

=1

(F.3)

Anwendung der Bedingungen der Residuenintegrationen, (6.165), fiihrt auf die zu betrach-
tenden Dreiecke.

Eine Propagatorkombination tragt nur fiir endliches A, x bei, und zwar:

Fiir k; < A, erhalten wir durch die Kombination der Propagatorfaktoren von 2 mit 5 das
Gebiet
PZZPg 0 > ko+ 1
ko > Ifi(62 + qz)
l() > —)\7(62 + C]z)

wahrend fiir k; > A, ein anderes Gebiet entsteht:
PQZPg 0 <ko+1

]f() < K)i(eg + qz)
l() < _)‘r(62 + qz)
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In jedem Fall trigt bei:

PP

PP

PPy

PP,

P P!

PiP,

P, Pr

PP,

BiP,

k>0,A>0

0 > ko+ 1
ko > (g. — e1)
l() > —(62 + qz)

0 > ko+ 1l

kO > (QZ _61)
o >0

0 < ko4l
k0<(62+Qz)
lh <0

0 > ko+ 1l
k'() > KJZ(qz — 61)
lO > _(62 + CIZ)

0 > ko+ 1
ko > (g, —e1)
lo > —/\7(62 + qz)

0 > ko+ 1l
k'() > ni(qz — 61)
l() > —)\7(62 =+ qz)

0 > ko+1{
kO > ’f’i(62 + qz)
lO > _(62 + QZ)

0 <ky+1
k‘() < (62 + qz)
lo < _)\1"(62 + Qz)

0 > ko+ 1
ko > ki(q, — e1)
lo >0

0 < ko4l
ko < Ki(ea + ¢.)
lh <0

0 > ko+ 1l
ko > (g, —e1)
lo > —(62 + qz)

0 > ko+

kO > (qz _61)
lp >0

0 <ky—+1
k0<(e2+QZ)
lh <0

0 > ko+ 1
ko >0
l0>_(62+QZ)

0 > ko+

kO > (q,z —61)
lp >0

0 > ko+
ko >0
l0>_(62+(h)

0 <ky—+1{
k0<(€2+qz)
lp <0

0 > ko+1lo
ko >0

0 <ko+lg
k0<(62+QZ)
lh <0

0 > ko+ 1
ko >0
ZO>_(€2+QZ)

0 > ko+ 1
ko >0
lO>_(€2+QZ)

0 <ko+lg
k0<(€2+qz)
lp <0
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Wir wollen kurz die verschiedenen Methoden, welche wir zur zweidimensionalen numeri-
schen Integration getestet haben sowie die dabei erzielten Erfahrungen darstellen.

G.1 VEGAS

Diese Integrationsmethode [Le80], wir verwenden die Implementation [Kr97|, basiert dar-
auf, daf} die Integrationspunkte durch ein Monte-Carlo—Verfahren unter Zuhilfenahme von
Pseudozufalls—Zahlen bestimmt werden, wobei im Verlauf der Anwendung in mehreren ad-
aptiven Stufen ein Gitter bestimmt wird. VEGAS bestimmt die Integrationspunkte durch
importance sampling sowie stratified sampling. Eine Darstellung der Methoden der Feh-
lerabschitzung bei Monte-Carlo-Integrationen findet sich in [KI105].

VEGAS ist die Standard—Integrationsmethode bei numerischen Quadraturen in der Hoch-
energiephysik.

G.2 Gauflsches Integrationsverfahren

Beim Verfahren von Gaufl handelt es sich um ein sehr altes Verfahren der Quadratur. Fiir
ein Polynom beliebigen, aber festen Grades werden Abszissen und Gewichte nach der Gauf3-
Legendre-Methode berechnet. Der Integrand wird an diesen Stiitzpunkten ausgewertet und
gewichtet summiert.

Wir haben basierend auf Algorithmen aus [Pr92] sowohl eine adaptive als auch eine nicht—
adaptive Implementation dieses Verfahrens durchgefiihrt. Diese Methode ist aber im Fall
von zwar integrablen, aber divergenten Integranden (so auch in unserem) vielfach nicht
anwendbar.

G.3 Beschreibung der CUBA—-Integrationsroutinen

Um die mit VEGAS erzielten Ergebnisse zu testen, wurden die Integrale teilweise auch mit
Routinen aus dem Programmpaket CUBA [Ha04] berechnet. Diese sollen kurz beschrieben
werden.

G.3.1 CUBA-VEGAS

Der Unterschied bei VEGAS in CUBA zu VEGAS [Le80] in der Implementation von [Kr97]
liegt darin, daf} anstelle von Pseudozufallszahlen Sobol-Quasizufallszahlen verwendet wer-
den. CUBA-VEGAS verwendet im Gegensatz zu VEGAS [Kr97] lediglich importance
sampling, nicht aber stratified sampling.

Da sich diese Methode nur unwesentlich von VEGAS [Le80] unterscheidet, haben wir sie
nur sehr selten angewendet.
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G.3.2 Suave

Suave verwendet wie VEGAS importance sampling, kombiniert dies aber mit einer global
adaptiven Subdivisions—Methode, welche auch von Miser [Pr90] verwendet wird und als
rekursives stratified sampling bezeichnet wird. Im ersten Schritt wird importance sampling
verwendet, um im néchsten Schritt in dem Sektor, der den grofiten absoluten Fehler hat,
dieselbe Methode anzuwenden. Das Verfahren stoppt, wenn die gewiinschte absolute Ge-
nauigkeit erreicht ist oder die Zahl der Iterationen ein gewisses Maximum iibersteigt. Die
Bestimmung der Integrationspunkte geschieht wie bei VEGAS durch Sobol-Zufallszahlen.
Diese Methode haben wir, da sie sich sowohl im Algorithmus als auch in der Praxis nicht
sehr stark von VEGAS unterscheidet, ebenfalls nur selten angewendet.

G.3.3 Divonne

Zur Varianzreduktion verwendet Divonne stratified sampling. Die Art der Wahl der In-
tegrationspunkte kann sowohl deterministisch als auch nicht—deterministisch geschehen.
Es konnen auch Punkte angegeben werden, in denen Maxima vermutet werden. Dariiber
hinaus kann bestimmt werden, wie weit entfernt vom Rand die Punkte mindestens sein
miissen, da Divonne sonst in jedem Fall auch Punkte direkt auf dem Rand wihlt.

Da Divonne besonders zum Auffinden und Integrieren von divergenten Integranden ent-
wickelt wurde, eignet es sich besonders gut zum Vergleichen der Ergebnisse mit VEGAS.
Wir verwenden diese Methode deshalb neben VEGAS standardméfig, um durch einen
anderen Algorithmus eine von VEGAS unabhéngige Testmethode fiir unsere Integrale ver-
wenden zu konnen.

G.3.4 Cuhre

Cubhre ist ein deterministischer Algorithmus, welcher ein globales adaptives Subdivisions—
Schema verwendet. Die Festlegung der Integrationspunkte geschieht deterministisch mit
Hilfe der Regeln von Genz und Malik [Ge83|. Der Subdivisions-Algorithmus selbst funk-
tioniert dhnlich wie bei Suave. Die Probleme sind dhnlich wie bei Gauf}, weswegen dieser
Algorithmus nur eingeschrankt fiir unsere Integranden verwendet werden kann.
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Fiir die skalare planare Zweischleifen—Vertexfunktion mit trivialem Zahler konnten wir er-
folgreiche Vergleiche mit allen uns bekannten Literaturwerten durchfiihren. Wir vergleichen
insbesondere fiir die planare Topologie

sowie fiir einige Fille mit gedrehter reduzierter planarer Topologie. Wir iibersetzen jeweils
die in der Literatur abweichenden Notationen in unsere Konventionen.

H.1 Vergleich mit Czarnecki, Kreimer, Kilian

Da die Ergebnisse in [Cz94] nur in graphischer Form angegeben sind, wollen wir das-
selbe tun. Auf die Angabe der Werte der mit Hilfe von [FrOl] erzeugten numerischen
Vergleichspunkte wollen wir hier verzichten, da dieses Programm beziiglich der planaren
Topologie mit trivialem Z&hler methodisch im Wesentlichen mit unserer Implementation
tibereinstimmt. Lediglich technisch sind Unterschiede vorhanden. Es werden in [Cz94] zwei
Beispiele von Integralen der Form

—1—09 d*kd*l 1
4 P, P,P;P,P; Py

I(g?) = (H.1)

unter Variation der Zerfallsmasse durch Verinderung des generischen Impusquadrats g?
bestimmt. Im ersten Beispiel berechnen sich die internen Massen zu

m; =mg =my =ms =mg =M = 150 GeV (H.2)
sowie
my=10"°%-M,M,2- M (H.3)

wobei die drei verschiedenen Massenwahlen fiir mg durch verschiedene Linien graphisch
reprisentiert werden. Die externen Massen sind:

2
q
P = e pl =p5 =0 GeV (H.4)
Graphisch ergibt sich im ersten Beispiel die Abbildung H.1.
Im Falle des zweiten Beispiels von [Cz94] werden die inneren Massen gewihlt zu
ms = Mg — MZ (H5)

sowie
m; =mg =my =ms =M =150 GeV, 174 GeV (H.6)
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Im(Z(q?))

0 2 4 6 8 10 4 5 6 7 8 9 10
2 /202 27802
/M /M

Abbildung H.1: Real- und Imaginérteil von Z(q¢?) fiir Figur 6 und 7 aus [Cz94]. Die Impulse
und Massen berechnen sich mit (H.2), (H.3) und (H.4). Die durchgezogene Linie bezieht
sich jeweils auf die Wahl ms = 0 GeV, die gestrichelte Linie mit langen Strichen auf
mg = M, die gestrichelte Linie mit kurzen Strichen auf mz = 2M.

Die beiden verschiedenen Wahlen von M spiegeln sich graphisch in zwei verschiedenen
Linien wider. Die dufleren Massen werden gewéhlt zu:

2 (]2

M
Graphisch ergibt sich im zweiten Beispiel die Abbildung H.2.
Alle unsere Abbildungen stimmen mit den Abbildungen von [Cz94] iiberein.

p pi=ps=M (H.7)

H.2 Vergleich mit Fleischer, Tarasov

Wir vergleichen mit den Ergebnissen von [F194b], welche in [F194a] teilweise nochmals
wiederholt werden. Wir geben ausschlieBlich die mit der dort Methode [14/14]' bezeich-
neten Ergebnisse an, da bei diesen Ergebnissen alle von den Autoren berechneten Padé—
Koeffizienten summiert wurden. Berechnet wird unter Variation des generischen Impuls-
quadrats g% das Integral

10° 1
I(¢*) = —— | d'kdl H.
(Q) 71'4 P1P2P3P4P5P6 ( 8)
Die in [F194b] verwendeten Parameter sind die inneren Massen
m1:m2:m4:m5:m6:M:150 GeV (Hg)

!Diese Zahlen beziehen sich auf die Ordnung, in welcher die Taylerreihe der Padé-Approximation
entwickelt wird. Genaueres diesbeziiglich siehe [F194b].
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Im(Z(q?))

4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10
2872 2 /802
/M /M

Abbildung H.2: Real- und Imaginérteil von Z(q¢?) fiir Figur 8 und 9 aus [Cz94]. Die Impulse
und Massen berechnen sich mit (H.5), (H.6) und (H.7). Die durchgezogene Linie bezieht
sich jeweils auf die Wahl M = 150 GeV, die gestrichelte Linie auf die Wahl M = 174 GeV.

und
ms =0 GeV (H.10)

Die dufleren Massen haben unter Variation des Parameters ¢? die Werte

2 112

=5 pl=pi=0GeV (H.11)

p

Wir wihlen fiir die numerische Integration die innere Masse mg analog zu [Cz94| geméif
mz =107 M (H.12)

Dadurch werden numerische Instabilitdten, die sich aufgrund der Pseudoschwellen, welche
durch mehrere unphysikalische Schnitte entstehen, vermieden. Wir fiihren die Resultate
der verschiedenen Evaluationsmethoden getrennt nach Real- und Imaginérteil in Tabelle
H.1 und Tabelle H.2 auf. Die Ergebnisse stimmen im Rahmen der Fehler iiberein.

H.3 Vergleich mit Frink, Kniehl, Kreimer, Riessel-
mann

Die in [Fr96b| angagebenen Werte fiir die planaren und gedrehten reduzierten planaren
Topologien konnten bestédtigt werden. Die dortigen Massen sind lediglich 0 und 1. Wir
stellen die Graphen wie in [Fr96b] in Bildform dar und reprisentieren dabei Masse 1 GeV
durch einen durchgezogenen Strich und Masse 0 GeV durch gestrichelte Linien. Es werden
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q?/M? | [F194a] VEGAS OVEG Divonne | opiy
3.0 1.575225597 1.57539 0.00034 1.5756 0.0015
3.9 5.992981757 5.9922 0.0011 5.9995 0.0058
3.99 13.6486 13.6392 0.0026 13.6625 0.013
4.01 11.935 11.9464 0.0067 11.947 0.011
4.05 5.1952 5.1949 0.0057 5.1947 0.0052
4.1 2.66245 2.6607 0.0049 2.6639 0.0026
4.2 0.516039 0.5160 0.0039 0.51097 0.00061
4.5 -1.42315097 -1.42377 0.0027 -1.42193 0.0014
5.0 -1.985804823 | -1.9845 0.0019 -1.9842 0.0020
6.0 -1.774053979 | -1.7733 0.0012 -1.7727 0.0017
7.0 -1.419240377 | -1.41931 0.00094 -1.4165 0.0014
8.0 -1.134185262 -1.13444 0.00067 -1.1317 0.0011
10 -0.7569432708 | -0.75665 0.00051 -0.75657 | 0.00075
40 -0.04585278 -0.045827 0.000031 -0.045894 | 0.000045
400 +0.0000819 0.00008174 | 0.00000068 | instabil
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Tabelle H.1: Realteil von Z(g?) aus (H.8). Vergleich der mit VEGAS und Divonne erzielten
Ergebnisse mit [F194a).

q?/M? | [F194a] VEGAS OVEG Divonne | op;y
4.01 12.699 12.71005 0.0024 12.702 0.012
4.05 10.484 10.4848 0.0021 10.484 0.010
4.1 9.0955 9.0938 0.0016 9.0946 0.0088
4.2 7.401640 7.4010 0.0016 7.4192 0.0073
4.5 4.776510003 4.7780 0.0011 4.7757 0.063
5.0 2.758626375 2.7597 0.0011 2.7504 0.0027
6.0 1.123249363 1.12165 0.00066 1.1206 0.0011
7.0 0.4807938045 | 0.48156 0.00070 0.4804 0.0011
8.0 0.1784687866 | 0.17856 0.00049 0.17842 0.00017
10 -0.0615483234 | -0.06193 0.00037 -0.07494 | 0.000067
40 -0.0645672604 | -0.064557 0.000054 -0.064819 | 0.000068
400 - 0.002167 -0.00216772 | 0.00000096 | -0.002185 | 0.000018

Tabelle H.2: Imaginérteilteil von Z(¢?) aus (H.8). Vergleich der mit VEGAS und Divonne

erzielten Ergebnisse mit [F194a].



228 ANHANG H. VERGLEICHE MIT LITERATURWERTEN

S S S At I
I 70 7’
| / | /
| ! 2 | .
1 ! — | ' —
i \ | \
| ! Nl 1 N
| AN N,
- e————— —— e ——

Ji Jo Js Js

| g //{/ / e
4 _'(: //: / —

! . &L\ N N

I4 I5 I(; I?

Tabelle H.3: Massenzuordnungen zu den Integralen von (H.13) und (H.14). Eine durch-
gezogene Linie reprisentiert die Masse 1 GeV, eine gestrichelte Linie die Masse 0 GeV.

jeweils vier Integrale mit planarer und gedrehter reduzierter planarer Topologie berechnet.
Sie werden durch die Topologie und einen Index ¢ unterschieden. Im Fall der planaren
Topologie werden sie mit J; benannt, im Fall der gedrehten reduzierten planaren Topologie
werden sie mit Z; benannt. Die Zuordnungen der Massen zu den Integralen von [Fr96b]
geschieht wie in Tabelle H.3 dargestellt. Die Normierung der Integrale geschieht jeweils
mit einem Vorfaktor —1/7%. Die Integrale, deren Massenverteilung den Indizes 4 in Tabelle
H.3 zugeordnet werden, werden im Fall der planaren Topologie benannt zu

1 1
= —— [ d*kdYl H.13
J 4 PP, P3P, Ps Py ( )
und im Fall der gedrehten reduzierten planaren Topologie zu
1 1
T =—— [ dkdl——m—o— H.14
7T4/ Py P, Py P5 Py ( )

Wir vergleichen — getrennt nach Real- und Imaginérteil — die Integrale von [Fr96b] mit
den von uns mit VEGAS und Divonne erzielten in Tabelle H.4 und Tabelle H.5.

H.4 Vergleich mit Passarino, Uccirati

Wir vergleichen fiir die planare Topologie mit den Werten von [Fe04], S. 56 Tabelle 4 und
S. 60 Tabelle 9. Wir iibersetzen dabei die Massen der inneren Linien in unsere Notation.
Wir geben in den Tabellen, in welchen wir die Integrationsergebnisse vergleichen, jeweils
die Zerfallsmassen, die auslaufenden Massen und die inneren Massen an. Die numerischen
Werte der von [Fe04] verwendeten Massen sind:

My =80.38 GeV My =91.1875 GeV my =4 GeV my =174.3 GeV My = 150 GeV
Der berechnete Graph ist

1 1
| e —— / d*kd*l H.15
4 P, P,P; Py Ps Py ( )
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[Fro6b] VEGAS | ovge Divonne | opiy

J1 | 0.4826363(5) 0.4826268 | 0.0000096 | 0.48269 | 0.00047
J> | 0.0504866(10) | 0.05066 0.00015 0.050506 | 0.000050
Js | - 0.829866(5) | -0.83021 0.00045 -0.83029 | 0.00085
Js | -3.890156(5) -3.890151 | 0.000014 | -3.8902 0.0012
Iy | - 1.280380(5) -1.280409 | 0.000035 -1.2799 0.0012
Zs | -1.352904(5) -1.35309 0.00038 -1.3516 0.0013
Ts —1.921491(5) -1.92134 0.00042 -1.9194 0.0019
Z; | -2.137588(5) -2.137594 | 0.000050 | -2.1388 0.0020

Tabelle H.4:

erzielten Ergebnisse mit [Fr96b).
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Realteil der J; und Z; aus Tabelle H.3. Vergleich der mit VEGAS und Divonne

[Fr96b] VEGAS OVEG Divonne O Div
Jv |0 0 0
J | 2.38803(6) | 2.38773 0.00055 | 2.3882 0.0023
Js | 5.55450(3) | 5.5570 0.0019 5.5543 0.0055
Js | 1.67552(3) | 1.675487 | 0.000037 | 1.6756 0.0015
Z, |0 0 0
s | -7.55273(3) | -7.5504 0.0020 -7.5559 | 0.0073
Zs | O 0 0
Z; | -3.02109(3) | -3.021106 | 0.000031 | -3.0202 | 0.0027

Tabelle H.5: Imaginérteil der 7; und Z; aus Tabelle H.3. Vergleich der mit VEGAS und
Divonne erzielten Ergebnisse mit [Fro6b].
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\/]?, \/p?, \/]7% [Fe04] VEGAS OVEG
my, Mg, M3, My, Ms, Mg Divonne ODiv

200, myp, My, —4.913523-1071% | —4.913551-10"19 | 1.0-10~"
My, Mg, ms, my, me, My —4.914685-1071° | 4.6-1013
350, my, My —1.552182-1079 | —1.5549496-10"° [ 9.9.10
My, Mg, ms, my, me, My —1.5551797-107° | 1.5 1012
400, my, My 5.554 .10 10 5.46233 - 1010 7.3.10° 4
My, Mg, ms, my, me, My 5.46062 - 1010 5.3-10718
500, myp, My 7.56 - 10710 7.541763-10"10 [ 4.7-107"
My, My, my, my, my, My 7.544002 - 10~10 7.4-10713
100, my, my, 5.021-10°8 5.021446 - 108 5.2-10713
mb,mb,mb,MZ,MZ,mb 5.030627 - 108 4.7-1071
200, my, My 9.84-10° 0.8255424-10° [3.5-10°13
me, My, My, My, My, my, 0.8286823-107% | 9.4-10"12
V8my, my, my 1.487-107Y 1.49309 - 10~° 1.3-10°13
my, My, My, My, My, my 1.49150-107° 1.4-10712
V20my, my, my 1.69-10° 10 1.668493-10°10 | 45.10 4
Mg, My, My, My, My, my 1.669846 - 1010 1.6-10713

Tabelle H.6: Realteil von V*! aus (H.15). Die Massen sind bei den jeweiligen Resultaten
vermerkt. Vergleich der mit VEGAS und Divonne erzielten Ergebnisse mit [Fe04].

In Tabelle H.6 geben wir die Realteile an, in Tabelle H.7 die Imaginérteile. Wir geben dabei
in der ersten Vergleichszeile jeweils den VEGAS—Wert an, in der zweiten den Divonne—
Wert. Die dufleren und inneren Massen geben wir in der ersten Spalte {ibereinander an.
Dies soll jedoch nicht bedeuten, dafl die dufleren Massen in besonderem Zusammenhang
mit VEGAS und die inneren im besonderen Zusammenhang mit Divonne stehen. Bei Ver-
gleichen der Werte der Tabellen H.6 und H.7 kann man in einigen Fillen Abweichungen
im Prozentbereich feststellen. Die signifikantesten Fille sind die Realteile beim dritten
sowie beim letzten Beispiel. Fiir den Realteil des letzten Beispiels hat einer der Autoren
inzwischen ein neues Ergebnis vorgelegt [Uc04]. Dort wird der Wert mit 0.1675- 1078 ange-
geben, wobei sich der Autor hier vermutlich um eine Zehnerpotenz geirrt hat, da der Wert
sonst auch von seine eigenen Angaben unverhélnisméflig abweichen wiirde. Nehmen wir als
Referenzwert 0.1675-107° an, so stimmt dieses Resultat mit unserem Wert bereits hinrei-
chend iiberein. Die Abweichung des Realteils im dritten Beispiel konnte nicht hinreichend
ausgerdumt werden. Allerdings liefert [Fr01] einen unserem Wert sehr #hnliches Ergebnis
von

Re(V?!) = 5.46883-10 ' +£5.7-10° " (H.16)
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\/P, \/]7%, \/]7% [F604] VEGAS OVEG
mi, Mo, M3, My, M5, Mg Divonne ODiv
200, mp, My 0 0
My, Mg, ms, my, my, My 0
350, myp, My —2.039-107° | —2.0420613-107° | 9.1-10~™
My, My, my, my, my, My —2.0443031-107° | 2.0-107!2
400, mp, My —1.544-107° | —1.550775-10~° [ 9.8-10~™
My, My, my, my, my, My —1.550731-107° | 1.5-10"'2
500, M, M —3.29-1071° | —3.275404-10"1° | 5.9-10~"
My, Mg, my, my, my, My —3.275559-10~1° | 3.3-10713
100, me, me —1.633-107% | —1.6353903 - 10=% | 8.3-10713
my, My, My, Mz, Mz, my —1.6370156 - 1078 | 1.5-10~ 1!
200, my, My, 5.45-1077 5.43466 - 1077 3.1-10713
My, My, My, Mz, My, my, 5.44187-107° 5.3-10712
V8my, my, my 1.357-1071 | 1.354669-1071© | 1.5-10713
My, My, My, My, My, my 1.352826 - 1010 1.3-10713
V20my, my, my 1.85-1071° | 1.86645- 10710 4.2 .10~
My, My, My, My, My, my 1.86790 - 1010 1.8-10°13
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Tabelle H.7: Imaginérteil von V23! aus (H.15). Die Massen sind bei den jeweiligen Resul-
taten vermerkt. Vergleich der mit VEGAS und Divonne erzielten Ergebnisse mit [Fe04].
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Anhang I

Landau—Gleichungen
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I.1 Herleitung und Einschleifen—Beispiele

Wir folgen bei dieser Herleitung den Darstellungen von [La59, B601].

I[.1.1 Allgemeine Darstellung von Feynmanintegralen

Ein beliebiges Feynmanintegral hat die Form

I

L .
FG(pjamn) :/ (Hd4kl> N(pj’kl’m" Hq m e (I-l)
=1

=1

Dabei verwenden wir folgende Konventionen:

e Es treten £ duflere Impulse p; auf.

e Die Anzahl der Schleifenimpulse k; ist L.

e Die inneren Massen werden mit m,; bezeichnet.

e Die Propagatorimpulse ¢; sind Linearkombinationen der Schleifenimpulse k; und der
duBeren Impulse p; mit Koeffizienten +1.

I[.1.2 Singularitidten komplexer Integrale

Wir wollen untersuchen, welche Singularititen bei allgemeinen komplexen Integralen auf-
treten konnen und welche davon fiir unsere Fragestellung wichtig sind. Endpunkt-Singu-
laritdten, das sind UV-Singularitéiten, sollen nicht betrachtet werden. Diese treten fiir
k; — oo auf und werden mit dimensionaler Regularisierung behandelt. Es sollen nur Sin-
gularitdten auf dem Integrationsweg betrachtet werden. Diese haben ihre Ursache in Polen
der Propagatoren. Es gibt zwei Typen von Singularitéiten in der komplexen Ebene. Eine
Singularitit liegt vor, falls

e die Funktion oder
e irgendeine Ableitung der Funktion

nicht stetig oder divergent ist. Eine komplexe Funktion f(z) wird als analytisch oder holo-
morph in einem Gebiet G C C bezeichnet [MaWo], falls sie in jedem Punkt z € G komplex
differenzierbar ist. Komplexe Differenzierbarkeit bedeutet, dafi f(z) fiir jedes z € G die
Cauchy—Riemann—Gleichungen erfiillt und daf alle partiellen Ableitungen von f(z) stetig
sind.

Manche Funktionen wie Logarithmus und Wurzel sind in der komplexen Ebene nicht ein-
deutig definiert. Die Ursache hierfiir liegt in den Verzweigungspunkten und Schnitten dieser
Funktionen in der komplexen Ebene. Verzweigungspunkt und Schnitt sind wie folgt defi-
niert [MaWo]:

e Ein Verzweigungspunkt einer analytischen Funktion ist ein Punkt in der komplexen
Ebene, dessen komplexes Argument von einem einzelnen Punkt im Definitionsgebiet
auf mehrere Punkte im Bildbereich abgebildet werden kann.
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e Ein Schnitt ist eine Kurve in der komplexen Ebene, entlang der eine mehrwertige
analytische Funktion unstetig ist. Die Enden der Kurve kénnen offen, geschlossen
oder halboffen sein.

Feynmanintegrale sind Konturintegrale in C. In vielen Fillen kénnen Integrationswege
iiber Pole durch Deformation der Integrationskontur vermieden werden. Hierbei nutzt man
Cauchy’s Theorem aus:

Cauchy’s Theorem:
Sei D ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glatten Grenzen. Falls f(z) eine analytische
Funktion auf D ist, welche stetig auf dem Rand 0D fortgesetzt werden kann, dann gilt

- f(z)dz=0 (1.2)

Es gibt nur zwei Fille, in denen Pole nicht umgangen werden konnen:
Betrachte eine allgemeine Funktion 7(z) mit z € C. Die Integration sei entlang der Kontur
C' in der komplexen w Ebene mit festen Endpunkten w,, wp.

I(z) = /C( )dwf(w,z) (1.3)

Falls f(w, z) analytisch in w, z ist aufler fiir Singularititen, die in w = wy(z) liegen, dann
bleibt I(z) analytisch, auch wenn w,(z) € C, solange die Kontur deformiert werden kann.
C kann nicht deformiert werden, falls

o fiir z — 2y gilt: ws(2) = wap. In diesem Fall tritt eine Endpunktsingularitit auf. Es
liegen UV-Divergenzen vor. Diese werden mit dimensionaler Regularisierung behan-
delt und deshalb hier nicht betrachtet.

o fiir z — 2y die Kontur zwischen zwei Singularitidten w;o eingeschlossen wird, die
sich der Kontur von zwei Seiten nihern und iibereinstimmen. Das sind ,,Pinch“—
Singularititen.

Das Auftreten von Pinch—Singularitdten werden wir im Folgenden analysieren.

[.1.3 Herleitung der Landau—Gleichungen

Betrachte ein Feynmanintegral mit Zahler N

Nd*kd"l...
Fa(piymy) = | et L4
olpemi) = | A, (L4
mit
Ai=g} —m] (L5)

Wir fiihren die Feynman-Parametrisierung ein. Es gilt
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1 / 1
AB O/dx(xAJr(l—x)B)?
1 1 1
- O/d:cO/alyé(:v-i-y—1)7(:&4_’_ng)2 (L6)

Vollstdndige Induktion fiihrt auf

AA LA,
1

— (o) ,/ /d/\ld)\2 A1 = M+ X4+ A)
MAL+ XAy + .o+ ALY

0 (L7)

Der Nenner \; A;+A2Ags+. .. A\, A, ist ein Polynom zweiten Grades in den Integrationsvaria-
blen k,1,. ... Die Terme, welche beziiglich k,[, ... linear sind, kénnen immer mit Hilfe einer
quadratischen Ergénzung und Transformation der Integrationsvariablen beseitigt werden.
Wir erhalten dann

D:A1A1+)\2A2++)\nAn:¢+K(]€I,ll,) (18)

Dabei ist K (k',I,...) eine homogene quadratische Form in den neuen Integrationsvariablen
k' l',... mit Koeffizienten, die lediglich von den Parametern \; abhingen. ¢ ist eine von
den Schleifenimpulsen unabhéngige heterogene quadratische Form der Vektoren p;, welche
die freien Enden des betrachteten Graphen beschreiben. Diese Transformation ist immer
moglich, betrachte den Einschleifen—Fall:

D= Z NA; (1.9)
=1

Weil (wir benennen die zu den Propagatorimpulsen ¢; gehorigen externen Impulse mit F;)

Ay = ¢ —-m?
= (k+P)’—m]
k* + 2kP; + P} —m; (1.10)
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gilt, erhalten wir

En: Nd; = Z Ai(k? + 2kP, + P — mj)
i=1

=1
= in/\i‘f‘Qki/\iPi + i/\i(PiQ —m;)
i—1 i—1 i—1

=1

n n 2 n
= (k+)_ A\P)* - (Z /\Z-P,-> +) AP —m])
i=1 i=1 i=1

= @i“‘ —(Z;AZPZ) +;Ai(Pf—m?) (1.11)

K(k)

7

e
wobei

K=k+> AP (1.12)
=1

Analoges gilt fiir mehrere Integrationsimpulse.
Notwendige Bedingung fiir das Auftreten einer Singularitét ist, dal der Nenner

D=) NA (1.13)
i=1
Null, also minimal, wird. Da K eine quadratische Form der Variablen £',[',... ist, muf} ¢

der Wert der Funktion D im Minimum beziiglich der Variation der Schleifenimpulse sein.
Die Bedingung, daf§ D Null wird, ist folglich dquivalent zur Bedingung, dafi ¢ Null wird.
Im Minimum von D gilt:

oD 0D

= =...=0 114

ok ol (1.14)
Weil sich k£ von &' nur durch einen konstanten Vektor unterscheidet, ist dies dquivalent zu

oD 0D

_— == ,.,. = Il

ok ol 0 (1.15)

Man erhilt (unabhéingig von der Anzahl der Schleifenimpulse)

0D  ~, 04;

0D <~ . 04;
z_ Rl I.1
ol ;A ol 0 (L.17)
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und ebenso fiir alle anderen Integrationsimpulse aufgrund der Form der Propagatorfaktoren

Ay = (g8 —m?) (I.18)
schlieflich die Gleichung
~ g
§ g =0, =1,...,L 1.1
Aty =0 (1.19)

Da die inneren Impulse Linearkombinationen der externen Impulse und der Schleifenimpul-
se mit Koeffizienten +1 sind und weil diejenigen inneren Impulse, die vom Schleifenimpuls
k; abhéngig sind, auf einer einzelnen Schleife £; liegen, kann (I.19) geschrieben werden als

i=1

fiir jede einzelne Schleife mit Integrationsimpuls k;. Das ist die ,,Zweite Landau-Gleichung*.
Da ¢ der Wert von D im Minimum ist, mufl es auch beziiglich Variation aller \; minimal
sein. Dies wird erfiillt, falls entweder

A =0 (L.21)
fiir ein (oder mehrere) 4, oder falls
9¢
=0 [.22
o (1.22)

gilt. Wir erhalten damit
dp 0D 0D ok 0D 0l

= — [.2
"=ox "on Takox Taton (1.23)
Weil nach (1.15) %2 = 0 gilt, erhalten wir im Fall, daB ); # 0 gilt, die Gleichung
dp 0D
= = = A; [.24
0\ O\ (1:24)
Im Minimum ist folglich stets eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

Das ist die ,,Erste Landau—Gleichung*.

[.1.4 Landau—Gleichungen

Zusammenfassend sind die beiden Landau—Gleichungen:

N2 —m2)=0 Vi=1,...,1 (1.26)
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und

i=1

fiir jede einzelne Schleife, d.h. fiir jede geschlossene Impulslinie im Inneren eines Feynman-
graphen. Eine Landau-Singularitit wird fiihrend genannt, falls alle A\; # 0, alle anderen
werden als nicht—fiihrend bezeichnet.

[.1.5 Allgemeine Formel

Wir wollen die allgemeine Form der Landau-Gleichungen angeben, wie sie im Fall entste-
hen, wenn auch Endpunktsingularitéiten betrachtet werden.
Verwende w = (w;), z = (2;) komplexe Variable, betrachte

= /H (H dw;) (1.28)

Die Grenzen der Hyperkontur H seien spezifiziert durch einen Satz analytischer Funktionen
S(w,z) = 0. Die Singularititen des Integranden sollen sich auf analytischen Mannigfal-
tigkeiten S(w,z) = 0 befinden. Dann ist das Integral singulér, falls die Hyperkontur H
zwischen zwei oder mehreren Hyperflichen von Singularitéten , gepincht* (,eingeklemmt*)
wird oder wenn die Singularitdt auf einer Randfliche auftritt.
Es gibt folglich einen Satz komplexer Parameter ), \,, welche nicht alle Null sind, soda8
gleichzeitig

AsSs(Wo,29) =0 Vs (I.29)

0

=0 Vi (1.31)

W=W(,Z2=%Z(

gilt.

[.1.6 Massensingularititen

Massensingularitéten stellen einen Speziallfall der Lésungen der Landau—Gleichungen dar.
Sie sind nicht nur Ursache fiir Verzweigungspunkte, sondern auch fiir Divergenzen.

Die Singularitdten werden Massensingularitdten genannt, wenn die Singularitdt nur von
den &ufleren und inneren Massen abhingt, nicht aber von den Richtungen der &ufleren
Impulse.

Wir wollen Beispiele im Einschleifenfall (ohne quadrierte Propagatoren) betrachten.

1

Fa(pj,mn) = /d4kN pj, k, My, H (1.32)

2
el m? + ie
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i—1

G=k+) pn=k+P (1.33)

n=1

Die Landau-Gleichungen sind

N(@2—m2)=0 Vi=1,...,1 (1.34)

1

I
D N =0 (1.35)
=1

Die Losungen sollen keine Skalarprodukte von verschiedenen Impulsen enthalten. Deshalb
muf fiir jeden Propagatorimpuls ¢; entweder ein spezielles j existieren mit

¢ x pj (1.36)

oder es muf}
¢ =0 (L.37)

gelten. Dies kann fiir maximal drei benachbarte Propagatoren erfiillt werden. Die Voraus-
setzungen fiir das Erfiillen dieser Bedingungen lassen sich schematisch wie folgt darstellen:

0, k=0
g = =
—P1, k:_pl
b1, k—O
QP = k+P1={ '
05 = —D
pL+p2, k=0
3 = k+pi+p= 4o, k=—m
D1, k= —p,
pr+p2+ps, k=0
+ p3, k=—
g = k+p+p+p3= P27+ P 1 (1.38)
p1 + D3, k= —p,
D1 + Do, = —p3

Fiir einen Propagator ist die Erfiillung der Bedingung trivial. Fiir zwei Propagatoren gibt
es zwei Moglichkeiten: Im Fall k£ = 0 wird ¢ = 0 und ¢3 = p?, im Fall k = —p; wird ¢% = p?
und ¢ = 0. Falls drei Propagatoren beitragen, bleibt nur noch die Méglichkeit k = —p;.
Der Fall von mehr als drei Propagatoren ist die gleichzeitige Erfiillung der Bedingungen
von entweder (1.36) oder (1.37) fiir alle Propagatoren nicht mehr moglich.

Wir wollen einige Spezialfiille betrachten, in welchen die Bedingungen fiir eine definierte
Anzahl von Propagatoren erfiillt werden.
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1.1.6.1 Spezialfall: Landau—Singularitit durch einen Propagator
Sei A\, # 0 fiir ein spezielles r, aber \; = 0 Vi # r. Transformiere £k — k — P,, dann gilt

Wihle
m,=0 ¢=%k (1.40)

dann verhélt sich das Integral F(p;, m,) aus (1.32) wie

1
/ d4kﬁ (1.41)

was nicht divergent ist fiir £ — 0, aber falls

(P —P)*=m (1.42)
dann gilt
¢ —mi =k + 2k(P, — P,) (L43)
Dies erhoht den Grad der Divergenz um eins fiir jedes 7, da dann
11
d'k—-— 1.44
[ (L4

mit o der Zahl der entsprechenden Propagatoren, gilt. Dies soll winkelunabhéngig sein,
kann also nur erfiillt werden fiir » — 1 und r 4+ 1. Dann ist

1
/ d‘%H (1.45)

fiir £ — 0 logarithmisch divergent. Es tritt folglich eine Infrarot—Divergenz (IR-Divergenz)
in Fe(p;, m,) aus (1.32) auf, falls
my =0 (1.46)

und

2
1 T
pi= (P = Pp)’ = Mt (L47)

gilt. In Abbildung I.1 ist dieses Szenario dargestellt. Diese Singularitdt tritt typischer-
weise fiir Photon— oder Gluon—Austausch zwischen externen Teilchen auf. Sie verursacht
Divergenzen proportional zu log m, fiir m, — 0.

Die IR-Singularitét tritt nicht auf, falls der Pol durch den Zihler gekiirzt wird.

¥
k2

Deshalb fithren masselose Neutrinos nicht zu IR-Singularitéiten.

(1.48)
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2 _ 2
Pr1 =My

2 _ 2
Pre1 = Mpyg

Abbildung I.1: Diagramm, das zu einer IR-Singularitét fiihrt.

1.1.6.2 Zweiteilchen—Schwellen

Sei A\, #0, Ay #0, \; =0 Vi # r,s in Fg(p;, m,) aus (1.32). Die Landau-Gleichungen
lauten dann
¢ —m=0, ¢-mi=0 (I.49)

MG+ Asgs =0 (1.50)

was auf das Gleichungssystem

AT(L? + /\SQTQS -
A@rgs +A@; = 0 (L51)

fithrt. Die Determinante \
qT = mr QTqS 9 (152)

mufl Null werden. Daraus folgt

mym; = (g-qs)* (1.53)
was gelost wird durch
m;
r = t—q, 1.54
q m (I.54)
Dies fiihrt auf
(¢r — q5)* = (m, £ m,)? (1.55)

was nur dann winkelunabhéingig ist, falls r = s+1 benachbart sind. Dies sind Verzweigungs-
punkte fiir Zweiteilchenschwellen. Um zu untersuchen, ob Divergenzen vorliegen, verwenden
wir die Sudakov—Zerlegung fiir die Impulse [Su56]. Setze

s=r+1 g =k Gri1 =k + pr (1.56)

Dann ergibt sich

Pr
=10 (L57)
0
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n
nt=1n mit n?=0
0
0
Ei =10
kL

Damit gilt
prn # 0, prkL =0=mnk,

Der Schleifenimpuls schreibt sich dann zu

k* = ypt + znt + ki

mit
ye (—OO, OO), S (_007 OO)
o=k (6059 ki €[0,00), ¢€l0,2n]
1 = hl sinqﬁ ; L y X), y 4T
Verwende
k2 =s
dann wird das Integrationsmaf} zu

/d4k:7r|pm|/ds/dz/dy

0

Der entscheidende Teil des Integrals Fi(p;, m,) aus (1.32) ist

1
d*k
/ (k2 —m2)[(k +p,)? — m) 4]
= T|prn S Z ypng T 2z — 5 — m%
0 —0o0 —0o0

1

P21 +y)?2+2pn(l+y)z—s—m2,,

Setze
P =(grs1—¢)° =

2 _ () — 2
m, =0=m;,
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(1.58)

(L.59)

(.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(.66)

(L.67)

(1.68)
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Schematisch kénnen wir nun (1.66) umschreiben zu

[o] 1
? z—s—i—ozbz—s-l—ﬁ

r 1 r 1 1
d d d L.
/ /Zaz—s—l-abz—s—f—ﬁ /S/ zaz—l—s—abz—f—s—ﬁ (1.69)
0 0

0

Da
Q,,B X mzamz—}—lapz (170)
divergiert das Integral logarithmisch fiir s, 2z — 0, denn fiir beliebiges festes x > 0 gilt

1 1
d d
S/ Zaz—s-l—ozbz—s-l—ﬁ

1 1 1
ds/dz(b—a)z—i-(ﬁ—a)(az—s-l-a_bz—s-l—ﬂ)

B /dz 1 [lo az—s—f—aro
- b—a)z+(B-a) | Blbz—s+8|,

0
_ /dz 1 o az + a
B (b—a)z+ (B — ) & bz + 8

0
— o0 (L.71)

weil o, f — 0. Fiir s, z — 0 wird
k — yp, (1.72)

Falls der Integrationsimpuls proportional zum #ufleren Impuls wird, & ~ p,, tritt eine
kollineare Singularitit auf. Diese fiihrt auf Terme der Form

log m = {logm,,logm,1,log/|p?|} (L.73)

Notwendig hierfiir sind drei masselose Linien. In Abbildung 1.2 stellen wir dieses Szenario
graphisch dar. )
Auch moglich ist das Uberlappen von infraroten und kollinearen Singularititen.

1.1.6.3 Dreipunktfunktion mit \; #0Vi=1,2,3

Die Landau-Gleichungen sind im Fall der Einschleifen—Vertexfunktion, die in Abbildung

[.3 dargestellt ist,

G -mi=kK-mi=0 (L.74)
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mr
2
Pr
mr+1

Abbildung I.2: Diagramm, das zu einer kollinearen Singularitét fiihrt.

Abbildung 1.3: Einschleifen—Vertexfunktion

g —mj = (k+p1)> —mj =0 (1.75)
G -—mi=(k+p +p)?—mi=0 (1.76)
Mg+ Aagh + A3qy = (1.77)

Die Multiplikation der zweiten Landau—Gleichung mit den drei auftretenden Impulsen fiihrt
auf drei Gleichungen fiir A;. Die Determinante wird zu Null gesetzt, dann ist die Bedingung
fiir eine Singularitét

1+ 2 paps — pf — p — p3 = 0 (L78)
mit 2 2 2 2 _ 2
+m3 +mj —m? — p?)m,
i = (m7 m22 m3 —m; — p;)m; (1.79)
mimeoms

I[.1.7 Physikalische Interpretation

Die Analyse kann zu héheren Schleifen fortgesetzt werden. Dann ist es nicht immer moglich,
gleichzeitig alle \; = 0 fiir alle 7 zu setzen.

Massensingularitédten rithren nicht nur von Schleifenintegralen her, sondern auch von In-
tegrationen im Phasenraum der physikalischen Teilchen. Massensingularitdten in Phasen-
raumintegralen kénnen durch das optische Theorem aufgrund der Cutkosky-Regeln [Cu60]
mit dem Imaginérteil von Schleifenintegralen in Beziehung gebracht werden. Beziehungen
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zwischen Massensingularititen fithren zum Aufheben von Divergenzen zwischen reellen
und virtuellen Beitrdgen, wenn diese addiert werden. Deshalb treten z.B. in der QED bei
physikalischen Wirkungsqerschnitten keine Divergenzen auf. Der physikalische Ursprung
der Massensingularitéiten liegt im Falle der IR-Singularititen daran, dafl die Zustidnde
eines geladenen Teilchens mit einer beliebigen Anzahl von weichen Photonen beinahe de-
generiert sind. Da jeder Detektor aber nur eine endliche Energieauflosung besitzt, sind
diese Teilchen ununterscheidbar. Im Falle von kollinearen Singularititen sind die Zusténde
von lichtartigen Teilchen degeneriert, da der Detektor nur eine endliche Winkelauflésung
besitzt.

In physikalischen Observablen tragen alle Zustidnde gleichzeitig bei, die Singularitéiten he-
ben sich weg. Das Kinoshita—Lee-Nauenberg Theorem [Ki62, Le64]| besagt, dafi als eine
Konsequenz der Unitaritit die Ubergangsamplituden endlich sind, wenn iiber alle degene-
rierten Zustinde im Anfangs— und Endzustand summiert wird. Dies trifft in der Storungs-
theorie fiir jede Ordnung zu. Fiir das Wegfallen der IR-Singularititen in der QED mit
endlichen Fermionmassen ist es hinreichend, iiber alle degenerierten Endzustéinde zu sum-
mieren, d.h. iiber alle Zustdnde mit beliebiger Anzahl von Photonen im Endzustand. Dies
besagt das Bloch—-Nordsieck Theorem [BI37].

I[.2 Landau—Gleichungen fiir Zweischleifenintegrale

Die Landau—-Singularititen eines Feynmanintegrals konnen sowohl im Graphen selber als
auch in allen seinen Subgraphen auftreten. Wir berechnen im Folgenden die nicht—fiihren-
den Singularitdten, d.h. die Singularitdten der Subgraphen, der planaren Topologie und
folgen dabei abgesehen vom Fall der Sunset—Topologie Ausfiihrungen von Passarino et al.
[Pa0la, Fe04]. Fiir die fithrende Singularitéiit verweisen wir auf [Fe04].

[.2.1 Landau—Gleichungen fiir Zweischleifen—Zweipunkt—Topolo-
gien

I1.2.1.1 Sunset — Topologie

Bei der Sunset—Topologie! mit dem Impulsflufl sowie den Massen

k+p my

o O

s (1.80)

lauten die Landau—Gleichungen

!manches Mal auch als Sunrise-Topologie bezeichnet
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M((k+p)Q?—mi) = (1.81)
Xo((k+0)?—=m3) = 0 (1.82)
M2 -m3) = 0 (1.83)
(1.84)
sowie

Xk +D* 4+ X0 = 0 1.86)

Fiir die fiihrende Singularitit, die Dreiteilchenschwelle, gilt
AN#0 Vi (1.87)

Es ergeben sich durch Multiplikationen von (1.85) und (1.86) mit k*, [*, p* folgende Glei-
chungen:

A (K +pk) + Xp(K*+kl) = 0 (1.88)
Akl +pl) + Xa(kl+17) = 0 (1.89)
M(kp+p°) + Xa(kp+1Ip) = 0 (1.90)
Ao(k* + kl) + X3kl = 0 (1.91)
Mo(kl+1)+ X0 = 0 (1.92)
Xo(kp+1p)+Xslp = 0 (1.93)

Diese Gleichungen (wir geben nur das Endergebnis an) werden fiir die fiihrende Singula-
ritét, die Dreiteilchenschwelle
A #0 Vi (1.94)

gelost durch
p* = (my £ my £+ my)? (1.95)

Die verschiedenen ,,4+“ sind dabei nicht korreliert.

1.2.1.2 Weitere Zweipunktfunktionen, Vorbemerkungen

Wir folgen bei allen folgenden Zweipunkttopologien der Darstellung von Passarino et al.
[Pa0la]. Die Propagatoren haben die Form

P = g} +m; (1.96)

Die Schleifenimpulse sind ¢; 2. Zum Impulsflufl der &ufleren einflieBenden Impulse py, po,
—P = p; + po siehe die jeweiligen Skizzen. Passarino et al. verwenden bei ihren Berech-
nungen die euklidische Metrik. Wir schlieflen uns im Folgenden dieser Vorgehensweise an.
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Die Ergebnisse wie sie bei Verwendung der Minkowski—Metrik entstehen erhélt man jeweils
sofort, wenn man alle Impulse p durch

P —ip = p? = —p? (1.97)

ersetzt. Die Darstellung des inneren Impulsflusses ist fiir die Massensingularitdten unerheb-
lich, deshalb folgen wir der Wahl von [Pa0la], auch wenn diese teilweise von der unsrigen
abweicht. Wir fiigen aber jeweils Grafiken bei, sodal die Umsetzung in unsere Indizie-
rung insbesondere der Schleifenimpulsmassen trivial ist. Dies gilt auch fiir die Berech-
nung der Landau-Singularitéten fiir die Dreipunktfunktionen in Anhang 1.2.2, welche den
Berechnungen fiir die Singularititen der Zweipunktfunktionen folgen. Alle Zweischleifen—
Zweipunktfunktionen werden von Passarino et al. mit S¥*, alle Zweischleifen—Dreipunkt-
funktionen mit V%* bezeichnet. Dabei beziehen sich die Indizes i, j, k auf die Anzahl der
Propagatorfaktoren mit jeweils nur einem Schleifenimpuls (i <> ¢1, j <> ¢2) sowie auf die
Anzahl der Propagatorfaktoren, in welchen beide Schleifenimpulse auftreten (k <> (¢1£¢2))

1.2.1.3 Landau—Gleichungen fiir S'?!

5121
r-———~"~>"~"~"~"~"~" T~~~ T~~~ T~ ~—~™7™7™77— |
| |
oy, q Mg, G |
| |
PP P
| |
| |
| my, (02+P) |

L MW | (1.98)

Die Landau-Gleichungen sind mit den Schleifenimpulsen ¢; » und dem &ufleren Impuls p:

a(gi +m3) = 0 (1.99)
oy ((q1 — g2)? +m3) 0 (1.100)
as(g3+m3) = 0 (1.101)
as((z+p)?+mj) = 0 (1.102)
sowie
o) + ool — @)t = 0 (1.103)
az(gz — @1)" + o305 + aulgz +p)* = 0 (1.104)

Durch Multiplikation von (1.103) und (1.104) mit ¢}, ¢4, p* entstehen weitere Gleichungen,
welche wir direkt oder in Verbindung mit (1.99),(1.100),(I1.101),(I.102) anwenden kénnen.

Der Losungsweg von [Pa0la] kann im Wesentlichen direkt nachvollzogen werden, es werden
dort lediglich einige zusétzliche Vorzeichen nicht angegeben, welche wir hier mit anzeigen.
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Die Losung verlangt
p? = —(my £ ma £, my)? (I.105)
Das globale Vorzeichen in (1.105) liegt in der in [Pa0la] verwendeten Metrik begriindet.

Die Verwendung der Indizes a und b bei ,4,“ und ,, 4" soll lediglich die Unabhéngigkeit
der beiden ,,+“ verdeutlichen. Weitere Bedingung ist

m3 = (my £, my)? (1.106)

Diese beiden Gleichungen (I.105) und (I1.106) bestimmen die fiihrende Landau—Singularitét
von S''. Wenn man (1.105) vom euklidischen Raum in den Minkowski-Raum umrechnet,
dann erkennt man, dafl die Losungen der Landau-Gleichungen in dem Fall der Topologie
S121 den Losungen vom Fall der Sunset-Topologie von (1.95) mit der zusitzlichen Bedin-
gung (1.106) entsprechen.

1.2.1.4 Landau-Gleichungen fiir $'3! im Falle m; = ms

________________________ (1.107)

Die Landau—Gleichungen schreiben sich in diesem Fall wie im Fall von S'2!, nur daf o fiir
die fiilhrende Singularitdt durch as + a5 ersetzt werden mufl. Die Bedingungsgleichungen
sind analog zu (1.106) und (1.105).

1.2.1.5 Landau—Gleichungen fiir $%?!

(1.108)

) 0 (1.109)

(g1 +p)?+m3) = 0 (1.110)
as((n —g2)” +m3) = 0 (L111)
as(gy +m3) = 0 (1.112)

as((@ +p)° +m3) = 0 (L113)
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Die zweiten Landau—Gleichungen sind:

gt + az(qr +p)F + oz — g2)! = 0 (1.114)
as(ge — @)" + ougy +as(@+p)* = 0 (1.115)

Unter Verwendung der Kéllen—Funktion
Az, y,2) = 2° + y* + 2% — 2(xy + yz + 22) (I.116)

ist die Losung

1
V= g [~ md)(md — m2) — mdm 4~ md 4+ )
3

/A3, m3, m3)A(m3, m3, m3)
(1.117)

Damit haben wir alle Landau-Gleichungen fiir die in [Pa0la| zu findenden Zweischleifen-
zweipunktfunktionen nachgerechnet.

I[.2.2 Landau—Gleichungen fiir Zweischleifen—Dreipunkt—Topolo-
gien

Wir folgen auch im Folgenden den Berechnungen von Passarino et al. [Fe04] und ergénzen
diese teilweise. Die Metrik ist wiederum die euklidische, vgl. die Bemerkungen von Anhang
1.2.1.2 auf S. 247. Zur Definition der Benennung der Topologien V%* sieche ebenso Anhang
[.2.1.2. Wir wihlen den inneren Impulsflul wie in [Fe04], der teilweise von unserem ab-
weicht, was aber unerheblich ist, da Massensingularitédten davon unberiihrt bleiben. Ebenso
ist die Wahl der Nummerierung unbedeutend fiir die Evaluierung der Gleichungen und kann
auch am Ende der Evaluationen einer anderen angepasst werden. Die Integrationsimpulse
sind jeweils wieder ¢, go.

1.2.2.1 Landau—Gleichungen fiir V!%

L ! (L118)
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Die ersten Landau—Gleichungen hierfiir sind

ai (¢ + mi
(g1 — g2)* + mj
o3((g2 — p2)* +mj3
as((g — P)* +mj

=0
)=0
)=0
)=0

(I1.119)
Die zweiten Landau—Gleichungen sind
arqy + az(qr — )" =0
as(ge — q1)* + az(qe — p2)* + au(ge — P)* =0 (I.120)

Nach unseren Berechnungen wurden in [Fe04] nicht alle Bedingungen, wie sie sich aus den
Gleichungen ergeben, ausgewertet. Multiplizieren der zweiten Gleichungen mit ¢, g5, p, P*
fiihrt auf die Gleichungen

q 6]1(611 - Q2)
1% (g1 — ) (0‘1> -0 (I.121)
q1p2 p2(Q1 - (I2) %)}
P P((h - Q2)
q1 (Q2 - l]1) q1 (lb - p2) l]1( ) o
2
G202 —q1) G2(q2 —p2)  2(go P) as | =0 (1.122)
P2(612 - Q1) p2(q2 - Pz) 2(Q2 - ) o
Plgs—q1) Plga—p2) Plge—P)
zu

Die Determinante der ersten beiden Zeilen von (1.121) zu Null gesetzt ergibt

1
Gop2 = 5(27% — (my £ my)* +mj) (1.123)

Setzt man dies in die erste oder zweite Gleichung dieser Matrix ein und 16st nach «; auf,
so ergibt sich

a =+ 2, (1.124)
my

Setzt man dieses Verhiltnis in die beiden verbleibenden Gleichungen dieser Matrix ein,
dann ergeben sich

mq 2 2 2
=Y (2 (my =+
q1p2 20 & 12) (p3 — (mq = mg)* +mj3)
m1 2 2 2
P=—/—// (P — + 1.125
¢ 20 £ my) ( (my +=mo)” + mj) ( )

Die Determinante der 2.,3., und 4. Zeile der zweiten Matrix der zweiten Landau—Gleichung
zu Null gesetzt fiihrt, wenn man sie nach p;p, auflést (man hat vorher iiberall P — p; + po
eingesetzt und die daraus folgenden Sklalarprodukte verwendet), auf

1
5 [(—pg — (m1 + m2)2 + mg)(—pf + m§ — mi) + )\1)\2:| (1126)
3

pip2 = am
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mit
At = )‘(_pfa mga mi) Ay = )‘(_pga (ml + m2)2a mg) (1127)
mit A der Kéllen-Funktion (I.116). Es ist noch zu beriicksichtigen, dal das Vorzeichen

von /A1 A2 von demjenigen von (m; £ my) unabhingig ist. Das Bestimmen von a3 in
Abhéngigkeit von a4 (nachdem man P? bzw. pp, eingesetzt hat) aus der Gleichung

©(@2—a) @(e—Dp2) @le—P) (6%}
P2(q2 — q1) p2(q2 —p2) p2(q2 — P) az | =0 (I.128)
P(Q2 - Ch) P(CZ2 - p2) P(Ch - P) 87

und einsetzen dieser Werte in die erste Zeile der zweiten Matrixgleichung der zweiten
Landau—Gleichungen ergibt

0 = qi(ge—q1)oa+ qi(ge — p2)as + q1(g2 — P)ayy
my((my £ mg)? + m2 + p3)

= [.129
a 2(m1 + m2) ( )
Diese Bedingung wird bei [Fe04] nicht weiter verwendet. Der Koeffizient von a4

2(m1 + mg)

muf} aber Null sein, damit alle Gleichungen erfiillt sind. Dies wird von [Fe04] nicht bedacht.
Wir folgern daraus, daf
ps = —((m1 £my)® +mj) (1.131)

gelten muf. Das globale negative Vorzeichen hat seine Ursache wiederum in der von Passa-
rino et al. verwendeten euklidischen Metrik. Bei Verwendung der Minkowski-Metrik tritt es
nicht auf. Dies in Verbindung mit (I1.126) ergibt schliefilich die bei [Fe04] nicht zu findende

Losung
VAL A

pip2 = £ (L.132)

2
4ms

1.2.2.2 Landau—Gleichungen fiir V3!

(1.133)
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Die ersten Landau—Gleichungen sind

Die zweiten sind

ard + azx(gn — @) =0

(o — )" + asgh + aulge + p1)" + as(ga + P)* =0

Multiplikation mit ¢, ¢4, p/', P* fiihrt auf die Gleichungen

ity
9192

q1P1
aP

q1 (112 - (Zl) q1492
902(q2 — 1) q%

Y41 (QZ - Q1) P142
P(Q2 - Q1) Pqg,

Das Berechnen der Determinante

det
ergibt
Auflésen von
@
q1492
ergibt
Einsetzen in
q1p1
P

ergibt

Q1(CI1 - Q2)

qQ(QI - (Z2) <a1> _

p1((]1 - Q2) a)

P(Ql - Q2)

¢1(2 +p1) qi(qe + P) (0%)

e +p1) e+ P) | _
pi(g2 +p1) pi(ge + P) as |
P(g2+p1) Plg+P) as

¢ ala-o)|_,
1 ¢ — )

m3 = (m; £ my)?

bin—00) (@) =°

mg
o = :E—O,’Q
my

ha—) () =1

253

(1.134)

(1.135)

(1.136)

(1.137)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)

(1.142)
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mq 2 2 2
. m™m + -
q1p1 20, & m2)( p; + (my £ mgy)* — mj)
mq 2 2 2
P=—— _(—-P + — 1.143
1 20m & mg)( + (m1 £mg)® — m3) ( )

Es wird wieder P — p; + p, in allen Skalarprodukten ersetzt und

¢1(¢2 — q1) Q1(212 01(2+p1) qi(ge+P)
1 @@ —-—a) ¢ @@+p) @+ P)

det =0  (L144

((my &= mg)? — m3) pi(@2 —q1) p1ge pi(ge+p1) pi(ga+ P) ( )
P(ga—q1) Pgs P(ga+p1) Plg+P)

nach p;py aufgelost. Es darf nicht (1.139) verwendet werden, ansonsten ist die Determinante
sofort Null, aufgrund des globalen Vorfaktors, der nur durch die Division durch denselben
entfernt werden kann. Nur so ergibt sich das Ergebnis von [Fe04] nach Auflésung nach p;ps:

1
pip2 = _4—7n2 [(—p% + (m1 + m2)2 — ’fI’L?l)(—f)2 + (m1 + m2)2 — mg) + )\1)\2i| (1145)
3

mit

A1 = A(—p?, m3,m3) Ay = A(—=P? m3,m?) (I.146)

1.2.2.3 Landau—Gleichungen fiir V%

Die nichtgedrehte reduzierte planare Topologie

(I.147)
hat als Landau—Gleichungen:
Die ersten Landau-Gleichungen sind
ay(g; +m7) =0
@z ((q1 +p1)* +m3) =0
as((q1 — @)* +m3) =0
as((g2 +p1)* +mj) =0
as((g2 + P)*+m2) =0 (1.148)



1.2. LANDAU-GLEICHUNGEN FUR ZWEISCHLEIFENINTEGRALE 255

Die zweiten Landau—Gleichungen sind

a1y + o2(qr +p1)* + os(qn — g2)* =0
az(g — q1)" + sz + p1)* + as(g2 + P)* =0 (I.149)

Multiplikation mit ¢, ¢4, p/, p4 fiihrt auf die Matrixgleichungen

¢ G+ram G-

2 Q1
4192 192 + quQn 4192 — G5 o | =0 (I.150)
@p1 @ipr+Dp1 @ip1 — Q2P s

@1p2 q1p2 +p1P2 @1P2 — @2P2
Qe — ¢ qaetap @+ qaP

2 2 2 P a3
95 — 9192 95 + Q2p; g3 + g2 as | =0 (L151)
©P1— i1 @p1+Di @pi+ Ppy s

QP2 — Q1P2  Q2P2 +P1P2  q2p2 + Ppo

Die sich aus den ersten drei Linien von (I.150) ergebende Determinantengleichung liefert
eine quadratische Gleichung fiir ¢op;. Die Losung hiervon berechnet sich zu:

1
E©p1 = —pi + I (m3 — m3 +m3)(m? —m3 + p?) +, /\1/\2} (I.152)
2
mit
A= /\(mg’ mg, mzzl) Az = )\(—pf, mfa mg) Ay = /\(_pga m4217 mg) (1.153)

Das a beim Vorzeichen ,,+,“ wird eingefiihrt, weil spiter noch andere, damit nicht korre-
lierte, ,,+£“ auftreten.

Zur Bestimmung von ¢;p, betrachten wir (I1.151). Die Kombination der Determinante der
1.,2. und 4. Zeile plus Determinante der 1.,3. und 4. Zeile minus der Determinante der 2.,3.
und 4. Zeile zu Null gesetzt ergibt ein Gleichungssystem 2. Grades in ¢;p,. Es enthilt kein
gop1 mehr. Als mit [Fe04] iibereinstimmende Losung ergibt sich:

1
Gip2 = —Pip2 + —5 |(—p5 + mi — mZ)(m3 — m3 + m}) +, \/)\1)\3} (1.154)

4dmy
Der in [Fe04] angegebene Losungsweg diesbeziiglich fiihrt nicht zum dort angegebenen
Ergebnis, vermutlich liegt eine Verwechslung vor.
Im néchsten Schritt bestimmen wir o; und s in Abhéngigkeit von a3. Dazu setzen wir
in die ersten drei Zeilen von (I.150) die Losungen (1.152) und (I.154) ein. Es ergeben sich
dann vier verschiedene Moglichkeiten.
Diesen Zusammenhang setzten wir in die letzte Zeile von (I1.150) ein. Wir erhalten dann
jeweils eine (insgesamt vier, welche aber strukturell identisch sind) lineare Gleichung fiir
p1p2, deren Nenner wir nach p;p, auflésen miissen. Nach einigen Umformungen erhalten
wir daraus
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1
pPip2 = T 8mEm? [(m% — m3 + mj)(p} +mi — m3)(—p5 + mi — mZ)
mamy

:l:a :l:b (m% — m§ + mi)\/ )\2A3 + :I:b(p% + mf - mg)\/ )\1)3
+ 0 (—p3+md = md) VA
(1.155)

1.2.2.4 Landau—Gleichungen fiir V%!

Zuletzt suchen wir die fithrende Singularitit der planaren Topologie.

(1.156)

Da auch diese Losungen in [Fe04] bereits bestimmt wurden, sind aus dem nochmaligen
Losen dieser Gleichung keine neuen Erkenntnisse zu erwarten. Wir verweisen diesbeziiglich
auf die bei [Fe04] berechneten Ldsungen.

I.3 Schnitte bei den Masterintegralen

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten die Landau—Gleichungen allgemein her-
geleitet und die Losungen fiir eine Vielzahl von Graphen angegeben haben, wollen wir in
diesem Abschnitt untersuchen, wie die Losungen der Landau-Gleichungen, die sich in den
Zwei— und Dreiteilchenschnitten der planaren Topologie und der gedrehten reduzierten pla-
naren Topologien widerspiegeln, mit den Parametern des P/O-Raums in Beziehung stehen.
In den Kapiteln 6.1.2.6 und 6.2.2.4 haben wir die Darstellungen der Masterintegrale vor
der numerischen Zweifachintegration zusammengefafit. Diese Darstellungen beruhen auf
der Zuriickfilhrung der Masterintegrale auf einen Satz von Basisintegralen in den Integra-
tionsvariablen des Orthogonalraums, s und ¢. Die analytische Evaluation der in (6.92) und
(6.93) definierten Basisintegrale in s und ¢ wird in Anhang E beschrieben. Da bei der Eva-
luation von Feynmanintegralen Schnitte und das Auftreten von Imaginérteilen in direktem
Zusammenhang stehen gilt es, die Bedingungen fiir das Auftreten eines Imaginérteils in
den Basisintegralen in s und ¢ mit dem Auftreten von Schwellen der Feynmanintegrale in
Beziehung zu setzen. Aus den Ausfiihrungen in Anhang E ergibt sich, dal Imaginértei-
le in den Basisintegralen immer mit negativem sy, %y oder positivem b einhergehen. Die
Definitionen der s, ty sowie der b, welche zur Darstellung der Masterintegrale noch mit In-
dizes versehen werden miissen, weil verschiedene b, ,,, auftreten, finden sich in den Kapiteln
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6.1.2.6 und 6.2.2.4. Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie sich die die Zweiteilchen—
und Dreiteilchenschnitte der planaren Topologie in diesen Parametern widerspiegeln. Die
Schnitte der gedrehten reduzierten Topologien sind eine Untermenge hiervon. Weiter wollen
wir die Schnitte der Abzugsterme bestimmen. Die Zweiteilchenschnitte sind die Losungen
der Landau-Gleichungen geméif (1.55), die Dreiteilchenschnitte sind die Losungen geméif
(I.95). Da die Imaginérteile der Basisintegrale in s und t insbesondere mit den Vorzei-
chen der sg,?y bzw. der by ,, in Beziehung stehen, muf} ein Vorzeichenwechsel in diesen
Parametern in direktem Bezug mit Schwellen stehen. Die Parameter sg, %o bzw. by, sind
Funktionen der Integrationsvariablen kg, ly, in welchen numerisch zu integrieren ist. Ein
Vorzeichenwechsel der Parameter sg,?y bzw. b, ,, findet, wie sich im Folgenden zeigt, auf
gewissen Linien im Integrationsraum der kg, [y statt.

1.3.1 Zweiteilchenschnitte

Die Zweiteilchenschnitte spiegeln sich in sg,tp = 0 wider. Im Fall der planaren Topologie
ergeben sich die folgenden Zusammenhéinge:

I.3.1.1 Schwelle fiir s =0

Der Parameter sg ist eine Funktion von kg, [l;. Wir wollen die Nullstellen von sy in der
ko, lo;-Ebene bestimmen. Wir erhalten aus (6.83):

—=ol' + 541

So =

ry—-"_y,
= [ e2m% - szg - QzG% + C]?@Q + sz% - 6263 + elm% + qzel + Qzeg - 6%61
+(e} +m3 — 2q.e1 — m} — 2q.e0 — €3)ko + (e2 + €1)k] |
1
[.157
(62 + 61) ( )

Dies ist eine nach oben gedffnete Parabel in kg, da der Vorfaktor von k2 positiv ist. Der
Parameter ist von /; unabhéngig. Damit ein Imaginérteil in den Basisintegralen in s und ¢
auftreten kann, muf} sy negativ werden. Wir bestimmen die Nullstellen des Z&hlers von s
in kg. Wir erhalten

(—e? 4 €2+ m? — m2 + 2e1q, + 2e,q,) = VD

k — [.158
0:1/2 2(e1 +e2) ( )
mit
D = ef +4edey +6e%e2 + deje3 + €5 — 2e2m? — dejeym? — 2e2m?
+m] — 2e2m?2 — dejeami — 2e2m2 — 2m2m2 + m; (I.159)

Berechnen wir
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S = (p* — (my +me)?)(p* — (M — my)?) (1.160)
und verwenden
PP = (e1 +ep)’ (L161)
so zeigt sich, daf gilt
§=D (1.162)

Nullstellen in sq und damit Bereiche mit negativem sy in der kg, lp—Ebene sind im Falle
von

S = (p* — (m1 +m2)?)(p* — (my —my)?) >0 (1.163)

gegeben. Dies ist entweder dann der Fall, wenn

(p*> — (my + mg)?) >0 und (p* — (m1 —my)?) >0 (I.164)
gilt, oder wenn

(p* — (m1 +my)?) <0 und (p* — (m1 —my)?) <0 (1.165)

gilt. Im Fall von (1.164) liegt eine physikalische Schwelle vor. Die Ursache der physikalischen
Schwelle in (1.164) liegt an der Bedingung

(p* = (m1 +mg)*) >0 (1.166)

Die zweite Gleichung in (1.164), (p? — (m; —my)?) > 0, ist automatisch erfiillt, wenn (1.166)
erfiillt ist. Im Fall von (I.165) haben wir eine unphysikalische Schwelle. In diesem Fall liegen
die negativen sy aber auflerhalb des Integrationsgebiets bzw. die Imaginérteile sowie die
logarithmischen Divergenzen der Realteile heben sich in der Summe iiber verschiedene
Beitrige auf.

1.3.1.2 Schwellen fiir ¢, =0

Es treten im Fall der planaren Topologie drei verschiedene ¢, auf. Im Fall der gedrehten
reduzierten planaren Topologien gibt es jeweils nur ein ¢y, was aber jeweils mit einem vom
planaren Fall bereits bekannten iibereinstimmt. Im Fall der Version R* éndern sich einige
Vorzeichen, aber die Struktur des Bezugs der Schwellen zu den Parametern bleibt davon
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unberiihrt. Es gilt aufgrund von (6.84) fiir die planare Topologie:

toas = [mies —q.€] + qes + qmi — exei + ger +mzer + gie; — eser — Mg,
+(—€] + 2q.e1 + mj + 2g.e5 — mZ + €3)l + (e2 + €1) 1]
1
(62 —+ 61)
- _ Mgz — mger + (e — @ — mi + mg)lo + (—¢. — e1)l
v (Qz - 61)
toss = mgq. + mges + (—q5 +mg —mZ + €3)lo + (—q. + €)1
v (QZ + 62)
(1.167)

Die ¢y sind von der Integrationsvariablen k3 unabhéngig. Damit ein Imaginérteil in den
Basisintegralen auftreten kann, muf ein ¢3 negativ werden. In allen Fillen ist ¢y, wie man
erkennt, eine nach oben geoffnete Parabel in . Deshalb miissen die Nullstellen der Zahler
gesucht werden. Es ergibt sich:

e? —e2 —m?2 +m2 — 2e1q, — 2esq, + /Dys

l —
0,4,5,1/2 2(er + )
loagrz = 6% —mi+m§ —q§ = VDss
33,0y 2(61 + qz)
s = —e3 +mi —mg +¢q; = v/Dss
1950, 2(62 _ qz)
(1.168)
mit
Dis = e] +4eley + 6e2ea + dejes + ey — 2e2m? — dejeym? — 2eam’
+my — 2e2m2 — dejeam? — 2e3m2 — 2mimZ + ms
Dis = (61 —my+mg—q.)" +4dmg(—€l +q;)
Dss = (€3 —mg +mg — ;)" + 4mg(—e3 + ¢;)
(1.169)

Wir finden mit

N

N
~—

Tis = (P2 — (M4 + ms) )(p2 — (myg — ms)
Tis = (7 — (ma+me)*)(pT — (M4 — me)
Tse = (93— (ms+me)?)(p3 — (ms — me)?)

N
~—

(1.170)
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daf} gilt
Tis = Das
Tie = Dag
Tse = Dsg (I. 1 71)

Analog zum Fall von sy kénnen dann Imaginérteile auftreten, wenn

p° — (my+ms)°) >0  und (p* — (my —ms)?) >0 (L.172)
oder

p° — (my+ms)°) <0  und (p* — (my —ms)?) <0 (1.173)
bzw.

(p} — (ma+me)?) >0  und (P} — (mg —ms)*) >0 (1.174)
oder

P2 = (ma+me)?) <0 und (> — (ms—mg)®) <0 (1.175)
bzw.

(P53 — (ms+me)®) >0  und  (p3 — (m5 — me)?) >0 (1.176)
oder

(P2 — (ms+me)?) <0 und  (p3 — (ms —me)?) <0 (1.177)

Die jeweils zweite Mo6glichkeit, in welchen die Differenzen von Impulsquadrat und Massen
negativ sind, haben ihre Ursachen in Pseudoschwellen. In der Summation der verschiedenen
Beitrége heben sich aber die in Zwischenschritten auftretenden Imaginérteile im Ender-
gebnis auf. Die jeweils erste Moglichkeit (welche analog zum Fall der sq bereits durch das
Erfiillen der ersten der beiden Ungleichungen gegeben ist) bestimmt die Zweiteilchenschnit-
te:

p* — (my +ms)*) >0 — toas <0 (1.178)
und

(P2 — (ma+mg)?) >0  +—  toue<0 (1.179)
sowie

(02 — (ms +m)?) >0 <= tos6<0 (1.180)

1.3.1.3 Zusammenfassung der Zweiteilchenschnitte

Die Zweiteilchenschnitte lassen sich sofort mit der intuitiven Methode des Schneidens mit
Hilfe der Cutkosky-Regeln [Cu60] an den Graphen ablesen. Sie entsprechen den Lésungen
der Landaugleichungen fiir zwei Propagatoren. In P/O-Raum-Variablen zeigen sie sich in
negativen sg, tg. Abzugterme kdnnen zu keinen neuen Zweiteilchenschnitten fiihren.
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1.3.2 Dreiteilchenschnitte

Die Dreiteilchenschnitte entsprechen anschaulich dem Zerschneiden aller Untergraphen,
welche eine Sunset—Topologie, vgl. (1.80), aufweisen. Die Landau-Gleichungen fiir die
fiihrende Singularitat der Sunset—Topologie haben die Dreiteilchenschwellen als Losung.
Die Nenner der b, ,, aus (6.85) sind Polynome 2. Grades in kg, [o. Damit von b ein Ima-
ginérteil zu den Basisintegralen in s, ¢ beitragen kann, mufl b positiv werden. Wir untersu-
chen deshalb, wann bei b ein Vorzeichenwechsel auftritt.

Es reicht, die Singularitéten fiir die planare Topologie mit Abzugsterm zu bestimmen, da
bei den Graphen mit reduzierter Topologie (inklusive Abzug) keine neue Propagatorstruk-
turen auftreten, weil Py bereits die Form der neuen Propagatoren besitzt, es mufl bei den
Parametern dann nur noch mg durch die Abzugsmasse ersetzt werden.

Wir 16sen die Gleichungen
by = 0 (1.181)

mit den b,, , wie in (6.85) definiert fiir alle Beitréige der planaren Topologie mit Abzugsterm.
Es reicht im Fall der Abzugsterme in k£ dabei, einen einzelnen Abzugsgraphen zu betrachten,
da aufgrund der gleichen Nennerstruktur der Abzugsterme in Bezug auf die mdoglichen
Schnitte die Bestimmung der Schnitte bei allen Abzugstermen gleich vonstatten geht.
Wir betrachten die verschiedenen, sich strukturell unterscheidenden Paremeter by, ,, im
Folgenden einzeln:
Da der Parameter

bia=0 (1.182)

nur in verschwindenden Integrationsgebieten auftritt, befassen wir uns als erstes mit dem

1.3.2.1 Fall b1,5 =0

1_71,5(/€0; l)

bus(ko, o) = fko,lo)

(1.183)

mit dem Zahler

by s(ko, lo) = E Z klr; ; (1.184)

=0 7=0
Wir werden die explizite Form von b aufgrund der Groéfle der Terme nicht aufschreiben,
halten aber fest, dafl

ro2 =0 (1.185)
gilt. Wir bestimmen als erstes die Nullstellen des Z&hlers von 51,5 in [y, was einfach ist, da
bis(lo) = al2 + Bl + 4 (1.186)

eine quadratische Gleichung in [, ist (analoges gilt in kq). Es 148t sich die Linie zwischen
positivem und negativem b analytisch bestimmem. Wir erhalten

—8+vVD

I.1
9 (1.187)

lo2 =
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mit der Diskriminante
D = % — 4ay (1.188)

Sollen die Nullstellen in [y reell sein, mufl die Diskriminante positiv sein. Wie sich durch
explizites Berechnen zeigt, ist die Diskriminante ein Polynom vierten Grades in k.

4
D= kv (1.189)
i=0
wobei
vy = (e] + ey)? (1.190)

weshalb die Diskriminante eine nach oben gedffnete Kurve in kj ist. Da Polynome 4. Grades
analytisch gelost werden konnen, suchen wir die Nullstellen dieses Polynoms in &y und
schreiben

4
D =N]](ko—n) (1.191)
i=1
Die mit Hilfe von Mathematica [Math] gefundenen Nullstellen zeigen, dafi D in zwei qua-
dratische Gleichungen faktorisiert, da gilt

(£VGa

Ny =

2(61 + 62)
n n+VG,
3/4 e + )
(1.192)
mit
Ga = (p2 — (ml +ms3 + m5)2)(p2 - (m1 —m3 — m5)2)
Gy = (p*— (m1+ms—ms)?)(p* — (my — m3 + ms)?) (1.193)

Falls die Nullstellen der Diskriminante reell sind, schneidet die Diskriminante auf jeden
Fall viermal die Nullachse in kq. Dies ist nach [Fr96a] notwendige Bedingung fiir das Auf-
treten einer Schwelle. In [Fr96a] wird am Beispiel von Dreiteilchenschwellen der gekreuzten
Dreipunktfunktion gezeigt, dafl das Vorhandensein von 4 Nullstellen in der Diskriminante
Voraussetzung dafiir ist, dafl der Bereich mit positivem b im Integrationsgebiet liegt. Wir
wollen den Beweis hier nicht wiederholen. Das Gewiinschte trifft zu, falls gilt

Go = (p* — (m1 +mz +ms5)*)(p* — (M1 — ms — ms)?) >0 (1.194)

und
Gy = (p” — (m1 + mg — m5)?)(p* — (m1 —mg +ms)*) > 0 (1.195)

Diese Gleichungen sind alle erfiillt, falls gilt:
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p* > (m1 +mg + ms)? (1.196)

Dies ist aber genau die Bedingung fiir die Dreiteilchenschwelle, welche durch den Schnitt
in den Propagatoren 1,3,5 entsteht.

Die andere Méglichkeit, dafl die beiden Diskriminanten G, negativ sind, sind unphysika-
lisch, im Integrationsbereich ist b dann negativ, die positiven Beitrége sind auflerhalb.

1.3.2.2 Fall b1,6 =0

Der gleiche Algorithmus wie im vorigen Kapitel ergibt dieses Mal

va = (e1+¢.)° (1.197)
Go = (p] — (M1 + ms +mg)®) (p — (m1 — m3 — mg)?) > 0 (1.198)

und
Gy = (p} — (m1 +mg —me)*) (B} — (M1 — m3 + mg)?) > 0 (1.199)

Diese Gleichungen sind alle erfiillt, falls gilt:

p} > (m1 + ms3 + me)” (1.200)

1.3.2.3 Fall b2,4 =0

Analog zum Fall b; 5 erhalten wir

vy = (61 + e)? (1.201)
Go = (P* — (my +msz +my)*)(P* — (my — mz — my)?) >0 (1.202)

und
Gb = (p2 — (m2 + ms — m4)2)(p2 — (m2 — M3 + m4)2) >0 (1203)

Diese Gleichungen sind alle erfiillt, falls gilt:

p? > (my + ms + my)” (1.204)

Da by 5 = 0 nur in verschwindenden Integrationsgebieten auftritt, fahren wir fort mit dem



264 ANHANG I. LANDAU-GLEICHUNGEN

1.3.2.4 Fall bg,s =0

Analog zu b, ¢ ergibt sich
Vy = (62 - QZ)2

Go = (p5 — (ma + m3 +mg)®) (p3 — (ma — m3 — mg)?) >0

und
Gy = (p5 — (ma + m3 — mg)*) (5 — (M2 — M3 + mg)*) > 0

Diese Gleichungen sind alle erfiillt, falls gilt:
Py > (mg + m3 + mg)*

1.3.2.5 Fall b3,4 =0

Wir erhalten

Vg = (61 + QZ)Z

In diesem Fall sind die Diskriminanten
G, = (p° — (m11 +m3 + my)?) (p? — (M1 —ms — my)?) >0
Gy = (p} — (M1, — ma +ma)?)(p} — (m1,1 +mz —ma)?) >0
was erfiillt ist fiir
P > (my +mg + my)?

1.3.2.6 Fall b3,5 =0

Hier gilt
vy = (€3 — (]z)2

Als Diskriminanten erhalten wir

Go = (pg — (m1,1 +ms + m5)2)(p§ — (m1,1 —mg — m5)2) >0

Gy = (p5 — (m11 — ma +ms)*) (P — (M11 4+ ms — ms)?) >0

was erfiillt ist fur

pg > (ml,l + mg + m5)2

(1.205)

(1.206)

(1.207)

(1.208)

(1.209)

(1.210)

(1.211)

(1.212)

(1.213)

(1.214)

(L.215)

(1.216)
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1.3.2.7 Andere b=0

Alle anderen lassen sich entweder durch Umbenennung der Massen auf die benannten
zuriickfithren, oder sie treten nur in Gebieten auf, die beim Grenziibergang verschwinden.
Insbesondere erhilt man durch Ersetzung der Abzugsmassen im Fall der anderen Abzug-
sterme in k sofort die Losungen fiir die Schwellen.

Uber die Abzugsterme in [ gilt das bereits Erwiihnte. Ihre Behandlung verliuft analog zum
Fall der b;¢, da ihre Struktur dieselbe ist. Man muf} hier lediglich die Masse mg durch die
jeweiligen Abzugsmassen ersetzen, um die Bedingungen fiir Schwellen zu erhalten.

1.3.2.8 Zusammenfassung der Dreiteilchenschnitte

Treten Dreiteilchenschnitte auf, so ist dies jeweils mit positivem bj, ,, verbunden. Der vom
Propagatorfaktor P; herriihrende Linie ist immer im Dreiteilchenschnitt inbegriffen. Die
Indizes n beziehen sich jeweils auf den Index des Propagators im Schleifenimpuls £ nach
Indextransformation in n geméf (6.41). Der Index m bezieht sich im Fall der planaren
Topologie auf die Propagatornummer des jeweiligen Propagators in /, im Fall der gedrehten
reduzierten planaren Topologien muf noch die Indextransformation (6.129) beriicksichtigt
werden.

1.3.3 Zusammenfassung

Zusammenfassend gilt, dal die Schnitte, wie man sie entweder aus den Cutcosky-Regeln
[Cu60] oder aus den Landau-Gleichungen herleitet, sich direkt in den Parametern wider-
spiegeln, die im Verlauf der P/O-Integration auftreten. Schnitte und Imaginérteile treten
auf, wenn die entsprechenden Parameter Null werden bzw. ein entsprechender Vorzeichen-
wechsel auftritt.
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Anhang J

Andere Methoden zur Evaluation
von Vertexintegralen
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Wir skizzieren im Folgenden kurz die Zuginge anderer Arbeitsgruppen zur Evaluation
von massiven Zweischleifen—Vertexfunktionen. Dabei geben wir am Ende der jeweiligen
Darstellung eine Liste der wichtigsten Verdffentlichungen dieser Gruppen hinsichtlich der
Berechnungen von massiven Zweischleifen—Vertexfunktionen an.

J.1 Methode Ghinculov et al.

Der Ausgangspunkt ist ein beliebiges n-Punkt-Zweischleifen—Tensorintegral der Form

/dele ZE I L L
a b . c
I [k +p0)? = mi]* T+ p)? = m3)™ TL(k+ 1+ pa)? = i)
1= J= n=

Feynmanparametrisierung fiihrt auf Integrale der Form

/dX/de s R Y I
B2k + p)2 + m3 [+ m3) [(k + 1) + m3)

wobei p und die m; von den Feynmanparametern (und den externen Impulsen sowie
internen Massen) abhingig sind. Die Schleifenimpulse sind jetzt euklidisch, die Wick—
Rotationen wurden durchgefiihrt. Die Anzahl der Feynmanparameter ist im Allgemeinen
die Zahl der Propagatornenner minus 3.
Im néichsten Schritt werden die Terme im Z#hler auf den Parallelraum und skalare Funk-
tionen reduziert, es wird verwendet

p-k p-l,

k“:kﬁ—i—p—Qp“ lu:lﬁ+p—2p

Dann erhélt man Integrale der Form

kR kR e (kp)e(l - p)®
dX de le 1 1 wJ_ 1 _
/ / e [(k +p)2 +m?]" [I2 + m2]¥ [(k + )2 + m2]

Da die Parallelraumkomponenten immer nur in gerader Anzahl im Z&hler vorkommen
kénnen (ansonsten verschwindet das Integral), lassen sich schliellich (durch Kovarianten-
zerlegung und Losen eines linearen Gleichungssystems) die Integrale weiter umformen zu
Integralen der Form

(k-p)(l-p)°
[(k +p)2 +mi]* [12 +m3]” [(k + )2 +m3]

P;gfz(mlamQamiiapQ) :/dX/deEleE

Diese Integrale lassen sich mittels Rekursionsrelationen analytisch (Differentiationen, Sum-
menbildungen u.4.) auf einen begrenzten Satz von Integralen zuriickfiihren. Fiir renormier-
bare Theorien sind 10 Basisintegrale notig. Sie werden mit PY ... Pyl; (mit i + j < 3)
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benannt. Durch weitere Linearkombinationen werden diese durch 10 dquivalente Basisin-
tegrale H;, 1 = 1...10, ausgediickt.

Diese H;(m1, my, m3,p?) werden dann integriert. Der UV-divergente Anteil 148t sich ana-
lytisch darstellen. Der UV-endliche Anteil wird durch 10 weitere Funktionen h; dargestellt.
Diese 10 h;(m1, mg, m3, p?) sind durch eine eindimensionale numerische Integration zu be-
rechnen (also in jedem Punkt, der fiir die numerische Integration iiber die Feynmanpara-
meter evaluiert wird). Fiir diese Integration miissen vier weitere Basisfunktionen in ver-
schiedenen Kombinationen numerisch integriert werden. Gegebenenfalls sind auch (wegen
den durch Rekursionsrelationen bei der Reduktion nétig gewordenen Ableitungen) Integra-
tionen von Ableitungen dieser Funktionen notig. Die Ableitungen kénnen aber analytisch
berechnet werden.

Bei der numerischen Integration der h; ist darauf zu achten, dafl der Integrationsweg im
Allgemeinen im Komplexen gew#hlt werden muf, um (analytisch bestimmbare) Singula-
ritdten zu umgehen.

Insgesamt berechnet sich die Zahl der numerisch durchzufithrenden Integrationen auf: Zahl
der Propagatornenner minus 2.

Die Methode wurde neben etlichen Anwendungen fiir Zweipunktfunktionen auch an Drei-
punktfunktionen getestet. Berechnet wurden damit die Graphen, die fiir Z° — bb in der
Ordnung O(a,g?) benétigt werden und mindestens eine innere Linie mit top—Quark enthal-
ten. Konkrete Ergebnisse fiir Vertexintegrale mit mehreren Massenskalen wurden allerdings
bisher nicht publiziert.

Literatur: [Gh94, Gh95, Gh97, Gh00a, Gh00b, GhO01]

J.2 Methode Passarino/Uccirati et al.

Zur Berechnung der Zweischleifenintegrale werden nach allen moéglichen Tensorreduktionen
Feynmanparameter im Subloop mit den meisten Propagatoren eingefiihrt. Danach wird in
diesem die Schleifenintegration ausgefiihrt. Hernach werden auch fiir den Rest Feynmanpa-
rameter eingefiihrt und dann die Schleifenintegration des zweiten Impulses durchgefiihrt.
Es wird eine Laurent-Entwicklung um D = 4 — € durchgefiihrt. Die Integration der Feyn-
manparameter der divergenten Anteile kann analytisch durchgefiihrt werden.

Der endliche Anteil ist numerisch zu berechnen. Die zu integrierenden Funktionen sind
Polynome und Logarithmen von Polynomen, die mit negativem Grad auftreten. Da dies zu
numerischen Instabilitdten fiihren kann, wird mit Hilfe der Bernstein—Tkachov-Identitét
[Tk97, Be66]

P(z,0) [ [V!*"'(x) = B] [V (@)
7 7

versucht, den Grad zu erhéhen. Dies geschieht im Falle von Ableitungen durch partielle
Integration. Allgemeine Losungen fiir P sind aber nur fiir den Fall quadratischer Poly-
nome bekannt. Diese lassen sich lediglich auf Einschleifen—Graphen anwenden. Deshalb
wird der Formalismus im Fall von Zweischleifenintegralen so auf die feynmanparameter-
abhéingigen Funktionen angewendet, dafl nur der gréfite Subloop betrachtet wird. Denn
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die zu integrierenden Funktionen haben, betrachtet man sie als Funktionen lediglich der
Feynmanparameter, die fiir einen Subloop verwendet werden, wieder die vom Einloop—Fall
bekannte Struktur. Dann wird im gréfiten Subloop der Formalismus angewendet. Unter
Umstédnden fiihrt man dabei aber auf der Integrationskontur analytisch bestimmbare neue
Singularitidten ein. Diese miissen durch eine Transformation der Feynmanparameter um-
gangen werden. Dies trifft im Schwellenbereich zu. Da aber zumeist Singularititen auf dem
reellen Integrationsweg verbleiben, ist der Integrationsweg analog zu Ghinculov ins Kom-
plexe zu verschieben. Auf diesem mufl dann numerisch in den Feynmanparameter integriert
werden. Die erreichte Prizision liegt bei bis zu 10°.

Die Autoren haben die Methode sowohl an massiven Zweischleifen—Zweipunkt—Funktionen
mit verschiedenen Massen und Impulsen erfolgreich getestet, als auch an Dreipunktfunk-
tionen. Auch Tensorintegrale konnen reduziert und evaluiert werden. Die Prézision ihrer
Ergebnisse der Integration der Vertexintegrale mit trivialem Zihler ist beeindruckend, ins-
besondere was die Moglichkeit von extrem verschiedenen Skalen anbelangt.

Mit ihrer Methode wurden inzwischen auch die fermionischen NNLO-Korrekturen zum
schwachen leptonischen Mischungswinkel evaluiert [Ho05].

Literatur: [Pa0la, Pa0lb, Fe04, Ac04]

J.3 Methode Remiddi/Bonciani et al.

Diese Arbeitsgruppe behandelt insbesondere die Spezialfille von QED-Korrekturen mit
massiven Elektronen sowie von QCD—-Korrekturen mit schweren Quarks zu elektroschwa-
chen Formfaktoren. Es werden auch elektroschwache Formfaktoren berechnet, dann aber
mit degenerierten Massen der Z° W*-Bosonen sowie des HiggsBosons. Die Berechnung
von allgemeinen massiven Zweischleifendreipunkt—Funktionen ist nicht Gegenstand der Pu-
blikationen dieser Gruppe. Die Berechnungen werden vollstindig analytisch durchgefiihrt.
Zuerst werden mit Hilfe von Identitéten, die sich durch partielle Integration, Lorentzin-
varianz und Symmetrierelationen durch Verschieben von Schleifenimpulsen ergeben, die
auftretenden Integrale auf einen Satz von Masterintegralen reduziert. Diese Reduktion er-
fordert das Aufstellen und Losen von linearen Gleichungssystemen.

Die verbleibenden Masterintegrale miissen dann berechnet werden. Sie wurden moglichst
einfach gewahlt. Die Wahl ist nicht zwingend. Man kann sie sowohl so wihlen, dafl sie keine
Zahlerstrukur enthalten, oder aber auch mit skalarer Zahlerstruktur. Sind nicht geniigend
Propagatoren zum Kiirzen aller skalaren Terme im Nenner vorhanden, kann ein Hilfsdia-
gramm mit mehr Propagatoren eingefiihrt werden. Durch Linearkombinationen von ska-
laren Integralen (ohne Zihler) konnen dann alle Integrale mit Zéhler durch solche ohne
Zahler ausgedriickt werden.

Durch Differentiation in den dufleren Impulsen erhilt man fiir die Masterintegrale nach
Einfiihren von Mandelstam—Variablen Differentialgleichungen, die nach einer Laurent—
Entwicklung in € = 4 — D Ordnung fiir Ordnung mit Hilfe der Eulerschen Variations-
methode analytisch gelost werden. Die dabei auftretenden Funktionen sind Harmonische
Polylogarithmen.
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Mit der gleichen Methode werden Masterintegrale fiir einen inneren massiven Propagator
und ein massives dufleres Teilchen fiir Zweischleifen-Dreipunkt-Funktionen berechnet.
Weitere dhnlich gelagerte Vertexfunktionen wurden neuerdings berechnet, aber immer nur
mit wenigen Massenskalen.

Dariiber hinaus wurden fiir die Sunrise-Topologie fiir beliebige Massen durch numerisches
Losen der Differentialgleichungen Ergebnisse fiir spezielle Massen berechnet.

Literatur: [Ag03, Ag04, BeO4a, Be04b, Bo03a, Bo04, Bo03c, Bo03b, Ca98, Ca02a, Cal02b,
Ca02c, Ma02b, Ma02a, Re97]

J.4 Bemerkungen

Die Berechnungen der fermionischen NNLO-Korrekturen zum schwachen leptonischen Mi-
schungswinkels wurden fiir Graphen ohne top—Quark bei [Aw04a] mit den Methoden von
Remiddi, Bonciani et al. durchgefiihrt.

Da neben Passarino/Uccirati et al. keine weiteren Gruppen wesentliche Fortschritte in der
Evaluation allgemeiner massiver Vertexgraphen mit Tensorstruktur aufweisen konnen, ist
unsere Methode weiterhin von Bedeutung, da dadurch eine vollstindig unabhingige Me-
thode geschaffen wird und teilweise bereits existiert, welche ebenso das Ziel hat, allgemeine
massive Vertexgraphen mit hoher numerischer Prézision zu berechnen. Die Ergebnisse der
vorliegenden Arbeit lassen vermuten, dafl dieses Ziel mit den von uns verwendeten Me-
thoden erreichbar ist. Die Prézision, mit welcher wir die vorliegenden Masterintegrale be-
rechnen konnten, kann als deutlicher Hinweis dafiir betrachtet werden. Ein Vorteil unserer
Methode liegt auch darin, dafl wir Real- und Imaginérteil analytisch separieren kénnen,
vgl. Anhang E. Dadurch werden auch eventuelle ,,doppelte“ Imaginérteile analytisch zum
Realteil gezihlt.
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