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Abkiirzungen

CLS conditional least squares

cadlag continuité a droite et limites a gauche (rechtsstetig mit linkem Grenzwert)
GW Galton-Watson Prozess

GWI  Galton-Watson Prozess mit Immigration

iid independent, identically distributed (unabhéngig, identisch verteilt)
p.g.f.  probability generating funktion

WCLS weighted conditional least squares

AY Zufallsvariable

Symbole und Bezeichnungen

N Menge der natiirlichen Zahlen

No N U {0}

7 Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R* Menge der nicht negativen reellen Zahlen

7] =max{k € Z|k <r}

LP(Q, A, pn) ={f:Q— R, A-messbar mit || f]|, < oo}, fiir p € [1, 0]

||f||17 - (fQ |f|pdlub)1/p7 fﬁr p € [17 OO)

[ flloo = SuP,eq | ()]

C(FE) ={f: E — R stetig}, wobei £ C R

C(E) ={f: E — R stetig und mll_{go f(z) =0}, wobei E C RT unbeschrinkt
C>®(R™) ={f: R™ — R unendlich oft differenzierbar mit kompaktem Tréger}
D*[0,00)  Raum der cadlag-Funktionen von R* nach R*

1(f) = [ fdu

B(E) Borelsche o-Algebra eines metrischen Raumes F

PB(M) Potenzmenge der Menge M

Ty Indikatorfunktion der Menge M

M Komplement der Menge M

ﬁ schwache bzw. Verteilungs-Konvergenz fiir n — oo

ﬁ P-stochastische Konvergenz fiir n — oo

f'—io> P-fast sichere Konvergenz fiir n — oo

L(Z|P) = PZ die Verteilung der ZV Z unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf} P
(M), vorhersehbare quadratische Variation eines Martingals M bis zur Zeit n
o(-), O(-)  Landau Symbole

op(+) Landau Symbol, mit P-stochastischer Konvergenz

< absolutstetig (dominiert)
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Galton-Watson Prozess mit Immigration (GWI)

Anzahl der Individuen eines GWI in der n-ten Generation
Galton-Watson Prozess (ohne Immigration) (GW)

Anzahl der Individuen eines GW in der n-ten Generation

Anzahl der Individuen eines GWI in der n-ten Generation mit Xy = ¢
Anzahl der Individuen eines GW in der n-ten Generation mit Zy = 4
Anzahl der Kinder des i-ten Individuums aus der (n — 1)-ten Generation
Anzahl der Immigranten in der n-ten Generation

= 0(Xo, X1, ..., Xy), die von Xy, ..., X,, erzeugte o-Algebra

= (Fn)nz0

.= P(X,, = j|Xo = i) die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit von X
.= P(Z, = j|Zy = i) die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit von Z
= P[-| Xy =17]

Erwartungswert von Y] 1, E[Y] 4]

Erwartungswert von I, E[[]

Varianz von Y ;

Varianz von I;

=2\ /o?

WCLS-Schétzer fiir m, nachdem X bis zur Zeit n beobachtet wurde
WCLS-Schétzer fiir A\, nachdem X bis zur Zeit n beobachtet wurde
=X, —mX,_1 — A

= (X1 +1)7Y2

=2 Xi

= Xic
= Z?:l ﬁ
=i %ﬁ-‘,—l

= Xi1
T i=1 X;_1+1

Konventionen

n

=0 und H

1=n-+1

i
—_

{F auf der Menge M

0 sonst
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Einleitung

Die Theorie der Verzweigungsprozesse hat ihren Ursprung im 19. Jahrhundert. 1873 formu-
lierte Francis Galton ein mathematisches Problem iiber das Aussterben von Adelsfamilien.
Galton bat den Priester Henry-William Watson, der nebenbei auch Alpinist und Mathe-
matiker war, sich dieses Problems anzunehmen. Watsons Untersuchungen gelten als ein
Ursprung der Theorie {iber Verzweigungsprozesse. Ein Abriss der interessanten Entste-
hungsgeschichte dieser Theorie findet sich im Artikel [Ken] von Kendall. 1972 wurde dann
eine Arbeit von I.J. Bienaymé aus dem Jahre 1845 entdeckt (vgl. [HS]). Aus dieser geht
hervor, dass Bienaymé in der Lage war, die Aussterbewahrscheinlichkeit und den Zusam-
menhang mit der erwarteten Nachkommenschaft korrekt zu bestimmen. Neben ,, Verzwei-
gungsprozess“ hat sich auch die Bezeichnung Galton- Watson Prozess (GW) durchgesetzt.
Die Bezeichnung Bienaymé-Galton- Watson Prozess taucht in der Literatur nur selten auf.

Der einfachste Verzweigungsprozess, der GW, ist ein zeitdiskreter Prozess, der nur Wer-
te in den natiirlichen Zahlen annimmt. Er lduft nach folgenden Regeln ab: Der Prozess
startet mit einer bestimmten, eventuell zufdlligen Anzahl Individuen. Jedes Individuum
vermehrt sich unabhéngig von allen anderen, jedoch vermehren sich alle nach der glei-
chen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Jede weitere Generation vermehrt sich wieder nach
denselben Regeln. Man beobachtet nach jedem Zeitschritt die Anzahl der Individuen einer
Generation. Wir bezeichnen mit m die erwartete Anzahl an Nachkommen eines Individu-
ums. Es ist bekannt, dass der Prozess ausstirbt, wenn m < 1 ist. Selbst wenn m > 1 ist,
hat der Prozess immer noch eine gewisse Aussterbewahrscheinlichkeit. Aus diesem Grund
kann ein Schétzer fiir den Parameter m, ohne dass Einschréankungen an das Modell oder
an die Verteilung der Nachkommen gemacht werden, unmoglich konsistent sein. Damit
der Prozess nicht ausstirbt, kann das Modell erweitert werden, indem fiir jede Generation
unabhéngig und stets nach derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung Einwanderungen zu-
gelassen werden. Die erwartete Anzahl an Immigranten in einer Generation wird mit A
bezeichnet.

In der vorliegenden Arbeit, die sich an den Ideen und Ergebnissen von Wei und Winnicki
[W1], [W2] orientiert, betrachten wir den Verzweigungsprozess mit Immigration bezie-
hungsweise den Galton- Watson Prozess mit Immigration (GWI). Wir unterscheiden dabei
drei Fille, den subkritischen Fall (m < 1), den superkritischen Fall (m > 1) und den kriti-
schen Fall (m = 1). Ziel dieser Arbeit ist es, Schitzer fiir m und A zu finden, die aufgrund
von Beobachtungen der Populationsgréfie einer jeden Generation ohne Vorkenntnis iiber
den vorliegenden Fall konsistent sind. Des Weiteren soll die Konvergenzgeschwindigkeit und
die asymptotische Verteilung der Schétzfehler untersucht werden. Die Untersuchungen des
Schétzproblems fiir die Parameter m und A wurden von Smoluchowski [Smo] 1916 einge-
leitet. Wei und Winnicki entwickelten in ihrer Arbeit [W2] 1990 erstmals eine einheitliche
Schéatztheorie fiir m und A, die alle drei Falle abdeckt.



In Kapitel 1 werden wir nach der mathematischen Modellbeschreibung, allgemeinen Vor-
aussetzungen und einigen Vorbereitungen Schétzer konstruieren. Diese Schétzer werden
WCLS-Schitzer (Weighted Conditional Least Squares Estimators) genannt und ergeben
sich nach einer Reskalierung des GWI aus der ,,Conditional Least Squares“-Methode von
Klimko und Nelson [KN]. In den darauf folgenden Kapiteln untersuchen wir die WCLS-
Schétzer, aufgeteilt in die drei Félle, auf Konsistenz und Verteilung der Schéatzfehler. Wir
werden sehen, dass die Schétzer in allen Féllen konsistent sind, aufler fiir A im Falle m > 1.
Es stellt sich nun die Frage, ob iiberhaupt ein konsistenter Schétzer fiir A im superkri-
tischen Fall existiert. In der Tat werden wir zeigen, dass in diesen Fall kein konsistenter
Schétzer fiir A existiert. Das heif§t also, dass die WCLS-Schétzer fiir m und A, wann immer
es moglich ist, konsistent sind.

Im subkritischen Fall wird die Rekurrenz und die damit verbundene Ergodizitat des GWI
ausgenutzt, um mit bekannten Grenzwertsétzen zu zeigen, dass die Schétzer stark konsi-
stent sind und die Schétzfehler fiir m und \ gemeinsam asymptotisch normalverteilt sind.
Hingegen fordert das exponentielle Wachstum des GWI im superkritischen Fall eigene
Methoden, um die starke Konsistenz des WCLS-Schétzers fiir m und die asymptotische
Normalitdt seiner Schétzfehler einzusehen. Im kritischen Fall lassen sich mit Hilfe einer Ap-
proximation durch Diffusionsprozesse asymptotische Resultate beweisen, welche die Kon-
sistenz der WCLS-Schétzer sichern und die asymptotische Verteilung der Schétzfehler fiir
m bestimmen. Setzt man zusitzlich 2\ > 0% voraus, wobei 02 die Varianz der Nachkom-
menverteilung ist, so sind die Schétzfehler des WCLS-Schétzers fiir A im kritischen Fall
asymptotisch normalverteilt. Es wird deutlich, dass sich die Methoden zur Untersuchung
der WCLS-Schétzer im subkritischen, superkritischen und kritischen Fall génzlich unter-
scheiden. Daher sind die Kapitel 2 bis 4 im Wesentlichen in sich geschlossen.

Mainz, im Oktober 2005
Patrick Jahn
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Kapitel 1

Allgemeines zum GWI und das
Schatzproblem

1.1 Definitionen und Vorbereitungen

Sei (92, .Z, P) der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum. Seien {Y,,;} und {,, }, wobei
n,i € N, unabhéngige Folgen von iid ZVen auf (€2,.#) mit Werten in (N, B(Ny)). Dabei
seien E[Y) 1] = m, Var[Y11] = o2, E[l1] = A und Var[,] = b*. Wir definieren den Galton
Watson Prozess mit Immigration (GWI) X = (X,,)n>0 rekursiv durch

Xn-1
Xp= Y YidL, n=12.., (1.1.1)
i=1

wobei Xy : 2 — Ny eine .# -messbare ZV, die fiir alle i,n € N von Y,,; und I,, unabhéngig
ist. Interpretiert man X,, als die Anzahl der Individuen in der n-ten Generation, so stellt
Y, ; die Anzahl der Kinder des i-ten Individuums aus der (n-1)-ten Generation und I,, die
Anzahl der Immigranten in der n-ten Generation dar. Setzt man I, = 0 fiir alle £ > 1, so
ergibt sich der ,,gewohnliche* Galton Watson Prozess (GW) Z = (Z,)n>0 durch

Zn—l

Zni= Yoi n=12.., (1.1.2)
=1

wobei Zj, ebenso wie X definiert ist. Sei .%,, = o(Xo, X1, ..., X,,), die von Xo, X1,..., X,
erzeugte o-Algebra und F = (.%,,),,. Nach Konstruktion sind X und Z homogene Markoff-
Ketten beziiglich F mit Zustandsraum Ny. Wir bezeichnen mit p, (i, j) = P(X,, = j|Xo =
i) und q,(i,j) = P(Z, = j|Zy = i) die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten von
X bzw. Z. Dabei schreiben wir p(i, 7) fir pi(i,5) bzw. q(i,j) fiir ¢;(7,7). Des Weiteren
schreiben wir XY bzw. Z% fiir die Anzahl der Individuen in der n-ten Generation, wenn
wir verdeutlichen wollen, dass diese von ¢ Urvitern erzeugt wurden, also Xqg = i bzw. Zy = @
ist. Da nach Konstruktion sich alle Individuen einer Generation voneinander unabhéngig

1



2 KAPITEL 1: ALLGEMEINES ZUM GWI UND DAS SCHATZPROBLEM

vermehren, erzeugt jedes Individuum einer Generation einen unabhéngigen GW. Also gilt

die Zerlegung
J

Z0 =3 "wZ8,  njeN,, (1.1.3)
k=1
wobei 7, k = 0,1,... voneinander unabhéngige Galton-Watson Prozesse mit Nachkom-

menverteilung £(Y] 1]P) sind. Genauso erzeugt jede Immigration einen unabhéngigen GW.
Da die Immigrationen jeder Generation voneinander, sowie von der Startverteilung un-
abhéngig sind, gilt somit auch die Zerlegung

Xp =028 +3 28, neN,. (1.1.4)
k=1

Wir fithren nun weitere Kurzschreibweisen und Voraussetzungen ein, die Kapiteliiber-
greifend gelten sollen:

en =X, —mX,_1— A\ O =

An = ile An = ZXl;l
(1.1.5)

1
B”::ZX- +1

— Xi+1

Generelle Voraussetzungen
o E[XZ] < o0

e 0 < 0% b* < oo, d.h. wir betrachten stets nicht degenerierte Nachkommen- und
Immigrationsverteilungen mit endlichen zweiten Momenten.

o Wir fordern, dass X mit Zustandsraum N irreduzibel und aperiodisch ist.

Das folgende Lemma zeigt, unter welchen Bedingungen die letzte Voraussetzung erfiillt ist.

Lemma 1.1.1 Gilt P[Yy; = 0] > 0, P[Yi1 = 1] > 0 und P[I; = 0] > 0, so ist X
wrreduzibel und aperiodisch mit Zustandsraum No.



1.1 DEFINITIONEN UND VORBEREITUNGEN 3

Beweis: Aufgrund unserer Voraussetzungen ist klar, dass p(j,0) > 0 fiir alle j € Ny. Denn
wegen der Unabhéngigkeit aller {Y,,;} und {7,} gilt, dass

p(j,0) =P |

i=1

J J
> Yii+h= 0] = [ Pvi. = 0P[5, = 0] > o.
=1

Insbesondere ist p(0,0) > 0, so dass der Zustand 0 die Periode 1 hat. Da dies eine Klassen-
eigenschaft ist, hat also jeder mit 0 verbundene Zustand Periode 1. Es bleibt also noch zu
zeigen, dass fiir alle j € Ny ein n € Ny existiert mit p, (0, j) > 0. Sei dazu ein beliebiges j €
Ny vorgegeben. Da Y] ; und I; nach unseren generellen Voraussetzungen nicht degenerierte
ZVen sind, existieren ly,ly > 1, so dass P(Y1; = 1) > 0 und P(I; = l) > 0. Daher ist
es moglich von 0 ausgehend mit X jede vorgegebene Schranke zu iiberschreiten, d.h. es
existiert ein jo > j, so dass p,(0,jo) > 0 fiir ein n > 1. Nun gilt aber nach Voraussetzung
auch, dass

p(]O?]) =P

Mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung erhalten wir dann

pn—l—l(oaj) Z pn(owj[))p(j&j) >0

und die Behauptung ist gezeigt.

[l
Lemma 1.1.2 Sein > 1 und setze e, := X,, — mX,,_1 — \. Dann gilt
E[Xn|<g\n_1] = an—l + A bzw. E[€n|ﬁn—l] =0 (116)
und
B2 Fn 1] = 02 X1 + V7. (1.1.7)

Beweis: Da lx, ,—} eine .%,_;-messbare Funktion und da Y, ; sowie I,, unabhéngig von
Fn_1 sind, gilt

o0 anl
E[X,|Z0a] =Y Vx, B | D Vai+ 1
k=0 i=1

yﬂl]
=1

e k
=Y "B |1, (Z Yo+ In> ‘%_1]
k=0 i=1

00 k
= W=y E | Yai+ I
k=0 =1

Lghnfl




4 KAPITEL 1: ALLGEMEINES ZUM GWI UND DAS SCHATZPROBLEM

00 k
TEES e B DY Vit I
= =1

= Z H{Xn,lzk;}(mk + )\)

= Z H{anlzkz} (an,l + )\)

:an—l + A.

Daraus folgt nun wegen der .%,_;-Messbarkeit von X, i, dass
E[En|ﬁn_1] = E[Xn — an—l — /\|¢6fn_1] = E[X,Jﬁn_l] — an—l — )\ = O

und (1.1.6) ist gezeigt. Mit denselben Argumenten wie eben erhélt man (1.1.7), da

S

00 2
BEIZ] = o lp B (z n—») .
k=0
e’} 2
ungbh- Zﬂ{Xn—lzk}E (Z I —)\))
k=0

unabh. Z Lix,_ 1=k} ( Z E[(Yn; —m)*] + E[(I, — \)’]

+2> B[V — m)]E[(Yo; — m)] + 2E[L, = A} Y E[Ya; — m])

1>7 =1
=0
- Z IL{XnAZk} (U2k + bz) = Z IL{an1:k} (O-QX”—l + bz)
k=0 k=0
= o Xn—l + b2
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1.2 Konstruktion der WCLS-Schatzer

Sei (X,,), ein stochastischer Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .%, Py) dessen
Wahrscheinlichkeitsma vom Parameter § € © abhiingt, wobei © C R? offen. Wir be-
zeichnen mit Fy[ -] den Erwartungswert unter Pp. Sei weiterhin X,, € LY(Q, .#, ) fiir alle
n € Ny. Eine Methode Schétzer fiir § zu erhalten, ist die Summe der Quadrate

n

Qu(0) =) (Xi — Bo[X;|Fia])*,  6€0O,

i=1
in ¢ zu minimieren, indem man das Gleichungssystem

9Qn(0)
00

=0, j=1,..d (1.2.1)

16st, vorausgesetzt die partiellen Ableitungen existieren. Existiert die Minimalstelle é, so ist
sie ein Schétzer fir §. Man nennt dies die Conditional Least Squares - Methode (Methode
der bedingt kleinsten Quadrate) von Klimko und Nelson [KN]. Diese Methode ist sinnvoll,
da die ,beste” Prognose fiir X,, gegeben %, unter Py gerade Fy[X,,|-%,,_1] ist.

In unserem Fall ist der Parameter § = (m, \) € © = R? und wegen (1.1.6) ist

n

Qu(m, A) = (X; —mX;_y — A)?

i=1

in m und A\ zu minimieren. Das entspricht der Methode der kleinsten Quadrate bei linearer
Regression beziiglich der Regressionsgleichung

X, =mXn_1+A+en (1.2.2)

mit ¢, := X,, —mX,_1 — A\
Sel nun

=1

n 2 n
Nn = (Z Xi—l) Z nZXiQ—l C Q.
i=1

Mit einer Kurvendiskussion, analog zu der auf den nichsten Seiten, zeigt man leicht, dass
(1.2.1) auf der Menge N¢ die eindeutige Losung (i, A,) € R? besitzt, wobei

i X i Xic1—n i XX
i=1 i=1 i=1
< i Xil)Q —nNn i XiQfl
i=1 i=1

~

m, =

T
NC

n
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und

Z X1 X; Z Xio1— Z X7 Z Xi
Q i=1 i=1 i=1 =1

An =

e

<§3XF02—n§5Xil "
=1 =1

Dariiber hinaus zeigt die Kurvendiskussion auch, dass (m,, S\n) auf der Menge Nfz eine
globale Minimalstelle von @),, ist. Somit sind m,, und A\, die CLS-Schiitzer fiir m und A (vgl.
[HH] S.178). Sie wurden von Venkataraman [Ven] und Wei und Winnicki [WW] untersucht.
Es stellte sich jedoch heraus, dass diese Schétzer nicht in allen Féllen konsistent sind. Daher
sind sie fiir unsere Betrachtungen nicht weiter relevant.

Auf dem Weg bessere Schitzer zu finden, féllt auf, dass wegen (1.1.6) und (1.1.7), die
bedingte Varianz der Fehlerterme ¢, in (1.2.2),

VaT[€n|9n_1] = E[€i|g\n—l] — E[€n|ﬁn_1]2 = O'QXn_l + b2,
unbeschrankt ist, da X unbeschrinkt ist. Um die Fehlerterme besser kontrollieren zu
kénnen, schreiben wir nun (1.2.2) um zu

Xn an—l A En

Kot D2 (Xt 2 (ar )2 T (X 1172

bzw.
Xn

U
X +6 (1.2.3)

— Xn— 1 1/2 N .
m( 1+ ) + (Xn_1+1)1/2 9

wobei % v )
Op 1= L und n:i=A—m.

(Xn—l + 1)1/2
Hier gilt mit (1.1.6), dass E[d,|-%#,—1] = mE[enlﬁn,l] = 0. Die bedingte Vari-
anz der Fehlerterme §, aus der ,umgewichteten“ Regressionsgleichung (1.2.3) ist somit

beschréankt, denn

1

(1.1.7) 0° X1 + b?
Xp1+1 B

E[52|gn*1] = X 1 +1

E[e2|Fn1] <o+ b (1.2.4)

Wir koénnen also hoffen, bessere Schétzer fiir m und A zu finden, indem wir nun die CLS-
Methode auf den reskalierten Prozess (W)n fiir den Parameter § = (m,n) anwen-
den:
. X; X; ?
a(m, = — _FEy|—— %
@l 2 ((Xi_l +12 LXH +1)172 1D

n X ’I’] 2
= e — Y G G | L —
Z ((Xz'—1 1)z m(X;1+1) (X, + 1)1/2)

=1




1.2 KONSTRUKTION DER WCLS-SCHATZER 7

ist nach m und 7 stetig differenzierbar, und das Gleichungssystem (1.2.1) ist gegeben durch

0Qnmn

0= QZ —Xi+m(Xis 4+ 1)+ 1),

8Qn(mvn) . < Xi n )
O=—"—"7=2) (- +tm+to—=].
on ; Xio1+1 " Xi1+1

(1.2.5)

Schreibt man (1.2.5) um, so ergibt sich mit den Bezeichnungen aus (1.1.5), dass
> X
i=1 _ Ap —nm

Z(Xi_l +1) "

=1

und
3 X
=1 Xi1+1 _ Cp—nm
7 " 1 B,
Xi1+1

i=1
Wir setzen nun die untere Gleichung fiir 1 in die obere Gleichung ein und erhalten unter
der Voraussetzung (A, +n)B, —n? # 0,

_ AyB, —nCy, + n’m

(fln +n)B,
e N

- (A, +n)B, —n? _ A,B, —nC,

(An+n)B, (A, +n)B,

< n

SN Y

m = Aan - ncn _ i=1 Z 1+ 1 i=1 Xi_l +1 —m
(A, 4+ n)B, —n? - = 1 9 o

Z(Xi—l +1) Z X, +1

i=1 i=1
Setzen wir nun umgekehrt m ein, so ist
Cy, AnBy, —nCy
"B, (A, +n)B. — 2B,
Co((An +n)B, —n?) —nA,B, +nC,
a ((A, +n)B, —n2)B,
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Dan=A—mund én = B,, — n, erhalten wir
A=m+7
 AB, —nC, + Co(A, 4+ n) —nA,
B (A, +n)B, — n?
B A, C, + An(B, —n)
B ([1 + n)B —n?

ZX“ZX 1+1_Z @ZX 1+1
1
Z(Xi—l—i-l ;m—n2

i=1

Nach obiger Rechnung existiert also auf der Menge {(A, + n)B, — n? # 0} mit (1, 7)
eine eindeutige Extremstelle von @,,. Damit in (1, 7) auch ein globales Minimum vorliegt,
reicht es aus, dass die Hessematrix von @),

HessQ, (m. ) = (2(12171 +n) 2n )

2n 2B,

in (m,n) strikt positiv definit ist. Da Hess@,(m,n) nicht mehr von m und n abhéngt
und alle Eintrége strikt positiv sind, ist sie genau dann strikt positiv definit, wenn ihre
Determinante 4(A, +n)B, —4n* > 0 bzw. 370 ((Xi1 +1) X000 v i —5 —n® > 0 ist.

Definition 1.2.1 Die Ausnahmemenge ist durch

N, = {Xn:(){“ iy 1S n2} € T

i=1 i=1 <l

definiert. Die eben konstruierten Schdtzer

;Xi;Xil+1_n;Xil+l "
n — oy Ne¢

n 1 ’ n
Z(Xi—l +1) ; —Xz‘q 1 n?

i=1

und

heifsfen WCLS-Schéatzer (Weighted Conditional Least Squares Estimators) fir m und .



Kapitel 2

Der subkritische Fall

Auf den folgenden Seiten werden die WCLS-Schétzer im subkritischen Fall des GWI un-
tersucht. Sei also in diesem Kapitel m < 1 vorausgesetzt. Es bedarf nun einiger Voriiber-
legungen.

2.1 Grenzverteilung und Ergodizitat des GWI

Satz 2.1.1 X st rekurrent und es existiert eine Ng-wertige ZV X, so dass unabhdingig
von der Startverteilung X,

X, — Xo (2.1.1)
gilt. Auflerdem ist P[X, = 1] > 0 fiir alle i € Ny also ist X, nicht degeneriert und es gilt
A
EX, ]=—— 2.1.2
X = 72— (212)

Beweis: Nach (1.1.4) kénnen wir X, folgendermaflen schreiben,
X, = X0 4 zXo),

Dabei ist (Z,SXO))H ein subkritischer GW und (Xéo))n ein davon unabhéngiger, subkritischer
GWI mit derselben Ubergangswahrscheinlichkeit wie X, der aber in 0 startet und somit in
der ersten Generation von einer Immigrationsverteilung erzeugt wird. Nach [Jag], Theorem
2.3.1 auf S.22, stirbt jeder subkritische GW, der von einem Urvater erzeugt wurde, fast
sicher aus. Daher gilt mit der Zerlegung (1.1.3), dass

Xo

Z(X0) — Zizfll) BN

- n—00
=1

Da E[I?] = b® < oo ist, gibt es auBlerdem nach [Jag], Theorem 3.1.1 auf S.55, eine Ng-
wertige ZV X, so dass

X _£ Xoo.
n n—oo &

9
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Mit dem Satz von Slutsky folgt nun

X, =XO 4 700 £, x

und (2.1.1) ist gezeigt.
Wegen der Verteilungskonvergenz (2.1.1) fiir einen beliebigen Startwert, gilt fiir jedes
k und 7 € Ny
lim p,(k,i) = P[Xw = 1].

n—oo

Da X, ein Ny-wertige ZV ist, existiert ein ig € Ny, so dass P[X = ip] > 0 und es gilt
lim pn(ZO; ZQ) > 0.

Somit ist iy ein positiv rekurrenter Zustand. Positive Rekurrenz ist eine Klasseneigen-
schaft. Da X nach Voraussetzung irreduzibel ist, folgt daher, dass X eine positiv rekurrente
Markoff-Kette ist. Deshalb gilt auch

P[Xo =] = lim p,(i,i) > 0
fiir alle 7 € Ny. Insbesondere ist X, nicht degeneriert.
Sei nun f(s) := E [s"] die p.g.f. von Y11 und h(s) :=
[Jag], Theorem 3.1.1 auf S.55, besagt auch, dass g(s) := E [s*
Funktionalgleichung

E [s"] die p.g.f. von I.
00}, die p.g.f. von X, die

erfiillt. Daher gilt
ElXo] = ¢'(1) = F (g (FA)R(A) + g(f(1))N' (1) = mE[Xo] + . (2.1.3)
Wegen (1.1.6) ergibt sich induktiv, dass

liminf F[X,] = iminf mE[X,, 1]+ A= ...

n—1
= lim inf <m"E[X0] + A E mk> =1 A < 0.
n—oo —m
k=0

Mit [Bil] Theorem 3.4 auf S.31, ist daher

F[X] <liminf F[X,] < co.

n—oo

Also konnen wir (2.1.3) nach E[X,] auflésen und es folgt (2.1.2).
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Definition 2.1.2 Sei (Xp)n eine Markoff-Kette mit Zustandsraum (E,&). Euxistiert fiir
(Xn)n ein o-endliches, invariantes Maf u, wobei fir alle A € & mit u(A) > 0 gilt, dass

P, =1 firallex € FE,

Z ﬂA<Xn) = o0
n=1

~

so ist (X)), Harris-rekurrent. (vgl. [Rev/, Ch.3, §2, Definition 2.8)

Lemma 2.1.3 Sei p = L(X|P), mit Xo aus Satz 2.1.1, dann ist X Harris-rekurrent
beziiglich .

Beweis: Wegen Satz 2.1.1 gilt fiir jedes k und ¢ € Ny, dass

lim p,(k,i) = u(i) > 0.

n—oo

Da Ny die Topologie PB(Ny) triigt, ist i — p(i, j) eine stetige und beschriankte Funktion.
Mit der Definition der Verteilungskonvergenz gilt daher fiir alle j € Ny, dass

p(j) = T prya(k,5) = lim > pu(k,i)p(i ) = 3 n(i)p(i. ),

=0

was gerade die Invarianz von p zeigt. Nach Voraussetzung ist X mit Zustandsraum N
irreduzibel. Also ist Ny eine verbundene Klasse und wegen [Rev] Ch.3, §1, Theorem 1.7
folgt die Behauptung.

O

Satz 2.1.4 Ist ein Markoff-Prozess (X,)n=0 mit Zustandsraum (E,&) Harris-rekurrent
beziiglich eines invarianten Mapes p, so gilt fiir jedes f und g aus L*(E, &, ) mit f,g >0
und u(g) > 0, dass

i=0 fs N(f)
Zg(f(i) n—oo fu(g)

Beweis: Siehe [Rev], Ch.4, §3, Theorem 3.6.
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Lemma 2.1.5 Sei X, wie in Satz 2.1.1, dann gelten folgende Aussagen:

EZ;&“bewQ:T?E (2.1.4)
%g;&f%?mxng%E (2.1.5)
% > A;_j4-1 n{iﬁ IE_}(K}+>1} (2.1.6)
%y@fimnﬁgEixfiJ (21.7)

Beweis: Wegen Lemma 2.1.3 ist X beziiglich dem invarianten Mafl p = £( X |P) Harris-
rekurrent und wir konnen Satz 2.1.4 anwenden. Sei dabei im gesamten Beweis stets g = 1,
also p(g) = 1. Sei zuerst f(z) = x, dann ist wegen (2.1.2) u(f) = EF[Xs] =
f(x) € L*(Ny, B(No), 1). Daher gilt mit Satz 2.1.4, dass

% bzw.
—m

A

n n—1
1 1 fs.
— X1 =— X, — F| X = —
n; ! n; n—00 [ ] 1—m

und

—1 —0 f.s.

Also sind (2.1.4) und (2.1.5) gezeigt. Setzen wir f(z) = r%l, soist f(z) <1 fiir > 0, also
gilt f(z) € L' (No, B(No), it). Es folgt wieder wegen Satz 2.1.4, dass

les 1 g 1
_Z 1+1 E;XiJrlnﬁooE{XooJrJ

und (2.1.6) ist bewiesen. (2.1.7) folgt daraus direkt, da

I X fs. 1 Xoo
S N 1-FE —E .
n i1 Xi—1+1 ZZ z 1—|—1 n—00 [Xm+1} |:Xoo+1:|

Um (2.1.8) einzusehen, betrachten wir nun den Prozess

X = (Xn)n21 = (anlaXn)n
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mit Zustandsraum N2 und zeigen, dass dieser ein invariantes Maf} besitzt und beziiglich
diesem Harris-rekurrent ist. Sei p(i, j) die Ubergangswahrscheinlichkeit von X, wobei i, j €
Ny. Wir zeigen nun, dass durch

p(2,y),C) == ply, Ny, i) (x,y) €N, C €PN
j=0
der Ubergangskern von X gegeben ist. Dazu miissen wir priifen, ob
P[X,41 € C|.%,] = p(X,,C) fiir alle C € P(N2). (2.1.9)

Es reicht aus, die Aussage fiir jeden Punkt (a,b) € N2 zu zeigen, da diese die o-Algebra
P(NZ) erzeugen. Da X eine Markoff-Kette ist, gilt P[X, 1 = b[.%,] = p(X,,b). Daher
erhalten wir mit

P[Xpi1 € {(a, )} ] =E [H{Xn Cay L, b}y%]

=1, = a2 |1 =)
:ﬂ{Xn _ a} - P [Xn_H = b|ﬁn]

:]l{Xn — a} -p(Xn, b)

= p(Xn ) L) (X, 5)

die Gleichung (2.1.9). p(-, -) ist also der Ubergangskern von X. Sei durch

iz, y) = p(x)p(r,y),

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (N2, B(N2)) definiert. Weil u = £(X|P) das invariante
MaB zu X ist, gilt pu(j) = > oy u(@)p(i, j), fiir alle j € Ny. Es folgt

DO i y)p((2,y),C) =Y > p@)p(r,y) > ply, 2) Loy, 2)
=> u)> ply,2)1c(y, 2)
=i(C)

fiir alle C' € PB(NF). Daher ist i das invariante MaB zu X. Um die Harris-Rekurrenz von
X zu zeigen, sei nun (z,y) € N2 mit fi(z,y) > 0. Somit ist p(x) > 0 und p(x,y) > 0 und
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es gilt wegen der Harris-Rekurrenz von X, dass fiir alle z = (21, 22) € ]N%
l=pr Zl IL{)(n_l = ;p} p(xuy) = OO’XO = ZI7X1 = ZQ]

=P Z IL{Xn—l =z} p(Xn-1,9) = OO‘XO =2z,X1 = Z2]
Ln=1

=P Z H{X 1=z} E [H{Xn = ?/}|g\”_1_ - OO‘XO =721, X1 =2
Ln=1

=P ZE |:1{Xn—1 =}’ IL{Xn = y}|ﬁn_1_ a OO‘XO =21, X1 = 29

Ln=1

=r ZE [1{(%31)}(5(71”?71—1} = OO’X1 =z
n=1

Nach [HH], Korollar 2.3 auf S.32, bedeutet dies aber auch, dass

P 2110
n=1
ist, was die Harris-Rekurrenz von X beziiglich ji zeigt. Setzen wir nun f(z,y) = o4, SO
ist f(w,y) € L'(Ng, B(NG), /1), denn
~ > i y o 1 xr
() gu(w)y;p(x,y)x+l ;u(ﬁf)x+1 ; +
— maz + A
mXe + A m(Xeo +1) —m+ A 1
[Xoo—i-l} { X 41 } m+ (A —m) {Xoo-i-l <00

Wegen Satz 2.1.4 folgt nun, dass

n

1

X; n+1 1 ~
= X;) —
nizl Xi,1—|—1 n n—i—l;f( )

und (2.1.8) ist gezeigt.
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2.2 Asymptotische Normalitidt und Konsistenz

Lemma 2.2.1 Secien Z, € R? und W € R**? gegeben durch

1 < ) ) 02X + b?
— N g Elo*X, + V'] E [—
NG ; Xeo+1

Zy = und W = . (2.2.1)

1 z”: i R A

Ve X+ 1 X, +1 (Xoo +1)2

Dann gilt

Z, LN (6, W) . (2.2.2)

Beweis: Mit dem ,,Trick” von Cramér-Wold reicht es zu zeigen, dass fiir jedes feste ¢ =
(c1,c2)" € R?\ {0}

Az, 5 N (6, c’Wc> : (2.2.3)
Wir mochten nun den Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale ([HH] Theorem 3.2 / Co-
rollary 3.1, S.58) anwenden. Dazu zeigen wir nun, dass die Voraussetzungen dafiir erfiillt
sind. Setze

k
my . 1 Z Ca R
Mk .—%i_1<cl+m)€l furOS/{:SnEN

und definiere 7™ := %, fiir alle n € N. M ist Z-93(Ny)-messbar. Weiterhin gilt fiir
alle 0 <k —1<k <n, dass

k—1
P = 23 (e ) a g (ot ) B o]
(11:6),
_ ™
- k—1
und daher, dass
EMP| =B [M"] =.. = B |M"] =0,

Also ist
(M, 7.0 <k <nn>1}

ein Martingalfeld mit £ [M,g")} = 0 fiir alle 0 < k < n,n > 1 und wegen (1.1.7) auch
quadratintegrabel. Seien nun

. (n n) 1 Co
o= M = M2, = 2 ()
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die Martingaldifferenzen des Martingalfeldes. Um die bedingte Lindeberg-Bedingung nach-
zupriifen, sei § > 0 vorgegeben. Setze ¢ := (c; + ¢)? und sei K € RT beliebig, dann ist
mit Gleichung (1.1.7)

L) = 3 B |0 114, > 0770

2
Co 2
== — =2 ) Elé1
> <Cl X 1) {5’“ {(da)* > 5}

-1

5]

1 ) -
< “n ZE [Skﬂ{si > 0°n/¢} J’“l}

1 ,
Gt {%1{52 > 5%/5}‘%—1} L > K}
) n Xg—1 2
1 '
Tt Zl Ve =m)+ (= A | Ty2 o g2 | P | Ly, | < k)

k—1

n K 2
21
n 2 ~
k=1 i=1 {(_21 |Yk7i—m+lk—)\|> >0 n/c}

K
+¢é¢-F (Z\Yk,i—m\+|fk—x|

2
) 1 5 2

da {Y%,;} und {I;} unabhéngige iid-Folgen sind. Weil Y;; und I; nach Voraussetzung

X 2
quadratisch integrierbar sind, gilt £ [(Z |Yii —m| + |1 — )\|> ] < 00. Demnach ist
i=1

K 2
lim E (Z Yii —m| + I — A\) LI ; —0.
e i—1 {(zlm,i—mwk—M) > 52n/6}

Setze f(x) := (0?z 4+ b*) - Lizoky, ¢ = 1 und sei pp = L(X|P) wie in Lemma 2.1.3. Da
Ellf(Xo)|] € 0?E[X] + b < o ist, gilt f,g € L' (No, B(No), it). Wegen Satz 2.1.4 folgt
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nun, dass

n

12(02—’@—1 +0%) - H{Xk; 1> K} S (0" Xoo +0%) - H{Xoo > K}] ’

n n—oo
k=1

Also gilt fiir alle K € R*, dass

n

.1 2 2
0.< lim Ly(8) < lim &> (0" Xy +0°) - Ly, | < )

n—00
k=1

2
+ lim é- E Z\Y m| + [T — ) 2
nee {(2 Y —m|+|I— ,\|> > (5271/0}

_ 2 2
—C’E[(OXOO—I—b)~]1{02XOO+62>O_2K+I)2}} fs..

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wegen E[02X + b?] < co kann K so gewihlt werden, dass

0< lim L,(0) < E [(02X+b2) Aoy s UZKMQ}] <c fs.

n—oo

Da e > 0 beliebig war, gilt lim L,(d) = 0 f.s. und die bedingte Lindeberg-Bedingung ist

2
© 1> (0®z +b?). Dann ist f € L'(No, B(No), 1),

+b?) < 00 und wieder gilt wegen Satz 2.1.4, dass
SLCPEENESS
n —

b
2
o+ ———) E[2F

n 2
QX, bZ
nz<c Xy 1+1) (" X1 +07)

erfiillt. Wir setzen jetzt f(z

)
da E[| f(Xoo)[] < é(0° E[Xo]

k=1
c 2
pendil2 (C”Xooi 1) (7" Xeo + )

2Xoo b2 2Xoo b2
= PF [0°Xo + V)] + 2016,F [—Jr} ’F {‘(’—+]

X +1 Xoo +1)2
=cdWe.
Also sind die Voraussetzungen von [HH], Theorem 3.2 / Corollary 3.1 auf S.58, erfiillt.
Deshalb gilt
A2y =M™ £ N (6, C'Wc)

und die Behauptung ist gezeigt.

Wir kommen nun zum Hauptresultat des Kapitels.
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Theorem 2.2.2 Im Fualle m < 1 sind die Schdtzer m,, und S\n stark konsistent und es gilt

n 1/2
(Z(Xi1 + 1)> (g — m)

=1

L 5oy _
) 1 12 — N(0,V 'wv'h), (2.2.4)
—_— An — A
(St) oo

wobei V. und W € R?*? durch

Al)

(
eleml)
T
i

E
(E[X +1 1/2 {
V =

I

E[Xoo/(Xoo +1)]
ww'+1w

E[0’Xs + V)] E

2 2
E{XH)}E

X +1
o’ X +b2]

Xoo+1 Xoo +1)2

gegeben sind, mit X, wie in Satz 2.1.1.
Beweis: Zunichst einige Voriiberlegungen. Da x — x—il eine konvexe Funktion ist und nach

Satz 2.1.1 X, nicht degeneriert ist, gilt mit der Jensen-Ungleichung (vgl. [LL] Theorem
2.2(ii)), dass

1 1
E > . 2.2.5
{XOOJFJ E[X]+1 ( )
Nach Lemma 2.1.5 gilt

Ly BN 1 fs. 1 (2.2.5)
2t E[X.] + 1)E 2
und mit N,, aus Definition 1.2.1 folgt daher, dass
IN; L (2.2.6)

n n—oo

Schreiben wir m,, um zu

1 1 1 1 — X;
D 25D 5 e kD D5 e

1 1 1

i=1 =1

: HNC
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und wenden darauf Lemma 2.1.5 an, so ergibt sich mit (2.2.6), dass

L. 1—AmE |:Xool+ 1] - (mHA_m)E {X:Jr 1D

U — 3 e 1 : (2.2.7)
1—m X +1
5 1 )\m+m—m2_m
Xoo +1 1—m
A+1l—m 1
E _
1—m [Xoo+1]

1 A4+1—m
E —1
m( {XooJrl] 1—m >_
1 Ad+1—m
Xo +1

-1

1—-m

M, ist somit stark konsistent. Man beachte, dass der Nenner des Grenzwertes in (2.2.7)
wegen (2.2.5) grofler 0 ist. Genauso wie eben schreiben wir nun A, um zu

1 « l— X, lem . 1<~ Xi,
EZXHEZ X, +1 EZX%Z X, +1
_ =1 =1 =1 =1

An
1 — 1 — 1
- X +1D)=) —— 1

I (2.2.8)

und erhalten wegen Lemma 2.1.5 und (2.2.6), dass

A 1 A 1
L Calreeme ) -2 (- )
o X . (2.2.9)
(1—m+1)E{XW+1] -1
1 A—m—+1 m 1
A(E{XOO+J 1—m +1—m_1—m)

_ { : Pﬂ_m_l =\ (2.2.10)

Xoo+1

1—-m

was die starke Konsistenz von A, zeigt.
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Um die Behauptung (2.2.4) einzusehen, invertieren wir zunéchst die Matrix V.

) =g (8 ) "
EIX.E {Xoﬁl} —1+E {X !

EXoo/ (X +1)]

(e[

(E[Xoo +1))1/2

(E[X“’ o {X + 1])

]E[XOOJrl]—l

1
Xoo+1

<E[Xoo +1]E [X:Jr 1D1/2

.5). Also ist

> 0,

wegen Gleichung (2.2

(el T (e[

1 —-1/2
w1l)

det(V) | E[Xoo/(Xu + 1)] E[X.]
(E[Xe +1])12 (E[Xe +1])12
1
EXo +1)'?E
(BlXoo +1]) {XOOJFJ — (B[Xs + 1))
1 1
ElX 11FE —1 E X, +1FE -1
Koo 1 [Xoo 1] Koo+ 1) {XOOH}
N x ] 1/2 ] 1/2
-FE = E E[X E
el Clel) el
1 1
ElXo+1 —1 E X, +1FE —
Koo+ 1] Xoo+1 [Xoo 1] Xeo+1
Wir betrachten nun mit den Bezeichnungen aus (1.1.5) die Matrix V, € R**? gegeben
durch
1 1 q 1/2 1% 1/2
n Bn<n An+1> —(n An—{—l)
_ e \ e
R (n_lAn + 1) n B, —1 " (n_lAn + 1) n B, —1 "
V, =
1A (=1 N1/2 “1F (=11 \1/2
n C,(n""B,) e n ~An(n B,) e
(n_lAn + 1) n B, —1 " (n_lAn + 1) n'B,—1 n

und erkennen mit Hilfe von Lemma 2.1.5 und (2.2.6), dass

v, Lyt

n—oo

(2.2.11)
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gilt. Durch Erweiterung der Eintrige von V,, mit n? ergibt sich mit Z,, aus Lemma 2.2.1,
dass

1/2

- 1/2 ~
VnB, (An + n) / —n3/? (An + n) n
. - L >
. (An+n> B, — n? (An—i-n) B, —n? \/ﬁizl !
VnZn IHNZ . 1 n .
B 5 1/2 i pl/2 L &
—V/nC,B, VA, B 7 Z S
(An + n) B, —n? <An + n> B, —n? =1
B o I
) PO DL RO D
(An + n) z:l~ =1
(An + n> B, —n?
=INe - n oL
s AN G
CnZa—l— aniq%—l
Bl/2 =1 1=1

(fln + n) B, —n?

Wir betrachten nun einzeln Terme der beiden Vektorkomponenten von V., Z, und erhalten

n o L "X, —mX — A
(VaZn)M = (fl +n> v i=1 ey HE; . 1ye
o ! (An+n) B, —n? N
(i 1/2 Bn <An —mA, — n/\> —-n (C’n —mC, — )\Bn> )
_( n+n> ([ln—i-n)Bn—nQ N

(fln N n) 1/2 A, B, — mA,B, _@;\Bi ;)ngn —1_—:;71(71 — By) + nAB,
B 12 ApBp — nC,y —m (Bn </~1n + n) - n2>
= (An + n) (fln N n) 5 . ILN;

= (fln + n) v (m, —m) - HNZ

(2.2.12)
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und

3

~ ~ - Xz — le;l - A
( D P

(Vo Z,)® = BY/? =1 - e
(An + n) B, —n? "
G, <An —mA, - n)\> A, (cn —mC, — )\Bn>
= B,/? - e
(An + n) B, —n? "
12 —A,C,+mA,C, + An(n — B,) + A, C, —mA,C, — \A,B,
— B! e

(An—kn) B, —n? "

G — 4,C, = A <Bn (An + n) . n2>

= BY - e
<An + n) B, —n? Na
= BY*(\y = A) - Ie.
(2.2.13)
Es folgt also, dass
. 1/2
) (An + n) (it — m)
V.7, = e (2.2.14)
(Bn)1/2 (an - )‘>
Nach Lemma 2.2.1 gilt
Zo —55 7 mit  L(Z|P)=N(0,W).

Wegen (2.2.11) erhalten wir daher mit dem Satz von Slutsky und der Definition der mul-
tivariaten Normalverteilung, dass

ViZy —=>V'Z,  wobei LV 'Z|P)=N(@0,V WV,

n—oo

SchlieBlich folgt daraus, wegen Gleichung (2.2.14) und (2.2.6), erneut mit Satz von Slutsky,
dass

(An + n> 2 (m, —m) . ([ln + n) v (M, —m)
=V, Z, + 1y,
(Ba)'? (A = N) (Ba)"? (A = )
—0 f.s.
j N@,Vwy'

und Behauptung (2.2.4) ist gezeigt.



Kapitel 3

Der superkritische Fall

In diesem Kapitel sei nun m > 1 vorausgesetzt.

3.1 Vorbereitungen

Lemma 3.1.1

Xn .S . . .
Zn Je, L, wobei L eine ZV mit 0 < L < oo f.s. (3.1.1)

m" n—oo

Xn L . . .
Beweis: (—) ist ein F-Submartingal, da mit (1.1.6) gilt, dass fiir alle n > 1
m" n>0

[l ] -t S
mn mn mn-
ist. Da
Xn Xn X A
supE{—]zsupE{E{—ﬁn_lnzsupE[ 1 —}:
neNo m" neNy m" neNo, Lm"Th m”
S = A
=sup F | X+ — :E[XO]+Z_k
neNo = =1
=F [X()] + 1 < 00
ist, existiert wegen des Martingal-Konvergenzsatzes von Doob ([HH], Theorem 2.5, S.17),
Xn .S . . X?’l .
eine ZV L, so dass — 12, I und E[L] < liminfE {— < 00. Also ist auch L < oo
m" n—oo n—o00 mn
f.s.. Es bleibt also noch zu zeigen, dass L > 0 f.s. gilt. Dazu zerlegen wir X wie in (1.1.4)
in unabhéngige Galton-Watson Prozesse 2, k =0,1,..., so dass
X =020 +3 "z (3.1.2)
k=1

23
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Bezeichne ¢ = P [Zﬁbl) = 0 fiir ein n € N]| die Aussterbewahrscheinlichkeit eines superkri-
tischen Galton-Watson Prozesses, der mit einem Individuum startet. Es gilt ¢ < 1 (vgl.
[Jag|, Theorem 2.3.1, S.22). Wegen (1.1.3), folgt mit [AN], Ch.I.6, Theorem 2 (iii) auf S.9,
dass A

(i)
lim =% =0
n—oo MM

)

P lim ”k:0]:q<1

<P

n—oo Nk

fur alle k,i > 1. Setze o := P[[; = 0], dann gilt

lim +
n—oo mM" Pt m"

) O]

[ oo kZ(Ik) " 00 kZ(Ik)
<P ﬂ lim ﬂjzn—’f: unat ’HP lim ﬂjzn—’fzo
| k=1 k=1
B ﬁ ol g Wk o g w4
= im =0,1;,=0| + P | lim =0,1; >0
Pl n—oo MmMm n—oo MM
0 N (Ix)
§H<a+P lim =% — 0|1, > 0 -P[Ik>0]>
n—oo "
k=1

Somit ist L > 0 f.s. und die Behauptung ist gezeigt.
O

Lemma 3.1.2 Sei L die ZV aus Lemma 3.1.1. Es existieren reelle ZVen K und K, wobei
0 < K <00 fs., so dass Folgendes gilt:

n

1 f.s

3.1.3
P R g (3.1
1 & s L
— Y x, L, MR (3.1.4)
mm P n—oo 1M, — 1
1 - fs. L
SN 1y e 2 3.1.5
mni:1( 1+1) — — (3.1.5)
& &; fs -

K 3.1.6
i=1 Xic1+1 n—ooo ( )
] — X;

- L m (3.1.7)

n i1 Xi—l —|— 1 n—oo
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n—oo

Beweis: Sei w € M = {w|m_”Xn( ) — L(w), 0 < L(w) < oo}. Also existiert fiir
L(w) > e >0 ein ng(w) € N, so dass fiir alle n > ng
Xn(w)

mn

0< L(w)—e<

< L(w) + ¢ < o0.

Deshalb gilt

o no e —i

Z Xz_l - Z X Z m=i X (w) +m™

i=1 =1 Z_l i=no

<ng+ZL

i=ng

Wegen der Monotonie der Folge, existiert fiir alle w € M ein Grenzwert K (w). Nach Lemma
3.1.1 ist P[M] = 1, also existiert f.s. der Grenzwert K. Da X < oo f.s., folgt auch

o0

1 1
0< <N K fs
X0+1_ZX~_1+1 Js

i=1

und (3.1.3) ist bewiesen. Sei nun € > 0 beliebig und w € M. Dann existiert ein ng(w), so
dass fiir alle n > ng: |L(w)m"™ — X,,(w)| < &-m". Somit ist

1 <& L 1 — , ' I
3 0] [ 5o+ o)
: "\ .., mL(w 1 — .
< nlggo L(w) Zm - _( 1) — Z(L(w)m - Xz(w))‘
1=1 =1
n—1 n
= L(w) lim Zm i M i | E (L(w)m' — X;(w))
n—oo m — n—oo [ M
=0 i=1
~
1
< lim —Z(L(w)ml — Xi(w))| + lim Z e-m'
n—oo | M" n—oo
=1 1=ng
=0
o.M
= Sm—1

Da e > 0 beliebig war und P[M] = 1 gilt, folgt (3.1.4). Aussage (3.1.5) ist eine direkte
Konsequenz aus (3.1.4), denn

n

1

— N (X Xi+m™ n—m™ X, +m™"X 3.1.8
R e s ST
s. L L
f%m—+0 L+0=—"— (3.1.9)
n—oo m — 1 m—1
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n
€;

ZXi_l +1

Als néchstes beobachten wir wegen (1.1.6), dass (
i=1

> ein (#,),-Martingal

mit Martingaldifferenz — % ist. AuBerdem gilt

Xi—1+1
(1..7) O’le—i-b 2 >
E 0"
S8 [t P L e < e Y
(3.1.3)
< oo f.s.,

woraus wir mit [HH], Theorem 2.17 auf S.35, (3.1.6) folgern. Wegen (3.1.3) und (3.1.6) gilt
dann

_ = szl - zl+ —m+ A
_Z ’Ll+1 Z z1+]- Z 21+1

n

= — - m —m ———
n XZ 1+1 ni:1X¢,1+1
—>va.s. —>va.s.
f-s.

wodurch Aussage (3.1.7) bewiesen ist.
U

Satz 3.1.3 Sei d € N beliebig. Setze A, := (0},...,0%) und A := (&,...,58%), wobei fiir
j=1,....d
anjJrl - anfj - Lo
4 urj <n
Oy, = (Xn—j +1)1/2 firy = (3.1.10)

0 sonst

und &7 unabhingige, N'(0, 0?)-verteilte ZVen sind. Dann gilt

A, —£5 A in R% (3.1.11)

n—oo

Beweis: Wir zeigen dazu die punktweise Konvergenz in ¢t € R? der zugehorigen Charak-
teristischen Funktionen @a, (t) gegen pa(t) fiir n — oo . Daher sei ohne Einschrinkung
n > d. Wir definieren zunéchst die Zufallsvariablen

Ul = exp (it;07) (3.1.12)

und

d d
, 1
=[] U} exp (—502 > t§> : (3.1.13)
Jj=1
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Setzen wir

(H U,ﬁ) exp (——02 > tl) : <U,{ — exp (—%a%@)) : (3.1.14)

l=5+1

so konnen wir mit Hilfe einer Teleskopsumme R,, umschreiben zu

gl ) i) 2

Vi,

(3.1.15)

M- 1

1

J

Seien ¢y (s) := Elexp(is(Y —m))] und ¢;(s) := Elexp(is(I — A))] mit s € R die Cha-
rakteristischen Funktionen der zentrierten Nachkommen- bzw. Immigrationsverteilung. Da
{Y,...} und {I,} zwei voneinander unabhéngige iid Folgen von ZVen sind, gilt nun

i X, mX,_; — A
E[U.Z,_j] _j Z lix, ,—nE |exp ( t E; - 1)1/]2 ) 'ﬁn_j]
L n—j

[ Yien vl — L ivi — A
St eXp( St Vengin = m) + (i ))\JOZ]
=0

(+ D7
- St [T (3 5 o (2472
- Z Lx, = HE {exp ( 3;1 1_>1/2)>} " {exp ( ﬁﬂ
=St o () o (i)

t t

- [W ()] J@‘” (o)

Nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir iid ZVen und dem Satz von Slutsky gilt, dass

! !
1 Mo
iy 2 =) = g e =) 0 N0
i=1 ~— i—1
—1

und somit auch

o ()] == w0 ~ow (574)
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punktweise fiir jedes feste s € R. Wegen Lemma 3.1.1 gilt X, %, oo fiir n — oo und
s +— pr(s) ist stetig. Daher folgt nun aus den obigen Uberlegungen, dass

Xn—
t; Y i
j I m =773
lim E[U}]#,-] = lim lw ((xn_j + 1)1/2)] (,}Loo (Xn—j + 1)1/2)

—0 f.s. (3.1.16)
f.s. 1
= exp (—50225?) .

(H U,Q) exp (—%cﬂ ;l tz) ( Ui — exp (—%02%2-)) '%—a‘]
- (HU,Q) exp (——a lzjgltl)‘ ‘ (U} |:Fn—j] — exp (-%02@)‘
< |B U3 F0-s] = exp (—%02@) !

folgt aus (3.1.16), dass

|EV,]|F0ey]| = |E

lim |E[V]|#,_]| =0 fs. (3.1.17)

n—oo

Mit den Definitionen von U7 in (3.1.12) und R,, in (3.1.13) ergibt sich aus (3.1.15), dass

n—oo

r d
. 1
= nh_)noloE exp ( Zt ) — exp (—502215?)]
j=1
d 1 d
= JinoloE Hexp zt (53 — exp (—502 Zt?)]
j=1

_Jl

d d
= lim F HUTJL — exp (——azztf>]
Lj=1

= lim F[R,]

n—o0

Tim {ipa, (t) — pa(t)} = lim {E fexp (it/A,.)] — exp (—30—2 > t?) }

d

>

Jj=1

= lim F

n—oo
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Daraus folgt wegen der Beschréinktheit der Folge (V)7),, mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz und (3.1.17), dass

d
llm {on, (1) ZT}LU;OE VI ]
DS
Jj=
07

womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 3.1.4 Sei (c;); eine reelle Folge, so dass >, ¢; < 0o. Dann gilt

nJ+1 mXn,_j— A ¢ 2OO 2
)
7j=1

Beweis: Wir definieren mit Hilfe von ¢/ und ¢’ aus Satz 3.1.3 die ZVen

d d
Win = ZCJ@JA‘L und Wy := ch(V n,d € N.

i=1 j=1
Da z — Z?:1 c;x; eine stetige Abbildung von R? nach R ist, folgt mit dem Satz von der
stetigen Abbildung direkt aus Satz 3.1.3, dass

Wi —=— W, (3.1.18)

n—oo

Nach Definition der Normalverteilung ist

LWy |P) =N (o, > c§> .

Jj=1

Mit Hilfe der Charakteristischen Funktionen und dem Stetigkeitssatz von P.Lévy folgt dann
wegen

d—oo

d (3]
- L, 2,2 L, 2,2
lim E [exp (itWy)] = dll_}rilo exp (—50 Zlcjt > = exp (—50 Z;cjt
j= =
fiir jedes t € R, dass

d—o00

Wy — N (0,022c§> . (3.1.19)
j=1
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Sei nun € > 0 vorgegeben und ohne Einschrinkung n > d. Dann ergibt sich mit der
Tschebyscheff-Ungleichung und (1.2.4), dass

2
1 o1 = 4
PlWip = Wan| > €] < 5B (W — Woal?] = =2 .Z ;0
Jj=d+1
1 - 7)2 2 (V]
— gE Z (cj5n) -+ 5—2E Z Ci(Sanén
j=d+1 0<i<j<n
LS epmEr )] 2E| Y bl BEZ.
2 i n n—, 2 n-t n n—1
S S c 0<i<j<n ~
= 6_2 Z C?(O’2 +b2)
j=d+1
ist. Deshalb gilt fiir alle ¢ > 0, dass
lim limsup Pl[We, — Wan| > ¢] < 1i “2+b2§: 2_ (3.1.20)
dLIEO lin_)solip d,n n,n gl = dilg -2 ol Cj = U. .
j:

Wegen (3.1.18), (3.1.19) und (3.1.20) sind die Voraussetzungen von [Bil], Theorem 3.2 auf
S.28 erfiillt, weshalb nun

n

Xnjp1—mX, j — A L 2N 2
ch (X, + 1)1/2 =Win — N 0,0 ]Z_;Cj

Jj=1

gilt. Somit ist die Behauptung gezeigt.

Theorem 3.1.5 Flir jedes o > —% gilt

n

Z(Xi_l + 1)a(XZ — mXi_l — /\)
P r N 0 ) (m _ 1)2a+1
0 m2a+l _ ] :

n a+1/2 N—s00
(Z(Xil + 1))

=1

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass

- ey i— ey Xl — mXi—l — A n(a
> l(X“ + 1) — (m L) “/2} X0 s 0p (m™+1/2) (3.1.21)

i=1
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fiir n — oo, wobei L die ZV aus Lemma 3.1.1 ist. Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung
gilt

n

1 , 1| Xy —mXio — A
e el B
(Xi1+1)2

mfn(aJr%)

i=1

n ()4—}—l

et |y ity (Xz'—l + 1> T pard| D) X mXio — A
i—1 1
i=1 m (Xim1 +1)2
< m—n(a—&-%)UTlL/Q ) an/2’
(3.1.22)
wobei )
a+1/2
Zmz 1)(a+1/2) [(X -1+ 1) _ La+1/2]
mz 1

und

N Xi—mX,_; — \)?
V, = (1—-1)(a+1/2) ( 4 i—1 )
Z m Xifl +1

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach Lemma 3.1.1 fiir fast alle w € €2 ein ¢, so dass fiir

alle ¢ > 14
at+1/2 2
[(M) Y — La+1/2(w)] <

ml*l

ist. Daher gilt fiir fast alle w € €2, dass

n—00 n—o00 -
=1

10 a+i 2
lim sup m~"@+2) U, = lim sup m"(*2) Zm(i_l)(a+%) [(M) . LO‘J“%]

n—oo

n Ot-l—l 2
+ lim sup mfn(a+%) Z m(ifl)(aJr%) [(Xz—l + ]_> 2 B Loﬂré]

iio

<0+ lim m~ n(a+3) Zm(Z Dia+3) . ¢

n—oo

=0
nlat

— ¢ lim et T o) —1

n—oo m(aJF%) —1
B €
Comlat1l/2) 17

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt
met A I g gy, men(etayl/2 I (3.1.23)

n—oo n—oo
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Weiterhin gilt wegen (1.2.4), dass

"\ X, —mX; 1 — )2
li E —n(a+1/2)Vn — —n(a+1/2) (z—l)(a+1/2)E ( v i—1
< < lim m —n(a+1/2) Zm(z 1)( a+1/2)(0_ +b2)
n—oo i—1

n(a+1/2) _ 1
_ (2 2\ 1: —n(a+1/2) M
= (07 +87) lim m A2 1
B o + b2
- ma+1/2) _ 1"

Dies impliziert:
(m @2V baw. (m’%"(o‘%)‘/}fﬂ) ist straff in Rs. (3.1.24)

Da aus (3.1.23) und (3.1.24)

mf%n(aJr%)Ur{/Z . mf%n(oﬂr%)vnlﬂ P 0

n—oo

folgt, ist (3.1.21) mit Abschéitzung (3.1.22) gezeigt.
Um nun die Behauptung des Theorems einzusehen setzen wir

n _(a+1/2)
=1

fir a > —% und schreiben

n 7(054’1/2) n
(Z(Xi_l + 1)) Z(Xi_l + 1)a(Xl — mX,-_l — )\)
i=1 1=1

Xi — mXi_l - A

3.1.25
(Xiz1 +1)3 ( )

SR D DIC PR

n

+Wa na+ )Z( i— 1L)a+1X mXi_l—)\.
i=1 (Xioq +1)2

Da W wegen (3.1.5) fast sicher gegen eine reelle ZV konvergiert, gilt mit (3.1.21) und
Satz von Slutsky, dass

L 1 4 X —mXi — A
W moreta)l Yy [(Xz-fl +1)0Fe — (mz’lL)C“*E] TR A P (3.1.26)
i—1 (Xisa +1)2 noee
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AuBerdem folgt aus Satz 3.1.4 mit ¢; := ((m — 1)m~")**2 wegen (3.1.5) und dem Satz von
Slutsky, dass

we. et 3) Z(mi—lL)oﬁ-% Xi —mXi 1_ A
i=1 (Xica +1)2
A AR et X —mX g — A
() S B
m—1 i—1 (Xifl + 1)2
N " Am—1 _i=1 (Xn—i + 1)%

N~
—

L 2 - 2 o (m —1)%+!
mN(OvU Z) =N(07f’ E 1)
=1

Wendet man wieder Satz von Slutsky an, so folgt aus (3.1.25), (3.1.26) und (3.1.27) die
Behauptung.

[aiy

g

3.2 Asymptotische Normalitit und Konsistenz

Theorem 3.2.1 Im Falle m > 1 ist m,, ein stark konsistenter Schdtzer und es gilt

- n—o0
=1

" 1/2
(Z(Xil + 1)> (m, —m) N N(0,0%). (3.2.1)

Beweis: Wir zeigen zunéchst die starke Konsistenz von m,,. Wegen Lemma 3.1.2 gilt

1 n n 1 1 n n 1 n2
e X+ 1)y ——— =’ | == (X +1)y — ——

—,
n—oo M — 1

>0 f.s.

Daher gilt fiir N,, aus Definition 1.2.1

Ine /2 1. (3.2.2)
Schreiben wir m,, um zu
1 _ n? 1 «— X;

mpy

1
_— X; - i
mm 1 ZZ:; Xz'—l +1 mrn — Xi—l +1

- Trye.
1 1 n? N,

R Xi— 1 - -
mm ( 1+ )ZX_1+1 mm

i=1 i=1
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und wenden darauf Lemma 3.1.2 an, so erhalten wir mit (3.2.2), dass

L
M K_0-m
~ fso. m—1 —m
nn—»oo L o
— K -0
m—1

und die starke Konsistenz von m,, ist gezeigt. Wir zeigen nun (3.2.1) und definieren dazu
mit den Bezeichnungen aus (1.1.5)

n . ~1/2
W ::Za (An+n> ,
i=1
n € - -1/2
U, i_p- <An )
! =1 Xi*]_ + 1 " + "
und .
Vn = 71237:1 (An + n)
Es gilt

- -1/2 " £ L/ ~1/2

i=1 =1

— . Inje = - Trge
_ N7 -1 N7
1=V, 1—n’B (A —|—n>

252 ”ZX 1 ( —|—n) I/QBgl
N Bn <An +n> - TL2 Bgl (An +n)_1
n e
Zgl " n;Xz‘—1—|-1

B, (fln + n) —n?

° HNC

= (Au+n) " = Iy

und mit analoger Rechnung zu (2.2.12) folgt nun

~ 1/2 Wn _

Wegen Lemma 3.1.2 gilt

n n -1 -1
s L
Vn:n2m"<§ +1m”§ ”+1) Lo-(K.—) =0 (3.24)
i=1 X1 i=1 e
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und

U, =

—-n/2 g
R

1 n 1/2 oo 1/2
—n ‘ K.[—=—
> s (e S ) =

=1~ i=1

s 0-K
& =0.  (3.2.5)
L

Nach Satz 3.1.5 gilt mit a =0

n

Z(XZ — TTI,Xz;l — )\)
W, = = £ N(0,0%). (3.2.6)

n /2 oo
(Z(Xi—l + 1))

=1

Mit dem Satz von Slutsky folgt nun aus (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) und (3.2.2), dass

Wi —Un Te LN(O,UQ)

1_Vn n n—oo

bzw. wegen (3.2.3), dass

<f~1n + n>1/2 (My —m) - Ie LN (0,0%) .

n n—oo

Schlieflich folgt daraus mit (3.2.2) und erneut mit Satz von Slutsky, dass

N 1/2
(Z(Xi—l + 1)) (M, —m)

=1
_ (An +n>1/2 (g —m) - Ie + (An +n)1/2 (1 —m) - 1N,

(& J/
~~

—0 f.s.

N N(O,O’Q) ,

n—oo

also (3.2.1).

Bemerkung Der Schétzer A, ist nicht konsistent, denn im superkritischen Fall existiert
kein konsistenter Schétzer fiir A. Ein anschauliches Argument dafiir ist, dass die Zahl der
Individuen wegen Lemma 3.1.1 exponentiell ansteigt und die Immigration dann nur noch
eine geringe Auswirkung auf den Prozess hat. Fiir eine rigorose Argumentation verweisen
wir auf den néchsten Abschnitt.
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3.3 Die Nichtexistenz konsistenter Schitzer im super-
kritischen Fall

Ziel dieses Abschnittes ist zu untersuchen, fiir welche Parameter des GWI im Fall m > 1
keine konsistenten Schétzfolgen existieren. Dazu leiten wir zunéchst ein Kriterium her,
welches erfiillt sein muB, falls konsistente Schétzfolgen fiir einen Parameter existieren.

Sei & die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (€2,.%), unter denen der Prozess X =
(Xn)n>o ein GWI mit den in Kapitel 1 gemachten Voraussetzungen ist. Sei auch hier
F = (Zn)n>0, wobel Z, = o0(Xo, X1, ..., X,) und setze F, := o (Un>0 L%l) c &%. Fir
ein P € & setzen wir, P, := P|g, die Restriktion von P auf .%,. Da die Verteilung einer
Markoff-Kette unter P durch die Startverteilung p und die Ubergangswahrscheinlichkeit p
festgelegt ist, gilt

n—1
P ) (g, ) = (o) HP(Q% Tht1)
k=0
fiir (zo,...,7,) € NiT'. Seien P und Q aus & zwei Wahrscheinlichkeitsmale mit den

induzierten Startverteilungen und Ubergangswahrscheinlichkeiten p und p bzw. v und g.
Dann ist der Dichtequotient (likelihood ratio) von P, beziiglich @,, gegeben durch

rarp . 1(Xo) [Thzo 9(Xk, Xii1)

" p(Xo) HZ;éP(Xk,XkH)’
wobel .
LYP(w) =00 fiir p(Xo) [ | p(Xk, Xes1)(w) = 0.
k=0

Denn es gilt P, [Lg/ P = 00| = 0. AuBerdem ergibt sich fiir alle Rechteckmengen A € .%,

der Form A = {X, € By,..., X, € B,} mit By, ..., B, € B(Ny), dass

/ LY'PAp, = / L9/Fap, + / Le/Fap,
A Am{LS/ono} Am{LQ/P<oo}

/ v(Xo) [[= og(XkanH)dP
Am{LS/P<oo}p Xo) Hk:op(Xkan+1) "

:/ / IL{ () TI2=" o) >0} V(o) [T Og(l'k;l’kJrl)dP(Xo ..... Xn)
Bo g, PO ieo Pontee)=08 b0 VT2 p(, Tra)

n—1

/ Lo i 5p$k,xk+l>>o}v<xo>Hg<wk,xm>d<xm~-,xn>
Byo By k=0

=Q, (AN {LS/P < oo}) :
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wobei d(wo,...,x,) die Integration beziiglich des ZahlmaBes auf Nj™! andeutet. Da die
Rechteckmengen ein Erzeuger von .%, sind, gilt fiir alle A € .%,,, dass

Qn(A) = Qn (AN {LIY" = c0}) + /AL;?/PdPn, (3.3.1)

was zeigt, dass L9'P der Dichtequotienten von P, beziiglich @), ist.

Zur Erinnerung: Eine F-adaptierte Folge von R%wertigen ZVen (én)nZO ist konsistent fiir
ein statistisches Funktional 6 : & — R¢, wenn

0, —— O(P) firalle P e Z.

Lemma 3.3.1 Seien P und Q) aus &?. Ezistiert eine konsistente Schitzfolge fiir das sta-
tistisches Funktional 0, und ist 0(P) # 6(Q), dann gilt

LYY — 0 P-fs.

n—oo

Beweis: Da wegen der Konsistenz 6, —— (P) gilt, kann man eine Teilfolge (ny)

n—oo

auswiihlen, so dass 6, — 6(P) P-fs.. Wieder wegen der Konsistenz gilt dann auch

On, % 0(Q). Es gibt nun eine weitere Teilfolge (n;); C (ng)i, so dass 6, — 6(Q)

@-f.s. und insbesondere ém — 0(P) P-f.s. gilt. Wir definieren die Menge

M := {ém — H(P)} € F.

l—o00

Da 0(P) # 0(Q), folgt nach den obigen Uberlegungen, dass
PM)=1 und Q(M)=0. (3.3.2)

Die Mafle P und () sind also singulér zueinander.
Als néchstes beobachten wir, dass fiir alle £ < n

Qs (L§/P _ oo) = Q. (Lf/P _ oo) = Q. (p(XO) ﬁ (X, Xpi1) = o)

k=0

< @n (p(Xo) ﬁp(leXk+1> = 0)

k=0
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gilt. Somit ergibt sich wegen (3.3.1), dass fiir beliebige k < n und A € F
J pmap = [ 1gmap, = .(4) - @ (an (187 = oc})
L W@ (an {87 = o))
= [ e u(an {57 <)) <@ (an 207 = )

< / L¥"ap,
A

was zeigt, dass <L;CL2 / P) ein nichtnegatives (P, F)-Supermartingal ist. Nach dem Martingal-

Konvergenzsatz ([HH|, Theorem 2.5, S.17) existiert nun eine nichtnegative ZV LY ¢
LY(Q, Z, P), so dass
LYP 9P pfs. (3.3.3)

n—oo

Sei nun A € |J,5, Fn beliebig, dann gibt es ein ng > 0, so dass A € #,,. Wegen des
Lemmas von Fatou und der Supermartingaleigenschaft gilt dann, dass

/ LYPAP < liminf / LYPAP = lim inf / LYP ap
A A A

no+n
n— 00 n—oo

< /A LYPAp = /A LYPAP,, = Qu,(A)

= Q(A).

Da Un20 ., eine Algebra ist, gilt aufgrund der Eindeutigkeit im Fortsetzungssatz fiir
o-endliche Pramafe, dass auch

/ LY/PAP < Q(A) fiir alle A € Zs.
A
Insbesondere folgt fiir Ml wegen (3.3.2), dass

Ep [LYT] = / LYPdpP = / LYPAP < QM) =0,
Q M

woraus wir LYT = 0 P-f.s. schlieflen. Zusammen mit (3.3.3) folgt die Behauptung.

g

Fiir eine ZV Y bezeichnen wir mit spanp(Y') die grofite Zahl a € N, so dass Y =b mod a
P-f.s. fur irgendeine Zahl b € {0,...a — 1} gilt. spanp(Y) ist also die Gitterweite der
Verteilung L£(Y|P). Des Weiteren definieren wir fiir m > 1 und ¢ > 0 eine Klasse von
Wahrscheinlichkeitsmaflen:

€ (m,o?) := {P S ‘ EplYi1] =m, Varp[Yi] = 0%, Ep[Y4] < o0,
(3.3.4)
spanp(Y11) =1 und Ep[1] < oo}
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Lemma 3.3.2 Seien P und Q, nicht notwendigerweise verschieden, aus € (m,o?) mit
m > 1 und g die durch Q induzierte Ubergangswahrscheinlichkeit von X. Dann existiert
eine Folge von F-adaptierten ZVen (F,)n, so dass

1 (Xn 1 mX’ﬂ)2
9K Xni1) L0} = —o—gse XD {_ 27X

und fiir P-fast alle w € Q ist F,11(w) = O (

} 14+ Fota] Lix, >0,

n

) 1o

Beweis: Wir definieren fiir k € Ny, / € Nund z € R

k —ml 1
yk:,l = 0'—\/27 ¢($) = \/%

wobei k eine geeignete reelle Konstante ist. Dann gilt nach [Pet] Ch.VII, §3, Theorem 13
auf S.205, dass

2 und  a(x) = ¢(x) - (2% — 33)(63) 'k,

aViQ

Vi

wobei fi(k,1) = o (I7'/?) fiir | — oo gleichméBig in k ist. Weil sup,cg [(z)] < oo, folgt
nun, dass

l
Zyi’j - k] - d)(yk,l) + Oé(yk?l) + f1<k7l)7
j=1

Q

l
> Y= k] = —6(yr) + folk.),

oVl

wobei fo(k,1) = O (I71) fiir | — oo gleichmiBig in & ist. Da {Y;;} und I; unabhiingig sind
und Y7 ; > 0 gilt auch, dass

g(l,l{?) =Q

l
d V44 = k]
j=1

:ZQ {Zyl,j:k;—i}m{h:i}]

1l
d Vij=k-— z] QI = i] (3.3.5)

Lj=1

Q
k
= Z (%Qﬁ(yk—i,l) + fa(k, l)) QL =1

1 .
= ﬁ?ﬁ(ykfi,l)Q[[l =i+ f3(k, 1),
wobei f3(k,1) = O (I™1) fiir | — oo gleichméBig in k ist. Da ¢; := sup,cp |¢'(x)| < oo, gilt
nach dem Mittelwertsatz, dass

k —ml )
—il) — —— )| <¢gp—= firi=0,...,k
d(Th—iy) gb( i )‘_010\/2 ir 4
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und somit auch, dass

oVl o
1 k—ml
< — Thi L =1
< l;¢(k ) ¢( i )’Q[l ]
€l
S 3 ZZQ[Il = 1
i=1
Cl)\Q
- o2’
wobel A\g = Egll1] < oo ist. Also gilt
k —ml
Th— I =i] = fa(k,1), 3.3.6
O L T
wobei fy(k,1) = O (I™1) fiir | — oo gleichméflig in k ist. Des Weiteren gilt
kY QLi=d< ) iQlh=i-—0
i=k+1 i=k+1

¢<’;’—\T}Ll>‘::cg<ooist

Ui/_ (k ml) ZQIH—Z S;QZQA—Z

da Eg[li] < oo und wegen supy, ;>

i=k+1 i=k+1
Daher gilt
1 k — ml =
7 ST QI =] = f5(k, 1), (3.3.7)
g 1=k+1
wobei f5(k, (k=1 fiir k — oo gleichmiBig in [ ist. Mit den Gleichungen (3.3.5),

(3.3.6) und @, 37 )O ergibt sich, dass
g(l, k) i—\/[ O(Y—is) ¢(k0_\;‘l>+¢<k0__}7l)}62[11=i]+f3(k71)
(i ) ? () o=

Ulﬂcb( )+f5 )+ fo(D),

N
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wobei f5(k) = f5(k,l) = o (k™) fiir K — oo gleichmiiBlig in [ und fs(1) = fe(k,1) = O (1)
fiir | — oo gleichméfig in k ist.

Wegen Lemma 3.1.1 gilt fir P-fast alle w € Q, dass X, (w) = O (m") fiir n — oo und
daher auch fiir P-fast alle w € 2, dass X,,(w) ——> co. Somit ist

1 Xpy1 —mX,

0\/X_n¢( J:\/X—T: ) + f5(Xny1) +f6(Xn)) Tix, >0y,
(3.3.8)

wobei fiir P-fast alle w € Q gilt, dass f5(X,41(w))+ f6(Xn(w)) = O (m™) fiir n — oo. Nach

einem Analogon zum Gesetz vom iterierten Logarithmus fiir den GWI ([HL], Theorem 4)

gilt fiir P-fast alle w € €, dass

Xoi1(w) —mX,(w) -0 (@) . N — .

202X, (w)

g(Xm Xn+1)1{Xn>O} = (

Also gilt auch fiir P-fast alle w € €, dass

(X1 (w) = mXp(w))?
202X, (w)

exp

}:mm,nﬁm. (3.3.9)

Wir definieren

2 (Xn+1 B an>2
o= (f5(Xpt1) + f6(X0)) - V2102 X, exp 202X Lo

Dann ist F}, eine .#,-messbare ZV. Da fiir P-fast alle w € 2 gilt, dass v/ X,,(w) = O (m"/Q)
fir n — oo und f5(X,11(w)) + fo(Xn(w)) = O (m™™) fiir n — oo, ergibt sich mit (3.3.9)
fiir P-fast alle w € €}, dass

Foii1(w) =0 (m2/2> , N — 00.

Schreiben wir (3.3.8) um zu

1 (Xn 1 — an)2
9(Xn, Xn1) Lix,>0p = Norr ol {— +202X [1+ Fri1] Igx, >0},

so folgt die Behauptung.
O

Satz 3.3.3 Sei 0 ein statistisches Funktional auf 22 und sei € (m, o?) wie in (3.3.4). Exi-
stieren fiir beliebiges m > 1 und o > 0 zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P,Q € € (m, c?) mit
O(P) # 0(Q), so dass fiir deren induzierten Startverteilungen und Ubergangswahrschein-
lichkeiten p und p bzw. v und g gilt, dass p < v und p(z,-) < q(x,-) fir alle x € Ny, dann
existiert kein konsistenter Schdtzer fiir 6.
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Beweis: Nach Lemma 3.3.1 geniigt es zu zeigen, dass lim, . LY" > 0 Pfs.. Da p die
Startverteilung und p die Ubergangswahrscheinlichkeit von X unter P ist, gilt dass

n—1

p(Xo) [ [ p(Xk, Xps1) > 0 fiir alle n € Ng  P-fs..
k=0

Und weil p < v und p(z,-) < ¢q(z,-) fiir alle z € Ny, gilt auch, dass

1Q/P — v(Xo) [Tz 09<Xk7Xk+1>
! ( U)szop(Xkan+1)

Aus Lemma 3.3.2 folgt, dass

> (0 fiirallen e Ny P-fs..

1 Xpi1 —mX,)?
9( Xy Xnt1) Lix, >0y = Nz exp {—( +2102)( ) } [1+ Fon] Lix, >0y, (3-3.10)
wobei fiir A = {we Q| F(w)=0(-25), n— oo} gilt, dass P[A] = 1. Da dass

Lemma auch im Falle P = @ gilt, folgt insbesondere, dass

1 Xpi1 —mX,)? ~
DX, Xyt L, 20y = s XD [—( ) } 1+ ot Loy, (3:3.10)
wobei fiir A = {w €Q|EF(w)=0 (-25), n— oo} gilt, dass P[A] = 1.

n—oo

Sei nin w € ANAN {X — oo} N {L;QL/P > ( fiir alle n € ]NO}, dann existiert ein
ny = no(w) und ein C' = C(w) € R, so dass

n
mn/2

X,(w) >0, |Fon(Ww)]<1/2 und |Eq(w)— Foa(w)] <C (3.3.12)

fir alle n > ng. Mit (3.3.10) und (3.3.11), erhalten wir dann, dass

L0/P () = X)) ”ﬁ 9(Xi(w), Xis1 () H e

p(Xo(w)) o p(Xp(w), Xp41(w)) P o Frp(w)

(3.3.13)
Wegen (3.3.12) gilt nun, dass
g - Lt Fen(@) :i P (w F’““ ZQC S <oo Pis,
_ 1+Fk+1(W) — 1+Fk+1 k=no

was dquivalent zu

1+ F
llmH + kHw >0
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ist. Mit (3.3.13) folgt somit, dass lim,_. L&'"(w) > 0. Da
P [AQAH {Xn /=, oo} N {Lg/P > 0 fiir alle n € ]NO}} =1

Ly

folgt lim,, > (0 P-f.s., was wegen Lemma 3.3.1 die Behauptung impliziert.

Korollar 3.3.4 Ist m > 1, so existiert kein konsistenter Schdétzer fir X.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Satz 3.3.3, denn es gibt zweifelsohne eine Vielzahl
von Wahrscheinlichkeitsmaflen P, ) € &, welche die Voraussetzungen von Satz 3.3.3 fiir
das Funktional A\(P) := Ep[[;] erfiillen. Gelte zum Beispiel £(Xo|P) = L£(Xo|Q) und
L(Y1:1|P) = L(Y141]Q), wobei E[Y}] < 0o und span(Yy;) = 1. Seien dariiber hinaus die
Immigrationsverteilungen L£(I;|P) und L£(I;|Q) dquivalent, jedoch mit unterschiedlichen
Erwartungswerten. Dann gilt P,Q € %(m,c?), p(x,-) ist dquivalent zu g(z,-) fiir alle
x € Ny, p ist dquivalent zu v aber A(P) # A(Q). Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt.

U
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Kapitel 4

Der kritische Fall

Im folgenden Kapitel ist stets m = 1 vorausgesetzt, und es gelten die Bezeichnungen aus
den Kapiteln zuvor. Sei E C R* unbeschriankt, dann ist
C(E) = {f : E — R stetig mit lim f(x) = O}
mit der Norm ||f|l := sup,ep|f(x)| ein reeller Banachraum. Bezeichne C°(R™) den
Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger auf R™*, dann
ist C°(R*) € C(RY) ein dichter, linearer Unterraum. Wir definieren nun den Operator
A:CP(RY) — CP(RT) durch
A—. 4.0.1

2 da2? dz ( )
Nach [EK] Ch.8, Theorem 2.1 auf S.371 generiert A eine Feller-Halbgruppe {7 (¢)} auf
C(R™). Wegen [EK] Ch.4, Proposition 2.9/2.10 auf S.171 nimmt der zu {7 (t)} gehorende
Markoff-Prozess X mit Startwert Xj fast sicher stetige Pfade an. Also ist (X});cr+ eine

Diffusion mit Generator A.

Ziel des gesamten Kapitels ist folgendes Theorem zu beweisen.

Theorem 4.1 Ist m = 1 und E[Y? log™ Y1,] < oo, dann sind die Schitzer m, und An
konsistent, also

- P x P
m, ——m und N\, —— .
n—o0 n—oo

Auflerdem gilt

—-1/2

(i(Xi—l + 1)) : (1t = m) —— (X = X) (/01 Xtdt) , (4.0.2)

i=1
wobei (X;); eine Diffusion mit Generator A aus (4.0.1) und Startwert Xy = 0 ist. Sind
ferner 2X\/o? > 1 und E[Y?{°] < oo fiir ein § > 0, dann gilt auch

n 1/2
(Z %) (An = A) == N(0,0%). (4.0.3)

i=1 vl +1 el

45
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Im ersten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir den Zusammenhang zwischen dem
GWI X und der Diffusion X mit Generator A.

4.1 Approximierende Diffusionen

Sei D*[0,00) der Raum der positiven rechtsstetigen Funktionen auf [0,00) mit linkem
Grenzwert (cadlag). (D70, 00), d) mit der Skorohod-Metrik d ist nach [EK] Ch.3, Theorem
5.6, S.121 ein vollstdndiger und separabeler metrischer Raum. Die genaue Definition des
Raumes und seiner Metrik ist in [EK] Ch.3, §5, auf den Seiten 116 ff zu finden. Des Weiteren
definieren wir die Folge (X™),,>1 von zeitstetigen Prozessen durch

Xl = Xl e g, (4.1.1)

n

wobei [nt] := max{k € Z|k < n-t}. Sei (9]"); == Fpy, dann ist (A7), (9")-adaptiert.
Aufgrund ihrer Konstruktion kénnen wir A} als D70, co)-wertige Zufallsvariable auffassen.
Nach [RY] Ch.I, Proposition 4.8 auf S.44 ist X™ daher auch progressiv-messbar.

Theorem 4.1.1 Sei X" wie in (4.1.1) definiert und sei X eine Diffusion mit Generator
A aus (4.0.1) und Xy =0, dann gilt

X" £, X in D0, 00).
Beweis: 1. Schritt: Definiere E,, := {£]i € No} und sei | - ||g, = sup,cg, | - | die Norm von

C(E,). Definiere fiir alle f € C(R™)

Tf(x) i= B[ (X0,) 145 = 2] = B

A, f(x) =n (T, f(z) — f(z)) mitxecE,.

Um das Theorem zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass

und

g, =0 fiir alle f € C°(R"). (4.1.2)

lim [ A, f — Af

Denn nach [EK] Ch.1, Theorem 6.5 auf S.31 ist (4.1.2) dquivalent dazu, dass fiir alle
f € CRY)
lim |7 f — T(t)f|lg, =0 fiir alle t > 0.

Dabei ist fir « > 0 7, := o7, (a — 7,,)" ! die Yosida Approzimation von 7, und {7 (¢)}
die Feller-Halbgruppe zur Diffusion (&X});. Da auch
Xo  fs.
xr =201 0= g

n n—oo
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gilt, sind schliefllich alle Voraussetzungen von [EK] Ch.4, Korollar 8.9 auf S.233/234 mit
seinen Bedingungen (i) erfiillt und es folgt die Behauptung des Theorems.

2. Schritt: Es bleibt also noch die Aussage (4.1.2) zu zeigen. Da wegen der Unabhéngigkeit
aller {Y,,;} und {L,} E[Y1; — 11| = E[Y1; — 1] E[[;] = 0 gilt, erhalten wir fiir z € E,,
und f € C(R"), dass

Anf(x) = Af(z)

—n(Tof(2) - f(x)) - 20®x"(z) — Af'(x)

2

nT

e |f (% (ZY +Il)> - f(x)] ) SUREREYA PR
+ %E {Iﬂ f'(x) - E i(lﬁ,j — )+ f(x)

—nE|f (m + % (i(ym — 1)+ 11)> - f(x)] - %E <§;(YL]~ —1)+ Il>2 f'(x)
B[S0 -0+ 1| )+

= [n (1 (24 25) = 10)) - 5200 - Sl )| + TEE ),

(4.1.3)
wobel

Spi=> (Yij—1)+1L fiir k € Ny

Wir definieren

{/ - (f” <:c + U%Sm> - f”@:)) dv] | (4.1.4)

Mit partieller Integration ist

11 1 1 11 1
_/ _Szzvf// (:E + U_Snaz) dv = _Sn:cf, (l’ + _Snx) + n/ _Snxf/ (ZE + U_Snx) dU,
o n n o n n
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so dass

"1 1 "1 1
En(x) =F |:/ _Sfmf// <x + U—Snx) dv — / —Szxvf// (ZL’ + U_Snx) dv
0 n n 0o n n

b !
—I—/ U—Szxf”(x)dv—/ —ngf”(a:)dv]
0o N n

0

11 1 1
—F [/ ~S2 " <£L’ + U—Snx) dv — S, f' (x + —Snx>
0o N n n

! 1 ! "1
—l—n/ =Spef’ (IE—FU—SMC) dv+/ U—wacf”(a:)dv—/ —waf”(x)dv]
0o n n 0o N n

0

gilt. Integrieren wir nun die Terme beziiglich v aus, so ergibt sich

o) = |Sus (7 (24 280 ) = 1)) = et (4 250
n n
b (1 (24 250) = 0)) 4 -85 0"0) - 58]
_E [_smf’(x) tn (f (3: + %s) - f(:c)) - %sgx ”(x)] |
Dies liefert nach Einsetzen in (4.1.3), dass

b? 4+ \?

o (). (4.1.5)

Anf(z) — Af(2) = enlx) +

n—oo

3. Schritt: Unsere Aufgabe ist es nun zu zeigen, dass sup,ecg, |€,(2)] —— 0. Dazu unter-
suchen wir zunéchst die ZV

/01 %5;6(1 _ ) (f" <a: + 'U%Sm> _ f”@:)) dv

Da f kompakten Trager hat, gibt es ein ¢ > 0, so dass supp(f) C [0,¢]. Ist v € [0, 1], so
gilt fiir (1 —v) > ¢ bzw. v <1 — (¢/x) auch x > c. Wegen der Abschitzung

Up(x) ==

S S =+ Vi, -DA4L ) >at0-Y ~1=z(1—
z+us z+us (Z( 1;— 1)+ 1)_x+vn; z(l —v)

J=1

haben wir somit fiir v € [0,1] und v <1 — (¢/z), dass

f// (l‘ + U%S’nx) - f”(l’) = 0.
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Also ist mit o(z,c) = (1 — (¢/)) {20y

! 1 1
Un(z) = / —52 (1 —0) (f” (a:+"u—Snx) - f”(az)) dv
0Va(z,c) n n
<[ Lsn- v 1o
0Va(z,c) n
1 2 " !
= —Spallf"lloo 2(1 —v)dv
n OVa(z,c)
und es gilt
1
271
/Ova(z § 2(1 —v)dv = [21} — }OVQ(%C)

{ fir 0> (1 — (¢/2))1 (az0y
—2(1 = (¢/x)) + (1= (¢/))* fir 0< (1= (¢/))Lazo)
{1 fir Tgazoy < (¢/2)1qzz0)
(c/x)® fir gzoy > (¢/2)lgaroy
= (1A (¢/2))* Lar0) + Liz=0}-

Definieren wir

1 1
Val@) i= =Sp oo [ A (/7)) Lazoy + Liz=op]
so folgt zusammen mit (4.1.6)
Un(z) < V(). (4.1.7)
AuBerdem ist
1 nx 2
EV,(2)] = HE (Z(YW —1)+ [1> 1/l [(1 A (¢/%))* 1w + Liomoy]
j=1

- % (nzo® + (0> + X)) | /"l [(1 A (¢/2))*Lizsoy + L{zeoy] (4.1.8)

0+ NN |
= (0 ) 1 [0 (P + o]

n

da wieder wegen der Unabhéngigkeit aller {Y},;} und {/,,} die gemischten Terme der qua-
drierten Summe verschwinden.

4. Schritt: Es gilt Folgendes:

lim sup |e,(z)| = 0 genau dann, wenn lim |e,(z,)| = 0 fiir jede
"% g€k, nos (4.1.9)

konvergente Folge (), mit x,, € E, und Grenzwert z € [0, co].
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Die Hinrichtung gilt offensichtlich. Die Riickrichtung beweisen wir per Widerspruch. An-
genommen sup, g, |€,(z)| hat nicht den Grenzwert 0, dann existiert ein € > 0 und eine
Teilfolge (ng)r C N, so dass sup{|e,, (z)| : € E,, } > ¢ fur alle £ € N. Dann existiert
aber eine Folge (z,, )y mit z,, € E,, , so dass |e,, (2, )| > ¢ fir alle & € N. Nach dem
Satz von Bolzano Weierstrafl hat jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge und
jede unbeschriankte Folge eine Teilfolge, die gegen oo strebt. Daher existiert eine Teilfolge
(my); == (nk,)i C (ng)r und ein z € [0, 00|, so dass lim; .o .y, = = und €, (z,)| > € fiir
alle 7 € N. Dies ist aber ein Widerspruch Voraussetzung. q.e.d.

5. Schritt: Um zu zeigen, dass sup,cg |en(z)] —— 0 reicht es wegen (4.1.9) fiir jede
konvergente Folge (x,), mit z, € E, und x := lim, ., x, € [0,00] nachzupriifen, ob
limy, o0 |€n(2n)| = 0.

1. Fall: Fir o € {0, 00} ist diese Bedingung erfiillt. Denn wegen der Definition von €,(x)
in (4.1.4) folgt aus der Dreiecksungleichung und (4.1.7), dass |e,(x)| < E[V,(z)]. Aus
(4.1.8) folgt somit

n—oo n—oo

b* + N\
lim |e,(x,)| < lim (Z‘nO'Q + ) /" Nl [(1 A (c/xn))21{wn¢0} + ]l{a:n:O}} = 0.

2. Fall: Sei also nun = € (0,00). Da f € C>°(R"), ist f”(-) Lipschitz-stetig und es existiert
ein K > 0, so dass

11 1
Un(z,) = / ~52 (1 —) (f” (x + U—Sm) - f”(:}:)) dv
L n
1 2 ! " 1 "
< _Snacn ' 20+ v=5n, | — f(xn)| dv
" 0 n (4.1.10)
< lS,chﬂ/ K - |v—=5, | dv
n 0 n
1
= —K nx 3

Da nx,, — oo fiir n — o0, gilt wegen des Zentralen Grenzwertsatzes und des Satzes
von Slutsky, dass

Ny I
1 L
—— W,

Ve \/_ZY“ * i

wobei L(W|P) = N(0,0?). Wendet man nun den Satz von der stetigen Abbildung
und erneut Satz von Slutsky an, so ist

1 - x3/2 1 3 B
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und wegen (4.1.10) gilt dann auch

Un () —— 0. (4.1.11)

n—oo

Sei ohne Einschrankung x,, > 0 fiir alle n € N, dann erhélt man erneut mit dem Satz
von der stetigen Abbildung und dem Satz von Slutsky, dass

1 2
Vn(xn) = (Wsnm) wn”f””oo [(1 A (C/xn))2ﬂ{xn;ﬁ0} + IL{xn=0}]

s W[ [(1 A (c/2))]

(4.1.12)

Aus (4.1.8) folgt auch die Konvergenz der Erwartungswerte, da
b* + \?

B[V (z,)] = (xnUQ + n ) ”f”Hoo [(1 A (C/xn))21{wn7ﬁ0} + ]l{xn:o}]
H O_Zfo//Hoo [(1 A (C/‘T))Z} (4113)
= E (W] "Il [ A (c/2))?]]

Die Folge (U, (%)), ist positiv und wird wegen Abschétzung (4.1.7) durch die Folge
(Vi (), majorisiert. Diese konvergiert wegen (4.1.12) in Verteilung, wobei auch ihre
Erwartungswerte wegen (4.1.13) gegen den Erwartungswert der Grenzvariablen kon-
vergieren. [EK] Theorem 1.2 im Anhang auf S.492 besagt dann, dass wegen (4.1.11),
auch

EU,(x,)] — 0.

n—oo

Da |e,(xy)| < E[U,(x,)] gilt dann auch

|€n($n)| m 0.

Nimmt man beide Fille zusammen, so folgt wegen (4.1.9), dass

lim sup |e,(z)| = 0.
n—00 CCE]En

SchlieBlich ergibt sich damit wegen Gleichung (4.1.5), dass

T [ AwS = Afle, = lim sup |4, () — Af(z)

n—00 CL‘E]En
b? + \?
2n

17" (@)l

< lim sup |e,(x)] + lim
n—oo xE]En n—oo

=0,

da f € C*(R") und Gleichung (4.1.2) ist gezeigt.
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Satz 4.1.2 Fir k € N gilt

n—1 n—1 1 1
Xn o —k—1 k L / / k
— X ..., X5 — | A1, Xdt, ..., X)tdt ),
( o ;0: n ;o o e 1 - ; (&)

wobei X eine Diffusion mit Generator A aus (4.0.1) und Xy = 0 ist.
Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung

F:D*0,00) — R () (m(l),/olx(t)dt,...,/Ol(x(t))kdt>

stetig in den Punkten z € D*[0,00) N C(R") ist. Sei nun = € D*[0,00) und (x,), C
D*[0,00) eine Folge, die gegen x konvergiert, also lim,, .. d(z,,2) = 0, wobei d die
Skorohod-Metrik bezeichne. Da {x,} relativ kompakt ist, ist nach [EK] Ch.3, Theorem
6.3 bzw. Bemerkung 6.4 auf Seite 123/124 die Folge (z,(t)), fiir ¢t € [0,1] gleichméafBig
beschrinkt. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz gilt daher, dass

1

lim [ (x,(t)"dt = / 1(x(t))’“dt

n—oo 0

fir alle & € N. Also sind die Komponenten F® bis F*+D von F stetig. Insbesondere
ist nach [EK] Ch.3, Proposition 7.1 auf Seite 127 F' beziiglich der Borel o-Algebren von
D*[0,00) und R**! messbar. Sei nun ferner x : RT — R stetig, dann gilt nach [EK]
Ch.3, Proposition 5.2 auf Seite 118 von , dass lim,,_,« ,(1) = z(1). Somit ist F' stetig in
den Punkten z € DT[0,00) N C(R™).

Nach Theorem 4.1.1 gilt, dass X —— X in D*[0,00). Da P[X € DT[0,00)NC(RT)] =1

n—oo

und F' in den Punkten z € DT[0,00) NC(RR") stetig ist, gilt nach dem Satz von der stetigen
Abbildung ([EK] Ch.3, Corollary 1.9, S.103), dass
F(X™) —£— F(X).

AuBlerdem haben wir, dass

und die Behauptung ist bewiesen.
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Bemerkung Sei X eine Diffusion mit Generator A aus (4.0.1) und &y = 0, dann gilt
1
/ (X)Fdt >0 fos. fiir alle k € N, (4.1.14)
0

Beweis: Es gilt, dass X; > 0 fiir alle ¢ € R* und nach [Jag] Theorem 3.1.2 auf S.56 ist
&) Gamma-verteilt. Daher ist X; > 0 f.s.. Wegen der Stetigkeit von ¢ — X}(w) fur fast alle
w € Q, gibt es ein € = g(w) > 0, so dass X;(w) > 0 fiir alle t € U.(1), wobei U.(1) eine
e-Umgebung um 1 ist. Somit ist auch (X;)*(w) > 0 fiir alle t € U.(1) und alle k£ € N und
es folgt (4.1.14).

O

4.2 Weitere asymptotische Resultate

Sei im Folgenden 7 := 2)\/0?. Wir werden nun weitere Grenzwertsiitze fiir Funktionale
des Prozesses X herleiten. Dazu listen wir zuerst die fiir uns wichtigen, aus der Literatur
bekannten Resultate fiir den kritischen GW bzw. GWI auf.

Satz 4.2.1 Seien p,(i,7) und q,(i, ) wieder die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines kri-
tischen GWI bzw. GW. Gelte 0 < 02,0* < oo und E[Y? log" Y1,1] < oo, dann existieren
Konstanten C1,Cy > 0, so dass

lim p,(0,0)-n" =C) (4.2.1)
und Co i
SUp g (i, ) < —o (4.2.2)
j>1 n
Bezeichne fiir 1,7 € Ny
G(i,5) ==Y pali, )
n=0
die Green-Funktion von X. Ist 7 > 1 dann gilt
o2\ 7!
lim G(,5)=(N—— < 00. 4.2.3
§—00,i/5—0 (¢.7) ( 2 ) ( )

Beweis: (4.2.1) ist [Zub] Lemma 4, (4.2.2) ist [KNS] Theorem 7 und (4.2.3) ist [Mel]
Theorem 2.
U
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Satz 4.2.2 Sei E[Y? log" Y1,1] < oo, dann ist X nullrekurrent fir < 1 und transient
fir > 1.

Beweis: Da X nach Voraussetzung irreduzibel ist, reicht es zu zeigen, dass 0 ein null-
rekurrenter Zustand fiir 7 < 1 bzw. ein transienter Zustand fiir 7 > 1 ist. Nach (4.2.1)
existiert fiir alle € > 0 ein ng, so dass fiir alle n > ny,

n~(C —¢) <p,(0,0) <n7T(C +e).

Daher gilt
o) nog—1
an(OO anoo +Zn (C+e)<oo firm>1
=0 n=no

und
[e'e) no—1
an(OO anOO +ZnT —g)=o00 firrT<1.
n=0 n=ngo

0 ist demnach rekurrent fur 7 < 1 und transient fiir 7 < 1. Weil 7 > 0 ist, gilt wegen
(4.2.1), dass lim,, oo pn(0,0) = 0. Also ist 0 im rekurrenten Fall nullrekurrent.
g

Satz 4.2.3 Sei E[Y{; log™ Y1 1] < oo, dann gilt

n

1 f.s.
ZXi—l F1 nmoo o

=1

Beweis: Nach Satz 4.2.2 ist X entweder transient oder nullrekurrent. Der rekurrente Fall
ist einfach einzusehen, da

oo [ oo

1 1
;Xi_l—l—l:w]

Xz'_l +1

M
S

P . P[X, = K|

:ZOO‘A% =k

k=0 L =1

[ oo

- 1
>> P Zk—HH{Xilzk}:OO‘XOZk PlXo=H
k=0 Li=1
=y P Zﬂ{Xi_lzk}:oo‘onk - P[Xo = K]
k=0 ~ Li=1 |
M
=1.

Wir betrachten nun den transienten Fall und definieren

n—1 -1
A
Mn::(XnH)-H(HXH) .

1=0
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(M), ist ein positives (%, ),-Martingal, denn fiir n > 0 ist

n )\ —1

-1
:g(l—i_Xl—i-l) (X, +A+1)

n AN\t A
:(X"H)g(HXﬁl) ( Xn+1)

Nach dem Martingal-Konvergenzsatz ([HH] Theorem 2.5, S.17) konvergiert M,, fast sicher

gegen eine reelle ZV M. Da aber im transienten Fall X, BEEINNS gilt, mufl dann auch

n—oo

" A
H(1+Xi+1) s

1=0

gelten. Deshalb folgt wegen

- A - A = A
= = < .S.
00 log(H<1+X¢+1>> ;log(l—i-xi_i_l)_zxi_i_l f.s

=0

die Behauptung.
O

Satz 4.2.4 Sei E[Y? log" Y11] < oo und 7 > 1. Sei weiter F : Ng — R* eine positive
Funktion mit Y " F(n) < oo, dann gilt

i E[F(X,)] < o0 (4.2.4)
und .
Y F(X,) <o fs. (4.2.5)

Beweis: Wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz gilt

> F(X)

Es reicht also (4.2.4) zu zeigen, da dies (4.2.5) impliziert. Wegen der Zerlegung von X in
(1.1.4) kénnen wir X, folgendermaflen schreiben:

E

= E[F(X,)].

XO = XO 4 70
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Dabei ist (Z\), ein kritischer GW mit Startwert ¢ und (X", eine Kopie von X mit
Startwert 0. Also kénnen wir die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit pa(i, j) von X stets
als Faltung der n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten p, (0, j) und ¢, (i, j) schreiben:

k=0

Wegen (4.2.2) existiert ein C' > 0, so dass

j—1
Pu(i.5) =D pul0,k)qu(isk — §) + Pa(0,1)gu(i, 0)
k=0
it C i (4.2.6)
<D pl0,K)=5= + pa(0,5)a (7, 0) B
k=0
C-i

< — T pa(0,).
Sei fiir Z,j € NO
G(i,5) = _ pali,j)
n=0

die Green-Funktion von X. Nach (4.2.3) existiert ein C' > 0, so dass G(0, ) < C fiir alle
J € Np. Also folgt mit der Voraussetzung an F' und (4.2.6), dass

e e} (o o lENNe o lNe 9]

> E[F(X.)] = ZZZF(J)P[Xn = j, Xo = i]
=> F(5)pn(i, j)P[Xo = i]
>0 =[O
<D Py =1 F()), (—2 +Pn(079))
=Y iPXo=1i]Y F(j)Y % + ZFU)G(OJ)
< E[XO]ZF(j)Z%JréZF(])

< 00

ist. Dabei ist die Vertauschung der Summen gerechtfertigt, da alle Summanden nicht ne-
gativ sind. Somit ist (4.2.4) gezeigt.
O
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Lemma 4.2.5 Sei 7 > 1, E[Y? log™ Yi,] < 0o und B, =Y} et - Dann gilt
—— k ert f.s. fi 4.2.7
; (Xifl + 1)2 onvergiert f.s. fiir n — oo, ( )
n )'(z—l Y, —1
MDY = ZZI z(:;(_ll 1(+ 1)2 ) konvergiert f.s. fiir n — oo (4.2.8)
und
S S 0 - 0, )
M2 = =2 s=llh - konvergiert f.s. firn — oo. 4.2.9
Ist ferner E[ijd] < oo fiir ein 6 > 0, so gilt auch
Xi-
" Y — 1) =02 X,
(3) ': Zg:l ( ,J 1—1 ,Z{} . 4 . 4 2 10
M Z X, 17 onvergiert f.s. fiir n — oo. (4.2.10)

=1

Beweis: Es gilt wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz und Satz 4.2.4 mit
F(n) = (n+1)72, dass

o)

Z Z1+1

=1

-3 B[ | = B 8 ] <o

=1

Daraus folgt nun

— < f.s.
P

=1

und somit (4.2.7). Da alle {Y,,;} und {/,,} unabhéngig sind, gilt fiir n > 0

tLY (Y - 1 1
IR oL Ak B

X’!L
In—l—l Z(Yn—l-l,j - 1)‘?,1]

i=1 (Xi—l + 1)2 (Xn + 1)2 f
n T Z)'(—Fl(y‘ o 1) \ o .

v Laj=1 \"u]
i—1 (Xi_l -+ 1)2 (Xn + 1)2 ; {Xn—1=k} ]Z:; [ 1 ]

=0

=MD
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Also ist (ML}))” ein (#,),-Martingal. Wegen der Unabhéngigkeit aller {Y,,;} und {I,}
verschwinden wieder die gemischten Terme der quadrierten Summe, so dass

< Z ( i 1)>2 oA

M(l) E .

Z ( 1—1 + ].) 1
"\ E[} X S N

=2 A DY —1P4+2) Y (Vi - (Y- 1)‘,%1
=t Lj=1 =2 j=1
~ B[] [ , R

=S B | Y B (00 - 0 + 2 Bl - U BV - 1]y
=1 = | j=1 o
~ B[}

- “~ . 14 Xi_
2 (X + 117

gilt. Daraus folgt wegen Satz 4.2.4 mit F'(n) = n(n + 1)7%, dass
(MDY <00 fs..

Nach [HH] Theorem 2.17 auf S.35 impliziert dies (4.2.8). Analog zu den obigen Rechnungen,
erhalten wir durch

n X1 -1
_ (Y, DY, —1
E [Mﬁllfn] :Z 1=2 23_1( il ) J )

— (X1 +1)2
Xn 1-1
P [ S W0 S ]
X +1 =2 j=1
-0
—M®@,
dass auch (/\/lf))n ein (%, ),-Martingal ist und es gilt
- ( ' o (Y = 1Yy - 1)>2
=2 2uj=1\1i, ]
M(2) n — E tg;i_
M ; (Xim1 + 1) '

— Z m Z IL{Xz‘71=’/} E (Z Z(YN o 1)(}/;’] B 1)>
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o) v -1
_ ‘ 2 2| o
Z z 1+ ]_ 4 {H{XilV} B ZZ(YZJ ]-) (YZ] 1) gz—l]
i=1 v=0 =2 j=1
o B (Va— )Yy = )ik — D) — 1)'%1

G<lu<k,(k£IVj£e)

DX LD 39 LA ORGP R

=2 j=1

Tl Y. El(Yu- DY, - DV — DY, - 1)] }

G<lu<k,(k£IVji#£0)

-1
_Z 1+1 Z Hna= (Vz Lot
_° nl 1_1)
B ; 11_'_ .

~
=0

Also folgt wegen Satz 4.2.4 mit F(n) = n(n — 1)(n + 1), dass
(MP)) < oo fs.

Wie eben ist nach [HH] Theorem 2.17 auf S.35 (4.2.9) gezeigt. Auch (M,(f’))n ist ein (%) n-
Martingal, denn

n Xia
E [M(i‘]) |{g~ ] :Z Ej:l (Yi,j - 1)2 - (72Xi71
n+1 n - (Xz-_l n 1)2

fiir alle n € Ny. Setze p = 1+6/2 > 1. Nach Voraussetzung ist Yfl € LP(Q), #, P), so dass

H(YM — 1) - asz =: K < o0.
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Da die {Y;;} iid Zufallsvariablen und unabhéngig von .%#;_; sind, gilt wegen Satz 4.2.4 mit
F(n) = (n+1)"0+%2) dass

ZE py I(Yzj 1)2_0'2Xz 1 ? 7z
X,L 1 + 1) i—1
L) 1 Xi-1 p
_ 2
_Z(X 1—1—1)2172 (X =k} - B o] ‘gall]
i=1 L j=1

=1 7j=1
:Zl(zl+12pz o=y (k- K

||
M
;
%’
VAN
3
M
=
=
+
=

Die fast sichere Konvergenz von (/\/lff’))n in (4.2.10) folgt nun wieder mit [HH] Theorem
2.17 auf S.35.

Ul
Lemma 4.2.6 Sei E[Y? log" Y1) < 0o. Setze
. E; - 1 Xi— X
M, =S —5 B ST upd gy = AL
; Xi1+1 ZZ1 X +1 Xi1+1
Dann gilt
B'M, L0 (4.2.11)
und

B Zu - (4.2.12)

Gilt ferner 7 > 1 und E[Yffa] < oo fiir ein 6 > 0, so gilt auch

BYY w I o (4.2.13)

i=1
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und

By Zu v L0 (4.2.14)

n—00
=1

fir jede Folge reeller Zufallsvariablen (v;); auf (2, F, P) mit v; I 0.

1—00

Beweis: Wir beobachten zunéchst, dass (M,,), wegen (1.1.6) ein (.%,),-Martingal mit

Martingaldifferenz X_Ei — ist. Da

n 2 2
(1.1.7) c°X;_1+0b
Fi_ = E ————— fs.

<M>n = ZZIE |:(Xz’—1 +1)2

und
n

2 O-X’L 1+b 2 1
min{o?, b}ZX +1_Z 1+12_( —i—b)zm f.s.

i=1
gilt, sind B,, und (M), asymptotisch dquivalent und mit Satz 4.2.3 gilt

(M), I

Aus [Cho] Corollary 7 folgt nun, dass

und wegen der asymptotischen Aquivalenz von B, und (M), ist (4.2.11) gezeigt. (4.2.12)
folgt direkt aus (4.2.11), da

n n )\ fos.
B! =B M, —— | =B "M, + X\ ==\
n ;u n < +ZX1’—1+1) n + N0

=1
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Satz 4.2.3 besagt, dass B! 0. Also gilt wegen Lemma 4.2.5 und Satz 4.2.4 mit
F(n) = (n+1)72, dass

v 2
Zn Zn > (Yiy = 1) + 1
B*l 2 :Bfl J= >

n Xi,
1 g 1 U 1)2 + op-1 I; Zj:ll(Y;,j - 1)
1+ 1 " i—1 (XZ',1 + 1)2
-1 n
4 2B 12 Z (Yzz 1)(3@4_1)_’_3_12[—3
1+ 1)? e X+ 1)
Yz 1) — 0 Xi "X+ 1
—B> Z +o?B Py L
Z R DN ;
Io =1
n n Xi—1
—*B,' ) 1 oyl i
! i=1 (Xim1 +1)2 " i=1 (Xi—1 +1)2
1’,0 )
-1 n
—i—ZB Z Z (Y;l 1)(Yi,j_1> +B_1Z [iz
Xio1+1)? " — (Xim1 +1)2
10 =0

und man erhélt (4.2.13). SchlieBlich folgt aus dem Toeplitz Lemma ([HH] Abschnitt 2.6,
S.31), dass

n -1 5
(Z ) >t L0
i=1 i=1 e
Dann gilt wegen (4.2.13) auch
n n n -1 5
B Y uiv = By ul (Z“3> > utu L0
i=1 i=1 i=1 i=1

und somit (4.2.14).

Lemma 4.2.7 Ist 7 > 1 und E[Y{{°] < oo fiir ein § > 0, so gilt

Xn f.S.
anl + 1 n—oo
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Beweis: Da E[Y7’]’] < cc ist auch insbesondere E[Y? log™ V1] < c0. Und da 7 > 1 gilt

nach Satz 4.2.2, dass X, I, 50 und somit auch, dass

Xn—l . 1 f.s.
Xpo+1 B Xpo1+1 nooo

Um die Behauptung einzusehen, geniigt es also

Xn—
y Yn,i -1 In f.s.

Xn - Xn—l - +
N X,1+1 X1+ 1 nooo

Xno1+1

(4.2.15)
i=1

zu zeigen. Es gilt nach der bedingten Version der Markoff-Ungleichung und Satz 4.2.4 mit
F(n) = (n+1)72, dass fiir alle £ > 0

') a ) ] _
;P[X”—1+1 } Zs E[ nl"‘f_l) o 1:|
-2 [ ‘yn 1
Y G
= 2B [I7] Z(Xn,1 +1)2 <00 fs.
n=1

Aus dem bedingten Borel-Cantelli Lemma ([HH] Corollary 2.3, S.32) folgt dann, dass

Z 1y ., < oo fs.
n 1+1
fir alle € > 0. Daher muf3 auch
In f.S.
4.2.16
Xn—l + 1 n—ooo ( )

gelten. Um zu zeigen, dass auch die Summe auf der rechten Seite in (4.2.15) asympto-
tisch verschwindet, beobachten wir zunéchst, dass nach [CT] Kap.10.3, Corollary 2 eine
Konstante K € [0, 00) existiert, so dass

< K - k2 (4.2.17)
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gilt. Also ist

Xn—l 2+5 [e's) B -Xn—l 2—‘1—6
E || (Yi-1) =3 Txemry B[ (Y= 1D)| [ Fass
=1 k=1 i=1

=3 Tixpmiy B[ D (Yai—1)
k=1

< Z Lix, =k} - K . L1+6/2
k=1
=K. X2

(4.2.18)

Es ergibt sich wieder mit Hilfe der bedingten Version der Markoff-Ungleichung und Satz
4.2.4 mit F(n) = (n+1)~0+/2) dass fiir jedes ¢ > 0

Cg.n—l]

246
Z Xn zl " 1

o0 an

Z P
i 2+5

Y,i—1
n 1+1

< £~ (2+9) (Xno1 + 1)—(2+5) - B

hE

n=1

(4.2.18) ©
< 5_(24‘5) Z(Xn—l + 1)—(2+5) K- Xii—(ls/Q

n=1

o
< e CHIKY (X +1)7072) < o0

n=1

ist. Wenden wir erneut das bedingte Borel-Cantelli Lemma ([HH] Corollary 2.3, S.32) an
so erhalten wir wie eben, dass auch

anl
Yni - 1 f.s.
7 0. 4.2.19
Z Xn—l + 1 n—oo ( )

=1

SchlieBlich folgt aus (4.2.16) und (4.2.19) die Aussage (4.2.15) und somit die Behauptung.
U

Mit den Lemmata 4.2.5, 4.2.6 und 4.2.7 haben wir nun alle Vorbereitungen getroffen, um
einen fiir uns sehr wichtigen Satz zu beweisen.
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Satz 4.2.8 Sei T > 1 und E[Yff‘s] < oo fiir ein § > 0, dann gilt

(logn)_li ! r (A—g—z)l.

—1 Xi—l —I— 1 n—oo 2
Beweis: Sei wieder B, = > " | X1 +1 Wir zeigen zunéchst, dass
log(X, +1) fs o?
A——. 4.2.20
FE— i (4.2.20)
Setze u; := );Z__)I(Jr‘ll Es gilt 0 < XX +i1 f.s. und es ergibt sich mit der Taylorentwicklung,
dass Y o1 . .
log (ﬁ) =log (1 +u;) = 2uZ + 3u2(1+3) ,
wobei |s;| < |u;| ist. Da wegen (4.2.15) aus Lemma 4.2.7 u; —f——> 0, gilt dann insbesondere
Si f—> 0 und somit auch u;(1 + s;)~° f—> 0. Aus (4.2.12), (4.2.13) und (4.2.14) von

Lemma 4.2.6 und Satz 4.2.3, ergibt sich dann

log(X, + 1 z
% =B,' > (log(X; + 1) — log(Xi—1 + 1)) + B, " log(Xo + 1)
" i=1
Xi+1 _
=B Zlog( 1) + Bl log(Xy + 1)
1 n
=B! Zul - EBJI Zuf +-B;! Zu?uz(l +5) 7 4+ B, tlog(X, + 1),
i=1 i=1 3 i=1 P _‘)’0
A 52 =0
bzw. (4.2.20).

Wegen Satz 4.1.2 und Satz von Slutsky gilt, dass

X, +1 X, 1 £
="+
n n n n—oo

wobei nach [Jag] Theorem 3.1.2 auf S.56 X; Gamma verteilt ist. Also ist A} > 0 f.s. und
mit dem Satz von der stetigen Abbildung folgt

X,+1
log(X,, +1) — logn = log ( + > £ log & .
n n—o0
Dividiert man diesen Term durch logn, so ergibt sich mit dem Satz von Slutsky, dass

log( X, +1) ¢
logn n—00

1. (4.2.21)
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Da X wegen Satz 4.2.2 transient ist, folgt

fs.

Schliefllich ergibt sich wegen (4.2.20), dem Satz von der stetigen Abbildung, (4.2.21),
(4.2.22) und dem Satz von Slutsky aus

log(X,, + 1) B, -1
-1 1 B, -1
logn  log(X,+1) {Xn>0} + (logn) B, {Xn =0}

c o2\
%1-()\——) +0

n—oo 2

(log n)_an =

die Behauptung.

4.3 Konsistenz und Asymptotische Verteilungen
Wir werden einen zentralen Grenzwertsatz, mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes fiir

Martingale beweisen. Dazu benétigen wir zunéchst ein Lemma welches sicherstellt, dass
die bedingte Lindeberg-Bedingung erfiillt ist.

Lemma 4.3.1 Sei7 > 1 und E[Yffa] < oo fiir ein 6 > 0 und setze

—1/2 Ek

dni := (logn) X 11

fiirn > 2. Dann gilt, dass fiir jedes vorgegebene € > 0

n—oo

ZE[ w0 > |7 ’]—“)-

Beweis: Wegen Satz 4.2.4 mit F(k) = (k+ 1)72 gilt, dass

n b2 fs
logn)™t ~ 0. 4.3.1
(logn) £ (Xpoy + 1) noo (43.1)
Wir setzen nun
Cp 1= ZXk (Vi — 1).

Xp—1+1
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Es gilt mit der Aussage (4 2.17) bzw. (4.2.18), dass fiir eine Konstante K > 0

logn ZE { Ck 1{|Ck| > 1}‘9}11
< (logn)~ ZE[ )27 }

n Xk-1
1
_ —1
= (logn) ZmE <Z(Yk,i_1)) ’c%1
k=1

i=1

n

- 1 14+6/2
< (logn) 1 I S e
L (Xpq 12000 TR
< (logn) 'Ky (X1 + 1)—(1+5/2) s 0.

k=1
wobei die Konvergenz aus Satz 4.2.4 mit F (k) = (k 4+ 1)~(+%/2) folgt. Somit gilt auch

(logn)~ ZE { )’ Lfjey| > 1}’% 1} LN (4.3.2)

n—oo

Als néchstes beobachten wir, dass
iPHIl — A >kl =E[|L - )] < E[L]+ )< .
k=0
Nach Satz 4.2.4 mit f(k) := P[|I; — | > k], gilt daher
if(Xk) < o0. (4.3.3)
k=0

Sei nun € > 0 beliebig, dann gilt fiir alle hinreichend groBe n, etwa n > exp(4/e?), dass

5

(logm)™ ZE [ﬂﬂm <1} Y[dusl > ¢}

< (logn)~ ZP {

X 14 |1 — A
< (logn)~ ZP{ Rkl L | > ey/logn

X1 +1

< (logn)” ZP {uk Al > ( Viogn — 1) (Xeor + 1)‘%11

Xk—1

> (Yii—1)

=1

< Xp—1 + 1}

‘zxk (Vi = )| + 11 = A

> ey/logn p |
X, +1 g ‘ k-1

5]



68 KAPITEL 4: DER KRITISCHE FALL

< (logn)™ Y " P[Iy — A| > Xy_1|Fi]

k=1

= (logn)~ ZZIL{Xk L= Pl = Al > ]

kl]—

= (logn)~ Zkal f—s> 0,

n—oo

wobei die Konvergenz aus (4.3.3) folgt. Demnach gilt fiir jedes € > 0

f.s.
logn ZE|: ’C|<1} ﬂ{‘dnk‘>€} i 1:| mo (4.3.4)
Schliellich ist
n)
ZE{ n.k) 1{|dn | > €} 7" 1]
- 2
(S (ea = 0+ (= ) _
= (logn)” ZE X 1 17 fld o] > ¢} P

2
(1 E:E 2<ZX“(Y’“_1)> 2L N 7
(logn)™ X 1+ 1) Hldual > €|

2(logn)” ZE (@0 a1 > o (ial > 1)+ Lo < 1) | Fi1

(I, — \)? _
2logm)” ZE { Xy 1) Hlduil > e} |

2(logn)™ Y E {(ck)Q Dl > 1}‘%_1}

+2(logn)™' ) E [W sl > ¢} Hlenl < 1}\%—1]

L= E[(I = N2 P
Ko+ 12

+ 2(logn)~
k=1

woraus mit (4.3.1), (4.3.2) und (4.3.4) die Behauptung folgt.
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Satz 4.3.2 SeiT > 1 und E[Yff‘s] < oo fiir ein § > 0, dann gilt

n 2\ —1
] -1/2 Ci £ 2\ — 9 ]
(logn) ;1 PR N 0,0 5

Beweis: Um den Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale ([HH] Theorem 3.2 / Corollary
3.1, S.58) anzuwenden, miissen wir zundchst dessen Voraussetzungen nachpriifen. Setze

k
M™ = (logn)~ Z fir 0 <k <n, n>?2

1’*

und definiere Z™ = %, fiir alle n > 2. M ist .Z" — PB(Ng)—messbar. Weiterhin ist
wegen (1.1.6) (M,gn))k ein (ﬁén)) r-Martingal mit Martingaldifferenzen

—_ € n n
dn i = (logn) 1/2—Xk 1’“+ o= M,g ) M;i_)l,

wie in Lemma 4.3.1, fiir jedes feste n > 2. Es gilt
E [M,g">] —E [M,g@l} . =E [Mé"’] = 0.

Also ist
{M,ﬁ"’,ﬁ,ﬁ"),o <k<nn> 2}

ein Martingalfeld mit F [Mlgn)} =0 fiir alle 0 < k& < n,n > 2 und wegen (1.1.7) auch

quadratintegrabel. Die bedingte Lindeberg-Bedingung ist wegen Lemma 4.3.1 erfiillt.
Fiir die Bedingung an die vorhersehbare quadratische Variation gilt mit (1.1.7), Satz
4.2.8, Satz 4.2.4 und Satz von Slutsky, dass

" [5% yk(n)l}

k=1
= o) S T
= (logn)™" [Z i;(cfﬂ;) i <£_:521>2
— o*(logn)"! kzn; ij — + (logn) 1 kzn; ()52_::21)2
) T ’
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Schlieflich sind alle Voraussetzungen von [HH] Theorem 3.2 / Corollary 3.1, S.58 erfiillt
und es folgt

n 2\ —1
logn) 25" —FL — ) £ A (0,07 <>\—U—> :
osr) z‘lei—1+1 " n—oo 2

also die Behauptung des Satzes.

Satz 4.3.3 Sei B, = ) ﬁ Ist 7> 1 und E[YA] < oo fiir ein § > 0, dann gilt
=17 ’

n

_ &
Bnl/QZXi,l 1 njoo N(0,02).
i=1

Beweis: Schreiben wir
B-1/2 €i —(( -1 -1/2 1 —1/22 : €i

i=1 i=1 "

so folgt die Behauptung direkt aus Satz 4.2.8 und Satz 4.3.2 mit dem Satz von Slutsky.
O

Wir sind nun in der Lage unser Hauptresultat fiir den kritischen Fall zu beweisen.

Bewetis von Theorem 4.1:

Wir benutzen wieder die Bezeichnungen aus (1.1.5) und zeigen zunéchst (4.0.2). Wegen
Satz 4.1.2 gilt mit dem Satz von Slutsky

1 — 1

—Zgi — (X — Xo —nA) A=A

i3 " . L p , (4.3.5)
L N =l U
— (An + n) 2 n 0

1
wobei wegen (4.1.14) / X, dt > 0 f.s. gilt. Es folgt nun direkt mit dem Satz von der

0
stetigen Abbildung, dass

—-1/2

W, = %ia [% (An + n)] o £ (- (/01 Xtdt> . (4.3.6)
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AuBerdem gilt nach Satz 4.2.3, dass B! 12,0, Also folgt wegen (4.3.5), des Satzes von

n—oo

der stetigen Abbildung und Satz von Slutsky, dass

-1

s -1 1
V, = B'n? (An +n> £ ). (/ Xtdt> =0. (4.3.7)
0

Da fiir N,, aus Definition 1.2.1
Vo= 1} ={B, (A +n) <n?} =N,

gilt, impliziert (4.3.7), dass

Iy, ﬁ 0 bzw. HNZ ﬁ 1. (4.3.8)
fs.

Weiterhin zeigt Lemma 4.2.6, dass > Bt

=1 X; 1 +17n

(4.3.5), des Satzes von der stetigen Abbildung und Satz von Slutsky, dass

0 und somit gilt erneut wegen

n c. ~ —1/2 . 1 -1/2
Upi= Y Bt 02 (A +n)| T £ 0 (/ th) 0. (439
; Xi—l 4 1 n n n 00 0 t ( )
Wegen der Darstellung in (3.2.3) gilt, dass
. 1/2 _ 1/2 W, —U
Aytn) " (i —m) = (Autn) (i —m) -y, + = e
( +n) (m, —m) +n) (M, —m) 1N + Ty INg

Daraus ergibt sich mit (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9) und Satz von Slutsky, dass

(An + n> P i —m) —Es (X — 2) ( /0 1 Xtdt)

n—oo

—-1/2

2 gy
——— oo folgt daraus direkt die

n—oo

Somit ist Behauptung (4.0.2) bewiesen. Da (fln + n)

Konsistenz von m,,.
Wir zeigen als néchstes die Konsistenz von A,, und definieren dazu mit den Bezeich-
nungen aus (1.1.5)

A - g
T, = ——o B /2 —_
A, +n " ; X1 +1

und

.. -1 "
Rn::Cn<An—|—n> Bnm;si.
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Wegen
An Bl/Qi € O (/1 +n> B 1/2i€
n_Rn An—l—n " 1X271+1 " " " i—1
1-V .HN;: 1.2 (4 ! HNZ
" 1-B,n (An + n)
_n . _n
n . - Cn 7
X+ 1 2
B711/2 =1 = I]_NC,
A, + n) B, —n? "

erhalten wir mit analoger Rechnung zu (2.2.13), dass

N Tn - 1ln
BY?(Ay = A) - Iye = % e (4.3.10)

—1 11
Da0<n Zz 1 X141

=n1C, < 1 und B, "? '—S> 0, gilt B, *n1C, 0. Also
folgt aus (4.3.5), dem Satz von der stetigen Abblldung und Satz von Slutsky, dass

R :B—W@ !
mn n n

-1 n 1 —1
1 c

Insbesondere gilt dann

B;'?R, 0. (4.3.12)
Da A, = S

> Xi_1 beobachten wir als néchstes wegen Satz 4.1.2, des Satzes von der
stetigen Abbildung und des Satzes von Slutsky, dass

A, LA,
_ 3 f - Lo (4.3.13)
Des Weiteren wurde in Lemma 4.2.6 gezeigt, dass B, ' > XZ ) njoo 0. Also gilt wieder
mit Satz von Slutsky, dass
BT, = £ B SR 4.3.14
e e L X (4319

Mit der Darstellung in (4.3.10) und Satz von Slutsky erhalten wir wegen (4.3.12), (4.3.14)
(4.3.7) und (4.3.8), dass

- - B~\2T, — B~'/?R,
()\n_>\):(>\n_>\)‘ﬂNn+ -V HNC—>O

n n—oo
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Somit ist die Konsistenz von A, gezeigt.
Es bleibt (4.0.3) zu zeigen. Die zusétzlichen Voraussetzungen, 7 > 1 und F [Yff‘s] < 00
fir ein 6 > 0, erlauben Satz 4.3.3 anzuwenden, so dass wegen (4.3.13) mit Satz von Slutsky

/~l _ - E; L
T,=—="_B 1/2§ : N (0, 0? 4.3.15
At " X+ 1 neeo (0.0%) ( )

gilt. Aus (4.3.10), (4.3.11), (4.3.15), (4.3.7) und (4.3.8) folgt nun mit Satz von Slutsky, dass

Y Y Tn_Rn L
B (A =X) = B 0n =N - Iy, + S - Ing 2 N (0,07)

und (4.0.3) ist gezeigt. O
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