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Zusammenfassung

Das Thema der Dissertation ist die analytische Berechnung von QCD-Strahlungs-
korrekturen erster Ordnung zur Polarisation schwerer und leichter Quarks in der
ete”-Vernichtung, und der Polarisation von Gluonen, die bei der Produktion von
leichten oder schweren Quarkpaaren in der e*e™-Vernichtung abgestrahlt werden.

Der erste Teil der Arbeit (Kapitel 1 und 2) befaft sich mit der vollstandigen Ana-
lyse der Gluonpolarisation fiir den Prozef ete™ — ¢gG und QQG, wobei ¢ leichte
oder masselose Quarks und @) schwere Quarks bezeichnen. Es werden Berechnungen
der QCD-Bremsstrahlungskorrekturen zur ersten Ordnung in «, zur Gluonpolarisa-
tion im ProzeB ete™ — ¢¢G und QQG durchgefiihrt. Ferner werden die lineare und
die zirkulare Gluonpolarisation in der Hadronebene (Ereignisebene) und Leptone-
bene (Strahlebene) untersucht. Anschliefend werden die Polarwinkelabhéngigkeit
und die Strahlpolarisationsabhéngigkeit der Polarisation des abgestrahlten Gluons
analysiert.

Im zweiten Teil der Arbeit (Kapitel 3 und 4) finden sich die Berechnungen der
QCD-Strahlungskorrekturen erster Ordnung fiir massive Quarks zur Longitudinal-
Longitudinal Spin-Korrelation fiir die Prozefe ete™ — ¢¢ und QQ. In Kapitel 3
wird eine Mittelung iiber die Polarwinkel durchgefiihrt, wéhrend in Kapitel 4 die
Polarwinkel-Abhéngigkeit explizit untersucht wird. Sowohl in Kapitel 3 als auch
in Kapitel 4 wird der Effekt der O(ay)-Korrektur zur spin-flip-Konfiguration der
verschiedenen Komponenten der Hadrontensoren diskutiert. Es werden die ver-
schiedenen spin-flip und no-flip-Konfigurationen betrachtet und damit untersucht,
wie die Masseneffekte die Konfigurationen spin-flip und no-flip beeinflussen kénnen.
Es zeigt sich, daf sich die in der O(«y;) berechneten Resultate fiir die spin-flip und
no-flip Beitrage unterscheiden, je nachdem ob man den m — 0 Limes der QCD be-
trachtet oder in der masselosen QCD rechnet. Die Unterschiede der Beitrige werden
als anomale Beitrage bezeichnet.

Bei der Berechnung der Strahlungskorrekturen treten Infrarotdivergenzen auf,
die in der Berechnung der Gluonpolarisation durch einen cut-off regularisiert werden.
Bei der Berechnung der Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation im Fall massiver
Quarks wird die Gluonmassenregularisierung gewéhlt, wiahrend im Fall masseloser
Quarks die dimensionale Regularisierung verwendet wird.

Der vorgelegten Arbeit kommt im Rahmen der fiir die Zukunft geplanten Hoch-
préazisionsexperimente eine besondere Bedeutung zu, da sie Vorhersagen fiir Spinob-
servablen liefert, die in Experimenten an den geplanten ete™-Linearbeschleunigern
wie z.B. TESLA (DESY) gemessen werden kénnen.
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Einleitung

Die Hochenergiephysik besitzt in den ete -Beschleunigern ein wesenliches Werk-
zeug, um die fundamentalen Konstituenten der Materie und ihre Wechselwirkungen
zu untersuchen. Denn mit den experimentellen Beobachtungen im Hadronbeschleu-
niger sind Struktur und Eigenschaften der Elementarteilchen addquat im Standard-
modell beschrieben worden. Die Elementarteilchen, d.h. die Leptonen und Quarks,
konnen in drei Generationen klassifiziert werden. Dabei ist bekannt, dafi die elek-
troschwachen und die starken Kréfte durch eine Eichfeldtheorie beschrieben werden.
Die starken Kréfte lassen sich durch die SU(3)c-Eichfeldtheorie beschreiben, welche
Quantenchromodynamik genannt wird [1]. Die Vektorbosonen dieses Modells, die die
starke Wechselwirkung vermitteln, sind in acht farbigen masselosen Gluonen grup-
piert. Die QCD besitzt nur einen freien Parameter Agcp. Sie ist ein guter Kandi-
dat, um die Hadrondynamik, die asymptotische Freiheit sowie die nukleare Struktur
und die Baryon- und Mesonspektroskopie zu erkliaren. Die elektroschwache Theorie
hat auf der anderen Seite viele beliebige Parameter und wird mit der Eichgrup-
pe SU(2), @ U(1)y beschrieben [2], wobei SU(2) die schwache Isospingruppe ist,
die auf linkshéndige Fermionen wirkt und U(1)y die Hyperladungsgruppe ist. Bei
niedriger Energie (bei der Skala ~ 250 GeV) wird die SU(2); ® U(1)y-Symmetrie
spontan gebrochen. Diesen Mechanismus nennt man Higgs-Mechanismus [3]. Er
induziert die Masse der Eichbosonen, W*, Z und andere Fermionen. Die schwe-
ren Eichbosonen W* und Z wurden am CERN Mitte der 80er Jahre entdeckt.
Dank dieses beeindruckenden Erfolges wurde die Eichfeldtheorie mit der Gruppe
SU@3)e ® SU(2), ® U(1)y das Standardmodell genannt.

In den letzten zwei Jahrzehnten ist das Standardmodell durch Préazisionsexperi-
mente mit erstaunlicher Ubereinstimmung getestet worden. Mit den daraus entste-
henden Daten war das Standardmodell duflerst erfolgreich bei der Beschreibung der
Eigenschaften der Teilchen und der Struktur ihrer fundamentelen Wechselwirkun-
gen. Trotz dieser Erfolge wird das Modell jedoch nicht als endgiiltige Theorie der
Natur angesehen. Denn tatsdchlich ist der Higgsmechanismus noch immer hypothe-
tischer Natur und konnte experimentell noch nicht nachgewiesen werden!.

Das Topquark ergéinzte nach seiner Entdeckung in Jahre 1995 im Fermilab [6] die
dritte Generation des Standardmodells und eréffnete so das neue Feld der Topquark-
physik. Das Topquark wird hauptséchlich in Hadron-Hadron-Kollisionen durch star-
ke Welchselwirkung erzeugt und zerféllt fast immer durch den Zerfallskanal t — Wb.

Das Topquark unterscheidet sich von den anderen Quarks durch seine grofle Mas-

In den letzten zwei Monaten sind neue Ergebnisse dariiber publiziert worden [4, 5]
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se, die mit 175 GeV etwa 35 mal grofler als die Masse des néichsten schweren Quarks,
des Bottomquarks und nahe der Skala der elektroschwachen Symmetriebrechung
liegt. Diese einzigartige Eigenschaft 148t einige interessante Fragen aufkommen. Ist
die Topquarkmasse von dem Higgsmechanismus generiert, so wie es das Standard-
modell voraussagt, und steht sie in Beziehung zu der Top-Higgs-Yukawa-Kopplung?
Oder spielt sie eine noch fundamentalere Rolle im elektroschwachen Symmetriebre-
chungsmechanismus? Bei Entdeckung von neuen, leichteren Teilchen: zerféllt das
Topquark in diese Teilchen? Konnte sich die Nicht-Standardmodell-Physik zuerst in
Nicht-Standardkopplungen des Topquarks manifestieren und so eine Anomalie der
Topquarkproduktion und seines Zerfalls sein? Die Topquarkphysik versucht, diese
Fragen zu beantworten [9].

Einige Eigenschaften des Topquarks wurden bereits im Tevatron untersucht. Es
wurden Studien durchgefiihrt {iber die kinematischen Eigenschaften der Topquark-
Produktion [10], die Messungen der Topquarkmasse [11, 12], der Wirkungsquer-
schnitt der Topquark-Produktion [13, 14], der Rekonstruktion der ¢t-Paare im ha-
dronischen Endzustand [15, 16|, die 7-Zerfélle des Topquarks in pp-Kollisionen (im
ProzeB tt — (fvy)(7v,)bb wobei £ = e, u) [17], der Rekonstruktion der hadronischen
Zerfalle des W Bosons aus den Topzerfillen [18], der Suche nach Zerfillen mit flavour
changing neutral currents [19], der Messung der W-Helizitét in Topzerfillen [20] und
Grenzen der ¢t Spin-Korrelationen [21]. Die meisten dieser Messungen sind durch die
kleine Anzahl der Topquarks, die bisher im Tevatron gesammelt worden sind, limi-
tiert. Das LHC ist im Vergleich dazu eine Topquarkfabrik: es produziert ungeféahr
8 Millonen ¢f-Paare pro Experiment pro Jahr bei einer Luminositéit von (10fb™") pro
Jahr und zusétzlich einige wenige Millionen (Anti-)Topquarks in elektroschwachen
Einzel(anti-) Topquarkereignissen. Daher wird erwartet, dafl die Topquarkeigen-
schaften mit bedeutender Prézision im LHC untersucht werden kénnen. Véllig
neue Messungen kénnen auf der Basis der zu erwartenden hohen Ereigniszahlen in
Betracht gezogen werden.

In den zukiinftigen Experimenten am Tevatron werden in seiner ersten im Jahre
2001 startenden Phase 5 bis 6 x 10? t£-Paare pro Experiment und pro Jahr bei einer
Schwerpunktsenergie von /s ~ 1.8 TeV, und in der zweiten Phase (ab dem Jahre
2005) 3 bis 4 x 103 tt-Paare pro Experiment und pro Jahr bei einer Schwerpunkt-
senergie von /s ~ 2.0TeV erwartet. Im LHC werden 107 bis 10® tt-Paare pro
Experiment und pro Jahr ab dem Jahre 2005 produziert. Im TESLA werden 1 bis
4 x 105 tt-Paare pro Experiment und pro Jahr ab dem Jahre 2005 erzeugt.

Das Topquark ist von besonderem Interesse, da es ein sehr schweres Teilchen ist.
Seine grofle Masse bewirkt, daf es sehr schnell zerféllt (seine Lebensdauer betréigt
circa 7; & 5x 1072° Sekunden [23]). Damit schliesst es die sogenannte Long-distance-
QCD-Dynamik aus, die eine Skala von Agép =2 1072 Sekunden hat. Insbesondere
konnen die Wechselwirkungen des Topquarks im Detail besser untersucht werden als
die leichter Teilchen, da das Topquark sich grundsétzlich wie ein freies, aber extrem
kurzlebiges Teilchen verhélt. Ganz besonders die Polarisation des Topquarks bleibt
vom Hadronisierungsproze3 unbeeinflufit und wird dadurch zu einer zusétzlichen
Observablen, um die QCD, oder allgemeiner die Physik der kurzen Abstédnde zu
testen.
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Diese Arbeit befasst sich mit den analytischen Berechnungen der QCD-Strahl-
ungskorrekturen erster Ordnung zur Polarisation schwerer und leichter Quarks und
der Polarisation von Gluonen, die bei der Produktion von leichten oder schweren
Quarkpaaren abgestrahlt werden.

Im ersten Teil der Arbeit wird die vollstindige Analyse zur Gluonpolarisation
fiir den Prozel e"e™ — ¢gG durchgefiihrt, im zweiten Teil wird die Spin-Spin Kor-
relation eines Quarks ebenfalls dargelegt.

Als Hintergrund dieser Arbeit stehen frithere Berechnungen fiir massive Quarks
von ehemaligen Doktoranden (M. Tung, S. Groote) unserer Arbeitsgruppe zur Ver-
fiigung. Diese Arbeiten beinhalten analytische O(ay)-Korrekturen zur Polarisations-
abservablen in ete™ — ¢g. In diesen Arbeiten werden die longitudinale Polarisation
(P%), die Polarwinkelabhingigkeit der longitudinalen Polarisation (P*)(cos) und
die transversale (P?) und normale Polarisation (P") fiir massive Quarks untersucht.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt: Kapitel 1 und 2 befassen sich mit der Be-
rechnung der QCD-Bremsstrahlungskorrekturen erster Ordnung O(ay) zur Gluon-
polarisation im ProzeB ete™ — ¢gG und QQG.

In Kapitel 1 wird die lineare Gluonpolarisation fiir leichte und schwere Quarks
in der Hadronebene behandelt. Die zirkulare und die lineare Gluonpolarisation in
der Leptonebene und die Polarwinkel-Abhéngigkeit werden in Kapitel 2 betrach-
tet. Kapitel 3 enthélt die Berechnung der QCD-Korrekturen erster Ordnung zur
Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation in der e*e -Annihilation fiir massive
Quarks.

In Kapitel 4 findet sich die O(a;)-Korrektur im Fall massiver Quarks zur Polar-
winkel-Abhéngigkeit der Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation auch im Pro-
zeB eTe” — ¢g. Sowohl in Kapitel 3 als auch in Kapitel 4 wird der Effekt der
O(ai)-Korrektur zur Spin-Konfiguration der verschiedenen Komponenten der Ha-
drontensoren diskutiert. Ein ebenfalls wichtiger Teil dieser Arbeit befindet sich im
Anhang C, in dem die benotigten Phasenraumintegrale explizit behandelt werden.
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Kapitel 1

Gluonpolarisation fiir et e™ — G

1.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird die lineare Polarisation eines abgestrahlten Gluons in der Ha-
dronebene berechnet. Hier wird eine Mittelung iiber die Polarwinkel durchgefiihrt,
wihrend im Kapitel 2 die Polarwinkelabhéngigkeit angegeben wird.

Die Polarisation von Gluonen ist in Arbeiten iiber die eTe™-Annihilation [24, 25],
die tief inelastische Streuung [30] und die Quarkonium-Zerfélle [24, 31] untersucht
worden. Es werden darin einige Vorschléige vorgelegt, wie die Polarisation des Gluons
gemessen werden kann. Mit Hilfe der azimuthalen Winkelkorrelationen in dem Auf-
spaltungsprozef} eines polarisierten Gluons in ein Paar von Gluonen oder Quarks [32]
kann die Polarisation des Gluons gemessen werden. Spétere Untersuchungen haben
zu einer Bestitigung der auftretenden Drei-Gluonen-Vertizes in e e -Experimenten
gefiihrt [33, 34].

Diese frithere Berechnung der Gluonpolarisation in der Vernichtung war fiir mas-
selose Fermionen erfolgt, was zur damaligen Zeit ausreichend war. Mittlerweile
hat sich die Situation geéndert, insofern als das schwere Topquark beim Fermi-
lab [6, 7] 1995 entdeckt worden ist und dessen Produktionseigenschaften in der
ete”-Vernichtung im vorgeschlagenen Next-Linear-Collider (NLC) studiert wird. In
seiner ersten Phase wird der NLC eine Schwerpuntksenergie bis zu 500 GeV besitzen,
die spéter bis auf ca. 1000 GeV erhoht werden soll.

Es ist klar geworden, dafl die Masseneffekte in diesem Energiebereich nicht ver-
nachléssigt werden konnen. Deshalb ist es wichtig, die Berechnungen [24, 25] fir
schwere Quarks nochmals durchzufiihren, um den Einflufl der Effekte der schweren
Quarkmasse auf die Polarisationsobservablen des Gluons zu untersuchen.

1.2 Die Dichtematrix des Gluons

Die normierte Dichtematrix, die masselose Teilchen mit Spin 1 beschreibt und die
auch die allgemeinsten statistischen Mischungszusténde enthélt, lautet [25]:

1
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wobei A und X" die beiden Helizititszusténde eines masselosen Teilchens kennzeich-
nen. Die Groflen o; sind die Pauli-Matrizen, und der Vektor = ist der sogenannte
Stokes-Vektor in der Helizitétsbasis'. Er besteht aus reellen Komponenten, die [39] :

=i = Tr(Z0;) =,y 2. (1-2)

Der Polarisationsgrad ist durch den Betrag P = (=2 + EZ + Ei)% gegeben. Im allge-
meinen kann der Polarisationsgrad 0 < P < 1 betragen, und fiir die Polarisationen
kann die folgende Klassifikation eingefiihrt werden:

Lineare Polarisation = =, =1
Polarisation ¢ Zirkulare Polarisation = =Z,=%,=0
Elliptische Polarisation = Z,#0 & =2+ 532; #0

Schliellich wird von einem reinen und gemischten Polarisationszustand gespro-
chen. P = 1 entspricht einem reinen Zustand und P # 1 einem gemischten Zu-
stand. Man spricht von P,;x = |Z.| als dem zirkularen Polarisationsgrad und von
Pin = (22 + 22

Polarisationsgrad ist durch (P2

)% als dem maximalen linearen Polarisationsgrad. Der gesamte
sirk T Pl%n)% gegeben'

Fiir die Polarisation des Gluons kann der differentielle Wirkungsquerschnitt do
zu einer differentiellen 2 ® 2 Dichtematrix do = doy, e erweitert werden, und zwar
mit Hilfe der Gluonhelizitdten A\; = +1, deren Komponenten durch die Einheitsma-
trix und die drei Pauli-Matrizen ausgedriickt werden:

1
do = §(d<7]l +do%o, +do?o, + do*e,), (1-3)

wobei do die unpolarisierte differentielle Rate ist und dé = (do®, do¥, do?) die drei
Anteile des unnormierten, differentiellen Stokes-Vektors sind.

Die Berechnung der Gluonpolarisation auf Baum-Niveau benétigt die Evaluie-
rung von vier Feymann-Graphen. Einer der vier Feymann-Graphen ist in Abbil-
dung (1.1) dargestellt. Es ergibt sich

7

TazXyidarg — TnviaB e"(Az)e™ (Ay

)e*o‘()\(;)eﬁ()\/G), (1-4)
wobei die Polarisationsvektoren wie folgt definiert sind:
<07 _17 _ia 0)7

(0:1,—4,0). (1-5)

S-Sl

!Der Stokes-Vektor transformiert nicht wie ein echter Vektor [39], deshalb wird er auch als
Pseudovektor bezeichnet
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Abbildung 1.1: Einer der vier beitragenden Baumgraphen zum Prozef ete™ — qgG

Wie bereits erwéahnt, wird in diesem Kapitel die normierte Linearpolarisation P*
des Gluons in der Hadronebene berechnet. Die Polarisation wird als Quotient des
polarisierten und des unpolarisierten Wirkungsquerschnitts,

pr=2 (1-6)

g

definiert. Der Wirkungsquerschnitt wird im Anhang B ausfiihrlich behandelt.

1.3 Die Gluonbremsstrahlung in O(a)

Die relevanten Feynman-Graphen, die man fiir die Berechnung der Polarisation des
Gluons zur Ordnung O(a;) benétigt, sind in der Abbildung (1.2) dargestellt.
Die dazugehorigen Vektor- und Axialvektor-Amplituden lauten

Ao _ +p3s+m + p3s+m
Vo = gpapnh o e o BB N g )
Aa ]fl—Fﬁg—i—mq ﬁg—f‘]ﬁg—i—mq

Ay = gs—=u(pl)[Va

Yo V(P2).
2 2p1 - p3 Ju(p2)

TV — YuVs 2p2 - ps
Die zugehorige Dichtematrix des Gluons erhélt man durch Quadrieren und Kon-
traktion mit den Polarisationsvektoren geméafl Gl. (1-4).

Die Berechnung der notwendigen Spuren ist mit Hilfe des symbolischen Al-
gebraprogramms MATHEMATICA [26, 27] und des speziellen Hochenergie-Packets
HIP [28] durchgefiihrt worden.
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— g, (p3)

E=]
C=y]

v(p2)

v(p2)

Abbildung 1.2: Hadronischer Anteil der Gluonbremsstrahlungsgraphen in O(c)

1.4 Der Phasenraum des Gluons

Der Wirkungsquerschnitt besteht aus drei Faktoren [siehe Anhang B|. Einer davon
ist der sogenannte Phasenraum-Faktor dPS, der fiir drei Teilchen im Endzustand
durch

1 d>py d®
dPS3 = —)554(171 +p2 +p3 — @ﬁﬂ(g(pg —m2)0(E>)d p (1-8)

(271' 2E1 2E3

definiert ist.
Die Grenzen des Phasenraums sind durch

1—1—
v = jE”“"\/1+f’

o = 2), (1-9)
Ty = 1-— 5

gegeben. Der Phasenraum wird in der Abbildung (1.3) gezeigt.

1.5 Die lineare Polarisation in der Hadronebene

In diesem Abschnitt sollen die einzelnen Schritte erldutert werden, die vom Wir-
kungquerschnitt zur Polarisation fiihren.
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Abbildung 1.3: Der Phasenraum des Gluons

1.5.1 Der Wirkungsquerschnitt und die Polarisation

Die lineare Polarisation in der Hadronebene ist durch [25]

pPr — U_ _ _<UU + UL) (1_10)
g OU+L

definiert. Die Indizes U und L bezeichnen jeweils die unpolarizierte transversale
Komponente und L die longitudinale Komponente der totalen Rate, U + L ist die
totale Rate [siche Anhang B|. Der Wirkungsquerschnitt ist durch

2

i) — Y i@ 1-11
“ 247q? ( )
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gegeben. Er ist proportional zum Hadrontensor, deshalb kann man sich zunéchst
nur auf ihn konzentrieren. Der Hadrontensor ist durch

Hyu(p1.p2,p3,8) = Y. (q79l5,]0){0lj}|a7 9) (1-12)

q,q spins

definiert, wobei fiir den Gesamtimpuls ¢ = p; + po + p3 gilt.

Er enthélt zwei verschiedene Stréme, den Vektor-Strom V' (vy,) und den Axialvektor-
Strom A (7,75). Damit kénnen vier verschiedene Tensoren H,, (i = 1,2,3,4) durch
ihre Linearkombination definiert werden, nédmlich

1 1
1 _ 4% AA 2 _ Vv AA
H}U/ - i(H + H,ul/ ) H;w - §(H}U/ - H}U/ ) (1_13)
3 Logva AV o _ Lova AV
H,uu - §(H H,uu ) H,ul/ - é(H,uu +H,u1/ )

1.5.2 Die Projektoren

Die entsprechenden Komponenten der verschiedenen Hﬁy, die man braucht, um den
Wirkungsquerschnitt fiir die lineare Polarisation des Gluons zu erhalten, kénnen mit
Hilfe der folgenden Projektoren berechnet werden:

Y., = -, (1-14)
wobei 0d
g =g" - —22”. (1-15)

Die projizierten Beitridge erhélt man durch Anwendung des Projektors auf den Ha-

drontensor . ) ‘
H® = T HY  wobei a = U, Lund i = 1,..,4 (1-16)

1.5.3 Die Stukturfunktionen

Die verschiedenen Teile des Hadrontensors kénnen aus den relevanten Feynman-
Diagrammen (Abbildung 1.2) berechnet werden.

Hhyu(e,w) = 16— 16(4 = &)t (e,w) + (- (4 -3 +
8(4+¢) x+£—2) (1-17 a)
H,p(ww) = —4sst+<w,w>+24a<75—2—§>tﬂ<x,w>, (1-17 b)
Yy ew) = 1604 — )t (r,w) + 5( =L
26 — 8)#1(95, w), (1-17 ¢)

Hif p(w,w) = =246t (z,w) + 245(2—;5 — 2)t (z, w), (1-17 d)
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wobei t4(z,w) und t (z,w) definiert sind als

tﬂﬂw*:i<@jwyi¢m;mﬁ’ ﬁ@””:;<xiwixiw)
(1-18)
Nach der Integration fiber die Quark- (oder Antiquark-) Energie erhalt man
Hi () = N[ ) (4 £ -9+ 2x> Loiw (19w)
# (B8 oo gk a4 00 o)
2 ufe) = e8| =6 (1 1) L) (1-19 1)
(32 ; S _6- :z:) tH(m)],
i) = (4= 0N =2 (1 -1) oo (119 ¢)
+ (2 ;5 - 2) tg+(x)],
B, (2) = 35N[ (L) L) (119 d)

+ <2 ;5 - 2) tg+(x)],

wobei § = 4m?/¢*, v = /1= N = 20,NcCpq®/mv mit dem Farbfaktor Ng = 3
und der Casimir-Invarianten Cr = 4/3 sowie

wi(zr)=x % (1-20)
und v /I z
-+ - T —
tey(x) =1In <\/1—x—\/1—3:—§> : (1-21)
Im Limes £ — 0 ergibt sich aus den Gln. ((1-19 a)-(1-19 d))
Hi,, (x) — —32N <i -2+ a;) In¢, (1-22 a)
HY (x) — —32N (% _ 2) In¢, (1-22 b)
Hpyp(x) — 0, (1-22 ¢)
HF (x) — 0. (1-22 d)

Der letzte Schritt ist die Integration iiber den zweiten Phasenraum-Parameter
x. Es wird ein cut-off fiir die Gluonenergie eingefiihrt, um eine endliche Rate zu
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erhalten. Die cut-off Energie ist durch E, = A\/¢? gegeben. Die Integration wird
von ¥ = 2\ = E./\/¢% bis x = 1 — ¢ durchgefiihrt. Es ergibt sich

Hy, = N|—=(4=8[26(-1) = 2G(0) — (2 - £)Gy(-1)
12G,(0)] —4G(1) + (4+§>G€(1)], (1-23 a)
HY,, = 5N[-3[26(-1) —2G(0)
~(2— €)Gu(~1) +2G,(0)] - Ge(1)}, (1-23 )
HYL, = ~(4-ON[26(-1) - 26(0
(2 6)Gu(~1) + 2G,(0)] (1-23 )
HE, = —3¢N {QG(—l) —2G(0) _
—(2 = &)Ge(—1) 4+ 2G,(0) (1-23 d)
wobei die Integrale in der Form
G(m) = /2 :_E 2™ L, (z)dz, (1-24)
G(—l)z—ln(ijj) —vln (Z;ﬁ) (1-25)
G(0) = - EAAz _ gln (%) , (1-26)
(1) = gl — €~ (4 4
_2(4—5) In (%), (1-27)
Gulm) = | :5 ¥ty (2)dz, (1-28)
Gy(—1) = %m(l _4‘42)111(14:?) (1-29)

_ln<1—|—v>ln(v—A>
1—w v+ A
14 A 1- A A
+L12< + >—L12< )+Li2<—v+ )+
5 5 T

. v— A /v —A /v + A
_L12<_1—v>+L12(1+v>_L12<1+v>’

£ (1+ A2 1+ A €A
GZ(O):§<1—A2>IH(1—A)_1—,42’

61(1) = a8 — 5 — 664 — (8 = 36) ') x

(1-30)
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1+ A A
xln(le>+8(1€_A2)2(—8+5§+(8—3§)A2)

 =aa—¢
A=\ (1-31)

1.5.4 Die Phasenraumintegration

definiert sind mit

In diesem Abschnitt wird explizit gezeigt, wie die benotigten Integrale gelost wer-
den. Die Integrale lassen sich in zwei verschiedene Klassen einteilen: Die erste
Klasse G, die proportional zur Wurzelfunktion w, (x) ist, und die zweite Klasse, die
proportional zum Logarithmusfunktion ¢,, (z) ist.
Fiir die Losung der Integrale wird im allgemeinen die Substitution
polzo=t (1-32)

11—z
verwendet, wobei sich das Integralmafl folgendermaflen transfomiert:
—2r
(12

Fiir jede Klasse soll das jeweils schwierigste Integral explizit gelost werden.

dr = dr. (1-33)

Integrale der Ersten Klasse

Die Integrale dieser Klasse sind in der Form

1-¢
G(m) ::/ o™ wy (z)da (1-34)
2
definiert. Das komplizierteste Integral dieser Klasse ist dasjenige fiir m = —1,

15 o
G(—1 1‘/11:; dz. (1-35)

Dieses Integral geht nach der Substitution (1-32-1-33) iiber in

A 26 r?
R e [

- /oA ar <(1_—17‘) g i 0 1295_—522)
—r v4r\ 14
B {ln<1+r>+vln<vj7“> 0

= —In (%) —vin (U_A> . (1-36)

v+ A
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Integrale der Zweiten Klasse
Die Integrale dieser Klasse sind in der Form
1-¢
Gi(m) ::/ 2™ty (x)dx (1-37)
2

definiert. Das Integral, das hier gelost wird, lautet

1-¢ 1 Vi—-z+/1—-2-¢
—1) = —1 d 1-
Ge(=1) /2)\ xn(\/l—:n—\/l—x—§> v (1-38)
Nach der Substitution erhilt man?:
A 2ér 1+r
Ge(=1) = /o dr(l—r2)<v2—7”2) 1n<1—7")
B /Adr 1 B 1 B 1 N 1 1n<1—|—r)
o I+r) A-=r) (w+r) (v—r) 1—r
In*(1 +7) 1—r . (147
PO (Yt 1 (2
1+ (1= In*(1 —7)14
— ln(l—r)ln( ) )—L12< 5 )— 5 , (1-39)
2 2
_ In (1+A)_ln(1—A)_ln2ln(1+A>_ln<fu—A)1n<1+fu)
2 2 1—A v+ A 1—w
o (15) 10 (52) o1 (42

—0
) v— A /v —A i + A
a L12(_1—v>+L12(1+v>_L12(1+v>
_ A2 _
_ 1, (=49 m(M)—m(” A>ln(1+”>
2 4 1—A v+ A 1—w
1+ A 1—A A
+ Lig(—+ )—Lig<—>+Lig<—U+ )
2 2 1—w

. v—A /v —A v+ A
B LlQ(_l—v>+L12<1+v>_Ll2<1+v>‘

1.6 Numerische Resultate

Die lineare Polarisation des Gluons als Funktion der normierten Gluonenergie &/ yax

(xmax =1- 5)7
_ do®/dx

P*(z) =
() = o/
ist in der Abbildung (1.4) fiir das Top- und fiir das Charmquark dargestellt. Die

(1-40)

2Fiir die Integration dieser Funktionen wird die Dilogarithmusfunktion verwendet, die in Anhang
A definiert ist.
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Abbildung 1.4: Energieabhingigkeit der linearen Gluonpolarisation in der Hadrone-
bene

Schwerpunktsenergie betrdgt 500 GeV. Es ist bekannt, dafl die lineare Polarisati-
on des weichen Gluons am Ende des Spektrums 100% ist [29], wéhrend fiir harte
Gluonen am Ende des Spektrums die lineare Polarisation verschwindet, weil man
keine Hadronebene in dieser kollinearen Konfiguration mehr definieren kann. Diese
Grenzwerte konnen leicht iiberpriift werden, indem man die entsprechenden Limites
z — 0und x — 1 —¢ in Gln. ((1-19 a) — (1-19 d)) betrachtet. Die Polarisation
des Gluons fiir das Top- und Charmquark wird bei der gleichen normierten Ener-
gie Eq/E&™ = x/rmax verglichen. Fiir eine gegebene normierte Energie /xpmax
ist die lineare Polarisation des Gluons im Fall des Topquarks immer héher als im
Fall des Charmquarks oder im masselosen Fall. Dieses Verhalten dreht sich bei
héheren Polarisationsgraden um, wenn man die lineare Polarisation fiir festgelegte
Gluonenergien vergleicht. Jedoch ist ein Vergleich an einer lokal festgelegten, nor-
mierten Energie des Gluons physikalisch sinnvoller, insbesondere, wenn man an der
durchschnittlichen linearen Polarisation des Gluons interessiert ist.

Die Rate fiir die Topquark-Produktion ist bei kleineren Gluonenergien am gréfiten,
wo die lineare Polarisation grof} ist, wie die Abbildung (1.5) zeigt.

Die lineare Polarisation des Gluons im Fall des Topquarks ist im Mittel bemer-
kenswert grof}. Fiir das Charmquark ist die lineare Polarisation des Gluons dem
masselosen Fall sehr dhnlich. Der entsprechende Grenzwert in Gl. (1-22 a) lautet

3Die lineare Polarisation stimmt mit dem entsprechenden Resultat in Gln. (4 — 9) in [24] (zweite
Referenz) im Limes xg,d — 0 iiberein.
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Abbildung 1.5: Energieabhingigkeit der Wirkungsquerschnitte fiir ete™ — ttG und
ete” — ceG

1—=zx

Prz) = — .
(@) R

(1-41)

Die Formel in Gl. (1-41) ist hinreichend genau, wenn sie auf das Charmquark
(v/¢% = 500 GeV und m, = 1.3 GeV) angewendet wird.

Die lineare Polarisation ist unabhéngig von dem Flavour, da der flavourabhéngige
Faktor ¢1; in das Verhéltnis in Gl. (1-40) eingeht. Dieses ist im massiven Fall anders,
wo die Flavourabh#ingigkeit aus dem Anteil H? = 1(H"Y — H*4) des Hadrontensors
kommt. Es kann jedoch gezeigt werden, dafl die elektroschwache Abhéngigkeit auch
im massiven Fall klein ist. Es gibt zwei Griinde dafiir. Zum einen werden die
Beitrige H? und H** (sogar fiir Topquarks) unterdriickt. Zum anderen wird die
Rate durch den Photonaustausch bei der Energie /¢ = 500 GeV dominiert.

In der Abbildung (1.6) ist die durchschnittliche, lineare Polarisation des Gluons
im Fall des Topquarks als Funktion der Schwerpunktenergie /2 fiir drei verschiede-
ne cut-off-Werte E. = A\v/¢> = 5, 10 und 15 GeV gezeigt, und in der Abbildung (1.7)
fiir den Fall des Charmquarks.

Die durchschnittliche, lineare Polarisation des Gluons steigt steil vom Schwel-
lenwert an und erreicht schnell hohe Werte um 95% fiir das Topquark. Fiir das
Charmquark ist die durchschnittliche lineare Polarisation auch grof}, aber etwas
kleiner als fiir das Topquark. Die lineare Polarisation P* wird fiir kleinere Werte
von E. = A\/q¢? groB und hat die Tendenz, gegen Eins zu gehen, falls A gegen Null
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Abbildung 1.6: Die lineare Gluonpolarisation im Fall des Topquarks
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Abbildung 1.7: Die lineare Polarisation des Charmquarks
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Abbildung 1.8: Der Wirkungsquerschnitt et e~ — ttG fiir verschiedene cut-off-
Energien

geht. Die Konvergenz gegen den asymptotischen Wert P* = 1 ist jedoch langsam.

In der fithrenden logarithmischen Néherung, d.h. fiir A — 0, wird die Formel fiir die
lineare Polarisation einfach, und die fiihrenden Terme kénnen in den Ausdriicken fiir
G(—1) und Gy(—1) leicht erkannt werden. Diese Terme werden durch die Ersetzung

v—A A .
In (v n A) — In <@> fir A — 0 (1-42)

bestimmt.

In den anderen Termen kann man fir A — 0 A mit v gleichsetzen. Es ist
interessant zu bemerken, daff der fithrende Logarithmus der linearen Polarisation ein
sehr gut iibereinstimmendes numerisches Resultat fiir die oben genannten Bereiche
des cut-offs ergibt, aber nicht fiir die Energie, die nahe an der Schwelle liegt.

Zusammenfassend kann man sagen: Die Polarisationseffekte fiir das Gluon mit
massiven Quarks sind relativ grof3 im Vergleich zu denen mit massenlosen Quarks.
Wenn man darauf abzielt, Gluonpolarisationseffekte im aufspaltenden ete™ — tG(—
GGqq) Prozess zu studieren, sollte die on-shell Berechnung gentigen, um die wesent-
lichen Effekte der Gluonpolarisation zu erkennen, ohne die volle Berechnung von
O(a?) fiir ete™ — tGG und ete” — tiqq [32] durchfiihren zu miissen.
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Abbildung 1.9: Die Energieabhingigkeit der linearen Gluonpolarisation in der Ha-
dronebene fiir verschiedene Energien im Fall des Topquarks
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fiir verschiedene Energien
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Kapitel 2

Die Polarwinkelabhingigkeit der
Gluonpolarisation in ee™ — ttG

2.1 Einfithrung

In diesem Kapitel werden die Polarwinkelabhéngigkeit und die Strahlpolarisation
eines abgestrahlten Gluons untersucht, anschlieBend werden die lineare und zirkulare
Polarisation in der Leptonebene berechnet.

In der Abbildung (2.1) werden die Lepton- und die Hadronebene gezeigt. Die
Leptonebene ist als die (ete”G)-Ebene definiert und die Hadronebene durch die
(qgG)-Ebene gebildet, wobei der Gluonimpuls in z-Richtung zeigt.

™~
I
™~

Abbildung 2.1: Polarwinkel 8 und Azimutalwinkel x
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2.2 Die Dichtematrix des Gluons

Die Dichtematrix ist, wie vorher, durch [25]

I

Ixazayidany, = TuviaB Eﬂ(AZ)G*V(AZ)Em(/\G>€ﬁ(>\lc) (2-1)

gegeben, wobei die Polasisationsvektoren in Gl. (1-5) definiert sind. Die Win-
kelabhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts tritt aufgrund der Kontraktion des Lep-
tontensors mit dem Hadrontensor auf, bzw. wegen der Euler-Rotation, die gebraucht
wird, um den Leptontensor in der Hadronebene darzustellen [25, 43]. An dieser Stelle
ist zu bemerken, dafl die y-Komponente des Stokes-Vektors do¥ nach der Integration
iiber den Azimutalwinkel x verschwindet. Die verbleibenden x- und z-Komponenten
des Stokes-Vektors bezeichnen jeweils die lineare und die zirkulare Polarisation.
Der Wirkungsquerschnitt 148t sich letztendlich als

do@) 3 dal(m) daQ(x)
- = (1 29 v v 2-2
dcos 8 dx dw 8( + cos™0) (gudaj dw + o dx dw + (2-2)
3, doi(x) dai(x) 3 ;(x)
- 0 - 0
+ 4 St (911 dzx dw + o dz dw * 4 COSY g4 dz dw

fiir die lineare Polarisation schreiben und als

do* 3 do? 3 dol? do%
" 20 U_ 4 2 cosd E r 2-3
dcosOdxdw 8 (1+ cos™0)gs dz dw * 4 o8 <g41 dz dw + 902 dx dw (2-3)

fiir die zirkulare Polarisation, wobei die Wirkungsquerschnitte durch

do.z(x) Oé2 ) do.iz aQ ]
o’ _ @ i) d o _ O gz 2.4
dedw  6mg?  “ (z,w) b dedw  6mg?2 (z,w) (2-4)

gegeben sind und x und w die Energievariablen sind, die durch

a::2pg-q/q2 und w:2(p1—p2)-q/q2 mit ¢ = p; + pa2 + p3 (2-5)

definiert sind (siehe Abbildung 1.2).
Im allgemeinen wird die folgende Definition fiir die lineare und zirkulare Polari-
sation des Gluons verwendet:

a = ¢ = lineare Polarisation
wobei (2-6)
a = z = zirkulare Polarisation

P = J—a
o
Diese Definition wird nach dem gleichen Muster der Definition in Gl. (1-6) kon-

struiert, d.h. als Quotient des polarisierten und des unpolarisierten Wirkungsquer-
schnitts.
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2.3 Die cosf-Abhéngigkeit der Gluonpolarisation

In diesem Abschnitt werden die einzelnen, projizierten Strukturfunktionen eingefiihrt.
Danach werden sie integriert und schliefSlich die verschiedenen Polarisationsobserva-
blen eingebaut.

2.3.1 Die Strukturfunktionen

Die verschiedenen Teile des Hadrontensors konnen aus den relevanten Baum-Feyn-
man-Diagrammen (siche Abbildung 1.2) berechnet werden. Sie sind fiir die unpola-
risierte Beitragen durch

H(z,w) = —16(i -2+ x)i — 64t (v, w)

+32(% -2+ x)tﬂ(a:, w), (2-7 a)
Hi(z,w) = =326t (x,w) + 165(206;g — 2)t, (z,w), (2-7 b)
H(z,w) = 32(% - 1)% +16¢t, (2, w)

—85(67_5 -2- x)ti(:t, w), (2-7 ¢)
Hz(a:a ’LU) = _16€t+($7 ’LU) + 85(% —2- m)tﬂ(m,w), (2_7 d)
Hp(v,w) = 64t (7, w) — 32(; -2+ x)te_(x,w) (2-7 e)

gegeben. Fiir die linear polarisierten Beitréige ergibt sich

HEF (z,w) = —32@ - 1)% — 64t (z,w) + 64(% — 1)t (z,w),  (2-8a)
HE (z,w) = —32&t, (x,w) + 165(27_E - 2)t, (z,w), (2-8 b)
HY (2, w) = 32@ _ 1)£ 16t (x,w) — 85(6$;€ —2)i (ww), (28 0)
H¥(z,w) = —16&t, (x,w) + 8{(% = 2)t (x, w) (2-8 d)

und fiir die zirkular polarisierten Beitrdge ergibt sich schlieflich

HY(2,w) — 64 (2,w) — 64(% 1) (a,w), (2-9 )
H (v,w) = 64wt (2, w) —32(2 — 2)t* (z,w), (2-9 b)
Hf (v,w) = 0, (2-9 ¢)
HE (r,w) = —16(2 — 2)~ — Gdaty (2, w) + 3202 — )t (2, w), (29 d)
H¥(z,w) = 0 ' (2-9 e)
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mit & = 4m§ /q?, wobei die folgenden Abkiirzungen benutzt worden sind:

te(z,w) = % <(m —1w)2 + (:E—I—lw)2> : (2-10 a)
th(r,w) = ; <$ _1 — & xiw) : (2-10 b)

Das Verschwinden der Hadrontensoren H7?(z,w) und H#?(z,w) auf Baumniveau ist
eine Folge der C'P-Invarianz des Standardmodells. Es ist zu bemerken, dafl unter
Quark-Antiquarkaustausch, d.h. Ladungskonjugation, ty — +ty und t§ — +t§
gilt. Dieses bedeutet, dafl die Beitrige ¢_ und t* aufgrund der Ladungskonjugation
verschwinden, wenn man nicht zwischen Quarks und Antiquarks unterscheidet. Im
folgenden mochte man zwischen den beiden Féllen unterscheiden, in denen quark-
flavour gekennzeichnet oder nicht gekennzeichnet werden. Diese zwei Fille werden
als flavour tag und flavour no-tag bezeichnet.

Im Grenzfall verschwindender Masse konnen die Hadrontensoren in Gln (2-7 a-
2-7Te, 2-8 a-2-8 d und 2-9 a-2-9 e¢) mit der Ersetzung £ = 0 ausgerechnet werden.
Die iibrigbleibenden Terme im Limes & = 0 sind proportional zu % (z,w). Dieses ist
wichtig, weil sie im Limes £ — 0 massensingulédr sind. Wenn man die w-Integration
mit flavour-tag durchfiihrt, integriert man tatséchlich die massensinguldare Funktion
tY.(z,w) zu einem z-unabhiingigen logarithmischen Faktor und einem endlichen Teil
(z-abhiingig) auf, d.h. [t4 (z,w)dw — —In¢ + cx (siche GIn. (2-10 a-2-10 b)). Die
dominierenden logarithmischen Terme, die nach dem Limes & — 0 iibrighleiben,
sind:

Hj(z) — —32(% ~2+7)In¢,
Hp(z) —>32(i—2+:p) Iné,
H (z)  — —64(§ — 1) Ing,

H¥(z) — 64(% ~1)In¢, (2-11)

HF(z)  —32(2—2)In¢,
Hp(z) — —32(2—z)In&.

Die restlichen Terme in Gln. (2-7 a-2-7 e, 2-8 a-2-8 d und 2-9 a-2-9 e) sind sub-
dominant. Die Ausdriicke in Gln. (2-11) bestimmen die Energieabhéngigkeit der
linearen und zirkularen Gluonpolarisationen im masselosen Limes. Sie werden be-
nutzt, um einen Vergleich mit den entsprechenden Ausdriicken im massiven Fall
anzustellen.

Zuriick zum Fall der massiven Quarks. Die Integration kann iiber den Pha-
senraumparameter w ohne Probleme durchgefiihrt werden. Wie bereits erwihnt
wurde, verschwinden jedoch die in C' ungeraden Observablen in dieser Integration,
wenn nicht der flavour-tag verwendet wird. So verschwinden z.B. die Beitrdge zur
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zirkularen Polarisation, wenn iiber den vollstédndigen w-Bereich integriert wird. An
dieser Stelle sind die Integrationsvariablen fiir die Quark- und Antiquarkvariablen
antisymmetrisch. Nichtverschwindende Werte der zirkularen Polarisation werden
nur dann erhalten, wenn man den flavour-tag verwendet. Dies bedeutet, dafl man
zwischen den Quark- und Antiquarkenergien in der Integration unterscheiden muf.
Man integriert fiir einen ortlich festgelegten Wert der Gluonenergie iiber positive
Werte von w-Variablen und zieht dannach das Integral iiber negativen Werten der
w ab. Eine andere und gleichwertige Moglichkeit ist, den doppelten Wert der zirku-
laren Polarisation fiir positiv berechnete w zu nehmen.

Es werden die notwendigen Integrale aufgelistet, die man fiir diese Berechnung
benotigt. Die Integrale sollen zwischen den symmetrischen Phasenraumgrenzen
—w, und w4 ausgerechnet werden, wobei

l—2z-¢
=xy——. 2-12
wile) = m| (2-12)
Es ergibt sich:

+w+ () 1 1
/ ty(z,w)dw = (— —1>;w+(x),

—wy (z) z

), _ Vi—z+/T—z-¢\
/w+(x) tt (z,w)dw = In <\/1 — T §> = tt(z), (2-13)
5 /[)+w+($) b (o w)dw = 1 ;f _,
2/0+w+(z) tz_(x,w)dw = In <1 ; :1:) = t‘f_(a;)

wobei fiir die zwei letzten C-geraden-Integrale der flavour-tag verwendet wird. Mit
diesen Integralen erhilt man die Strukturfunktionen H!(z), H(z) und H!(x).
Somit ergibt sich

Hl(z) = —32(% — 4+ x)éuur(x) + 32(% —2+x)th (v),

() = —326(% 1) (o) + 166(25 —2)id ),

Hi(r) = 16(4+ g)(i - 1>§w+(x) - sg(® - Sl a)t@), (1)
i) = —16e(c 1) () +86( 8 2 - a)t (o),

Hi(z) = 64(1 ;5 —1) - 32(i —2+ )t (2),

Hi (2) = _128@ - 1)%114(:5) + 64@ “ 1) (@),

() = —326(1 1) (o) + 166 (25— 2)it (),

H*(z) = 16(4+ 5)(l - 1)iw+(x) - 85(6%5 —2)t (), (2-15)

T
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() = —166(; 1) Lwy (@) + 8625~ 2), (2),

! ;5 —1) - 64(% — 1)t (x),

= 64(1 — & —x) —32(2 — 2)t’ (),

(x) = 64(
(z)
Hi(x) = 0,
(z)
(z)

_ - 3x)%w+(a:) 322 — o)t (2). (2-16)
= 0.

In dieser Notation ist H(x) = [ H(z,w)dw. Der dominierende, logarithmische Term
In ¢ im Grenzfall verschwindener Masse kommt aus dem masselosen Limes von den
Funktionen ¢, (z) und ¢' (). Sie sind in Gl.(2-11) angegeben.

Der letzte Schritt ist die Integration iiber den zweiten Phasenraumparameter x.
Es ist klar, dafl wie vorher ein cut-off fiir die Gluonenergie eingefiithrt werden mu$,
um die Funktionen zu regularizieren. Der cut off wird durch E. = \\/q? definiert.
Die Integration wird von x = 2\ = 2E./A\/¢? bis x = 1 — £ durchgefiihrt. Man
erhalt:

H) = —128G(—1) + 128G(0) — 32G(1) + 64G,(—1) — 64G,(0) + 32G,(1),

H2 = —326G(—1) 4 326G(0) + 16£(2 — €)Go(—1) — 32£G,(0),

Hi = 16(4+ &)G(—1) — 16(4 + £)G(0) — 8£(6 — £)Ge(—1) + 16£Ge(0) + 8£Go(1),
H} = —166G(—1) +16£G(0) + 8£(2 — §)Ge(—1) — 16£G,(0) — 8£Ge(1),  (2-17)
Hp = —8(13— 126 — €2 — 8Liy(1 — €)) —48In€ — 64(1 — £ +In &) In <i_2> ’
Hiy = —128G(—1) +128G(0) + 64G,(—1) — 64G,(0),

HEF = —326G(—1) + 326G(0) + 16£(2 — €)Gu(—1) — 32£G,(0),

HEE = 16(4+&6)G(—1) — 16(4 + £)G(0) — 8(6 — £)Go(—1) + 16G,(0),  (2-18)
H" = —166G(—1) + 166G(0) + 8¢(2 — £)Ge(—1) — 16£G¢(0),

Hif = —64(2(1—¢) — Liz(1 = €)) = 64In€ — 64(1 — £ + Iné) In GT?) ’

HYP = 24(1—€)(3 —¢) +48In¢,

Hp = 0, (2-19)
HE = —128G(0) 4+ 96G(1) + 64G,(0) — 32G,(1),

HF = 0,
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wobei
1-¢

G(m) := /2 2"t (z)dw. (2-20)

A
Die vollstandigen analytischen Ergebnisse der Integrale sind bereits im Kapitel 1
erwiahnt. Fiir die vorliegenden Berechnungen dieses Kapitels tauchen keine neuen
Integraltypen auf. Im Gegensatz zu den Ergebnissen im Kapitel 1 ist hier eine
Entwicklung nach kleinen A\ durchgefiirht, und man behélt nur die fithrenden Terme.
Diese Entwicklung vereingfacht die Ausdriicke ohne ihre numerische Genauigkeit zu
verlieren, die nachgepriift worden ist. Die Integrale nach der A\-Entwicklung lauten

G(-1) = —-In GJ—FZ) —vln (%) , (2-21)
GO) = wv— %gln (if}) , (2-22)
6(1) = 2+Ov- -9 (1), (2-23)

Ge(m) = /2/1\é 2™t (v)dz, (2-24)

G(-1) = —In GJ_FZ) In (W) —Li, <(1 i%)?) . (2-25)
G,(0) — —U+%(2—§)ln ig) (2-26)
Gi(1) = —§( 2- &+ o ! 5886432 GJ_“Z) (2-27)

2.3.2 Numerische Resultate

Die Abbildung (2.2) zeigt die zirkulare Gluonpolarisation im Fall des Topquarks.
Die zirkulare Polarisation ist positiv in dem gesamten Energiebereich und erhoht
sich am Ende des Gluonspektrums (in dem sogenante hard gluon Bereich), bevor sie
verschwindet. Dieses ist einfach zu verstehen, da die lineare Polarisation 100% ist.
Im allgemeinen ist die zirkulare Polarisation klein, mit Ausnahme des masselosen
Falls. Der Grenzwert verschwindender Masse ist durch die kollineare Konfiguration
durch die In -Beitriage bestimmt. Es ergibt sich
. _gu x(2-— 1)

P (x) = 22 (2-28)
Fiir die numerischen Werte der massenlosen Formel (2-28) fiir die zirkulare Polarisa-
tion ist es interessant zu bemerken, dafl durch den Quotienten der elektroschwachen
Faktoren —gﬁ die zirkulare Polarisation fiir down-Typ-Quarks grofler wird. Die Ab-
bildung (2.3) zeigt die zirkulare Gluonpolarisation fiir die down-type Quarks und
up-type Quarks bei einer Schwerpunktsenergie von /g% = 1000 GeV. Der Effekt des
Quotienten 214 kann am harten Ende des Spektrums gesehen werden. Der Fall
des Bottomquarks ist auch graphisch dargestellt. Die Abbildung (2.3) zeigt die zir-
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Abbildung 2.3: Energieabhdngigkeit von P* fiir verschiedenen flavours
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Abbildung 2.4: Energieabhdngigkeit von P* im Fall des Charmquarks

kulare Gluonpolarisation fiir das Charmquark, um einen Eindruck von dem Effekt
der Masse des Quarks zu bekommen. Schlieflich ist in den Abbildungen (2.2,2.3)
zu bemerken, daf} die zirkulare Polarisation im massiven Fall relativ weit weg von
dem Wert des masselosen Falls ist.

Die Abbildung (2.5) zeigt die Abhéngigkeit der zirkularen Polarisation im Fall
eines polarisierten Elektrons.! Der Effekt der Strahlpolarisation ist fiir die zirkulare
Gluonpolarisation bemerkenswert, was bedeutet, dafl eine starke Polarisationsiiber-
trag von der Helizitdtspolarisation des Elektrons zur zirkularen Gluonpolarisation
stattfindet. Die zirkulare Gluonpolarisation kann sich bis um einen Faktor 10 als
Folge dieser Polarisationsiibertragung erhchen.

Die Abbildung (2.6) zeigt die Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts von der
Strahlpolarisation. Sie ist um bis zu 50% fiir negative Helizitaten des Elektrons
vergrofert und auch um ca. 50% fiir positive Helizitdten des Elektrons verkleinert.

Zunéchst werden die Ergebnisse der Polarwinkelabhéngigkeit présentiert. Die
Abbildung (2.7) zeigt die Polarwinkelabhéangigkeit der linearen Gluonpolarisation
im Fall des Topquarks. Diese Abhéngigkeit ist klein, da die Asymmetrie der Pola-
risation beziiglich des Winkels gering ist.

Die Abbildung (2.8) zeigt die Polarwinkelabhéngigkeit der zirkularen Gluonpo-
larisation im Fall des Topquarks. Diese Abhéngigkeit ist bemerkenswert, da die
Asymmetrie der Polarisation beziiglich des Winkels grof} ist.

Schliellich wird in der Abbildung (2.9) die Abhéngigkeit des Wirkungsquer-

!Diese Strahlpolarisation-Abhéingigkeit ist fiir die lineare Polarisation sehr klein.
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Abbildung 2.7: Polarwinkelabhdngigkeit von P*

schnitts vom Polarwinkel gezeigt, die auch klein ist.

2.4 Die Lineare Polarisation in der Leptonebene

Die bisherigen Berechnungen der Gluonpolarisation sind in der Hadronebene durch-
gefiithrt worden, d.h. die Komponenten des Stokes-Vektors liegen in der Hadronebe-
ne. Deshalb mufi man seine Komponenten drehen, um die entsprechende Polarisa-

tionsobservablen in der Leptonebene ausdriicken zu konnen.

2.4.1 Die Rotation der Strukturfunktionen

Die Leptonebene (auch als Gluon-strahl-Ebene bezeichnet), in der Abbildung (2.1)
als (2', z)-Ebene darstellt, bildet den Winkel x mit der (z,z)-Ebene. Der Stokes-
Vektor mufl um die 2-Achse bzw. die Gluonimpuls-Richtung um den azimutalen

Winkel x gedreht werden.
Die Komponenten des Stokes-Vektor transfomieren sich als

H* cos 2y H* — sin 2y HY,
HY' = sin2yH" + cos2yHY, (2-29)
Hz/ — HZ,
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wobei (H*', HY', H*') die Kompenenten des Stokes-Vektors in der Leptonebene dar-
stellen. Da man um die z-Achse dreht, #indert sich die z-Komponente H? nicht.? Es
ergibt sich

1
Hy' = —§(H%+Hf),
HY' = 0, (2-30)

wobei die y’-Komponent HY" nach der azimutalen Mittelung herausfillt. Die ha-
dronischen Anteile ,7" “ und ,,4 “ auf der rechten Seite werden in der Hadronebene
spezifiziert und werden durch [36]

HT = §(H+— +H—+> = 5(_H11 +H22)=
1 1

HY = —(HL —HYy) = —(HY+ HY) (2-31)

gegeben. Diese Anteile konnen aus dem den relevanten Feyman-Diagrammen 1.2
berechnet werden. So ergibt sich

8 4 —
HY (5,w) = S 4+ 86t (n,0) — 46254 (2, w),
xXr xXr
HZ'(z,w) = 0. (2-32)

Hier ist man an der Energieabhéngigkeit der linearen Polarisation interessiert. Des-
halb wird ihre einfachintegrierte Formel

Hw) = 8P g) ) ae ),
H%x,(l‘) = 0 (2—33)

angegeben.
Im Grenzwert verschwindender Masse verschwinden die Strukturfunktionen
HZ'(xz,w). Dieses bedeutet, dafl sie keine kollinearen Singularititen haben (2-32).
Dieses Verhalten steht im Gegensatz zu den entsprechenden Strukturfunktionen fiir
die lineare Polarisation in der Hadronebene, die eine kollineare Singularitét besit-
zen (Gl (2-11)).
Der allgemeine Ausdruck fiir die linearen Gluonpolarisation in der Leptonebene
lautet
g H" + gioH7"

j .
gu(Hj + Hp) + g12(Hfy + Hi)

(2-34)

Zur Vollstandigkeit ist H%I' im Zahler angegeben, obwohl sein Beitrag verschwindet.

2In GI. (2-29) sind die Indizes weggelassen worden, um die Notation zu vereinfachen.
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Abbildung 2.10: Die Energieabhingigkeit der P' in der Leptonebene im Fall des
Topquarks

2.4.2 Numerische Resultate

Die Abbildung (2.10) zeigt die (/% )-Abhéngigkeit der linearen Gluonpolarisa-
tion in der Leptonebene im Fall des Topquarks bei drei unterschiedlichen Schwer-
punktsenergien.

Die lineare Polarisation ist im allgemeinen klein und hat die Tendenz, am Ende
des Spektrums schnell zu steigen. Die lineare Polarisation wird auch grofler, wenn
die Schwerpunktsenergie erhoht wird. Dieses Verhalten widerspricht der Intuition,
weil man aufgrund der Abwesenheit der kollinearen Singularitéit in der polarisierten
Strukturfunktionen fiir v — 1 etwas anderes erwarten wiirde. Es ist zu bemerken,
daf die lineare Polarisation weder am weichen Ende des Spektrums noch am harten
Ende verschwindet. Tatsdchlich erhilt man

g1 (=23 —v?)v + (1 = v*)(3 4+ v?)ty)

P (x=0) = 2-35
(z=10) 2((3+v2)g11 + 3(1 — v2)g12) (20 — (1 + v2)t;) (2-35)
am soft gluon-Punkt, wobei
14w
v=/1—-¢, tl:ln<1_v>. (2-36)

Als Grenzwert verschwindender Masse erhilt man wie erwartet P*'(0) — 0. Am
Ende des Spektrums wird die lineare Polarisation durch
911
(3 =v?)gin — (1 —v%) g2

Px/(mmax) = (2'37)
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Abbildung 2.11: Energieabhingigkeit der P in der Leptonebene im Fall des Charm-
quarks

fiir * = xpae = 1 — £ gegeben.

Es ist zu bemerken, da§ der Grenzwert fiir m — 0 in Gl. (2-37) endlich wird, d.h.
die lineare Polarisation ist P*(2yay) — 1/2 fiir v — 1. In diesem Limes hitte man
naiv P* — 0 erwartet. Jedoch wird die Null wegen des Phasenraums im Nenner
durch die kollineare Singularitét aufgehoben.

Der gesamte Effekt der Authebung ist, daf§ die Polarisation auf einen endlichen
Wert zustrebt, wenn v — 0 geht. Wenn man die Energieabhiingigkeit der linearen
Polarisation fiir sehr kleine Masse des Quarks plottet, geht die lineare Polarisation
fiir den gesamten Energeibereich gegen Null, aber sie wichst schnell zu einem Wert
0.5 nahe des Endpunktes des Spektrums an.

Die Abbildung(2.11) zeigt die (/% mq)-Abhéngigkeit der linearen Gluonpolari-
sation in der Leptonebene im Fall des Charmquarks ebenfalls bei drei unterschiedli-

chen Schwerpunktsenergien. Die Abbildung(2.12) stellt einen Vergleich der linearen
Gluonpolarisation von Top- und Charmquark dar.

2.5 Zusammenfassung

Es wurden ausfiihrlich die lineare und die zirkulare Polarisation des Gluons in Top-
und Charmquarkproduktion in der e~e™-Annihilation diskutiert. Auferdem wur-
den die Effekte der Strahlpolarisation und der polaren Winkelabhéngigkeit auf die
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Abbildung 2.12: Vergleich von P' in der Leptonebene fiir Top- und Charmquark

Gluonpolarisation untersucht.

Die lineare Polarisation des Gluons bleibt iiber den grofleren Teil der Gluonener-
gie nahe an ihrem klassischen soft gluon-Wert von 100% [29] und ist nur wenig von
der Polarisation des Strahls, von der polaren Orientierung des Gluons und vom fla-
vour des schweren Quarkpaares abhéingig, das zusammen mit dem Gluon produziert
wird.

Die zirkulare Polarisation des Gluons héngt stark von der Polarisation des Strahls
der polaren Orientierung des Gluons und dem Flavour des schweren Quarkpaares
ab, das zusammen mit dem Gluon produziert wird.

Die Abhéngigkeit von diesen Effekten kann ausgenutzt werden, um die zirkulare
Polarisation des Gluons optimal zu justieren. Um jedoch eine nicht verschwindende
zirkulare Polarisation des Gluons zu sehen, mufl man den flavour des dazugehédrigen
Quark/Antiquarks kennzeichen, da die zirkulare Polarisation unter Ladungskonju-
gation ungerade ist und im Mittel Null wird. Um eine Messung der zirkularen Pola-
risation von Gluonen durchfithren zu kénnen, mufl man ihre Zerfélle in polarisierte
Teilchen untersuchen, deren Polarisation gemessen werden kann.

Wenn man darauf abzielt, Gluonpolarisationseffekte im aufspaltenden Prozef3
ete” — ttG(G — GG, qq) zu untersuchen, sollte die obige on-shell-Rechnung aus-
reichen, die fithrenden Effekte der Gluonpolarisation zu kennzeichnen und zu behan-
deln, ohne eine volle Berechnung O(a?) von ete™ — ttGG und von ete™ — ttqq [32]
durchfithren zu miissen.

)
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Abbildung 2.13: Polarwinkelabhingigkeit von P! in der Leptonebene im Fall des

Topquarks
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Kapitel 3

Longitudinal-Longitudinal
Spin-Korrelation in eTe™ — ¢g

3.1 Einfiihrung

In den letzten Jahren seit der Entdeckung des Topquarks hat das Interesse an der
Rolle der Quarkmasseneffekte in der Produktion von Quarks und Gluonen in der
ete -Annihilation zugenommen. Die Untersuchung solcher Effekte ist wesentlich,
da die Auswirkung durch die Masse des Quarks auf das Definitionsschema fiir Jets
signifikant ist. Die heavy flavour Impuls-Korrelation und die Gluonpolarisation [44]
werden ebenfalls durch die Quarkmasse beeinfluffit. Diese Effekte treten auch fiir
das Charmquark und das Bottomquark auf, wenn sie fiir die Skala der Masse des
Z-Bosons produziert werden [45, 46, 47].

Eine detaillierte Untersuchung der Quarkmasseneffekte in den Vernichtungen
ete” kann sogar zu einer alternativen Bestimmung des Quarkmassenwertes
fithren [45, 46, 47, 48, 58]. Verstiandlicherweiser ist die Bedeutung fiir die Quark-
masseneffekte bei tt-Produktion in den zukiinftigen Linearbeschleunigern grof, weil
dort im geplanten Energiebereich die Quarkmasseneffekte nicht vernachléssigt wer-
den koénnen.

Die Quarkmasseneffekte sind auch wichtig im Limes m — 0 bei den Strahlungs-
korrekturen zur Polarisation des Quarks, weil die residualen Masseneffekte die naive
spin-flip-Konfiguration des masselosen Falls m = 0 &ndern [53, 36, 55, 56).

Die longitudinale Polarisation der massiven Quarks beeinflufit die Form des Ener-
giespektrums ihrer leptonischen Zerfallsprodukte [57].

Andere Autoren [49, 50] untersuchen die Spin-Korrelationen des Topquarks. Sie
verwenden eine andere Basis fiir die Quantisiereung des Spins, die sogenannte beam-
line basis, die sich als die optimalste Basis fiir das Tevatron erweist.

Eine andere Moglichkeit fiir die Berechnung der Spin-Korrelationen des Top-
quarks ist die von A. Brandenburg und Mitarbeitern [51, 52] betrachtete, in der eine
gemeinsame Achse fiir die Quantisierung des Spins verwendet wird. Allerdings sind
dies numerische Berechnungen.

Man kann beweisen, dafl die Polarisationsobservablen, die man in der beam-
line basis definiert, als eine lineare Kombination der Polarisationsobservablen in [9]
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ausdriickbar sind.

In diesem Kapitel werden die O(ay)-Korrekturen zur longitudinal-longitudinal
Spin-Korrelation fiir massive Quarkpaare analytisch berechnet, die in der ete™-
Annihilation produziert werden.

Die Vorteile der hier durchgefithrten Berechnungen gegeniiber der Berechnungen
in [49, 50, 51, 52| sind:

e Die analytische Berechnungen erlauben es, auf eine einfache Weise das Grenz-
wertverhalten zu diskutieren.

e Die analytische Berechnungen erlauben es, eine vollstiandig spin-flip, no-flip-
Analyse durchzufiihren.

e Die numerische Implementierung ist schnell.

Die Berechnung wird sowohl fiir das Topquark als auch fiir das Bottomquark
durchgefiithrt. Es wird gezeigt, wie die Masseneffekte die verschiedenen Konfigura-
tionen spin-flip und no-flip beeinflussen kénnen.

3.2 Die Dichtematrix der Spin-Spin Korrelation

Die differentielle Dichtematrix do = doy,z,;xy,, die Quarks mit Helizitdt A; und
Antiquarks mit Helizitat Ay beinhaltet, ist definiert als

1
do = - <da]1 @1 +do ey @1 +do™ 1 @ 03+ do "oy @ 03)' (3-1)

Das Hauptinteresse dieses Kapitels betrifft die longitudinale Polarisation des
Quarks und des Antiquarks und ihre Spin-Spin-Korrelation, die durch die Haupt-
diagonalelemente der Dichtematrix gegeben ist. Diese Matrixelemente werden mit
den Helizitdten \; = | und Ay = X} bezeichnet.

In der Dichtematrix der Gl. (3-1) ist o3 = p; @ fiir das Quark und o3 = po& fiir
das Antiquark einzusetzen, wobei p; = p;/|p;|.

Eine alternative und dquivalente Darstellung der Dichtematrix kann mit der Hilfe
der longitudinalen Spinkomponente s{ = 2)\; und s§ = 2\, mit s{,s5 = £1 (oder
st,s5 € {1,1}) ausgedriickt werden. Damit ergibt sich

1
do(st, s5) = 2 (da +do'st + do"sh 4 da(ﬁlb)sfsg) : (3-2)

Aus der C'P-Invarianz des Standardmodells kann abgeleitet werden, daf§ do und
do“1%2) Beitrage gerader Paritit der VV- und AA-Strome erhalten, wihrend do“)
und do*?) Beitrige ungerader Paritét der V A- und AV-Stréme erhalten. Die Terme
gerader Paritiit do und do“%) sind C-gerade, d.h. sie sind invariant unter dem
Quark-Antiquark Austausch (¢ < ). Dagegen sind die Terme ungerader Paritét
do™) und do*2) C-ungerade, daraus folgt do'™(py, py) = —do'®) (ps, p1).
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Die Umkehrung der Gl.(3-2) lautet

do = do(11) +do(1]) +do(lT) +do(l])
do®) = do(17) +do(T]) —do(1T) —do(l])
do™® = do(11) —do(1]) +da(11) — do(l]) (3-3)
do1t2) do(11) —do (1)) —do(17) +do(l]).
z7=7
N

Abbildung 3.1: Polarwinkel 6 und Azimutalwinkel x

3.3 Die Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation

3.3.1 Der Wirkungsquerschnitt und die Spin-Spin Korrela-
tion
Der Wirkungsquerschnitt 1&8t sich als

1
do(st,sh) = 1 (gll(dUl +do\" st sb) 4 gra(doy + dod ) st sh)

tgra(do™s + da§‘2>sg)> (3-4)
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schreiben. Die Indizes in den Raten ¢ = 1,2,4 gehdren zur den entsprechenden
beitragenden Hadrontensoren, wobei sich der totale Wirkungsquerschnitt im Fall

ete™ — q(p1)q(pe) als

Talv

o' = 3—q4HU+L (3-5)

schreiben 1af3t.
Die Vierervektoren sind durch

2
b1 = \/2(]_(1707072})
2
P2 = 4(170707_1})
¢ = \/g2(1:0,0,0) (3-6)

gegeben.
Im Fall efe™ — ¢(p1)q@(p2)g(p3) wird der differentielle Wirkungsquerschnitt als

do* o«
dydz — 48mq?

Hyp(y,2) (i=1,2) (3-7)

geschrieben. Als kinematische Variablen werden y und z verwendet. Sie sind durch

y=1-200  nd c=1-2Pd (3-8)

q

definiert.
Die Vierervektoren sind hier durch

2
b1 = @(1_9707(), RU)
2
Py = g(l — 2;0, R, sin 62, R, cos 0;5)
2
ps = g(y + 2)(1; 0, — sin 613, cos b13)
¢ = Ve(1:0,0,0) (3-9)
gegeben mit
-1
costyy = 2y e 108 (3-10)
V=2 =&/ -2)2 ¢
Die Hadrontensoren gerader Paritét sind
1 1
1 1%4% AA 2 1%4% AA
HMV - §(HMV + Hw/ ) HMV - i(HMV - H;,LV ) (3_11)
Der beitragende Hadrontensor ungerader Paritét ist
1
4 VA AV
H,, =-(H, +H, ). (3-12)

2
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Die Notation (U+L) in Gln. (3-5,3-7) bezeichnet die totale Rate (U: unpolarisiert
tranversal , L: longitudinal) nach der Winkel-Mittelung [36].

Die Verallgemeinerung der obigen Ausdriicke fiir die Wirkungsquerschnitte fiir
den Fall des longitudinal polarisierten Strahles ist durch die Ersetzung

gu — [(1=h"h")gia+ (b~ — h¥)gud] (3-13)
g — [1=h"h")gu+ (h~ =h%)gu] (i=1,2) (3-14)

fiir die g;;-Faktoren gegeben, wobei h~ und h™ (=1 < h* < +1) die Polarisation
des Elektron- und des Positron-Strahls bezeichnen.

3.3.2 Die Feynman-Diagramme

Die beitragenden Feynman-Diagramme auf Born-Niveau sind in der Abbildung (3.2)
dargestellt. Die beitragenden Baum-Graphen sind in der Abbildung (3.3) gezeigt.

et (p4) q(p1)

e (p-) g(p2) N

Abbildung 3.2: Bornsche Feynman-Diagramme

Die beitragenden Schleifen-Graphen sind in der Abbildung (3.4) dargestellt.

q(p1) N

q(p2) N

Abbildung 3.3: Baum-Feynman-Diagramme
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D+ D1

p— D2

Abbildung 3.4: Loop-Feynman-Diagramm

Die Berechnung der notwendigen Spuren ist, wie in den voherigen Kapitel, mit
Hilfe des symbolischen Algebraprogramms MATHEMATICA [26, 27] und des speziel-
len Hochenergie-Packets HIP [28] durchgefiihrt worden.

3.3.3 Der Phasenraum fiir den ¢¢gG-Endzustand

Der Wirkungsquerschnitt besteht aus drei Faktoren [siche Anhang B]. Einer davon
ist der Phasenraumfaktor dPS, der fiir drei Teilchen im Endzustand durch

d3py d®
4(271 +p2+p3— )iﬂg( AQZ)Q(E3)d4P3 (3-15)

dPSs =
3 2F, 2F,

1
(2m)°
definiert ist. Mit Hilfe des Energie-Impuls-Erhaltungssatzes fiir die 4-Impulse p;
kann dieser Faktor weiter bestimmt werden. Im ersten Schritt wird die Integration
iiber die §*-Funktion ausgefiihrt, die die Energie-Impulserhaltung mit ps = g—p; —p»
reprasentiert. Es ergibt sich dann

dPS; = #5(((] — P p2>2 - Aq2)§3—£§3—£§ ] (3-16)
und fiir das Argument der verbliebenen d-Funktion erhélt man
(@ =p1—p2)" = ¢+ + Py — 201 — 2p2q + 2p1p2 (3-17)
mit
pi = B~ =mg  fir =12
p; = Ei-Ip)t= Aq : (3-18)

wobei m,, die Masse des Quarks und A+/¢? die Masse des Gluons darstellt, das fiir
die Renormierung gebraucht wird. Statt der Energien F; und E5 fithrt man die
dimensionslosen Parameter x; und x5 ein, welche durch

_ 2pi-q
==

i=1,2 (3-19)

Tr; =

i B
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definiert sind. Mit diesen Parametern folgt fiir den Phasenraumfaktor

1 1 d3Dy

dPSs = ——6(¢*(1 — A — a1 — 2 2 3-20
3= 2y (q°( Ty — T2) + 2p1p2 + m)2E1 2B, (3-20)

Das D1fferent1al pl kann in Kugelkoordinaten umgeschrieben werden:
d°p; = |pi*d|pi|dS = |pil*d|pi|dxid(cos 6;). (3-21)

Aus E? = p; + m? erhilt man F;dE; = |p;|d|p;| und damit insgesamt :

E;
dgﬁ’i = |pz|2 | —»|dE dXZd(COS 01) ) (3_22>
- B ot
und mit |p;| = /Ef —m und dE; = Y5—dz; erhélt man schlieflich:
2

E? — m%@dazidxid(cos 0;). (3-23)

Fiir m? = mg kann man die Masse des Quarks als mg = iﬁqz parametrisieren, und

so ergibt sich letztendlich:

1 1
dPSg — W(S((f(l - A — 3:1 - :Eg) + 2p1p2 + 75) X (3'24)

*q V@i — &dxid(cos 91 ¢/ 23 — Edxad(cos by)

Die Achsen der Koordinatensysteme sind beheblg wéhlbar, so dal man die z-Achse
in Richtung des Quarkimpulses festgelegen kann und die Winkel relativ zum Quar-
kimpuls betrachtet. Schliellich ergibt die Integration iiber einen Winkel zusammen
mit der Delta-Funktion die Beschrankung des Integrationsbereiches fiir z. Der Pha-
senraum ist durch die Bedingung

cosf;; <1 i # 7, i,7=1,2,3 (3-25)

auf ein Gebiet in der (y, z)-Ebene beschriankt. Die Phasenraumgrenze ist somit
durch die Bedingung

cosby; =+1  i#j,  i,j=123 (3-26)

festgelegt. Es werden neue skalierte Energievariablen fiir das Quark und das Anti-
quark durch

l—y = n; und
l—2z = x (3-27)

eingefiihrt. Damit sind die Energien durch

Bo= -y
B, = %(1—2)\/;2, (3-28)
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und die Impulsprodukte durch

1
pg = -(1—y)d,

2
1
P2q = 5(1 —2)¢°, und (3-29)
pipe = E1FEy — pipacosbiy
gegeben. Anschliefend kann man die Beziehung fiir das 4-Produkt p; ps umschreiben:
1 2 ¢’
ppz= (=)L =208 = (1 =9 =61 -2)? =€ cosbo.  (3-30)

Nach der Ersetzung von Gl. (3-30) erhélt man:

APS; = (1= At 5~ (L=y) = (1=2)+ S0~ y)(1 - 2)
d3py d*p:
_\/(1—9)2—5\/(1—2)2—5 C03912))2—§112—g§-

Die Integration kann anschlieend iiber den Winkel cos ;5 zusammen mit der J-
Funktion durchgefiihrt werden. Die Bedingung, dafl cosf;5 < 1 sein muf, fiithrt zu
den folgenden Grenzen

yo o= JAEHA gy = 10 (3-32)

) = e {iou-gerae e oo ae/i- el
(3-33)

(3-31)

Der Phasenraum wird in der Abbildung (3.5) dargestellt. Die durchgezogene Linie
stellt den Phasenraum fiir massive Quarks in der (y, z)-Ebene dar. Die gestrichelte
Linie gibt zusammen mit den Koordinatenachsen die Phasenraumgrenze im masse-
losen Fall an.

Die Soft-Gluon-Singularitdt wird durch die Einfiihrung einer Gluonmasse regu-
larisiert.

3.3.4 Die Projektion

Die entsprechenden Komponenten der verschiedenen wa, die gebraucht werden,
um den Wirkungsquerschnitt fiir die Longituddinal-Longitudinal Spin-Korrelation
zu erhalten, konnen mit Hilfe des folgenden Projektors berechnet werden:

I, = —g", (3-34)
wobei 0
g =g" - —’;2”. (3-35)

Die projizierten Beitrdge erhalt man durch Anwendung des Projektors auf den Ha-
drontensor

H® =T"H wobeia=U+Lundi=1,...,4 (3-36)
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Abbildung 3.5: Der Dreiteilchen-Phasenraum fiir massive Quarks

3.3.5 Strukturfunktionen

Die verschiedenen Beitréige auf Born-Niveau lassen sich als

Hl ., (Born) = (4—¢&)Ncg,
Hy 1 (Born) = 3¢Neq,

Hy2 (Born) = —(4 - 36)Neg?,

Hi? (Born) = —ENog?, (3-37)
Hé(fL)(Born) = 4uNeg?,
Hé(_?L)(Bom) = —4vNgg?

schreiben, wobei £ und v als
E=4ml/q und v=4/1-¢ (3-38)

definiert sind.
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Der spinabhingige O(a;)-Hadrontensor ist definiert als

Huy(p17p27p3)81782) = Z <qq_g|ju|0><0|jl‘qqg> (3_39>

gluonspin

Er kann aus den relevanten Feynman-Diagrammen ausgerechnet werden. Die lon-
gitudinale Spin-Spin-Komponente des Hadrontensors kann mit Hilfe der jeweiligen

longitudinalen Komponeneten des Spinvektors herausprojiziert werden. Sie sind
durch

(s = f/%(\/(l— y)? —§0,0,1—y) (3-40)

¢

s :
(sh) = %( (1 —2)2 =& (1—2)sinf9,0,(1 — z) cosby2)
gegeben.
Die resultierenden spinunabhéngigen Hadrontensorkomponenten lauten
€., 1 1 1 1
Hyy(y,2) = 47TCY5NCC'F[2§ —&(2 - 5)(; + )20 - 5)(& +-)
HE+66+ )+ (4+ O+ )] (3-41)
yz 2y
351 1 1 1 1
2 _ 2
Hpy1(y,2) = 4maNeCr| — 26 — 3¢ <E +5) - 65(; +)+3¢6(2 - 5);
y oz
24z 3-42
G+ (3-42)

und die spinabhéngigen Hadrontensorkomponenten lauten

H 02 = T o106+ + (1- 94— 390 (1 + %
(4 36)(8 - 76) G " 2) 12012~ 56)(y + 2)
2= 907+ ) - (-39¢ (5 - L+ 5 - )
2= 0@ O6-30L - -39 Y+ )
+2(4 — 5¢) (y; + %) + 4{3/2] : (3-43)
H2) = TORNEC ae - ge (e ) v -0 (54 )
oy -2+ e (L L2 i
o2+ - (S-Gr5-5) )
1 )
“2z- -0k~ o+ (L4 2] vz (L4 2 e
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wobei

R, =\/(1—-y)?—-¢ und R,:=/(1-2)?2-¢ (3-45)
Die Einschleifenbeitréige konnen mit Hilfe einer allgemeinen Substitution aus den
Bornschen Terme berechnet werden. Diese Substitution lautet

R (R P L (3-46)
+
W = O+ DI pag, g
Die explizite reellen Anteile der Finschleifenfaktoren A, B, C' und D sind durch
1 2 1-— Ag? 1-—
Rea — —0Crl(y 1H0 ln< ”) Y [ +3v1n( ”)+4
4 v 14w ‘m? 14w
1+ v? 1—w 2
L - — -4
= (12(1 D (i) - %)| (349
sSCrl—
ReB = C ( ”) (3-49)
+o
ReC = ReA 2ReB (3-50)
a,Cpr1—12 ) 1—w
D = 2 2 1 -51
Re T [v+(+v)n<1+ﬂ)] (3-51)

gegeben [53]. Um die IR-Singularitéiten in den Finschleifenfaktoren zu regularisieren,
wird den Parameter A fiir die Masse des Gluons verwendet. Die UV-Divergenzen
der Vertexfunktionen F}f(pl,pg) und Ff}(pl,pg) werden durch die Anwendung der
renormalisierte Konstante der Wellenfunktion des Endquarkzustéinde aufgehoben

0
67, = —5 L) (352)
! o Eq: pem
2 2
_ _a,Cp i—’yE—Hn dmp 49 L—’YE‘F}H Amp L,
4 Euv m2 €IR m2
(3-53)
wobei vg die Fulersche Konstante ist. Es wird die Korrespondenzformel
Aq? 1 4y
(L) e= — —qyp+m (£ (3-54)
m2 €IR m2

zwischen der Regularisierung mit Gluonmasse und der dimesionalen Regularisierung
benutzt.
Nach Faltung mit den Borntermbeitriagen erhélt man

Hpy,p(loop) = (2)Neg*(2+ &) Re A+ (1 — &) Re B+ 2(1 — &) Re C),

H ., (loop) = (2)Neg®(2+ &) Re A+ (1 — &) Re B—2(1 — &) Re C), (3-55)
Hy' ' (loop) = (—2)Neg?((2— &) Re A+ 2(1— &) Re C' — (1 — &) Re B),
H2 (loop) = (=2)Neg?((2— €) Re A—2(1 — €) ReC — (1 — £) Re B).

Der totale O(qy)-Beitrag ist durch die Summe des integrierten Baumbeitrags
und des Schleifenbeitrags gegeben.
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3.3.6 Die Phasenraumintegration

Nach Integration iiber y und z die Hadrontensorkomponenten (3-41,3-42,3-43, 3-44)
sehen folgendermaflen aus:

3

i afe) = N

ZA =82 v+ 3(192 — 104¢ — 467 + 3633

_2(4—¢) ((2 —6)(ts — t) + 20(tio + 21512))1 , (3-56)

3 3
M2 p(0n) = NE [508 o+ Sa-se— ey

—6((2 —€)(ts — t) + 20(tr0 + 2@” , (3-57)

H % (a) = N [(88 — 786 — 56% + 353)% — 40 + 32,/€ — 146 + 126\ /¢

+3¢2 + 3g2\/5 — <16 — 42€ + 31€% — 4¢3 +8(4 — 3&)v > Z‘”’

12(4 - 3¢) ((2 — €)(ts — trg) + 20(tro + 212)

(-3 - 3 - ) )

—2(8 — 106 + £ty + (32 — 88¢ + T6£2 — 1953)“5] (3-58)
HX2) () = Ng[ (54 — 65¢ + 3¢2 ) 58— 56,/¢ — 3¢ - 3¢,/¢

+(2 +E6—482 - 8v3) =4 2((2 — &)(ts — tig) + 20(t1o + 21512))

+(96 — 140¢ + 3562 — 353)— —2(10 + 3&)t 14

+(8 — 20¢ + 13¢ )t“’] (3-59)

mit den Konstanten N = a,NoCrq?/4mv, wobei die Abkiirzungen t; als Zerfallsra-
tenterme bezeichnet werden. Sie stellen die Integrale der unpolarisierten Hadron-
tensoren

= /dy /dz y* 2! (3-60)

und die Integrale der polarisierten Hadrontensoren

= [ay [dz y' 361
Ja ] J=p-a/(0-22—¢ o
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dar mit
—2<[<2 und —-2<k<2. (3-62)

Die Integrale fiir die unpolarisierten Hadrontensoren I[k, (] sind bereits in der Dok-
torarbeit von M. M. Tung [54] berechnet worden'. Bei der Berechnung der pola-
risierten Hadrontensoren tritt ein neues Integral vom Typ (3-61) auf, das in dieser
Arbeit ausgerechnet wird. Die Berechnung der Integrale C'[k,[] wird im Anhang C
ausfiihrlich dargelegt. Die komplette Reihe der Zerfallsratenterme, die die Integra-
le (3-60,3-61) zusammenfaf3t?, lautet

1
14+ i 2v . 2v
ts = ln<i —v)+L12<1 v)_Lu(_l—v)_WQ’

T
ty = 21n< e In +2<L12<1;U)—L12(1;v>)—{—

[
B 4 B 4(1=¢) B 1+wv
th = In (f) s t12 = In ( 5 > s t13 = In (2 _ \/g> s

+in, (— (1= “)2> ~ “Li (— (1+ U)2> . (3-63)

Mit den integrierten Hadrontensoren in der Ordnung O(cay) und den Born-
schen Beitragen kann der gesamte Wirkungsquerschnitt konstruiert werden. Die

'Eine andere Quelle ist [48], in der ein anderes Ergebnis fiir das Integral I[1, 2] = I[-2,1]
steht.

2Es sei bemerkt, daf} die Zerfallsratenterme eine geschickte Zusammengefassung der vielen loga-
rithmischen und dilogarithmischen Terme darstellen, die bei der zweidimensionalen Integration des
zweifachdifferentiellen Hadrontensors auftauchen. Sie wurden zum ersten Mal in der Doktorarbeit
von Stefan Groote eingefiihrt.
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Abbildung 3.6: Die Energieabhingigkeit des Wirkungsquerschnitts fir ete™ — tt(G)

longitudinal-longitudinal Spin Asymmetrie (P%) ist als

wy _ 0" _o(11) = a(11) — o(11) + o(L]) _
(i E (D (S ET T o0

definiert.

3.4 Numerische Resultate

Als erstes werden die Wirkungsquerschnitte und danach die longitudinale Spin-Spin
Asymmetrie (P%) jeweils fiir das Top- und das Bottomquark prisentiert.

In Abbildungen (3.6) und (3.7) werden der Wirkungsquerschnitt fiir die ¢¢- und
bb-Produktion dargestellt. Die O(ay)-Korrektur erhéht den Wirkungsquerschnitt an
der gg-Schwelle, fiir hohere Energien ist die O(a)-Korrektur klein.

Die Abbildung (3.8) zeigt die longitudinale Spin-Spin Asymmetrie (P%) als Funk-
tion der Schwerpunktsenergie \/¢? fiir die Topquarkpaar-Produktion. Die longitudi-
nale Spin-Spin Asymmetrie wiichst von dem Wert (P%) = —1/3 an der tf-Schwelle
bis zum Wert (P%) = —0.9 bei einer Schwerpunktsenergie von 1/¢Z = 1000 GeV an.
Die O(a,)-Korrektur zur dieser Asymmetrie ist in dem gezeigten ¢*-Bereich kleiner
als 1%. Die Abbildung (3.9) stellt die Asymmetrie (P%) fiir die Bottomquarkpaar-
Produktion dar. Hier ist der Wert bei der bb-Schwelle ebenfalls (P*) = —1/3. Fiir
niedrigere ¢>-Werte von Schwellenwert bis zu ca. 30 GeV sind die O(a)-Korrekturen
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Abbildung 3.9: Energieabhdngigkeit von (P*) im Fall des Bottomquarks.
Die senkrechte Linie zeigt die bb-Schwelle an

ziemlich klein. Die Abbildung (3.10) zeigt die Asymmetrie (P%) im Fall eines mas-
selosen up-type Quarks. Die longitudinale Spin-Spin Asymmetrie bleibt konstant bei
dem Wert —0.95 im gesamten gezeigten Bereich.

3.5 Die Spin-Konfiguration

In diesem Abschnitt wird die Untersuchung der verschiedenen Spin-Konfigurationen
durchgefiihrt.

3.5.1 Der Fall masseloser Quarks

Um die spin-flip- und no-flip-Effekte zu untersuchen, soll eine Parallelrechnung
durchgefiihrt werden. Diese Berechnung soll fiir ,exakt“ masselose Quarks er-
folgen. Dafiir soll das Verfahren fiir die y5-Matrix von Dirk Kreimer verwendet
werden [62]. Im Gegensatzt zu den bisher durchgefithrten Berechnungen wird die
soft-Gluonsingularitdt und die kollineare Singularitdt mit Hilfe der dimesnsionalen
Regularisierungsschema [64, 65] mit Hilfe des bei Stefan Groote beschriebenen In-
tegrationsverfahren integriert [63].
GemiB der Regel in [62] wird ein solches 5 als ,naiv antivertauschendes 5
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Abbildung 3.10: Energieabhingigkeit von (P%) im Fall eines masselosen Upquarks

bezeichnet. Man erhélt man fiir die Spin-Spin-Korrelation im Fall masseloser Quarks

2 2 2
- 29 )
Hy,, = 1287a,NoCr( stz 2=2yty Z+ZU

yz yz
Hip, = 0 (3-65)
2 2 2
2—2 —2
H — 1osra,Nec, (TR BERy Ry 2e by
yz yz
HY = 0

Die Integration der Baum-Beitrége (3-65) soll in (4 — 2¢) Dimensionen durch-
gefiihrt werden. Dafiir mufl das folgende Integrationsmafl zur Regularisierung ver-
wendet werden [66]:

2 4 2 1 —qy— —€
¢ Amiye (1 =y = 2))

dP S =
27 16m2 @2 ['(1—¢)

dydz  0<z2<1-y, 0<y<I1

(3-66)
Dieses ersetzt das Phasenraummaf (3-16). Um die Integration zu vereinfachen, wird
ein neuer Parameter v eingefithrt werden, der als

(1-y)

definiert ist. Dadurch wird das geschachtelte Zweifachintegral in ein entkoppeltes

(3-67)
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Produkt von 2 Integralen {iberfiithrt. Somit wird das Integrationsmafl

e (47w2)5 (y=(1—y) > v=(1-v)~
16m2" ¢ ['(1—e¢)

dPSsy = dydv 0<vr<1, 0<y<Il.

(3-68)

Die Integrale lassen sich als Eulersche Betafunktionen schreiben. Die auftre-
tenden Eulerschen Betafunktionen lassen sich mit Hilfe der Rekursionsformel [67]
['(xz) = (x—1)'(x —1) auf Terme der Form I'(1+ k¢) bringen. Die Integration liefert

4 6
H},(tree) = qzC(; +o 19)
4 6
Hy 2 (tree) = —¢*C(5 + - +19)
(3-69)
it NCp Amp?  T( )
_ agNcCp Amp= [ T5(1 —¢ ]
¢= 4 ( > ) ['(1 - 3¢) (3-70)
Die Schleifenbeitriage lauten
4 6
Hiyyp(loop) = ¢*C'(= =~ = 16)
4 6
H,lj(ffz)(loop) = qzC/(g—2 + B + 16) (3-71)
it NoCy dmp? . T2(1 = e)0(1 +2)
Qg T —& + e
O = : 3-72
A ( —q? ) I'(1—2¢) (3-72)

Bei der Addition von Schleifen- und Baumbeitrdgen miissen die Faktoren C' und
C’ bis zur Ordnung O(g?) zueinander in Beziehung gesetzt werden. Mit Hilfe der
Entwicklungen

1
2° = l+elhna+ 552 In*z + O(e?), (3-73)
1
(—x)* = l+4+elnz+ 552(1n2 x— %) + O(e?) (3-74)
erhilt man somit
asNCp Amp? . asNCp 4y . 15, 3
Ty = BT - e £ O, (3T)
Auf der anderen Seite ist
(1—e)l(1+¢) T?*1-¢) 1, 3
T(1—29) = F(1—35)<1+§7T e)+ O(e?), (3-76)

und damit wird letztendlich C' = C' + O(e?). So ergeben sich im masselosen Fall fiir
die O(ay)-Beitrige

Hpoplay) = (3)°C
H % (a,) = (-3)¢°C. (3-77)
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3.5.2 Der Grenzfall verschwindender Quarkmasse

Im diesen Abschnitt soll der Grenzfall verschwindender Quarkmasse in den Ha-
drontensoren diskutiert werden. Dies ist wichtig, um die spin-flip- und no-flip-
Konfigurationen fiir m = 0 und m — 0 vergleichen zu koénnen. Dafiir sollen als
erstes die Limites der Zerfallsratenterme ausgerechnet werden. Danach konnen sie
in die Hadrontensoren (3-56) eingesetzt werden.

Im Grenzfall verschwindender Quarkmasse m, — 0 (£ — 0) oder dquivalent
im Limes ¢> — oo erhilt man fiir die Limites der Zerfallsratenterme die folgende
Ausdriicke:

t3 — 111(;1)
tg — —(ln(é))z—le(——)—FLlQ(l)—7'('2
NSNS S ST INC R
= ~W(})+ o+ oW
B 272 13
= —?—(111(1))2
tg — (ln(g)) +3L12(?)—2L12(1>—L12(1> (3-78)
B 272 19
= —T—(lﬂ(z))Z
th — h’l(g) (3-79)
t1g — hl(%)
tiz — 0
t14 — LIQ(]_)
2
"6
1 4
ts = (5In(g) —4L12(ﬁ)+2mg()+2mz(1>
B T 1. €72
= 5@
4 8 1 —16 1
tig — —111(5)111(%)"‘1112(_5_2)—5L12(?)—Li2(§)
— 2
6
Somit ergibt sich:
NeCrg?
HlljJrL(O‘S) = 12° A !
()45]\]001«“(]2
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Spin vV VA
Konfig. [m =0 m =0 [m=0] m=0

(1) 0 |4=0+[4 0 0

(1) 2 |Z=2-T[4| 2 2_o [

(11 2 [2=2-[4)| -2 |-2=-2+[4

(1) 0 |d=0+[3| o 0

Tabelle 3.1: O(a;)-Korrekturen zur spezifische Spin-Konfiguration in QCD(m = 0)
und QCD(m — 0). Die Einheit dieser Beitriige ist 3a,CrNeg? /4w

s Ne Fq2

1(41,0
HY (0,) = 4 -

(3-80)

Mit Hilfe von Gl. (3-3) lassen sich die Hadrontensoren folgendermaflen schreiben

1

I
Hip(s1,85) = 4<HU+L+HU( ) fsé)
3ag 4 3o,
= Ned’ ((1—s§s§)( a CF) [—- a CFsﬁsgb.(&sn
3 Arm
Es ergibt sich
1
Hip(s1,85) = 4<HU(+L) 1+HU(+L)S2) (3-82)
3a 2 3«
o 2 s e s L .
= Neg ( CF [3 i Cr )( sy). (3-83)

Die Abweichung zwischen dem Grenzwert m — 0 der Berechnung mit massiven
Quarks und dem exakten Wert der masselosen QCD wird als Anomalie bezeichnet.

In der Tabelle 3.1 finden sich alle (m — 0) Beitrége fiir die verschiedenen Spin-
Konfigurationen. Die anomalen-Beitrédge sind in eckigen Klammern geschrieben.

Die Eintréige sind durch die Hadrontensorenkomponente H}Y, (s{,s5) (
= H{4, (s, s4)) und HY2 (1, 85) (= HiY (s, s5)) ausgedriickt.

An der Schwelle ist der Wirkungsquerschnitt bei der s-Welle (Vektorstrom-
Beitrag). Somit ergibt sich

HU+L(5§7 32) HU+L(5§a Sg) (3-84)
und 1 R R 1
HU+L(TT) = §HU+L(TU = iHUJrL(lT) = HU+L(ll)- (3‘85)

Aus Gl. (3-2) erhiilt man, da8 an der Schwelle (P%) = —1/3 ist.



Kapitel 4

Polarwinkelabhingigkeit der
Longitudinal-Longitudinal Spin-
Korrelation in eTe™ — ¢q

4.1 Einfiihrung

Die Untersuchung der Polarwinkel-Struktur der polarisierten Observablen ist wich-
tig, da die zukiinftigen Linearbeschleuniger (NLC, TESLA) in der Lage sein werden,
relevante Ergebnisse zu produzieren. Insbesondere sind die Effekte der Masse des
Quarks auf diese Ergebnisse wichtig.

In diesem Kapitel werden die O(ay)-Korrekturen zur Polarwinkelabhéngigkeit
der Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation fiir massive Quarks berechnet.

Die Berechnungen werden fiir die Top-, Bottom- und Charmquark durchgefiihrt.
Das Ende dieses Kapitels zeigt, wie auch Kapitel 3, wie die Masseneffekte die ver-
schiedenen Konfigurationen spin-flip und no-flip beeinflussen kénnen.

4.2 Die Dichtematrix

Die differentielle Dichtematrix do = doy,x,.x 0, die in diesem Kapitel bendtigt wird,
ist diejenige, die auch in Kapitel 3 benutzt wurde und die in Gl. (3-1) angegeben
ist.

Hier liegt das Hauptinteresse auf der Polarwinkelabhéngigkeit des Wirkungsquer-
schnitts, der durch

deosOdydz 8 dydz 9y ds

3 dal(h&) do_Q(flb)
+— Sll’l2 0 (911 L -+ L

010 1(£142) 2(£162)
3 e (gndaU” daa“’)

4 dy dz 2 dy dz

do_;(&b) do_;lr‘(KIZQ))

3
+—cosf (ng + Qa4 (4—1)

4
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do 3 do} do?
- = (1 2 Ja U U
dcosfdydz 8( +cos™6) (glldydz +gl2dy dz)
3 .5 do} do?
+Z sin” 0 <g11 dy dz + o dy dz
3 do? dot
= cosd E £ 4-2
—|—4 CoS <g43 dy d= + G4 dy dz) (4-2)

gegeben ist, wobei 6 der Polarwinkelabhéngigkeit ist [siehe Abbildung (3.1)] und
y und z als kinematische Variablen verwendet werden, die in Gl. (3-8) definiert
sind. Hier wie im Kapitel 1 bezeichnen die Indizes U die unpolarizierte transversale
Komponente, L die longitudinale Komponente, und das hinzukommende F' die Vor-
wérts/Riickwiirts Komponente der totalen Rate.

Die Definitionen fiir die Wirkungsquerschnitte im Fall zweier und dreier Teilchen
sind in Gl (3-5) und Gl. (3-7) jeweils gegeben.

Die Verallgemeinerung der Ausdriicke fiir die Wirkungsquerschnitte fiir den Fall
des longitudinal polarisierten Strahles ist durch die Ersetzung in Gln. (3-13) und (3-14)
gegeben

4.3 Die Polarwinkelabhéngigkeit

4.3.1 Die Projektion

Die entsprechenden Komponenten der verschiedenen H;iw konnen mit Hilfe der fol-
genden Projektoren berechnet werden:

' ENUENY ) ) Hovy
H;](ZMQ) — (_gm/ . p12pl> H;(V&Eg) Hz(fléz) — p12pl Hl(flb)
b1z b1z
Hj:@lfQ) _ Z'gullocﬁ plaqﬁ Hi(flﬁz) (4_3)

plz\/q_2 w ’

wobel ., = g — quqy/q* der vierer-transversale metrische Tensor und py, = p1, —
(p1 - q)qu/q* der vierer-transversale Impuls des Quarks ist. Es ist zu bemerken, daf
die kovarianten Projektoren in Gl. (4-3) (y, z) unabhéngig sind. Deshalb diirfen sie
mit den spéter durchzufiihrenden y- und z-Integrationen vertauscht werden.

4.3.2 Strukturfunktionen

Die verschiedenen Beitréige auf Born-Niveau lauten:

H},(Born) = 2(2—&)Ned?,
Hiy(Born) = 2¢Nod,
H;(Born) = ¢Nod?,
H?(Born) = &Neq?,
Hz(Born) = 4@]\70(12,
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und

(Born) = —2(2—¢&)Nog’,

( ) = —2(Ned?,
H“")(Born) = &Nog?,

( ) = &Ned’,

(Born)

= —4\/1—ENeg,

wobei € und v in Gl. (3-38) definiert sind.
Die spinunabhéngige O(ay)-Hadrontensorkomponenten lauten nach der Projek-
tion

1 46 6€ 2¢
1 _ 2
Hy(y,z) = R—Z 16 —4¢—4¢ —?‘i‘?—?
16 32 12£2
S0 2 B gey
Yy Yy
4¢ 68 28 8Ly 48y
_§+ 22 22 + 22 2
46y 48 56 1662 16 32 20 &2
Agy s 66 166 1 e 0
z 2 z 2 yz  yz Yz
463 56y 28&y  2&%y  32y%  8y°
e - - +
Yz 2 z z z 2
8 4 22
—8§z+—z—ﬁ— §Z+8yz (4-4)
Y Y
¢ 26 262 8 12¢
H? = S lg42e-—o4 s _C 4
26 262 dfy 26y 24 16¢
> _ - > 4_
22 * 22 + 22 22 z + z (4-5)
8 12 4€2 24 2 812 A
(8 12e Ae Ay 28y 8y g 282
Yz Yyz Yyz 4 z z
1 2 3 45 652
H; = — |16 —4 2o 2> 16y +4
(Y, 2) Rﬂ -t E T, T, y+48&y
2 3 2 2 2,2 12 8 2 4
—|—45y2—£—2+£—2~|— €2y+£f _ 128, 88 AL
22z 2 z 2 2 yz
62 26 2 22 2& 3
887 260 28y 20 280 g4 g,
yz Yz 2 2 2

—2§Z+Q§yz] (4-6)
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Hiy2) = 5[125 A A

—*+*—*+7—4€y A€y
Ry vy oy
2 3 2 2 2,2 12 8 2 4 6 2
£ g ey e e se ac of
22 22 z z yz  yz
262 10 22 2& 8 2
L2 M08y 28y 280 e 52—2{];2] (4-7)
Yz z z z y
4 £ & 4 58 & 52 £y 8  6¢
H? = S BT S | 59 2
r(y:2) Ryl y2+y2 y+ y 22 22 22z oz
4 22 29? 2
+———5 28 ———y+2z+—Z] (4-8)
yz Yz Y=z 2z z y

Die spinabhéngigen O(«;)-Hadrontensorkomponenten sind wie in Gl. (3-39) definiert
und lauten nach der Projektion

I 2) = o [—2@—5) (24 - 236 +¢)
Yy z

B9 0909 (39 sieragr)

—2 (44-266+36%) y*+8 (5-&) v* — 8y’

(2 g)( ) (;+;>_6(1_5)Z(22_£)§y

RICE S VA CE 1Y o)

+2<2—Z§>sy4+2< 6-119 (1-9 2-9

A0-9'2-9° 2(2-9 (26-27¢+38) y
Y2 z

LB(1-1364+48) 41— (10-9) v

z

z

+8(1—25)y"‘+8(5_3§)z_2(1—5) (2-¢€) ¢z

y2
2RO BZ9EHE 2 (536408 4
Yy

+8 (1—2¢) y*2—4 (2—2§+§2) z2+2<1_§) 2-9 ¢

Y2
4 (2 — 1-2 2
i ( §) ( §) = +8yz2—16§yz2—8y2221
Y

1 , 2(1-6%¢ 2(8-99)(1-¢¢
R, [405—365 — " - ;
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2
2 12-0 €y -2 (-9 e ragy - U HE

6(1-8&y 2B-9&y 28y

22 22 22
2(16-119 (1-9¢ 401-9 2-9¢

z Yz

L2626+ y 2 (16-58) ¢4 (10)

z

+

z

+w—2(16—35)§z+2(1;—§)82

_ 2
+2§(8 11€+5)Z—|—2(8—§)§y2

y
+2 (8—5)522_“1_;2) 5222—4(2_35)522—86922
2
Hi(€142)(y7z> — R31R [—16+56§_43§2+5§3_(1 _yi) 52
Yy z
~(8-9¢) <1_5)5+(32—7O§+23§2)y
Y
— 2¢2
—2 (8 —9¢) y2—6£y3+2§y4—(1+22£)£
3(1-9¢&y 22-9¢&y &y &y
+(z2) y_( z2) y_l_zgz/_zzy
LW6-11H(1-H¢ 20-9"(2-9¢
2 y=
L€ (30-336+58)y  9(2 —Zﬁ) &y’ (4-11)

z
C-9¢&y 2€y4+<32—66§+23§2) z
z z
2 2
+(1—€)€ Z+§(10—15§+3f)2_(48_38§+52> Yz
y? Y
+2 (8 = &) y22+4§y32—(16—26§+€2) 22
_(1_5) 5222—2<3_4€>£z2+2(8+§)yz2+2§y222
y? Y

+

(1-6%¢ (8-98) (1-¢¢

HE(EMQ)(:% Z) — 246_2552_’_353_
R3 R, y? Y

—(22-9¢) Ly +28y° +6&y° — 28y
_1-9°¢ 301-9¢&y 28y

22 22 22
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2yt (16 —11 —
_£Z2 £Z2 ( 5) ( 5)5 (4_12)
-9 R-9¢ @)y
Yz z
(10-39 &y* 2-9 &y N 28y
2 2 z
— 2 _ 2
132—6) ¢z +( 52)§z+§(10 15y§+3§)z
+E (I8 +E) yz+28y° 2 —4€y° 2+ € (10 +€) 22
_(1_5)25232_2(3_45)522_2€y22_2€y222
Y )
s 2 2(1—8)7%¢ 16(1—¢)
Hy % (y,2) = R R, 32126614 2 y2) + <y )
2
A(T— € y—4(4—¢) y2+4y3+2(1;5>5
4 (1 - 4—-3 2 2 — 3
A 22€)€y+( Zg)fy ( 52) £y (413)
L6(U-39(1-9 40-9°(2-¢ (8-32¢+38)y
z Yz 2
— _ 2 _ 3
209605 40297 (g .-
2 —yf) £z (12—16yg+§2) : .y (1-€) yr—de2?
2-ge g2
) )
Die Schleifenbeitrage sind durch
H}(loop) = 4¢*No(Re A +v? ReC)
HZ (loop) = 4q2NC(ReA—U Re C)
Hj (loop) = 4q2N( )(& Re A+ v* Re B) (4-14)
H?(loop) = 4q2N( )(¢ Re A+ v* Re B)
H}(loop) = 4¢*No(—2v)Im B
Hp(loop) = 4¢*Ne(v)(Re A+ ReC)
H,lj(flb)(loop) = —4¢°No(Re A+v* ReC)
Hé(hb)(loop) = —4¢°N, (ReA—v Re C)
HI (1oop) = 4q2N( )(€ Re A+ v* Re B)

) (lo0p) = A¢Ne(3)(€ Re A+ Re B)



4.3. DIE POLARWINKELABHANGIGKEIT 65

H;(elzg)(loop) = 4¢*N.(2v) Im B
Hf;(glez)(loop) = —4¢°Nc(v)(Re A+ ReC)

gegeben, wobei die Einschleifenfaktoren Re A, Re B und Re C' in Gl. (3-48) angege-
ben sind. Dazu kommt der Einschleifenfaktor I'm B, der durch
T

ImB=— 4-15
mpB =" (4-15)

gegeben ist. Dieser Einschleifenfaktor trégt in der Hadrontensorkomponente H;’;(MZ)

bei. Der Hadrontensor H 3,/ ist proportional zu den Vektor-Strom und den Axialvektor-
Strom und deshalb taucht der Imaginérteil von B auf.

4.3.3 Die Phasenraumintegration

Die Infrarot-Singularitdt wird durch die Einfiihrung einer Gluonmasse regulari-
siert [53]. Die Infrarot-Singularitdt der Baum-Graphen und der Einschleifebeitrige
heben sich auf. Es ist klar, daf} die endlichen Ergebnisse unabhéngig vom Regulari-
sationsverfahren sind.

Nach der Integration iiber y und z sehen die Hadrontensorekomponenten folgen-
dermaflen aus:

Hi(a,) = NP (24TE) v—8(2—&) vtp —16 (2— ) vt

+ (48— 48E+7¢€) ty +2 (1—\/2) <2+4 5—35) Vet

26 (2436) s —4(2— €)? (tg—tg)}, (4-16)
H2(a,) = 5N{12v—8vt10—16vt12+2(6—5) ty + 2 (1—\&) VEts

126t —4 (2 6) (ts —tg)}, (4-17)
Hi(a,) = N[<8—23§+37§2>v—4§vt10—8§vt12+

¢ (22—8§+34€2> fy — 2 <1—ﬁ) (2+4 §—3§> Vet

126 (24 36) %-2(2-5)5@8—@)}, (4-18)
H(ay) = gNF’(m%”—mm—smm(6—45—%) s

9 (1— ﬁ) Vet =268 -2 (2 ¢€) (tg—tg)], (4-19)

Hi(ay,) = N{ — 16 (1 - \/Z) VE=160% (ho+ 1) — 16 (t —t5)  (4-20)

18 (2—3¢) vty —4 (4—5¢) t6+8(2—§)v(t7—t8)].
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H[l](&b) (as) _

H " (ay) =

H " (a,) =

HX0®) (o) =

N|[8+13¢ - VE( +256) — %(10 — 76 —19¢%)
—’Uf (tl + t12 — %tu —1In 4> +

122 f)( ¢

—5(8 + 26 4 3%t (4-21)

( 8 — tlﬁ) -+ U(tlo + 2t12)>

+i(8 — 15¢ + 1362 — 4€%)ty5
1 — (16 — 36§ + 5567 — 11&° — 4°€)ty3 +
- (4 36 +67 +0%(8 = 36)) ta].

1
-5 5———1) t1+t12—§t11—1n4)

€

T 2
i
( )t14 + 7(4 €+ 42} )tlg

tg — t16 + U(tlo + 2t12>> (4—22)

+4—<2 ~3(8 - Te)i + 113 (60 86) ~ 200%) ],
[ Z(24 4 226 — €2) + iﬁ(48+112§+3€2)
+8i(128 — 106¢ — 81&2 + 3¢%)

1
—FUf (tl + t12 — §t11 —In 4>

S ( g(ts — t16) + v(tio + 2t12)> +&£(6 4+ &)t1a

1
———(64 — 326 — 164€> + 5163 — 3¢* + 16v°¢)ty3 +
’U2

&
403
+%(30 — 7€ + 462 + 120%)1,), (4-23)

3

5]\7[ (34 — 35)—1\/5(12%)

5 (28 — 24 + 38%)ts5

1 1
_8_’[)(46 — 655 + 352) +v (tl + t12 — §t11 — 1I14>

— (2 ; 5(138 —t1g) + v(to + 2t12)> — (1 + &)ty

1
+@(80 — 1366 + 3562 — 3¢% — 160°)t13 (4-24)
v
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406+ A€y (1 4 26 1 60ty

23 202
Hp " (a,) = N|2mug], (4-25)
Hy D (0,) = N[2y/¢ + 402 + 5 3¢)(t — In4)

—|—2’U tll — (4 + f)t14 =+ 21)(2 — f)(tg — t16 + tgg)

+ — (16 — 326 + 18¢% — &)ty +

%(5 8¢ +4€7)(tag — to)

—(8 — 11€ + 362 + 26%) (Lo + t1g) +
4i(z() — 22¢ 4 &) (t1s — t17)

\/_
203
\/_(16 —10€ — 5E%)(tis + t17) +
2\/_(2 + 76 — 5E%)(t1g — to)

L@ 0+ &)+ to) +

V2

+i3(4 — BE + 26%)ty5 + 2—12(8 — 186 + €2+ 56%)t3 +

412 (8 — 18+ &+ 56" + 20(8 — 14 + 7)) ta].  (4-26)

_|_

mit den Konstanten N = a;NcCrq?/4mv, wobei einige neue Zerfallsratenterme t;
auftauchen, die durch die Integrale der unpolarisierten Hadrontensoren

JIk 1 = (4-27)

/@/“7—%%ig
Tlk,l] = /dy /dz 1_y 5 (4-28)

und die neue Integrale fiir die polarisierten Hadrontensoren

m 1

_ . T _
AﬂmJ}_’/dy/d (1 -yl (1-22—¢) )
Lim,l] = /dy /dz\/ o _?/ Z¢((1_2)2_§) (4-30)

gegeben sind, mit

—2<1<2 und —-2<k<L2, (4-31)
—2<m<4 und n=23. (4-32)
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Die Integrale fiir die unpolarisierten Hadrontensoren J[k,{] und T'[k, ] sind bereits
in der Doktorarbeit von Stefan Groote [63] berechnet worden. Bei der Berechnung
der polarisierten Hadrontensoren treten zwei neue Integrale vom Typ (4-29) und
vom Typ (4-30) auf, die in dieser Arbeit ausgerechnet werden. Die Rechnung der
Integrale M[k, 1] und der L[k,[] wird im Anhang C ausfiihrlich dargelegt.

Die zusitzliche Zerfallsratenterme, die die Integrale vom Typ (4-29) und vom Typ (4-30)

zusammenfassen, lauten

t

2}

ts

lo

tr

t11

(e 6e)
In 2 , (4-33)
(2-vE)" (1+v)
In (11\/52> , (4-34)
Lis(w) — Lis(—w) + Liz(%w) - Lig(—%w), (4-35)

() e ) v () e () +
+Li (HT“’) i (1_7“’) Ty (W) L (@) (4-36)

n
(255) (s ) -2 (2)-
+Liy (HT“’) + Liy (FTUJ) — 2Li, (%) +

() () ). e
e L G R e R Cr e
() d ()
+Lig <1§+—ww) ~ Liy (—%) — 9L (HLM) + 2Ly (—%) +
Lz (b ffw) — Liz (_b —aZ)w) 2L (b fgw) 2Lz (_b fﬁw) ’

In (M> , (4-39)

§
(o) (57 an () ()

+Lis(1) — Liy ( i 12) + —9Li, (ﬁ) + (4-40)
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hs = In (;_i%) In <\3€> +1n (égf;g)’z) In (2 +2\/g> +
+Liy(—1) 4 Li, (2 — VE) — Li, <—2 - Jg) + (4-41)
)

2+¢

tiy = In GJ_F—Z) In <21_+:/%> + In” (;_JF;Z) +
is (M> — 4Liy(1), (4-42)

14w

tog = ln<1 _v)ln< 1_+\/E> + 2Lis(—w) — 2Lig(w) +
oL, (—21__7\1/%@ + 2Li, (;:F—\;’Zw) , (4-43)
1 2 1+U 4 |1 —w \/g
P = 3(2111 (1—v>+1n (f 1~|—v)ln <2—\/E>> +
(2 JE (2—-vE [1—v
+3(L12 (14—1}) — L, ( 1+wv 1—|—U) *
+Li (21_—\/?% 113) ~ Li, (;:\%)) + (4-44)

4y -2 20
Lig [ ———— Lis { —— ] — Li
b <(1+v)2>+ 12(1—1}) 12(1—#1})’

tyy = 2ln (;jjg) In (2(1 +(\1/?<1}2)2_ \@) +
4L, (Ljﬂv 4L <(1 _2”352‘/_5 ?fgl)jL ”)> | (4-45)

mita::2+\/g,b::2—\/gundw::\/(1—\/5)/(1—1-\/5).

4.4 Numerische Resultate

Die Abbildungen (4.1, 4.2, 4.3) zeigen die Polarwinkelabhéngigkeit der Longitudinal-
Longitudinal Spin-Korrelation (P%)(cos#) fiir verschiedene Schwerpunktsenergien
jeweils im Fall des Topquarks, des Bottomquarks und des Charmquarks. Die Longi-
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tudinal-Longitudinal Spin-Korrelation (P%)(cos ) zeigt ein dhnliches Verhalten fiir
die drei verschiedene Quarks. Sie hat die Tendenz, fiir eine Schwerpunktsenergie in
der Néhe der gg-Schwelle und cosf = 0 gegen Null und fiir cos@ = £1 gegen —1 zu
gehen. Fiir Schwerpunktsenergien oberhalb der gg-Schwelle tritt fiir das Topquark
und das Bottomquark eine starke Asymmetrie beziiglich des Polarwinkels auf. Fiir
das Charmquark ist diese Asymmetrie unterdriickt. Im Fall des Topquarks ist die
Longitudinal-Longitudinal Spin-Korrelation (P*)(cos#) in der unteren Hemisphiire
grofler als in den oberen Hemisphére. Das Verhalten des Bottomquarks ist entge-
gengesetzt zu demjenigen des Topquarks.

— O ‘ ‘ I I I I
o] L .
— C V=360 GeV ]
< Cm=175GeV ./ R N vq'= 400 GeV
E C . SO NG vq©= 500 CeV
® 05 e N N vq’= 1000 Gev ]
o) - )/ -
o L /. a
74\ r / ]
> C . ]
2 C /l B
f)/ =50 L 3 -
Il C / ]
~75 } ; {
~100 . [ \ R IR
—1 -0.5 0 0.5 1
cosO

Abbildung 4.1: Polarwinkelabhdingigkeit von (P*) im Fall des Topquarks

Um die O(a,)-Korrektur besser sehen zu kénnen, wird (AP%) als

(P*)(Born) — (P*)(Born + O(ay))

(APT) = (P™)(Born)

(4-46)

definiert.

Die Abbildungen (4.4, 4.5, 4.6) stellen (AP%) fiir verschiedene Schwerpunktsenergi-
en jeweils im Fall des Topquarks, des Bottomquarks und des Charmquarks dar. Im
Fall des Topquarks oszilliert (AP%) zwischen -3.5 % und 2.5 %. Es ist zu bemerken,
daB das Maximum und Minimum von (A P%) sich innerhalb der unteren Hemisphére
befinden. Im Limes ¢?> — oo wird (AP%) eine Konstante, die den anomalen Beitrag
darstellt. Im Fall des Bottomquarks und des Charmquarks oszilliert (AP%) jeweils
zwischen -3.5 % und 9 % und zwischen -13 % und 8 %.
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Abbildung 4.2: Polarwinkelabhdingigkeit von (P*) im Fuall des Bottomquarks

Die Abbildungen (4.7, 4.8, 4.9) zeigen die Polarwinkelabhéngigkeit der Longi-
tudinal-Longitudinal Spin-Korrelation (P%) fiir einen polarisierten Strahl einer be-
stimmten Schwerpunktsenergie jeweils im Fall des Topquarks, des Bottomquarks
und des Charmquarks. Der Einfluss des polarisierten Strahls ist bedeutend nur in
den Fall des Topquarks, wo er eine Verschiebung von (P%) beziiglich des unpolari-
sierten Falls erzeugt.

Die Abbildungen (4.10, 4.11, 4.12) zeigen die Polarwinkelabhéngigkeit der Wir-
kungsquerschnitte fiir verschiedene Schwerpunktsenergien jeweils fiir die ¢f- , bb- und
die cc-Produktion.

Die Abbildungen (4.13, 4.14, 4.15) zeigen die Polarwinkelabhéngigkeit der Wir-
kungsquerschnitte fiir eine bestimmte Schwerpunktsenergie jeweils fiir die tf- , bb-
und die cé-Produktion mit polarisiertem Strahl. Hier wiederholt sich dieser Effekt
der Verschiebung des Wirkungsquerschnitts beziiglich des unpolarisierten Falls.

4.5 Die Spin-Konfiguration

In diesem Abschnitt wird die Behandlung der Spin Konfiguration analog zum Ka-
pitel 3 durchgefiihrt.
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Abbildung 4.3:

Polarwinkelabhingigkeit von (P%) im Fall des Charmquarks

< F |
c n .
0 C ]
© r ]
8 25 Prmeeiooooes Srremimirmmmimoimimmisisisisia
o - .
6] [ -
A
0) F .
8 0 F E
o u \ .
< C \ g ]
\ Co T _ Vg’=360GCeV O
25 E . __Vq’=5000CevV ]

’ NN Vq’= 1000 GeV O

C .- _._. Vg’=10000Gev

E m,=175 GeV E

-5 C_ 1 I \ I \ I \ I I I [

—1 -0.5 0 0.5 1

cosO

Abbildung 4.4: (AP%) im Fall des Topquarks
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Abbildung 4.5: (AP%) im Fall des Bottomquarks
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Abbildung 4.6: (AP%) im Fall des Charmquarks
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Abbildung 4.7: Polarwinkelabhdngigkeit von (P%) im Fall des Topquarks mit pola-
risiertem Strahl
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Abbildung 4.8: Polarwinkelabhingigkeit von (P%) im Fall des Bottomquarks mit
polarisiertem Strahl
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Abbildung 4.9: Polarwinkelabhingigkeit von (P*) im Fall des Charmquarks mit

polarisiertem Strahl
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Abbildung 4.10: Polarwinkelabhingigkeit des
Topquarks

Wirkungsquerschnitts im Fall des
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Abbildung 4.11: Polarwinkelabhdingigkeit des Wirkungsquerschnitts im Fall des Bot-

tomquarks
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Abbildung 4.12:

Charmquarks

Polarwinkelabhédngigkeit des Wirkungsquerschnitts im Fall des
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Abbildung 4.13: Polarwinkelabhingigkeit des Wirkungsquerschnitts im Fall des

Topquarks mit polarisiertem Strahl

20 - Vvq’= 20 GeV

diff. cross section [pb]

m,=4.85 CeV

_ (h=0h=0)

cosO

Abbildung 4.14: Polarwinkelabhdngigkeit des Wirkungsquerschnitts im Fall des Bot-

tomquarks mait polarisiertem Strahl
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Abbildung 4.15: Polarwinkelabhdingigkeit des Wirkungsquerschnitts im Fall des
Charmquarks mit polarisiertem Strahl

4.5.1 Der Fall masseloser Quarks

Nach der Berechnung fiir ,,exakt” masselose Quarks, wie vorher im Kapitel 3, erhélt
man

-2 (-14+y+2) 2e(-1+y+2)

(o) = (-2

(~1+y)* (~1+y)*
2 2 2
2—-2 -2
Jrs(y%—z) B Y4y z+z> (4.47)
Yz Yz
Hi(tree) = 0 (4-48)
1(ere -2 (-14+y+z2) 2e(-1+y+2)
e = o 2 IR
2 2 2
2—-2 —2
+€(y+z) B y+y z—l—z) (4.49)
Yz Yz
HX (tree) = 0 (4-50)
14 (—2+4y—3y* +y>+22—22—y2?)
Hp(tree) = 5( S
de (= + P +2y2 2 — 22+ y2?)

(—1+y)y=z

_ ) (4-51)
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HAO) () — 1(—4(-2+4y -3+ +22— 2" —y2?)
2 (—1+y)yz
+48 (= + 3+ 29?2 — 22 +y2?) (452)
(=1+y)y=z
Die Integration liefert
1 2 6
Hy(tree) = C( +o 17)
Hj(tree) = (2)q QC’
4 6
Hip(tree) = qZC(g +2 + 16)
4 6
Hi (tree) = q2C'(62 + - 5 +17)
4 6
H} (tree) = qzC(g +o + 16)
6
Héwl&)(tree) = —qQC’( —|— +17)
Hi(€1€2)(tree) = (2 )qQC
4 6
H) (tree) = —qQC’(g + g + 16)
(4-53)
Die Schleifenbeitrage lauten
4 6
Hyy(loop) = ¢*C'(= — — — 16)
Hj(loop) = 0 (4-54)
4 6
Hy:(loop) = QQC,(—;Q o 16)
4 6
H(loop) = qQC’(—? - 16)
4 6
HY(loop) = qzC'(—g—2 - 16)
6
Hé(elez)(ZOOp) = 2C'/( —l— + 16)
Hi(hb)(loop) =0
6
H;wlb)(lOop) = 2C'/( —l— + 16)

Danach werden die Baumbeitrige mit den Schleifenbeitriage addiert, um die O(a)-
Beitridge ausrechnen zu konnen. Es ergibt sich

Hi(as) = 4¢°C

Hi(as) = 8¢°C (4-55)
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Hp(as) = 0
Hi(a,) = 44¢°C
H}f(as) =0
H ) (a) —44°C
Hé(elm(as) = —8¢4°C
Hi" (a,) = 0

4.5.2 Der Grenzfall verschwindender Quarkmasse

Bei dieser Berechnung das bemerkenswerte ist, dafl der Grenzwert m — 0 fiir Po-
larisationsobservablen vom Wert der Polarisationobservablen abweicht, der in der
masselossen QCD berechnet wird. Um das explizit auszurechnen, wird einerseits
den Fall m — 0 und andererseits dem Fall m = 0 betrachtet.

Im Grenzfall verschwindender Quarkmasse m, — 0 (£ — 0) erhélt man fiir die
Limites der Zerfallsratenterme die folgende Ausdriicke:

H = 2n(2)+° <§> (4-56)
2 4
L. (€
ty — 2W(2)+-In(> (4-57)
2 4
71.2
1., (€
w1y (¢€
m 15§
§
tll — —In Z (4—62)
tir — 0 (4-63)
t18 — 0 (4—64)
71.2
tlg - —g (4—65)
2
tgo — —% (4—66)
w1, €
t21 — g‘f'ihl (Z) (4—67)

too — 0 (4-68)
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Somit ergibt sich:

81

asNCCFq2
4
aSNCCFq2
4
asNCCFq2
47
aSNCOFQZ
47
asNCCFq2
_84
47
achOFQQ
4

4

8

0

12

16 (4-69)

Mit Hilfe von Gl (3-3) lassen sich die Hadrontensorkomponenten folgendermafien

schreiben
1
Hiy(st,s0) = (M + Hy"sis))
13ay 4 3oy
— Nog? ((1—s )(1+§4—0)+[3 = OFsﬁsgD, (4-70)
1
Hi(sts5) = 5 (HL+H%sis)
2 3o,
= Neg®(1—stsh) (04 552 Cr+[0])), (471)
1
Hi(si,s5) = 5 (Hp"si+ Hi™s))
3a 23
:N2_< 5__5) 472
et (st = 5) (140 x 20 = 252204 ) (172)
1
Hi(shosh) = 3(Ho™si+ Hys)
1304; 2 3,
= Neg?(s] — s5) (1 3 4n CF_%ECFD’ (4-73)
Hj(s),s5) = 4(HL“”+HL )
230,
= Nea(st = s) (0+ 3520+ [0]). (1-74)
1 016
Hip(s,s5) = 5 (Hp+ Hy"sis))
9 3, 4 3oy ',
B ((1—5 )<1+0>< CF) {g - CF8182D(4'75>

In der Tabellen 4.1 und 4.2 finden sich alle m — 0-Beitrage fiir die verschiedenen
Spin-Konfigurationen. Die anomalen-Beitrige sind in eckigen Klammern geschrie-

ben.
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4% U L F
Spin-Konf. | m=01 m—0 |Jlm=0] m—=0 [m=0 m—0
(D | 0 | $=0+G1 | 0 Jo=0+[1 | 0 | 0=0+[
b |3 |33l 3 [i=del) 0 |-i=0-0
GEEEE R R
(1) 0 S04 [4] 0 |0=0+[0] | O 0=0+[0]

Tabelle 4.1: O(a;)-Korrekturen zur spezifische Spin-Konfiguration in QCD(m = 0)
und QCD(m — 0). Die Einheit dieser Beitriige ist 3a,CrNcg? /4w

VA U L F
Spin-Konf. [m =0 m —0 m =0 m — 0 m=0] m—0
(1) 0 0=0-+0] 0 0=0-+0] 0 =0+
(1) s |—a=a-Bl) 5 | 3=+l | 0 |-3=0-[3
D | =5 |3=—5+6l| 5 |s=—5+ 0] 0 |-3=0-[3
(11) 0 0=0+ 0] 0 0=0+ 0] 0 =0+

Tabelle 4.2: O(a;)-Korrekturen zur spezifische Spin-Konfiguration in QCD(m = 0)
und QCD(m — 0). Die Einheit dieser Beitriige ist 3a,CrNcg? /4w



Anhang A

Konventionen und Rechenregeln

A.1 Die natiirlichen Einheiten

e Natirliche Einheit:

h=c=1 (h = — A-1
c=1 (h =) (a-1)
e Transformationsregeln der Einheiten:
kg = 561 x 10% GeV : (Gezv) ,
c

ke
1 = 5.07 x 10" GeV~!:
n X 10 Co (Gev> |

h
lsec = 1.52x 10** GeV™': (Gev> : (A-2)

1 TeV = 10° GeV = 10° MeV = 10° KeV = 10" eV,
lfermi = 1fm = 1078 ecm = 107 m = 5.07 GeV !,
(1 fermi)®> = 10mb = 10* yb = 107 nb = 10° pb = 10 fh,
1b = 10 fm* = 107" ecm? = 107 m?,

(1 GeV)™ = 0.389mb = 3.89 x 10° pb .

A.2 Der metrische Tensor

Der Metrische Tensor g,,, in Minkowski-Raum {z* : (p© = 0,1,2,3 )} ist definiert
durch

+1 0 0 O

w0 =10 o0

g,ul/_g - O 0
0
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A.3 Die Koordinaten und Impulse

Zur Bezeichnung der Raum-Zeit-Koordinaten wird der kontravariante Vierervektor
o = (22 2% 2%

= (t,x,y,2) . (A-4)

verwendet. Fiir den kovarianten Vierervektor z, gilt

r, = (x,21,%2,T3)
= (ta —Z,Y, _Z) (A_E))
= G’ .

Das Skalar-Produkt ist gegeben durch

L = H
r-xr = T,

2 —x? . (A-6)
Die Definition der Impulsvektoren ist analog
o= )
= (£, Py, D-)
= g""p, . (A-7)

Thr Skalar-Produkt ist

p1-p2 = pipa
= EEy—p,-py. (A'S)

und ebenso
r-p=tE—-7-p (A-9)

A.4 Die Pauli-Matrizen

e Die Pauli-Matrizen:

0 —1 1 0
oy = <2 O) : 03:<0 _1>. (A-10)

e Relationen zwischen den Pauli-Matrizen:

{O’i,O'j} = 251‘3‘7
[O’i,O'j] = Q’igiijk (A—ll)
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e Eigenschaften der Pauli-Matrizen:

ol = oy, det(o;) = —1, Trfoy] = 0. (A-12)

)

e Niitzliche Relationen:

(0 -a)(o-b)=(a-b)+ioc -(a xb). (A-13)

A.5 Die Dirac-Matrizen

e Die Dirac-Matrizen: +* = (7%, v ):
{7 = A A = 2 g1,
VAT = At = A = =20 01, (A-14)
T = g,w’YV = (707_7) :

e ~s-Matrix:
(d=1)
- Z v loa
B=E =YY = — e Y
80123 = —&p123 — +1 . (A—15)
e Relationen mit der v5 Matrix:
%=1
{37 = 0. (A-16)

e Diracdarstellung von ~:

(0 )= (%) = (10) e

wobel o ist:
g = <01,02,0'3). (A—18)

A.6 Die Dirac-Spinoren
Die Dirac-Spinoren uy(p) fiir Fermionen und vy (p) fiir Antifermionen erfiillen die

folgenden Gleichungen, wobei p der 4-Impuls, A die Spinprojektion und m die Masse
des Fermiones sind.

e Bewegungsgleichungen:

(» + mua(p) = 0. (A-19)
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e Normierungsbedingung:

uA(p)u,\/(p) = 2m Oy,
B@on(p) = —2m b . (A-20)

e Energie-Projektionsoperatoren:
Yup)ualp) = p + m,
)
dY_uup) = p— m. (A-21)
A

A.7 Der Spinvektor
Der Spin-Vektor s# im Ruhesystem fiir ein Fermion ist durch
st = (0,5) (A-22)

gegeben mit §- 5= 1.
Der Spin-Vektor s* fiir ein Fermion mit physikalischem Impuls p = (E, p) ist durch:

° ( m’ S+m(E+m) ' ( )
gegeben mit
s = s's, = —1, s"p, = s-p=0. (A-24)

e Projektionsoperatoren:

1+ 754

ulp, s)ulp,s) = (b + m)— (A-25)
_ L+ 7sp
U(p,s)v(p,s) = (p - m) 9 :
A.8 Die Relationen der Dirac v Matrizen
e 7' und ¥:
P o= A0,
AT = 4% AR = 4k (wobel k = 1, 2, 3),
751‘ f— ,75 , O‘LI/ = 0-/,1,1/7
T = VOFT 0,
T o= P = A, S = Ry (A-26)
T = ,YOO_;LVT,YO — O_MV’

s = (i) = irs
daygd---p = p---¢¥d.
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o Matrix Element:

@, s") T ulp, )" = a(p,s) T u(p,s) (A-27)
e Spuren-Theoreme:
(d=1)
Tr[y#ta#2...qkn] = 0 ( fiir n = ungerade ) ,
Trl = 4, (A-28)
Tr[y*y"] = 49",

Tr [y = 4(g"g
)

+gTr [v*9" Y]

UM vo no VA

- ¢"¢" + 9"79") |

= ¢ [y = gV T [Py ]

O T

— ¢V Tr (Y97 T]

+g™ Tr [v'9"v*y°]

Tr [yfqh2 . ooqbin] = gHE2Ty [yH3ha .o qhin] GRSy [yH2oH4e L ]
4o gt T [y oyt (Cfiir n = gerade )
Tr [ysy gtz oqfn] = 0 (firn<3)
Tr [ysy' vy ™y = —die",
Tr {757’\7“7117[)7077} _ _4Z~(£)\,prga’r o gAy,llong 4 é,AuVTgpcr
T Ve

e v Identitéaten:

(d=4)
Yy 4,
Y —27", (A-29)
WYV = Ao
VYA —2977' 7,
VYA 207"V + YY)
e ~v-Matrizen und Vektoren:
Yu ¢£7M -2 d )
Yo AV = 4a-b, (A-30)
Y A Y A =24V d,
Vo Y & AV 2(dd Y ¢+ ¢ ¥ dd)
e Schouten Identitat
g,u,l/gkm'p . gukeuan + g,u,o'gl/ATp . g,uTgl/)\crp +gup6VAaT = 0 ’ (A—S]_)

UV AOTP

(g € — guA€VJTp+guU€AVTp+gy78Aaup+gup8AUTy> )
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A.9 Die SU(N) Generatoren

Die SU(N) Generatoren T%(a = 1,2,...,N? — 1) sind hermitesche und spurlosse
Matrizen. Die Generatoren der SU(N) bilden eine abgeschlossene Lie-Algebra.

1, 7"| = iftere (A-32)
Die Fundamentaldarstellung ist N-dimensional. Die T“Generatoren erfiillen die
Relation:

1
T, TV = —§, + do¥eTe . A-33
{ Y } N b + ( )
Diese Darstellung ist konsistent mit der Normierung:
1
Tr (T°T°) = =6u - A-34
r( ) o “ab ( )

Die d** ist total symmetrisch in a,b und c.

de = 2Tr [{T°,T}T°] . (A-35)
Daraus ergeben sich die Beziehungen:
1 1 1
TaTb Y _dabcTc s abcTc ) A-

IN ab T 9 + QZf ( 36)

Die SU(N) Strukture-Konstanten erfiillen die Relation:

N

fadefbeffcfd — Efabc ) (A—37)

und auch die Jacobi-Identitaten

fabefcde + fcbefdae + fdbEface = 0 ’
fabedcde +fcbeddae +fdbedace = 0. (A—38)

Im Fall der SU(3) lauten die Generatoren und die Strukturkonstanten (3 x 3-

Darstellung)
010 0 —2 0
M = 100l m=1i0 0],
000 0 0 O
1 0 0 0 01
M = |0 10l . m=]000],
0 0 O 1 00
00 —2 0 00
o= 000 | x=]001], (A-39)
i 0 0 010
0 0 1 1 0 O
Ay = 00 — |, d=—4=[010 :
0 i 0 S\o o0 2
)\a
wobei T = —.
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Die nicht verschwindenden Komponenten der Strukturkonstanten sind:

f123 ——
1
147 _ _ p156 _ 246 _ 257 _ 345 _ _ 367 _
e L =
F8 678 \gg (A-40)
Einige gebriauchliche Relationen sind:
1
TeToTe — {_ECZ(GH@(R) T% |
1
Te [T°T°] = -0,
2
Ty [TaTbTC} — i(dabc + ifabc) 7
1 1
Tr [TaTchTd} — m(Sab(scd + g(dabe + ifab€>(d6de + Z'fcde) 7
abchTc — 1 abc bchd
f 2.f f
= loyG)T"
2
wobei
N? -1
Co(R) = S (A-42)
facdfbcd — Cz(G)(;ab — Naab )
A.10 Die Dilogarithmusfunktion
Der Dilogarithmus Lis(z) ist iiber seine Integraldarstellung definiert:
_ rd2 rdz 7 dz"
Liy(z) = — / Cn(l-#) = / == (A-43)
0 0 0

Die Eigenschaften der Polylogarithmen Li,(z) werden ausfiihrlich in [73] behan-
delt. Zwei Transformationsformeln fiir Dilogarithmen sind von besonderer Bedeu-
tung [74]:

7T2

6
Lis(z) = —Lip (1> _ %[ln(—z)r _ %2 (A-45)

z

Liz(z) = —Lis(1—2)—1In(2) In(1 —2) + (A-44)
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A.11 Gebriuchliche Integrationsformeln

/Tln(cw + B)dr
/ln(on' + B)dr
/ln(on’ + ﬁ)ci_—T

/ln(on' + 6)?_—72—

<T+ g) In(ar +5) — 1

Ing Int — liy (—%T)
!

BIHT_ (% + %) In(ar + 3)

2 2
I (%—%) In(ar + 3)

— = lnr— (A-46)



Anhang B

Der Wirkungsquerschnitt

In diesem Anhang wird der Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt, der im Haupt-
text vorkommt, im Detail betrachtet. Der Wirkungsquerschnitt kann in folgender
faktorisierter Form geschrieben werden [25]:

2

do = ( m) Z gii(?) L' - HIdPS, (B-1)
q 1,j=1

wobei o = 1/137 die Feinstrukturkonstante ist, ¢> = 4EZ,, . die gesamte Schwer-

punktsenergie und dPS das Lorentzinvariante Phasenraumelement ist. L - H steht

fir L,, H" . Die Indices i und j (i,7 = 1,2,3,4) laufen iiber die vier unabhéngigen

Anteile des Hadrontensors H;w der folgendermaflen definiert ist:

1 1
1 _ Vv AA 2 _ Vv AA
H,uy - §(H,u,u + H;w ) H,uu - §(H,uu - H,uu ) (B_2>
3 _ i VA AV 4 1 VA AV
HMV - §(H,U,l/ _H/u/ ) H,u,u - E(HHV +H,u,u )

Der Leptontensor ist analog zum Hadrontensor definiert. Der Hadrontensor wa
steht fiir den entsprechenden Endzustand, unabhéngig davon, ob man polarisier-
te oder unpolarisierte Endzusténde betrachtet. Im Fall eines polarisierten Quarks
sollte der Hadrontensor einen zusétzlichen Index tragen, der die drei unabhéngigen
Polarisationsanteile des Quarks darstellt.

Die Koeffizienten g;;(¢*) der energieabhéingigen elektroschwachen-Theorie wer-
den als

gu = QF —2Qsvevy Rexz + (V2 + a2)(vF + a})Ixzl,

g1z = QF —2Quevs Rex, + (v2 + al)(vF — aF) x4,

g1z = —2QfveayImxy, (B-3)

g1s = 2Qsveay Rex, — 2(@3 + ai)vfaf]XZP,

g1 = qj% — 2Qgvevy Re Xz + (02 — aﬁ)(vfc + a?)lXZF
2

g2 = dq; —2Qsvevy Rexz + (v — az)(vf — af)xz|*
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g23 = —QQeraf Imxz, (B'4)
goq = 2vaeaf Re x, —2(03 _ag)vfaf|xz|27

gs1 = —2Qacvy Im xz,

g2 = —2QracvyImxg,

933 —= QQfCLea/f Re Xz, (B_5)

g3 = 2QfCLeCLf Imxy,

g = 2Qgacvr Rex, — 2veac(v; + a3)|x.|,

J42 = 2Qfaevf Rexz — 2”«3“6(%2’ - a?)|xz|2,

gas = 2QsacapImxz, (B-6)
g = —2Qsacay Re X, + dviacvsag|x,|’

geschrieben, wobei x;(¢%) = gM3q*/(¢* — M3 + iM;T'z) ist, mit der Masse M
und der Breite 'y des Z°, und g = Gp(8v27ra)™! ~ 4.49 - 107°GeV 2, sin?0,, =
0.23. Qy ist die Ladung des Endzustandes des Quarks. v. und a., vy und ay sind
die elektroschwachen Vektor- und Axialvektor-Kopplungskonstanten. Im Weinberg-
Salam-Modell hat man:

— _ in2

Fiir Leptonen: { Ze B _i +dsin® O (B-7)

Qr =3
Fiir Up-Quarks: vy =1-—3sin’6y (B-8)

ar = 1

Qr =—3
Fiir Down-Quarks: vy =—1+3sin’Oy (B-9)

af = —1

_ gr, =v+a linkshdndig

Kopplungskonstanten: { gn —v—a rechtshindig. (B-10)

Im reinen elektromagnetischen Fall ergibt sich g;1 = g12 = go1 = g22 = Q?« und
grr = 0. Die linearen Terme in Re x, und Im yx, kommen aus der v— Z°-Interferenz,
und die Terme, die proportional zu |y,|? sind, kommen aus dem Z-Austausch.

Die Darstellung von Gl. (B-1) hat den Vorteil, daf§ die verschiedenen Anteile,
die den Wirkungsquerschnitt bestimmen, in drei unabhéngige Faktoren geschrieben
werden kénnen: wa enthélt die Winkelabhéngigkeiten und die Parameter der Strahl-
polarisation. H,,, enthilt die Hadrondynamik des Endzustandes, und die Konstan-

ten g;;(¢*) enthalten die Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden elektroschwachen
Theorie.
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B.1 Der Leptontensor

Es wird zuerst den Leptontensor im Laborsystem spezifiziert, das mit einem Strich
bezeichnet wird. Die nicht verwindenden Elemente des Leptontensors Lﬁy (mit
i =1,2,3,4 analog zum Hadrontensor) werden gegeben durch:

LY, = Ly = (1—-h"h"), S

Ly, = —Ly = —i(h™ —h"), a

Ly = Ly = _(555;5_5;5;')7 S
LB = LB = —(€6+6D), ; (B-11)

Ly = -Ly = (Eoly + 6580, S

L — 18 — —(&8 - 8, s

LYy = Ly = (b~ =h"), s

LY, = LY, = —i(1—h"h"). a

Hier wurden die 1 <> v-Symmetrieeigenschaften (s=symmetrisch, a=antisymme-
trisch) der verschiedenen Anteile aufgezeigt, f; und f;? bezeichnen die transversale
Polarisation des Strahls in der Beschleunigerebene und senkrecht dazu &%(= Fh*)
die longitudinale Polarisation (Helizitit) von e*. Fiir eine natiirliche Transversal-
Polarisation des Strahls von Grad P fiir einen kreisformigen-Beschleunigers hat man
£ = (0,+P,0).

B.2 Der Hadrontensor

Von dem gesamten Schwerpunktsystem werden nur die drei raumartigen Komponen-
ten des Hadrontensors H! = (m,n = 1,2, 3) betrachtet, die zum Wirkungsquerschnitt
in Gl. (B-1) beitragen. Der Hadrontensor H} , ist hermitisch, deshalb gibt es neun
reelle unabhéingige Anteile H!  fiir jedes i = 1,2,3,4. Man hat sechs symmetrische
und drei antisymmetrische reelle Kombinationen unter dem Austausch von m und
n (der obere Index i wird wegen der Einfachheit ausgelassen) in Tabelle (B.2), mit
H,o = e"(0)H,e" (0') aufgefiirht, wobei

1
V2

Die Tabelle (B.2) enthélt die sphérischen sowie die karthesischen Anteile der neun
unabhéngigen Hadrontensoren im Schwerepunktsystem. Es wird auch die Symme-
trieeigenschaften der Anteile beziiglich p und v sowie die Paritét des Produktes der
Strome im Helizitdt-System (z-Achse auf der Ereignis-Ebene) geschrieben.

et (+) (0;F1,—4,0),  *(0) = (0;0,0,1). (B-12)

B.3 Die Winkel-Korrelationen

Aus der Kontraktion des Leptontensors mit dem Hadrontensor entstehen Korrela-
tionen zwischen der Leptonebene und der Hadronebene, die durch ihre Winkel be-
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Sphérische Komponenten Karthesische Komponenten
Hy |Hiy +H__ Hyy + Hop s | pe(pv)
Hyp || Hoo Hss s | pe(pv)
Hrp || 5(Hyeo + H_y) 5(—Hu + Ha) s | pe(pv)
Hi i(Hﬂ) + Hoy — H_o — Hy_) %(HBI + Hi3) s | pe(pv)
Hy | —4(Hyo— Hoy — H_o+ Hy-) ﬁé(-"ﬂﬂ — Hy3) a | pc(pv)
Hp | H . — H__ —i(Hig — Ho1) a | pv(pc)
Hy | j(Hyo+ How + Hoo+ Ho) | 55 (Hay — Ha) a | pv(pc)
H, —%(H+, —H_4) —%(Hu + Hy) s | pv(pc)
Hs —i(H+0 — Hoy + H_g — Hy_) %(Hz?) + Hs) s | pu(pce)
Tabelle B.1:

schrieben werden kénnen. Dafiir muff man zuerst den Leptontensor, der in Gl. (B-11)
gegeben ist, in die Hadronebene drehen. Diese Drehung wird in Abbildung (B.1)
illustriert und gehorcht der folgenden Beziehung:

Lkl(30787X) = ka(<p707X>Rln(90707X)L;nn7 (B—13)

wobei ¢, 6 und x die Eulerwinkel sind, die die Rotation v Lepton-System zum
Hadron-System beschreiben. Die Euler-Rotationsmatrix ist gegeben durch:

R= (B-14)
cos ¢ cos 6 cos y — sin ¢ sin x sinpcosfcosx + cospsiny  —sinfcosy
—cospcosfsiny —singpcosy —singcosfsiny + cospcosy sinfsiny
cos @ sin 6 sin p sin ¢ cosf

Es ist zu beachten, dafl die Kontraktion L, (¢, 0, x) Hmn, stark vereinfacht wird,
wenn man die symmetrischen und antisymmetrischen Anteile der Tensoren L,,,
und H,,, getrennt nach der gegebenden Klassifikation der Tabelle betrachtet. Diese
Symmetrien sind sehr hilfreich, wenn man den EinfluB der Strahl-Polarisation auf
die Messung der verschiedenen Hadrontensor-Anteile schnell feststellen mochte. Man
bekommt (der obere Index ist wieder weggelassen):

S LhHon = (=W W) HA+ (b — ) Hp,
3

—LonHpn = X(o)Hp+Y(p)He,

4mn mn
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3

ZLf’nnHmn = X(SD)HC - Y(QD)HB, (B'15)
3
ZLinHmn = (1—h h")Hp+ (h~ — H)Hy,
wobei
3 2 3 .. 92 3 .2
Hy = §<1 + cos” 0)Hy + 2 5in 0H; + 2 5in 0 cos 2y Hr

3 3 3
~1 sin? 0 sin 2y H, — —— sin 26 cos yH; + —— sin 26 sin y H,

2v/2 2v/2

3 3 3
Hp = ésin2 OH, — ZSinQ OH; + 1(1 + cos? 0) cos 2y Hy

3 3 3
—Z(l + cos? 0) sin 2y Hy + —= sin 20 cos YH; — —= sin 20 sin y Hs,

2v/2 2v/2
He = ;cosﬁsin 2xHr + gCOSQCOS 2xHy (B-16)

3 3
+——=sinfsin YH; + —= sin # cos y H5,

V2 V2

3 3 3
Hp = —cosOHp — —=sinfcosxyH4 + —=sinfsin xyHy,

4 V2 NGl

mit allen Hadrontensor in bezug auf das hadronische (Ereignis-) System und

X(p) = (&80 — & &y) cos2p + (&€, + §,80) sin 20,
Y(p) = —(&&0 — &&y)sin 20 + (£, + €80 cos 2. (B-17)

Die Gl. (B-15) beschreibt die allgemeinste Struktur der moglichen Strahl-Event-
Korrelationen in Anwesenheit der Strahlpolarisation und der Endzustandspolarisa-
tionseffekte. Die gesamte Winkelabhéngigkeit zwischen den beiden Ebenen ist durch
die Winkel ¢, 6 und x gegeben und in Gln. (B-15) und (B-16) dargestellt. Die ha-
dronischen Helizitatstrukturfunktionen H, werden im Hadron-System ausgerechnet.
Deshalb sind sie unabhéngig von den Winkeln und ¢, # und .

Die totale Rate ist durch oy gegeben. Der differentielle Wirkungsquerschnitt
do, ist zusténdig fiir die Produktion durch ein longitudinales (virtuelles) Photon, der
differentielle Wirkungsquerschnitt dor beschreibt die Produktion durch ein trans-
versal polarisiertes Photon [75].
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Abbildung B.1: Die Fulersche Rotation



Anhang C

Phasenraumintegration

C.1 Einfiihrung

In diesem Anhang werden die vorkommende Integrale der Kapitel 3 und 4 gelost, da
dieser Berechnung etwas auswendig ist. Ebenfalls wird die Relation zwischen den
Integrale und den Zerfallsratenterme illustriert.

Die (y, z)-Integration des unpolarisierten und polarisierten Hadrontensores 1a8t
sich durch die Integrale vom Typ I, J, T, C, M und L ausdriicken. Die hier
durchgefiihrten Berechnungen werden sich nur mit den Integralen vom Typ C, M
und L beschéftigen, da diejenigen Integrale vom Typ I, J und T" wie bereits erwéhnt
bei M. Tung [54] und S. Groote [63] zu finden sind.

Auf Grund des zweifach vorkommenden Spins in den Berechnungen der Longi-
tudinal-Longitudinal Spin-Korrelation und ihrer Polarwinkelabhéngigkeit besitzen
die Integrale vom Typ C, M und L zwei Wurzeln bzw. deren Potenzen im Nenner,
die die Berechnung der Integrale komplizieren. Die Integration iiber z ist durch
Standard-Stammfunktionen berechnenbar wihrend die Integration iiber y mit Hilfe
einer Speziellen Substitution erfolgt. Diese wird Zunéchst erklért, danach werden
die Berechnungen der Integrale présentiert.

Alle Integrale wurden gleichzeitig numerisch mit VEGAS ausgewertet, um zu
und priifen, ob die numerische Auswertung der analytischen Ausdriicke mit den
Ergebnisse der numerische Integration iibereinstimmen.

C.2 Die Integrale

Zu bestimmen sind die Integrale
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Yt 24 I m
Mll,m] = vz dydz (C-2)

y/2/<<1—y>2—5> Qa2

Yt 2+ ylzm

Lil,m] = dydz (C-3)

LAy e Ju—ar—¢

Der Integrationsbereich ist durch z_(y) < z < z, (y) und y_ < y < y, mit

y- = \/A>£+A, yr = 1—\/5
(C-4)

A
w(y) = 4;15{1—y—§5+A+E%Wy—AP—Awa—y)Z—g}

gegeben.

C.3 Phasenraum und Substitution

C.3.1 Konstruktion einer Substitution

Die spéter zu bildenden Integrale enthalten immer die Wurzel /(1 —y)2 — €. Es
erweist sich als niitzlich, diese Wurzel durch ein Polynom darstellen zu kénnen.
Dies ist moglich mit Hilfe einer Kette von Substitutionen. Beachtet man néamlich,

daB
JUwpr —e= iy ety (C-5)

ist und substituiert dann 7 := 1 — y + /€ und anschlieBend 7 = {/2+/€ cosh (, so
ergibt sich

VA =y —=E&=1\/12— 2\/8 = 21/&sinh (cosh ¢ = %\/E((?QC —e7%). (C-6)

Fiir y ergibt sich mit dieser Substitution

y = 1+/¢—2\/¢cosh?¢ (C-7)
_ 1+[—%\/2(62<+2+e—2<) (C-8)

1 )
= 1_§ﬁ(e2<+e ), (C-9)

Da in allen Ausdriicken (die entweder die besagte Wurzel oder aber Potenzen von
y enthalten konnen) stets nur Potenzen von €?¢ auftreten werden, wird nun e* =t
gesetzt. Damit ergibt sich als endgiiltige Substitution

y(t) = 1— %\/E(t + %). (C-10)
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Als Konvention wird ¢ < 0 (also ¢t < 1) festgelegt, so gilt umgekehrt
1
ty) =—7=0-y—y(1-y?-¢ (C-11)
Ve

£(0) = 1_% _5:1\;;: 1;: t1—y6 =1 (C-12)

Mit dieser Substitution erhdlt man fiir z4

2t — /€ 1+t2) 2t — /E(1 + t2)
S w2 —VE) Ve 2(2 — V&) )

(man beachte, dafl z; und z_ durch die Ersetzung ¢t < 1/t ineinander iibergehen).

C.3.2 Der Knickpunkt der Funktion [(1 — 2)? — 5]1/2

Als néchstes soll die Wurzel /(1 — 2)?2 — ¢ an den Grenzen zy bestimmt werden.
Der Radikand faktorisiert in Quadrate. Vorsicht ist jedoch hier beim Ziehen der
Wurzel geboten, ist diese doch als positiv definiert, wohingegen die Argumente der
Quadrate und damit der spéateren Betrige durchaus auch das Vorzeichen wechseln
konnen. So ergibt sich zunéchst

2t + V&t = VE|[2t — VEt = V]

(l-z)2—€ = i — , (C-14)
> W& =2 VEIVE -2+ VY
(1—z)2—¢ = e . (C-15)

Im Fall der Grenze z, ergibt sich fiir den Wert y = /£(1 — /£€)/(2 — V/€) ein
Knickpunkt in der Wurzelfunktion, der sich iiber eine Fallunterscheidung ausdriickt,

& — (2t = VE)?

fir t, <t <t.

2t (2t — \/€)
1 — 2 _ é‘ — C—16
o (2 = Ve - & fiir t, <t <t o
2t(2t — \/E) c=r=
Dabei ist JE
=3 7 (C-17)

Die Abbildung (C.1) zeigt den Knickpunkt ¢, der Funktion /(1 — z;)? — £. Im Fall
der Grenze z_ ergibt sich dagegen ein geschlossener Ausdruck,
(2 - Vet —

2(2 — /&)
Das Auftreten dieses Unterschiedes wird verstéandlich, wenn man beriicksichtigt, daf3
z_ streng monoton wachsend ist, wihrend z; eben ein Maximum besitzt. Neben

(1-z)-¢= (C-18)

l—v 1—w

VE V14w

ty = t(0) = und  tg = t(1 — /€)= 1 (C-19)
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W I I I I I I I I I I I I I I I I T T T T T T T T

< i i
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N i £=0.51 m=175 GeV ]
=075 T (Va’= 500 GeV) 7
\i L 4
N - -
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0.25 -
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t
Abbildung C.1: Die Funktion /(1 — 2;)? — &
wird aus praktischen Erwégungen noch der Wert
14w
ty = (C-20)
Ve
eingefiihrt, welcher aulerhalb des Intervalls liegt. Man beachte, dafl
1 1 1
- +v +v (C-21)

Ve - 1—v &

Fiir spatere Anwendungen sei bereits hier der Integrand fiir die Integration iiber
y angefiigt, der sich stark vereinfacht. Es ist

V(1 —y)2—¢&= \/ig(t— %)2 — &= %\/E\/ﬁ +2+t2-4= %\/Z(% —t) (C-22)

und

dy = —1\/5(1 - l)dt, (C-23)

C.4 Die z-Integration

Die Integrale C[l, m], M[l, m], L|l,m] besitzen die gleiche Struktur in der Variablen
z. Deshalb kann die z-Integration gemeinsam behandelt werden [71, 72]. Es wird
nach der z-Potenz des Integrands in fiinft verschiedenen Klassen sortiert.
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C.4.1 Berechnung der Integrale der ersten Klasse

Die Integrale dieser Klasse sind diejenigen, die als Gewicht eine Konstante besitzen,
0 .
2", Es gilt

76[2 . (1—z+— m> (C-24)
/ 1—2_—\/m

(2t = V(2 - V&)
In
&t
= < ) (C-25)

fiir t, <t <t

In <t<22t__ \/E)> fir t.<t<ty,
wobei
2t — /€

fir ¢, <t <t,,
l—zp —\/(1—2)2 ¢ = (C-26)
fiir . <t <ty

l—z-—y/(1—2)2-¢ = (C-27)
verwendet wurde.

C.4.2 Berechnung der Integrale der zweiten Klasse

Die Integrale der zweiten Klasse sind diejenigen mit dem Gewicht z7!. Die z-
Integration liefert

zZ—

7 dz 1 ln(x/l—ﬁx/(l—fi)?—&_1—5_1)]”‘
z_ Z\/(]_—Z)Q—f ‘1_5 < z

Nach der Substitution (C-18) ergibt sich

(C-28)

vy/(1—2-)2=¢ 1)_2_ C (T+v)(I+v—Er)? )
z_ = L= VERE — VE(1+12)) (C-29)

und mit (C-16) erhilt man

(1 —o)((1 —v)t — VE)?

v (1—Z+)2—f+v_2_1_ VERE—VE(L+12))
zZy 2y ] @+o)(A+0)t = VE)?
VE(2t — VE(L +12))

fir  t, <t<{,

fiir  t, <t <ty
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21n (M> —ln<1+v> fiir £, < ¢ < ..,

1—w

1 _
o (L= VE firt, <t<t,.
1+v— &t
(C-31)
Wieder war die Wurzel eines Quadrates zu bilden, welches dazu verwendet wird
VE 1+w
—(1—o)t t = -32
JE—(1—v)t>0 e <= (C-32)
VE 1—wv
1 t— >0 = t> = C-33
(14v) \/g - “ 14w 1+’ ( )
1+v 1+v
1 — /&t >0 t = . C-34
+v \/E > = < NG 1~ (C-34)

C.4.3 Berechnung der Integrale der dritten Klasse

Die Integrale der dritten Klasse besitzen das Gewicht 272. Nach der z-Integration
erhélt man

2t

(1—2)2—51 (35)

/ dz :i/ dz B

Die Integrale der dritten Klasse bestehen also aus den Integralen der zweiten Klas-
se (C-31) und einem Zusatzterm. Fiir den zweiten Term ergibt sich in den Grenzen

zZ—

2
B 45(2152_ Q\Q/Et_:—ll)) fiir ty <t < tc;
2] /e
. 2290 -1 <y
N e St=ta.
§(t7 - VE +1)

C.4.4 Berechnung der Integrale der vierten Klasse

Die Integrale der vierten Klasse sind diejenigen mit dem Gewicht z. Dei z-Integration
liefert

2+

/(Zd”z:{ (1—22—=&+In(1—2— (1—2)2—5)] . (C-37)

Z—
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Damit konstruieren sich diese Integrale aus Integralen der ersten Klasse (C-25)
und einem Zusatzterm. Fiir den Integranden dieses Anteils ergibt sich in den Gren-
zen

L= VEQ ) (2t = VE(L 1)) fiir

[ r+ (2t — /E)(2 — VEt )t ty <t <t
(i-2p—¢ -
P A 2)((2 + )t — VE(1 +t2)) .
(2t —vE)(2 — VEN) fir t.<t f gd?.)&

C.4.5 Berechnung der Integrale der fiinften Klasse

Die Integrale der fiinften Klasse stehen am Ende der Berechnungen. Sie besitzen
das Gewicht 22. Nach der z-Integration ergibt sich

/ O_—d_ = (C-39)

_E 1 zdz _U_2 dz
2( o) $+2/ (1—2)2—¢ 2/ (1—2)2—¢

Zu den Integralen tragen daher einem Zusatzterm und Integrale der ersten (C-25)
und vierten (C-38) Klasse bei. Der Zusatzterm wird berechnet. In den Grenzen
ergibt sich

[i (1—2)2— 4 _ o
B e

.

(2 - V%) (2t = VE)?

fir t, <t <'t. (oberes Vorzeichen) bzw. t. < t < t4 (unteres Vorzeichen).

C.5 Berechnung der Integrale der Familie C

Die Integrale dieser Familie sind als

dydz mit —2<Im<2 (C4l)

cllm) = //\/1— 5\/1—2

definiert. Eine vollstéindige Liste der Integrale und die ihnen zugewiesenen Namen
ist in der Tabelle (C.1) dargestellt.
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m [

z Yy

-2 1 -1 0 +1 | +2
—2 Cio | Ci1 | Cr2
-1 07 06 CS C'9

0 C 3 02 Cl C(4 C(5
+1 | Ci5 | Cia | Cis | Cie
+2 || Cig | Cis | Cir

Tabelle C.1: Integrale der Familie C

C.5.1 Berechnung des Integrals C; = C]0, 0]
Das Integral (] ist gegeben durch

dy dz
Cl == C—42
//W P-gyf(l-2)2—¢ o

Die z-Integration liefert

1—zp — /(1 —24)%—
O = / W i A (C-43)
ya=—y2—=¢ \l-z —/(1-2)=¢
Mit Hilfe der Substitutionen (C-10) und (C-23) erhélt man
d dt
y ____% (C-44)
(1-y2-¢ !

erhalt man fur Cy

[/”m(”;“g)%/:”n(%%)%
Lu)

Ch

- [ ln( ) —%ln (t) = Lia (s + ta) 1) tc_|_
( ( )> ;ln()+Li2((tb+ta)t) :d_|_
(In(2) — In(€)) In(¢) — Lis (tb j tﬂ) Z ] (C-46)

Unter Beriicksichtigung von

In (—ﬁ) T (B + £a) £) = In(2) In(t) + ;

\
—
[}
[N}
~
~
S~—
+
—
)
/N
—~
~
o
~
Q
S~—
~
N—————
—~~
A
i
\]
S~—



C.5. BERECHNUNG DER INTEGRALE DER FAMILIE C

erhilt man damit
1
C, = In(2) In(¢) + Li
1 l n(2) In(t) + 12<(tb+ta)t>
_'_

In (g) In(t) — Liz ((tb ‘:ta)t> te

In (%) In(t) — Lia ((tp + ta) t) d ]

te

+
ty
tq

, 1 .
= In )ln<tb)+L ((tb+t )t ) _L12<(tb+ta)tb

() m (2

= 2 L12 <
. (1+w 4 1+w
L12< 5 >+ln<g> ln<2_\/g>.
C.5.2 Berechnung des Integrals Cs = C[0, —1]
Das Integral Cy ist gegeben durch

B dy dz
Cﬁ_//zwl—yv—ml—z)?—

Die z-Integration liefert

2o (V2 — 2y oy /(1 — 24)?

1

—¢)

)+
( (ts + 1) >+Lig((tb+ta)tc)+

-t
( ) <_j) ((t +ta) ta) + Liz (s + ta) o)

)—2L12< >+L12<1;U)—

/\/ - (z+ v?—z_ v /(1 —2.)2

Mit Hilfe von Gln .(C- 10) und Substitution (C-23)
dy B @
1-y2-¢ !

erhalt man fiir Cy

(‘J)[ (( ()2@;@
14+v)((14+v)t—
)

2 — E(L + 12))

VE(
(1+v)((1+v)t —+¢E)
VE (2t — VE(

E(1+12))

—¢)

dt
N
dt
t

) |

105

(C-48)

(C-49)

(C-50)

(C-51)

(C-52)

(C-53)

(C-54)
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Mit

ist

beachte man

So ergibt sich

fiir

_ (__1) l ((m (%) +21n(\/E)> lnt—QLiQ(tbt)>
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2t — JEQ+13) = /e - %H 1)
—JEE — (b ta) t+ 1)
et —ta)(t —ty) (C-55)

o= (0 )
()
()] e

=0, (C-57)

_ (—71”/; <1n<%>+21n<(1_v)t_\/g>>%

+2In <(1+v)t— ﬁ)) ‘it
21n ((1 o)t — \/E)> %] (C-58)

g
((m <t€> + 21n(\/§)) Int — 2Lig(tat)> :d +
((—m t—é —21n(1+v)) In  + 2L, (})) zj] (C-59)
—2Lis(t,t) = 2Liy (%5) + ~ +In?(—t, t)
= 2Li <tait> + %2 + (ln(—ta) + lnt>2 (C-60)
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Schliefllich bekommt man

o = (G5 [ (%) (it —mia) 211 (2) 210 (1) +

ln(ﬁ)(ln(tc) — ln(tb)) —1In %) In(t.) — 2In(t,) In(1 +v) —

In?(t.) + 2 Liy (%) — 2L, z—(j) +1In (%) In(ty) +

21n(1 + ) In(ty) + 2 Lis <t1> 2L, (f”) ] (C-61)
() o () 2 () 2 () o () () -

In*(¢.) + In (?) In (%) ] (C-62)

N (%1> [4&2 <1\fv> — 2 Li <21 \[> — 2Ly (i::f) +
21n<1i—z>ln< o ) ( ) ] (C63)

C.5.3 Berechnung des Integrals C7 = C[—1, —1]
Das Integral C7 ist gegeben durch

dydz
Cr = C-64
//yzwl—y)?—fwl—z)?—f (o0

Die z-Integration liefert

2_ (V=24 oy /(1 —20)2 = &)
_ 1 . C-65
/ \/1_7_ ( 2 2z 4w (1—2—)2_5)) ( )

Dieses Integral ist divergent fiir verschwindende Gluonmasse, d.h. fiir A — 0. Das
fir A — 0 divergente Integral wird fiir kleine Werte von A ausgewertet, d.h. es
werden nur endliche Terme und Terme proportional zu In A behaltet. Dazu wird der
Grenzfall y — 0 betrachtet. In diesem Grenzfall werden auch z5(y) gegen Eins zu
vernachlissigen sein. In diese Groflen entwickelt, ist

(1—24)2 =€ —0v* — 25, (C-66)

Damit ist

/Z+ dz :—lln (2—(U2—Z++U (1—Z+)2—§))
- (1—2)2—§ v 2 _
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s _ 2 _ s 2 _ s
—>—11n 2% — (VP =25+t — )
25 (V2 — 28 — +0? —2%)

s 1— 2 2
R Y A B et Y
v 25 v 1 — 25 Jv?

1 z5 25 =2
~-Iln| = e C-67
Un<25_>+ v3 ( )
1+v%)y —2v —A)2—A
_ 1! )y (y = A)? — AL +421 PENNY:
v\ (A +02)y+20,/(y— A2 —AE)  vE
Fir A — 0 ist
25 d 2 1 4
/+ : —>—ln( +U>+ y2 (C-68)
= oyzy (1l —22-¢ YV l=w Yy

Zu erkennen ist, daBl der zweite Anteil konvergent ist, da sich dort die 1/y-
Singularitdt herauskiirzt. Im divergenten Anteil mufl also nur der erste Term be-
trachtet werden.

Berechnung des divergenten Anteils

Es wird die Substitution y = A + /A& cosh ( verwendet. Dann ist

5 1 1*\/51 (L+v*)y +20\/(y — A)2 = A& dy
= — n =
v? Ja+y/A¢ (I+v2)y—2vy/(y—A)2—AE) Y
1 vm (1 + v?) cosh ¢ + 2vsinh ¢
T ln((l—i—v?)coshg—%sinhg“) tanh ¢ d¢
1 [lnvn (1+0v)% + (1 —v)2e ¢\ e —e ¢
= z) b ((1 — o) + (1+ ) ) <<l (C69)
(1+0)
)?

1 oy 1+v)%e® + (1 —v)?) e -1
_ 7/ In dc

v? (1—wv)2e2 +(1+0v)?) e +1
1 nln<(1—|—v) T+ (1—v )2> T —1)dr

b

v2 1—0v)2r+(14v)? ) 2r(t+1)

V2

Im letzten Schritt wird 7 = €% substituiert. Es ist n = 4(1 — /£)?/A¢. Mit Hilfe
der Partialbruchzerlegung
T—1 1 1

27(T + 1) — 7 +1 27 (C-70)

und einer weiteren Substitution im ersten Integralanteils ergibt sich

1+ 1 2 _ 4
V2D = / 77ln (L+v)r Y dl%—
d (1—v)?r+4v) 7
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2/ <1+v T+(1—U)22>d7': (1)

l—v)?2r4+(14v)?2 ) 7

_ {ln(—élv)lnT—LiQ ((12}1}) T)  In(4o) lnr+ Lip (_(1—0)27>

4v
_% [2 In(1 —v)In7 — Liy (—%T>

~ I Gfg) In (“_Ag/@j ~ Liy <(142:)U)2> + Liy (@22’)?) +
+%L12 (- 8 :L z§z> - %Lig (- 8 f Z;j) . (C-72)

Berechnung des konvergenten Anteils

147
+

2

Der konvergente Anteil ist gegeben durch

1/1\/21 (VP =z oy (1= 24)2 = ) dy
n

(v =zt /(1 =222 =& ) yy(1—y)* =&

2 Ve (1 +v> dy
—— In —.

U2 c Yy
Mit der Substitution und den Partialbruchzerlegungen

d 1 /[ dt dt
vy _ 1 ( . ) , (C74)
y (1—y)2—£ v\t—1t, t—1,
dy dt dt dt

= = - = C-75
y = i, (C-75)

(C-73)

1—w

ergibt sich

C = %/t: <2ln<(112§t_\/\§> HHGJ:Z)) (tftta —tftt) +
+i/:21n (1+v)t—ﬁ>< e dt >+ (C-76)

1+v— &t t—ty t—1

2 rta /14N [dt dt dt
T
v2 Jy, 1—v)\t t—t, t—t
t _ _ _
o ln (1 —v)t — <€ —|—ln(1 v) dt B dt n
» (I4v)— Vet 1+w t—t, t—1
/tpl <1+v> @_ dt B dt
t 1—v/\t t—t, t—t

ta (14 o)t —E\ [ dt dt
/tc 21n<1+v—\/_t><t—ta_t—tb>+ (C17)

A

5}

1
v?

S~

+

| = Sl

+

<
o
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+ ( > dt dt
1)2 1-— - tq - tb
_ 1 (1—v)t —V¢
2 (21 (( +v) — /&t 3 1+v t—t,
—C7a
1t (1— )t —
- — 21
2 )i, ( n(( ) — ft) ( ))(t—tb>
=Crp
2 [ta (1+v)t — ¢ 1 + v
In ("2 VS
+U2 <n<( +v) — &t 1—U t—t,
—C7(‘
2 [ta (1+v)t — V€ 1 + v
v? i, (1+v) — V&t 1 — ’U t— tb
=Crq
2 [l 14+v\ dt
il 1 bl 3
vy, n(l—v) t (C-78)
=Cre
= Cro+ Cpp+ Cre + Crg + Che. (C-79)
Das Integral C;, kann wie folgt berechnet werden
1 (1—v)t—+¢ (1 - v) dt
O’?a _U2 (21 <( —|—’U \/_t +31 1+U t—ta
1 v)
V&
— +3In 1\{ <i>
— t \/’ t— ta
o pt—1 ty dt
N 1)2 <2ln(ta—t>+31n<t )> (t—t)
mit der Substitution ¢ :=t,—t = dt= —dt
1 [la—te dt’
o2 ta—tp (2 In{ts) + 31n (ta>) t
1 ty ty —t.
- . (2 In(ty) + 31n (t>) In (ta - tb) | (C-80)
Fiir das Integral (', erhélt man
1 fte (1—v)t — € 1—U) dt
=— 2In (| —————= | -1
Cn =), ( n<(1+v)—\/zt n(l—l—v t—t
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_ L om ((1\75%_1%@ 1n<1\/§) (dt>

2 1tv t—1t

v2 Jy, ((1\2)) _ t) VE NG

e ~1
= (=) ) S
v ty ta_t ta t_tb

mit t=t,—t = dt=—dt

Sl () @) (i)
)

——
t_l
b=ig

- 0. (C-81)

oo A ) ()

Lo [\t —t,

NG

2t tat—1 ta dt
= (=) - (E)
v2 Ji. to — 1 tp t—t,

mit t':=t,—t = dt=—dt

9 pta—t — ) — !
_ 7/ 1y (falta—t) =1 _ln(’fa) dt’
v2 Ji,—t. t ty t’

2 9 [ 1 2 . ta el
2 [ (2 = 1) =t (32) ) it - S w0~ 1 ((tg . 1) t’) ]
2 / to—to\ 1 1
= | (-1 -1 <_a>>1 ( C)‘—”ta—t (S
m[(n(“ =i iy,)) G =)~ g et gt =)

. ta . ta(ta - tC)
_Li, (ta . 1) + Liy (152_1> ] . (C-82)
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Fiir das Integral C74 erhélt man

S i
) ; m(%@ <ﬁ%ﬁ

R : <1n( ; —1 ) —h Cﬁb)) (tftt,)

mit t':=t—t, = dt=dt
2 [ta—ts ta(t' + tb) -1 te dt
- = Y (A e N <_> w
V2 te—ty ta — (t/ + tb) tb t
211, tq . 1
-2 [5 In2(t, ¢') + (m (g) Cln(t, — tb)> In(#') + Lis ((t - tb) t/> ]

ta—tp

te—1p
211

2 At o)~ 2, =) + (1 () <t — )

td—tb> ) <td—tb> ) <tc—tb>
1 L —L ) -
n(tc—tb Rl Pa— 2\t — 4, (C-83)

Fiir das Integral C%,. erhélt man

2 gt 1 dt
G =2 [0 ()
v Sy —v/ t
14v
2 gt dt 2 gt t,\ dt
ty \/E tp b
ta
_ 2y < )1 () C-84
U2 tb . tb ( )
Zusammenfassung

. 2 tb ta t td
= [ <21n(t”> 3 <t>> o (t —tb) 2 (tb> o (t,,> *
— 1 1
- <ln(t2 —1)—1In <ia>) In <ta tc) ~3 In?(t, —tg) + 3 In?(t, — to) +

b tg — tq

+ %ln2(ta (ta— 1)) — %an(ta (t— 1)) + (m <’;_b> nft, — t,,)) In (’;d = Z’)

. ta . ta(ta - tc) . td - tb) . (tc - tb)
L Lip Vet ) 4, ~L C-85
12<ta+1)+ 12< 21 >+ lQ(ta—tb 2\t | ()

a
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C.5.4 Berechnung des Integrals C, = C[0, —2]
Das Integral (' ist gegeben durch
dy dz

Cy=0C(0,-2) = : C-86
10 ( ) /22\/(1—3/)2—5\/(1_,3)2—5 ( )
Die partielle Integration iiber z liefert
7 dz _i[/ dz B (1_92)—fr+ (C-87)
Joafl-zp ¢ U 2122 ¢ z .

Die Integrale der dritten Klasse bestehen also aus den Integralen der zweiten
Klasse (C-25) und einem Zusatzterm. Fiir den Integranden dieses Anteils ergibt
sich in den Grenzen

2_
At 2\2/Et+ D ——

—2)2 €] = —=+1
M] — & VE ) ) (C-88)
© - _202- 5)2(;; it RN te <t <ty
§(t* - N 1)
somit kann das Integral C'y als
dy dz 1 ~
Cio = =—(Cs—C C-89
r //zQ\/(l—y)Q—f\/(l—z)z—f —5(Co = Cuo) (C-89)
geschrieben werden, mit
L Ve dy [ (I—2)*— 5] o (C-90)
10 = -
AtV J(1—y)2—¢ z )

Das Integral ist divergent. Durch Entwicklung in kleine Werte von z. wie fiir C
ergibt sich

(1—2z2L)?2—€—v— % (C-91)
und damit )
1—2)?— 1 1
z 25 22

&y <1—z>2—le< S -
(1—y)?2—¢ z PN G b O £y



114 ANHANG C. PHASENRAUMINTEGRATION

Berechnung des divergenten Anteils
Mit der Substitution y = A 4+ /A& cosh ( ist
ToaVE(1T 1
:/ el K

. Ay/Ae \ 21 22
/m\/ﬁ /A& sinh dC N

c (1 4+ v2)A + (1 + v2)/A€ cosh ¢ + 2v\/A sinh ¢

_/ln\/ﬁ /A& sinh ¢ dC
c (I +v2)A+ (1 + v?)y/A€ cosh ¢ — 2vy/AE sinh ¢

N /lnx/ﬁ Esinh ¢ d¢ B Esinh ¢ d¢
e (1 +v%)cosh( +2vsinh ¢ (1 + v?)cosh({ — 2vsinh
[ ( §(e€ — e=9)d¢ £(e€ — e)dg

c (1

. /1—\/5dy[ (1=2p ¢

A++/AE U z

+0)2e¢ + (1 —v)2e= ¢ (1 —0v)2e¢ + (1 +v)2e¢

) An(( e N G )df o

1+027+(1—0)2 (1—0v2r+(140)2)2r
Dabei wird die Substitution 7 = €* verwendet. Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

( E(r—1) E(r—1) ) dr

I+02r+(1—-0v)2 (1—02r4(140)2) 27
udr 1402 dr dr

= - + - (C-95)
3 S N ) N O SO

(T+o2 T (T-0p?
ergibt sich

D o_ _1—1—1}2 n udr dr N dr
N & b | (14027 (1—v)?

Tt T (—op

:—H”T 20 ln7—1n<7+<1_v)2>+1n<7+w>r

& L1402 (14 v)? (1—-v)?) 1
2 (1 5) (-2
R e

Berechnung des konvergenten Anteils

Wie bereits fiir das Integral C'; berechnet wurde, ist

4 1-4/¢ 4 t
Dﬁ_l/ Vidy o prefdt b dt ) (C-97)
5 c Yy 5 ty t t_tb t_ta
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Andererseits ergibt die Partialbruchzerlegung des substituierten und ungenéherten
Integranden (C-36)

dy (1-22-¢€]" afdt wvdt vt
(1_y>2_£[ 2 ] _E<7_t—tb+t—ta> (C-98)

fir t <t.und

24
d 1—2)*— 22—¢&) (dt  dt dt
(1—y)2—¢ z & t t—t, t—t,
fiir t > t.. Der konvergente Anteil spaltet sich daher in sechs Anteile auf,
C = Cipq + Ciop + Cige + Crog + Croe + Choy- (C-100)
Fiir das Integral (', erhilt man
4 te dt 4 1+4+wv
L=o(1— / “_ 1 C-101
Cro 5( ) bt 1+vn<2—\/§> ( )
Fiir das Integral C'o, bekommt man
qu [te dt dt
Ciop = — ——+—1=0 C-102
e ), ( t—tb+t—tb> ( )
Fiir das Integral ', ergibt sich
v [te dt 8v 1+o te
Cioe = — =—1In —t =
. €y t—te & ( Ve ) .,
8v 1+w VE ) 8v ( 2v )
= —1In — ——In|— C-103
(e e (109
Fiir das Integral C'oq erhédlt man
2 tdt  2(1—v)?, (2—E
Croa= 2((2—€) 2 / @ _ 1 C-104
10d €<( £) v) Lt ¢ n ( JE ( )

Fiir das Integral Cg. ergibt sich

2 e dt 2(1—v)? 1—w
Cho = _E(@_g)_%)/ﬁc i—t, < hl(t_W) N

_ 2w (1 = “) ;2 g 9 (2 1/5\/5 - 1\;;)(0-105)

ta

Fiir das Integral Co; bekommt man

2 ta dt 2(1 —v)? 1
Cioy = _g((Z—f)—Qv)/tc P ( §U> ln< \j;-t)

_ _2(1—@)2111(1—1—’0_1>+2(1—v)21n<1+v VE

tq

te

£ VE £ VE 2—¢E>(C'106)
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Zusammenfassung

Cio = —2—Uln<4<1_\/g)2>+21+021n(1+v)—I—
4 14w 2(1 —v)?, [2—/¢
+1+vm<2—\/g>+ § hl( Ve >+

—8—vln<2—v> +
& \WE
2

o0, (H1-VEP | 14+ (14w
= €1n< Af >—|—2 hl( >+

4(15—?)) <21_+\/vg>+2(1gv)21n (2_\/5

() )
2(1_U)21n<\/€_1+v>+2(1_U)21n< 1—wv <\/E—1+u)> N

¢ 2 V& § 2 2-¢ Ve
_2(1?)) ln<1+z:/g\/2>+2(1gv) m(;j\;g(”% VE)) -

_ %”mA + gln <(1 (—1;)2225\/55)3) +
+4“1n<(1+v)(1+v—\/§)2> 20? (( (1+v)VE >:

¢ s2(l-ve) )T e M\ i-oe-vo

:2—UlnA+gln< (11 v)°eve ) +

§ § 2 (1—1))2(2—\/2@3
4o <<1+v>(1—\/2>> 2v (( (1+0v)vE >:

e Tea—ve )T e ™M aove - ve

v % 1+w 6 VE
= lnA+§ln(1_v)+£1n<2_\/g> +

Sv. /14wy 2% /l4+o\ 202 VE
P () 2 (1) + 2 () (c-107)

also

- 2v v 14w
CIO = ?IHA—F?IH( 2 >+

3¢ 1+ 4—¢ VE
+2 ¢ 1n<1_v)+2 ¢ ln<2_\/z>. (C-108)
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Dabei wird folgende Faktorisierung verwendet:

(1+v—/6? = 1+20—2/c+0> —20/e+¢
= 2(1+v) —2(1+0)/E =2(1 +0)(1 - /&), (C-109)

C.6 Berechnung der Integrale der Familie M

Die Integrale dieser Familie sind als

Yy z

Mll,m| = dydz mit C-110
O I v o { o)

Yoz —-2<[<4

definiert. Eine vollstéindige Liste der Integrale und die ihnen zugewiesenen Namen
ist in der Tabelle (C.2) dargestellt.

2 y

-2 | -1 0 +1 | 42 | +3 | +4
-2 My, | My | Mig | My | Mis
—1 Moz | Mg | My | Mg | My | Mg

Tabelle C.2: Integrale der Familie M

C.6.1 Berechnung der zugehorigen Integrale der ersten Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur ersten Klasse gehoren (C-25), sind My, My, Ms,
M4, M5, MQ4 und M25.

Berechnung des Integrals M; = M0, 0]

Das Integral M; ist gegeben durch

dy dz
M, = . C-111
//((1—y)2—§) (1-2)2-¢ | )
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Die z-Integration liefert

11—z — /(1 —24)%2—
M, = / i i A (C-112)
(L=9)*=8& \1-z2.—\/Q—2z)2-¢

Mit Hilfe der Substitution (C-10), der Gl. (C-23) und anschliessender Partialbruch-

zerlegung
dy < 1 1 ) dt
= + — C-113
(—pr—8 \i+i " 1-1) V& (C-113)

wird das Integral M; durch

vl ()t (52 %

+ [ /t: In <(2t - \/22 (t2 - ﬂft)) (1Cﬁft) +/tctd " <(22tt_—@t> (16?“ D
(C-114)

gegeben, wobei der Integrand durch (C-25) ersetzt wird. Danach werden My, als

R e e B e ST

2 \/@ 1n<22(it/%b)) +21In(2¢, — \/E) ln(22(it/—?) -

In(2 - /&) m%) —In(2 - t,/¢) 1n((12+f’)\)/g‘/g) 4
In(1 4 t) In(ty &) — In(1 4 t.) In(t2€) — Lia(ty) +
Liy(3) Con e 2—VE L 2=3/C

5 + 2 Liy(t,) — ng(tc)+L12(2+\/€)—L1 (_2+¢E)_
2t, — /€ . 2t — /€ 2—-t,/E, w

2+\/E)+2L12<_2+\/E)_ 2<2+\/—)

Liy(—

3 (C-115)

und My, als
My = l /tt " ((275 : \/Eg 552 - ﬂt)) (1d—t b /tt " <(22tt_—\/\/?t> (1d—tt) ]

o (2 - Ve 2 (1—1t)
- 5 + — +1In(2¢, — \/E) ln(ﬁ) _

2 In(2¢t, — @ 1n(22(1_—\/%c)) _ In(2 —th VE) N

111(2 — \/g) ln(m + ln tb \[ 111 1 — tb \[ —
In(1 —t,) In(ty &) +In(1 —t.) In(t2€) — Lig(ty) +
2;”__\/?) —2 L12(22tc__\/\§) — Liy(

2 V€

2 Liy(t,) + Lis( R

) (C-116)
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bezeichnet. Damit wird M; zu

Ml = %(Mla_l_Mlb)- (0—117)

Berechnung des Integrals M, = M][1, 0]
Das Integral M, ist gegeben durch

Mo — y dy dz , (C-118)
S Y e
Die z-Integration liefert
A — y dy | 1—zp —/(1—2)2 =& ' 119
’ /((1—y)2—§)n 1—z —J(1—2)2—¢ (C119)

Mit Hilfe der Substitution (C-10), der Gl. (C-23) und anschliessender Partial-
bruchzerlegung

e e e A =) LI T
wird das Integral M5 durch
L+VE] e, (2t —VE)(2—VEL)\ dt ta (2t —E)t\ dt
e [/t,, hl( £t >(1—|—t)+/tc hl( 215—\/E>(1+t)]
L—VE[ e, [(2t—=E)(2—E) dt e (2t —E)t\ dt
T[/tb m( £t )(1—t>+/tc m( 2t — £ )(1—t)]

~ l/t:c1n<(2t—\/€2i2—\/zt))%+/:d1n<<22’;%§gt>% (C121)

ausgedriickt, wobei der Integrand durch (C-25) ersetzt wird. Danach werden die
ersten beiden Integrale durch M;, und My, ersetzt und als zusétzliches Integral

i = [ [ (A EO) i (1)

M;

+

£t t 2t —E )t
~In(ty) n(16%)  In(ty) In(z,) N In(16t,) In(t.) N In(t,§)*
2 2 2 2
In(§) In(t2¢) VeV Ve . Ve
— 2L12(7) - L12(2_tb) + Lia( 5 )+ 2L12(2tc)
(C-122)

bezeichnet. Damit ergibt sich fiir My

(14+ V€ 1—+/€ B ]
M2—< NG My, + JE My, M2a>' (C-123)
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Berechnung des Integrals M3 = M|2, 0]

Das Integral Mj ist gegeben durch

M = v dydz . C-124
i // (1 —y)?— (1—2)2-¢ ( )

Die z-Integration liefert

_ y'dy (Lo oy P ]
M?’_/((l—y)z—f)1 (1—z_— (1—z_)2—§)' (C129)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

y2 dy (=82 1 1+V9* 1 2 e
((1—y)2—§)_< e 1-iT e 131 iz h)d

(C-126)
wird das Integral M3 durch

M, = (1+\/_\§/E)2[/t:cln<(2t—\/52(t2—ft)> Jﬁt + ttdln< 22tt—_ ) 1”)]

(1—\@@)2[/t:cln<(2t—\/§2i2—ft)> dt N tdln<22t ) 1;)]
d
|
d

1—1t) t
T
+ ﬁl/tcln<<zt—¢z><z—¢zt>>t2+ [ <2t— t)_ﬂ

+

e (2t —E) (2 — VEL) dt td (2t — Ot dt
- 2“ 1“( £t )7+ 3 ( 20— VE )
9 t 2t — t

- H:cln<(2t—f§i ft>dt+/ (%)dt] (C-127)

gegeben, wobei der Integrand durch (C-25) ersetzt wird. Danach werden die ersten
zwei Integrale durch M, und Mj,, das dritte Integral durch M,, ersetzt und als
zusétzliche Integrale

e [ /:m ((Zt— @2&2— \/€t>) g+/tfd1n (%) ?]

1 2 2In(t)  VEIn(t) In(t.) 4 In(t)
SRRt e T T T
2 In(2 — V%) N VE In(2 — /¢€) N In2t, — V&) 2 In(2t — V<)
Ve 2 ty V€
~2In(2¢. — V) N 4 In(2t, — V€) N In(2 — t,/§) B
te VE ty
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121
VE ln(22— Ve ln(;fzf) N 1H(:cc€) (C-128)
= | [ (B EED oy [ (R o

= 1+t + <§ — %) In(2 — \/E)Jr <§ —tb> In(2¢, — \/§)+
(2 t,— \/E) In(2t, — \/€) + (% - tb> In(2 — t, \/€) + (C-129)

ty In(ty &) — . In(ét.?)
bezeichnet. Damit kann M3 als

(1++¢)” (1-v9? Ve
My = ( 6 Mo+ e My = 2 Mo+ 2> (Ma = Mgb)> (C-130)

geschrieben werden.

Berechnung des Integrals M, = M]3, 0]
Das Integral M, ist gegeben durch

M, = // = _3 dydi e (C-131)
Die 2-Integration liefert
3 1—zp — /(1 —2y)%—
M= / ((1 —yy;lzy— £) " (1 - zf - El — 232 — z) ' (C152)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Parzialbruchzerlegung
y* dy _ ((1—@3 1 A+vE° 1 _(3+5>+3¢E(1_1)
(1—y)?2—9 VE 1-t VE 1+t t 2\
+i(t - t3)> dt (C-133)

wird das Integral M, durch

TARILERY. 4y W (AR IRy BT (R
O] (BRI 8 ()

S e e e Ikl



122 ANHANG C. PHASENRAUMINTEGRATION

L )
et )
+ [/tbtcln<(2t_\[§t >tdt+/ ( )tdt]

=[5 =5

(e (e e

gegeben, wobei der Integrand durch (C-25) ersetzt wird. Danach werden die ersten
zwei Integrale durch My, und My, das dritte Integral durch M,,, das vierte Integral
durch Ms,, das fiinfte Integral durch Mg, ersetzt und als zusétzliche Integrale

M, = [/t:cln<(2t_\[)(2_\/_t)tdt+/€ (—2 _\/Z)t>tdt1

£t Ve
A VEHBVERE-2t 6+t (416 £ In(t o) |

(tﬁ - i) In(2¢, — \/€) + (2 - tj) In(2 — t, \/€) +

2 1In(t, &) 12 In(t.€)
2b _ 5 (C-135)
B te (215—\/5)(2—\/5@ dt ta (2t—\/§)t dt
M4b—[/tb ln< T )t_3+/t ln<72t—\/€>t_31
_(19+02)+19—7U—U2+U3
4./€ 4¢

(2 + g) In(ty) + <2lt2 - 2) In(t.) + <§ - §> In(2 — \/E) +
(21152 — 2) In(2t, — \/E) + (;l — ;) In(2t, — \/E) +
( L ) In(2 — t/6) - In{ts§) | Intet) (C-136)

22 22 22

bezeichnet Damit wird M, als

(14 VE)? 1=y
M, = ( e Mot LMy (346) Mo
+32ﬁ (Mo — My) + % (Mo — M4b>) (C-137)

geschrieben.
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Berechnung des Integrals M; = M4, 0]
Das Integral M; ist gegeben durch

M, ydydz . C-138
= e e (C-138)

Die z-Integration liefert

4 11—z — /(1 —24)2 —
M5:/(( Y dy ln< ( ) g). (C-139)

1—y)*=¢) l—zo —/(1—2.)2=¢
Mit Hilfe von Gln.(C-10), (C-23) und der Parzialbruchzerlegung
yldy  A=vE' 1 (A+VOT L &2, ] 1
((1—y)3—§)—( VE 1t F 1+t 8<t_t_4)+£(t_t_3>
+W(% 1) — 41+ 5)%) dt (C-140)

kann man erkennen, dafl zwei zusétzliche Integrale auftreten, die als

Ms, = [/t:cln<(2t_\/€§i2_ >t2 dt+/ < 22tt__ >t2 dt}

1=ty 4 (1t 1—t2+(1+t2—2t§)\/§+

9 3¢ 3¢ 12
(1+t,—2¢.) & t2In(t.) £3/2 ]
12 T3 *(24‘3gm>m@—¢5+
3/2 3 943 3/2
(52—4_%> In(21, — \/g)‘i‘( ; §12 ) In(2t. — \/g)_|_
3 5 ) 3 (e,
(3583/2 - %) In(2 — ¢t \/E)—f— b H?Etbf) _ L nét £) (C-141)
und M5, als
e (2t=vE(2—VE)\dt =t ((2t—E) 1\ dt
M5b=[/tb ln<( g(t )>t4+/tc 1n<(2t—\/g>t4]
_ VE (=345 4+ 93 v + 8402 — 803 — 30t + 30°)
o 36¢2 -

(115 — 20% — v?) 8 £3/2
126 - 353/2+ 51 In(t,) +

1 16 £3/2 8
<3tg - 353/2> Inte) + (ﬂ - 353/2) In(2 — /&) +
1 8 16 2

/
1 532) In(2 =t /2) — lnét;’;) 4 lnétgf) (C-142)
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definiert werden. Damit ergibt sich fiir Mj5

A+ 1=V )
M = ( e Mt e My~ 4(14) M, (C-143)
WWM—M%Hg(MG—Mb)—%<M5a—M5b>).

Berechnung des Integrals My; = M[—1,0]
Das Integral M5 ist gegeben durch

Mas = / / dy;lz(l — (C-144)

Die z-Integration liefert

B dy N L=z = /(1 =24)2 =& i
Vo= | S ypg! (1_z__ (1_z_>z_g)' (1)

Mit Hilfe von Gln.(C-10), (C-23) und der Parzialbruchzerlegung

dy _ < 1 L, 1 U S )dt
y((L—y)3*—=¢) VEL =V 1t VEL+VOL+t 2 (t—t) v*(t—tl)
(C-146)

kann man erkennen, dafl zwei zusétzliche Integrale auftreten, die als

Mys, = [/t:cln<<2t_\/§2_§2_\/gt)) tittbjL/:dln((z;t__\/\/gg)t) tfttb]

— L (1 2 - (1 _ 21—+\1/}Z>> ~Li (21__\;5 _ ;Z) + i (1 _ ;—59
+ln (1 * Z) In (;_‘;E) ~ Lis (1 1@}) 4 L, (1 - ﬁ—\%)
L (1?1) - %) L (21—_52 - 115)
+Li (1 E - (1 - fﬁ))) — Liy (1 E - (1 - ;f\%)) (C-147)

und Mos, als

Masy = l /t: In <(2t - \/2 (t2 - ﬁt)) tftta - /ttd " <<22tt_—\/f§)t> tftta]

~ Li <1 - 21__;9 Liy (12;}1,) Li <1j2uv (1 - 21—_x;f>>
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i (o) - (1) - (720)
() (-12)
-4 (- 5)

(
+UQG——;:$%>—LQ<1—1{3>
(

( 1+v  1+vw (V€ 14w
L — —L — -14
b — € 1—1}) 12(1—1) 1—v> (C-148)
definiert werden. Damit ergibt sich fiir Moy
1 1 1 1
My = (———F+ M ———— M, + — M5, + — Mosy, |.
> = (Jra v Mt ey et Vet M)

C.6.2 Berechnung der zugehorigen Integrale der zweiten Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur zweiten Klasse gehoren (C-31), sind Mg, Mz,

Mg, My, My und Ms3. Die Partialbruchzerlegung ist fiir die Integrale dieser Klasse

analog zu der fiir die Integrale der ersten Klasse. Deshalb werden die Integrale der
der zweiten Klasse analog gelost.

Berechnung des Integrals Mg = M[0, —1]
Das Integral Mg ist gegeben durch

M, = // = -j?ku—zy—g' (C-149)

Die z-Integration liefert

2

B RN ER it N _
Mo = U/((1_9)2—5)1 (z+(v2—z_+v (1—2_)2—5))‘ (C150)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

dy 1 1 dt
(EEG (71410 7 (C-181)

wird das Integral Mg durch

e[ 1w () () ¢ [ 2m (50 o

L) ) et e () ot

(C-152)
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gegeben, wobei der Integrand durch (C-31) ersetzt wird. Danach werden Mg, als

te 1 t 1
M, = /(21n< t"t>—n<t—“>>—dt +/d21n<t“t ) di
" T S IATET A ot ) 0+10)
1

1 +ta 1 +tb —|—t
= 21 —1)1 41 1 21 —t.) 1
nlta — 1) In({ ) +4 In(ta) In(1) + 2 Infta — ) In(=°)
1+t te — 1ty . 1-—1t, 1 —1t,
21 1 — 2 Lig(— 2L
n(y o, () — 2Lk <1+wta>)+ ()
. Zfa - tc . tb - tc
2L12(1+ta)_2L12(1+tb) (0—153)
und Mg, als
te 1— t 1
o [ () () gty L)
t te—t (1—1) ta—t ) (1—1)
2 1—1 ta
= _%_41n(ta) hl(l tb)+1 ( ) ((ta_l) (ta_tc))+
1—1, b (ta — te)
21In(l —t) 1 —21In(1—t¢
n(l ) In(; %> (1—1)n <t )
—1 te —tp
2 L12( ) + 2 Liy(= ) (C-154)
a c 1 _tb
bezeichnet. Damit wird Mg als
1
Mg = - VE (Mgq + Mep) (C-155)
geschrieben.
Berechnung des Integrals M,; = M[1, —1]
Das Integral M ist gegeben durch
dy d
My = // yayaz . (C-156)
2Z(L=y)P -8yl —202-¢

Die z-Integration liefert

1 y dy N 2o (v =z + oy [(1 = 24)? = §) ]
M= U/((l—y)z—f)l (z+(v2—z+v (1—2)2—5)). (C157)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

y dy (1—\/5 1 1+v€ 1 1> "

Ve 1—i 'V 1+t 1

(92— (9
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kann man erkennen, dafl ein neues Integral aus Spielt kommt, das als

te 1— t -1
= [ [ () () e [am (5 %]
ty t, —t t t te ty — 1t t

te (e —1
= 4 1In(t,) In(ty) — 2 In(t, (tc —tp)) In(t.) + 2 In(ty) ln((l—tb)) +
— b
1 1-—1 te—1t . te
2Lia( ) + 2 Lia( - %) — 2Lip(——2) — 2Lis(°) (C-159)
a b b a
definiert wird. Damit ergibt sich fiir M;
1/1+ 1-—
My = ( \/E\/E Mg + T\/E Mgy — Mm) . (C-160)

Berechnung des Integrals Mg = M[2, —1]
Das Integral Mjy ist gegeben durch

My = y* dyd . C-161
//Z((l—y)2—§) (1—-2)2=¢ ( )

Die z-Integration liefert
1 y? dy (V= zp oy (1= 24)2 = )
—/ 5 In
v/ (1=y)*=¢) 2 (V2 — 2z oy /(1 —22)2 = &)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

y* dy _<(1—\/§)2 L O+ve* 1 2 VE 1 )>dt

(1—y)2—¢) VE 1—t VE 1+t it E!

kann man erkennen, dafl zwei neue Integrale auftreten, die als

te 1—tyt ta\\ dt  [ta tot—1\ dt
o= |, e (G=E) () e (G &
® l R T e A R -l T Wy >

Mgz—

) . (C-162)

(C-163)

11 ty(ta—1) . 2 t,— 1.
= (= — YIn(t) 42 m(BNe Ty f e e
(5, ) lta) + 2 (=) o+ 4 (i)
2 (=14t te. 2 by (—ta+te)
Spi ) ey 2y e\l T ) C-164
+tbn( — ) tcn( P— ) ( )
(C-165)
und als
te 1— t 1
Msb:l/ (21n< tbt>—1n<t—“>>dt+ d21n<t“t >dt1
" P— t . P—
—t to—1
— Aty — £) In(t,) + 2 In(—— 2y 421, 1 _
(1 10 nlta) + 2 () 2t ()
1—t t ta_tc
2ty In(— ) + 2, mu) (C-166)

c— b tc_tb
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bezeichnet werden. Damit ergibt sich fiir Mg

1 /(1+ 2 11— 2
My =~ <(¢g@ Meq + <\/§) M + *f (Ms, — My) — 2 M,
(C-167)
Berechnung des Integrals My = M3, —1]
Das Integral My ist gegeben durch
%
My = / / dy dz . (C-168)
(1—y2 -6 /T-22—¢
Die z-Integration liefert
3 (v? — + 1— 2 _
M, = _1/ Yy d2y I 2 (0P =z + o /(1= 24)? = §) (C-169)
(1=y)?*=9) 24 (V2 — 2z + oy /(1 —22)2 =€)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung
y* dy _ <<1—¢E)3 1 0+ve° 1 _(3+€)+3¢E(1_1)
(1—y)?=¢) VE 1t VE 1+t t 2 2
13 1
(- ?3)) dt (C-170)

kann man erkennen, dafl zwei neue Integrale auftreten, die als

te 1—1tpt t t t,t—1
Mga:l/ (21n< b>—1n<—“>)tdt+ dzm(“ )tdt]
ty to, — 1t ty te t,— 1

1—1
to—1) t

= (to —tp)(1 —t.) +2(t7 —t3) In(ty) + In(—-—) +

/\

t, — 1 1—1t

2 In(-2 — 2 In(—2)+ 21
a n(ta_tc) b n(tc_tb)+ c Il( tc_tb

und als

o= [ [ () () s [ () 4
(1—@2—7&6)_2(3_3)1 (t.) + (" 1_1t) oy

2 2
1 te —t. (T—ty) te. 1 by (ta—to)
ta_2 ln( ) 1 ( ) - —5 11’1(—

(to — 1) t.” 2 te —ty t2 te —ty
bezeichnet werden. Damit ergibt sich fiir M,

VR (1 Ve
Mo = (S NG

e (Mo, — MQb))- (C-173)

) (C-171)

) (C-172)

Mg, + Mgy, — (3+ &) My,

+— (Mg, — Msp) + %
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Berechnung des Integrals My = M4, —1]

Das Integral M, ist gegeben durch

M1o—// o d)ydz_z)hg. (C-174)

Die z-Integration liefert

1 Yy dy N 2 (0 = 2+ oy /(1= 24)? = §) ]
Mo = U/((l_y)z—@l (Z+(U2—Z+U (1—2)2—5)). (G175)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

y4dy _ ((1_\/@4 1 <1+\/€>4 1 _53/2(752_1)_,_6(75_1)

(=P —0) VE 1t JE 1+t 3 7 3
LYERLE5E) (248+ 5¢) (%2 S 1) 41+ f)%) dt (C-176)

kann man erkennen, dafl zwei neue Integrale auftauchen, die als

te 1— ¢ _1
Mioe = [ / (2 ln< tbt) —1In <ta>> 2 dt + d2 In <tat ) tht]
ty to — 1t ty te t,—t

(1 -1 =t )21+ ) +t.(1+1t.)) 4

o a a 3 3
= — 300 + 5(tb — ) In(t,) +
2 11—t 23 te — 1
—1 a In _
G o) T3 G =)
23 1—t,, 28 b (ta — te)
1 < In C-177
3 G, T3 * =1, (C-177)

und als

t 1—tyt L\ dt . (tat—1Y dt
Mo = | [ (e (G=5) -m () B [ 2 (=)
1ob [ w VT, — ")) et o L) w

t
(ta —ty) (1 +t.) 2tpte+ta (ty +2t.+tpt.)) 4,1 1
= — (= — =) In(t,
3126202 307 ~ ) lla) ¥
2ty (ta—1) 2 to —te 2 to(1—1t)
e Y ey T S Y (L L O Y L2
3 n 1—1 )+ 3t3 n<(ta—1) tc)+3t§’ n( te —ty )
2 ty (ta —te)
= _In(2e ¢ C-178
T (C-178)
bezeichnet werden. Damit ergibt sich fiir Mg
+ 4
Mo = — (< \[\? Mg + (¢\§/@ Map — 4(1 + €) My (C-179)
2445 3/2
+M (Msq — Mgy) + & (Mg — Moy) — % (Migq — M10b)>-



130 ANHANG C. PHASENRAUMINTEGRATION

Berechnung des Integrals My; = M[—1, —1]

Das Integral My ist gegeben durch

dy dz
Myz = : C-180
// (L=y)? =&y —2)2-¢ ( )

Die z-Integration liefert

1 dy N (v =z +oy/(1—24) =€) )
Mes = v/y((l—y)2—€>1 (z+(v2—z_—|—v (1—z_)2—g))' (181

Das Integral ist divergent. Der divergente Anteil ist aus versténdlichen Griinden der-
selbe wie fiir das entsprechende Integral C'; aus der Integralfamilie C', dividiert durch
v (im Grenzfall kleiner Werte fiir y geht der zusétzliche Nennerfaktor /(1 — y)? — ¢
ja in v iiber).

Der divergente Anteil ist damit bis auf einen doppeltlogarithmischen Anteil, der
fiir C; gegen den konvergenten Anteil herausfiel, durch den Zerfallsratenterm tq4

gegeben,
i (125)m (“@ <<1i%>22 U () +
ryine (~ o) - qtie (-0 ) =

S ()R o

V3D

Im Grenzfall A — 0 ist der divergente Anteil gegeben durch

2 Ve /14o\dy 2 14+ov\ fta [ dt dt dt
A o) B Rl e D M P i
v3 Je 1—v/ y v3 1—v/Jy \t—1t, t—t, t

(C-183)

und muBl vom Gesamtintegral abgezogen werden, um den konvergenten Anteil zu

ergeben. Die Partialbruchzerlegung des Gesamtintegrals ist gegeben durch

dy _L< dt N dt >+i<dt+dt>
y(1=y)? =& VENU-vOU-t) (A+vOU+t)) v \t—t, t—t,)’

(C-184)
womit sich fiir das Integral zunéchst formal
1 l1g l2o 1 ( (1 - v) ) -
My = — t In In A M- -1
23 v\/g (1_\/—_'_ 1+\/—> 16 — 1— v n + 235 (C 85)

) 2 14+v 1 +o)(1—
My = Mgga+M23b+M23c+M23d+M23e+31n<1_v)1n<( )2<2)2 \/E)>
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ergibt. Nun sind die Bestandteile zu berechnen.
te —(1- 1 1
— 03 Mysq = / t 21n M —111( +U>—|—2ln( +U>
t t—tb 1+v— &t 1—w 1—w
te=ty t/ —(1=-v)ty— (1 =v)t 1+v
c t 1+v—\/_tb—\/_t’ 1—wv
te=to dt/ 20(1 —v) — (1 —v)/& 14w
et VE(2u — EY) 1—v
te—ty t!
= / o di 21In 1- +1In 1+U> =
c t/ 5 ]. — v

te—ty ¢ 1+v 1+wv
- [ 1n(1 U>+ln( _U)> _ 0. (C-186)

Die Verwendung von

\/E—(l—v)tb:%(l—v), 1w — ety = 20 (C-187)

hat den Integranden selbst also bereits zum Verschwinden gebracht. Etwas dhnliches
ist iibrigens auch fiir C'; aufgetreten. Und dasselbe tritt auch bei Ms3, unter Ver-
wendung von

\/E—(1—v)ta:0, 1+v—\/2ta=0 (C-188)

—ta< <1+vi_f§>+m(i5)> -
) dt< (€1+11):U¢it_—(1f_t}))t>““(if))) -
i)

Fir Mggc wird
(L+o)ty—/E=0,  1+v— /ety =20 (C-190)

verwendt und damit erhalt man

M - /td dt (21n<<1+v>t—¢€>+21 1+v>

auf,

3
—U MQSb =

t—t 1+v— & 1—v
_ [l I+t + (1 +v)h — V¢ naCAR
B /tc_tb 7(2ln< 14 v—/Ety — VE )”1 <1—v>> B
[t dt (1+ o)t 1+v B
B /tc—tb 7(2111 (21}_\/@/)—1-2111(1_0)) B

/ 1 ta—tp
= [2111(1 +v)Int’ +1n*t — 2In(20) Int’ + 2Li, (égt ) +2In (1 +U> lnt']
v

—v te—tp
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1 2 t, ta—tp
= o () 2 o, (VS =
20(1 —v) v )],

o ((LhwPt o (VT
= [ln (20(1_v)>+2L12< 7 )] =

te—1p

o ((L+v)°(ta — 1) o [((L+v)*(te — )
= I < QU(I—dv) b)—ln ( 20(1 —v) b>+
+2Li, <M> — 2L, <M> . (C-191)
2v 2v
Die Verwendung von
B C(I-v)(VE—1+v) B CVE=1+w )

te—ty, = NN =t == (C-192)

liefert

My — 1n2<(1+v)2(\/€—1+v)>_hlz((1+v)2(\/§—1+v)>

20y/E(1 — v) 20v/€(2 = V%)
+2Li, (ﬁ _Ul i ”) — 9L, <(1 _2“2;2\/_5 \_[g;r “)> (C-193)

Schliesslich kann man den doppeltlogarithmischen Anteil noch etwas vereinfachen,

12 ((1 +v)2(VE—1 +v)) e ((1 +0v)2(VE-1 +u)> _

20vE(L— ) 2022~ V)
(e (e )
_ o (AP WVEST ) (2-VE) ) (2 VEY
] 1n<<<1+v§3£(1v>?5«>f>)1<n1(2v 2%)< (% ]
102E(1 — v)? 1—v 1—v
~ I <(1 ;Zijq;;@) In (?_f) ~In (%) , (C-194)
damit

0¥ My = 1n<<1+”)3(1_\@>1n <2_\/E) “In <2_\/E> +

20%(1 — v)? 1—v 1—v
(VE-1+w (1 =) (VE—1+0)
2L — 2L -1
+2L19 ( " 19 2,0(2 — \/E) C 95)
Fiir den letzten Integralanteil verwendet man
2
(14 0)ta=—2(140), 1+v—/eta=0 (C-196)

§
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und hier im Gegensatz zu allen anderen Malen die Substitution ¢’ = t, —t, um sehen
zu konnen, welches Argument wirklich negativ ist. Es ergibt sich

— 03 Mg = /ttd dt (21n<(1+v>t_\/g>+21n<1+v>> —

e t—tlq 1+v— /&t 1—w
ta=ta dt’ (1+v)t, —VE— (1 +v)t <1 + v)
— — (21 21 =
/ta—tc t’( n( 1+v— /€ty +VE A G
_ te—ta dt! 20 — &t 1+ B
"A;%'F<mn<a—vw>+am(1—éﬁ N
ta—1tg

i t 1
= [2In(2v)Int" — 2Li, (ég ) —21n(1—v)lnt’—lnzt’+21n<1+v>lnt’] =
—v

v ta—te

r / ta_td
= |2ln <2U(1+0)>1nt’—1n2t'—2L12 (ﬂt>] =

(1—wv)? 2v ) Ly,
= |-w (?f(_l 5;2) — 2L, (‘ff) L:_: _
- () () ¢
—9Li, (W) +2Li, (%) . (C-197)
Mit
N R ; _td:ﬂ (C-198)
T e-vEvE T ve
erhélt man
, g 20(1 4 v)y/€ 02 20(2 = VEVE
—0° Mg = —1In <(1_v)2(1+1}_\/§)>+1 ((1—1})2(1—1—1)—\/@) "

(g e (i

Auch hier lasst sich der doppeltlogarithmische Anteil vereinfachen,

v (e ve) (e ve) -

- (o) ) (e -
(370) - (3 (i) -

- (377) () m o —ve) -
=)

n(;j\;g)ln(( 202(1 + v)? ) (C-200)

) . (C-199)

—_
I
<

=

—_

1—v)3(1 =%
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damit erhalt man

it = (52 ) (5 e e () ¢
oL, (#) + 2L, (“ +2”U)((21 - Ufg_) \/g)>0-201)

Schliesslich ist

1 ta dt 1 t 1
_U3M23e——21n< +U)/d—_—an( +U>ln(_d>_—ln2( +U).
1—v/Jyy ¢ 1—w tp 1—v

(C-202)
Zusammengesetzt ergibt sich der Zerfallsratenterm £z,
tyy = —0° (Mm + Mgy + Mo + Mg + Mys, + ;m G i Z) In <(1 * “)2(1)12_ \/§)>> _
= In? (1 J_r Z) +1In <<1 ;}Zi(i;);@)) In (21__\15) — In? <21__\/f> + In? <21—+\;§> +
(G (2 ) o (1w ()
2L, (L _21)1 i ”) 9L <<1 _2”3((21jvf£_) JE)) +
9L, (W) + 2Ly <(1 +2’;><(21_+55 \@) . (C-203)

Auch hier lassen sich die Dilogarithmen zusammenfassen, denn es ist

—2L12(ﬂ> - —7—2+21n<1+”_\/g>1n<ﬁ_1+”>+2L12<M> -

2v 3 N 2
_ ln<<1+v)<1—ﬁ))ln<(1—v)<1—@> . <\/g_201+v

s (e
2L12<<1+2”3(21j“f§_)\/@> _
_ ﬂ:_2ln<(1+2vv>(<21j%£)>1n<(1—v>(\/€—1+v>> N

9L, (“ . ”U)(\/g S ”)> - (C-205)

- 5o (e e () - ().

Dies alles ausgewertet, ergibt sich das erstaunlich einfache Ergebnis

\/E—1+v> AL, ((1—1})(\/2—14-1))
v 20(2 — 1/§)

’/T2

log =

+4Li, ( ) . (C-206)
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Damit sind alle neuen Zerfallsratenterme bestimmt, und man kann nun zusammen-
stellen, wie die dilogarithmischen Anteile der Integrale Los bis Log und Mg bis Moy
aussehen.

C.6.3 Berechnung der zugehorigen Integrale der dritten Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur dritten Klasse gehoren (C-36), sind My, Mo,
M3, Myy und M;5. Die Partialbruchzerlegung ist fiir die Integrale dieser Klasse
analog zu der fiir die Integrale der ersten und zweiten Klasse. Deshalb werden die
Integrale der der dritten Klasse analog gelost.

Berechnung des Integrals M, = M0, —2]

Das Integral M, ist gegeben durch

dy dz
Mll = . 0-207
//22((1—?;)2—5) (1-2)2=¢ ( )

Die z-Integration liefert

1—2) —
/ dz :%[/ dz B ( y?) f] (C-208)
2 (1—2)2—-¢ ¥ 2 /(1 —2)2=¢ z
Siehe Abschnitt C.4.5. Somit kann das Integral M;; als
dyd 1 -
My, = // vz = —2(M6 — M) (C-209)
2=y -9yA-22-¢ Y
geschrieben werden, mit
- J (-2 —¢ z4(y)
My =/ v . (C-210)
A+y/Ae (1 —y)? = §) z W

Das Integral ist divergent. Durch Entwicklung in kleine Werte von 2. ergibt sich

(I—z)? =& —v— Zvi (C-211)

und damit .

oy (i _ i) (C-212)

z P

{ (1—2)2—¢

zZ—

mit €25 = (1 +v?)y + 2v,/(y — A)2 — AL, Fiir A — 0 wird der konvergente Anteil
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1-4/¢ 2(y)  1-4/E
_— dy (1-2)2—-¢ B @(—4#) ]
o= | g [ : L(y) [ wle) ©
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung
d (L vy _
(1—y)2—¢ (1+t+1—t>¢€ (C-214)
dy 1 1 1
v (t—tath—tb_?) dat (C-215)
wird das Integral Mlla durch
- te 42 —2/Et+1) , 1 1 dt
Musa = l /tb E(t—ty) (t — ta) (1+t+1—t>ﬁ *
ta 2(1—t2)(2—5)( 1 N 1 )ﬁl B
te E(t—ty)(t—ty) 14+t 1—1t" /€
ta [ —4 1 1 1
/tb (?) (t—t +t—tb_¥> dt}
_ 2 _ % (1 ) ( a tc)
B A P R
. 2
1 (1—13) (2t — VE1 +12)) | (c216)
3 2t (1—12) (1 - %)

gegeben, wobei der Integrand durch (C-36) ersetzt wird. Die Berechnung des di-
vergenten Anteils ist analog zur Berechnung des divergenten Anteils der Integral

CV10

1-y/¢ 2 -\/¢
- 1 \/_dy (1—22-¢]" 1 1) dy
My = - / S|\ = / s s |
v v z zi 22 ) w
A+y/AE 22 Ay/AE
2
o A(1-vE) 2(1+®) 1+
- 2 1 C-217
¢ n( %G ) + o n(y—) ( )
(C-218)
Damit wird M;; als
1 ~
My = 5 (Ms = Mo — M) (C-219)

geschrieben.
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Berechnung des Integrals M, = M1, —2]

Das Integral M5 ist gegeben durch

My = y dy dz . C-220
//22((1—y)2—§) (1—-2)2-¢ ( )

Die z-Integration liefert

/ dz :i[/ dz B (1—1/2)—5] (C-221)
2/1—z2—¢ Z\/m 2 '
Somit kann das Integral M, als
My = y dyd ~Lon-wr (-222
S e e et
geschrieben werden, mit
1*\/5 5 24+ (y)
My = ydy A2 ~¢ . (-223
iV e = e )
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-36) wird My, durch
[ ope A —2VEE+1) 1 1 dt
Mz = l / Dt Tt vE
ta 2(1—-tH)(2-¢ , 1 1 dt
/tc O Y f o 1—t>ﬁ]
4 In(h) 4(1-vE) 1-4
= T—Zln(tc)— ¢ ln(l_tc)—
4 (1+vE) 1+,
: () (C-224)
gegeben. Damit ergibr sich fiir M,
My = 1}12 (M7 = M) . (C-225)

Berechnung des Integrals M;3 = M2, —2]

Das Integral M3 ist gegeben durch

My = y* dydz . C-226
//2’2((1—,0)2—5) (1—-2)2-¢ ( )
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Die z-Integration liefert

/ dz :i[/ dz _ (1—y2)—§] (C-227)
2 J1—z22—¢ VL) 2 /1-2)2—¢ z .
Somit kann das Integral M3 als
2 dydz 1 ~
My = y — —(My— M C-228
A0 e e it
geschrieben werden, mit
1-4/¢ ) z+(y)
~ dy (1 — 2)2 — f
My = i . C-229
o=/ <<1—y>2—5>[ : L(y) (€229
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-36) wird Ms durch
- te o A2 —2VEt+1) , 1 1 dt
Mis = [/tb () E(t—t,) (t —t,) Spwi 1—t)ﬁ -
tq 9 2(1—752)(2—6) 1 1 dt
/te () E(t—ty) (t —tg) G 1—t)ﬁ]
_ _{% + <4z4£> In(ty) — 6 In(t,) —
1(1+vE)"  14n. 4(1-vE) 1oy,
¢ In( g tc) - ¢ In( = tc) (C-230)
gegeben. Damit ergibr sich fiir M3
Ms = % (Ms — Mis) . (C-231)

Berechnung des Integrals M;, = M3, —2]

Das Integral My, ist gegeben durch

My, = y dydz . C-232
//22((1—y)2—€) (1—-2)2-¢ ( )

Die z-Integration liefert

(C-233)

dz 1 dz - (1-y%)—¢
/zgm_v2[/z (1—2)2=¢ z ]
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Somit kann das Integral M, als

B y3 dydz _i Y
M= [ Tone i M M)

geschrieben werden, mit

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-36) wird M, durch
te 4(2 -2/t +1 1 1 dt
b

MM =

i 21— (2-¢), 1 1 dt
/t ()] g(t—tb)(t—ta)(1+t+1—t)ﬁ
2(1—v)? (6(1—¢) — VEB—4¢) — &)
(1-v)® (2-VE) ¢
1+ 3¢

4 (T) In(ty) — (12 +¢) In(t,) —

3
4(1-vE)
3
gegeben. Damit ergibr sich fiir M4

1—1

ln(l—tc)

My = % (Mo — M) .

Berechnung des Integrals M5 = M4, —2]

Das Integral M5 ist gegeben durch

e S " PN

Die z-Integration liefert

/ dz :il/ dz B

Somit kann das Integral My, als

dydz 1 ~
M= [ [ v dy = — (Mo — My3)
A((1-yp-0Ji-p-¢ v

g@—nﬂrﬁg(1+t+1—ﬁ§%_%

(1—y2)—€]'

139

(C-235)

(C-236)

(C-237)

(C-238)

(C-239)

(C-240)
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geschrieben werden, mit

1—\/5 24+ (y)
- y4 dy (1 — Z>2 —f
M5 = 0/ (=92 —¢) [ ] . (C-241)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-36) wird M; durch

- e A2 —2VEt+1) 1 1 dt
Mis [/tb ly(®) E(t—ty) (t—to) (1+t+1—t)ﬁ+

o, 2(1-13)(2-¢), 1 1 dt
/tc 0 Ty (1+t+1—t)ﬁ]
_ 2 (44(1 = V&) — €(17 — 496 — 362 — 23832(2 - ¢)) )
3(2-VE)'€
;1 (1+6¢ +€) In(ty) — (20 + 7€) In(te) -
4(1—\/5)4 1—t, 4(1+\/§)4 1+t
; In(;— tc) - : In( H’;) (C-242)
gegeben. Damit ergibr sich fiir M5
M5 = % (MIO - Mm) : (C-243)

C.6.4 Berechnung der zugehorigen Integrale der vierten Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur vierten Klasse gehoren (C-38), sind Mg, M7,
MlSa und M19.

Berechnung des Integrals M;s = M0, 1]
Das Integral M4 ist gegeben durch

zdydz
M16 — . C—244
//((1—y)2—§) (1-2)2-¢ | )

Die z-Integration liefert

/Z—dzz[ (1—22—¢+In(l—z— (1_2)2_§>r+. (C-245)

NOEsr: -

Somit kann das Integral Mg als

zdydz ~
M16 = == M1 + Mlﬁ C—246
//<(1—y)2—§) (1—-2)2=¢ 20
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geschrieben werden, mit

~ 17\/5 dy z+(y)
o= [ g Vg, e
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird M durch
. te 1 . d
Mg = [ /tb KU (t) (%ﬂ+1——1€)7% +
ta 1 1 dt
. KOG ) ]
4(1-VE)  1-4, 4(1+VE) 141,
_ 1 In 1
VEE— e M) T e g )
g (2 tc - \/Z)Q B
2 In(t.) + ¢ In( (2 - \/g) (2 . \/@) (C-248)
gegeben. Mit
KU (£) (2t —VE (1+13)) (VE (1 +12) - 41) (C-24)
" t (2t - V&) (2 - VE1)
und
KU (£) — (\/E (1-#) (VEA+1) = (2+¢) t)) (c-250)
- t(2t—2) (2 VEt) '
Damit ergibt sich fiir Mg 3
Mg = (M, + M) . (C-251)
Berechnung des Integrals M;; = M[1,1]
Das Integral M7 ist gegeben durch
Yz dy dz
M17_// TEFTIY N oy (C-252)
Die z-Integration liefert
zdz +
/\/ﬁ _ { (I—2)? —e+1In(l—2—J(1— 2 —g)L_. (C-253)
Somit kann das Integral M;; als
M17_// — ﬁZdydi_zy—g:MmLMn (C-254)
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geschrieben werden, mit

Ny = 0/ ((y—dy { (1— 22— g] o (C-255)

z—(y)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird M;; durch

e = | [ W0) KU () T
[ b KU () |

= 1 ,/e- (3——) In(t) + 4 In(t.) —
a(1-ve)

1ot 4(1+vE)" 144,
o —vo =) e v M) T
52 n (2 tc - \/5)2 _
109", - ve) 2 1vE) (€290)
gegeben. Damit ergibt sich fiir M7
Myz = (M + Myz). (C-257)

Berechnung des Integrals M3 = M2, 1]

Das Integral Mg ist gegeben durch
dyd
M18=//(<1 Y zdyaz . (C-258)

Die z-Integration liefert

/z—dz:{ (1—22—-¢+In(l—2— (1_2)2_§>r+- (C-259)

Ja—2r—¢ -

Somit kann das Integral Mg als

zdydz ~
Mg = / / y y = M; + Mg (C-260)
(-2 —6)J(1—22—¢

geschrieben werden, mit

Mg = 0/ ((yz—de_ { (1—2)2— f] A . (C-261)
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird Mg durch

L+L)ﬂ +
1+t 1—t" /¢

[ BOr KU ()

6+6—VEB—& (B0+46+8%) In(ty)

V= | [ bR KO0

14+t

143

4 16
4<1_\/E)3 1 -1t 4(1—|—\/§)3
Ve —vo ) T 6+ Inlt) + o |

& (2t. — VE)*

+ In
160-0 " (2t~ v&) (2t vE)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Mg

Mg = (M3 + MlS) .

Berechnung des Integrals Mo = M]3, 1]
Das Integral Mg ist gegeben durch

Die z-Integration liefert

/ 2dz { (1—2)? —€+4In(1—2— (1—z>2—g)I+.

Jo—ep—¢

Somit kann das Integral Mg als

3
Mo — y° zdydz ML T
I ey e

geschrieben werden, mit

e

I N e
| f

(1=y)» =9
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird M,y durch

1 1 dt
+—)—= +

Vo= | [ WO KO0 (o)

1+t

)

(C-262)

(C-263)

(C-264)

(C-265)

(C-266)

(C-267)
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[ b Ko () %

= 1—\/2 (3—€> In(ty) + 4 In(t.) —

VE (441 +1450% — 130* + 30%) 441 — 5302 — 330" — 340
) BA-¢ T ma-g
(448 +240¢ —4 & = &%) In(ty) 4(1 - \@4 1n(1 — b

11¢ 4(1+\/§)4 14,
<8+2> In(t.) + \/E(2+\/§)1 (1+t)
54 (th_\/g)Q ~
64(4_5)111((2%_%) (Q_tb\@) (C-268)

gegeben. Damit ergibt sich fiir Mg

) +

Mg = (M + M) . (C-269)

C.6.5 Berechnung der zugehorigen Integrale der fiinften Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur fiinften Klasse gehoren, sind My, My, und
MQQ.

Berechnung des Integrals My, = M0, 2]

Das Integral My, ist gegeben durch

Mzo_// = _2 dycii_z)tg. (C-270)

Die z-Integration liefert

/ 22dz _
i

z zdz v dz
T2 (1=2)° é“—i_2/ _5/ (1—2)2—¢

§¢<1—z>2—5+iwl—z)?—fﬂgfln(l—z— (1-2p -6

Somit kann das Integral My als

2 dy d 2+ 3. 1.
MQO_// ? y ? :( 5) My + 2V + =My (C-272)
(1—y)?— (1—2)2—¢ 2 2 2




C.6. BERECHNUNG DER INTEGRALE DER FAMILIE M

geschrieben werden, mit

- -y dy 5 24 (y)
Mo = 0/ (1-y)*=¢) [Z S gL_(w '

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird May, durch

Voo = | [ KWL@) (—— ¢ Ly
S HANR S TN R/

KW_(t) (—— +

ta 1 1 )ﬁ
te - I+t 1—t" ¢

+In(t) — 2 In(t,.) —

e (1+\/E)21 Lty

In(

hl( (th - \/5)2 )
(2tb - \/E) (2 — U \/@

gegeben. Mit

KW.(t) NG <_2t+i/§ (14 %)) y

1— ¢, (2+\/g)2 Sy

((\/5—(2—\0 t) (Vs +2+Vs)t)
2(—\/542t)°

2+vs(1-1) (2 f(1+t))>'
(2—/51)

Damit ergibt sich fiir My

2+ 1
My = ( 7 5]\41 + 2M16 + 2M20>

Berechnung des Integrals M, = M1, 2]

Das Integral My, ist gegeben durch

Nach der z-Integration kann das Integral My, als

145

(C-273)

(C-274)

(C-275)

(C-276)

(C-277)

24y d 2+ 3. 1.
M21_// : yz yaz 5 ( £>Mg+ S+ SN (C-278)

2 2

— (1—2)2—
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geschrieben werden, mit

G

Ny = 0/ % [z (1— 22— 5} iZj . (C-279)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird My, durch

i = | [ 0] KWL (4 ) T

[ b K ()

I A e )
) -9

L6412 m(n) A=V A=t

16 (2_\/2)2 1—t,

4(1+\/€)31 Lt

(2“‘\/5)2 1+4+t.

¢ (32-206+8) | (2t, — VE)?

) —

(2+4€) In(t,) ) -

n( ) (C-280)
16 (4 —¢)° <2tb_\/g> (Q_tb\/g)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Moy
2
My, = ( e, 43 S+ M21> (C-281)
Berechnung des Integrals My, = M2, 2]
Das Integral My, ist gegeben durch
2dyd
My = // Yo 2 dydz . (C-282)
(1 —y)?— (1—2)2-¢

Nach der z-Integration kann das Integral My, als

B y? 22 dy dz (24¢ 3~ 1
va= | [ <1—z>2—5_< )t a3t (0259

geschrieben werden, mit

17
\/E 24+ (y)

N = O/ % [z (1— 22— 5} o (C-284)
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-38) wird Ma, durch

V= | [ WP KWL (4 ) T +

ta 9 1 1 dt
/tc [y(®)]” KW_(t) (1—+t +1 ) VE ]
0 (1294290* + 150" 4+ 30°) /€ (129 — 130v* — 170" — 309)
- 24 (4 — &) 24 (4-¢)
(32 4+ 88 — 62 + %) In(ty) 4(1—\/5)41 1— 1,
32 - (2_\@2 i)
1
PPRPIWRIGI CLa'i) MWLES I
(2+v8)" 1tk
£ (24— 146+ &) (2t. — VE)?
C-285
32(4—¢)° n((2tb_\/g) (2_tb\/g)) ( )
gegeben. Damit ergibt sich fiir Moy
M22 - (2 i £M3 + M18 + M22> (C-286>
C.7 Berechnung der Integrale der Familie L
Die Integrale dieser Familie sind als
7_7 yl m —2<m<2
Lll,m] = dydz mit
L Ja—yr—e] Ja-ar—e —2<i<4
(C-287)

definiert. Die bendétigten Integralen und ihre Bezeichnungen werden in der Tabel-
le (C.3) dargestellt.

C.7.1 Berechnung der zugehorigen Integrale der ersten Klas-
se

Die Integrale der Familie L, die zur ersten Klasse gehoren, sind Ly, Lo, L3, Ly, Ls,
L24 und L25.

Berechnung des Integrals L; = L[0, 0]

Das Integral L, ist gegeben durch

dy dz
oo // L=y’ =P Ja-22-¢ (25
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M yl

-2 Ly | Lig | L3 | Lya | Lis
-1 Los | Le | Ly | Ls | Ly | L1

Tabelle C.3: Integrale der Familie L

Die z-Integration liefert

dy L—zy —J(1—2)?=¢

Ly = In . C-289

' /[((1—y)2—€)]3/2 (1_z__ (1I—-2—¢ ( )

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung fiir das Integral L,
dy 1 1 dt

= - — C-290

((ETERLE QL%V u+w)g (C-290

wird das Integral L; durch

we (L) e [ o5

- () o ()t )

(C-291)

gegeben, wobei der Integrand durch (C-25) ersetzt wird. Danach werden Ly, als

te (2t — /&) (2 — VER) dt ta (2t — )t dt
/“m< <t )a—w+/]n<m—¢z>u—w]
 2E (1-2t) In(t) (2+vE€) (2= V&)
= m—ln(tb)—i- iy + 2t -
(th - \/E) ln(th - \/g) n 2 (th - \/E) ln(th - \/E) .
(1—1t) (2 - V) (1—t) (2—VE)
(2-1 \/53 In2-t V) I Wt  2vE | 1- ey (G-209)

Lla:[

2_\/5) 1—t 1—tc+2—\/51<1—a:
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und L, als

/ " (m . ﬁg 552 : m) (1 Tt)? i / " ((2;_@ t) (1 ftv ]

(1+2t) In(t,)  (2+VE) m(2— %)
—ln(tb)—i- 11—t + 2_\/5 —
(2ts — vE) (2, — V&) 2 (2t — VE) In(2t — V)

=) 2—vE) | (1-t) 2= V&)

le:[

(2-tvE) m2-6vE) () In(t.f) 2V . 1-t,
1) (2_\/2) +1—tb_1—tc+2—\/ghl<1—x) (C-293)
bezeichnet. Damit wird L; durch
Ll - 1 (Lla - le) (0—294)

ausgedriickt.

Berechnung des Integrals L, = L[1,0], Ly = L[2,0], Ly = L[3,0] und L5 =
L[4,0]

Diese Integrale sind gegeben durch

Jj—1
L _// y" dydz j=2,...,5 (C-295)
(1= g2 — )32 J(1 -2 —¢

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-289) und der Partialbruchzerlegung

y dy :<1—\/E 1 1+V€ 1 )dt
[(L=y)» =& & (1—-1) & (1+1)?

wird das Integral Ly durch

I, — % ((1 — O Lia — (14 1/8) L1b> (C-297)

(C-296)

gegeben.
Das Integral L3 hat die Partialbruchzerlegung

V2 dy (1-vE* 1 (1+vE?® 1 +1) g, (C-298)

[((1—y>2—5>13/2:< & (112 & (102t

mit der das Integral L3 als

Ly = ; ((1 - \/E)2 Lig— (14 \/5)2 Ly +§M2a) (C-299)
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geschrieben wird. Fiir das Integral L, ist die Parzialbruchzerlegung

Y’ dy _ ((1—\/@3 1L (1+v9° 1
[(1—y)P =& & (1-t) & (1402
+j+ﬁf%§+1gdt (C-300)

Damit erhalt man fiir Ly

_ 3 3
L = <(15@ Lia (Hf@mb
+3 Mo, + %(Mga + Mgb)>. (C-301)
Das Integral Ls besitzt die Parzialbruchzerlegung
y'dy o (A=VE 1 1+vO' 1 £, 1
(sl G e e (e )
+3(42+ 5)% _2\/5(7512“)) d. (C-302)
Somit ergibt sich fiir Ls
_ 4 4
L — 2((1 5\@ 0, U +€¢E> Lyt ® (42+ 9,
—2 \/E (M3q + Ms,) + % (Myq + M4b)). (C-303)

C.7.2 Berechnung der zugehorigen Integrale der zweiten Klas-
se

Die Integrale der Familie M, die zur zweiten Klasse gehoren, sind Lg, Ly, Lg, Lo,
Lyg und Lsg. Die Partialbruchzerlegung ist fiir die Integrale dieser Klasse analog zu
der fiir die Integrale der ersten Klasse.

Berechnung des Integrals Ls = L[0, —1]
Das Integral Lg ist gegeben durch

dy dz
Lg¢ = . C-304
//Z[((l—y)2—§)]3/2 (1-2)2-¢ | )

Die z-Integration liefert

2

Sy (20 s o9
Le = /[((1—y)2_£)]3/21 (Z+(U2_Z_+U 070

) . (C-305)

v
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

dy . 1 B 1 ﬂ _
(e ((1—t>2 <1+t>2> ¢ (C-306)

wird das Integral Lg durch

1 fe —tyt ta dt ta tat—1\  dt
b= el | L (=) -w (@) ale [ (=)
6 vf(l L ) T asee T e = e
te — t _
B / (2 1n<1 tbt>_ n<t—a>) dt n dzln(tat 1> dt
b tq—t t/)) (1+1)? to—t ) (141)?
(C-307)
gegeben, wobei der Integrand durch (C-31) ersetzt wird. Danach werden Lg, als

b= [ () () el o ()

 2(ta—t) At —t) Inta) (1-v) ta—tc
G-t O-m) (-t 1-verG -1t
2 tb (ta—tc) (1+U) tc—tb
1—tcln( t.— 1y )+1—\/Eln(1—tb)_
VE (ta—1) (te—t), 20 Lt ]
oy o) T vE = (C-308)
und Lg, als
te 1—tyt ta dt ta tat—1\  dt
stZl/tb <2ln(ta t) n(n)) (1—|—If)2+/tc 21“(%—t>(1+t)2]
20(1 — v) In(t,) (ta —1) t 2 2 (ty —te)
144 +In( 1—t, )+1+taln((ta—1)(1+tc)>_
2 ty (ta — te) 2 2 (t. — t)
1+tcln( te — 1 )_1+tb In (1—t) (1+tc)) (C-309)
bezeichnet. Damit wird Lg als
1
Le = Y (Lga — Lep) (C-310)

geschrieben.
Berechnung des Integrals L; = L[1,—-1|, Ly = L[2,—1], Ly = L[3,—1] und
Ly = L[47 _1]

Diese Integrale sind gegeben durch

Yyt dy dz _
L = =2,...,5. C-311
T o e e
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-289) und der Partialbruchzerlegung

[((1—y)2—§)]3/2_< & (1—1t)? ¢ (1+t)2>dt (C-312)

wird das Integral L; durch

Iy = = (1= V&) Lau = (1+ V6 L) (C-313)
gegeben.
Das Integral Lg hat die Partialbruchzerlegung
y? dy (=8 1 (1+v8)?* 1 1
e (e e ) & Ca

mit der das Integral Lg als

1
Ls= ((1 — /6 Loa — (1 + \/€)? Ley + ng) (C-315)
geschrieben wird.
Fiir das Integral Lg ist die Parzialbruchzerlegung

y* dy _ ((1—\/@3 1 (1+v9° 1
[(1—y)? =P & (1-1)p & (1+1)
+§ + g(% + 1)) dt. (C-316)
Damit erhédlt man fiir Lg
_ 3 3
Ly = ((15@ Lo (Hf)Le.b
+3 My, + g(Mga + My)). (C-317)
Das Integral Lqy besitzt die Parzialbruchzerlegung
y*dy _ A=Vt 1 1+vo' 1 £, 1
(s el G (i S (R AL
+3(4T+§>% ) \/Z(ti2 + 1)) dt. (C-318)

So ergibt sich fiir Lyg

I V(CS: PR LES': IS

f g 9 M’?a
—2./€ (Mg, + Mg,) +

£
1 (Mo, + MQb))‘ (C-319)
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C.7.3 Berechnung der zugehorigen Integrale der dritten Klas-
se

Die Integrale der Familie L, die zur dritten Klasse gehéren, sind Ly, Lo, L3, Lig
und Li5. Die Partialbruchzerlegung ist fiir die Integrale dieser Klasse analog zu der
fiir die Integrale der ersten und zweiten Klasse. Deshalb werden die Integrale der
der dritten Klasse analog gelost.

Berechnung des Integrals L,; = L]0, —2]

Das Integral Lq; ist gegeben durch

dy dz
LH — . C-SQO
//;”«1—w2—8P” (1—-2)?=¢ ( )

Die z-Integration liefert

d 1 d 1—y?) -
/ z :_2[/ 2 (=) f] (321
2 (1—2)2-¢ v 2 (1—2)2=¢ z
Siehe Abschnitt C.4.5. Somit kann das Integral Li; als
dy dz 1 ~
Ly = / / Y — — (L — Ln) (C-322)
21—y =Pryd-22-¢ v
geschrieben werden, mit
1-4/€ z1(y)
. dy (1—2)2-¢
L= / . C-323
u <<1—y>2—5>[ : (€529)
A+y/AE )
Das Integral ist divergent. Durch Entwicklung in kleine Werte von z. ergibt sich
(1—20)? =& —v— %i (C-324)
und damit ..
1—2)*— 11
(1 -
z 25 2z

mit 25 = (1 +v?)y £ 2vy/(y — A)2 — A&, Fiir A — 0 wird der konvergente Anteil

2(y)  1-4/E
(1—2)2—=¢ dy <—4v2>
- [ = . (C-
0/ v\ Ly (C-526)

z

- B dy
Fona = / [(1—y)2— ¢
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und der Partialbruchzerlegung

dy B 1 B 1 @ ]
(= -2 <<1—t>2 <1+t>2>5 (C-327)
d_yy _ (t_ltath_ltb_%) dt (C-328)
ist das Integral L, durch
= ote AP —-2/Et4 1) 11 adt
L”“_l/t,, -t —t) (A-0F 1+ ¢
td2(1—t2)(2—§)( I )@1_
te E(t—ty)(t—ty) (1—1)2 (1+1)? &
ta [(—4 1 1 1
/tb <U_§> (t—tath—tb_?) dt]
o 2(1=v) 2 4n(t, —ty)
(1 4e) BVE T 0 (L+w)
2(2—¢) 2 8 11—t
(1+\/€) 53/21n(1+tc)_5U2ln(tc—tb)+
A6+20)) (=D (1=t) ) 4 ta — 1, -
§U2 (ta_tc) (tc_tb) ’Uf tb (ta_tc) (tc_tb)
2 (ta — 1) (ta — t.) 2 (1—ty) (tu —t.)
Ao "ot a0 ™M o) tow)
4 ty — to o 202-9) Lt ]
+v2gln((ta—tb) (tc—tb)) (1_\/5) 53/21(1_35) (C-329)

gegeben, wobei der Integrand durch (C-36) ersetzt wird. Die Berechnung des di-
vergenten Anteils ist analog zur Berechnung des divergenten Anteils des Integrals

CVlO

1—4/€ 25 1—4/€
. 1 dy [ =22 —¢] 1 1) dy
Lip = — / S| = / praiibal
v v z . A )

A++/AE - A+\/AE
2 A(1-VE) 214 14w
= gl ) e s ), (C-330)
Damit wird Lq; als
Ly = % (Ls = Lita — L1ny) - (C-331)

geschrieben.
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Berechnung des Integrals L, = L[1, —2]

Das Integral Lq5 ist gegeben durch

Ly — y dydz .
e

Die z-Integration liefert

/ dz :i[/ dz B (1—242)—5]

Somit kann das Integral L5 als

Lis— y dy dz ~ L - L,
T T e

geschrieben werden, mit

o 1—/\/5 y dy (I—22—¢ 24 (y)
2= | oo o

0
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-36) ist Ly, durch

b= | [ 001 K0 e

[ o] K700 y?%(fi PR ]

2 2 (2-¢) 2 2(2-9

1—+t.

= _ﬁ+_ 53/2 1n(1+tc)— 53/2 ln(l_x)
gegeben, wobei
4 (2 =2/t +1)
R0 = Ca—ni-1)
KT,(t) 2 (1 — t2) (2 - 5)

E(t—t)(t—ta)
Damit ergibt sich fiir Lo
1 -
Lip=— (Lr — Lu).

155
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(C-337)

(C-338)
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Berechnung des Integrals L3 = L[2, —2]

Das Integral Ly3 ist gegeben durch

Lys — y* dydz . C-339
Ty e )

Die z-Integration liefert (C-333). Somit kann das Integral L3 als

Lys — y* dydz BN C-340
o opru e wthe b 0

geschrieben werden mit

1-4/¢€ z+(y)
_ y2 dy (1—2)2-¢ ]
Ly = 0/ [(1—y)?—§)32 [ z ]Z(y)' (C-341)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-337) wird L3 durch
= te 2 dy(t)
b= | 0 R0 (o +
a 2 dy(t)
17 0P K70 |
1+vee2-6 ., 2 . 2(1-v0)2-9 1-1
& In( T tc> — e In( - x) (C-342)
gegeben. Damit ergibt sich fiir L3
Lz = % (Ls — Lus) . (C-343)

Berechnung des Integrals L;, = L[3, —2]
Das Integral Lq4 ist gegeben durch

Ly = Y’ dydz . C-344
st imern ji=o=s R

Die z-Integration liefert (C-333). Somit kann das Integral L4 als

Ly = y dydz N C-345
ot rgpnyamgme w b 039
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geschrieben werden mit
1—4/¢€ z+(y)
Lyy = /I o Loreg (C-346)
e [(L=y)?=¢&)*? z '
z—(y)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23) und (C-337) wird L4 durch
; fe dy(t)
Liy = / )] KT (t
14 [ " [y(t)] +()[(1—y(t))2—§]3/2 +
ta dy(t) ]
t° KT_(t
J. WOP K0 e
_ 2 — 92
A =3v+0?) 2(2-3v7)  4(24¢) In(h) 8 In(t,)
§ Ve §
2 2
2(1+VE) 2-9) (2 2(1-vE) (2-¢) (L= ey
£3/2 1+, £3/2 1—2z
(C-347)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Lqy4
1 .
Liu=— (Lo — Lua) .- (C-348)
Berechnung des Integrals L5 = L[4, —2]
Das Integral L5 ist gegeben durch
4
Lus = / / y_ dydz . (C-349)
2=y =Py —-2)2=¢
Die z-Integration liefert (C-333). Somit kann das Integral L5 als
Y dydz 1 .
Lis = / / vy = —(Lw—1Liy)  (C-350)
2=y =Pryl-2P2-¢ v
geschrieben werden mit
1-4/¢ z1(y)
4 1—2)2—
y* dy [ (1—-2) 5] | (C-351)

Lis= / (- y? €

z—(y)

Mit Hilfe von GIn. (C-10), (C-23) und (C-337) wird L5 durch

Lo = | [ o) K70) (o)

b (=) —epz ©
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dy(t)
[(1—y(t))>—&]32
_2\/5 (14 — 250v% — 90*)

3—20v%2 — 4
2 (14 —45v + 1302 — 303 — 20 + 40° —0°)

3—20v% — 4

63 ) 9 (101 ) mr,) -

[ o) KT

3
204vE) @-8 2 2(1-vE) (-9 1ot
GE M) T G =)
(C-352)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Lq5
L5 = % (L1o = Lus) - (C-353)

C.7.4 Berechnung der zugehorigen Integrale der vierten Klas-
se

Die Integrale der Familie L, die zur vierten Klasse gehoren, sind Lqg, L7, L1g, und
L19.

Berechnung des Integrals L5 = L[0, 1]
Das Integral Ly¢ ist gegeben durch

zdydz
L16 = . C-354
//[((1—@/)2—6)]3/2 (1-2)—¢ | )

Die z-Integration liefert

/ 2 {(1—2)2—§+1n(1—z— (1—2)2—€)T+- (C-355)

Ji-22—¢ -

Somit kann das Integral Lqg als

zdydz -
L16 = - L1 + L16 C—356
//[((1—@/)2—6)]3/2 (1—-2)2=¢ ( )

geschrieben werden mit

N e dy
b= | orgpE A e
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Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-249) wird L;¢ durch

- B te dy(t)
”“‘[n KU iy e —epn

+

ta dy(t)
5 KU*“[(L—M@V—&PN]

2V 4(l-v) (2+2f+5)ln N
4—¢ (1+v)(4-¢) (2+\/—) 1+t.

16 2—vE 2= VE 2(2—2\/§+€) 1 -,

— 1
(4-¢)? n((Q—tb\/gXth—\/z (2_\/5)2\/5 n<1—x)
(C-358)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Ly
Lig = (Ly + Lyg) (C-359)

Berechnung des Integrals L;; = L[1,1]
Das Integral Lq7 ist gegeben durch

Ly = / / vz dy dz . (C-360)
(L= - 127 ¢

Die z-Integration liefert (C-355). Somit kann das Integral Li; als

dyd ]
L17—// yEes = Lo+ Lur (C-361)
(1—y)?— ) P2 J1— 22 —¢

geschrieben werden mit

Ly = e y dy T C-362
o= [ e VO, e
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-249) wird L7 durch

- te dy(t)

N N =

dy(t) ]
y(t))? — €32

0VE 2(1—v) (1+0?) 2 (2+4VE+36+8/7) In(2) .

T 4-¢ (1tuE-9 (2+vE) vE

[ v KU
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2 (4+\[+3f+§>

In(ty) — 2 In(t.) + (2 N \[) In(1+t¢.) +
€ 2o VE (2-VE ? <4_ NG —3\/§+§> (Ll
(4—¢)? 2 — /€ 2t — /€ (2_\/5)2 1—x
(C-363)
gegeben. Damit ergibt sich fiir Lq7
Lyz = (Ly + Li7). (C-364)

Berechnung des Integrals Lz = L[2,1]
Das Integral Lig ist gegeben durch

y? z dydz
Lys = // = SN e (C-365)

Die z-Integration liefert (C-355). Somit kann das Integral Lig als

dyd .
ng_// y* zdydz — Ly + Lyg (C-366)
(1—y)2 -2 /0 —22—¢

geschrieben werden mit

Ve 24 2+ (v)
W2 dy

Lig = —2)% - C-367
o= | maseep Va--d ) ©a)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-249) wird L5 durch

dy(t)
) —epr
ta ) dy(t)
J, o KU [(1—1/(2?))2—5]3/2]
2VE (5+20%) 10 —20* —v§(1 —v)
4-¢ (1+v)(4=¢)
¢ 2(1+\[) (2+2f+5) 2
(4— Z) In(ty) — 6 In(t,) — (2+f) v n(Htc)—
& 2ty — V&, 2—VE 5
e MG e )
2(-1+ V) (2_22\/g+5) (-t (C-368)
(—2+vE) V¢ Lo

Lig = [/j [y(t)]* KU, (t) o
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gegeben. Damit ergibt sich fiir Lqg
Lis = (L3 + qu) - (C-369)

Berechnung des Integrals L9 = L[3, 1]
Das Integral Lqg ist gegeben durch

Y3 z dy dz
Lyo = // ESTRN TN o s (C-370)

Die z-Integration liefert (C-355). Somit kann das Integral Lyg als

zdydz ~
Lig = / / Yoz dy = Ly+ Lo (C-371)
(=22 0P

geschrieben werden mit

24+ (y)

Y dy -
[(1—=y)2—¢&) 32 [ (1—2)2 - 5} W (C-372)

Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-249) wird Ly durch
dy(t)

(Tl —epe ©

ta dy(t)

1o K00

VE (=55 — 140 + v*) N
2(4-9¢)

—110+5v + 27v? — 2003 + 26 v* — 9v® +0°

4(1+v)(4—¢)

(144 + 8512 M) 5 (61 6) ) -

2(1+VE) (2+2VE +¢) o
(2+ vE) V& 1+t

54 2tb_\/g 2_\/5 2
16(4—5)2ln<<2—tb\/2)(2tc—\/E) ) —
2(1-vE)’ (2-2vE+¢) (L= ey

(2-ve) ve Lo

gegeben. Damit ergibt sich fiir Lqg

G
Ly= |

Lo = | [ ) K00

)+

(C-373)

Lyg = (L4 + ElQ) : (C-374)
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C.7.5 Berechnung der zugehorigen Integrale der fiinften Klas-
se

Die Integrale der Familie L, die zur fiinften Klasse gehoren, sind Loy, Loy, und Los.

Berechnung des Integrals Loy = L[0, 2]
Das Integral Log ist gegeben durch

Loo = // - z ]‘i?jzdz e (C-375)

Die z-Integration liefert

/ 22dz _

(1—2)?

(C-376)

_z
2

5*2/ Zdzz_ 2/W

SJa e a ey f+;f n(l—z— /(1= 2 —¢).

Somit kann das Integral Loy als

22dydz _(2+¢ 3. 1~
Ln = | / e e ( 2 ) Lo 3Lt 5 La (C-377)
geschrieben werden mit
1-y/¢
= dy 24 (y)
ba= [ amgp g VO 57
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-275) wird Loy durch
= | [t dy(t)
Fa = [ W O TS
ta dy(t) ]
KW_
O TS e
_2VE(1-1002—To!)
(4-¢)°
2 (1—v) (1+13v+40v? — 403 + 30" — )
(4-¢)°
3/2 2
) 42 () 4 2 (4410 VE+8E+36%2 +¢2) (2

(2+\/E)3\/E 1+t
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_5 (16_16§_§2> th_\/g 2_\/5)2>+

1
2 (4—10 8¢ — 3632 4 ¢2 _
(1-10VE o8¢ ) 1! fe (C-379)
v
gegeben. Damit ergibt sich fiir Loy
Loy — (2 ;r Soos 2L16 + ;Lm) (C-380)

Berechnung des Integrals Ly = L1, 2]
Das Integral Loy ist gegeben durch

Lgl_// y"dydz . (C-381)
(—pr - P2 022 ¢

Die z-Integration liefert (C-376). Somit kann das Integral Loy als

2
yz=dydz _(2+¢ 3z 1s
LQI_// T Z)2_€_< . >L2+2L17+2L21 (C-382)
geschrieben werden mit
i 1—/\/2 y dy [ (1—2)? 5} my) (C-383)
= z —z)" = . -
T -y P ()
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-275) wird Ly durch
~ te dy(t)
Ly = )] KW(t
21 [/tb [y(t)] +()[(1—y(t))2—§]3/2 +

ta dy(t
/tc [y(t)] KW_(t) [(1—y(f)<)2>—§]3/2]
4 (17 =12v+19v? — 160> + 11v* — 40° + v9)
(3 +v2)°
2/€ (34 + 3102 + 120" + 309)
(34 0v2)°

2(14 VE) (4+6VE+26+6?) :

—2 In(t,) + 4 In(t,) + )

(2"‘\/5)3\/5 1+,
26 (4-3¢) ., 2t,—VE  2—€
+ 1—e 1n((2_tb\/g)(2tc_\/€))+

2(1- V&) (4—6E+2¢— 92 e
(2-ve) ve o

) (C-384)
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gegeben. Damit ergibt sich fiir Lo

2+ 1
LQI = ( 2 gLQ + 2L17 + 2L21> (C-385>

Berechnung des Integrals Ly, = L[2,2]
Das Integral Los ist gegeben durch

Loy — // - P‘ZJ dz(l — (C-386)

Die z-Integration liefert (C—376) Somit kann das Integral Los als

22 dydz _[(2+€ 3 - 1-
Loy — // TN ( . ) Ly+5Lus+ 5L (C-387)
geschrieben werden mit
I 1_/5 v dy V=2 ¢ o (C-388)
= 2 —2)? — : -
S SN ((CEEEIIEE - (W)
Mit Hilfe von Gln. (C-10), (C-23), (C-38) und (C-275) wird Lo, durch
~ te dy(t
Ly = ) KW, (t +
22 l/tb [y<)] +<) [(1—y(t))2—f]3/2

I o 2w e |

15 302 28 (VE (317430007 + 820" + 408 +0°))

T 2T Tave 2(4—¢) i
+—512—11521}—}—92851)—264§2v+22§3v+§4v+ 112
4(3402)° (3 +v2)?
—(48”051;52) In{ts) 5 (34 6) In(t,) +
2(1+\/€)3 (4+6\/Z+2§+§3/2)1( 2
n
<2+\/§)3\/g 1+t

e Usomere) 2o VE 2o VE
16 (4 — ¢)° 2 -ty /E 2t — ¢
+2(1—\/€) (4—6\é€+2§—€3/2) (=) (C-350)
pge

gegeben. Damit ergibt sich fiir Loy

54 1
Ly — ( : ot ) 374 2L22> (C-390)



C.8. DIE TRANSFORMATION ZU DEN ZERFALLSRATENTERME

C.8 Die Transformation zu den Zerfallsratenterme

Da die in diesem Anhang insgesamt berechneten 62 Integrale nur eine begrenzte
Zahl von Logarithmen, Produkten von Logarithmen und Dilogarithmusfunktionen
enthalten, ist es naheliegend, einen Satz von Standardintegralformen t; einzufiihren,
die als Zerfallsratenterme bezeichnet werden und die im Kapitel 3 und 4 definiert

sind.

C.8.1 Transformationsregeln

Zur Illustration des Umschreibens werden die entsprechenden Ausdriicke wie folgt

gesetzt:

Iné
In(,/€)

Int,

In tb

Int,

In(2 — \/g)
(2t — /)

In(2¢, — \/€)

In(2 — #, \/€)

1n4—t10 = 21n2—t10,

In2 — 1t10,

() = 2 (o)
i e
2 3 2 (1+v)(1—v)
%l GJFZ _%t?”

=3

) =l ) () e

2 — 1 1
(\/g)‘i‘hl \/E> = 1H2— §t10—t13+§t3,

ln(\/g) +In <(1 — U)2> = In2— ;tlo — 3,

() ) -
In(,/€) +In (2 Y%) = In2 - ;tm +tig — ;tg,

1+wv 1 1
1 1 = —Z -
n(\/g) +1n ( ) In2 2t10 + 2t3,
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el - (5257

Fiir die Kombinationen von 1 mit +¢, und +t, fithrt erst eine Quadrierung auf eine
einfachere Form. Es ergibt sich

( +vi\f) (1+v i21+v\f+§):
<1—|—2v—|—v +2(1+0) \f+1_v2):
(2+2u12(1+v)\/§> .

Qo)1) = = 1“’11\[
(Vex-v) = %(5i2<1—v>ﬁ+<l—v>2) -
(1—u2i2(1—v)\/§+1—2v+v2>
(2—21;12(1—1;)\/5) .

(ta + 1)2 =

(1+t)* =

H._

—_
|

<

m\wml»—tmln—mln—lm\wmlp—nmu—mh—l

,_.
<
=
H_

&‘

)
—_
|
@
—
H-
&‘

Definiert man nun

P (LT VE ]
tiy =1 (1_\@), (C-391)

so ergibt sich mit In(1 — &) = In(v?) = t15 — t1o

In(1 +/¢) = <ln (1-¢ ilncf\g)) = %(tlg—tloit’”) (C-392)

und folglich

21n(t, £ 1) (jg>+ln<1 ;)—l—ln(l—l_-\/g):
(
(

1 11
gha + gts £ 5tz (C-303)

1\/5 >+1n(1iﬁ) -

1 11
g = gts % thy (C-394)

= —tlo + =ty + = (tip — tio £ th7) =

1 1
2 2

2In(l1 £1¢) = (%) In

1
= —t1o — Stz +

1

und daher schliesslich

1 1 1
ln(ta + 1) = Ztu + Zt3 + Zt/N, (C-395)
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1 1 1

ln(l + tb) = Ztm - th + Ztll?, (0—396)
2—VE+ \/§> ( 2 >
In(14+t) = In|——————=—"] = In =
e = (20 —
B 2 VE 1 1
= In (\/€> + In (2 — \/E> = 2t10 + 413 2t3, (C-397)
2—\/5—\@) (2(1—\/@)
In1—%t,) = In|—————=—| = In =
Y -
= ln2—ln(2—\/§)+ln(1—\/g) =
1 1 1 ,
= 11’12—1H2—§t10+t13—§t3+§<t12—t10—t17> =
1 1 1,
- t13 + §t12 - §t3 - 57‘517. (0—398)
Ohne lange Rechnung ergibt sich klarerweise
1 1 1 1
In(t2 — 1) = gt + 5ts, In(1—t}) = Ste = 5ts. (C-399)

Die verbleibenden Logarithmen lassen sich auf die bisher bestimmten zuriickfiithren,

2t

to—t, =

In(t, —t.)

te —

hl(tc - tb>

ln(ta — tb)

— e+ )

l+v V€ _ (1+v)(2—\/g)—§:
Ve 2-¢ VE(2 = VE)
1+v)2—VE—1+0) 1+v 14v—+/¢

VEE-VD 2B B
— Hiv(t—l) =
2 — &
1 1 1
= tiz+1In(t, —1) =t13+4t12+4t3 475/1%
L VE v - (-w@- VD
2-VE V& VE(2 = VE)
= v)d4v—24V0)  14+v 1-v -1+
T VER—VD 2 Eltu &
14w 1_Ul—t) N
- 2—\/51+v( ’
1 5 1,
= ti3—t3+In(1 —1t) =t13+1t12—1t3_1t177

= In (#-%) In (3%) = %tlb
A s

2VE(2 — V/E) - f<4 4f+25> B
2 VEP
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2VE2 - VE-2+2/E—¢)
2 - VEp
WEWE-9 | 20-vO) %

(2 -V 2-vE?  (2-4E)?

In2+21In (&) +In(l— /&) =

1
= In2 + 2t13 - ng + §<t12 - tl() - t/17) (C—400)

In <2tc — e+ ti))

Fiir die dilogarithmischen Anteile der L-Integrale erhilt man

ilo 1
L(2131 g = Ftl&
. 3 ) . ) 3 . 2
mi = S o - o pies - Soge s
dilog L dilog 7 dilog dilog 3 rdiog U7 dilog
Ly = ﬁtm; Lyz™ = Lgs =, Lyg™ = §L27 - 51125 (0'401>
Fiir die M-Integrale bekommt man
i 1 1 1 tlg tgo
Mdllog e -
23 U<U2(22 16)+\/E 1_\/g+1+\/g )
i 2t91 1 17 l18
Mdllog = =, - + 7
“ vt VEN=VE)? (1 +VE)?
: tgl 1 t17 t18
Mdllog _ 21 -
25 ’U2 + \/E (1 _ \/E + 1 + \/E )
ilo ilo ilo 3 ilo U2 ilo,
M§6l 5 = ]\420141 ga M2d81 . = §M§iﬁl - §M2d4l g7
. . . 3 . UQ .
dilo ilo ilo ilo ilo;
M27 = ]\420151 g7 Mggl 5 = §M2d7 - §M2d5l ®. (0‘402)

Mit diesen Ersetzungen lasst sich der gesamte logarithmische Anteil der im An-
hang gelésten Integrale auf die vorhandenen Zerfallsratenterme zuriickfithren. Da-
durch lassen sich die Ergebnisse in der Kompakten Form im Kapitel 3 und 4 dar-
stellen.

C.8.2 Integrale der Familie C

C[0,0] := t14,
C[-1,0] = C[o,—1],
€0, 1] = Lt
C[-2,0] := C|0,—-2],
C[0,—-2] := (C[0,—1] — (dv(ts — t12) + (4 — ) (t1 — t2)
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123 — E)ta) /)07 — % In A,
C[1,0] = C[0,0] + v — 2(1 — /&) = (2 = &)(t1 — ta + t3)/2
C[2,0] := 2C[1,0] — (2 — €)C0,0]/2 +
(64 /66/(2 = /) (1 = /&) /4 = (6 + /8 +
+(8 =&t —ta + t3)/16
C[~1,—1] = t16/v* — In[(1 +v)/(1 —v)]In A/v?
Cl1,—1] = C[0,—1] — t1 + t5 — 2t3
C2,—1] = (1+£/2)C[0, —1] + 2(1 — \/©)*/(2 — \/¢)
C[1,-2] = (C[1,—1] + 4v(1 — v\/€) /€ = 2(t1 — t + 1)) /0
C12,-2] = (C12,~1] — (v — (1 — JOI)A + (1 —0)?/(2 = JOR) Je +
—2(14+6)(1—v— JO(L+ (1 —v)/(2 - /6) /e +
142 = ) (1 — € /6/(2 = \J€)* + =3(ts — ta + 1)) /0

C10,1] := C1,0]
Cl-1,1] := C[1, —1]
C[-2,1] := C[1, 2]
C[1,1] = C[1,0] + (10 — E)v/4 + —(6+ 2,/ + £)(1 — \/6)/2
—(84+ &%) (ty —ty +13)/8
C[0,2] := C[2,0]
C[-1,2] := C[2, —1]
C[-2,2] = C[2,~2]

C.8.3 Integrale der Familie M

M]I0,0] = i\/% + i\/%
M[1,0] == —tiy + (1= vE) tir  (1+VE) tis

N
2 2
M{2,0] :_1_\[+5t13 2t14+(1_\/g) 17 (1—1-\/5) lis &ty

— VE) (36— 14V +¢3) L (24-9) g
8 (2- VE) 10

+(1—\/5)%17 (1+\/E)3t18 (24 — &) £ty

JE T 32

M][3,0] := (

—(34+&) tu

Ve T VE 1

169
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MT[4,0] := (1- V%) 5(2080 — 1728 /€ + 1168¢ — 648£% + 106 €2
144 (2 - V2)
668 136 + £ (12+§)9(624+§) hs _, (146
+(1 _ @4“7 + (L \/5)4’518 £(12+¢) (24+8) ts
V€ N 192
M0, ~1] = _\29@ _ \j@v
M1, -1] = _% _ (1 _\/\{i) ho (1 +\/\{i) t20
2 2
M[27—1] — —2t13 +t3 . 2215 . (1 —\/\/_22 t19 B (1 +\/\{§3 tgg
3
M[3,-1] = _% — 5tz + % — (3 +§> t1s _ (1 _\/\{Eg t19
(1+\/E>3t20
Y T
M, —1) = (1= V&) (‘18+28V5+5) - (26+;£> tis
3(2- %)
26476t 41+ ts (1-vE) he  (1+vE) to
" 6 E v - VEu - VEwv
1
M0, —2] = _jzlgu?) _ \/tgzovg N 8;;(22)
2110 2t11 2t19 4t
CEv2 gt £ 2
M[1,-2] = "2t hs (1+VE) 20 81n(2)

(+vE)e o VE& e

2 (1+\/g) th 2 (4—5) t13 4t2
e L
(4-¢) t3 t19

£v? (1+ V%) vEv
—4 2<1—\/€) 12_2t15_<1+\/5)2t20

t
& (1+ve e Ve

S1+6m@) 2(1+vE) te 4246 b
T &r i
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1049t 202+t (1= V&) t
§ v §v? (1—1—\/5)\/521

2 (6-3vE+E) (2-2v-26+0¢)
(1—v)* (2= VE) v¢

2(1—\/2)2t12 (34€) tis (1+\/§)3t20

(1+vE) ¢ v? N

81432 2(1+vE) ty (8= 17¢+€2) tyy
T T e T &2
4(1+3§) tg_(—8—17€+§2) t3_ (1_\/E>2t19

§v? 2802 (1—1—\/5) VEW
2(4—4v—56+30vE+62) (44— 44T+ 4582482 +3¢%)

3(1—0)* (2 V&) ve
2(1-vE) te 4148t (1+VE) ta

(1+VE) ¢ v? VEv?

+8 (1+6&+€2)In(2) 2 (1+\/E>4t10 2 (12+556+5E2) ty3

M]I3,-2] =

M4, -2 =

v? Ev? 3&v?
4 (1+6&+8%) t2+(12+55£+5£2) ty (1—\/5)32519

Ev? 3&v? (1_|_\/g> N
_ 81In(2) 2(1‘1‘\/5) tio 2 (1—\/5) 2ty tig 4t
TR (2+¢§)¢§ Teo v vE TVETVE a¢
B —3+¢) In(2) (1+\/_) to (—1+\/_) t12
ML) =1 ey B e v (2

+(—4+§)t13_t _(_1+\/E) t17+(1—|—\/f) hs

9 14 \/E \/E
4(=3+8ts (4=8)t3
T Tire T
M[2,1] = (_1+\/€) (_10+2\/€+§> 8 (=5+ &) In(2) 2(1+\/§)3t10
] = 4 S (2+vE) vE

+2(—1+\/Z)3t12+(—32+85_52) hs (—1+\/§)2t17
(—2+VE) V& 8 . N3
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(1 + \/E)Ztls 4(=5+8&ty (32—8E+E2) t3

MY T ave O 16
31 = (1-VE) (392 — 284 /€ + 526 — 463 — 3¢3)
48 (2 - V2
s(7T+26—em@) 2(1+vE) to 2(1-vE)
+ — -
I . N G
(6—€) (32+8E+) hy (1- &) tir
o 392 _(3+§) t14+T
(14 VE) s 4 (T4+26—)ts  (6—6) (32486 +62) 14
+ NG + ey + 6
Aﬂam::-4(—&+8lm@)+(b+¢@(—6—i¢3+ﬂtm
(—4+¢) (2+vE) VE
T VE) (628t 249t (246 b
(—2+\/E)2\/E 2v¢ 2v¢
L2t 2 (14VE) (—2+8) (1+v)°
(—4+¢)° (—4+¢) &
4 (-1+E) v(1+v)’
(—4+¢) &
AﬂLm::8(m-415+2§)m@)+(1+v€)(—6—3vf+§)mo
(—4+¢) (2+vE) VE
(Ve (6 2VER e (1249 (<440 1y
(~2+ vE) Ve 16
(2=t (F14VE) @+t (14 VE) 24
2 2 /€ 2 /€
46116428t | (F1248) (446 b
(—4+ ) 32
(1 VE) (249 (24 -8VE-6E+26 +82) (1+v)°
8 (-4+¢) &

(~1+vE) (24-8VE-6E+285 +&) v(1+v)
4 (—4+¢) ¢
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1 (56+366 - 9€ &) (@) (1+VE) (-6-2vE+E) b

MI2,2] =

(_4+§>2 (2+\/E)2\/€
+(—1+\/E)3 <_6+2\/E+§) t12 N (=192 + 646 —4E2 + €3) ty3
(~2+ V&) VE 32
(—1+\/€)2 @+t (1+ \/5)2 (2+¢) tis
+(=2-¢) tiu+ N + Wi
2 (—56+36€_9€2+£3> t N (192_64§+4€2_€3) ts
(—4+¢)° 64
-1 -9 1 2
+( +\§)<£4:5)§22( ) (—448 + 224 \/€ + 144 ¢
—80&% — 14€2+ 665 +3¢%)
(14 V) v(1+v)
Ty Sy (—448 + 224 /¢
1446 —80€2 — 14£% +6£2 + 383)
1 l19 t20 t16 — T2
M[_la_l] T U\/€<1_\/Z+1+\/g>+ e

1 t17 tlg 2t21 2 (—2+£) t3
M|-2,0] := —= + 4 +
[ ] \/E ((1\/5)2 (1+\/E)2) v 51)3
8 111(2) 4t12 4t2
Tee T e

_ 1 b7 l1s 2
M[_LO] _\/§<1—\/§+1+\/§>+v2
M[-2,1 1 210

1= (1+vE) ¢ (1+VE) (2+E) V&

+1< t17 n 18 )+2t21
VEA(-ve) (e

4ty 2l 2 (1+vE)te 121
V(RO (<24 VE) VE (FAF9 0
8 In(2) 210 2112

M[-1,1] =

—4+¢& (2+V8) VE  (-2+VE) VE
1 < tir N tis )_ Aty tor 215
1—vVE€ 1+4¢€

Ve

—44+& 02 v
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M2, —2 (4—4\/E+2€+53)+ (6 —2vE+¢) to
(VR (9 (14vE) (2+vE) Ve

4+ = (1 ( t17 + t18 ) + 2t21)
2\VE\(1-ve)" (1+ve)")
6ty 4 (—40+12&+ &%) In(2)
+ 2
v3 (=44 &) v?
(1+VE) (6+2VE+E) tie 2 (—40+126+€) 1,

ETGHT S

v (1 ( tiz n l1s ) N 2t21)
2 { V¢ (1_\@)2 (1+\/E>2 oA
Vg (-1+VE) s (-8+39) () | (—6—2\@?@ b
—4+¢ (—4+¢) (2+\/E) JE
(-6+2vE+&) e 4(-8+3) 1
(-2+vE)'vE (4

3 1 t17 tlg t21
+§<ﬁ<1_¢g+1+¢z>+ﬁ>
ETN FEN E
v 2 \WVEN\1—-VE 14€ v2

C.8.4 Integrale der Familie L

2 2

L[0,0] := + ln(l_c)-i— 2 In(2)
2-vE) ve (2-vE)vE N-—a/ (24 VE) VE
e ARVEE o

(2+ V%) V€ 4-8¢ (4-6) V¢

L 2 (1- V) . 2 (1- V) ln<1:c)+2(1+\/2) In(2)
(2-vE) ve (2-vE)vE Mol (24 VE) Ve
_(1"‘\/5) t1o _2(4+2\/§—4§—§%) t13+ (2—¢) t3

(2+vE) VE 4-8¢ (4—-8) V¢

Lo 2(1- V&) N 2 (1- e’ ln(1:0>+2(1+\/§)21n(2)

2-vE)ve (2-vE)vE \—a/ (2+4VE) VE
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_(1+\/Z)2tm_4(2+\/E—3£+§2)t13+t L2
(2+¢j\/ <4 §) ¢ TR
- 2( 1—c 1—4\f+2§)
L[3,0] = e~ (1_x)+ oW
2(1+ f) n(2)  (1+VE 6)3tm 2+3§+§2) t

i (2+vE) V€ (2+\/E)f+ (4—-¢) V¢
_(8+4\/E+6§%—652—253+53)tlg

(4-9¢ Tty
L0 = 2 (1—\/5)4 ln<1—c) (1—\/5) (8—76\/E+50§_8§%+£2)
; (2_\/5)\/5 1—2 4(2_\/5)\/2
2 (1+vE) @) (1+vE) t
2+vE) vE  (2+VE) VE
(64 + 32/ + 2566 + 12863 — 31262 — 3265 +68¢° — &) 113
8(4-¢)¢
3(A+8ty 2(1+46-)ty  (26—8) v
2 (4-¢) V¢ 8
o= 20 2L (0 (120 <)

E2 T o
2

10— 2In
PR vE ) (1 e o) o)

‘_2 z 1—c¢ _2t1 _ 1+ VE+w
He, =1l '_£+§ln<1—x) 53 t3(§(1+¢§+v))

. 2 (1+v2)
VE(1+VE=v) (1+VE+u
) L (22) )

(t10 — 21n(2))
)

L[2,-1] =

¢ £ 1—2z
b 2(1+\/§)2
O Ve (1 vEr)
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» (1+\/E)2 . (1+vE) v
’ E(1+vE+v) ) €(1+VE+v)
2(1—\/2)2+2(1—\/§)21n(1_c>_2 (1-2VE+26) tiy
§ § 3
3t.s 1(1+ V&) In(2)

T VE (T4 VE-v) (1+VE+v)
. 2(1+\/€)3t10
\/E(1+\/Z—v) (1+\/E+v)
» (_((1+\/E) (1+2\/§+25))_(1+2\/§+2§)v)
’ ¢ (1+vE+v) ¢ (1+VE+o)
2(1—\/3)31 (1_C> 2(1- V&) (2-3VE+2¢)
n +
3 (2- V%) ¢
(-2+6VE—136+263) tis 3 (4+6) by
19 + 2v
4(1+vE) (2) N 2(1+ V&) o
\/Z(1+\/Z—v) (1+\/E+v) \/E(l—l—\/g—v) (1—1—\/5—#11)

(2+6\/§+ 135+25%)
_ T ts

L3, —1] =
[7 ] 1_.%

L[4,-1] =

11—z

Li0,~2] = ((2_§2U£1+\/€) ln(

L2t 4t 2 (2+ V&) to
§08 &0 (14vE) ¢ (1+vE—v) (14 VE+0)
2 (-1 -4vZ+E&—v+Ev)
n

f(—1+\/Z—v)v3
+153(2—5\/z—7§+g3/2+§2+2v—5\/§v—55v)

(1—1—\/5)53/2113(1—1-11)

. In(2) (4 (2+\/Z>+16 (1+\/E)>
(1+vE—v) (1+vE+v) \(1+vE) ¢ Ve
2(2—\/3)(1+\/§)1n<1_c)+2(1+\/2)

f% V2 502

1—c>_2(2—\/g) (1+\/E)2t13

1—2x £3/2 p4

L[1,-2] =

1l—=x
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+2 (=2+vE) (1+Z) s ) 4 (24 E) In(2)

£2 02 ¢(1+vE—v) (1+VE+0)
2 (2—1—\/@ 1o

£(1—|—\/§—v) (1+\/§+v)

+t3< 2+ Ve + (2—1-\/5)7) )

& (1+vE+v) (1+v8) & (1+vE+v)

L[2,-2] =

2 (2— V&) ln<1_0)+t15+2 (=2+vE) (1+2vE) ts

3

55 1—=x ﬁ §%U2

. 4 (14 VE) (2+ vE) n(2) BE: (1+ V) (2+ V&) to

E(1+vE—v) (1+vE+0v) &(1+vE—v) (1+VE+0)
2 (1-2vVE+&+v+Ev)

5(—1+\/g—v>v

+y <_ ((”\/5) (—2+¢5+25)) ~2+ VE+2¢ )

L[3,-2] =

2 (2 V) (1—\/5)1n(1—c>+3t15

202 (1+vE+v) & (14 VE+)

1—=x V3

I3

2 (-2 -5 VE+E—488+ &) hy 1(1+VE)" (2+VE) n(2)

€202 ¢ (1+vE—v) (1+vE+0)
2(1+\/§)2 (24+vE) to 6 (1-3vVE+E+E+v+Ev)

e (14 VE—v) (1+VE+Y) £(—1+VE—v)w
() B e

o (1+vE+0)

L[4,-2] =

11—z 23

I3

(—4-14VE—46-31€3 +88) tig
+

£2 02

. 4(1 +\/E)3 (24 vZ) m(2) 2(1 +\/E)3 (2+VE) tio

E(1+vE—v) (1+vE+0v) &(1+vE—v) (1+VE+v)

2 (—12+ 44— 34+ 2+ 65 — 120+ 12 v — 24Ev + 8E2 v+ )

(—2+vE) € (14 VE-0v) v
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» ((1+\/E) +1) (24 vE) (—2+2vE—3¢+8¢3)
’ 2§%U(1+\/€+U)

Lol o 2l () (-1+vE) 2 (1+vE) () ) (1+ V€) to
(=24 V&) (2+vE)’ (2+vE)’
2 (—16—46+8€2+€3) tig €31,
+ 3 - 2
(—4+8)%¢ (—4+¢)
+2 (14 vE) (4+4VE—4v—2VEv+Ev)
(—4+¢) €
2 () (—1+\/§)2 2 (1+¢E)2 In(2) . (1+\/§)2t10
(~2+vE) (2+ve) (2+vE)
_4(8—65—2§%+§%+§3) hs | 2 (248 Vet
(—4+8)°¢ (—4+¢)
2 (—1+vE) (4+4VvE-26-268 —dv—2Ev+Ev+E30)
" (—4+6) €v
—21n (=) (~1+ &) ) 2(1+ V&)’ In(2) N (14 V&)’ tio
(-2 vE) Reve) (eve)
(—32—86+1663 +8¢ — 1063 — 265+ 265 +¢*) tyg
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