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Zusammenfassung

Die Arbeit vereint Elemente aus der Mathematik und Wolkenphysik. Insbesondere
widmet sie sich der Untersuchung von Wolkenstrukturen. Es werden Modelle, die warme
Wolken und Eiswolken beschreiben, betrachtet. Die Wolkenmodelle werden als Systeme
gewOhnlicher Differentialgleichungen formuliert.

In der vorliegenden Arbeit wird ein generisches Wolkenschema fiir warme Wolken
formuliert. Die operationellen Modelle, die in IFS und COSMO verwendet werden sowie
das Wacker-Schema sind Spezialfille des generischen Modells und ergeben sich durch
eine passende Parameterwahl aus dem generischen Modell. Fiir die Spezialfille werden
eine Gleichgewichtsanalyse und asymptotische Untersuchungen durchgefithrt. Aulerdem
werden die ODE-Systeme mithilfe von Runge-Kutta Verfahren numerisch berechnet. Diese
Untersuchungen geben Aufschluss iiber die zeitlichen Strukturen der Wolkenmodelle.
Zusétzlich werden die Zeitskalen der mikrophysikalischen Wolkenprozesse identifiziert.
Durch Ankoppelung von Diffusionstermen an das generische Wolkenmodell gelangt man
zu Reaktions-Diffusions-Systemen. Fir verschiedene Parameterwahlen im generischen
Wolkenschema werden die Reaktions-Diffusions-Systeme auf rdumliche Strukturbildung
hin untersucht und mit einem Pseudospektralverfahren numerisch gelost.

AuBerdem wird ein Eiswolkenmodell beschrieben und untersucht. Um den Einfluss
hochfrequenter Forcing-Terme numerisch effizient behandel zu kénnen, werden heterogene
Mehrskalenverfahren verwendet, die im Vorfeld beschrieben werden. Die numerischen
Untersuchungen gewéhren einen Einblick in die zeitlichen Strukturen der Eiswolken.
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Abstract

The thesis combines elements of cloud physics and mathematics. Especially it is devoted
to the investigation of cloud structures. Cloud schemes that describe warm clouds and ice
clouds are considered. The cloud schemes are formulated as ordinary differential equations.

A generic cloud scheme for warm clouds is formulated. The operational schemes which
are incorporated in IFS and COSMO as well as the Wacker scheme are special cases of
the generic scheme and can be obtained by an appropriate choice of the parameters in
the generic cloud scheme. An analysis of the fixed points and asymptotic investigations
are done for the special cases. Additionally the ODE systems are solved numerically with
Runge-Kutta methods. These investigations shed light on the temporal structures of the
cloud schemes. Additionally the time scales of the micro physical cloud processes are
identified. Coupling diffusion terms to the generic cloud scheme leads to reaction- diffusion
systems. For special choices of the parameters of the generic cloud scheme the reaction-
diffusion systems are investigated for spatial pattern formation and solved numerically
with a pseudo-spectral method.

Furthermore an ice cloud scheme is described and examined. To treat the impact of
highly oscillatory forcing terms efficiently heterogeneous multiscale methods, which are
described previously, are applied. The numerical investigations provide insight into the
temporal structures of ice clouds.
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Kapitel 1

Einleitung

”Pour soulever un poids si lourd,
Sisyphe, il faudrait ton courage! ...

b2

Charles Baudelaire, in "Le Guignon” aus
"Les Fleurs du Mal”

Wolken stellen eine grofie Unsicherheit in Wetter- und Klimamodellen dar. Dies liefert die
Motivation, sich ndher mit der Wolkenmodellierung zu beschéftigen. Insbesondere sollen
Wolkenstrukturen, die sowohl zeitlich als auch rdumlich sein kénnen, untersucht werden.
Wolken sind an Atmosphérenfliisse gekoppelt und beeinflussen diese. Die Untersuchung
von Wolkenstrukturen soll ein Schritt dahingehend sein, die Wechselwirkung zwischen
Wolken und grofiskaligen Fliissen besser zu verstehen.

Im Folgenden liegt eine interdisziplindre Arbeit vor, die sowohl Ideen aus der Mathematik
als auch der Wolkenphysik vereint. Ein weiteres Ziel besteht darin, eine Briicke zwischen
beiden Disziplinen zu schlagen. Dazu werden verschiedene mathematische Methoden auf
wolkenphysikalische Probleme angewendet. Eine Ubersicht stellt die Abbildung 1.1 dar.

Wir beginnen in Kapitel 2 mit grundlegenden Bemerkungen zu Runge-Kutta Verfahren.
Diese numerische Zeitschrittverfahren werden dann in den folgenden Kapiteln immer
wieder angewendet. Auflerdem werden einige analytische Resultate, die zur Untersuchung
gewohnlicher Differentialgleichungen niitzlich sind, gezeigt.

In Kapitel 3 finden wir das erste Mal den Bezug zur Wolkenphysik. Dort wird die allge-
meine Form eines Einmomentenschemas, das warme Wolken beschreibt, gezeigt. Es werden
dann drei spezielle Wolkenschemata, die diese allgemeine Form annehmen untersucht. Zwei
von ihnen werden oder wurden in operationellen Wettermodellen verwendet. Unter der
Annahme von idealisierten Situationen beziiglich der Umgebungsbedingungen werden auf
die speziellen Wolkenschemata die Methoden aus Kapitel 2 angewendet. Auflerdem werden
die Gleichungen zusétzlich durch asymptotische Untersuchungen analysiert.

Es schlieit sich das Kapitel 4 an, in dem an das Wolkenmodell aus Kapitel 3 Laplace-
Terme angekoppelt werden. Dadurch gelangt man zu einer partiellen Differentialgleichung,
im Speziellen zu einem Turing-Modell. Es wird dann fiir verschiedene spezielle Wolkenmo-
delle eine lineare Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt. Dies ist eine neue Herangehensweise,
Wolkenmodelle zu untersuchen. Dadurch ergeben sich interessante Einsichten.

Ab Kapitel 5 wenden wir uns Eiswolken zu. Kapitel 5 enthélt zunéchst eine Beschrei-
bung eines Eiswolkenschemas. Es handelt sich um ein Zweimomentenschema. An dieses
Modell kénnen dann Forcing-Terme angekoppelt werden, die das Heben und Senken eines
Luftpakets simulieren und zu weiteren Untersuchungen fiihren.



KAPITEL 1 EINLEITUNG

Wolkenphysik:
Modelle fur
warme und

Eiswolken

Numerische
Losungen: Zeit-
schrittverfahren

Abbildung 1.1: Interdisziplindrer Ansatz

In Kapitel 6 werden heterogene Mehrskalenverfahren vorgestellt. Diese werden zunéchst
am invertierten Pendel getestet. Dabei handelt es sich ein Modell mit einem Zweiskalenver-
halten, das haufig zum Test heterogener Mehrskalenverfahren herangezogen wird. Spéater
sollen die Verfahren dem Zweck dienen, mit hochfrequenten Forcing-Termen, die an das

Analyse ge-
wohnlicher
Differentialglei-
chungen: Dyna-
mische Systeme,
Asymptotik

Eiswolkenschema aus Kapitel 5 angekoppelt werden, numerisch effizient umzugehen.

In Kapitel 7 wird das Eiswolkenschema aus 5 numerisch gelost. Dazu werden wieder
idealisierte Situationen hinsichtlich der Umgebungsbedingungen betrachtet. In einfachen
Fallen kénnen Runge-Kutta Verfahren angewendet werden, bei Ankoppelung hochfrequen-
ter Terme werden heterogene Mehrskalenverfahren benutzt. In diesem Kapitel werden auch
spektrale Defektkorrekturverfahren als Makro-Loser der heterogenen Mehrskalenverfahren

vorgeschlagen und getestet.

Abschlielende Bemerkungen zu dieser Arbeit findet man in Kapitel 8.




Kapitel 2

Mathematische Methoden zur Untersuchung
gewohnlicher Differentialgleichungen

In diesem Kapitel sollen mathematische Grundlagen erklart werden, von denen in den
nachfolgenden Kapiteln hdufig Gebrauch gemacht wird. Diese umfassen sowohl analytische
Werkzeuge in Abschnitt 2.1 als auch numerische Verfahren in Abschnitt 2.2.

2.1 Mathematische Grundlagen zur Gleichgewichtsanalyse

Neben der klassischen Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen existiert die Theo-
rie der dynamischen Systeme. Wir werden uns Resultate beider Theorien zu Nutze machen.
In der klassischen Theorie geht es vorrangig darum, Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen zu klaren und zu gegebenen Differentialgleichungen explizite Losungen zu berechnen.
Hingegen steht in der Theorie der dynamischen Systeme das qualitative Verhalten von
Losungstrajektorien im Vordergrund. Differentialgleichungen oder Differentialgleichungs-
systeme werden auch dynamische Systeme genannt. In diesem Abschnitt werden neben
dem Satz von Picard-Lindel6ff die mathematischen Grundlagen der Gleichgewichtsanalyse,
die spéater auf die speziellen Wolkenschemata aus Kapitel 3 angewendet werden sollen,
aufgezeigt. Zu dieser Thematik existiert eine reichhaltige Literatur. Einige Beispiele sind
Verhulst, 1996, Arnold, 2001, Hirsch u. a., 2004 oder Argyris u.a., 2010.
Zunéchst betrachten wir ein Anfangswertproblem der Form

i(t) = f(z(t),  t€l0,T] (2.1a)

x(0) = x9 (2.1b)
Da wir in Zukunft immer annehmen, dass x von t abhangig ist, schreiben wir bei Differen-
tialgleichungen im Folgenden z anstatt x(t). Es sei angemerkt, dass x auch vektorwertig
sein kann, wir es daher in diesem Fall mit einem Differentialgleichungssystem zu tun
haben. Gleichung (2.1) stellt den Fall eines autonomen Differentialgleichungssystems dar,
da keine explizite Zeitabhédngigkeit bei der rechten Seite f vorliegt. Dies bedeutet jedoch
keinen Verlust von Allgemeinheit, da ein nicht-autonomes Gleichungssystem autonomisiert
werden kann werden kann. Man betrachte dazu das System

@=F(z,t), tel0,T] (2.2a)
2(0) = g (2.2b)

Durch Ubergang zu
t = F(z,0), te[0,T] (2.3a)
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6=1 (2.3b)
z(0) = o (2.3¢)
0(0) =0 (2.3d)

erhilt man ein System, das die gleichen Losungen zulésst, wie (2.2). Die Dimension des
Systems erhéht sich durch die Autonomisierung um eins.

Wenn man Anfangswertprobleme der Form (2.1) oder (2.2) betrachtet, méchte man
wissen, wie es um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen steht. Eine Aussage iiber
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Differentialgleichungen trifft der Satz von
Picard-Lindeloft.

Satz 2.1.1. Wir betrachten das Anfangswertproblem (2.2). Sei G = R% x I mit einem
kompakten Intervall I. Die rechte Seite F' sei stetig und erfiille beziiglich x eine Lipschitz-
bedingung in G. Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.2) fir jedes (xo,tg) € G eine
eindeutige Losung.

Den Beweis fiir dieses Resultat kann man beispielsweise in Werner, 2009 oder Behrends,
2004 finden. Dieser Satz lisst sich im Besonderen auf autonome Probleme der Form (2.1)
anwenden. In diesem Fall gilt F(z,t) = f(z).

In den Wolkenmodellen, die in Kapitel 3 behandelt werden, ist die Bedingung der
Lipschitz-Stetigkeit oft nicht erfiillt. Man kann somit unter Umsténden keine Eindeutigkeit
der Losungen garantieren. Beispielsweise wird in Porz u.a., 2018 ein Wolkenschema fiir
warme Wolken hergeleitet und anschlieflend auf diese Problematik hingewiesen. Man fiihrt
die Bedingung ein, dass sie Losung bei Ubersittigung positv werden muss und passt den
numerischen Loser dementsprechend an. Weitergehende Untersuchungen zur Eindeutigkeit
finden sich in Hanke und Porz, 2020.

An dieser Stelle sei noch die Schreibweise der Flussnotation eingefiihrt. Damit wird
spater schliissig, was mit einem diskreten Fluss numerischer Verfahren gemeint ist. Diese
Begriffsbildung wird in Abschnitt 2.2 héufig verwendet.

Definition 2.1.2. Das Problem (2.1) habe eine eindeutig bestimmte Losung. Dann liegt
der Anfangswert xo im Definitionsbereich des Flussoperators ¢ und fiir alle t € [0, T] kann
der Fluss ¢'xq definiert werden durch

Plxg = x(t). (2.4)

In der Theorie der dynamischen Systeme wird der Fluss zunéchst als eine Abbildung
mit den Eigenschaften ¢%z¢ = z¢ und ¢° o ¢! = ¢*** definiert und anschlieBend gezeigt,
dass der Fluss dquivalent zur Losung eines Anfangswertproblems ist, das die rechte Seite

tl‘
f(z) = d(q;t ) |t:0 besitzt (Siehe Hirsch u. a., 2004).

Wir sind an ganz speziellen Losungen von (2.1) interessiert, und zwar an Losungen, die
zeitlich konstant sind.

Definition 2.1.3. Eine konstantes x* € RY heifit Fizpunkt von (2.1), falls die zugehérige
Losungstrajektorie x(t) = x* das Problem (2.1) mit dem Anfangswert x(0) = x* lost. Die
Begriffe Fixpunkt, Gleichgewicht und kritischer Punkt werden synonym verwendet.
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Falls z* ein Fixpunkt von (2.1) ist, erfillt z(¢) = z* die Bedingung f(z*) = 0 und
umgekehrt. Im Folgenden nehmen wir an, dass ein Fixpunkt z* von (2.1) existiert und
x* = 0 gilt. Falls z* # 0, kann man x* = 0 durch eine einfache Koordinatentransformation
des Systems erreichen. Wir sind daran interessiert zu untersuchen, wie sich Losungen von
Differentialgleichungen in der Néhe von Fixpunkten verhalten. Damit befasst sich der Rest
des Abschnitts 2.1. Zunéchst definieren wir den Begriff der Stabilitdt einer Losung:

Definition 2.1.4. Man betrachte die Anfangswertprobleme
&= f(x) z(0) = zo (2.5)

r=f(@  (0) =20+ o (2.6)

Sei x(t) die Losung von (2.5) und Z(t) die Losung von (2.6). x(t) heifst stabil, wenn fir
alle e > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass die Bedingung ||0o|| < § die Existenz einer Losung
Z(t) zu Problem (2.6) und ||x(t) — Z(t)|| < € fir alle t € [0,00) impliziert. Die Losung
z(t) nennt man asymptotische stabil, wenn x(t) stabil ist und ein do existiert, sodass aus
100|| < 00 folgt, dass limy_, ||x(t) — Z(¢)|| =0

Man mochte nun die Stabilitdt eines gegebenen Fixpunktes bestimmen kénnen. Wir
nennen einen Fixpunkt z* stabil bzw. asymptotisch stabil, wenn die zugehérige Losung
x(t) = z* stabil bzw. asymptotisch stabil ist. Anstatt des allgemeinen Problems betrachten
wir zuerst das lineare Problem

i=Ax, te[0,T] (2.72)
x(0) = xo (2.7b)

Spéter versuchen wir die Resultate, die fiir das lineare Problem gewonnen werden, auf
nicht-lineare Probleme zu verallgemeinern. Dies ist teilweise moglich. Zur Bestimmung
der Stabilitdtseigenschaften ist der weiter unten angegebene Satz 2.1.7 niitzlich. Zunéachst
definieren wir das Spektrum einer Matrix.

Definition 2.1.5. Die Menge aller Eigenwerte einer Matriz A € R¥% wird als Spektrum
o(A) bezeichnet. In Zeichen:

o(A) = {X € C | X ist Eigenwert von A} (2.8)
Es bietet sich an dieser Stelle an, die Spektralabzisse einer Matrix A zu definieren

Definition 2.1.6. Man nennt den maximalen Realteil der Figenwerte der Matriz A
Spektralabzisse v(A) der Matriz A.

A) = Re(A 2.9
V(4) = max Re() (29)
Satz 2.1.7. Wir betrachten das System (2.7). Der Fizpunkt z* = 0 ist stabil im Sinn der
oben angegebenen Definition 2.1.4, g.d.w. fir alle A\ € o(A) gilt Re(\) < 0 und fir die
Figenwerte mit Re(\) = 0 die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit ist. Der
Fizpunkt ist asymptotisch stabil, g.d.w. v(A) < 0 gilt.
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Den Beweis findet man zum Beispiel in Deuflhard und Bornemann, 2008. Satz 2.1.7
zeigt, dass es moglich ist, mithilfe der Eigenwerte von A das Stabilitdtsverhalten des
Gleichgewichtspunktes z* = 0 der linearen Differentialgleichung (2.7) zu bestimmen. Fiir
das nicht-lineare Problem (2.1) strebt man ebenfalls solche Aussagen tiber Fixpunkte an.
Zu diesem Zweck erscheint es naheliegend, das System

&= Df(x")x (2.10)

zu untersuchen. Dabei ist * der Fixpunkt, dessen Stabilitdtsverhalten bestimmt werden
soll und D f(x*) ist die Jacobi-Matrix der rechten Seite f(x) aus (2.1), ausgewertet an
x*. Die Eigenschaft, ein stabiler Fixpunkt zu sein, ibertragt sich im Allgemeinen nicht
vom linearisierten Problem (2.10) auf das nicht-lineare Ausgangssystem, da Terme hoherer
Ordnung im nicht-linearen Problem dominieren kdnnten. Die Situation ist anders, wenn
wir asymptotische Stabilitédt betrachten.

Satz 2.1.8. Sei z* ein Fizpunkt des Systems (2.1). Sei weiterhin f stetig differenzierbar.
Falls dann v(Df(x*)) < 0 gilt, ist x* asymptotisch stabiler Fizpunkt von (2.1).

Die Eigenschaft der asymptotischen Stabilitét ibertriagt sich also vom linearisierten Pro-
blem auf das nicht-lineare Ausgangssystem. Das Ergebnis wird zum Beispiel in Deuflhard
und Bornemann, 2008 gezeigt.

Dynamischs Systeme in R? stellen einen Sonderfall dar, da man das Grenzverhalten von
beschrankten Losungen von (2.1) sehr gut mithilfe des Satzes von Poincaré-Bendixson cha-
rakterisieren kann. In hheren Dimensionen ist eine derart einfache Charakterisierung nicht
mehr moglich, insbesondere kann dann bei dynamischen Systemen chaotisches Verhalten
auftreten. Fiir eine exakte Formulierung des Satzes von Poincaré-Bendixson ist es von Vor-
teil, die Begriffe w- und a-Limesmenge zu definieren. w- und a-Limesmengen kann man sich
als Mengen von Haufungspunkten von Trajektorien vorstellen. Die zu den Haufungspunk-
ten gehorigen Trajektorien sind die Losungen des gegeben Differentialgleichungssystems.
Es folgt eine exakte Definition der Begriffe w- und a-Limesmenge.

Definition 2.1.9. Seiz(t) eine Losung von (2.1). Der Punkt p € R? ist ein w— Limespunkt
g.d.w eine Folge t, — +oo existiert mit x(t,) — p. Die Menge aller w— Limespunkte von
x wird als w—Limesmenge von x bezeichnet (in Zeichen: w, ). a— Limesmengen werden
analog mit Folgen t, — —oo definiert.

Mit dieser Begriffsbildung kann jetzt der Satz von Poincaré-Bendixson formuliert werden,
den wir spater auf das System (3.14) anwenden kénnen.

Satz 2.1.10. Wir betrachten eine Differentialgleichung in R?. Eine nicht-leere, kompakte
w— oder a— Limesmenge, die keinen Fizpunkt enthdlt, ist ein geschlossener Orbit.

Der Satzes von Poincaré-Bendixson ist ein grundlegendes Resultat aus der Theorie der
dynamischen Systeme. Einen Beweis findet man beispielsweise in Hirsch u. a., 2004.

Bendixson’s Kriterium trifft zudem eine Aussage dariiber, unter welcher Bedingung
man die Existenz von periodischen Losungen bei einem zweidimensionalen Differentialglei-
chungssystem ausschliefen kann.

Satz 2.1.11. Sei D C R? einfach zusammenhdngend und f aus (2.1) stetig differenzierbar.
Das System (2.1) kann nur dann eine periodische Losung in D besitzen, wenn V - f das
Vorzeichen in D wechselt oder V - f =0 in D.
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Dieses Ergebnis wird in Verhulst, 1996 gezeigt.

Zur Charakterisierung von Losungen von Differentialgleichungssystemen der Forn (2.1)
kann es hilfreich sein, ein erstes Integral von (2.1) zu finden. Eine Defintion dieses Begriffes
wird in Verhulst, 1996 angegeben.

Definition 2.1.12. Wir betrachten das System (2.1) mit z(t) € D C R? fiir alle t €
mathbbR. Die Funktion I(x) wird erstes Integral von (2.1) in D genannt, wenn

ol ol
_ ; e s 2.11
0 8$1x1 + + 8l‘nxd ( )

gilt.

Damit ist ein erstes Integral I eines Systems (2.1) konstant entlang der Losungstrajekto-
rien von (2.1). Man kann auch sagen, dass die Losungen von (2.1) auf den Niveau-Linien
von [ liegen. Der Begriff des ersten Integrals wird uns in Abschnitt 3.8.1 wieder begegnen.

2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren sind weit verbreitete numerische Verfahren zur approximativen
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen. Sie werden beispielsweise in Hairer und
Wanner, 1991, Hairer und Wanner, 1993 Deuflhard und Bornemann, 2008 Hanke-Bourgeois,
2009 oder Strehmel u. a., 2012 beschrieben. Es handelt sich hierbei um Standardverfahren,
die zu den Einschritt-Verfahren gezéhlt werden.

Die Aufgabe besteht darin fiir ein gegebenes Anfangswertproblem

i(t) = Flz,t), x(0)=z9, tel0,T] (2.12)

eine numerische Approximation zu berechnen. Dabei gilt 29 € R4 und f : R x R — R
Auf dem Intervall [0, 7] sei ein Gitter 0 =ty < t; < --- < t, = T gegeben. Die Gitterweite
wird durch 73, == tx41 — tx definiert. Bei Vorliegen eines dquidistanten Gitters kann der
Index weggelassen werden und man schreibt nur 7. Wir werden im Folgenden, soweit nicht
ausdriicklich erwéhnt, davon ausgehen, dass wir mit einem dquidistanten Gitter arbeiten.
An den entsprechenden Knoten t,...,t, sollen Approximationen z,...,z, von (2.12)
berechnet werden.

Wie weiter oben erwéhnt sind Runge-Kutta-Verfahren Einschrittverfahren, d. h. zur
Berechnung von 41 bendtigt man nur xj. Es bietet sich an, die Notation fiir den diskreten
Fluss zu verwenden: xp 1 = U7xy. Fiese Schreibweise kann wie folgt interpretiert werden:
man wendet das Runge-Kutta-Verfahren W™ mit vorgegebener Schrittweite 7 auf z; an,
um den Wert von zpy1 zu berechnen. Auflerdem wird sich die Schreibweise mit einer
Inkrementfunktion ¢ als niitzlich erweisen: V" xy = zy + 79(tk, Tk, 7).

Demgegentiber stehen die Mehrschrittverfahren. Diese verwenden nicht nur den letz-
ten Gitterpunkt zur Berechnung der Approximation. k-Schrittverfahren benutzen die
Information der letzten k Knoten.

An dieser Stelle soll definiert werden, was wir unter einem Runge-Kutta-Verfahren
verstehen.
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Abbildung 2.1: Allgemeine Form eines Butcher-Schemas

Definition 2.2.1. Man nennt einen diskreten Flussoperator der Form

Yx=x+7Y bik; (2.13)
=1

ki:f(l“FTZaijkj,t-i-CiT) (2.14)

j=1
Runge-Kutta- Verfahren der Stufe s.

Ein Runge-Kutta-Verfahren kann durch ein Butcher-Schema charakterisiert werden.
Abbildung 2.1 zeigt die allgemeine Form eines Butcher-Schemas. Dabei gilt fiir ein Ver-
fahren der Stufe s: ¢ = (¢1,...,¢5),b = (b1,...,bs) und fiir die Matrix A = (aij)f,j:r Die
Abbildungen 2.2a, 2.2b, 2.2¢, 2.2d 2.2e und 2.2f zeigen die Butcher-Schemata konkreter
Runge-Kutta-Verfahren. Dabei sind nur die Runge-Kutta-Verfahren, die zu den Abbildun-
gen 2.2b und 2.2d gehoren, also das implizite Euler-Verfahren und das Trapez-Verfahren,
implizite Runge-Kutta-Verfahren, alle anderen aufgefithrten Runge-Kutta-Verfahren sind
explizit. Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist die Matrix A immer eine untere Drei-
ecksmatrix mit Nullen in der Hauptdiagonalen. Implizite Verfahren kénnen giinstige
Stabilitatseigenschaften besitzen, die explizite Verfahren nicht haben kénnen (siehe dazu
Abschnitt 2.3). Die Berechnung der s Stufen fiihrt bei impliziten Verfahren auf ein Glei-
chungssystem. Bei expliziten Verfahren hingegen kann man die Stufen rekursiv auswerten.

Wie weiter oben gezeigt, kann man das Problem (2.12) autonomisieren. Es ist wiin-
schenswert, dass die Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens 9™ auf das nicht-autonome
Problem (2.12) dquivalent zur Anwendung auf das autonomisierte Problem (2.3) ist. Dazu
miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

S
=Y ay (215)
j=1

und .
1=> b (2.16)
=1

Wir nehmen an, dass im Folgenden diese Bedingungen immer erfiillt sind. Bedingung
(2.16) werden wir im Satz 2.2.5 weiter unten, der Aussagen tiber die Fehlerordnungen von
Runge-Kutta-Verfahren trifft, noch einmal begegnen.

An dieser Stelle wenden wir uns der Analyse des Approximationsfehlers von Runge-
Kutta-Verfahren zu.

Definition 2.2.2. Man nennt das Verfahren U™ konsistent mit Konsistenzordnung p,
wenn es fir jede kompakte Menge K C R™ eine Konstante C(K, f) und ein 7 gibt mit

l¢7a — W7x|| < C(K, )P (2.17)
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010 1]1
1 1

(a) expliziter Euler (b) impliziter Euler

010 O
171 0
11
2 2
(c) Heun-Verfahren 2. Ordnung (d) Trapez-Verfahren
0/0 0 0 O
0|0 0 O 313 0 0 0
1)1 1 1
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(e) Heun-Verfahren 3. Ordnung (f) klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Abbildung 2.2: Butcher-Schemata verschiedener Runge-Kutta-Verfahren

Explizites und implizites Euler-Verfahren besitzen die Konsistenzordnung 1, das Trapez-
Verfahren hat die Konsistenzordnung 2, das klassische Runge-Kutta-Verfahren besitzt
die Konsistenzordnung 4, die beiden Heun-Verfahren haben, wie ihr Name besagt, die
Konsistenzordnungen 2 und 3.

Wir bezeichnen mit xa eine Funktion, die auf den Knoten t,...,t, definiert ist. Dabei
gilt fiir die sogenannte Gitterfunktion za (tx) = xp. Die Werte ) erhélt man beispielsweise
durch Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens auf das Problem (2.12).

Definition 2.2.3. Der Diskretisierungsfehler wird wie folgt definiert

|2 —zalloo: = max |z(ty) — zpl] (2.18)
k=0,...,n

=U,...,

Man nennt das Verfahren W™ konvergent mit Konvergenzordnung p, wenn es C' > 0 und
T* gibt mit

|2 —zallo < COTF (2.19)
fiir alle T < 1*

Die Konstante darf vom Intervall [0, 7] und der rechten Seite f abhéngen.

Satz 2.2.4. Sei ¥ ein Runge-Kutta-Verfahren mit Inkrementfunktion . Die Inkrement-
funktion v sei Lipschitz-stetig in der Zustandsvariablen. Fiir den Konsistenzfehler gelte

a(t+7) = Wa(t) = O+ (2.20)
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entlang einer Trajektorie x € C([0,T],R?). Dann definiert fiir eine geniigend kleine Git-
terweite v eine Gitterfunktion. Die Familie der Gitterfunktionen konvergiert mit Ordnung

p gegen x(t).
Dieses Resultat, sowie dessen Beweis findet man in Deuflhard und Bornemann, 2008.
Wenn ein Runge-Kutta-Verfahren gegeben ist, méchte man wissen, welche Konvergen-

zordnung man bei Anwendung des Verfahrens erwarten kann. Dabei hilft das folgende
Ergebnis weiter. Durch die Beziehung (2.15) sind die ¢; gegeben.

Satz 2.2.5. Fin Runge-Kutta- Verfahren der Stufe s besitzt fiir alle rechten Seiten f €
cP (]Rd) die Konsistenzordnung p = 1, wenn fiir die Eintrige von b und A gilt

S

> bi=1, (2.21)

i=1
die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusdtzlich fiir die Fintrdge von b und A gilt

1

iCi = =, 2.22
;bc 5 (2.22)

die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusdatzlich fir die Eintrige von b und A gilt

S 9 1
> b} ==, (2.23a)
— 3
=1
> 1
Z biaivjcj = =, (2.23b)
e 6
2,j=1
die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusdatzlich fir die Eintrdge von b und A gilt
® 1
D bic) =, (2.24a)
, 4
=1
® 1
Z bicia@jCj = -, (2.24b)
L 8
i,7=1
ibuﬂ—i (2.24c)
2. 0i%C = 1y ee
=1
® 1
Z biaijaj kCk = —» (2.24(31)
4 e 24
1,5,k=1

Mit diesem Satz ist es jetzt moglich, die Ordnungen der in Abbildung 2.2 aufgefiihrten
Runge-Kutta-Verfahren zu bestimmen.

2.3 A-Stabilitat

Es soll die Frage beantwortet werden, ob sich asymptotische Stabilitdt vom kontinuierlichen
Problem auf die Diskretisierung iibertragt. Aus den Sétzen 2.1.7 und 2.1.8 geht hervor, dass
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Stabilitdt mit den Eigenwerten von A bzw. D f(z*) in Verbindung steht. Dies motiviert
die Betrachtung der Dahlquist’schen Testgleichung

i=\z (2.25)

Satz 2.3.1. Wir betrachten ein Runge-Kutta- Verfahren 7, also ein Verfahren der Form

Y x=x+7Y bk (2.26)
=1
k; = f(ﬂ?—i—TZaijk‘j,t-f-ciT) (227)
=1

Es existiert ein 7% > 0, sodass die Anwendung von ¥" auf (2.25) eine Vorschrift der Form
Th+1 = R(/\T)JI]c (2.28)

ergibt fir alle T < 7, wobei R(z) dargestellt werden kann als
(2.29)

mit eindeutig bestimmten teilerfremden Polynomen P und Q, fir die deg(P) < s und
deg(Q) < s gilt und die durch P(0) = 1 = Q(0) normalisiert sind. Man nennt R(z)
Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta- Verfahrens ¢7.

In Tabelle 2.1 sind die Stabilitdtsfunktionen verschiedener Runge-Kutta-Verfahren
aufgefithrt. Man kann zeigen, dass Runge-Kutta-Verfahren mit Konsistenzordnung p
Stabilititsfunktionen R(z) besitzen, die die Bedingung R(z) = exp(z) + O(2PT!) fiir z — 0
erfiillen. Daher ist es nicht iiberraschend, dass die Stabilitdtsfunktionen der expliziten
Verfahren mit den ersten Gliedern der Taylorreihenentwicklung der Exponentialfunktion
iibereinstimmen..

Wenn in Gleichung (2.25) die Bedingung Re(\) < 0 erfiillt ist, konvergiert das zugehorige
Anfangswertproblem fiir ¢ — oo gegen 0. Damit ist 0 ein asymptotisch stablier Fixpunkt.
Man mochte, dass numerische Loser dieses Verhalten wiedergeben. Der folgende Satz
charakterisiert, bei welchen Verfahren man sicher sein kann, dass sich die Eigenschaft,
gegen 0 zu konvergieren, von der kontinuierlichen Losung auf die numerische Approximation
iibertragt. Mit C_ bezeichnen wir die linke Halbebene der komplexen Zahlenebene.

Satz 2.3.2. Sei R(z) die Stabilititsfunktion des Runge-Kutta- Verfahrens WT. Wir betrach-
ten die folgende Bedingung an das Verfahren W7

C_cS={zeC|R(z)| <1} (2.30)

Die Bedingung (2.30) ist dquivalent zu der Aussage, dass aus der Stabilitat von & = \x
die Stabilitat von xp1 = VT xy fir alle A € C folgt.

Die Bedingung (2.30) spielt eine wichtige Rolle, bei der numerischen Lésung von Diffe-
rentialgleichungen. Sie liefert die Motivation fiir folgende Begriffsbildung.
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Verfahren Stabilitatsfunktion
explizites Euler-Verfahren R(z)=1+=%

implizites Euler-Verfahren R(z) = &

Heun2, Runge-Kutta2 R(z)=14+2+%
Mittelpunktregel R(z) = iéz

Heun3 R(z)zl%—z—i—%—l—%
klassisches Runge-Kutta-Verfahren | R(z) =1+ z + % + % + %

Tabelle 2.1: Stabilitdtsfunktionen verschiedener Runge-Kutta-Verfahren

Definition 2.3.3. Sei R(z) die Stabilitatsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens W™. Die
Menge
S ={zeCl||R(z)| < 1} (2.31)

heif$t Stabilititsgebiet von V™. W™ heifst A-stabil, wenn C_ C S gilt.

Wenn ein Verfahren A-stabil ist, wird die Stabilitdt von der Dahlquist’schen Testglei-
chung, einem kontinuierlichen Problem, auf das entsprechende Verfahren vererbt. Da
Stabilitatsfunktionen von expliziten Runge-Kutta-Verfahren polynomiell sind, kénnen
explizite Runge-Kutta-Verfahren nicht A-stabil sein. Wenn ein Runge-Kutta-Verfahren
A-stabil ist, muss es also implizit sein. Es wurden bisher zwei implizite Runge-Kutta-
Verfahren erwahnt, das implizite Euler Verfahren und das Trapez-Verfahren. Beide sind
A-stabil, da das Stabilitatsgebiet C_ beinhaltet. Dies wird in Abbildung 2.3 verdeutlicht.

Natiirlich m6chte man kompliziertere Probleme als die Dahlquist’sche Testgleichung
numerisch 16sen. Der folgende Satz besagt, dass A-stabile Verfahren ihr gutartiges Verhalten
bei asymptotisch stabilen Fixpunkten behalten.

Satz 2.3.4. Sei x* ein asymptotisch stabiler Fizpunkt des Systems & = f(x), wobei f zwei
mal stetig differenzierbar sein soll. Sei W™ ein A-stabiles Runge-Kutta- Verfahren. Dann ist
x* ein asymptotisch stabiler Fixpunkt von W™,

Einen Beweis findet man beispielsweise in Deuflhard und Bornemann, 2008. Manchmal
umfasst das Stabilitédtsgebiet eines Runge-Kutta-Verfahren W7 nicht die gesamte linke kom-
plexe Halbebene, aber dennoch grofie Teile von C_. Um solche Verfahren charakterisieren
zu kénnen, geben wir noch die folgende Definition an.

Definition 2.3.5. Fin Runge-Kutta- Verfahren heifit A(a)-stabil, wenn
Cla): ={z=re®:r>0,r—®| <a}C s (2.32)

Abbildung 2.4 veranschaulicht, was man unter A(«)-Stabilitdt versteht. Dabei ist es
wiinschenswert, dass bei einem numerischen Verfahren der Winkel o méglichst grof ist.

2.4 Der Begriff der Steifheit

De Begriff der Steifheit einer Differentialgleichung wird beispielsweise in Strehmel u. a.,
2012 diskutiert. Es ist schwierig, eine genaue Defintion dieses Begriffes anzugeben. Man

12



2.4 DER BEGRIFF DER STEIFHEIT

Explizites Euler-Verfahren Implizites Euler-Verfahren
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Abbildung 2.3: Stabilitdtsgebiete verschiedener Runge-Kutta-Verfahren
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KAPITEL 2 MATHEMATISCHE METHODEN ZUR UNTERSUCHUNG GEWOHNLICHER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

»Im 2

Abbildung 2.4: Veranschaulichung A («)-Stabilitdt. Wenn die grau eingefarbte Menge in
der linken Halbebene Teilmenge des Stabilitdtsgebiets eines Runge-Kutta-Verfahrens ist,
nennt man dieses Runge-Kutta-Verfahren A(«)-stabil.

nennt ein Problem steif, wenn es nicht effizient mit expliziten Verfahren gelost werden
kann.

Zur Nlustration betrachten wir noch einmal die Dahlquist’sche Testgleichung. Bei der
Verwendung von expliziten Runge-Kutta-Verfahren, von denen einige in Abschnitt 2.2 zu
finden sind, sollte der Faktor A7 fiir A < 0 im Stabilitdtsgebiet des Runge-Kutta-Verfahrens
liegen. Wenn man mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren arbeitet und || > 0 gilt,
bedeutet diese Forderung eine starke Reduzierung der Schrittweite 7. Dies macht das
explizite Verfahren ineffizient.

Ein anderes, prominentes Beispiel, das zur Untersuchung von numerischen Verfahren und
deren Losungsverhalten bei steifen Problemen verwendet wird, ist die Prothero-Robinson-
Gleichung. Sie ist gegeben durch

=Xz —g(t))+ g(t). (2.33)
Die Losung hat die allgemeine Form
z(t) = cexp(At) + g(t). (2.34)

Je nachdem wie man A wahlt, ist das Problem (2.33) steif oder nicht-steif. Wir betrachten
den Fall g(t) = cos(t) mit dem Startwert zp = 0 auf dem Integrationsintervall [0, 1].
Abbildung 2.5 zeigt numerische Losungen von (2.33) mit dem expliziten und dem im-
pliziten Fuler-Verfahren. Das implizite Euler-Verfahren liefert als A-stabiles Verfahren
stabile Losungen. Das explizite Euler-Verfahren hingegen liefert nur fiir sehr reduzierte
Schrittweiten zufriedenstellende Losungen. Dies wird auch in Tabelle 2.2 veranschaulicht.
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2.4 DER BEGRIFF DER STEIFHEIT

A=—-1 A= —100 A = —1000
N explizit implizit explizit implizit explizit implizit
10 | 46-10724.2-1072 | >1.0-10° | 29-107* | > 1.0-10° | 2.8-107°
100 | 4.4-1073 | 44-1073 | 2.7-107® | 2.7-107° | > 1.0-10° | 2.7-1076
1000 | 4.4-107* | 44-107*| 2.7-1076 | 27-1076 | 27-1077 | 2.7-1077

Tabelle 2.2: Prothero-Robinson Gleichung mit explizitem und implizitem Loser. Gezeigt
wird der Fehler am Gitterpunkt z,, = 1 bei Verwendung des expliziten und impliziten
Euler-Verfahrens. Es wird mit einer Gitterweite von 7 = +

gerechnet.

Je groBer |A| ist, umso steifer ist das Problem und umso stérker muss die Schrittweite bei

% auf dem Intervall [0,1]

expliziten Verfahren reduziert werden, um gute Approximationen zu erhalten.
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KAPITEL 2 MATHEMATISCHE METHODEN ZUR UNTERSUCHUNG GEWOHNLICHER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

expliziter Euler
- impliziter Euler

—— exakt
2.0 A
1.5
1.0 1
s [ \
0.0 A

—0.5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
_ 1
(@) =45
expliziter Euler

- impliziter Euler

—— exakt
1.0 1
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0.6 1
0.4 A
0.2 A
0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b) 7= ik

Abbildung 2.5: Numerische Losungen der Prothero-Robinson Gleichung mit dem explizi-
ten und dem impliziten Euler-Verfahren zu verschiedenen Schrittweiten 7. Der Parameter
A wurde als A = —100 gewahlt.
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Kapitel 3

Untersuchungen zu Modellen von warmen
Wolken

”... Steht Wolke hoch, zum herrlichsten
geballt,... ”

J. W. Goethe, in "Howards Ehrengedéchtnis”

Die Ergebnisse aus diesem Kapitel wurden in Rosemeier u.a. (2018) veroffentlicht. Es
existiert eine Vielzahl von verschiedenen Wolkenmodellen, insbesondere auch fiir warme
Wolken. Unter warmen Wolken verstehen wir Wolken in denen Wasser nur in fliissiger
und nicht in fester Form vorkommt. In Kapitel 5 wird ein Wolkenschema fir Eiswolken
hergeleitet. In diesem Kapitel werden nur warme Wolken behandelt. Man verwendet
bei unterschiedlichen Wettervorhersagemodellen nicht durchgehend das gleiche Modell
fiir warme Wolken, deshalb stellt sich die Frage, inwieweit diese Modelle vergleichbare
Ergebnisse liefern. Wir konstruieren in diesem Kapitel einen idealisierten Fall hinsichtlich
der Umgebungsbedingungen, der dennoch eine gewisse physikalische Relevanz besitzt und
testen die Vergleichbarkeit der Modelle mithilfe der Theorie der dynamischen Systeme
und der asymptotischen Storungsrechnung. Wir fithren also einen Konsistenztest der
verschiedenen Modelle unter ganz bestimmten Umgebungsbedingungen durch.

Bei der verwendeten Notation orientieren wir uns an Rosemeier u. a., 2018, in dem ein
Grofiteil des in diesem Kapitel gezeigten Inhalts zu finden ist.

Es werden im Folgenden Wolkenmodelle der Form

dge

L C-A - A 3.1
g” 1 2 (3.1a)
dgr

i Ay +Ay— E+ B —D. (3.1b)

untersucht. Dies ist eine allgemeine Form eines Ein-Momenten-Schemas fiir warme Wolken.
Die Groflen g. und g, sind die Massenkonzentrationen von Wolkentrépfchen und Regentrop-
fen. Auflerdem werden in diesem Modell die mikrophysikalischen Prozesse Kondensation
(C), Autokonversion (A1), Akkreszenz (Ag), Evaporation (E), Sedimentation aus dem
betrachteten Luftpaket (D), sowie Regen, der von oben in das Luftpaket hinein fillt,
(B) berticksichtigt. Sowohl die Definition der Massenkonzentrationen, als auch die mikro-
physikalischen Wolkenprozesse werden in den néchsten Abschnitten ausfiihrlich erklart.
An dieser Stelle erwdhnen wir nur, dass diese Prozesse in Abhéngigkeit von ¢. und g,
formuliert werden. Auflerdem wird im Verlauf dieses Kapitels darauf eingegangen, warum
die Terme B und D getrennt auftreten, obwohl beide mit dem Sedimentationsprozess in



KAPITEL 3 UNTERSUCHUNGEN ZU MODELLEN VON WARMEN WOLKEN

Fy= %W[)a7‘3g A Fr = 6mnrv

l Fo = *%7&'[)7‘39

Abbildung 3.1: Modell eines fallenden Wassertropfens, einschliefflich der Reibungs- (Fr),
Auftriebs- (F4) und Gravitationskraft (F), die an diesem Tropfen wirken.

N

Wolkentropfchen

Regentropfen

A 4

~ 40 pm r

Abbildung 3.2: Groflenspektrum der Tropfen. Die Funktion f(r) gibt die Anzahl der
Tropfen mit Radius r an.

Verbindung stehen. Ferner werden iibliche Parameterisierungen der Wolkenprozesse gezeigt.
Es sind eben diese Parameterisierungen, durch die sich Wolkenmodelle unterscheiden.

3.1 Massenkonzentrationen

Wie bereits erwédhnt, werden in diesem Kapitel warme Wolken behandelt. Dementsprechend
treten als Hydrometeore nur Wolkentropfchen und Regentropfen auf. Die Unterscheidung
zwischen Wolkentropfchen und Regentropfen ist kiinstlich und geht auf E. Kessler zuriick
(siehe Kessler, 1969, Kessler, 1995 ). Dahinter steckt folgende Annahme: Bei groien Tropfen
setzt sich der Einfluss der Erdanziehungskraft durch und sie fallen nach unten. In diesem Fall
spricht man von Regentropfen. Kleine Tropfen verbleiben in der Wolke. Diese Tropfen nennt
man Wolkentropfchen. Wenn man annimmt, dass die Tropfen eine kugelférmige Geometrie
besitzen, liegt der kritische Radius zur Unterscheidung der beiden Hydrometeore bei etwa
40 pm, siehe beispielsweise Beheng, 2010. Die charakteristische Gréfle von Wolkentrépfchen
betriagt ca. 10 um. Bei Regentropfen nimmt sie ungefahr einen Wert von 1 mm an (siehe
Wang, 2013). Wenn man das Groflenspektrum der Wolkentropfchen betrachtet, findet man
ein Minimum zwischen zwei Peaks, das bei ungefdhr 40 pm liegt und die Trennung zwischen
Wolken- und Regentropfen kennzeichnet. Dies wird in Abbildung 3.2 veranschaulicht.
Die Annahme, dass kleine Tropfchen in der Wolke verbleiben, wiahrend grofie Tropfen
aufgrund der Gravitation aus der Wolke herausfallen wird plausibel, wenn man das
Stokes’sche Gesetz betrachtet. Es liegt eine Kugel vor, die von Luft umgeben ist. Sie hat
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3.2 MIKROPHYSIKALISCHE WOLKENPROZESSE

ein Anfangsgeschwindigkeit von v = 0 und wird fallen gelassen. Die Kugel wird durch
Gravitation nach unten beschleunigt. Die Beschleunigung nimmt mit der Zeit ab. Grund
dafiir ist, dass mit der Geschwindigkeit auch die Reibungskraft zunimmt. Wir nehmen an,
dass sich die Kugel nach geniigend langer Zeit nur noch mit konstanter Geschwindigkeit
fortbewegt, und damit nicht mehr beschleunigt wird. In diesem Fall miissen sich die auf
die Kugel wirkenden Kréifte Gravitationkraft Fg, Auftriebskraft F4 und Reibungskraft
Fr aufheben. Es gilt also

0=Fg+ Fyq+ Fgr (3.2)

Das Stokes’sche Gesetz besagt
Fr = 6mnro. (3.3)

Dabei ist r der Kugelradius und n die dynamische Viskositéit. Das Stokes’sche Gesetz
ist bei geringen Fallgeschwindigkeiten giiltig. Die Strémung der Luft ist dann laminar.!
Auflerdem gilt
4
Fg+ Fy= gw(p — pa)rg. (3.4)
Man kann die Beziehungen (3.3) und (3.4) in Gleichung (3.2) einsetzen und nach v
umstellen. Dadurch gelangt man schliellich zu

v= oo (p = pa)r? (3.5)

(siehe Pruppacher und Klett, 2004). Die Fallgeschwindigkeit hangt damit quadratisch vom
Tropfenradius ab. Sehr kleine Tropfen fallen damit sehr langsam. Grofle Tropfen fallen
schnell und verlassen somit auch schnell das betrachtete Luftpaket. Diese Beobachtung
macht die Annahme aus Kessler, 1969 und Kessler, 1995, dass kleine Tropfchen in der Wolke
verbleiben und grofie Tropfen als Regen herausfallen, plausibel. Eine Veranschaulichung
der auf den Tropfen wirkenden Kréfte findet man in Abbildung 3.1.

Nachdem geklért ist, warum man zwischen Wolken- und Regentropfen unterscheidet,
werden an dieser Stelle die Massenkonzentrationen der beiden Hydrometeore definiert:

Masse von Hydrometeor x

G z € {ce,r} (3.6)

~ Masse von trockener Luft

Dabei steht ¢ fiir Wolkentrépfchen und r fiir Regentropfen,

3.2 Mikrophysikalische Wolkenprozesse

Wir miissen jetzt die mikrophysikalischen Wolkenprozesse aus Gleichung (3.1) modellieren.
Dabei wird die Ubersittigung gegeniiber Fliissigwasser als

Pv
Dsat

S =

1 (3.7)

definiert, wobei p, den Partialdruck von Wasserdampf und pg, den Sattigungsdampfdruck
iiber Wasser bezeichnet.

! Fiir Tropfen mit geringer GréBe und einer Fallgeschwindigkeit von einigen Zentimetern pro Sekunde erhélt
man eine Reynolds-Zahl von = 0.1. In diesem Fall stimmt die Annahme, dass die Stromung laminar ist.
Fiir groBere Tropfen und Fallgeschwindigkeiten kann die Reynolds-Zahl auch eine Gréenordnung von
1000 annehmen. Man findet diese Abschéitzungen in Wang, 2013.
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KAPITEL 3 UNTERSUCHUNGEN ZU MODELLEN VON WARMEN WOLKEN

3.2.1 Kondensation

Wir beschranken uns hier auf eine kurze Beschreibung der Parameterisierung des Konden-
sationsprozesses. Eine Herleitung des Kondensationsprozesses in warmen Wolken findet
man in Anhang A.1.

Kondensation bezeichnet den Wachstumsprozess von Wolkentrépfchen durch Diffusion
von Wasserdampf. Die Kondensationrate wird durch einen Term der Form

C :=cSq. (3.8)

modelliert. Dabei muss ¢ geeignet gewahlt werden. Eine solche Parameterisierung der
Kondensationsrate wurde bereits in Wacker (1992), sowie dadurch motiviert in Rosemeier
u.a. (2018) verwendet. Eine dhnliche lineare Beziehung wird in Klein und Majda (2006)
benutzt.

In den operationellen Modellen vermeidet man die Verwendung einer expliziten Parame-
terisierung der Kondensation, da Kondensation ein Prozess ist, der sehr schnell ablauft.
Eine explizite Parameterisierung hétte eine starke Schrittweitenreduzierung zur Folge, was
sich wiederum negativ auf den Rechenaufwand der Wettervorhersagemodelle auswirken
wiirde.

In der vorliegenden Analyse wird der Term (3.8) benutzt, um Techniken zur Realisierung
der Sittigungsadjustierung?, die in operationellen Wettervorhersagemodellen angewendet
werden, zu ersetzen. Damit erreichen wir, dass ein Wolkenschema als geschlossenes Differen-
tialgleichungssystem dargestellt werden kann. Die vorliegende Analyse behandelt den Fall
von Ubersittigung. Ubersittigung in Wolken kann durch permanentes Kiihlen, also bei-
spielsweise durch vertikalen Auftrieb, erreicht werden, wobei das Diffusionswachstum nicht
instantan den Wasserdampfiiberschuss ausgleicht. Geringe Auftriebsgeschwindigkeiten, die
zum Beispiel entlang von Warmfronten auftreten, kénnen kleine Ubersittigungen erzeugen.
Hohere Uberséttigungen treten hingegen bei gréfieren Auftriebsgeschwindigkeiten auf, die
unter anderem bei Warm Conveyor Belts oder konvektiven Systemen zu beobachten sind.
Die Ubersittigung kann {iber einen bestimmen Zeitraum beinahe konstant bleiben, was
durch Korolev und Mazin (2003) oder Boxmodellsimulationen (personliche Mitteilung, K.
Diehl, April 2019) bestétigt wurde. Allerdings héngt die Zeitskala, wie lange die fastkon-
stante Ubersittigung aufrechterhalten werden kann, stark von der Auftriebsgeschwindigkeit
ab. Dennoch rechtfertigt dies, dass fiir die vorliegende Analyse konstante Ubersittigungen
angenommen werden.

3.2.2 Evaporation

Mit Evaporation bezeichnen wir in dieser Arbeit die Wechselwirkung zwischen Regen-
tropfen und Wasserdampf. Das beinhaltet sowohl das Anwachsen von Regentropfen im
ibersattigten Fall, als auch deren Verkleinerung bei Unterséttigung. Fiir den Prozess der
Evaporation findet man in den operationellen Modellen, anders als bei der Kondensation,
explizite Parameterisierungen. Diese besitzen die folgende allgemeine Gestalt

?Bei einer Sattigungsadjustierung werden Ubersittigungen nicht aufgelost. Bei Auftreten einer Ubersit-
tigung wird der iiberschiissige Wasserdampf sofort in Wasser umgewandelt. Dies geschieht in jedem
Zeitschritt.
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3.2 MIKROPHYSIKALISCHE WOLKENPROZESSE

E: = (e +e2q??)S. (3.9)

Dabei sind e; und es Vorfaktoren, die von den Umgebungsbedingungen abhéngen
diirfen und 0; und Jy sind konstante Exponenten. Bei Betrachtung der Gleichung (3.9)
fallt auf, dass der Evaporationsprozess als Summe zweier Terme formuliert wurde. Man
versucht damit den Einfluss von Ventilation zu beriicksichtigen. Bei der Beschreibung von
Diffusionswachstum nimmt man {iblicherweise eine ruhende Umgebung um den Tropfen
an. Diese Annahme wird abgeschwicht, indem man einen Ventilationskoeffizienten der
Form f, = ay, + by(Nsc, Nre) einfiihrt. Man modelliert die Stromung um einen fallenden
Tropfen. Da der Ventilationskoeffizient an die Wachstumsgleichung multipliziert wird,
erhélt man eine Summe, bestehend aus zwei Summanden. Néaheres dazu findet man in
Seifert und Beheng, 2006, Pruppacher und Klett, 2004 und Pruppacher und Rasmussen,
1979. Auflerdem wird in Kapitel 5 Ventilation in Eiswolken behandelt.

3.2.3 Kollisionsprozesse

Zu den Kollisionsprozessen zédhlen sowohl Autokonversion als auch Akkreszenz. Eine
Veranschaulichung der beiden Prozesse findet man in den Abbildungen 3.3b und 3.3a.

Der Prozess der Autokonversion hingt lediglich von den Wolkentrépfchen ab. Dieser
Prozess kann folgendermafien beschrieben werden: Zwei Wolkentropfchen kollidieren und
formen dabei einen grofleren Tropfen. Dieser groflere Tropfen ist dann bereits so grof3,
dass auf ihn wirkende Gravitationskréfte nicht vernachléssigbar sind und er als Regen-
tropfen betrachtet werden muss. In den betrachteten Ein-Momenten-Schemata wird die
Autokonversion durch Terme der Form

A = a1q] (3.10)

parameterisiert. Der Exponent  ist wieder konstant, der Vorfaktor a; darf von den
Umgebungsbedingungen abhéngen. Die Autokonversion ist ein wichtiger Prozess, um
Regenbildung zu initiieren. Wenn noch keine Regentropfen vorhanden sind, kénnen sich
diese durch Autokonversion aus Wolkentrépfchen bilden.

Hingegen beschreibt der Prozess der Akkreszenz das Einfangen von Wolkentrépfchen
durch Regentropfen. Da beide Hydrometeore an diesem Prozess beteiligt sind, schlagt sich
dies auch in den Parameterisierungen nieder, die die allgemeine Form

Ag: = agqPqlr (3.11)

besitzen. Der Vorfaktor as ist im Allgemeinen von den Umgebungsbedingungen abhéngig,
Be und B, werden iiblicherweise als konstant angesetzt.

3.2.4 Sedimentation

In diesem Abschnitt wird die Modellierung der Sedimentation erldutert. Der Regenrate D,
die den Regen, der aus dem betrachteten Luftpaket herausfillt, beschreibt, wird durch

D: =dqg, (3.12)
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B
Wolkentropfchen Wolkentropfchen
/ . Luftpaket
‘ Regentropfen Regentropfen
Regentropf@n VVOlkentrépfchen dgsr
(a) Akkreszenz (b) Autokonversion

(c) Sedimentation

Abbildung 3.3: Veranschaulichung mikrophysikalischer Wolkenprozesse in warmen Wol-
ken

beschrieben, wobei der Vorfaktor d wieder von den Umgebungsbedingungen abhingen
darf und der Exponent ( als konstant angenommen wird. Der Koeffizient d ist durch

v

d= - (3.13)
gegeben. Dabei ist v¢¢~! die modellabhiingig parameterisierte Fallgeschwindigkeit der Re-
gentropfen und h die Hohe des betrachteten Luftpakets, welche in den hier durchgefithrten
Berechnungen zur Analyse von warmen Wolken 1000 m betragt.

AuBerdem fihren wir den Term B ein, der als konstant angenommen werden soll. Er
beschreibt den Regen, der von oben in das betrachtete Luftpaket hineinfillt. Es gilt
B # 0, wenn iiber dem betrachteten Kontrollvolumen Luftpakete liegen, aus denen Regen
sedimentiert. Eine Veranschaulichung, wie der Sedimentationsprozess modelliert wird, ist
in der Abbildung 3.3c zu finden.

Es soll an dieser Stelle noch einmal betont werden, dass D und B separat auftauchen.
Wir schreiben B vor, was letztendlich eine ad-hoc Annahme ist. Diese ist jedoch notwendig,
da wir ein zeitabhidngiges System gewohnlicher Differentialgleichungen betrachten wollen
und B den Einfluss von hoher liegenden Luftpaketen beschreibt. Wenn man also B
durch dynamische Variablen beschreiben wollte, miisste man benachbarte Luftpakete
miteinander koppeln. Man bekédme damit letztendlich eine partielle Differentialgleichung
mit hyperbolischen Termen. Wir wollen aber an dieser Stelle nur die lokale Evolution des
Systems untersuchen, deshalb wird B, also der Einfluss hoher liegender Luftpakete, als
externes Forcing betrachtet. Der Term D hingegen hdngt nur von den lokalen Bedingungen
im betrachteten Kontrollvolumen ab. Darin liegt letztendlich auch der Grund, warum B
und D im Wolkenschema (3.1) getrennt auftreten.

3.3 Generisches Wolkenmodell

Man kann nun (3.8), (3.9),(3.11), (3.10) und (3.12) in das Gleichungssystem (3.1) einsetzen.
Als Resultat erhélt man ein generisches Modell fiir warme Wolken, das wie folgt angegeben
werden kann:

dqge

G = OOt~ mal - azql q)", (3.14a)
d
dqt’" = aiq] +asq g} + (erg? +exql?)S + B — dgt. (3.14D)
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Abbildung 3.4: Veranschaulichung der Wechselwirkung zwischen Wolkentrépfchen und
Regentropfen durch die mikrophysikalischen Wolkenprozesse

Alle in der Folge untersuchten Schemata fiir warme Wolken besitzen diese Form, einschlief3-
lich derer, die in den operationellen Modellen COSMO und IFS eingebaut sind, mit der
Einschrankung, dass die Sattigungsadjustierung, die in den operationellen Modellen verwen-
det wird, durch eine explizite Parameterisierung der Kondensation ersetzt wurde. An dieser
Stelle wird noch einmal zusammenfassend bemerkt, dass die Vorfaktoren ¢, a1, as, e, e
und d von den Umgebungsbedingungen abhéngen diirfen, hingegen werden die Exponenten
v, Be, Br, 01,02 und (, sowie die Regenrate B als konstant angenommen. In Abbildung 3.4
wird die Wechselwirkung der Hydrometeore durch der mikrophysikalischen Prozesse, die
in dem zu untersuchenden Wolkenschemata modelliert werden, veranschaulicht.

In Wacker, 1992 wird darauf hingewiesen, dass man bei der Modellierung chemischer
Reaktionen zu dhnlichen Differentialgleichungssystemen wie bei der Modellierung warmer
Wolken gelangt. Aulerdem wird in Wacker, 1995 eine Analogie zu den hier formulierten Pa-
rameterisierungen und Réuber-Beute-Systemen, die aus der Populationsdynamik bekannt
sind (siehe beispielsweise Murray, 2002), angesprochen.

3.4 Entdimensionalisierung

Zur mathematischen Analyse der Gleichungen (3.14) bietet sich eine Entdimensionalisie-
rung des Systems an. In allgemeinen Féllen kann damit sichergestellt werden, dass alle
betrachteten Variablen auf einen Wert um eins normalisiert werden. In diesem Abschnitt
wird die Entdimensionalisierung verwendet, um die Mischungsverhéltnisse ¢. und ¢, auf
einen Wert um eins zu skalieren. Aulerdem ermoéglicht eine Entdimensionalisierung der
Gleichungen (3.14) die Identifizierung der mikrophysikalischen Prozesse, die die Dynamik
des Systems antreiben.

Zur Entdimensionalisierung des generischen Wolkenmodells (3.14) wird der Referenzwert
tref = 1s flir die Zeit und g = 10~4 kg kg*1 flir die beiden Mischungsverhéltnisse
verwendet. Fiir den Rest dieses Abschnitts werden Groflen mit / gekennzeichnet, wenn sie
unskaliert sind. Wenn also ¥’ eine unskalierte Grofie bezeichnet, so wird die zugehorige
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skalierte oder auch entdimensionalisiert Gréfle durch W = % definiert. Die einzigen
Ausnahmen stellen die Referenzgrofien t,of und ¢t dar. Durch Anwendung der Kettenregel
gelangt man zu der Beziehung d(ﬁc = % (7‘12(;2;“)) = %%
von Wolkentrépfchen. Analog kann man eine Gleichung fiir das Mischungsverhéltnis von
Regentropfen ¢, herleiten. Letztendlich erhdlt man das gleiche System wie (3.14), aber

mit verdnderten, entdimensionalisierten Vorfaktoren

(t') fiir das Mischungsverhéltnis

o / o -1 _ Be+Br—1 1
C = trefC, a1 = trety @1, G2 = brefog as, (3.15)

01—1 1 S2—1 1 —1 y
€1 = trefqréf €1, €2= trefqrezf €2, d= trefoef d

und B = =£ B’. Diese Normalisierung fithrt zu Variablen q., ¢, die Werte der GrofSen-

re

ordnung O(1) annehmen.

3.5 Die speziellen Wolkenmodelle

Wie bereits in Abschnitt 3.3 erwédhnt, ergibt eine Wahl der Parameter des Systems
(3.14), also der Vorfaktoren und Exponenten, ein spezielles Wolkenschema. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit den Wolkenschemata, die in den operationellen Modellen von
COSMO und IFS verwendet werden bzw. wurden und dem Schema aus Wacker (1992). Die
Exponenten und Vorfaktoren fiir die Schemata aus COSMO und IFS findet man in Doms
u.a., 2011 und ECMWEF, 2017. Die entdimensionalisierten Werte der Exponenten und
konstanten Vorfaktoren sind in Tabelle 3.4 aufgelistet. Aulerdem zeigen die Abbildungen
3.5, 3.6 und 3.7 die Vorfaktoren, die von den Umgebungsbedingungen abhingen. Tabelle 3.1
fasst zusammen, welche Vorfaktoren bei den drei betrachteten Wolkenschemata konstant
oder von den Umgebungsbedingungen abhéngig sind.

Die Schemata aus COSMO und IFS, sowie das Modell aus Wacker (1992) sind Spezialfal-
le des generischen Modells (3.14). Es wird an dieser Stelle betont, dass in der vorliegenden
Analyse fiir alle Wolkenschemata der gleiche Kondensationsterm C' verwendet wird. In
operationellen Modellen wird gegenwértig Kondensation nicht explizit parameterisiert, son-
dern man bedient sich einer Séttigungsadjustierung. Bei der Sattigungsadjustierung werden
Uberséttigungen nicht aufgeldst, sondern man geht davon aus, dass sich das Luftpaket in
gesittigtem Zustand befindet und der berschiissige Wasserdampf den Wolkentropfchen
zugeschlagen wird. Durch Anwendung von Erhaltungsgleichungen schliefit man darauf, wie
Phasenumwandlungsprozesse das System beeinflussen. Im Verlauf des Kapitels werden die
Zeitskalen der Kondensation in Abhingigkeit von der Ubersittigung untersucht. Dabei
zeigt sich, dass bei hohen Ubersittigungen die Kondensation sehr schnell abliuft. Wenn
man solche Ubersittigungen auflésen mochte, muss man dementsprechend den Zeitschritt
in den numerischen Berechnungen verringern. Um gréfiere Zeitschritte wéhlen zu kénnen,
vermeidet man bei den operationellen Modellen die Auflésung von Ubersittigungen. In dem
Modell aus Wacker (1992), welches ein Modell ist, das zu Forschungszwecken entwickelt
wurde, wahlt man zur Parameterisierung des Kondensationsprozesses einen &hnlichen
Ansatz wie den Unseren. Allerdings ist bei diesem Modell der Vorfaktor ¢ konstant und
hingt nicht von den Umgebungsbedingungen ab. 3 Auerdem findet man in Porz u. a.,
2018 ein Forschungsmodell, dass eine Sattigungsadjustierung vermeidet.

3In Wacker (1992) gilt ¢ = 0.445.
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Abbildung 3.5: Entdimensionalisierte Kondensationsrate ¢ als Funktion in Abhingigkeit
von Temperatur fiir verschieden Werte des Druckes p.

Schema Variabel Konstant
Wacker c ai, az, e1, ez, d
Cosmo | ¢, ag, e1, €2, d al

IFS C, €1, €2 ai, as, d

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der konstanten und variabele Koeffizienten der drei
Wolkenschemata. Ein Koeffizient wird als variabel bezeichnet, wenn er von den Umge-
bungsbedingungen Druck oder Temperatur abhangt.

Abbildung 3.5 veranschaulicht die Abhéngigkeit der von uns konsistent fiir alle un-
tersuchten Wolkenschemata verwendeten Kondensationrate ¢ von Umgebungsdruck und
-temperatur. Anmerkungen zur Herleitung von ¢ findet man in Anhang A.1. Es sticht die
starke Abhéngigkeit der Kondensationsrate von der Temperatur ins Auge. Diese Beob-
achtung regt die Betrachtung verschiedener Regime an (siehe Abschnitt 3.8). Abgesehen
von der Kondensationsrate liegt nur eine schwache Abhéngigkeit der Vorfaktoren von
den Umgebungsbedingungen vor (siehe dazu die Abbildungen 3.6 und 3.7). Aulerdem sei
angemerkt, dass das Wackerschema den Verdunstungsprozess nicht beriicksichtigt. Aus
mathematischer Sicht liegt damit also insbesondere die Parameterwahl e; = 0 = es vor.

3.6 Numerische Losungen der speziellen Wolkenmodelle

Die speziellen Wolkenmodelle sind zweidimensionale Systeme nicht-linearer gewoéhnliche
Differentialgleichungen. In der Regel ist es schwierig, in einem solchen Fall explizite
Losungen anzugeben. Um einen ersten Eindruck iiber das Verhalten der Losungstrajektorien
zu gewinnen, kann man numerische Approximationen berechnen. In Abschnitt 2.2 wurden
zu diesem Zweck Runge-Kutta-Verfahren eingefiihrt. Die Abbildungen 3.8a, 3.8¢ und 3.8e
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Abbildung 3.6: Die entdimensionalisierten Vorfaktoren ao, e1, ea, d des COSMO-
Schemas als Funktion in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir verschiedene Werte des
Drucks.
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Abbildung 3.7: Die entdimensionalisierten Vorfaktoren e;, es des IFS-Schemas als Funk-
tion in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir verschiedene Werte des Drucks.
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zeigen numerische Lésungen der Wacker-, COSMO- und ITFS-Modelle im Phasenraum.
Es wurde das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung verwendet. Die numerischen
Approximationen legen die Vermutung nahe, dass die Trajektorien gegen asymptotisch
stabile Fixpunkte konvergieren. Dies wird in Abschnitt 3.7 durch analytische Uberlegungen
bestétigt.

Wir gehen davon aus, dass eine Differentialgleichung mit einer gentigend glatten rechten
Seite vorliegt und die Linearisierung der Differentialgleichung um einen Punkt x eine gute
Approximation des Ausgangssystems liefert. In Kapitel 2 haben wir gesehen, dass zur
Gewéhrleistung der Stabilitdt der numerischen Lésungen von linearen Problemen, die
Schrittweite so klein gewéhlt werden sollte, dass 7A; € S gilt fir alle A\; mit Re()\;) < 0.
Dabei bezeichnen 7 die Schrittweite, \; die Eigenwerte der Jacobi-Matrix und S das
Stabilitdtsgebiet des Losers. Diese Idee wenden wir auch fiir die nicht-linearen Systeme
an. 4 Dabei werden zwar die nicht-linearen Anteile der rechten Seite vernachlissigt, aber
man stellt sicher, dass die linearen Anteile stabil behandelt werden. Wir beziehen uns hier
auf die Uberlegungen aus Abschnitt 2.3. Um die Ddmpfung der steifen Komponenten zu
garantieren, hitte man auch A-stabile Verfahren verwenden kénnen.

Ein Blick auf die Abbildungen 3.8b, 3.8d und 3.8f zeigt, dass wir es mit einem Problem zu
tun haben, bei den Eigenwerte \; mit Re()\;) < 0 existieren. Die Abbildungen 3.9a, 3.9b und
3.9c veranschaulichen jedoch, dass die Eigenwerte nahe bei null liegen. Die letztgenannten
Abbildungen zeigen die Mengen, die aus den Eigenwerten der Jacobi-Matrizen bestehen,
wobei die Jacobi-Matrizen an den Punkten der numerischen Losungen ausgewertet wurden.
Es stellt sich heraus, dass man die drei Wolkenmodelle mit geringem Aufwand mit einem
expliziten Verfahren, bei dem auf eine angemessene Schrittweitenreduzierung geachtet
wurde, stabil 16sen kann.

3.7 Qualitative Analyse

Da die hier behandelten Wolkenschemata Systeme gewo6hnlicher Differentialgleichungen
sind, kann aus mathematischer Sicht eine qualitative Analyse mit der Theorie der dynami-
schen Systeme durchgefiihrt werden. Die dazu benétigten Grundlagen wurden bereits in
Abschnitt 2.1 aufgezeigt.

3.7.1 Bemerkung zum thermodynamischen Gleichgewicht und zur
Gleichgewichtsanalyse im Sinn der dynamischen Systeme

Eine Wolke befindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn S = 0 gilt (siehe
Kondepudi und Prigogine, 2015). Betrachtet man jedoch ein externes Forcing, das auf die
Wolke wirkt und eine Uber- oder Untersittigung erzeugt, kénnen sich Quellen und Senken
ausgleichen, ohne dass S = 0 gilt. Ein externes Forcing kann eine Aufwirtsbewegung der
Wolke sein, die eine Ubersittigung verursacht. Damit kann also bei unserem Szenario

“Die Linearisierung um zo ist gegeben durch & = f(xo) + f'(x0)(z — o) = ¢ + Az. Fiir die analytische
Lésung gilt (t) = exp(At)co — & — —5 fiir A < 0. Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens mit
Stabilitdtsfunktion R ergibt 1 = R(z) (xo + §) — § oder z, = R(2)"z0 + R(2)"§ — § — —%, falls
z = 7 im Stabilitdtsgebiet liegen, und damit Konvergenz gegen die analytische Losung. A-Stabilitéat

liefert fiir jede Schrittweite 7 Konvergenz. Insbesondere werden steife Komponenten gedampft.
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Abbildung 3.8: Berechnung numerischer Losungen der Wolkenmodelle von Wacker,
COSMO und IFS. Aulerdem wurde die Jacobi-Matrix der Wolkenmodelle an den numeri-
schen Losungspunkten ausgewertet. Zu sehen sind die Realteile dieser Jacobi-Matrizen.

Umgebungsbedingungen: Druck 100000Pa, Temperatur 280K.
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Abbildung 3.9: Menge der Eigenwerte bei Auswertung der Jacobi-Matrizen an numeri-
schen Losungspunkten. Es wurde die numerische Losung aus Abbildung 3.8 verwendet.

das betrachtete Luftpaket nicht im thermodynamischen Gleichgewicht liegen (sieche Ab-
schnitt 3.2.1). Bei der folgenden Analyse zeigt sich, dass das System bei einer konstanten
Ubersittigung einen Gleichgewichtszustand im Sinn der dynamischen Systeme annehmen
kann (siehe Kapitel 2). Dieser Gleichgewichtszustand unterscheidet sich aufgrund der
angenommenen Ubersittigung vom thermodynamischen Gleichgewicht.

3.7.2 Anwendung der Gleichgewichtsanalyse auf die Wolkenschemata

Zunéchst nehmen wir an, dass sich ein Luftpaket in einer Wolke in einem Zustand befindet,
der sehr nahe bei einem Gleichgewicht ist, das heif3t sich also zeitlich kaum &ndert. Setzt
man nun die Giiltigkeit der Gleichungen (3.14) voraus, bedeutet dies, dass die rechte Seite
verschwinden muss, wir also einen Fixpunkt im Sinne der dynamischen Systeme bestimmen
mussen.

Es soll also die mathematische Gleichgewichtsanalyse aus Abschnitt 2.1 auf die speziellen
Wolkenschemata angewendet werden. Damit fallt die rechte Seite aus (2.1) mit der rechten
Seite des generischen Wolkenmodells (3.14) zusammen.

Es ist nicht von vornherein klar, ob die Losungen einer Differentialgleichung, deren
Anfangsbedingungen in der Néhe eines Fixpunktes liegen, auch tatséchlich gegen diesen
Fixpunkt konvergieren. Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass dies bei asymptotisch stabilen
Fixpunkten der Fall ist. Es wird also die in dem genannten Abschnitt erwdhnte Stabilitéats-
analyse angewendet. Dazu bedarf es der Jacobi-Matrix des Systems (3.14), die wie folgt
angeben werden kann

(Sc —a1yq)] " = asBeql T ar —azfrqleq) ! ) (3.16)
arygl ™t +a2feq el aafBrqleql Tt + Higr) — dCqt!
Dabei ist die Funktion H(g,) durch
H(gy) = (exd1g2 " + eadrq* 1) S. (3.17)

definiert. Im vorangegangenen Abschnitt 3.7.1 wurde argumentiert, dass die betrachteten
Differentialgleichungssysteme zur Beschreibung von Wolken einen Gleichgewichtszustand

29



KAPITEL 3 UNTERSUCHUNGEN ZU MODELLEN VON WARMEN WOLKEN

haben kénnen. Es sollen nun die Existenz und die Stabilitdtseigenschaften der Gleichgewich-
te geklirt werden. Insbesondere sind wir daran interessiert, ob die Fixpunkte asymptotisch
stabil, und damit Attraktoren fiir benachbarte Trajektorien sind. Die Aussage des Satzes
von Poincaré-Bendixson beinhaltet aber auch die mogliche Konvergenz einer beschréankten
Trajektorie gegen einen Limit-Cycle. In diesem Fall wiirden sich die Massenkonzentrationen
gc und g, zeitlich periodisch dndern. Es bleibt zu kldren, wie wiinschenswert ein Modell,
das ein solches Verhalten zeigt, aus physikalischen Gesichtspunkten ist.

3.7.3 Der triviale Fixpunkt

Wir widmen uns jetzt der Bestimmung von Fixpunkten (gce, grc). Bei Betrachtung des
Systems (3.14) féllt auf, dass die rechte Seite von Gleichung (3.14a) immer 0 ist, wenn
ge,e = 0 gilt. Wenn ein Fixpunkt diese Bedingung erfiillt, nennen wir ihn trivial. Da g, die
Massenkonzentration der Wolkentrépfchen représentiert, kann man diesen Fall physikalisch
so interpretieren, dass keine Wolke vorhanden ist. Aus Gleichung (3.14b) folgt, dass gy e

0= (elqﬁ}e n ezqﬁ;)s + B —dg,. (3.18)

erfiillen muss. Dies ist eine nicht-lineare Gleichung. In der folgenden Diskussion lassen
wir den Evaporationsterm weg, insbesondere nehmen wir also e; = 0 = eg, und damit
H(gr) = 0 an (siche Gleichung (3.17)). Im néchsten Abschnitt 3.7.5 wird klar, dass
diese Vereinfachung gerechtfertigt ist, da die Evaporation auf das Verhalten des Systems
einen eher geringfiigigen Einfluss hat. Fiir S > 0 kann dieses Vorgehen auch physikalisch
gerechtfertigt werden, da keine Verdampfung stattfindet und das Diffusionswachstum der
Regentropfen sehr langsam ablauft.
Durch Weglassen des Evaporationsprozesses gelangt man zu

we=(2)° 819

Dieser Fixpunkt besitzt eine anschauliche physikalische Interpretation. Wir betrachten
ein Luftpaket, in das von oben Regen hinein fillt. Der einfallende Regen kann nicht mit
Wolkentrépfchen wechselwirken, da keine Wolkentrépfchen vorhanden sind (ge,e = 0), und
fallt wieder aus dem Luftpaket heraus.

In Tabelle 3.4 wird ersichtlich, dass die Exponenten (., und ~ in allen speziellen Wolken-
modellen die Ungleichungen 1 < 5. und 1 < ~y erfiillen. Deshalb nehmen wir dies auch in
der folgenden Analyse an. Es wird aber an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass beispiels-
weise das COSMO-Schema 3, < 1 erfiillt und es grundsétzlich keine vorgeschriebenen
Regeln fiir die Wahl der Exponentem1 gibt. Zur Parameterisierung der Kondensation hétte

man auch einen Term der Form cSq? ansetzen kénnen. Diese Darstellung wurde jedoch in
Anhang A.1 durch die Annahme, dass m. in erster Naherung konstant ist, vermieden. Bei
Exponenten < 1 geht in den Gleichungen (3.14) die Lipschitz-Stetigkeit verloren. Damit ist
der Satz von Picard-Lindeldff nicht mehr anwendbar, der Existenz und Eindeutigkeit von
gewohnlichen Differentialgleichungen garantiert. Somit werden auch mehrere Losungen des
Differentialgleichungssystems moglich. In Hanke und Porz, 2020 konnte die Eindeutigkeit
der Losungen fiir das Wolkenmodell aus Porz u.a., 2018 gezeigt werden, wenn mann
verlangt, dass g. positiv bei iberséattigter Luft ist.
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Wir nehmen jetzt 1 > 5, und 1 > = an und betrachten die Jacobi-Matrix des trivialen
Fixpunktes. Da die Evaporation vernachléssigt werden soll, wird der Term H(g,) in der
Jacobi-Matrix weggelassen. Auflerdem setzen wir g.. = 0. Damit erhélt man fiir die
Jacobi-Matrix (3.16)

cS 0
DF = . 3.20
( )(qurye) ( 0 _dcq$1> ( )

Ein Eigenwert ist ¢S. Dieser ist bei Ubersittigung immer positiv, und somit ist der triviale
Fixpunkt immer instabil. Hingegen kann dieser Fixpunkt bei Untersédttigung stabil sein.
Das bedeutet, dass die Wolken in sich zusammenfillt. Diese Beobachtung trifft insbesondere
fir das IFS-Schema zu (siehe Tabelle 3.4).

Als néchstes betrachten wir den Fall, dass 8. = 1 oder v = 1 gilt. Damit lésst sich die
folgende Analyse auf die Wacker und COSMO-Schemata anwenden. Die Jacobi-Matrix ist
durch

A0
DF - 3.21
(DEF) 0, gr,0) (77 —dgq,él) (3.21)

gegeben, wobei
e Mi=Sc—ayund 7 =a; im Fally =1, 5. > 1,
e A\ = Sc— agq?’“ und 7 = agq?” im Fall v > 1, B, =1,
e \y=Sc—a; — agq,@T und 7 = a1 + a2¢;” im Fall v = 8. = 1.

gilt. Der Eigenwert —d(qS™! ist in jedem Fall negativ (wir nehmen ¢ > 0 an), wohingegen
der Eigenwert A\; sowohl positiv als auch negativ sein kann. Das Vorzeichen von A; hangt
davon ab, wie groB die Ubersittigung S verglichen mit asq¢? oder a; ist. Wenn die
Ubersittigung klein genug ist und v = 1 oder 3. = 1 gilt, ist der triviale Fixpunkt stabil.
Wir haben vorher gesehen, dass sich das Stabilitatsverhalten im iibrigen Fall 81 > 1 und
~v > 1 davon unterscheidet. Insbesondere ist fiir eine solche Wahl der Exponenten der
Fixpunkt immer instabil. Bezieht man diese Analyse auf die drei speziellen Wolkenschemata,
so stellt sich heraus, dass der triviale Fixpunkt fiir das IFS-Schema immer instabil ist.
Im Unterschied dazu kann der triviale Fixpunkt bei den Wacker- und COSMO-Schemata
stabil sein, vorausgesetzt, die Ubersittigung ist klein genug.

Man findet in Tabelle 3.2 in der Spalte "Trivial” ein Beispiel, bei dem die trivialen
Fixpunkte berechnet wurden . Dabei wurde ein Druck von 1000 hPa, eine Umgebung-
stemperatur von 273K, eine Ubersittigung von 0.1% und eine Regenrate B = 1073
angenommen. Bei den COSMO- und IFS-Schemata wurden zwei Fille unterschieden. Zum
einen haben wir den trivialen Fixpunkt unter Beriicksichtigung der Evaporation, zum
anderen bei deren Vernachlassigung berechnet. Die Ergebnisse bestétigen, dass der Prozess
der Evaporation nur einen untergeordneten Einfluss hat. Beim Wacker-Schema wurde auf
eine Parameterisierung der Evaporation von vornherein verzichtet. Die trivialen Fixpunkte
der unterschiedlichen Wolkenschemata liegen sehr nahe zusammen. Die unskalierten Werte
der Gleichgewichte ergeben sich durch Multiplikation der entdimensionalisierten Werte
mit dem Faktor 10~*kgkg™!.
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Schema Trivial Nicht Trivial

qc,e dr.e dc,e dr.e
Wacker 0 | 0.258 | 4.870 | 6.533
COSMO (Ohne Evaporation) | 0 | 0.284 | 7.939 | 7.662
COSMO 0 | 0.285 | 7.943 | 7.662
IFS (Ohne Evaporation) 0 | 0.250 | 3.045 | 4.056
IFS 0 | 0.259 | 3.045 | 4.056

Tabelle 3.2: Zusammenfassung der entdimensionalisierten Fixpunkte, berechnet fiir einen
Umgebungsdruck von 1000 hPa, einer Temperatur von 273 K und eine Ubersittigung von
0.1 %. Fiir die Berechnungen wurde B = 10~% angenommen. Die Werte wurden auf drei
Stellen gerundet. Die dimensionsbehafteten Werte kénnen durch Multiplikation mit dem
Faktor 10~ kgkg™! erhalten werden.

3.7.4 Nulistellenverhalten des trivialen Fixpunktes bei Beriicksichtigung der
Evaporation

Wir haben bei Vernachlissigung der Evaporation durch die Beziehung (3.19) eine Nullstelle
gefunden. Das Weglassen des Evaporationsterms wird damit gerechtfertigt, dass er nur
einen geringen Einfluss auf das physikalische Verhalten des Gesamtsystems hat (siehe
Abschnitt 3.8). Auch wenn das der Fall ist, kénnte es moglich sein, dass die nicht-linearen
Terme der Evaporation das Nullstellenverhalten eines Systems verédndern. Wir gehen
deshalb jetzt der Frage nach, welchen Einfluss der Evaporationsterm auf die Nullstellen
des Systems hat.

Zuerst soll geklart werden, ob der Evaporationsterm zusétzliche Nullstellen erzeugen
kann. Zur Beantwortung dieser Frage definieren wir, ausgehend von der Beziehung (3.18),
die Funktion

9(q) = e15¢% + 25¢% + B — dg© (3.22)

Es werden also Losungen, fiir die g(q) = 0 gilt, gesucht. Wenn es mehr als eine Nullstelle
gibt, muss die Ableitung von (3.22), gegeben durch

g'(q) = e1561¢" " + €2565¢% 7 — d¢qt ! (3.23)

an mindestens einem Punkt Null werden. Diese Aussage folgt aus dem Mittelwertsatz.
Wenn wir ausschliefen kénnen, dass die Ableitung im physikalisch relevanten Bereich eine
Nullstelle besitzt, kann (3.22) dort nur maximal eine Nullstelle besitzen.

Es sollen die iiblichen Umgebungsbedingungen 100000Pa, 273K und eine Uberséttigung
von 0.1%, sowie B = 1073 gelten. Fiir q € [0,0.1] hat sowohl fiir das COSMO- als auch
das IFS-Schema die Abschétzung

0< B~ (|e1Sq”| + le2Sq™| + |dg’]) (3.24)

Gultigkeit. In diesem Intervall braucht man also nicht nach Nullstellen von (3.22) zu
suchen. Wir untersuchen noch das Verhalten auf dem als physikalisch relevant betrachteten
Intervall [0.1, 10]. Angenommen in diesem Intervall gibe es zwei Nullstellen. Dann misste
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(3.23) an mindestens einem Punkt verschwinden. Man kann aber fiir das IFS- und das
COSMO Schema die Abschétzung

dg* ™t > |e1561¢° 7| + |eaSaq® Y| (3.25)

oder dquivalent
0> |e1561¢% | + |e2S2¢°2 1| — dg* ! (3.26)

im genannten Intervall zeigen. Der Sedimentationsterm dominiert also die Evaporation.
Damit wurde gezeigt, dass Gleichung (3.18) ,mit den Parametern aus den COSMO- und
IFS-Schemata im Intervall [0, 10], das hier als der physikalisch relevante Bereich betrachtet
wird, nicht mehr als eine Nullstelle haben kann.

Andererseits muss in dem Intervall [0.1, 10] bei Wahl der Parameter, die zu den COSMO-
und [FS-Schemata gehoren, eine Nullstelle existieren. Dies zeigt eine einfache Anwendung
des Zwischenwertsatzes, da Gleichung (3.22) mit den entsprechenden Parametern stetig
ist und an den Intervallenden entgegengesetzte Vorzeichen besitzt.

Ein Standardverfahren zur Berechnung von Nullstellen ist das Newton-Verfahren. Ange-
nommen man mochte eine Nullstelle einer Funktion h(x) berechnen. Dann betrachtet man
das Taylor-Polynom ersten Grades

p1(z) = h(xo) + (2 — z0)h (x0) (3.27)

und berechnet dessen Nullstelle

h(xo)
W (o)

Tr1 =Ty — (3.28)
Man kann diesen Prozess iterieren. So erhélt man das Newton-Verfahren. Fiir Konvergenz
braucht man im Allgemeinen einen guten Startwert, da das Newton-Verfahren im Allge-
meinen nicht global konvergent ist. Es ist dann quadratisch konvergent. Auflerdem sollte,
um die Anwendbarkeit zu garantieren, ¢'(z) invertierbar sein. Man kann das Newton-
Verfahren anwenden, um die Nullstellen von (3.18) fiir die COSMO- und das IFS-Schemata
zu bestimmen. Fiir die Newton-Iteration ist 0.1 fiir beide Schemata ein guter Startwert.
Die Ergebnisse findet man in Tabelle 3.2. Dort zeigt sich auch, dass die Evaporation nur
einen geringen Einfluss auf das Ergebnis hat.

3.7.5 Ein nicht-trivialer Fixpunkt

Das generische Wolkenmodell (3.14) kann fiir eine beliebige Wahl von Exponenten starken
nicht-linearen Charakter bekommen. Es werden in der Literatur keine Einschrankungen
gemacht, wie die Exponenten zu wihlen sind. Ein Grund dafir ist, dass die Wolkenmodelle
nicht aus einer allgemeinen Theorie abgeleitet werden. In einem nicht-linearen Fall ist es
im Allgemeinen schwierig, Fixpunkte im physikalisch relevanten Bereich 0 < ¢., 0 < g,
analytisch zu berechnen. Wir beschrdnken uns deshalb in der folgenden Untersuchung
auf die drei speziellen Wolkenschemata, die in Abschnitt 3.5 vorgestellt wurden. Bei der
Bestimmung von Fixpunkten kommen hier auch numerische Methoden, wie das Newton-
Verfahren, zum Einsatz. Es wurde im vorangegangen Abschnitt 3.7.4 bereits erklart. Bei
den COSMO- und IFS-Schemata vernachléssigen wir wieder den Evaporationsprozess.
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AuBlerdem nehmen wir im Folgenden immer g.. # 0 an, da sich andernfalls wieder der
triviale Fixpunkt ergibt.

Fiir das Wacker-Schema hat die Gleichung f(gce, gre) = 0 nur eine Losung, fur die
de,e 7 0 gilt, und zwar ist sie durch

d 1 [da cS—a
Qee = —— "% [1 + B} und  gre = L (3.29)
as ¢S | ay as
gegeben. Fiir die hier betrachteten Parameter ist der Fixpunkt stabil (siehe Tabelle 3.3).
Eine ausfiihrliche Diskussion iiber das Stabilitdtsverhalten des Wacker-Schemas findet man
in Wacker (1992). Allerdings wurde in Wacker (1992) eine konstante Kondensationsrate,
die nicht von den Umgebungsbedingungen abhéngt, verwendet.

Wenn man die rechte Seite von Gleichung (3.14a) gleich Null setzt und die Exponenten
des COSMO-Modells verwendet, gelangt man zur Gleichgewichtslosung
cS — aq

7
qre (3.30)

a
fiir die Massenkonzentration von Regentropfen. Fiir den Akkreszenzparameter as gilt
az > 0. Damit erhélt man eine physikalisch sinnvolle Losung fiir g, e, wenn ¢S —aq > 0 gilt,
also insbesondere solange die Ubersiittigung grof8 genug ist. Diese nicht-triviale Losung
ist fiir das COSMO-Modell eindeutig. Wir nehmen jetzt an, dass die Bedingung einer
geniigend grofien Uberséttigung erfiillt ist und setzen die rechte Seite von Gleichung (3.14b)
Null. Es wird wieder der Evaporationsterm vernachléssigt. Wenn man die resultierende
Gleichung zu (3.14a) addiert und nach der Massenkonzentration fiir Wolkenwasser auflost,
erhélt man die Gleichung
dqr%,6 - B
cS
Wir widmen uns noch dem IFS-Schema mit seinen Exponenten. Die rechten Seiten
der Gleichungen (3.14a) und (3.14b) werden Null gesetzt. Anschlielend werden beide
Gleichungen addiert. Daraus ergibt sich

Gee = (3.31)

_ dQT,e - B

Gc,e = oS (332)

Dieses Ergebnis kann man jetzt in Gleichung (3.14a) einsetzen. Man gelangt so zu der
nicht-linearen Gleichung

(3.33)

er,e o B>1.47 . (dq'r,e _ B>0.15 15
cS 2 cS ne

O:cS—a1<

deren Losung das Gleichgewicht fiir ¢, . ist. Bemerkungen zur Eindeutigkeit folgen in
Abschnitt 3.7.6.

Nachdem die Berechnung der Gleichgewichtslésungen beschrieben wurde, kann nun
auch deren Stabilitdtsverhalten analysiert werden. Dazu bedienen wir uns numerischer
Berechnungen. Zunachst listet Tabelle 3.2 die entdimensionalisierten Koordinaten der
nicht-trivialen Gleichgewichte in der Spalte "Nicht-Trivial"bei den angegebenen Umgebungs-
bedingungen auf. Abbildung 3.10 zeigt Losungstrajektorien fiir die drei Wolkenschemata
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Schema, A1 Trelax Tosc

Wacker | —1.138- 1074 +4.272- 10737 | 8787.346 | 1470.821

COSMO | —1.173-1073 +4.094- 1073 | 852.56 | 1534.583
IFS —2.132-107* +4.953 - 1073 | 4690.822 | 1268.59

Tabelle 3.3: Eigenwert \; flir das nicht-triviale Gleichgewicht fiir die drei speziellen Wol-
kenschemata. Auflerdem die entdimensionalisierten Relaxations- und Oszillationszeitskalen,
die durch die Gleichungen (3.34) definiert werden. Es gelten die gleichen Umgebungs-
bedingungen wie in Tabelle 3.2. Es wurde auf drei Nachkommastellen grundet. Quelle:
Rosemeier u. a., 2018

fiir verschiedene Umgebungsbedingungen. Die Trajektorien aller drei Wolkenschemata
bewegen sich spiralférmig auf den zum jeweiligen Wolkenschema gehorigen nicht-trivialen
Fixpunkt zu. Das ist ein erstes Anzeichen dafiir, dass die nicht-trivialen Gleichgewichte
stabil sind und deren Eigenwerte einen von Null verschiedenen Imaginérteil besitzen.
Abbildung 3.10 erméglicht es auflerdem, die Lésungstrajektorien zu den verschiedenen
Wolkenschemata zu vergleichen. Es zeigt sich, dass die Gleichgewichtslésungen zu den
unterschiedlichen Wolkenschemata nicht identisch sind. Dies sollte als eine wesentliche
Beobachtung hervorgehoben werden, bedeutet es doch, dass die Simulation einer warmen
Wolke mit dem COSMO- oder IFS-Schema zu unterschiedlichen Zusammensetzungen
der Massenkonzentrationen von Wolken- und Regenwasser fiihrt, da Wolken als Systeme
nahe dem Gleichgewicht angesehen werden. Wenn man an ein Wettervorhersage- oder
Klimamodell denkt, werden also je nachdem welches Wolkenschema verwendet wird, un-
terschiedliche Werte an die angekoppelten Parameterisierungen zuriickgegeben. Dies kann
das Verhalten des gesamten Modells beeinflussen.

Ein Blick auf das Abbildung 3.10 zeigt, dass sowohl die Konvergenzgeschwindigkeit gegen
den Fixpunkt als auch die Windungsrate der verschiedenen Wolkenmodelle unterschiedlich
sind. Diese Beobachtung wird durch die Berechnung der Eigenwerte A, Ao der Jacobi-
Matrix (DF), . .y mit den zugehdrigen Relaxations- und Oszillationszeitskalen, die
durch

27

[Tm (A1)]*

———— and Tose =

Trelax — 3.34
= TRe () (339

definiert sind, bestétigt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst. Dabei féllt
auf, dass die Relaxationszeitskala Tyelax des COSMO-Schemas deutlich kleiner ist als die der
anderen beiden Wolkenschemata. Das bedeutet, dass die Trajektorie des COSMO-Schemas
schneller gegen den Gleichgewichtspunkt konvergiert (griine Kurve). Dieses mathematische
Verhalten kann man physikalisch wie folgt interpretieren: Eine warme Wolke, die unter
den angegebenen Bedingungen mit dem COSMO-Schema modelliert wird, befindet sich
deutlich schneller nahe des Gleichgewichts, als es bei Simulationen mit den anderen beiden
Schemata der Fall ist. Aulerdem zeigen die Rechnungen, dass die Oszillationszeitkala des
COSMO-Schemas geringfiigig groBer ist als die der anderen beiden Schemata (siehe Tabelle
3.3). In Abbildung 3.10 sind jedoch mit blolem Auge viele Windungen der griinen Kurve
nicht sichtbar, da sich die Trajektorie sehr schnell sehr nahe am Gleichgewichtspunkt
befindet.
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Gewihlte Umgebungsbedingungen: Tem- Gewdhlte Umgebungsbedingungen: Tem-
peratur 273 K, Druck 1000 hPa peratur 250 K | Druck 800 hPa

Abbildung 3.10: Losungstrajektorien der drei Wolkenschemata im (g, ¢, )-Phasenraum
mit den Anfangsbedingungen ¢.(0) = 1 und ¢,(0) = 1. Sie erreichen die nicht-trivialen
Gleichgewichte bei zwei verschiedenen Wahlen der Umgebungsbedingungen. Es wurde
B =10"3s"! gewihlt. Wacker-Schema: blaue Linie; COSMO-Schema: griine Linie; IFS-
Schema: orange Linie. Quelle: Rosemeier u. a., 2018

3.7.6 Bemerkung zur Eindeutigkeit der Nullstellen des nicht-trivialen
Fixpunktes

Wir betrachten das Intervall g. € (0,10]. Zunéchst soll die Evaporation vernachlassigt
werden. Es werden also die Zeitableitungen in Gleichung (3.14a) Null gesetzt. Anschliefend
kann man Gleichung (3.14a) nach g, auflésen. Fiir die Wacker- und COSMO-Schemata
erhélt man lineare Gleichungen in ¢.. Daraus folgt die Eindeutigkeit. Fiir das IFS-Schema
ist g, eine Funktion in ¢,

20
123 _ 2

a4 = <) (eS¢ — a1g:™)* = g, (qc) (3.35)
ag

An dieser Stelle wird die Ableitung von (3.35) berechnet, die in diesem Abschnitt noch
gebraucht wird.

20
20/ 1\ 23 —35
/ _ —0.15 _ 1.32) 723 (_ 115 _ 0.32
q-(qc) = 53 (a2> (cSqC aiq, ) ( 0.15¢S¢, 1.32a1q, ) (3.36)

Durch Addition von (3.14a) und (3.14b) erhélt man fiir das IFS-Schema
0=cSq.+ B —dgr(q.) = f(qc)- (3.37)
Hitte Gleichung (3.37) mindestens zwei Nullstellen ¢}, qZ, im relevanten Bereich mit

qée < qie, wiirde die Ableitung an mindestens einem Punkt ¢. € [qée, qg’e] Null werden.
Es soll gezeigt werden, dass dies nicht der Fall ist. Wir berechnen also die Ableitung von
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(3.37) und machen die folgende Abschétzung

20 .
20/ 1\ _3
fge) =cS+d— <) (cch_O'l‘r’ - a1qi'32> » (0.15cch_1‘15 + 1.32a1q2'32) >0

23 a9
(3.38)
auf (0,10]. In den hier betrachteten Fallen gilt

cSq; " — a1t >0 (3.39)

auf (0,10]. Es wird auch hier S = 0.001 angenommen. Damit ist auch die Eindeutigkeit
beim IFS-Schema gezeigt.

Es soll jetzt der Fall mit Evaporation untersucht werden. Es werden also das COSMO-
und das IFS-Schema betrachtet. Zuerst wenden wir uns dem COSMO-Schema zu. Der Wert
c—ay \8

a2

an. Gleichung (3.14b) ist damit linear in ¢., woraus die Eindeutigkeit folgt. Beim IFS-
Schema werden dhnliche Argumente wie zu Beginn dieses Abschnitts angewendet. Es gilt
immer noch die Beziehung (3.35) fiir ¢,. Gleichung (3.37) nimmt die verdnderte Gestalt

von ¢, ist hier allein durch Gleichung (3.14a) bestimmt und nimmt den Wert ¢, = (

0 = cSqe + B+ e15¢:(¢)™ + €256, (e)” — dgr(qe) = f(ge) (3.40)

an. Es wird wieder die Ableitung berechnet, dieses Mal von Gleichung (3.40). Auflerdem
konnen einige Abschéatzungen gemacht werden.

F(ge) = €8, + 15014, (ac) (ar(40))" ™ + 28024, (a0)(ar(a:)) ™ —dar(a)  (3.41)
>0 >0 <0 >0, da g;.(qc)<0

Es gilt
d> |€2‘952(Q7‘(q0))62_1’ (3.42)

fir g. € (0,10]. Damit kann in dem betrachteten Intervall nicht mehr als eine Nullstelle
existieren.

3.8 Asymptotische Untersuchungen

In Abschnitt 3.7 wurde durch die Gleichgewichtsbestimmung und die Stabilitdtsanalyse
das Verhalten, das die Losungstrajektorien der Wolkenschemata bei einem Startwert in der
Néhe des Gleichgewichts haben, untersucht. Es wurde bereits erwihnt, dass das qualitative
Verhalten eng mit dem Langzeitverhalten der Losungen fiir ¢ — oo verbunden ist. Diese
Beobachtung gibt Anstofl zu der Frage iiber das Verhalten der Wolkenschemata auf kiirzeren
Zeitskalen. Dieses Problem ist aus physikalischen Gesichtspunkten relevant, da Wolken im
Allgemeinen nicht beliebig oder gar unendlich lang den gleichen Umgebungsbedingungen
ausgesetzt sind. Die Annahme einer konstanten Ubersiittigung kann mit einem konstanten
Auftrieb gerechtfertigt werden, was fiir unendlich lange Zeiten schlichtweg nicht haltbar
ist. Damit ist die Bestimmung der Gleichgewichte eine erste Anndherung an das Problem,
jedoch ergibt die Untersuchung der Wolkenschemata auf bestimmten Zeitskalen, und zwar
solchen, die vom Auftrieb bestimmt werden, aussagekréiftigere Resultate. Deshalb werden
im folgenden Abschnitt die Wolkenschemata auf verschiedenen Zeitskalen untersucht.
Dabei bedienen wir uns Techniken der asymptotischen Stérungsrechnung.
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Vorfaktor al as e1 €9 d
Wacker 104 75-1004 | 0 | 0 |3.88-1073
COSMO 1073 X X | X X
IFS 9.83-107% [ 845-107%* | X | X | 4-1073
Exponent Y Be Br | 01 d2 ¢
Wacker 1 1 1 1 1 1
COSMO 1 1 3 H 2
IFS 2.47 1.15 1.15 | 2 1

Tabelle 3.4: Werte der konstanten Vorfaktoren und Exponenten der drei Wolkenschemata.
Variabele Vorfaktoren werden durch ein X gekennzeichnet.

Scheme ‘ ai ‘ as ‘ e1 ‘ €9 ‘ d

Wacker | ajet | azed | - — | d*e

COSMO | aje?® | ased | eted | ebed | d*e?
IF'S aie’ | a3ed | efe” | e3e? | d¥ed

Tabelle 3.5: Wahl des Distinguished Limit fiir die Koeffizienten der Wolkenschemata
mit af, a3, e7, e, d* = O(1) fiir e — 0. Eine Parameterisierung der Evaporation ist beim
Wacker-Schema nicht vorhanden.

Es wurde bereits weiter oben gezeigt, dass die Entdimensionalisierung der Wolkenschema-
ta zu bestimmten Vorfaktoren in den Gleichungen fithrt. Die relative Gof8e der Vorfaktoren
zueinander spielte eine wichtige Rolle fiir das Verhalten der Losungstrajektorien. Wenn
nur ein kleiner oder grofler Parameter in den Gleichungen auftreten wiirde, konnte man
diesen Parameter gleich € oder e ! setzen und das Verhalten der Loésungstrajektorien
fiir den Limes ¢ — 0 untersuchen. In unseren Gleichungen finden wir jedoch mehrere
Vorfaktoren, darum wéahlen wir fiir diese einen sogenannten Distinguished Limit, der
die Vorfaktoren der verschiedenen Wolkenschemata an einen kleinen Parameter € bindet
(siehe Klein u.a., 2010). Fir die hier gezeigte Wahl des Distinguished Limit werden die
Werte der entdimensionalisierten Koeffizienten (3.15) verwendet. Die konstanten Werte
werden in Tabelle 3.4 und die Vorfaktoren, die von den Umgebungsbedingungen abhingen,
in den Abbildungen 3.5, 3.6 und 3.7 gezeigt. Die physikalisch sinnvollen Werte fiir die
Kondensationsrate erstrecken sich grob iiber eine Gréflenordnung (siehe Abbildung 3.5),
deshalb kann man

c=é'c” (3.43)
ansetzen, wobei u € {—1, 0} und ¢* = O(1) fiir ¢ — 0. Diese Wahl ist kompatibel mit

€~ % wie in Hittmeir und Klein, 2017. In der Folge betrachten wir den Fall 4 = 0. Um

verschiedene konstante Ubersittigungen modellieren zu koénnen, setzen wir
S =€ (3.44)

mit o > 0. Eine Anderung von a bewirkt somit eine Anderung der Ubersittigung. Wir
betrachten nachfolgend immer Werte fiir @ > 1, wenn es nicht anders angezeigt wird.
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Dies stellt sicher, dass die Ubersittigungen kleiner als 10 % sind. Die Wahl der iibrigen
Koeffizienten ist in Tabelle 3.5 zusammengestellt. Um die Zeitskala des Systems (3.14) zu
dndern, wird eine Zeittransformation durchgefiihrt

T = e“t. (3.45)

dQC —w qu

Die Anwendung dieser Zeittransformation auf q. ergibt ‘3¢ =€ . Ein analoges Resultat
erhélt man fiir ¢,. Wenn man nun noch den Dlstlngulshed Limit emsetzt gelangt man fiir

das Wacker-Schema zu

dge

I = ehtamwerg — Vatq, — €7 a3q0q,, (3.46a)
d
dzf = Yalq. + €Y abq.q, — €7Yd g + € B, (3.46b)

fir das COSMO-Schema zu

d 7
7dq7_c = 6M+oszc*qc o 637wa>ch 63 wa;chr , (3.47&)
dgy 3—w, * * % 3+a—w * 16 _ 3w g % —w

I € 0 + E7a3q.q8 + € elqr + e5q e€7Yd ¢ + e “B, (3.47Db)

und fiir das IFS-Schema zu den Gleichungen

dgq _ 1. 1
3 =TT e — AT — e gy 5, (3.482)

er 127
2.4 1.15 1.1 2
d,]_ 7 wa*qc 7 + 63 wa*qc 5Qr 5 te T+a—w *q te +a— wegqsao

— 7 Yd*q, + € “B. (3.48b)

Wie bereits weiter oben angedeutet, kénnen wir jetzt verschiedene Regime betrachten,
indem wir den Exponenten der Zeittransformation w und der Ubersittigung a entsprechend
wahlen. Nach der Festlegung der einzelnen Exponenten wird fiir die Massenkonzentrationen
die folgende Entwicklung angesetzt

6e(7) = ¢ (7) + eg(r) + O(&2), (3.492)
ar(7) = 4(7) + gV (1) + O(2). (3.49b)

Diese wird in die reskalierten Gleichungen (3.46), (3.47) und (3.48) eingesetzt. Anschliefend
erhélt man die reduzierten Gleichungen durch das Ordnen der Terme nach e-Exponenten.
Dabei Bedarf der Term B, der den von oben in das betrachtete Luftpaket einfallenden
Regen beschreibt, einer besonderen Behandlung. Dieser Term héngt von den umgebenden
Bedingungen auflerhalb des betrachteten Luftpakets ab und unterliegt keinen Einschrén-
kungen. Er kénnte also in jeder Ordnung der asymptotischen Entwicklung auftreten. Wir
haben deshalb B oben noch nicht bei der Wahl des Distinguished Limit eingeschlossen.
Das holen wir jetzt nach und wéhlen als Entwicklung fiir B

B=é (B<°> +eBW 4 (9(62)). (3.50)

39



KAPITEL 3 UNTERSUCHUNGEN ZU MODELLEN VON WARMEN WOLKEN

Diese Wahl stellt sicher, dass B und D von der gleichen asymptotischen Gréflenordnung sind
und sich ausbalancieren. Dabei beschreibt der Term D den aus dem Luftpaket ausfallenden
Regen. Mit Gleichung (3.50) treffen wir eine Annahme an die Gréfilenordnung von B. Man
kann auch gréflere Werte fiir B ansetzen. In diesem Fall kénnte man beispielsweise eine
asymptotische Entwicklung der Form B = €3 (e_lB(_l) +BO) 4+ eBM 4 0(62)) wéhlen.
Wenn jedoch B > D gilt, ist die Menge des in das Luftpaket hereinfallenden Regens
viel grofer als die Menge, die herausfillt, somit gébe es eine starke Ansammlung von
Wasser im Luktpaket. Dies erscheint unrealistisch, da der Regen durch das Luftpaket
hindurchfallen sollte, dementsprechend sollte D auch grof} sein, wenn B grof ist. Gilt auf
der anderen Seite B < D, ist die Menge des aus dem Luftpaket herausfallenden Wassers
betréchtlich groflier als die Menge des von oben hereinfallenden Wassers und das Luftpaket
wiirde letztendlich austrocknen. Die Betrachtung dieses Falls ist nur dann sinnvoll, wenn
sich das Luftpaket am oberen Rand der Wolkensédule befindet

Im folgenden Abschnitt 3.8.1 wird das Verhalten der Wolkenschemata fiir verschiedene
Regime beschrieben. Dafiir werden die zugehorigen Gleichungen fithrender Ordnung
hergeleitet und untersucht.

3.8.1 Herleitung der reduzierten Gleichungen

Nachdem die entdimensionalisierten Gleichungen (3.46), (3.47) und (3.48) der unterschiedli-
chen Wolkenschemata hergeleitet und ein Distinguished Limit festgelegt wurde, kénnen wir
uns jetzt den reduzierten Gleichungen fiir verschiedene Regime zuwenden. Wir untersuchen
das Verhalten der Wolkenschemata auf verschiedenen Zeitskalen:

e w = 4, zur Untersuchung des Verhaltens auf einer Zeitskala 10000s, dazu beacht
man t' = teft = €ty T = € Iter ~ 10000 fiir 7 =1,

e w =3, zur Untersuchung des Verhaltens auf einer Zeitskala 1000s,
e w =2, zur Untersuchung des Verhaltens auf einer Zeitskala 100s und
e w =1, zur Untersuchung des Verhaltens auf einer Zeitskala 10s.

Die lange Zeitskala von 1000s, die anschlieflend als die lange Zeitskala bezeichnet
wird, ist mit dem Zeitschritt in einem Klimamodell oder der Lebensdauer einer typischen
Cumulus Wolke vergleichbar (siche Rogers und Yau, 1989). Deshalb gibt eine Analyse auf
dieser Zeitskala Einblick in das Verhalten der Wolkenschemata fiir einen Klimazeitschritt
und die simulierte Wolkendynamik wéahrend eines Cumuluslebenszyklus. Dabei wird immer
eine konstante Ubersittigung angenommen. Beispiele fiir atmosphérische Phinomene, die
zwar geringe, aber nahezu konstante Ubersittigungen hervorrufen kénnen, sind Warm
Conveyor Belts und Vertikalbewegungen entlang Fronten grofiskaliger Drucksysteme.

Die mittlere Zeitskala von 100s ist mit dem Zeitschritt innerhalb eines numerischen
Wettervorhersagemodells vergleichbar. Auf dieser Zeitskala kann man auch nur gerin-
ge Ubersittigungen erwarten, die durch anhaltende Vertikalbewegung aufrechterhalten
werden.

Die kurze Zeitskala von 10s wird bei der Betrachtung von Large Eddy Simulationen
oder wolkenauflésenden Modellen interessant. Auf dieser Zeitskala konnen Ubersittigungen
auch hohere Werte erreichen, beispielsweise durch einen Auftrieb innerhalb einer Wolke.
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Sehr lange Zeitskala 10000s

Wir betrachten die sehr lange Zeitskala von 10000s, indem wir in den entdimensionali-
sierten Schemata (3.46), (3.47) und (3.48) fiir den Exponenten der Zeittransformation
(3.45) w = 4 wahlen. Dies fithrt in fithrender Ordnung zu algebraischen Gleichungen.
Dabei nehmen wir fiir diese Zeitskala geringe Ubersittigungen, fiir die o > 3 gilt, an.
Durch Anwendung der asymptotischen Entwicklungen (3.49) fiir ¢. und ¢, gelangt man zu
folgenden Gleichungen fithrender Ordnung: fiir das Wacker-Schema

0= —a3q”q\", (3.51a)
0= a3q" ¢ — d*¢\» + B (3.51Db)

fir das COSMO-Schema

7
0= —ajql” — a3q® ()", (3.52a)
7 9

0=aiql® + a3q® (¢\)* — d*(¢)" + BO (3.52b)

und fiir das IFS-Schema

1.15
0=—a3(¢q) ", (3.53)
1.15

0=a3(¢Vq?) " — d*ql® + BO. (3.53b)

Fiir alle drei Wolkenschemata ist die Losung durch qﬁo) = 0 und Gleichung (3.19) gegeben,

insbesondere fallt auf einer Zeitskala von 10000s die asymptotische Losung mit dem
trivialen Gleichgewicht zusammen. Da qéo) = 0 gilt, liegt hier ein wolkenfreier Fall vor, bei
dem lediglich Regen von oben in das Luftpaket hinein- und unten wieder herausféllt. Fir
noch lingere Zeitskalen und geringe Ubersittigungen (o > 3), gelangt man in fithrender
Ordnung zu den selben Gleichungen. Die Zeitskala von 10000s ist bei der Betrachtung

von Warm Conveyor Belts von Interesse.

Lange Zeitskala 1000s

Die Wahl der Zeitskala von 1000s wird durch die Wahl w = 3 festgelegt. Wir schauen uns
zuerst eine Ubersittigung von S ~ 0.1 % an und wihlen dazu « = 3. Dadurch ergeben
sich die folgenden Gleichungen fithrender Ordnung: fiir das Wacker-Schema

(0)
9 _ g0 — 03¢0 (3.54a)
dr c 24c r o
(0)
% = a3q{"q\") — d*q"” + B, (3.54b)
fir das COSMO-Schema
dq£0) _ % (0) * (0) * (0)(,(0) 3
dr =C (4.’ — a4, — o4, (qr ) 5 (355&)
dqﬁo) x(0) x (0)( (0) % x( (0) % (0)
dr = a14; +02qc (qT ) —d (qr ) +B 5 (355b)

41



KAPITEL 3 UNTERSUCHUNGEN ZU MODELLEN VON WARMEN WOLKEN

= Ausgangsmodell = Ausgangsmodell Ausgangsmodell
Reduziertes Modell Reduziertes Modell Reduziertes Modell

5 10 15 20 2 ) 6 B 10 12 14 2 a 6 B 10

4. 9. 9

(a) Wécker (b) COSMO (c) IFS

Abbildung 3.11: Vergleich der reduzierten Modelle mit den Ausgangsmodellen. Bei allen
Modellen wurde der Startwert ¢.(0) = 1,¢,(0) = 1 gewéahlt. Anschliefend wurde das
Verhalten der Systeme iiber einen Zeitraum von 5000s berechnet.

und fir das IFS-Schema

da” o o @)

dr =C (g, — Q9 (qc 4y ) 5 (356&)
dq,(o) . 1.15 N
= a3(q0a”) " —d7q” + BY. (3.56b)

Das Wacker- und das IFS-Schema liefern dabei sehr &hnlicher Resultate, da der Exponent
1.15 im IFS-Schema sehr nahe bei 1 liegt. Was die Parameterisierung der Akkreszenz
betrifft, liegt auch das COSMO-Schema sehr nahe bei den anderen Schemata, denn es gilt
auch % ~ 1. Beim COSMO-Schema taucht jedoch der Autokonversionsterm in fithrender
Ordnung auf. Auf dieser Zeitskala und fiir diese Uberséttigung zeigen alle Wolkenschemata
eine verallgemeinerte Rauber-Beute-Dynamik. Die Gleichungen besitzen also eine Struktur,
die dem Lotka-Volterra-System sehr dhnliche ist (siche dazu Murray, 2002 oder Verhulst,
1996). Setzt man bei den reduzierten Gleichungen (3.54) B(®) = 0, kann man fiir das
System ein erstes Integral mit der Invarianten

1(a”, ¢) = a3(¢l + ) — *log (a”) — d"log(q”), (3.57)

finden. Die Niveau-Mengen von I (engl. level sets) enthalten die Losungen des beschriebenen
Systems (siehe beispielsweise Verhulst, 1996; Murray, 2002). Wenn B(®) = 0 gilt, kann
man die Existenz von periodischen Trajektorien zeigen.

Abbildung 3.11 zeigt sowohl Simulationen der vollen Wolkenschemata als auch der
reduzierten Gleichungen fithrender Ordnung mit B(®Y) = 1 und B = 0 fiir n # 0. Die
Abbildung zeigt, dass die Trajektorien der reduzierten Gleichungen gut mit denen der
vollen Schemata tibereinstimmen, und somit die Dynamik auf dieser Zeitskala wiedergeben.
Insbesondere bei den Abbildungen 3.11b und 3.11c erkennt man kaum einen Unterschied
zwischen den vollen und reduzierten Gleichungen.

Betrachtet man eine hohere Ubersittigung, also a < 3, ergeben sich die Gleichungen

dq(o) ¢
¢ =0 and —— = —g* (q7§0)> + BO), (3.58)
dr
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Man erhélt also eine algebraische und eine Differentialgleichung. Fiir den Fall { = 1 gilt

B0 .
&= + ¢1 exp(—d*t) (3.59)
mit einer Integrationskonstanten c;. Auflerdem ldsst sich nachrechnen, dass q£”) =0 fir

alle Ordnungen n gilt. Das bedeutet, dass die Massenkonzentration der Wolkentrépfchen
Null ist. Wére der Term B in Gleichung (3.58) gleich Null, wiirden sich die Lésungen
des Systems (3.58) dem Punkt (0,0) anndhern. Die Konvergenz gegen (0,0) findet nur
dann nicht statt, wenn der Term B(®) = 0 gewihlt wird. Physikalisch wiirde man ein
anderes Verhalten erwarten, nimlich dass die hohe Ubersittigung zur Entwicklung einer
neuen Wolke fithrt. Die Wahl a < 3 bedeutet jedoch, dass man eine Ubersittigung von
mindestens 1% aufrechterhalten muss, was fiir die hier betrachtete Zeitskala unrealistisch
erscheint.

Andererseits kann man die Gleichungen fiir eine geringere Ubersittigung, also a > 4,
herleiten. Im Folgenden sind die reduzierten Gleichungen fir diesen Fall aufgelistet. Man
erhélt fiir das Wacker-Schema

(0)
dﬁj = —a3q{”q\”), (3.60a)
d%(”o) 0) .(0 0 0
=’ —d"q® + B, (3.60b)
fir das COSMO-Schema
(0) 7
d C * * 8
T = —aiel? — a3 (¢) ", (3.61a)
(0) 7 9
dgir = aig® + 3¢ (¢)" - a*(¢)" + B, (3.61b)
-
und fur das IFS-Schema
(0) 1.15
dgc = —a3(aPq) ", (3.62a)
-
a9 115
% =a3(¢Vq®) "~ a*q¥ + BY. (3.62b)

Der Kondensationsterm erscheint also in keinem Wolkenschema in fithrender Ordnung
mehr. Eine derartig kleine Uberséttigung reicht nicht aus, damit in fiihrender Ordnung
das Wasser der Wolkentrépfchen durch Diffusion anwéchst. Damit ist qﬁo) eine monoton
fallende Funktion und man kann bei entsprechender Wahl der Anfangsbedingungen und
Parameter erwarten, dass die Wolke verschwindet.

Dieses Verhalten wird in Abbildung 3.12 veranschaulicht. Aulerdem werden in den
Abbildungen 3.12b, 3.12d und 3.12f die Eigenwerte der Jacobi-Matrizen gezeigt. Dafiir
wurden die Jacobi-Matrizen an den entsprechenden numerischen Losungen ausgewertet.
Die Ergebnisse lassen vermuten, dass es sich mit den gewahlten Anfangswerten und auf
dem festgelegten Losungsintervall [0,50000] um ein nicht-steifes Problem handelt. Die
numerischen Losungen in den Abbildungen 3.12a, 3.12¢ und 3.12e wurden mit einem
expliziten Verfahren, dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung, erstellt.
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In dem hier beschriebenen Fall verschwindet die Wolke nicht durch den Evaporations-
prozess - es wird immer noch eine konstante Ubersittigung produziert -, sondern weil
durch die Kollisionsprozesse Wolkenwasser in Regenwasser umgewandelt wird und das
Regenwasser schlieflich aus dem Luftpaket sedimentiert. Die Exponenten, die in den
Gleichungen fithrender Ordnung auftreten, sind bei den drei Schemata dhnlich.

Mittlere Zeitskala 100s

Durch die Wahl von w = 2 transformieren wir das System auf die mittlere Zeitskala,
die relevant fiir numerische Wettervorhersagemodelle ist. Es ist moglich, die reduzierten
Gleichungen fiir verschiedene Uberséttigungen, also insbesondere fiir verschiedene a,
herzuleiten. Man erhélt dann fiir o < 2

(0)
¢ =0 and 99 _ (3.63)
dr
Fir o = 2 gelangt man zu
(0) (0)
dee _ *ql®  and dar _ (3.64)

da aufler der Kondensation alle Prozesse von mindestens Ordnung O(e) sind. In dem hier
betrachteten Fall ist der Kondensationsprozess stark genug, um sehr viel Wolkenwasser zu
produzieren, wohingegen der Autokonversionsprozess zu langsam ist, um das Wolkenwasser
in fithrender Ordnung in Regen umzuwandeln. Die Gleichung fiir die Massenkonzentration
von Wolkentropfchen besitzt eine unbeschrinkte Losung. Damit treten sekulare Terme auf.
Die asymptotische Entwicklung bricht fiir Zeiten gréfer als 7 zusammen. Um eine Losung
zu erhalten, die auf allen betrachteten Zeitskalen giiltig ist, kann man asymptotische
Losungen aufeinanderfolgender Regime, die sich aus den Zeitskalen ergeben, betrachten
(siehe Holmes, 2013).

Wenn man die Ubersiittigung weiter verringert (2 < ), gelangt man zu den Gleichungen

(0) (0)

d6e _ o ana 99—y (3.65)
dr dr

Die Lésungen sind zeitlich konstant, man erhélt also den Anfangswert. Wenn man die

Korrekturen hoherer Ordnung berechnet, ergeben sich Polynome in 7 und damit wieder

sekulare Terme. Um zu Losungen zu gelangen, die auch auf ladngeren Zeitskalen ihre

Giltigkeit behalten, muss man wieder die Losungen der verschiedenen Regime betrachten.

Kurze Zeitskala 10s

Durch die Wahl von w = 1 bewegt man sich auf der Zeitskala, die typisch fiir Large
Eddy Simulationen oder wolkenauflosende Modelle ist. Bei der Wahl von o = 1 erhélt
man die Gleichungen (3.64), allerdings bedeutet a = 1 eine Gréflenordnung von 10 %
Ubersittigung, was als sehr grofl angesehen werden kann.

Wenn man geringere Ubersiittigungen ansetzt, gelangt man zu den Gleichungen (3.65),
sodass also das System fithrender Ordnung die Anfangsbedingungen wiedergibt. Falls man

eine Ubersittigung von 1 % annimmt, ist die Kondensation der dominante Prozess und qgl)
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(e) zeitliche Entwicklung von ¢. und ¢, beim
reduzierten IFS-Schema
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(f) Eigenwerte der Jacobimatrix beim reduzier-
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Abbildung 3.12: Numerische Losung und Berechnung der Eigenwerte der reduzierten

Wolkenmodelle (3.60), (3.61) und (3.62).
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wichst unbeschrinkt. Fiir geringere Ubersittigungen findet die Dynamik in der Ordnung
O(€?) statt. Auch ergeben sich wieder sekulare Terme, die die Giiltigkeit der asymptotischen
Approximation auf ein relativ kurzes (reskaliertes) Zeitintervall beschrinken. Man kann
diesem Problem begegnen, indem man asymptotische Losungen, die auf den verschiedenen
Zeitskalen giiltig sind, betrachtet.

3.8.2 Zusammenfassende Bemerkungen zur Fixpunkt- und asymptotischen
Analyse

In Abschnitt 3.7.3 wurde der triviale Gleichgewichtspunkt der speziellen Wolkenschemata
analytisch berechnet. Dabei wurde der Evaporationsprozess, der zusatzliche nicht-lineare
Terme in die Gleichung gebracht hétte, aber asymptotisch vernachléssigbar ist, zunéchst
nicht beriicksichtigt. Bei spiteren Uberlegungen zur Eindeutigkeit des Fixpunktes wurden
diese nicht-linearen Terme einbezogen. Bereits dort wurde ausgenutzt, dass diese Terme
im Vergleich zu den Parameterisierungen anderer Prozesse klein sind. Die Gleichungen
(3.47) und (3.48) haben gezeigt, dass die Evaporationsterme nur Beitrdge hoherer Ordnung
liefern und nicht in den Gleichungen fithrender Ordnung auftauchen.

Bei Betrachtung der Gleichungen (3.46), (3.47) und (3.48) stellt man fest, dass sich
die Autokonversionsparameterisierungen in den verschiedenen Wolkenschemata stark un-
terscheiden. Einzig beim COSMO-Schema erscheint der Autokonversionsprozess in der
gleichen Ordnung wie die Akkreszenz und Sedimentation. Dies kann, insbesondere bei zu-
nachst regenfreien Anfangsbedingungen dazu fiithren, dass beim COSMO-Schema schneller
Regen entsteht als bei den anderen Schemata. An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass
einige Klimamodelle die gleiche Autokonversionsrate verwenden wie das IFS-Schema, die
Khairoutdinov und Kogan (2000) entnommen ist. Sie wird aber bei den Klimamodellen
durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor gedndert, um die richtige Strahlungsbi-
lanz herzustellen (siehe Lohmann und Ferrachat, 2010). Vom asymptotischen Standpunkt
aus betrachtet entspricht diese Multiplikation mit einem konstanten Faktor einer Anderung
der Ordnung des Autokonversionsprozesses. In Khairoutdinov und Kogan (2000) wird
allerdings darauf hingewiesen, dass man die Parameterisierung nur auf der LES-Skala
verwenden sollte.

Abbildung 3.13 fasst die Zeitskalen der unterschiedlichen mikrophysikalischen Wolken-
prozesse in Abhéngigkeit von der Ubersittigung zusammen. Die Parameterisierungen des
Kondensationsprozesses und der Evaporation hingen von der Ubersittigung ab, deshalb
dndert sich auch die Zeitskala der Prozesse mit der Ubersittigung, insbesondere laufen
diese Prozesse mit zunehmender Ubersittigung schneller ab. Abbildung 3.13 zeigt auch,
dass die Kondensation grundsétzlich schneller abliduft als der Evaporationsprozess. Die
anderen Prozesse sind von der Ubersiittigung unabhingig. Wie bereits erwihnt, hingt
der Einfluss des Autokonversionsprozesses stark von dem betrachteten Wolkenschema ab,
darum wird ihm auch auf der Abbildung keine Zeitskala zugeordnet. Abbildung 3.13b
zeigt, wie sich die Zeitskalen der Kondensation verdandern, wenn man p = —1 wahlt (siehe
dazu Gleichung (3.43) und Abbildung 3.5).

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass die gewahlten Zeitskalen typischen Zeitschrit-
ten von atmosphérische Modellen entsprechen. So werden beispielsweise bei Large Eddy
Simulationen Zeitschritte der Gréflenordnung von 1s bis 10s, bei Wettervorhersagemodel-
len Zeitschrittweiten um die 100 s und bei Klimamodelle Zeitschritte von 1000 s und grofSer
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Abbildung 3.13: Zusammenfassung der Zeitskalen der Wolkenprozesse fiir eine gegebene
Ubersiittigung fiir beide moglichen Regime p = 0 (links) und g = —1 (rechts) des
Kondensationsprozesses. Kondensation und Evaporation hingen von der Ubersiittigung
ab.

angewendet. Durch die Herleitung der reduzierten Gleichungen der Wolkenschemata haben
wir deren inherentes Verhalten auf den entsprechenden Zeitskalen analysieren kénnen. Dies
kann einen Beitrag fiir die Interpretation der Wechselwirkung der Wolkenschemata mit
den anderen Parameterisierungen des numerischen Modells liefern. Wenn zum Beispiel ein
numerisches Modell einen Zeitschritt von 10s verwendet, weifl man aus Abschnitt 3.8.1,
dass das Wolkenschema im Wesentlichen den Anfangswert wiedergibt. Somit erhalten
die an das Wolkenschema gekoppelten Parameterisierungen des numerischen Modells den
fast unverdnderten Anfangswert des Wolkenschemas, unter der Voraussetzung, dass das
Wolkenschema nicht selbst an ein schnelleres Schema gekoppelt ist. Ein solches Beispiel
wird in Kapitel 7 behandelt. Dort wird an ein Eiswolkenschema ein sehr schnell oszillie-
render Forcing-Term gekoppelt. Wenn im Gegensatz dazu das numerische Modell grolere
Zeitschritte verwendet und die Wolkenmodelle dynamisches Verhalten auf der Zeitskala
der Zeitschrittweite zeigen, wird eine genaue Approximation der Wolkenschemata benétigt.
Die untersuchten Modelle zeigen auf einer Zeitskala von 1000s dynamisches Verhalten.
Man kann auch diskutieren, ob bei sehr grofilen Schrittweiten des atmosphérischen Modells
eine Berechnung des Fixpunktes des Wolkenschemas sinnvoll ist. Diese Sichtweise kdnnte
auch bei der Implementierung von atmosphérischen Modellen niitzlich sein, da man das
Wissen {iber das Verhalten der Wolkenschemata auf bestimmten Zeitskalen berticksichtigen
kann.

3.9 Ausblick und thematisch verwandte Literatur

Im Wesentlichen wurde in diesem Abschnitt eine Idee vorgestellt, wie man verschiedene Wol-
kenschemata vergleichen kann. Dazu wurde zum einen eine Fixpunktanalyse durchgefiihrt,
zum anderen wurden mit asymptotischen Techniken reduzierte Gleichungen hergeleitet,
die moglicherweise selbst als Parameterisierungen verwendet werden kénnen. Auflerdem
wurden die Zeitskalen der unterschiedlichen mikrophysikalischen Wolkenprozesse bestimmt.
Auch andere Wolkenschemata eignen sich fiir dieser Untersuchungen. In Anhang A.2 findet
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man einige Anmerkungen, die Aufschluss dariiber geben, wie die Wolkenprozesse in einem
weiteren Wolkenschema parameterisiert sind.

Eine andere Moglichkeit, Wolkenschemata zu vergleichen, ist es, in einem atmospha-
rischem Modell Simulationen unter den gleichen Bedingungen durchzufiihren, bei denen
lediglich die Mikrophysikschemata ausgetauscht werden, um die Modellausgaben zu ver-
gleichen. So wurde in Joos und Forbes, 2016 die Wichtigkeit einer moglichst genauen
Représentation der Mikrophysik gezeigt. Hier wurden Modellausgaben von Simulationen
des IFS-Modells mit verschiedenen Mikrophysikschemata verglichen. Dieser Idee naheste-
hend ist das "piggybacking”, das in Grabowski, 2014 erldutert wird. Man arbeitet mit
zwei Wolkenschemata. Das erste Wolkenschema wird, wie es {iblich ist, an die Dynamik
gekoppelt. Die Besonderheit beim "piggybacking” liegt darin, dass das zweite Wolken-
schema bei der ersten Simulation ebenfalls verwendet wird, und zwar fiir diagnostische
Berechnungen. Anschliefend erfolgt eine zweite Simulation, bei der die Wolkenschemata
ihre Rollen tauschen. Durch die zusétzlichen Berechnungen méchte man einen besseren
Einblick bekommen, welchen Einfluss die Wolkenmikrophysik auf die Simulationen und
insbesondere auf bestimmte Modellausgaben hat.

In Lukacova-Medvid’ova u.a. (2017) wurde ein numerisches Verfahren fiir ein System
vorgestellt, das aus einem Wolkenmodell und den Navier-Stokes-Gleichungen besteht.
Damit konnen Studien durchgefiihrt werden, bei denen die Parameter des Wolkenmodells
varriert werden.

In den drei spezifischen Wolkenschemata sind die Trajektorien gegen stabile Gleichge-
wichtspunkte konvergiert. Abbildung 3.14 zeigt, dass man bei entsprechender Parame-
terwahl bei dem generischen Wolkenschema (3.14) neben stabilen Fixpunkten auch die
Konvergenz gegen Grenzzyklen erhalten kann. Durch Anderung eines Parameters wird
ein stabiler Fixpunkt instabil und ein Limitcycle, gegen den benachbarte Trajektorien
konvergieren kénnen, entsteht. Dies wird in Abbildung 3.14 verdeutlicht. Dort betrachtet
man das System

Ge = *Sq. — ajq. — agchf (3.66a)
ar = ai‘]c + agchz - d*QT + B. (3-66b)

Die nicht-trivialen Gleichgewichte sind durch

1
*S —ar\ 2 d*qr. — B
Qr.e = <Cal> ’ dce = L (367)

as c*

gegeben. Mithilfe der Jacobi-Matrix kann man das Stabilitdtsverhalten der Gleichgewichte
untersuchen. Auf Abbildung 3.14 erkennt man, dass das Gleichgewicht fiir bestimmte
Parameterbereiche von a1 und B asymptotisch stabil, fiir Andere instabil ist. Im instabilen
Bereich konnte die Konvergenz einer Trajektorie gegen einen Grenzzyklus beobachtet
werden. Vor diesem Hintergrund liegt es nahe, das System (3.14) in einer zukiinftigen
Arbeit auf Hopf-Bifurkationen zu untersuchen. Wenn ein Wolkenschema einen Grenzzyklus
besitzt, gegen den benachbarte Trajektorien konvergieren, dndern sich die Massenkon-
zentrationen von Wolkentrépfchen und Regenwasser periodisch. Bereits in Wacker, 1992
wurde Grenzzyklusverhalten bei Wolkenschemata entdeckt.

Es ist nicht iiberraschend, wenn sich das Stabilitdtsverhalten eines Wolkenschemas
durch Ankoppeln anderer Gleichungen &ndert. Im néchsten Abschnitt zeigen wir, dass
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.\o

0.5 1.0 1.5

0.0 al*

Abbildung 3.14: Durch Anderung der Parameter af oder B kann aus einem stabilen
Fixpunkt (blauer Bereich rechts im Bild) ein instabiler Fixpunkt (gelber Bereich) werden.
Es wurden die folgenden Parameter fest gewdhlt ¢*S = 5,a5 = 1,d* = 1.

dazu bereits Laplace-Terme geniigen. Asymptotisch stabile Gleichgewichte eines Systems
gewbhnlicher Differentialgleichungen kénnen durch Hinzufiigen von Diffusionstermen de-
stabilisiert werden. Durch die Diffusionsterme treten Ortsableitungen in den Gleichungen
auf, man erhélt also eine partielle Differentialgleichung. Die Destabilisierung kann dann
zur Entstehung von rdumlichen Mustern fithren. Aus meteorologischer Sicht wére natiirlich
das Verhalten bei Ankoppelung von Gleichungen, die die Atmosphére beschreiben, von
Interesse.
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Kapitel 4

Raumliche Strukturbildung in warmen
Wolken

Als néchstes werden an das Differentialgleichungssystem (3.14), das die zeitliche Entwick-
lung eines Luftpakets in warmen Wolken beschreibt, Diffusionsterme, im Folgenden auch
Laplace-Terme genannt, angekoppelt. Dadurch erhélt man das folgende Differentialglei-
chungssystem

Ge = cqe — arq] — azqleq)” + D1 V3. (4.1a)
dr = a1q] + azq’eqr — dqt + B + D2V?q,. (4.1b)

Physikalisch beschreiben die Laplace-Terme im System (4.1) Diffusion und werden mit
Diffusionskonstanten D7 und Dy multipliziert. Diese Faktoren steuern die Stérke der
Diffusion. In System (4.1) wird nicht molekulare Diffusion modelliert, sondern die Laplace-
Terme beschreiben einen Durchmischungsprozess der Luft, wie zum Beispiel eine turbulente
Durchmischung oder eine eher organisierte Durchmischung in Form von Eddies, die hier
grob genédhert werden.

Mit diesem System liegen zwei gekoppelte partielle Differentialgleichungen oder genauer
ein Reaktions-Diffusions-System vor. Im Folgenden sprechen wir auch von einem Turing-
System. In Anhang B.1 wurden einige Bemerkungen zu Reaktions-Diffusions-Systemen
zusammengetragen. Die Parameterisierungen der mikrophysikalischen Prozesse sind der
Reaktionsterm. Sie bedingen auch die Kopplung der beiden Gleichungen. Die Analyse
von Turing-Systemen ist Teil der Theorie tiber Musterbildung (siehe dazu Cross und
Greenside, 2009 oder Hoyle, 2007). Bei Erfiillung bestimmter Bedingungen kann man bei
Turing-Systemen die Bildung von Strukturen beobachten. Sowohl auf die zugrundeliegende
Theorie der Strukturbildung bei Turing-Systemen als auch auf deren konkrete Anwendung
auf das Gleichungssystem (4.1) wird in diesem Kapitel eingegangen.

Da an ein Mikrophysikmodell Terme angekoppelt werden, die die rdumliche Durchmi-
schung von Luft beschreiben sollen, kann dieses Kapitel als ein Versuch angesehen werden,
Strukturen innerhalb von Wolken zu beschreiben. Im Verlauf des Kapitels werden die
Ergebnisse, die auf der Analyse von Turing-Systemen basieren mit Modellsimulationen
verglichen.

4.1 Lineare Stabilitdtsanalyse bei Turing-Systemen

Die Idee zur linearen Stabilitdtsanalyse wurde bereits in Turing, 1952 vorgestellt. Die
Ausfiithrungen in diesem Abschnitt findet man in Cross und Greenside, 2009. Es soll das
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Prinzip der linearen Stabilitdtsanalyse erklart werden, das eine Aussage dariiber trifft, ob
es bei einem Turing-System moglicherweise zu Musterbildung kommt. Dieses Prinzip fiihrt
zu mehreren wichtigen Einsichten:

o Diffusion kann einen destabilisierenden Einfluss auf das System haben.

o Die Instabilitat durch Diffusion kann fiir das Wachstum von Strukturen bestimmter
Wellenldngen verantwortlich sein.

e Zur Entstehung von Strukturen benétigt man zwei verschiedene Diffusionskoeffizien-
ten.

Besonders der erste Punkt ist kontraintuitiv, da die blofle Diffusion rdumliche Variationen
glattet und man deshalb erwarten kénnte, dass Diffusionsterme eher das Entstehen von
Strukturen unterdriicken (siehe Griffiths, 1999). Aufgrund der unterschiedlichen Diffusi-
onskonstanten lauft die Diffusion der verschiedenen Variablen unterschiedlich schnell ab.
Dies in Verbindung mit den nicht-linearen Reaktiontermen kann eine Instabilitat triggern.
An dieser Stelle sei noch einmal erwahnt, dass man bei der linearen Stabilitadtsanalyse von
periodischen Randbedingungen ausgeht.

Es wird jetzt das Vorgehen bei der linearen Stabilitdtsanalyse beschrieben. Ein allgemei-
nes Turing-Modell ist gegeben durch die Gleichungen

i1 = fi(u1,ug) + D1V (4.2a)
iy = fa(ur,uz) + DaV2us. (4.2b)

Damit liegt ein System von Reaktions-Diffusions-Gleichungen vor. Die Namensgebung
erscheint natiirlich, wenn man die Gleichungen im Hinblick auf ihre Anwendung bei
chemischen Reaktionen interpretiert. Zwei chemische Stoffe reagieren miteinander, zusétz-
lich diffundieren sie im Reaktionsbehélter. Eine analoge Interpretation ist auch auf das
Wolkenschema (4.1) anwendbar. Hier wechselwirken die Hydrometeore miteinander.

Im Folgenden wird eine lineare Stabilitdtsanalyse des Reaktions-Diffusions-Systems
(4.2) durchgefiihrt. Ziel ist es, mathematische Bedingungen fiir das mogliche Auftreten
von Strukturbildung herzuleiten. Dabei wird zuerst System(4.2) ohne die Diffusionsterme
betrachtet

Uy = fi(ug,uz) (4.3a)
iz = fo(ui,ug). (4.3b)

Man erhélt ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, das Gleichgewichtslosungen
besitzen kann. Falls Gleichgewichte existieren, erfiillen diese das Gleichungssystem

0= fl(ul, ’LLQ) (4.4&)
0= fz(ul, UQ). (4.4b)

Dies wurde in Abschnitt 2.1 erldutert. Man erhélt also zwei nicht-lineare Gleichungen mit
zwei Unbekannten. Im Allgemeinen steht kein systematischer Weg zur Verfiigung, dieses
Gleichungssystem zu 16sen. Auch muss die Losbarkeit nicht immer gegeben sein. In Kapitel
3 wurden die Gleichgewichtspunkte spezieller Wolkenschemata ausfithrlich diskutiert.
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Wir sind im Folgenden an asymptotisch stabilen Gleichgewichtslosungen des Systems
(4.3) interessiert. Die Gleichgewichte sind (asymptotisch) stabil, wenn die Realteile der
Eigenwerte der Jacobimatrix am Gleichgewichtspunkt (uj e, ug ) echt kleiner als Null sind
(siehe dazu Abschnitt 2.1). Angenommen wir haben eine asymptotische stabile Gleich-
gewichtslage (1, us.) gefunden und die Jacobi-Matrix D f sei an diesem Gleichgewicht
durch

ail  a12
Dl e = (azl a22) (45)
gegeben. Es gilt also
Ofi
;= 4.6
Qg auj ( )

Die Bedingung der asymptotischen Stabilitat fiir das System (4.3) ist dann dquivalent
zu

tr(Df) :=a11 + ax <0 (4.7a)
det(Df) ‘= ajia9g — ajgagy > 0. (4.7b)

Dabei bezeichnen tr(Df) die Spur der Matrix Df und det(Df) die Determinante der
Matrix Df.

Das Bemerkenswerte ist nun, dass bei Ankoppelung von Diffusionstermen und Stérung
dieses stabilen Gleichgewichtszustandes Strukturbildung auftreten kann. Dies soll jetzt
genauer erklart werden. Wir betrachten die linearisierte Variante von (4.2)

UL = a11Up1 + a12Up2 + D1V2up1 (4.8&)

. 2
U = a21Up1 + G22Up2 + DoV Up2.

Dabei wurde der Reaktionsterm (fi(u1,u2), fa(u1,us2)) durch die Linearisierung am Gleich-
gewichtspunkt ersetzt. Der Laplace-Operator ist linear. Somit erhalten wir eine lineare
partielle Differentialgleichung, fiir deren Losung analytische Methoden angewendet werden
konnen. Dafiir wihlen wir den folgenden Separationsansatz

Up = <u1q> exp(ogt) exp(igx). (4.9)

U2q

Die Berechnungen werden hier fiir den Fall einer Raumdimension durchgefiithrt. Man
kann aber analog den mehrdimensionalen Fall behandeln. Dazu verwendet man im Se-
parationsansatz exp(i(qix1 + - - - + gnxy)) anstatt exp(igz). Da wir auBerdem periodische
Randbedingungen annehmen, gilt ¢ = %’Tm, wobei L die Lange des betrachteten Gebiets
und m € Z ist. Der Ansatz (4.9) verwendet eine Fourier-Zerlegung im Ort. Da wir periodi-
sche Randbedingungen annehmen, ist dies ein naheliegender Ansatz. Wir werden sehen,
dass er zu mindestens einer Losung des Problems fiihrt. Da in (4.9) ein exponentieller
Ansatz in der Zeit gewahlt wurde, erhidlt man das Eigenwertproblem

Agug = oquq (4.10)
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mit der Matrix

— D:ad?
Aq _ (all 19 ai2 2) (411)
asy aze — Dagq

Damit bilden die Wachstumsrate o, und der Vektor u, ein Eigenwert-Eigenvektor-Paar
fiir die Matrix A,. Dies gilt fiir jedes g. Wir finden zwei linear unabhéngige Losungen. !
Eine Linearkombination dieser Losungen ergibt

¢q = (crqu1g exp(o14t) + caquag exp(oaqt)) exp(iqr) (4.12)

Die Konstanten c14 und cp, héingen von der Anfangsbedingung ab. Die Losung wird zeitlich
exponentiell gedampft, wenn die Bedingungen Re(o14) < 0 und Re(o24) < 0 gelten. Eine
allgemeine Losung erhélt man aus den moglichen Superpositionen der ¢, aus (4.12) tiber
alle q.

Das charakteristische Polynom des Eigenwertproblems (4.10) ist gegeben durch

0=det(4; —o4l) = 0'3 — (tr(A4q))oq + det(Ay) (4.13)

Die Eigenwerte sind damit gegeben durch

1 1
oy = 5 tr(Ay) + §¢ (tr(A,))? — ddet(A,) (4.14)
Damit asymptotische Stabilitdt vorliegt, miissen beide Eigenwerte einen negativen Real-
teil besitzen. Das bedeutet insbesondere, dass fiir diesen Fall die Spur negativ und die
Determinante positiv ist. Man hat dann also

tr(A,) = a11 + aga — (D1 + Da)¢* < 0 (4.15a)
(an — quz) (CLQQ — D2q2) — a12a91 > 0 (4.15b)

Wenn also die beiden Bedingungen (4.15) erfiillt sind, ist der rdumlich konstante Gleichge-
wichtszustand von (4.3) stabil gegeniiber raumlichen Stérungen. Im Umkehrschluss kann
eine zu q gehorige Mode instabil werden, wenn eine der Bedingungen nicht erfiillt ist.

Zur Interpretation: Angenommen wir haben ein System, bei dem die Diffusion ausge-
schaltet werden kann. Dann gibt das System gewohnlicher Differentialgleichungen (4.3)
das Verhalten des Systems wieder. Wir haben dann folgende Bedingung fiir einen stabilen
Gleichgewichtszustand

aip +az <0 (4.16a)
ajiaz — aiza > 0. (4.16b)

oq 1

1 Wir betrachten den Fall, dass A die Jordan-Normalform J = ( ) besitzt. Man findet mit

0 o4
Ansatz (4.9) nur eine Loésung. Wir betrachten dann das allgemeinere Problem %, = Aquq und machen
keine Annahme an die Fourier-Koeffizienten. Es gelte J = T 'AT. Dann hat das transformierte
System die Gestalt v, = Jv, mit v, = T ‘u,. AuBerdem kann man die Lésungen durch v, =

1 t
aq exp(ogt) (0) + Bq exp(ogt) (1> und uq = Tvg angeben.
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4.2 LINEARE STABILITATSANALYSE FUR DIE WACKER-, COSMO- UND IFS-SCHEMATA

In diesem Fall sind die Realteile der Eigenwerte negativ. Wir machen jetzt die Annahme,
dass die Diffusion im System eingeschaltet werden kann. Damit beschreiben die Gleichungen
(4.2) das Verhalten. Es stellt sich nun die Frage, ob die Diffusionsterme, die intuitiv eine
glattende Wirkung auf das System haben, zu Instabilitdt einzelner Moden, und damit zu
raumlicher Musterbildung fithren koénnen. Fiir Bedingung (4.15a) gilt unter der Annahme,
dass wir von einem stabilen Gleichgewicht des ODE-System ausgehen

tr(Aq) = a1 + a2 — (Dl + Dg)q2 <ail+azg <0 (4.17)

Das heifit also, dass diese Bedingung nicht verletzt werden kann. Um aus einem stabi-
len Gleichgewicht durch Diffusion rdumliche Muster zu gewinnen, darf demzufolge die
Determinantenbedingung (4.15b) nicht gelten. Wiirde man diese Gleichung Null setzen,
erhielte man eine Parabel in ¢?, die bei ¢?> = 0 positiv ist und sich nach oben hin 6ffnet.
Dies wird in Abbildung 4.1 dargestellt. Als Bedingung fiir lineare Instabilitidt erhalten wir,
dass das Minimum der Parabel negativ sein muss. Dies ist auch eine Bedingung an die
Diffusionskonstanten. Durch Ableiten der Parabelgleichung und anschliefendes Nullsetzen,
findet man das Minimum bei

o Diags + Daay

4.18

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die in Frage kommenden ¢ eine diskrete Menge
bilden. Wenn man den Wert aus (4.18) fiir ¢ in die Determinantenbeziehung einsetzt,

erhilt man )
(D1aga + Daaqy)

det(Ag,,) = a11a22 — a12a21 — 4D1Ds (4.19)
Dieser Ausdruck wird negativ, wenn die Ungleichung
Diass + Doayy > 2\/D1D2(a11a22 — a12a21) (4.20)

erfiillt ist. In diesem Fall kénnen Ortsmoden destabilisiert werden und Strukturbildung
kann auftreten. Zur Erfiillung der Ungleichung (4.20) benétigt man unterschiedliche Diffu-
sionskonstanten D; und Ds, da man diese andernfalls aus der Ungleichung herauskiirzen
konnte. Der Ausdruck (4.20) wiirde dann im Widerspruch zu den Bedingungen (4.16)
stehen.

4.2 Lineare Stabilitatsanalyse fiir die Wacker-, COSMO- und
IFS-Schemata

Wir betrachten hier die in Tabelle 3.2 in Spalte ”Nicht Trivial” aufgefithrten Gleichge-
wichtspunkte. Es wurde bereits in Kapitel 3 festgestellt, dass diese asymptotisch stabil
sind (siehe Tabelle 3.3). Es bleibt zu priifen, ob bei Ankoppelung von Diffusionstermen die
Bildung von Strukturen zu erwarten ist. Die ist der Fall, wenn Ungleichung (4.20) erfiillt
wird, was in der Folge dieses Abschnitts gepriift werden soll. Es werden die Wolkenschemata
ohne Evaporation betrachtet. Diese Approximation ist vertretbar, da die Evaporation die
Gleichgewichte kaum &ndert.
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det(A4,)

AN

Abbildung 4.1: Stabilitdt von Turing-Modellen. Die blaue Parabel erfiillt Stabilitéatsbe-
dingung (4.15b). Hier wird keine Musterbildung erwartet. Bei der orangen Parabel kann
Musterbildung auftreten.

Zunichst wenden wir uns den Wacker- und COSMO-Schemata zu, fiir die v = 1 und
Be = 1 gilt. Dadurch koénnen einige analytische Resultate gezeigt werden.
Die Gleichgewichte sind durch die Beziehungen

< 1
d (¢S—a\3 B ¢S —ayr\ Br
Ce:— _— Te: 421
Qe, cS( as ) cS a, < as ) ( )

gegeben. Fiir die Jacobi-Matrix gilt

air a2
Dl eune) = ( ) ; (4.22)

ag1  a22

mit
a1 =c¢S —ag — agqffe =0, (4.23a)
aiz = _a2BTQC,eQ§,Té_1
asp [ (S —ar\s S —ar\ E (4.23b)
=— d - B :
cS as as

az = ap + agq;f’:; =cS (4.23¢)

agy = a2frqeeqyy ' — dCgs; !
d (cS—a\Fr B\[cS—a\ 5 ¢S —a\F (4.23d)
= a2l | —5 -5 —d¢
cS as cS as az

Damit reduziert sich Bedingung (4.20) zu

D1a22 > 2\/D1D2(—1)a12a21 (424)
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4.3 EIN BEISPIEL FUR STRUKTURBILDUNG

Es geniigt, dass ase > 0 ist, denn dann kann man D; und Dy so anpassen, dass Unglei-
chung(4.24) erfillt ist. Wenn andererseits age < 0 ist, kann diese Bedingung nicht erfiillt
werden. Deshalb schauen wir uns a9o ndher an:

asfrd (¢S — aq Brgf»il ¢S —ay 45;7»1 a2y ¢S —aq 5?371
a2 = —gg( M) g
cS as as cS as
=1 Br=1 4.25a)
(B B > B (CS — a1> Br _agﬁr (cS— al) Br (
N (cS (5 = a) d<) as cS B as
<0
Zum Schluss betrachten wir noch den Term
Brd _ ( ai Br )
g (¢S —ayr))—d¢=d|pr s ¢). (4.26)

Damit gilt ase < 0, falls 8, < (. Die ist fur die Wacker- und COSMO-Schemata der Fall. Es
sei noch angemerkt, dass im Fall v = 1 und 8. = 1 der Eintrag ass < 0 gelten muss, damit
ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
vorliegt, da in diesem Fall aj; = 0 gilt, siehe (4.23a).

Folgerung 1. Seien . = 1 = v und ¢S > ay. Dann ist durch Gleichung (4.21) ein
Gleichgewicht (qc.e,qre) gegeben. Falls 5, < ¢ gilt, kann Bedingung (4.20) nicht erfillt
sein.

Es wurde angenommen, dass alle Exponenten und Vorfaktoren positiv sind. Fiir die
Parameterwahl der Wacker- und COSMO-Schemata bekommt man also kein stabiles
Gleichgewicht, das man in der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Weise destabilisieren kann.

Wir betrachten noch der IFS-Schema. In Tabelle 3.2 wurde ein asymptotisch stabiler
Fixpunkt angeben. Man kann fiir diesen die Jacobi-Matrix berechnen und stellt fest, dass
die Eintrage der Hauptdiagonalen negativ sind. Die lineare Stabilitdtsanalyse lasst auch
hier keine Bildung von Mustern erwarten, da dies der Bedingung (4.20) widerspricht.

4.3 Ein Beispiel fiir Strukturbildung

Im vorangegangen Abschnitt wurde gezeigt, dass die in lineare Stabilitdtsanalyse keine
Destabilisierung von Moden durch Laplace-Terme bei der in Kapitel 3 berechneten stabilen
Gleichgewichte erwarten ldsst. Es soll gezeigt werden, dass durchaus Wolkenmodelle
existieren, bei denen Musterbildung beobachtet werden kann. Wir betrachten den folgenden
Spezialfall des generischen Wolkenmodells (3.14):

(e = Cqc — a1qc — a2q.q; (4.27a)
Gr = a1qe + a2qzq; — dg. (4.27b)

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir nur ¢ und nehmen an, dass die Uber-
sattigung bereits in diesem Vorfaktor enthalten ist. Auflerdem wéihlen wir ganzzahlige
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Exponenten. Die gesamte lineare Stabilitdtsanalyse des Systems kommt dann mit analy-
tische Berechnungen aus. Das zugehorige Reaktions-Diffusions-System ist also gegeben
durch

de = cqc — a1q. — a2q2q: + D1V3q, (4.28a)
Gr = a1qe + a2q;q; — dar + D2V?q,. (4.28b)

Bei diesen Systemen wurden die Exponenten durch die Werte 5. = 2,8, = 2,7 =
1,{ =1 festgelegt. Die Wahl von ganzzahligen Exponenten wird im Folgenden analytische
Berechnungen erleichtern. Aulerdem werden die Evaporation und der von oben einfallende
Regen vernachlassigt. Fiir die Wahl der Vorfaktoren bedeutet das e; = 0,e2 = 0 und
B = 0. Durch geeignete Wahl an a1, as, ¢ und d kann man erreichen, dass das System die
Bedingungen (4.7) und (4.20) erfiillt und die Bildung von Strukturen beobachten.

Wir beginnen mit den Rechnungen und gehen dabei wie in Abschnitt 4.1 beschrieben vor.
Zunichst wird ein nicht-triviales Gleichgewicht von (4.27) durch Nullsetzen der rechten
Seite bestimmt. Man muss also das Gleichungssystem

0= cqe — a1qe — a2q>q> (4.29a)
0= a1qe + a2q2q; — dg, (4.29b)
l6sen. Da wir von einem nicht-trivialen Gleichgewicht ausgehen, kénnen wir ¢. # 0
annehmen. Aus Gleichung (4.29a) gelangt man dann zu der Beziehung
c—ap

= , 4.30
Ge= (4.30)

Wire ¢, = 0, wiirde nach (4.29b) g. = 0 gelten. Dies stdnde im Widerspruch dazu, dass
ein nicht-triviales Gleichgewicht vorliegt. Durch Addition der Gleichungen (4.29a) und
(4.29b) und anschlieflendes Einsetzen der Beziehung (4.30) kann man ¢, berechnen

CcC— a1
a2q3

0=cq.—dg =c — dg, (4.31)

Beziehung (4.31) kann nach g, umgestellt werden. Nutzt man die Gleichungen (4.30) und
(4.31), kann man den folgenden Gleichgewichtspunkt bestimmen

1 d %
— 3
Gee = (C al) () (4.32a)
a9 C

Gre = (aZd)é(c —a)3. (4.32Db)

Wl

Um zu positiven und damit physikalisch sinnvollen Massendichten zu gelangen, muss
insbesondere
c>a (4.33)

gelten. Das ist die erste Einschrankung an die Vorfaktoren. Damit wird gefordert, dass
die Kondensation stérker ist als die Autokonversion. Die Bedingungen (4.7) und (4.20)
fithren zu Weiteren, die im Anschluss berechnet werden. Diese Einschrankungen werden in
Abbildung 4.2 veranschaulicht.
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Die Stabilitéitseigenschaften des Systems werden durch die Jacobi-Matrix bestimmt. Im
hier vorliegenden Fall hat sie die Gestalt

S (c— ar — 2a9qcq;  —2a2424; ) _ (au(%%) a12(qc7q”)> (4.34)

ai + 2(12(10(]2 2(12(]2%" —d a21(QCa QT) a22(‘]m QT‘)

Jetzt sollen die einzelnen Komponenten der Jacobi-Matrix an dem berechneten Gleichge-
wichtspunkt (4.32) ndher betrachtet werden. Mit Bedingung (4.33) erhalten wir

a11(Gee, @re) = a1 —c <0 (4.35a)
12t tre) = 220~ a1) < 0 (4.350)
a21(Gee, @re) = 2¢c —aj > 0, (4.35¢)
a22(Ge,es Gre) = d(l - 22“) (4.35d)

Dabei wurde verwendet, dass alle Vorfaktoren positiv sind, sowie Bedingung (4.33). Es
wird sich herausstellen, dass es fiir unsere Zwecke glnstig ist

c > 2a; (4.36)

zu wahlen. Dadurch gilt age(ge.e, gre) > 0. Bedingung (4.36) impliziert Bedingung (4.33).
Da wir nach einem stabilen Gleichgewicht suchen, das durch Diffusionsterme destabilisiert
werden soll, miissen wir zunéchst die Spur- und Determinantenbedingungen (4.7) priifen.

2a
a1 (CIc,ea QT,e) + a2 (qC,!B’ %’,e) ay —c+ d(l - 1) (4'37)
N — C
>

Bei den Abschitzungen kommt Bedingung (4.36) zum Tragen. Durch eine geeignete Wahl
von d kann man erreichen, dass der Ausdruck (4.37) < 0 ist. Dies fithrt zu der Bedingung

CcC— aq
d<c

4.38
c— 2a1 ( )
Bedingung (4.36) stellt insbesondere sicher, dass man d positiv wéhlen kann und damit

physikalisch sinnvolle Werte annimmt. Zur Veranschaulichung der Bedingungen (4.33),
(4.36) und (4.38) findet man Abbildung 4.2. Fiir die Determinante gilt

all(QC,ea QT,e)a22(QC,ea QT,e) - al?(Qc,ea QT,e)CLZl(QC,ea QT,e) = Bd(C - al) >0 (439)

Wenn man also d moéglichst klein wahlt, und damit der Regen sehr langsam aus dem
Luftpaket fallt, sind die Bedingungen (4.7) erfillt. Um ein stabiles Gleichgewicht zu
destabilisieren, muss zusitzlich Bedingung (4.20) gelten. Hier hilft die Beobachtung weiter,
dass a11(qe,e; Gr.e) und aa(qe,e, gr,e) entgegengesetzte Vorzeichen haben. Dies bedeutet, dass
man die Diffusionkonstanten D; und D2 so anpassen kann, dass Bedingung (4.20) erfiillt
ist. Man braucht dazu nur D; grof3 genug und D5 klein genug zu wahlen. Die Annahme,
dass die Diffusionskonstante D; grofl und die Diffusionkonstante Do klein ist, passt auch
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d

c=a, ¢=2u c

Abbildung 4.2: Zulédssige Parameter fiir Musterbildung. Der Parameter a; wird als
gegeben angenommen. Der hellblaue Bereich ist der zulassige Bereich der Parameter ¢ und
d, wenn Musterbildung nach den Ergebnissen der linearen Stabilitdtsanalyse auftreten soll.
Dabei wurden die Beziehungen (4.33), (4.36) und (4.38) beriicksichtigt.

zur physikalischen Intuition, da D; die Durchmischung der leichteren Wolkentropfchen
und Ds die Durchmischung der schweren Regentropfen beschreiben soll.

Die Beschreibung der numerischen Behandlung des Systems (4.28) findet man in Ab-
schnitt 4.4. Die Ausgabe einer Simulation fiir eine Raumdimension findet man auf den Ab-
bildungen 4.3, 4.4 und 4.5. ? Diese deuten an, dass das System in ein zeitliches Gleichgewicht
lauft, das rdumlich inhomogen ist. Das Ergebnis einer Simulation in zwei Raumdimensionen
zeigen die Abbildungen 4.6 und 4.7. Auch hier erkennt man Musterbildung.

Es stellt sich die Frage, ob die Simulationen des Systems (4.28) fiir die Wolkenvariablen
dhnliche Resultate liefern wie komplexere Modelle, die man zur Beschreibung der Dynamik
in warmen Wolken verwendet. Die Abbildungen 4.8 und 4.9 sind aus Chertock u. a., 2019
entnommen. Hier erkennt man die dreidimensionale raumliche Verteilung von ¢. und g,
fiir ein Wolkenschema fiir warme Wolken, das an die Navier-Stokes-Gleichungen gekoppelt
wurde. In der horizontalen Ebene scheinen sich die Massenkonzentrationen ¢. und ¢, zu
Clustern zusammenzuziehen. Damit entstehen Strukturen, die denen in den Abbildungen
4.6 und 4.7 ahnlich sind. Auch in einer Raumdimension erkennt man, dass ¢. und g,
an manchen Stellen groflie Werte annehmen, wohingegen die Massenkonzentrationen im
restlichen Gebiet deutlich geringer sind. Dieses Verhalten ist in den Abbildungen 4.3, 4.4
und 4.5 illustriert.

Ein genauerer Blick zeigt, dass sowohl bei den Simulationen von System (4.28) als
auch bei der Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen, gekoppelt an ein Wolkenmodell,
dort hohe Konzentrationen von ¢, zu finden sind, wo die Konzentration von ¢, gering ist

2Fiir grofere Ortsausdehnungen sieht man beispielsweise in Abbildung 4.5 mehr Streifen.
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und umgekehrt. Dies legt folgende physikalische Interpretation nahe: Dort, wo sich viel
qr befindet, wurden die Wolkentropfchen zu Regen umgesetzt, sodass nur noch wenige
von ihnen vorhanden sind. Falls neue Wolkentopfen auftauchen, werden diese durch den
Regen aufgrund von Akkreszenz entfernt. An den anderen Stellen mit wenig ¢, liegt das
Flissigwasser vorrangig in Form von Wolkentrépfchen vor.

4.4 Ein numerisches Verfahren zum Ldsen von
Reaktions-Diffusions-Gleichungen

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie man das System (4.44) numerisch
approximieren kann. Dabei wird angenommen, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 Anfangsdaten
gegeben sind. Auflerdem betrachten wir periodische Randbedingungen. Das beschriebene
Verfahren verwendet eine Fourier-Zerlegung im Raum, die auf ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen fiihrt. Dieses wird anschlieffend mit exponentiellen Integratoren
gelost.

4.4.1 Pseudospektral-Verfahren

Es wird erklért, wie das Pseudospektral-Verfahren mit einer Fourier-Diskretisierung im
Ort auf Reaktions-Diffusions-Gleichungen der Form (4.1) angewendet werden kann. In
Boyd (2000) wird darauf hingewiesen, dass ein Pseudospektral-Verfahren mit einer Fourier-
Zerlegung im Ort geeignet ist, um Anfangsrandwertprobleme mit periodischen Anfangsbe-
dingungen numerisch zu lésen.

Wir gehen zunéchst allgemein von einem Problem mit einem linearen und einem nicht-
linearen Anteil

& = L(z) + R(x) (4.40)

aus. Da wir Gleichung (4.1) lésen wollen, gilt in unserem Fall z = (g, ¢.), sowie

(c+ D1V?)q.
L(qe, qr) = 4.41
(9c, qr) ( DyV24, (4.41)
und
_ Y Bc 61"
R(ge4r) = P . (4.42)
a1q) + azgPq’ — d¢t + B

Der Term R(qc, qr) ist also der nicht-lineare Anteil des Reaktionsterms. Daher rithrt die
Notation. Wir nehmen periodische Randbedingungen auf [0, L] an. Die Losung = wird in
eine Fourier-Reihe entwickelt. Wir erhalten folgende Darstellung

y =Y o(t)exp(ikn) (4.43)
mit k, = %T" fir n = —%, ce % . Dabei soll N eine gerade Zahl sein. Fiir numerische
Berechnungen wird die Reihe nach N+1 Termen abgebrochen. In unserem Fall ist ¢,,(¢) eine
Vektor mit zwei Eintragen. Die Vektoren ¢, (t) fir n = —%, cee % kennzeichnen die Losung
im Fourier-Raum. Die exp(ikyz) bilden ein Orthonormalsystem. Das soll im anschlieflenden
Schritt ausgenutzt werden. Zuerst wird Gleichung (4.43) in die Differentialgleichung
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(4.40) eingesetzt. An dieser Stelle kann der Laplace-Operator ausgewertet werden. Die
resultierende Gleichung wird mit den Basisfunktionen exp(iky,x) multipliziert, und zwar
N Y Danach integriert man diese Gleichungen auf dem Gebiet [0, L].

firallen =—-5,..., 3.
Es ergibt sich ein Gleichungssystem, das folgende Gestalt besitzt

On(t) = lnpn(t) + Ru(t), n=-" ..., — (4.44)

Dabei bezeichnet [, eine Matrix.

— D1k2
L= ¢ Pk 0 (4.45)
0 —Dok?

In Gleichung (4.44) tritt der Term R,, in Erscheinung, der hier erldutert werden soll. Man
approximiert die Nicht-Linearitét R(z) durch eine Fourier-Reihe

R(qc(t), gr(t)) =

(]l

N

R, (t) exp(iknx) (4.46)

Nachfolgend wird eine Moglichkeit zur Berechnung von R,, beschrieben, die man bei
expliziten Verfahren, bei denen es moglich ist, die einzelnen Stufen rekursiv auszuwerten,
verwenden kann. Man kennt N(q.(t),g-(t)) zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢,,, beispiels-
weise zum Startzeitpunkt, fiir den die Anfangsdaten gegeben sind. Deshalb kann man, wie
oben beschrieben, die Fourier-Koeffizienten R,, zu diesem Zeitpunkt berechnen. Damit
kann Gleichung (4.44) zunéchst fiir einen Zeitschritt oder eine Stufe gelost werden. Wir
verwenden dazu die exponentiellen Integratoren ETD1 und ETD2 aus Abschnitt 4.4.2 und
folgen damit einem Vorschlag aus Cox und Matthews, 2002. Dadurch erhélt man die Lésung
fiir einen neuen Zeitschritt oder eine neue Stufe zum Zeitpunkt ¢,,11. Allerdings sind dafiir
die R, nicht bekannt. Man muss die neue Losung zum Zeitpunkt ¢,,11 vom Fourier-Raum
in Ausgangsraum transformieren und dort die Nicht-Linearitdt berechnen. Anschlielend
wird diese in den Fourier-Raum zuriicktransformiert. Dann kann ein neuer Zeitschritt oder
eine neue Stufe des expliziten Verfahrens berechnet werden. Zur Transformation kann man
die FFT verwenden, die einen Aufwand der Ordnung nlog(n) besitzt. Eine Realisierung
des Pseudospektral-Verfahrens in Matlab wird in Trefethen, 2000 beschrieben.

4.4.2 Exponentielle Integratoren

Einen Uberblick zu exponentiellen Integratoren findet man in Hochbruck und Ostermann,
2010. Zur Losung von Systemen der Form (4.44) bieten sich diese exponentiellen Inte-
gratoren an. Darauf wird in Cox und Matthews, 2002 hingewiesen. Auflerdem verweisen
die Autoren auf gute Genauigkeitseigenschaften bei steifen Problemen. Exponentielle
Integratoren sind in der Literatur haufig zu finden, wenn Probleme der Form (4.40) mit
einem linearen Anteil L(x) und einem nicht-linearen Anteil R(z) gelost werden sollen,
siehe beispielsweise Peddle (2018) oder Haut und Wingate (2014).

Bei der Herleitung von exponentiellen Integratoren, geht man davon aus, dass ein
Problem in der folgenden Form vorliegt

i = ku + N(u, t) (4.47)
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mit einer Konstanten & und einem nicht-linearen Term N (u,t). Gleichung (4.47) wird mit
dem integrierenden Faktor exp(—kt) multipliziert und anschlieflend integriert. Dadurch
gelangt man zu

tm+T tm+T
/ wexp(—kt) — kuexp(—kt)dt = / exp(—kt)N (u,t)dt. (4.48)
tm tm
Gleichung (4.48) kann umformuliert werden zu
tm+T
U(tm + 7) exp(—k(tm + 7)) = u(ty) exp(—ktym) + / exp(—kt)N (u,t)dt  (4.49)
tm
oder aquivalent
Uty + 7) = u(ty,) exp(kt) + exp(kT) / exp(—kt)N(u(t + ty), t + t,) dt . (4.50)
0

Die verschiedenen exponentiellen Integratoren unterscheiden sich in der Approximation
des Integrals in Gleichung (4.50). Man kann beispielsweise annehmen, dass N(u,t) in
grober Néherung konstant auf dem Intervall [t,,,t,, + 7] ist. Man hat also N = N,,, +
O(7), wobei Ny, = N(tp,ty) gilt. Mit dieser Ndherung erhdlt man das exponentielle
Zeitintegrationsschema der Ordnung 1 (ETD1)

exp(kt) — 1

; (4.51)

Um41 = U €Xp(kT) + Np,
Man kann N auch approximieren durch N = N, + t% + (9(7'2). Damit ergibt

sich als Approximationsformel das exponentielle Zeitintegrationsschema der Ordnung 2
(ETD2)

(1+ 7k)exp(kt) — 1 — 27k
Tk?

1+ 7k — exp(kT)

+ N Tk?

U1 = U, exp(kT) + Ny, (4.52)
Man erhélt also ein Zwei-Schritt-Verfahren.

Es kénnen exponentielle Integratoren beliebiger Ordnung hergeleitet werden, siehe dazu
Cox und Matthews, 2002.

4.5 Ausblick und mogliche Weiterentwicklungen

Wir haben gesehen, dass bei den speziellen Wolkenschemata aus Kapitel 3 durch An-
koppelung von Diffusionstermen die lineare Stabilitdtsanalyse nicht die Destabilisierung
einzelner Moden ergibt, und damit keine Entstehung von Mustern vorhersagt. In Abschnitt
4.3 wurde jedoch ein Wolkenschema vorgestellt, bei dem einzelne Moden destabilisiert
werden konnen und es wurde auch die Entstehung von Strukturen beobachtet. Es stellt
sich nun die Frage, wie gut damit die Realitat abgebildet werden kann. Der Vergleich
mit den Simulationen aus Chertock u.a., 2019, deutet an, dass das Wolkenmodell, das an
Diffusionsterme gekoppelt wurde, qualitativ &hnliche Resultate ergibt wie die Simulationen,
bei denen ein Wolkenmodell an die Navier-Stokes-Gleichungen gekoppelt wurden. Dabei
beschrianken wir uns bei dieser Beobachtung auf Stukturen in der horizontalen Ebene.
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Zum einen bleibt zu klaren, ob das Reaktions-Diffusions-Modell durch Ankoppelung von
Auftriebstermen auf ein dreidimensionales Modell erweitert werden kann. Zum anderen
stellt sich die Frage, inwieweit die Parameter angepasst werden kénnen, um reale physika-
lische Prozesse moglichst genau abzubilden. Ein interessanter Aspekt wére auch zu klaren,
was realistische Werte fiir die Diffusionskonstanten D und Dy sind.

Ahnliche Untersuchungen mit der linearen Stabilititsanalyse, wie sie in diesem Kapitel zu
System (3.14) durchgefithrt wurden, gibt es zum Briisselator. Der Briisselator, benannt nach
seinem Herkunftsort, ist ein Modell, das die Entwicklung von chemischen Konzentrationen
beschreibt. Ausfiihrlicheres dazu findet man in Kondepudi und Prigogine, 2015. Als System
gewohnlicher Differentialgleichungen ist der Briisselator durch

iy = Q — (U4 Dug + ufus (4.53a)
7:L2 = \I/u1 — U%UQ. (453b)

gegeben und passt damit nicht ganz zu (3.14). Allerdings kann auch er durch Ankoppelung
von Laplace-Termen zu dem folgenden Reaktions-Diffusions-System erweitert werden

) = Q — (\I/ + 1)U1 + U%UQ + D1V2u1 (4.54&)
g = Yup — U%UQ + D2V2’LL2. (454b)

Man kann ein Gleichgewicht von (4.53)

Ule = Q (455&)
v

e = — 4.55b

Ug, a (4.55b)

finden, das sowohl stabil, als auch instabil sein kann. Abbildung 4.10 zeigt eine Simulation
fiir ein instabiles Gleichgewicht. Das System wurde mit dem klassischen Runge-Kutta-
Verfahren der Ordnung vier gelost. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix deuten an, dass das
System effizient mit einem expliziten Loser behandelt werden kann. Bei einer geeigneten
Parameterwahl im System (4.54) kann man auch wieder ein stabiles Gleichgewicht durch
Laplace-Terme destabilisieren. Dies wird in Abbildung 4.11 veranschaulicht. Das Beispiel
der linearen Stabilitatsanalyse zeigt, dass Ideen, die in anderen Disziplinen bereits erfolg-
reich angewendet wurden, das Potenzial haben, in der Wolkenphysik neue Einsichten zu
liefern.
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Abbildung 4.3: Musterbildung bei warmen Wolken. Zu sehen ist die Massenkonzentration
von Wolkentrépfchen g. zu verschiedenen Zeitpunkten bei Simulation des Systems (4.28).
Es wurde mit einer Raumdimension gerechnet
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Abbildung 4.4: Musterbildung bei warmen Wolken. Zu sehen ist die Massenkonzentration
von Regentropfen ¢, zu verschiedenen Zeitpunkten bei Simulation des Systems (4.28). Es
wurde mit einer Raumdimension gerechnet
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Abbildung 4.5: Simulation des Systems (4.28) in einer Raumdimension mit der Parame-
terwahl a1 = 1,a9 =1,¢=5,d =0.1, D, = 103, D, = 107!
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Abbildung 4.6: Simulation des Systems (4.28). Zeitliche Entwicklung von ¢. in zwei
Raumdimensionen. Gezeigt wird die rdumlicher Verteilung von ¢, zu verschiedenen Zeit-
punkten. Parameter: a; = 1,ap = 1,¢ = 5,d = 0.13, Dy = 102, Dy = 2.5- 1072
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(c) t =60 (d) t =120

Abbildung 4.7: Simulation des Systems (4.28). Zeitliche Entwicklung von ¢, in zwei
Raumdimensionen. Gezeigt wird die rdumlicher Verteilung von ¢, zu verschiedenen Zeit-
punkten. Parameter: a; = 1,ap = 1,¢ = 5,d = 0.13, Dy = 102, Dy = 2.5- 1072
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Abbildung 4.8: Veranschaulichung von ¢. bei der Simulation der Navier-Stoke-
Gleichungen, gekoppelt an ein Wolkenschema, das warme Wolken modelliert. Quelle:
Chertock u.a., 2019
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Abbildung 4.9: Veranschaulichung von ¢, bei der Simulation der Navier-Stoke-
Gleichungen, gekoppelt an ein Wolkenschema, das warme Wolken modelliert. Quelle:
Chertock u.a., 2019

71



KAPITEL 4 RAUMLICHE STRUKTURBILDUNG IN WARMEN WOLKEN

4..
3..
(V]
3
2..
1..
1 2 3
Ui

(a) ui-ug-Phasendiagramm. Schwarzer Punkt kennzeichnet Startwert.

—1-
—2
-3 T T - .- T
-6 -4 -2 0 2
Re(A)

(b) Eigenwerte der Jacobimatrix

Abbildung 4.10: Briisselator als System gewohnlicher Differentialgleichungen. Dabei
wurden folgende Parameter gewéhlt: Q = 1.5, ¥ = 3.5. Das Gleichgewicht (4.55) ist instabil.
Es entsteht ein Grenzzyklus, gegen den benachbarte Trajektorien konvergieren.
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Abbildung 4.11: Briisselator als Reaktions-Diffusions-Gleichung. Parameter: 2 =
1.5, =25,D; =28,Dy =224
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Kapitel 5
Beschreibung eines Eiswolkenmodells

Das im folgenden behandelte Eiswolkenmodell ist als ein Zwei-Momenten-Schema formuliert.
Dementsprechend werden die Variablen Massenkonzentration ¢; und Anzahlkonzentration
n; modelliert. Diese beiden Groflen werden analog zu den Massenkonzentrationen von
Wasserdampf und Flussigwasser (siehe (3.6)). definiert.

o Masse der Eiskristalle
* " Masse trockener Luft

(5.1)

B Anzahl der Eiskristalle

n; =

5.2
Masse trockener Luft (5:2)

Man kann ¢; und n; auch relativ zur Gesamtmasse der Luft definieren. Dies wiirde
nur einen sehr geringen Unterschied ausmachen. Zusétzlich beinhaltet das Modell eine
Gleichung fiir die Ubersittigung iiber Eis S;, definert als das Verhéltnis des vorherrschenden
Wasserdampfdruckes zum Wasserdampfdruck im Gleichgewicht iiber Eis

S; = pf(”T). (5.3)

Aquivalent kann auch eine Gleichung fiir Massenkonzentration von Wasserdampf g, for-
muliert werden. Man kann dann auf eine Gleichung fiir S; verzichten. Die Ubersittigung
unterliegt bei Eiswolken im Vergleich zu warmen Wolken grofien Schwankungen. Allgemein
kénnen in Eiswolken sehr hohe Ubersittigungen auftreten. Dies bestéitigen sowohl Mes-
sungen (Siehe dazu Kramer u.a., 2009), als auch Modellsimulationen (Siehe Spichtinger
und Gierens, 2009a, Spichtinger und Gierens, 2009b, Spichtinger und Gierens, 2009c,
Spichtinger und Cziczo, 2010, Spreitzer u.a., 2017). AuBlerdem wird das Auftreten von
hohen Ubersittigungen in Eiswolken in Kapitel 7 bestétigt. Zum vollstindigen Schema
zéhlen des Weiteren prognostische Gleichungen fir die Temperatur 7" und den Druck p.
Das Eiswolkenschema hat die folgende Gestalt

n; = Nuc,, + Evap,, + Sed,, (5.4a)
¢; = Nucy + Dep,, + Sed,, (5.4b)
S; = Cool,, + Depg, (5.4c)
dT dT
= — + = , (5.4d)
dt adiabatisch de Diffusion
= dp . (5.4e)
de adiabatisch
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Bei dieser Formulierung werden Wachstumsprozesse (Evapn,Depq,Deps), Nukleation
(Nucy, Nucy) und Sedimentation (Sed,,, Sed,,), sowie thermodynamische Effekte bertick-
sichtigt. Bei der Herleitung des Eiswolkenschemas werden folgende Annahmen getroffen

e Luft und Wasserdampf sind ideale Gase. Es gilt also die Gleichung fiir ideale Gase
b= pRaT (55)

fur Luft und
Do = poR,T (5.6)

fir Wasserdampf.

e Die Gleichung fiir das hydrostatische Gleichgewicht

dp _

_ 5.7
P Py (5.7)

ist giiltig.
e Es gilt die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dpsi(T) _ LSpsi(T)
dT R,T? ~

(5.8)

die den Sattigungsdampfdruck iiber Eis beschreibt.

Im Folgenden sollen Parameterisierungen fiir die mikrophysikalischen Prozesse, also Wachs-
tum, Nukleation und Sedimentation, angegeben werden. Auflerdem wird beschrieben, wie
die geltende Thermodynamik beriicksichtigt wird.

5.1 Thermodynamische Anderungen

5.1.1 Druck

Die zeitliche Anderung des Drucks entsteht durch die Hohenverschiebung des Luftpakets.
Damit gilt also

dp dpdz

i ) (5.9)

dt adiabatisch dz dt
Hier wurde ausgenutzt, dass wir das hydrostatische Gleichgewicht annehmen. Auflerdem
beschreibt w(t) die Hohenverschiebung des Luftpaketes explizit in der Zeit.

5.1.2 Temperatur

Die Temperatur des betrachteten Luftpakets dndert sich zum einen durch Hebung und
Senkung, zum anderen durch Phasenumwandlungen. Durch die Phasenumwandlungen
wird Wérme in die Umgebung freigesetzt bzw. der Umgebung entzogen.

Wir betrachten zunichst die Temperaturdnderung aufgrund einer adiabatischen Hohen-
verschiebung des Luftpaketes.

dT dT' d
& =0 I (5.10)
de adiabatisch dz dt Cp
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Die folgenden Rechnungen findet man in Etling, 2008. Die potentielle Temperatur ist

definiert als
po\"
0= T() 5.11
) (5.11)

Hier ist pg ein konstanter Referenzdruck und x = f—;. Fiir die Ableitung nach z gilt

20 (oT g0
9z (82 + cp> T (5:12)

Wir treffen jetzt die Annahme, dass die Atmosphére adiabatisch geschichtet ist, also

00
- 1
7, 0 (5.13)
gilt. Damit ergibt sich
oT g
=2 5.14
0z Cp ( )

Daher riihrt der Faktor —é in Gleichung (5.10) Man nennt ihn auch den adiabatischen

Temperaturgradienten. Der Term w(t) beschreibt die Hohenverschiebung des Luftpaketes
explizit in der Zeit und entspricht damit dem Term %.

Des Weiteren beeinflusst die latente Warmefreisetzung die Temperatur im Luftpaket.
Zur Berechnung dieses Beitrags muss man den Betrag des Wasserdampfes, der in Eis
umgesetzt wird, berticksichtigen. Dazu ist zum einen der Nukleationsprozess, zum anderen
das Depositionswachstum von Bedeutung. Dementsprechend sollten sich diese beiden

Prozesse in der folgenden Parameterisierung wiederfinden.

dT

ar _Ls
dt a

Diffusion Cp

(Nucq + Depq) (5.15)

Dabei ist (Nucq + Depq) die Masse an Wasserdampf pro Kilogramm trockener Luft, die
pro Zeiteinheit sublimiert. Durch Multiplikation dieses Wertes mit der latenten Sublimati-
onswarme Lg berechnet man den Betrag der Warme, der durch die Phasenumwandlung
pro Masseneinheit Luft und pro Zeiteinheit an die Umgebung abgegeben wird. Wird
dieser Wert durch die spezifische Warmekapazitat c, geteilt, erhélt man schliellich die
Temperaturdnderung durch Sublimation. Man geht davon aus, dass die freiwerdende
Sublimationswirme nur zu einer Temperaturdnderung im Luftpaket und nicht zu einer
Druckénderung fiihrt.

5.1.3 Anderung der Ubersittigung

Das Sattigungsverhéltnis wird durch (5.3) definiert. Wie bereits am Anfang des Kapitels
erwahnt, kann man das Séttigungsverhéltnis S; und die Massendichte fiir Wasserdampf g,
dquivalent ineinander umformulieren. Die Massendichte fir Wasserdampf ¢, ist wie folgt

definiert

Masse Wasserdampf M,

% = Masse trockener Luft M (5.16)
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Abbildung 5.1: Vergleich der Ubersittigungsterme

Durch Anwendung der idealen Gasgleichung gelangt man zu

vV R, T Do
= _ P 5.17
©WERT VY~ (5.17)

Unter Verwendung von (5.3) und (5.17) erhalten wir

Pqv
€Psi (T)

Dabei ist € als das Verhéltnis der Gaskonstanten von trockener Luft und Wasserdampf
definiert, also € = % = % ~ 0.622.

Durch Anwendung der Kettenregel erhélt man folgende Beziehung fiir die zeitliche
Anderung des Sittigungsverhiltnisses

S; = (5.18)

dt dT dt  dp dt  dg, dt’

(5.19)

Bei der Berechnung der partiellen Ableitungen stellt sich die Beziehung (5.18) als sehr
niitzlich heraus. Fiir die Anderung von S; beziiglich der Temperatur erhilt man

ds; _ P Opsi(T) _ P Lspsi(T) _ Lg
dr Epsi(T)Z oT Gpsi(T)Q RvT2 RUT2

S; (5.20)

Bei dieser Herleitung wurde die Clausius-Clapeyron-Gleichung (5.8) angewendet. Die
Anderung hinsichtlich p ergibt

ds; v i
Si_ @ S (5.21)
dp  epsi(T) p
Bei Betrachtung der Anderung beziiglich ¢, gelangt man zu
ds; i
Si__p S (5.22)

dgy €Psi (T) Qv
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Wir untersuchen jetzt die einzelnen Summanden aus Gleichung (5.19). Mit (5.10) und
(5.20) aus Abschnitt 5.1.2, sowie (5.15) gelangt man zu der Beziehung

i dT L
ds;dr Ss-(-

g Lg
i ar = RS )+ =5 (Nucy + Depq)). (5.23)

P Cp
Wenn der Auftriebsterm w(t) gro genug ist, kann zur vereinfachenden Darstellung der
Term ﬁ—f (Nucq + Depq> weggelassen werden, da dann bei kalten Temperaturen 7' < 235 K

die latente Wéarme nur einen geringen Einfluss auf die Temperatur hat. Dies wird in
Abbildung 5.1 veranschaulicht. Wir nehmen an dieser Stelle

dS;dT  Lsg
== Sqw(t 5.24
ar @t~ er,r2otW (5.24)

an. Fir den zweiten Summanden in Gleichung (5.19) findet man mit (5.21) und (5.9)

ds; dp S; g
L2 w(t) = —S; t 2
dp di ) gpw(t) S R w(t) (5.25)

Hier wurde die ideale Gasgleichung (5.5) angewendet. Schliellich kann man den dritten
Summanden als

dS;dg,  p
dg, dt epsi(T')

(— (Nucq + Depq)) (5.26)

Dabei wurde die Gleichung (5.22) angewendet. Auflerdem beschreibt %” den Anteil der
Massenkonzentration des Wasserdampfes, der in Eis umgewandelt wird. Der Abbau der
Massenkonzentration von Wasserdampf geschieht durch die Prozesse Nukleation und
Wachstum, bei denen Phasenumwandlungen eine Rolle spielen. In der Formulierung mit
Massendichten haben wir deshalb %“ = —(Nucq + Depq). Insgesamt erhéalt man also bei

Beriicksichtigung von (5.24), (5.25) und (5.26)

dsS; Lsyg g D
- - ww(t) — —2— (Nue, + D 2
at <chUT2 RaT>S w(t) 6psi(T)( ucy + Dep, ) (5.27)

Cooly, Depg

Der Term Cool,, beschreibt die Anderung des Sittigungsverhéltnisses S; aufgrund von He-
ben und Senken des Luftpakets. Auflerdem gibt Depg den Einfluss der Wachstumsprozesse
und der Nukleation auf die Zeitevolution des Sattigungsverhéltnisses an. Die beiden zuletzt
genannten Prozesse sind verantwortlich fiir die Phasenumwandlung von Wasserdampf zu
Eis. Damit ist klar, dass sie einen Einfluss auf das Séattigungsverhéltnis S; haben miissen.

5.2 Mikrophysikalische Prozesse zur Anderung von Massen- und
Anzahldichte

In diesem Abschnitt wird die mathematische Modellierung des Wachstums, der Sedimen-
tation und der Nukleation von Eiskristallen ausgefiihrt.
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Abbildung 5.2: Mégliche Formen von Eiskristallen. Quelle: Wolf u. a., 2018

5.2.1 Wachstum

Man findet in diesem Teilabschnitt eine Beschreibung des Wachstums von Eiskristallen.
Dabei folgen wir dem Buch Lamb und Verlinde, 2011. Fiir die Massendnderung eines
Eiskristalls gilt die Gleichung

“L—? — 4xC DG (Ss — 1) . (5.28)
Dabei bezeichnet C' in diesem Abschnitt die Kapazitdt und kodiert damit die verallgemei-
nerte Gestalt des Eiskristalls. Mogliche Formen von Eiskristallen findet man in Wolf u. a.,
2018 (siche Abbildung 5.2). Die Diffusionskonstante wird mit D, bezeichnet.Man kann
stattdessen auch die Diffusionskonstante mit kinetischer Korrektur D} betrachten. Mehr
dazu findet man weiter unten in diesem Abschnitt. Mit G, bezeichnen wir den Howellfaktor.
Er ergibt sich bei der Herleitung der Wachstumsgleichung und bezeichnet die Korrektur
duch die freiwerdende latente Wérme. Schliellich ist f, die Ventilationskorrektur. In dem
hier hergeleiteten Modell wird die Ventilationskorrektur fiir Stdbchen verwendet, von der
angenommen wird, dass sie der Ventilationskorrektur von Ellipsoiden sehr &hnlich ist, da
im Verlauf dieses Kapitel ellipsoidformige Eiskristalle betrachtet werden.

Herleitung der Wachstumsgleichung

Wir betrachten einen Eiskristall der Oberfliche A. Die Massenzunahme des Eiskristalls
bei Wasserdampfiiberséttigung iiber Eis lasst sich durch die Gleichung
dm

—=—M, [ ®,-dA 2
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Abbildung 5.3: Die weifle Kugel veranschaulicht einen sphérischen Eiskristall. Das blaue
Gebiet um die Kugel illustriert die molare Konzentration von Wasserdampf. Die heller
werdende Farbe bedeutet eine Abnahme der Konzentration. Die gestrichelten Linien deuten
gedachte Kugeln um den Eiskristall an. Die Pfeile veranschaulichen die Flussrichtung des
Wasserdampfes.

beschreiben. Dabei ist ®, das Feld, das den Fluss der molaren Volumenkonzentration
des Wasserdampfes n, die durch n = £% gegeben ist, beschreibt. Die Konstante M,
ist die molare Masse von Wasser. Multiplikation mit diesem Faktor erlaubt es, auf eine
Massenanderung bei gegebener molaren Wasserdampfkonzentration zu schlieffen.

Wir wenden uns dem Massentransport aufgrund des Flusses im Wasserdampffeld &,
zu. Zunéchst wird von einem sphérischen Eiskristall mit Radius r4 und einem auf der
Eiskristalloberfliche uniform verteilten Fluss, d. h. ®, = const., ausgegangen. Spéater wird
dieses Ergebnis fiir ellipsoidférmige Eiskristalle modifiziert. Es ergibt sich geméaf (5.29)

die Massenrate durch

dm
dt
Der Fluss im Wasserdampffeld kann nach dem ersten Fick’schen Gesetz formuliert werden.

Demnach ist der Fluss proportional zum Gradienten der Konzentration und entgegengesetzt
gerichtet. Am Eiskristallrand erhélt man dadurch

= —AnM,r3®,. (5.30)

d7n
Ydr

P,

. (5.31)
Td Td
Dabei bezeichnet D, ist die Diffusionskonstante. Entsprechend ergibt sich aus (5.30) und
(5.31)

dn

dr

d
S o A MyDyr?

& (5.32)

Td
Durch Anwendung der Kontinuitatsgleichung % =V - ® gelangt man mit dem ersten
Fick’schen Gesetz zu

- D,V?n. (5.33)
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Diese Gleichung bezeichnet man als das zweite Fick’sche Gesetz. Da das Wasserdampffeld
als stationdr angenommen wird, erhélt man letztendlich das Problem

Vin =0 auf R3\ B(ry) (5.34a)
n(rq) =ny (5.34Db)
n(r) = neo T — 00. (5.34c¢)

Als Randbedingungen legen wir einen Wert n,, fiir den Eiskristallrand fest. Auerdem soll
der Wert auf einer Kugel, deren Oberfliache sich unendlich weit von dem Eiskristall entfernt
und deren Mittelpunkt der Mittelpunkt des Eiskristalls ist, gegen no, konvergieren. Wir
wollen ein radialsymmetrisches System betrachten. Damit liegt eine Laplace-Gleichung
mit Dirichlet-Randbedingungen auf einem unbeschréankten Gebiet vor. Das betrachtete
physikalische System ist radialsymmetrisch aufgebaut, deshalb suchen wir zur Beschrei-
bung der physikalischen Vorgidnge nach radialsymmetrische Losungen. Das motiviert die

Anwendung von Kugelkoordinaten. Der Laplaceoperator ist in Kugelkoordinaten gegeben
durch

10 [ ,0f 1 (. /~Of 1 f
V= () * ﬂsirl(ei)aé(SIH(‘))aé) @)y Y

Da wir ein radialsymmetrisches System ohne Variation in 6 und ¢ betrachten, gilt % =
0= g—i: und Gleichung (5.35) vereinfacht sich zu

2¢_ 16( 23f>
V= o (P (5.36)
Damit wird (5.34) zu
10 (,0n\
TQC%(T 67“) =0 7 € [ra,00) (5.37a)
n(rq) = ny (5.37b)
n(r) = neo r — 00. (5.37¢)

Das vorliegende Problem wurde damit auf eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit zwei Randwerten zuriickgefiihrt. Man kann (5.37a) auch schreiben als

9’n  20n
52 + o 0 (5.38)
Fiihrt man jetzt n = % ein, erhalt man
on 2
o + ;ﬁ =0 (5.39)

Da man r < ry betrachtet, gilt die Lipschitz-Stetigkeit und der Satz von Picard-Lindeloff
garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Durch einen Ansatz der Form
7 = ar~® kann man diese Differentialgleichung 16sen. Durch anschlieBende Integration
gelangt man zu einer Losungsdarstellung der Form n = ar~! + b. Durch Einsetzen der
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Randbedingungen kann man @ und b eindeutig bestimmen ! und man erhélt die Losung
von (5.37) durch

n(r) = Neo — (Moo — np)% (5.40)

Man kann jetzt Gleichung (5.40) ableiten und gelangt damit zu der folgenden Gleichung,
die an der Oberfliche des Eiskristalls gilt
dn Noo — Np

= —=. A1
dri,, rq (541)

Die Beziehung (5.41) kann in Gleichung (5.32) eingesetzt werden und es ergibt sich

d
(TT — 47 MyraDy(nos — np). (5.42)

Wir nehmen an, dass wir den dufleren Sattigungsquotienten S; = % kennen. Dann

bekommt man fiir die d&uflere Randbedingung mit der Gasgleichung
p(TOO)7

Noo = RT. = ns(Tso)Si, (5.43)

wobei ng(Th) = £ S;{(T‘X’) gilt und R die universelle Gaskonstante ist.

Als néchstes werden die Oberflichenprozesse auf dem Eiskristall betrachtet. An der
Oberfliche des Eiskristalls herrscht eine Ubersittigung, die deutlich geringer ist als die
Ubersittigung in der entfernten Umgebung. Darum betrachten wir als Niherung zunichst
folgende Beziehung

Ppssi(1p) ~ Ppo(Tp)
RT, RT,
Der Index p zeigt an, dass wir die Bedingungen auf der Oberfliche des Eispartikels
betrachten.
Man kann jetzt die Gleichungen (5.44) und (5.43) in (5.42) einsetzen und erhélt

= n(T}). (5.44)

dm

Fr = A M yrgDyns( OO)(SZ- — ::(Tp)) (5.45)

(Te)

Wir betrachten jetzt den Quotienten ::((g:;)) naher. Bei kleinen Temperaturgradienten

kann man als Approximation folgendes Taylorpolynom ersten Grades um 7T, ansetzen.

dns(Two)
dT

Lsp51(Too) o psi(TOO))
RR,T?, RTZ )

ns(Tp) = ns(Too) + (Tp — To)
(5.46)

= no(Tue) + (T, ~ o)

Dabei wurde die Clausius-Clapeyron-Gleichung (5.8) angewendet. Division durch ns(7T)

unter der Beriicksichtigung der Identitét ng(T) = 2 SI(T)

ns (1T, L T, —T
o(Tp) 1+ ( e 1) <”°O) (5.47)
Ng (Too) R,Tw T
1. A. sind Existenz und Eindeutigkeit von Zweipunktrandwertproblemen nicht garantiert. Siehe dazu
Baily u. a., 1968

ergibt
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Einsetzen von (5.47) in (5.45) ergibt

dm L T, — T,
—— = 4dxMyrqDyns(Ts) | Si— 1 — S 1) EB—= 4
i DT (-1 (5o -1) (B ) G

An dieser Stelle soll der Energietransport des betrachteten radialsymmetrischen Systems
untersucht werden. Wie beim Wasserdampf gehen wir von einem zeitlich stationaren
Temperaturprofil aus. Damit ergibt sich analog zu oben

Td
-

T(r) =T — (Too — T}) (5.49)

Durch Ableiten erhélt man

i—f = nordTp (5.50)

Td
Man findet (5.49) und (5.50) in Lamb und Verlinde, 2011. Das Fourier’sche Gesetz besagt,
dass der Warmetransport proportional zum negativen Temperaturgradienten ist. Ange-
wandt auf den hier betrachteten Fall, also einem radialsymmetrischen System, bedeutet
dies T
= _kTJ' (5.51)

Mit kr wird die Warmeleitung von Luft bezeichnet. Bei Wachstum des Eiskristalls wird
durch Phasenumwandlung an der Eiskristalloberfliche stiandig latente Wéarme freigesetzt.
Unter stationdren Bedingungen kann es zu keiner Erwérmung oder Abkiihlung an der
Eiskristalloberfliche kommen, also miissen sich Freisetzung von latenter Warme und
Abfluss von Warme die Waage halten. Demnach gilt [gI, + I, = 0. Dabei bezeichnet /g
die latente Sublimationswéarme bezogen auf die Stoffmenge, I, den molaren Fluss von
Wasserdampf hin zum Eiskristall und I, den Wérmefluss. Der Fluss von Wasserdampf zum
Eiskristall steht mit dem Eiskristallwachstum in folgender Beziehung I, = —Miw%. Da
Sublimationswéarme freigesetzt wird, gilt T}, > T,. Nach dem Fourier’schen Gesetz flief3t
also Warme vom Eiskristall weg. Unter Verwendung von (5.51) und (5.50) ergibt sich

Iy = Ap®y| = dmrgkr (T, — Too) (5.52)
Mit der Energiebilanz gelangt man zu I, = —lgl, = J\l/[—swdd—’? = dnrgkr(T) — Tw), und

durch Umstellen zu

ls dm Ls dm
P drrgkr M, dt drrgkr dt (5.53)

Durch Kombination von (5.53) und (5.48) gelangt man schliellich zu der Wachstumsglei-
chung
dm Arrg My Dyng(Too)(Si — 1)

- = L LsMy
dt 1 + Dvns (TOO) (Rujs;oo B 1> kiTw

(5.54)

Im Folgenden sollen Anmerkungen zu Korrekturen und Verallgemeinerungen der Wachs-
tumsgleichung (5.54) gemacht werden.
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Abbildung 5.4: Eiskristall in Form eines verldngerten Rotationsellipsoiden. Zu sehen ist
ein Querschnitt entlang der langeren Achse. Der ellipsoidférmige Eiskristall hat die Léange
L = 2a, und Hohe 2b.. Die Halbachsen haben damit die Liangen a. und b,.

Kapazitat

Die Wachstumsgleichung fiir Eispartikel wurde fiir sphéirische Geometrien hergeleitet.
Damit diese Gleichung auch fiir andere Geometrien Giiltigkeit besitzt, fiihrt man die
sogenannte Kapazitdt (engl. capacitance) ein, also einen Korrekturfaktor, der die Wachs-
tumsgleichung auf beliebige Geometrien anwendbar macht, wobei jeder Geometrie ein
individueller Wert ihrer Kapazitit zugewiesen wird. In der Wachstumsgleichung findet
man dann nicht mehr den Radius rg4, sondern stattdessen die Kapazitdt C. Wir nehmen
die Form eines Rotationsellipsoiden fiir die betrachteten Eiskristalle an. Dann kann man
die Kapazitiat C' durch den Ausdruck

Le
¢= longE)

angeben (Siehe McDonald, 1963). In (5.55) bezeichnet L die Lange des Eiskristalls. Zur
Berechnung der Kapazitiat benotigt man zusétzlich die numerische Exzentrizitat e, die

(5.55)

duch die Beziehung € = /1 — (2—2)2 gegeben ist mit den Halbachsen a. und b.. Man findet
eine Veranschaulichung in Abbildung 5.4. Damit hat man eine Beschreibung fiir einen
einzelnen Eiskristall. In Eiswolken tritt das Problem auf, dass viele Eiskristalle vorhanden
sind, die nicht einzeln beschrieben werden. Man fithrt dann eine Funktion zur Beschreibung
der Anzahlkonzentration ein, {iber die integriert wird. Um das Integral auszuwerten, ist es
von Vorteil, C' durch ein Potenzgesetz ( engl. power law) zu beschreiben. Dies wird weiter

unten ausfiihrlich erklart.

Howellfaktor

Man kann die Wachstumsgleichung in vereinfachter Notation folgendermaflen formulieren

%” — 47Dy GC(S; — 1) (5.56)

In dieser Gleichung wurden mehrere Terme durch den Howell-Faktor geméaf

1 Lg LsD, -1
Y, = 1 .
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zusammengefasst. Man kann die molare Konzentration des Wasserdampfes als ng(Tx) =
pij%(f;") schreiben. Auflerdem gilt R, = %. Damit ergibt sich aus (5.57)

LS LSDv RvToo )
Gy = -1 5.98
((RUTOO ) TookT * psi(Too) ( )

Betrachtet man noch die korrigierten Werte fiir Diffusion und Warmeleitung, nimmt der

Howellfaktor die Form
Lg LsD* R,T
Gr = -1 v 5.59
! ((RUTOO ) Took} * psi(Too>> ( )

an. Weiter unten wird noch néher auf D} und k7 eingegangen. Die Sublimationswarme
Lg = Lg(T') kann wie in Murphy und Koop, 2005 parameterisiert werden.

1 T \2
Ls(T) = T (46782.5 + 35.8925T — 0.07414T2 + 541.5 exp<—<123 75) )) (5.60)
w .

Diese Parameterisierung ist fiir 7' > 30K giiltig. Die Wérmeleitfahigkeit der Luft kp ist
durch die Gleichung \

T+T,-107T
gegeben. Wir orientieren uns dabei an der Parameterisierung aus Dixon, 2007 und ver-
wenden deren korrigierte Version aus Porz u.a., 2018. Die Warmeleitung der Luft mit
kinetischer Korrektur wird mit &% bezeichnet. Man erhélt diese, indem man die Wérmelei-
tung der Luft mit einem Korrekturfaktor multipliziert

(5.61)

k? = kak(T, a, bk) (5.62)

Die Groflen ayg, by, ¢, und T} sind Konstanten. Auf die Korrektur der Warmeleitung wird
weiter unten eingegangen.

Diffusionskonstante

Durch Anwendung des ersten Fick’schen Gesetzes, das den Transport von Wasserdampf
hin zum Eiskristall beschreibt, tritt die Diffusionskonstante D,, in der Wachstumsgleichung
auf. Siehe dazu (5.31). Die Diffusionskonstante D,, kann durch die Beziehung

T ) T po

Dv = D’UO (
p

T (5.63)

beschrieben werden. Diese Parameterisierung ist in Hall und Pruppacher, 1976 und
Pruppacher und Klett, 2004 gegeben. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass in Hall
und Pruppacher, 1976 ein giiltiger Temperaturbereich von —80°C bis + 40°C und bei
Pruppacher und Klett, 2004 von —40°C bis + 40°C angegeben ist.

Am FEiskristallrand herrscht keine exakte Sattigung, sondern immer noch eine kleine
Ubersittigung vor. Man kann diesen Effekt beriicksichtigen, indem man eine modifizierte
Diffusionskonstante einfiihrt. Die Herleitung dieser Diffusionskonstante wird im Folgenden
erlautert.
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Abbildung 5.5: Wachstumsprozesse am Eiskristall. Sphérischer Eiskristall mit Radius
rqy. Es werden die Flussdichten direkt am Eiskristall und im Abstand A vom Eiskristall
gezeigt.

Mit ®¢q bezeichnen wir den Fluss, der vorherrscht, wenn der Eiskristall weder wéchst
noch schrumpft. Er befindet sich dann im Gleichgewicht. Auflerdem gehen wir davon aus,
dass der Fluss ®,, der auf den Eiskristall trifft, iiberwiegt, da fiir das Wachstum eine
Wasserdampfiibersiattigung angenommen wird. Es soll der Anteil des Flusses definiert
werden, der tatsdchlich zum Eiskristallwachstum beitréagt.

[ 777
Dot = A (Pp — Poq) = T’”cvém (5.64)

Der Massenakkomodationskoeffizient «,,, kann als Maf fiir die Effizienz betrachtet werden,
mit der Molekiile des Wasserdampfes vom Eiskristall eingefangen werden. Der Faktor %
ist die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Partikel, das sich nahe der Eiskristalloberfliche
befindet, auf diese Oberfliche st6Bt. Mit ¢, bezeichnen wir die mittlere Geschwindigkeit

der Wassermolekiile. Sie ist durch die Gleichung

A
g, = |28 (5.65)
™

gegeben. (siehe z. B. Pruppacher und Klett, 2004). Damit beschreibt iévén A die Flussdichte,
die auf die Eiskristalloberfliche trifft und zum Wachstum des Eiskristalls beitrégt.

Damit erhdlt man eine modifizierte Version von (5.42), die das Eiskristallwachstum
beschreibt und die geringe Ubersittigung am Eiskristallrand beriicksichtigt.

d

d—”: = My®per Ay = w0 MyEr3dna (5.66)

Dabei gilt 0na = na — neq. Das wirft die Frage auf, wie man éna bestimmen kann.
Man betrachtet zwei Fliisse. Sie werden in Abbildung 5.5 veranschaulicht. Der Fluss

direkt am FEiskristallrand betrigt
I, = Ap®per = 4T3 . (5.67)

Der Fluss, der sich aus der entfernten Umgebung in Richtung Eiskristall bewegt, ist durch
die Beziehung
In = A4i®p = dnc(rg+ A)*Dp (5.68)
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gegeben. Fiir die Grofle A wird die folgende Gleichung
A = counn\ (5.69)

mit dem Cunningham-Faktor c.uyy, und der mittleren freien Weglange fiir Wassermolekiile
X angegeben. Damit besitzt A die gleiche GréBenordnung wie die mittlere freie Weglinge.
Der Cunningham-Faktor ceunn ist eine Konstante, fiir die mittlere freie Wegléange A gilt
nach Pruppacher und Klett, 2004

~ ~ T Px
A= X = <)‘> 5.70
(£)( (5.10)
mit Konstanten g, T3 und ps.

Die Flussdichte, die sich durch den Fluss aus der entfernten Umgebung des Eiskristalls
ergibt, kennen wir bereits

dn

Ydr

— _p, Mo T A (5.71)

@A:— =
ra+A CratA

Durch Gleichsetzen der beiden Flisse gelangt man zu dem Ausdruck

1
NA — Neq = TdmCy _Tq (nOO - neq)‘ (572)
1 + 4Dy T‘d+A

Dieser kann in die Wachstumsgleichung (5.66) eingesetzt werden. Damit ergibt sich

dm _ 1
— = T MyCyry — (noo — neq)
dt L+ 55 s
D
T4 Cm Co rq+A
= AT MyyraD}(Noo — Neq)
mit der modifizierten Formel fiir die Diffusivitat D
D D
D} = —p, - = v = Dy f(ra, A, bpig)- (5.74)

_ + boig
Tq0tm Cy rq+A rq+A rq

Da am Eiskristallrand eine geringe Ubersittigung erhalten bleibt, dndert sich der Betrag
der freigesetzten latenten Warme. Man versucht diesen Effekt zu beriicksichtigen, indem
man den Faktor, der die Warmeleitfdhigkeit beschreibt, modifiziert.

Man betrachtet wieder zwei Fliisse. Fiir Flussdichte direkt am Eiskristallrand erhélt
man eine dhnliche Beschreibung wie oben

1_
(1)(”; = ZCLuftnLufthaT(Tp — TA). (5.75)
Hier ist %ELuftTLLuft die Anzahl der Luftmolekiile, die gegen die Eiskristalloberfliche stofien.

Mit ¢, wird die molare Warmekapazitat von Luft und mit a7 der thermale Akkomodati-
onskoeffizient, ein Maf fiir die Effektivitdt mit der die gasféormigen Molekiile thermische
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Energie aufnehmen. Der Temperaturgradient zwischen der Eiskristalloberfliche und der
Luft im Abstand A zum Eiskristall ist durch (7}, — Ta) gegeben. Dabei ist T}, die Tempe-
ratur auf der Eiskristalloberfliche und TA die Lufttemperatur am Rand im Abstand A.
Damit beschreibt ¢ o (T, — Ta) die Energie die von den Molekiilen transportiert wird.
Dadurch ergibt sich der folgende Fluss

I‘LP = AP(I)%Z) = 7r7’c2i5LuftnLufthCVT(Tp - TA) (576)

Der Fluss, der aufgrund des Temperaturgradienten mit der enfernten Umgebung herrscht,
ist bereits bekannt.

Th — Ty
I,n=14 AN " 7
ga =4m(rg+ A)kr it A (5.77)
Durch Gleichsetzen der Fliisse gelangt man zu der Beziehung
4k A
Ty —Tpn=— 0 TdF B g, (5.78)
QrCLuftNLuftCp Ty
Wir definieren by = ﬁfmw' Es gilt dann
rq + A)b
T, — Too = (W n 1) (Ta — To) (5.79)
d

Dazu hat man die Identitat T}, — T'x = T}, — Ta + Ta — T verwendet. Man betrachtet
eine modifizierte Version von (5.53). Daraus ergibt sich

lg dm
— =4 Mk (Th — T
ML df m(ra + A)kr(Ta )
= drrg————(T)) — Tix) (5.80)
Td-i-A E

= Anrgk (T, — Teo)-

Man gelangt zu einer dhnlichen Gleichung wie weiter oben, allerdings mit einem angepassten
Waiérmeleitungskoeffizienten, der wie folgt definiert ist

. k
kT = ﬁ = kaW(Tda A, bW) (5‘81)
rq+A + E

Wenn man Berechnungen durchfiihrt, bei denen viele Eiskristalle modelliert werden,
1

3m )§ mit der Eisdichte p, verwendet werden.

kann ein gemittelter Radius r = (F o

Ventilationskoeffizient

Der Ventilationskoeflizient f, ist ein Korrekturfaktor fiir Diffusivitdt. Man kann einen Fit
von f, angeben, der durch die Schmidt-Zahl und die Reynolds-Zahl bestimmt wird.

2
fo=1+ CXXQ =1+ ¢y NS Nge (5.82)
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Man findet diesen Ausdruck in Pruppacher und Klett, 2004. Mit der Schmidt- und der
Reynoldszahl kann man dann die Korrekturgréfe

1 1
X = N&.N, (5.83)

einfithren. Fiir sdulenférmige Kristalle ist also der Korrekturfaktor f, ein Polynom zweiten
Grades in x. Es steht kein Korrekturfaktor f, fiir ellipsoidférmige Kristalle zur Verfiigung,
deshalb verwenden wir den Korrekturfaktor fiir sdulenféormige Kristalle.

Im Folgenden wird gezeigt, wie man die Schmidt- und Reynolds-Zahlen berechnen kann.

Die Schmidt-Zahl ist durch

I
Ng. = 5.84
Sc pDu ( )

gegeben. Hier bezeichnet p die dynamische Viskositdt der Luft, fiir die nach Dixon, 2007

a#Tb#
= 5.85
hE T, (5.85)

gilt. Die Groflen ay,, b, und T}, sind konstant.
Geméfl Pruppacher und Klett, 2004 gilt fiir die Reynolds-Zahl

Nge = g(UtL) (5.86)

mit der Fallgeschwindigkeit v; und der Lénge L des Eiskristalls. In Spichtinger und Gierens,
2009a wurde vy wie folgt parameterisiert

vy = voc(p, T). (5.87)

Der Faktor vy hidngt von der Eiskristallmasse m ab. Man erhélt durch folgende Beziehung
einen guten Fit (Spichtinger, 0.D.)

1

b mg " v
V10 R V0 it (M, Mo, Au, by, €y) = apym™ | —— ; . (5.88)
mov v + mbvcv

Damit wird eine stiickweise Darstellung, die beispielsweise in Spichtinger und Gierens,
2009a zu finden ist, vermieden. Auflerdem ist diese Darstellung stetig. Durch die Grofle
¢(p, T') werden Temperatur- und Druckabhéngigkeit der Fallgeschwindigkeit berticksichtigt.

Sie ist durch
P ac /T be
T =~ — .

gegeben. Die Grofien pe, ae, T, und b, sind konstant mit konstanten Werten fiir a,, by, ¢,

und mg.
Zur Approximation der Reynolds-Zahl bietet es sich an, die folgende Beziehung zu
verwenden
byt mg’
Ly =~ Ll B —— 5.90
v R aym (mgv - m0v> (5.90)
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Uberfiihrung der Parameterisierung der Wachstumsrate in Momentenschreibweise

Wir haben die Wachstumsgleichung fiir einen Eiskristall hergeleitet. Zur Bestimmung der
Rate der Massenkonzentration g; muss man alle vorhandenen Eiskristalle im betrachteten
Luftpaket beriicksichtigen. Dafiir steht folgende Gleichung zur Verfiigung

dgi _

T /0 b f(m)ArCD,Gy(S; — 1) fudm = 4Gy Dy(S; — 1) /0 - f(m)Cfodm.  (5.91)

oder mit der modifizierten Diffusionskonstante D}

dgi _

a /000 f(m)4rC DG, (S; — 1) fudm = 47 G, (S; — 1) /OOO f(m)CD} fodm.  (5.92)

Die Funktion f(m) ist die Verteilungsfunktion, die angibt, wieviele Eiskristalle einer
bestimmten Gréfle m existieren.

An dieser Stelle verwendet man eine Kontinuumshypothese. Kontinuumshypothesen sind
in den Naturwissenschaften verbreitet. Sie werden beispielsweise auch in der Biologie zur
Beschreibung der Populationsdynamik verschiedener Spezies verwendet, siche dazu Murray,
2002. Eigentlich miisste man den Beitrag von jedem einzelnen Eiskristall aufsummieren.
Stattdessen nehmen wir in (5.91) und (5.92) eine kontinuierliche Verteilung der Eiskristalle
an. Damit ergibt sich das Integral. Die Kontinuumshypothese ist gerechtfertigt, wenn
sehr viele Eiskristalle vorliegen. Allerdings miissen diese fiir die Giiltigkeit der Wachs-
tumsgleichung auch weit genug auseinander liegen, damit die Randbedingungen an die
molare Wasserdampfkonzentration und die Temperatur erfiillt werden. Man arbeitet hier
mit idealisierten Annahmen, deren Giiltigkeit zu tiberpriifen bleibt. Ziel ist es jetzt, die
Integrale in den Gleichungen (5.91) und (5.92) auszuwerten.

Man erhélt eine gute Approximation, wenn man fir m in C(m), D}(m) und f,(m)
Vielfache der mittleren Massen einsetzt, wobei die mittlere Masse durch

4
n;

m= (5.93)
gegeben ist (Spichtinger, 0.D.). Diese Beobachtung wird bei der Auswertung der Integrale
in (5.91) und (5.92) helfen.

Fiir die Eiskristalle nehmen wir eine Massenverteilung, die durch eine logarithmische
Normalverteilung beschrieben werden kann, an. In der Wolkenphysik werden auch andere
Verteilungen verwendet. Die Arbeit Jawitz, 2004 beschreibt verwendete Verteilungsfunk-
tionen. Abbildung 5.6 zeigt die Dichtefunktionen einer logarithmischen Normalverteilung
bei Variation der Parameter o und ji. Es gilt damit

S )

. 1(log(7;’;>>2 | (5.94)

" Varloglom | "2\ Toa(om)

V2mlog(om)m 2

Diese Darstellungen sind in Spichtinger und Gierens, 2009a und Jawitz, 2004 zu finden.
Die logarithmische Normalverteilung héngt also von zwei Parametern i = log(m,,) und
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a=1

=115

(a) Der Parameter o wird variert, ji wird kon- (b) Der Parameter fi wird variert, o wird kon-
stant gehalten. stant gehalten.

Abbildung 5.6: Dichtefunktionen einer logarithmischen Normalverteilung

o = log(oy,) ab. Der Median ist durch exp(i) = m,, gegeben. Man nennt die Grofe
m,, auch die Modalmasse und o, ist die geometrische Breite. Auflerdem ist n; die
Teilchenanzahl der Ausgangsverteilung. An dieser Stelle soll noch die Gréfie

ro = exp((log(om))?), (5.95)

definiert werden. Diese Notation erweist sich bei der Auswertung der Momente als giinstig.
Sie sind durch folgende Gleichung gegeben

> k L (kp)? . _p, M
/0 f(m)m” dm = exp| ki + )= fig[m] = n;m" r, . (5.96)
Damit gilt
S bi(bi—1)
f(m a;mbidm = n;a;mbir, 2 = n A;mb 5.97
0
0

b (b;—1
mit 4; = a;r, (2 ). Siehe dazu Jawitz, 2004 und Spichtinger und Gierens, 2009a. Um
(5.97) anzuwenden, muss man CD, fy in die Form )" a;m® umschreiben. Dazu machen
wir die folgenden Uberlegungen:

Die Kapazitat wurde weiter oben in Abhéngigkeit von der Lange L und der Exzentrizitat
€ ausgedriickt. Wir benotigen einen Ausdruck, der von der Masse m abhangt. Einerseits
hat man damit nur noch einen Freiheitsgrad zur Verfiigung, andererseits sind L und e
Groflen, die das Volumen kennzeichnen. Man kann einen Freiheitsgrad eliminieren, indem
man einen funktionalen Zusammenhang der beiden Halbachsen fir Eiskristalle annimmt.
Auflerdem wird die Dichte als konstant angenommen. Damit ist es moglich, Volumina
in Massen umzurechnen. Die Kapazitiat C(m) kann durch die folgende stetige Funktion
approximiert werden

C(m) =~ aym® + aym® (5.98)

mit Konstanten aq, ag, by, b (P. Spichtinger, personliche Mitteilung, 22.11.2019). Alternativ
ist es moglich, die Kapazitdt durch eine stiickweise definierte Funktion der Form

C(m) ~ a;m”, (5.99)
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zu beschreiben. Dabei sind a; und b; fiir verschiedene Groflenbereiche stiickweise konstant,
siehe Spichtinger und Gierens, 2009a. Wir werden mit (5.98) arbeiten.

Man kann bei der logarithmischen Normalverteilung eine Breite von rg = 3 wéhlen. Fiir
die kinetische Korrektur erhélt man dann eine gute Naherung, wenn man eine skalierte
mittlere Masse der Form

my = cim. (5.100)
benutzt (P. Spichtinger, personliche Mitteilung 21.11.2019). Dann haben wir
3 3 _1
r = (47pr61m> = ¢, 3. (5.101)

Damit und mit Gleichung (5.74) erhalten wir
D} =~ D,(r1) = D. (5.102)

Man verwendet in Gleichung (5.101) einen Kugelradius, da man annimmt, dass die
kinetische Korrektur vor allem auf kleine Eiskristalle einen Einfluss hat. Diese werden als
nahezu kugelférmig angenommen. Indem man die skalierte Masse aus (5.100) benutzt,
kann man die Abhédngigkeit vom Radius r und damit auch von der Masse m aus f,
eliminieren.

Zur Berechnung der Ventilationskorrektur benétigt man die Reynoldszahl, die von der
Masse des Eiskristalls abhéngt. Man kann stattdessen ebenfalls eine skalierten Masse

me = CoMm, (5.103)

verwenden, wobei ¢y eine Konstante ist (P. Spichtinger, personliche Mitteilung 21.11.2019).
Damit entféllt die Abhéngigkeit von der Eiskristallmasse und es gilt

2 -
fom 1+ e NE c(p, T)ng,ﬁt(mQ,mo) — (5.104)

Fiir das Depositionswachstum gilt dann

- (b1 —=1)by (bg—1)boy
Dep, = 47Gy(Si = 1) Dy funi (alm”lro 2 4agmr, ° ) (5.105)
oder
-~ b (b1 —1)by b (bg—1)bo
Dep, = 4G, (S; — 1) Dy fun; (alm rg 2 +agm?ry 2 > (5.106)
Fiir die Verdampfung von Eiskristallen wiahlt man
Evap,, = —Dep,H(1 — S;) (5.107)
a4
mit der Heaviside-Funktion
1 >0
Hz)=1{ °*~7 (5.108)
0 sonst.

Die Heaviside-Funktion sorgt dafiir, dass Verdampfung nur bei Untersattigung stattfin-
det. Gleichung (5.107) besagt, dass die zeitliche Anderung der Anzahlkonzentration der
Eiskristalle, multipliziert mit der mittleren Masse der Eiskristalle, gleich der zeitlichen
Anderung der Massenkonzentration durch Verdampfen ist.
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Herausfallen der
Eiskristalle

Abbildung 5.7: Veranschaulichung des Sedimentationsprozesses: Ellipsoidférmige Eis-
kristalle fallen infolge der Gravitationskraft aus dem Luftpaket. Wir nehmen an, dass
keine Kristalle von oben in das Luftpaket fallen.

5.2.2 Sedimentation

Die Sedimentation beschreibt die Verdnderung der Massen- und Anzahlkonzentration von
Eiskristallen durch Herausfallen infolge der Gravitationskraft. Wir nehmen an, dass nur
Eiskristalle durch die untere Wand des Luftpakets herausfallen. An allen anderen Wéanden
des Luftpakets findet kein Massenaustausch mit der Umgebung statt. Diese Annahmen
werden in Abbildung 5.7 veranschaulicht. Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die
Kontinuitatsgleichung

dpg _ dpgivg

= . 5.109
dt dz ( )

Mit p wird die Dichte von Luft bezogen auf eine Einheitsvolumen bezeichnet. Aulerdem
gilt givg = [~ mf(m)vdm, wobei mit v die Geschwindigkeit der Eiskristalle bezeichnet
wird. Gleichung (5.109) beschreibt die Anderung der Eiskristallmasse bezogen auf ein
Einheitsvolumen. Wenn wir annehmen, dass p zeitlich konstant ist, kann der Einfluss des
Sedimentationsprozesses auf die Massendichte durch die Beziehung

Sedimentation

d i 1d i
Sed, = —& = - SPiiY (5.110)

de Sedimentation p dz

beschrieben werden. Fiir die Anzahlkonzentration steht folgende analoge Beziehung zur
Verfligung

dn; 1 A
Sed,, = 2 _Lopnivn, (5.111)
dt Sedimentation P 0z
mit n;vg = [5° f(m)vdm .
Vg = qut(),ﬁt(mﬂ mqg)c(p, T)7 (5112&)
Uy, = CnUt0 £t (T, Mpo)c(p, T'). (5.112b)

Durch die Gleichung (5.88) ist vy ¢ gegeben. Mit (5.89) erhalten wir ¢(p,T’). AuBerdem
bs(bs+1) bs(bs—1)
giltcg=r, > wundc,=1ry *> miteiner Konstanten b,.

Als Approximation, die die vertikale Ortsableitung vermeidet, kénnen die Beziehungen

1
Sedq = _qu(h (5113)
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Sedy, = ——— v, (5.114)
ed,, = sznnz .

verwendet werden (siehe Spichtinger, 0.D.).

5.2.3 Nukleation

In unserem Modell soll homogene Nukleation betrachtet werden. Es wird also davon
ausgegangen, dass wassrige Schwefelsduretropfchen als Aerosole vorliegen. Diese gefrieren
und werden damit in Eiskristalle umgewandelt. Wir beschreiben die Parameterisierung
aus Marschalik und Spichtinger, 0.D. . Eine weitere Parameterisierung des Nukleationspro-
zesses findet sich in Koop u.a., 2000. Auf diese wird in Marschalik und Spichtinger, o.D.
Bezug genommen. Fiir die Parameterisierung der Nukleation nimmt man an, dass diese
proportional zum Gesamtvolumen des vorhandenen Volumens der Losungstropfchen ist.
Es kann also folgender Ansatz gewahlt werden

Nuc,, = JVgoina (5.115)

mit der Nukleationsrate J(.S;, T'), der Gesamtanzahlkonzentration der Losungstropfchen ng,
und dem mittleren Volumen eines Losungstropfchens Vg, . Fiir Vo kann man die Beziehung

3
Vol = Zﬂ'r:ssolcsob (5116)

angeben. Dabei ist r¢,) der Modalradius und ¢y, ein Korrekturfaktor, der aus der Annahme
einer logarithmischen Normalverteilung resultiert. Dieser kann angegeben werden als

9
Csol = exp(2 IOg(UT)2> . (5.117)
Fiir die Anzahl der Losungstropfen pro Kilogramm Luft n, hat folgende Beziehung
Giultigkeit

Ng = —2. (5.118)
o

Dabei kann N, als konstant angenommen werden und beschreibt die Anzahl der Losungs-
tropfchen pro Volumeneinheit Luft. Gleichung (5.118) dient also dazu, die Anzahl der
Losungstropfchen pro Volumeneinheit in die Anzahl der Lésungstropfchen pro Massenein-
heit umzurechnen. Fiir die Nukleationsrate J(S;,T) steht die Parameterisierung

J (S, T) = 1047 (Si=Si (1)) +16 (5.119)
zur Verfligung. Fir A(T) kann man einen linearen Fit in 7" ansetzten

A(T) = ™ (aliT + aljyf). (5.120)
AuBlerdem kann S;;, durch ein quadratisches Polynom in 7" approximiert werden

Sy = aPSKT? 4 gPRT 4 gBuk, (5.121)
Die Nukleationsrate fiir die Massendichte der Eiskristalle kann mithilfe der Beziehung

Nucy, = mpukNuc, (5.122)
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berechnet werden. Dabei ist muu eine typische Masse der nukleierten Aerosoltropfchen.
Abschlielend sei noch bemerkt, dass man in das Modell eine Gleichung fiir n, einbauen
konnte. Es wird darauf verzichtet, da die Anzahl der Aerosole in der Regel um ein bis
zweil Ordnungen grofer ist, als die Anzahl der Eiskristalle. Es ist also ein gentigend grofer
Vorrat an Aerosolen vorhanden, damit stdndig Nukleation stattfinden kann (P. Spichtinger,
personliche Mitteilung 21.11.2019).

5.3 Das Eiswolkenschema

Mit den vorangegangen Herleitungen kann das Eiswolkenschema wie folgt angegeben
werden

n; = Nuc,, + Evap,, + Sed,, (5.123a)

¢; = Nucy + Dep,, + Sed,, (5.123b)
. Lg g ' P

S; = (chUTQ — RaT> Siw(t) — Gpsi(T) (Nucq + Depq), (5.123c)
A Ls

T= —pr(t) + . (Nucq + Depq>, (5.123d)
p = —gpw(t). (5.123e)

Dabei sind Nuc,, durch (5.115), Nuc, durch (5.122), Sed,, durch (5.114), Sed, durch (5.113),
Evap,, durch (5.107) und Dep, durch (5.105) oder (5.106) gegeben. Die Konstanten, die
fiir die Parameterisierungen der mikrophysikalischen Wolkenprozesse bendtigt werden,
sind in Anhang C zusammengetragen.

Dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen stellt in Kapitel 7 die Grundlage fiir
numerische Untersuchungen dar. Dort verwendete numerische Verfahren werden zunéchst
in Kapitel 6 beschrieben. Bei den numerischen Berechnungen des Eiswolkenmodells wird
besonderes Augenmerk auf w(t) gelegt. Dieser Term ist ein externes Forcing und beschreibt
das Heben und Senken des betrachteten Luftpakets. Fiir die spétere Analyse ist es von
Vorteil, idealiserte Bedingungen hinsichtlich Temperatur und Druck anzunehmen, die es
ermoglichen, das Differentialgleichungssystem zu reduzieren.

Es sei noch einmal angemerkt, dass fiir die Herleitung des Eiswolkenmodells eine
Kontinuumshypothese verwendet wurde, die es ermoglicht, die zeitliche Entwicklung eines
Luftpakets in einer Eiswolke als gewOhnliche Differentialgleichung zu formulieren. Diese
Annahme ist im Speziellen fiir Eiswolken ein Diskussionsgegenstand, da hier eher geringe
Anzahlkonzentrationen fir Eiskristalle auftreten. Fiir anwendungsorientierte Simulationen
kann deshalb auch iiber die Verwendung und Entwicklung von Eiswolkenschemata, die auf
die Kontinuumshypothese verzichten, nachgedacht werden.
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Kapitel 6

Heterogene Mehrskalenverfahren

” This principle is not a theorem, but a
physical proposition, that is, a vaguely
stated and, strictly speaking, false assertion.
Such assertions often happen to be fruitful
sources for mathematical theorems.”

Arnold u. a., 2006

Heterogene Mehrskalenverfahren (engl. heterogeneous multiscale methods, HMM) sind
Verfahren, die auf Probleme mit verschiedenen Zeitskalen angewendet werden kénnen,
siehe beispielsweise E, 2011. Sie stellen kein spezielles Verfahren dar, sondern bilden den
Rahmen zum Design verschiedenartiger Verfahren. In den Naturwissenschaften treten
sehr viele Probleme mit mehreren Zeitskalen auf. In E, 2011 wird zum Beispiel gezeigt,
wie man heterogene Mehrskalenverfahren auf Problemstellungen aus der chemischen
Reaktionskinetik anwenden kann. In diesem Kapitel werden mit der HMM-Strategie
Verfahren hergeleitet, die im néchsten Kapitel auf das Eiswolkenmodell, das periodisch
gestort wird, angewendet werden sollen.

Es kann numerisch sehr aufwendig sein, Probleme mit verschiedenen Zeitskalen mit
einfachen Verfahren, wie Runge-Kutta-Verfahren, zu l6sen, da dann die schnelle Zeitskala
den Zeitschritt des Verfahrens bestimmen kann. Mit der Anwendung von heterogenen
Mehrskalenverfahren erwartet man einen Effizienzgewinn. Anstatt die schnelle Zeitskala
aufzulosen berechnet man eine gemittelte Losung. Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass
die schnelle Zeitskala von einem Parameter der Form % mit 0 < € < 1 bestimmt wird
und die langsame Zeitskala von der Ordnung O(1) ist. Ein effizientes Verfahren, das eine
gemittelte Losung berechnet, sollte dann einen Aufwand besitzen, der unabhéngig von ¢
ist, da nur die schnelle Zeitskala von ¢ abhéngt.

6.1 Periodische Mittelung

Eine ausfiihrliche Behandlung zu analytischen Verfahren der Mittelung (engl.: averaging)
angewendet auf Differentialgleichungen findet sich in Sanders u.a., 2007. Die folgende
Passage folgt den Erlduterungen in diesem Buch. Spéter beziehen wir uns auch auf Arnold
u. a., 2006.

Wir sind, motiviert durch das Eiswolkenmodell, an periodischen Mittelungsverfahren
interessiert. Zunéchst gehen wir von einer Differentialgleichung der folgenden Form aus

j=1r (y, tl) +€f2(y,g,€) (6.1)
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Durch die Transformation ¢t = tg/ kann (6.1) in die folgende Form gebracht werden, mit der
wir in diesem Abschnitt arbeiten,

i =efl(x,t) + 2 f2(x,t,€). (6.2)

Dabei sollen f!(x,t) und f?(x,t,¢) T—periodisch in der zweiten Variablen sein. Im Folgen-
den werden wir uns fiir sehr kurze Periodendauern der Groenordnung O(e) interessieren,
deshalb nennen wir ¢ die schnelle Variable. Anstatt Gleichung (6.2) zu l6sen, kann man
versuchen sich auf das System

s =cefl(2) (6.3)

zuriickzuziehen Die Funktion f1(x) wird durch

_ T
e =7 [ 1ieds (64)

definiert. Man 16st also die autonome Gleichung (6.3) anstatt des Systems (6.2). Das
System kann durch die Transformation 7 = et in das System

dw -
= Fiw) (65)
tiberfithrt werden. Dann gilt z(¢,e) = w(et). In den sich anschlieenden Abschnitten werden
numerische Verfahren zur Losung von gemittelten Fliissen beschrieben. Am Ende dieses
Abschnitts wird ein Satz aus Sanders u. a., 2007 zitiert, der die Frage klért, inwieweit die
Ersetzung von (6.2) durch einen gemittelten Fluss gerechtfertigt ist.

Wir setzen voraus, dass eine zusammenhéngende, offene, beschriankte Menge D, die den
Anfangswert enthélt, eine Konstante L; > 0 und eine Konstante €y > 0 so gewéhlt werden
kénnen, dass die Losungen x(t,e) und z(t, ) auf einem Intervall 0 < ¢ < % fir0 <e <egg
in D verbleiben. In Sanders u.a. (2007) wird beschrieben, wie man versuchen kann, eine
solche Menge zu konstruieren.

Satz 6.1.1. Wir nehmen an, dass f' Lipschitz-stetig und f? stetig sind. Auferdem werden
€0, D, und L; so wie oben beschrieben gewdhlit. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

L
|z(t,e) — z(t,€)|| < ce fir0<e<eyund0<t <=L (6.6)
3

gilt.
Beweis. Wir definieren zuerst den Fehler.

E =x(t,e) — 2(t,e) = z(t,e) — w(te)
Der Fehler kann auch mithilfe von Integralen formuliert werden.

t —
E-c| a9 -efalsese - PEse)  ds o (67)
0
=1 (x(s,6),8) = f1 (w(es),s) —ef2(2(s,6),5,)+ 1 (w(es),s)— [T (w(es))
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Unter Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit kann man die folgende Abschétzung fiir den
Fehler vornehmen.

|E] < E/Ot Hfl(x,s) - fl(w,s)Hds+€2 /Ot f(z,s,e)ds /Ot f(w,s) — f(w)ds

+e

t
SeLfl/ |z — w| ds + e%co + ecy
0

Es wurden auflerdem das Lemma von Besjes aus Anhang D.1 und die Beschrinktheit von
f? angewendet. Damit gilt

t
I <Ly [ 1Bl ds+ 0 +2ar
0
Anwendung des Gronwall-Lemmas aus Anhang D.2 ergibt

|E| < s(coLf1 + cl) exp(Lflet).

Man kann auflerdem nicht-autonome Probleme der folgenden Form betrachten
& = f(z,et,t). (6.9)

Diese Mal soll f(x,et,t) in der dritten Variablen T'—periodisch sein. Die dritte Komponente
ist in diesem Fall auch die schnelle Variable, iiber die man mitteln méchte. Demzufolge
soll eine Differentialgleichung gelést werden, die nur von den langsamen Variablen abhéngt

= f(y.1). (6.10)

Man mittelt {iber die dritte Variable, wihrend man et und z festhilt, wie folgt

fy,et) = / fy,et,s) (6.11)

6.2 Beispiel: Invertiertes Pendel

Das invertierte Pendel dient hédufig als Testproblem fiir heterogene Mehrskalenverfahren.
Als Beispiele seien die Veroffentlichungen Sharp u. a., 2005, Calvo u. a., 2011a oder Calvo
u.a., 2011b genannt. Man betrachtet ein auf dem Kopf stehendes Pendel, das einen insta-
bilen Fixpunkt bei dem verschwindenden Offnungswinkel # = 0 besitzt. Dieser instabile
Fixpunkt kann durch sehr schnelle Oszillationen des Aufhingepunktes stabilisiert werden.
In Abbildung 6.1 wird das invertierte Pendel veranschaulicht. Das Pendel zeigt dann ein
Zweiskalenverhalten. Zum einen hat man auf der schnellen Zeitskala die stabilisierenden
Oszillationen des Aufhédngepunktes, zum anderen mochte man die gemittelten Schwin-
gungen des Pendels verfolgen, die man mit heterogenen Mehrskalenverfahren numerisch
berechnen kann. Zur Verdeutlichung sei auf Abbildung 6.2 hingewiesen.
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|

Abbildung 6.1: Veranschaulichung des invertierten Pendels. Sehr schnelle Schwingungen
des Aufhéngepunkts stabilisieren den Gleichgewichtspunkt bei § = 0, der ohne diese
Schwingungen instabil ist.

Das invertierte Pendel wird durch das Differentialgleichungssystem
01 = 6y (6.12a)
. 1 1 2wt
by = l(g—l— sin(”» sin(6;) (6.12b)
€ €

beschrieben. Aufierdem ist es moglich, eine Differentialgleichung fiir den gemittelten Fluss
anzugeben durch

0, =6, (6.13a)

6, =Y sin(ey) - 87%[2 $in(1) cos(O1). (6.13D)

Gleichung (6.13) findet man beispielsweise in Sharp u.a., 2005. Dieses System wird
in Abschnitt 6.5 fiir den Vergleich zwischen heterogenen Mehrskalenverfahren und dem
gemittelten Fluss benotigt.

Die Abbildungen 6.2 zeigen eine numerische Losung des invertierten Pendels (6.12) und
des gemittelten Flusses (6.13). Das System (6.12) besitzt zwei inhérente Zeitskalen. Die
Abbildungen 6.2a und 6.2b zeigen das Verhalten auf einer langen Zeitskala. Zu erkennen ist,
dass der gemittelte Fluss (6.13) das Verhalten auf der langen Zeitskala gut wiedergibt. Die
Abbildungen 6.2c und 6.2d zeigen hingegen das Verhalten auf einer kurzen Zeitskala. Auf
dieser Zeitskala verhélt sich der gemittelte Fluss (6.13) nahezu konstant. Auflerdem wurden
noch die Eigenwerte der Jacobi-Matrizen an den Knoten das Losungsgitters berechnet. Sie
werden in den Abbildungen 6.2f und 6.2e gezeigt. Die Figenwerte deuten an, dass es sich
bei dem gemittelten Fluss (6.13) um ein nicht-steifes System handelt, und es damit explizit
gelost werden kann. Die Absolutbetrige der Eigenwerte des invertierten Pendels (6.12)
sind um mehrere Ordnungen gréfler. Damit zeichnet sich ab, dass man fiir verldssliche
numerische Losungen von (6.12) keine einfachen expliziten Verfahren benutzen sollte.

6.3 Heterogene Mehrskalenverfahren (HMM)

Die heterogenen Mehrskalenverfahren liefern ein allgemeines Geriist zum Design numeri-
scher Loser von Mehrskalenproblemen. Problemstellungen, die zu Mehrskalenproblemen
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Invertiertes Pendel
Gemittelter Fluss

0.3
0.2 A
0.1
0.0
-0.14
-0.2 1
-0.3 T
0 1 2 3 4 5
Zeit
(a) 6, und 6,
0.10
0.08 A
0.06 -
0.04 A
0.02
.00 T T T T T T T
1.880 1.885 1.890 1.895 1.900 1.905 1.910 1.915 1.920
Zeit
(c) 61 und ©,
150 4 !
[ ]
100 - e
[ ]
50 ®
~<
E 01 es00 0 0 O [ ] [ ] [ ] e 6 o ooe
-50 1 °
e
- 4 [ ]
100 i
_150 L T T T T T T T
-150 -100 =50 0 50 100 150
Re A

0.8

0.6 1

0.4 1

0.2

0.0

—0.2 1

—0.4

—0.6

-0.8

Zeit
(b) 92 und @2

0.60

0.55 A

0.50

0.45

0.40

0.35 A

0.30 A

0.25 1

1.900 1.905 1910 1.915

Zeit
(d) 92 und @2

0.20 T T T
1.880 1.885 1.890 1.895 1.920

0.04 A

0.02

0.00 -

Im A

—0.021

—0.04 1

0
Re A

(e) Eigenwerte der Jacobi-Matrizen des invertier- (f) Eigenwerte der Jacobi-Matrizen des gemittel-

ten Pendels (6.12) an den Gitterknoten

ten Flusses (6.13) an den Gitterknoten

Abbildung 6.2: Numerische Berechnung des invertierten Pendels. Blau ist das invertierte
Pendel (6.12), orange der gemittelte Fluss (6.13). Es wurden folgende Parameter gewéhlt:

1=0.1,9g=0.05,e=1.0-10"3
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fiihren, stammen héufig aus den Naturwissenschaften, auch der Wolkenphysik. In diesem
Kapitel betrachten wir das invertierte Pendel als Testbeispiel. Auflerdem wird in Kapitel 7
das Eiswolkenschema mit periodischem Forcing-Term mit heterogenen Mehrskalenverfahren
gelost.

Einen Uberblick zu heterogenen Mehrskalenverfahren gibt E u. a., 2007. HMM ist kein
spezielles Verfahren, sondern vielmehr ein Geriist, das sich als effektiv erwiesen hat,
Verfahren, die fiir die Losung bestimmter Problemklassen geeignet sind, zu konstruieren.
Die Modelle, die mit solchen Verfahren gelost werden, konnen sich auf verschiedenen Skalen
sehr unterschiedlich verhalten. Daher rithrt das Wort heterogen im Namen "Heterogene
Mehrskalenverfahren'. Bei den in dieser Arbeit aufgefithrten Beispielen beschrinken wir
uns auf zwei Skalen. Zum einen wird das in Kapitel 5 beschriebene Eiswolkenmodell mit
einem periodischen Forcing-Term, zum anderen das periodisch angeregte invertierte Pendel
untersucht. Die periodischen Anregungen der beiden Systeme koénnen als sehr idealisiert
angesehen werden. Gerade im Hinblick auf Anwendungen wére es auch interssant, andere
Anregungen zu betrachten.

In E u. a., 2007 wird die Idee von HMM wie folgt beschrieben: Angenommen wir sind
an der Losung eines grofiskaligen, gemittelten Flusses interessiert, haben aber nur ein
sehr detailliertes Modell mit kleinskaligen Einfliissen zur Verfiigung, das zudem numerisch
aufwendig zu 16sen ist. Bei den HMM tut man so, als kenne man den grofiskaligen Fluss.
Dort, wo Information zur Losung des grofiskaligen Flusses fehlt, 16st man das detaillierte
Modell und tbertrigt diese Information auf den Makro-Fluss. Die Losung des feinen
Modells findet nur lokal statt. Diese Idee wird in Abschnitt 6.5 weiter formalisiert. Zunéchst
behandeln wir ein Verfahren, das als Beispiel eines heterogenen Mehrskalenverfahrens
angesehen werden kann, die stroboscopic averaging method (SAM).

6.4 Eine erste Idee zur Realisierung von HMM

Es soll anhand der stroboscopic averaging method (SAM) die Grundidee von HMM gezeigt
werden. Dieses Verfahren ist iibersichtlich und verdeutlicht gut zugénglich das Prinzip von
HMM. In Abschnitt 6.5 wenden wir uns Verfahren zu, die numerisch Integrale der Form
(6.4) approximieren. Das ist bei SAM nicht notwendig. SAM wird in Calvo u.a. (2011a)
beschrieben. AuBlerdem wird dieses Verfahren weiter in Calvo u.a. (2011b) untersucht. Es
kann als ein heterogenes Mehrskalenverfahren fiir eine spezielle Klasse von Problemen
betrachtet werden, und zwar ist dieses Verfahren fiir Probleme mit einem sehr schnell
oszillierendem Forcing mit einer einzelnen Frequenz geeignet, dessen Periode bekannt ist.
In der Anwendung stellt dies eine grofle Einschrankung dar.
Analytisch betrachten wir die folgende Problemstellung

d
Y. f(y’ z;g) (6.14a)
y(to) = o, (6.14D)

wobei die Funktion f(y, s;¢) in der zweiten Variablen 2mwe periodisch ist. Die Aufgabe
besteht darin Losungen fiir das System (6.14) zu finden.

Man geht davon aus, dass das Problem, das durch die gewohnliche Differentialgleichung
(6.14) beschrieben wird, steile Gradienten durch die {-Abhingigkeit der Zeitkoordinate

£
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besitzt und eine genaue numerische Losung viel Rechenaufwand bedeutet. Die Idee, wie
man das Problem des grofien Rechenaufwands umgehen kann, besteht darin, anstatt (6.14),
ein einfacheres System zu integrieren, von dem man annimmt, dass es nicht-steif ist. Jedoch
ist die rechte Seite des einfacheren Systems in der Regel nicht bekannt, deshalb wird die
benétigte Information dartiber durch lokale numerische Integration des Systems (6.14)
gewonnen. Bei SAM will man eine Losung konstruieren, die die exakte Losung von (6.14)
an bestimmten Knoten, die wir im Folgenden stroboskopische Knoten nennen, interpoliert.
Angenommen der Startwert g ist zum Zeitpunkt ¢ gegeben und das System (6.14) verhélt
sich 2me-periodisch in der zweiten Komponente. Dann sind die stroboskopischen Knoten
t,, durch die Beziehung t,, = tg + 2men fir n € Z gegeben. Die Abbildung ¢, — y(t,)
bezeichnen wir als Poincaré-Abbildung.
Wir stellen die Losung von (6.14) in Flussnotation dar (siehe Abschnitt 2.1)

Y(t) = Pt (yo0), (6.15)

mit y(tp) = yo. AuBerdem wird die Shift-Abbildung um 27¢ in der Zeitkoordinate definiert

\Ijtoﬁ = Pto,to+2me;e- (6.16)

Abbildung (6.16) ist 2mwe-periodisch in ¢y. Das sieht man folgendermafien ein. Sowohl
Ot t0:e(Y0) als auch @i yore t4oree (o) erfiillen das Anfangswertproblem

dy

D (w0 L=) i) =m (617)

Bei entsprechenden Regularititsvoraussetzungen folgt aus dem Satz von Picard-Lindeloft,
dass die Losungen iibereinstimmen. Mehr dazu findet man in Abschnitt 2.1. Damit ist
Ui e = Yigtome,e. AuBerdem gilt

Y(tn) = Pto,tnse(¥0) = (Ptn_1,tnie © *** © Pto 1) (Y0)- (6.18)

Induktiv kann man daraus folgern, dass

y(tn) = Vi .. (Y0)- (6.19)

gilt. Insbesondere interessieren wir uns fiir den Fall, dass Wy,..(yo) in der folgenden Form
dargestellt werden kann

0
\Ilto;e(y()) =yo + Z 5JMj(y0)7 (620)
j=1

als sogenannte near-identity-map. Dies ist fiir das invertierte Pendel der Fall (siehe Calvo
u.a. (2011a) oder Calvo u.a. (2011b)). Es wére giinstig, einen Fluss der Form

% =Fy(Y)+eF(Y)+... (6.21)

zu konstruieren, fiir den
Y (ta) = O3 (40) (6.22)
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gilt. Gleichung (6.21) stellt im Wesentlichen eine asymptotische Entwicklung dar. Im
Allgemeinen konvergiert die Reihe in (6.21) nicht. Deshalb schneidet man sie ab und erhélt

ay
T = )+ e/ R (Y. (6.23)

Fiir die Losungen von (6.23) gilt dann |Y (t,,) — y(t,)| = (9(5‘7), sieche Calvo u.a. (2011a)
oder Calvo u.a. (2011b).

Ziel von SAM ist es , einen Fluss der Form (6.23) zu integrieren. Das Verfahren besteht
aus drei Komponenten, die gemeinsam das numerische Verfahren ausmachen:

1. Makro-Léser fiir die Integration des gemittelten Flusses
2. Mikro-Léser fur die lokalen Integrationen des Systems (6.14)

3. Finite Differenzen-Schema fiir die Ubertragung der Information zwischen dem gemit-
telten Fluss und (6.14)

Mikro- und Makro-Loser kénnen unterschiedliche numerische Verfahren sein. Wir nehmen
an, dass der Makro-Loser ein numerisches Verfahren ist, das den Anfangswert yo und
Auswertungen des gemittelten Flusses verwendet. Der Makro-Loser konnte zum Beispiel
ein Runge-Kutta-Verfahren oder ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver
Schrittweitensteuerung sein. Im Allgemeinen kennen wir keinen analytischen Ausdruck fiir
den gemittelten Fluss F(y). Um eine Approximation des gemittelten Flusses F'(Y (t9)) zu
erhalten, wird der Mikro-Loser verwendet. Man kann beispielsweise fiir die Berechnungen
des gemittelten Flusses das Ausgangssystem eine Periode vorwérts und eine Periode
riickwérts in der Zeit mit einer Schrittweite h integrieren, wobei man yo = Y (t9) als
Startwert zur Anfangszeit ¢y verwendet. Dadurch erhalten wir y(tg — 27e) und y(to + 2me).
An den stroboskopischen Zeitpunkten sollten (6.14) und der gemittelte Fluss eine gute
Ubereinstimmung aufweisen, also nehmen wir an, dass Y (ty — 2me) = y(tp — 27¢) und
Y (tg + 2me) = y(to + 2me) gilt. Mit dieser Beobachtung kann man ein finites Differenzen-
Schema zweiter Ordnung anwenden, um die rechte Seite des gemittelten Flusses zu
approximieren.

F(yo) =~ EZ(Y(tO + 27e) — Y (tg — 2me)) (6.24)
Mit dieser Information kénnte man beispielsweise das explizite Euler-Verfahren mit einer
Schrittweite H, die deutlich grofer sein sollte als die Schrittweite A der Mikro-Integrationen,
als Makro-Loser anwenden. Wir nennen dann H die Makro-Schrittweite und A die Mikro-
Schrittweite. Die Wahl der Schrittweiten h und H resultiert aus dem steifen Charakter
von (6.14) und dem nicht-steifen Verhalten des gemittelten Flusses. Durch Iteration
dieser Schritte erhélt man eine Approximation eines gemittelten Flusses auf einem groben
Zeitgitter. In Abbildung 6.4 wird eine mdogliche Realisierung von SAM gezeigt.

Es folgt noch eine Anmerkung zum Aufwand der Mikro-Integrationen. Um die Oszilla-
tionen aufzulésen bendtigt man eine Schrittweite A der GréBenordnung 2me. Da wir iiber
zwei Perioden integrieren ist die Intervalllinge auch von der Gréflenordnung 27e. Damit
ergibt sich pro Mikro-Integration ein Aufwand von O(1) unabhéngig von €.
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Invertiertes Pendel Invertiertes Pendel
Gemittelter Fluss Gemittelter Fluss
0.3 —+— SAM —+— SAM
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0.2 0.6
0.4
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0.0 1 0.0
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-0.1
—-0.4
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
(a) 6 (b) 62

Abbildung 6.3: Numerische Berechnung des invertierten Pendels. Zusehen sind numeri-
sche Losungen des invertierte Pendels (6.12) als Zwei-Skalen-Modell, eine Berechnung mit
SAM und eine Berechnung des gemittelten Flusses (6.13).

Es ist auch moglich finite Differenzen-Schemata hoherer Ordnung als 2 anzuwenden. Ein
Schema der Ordnung 4 ist beispielsweise durch

F(yo) ~ (=Y (to + 4me) + Y (to + 2me) — Y (to — 2me) + Y (tg — 4me)) (6.25)

24me

gegeben. Im Allgemeinen benétigt man fiir hhere Ordnungen zusétzliche Auswertungen
mit dem Mikro-Loser. Dies erhoht den Aufwand.

Wir wenden uns jetzt der Fehleranalyse von SAM zu. Diese folgt den Ausfithrungen in
Calvo u.a., 2011b. Angenommen wir kénnen einen Makro-Fluss, der die Bedingung (6.22)
erfiillt, finden. Dann existieren drei Fehlerquellen:

1. die Approximation der rechten Seite des gemittelten Flusses durch das finite Differenzen-
Schema

2. die Ersetzung der Werte, den die Poincaré-Abbildung liefert, durch die Mikro-
Integrationen

3. der Fehler durch den Makro-Ldser

Damit gelangt man zu einem numerischen Fehler der Ordnung
1 /h\"
0(55 +HYN + = () ) (6.26)
e\e

siehe Calvo u. a., 2011b oder Anhang D.5. Im Fall eines finite Differenzen-Schemas zweiter
Ordnung ist § = 2. Auflerdem bezeichnen wir mit H die Makro-Schrittweite und N die
Ordnung des Makro-Ldésers. Analog ist h die Mikro-Schrittweite und n die Ordnung des
Mikro-Losers.

105



KAPITEL 6 HETEROGENE MEHRSKALENVERFAHREN

procedure SAM
Gegeben: 1o, tg
s-stufiges Runge-Kutta Verfahren als Makro-Ldoser
for i=1:s do A
Yoi = Yo + Z};ll a;jk;j, to; = to +c; H
Mikro-Integration: Startwerte yy; zum Startzeitpunkt ¢y;,
Integration eine Periode vorwirts in der Zeit yag und riickwirts y,
Za = Yoi
fort:t()i:t()i—i—%ze do R
for m=1:s' do k,, = f(za S Gnlin, t 4 hém)
N Zn = Zq + hz:;;zl Bmi{ma Za = Zn
Yoi = Zn
Za = Yoi
for t = tg; : to; — 27{5 do .
for m=1:s' do k,,, = f(za — hzzzll Amnkn,t + hém)
B Zn = Zq — hZ;;:l Bm];'m y Ba = Zn
Yoi = #n
Datentransfer: k; = 4%5 (ya;- — y&)
Makro-Loser: yy =yo + H Y ;_ biki, t1 =to + H

Neuer Makro-Schritt

Abbildung 6.4: Pseudocode fiir eine Realisierung von SAM

Abbildung 6.3 zeigt eine numerische Losung des Systems (6.12), die mit SAM berechnet
wurde. Aulerdem erkennt man eine Darstellung der Losung von (6.12) als Zweiskalen-
Modell. SAM interpoliert lokale Extremwerte der Trajektorie, die durch 6.3 beschrieben
wird. Die Anfangsbedingungen und stroboskopischen Knoten wurden dementsprechend
gewéhlt.

Abbildung 6.5 zeigt die numerischen Fehler bei SAM. Fiir den Mikro-Léser wurde
das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung mit einer Mikro-Schrittweite h von
5.0 - 1075, um Stabilitit und Genauigkeit zu gewéhrleisten, verwendet. In Abbildung 6.5a
wurde das Finite-Differenzen-Schema (6.24) der Ordnung zwei benutzt. Auflerdem zeigt
Abbildung 6.5b die numerischen Fehler bei Verwendung des Finite-Differenzen-Schemas
(6.25) vierter Ordnung. Als Makro-Loser wurden Runge-Kutta-Verfahren der Ordnungen
eins, zwei und vier betrachtet. Man erkennt in beiden Abbildungen, dass der Fehler des
Makro-Losers dominant ist.

6.5 HMM mit Integrationskernen

Im Folgenden wird gezeigt, wie man heterogene Mehrskalenverfahren durch die Approxi-
mation von Integralen der Form (6.4) konstruieren kann. Wir wollen die folgende steife
Differentialgleichung

dy
W _ (627)
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== Expliziter Euler 0O(h?) == Expliziter Euler 0(h?)
O(h) == Runge-Kutta-4 O(h) == Runge-Kutta-4
Runge-Kutta-2 o(h*) Runge-Kutta-2 o(h*)
107t 4 10-1 4
— —
Q o
K K3
Sf 1073 w 103
1075 4 1075 4
102 10! 10° 10-2 10~ 100
Makro-Schrittweite H Makro-Schrittweite H

(a) Finite-Differenzen-Schema der Ordnung zwei (b) Finite-Differenzen-Schema der Ordnung vier

Abbildung 6.5: Numerische Fehler von SAM bei der Berechnung des invertierten Pendels.
Als Makro-Loser wurden das explizite Euler-Verfahren, sowie die Runge-Kutta-Verfahren
der Ordnungen zwei und vier angewendet. Die Parameter wurden wie folgt gewéhlt:
e=1.0-10"2,1=0.05,g = 0.1. In den Abbildungen ist der numerische Fehler der zweiten
Komponente des invertierten Pendels zum Zeitpunkt T = 1 zu sehen.

16sen, die kleinskalige Storungen besitzt. Heterogene Mehrskalen-Verfahren 16sen dann ein

sogenanntes effektives System

av
5 =FW) (6.28)

In Abschnitt 6.1 wurden Uberlegungen zu einem gemittelten Fluss gemacht. In diesem
Abschnitt ist der Fall f2(y,t,&) = 0 von Interesse. Ein heterogenes Mehrskalenverfahren
besteht aus folgenden Komponenten:

1. ein Verfahren, um den grofiskaligen bzw. gemittelten Fluss (6.3) zu integrieren

2. ein Verfahren zur Integration des vollen Modells einschliefSlich der kleinskaligen
Storungen

3. einer Methode, die Information zwischen gemitteltem Fluss und dem vollen Modell
austauscht.

Bei SAM aus Abschnitt 6.4 waren dies der Makro- und der Mikro-Loser, sowie die Finite-
Differenzen-Schemata. Die Bezeichnung Makro- und Mikro-Léser werden beibehalten.
Die explizite Form des gemittelten Flusses F(Y") wird bei den vorgeschlagenen Verfahren
nicht verwendet. Der kleinskalige Fluss wird integriert, um F(Y) an verschiedenen Knoten
auszuwerten. Die Berechnung von F(Y') an den fiir den groBskaligen Fluss benétigten In-
tegrationspunkten geschieht mithilfe eines Integrationskerns. Dann kann die Zeitevolution
des grofiskaligen Flusses erfolgen. Bemerkenswert ist, dass der Aufwand eines solchen Ver-
fahrens nicht von e abhéngt. Der kleinskalige Fluss wird mit einem Aufwand der Ordnung
O(1) gelost, da das Zeitfenster des Mirko-Losers dementsprechend klein ist. Der grofiskalige
Fluss ist unabhédngig von €. Das Grundgeriist eines heterogenen Mehrskalenverfahrens
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wird in Abbildung 6.8 zusammengefasst. Auflerdem veranschaulicht Abbildung 6.6 den
Datentransfer zwischen Mikro- und Makro-Loser.

Der Darstellung in Engquist und Tsai, 2005 folgend bezeichnen wir mit KP*? den Raum
moglicher Integrationskerne. Dabei gilt fiir eine Kernfunktion K € KP4(1), falls K € C(R)

mit supp(K) = I und
1 =0
/ K=, " (6.29)
R 0 1<r<p

Mit K, soll ein skalierter Integrationskern der Form

K, - 1K<t) (6.30)
n n
bezeichnet werden.
Zur Berechnung der rechten Seite des effektiven Systems wurden verschiedene Integra-
tionkerne vorgeschlagen. In Sharp u.a., 2005 findet man beispielsweise die exponentielle
Kernfunktion

K(t) = 422.llexp<4tz5_1> (6.31)

mit der Eigenschaft K € K1*°([—1,1]). AuBerdem wird in Engquist und Tsai, 2005 der

Kosinus-Kern

K(t) = %X[*Ll} (t)(1 + cos(mt)). (6.32)

vorgeschlagen. Abbildung 6.7 veranschaulicht die beiden Integrationskerne fiir verschiedene
Werte von 7.

Die genannten Kernfunktionen erfiillen die Symmetriebedingung K(t) = K(—t). In
Engquist und Tsai, 2005 findet man auch asymmetrische Kerne. Diese werden beispielsweise
dann verwendet, wenn das Zeitfenster der Mikro-Losers nicht symmetrisch um die Knoten,
die fiir den Makro-Léser verwendet werden, angeordnet sind. In den folgenden numerischen
Berechnungen wurde der exponentielle Kern verwendet.

Wir gehen der Frage nach, wie gut man mit Kernfunktionen Integrale der Form (6.4)
approximieren kann und folgen dabei wieder Engquist und Tsai, 2005. Fiir eine Fehlerab-
schétzung sind einige Resultate iiber die verwendeten Kernfunktionen niitzlich. Mit f[¢!
bezeichnen wir eine Stammfunktion von f der Ordnung s, also

i = /O pls (t')dt' + Cs. (6.33)

und definieren f1 := f. Mit f(*) bezeichnen wir die Ableitung (311{ der Ordnung s.
In Anhang D.3 werden Sobolev-Normen definiert. Sie werden fiir die Formulierung der
nachstehenden Resultate bendtigt. Aulerdem wird in den Beweisen die Hélder-Ungleichung

verwendet, siehe dazu Anhang D .4.

Hilfssatz 6.5.1. (a) Fir f € CP, K € K9 gilt

(K * f)(E) — f()]] < CppmaxpstD)
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grobes Gitter fiir Makro-Loser

— | T

grobes Gitter fiir Makro-Loser

| T

M e e
T~

feine Gitter fiir Mikro-Loser

|
]
feine Gitter fiir Mikro-Loser

(a) symmetrische Anordnung (b) asymmetrische Anordnung

Abbildung 6.6: Gitter bei HMM. Der grobe Zeitschritt liefert den Startwert fiir den
Mikro-Loser. Mithilfe der Mikro-Integrationen berechnet man den gemittelten Fluss F.
Dabei kann man vorwérts und riickwéarts in der Zeit integrieren (Abbildung 6.6a) oder
auch nur vorwérts (Abbildung 6.6b). Abhéngig davon werden die Gitterknoten fiir die
Mikro-Integration gewéahlt.

— n=0.1 - nN=0.5 — n=0.1 n=0.5
—_— nN=0.2 n=1 — N =0.2 n=1
10
25 n
8
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6 B
151
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10 A t\
51 27
111\
N /] W\ N /) U\
—6.4 —6.2 ofo 0?2 0?4 —1‘.00 —0'.75 —0‘.50 —0‘.25 0."30 0.‘25 0.'50 O.‘75 1.2)0
(a) Exponentieller Kern (b) Kosinus-Kern

Abbildung 6.7: Beispiel fiir Integrationskerne mit verschiedenen Skalierungsparametern
7.
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procedure HMM
s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren als Makro-Ldser
for i=1:s do
Berechnung des gemittelten Flusses
(a) Rekonstruktion des Starwerts zum Zeitpunkt ¢,, + ¢; H:
yé—R(Y”—l—H ] laljk;j)
(b) Lése § dt = fe(y, 1), y(tn + c;iH) = yy auf t € [(tn + ¢ H) —n, (tn + ¢;H) + 1]
— ymlkro
(c) Approximation des gemittelten Flusses: k; = KnA * [z (ymikro)

Lose das effektive System:
Berechne Y"1 zum Zeitpunkt t,11 =t, + H: Y™ =Y + HY 2 | bik;
Nichster Zeitschritt auf dem groben Gitter: Y =Yl ¢, = tht1

Abbildung 6.8: Aufbau eines HMM-Verfahrens mit einem Runge-Kutta Verfahren als
Makro-Loser. Der Rekonstruktionsoperator R wird haufig als R = Id gewahlt. Im folgenden
Abschnitt wird ein anderer Rekonstruktionsoperator gezeigt.

(b) Sei g € C(R)Fir K € KP4, e >0 gilt

50sa(2)] < (5) o] e

(c) Sei g € C(R) mit g(t + o) = g(t), [ g(t)dt =0 fir ein o > 0 und ||g(t)|| < C fir alle
0 < e <eq, dann gilt fir K € KP? ynd € > 0

HKn *9<&;)( )H < C’oﬂ<n> [ w10

Beweis. (a) Es gilt

K, * (1) /K (t—s)f s)ds—/RKn(t—s)f(t)ds
:/RK" (t— 8)(f(s) — (1)) ds (6.34a)
Jetzt wird f(s) in eine Taylorreihe um ¢ entwickelt:
")
Fl&) = £0) + (s = 0 FO @)+ TS gy (6.35)

Dabei ist » = min(s+1, p). Wir verwenden (6.34a) und (6.35), sowie (6.29) fiir die folgende
Abschétzung:

Ky # (1) |_|/K t—s< FO) + (s =0 fO0) + -+ (s—t)’"—f(t)>ds|
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(r)
— \/RKn(t—s)<(8—t)f(1)(t)+...+ f T!(é)(s_t)r> |

(b) Der Beweis erfolgt durch mehrfache Anwendung partieller Integration: Definiere
zunichst g.(t) = g(%)

(Kp * ge)( /K (t—s) (i)d
- [Kn(t—s)gm (z)]oi_oo —;/RKgl)(s—t)g[” (i) ds

=0

- () Lo ()

Wenn man nacheinander die Kommutativitat der Faltung, die Holder’sche Ungleichung
und eine einfache Substitution anwendet, gelangt man zu

Koo 2) 01 < (=) ] Iy

(c) Eine Stammfunktion von g ist durch

t
gty = [ gls)ds+C

to

gegeben. Wenn man die Integrationkonstante C = —a~! [ i 9(t) dt ds wiihlt, erreicht

man N
/ gM(s)ds = 0.
0

AuBerdem gilt gl (t) = gl (t 4 «). Dies soll gezeigt werden. Sei dazu na <t < (n + 1)a.
Dann gilt

t no t+a (n+1)a
gM(t) = / g(s)ds = / ds+/ s)ds = / ds+/ s)ds = g!(t + )
0 n+1)a

An dieser Stelle wurde die a—Periodizitit von g ausgenutzt.
Eine Stammfunktion der Ordnung j kann folgendermaflen definiert werden

, t a ps
g = [ gli-U(s)ds — ! / g=1@) dt ds
0 to

to

Damit erhéilt man die Eigenschaft der Periodizitéit und [3* gl/)(s) ds = 0.
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Mit diesen Vorbereitungen kann jetzt eine Abschitzung vorgenommen werden, die die
Behauptung zeigt. Seien ohne Einschrinkung ¢, € [0, «)

9 (t)] = |~ //to s)dsdi — a~ //to s)dsdl|
:|ofl/ [ ()ds—/to ()ds] di |
// s)dsdi |

§|oz_1C'/ It — 7| d7 |

0 ~——
<«

<a 'Ca?

< aC

Damit gilt HgmHoo < Ca. Induktiv folgt HgmHoo < Ca’. Durch Anwendung von Teil (b)

ergibt sich mit diesem Resultat die Behauptung.
O

Wir interessieren uns fiir den oszillatorischen Fall.

Hilfssatz 6.5.2. Sei g(t,s) = a(t)b(s) mit b(s + a) = b(s), [TTb(T)dT = 0 fir a > 0
und a € C1(R) mit ||a|| < M, dann gilt fir jedes K € KP4

e o) g oL

Beweis. Definiere K,,(t, s) = %K('S_Ts)a(s) Damit ist K,(-,s) € C4(R) und supp(f(n(, s)) -
supp (K5 (-, s)). Es wird partielle Integration angewendet. Wir betrachten also

i) (5 (2o
= \/ K,(t, s)b<8> ds
<5q/] dsq }<S>\ds

<o [ I s ]

Dabei sollen die Stammfunktionen bl% so konstruiert sein wie die Stammfunktionen ¢l in
Lemma 6.5.1 (c). Damit gilt, wie im Beweis zu Lemma 6.5.1 gezeigt, die Abschitzung

Hb[q}Hw < Chat (6.40)

Mit n < 1 erhélt man die folgende Abschatzung

o [IE )G (5

112



6.5 HMM MIT INTEGRATIONSKERNEN

A 1
> C2|’a”Woo7qHKHW1,qﬁ

An dieser Stelle wurden die Produktregel und die Hoélder’sche Ungleichung angewendet.
Zusammen mit (6.40) folgt die Behauptung. O

Wir nennen eine Funktion f(¢) a—periodisch, wenn f(t+ «) = f(t) fiir t € R gilt.

Die rechte Seite der Differentialgleichung (6.28) f-(y(¢),t) kann bei bekanntem y(t) auch
vereinfachend als f.(t) geschrieben werden. Wir betrachten den Spezialfall, bei dem f. ()
auch als f(¢, L) formuliert werden kann.

Satz 6.5.3. Sei f(t,s) 1—periodisch in der zweiten Variablen, at’“f(t s) stetig und durch
eine Konstante Cy beschrinkt fir r =0,...,0 +1, o > 0. Bezeichne f.(t) = f(t, g) und
definiere

_ / " f(t,5) ds (6.42)
0
und ;
o(t.5) =)~ 70 (6.43)
Dann gilt fiir K € KP4
_ ~ q ~
Ky (o= T) (01 < CLllK <;> Gy (6.44)

Beweis. Es gilt

/Olg(t,s)ds:/olf(t,s)—f(t)ds:/olf(t,s)ds—f(t):O

Da f(t,s) 1-periodisch in der zweiten Komponente ist, gilt die folgende Gleichung

ak ak 8k 1
Srolts +1) = o f(ts+1) ﬁ/ F(t,5)ds

ak
= gl hs) - at’f/fts

ak
= %9 (t,s)
Damit ist also auch g—; g(t, s) in der zweiten Variablen 1-periodisch. Wir definieren jetzt die
Stammfunktion der Ordnungen j =0,1,... von %g(t, s) beziiglich der zweiten Variablen
firk=0,...,0

81&"39[]]_/ 8tkg] 1] (t,s ds—/ / 8t"?gj 1] (t,s)dsdr

Damit gilt die Abschitzung

o* 1 1L s gk }
|@9H(t,s)|:|/0 / Srolt,s) dsdr (6.462)
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<Cy (6.46b)
Induktiv kann man zeigen, dass fiir die Ableitungen k& < o + 1 die gleiche Abschétzung
gilt.
Wir wollen jetzt K, * g(-, g)(t) betrachten. Dazu entwickeln wir g(s, g) in der ersten
Variable in eine Taylorreihe um t.

s s 0 —t)° 0° s t gotl s
g(s, 6) —g<t, E)Jr(s t) 59 ( )+ +( p ) WQ(@ €>+ atﬁlg(é, )(t—E)" d§
(6.47)
Dabei wurde die Integralform der Restgliedformel angewendet. Der Ausdruck K, * g(-, g)
lasst sich damit als Summe zweier Terme I; und I schreiben.

SR ) () o
= 077 f ko) arkI\":
t+n t 1 o+l s " s
/t /a'@tf’+1 ( 6>(t_£) K(
Mit Hilfssatz 6.5.2 gilt

ot s —t\ (s —t)F OF s
a2l () el )
‘ 1’ —kz:%)| t—77 T] k' 8tk S|

k q 8
n S

e\? o la] - (1
ch Org?éqgsgpsup\ =99 (¢, S)H|KHW1‘II;) Tl

1 t+n s—t t 1 80+1 "
<l [ () [ gera(e D)o asas)
L ]

gt 1ot rs—t\ [t1
< —g(t - K|— —(t—¢€)7ded
<swpsup | Soro(t o)l [ (T [ - omagas)

_t> d¢ ds

_ (=)ot
=
gotl1 77‘7+1 1 [ttn s—1
< supsu t,s 7/ K< )ds
wsup gt il ) . |
- 0_+1 ,'70'+1
< ngpsgp |w9(t7 S)IK| (0 + 1)

O]

Satz 6.5.4. Sei f(t,s) 1—periodische in der zweiten Variablen, atrf(t s) stetig und durch
eine Konstante Cy beschrankt fir r = 0,...,p. Bezeichne f. = f(t, ) und definiere

_ /0 "tk 5)ds. (6.50)
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—_—=0.3

e(n)

n

Abbildung 6.9: Minimierung der Fehlerfunktion (6.52) die eine obere Schranke ist. Man
erkennt eine Darstellung der Funktion (6.52) fiir verschiedene Parameter. Die Punkte
zeigen das Minimum von (6.52).

Dann gilt fir K € KP4

|Ky x f- — f(1)| < Ch (;)q + Con? (6.51)

Beweis. Dieses Resultat ergibt sich durch eine Kombination aus Satz 6.5.3 und Hilfssatz
6.5.1 (a) und Anwendung der Dreiecksungleichung

Ky 5 f = T < 1Koy 5 (fo = F) (O] + [ Ky = () = T(0)1
[

Die Fehlerabschétzung auf der rechten Seite von Satz 6.5.4 wird minimiert, wenn 7 mit
P
(e)r+a skaliert. Das sieht man folgendermaflen ein: Man definiert eine Funktion

e(n) =C (;)q + Can® (6.52)

Durch Nullsetzen von €’(n) kann man einen Extremalwert bestimmen. Man kann priifen,
dass dieser ein Minimum ist. Das Minimum héngt jedoch von den unbekannten Konstanten
Cy und Cy ab. Abbildung 6.9 zeigt (6.52) fiir verschiedene ¢.

6.6 Das invertierte Pendel und HMM mit Integrationskernen

In Engquist und Tsai, 2005 wird ausfiihrlich dargelegt, wie man das invertierte Pendel mit
den Verfahren, die in Abschnitt 6.5 beschrieben wurden, behandelt werden kann. Dieser
Abschnitt bezieht sich auf diese Arbeit.

Wir haben in fritheren Simulationen gesehen, dass 05 starke Oszillationen auf der kurzen
Zeitskala zeigt. Der gemittelte Fluss interpoliert die Losung des invertierten Pendels zu
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bestimmten Zeitpunkten sg, s1.... Die Knoten des groben Zeitgitters tg,¢1,... miissen
nicht mit diesen Zeitpunkten iibereinstimmen. Man mochte fiir die Mikro-Integrationen
um den Knoten ¢, mit den exakten Werten der Losung des invertierten Pendels zum
Zeitpunkt t, als Startwert rechnen, um keine zusétzlichen Fehler durch einen schlechten
Startwert zu erzeugen. Eine Veranschaulichung findet man in Abbildung 6.10. Zu diesem
Zweck wird in Engquist und Tsai, 2005 ein Rekonstruktionsoperator vorgeschlagen. Wenn
der mittlere Fluss zum Zeitpunkt ¢,, bekannt ist, kann daraus die Losung des invertierten
Pendels zum Zeitpunkt ¢, rekonstruiert werden. Der Rekonstruktionsoperator kann wie

folgt angegeben werden
0 e
< ' > = : Cos(27rtﬂ) . (653)
02 @2 — Sin(GI)TlE

Es kann gezeigt werden, dass |01(t) — O1(t)| = O(e). Aulerdem gilt

1 tn+te
Os(tn) = — / B (1) di (6.54a)
2 Ji,—e
1 tn+e t S
= / 02 (tn) + a( )Sm(Hl(s))dsdt (6.54b)
28 tn—e
tn+e
— Ol / < >sm 01 (s)) ds dt (6.54¢)
tn—e tn
Umstellen ergibt
tn+e
O2(t,) = / < >sm 01(s))dsdt (6.55a)
tn tn

cos(2mie)

~ Og(t,) — sin(O1(ty)) ol

(6.55b)
Wir verwenden, dass sin(6) nur langsam variiert. Auerdem gilt a(£) =  (eg + sin(27%2))
Damit erhélt man eine Approximation des exakten Werts von 6a(t,,).

Als Makro-Loser wurden in Engquist und Tsai, 2005 das explizite Euler-Verfahren, ein
semi-implizites Verfahren erster Ordnung und das Verlet Verfahren, das die Ordnung zwei
besitzt, vorgeschlagen. Das explizite Euler-Verfahren ist bereits aus Kapitel 2 bekannt.

An dieser Stelle wird das semi-implizite Verfahren, das wir verwenden, formuliert.

O9nt1 = Oop + HE (61 ,)

6.56
O1n41 =010+ H(O2n11) (6.36)

Es besteht aus einem expliziten und einem impliziten Euler-Schritt.
Das letzte Verfahren ist das Verlet Verfahren. Es kann in unserem Fall wie folgt angegeben
werden.

H _
92,n+§ =02+ EF(Hl,n)
O1nt1 = O1n +HOy, 41 (6.57)

H_
O pt1 = @2’n+% + 5F(01,n+1)
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-— gemittelter Fluss

Ausgangsmodell

Mikro-Integration ohne Rekonstruktion des Startwerts
= = Mikro-Integration mit Rekonstruktion des Startwerts

y(t)
)

Zeit t

Abbildung 6.10: Rekonstruktion des Startwerts. Die Skizze veranschaulicht, dass die
Vernachlassigung der Rekonstruktion des Startwerts der Mikro-Integration zu Fehlern
fithren kann. Die dunkelblaue Linie gibt den gemittelten Fluss und die hellblaue Linie die
Losung des Ausgangsmodells an. Angenommen der Startwert fiir den néchsten Zeitschritt
ist kein Schnittpunkt des gemittelten und exakten Flusses, sondern liegt nue auf der
dunkelblauen Linie. Dann unterscheidet sich die Trajektorie der Mikro-Integration (hellrote
Linie) moglicherweise stark von dem exakten Fluss (hellblaue Linie). Bei Anwendung eines
Rekonstruktionsoperators liefert das mehrskalige Ausgangsmodell den Startwert fiir die
Mikro-Integrationen (dunkelrote Linie).

Zur Berechnung von F'(6; ,,+1) wird die Beziehung 61 ,,+1 = ©1 5,41 verwendet.

In den Abbildungen 6.11 und 6.12 sind numerische Approximationen des invertierten
Pendels zu sehen, die mit den in diesem Abschnitt und Abschnitt 6.5 beschriebenen
heterogenen Mehrskalenverfahren berechnet wurden. Fiir die Berechnungen wurde der
Parameter ¢ = 1.0 - 1072 gewihlt. AuBerdem wurden die Mikro-Integrationen mit dem
klassischen Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung durchgefiihrt.

Abbildung 6.11 zeigt, dass bei Verwendung des expliziten Euler Verfahrens als Makro-
Loser die Amplitude der numerischen Loésung wéchst. Dies deutet auf ein instabiles
Verhalten hin. Bei Verwendung des semi-expliziten Verfahrens und des Verlet Verfahrens
hingegen bleibt die Amplitude stabil. Dass dieses stabile Verhalten auch tiber ldngere
Zeitrdume anhélt, zeigt Abbildung 6.12.

In Abbildung 6.13 wird der numerische Fehler veranschaulicht. Als Referenz wurde
eine numerische Losung mit geringer Schrittweite des gemittelten Flusses des invertierten
Pendels (6.13) verwendet. Man erkennt, das bei Verringerung der Makro-Schrittweite
der Fehler des heterogenen Mehrskalenverfahrens entsprechend der Ordnung des Makro-
Losers kleiner wird. Dies deutet darauf hin, dass bei den in Abbildung 6.13 gewéhlten
Schrittweiten der Fehler des Makro-Losers den dominanten Fehleranteil ausmacht.

Im Anhang in Abschnitt D.6 findet man weitere Bemerkungen zum Fehler von heteroge-
nen Mehrskalenverfahren.

117



KAPITEL 6 HETEROGENE MEHRSKALENVERFAHREN
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Abbildung 6.11: Approximation des gemittelten Flusses des invertierten Pendels mit drei
verschiedenen heterogenen Mehrskalenverfahren. Es wurden das explizite Euler-Verfahren,
ein semi-explizites Verfahren und das Verlet-Verfahren als Makro-Léser verwendet.
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Abbildung 6.12: Approximation des gemittelten Flusses des invertierten Pendels mit
zwei verschiedenen heterogenen Mehrskalen-Verfahren. Zum einen wurde ein semi-explizites

Verfahren, zum anderen das Verlet-Verfahren als Makro-Loser verwendet. Man erkennt,
dass die Losungen stabil sind
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expliziter Euler ~ —e— semi-explizit

O(H) ===+ O(H) —e— Verlet-Verfahren  «=+= O(H?)
10 100

1071 4 10-1 4

Fehler
Fehler

1072 4

1034 , 103 .
1072 107! 10° 107! 10°
Makro-Schrittweite H Makro-Schrittweite H
Abbildung 6.13: Fehler beim Losen des invertierten Pendels mit HMM. Dabei wird der
Fehler der zweiten Komponente veranschaulicht. Beim expliziten Euler und semi-expliziten

Verfahren wurde der Zeitpunkt 7}, = 2 und beim Verlet Verfahren T,,, = 6 gewéhlt.

6.7 AbschlieBende Bemerkungen zu HMM

In diesem Kapitel wurden heterogene Mehrskalenverfahren beschrieben und auf das
invertierte Pendel angewendet. Diese Verfahren eignen sich fiir die numerische Losung von
Problemen mit mehreren Skalen. Das invertierte Pendel enthélt einen Parameter ¢, der die
Skalenseparation bestimmt. Durch die Anwendung heterogener Mehrskalenverfahren konnte
dieses Problem mit einem Aufwand gelést werden, der nicht von & abhidngt. Wiirde man
stattdessen das System direkt mit einem Runge-Kutta Verfahren approximieren, miisste
man fiir verlédssliche Resultate die feine Zeitskala auf dem gesamten Integrationsintervall
auflésen. Damit wiirde der Aufwand von ¢ abhéngen, da der Zeitschritt entsprechend klein
gewahlt werden muss.

Mit dem Geriist, das die heterogenen Mehrskalenverfahren liefern, hat man es also
geschafft, Verfahren zu konstruieren, fiir deren Aufwand e keine Rolle spielt. Allerdings
vernachlassigt man damit auch die mikroskopischen Mechanismen, d. h. wenn man Simu-
lationen bendtigt, bei denen die mikroskopischen Mechanismen aufgelst werden sollen,
sollten heterogene Mehrskalenverfahren nicht angewendet werden.

Wenn man die Abschétzung 6.51 betrachtet, erkennt man, dass die Genauigkeit vom
Quotienten % abhéngt. Der Parameter 7, der das Zeitfenster bestimmt, sollte nicht beliebig
grofl gewéhlt werden, da zum einen ein Term der Ordnung 7? in der Fehlerabschéitzung
auftritt, zum anderen grofle n ein grofles Zeitfenster fiir die Makro-Integrationen, und
damit einen grofien Aufwand bedeuten. Wenn also € nicht sehr klein, und somit die Skalen-
separation im Problem nicht sehr ausgepréigt ist, leidet die Genauigkeit der heterogenen
Mehrskalenverfahren darunter.

Grob formuliert besagt das Mittelungsprinzip, dass die hochfrequenten Terme Oszil-
lationen verursachen, die den Fluss, der durch das gemittelte System beschrieben wird,
iiberlagern. In E, 2011 oder auch Arnold u.a., 2006 wird darauf hingewiesen, dass es
Félle komplizierterer Probleme gibt, bei deren Losung man Sorgfalt walten lassen sollte.
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Insbesondere dann, wenn in einem Problem mehrere Frequenzen auftreten, die resonant
sind, kann die Vernachldssigung dieser Resonanzen zu fehlerhaften Ergebnissen fiithren.

Heterogene Mehrskalen-Verfahren finden auch Anwendung in jiingeren Arbeiten. In
Haut und Wingate, 2014 werden sie beispielsweise zur numerischen Losung der Flachwas-
sergleichungen verwendet. Dort wird auch auf Resonanzen eingegangen. Allgemein gilt,
dass das Anwendungsfeld von heterogenen Mehrskalenverfahren nicht auf gewdéhnliche
Differentialgleichungen beschrinkt ist. Einen Uberblick iiber diese Verfahren einschliellich
vieler verschiedenartiger Probleme, auf die diese angewendet werden koénnen, findet man
in E u.a., 2007.

120



Kapitel 7

Numerische Behandlung des
Eiswolkenmodells

Ziel dieses Kapitels ist es, das Eiswolken-Schema (5.123) aus Kapitel 5 mit unterschiedlichen
Auftriebstermen w numerisch zu untersuchen. Die Auftriebsterme w sind externe Forcing-
Terme, die auf das System wirken. Fiir die numerischen Berechnungen in diesem Kapitel
werden die Temperatur 7" und der Druck p als konstant angenommen. Damit entfallen
die Differentialgleichungen, die die zeitliche Entwicklung von 7" und p beschreiben und
(5.123) reduziert sich auf ein dreidimensionales System. Die Temperatur 7" und der Druck
p treten in diesem reduzierten System als Systemparameter auf. Die Annahme, dass Druck
und Temperatur konstant sind, sind Vereinfachungen, die in der Realitdt nur iiber kurze
Zeitraume aufrechterhalten werden kénnen.

7.1 Konstantes Forcing

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Eiswolken-Schema (5.123) mit einem konstanten
Forcing. Das konstante Forcing wird durch einen konstanten Auftriebsterm w hervorgerufen.
Spéater werden auch nicht-konstante Auftriebsterme w, und damit nicht-konstante Forcing-
Terme betrachtet.

Die Abbildungen 7.1, 7.2 und 7.3 stellen numerische Simulationen des Eiswolken-Schemas
(5.123) mit konstanten Auftriebstermen w = 0.01,0.1 und 0.5 dar und geben einen ersten
Eindruck iiber das Losungsverhalten des Systems. Die Berechnungen wurden bei einem
konstanten Druck von 30000 Pa und einer konstanten Temperatur von 210 K durchgefiihrt.
Die zeitlichen Entwicklungen der Massenkonzentration ¢;, der Anzahlkonzentration n;
und Ubersittigung S; werden durch die Abbildungen 7.1a, 7.2a und 7.3a illustriert. Eine
Veranschaulichung im Phasenraum zeigen die Abbildungen 7.1b, 7.2b und 7.3b.

Die Abbildungen 7.1 und 7.3 deuten an, dass die Trajektorien gegen ein stabiles Gleich-
gewicht konvergieren. Die numerische Losung aus Abbildung 7.2 scheint gegen einen
Grenzzyklus zu konvergieren. (Siehe dazu auch Abbildung E.2 in Anhang E.2.) In Spreitzer
u. a., 2017 wurden dhnliche Beobachtungen fiir ein anderes Eiswolken-Schema gemacht.
Fir kleine Auftriebsterme w konvergieren die Losungen gegen ein stabiles Gleichgewicht.
Bei Vergroflerung von w durchlauft das System eine Hopf-Bifurkation und es zeigt sich
die Konvergenz gegen einen Grenzzyklus. Eine weitere Erhohung des Auftriebsterms fiithrt
zu einer erneuten Hopf-Bifurkation und die Trajektorien konvergieren wieder gegen ein
stabiles Gleichgewicht.

Die Abbildungen 7.1c, 7.2c und 7.3c zeigen die Eigenwerte der Jacobi-Matrix an den
numerischen Lésungen. Die Ergebnisse deuten an, dass es sich hier um nicht-steife Probleme
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Abbildung 7.1: Numerische Losung des Eiswolkenmodells. Fiir die Simulationen wurden
eine Temperatur 7' = 210K, ein Druck 30 000 Pa und ein Auftrieb w = 0.01 ms~! gewihlt.

handelt und diese somit mit einem expliziten Runge-Kutta-Loser stabil berechnet werden
kénnen. Auflerdem werden in den Abbildungen 7.1d, 7.2d und 7.3d die Realteile der
Eigenwerte der Jacobi-Matrix an den numerischen Losungen gezeigt. Die Abbildungen
7.1d und 7.3d deuten eine Konvergenz der Realteile der Eigenwerte gegen negative Werte
an. Diese Beobachtung passt mit der Vermutung zusammen, dass die Trajektorien gegen
ein stabiles Gleichgewicht konvergieren.

7.2 Mit periodischem Forcing

In diesem Abschnitt wird das gleiche System wie im vorangegangen Abschnitt betrachtet,
allerdings mit dem Unterschied, dass der Auftriebsterm w nicht mehr konstant, sondern
aus einer Konstanten und einer periodischen Bewegung zusammengesetzt ist.

122



7.2 MIT PERIODISCHEM FORCING

0.000003
. 0.000002
o
0.000001 1.50
250000 L45n
& 150000 AN L 140
50000 . -
- r13s
151 “ Ny
- 250000
“n 1.4 4
0.0000005 —_~"150000
13 : : : : : : 0.0000015 ™
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 @,  0.0000025 50000
Zeit t
(a) Zeitliche Entwicklung von ¢;, n; und S; (b) Darstellung der Losungstrajektorie im Pha-
senraum
0.03 4 0.001
0.02 4
0.000
v
0.01 4 k
—-0.001
~ <
0.00 4 ()
E 2
—0.002 A
—0.01
-0.02 1 —0.003 |
—0.034 - - - . -0.004 . . . . . .
—0.003 —0.002 —0.001 0.000 0.001 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
Re A Zeit t
(c) Eigenwerte der Jacobi-Matrix (d) Realteil der Eigenwerte der Jacobi-Matrix

Abbildung 7.2: Numerische Losung des Eiswolkenmodells. Fiir die Simulationen wurden
eine Temperatur 7 = 210K, ein Druck 30000 Pa und ein Auftrieb w = 0.1ms~! gewéhlt.
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Abbildung 7.3: Numerische Losung des Eiswolkenmodells. Fiir die Simulationen wurden
eine Temperatur 7' = 210K, ein Druck 30000 Pa und ein Auftrieb w = 0.5ms™! gewihlt.
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7.2.1 Harmonischer Oszillator als Forcing-Term

Wir untersuchen in diesem Abschnitt einen verdnderten Forcing-Term der Form
2
w(t) = a1 + ag cos(ﬂt) (7.1)
€

Es werden also ein konstanter Auftrieb und eine Schwingung iiberlagert. Die Schwingung
soll durch den harmonischen Oszillators als linearen Oszillator beschrieben werden. Mit
0 < ¢ < 1 sind die Oszillationen sehr schnell. Man kann deshalb erwarten, dass die
Schwingungen zu einem Mehrskalensystem fiithren. Das zu untersuchende Eiswolkenmodell
wird damit wie folgt formuliert werden

n; = Nuc,, + Evap,, + Sed,, (7.2a)
¢; = Nucg + Dep,, + Sed, (7.2b)

N Lgg g 4 2 P
S; = (chvTQ — RaT> S; (al + as cos(et)> - m (Nucq + Depq>. (7.2¢)

Man kann es mit der in Kapitel 2 beschriebenen Methode autonomisieren. Alternativ
ist es auch moglich, die folgende Formulierung zu verwenden

n; = Nuc,, + Evap,, + Sed,, (7.3a)
¢; = Nuc, + Dep,, + Sed,, (7.3b)
[ Lsg g , p
S; = (chUTQ — RaT>SZ(a1 + agxy) — m(Nucq + Depq) (7.3¢)
1 = w2 (7.3d)
4 2
fCQ = —S%I‘l. (736)

Man gelangt dann zu einem Auftriebsterm wie in (7.2c), indem man die zusétzlichen
Anfangsbedingungen x1(0) = 1 und z2(0) = 0 festlegt. Auf diese Weise kénnen auch
andere Oszillatoren, die beispielsweise nicht-linear sind, angekoppelt werden. Mehr dazu
findet man in Abschnitt 7.2.2.

Abbildung 7.4 zeigt eine numerische Berechnung des Systems (7.3). Die Abbildungen
7.4a, 7.4b und 7.4e zeigen das Verhalten des Systems auf einer kurzen und einer langen
Zeitskala. Auf der kurzen Zeitskala erkennt man die Ostzillationen, die S; aufgrund des
harmonischen Oszillators als Forcing-Term durchfithrt. Mit den Abbildungen 7.4c und
7.4d werden die numerischen Losungen des Teilsystems (7.3d) und (7.3e) veranschaulicht.
Da es sich hier um den harmonischen Oszillator handelt, bietet sich ein symplektisches
Verfahren als numerischer Loser an. Es wurde mit dem impliziten Runge-Kutta-Verfahren
der Ordnung vier geldst, das in E.1 zu finden ist. Das Teilsystem (7.3a), (7.3b) und (7.3c)
wurde mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung berechnet. Durch
den oszillatorischen Forcing-Term gewinnt das Problem (7.3) an Steifheit. Dies zeigt ein
Vergleich von Abbildung 7.4f mit den Abbildungen 7.1c, 7.2c und 7.3c. Abbildung 7.4f
deutet darauf hin, dass man die Schrittweite des Losers entsprechend des Systems (7.3d)
und (7.3e) anpassen sollte. Wir sprechen in diesem Fall von oszillatorischer Steifheit, da
die betragsméBig grofien Imaginérteile der Eigenwerte Ursache fiir das steife Verhalten der
Differentialgleichungen sind.
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Abbildung 7.4: Numerische Lésung des Eiswolkenmodells mit dem harmonischer Oszilla-
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e=1.
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7.2.2 Das van der Pol-System als Forcing-Term

In Abschnitt 7.2.1 wurde der harmonische Oszillator als Forcing-Term betrachtet. Bereits
dort wurde darauf hingewiesen, dass man auch andere Systeme als Forcing ankoppeln
kann. In diesem Abschnitt betrachten wir das van der Pol-System als nicht-linearen
Ostzillator. Dieses System ist ein Standardbeispiel, das héufig in der nicht-linearen Dynamik
untersucht wird (siehe Guckenheimer und Holmes, 2002). Andere Beispiele fiir nicht-lineare
Oszillatoren sind bereits in Kapitel 3 bei der Untersuchung von Modellen, die warme
Wolken beschreiben, aufgetaucht. Man kann zeigen, dass das van der Pol-System einen
eindeutigen Grenzzyklus besitzt und jede Trajektorie gegen diesen fiir ¢ — oo gegen diesen
konvergiert (siehe Teschl, 2012). Bei Verwendung des van der Pol-Systems als Forcing-Term
erhalten wir folgende Formulierung fir das Eiswolkenmodell

n; = Nuc,, + Evap,, + Sed,, (7.4a)
¢; = Nucg + Dep,, + Sed, (7.4b)
. [ Lsg g , p

Si = (chvTQ - RaT>Sz(a1 + asxy) — m(Nucq + Depq) (7.4c)

i?l = T9 (74d)

T = a(l — l‘%)fl)g — 1. (7.4e)

Abbildung 7.5 zeigt eine numerische Berechnung des Modells (7.4). Durch die Abbil-
dungen 7.5a und 7.5b wird das Verhalten von ¢;, n; und S; auf einer langen und einer
kurzen Zeitskala veranschaulicht. Man erkennt auf der kurzen Zeitskala deutlich den
Einfluss der Oszillationen auf S;. Das van der Pol-System, das als Forcing die Oszillationen
hervorruft, ist durch (7.4d) und (7.4e) gegeben. Die Abbildungen 7.5¢ und 7.5d zeigen eine
numerische Lésung dieses Systems. Man erkennt auf Abbildung 7.5d , dass die berechnete
Losung gegen einen Grenzzyklus konvergiert. Aulerdem werden mit Abbildung 7.5e die
Eigenwerte des Systems (7.4) veranschaulicht. Daraus ergibt sich, dass die Eigenwerte des
Systems (7.4) mit dem Parameter o = 10 grofler sind als die Eigenwerte, die man mit
einem konstanten Forcing-Term wie in Abschnitt 7.1 erhélt. Man sollte die Schrittweite des
numerischen Lésers dementsprechend anpassen. Man erkennt auf Abbildung 7.5¢, dass die
Frequenz des hier verwendeten Oszillators deutlich geringer ist, als die des harmonischen
Ostzillators im vorherigen Abschnitt. Dies fithrt zu einer Vergréflerung der Amplitude von

Si.

7.3 Numerische Simulationen mit HMM

In Kapitel 6 wurden heterogene Mehrskalenverfahren beschrieben. Sie sollen in diesem
Abschnitt auf das Eiswolken-Schema, auf das ein periodisches Forcing wirkt, angewendet
werden.

Die Fehlerabschétzung (6.51) héngt sowohl von 7 als auch vom Quotient % ab. Mit n wird
die Grofle des Integrationszeitfensters der Mikro-Integrationen festgelegt. Der Parameter
¢ fithrt bei entsprechender Wahl dazu, dass das System zwei Zeitskalen besitzt. Um zu
gewéhrleisten, dass die Fehlerabschitzung (6.51) klein bleibt, sollten 1 und % klein sein.
Dies kann erreicht werden, wenn ¢ klein ist.
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Wenn der Parameter € klein ist, oszilliert der periodische Anteil des Forcing-Terms sehr
schnell um Null. Um die Uberséttigung S; zu berechnen, muss man iiber den Forcing-
Term integrieren. Je schneller die Oszillationen sind, umso kleinere Werte liefert die
Integration tiber den periodischen Anteil. Deshalb wird durch den periodischen Anteil des
Forcing-Terms die Uberséttigung S; bei hohen Frequenzen kaum beeinflusst, selbst wenn
man unrealistisch groffe Amplituden annimmt. Dies werden die Berechnungen in diesem
Abschnitt zeigen.

7.3.1 Harmonischer Oszillator

Abbildung 7.6 zeigt numerische Berechnungen des Eiswolken-Modells, die mit dem harmoni-
schen Oszillator als Forcing-Term durchgefithrt wurden. Bei den Abbildungen 7.6a und 7.6b
nehmen die Parameter ai, as und € die Werte a; = 0.1ms ', a9 =20ms~ e =1.0- 1072
an. Zur Erstellung der Abbildungen 7.6c und 7.6d wurden ¢ = 1l.e — 2 gewahlt. Die
Amplitude des Forcing-Terms betrigt a; = 0.5ms~!. Die periodischen Schwingungen
wurden mit einem konstanten Auftrieb a; = 0.1ms™! iiberlagert.

Es wurde eine Referenzlosung mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordung erstellt. Aulerdem wurde das Eiswolkenmodell mit einem heterogenen Mehrskalen-
verfahren berechnet, das das Heun Verfahren zweiter Ordnung als Makro-Loser verwendet.
Als Mikro-Loser wurden fir den harmonischen Oszillator das symplektische Runge-Kutta
Verfahren vierter Ordnung aus Abschnitt E.1 im Anhang benutzt, fiir das Eiswolkenschema
wurde wieder das klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung verwendet. Auflerdem
wurde fiir das Zeitfenster der Mikro-Integration n = 0.1 fiir die Abbildungen 7.6a und 7.6b
1n = 1 und fiir die Abbildungen 7.6¢ und 7.6¢ gewéhlt. Abbildung 7.6 zeigt, dass mit dem
verwendeten heterogenen Mehrskalen-Verfahren die Referenzlésung interpoliert werden
kann.

Verwendet man anstatt (7.2) die Darstellung (7.3) stellt sich die Frage, wie man Fiir das
Teilsystem (7.3d), (7.3e) die Startwerte fiir die Mikro-Integrationen wéhlen soll. Sofern fie
Frequenz des Forcings nicht bekannt ist, geht durch die Makroschritte die Information
iiber die Phase verloren. Fiir die Mikro-Integrationen kénnen dann beispielsweise immer
die gleichen Anfangsdaten x1(tp) = 1 und z2(tp) = 0 verwendet werden. Bei dieser
Vorgehensweise braucht die numerische Losung des periodischem Forcings, die fiir die
Mikro-Integrationen benétigt wird, nur einmal berechnet werden. Dieses Ergebnis kann
man dann fiir jede Mikro-Integration wiederverwenden.

7.3.2 Van der Pol-System

Beim van der Pol-System taucht noch kein Parameter ¢ auf. Er wird durch eine Zeit-
transformation eingefiithrt. Es soll gelten z(t) = Z(et). Dabei ist x(t) die Losung des
Ausgangssystems und Z(t') die Losung des transformierten Systems. Der Parameter ¢ soll
die Frequenz des Forcing-Terms steuern. Unter Berticksichtigung dieser Frequenz kann man
1, und damit die Grofle des Zeitfensters der Mikro-Integrationen wéhlen. In Hinblick auf
die Abschéitzung (6.51) ist es giinstig, € so zu wéhlen, dass die Frequenz des Forcing-Terms
grof} ist.
Durch die Zeittransformation nimmt der van der Pol-Oszillator folgende Gestalt an
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Abbildung 7.6: Numerische Losungen des Eiswolkenmodells mit dem harmonischen Oszil-
lator als Forcing-Term. Zu sehen sind zwei Simulationen bei Verwendung unterschiedlicher
Parameter. Die Losungen wurden mit einem heterogenen Mehrskalenverfahren berechnet.
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.%1 = .fg (75&)

(1-3%)a - glzfcl. (7.5b)

Abbildung 7.7 zeigt numerische Berechnungen des Eiswolken-Schemas mit dem van der
Pol-System als Forcing-Term. Fiir die Referenzlosung wurde das System mit dem klassische
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung gelost. Auflerdem wurde das System mit einem
heterogenen Mehrskalenverfahren gelost. Dabei wurde als Makro-Loser das Heun-Verfahren
zweiter Ordnung und als Mikro-Loser das klassische Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung
vier verwendet.

Zu sehen sind zwei Simulationen mit jeweils unterschiedlichen Parametern. Zur Erstellung
der Abbildungen 7.7a und 7.7b wurden die Parameter a; = 0.1ms™ ', as = 10ms™!, a =
3, = 1.0 - 1072 verwendet. Eine andere Wahl von ag eréffnet die Moglichkeit die Amplitude
des Forcing-Terms zu modifizieren. Es wurde ein Zeitfenster 7 = 1 gewéhlt. Abbildung 7.7e
zeigt die verkiirzte Periodendauer des van der Pol-Systems. Dies wurde durch Einfiihrung
des Parameters ¢ erreicht.

Fiir den zweiten Testlauf wurden die Parameter durch a; = 0.1ms™!,as = 0.25ms ', a =
5,6 = 1.0 - 1073 festgelegt. Das Zeitfenster betriagt = 0.1. Die Resultate werden durch
die Abbildungen 7.7c und 7.7d veranschaulicht. Auflerdem zeigt Abbildung 7.7f das Pha-
senportrait des Oszillators.

Zur Approximation dieses Systems wurde, mangels Information iiber die Phase, fiir
jede Mikro-Integration der gleiche Startwert verwendet. Es bietet sich an, die numerische
Losung, die den periodischen Anteil des Forcings beschreibt, als Teil der Mikro-Integration
nur einmal zu berechnen und fiir jede Mikro-Integration wiederzuverwenden.

Die Periodendauer kann numerisch berechnet werden. Alternativ kann man auch versu-
chen, Abschétzungen zu deren Bestimmung zu verwenden. Hier zeigt sich der Vorteil von
heterogenen Mehrskalen-Verfahren mit Kernfunktionen gegeniiber SAM (siche Abschnitt
6.4), da fiir die erstgenannte Verfahrensklasse die Periodendauer nicht exakt bekannt zu
sein braucht.

1

7.3.3 Vergleich des Modells mit verschiedenen Forcing-Termen

In Abbildung 7.8 werden numerische Losungen des Eiswolkenmodells verglichen, die mit
unterschiedlichen Forcing-Termen berechnet wurden. Insbesondere unterscheiden sich die
periodischen Anteile der Forcing-Terme. Der periodische Anteil wird zum einen durch den
harmonischen und zum anderen durch den van der Pol-Oszillator beschrieben. Abbildung
7.8d veranschaulicht, dass die beiden Forcing-Terme vergleichbare Frequenzen besitzen.
Fiir den harmonischen Oszillator wurde dazu die Wahl ¢ = 0.1 und fiir den van der
Pol-Oszillator € = 1-1072, o = 3 getroffen. Die Amplitude wurde durch den Faktor as
modifiziert. Im Fall des harmonischen Oszillators wurde as = 0.5m s~ ! und fiir den van der
Pol-Oszillator as = 0.25 ms~! gewihlt. Damit gehen die Forcing-Terme mit sehr dhnlichen
Amplituden in das System ein.

Auf den Abbildungen ist zu sehen, dass die gemittelten Fliisse sehr dhnlich sind und
ein Verhalten zeigen, dass vergleichbar ist mit dem der Fliisse ohne periodisches Forcing
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Abbildung 7.7: Numerische Losung des Eiswolkenmodells mit dem van der Pol-Oszillator
als Forcing-Term. Es wurden das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordung und ein HMM-
Verfahren als numerische Loser verwendet. Dabei wurden eine Temperatur 7' = 210 K, ein
Druck 30 000 Pa gewahlt.

132



7.4 SPEKTRALES DEFEKTKURREKTUR-VERFAHREN (SDC) ALS MAKRO-LOSER

(siche Abbildungen 7.1, 7.2, 7.3). In diesen hochfrequenten Fallen scheint der konstante
Auftriebsterm das qualitative Verhalten des gemittelten Flusses wesentlich zu bestimmen.

Zum weiteren Vergleich wurden in Abbildung 7.9 die Simulationen mit einer langsameren
Frequenz durchgefiihrt, sieche dazu Abbildung 7.9d. Durch die verschiedenen Forcing-
Terme #ndert sich das Einschwingverhalten bei den Berechnungen mit a; = 0.01ms~!
und a; = 0.5ms~!. Als numerischer Loser wurde das klassische Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung mit Schrittweite von 0.01 verwendet. Bei der Erstellung der Abbildung
7.10 wurde die Frequenz weiter verlangsamt, siche Abbildung 7.10d. Fiir die Félle a; =
0.0lms~! und a; = 0.5ms~! erhilt man nach einer Einschwingphase #hnliche Resultate
mit dem harmonischen und van der Pol-Oszillator. Wenn a; = 0.1 ms~! betriigt, sind die
numerischen Losungen verschieden. Man erkennt dies in den Abbildungen 7.10a, 7.10b
und 7.10c. Die numerischen Losungen wurden mit dem klassische Runge-Kutta Verfahren
der Ordnung vier berechnet. Es wurde eine Schrittweite von 0.001 verwendet.

7.3.4 Fehler

Bei der Fehleranalyse wird das System mit harmonischen Oszillator als Forcing-Term
betrachtet. Der Parameter ¢, der die Skalenseparation bestimmt , wurde als € = 1.0 - 1072
gewihlt. AuBerdem verwenden wir fiir die Parameter a; und as die Wahl a1 = 0.1ms™*
und as = 20ms~ 1.

Es wurden Runge-Kutta-Verfahren verschiedener Ordnung als Makro-Loser verwendet,
insbesondere dienten das explizite Euler Verfahren und das Heun-Verfahren der Ordnung
zwei als Makro-Loser. Fiir die Mikro-Integrationen wurde das klassische Runge-Kutta-
Verfahren der Ordnung vier mit einer Mikro-Schrittweite h = 0.0005 angewendet.

Abbildung 7.11 zeigt den numerischen Fehler des Verfahrens zu einem festgelegten
Zeitpunkt T . bei Verwendung verschiedener Makro-Schrittweiten. Fiir den numerische
Fehler wurden zunéchst die relativen Fehler

x(Tmax) - 33ref(Tmax>
xref(Tmax)

Trel = x € {qi,n;, S} (7.6)
berechnet und anschlieflend addiert. Die Bezeichnung ¢ steht dabei fiir die Referenzlésung,
die mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren bei geringer Schrittweite berechnet wurde.

In Abbildung 7.11 erkennt man im Wesentlichen die Ordnungen der Makro-Loser wieder.
Fiir die Erstellung von Abbildung 7.11a wurde das explizite Euler-Verfahren als Makro-
Loser angewendet. Man erkennt, dass das Verfahren Ordnung eins in der Makro-Schrittweite
besitzt. Die Kurve beginnt bei H ~ 0.25 abzuflachen. An dieser Stelle werden andere
Fehlerterme dominant. Abbildung 7.11b zeigt die Fehlerentwicklung bei Anwendung des
Heun-Verfahrens als Makro-Loser. Bis zu einer Makro-Schrittweite von H ~ 4 erkennt
man die Ordnung zwei in H. W&hlt man die Schrittweiten kleiner, flacht die Fehlerkurve
ab.

7.4 Spektrales Defektkurrektur-Verfahren (SDC) als
Makro-Loser

In diesem Abschnitt soll das spektrale Defektkorrektur-Verfahren (SDC) vorgestellt werden.
Es handelt sich hierbei um ein iteratives Verfahren zur numerischen Lésung gewthnlicher
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Abbildung 7.8: Vergleich des Eiswolkenmodells mit verschiedenen hochfrequenten
Forcing-Termen. Parameter harmonischer Oszillator: ¢ = 0.1,as = 0.5ms~! ,Parame-
ter van der Pol: e =1.0- 1072, v = 3,a2 = 0.25ms~!

134



7.4 SPEKTRALES DEFEKTKURREKTUR-VERFAHREN (SDC) ALS MAKRO-LOSER

= harmonischer Oszillator
- van der Pol-Oszillator

= harmonischer Oszillator
- van der Pol-Oszillator

le-7
S‘ 25
G— 0.000002 A
0.0
0.000000
-~ 20000 1
< 400000
0 &
1.525 200000
G 15007 0l
1.4754
1.525 1
-~ 1.4
— 1 )
1.4754
B — = = . . - . 1241, - . . . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Zeit t Zeit t
(a) a3 =0.01ms~! (b) a; =0.1ms™
= harmonischer Oszillator = harmonischer Oszillator
- van der Pol-Oszillator van der Pol-Oszillator
0.00002 3
5
& 0.00001 4 1]
< 01
0.00000 1
le7
_2 4
1 -3 . o p -
IS 0 20 100
1.4 X 07 1“ R =
W
1.24 s
1.0 +—F——7—7"7" T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 0 100

Zeit t
(c) ag =0.5ms™!

Zelt t
(d) Forcing-Terme

Abbildung 7.9: Vergleich des Eiswolkenmodells mit verschiedenen Forcmg—Termen ei-

ner langsameren Frequenz. Parameter harmonischer Oszillator: € = 1573 ,02 = 2ms~
,Parameter van der Pol: e =2, = 10,a2 = 1 ms

1
-1

135



KAPITEL 7 NUMERISCHE BEHANDLUNG DES EISWOLKENMODELLS

- harmonischer Oszillator = harmonischer Oszillator
- van der Pol-Oszillator - van der Pol-Oszillator
0.00001 A
& 0.000005 [
0.000000 - — - 0.00000 +
e’ e
-5 .~ 2.5
< 2 IS
0 0.0 e ~
1.5 A 1.5
w w
1.0 A 1.0

1.50 | 150 |
w %)
1.25 1.25

0 10000 20000 30000 40000 50000 0 10000 20000 30000 40000 50000
Zeit t Zeit t
(a) a; =0.01ms~! (b) a3 =0.1ms™!
= harmonischer Oszillator harmonischer Oszillator
~—van der Pol-Oszillator - van der Pol-Oszillator
3
0.00002 -
— 24
&
1]
0.00000 - —
1le8 04
o - \ /\/\ \/\\/
1
< 2
0.0 T T T T
200 400 600 800 1000
1.54
.
1.0
1.5
.
1.0 4
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 200 400 600 800 1000
Zeit t Zeit t
—1 .
(c) a1 =0.5ms (d) Forcing-Terme

Abbildung 7.10: Vergleich des Eiswolkenmodells mit verschiedenen F?rcing—Termen
einer langsamen Frequenz. Parameter harmonischer Oszillator: ¢ = 15072, a; = 2ms™*
JParameter van der Pol: ¢ = 15, = 10,a3 = 1 ms™!

136



7.4 SPEKTRALES DEFEKTKURREKTUR-VERFAHREN (SDC) ALS MAKRO-LOSER
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Abbildung 7.11: Fehler unterschiedlicher HMM bei Verwendung verschiedener Runge-
Kutta-Verfahren als Makro-Loser

Differentialgleichungen. Dabei erhoht jede Iteration die Fehlerordnung bis zu einer maxi-
mal erreichbaren Ordnung. Dieses Verfahren soll spéter als Makro-Loser fiir heterogene
Mehrskalenverfahren dienen.

7.4.1 Beschreibung des Verfahrens

Eine Beschreibung des spektralen Defektkorrektur-Verfahrens findet man in Dutt u. a.
(2000). Den Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Untersuchungen stellt die folgende
gewohnliche Differentialgleichung dar

y'(t) =Gt y(t)) te [t M) (7.7a)
y(t°) = vo. (7.7b)
Das Intervall [t°,tM] wird durch ein grobes Zeitgitter ¢, ¢!, ... tM unterteilt. Wenn in

diesem Abschnitt von groben und feinen Zeitgittern die Rede ist, beziehen wir uns damit
nicht auf die Mikro- und Makro-Zeitschritte, die bei heterogenen Mehrskalenverfahren
durchgefiihrt werden. Die Mikro- und Makro-Zeitschritte der heterogenen Mehrskalenver-
fahren sind davon unabhéngig zu betrachten.

Zwei benachbarte Knoten des groben Zeitgitters bilden ein neues, kleineres Intervall.
Auf dem Intervall [t°,¢!] kann ein feines Zeitgitter ¢3,¢9,...,t) eingefiihrt werden. Bei
dem sich anschlieBenden kleinen Intervall [t #?] wird das feine Zeitgitter mit ¢}, 1, ...t}
bezeichnet und so weiter. Abbildung 7.12 zeigt eine Veranschaulichung der betrachteten
Gitter.

In der Folge beschriinken wir unsere Betrachtungen auf das Intervall [t°,¢!] und das zu
diesem Intervall gehérige feine Zeitgitter. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit schreiben wir
to anstatt 3, t; anstatt tY und so weiter. Damit betrachten wir von jetzt an das Problem

y'(t) = G(ty(t)) t € [to, tn] (7.8a)
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Grobes Gitter

feines Gitter feines Gitter

Abbildung 7.12: Das grobe und die feinen SDC-Gitter

y(°) = yo- (7.8b)

Die Losung des Problems (7.8) kann als Picard-Integral formuliert werden
¢
u(t) =+ | Glry(r)ar (7.9)
0

Wir nehmen an, dass wir durch irgendein Verfahren eine Approximation yl% des Problems
(7.8) erhalten haben. Dann kénnen wir die Defektgleichung wie folgt formulieren

5(t) = y(t) — ¥ (2). (7.10)

Die Approximation yl% kann eine konstante Funktion sein, die den Startwert yo im
gesamten Intervall [to, ;] annimmt. Mit den Gleichungen (7.9) und (7.10) kann die Losung
von (7.8) umformuliert werden und man gelangt zu

) = utti) + [ (@) +8) - Gy )ar

I
t;
+ G(r, y[o] (7))dr.

ti—1

P

Wir haben Gleichung (7.10) verwendet, um y(¢) umzuschreiben. Auflerdem wurde die
Beziehung —G(7, y1%(7))) + G(7,%(7))) = 0 benutzt.

An dieser Stelle sollen die Integrale Iy und Is approximiert werden. Das Verfahren,
das fiir die Approximation von I; verwendet wird, ist das Basisverfahren des spektralen
Defektkorrektur-Verfahrens. Verschiedenste Verfahren fiir die numerische Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungen stellen eine mogliche Wahl fiir das Basisverfahren dar.
Hier wird das spektrale Defektkorrektur-Verfahren mit dem expliziten Euler-Verfahren als
Basisverfahren beschrieben. Insbesondere wird bei dieser Wahl I; durch

I = (ti — tifl)(G(tifl, y[o} (tz;l) + 5(&;1)) — G(tifl, y[o] (tifl))). (7.11)
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diskretisiert. Fiir die Approximation von I3 benutzen wir das eindeutige Polynom minimalen
Grades p,,, das die Bedingungen

palts) = Glt;, (1)) (7.12)

erfiillt. Das Integral I kann dann durch

Ly = /ti palT)dr (7.13)

ti—1

approximiert werden. Die Berechnung dieses Integrals kann als eine Matrix-Vektor-
Multiplikation implementiert werden. Die Matrix muss insgesamt nur einmal berechnet
werden.

Letztendlich erhalten wir die Vorschrift

yM(ts) =y (tiy) + (6 — tim)(Gltim1, y! (tim1)) — G(tim1, ¥ (ti1))) + I (3. (7.14)

Der exakte Wert von 6(t;) ist im Allgemeinen nicht bekannt, deshalb approximieren wir
yO(ti—1) + 6(ti—1) durch yl(t; ).

Es wurde also die Approximation y!) unter Verwendung von y9 berechnet. Dieser
Prozess kann iteriert werden und man erhélt Approximationen ym, y[?’} und so weiter.

Es soll ein spektrales Defektkorrektur-Verfahren als Makro-Loser verwendet werden. Da
der Makro-Fluss als nicht-steif vorausgesetzt wird, wird ein explizites Verfahren angewendet,
dem der explizite Euler als Basisverfahren zugrunde liegt. Es ist auch moglich implizite
spektrale Defektkorrektur-Verfahren zu konstruieren. Beispielsweise kann das implizite
Euler-Verfahren als Basisverfahren dienen. Einige dieser Verfahren wurden in Dutt u. a.
(2000) untersucht und haben sich als A(«)-stabil herausgestellt. Des Weiteren wurden
semi-implizite Varianten und deren Stabilitatsverhalten in Minion (2003) betrachtet.

Man kann zeigen, dass die Iterationen die Ordnung des Verfahrens bis zu einer maximal
erreichbaren Ordnung erhéhen. Bei Verwendung des expliziten Euler-Verfahrens als Ba-
sisverfahren erhoht jede Iteration die Ordnung um eins (siehe Causley und Seal, 2017).
Ein Ergebnis iiber die Konvergenz von linearen Problemen findet man auch in Huang u. a.
(2006). Die maximal erreichbare Ordnung wird durch die Anzahl der Quadraturknoten
bestimmt. Wenn man Quadraturknoten mit superkonvergenten Eigenschaften wahlt, kann
die Ordnung verbessert werden. Darauf wird in Causley und Seal (siehe 2017) hingewiesen.

7.4.2 Testlaufe

Es wurde das Eiswolkenschema (7.3) mit einem heterogenen Mehrskalen-Verfahren, bei dem
eine spektrales Defektkorrektur-Verfahren als Makro-Loser und das klassische Runge-Kutta-
Verfahren der Ordnung vier als Mikro-Loser verwendet wurden, numerisch gelost. Das
verwendete spektrale Defektkorrektur-Verfahren ist ein explizites Verfahren, bei dem der
explizite Euler als Basisverfahren benutzt wird. Als Quadraturknoten wéhlen wir drei Radu-
ITa-Knoten. Aulerdem wurde als Startlsung immer eine konstante Funktion verwendet. Die
Wahl wurde in Abschnitt 7.4.1 beschrieben. Fiir die Berechnungen wurden die Parameter
e=10-10"2,a; = 0.1ms~! uns as = 20ms~! gewihlt. Die Mikro-Schrittweite betrigt
5.0 - 10~%. Dies ist ausreichend, wenn man den harmonischen Oszillator vor der Integration
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Abbildung 7.13: Fehler des heterogenen Mehrskalen-Verfahrens mit dem spektralen
Defektkorrektur-Verfahren als Makro-Loser. Es wurden k& = 1, 2, 3 Iterationen durchgefiihrt.

mit einer geniigenden Genauigkeit gelost hat oder die exakte Losungsdarstellung fiir den
harmonische Oszillator wéhlt.

Abbildung 7.13 zeigt den numerischen Fehler das heterogenen Mehrskalen-Verfahrens.
Dabei wurden die Losungen, die mit dem HMM erhalten wurden gegen eine Losung, die
mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung vier mit geringer Schrittweite
ermittelt wurde, verglichen. Der Fehler wurde wie in Abschnitt 7.3.4 berechnet.

In den verschiedenen Testlaufen wurden k = 1,2, 3 Iterationen durchgefiihrt. Bei einer
Tteration erkennt man auf Abbildung 7.13a die lineare Konvergenzordnung des Losers.
Fiir £ = 1 ist das spektrale Defektkorrektur-Verfahren dquivalent zum expliziten Euler-
Verfahren. Fiithrt man zwei Iterationen durch, erhélt man die Konvergenzordnung zwei. Dies
zeigt Abbildung 7.13b. Bei einer Makro-Schrittweite von H = 15 beginnt das Abflachen der
Fehlerkurve und Fehlerterme, die nicht vom Makro-Loéser herriihren, setzen sich zunehmend
durch. Fir k = 3 Iterationen ergibt sich die Konvergenzordnung drei, was die Abbildung
7.13c veranschaulicht. Hier flacht die Fehlerkurve bei einer Makro-Schrittweite von H = 20
ab.

7.5 Ausblick

Das Eiswolkenschema wurde mit verschiedenen numerischen Verfahren gelést. Es wurden
dabei mit unterschiedlichen Auftriebstermen betrachtet. Diese Auftriebsterme stellen ein
externes Forcing dar. Man kann die numerischen Tests ausweiten. Eine Moglichkeit wére es,
das Losungsverhalten von heterogenen Mehrskalen-Verfahren bei Verwendung verschiedener
Mikro-Loser zu testen. Als Mikro-Loser wurde in den vorliegenden Testlaufen das klassische
Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung mit konstanter Schrittweite verwendet. Man kann
Loser mit adaptiver Schrittweite benutzen. Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn man
Systeme wie den van der Pol-Ostzillator als Forcing-Term ankoppelt. In Hinblick auf den
Makro-Loser kann man testen, wie klein der Parameter € tatsdchlich sein muss, damit die
numerischen Losungen der heterogenen Mehrskalen-Verfahren noch verldssliche Resultate
liefern. Die Abschitzung in Kapitel 6 zeigt, dass die HMM nur gute Resultate bei einer
deutlichen Skalenseparation erwarten lassen.

Die Untersuchung des Verhaltens des Eiswolkenschemas bei Ankoppelung verschiedener
Forcing-Terme ist in diesem Kapitel nicht ausschopfend behandelt. Die Formulierung der
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Abbildung 7.14: Numerische Berechnung des Eiswolkenschemas mit einem periodischen
Forcing-Term. Fiir den periodischen Forcing-Term wurde der harmonische Oszillator
verwendet. Die Frequenz des Forcing-Terms entspricht ungefihr der Oszillationsfrequenz
des Systems ohne Forcing. Der konstante Auftrieb betriagt a; = 0.01ms™".

Form (7.3) erlaubt es, neben dem harmonischen Oszillator auch andere Differentialglei-
chungssysteme an das Modell zu koppeln. Beispielhaft wurde in Abschnitt 7.2.2 der van
der Pol-Oszillator als periodisches Forcing verwendet.

Mithilfe eines verldsslichen numerischen Losers kann man das Verhalten der Losungstra-
jektorien untersuchen. Die Resultate deuten an, dass ohne periodisches Forcing ein stabiler
Fixpunkt und periodische Orbits moéglich sind. Die berechneten gemittelten Fliisse scheinen
sich dhnlich zu verhalten, wenn der periodische Anteil des Forcing-Terms sehr schnelle
Oszillationen beinhaltet. In diesem Zusammenhang ist ein Ergebnis aus Arnold u. a., 2006
interessant, das Folgendes besagt: Wenn das gemittelte Sytem einen asymptotisch stabilen
Fixpunkt besitzt, hat das exakte Sytem einen Grenzzyklus. Es erscheint weithin von
Interesse, das Verhalten des Systems zu untersuchen, wenn die Skalenseparation nicht
so deutlich ist, wie an den hier berechneten Beispielen. Dann kann man den oszillatori-
schen Forcing-Term durch idealisierte Schwerewellen motivieren (siche Spreitzer, 2016).
Abbildung 7.14 zeigt eine numerische Losung, bei der die Anregungsfrequenz vergleichbar
mit der Oszillationszeitskala des System ohne periodisches Forcing ist. Der konstante
Auftriebsterm wurde als a; = 0.0l ms~! gewihlt. Ohne das langsame periodische Forcing
erhélt man das System aus Abbildung 7.1, das sich qualitativ vom Verhalten aus Abbildung
7.14 unterscheidet. In Abbildung 7.14 reicht ein Amplitudenparameter von as = 1ms~!
aus, um grofle Schwankungen bei .S; hervorzurufen. Das motiviert systematische Untersu-
chungen, bei denen die Auswirkung der Parameterwahl auf das qualitative Verhalten des
Eiswolkensystem betrachtet wird. Neben den Parametern, die im Forcing-Term w auftreten,
kann auch der Einfluss von Druck und Temperatur betrachtet werden. Es wire dann auch
wiinschenswert, die numerischen Beobachtungen durch analytische Untersuchungen zu
bestatigen. Erste Ergebnisse sind in Anhang E.2 zu finden.
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Kapitel 8

AbschlieBende Bemerkungen

Die vorliegende Arbeit befindet sich an der Schnittstelle zwischen Wolkenmodellierung,
Numerik und der analytischen Behandlung von Differentialgleichungen. Es wurden Unter-
suchungen zu Modellen von warmen Wolken und Eiswolken durchgefithrt. Dabei wurden
Resultate tiber das zeitliche Verhalten gewonnen. Im Fall von warmen Wolken konnten
die dominanten mikrophysikalischen Prozesse, die die Dynamik der Wolken bestimmen
ausgemacht werden. Auflerdem ermdglichten es diese Untersuchungen, reduzierte Gleichun-
gen fiir die Wolkenschemata herzuleiten. Diese Ergebnisse kénnen einen unmittelbaren
Nutzen fiir die Anwendungen haben. Auflerdem wurde gezeigt, dass es moglich ist, mit
Wolkenmodellen als Reaktionsterm in Reaktions-Diffusions Gleichungen rdumliche Muster
zu erzeugen. Dies konnte ein Ausgangspunkt zur Entwicklung neuer Parameterisierungen,
die effizient numerisch gelost werden kénnen, sein.

Bei der Untersuchung der Eiswolken lag der Fokus auf der Numerik. Hier hat die
Wolkenphysik Beispiele zum Testen neuer numerischer Verfahren geliefert. Als konkre-
tes Beispiel ist ein heterogenes Mehrskalenverfahren zu nennen, bei dem ein spektrales
Defektkorrekturverfahren als Makro-Loser verwendet wurde.

Die angewendeten mathematischen Methoden tragen zu einem besseren Verstédndnis der
Wolkenmodelle bei. Insbesondere fiir die Anwendungen kann dies dann unmittelbar von
Nutzen sein, wenn Wolkenmodelle, die untersucht werden, Bestandteil von Wettermodellen
sind. Aus diesem Grund wird hier noch einmal hervorgehoben, dass zwei Wolkenmodelle,
die in IFS und COSMO verwendet werden, analysiert wurden.

Vorrangig behandelt diese Arbeit zeitliche Strukturen von warmen Wolken und Eiswol-
ken. In Kapitel 4 wurde auch ein erster Schritt in Richtung rdumliche Strukturbildung
gemacht. Mithilfe einer linearen Stabilitdtsanalyse konnten Muster gefunden werden, die
moglicherweise den Blick in eine Wolke hinein ermdéglichen. Wolken kénnen auch von
aulen betrachtet Muster bilden. Abbildung 8.1 zeigt, wie man versuchen kann, diese
grof3skalige Wolkenstrukturen zu modellieren. Mit der Swift-Hohenberg Gleichung ist es
moglich, dhnliche Strukturen zu erzeugen, wie sie von Eiswolken angenommen werden.
Diese Gleichung ist eine Beispielgleichung, die haufig in der Theorie der Strukturbildung
untersucht wird.

Die Swift-Hohenberg ist eine Gleichung, mit der universelle Phdnomene beschrieben
werden kénnen. Es besteht ebenfalls die Moglichkeit, sich dem Problem der Strukturbil-
dung in Wolken zunéchst durch komplexere Modelle, in dem mdglichst viele physikalische
Prozesse parameterisiert werden, anzunahern. So wird beispielsweise in Jakub und Mayer
(2017) verfahren. Dort wird besonderes Augenmerk darauf gelegt, welchen Einfluss Strah-
lungsparameterisierungen auf die Strukturbildung von Wolken besitzen.
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(a) Eiswolken (b) numerische Losung der Swift-Hohenberg Glei-
chung

Abbildung 8.1: Grofiskalige Wolkenstrukturen

Da in dieser Arbeit sehr viel iiber Wolkenmodellierung gesagt wurde, sollen zum Ab-
schluss noch einige Worte iiber die Grenzen der Modellierung formuliert werden. Modelle
konnen die Realitdt nicht vollstdndig beschreiben, sondern nur einzelne Aspekte aus
ihr wiedergeben. Deshalb sind alle Modelle fehlerbehaftet. Bei ihrer Entwicklung gehen
Zusatzhypothesen ein, wie zum Beispiel die Wahl eines Parameters mit Unsicherheiten.
Letztendlich kénnen Modelle nur bestimmte Konsistenzen aufweisen, beispielsweise kon-
sistent mit Daten sein oder bestimmte Beobachtungen wiedergeben. Eine weiterfithrende
Diskussion zu diesem Thema findet man in Oreskes u.a. (1994).
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Anhang A

Erganzendes zu Kapitel 3

A.1 Herleitung der Kondensationsrate von warmen Wolken

Nach Rogers und Yau (1989) ist die Gleichung, die die Massenzunahme eines einzelnen
Wolkentropfchens der Masse m’ durch Kondensation beschreibt, durch

A7’ S

—_ / /l
(L’—l)L/Jng’T/_.AmSS -
R,T’ KT’ agD'psat (T7)

Cp=

gegeben, wobei ' den Radius des Wolkentopfens, L’ die latente Verdampfungswéirme, R] die
Gaskonstante von Wasserdampf, T” die Umgebungstemperatur, &’ die Wiarmeleitfahigkeit
von trockener luft, D’ die Diffusivitit von trockener Luft, oy den Massenakkomodation-
koeffizienten und p.,, den Sattigungsdampfdruck von fliissigem Wasser bezeichnen. Man
kann Gleichung (A.1) auch in Abhédngigkeit von m’ formulieren, indem man die Beziehung

r = (%m’)s ausnutzt.

Ein Ensemble von Wassertropfen wird durch die Verteilungsfunktion f’(m’) beschrieben.
Diese Verteilungsfunktion ist durch n!, die Anzahlkonzentration, die durch das nullte
Moment der Verteilungsfunktion gegeben ist, normalisiert. Die Massenkonzentration ist

durch das erste Moment der Verteilungsfunktion gegeben, insbesondere gilt also ¢, =
Jgm/ f'(t',m") dm’. Die Zuwachsrate von ¢, aufgrund von Kondensation ist durch

dg.,
dat’ (t)

Diffusion

— A'S / ()3 f(¢, m') dd (A.2)
0

gegeben. In Spichtinger und Gierens (2009a) arbeitet man mit einem &hnlichen Ausdruck.
Fir die Verteilungsfunktionen, die typischerweise in der Wolkenphysik verwendet werden,
kann man die Momente analytisch berechnen. Es gilt

', my(m) dm’ = neml" - c(f), reR. (A.3)

Dabei bezeichnen m/, = Z—/? die mittlere Masse und ¢(f) ist eine Korrekturfaktor, der vom

Typ der Verteilung abhéiligt. Man gelangt damit fiir die Kondensationrate zu folgendem

Ausdruck .
d(if ) = A'Snlml3 - e(f). (A.4)

Diffusion
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Der Korrekturfaktor ¢(f) ist von der GroBenordnung O(1), wir setzen jetzt c(f) ~ 1.

Dadurch erhalt man
dq,

dt/
Wir nehmen wie in Wacker (1992) an, dass sich wéhrend der Kondensation die mittlere
Masse der Tropfen nicht stark dndert und betrachten als erste Naherung m/, als konstant.
Ein dhnliches Vorgehen findet man auch in Porz u. a., 2018 und Chertock u. a., 2019 Durch
Anwenden der Beziehung ¢/, = n.m/, gelangen wir zu

1
(t') = A'Snim? . (A.5)

d / / 1 =z
gi (1) = A'S el = Ami S S (2.6

=c

Eine #hnliche Beziehung wurde in Klein und Majda (2006) zur Untersuchung konvektiver
Wolken mit asymptotischen Methoden angewendet.

A.2 Bemerkungen zum Wolkenmodell aus Porz u. a., 2018

Es werden noch einige Bemerkungen zum Wolkenschema aus Porz u.a., 2018, das in
Chertock u. a., 2019 als Einmomentenschema verwendet wurde, gemacht. Es geht um den
Vergleich der mikrophysikalischen Prozesse.

Zunéchst wird wieder eine Entdimensionalisierung mit den Referenzwerten ¢ =
1.0 - 10~*kgkg™! und t,of = 1s durchgefiihrt. Die Parameterisierungen der Wolkenprozesse
besitzen die folgende Form

19

1 6
C=cSq. E=¢eS¢8 Al =a1¢® Ay =asqq?® D =dg’ (A.7)

C
mit den entdimensionalisierten Vorfaktoren

c=195-10"" ¢=4.93-107°

A8
a1 =203-107% a3=296-10"* d=1.78-1073. (A.8)

Es wurde die Parameterisierung der Kondensation aus Porz u. a., 2018 verwendet mit einer

konstanten Teilchenanzahl von 10°. Fiir die Vorfaktoren kann folgender Distinguished
Limit

c=ce e=e (A.9)

ay = alel ay =ajet d=dé '

mit ¢*,e*,a},a5,d* € O(1) gewdhlt werden. Damit ist die Evaporation von hoéherer

Ordnung. Sedimentation und Kondensation sind bei einer Ubersittigung von S = 0.01

vergleichbar, da man fir diesen Fall S € (’)(52) aanehmen kann. Die Kollisionsprozesse

Autokonversion und Akkreszenz sind von der gleichen Groéflenordnung und etwas langsamer

als die Sedimentation.
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Anhang B

Erganzungen zu Kapitel 4

B.1 Einige Bemerkungen iiber Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Es werden einige analytische Resultate iiber Reaktions-Diffusionsgleichungen zusammen-
getragen. In Schmeiser, 0.D. ist angemerkt, dass jede Losung der gewthnlichen Differenti-
algleichung @ = f(u,t) auch eine Losung der partiellen Differentialgleichung

% = V2u + f(u,t) (B.1a)
ou
5 =0 (B.1b)

ist.

In Schweizer, 2018 liefert Theorem 16.14 eine Existenzaussage iiber Loésungen von
Reaktions-Diffusionsgleichungen bei homogene Dirichlet-Randbedingungen. Dieser Satz
soll hier zitiert werden.

Satz B.1.1. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, (0,T) C R ein Intervall, ug € L*(2,R")
und f: R™ — R" global Lipschitz-stetig. Dann hat das System

(21: = VZu + f(u) in Q x (0,7) (B.2a)

u(-,0) = up in Q (B.2b)

mit homogenen Dirichlet-Randwerten eine eindeutige Losung

w e L*0,T; Hy(Q) N HY(0,T; H1(Q))

Die folgenden Definitionen sind Schweizer, 2018 entnommen.
o H¥(Q)={uec L*(Q)|D € L*(Q) fiir alle « € N* mit |a| < k}

o HY = {f € H*3f; € C=(Q), ||f — fillgx — 0}. Zu C° gehéren die beliebig oft
stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger. AuBlerdem gilt ||-|| yx =
|-ly4k.2, sieche D.3.

¢ Der Dualraum von H} wird mit H=1(Q) = {u : H}(2) — R linear und stetig}
bezeichnet.
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¢ Zum Bochner-Raum L?(0,T; H}(€)) gehoren alle stark messbaren Funktionen w :

0,7) = H(€)) mit (J [lu(®)]F dt)* < o
o Eine Funktion v € L?(0,T, H~!) ist im Raum H'(0,T, H~!), fallsein v € L2(0, T, H™ ')
existiert, fir das dyu = v gilt.
B.2 Untersuchungen zum trivialen Gleichgeweicht

Wir betrachten das system aus Abschnitt 4.2, bei dem v =1 und g, = 1 gewéhlt wurden.
Es liegt also das folgende Differentialgleichungssystem vor

de = g — a1Gc — 02qcq." (B.3a)
gr = a1qc + a2q.q," + B — dqf. (B.3b)

Das triviale Gleichgewicht ist durch

S

w=0  o=(%) (B.4)

gegeben. Es ist bei den COSMO- und Wacker-Schemata instabil.
Die Jacobi-Matrix ist durch

ail a2
Dl eune) = ( ) , (B.5)
a1 a2
gegeben mit
Br
B\ &
a1 =c—aj — ag(d) ‘ (B.6a)
alp = 0 (B.Gb)
Br
B\ &
a = ai + az <d) : (B.6¢)
B 1
<
agy — —dc<d> . (BGd)

Fiir die asymptotische Stabilitit muss det (Df ’(u1,e,u2,e)) > 0, und damit a;; < 0 gelten.
Damit gilt aber auch insbesondere Diai1 + D2aq1 < 0. Das Gleichgewicht kann folglich

nicht durch Diffusion destabilisiert werden.
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Anhang C
Erganzungen zu Kapitel 5

Im Folgenden werden die Konstanten des Eiswolkenmodells aufgelistet.
Konstanten, die fiir verschiedene mikrophysikalische Prozesse bendétigt werden:

Symbol Bezeichnung

G -0.178

be -0.397

Cp 1.0047 - 103 Jkg 1K~?
g 9.81ms™!

De 30000 Pa

To 3

R, 461.52J kg 1K1
T, 233K

b 0.81kgm™3

Konstanten fir das Diffusionswachstum

o Diffusion

Symbol Bezeichnung
1 8.19837 - 1071
Ccunn 0.7

dr 1.94

Do 2.11-10"°ms2
Do 101 325 Pa
Dy 101 325 Pa
To 273.15K
Tx 203.15 K

fo 7 0.5

o 6.6-10"%m
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o Howellfaktor

Symbol Bezeichnung

ax 2.646 - 10~3 kgm3 /3K 2
by 1.5

e —12K

M, 18.01528 - 103 kg mol !
Ty, 245 K

« Ventilationskoeffizient

Symbol Bezeichnung
Qo 1.1-10% m?s~ kg~ (bv +ov)
au 1.458 - 10 S kgm s 71K ~bw
b, 0.51
B 1.5
co 1.5
Co 0.57
Cy 0.14856
mo 4.4-107kg
T, 110.4K

o Kapazitit

Symbol | Bezeichnung
ay 0.015755
as 0.33565

b1 0.3

ba 0.43
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Sedimentation

Symbol Bezeichnung

ay 63292.37 m/skg "
b, 0.5727273

bs 0.5727273

Cy 1.4

Mo 2.35-10"8kg
mMgo 8.0kg

Az 50 m

Nukleation
Symbol Bezeichnung
ajuk 2.547 749 - 10?
aluk —1.97855- 107 *
aluk 3.677-1073K~!
aiyk 1.67469
aljk 2.28 - 1073 K!
abyk —1.36989 - 107°
Mk 1.0-10"10kg
N, 1.0-10%m=3
Tsol 75.0-10""m
oy 1.5
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Anhang D

Zusatzliche Bemerkungen zu Kapitel 6

D.1 Ein Lemma von Besjes

Notation und Beweisidee sind Sanders u. a., 2007 entnommen.

Hilfssatz D.1.1. Sei ¢(x, s) periodisch mit Periode T und Mittelwert Null in s fir festes
x. Auferdem sei (x,s) fir alle s und x € D beschrinkt und habe Lipschitzkonstante Ly
in x fir x € D. Wir nehmen weiterhin an, dass x(t,e) € D fir 0 <e <egy und 0 <t < %
und © = O(g). Dann existiert eine Konstante c¢1 derart, dass

Beweis. Das Resultat ist offensichtlich, wenn = konstant ist. In diesem Fall ist das Integral
periodisch und kann mithilfe der Amplitude Periodendauer beschrankt werden.

Im Allgemeinen variiert = langsam. Wir unterteilen das Intervall in Teilintervalle, die die
Léange der Periode haben, [0,T],[T,2T],...,[(m — 1)T, mT]. Das letzte Intervall hat die
Form [mT,t], wobei 0 <t —mT < T gilt. Man kann das Integral (D.1) folgendermaflen
zerlegen

/Ot o(x(s,e),8)ds|| < ¢ (D.1)

fir0<e<e und0<t<Zi

t m || T t
/ o(z(s,e),s)ds|| < Z / o(z(s,e),s)ds|| + H/ p(x(s,e),s)ds (D.2)
0 —/a-nr mT
Im Folgenden werden die einzelnen Integrale abgeschétzt.
iT iT
| eatseds| = | [ ela(s.e).s) - plalli - DT.e) ) ds|  (D.3a)
(-1 G—1)T
iT
<Lup [ las2) = a((i= DT o)) ds (D.3b)
(i-1)T
iT
< Liip ecods (D.3c)
(i-1)T
< LLipECQT (D3d)

Wir nehmen dabei an, dass ||z(s,e) — z((i — 1)T,¢)|| < ecy gilt, da sich z(s, ) langsam
dndert. Auerdem ist die erste Gleichung erfiillt, da ¢(z((i — 1)T,¢), s) in s T—periodisch
ist.
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Es fehlt noch die Abschéitzung des letzten Integrals.

t
|, elatsie)5)ds| < Tl = (D.4)
Damit haben wir die Abschétzung
t
H/ o(x(s,e),s)ds|| < mLyipecaT + c3 (D.5)
0

Wir haben angenommen, dass m7T <t < % Damit erhalten wir die Abschétzung

/Otap(x(s,s),s) ds

< LLLipCQ +c3 = 1. (DG)

O]

D.2 Gronwall-Lemma

Das Gronwall-Lemma wird hier in Integralform formuliert.

Hilfssatz D.2.1. Seien p,a € C([to, t1]) nicht-negative Funktionen und 3 > 0 integrierbar.
Weiterhin sollen die Funktionen die Ungleichung

t
p<alt)+ | B(s)e(s)ds firt € [to, t1] (D.7)
to
erfillen. Dann gilt die Abschdtzung

o< a®)+ [ als)i(s)exp (/t 5(5) d§> ds (D.8)

to

D.3 Sobolev-Normen

Definition D.3.1.

1
Da D P < 00
| fHWk,p:{ (She 1D 1) D)
max|q|<i | DYfllp  sonst

Die Ableitungen werden als schwache Ableitungen interpretiert.

D.4 Holder-Ungleichung

Satz D.4.1. Es gelte 1 < p < oo und % + % = 1 mit der Konvention é = 0. Auflerdem
seien (Q,%, 1) ein Mafraum, f € LP(u) und g € L9(u). Dann gilt fg € L*(p) und

gl < 1FN zollgll za- (D.10)

Siehe Werner, 2009. Fiir unsere Zwecke ist der Fall interessant, wenn = R? oder
Q C R?, ¥ die borelsche o—Algebra und p das Lebesgue-MaB bezeichnen.
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D.5 Fehleranalyse bei SAM

Zuerst betrachten wir den Mikro-Loser und gehen davon aus, dass man fiir diesen ein
Runge-Kutta Verfahren wéhlt. Gegeben ist ein Problem der Art

t
jczf(a:,;a). (D.11)
€
Es kann durch eine Transformation in die Form

y(t) =ef(y.t'e) (D.12)
gebracht werden. Bei der Fehleranalyse von Runge-Kutta Verfahren tritt eine Fehlerkon-
stante auf. Der Fehler kann umso kleiner geschétzt werden, je kleiner diese Fehlerkonstante
ist. Sie hiangt allerdings bei Runge-Kutta Verfahren von der Lipschitzkonstante der rechten
Seite des Systems ab. Die Lipschitzkonstante kann in System (D.11) fir ¢ — 0 zunehmend
grofle Werte annehmen. Um eine solche in der Fehlerkonstante versteckte e-Abhingigkeit
zu vermeiden betrachten wir das System (D.5) . (Wir nehmen an, dass die recht Seite
von 27-periodisch in der zweiten Variablen ist.) Bei einer Schrittweite von 7 16sen wir mit
einem Runge-Kutta Verfahren der Ordnung n das System (D.5) eine Periode vorwérts
und eine Periode riickwérts in der Zeit und erhalten

yt =y(ty +27m) + et (D.13a)

Yy~ =y(ty, —27) + e (D.13b)
mit et e” € O(T") = O( % ",
Als Néchstes betrachten wir die Approximation des gemittelten Flusses durch ein
Finites-Differenzen-Schema. Dabei machen wir folgende Analyse

Yty + 2me) — y(t, + 27e) 9
Fly) = i +0(<?) (D.14a)

+ + o

Yy Yy e —¢ 2

=ttt (’)(5 ) (D.14b)
+ — n

_Yy -y 1ih 2

e +0(8<8> >+0(5 ). (D.14c)

Im ersten Schritt (D.14a) wurde ein Finite-Differenzen-Schema zweiter Ordnung angewen-
det. Im zweiten Schritt (D.14b) setzt man die Approximationen aus (D.13) ein, die man
fir y(t, + 2me) und y(t, — 2me) durch den Mikro-Loser erhalten hat. Der letzte Schritt
ergibt sich aus der Fehleranalyse des Mikro-Losers.

Es fehlt noch die Analyse des Makro-Lésers. Auch fiir diesen nehmen wir ein explizites
Runge-Kutta Verfahren an. Die einzelnen Stufen sind wie folgt definiert

i—1
ki = F(z+HZaijkj>. (D.15)
j=1

Wir haben aber keine exakte Definition von F' zur Hand, deshalb berechnen wir eine
gestorte Stufe, die man folgendermaflen darstellen kann

(s Sk ) ro(1(4)) voe) Do)

=1
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Wir nehmen an, dass der Makro-Fluss Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist. Dann

kann man zeigen, dass
12:-:k;-+(9<1<h>n> +0(<?) (D.17)
(] (2 c c N

gilt. Anwendung eines Runge-Kutta Verfahrens als Makro-Losers ergibt

1/h\"
Ykl :yk+sziki+HO<€<€> >+H(’)(52>. (D.18)

Bei einem Runge-Kutta Verfahren der Ordnung NV erhélt man damit einen Fehler der

Ordnun
g (i) +o(1(2)') o). D19

Dies kann man folgendermafien einsehen. Mit y,fAM bezeichnen wir die numerische
Losung, die wir durch Anwendung von SAM erhalten. Auflerdem wird mit yl]jK die
numerische Losung bezeichnet, die wir mit dem Makro-Loser bei Kenntnis der exakten
rechten Seite F' erhalten wiirden. Durch Anwendung der Dreiecksungleichung kann man
den numerischen Fehler aufteilen

ly(te) = v ™M1 < Jy(te) = |+ ™ = ™| (D.20)
1/h\"
<o(HY (’)(() ) O(&?). D.21
- ( ) + e\e T (8 ) ( )
Bei der Abschitzung |yf* — y24M| hilft der folgende Satz weiter :

Satz D.5.1. Wir betrachten ein diskretes Finschritt- Verfahren, das der Stabilitdtsbedingung

[T — Ty < exp(TyL)|x —yl (D.22)

gentigt. AufSerdem betrachten wir die gestérte Gitterfunktion

Yir1 = ¥ Yj + ek (D.23)
Dann gilt die Abschdtzung
k—1
vk — vkl < exp(tyLl) > el (D.24)
i=0

Siehe Kornhuber und Schiitte (2006). Die Konstante v héngt vom Verfahren ab, L ist
die Lipschitzkonstante der rechten Seite des gemittelten Flusses. Mit diesem Satz und
(D.18) gilt

™ — i M| < exp(tryL) k_: H(O(i (};)n) + (’)(52)) (D.25a)
- exp(tk'yL)T((’)(i (g)n) + 0(52)) (D.25b)
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D.6 Fehler HMM mit Kernfunktionen

Zuerst wird der Fehler durch die Approximation des gemittelten Flusses F betrachtet.
Wir bezeichnen mit f™° die rechte Seite f, die an den feinen Gitterknoten ¢™ um t,
definiert ist und es gilt f™o(tm) = f(y™icro(¢™)), wobei man die Gitterfunktion y™icr
durch die Mikro-Integration erhélt.

| Pt = K2 o) | < |[F(tn) = Koy s Fta)|| + |8 5 () = Kt £(ta)|

Fehler durch Quadraturfehler
Verwendung der Kernfunktion

[ B () = K 5 ()|

y(tn')
mit Mikro-Loser approximiert

(D.26)

Fir Runge-Kutta-Loser als Makro-Loser kann dann Satz D.5.1 angewendet werden. Fiir
die anderen Verfahren muss die Stabilitdtsbedingung (D.22) gepriift werden.
Die Rechnung wird exemplarisch fiir das semi-implizite Verfahren gezeigt:

O1,n41 — Ot ps1| < [O10 — Orn| + H|F (O1n41) — F(é17n+1)! (D.27a)
< ‘@1;,1 — él,n‘ + LH’@Ln — (:)1771‘ (D.27b)

92011 — O2nt1| < |O2,0 — O2n| + H|O1 11 — O1 1] (D.28a)
< [Os0 = Oo| + (H + LH?) |61, — O1,| (D.28b)

10141 — O1n11| + O2n11 — O2.n11]
< 101 — Oul + Oz — Ol + H(L+1)(1010 — Oral +102n — G2} (D.200)
+ H2L(1010 = O10] + 02,0 — B2

H? ~ ~
S (1 + H\@(L + 1) + 72([/ + 1)2> (’@1,71 - @1,n| + ‘@2,11 - @2,n|> (D29b)

< exp(HV2(L+1)) (010 = O1a] + 02,0 — O2) (D.29¢)
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Anhang E

Erganzungen zu Kapitel 7

E.1 Ein symplektisches Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4

Abbildung E.1 zeigt das Butcher-Tableau eines symplektischen Runge-Kutta Verfahrens
der Ordnung vier.

E.2 Stabilitat von Gleichgewichten im Eiswolkenschema

Fiir das Eiswolkenschema wurden Gleichgewichte berechnet. Die Parameter w und T
waren wahrend jedes Modelllaufs konstant. Sie unterschieden aber bei unterschiedlichen
Modellldufen. Im weiflen Bereich auf Abbildung E.2 wurde ein asymptotisch stabiles
Gleichgewicht gefunden. Im grauen Bereich wurde auch eine Gleichgewicht gefunden.
Dieses erfiillte aber nicht mehr die Voraussetzungen der asymptotischen Stabilitdt. In
diesen Parameterbereich fallen auch die Ergebnisses aus Abbildung 7.2. Fiir die numerischen
Berechnungen wurde ein geddmpftes Newton-Verfahren verwendet.

1_ V3 1 1_ V3

2 \6[ 4\[ 4 6

1 3 1 3 1

2t |ats 1
1 1
2 2

Abbildung E.1: Gauss-Verfahren 4. Ordnung
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Abbildung E.2: Stabile und instabile Gleichgewichte beim Eiswolkenschema. Im weiflen
Gebiet wurde ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht gefunden, im grauen Gebiet wurde ein
Gleichgewicht gefunden, das nicht asymptotisch stabil ist. Der Druck betrégt p = 30000 Pa.
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Symbolverzeichnis

Es werden Symbole aufgelistet, die in dieser Arbeit verwendet werden und eine Bezeichnung
besitzen.



SYMBOLVERZEICHNIS

Symbol Bezeichnung

Ceunn Cunningham-Faktor

Cp spezifische Wiarmekapazitit bei konstantem Druck
Cy mittlere Geschwindigkeit von Wassermolekiilen
D, Diffusionskonstante

Dy Diffusionskonstante mit kinetische Korrektur

fo Ventilationskoeflizient

g Beschleunigung aufgrund der Erdanziehungskraft
Gy Howellfaktor

1 Fluss

J Nukleationsrate

kT Wirmeleitfahigkeit von Luft

[ Waiérmeleitfdhigkeit von Luft mit kinetische Korrektur
ls latente Sublimationwédrme auf Stoffmenge bezogen
Ly latente Sublimationwérme auf Masse bezogen

m Masse

m mittlere Masse

M Modalmasse

M molare Masse von trockener Luft

M, molare Masse von Wasser

n molare Konzentration

Ng Anzahlkonzentration von Loésungstropfchen

g Anzahlkonzentation von Eis

N, Anzahl von Losungstropfchen pro Volumeneinheit Luft
NRe Reynolds-Zahl

Nsc Schmidt-Zahl

P Druck

Dsat Wasserdampfruck iiber Wasser

Dsi Wasserdampfruck bei Eissédttigung

Do Partialdruck von Wasserdampf

Qe Massenkonzentation von fliissigem Wolkenwasser
qi Massenkonzentation von Eis

qr Massenkonzentation von Regentropfen

Qv Massenkonzentation von Wasserdampf

r Radius

R, Gaskonstante von Luft

R, Gaskonstante von Wasserdampf

S Ubersittigung gegeniiber Fliissigwasser

Si Ubersittigung iiber Eis

T Temperatur
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Ut

‘/sol

Geschwindigkeit
Fallgeschwindigkeit von Eismolekiilen
Volumen
Volumen von Lésungstropfchen
zeitabhédngige Hohenverschiebung eines Luftpakets
Massenakkomodationskoeffizient
thermaler Akkomodationskoeffizient
Verhaltnis der Gaskonstanten von trockener Luft und Wasserdampf
dynamische Viskositéat
potentielle Temperatur
Poisson Konstante
mittlere freie Wegldnge von Wassermolekiilen
dynamische Viskositéat
Dichte
Dichte von Luft
Eisdichte
Partialdichte von Wasserdampf
Flussdichte
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