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1 Einleitung

Im Mittelpunkt der elektrischen Impedanztomographie (EIT) steht die Frage, ob man
die elektrische Leitfahigkeit im Inneren eines Gebietes dadurch rekonstruieren kann, dafl
man Strom an der Oberfliche des Gebietes einspeist und die resultierenden Spannun-
gen ebenfalls an der Oberfliche mifit. Die mathematische Formulierung des Problems
geht auf Caldéron [17] zuriick, der fiir ein beschrianktes Gebiet €2 das folgende inver-
se Randwertproblem betrachtet: Ist die ortsabhéngige Leitfdhigkeit o in der elliptischen
Differentialgleichung

divogradu =0 in € (1.1)

durch die Neumann- und die Dirichlet-Randwerte aller Losungen u - d.h. aller stationéren
elektrischen Potentiale - auf dem Rand 0f) eindeutig bestimmt, und wie kann man ge-
gebenenfalls den Koeffizienten aus diesen Daten bestimmen? Im Gegensatz zum inversen
Problem bezeichnet man in diesem Zusammenhang die Aufgabe, zu gegebenen Neumann-
Daten und bei bekannter Leitfahigkeit das Potential u zu bestimmen, als direktes Problem
oder auch als Vorwértsproblem. Das inverse Problem ist nichtlinear und schlecht gestellt,
d.h. die Rekonstruktionen der Leitfahigkeit sind sehr empfindlich gegeniiber Stérungen
in den gemessenen Daten.

Anwendungsmoglichkeiten fiir die elektrische Impedanztomographie wurden zunéchst vor
allem in der Medizin gesehen [10]. In der Zwischenzeit sind zahlreiche weitere Anwen-
dungsmoglichkeiten unter anderem im Bereich der nichtdestruktiven Priifmethoden und
auch der Geophysik (siehe z.B. [41] und die dort zitierte Literatur) hinzugekommen. Die
mathematische Beschreibung von geoelektrischen Anwendungen der Impedanztomogra-
phie unterscheidet sich von der durch Caldéron betrachteten vor allem darin, dal man
nicht mehr auf der gesamten Oberflache eines Gebietes Randdaten zur Verfiigung hat und
der Mef3bereich im Vergleich zur Oberflache des Gebietes sehr klein ist. Zudem kann man
das Gebiet 2 als unbeschrankt annehmen. Auch das inverse Problem in der Geoelektrik
ist schlecht gestellt.

Viele Arbeiten haben sich mit der Frage beschéftigt, ob und wie man fiir beschrankte
Gebiete 2 die Leitfahigkeit aus den Neumann- und Dirichlet-Daten rekonstruieren kann.
Zum einen sei hier stellvertretend das Buch von Isakov [34] genannt, das einen umfassen-
den Uberblick iiber Eindeutigkeits- und Stabilitétsaussagen auch fiir weitere verwandte
Probleme bietet. Zudem wird in diesem Buch kurz auf einige numerische Methoden zur
Rekonstruktion der Leitfihigkeit eingegangen. Zum anderen verweisen wir auf den Uber-
sichtsartikel von Borcea [5] und das zugehorige Addendum [6] mit einer aktuellen Zu-
sammenfassung der bekannten Eindeutigkeitsaussagen und Rekonstruktionsverfahren fiir
die elektrische Impedanztomographie. Fiir die Identifizierbarkeit im Falle unbeschrénkter
Gebiete sind vor allem zwei Artikel von Druskin [23, 24] fiir den unteren Halbraum zu
nennen, in denen er die Rekonstruierbarkeit unter der Annahme beweist, dafl sich der
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Halbraum in endlich viele Gebiete mit stiickweise glattem Rand zerlegen 148t, in denen
die Leifahigkeit konstant ist.

Fiir die geoelektrischen Anwendungen der Impedanztomographie wurden bereits verschie-
dene iterative Rekonstruktionsalgorithmen angegeben (siehe z.B. die Doktorarbeit von
Lukaschewitsch [40, 41] und die dortigen Literaturangaben). Lukaschewitsch untersucht in
seiner Arbeit Tikhonov-Regularisierungsmethoden zur Rekonstruktion der Leitfahigkeit
in der geoelektrischen Impedanztomographie auf sogenannten geophysikalischen Gebie-
ten. Diese Gebiete entsprechen im wesentlichen dem unteren Halbraum mit topologischen
Deformationen auf einem beschréankten Teil des Randes.

Wir werden in dieser Arbeit einen nicht-iterativen Rekonstruktionsalgorithmus herleiten,
der nicht der Rekonstruktion der Leitfahigkeit selbst, sondern der Erkennung von Abwei-
chungen von einem homogenen Referenzzustand dient. Ziel ist es Einschliisse zu finden,
in denen die Leitfdhigkeit gegeniiber der Hintergrundleitfahigkeit erhoht oder erniedrigt
ist. Diese Problemstellung wurde von Briihl in [12] fiir den Fall beschréankter Gebiete mit
Hilfe der sogenannten Faktorisierungsmethode gelost. Diese geht zurtick auf eine Metho-
de von Kirsch [36] zur Charakterisierung von Hindernissen durch Vergleich von an den
Hindernissen gestreuten Wellen mit ungestreuten Wellen in der inversen Streutheorie.
In der vorliegenden Arbeit iibertragen wir die Methode von Briihl [12] auf das Problem der
Erkennung von Einschliissen in der elektrischen Impedanztomographie auf unbeschrank-
ten Gebieten, wobei wir als Modell fiir ein solches Gebiet mit glattem Rand die obere
Halbebene bzw. den oberen Halbraum betrachten . Wie auch schon Briihl in seiner Ar-
beit miissen wir voraussetzen, dafl die Einschliisse im Vergleich zum Hintergrund alle
eine niedrigere oder alle eine hohere Leitfahigkeit haben, wobei der erste Fall elektrisch
isolierende Einschliisse beinhaltet.

Die Gliederung der Arbeit ist wie folgt: Im zweiten Kapitel fiihren wir gewichtete Sobolev-
Réume als Abschlufl von C* bzw. C§°-Funktionen ein, zeigen die Existenz von (kom-
pakten) Spuroperatoren und die Giiltigkeit von Poincaré-Ungleichungen. Mittels dieser
Ungleichungen beweisen wir einige Aussagen iiber die Zusammenhinge zwischen den
verschiedenen gewichteten Sobolev-Raumen. Gegenstand des dritten Kapitels ist die Exi-
stenz und die Eindeutigkeit schwacher Losungen des direkten Problems in den gewich-
teten Sobolev-Raumen. Fiir schwache Losungen des Neumann-Problems fiir die Laplace-
Gleichung im Halbraum bzw. der Halbebene beweisen wir die Giiltigkeit einer Integraldar-
stellung. Fiir den Spezialfall stiickweise konstanter Leitfahigkeiten leiten wir mittels eines
Einschichtpotentialansatzes eine Losungsmethode fiir das direkte Problem her. Das vierte
Kapitel widmet sich der Faktorisierungsmethode zur Charakterisierung von Einschliissen
mit gegeniiber dem Hintergrund sprunghaft erniedrigter oder erhéhter Leitfahigkeit. Da-
zu fiihren wir die Neumann-Dirichlet-Abbildung ein und leiten &hnlich wie Briihl in [12]
- allerdings unter Verwendung der schwachen Formulierung aller auftretenden Randwert-
probleme - die Existenz einer Faktorisierung fiir die Differenz der Neumann-Dirichlet-
Abbildungen zur Leitfahigkeit ¢ und zur homogenen Leitfahigkeit ¢ = 1 her. Da man
in der Praxis nur auf einem beschrénkten Teil des Randes Strom in den Halbraum bzw.
die Halbebene einspeisen und die resultierenden Spannungen messen kann, gehen wir im
néchsten Schritt zu lokalen Neumann-Dirichlet-Abbildungen iiber und weisen die Existenz
einer Faktorisierung fiir diese nach. Wir betrachten dann die Randwerte geeigneter Funk-
tionen mit einer Singularitdt in einem Testpunkt und zeigen, dafl der Testpunkt genau
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dann im Einschluf liegt, wenn die Randwerte im Bildraum eines Operators enthalten sind,
der sich aus der Faktorisierung der Neumann-Dirichlet-Abbildung ergibt. Im abschlie-
Benden flinften Kapitel leiten wir aus der gezeigten Charakterisierung der Einschliisse
ein numerisches Rekonstruktionsverfahren her, beschreiben dessen Implementierung und
stellen fiir den zwei- und den dreidimensionalen Fall Rekonstruktionsergebnisse vor. Im
Anhang dieser Arbeit finden sich einige Beweise fiir die im zweiten Kapitel angegebenen
Eigenschaften gewichteter Sobolev-Raume.
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2 Gewichtete Sobolev-Raume

Will man die Existenz schwacher Losungen elliptischer Randwertprobleme 2. Ordnung
auf unbeschrankten Gebieten 2 C IR", n = 2,3, untersuchen, kann man den iiblichen
Sobolev-Raum H!(2) nicht als Losungsraum verwenden, da die klassischen Losungen im
allgemeinen nicht quadratisch integrierbar sind iiber 2. Dies zeigt das folgende Beispiel

(vgl. [41]):

Beispiel 2.1 Sei ]Rij’r = {x eR?: 23> 0} der obere Halbraum im IR?, v der dufere
Normalenvektor auf IR? = 9RZ und f(s) = (1 + |s|*)~%/2 fiir s € IR2, wobei |-| die

euklidische Norm im IR® bezeichne. Dann ist durch u(z) = |z + e3| ™" eine Losung des
Randwertproblems
0
Au=0 in ]Ri, a—u:f auf IR?
v

gegeben. Diese Losung ist nicht quadratisch integrierbar iiber IR7 .

Um dennoch schwache Losungen solcher Randwertaufgaben auf unbeschriankten Gebieten
untersuchen zu koénnen, fiithren wir gewichtete Sobolev-Rdaume ein. Ein entscheidender
Vorteil dieser Raume ist zum einen, dafl bei geeigneter Wahl der Gewichte kompakte
Einbettungen in gewichtete L2-Riume existieren und zum anderen, da diese Rédume
eine einfache Moglichkeit bieten, das Verhalten der Losung im Unendlichen zu bestimmen.
AuBlerdem kann man fiir die gewichteten Sobolev-Raume Varianten der fiir beschrankte
Gebiete giiltigen Poincaré-Friedrichs-Ungleichungen beweisen.

Gewichtete Sobolev-Rdume werden unter anderem in Arbeiten von T.Z. Boulmezaoud
([7], 8], [9]), B. Hanouzet ([31]), R. JanBen ([35]) und M. Lukaschewitsch ([40], [41])
sowie in den Biichern von Dautray und Lions ([21]) und Triebel ([46]) zur Untersuchung
elliptischer Randwertprobleme auf unbeschrankten Gebieten verwendet.

In diesem Kapitel wollen wir einige wesentliche Resultate iiber gewichtete Sobolev-Réume
zusammenstellen, wobei sich der hier vorgestellte Ansatz weitestgehend an der Arbeit von
Janflen orientiert.

2.1 Bezeichnungen und erste Eigenschaften

Mit IR™ werde der euklidische Raum der Dimension n bezeichnet, mit IR"} der offene
Halbraum {z € R" : z,, > 0} und mit IR dessen AbschluB. Wir werden uns in dieser
Arbeit auf die fiir die spatere Anwendung relevanten Raumdimensionen n = 2 bzw. n = 3
beschranken.
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Es sei Q C IR" stets eine offene Menge mit dem Rand I' = 9Q. Mit C*°(2), C§°(£2) und

C3°(€2) bezeichnen wir die folgenden Mengen unendlich oft differenzierbarer Funktionen:

C*®(Q) = {u:Q — IR : v unendlich oft differenzierbar auf Q}
C5o(Q) {u e C*(Q) : suppu C Q kompakt}
o (Q) {ulg + we GF(RM)}.

Die in dieser Arbeit verwendeten Gewichtsfunktionen sind gegeben durch
pa(z) = 1+ 2%, =0,

wobei die Wahl von o vom Kontext abhingt und |z|, z € IR", stets die euklidische
Norm im IR"™ bezeichne. Diese Funktionen sind strikt positiv und beschrinkt auf kom-
pakten Teilmengen des IR". Im Unendlichen sind sie dquivalent zum Gewicht |z|*, auf
beschrankten Mengen zum Gewicht Eins.

Mittels der Gewichtsfunktion definieren wir den gewichteten L?-Raum L?%(£2) durch

L*(Q) == {u :Q — R : u meBbar, / p2 u)? de < oo} )
0
Versehen mit dem Skalarprodukt

(w0} = [ ptuvds
Q

ist dieser Raum ein Hilbertraum, dessen durch das Skalarprodukt induzierte Norm wir
mit ||| ;2. bezeichnen werden.

Um die gewichteten Sobolev-Réume definieren zu kénnen, betrachten wir auf C§°(Q) das
Skalarprodukt

(U, 0)1 0.0 ::/pruvdx—i—/ﬂgradu-gradvdx, u,v € C3°(Q).

Die zugehérige Norm bezeichnen wir mit ||-|[; , - Den Index fiir die Menge 2 werden wir
weglassen, wenn aus dem Kontext klar ist, um welche Menge es sich handelt.

Definition 2.2

Mit den obigen Bezeichnungen werden die gewichteten Sobolev-Riume H“%(Q) und
1,

Hy™(§2) durch

[E
HY(Q) = {u € C=(Q) ¢ [full,, < oo}

i) = oo e

definiert, wobei der AbschluB als AbschluB8 in L?%(§)) zu verstehen ist.
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Bei der Definition von Hé’o‘(Q) ist zu beachten, dafl der Index Null bedeutet, daf die
dem Abschlufl zugrunde liegenden C'*°-Funktionen kompakten Trager in IR"™ haben und
somit im Unendlichen verschwinden, nicht jedoch, dafl sie Randwerte Null auf I" haben.
Zu beachten ist bei der Definition auch, daf3 - im Unterschied zu den in den Arbeiten von
Hanouzet ([31]), Boulmezaoud ([9]) und den Biichern von Dautray und Lions ([21]) sowie
Triebel ([46]) eingefithrten gewichteten Sobolev-Raumen - lediglich die Funktionen selbst
mit einem Gewicht versehen werden, nicht aber ihre Gradienten.

Man erhélt unmittelbar die folgende Eigenschaften von H'(2) und H& (Q):

e Es gilt die Relation Hy™(Q) ¢ HL ().

e Im Fall eines beschriinkten Gebietes ) ist H%%(2) gerade der klassische Sobolev-
Raum H!(Q), d.h. lokal haben die Funktionen in H*(2) bzw. Hé’a(Q) die gleichen
Eigenschaften wie die Funktionen in H!((Q).

e GemiB [40, Theorem A.1.15] kann man den Raum H () auch durch
HY(Q) = {u:Q— R : umeBbar, patu € L3(Q), gradu € LQ(Q)”} (2.1)

definieren, wobei die auftretenden partiellen Ableitungen im distributionellen Sin-
ne zu verstehen sind. Aus dieser Charakterisierung ergibt sich eine weitere, sehr
niitzliche Darstellung des Raumes H1<(Q):

HY (@) = {u € Hbe(@) + lully o < o0} (2:2)
Fiir den Raum Hé "*(Q) gilt hingegen zunichst nur
Hy (@) © {ue HL(Q) ¢ llull,, < o0} (2.3)

e Man hat offensichtlich die stetige Einbettung
HY(Q) — L*>Y(Q).
In dieser Arbeit werden wir vor allem die Mengen
R", R}, R"\ D sowie R} \ D (2.4)

betrachten, wobei die Menge D in die Zusammenhangskomponenten Dy, ..., Dy mit den
Eigenschaften

(1) Dy,..., Dy sind beschrénkt

(2) Di,..., Dy haben lokal einen Lipschitz-Rand

(3) D;j CR™ bzw. D; C R firalle j =1,... N

(4) D;ND; =0 fiiri #j

zerfalle. Ist Q eine der Mengen aus (2.4), so werden wir in Abschnitt 2.5 unter anderem
beweisen, dafl man fiir 0 < a < 1 Gleichheit von HS’Q(Q) und HY%(Q) erhilt. Mittels
der in Abschnitt 2.4 gezeigten Varianten der Poincaré-Ungleichung werden wir dariiber

hinaus noch weitere Identitéaten fiir die gewichteten Sobolev-Raume H 5 Q) und HY*(Q)
herleiten konnen.
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2.2 Kompakte Einbettungen

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dafl die im vorherigen Abschnitt eingefiihrten
gewichteten Sobolev-Raume fiir gewisse Exponenten o der Gewichtsfunktion kompakt
in ebenfalls gewichtete L?2-Riume eingebettet werden konnen. Aussagen zu kompakten
Einbettungen finden sich auch in den Arbeiten von JanBen [35] und Lukaschewitsch [40].
Dort werden die gewichteten Sobolev-Raume mittels eines Multiplikationsoperators kom-
pakt in L? eingebettet, wihrend wir in dieser Arbeit kompakte Einbettung in gewichtete
L?-Riume untersuchen. Als Hauptresultat fiir die Riume H“(IR"), n = 2,3, erhalten
wir den folgenden Satz:

Satz 2.3
Sei o > n/2, n = 2,3. Dann ist die Einbettung HY*(IR") — L?>%(IR"™) injektiv, stetig
und kompakt.

Den Beweis dieses Satzes und die hierzu nétigen Hilfsergebnisse (unter anderem eine
Variante des Satzes von Riesz zur Charakterisierung prakompakter Mengen in gewichteten
L2-Riumen) finden sich in Anhang A.

Fiir den Raum H& *(R™) € HY*(IR™) erhalten wir dariiber hinaus:

Satz 2.4
Sei a > 1, n = 2,3. Dann ist die Einbettung H&’Q(IR”) — L%*(IR™) injektiv, stetig und
kompakt.

Dieser Satz folgt fiir n = 2 unmittelbar aus Satz 2.3, wahrend man fiir n = 3 die Aussage
zundchst nur fiir a > 3/2 erhélt. Der Beweis fiir n = 3 und « > 1 steht in Anhang A.

Existiert fiir eine offene Menge Q2 C IR"™, n = 2,3, und H(Q2) € {Hlﬁa(Q),Hé’a(Q)} ein
linearer und stetiger Fortsetzungsoperator F' : H(2) — H(IR") mit (Fu)|o = u fiir alle
u € H(Q), so folgt aus den obigen Sétzen fiir die dort angegebenen Exponenten «, dafl
die Einbettung H(Q) — L*»%(Q) injektiv, stetig und kompakt ist. Fiir den Fall Q = R,
n = 2,3, konnen wir den Fortsetzungsoperator gemafl der Methode von Hestenes (siehe
[1]) explizit angeben:

Satz 2.5
Fir « > 0 und n = 2,3 existiert ein stetiger und linearer Fortsetzungsoperator von

HY(IR™) nach HY*(IR™) bzw. von Hy*(IR) nach Hy*(IR™).

Beweis:

Wir geben den Beweis fur den Fall n = 3 an.

Fiir u € C°(IR%) N HY*(IRY) bzw. u € C(IR3) setzen wir mit z = (2/,y) € IR3,
¢ eR? ye Ry,

u(x',y), falls y >0
(Fu)(z) = , )
3u(z', —y) — 2u(2’, —2y), falls y <0.



2.2 Kompakte Einbettungen

Wie man leicht nachpriift, ist Fu € C1(IR?) N HY*(IR?) bzw. Fu € C'(IR*) N Hy“(IR?).
Wir zeigen nun noch die Stetigkeit von F. Sei R? := {x eR? : z3< 0}. Dann gilt:

| @) Fn@)? da
= [ R@ @ ot [ ) sua ) - 20 -2 dyds
T RZ

_ 2 _ 2
< lullo+2 [ o) Buel =) dyae’+2 [ i) Pt =2 dya’

t
= |jull?, +18 /ms p (@, —t) [u(a! )| dtdm’+4/}RB pa’(a’,—3) |u(a’, t)|* dt da'.
+

3
Wegen
/ 3 2c 1 / 3 2a 1 e / 2c 1 e / 2c
A+ D™ 2 A +1(525 D™ = (5 2+ |, t)])* > 3 (1+ (', 1)])
folgt
pa’ (', —t/2) < 2°°p % (2!, —t),
und somit

_ 2 2
/ pa’ (@) [(Fu)(@)|* do < cllull] , g -
R? B
Ebenso erhalt man

/ lgrad(Fu)(z)[* dz < cul|? , s -
R3 T

Da Cg°(IR2) dicht in Hy™®(IR3.) und nach [40, Lemma A.1.22] auch H-*(IR3)NC>(R%.)
dicht in HV(IR%) ist, 1&Bt sich I stetig auf Hé’a(]Ri) bzw. HY(IR3) fortsetzen. O

Wir benoétigen die Existenz eines solchen Fortsetzungsoperators aber auch fiir den folgen-
den Fall:

Satz 2.6
Sei 0 = IR"™ oder Q2 = IR}, n = 2,3 und sei D C 2 eine Teilmenge von €, die in die
Zusammenhangskomponenten D1, ... Dy mit den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt

2.1 zerfalle. Sei ferner H einer der beiden Ridume HY® bzw. H&’a. Dann existiert ein
linearer und stetiger Fortsetzungsoperator F' von H(Q2\ D) nach H(Q2) mit

Fu|Q\5 = u fiir alleuw € H(Q\ D).
Der Beweis dieser Aussage findet sich in Anhang A.

Aus den Sétzen 2.5 und 2.6 ergibt sich noch folgendes Korollar:
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Korollar 2.7

Sei D C IR} eine Teilmenge von RY}, n = 2,3, die in die Zusammenhangskomponenten
Dy, ... Dy mit den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfalle, und H einer der bei-
den Riume H%* bzw. H, é *“. Dann existiert ein linearer und stetiger Fortsetzungsoperator

F von H(IR" \ D) nach H(IR") mit

F“‘]Ri\ﬁ = u fiir allew € H{R'}, \ D).

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar durch Hintereinanderausfiithrung der Fortsetzungsope-
ratoren aus den Satzen 2.6 und 2.5. O

2.3 Spursatze

Fiir die spatere Untersuchung von schwachen Losungen elliptischer Randwertaufgaben
bendtigen wir Einschriinkungen von Funktionen aus H1%() und HS *(Q), Q = R bzw.
Q= IF{?H auf den Rand 0f2. Die entsprechenden Spursétze finden sich bei Janen ([35,
Theorem 4.6]) und Lukaschewitsch ([40, Theorem 3.4.1]), deren Beweise man auf die
Voraussetzung « > 0 statt a > 1 ausweiten kann. Wir geben den Beweis im Anhang
an, da sich fiir den speziellen Fall 2 € {]R2 ,]Ri} viele der Formeln im Originalbeweis
vereinfachen und weil wir die Beweisidee benétigen, um das sich an diesen Spursatz
anschlieBende Korollar zu zeigen.

Satz 2.8
(a) Sei « > 0, n = 2,3. Dann existiert ein stetiger linearer Operator v : HV*(IR"}) —
L2(IR"1), so daB fiir alle w € C*°(IR") N HY*(IR'}) gilt:

(yu)(z') = u(2’,0), 2/ € R"L
Ist @ > n/2, so ist dieser Spuroperator kompakt.

(b) Sei a > 0, n = 2,3. Dann existiert ein stetiger linearer Operator 7 : Hé’a(]R:L_) —
L2(IR™), so daB fiir alle u € C§°(IR™) gilt:

(yu)(z') = u(2’,0), 2/ € R" L
Ist o > 1, so ist dieser Spuroperator kompakt.

Beweis:
Siehe Anhang A. O

Korollar 2.9

Ist D C IR, n = 2,3 eine Teilmenge von IR}, die in die Zusammenhangskomponenten
Dy, ... Dy mit den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfillt, so gelten fiir Q =
IR" \ D folgende Aussagen:

10



2.3 Spursatze

(i) Sei o > 0, n = 2,3. Dann existiert ein stetiger linearer Operator v : HV%(Q) —
L**(IR"™1), so daB fiir alle u € C=(Q) N HY*(Q) gilt:

(yu)(z') = u(2',0), 2/ € R" L
Ist o > n/2, so ist dieser Spuroperator kompakt.

(ii) Sei « > 0, n = 2,3. Dann existiert ein stetiger linearer Operator 7 : Hé’a(Q) —
L2(R"1), so daB fiir alle u € C3°(Q) gilt:

(yu)(z') = u(2',0), 2/ € R"L
Ist o > 1, so ist dieser Spuroperator kompakt.

(iii) Fiir n = 2,3 existiert ein linearer und stetiger Operator  : HY*(Q) — H'Y/2(dD),
so daB fiir alle u € C>®(Q) N HY*(Q) gilt:

YU = ulyp -

(iv) Fiir n = 2,3 existiert ein stetiger linearer Operator -y : Hé’a(ﬂ) — H'Y2(0D), so

das fiir alle u € C§°(S2) gilt:
Yu = ulyp -

Besteht die Menge D aus mehr als einer Zusammenhangskomponente, so ist der Raum
H'Y2(OD) als Produktraum HY/?(0D) = HY/?(0D;) x --- x H'/?(0Dy) aufzufassen.

Beweis:

Die Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus dem Beweis von Satz 2.8, da wegen der
Beschriinktheit von D und wegen D C R"! der Abstand dist(D,IR" ! x {0}) = d > 0 ist.
Daher kann man den Beweis von Satz 2.8 iibernehmen, wenn man # < d voraussetzt.
Weiter existiert wegen der Beschranktheit von D ein » > 0, so da} der Abschlufl von
D in der Kugel B,(0) mit Radius » um den Nullpunkt enthalten ist. Ist H(2) einer
der beiden Riume Hb(Q), Hy*(Q) und u € H(), so liegt u nach (2.2) bzw. (2.3) in
dem klassischen Sobolev-Raum H'(B,(0)N{2). Nach dem Spursatz fiir diesen klassischen
Sobolev-Raum existiert ein stetiger Operator v : H(B,(0) N Q) — HY?(0D) mit u
ulyp- Da der Einschrénkungsoperator

E:H(Q) — H'(B.(0)NQ), ur ulg gno
linear und stetig ist, sind auch (iii) und (iv) gezeigt. O

Damit haben wir die Existenz stetiger und kompakter Spuroperatoren gezeigt, was in
spiteren Kapiteln noch von Interesse sein wird. Der Raum L% ist jedoch als Spurraum
nicht optimal in dem Sinne, daf} er keine Aussage mehr tiber die Glattheit der Randein-
schrankung zulédBt und zudem das Verhalten der Randeinschrankung fiir || — oo nicht
prézise wiedergibt, wie man anhand der Spursitze in der Arbeit von Hanouzet ([31])
feststellen kann. Fiir unsere Zwecke ist der Raum L als Spurraum jedoch ausreichend.
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume

2.4 Poincaré-Ungleichungen

Um die Existenz schwacher Losungen elliptischer Randwertprobleme in den gewichteten
Sobolev-Raumen H& *“ und H'® untersuchen zu kénnen benétigen wir noch Varianten des
fiir beschriankte Gebiete giiltigen Lemmas von Poincaré (vgl. [47, Satz 7.7]). Wir geben
solche Varianten zuniichst fiir o > n/2, n = 2,3, in den Riumen H*(Q) an (vgl. [40,
Theorem 3.5.2 (i)]). Dazu fithren wir den Begriff eines normalisierenden Funktionals ein:

Definition 2.10

Sei W ein Funktionenraum mit € VW, wobei mit die konstante Funktion mit dem
Wert 1 bezeichnet wird. Ein stetiges lineares Funktional ¢ : W — IR mit £( ) # 0 heifit
normalisierend.

Satz 2.11
Sei Q) eine der Mengen aus (2.4) und a > n/2, n = 2,3. Ist { ein normalisierendes
Funktional auf H“*(Q), so existiert eine Konstante c, > 0, so daf3

ul 2, < o /Q eradul? dz + (¢(u))?) (2.5)

fiir alle u € HY(Q) gilt.

Beweis:
sieche [40, Theorem 3.5.2].

Wegen Hé’a C HY® ergibt sich:

Korollar 2.12
Sei v > n/2 und §2 und ¢ wie in Satz 2.11 gegeben. Dann gilt

ul 2., < ca /Q gradul? de + (¢(u))?)

fiir alle u € Hy™(Q).
Bemerkung 2.13

(i) Wegen der Stetigkeit des normalisierenden Funktionals ¢ auf H%(Q) bzw. Hé 0)
gilt auch

/Q jarad uf? di + (6(u))? < Co [Jul 2., .

so dafl man durch

|ul? ::/ lgrad ul? dz + (£(u))?
Q

auf H%(Q) bzw. Hg () eine zur Norm ||-[|, , dquivalente Norm definieren kann.
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2.4 Poincaré-Ungleichungen

(ii) Fiir a > n/2ist Qo := Span {1} wegen der L?-Integrierbarkeit der Gewichtsfunktion
pa ! ein Unterraum von H1(£)). Durch die Seminorm

|ul|? ::/ lgrad u|? dz (2.6)
Q
ist dann auf den Quotiententriumen H%(Q)/Qq eine zur Norm
ull g1.ay /g0 = qiergo lu+dll; o

aquivalente Norm gegeben:

Offensichtlich gilt [|ug1.0(q)/0, = |ul. Ist ¢ ein normalisierendes Funktional auf

HY%(Q), so liefert Satz 2.11 die Existenz einer Konstanten c, > 0, so daf fiir
beliebiges ¢ € IR und u € H>*(Q)/Qo

By < Mt gl < co (/Q gradul dx+<e<u>+qe<1>>2)

gilt. Wahlt man ¢ = —¢(u)/4(1), ergibt sich

2 2
||u||H1"‘(IR1)/Qo < Cq /IR" lgrad u|” dzr = Ca|u|2_
+

Im Folgenden geben wir einige Beispiele fiir normalisierende Funktionale auf H 170‘(1&3_)
bzw. H*(IR"? \ D) an, die in den néchsten Kapiteln bendtigt werden:

Sei @ > n/2 und Q@ € {R%},IR} \ D}. Dann gilt € H“*(Q) und die folgenden Abbil-
dungen definieren normalisierende Funktionale auf H'<(Q):

b = [ uE)teo (2.7)
lo(u) = /('yu)(a:’) d’, S Cc R"! beschriinkt. (2.8)
5

Die Linearitdt und die Normalisierungseigenschaft dieser Funktionale sind sofort einsich-
tig, die Stetigkeit folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und aus der Stetigkeit des
Spuroperators.

Im dreidimensionalen Fall kénnen wir dariiber hinaus noch zeigen, daff die Seminorm |- |
fir a > 1 auf Hé *(Q) ein zur Norm [I"ll1 o &quivalente Norm ist. Der Beweis findet sich
in Anhang A.

Satz 2.14
Sei §) eine der Menge aus (2.4), wobei der Rand der Zusammenhangskomponenten von
D zusétzlich von der Klasse C' sei. Dann sind fiir « > 1 die Normen

lulf o = [ oo+ [ faduf do
’ Q Q
und
|u|? ::/ lgrad u|? dz
Q

auf Hy®(Q) dquivalent.
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume

Aus der Aquivalenz der beiden Normen [/l o und | - | folgt auch, daB die konstante

Funktion  beziiglich der |||, ,-Norm nicht durch Funktionenfolgen (ux)rew C Cg° Q)
approximiert werden kann. Da die Radume Hol () fiir wachsendes a aufsteigend inein-
ander enthalten sind, gilt also ¢ Hé *(Q) fiir alle a > 0.

Im zweidimensionalen Fall hingegen liegen die konstanten Funktionen fiir & > 1 nicht
nur in H1%(Q), sondern auch in H& (), wie das folgende Lemma zeigt. Somit kann die
Seminorm | - | keine Norm auf H}'*(Q2) sein.

Lemma 2.15
Sein =2, a > 1 und Q) eine der Mengen aus (2.4). Dann gilt 1 € Hé’a(Q) und durch | - |

ist auf dem Quotientenraum HS’O‘(Q)/QO eine zur Norm ||-||1L1,1,(X(Q)/QO dquivalente Norm
0
gegeben.

Beweis:
Wir zeigen die Behauptung nur fiir Q = IR?, alle anderen Beweis verlaufen analog.
Offensichtlich gilt [[1[|; , < oo fiir a > 1. Die Folge (g )rem {1} sei durch

1, Ir <k
1
pr(r) == 2= k< |r| < k2
0, sonst

definiert. Setzt man ug(z) := i(|z]), so gilt up € H'(IR?) fiir alle k € IN'\ {1} und

2 1 2 2
o =1 = [ e o) 1P ot [ sradtu = D da

2 /Oo 1 lor(r) — 1] d+2/

= T —5= r)— rdr T

e (i ‘
<1

o) r k2 r
2 ———dr+2 / —d
”/k T+ T o Plogk)

o r 1
= 2 ————dr+2 fur
7T/k (L4 ) T+ Wlog(k:) — 0 fur — 00,

k?
|<p§€(r)‘2rdr

IN

da nach Voraussetzung « > 1 ist. Damit ist 1 € H&’Q(Q) gezeigt. Die Aquivalenz der
Normen folgt wie in Bemerkung 2.13. O

Mit den in diesem Abschnitt gezeigten Norméquivalenzen konnen wir nun einige Iden-
tititen fiir die gewichteten Sobolev-Riume H'® und Hé "“ beweisen.

2.5 Relationen zwischen den gewichteten Sobolev-Raumen H'
und H,*
Wir wollen zunéchst analog zu einem Dichtheitsresultat von Hanouzet ([31, Theorem

1.1]) zeigen, daf fiir die Mengen 2 aus (2.4) und 0 < o < 1 die Réume HY(Q) und
H& *(€)) iibereinstimmen, indem wir die Dichtheit von C§°(Q) in H%*(2) nachweisen.
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2.5 Relationen zwischen den gewichteten Sobolev-Réiumen H%* und Hg “

Satz 2.16
Seien n = 2,3, 0 < a < 1 und Q eine der Mengen aus (2.4). Dann liegt C§°(Q) dicht in
HLYe(Q).

Beweis:

Sei u € H*(Q2) und u habe einen kompakten Triiger. Dann ist u € H!(Q2) und es existiert

eine Folge (?ﬁl)le]N_C C§°(Q), so daB die Triiger von u und 1, | € IN, in einem festen

Kompaktum K C (2 liegen und so dafl llim e = ull gy = llim |1 — ully , = 0 ist.
—00 —00 ’

Daher geniigt es, fiir ein beliebiges u € H1%() eine Folge (uy)remw C H'(2) zu konstru-
ieren, die

lim ||lup —ull;,=0

k—o0 ’

erfiillt.

Sei ¢ € CP(IR™) mit 0 < p(x) < 1, p(xz) =1 fiir |z] < 1 und ¢(x) = 0 fur |z| > 2.
Fiir k € IN setze pi(z) := (%) und definiere fir u € H“*(Q) die Funktion uj durch
up, := @ru. Dann ist uy, in H1(Q) und es gilt limy_.o |Jup — uHLa =0:

1/2

ok =l = | [ o e = dot [ Jerad(us =)l da

=:1s

Fir I; erhalt man

L— / P22 lon — 172 ful? dz = / 02 lon — 17 |uf? da.
Q {z:|z|>k}NQ

Aus | — 1] < 1 und der L2-Integrierbarkeit von p; 'u auf Q folgt, dal der Term I fiir
k — oo gegen 0 konvergiert. Fiir Iy ergibt sich

3
O ou
;/Q ‘axiu‘F (or — 1)8@-

Die einzelnen Glieder dieser Summe lassen sich durch
oy

S 9 1/2
(/Q 8m-u+(¢k_1) dq:)

al'i
2 1/2 1/2
< ( da:) + (/ | da;)
Q
N </{w:k<x|<2k’}ﬂﬂ

(2
9 1/2
lul* da + / @
{z:|z|>k}NQ
abschatzen. Fiir die partiellen Ableitungen von ¢y, gilt

2
dx.

39%
axz

0

9 1/2
2 u
£ dx)

1

Iy,
Ba;,-

— 0 fiir k—o0

ok 1 dp x
ox; (z) = k 896,( )
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume

Da die partiellen Ableitungen von ¢ beschréinkt sind, erhélt man fiir das erste Integral
auf der rechten Seite

Oy,
81’1'

A

2 1
lul? de < c/ = lu* da
(e k<|e|<2k}n0 K

L1
Pt ul? do

/{x:k§|2|§2k}ﬁﬂ

C
/{m:k§|m|§2k}ﬂQ

1
(14 2k)% = p22 |uf? de.

c

/{m ck<|z|<2k}NQ
Nach Voraussetzung ist o € [0, 1], so dafl der Quotient (1 + 2k)2®/k? beschriinkt ist und
man das Integral weiter durch

Ao |?

2
ul
T

dr < c/ o2 |ul? dx
{z: k<|z|<2k}NQ

abschétzen kann, wobei die rechte Seite fiir K — oo gegen Null strebt. Damit ist insgesamt
die Behauptung klim ||ug, — ul|, , = 0 gezeigt. O
—00 ’

/{m:k§|z|§2k}ﬂﬂ

Korollar 2.17 B
Das Gebiet Q) sei wie in Satz 2.16 gegeben. Dann liegt fiir « > 0 der Raum C§°(2) dicht
in L?().

Beweis:

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Beweis von Satz 2.16, da die Einschrénkung
a € [0, 1] erst bei der Untersuchung des Anteils der Norm einen Rolle spielt, in dem der
Gradient auftritt. O

Aus Satz 2.16 erhalten wir fiir 0 < o < 1 und die dort angegebenen Mengen zusammen
mit (2.2) auch noch die Charakterisierung

Hy* (@) = {u € Bhe(®) : llully o < o0} (2.9)
des Raumes Hy* ().

Betrachtet man auf H%*(Q) bzw. H&’Q(Q), a > n/2, die Norm |-|,, so ist diese nach
Bemerkung 2.13 dquivalent zur Norm |||, ,. Fiir &« > n/2 kann man also HY%(Q) bzw.

H&’Q(Q) auch als Abschlufl von C*(€2) bzw. C§°(Q2) beziiglich der Norm ||, definieren.
Wahlt man als Funktional zum Beispiel

awzéum

mit einer beliebigen offenen und beschrénkten Teilmenge O von €) | so ist dieses un-
abhéngig von der Gewichtsfunktion p,, was dann auch fiir die Norm ||, gilt. Daher sind
die Raume H“*(Q) und Hy“(Q) jeweils fiir alle o > n/2 gleich.
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2.5 Relationen zwischen den gewichteten Sobolev-Réiumen H%* und Hg “

Im dreidimensionalen Fall erhalten wir unter den Voraussetzungen von Satz 2.14 dariiber
hinaus, dafl man die Rédume HS’Q(Q) auch als Abschlufl des Raumes C5°(Q) beziiglich
der Norm

|u|2:/ lgrad u|? da
Q

definieren kann. Insbesondere sind die Rdume Hé () fiir alle a > 1 gleich. Diese Ergeb-
nisse halten wir in dem folgenden Korollar fest.

Korollar 2.18
Sei n = 2,3 und ) eine der Mengen aus (2.4). Dann gilt

(i) HY1 () = H*2(Q) bzw. Hy ' (Q) = Hy™ fiir alle ay, g > n/2

(ii) Ist n = 3 und erfiillt ) die Voraussetzungen von Satz 2.14, so gilt Hé’l(Q) = H&’Q(Q)
fiir alle o > 1.

Im zweidimensionalen Fall kénnen wir sogar zeigen, daf§ H, 3 *(Q) = HY(Q) fiir alle a > 0
gilt, es also keine Rolle spielt, ob man C*°(Q) oder C§°(Q) beziiglich der Norm 111 o
abschlieft.

Lemma 2.19
Sei n = 2 und Q eine der Mengen aus (2.4). Dann gilt fiir alle o > 0

Hy™(Q) = HY(Q).

Beweis:
Fiir 0 < a < 1 wurde die Behauptung schon in Satz 2.16 gezeigt. Sei deshalb o > 1.
Wir setzen p(x) = (1 + |z|) log(2 + |z|) und definieren

— I,

Hy(Q) = C&(Q)
. 11,5
() = {uec=(Q) :|ull, < oo}
beziiglich der durch
12
[[ull == 1[5~ ul |2 + llgrad ul 7.

gegebenen Norm. Dabei ist der Abschlufl als Abschlufl in

L?P(Q) := {u:Q— R : umeBbar,

ﬁ_luHLQ < oo}

zu verstehen. Offensichtlich sind alle Funktionen in Hy(2) und H(£2) lokal H'-Funktionen.
Fiir die Réume Hy(2) und H(2) werden wir die beiden folgenden Aussagen beweisen

(1) H() = Ho()

(2) Fiir jedes normalisierende Funktional ¢ auf H () = Hy(€2) ist durch ||-|| , eine dqui-
valente Norm auf diesen Rdumen gegeben.
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume

Mittels dieser beiden Aussagen ergibt sich die Behauptung des Lemmas wie folgt:

Sei O eine beliebige offene und beschrankte Teilmenge von 2. Das normalisierende Funk-
tional £ auf H(Q) = Hy(Q) sei durch £(u) = Jo wdz gegeben. Dann ist £ auch ein normali-
sierendes Funktional auf Hé’a(Q) und H%*(2). Da a > 1 ist, ist ||-||, nach Satz 2.11 auch
eine fquivalente Norm auf H»*(Q) und Hy**(2). Somit sind Ho(Q) und Hy*(Q) bzw.
H(Q) und HY*(Q) jeweils Abschliisse der gleichen Grundriume beziiglich dquivalenter
Normen und daher gleich, womit

Hy®(Q) = Ho(Q) = H(Q) = H*(Q)

gezeigt und die Behauptung bewiesen ist.

Beweisen wir zunéichst die Aussage (1). Offensichtlich ist Ho(Q) in H(£2) enthalten und
wir miissen nur noch zeigen, daf sich jedes Element in H (Q) als Grenzwert einer Funktio-
nenfolge aus Ho(€2) darstellen 148t (siche auch den Beweis von Satz 2.16). Sei u € H(R).
Wie im Beweis von Lemma 2.15 seien die Funktionen ¢y, k € IN'\ {1}, durch

1, Ir| <k
pr(r) == 2= L k< |r| < k2
0, sonst

gegeben. Wir setzen ¢y (z) = op(|z]) und uy, := ¢pu. Dann gilt offensichtlich uy € Ho(€)
und

lo—w = [ 52—l do+ [ Jerada— wf? da
Q Q

_ / 52 [l — 1) da
{z: |z|>k}NQ T

+/ lugrad ¢y, + (¢ — 1) grad u|* da
{z: |z|>k}NQ

/ o2 u? dx +2/ lgrad u|? |p, — 1|* dz
{z: |z|>k}NQ {z: |z|>k}NQ T

IN

—0 fiir k— o0
—0 fiir k— oo

+2/ lul? |grad ¢p)? da.
{z: k<|z|<k2}NQ

Fiir das letzte Integral auf der rechten Seite gilt weiter

Juf?

/ — dx
{z: k<|z|<k2}nq log® (k) |z|
2

/ |u|2 ]grad¢k|2 dr =
{z: k<|z|<k?2}NQ

|ul

< c/ dzx
{2+ k<lal<k2}na log®(2 + |z[)(1 + |=])2

Da win H (Q) liegt, konvergiert auch dieses Integral fiir £ — oo gegen Null, so daf

lu—ugl|[, — 0 fir k— oo
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2.5 Relationen zwischen den gewichteten Sobolev-Réiumen H%* und Hé “

gezeigt ist. Damit ist die Aussage (1) bewiesen.

In der Arbeit [3] haben Amrouche, Girault und Giroire fiir Q = IR? folgendes Resultat
gezeigt:

Ist G eine lineare Abbildung von Hy(IR?) nach Qo = Span{1} mit G(q) = ¢ fiir alle
q € Qo, so existiert eine von G abhéngige Konstante ¢ > 0, so daf3

lu=Gu)l], < clul

Dieses Resultat 1a8t sich auf die hier untersuchten Mengen €2 iibertragen. Sei nun £ ein
normalisierendes Funktional auf Hy(€2). Dann gilt offensichtlich

[[ullf =ul? + (w)® < |ul® + ¢ ||u

2 2
P CHUH,;‘
Wir miissen also noch zeigen, dafl eine Konstante ¢ > 0 existiert mit
llull < e (ul® + (u)?).

Sei G = P die Projektion von Hy (Q) auf Qp. Dann gilt unter Verwendung der Ergebnisse
aus [3]:

2 2 2 2

all} < 20w = Pull} + [|Pull?) < e (Jul® + [1Pull?)

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite erhalten wir

|Pul? = |Pul*|]1]]2 = ||1||§(g(pu))2<2”1||/23
p 4 (21)2 = (61)2

< &((0w)? + JJu— Pull}) < &((bw)® +|ul?),

((Cu)? + (E(u = Pu))?)

so dafi
ul2 < e (ul® + (u)?)

gezeigt und damit auch die Aussage (2) bewiesen ist. O
Die Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigen zusammenfassend die Beziehung zwischen den Rau-
men Hé’a und H'® fiir den zwei- bzw. dreidimensionalen Fall. In Abbildung 2.1 gelte

0 < a1 <1 und ag,as > 14, wobei mit 1+ irgendeine Zahl grofler als Eins gemeint ist.
In Abbildung 2.2 sei 0 < a1 < 1, ag > 1 und a3 > 3/24, wobei mit 3/2+ irgendeine

ot

Abbildung 2.1: Relation der gewichteten Sobolev-Ridume im Fall n = 2

HN

Satz 2.16 Satz 2.16

Lemma 2.19

Zahl grofer als 3/2 gemeint ist. Da im zweidimensionalen Fall Hé’a = H%* fiir alle
a > 0 gilt, werden wir in dieser Dimension nur noch die Rdume Hé’a verwenden. Im
dreidimensionalen Fall werden wir weiterhin die Raume Hé Y und H%* unterscheiden.
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume

lar _ 1,1

Satz 2.16 Satz 2.16 O

Korollar 2.18

Abbildung 2.2: Relation der gewichteten Sobolev-Raume im Fall n = 3

2.6 Greensche Formel

Zum Abschluf} dieses einfiihrenden Kapitels wollen wir uns noch mit der Giiltigkeit der
Greenschen Formel in (gewichteten) Sobolev-Raumen befassen. Sei Q' eine offene und
beschrankte Menge im IR™, n = 2,3, mit einem Lipschitz-stetigen Rand I' und v der
duBere Normalenvektor auf I'. Wir definieren den Raum H (div, Q") durch

H(div, ) == {v e L*(Q)" : diveo € L* ()} .

Dann ist C§°(€)" dicht in H(div, ') und es gilt der folgende Satz (siehe [29, Kapitel 1,
§2]):

Satz 2.20
Die auf C§° (V)" definierte Abbildung

ViU v Y|p

kann zu einer linearen und stetigen Abbildung von H(div, ) nach H~'/?(T") fortgesetzt
werden. Zudem gilt fiir alle v € H(div,§)') und fiir alle ¢ € H*(Q') die Greensche Formel

/ v-gradqﬁdm—i—/ divv¢d$:/(v~l/)q§ds. (2.10)
! ! l_‘

Fiir u € H'() mit Au € L%(Y) folgt daraus, daf % in H='/2(T") liegt und daB u fiir
alle v € H(Q) die Gleichung

/ gradu - gradvde = — | Auvdr + / @v ds (2.11)
/ QO T ov

erfiillt.
Die Greensche Formel erhalten wir aus der Arbeit [9] von Boulmezaoud auch fir den
gewichteten Sobolev-Raum H& 71(IR’}F):
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Satz 2.21
Fiiru e HSJ(]Rﬁ) mit (14|z])Au € L*(R"}) und fiir allev € Hé’l(]Rﬁlr) gilt die Greensche
Formel 9
/ gradu - grad v dx + Auwvdr = / T ds. (2.12)
R" R"
Dieser Satz folgt unmittelbar aus [9, Korollar 1 in Abschnitt 1], da wegen der Aquivalenz

der Gewichtsfunktionen 4/1 + |z|> und (1+|z|) (siehe dazu (A.16)), der Charakterisierung
(2.1) von HYY(IR?) und der Gleichheit von H,' (IR ) und H'(IR")

Hé’l(IRi) = {v eD'(RY) : (1+ lz*)~Y20 € L2(Q), grad v € L2(Q)"}
gilt.

Sei D eine Teilmenge des IR, die in die Zusammenhangskomponenten D1, ..., Dy mit
den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfalle. Hat D zusétzlich einen Lipschitz-
stetigen Rand, so kann man man den Beweis von (2.12) aus der Arbeit von Boulmezaoud
unter Verwendung von Satz 2.20 auf den Raum Hé ’1(1[%7}r \ D) iibertragen, und erhilt das
folgende Korollar:

Korollar 2.22

Sei D eine Teilmenge des R"}, die in Zusammenhangskomponenten D1, ..., Dy mit den
Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfalle und zusétzlich einen Lipschitz-stetigen
Rand habe. Dann gilt fiir u € Hy" (R% \ D) mit (1 + |z|)Au € L2(R" \ D) und fiir alle
v E Hé’l(]Rﬁ \ D) die Greensche Formel

/ grad v - grad v dx + / Auvdr = / @v ds — / @v ds. (2.13)
R?\D R7\D omn OV ap Ov

Im Fall n = 3 haben wir wegen Korollar 2.18 damit die Greensche Formel in Hé’a(Q),
Qe {IR3 JR3 \ D}, fiir alle o > 1.

Die nun zur Verfiigung gestellten Hilfsmittel werden wir im folgenden Kapitel bendtigen,

um die (eindeutige, schwache) Losbarkeit des in der elektrischen Impedanztomographie
auftretenden Neumann-Randwertproblems zu zeigen.
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2 Gewichtete Sobolev-Ridume
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3 Das direkte Problem

Bevor wir uns mit dem inversen Problem der elektrischen Impedanztomographie beschéf-
tigen konnen, miissen wir uns mit dem Vorwartsproblem auseinandersetzen. Wir werden
dieses in schwacher Form angeben und auf Existenz und Eindeutigkeit einer Losung in den
im vorhergehenden Kapitel eingefiihrten gewichteten Sobolev-Réumen untersuchen. Im
zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden wir anhand einer expliziten Losungsformel fiir
die Laplace-Gleichung in der Halbebene bzw. im Halbraum diskutieren, welche gewich-
teten Sobolev-Réume wir in dieser Arbeit vorrangig als Losungsraum verwenden wollen.
Im dritten Abschnitt gehen wir auf den Spezialfall stiickweise konstanter Leitfahigkeiten
ein, der auf ein Diffraktionsproblem fiithrt. Hierflir geben wir ein Losungsverfahren an und
untersuchen die Zugehorigkeit der so erhaltenen (schwachen) Losung zu den gewichteten
Sobolev-Raumen.

3.1 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen

Im folgenden sei das zu betrachtenden Gebiet stets der obere Halbraum IR} im IR",
n = 2,3, mit dem Rand IR"~!. Untersucht werden soll die Neumannsche Randwertaufgabe

div(cgradu) = 0 in IR} (3.1a)
ou
— = f R* 1
r f auf R (3.1b)

Dabei bezeichne v den beziiglich IR"} &dufleren Normalenvektor auf R
Der Leitfahigkeitskoeffizient o sei aus L*>(IR}) und es gelte

o :=ess infyern o(x) > 0, (3.2)

so daB die Differentialgleichung (3.1a) elliptisch ist.

Um auch unstetige Leitfahigkeiten o und unstetige Stromfliisse f betrachtet zu kénnen,
wollen wir den schwachen Losungsbegriff fiir das Problem (3.1) verwenden, suchen also
Losungen in den in Kapitel 2 eingefiihrten gewichteten Sobolev-Raumen. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise werden wir die Randwerte einer Funktion v € HY*(IR"!) bzw.
v E Hé’a(]RTj_) statt mit yv kurz mit v selbst bezeichnen.

Sei H(IR":) einer der beiden Réume H'*(IR"}) bzw. Hé “*(IR%). Die schwache Formulie-
rung der Aufgabe (3.1) lautet dann:

Bestimme zu f € L>~*(IR"!) ein u € H(IR"}) so, daf8

Je

ogradu - gradvdr = / fvds (3.3)

n n—1
n R
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3 Das direkte Problem

fir alle v € H(IR'}) gilt.
Die Vorgabe f € L>~®(IR""!) bedeutet, daB das Integral

| ssas

existiert, f also eine L2-integrierbare Funktion sein muf}, etwa mit einem Abklingverhal-
ten der Form O(|s|”*"'%) im dreidimensionalen und O(|s| *~Y27%), ¢ > 0, im zweidi-
mensionalen Fall fiir |s|] — oco. Dies ist in der Praxis keine relevante Einschrankung an
den Randstrom f, da f typischerweise einen beschrankten Trager hat und die Forderung
somit immer erfiillt ist (siche dazu auch Abschnitt 4.3).

Zuniichst wollen wir die Lésbarkeit von (3.3) im Raum HY*(IR%) bzw. H& “(IR?) unter-
suchen.

Satz 3.1
Sei Qo = Span{ }.

(i) Ist a > 3/2 und f € L>~*(IR?), so existiert genau dann eine Losung u in HY(IR3)
von (3.3), wenn das Randintegral fIRz f ds verschwindet. Diese Losung ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante und es gilt

1.0 8y < €1y -

(i) Ist @« > 1 und f € L*~%(IR), so existiert genau dann eine Lisung u in Hé’a(IR%r)
von (3.3), wenn das Randintegral f]R f ds verschwindet. Diese Losung ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante und es gilt

el gz ) o < Ca M 1lz2-eqry -

Beweis:

Wir beweisen nur die Aussage (i).

Die Voraussetzung o > 3/2 impliziert die L?-Integrierbarkeit von p; ' und liefert deshalb
Qo C HY*(IR3). Nach Bemerkung 2.13 existiert eine Konstante &, > 0, so daf fiir alle
v € HY(IRY)/Qo die Abschéitzung

H'UH?'{I,Q(]Ri)/QO < éa/ s ]gradv|2 dx (34)

RY

gilt.

Sei nun u eine Losung von (3.3) und

a(u,v) := / ogradu - grad v dz.
IR3
+
Dann gilt fiir v =1

0=a(u,1) —/ fds,
IR2
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3.1 Existenz und FEindeutigkeit schwacher Losungen

so daB f notwendigerweise verschwindendes Integralmittel auf IR? haben mus8.

Andererseits ist F(v) := [go fvds wegen der Voraussetzungen f € L*»~%(IR?) und
f]RQ fds = 0 sowie des Spursatzes 2.8 ein wohldefiniertes lineares und stetiges Funktional
auf H12(IR3)/Qo. Ferner liefert der Spursatz noch

[E@)] < ellollyq [[fllp2-am2) -

Damit bleibt zu zeigen, daff die Bilinearform a(-,-) die Voraussetzungen des Theorems
von Lax-Milgram (vgl. [43, Theorem 8.14]) erfiillt, d.h. man muf zeigen, dafl sie stetig
und koerziv ist.

Da in a(-, ) nur Ableitungen erster Ordnung auftreten, ist a(-,-) eine wohldefinierte und
offensichtlich stetige Bilinearform auf H*(IR%)/Qo. Desweiteren gilt mit (3.4)

alu,u) = /R Coleradul de > o [lgvadul3 > 0! lullfms g,
+

womit auch die Koerzivitat nachgewiesen ist. Somit sind die Voraussetzungen des Theo-
rems von Lax-Milgram erfiillt und die Behauptung ist gezeigt. O

Nach Korollar 2.18 sind die Raume H“*(IR) baw. Hy“(IR%) jeweils fiir alle o > 3/2
bzw. alle « > 1 gleich. Damit hdngen die in Satz 3.1 gefundenen Losungen nicht vom
Exponenten a der Gewichtsfunktion ab, d.h. unabhéngig von der Wahl des Exponenten «
existiert eine schwache Losung u von (3.3), die bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist.

Definiert man
LI *(R") = {f e L>*(R") : / fds = 0},
]Rnfl

so besagt obiger Satz, dafl fiir a > 3/2 bzw. a > 1 ein stetiger Losungsoperator von
L2 *(IR?) nach HY(IR3)/Qo bzw. von L27*(IR) nach Hé’a(IRi)/Qo existiert, der die
vorgegebenen Neumann-Randwerte f auf die zugehorige Klasse von schwachen Losung
u+q, ¢ € R, von (3.3) abbildet.

Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist die Losung in dem Raum

H)*(R3) = {ve H"(RY) : L(v) =0} baw. (3.5)
1, 1,

Hy¢(RY) = {v € HY(R2) : ((v) = 0} (3.6)
mit einem normalisierenden Funktional ¢ eindeutig bestimmt. Es existiert also ein stetiger
Losungsoperator von L2~ *(IR?) nach H,*(IR%) bzw. von L2~ *(IR) nach Héf(IRi).
Wir wollen nun noch die Existenz schwacher Losungen von (3.3) in dem Raum H, 5 - (R?)
untersuchen. In diesem Fall entfallt die Bedingung, dafl die Neumann-Randwerte f ver-

schwindendes Integralmittel auf dem Rand IR? haben miissen, da die konstanten Funk-
tionen nicht in Hé ’1(1[{“1) enthalten sind.
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3 Das direkte Problem

Satz 3.2
Fiir f € L>~Y(IR?) existiert genau eine Lisung u € H&’l(IRi) von (3.3) und es gilt

I

11 = CHfHL%l(lPL?) .

Beweis:
Fiir u,v € Hé’l(]Ri) definieren wir die Bilinearform a(u,v) durch

a(u,v) = / ogradu - grad v dx.

my
Diese Bilinearform ist stetig auf HS’I(IRi) X Hél(]Ri)
Nach Satz 2.14 existiert eine Konstanten ¢ > 0, so dafl

o2, < C/ms arad of? di

+

fiir alle v € H, ’I(IRi) gilt. Deshalb erhélt man

a(wu) = [ olgadul do > o-flgadulfls = oot lulf
3 b
+
d.h. die Bilinearform ist koerziv. Da wegen der Voraussetzung f € L?>~!(IR?) das Funktio-
nal F(v) := [R2 fvds wohldefiniert und linear auf Hé ’l(lRi) sowie wegen des Spursatzes
2.8 auch stetig ist und die Abschéatzung

|[F'(v)] < CH”HM HfHLZfl(IR?)

erfiillt, liefert das Theorem von Lax-Milgram die Behauptung. O

Dieser Satz besagt auch, da8 ein stetiger Losungsoperator von L>~1(IR?) nach H& ’l(lRi)
existiert, der die Randwerte f auf die zugehorige schwache Losung des Problems (3.3)
abbildet.

Abbildung 3.1 veranschaulicht fiir den Fall n = 3, in welcher Relation zueinander die
Réaume fiir die Randvorgaben f und die zugehorigen schwachen Losungen u von (3.3) aus
den Sétzen 3.1 und 3.2 stehen.

An dieser Stelle kehren wir zuriick zu unserem Beispiel aus Kapitel 2, das die Einfithrung
gewichteter Sobolev-Réume motivierte:

Durch u(z) = |z + e3| " ist eine klassische Losung der Laplace-Gleichung auf IR? mit
Neumann-Randwerten f(s) = (1+]|s|?)~3/2 gegeben. Wir zeigen jetzt, daB f in L>~'(IR?)
und u in HS’I(]Ri) liegen und dafl u auch die schwache Losung geméafl (3.3) fir o = 1
ist.

Um zu zeigen, daB8 (1+ |s|)f quadratisch integrierbar ist auf dem Rand IR?, beachten wir
die Abschétzung (A.16) und erhalten

[assreema e[ artaslsttas—e [ aels? s
R? R? R?

oo 21
= c/ / (1+73)"2rdfdr < oo,
o Jo
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

wachsende Rdume der Randwerte

f: 721 5 ‘.y/"/L<2>7—(3/2+\)\5

l :
F D@

wachsende Rédume der schwachen Losungen

Abbildung 3.1: Relation zwischen den Losungsraumen und den Rdumen der Randwerte

womit f € L>71(IR?) bewiesen ist. Da u in C*°(IR}) liegt folgt insbesondere u €
HL (R3). Wegen u(z) = Olgjmoo(1/ |z]) und [grad u(z)| = Oy—oo(l/ z|?) gilt auch
|ul|; ; < oo, so daB mit (2.9) auch u € Hé’l(IRi) folgt. Da u die Voraussetzungen fiir die
Greensche Formel (2.12) erfiillt, gilt

/ gradu - gradvdx = fuds
R

3 2
i R

fiir alle v € H& ’1(1R‘1), so daB u auch die schwache Losung in H& ’1(IR‘1) ist.

Fiir die Laplace-Gleichung im Halbraum wollen wir im nachsten Abschnitt untersuchen,
wann eine klassische Losung des Neumann-Randwertproblems auch eine schwache Losung
ist und in welchem gewichteten Sobolev-Raum diese zu suchen ist.

3.2 Klassische Losungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

3.2.1 Der dreidimensionale Fall

Ist f eine stetige Funktion auf IR? und existiert eine monoton fallende Funktion € : R* —
R* mit [;°e(r)dr < oo, so daB | f(s)| < e(|s|) gilt, so ist nach [20, Kapitel 2, §4] durch

/
1
u(z) = 2 fx +Z:38) gs = L f(s) 4
21 Jm2 (1 +[s[7)1/2 21 JRr2x {0} [T — 5|
mit z = (2/, 23) € IR‘}r die eindeutige klassische Losung u von
0
Au=0 in R3, a—:j =f auf IRR? (3.7)

mit lim,_, u(z) = 0 gegeben.
Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, da8 fiir f € L2~1(IR?) die durch

o) o L (s)

T 27 ]];{QX{U} ‘$—S|

ds (3.8)
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3 Das direkte Problem

definierte Funktion u in dem gewichteten Sobolev-Raum H& ’1(IR1) liegt und eine schwa-
che Losung der Laplace-Gleichung im Sinne von (3.3) mit o = 1 ist. Ist f zusétzlich
stetig, so folgt, daf die klassische Losung zugleich die schwache Losung in H 3 ’1(IRi) ist.
Als Hilfsmittel bendtigen wir die Kelvin-Transformation, die den oberen Halbraum IR‘EL
auf das Innere einer Kugel abbildet. Fiir 2 € IR\ {—e3} ist diese Abbildung durch

IR\ {—es) RO\ (s}, @ —ey+ —— (o +eg),
| + e
gegeben. Sie ist eine Inversion an der Kugel B(—e3,1) mit Mittelpunkt —e3 und Ra-
dius Eins (siehe Abbildung 3.2). Sie ist bijektiv auf IR \ {—e3} mit I = I~! und
der obere Halbraum IRi wird durch die Kelvin-Transformation bijektiv auf den Kugel
B := B(—1/2e3,1/2) mit Radius 1/2 um —1/2e3 abgebildet. Ferner gilt I(IR? x {0}) =
OB\ {—e3} (siehe z.B. [20, Kapitel 2, §2]). Fiir die Jacobi-Matrix von I gilt

1 2
I'(z) = 7’3; n 63’2(E3x3 - 7’3; n 63’2(:1: + e3)(z 4 e3)T).
T3 AT
vI(z)

\QD\ h
‘ i

Abbildung 3.2: Die Kelvin-Transformation; Schnitt durch die Ebene zo =0

Fir eine Funktion u ist die Kelvin-Transformierte Hu durch

1
(Hu)(x) := mu([m)

definiert. Dann gilt H?u = u.

Neben der Randwertaufgabe (3.7) auf dem Halbraum betrachten wir auch noch das Pro-

blem 5
Av=0 in B, 8—5—1—1}:9 auf OB (3.9)

auf der Kugel B, wobei zunichst die Randvorgaben in beiden Problemen hinreichend
glatt seien. Ist u eine Losung von (3.7), so ist v := Hu harmonisch auf B und hat die
Robin-Randwerte

ov 1

a(y) +o(y) = mf(—’y) =

m(ﬂf)(y),
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

16st also (3.9) mit Robin-Randwerten |y+1€3|2 (Hf)(y).

Ist umgekehrt v eine Losung von (3.9), so ist u := Hv harmonisch auf IR? und hat die
Neumann-Randwerte

%x :m % x —l—m Hv)(x :mﬂ'g)(x),
ist also eine Losung von (3.7) mit f(z) = W(Hg)(a:)
Gilt fur die Robin-Randwerte von v speziell
9(y) = H(|- + e3> ))(y) (3.10)
fir y € OB\ {—es}, so ist
(Hg)(z) = |z +es|” f(x), x€R?x {0}, (3.11)

d.h. v hat bei dieser Wahl von g gerade die Neumann-Randwerte f.

Den Nachweis, daf fiir f € L>~!(IR?) durch (3.8) eine schwache Losung des Neumann-
Problems auf IRY in HS’I(IRi) gegeben ist, d.h. daff u fiir alle w € Hé’l(]Ri) die Varia-
tionsgleichung

/ gradu - grad w dax = fwds
R

3 2
i R

erfiillt, erbringen wir in drei Schritten:
1.) Fiir f € L>~1(IR?) ist die durch (3.10) definierte Funktion g eine Funktion in L?(0B).

2.) Fiir g € L?(0B) ist durch

o) = 5 [ el dsy (3.12)

eine schwache Losung des Robin-Problems auf B gegeben, d.h. v liegt in H!(B) und

erfiillt
/gradv-gradwdy—i—/ vwds:/ quw ds
B oB OB

fiir alle w € H'(B).

3.) Fiir f € L>7'(IR?) seien g € L?>(0B) durch (3.10) und v durch (3.12) gegeben. Dann
hat u := Hv die Darstellung (3.8), liegt in Hé’l(]Ri) und ist eine schwache Losung
des Neumann-Problems auf IRi.

Wir beginnen mit der ersten Aussage.

Lemma 3.3
Sei f € L*> Y (IR?) und g := H(|- + e3|* f). Dann liegt g in L*(dB).
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3 Das direkte Problem

Beweis:

Fiir y € 0B \ {—e3} existiert genau ein z € IR? mit y = I(z,0)7, so da wir eine
Parametrisierung von 0B iiber IR? haben. Dann ist das Oberflichenelement ds, geméaf
18, Abschnitt 2.1] durch ds, = V/d ds, mit

2 < a1 oI >2 B 1
Oy’ O (2,007 + e3[°

gegeben. Fiir die L?-Norm von g gilt deshalb

1
/desy = / ———— Iy + es]* f2(Iy) ds,
OB aB |y + e3]

1 4 42
—— |z +e3|” fA(x)
/]RQX{O} |1z + es]?

= / |x—i-63,|2 fQ(x) ds,
R2x{0}

oI |?

Oy

ol
81'2

1

|z + 63|4

ds,

< ef ) s = e
R2x{0}
Damit ist g € L?(0B) bewiesen. O

Ist ®(x,y) eine Funktion, die
Ay®(z,y) = 6(x —y)

auf B 16st, so hat jede auf B harmonische Funktion v die Darstellung

o® ov
v(z) = x,yvyds—/ D(x,y)=—(y) dsy.
[~ [ oS was,
Lost v das Robin-Problem (3.9), so gilt weiter
0P
vw) = [ Sweids,— [ @@o)lo) - vi)ds,
oB OVy oB

Wenn wir die Funktion ® so bestimmen konnen, dafl sie die Randbedingung

a—(I)(a:,y) +&(x,y) =0 fir yeoB
vy

erfiillt, so gilt fiir v

v(z) =— /BB ®(z,y)g(y) dsy.

Fiir die Kugel B(z,79) ist eine solche Funktion fiir x € B(zg,r0) \ {y}, y # xo, durch

1 1 1

dr \ |z —yl ‘\y;:o\(x_xo) - ‘yiao‘(y_xo)

(I)(xvy) =
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

gegeben. Mit g = —1/2e3 und ro = 1/2 folgt fir y € OB
1 1

D(z,y) = ——

fir = #y.

Dies liefert uns die Darstellung (3.12) von v.

Lemma 3.4
Sei g € L(B) und
1 / 1 .
v(y) i= — ——9g(y)dsy, y € B.
W= 00 o Ty — 317
Dann liegt v in H'(B) und erfiillt Av =0 in B sowie

/ gradv - grad wdy + / vwdsy = / gw dsy
B OB OB

fiir alle w € H'(B). Ferner gilt noch

ov
im L?-Sinn.
Beweis:
Nach [19, Theorem 1] ist v in H'(B), da v gerade das Zweifache des Einschichtpotentials

flir die Kugel B ist.
Das Einschichtpotential
1 1
o) = 1 [ ) ds
Am Jop |z —y| Y
ist genau dann eine Losung des Robin-Problems (3.9), wenn ¢ eine Losung der Randin-
tegralgleichung

1
Sp+ Ko+ o=y

2
mit
1 1
Sp(x) = —/ —ow(y)ds
(10() 47T dB‘x_y|(p() )
1 0 1

— [ o@y)d
T Jop By o — g 7 90

ist. Die Dichte ¢ = 2g ist eine Losung dieser Randintegralgleichung, da die Summe der
Kernfunktionen von S und K identisch Null ist:

1 o 1 1 1
= 73(\93y|2<xy,2(:6+§63)>

7+_7
|z -yl Ovy |z —y| |z — |
1
= ——=(@—yr—y—2r—e3)
|z =y

! ( i1 ) (+1 ) Flesryro
= ———((x+ ze3) — —e3), T+ e —e
|x_y’3 563 Y 5¢3) 53 ) 53
1 R I
= ———=(r+ses|" = ly + se3]”) =0,
|x—y|3(| sesl” = ly+ 5esl)
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3 Das direkte Problem

da z und y auf dem Rand von B liegen. Also gilt © = v. Nach [37, Theorem 8.24] erfiillt
v fiir alle w € H(B) die Gleichung

1
/ gradv - grad wdy = —/ (29 + K(2g))wdsy.
B 2 Jon

Wegen
29 + K(29) = 29 + S(29) + K(29) —S(29) = 2(9 — Sg) = 2(g — v)
=0

/ gradv - gradw dy = / gw dsy — / vw dsy
B oB OB

fiir alle w € H'(B). Also ist v eine schwache Losung des Robin-Problems auf B.
Als Einschichtpotential ist v harmonisch auf B. Nach Satz 2.20 hat v Neumann-Randwerte

in H='/2(0B) und es gilt

folgt daraus

0
/ gradv - gradw dy = —vwdsy Yw € HY(B).
B op Ov
Dies bedeutet aber gerade, dafl % mit g — v|yp libereinstimmt und deshalb in L%(0B)
liegt. Dies liefert schliellich % + vy =g O
Satz 3.5

Fiir f € L>~Y(IR?) seien g € L?(0B) durch (3.10) und v durch (3.12) gegeben. Dann hat
u := Hv die Darstellung
1 /(@)

27 JRexqoy 1T — |

u(x) dz,

liegt in H& ’1(]R§r) und ist eine schwache Losung des Neumann-Problems auf IR?;.

Ist f zusétzlich noch stetig, so ist u auch eine klassische Lésung des Neumann-Problems
(3.7).

Beweis:
Fiir u = Hv gilt unter Verwendung der Parametrisierung von 0B iiber IR? aus dem
Beweis von Lemma 3.3:

1 1 1
e [ - d

I el M e L

1 / 11 )
_— — Ty +e3l” f(Iy)ds
ot esl Jou 2n To— gl fy+ e 0+l S U) oy

1 1 1 1
= — — — f(z)dz.

|z + es] Jmr2xqoy 27 [[x — IZ[ | + e

Fir [Iz — Iz| gilt

1 1 - 2 1 )
m(I"‘e;g) — m(x-{—eg) = 2 |fL'—.’L’|

Iz —IE)* = ‘ = 5
|z + e3]” | + es]
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

Dies liefert fiir u

1 1 N
U(ZL’) - % [RQX{()} ’x—i"f(;v)dl"

was gerade die gewiinschte Darstellung ist.
Nach Lemma 3.4 ist fiir ¢ € L*(@B) durch (3.12) eine Funktion in H!(B) gegeben.
Insbesondere ist dann u = Hv in H (IR ). Um nachzuweisen, da u in Hé’l(IR‘j_) liegt,
miissen wir noch die Existenz der Integrale

Je

zeigen. Wir beginnen mit der gewichteten L2-Norm von u. Da fiir die Determinante der
Jacobi-Matrix von

(14 |z|*)"tu?dz und /3 lgrad u|? dz (3.13)

3
+ R3

1

det I'(y)| = ———
| ()’ |?J+€3|6

gilt, erhalten wir

1 1
/ 1+ |zP) 2(z)dz = / 5 sv?(Iz) dw
R RS 1+ |2]° |2+ es]

3
+

1 1, 1
= v (y) dy.
/B 1+ |Iy* [Ty + es)? ly + e3)°

Aus der Abschitzung |es + z|* < 2(1 + |2[*) folgt |es + Iy[* < 2(1 + |Iy[*). Wegen
les + Ty|*> = |y + e3| 2 liefert dies

———— <2y +esl
1+ |Iy)?

und deshalb . .
2 2
——u“(x)dr < c/ vi(y)—= dy
Jog TP @ s [0

Nach [19, Theorem 1 ff. | ist v € H3/?(B) und deshalb nach [1, Theorem 7.57] auch
in L"(B) fiir alle 2 < r < co. Wendet man auf das Integral auf der rechten Seite die
Holder-Ungleichung mit p = 5/4 und ¢ = 5 an, so erhélt man

1 2 1 5/4 e 2\5 V5
——u“(x)dr <c / _— dy> </ v dy> .
/mil+lx\2 ) <B(|y—|—63|2) 2

Beide Integrale auf der rechten Seite existieren, da v in L'%(B) und |y + ep| " in L3~¢(B),
e > 0, liegen. Als nichstes untersuchen wir die L?-Norm des Gradienten. Wegen u(z) =
L_v(Iz) gilt nach der Kettenregel

|z+es|

1

|z —|—€3|3

grad u(x) = (x+e3)v(lx) + (grad v)(Iz)I'(z),

|z + es]
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3 Das direkte Problem

und somit

1
/ lgradu|? dz < 2/ ——v*(Iz)dz
R3 R3 |2+ e3]

+
1 2
o[ o ]
]Rf_ |$ + 63|

Fiir die Spektralnorm von I’ erhalten wir wegen der Symmetrie von I’
1 1

E3 3) =
4T |l‘+63|4

| 1'(2)]]2 = p(I'* (@) I (z)) = p(I' }(2)) = p(—7
|z + €3]

Dies liefert uns fiir die L2-Norm des Gradienten

/ lgrad u|? da
]RS

+

1 1
< c / 74’02([.%)6[{64-/ ](gradv)(]a:)|276dx
RS |z + e R3 |z + e

1 2 ! 2 1 !
= ¢ —v*(y) |det I' (y dy+/ gradv(y)|” —— = |det I'(y)| dy
</B [Ty + es)* ] W) B’ W) IIy+63|6‘ )

1
= c(/ —2v2(y)dy+/ grad v|? dy).
B |y + e3] B

Die Existenz des ersten Integrals auf der rechten Seite wurde oben bereits gezeigt, das
zweite Integral existiert, da v in H'(B) liegt.
Als letztes miissen wir noch zeigen, dafl u fiir alle w € Hé ’I(IRi) die Gleichung

/ gradu - grad w dx = fwds
IR

3 2
8 R

erfiillt. Sei also w € Hé’l(]Ri)’r) beliebig. Fiir x € ]Ri und y € IR? ist die Kernfunktion
in der Darstellung (3.8) von u eine C'*°-Funktion, so dafl Differentiation und Integration
auch fiir Funktionen f € L?~1(IR?) vertauscht werden diirfen. Deshalb gilt wie fiir stetige
Randwerte Au = 0 auf IRi. Da w zudem in Hé’l(]Ri) liegt, folgt aus der Greenschen
Formel und Lemma 3.4

/ gradu - gradwdzr = / %wdsx:/ g(Hv)wdsx
R3 Rr2 OV Rr2 OV

+
1 v
= - m< .
/ 5 (ay—l-v)wds
= / ¥(H Jw ds
R ptesl T

= fwds,.
RQ

Also ist u die schwache Losung des Neumann-Problems in H& ’1(IRi).
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

Ist f zusétzlich stetig, so ist u geméf [20, Kapitel 2, §4] eine klassische Losung von (3.7).
Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. O

Im néchsten Abschnitt werden wir die Beziehung zwischen klassischen und schwachen
Losungen der Laplace-Gleichung zu vorgegebenen Neumann-Randwerten fir den zweidi-
mensionalen Fall untersuchen.

3.2.2 Der zweidimensionale Fall

Ist f eine stetige Funktion auf IR mit

/ log(1 + #2) | f(Z1)] d#1 < oo und / f(#1)di; =0
R

R

so ist nach [20, Kapitel 2, §4] durch

u(z) = —% /IRf(i“l)log((azl — 512 + 42) diy (3.14)

die eindeutig bestimmte klassische Losung u von

Au=0 in IRZ, % =f auf R (3.15)
v
mit limg, o0 u(x1,z2) = 0 fiir alle 1 € IR und beschrénkter partieller Ableitung nach
der zweiten Variablen gegeben.
Wir werden in diesem Abschnitt beweisen, daB fiir f € L2 *(IR) durch (3.14) eine schwa-
che Losung des Neumann-Problems auf ]Ri in Hé ’l(lRa_) gegeben ist, d.h. daf u fiir alle

w e Hé ’I(IR%F) die Variationsgleichung

Je

erfullt. Wir werden dies wie im dreidimensionalen Fall mit Hilfe der Kelvin-Transforma-
tion zeigen. Diese ist fiir z € IR? \ {—e2} durch

gradu - grad w dx = / fwds
R

2
+

1
I : IR? \ {—e2} — R2 \{—e2}, x> —ex+ m(x + e2),

definiert und ist eine Inversion am Kreis B(—eg, 1) mit Mittelpunkt —ey und Radius Eins
(siehe Abbildung 3.3). Sie ist bijektiv auf IR? \ {—e2} mit I = I~!. Die obere Halbebene
IR? wird durch die Kelvin-Transformation bijektiv auf den Kreis B := B(—1/2es,1/2)
mit Radius 1/2 um —1/2ey abgebildet. Ferner gilt I(IR x {0}) = 0B \ {—ea} (siche z.B.
[20, Kapitel2, §2]).

Wir betrachten die beiden Neumann-Randwertprobleme (3.15) und

Av=0 in B, %:g auf 0B (3.16)
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3 Das direkte Problem
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Abbildung 3.3: Die Kelvin-Transformation

auf der Halbebene IR%r bzw. dem Kreis B mit hinreichend glatten Funktionen f und
g. Ist w eine Losung von (3.15), so ist v(y) := w(ly) harmonisch auf B und hat die

Neumann-Randwerte
ov 1

— = _f(Iy),

16st also (3.16) mit den Randwerten mf(ly)
2

Ist umgekehrt v eine Losung von (3.16), so ist u(z) := v(Ix) harmonisch auf IR? und hat
die Neumann-Randwerte

ou 1
—(z) = —g(Ix),
ov |z + eg\gg( )
ist also eine Losung von (3.15) mit f(z) = mg(hz).
Gilt
9(y) = |1y + e2|” f(Iy) (3.17)

fir y € 0B\ {—ea}, so ist
g(Iz) = |z + es|” f(I2) = |z + eo) f(z), =€ R x {0},
d.h. v hat bei dieser Wahl von g gerade die Neumann-Randwerte f.
DaB fiir f € L2 '(IR) durch (3.14) eine schwache Lésung des Neumann-Problems fiir

die Laplace-Gleichung in H& ’1(IR3) gegeben ist, zeigen wir nun, indem wir die folgenden
Aussagen beweisen:

1.) Fiir f € L *(IR) ist die durch (3.17) definierte Funktion g eine Funktion in L2(dB).

2.) Fiir g € L2(9B) ist durch

1 - -
o) = ~5- [ osly=ilai)dsy e yeB ceR. @1y
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

eine schwache Losung des Neumann-Problems auf B gegeben, d.h. v liegt in H'(B)

und erfiillt
/ gradv - gradw dy = / guw ds
B OB

fiir alle w € H(B).

3.) Fiir g € L2(0B) ist die durch (3.18) gegebene Funktion v Holder-stetig auf jedem
beschriankten Gebiet GG, das 0B in seinem Inneren enthélt.

4.) Fiir f € L2 ' (IR) seien g € L2(OB) durch (3.17) und v durch (3.18) gegeben. Dann
hat u(z) := v(Ix) die Darstellung

u(x) = —% /]Rf(il) log((z1 — &1)* + 23) dZ1 + % /]Rlog(l + 2 f (1) diy + c.

Waihlt man die Konstante ¢ in (3.18) so, dal v(—ez) = 0 gilt, so hat u die Gestalt
(3.14).

5.) Fiir f € L27'(IR) seien g € L2(0B) durch (3.17) und v durch (3.18) mit v(—ep) = 0
gegeben. Dann liegt u(x) := v([z) in Hé’l(Ri) und ist eine schwache Losung des
Neumann-Problems auf IR? .

Wir beginnen mit der ersten Aussage:

Lemma 3.6
Sei f € L2 H(IR) und g(y) := [Ty + es|? f(Iy). Dann liegt g in L2(OB).

Beweis:
Fir y € OB\ {—e2} gilt

T 1 x
y:I((]l) :—624—@ (11) =: "Y(.’El), (319)
1

d.h. wir haben eine Parametrisierung von 0B\ {—es} iiber IR. Fiir die Norm der Ableitung
gilt

1
1+a3

1 (z1)] =

Dies liefert

/ [Ty + eo|* f2(Iy) ds,
0B

= / }(l‘l,O)T+62|4f2(£U1)
R

/ g9(y)*ds,
0B
1

1+ a2

dl‘l
= /}x%+1|f2(:c1)dx1
R

< o [ ol + 027 dos = el
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3 Das direkte Problem

d.h. g ist eine L?-Funktion. Es bleibt noch zu zeigen, daf g verschwindendes Integralmittel
auf 0B hat:

[ stwrds, = [ i+l fyds, = [ fn)dn =o.
0B 0B R
d.h. fiir f € L27(IR) liegt g in L2(OB). O

Fiir den Kreis B(xg,79) ist die Neumannsche Funktion N(z,y) fir z € B(xg,70) \ {y}
durch
1 ly—=ol
N(l‘,y) _ {% (10g|l' - y| —Hog’ yrfo (Jﬁ' — l'O) - |yf;0|(y — .’L'())D , Y ;é 0
%log(ro |.%'—y’), Y = xg

gegeben. Flir hinreichend glattes g hat die Losung v der Neumann-Randwertaufgabe auf
B(zg,70) die Darstellung

v(y) = - N(y,9)g9(9)ds; +¢, y€ B,

mit einer Konstanten ¢ € IR. Fiir 29 = —1/2e und 79 = 1/2 erhalten wir gerade die
Darstellung (3.18).

Lemma 3.7

Sei g € L(B) und

1 .
o(y) = —5- | log ly—il>9(§)dsy +c, y€B,

mit einer Konstanten ¢ € R. Dann liegt v in H'(B) und erfiillt

/gradv-gradwdy:/ gw ds
B oB

fiir alle w € H*(B),

Beweis:
Nach [19, Theorem 1] ist v in H!(B), da v gerade das Zweifache des Einschichtpotentials
fiir den Kreis B ist. Die Dichte g ist eine Losung der Randintegralgleichung

1 )
- 7 — ds, =
90+7T/83 o oglr —yle(y)dsy =g,

da die Kernfunktion % log |z — y| auf OB konstant Eins ist und der Integraloperator
deshalb durch

™

(Kp)(@) = - /a o)ds,

gegeben ist. Wegen g € L2(0B) folgt Kg = 0, so daB ¢ = g die Randintegralgleichung
16st. Nach [37, Theorem 8.24] erfiillt dann v fiir alle w € H'(B) die Gleichung

/ gradv - gradw dy = / gw dsy
B OB
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

und die Behauptung des Lemmas ist gezeigt. O

Lemma 3.8
Sei G ein beschrinktes Gebiet, das den Rand OB in seinem Inneren enthilt und sei
g € L*(0B). Dann ist

v(y) := /83 log |y — 2| g(Z) ds

fiir alle o € (0,1/2] in C%*(G) und es gilt

v —
lolly o= supofo)| +_sup o) = 0@l < gl

Y€ y1,92€G, ly1 — y2|
Y17Y2

Beweis:
Nach [19, Theorem 1 ff.] ist

g / log |- — 2| g(2) ds
OB

eine stetige Abbildung von L?(0B) nach Hf);/c (IR?), insbesondere ist v also fiir jedes

beschrinkte Gebiet G in H3/2(G). Nach [46, Theorem 4.6.1] kann H?/?(G) fiir alle o €
(0,1/2] stetig in den Raum C%%(G) der Holder-stetigen Funktionen mit Exponent o
eingebettet werden. Dies liefert die Behauptung. a

Lemma 3.9
Fiir f € L¥ ' (R) seien g € L2(0B) durch (3.17) und v durch (3.18) gegeben. Dann hat
u(x) := v(Ix) die Darstellung

u(z) = —% /lRf(g:ﬁl) log((zy — #1)% 4 22) dZy + % /]Rlog(l + 22) f (&) dEy + c.

Waéhlt man die Konstante ¢ in (3.18) so, dal v(—e2) = 0 gilt, so hat u die Gestalt (3.14).

Beweis:
Fiir u = v o I gilt unter Verwendung der Parametrisierung (3.19) von 0B {iiber IR:

ur) = —- / log [z — 11§ + esf? £(I§) dsy +
1

= —/1ogyla:— 71,007 |73 + 1| f(&1 ) dinte
1

= ——/ log‘Ix—[(il,O)Tff(i'l)dil+c.
27T R
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3 Das direkte Problem

Fiir das Argument des Logarithmus ergibt sich

2 1 1 2
Ir — 13,07 = | ——— - (#,1)7
’ z —1(%1,0) ‘ ‘x+62‘2($+€2) 56%_’_1(!151 )
1 1 1 N
= + —2 (:c+eg)(x1,1)T

z+e)?  1+27  lz+e) (1432
(21— 21)* + 23
|z + e (1 + 72)

Dies liefert fiir die Darstellung von u

1 5 - - 1 - N
u(z) = —%/]Rlog((a:l—x1)2+:1:%)f(:1:1)dx1+%log|x+eg\2/mf(:c1)dx1
Sk —

=0

1
—I——/ log(1 + #2) f(21) dZy +c
21 R

existiert, da feL?~1(IR)

1 . N s 1 - o\ e
= —5 log((zy — #1)% 4 22) f(#1) d&, + — / log(1 4 &%) f(%1) d# + .
™ JIR 27 R

Ist die Konstante ¢ in der Definition von v durch
1 5 9 .
c=5— | loglg+esl g(y)dsy
T JoB

gegeben, so erfiillt v offensichtlich v(—e3) = 0. Die Konstante 1a8t sich mittels der Para-
metrisierung (3.19) auch als

1 N - 1 . 5 -
c = 2—/ log|y+62|2g(y)d85——/ log |§ + ea|” |17 + e2]* £(15)) dsg
T JoB 21 Jom
1 7 2 . (1+31)% . 1 NP
= %/]Rlog‘f(xl,()) +€2’ f(xl)Tj% d.ﬂUl :—% /]];{log(1+$1)f($1)d$1

schreiben, so dafl wir fiir u = v o [ in diese Fall

ua) = —5= [ Toxl(er =)+ a3 ) di

erhalten, was gerade die Darstellung (3.14) ist. O

Satz 3.10

Fiir f € L3 '(R) seien g € L2(0B) durch (3.17) und v durch (3.18) mit v(—ep) =
0 gegeben. Dann liegt u(z) := v(Iz) in Hé’l(IR%r) und ist eine schwache Lésung des
Neumann-Problems auf Ri.

Ist f zusatzlich noch stetig, so ist u auch eine klassische Lésung des Neumann-Problems
(3.15).
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3.2 Klassische Lésungen der Laplace-Gleichung im Halbraum

Beweis:
Nach Lemma 3.7 ist fiir ¢ € L2(0B) durch (3.18) eine Funktion in H'(B) gegeben.
Insbesondere ist dann u(x) := v(Ix) in H} (IR%). Um nachzuweisen, daf die durch (3.14)

gegebene Funktion v in Hé ’1(]1{3_) liegt, miissen wir noch die Existenz der Integrale
/ (1+ |z*) " 'u?dz und / lgrad u|? dz (3.20)
R2 R2

nachweisen. Wir beginnen mit der L?-Norm des Gradienten. Wegen u(x) = v(Ix) gilt
nach der Kettenregel
gradu(z) = (gradv)(Iz)I'(x),

wobei I'(x) die durch

1 2
= m(EQXQ — m(l‘ + 62)(1' =+ 62)T)

I'(z)
gegebene Jacobi-Matrix von I ist. Deshalb gilt

/2 lgradul? dz < /2 |(gradv)(]x)|2||l'($)H§ dx.

R2 R%

Fiir die Spektralnorm von I’ erhalten wir wegen der Symmetrie von I’

2 " 1 1
|I'(2)||; = p(I"*(2)]'(x)) = p(I'*(2)) = p(———5 Eax2) = —.
|z + es] |z + ea]
Dies liefert uns fiir die L2-Norm des Gradienten
2 2 1
/ lgrad u|” dz < / [(gradv)(Iz)|” ———— dx
R2 R2 |z + ea]
1
— [ Jgradv(y)]? —— |det I'(y)] dy.
B [Ty + €2|4 ‘ ‘
Es gilt
et I'(y)] = ———,
ly + e
wir erhalten also
/ lgrad u|?® dx S/ lgrad v|? dy.
R} B

Das Integral auf der rechten Seite existiert, da v in H!(B) liegt.
Als niichstes untersuchen wir die Existenz der gewichteten L2-Norm von u:

/ 1+ o) (x)dz = / (1+ |22) " 02(I2) da
RQ IR2

+ +

1

— / (1 + [Ty3) o (y) —— a,
B ly + eo
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3 Das direkte Problem

Es gilt die Abschétzung |es + z|> < 2(1 + |2|?) und somit auch |es + Iy|* < 2(1 + |Iy|?).
Wegen |es + Iy|> = |y + ea| 2 folgt dann

<2y + eof?

1+ |Iy|?

und deshalb 1
/ (14 \x!2)_1u2(x) de < c/ v2(y)7 dy.
2 B

R |y+ 62|2

Nach Lemma 3.8 ist v Holder-stetig mit Exponent a € (0,1/2]. Zudem gilt v(—e3) = 0,
so dafl wir

/ 1+ |z) "2(z)de < c/ ly + e 2 dygc/ Y+ es[2%2 dy
= B B(—e2,1)

+
21 1
= c/ /2r2 drdf = 2m—
0 0 reT e 20

erhalten. Also existieren die beiden Integrale in (3.20) und u aus (3.14) liegt in H, ’l(IRi).
Als letztes miissen wir noch zeigen, dafl u fir alle w € Hé ’1(133) die Gleichung

/ gradu-gradwdx:/fwds
R2 R

erfiillt. Wegen der Dichtheit von Cgo(]Ri) und der Stetigkeit der Operatoren

w +— gradu - gradwdzr bzw. w»—>/ fwds
R2 R

auf Hé’l(IRa_) geniigt es, die Giltigkeit der Gleichung fiir w € C§° (]R—f_) nachzuweisen.
Sei also w € C§°(IR2) beliebig. Dann existiert ein @ € C§°(B) mit w(z) = @w(Iz) und es
gilt

/ gradu - gradwdz = / gradv(Iz) - grad w(Ix) dx
R R

2 2
= +

1 -
= /]Ri m(grad v)(Iz) - (grad w)(Iz) dz

1
_ /ﬁgradv-gradu?‘detfl(y)‘dy
B |1y + e

= / grad v - grad w dy.
B
Andererseits haben wir

/ gBds, = / Ty + eaf? F(Ty)ily) ds, = / (5% + 1) f(s)i(I(s,0)7)
0B OB R

= /]wads.

ds

s2+1
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3.3 Diffraktionsprobleme

Da nach Lemma 3.7
/ gradv - grad w dy = / guw ds,
B oB

gilt, ist gezeigt, dafl u eine schwache Losung des Neumann-Problems mit den Randwerten
fin Hy'(IR%) ist.

Ist f zusétzlich stetig, so ist u geméaf [20, Kapitel 2, §4] eine klassische Losung von (3.15).
Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. a

Nach Satz 3.1 existiert fiir « > 1 in H&’Q(Ri) eine schwache Losung von (3.3) mit o = 1.
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.10 ist durch (3.14) eine solche schwache Losung
gegeben:

Korollar 3.11
Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.10 erfiillt und es gelte zusatzlich f € L« (R)
fiir ein o« > 1. Dann ist durch

u(z) = —% /IRf(i“l)log((xl — #1)* + 23) d7

eine schwache Lésung von (3.3) mit 0 =1 in Hé’a(IRi) gegeben.

Beweis:

Fiir o > 1ist L&~ *(IR) in L3 (IR) und Hy"' (IR2) in Hy*(IR2) enthalten, also folgt aus
dem Beweis von Satz 3.10 bereits u € H, é *(IR3). Wir miissen lediglich noch nachrechnen,
dafl u die Gleichung (3.3) fiir alle v € HS “(IR?) erfiillt. Da der Raum C§° (IR—%F) auch in
H& *(IR%) dicht liegt, ergibt sich dies wie im Beweis von Satz 3.10. O

3.3 Diffraktionsprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem fiir Kapitel 4 wichtigen Spezialfall stiickweise
konstanter Leitfahigkeiten o beschéftigen, d.h. wir gehen von folgenden Voraussetzungen
aus:

AN,
Iy

p’ s, S S S 7 0 S

. //,4////,4////,/ -

Ik /77777 0

T /77777777
7 / A 7 / 7 7 /

\\\:\\
A\

7
7

\
\\

000 0000 00
; // o /:;// ://// :///%:////4:
077 00 0000
7 7 7 7
/44447 00
7/ 8

B

Abbildung 3.4: Halbraum IR} mit Einschliissen D7 und D-
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3 Das direkte Problem

Sei D C IR"} eine Teilmenge, die in die Zusammenhangskomponenten Dy, ..., Dy mit den
Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfalle. Zudem seien die Rander 0D; hinreichend
glatt. Mit 0D bezeichnen wir die Vereinigung Ujvzl 0D; und mit v jeweils den beziiglich
IR" bzw. D dufleren Normalenvektor auf IR™ ! und 9D. Fiir die Leitfahigkeitsverteilung
o auf IR'} gelte

(3.21)

() = kj fir x € Dj, izl,...,N,
1 firzeRY\ D,

mit positiven, von Eins verschiedenen Konstanten ;. Dies bedeutet, dafl der obere Halb-
raum bis auf die Finschlisse D1, ..., Dy ein beziiglich der Leitfahigkeit o homogenes
Gebiet ist.

Randwertprobleme mit stiickweise glatten Koeffizienten heiflen Diffraktionsprobleme. Un-
ter geeigneten Glattheitsforderungen an 0D und die Neumann-Randvorgabe f kann man
eine starke Form solcher Randwertprobleme herleiten (siche zum Beispiel Abschnitt V.4
iiber Diffraktionsprobleme in [38]).

Als erstes wollen wir eine Beziehung zwischen der inneren und der dufleren Normalen-
ableitung von Losungen u des Problems (3.3) fiir stiickweise konstante Leitfdhigkeiten
beweisen.

Lemma 3.12
Die Teilmenge D C IR", n = 2,3 erfiille die Voraussetzungen dieses Abschnittes und fiir
die Leitfdhigkeit o gelte entweder o = 1 oder (3.21). Ferner sei entweder

(i) n=3,a>3/2, f e L2 “(R?),
(ii) n =3, f € L> 1(IR?) oder
(i) n =2, a > 1, f € L7 *(R).

Dann gilt fiir die Normalenableitung einer Ldésung w von (3.3) auf den Réndern der
Einschliisse

out du~
— =kK;j—4— auf 9D;, j=1,...,N,
v " ow ! »oJ
wobei mit % bzw. 85_;/_ die Normalenableitung von u|]R7+z \D bzw. u|, gemeint ist und

kj = 1 zu setzen ist, falls o = 1.

Beweis:
0O.B.d.A. bestehe D nur aus einer Zusammenhangskomponente, so dafl die Leitfahigkeit

von der Form
Kk, xT€D
o(x) = i
I, zeR}\D

ist mit einer positiven Konstante x. Wir zeigen die Behauptung unter der Voraussetzung
(i).

Sei v aus HV*(IR%) mit beschrinktem Triger supp(v) C IR? und D C supp(v) beliebig.
Wiahle U C IRi so, daf8 U einen hinreichend glatten Rand hat und supp(v) enthélt. Setzt
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3.3 Diffraktionsprobleme

man v durch Null auf IR? \ supp(v) fort, so gilt

0 = fvds:/ ogradu - grad v dx
R? R3

+

= / gradu-gradvda:+ﬁ/ gradu - grad v dz
U\D D

ou~
= —vds—/ —vds—i—n/ —uvds
U 8V 8D (91/ oD aV

ou™
= - /w(W ~ R ds,

da u nach dem Weylschen Lemma harmonisch auf U \ D und in D ist. Somit ist 2 S —

Iﬁagy = 0 gezeigt. D

Im Zusammenhang mit stiickweise konstanten Leitfahigkeiten o werden in Kapitel 4 aufler
dem schon bekannten und untersuchten Variationsproblem (3.3) noch weitere Variations-
gleichungen auftreten, fiir die wir die Existenz von Loésungen bendétigen. Dazu fithren wir
den Raum

HV?0D) = H;Y*(0Dy) x -+ x HY/*(0Dy)

ein, wobei
H'Y?(0D;) = {¢ e H2(0D;) / dds = o}
aD;

ist.

Nach [11, Abschnitt 2.1] kann HO_I/Z(@D) mit dem Dualraum (Hi/z(ﬁD))’ von H§/2(8D)

beziiglich der von L?(9D) induzierten Topologie identifiziert werden. Da H, Y ?(8D) und
1 2((9D) Hilbertraume und deshalb reflexiv sind, bedeutet dies zugleich die Identifi-

zierbarkeit von (H, /2(6D)) und Hg/Q(aD) Mit (¢, %) r29p) = = [,p ¥ ds werden wir

im folgenden nicht nur das Innenprodukt in L?(9D) sondern auch die duale Paarung
Hgl/Q(ﬁD), 1/2(8D)> bezeichnen.

Wir betrachten nun das Variationsproblem

/ gradu - gradvdz = / fvds — / pvds, (3.22)
R"\D R*1 oD

dessen Losung eine harmonische Funktion auf IR’ \ D mit vorgegebenen Neumann-
Randwerten f und ¢ auf IR" ™! bzw. 0D ist.

Lemma 3.13
Die Teilmenge D C IR" , n = 2,3 erfiille die Voraussetzungen dieses Abschnittes. Ferner

sei Qg = Span {1}.

(i) Ist a > 3/2, f € L¥ *(IR?) und ¢ € H§1/2(8D), so hat (3.22) eine Lésung u €
HY(IR} \ D). Diese Lésung ist eindeutig bis auf eine additive Konstante und es
gilt

HUHHLa(Ri\E)/QO =< Ca(HfHLZ—a(ﬂD&) + HSOHH*1/2(8D))'
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3 Das direkte Problem

(i) Ist @« > 1, f € LZ “(R) und ¢ € Hgl/Q(E)D), so hat (3.22) eine LOsung u €
H&’O‘(IRi \ D). Diese Losung ist eindeutig bis auf eine additive Konstante und es
gilt

"u"Hé’“(]l%i\ﬁ)/Qo < calllfllzz—aqw) + el -1/2(0m))-

(iii) Fiir f € L>1(IR?) und ¢ € H~'2(dD) besitzt das Problem (3.22) genau eine
Lésung u € lETé’l(]Ri)’r \ D) und es gilt

lully; < C(HfHL?v*l(]RQ) + ||(70HH*1/2(8D))'

Dieses Lemma wird wie die Satze 3.1 und 3.2 bewiesen. Wir wollen aber auch noch zeigen,
daB fiir eine Losung w von (3.22) durch f und ¢ gerade die Neumann-Randwerte von u
auf R" ! bzw. D gegeben sind.

Fiir den Fall n = 3 und den Losungsraum Hé’l(IRiQ’|r \ D) folgt dies aus der Greenschen
Formel, denn die Losung u von (3.22) ist nach dem Weylschen Lemma harmonisch auf
R2 \ D und deshalb gilt fiir alle v € Hy' (R% \ D)

0 0
fvds—/ (pwds:/ gradu-gradvdx:/ —uvds—/ —uvds.
R? oD R3\D R? OV op Ov

Insbesondere folgt fiir alle v € H& ’1(]Ri \ D) mit v|2 =0

d.h. ¢ ist die duflere Normalenableitung von u auf dD. Daraus folgt dann auch

fvds = %v ds
R? R2 OV

d.h. f ist die Normalenableitung von u auf IR2.

Im Fall der Losungsriume H12(IR3 \ D) und Hé’a(]Ri \ D) miissen wir etwas anders
argumentieren. Wir fithren dies fiir n = 3 vor. Wir betrachten eine beschrankte Umgebung
U von Dmit D C U C IR‘i und hinreichend glattem Rand dU, so dafl ein € > 0 existiert
mit U, := {z € R} : dist(U,z) < e} C IR} Sei v eine beliebige Funktion aus H'(U\ D).
Diese setzen wir zu einer Funktion v € H(U. \ D) mit v pu. = 0 und dann zu einer
Funktion v € HY*(IR3 \ D) mit v = 0 auf R? \ U. fort.
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3.3 Diffraktionsprobleme

Da u wiederum nach dem Weylschen Lemma auf IRi \ D harmonisch ist, gilt mit der
Greenschen Formel fiir beschrénkte Gebiete und mit (3.22)

— a—uvds—i—/ @vds = / gradu - gradvdzx
ap OV ou OV \D

= / gradu - gradvdz — / gradu - gradv dz
U:\D U\U

= / gradu - grad v do — / gradu - grad v dz
R3\D U:\U

= fvds—/ <pvds—/ @vds—i—/ @vds.
R? oD ou. OV ou Ov

Da v|g2 = 0 und v[y;_ = 0 ist, folgt

%vd(s:/ pvds,
op Ov oD

d.h. ¢ ist die &uflere Normalenableitung von u auf 9D.

Sei nun 7 > 0 beliebig mit D C B,(0)NIRY =: U. Ferner sei v € H(U \ D) beliebig. Wir
setzen v zu einer Funktion v € HV*(IR3 \ D) fort, indem wir zunéichst eine Fortsetzung
auf H'(U; \ D) mit v|y, = 0 bilden, diese Fortsetzung wiederum durch Null auf R3\ D

fortsetzen und dann die Einschrankung auf IR%r \ D betrachten.

IR2

Dann gilt mit (3.22)

gradu - gradvdx = fvds — vds = fvds — v ds.
12 2
]Ri\ﬁ R? oD |s|<r+e oD

Andererseits erhalten wir mit der Greenschen Formel fiir beschrankte Gebiete

/ gradu - gradvdr = / gradu - grad v dz
R3\D (U\D)NIRE

= / @v ds — @v ds
a(U.nR3) OV ap Ov

= / @vds—/ pvds.
|s|<r4e v oD

Da 7 > 0 beliebig war, ist f die Normalenableitung von u auf IR2.
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3 Das direkte Problem

Eine weitere Variationsgleichung, die in Kapitel 4 eine Rolle spielen wird, ist die folgende:

/ fvds—/ pvds. (3.23)
R n-t oD

Im Gegensatz zum vorherigen Problem (3.22) suchen wir jetzt eine Losung auf dem ganzen
Halbraum bzw. der ganzen Halbebene. Das néchste Lemma macht eine Aussage tiber die
Losbarkeit von (3.23).

ogradu - grad vdx :/

n R

Lemma 3.14
Die Teilmenge D C IRYy, n = 2,3 erfiille die Voraussetzungen dieses Abschnittes. Die
Leitfidhigkeit o sei von der Form (3.21) oder es gelte o = 1. Ferner sei Q9 = Span {1}.

(i) Sei a > 3/2. Fiir f € L2 *(IR?) und ¢ € H;l/g(aD) existiert eine Losung u €
HY(IR%) von (3.23). Diese Lésung ist bis auf eine additive Konstante eindeutig
und es gilt

Null friams ) Qo < Calllfllp2-ome) + lllm-1/20p))-

(ii) Sei o« > 1. Fiir f € L3 *(R) und ¢ € H§1/2(8D) existiert eine Losung u €
Hé’a(IRi) von (3.23). Diese Losung ist bis auf eine additive Konstante eindeutig
und es gilt

HuHHéva(Iagr)/QO < ca(HfHLgv*‘l(]R) + H‘PHH—l/Q(E)D))-

(iii) Fir f € L*>~Y(IR?) und ¢ € H~Y2(dD) existiert genau eine Lisung u € Hé’l(]Ri)
von (3.23) und es gilt

ullyy < elllfll 2wy + el g-1/2(0m))-

Auch diese Aussagen lassen sich wie die Aussagen der Satze 3.1 und 3.2 beweisen.

Eine Losung des Variationsproblems (3.23) ist nach dem Weylschen Lemma harmonisch
in R? \ D und in D und hat auf dem Rand IR""' die Neumann-Randwerte f. Die
Neumann-Ableitung auf dem Rand des Einschlusses D multipliziert mit o springt um ¢,
wie das nachste Lemma zeigt.

Lemma 3.15
Die Teilmenge D C IR}, n = 2,3 erfiille die Voraussetzungen dieses Abschnittes. Fiir die
Leitfihigkeit o gelte o = 1 oder (3.21). Ferner sei entweder

(i) n=3, a>3/2, fe L “R?) und ¢ € H; /*(8D),
(i) n =3, f € L> 1 (R?) und ¢ € H~'/2(9D) oder
(i) n=2,a>1, f € L? “(R) und ¢ € H-Y/2(8D).

Dann gilt fiir die Normalenableitung der Losungen u von (3.23) auf den Réndern der
FEinschliisse
ou™ ou~ |
e
ov 7 ov ¥1p;

L gut - . .
wobei mit %LV bzw. %LV die Normalenableitung von “|IR1\5 bzw. u|;, gemeint ist und

auf 0D;, j=1,...,N,

kj = 1 zu setzen ist, falls o = 1 gilt.
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3.3 Diffraktionsprobleme

Beweis:
0.B.d.A. bestehe D nur aus einer Zusammenhangskomponente und die Leitfahigkeit o

sei von der Form

Kk, T€E€D

o(z) = i

1, zeR}\D
mit einer positiven Konstanten k. Wir zeigen die Behauptung unter der Voraussetzung
(i)
Sei v € HlO‘(IRz’L) mit beschriinktem Triiger supp(v) C IR? und D C supp(v) beliebig.
Wahle U C IR‘i so, daf U einen hinreichend glatten Rand hat und supp(v) enthélt. Dann
folgt aus (3.23)

—/ pvds = / ogradu - grad vdx
oD R

n
+

= / gradu - gradvdz + /1/ gradu - grad v dz
U\D D
ou ou~  Out
= “vd e I
/8(]61/” S+/3D<’€81/ (91/>v §

_/ LU duty
N oD 61/ 81/

und somit
out ou~ |
— — ke = .
ov ov ?lop
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

3.3.1 Ein Losungsverfahren fiir Diffraktionsprobleme mit stiickweise
konstanter Leitfahigkeit

Wir gehen in diesem Abschnitt zundchst davon aus, dafi der Einschlufl D nur aus einer
Zusammenhangskomponente besteht. Wie in der Arbeit von B. Hofmann (siehe [33]) ver-
suchen wir, die Losung u des Diffraktionsproblems mit stiickweise konstanter Leitfahigkeit
o als Summe der Losung v der Laplace-Gleichung auf IRi bzw. IRQ+ zu den Neumann-
Randwerten f und eines modifizierten Einschichtpotentials us zu konstruieren, dessen
Dichte die Losung einer Randintegralgleichung auf dem Rand des Einschlusses D ist.

Sei f € L>"Y(IR?) bzw. f € Lg’_l(]R). Dann ist geméafl Abschnitt 3.2 die eindeutige
(schwache) Losung v mit lim|, .o, u (7) = 0 der Laplace-Gleichung durch

1
ul(x):—%/]Rf(s)log\x—SF ds, z€TR2,

bzw. durch

u (x) = ! /() ds,

= — z € R3
27 JR2 |z — 8| +
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3 Das direkte Problem

gegeben.

Als Kernfunktionen fiir die Einschichtoperatoren verwenden wir statt der Fundamen-
tallésungen der Laplace-Gleichung die folgenden um einen Spiegelterm erweiterten Funk-
tionen:

1
—2—(log |z —y| +log |z —y/|) im 2-dimensionalen Fall
m
Gxtwn)={ 1 S (321
(

) im 3-dimensionalen Fall

— +
dr e —y| |z -y

Dabei ist ¢/ der an der Ebene IR x {0} bzw. IR? x {0} gespiegelte Punkt 3. Mit diesen
Kernfunktionen definieren wir die Integraloperatoren S und K* durch

(Se)@) = [ Gn(ey)ely)ds, ¢eC@D), ey, (3.25)
(K*@)(z) := %G—N(:c, y)e(y)dsy, ¢ € C(0D), x€dD. (3.26)
oD OVx

Da die Differenz der modifizierten Fundamentallosung und der Fundamentallésung in
beiden Variablen harmonisch auf IRi X IR?Ir bzw. ]Ri X ]RE)’|r ist, bleiben die fir den Ein-
schichtoperator bekannten Sprungrelationen (siehe u.a. [18, Kapitel 2]) erhalten. Setzen
wir us := S¢, so ist us daher harmonisch auf IR} \ 0D und stetig auf 0D. Zudem gilt
% = 0 auf R? bzw. IR, da %GTiV auf dem Rand von lRi bzw. IR%r wegen des Spiegelterms
verschwindet.
Das néachste Lemma zeigt, daBl us in Hé’l(IR‘{fr) bzw. in Hé’l(IRi) liegt und die Variati-
onsgleichung
J,

16st. Mit Lemma 3.14 erhalten wir dariiber hinaus, dafl us im dreidimensionalen Fall auch
die eindeutige Losung dieses Problems ist. Im zweidimensionalen Fall ist es die eindeutige
Losung, die die Bedingung limg|_,o us(z) = 0 erfiillt.

grad us - grad v dax = / ovds (3.27)

n oD

Lemma 3.16
(i) Sein =3 und ¢ € C(0D). Dann liegt us in Hé’l(IRi) und 16st die Variationsglei-
chung (3.27) fiir alle v € Hé’l(IRi).

(i) Sein =2, ¢ € C(&D) mit [, pds, = 0 und o > 1. Dann liegt u, in Hy*(IR2)
und 16st die Variationsgleichung (3.27) fiir alle v € Hé’a(IRi).

Beweis:
Wir beginnen mit dem dreidimensionalen Fall und zeigen als erstes, daf} us in Hé ’l(lRi)
liegt. Nach [19] ist us = S € HL_(IR%), so daB man nur noch zeigen muf, daf |Jusly 4
existiert. Dies folgt aber aus der Tatsache, dafl

1 1

lus(x)| = O(m) und |grad us(z)| = O(W) fir |z| — o0
x
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3.3 Diffraktionsprobleme

gilt. Sei nun v € HY(IRY) beliebig. Da Aug = 0 auf R3 \ D bzw. auf D gilt, erhalten
wir aus den Greenschen Formel auf IR‘}r \ D und D

/ gradus - gradvdx = / grad us - grad v dz + / grad us - grad v dx
R R3\D D

3
0 out ou;
= ;svdsgc— ;S vdsy + ;svds.z’
2
R2 . Z, oD oV oD OV

ouy  Ouf
B /3,3( ov v Jvdse.

Fiir die Normalenableitung von ug auf 9D gilt:

ou; 9G N 1

al/m (:E) = oD ayz (1:’ y)‘P(y) dsy + 5(10(’1")7
dut e 1
81/;3 (.%') - 5D a—ym(xa y)@(y) dsy - 590('%)7

so daf}

Je

fiir alle v € Hé’l(IRi) gezeigt ist.

Kommen wir nun zum zweidimensionalen Fall. Wiederum nach [19] ist us = S¢ €
HL (IR?), so daB man nur noch zeigen mu8, daf |[us|l; ,, existiert. Es geniigt, dies fiir
a =1 zu zeigen.

Sei 1o so groB, daB D C By, (0) gilt. Sei R > 4rg und Qp :=R3 N {z € R* : [z| < R}.
Dann gilt fiir » € R% \ Qg

grad us - gradvdx = / v dsy

3
i oD

1 2
wle) = —5= [ (ogle =yl +1ogla =y [etu) ds,

1 o —y? o -y 1 2/
= —— log ——— + log ————— ds, — —2log |z ds
27 o ( B B ply)dsy — 5 -2log|z]” [ ¢(y)ds,

oD
N———’
=0

1 y)* —2(z,y y)? -2,y
= —— log(1 + —’ | 2< >) + log(1 + —’ | 2< >) o(y) dsy.
2 Joo 2 2

Fiir z € R \ Qg und y € By, (0) sei q(z,y) = %# Dann gilt

1 1 7"2 2’1“0
9w 9)l = = |19 — 2 @) < —5 (P + 2l ) < 225 + T2,
|| | ]

||
Dies liefert einerseits

1 ..
q(z,y) = O(;—) fiir || — o0

|z
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3 Das direkte Problem

und andererseits wegen |z| > 47
e y)| < g5+ 5 < 1.
16 2
Da ' der an IR x {0} gespiegelte Punkt y ist, gilt ebenso ¢(z,y') = O(1/|z|) und
lg(z,y")| < 1. Fiir |z| — oo gilt deshalb fiir die Kernfunktion von S

2_9 1
1%u+ﬁlﬂﬁﬂ@>: o(0.) + 0(¢*) = o(a,3) +0(5)
712 /
-2 1
1%G+QL7ﬁﬁﬁ% = 4fry) +0() = a1 + Ol )
und somit ]
us(z) = O(m) fir |z| — oo.

Ist x € IRQ+ \ Qg, so gilt fiir den Gradienten von ws:

1 1 1
grad us(z) = ——/ (@ —y) + ——5@—y))ey) dsy.
™ Jop |z —y| |z —y/|
Fiir | — y| ™2 gilt
1 1 1 1 1 1
z—yl* |2 —2(z,y) + [y \90,214-'?/‘2'*# lz2 1 = (—q(z,y))’
T
und analog
1 1 1

ey P [2f 1= (el y)
Wie wir bereits gezeigt haben, sind |g(x,y)| und |g(z,y’)| fiir alle € R \ Qg kleiner
Eins, so da} wir mit der geometrischen Reihe fiir |z| — oo
1 1 1 1
= —(14+0(q) = — (1 + O(m)> und

2
|z —y| || ]

1 1 1 1
P = x—|2(1+O(Q)) = 2P (1+O(m)>

erhalten. Dies liefert

—1/ Lyl ds,

m Jop |r —y|®
1/ 1 < 1 >
= —— — |1+ 0(—) | (xi —yi)p(y) ds
T Jap |$‘2 (‘.%") ( ) () Yy
1 xl/ 1 1
= —— |3 | eWdsy———= [ yip(y)dsy+O(—3
| B Jon (y) dsy o Jon (y) dsy (\$I2)
=0
1 1
|z ]
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und ebenso

1 1 1 1
| s weds, = T +0(—),
™ Jon lo— ¥ ERAR
1 1 1 1
—/ — (@2 +yp)e(y)dsy, = —5+0(—3).
7 Jon lo— ¥/ <2

Fiir den Gradienten von u, ergibt das die Abschitzung

1
lgrad us(x)| = 0(7) fir |z| — oo.

|
Damit ist die Existenz von ||us||; ; beweisen und es bleibt zu zeigen, dafl us die Varia-
tionsgleichung (3.27) fiir alle v € Hé’a(IRi) 16st. Da CSO(IR—EF) dicht in Hé’a(IRi) liegt,

geniigt es (3.27) fiir beliebiges v € C§°(IR%) zu beweisen, was wie der Nachweis von (3.27)
im dreidimensionalen Fall funktioniert. O

Setzen wir u := uy + us, 80 ist 4 harmonisch auf IR’} \ D. Da uj eine schwache Losung
der Laplace-Gleichung mit den Neumann-Randwerten f ist, folgt unter den Vorausset-
zungen von Lemma 3.16 aus der Greenschen Formel auf D und der Sprungrelation der
Normalenableitung von ug auf 9D

/ ogradu - grad vdx
R

n
+

/Ri

= / fvdsx—k/ a,ovdsx—k(/i—l)/gradu~gradvdx
R™! oD D

1 0
= / fvdstr/ (—(K,+1)<p+(lif1)ﬂ+(l-€fl)K*g0)UdS
R aD 2 ov

gradu-gradvdac+(/€—1)/ grad u - grad v dx
D

fir alle v € H&%]Ri) bzw. v € H&’Q(Ri). Deshalb ist u genau dann eine schwache
Losung des Diffraktionsproblems, wenn die Dichte ¢ € C(9D) die Integralgleichung

1 1
o Tl i) o ool Om (3.28)
Kk+1 k+1 0v |yp

auf 9D 16st und im zweidimensionalen Fall noch [, ¢ ds, = 0 erfiillt.

Das néchste Lemma zeigt, daff eine solche Losung ¢ von (3.28) existiert. Dabei ist zu
beachten, dafi die rechte Seite von (3.28) stetig ist, da der Abschlufl des Einschlusses
D in IR"} enthalten ist, also dist(0D,0IR}) > 0 gilt. Deshalb ist fiir z € 0D die Kern-
funktion in der Definition von uj eine C'°°-Funktion und somit %Lyl fir einen Einschlufl
mit hinreichend glattem Rand 0D (etwa C?) eine stetige Funktion auf dD. Da uy har-
monisch ist auf RY, gilt zudem [, %Ll} ds, = 0, so daf} die rechte Seite von (3.28) alle
Voraussetzungen des nun folgenden Lemmas erfiillt.
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Lemma 3.17

Sein = 2,3 und D C IRY eine beschrinkte, einfach zusammenhangende Teilmenge
mit einem C?-Rand, deren Abschluf in IR" enthalten ist. Sei ferner g € C(0D) und
v € R* \ {1}. Im zweidimensionalen Fall gelte zusétzlich [, gds, = 0. Dann hat die
Randintegralgleichung

k—1 1
9 K*4+I)o=—2""" 3.29
</€+1 + )*0 et 17 (3.29)

im dreidimensionalen Fall genau eine Losung ¢ € C(0D) und im zweidimensionalen Fall
genau eine Lésung ¢ € Co(0D), wobei

CL(0D) = {cp € C(oD) - /aD pdsy = 0}

sei.
Beweis:
Wir betrachten zunéchst den zweidimensionalen Fall und zeigen, daf} jede Losung ¢ €

C(0D) von (3.29) mit einer rechten Seite g € Co(0D) ebenfalls in Co(9D) liegt. Zur
Abkiirzung setzen wir ¢ := 2’;—;% und integrieren K*¢p iiber den Rand des Einschlusses.

c/ (K*p)(x)ds, = / / (—> —log|x—y|<p( ) dsy dsg
aD oD JoD 27
+c/ / <——> —log x—y|e(y)dsy,ds,
ap Jop \ 2™ | | tw) dsy

=: Il—l-fg

Fir das zweite Integral gilt

/BD /D 2 81/ Og‘.ﬁU—y‘ ng;dSy.

Das innere Integral ist identisch Null, da die Funktion z +— % log |z — ¢/ |71 harmonisch
auf IREL ist. Fiir das erste Integral erhalten wir

log |x — U ds, ds
/6D /6D27T8Vx g\ y‘ xz ASy.

Das innere Integral hat nach [37, Example 6.14] den Wert —1/2, so daB insgesamt

) 1
o] @ o@ds = —ge [ elds,

gilt. Nach Voraussetzung gilt |, op 9 dsz = 0. Durch Integration der Randintegralgleichung
iiber den Rand 0D erhalten wir also

* = —lc s
0= [ gdse=c | (st [ elds,=(5er1) [ o)ds,
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Da fiir alle k € R ) )
o —
bmge=t—a 70
gilt, ist damit gezeigt, dafl ¢ verschwindendes Integralmittel auf 0D hat.
Wir wollen nun mittels der Fredholm-Alternative beweisen, dafi die Randintegralglei-
chung genau eine Losung in C(9D) bzw. Co(0D) besitzt. Sei dazu ¢ € C(9D) bzw.
¢ € Co(0D) eine Losung der homogenen Randintegralgleichung und sei v das zugehérige

Einschichtpotential

v(z) = Gn(z,y)p(y) dsy.
oD

Dann ist v nach Lemma 3.16 die schwache Losung von

Jeo

in Hy' (R2) bzw. Hy*(IR%) mit a > 1 und es folgt

gradv - gradwdz = / pwdsy
oD

/ cgradv-gradwdx = / owdsy + (k — 1) aLwd/sm
R oD op OV

= / w((p+(/i—1)(K*<p+%<,0))d5a:
oD

- / w(l(ﬂ—i- D+ (k—1)K*p) ds, =0,
oD

2
=0
d.h. v 16st zudem die Variationsgleichung
/ ogradv - gradwdx = 0.
R%
Diese Variationsgleichung hat auch die Losung v = 0. Da fiir n = 3 die Losung in

HS ’I(IRi) eindeutig ist, folgt v = 0 im dreidimensionalen Fall. Fiir n = 2 und ein festes
a > 1 ist diese Variationsgleichung bis auf eine additive Konstante eindeutig 16sbar in
H&’O‘(IR%F), es gilt also v = ¢ fiir ein ¢ € IR. Da limp,_, v(z) = 0 ist, folgt auch fiir den
zweidimensionalen Fall v = 0.

Aus den Sprungbedingungen fiir die Normalenableitung von v auf dem Rand 0D erhalten
wir dann

| e g-Gntamds, + 5@ = | o) g-Grle.nds, = 56

Vg Vp 2

und somit ¢ = 0. Damit ist N'(255 K* + I) = {0} gezeigt.

Da D eine C?-Rand hat, besitzt der Operator K* einen schwach singuliren Kern und
ist somit ein kompakter Operator von C(0D) — C(9D) und somit auch von C,(0D) —
Co(0D) (vergleiche u.a. [37, Theorem 6.15 und folgendes]). Mit der Fredholm-Alternative

folgt die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung in diesen Raumen. O

Die Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir in einem Satz zusammen:
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3 Das direkte Problem

Satz 3.18

Sein = 2,3 und D C IR} eine einfach zusammenhéangende beschrankte Teilmenge mit
C?-Rand, deren Abschluf} in IR"} enthalten ist. Der Leitfihigkeitskoeffizient sei durch
(3.21) gegeben.

(i) Sei a > 1, f € L2 *(R) und uy die durch (3.14) gegebene Losung der Laplace-
Gleichung zu den Randwerten f. Setzt man ug := S¢, wobei ¢ € C(0D) die Losung
der Randintegralgleichung (3.28) und S der modifizierte Einschichtoperator aus
(3.25) ist, so ist

U= Uy + Ug

die schwache Lésung von (3.3) in H&’a(]Ri) mit lim, o u(z) = 0.
(ii) Sei f € L>~'(R?) und uy die durch (3.8) gegebene Lisung der Laplace-Gleichung.

Setzt man us := Sp, wobei ¢ € C(0D) die Losung der Randintegralgleichung (3.28)
und S der modifizierte Einschichtoperator aus (3.25) ist, so ist durch

U= U1 + Us
die schwache Lésung von (3.3) in Hé’l(IR‘j’r) gegeben.

Zerfallt D in die beschrankten Zusammenhangskomponenten Dq,..., Dy, die jeweils
einen C?-Rand haben, deren Abschliisse in IR’} enthalten sind und die paarweise lee-
ren Schnitt haben, so kann man diese Situation auf den obigen Fall zuriickfiihren.

Die Losung u des Diffraktionsproblems ist dann durch

N
u=uy + Z S]’QD]'
j=1

gegeben, wobei S;p; das Einschichtpotential aus (3.25) zum Rand dD; ist und die Dich-
tefunktionen ¢; € C(0D;) das Integralgleichungssystem

©1 Cle 01852/8111 e ClasN/avl ©®1 Claul/ayl
P2 N c2081/0vy o K3 -+ 20SN/0vy w2 | c20uy /O0vy
©N CN8S1/8VN CNaSQ/aI/N CNK}kV PN CNaul/aVN

16sen. Dabei sind die Konstanten ¢; durch ¢; := 2(k; — 1)/(k; + 1) definiert, v; ist der
dufiere Normalenvektor auf D; und K7 ist der Integraloperator aus (3.26) auf dem Rand

0D;. Mit gf;, i # 7, bezeichnen wir den Operator
a9S; 08, o OGN '
v, C(0D;) — C(0D;), (3I/j ©o)(x) = o, 90() (x,y)p(y)dsy, x € ID;.

Fiir die Losbarkeit dieses Integralgleichungssystems erhélt man eine zu Lemma 3.17 ana-
loge Aussage. Dabei ist zu beachten, dafl alle auftretenden Integraloperatoren kompakt
auf dem jeweils zugehérigen Raum C(0D;) der stetigen Funktionen sind, da die Kern-
funktionen entweder schwach singular oder stetig sind.
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3.3 Diffraktionsprobleme

3.3.2 Isolatoren

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir noch den Spezialfall, daf§ die Leitfahigkeit
in den Einschliissen Null ist, d.h. es handelt sich bei den Einschliissen um elektrisch
isolierende Einschliisse, kurz um Isolatoren. In diesem Fall kann innerhalb von D kein
Strom flieen, d.h. der Flufl % iiber den Rand 0D mufl Null sein. Also muf} das Potential
u die Variationsgleichung

/ gradu - gradv = / fuds (3.30)
R?\D R!

16sen. Aus Lemma 3.13 erhalten wir unmittelbar die folgenden Aussagen iiber Existenz
und Eindeutigkeit von schwachen Losungen dieses Variationsproblems:

Korollar 3.19
Sei Qo = Span {1}.

(i) Ist o > 3/2 und f € L>~%(IR?), so existiert genau dann eine Lésung u in H%*(IR3 \
D) von (3.30), wenn das Randintegral [ f ds verschwindet. Diese Losung ist ein-
deutig bis auf eine additive Konstante und es gilt

lull gror2\D) @y < CallfllL2-ame) -

(i) Ist a > 1 und f € L>~%(IR), so existiert genau dann eine Lésung u in Hé’o‘(]R?|r \D)
von (3.30), wenn das Randintegral [, f ds verschwindet. Diese Losung ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante und es gilt

lell e @r2 2y /g0 = CollFllie-amy

(iii) Fiir f € L>~Y(IR?) existiert genau eine Losung u € Hol’l(IRi \ D) von (3.30) und es

gilt
HUHLl < CHfHLQv—l(IRQ) :
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4 Charakterisierung von Einschlussen

In der elektrischen Impedanztomographie kann bei gegebener Leitfahigkeit o und gegebe-
nem Randstrom f das zugehorige Spannungspotential u nur am Rand des Gebietes IR}
gemessen werden, d.h. man mifit die Dirichletwerte von u und beobachtet die sogenannte
Neumann-Dirichlet-Abbildung

A f— ulgn-1,

die eine Verkniipfung des Loésungsoperators f — u und des Spuroperators u — u|pn-1
ist. In diesem Kapitel wollen wir mittels dieser Abbildung eine explizite Charakterisierung
der Einschliisse D angeben. Wir benutzen dazu die Faktorisierungsmethode, wie sie unter
anderem von Kirsch in [36] im Zusammenhang mit inversen Streuproblemen und von
Briihl in [11] und [12] im Zusammenhang mit der elektrischen Impedanztomographie auf
beschrankten Gebieten verwendet wird.

In Abschnitt 4.1 geben wir einige Eigenschaften der Neumann-Dirichlet-Abbildung an.
In Abschnitt 4.2 betrachten wir den Fall stiickweise konstanter Leitfahigkeiten und leiten
eine Faktorisierung des Differenzoperators A — A1 der Form

A—Ay=LFL

her, wobei A; die Neumann-Dirichlet-Abbildung zur Leitfahigkeit o = 1 ist, L und L’
zueinander duale Operatoren sind und F ein zu sich selbst dualer Isomorphismus ist.
Anschlielend untersuchen wir den Fall beschriankter Meflbereiche, d.h. der Randstrom
f wird nur auf einem beschrinkten Teil des Randes angelegt und das resultierende Po-
tential wird auch nur auf diesem Bereich gemessen. Dies fiihrt auf die sogenannte lokale
Neumann-Dirichlet-Abbildung A, die man mittels eines Projektionsoperators P auch als
A = PAP’ schreiben kann. Fiir diese lokale Neumann-Dirichlet-Abbildung zeigen wir in
Abschnitt 4.3.1, daB die Bildrdume von |A — A1|"/? und von PL gleich sind. In Abschnitt
4.4 geben wir schlieBlich explizit Funktionen an, die im Bildraum von PL liegen und
mit deren Hilfe wir die Einschliisse charakterisieren kénnen. Zum Abschlufl des Kapitels
erweitern wir die Ergebnisse auf nichtkonstante Leitfahigkeiten.

4.1 Die Neumann-Dirichlet-Abbildung

Wir betrachten das Variationsproblem

Je

aus Kapitel 3. Die Leitfdhigkeit o sei in L>°(IR}) und erfiille

ogradu - gradvdxr = / fvds (4.1)

n n—1
i R

o :=ess infyern o(z) > 0. (4.2)
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4 Charakterisierung von Einschliissen

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dafl die bekannte Integraldarstellung von Losungen des

Neumann-Problems fiir die Laplace-Gleichung im dreidimensionalen Fall auch die schwa-

che Losung in dem gewichteten Sobolev-Raum Hé’l(IRi) liefert. Deshalb werden wir

uns im Dreidimensionalen zunachst auf den Loésungsraum Hé’l(IRi) beschrénken. Die

Neumann-Dirichlet-Abbildung ist dann als Verkniipfung des Losungs- und des Spurope-

rators fiir & > 1 ein Operator auf folgenden Réumen:

2,—« 2 2, 2
A:{L (R7) — L*(R), (4.3)
f—=g:=Af =u|p:.

Ist @ > 1, so ist A wegen der Kompaktheit des Spuroperators (siehe Satz 2.8) ebenfalls
kompakt.

Im zweidimensionalen haben wir als Losungsraum den Raum H0 y, (]R2 ), a > 1, mit
einem normalisierenden Funktional ¢ (siehe (3.6)). Wahlt man fiir ¢ eines der beiden
Funktionale (2.7), (2.8), so liegen die Dirichletwerte der Losung des Variationsproblems
(4.1) im Raum

L?*(R):={g € L**(R) : €g =0},

so dal die Neumann-Dirichlet-Abbildung als Verkniipfung des Losungsoperators f — u
und des Spuroperators u — u|r durch

Az%ﬁ“mwaL%mm 44

frg=Af=ulr

gegeben ist. In den angegebenen Rdumen ist A ein stetiger linearer Operator. Wegen der
Kompaktheit des Spuroperators ist A sogar kompakt.

Bemerkung 4.1
Der Raum LQO‘(IR"_l) ist ein Hilbertraum und daher reflexiv, d. h zu jedem stetigen
Funktional A auf L?*(IR"!) existiert ein f € L>*(IR"™") mit A(g) = [gn-1 pa>Sgds.

Definiert man f := 0o 2f so gilt
7 - 2
| Pas= [ et ds =17 <
]Rn—l Rn—l

d.h. f ist ein Element von L2~ %(IR""!). Umgekehrt definiert jedes f € L*»~*(IR"')
durch g — [pn fgds ein stetiges lineares Funktional auf L% (IR™ 1Y), d.h. wir kénnen
L>~*(R"™!) und (L>*(IR"1)) identifizieren.

Der Raum LZO‘(IR”_I) ist ein abgeschlossener Unterraum von L2(IR"~!), also selbst

wieder ein Hilbertraum und daher reflexiv, d.h. zu jedem stetigen Funktional A auf
ZO‘(IR” 1) existiert ein f € L?la(IR” D mit A(g) = = [grn-1 052 fgds. Definiert man

fi= pa2f, so ist f wie eben gezeigt in L2 “*(R™ 1) und erfiillt zudem
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4.1 Die Neumann-Dirichlet-Abbildung

ist also sogar ein Element von L~ *(IR" ). Umgekehrt definiert jedes f € L3 “(IR* 1)
durch g — [n fgds ein stetiges lineares Funktional auf L2 (R 1), d.h. wir kénnnen

LZ7(R" ') und (L 21a(IR” 1)) ebenfalls identifizieren.
Im folgenden verwenden wir deshalb - soweit nicht anders angegeben - stets das norma-
lisierende Funktional ¢;.

Das folgende Lemma gibt einige wichtige Eigenschaften der Neumann-Dirichlet-Abbil-
dung A an (vgl. auch [12, Lemma 2.1]). Dabei bezeichnen wir mit

(1, 0) 2mn-1y Z/ Yo ds

]Rn—l

nicht nur das Skalarprodukt in LQ(]R"_l) sondern wegen Bemerkung 4.1 auch die duale
Paarung (L~ *(IR"" 1), L>*(IR"1)).

Lemma 4.2
Seien o, 01,09 beschrankte Leitfidhigkeiten mit der Eigenschaft (4.2). Ferner gelte entwe-
der

(i) n=2,a>1und0#f,f e L *(R), oder
(i) n=3 und 0 # f, f € L*> 1(IR?),

und es seien A, A1, Ay die zugehérige Neumann-Dirichlet-Abbildungen. Dann gilt:

) (FAT) oy = (AL T)
(b) <f7 Af>L2(]Rn—1) >0
(c) Ist 01 < 03, 01 # 02, 50 gilt (f, A1 f) 2qgn—1) = (f, D2 f) p2(mn-1y-

Beweis:
Wir zeigen die Aussagen (a)-(c) unter der Voraussetzung (i).
Seien u, @ € Ho 7'(IR%) die Losungen von (4.1) zu den Randwerten f bzw. f. Dann gilt

/ ogradu-gradudr = /fﬁds:/f(Af)ds
IR2 R R

/IR ocgrada - gradudr = /]Rfuds:/]Rf(Af)ds

2
+
so daB (a) gezeigt ist. Mit f = f ergibt sich
(fyAf) L2(R / fuds —/ ogradu - grad u dx :/ o |gradul? dx > 0,
2 IRi

da f # 0 und somit u # const. Damit ist (b) gezeigt.
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4 Charakterisierung von Einschliissen

Nach [21, Kapitel VII, §1] kann u auch als die eindeutige Losung des Minimierungs-

problems
. 1 /
min =
veH'; (IRY) 2 Jr

charakterisiert werden. Der Wert des Minimums ist —% (f,Af) [2(R)- Selen up, up die
Losungen von (4.1) zu den Leitfahigkeiten o1 und o9. Dann ergibt sich folgende Un-
gleichungskette:

o |gradv]? dz — <f,v>L2(1R)}

2
+

1 1
5 (M em = 5 o1 |gradui [* da — (f,w1) 2wy
2 ]R2

2
+
1
< 5/ o1 |graduz|* dz — (£, u2) ()
]R,Q

+

1
< 2/ oo |grad ug|? da — (fruz) 2wy
w2

1
= —5(fd2f)am) -

Damit ist auch (c) bewiesen. O

In Abschnitt 3.3.2 haben wir auch den Fall betrachtet, daf3 Einschliisse D existieren, in
denen die Leitfahigkeit Null ist. Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.19 ist der
Losungsoperator f — u auch bei isolierenden Einschliissen ein stetiger Operator in den
dort angegebenen R&umen. Die in Lemma 4.2 gezeigten Eigenschaften der Neumann-
Dirichlet-Abbildung bleiben ebenfalls erhalten. Beim Beweis der Monotonieeigenschaft
mufl man das Minimierungsproblem lediglich durch

1
min —/ lgrad u|? dz — (f, U) p2 (je—1)y
v | 2Jme\D

ersetzen.

4.2 Die Faktorisierung von A — A

Wir betrachten zunachst die Situation stiickweise konstanter Leitfahigkeiten o und eines
einzigen Einschlusses D. Der Einschlufl D sei beschrankt und einfach zusammenhéangend
mit hinreichend glattem Rand. Ferner sei D C IR} und fiir die Leitfahigkeitsverteilung o

auf R} gelte
k, x€D
o(x) = —
I, zeR}\D

mit einer positiven, von Eins verschiedenen Konstanten x. Mit A bezeichnen wir die im
vorherigen Abschnitt eingefithrte Neumann-Dirichlet-Abbildung zur Leitfahigkeit o und
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4.2 Die Faktorisierung von A — A

mit A; die Neumann-Dirichlet-Abbildung zur homogenen Leitfahigkeit o = . Ziel ist es
nun wie in [11], [12] eine Faktorisierung von A — A; der Form

A— Ay =LFL’

anzugeben, wobei L und L’ zueinander duale Operatoren und F ein zu sich selbst dualer
Isomorphismus ist.

Die Operatoren L und F' in der Faktorisierung von A — A; werden implizit durch die
Losungen geeigneter Randwertprobleme festgelegt. Den Operator L definieren wir mittels
der Losung des Variationsproblems

/ gradv - grad wdx = —/ pwds. (4.5)
R7\D oD

Lemma 3.13 besagt, dafl
e fiir n = 3 und ¢ € H~'/2(dD) eine eindeutige Losung v von (4.5) in Hé’l(IRi \ D),
e und firn =2, > 1 und ¢ € Ho_l/Q(@D) eine eindeutige Losung v von (4.5) in
1, -
Hyy, (IR%\ D)
existiert. Den Operator L definieren wir dann als Verkniipfung des Losungs- und des
Spuroperators durch

SH2(0D) — L2°(IR2 =3 a>1
L'{ o "(0D) = (R%), n 4= @ = V|gn-1. (4.6)

S0D) - L}*(R), n=2 a>1

Der Operator L bildet also die auf dem inneren Rand - d.h. dem Rand 0D des Einschlusses
- vorgegebenen Neumann-Randwerte auf die Dirichletwerte der Losung von (4.5) auf dem
duBeren Rand, d.h. dem Rand IR™ !, ab. Insbesondere héingt L nicht von der Leitfahigkeit
im Inneren des Einschlusses ab.

Als nachstes bestimmen wir den zu L dualen Operator L’. Dazu betrachten wir das
Variationsproblem

/]R" - gradv’ - gradwdz = — /an1 o'wds. (4.7)
+

Aus Lemma 3.13 erhalten wir wiederum, daf
e fiir n =3 und ¢’ € L>71(IR?) eine eindeutige Losung v’ in H&’l(lRﬁr \ D),
e und fiirn =2, @ > 1 und ¢’ € L3 *(IR) eine eindeutige Losung v’ in Hé’?(]Ri \D)

existiert, wobei das normalisierende Funktional ¢ durch ¢(w) = [, op W ds gegeben sei. Der
durch

—a 1/2
L,:{LZ (R?) — Hy/20D), ¢ = v'|op — iy fop'ds, n=3, a>1 @8

LI(R) — HY?0D), ¢ = vlyp, n=2a>1
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4 Charakterisierung von Einschliissen

definierte Operator ist der zu L duale Operator. Wir weisen das exemplarisch fiir den
zweiten Fall nach. Sei v die Losung von (4.5) und v’ die Losung von (4.7). Dann gilt:

/ _ / - _ .
<cp,Lg0>L2(]R)—/IR90vd3— /}Ri\ﬁgradv gradvdzx

= /8D ov' ds = <L/90,’90>L2(8D)'

Der Operator L’ bildet die auf dem aufleren Rand gegebenen Neumann-Werte auf die
Dirichlet-Werte der Losung von (4.7) auf dem Rand des Einschlusses ab.

Der Operator L ist injektiv, denn die Losung v von (4.5) zu gegebenem ¢ € H§1/2(8D)
hat nach Abschnitt 3.3 verschwindende Neumann-Randwerte auf IR" 1. Ist nun Ly =
v|g2 = 0, so hat die harmonische Funktion v verschwindende Cauchy-Daten auf R,
Wegen der eindeutigen Losbarkeit des Cauchy-Problems auf IR'! \ D (vgl. [20, Kapitel 2,
§2]) folgt v = 0 und somit auch ¢ = %‘M) =0, d.h. L ist injektiv.

Auch der duale Operator L' ist injektiv. Sei dazu ¢’ in L2~ *(IR?) bzw. L2 *(IR) und
v' die Losung von (4.7). Dann hat v’ nach Abschnitt 3.3 verschwindende Neumann-
Randwerte auf 0D. Ist L'¢’ = 0, so ist v'|y, = const. Aus der eindeutigen Losbarkeit

des Cauchy-Problems folgt v' = const auf R"! \ D und somit ¢’ = %—”/ =0

v Rn—l
Das folgende Lemma liefert die gewiinschte Zerlegung von A — Aj.

Lemma 4.3
Sei i # 1. Dann gilt A — Ay = LFL', wobei L und L’ durch (4.6) und (4.8) gegeben sind

und F : Hi/Q(GD) — Hglﬂ(aD) ein Isomorphismus mit F' = F ist.
Beweis:

Zur Abkiirzung setzen wir

L *(R?»), n=3a>1
L2Z7(R), n=2a>1

Hy' (R2), n=3

LR Y = .
( ) { H&,’?(Ri)) n=2a>1

und H(RRY) := {
Sei f € L(R™!) fest, u € H(IR'}) die Lésung von (4.1) und uq € H(IR"!) die Lésung des

Problems fiir die homogene Leitfahigkeit o = 1.
Der Beweis des Lemmas erfolgt in vier Schritten:

(i) Wir zeigen als erstes, daf die Differenz (u — uq) |IR1 \p ¢ine Losung von (4.5) mit ¢ =

O(u—uq)t . oo u—un)t
= ist, wobei mit =—5 *—

die Normalenableitung von (u — uq) ’RK \D

auf 0D gemeint ist. Dies liefert uns den Zusammenhang

O(u—uq)™

I ov

) = (u—u1)lge— = (A= Aq)f (4.9)
oD

zwischen L und A — Aq.
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4.2 Die Faktorisierung von A — A

(ii) Definiert man die Operatoren

+
G:LR™Y) - BV 0D),  fe OO (4.10)
o |sp
bzw. .
Gi: L(R™) — HV?0D),  fe Ouy. , (4.11)
o |yp

so erhalten wir die Faktorisierung A — Ay = L(G — G1). Unser néchster Schritt
besteht darin, den Operator G — G1 naher zu untersuchen. Dazu werden die dualen
Operatoren G’ und G bestimmt.

(iii) Im dritten Schritt definieren wir den Operator F' und weisen nach, da§ (G —G1) =
LF gilt.

(iv) Wenn wir schliefllich gezeigt haben, dafl F' ein Isomorphismus mit F' = F” ist, ergibt
sich G — G7 = FL' und damit die gewlinschte Faktorisierung von A — Aj.

Wir beginnen mit dem Beweis des Zusammenhangs (4.9) zwischen L und A — Ay. Sei
w € H(IR"\ D) beliebig. Wir schreiben w als Summe zweier Funktionen wy und ws, wobei
wi einen beschrankten Trager U mit hinreichend glattem Rand sowie verschwindende
Randwerte auf IR"~! habe und ws|y;, = 0 gelte. Setzt man wy durch Null auf D fort,
erhélt man eine Funktion wy € H(IR"). Dann gilt

/ grad(u — uq) - grad wdz
R"\D
= / grad(u — uq) - grad wy dr + / grad(u — uq) - grad wa dz
R7\D R} \D

= /grad(u—ul)-gradwldx—i-/
U

ogradu - grad wo dz — / grad uy - grad ws dx.
R%

R

Da u und uq Loésungen von (4.1) sind, ist

Je

Da u und uy nach dem Weylschen Lemma harmonisch auf U sind, folgt mit der Green-
schen Formel

o gradu - grad wo dx — / grad uy - grad we dx = 0.

n n
+ R%

O(u — ul)wl s — A(u—wu1)"

wds
U 8V oD 8V ’

/ grad(u — uq) - gradwdz =
R"\D

da w|yp = wilyp ist und w; auf dem anderen Teil des Randes von U = supp(wi)
verschwindende Randwerte hat. Also 16st die Differenz u — uy das Problem (4.5) mit

p = W‘ € H~'/2(dD). Wir miissen nun noch zeigen, daf ¢ verschwindendes

oD
Integralmittel auf D hat. Sei dazu v € H(IR") mit v = 1 auf D, v|gn-1 = 0 und
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4 Charakterisierung von Einschliissen

beschranktem Trager U = supp(v) mit hinreichend glattem Rand. Dann gilt einerseits
nach der Greenschen Formel auf U \ D

+ +
/ grad u - gradvds-/ —vds— aivdS—— aLds
\D ou Ov op Ov op Ov

und andererseits wegen (4.1) und v|gn-1 =0

/ gradu~gradvds:/ Jgradu~gradvd1::/ fvds =0.
U\D n R

Damit ist gezelgt da 2" verschwindendes Integralmittel auf D hat. Ebenso zeigt man

dies fiir aL so dafl ¢ € Ho_ 1/2 (0D) folgt und somit der Zusammenhang (4.9) zwischen
den Operatoren A — Ay und L gezeigt ist. Damit ist Teil (i) bewiesen.

Definiert man die Operatoren G und G7 wie in (4.10) bzw. (4.11), so haben wir die
Faktorisierung A — A1 = L(G — G1). Der zweite Schritt des Beweises besteht nun darin,
den zu G bzw. 7 dualen Operator zu bestimmen. Wir fiihren dies fiir G durch, da dies
den Spezialfall G1 enthélt.

Sei ¢y € HY2(OD) und w € H'(D) die eindeutige schwache Losung des Dirichletproblems

/ gradw - gradvde =0 Yo € Hy(D), b|yp = —1, (4.12)
D

auf D mit den Randwerten —i. Dann hat @ Neumann-Randwerte aL in Hy 2(8D).
Mit diesen Neumann-Randwerten betrachten wir das Varlatlonsproblem

/ ogradw - gradvdr = —H/ o vds, (4.13)
n ap OV

das nach Lemma 3.14 eine eindeutig bestimmte Losung w € H(IR'}) hat. Wir setzen

@ durch Null auf R?} \ D fort (beachte, dafl diese Fortsetzung nicht in H(IR";) liegt)
. _ A ~ . o ~ o n EnY

und definieren w durch w = & + @. Dann gilt w|]R1\D = w‘]Ri\D € H(R"} \ D) und

w|p € HY(D). Wir zeigen nun, da$ durch

1/2 2,0& 2 — >
G,:{ 20D) - L**(R?), n=3, a>1 b wlgos (414)

JHOD) = LFM(R), n=2, a>1

der zu G duale Operator gegeben ist.
Sei f € L(IR™1) und ¢ € HI/Q(GD). Dann gilt mit (4.1) und (4.13)

(f.G'v >L2 Rr-1) T / fwds:/ fﬁ)dsz/ o grad u - grad W dx
R"1 R1 R

+
= —K aluds
oD aV

Die Greensche Formel angewandt auf die in D harmonischen Funktionen u und w liefert

%wdS—/gradu-gradwdx—/ o uds,
op OV D op Ov
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4.2 Die Faktorisierung von A — A

ou

wobei G- die Normalenableitung von u|p, auf 9D ist. Also erhalten wir zusammen mit
Wy = —Y weiter
ou~
/ —
<f7 G ¢>L2(]Rn71) =K oD 8V T/) dS.

Nun ist u eine Losung von (4.1), daher gilt nach Lemma 3.12

out ou~

o an TV

Dies liefert uns schliefilich

! 8 "
(f,G ¢>L2(Rn71) = /81:) %lﬁ ds =(Gf, V) 1209p) -

Damit ist gezeigt, da die Operatoren G aus (4.10) und G’ aus (4.14) zueinander dual
sind. Damit ist Schritt (ii) erledigt.

Als néchstes zeigen wir, dafl w|]R:zL \p das Problem (4.5) mit ¢ = % 16st. Dies liefert
uns dann den Zusammenhang

owt

I ov

) = w‘IRnfl = lea
oD

also wegen der Linearitdt von L

O(w—w )"

I ov

)= (w—w gt = (G' — G ). (4.15)
oD

Sei v € H(IR" \ D) beliebig. Dann kann v zu einer Funktion in H(IR"}) fortgesetzt werden
und es gilt

/ gradw - gradvdxr = / grad w - grad v dx
R?\D R} \D

Jeo

= —K 0w vds—m/ 0w vds
op Ov op Ov

= —K aw_vds—i—/ Mvds
oD aV oD 8V

ogradw - gradvdzr — m/ grad w - grad v dx
D

Nach Lemma 3.15 gilt

Da aé”;; = 0 ist, folgt

= K——. (4.16)
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4 Charakterisierung von Einschliissen

Da w harmonisch auf D ist, hat 85;_”— verschwindendes Integralmittel auf 9D. Mit obiger
Beziehung zwischen der dufleren und der inneren Normalenableitung von w auf 0D gilt
das auch fir ‘95’—:. Also 16st w’]Ri\E

ow™
gradw - gradvdx = — vds (4.17)
R \D op OV

fiir alle v € H(IR". \ D). Dies ist gerade das Variationsproblem (4.5) mit ¢ = % Damit
ist der Zusammenhang (4.15) zwischen L und G’ gezeigt.

Den Operator F' definieren wir schliefflich durch die Zuordnung

O(w —wy)™

F:H*0D) — H Y4 0D), 5

(4.18)

oD

Dann ist LF = (G — G1)’ und Teil (iii) des Beweises gezeigt.
Die Aussagen in (iv) zeigen wir im folgenden Lemma und erhalten so die gewiinschte
Faktorisierung von A — Aj. a

Lemma 4.4
Fiir k # 1 ist der durch (4.18) definierte Operator F ein Isomorphismus von m? (0D) —

H;'*(0D) mit F = F.

Beweis:
Zur Abkiirzung setzen wir wieder

Hy'(R), n=3

H(IRY) := .
(R3) {H&’g(mi), n=2 a>1

Wir wollen als erstes die Surjektivitat von F' zeigen. Dazu miissen wir zu einem beliebigen
Y E Hgl/2 (0D) eine Funktion ¢ € Hg/Q (0D) finden mit F'yp = ¢. Die Konstruktion eines
solchen 1 findet in mehreren Schritten statt.

Sei W € H(IR" \ D) die nach Lemma 3.13 eindeutige Losung des Variationsproblems

/ gradW-gradvdx:—/ pvds Vv e HIRY \ D).
R7\D oD

Dann hat W auf 0D die Normalenableitung agv_; = ¢ und die Randwerte w := W|,,.
Im Einschlufl D sei W die schwache Losung des Dirichlet-Problems mit den Randwerten
w, so dal W nach Lemma A.5 in H(IR"}) ist. Schlielich setzen wir noch

oW~
Pi=¢ K ov

oD

Dann ist ¢ € Ho_l/Q(@D), da ¢ nach Voraussetzung aus Ho_l/g(@D) ist und W als har-
monische Funktion auf D Neumann-Randwerte in Hy /2 (0D) hat.
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4.2 Die Faktorisierung von A — A

Auf R" \ D sei weiter wq € H(IR'} \ D) die eindeutige Losung von

1 —
/ grad wy - grad v dx = —/ pvds Yve H(IRY \ D)
R"\D op k—1

und auf D eine Losung von

1
/gradw1~gradvd:z:/ pvds Vv e HYD).
D op Kk —1

Auf D ist wq nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt, deshalb fordern

wir
/ wy ds :/ wy ds, (4.19)
oD oD

wobei w; und w; die Randwerte von wj|p bzw. w1|IR1\§ auf 0D sind. Unsere gesuchte

Funktion ¢ definieren wir durch 1 := [w1]gp = wi — w;y. Wegen der Forderung (4.19)
ist ¢ aus <1/2(({9D). AuBerdem setzen wir noch w = wy + W.

Sei w € H!(D) die eindeutige schwache Losung des Dirichletproblems (4.12) auf D mit
den Randwerten —t. Wir setzen @ durch Null auf IR'} \ D fort. Wenn wir gezeigt haben,

daBl w — @ und wy — W Losungen des Variationsproblems (4.13) sind, so folgt

ow—wy)t| oWt
ov op  Ov

und die Surjektivitdt von F' ist gezeigt.

Aus der Definition von  folgt, dafl wy —w aus H(IR'}) ist, da (w1 — w)ym\ﬁ in H(IR"} \

D) und (w1 —)|p in H'(D) liegen und gleiche Randwerte auf D haben:

Iy = =¢

oD

(wl_w)ﬂap = wir
(wl—w)_‘aD = wy; +¢=w; +w] —w] =w.

Daraus ergibt sich auch, da8 w — @ = W 4+ wy — w in H(IR]}) liegt. Wir miissen noch
zeigen, dafl w — w und wy — W fiir alle v € H(IRY}) die Variationsprobleme

/ ograd(w —w) - gradvdr = —k o vds bzw.
R

i oD ov
. o~
grad(wy — w) - gradvde = — vds
R op OV

l6sen. Wir untersuchen als erstes wq — w:

/ grad(wy — W) - grad v dz
R

n
+

= / grad wy - gradvdz + / grad wy - grad vdx — / grad w - grad v dx
R7\D D D

1 1 ow~
= —/ qﬁvds—l—/ <bvds—/ v vds
8DI€—1 3DK)—1 oD 81/
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4 Charakterisierung von Einschliissen

Firw—-—w=W 4+ w; — o gilt
/ ograd(w — w) - grad v dx
Rn
= / grad W - grad v dx + / grad wy - grad v dx + / kgrad W - grad v dx
R"\D R?\D D

—|—/ ﬁgradwl-gradvdx—/ kgrad w - grad v dx
D D

= —/ gpvds—/ (b’UdS-i-K/ 8WUdS+/€/ gbvds
aD op k—1 op Ov ap k—1
ow—

—K o OV vds
= —/ gpvds—i—m/ oW vds + pvds — K o vds.
oD op OV oD op Ov
Nach Definition von ¢ gilt
b= Kaw—
7 ov

so daf sich alle Terme bis auf —x |, oD aé”%v ds autheben. Damit ist dann auch fiir w — w
die Behauptung und damit die Surjektivitat von F' gezeigt.

Als néchstes zeigen wir, dal F' zu sich selbst dual ist. Fiir 41,19 € Hi/ 2(8D) und die
Leitfihigkeit o seien 1, € H'(D) die eindeutigen schwachen Losungen des Dirichlet-
Problems (4.12) mit den Randwerten —t; bzw. —9 auf D. Mit w; und wy bezeichnen
wir die eindeutigen Losungen in H(IR'}) des Variationsproblems (4.13) mit @ = w; bzw.
W = wy. Wir definieren wy = wy + w1 und we = Wy + we, wobei wir w; und we durch
Null auf IR} \ D fortsetzen. Dann gilt

8w1 ow owl
ds = +d —/ Ly ds.
/HD 81/ 1/}2 oD 8V oD 81/ 2

Nach (4.17) 16st w;|p» "o = 1,2, das Variationsproblem

ow
/ grad w; - gradvdz = —/ Yi 4 ds
R72\D op OV

fiir alle v € H(IR} \ D). Nach (4.16) gilt zudem

awj ow;”
K

ov ov
Dies liefert
/ 8w1 —Pods = —/ grad wy - grad wo dx —/ dwy wy ds
oD R7\D v
= —/ grad wi - grad wo dx — /@/ grad w; grad wa ds.
R?\D D
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4.2 Die Faktorisierung von A — A

Da die rechte Seite symmetrisch in w; und wy ist, erhalten wir

+ +
%¢2 ds = / %1/11 ds.
oD ov oD ov

Dies kann genauso fiir die Leitfahigkeit 0 = 1 gezeigt werden. Deshalb folgt
(F1,¥2) 20p) = W1, F2) 12 (o) »

d.h. F ist symmetrisch im Dualsystem <H<>_1/2(8D), Hi/z(aD)>, es gilt also F' = F'.

Wegen der schon gezeigten Surjektivitdt von F' gilt zusammen mit der Selbstdualitét
H,'?(0D) = R(F) = R(F) = N(F')" = N(F)*,

so daBB NV(F) = {0} gelten muB. Also ist F' auch injektiv und damit ein bijektiver linearer
und beschrénkter Operator von al? (0D) — Ho_l/Q(@D). Nach dem Satz von der stetigen

Inversen ist dann auch die Umkehrabbildung F~! : Hy 1/2 (0D) — o 2((9D) beschrankt.
]

Das Schaubild 4.1 veranschaulicht die Faktorisierung von A — A fiir die verschiedenen
untersuchten Falle.

12(oD) E > ;%0D)  HY*0D) E > 1, /(0D)
L L r L
L*~*(R?) B [2%(IR%) L3 (R) > L7°(R)
A—A\ A—Aq
(a) Faktorisierung fiir n = 3, den Losungs- (b) Faktorisierung fiir n =2 und o > 1

raum H;'' und o > 1

Abbildung 4.1: Die Faktorisierungen von A — Ay

Als letztes wollen wir in diesem Abschnitt noch zeigen, dafl +F' positiv ist, wobei wir
das Vorzeichen geméf des Vorzeichens der Differenz 1 — x wéhlen. Fiir 0 # ¢ € R(L') C

<1/2(8D), d.h. ¢ = L'o mit ¢ € Lg’_a(]R) bzw. ¢ € L>~%(IR?), gilt unter Verwendung
der Faktorisierung von A — A7 und Lemma 4.2

<F¢7 ¢>L2(3D) — <FL/SD, L/g0>L2(aD) — <LFLISO, SD>L2(IRn71)

>0 fuir0<k<1

= A_A ) e =
(( 1) 90>L2(IR b {S 0 firs>1.
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4 Charakterisierung von Einschliissen

Der Operator L ist injektiv, daher gilt

R(L) = N(L)* = {0}* = H*(0D),

der Bildraum von L’ ist also dicht in Hi/ 2(8D). Deshalb erhalten wir fiir alle ¢ €
2*(oD)

>0 fir0O<k<1

<0 firk>1.

(FY,¥) 120D {

Damit ist die Positivitat von £F gezeigt.

Bemerkung 4.5

Im dreidimensionalen Fall hatten wir in Abschnitt 3.1 als Losungsraum fiir das Variati-
onsproblem (4.1) auch den Raum H*(IR3), a > 3/2, betrachtet. In diesem Raum war
die Losung u von (4.1) fiir f € L~ *(IR?) nur bis auf eine additive Konstante eindeuti-
ge bestimmt. Unter Verwendung des normalisierenden Funktionals /1 aus (2.7) existiert
eine eindeutige Losung in H le’a(]Ri)’r). Die Neumann-Dirichlet-Abbildung A ist dann eine

Abbildung von LZ~*(IR?) nach L?;a(]Rz) und man kann zeigen, daf} die Differenz A — A4
ebenfalls eine Faktorisierung der Form A — Ay = LFL’ hat, wobei die Operatoren L, L’
und F' wie im zweidimensionalen fiir den Losungsraum Hé ’Z zu definieren sind.

4.2.1 Mehrere Einschliisse und lIsolatoren

Wir wollen nun die Faktorisierung auf den Fall verallgemeinern, dafl man nicht nur einen
sondern endlich viele voneinander getrennte Einschliisse hat, wir uns also in der Situation
von Abschnitt 3.3 befinden.
Der Operator L wird wieder mittels der Losung v des Variationsproblems (4.5) durch
H'Y2(0D) — L2(R?), n=3, a>1
L: 71/2 2. 5 @ = U‘IRn_17
H, '7(0D) — Ly (R), n=2 a>1

definiert, dessen Losbarkeit in Abschnitt 3.3 auch fiir den Fall mehrerer Einschliisse un-
tersucht wurde. Die Sobolev-Riume Hy 2((9D) auf dem Rand der Einschliisse sind dabei
wie in Abschnitt 3.3 zu verstehen. Dann haben wir wieder den Zusammenhang (4.9) zwi-
schen L und A — Aq, denn die Differenz u — uy der Losungen u und wuy von (4.1) zu
den Leitfidhigkeiten o und 1 ist eine Losung von (4.5) mit ¢ = W e H-'/2(dD).

Da u und w3 harmonisch in D sind, liegen 85“—1; . und 8{;—3 oD in Hgl/Q((?Dj). Wegen

der in Lemma 3.12 gezeigten Sprungrelationen der Normalenableitung auf dem Rand der

+
Einschliisse gilt dies auch fiir % b und %LVI op. © dafl ¢ in Hy Y 2(8D) liegt und
i

der Zusammenhang (4.9) zwischen L und A — Ay weiterhin gilt.

Um den zu L dualen Operator L’ zu bestimmen, betrachten wir wie bisher das Variations-
problem (4.7), dessen Losbarkeit in Abschnitt 3.3 auch fiir den Fall mehrerer Einschliisse
untersucht wurde. Bei der Definition des dualen Operators miissen wir jetzt aufpassen,
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4.3 Charakterisierung des Bildraumes im Fall beschrankter Mefibereiche

denn im allgemeinen wird es keine Losung geben, die gleichzeitig alle Normalisierungsbe-
dingungen |, oD, v'ds=0,j5=1,...,N, erfiillt. Es stellt sich deshalb heraus, dafl wir die

Randwerte v'|apj unabhingig voneinander normalisieren miissen. Ist v’ eine Losung des

Problems (4.7), so setzen wir ¢; = ([, v’ ds)/([,p. ds). Der duale Operator von L ist
J J

dann durch

, " (v —c1y..., 0 —CN),
2R ) — HY?0D), n=2 a>1" ° (Vlop, =1 lony =)

. {LQva(IRQ) — H*0D), n=3, a>1
gegeben.

Die Beweise der Faktorisierung in Lemma 4.3 und Lemma 4.4 bleiben dann auch fiir die
Situation mehrerer Einschliisse gleich, wenn man die Randbedingungen auf 0D kompo-
nentenweise auffafit.

Setzen wir zusétzlich voraus, daf die Leitfahigkeitskonstanten «; aus (3.21) zwar verschie-
den sein diirfen, jedoch alle grofier oder alle kleiner als Eins sind, so daf§ das Vorzeichen
von 1 — k; fiir alle Komponenten gleich ist, bleibt der Operator £F' positiv, was fiir die
folgenden Abschnitte wichtig ist.

Wir wollen auch noch den Fall eines Isolators - d.h. K = 0 in D - betrachten. Die Differenz
A — A7 ist dann weiterhin positiv, wie wir in Abschnitt 4.1 gesehen haben. Wir miissen
also lediglich zeigen, dafi eine Faktorisierung wie in Lemma 4.3 existiert. Dazu geben wir
hier kurz die an dem Beweis vorzunehmenden Anderungen an.

Die Operatoren L und L’ sind wie bisher mittels der Randwertprobleme (4.5) und (4.7)
wie in (4.6) und (4.8) gegeben. Da die Losung u von (3.30) verschwindende Neumann-
Randwerte auf 0D hat, gilt fiir den im Beweis von Lemma 4.3 eingefithrten Operator
G:

ou™
Gf = W\aD =0,

+ +
dh (G=G1)f =-G1f =— %‘aD . Dementsprechend erhélt man auch Fy = —85)1} loD

mit wy wie in Lemma 4.3 definiert. Der Beweis der Isomorphie von F' wird fiir den Isolator-
Fall sogar deutlich einfacher, da beim Nachweis der Surjektivitat die Konstruktion einer
Losung W entfillt. Also haben wir auch fiir den Isolator-Fall die Faktorisierung A — A7 =
LFL’ mit bijektivem F.

4.3 Charakterisierung des Bildraumes im Fall beschrankter
MeBbereiche

In der Praxis wird man nicht in der Lage sein, auf dem gesamten Rand IR"~! einen
Randstrom f vorzugeben und das zugehorige Potential zu messen. Stattdessen hat man
es mit einem beschrinkten, offenen, nichtleeren Bereich T'y € IR™™' zu tun, auf dem
man Strom einspeisen und Spannungen messen kann. In diesem Fall beobachten wir die
sogenannte lokale Neumann-Dirichlet-Abbildung, die den auf I'g vorgegebenen Randstrom
f auf die Dirichlet-Werte des zugehorigen Potentials auf I'g abbildet. Um diese Situation

73



4 Charakterisierung von Einschliissen

beschreiben zu konnen, fiihren wir den Projektionsoperator P ein:

L?>*(R?) — L*(I'y), ¢+ , n=3 a>1
Ly%(R) — Li(To), g+ glp, — ol fFo gds, n=2, a>1
wobei
Li(Ty) := {h € L*(To) : / hds = 0}
T'o
ist. Der Operator P ist linear und stetig. Der duale Operator ist durch
LT L2~ (IR? =3 >1 fT
P/ . 2( O) — ) 70&( )7 n 9 o~ : f . P/f _ f au 0 (421)
Li(Ty) — Ly "(IR), n=2, a>1 0 sonst

gegeben. Dabei ist zu beachten, daB man nach Bemerkung 4.1 den Dualraum von L>%(IR?)
mit L?~*(IR?) und den Dualraum von L?;Q(IR) mit L2~ “(IR) identifizieren kann. Ebenso
gilt dies fiir L2(I'g) und (L?(I'g))’ bzw. fiir L2(I'g) und (L2(I'g))". Exemplarisch wollen wir
fiir den zweiten Fall nachrechnen, da8 P’ der duale Operator von P ist. Sei f € L2(T'y)
und g € L?f‘ (R). Dann gilt:

1
Pg, f = / flglp. — = | gds')ds
< >L2(F0) Ty ( |F0 |F(]| Ty )

1
= Pfgds — — gds' fds={g,Pf .
/IR"—1 Lol Jry To < i)

=0

Mittels dieser beiden Operatoren ist die lokale Neumann-Dirichlet-Abbildung dann durch
A= PAP

gegeben, d.h. der Randstrom f wird zunéchst durch Null auf den gesamten Rand fort-
gesetzt und dann die Randwerte des zugehorigen Potentials auf I'g gemessen. Der lokale
Neumann-Dirichlet-Operator ist linear, stetig, kompakt, selbstadjungiert und positiv. Die
Differenz A — A; hat die Faktorisierung

A—Ay=PLFL'P.

1/2
A—Aq mit Hilfe des Bildraumes

Im nachsten Abschnitt wollen wir den Bildraum von

von L charakterisieren.

4.3.1 Der Bildraum von |A — A |'/?

Als letzten Schritt der Faktorisierungsmethode wollen wir nun zeigen, daf
R(A-R ['1?) = R(PL)

gilt. Dazu gehen wir wie in der Arbeit [28, Beweis von Theorem 3.1] vor.
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4.3 Charakterisierung des Bildraumes im Fall beschrankter Mefibereiche

Wir betrachten die Isometrie
v H'2(0D) — Ho'2(0D), (16, ) p20p) = (62 )mieopy V6 € H'*(0D),

wobei (-, ) 2(yp) wie bisher die duale Paarung auf H;1/2(6D) X <1/2(8D) bezeichnet
und mit (-, ) g1/2(5p) das Skalarprodukt in H'Y2(dD) gemeint ist.
Setzt man F = ~'F : HY*(0D) — HY/*(dD), so ist F bijektiv, da « und F bijektiv
sind, und selbstadjungiert, denn fiir ¢,¢ € H, 1/2 (0D) gilt
(o, V) eopy = (T Fo,0) gseopy = (Fé, ) 20p) = (F, ) 12000)
= ( F?/) ¢)H1/2 dD) = (¢, F7/’)H1/2 (8D)>

da F selbstdual ist. Bezeichnen wir mit |F'| den Operator sign(1 — x)F, so ist |F'| positiv.
Dies gilt auch fiir |F'|, denn

(Fdd)pnreopy = (7' Fé, ) izopy = (F, ) 2o -

Nach [44, Theorem 12.33] besitzt |F'| eine positive, selbstadjungierte Wurzel |F|'/2. Fiir
die Faktorisierung von |A — A1| bedeutet dies

A= Ay| = |PLFL'P'| = PLJ|F|L'P' = PL.|F|'?|F|"2L'P'.
Definieren wir L := PLi : HY/*(9D) — L2(Ty) bzw. L := PL.: H/*(0D) — L2(Ty), s
gilt L* = L'P', denn fiir ¢ € Hi/Q(ﬁD) und f € L?(Ty) bzw. f € LE(FO) gilt
(L60.8) oy = (PE0 D iz = U PLO) ey = (16, P ) oy
= (& L'P'f) 2 op)-
Somit lautet die Faktorisierung wegen |F|'/2 = (|F|'/2)*
A = Ay| = LIF|'Y2(|F[V2) L,

so daB auch |A — A;| selbstadjungiert und positiv ist und somit eine selbstadjungierte
Quadratwurzel besitzt.

Ist A eine Abbildung zwischen zwei Hilbertrdumen, so gilt nach [25, Proposition 2.18]
R((A*A)/?) = R(A*). In unserem Fall liefert dies

ROA - &a]'/2) = R(EIF|'?) = R(PLF|'/?) = R(PL),

da ¢ und |F|'/? bijektiv sind. Wir kénnen also den Bildraum von |A, — A1|'/? durch den
Bildraum von PL charakterisieren. Diese Charakterisierung fassen wir im folgenden Satz
zusammen:

Satz 4.6
Mit dem Operator L aus (4.6) und dem Projektionsoperator P aus (4.20) gilt fiir den

Bildraum von |A — A,|'/? die Aussage

R(IA — A1|V?) = R(PL).
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4 Charakterisierung von Einschliissen

4.4 Der Bildraum von L

Die Operatoren L und L’ aus der Faktorisierung von A — A; hingen nur von dem Ge-
biet D, nicht aber vom dort herrschenden Leitfahigkeitskoeffizienten ab. Dies ermoglicht
zusammen mit der Gleichheit der Bildraume R(PL) und R(|A — A |'/2) eine Charakte-
risierung von D ohne Kenntnis von ¢ in D.

Aus der Definition der Operatoren P und L folgt, dafl eine Funktion g genau dann in
R(PL) liegt, falls eine auf IR} \ D harmonische Funktion v existiert, die auf I'y die
Dirichlet-Randwerte ¢ und verschwindende Neumann-Randwerte auf IR"~! hat, also das
Cauchy-Problem

— 0
Av=0in R} \ D, wv=g auf T, a—v =0 auf R"! (4.22)
v
16st.
In diesem Fall gilt PL( 88”: aD) = v|p, = g. Daher lautet das niichste Ziel, ein Funk-

tion g zu konstruieren, anhand derer man die Losbarkeit des Cauchy-Problems leicht
entscheiden kann. Dabei miussen wir zwischen dem zwei- und dem dreidimensionalen Fall
unterscheiden.

4.4.1 Der zweidimensionale Fall

Wir betrachten die modifizierte Fundamentallésung der Laplace-Gleichung (siche (3.24))

Gn(z,z) = (log(\x—z])—klog(}x—z")

1
Cor
mit z, 2 € IR%, 2 # z und 2’ der an der Ebene IR x {0} gespiegelte Punkt z. Fiir z € IR%L
ist die Funktion Gy (-, 2) harmonisch auf IR% \ {2} und die Normalenableitung auf IR
ist identisch Null. Die Funktion liegt aber nicht in H(%’O‘(IR2 \ {z}), da der Gradient fiir
|| — oo nicht schnell genug fillt, um L2-integrierbar auf IR?|r zu sein. Deshalb betrachten
wir fiir einen beliebigen Richtungsvektor d € IR? der Linge Eins die Richtungsableitung
von Gn(+,z) und definieren

e

N, q(z) := @(x, 2) +c(z), xe€R?\{z},

mit einer von z abhéngigen Konstanten c(z). Dann ist N, 4 fiir  # 2 unendlich oft diffe-
renzierbar und fiir 2 € IR? harmonisch auf IR% \ {z}. Zudem hat auch N, 4 verschwindende
Neumann-Randwerte auf IR und somit insbesondere auch auf I'y. AuBlerdem liegt IV, 4 fiir
z € Dund a > 1 in dem Raum H, 5 **(IR3\ D), da fiir diese Exponenten die Gewichtsfunk-
tion selbst L2-integrierbar ist und N, 4(z) = ¢(2) 4+ Ojy/0o(1/ |]) sowie |grad N, q(z)| =
Og|—oo(1/ |z|?) gilt. W&hlt man die Konstante ¢(z) so, daf fFo N qds = 0 ist, so liegen
die Randwerte von N, 4 auf I'g in L2(I'g) und N, 4 16st das Cauchy-Problem (4.22) mit

{(z~2).d)

1
— +c(z).
e (2)

1)

9(z) = Noa(@)lp =

Wir erhalten dann die folgende Charakterisierung des Einschlusses D:
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4.4 Der Bildraum von L

Satz 4.7
Fiir eine beliebige Richtung d € IR? mit |d| = 1 und fiir z € IR% sei

((z = 2),d)

3 + c(z)
|z — 2| To

1
gza(z) = p

mit einer Konstanten c¢(z) so, daf3 fFo 92,4 ds = 0 erfiillt ist. Dann gilt fiir k # 1

9za € R(A — A1|"?)  genau dann, wenn z € D.

Beweis:

Nach den Uberlegungen zu Beginn des Abschnittes 4.4 ist die Behauptung des Satzes
aquivalent zu der Aussage, daf§ das Cauchy-Problem (4.22) fiir g = g, 4 genau dann eine
Losung v € H& “ (IR%r \ D) besitzt, wenn z € D gilt. Wir haben schon gesehen, da§ N, 4
fir z € D die Lésung des Cauchy-Problem (4.22) mit g = g, 4 in dem Raum H&f (RZ\D)
ist, wobei das normalisierende Funktional ¢ durch fu = fFo uds gegeben ist.

Sei nun z ¢ D. Wir nehmen an, dafl eine Losung v € H&’?(]Ri \ D) des Cauchy-Problems
(4.22) mit g = g, 4 existiert. Wegen der Eindeutigkeit der Losung dieses Problems muf

v=DN,q4

in R? \ (DU{z}) gelten. Wegen |grad N, 4| = O,—..(1/ |z — z|?) ist aber der Gradient fiir
z & D nicht mehr L2-integrierbar auf IR%r \ D. Also kann das Cauchy-Problem in diesem
Fall keine Losung in H& 7 (IR3 \ D) haben. O

Abbildung 4.2 zeigt fiir einen Punkt z € ]Ri die Testfunktion g, 4. Die dickere schwarze
Linie stellt den Mefbereich I'g dar und P ist die orthogonale Projektion des Testpunktes
auf IR x {0}.

°Z

P P

Abbildung 4.2: Punkt 2z € IRi (links) und zugehérige Testfunktion g, 4 mit nach unten
weisender Dipolrichtung d = —eg (rechts)
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4 Charakterisierung von Einschliissen

4.4.2 Der dreidimensionale Fall

Auch im dreidimensionalen Fall betrachten wir die modifizierte Fundamentallésung der
Laplace-Gleichung aus (3.24)

1 1 1

G (r,2) =

7

lx —z|  |Jr—=z2

mit z,z € IR?, x # z und 2’ der an der Ebene IR? x {0} gespiegelte Punkt z. Fiir z € IRE)’|r
ist die Funktion G (-, z) harmonisch auf IR \ {2} und und die Normalenableitung auf IR
ist identisch Null. Zudem ist G (-, 2) fiir 2 € D unendlich oft differenzierbar auf R? \ D
und liegt wegen Gy (7, 2) = Oy|=oo(1/ |7]) und |grad, Gn(z,2)| = Opp—oee(1/ |z|*) dann
in H& ’I(IR?F \ D). Definieren wir weiter

1 1
2 |z — 2] |p,

9:(x) := Gn(x, 2)|p, =

so ist Gn(+, 2) fiir z € D die Losung des Cauchy-Problems (4.22) in H&’l(IRi \ D) mit

g=9-
Damit erhalten wir die folgende Charakterisierung des Einschlusses D:

Satz 4.8
Fiir z € lRi sei
1 1

=0 = =l

Dann gilt fiir k # 1
g- € R(|A — A1|Y?)  genau dann, wenn z € D.

Beweis:

Die Behauptung ist nach den Uberlegungen zu Beginn des Abschnittes 4.4 Aquivalent
zu der Aussage, dafi das Cauchy-Problem (4.22) fiir ¢ = g, genau dann eine Losung
v E Hé’l(IRi \ D) besitzt, wenn z € D gilt. Wir haben bereits gesehen, dal Gy (-, 2) fiir
z € D die Losung des Cauchy-Problem (4.22) mit g = g, in dem Raum Hé’l(]Ri \ D) ist.
Sei nun z ¢ D. Wir nehmen an, dafl eine Losung v € H& ’1(]R§r \ D) des Cauchy-Problems
(4.22) mit g = g, existiert. Wegen der Eindeutigkeit der Losung dieses Problems muf}

v=Gn(,z)

in R3 \ (DU{z}) gelten. Wegen |grad, Gn (-, 2)| = Oz—z(1/ |z — z|?) ist aber der Gradient
fiir z € D nicht mehr L?-integrierbar auf IRi \D. Also kann das Cauchy-Problem in diesem
Fall keine Losung in H& ’1(]1%‘?’|r \ D) haben. O

Im Gegensatz zum zweidimensionalen Fall mufiten wir nicht auf die Randwerte von Rich-
tungsableitungen der modifizierten Fundamentallosung zuriickgreifen, da die Fundamen-
tallosung selbst schon in den entsprechenden gewichteten Sobolev-Raumen liegt. Wir
konnen aber auch fiir den dreidimensionalen Fall Richtungsableitungen betrachten:
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4.4 Der Bildraum von L

Fiir einen Richtungsvektor d € IR? der Lénge Eins definieren wir

oG
N q(v) := 8—2;

Dann ist N, 4 fiir + # z unendlich oft differenzierbar und fiir 2z € ]Ri’_ harmonisch auf
IR3 \ {z}. Zudem hat N, 4 verschwindende Neumann-Randwerte auf IR?. Fiir z € D ist
N. 4 ein Element aus Hy' (R3 \ D), da N, 4(z) = Oy —0o(1/ |2[?) sowie |grad N, 4(z)| =
Ol/—oo(1/ |2]?) gilt und N, 4 in C®(IR} \ D) liegt.

Die Funktion N, 4 erfiillt die Cauchy-Randbedingungen in (4.22) mit

1 ((z—2),d)

21 \a:—z]g

(z,2), zeR3\{z}.

9(®) = gza(x) == Noal@)lp, =
o

Fiir z € D 16st N, 4 dann das Cauchy-Problem (4.22) mit g = g, 4 in HOI’I(IRi \ D).
Wir erhalten in diesem Fall die folgende Charakterisierung des Einschlusses D, die man
genau wie Satz 4.8 beweist:

Korollar 4.9
Fiir eine beliebige Richtung d € IR® mit |d| = 1 und fiir = € R3. sei

grala) = 5 LEZZ0D

o ’35—2|3 1“0.

Dann gilt fiir k # 1

goa € R(|As — A1)'/?)  genau dann, wenn =z € D.

035 o8 o5
03
03 \

015
02
01 i
0.5 0
3TN 3
~

Abbildung 4.3: Die Testfunktionen g, (links) und g, 4 (rechts) fiir den Punkt z =
(1.2,0.8,0.4) und die Dipolrichtung d = —e3

Abbildung 4.3 zeigt fiir den Punkt z = (1.2,0.8,0.4) € IRi die Testfunktionen g, und
gzd, d = —es3, ausgewertet auf dem MeBbereich I'y = [0, 2] x [0,2]. Man sieht, daf§ die
Testfunktion ihr Maximum im Punkt (1.2,0.8) annimmt. Zudem ist der Peak der Funktion
g.,4 an dieser Stelle deutlicher ausgepragt als der der Funktion g..
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4 Charakterisierung von Einschliissen

4.5 Nichtkonstante Leitfahigkeiten

Zum AbschluB dieses Abschnittes wollen wir mit einer Idee aus [12] noch angeben, wie man
die bisher erzielten Ergebnisse auf die Situation von Einschliissen mit nichtkonstanten
Leitfahigkeiten tibertragen kann.

Die Leitfédhigkeit o € L*°(IR"}) sei von der Form

k(z) firzeD
o(x) = . =
1 fir x € R} \ D,

wobei entweder k(x) > 1+ ¢ oder 0 < k(x) <1 —¢ fiir v € D und ein € > 0 gelte. Wir
betrachten hier nur die Situation k(xz) > 1+ ¢, der anderen Fall kann analog behandelt
werden. Da die Leitfdhigkeit o beschrénkt ist, existiert eine Konstante ¢, mit o(z) < ¢,
fiir alle z € 2. Wir setzen

14+¢e¢, x€D _ Co, TED
o(x) = — und o(z) = —
1, reR}\D 1, zeR}\D

so dafl wir unsere eigentliche Leitfahigkeit o zwischen ¢ und & einschlieen kénnen. Wegen
der Monotonie der Neumann-Dirichlet-Abbildung gilt

Ag—A1 <Ay — Ay <Ay — A1 <0, (4.23)

wobei die Anordnung der Operatoren im Sinne von positiver Semidefinitheit wie in Lem-
ma 4.2 zu verstehen ist.

Verwenden wir nun das Hilfsresultat, dafl fiir einen selbstadjungierten und injektiven
Operator A: D(A) C X — X in einem Hilbertraum X gilt

y € R(A) genau dann, wenn sup ) < 00,
0#£xCD(A) |[Az||

(siehe [11, Lemma 4.10]), so erhalten wir fiir y € R(|Ay — A1|"/?) zusammen mit (4.23)

<?J>~T>L2(FO)

Y, T
sup — — < sup < >L2(F°)
0£zeX H Ay — A1|1/2x‘

 0#xzEX H A, — ]\1|1/2x‘

< 00,

L%(To) L%(To)

d.h. y € R(|A5 — A1|'/?). Dabei ist der Hilbertraum X im zweidimensionalen der Raum
L2(T) und im dreidimensionalen der Raum L?(T'y). Wir haben also

R(As — A1[/?) € R(|A7 — Aq|'/2).
Ebenso konnen wir ~ ~ . _
R(|Ay — A1V2) € R(|A, — Aq|1/?)

zeigen. Da aber ) ) ) }
R(|As = Mi]'/?) = R(|Az - Aa|'?) = R(PL)

gilt, muB auch der Bildraum R(|A, — A1|"/?) mit R(PL) iibereinstimmen. Damit gelten
auch fiir Inhomogenitaten mit nichtkonstanter Leitfdhigkeit die Charakterisierungen aus
Abschnitt 4.4.
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5 Numerische Ergebnisse

Zum Abschluf} dieser Arbeit wollen wir die bisher erzielten Ergebnisse in ein numerisches
Verfahren zur Rekonstruktion von Einschliissen D aus gegebenen Neumann- und gemes-
senen bzw. simulierten Dirichletdaten umsetzen. Wir beschrinken uns dabei auf den fiir
die Praxis relevanten und in Abschnitt 4.3 vorgestellten Fall beschrankter Mefibereiche.
Zudem werden die vorgegebenen Leitfahigkeiten immer stiickweise konstant sein.

Im ersten Abschnitt geben wir an, wie wir das direkte Problem unter Verwendung der
Randintegralgleichung aus Abschnitt 3.3.1 numerisch 16sen. Anschlieend beschéftigen
wir uns mit der Umsetzung der in Kapitel 4 erzielten Charakterisierungen der Einschliisse
in ein numerisches Verfahren (siehe dazu auch [13]) und demonstrieren in den letzten bei-
den Abschnitten an ausgewéhlten Beispielen mit simulierten Daten die Leistungsfahigkeit
des Rekonstruktionsverfahrens sowohl im zweidimensionalen als auch im dreidimensiona-
len Fall. Alle im folgenden aufgefithrten numerischen Methoden wurden in MATLAB
implementiert.

5.1 Implementierung

5.1.1 Das Vorwartsproblem

Nach Abschnitt 3.3.1 kénnen wir fiir stiickweise konstante Leitfahigkeiten die Losung u
des Diffraktionsproblems als Summe der Losung der Laplace-Gleichung und eines Ein-
schichtpotentials schreiben (siehe Satz 3.18). Fiir einen vorgegebenen Randstrom f gilt
deshalb

(A= A1) f = (ua + us — ua)|p, = S¢lp, -

Um also zu vorgegebenen Randstrémen f die Differenz (A — A1) f der Dirichletrandwerte
berechnen zu kénnen, miissen wir lediglich die Randintegralgleichung (3.28) fiir die Dichte
@ des Einschichtpotentials numerisch 16sen und anschlieBend das Einschichtpotential auf
dem MefBbereich I'y auswerten.

Die rechte Seite der zu losenden Randintegralgleichung (3.28) ist bis auf einen von
der Leitfahigkeit abhéngenden Faktor gerade die Normalenableitung der Losung wq der
Laplace-Gleichung auf dem Rand des Einschlusses, also durch

— 1 fo J&) 2 ds, 0 =2

ou ol lo=sf
W lor | o S0V sy =

gegeben. Um die Normalenableitung von wy auf 9D auszuwerten, wurde das Integral im
zweidimensionalen Fall mittels der zusammengesetzten Trapezformel und im dreidimen-
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5 Numerische Ergebnisse

sionalen Fall mittels der Produkt-GauB-Formel berechnet, da der Integrand fiir x € 9D
keine Singularitédt hat.

Im zweidimensionalen Fall 16sen wir die Randintegralgleichung numerisch durch die Ny-
strom-Methode (siehe z.B. [37, Kapitel 12]) basierend auf der zusammengesetzten Tra-
pezformel.

Als Mefibereich Ty haben wir das Intervall [—m, 7] gewéhlt und als Strommuster verwen-
den wir die trigonometrischen Basisfunktionen

(£33 = {cosjt : j=1,...,128} U {sinjt : j =1,...127} (5.1)

von L2(T'g). Fiir diese Neumanndaten 16sen wir die Randintegralgleichung und projizieren
anschliefend die Randwerte Syi|p des Einschichtpotentials L?(Tg)-orthogonal auf die
trigonometrische Basis (5.1). Auf diese Weise erhalten wir als Approximation fiir A — Ay
eine 255 x 255 -Matrix A, in deren k-ter Spalte die Entwicklungskoeffizienten der Differenz
(A — A1) fi. beziiglich der Basis (5.1) stehen.

Im dreidimensionalen Fall 16sen wir die Randintegralgleichung numerisch durch eine Kol-
lokationsmethode mit globalen Basisfunktionen, wie sie von Ganesh, Graham und Siva-
loganathan in [27] vorgeschlagen wurde. Allerdings schrinkt uns diese Methode auf die
Vereinigung von Einschliissen D ein, fiir die eine bijektive, glatte Abbildung auf die Ein-
heitskugel existiert, so dafl der Rand der Einheitskugel als Parametrisierung fiir den Rand
der Einschliisse genutzt und somit die Integralgleichung auf den Rand der Einheitskugel
transformiert und dort gelost werden kann.

Als MeBbereich I'g haben wir das zweidimensionale Intervall [0,2] x [0,2] gew&hlt. Als
Strommuster verwenden wir Haarwavelets. Im eindimensionalen sind die Skalierungsfunk-
tion ¢ und das Haar-Wavelet ¢/ durch

1, z€l0,1) ;@) =<1, =xel1/2,1)

0, sonst

-1, z€[0,1/2)
(z) = {

0, sonst

gegeben. Die drei zweidimensionalen Wavelets M, @ und @) ergeben sich als Ten-
sorprodukte von ¢ und v durch

W (z,y) = d(2)d(y), P (z,y) =¥(2)d(y) und P& (z,y) = P(2)d(y)

(siehe Abbildung 5.1). Fiir j € Z seien die Funktionenrdume W; durch

1 2 3
Wy = (0wl wl, - (D) e 2)
mit

(,y) = 2020 — k)p(ly — 1), i), (w,y) = 2702z — k)d(2y — 1),
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5.1 Implementierung

Y ) )
1 1 1
1 -1 1
—1 1
—1 1 —1
1 x 1 x 1 x
(a) v (b) %@ (c)

Abbildung 5.1: Haarwavelets

gegeben. Als Randstrome werden nun diejenigen Funktionen aus
W_iuUuWoU---UWjs
gewéhlt, deren Triger in I'g = [0, 2] x [0, 2] liegen. Da
supp(¥) = [k/2/, (k + 1)/27) x [[/2, (1 +1)/2], i=1,2,3,
gilt, sind das gerade die Funktionen

{F}2 = {zpj(.f}g’l cj=—1,...,3,k1=0,...,2" 1 i= 1,2,3}. (5.2)
Wir verwenden also 1023 Basisfunktionen, wobei die Basisfunktionen aus W3 den klein-
sten Triger (Intervalle der Gréfe 1/8 x 1/8) haben. Alle Basisfunktionen liegen in L?(T'g)
und sind beziiglich des L?-Innenproduktes orthogonal zueinander. Fiir diese Neumann-
daten losen wir die Randintegralgleichung und projizieren anschlieffend die Randwerte
S¢ulp, des Einschichtpotentials L?(Ty)-orthogonal auf die Basis (5.2). Auf diese Weise
erhalten wir als Approximation fiir A — A4 eine 1023 x 1023 -Matrix A, in deren p-ter Spal-
te die Entwicklungskoeffizienten der Differenz (A — Aj) fu beziiglich der Basisfunktionen
(5.2) stehen.

An dieser Stelle sei ausdriicklich erwahnt, dafl wir das Vorwértsproblem nur 16sen, um die
Neumann-Dirichlet-Abbildung zu simulieren. Fiir das Verfahren zur numerischen Losung
des inversen Problems bendtigen wir keine Losungen des Vorwértsproblems - im Gegen-
satz zu dem in [41] untersuchten, auf der Tikhonov-Regularisierung basierenden Rekon-
struktionsverfahren.

5.1.2 Das inverse Problem

Aus den Sétzen 4.7 und 4.8 sowie Korollar 4.9 wissen wir, daf} die Testfunktionen g, bzw.
g-.q genau dann in R(|A — A,|'/?) liegen, wenn der Punkt z im Einschluf D liegt. Nun ist
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5 Numerische Ergebnisse

aber der Operator A — Ay : L2(Tg) — L2(I) baw. A — Ay : L*(Ty) — L?(Ty) kompakt,
selbstadjungiert, injektiv und positiv bzw. negativ, falls k < 1 bzw. k > 1. Somit besitzt
A — A; eine Spektralzerlegung

/~\ — Al = Z )‘j <"Uj>L2(F0) Uj
7j=1

mit Eigenfunktionen v; zu den Eigenwerte A; > 0 bzw. A; < 0. Die Eigenfunktionen
bilden eine Orthonormalbasis von L2(T'g) bzw. von L?(Tg). Fiir |A — A1|"/? haben wir
dann die Spektralzerlegung

A= B2 =30 I (w5
7j=1

Wegen der Injektivitit von A — A ist auch seine Quadratwurzel injektiv, so daB
N (A = Aq]'?) = N(A — A1) = {0}
gilt. Mit |[A — Ay] ist auch seine Quadratwurzel selbstadjungiert und positiv, so daf wir
RIA = A1[1/2) = N(JA = Aa["/?) - = {03+

erhalten. Also liegt der Bildraum von |A — A1|'/2 dicht in L2(Tg) bzw. L?(Tg). In diesem
Fall besagt das Picard-Kriterium (siehe z.B. [25, Theorem 2.8]):

0 2
Z <97 Uj>L2(FO)

< Q.
|Aj]

g€ R(IA =A%) genau dann, wenn

j=1

Die Grundlage fiir die numerische Implementierung des inversen Problems bildet damit
die folgende Charakterisierung der Einschliisse D:

o
zeD genau dann, wenn g
j=1

2
<gz[,d} y vj>L2(1"0)

| (53)

Mit der Notation g.[ 4 bezeichnen wir dabei in Abhéngigkeit von der Raumdimension die
Testfunktion g, 4 im zweidimensionalen und im dreidimensionalen wahlweise die Test-
funktion g, oder g, 4.

Um die Konvergenz der Reihe in (5.3) numerisch zu testen, bendtigen wir die Eigen-
werte und Eigenfunktionen von A — A;. Diese approximieren wir durch die Eigenwerte
und FEigenvektoren der Matrix A aus Abschnitt 5.1.1. Damit stehen uns aber fiir den
Konvergenztest nur endlich viele Eigenwerte und Eigenvektoren zur Verfligung, namlich
hochstens soviele wie wir Strommuster verwendet haben. Fiir den Konvergenztest kénnen
wir demnach nur die endliche Reihe

J

(9-1a1:03),
hy(z) =) |)\J.| =)
]

J=1
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5.1 Implementierung

heranziehen, wobei v; und A; jetzt die Eigenvektoren und die Eigenwerte der Matrix
A sind. Zudem wird man die numerisch berechneten Eigenwerte und Eigenvektoren nur
dann verwenden konnen, solange sie nicht zu stark durch Rechenungenauigkeiten und
MeBfehler (bzw. in unserem Fall durch die Diskretisierungsfehler bei der Simulation des
Vorwértsproblems) gestort sind. Auch dies beeinflufit die Wahl des Abbruchindexes J fiir
den Konvergenztest.

Hat man einen Abbruchindex J gewahlt, bleibt das Problem der Entscheidung tiber
Konvergenz oder Divergenz der Reihe in (5.3). Man wird erwarten, da$ fiir hinreichend
groBes J der Wert hj(z) fiir z € D kleiner ist als fiir z € IR"}, \ D. Da die Reihenwerte
mit wachsendem J schnell gro8 werden ist es sinnvoll, statt hj(z) den Kehrwert 1/h(z)
zu betrachten. Wir erwarten dann, dafl dieser fiir Punkte z im Einschlufl grofler ist als
fiir Punkte z aulerhalb des Einschlusses. Dies legt als erstes Konvergenzkriterium nahe,
die Funktion h;(z) fiir eine Menge von Testpunkten auszuwerten, einen Schwellenwert M
festzusetzen und die Inhomogenitét durch die Menge {z € IR} : 1/hy(z) > M} zu ap-
proximieren. Schon in seiner Doktorarbeit [11] hat Briihl jedoch angemerkt, dafi dies ein
ungeeignetes Kriterium ist. Die Aussage von Satz 4.7 bleibt ndmlich giiltig, wenn man die
Testfunktion g, 4 mit beliebigen, von z abhéngigen Konstanten c(z) multipliziert. Also ist
das Kriterium h;(z) < 1/M ungeeignet, weil es von Umskalierungen der Testfunktionen
abhangt. Um dieses Problem zu umgehen, charakterisieren wir stattdessen die Inhomoge-

nitdt durch die Menge {z e R} : 1/(hs(2)/ |92, \%Q(FO)) > M} Die Schwierigkeit liegt
jetzt in der Festlegung des Schwellenwertes M. Dieser ist zum einen stark abhéangig von
der Wahl des Abbruchindexes J und variiert zudem mit Lage und Art des Einschlusses.

)
0.015 4

(2) 1/(ha(2)/ llg=.allZ2(ry)) fiir J = 22 und (b) 1/(hs(2)/19z.allf2ry)) fix J = 16
d = (1,0); der zu rekonstruierende Ein- und d = (1,0); der zu rekonstruieren-
schluf} ist die eingezeichnete Ellipse mit de Einschluf ist das eingezeichnete nie-
Halbachsen 0.8 und 0.5 renformige Gebiet

Abbildung 5.2: Rekonstruktionen mittels des reziproken Reihenwertes
Wie man anhand der Abbildungen 5.2(a) und 5.2(b) erkennen kann, lassen sich die Zen-

tren der Einschliisse mittels dieses Verfahrens recht gut rekonstruieren, eine Aussage iiber
den Rand der Inhomogenitaten ist jedoch nur schwer zu treffen. Fiir die Rekonstruktionen
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wurde ein dquidistantes Gitter mit der Gitterweite 0.1 auf dem Intervall [—4, 4] x [0.2, 5]
verwendet. Die dickere schwarze Linie markiert dabei den Mef3bereich I'.

In [13] und [30] haben Briihl und Hanke eine andere Vorgehensweise fiir den Konvergenz-
test vorgeschlagen. Die unendliche Reihe in (5.3) konvergiert, wenn die Quadrate der Ent-
wicklungskoeffizienten < 9:[.d)> vj> beziiglich der Eigenbasis von A — A4 hinreichend schnel-
ler abklingen als die Eigenwerte |A;|. Fiir den Einheitskreis und ein radialsymmetrisches
Diffraktionsproblem hat Briihl in [11] gezeigt, dal die Quadrate der Entwicklungskoeffizi-
enten und die Eigenwerte im wesentlichen ein geometrisches Abklingverhalten haben. Das
Abklingverhalten der Werte im Zéahler wird dann mit dem Abklingverhalten der Daten
im Nenner dadurch verglichen, dafl die logarithmierten Zahler bzw. Nenner durch eine
Ausgleichsgerade im Kleinste-Quadrate-Sinn approximiert werden. Man erhélt damit

. 2 . .
log |A\j| = ¢+ jlogg und log<gz[’d],vj> ~v,t+jlogpag, J=1,...,J. (5.4)

Dies liefert uns fiir die Picard-Reihe

Z (921, |cj\]7|’vy> e (pz[d ) &= erc,

J

Dann koénnen wir den Einschlu3 D durch die Menge {z €ERY : pq < q} approximieren.

Bei dem genannten Beispiel des radialsymmetrischen Diffraktionsproblems im Einheits-
kreis treten die Eigenwerte immer paarweise auf. Deshalb schlagen Briihl und Hanke in
[13] eine Modifikation des Konvergenztestes vor. Dabei wird jedes der Eigenwertpérchen
(|A2j—1], |A2;]) durch sein geometrisches Mittel y/|A2j—1A2;| und die zugehorigen Eigenko-
effizienten <gz[7d],v2j,1>2, <gz[’d], ’Ugj>2 durch ihre Summe ersetzt. Dieses Verfahren lieferte
fiir alle untersuchten numerischen Beispiele die besseren Rekonstruktionen.

Abbildung 5.3: Ausgleichsgeraden durch die gemittelten Eigenwerte und die quadrierten
Entwicklungskoeffizienten zweier Testpunkte

86



5.1 Implementierung

Im Fall der Halbebene treten die Eigenwerte bei allen untersuchten Beispielen im wesent-
lichen ebenfalls als Parchen auf, weshalb wir das Vorgehen der Mittelung iibernehmen
und die Ausgleichsgeraden zu den gemittelten Daten berechnen.

Abbildung 5.3 zeigt die Ausgleichsgeraden durch die quadrierten Entwicklungskoeffizi-
enten fiir zwei Testpunkte z; und zo aufler- bzw. innerhalb des zu rekonstruierenden
Finschlusses. Es ist deutlich zu erkennen, dafl die Ausgleichsgerade fiir den Testpunkt
z1 weniger steil und die fiir den Testpunkt zo steiler ist als die Ausgleichsgerade fiir die
Eigenwerte. Die grau schattierte Flidche im rechten Bild zeigt die Rekonstruktion des Ein-
schlusses, die wir erhalten, wenn wir das Kriterium auf alle Testpunkte des dquidistanten
Gitters auf [—4,4] x [0.2, 5] mit Gitterweite 0.1 anwenden.

Im dreidimensionalen Fall mufl man das Kriterium abandern. Betrachtet man ein ra-
dialsymmetrisches Diffraktionsproblem in der Einheitskugel, so kann man nachrechnen,
dafl die Eigenfunktionen der Neumann-Dirichlet-Abbildung gerade die Kugelfunktionen
sind (siehe [42]) und daB die Eigenwerte nicht mehr als Pérchen sondern als Gruppen
auftreten, deren Starke gerade der Anzahl der Kugelfunktionen der zugehorigen Ordnung
entsprechen. Da die konstanten Funktionen als Neumann-Randwerte auf beschrankten
Gebieten nicht zugelassen sind, erhélt man als erste Eigenfunktionen die drei Kugelfunk-
tionen erster Ordnung, also eine Dreiergruppe von gleichen Eigenwerten. Es folgt eine
Flinfergruppe (Kugelfunktionen 2. Ordnung), eine Siebenergruppe (Kugelfunktionen 3.
Ordnung) u.s.w. Dies beobachtet man im Halbraum ebenfalls, wenn der Einschluf} eine
Kugel ist, deren Mittelpunkt {iber dem Mittelpunkt der Mefebene I'y liegt (siehe Abbil-
dung 5.4; der dunkelblau eingeférbte Bereich in der linken Abbildung ist der Mefibereich
Ig, die rechte Abbildung zeigt die ersten 50 Eigenwerte von A — Ap).

Fiir allgemeinere Konstellationen konnten wir in den numerischen Simulationen lediglich
eine gewisse Packchenbildung bei den Eigenwerten beobachten, so dafl wir fiir den dreidi-
mensionalen Fall diese Péackchen heuristisch bestimmen und alle Eigenwerte eines solchen
Packchens mitteln sowie die zugehorigen Entwicklungskoeffizienten aufsummieren. Dieses
Vorgehen liefert gute numerische Ergebnisse, wie wir in Abschnitt 5.3 sehen werden.

107
Ses)
107 |
Qoo
10° Gooop
0000,
10°
(©)
[®)
10 Coooooooony
107 .
R 107 ‘
0 10 20 30 40 50

Abbildung 5.4: Eigenwerte der Neumann-Dirichlet-Abbildung fiir einen kugelférmigen
Einschlufl
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5 Numerische Ergebnisse

5.2 Rekonstruktionen im zweidimensionalen Fall

Fiir die in Abschnitt 4.3.1 hergeleitete Charakterisierung der Einschliisse spielt der tat-
séchliche Wert der Leitfahigkeit innerhalb der Einschliisse keine Rolle. Diese wichtige
Figenschaft hat auch der aus der theoretische Charakterisierung entwickelte Rekonstruk-
tionsalgorithmus, was numerisch schon durch die in den Arbeiten von Briihl ([11] und
[13]) und Brunk ([16]) untersuchten Beispielen bestétigt wurde. Wir betrachten hier exem-
plarisch den ellipsenférmigen Einschlufl aus dem vorangegangenen Abschnitt. Abbildung
5.5 zeigt die Rekonstruktionen fiir die Leitfahigkeiten x = 0.01, k = 0.5 und « = 0.99.
Als Dipolrichtung fiir die Testfunktion wurde in allen drei Fallen der erste Einheitsvek-
tor genommen. Man erkennt, daf} alle drei Rekonstruktionen von vergleichbarer Qualitat
sind.

L L L

(a) Kk =0.01,J = 22 (b) k=0.5,J =22 (c) k = 0.99, ] = 22

Abbildung 5.5: Rekonstruktionen fiir verschiedene Leitfdhigkeiten
In allen untersuchten Beispielen hingen die Rekonstruktionen von der Wahl der Dipol-

richtung d fiir die Testfunktion ab, wie Abbildung 5.6 fiir einen nierenférmigen Einschluf}
mit Leitfahigkeit k = 0.5 zeigt.

()] -~ ~N

(a) d=(1,0) (b) d=(0,1) () d=(—

Abbildung 5.6: Rekonstruktionen fiir verschiedene Dipolrichtungen

Ein bessere Vorgehensweise zur Rekonstruktion der Einschliisse besteht deshalb darin,
fiir jeden Gitterpunkt nicht nur eine Testfunktion zu einem festen Dipol zu berechnen,
sondern stattdessen zehn verschiedene Testfunktionen mit den Dipolrichtungen

dy, = (cos(27k/10),sin(27k/10)), k=0,...,9, (5.5)

zu betrachten. Der Rechenaufwand dafiir ist vernachlassigbar, da man fiir ein vorgege-
benes Gitter mit Testpunkten ein einziges Mal die Entwicklungskoeffizienten der Test-
funktionen g, ., und g, ., beziiglich der Basis (5.1) berechnen und abspeichern muf}. Die
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5.2 Rekonstruktionen im zweidimensionalen Fall

Entwicklungskoeffizienten fiir die Testfunktion g, 4, ergeben sich aus diesen durch Linear-
kombination. Fiir jede der Testfunktionen haben wir die Steigung der Ausgleichsgeraden
durch die quadrierten Entwicklungskoeffizienten berechnet und mit der Steigung der Aus-
gleichsgeraden durch die Eigenwerte verglichen. In Abbildung 5.7(a) erkennt man einen
inneren Bereich des Einschlusses, in dem alle Testfunktionen das Kriterium p,q4 < ¢
erfiillen. Zum Rand des Einschlusses hin gibt es hingegen Testpunkte, fiir die einige
Testfunktionen das Kriterium nicht mehr erfiillen. In Abbildung 5.7(b) haben wir als
Approximation des Einschlusses die Menge aller Testpunkte genommen, fiir die minde-
stens vier der zehn Testfunktionen dem Kriterium p, 4 < ¢ geniigen. Dieses Kriterium
lieferte in den meisten untersuchten Beispielen die beste Rekonstruktion. Alle weiteren
Rekonstruktionen, die wir in diesem Abschnitt zeigen, haben wir durch dieses Verfahren
erhalten.

~ : ~N

(a) Rekonstruktion mit den 10 Dipolen aus (b) Bereich in dem mindestens vier der
(5.5) zehn Testfunktionen das Kriterium p. 4 < ¢
erfiillen

Abbildung 5.7: Rekonstruktionen mit mehreren Dipolen

Wir kommen noch einmal zuriick zu dem Beispiel eines nierenférmigen Einschlusses. Die-
ser Einschlufl ist nicht konvex. Solange die ,nicht-konvexe Seite“ des Einschlusses der
Meflebene zugewandt ist, kann sie sehr gut rekonstruiert werden, wie das linke Bild in
Abbildung 5.8 zeigt. Liegt der ,nicht-konvexe Part* auf der der Meflebene abgewand-
ten Seite, ist eine Rekonstruktion nicht moglich, man erhélt jedoch eine gute konvexe
Approximation des Einschlusses (siehe rechtes Bild in Abbildung 5.8). Dieses Ergebnis
deckt sich mit numerischen Resultaten, die man erhélt, wenn man auf einem beschrank-
ten Gebiet nur auf einem Teil des Randes die Neumann-und Dirichlet-Daten hat (siehe
[30))-

~ L

Abbildung 5.8: Rekonstruktion nicht-konvexer Einschliisse
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5 Numerische Ergebnisse

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Fall zweier Inhomogenitéten, einem nieren-
und einem ellipsenférmigen Einschluf (siehe Abbildung 5.9). Die Leitfdhigkeitsvorgaben
fiir die beiden Komponenten sind k1 = ko = 0.5, k1 = 0.1 und k9 = 0.9 bzw. k1 = 0.9
und ko = 0.1. In allen drei Féllen ist deutlich zu erkennen, dafl zwei getrennte Teilgebiete
rekonstruiert werden. Im zweiten und im dritten Fall wird jedoch jeweils der Einschluf,
in dem die Leitfdhigkeit ndher an der Hintergrundleitfahigkeit liegt, etwas verkleinert
wiedergegeben.

© e * < ¢ e

(a) k1 = K2 =0.5, J =30 (b) k1 = 0.1,k2 = 0.9, J = (¢) k1 =0.9,k2 =0.1,J =30
30

Abbildung 5.9: Rekonstruktion von zwei Inhomogenitéten

Als weiteres Beispiel wollen wir den Fall betrachten, dafl eine der beiden Inhomoge-
nitdten nicht mehr oberhalb des Mefibereiches liegt. Dazu wihlen wir wieder einen nieren-
und einen ellipsenférmigen Einschluf jeweils mit Leitfahigkeit x = 0.5, wobei der ellip-
senférmige Einschluf} rechts vom Meflbereich liegt (siehe Abbildung 5.10). In der rechten
Abbildung haben wir alle Testpunkte rot markiert, bei denen fiir mindestens einen der
zehn Dipole aus (5.5) die Steigung p, 4, der Ausgleichsgerade durch die quadrierten Ent-
wicklungskoeffizienten kleiner war als die Steigung ¢ der Ausgleichsgeraden durch die
Eigenwerte. Man erkennt deutlich, daf3 der oberhalb der Meflebene liegende nierenférmi-
ge Einschlufl nach wie vor sehr gut rekonstruiert wird. Die ellipsenférmige Inhomogenitéat
wirft einen Schatten auf den Bereich rechts der Meflebene, wohingegen der Teil des Ran-
des, der dem Mefibereich zugewandt ist, noch recht gut rekonstruiert wird. Markiert man
hingegen nur diejenigen Testpunkte, bei denen fir mindestens vier der zehn Dipole das
Testkriterium p, 4, < q erfiillt ist, verschwindet die Schattenbildung und man erhélt eine
iiberraschend gute Rekonstruktion der ellipsenférmigen Inhomogenitét (siehe linkes Bild
in Abbildung 5.10). Fiir dieses Beispiel haben wir als Testpunkte das dquidistanten Gitter
iiber [—6, 6] x [0.2,5] mit Gitterweite 0.1 gewahlt. Der Abbruchindex J war hier J = 20.

¢ - e @

Abbildung 5.10: Rekonstruktion eines Einschlusses auflierhalb des Mef3bereiches
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5.2 Rekonstruktionen im zweidimensionalen Fall

Ebenso interessant ist es zu untersuchen, wie sich die Rekonstruktion eines Einschlufles
mit wachsender Hohe tiber dem Mef3bereich verédndert. Dazu greifen wir das Beispiel des
nieren- und des ellipsenférmigen Einschlules mit den Leitfahigkeiten k3 = k9 = 0.5 aus
Abbildung 5.9 auf und verschieben den Mittelpunkt der Ellipse in es-Richtung immer
weiter von der Meflebene weg.

Abbildung 5.11 zeigt die erhaltenen Rekonstruktionen, wenn man all die Testpunkte
rot markiert, fiir die mindestens vier der zehn Testfunktionen dem Kriterium p, 4 < ¢
geniigen. Wéhrend der nierenformige Einschlu3 gleichbleibend gut rekonstruiert wird,
wird die Rekonstruktion des ellipsenférmigen Einschlufles wie zu erwarten mit zuneh-
mender Hohe schlechter. Er bleibt jedoch als zweiter Einschlufl zu erkennen und auch
seine Lage und sein Mittelpunkt werden weiterhin gut rekonstruiert.

@®
C )
e~ e r
(a) Abstand des Mittelpunk- (b) Abstand des Mittelpunk- (c) Abstand des Mittelpunk-
tes der Ellipse zum Mef3be- tes der Ellipse zum Mefibe- tes der Ellipse zum Mefibe-
reich: 1.8; J = 22 reich: 2.8; J = 20 reich: 3.8; J =18

Abbildung 5.11: Rekonstruktion eines Einschlufles in zunehmender Hohe {iber dem Mef3-
bereich

Als letztes wollen wir noch die Empfindlichkeit des Verfahrens gegeniiber Stérungen in den
Daten untersuchen. Dazu betrachten wir das Beispiel eines ellipsenformigen Einschlusses
mit Leitfahigkeit x = 0.5 und addieren normalverteiltes Rauschen zu den simulierten
Differenzdaten (A — Ay)f), hinzu.
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Abbildung 5.12: Einflu von Stérungen auf die Eigenwerte von A — Aq
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5 Numerische Ergebnisse

Abbildung 5.12 zeigt die Eigenwerte von A —A; fiir die ungestorten Daten (blaue Kreise),
die Daten mit 0.1% Rauschen (rote Kreise) und 1% Rauschen (schwarze Kreise). Man
erkennt deutlich, dafl das exponentielle Abfallverhalten der Eigenwerte zusammenbricht,
sobald die Eigenwerte in der Groflenordnung des Rauschens liegen. Insbesondere sind
umso weniger Eigenwerte fiir die Rekonstruktion verwendbar je grofier der Rauschpegel
ist.

Abbildung 5.13 zeigt schliellich die fiir die verschiedenen Rauschpegel erzielten Rekon-
struktionen. Sowohl bei einem Rauschpegel von 0.1% also auch von 1% ist das Zentrum
des Einschlusses noch gut zu erkennen, die Auflésung des Randes wird jedoch mit zuneh-
mendem Rauschpegel schlechter.

L @ ®

(a) kein Rauschen, J = 16 (b) 0.1% Rauschen, J =6 (c) 1% Rauschen, J =4

Abbildung 5.13: Rekonstruktion bei gestorten Daten

5.3 Rekonstruktionen im dreidimensionalen Fall

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir auch fiir den dreidimensionalen Fall noch einige
Rekonstruktionen prasentieren. Nach Abschnitt 4.4.2 kénnen wir als Testfunktion sowohl
den Monopol g, als auch den Dipol g, 4 benutzen. In allen untersuchten Beispielen stellte
sich jedoch heraus, daff man mit den Dipol-Funktionen die besseren Rekonstruktionen
erzielt. Um dies zu zeigen, betrachten wir exemplarisch eine ellipsoide Inhomogenitat mit
Mittelpunkt P = (1.2,0.8.0.4), Radien 1 = 0.2, 7o = 0.15 und r3 = 0.1 wie in Abbildung
5.14 gezeigt. Die Inhomogenitat hat die Leitfahigkeit x = 0.5.

In Abbildung 5.14(b) sind die ersten 50 Eigenwerte von |A — A1| zu sehen (blaue Kreise).

Rot markiert sind die ersten 29 Eigenwerte, die gréBer oder gleich 10710 sind und die fiir
die im folgenden gezeigten Rekonstruktionen verwendet wurden.
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5.3 Rekonstruktionen im dreidimensionalen Fall
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(a) Ellipsoider Einschlufl (b) Eigenwerte von A — Ay

Abbildung 5.14: Ellipsoider Einschlufl mit Leitfadhigkeit x = 0.5
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(a) Monopol, z3 = 0.35 (b) Monopol, z5 = 0.4 (¢) Monopol, x5 = 0.45

(d) Dipol, z3 = 0.35 (e) Dipol, 3 =04 (f) Dipol, 3 = 0.45

Abbildung 5.15: Reziproker Wert der Picard-Reihe fiir 29 Eigenwerte in verschiedenen
r3-Ebenen

Fir die drei verschiedenen Ebenen x3 = 0.35, 3 = 0.4 und z3 = 0.45 haben wir fiir ein
aquidistantes Gitter auf [0, 2] X [0, 2] x {z3} mit Gitterweite 0.05 den reziproken Reihenwert
1/(hs(2)/||gs1a] }iQ(FO)) fiir J = 29 Eigenwerte einmal fiir die Testfunktion g, und einmal
fiir die Testfunktion g, 4 mit Dipol d = e; berechnet (siehe Abbildung 5.15). Der Rand des
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5 Numerische Ergebnisse

Schnitts des Einschlusses mit der jeweiligen Ebene ist schwarz eingezeichnet. Die Lage des
Einschlusses wird mit beiden Testfunktionen gut rekonstruiert, die Grofle des Einschlusses
ist jedoch mit der Dipol-Testfunktion besser zu erkennen. Alle weiteren Rekonstruktionen
dieses Abschnittes wurden deshalb mit Dipol-Testfunktionen gemacht.

Wie schon in Abschnitt 5.1.2 angesprochen ist bei den Eigenwerten von A — A, im Ge-
gensatz zum zweidimensionalen Fall keine eindeutige Gruppierung mehr zu erkennen. Am
Beispiel der ellipsoiden Inhomogenitét in Abbildung 5.14 sieht man zwar - wie in Abbil-
dung 5.4 - eine Dreier- und eine Fiinfergruppe von Eigenwerten, weitere Gruppierungen
sind jedoch nicht zu erkennen. Deshalb mitteln wir die Eigenwerte in diesem Fall heu-
ristisch und geben die Mittelung fiir jedes untersuchte Beispiel an. Fiir den ellipsoiden
Einschlu aus Abbildung 5.14(a) trennen die in Abbildung 5.14(b) eingezeichneten Li-
nien die einzelnen Eigenwertgruppen voneinander, d.h. wir haben Eigenwertgruppen der
Grofle 3,5,5,3,4,4,5 betrachtet.

o O | “ @ o @
0.6 b 0.6 0.6

04 4 o4t 04

0.2 4 02 0.2

0o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 5.16: Rekonstruktionen mit den Dipolrichtungen d = (0,0,1), d =
11 1 _ /1 1
(ﬁa %7 %) und d = (ﬁ> Evo)

Die obere Reihe in Abbildung 5.16 zeigt die Rekonstruktionen fiir die drei Dipole d =
(0,0,1), d = (%, %, %) und d = (%, %,0). Wie schon im zweidimensionalen Fall
sieht man, daf8 die Rekonstruktion von der Wahl der Dipolrichtung abhangt, wenngleich
bei allen drei Dipolen Form und Lage des Einschlusses gut rekonstruiert werden. Als
Testpunkte wurde ein dquidistantes Gitter auf [0,2] x [0,2] x [0.1,0.7] mit Gitterweite
0.05 verwendet. Zur Verdeutlichung der Abhéngigkeit des Rekonstruktionsergebnisses von
der Wahl der Dipolrichtung zeigt die untere Reihe in Abbildung 5.16 die Rekonstruktion
fiir die Ebene x3 = 0.46. In dieser Ebene wurde ein dquidistantes Gitter auf [0, 2] x [0, 2]
mit Gitterweite 0.02 verwendet.

Um die Abhéngigkeit von der Wahl des Dipols zu umgehen, berechnen wir im weiteren wie
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5.3 Rekonstruktionen im dreidimensionalen Fall

auch schon im zweidimensionalen Fall fiir jeden Testpunkt nicht nur eine Testfunktion
zu einem festen Dipol sondern stattdessen neun verschiedene Testfunktionen mit den
Dipolrichtungen

km I

di =(0,0,1), di; = (cosyysinb,sinpysinb;, cosb;), ¢ = 5 0, = R (5.6)
fir k=0,...,3und I =1,2.
i ®
@
..
(a) Rekonstruktion in der (b) Bereich fiir (c) Gesamte Rekonstruktion
Ebene 3 = 0.46 mit den den im Mittel aller
neun Dipolen aus (5.6) Dipolrichtungen
Pz.d <q ist

Abbildung 5.17: Rekonstruktionen mit mehreren Dipolrichtungen

In Abbildung 5.17(a) erkennt man, daf} es einen inneren Bereich des Einschlusses gibt, in
dem alle neun Testfunktionen das Konvergenzkriterium p, ¢4 < ¢ erfiillen. Im Randbereich
gibt es hingegen Dipolrichtungen, fiir die das Testkriterium nicht mehr erfiillt ist. Aufler-
halb der Inhomogenitét gilt wie erwartet fiir alle Testfunktionen p, 4 > ¢q. Wieder erhalt
man gute Rekonstruktionen, wenn man wie im zweidimensionalen Fall einen Testpunkt
als im Einschluf} liegend markiert, wenn fiir mindestens vier der neun Dipolrichtungen die
Steigung p, 4 der Ausgleichsgerade durch die quadrierten Entwicklungsquotienten kleiner
ist als die Steigung ¢ der Ausgleichsgerade durch die Eigenwerte. Allerdings liefert der von
uns benutzte Matlab-Befehel isosurface zur Erzeugung dreidimensionaler Darstellun-
gen der Rekonstruktionen bessere Ergebnisse, wenn man jedem Testpunkt den Mittelwert

aller neun Quotienten ¢/p. 4., k = 1,...,9, zuordnet und die Inhomogenitat durch die
Menge
1 9 q
zeR3 : = >1

approximiert. Die so erhaltene Rekonstruktion in der Ebene x3 = 0.46 zeigt Abbildung
5.17(b), die gesamte Rekonstruktion ist in Abbildung 5.17(c) zu sehen.

Dieses Vorgehen ist natiirlich auch auf den zweidimensionalen Fall anwendbar und liefert
ebenso gute Rekonstruktionen wie die in Abschnitt 5.2 gezeigten.

Als néachsten Beispiel wollen wir die Rekonstruktion zweier Inhomogenitaten untersuchen.
Dazu betrachten wir einen ellipsoiden Einschluff mit Mittelpunkt (0.4, 0.4, 0.4) und Radien
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5 Numerische Ergebnisse

ry = ro = 0.2 und r3 = 0.1 sowie einen nierenférmigen Einschlufl mit Mittelpunkt in
(1.2,1.2,0.8), dessen ,,nicht-konvexe Seite* der Mefiebene zugewandt ist (siehe Abbildung
5.18(a)). In Abbildung 5.18(b) sind die ersten 50 Eigenwerte von A — A zu sehen. Die
gepunkteten Linien trennen wieder die einzelnen Eigenwertgruppen voneinander, d.h. die
hier gewahlte Gruppierung war 3,3,3,3,5,4,5,3,3,5,3,3, so dal wir 43 Eigenwerte fiir
die Rekonstruktion verwendet haben.
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(a) Zu rekonstruierende Einschliisse (b) Die ersten 50 Eigenwerte von A — Ay

Abbildung 5.18: Zwei Inhomogenitéiten mit Leitfahigkeit k1 = ko = 0.5

< . @
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(a) Gesamte Rekonstruktion (b) Schnitt (c) Schnitt
durch die Ebene durch die Ebene
xr3 = 0.4 Tr3 = 0.8

Abbildung 5.19: Rekonstruktion der zwei Inhomogenitéiten aus Abbildung 5.18

In Abbildung 5.19 sind die erhaltenen Rekonstruktionen zu sehen. Anhand des linken Bil-
des erkennt man, dafl auch die Rekonstruktion nicht konvex ist, die Form des nierenférmi-
gen Einschlusses wird gut angenahert. Die Rekonstruktion wurde auf einem adquidistanten
Gitter auf [0,2] x [0,2] x [0.1,1.05] mit Gitterweite 0.05 berechnet. Anhand der beiden
Schnittbilder durch die Mittelpunkte der beiden Inhomogenitéten sieht man, dafl auch
die Lage der beiden Einschliisse gut rekonstruiert wird. Allerdings wird der nierenférmige
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5.3 Rekonstruktionen im dreidimensionalen Fall

Einschluf3 verkleinert wiedergegeben. Die Schnittbilder wurden auf einem dquidistanten
Gitter auf [0,2] x [0,2] x {x3} mit der Gitterweite 0.02 berechnet.

Im néchsten Beispiel haben wir den nierenférmigen Einschluf} so gedreht, dafl seine ,,nicht-
konvexe Seite* nicht mehr auf der der Meflebene zugewandten Seite liegt (siehe Abbildung
5.20(a)). Abbildung 5.20(b) zeigt die ersten 50 Eigenwerte von A — A und die gewihlte
Gruppierung 3,3, 3,3,5,5,4,3,3,4,4, 3 der Eigenwerte, d.h. wir verwenden 43 Eigenwerte
fiir die Rekonstruktion.
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(a) Zu rekonstruierende Einschliisse (b) Die ersten 50 Eigenwerte von A — Ay

Abbildung 5.20: Zwei Inhomogenititen mit Leitfahigkeit k1 = k3 = 0.5

In Abbildung 5.21 sind die erhaltenen Rekonstruktionen zu sehen. Anhand der linken
Abbildung erkennt man, dafl der ellipsoide Einschlufl nach wie vor sehr gut rekonstruiert
wird. Der zweite Einschluf} ist deutlich als zweiter Einschlufl zu erkennen, jedoch kann
die Form nicht mehr aufgeldst werden, was sich mit den Ergebnissen fiir den zweidi-
mensionalen Fall deckt. Die gesamte Rekonstruktion wurde auf demselben Gitter wie die
Rekonstruktion in Abbildung 5.19 berechnet.
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(a) Gesamte Rekonstruktion (b) Schnitt (c) Schnitt
durch die Ebene durch die Ebene
xr3 = 0.4 xr3 = 0.88

Abbildung 5.21: Rekonstruktion der zwei Inhomogenititen aus Abbildung 5.20

Das Schnittbild durch die Ebene z3 = 0.4 bestatigt, daf§ die Ellipse in Lage, Grofle
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und Form gut rekonstruiert wird. Der Schnitt durch die Ebene x3 = 0.88 zeigt, dafl
der nicht-konvexe Teil der nierenférmigen Inhomogenitat nicht mehr korrekt aufgeltst
werden kann. Wie schon im zuvor betrachteten Beispiel wurden die Schnittbilder wieder
auf einem feineren Gitter berechnet.

Auch im Dreidimensionalen wollen wir untersuchen, wie ein Einschlufl rekonstruiert wird,
der nicht mehr oberhalb der Meflebene liegt. Dazu betrachten wir die Situation in Ab-
bildung 5.22(a) mit einem ellipsoiden Einschluf links des Mefibereichs und einem nie-
renformigen Einschlufl oberhalb des Mef3bereiches jeweils mit Leitfdhigkeit x = 0.5. Ab-
bildung 5.22(b) zeigt die ersten 50 Eigenwerte von A — Ay und die verwendeten Eigen-
wertgruppen der Grofle 4,5,5,5, 3,6, 4.

10"
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[e)
10° | o
oy
%
107 %o
-~ x
> w0 oy,
Yoy
—~— 107 ‘ ‘ ‘ ]
0 10 20 30 40 50
(a) Zu rekonstruierende Einschliisse (b) Die ersten 50 Eigenwerte von A — Ay

Abbildung 5.22: Zwei Inhomogenititen mit Leitfahigkeit k1 = ko = 0.5

= .
o le
—aa ]
(a) Gesamte Rekonstruktion (b) Schnitt (c) Schnitt durch
durch die Ebene die Ebene z3 =
z3 = 0.34 0.8

Abbildung 5.23: Rekonstruktion der zwei Inhomogenitéiten aus Abbildung 5.22
Das linke Bild in Abbildung 5.23 zeigt die gesamte Rekonstruktion der beiden Einschliisse,

erzeugt durch ein dquidistantes Gitter von Testpunkten auf [—1, 3] x[—1, 3] x[0.1, 1.05] mit
Gitterweite 0.1 in x1- und x9-Richtung sowie 0.05 in z3-Richtung. Das mittlere und das
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5.3 Rekonstruktionen im dreidimensionalen Fall

rechte Bild zeigen die Schnitte durch die Ebenen z3 = 0.34 und z3 = 0.8, erzeugt durch
das aquidistante Gitter von Testpunkten auf [—1, 3] x [—1, 3] xz3 mit Gitterweite 0.05. Wie
erwartet wirft der nicht mehr oberhalb der Meflebene liegende ellipsoide Einschluf3 einen
Schatten, seine Position wird jedoch richtig rekonstruiert. Der nierenférmige Einschlufl
oberhalb der Meflebene ist weiterhin gut zu erkennen.

10 T T

@] kein Rauschen
e} 0.1% Rauschen
107 Loog e} 1% rauschen i
OOO
6 0o
10 " 1
ooo@@8000OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
-8
10 ©88000OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO(
0o
OOOO
_ 00,
107 Ooo - R
(o/e)
%
OOOO
107 "o 1
OOOOO
[@/e]
107 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 5.24: Einflul von Stérungen in den Daten auf die Eigenwerte von A — Aq

Zum Abschlufl wollen wir auch im Dreidimensionalen die Empfindlichkeit des Rekon-
struktionsverfahrens gegeniiber Storungen in den Daten untersuchen. Wir betrachten
dazu noch einmal das Beispiel des ellipsoiden Einschlusses aus Abbildung 5.14 und ad-
dieren zu den simulierten Daten normalverteiltes Rauschen hinzu. Abbildung 5.24 zeigt
die Eigenwerte von A — A4 fiir die verschiedenen untersuchten Rauschpegel: Die blauen
Kreise markieren die Eigenwerte fiir die ungestorten Daten, die roten Kreise die Eigen-
werte fiir die Daten mit 0.1% Rauschen und die schwarzen Kreise die Eigenwerte fiir 1%
Rauschen. Wie auch bei dem betrachteten Beispiel im zweidimensionalen Fall sind umso
weniger Eigenwerte fiir die Rekonstruktion verwendbar je hoher der Rauschpegel ist. Bei
einem Rauschpegel von 0.1% sind nur noch 16 Eigenwerte verwendbar, dementsprechend
wurden die ersten vier Eigenwertgruppen der Gréfe 3,5, 5, 3 fiir die Rekonstruktion her-
angezogen. Bei einem Rauschpegel von 1% verbleiben noch 13 Eigenwerte, so daf} fiir die
Rekonstruktion die drei Eigenwertgruppen der Grofle 3,5, 5 herangezogen wurden. Abbil-
dung 5.25 zeigt die Rekonstruktion fiir die verschiedenen Rauschpegel. Sowohl bei 0.1%
Rauschen als auch bei 1% Rauschen wird die Position des Einschlusses noch gut erkannt,
Form und Gréfle der Inhomogenitét sind hingegen weniger gut zu erkennen. In Abbildung
5.26 sind zusétzlich noch die Rekonstruktionen fiir die Ebene z3 = 0.48 angegeben.
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5 Numerische Ergebnisse

@
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(a) Kein Rauschen

—
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(b) 0.1% Rauschen

()
.

(c¢) 1% Rauschen

Abbildung 5.25: Rekonstruktion bei gestorten Daten
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Abbildung 5.26: Schnitt durch die Rekonstruktion bei gestérten Daten fiir z3 = 0.48

Die in diesem Kapitel untersuchten Beispiele zeigen sowohl fiir den zwei- als auch den drei-
dimensionalen Fall, dafl der vorgestellte Algorithmus zur Rekonstruktion von Einschliissen
mit gegeniiber dem Hintergrund sprunghaft erhéhter oder erniedrigter Leitfahigkeit gu-
te Ergebnisse liefert. Insbesondere hat die Methode als nicht-iteratives Verfahren einen
geringen Rechenaufwand, der sich auch dann nicht signifikant erhéht, wenn man wie in
dieser Arbeit vorgeschlagen nicht nur eine, sondern mehrere Testfunktionen gleichzei-
tig zur Bestimmung des Einschlusses heranzieht, was die Qualitdt der Rekonstruktionen

verbessert.

100

2

0

02 04 06 08

1

12 14 16 18

(b) 0.1% Rauschen

2

0

02 04 06 08

1

12 14 16 18

(c¢) 1% Rauschen

2



A Einige Beweise zu den Eigenschaften
gewichteter Sobolev-Raume

Um die Aussagen der Sétze 2.3 und 2.4 iiber die kompakte Einbettbarkeit der gewichteten
Sobolev-Riume in gewichtete L?-Riaume beweisen zu kénnen, benétigen wir zunéichst eine
zum Satz von Riesz (vgl. [2, Satz 2.15]) analoge Charakterisierung prakompakter Mengen
in gewichteten L2-Riumen. Zur Vorbereitung dieser Charakterisierung miissen Faltungen
von Funktionen aus gewichteten L2-Réumen mit C§°-Funktionen untersucht werden (vgl.
[40, Lemma A.1.9] und [2, Satz 2.12]).

Lemma A.1
Sei p € Cg°(R"), n=2,3, >0 und f:IR" x R" — IR eine meBbare Funktion, so daf§

sup || f(- + Dy )| f2e < 00
hesupp(y)

gilt. Dabei bezeichnet f(-+ h,-) die Funktion x — f(z + h,x).
Dann definiert die Faltung

o f@)i= [ pla )i dy (A1)

eine Funktion in L*>*(IR") und es gilt die Abschéitzung
o fllpea < (X +29)% ([l sup IF(+Rs0)l| 2 s (A.2)

hesupp(y)

wobei S > 0 so gewéhlt ist, daff supp(yp) C Bg(0) := {z € R" : |z| < S}.
Ist f unabhéngig vom ersten Argument und f € L*>*(IR"), so gilt ¢  f € C*°(IR"™) und

[l fllpea < (1 4+29)% ol [[f]] L2 - (A.3)

Beweis:

Der Beweis kann genau wie der Beweis von [40, Lemma A.1.9] gefithrt werden, da die
dortige Voraussetzung a > 1 nicht notwendig ist, es reicht die hier gemachte Vorausset-
zung « > 0. Aus Griinden der Vollstandigkeit geben wir den Beweis an dieser Stelle fiir
den Fall n = 3 an:

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

oxs@l < ([ loto -l d) " ([ teta =17t an) "

_ 1/2
=gl
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A FEinige Beweise zu den Eigenschaften gewichteter Sobolev-Raume

falls das zweite Integral auf der rechten Seite existiert. Mit dem Satz von Fubini erhalt
man im Falle der Existenz

| rat@)les f@) do
< llelly [ e >/31 (e~ )| (. )? dy da
ol [ [ 2D tote = )1 50) 60,

el | | /W 2@l 2o ) dedy, (A

falls das Integral auf der rechten Seite existiert.
Sei nun S > 0 so grof, dafl supp(y) C Bg(0). Dann gilt fir |y| < 29

pi(y)  (1+ |y
pi(x+y)  (L+|z+yl)? —
und fiir |y| > 2S5, z € Bg(0)

< (1+29)*

0<|yl =S <lyl—l|z| < |z +y|
und somit

paly) (™ :(+ S
pa(r+y) — (1+yl—8)* L+yl -8

so daB} auch fiir |y| > 25 und = € Bg(0) die Abschétzung

>2a < (1+8)

Pa(y)
Palz +y)
gilt. In (A.4) kann man daher weiter durch

| o@Dl do < el 14282 [ o@) [ 5201+ vl dyds
R R R

abschatzen. Also existieren alle bisher betrachteten Integrale und die Abschiatzungen
(A.2) und (A.3) sind bewiesen.

Falls f nicht von z abhéngt, so folgen die Stetigkeit von ¢ % f und die Existenz der
partiellen Ableitungen D;(p * f) = (D;) * f in einer Umgebung von zy € IR? durch
dominierte Konvergenz (siehe z.B. [39, Kapitel VIII, §2]), falls man fir o(z — -)f und
(Dip)(x — ) f zeigen kann, daB sie gleichmafig fiir alle 2 € B.(xq) durch ein g € L'(IR?)
beschriinkt sind. Dies ist offensichtlich der Fall, da f € L?(K) fiir alle kompakten Mengen
K C IR? ist und somit auch f € L'(K) gilt. Per Induktion folgt dann ¢ * f € C°(IR?).

O

< (1+29)%*

Zum Beweis der Variante des Satzes von Riesz fiir gewichtete L2-Riume bendtigen wir
noch ein weiteres Hilfsresultat, das sich mit der Voraussetzung a > 1 in [40, Lemma
A.1.11] findet. Wir geben hier einen Beweis fiir dieses Resultat an, der fiir alle & > 0
giltig ist.

102



Lemma A.2
Sei a > 0 und f € L>*(IR"™), n = 2,3. Dann gilt ||f(- + h) — f|| 2.« — O fiir || — 0.

Beweis:

Wir geben den Beweis fiir n = 3 an, fiir n = 2 148t sich die Behauptung analog zeigen.
Wihle zu f € L2*(IR?) eine Folge (f;)jen C Cg(IR?) mit ||f — fj|| ;2. — O fiir j — oo.
Dann gilt:

NFC+R) = fllpze < NFCHR) = fiC+ M) 20 +
F = fill 2o + 115+ 1) = il 2o - (A.5)

Fiir den ersten Summanden ergibt sich
I+ = L4 Wlae = [ ()™ @+ 1) = o+ 1) do
= [ @l b)) - fi(o)f? do
IRS

Definiere ¢(h) := 1/(1 — |h|) fir |h| < 1. Dann gilt ¢(h) — 1 fiir |h| — 0, insbesonde-
re ist c(h) € (1,2] fur alle |h| < 1/2. Daher erhélt man fir die Gewichtsfunktion die
Abschétzung

1 =c(h)(1 = [h]) < c(h)(1 = |h]) + |z[ (c(h) — 1) = c(h) + c(h)(|z| — |h]) — |z|
<c(h)(1+|z—h|) - |z|
ot bV et <% G r<1/2
1+ |z—h| ~ 1+ |z = 1+ || - '

Der erste Summand in (A.5) kann fiir |h| < 1/2 demnach durch

1f(+h) = £+ h)Fea < 22‘1/]Rg(1+|xr>—2a\f(x>fj<m>|2 dz  (A.6)
= 22||f - fi|[22.a

abgeschétzt werden. Fiir den letzten Summanden in (A.5) gilt

156+ 1) = Glee = [ 2@ fi(o+ )~ (o) do
R

pa2(@) |y + 1) - f(2)? do

2

/supp(fj)Usupp(fj(-+h))
< NhC+m) - HIE |

Xsupp(f; (-+h) =) || 2,0 °

Dies ergibt
NfC+N) = fllze < @Y+ DIf = fill g2
N——
— 0 fiir j— oo

+I£5C+h) = fill - ‘ Xsupp(f;(-+h)~f;)

L2«
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A FEinige Beweise zu den Eigenschaften gewichteter Sobolev-Raume

fiir |h| < 1/2. Da jedes f; gleichméBig stetig ist, konvergiert der zweite Summand fiir alle
J gegen 0, falls |h| — 0. Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

Nun kénnen wir die Variante des Satzes von Riesz fiir gewichtete L2-Riume beweisen.

Satz A.3
Sei a > 0. Eine Menge A C L?>*(IR™), n = 2,3, ist genau dann prikompakt, wenn

(i) sup [[f]lpea <C
feA

(i) sup[|f(- + ) = fllp2. — O fiir [h| — 0
feA

(iii) sup || f||p2.0(mm\ Bg(o)) — 0 fiir B — oo, wobei Br(0) die Kugel mit Radius R um
feA
0 ist.

Beweis:

Wir zeigen den Beweis fiir n = 3.
Sei A ¢ L?*(IR?) prikompakt. Dann existieren zu ¢ > 0 ein n € IN und Funktionen f; €

m
L**(IR3) mit A C |J B.(f;). Sei nun f € A beliebig. Dann existiert ein ig € {1,...,m}
1=1
mit
1Fllzze <+ Ufillgae < e mas [[fillgae.

womit (i) gezeigt ist.
Weiterhin gilt zusammen mit (A.6) fir |h| < 1/2

I1f(+h) = fll2.a

fC+h) = fio( + M)l p2a + | fig(- + 1) = figllp2a + [If = fiollp2.a
(

(

-

2+ DI = faollzae + i+ 1) = Fillpae
2+ e+ max |Ifi(+h) = fill o

ININ A

Mit Lemma A.2 folgt, dal der zweite Summand fiir |h| — 0 gegen 0 konvergiert, so daf3
(ii) gezeigt ist. Auch (iii) ist wegen

111220 @@\ Bro) < &+, max [Ifill 2.0 (m2\Br(0)
sofort einsichtig.
Seien nun umgekehrt (i) bis (iii) erfiillt, § > 0, Rs > § und ¢ € C§°(IR3) mit ¢ > 0,
supp ¢ C B1(0) und [s ¢ dz = 1. Definiere ¢5(x) := 6 3p(%). (Beachte: Fiir den Beweis

im zweidimensionalen Fall éndert sich der Faktor 62 in der Definition von s zu §=2.)
Dann ist ¢5 € C§°(IR?) mit supp @5 C Bs(0) und fiir f € A ist

B9E) = (5% Con0) @)= [ oo ) )y
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nach Lemma A.1 in L2(IR?). Es gilt:

(T3f — )(x)
_ / os(z — v)f(y) dy — f(x)
Brg(0)

5( = X 0)(0)(F0) = Sy = £(&) [ 651 = Xirg (= 9)

9500 = DX U — @)y~ @) [ o) dy

R3\BR5 (J?)

Definiert man die Funktion f : IR? x IR® — IR durch f(z,y) := X By (0) (y)(fly) — f(x)),
schreibt sich das erste Integral auch als

| st = )i 00 0) = 1) dy = (5 Pa)
im Sinne der Definition (A.1). Mit der Abschétzung (A.2) aus Lemma A.1 gilt dann

@s * fllpza <c  sup  ||f(-+ R, )||g2e < csup [[f — F(-+ D) 20 -
hesupp(ps) |h|<é

AuBerhalb der Kugel B;s(0) ist ¢5 = 0, so dal das zweite Integral fir || < Rs — ¢
verschwindet: Sei |z| < Rs — ¢ und y € IR\ Bg, (). Dann gilt:

ly| > |y — x| — |z| > Rs — (Rs — ) = 6,

also y & Bs(0).
Insgesamt erhalten wir also fiir ||T5f — f|| 2. die Abschétzung

NT5f = fllpze < C(\i?fa 1FC A+ 1) = fllpza + [l 20w\ Bay _50)

< c(sup sup||g(- +h) — gl 2.0 +sup||gll 2.0 (RS )
|h|<8 g€A L geA L%o(R*\BR;—5(0))

= Kj. (A.7)

Nach (ii) und (iii) folgt K5 — 0 fiir § — 0, falls Rs — oo fiir § — 0.
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A FEinige Beweise zu den Eigenschaften gewichteter Sobolev-Raume

Wiederum nach Lemma A.1 gilt 75 f € C°°(IR?) und wegen supp(Tsf) C Br,15(0) sogar
Tsf € C°(IR3). Somit erhalten wir

/ s — ) f () dy
Bp,(0)

< [ lesta =I5 dy
= [ e leste =)l @) W] dy

S (ot it ) : ([ s lsor a) :

(i)
< c(0)||fll 2 < C(6).

Also gilt ||T5f|],, < ¢/(9). Ebenso erhélt man ||grad T5 ||, < ¢/(9), so daBl T5f fir f € A
beschriinkt ist im Raum C%!(Bg,1s(0)) der Lipschitz-stetigen Funktionen. Damit ist
As = {Tsf : f € A} eine beschrinkte Teilmenge in C%!(Bg,;5(0)), also insbesondere
auch eine Menge von gleichgradig stetigen Funktionen (vgl. [2, Bemerkung zu Satz 2.11]).
Sei nun 6 > 0. Dann existieren nach dem Satz von Arzela-Ascoli (vgl. [2, Satz 2.11])
Funktionen g;, i = 1,...,m(6,0), in C°(Bpr,+4(0)), so da

T5f(z)] =

m(é8,6)
As C U Bj(gi) beziiglich der Maximumnorm in .
i=1
Da die L**Norm auf Bg,;5(0) durch die Maximumnorm abschiitzbar ist, folgt

m(8,5)
As C U 5(gi) beziiglich der L**Norm,

wobei § = & 1]l 1208y, 5(0)) It- Fassen wir die Funktionen g; als Elemente von L%%(IR3)
6

auf, indem wir sie auflerhalb von Bpr,5(0) durch Null fortsetzen, ergibt sich zusammen
mit (A.7)

m(s,5

U S1K; (9;) beziiglich der L*>“-Norm.

Sei nun € > 0 beliebig. Wahlt man dann § und 4 so klein, da Kj < €/2 und 5 < /2 gilt,
so erhalt man

m(8,0)
AC U B.(g;) beziiglich der L?»“-Norm
i=1
und die Prakompaktheit von A ist gezeigt. O

Die im obigen Satz angegebene Charakterisierung prikompakter Mengen in L2®(IR™),
n = 2,3, 1lafit sich sehr einfach auf beliebige Lebesgue-mefibare Mengen 2 C IR" iibertra-
gen:
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Korollar A.4
Sei Q@ C IR™, n = 2,3 eine Lebesgue-meBbare Teilmenge und A C L*%(Q)). Ferner sei
F: L?>*(Q) — L?>*(IR™) der Fortsetzungsoperator mit

Fofe f aufQ
0 aufR™\Q.

Dann ist die Menge A genau dann prikompakt in L>®(QQ), falls F(A) C L**(IR"™) die
Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz A.3 erfiillt.

Beweis:

Sei A C L*%(Q) prikompakt in L?(). Wegen der Stetigkeit des Fortsetzungsoperators
F ist dann F(A) prikompakt in L>*(IR™) und erfiillt die Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz
A3.

Sei nun umgekehrt A eine Teilmenge von L?%(Q), so da8 F'(A) die Eigenschaften (i)-(iii)
aus Satz A.3 erfiillt. Dann ist F(A) prikompakt in L2(IR™). Mit E bezeichnen wir den
Einschrankungsoperator

E:L**(R") — L**(Q), [+ flg.

Dieser ist stetig und es gilt E(F(A)) = A, also ist A in L?(£)) prikompakt. O

Nun sind wir in der Lage, Satz 2.3 iiber die kompakte Einbettbarkeit von H1*(IR™) in
L*>*(IR™), n = 2,3, zu zeigen. Der Beweis lehnt sich an den Beweis des Theorems 3.9 in
[35] an.

Beweis von Satz 2.3:

Im folgenden sei zunachst n = 3. An den Stellen des Beweises, die sich nicht ohne wei-
teres auf den zweidimensionalen Fall iibertragen lassen, geben wir die entsprechenden
Anderungen an.

Sei ¢ : HY(IR3) — L?*(IR?) der Einbettungsoperator. Die Injektivitit und Stetigkeit
dieses Operators sind klar.

Sei ¢ € C(IR?) mit 0 < p(z) < 1, p(z) = 1 fiir |z| < 1 und p(z) = 0 fiir |z| > 2.
Die Abbildung M, : HY*(IR?) — HY%(B(0)) = H'(B3(0)), u — ¢u, ist stetig. Aus
den Einbettungssatzen fiir die klassischen Sobolev-Raume auf beschrankten Gebieten
erhilt man, daf die Einbettung H'(B2(0)) — L?(B2(0)) kompakt ist. Daraus folgt die
Kompaktheit des Operators

Lo M, : HY(R?) — L?(B(0)) C L**(IR?).

Definieren wir weiter ¢(x) := 1 — (), so ist die Abbildung My, : HY*(IR?) — HL*(IR3\
B1(0)), u +— tu, stetig, da supp % C B»(0) \ B1(0) und da das Gewicht p, auf dieser
kompakten Menge nach oben und unten beschrankt ist.

Wegen ¢ = ¢ o My, + 1 o M, ist noch die Kompaktheit von ¢+ o M, zu untersuchen. Dazu
zeigen wir, dafl der Abschluf} des Bildes der Einheitskugel

K= {ue HO(R) : |full,, <1} € H-(R?)
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unter ¢ o M, kompakt in L>*(IR%) ist. Da L>*(IR®) ein Banachraum ist, ist dies genau
dann der Fall, wenn (z o My)(K) prikompakt in L**(IR®) ist. Dies zeigen wir durch
Nachweis der Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz A.3.

Nach der Definition von ¢ gilt 0 < ¢(x) < 1, so dal man

(e 0 My)ull o0 = || Myull po.e < [Jullp2a < [ully o <1

fiir alle u € K erhélt. Damit ist die Eigenschaft (i) unmittelbar klar. Wir zeigen zunéchst
(iii), indem wir Polarkoordinaten in IR? einfiihren.
Sei . =T(r,0,9), T : R§ x [0,7] x [0,27) — IR3, mit

x1 =rsinfcosy, o =rsinfsiny, x3=r1rcosb.
Fiir die Determinante der Jacobi-Matrix gilt dann
det Jr(r,0, @) = r?sin 6.

Fiir u € C®(IR3) N My (K) definieren wir i(r, 8, ¢) := (u o T)(r,0,¢). Wegen suppu C
IR3\ B1(0) gilt (1,0, ) = 0 fiir alle (0, ¢) € [0,7] x [0,27] und damit fiir r > 1:

ou 2 "
g/ ‘ (t,0,¢) t2dt/ t=2 dt.
1 or 1

Fiir die partielle Ableitung von % nach der ersten Variablen erhélt man

| r@,gp tH,gp ) dt

9 2

ou ou oT;
t,0 = —(T(t,0 —(t,0
Greso| = [ g o Gey
3 ou 3 oT;
< (10,00 Y5 4.0,0)° (438)
i=1 v i=1
=1 V(t0.0)
Dies liefert
L 27
/ / (i(r, 0, 0) |2 sin(6) dp db
o Jo
r Y T 2T poo il 2 ) .
< e dt E(t,@,gp) t* dtsin 0 dp do
27
< /t‘th/ / / (T(t,6,¢)))? | t*sinf dt dp df
8:133

= / t_th/ |gr8udu(ac)|2 dx
1 IR3\ B1(0)

;
< c/ t=2dt,
1
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da My (K) eine beschrinkte Menge in H%*(IR?) ist. Fiir R > 1 erhalten wir daraus
zusammen mit (p, 0 T)(r, 0, ) = (1 + 1)

2
Lo e = [T [Taeoe P dedsar
R*\BR(0) 1+ )

c/R W/1 t=2dt dr (A.9)

€(0,1)
0o .2
”
<c / —5o.dr
r T

= R — 0 fiir R — oo, da a > 3/2.

IN

Diese Abschiitzung gilt gleichméfig fiir alle u € O (IR? )My (K) und 148t sich gleichmas-
sig fiir alle v € My (K) fortsetzen, womit (iii) gezeigt ist.
Zum Beweis von (ii) sei wieder u € C*°(IR®) N My (K). Dann gilt

. —u22a = u(x —u(z)|? _2
1) = ullfoe = [ Jule+ 1) = u(o) p23a) da

= [ @

1 2
/ (grad u(z + th), h) dt| dz
0

1
< /(pgz(x)/ erad u(z + th), B2 dt dz
R3 0
1
< / ,0;2(3:)/ lgrad u(z + th)|* |h|? dt dz
R3 0
1
< |h|2// lgrad u(z + th)|? da dt
0 JIR3
<c
< c|nl?.

Diese Abschétzung laBt sich wiederum gleichméfig fiir alle u € My (K) fortsetzen, so dafl
lu(- + ) —ul[ o0 < clh| — 0 fir |h] =0

fir alle u € My (K) gezeigt ist. Damit ist der Beweis des Satzes fiir den dreidimensionalen
Fall abgeschlossen.
Der Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) kann fiir den zweidimensionalen Fall {ibernom-

men werden. Der Beweis fiir die Eigenschaft (iii) lauft vollig analog bis zur Abschétzung
(A.9), die nun

_9 9 > r " > rlnr
dx < ——— [ tdtdr = —-d
N L e A ey O A e

lautet. Ab hier mufl man wie folgt argumentieren: Da o > 1 ist, existiert ein § > 0 mit
1+ < a. Zu diesem ¢ existiert ein Rs > 0, so dafl Inr < rd fiir alle » > Ry gilt. Indem
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wir R > Rs wahlen, konnen wir weiter abschétzen durch
oo
/ pa’ (@) [ul? do < / P12 gp — cR?7200 () fiir R — oo.
R?\ BR(0) R

O

Nun zeigen wir noch, dal wir den gewichteten Sobolev-Raum Hé “*(IR?) schon fiir a > 1
kompakt in L?*(IR?) einbetten konnen:

Beweis von Satz 2.4:
Die Linearitat, Injektivitat und Stetigkeit des Einbettungsoperators ¢ : Hé’o‘(IR?’) —
L*%(IR3) sind Klar.

Wie im Beweis von Satz 2.3 zeigen wir, dafy das Bild der Einheitskugel
L l,a 3\ . l,a 3
K= {uGHO (R®) : [[ull, o < 1} C HM(R?)

unter ¢ prikompakt in L?(IR3) ist, indem wir die Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz A.3
nachweisen.

Die Eigenschaft (i) ist sofort klar. Wir zeigen zunéchst (iii):

Sei u € C$°(IR?) mit |[ull; o, < 1. Wie im Beweis von Satz 2.3 verwenden wir Polarkoor-
dinaten im IR? und definieren a(r, 6, ) := (uo T)(r, 0, ¢). Fiir r > R > 0 gilt dann

1 [>~]|8a 2
< ;/R ‘%(t,&, )| #adt. (A.10)

Hieraus ergibt sich zusammen mit der Abschétzung (A.8)

T 2T
/ / |i(r, 0, @) sin 0 de db
o Jo

T 2w 00 | 95~ 2
< / / 1/ @(t,ﬁ,go) 2 dt sin 0 dp d
0 0 " JR or
3
1/7r/27r/oo ou ) 5 .
< - —(T'(t,0, ¢ t“sin 0 dt dp df
hh e (Eaaeeon
1
= —/ lgrad u(z)|? dx (A.11)
" JIR*\BR(0)
1
S —
r
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Wegen (pq 0 T)(r,0,¢) = (1 + 1) erhélt man weiter

T2

00 T 2m
-2 2 ~ 2 .
P (@) |u(x)|” de = / / / u(r, 0, p)|” sin @ ———— dp df dr
Lo ) ] Pt
1 7,2

< —d
- /R r(1+7r)2 "

= ﬁR2_2“—>0fﬁrR—>oo, da a>1.
a_

Diese Abschiitzung gilt gleichmiBig fiir alle v € C$°(IR?) mit l|ull; , < 1 und l&Bt sich

gleichméBig fiir alle u € K N HO1 “*(IR3) fortsetzen, womit (iii) gezeigt ist.
Die Eigenschaft (ii) 148t sich wie im Beweis von Satz 2.3 zeigen. Damit folgt wegen der
Dichtheit von C§°(IR?) in H& “*(IR?) die Behauptung des Satzes. O

Bevor wir fiir die in Satz 2.6 angegebenen Gebiete die Existenz von stetigen Fortsetzungs-
operatoren beweisen, geben wir ein Hilfsresultat an, das besagt, dal man H!'-Funktionen
auf zwei Gebieten mit gemeinsamem Rand zu einer H!-Funktion auf dem gesamten Gebiet
zusammensetzen kann, falls die Randwerte auf dem gemeinsamen Rand tibereinstimmen.

Lemma A.5

Seien ) C IR™ beschrdnkt und D C §2 eine Teilmenge von €, die in die Zusammenhangs-
komponenten D1, ..., Dy mit den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 2.1 zerfalle. Sei
uy € HY(D) und ug € H'(Q\ D). Haben u; und uy die gleiche Spur in HY/?(9D), so ist

uy auf D
U=
ug auf Q\ D

ein Element aus H' ().

Beweis:

Wegen der Voraussetzungen an die Mengen Di,..., Dy hat D lokal einen Lipschitz-
Rand. Damit besitzt nach [1, Bemerkung zu 4.5] die Menge D die starke lokale Lipschitz-
Eigenschaft und somit nach [1, 4.7], auch die gleichméfige Kegeleigenschaft. Dann kann
uy nach [47, Satz 5.4] zu einer Funktion v € HY(Q) mit v|, = u; fortgesetzt werden.
Wegen der Gleichheit der Spur von uy und us auf 9D gilt dann

w = 1uz — v|\p € {we HY(Q\ D) : wly, =0},

Setzt man w durch Null auf D fort, so erhélt man nach [47, Lemma 3.4] eine Funktion
in H1(Q). Damit hat man v +w € H(Q), wobei v + w gerade durch

uy auf D
v+ w = =u
ug auf Q\ D
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gegeben ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir Satz 2.6 iiber die Existenz stetiger Fortsetzungsope-
ratoren recht einfach beweisen.

Beweis von Satz 2.6:

Wir zeigen die Behauptung fiir den Fall n = 3 und Q = IR3, alle anderen Fille lassen sich
analog behandeln.

Die Menge D C IR? ist beschrinkt, es existiert also ein r > 0, so dafl der Abschlu von D
in der Kugel B, (0) mit Radius » um die Null enthalten ist. Wegen der Voraussetzungen
an die Mengen Dy,..., Dy hat G := B,(0) \ D lokal einen Lipschitz-Rand. Damit be-
sitzt diese Menge die gleichmaBige Kegeleigenschaft (vgl. Beweis von Lemma A.5). Nach
[47, Satz 5.4] existiert ein linearer und stetiger Fortsetzungsoperator F' von H'(G) nach

H'(B,(0)) mit Fu e fiir alle u € H(Q).

Sei nun v € H(R?®\ D), H(R®\ D) € {Hé’a(]R?’ \ D), H"*(IR3 \ﬁ)} Dann ist ulg

in H'(G), so daB8 nach obigen Uberlegungen eine Fortsetzung i = F(U\G)_e HY(B,(0))
existiert mit 1|, = u|g. Den gesuchten Fortsetzungsoperator F : H(IR® \ D) — H(IR?)
definieren wir durch

Da die Spur von @ und u in H'/?(9B,(0)) iibereinstimmt, folgt mit u € H(IR*\ B,(0))
und Lemma A.5, daB Fu in H(IR?) liegt.

Wir miissen nun noch die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators F' nachweisen (die Linea-
ritdt von F' ist klar). Diese folgt aus der Beschranktheit der Gewichtsfunktion und der
Stetigkeit des Fortsetzungsoperators von H'(B,.(0)\ D) nach H*(B,(0)):

HFUHLQ,R‘

= / pal(Fu)? dm—i—/ lgrad(Fu)|* da
R3 R3

= / pau’ dx —|—/ lgrad u|® da +/ po2u? du +/ lgrad @|? dz
R\ B, (0) R\ B, (0) »(0) B-(0)

2 —2~ ~ 12
< Hu|1,a,]R3\D+/B(0)pa2u2dx+/B(0) lgrad | dx

2 <112 2 2
< ||UH1,Q,]R3\5+C||UHH1(BT(0)) < HUHLQ,]RL?\E+CHU||H1(3T(0)\5)
<

2
cllullf 0 me\p -

Damit ist gezeigt, dafl ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator von H (IR3 \ D) nach
H(IR?) existiert. O

Als néchstes geben wir den Beweis des Spursatzes 2.8 an.
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Beweis von Satz 2.8:

Wir zeigen Teil (a) fiir den Fall n = 3, alle anderen Aussagen lassen sich vollig analog

beweisen.

Sei § > 0 fest, u € C’OO(IR—%F) N HY*(IRY) beliebig und (y',z) € R? x [0, 8]. Dann gilt

*ou, ,

/ _ / . v
u(y70)_u(yvz) 0 az(yvs)ds

und somit

2 B
’ (v, 0)’ < 2‘uy z’ —1—2'/ (v, s)ds §2’u(y',z)‘2—|—25/ %(y'
0

Multiplikation mit 0 < p;2(y’,0) < 1 liefert:

/ O 2
Pz (y',0) pa y',2)
Durch Integration iiber ¥’ und z erhalt man hieraus:
uy, 0))*
) [ or,
R? pa( O
= / / July. O)F O d ' dz
R? poz
0
< //|uyz ddz—|—2ﬁ/// uys dsdy' dz
R oy, R?

< c/]R3 pal(z)u?(z) de + 232 /]1{3 lgrad u(z)|* da.

+ +

Somit hat man fiir alle u € C™ (IR—:j_) N HY*(IR3) die Abschitzung

1
2 2 2
28 lgradull g + 5 lfEoqry) ) < cllull oy

HU‘IRQX{O}‘ [2a(R?) — C(

ds.

(A.12)

gezeigt Wegen der Dichtheit von C‘X’(]R—i) N HY(IR3) in HY*(IRY) (siche [40, Lemma

A.1.22]) folgt daraus die Existenz und die Stetigkeit des Spuroperators.

Der Raum H 1’O‘(IR?;) ist ein Hilbertraum, also reflexiv. Damit besitzt jede beschrénkte
Folge (uj)jen C H*(IR3) eine schwach konvergente Teilfolge. Fiir den Kompaktheits-
beweis starten wir daher 0.B.d.A. mit eine schwach konvergenten Teilfolge (u;)jen C
HY(IR3) mit u; — g € HY*(IRY), wobei 0.B.d.A. g = 0 angenommen wird. Zu zeigen

ist nun yu; — y0 = 0 fiir j — oo.

Wegen der Dichtheit von Cm(ﬁ) N HY(R3) in HY*(IR?) gilt (A.12) fiir alle u €

H(IR3), so daB man die Abschitzung
Jr

1 _
41ty < € (25 /}R , leradu (@) da+ 2 /}R @) (@) dx)
+ +
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erhilt. Sei nun £ > 0. Nach Satz 2.3 ist fiir o > 3/2 die Einbettung von HY%(IR3) in
L?*(IR3.) kompakt, also existiert ein jo € IN so daB [|u;||;2.. < ¢ fiir alle j > jo ist. Da
schwach konvergente Folgen beschrénkt sind, existiert ein ¢ > 0 mit |[grad u;||,. < ¢ fiir
alle j > jo. Wahlt man nun 3 = ¢, so gilt fiir j > jg
2
2 ~ € ~
w720 w2y < c(2066% + E) = ec(2¢% 4 1).

Also konvergiert ||yu;|| r2a(R?) fir j — oo gegen Null. O

Wir geben nun den Beweis des Satzes 2.14 iiber die Aquivalenz von ||-||, , und | - | auf

Hé’a(Q) an. Zum Beweis des Satzes fiir den Fall a > 1 und Q € {IR*, IR} } vergleiche
auch [40, Korollar A.1.6].

Beweis von Satz 2.14:
Wir zeigen die Behauptung nur fiir Q = IR? bzw. Q = IR® \ D, da der Beweis fiir die
anderen Fille analog verlauft.
Sei u € C§°(9). Dann gilt offensichtlich
lul < lullyq -

Es geniigt also die Existenz einer Konstanten ¢ = c(a) > 0 zu zeigen, so dafl die
Abschétzung
lullp2a < c]ul (A.13)

fiir alle u € C§°(Q) gilt.

Da die Menge D beschrankt ist, existiert ein rg > 0, so dafl der Abschlufl von D in der
Kugel B,,(0) mit Radius ro um Null enthalten ist. Falls Q = IR3 ist, setzen wir rg = 0.
Sei zunéchst o > 1. Wie im Beweis von Satz 2.3 verwenden wir Polarkoordinaten im IR?:

Sei z =T(r,0,0), T : R§ x [0,7] x [0,27) — IR?, mit
x1 =rsinfcosy, o =rsinfsing, x3=rcost

Wir setzen a(r, 0, ) := (uo T)(r,0,¢). Fir r > R > rq gilt mit der Abschétzung (A.11)
unter Beachtung von u € C3°(Q2\ By, (0))

2m 9 (A11) 1 9
/ / |a(r,0, )| sinfdpdd < —/ lgrad u(z)|” dx
0 Jo R3\Br(0)

< / lgrad u(x

Dies liefert wegen (pg o T) (7,6, 0) = (1 +7)

2m
/ pa(x) |u(:U)|2 dr = / / / (r,0,9) | sin @) —————dpdf dr
R3\ By, (0) (1+ )

/ m/|gradu )| dx dr
To
r
o

~\~
=:C
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Fiir den Fall Q = IR?, also 7 = 0, ist damit (A.13) schon gezeigt und somit die Aquivalenz
der Normen im Fall a > 1 bewiesen. Fiir Q = IR3 \ D miissen wir noch

/ pau dr < c/ lgrad u|? da
B (0)\D Q

zeigen. Die Einschrinkung von u auf B,,(0) \ D liegt in Hl( +0(0)\ D). Nach [45, Satz
5.3] existiert ein linearer und stetiger Spuroperator von H'(B,,(0)\ D) nach L?(dB,,(0)),
so da8 durch

F:u— uds
0By, (0)

ein stetiges Funktional auf H!(B,,(0)\ D) gegeben ist. Nach [45, Satz 28.2] iiber dquiva-
lente Normen auf H' erhalten wir die Abschitzung

[ull s 5, 007y < © (lgrad ull s s, on ) + 1Ful)

und wegen der Beschranktheit der Gewichtsfunktion erst recht

1/2
—2,2
Po u” dx <c|||lgradu L Ful).
</Bro(0)\D ) (H HHl(BTO(o)\D) \ \)

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
[Fu| < C||UHL2(8BTO(0)) )
so daB} sich die Abschétzung
1/2
—2, 2
Py u” dx < cf|lgrad ul| 7 + |
(wa ) (Herad ullzas o) + 2o,y 00)

ergibt. Da der Spuroperator von HS’O‘(IR3 \ By, (0)) nach L?(0B,(0)) ebenfalls stetig ist,
gilt weiter

1/2
o u’ dz < cf|leradu — 4l R
(/BTO(O)\DP (” ||L2(Br-o(0)\D) ] ||1,a,1Rd\BTO(0))

Zusammen mit der Abschitzung (A.14) folgt

1/2
(/ - pau? da:)
Bro (0\D

Damit ist die Norméquivalenz (A.13) auch fiir den Fall Q = R3\ D gezeigt.

Bevor wir die Behauptung fiir den Fall @« = 1 zeigen koénnen, brauchen wir zunéchst
einen Spezialfall einer Ungleichung von Hardy ([32, Theorem 330]), den wir im folgenden
Lemma angeben.

IN

¢ (ngadu||L2(]R3\E) + ||grad“||L2(RS\Bro(0)))

IN

CHgI‘ad UHLQ(IR?’\E) .

115



A FEinige Beweise zu den Eigenschaften gewichteter Sobolev-Raume

Lemma A.6
Sei p € (1,00) und f eine positive mefibare Funktion definiert auf [0, 00), so daf§

/OO |f ()P rP dr < oo.
0

Definiert man

Py = [ 0
so gilt folgende Ungleichung:
[ iwepdr <y [l
0 0

Mit Hilfe dieses Lemmas 148t sich nun die Behauptung aus Satz 2.14 fiir den Fall « =1
beweisen.

Beweis (Fortsetzung des Beweises von Satz 2.14):

Sei nun o = 1. Fiir u € C§°(2) und a(r, 0, ) := (wo T)(r,0, ) gilt fir r > rg

[a(r,0,0)| =

 0u > ou
— < — . .
| o) dt' </ lar (1.6, @)’ dt (A.15)
Fiir z € IR™ gilt die Abschatzung
(L+)7h <@+ < V2(1+ |2) (A.16)

Dies liefert

/ (1+ |2) 2 fu(o)|? da
IR3\ By, (0)

oo pm 2w
= / / / (142 a(r,0,9)|* r*sin 0 dp do dr
0 0 0
or

2

(A.15), (A.16) m 2w poo )

L e

0 0 ) T
=f(t)

T 27 poo ) 2

c/ / / </ f(t) dt> sin @ dr dy df. (A.17)
0 0 70 r

Setzen wir f(t) =0 fiir 0 < ¢ < r¢, so liefert Lemma A.6 mit p = 2 die Abschétzung

[ ([ rwa) ase [Tevmra=c [T ruors

8u(t,9,g0)‘ dt | sin@drdedf

IN
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so dafl (A.17) weiter durch

/ms\Bm oA D@ do
S
Ly

- /]RS\BW(O) jgradu(x)| de

abgeschitzt werden kann. Damit ist (A.13) auch fir den Fall @ = 1 gezeigt, da die
Abschétzung

2

(r,0,¢)| sinfdrdedf

2

(T(r,0,¢))| sinfdrdedb

/ (1+ |2)=2 [u(z)]? do < c/ laraduf? dz
By (0O\D Q

wie im Fall o > 1 folgt. O
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Faktorisierungsmethode zur Erkennung von Inhomo-
genitaten der Leitfdhigkeit in der elektrischen Impedanztomographie auf unbeschréankten
Gebieten - speziell der Halbebene bzw. dem Halbraum - untersucht. Als Losungsrdume
fiir das direkte Problem, d.h. die Bestimmung des elektrischen Potentials zu vorgegebe-
ner Leitfahigkeit und zu vorgegebenem Randstrom, fiihren wir gewichtete Sobolev-Réaume
ein. In diesen wird die Existenz von schwachen Loésungen des direkten Problems gezeigt
und die Giiltigkeit einer Integraldarstellung fiir die Losung der Laplace-Gleichung, die
man bei homogener Leitfahigkeit erhélt, bewiesen. Mittels der Faktorisierungsmethode
geben wir eine explizite Charakterisierung von Einschliissen an, die gegeniiber dem Hin-
tergrund eine sprunghaft erhéhte oder erniedrigte Leitfahigkeit haben. Damit ist zugleich
fiir diese Klasse von Leitfahigkeiten die eindeutige Rekonstruierbarkeit der Einschliisse
bei Kenntnis der lokalen Neumann-Dirichlet-Abbildung gezeigt.

Die mittels der Faktorisierungsmethode erhaltene Charakterisierung der Einschliisse ha-
ben wir wie in der Arbeit [13] in ein numerisches Verfahren umgesetzt und sowohl im
zwei- als auch im dreidimensionalen Fall mit simulierten, teilweise gestorten Daten ge-
testet. Im Gegensatz zu anderen bekannten Rekonstruktionsverfahren benétigt das hier
vorgestellte keine Vorabinformation tiber Anzahl und Form der Einschliisse und hat als
nicht-iteratives Verfahren einen vergleichsweise geringen Rechenaufwand.

Es stellte sich heraus, dafl die erhaltenen Rekonstruktionen von der Wahl der Dipolrich-
tung fiir die Testfunktion abhéngen. Um diese Abhéangigkeit zu umgehen, berechnen wir
fiir jeden Testpunkt nicht nur die Testfunktion zu einem festen, sondern zu mehreren ver-
schiedenen Dipolen. Die sich daraus ergebenden Approximationen der Einschliisse sind in
allen untersuchten Beispielen besser als die Rekonstruktion basierend auf einer Testfunk-
tion mit fester Dipolrichtung. Der Mehraufwand fiir dieses Verfahren ist vernachlassigbar,
da man fiir ein vorgegebenes Gitter vorab die Testfunktionen mit den Einheitsvektoren
als Dipolrichtungen auswerten kann und sich die Werte aller Testfunktionen mit anderen
Dipolrichtungen daraus durch Linearkombination ergeben.



