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Pyramus: Thou wall, O wall, O sweet and lovely wall,
Show me thy chink, to blink through with mine eyne!
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Abstract

We have a new and actualized look at the one dimensional Heisenberg spin chain. As
experimental techniques allow for the production of nanoscale particles or nanowires,
measurement also improves and allows the examination of wall structures.

Most theories today are based on the continuum model, which leads to the wide field of
micromagnetics. We choose a different approach to the calculation of wall shape.

We will start by including the discrete structure of matter into the well-known classical
spin wall. There, one can find a structural phase transition between an ’Ising-type’ and
an extended wall. This leads to certain corrections to the continuum model.

The main part of our work will then focus on the quantum mechanical case. A method
first published by Winter will allow us to rotate to a system of parallel spins. The
Hamiltonian can be diagonalized in the 1/S approximation, and we present the excita-
tion modes of the classical solution, which extend and confirm earlier results.

A method to numerically diagonalize and minimize the quantum mechanical energy
will then be presented, as well as the quantum mechanical corrections to the wall shape
and the critical point. These are entirely new results.
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Zusammenfassung

Wir betrachten die eindimensionale Heisenberg-Spinkette aus einem neuen und aktu-
elleren Blickwinkel. Experimentelle Techniken der Herstellung und selbstverstiandlich
auch experimentelle MeBBmethoden erlauben nicht nur die Herstellung von Nanoparti-
keln und Nanodréhten, sondern gestatten es auch, Doménenwinde in diesen Strukturen
auszumessen.

Die meisten heute verwendeten Theorien und Simulationsmethoden haben ihre Grund-
lage im mikromagnetischen Kontinuumsmodell, daf} schon iiber Jahrzehnte hinweg er-
forscht und erprobt ist. Wir stellen uns jedoch die Frage, ob die innere diskrete Struktur
der Substrate und die quantenmechanischen Effekte bei der Genauigkeit heutiger Mes-
sungen in Betracht gezogen werden miissen. Dazu wihlen wir einen anderen Ansatz.
Wir werden zunichst den wohlbekannten klassischen Fall erweitern, indem wir die dis-
krete Struktur der Materie in unseren Berechnungen beriicksichtigen. Man findet in
diesem Formalismus einen strukturellen Phaseniibergang zwischen einer Ising-artigen
und einer ausgedehnten Wand. Das fiihrt zu bestimmten Korrekturen im Vergleich zum
Kontinuumsfall.

Der Hauptteil dieser Arbeit wird sich dann mit dem quantenmechanischen Fall be-
schiftigen. Wir rotieren das System zunéchst mit einer Reihe lokaler Transformatio-
nen derart, daf3 alle Spins in die z-Richtung ausgerichtet sind. Im Rahmen einer 1/S-
Entwicklung 148t sich der erhaltene neue Hamilton-Operator diagonalisieren.

Setzt man hier die klassische Losung ein, so erhidlt man Anregungsmoden in diesem
Grenzfall. Unsere Resultate erweitern und bestitigen friihere Berechnungen.

Mit Hilfe der Numerik wird schlieBlich der Erwartungswert der Energie minimiert und
somit die Form der Domédnenwand im quantenmechanischen Fall berechnet. Hieraus
ergeben sich auch bestimmte Korrekturen zum kritischen Verhalten des Systems. Diese
Ergebnisse sind vollkommen neu.
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1 Domanenwande: Vergangenbheit,
Gegenwart und Zukunft

Als im Jahre 1932 Bloch (Blo32) zum ersten Mal die Ubergiinge zwischen verschiede-
nen magnetischen Dominen betrachtete und dabei feststellte, dal diese Abgrenzungen
in den meisten Fillen nicht scharf sein sollten, konnte noch niemand ahnen, daf} diese
Dominenwinde eines Tages eine Rolle als Signaliibertrdger spielen konnten.

Diese Einleitung beginnt mit einer kurzen Skizze, welche Wegsteine es auf dem lan-
gen Pfad zu unserem heutigen Verstindnis von Domidnenwénden gibt. Dann soll ein
Versuch gemacht werden, die interessanteste aktuelle Forschung auf diesem Gebiete
darzustellen, wobei natiirlich nicht alle Arbeiten Erwidhnung finden konnen. Schlief3-
lich soll die vorliegende Dissertation in das Gesamtbild aktueller Forschung eingereiht
werden.

1.1 Historische Einflihrung

Die Geschichte der ferromagnetischen Doménentheorie begann im Jahre 1907 mit der
damals noch vollkommen unbewiesenen Aussage von Weiss (Wei07), daf} der Ferro-
magnetismus durch ein extrem starkes Molekularfeld hervorgerufen sei. Damit auch
die MeBergebnisse mit seiner Theorie vereinbar waren, postulierte er zudem, daf ferro-
magnetische Substanzen in Dominen verschiedener Magnetisierungsrichtung unterteilt
waren. So abstrus diese beiden Postulate damals auch schienen, bilden sie tatsichlich
den Grundstein fiir unser heutiges Verstindnis dieses weitreichenden Gebietes.

Ein Meilenstein wurde erst wieder im Jahre 1935 durch Landau und Lifschitz (LL35)
gesetzt, die die erste theoretische Vorhersage zur Struktur dieser Doménen, getrennt
durch 180°-Winde und 90°-Winde zu den Randdoménen, machten. Dennoch, der er-
ste, der sich mit den Grenzen zwischen den Dominen befal3te, war Bloch (Blo32). Nach
ihm sind auch heute noch jene Winde benannt, deren Magnetisierung sich in der Wan-
debene dreht, siche auch Abb. 1.1.

Da das Bohr-van Leeuwensche Theorem! eindeutig beweist, daB die Erklirung fiir ma-
gnetische Phinomene nicht durch rein klassische Elektronen gebildet werden kann, wa-
ren die ersten Ansitze zu genaueren Rechnungen aufwendige quantenmechanische Be-
trachtungen. Doch Anfang der 40er Jahre hatte Brown die Idee, eine kontinuierliche
mean field- Approximation zu konstruieren, mit deren Hilfe man im klassischen Grenz-
falle arbeiten kann. Die hieraus resultierende Theorie ist die Theorie des Mikromagne-

I'Siehe zum Beispiel (Nol86a).



1 Domanenwande: Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft

Bloch-Wand | [*] Néel-Winde

Domanen-
wand

B

Abbildung 1.1: Zur Unterscheidung zwischen Bloch- und Néel-Wdinden. Die Verdnde-
rung der Magnetisierung in einer Probe hdngt stark von der Art derselben ab. In
Teilbild a ist eine Bloch-Wand dargestellt, die in den bulk-Materialien verbreitet
ist. Die Wandebenennormale fillt hier mit der Rotationsachse zusammen. Teilbild
b zeigt eine Wand in einer diinnen Schicht, in denen die Rotationsachse senkrecht zur
Schichtebene steht. Bild aus (Jon00).

tismus, die sich in den 50er und 60er Jahren als ein duflerst michtiges und hilfreiches
Werkzeug erwies, um Phianomene des Ferromagnetismus zu betrachten (Bro63; KG56).
Die Doménenwinde betreffend war der nichste wichtige Punkt auf unserer Zeitskala
die Entdeckung der Tatsache, daf} die spezifische Form einer Wand von den magnetosta-
tischen Wechselwirkungen abhing. In ausgedehnten Materialien, wie durch die Bloch-
Wand beschrieben und schon erwihnt, dreht sich die Magnetisierung in einer Ebene
senkrecht zur Wandnormalen. Betrachtet man nun aber bespielsweise einen diinnen
Film, so wiirde eine Drehung der Spins aus der Ebene heraus natiirlich ein groBes Streu-
feld an der Wandmitte erzeugen. Deshalb dreht die Magnetisierung in diesem Fall in
der Schichtebene. Eine Darstellung beider Wandtypen sieht man in Abb. 1.1. Der Uber-
gang zwischen beiden Winden ist keineswegs kontinuierlich. Es tritt ein komplizierter
Zwischenzustand, die sogenannte cross-tie wall auf. Diese Betrachtungen wurden von
Néel (Née55) durchgefiihrt, weshalb eine Wand mit Drehung der Magnetisierung in der
Wandebene auch heute noch als Néel-Wand bezeichnet wird.

Die Berechnungen im Rahmen der mikromagnetischen Theorie wiesen auch auf Wand-
strukturen hin, die mehr als eindimensional sind, und gaben Abschitzungen iiber ihre
Mobilitdt und Geschwindigkeit. Dennoch, nach den 60er Jahren wurde es recht ruhig
um die Doménenwinde. Erst kiirzlich traten sie wieder in Erscheinung, in vollkommen
neuem Lichte.
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1.2 Magnetoelektronik

1.2 Magnetoelektronik

Wir leben in einem Zeitalter der Miniaturisierung. Doch unsere momentanen Com-
putertechniken sind im Hinblick auf Taktfrequenzen und Speicherdichten nach oben
beschrinkt, so daf} ein wichtiger Aspekt heutiger Forschung neue Technologie auf Na-
nometerniveau ist (Was03). Neben dem groflen Forschungsgebiet der Quantencompu-
ter und der Materialwissenschaft ist es auch der Magnetismus, der zunehmend weiteren
Einzug in die Elektronik hélt (Pri98).

Der Siegeszug der spinabhidngigen Elektronik begann mit der Entdeckung des Riesen-
magnetwiderstandes (giant magneto resistance, GMR) 1988 (BBF88)2. Dieser Effekt
fand mit groter Schnelligkeit seinen Weg in die freie Wirtschaft, vor allem fiir Spei-
chervorgiinge. Doch ist dieses Fachgebiet des spinpolarisierten Ladungstransports noch
lange nicht am Ende angelangt.

Ein weiterer, sehr neuer Forschungsbereich, der fiir uns von Interesse sein wird, ist die
sogenannte Spintronik. Die Idee hinter diesem Wort ist es, logische Schaltungen mit
Hilfe von magnetischen Signalen herzustellen, die den elektronischen in nichts nachste-
hen und sogar eine grofere Schnelligkeit erreichen. In diesem Bereich gibt es zweierlei
Ansitze. Der erste Ansatz ist es, Ketten aus Makrospins zu erzeugen, indem man eine
Reihe aus Nanopartikeln auf ein Substrat aufdampft, die so klein sind, daf} es nur ei-
ne Domine gibt. Diese konnen eine leichte Achse haben, also zwei Vorzugsrichtungen
der Magnetisierung. Ein Signal in diesen Systemen ist dementsprechend ein Ubergang
von einer T zu einer |-Magnetisierung (CW00). Dies ist aber nichts anderes als — eine
Doménenwand, nur in anderen Mafstédben.

Natiirlich liegt es nahe, noch einen Schritt weiter zu gehen und Doménenwinde in
Nanodrihten zu beobachten. Diese Wand 146t sich entweder durch ein Magnetfeld be-
wegen oder, eine relativ neue Entdeckung, durch elektrische Strome. Es gibt relativ
viele aktuelle experimentelle Ergebnisse zu Geschwindigkeiten von Doménenwinden
in Driihten, von denen hier als Beispiel die Arbeiten von Ono et al. (OMS™99) und At-
kinson ef al. (AAX103) genannt seien. Jedoch gibt es auch eine Vielzahl theoretischer
Ansitze, zum Beispiel durch mikromagnetische Simulationen (NTMO03) oder analyti-
sche Ansitze (TK03; BMO03). Ein Durchbruch in der Forschung ist sicherlich das erste
ferromagnetische Sub-Mikrometer NOT-Schaltelement. Die erfolgreiche Vermessung
gelang Allwood et al. (AXC'02) und wurde in vielerlei Medien, zum Beispiel als ,,Tor
zur Nanologik* (Physics Web), gelobt.

1.3 Einordnung und Uberblick dieser Arbeit

Mit den immer kleiner werdenden GroBenskalen im Bereich dieser Forschungsgebie-
te wird auch immer mehr die Frage laut, ob Quantenkorrekturen nicht doch beachtet

’Der GMR st ein Effekt, der in einem Schichtsystem aus ferromagnetischen und nichtmagnetischen
Lagen auftritt. Sind die Magnetisierungen der ferromagnetischen Lagen parallel, gibt es kaum Streu-
ung der Ladungstriager aufgrund des Spins. Ist die Magnetisierung antiparallel, ist der Widerstand
maximal.
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werden miissen, und inwieweit der mikromagnetische Formalismus noch seine Giiltig-
keit behilt. Dennoch — die meisten Rechnungen und Simulationen basieren weiter-
hin darauf. Herr Dipl.-Phys. Pratzer und Herr Prof. Dr. Elmers, Kollaborationspart-
ner im Nanozentrum, haben 2001 in Kooperation mit einer Arbeitsgruppe in Ham-
burg Dominenwinde sowohl energetisch als auch in ihren Dimensionen vermessen
(PEB'01; PE03). Die Auswertung dieses Experimentes erfolgte iiber den mikromagne-
tischen Kontinuumsformalismus. Ein Gesprich iiber diskrete und quantenmechanische
Korrekturen gab den Ausschlag fiir diese Arbeit.

Wir beginnen in Kapitel 2 mit der Beschreibung der wichtigsten Ergebnisse des Ex-
perimentes. In Kapitel 3 wiederholen und ergiinzen wir die Analyse von klassischen
Dominenwinden auf einem diskreten Gitter. Wir zeigen, dall es sowohl eine Ising-
artige und eine ausgedehnte Wand abhingig von den Wechselwirkungsparametern gibt,
berechnen die daraus folgenden Korrekturen fiir das beschriebene Experiment und stel-
len im weiteren einige Betrachtungen iiber die Bewegung von Doménenwinden auf
dem diskreten Gitter und ihr Peierls-Potential an, da3 wir mit Hilfe einer relativ neuen
numerischen Methode berechnen.

Danach wenden wir uns dem quantenmechanischen, diskreten Fall zu, indem wir in
Kapitel 4 ein anisotropes Heisenberg-Modell in der 1/S-Entwicklung betrachten und
eine Methode zu dessen Losung herleiten.

In Kapitel 5 nutzen wir diese Methode zunichst, um Fluktuationskorrekturen und An-
regungsmoden im klassischen Grundzustand zu betrachten. Weiterhin fiihren wir die
demagnetisierende Energie, also eine harte Achse, ein, um die Azimuthalsymmetrie zu
brechen, die sonst eine Goldstone-Mode zur Folge hat. Wir bestitigen und erweitern
auch frilhere Resultate in unserer Betrachtung der Energie- und Magnetisierungskor-
rekturen aufgrund der Fluktuationen.

In Kapitel 6 werden wir vollkommen neue Ergebnisse zur Formkorrektur der Doménen-
wand aufgrund quantenmechanischer Fluktuationen préasentieren, sowie das quanten-
mechanische kritische Verhalten. Besonders interessant sind unsere Resultate fiir schma-
le Doménenwinde. Abschlieend wenden wir auch diese Ergebnisse an, um eine Kor-
rektur fiir das Experiment abzuschétzen.

Wir beschlieen diese Arbeit in Kapitel 7 mit der Zusammenfassung.

12



2 Experimentelle Grundlagen

Die grundlegende Motivation fiir diese Arbeit waren Experimente, die von Kollaborati-
onspartnern der Gruppe TAS des Nanozentrums in der Gruppe von Prof. Dr. Elmers
gemeinsam mit einer Gruppe um Dr. Pietsch in Hamburg durchgefiihrt und ausge-
wertet wurden (PEB101; PE03). Beide Teilexperimente bestimmten KenngroBen von
Dominenwiénden. In Mainz wurde iiber die Messung des magneto-optischen Kerr-
Effekts (MOKE)' die Suszeptibilitit und unter Verwendung einiger Annahmen, die
wir unten niher erldutern, daraus die Energie einer Wand bestimmt. In Hamburg gelang
es unter Verwendung von Spin Polarized Scanning Tunneling Microscopy (SP-STM)
Dominenwinde auszumessen und somit direkt ihre Breite zu bestimmen. Beide Ergeb-
nisse zusammen erlaubten es, im Rahmen der mikromagnetischen Theorie aus diesen
beiden Resultaten die Wechselwirkungsparameter der Austauschwechselwirkung und
der Anisotropie zu berechnen. Dennoch deuteten beide Ergebnisse auf extrem schma-
le Dominengrenzen hin. Dies wirft die Frage auf, ob der Kontinuumsansatz des Mi-
kromagnetismus in diesen Bereichen noch giiltig ist und konsequenterweise auch, ob
Quanteneffekte eine Rolle spielen. Diese beiden Problemstellungen werden eine Art
roter Faden durch die weiteren Kapitel dieser Arbeit sein.

2.1 Eisen auf Wolfram(110)

Beide Messungen fanden in verschiedenen UHV-Systemen statt. Die Pridparation der
Filme durch molekulare Strahlepitaxie geschah jedoch nach derselben Methode. Ver-
wendet wurden vizinale Wolfram(110)-Oberflichen. Hierbei wichst das Eisen in einer
Art, die man am besten als ein FlieBen tiber die Stufen bezeichnen konnte. Es bilden
sich also parallele Streifen, wobei hier eine Bedeckung gro3er als 1 gewihlt wurde: Es
gab also an den Stufenkanten eine Doppellage Eisen.

Warum wurde genau dieses System ausgesucht?

Die Eigenschaften dieses Systems werden seit einiger Zeit schon untersucht und sind
recht gut bekannt. Hierzu sei besonders die Lektiire der Dissertationen von Hauschild
und Pietsch empfohlen, (Hau98) und (PieOl). Die Kriterien zur Auswahl genau die-
ses Systems sind in zwei Punkten zusammenzufassen. Zum einen ist wohlbekannt, daf3
die einfache Lage Eisen auf ebenem Wolfram(110) im Rahmen des zweidimensiona-
len Ising-Modells beschrieben werden kann (EHG96). Die Ursache hierfiir ist darin zu
sehen, dafl die Monolage eine extrem starke Anisotropie in der Ebene aufweist. In der

'Unter dem magneto-optischen Kerr-Effekt versteht man die Anderung der Polarisation polarisierten
Lichtes durch die Reflektion an magnetischen Materialien, hervorgerufen durch die Magnetisierung.
Naheres z.B. in (Hau98).

13



2 Experimentelle Grundlagen

gestuften Geometrie jedoch zeigten Monte-Carlo-Simulationen der Gruppe Binder ein
quasi-eindimensionales Verhalten (ABHP89; MP93). Dies macht das System zu einem
perfekten Kandidaten zur Messung niedrigdimensionaler Effekte.

Zum anderen zeigt dieses System die Eigenschaft, dal} die einzelnen Streifen nicht mehr
tiber Austauschwechselwirkung Einflu} aufeinander ausiiben, sondern durch das Di-
polfeld. Hierzu gab es in der Folge auch eine neuere Arbeit von Pratzer und Elmers
(PEO2) fiir Bedeckungen kleiner als 1, also partielle Monolagen. Was geschieht jedoch
in Anwesenheit einer Doppellage? Der iiberraschende Effekt, der hier auftritt, ist eine
starke Anisotropie lotrecht zur Ebene (Pie0O1). Betrachten wir hierzu Abb. 2.1, in der

.
4
-

e — o

—— -'_-l.‘:.‘I
e e e Substrate

Abbildung 2.1: Schema der Mono- und Doppellagen Eisen auf Wolfram und Er-
kldrungsmoglichkeit der antiferromagnetischen Kopplung, nach O. Pietsch. Das Sub-
strat ist Wolfram(110), an den verschiedenen Dicken erkennt man die Eisenmono-
und -doppellagen. Am Ubergang zwischen den Elementen gibt es eine magnetisch
polarisierte Schicht, die die Symmetrie des Streufeldes der Doppellage bricht. Die
gestrichelten Kurven deuten das ungestorte Feld an, die durchgezogenen das ver-
zerrte. Dieser Mechanismus beeinfluf3it dann die Vorzugsrichtung der Monolagenma-
gnetisierung.

das System schematisch dargestellt ist, inklusive einer moglichen Erkldarung der Kopp-
lung durch die Streufelder. Hierbei nimmt man an, daf} die oberste Wolframlage durch
das Streufeld polarisiert wird und dadurch das Feld verzerrt. Diese Vermutung wird
durch Untersuchungen von Hong et al. unterstiitzt (HFF88). Die verschiedenen Strei-
fen koppeln offenbar - im Gegensatz zu den Monolagen, die ferromagnetisch koppeln -
antiferromagnetisch aneinander. Diese Kopplung ist es, die den Ferromagnetismus der
einzelnen Streifen stabilisiert und somit trotz der niedrigen Dimensionalitét eine recht
hohe mean field Curie-Temperatur der einzelnen ferromagnetischen Lagen erzeugt.

2.2 Messung der Wandenergie

Mit Hilfe der MOKE-Messungen kann man Magnetisierungskurven bestimmen, im
Falle eines paramagnetischen Verhaltens also auch die Suszeptibilitit als Steigung der
Magnetisierungskurve. Wie aber kann man aus der Suszeptibilitit die Energie einer
Dominenwand bestimmen? Im eindimensionalen Isingmodell ist die Suszeptibilitit

14



2.2 Messung der Wandenergie

durch ein Arrhenius-Gesetz2, nimlich
kT y o< exp(2J /kgT)

gegeben. An dieser Stelle muf3 nochmals hervorgehoben werden, dall gerade dieses ex-
ponentielle Verhalten typisch fiir eindimensionale Systeme ist. Fiir hoherdimensionale
Systeme wiirde man ein Potenzgesetz erwarten.

Die Energie 4/ ist genau die Energie, die im Ising-Modell ben6tigt wird, um einen Spin-
block in der anderen Magnetisierungsrichtung zu erzeugen (sozusagen die Erzeugung
eines Dominenwandpaares). Ein dhnliches Gesetz kann fiir W Atomreihen bestimmt
werden, solange die Temperatur kleiner als die Curie-Temperatur 7¢ des zweidimen-
sionalen Systems ist. Albano et al. (ABHP89) zeigten in einem solchen Falle folgendes
Gesetz fiir die Suszeptibilitit:

kT y o< |€|*P exp(2JW /kgT) |, 2.1

wo € = (T — T¢)/Tc die reduzierte Temperatur ist und B der kritische Exponent des
zweidimensionalen Ising-Modells. Der temperaturabhédngige Vorfaktor spiegelt die Tat-
sache wieder, daf aufgrund der endlichen Temperatur durchaus Spinfluktuationen auf-
treten konnen, die die Gesamtmagnetisierung herabsetzen. Gl. (2.1) wurde in Monte
Carlo-Untersuchungen von Sen et al. bestitigt (SSG97).

In einer kruden Nédherung kann man nun annehmen, daf eine schmale Dominenwand
demselben Gesetz folgt, wobei 2J durch die Energie der Wand ey ersetzt werden muB.
Definiert man also eine effektive Suszeptibilitit via

. kgT
o< XW o exp(ew /kpT) ,

X
so kann man anhand der Steigung in einem Arrhenius-Plot die Energie der Wand be-
stimmen. Bei welchen Temperaturen ldft sich aber die Messung durchfiihren? Die
obere Schranke ist klar durch die Curie-Temperatur des zweidimensionalen Systems
(Tc = 226 K) gegeben, denn oberhalb dieser sind die Spinfluktuationen zu stark. Hier
haben wir jedoch ein quasi-eindimensionales System vorliegen. Quasi-eindimensional
bedeutet in diesem Falle, da3 dessen kritische Temperatur nicht bei Null liegt, da, wie
schon oben erwiéhnt, Streufeldeffekte den Ferromagnetismus fordern. Es tritt also ei-
ne mean field kritische Temperatur (HEG98) auf, die von der Streifenbreite abhingt
und etwa im Bereich von 160-180K liegt. Die Messung der Suszeptibilitit ist liber
die Magnetierungskurve nur in dem paramagnetischen Bereich moglich, der von die-
sen beiden kritischen Temperaturen eingeschlossen wird. Dies ist durchaus sinnvoll,
denn auch wenn die mittlere Magnetisierung der Probe ohne angelegtes Feld null ist,
gibt es trotzdem klar abgegrenzte Spinblocke der beiden einfachen Richtungen, die das
quasi-eindimensionale Verhalten zeigen. Die Ergebnisse der Messung sind in Abb. 2.2
zu sehen. Man erkennt deutlich das erwartete lineare Verhalten. Die durchschnittliche

2Urspriinglich bezeichnete dieses Wort nur das Gesetz der Geschwindigkeit von chemischen Reaktio-
nen, wird aber heute von Physikern sehr gerne allgemein fiir Exponentialgesetze genutzt.
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2 Experimentelle Grundlagen
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Abbildung 2.2: Die effektive Suszeptibilitdit fiir durchschnittliche Streifenbreiten von
W=20 und W=32 Atomreihen, gemessen von Pratzer et al. Die eingesetzte Magneti-
sierungskurve zeigt die Bestimmung der Suszeptibilitiit.

Wandenergie wurde zu ey /W = 15.4 4+ 1.4 meV bestimmt.

Wir miissen jedoch schon an dieser Stelle im Hinterkopf behalten, da3 das Ising-Modell
fiir die Messung einer ausgedehnten Dominenwand ein recht ungenaues Werkzeug
darstellen konnte, betrachten wir weiterhin den Fakt, da}3 die spitere Datenauswer-
tung iiber ein Kontinuumsmodell erfolgt. Auch ist noch ungeklirt, inwiefern die Tatsa-
che, dal} bei solch hohen Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur im mean field-
Modell gemessen wurde, eine Fehlerquelle darstellt. Das beste Argument fiir die Rich-
tigkeit der Betrachtung sind jedoch die Messungen der Breite, die die Annahme einer
schmalen Dominenwand bestétigen, die man auch schon durch die Nihe des Wertes
von ey an 2J vermuten konnte.

2.3 Die Messung der Wandbreite

Mit Hilfe von SP-STM, welche eine Auflosung bis auf atomares Niveau bietet, konnte
die Doménenwand vermessen werden. Diese Messungen wurden bei etwa 4 K durch-
gefiihrt. Da die Monolagenstreifen in der Ebene magnetisiert sind, wurde eine Spitze
gewdhlt, die nur auf solche Komponenten anspricht. Da, wie schon erwihnt, die einfa-
che Richtung der Magnetisierung in der Doppellage aus der Ebene herausweist, sollte
man die verschiedenen Doménen nicht unterscheiden konnen, wohl aber ein Signal im
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2.4 Mikroskopische Parameter

Bereich der Wand aufnehmen konnen. Die Ergebnisse sieht man in Abb. 2.3. Im Teilbild
(a) sieht man die Topographie der Streifen, Teilbild (b) ist spinaufgelost. Die Tendenz
zu antiferromagnetischer Kopplung zwischen Monolagen ist deutlich zu erkennen. In
der VergroBerung erkennt man die Mono- und Doppellagendominenwénde. Diese wur-
den dann wie in Teilbild (c) an die Form einer Domédnenwand im Kontinuumsmodell
angefittet. Die Wandbreite im Fall der Monolage von 0.6 +0.2 nm deutet wiederum auf
eine Anderung der Magnetisierung im Bereich weniger atomarer Abstinde hin. Es soll
an dieser Stelle jedoch auch angemerkt werden, daf} diese Breite als eine obere Gren-
ze gesehen werden muf, da sie im Bereich der Auflosung des Mikroskopes liegt. Die
Wiinde in der Doppellage sind deutlich breiter.

2.4 Mikroskopische Parameter

Die Wechselwirkungsparameter wurden iiber das Kontinuumsmodell berechnet. Ge-
naueres zur Berechnung und zu den Ergebnissen findet der geneigte Leser im nédchsten
Kapitel. Festzuhalten bleibt an dieser Stelle jedoch, daf3 - wie von den Experimentato-
ren selbst angemerkt - der Einsatz des mikromagnetischen Kontinuumsmodells mehr
als fraglich scheint. Doch lassen sich die Ergebnisse, die mittels dieser Methode ge-
wonnen wurden, vielleicht aufgrund einer diskreten Rechnung eindeutig korrigieren?
Traun, fiirwahr. Diesem Aspekt wollen wir uns als nichstes zuwenden.
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2 Experimentelle Grundlagen
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Abbildung 2.3: Topographische (a) und spinaufgeloste (b) Aufnahme der in-plane Spin-
ausrichtungen von 1.25 Lagen Fe auf W(110). Man erkennt mehrere Domdinenwdnde
sowohl im Monolagen- als auch im Doppellagenbereich.
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3 Klassische Domanenwande und der
Effekt der diskreten Struktur der
Materie

Zunidchst wollen wir uns mit der Beschreibung der Dominenwinde ohne Einflul quan-
tenmechanischer Effekte befassen. Wir verwenden hierfiir ein klassisches Heisenberg-
Modell mit einer einfachen Achse, also einer Anisotropie, dessen Randbedingungen
zwel entgegengesetzt entlang dieser Anisotropie ausgerichtete Spins sind. Nachdem wir
dieses Modell vorgestellt haben, gehort dazu zunéchst natiirlich eine kurze Einfiihrung
in die mikromagnetische Kontinuumstheorie, deren wichtigste Ergebnisse, die auch zur
Auswertung des im vorherigen Kapitel beschriebenen Experimentes verwendet wur-
den, wir kurz herleiten. Dies geschieht im zweiten Unterabschnitt dieses Kapitels. Dann
wollen wir uns die Frage stellen, welche Einfliisse die diskrete Struktur der Materie auf
die Form der Doménenwand hat. Wir werden mit Hilfe von Landau-Theorie feststel-
len, daB es einen Phaseniibergang zwischen einer Ising-artigen Wand und einer ausge-
dehnten Wand gibt sowie grundlegende Ergebnisse herleiten. Dieser Ubergang ist im
allgemeinen schon bekannt (NAFL78; ASB76), soll hier aber ausfiihrlich untersucht
werden.

Abschlieend wenden wir diese Ergebnisse mit Hilfe einer numerischen Simulation
direkt an, um quantitative Korrekturen zu den mit Hilfe des Kontinuumsmodells be-
rechneten Wechselwirkungsgro3en herzuleiten.

Die Berechnungen in diesem Kapitel und den folgenden werden alle beim absoluten
Nullpunkt durchgefiihrt. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Experiment. Messun-
gen und auch theoretische Betrachtungen haben gezeigt, daf} die typische Energieskala
der Wechselwirkungsparameter im Bereich von meV oder einigen 10 meV liegen, was
einer Temperatur von etwas 50-100K entspricht. Die meisten Experimente messen weit
unterhalb dieser Temperatur, so da diese Ndherung sicher gerechtfertigt ist.

An dieser Stelle ist jedoch auch die Frage berechtigt, ob es denn Ordnung oberhalb
des absoluten Nullpunktes noch geben konnte, zeigen doch alle bisherigen Untersu-
chungen, daB} dies nicht moglich sei (Quantenmechanisch entspricht dieser Aussage das
Theorem von Mermin und Wagner). Wir betrachten hier jedoch guasi-eindimensionale
Systeme; eigentlich ist das System natiirlich zwei- oder gar dreidimensional. Wir wer-
den darauf zu einem spiteren Zeitpunkt zuriickkommen.
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3 Klassische Doméanenwande

3.1 Eindimensionales XY-Modell mit verdrehten
Randbedingungen

Wir betrachten eine lineare (eindimensionale) Spinkette mit n Spins, welche in zwei be-
trachteten Dimensionen jede beliebige Einstellung einnehmen kdnnen sollen, also ein
XY-Modell.

Die dritte Dimension im Spinraum kann vernachlissigt werden. Bloch-Winde wie auch
Néel-Winde (wie dargestellt in Abb. 3.1) sowie alle Zwischenzustinde, in denen al-
le Vektoren der magnetischen Momente in parallelen Ebenen liegen, sind offensicht-
lich Grundzustinde gleicher Energie!. Wird ein Spin aus dieser Ebene ausgelenkt, ent-
steht eine Torsionsenergie, also ein angeregter Zustand. Es ist vollkommen hinreichend,
einen dieser Zustdnde zu betrachten.

Als Randbedingung sei gegeben, daf} der erste und letzte Spin (1 und n) der Kette unbe-
weglich in Richtung der Anisotropie orientiert seien, beide allerdings um 7 verschoben.
Im folgenden seien ¢;, i € {1,..,n} die Winkel der Spins, -7 sei die Anisotropierich-
tung. Somit seien als Randbedingungen gegeben:

01 :g
T
o=-Z. G.1)

Eine Darstellung unseres Modells ist auch in Abbildung 3.1 zu sehen. Unseren Berech-

AN -

Abbildung 3.1: Lineare Spinkette mit Randbedingung (3.1)

nungen liegt folgende Hamiltonfunktion zugrunde:

H = —J Z Si'Sj—KZSinz(])i
<ij> i=1
= —J Z cos(q),-—(])j)—KZ sin” ¢ . (3.2)
<ij> i=1

Hierbei stellt J die Skala der Néchster-Nachbar-Wechselwirkung (Heisenberg-Wechsel-
wirkung) dar, K die der Anisotropie, < ij > bedeutet einfach zihlende Summierung nur
tiber ndchste Nachbarn, S; sei der Richtungsvektor des i-ten Spins.

Wir betrachten nun, welche Arten von Domédnenwinden in einem solchen System auf-
treten konnen.

IDas liegt daran, dafl wir keine harte Achse definiert haben. Wir werden diesen Punkt in unserer Dis-
kussion der quantenmechanischen Effekte wieder aufgreifen.
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3.2 Die Kontinuumsnaherung

3.2 Die Kontinuumsnaherung

Die Kontinuumsnéherung ist Teil des groBen Rahmens des mikromagnetischen Forma-
lismus zur Beschreibung von Doménenstrukturen. Wir werden uns in dieser Betrach-
tung auf das eben definierte System beschridnken und verweisen fiir weitergehende In-
formationen auf die Standardwerke (Bro63) und (HS98).

3.2.1 Herleitung der Kontinuumsnaherung

Fiir groBe n und hinreichend grofes k = J /K konnen wir eine (ausgedehnte) Doménen-
wand voraussetzen. Dann konnen wir auch annehmen, dal die A¢ = ¢; — ¢; kleine
GroBen sind. Wir betrachten nun daher folgende Kontinuumsnéherung

2
W, = —JCOS(‘P;‘_(PJ')%_JU_%)
{¢l} - ¢(x)
(A9)? — d2(¢')

1
Z — = / dx .
- a
Hierbei soll W;; fiir die Wechselwirkung zweier benachbarter Spins stehen, und a ist die
Gitterkonstante, also der Abstand zwischen zwei Spins im Ortsraum. L sei im folgenden
die Ausdehnung des Systems, x die kontinuierliche Variable, die die Position innerhalb

der Kette angibt und somit den Index i ersetzt. Also wird nun die Energie (vgl. (3.2))
L L
2 2
al sin?[¢ (x
p= [{5@r-x 0w [ ri0.0ar 63)
L L
-2 -2

Dabei haben wir zum einen den konstanten (von ¢ und x unabhingigen) Term in W;;
hier vernachléssigt, da man den Energienullpunkt beliebig legen kann. Weiterhin wurde

die Funktion )
aJ sin“ (¢ (x
1(0.9") = ¥ g1 - 1O
definiert. An dieser Stelle ist es sinnvoll, die allgemein benutzten Materialparameter

einzufiihren:

g J d K K

T 2apy 20 KTV TS
V ist hierbei das Volumen, welches ein Atom in einer Diskretisierung einnehmen kann.
Es sei hierbei darauf hingewiesen, dal V = @’ normalerweise nur im sc-Gitter gilt, und
der nédchste-Nachbar-Abstand a,,, auch nur in diesem Falle einfach gleich a ist. In un-

serem eindimensionalen Falle sind diese Annahmen jedoch trivial richtig. Es ergibt sich

(Sl

E—d / (49" — ex sin ¢ (x) )dx — / £(6,0")dx . (3.4)

[Sle)
It~
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3 Klassische Doméanenwande

Gleichung (3.4) mit den Randbedingungen ¢(—5) = Z und ¢(5) = —Z stellt aber
ein klassisches Variationsproblem dar (wir suchen das Minimum der Energie), dessen
Losungen durch die Euler-Gleichung

of 4 of _
20 dxd¢’
gegeben werden, in unserem Fall also
¢" +wsingcos¢ =0, (3.5)
wobei wir @ = £ = 52—15 eingefiihrt haben. Im folgenden werden wir diese fiir den Fall

des thermodynamischen Limes, also L — oo auswerten.
Gleichung (3.5) 148t sich durch Multiplikation mit ¢’ 16sen

¢/¢" = —sing cosd)(p'

0”7 = wcos’o,

wobei wir in der unteren Zeile die Randbedingungen genutzt haben?. Der Wert des
verbleibenden Integrals liefert im Limes L — oo

T

o(x) = Darctane V(%) _ 5 (3.6)
Dabei konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit xy = O setzen, also die Mit-
te der Domédnenwand in den Ursprung legen. Einen Plot dieses Verlaufs sehen wir in
Abb. 3.2. Eine mogliche Definition der Breite der Domédnenwand und vermutlich die

naheliegendenste Wahl ist sicher die folgende:

2 —
Breite 1

1 A | J

*Da ¢ (£o0) = F 5 ist ¢ (£eo0) = 0.
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3.2 Die Kontinuumsnaherung

Nun wollen wir uns noch der Energie der Domidnenwand widmen. Setzen wir (3.6) in
(3.4) ein, so sehen wir sofort, dal} der sin?-Term eine Divergenz liefern wiirde. Da wir
aber Konstanten addieren diirfen, fiigen wir im Integranden ex hinzu und haben daher
folgendes Integral zu 16sen:

[}

EDW:aZ/ (A" (x) + ex cos” ¢ (x))dx .

—00

Dieses Integral ist durch geeignete Relationen der trigonometrischen Funktionen auf
das recht simpel zu 16sende Integral

ge—2Vox
1 4 2¢2Vor)2

Epw :azeK/dx(

zuriickzufiihren, dessen Losung

Epw = 4a*\/ex - A (3.8)

ist.

3.2.2 Betrachtungen zur Entropie und zu Solitonen

Zunichst wollen wir uns die Frage stellen, ob es Solitonlosungen® bei T=0 geben kann.
Diese Frage ist recht leicht mit nein zu beantworten, wenn wir beachten, dal die Diffe-
rentialgleichung (3.5) auch die des Fadenpendels ist. Dabei wire allerdings der Auslen-
kungswinkel des Fadenpendels ¢ = 2¢, so da} unsere Domédnenwandlésung dem Fall
enspriache, dal man ein Pendel bei a = 7, also oben, losldaBt und es nach unendlicher
Zeit (die bei unserer Wand dann x entspricht) wieder oben ankommt. Damit wird schon
offensichlich, daB es keine Losung geben kann, die sozusagen zwei mal umschwingt -
und dabei ggf. nicht einmal die Lage 27 erreicht.

Eine andere Frage, die sich ergibt, ist die nach Temperaturen oberhalb des absoluten
Nullpunkts. Langreichweitige Ordnung kann es, wie in der Einleitung diskutiert, nicht
geben, so dal} es moglich ist, dal neue Paare von Doméinenwinden entstehen. Die Fra-
ge, die wir uns stellen wollen, ist die nach der Domédnenwanddichte. Es sei nun also ein
endliches System gegeben. Die Linge des Systems sei L und die Breite einer Doménen-
wand sei d. Dann kann es maximal % = Np Dominenwinde geben. Des weiteren sei
Epw wie in (3.8) die Energie einer Wand. Dann ist die freie Energie des Systems gege-
ben durch

F = NywEpw — TS(Nw) .

SDamit meine ich hier folgendes: Ein Konstrukt, daB durch Uberlagerung zweier gegenliufiger
Dominenwinde entsteht, also eine Uberlagerung von Doménenwinden, die eine Storung darstellt,
die das System wieder in die selbe Orientierung zuriickfiihrt.
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3 Klassische Doméanenwande

Ny sei die Anzahl der Winde. Nach Statistik gibt es nun (]{JVVOV) Moglichkeiten, diese
unterzubringen. Daher ergibt sich fiir die Entropie (im statistischen Sinne)

No No!
S=1In =1In .
Nw Nw!(No — N)!

Fiir groBe Ny, No konnen wir mit der Formel von Stirling entwickeln und das Minimum
der freien Energie berechnen

Nextr :NOT . (39)

Die Form einer Fermi-Dirac-Statistik mag irrefiihrend sein. Doch ruft man sich ins
Gedichtnis, da3 unsere Annahmen nur fiir extrem niedrige Temperaturn gelten, so ist
die 1 im Nenner vernachlissigbar, wir erhalten eine Boltzmann-Verteilung.

Dieses Modell ist stark vereinfacht, da sich Domédnenwinde auch iiberlagern kdnnen,
es also nicht eine bestimmte Anzahl festgelegter Plitze geben kann. Dennoch wollen
wir an dieser Stelle unsere Betrachtung des Kontinuummodells verlassen, da die Tem-
peratur in unseren Betrachtungen weiterhin nur eine untergeordnete Rolle spielen wird.

3.3 Analytische Berechnungen zum Verhalten an der
Domanengrenze

Obwohl der Effekt eines strukturellen Phaseniibergangs beziiglich Domédnenwénden
wohlbekannt ist, existierten doch kaum analytische Abhandlungen iiber dessen Eigen-
schaften. Diese Liicke soll dieser Abschnitt nun fiillen.

3.3.1 Der einfache Fall von vier Spins: Hinweise auf einen
Phaseniibergang

Wie wir schnell aus den Randbedingungen erkennen, gibt es in jedem System, daf} n
Spins enthilt, nur n-2 freie Variablen. Auf unserer Suche nach dem Grundzustand sind
weiterhin also nur folgende Anteile der Energie der Spinkette relevant, da sie von den
verdanderlichen Winkeln abhéngen:

E(¢r,¢3) = —J(cos(g — ) +cos(pr — ¢3) + cos(g + ¢3)) — K(sin2 ¢ + sin’ 03) .
(3.10)
Das Problem ist symmetrisch in der Art, daB3 ¢3 = —@, gilt. Dies 1d6t sich leicht zeigen,
wenn wir den Gradienten von (3.10) betrachten

9F = —J(cos¢ —sin(¢, — ¢3)) —2Ksin @, cos ¢,
9
5—53 = —J(—cos¢3+sin(¢ — ¢3)) — 2K sin@3cos g3 .
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3.3 Analytische Berechnungen zum Verhalten an der Domanengrenze

Dieser soll Null sein. Addieren wir nun die beiden Gleichungen, erhalten wir
0 = J(cos ¢ — cos ¢3) + 2K (sin ¢, cos ¢ + sin @3 cos ¢3)

Die Gleichung hat die symmetrische Losung ¢3 = —¢,, welche auch die niedrigste
Energie aufweist. Diese Symmetrie fiihrt an vielen Stellen zu einer erheblichen Verein-
fachung der Gleichungen, so daf sie auch im weiteren als giiltig angenommen wird.
Die Energie soll immer in Einheiten von K betrachtet werden, wobei wir hier wie auch
im folgenden

J
== 3.11
K= (3.11)
einfiihren werden. Dies fiihrt uns zu folgender Form nach (3.10):
) T )
Ei(¢r) = (¢2K (])2) K(2cos(§ — @) +cos(2¢)) — 2sin® ¢, .

Leiten wir die Energie nun nach ¢, ab und nutzen wir trigonometrische Relationen, so
finden wir zunéchst die Losung

cospr =0

woraus ein Extremum fiir ¢, = -7 folgt. Es bleiben weiterhin Terme zu berechnen, die
uns zu einer Gleichung der Form

) K
sin¢, = —2(1(— 1
fiihren. Betrachten wir nun die Zweite Ableitung der Energie, so finden wir, daf das ein-
zige Minimum fiir ¥ > 2 durch ( =y gegeben ist. Bemerkenswert ist auch, daf3 dieser
Ausdruck fiir k¥ < 2 gréBer als 1 wird, d.h., das Extremum ,,rutscht in den Bereich der
komplexen Zahlen. Das hat zur Folge, daB als Losung nur cos ¢» = 0 bleibt: Alle Spins
zeigen entlang der Anisotropierichtung.

Hierbei stellen wir fest, dal das Minimum bei ﬁ sich oberhalb von k = 2 kontinu-
terlich ausbildet, das bedeutet, die Winkel weichen mit steigendem k kontinuierlich von
der Anisotropierichtung ab. Offenbar haben wir es mit einem Phasentibergangsphéno-

men zu tun, was wir im folgenden Abschnitt ndher beleuchten wollen.

3.3.2 Landau-Theorie und Eigenwertmethoden fiir gerade Anzahlen
von Spins
Der vorhergehende Abschnitt wie auch die Numerik, Abschnitt 3.4 legen nahe, daf} zu-

mindest fiir gerade Spinzahlen n ein kontinuierlicher Ubergang von einer ,,.Dominen-
wandphase“in eine ,,Ising-Phase“(alle Spins zeigen entlang der Anisotropierichtung®)

4Wir nennen diese Phase hier ,Ising-Phase, da die Wand dann auch die einzig mogliche Art einer
Dominengrenze in einem Ising-Modell ist.
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3 Klassische Doméanenwande

stattfindet, also ein Phaseniibergang 2. Ordnung’. Als Ordnungsparameter bieten sich
hier die Abweichungen der Winkel von % an, also % — ¢;, da sich diese Werte bei dem
kritischen Wert k., von Null kontinuierlich erhohen, sobald k¥ > k¢ .

Wir betrachten eine gerade Anzahl von Spins, da sich durch die schon erwédhnte Sym-
metrie die Gleichungen stark vereinfachen. In den numerischen Betrachtungen zeigt
sich, dal} ungerade Systemgrofen kein abweichendes Verhalten zeigen.

Wir wollen den Phaseniibergang nun mit Hilfe der Landau-Theorie weiter untersuchen,
wobei wir weiterhin von der Symmetrie des Systems ausgehen wollen, also "2;2 un-
abhiéngige Variablen betrachten.

n=4

Wir nutzen hier die Energie Ey4, in Einheiten von K und in Termen des Ordnungspara-
meters ¢; = 5 — ¢y:

E4(93) = —Kk(2cos(93) — cos(295)) — 2 cos” ¢}

Nach Bildung der Ableitungen stellen wir fest, daf tatséichlich bei ¢; = 0 die ungeraden
Ableitungen verschwinden, so daf} wir £4 in geraden Potenzen des Ordnungsparameters
entwickeln konnen.

E3(09) = ~(K+2)+(2— K9 + 13 (Tk— 8)95 +0(9f)
Wir sehen, daf} der Koeffizient von ¢£2 bei einem kritischen Wert k.. 4 = 2 sein Vorzei-
chen wechselt: Das Energieminimum bei O wird zu einem Maximum. Das Verhalten
des Systems in der Nédhe dieses Maximums wird dann vor allem von den Koeffizienten
der ndchsthoheren Ordnungen bestimmt.
Dazu betrachtet man das Extremalverhalten der entwickelten Energie, die sich allge-
mein schreiben 148t als

E4(09) = () + Sbo(— ke a)05 + ()5 + (98

Daher 146t sich leicht durch Ableitung folgern, da3 nahe der Extremstelle fiir das Ver-
halten von ¢

_bo

(Pé:j: vV K—Kea

C(KC74)

gelten muB. In unserem Fall liest man leicht ab:

¢) o vV K—Kea

in der Nihe des kritischen Punktes.
n=6

Hier ist etwas Vorsicht mit der Begrifflichkeit geboten. Eigentlich handelt es sich hier um eine Stabi-
litatsanalyse im Rahmen der Bifurkationstheorie. Die Landau-Theorie ist ein Spezialfall dieses sehr
allgemeinen Bereiches, deren komplette mathematische Aspekte sich jedoch auf den hier betrachte-
ten Fall iibertragen lassen. Daher soll auch die Sprechweise iibernommen werden.
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3.3 Analytische Berechnungen zum Verhalten an der Domanengrenze

Fiir sechs Spins wird die Betrachtung etwas komplizierter. Wir erhalten folgende Ener-
giefunktion (wieder in Einheiten von K):

E¢(v,w) = —K(2cos(g —v) +2cos(v—w) +cos(2w)) — 2(sin® v 4 sin*w) .

Dabei sei v = ¢y, w = ¢3, —w = @4, —v = ¢5. Nun haben wir es jedoch mit einem etwas
komplizierteren Problem zu tun. Der Ordnungsparameter ist nun lokal unterschiedlich,
da die Auslenkungen der Winkel im Fall der Doménenwandphase sich an den beiden
relevanten Gitterpunkten unterscheiden. Beide haben aber die Eigenschaft des Ord-
nungsparameters gemein, daf} sie im Ising-Falle Null sind.

Um effektiv Landau-Theorie zu betreiben, sollte die entwickelte Energiefunktion in 2.
Ordnung in den beiden Winkelparametern entkoppeln. Setzen wir wie beim 4 Spin-Fall
wieder v/ = % —vund analog w' an, so stellen wir fest, daB dies nicht der Fall ist: Die ge-
mischten Ableitungen zweiter und hoherer geradzahliger Ordnung verschwinden nicht.

Wir erhalten also eine Gleichung der Form
Es(V)=a+VIBV +0(*),

wobei v = (V/,w') sei. Die Matrix B ist gegeben durch

9°E, J°E,
gl 7 awow | _[2x+2 -«
2\ B 9% -k —Kk+2 )"

v ow ow'?

wobei v und w am kritischen Punkts ausgewertet sind. Die Terme zweiter Ordnung ent-
koppeln also genau dann, wenn die Matrix B der zweiten Ableitungen diagonal wird.®
Die Details dieser Rechnung seien hier zuriickgehalten (es handelt sich um das Stan-
dardeigenwertproblem), es folgt aber fiir die Eigenwerte von B und die zugehorigen
Eigenvektoren

A]/z = %(4+ K(l i\/ﬁ)) )

wobei sich der niedrigste der Eigenwerte, der das kritische Verhalten bestimmt, schrei-

ben 146t als |
Ay = 5(\/E— 1)(Keo— K)

wobei
4

K e —
6,6 \/ﬁ—l

Der Eigenvektor e, zu A, bestimmt das Verhalten des Systems nahe des kritischen
Punktes, da er die instabile Richtung angibt

e — (%Wl?—&)

~1,535.

OAls Anmerkung sei genannt, daf3, will man nur k. berechnen, dieses auch schon aus Extremalbetrach-
tungen folgt. Die Determinante der zweiten Ableitungen muf fiir ein Minimum groer Null sein, so
daf sich ein kritischer Wert von 1,53518 auch hier schon ergibt.
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3 Klassische Doméanenwande

Machen wir nun den folgenden Ansatz:

v/
;] = aep
w

o~1,491\/Kk—K.¢ .

Damit beenden wir unsere Betrachtung fiir im Falle kleinerer Anzahl Spins analytisch
losbarer Probleme und betrachten nun den Grenzfall des thermodynamischen Limes.

so erhalten wir schlieBlich

3.3.3 Das kritische Verhalten im thermodynamischen Limes

Betrachtungen aus Abschnitt 3.4 weisen darauf hin, dal mit wachsender Systemgrofle
Ke,n recht schnell gegen einen Wert von 1,5 konvergiert. Dieser Wert sollte auch im
thermodynamischen Limes analytisch berechenbar sein.

Blicken wir noch einmal zuriick auf die Matrix B im vorherigen Kapitel, die ja die Ma-
trix der zweiten Ableitungen ist. Wir hatten festgestellt, da3 der kritische Wert aus dem
niedrigsten Eigenwert dieser Matrix folgt. Betrachten wir nun die Struktur der Energie
in groferen Systemen, so stellen wir fest, dal die Matrix der zweiten Ableitungen eine
recht einfache Form hat, die sich leicht auf den Fall n — oo {ibertragen 146t.

Die Aufgabe, die sich uns stellt, ist also, den niedrigsten Eigenwert einer unendlich di-
mensionalen Matrix zu finden, die im allgemeinen folgende Form hat: Es handelt sich
um eine tridiagonale Matrix der Dimension % deren erstes Diagonalelement 2 — x
ist’, die folgenden 2k + 2. Auf den Nebendiagonalen findet sich —k.

-Kk+2 K
-k 242 -k
B, =
Sk
—K 2k+2
Diese Matrix ist leicht zerlegt in eine einfachere Form.
-3 -1
-1 0 -1
B,=x- +(2x+2)1 =: kB, + (2x+2)1  (3.12)
.o—1
-1 0

Die Matrix B), beschreibt aber gerade ein Tight-Binding-Modell mit offenen Randbe-
dingungen und einer Storstelle an Gitterplatz 1. Leider 148t sich hier nicht der {ibli-
che storungstheoretische Greenfunktionsformalismus anwenden - die Lage an einem

"Eigentlich das letzte, doch beschreiben beide Matrizen aus Symmetriegriinden die selbe Physik.
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3.3 Analytische Berechnungen zum Verhalten an der Domanengrenze

fest definierten Rand bei nicht periodischen Randbedingungen ,,verzerrt* die Losung®.
Dennoch ist das Problem mit dem Wissen um die Energieeigenwerte des Tight-Binding-
Modells? 16sbar. Dazu bilden wir zum Finden der Eigenwerte die Determinante, also
das charakteristischen Polynom.

-3-1 -1
—1 -1 -1

-1 -2

Entwickeln wir hier nach der ersten Zeile, dann nach der ersten Spalte, so erhalten wir
zunéchst

—A -1 -1 -1
-1 -1 -1 0 -4 -1
0=(-3-2) +

.o —1 oo —1
-1 -2 -1 -2

Wir entwickeln die zweite Determinante nun nach der ersten Zeile und konnen das
Resultat, beachten wir, daf3 die Dimension der Matrix nur Q = % betrigt, schreiben
als

(=3-A)Pug-1—Puo2=0,

wobei hier Py j das charakteristische Polynom der Hamilton-Matrix des eindimensio-
nalen Tight Binding-Modells mit M Plidtzen, Hiipfmatrixelement t = —1, Onsiteenergie
€ = — A, und Dirichlet-Randbedingungen sei. Wir konnen hier von der Hamilton-Matrix
in Diagonaldarstellung ausgehen,

M
Pyy = H (—=A +2cos

m=1

=)
M+1"
Somit folgt fiir unsere Eigenwerte

Py o_
2{ e _M_:; .
Pyo-1

Wir notieren zunichst, daf} die Eigenwerte des Tight-Binding-Modells alle innerhalb
des Intervalls [-2,2] liegen. In diesem Intervall ist der Bruch auf der rechten Seite eine

8Das soll bedeuten, daB wegen der Ndhe zum Rand, also einer Potentialwand, der enstehende lokali-
sierte Zustand nicht mehr symmetrisch sein kann. Es soll jedoch nicht bedeuten, daf3 dieser Fall keine
Losung in diesem Rahmen hitte, jedoch briachte die Rechnung erheblichen Mehraufwand mit sich.
9Zur Losung des Modells siche Anhang A.
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3 Klassische Doméanenwande

relativ unkontrollierbare Funktion, die Q — 2 Nullstellen und Q — 1 Singularitiiten be-
sitzt. Soll es eine Losung auflerhalb geben, so sollte der Bruch konvergieren. Nehmen
wir dies an und betrachten wir die Rekursionsbeziehung fiir die Polynome Py, '°

Poym=—APupy—1—Pay—2,

so konnen wir definieren:

Puym—2
fM I
Puy—1’
somit ist dann natiirlich
1 PH,M

a1 Pam-1

Unsere obrige Annahme wiirde bedeuten, daB fiir M — o und A < —2 sowie A > 2
gelten wiirde:

A/lligloo(fM —fu-1)=0,
mit anderen Worte, die Folge fj; konvergiert gegen einen Wert f... Somit wire dann

1
= A f
7 e

zu losen zu

foom %(—u VA2 —4),

Wir setzen dies ein und erhalten nach einfacher Rechnung A = — ? als einzige Losung
aullerhalb des Bandes und somit niedrigsten Eigenwert. Dies setzen wir nun in (3.12)

ein und erhalten als Endergebnis

3

o == . 3.13
Ko = 5 (3.13)

Zum Abschluf} des analytischen Kapitels wollen wir uns noch mit der Frage befassen,
wie das kritische Verhalten in diesem Limes aussieht. Zu finden ist also der Eigenvektor
zum niedrigsten Eigenwert an der Stelle, wo dieser Eigenwert den Wert 0 annimmt. Es
sei v = (x1,x7,...). Gesucht ist die Losung zu

By(K=Keo)V=0.

Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem, beginnend mit der Gleichung

—1,5%, 1 +0,5%, =0 = x, ;= ’%

und miissen dann Gleichungen der Art

—1.5x;—1 +5x; — 1,5xi41 =0

10Es handelt sich iibrigens hier um Chebyshev-Polynome 2. Art.
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3.4 Numerische Methoden

16sen, was einfach zu

1
X = @Xn
fiir i > 1 moglich ist. Die letzte Gleichung
5 1
S5x1—1,5x = (3n_1 - 2.3,1_3) x, =0
liefert
1 x,
X =—5—
ENOEG

abweichend vom allgemeinen Ansatz.

3.4 Numerische Methoden

Monte-Carlo-Simulation

Um erste Voraussagen iiber das Verhalten des Systems machen zu konnen, habe ich
eine Programmierumgebung erstellt, die die Spinkette sowohl fiir 7 = 0 als auch fiir
T > 0 beschreiben kann, ndmlich die Bibliothek ,,elmers.h”. Sie enthilt eine Klasse,
die den momentanen Status der Kette wiedergibt sowie ihre Parameter, nimlich Zahl
der Spins, GroBe des Verhiltnisses von Heisenberg-Wechselwirkung zu Anisotropie,
Temperatur des Systems als auch die Winkel der einzelnen Spins. Das System sucht fiir
T = 0 einfach den Gleichgewichtszustand auf.

Basierend auf dieser Umgebung wurde auch ein erstes Programm entworfen, dal zum
Auffinden des kritischen Punktes dienen sollte. Dieses dndert schrittweise k., bis der
Phaseniibergang stattfindet. Ein Beispiel fiir die Arbeit des Programms sehen wir in

2.1
2.05 -
2r
1.95 \
19 | \
1.85 |
18 \
£ 175t \

1.7 r |

1.65 | )

1.6 - \

1.55 h
15 .
145 ¢
1.4

"ARN —— |

3 4 5 6 7 8 9 10 11
System Size

Abbildung 3.3: Ergebnisse der MC Simulation: K. gegen n

Abb. 3.3.
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3 Klassische Doméanenwande

Offenbar bestitigt das Programm hervorragend unsere analytischen Rechnungen. Die
finite size-Effekte bei niedrigen n verschwinden recht schnell, der kritische Wert kon-
vergiert rapide gegen 1.5.

Das Paket wurde nach und nach optimiert, nicht zuletzt durch die Analyse des kritischen
Verhaltens konnten auch Monte-Carlo-Schritte gewéhlt werden, welche dem Fluf§ der
Ordnungsparameter im Minimum um den kritischen Punkt folgen. Auf diese Art und
Weise reagiert das System noch sensitiver auf kleine Verschiebungen in der Energie.

Weitere numerische Methoden, die Verwendung fanden

Ist die Matrix M’ aus Gl. (3.12) erst bekannt, bieten sich fiir groBere Systeme nu-
merische Methoden an, um den niedrigsten Eigenwert und den dazugehorigen Eigen-
vektor zu finden. Der geeignetste Algorithmus fiir diesen Fall, der sogenannte ,,tqli-
Algorithmus“(PTVF99), fand auch hier Verwendung, um Voraussagen fiir mittelgrof3e
Systeme abgeben zu konnen.

Zudem erwies sich Mathematica (Wol03) als eine gute Hilfe zum Finden der Losungen
von Integralen.

3.5 Korrekturen zum Kontinuumsmodell

Die im vorhergegangenen Abschnitt beschriebenen numerischen Methoden erlauben es
uns nun, fiir beliebige Systemgrofien eine Korrektur zum Kontinuumsmodell, in den
Graphen durch CT gekennzeichnet, im Vergleich zum diskreten Gittermodell zu be-
stimmen. Um diesen Vergleich zu ermoglichen, simulieren wir im Prinzip das Expe-
riment, nur daB uns die Eingabeparameter wohlbekannt sind. Es wurde zunichst ein
System mit Hilfe des Hamiltonoperators (3.2) simuliert, bis sich im Gleichgewicht
der Grundzustand mit der Domédnenwand einstellte. Die erhaltene Form der Wand (das
,MeBergebnis*) wurde dann an die Form (3.6) angefittet, die vom Kontinuumsmodell
vorhersagt wird, siehe hierzu auch Abb. 3.4. Die Energie und die Wandbreite des besten
Kontinuumsmodellfits erlauben uns die Berechnung der korrespondierenden Material-
parameter A und ex und somit der mikroskopischen Parameter K und J. Diese schein-
baren Werte von K und J konnen dann mit den wirklichen Werten verglichen werden,
die verwendet wurden, um die Domanenwandform im diskreten Modell zu berechnen.
Unsere hauptsédchlichen Ergebnisse sieht man in Abb. 3.5. Der urspriingliche Eingabe-
parameter K ist als Funktion des zugehorigen Kontinuumstheoriewertes k. aufgetragen.
Man bemerkt eine besonders grole Abweichung in der Néhe des kritischen Punktes,
k = 1,5. Dies erklirt sich daraus, daf} bei kleinen Werten von k die Kontinuumstheorie
erlaubt, Domanenwénde bis zu einer Breite von O zu berechnen, wie auch durch ihre
nichtdiskrete Natur zu erwarten ist.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis dieser Betrachtung ist, daf} es offenbar eine eindeutige
Zuordnung der beiden Werte gibt, also keine Doppeldeutigkeiten auftreten konnen.
Bei groflen Werten wird der Unterschied zwischen k und kc7 immer kleiner (im Limes
Kk — oo wird er 0). Die Abweichung betrigt etwa 10% bei k = 4 und fillt auf etwa 3%
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*  J/K=40
J/K=20
J/K=1.95
J/K=100

angle
o
I

Abbildung 3.4: Domdnenwdnde (Punkte) und Kontinuumsmodellfits (Linien) fiir ein
System von 100 Spins, fiir verschiedene Werte von K.

bei Kk = 10 ab.

Nachdem « aus k¢7 mit Hilfe des obigen Graphen bestimmt wurde, konnen wir nun die
Wechselwirkungsparameter J und K im diskreten Modell bestimmen. Die Verhiltnisse
Jer/J and Ker /K sind in den Abbildungen 3.6 und 3.7 gegen k aufgetragen. Man
erkennt, daf} J deutlich unterschitzt wird, K leicht iiberschitzt wird.

In ihrem PRL (PEB"01) und einer folgenden Arbeit (PE03) haben Pratzer et al. Werte
fiir Jor und Kcp von 14 meV/Atom bzw. 4 meV/Atom bestimmt, was zu einem K¢
von 3,5 fiihrt - eine Korrektur wire hier also sinnvoll. Aus Abb. 3.5 erhalten wir

K=4
und aus den Abbildungen 3.6 und 3.7
J =15,4meV/Atom, und K = 3,8meV/Atom.

Die K-Korrektur scheint eine Tendenz, die sich in einer ab initio-Rechnung von Nie
et al. (NBBOI) abzeichnet, zu bestitigen. Diese errechneten eine Anisotropieenergie
von 2,3 meV/Atom fiir eine Drehung der Magnetisierung von [110] nach [001]. Eine
Abschitzung mit Hilfe dickerer Schichtdicken (EIm98) ergab K = 0,6 meV, was offen-
sichtlich zu klein ist.

Was die Austauschwechselwirkung angeht, gibt es leider sehr wenig verldBliche Er-
gebnisse, mit denen man vergleichen konnte. Dieser Parameter kann unter Verwendung
einer Relation zur Curie-Temperatur (KW41) abgeschitzt werden, 2.26J = kpT,, was
ein J von 8,6 meV/Atom ergibt. Dies ist niedriger als der gemessene Wert und unser Er-
gebnis. Ein weiteres Ergebnis erhielt Heide (Hei02), der, unter Verwendung der selben
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Abbildung 3.5: Monte Carlo-Ergebnisse fiir J/K. Die Punkte sind die Ergebnisse der
Simulation fiir das diskrete System, die gestrichelte Linie entspricht einem polyno-
mialen Fit, und die durchgezogene Linie deutet kK = Kcr an. Der kleinere Einschub-
graph zeigt, daf} sich die Simulationsergebnisse fiir grofie Werte von K immer mehr
der durchgezogenen Linie anndihern. Der umfafite Bereich im inset reicht von 0 bis

20.

Methoden wie Nie, ein J von 36 meV mit einer Zuverlédssigkeit von etwa 50% ermit-
telte. Dieses Ergebnis ist offensichtlich viel zu grof, da die Domédnenwand eine viel
groBere Breite erhielte, was dem Experiment widerspricht.

Nachdem wir nun nennenswerte Korrekturen bestimmen konnten, die nur aufgrund der
diskreten Struktur auftreten, wollen wir uns in den weiteren Kapiteln dieser Arbeit mit
den Effekten der Quantenmechanik befassen. Zundchst betrachten wir aber noch den
EinfluB der diskreten Struktur auf die Mobilitdt der Domédnenwand.

3.6 Die Dynamik einer Domanenwand

3.6.1 Kontinuumsmodell und Landau-Lifschitz-Gilbert-Gleichung

Im Kontinuumsmodell wiirde man normalerweise annehmen, die Bewegung der Do-
ménenwand sei eine einfache Sache: Fiir jeden Punkt, an dem man nimlich einen Spin
aus der Anisotropierichtung herausdreht, findet man einen weiteren Punkt, an dem man
einen Spin zur Erhaltung der Wandform um genau den selben Betrag zur leichten Rich-
tung hindreht. Somit ist keinerlei Reibung vorhanden: Legt man in einem unendlich
groflen System ein Feld an, so bewegt sich die Wand ohne Widerstand sofort zum En-

34



3.6 Die Dynamik einer Domanenwand
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Abbildung 3.6: Das Verhdiltnis Jcr /J gegen K aufgetragen. Die gestrichelte Linie ist
ein 1/Kk-Fit. Der Graph zeigt eine starke Abweichung von 1 schon bei Werten von
K =~ 5. Das gemessene J ist kleiner als der Eingabewert.
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Abbildung 3.7: Das Verhdltnis Kcr /K gegen K aufgetragen. Die gestrichelte Linie ist
ein 1/x-Fit. Die Abzisse reicht von 1 bis 2. Das gemessene K ist kleiner als der Ein-
gabewert, aber die Abweichung ist schwdcher als bei der Austauschwechselwirkung.
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de, sind keine festen Randbedingungen gegeben, wiirde ein real existierendes Kontinu-
umssystem durch das kleinste angelegte Feld in Anisotropierichtung instantan uniform
magnetisiert sein. Offenbar versagt also das Kontinuumsmodell spétestens an dieser
Stelle, es sei denn, man bringt einige Korrekturen an.
Der Schliissel zu einer Berechnung einer Wandgeschwindigkeit im Kontinuumsmodell
ist die Annahme, daB sich die Spins iiber eine gedimpfte Rotation in ihre neue Posi-
tion bewegen, und somit sehr wohl eine Auslenkung aus der x-z-Ebene auftritt. Enz
(Enz64) berechnete die Geschwindigkeit einer Domidnenwand mit Hilfe der Annahme
eines demagnetisierenden Feldes der GroBenordnung 47M¢@, wo ¢ der Azimuthwin-
kel ist. Er leitete eine bestimmte Ahnlichkeit zwischen Dominenwinden (als Teilchen
betrachtet) und der relativistischen Bewegung von Massen her, wobei er sogar eine
Lorentz-Kontraktion beobachtet.
Eine ganze Reihe bemerkenswerter Arbeiten zu diesem Thema sind im Rahmen des
mikromagnetischen Formalismus entstanden, von denen die aktuellsten sicher die von
Thiaville et al. (TNMO04) sind. Hier werden allerdings Wandbewegungen in zwei- oder
dreidimensionalen Systemen behandelt. Dieser Ansatz, wie auch die meisten anderen
dynamischen Ansdtze im mikromagnetischen Rahmen, basiert weitestgehend auf der
Landau-Lifschitz-Gilbert Gleichung (Siehe (LL35), (Gil55) bzw. (Bro63) zum Beweis
der Gleichheit beider Formulierungen). Diese Gleichung beschreibt zum einen die nor-
male Prizession des Spins um die Magnetfeldrichtung, welche sich leicht aus der Quan-
tenmechanik herleiten 148t, sowie einen Dampfungsterm, der es erst ermoglicht, da3 der
Spin die Richtung des dueren Feldes einnimmt:
2

W%:—Sx%—?Jme(ng—g) . (3.14)
Hierbei ist y das gyromagnetische Verhiltnis, H die Hamiltonfunktion und o ist die
Déampfungskonstante (oft auch Gilbert-Ddmpfung genannt). Wir sehen die Bewegung
eines Spins, die diese Gleichung beschreibt, in Abb. 3.8 am Beispiel einer Ummagne-
tisierung. Bemerkenswert ist an dieser Stelle der Fakt, dall die mikroskopische Ursa-
che der Dampfung noch immer nicht geklért ist, sie wird hier rein phdnomenologisch
eingefiihrt. Trotzdem es in letzter Zeit einige Erkldarungsversuche, oder zumindest Ver-
suche, sie berechenbar zu machen, gegeben hat, ist ihr Geheimnis eigentlich doch noch
nicht geliiftet. So machten zum Beispiel Sivasubramanian und Widom (SWO02) den An-
satz, daB} die sich mit der Zeit verindernde Magnetisierung elektromagnetische Felder
ausstrahlen miisse, welche dann wiederum vom Gitter absorbiert werden. Ein Vergleich
seines Ergebnisses mit einem konkreten Experiment konnte er jedoch noch nicht geben.
Safonov und Bertram (SBOOb) simulierten ein kleines System ohne Ddmpfungsterme
und fanden einen nichtlinearen intrinsischen Mechanismus, der auf Spinwellen beruht.
Eine weitere interessante Arbeit dieser beiden Forscher befaflit sich mit dem Einflul
von Storstellen auf das Dampfungsverhalten (SB00Oa), doch auch dieser Mechanismus
alleine ist nicht ausreichend, um das allgemeine Verhalten zu erkldren. Einen Ansatz
mit two level Storstellen gab es allerdings auch schon frither (MF81) von Mikhailov
und Farzetdinova, die sich auch mit dem Spinwellenansatz beschiftigt hatten (MF83).
Bei einem anderen Ansatz konnte im Rahmen der Recherchen nicht festgestellt werden,
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Abbildung 3.8: Ein Ummagnetisierungsvorgang, beschrieben durch die Landau-
Lifschitz-Gilbert-Gleichung.

inwiefern dieser einen Weg von der Konferenz in die Literatur antrat (Wan00).

Ein in unserer Gruppe diskutierter weiterer Ansatz, der in einer zukiinftigen Arbeit be-
handelt werden kann, wiére die sogenannte Magnetostriktion. Hierbei nimmt man an,
daB3 Schwankungen der Positionen der Spins auf dem Gitter durch die Austausch- und
Dipolwechselwirkungen auftreten konnten. Somit wiirde die bei der Dampfung verlo-
rene Energie in Gitterschwingungen (Phononen) umgesetzt.

Zum Abschluf3 unserer Diskussion des Ddmpfungsterms sei noch ein weiterer, viel-
versprechender Ansatz erwihnt, der versucht, die Verteilung oder Verschiebung von
Spins analog dem Modell fiir die Ladung iiber die Kubo-Formel, also mit Hilfe von
Spinleitfihigkeit und Steife zu beschreiben. Diese Modelle laufen unter dem Namen
Spindiffusion. Auch hier sei auf die Literatur von Kopietz (Kop98) sowie Sodickson
und Waugh (SW95) verwiesen.

Zusammenfassend 146t sich also sagen, da} die Erkldrung der Spinddmpfung noch un-
bekannt ist. Vielleicht ist es aber auch nur so, da} das Zusammenspiel aller dieser Ef-
fekte die Ursache ist, und der dominante Term von Material zu Material verschieden
ist.

Wir kehren zuriick zur Landau-Lifschitz-Gilbert-Gleichung. Wie schon erwéhnt, ist die-
se sozusagen die dynamische Ergdnzung des Mikromagnetismus. Auch thermische An-
regungen werden phianomenologisch eingefiihrt, und zwar hauptsdchlich in Form einer
statistischen Storung, eines sogenannten Langevin-Terms (LC93). Arbeiten zur eindi-
mensionalen Spinkette gibt es hier vor allem von Hinzke et al. Wir wollen vor allem
auf die Arbeiten (HNOO) und (HNUOO) hinweisen.

Es 14Bt sich also abschlieBend sagen, da} die mikromagnetischen Simulationen eine
Vielzahl von Ergebnissen liefern, von denen wir einige im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit noch ansprechen werden.
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3 Klassische Doméanenwande

3.6.2 Bewegung im Gittermodell

Fiir ein diskretes Gittermodell gibt es weniger Ansitze. Zijlstra (Zij70) und van den
Broek (vdBZ71) berechnen in ihren Arbeiten das Koerzitivfeld aus der Energiedifferenz
zwischen einer Wand im Grundzustand und einer Wand, deren zentraler Spin maximal
aus der Anisotropierichtung ausgelenkt ist. Diese Differenz miifite in periodischer Ab-
folge immer wieder aufgebracht werden, um die Wand in Bewegung zu setzen. Hierzu
werden auch einige Berechnungen erwiéhnt. In diesen Arbeiten wird allerdings nur die
Hohe der Barriere berechnet, nicht ihre Form oder die Bewegung der Spins.

Optionen hierzu boten zum Beispiel die oft, aber nicht nur, in der physikalischen Che-
mie angesetzten Monte Carlo- oder Pfadintegralmethoden. Eine weitere elegante Mog-
lichkeit, diese Informationen zu erhalten, bietet die nudged elastic band-Methode (NEB),
die von Rok Dittrich zum ersten Mal fiir ein Ensemble von Spins zur Berechnung von
Energiebarrieren eingesetzt wurde (Dit03). Diese Methode bietet sich fiir die Untersu-
chung der Domédnenwandbarriere an.

Die NEB-Methode

Eine genaue Beschreibung der Methode und ihrer Implementation findet man in der
schon zitierten Doktorarbeit (Dit03) oder dem Artikel (DSS102).

Im Prinzip starten alle Methoden, um den wahrscheinlichsten Pfad von Minimum zu
Minimum in einer komplizierten Energielandschaft zu finden, damit, dal der Weg dis-
kretisiert wird. Man legt also eine Art Pfadpunkte fest. Im Monte Carlo-Verfahren wer-
den diese nach bestimmten Wahrscheinlichkeitsmustern zufillig gewéhlt, um durch Mi-
nimierung den idealen Pfad zu finden. Diese Methode bietet den Vorteil, daf} sie auf al-
le Systeme anwendbar ist. Die NEB-Methode sucht den sogenannten minimum energy
path (MEP) auf. Dies ist der Pfad, entlang dem der Gradient immer in Richtung der
Tangenten des Pfades zeigt. Die Idee ist nun, iterativ den geschickt gewdhlten Initial-
pfad entlang der Richtung des negativen Gradienten, aber senkrecht zur momentanen
Pfadtangenten, zu verschieben. Dies reduziert sich letztendlich auf die Losung eines
Sets von Differentialgleichungen, die numerisch zum Beispiel mit Hilfe des CVODE-
Sofwarepaketes (CH96) gelost werden konnen. Eine besondere Vorsicht muf3 bei der
Definition der Tangenten entlang der diskreten Parametrisierung des Weges gelten. Es
sei hier darauf hingewiesen, da} diese Methode nur funktioniert, wenn ein Minimum
entlang des Grates existiert'!. Der Effekt ist also wirklich der eines elastischen Bandes,
welches um eine Art Gebirge gelegt wird.

In diesem Bilde erkennt man schon ein zweites Problem des Algorithmus, ndmlich, daf
die Abstinde zwischen den Wegpunkten im zentralen Teil (nahe des Maximums) im-
mer grofler werden, nahe der Minima diese aber immer dichter liegen. Um die Abstinde
moglichst gleich zu halten, kann die Methode durch die Einfiihrung einer Federkraft
optimiert werden.

"Dies ist nicht immer selbstverstindlich! Man denke allein an ein Potentialgebirge, das zum Unendli-
chen hin kontinuierlich gegen Null auslduft.
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3.6 Die Dynamik einer Domanenwand

Anwendung auf das Peierls-Potential der Domadnenwéande

Betrachten wir im thermodynamischen Limes eine unendlich lange Spinkette mit dis-
kreten, festen Gitterabstiinden, so findet man dquidistante Minima in der Energie, ab-
hingig von der Position der Doménenwand. Ein solches periodisches Potential wird im
allgemeinen Peierls-Potential genannt; sein Effekt beim Auftreten von thermischen An-
regungen und Tunneln ist eine Diffusion. Die Form der Peierls-Barriere und inwiefern
der Ubergang zwischen den Minima ein kollektiver ProzeB ist soll in diesem Kapitel
diskutiert werden.

Zunichst 146t sich mit Hilfe des schon vorhandenen numerischen Rahmens sehr schnell
zeigen, daBl der Wechsel zwischen zwei Zustdnden niedrigster Energie nicht auf dem
Wege erfolgt, der eine lineare Extrapolation zwischen den Minima wire: Der Gradient
liegt nicht entlang der Tangente dieses Weges. Daher wurde eine Erweiterung um die
NEB-Methode vorgenommen, deren Initialisierungspfad genau diese lineare Extrapo-
lation ist. Da die Methode sehr effektiv ist und schnell konvergiert, kann sie fiir Systeme
von mehreren tausend Spins angewandt werden.

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, daB hier schon die Winkel 6; = —¢; + 7 genutzt
werden, die wir auch im quantenmechanischen Teil einsetzen werden.

Die Ergebnisse fiir das in Abschnitt 3.1 vorgestellte Modell wollen wir nun vorstellen.
Alle Resultate wurden in einem System aus 100 Spins gewonnen, als Zahl der Weg-
punkte wurde 35 gewihlt. Die Genauigkeit des Algorithmus ist je mit Hilfe dullerer
Parameter einstellbar, bei den hier gewonnenen Ergebnissen liegt sie bei 107°. In Ab-
bildung 3.9 sehen wir die zentralen Winkel der Dominenwand und ihre Entwicklung
entlang des Weges. In griin gezeichnet ist der Spin, der ,,geflippt* wird in dem Sin-
ne, daB er von einem Wert groBer /2 zu einem Wert kleiner als /2 gedreht wird.
Sind die Spins unabhéngig, also im Grenzfall k¥ = 0, so wird dieser Zentralspin einfach
direkt gedreht, die anderen Spins werden hiervon nicht beeinflult. Dies ist im ober-
sten Graphen zu sehen. Die beiden mittleren Abbildungen zeigen das Verhalten mit
Austauschwechselwirkung im Ising-Bereich. Die benachbarten Spins werden ein Stiick
weit mitgezogen. Bei einem gewissen Abstand pendeln sie dann zuriick in ihre Aus-
gangslage. Betrachten wir schlielich ausgedehnte Dominenwiénde, so ist so beachten,
daf auch die benachbarten Spins absolute Bewegung zeigen, die sich im Betrag immer
mehr der des Zentralspins anndhert, im Limes K — oo sogar auf den selben Betrag. Man
kann immer noch die Wechselwirkung der Spins darin erkennen, daf} die Winkel der
dem Zentralspin benachbarten Spins keine Geraden beschreiben. Fiir sehr gro3e k darf
man jedoch wieder von der Giiltigkeit der linearen Extrapolation des Pfades ausgehen.
Die Kollektivitit des Phinomens auch im Ising-Bereich wird auch durch Abbildung
3.10 bestitigt. Im Rahmen der numerischen Genauigkeit der Methode 148t sich 10 Git-
terplidtze von Zentralspin entfernt noch eine Auslenkung feststellen.

Kennen wir den MEP, so konnen wir auch die Energie entlang des Pfades berechnen.
Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.11 dargestellt. Bemerkenswert ist, da3 schon in-
nerhalb des Ising-Bereichs die Hohe der Barriere stetig absinkt, was in direktem Zu-
sammenhang mit dem eben beobachteten kollektiven Bewegen der Spins steht. Die
Barriere verliert fiir ausgedehnte Domidnenwénde sehr rasch an Hohe und verschwin-
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3 Klassische Doméanenwande

Abbildung 3.9: Die drei zentralen Winkel und ihr MEP fiir verschiedene Werte von K.
Auf der Abzisse ist der Winkel aufgetragen, auf der Ordinate die Pfadpunkte. Die
mittlere, griine Kurve zeigt das Verhalten des Spins, der ,geflippt” wird, die beiden
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anderen Kurven die jeweils rechts und links angrenzenden Spins.

det im Limes Kk — oo (im thermodynamischen Limes!) ganz. Die Barriere ist absolut
symmetrisch, die Energie hat, wie auch schon von Zijlstra angenommen, ihr Maximum
an der Stelle, an der der Winkel des Zentralspins /2 betrdgt. Somit sind auch die
Betrachtungen zum Koerzivitivfeld in diesen Arbeiten absolut richtig, und der inter-
essierte Leser sei wiederum auf (Zij70) und (vdBZ71) verwiesen. Natiirlich ist es mit
Hilfe unseres Paketes auch sehr einfach moglich, Barrieren in Anwesenheit eines Ma-
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Abbildung 3.10: Die Entwicklung eines Spins, 10 Gitterpldtze vom Zentralspin entfernt.
Auch dieser Spin wird noch beeinflufst. (k =1.4)
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Abbildung 3.11: Form und Héhe der Peierls-Barriere der eindimensionalen Spinkette
fiir verschiedene Werte von K.

gnetfeldes zu berechnen. Eine solche Barriere ist dann asymmetrisch und dhnelt einem
metastabilen Potential, wie es hdufig in der Chemie bei Reaktionsprozessen auftritt. Die
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3 Klassische Doméanenwande

Wahrscheinlichkeiten fiir den Wechsel des Minimums in beiden Richtungen sind dann
nicht mehr gleich, die Wand wiirde in eine Richtung diffundieren. Ein Beispiel fiir ein
solches Potential ist in Abb. 3.12 dargestellt. Die Parameter fiir diesen Prozef} sind

724 . .
725 | \ 4
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w727 b * .
728 \ g

_729 | \\ i

_73 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Path Point

Abbildung 3.12: In Gegenwart eines magnetischen Feldes erhalten wir eine asymme-
trische Barrierenstruktur.

K = 1.4 und ein magnetisches Feld, dessen Feldenergie relativ zur Anisotropie 0.17
betrigt. Diesen Beobachtungen entsprechend ist auch der kollektive Prozes der Winkel
nicht mehr symmetrisch, da nun eine weitere riicktreibende Kraft beziehungsweise an-
treibende Kraft wirkt. Dies sieht man besonders deutlich durch Betrachtung der Winkel
direkt neben dem Zentralspin. In Abb. 3.13 sind die absoluten Auslenkungen dieser
Spins aufgetragen. Der schon in Richtung des dufleren Feldes stehende Spin wird weni-
ger stark ausgelenkt. Die Frage, die sich nun stellt, ist, inwieweit ein Prozel3, der direkt
in das iiberndchste (oder weiter entfernte) Minimum iiberfiihren wiirde, nicht durch
niedrigeren Gesamtaufwand bevorzugt wiirde. Dies wurde in dieser Arbeit nicht niher
untersucht, jedoch fanden sich Hinweise, daf} ein solches ,,Sprungverhalten‘auftreten
kann.

Ausblick: Diffusion im Peierls-Potential

Im direkten Anschlufl an die soeben erhaltenen Ergebnisse stellt sich nun die Frage
nach der Diffusionskonstanten des Problems. Treten thermische Anregungen auf, so
wird eine zu einem bestimmten Zeitpunkt fest lokalisierte Domédnenwand mit der Zeit
immer delokalisierter. Die Berechnung dieser Konstanten erweist sich allerdings als
keinesfalls trivial. Wiirden wir von einem eindimensionalen Problem entlang des MEP

42



3.6 Die Dynamik einer Domanenwand

0.6 T T T T T T

04| / i

02 | / \ i

01+ i

0 i L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35

Path Point

Abbildung 3.13: Evolution der dem Zentralspin benachbarten Spins. Aufgetragen sind
die absoluten Auslenkungsbetrige. Das magnetische Feld verursacht eine deutliche
Asymmetrie.

ausgehen, so finden wir im Rahmen der Kramersschen Theorie!? zwar eine Losung

(LJ62), doch betrachten wir das System hier als ein ganzes und kénnten iiber die Rei-
bungskonstante keine fundierte Aussage treffen.

Die zweite Option wire eine Betrachtung im Rahmen eines Langevin-Termes in der
Bloch- oder Landau-Lifschitz-Gilbert-Gleichung, die allerdings auch nur bestimmte
Grenzfille beschreiben. Der Frage nach einer allgemeinen Gleichung haben sich Ga-
ranin et al. Ende des letzten Jahrzehnts erfolgreich gestellt (GIP90; Gar97). Die Rei-
bung folgt hierin zwangsldufig aus der urspriinglichen Form der angesetzten Potentia-
le und Felder. Bislang wurde seine Arbeit jedoch nur auf Einspinsysteme angewandt
(GPL98), so dal} es hochinteressant wire, sie auch auf Systeme aus mehreren Spins
(wie die Domédnenwand) zu erweitern (Gar04). Leider liegt dies auBerhalb des Zeit-
rahmens dieser Arbeit, so da} dieser Abschnitt lediglich als Anregung dienen kann.
Experimentell ist dieser Forschungsbereich aktuell erst in Erscheinung getreten, nach-
dem die Bewegung von Doménenwénden im Peierls-Potential sogar auf subatomarem
Niveau gemessen werden konnte (NGD'03).

12Fiir einen ausfiihrlichen Uberblick sei (HTB90) empfohlen.
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4 Quantenmechanische Beschreibung
der eindimensionalen Spinkette

In diesem Kapitel werden Modell und Methode beschrieben, mit deren Hilfe die spiter
in der Arbeit diskutierten quantenmechanischen Ergebnisse erhalten wurden. Betrachtet
wurde ein anisotropisches Heisenberg-Modell mit verdrehten Randbedingungen. In un-
serem Fall ist eine analytische Losung noch unbekannt. Wir rechnen in dieser Arbeit in
einer storungstheoretischen Naherung. Die Methode der Wahl ist die 1/S-Entwicklung,
andere Moglichkeiten wédren zum Beispiel eine Entwicklung in Magnonenzustinde
oder Storungstheorie in einem anderen Parameter. Eine Entwicklung fiir groe Spins
bietet einen kontrollierten Ansatz und sollte im Limes S — oo wieder zur klassischen
Losung fiihren. Aulerdem, wenn wir an Kapitel 2 zuriickdenken, bietet sich aufgrund
der dort verwendeten Probe die 1/S-Niherung an - aus zweierlei Grund. Zum einen ist
die Grundzustandkonfiguration von Eisen mit 6 3d-Elektronen [Ar]3d%4s? derart, daB
sich ein recht groes magnetisches Moment ausbildet. Theoretisch zeigten Freeman
und Fu (FF87) sowie experimentell Elmers et al. (ELG89), daf3 sich dieses Moment im
zweidimensionales Regime des Eisen auf Wolfram noch vergrofert. Zum anderen kann
man auch ein mean field-Modell konstruieren, indem man annimmt, daf} die Spins in
der einfachen Richtung reihenweise zu grolen Makrospins koppeln, wodurch auch auf
ein eindimensionales Modell projiziert wird.

Weiter werden wir die Methode beschreiben, mit der wir den Hamiltonoperator dia-
gonalisieren. Tikochinsky benennt diese Transformationen als bosonische Bogoliubov-
Transformationen (Tik77).

4.1 System und Hamiltonoperator

Im Vergleich zum klassischen Modell, das stark an die Vorgaben des Experiments und
des Kontinuumsmodells angepalit war, miissen wir nun ein etwas anderes Bezugssy-
stem fiir die Winkel wihlen, um mit der Literatur vergleichen zu konnen. Wie wir in
Abbildung 4.1 sehen, betrachten wir weiterhin eine eindimensionale Spinkette, gehen
aber vom klassischen XZ-Modell nun zu einem Heisenberg-Modell iiber. Es sind also
auch Auslenkungen in azimuthaler Richtung moglich.

Das neue Bezugssystem duBlert sich in einer Verschiebung des Polarwinkels. Die Do-
ménenwand ist nun durch die neue Randbedingung bestimmt, dafl der erste Spin um
einen (festen) Polarwinkel von 0, der letzte um einen (festen) Winkel 7 gedreht sein
soll, formal

0, =0
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6,=1. .1

Die Form des Hamilton-Operators wird hierdurch nicht verdandert, wir verwenden wei-

1" 22 "x"é

J

Abbildung 4.1: Lineare Spinkette mit Definitionen der Achsen. Es handelt sich um ein
rechtshdindiges Koordinatensystem.

terhin

H=—J i Si-sj—Kfi(S,?)z. (4.2)

<ij>

Hierbei stellt J wiederum die Skala der Nachster-Nachbar-Wechselwirkung (Heisen-
berg-Wechselwirkung) dar, K die Skala der Anisotropiewechselwirkung, < ij > be-
deutet Summierung nur iiber ndchste Nachbarn, S; sei hier der Spinoperator des i-ten
Gitterplatzes.

Im klassischen Fall ergibt sich die Energie zu':

E u -
el _ —J Z COS(@,’ — Gj) —KZCOS2 o; . 4.3)
i=1

2
S <ij>

Analog zu unseren fritheren Betrachtungen ergibt sich auch hier die Minimierungsbe-
dingung, indem man nach den Winkeln differenziert. Wir erhalten n — 2 Gleichungen,
da sowohl 0; als auch 6, fest seien.

8(ECI/SZ)

0=
20;

= K [ksin(6; — 6;_1) + ksin(6; — 6;11) +sin(26;)] , 4.4)

woi=2,3,...,(n—1). Diese Grundlagen bilden den Ausgangspunkt fiir die 1/S-Ent-
wicklung.

"Hierbei ist die Verschiebung der Winkel im Anisotropieterm zu beachten.
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4.2 Die 1/S-Entwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die Spinkette in gendherter Form betrachten und ein
Losungsverfahren zum Auffinden der Grundzustandsenergie und der magnetischen An-
regungen herleiten.

4.2.1 Die Wintersche Drehung

Die Form (4.2) des Hamiltonoperators ist kein optimaler Ausgangspunkt fiir eine Sto-
rungstheorie, da die Losung unbekannt ist und wir somit die Anregungen nicht nur
schwer interpretieren konnten, sondern die Winkel der Spins gar als implizite Parame-
ter in den Operatoren auftauchen. Winter (Win61) vereinfachte den Hamilton-Operator
derart, dal3 er die Spinoperatoren um ihren klassischen Auslenkungswinkel zurtickdreh-
te, formal also neue Spins s, die

S; = R (—Giey) S,‘

erfiillen, einfiihrte. Hierbei sei e, der Einheitsvektor in y-Richtung.

Durch diese Winter-Transformation fithren wir unser System also von einem anisotro-
pen Heisenberg-System mit globalen Wechselwirkungen und einem Grundzustand, in
dem die Spins nicht allgemein in T- oder |- Richtung stehen, in ein formal anderes
anisotropisches Heisenberg-System iiber, in welchem die Wechselwirkungen lokal sind
(also noch von den Richtungswinkeln im Grundzustand abhéngig), die Spins aber alle
in T-Richtung stehen und unabhéngig von den Winkeln sind. Der Azimuthal- und Po-
larwinkel sind nun als Wechselwirkungsparameter aufzufassen.

Die Losung der eindimensionalen anisotropen Heisenberg-Spinkette mit nicht verdreh-
ten Randbedingungen und globalen Wechselwirkungsparametern ist in 1/S-Né@herung
wohlbekannt; wir konnen dieses Wissen an geeigneter Stelle nutzen?.

Wenn man nun weiterhin die Leiteroperatoren

= siis]

einfiihrt, erhalten wir nach etwas Algebra eine gedrehte Version des Hamilton-Opera-
tors.

H = —JL [sisiv1 +{cos(6; — 1) — 1}H{sis7,
1 _ _ o
+Z(Si+5i++1 s s S s s }

1 . B -
—sin(0i - Or1) (75 y i — 57550 — 8550

1. _
—-KY, {cos2 Gi(sf)2+151n2 Qi[(s;“)z%—(s;r)z%—s;rsi + 57 57

1. - -
—5sin 6;cos 0;(sis; +sisy + 5757+ 57 57) }

2Siehe hierzu auch Anhang A.
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4.2.2 Die 1/S-Entwicklung

Mit Hilfe einer Holstein-Primakoff-Transformation in niedrigster Ordnung,

1

gsz = —S+n,
1

£S_ = VvV 2SCZ
%ﬁ = V284" ,

kann man den Hamilton-Operator nun durch bosonische Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ausdriicken. Hierbei ist n, = a'a der Besetzungszahloperator und es
gelten die bosonischen Vertauschungsrelationen

lai,al] = &
.

lai,a;] = [aj,a]] =0. 4.5)
Fiir detaillierte Informationen siehe auch Anhang B. Man erhilt fiir ein System aus n
Spins
A =nrS* [—JY{ cos(6;—61)
—L (aLl +aj 1 — aj —a,-) sin(6; — 6;11)
—5 (ni+niy1)cos(6; — 6;41)
—I—% a;raj+1 +aja,~+1 +aiaj+1 +ajaiyy ) cos(6; — 6;41)

L F ¥ I
—25 \ @i Qi) — G Gir] — GG |+ Aidi ]

—_
ﬁ
95}

—|—\/%? <niaj+l +na;+1 + —ajniﬂ — aini+1> sin(9,~ — 9i+1)
+énini+l cos(6; — 6;41) }
-KY! { cos? 6;

+\/% (aiT + a;) sin 6; cos 6;

—|—§ (—Znicos2 0; + (ni + % (1 +a§2 +al.2>) sin? 9,-)

—é 28 (a?ni +ain; + nial-T + nia,~> sin 6; cos 6;

+gnicos? ;1] .

(4.6)

Diesen Ausdruck, der extrem unhandlich wirkt (und ist), wollen wir nun nach Ordnun-
geninl/ /S aufschliisseln. In der nullten Ordnung finden wir - wie zu erwarten - genau
den Ausdruck fiir die klassische Energie, GI. (4.3), wieder.
Wir wenden uns daher direkt der Ordnung 1/ V/S zu. Auf den ersten Blick wirken diese
Terme problematisch, da sie einzelne Erzeuger und Vernichter enthalten. Wir schreiben
die Terme durch Zusammenfassung der Summen um und erhalten

1 K n—1

—Hys = —[ (Ksin(@i— 9,'_1) + Ksin(@i— 9i+1)—|—sin(29,-))(a;(+a,~)
52 V28 ,Zg
—sin(6; — 61)(ai +a1)+sin(6, — 6,_1)(a) +ap)] . 4.7)
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Wir sehen, daf die Terme in der ersten Zeile von Gleichung (4.7) genau die Minimie-
rungsbedingung im klassischen Fall ergeben, Gleichung (4.4), und somit im quanten-
mechanischen Fall nahe der klassischen Losung selbst von der Ordnung 1/S sind.
Etwas schwieriger zu diskutieren sind die beiden Randterme. Im thermodynamischen
Limes, hier also groBen Systemen, gilt sicherlich immer, daf} sich die Winkel des ersten
und zweiten Spins beziehungsweise des vorletzten und letzten Spins kaum unterschei-
den, so dal} in diesem Falle auch diese Beitridge verschwindend klein sind. Fiir kleinere
Systeme ist eine physikalisch schliissige Argumentation beziiglich dieses Terms jedoch
kaum moglich.

Man kann jedoch noch einen Schritt weitergehen, und die Spins an den Gitterplitzen 1
und n quantenmechanisch als immobil ansetzen, in Formeln < n; >=0und <n, >=0
fiir alle Zustdnde fordern. Thr Einflufl ist dann auf eine Ankopplung am Rand be-
schrinkt. Diese Vorgehensweise wire insbesondere fiir schmale Doménenwinde ak-
zeptabel, wenn man bei den weit entfernten Spins am Rande nur extrem kleine Abwei-
chungen von der einfachen Richtung findet.

In Abschnitt 5.1.1 werden wir die Frage der Behandlung dieser beiden Randspins wie-
der aufgreifen und zeigen, unter welchen Bedingungen genau die unteren beiden Terme
von Gleichung (4.7) vernachléssigbar klein sind.

Zusammenfassend 148t sich also sagen, daf} die obere Zeile von Gleichung (4.7) als von
Ordnung 1/ V/§3 betrachtet werden kann. Fallen auch die Terme in der unteren Zeile
weg, so konnen wir die Entwicklung bis Ordnung 1/S betrachten und erhalten somit
einen quadratischen Hamilton-Operator.

Die Terme der Ordnung 1/S sind

n—1

1
H = —J Z |:COS<9H_1 —6) (—ni—H —ni+3

L 2(%11 +ai1)(a) +ai)>

1
_5(“j+1 —ai1)(a) — ai)}
+K§i {2 cos®(6;)n; — %sinz(&)(d? +a,~)2} . (4.8)

Insgesamt betrachtet man nun den genédherten Hamilton-Operator,

4.9)

der hermitesch ist.

4.2.3 Entkoppelte Matrixform des Hamilton-Operators

Der in Gleichung (4.9) erhaltene Hamilton-Operator ist quadratisch in den bosonischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Ein Schritt zur Diagonalisierung des Sy-
stems wire sicherlich eine Fourier-Transformation, was wegen unseren Randbedingun-
gen und den Anisotropietermen nicht moglich ist. Letzteres Problem soll im nédchsten
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4 Quantenmechanische Beschreibung der eindimensionalen Spinkette

Kapitel kurz angeschnitten werden.

Die Standardmethode zur Diagonalisierung quadratischer Hamilton-Operatoren ist die
bosonische Bogoliubov-Transformation. Eingefiihrt wurde sie fiir den fermionischen
Fall im Rahmen der Supraleitungstheorie (Bog58), doch ldBt sie sich auch im hier vor-
liegenden Falle anwenden. Die allgemeine Form ist

o = Z (lijaj +/.L,~ja;> , Ot;r = Z (,u{;aj + l;;a;) ,

es werden also die Erzeuger und Vernichter gemischt. Als Randbedingung werden die
kanonischen Vertauschungsrelationen erhalten, es sollte also fiir die neuen Operatoren
ebenso (4.5) gelten. Damit ist es eine kanonische Transformation, sie kann also nach
dem von Neumann-Theorem durch einen unitidren Operator dargestellt werden. Nun ist
es aber so, dafl wir im Raum, der durch die q;, aj aufgespannt wird, wie schon erwihnt
Erzeuger und Vernichter mischen. In diesem Raum 146t sich die Transformation als eine
lineare Transformation formulieren, die durch eine Matrix R ausgedriickt werden kann.
Diese Matrix R ist im Allgemeinen nicht mehr unitér (Tik77).

Wir werden hier einen etwas abweichenden Weg von der iiblichen Vorgehensweise
wihlen, der uns anstatt der Diagonalisierung einer gro3en 2n x 2n-Matrix die sukzessi-
ve Diagonalisierung zweier n x n-Matrizen erlaubt. Im Grunde jedoch ist diese Trans-
formation eine Bogoliubov-Transformation.

Ausgehend von der Beobachtung, daB das betrachtete System eine starke Ahnlichkeit
mit dem quantenmechanischen harmonischen Oszillator hat, fiihrt man ,,Ort “und ,,Im-

3
hoos
qi = E(ai+al~) (4.10)

puls“ein”,
h

pi o= i z(—a,.ua,-).

Man rechnet leicht nach, daB diese die iiblichen kanonischen Kommutatorrelationen
erfiillen:

[piqi] = ihé;
1 I 5 5
it= = —(p?+4q?). 4.11

Schreibt man nun H;, Gleichung (4.8), mit Hilfe dieser Gro3en um, so entkoppeln Orts-

und Impulsanteile,

= iqTNq+i TMp—B. (4.12)
2h 2h

Es handelt sich hier offenbar um das aus der klassischen Mechanik bekannte Problem

kleiner Schwingungen. Die Matrizen N und M sind hierbei n x n-Matrizen, 3 ist ein

H,

3Es ist offensichtlich so, daB pi sich nur durch einen konstanten Faktor von s” unterscheidet, ¢g; nur
durch einen konstanten Faktor von s*. Wir behalten dies im Hinterkopf und benutzen trotzdem die
neue Notation, da die physikalischen und mathematischen Parallelen so offensichtlicher werden.

50



4.2 Die 1/S-Entwicklung

Skalar. N und M sind symmetrische reelle Matrizen, die jedoch nicht fiir alle Werte der
Winkel positiv definit sind. Wir werden in Abschnitt 5.1.1 jedoch zeigen, dal sie im
Falle der klassischen Losung positiv semidefinit sind. Die Konsequenzen eventueller
Nulleigenwerte werden wir in den folgenden Kapiteln in ihrem physikalischen Kontext
diskutieren.

Die Matrizen sind gegeben durch

Ci 2By O 0 .. 0
2By G 2B, O
0 2B, (3 2B3 0

M = ,
2B, 1
2Bn—l Cn
C1+4D, 2A4 0 0 e 0
2A4 Cr,+4D, 24, 0

0 2A; C3+4D3 2A; 0

: 24,1
2'Anfl Co+ 4Dn

sowie
1 n
i=1

Die GroBlen A;, B, C; und D; sind von den Winkeln und den Wechselwirkungsparame-
tern wie folgt abhingig:

J
A,‘ = _ECOS(OH-I — 9,')
J
B, = %
2
2K cos? 0 +Jcos(6, — 6)) i=1
Ci = 2K cos? 0;+Jcos(6;11 — 6;) +Jcos(6;—6;,_1) i=2..n—1
2K cos? 6, +Jcos(6, — 6,_1) i=n
K
D, = —Esinz 6; . (4.13)

Damit ist das Problem in einen Orts- und einen Impulsanteil zerlegt.

4.2.4 Diagonalisierung und Bemerkungen

Das Ziel der Diagonalisierung des Hamilton-Operators ist, wie bei den kleinen Schwin-
gungen, im Allgemeinen nicht durch eine einzige orthonormale Transformation, die
beide Matrizen in Diagonalform {iiberfiihren wiirde, zu erreichen. Man benétigt zwei
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4 Quantenmechanische Beschreibung der eindimensionalen Spinkette

sukzessive Hauptachsentransformationen. Wie gleich gezeigt wird, kann man deren
sinnvolle Anwendung durch eine einfache Skalentransformation erreichen. Nehmen wir
an, die Matrix der Impulse M sei diagonalisiert worden, mit Eigenwerten A;, und die
Matrix des Ortes N sei transformiert worden,

N=0NOT
wo O die Transformation sei, die M diagonalisiert. Weiter seien

Oq

=1

die Impulse nach der Drehung.
Die Matrix N ist im Allgemeinen nicht diagonal. Die Skalentransformation

P o= pivA (4.14)
5 i
Ql \/A_,i’

die als Bedingung natiirlich A; > 0 fordert, erzeugt beim Impulsanteil eine Einheitsma-
trix. Sie erhilt trivialerweise die Kommutatorrelationen (4.11) und ist somit auch eine
kanonische Transformation. Wir erhalten dann den folgenden Hamilton-Operator,

1 & - 1 - -
= 2 B+ Q'NQ-B, (4.15)
i=1
wobei N’ gegeben ist durch
AidjNij .

Der erste Term von (4.15) ist unter orthogonalen Transformationen invariant, so dafl wir
nun die Matrix N’ diagonalisieren konnen. Ist dies getan, hat unser Hamilton-Operator
schlieBlich die Form

1 n

Sind auch die Eigenwerte % von N’ groBer als Null, ist eine Umschreibung auf die
bosonische Ausdrucksweise moglich,

P = i\@(b,-—b}‘)y}/“
0 = \/é(b,-+b§)yil/4. (4.16)

Der diagonalisierte Hamilton-Operator 146t sich in der Form eines harmonischen Os-
zillators schreiben,

1 1
H = ZEi(b,-TbiJrE) -B,
i=1
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4.3 Numerische Umsetzung

woraus sofort die Grundzustandsenergie zu

folgt.

Damit ist die Aufgabe prinzipiell gelost. Im nichsten Kapitel werden wir und zunéchst
den Anregungsmoden (Magnonen) des Modells unter Annahme des klassischen Grund-
zustandes widmen. Der eigentlichen Frage nach dem quantenkritischen Verhalten der
Wand widmet sich Kapitel 6.

4.3 Numerische Umsetzung

Eine iibersichtliche und von Aufwand und Nutzen vertretbare analytische Losung ist
nur im Vierspinfall sinnvoll. Dieser Fall ist aus den schon genannten Griinden in sei-
ner physikalischen Interpretation sehr problematisch, aber dennoch duflerst instruktiv,
weshalb wir uns ihm im ersten Teil des nidchsten Kapitels ausfiihrlich widmen werden.

Klassische Energie und Schwingungsmoden

Im allgemeinen Falle groerer Anzahlen von Spins ist daher eine numerische Losung
erforderlich, obwohl man auch hier einige analytische Aussagen in gewissen Limites
treffen kann.

Da wir eine Entwicklung um die klassische Losung durchfiihren, wurde zunichst ei-
ne Klasse? erstellt, die ein System, beschrieben durch seine Winkel und Wechselwir-
kungsparameter, bei der Erzeugung einer Instanz> klassisch energetisch minimiert und
deren Winkel zur Verfiigung stellt. Die Minimierung der klassischen Energie geschieht
tiber den Polak-Ribiereschen Minimierungsalgorithmus (PTVF99), der sich zunutze
macht, dall der Gradient der klassischen Energie analytisch bekannt ist. Diese Klas-
se (punktC.h) stellt auch alle direkt folgenden GroBen zur Verfiigung.

Aus dieser Klasse abgeleitet ist dann die Klasse punktQM.h, die die quantenmecha-
nischen Algorithmen enthilt. Mit Hilfe der Matrix Template Library (MTL) (Si€99)
konnen die Matrizen dargestellt werden. Nun wurde ein Interface zum Linear Algebra
Package (LAPACK) (ABB199), welches in Fortran programmiert ist, entworfen, um
die Diagonalisierungsroutine dsyev zu nutzen. Mit Hilfe dieser Programmierumgebung
wurde ermdoglicht, die Magnonenmoden im klassischen (oder auch jedem anderen Zu-
stand) zu berechnen.

4Eine Klasse ist ein abstraktes Konstrukt aus der objektorientierten Theorie, das Informationen in Form
von Variablen sowie Funktionen, die auf diese Variablen wirken, in ein Gesamtobjekt zusammenfaft.

SEine Instanz ist eine spezielle, wie eine Variable benannte Realisierung einer Klasse, enthilt also
konkrete Informationen in den Variablen und ggf. Unterfunktionen. Wird eine solche Instanz im
Speicher des Computers erzeugt, konnen sofort erste Funktionen auf die iibergebenen Werte reagieren
und dadurch den konkreten Inhalt dieses Objektes bestimmen.
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4 Quantenmechanische Beschreibung der eindimensionalen Spinkette

Minimierungsalgorithmen fir die quantenmechanische Energie

Da ad hoc der Gradient der quantenmechanischen Energie nicht bekannt ist, wird zum
Auffinden des quantenmechanischen Grundzustandes zunéchst der Powellsche directi-
on set-Algorithmus genutzt (PTVF99). Hierbei wird entlang eines vorgegebenen Sets
von Richtungen schrittweise minimiert.

Eine Moglichkeit, den Gradienten dennoch zu berechnen, stellt in einigen Féllen das
Feynman-Hellmann-Theorem dar (Fey39). Seine Aussage ist kurz zusammenzufassen.
Es sei ein Hamilton-Operator H; gegeben, der von einem Parameter A abhénge. Ferner
sei die Schrodinger-Gleichung H) y; = E; v, erfiillt. Dann gilt:

dE, d

= i < Wl >=<yuldH, /dAly; >

Das Theorem 1463t sich fiir unseren Fall mehrerer Parameter (der Winkel) und eines
Gradienten nutzen. Dennoch ist eine Implementation nicht effektiv moglich. Das Pro-
blem in unserem Falle ist, da3 Diagonalitit des Hamilton-Operators nicht Diagonalitét
der Ableitungsmatrix impliziert. Man wiirde also die komplette Struktur des Grundzu-
standes benotigen, um den Erwartungswert des Gradienten zu berechnen. Der Imple-
mentationsaufwand deckt sich jedoch nicht mit dem Zeitgewinn durch ein conjugate
gradient-Verfahren. Optimierungen wurden daher hauptsédchlich durch geschickte Wahl
der Richtungsmatrix im Powellschen Verfahren durchgefiihrt.
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5 Magnonen im klassischen
Grundzustand

Die erste Moglichkeit, die uns Modell und numerischer Rahmen bietet, ist auch der
erste Test fiir die Richtigkeit unserer Uberlegungen. In diesem Kapitel wollen wir
die Anregungsmoden im klassischen Grundzustand berechnen, also kollektive Schwin-
gungsmoden. Diese sind mit einer vollkommen anderen Methode in einer Serie von
wissenschaftlichen Arbeiten von Niez et al schon berechnet worden. Niez bestimmte
die Magnonenmoden iiber die Greenschen Funktionen im Liouville-Raum zunéchst fiir
den Fall einer Ising-artigen Wand (Nie76), erweiterte die Ergebnisse dann auf schma-
le Doménenwénde (NFA77) und stellte, was wir bestidtigen werden, die Existenz einer
Goldstone-Mode fest. In seiner ausfiihrlichsten Arbeit (NAFL78) faf3t er schlieBlich die
kompletten Ergebnisse seiner Arbeit zusammen und untersucht die Natur der Magno-
nen néher. Die Goldstone-Mode wird darin durch ein demagnetisierendes Feld gehoben,
ein Hilfsmittel, zu dem auch diese Arbeit greifen wird.

Bevor wir in diesem Kapitel Niez’ Resultate bestdtigen und erweitern wollen, miissen
wir uns zundchst nochmals mit der schon aufgeworfenen Frage der Behandlung der
Randterme befassen. Wir werden zeigen, dal im thermodynamischen Limes die Ma-
trizen positiv semidefinit werden und im weiteren, dafl ein Festhalten der Randspins
nichts anderes ist als der Limes eines unendlich groflen lokalen magnetischen Feldes
an den dulleren beiden Gitterpldtzen. Als nichstes werden wir uns mit dem Fall von
vier Spins beschiftigen, da sich dieser mit festgehaltenen Randspins recht einfach ana-
lytisch 16sen 148t und exemplarisch alle relevanten Effekte aufzeigt. Schlie3lich wenden
wir uns dem allgemeinen Fall und dem thermodynamischen Limes zu.

5.1 Ein erneuter Blick auf die Randspins

In kleinen Systemen tritt in der Matrix M ein negativer Eigenwert auf. Dies ist natiirlich
fatal fiir unser Losungsverfahren, doch die Ursache ist leicht gefunden. Es sind die
beiden schon kurz diskutierten Randterme, die nicht durch die Minimierungsbedingung
wegdiskutiert werden konnen. Im Folgenden wollen wir zunéchst zeigen, dal dieser
Effekt, wie zu erwarten, im thermodynamischen Limes verschwindet. Danach soll eine
Methode gezeigt werden, mit Hilfe derer kleine Systeme trotzdem berechnet werden
konnen.
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5 Magnonen im klassischen Grundzustand

5.1.1 Der thermodynamische Limes

Unter welchen Bedingungen ist ein Modell mit beweglichen Randspins schon durch
die Vorgabe der klassischen Domidnenwandldsung stabil, und inwieweit diirfen die ver-
nachléssigten Randterme in Hy s wirklich vernachléssigt werden?

Wir hatten beziiglich dieser Frage eben diskutiert, da} in kleinen Systemen in M tat-
sdchlich negative Eigenwerte auftreten, im 4-Spin-Fall passiert dies zum Beispiel ober-
halb von kK = /2.

Das Modell liefert dort also keine physikalisch sinnvolle Beschreibung, jedoch ist die
Interpretation, daf fiir 4 Spins unterhalb dieses Wertes die Anisotropie stark genug ist,
die Doméanenwandform aufrecht zu erhalten und diese dann aufgrund stirkerer Aus-
tauschwechselwirkung zusammenbricht, sicher - trotzdem sie naheliegend scheint -
nicht die eigentliche Antwort. Der wirkliche Fehler liegt in den schon in der Einlei-
tung zu diesem Abschnitt erwihnten Randtermen.

Numerische Untersuchungen deuten darauf hin, daB der niedrigste Eigenwert der Ma-
trix M, also der Impulsmatrix, bei einem Wert von K = 1.5, also am kritischen Punkt,
im thermodynamischen Limes gegen Null geht, siehe 5.1. Ebenso zeigt sich numerisch,
daB dieser niedrigste Eigenwert bei Null bliebe.
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Abbildung 5.1: Die Betrdge der niedrigsten Eigenwerte am kritischen Punkt fiir ver-
schiedene Systemgrofsen mit beweglichen Randspins. Offenbar liegt ein exponentiel-
ler Abfall vor.

Diesen Sachverhalt wollen wir nun analytisch beweisen. Wir betrachten dazu die Ising-
Losung am thermodynamischen kritischen Punkt. Setzt man fiir die Winkel O respektive
7 ein, so ethdlt man C; =3.5=GC,, G, =2 =C,p_1, C; =5 sonst und 2B = —1.5.
Da wir das charakteristische Polynom betrachten wollen, definieren zur Vereinfachung
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5.1 Ein erneuter Blick auf die Randspins

der Schreibweise folgende HilfsgroBen:

a = 35-2
b = 5—-14
c = 2—A
Z —1.5.

Zur Berechnung der Eigenwerte A der Matrix M ergibt sich also das charakteristische
Polynom aus folgender Determinante,

a
<

NS N
N SN
I\ A\
NS N
N O N
NSO N
S
I\

I\l
2 BN AN

NS N

Z
a
Unsere Idee ist nun, nach der Zeile n/2 zu entwickeln, um zunéchst die stérenden Dia-
gonalelemente ¢ zu eliminieren und die Matrix in zwei multiplikativ teilbare, gleiche

Blocke zu zerlegen. Tatsédchlich ist dies in nur zwei Schritten moglich. Benennen wir
also die Determinante

a z
z b z
AL = z b z

z .z

z b
der LxL-Matrix, so konnen wir schreiben:

2 2 2 242
D, = —z A%_2<CA%_|—Z A%_2>+CA%_] (CA%_l—Z A%_2>—Z A’%fl
_ 2 2\42 5 24 . 442
= (¢"—z )A%_] 2e2°An A +7AY

Entwickeln wir hier nach der ersten Zeile, ziehen wir einen Faktor z aus jeder Zeile
heraus und reduzieren wir die erlaubten n auf gerade Zahlen, so erhalten wir schlieBlich
das charakteristische Polynom

D, = (=) HaSi(x) +2811(x))* + 2" (a1 (x) + 2812 (%))
+2¢2"73(aS) (x) + 281_1 (x)) (aS;_1 (x) + 2812 (x)) .
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5 Magnonen im klassischen Grundzustand

Dabei haben wir neue Bezeichnungen eingefiihrt:

b
X = ——
<

n
[ = ==2

2 )
sowie S; als Bezeichnung fiir die uns schon wohlbekannten Chebyshevschen Polynome
2. Art. Dieser Ausdruck soll nun gleich O sein, und wir kdnnen zunéchst die Divergenz
der Determinante via Division durch z"—* beseitigen. Als ndchstes sieht man leicht, daf3
an der Stelle A = 0 der Wert x = % erreicht wird, so dafl wir au3erhalb des Bereiches der
Nullstellen der S, liegenl. Wir konnen also 51271 ebenso herausdividieren und definieren
das Verhiltnis der Polynome

Si

fi=c—.
S

Wir erhalten

2cz 72
0= (?—2)(af;+2)*+ T(afl +z)(afi-1+2)+ ]T(afl,l +2)?
- -1
Gehen wir nun davon aus, daf} ein Limes f., existiert, so folgt, da} die Terme af. +z
wegfallen und wir erhalten die einfachere Gleichung

2cz 22
0=(?—P)+=—="+=. (5.1)
AR A
Gleichzeitig folgt aus der Rekursionsbeziehung fiir die Polynome
fa—fux+1=0, (5.2)

also

2
o3y T -1 (5.3)

Setzen wir in (5.3) in b und z nun A = 0 ein, so erhalten wir 3 und % als Losung fiir f.
in (5.2). Setzen wir nun die Losung f.. = 3 wiederum in (5.1) ein, ergibt sich ein glattes

0=0,

womit unter Beriicksichtigung der numerischen Ergebnisse bewiesen ist, da3 der nied-
rigste Eigenwert im thermodynamischen Limes bei k = 1.5 gegen Null geht.

Nun wollen wir noch den Fall / — oo betrachten. In diesem Limes werden die Differen-
zen aller benachbarter Winkel gleich grof3, im thermodynamischen Limes gehen diese
dann gegen Null. Somit 148t sich fiir die Winkel schreiben:

T

o= (i—1) :

n—1

!Zu den Eigenschaften der Polynome siehe (AS72).
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5.1 Ein erneuter Blick auf die Randspins

Somit sind dann

A = (—g)K — B;

Ci = 2+x)K=C,
C; = (2cos? (g) +2K)K
n_

D; = (—lsinz (M)K

2 n—1

Bilden wir nun den Limes k¥ — o bei konstantem K, so sehen wir, dafl sowohl die
konstanten Anteile als auch die nach oben beschrinkten trigonometrischen Funktionen
vernachldssigbar kleine Anteile liefern, also fiir die Betrachtung wegfallen konnen. Es
bleibt uns also eine Determinante

1 -1

-1 2 -1

D=x" -1 . -1

-1 2 -1
-1 1

Diese Determinante? ist fiir alle n gleich Null, wie einfach mit vollstindiger Induktion
gezeigt werden kann.

Damit ist schluendlich bewiesen, da} im thermodynamischen Limes die Vorgabe der
Dominenwandform ausreichend ist, um physikalisch sinnvolle Losungen zu berechnen.
Das Modell ist dann anwendbar.

5.1.2 Endliche Systeme: Stabilisierung durch ein Magnetfeld?

Wie kann es uns nun gelingen, eine konsistente Losung fiir kleinere Systeme zu finden?
Intuitiv kann man vermuten, da3 dem klassischen Falle von Randspins mit festgelegtem
Winkel im quantenmechanischen ein Fall entspréiche, in dem

<n >=<n, >=0,

sowie (festgelegt)
6,=0und 6, =m.

Dies ist sicher unphysikalisch, kann jedoch motiviert und hergeleitet werden durch die
Einfiihrung eines lokalen magnetischen Feldes an den Gitterpléitzen 1 und n, in Form
eines Termes

Hg = Béz (Sl - Sn) :

Lassen wir nun B — oo gehen (schon im urspriinglichen Hamiltonian), so sehen wir
schnell, daB in erster Ordnung nur Hg die Physik bestimmt. Es ist jedoch hier keine

2Ubrigens wieder eine eines Tight-Bindung-Modells.
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5 Magnonen im klassischen Grundzustand

Wechselwirkung enthalten, so da3 das starke Magnetfeld die Spins 1 und n an ihrem
Platz festhilt, die oben genannten Erwartungswerte gehen also tatsidchlich gegen Null.
Diese Betrachtung dndert nichts an der Tatsache, daf} dieser Fall - zumindest in sehr
kleinen (4-6 Spins) Systemen - offenbar unphysikalisch ist. Eine mogliche Interpreta-
tion wire beispielsweise die Ankopplung eines Materials mit sehr viel stirkerer Ani-
sotropie oder auch Austauschwechselwirkung, wobei im letzten Falle ein dufleres Feld
im Bereich dieser Substanz angelegt sein miifte. Dennoch wollen wir ihn im ndchsten
Abschnitt exemplarisch betrachten. Es ist die einzige Moglichkeit, diese Systeme mit
unserer Methode konsistent zu berechnen.

5.2 Analytische Losung des 4-Spin-Problems

Wir wollen uns nun — vor allem seiner Einfachheit wegen — dem 4-Spin-Fall zuwenden.
AuBerdem ist er exemplarisch und illustriert weitere Modifikationen an unserem Mo-
dell, bevor wir uns wieder dem allgemeinen Fall zuwenden. Geméf unsere Betrachtung
aus Sektion 5.1.2 setzen wir

<ng>=<ng>=0,

da eine Berechnung sonst zu negativen Eigenwerten der Matrizen M und N fiihrt.

5.2.1 Berechnung und Ergebnisse
Ergebnisse des klassischen Falles

Da wir im Folgenden zunéchst betrachten wollen, welche Anregungen es in dem Falle
gibt, in dem das System im klassischen Minimum verweilt, wollen wir dieses hier her-
leiten. Wir setzen hierbei Symmetrie der Losung (6, = w — 63 =: x) voraus.

Die Ableitung der klassischen Energie (4.3) soll O sein:

0 = 2K sin(x)(x — 2Kk cos(x) +2cos(x)) .
Diese Gleichung wird geldst durch

0 k<2
Y= arccos <2(K—’il)> K>2.

Magnonenspektrum

Wir miissen die beiden Bereiche (Ising und Domédnenwand, DW) getrennt betrachten
und beginnen mit dem Ising-Bereich. Setzen wir also in (4.13) 0 und 7 fiir die beweg-
lichen Winkel ein, so erhalten wir
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5.2 Analytische Lésung des 4-Spin-Problems

also sehr einfache Matrizen M! und N/, die in diesem Falle durch dieselbe orthogonale
Transformation diagonalisiert werden konnen. Wir erhalten sofort die Eigenwerte

M=2Kk+J M=2k-J

0 =2K—J of=2K+J ©5
und daraus die moglichen Magnonfrequenzen
@3 =K\/(2—-K)(2+K). (5.5)

Offenbar sind die Frequenzen im Ising-Bereich entartet. Dies ist auf die hohe Symme-
trie der Anordnung zuriickzufiihren, und wir werden spéter darauf zuriickkommen.
Im zweiten Bereich, dem DW-Bereich, ergibt sich aus (4.13)

= () )

11
B, =—3

C”:C”:J

I _nll _ K KJ>

Wieder sind unsere Matrizen simultan diagonalisierbar, diesmal mit den Eigenwerten

M=2J M=0 56
Il _ pr4—8k+3k> I _ pr—4+8Kk—3K>+K> .

0y = K50y 0 = K==
Gehen wir wie iiblich weiter vor, stoBen wir mit der O auf ein Problem: Unsere Ska-
lentransformation scheint keinen Sinn mehr zu machen. Wiirden wir jedoch ein sehr
kleines & > O einfiihren und bei C; den Wert J + h einsetzen, so wire /'LG nicht mehr
gleich Null und wir kdnnten wie geplant weiter vorgehen. Da wir jedoch fiir jedes 7 > 0
nun ein eindeutiges Ergebnis erhalten, konnen wir analytisch fortsetzen auf 4 = 0. Dies
ist die naheliegendste Regularisierungsmethode.

Wir erhalten also letztendlich
7 _ 4—8Kk+3K?
0y =Ky 2K(55) (57)

17 __
w3 =0.

Die berechneten Frequenzen in beiden Bereichen sind in Abb. 5.2 graphisch dargestellt.
Offenbar sind beide Moden am (klassischen) kritischen Punkt Null und laufen dann
auseinander, wobei eine Frequenz bei Null bleibt. Das System enthilt eine Goldstone-
Mode und ist somit instabil. Hierfiir ist nach dem Goldstone-Theorem (GSW62) ei-
ne spontan gebrochene Symmetrie verantwortlich, bei uns die Tatsache, dal der Azi-
muthalwinkel weder durch den Hamilton-Operator (4.2) noch durch die Randbedin-
gungen (4.1) festgelegt wird. Die Ursache dafiir ist darin zu suchen, da3 wir zwar eine
einfache Achse definiert haben, aber keine harte Achse. Somit haben eine Néel- und
eine Bloch-Wand sowie Zwischenzustinde genau dieselben Energien, anders ausge-
driickt, werden alle Spins um einen Azimuthwinkel ¥ gedreht, so bleibt die Energie
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25 .

2.5 3

Abbildung 5.2: Die beiden Magnonenmoden fiir 4 Spins. Unterhalb von K. = 2 liegt
Entartung vor, oberhalb erhalten wir zwei verschiedene Frequenzen, von denen eine
immer Null bleibt.

der Anordnung dieselbe. Der Grundzustand ist also unendlich entartet. Die Form der
Dominenwand ist nicht klar festgelegt, die Magnonen erméglichen Uberginge zwi-
schen diesen Wandtypen. Im Ising-Fall tritt die Goldstone-Mode natiirlich nicht auf, da
bei entlang der z-Richtung orientierten Vektoren eine Azimuthaldrehung nichts bewirkt.
Die Symmetrie kann durch Einfiihrung einer harten Achse, also eines demagnetisieren-
den Feldes, gebrochen werden. Dies wird in Abschnitt 5.2.2 dem Modell hinzugefiigt.

Unterhalb des kritischen Punktes tritt eine Entartung auf. Niez erklart diesen Effekt
durch einen genaueren Blick auf die Natur der Spins als Pseudovektoren. Spiegelt man
niamlich das System an der Wandebene?, so erhilt man dank der Axialnatur der Spins
dasselbe System wieder. Die bedeutet Symmetrie unter eine nullparametrigen Gruppe,
also zweifache Entartung. Diese Aussage wird im ndchsten Abschnitt tiberpriift werden.

Struktur der Anregungen

Wie sehen die Moden nun genau aus? Dazu betrachten wir, wie die neuen Erzeuger
und Vernichter b durch die Transformationen aus den alten Erzeugern und Vernichtern
a hervorgehen.

Durch eine orthogonale Transformation

()

3Eine Spiegelung an der Ebene ist die Kombination einer Raumspiegelung(Inversion) und einer 180
Grad-Drehung.
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werden beide Matrizen gleichzeitig diagonalisiert:
My=0M6"  undN;=ONO" .

Danach wird noch die Skalentransformation wie in (4.15) durchgefiihrt, so da§ wir
schlieBlich gedrehte Impulse/Orte erhalten.

VA
P =i >

1 /%
0, = 5 /l—z(az—kag—f—a;—f—a;()

P = VAL

(a2+a3 —a;—a;)

(—az + a3 —i—a; —a;)

O3 =

( a2+a3—a2—|—a3)

Betrachten wir nun noch die Riicktransformation von (4.16),

biT \/%%1/4 (Qi+i7,-71/2Pi>
b = \/% (- 'R

konnen wir die neuen bosonischen Operatoren durch die alten ausdriicken. Dazu defi-

nieren wir (¥ = A;0;)
Wi = {Vﬁiﬁﬁ
ll' Q;

und erhalten nach kurzer Rechnung fiir die Operatoren b

b, = L(czt +a)Wo i + (ay+a )W_)
2 \/g 2 3 + 3)V2
1
b, = — a +al Wa_ + (az +az)Way
\/g 2 3
bl = L( —a)+al)Ws, + (- a+a)W,>
3 \/g 2 3)YV3+ 2 3)V3
1
by = ﬁ< a2+a3 Wi_ +(— a2+a3)W3+>
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beziehungsweise fiir a

a = %( s b — Wby — W3 b+ Ws_ b3>
a = %( 2+W2+b2+W3 b} —W3+b3>
a = %(Wﬂb —Wy_by+ W3 bl —Ws_ b3)
a3 = %( b+ Wa by —Wi_b +W3+b3>

Es macht natiirlich mehr Sinn, die unteren Gleichungen zu verwenden, da der Grund-
zustand des harmonischen Oszillators, den wir dann erhalten, selbstverstindlich in der
neuen Basis zu schreiben ist. Uns interessieren nun die Erwartungswerte fiir s, und ss3,
die Spins im Winter-gedrehten System nach 4.2.1, in diesem quantenmechanischen Zu-
stand, wie auch in angeregten Zustinden, um zu sehen, wie die Moden wirken.

Wir schreiben die Basis der Fock-Rdume, die durch b; aufgespannt werden, nun als
|uv >, wobei u die Zahl der durch b; erzeugten Bosonen, v die Zahl der durch bg
erzeugten Bosonen sei. Die Komponenten der Spins sind gegeben durch

5 = h\/§<a;+a2):¥ f/%(b2+b§>_</§:z(b3+bg>

S% _ ? ;(a;—az)zih;/g<4 %(bz—b;)—‘*jf_j(bs_bg))

si = h(=S+m). (5.8)

Dabei ist

ny = aEaz

1
= g(sz_bzbg — Wa_Wa b} — Wa W3_bab} + Wa_ Wi baby

2
W2, Dby —Wa_ Wa bY™ +Wa Ws_bibl — Wa W3 bibs
~Wa_Ws_bibs +Wa Ws_bobs + Wi _b3bl — Ws_Ws..b3
2
—H/Vz_VVg,_|_b§b;L - W2+W3+b2b§ + W32+b§b3 — W3,W3+b§ ) .

Fiir den 3. Spin dndern sich die Vorzeichen der b3-Anteile in der x und y-Komponente:
Sie kehren sich um. Die b,-Anteile bleiben gleich. In n3 drehen sich dann folgerichtig
nur die Vorzeichen der gemischten Terme.

Betrachten wir zunichst den Bereich x < 2. Dort ist der Grundzustand eindeutig als
|00 > gegeben. Die Erwartungswerte von s* und s* verschwinden dann (da sie linear
in den Erzeugern und Vernichtern sind), doch der Erwartungswert des z-Anteils wird
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(Beitrag der bibl.T-Terme)

2
< 00[53/00 >= —S + ~ <\/ \/+" )
2+1<

Zunichst bedeutet das, daB3 die Amplitude des z-Anteils verringert wird: Der Spin pré-
zediert also um die klassische Richtung (um die z-Achse im Winter-gedrehten System,
durch Riickdrehung dann um die klassische feste Position). Das sind aber gerade die in
einem harmonischen Oszillator immer vorhandenen Nullpunktsschwingungen. Bemer-
kenswert ist an dieser Stelle die Tatsache, daB fiir kK — 2 dieser Wert gegen unendlich
geht. Wir sollten hierbei nie vergessen, dall wir eine 1/S-Nédherung betrachten, deren
klassische Losung dort einen kritischen Punkt voraussagt. Die Fluktuationen miissen
dort also sehr grof3 werden.

Um die Natur der Priazessionen besser zu verstehen, wollen wir nun noch das Schwan-
kungsquadrat, in unserem Falle einfach die Erwartungswerte der Operatorquadrate der
jeweiligen Richtung, Gleichungen (5.8), berechnen. Da nur der Grundzustand betrach-
tet wird, arbeiten wir nur mit den teilchenzahlerhaltenden Termen,

2 hZS 12 + A3 T
<00|(s7)j00> = == <00 a—2(1+2b2b2)+ 53(1+2b3b3>|00>
ms, | A
= 0t
2 o3
2
< 00|(s))%00 > = hS 00\,/ (1+2b3by) + ,/Z—j(l+2b§b3)\00>
th %) 3
= 22 /l_2+‘/l_3>. (5.9)

Zwei Schluflfolgerungen sind hier angebracht. Zum einen ist durch die Form der Eigen-
werte die Prizession isotrop, da die Schwankungsquadrate in x- und y-Richtung den
selben Betrag haben, vergleiche Gl. (5.4)*. Die zweite SchluBfolgerung ist nicht ganz
so trivial. Betrachten wir reine Zustdnde, so zeigt sich, dafl die Schwankungsquadra-
te der beiden energetisch entarteten Magnonenmoden nicht gleich sind, sondern durch
Austausch von x und y-Komponenten ineinander iibergefiihrt werden. Die zweifache
Entartung stammt also nicht, wie urspriinglich angenommen, von der axialen Natur der
Spinvektoren her, sondern hat ihre Ursache in der Gleichwertigkeit zweier aufeinander
senkrechter Raumrichtungen. Die Annahme von Niez trifft den Punkt hier nicht genau.
Kehren wir wieder zuriick zu den Erwartungswerten der Operatoren (5.8), so stellen
wir fest, da} einzelne Anregungen |ij > als reine Zustidnde nichts dndern, aufler einer
Erhohung des Erwartungswertes von S;. Wir miissen aber bedenken, dafl die physika-
lische Realitidt aufgrund der Entartung der Frequenzen jeder Energie mehrere Zustinde
zugeordnet werden konnen, auch hohere Zustinde weisen also Entartung auf. Es tritt

“4In einem klassischen Bild beschreibt der Spin also eine Kreisbahn.
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dabei ein bemerkenswerter Effekt auf. Betrachten wir einen Zustand, in dem eine An-
regung der Energie /(2 — x)(2 + k) vorhanden sei:

& =di[10 > +dy|01 > .
Da im Ising-Bereich
W2+ = W3+ = W+ und Wy =—W;_ =:W_

gilt, lassen sich die Operatoren n; und n3 vereinfachen zu

1 . A
mo= g (W2 (bab} + byb} + blbs + bsb})

+W2(b}by — blby — byb} + bib3) + NME)

1
ms = (W2 (bab]—bab] — blbs + bsb)

+W2(bSby +biby + bab] +bib3) + NME')

wo NME nicht teilchenzahlerhaltende Terme sind. Diese Form der Zdhloperatoren er-
bringt aber ein interessantes Ergebnis, betrachten wir den Erwartungswert im Zustand

<K

1 * * * *
<&m|& > = g( 2(4—didy —didy) + W2 (2 +d5dy +didy))

1 ES ES * ES
<&im3|&1 > = g(WE(‘H'dzdl+d1d2)+W£(2—dzd1—d1d2)>-

Offenbar liegt auch hier Prizession vor, doch ist die Symmetrie fiir bestimmte Werte
der d; gebrochen.

Betrachten wir nun den Bereich k¥ > 2. Hier konnen beliebig viele Anregungen erzeugt
werden - Die 1/S-Néherung bricht vollkommen zusammen. Der Grund dafiir ist jedoch
ersichtlich. Zunéchst geht, da A3 — 0, die Amplitude der b3-Operatoren in s* gegen 0, in
s” aber gegen unendlich. AuBSerdem miissen wir von einem Grundzustand der folgenden
Form ausgehen:

1 oo
& = anbcnmn >,

wo die ¢, komplexe Amplituden sind. Vergleichen wir nun die Wirkung von s” auf
beispielsweise |0i > und |0(i + 1) >, so sehen wir schnell, da} sich im Erwartungswert
ein Term der Art
Vit 1(cycitcivicy)

ergibt. Der Erwartungswert von s” verschwindet hier im Allgemeinen nicht, so daf} of-
fenbar unsere Vermutung direkt nach der Entdeckung der Goldstone-Mode richtig war:
Wir haben einen Freiheitsgrad offengelassen, eine Symmetrie, die zu diesem Effekt
fiihrt. Als letztes wire noch die Bedeutung der zweiten Mode zu diskutieren; diese Dis-
kussion macht natiirlich erst Sinn, wenn die Azimuthalsymmetrie gebrochen ist. Wir
besprechen diese Mode dann im nédchsten Abschnitt.
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5.2.2 Das demagnetisierende Feld

Um die Symmetrie zu brechen, also die Goldstone-Mode auf einen endlichen Wert zu
heben, addieren einen weiteren Term zu unserem urspriinglichen Hamilton-Operator
(4.2)

n

Hy =Y Kq(S))? (5.10)
i=1
hinzu, der uns offensichtlich die y-Achse als harte Achse definiert. Im Formalismus der
1/S-Entwicklung wird dieser Ausdruck schlie8lich zu

h & )
Hd = E E dei .
i=1

Zusitzlich definieren wir analog k noch

Ky
Kj= —
17K
als dimensionslose Grofe.

Es gibt nur in der Matrix M eine Verdnderung

Ci 2By O 0 0
2By G, 2B O

0 2B, (3 2B3 0
M = . + K, .

2B,
Zanl Cn

Auswirkung auf den 4-Spin-Fall

Die Ergebnisse aus dem letzen Abschnitt werden nun modifiziert zu

M=2K+J+K; M=2K—J+Ky
o =2K—J ol =2K+J

und

M=2+K;, M=K,

2 2 3

0551 — K4—2$(5’1<<i—13)1< Otél — K_4+§5<__31'§2+K
Wir haben also — wie schon durch unsere physikalische Diskussion motiviert — das Pro-
blem stabilisiert. Niez’ Ergebnis, daB die Mode @3 mit /K skaliert, kdnnen wir hier
sofort ablesen. Die verdnderten Anregungsfrequenzen sind in Abb. 5.3 geplottet. Die
Frequenz der Goldstone-Mode wurde gehoben, sie erreicht Null nicht einmal am kriti-
schen Punkt. Dem auftretenden Level Crossing ist wohl keine physikalische Bedeutung
beizumessen. Bemerkenswert ist ebenso, da3 auch die zweifache Entartung unterhalb
des kritischen Punktes aufgehoben wurde. Dies ist eine folgerichtige Konsequenz der
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Abbildung 5.3: Die Frequenzen der Anregungen im 4-Spin-Modell nach Einfiihrung ei-
nes demagnetisierenden Feldes. Die Frequenz der Goldstone-Mode wurde gehoben.

durch Gln. (5.9) nachgewiesenen Tatsache, da3 auch diese von der Isotropie in der x-y-
Ebene herriihrte.
Die Mode @, scheint also die Mode zu sein, die den Phaseniibergang zwischen der
Ising- und der ausgedehnten Wand vermittelt. Diesen Sachverhalt wollen wir als nich-
sten iiberpriifen.

Die Moden am kritischen Punkt

Die Transformationen bleiben selbst mit Einfiihrung des demagnetisierenden Feldes
formal dieselben, so dal wir direkt auf die Ergebnisse in der vorherigen Betrachtung
zuriickgreifen konnen. Am kritischen Punkt ist die Mode @, gleich Null, so dal3 der
Grundzustand dort als

1 o0
= — 7 |n0 >
o=y Eoi

angesetzt werden kann. Analog zu unserer Betrachtung der Goldstone-Mode geht jetzt
durch o — 0 die Amplitude der b-Operatoren in s¥ gegen Null, nun aber in s* gegen
unendlich, und wir erhalten einen im allgemeinen endlichen Erwartungswert fiir s*.
Betrachten wir wiederum |(i+ 1)0 > und [i0 >, erhalten wir Terme der Art

Vit 1(cipcitcivic) -

Das bedeutet aber genau, dall diese Mode fiir die Ausbildung der Domé@nenwand ver-
antwortlich ist. Am kritischen Punkt rechnen wir mit extremen Fluktuationen. Dies ist
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aber exakt, was wir sehen: Die Anregungsenergie wird Null, die Spins werden belie-
big in der x-z-Ebene ausgelenkt. Auch Niez identifizierte diese Mode, wenn auch mit
anderen Methoden.

Das XZ-Modell

Lassen wir den Betrag des demagnetisierenden Feldes K; gegen unendlich laufen, so
konnen gar keine Auslenkungen mehr in y-Richtung stattfinden. Wir miissen aber auch
bedenken, dal} das bedeutet, daB} Priazession nicht mehr stattfinden kann, oder nur im ge-
wissermaf3en maximalen Grenzfall einer Drehung in der x-z-Ebene. Im Moment wollen
wir davon ausgehen, daf sich dieser Limes bilden 146t; auf diese Fragestellung kommen
wir jedoch bald zuriick.

Der Effekt unseres Gedankenexperiments wire dann also, dal der Erwartungswert von
s” im Grundzustand gegen 0 geht, sprich, daf alle Terme, die p enthalten, keinen Bei-
trag liefern®. Der mittlere Term in Gleichung (4.12) fillt weg; es bleibt uns nur N zu
diagonalisieren.

Téten wir dies, erhielten wir einen Hamiltonoperator der Form:

1 & ’
Hl :ﬁizzlwqi —B .

Das bedeutete, es gibe nur statische Anregungen®, der Grundzustand entspriche ¢; = 0
fiir alle i und die einzige Korrektur zur klassischen Energie wére éﬁ Dies ist aber
genau das, was wir erwarten: Durch unsere Einschrinkung haben wir nicht nur die Ent-
artung des Grundzustandes durch die Nullmode aufgehoben, in einem solchen Modell
sind natiirlich alle anderen Anregungen, die eine Prizession enthalten, nicht moglich.
Natiirlich ist dieses Modell eher von mathematisch-hypothetischem Interesse; dennoch
schauen wir uns die moglichen Konsequenzen fiir den 4-Spin-Fall an.

Wir nehmen nun an, die Losung noch nicht zu kennen und gehen nur von der Symme-
triebedingung(6, = w — 63 =: x) aus. Hier sind

G = 2Kcoszx+Jcosx—Jcos2x:C3 =C
J
Ay = ECOSZX =A

K .,
D, = —Esm x=D3:=D.

Man erhilt sofort die Abweichung AE' = E,,,, — E

aE=-S
S

SWir erinnern uns an die FuBnote an anderer Stelle: Bis auf Vorfaktoren ist p; gleich s?.
SWir behalten aber die Tatsache im Hinterkopf, daB die v; in manchen (weit von der klassischen Losung
entfernten) Parameterbereichen negativ sind.
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Dieser Ausdruck ist recht einfach, durch Minimierung der Gesamtenergie E;, erhalten
wir Losungen fiir die Winkel

sinx = 0 und
K(2+§)
41+ (k—-1)

COoSx =

Da der Kosinus betragsmiBig kleiner oder gleich 1 sein muf}, konnen wir einen kriti-
schen Wert berechnen (bis Ordnung 1/S) zu

1 1
Ke=2 S + O(Sz) :

Der kritische Punkt wiirde nach dieser Ndherung zu kleineren Werten hin abweichen.
Intuitiv hitte man vielleicht vermuten konnen, daf3, da Magnonen im Ising-System ener-
getisch giinstiger erzeugt werden, die Korrektur also die Ising-Losung auch bei niedri-
gerer Anisotropie stabilisiert. Dann wire dieses Ergebnis eher unerwartet.
Es gibt aber drei Argumente, die uns zum iiberdenken dieser Rechnung zwingen. Zum
einen: Der Limes k; — oo lduft offensichtlich genau der 1/S-Entwicklung entgegen,
die Korrektur wird also immer groBer. Dieser Effekt 148t sich durch einen einfachen
Plot der quantenmechanischen Energie fiir verschiedene Werte von x; beobachten, sie-
he Abb. 5.4. S ist hierbei festgehalten als 10, im Vergleich geplottet die klassische

-4, T T T T T
8 Kd=0.1

-5 - Kg=30. |
50| klass. T
54 | |
56 F ’
_5.8 ~_ |
6t I |
6.2 T _
6.4 ™~ |
6.6 =
6.8 T

_7 1 1 1 1 1
1.6 1.8 2 2.2 2.4

/

T
/
1

Abbildung 5.4: Die quantenmechanische Energie in Einheiten von K im Vergleich fiir
verschiedene x;.

Energie. Was man hier schon erkennt, ist ein Effekt, mit dem wir uns im néchsten
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Kapitel noch ausfiihrlicher beschiftigen werden: Fiir kleine Werte von x; ist die quan-
tenmechanische Energie bis zu einem bestimmten Wert oberhalb des kritischen Punktes
niedriger als das klassische Pendant, dann kreuzen sich die Kurven. Bei grolen Wer-
ten des demagnetisierenden Feldes ist die Korrektur immer positiv, und der Effekt der
Phaseniibergangsmode wird immer weniger bemerkbar. Es zeichnen sich hier also zwei
Effekte ab. Zum einen scheint das demagnetisierende Feld bei groen Werten von x ein
qualitativ anderes Verhalten der Domédnenwand auszuldsen, zum anderen scheint die
Néherung nicht mehr gerechtfertigt, wenn /%, in die GroBenordnung von S gelangt.
Dem ersten Effekt widmet sich diese Arbeit im Kapitel liber die quantenmechanischen
Korrekturen niher, der zweite Effekt warnt uns, diese Ndherung mit grofSter Vorsicht zu
behandeln.

Zum zweiten ist es aber auch so, daf} ein Eigenwert von N am kritischen Punkt im-
mer Null wird und somit auch einen sehr grolen Anteil von den M-Eigenwerten egali-
siert. Es gibt also immer (wenn auch kleiner werdende) Umgebung um den kritischen
Punkt, an dem die Annahme, dal alle Anregungen gro3e Energie haben, eben nicht
mehr stimmt. Dies erkennt man an dem Khnick in der Energie am kritischen Punkt in
Abb. 5.4.

Abschlieend werfen wir noch einen Blick auf die Schwankungsquadrate (5.9). Unsere
Uberlegungen werden insoweit bestitigt, daB das Schwankungsquadrat in y-Richtung
sehr schnell gegen Null geht. Tatsache ist aber auch, daf} in x-Richtung die mittlere Ab-
weichung mit x; unbeschrdnkt zunimmt. Die Fliche der beschriebenen Ellipse nimmt
zunéchst leicht ab, konvergiert aber fiir k; — oo gegen einen endlichen Wert. Es sind
also keine Anregungen moglich, aber < s* > ist schon im Grundzustand maximal un-
bestimmt.

5.2.3 Die Domanenwand im Spiegel: Ein periodisches System

Eine interessante Fragestellung, insbesondere auf das Verhalten beziiglich der Rand-
spins hin, ist, ob ein periodisches System Vorteile bei der Berechnung bringen kann.
Wir modifizieren daher unser System und betrachten es nun sozusagen doppelt, indem
wir eine zweite Domédnenwand umgekehrter Orientierung anschlieen, siehe Abb. 5.5.
Diese Modifikation hat den Vorteil, da wir nun mit periodischen Randbedingungen

Abbildung 5.5: Die Domdnenwand als ein periodisches System.

arbeiten konnen, also kurz gesagt keinen Rand mehr haben.
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Theoretisch konnten wir nun auch eine Fouriertransformation durchfiihren, dies hat
jedoch wenig Sinn, da durch eine solche zwar der nichtdiagonale Austauschanteil dia-
gonalisiert wiirde, dafiir aber der Anisotropieanteil nichtdiagonal wire. Effektiv hitten
wir also nichts gewonnen.
Daher verwenden wir im folgenden den altbewéhrten Losungsansatz. Zunichst definie-
ren wir

L=2(n—1)
als die neue Systemgrofle. Dann dndert sich der Hamilton-Operator nur in der Summie-
rung im Austauschterm:

L L
My =—JY Si-Sit1 —K Y (53)%.
i i=1

Durch die periodischen Randbedingungen erhalten wir also folgende Verdnderungen in
der Definition von C,

2K cos? 0 +Jcos(6, — ;) +Jcos(6; — 6y) i=1
C;i={ 2Kcos?0;+Jcos(6;y1—6;)+Jcos(8;—6;,_1) i=2..n—1 ,
2K cos? 6, +Jcos(6, — 6, 1) +cos(;—0;) i=L
eine Neudefinition, ;
E=A; = —Ecos(GL —-0),
und es gibt 1L und L1-Elemente in den Matrizen
Ci 2B; O 0 .. B
2By C, 2B, O
0 2B, C3 2Bj 0
M = . ,
2B,
B Ce ZBn—] C}’l
C,+4D, 2A1 0 0 e E
2A1 C, 44D, 2A, 0
0 2A, C3+4D3 2A3 0
N = .
: 24,1
E 0 24,1 C,+4D,

Es zeigt sich jedoch schnell durch Betrachtung des Vier-Spin-Falles, da auch hier die
Endlichkeit des (grundlegenden) Systems zu negativen Eigenwerten fiihrt. Setzt man
die Spins 1 und 4 wieder als unbeweglich an, erhélt man natiirlich die selbe Losung wie
zuvor, nur zweifach entartet, da der Zusatzterm £ dann verschwindet.

Abschlieend 148t sich also sagen, daB3 ein periodisches System die selben Ergebnisse
liefert, jedoch keine entscheidenden Vorteile bietet.

Mit dieser Betrachtung wollen wir das System von vier Spins nun verlassen, um uns
groBeren Systemen und dem thermodynamischen Limes zuzuwenden.
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5.3 Magnetische Anregungsmoden in groBen Systemen

Niez (NAFL78) teilte sein System in einen kleineren Teil um die schmale Doménen-
wand und einen freien Teil auf, den er im thermodynamischen Limes berechnet. In
seiner Betrachtung erhilt er somit das freie Magnonenband’ und lokalisierte Moden,
mul} aber mit Fehlern insbesondere bei breiten Winden rechnen. Die in dieser Arbeit
hergeleitete Methode erlaubt die Berechnung fiir alle Werte von «, bezieht sich jedoch
auf endliche (wenn auch numerisch sehr grole Zahlen von Gitterpunkten erreicht wer-
den konnen) Systeme. In diesem Abschnitt wollen wir unsere Ergebnisse herleiten und
diskutieren sowie zeigen, daf sie im thermodynamischen Limes (fiir entsprechend klei-
ne k) den Niezschen Moden entsprechen.

Alle in diesem Abschnitt und den folgenden dieser Arbeit dargestellten Gro3en mit
Energieeinheiten sind in Einheiten von K dargestellt.

5.3.1 Numerische Ergebnisse

Zunichst sollen die Ergebnisse fiir k; = 0 diskutiert werden. Eine Sammlung von Er-
gebnissen steigender Systemgrofe ist in Abb. 5.6 zusammengestellt. Bei allen System-
groflen erkennt man die Entartung unterhalb des kritischen Punktes und natiirlich die
Goldstone-Mode, analog zum Fall von vier Spins. Zusitzlich eingezeichnet sind immer
die drittniedrigste Mode, die hochste Mode sowie dazwischenliegende Moden8. Was
bei zunehmender Systemgrofe immer deutlicher wird, ist die Tatsache, daf3 die Moden,
mit Ausnahme der beiden niedrigsten, ein Band zu formen beginnen — die dritte und
hochste Mode stellen immer deutlicher die Bandkanten des freien Magnonenbandes
dar, siehe auch Abb. A.1 im Anhang. Die numerischen Ergebnisse zeigen sehr deutlich
das Ausbilden des Bandes, auch wenn hier aufgrund der Ubersichtlichkeit der Graphen
jeweils nur ein Teil der Frequenzen geplottet sind. Im thermodynamischen Limes sollte
man somit das freie Magnonenband und lokalisierte Moden erhalten.

Als nichstes soll noch die Abhingigkeit vom demagnetisierenden Feld gezeigt wer-
den. Man erhilt ein dhnliches Bild wie 5.3, wobei alle Moden leicht gehoben werden
und natiirlich das Band leicht verschoben, wie man in Abb. 5.7 sieht. Es sind nur
die untersten vier Moden geplottet, als demagnetisierendes Feld wurde k; = 1 ange-
setzt. Die Goldstone-Mode ist wiederum angehoben, die wandtreibende Mode erreicht
am kritischen Punkt weiterhin Null, geht aber fiir den Fall groBer x in das Band tiber.
Auch tritt hier wieder ein Levelcrossing auf”. Betrachten wir das gleiche System bei
verinderlichem k;, aber konstantem k = 3, so ergeben sich keine Uberraschungen:
Die Frequenzen steigen mit der demagnetisierenden Energie an, die Goldstone-Mode
hierbei mit der erwarteten /K,-Abhiingigkeit, wie in Abb. 5.8 zu sehen ist.
Zusammenfassend 148t sich also sagen, da3 die Ergebnisse von Niez durch unsere Me-
thode hervorragend bestitigt und erweitert werden, sowohl fiir groBe Austauschwech-

7Zur Herleitung desselben siehe Anhang A.2.

8Im Falle von 8 Gitterplitzen wurde mit festen Randspins gerechnet, da noch negative Eigenwerte
auftraten.

Die Farbwechsel kommen durch die aufsteigende Sortierung im Datenfile zustande.
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Abbildung 5.6: Moden ohne demagnetisierendes Feld fiir Systeme verschiedener
Grofien. Bei kleinen Systemen dominieren noch finite size-Effekte die hoheren Mo-
den. Je grofier das System wird, desto niher kommt man der Bandstruktur.

selwirkung als auch fiir endliche Systeme. Bevor wir nun Form- und Energiekorrektu-
ren zur Dominenwand betrachten, wollen wir uns analytisch mit dem Zerfall in Band-
und zwei lokalisierte Moden befassen.

5.3.2 Lokalisierte Moden und Bandmoden

Einen guten Einstieg zu einem analytischen Ansatz beziiglich der Bandstruktur und
lokalisierten Moden bietet das GerSgorin-Theorem (LT85).

Gersgorin-Theorem

Es sei A eine komplexe n x n-Matrix und a j; die Elemente von A, j, k = 1...n, ferner

definieren wir
pj=Y laul,
k

wo Y die Summe iiber alle k = 1...n sei mit j # k (also die Summe iiber alle Nicht-
diagonalelemente einer Zeile). Dann liegt jeder Eigenwert von A in mindestens einer

74



5.3 Magnetische Anregungsmoden in gro3en Systemen

3.5

2.5 k.

1.5

T
/
1

0.5

T
i
/
[
[
[
[
[
[
I

_0-5 1 1 1 1 1

Abbildung 5.7: Die niedrigsten Moden fiir 200 Spins bei einem demagnetisierenden
Ky = 1. @3 und w4 unterscheiden sich auf dieser Grofienskala sehr wenig, daher ist
w3 unter Wy kaum zu erkennen.
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Abbildung 5.8: Magnonenmoden fiir verinderliches K;. Bemerkenswert ist die Wur-
zelabhdiingigkeit der niedrigsten Mode.

der Scheiben
{z:\z—ajjlgpj}, j=12,....n,

in der komplexen z-Ebene.
Weiterhin gilt: Ein Satz aus m Scheiben, die keinen Punkt gemeinsam haben mit den
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verbleibenden n — m Scheiben, enthalten m und nur genau m Eigenwerte von A.

Anwendung des Theorems auf den Ising-Bereich

Im Falle nicht verdrehter Randbedingungen, also fiir das freie Magnonenspektrum, ist
das GerSgorin-Theorem direkt anwendbar. Hier sind M und N die gleichen Matrizen,
modulo 2K ergeben sich die Elemente m;; = 1+ 5§ = m,,,, m;; = 1 4 x sonst, und —5
auf den Nebendiagonalen. Anwendung des Theorems fiihrt fiir beide Matrizen zu

j=1: an=1+% p
j=n: am=1+% p,
sonst a;=14+K p;

A ol

Die Gersgorinscheiben ergeben sich im Fall von 1, n zu

und sonst
(1 z—1—-x<x =z<1+2Kx

2) —z+1+xk<Kk =z>1. .11y

Die oberen zwei Scheiben sind in den unteren enthalten, und man erkennt sofort, daf}
es sich bei den allgemeinen Bedingungen (5.11) um die Bandkanten des freien Magno-
nenbandes handelt.

Im Isingfalle, also unterhalb des kritischen k, dndern sich zwei Dinge. Zum einen erhal-
ten wir in N wechselnde Vorzeichen auf der Nebendiagonale. Dies hat keinen Effekt,
da p eine Betragssumme ist. Weiterhin treten an der Position der Domédnenwand auf
der Diagonale genau zwei abweichende Elemente a,, > ,/o = 1 = a,,/211 /241 auf. Wir
erhalten also wieder die Bandbedingungen (5.11), zusitzlich aber noch

(1) z—1<x =z<Il+xk
2) —z+1<x =z>1-x. (5-12)
Die neu erhaltene Bedingung (5.12) erlaubt zwei Frequenzen, aus dem Band abzuwei-
chen, und genau dies zeigen auch unsere numerischen Ergebnisse.
Oberhalb des kritischen Punktes liefert das GerSgorin-Theorem nicht auf solche ein-
fache Weise die Antwort. Nach den hier folgenden Bedingungen konnten fast alle
Frequenzen aus dem Band abweichen, aber auch im Band enthalten sein. Jedoch ist
natiirlich auch hier die Goldstone-Mode enthalten. Da diese Gleichungen nicht son-
derlich erleuchtend sind, seien sie hier weggelassen. Um die Aufspaltung in Band und
lokale Moden auch oberhalb des kritischen Punktes zu zeigen, miissen andere Metho-
den angewandt werden.
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Oberhalb des kritischen Punktes

Oberhalb des kritischen Punktes verkompliziert sich die Struktur der Matrizen, so daf3
kein einfachen oder offensichtlicher Beweis gefunden wurde. Fiir kK — oo erhdlt man
in der einfachsten Niherungslosung nur das Spektrum einer freien Spinkette, so daf3
der Teufel hier sprichwdértlich im Detail liegt: Es sind die kleinen Storungen der Ord-
nung kY, die die lokalisierte Mode bestimmen. Man kdnnte sich zum Beweis also einen
storungstheoretischen Ansatz vorstellen.

5.4 Fluktuationskorrekturen zu Energie und
Magnetisierung

Ein Ansatz von Antoulas et al. bzw. Cantieni und Schilling (ASB76; CS80) ermoglich-
te in den spiten siebziger Jahren eine erste Berechnung von Fluktuationskorrekturen
an der Energie und dem Erwartungswert der Magnetisierung in z-Richtung. Es wur-
de hierbei ein Variationsansatz benutzt, dessen Ergebnisse nun (zumindest qualitativ)
mit den unsrigen verglichen werden sollen. Des weiteren geben die in diesem Kapitel
gewonnenen Graphen einen sehr schonen Einblick in die unterliegende Physik.

5.4.1 Korrekturen zum Erwartungswert der Magnetisierung

Der Effekt der im letzten Abschnitt berechneten Magnonenmoden auf den Erwartungs-

wert der z-Komponente des Spins kann auch fiir beliebig groe Systeme bequem im

Rahmen unseres Formalismus betrachtet werden.

Dazu betrachten wir nun zunéchst die Form der Riicktransformation der in Kapitel 4.2.4

hergeleiteten Bogoliubov-Transformation. Wir sind interessiert in den Erwartungswert
(0]s7]0), = (0|-S+n;|0), ,

wobei n; = ajai wieder der Zihloperator in den urspriinglichen Erzeugern und Ver-

nichtern sei; |0 >, symbolisiere den Grundzustand, in dem keine Magnonen, die durch
die bj erzeugt werden, vorhanden seien. Es soll also »; in den Erzeugern und Vernich-
ten b dargestellt werden. Wir verwenden die untere Formel in Gleichung (4.11), und
betrachten dann die Riicktransformationen

pi = ZOUP] ZOjiP_j
J
g = ZO jidj -
J
Die Skalentransformation gehen ein via

pi = ZOJI\/—
qgi = ZOJI[Q]'
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Sei nun O die zur Diagonalisierung von N genutzte orthogonale Transformation, dann
folgt mit

~

= Y OuPs
k
Qi = Y Ol
%
schlielich
pPi = ZOJIOkJ\/—
g = Y00/ 2,Q; -
Jk

Mit den Gleichungen (4.16), mit denen die bosonischen Operatoren b eingefiihrt wor-
den waren, folgt

e 2
piz = -3 Zojlokj\/— bk_b]t)]
2
Aj
@ ZOJ,OkJ;/I/:(bk—b)] .
J’

Es ist naheliegend, die Matrixelemente der Gesamttransformation zu
1 /4
Z 0;iO; \/_
V4
(5.13)

Ry = Y0077
J Y

zu definieren. Da der Grundzustandserwartungswert gesucht ist, tragen nur Terme pro-
portional zu blblT bei. Es ergibt sich fiir die jeweiligen Beitrige

h
P,%o = 3 ZRikzbka
k
h 2
4o = 5 Y R, bib) . (5.14)
k
Es bleibt fiir den Grundzustand somit nur

1 1
(0]53]0), = —S+Z; (R3+R*) - S =—S+as
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Abbildung 5.9: Die Abweichung der Magnitude der z-Komponente der Spins im Winter-
gedrehten System fiir verschiedene Werte von K. Es sind nur die zentralen 20 Spins

eines 100-Spin-Systems gezeigt.

zu bestimmen, da der Erwartungswert von bkbz im Grundzustand 1 ist. Dies 148t sich
numerisch ohne Probleme durchfiihren. Ergebnisse fiir verschiedene Werte von K se-
hen wir in Abbildung 5.9. Gezeigt ist dort der Wert AS gegen den Gitterplatz in einem
System aus 100 Gitterpldtzen. Die Abweichung in z-Richtung im Winter-gedrehten Sy-
stem entspricht im Originalsystem also einer Abnahme der gemessenen Magnitude der
Magnetisierung an den Gitterpldtzen. Wie auch Antoulas erkennen wir, dafl die Abwei-
chungen in der Mitte der Wand am grof3ten sind. Sie nehmen oberhalb des kritischen
Punktes mit zunehmendem k wieder ab. Ein weiterer bemerkenswerter Effekt ist die
Tatsache, dal es auch zu Randeffekten kommen kann. Diese sind in Abb. 5.10 darge-
stellt. Bei einem Kk von 1.6 ist am Rand eine Struktur zu erkennen, die - im Gegensatz
zum unkorrelierten Rauschen der Numerik bei 2 und 3 - durchaus korreliert ist. Dieser
Effekt ist jedoch sehr klein im Vergleich zu den Abweichungen der Zentralspins.
Betrachten wir nun die Korrekturen in Abhéngigkeit der Wechselwirkung, Abb. 5.11
Die Abweichung bei k¥ = 0 ist Null. Dieser Punkt entspricht dem Limes unendliche
grofler Anisotropie bei fester Austauschwechselwirkung, oder einfach der Austausch-
wechselwirkung gegen Null bei endlichem K. Der quantenmechanische Grundzustand
entspricht dem klassischen Grundzustand; die Spins sind in ihrer Position fixiert'®. Mit
zunehmendem x nimmt auch die Abweichung zu, zum kritischen Punkt hin divergiert
sie wie zu erwarten aufgrund der grofen Fluktuation. Mit zunehmender Austausch-

'Djese Aussage ist natiirlich nur bis auf die quantenmechanische Unbestimmtheit richtig, die immer
vorliegt. Jeder quantenmechanische Spin préazediert in einer klassischen Vorstellung, da der Operator

S? den Eigenwert S(S+ 1) hat.
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Abbildung 5.10: Die Abweichung der Magnitude der z-Komponente der Spins im
Winter-gedrehten System fiir verschiedene Werte von K. Hier sind die Gitterpliitze
am Rand dargestellt.
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Abbildung 5.11: Die Fluktuationskorrekturen an den Zentralspins bei veriinderlichem
K. Zur Diskussion siehe den Text.

wechselwirkung néhert sie sich langsam dem Heisenberg-Modell an, also wieder der
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Null. Im Limes unendlicher Austauschwechselwirkung bzw. der Abwesenheit einer
Anisotropie ist wiederum die klassische Losung gleich der quantenmechanischen, die
Spins werden hier im kiirzestmoglichen Abstand fixiert. Es sei angemerkt, dafl diese
Ubereinstimmung nicht bedeutet, daB keinerlei Magnonen mehr auftreten konnen. Sie
tragen nur nicht zur Grundzustandsenergie bei. Nullpunktsschwingungen im Sinne des
harmonischen Oszillators treten nur durch das Zusammenspiel beider Wechselwirkun-
gen auf, die in Konkurrenz treten. Im Fall ausgeschalteter Austauschwechselwirkung
kann man direkt aus Gleichung (4.6) ersehen, dall der Hamiltonoperator diagonal wird.
Man erhilt, wie schon in der Diskussion der Anregungsmoden gesehen, aufgrund der
Unabhiéngigkeit der Spins n entartete Anregungen. Im Fall eines Heisenberg-Modelles
ohne Anisotropie kann der Hamilton-Operator durch eine Fourier-Transformation dia-
gonalisiert werden. Fiir einen Uberblick sei (Nol86b) empfohlen.

5.4.2 Die Schwankungsquadrate der x und y-Komponenten

Auch die Schwankungsquadrate in x- und y-Richtung lassen sich mit Hilfe der Uber-
legungen des vorherigen Abschnitts bestimmen. Es wurde bereits in Abschnitt 4.2.3
erwihnt, dal p und ¢ linear mit s* und s” verkniipft sind, so daB fiir die Operatorqua-
drate offenbar

(s5)° = nSq;
()" = nspi

gilt. Damit lassen sich aber sofort wieder die Gleichungen (5.13) und (5.14) anwenden,
und wir erhalten fiir die Erwartungswerte

i), = g
(oen7o), = S Era.

Die numerischen Ergebnisse zu diesen wurden ebenfalls berechnet. Zunichst sei ange-
merkt, da3 der numerische Untergrund aufgrund der Unsicherheit bei der Bestimmung
der Eigenwerte (besonders bei k; = 0, wenn ein Eigenwert Null wird), der schon bei
der Behandlung von s seinen sichtbaren Niederschlag fand, hier auch auftritt, insbe-
sondere da diese Groflen eine insgesamt schon kleine Abweichung von ihrem Wert im
System unabhingiger Spins bei k¥ = 0 von Si/2 aufweisen. Dennoch lassen sich die
relevanten qualitativen Aussagen treffen.

In einer Betrachtung der Abhéingigkeit vom Gitterplatz zeigt sich, wie zu erwarten, ein
dhnliches Verhalten wie im Fall von < s; >, die Werte weichen am zentralen Spin am
meisten von S /2 ab. Wir beginnen unsere Diskussion mit den Graphen der Ergebnisse
am zentralen Spin eines Systems aus 50 Gitterplidtzen sowohl fiir den x- als auch den
y-Fall, Abb. 5.12 respektive Abb. 5.13. Im y-Fall sieht man fiir k; = 0 deutlich, wie der
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Abbildung 5.12: Das Schwankungsquadrat der x-Komponente des Spins fiir verschie-
dene Werte von K; gegen K aufgetragen. Es wurde durch fi und S geteilt. Die System-
grofle betrug 50 Gitterpliitze.
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Abbildung 5.13: Das Schwankungsquadrat der y-Komponente des Spins fiir verschie-
dene Werte von K; gegen K aufgetragen. Es wurde durch h und S geteilt. Die System-
grofe betrug 50 Gitterplitze.
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Wert zum kritischen Punkt hin divergiert und aufgrund der Goldstone-Mode selbst nu-
merisch bei extrem gro3en Werten bleibt. Mit Einschalten des demagnetisierenden Fel-
des ist das Schwankungsquadrat generell niedriger, doch erreicht die Goldstone-Mode
am kritischen Punkt weiterhin ihren niedrigsten Wert, so dafl das Schwankungsquadrat
dort am hochsten bleibt. Es bleibt aber festzuhalten, daf es iiber den gesamten Para-
meterbereich zu starken Abweichungen in y-Richtung kommt, da selbst die gehobene
Goldstone-Mode die energetisch giinstigste Anregung bleibt. Wie steil die den Pha-
seniibergang verursachende Mode am kritischen Punkt gegen Null geht, duflert sich hier
darin, dal das Schwankungsquadrat in x-Richtung zwar in allen Féllen am kritischen
Punkt gegen unendlich geht, doch auf einem sehr viel schmaleren Bereich Abweichun-
gen aufweist als sein y-Pendant.

Ein direkter Vergleich fiir ein Beispiel ist in Abb. 5.14 dargestellt. Am Punkte k¥ = 0
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Abbildung 5.14: Vergleich der Schwankungsquadrate in x- und y-Richtung in einem
System von 50 Gitterpldtzen bei K; = 0.2.

erkennt man die Auswirkungen des demagnetisierenden Feldes. Die Schwankungen in
x-Richtung verstidrken sich zugunsten der Schwankungen in y-Richtung. Die gehobene
Goldstone-Mode wird dann energetisch giinstiger, und der y-Anteil erhoht sich wieder,
hin zu dem breiten Maximum am kritischen Punkt. Deutlich sieht man den Unterschied
zum schmaleren Maximum im x-Anteil.

5.4.3 Korrekturen zur Energie

Wir wenden uns abschlieend der Energiekorrektur zu. Den allgemeinen Verlauf der-
selben sehen wir in Abb. 5.15. Die fiir verschwindendes demagnetisierendes Feld ei-

83



5 Magnonen im klassischen Grundzustand

0003 T T T T T T T

0.0025

0.002

0.0015

ISAE/E|

0.001

0.0005

Abbildung 5.15: Die relative Korrektur zur klassischen Energie, skaliert mit S, ohne
demagnetisierenden Anteil. Die Systemgrofse betrigt 200 Spins.

gentlich negative Energiekorrektur ist hier im Betrag dargestellt. Fiir Kk = 0 ist sie wie-
derum Null, ebenso lauft sie fiir k¥ gegen unendlich wiederum (langsam) gegen Null.
Die Griinde hierfiir, nimlich die Gleichheit von klassischem und quantenmechanischem
Grundzustand, wurden oben schon diskutiert. Interessant ist auch das Verhalten nahe
des kritischen Punktes. Die Energiekorrektur divergiert im Gegensatz zur Korrektur zur
Magnetisierung hier nicht, sondern zeigt von beiden Seiten ein Wurzelverhalten. Dieses
kann man am Beispiel des 4-Spin-Falles auch schon analytisch am Verlauf der Anre-
gungsmoden (5.5) und (5.7) beobachten.

Interessant wird das Verhalten mit Einfiihrung des demagnetisierenden Feldes. Es wur-
de schon festgestellt, dal der demagnetisierende Anteil die quantenmechanische Ener-
gie nur erhohen kann. Dies schlégt sich auch im Bilde nieder, sieche Abb. 5.16. Im Be-
reich niedriger k wird die Korrektur nun positiv, da durch das Wechselspiel von dema-
gnetisierender und Anisotropienergie durchaus Auslenkungen in x-Richtung auftreten
konnen. An einem gewissen Punkt heben sich dann die Anteile aller Wechselwirkungen
auf, die Korrektur durchquert die Null. Im Betragsgraphen ist dies durch den Knick zu
erkennen. Ein zweiter solcher Knick befindet sich bei hohen x-Werten, er ist auf dem
Graphen nur im Falle k; = 0.02 zu sehen. Diese Punkte verschieben sich mit steigen-
der Demagnetisierung, bis sie zusammenlaufen und schlielich die gesamte Korrektur
positiv ist.

Mit dieser Diskussion wollen wir nun dieses Kapitel verlassen und uns den Formkor-
rekturen der Doménenwand zuwenden.
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Abbildung 5.16: Relative Energiekorrektur fiir verschiedene Werte von K; gegen K,
skaliert mit S.
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6 Quantenmechanische
Formkorrekturen der Domanenwand

Quantenmechanische Anregungsmoden im klassischen Grundzustand induzieren eine
Korrektur zu sowohl Energie als auch Amplitude der z-Komponente des Spins durch
Anregungen. Diese Effekte haben wir beide beobachtet, sie wurden auch in frithen Ar-
beiten schon von Antoulas et al. sowie Cantieni und Schilling thematisiert, die ein Va-
riationsprinzip verwendeten (ASB76; CS80).

In diesem Kapitel wollen wir eine Frage stellen, die in der Literatur noch unbehan-
delt ist. Bestimmt werden soll, ob auch Korrekturen zur Form der Wand auftreten, also
Anderungen der Auslenkungswinkel in der x-z-Ebene. Diese Frage 1iBt sich erst dann
zufriedenstellend beantworten, wenn bestimmt ist, unter welchen Umstinden diese be-
rechnet werden konnen — es sei nur an die Goldstone-Mode und die Fluktuationen nahe
des kritischen Punktes gedacht. Nachdem diese Aspekte geklirt wurden, berechnen wir
numerisch die auftretenden Korrekturen sowohl in der Form der Wand als auch in der
Energie der Wand. Dies geschieht, indem wir den quantenmechanischen Ausdruck fiir
die Energie in den klassischen Winkeln als Parameter minimieren, wie schon bespro-
chen mit Hilfe der Powell-Minimierung. Es tritt eine Verschiebung des kritischen Punk-
tes auf, der wir uns widmen werden. Ein anderer interessanter Effekt ist die qualitative
Verinderung des Verhaltens der quantenmechanischen Wand mit steigender demagne-
tisierender Energie, die schon in Kapitel 5 Erwidhnung fand.

Abschliefend werden die Grolenordnung dieser Effekte und die passenden Korrektu-
ren fiir die in Kapitel 2 diskutierten Experimente besprochen, wobei wir einen Vergleich
mit Kapitel 3.5 bilden werden. Damit schlief3t sich dann der Kreis dieser Arbeit.

6.1 Giltigkeit der 1/S-Naherung

Die 1/S-Nidherung ist, wie schon gesagt, eine Entwicklung um einen klassischen Zu-
stand, in dem alle Spins maximal in positiver z-Richtung ausgelenkt sind. Dieser Zu-
stand konnte durch die Winter-Drehung erreicht werden, wobei allerdings vorerst die
Tatsache auller Acht gelassen wurde, daf} der klassische Zustand nicht genau definiert
war — es gibt ja keinen Energieunterschied zwischen Bloch- und Néel-Wénden. Des-
wegen mufl bezweifelt werden, dafl dieser Ausgangspunkt der Richtige fiir die Ent-
wicklung war. Hitte nicht vielmehr eine Konfiguration gewihlt werden miissen, in der
der Azimuthalwinkel maximal unbestimmt ist? Daf} dieses auler Acht gelassen wurde,
zeigte sich an der Existenz der Goldstone-Mode. Jene ist es auch, die eine Untersu-
chung der Energielandschaft nahe des klassischen Minimums unmoglich macht, da es
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6 Quantenmechanische Formkorrekturen der Domanenwand

sich bei der entsprechenden Frequenz um einen Nulldurchgang handelt. In der Folge
treten negative Eigenwerte der S¥ zugeordneten Matrix M auf. Ziel der nun folgenden
Analyse ist es, festzustellen, wie dieses Verhalten zu interpretieren ist, und inwieweit
die Einfiihrung eines demagnetisierenden Feldes eine Berechnung erlauben kann.

6.1.1 Negative Eigenwerte in M

Die Bedeutung eines negativen Eigenwertes in M erklért sich durch die Betrachtung der
Konsequenzen fiir den harmonischen Oszillator. Eine Diagonalisierung fiihrt weiterhin
zu reellen Eigenwerten, doch ist die Struktur des Hamilton-Operators mit

H=—p+ 0’

nun derart, dal der Grundzustand eine unendliche negative Energie wegen des Vorzei-
chens von p? impliziert. Fiir die quantenmechanische Energie bedeutet das, daB eine
kleine Abweichung von der klassischen Position zum Abstiirzen in ein (im wahrsten
Sinne des Wortes) bodenloses Loch fiihrt. Die Ausgangskonfiguration unserer Entwick-
lung war fiir diesen Zweck in dem Modell ohne demagnetisierende Energie nicht ge-
eignet. Letztere kann das Problem l6sen, doch miissen wir sehr wohl iiberlegen, unter
welchen Umstidnden dies physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert. In Abb. 6.1 sind

a) b) c)

L

L 4
¥

Abbildung 6.1: Drei Moglichkeiten zum Verhalten der quantenmechanischen Grundzu-
standsenergie (gold) in Abhdngigkeit von dufleren Parametern (hier den Winkeln).
Die Stelle, an der die Energie betragsmdpfig gegen die negative Unendlichkeit diver-
giert, ist durch die gepunktete goldene Linie symbolisiert. x.; markiert die klassische
Losung, die gestrichelte Linie deutet die Moglichkeit oder Unmoglichkeit eines Tun-
nelprozesses aus dem lokalen Minimum an.

drei mogliche Fille dargestellt, hier zur Vereinfachung Energien in Abhéngigkeit von
einer Variablen. Im ersten Fall einer extrem kleinen Anhebung der Goldstone-Mode ist
noch kein Minimum zu sehen. Das System wiirde weiterhin in die ,,Divergenzkatastro-
phe“rutschen. Im zweiten Fall reicht die Magnitude der stabilisierenden Energie aus,
um ein leicht verschobenes Minimum ausfindig zu machen. Dieses liegt jedoch ener-
getisch oberhalb der Stelle, an der die Energiekurve nach unten abbricht. Man kann
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6.1 Gultigkeit der 1/S-Naherung

sich hier Tunnelprozesse vorstellen. Selbst wenn diese mit exp(—S) skalieren, ist das
Minimum doch nur auf bestimmten Zeitskalen stabil. Der dritte dargestellte Fall ist der
Idealfall. Das Minimum liegt energetisch tiefer als der Rand des Giiltigkeitsbereiches
der Entwicklung, ein Tunneln ist somit unmoglich, da es keinen Zustand gleicher Ener-
gie auf der anderen Seite der Barriere gibt. In den numerischen Untersuchungen stellte
Fall 3 das Kriterium dar, nach dem iiber die Existenz einer stabilen Losung entschieden
wurde.

6.1.2 Negative Eigenwerte in N

Die Mode, die den Phaseniibergang ermoglicht, erweist sich als ein schwierigeres, aber
erwartetes Problem. Innerhalb der sogenannten Ginzburg-Region um einen kritischen
Punkt sind die Fluktuationen so grof3, daf} sich keine Aussage iiber den Zustand des
Systems treffen 146t. Diese wird durch das Verhalten dieser Phaseniibergangsmode
beschrieben, wie man im Beispiel des Vierspinfalles schon erkennen kann. In Abb.

K, * Yrin | Nulldurchgang
Klassische
_1 » O Lésung
KQ A ;:::.
1 N K S SK <K,
| >
K3 & -:':_
1 .
|

Abbildung 6.2: Das Verhalten des niedrigsten Eigenwertes von N (gold) in Abhdingig-
keit von den Winkeln und die Lage des klassischen Grundzustandes (griin) fiir ver-
schiedene Werte von K. Zur Verdeutlichung der Giiltigkeit des Modells ist der nega-
tive Anteil von Yy, nicht gezeigt.

6.2 sind die Veridnderung des klassischen Minimums und die der Position des Null-
durchgangs des niedrigsten N-Eigenwertes aufgetragen. Am kritischen Punkt liegen
beide Werte iibereinander. Der Bereich, in dem der Eigenwert negativ wird, vergrofert
sich mit zunehmendem k, doch vergroBert sich auch der Abstand zwischen klassi-
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6 Quantenmechanische Formkorrekturen der Domanenwand

scher Losung und Nullstellen. Dies ist eine direkte Versinnbildlichung des Ginzburg-
Bereiches — das mean field-Modell liefert nicht mehr die richtige Beschreibung des
kritischen Verhaltens und ist somit der falsche Ansatz.

Allerdings ist hier etwas Vorsicht geboten im Bezug auf Landau-Ginzburg-Theorie,
denn ihre Anwendung ist in diesem Falle nicht trivial. Dies hat vor allem zwei Griinde:
zum einen stellt sie Fluktuationen beziiglich eines globalen Ordnungsparameters durch
einen Ubergang zu einem lokalen Ordnungsparameter dar. In diesem Fall, vergleiche
Kapitel 2, ist der Ordnungsparameter per se schon lokal, da die Abweichung der Winkel
nicht uniform ist. Der zweite Grund ist die Tatsache, daf der lokale Ordnungsparameter
in einem Kontinuumsmodell beschrieben wird (NO98), da nahe des kritischen Punkte
die Korrelationsldngen unendlich grofl werden, und somit die Gitterabstinde hiergegen
klein. Der diskrete Kontext dieser Arbeit sollte jedoch erhalten bleiben, so dal man die
Konzepte auf diesen Fall iibertragen mu8.

Der qualitative Aspekt der Theorie trifft hier voll und ganz zu, so daf} die miilige Rech-
nung uns nicht weiter erhellen kann und hier iibergangen sein mag. Eine quantitative
Abschitzung der Grofle des Ginzburg-Bereiches werden wir im Abschnitt 6.3 geben.

6.2 Der quantenmechanische Grundzustand

Zu Anfang dieses Abschnitts sei gleich ein Kommentar zu unseren numerischen Mog-
lichkeiten gemacht. Da, wie in Kapitel 4.3 schon beschrieben, der nicht sonderlich
effektive Powellsche Algorithmus verwendet wird, sind die Rechenzeiten bei groflen
Systemen (groBer als etwa 50 Gitterplidtze) enorm hoch. Eine Parallelisierung des Pro-
grammablaufes konnte bei einer spéteren Optimierung schnellere Laufzeiten und somit
die Behandlung groBerer Systeme ermoglichen!. Eine weitere Verbesserungsmaoglich-
keit wire eine umfassende Analyse der Richtungen, in die die Minima abweichen, und
eine Einstellung der Richtungsmatrix darauf. In der folgenden Diskussion werden wir
uns auf kleinere Systeme beschrinken miissen, doch solange schmale Winde betrachtet
werden, ist diese Betrachtung sicherlich physikalisch sinnvoll und richtig.

6.2.1 Korrekturen fir feste Werte der Parameter

Zunichst wollen wir einen Blick auf die Korrekturen fiir feste Werte der Wechsel-
wirkungsparameter werfen, damit wir eine erste Abschitzung zu ihrer Grof3e machen
konnen. Als Beispiel betrachten wir ein System aus 40 Spins bei einem k von 1.8, Ky
von 0.1 und S von 15, Abb. 6.3. Dieser Graph zeigt die absoluten Werte der Winkel ge-
gen den Gitterplatz aufgetragen. Aufgrund der Symmetrie der Winkel ist nur eine Seite
der Domidnenwand aufgetragen, der Gitterplatz 20 ist also einer der zentralen Spins. Es
fallen sofort zwei Dinge auf, nimlich zum einen, da3 die Korrekturen nicht sonderlich
grof} sind, zum anderen weichen die zentralen Spins eindeutig zu kleineren Werten hin
ab, die Wand scheint schmaler zu werden. Um eine qualitativere Aussage treffen zu

! Allerdings wiirde damit der gesamte Rechenaufwand steigen, da Parallelisierung in diesem Falle vor
allem bedeutet, die Richtungsgradienten des Powell-Verfahrens moglichst alle simultan zu ermitteln.
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Abbildung 6.3: Klassische Winkel (griin) und quantenmechanische Winkel (rot), abso-
lute Werte, gegen Gitterplatz.

konnen, plotten wir ab jetzt die relativen Korrekturen zu den einzelnen Winkeln, wie
in Abbildung 6.4 zu sehen. Uberraschenderweise zeigt sich nun sofort, daf} nicht alle
Winkel zu kleineren Werten hin korrigiert werden. Die Winkel vor dem 16. Gitterplatz
zeigen eine positive Korrektur, ihr Wert erhoht sich. Offensichtlich wird die Form der
Wand im Zuge der Korrektur verzerrt. Die (mathematische) Ursache hierfiir finden wir,
indem wir Korrekturen bei verschiedenen Parameterwerten vergleichen.

Wir beginnen mit den Korrekturen fiir verschiedene Werte von S, zu sehen in Abb. 6.5.
Mit steigendem Spin sinkt, wie zu erwarten, die Magnitude der Korrektur, der Null-
durchgang jedoch bleibt unverdandert. Dem leicht geinderten Verhalten an den dufleren
Gitterplidtzen ist wenig Bedeutung beizumessen, da diese Winkel sehr klein sind und
numerische Schwankungen eher zum Tragen kommen.

Als nichstes betrachten wir den Effekt fiir verschiedene Werte von k, dargestellt in
Abb. 6.6. Hier sehen wir deutliche Verdnderungen, sowohl in Magnitude der Korrektur
als auch in der Position des Nulldurchgangs. Daf} die quantenmechanischen Korrektu-
ren in der Nihe des kritischen Punktes am grof3ten werden, ist aufgrund der Ergebnisse
und Diskussionen der vorherigen Kapitel nicht unerwartet. Offenbar ist es aber so, daB,
je ndher man dem kritischen Punkt kommt, desto eher alle Winkel zu einer Ising-Wand
hin abweichen. Diesen Zusammenhang werden wir im nidchsten Abschnitt noch disku-
tieren, wenn wir Korrekturen an einzelnen Winkeln fiir variable Wechselwirkungspara-
meter plotten.

Das x-Verhalten ist eng verzahnt mit dem Verhalten bei veridnderlicher demagnetisie-
render Energie. Dieses zeigt Abb. 6.7. Bemerkenswerterweise sinkt mit x; auch die
Zahl der Winkel, deren Wert sich vergroflert. Zusammenfassend kann man die Vermu-
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Abbildung 6.4: Die relative Korrektur pro Gitterplatz fiir k = 1.8, K; = 0.1 und S = 15.
Interessant ist, daf3 die Korrektur in verschiedene Richtungen wirkt, abhdngig vom
Gitterplatz.
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Abbildung 6.5: Die relativen Korrekturen fiir kK =2, K; = 0.1 bei verschiedenen Spin-
werten.

tung dulern, daB in den beiden Limites k; — 0 und k¥ — K, die uns beide nicht direkt
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Abbildung 6.6: Die relativen Korrekturen bei K; = 0.1, S = 15 fiir verschiedene Werte
von K.
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Abbildung 6.7: Die relativen Korrekturen bei Kk =2, S = 15 fiir verschiedene Werte von
K4.

zuginglich sind, eine reine Absenkung des Winkel, die auch die Ordnungsparameter
sind, eintritt, und somit ein hoherer kritischer Punkt antizipiert wird.
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6.2.2 Parameterabhangigkeit

In den folgenden Untersuchungen werden Systeme mit 30 Gitterplitzen betrachtet. Dies
ist darin begriindet, da3 diese sehr oft ausgewertet wurden und nur auf diese Weise ak-
zeptable Programmlaufzeiten erreicht wurden. Zunichst wollen wir uns dem einfach-
sten Fall zuwenden, veridnderlichem Spin. Da wir eine 1/S-Entwicklung betrachten,
erwarten wir, daf3 sich im Limes grofer S die klassische Losung einstellt, unabhédngig
von der Tatsache, in welche Richtung der Winkel aufgrund der Korrekturen abweicht.
Wir betrachten daher die Abbildungen 6.8 und 6.9, die die Abweichung des Winkels
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Abbildung 6.8: Der zentrale Winkel in einem System mit 30 Gitterpldtzen, Kk = 1.6, ge-
gen den Spin fiir verschiedene Werte der demagnetisierenden Energie. Die klassische
Losung ist in violett angedeutet.

des Zentralspins, hier 6,5, gegen S aufgetragen zeigen”. Beide Graphen demonstrieren
sehr deutlich die Konvergenz zur klassischen Losung, doch fallen dem geiibten Auge
sofort weitere Konsequenzen unserer Diskussion aus dem vorherigen Abschnitt auf.
Der direkte Vergleich beider Graphen zeigt, dal der innerste Winkel selbst bei grof3en
Werten von k; nahe des kritischen Punktes, bei k¥ = 1.6, immer zu kleineren Werten hin
korrigiert wird. Bei K = 1.7 hingegen kann mit groem k; auch bei diesem innersten
Winkel eine Abweichung nach oben auftreten. Daraus folgt, dal} es fiir jedes k; einen
Punkt xy geben muf3, an dem die Korrektur dieses inneren Winkels im Betrag Null ist.
Fiir die blaue Linie, x; = 1, liegt dieser Punkt offenbar nahe k¥ = 1.7, denn die Abwei-
chungen sind schon minimal.

Bestitigt sich diese These, wenn wir verdnderliches k betrachten? Die Antwort ist ja.

27ur besseren Ubersichtlichkeit wurde der Ginzburg-Bereich in diesen Graphen nicht geplottet. Es gibt
natiirlich durchaus ein ASg, einen Bereich, in dem keine Losung gefunden werden kann.
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Abbildung 6.9: Der zentrale Winkel in einem System mit 30 Gitterpldtzen, Kk = 1.7, ge-
gen den Spin fiir verschiedene Werte der demagnetisierenden Energie. Die klassische
Losung ist in violett angedeutet.

In Abb. 6.10 ist wieder der zentrale Winkel in der quantenmechanischen Losung auf-
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Abbildung 6.10: Der zentrale Winkel in einem System mit 30 Gitterpldtzen, S = 30,
gegen K fiir verschiedene Werte der demagnetisierenden Energie.

getragen, diesmal in Abhingigkeit von k. Betrachtet man die Kurven im Vergleich zur
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klassischen Losung, in violett gezeichnet, so erkennt man eindeutig die Schnittpunkte
mit den einzelnen Kurven. Fiir k; = 0.1 liegt dieser etwas rechts aulerhalb des Graphen.
Diese Schnittpunkte sind, wie schon aus der Betrachtung der einzelnen Abweichungen
im vorherigen Abschnitt ersichtlich, fiir jeden Winkel verschieden. Es gibt also keinen
Punkt, an dem fiir die gesamte Spinkette keine quantenmechanische Korrektur auftritt.
Auch in diesen Graphen zu erkennen ist der Ginzburg-Bereich durch das ,,Abknicken*
der Kurven. Die Fortsetzung der Kurve kommt durch die Behandlung der Singularitit
der quantenmechanischen Energie bei Auftreten eines negativen Eigenwertes in M oder
N zustande. Es wurde numerisch eine Energiebarriere an der Stelle geschaffen, an der
der negative Eigenwert auftritt, so daB3 das Ergebnis der Powell-Minimierung in dieser
Konfiguration exakt diese Stelle angibt. Eine wichtige Bemerkung ist hier angebracht.
Wie vielleicht auffillt, unterscheiden sich die Abknickstellen fiir k; = 1 und x; = 5
kaum. Das ist einfach zu erkldren. Fiir kleinere x; messen wir natiirlich noch immer
die in Abschnitt 6.1.1 diskutierten negativen M-Eigenwerte. Ist die Energiekurve aber
geniigend gehoben, wird der Punkt, an dem diese Auftreten, iiber den Punkt hinausge-
schoben, an dem die negativen N-Eigenwerte auftreten — den Rand des (eigentlichen)
Ginzburg-Bereiches, auf dessen Position die demagnetisierende Energie keinerlei Ein-
fluB} haben kann. Sie verdndert nur die Matrix M.

Der gesamte Ginzburg-Bereich setzt sich also aus dem durch die azimuthalen Fluk-
tuationen bestimmten Bereich und dem durch die Fluktuationen am kritischen Punkt
bestimmten Bereich zusammen. Nur die Grofle des ersteren kann durch k; manipuliert
werden.

Als letztes betrachten wir noch die Abhédngigkeit von k;, Abb. 6.11. Dieser Graph wie-
derholt in deutlicher Weise noch einmal, was eben diskutiert wurde. Bei sehr niedrigen
Werten von x; erkennt man, von der klassischen Losung her schnell abfallend, wie
die demagnetisierende Energie den Nullpunkt des niedrigsten Eigenwertes von M ver-
schiebt, bis schlieBlich der Nulldurchgang der niedrigsten Mode von N erreicht wird.
Dort verharrt sie dann. SchlieBlich hat sich ein Minimum ausgebildet, da3 den An-
forderungen von Sektion 6.1.1 entspricht, und wir erhalten eine physikalisch sinnvolle
Losung, die nach unten vom klassischen Winkel abweicht. SchlieBlich, auf dem Gra-
phen leider nicht mehr zu erkennen, wird sie diese kreuzen.

Zusammenfassend 1d6t sich also neben der trivialen Feststellung, dal mit zunehmen-
dem Spin die Korrekturen kleiner werden, also das System den klassischen Limes kor-
rekt wiedergibt, statuieren, da3 oberhalb (und nur oberhalb, das zeigen auch die nu-
merischen Ergebnisse) des kritischen Punktes ein Einschalten des demagnetisierenden
Effekts immer eine VergroBerung der Winkel im Vergleich zum Falle ohne Demagne-
tisierung mit sich bringt. Mit x treten (oberhalb des kritischen Punktes) negative Ab-
weichungen der Winkel auf. Diese Abweichungen sind extrem stark nahe des kriti-
schen Punktes, so dafl das demagnetisierende Feld hier im erlaubten Bereich immer zu
schwach ist, diese in den positiven Bereich zu heben. Da der Betrag der negativen Ab-
weichungen jedoch mit groBBerem k immer kleiner wird (und schlieBlich verschwindet),
tritt mit endlichem kj fiir jeden Winkel an einer bestimmten Stelle k; o eine Aufhebung
der positiven und der negativen Korrekturen auf. Somit ist das Verhalten phinomeno-
logisch verstanden.
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Abbildung 6.11: Die Abhdngigkeit des Zentralwinkels von K; im quantenmechanischen
Fall und Vergleich mit der klassischen Losung (griine Linie). Die Parameter hier sind
S=30und x =2.

Doch die wichtige und durchaus berechtigte Frage, die sich hier stellt, ist die nach der
physikalischen Interpretation des Beobachteten. Die intuitive Vorstellung, dal Magno-
nen (und somit auch Nullpunktsschwingungen) im Ising-Falle energetisch giinstiger
angeregt werden konnen, wird hier nicht widerlegt — zum kritischen Punkt hin bemerkt
man ein Verhalten, dall genau diese Tendenz zeigt, und, wie durch Extrapolation im
niachsten Abschnitt gezeigt wird, verschiebt sich der kritische Punkt tatséchlich hin zu
hoheren Werten. Dennoch ist ad hoc vollkommen unklar, warum bei breiteren Winden
die Erhohung der Energie einer Auslenkung in y-Richtung eine breitere Wand in der
x-z-Ebene zur Folge haben sollte.

An dieser Stelle kann nur eine durchaus plausible Theorie angebracht werden. Die
demagnetisierende Energie friert einen Freiheitsgrad des Systems in zunehmendem
Male ein. Wir betrachten nun die beiden Zentralwinkel der (schmaleren) Doménen-
wand. Diese schlieBen den groSten Winkel miteinander ein. Dies ist ungiinstig fiir die
Austauschenergie. Ist die Bewegung in y-Richtung nicht eingeschrinkt, so wird die
resultierende Austauschkraft dazu tendieren, die beiden Spins durch Drehung in der
y-Ebene néher zueinander zu drehen. Zur Verdeutlichung konnen wir hierzu Abb. 6.12
betrachten. Die beiden Teilbilder zeigen eine Aufsicht auf die x-z-Ebene und die x-y-
Ebene. Die oberste Doméinenwand ist der Ising-Fall. Darunter sehen wir den Néel-Fall,
alle Auslenkungen finden in der x-z-Ebene statt, der Winkel zwischen den beiden Zen-
tralspins ist sehr groB3. Es fillt auf, da die Winkel in der x-y-Ebene parallel liegen. Ver-
grofert man nun, wie oben erwihnt, die y-Komponente, so stellt sich Wand C ein: Die
Projektion auf die x-y-Ebene der Parallelitit wird grofer, die auf die x-z-Ebene kleiner.
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Abbildung 6.12: Eine mogliche Erkldrung der breiteren Winde in Gegenwart der
demagnetisierenden Energie. Siehe Text.

Lokal liegen die inneren Winkel nun eher parallel. Dieser Proze3 wird mit steigender
Demagnetisierung unterdriickt. Die Konsequenz ist, dal die Kraft zur Parallelstellung
nun in der Ebene wirkt und nicht mehr isotrop in dem Sinne, dafl diese Abweichun-
gen in positiver oder negativer y-Richtung erfolgen konnen, und somit < $* > gleich
bliebe. Sie wirkt nur zu breiteren Winden hin. Der Extremfall ist als Wandtyp D in der
Abbildung zu sehen.

Leider eignet sich unser Modell schlecht, einen Beweis fiir diese Theorie zu fiihren.
Interessant wire eine Betrachtung von Domédnenwénden in einem XY-Modell.

6.3 Quantenkritisches Verhalten

Der visuelle Eindruck der Kurven 6.10 legt die Interpretation nahe, da3 sich der kriti-
sche Punkt zu groeren Werten von x hin verschiebt und durchaus in seiner Lage auch
vom demagnetisierenden Feld abhédngig ist. Nun soll versucht werden, diesen Zusam-
menhang durch geeignete Fits in eine numerische Aussage zusammenzufassen.

Auswahl der Fitfunktion

Zur Auswahl der Fitfunktion bieten sich zwei Herangehensweisen an. Zum einen ist uns
noch aus Abschnitt 5.2 bekannt, daB der innerste Spin im klassischen Vierplatzmodell
einer Arkuskosinusabhingigkeit folgt. Daher ist unser erster Ansatz fiir eine Fitfunktion

Olf(K‘) = arccos ( ka ) ) (6.1)

K‘—b1
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6.3 Quantenkritisches Verhalten

wobei a; und b; die Fitparameter sind. Diese Wahl bietet den Vorteil, daf sie zum einen
grob dem Kurvenverlauf entspricht, zum anderen ihre Nullstelle einfach zu

K bl
;l =
© ar—1

(6.2)

folgt.

Die andere Option wire eine Polynomialfit. Dessen Vorteil ist die Flexibilitit, in ge-
niigend hoher Ordnung beliebig genau die Funktion zu beschreiben. Der Nachteil des
Ansatzes ist die etwas kompliziertere Bestimmbarkeit der Nullstellen und natiirlich die
Tatsache, daf} ein Fit liber den kompletten k-Bereich eine sehr hohe Ordnung benédtigen
wiirde. Dieses Problem wurde dadurch gelost, dal wir das Verhalten nur lokal fiir k €
[1.5,2] beschreiben und bis zu sechster Ordnung gehen, also

9{(1{) = apx® + box® + cox* + dox® + ex® + frx+ g (6.3)

Beide Ansitze liefern ein dhnliches %2 in Ordnung von 1073, so daB sie beide mit ihren
Resultaten diskutiert werden sollen.
Wir betrachten zunéchst Beispielfits in Abb. 6.13. Da der Polynomialfit (6.3), gezeich-
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Abbildung 6.13: Direkter Vergleich der Fits.

net in blau, die besten Resultate nur dann liefert, wenn man nur die etwa 370 Fitpunkte
im x-Bereich zwischen 1.63 und 2.0 betrachtet, folgt er oberhalb des Bereiches kaum
noch den MeBpunkten. Im betrachteten Bereich scheint er diese jedoch exakt zu durch-
laufen. Dies zeigt uns sowohl die Vor- wie auch die Nachteile dieses Fitverfahrens: Es
liefert eine gute Beschreibung, kann aber schon wenig aulerhalb des betrachteten Be-
reiches unberechenbares Verhalten zeigen.
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6 Quantenmechanische Formkorrekturen der Domanenwand

Der Arkuskosinusfit, Gl. (6.1), in griin gehalten, beschreibt das allgemeine Verhalten
des Winkels besser, zeigt aber im Detail gewisse Abweichungen in der Kurvatur. Es
bleibt jedoch anzumerken, dafl der Fehler in den Parametern hier kleiner ist als beim
Polynomialfit. Daher wird auch der Fehler in einer Abschidtzung des kritischen Punktes
hier kleiner sein.

Eine weitere Fehlerursache ist natiirlich die, daf} fiir kleine x; der Ginzburg-Bereich
immer grofer wird, also in der Nihe des kritischen Punktes weniger numerische Daten
verfiigbar sind. Auch dies ist in unsere Fehlerabschitzung eingegangen.

Kommen wir nun zunéchst zu den Daten in Abhingigkeit von x;. Ergebnisse fiir eine
Systemgroe von 30 Gitterplédtzen sind in den Abbildungen 6.14 und 6.15 zu sehen.

1.66 T T T T

T
K, (ac0s) +——+—

1.64 - T

1.62 - T

1.52 - T

Abbildung 6.14: Fits nach dem Arkuskosinus fiir verschiedene Werte von K;. Aufgetra-
gen sind in rot die gewonnenen Werte fiir das quantenmechanische K., in griin die
obere Grenze der Ginzburg-Region.

Der Spin wurde hierbei auf 30 angesetzt. Zum Vergleich sind auch die oberen Gren-
zen der Ginzburg-Region im Graph angegeben (griin). Bis auf die unterschiedlichen
Fehler zeigen beide Graphen miteinander vereinbares Verhalten. Mit grofer werdender
Demagnetisierung scheint sich der kritische Punkt in der Néhe von etwa 1.53 einzu-
pendeln. Interessant ist das Verhalten fiir kleinere k,;: Der kritische Punkt 1duft immer
schneller auf Werte zu, die sogar schon in der Nihe von 1.6 liegen. Eine Abschitzung
zu K; = 0 ist schwierig, vielleicht sogar unmoglich, da die Ginzburg-Region ebenso
schnell anwéchst und keine festen Aussagen mehr zu treffen sind. In diesem Bereich
wird das in dieser Arbeit verwendete Modell nicht mehr anwendbar.

In Abhingigkeit vom Spin geschieht nichts unerwartetes, je grofer der Spin wird, desto
mehr verschiebt sich der kritische Punkt zum klassischen Falle hin. Der Vollstindigkeit
halber ist dieses Verhalten in Abb. 6.16 zu sehen, hier nur fiir den Arkuskosinusfall.
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Abbildung 6.15: Fits nach dem Polynom 6. Ordnung fiir verschiedene Werte von K.

Aufgetragen sind in rot die gewonnenen Werte fiir das quantenmechanische K., in
griin die obere Grenze der Ginzburg-Region.

1.66

I K, (acos) [
Ginzburg—Region ---x---
1.64 -

162 | \
16 \ i

& 158
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Abbildung 6.16: Fits nach dem Arkuskosinus fiir verschiedene Werte des Spins. Aufge-

tragen sind in rot die gewonnenen Werte fiir das quantenmechanische K, in griin die
obere Grenze der Ginzburg-Region.

101



6 Quantenmechanische Formkorrekturen der Domanenwand

6.4 Magnonen und Korrekturen im
quantenmechanischen Grundzustand

Zum Abschluf} dieser Dissertation soll noch betrachtet werden, wie stark die Frequen-
zen der Magnonen und die Fluktuationskorrekturen in der Energie vom Falle des klas-
sischen Grundzustandes abweichen. Die Struktur dieser Abweichungen wird sich als
hochinteressant herausstellen — tatsdchlich geben sie uns den Hinweis, daf} eine weitere
Symmetrie des Systems bislang nicht behandelt wurde: Die Position der Doménen-
wand. Diese wird sich aber nicht als Problem herausstellen.

6.4.1 Abweichung der Magnonenfrequenzen

Die Betrachtung der Abweichungen zu den einzelnen Moden stellt am ehesten heraus,
wie sich der quantenmechanische Grundzustand darstellt. Wir werden im folgenden nur
die relativen Korrekturen (im Vergleich zu den Moden im klassischen Grundzustand)
betrachten, da groBe Abweichungen nur in der Nihe des kritischen Punktes und im Be-
reich kleiner Peierls-Barrieren auftreten.

Wir betrachten daher zunéchst die Abweichungen der beiden niedrigsten Moden nahe
des kritischen Punktes im Beispiel des Systems aus 30 Spins. Diese sind in Abb. 6.17 in

0 T ————
¥
At e
T
A
A
A sl

-0.05 |- P i
| / |
° /
£ 7
g
[ £
E ]
& /

-0.15 | 4 -

/
-0.2 -
Oy ——
_025 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 2

Abbildung 6.17: Korrekturen zu den beiden niedrigsten (lokalen Moden) in einem Sy-
stem aus 30 Gitterpldtzen, S = 30, K; = 0.1, nahe des kritischen Punktes.

Abhingigkeit von k geplottet. Wir stellen keinerlei tiberraschendes Verhalten fest: Na-

he des kritischen Punktes zeigen die beiden lokalisierten Moden grof8e Abweichungen,
wobei die den Phaseniibergang bestimmende Mode die grofiten Korrekturen aufweist.
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6.4 Magnonen und Korrekturen

Fiir die hGheren Moden, das Band, stellen wir fest, daf} die Korrekturen um zwei GroBen-
ordnungen kleiner sind. Beispiele dafiir sieht man in Abbildung 6.18, die im gleichen
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Abbildung 6.18: Korrekturen zu den hoheren Anregungsmoden in einem System aus 30
Gitterpldtzen, S = 30, K; = 0.1. Die Abweichungen sind extrem gering.

System aufgenommen wurde. Beachtenswert ist die Verinderung der GroBenskala auf
der Abszisse. Die Korrekturen erreichen hier Werte von maximal einem Promille nahe
des kritischen Punktes, wo auch diese Korrekturen am grof3ten sind.

Interessanter wird das Bild, wenn wir grolere Werte von k betrachten. Im System aus
30 Gitterplitzen stellen wir einen Zusammenbruch unserer Niherung bei k¥ = 4 fest:
Eine der Anregungsmoden wird hier (innerhalb der Genauigkeit des Powellschen Al-
gorithmus) Null. Haben wir es wieder mit einer gebrochenen Symmetrie zu tun? Die
Antwort darauf lautet: Im thermodynamischen Limes ja. Die Losung hier ist die, da3
es die Position der Dominenwand ist, die nicht klar definiert ist. Das Auftreten die-
ses Effektes erst bei hohen Werten von x ist damit zu begriinden, daB erst dort die
Barrierenhohe im Peierls-Potential hinreichend absinkt und in die Gro3enordnung der
Quantenkorrekturen kommt. In der Kontinuumstheorie des thermodynamischen Limes
bei Kk — oo ist dies tatsdchlich ein kontinuierliche Symmetrie, die die Existenz einer
Goldstone-Mode rechtfertigt. In unserem Falle kommt diese Mode nur (zu) nahe an
Null. Die Richtigkeit dieser Theorie 146t sich durch Betrachtung aller ,,Puzzlestiicke*
erschlieBen.

e Zunichst betrachten wir den Verlauf der niedrigsten Mode fiir zwei verschieden
grofle Systeme unter ansonsten gleichen Parametern (S = 30,x; =0.1), Abb. 6.19.
Es ist offensichtlich, da sich der Bereich der Absenkung der niedrigsten Mo-
de, der zunichst nur bei schmalen Winden kritisch wird, in groeren Systemen
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Abbildung 6.19: Verlauf der Korrektur der niedrigsten (lokalen) Moden fiir grofiere
Werte von « in relativ kleinen Systemen. Besonders bemerkenswert ist, wie schnell
sich die im Text beschriebene ,,instabile Region ausbildet.
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sowohl ausdehnt als auch ein niedrigeres Minimum aufweist. Die Begriindung
hierfiir ist, da schmale Doménenwénde sich in kleinen Systemen tatsidchlich
verschieben lassen, ohne da3 die Randeffekte die Symmetrie in diesem (ande-
ren) lokalen Minimum zu sehr erhdhen, daf3 dieses mehr gewéhlt wiirde. Werden
die Winde breiter, tritt aber gerade dieser Erhohungseffekt massiv ein, und das
Problem verschwindet. Sind nun mehr Gitterplidtze vorhanden, sinkt zum einen
der Energieunterschied zwischen den lokalen Maxima bei den schmalen Winden
derart, da3 die Mode noch mehr abgesenkt wird. Zum anderen wird er bei breite-
ren Winden klein genug, als daB3 diese auch verschoben werden konnten.

Die Peierls-Barriere zwischen den Minima féllt nach den Betrachtungen in Kapi-
tel 3 extrem schnell ab, siehe auch Abb. 3.11. Damit liegt die Barrierenhohe im
Bereich von k = 4 bereits lingst im Bereich der quantenmechanischen Korrektu-
ren.

Diese neue Goldstone-Mode findet ihren Ursprung in einem Nulleigenwert der
Matrix N. Diese ist s, zugeordnet, und auch eine weitere Untersuchung der Mode
deutet darauf hin, dal der Eigenwert < s, > hier maximal unbestimmt ist. Dies
weist auf die Spinflips hin, die fiir die Verschiebung der Wand nétig sind.

Fiir unterschiedliche demagnetisierende Energie sehen wir einen Plot in Abb.
6.20. Der Effekt wird mit steigender demagnetisierender Energie verschirft. Wir
hatten jedoch festgestellt, daf3 eine Art Quetschung der Prizession bei Erhohung



6.4 Magnonen und Korrekturen

von Ky auftritt, die die s,-Fluktuationen erhoht - also ein Flippen von Spins ein-
facher macht.

0.05

_0.25 1 1 1 1 1 1 1
1.4 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8 3

Abbildung 6.20: Die Korrektur zur niedrigsten Anregungsmode fiir verschiedene Werte
der demagnetisierenden Energie in einem System aus 10 Spins, S = 30, in Abhdngig-
keit von K.

Diese Fast-Symmetrie kann durch ein kiinstlich hinzugefiigtes Barrierenpotential ge-
brochen werden. Diesen Weg wollen wir nicht beschreiten, da unser ganzes Modell
dann eher zu einem theoretisch-kiinstlichen Modell hin verdndert wird, dessen Interpre-
tation vielleicht nicht immer klar ist. Daher wird in der Numerik einfach diese niedrige
Mode aus der Betrachtung entfernt, da sie ohnehin nur einen verschwindend kleinen
Beitrag zur Gesamtenergie liefert. Damit frieren wir die Diffusion ein.

6.4.2 Abweichung der Energie

Damit wollen wir die Betrachtung der Moden verlassen und einen Blick auf die Ener-
giekorrekturen werfen. Ein Beispiel hierfiir sehen wir in Abb. 6.21. Geplottet ist die Ab-
weichung der quantenmechanischen Energie im quantenmechanischen Grundzustand
von der quantenmechanische Energie im klassischen Grundzustand. Die Korrekturen
sind insgesamt extrem klein, nur am kritischen Punkt treten Werte bis zu 1% am Rande
des Ginzburg-Bereiches auf.

Mit den quantenmechanischen Grundzustinden und der dortigen Energie bewaffnet
sind wir nun bereit, Korrekturen zu Experimenten zu diskutieren.
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Abbildung 6.21: Die relative Korrektur der quantenmechanischen Energie im quan-
tenmechanischen Grundzustand zur quantenmechanischen Energie im klassischen
Grundzustand fiir ein System von 30 Spins, S = 30, k; = 0.1.

6.5 Korrekturen zum Experiment

Um eine Korrektur fiir das in Kapitel 2 besprochene Experiment herzuleiten, sind wir
vor mindestens ein grofleres Problem gestellt: Die out-of-plane-Anisotropie, also das,
was wir als demagnetisierendes Feld eingefiihrt haben, wurde bislang fiir die Monola-
gen noch nicht bestimmt. Es kann also nur eine tendenzielle Aussage gemacht werden.
Mit dem Wissen, daf3 in der Doppellage schon die leichte Richtung aus der Schichtebe-
ne heraus zeigt, kann man zumindest aussagen, daf} die demagnetisierende Energie der
Monolage nicht all zu grof} sein sollte. Diese Fragestellung ist natiirlich extrem rele-
vant, denn, denken wir zuriick an Kapitel 3, so haben wir dort ein korrigiertes kK zu 4
bestimmt. Dies liegt fiir sehr kleine demagnetisierende Felder gerade in dem Bereich,
in dem der Ubergang von einer Verschmalerung der Wand zu einer Verbreiterung der
Wand vorliegt. Ohne ein genaueres Wissen um die Demagnetisierung ist also schon
eine qualitative Aussage dariiber, ob und wie die in Abschnitt 3.5 hergeleiteten Korrek-
turen modifiziert werden miissen, hier nicht moglich.

Wir wollen dennoch zunichst kurz die Konsequenzen umreiflen, die sich aus den bis-
lang bestimmten Korrekturen ergeben, und danach ein (wenn auch fiktives) Beispiel
betrachten. Zunichst gibt es einen Bereich, in dem die Wénde durch die quantenme-
chanischen Effekte schmaler werden, die Breite der Wand ist kleiner. Nach (3.7) ist die
Breite im Kontinuumsmodell proportional der Wurzel aus k. Die Messung ergibt also
ein noch kleineres k., so da3 das Ergebnis im Gegensatz zum wahren Wert, vergleichen
wir mit Abb. 3.5, noch mehr verfilscht wird. In diesem Fall wird die quantenmechani-
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6.5 Korrekturen zum Experiment

sche Formkorrektur eine grolere Abweichung der Kontinuumstheorie auslosen.

Ab einem weiteren Punkt auf der k-Achse wird die Wand im ganzen breiter, so dal man
ein hoheres k¥ messen wiirde. Dies wiirde die Abweichungen vom Kontinuumsmodell
wiederum verkleinern und vielleicht bei sehr groflen k dann aufheben.

Im Bezug auf die Energie kann man natiirlich dhnliche Betrachtungen anstellen, da
auch diese Korrektur, abhéngig von den Parametern, groBer oder kleiner als Null sein
kann.

Zusammenfassend 146t sich also sagen, dal die Quantenkorrekturen keinerlei globale
Abweichung in eine bestimmte Richtung voraussagen. Ihre GroB3e und Art hingt voll-
kommen von den speziellen Materialparametern ab. Nur fiir fest bestimmte Parameter
1aBt sich eine eindeutige Aussage machen. Ein solche Wahl von Parametern wollen wir
nun quantitativ betrachten. Es wurde wiederum ein System aus 30 Spins gewibhlt, ein
demagnetisierendes Feld von k; = 0.1 und ein Spin von 15. In Abb. 6.22 ist das erwei-
terte Bild zu Abb. 3.5 zu sehen. Zunichst ist zu bemerken, dafl unterhalb von k¥ = 1.8

5
— c'4m diskret ' //

K=Kct A

4.5

Abbildung 6.22: Korrekturen zu x aufgrund der diskreten Struktur und der Quanten-
korrekturen fiir ein Beispielsystem mit S = 15, k; = 0.1. Aufgetragen ist wiederum K

gegen Kcr.

aufgrund der Ginzburg-Region keinerlei Ergebnisse im quantenmechanischen Fall vor-
liegen.

Die Quantenkorrekturen (rot) sind auf keinen Fall zu vernachlidssigen, und ihr Ver-
lauf bestitigt die eben qualitativ angesprochene Tendenz. Nahe des kritischen Punk-
tes weicht die Kurve nach unten von der rein diskreten Korrektur (griin) ab, kreuzt
sie dann bei etwa 2.05 und ergibt dann Werte, die nidher am wirklichen Wert von k
liegen. Dieses Anndherungsverhalten verstérkt sich bei groeren Werten von k noch,
allerdings miissen wir beachten, da} wir ein System von nur 30 Spins betrachten: Ab
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6 Quantenmechanische Formkorrekturen der Domanenwand

einem bestimmten Punkt lassen die Effekte der endlichen GroBe des Systems keinerlei
verldBlichen Fit zu. Man sieht also in diesem System dem Punkt nicht, an dem die im
Kontinuumsmodell bestimmten Werte nach oben vom echten Wert abweichen wiirden.
Dazu mii3ten groBere Systeme betrachtet werden, was prinzipiell auch moglich ist, aber
mehr Rechenleistung erfordert.
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7 Zusammenfassung

Dieses abschlieende Kapitel soll sowohl kurz zusammenfassen, welche Ergebnisse in
der Arbeit erzielt wurden als auch einen Ausblick geben auf das, was noch kommen
mag.

7.1 Was erreicht wurde...

In dieser Arbeit wurden die Gitterkorrekturen zum Verhalten der Blochwand zusam-
mengetragen, liberarbeitet und durch neueste Ergebnisse ergénzt. Inspiration hierzu ga-
ben vor allem das in Kapitel 2 beschriebene Experiment wie auch die in der Einleitung
erwihnte Literatur, die zeigt, dal Dominenwinde ein brandaktuelles Forschungsgebiet
darstellen. Zunidchst wurde hierzu das klassische System betrachtet. Wir haben die Kon-
tinuumsnédherung wiederholt und mit Hilfe der Landautheorie gezeigt, dal im diskreten
Gittermodell abhédngig vom Verhiltnis von Austauschwechselwirkung und Anisotropie
ein struktureller Phaseniibergang zwischen einer Ising-artigen und einer ausgedehn-
ten Domédnenwand stattfindet. Der kritische Punkt wurde sowohl fiir endliche Syste-
me als auch im thermodynamischen Limes bestimmt und das kritische Verhalten nahe
des Phaseniibergangs ausgewertet. Mit Hilfe dieser Informationen gelang es, eindeuti-
ge Korrekturen zu den im Experiment mit Hilfe von Kontinuumstheorie ausgewerteten
Wechselwirkungskonstanten herzuleiten.

Ebenfalls im klassischen Fall wurde die Mobilitdt der Domédnenwand untersucht. Die
Form und Ho6he der Peierls-Barriere wurde mit und ohne dufleres Feld bestimmt, indem
eine speziell fiir mikromagnetische Systeme entwickelte Methode fiir diesen Fall im-
plementiert werden konnte.

Fiir den bislang wenig untersuchten quantenmechanischen Fall wurde eine 1/S-Néhe-
rung im Winter-gedrehten System betrachtet. Es wurde gezeigt, daf} sich der so ent-
wickelte Hamiltonoperator auf eine quadratische Form reduzieren 148t. Fiir diese wurde
ein effizientes und numerisch implementierbares Losungsverfahren entwickelt. Mit Hil-
fe objektorientierter Programmierung wurden Klassen erstellt und optimiert, die dieses
Verfahren zur Anwendung bringen.

Durch dieses Programmpaket sowie analytische Methoden konnten zunichst Ergeb-
nisse fritherer Untersuchungen bestitigt und erweitert werden. Die Anregungsmoden
(Magnonen) der Domédnenwand wurden bestimmt und analysiert. IThre Auswirkungen
zeigen sich in Fluktuationskorrekturen und Energiekorrekturen, die eine Absenkung
der Energie und niedrigere gemessene Magnetisierung vor allem im Zentrum der Wand
voraussagen. Weiterhin wurde dem Hamilton-Operator eine demagnetisierende Energie
hinzugefiigt, die die im urspriinglichen System enthaltene kontinuierliche Azimuthal-
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symmetrie bricht und die daraus entstehende Goldstone-Mode hebt. Durch Analyse der
Moden wurden diese in ihrer Wirkung untersucht und die den Phaseniibergang treiben-
de Mode wurde identifiziert.

SchlieBlich wurde der vorhandene numerische und analytische Rahmen erfolgreich ge-
nutzt, um eine Korrektur zur Wandform zu errechnen, also die quantenmechanische
Energie in den Winkeln als Parameter zu minimieren. Es wurden klare Grenzen ge-
zeigt, innerhalb derer das Modell Anwendung finden kann. Die Korrekturen zur Wand-
form wiesen ein hochinteressantes Verhalten auf. Im Ising-Bereich gibt es, wie zu er-
warten war, keinerlei Formkorrekturen. Oberhalb und nahe des kritischen Punktes tritt
eine starke Abweichung in Richtung einer Ising-Wand auf. Durch Extrapolation in den
Ginzburg-Bereich der starken Fluktuationen konnte gezeigt werden, da3 der quanten-
mechanische kritische Punkt nach oben abweicht. Das System verweilt fiir einen grof3e-
ren Parameterbereich im Ising-artigen Zustand.

Die demagnetisierende Energie erhoht die Fluktuationen in der x-Richtung, wihrend
die in y-Richtung abnehmen. Mit Hilfe eines intuitiven und plausiblen Modells wurde
gezeigt, daB} die demagnetisierende Energie dazu tendiert, breitere Wénde zu erzeugen.
Daher ergibt sich ein qualitativ wechselndes Gesamtbild der Korrekturen. Nahe des
kritischen Punktes, wie oben erwidhnt, werden schmalere Winde erwartet. Der Einfluf3
dieser Fluktuationen nimmt zu hoherer Austauschwechselwirkung hin ab, so daf3 der
verbreiternde Einflul des demagnetisierenden Feldes zunimmt. Man erhilt zunéchst
einen verzerrten Zwischentyp Wand, in dem die dufleren Spins zu einer breiteren, die
inneren aber zu einer schmaleren Wand hin abweichen. SchlieBlich setzen sich die Kor-
rekturen aufgrund der Demagnetisierung durch, und die Wand wird im ganzen breiter!.
Im Rahmen der Untersuchung der Moden zeigte sich, dafl bei hoheren Verhiltnissen
von Austausch- und Anisotropiewechselwirkungen zum thermodynamischen Limes hin
eine weitere Goldstone-Mode auftritt. Die hierzu gehodrige Symmetrie ist die Position
der Doméanenwand. Aufgrund der in Kapitel 3 bestimmten Energiebarriere konnte ge-
zeigt werden, daf diese Wandposition im quantenmechanischen Fall leicht verschiebbar
ist, die GroBe der benotigten Energie kommt in den Bereich der Fluktuationskorrektur.
Es wurden Wege diskutiert, diesen ungewollten Effekt bei der Betrachtung der Wand-
form auszuschlieBen.

Abschliefend konnte nur festgestellt werden, daf3 die Korrekturen fiir das Experiment
wegen der schon qualitativ unterschiedlichen Korrekturen aufgrund des Unwissens um
den Wert der demagnetisierenden Energie nicht konkret berechnet werden konnten.
Fiir letzteren liegen leider noch keine MeBergebnisse fiir Monolagen Eisen auf Wolf-
ram[110] vor?.

IBreite 14Bt sich hier auf zweierlei Arten definieren. Zum einen kann auch im quantenmechanischen Fall
durch den Arkuskosinusfit die klassische Definition benutzt werden. Eine unabhéngige Definition im
Sinne einer gewichteten Summe ist auch moglich.

’Diese Messung stellt sich als nicht einfach heraus, wie in einem Gespriach mit Herrn Dipl.-Phys.
Pratzer zu erfahren war.
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7.2 ...und ein Ausblick

Vieles bleibt offen, was im Zeitrahmen dieser Arbeit leider nicht in Angriff genommen
werden konnte.

Im Bereich der Mobilitéit der Spins wire es hochinteressant, die Diffusion der Wand
beziehungsweise ihre Bewegung in einem Magnetfeld mit Hilfe der Ideen von Garanin
zu untersuchen, um unsere Berechnung des Peierlspotentials weitergehend zu nutzen.
Aber auch das Buch der Quantenmechanik ist noch lidngst nicht zu Ende geschrieben.
Es bleibt beispielsweise die Frage zu stellen, ob es eine Entwicklung gibt, die auch die
Betrachtung kleinerer Systeme konsistent ermoglicht. Auch sind hohere Korrekturen
sicherlich interessant. Man konnte beispielweise Terme hoherer Ordnung in den Ha-
miltonoperator einflieBen lassen.

Ein hehres Ziel ist auch die Erweiterung des Modells um ein magnetisches Feld. Es war
im Verlauf dieser Arbeit in der Diskussion, das Magnetfeld semiklassisch einzufiihren,
da der quantenmechanische Ausdruck in der 1/S-Entwicklung nach der Winter-Drehung
zu in den Erzeugern und Vernichtern linearen Termen fiihrt. Sieht man das Magnetfeld
aber als eine Form der Variation der Anisotropie, so 148t sich vielleicht ein Ansatz fin-
den, der das Verhalten der Wand in Anwesenheit eines Feldes ndherungsweise liefert.
Eine Erweiterung in mehreren Dimensionen wire auch von Vorteil. Man konnte dort
nicht nur die Entwicklung der Bloch-Wand studieren, sondern auch kompliziertere
zweidimensionale Phanomene, wie zum Beispiel die Vortexwand.

Auch die Mobilitit, von einem quantenmechanischen Standpunkt aus betrachtet, wire
ein grofles Forschungsgebiet. Die Bestimmung der Peierlsbarriere konnte innerhalb des
selben Formalismus wie in Kapitel 3 auch im quantenmechanischen Fall untersucht
werden, wenn es geldnge, einen Ausdruck zu finden, der nicht nur in der Nihe der klas-
sischen Losung Giiltigkeit besitzt. Dies wiirde aber vermutlich einen komplett anderen
Ansatz erfordern.

Einen solchem Ansatz konnten beispielsweise die spin coherent state-Pfadintegrale dar-
stellen. Theorien zur Auswertung dieser Integrale waren erst kiirzlich in der Literatur
vertreten, da ,,a number of unsatisfactory points and mysteries where the path integral in
coherent states is concerned‘(Koc95) auftreten. Diese hingen hauptsidchlich mit dem
Raum zusammen, auf welchem das Pfadintegral definiert wird, und sind hochgradig
nichttrivial. Die von Kochetov und Solari (Sol87) entdeckte, bislang nicht beachtete,
Zusatzphase stellte viele édltere Standardartikel, wie zum Beispiel (Kla79), in Frage. In
letzter Zeit gab es einige Artikel, die mit Hilfe der Zusatzphase ,,bessere’ Ergebnis-
se (SPG00; PAMBO02) vorweisen konnten, so daf} in baldiger Zeit vielleicht auch die
Blochwand in diesem Formalismus bearbeitet werden kann, selbst wenn dieser mathe-
matisch mit grofBter Vorsicht zu behandeln ist.

Zum Abschluf seien noch der Gilbert-Dampfung ein paar Worte gewidmet, auch wenn
sie nicht in direktem Zusammenhang zu dieser Arbeit steht. Sie ist eines der Mysterien,
die in der ,,Spinwelt“ noch bleiben, und es wire auch hochinteressant, den Magneto-
striktionsansatz dahingehend zu untersuchen.
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7 Zusammenfassung

Wall: Thus have I, Wall, my part discharged so;
And, being done, thus Wall away doth go.

— William Shakespeare

A Midsummer Night’s Dream

I 1, 253f
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A Das Tight Binding Modell

Im Allgemeinen beschreibt das Tight Binding Modell (TBM) den Grenzfall, in dem
die Elektronen einzelner Atome nicht mehr als isoliert angesehen werden konnen, da
ihre Wellenfunktionen zu iiberlappen beginnen, aber noch nicht hinreichend, als das
man Translationsinvarianz annehmen konnte. Die Periodizitit des Kernpotentials ist
also nicht vernachléssigbar, wie es in einem Elektronengasmodell oder Jellium der Fall
wiére.

Anwendung findet das TBM vor allen zur Beschreibung von Ubergangsmetallen und
Isolatoren. In dieser Arbeit sind es allerdings eher mathematische Entsprechungen, die
den Einsatz dieses Modells motivieren.

A.1 Losung des Modells

Wir wollen hier kurz die Losung des TBM mit Dirichlet-Randbedingung in dem ein-
fachen Fall skizzieren, der uns die Nullstellen der Chebyshev-Polynome liefert. Dazu
betrachten wir folgenden Hamiltonian:

L—1 L
H=)Y t(li><i+1|+]i+1><i])+) gli><il.
i=1 i=1

Eine hiufige Wahl ist = —1 und & = 2, die wir auch hier verwenden wollen'. Erfiillt
werden muf3 die Schrodinger-Gleichung H|¥ >= E|¥ >. Wir wihlen den Ansatz

L
¥>=Y ¥|j>
i=1
und erhalten

L—1 L L
HY> = =Y (li><i+l|+]i+1><i) Y Pl >+2 Y ¥jli><ilj>
=1 j=1 i,j=1

l
L
= Z(_lPi-H -, +2lpl)|l > .
i=1
Dabei haben wir die Randbedingungen folgendermafen eingefiihrt:

Yo=0=Y,.

'Thren Ursprung hat die Wahl in der Ahnlichkeit zu einer Laplace-artigen zweiten Ableitung.
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A Das Tight Binding Modell

Koeffizientenvergleich in der Schrodinger-Gleichung und der Ansatz ¥; = sinki erge-
ben
2sinki —sin(i+ 1)k —sin(i — 1)k = Esinki
2sinki — sinkicosk — coskisink — sinkicosk +coskisink = Esinki
2sinki(1 —cosk) = Esinki.
Es folgt also
E =2(1—cosk)

und mit Hilfe der zweiten Randbedingung

nimw
L+1°

0=sin(L+ 1)k = k=

Es fehlt noch die Normierung
<Y¥>=1.

Diese ist fiir unsere Zwecke nicht sehr ergiebig, daher soll sie an dieser Stelle ausgelas-
sen werden.

A.2 Anregungen der freien eindimensionalen Spinkette

Die Berechnung der Anregungen der freien eindimensionalen Spinkette lassen sich
auch auf eine Form des TBM zuriickfithren, die wir hier kurz herleiten und 16sen wol-
len.

Wir starten mit dem Hamilton-Operator fiir Heisenberg-Spins mit Anisotropie (4.2),
doch betrachten wir nun ein System, dem keinerlei Randbedingungen auferlegt sind.
Dieser Hamilton-Operator 146t sich leicht umschreiben zu

1 n
= —JZ < S+Sl+1+2Sl St + foH) KY (¢
i=1

Auch hier fiihren wir eine Holstein-Primakoff-Transformation in niedrigster Ordnung,

1SZ S+

J— f— J— n
h

1

£S_ = \/2561

1

ES* — V284",

sieche Anhang B, durch und erhalten bis in quadratische Ordnung

n—1

J . n
H = 1>S* <Eo —3 Y <a,~'ai+1 +aj+lai —ni_ni+1> Z )
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A.2 Anregungen der freien eindimensionalen Spinkette

Analog unserer Diskussion in Kapitel 5 halten wir nun wieder die Spins 1 und n fest,
also
<n >=0=<n, >,

so daB3 sie nur als Ankopplung vorhanden sind. Dies ist analog der Bedingungen von
Niez et al. (NAFL78).
Wir definieren ein ,,Hiipfen‘

und eine ,,Onsite-Energie’

1
25(21-1-21():8 Vie{2,....n—1}.
Transformieren wir nun die additive Konstante £y heraus und benutzen wir wieder die
bra-ket-Schreibweise, so erhalten wir den Tight Binding Hamiltonoperator:

Hl_

ors IZ li><i+1|+]i+1><i]) +8Z\z><z\

i=2 i=2

Dieses Problem 146t sich auf die selbe Art und Weise 16sen wie das erstere, man erhalt
als Energieeigenwerte in Einheiten von S und 2K

, SE
E' = 2K—H—K(l—cosk) (A.1)
wobei k = - mit natlirlicher Zahl a, so da} sich im Limes n — oo ein Anregungs-
band ergibt, dessen Bandkanten bei 1 und 1+ 2« liegen. Eine Darstellung der Losung
sieht man auch in Abb. A.1. Fiir k¥ = 0, also keinerlei Wechselwirkung zwischen den
Elektronen, zerfillt das System natiirlich in » unabhéngige Spins, es gibt nur noch eine
n-fach degenerierte Mode. Diese spaltet sich dann linear mit x auf.
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Abbildung A.1: Die Anregungsmoden der freien eindimensionalen Spinkette. Im ther-
modynamischen Limes ergibt sich ein Band mit wohldefinierten Bandkanten.
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B Die
Holstein-Primakoff-Transformation

Zunachst mochten wir fiir alle Interessierten auf das Paper verweisen, in dem historisch
diese Transformation eingefiihrt wurde (HP40). Was ist nun die Holstein-Primakoff-
Transformation (HPT)? Zunichst einmal ist klar, dal wir im klassischen Grenzfalle
eines jeden Heisenberg- oder Spinmodells, in dem der Spin gegen unendlich strebt, je-
de kollektive Anregung als eine Welle oder eine Uberlagerung von Wellen beschreiben
konnen. Dies ist eine Analogie zu den Phononen, hier werden allerdings die Gitterbau-
steine von ihren Gleichgewichtspositionen ausgelenkt.

Die Anregungen in einem magnetischen System nennt man Spinwellen, und wie bei
den Phononen nimmt man an, daf es eine kleinste Quantisierungseinheit gibt, die wir
Magnon nennen wollen. Phononen verhalten sich wie Teilchen, also kann man vermu-
ten, dafl auch Magnonen in einem Bild der zweiten Quantisierung beschrieben werden
konnen. Deshalb versucht man, den Hamilton-Operator des (ggf. erweiterten) Heisen-
berg-Modells mit Hilfe geeigneter Transformationen in diesem Sinne umzuformulieren.
Eine (und die am hiufigsten verwendete) Moglichkeit ist hierbei die HPT. Deren Defi-
nition und was sie auszeichnet, soll hier kurz zusammengefal3t werden.

Man geht aus von

1

£SZ = —S—I—n

1
ES_ = V2S¢(n)a
1

ES“L = V2Sa'¢(n).

Hierbei sind S* die Leiteroperatoren, und es ist

n=da und (Z)(n):,/l—%‘.

An dieser Stelle miissen schon mehrere Bemerkungen gemacht werden. Zum einen
wird dieser Formalismus offensichtlich unphysikalisch, sobald mehr als 25 Deviatio-
nen erzeugt werden. Die Eigenwerte des Zidhloperators n sollten also bei konkreten
Rechnungen immer in der Menge {0, 1,2,...,2S} enthalten sein.

Zum anderen sehen wir recht schnell, setzen wir die Spinvertauschungsrelationen an,
daB a und a' offenbar Bose-Operatoren sind:

[ai,a}] = 5,"

[ai,aj] = [aj-?a;] =0.
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B Die Holstein-Primakoff-Transformation

Die Definition dieser Operatoren scheint fast natiirlich, betrachtet man die Wirkung der
Auf- und Absteigeoperatoren auf Wellenfunktionen(HP40).

Was dennoch zuerst auffillt ist, dal die Funktion ¢ konkrete Berechnungen ob ihrer
Form sehr erschweren, wenn nicht unmdoglich machen wird. Man entwickelt daher die
Wurzel zu

2
n; n:
) o= -
0 (ni) 4S5~ 3282
1

wobei die letzte Zeile durch Umschreibung von nl’ auf Normalordnung erreicht werden
kann, z. B.

n? =n;+ (aj)zai2 .

Die Frage, die man sich nun stellen muB, ist sicherlich, unter welchen Umstinden man
diese Reihenentwicklung (die unter dem Namen 1/S-Entwicklung bekannt ist) abbre-
chen darf. Der Limes grofer S wird im allgemeinen auch als der klassische Limes be-
zeichnet.

Fiir unser Problem der quantenmechanischen Korrekturen zur Bloch-Wand ist er her-
vorragend geeignet.
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C Einblick in die numerischen
Losungen

In diesem Anhang werden die Header der entsprechenden Bibliotheken verdffentlicht
und teilweise diskutiert. Der komplette Code ist auf den Rechnern unserer Arbeitsgrup-
pe vorhanden und kann bei Bedarf gerne weiterverwendet/erweitert/verindert werden.

C.1 Die ,klassische Klasse*

Diese Klasse hat zwei Ziele: Zum einen Beschreibung der Spinkette im klassischen
Zustand, inklusive natiirlich Minimierung und Energien, zum anderen stellt sie alle
systembeschreibenden Parameter (Winkel, Energie, Wechselwirkungsparameter, Feld)
und die daraus abgeleiteten GroBen (z. B. jene zur Berechnung der Matrizen im quan-
tenmechanischen Fall) zur Verfiigung. Es gibt sie in zwei Varianten: Mit und ohne Un-
terstiitzung eines magnetischen Feldes. Die Header! #ndern sich hier wenig; es kom-
men einige Funktionen zum Bestimmen der Wandposition und verschieben derselben
hinzu. Intern ist es so, daB3 im Standardfalle von einer Symmetrie der Dominenwand
gegeniiber Spiegelung an der Wandmitte ausgegangen wird, bei Vorhandensein eines
Magnetfeldes wird diese Symmetrie jedoch gebrochen. Letzteres heifit aber auch, daf3
doppelt so viele freie Parameter in die Minimierung eingehen, was das System etwas
verlangsamt.

class punkt_C{

private:
// constants needed for minimization
static const double TOL;
static const double CGOLD;
static const double ZEPS;
static const double GOLD;
static const double GLIMIT;
static const double TINY;

'Ein sogenannter Header ist die Schnittstelle einer Klasse zum Rest eines Programmes. Er enthilt alle
Informationen, die der Anwender der Klasse benétigt, also die 6ffentlichen (public) Funktionen und
welche Variablenformate sie benotigen. Hier geben wir etwas mehr Einblick und zeigen auch die
sogenannten privaten Funktionen und Variablen, auf die von au3erhalb der Klasse nicht zugegriffen
werden kann.
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C Einblick in die numerischen Losungen

static const int ITMAX;
static const double EPS;

int ncom;

//global variables needed by linmin and subs
vector<double> pcom;
vector<double> xicom;

double kappa,kappa_d,b; //parameters

// effective systems size (number of independent angles)
long size;

public:
long size () {return size;}
vector<double> p; //angles

//constructor
punkt_C (const long spins,const double ki = 1.,
bool secure=false, const double kdi = 0.,

const double bi = 0.)
:kappa (ki) , kappa_d(kdi), b (bi)
{if (secure) ({secure_startup(spins);}
else {startup(spins);}}

//empty constructor
punkt_C() {}
//classical energy
double eclassic();
//system status
void show_system_status () ;
//reset and get parameters
void set_kappa (const double kain);
void set_kappa_d(const double kadin=0.0);
void set_b(const double bi=0.0) {b=bi;}
double get_kappa_d() {return kappa_d;}
double get_kappa () {return kappa;}

#ifdef QOM_FUNC
//the matrix element functions
inline double A (int 1i);

inline double B(const int i) {return (-kappa/2.);}
inline double C(int 1);
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C.1 Die ,klassische Klasse*

inline double D(int 1);

//derivatives: dA_i/dTheta_j

inline double dA(int 1i,int 3);

inline double dB(const int i,const int Jj) {return (0.);}
inline double dC(int i,int 7j);

inline double dD(int i,int 3j);

#endif

private:

double eclassic (vector<double> pos);

void secure_startup(const int init);

void startup(const int init);

void cleanup () ;

// variant: 0: ising, 1: linear (kappa infinite),

// 2: continuum

void startpunkt (const int init,const short variant);
vector<double> derivative();

//minimization algorithms

double fldim(const double x);

double brent (double &ax, double &bx, double &cx,

const double tol, double &xmin);

void linmin (vector<double> &xi,vector<double> &p,
double &fret);

void mnbrak (double &ax, double &bx, double &cx,
double &fa, double &fb, double &fc);

// Minimierung
void minimize (double ftol, int &iter,double &fret);

i

Einige Bemerkungen zu manchen der Funktionen mdgen von nutzen sein.

Konstruktor

Offensichtlich gibt es zwei Arten, eine Instanz der Klasse zu erschaffen, ndmlich ,,si-
cher“und ,,nicht sicher. Der Unterschied ist leicht erklért. Die sichere Variante nutzt als
Startkonfiguration den linearen Fall von unendlich groem x, minimiert fiir kK = 1000
und setzt diesen Parameter dann (unter sukzessiver Minimierung) langsam auf den Ziel-
wert herab. Dieser Startvorgang dauert etwas ldnger, hat sich aber als viel genauer als
die andere Variante erwiesen, in der direkt fiir das Zielverhiltnis der Wechselwirkungen
mit der Ausgangsbedingung aus dem Kontinuumsmodell minimiert wird.
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C Einblick in die numerischen Losungen

Die demagnetisierende Energie

Es ist historisch begriindet, dafl dieser Parameter (obwohl er keinerlei Einflufl auf den
klassischen Fall hat) noch hier gespeichert ist. Es hat jedoch den Vorteil, dal man direkt
wieder klassisch minimieren kann, wenn der Wert neu gesetzt wird. Es ist sinnvoll, dies
zu tun, da dieser Parameter, beispielsweise wenn man den Ginzburg-Bereich verlaft,
das System in eine stabile Lage iiberfiihren kann, in der dann neu quantenmechanisch
minimiert wird — wieder von der klassischen Losung aus.

Die Ableitungen von A,B,C,D

Diese sind hauptsichlich fiir eine potentielle Implementation? der Feynman-Hellmann-
Methode schon jetzt der Klasse hinzugefiigt, aber im Moment unbenutzt.

C.2 Die quantenmechanische Klasse

Dieser Klasse sieht man an, daf3 sie mit der Zeit gewachsen ist. Einige der Funktionen
sind sicherlich nur fiir konkrete physikalische Hintergrundfragen interessant. Die Viel-
zahl der Moglichkeiten, die das Modell bietet, sind sicher noch nicht ganz ausgenutzt.

class punkt_OM {

private:
// constants needed for minimization
static const double TOL;
static const double CGOLD;
static const double ZEPS;
static const double GOLD;
static const double GLIMIT;
static const double TINY;
static const int ITMAX;

//global variables needed by linmin and subs
int ncom;

vector<double> pcom;

vector<double> xicom;

punkt_C x;
bool randspinfest;

long S;

public:

’Eine Implementation eines Algorithmus ist dessen konkrete Umsetzung in einer Programmiersprache.
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C.2 Die quantenmechanische Klasse

//constructor

punkt_QM(const long spins,const double ki = 1.,
bool secure=false, const double kdi = 0.,
const double bi = 0.,const bool rsfi=false,
const long Sin=1000);

//get modes

vector<double> get_niez();

//get gm minimum position (minimizes)

vector<double> get_minimum() ;

vector<double> get_minimum_droplowest () ;

//get deviations of z-component in current state

vector<double> get_state();

//get s_x"2 and s_y~2

vector<double> get_sxy_dev(const bool xy);

//test functionability of MTL

void test ();

//set parameters

void set_kappa (const double kain) {x.set_kappa (kain);}

void set_kd(const double kadin) {x.set_kappa_d(kadin);}

void set_spin(const long sin) {S=sin;}

// tries to variate the angles to see how M-EV evolves

void wackel ();

// relation of angles

void angle_relation();

// eigenvalues of N, independent of M-diagonalization

void diag_N{();

// angles...

vector<double> get_p () {return x.p;}

// status

void show_system_status () ;

double gmenergy () {return gm_energy(x.p,false);}
double eclassic() {return x.eclassic();}
private:

// transformation matrices of whole Bogoliubov
// transformation
void get_bogo (gm_matrix& momentumR,

gm_matrix& positionR);

// the dl means "drop lowest"
vector<double> modes (bool& zeroev);

double gm_energy (vector<double> pos,const bool dl);

//minimization algorithms
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C Einblick in die numerischen Losungen

double fldim(const double x,const bool dl);
double brent (double &ax, double &bx, double &cx,
const double tol, double &xmin, const bool dl);

void linmin (vector<double> &xi,vector<double> &p,
double &fret,const bool dl);

void mnbrak (double &ax, double &bx, double é&cx,
double &fa, double &fb, double &fc,

const bool dl);

//minimization
void minimize (double ftol, int &iter,double &fret,
const bool dl);
}i

Die meisten hier erwidhnten Funktionen sollten selbsterkldarend sein, deshalb nur ein
paar Worte zu jenen, die es nicht sind.
drop lowest

Die Idee hierbei war, die beiden niedrigsten Eigenwerte nahe des kritischen Punktes
zu vernachldssigen. Das ermdglicht die Bestimmung eines Minimums im Ginzburg-
Bereich, ist aber physikalisch sehr fragwiirdig, da gerade das Verhalten dieser beiden
(lokalen!) Moden das System ausmacht.

Die Erwartungswerte der Abweichungen

Hier ist eine Stelle, an der man gut zu Erweiterungen ansetzen konnte. Es ist im Prinzip
kein Problem, die Erwartungswerte zum Beispiel auch in Zustinden mit Anregungen
zu erhalten.
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