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Einleitung

In dieser Arbeit besch�aftigen wir uns mit der Sch�atzung von Parametern in zeitdiskreten er-

godischen Markovprozessen im allgemeinen und im sogenannten Cox-Ingersoll-Ross-Modell

im besonderen. Betrachten wir die eindimensionale stochastische Di�erentialgleichung

dYt = (a+ bYt) dt+ �
q
Y +
t dWt; (1)

mit den Parametern a; b 2 R und � > 0, wobei W eine Standard-Brownsche Bewegung

und x+ := max(x; 0) der Positivteil ist. Gleichung (1) hat f�ur jede vorgegebene Startvertei-

lung eine eindeutige und globale starke L�osung (Yt)t�0. F�ur a > 0, b < 0 und eine auf R�0
konzentrierte Startverteilung erh�alt man das 1985 von Cox, Ingersoll und Ross zur Beschrei-

bung der Entwicklung von Zinsraten vorgeschlagene Modell, siehe [CIR]. Wir bezeichnen

es kurz als CIR-Modell und die entsprechende L�osung von (1) als CIR-Proze�. Diese ist

ein Di�usionsproze�, d.h. ein Markov-Proze� mit stetigen Pfaden. Vom Standpunkt des

Anwenders aus hat das Modell unter anderem die Vorz�uge, da� die L�osung (Yt)t�0 stets

nichtnegativ bleibt und f�ur t!1 schwach gegen eine Gammaverteilung konvergiert. Ziel

dieser Arbeit ist es nun, die Parameter a; b; �2 aufgrund von Beobachtungen des Prozesses

zu �aquidistanten diskreten Zeitpunkten n � � der Schrittweite � > 0 zu sch�atzen. Man

betrachtet also den Proze� (Xn)n2N0 mit

Xn := Yn��; n 2 N0;

den wir als diskretisierten CIR-Proze� bezeichnen. Dieses Beispiel einer diskret beobachte-

ten Di�usion f�uhrt uns zum allgemeinen Problem der Parametersch�atzung in zeitdiskreten

Markov-Prozessen. Die Analyse dieses Problems bildet den Schwerpunkt der Arbeit, die

wie folgt aufgebaut ist:

Kapitel 1 gibt einen kurzen �Uberblick �uber die wichtigsten Eigenschaften des CIR-

Prozesses, wobei die meisten einschl�agigen Resultate ohne Beweis aus [IW] entnommen

sind. Eine Ausnahme bildet insbesondere Satz 1.1.4, wo wir eine explizite Darstellung f�ur

die n-ten Momente des Prozesses beweisen.
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In Kapitel 2 besch�aftigen wir uns dann mit dem Problem der Parametersch�atzung im

allgemeinen Kontext. Ausgangspunkt ist ein zeitdiskreter stochastischer Proze� (Xn)n2N0 ,

dessen Verteilung von einem d-dimensionalen Parameter � 2 � � Rd abh�angt. Die grund-

legende Annahme ist, da� (Xn)n unter jedem � 2 � ein homogener und ergodischer

Markovproze� ist, zum Beispiel ein zu diskreten �aquidistanten Zeitpunkten beobachteter

Di�usionsproze�. Zur Sch�atzung von � st�utzen wir uns auf die Methode der Martingal-

Sch�atzfunktionen und -Sch�atzgleichungen, die in ihrer allgemeinen Form insbesondere von

Bibby und S�rensen, beginnend mit [BS], eingehend untersucht wurde. Eine Sch�atzfunktion

Gn(�) � Gn(X0; : : : ; Xn; �)

ist eine Rd-wertige Funktion des Parameters � und der ersten n Beobachtungen des Pro-

zesses. Unter geeigneten Voraussetzungen erh�alt man einen Sch�atzer f�ur den Parameter �

durch eine L�osung der Gleichung

Gn(�) = 0: (2)

Bildet die Folge (Gn(�))n unter jedem � 2 � ein Martingal, so spricht man von einer

Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen. Nach einem �Uberblick �uber die ben�otigten Vor-

aussetzungen und Hilfss�atze wird in Abschnitt 2.3, der wesentlich auf [S�r] aufbaut, der

Begri� der (stark) konsistenten L�osung einer Sch�atzgleichung de�niert und die Frage nach

der Existenz und Asymptotik solcher L�osungen gestellt. Lemma 2.3.3 enth�alt ein wichtiges

technisches Hilfsresultat �uber lokal dominiert integrierbare Funktionen. Im Anschlu� an

[S�r] werden dann vier Bedingungen formuliert, die in unterschiedlicher Kombination die

Existenz sowie asymptotische Normalit�at von L�osungen der Sch�atzgleichung (2) sichern.

Theorem 2.3.5 enth�alt zun�achst ein Resultat zur asymptotischen Normalit�at einer vorge-

legten konsistenten L�osung von (2). In Satz 2.3.6 beweisen wir dann
"
f�ur schlie�lich alle

n\ die Existenz von L�osungen der Sch�atzgleichung (2) in beliebig kleinen Umgebungen

eines jeden Punktes � 2 �. Dieses Resultat liefert jedoch noch nicht die Existenz einer

konsistenten Sch�atzfolge, da unsere Bedingungen lokaler Natur sind und somit die Eindeu-

tigkeit der L�osung von (2) nicht sichergestellt ist. Damit steht man vor dem Problem, aus

der L�osungsmenge der Gleichung (2) eine Auswahl derart zu tre�en, da� die resultierende

Sch�atzfolge (me�bar und) konsistent wird. Zur L�osung dieses Problems folgen wir einer Idee

von [Leh] und [Pfa]: nimmt man als zus�atzliche Voraussetzung die Existenz eine konsisten-

ten Folge von Hilfssch�atzern an, so kann unter deren Verwendung eine konsistente L�osung

von (2) konstruiert werden. Diese Konstruktion wird in Theorem 2.3.8, dem Hauptresultat

dieses Abschnitts, durchgef�uhrt. Der anschlie�ende Abschnitt 2.4 enth�alt eine Anwendung

der bisher erzielten Resultate auf das Problem der Likelihood-Sch�atzung. Es stellt sich her-

aus, da� praktisch dieselben Bedingungen, die die Existenz einer konsistenten L�osung der

Likelihood-Gleichung liefern, auch lokal-asymptotische Normalit�at, kurz: LAN, an jeder

Stelle � 2 � sicherstellen; dies ist der Inhalt von Theorem 2.4.2. Abschnitt 2.5 enth�alt eine
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kurze und elementare Diskussion asymptotisch optimaler Sch�atzfunktionen. Diese sind da-

durch ausgezeichnet, da� die als L�osung von (2) de�nierte Sch�atzfolge die kleinstm�ogliche

asymptotische Varianz innerhalb einer gewissen Klasse von Sch�atzfunktionen hat. In dem

der Cram�er-Rao-Schranke
"
nachempfundenen\ Lemma 2.5.1 wird eine einfache hinreichen-

de Bedingung f�ur Optimalit�at in diesem Sinne angegeben. Als Beispiel untersuchen wir

anschlie�end die Klasse der quadratischen Sch�atzfunktionen; bei diesen handelt es sich um

gewichtete Kombinationen der bedingten Erwartung und der bedingten Varianz. In Satz

2.5.2 werden optimale Gewichte f�ur diese Klasse berechnet.

In Kapitel 3 kehren wir zum diskretisiertenCIR-Proze� zur�uck und untersuchen zun�achst

quadratische Martingal-Sch�atzfunktionen. Im Unterabschnitt 3.2.1, der sich an der Arbeit

[OR] von Overbeck und Ryd�en orientiert, wird zun�achst unter Verwendung des Conditio-

nal Least Squares-Ansatzes eine Sch�atzfolge f�ur den Driftkoe�zienten (a; b) konstruiert.

Anschlie�end werden zwei Sch�atzfolgen f�ur den Di�usionskoe�zienten �2 vorgeschlagen.

Daraus ergeben sich zwei Sch�atzfolgen (�̂n)n und (~�n)n f�ur (a; b; �
2), die sich als stark kon-

sistente L�osungen quadratischer Martingal-Sch�atzgleichungen herausstellen; dies ist die

Aussage von Theorem 3.2.6. In Theorem 3.2.8 zeigen wir asymptotische Normalit�at f�ur

beide Sch�atzfolgen unter Verwendung der allgemeinen Ergebnisse aus Kapitel 2. Da die

asymptotischen Varianzen der beiden Sch�atzfolgen auf analytischem Wege nicht verglichen

werden kann, wird in Unterabschnitt 3.2.2 die Frage nach der optimalen quadratischen

Sch�atzfunktion im Sinne von Abschnitt 2.5 f�ur das CIR-Modell aufgeworfen. In Theorem

3.2.9 wird gezeigt, da� ein solches Element sowie eine zugeh�orige Sch�atzfolge (�̂�n)n, die die

kleinstm�ogliche asymptotische Varianz in dieser Klasse realisiert und damit
"
besser\ als

(�̂n)n und (~�n)n ist, tats�achlich existieren. Der letzte Abschnitt der Arbeit befa�t sich dann

mit Likelihood-Sch�atzung und lokal-asymptotischer Normalit�at im diskretisierten CIR-

Modell. Die Ergebnisse aus Kapitel 2 werden verwendet, um die Existenz einer eindeutigen

stark konsistenten L�osung der Likelihood-Gleichung sowie LAN an jeder Stelle (a; b; �2)

des Parameterraumes zu zeigen. Der Nachweis der LAN-Bedingung (mit Ausnahme der

Invertierbarkeit der Fisher-Information) �ndet sich ebenfalls in der Arbeit [OR]. Die Auto-

ren beschr�anken sich allerdings auf das Submodell derjenigen Parameterwerte (a; b; �2) mit

2a=�2 > 1; diese Einschr�ankung stellt sich jedoch (anders als bei Beobachtung in stetiger

Zeit, siehe [Ove]) als unn�otig heraus.

Die Arbeit schlie�t mit einem Anhang, in dem wir einige ma�theoretische Hilfsmittel

zusammengestellt haben. Insbesondere formulieren und beweisen wir eine einfache Version

des
"
Measurable Selection Theorem\ f�ur mengenwertige Abbildungen.
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Kapitel 1

Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

1.1 Einf�uhrung und grundlegende Eigenschaften des

Modells

Betrachte die eindimensionale stochastische Di�erentialgleichung

dYt = (a+ bYt) dt+ �
q
Y +
t dWt;

Y0 � �
(1.1.1)

mit einer eindimensionalen Standard-Brownschen Bewegung (Wt)t�0, den Parametern a; � >

0 und b < 0 sowie der Startverteilung �. In [CIR] schlugen Cox, Ingersoll und Ross vor,

die Dynamik von Zinsraten durch die L�osung (Yt)t�0 von (1.1.1) zu beschreiben; daher ist

das Modell als Cox-Ingersoll-Ross-Modell (kurz: CIR-Modell) bekannt.

Nach [IW], S. 235 f. gibt es f�ur jedes auf R�0 konzentrierte Wahrscheinlichkeitsma� �

eine eindeutige und globale starke L�osung von (Yt)t�0 von (1.1.1). Diese ist nichtnegativ,

Yt � 0 f�ur alle t � 0, also kann Y +
t in (1.1.1) durch Yt ersetzt werden. Da die Di�erential-

gleichung (1.1.1) vom Markov-Typ ist, ist (Yt)t�0 ein Markovproze� mit stetigen Pfaden,

d.h. ein Di�usionsproze�; der zugeh�orige Generator ist nach [IW], S. 236 gegeben durch

Lf(x) =
�2

2
x
d2

dx2
f(x) + (a+ bx)

d

dx
f(x):

Da wir uns nur f�ur die Verteilungen des Prozesses interessieren, k�onnen wir davon ausgehen,

da� (Yt)t�0 als kanonischer Proze� auf dem kanonischen Pfadraum C ([0;1)) vorliegt: sei

(Qt)t�0 die Markov-Halbgruppe von (Yt)t�0 und 
 := C([0;1)) der kanonische Pfadraum

versehen mit der von den Koordinatenprojektionen

Yt : 
 = C([0;1)) 3 ! 7! !(t) = Yt(!)

1



2 Kapitel 1: Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

erzeugten �-Algebra A. Dann gibt es eine Familie von Wahrscheinlichkeitsma�en fP x : x �
0g auf (
;A), so da� der kanonische Proze� (Yt)t�0 unter P x ein Markovproze� (bez�uglich

der kanonischen Filtration F = (Ft)t�0, Ft := �(Ys : 0 � s � t)) mit Halbgruppe (Qt)t�0
und Startverteilung �x ist. Schreibe Ex f�ur Erwartungswerte unter dem Wahrscheinlich-

keitsma� P x.

In [IW], S. 236 wird mit Hilfe der Itô-Formel die Laplace-Transformierte des CIR-

Prozesses berechnet. Sie ist gegeben durch

 Yt(�;x) := Ex
�
e��Yt

�
=

�
ct

ct + �

�q+1

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
; x � 0; t > 0;

(1.1.2)

wobei

q := 2a=�2 � 1 > �1 (1.1.3)

und

ct := � 2b

�2(1� ebt)
> 0: (1.1.4)

Die Darstellung (1.1.2) f�ur die Laplace-Transformierte kann verwendet werden, um zu

zeigen, da� die Halbgruppe (Qt)t�0 desCIR-Prozesses durch eine Lebesgue-Dichte gegeben

ist. Dazu de�nieren wir f�ur t > 0 und x; y � 0

pt(x; y) = pt(x; y; a; b; �
2) := cq+1

t yq exp(�cty � cte
btx) �

1X
j=0

(c2tyxe
bt)j

j!�(q + j + 1)
(1.1.5)

mit q und ct wie in (1.1.3) und (1.1.4). O�ensichtlich ist pt stetig in (x; y) f�ur jedes feste

t > 0.

Lemma 1.1.1 Es gilt

8t > 0; x � 0 : Qt(x; dy) = L(Yt j P x)(dy) = pt(x; y) dy:

Beweis Seien t > 0, x � 0 und � � 0 beliebig. Dann haben wir unter Verwendung der
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Substitution z := (�+ ct)yZ 1

0

e��ypt(x; y) dy = cq+1
t exp(�ctebtx)

Z 1

0

yqe�(�+ct)y
1X
j=0

(c2tyxe
bt)j

j!�(q + j + 1)
dy

= cq+1
t exp(�ctebtx)

1X
j=0

(c2txe
bt)j

j!�(q + j + 1)

Z 1

0

yq+je�(�+ct)y dy

= cq+1
t exp(�ctebtx)

1X
j=0

(c2txe
bt)j

j!�(q + j + 1)

Z 1

0

�
z

�+ ct

�q+j

e�z
dz

�+ ct

=

�
ct

�+ ct

�q+1

exp(�ctebtx)
1X
j=0

1

j!

�
c2txe

bt

�+ ct

�j
1

�(q + j + 1)

Z 1

0

zq+je�z dz| {z }
=�(q+j+1)

=

�
ct

�+ ct

�q+1

exp(�ctebtx) exp
�
c2txe

bt

�+ ct

�
=  Yt(�;x):

Da ein Wahrscheinlichkeitsma� durch seine Laplace-Transformierte eindeutig festgelegt ist,

folgt die Behauptung. Die Vertauschung von Integration und Grenz�ubergang in der zweiten

Zeile kann dabei wie folgt gerechtfertigt werden: de�niere eine Konstante C0 = C0(t;x)

durch

0 < C0 :=
1X
j=0

(2ctxe
bt)j

�(q + j + 1)
<1: (1.1.6)

Dann folgt f�ur beliebiges y � 0 und n 2 N0

0 �
nX
j=0

(c2tyxe
bt)j

j!�(q + j + 1)
=

nX
j=0

(2ctxe
bt)j

�(q + j + 1)| {z }
�C0

�(cty=2)
j

j!
� C0

1X
j=0

(cty=2)
j

j!
= C0e

cty=2:

Nun ist wegen ct > 0 und q > �1 f�ur jedes � � 0 die Funktion

y 7! yqe�(�+ct)y � C0e
cty=2 = C0y

qe�(�+ct=2)y

integrierbar auf [0;1), also folgt mit dominierter Konvergenz

Z 1

0

yqe�(�+ct)y
1X
j=0

(c2tyxe
bt)j

j!�(q + j + 1)
dy =

1X
j=0

(c2txe
bt)j

j!�(q + j + 1)

Z 1

0

yq+je�(�+ct)y dy:

�
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Bemerkung Insbesondere folgt aus den obigen �Uberlegungen auch, da�

pt(x; y) = cq+1
t yq exp(�cty � cte

btx) �
1X
j=0

(c2tyxe
bt)j

j!�(q + j + 1)

� cq+1
t yq exp(�cty � cte

btx) � C0(t;x)e
cty=2

= cq+1
t C0(t;x) exp(�ctebtx)| {z }

=:C(t;x)

�yqe�cty=2
(1.1.7)

Dabei ist f�ur festes t > 0 die Funktion x 7! C(t;x) o�enbar stetig. Mit dominierter

Konvergenz folgt sofort, da� f�ur jede Borelmenge A � R�0 und festes t > 0 die Funktion

x 7! Qt(x;A)

stetig ist. �

Lassen wir im Ausdruck (1.1.2) f�ur die Laplace-Transformierte t!1 streben, so ergibt

sich wegen ct
t!1���! �2b=�2

8x � 0; � � 0 :  Yt(x;�)
t!1���!

� �2b=�2
�2b=�2 + �

�q+1

: (1.1.8)

Dies ist die Laplace-Transformierte einer Gamma-Verteilung �(�; r) mit Parametern

� := q + 1 =
2a

�2
; r := �2b

�2
; (1.1.9)

d.h. einer Verteilung mit der Lebesgue-Dichte

x 7! 1(0;1)(x)
r�

�(�)
x��1e�rx:

Mit dem Stetigkeitssatz f�ur die Laplace-Transformierte folgt, da� der Proze� (Yt)t�0 unter

jedem P x, x � 0, schwach gegen �(dx) := �(�; r)(dx) konvergiert:

8x � 0 : Yt
L���!

t!1
� unter P x: (1.1.10)

Als Konsequenz hieraus ergibt sich:

Lemma 1.1.2 Der CIR-Proze� besitzt ein eindeutig bestimmtes invariantes Wahrschein-

lichkeitsma�, welches durch � gegeben ist. F�ur jede Borelmenge A � R�0 gilt also

8t � 0 : �(A) =

Z
R�0

�(dx)Qt(x;A): (1.1.11)
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Beweis F�ur t = 0 ist die Aussage klar. Sei t > 0 beliebig. Es gen�ugt, (1.1.11) f�ur

Intervalle A = [0; a], a > 0 nachzuweisen. Diese sind �-randlos, da � als Gammaverteilung

keine Punktmassen hat. Nach dem
"
Portmanteau-Theorem\ folgt also aus (1.1.10)

8x � 0 : Qs(x;A)
s!1���! �(A): (1.1.12)

F�ur ein beliebiges x � 0 ergibt sich

�(A) = lim
s!1

Qt+s(x;A) = lim
s!1

Z
R�0

Qs(x; dy)Qt(y; A) =

Z
R�0

�(dx)Qt(x;A);

wobei beim letzten Schritt die schwache Konvergenz (1.1.10), die Stetigkeit von y 7!
Qt(y; A) sowie Qs(x; �) = L(Ys jP x) benutzt wurde. Somit ist � invariant f�ur (Qt)t�0. Ist

nun � ein beliebiges invariantes Ma�, so folgt wegen (1.1.12) mit dominierter Konvergenz

�(A) =

Z
R�0

�(dx)Qt(x;A)
t!1���!

Z
R�0

�(dx)�(A) = �(A);

das zeigt die Eindeutigkeit von �. �

Wir halten fest, da� eine gem�a� � verteilte Zufallsvariable Z endliche Momente belie-

biger Ordnung hat; insbesondere gilt

E[Z] = �a
b
; Var[Z] =

a�2

2b2
: (1.1.13)

Wir wollen nun die Darstellung (1.1.2) der Laplace-Transformierten verwenden, um zu

zeigen, da� der CIR-Prozess unter jedem P x, x � 0 endliche Momente beliebig hoher

Ordnung hat. Dazu ben�otigen wir die Ableitungen der Laplace-Transformierten nach �:

Lemma 1.1.3 Seien t > 0; x � 0 beliebig. Dann existieren die Ableitungen beliebig hoher

Ordnung der Funktion � 7!  Yt(�;x) auf [0;1) und sind gegeben durch

dn

d�n
 X(t)(�;x) =  X(t)(�;x) �

�
ct

ct + �

�2n

� pn(�;x; t)

=

�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
� pn(�;x; t); � � 0

(1.1.14)

mit

pn(�;x; t) := (�1)n
nX

k=0

�
n

k

� �
ct + �

c2t

�k

(xebt)n�k
kY

j=1

(q + n� k + j); (1.1.15)

und der Konvention
Q0

j=1 � � � = 1.
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Beweis Wir f�uhren Induktion nach n. F�ur n = 0 ist p0(�;x; t) � 1 und Gleichung (1.1.14)

gilt trivialerweise.

Ist nun die Behauptung f�ur ein n schon gezeigt, so haben wir nach Induktionsvoraussetzung

dn+1

d�n+1
 Yt(�;x) =

d

d�

"�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
� pn(�;x; t)

#

=
d

d�

"�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�#
� pn(�;x; t)

+

�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
� d

d�
[pn(�;x; t)] :

(1.1.16)

Nun ist

d

d�

"�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�#

= (q + 1 + 2n)

�
ct

ct + �

�q+2n

� �ct
(ct + �)2

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
+

�
ct

ct + �

�q+1+2n

� ��xebt� � ct(ct + �)� �ct
(ct + �)2

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
= �

�
ct

ct + �

�q+3+2n

exp

�
�xebt �ct

ct + �

�
�
�
(q + 2n+ 1)

ct + �

c2t
+ xebt

�
(1.1.17)

und

d

d�
pn(�;x; t) = (�1)n

nX
k=1

�
n

k

�
�k �
�
ct + �

c2t

�k�1

� 1
c2t
� �xebt�n�k kY

j=1

(q+n�k+ j): (1.1.18)

Einsetzen von (1.1.17) in (1.1.16) ergibt

dn+1

d�n+1
 X(t)(�;x)

= �
�

ct
ct + �

�q+3+2n

exp

�
�xebt �ct

ct + �

�
�
�
(q + 2n+ 1)

ct + �

c2t
+ xebt

�
� pn(�;x; t)

+

�
ct

ct + �

�q+1+2n

� exp
�
�xebt �ct

ct + �

�
� d

d�
pn(�;x; t)

=

�
ct

ct + �

�q+3+2n

exp

�
�xebt �ct

ct + �

�
�

�
"
�
�
(q + 2n+ 1)

ct + �

c2t
+ xebt

�
� pn(�;x; t) +

�
ct + �

ct

�2

� d

d�
pn(�;x; t)

#
:

(1.1.19)
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Die gro�e eckige Klammer in (1.1.19) berechnet sich unter Verwendung von (1.1.18) zu

"
�
�
(q + 2n+ 1)

ct + �

c2t
+ xebt

�
� pn(�;x; t) +

�
ct + �

ct

�2

� d

d�
pn(�;x; t)

#

= �
�
(q + 2n+ 1)

ct + �

c2t
+ xebt

�
� (�1)n

nX
k=0

�
n

k

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n�k kY
j=1

(q + n� k + j)

+

�
ct + �

ct

�2

� (�1)n
nX

k=1

�
n

k

�
� k �

�
ct + �

c2t

�k�1

� 1
c2t
� �xebt�n�k kY

j=1

(q + n� k + j)

=
k=i

(�1)n+1(q + 2n+ 1)
nX
i=0

�
n

i

��
ct + �

c2t

�i+1 �
xebt

�n�i iY
j=1

(q + n� i+ j)

+ (�1)n+1
nX

k=0

�
n

k

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
kY

j=1

(q + n� k + j)

+ (�1)n
nX
i=1

�
n

i

�
� i �
�
ct + �

c2t

�i+1

� �xebt�n�i iY
j=1

(q + n� i+ j)

=
i+1=k

(�1)n+1(q + 2n+ 1)
n+1X
k=1

�
n

k � 1

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
k�1Y
j=1

(q + n+ 1� k + j)

+ (�1)n+1
nX

k=0

�
n

k

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
kY

j=1

(q + n� k + j)| {z }
=(q+n�k+1)�

Qk�1
j=1 (q+n+1�k+j)

� (�1)n+1
n+1X
k=2

�
n

k � 1

�
� (k � 1) �

�
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
k�1Y
j=1

(q + n+ 1� k + j)
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= (�1)n+1(q + 2n+ 1) �
"
ct + �

c2t

�
xebt

�n
| {z }

k=1

+

�
ct + �

c2t

�n+1 nY
j=1

(q + j)| {z }
k=n+1

#

+ (�1)n+1

" �
xebt

�n+1| {z }
k=0

+n
ct + �

c2t

�
xebt

�n
(q + n)| {z }

k=1

#

� (�1)n+1 n

�
ct + �

c2t

�n+1 nY
j=1

(q + j)| {z }
k=n+1

+ (�1)n+1
nX

k=2

�
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
k�1Y
j=1

(q + n+ 1� k + j)�

�
�
(q + 2n+ 1)

�
n

k � 1

�
+

�
n

k

�
(q + n� k + 1)�

�
n

k � 1

�
(k � 1)

�
| {z }

=(n+1k )(q+n+1)

= (�1)n+1

" �
xebt

�n+1
+
ct + �

c2t

�
xebt

�n �
(q + 2n+ 1) + n(q + n)

�
| {z }

=(n+1)(q+n+1)

+

�
ct + �

c2t

�n+1 nY
j=1

(q + j) �
�
(q + 2n+ 1)� n

�
| {z }

=q+n+1

+
nX

k=2

�
n+ 1

k

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
kY

j=1

(q + n+ 1� k + j)

#

= (�1)n+1
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

��
ct + �

c2t

�k �
xebt

�n+1�k
kY

j=1

(q + n+ 1� k + j)

= pn+1(�;x; t):

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Als einfache Konsequenz erhalten wir

Satz 1.1.4 Unter jedem P x, x � 0, hat der CIR-Proze� endliche Momente beliebig hoher

Ordnung, und es gilt

Ex [Y n
t ] =

nX
k=0

�
n

k

��
xebt

�n�k �ebt � 1

2b

�k kY
j=1

�
2a+ �2(n� k � 1 + j)

�
:
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Beweis Es ist unter Verwendung von Lemma 1.1.3

Ex [Y n
t ] = (�1)nd

n Yt(�;x)

d�n

����
�=0

= (�1)npn(0;x; t)

=
nX

k=0

�
n

k

�
c�kt
�
xebt

�n�k kY
j=1

(q + n� k + j)

=
nX

k=0

�
n

k

��
xebt

�n�k �ebt � 1

2b

�k �
�2
�k kY

j=1

�
2a

�2
� 1 + n� k + j)

�

=
nX

k=0

�
n

k

��
xebt

�n�k �ebt � 1

2b

�k kY
j=1

�
2a+ �2(n� k � 1 + j)

�
:

�

1.2 Diskretisierung des Modells

Ziel dieser Arbeit ist es, die Parameter a, b und �2 des Modells aus (1.1.1) aufgrund

von diskreten Beobachtungen des Prozesses (Yt)t�0 zu sch�atzen. Dazu verwenden wir die

Notation

� := (a; b; �2) 2 � := R>0 � R<0 � R>0:

Wir gehen nun davon aus, da� der Proze� zu bestimmten �aquidistanten Zeitpunkten n ��,
n 2 N0, beobachtet werden kann, wobei die Schrittweite � > 0 als bekannt angenommen

wird. De�niere den diskretisierten CIR-Proze� durch

Xn := Y��n; n 2 N0:

Dann ist o�enbar (Xn)n2N0 f�ur jedes � 2 � ein zeitdiskreter homogener Markov-Proze�

mit �Ubergangswahrscheinlichkeit

Q�(x; dy) = p(x; y; �) dy; x � 0; � 2 �; (1.2.1)

wobei die �Ubergangsdichte p durch

p(x; y; �) := p�(x; y; a; b; �
2); � = (a; b; �2) 2 � (1.2.2)

mit p�(x; y; a; b; �
2) aus (1.1.5) gegeben ist. F�ur x; y 2 E und � 2 � erh�alt man aus (1.1.5)

p(x; y; �) = c(�)q(�)+1yq(�) exp(�c(�)y � c(�)eb�x) �
1X
j=0

(c(�)2yxeb�)j

j!�(q(�) + j + 1)
(1.2.3)
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mit

q(�) :=
2a

�2
� 1 > �1; c(�) := � 2b

�2(1� eb�)
> 0; � 2 �:

Der diskretisierte Proze� hat unter � 2 � das eindeutige invariante Wahrscheinlichkeitsma�

��(dx) = � (�(�); r(�)) (dx)

mit �(�); r(�) aus (1.1.9), aufgefa�t als Funktionen von �.

Im folgenden Kapitel soll nun das Problem der Parametersch�atzung in zeitdiskreten

homogenen Markovprozessen zun�achst in allgemeiner Form untersucht werden. Auf den

CIR-Proze� kommen wir in Kapitel 3 zur�uck.



Kapitel 2

Parametersch�atzung in zeitdiskreten

Markovprozessen

2.1 Problemstellung und allgemeine Voraussetzungen

Sei E ein vollst�andiger separabler metrischer Raum und B(E) seine Borelsche �-Algebra.
Fasse die Elemente x 2 E auf als m�ogliche Zust�ande eines Systems, dessen Entwicklung

in der Zeit durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben wird. Wir nehmen an,

da� das System zu den diskreten Zeitpunkten n = 0; 1; : : : beobachtet werden kann. Die

Zust�ande des Systems zu den Zeitpunkten n 2 N0 sind also durch einen stochastischen

Proze� (Xn)n2N0 , de�niert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (
;A; P ) und mit Werten

in (E;B(E)), gegeben. Ist das zugrundeliegendeWahrscheinlichkeitsma� P unbekannt, aber

Element einer durch einen d-dimensionalen Parameter � 2 � � Rd beschriebenen Familie

fP� : � 2 �g vonWahrscheinlichkeitsma�en, so liegt ein parametrisches statistisches Modell

(
;A; fP� : � 2 �g) (2.1.1)

vor. Wir gehen im gesamten Kapitel davon aus, da� � � Rd o�en ist. Ziel ist es nun,

den Parameter � 2 � aufgrund einer Stichprobe (X0; X1; : : : ; Xn) von Beobachtungen

des Prozesses zu sch�atzen. Dieses Problem soll im folgenden untersucht werden unter der

Annahme, da� (Xn)n unter jedem P�, � 2 �, ein (zeitdiskreter) homogener Markovprozess

mit Zustandsraum E und �Ubergangswahrscheinlichkeit Q�(�; �) : E�B(E)! [0; 1] ist; dies

schlie�t insbesondere den Fall eines zu diskreten �aquidistanten Zeitpunkten beoachteten

Di�usionsprozesses wie in Abschnitt 1.2 ein. Es gelte also

8A 2 B(E) fest : E 3 x 7! Q�(x;A) ist me�bar;

8x 2 E fest : B(E) 3 A 7! Q�(x;A) ist ein Wahrscheinlichkeitsma�;

11
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und

8A 2 B(E); n 2 N0 : Q�(Xn; A) = P� (Xn+1 2 A jFn) ;

wobei

Fn := �(X0; X1; : : : ; Xn)

die �-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit n ist. Die Potenzen von Q�, d.h. die n-Schritt-
�Ubergangswahrscheinlichkeiten, werden mit Qn

� , n 2 N bezeichnet.

Da f�ur unsere �Uberlegungen nur die Verteilungen L(X0; X1; : : : ; Xn jP�) des Prozesses,
nicht aber der Grundraum 
 eine Rolle spielen, k�onnen wir davon ausgehen, da� (Xn)n in

der folgenden Form gegeben ist: sei (
;A) der kanonische Pfadraum

(
;A) := ("1n=0E;
1
n=0B(E)) :

Bekanntlich (siehe z.B. [Rev], S. 17 f.) gibt es dann f�ur jedes Q�, � 2 � und jedes vorgege-

bene Wahrscheinlichkeitsma� � auf B(E) eine Familie fP x
� gx2E von Wahrscheinlichkeits-

ma�en auf (
;A), so da� f�ur alle A 2 A die Abbildung x 7! P x
� (A) B(E)-me�bar und der

kanonische Proze� (Xn)n der Koordinatenprojektionen

Xn : 
 3 ! = (!1; !2; : : :) 7! !n

unter P �
� ein homogener Markovproze� mit �Ubergangskern Q� und Startverteilung � ist,

wobei

P �
� (A) :=

Z
E

P x
� (A) �(dx); A 2 A:

Die Startverteilung � nehmen wir entweder als bekannt oder als ebenfalls durch � para-

metrisiert an: � 2 f�� : � 2 �g; z.B. k�onnte �� das zu Q� geh�orige invariante Ma� sein,

falls ein solches existiert.

Im folgenden sagen wir, eine Aussage gelte
"
P�-fast sicher\ bzw.

"
unter P�\ etc., wenn

sie P �
� -fast sicher bzw. unter P

�
� f�ur jede m�ogliche Startverteilung � gilt. Ist Z : 
 ! R

A-me�bar, so schreiben wir E�
� [Z] f�ur den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z unter

P �
� und analog f�ur bedingte Erwartungen.

Wir nehmen nun weiterhin an, da� f�ur alle � 2 � zu Q� ein invariantes Wahrschein-

lichkeitsma� �� auf B(E) existiert, d.h. es gilt

8A 2 B(E) : ��(A) =
Z
E

��(dx)Q�(x;A):

F�ur � = �� schreiben wir dann kurz P�� und E�� anstelle von P ��
� und E��

� . F�ur jedes

� 2 � ist (Xn)n unter P�� ein station�arer stochastischer Proze� mit L(Xn jP��) = �� f�ur

alle n 2 N0 (siehe z.B. [Rev], S. 60). Wir de�nieren ein Wahrscheinlichkeitsma� ~�� auf

(E2;B(E2)) durch

~�� := L(X0; X1 jP��): (2.1.2)
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Integrale bez�uglich ~�� werden im folgenden als ~��(f) :=
R
E2
f(x; y) d~��(x; y) notiert, falls

z.B. f 2 L1(~��). Analoges gilt f�ur Integrale bez�uglich ��.

Wir setzen nun voraus, da� f�ur jedes � 2 � die folgende Ergodizit�atsannahme erf�ullt

ist:

Annahme 2.1.1 (Ergodizit�at) F�ur jedes f 2 L1(~��) gilt ein Starkes Gesetz der gro�en

Zahlen
1

n

nX
k=1

f(Xk�1; Xk)
n!1���! ~�� (f) = E�� [f(X0; X1)] P�-f.s. (2.1.3)

Nach [MT], Theorem 17.1.7 ist Annahme 2.1.1 �aquivalent dazu, da� der Proze� (Xn)n f�ur

jedes � 2 � positiv Harris-rekurrent ist; f�ur die De�nition dieses Begri�s siehe z.B. [MT],

Kapitel 9 und 10. Als Spezialfall von (2.1.3) gilt nat�urlich insbesondere

1

n

nX
k=1

f(Xk)
n!1���! ��(f) = E�� [f(X0)] P�-f.s.

f�ur jedes f 2 L1(��).

Der Nachweis der Ergodizit�atsannahme 2.1.1 via positiver Harris-Rekurrenz ist mitun-

ter (so z.B. auch f�ur das diskretisierte CIR-Modell) aufwendig. Hilfreich ist daher folgende

einfache hinreichende Bedingung f�ur Annahme 2.1.1, die in [Bil1], Theorem 1.1, bewiesen

wird:

Satz 2.1.2 (Billingsley) F�ur jedes � 2 � sei das invariante Wahrscheinlichkeitsma� ��
zu Q� eindeutig bestimmt, und f�ur jedes x 2 E sei Q�(x; dy) absolutstetig bez�uglich ��(dy):

8x 2 E : Q�(x; dy)� ��(dy):

Dann ist f�ur jedes � 2 � die Ergodizit�atsannahme 2.1.1 erf�ullt.

Zusammen mit unseren �ubrigen Voraussetzungen stellt die Ergodizit�atsannahme 2.1.1

auch sicher, da� f�ur jedes � 2 � die folgende Version des Zentralen Grenzwertsatzes f�ur

Martingale gilt (vgl. [Bil2]):

Satz 2.1.3 Sei f 2 L2(~��) so, da�

8n 2 N : E�� [f(Xn�1; Xn) jXn�1] = 0 P��-f:s: (2.1.4)

Dann gilt

1p
n

nX
k=1

f(Xk�1; Xk)
L���!

n!1
N �0; ~��(f 2)� unter P�: (2.1.5)
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Beweisskizze Da (Xn)n positiv Harris-rekurrent ist, gen�ugt es nach [MT], Propositi-

on 17.1.6, die schwache Konvergenz (2.1.5) f�ur den Fall � = ��, also unter P �
� = P�� ,

nachzuweisen. Nun ist unter P�� der Proze� (f(Xn�1; Xn))n2N station�ar und ergodisch mit

8n 2 N : E�� [f(Xn�1; Xn) jFn�1] = E�� [f(Xn�1; Xn) jXn�1] = 0

und

E��

�
f(X0; X1)

2
�
= ~��(f

2) <1:

Nach [Bil2] gilt somit

1p
n

nX
k=1

g(Xk�1; Xk)
L���!

n!1
N �0; E��

�
g(X0; X1)

2
��

= N �0; ~��(g2)� unter P�� :

Das zeigt die Behauptung.

Bemerkung Wegen E�� [f(Xn�1; Xn) jFn�1] = E�� [f(Xn�1; Xn) jXn�1] f�ur alle n 2 N
bedeutet (2.1.4) gerade, da� die Folge der Partialsummen (

Pn
k=1 f(Xk�1; Xk))n2N ein Mar-

tingal unter P�� ist. Die Konvergenzaussage (2.1.5) gilt jedoch f�ur beliebige Startverteilun-

gen. Ferner ist f�ur jedes n 2 N nach der Markov-Eigenschaft

E�� [f(Xn�1; Xn) jXn�1] = E
Xn�1

� [f(X0; X1)] =

Z
E

Q�(Xn�1; dy) f(Xn�1; y) P�� -f.s.

Daher und wegen L(Xn�1 jP��) = �� ist Bedingung (2.1.4) �aquivalent zuZ
E

Q�(x; dy) f(x; y) = 0 f�ur ��-fast alle x 2 E: (2.1.6)

�

2.2 Sch�atzgleichungen undMartingal-Sch�atzfunktionen

Betrachte ein statistisches Modell (
;A; fP� : � 2 �g), � � Rd o�en, wie in (2.1.1) mit ei-

nem Markovprozess (Xn)n2N0 unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1. Unser Ziel ist

die Sch�atzung des Parameters � 2 � aus (2.1.1); insbesondere wollen wir Sch�atzfolgen mit

guten asymptotischen Eigenschaften wie (starke) Konsistenz und asymptotische Norma-

lit�at �nden. Der verwendete Ansatz ist dabei die Methode der Martingal-Sch�atzfunktionen.

Eine Sch�atzfunktion ist eine Rd-wertige Funktion des Parameters � und der ersten n Be-

obachtungen des Prozesses:

Gn : 
��! Rd; Gn(!; �) = ~Gn(X0(!); : : : ; Xn(!); �); n 2 N0; (2.2.1)



2.2 Sch�atzgleichungen und Martingal-Sch�atzfunktionen 15

wobei ~Gn : E
n+1 ��! Rd eine B(En+1)
 B(�)-me�bare Funktion ist. O�ensichtlich ist

dann Gn eine Fn 
 B(�)-me�bare Funktion. Die Komponenten von Gn bezeichnen wir

mit Gn;i, i = 1; : : : ; d. Der Ansatz besteht nun darin, eine Sch�atzfolge f�ur den unbekannten

Parameter zu konstruieren, indem man f�ur festes ! 2 
 nach L�osungen der Sch�atzgleichung

Gn(!; �) = 0; � 2 � (2.2.2)

sucht. Gesucht ist also eine Folge Fn-me�barer Funktionen (�̂n)n2N0 , so da� (zumindest in

einem geeigneten asymptotischen Sinne) Gn(!; �̂n(!)) = 0 gilt. Hinreichende Bedingungen

f�ur die Existenz von L�osungen der Sch�atzgleichung (2.2.2) sowie die Asymptotik der so

konstruierten Sch�atzfolgen werden im n�achsten Abschnitt untersucht.

Im gesamten Kapitel werden nun folgende Notationen verwendet: F�ur jedes feste � 2 �

ist die Funktion ! 7! Gn(!; �) eine R
d-wertige Fn-me�bare Zufallsvariable, die wir mit

Gn(�; �) oder einfach Gn(�) bezeichnen. Ebenso ist f�ur festes ! 2 
 eine B(�)-me�bare
Funktion Gn(!; �) : � ! Rd gegeben. Ist diese Funktion in C1(�), so schreiben wir

@jGn;i(!; �) := @�jGn;i(!; �) f�ur die partiellen Ableitungen von Gn;i(!; �) nach �j an der

Stelle � 2 �, i; j = 1; : : : ; d, sowie D�Gn(!; �) := [@jGn;i(!; �)]i;j=1;:::;d 2 Rd�d f�ur die

Jacobi-Matrix. F�ur festes � 2 � sind die Abbildungen @jGn;i(�; �) : 
! Rd wiederum Fn-

me�bar, da durch einen Grenz�ubergang de�niert; wir bezeichnen sie kurz mit @jGn;i(�). Da

f�ur festes ! 2 
 nach Voraussetzung @jGn;i(!; �) : �! Rd stetig ist, folgt die Fn 
B(�)-
Me�barkeit von (!; �) 7! @jGn;i(!; �), siehe Satz A.1. Entsprechendes gilt f�ur h�ohere Ab-

leitungen, f�ur die wir @2kjGn;i(!; �) := @�k@�jGn;i(!; �) etc. schreiben.

Eine Folge (Gn)n wie in (2.2.1) hei�t eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen, falls

f�ur jedes � 2 � die Folge der Zufallsvariablen (Gn(�))n ein Rd-wertiges Martingal unter

P�� ist, d.h. f�ur alle n 2 N gilt

E�� [jjGn(�)jj] <1; E�� [Gn(�) jFn�1] = Gn�1(�): (2.2.3)

Martingal-Sch�atzfunktionen wurden eingehend von Bibby und S�rensen in einer mit [BS]

beginnenden Serie von Aufs�atzen untersucht; ihr gro�er Vorteil liegt in ihrer relativ einfa-

chen asymptotischen Theorie.

Wir betrachten nun speziell Sch�atzfunktionen der Bauart

Gn(�) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �); (2.2.4)

wobei die Funktion g : E2 ��! Rd B(E2)-me�bar in (x; y) 2 E2 und stetig in � 2 � ist.

Dies impliziert die B(E2)
 B(�)-Me�barkeit von g in (x; y; �), siehe Satz A.1, so da� Gn

tats�achlich eine Sch�atzfunktion im Sinne von (2.2.1) ist. F�ur solche Gn ist (2.2.3) o�enbar

genau dann erf�ullt, wenn f�ur i = 1; : : : ; d stets gi(�; �; �) 2 L1(~��) und

8n 2 N : E�� [gi(Xn�1; Xn; �) jXn�1] = 0: (2.2.5)
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Wegen der Bemerkung nach Satz 2.1.3 ist (2.2.5) wiederum �aquivalent zuZ
E

Q�(x; dy) gi(x; y; �) = 0 f�ur ��-fast alle x 2 E; (2.2.6)

und es gilt

8� 2 �; i = 1; : : : ; d : ~�� (gi(�; �; �)) = E�� [gi(X0; X1)] = 0: (2.2.7)

Im folgenden schreiben wir f�ur ein g wie in (2.2.4) zur Vereinfachung der Notation mitunter

kurz ~�� (gi(�)) anstelle von ~�� (gi(�; �; �)).

Beispiele

� Unter der Voraussetzung, da� der Proze� (Xn)n unter P�� endliche erste Momente

hat, setze

m(x; �) := E�� [Xn jXn�1 = x]

f�ur eine eine beliebige Festsetzung der bedingten Erwartung von Xn gegeben Xn�1 =

x. F�ur eine Rd-wertige Funktion

wm : E �� 3 (x; �) 7! wm(x; �) 2 Rd

erh�alt man dann (unter geeigneten Stetigkeits- und Integrierbarkeitsbedingungen an

m und wm) durch die Festsetzung

g(x; y; �) := (y �m(x; �)) � wm(x; �) (2.2.8)

Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4), denn es ist

E�� [g(Xn�1; Xn; �) jXn�1] = E�� [(Xn �m(Xn�1; �)) jXn�1]| {z }
=0

�wm(Xn�1; �) = 0 P�� -f.s.

Sch�atzfunktionen dieser Gestalt hei�en linear. F�ur wm = r�m ergibt sich als zu-

geh�orige Sch�atzgleichung die Least-Squares-Gleichung, siehe hierzu das n�achste Ka-

pitel. Hier und im folgenden schreiben wir r� f�ur den Gradientenvektor der partiellen

Ableitungen nach �j, j = 1; : : : ; d.

Analog sieht man: hat (Xn)n unter P�� Momente zweiter Ordnung und ist

v(x; �) := Var�� [Xn jXn�1 = x] = E��

�
(Xn �m(Xn�1; �))

2 jXn�1 = x
�

die bedingte Varianz von Xn gegeben Xn�1 = x sowie wm; wv : E��! Rd geeignet,

dann induziert

h(x; y; �) := (y �m(x; �)) � wm(x; �) +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

� � wv(x; �)
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eine Martingal-Sch�atzfunktion der Bauart (2.2.4). Solche Sch�atzfunktionen hei�en

quadratisch. Dabei k�onnen die Gewichte wm und wv unter geeigneten Bedingungen

optimal (in einem zu pr�azisierenden Sinne) gew�ahlt werden, siehe hierzu Abschnitt

5 dieses Kapitels.

� Hat der Proze� eine stetig di�erenzierbare, strikt positive �Ubergangsdichte p : E2 �
�! R>0, d.h. mit einem �-endlichem Ma� � auf B(E) gilt

8� 2 �; x 2 E : Q�(x; dy) = p(x; y; �)�(dy);

8(x; y) 2 E2 : � 3 � 7! p(x; y; �) ist in C1(�);

so ist die Funktion ` : E2 � � ! R mit `(x; y; �) := log p(x; y; �) wohlde�niert und

stetig di�erenzierbar in �. Die zu

g(x; y; �) := r�`(x; y; �) := [@i`(x; y; �)]
T
i=1;:::;d (2.2.9)

geh�orende Sch�atzgleichung ist die Likelihood-Gleichung, siehe Abschnitt 4 unten. Aus

der f�ur alle x 2 E g�ultigen Gleichung
R
E
p(x; y; �) = 1 folgt unter geeigneten Voraus-

setzungen an die Vertauschbarkeit von Integration und Di�erentiation, da� f�ur alle

x 2 EZ
E

r�`(x; y; �)Q�(x; dy) =

Z
E

r�p(x; y; �)

p(x; y; �)
�p(x; y; �)�(dy) = r�

"Z
E

p(x; y; �)| {z }
�1

#
= 0;

nach (2.2.6) ist also eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen gegeben.

Wir werden im Rest des Kapitels ausschlie�lich Folgen von Martingal-Sch�atzfunktionen

der Bauart (2.2.4) betrachten, gehen also stets davon aus, da� Bedingung (2.2.5) f�ur die

Funktion g erf�ullt ist. F�ur diese Sch�atzfunktionen gilt nun folgender Zentraler Grenzwert-

satz:

Satz 2.2.1 Sei (Gn)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4). F�ur

jedes � 2 � seien die Funktionen E2 3 (x; y) 7! gi(x; y; �) in L
2(~��); i = 1 : : : ; d. Dann gilt

8� 2 � :
1p
n
Gn(�)

L���!
n!1

N (0;W (�)) unter P�

mit

W (�) := ~��
�
g(�; �; �)g(�; �; �)T � = [~�� (gi(�; �; �) � gj(�; �; �))]i;j=1;:::;d 2 Rd�d: (2.2.10)
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Beweis Fixiere ein beliebiges � 2 �. Nach Cram�er-Wold reicht es zu zeigen, da� f�ur jedes

feste u 2 Rd gilt:

1p
n
uTGn(�)

L���!
n!1

N �0; uTW (�)u
�

unter P�:

Wegen gi(�; �; �) 2 L2(~��) f�ur i = 1; : : : ; d ist auch die Funktion h : E2 ! R,

h(x; y) := uTg(x; y; �) =
dX
i=1

uigi(x; y; �)

in L2(~��). Au�erdem gilt nach (2.2.5) f�ur alle n 2 N

E�� [h(Xn�1; Xn) jXn�1] =
dX
i=1

uiE�� [gi(Xn�1; Xn; �) jXn�1)]| {z }
=0

= 0:

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz f�ur Martingale 2.1.3 folgt also

n�1=2uTGn(�) = n�1=2
nX

k=1

uTg(Xk�1; Xk; �) = n�1=2
nX

k=1

h(Xk�1; Xk)
L���!

n!1
N �0; ~��(h2)� :

Dabei ist

~��(h
2) = ~��

0@" dX
i=1

uigi(�; �; �)
#21A =

dX
i;j=1

uiuj � ~�� (gi(�; �; �)gj(�; �; �)) = uTW (�)u;

womit die Behauptung gezeigt ist. �

2.3 Existenz und Asymptotik von L�osungen

Betrachte wieder eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4) und die

zugeh�orige Sch�atzgleichung:

Gn(!; �) =
nX

k=1

g(Xk�1(!); Xk(!); �) = 0; (2.3.1)

wobei g stetig in � ist und Bedingung (2.2.5) erf�ullt. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,

da� unter geeigneten Voraussetzungen, darunter insbesondere Regularit�atsbedingungen an

g, (stark) konsistente und asymptotisch normale Sch�atzfolgen existieren, die in einem so-

gleich zu pr�azisierenden asymptotischen Sinne die Sch�atzgleichung (2.3.1) l�osen. Die Dar-

stellung in diesem Abschnitt st�utzt sich wesentlich auf [S�r]. Wir beginnen mit einer De�-

nition:
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De�nition 2.3.1 Ist (�̂n)n eine konsistente Sch�atzfolge mit

8� 2 � : P�

�n
! 2 
 : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0

o�
n!1���! 1; (2.3.2)

so nennen wir (�̂n)n eine konsistente L�osung der Sch�atzgleichung (2.3.1). Ist (�̂n)n sogar

stark konsistent und gilt

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

n
! 2 
 : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0

o�
= 1; (2.3.3)

so nennen wir die Folge eine stark konsistente L�osung von (2.3.1). Eine konsistente L�osung

(�̂n)n hei�t eindeutig, falls f�ur jede beliebige konsistente L�osung (#̂n)n gilt

8� 2 � : P�

�
f! 2 
 : �̂n(!) = #̂n(!)g

�
n!1���! 1:

Entsprechend hei�t eine stark konsistente L�osung (�̂n)n eindeutig, falls f�ur jede stark kon-

sistente L�osung (#̂n)n gilt

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

f! 2 
 : �̂n(!) = #̂n(!)
�
= 1:

Entscheidend f�ur die nun folgende Diskussion ist folgende Begri�sbildung:

De�nition 2.3.2 Eine me�bare Funktion f : E2��! R hei�t lokal dominiert integrier-

bar bez�uglich der Familie (~��)�2�, falls f�ur jedes � 2 � eine Umgebung U = U(�); � 2
U � �, und eine nichtnegative Funktion h� : E

2 ! R�0 existiert, so da� gilt:

h� 2 L1 (~��) ; (2.3.4)

f�ur ~��-fast alle (x; y) 2 E2 : sup
#2U

jf(x; y;#)j � h�(x; y): (2.3.5)

Bemerkungen O�enbar sind Linearkombinationen lokal dominiert integrierbarer Funk-

tionen wieder lokal dominiert integrierbar. Eine besonders einfache Klasse solcher Funk-

tionen wird gegeben durch den Fall
"
getrennter Variabler\: ist die Funktion f von der

Bauart

f(x; y; �) = c(�) � ~f(x; y); (2.3.6)

wobei c 2 C(�) und ~f 2 L1(~��), dann ist f lokal dominiert integrierbar: ist � 2 � und U

eine beliebige kompakte Umgebung von � mit U � �, so gilt

8(x; y) 2 E2 : sup
#2U

jg(x; y;#)j = sup
#2U

jc(#)j � j ~f(x; y)j
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mit C� := sup#2U jc(#)j <1 aufgrund der Stetigkeit von c(�). Mit h� := C� � j ~f j sind also

(2.3.4) und (2.3.5) erf�ullt. Ist

f(x; y; �) =
X

(�;�)2N2
0

�+��N

c�;�(�)x
�y�

ein Polynom vom Grad � N in (x; y) mit stetigen Koe�zienten c�;�(�) : � ! R und hat

der Proze� (Xn)n unter P�� Momente mindestens der Ordnung 2N , so ist f lokal dominiert

integrierbar: f�ur jedes (�; �) 2 N2
0 mit � + � � N hat c�;�(�)x

�y� die Gestalt (2.3.6) mit
~f(x; y) := x�y� und

~��

���� ~f(x; y)���� = E~��

h���X�
0X

�
1

���i � �E��

�jX0j2�
��1=2��E��

�jX1j2�
��1=2 � E��

�jX0j2N
�
<1:

F�ur den diskretisierten CIR-Proze� ist �� nach Abschnitt 3 stets eine Gamma-Verteilung,

und der Proze� hat somit endliche Momente beliebig hoher Ordnung unter P�� . Daher sind

Polynome beliebig hoher Ordnung f�ur den CIR-Proze� stets lokal dominiert integrierbar,

sofern die Koe�zienten stetig von � abh�angen. Von dieser Tatsache werden wir im n�achsten

Kapitel st�andig Gebrauch machen. �

Die Bedeutung der lokal dominiert integrierbaren Funktionen f�ur unsere Zwecke liegt in

dem folgenden technischnen Hilfssatz, von dem wir im weiteren Verlauf der Arbeit mehrfach

Gebrauch machen werden:

Lemma 2.3.3 Sei g : E2 � � ! R stetig in � f�ur jedes feste (x; y) 2 E2 und lokal

dominiert integrierbar bez�uglich der Familie (~��)�2�. Dann gelten f�ur jedes � 2 � folgende

Aussagen:

1. Es ist

lim
�#0

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� = 0 P�-f.s. (2.3.7)

2. Ist (��n)n2N0,
��n : 
! Rd eine Folge von Zufallsvariablen mit

��n
n!1���! � P�-stochastisch (P�-f.s.);

so gilt auch

1

n

nX
k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)
n!1���! ~��(g(�; �; �)) P�-stochastisch (P�-f.s.): (2.3.8)
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Bemerkungen Auf der linken Seite von (2.3.7) steht (jedenfalls f�ur gen�ugend kleine �)

eine wohlde�nierte Zufallsvariable, denn f�ur beliebiges (x; y) 2 E2, � 2 � und � > 0 mit

B�(�) � � gilt wegen der Stetigkeit von # 7! g(x; y;#)

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(x; y;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� = sup

#2B�(�)\Q+

����� 1n
nX

k=1

g(x; y;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� :

Es gilt tats�achlich folgende etwas st�arkere Aussage, die (2.3.7) impliziert:

zu jedem " > 0 gibt es � = �(") > 0; so da�

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� < " P�-f.s.

(2.3.9)

Setzen wir n�amlich C";� :=
�
lim supn!1 sup#2B�(�)

�� 1
n

Pn
k=1 g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))

�� < "
	

f�ur "; � > 0 sowie

C :=
\
"2Q+

[
�2Q+

C";� 2 A;

so gilt

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� �#0�! 0 auf C;

und es ist P� (C) = 1. �

Beweis von Lemma 2.3.3 Fixiere ein beliebiges � 2 �.

1. Wir zeigen Aussage (2.3.9), die (2.3.7) impliziert. Sei dazu " > 0 beliebig. W�ahle eine

Folge (�m)m mit �m # 0 f�ur m!1 und B�1(�) � �. F�ur jedes feste (x; y) 2 E2 und

m 2 N ist die Funktion

# 7! jg(x; y;#)� g(x; y; �)j
stetig auf der kompakten Menge Um := B�m(�) � �; daher gibt es ein #m =

#m(x; y) 2 Um, so da�

jg(x; y;#m(x; y))� g(x; y; �)j = sup
#2Um

jg(x; y;#)� g(x; y; �)j:

O�enbar gilt jj#m(x; y) � �jj � �m ! 0 f�ur m ! 1. Mit der Stetigkeit von g in #

folgt daher

8(x; y) 2 E2 : sup
#2Um

jg(x; y;#)� g(x; y; �)j = jg(x; y;#m(x; y))� g(x; y; �)j m!1���! 0:
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Aufgrund der vorausgesetzten lokal dominierten Integrierbarkeit von g gibt es nun

eine Umgebung U � � von � und eine nichtnegative Funktion h�, so da� (2.3.4) und

(2.3.5) gelten. Wegen �m # 0 gilt Um � U f�ur alle gen�ugend gro�en m. F�ur diese m

folgt daher

sup
#2Um

jg(x; y;#)� g(x; y; �)j � sup
#2U

jg(x; y;#)j+ jg(x; y; �)j � 2h�(x; y)

f�ur ~��-fast alle (x; y) 2 E2, und wegen h� 2 L1(~��) folgt mit dem Satz �uber dominierte

Konvergenz

~��

�
sup
#2Um

jg(�; �;#)� g(�; �; �)j
�

m!1���! 0: (2.3.10)

Zu unserem vorgegebenen " > 0 gibt es folglich ein m0 2 N, so da� mit � := �m0
gilt

~��

 
sup

#2B�(�)

jg(�; �;#)� g(�; �; �)j
!
= ~��

 
sup

#2Um0

jg(�; �;#)� g(�; �; �)j
!
< ";

insbesondere ist die Funktion (x; y) 7! sup#2B�(�)
jg(�; �;#)� g(�; �; �)j in L1(~��). Nach

dem Starken Gesetz der gro�en Zahlen (2.1.3) folgt daher

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
�����

� lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

(g(Xk�1Xk;#)� g(Xk�1; Xk; �)) +
1

n

nX
k=1

g(Xk�1; Xk; �)� ~��(g(�; �; �))
�����

� lim sup
n!1

1

n

nX
k=1

sup
#2B�(�)

jg(Xk�1; Xk;#)� g(Xk�1; Xk; �)j

+ lim sup
n!1

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �)� ~��(g(�; �; �))
�����| {z }

n!1���!0P�-f.s.

= ~��

 
sup

#2B�(�)

jg(�; �;#)� g(�; �; �)j
!
+ 0

< " P�-f.s.;

das ist (2.3.9).

2. Gelte zuerst ��n
n!1���! � P�-fast sicher. Zu beliebigem " > 0 w�ahle � = �(") gem�a�

(2.3.9). Setze

B :=
n
lim
n!1

��n = �
o
\
(
lim
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� < "

)
:
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Dann ist P�(B) = 1, und auf der Menge B gilt, da ��n 2 B�(�) f�ur alle gen�ugend

gro�en n,

lim sup
n!1

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
�����

� lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~��(g(�; �; �))
����� < ":

Wir haben also gezeigt, da�

8" > 0 : lim sup
n!1

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
����� < " P�-f.s. (2.3.11)

Schneiden �uber die abz�ahlbar vielen Mengen von vollemMa� in (2.3.11) zu rationalem

" 2 Q+ zeigt dann

P�

 
lim
n!1

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
����� = 0

!
= 1:

Gelte nun ��n
n!1���! � P�-stochastisch. Zu beliebigem " > 0 w�ahle wieder � gem�a�

(2.3.9), so da�

P�

 
lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~��(g(�; �; �))
����� < "

!
= 1;

also auch

P�

 
sup

#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~��(g(�; �; �))
����� < "

!
n!1���! 1:

Auf dem Ereignis
�
��n 2 B�(�)

	
haben wir die Absch�atzung����� 1n

nX
k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
����� � sup

#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~�� (g(�; �; �))
����� :

Hieraus ergibt sich

P�

 ����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
����� � "

!

� P�

 ����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)� ~��(g(�; �; �))
����� � "; ��n 2 B�(�)

!
+ P�

�
��n =2 B�(�)

�
� P�

 
sup

#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

g(Xk�1; Xk;#)� ~��(g(�; �; �))
����� � "

!
+ P�

�
��n =2 B�(�)

� n!1���! 0

und damit die Behauptung.
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Wir ben�otigen noch das folgende, zum Brouwerschen Fixpunktsatz �aquivalente Lemma

von Aitchison und Silvey ([AS], Lemma 2):

Lemma 2.3.4 (Aitchison & Silvey) Sei � � Rd o�en, G : � ! Rd stetig, � 2 � fest

und " > 0 so, da� B"(�) � �. Gilt

8# 2 @B"(�) : (#� �)TG(#) < 0; (2.3.12)

so gibt es einen Punkt �� 2 B"(�) mit G(�
�) = 0. Dasselbe gilt, falls < in (2.3.12) durch >

ersetzt wird.

Beweis Es gelte (2.3.12). Angenommen, es ist

8# 2 B"(�) : G(#) 6= 0: (2.3.13)

Dann wird durch

F (#) :=
G(#)

jjG(#)jj � "+ �

eine stetige Funktion F : B"(�) ! B"(�) de�niert. Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz

hat F einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein �� 2 B"(�) mit

�� = F (��) =
G(��)

jjG(��)jj � "+ �:

O�ensichtlich ist jj�� � �jj = jjF (��)� �jj = ", also �� 2 @B�(�). Andererseits gilt aber

(�� � �)TG(��) = (�� � �)T (�� � �) � jjG(
��)jj
"

� 0

im Widerspruch zu (2.3.12). Damit ist die Annahme (2.3.13) ad absurdum gef�uhrt, es gibt

also ein �� 2 B"(�) mit G(�
�) = 0. W�are �� 2 @B"(�), so erg�abe sich aus (�� � �)TG(��) =

(�� � �)T0 = 0 wiederum ein Widerspruch zu (2.3.12). Daher folgt �� 2 B"(�), und die

Behauptung ist gezeigt.

Gilt nun (2.3.12) mit
"
>\ statt

"
<\, so folgt die Behauptung aus dem schon Bewiesenen

angewandt auf die Funktion eG := �G. �

Nach diesen Vorbereitungen k�onnen nun Regularit�atsbedingungen an die Funktion g aus

(2.2.4) formuliert werden, die die Durchf�uhrung des zu Anfang dieses Abschnitts beschrie-

benen Programms erm�oglichen. Diese Voraussetzungen sind im wesentlichen von zweierlei

Typ: zun�achst werden Di�erenzierbarkeitsbedingungen an g und Integrierbarkeitsbedin-

gungen f�ur die entsprechenden partiellen Ableitungen ben�otigt. Im einzelnen de�nieren

wir:
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Bedingung C1 Die Funktion g erf�ullt Bedingung C1, falls gilt:

� f�ur alle (x; y) 2 E2 ist die Funktion � 3 � 7! g(x; y; �) in C1(�;Rd);

� f�ur alle i; j = 1; : : : ; d ist die Funktion

@jgi : E
2 ��! Rd

lokal dominiert integrierbar.

Bedingung C2 Die Funktion g erf�ullt Bedingung C2, falls gilt:

� f�ur alle (x; y) 2 E2 ist die Funktion � 3 � 7! g(x; y; �) in C2(�;Rd);

� f�ur alle i; j; k = 1; : : : ; d sind die Funktionen

gk; @jgk; @
2
ijgk : E

2 ��! Rd

lokal dominiert integrierbar.

Unter jeder der Bedingungen C1 und C2 ist dann f�ur jedes � 2 � die Matrix

V (�) := ~�� (D�g(�; �; �)) = [~�� (@jgi(�; �; �))]i;j=1;:::;d 2 Rd�d (2.3.14)

de�niert. Der zweite Typ von ben�otigten Voraussetzungen besteht in nun Regularit�atsbedingungen

an V (�):

Bedingung I Die Funktion g erf�ullt die Bedingung I, falls die Matrix V (�) aus (2.3.14)

f�ur jedes � 2 � invertierbar ist.

Bedingung D Die Funktion g erf�ullt die Bedingung D, falls die Matrix V (�) aus (2.3.14)

f�ur jedes � 2 � positiv de�nit oder negativ de�nit ist.

Die vorstehenden Bedingungen wurden vorgeschlagen in [S�r]. Wir untersuchen nun

zuerst die Frage, wann eine vorgegebene konsistente L�osung der Sch�atzgleichung (2.3.1)

asymptotisch normal ist.

Satz 2.3.5 Sei (Gn)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4). Die

Funktion g erf�ulle die Voraussetzungen C1 und I, und f�ur alle � 2 � und i = 1; : : : ; d

sei die Funktion (x; y) 7! gi(x; y; �) in L
2(~��). Ist dann (�̂n)n eine konsistente L�osung der

Sch�atzgleichung Gn(!; �) = 0, so gilt

8� 2 � :
p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N �0; V (�)�1W (�)V (�)�T
�

unter P�

mit W (�) aus (2.2.10) und V (�) aus (2.3.14).
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Beweis Wir schreiben �̂n;i f�ur die Komponenten von �̂n. Fixiere ein beliebiges � 2 �.

1. Sei � > 0 so, da� B�(�) � �. Aufgrund der Voraussetzung C1 ist f�ur jedes ! 2 
 die

Funktion

B�(�) 3 # 7! Gn(!;#)

stetig di�erenzierbar. F�ur ! 2 Bn :=
n
�̂n 2 B�(�)

o
liegt die Verbindungsstrecke

zwischen �̂n(!) und � ganz in �. F�ur diese ! ergibt folglich eine Taylorentwicklung

der i-ten Komponente von Gn(!; �) um den Punkt �

Gn;i

�
!; �̂n(!)

�
= Gn;i (!; �) +

dX
j=1

@jGn;i

�
!; � + �(i)n (!)(�̂n(!)� �)

��
�̂n;j(!)� �j

�
(2.3.15)

mit einer
"
zuf�alligen\ Zahl �

(i)
n (!) 2 [0; 1]. F�ur ! 2 Bc

n de�nieren wir �
(i)
n (!) := 0.

Die Abbildung �
(i)
n : 
 ! [0; 1] kann me�bar, also als eine Zufallsvariable festgelegt

werden: dazu betrachte f�ur festes n 2 N und i 2 f1; : : : ; dg die Funktion h : 
 �
[0; 1]! Rd mit

h(!;�) := 1Bn(!)�
 
Gn;i(!; �̂n(!))�Gn;i(!; �)�

dX
j=1

@jGn;i

�
!; � + � � (�̂n(!)� �)

�!

sowie die mengenwertige Abbildung � : 
! P(R),

�(!) :=

(
f� 2 [0; 1] : h(!;�) = 0g falls ! 2 Bn

f0g falls ! 2 Bc
n:

Aufgrund des Satzes von Taylor ist �(!) � [0; 1] f�ur jedes ! 2 
 stets nichtleer und

o�ensichtlich auch abgeschlossen und somit kompakt, da die Funktion � 7! h(!;�)

stetig ist. Au�erdem haben wir f�ur jede o�ene Teilmenge U � R

��(U) := f! 2 
 : �(!) \ U 6= ;g

=

"
Bn \ f! 2 
 : 9� 2 U mit h(!;�) = 0g| {z }

2Fn nach Lemma A.1

#
[
"
Bc
n \ f! 2 
 : 0 2 Ug| {z }

=; oder =


#
2 Fn

nach Lemma A.1, da die Funktion h Fn-me�bar in ! und stetig in � ist. Nach

dem Measurable Selection Theorem A.2 gibt es daher eine Fn-me�bare Funktion

�
(i)
n : 
! R mit �

(n)
i (!) 2 �(!) f�ur alle ! 2 
, d.h. (2.3.15) gilt.

Wir de�nieren nun f�ur n 2 N matrixwertige Abbildungen V (n) : 
! Rd�d durch

V (n)(!) :=
h
@jGn;i

�
!; � + �(i)n (!)(�̂n(!)� �)

�i
i;j=1;:::;d

2 Rd�d:
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[Beachte, da� V (n)(!) auch f�ur ! 2 Bc
n de�niert ist.] Wegen derFn
B(�)-Me�barkeit

der Funktionen (!;#) 7! @jGn;i(!;#) sowie der Fn-Me�barkeit von �
(i)
n (�) und �̂n(�)

ist dann auch V (n) eine wohlde�nierte Zufallsvariable, und (2.3.15) schreibt sich als

Vektorgleichung in der Form

Gn(!; �̂n(!)) = Gn(!; �) + V (n)(!)(�̂n(!)� �); ! 2 Bn: (2.3.16)

2. Wir zeigen nun: es gilt

1

n
V (n) n!1���! V (�) P�-stochastisch; (2.3.17)

aufgrund der im ersten Schritt angestellten Vor�uberlegungen zur Me�barkeit ist diese

Aussage sinnvoll. Es gen�ugt zu zeigen, da� f�ur alle i; j = 1; : : : ; d

1

n
V

(n)
ij ! Vij(�) P�-stochastisch:

Seien dazu 1 � i; j � d fest. Wegen �
(i)
n (!) 2 [0; 1] und der Konsistenz von (�̂n)n gilt

auch

� + �(i)n � (�̂n � �)
n!1���! � P�-stochastisch:

Da nach Voraussetzung die Funktion (x; y;#) 7! @jgi(x; y;#) lokal dominiert inte-

grierbar ist, folgt also aus Lemma 2.3.3, (2.3.8) auch P�-stochastische Konvergenz

1

n
V

(n)
ij =

1

n

nX
k=1

@jgi

�
Xk�1; Xk; � + �(i)n (�̂n � �)

�
n!1���! ~�� (@jgi(�; �; �)) = Vij(�);

das ist (2.3.17).

3. Bezeichne G die Gruppe der invertierbaren d � d-Matrizen. Nach Voraussetzung I

ist V (�) 2 G: Da G o�en in Rd�d ist, gibt es also ein " > 0, so da� fA 2 Rd�d :

jjjA � V (�)jjj < "g � G, wobei jjj � jjj eine beliebige Matrixnorm auf Rd�d ist. Mit

Cn := Bn \
�
1
n
V (n) ist invertierbar

	
gilt dann wegen P�(Bn)

n!1���! 1 und der im

zweiten Schritt gezeigten stochastischen Konvergenz 1
n
V (n) ! V (�)

P�(Cn) � P�

�
Bn \

�



���� 1nV (n) � V (�)

����



 < "

��
n!1���! 1 (2.3.18)

und somit P�-stochastische, also auch schwache Konvergenz

1Cn

�
1

n
V (n)

�
+ 1Cc

n
E

L���!
n!1

V (�) unter P�; (2.3.19)
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wobei E 2 Rd�d die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Da die Zufallsvariable

auf der linken Seite von (2.3.19) ausschlie�lich Werte in G annimmt und die Inver-

senbildung in dieser Gruppe eine stetige Operation ist, folgt mit dem Satz �uber die

stetige Abbildung

1Cn

�
n(V (n))�1

�
+ 1Cc

n
E

L���!
n!1

V (�)�1 unter P�;

da V (�)�1 deterministisch und wegen (2.3.18) also auch

1Cn

�
n(V (n))�1

� n!1���! V (�)�1 P�-stochastisch: (2.3.20)

4. Wir schreiben (2.3.16) in der Form

1p
n
Gn(!; �̂n(!))� 1p

n
Gn(!; �) =

�
1

n
V (n)(!)

�p
n(�̂n(!)� �); ! 2 Cn: (2.3.21)

Da nach Voraussetzung alle Funktionen (x; y) 7! gi(x; y; �) in L
2(~��) sind, folgt aus

dem Zentralen Grenzwertsatz 2.2.1
1p
n
Gn(�)

L���!
n!1

N (0;W (�)) unter P�

mitW (�) aus (2.2.10). Da (�̂n)n eine konsistente L�osung der Sch�atzgleichung Gn(�) =

0 ist, gilt (2.3.2) und somit

1Cn �Gn(�̂n)
n!1���! 0 P�-stochastisch: (2.3.22)

Ein Standard-Slutsky-Argument liefert folglich
p
n(�̂n � �) = 1Cn

p
n(�̂n � �) + 1Cc

n

p
n(�̂n � �)

= 1Cn

h
n
�
V (n)

��1i| {z }
!V (�)�1P�-stoch.

�
1p
n
Gn(�̂n)� 1p

n
Gn(�)

�
| {z }

L
!N (0;W (�))

+1Cc
n

p
n(�̂n � �)| {z }

!0P�-stoch.

L���!
n!1

N �0; V (�)�1W (�)V (�)�T
�

unter P�:

Damit ist der Beweis abgeschlossen. �

Satz 2.3.5 stellt unter den Voraussetzungen C1 und I sicher, da� eine vorgegebene

konsistente L�osung der Sch�atzgleichung (2.3.1) asymptotisch normal mit Konvergenzge-

schwindigkeit
p
n ist. Diese Voraussetzungen sichern jedoch noch nicht die Existenz von

L�osungen der Sch�atzgleichung. Hierzu mu� entweder C1 zu C2 oder I zu D versch�arft

werden. Wir zeigen nun, da� unter jeder der beiden resultierenden Kombinationen von

Bedingungen P�-fast sicher "
f�ur schlie�lich alle n\ L�osungen der Sch�atzgleichung (2.3.1)

sogar in beliebig kleinen Umgebungen von � 2 � existieren, unter jedem der Wahrschein-

lichkeitsma�e P�.
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Satz 2.3.6 Sei (Gn)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4), d.h.

Gn(�; �) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �):

Die Funktion g gen�uge den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und I. Dann

gilt

8� 2 �;8" > 0 : P�

�
lim inf
n!1

f! 2 
 : 9# 2 B"(�) \� mit Gn(!;#) = 0g
�
= 1: (2.3.23)

Beweis F�ur jedes n 2 N ist die Menge f! 2 
 : 9# 2 B"(�) \� mit Gn(!;#) = 0g ein

Ereignis in Fn, da die Funktion Gn Fn-me�bar in ! und stetig in # ist (siehe Satz A.1).

Daher ist die Aussage (2.3.23) sinnvoll.

Fixiere nun ein beliebiges � 2 �. Sei " > 0 beliebig. Da � o�en ist, k�onnen wir o.B.d.A.

B"(�) � � annehmen.

1. Seien zun�achst C1 und D vorausgesetzt. Wir betrachten nun wieder f�ur festes ! 2 


eine Taylorentwicklung der Funktion B"(�) 3 # 7! Gn;i(!;#) um den Punkt �,

diesmal mit Integral-Restglied:

Gn;i(!;#) = Gn;i(!; �) +
dX

j=1

(#j � �j)

Z 1

0

@jGn;i (!; � + t � (#� �)) dt (2.3.24)

�Ahnlich wie im Beweis von Satz 2.3.5 de�nieren wir f�ur n 2 N matrixwertige Funk-

tionen R(n) : 
�B"(�)! Rd�d durch

R(n)(!;#) :=

Z 1

0

D�Gn (!; � + t � (#� �)) dt;

wobei das Integral komponentenweise zu verstehen ist. Damit schreiben sich die d

Gleichungen (2.3.24) als Vektorgleichung in der Form

Gn(!;#) = Gn(!; �) +
�
R(n) (!;#)

�
(#� �)

= Gn(!; �) + nV (�)(#� �) + n

�
1

n
R(n) (!;#)� V (�)

�
(#� �):

(2.3.25)

Nach Voraussetzung ist gi(�; �; �) 2 L1(~��) sowie ~��(gi(�; �; �)) = 0 f�ur alle i = 1; : : : ; d,

da wir es mit einer Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen zu tun haben vgl. (2.2.5),

(2.2.7). Also folgt aus dem starken Gesetz der gro�en Zahlen (2.1.3)

1

n
Gn;i(�) =

1

n

nX
k=1

gi(Xk�1; Xk; �)
n!1���! ~�� (gi(�; �; �)) = 0 P�-f.s.;
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also auch
1

n
Gn(�)

n!1���! 0 P�-f.s. (2.3.26)

Wegen Bedingung D k�onnen wir o.B.d.A. davon ausgehen, da� die Matrix V (�) aus

(2.3.14) positiv de�nit ist; der negativ de�nite Fall l�a�t sich analog behandeln. Sei

� > 0 der kleinste Eigenwert von V (�). Da nach Voraussetzung C1 alle Funktionen

@jgi lokal dominiert integrierbar sind, gilt nach Lemma 2.3.3 f�ur i; j = 1; : : : ; d

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@jGn;i(#)� Vij(�)

����
= lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

@jgi(Xk�1; Xk;#)� ~�� (@jgi(�; �; �))
����� �#0�! 0 P�f.s.

(2.3.27)

Ist nun jj � jj eine beliebige Norm auf Rd und bezeichnet jjj � jjj die durch jj � jj induzierte
Matrixnorm auf Rd�d, so folgt aus (2.3.27) wegen der �Aquivalenz aller Normen auf

Rd�d auch

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(#)� V (�)

����




� lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

(
const �

dX
i;j=1

���� 1n@jGn;i (#)� Vij(�)

����
)

� const �
dX

i;j=1

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@jGn;i(#)� Vij(�)

����
�#0�! 0 P�-f.s.

(2.3.28)

F�ur beliebiges � > 0 und jedes �� 2 @B�(�) gilt o�enbar



���� 1nR(n)(!; ��)� V (�)

����



 = 



����Z 1

0

�
1

n
D�Gn

�
!; � + t(�� � �)

�� V (�)

�
dt

����




�
Z 1

0





���� 1nD�Gn(!; � + t(�� � �))� V (�)

����



 dt
� sup

#2B�(�)





���� 1nD�Gn (!;#)� V (�)

����



 :
Setzen wir nun

C :=

�
lim
n!1

1

n
Gn(�) = 0

�
\
(
lim
�#0

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(#)� V (�)

����



 = 0

)
;
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so folgt wegen (2.3.26) und (2.3.28), da� P�(C) = 1.

Sei nun ! 2 C beliebig. Dann gibt es zu unserem vorgegebenen " aus (2.3.23) ein

� = �(!) mit 0 < � < " sowie n0 = n0(!) 2 N, so da� f�ur alle n � n0

kGn(!; �)k < n� � �=3; sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn (!;#)� V (�)

����



 < �=3:

Sei nun n � n0 beliebig. Dann haben wir f�ur jedes feste �� 2 @B�(�) � B"(�) die

Absch�atzung

(�� � �)TGn(!; ��) = (�� � �)TGn(!; �) + n(�� � �)TV (�)(�� � �)

+ n(�� � �)T
�
1

n
R(n)

�
!; ��
�� V (�)

�
(�� � �)

� �jjGn(!; �)jj � jj�� � �jj| {z }
=�

+n�jj�� � �jj2

� n

����



 1nR(n)
�
!; ��
�� V (�)





���� � jj�� � �jj2

� n��2 � jjGn(!; �)jj � �

� n � sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn (!;#)� V (�)

����



 � �2
� n��2 � n��=3 � � � n�=3 � �2
= n�2�=3

> 0;

(2.3.29)

und da die Funktion # 7! Gn(!;#) stetig auf � ist, folgt aus Lemma 2.3.4 die Existenz

eines #� 2 B�(�) � B"(�) mit Gn(!;#
�) = 0. Da ! 2 C und n � n0 beliebig waren,

ist also gezeigt:

C � lim inf
n!1

f! : 9# 2 B"(�) \� : Gn(!;#
�) = 0g ;

und wegen P�(C) = 1 ist damit die Behauptung bewiesen.

2. Seien nun C2 und I vorausgesetzt, d.h. die Matrix V (�) ist invertierbar, aber nicht

mehr notwendig de�nit. Die Beweisidee ist die folgende: wegen der Invertierbarkeit

von V (�) hat die Sch�atzfunktion

~Gn(�) := V (�)TGn(�) =
nX

k=1

V (�)Tg(Xk�1; Xk; �) =:
nX

k=1

~g(Xk�1; Xk; �)
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mit ~g(x; y; �) := V (�)Tg(x; y; �) dieselben Nullstellen wie Gn, und falls die Funktion

A : �! Rd�d, � 7! V (�)T stetig di�erenzierbar ist, folgt

1

n
D�

~Gn(�) = [D�A(�)]
1

n
Gn(�)| {z }
!0

+V (�)T
1

n
D�Gn(�)| {z }
!V (�)

n!1���! V (�)TV (�) P�-f.s.

[Hierbei ist D�A(�) die totale Ableitung von A an der Stelle �, also ein beschr�ankter

linearer Operator � ! Rd�d.] Dabei ist V (�)TV (�) positiv de�nit, d.h. ~g erf�ullt die

Bedingung D. Diese �Uberlegung legt nahe, da� wir �ahnlich wie im ersten Beweis-

schritt vorgehen k�onnen. In der Tat k�onnten wir den hier betrachteten Fall auf das

bereits Bewiesene zur�uckf�uhren, indem wir zeigen, da� ~g auch Bedingung C1 erf�ullt.

Es erweist sich aber als vorteilhafter, einen etwas anderen Weg einzuschlagen und die

Sch�atzfunktion Gn statt mit der deterministischen Matrix V (�)T (also dem Limesele-

ment) mit der zuf�alligen Matrix 1
n
[D�Gn(�)]

T zu multiplizieren. Wir de�nieren also

eine Hilfs-Sch�atzfunktion

Hn(!; �) :=
1

n
[D�Gn(!; �)]

T Gn(!; �):

Dann ist

@jHn;i(!; �) = @j

"
1

n

dX
k=1

@iGn;k(!; �)Gn;k(!; �)

#

=
1

n

dX
k=1

�
@2jiGn;k(!; �) �Gn;k(!; �) + @iGn;k(!; �) � @jGn;k(!; �)

�
:

Wegen der Voraussetzung C2 haben wir nach Lemma 2.3.3 f�ur alle 1 � i; j; k � d

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1nGn;k(#)

����
= lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

������ 1nGn;k(#)� ~�� (gk(�))| {z }
=0

������ �#0�! 0 P�-f.s.;

(2.3.30)

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@iGn;k(#)� ~�� (@igk(�))

���� �#0�! 0 P�-f.s. (2.3.31)

und

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@2jiGn;k(#)� ~��
�
@2jigk(�)

����� �#0�! 0 P�-f.s. (2.3.32)
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Sei nun wieder jj � jj eine beliebige Norm auf Rd und jjj � jjj die induzierte Matrixnorm.

Wie im ersten Beweisschritt ergibt sich dann aus (2.3.30) und (2.3.31) zun�achst

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





 1nGn(#)





 �#0�! 0 in L1(P�); (2.3.33)

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(#)� V (�)





���� �#0�! 0 P�-f.s. (2.3.34)

und somit auch



 1nHn(�)





 = 



 1

n2
[D�Gn(�)]

T Gn(�)






�




���� 1nD�Gn(�)

����



| {z }
P�-f.s. beschr�ankt

�




 1nGn(�)





| {z }
!0P�-f.s.

n!1���! 0 P�-f.s.
(2.3.35)

Wir zeigen nun, da� auch

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Hn(#)� V (�)TV (�)

����



 �#0�! 0 P�-f.s. (2.3.36)

Dazu beobachten wir, da�

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����@2jiGn;k(#)

n
� Gn;k(#)

n

����
� lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

(���� 1n@2jiGn;k(#)� ~��(@
2
jigk(�))

���� � ���� 1nGn;k(�;#)
����

+
��~��(@2jigk(�))�� � ���� 1nGn;k(#)

����
)

� lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@2jiGn;k(#)� ~��(@
2
jigk(�))

����| {z }
�#0
�!0 nach (2.3.32)

� lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1nGn;k(#)

����| {z }
�#0
�!0 nach (2.3.30)

+
��~�� �@2jigk(�)��� � lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

���� 1nGn;k(#)

����| {z }
�#0
�!0 nach (2.3.30)

�#0�! 0 P�-f.s.

(2.3.37)
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und

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����@iGn;k(#)

n
� @jGn;k(#)

n
� Vki(�)Vkj(�)

����
� lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

(����� 1n@iGn;k(#)� Vki(�)

��
1

n
@jGn;k(#)� Vkj(�)

�����
+

����Vkj(�)� 1n@iGn;k(#)� Vki(�)

�����+ ����Vki(�)� 1n@jGn;k(#)� Vkj(�)

�����
)

� lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@iGn;k(#)� Vki(�)

���� � lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

���� 1n@jGn;k(#)� Vkj(�)

����
+ jVkj(�)j lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

���� 1n@iGn;k(#)� Vki(�)

����
+ jVki(�)j lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

���� 1n@jGn;k(#)� Vkj(�)

����
�#0�! 0 P�-f.s.

(2.3.38)

Aus (2.3.37) und (2.3.38) erhalten wir f�ur i; j = 1; : : : ; d

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n@jHn;i(#)�
dX

k=1

Vki(�) � Vkj(�)| {z }
=[V (�)TV (�)]ij

�����
= lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

�����
dX

k=1

 
@2jiGn;k(�)

n
� Gn;k(�)

n

+
@iGn;k(�)

n
� @jGn;k(�)

n
� Vki(�)Vkj(�)

!�����
�

dX
k=1

 
lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����@2jiGn;k(#)

n
� Gn;k(#)

n

����
+ lim sup

n!1
sup

#2B�(�)

����@iGn;k(#)

n
� @jGn;k(#)

n
� Vki(�)Vkj(�)

����
!

�#0�! 0 P�-f.s.
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und damit auch (2.3.36). Setze nun

C :=

�
lim
n!1

1

n
kHn(�)k = 0

�\(
lim
�#0

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Hn(#)� V (�)TV (�)





���� = 0

)
\(

lim
�#0

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(#)� V (�)





���� = 0

)
;

so da� also P�(C) = 1. Wenn wir nun wie in Schritt 1 zeigen k�onnen, da�

C � lim inf
n!1

f9#� 2 B"(�) \� : Gn(#
�) = 0g ;

dann ist die Behauptung bewiesen. Nach Voraussetzung I ist V (�) invertierbar und

damit die Matrix V (�)TV (�) (strikt) positiv de�nit: sei � > 0 ihr kleinster Eigenwert.

Bezeichnet au�erdem wieder G die Gruppe der invertierbaren Matrizes in Rd�d, so

folgt aus der O�enheit von G die Existenz eines � > 0, so da� f�ur jede Matrix

A 2 Rd�d mit jjjA� V (�)jjj < � stets A 2 G ist.

Betrachte nun ein beliebiges ! 2 C. Zum vorgegebenen " aus (2.3.23) w�ahle zun�achst

� = �(!) > 0, o.B.d.A. � < ", mit

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Hn(!;#)� V (�)TV (�)





���� < �

3

und

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(!;#)� V (�)





���� < �;

und dann n0 = n0(!; �) 2 N, so da� f�ur alle n � n0

kHn(!; �)k < n� � �=3; sup
#2B�(�)





���� 1nD�Hn (!;#)� V (�)TV (�)

����



 < �=3

und

sup
#2B�(�)





���� 1nD�Gn(!;#)� V (�)





���� < �;

Dann ist nach Wahl von � die Matrix D�Gn(!;#) f�ur jedes n � n0 und # 2 B�(�)

invertierbar. Eine v�ollig analoge Argumentation wie in Schritt 1 (Taylorentwicklung

(2.3.24) und Absch�atzung (2.3.29) f�ur Hn statt Gn, dann Anwendung von Lemma

2.3.4) liefert f�ur alle n � n0 die Existenz eines #
� 2 B�(�) � B"(�) mit Hn(!;#

�) = 0,

was wegen

Hn(!;#
�) =

1

n
[D�Gn(!;#

�)]T Gn(!;#
�)

und der Invertierbarkeit von D�Gn(!;#
�) �aquivalent ist zu Gn(!;#

�) = 0. Damit ist

die Behauptung bewiesen.
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�

Die entscheidende Idee im Beweis von Satz 2.3.23, n�amlich die Verwendung von Lemma

2.3.4 in diesem Zusammenhang, stammt aus [S�r]. Satz 2.3.6 zeigt insbesondere, da� f�ur P�-

fast alle ! 2 

"
f�ur schlie�lich alle n\ mindestens eine L�osung # 2 � der Sch�atzgleichung

Gn(!;#) = 0 existiert, unter jedem P�: setzen wir

Nn(!) := f# 2 � : Gn(!;#) = 0g; ! 2 
; (2.3.39)

so folgt aus (2.3.23) sofort

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

f! 2 
 : Nn(!) 6= ;g
�
= 1: (2.3.40)

Wir k�onnen nun eine Abbildung �̂n : 
! Rd de�nieren durch

�̂n(!) :=

(
# 2 Nn(!) beliebig; falls Nn(!) 6= ;
0; falls Nn(!) = ;: (2.3.41)

Ist die Abbildung �̂n eindeutig bestimmt, d.h. hat die Gleichung Gn(!;#) = 0 f�ur jedes

! 2 
 h�ochstens eine L�osung # 2 �, so zeigt eine einfache �Uberlegung, da� (�̂n)n eine (ein-

deutige) stark konsistente L�osung der Sch�atzgleichung f�ur den Parameter � ist. Es gen�ugt

in der Tat die schw�achere Voraussetzung, da� P� (lim infn!1f! 2 
 : #Nn(!) = 1g) = 1,

wobei wir mit # die Kardinalit�at einer Menge bezeichnet haben. Existieren jedoch meh-

rere L�osungen der Sch�atzgleichung, so hat eine beliebige Wahl von �̂n wie in (2.3.41) ohne

weiteres keinen Grund, konsistent zu sein. Ohne zus�atzliche Voraussetzungen erh�alt man

daher lediglich das folgende, essentiell nichtkonstruktive Resultat:

Satz 2.3.7 Sei (Gn)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4). Die

Funktion g gen�uge den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und I. Sei

� 2 � beliebig, aber fest. Dann gibt eine Folge (�̂n)n von Fn-me�baren Zufallsvariablen

�̂n : 
! Rd, so da�

P�

�
lim inf
n!1

f! 2 
 : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0g
�
= 1;

�̂n
n!1���! � P�-f.s.

Beweis Sei � 2 � beliebig. W�ahle eine Folge von positiven Zahlen ("k)k mit "k # 0 und

B"1(�) � �. Setzen wir

Nn;k(!) := f# 2 B"k : Gn(!;#) = 0g
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und

An;k := f! 2 
 : 9# 2 B"k(�) mit Gn(!; �) = 0g = f! 2 
 : Nn;k(!) 6= ;g;

so ergibt eine Anwendung von Theorem 2.3.6 mit " = "k, da�

8k 2 N : P�

�
lim inf
n!1

An;k

�
= 1;

also auch P�(C) = 1, wo

C :=
\
k2N

lim inf
n!1

An;k:

Ist nun ! 2 C beliebig, so gibt es zu jedem k 2 N ein nk 2 N, so da� ! 2 An;k, also

Nn;k(!) 6= ; f�ur alle n � nk. F�ur 1 � n < n1 setze �̂n(!) := 0, und f�ur nk � n < nk+1

mit k 2 N w�ahle ein Element �̂n(!) 2 Nn;k(!) 6= ;; aufgrund des Measurable Selection

Theorems A.2 kann diese Auswahl so getro�en werden, da� �̂n Fn-me�bar ist, vgl. hierzu

den Beweis von Satz 2.3.8 unten. F�ur nk � n < nk+1 ist dann nach De�nition �̂n(!) 2
B"k(�) � � und Gn(!; �̂n(!)) = 0, insbesondere gilt also

8n � n1 : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0:

Man �uberzeugt man sich leicht davon, da� �̂n(!)
n!1���! �. Da ! 2 C beliebig war und

P�(C) = 1, ist damit die Behauptung gezeigt.

Bemerkung F�ur den Spezialfall der Least-Squares-Gleichung, d.h. g wie in (2.2.8), wurde

Satz 2.3.7 unter st�arkeren Voraussetzungen in [KN], Theorem 3.1, bewiesen. Ein Beweis mit

stochastischer statt fast sicherer Konvergenz �ndet sich f�ur den Spezialfall der Likelihood-

Gleichung (d.h. g wie in (2.2.9)) in [Bil1], Theorem 2.1, ebenfalls unter st�arkeren Voraus-

setzungen, sowie f�ur allgemeines g (unter minimal st�arkeren Voraussetzungen) in [S�r],

Theorem 3.6. �

Wesentlich ist, da� die De�nition der Folge (�̂n)n in Satz 2.3.7 �uber Nn;k von � 2 �

abh�angt, also speziell auf die Wahl von � zugeschnitten ist. Man hat also strenggenommen

gar keine Sch�atzfolge f�ur den unbekannten Parameter konstruiert. Au�erdem hat eine zu

� 2 � gem�a� Satz 2.3.7 gew�ahlte Folge �̂n hat a priori keinen Grund, auch unter P~�,
~� 6= � fast sicher gegen ~� zu konvergieren, da die Bedingungen C1 und C2

"
lokal in �\

sind. Insbesondere liefert Satz 2.3.7 nicht die Existenz einer stark konsistenten Sch�atzfolge.

(F�ur eine Diskussion dieses Problems im Rahmen von i.i.d.-Variablen und der Likelihood-

Gleichung siehe [Leh], S. 420 f.)

Das Problem l�a�t sich jedoch umgehen, wenn man die zus�atzliche Annahme macht, da�

sich der Parameter � 2 � �uberhaupt (stark) konsistent sch�atzen l�a�t. Ist (�̂n)n eine (stark)

konsistente Sch�atzfolge, so kann man eine (stark) konsistente L�osung der Sch�atzgleichung
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Gn(#) = 0 durch
"
Projektion von �̂n(!) in die L�osungsmenge Nn(!)\ gewinnen, d.h. man

de�niert in symbolischer Schreibweise

�̂n(!) := 1Nn(!)6=;arginf#2Nn(!)jj�̂n(!)� #jj:
Dieser Ausweg wurde z.B. vorgeschlagen von [Leh], S. 421 und [Pfa], S. 202. Die Folge

(�̂n)n ist dann sogar asymptotisch normal mit Konvergenzrate
p
n, ohne da� man eine

entsprechende Annahme an die Folge der Hilfssch�atzer (�̂n)n machen mu�. Wir erhalten

als Hauptresultat dieses Abschnitts:

Theorem 2.3.8 Sei (Gn)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bauart (2.2.4),

d.h.

Gn(�) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �):

Die Funktion g gen�uge den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und I, und

f�ur alle � 2 � und i = 1; : : : ; d seien die Funktionen E2 3 (x; y) 7! g(x; y; �) in L2(~��).

Ferner sei der Parameter � 2 � (stark) konsistent sch�atzbar. Dann existiert eine (stark)

konsistente L�osung (�̂n)n der Sch�atzgleichung (2.3.1), und es gilt

8� 2 � :
p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N �0; V (�)�1W (�)V (�)�T
�
; (2.3.42)

wo V (�) und W (�) durch (2.3.14) und (2.2.10) gegeben sind.

Beweis

1. Sei zun�achst (�̂n)n eine beliebige Sch�atzfolge f�ur den Parameter �, also �̂n : 
 ! Rd

Fn-me�bar f�ur alle n 2 N. Mit Nn aus (2.3.39) de�niere die zuf�allige Menge

Dn(!) := f# 2 Nn(!) : jj�̂n(!)� #jj = dist (�̂n(!); Nn(!))g � Nn(!):

Es ist Dn(!) stets kompakt, und wegen der Stetigkeit von Gn(!; �) : � ! Rd ist

Nn(!) = Gn(�;!)�1(f0g) stets abgeschlossen. Ist Nn(!) 6= ;, so folgt also auch

Dn(!) 6= ; [denn f�ur jede nichtleere abgeschlossene Teilmenge C � Rd und festes

y 2 Rd gibt es ein x 2 C mit jjy� xjj = dist(y; C)]. Wir de�nieren nun eine mengen-

wertige Funktion Fn : 
! P(Rd) durch

Fn(!) :=

(
Dn(!); falls Nn(!) 6= ;
f0g falls Nn(!) = ;:

Dann ist Fn(!) f�ur jedes ! 2 
 kompakt und nichtleer. Wir zeigen nun: f�ur jede

o�ene Menge U � Rd gilt

f! 2 
 : Fn(!) \ U 6= ;g 2 Fn: (2.3.43)
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Dazu betrachte zun�achst die Funktion


 3 ! 7! hn(!) := dist(�̂(!); Nn(!))

(mit der Konvention dist(y; ;) =1, so da� also hn Werte in [0;1] annimmmt) und

zeige: hn ist Fn-me�bar. Dazu reicht zu zeigen: f�ur jedes 0 � b < 1 ist fhn � bg 2
Fn. Wir haben unter Ausnutzung der Abgeschlossenheit von Nn(!)

f! : hn(!) � bg = f! : dist(�̂n(!); Nn(!)) � bg
= f! : Nn(!) 6= ;; min

#2Nn(!)
jj�̂n(!)� #jj � bg

= f! : 9# 2 Nn(!) mit jj�̂n(!)� #)jj � bg 2 Fn

nach Satz A.1, da die Funktion (!;#) 7! �̂n(!) � # Fn-me�bar in ! und stetig in

# ist. V�ollig analog hat man f�ur beliebiges kompaktes K � U die Me�barkeit von

! 7! dist(�̂(!); Nn(!) \ K). Au�erdem ist f! : Nn(!) \ K 6= ;g = f! : 9# 2
� \ K mit Gn(!;#) = 0g 2 Fn wiederum nach Satz A.1, da Gn Fn-me�bar in !

und stetig in # ist; genauso ist f! : Nn(!) 6= ;g 2 Fn. F�ur jede kompakte Menge

K � U gilt somit

f! : Dn(!) \K 6= ;g
= f! : 9# 2 Nn(!) \K mit jj�̂n(!)� #jj = dist(�̂n(!); Nn(!))g
= f! : Nn(!) \K 6= ;g| {z }

2Fn

\f! : dist(�̂n(!); Nn(!) \K) = dist(�̂n(!); Nn(!))g| {z }
2Fn

2 Fn:

Mit einer kompakten Aussch�opfung (Km)m2N von U erhalten wir somit

f! : Dn(!) \ U 6= ;g =
[
m2N

f! : Dn(!) \Km 6= ;g 2 Fn;

und es folgt

f! 2 
 : Fn(!) \ U 6= ;g 2 Fn

= f! : Dn(!) \ U 6= ;g| {z }
2Fn

[f! : Nn(!) = ;; 0 2 Ug| {z }
=; oder =f!:Nn(!)6=;g2Fn

2 Fn;

das ist (2.3.43).

Nach dem Measurable Selection Theorem A.2 gibt es nun eine Fn-me�bare Zufalls-

variable �̂n : 
! Rd mit �̂n(!) 2 F (!) f�ur alle ! 2 
. Dies bedeutet nach De�nition

von Fn, da� f�ur jedes ! 2 
 mit Nn(!) 6= ; gilt:

�̂n(!) 2 Nn(!) � �; jj�̂n(!)� �̂n(!)jj = dist(�̂n(!); Nn(!)): (2.3.44)
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Da die Voraussetzungen von Satz 2.3.6 erf�ullt sind, gilt (2.3.40), und es folgt

lim
n!1

P�

�
f! : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0g

�
� P�

�
lim inf
n!1

f! : �̂n(!) 2 �; Gn(!; �̂n(!)) = 0g
�

� P�

�
lim inf
n!1

f! : Nn(!) 6= ;g
�
= 1:

(2.3.45)

2. Sei nun (�̂n)n als stark konsistent vorausgesetzt. Fixiere ein beliebiges � 2 �. �Ahnlich

wie im Beweis von Satz 2.3.7 setzen wir Nn;"(!) := B"(�) \ Nn(!) f�ur " > 0 und

de�nieren die Menge

C :=
\
"2Q+

lim inf
n!1

f! : Nn;"(!) 6= ;g \
n
lim
n!1

�̂n = �
o
2 A:

Aus Satz 2.3.6 sowie der vorausgesetzten starken Konsistenz von (�̂n)n folgt dann

P�(C) = 1. Sei nun ! 2 C und " > 0 beliebig. Dann gibt es n0 2 N, so da� f�ur alle

n � n0 gilt:

Nn(!) � Nn;"=2 6= ;; jj�̂n(!)� �jj < "=2:

Nach (2.3.44) gilt folglich f�ur n � n0

jj�̂n(!)� �̂n(!)jj = dist(�̂n(!); Nn(!)) � jj�̂n(!)� �jj| {z }
<"=2

+ dist(�;Nn(!))| {z }
<"=2; da Nn(!)\B"=2(�)6=;

< ":

(2.3.46)

Gezeigt ist also jj�̂n� �̂njj n!1���! 0 P�-fast sicher und damit auch jj�̂n��jj n!1���! 0 P�-

fast sicher. Zusammen mit (2.3.45) zeigt dies, da� durch (�̂n)n eine stark konsistente

L�osung der Sch�atzgleichung gegeben ist.

3. Nun sei nur noch Konsistenz von (�̂n)n vorausgesetzt. Fixiere ein beliebiges � 2 �

und � > 0. Wir m�ussen zeigen, da�

P�

�
jj�̂n � �jj � �

�
n!1���! 1: (2.3.47)

Setze nun

An := f! : Nn;�=2(!) 6= ;g; Bn := fjj�̂n � �jj � �=2:

Nach Satz 2.3.6 ist

lim
n!1

P�(An) � P�

�
lim inf
n!1

f! : Nn;�=2 6= ;g
�
= 1

und wegen der vorausgesetzten Konsistenz von (�̂n)n damit auch

P� (An \Bn)
n!1���! 1:
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Genau wie in (2.3.46) ergibt sich f�ur ! 2 An \ Bn aufgrund der De�nition von �̂n,

da� jj�̂n(!)� �̂n(!)jj � �, und es folgt

P�

�
jj�̂n � �̂njj � �

�
� P�(An \Bn)

n!1���! 1:

Hieraus folgt sofort (2.3.47) und damit �̂n
n!1���! � P�-stochastisch. Zusammen mit

(2.3.45) hei�t das: (�̂n)n ist eine konsistente L�osung der Sch�atzgleichung.

4. Die asymptotische Normalit�at (2.3.42) der Sch�atzfolge (�̂n)n ergibt sich nun sofort

aus Satz 2.2.1. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

�

2.4 Likelihood-Sch�atzung und LAN

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels sollen die bisher gewonnen Resultate verwendet wer-

den, um unter einfachen Bedingungen die Existenz einer (stark) konsistenten eindeutigen

L�osung der Likelihood-Gleichung sowie lokal-asymptotische Normalit�at (im folgenden kurz:

LAN) f�ur die Folge von Experimenten

En := (
;Fn; fPn;� : � 2 �g)
zu zeigen, wobei

Pn;� := P�jFn :

Im ganzen Abschnitt sollen folgende Voraussetzungen gelten: es gebe ein �-endliches

Ma� � auf (E;B(E)), so da�Q�(x; dy) � �(dy) f�ur alle x 2 E und � 2 �. Dies ist �aquivalent

dazu, da� die �Ubergangswahrscheinlichkeit Q� durch eine �Ubergangsdichte gegeben ist, die

strikt positiv festgelegt werden kann, d.h. es gibt eine Funktion p : E2 ��! R>0 mit

8� 2 �; 8x 2 E : Q�(x; dy) = p(x; y; �)�(dy): (2.4.1)

Ist die Startverteilung � nicht bekannt, sondern ebenfalls Bestandteil der Parametrisierung,

� 2 f�� : � 2 �g, so soll auch �� � � f�ur alle � 2 � gelten, was �aquivalent ist zur Existenz

einer Funktion f : E ��! R>0 mit

8� 2 � : ��(dy) = f(y; �)�(dy): (2.4.2)

Im folgenden gehen wir von dieser Situation aus; der Fall, da� � bekannt ist, l�a�t sich

analog (einfacher) behandeln. F�ur eine Menge A = fX0 2 B0; : : : ; Xn 2 Bng 2 Fn mit

B0; : : : ; Bn 2 B(E) setzen wir mit �n+1 := 
n
i=0�

�n(A) := �n+1(B0 � � � � �Bn);
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dadurch wird eindeutig ein �-endliches Ma� �n auf Fn de�niert, f�ur welches o�enbar

L(X0; : : : ; Xnj�n) = �n+1

gilt und bez�uglich dessen wir fPn;� : � 2 �g als dominierte Familie au�assen k�onnen: man

rechnet sofort nach, da� aufgrund der Markov-Eigenschaft f�ur eine Menge A = fX0 2
B0; : : : ; Xn 2 Bng 2 Fn mit B0; : : : ; Bn 2 B(E)

Pn;�(A) =

Z
A

f(X0; �)
nY
i=1

p(Xi�1; Xi; �) d�n (2.4.3)

gilt. Da die Mengen dieser Gestalt einen durchschnittsstabilen Erzeuger von Fn bilden,

gilt (2.4.3) sogar f�ur alle A 2 Fn, d.h. f(X0; �)
Qn

i=1 p(Xi�1; Xi; �) ist eine strikt positive

Festlegung der Dichte von Pn;� bez�uglich �n:

8n 2 N;8� 2 � :
dPn;�
d�n

= f(X0; �)
nY
i=1

p(Xi�1; Xi; �) > 0: (2.4.4)

Damit sind f�ur jedes n 2 N die Wahrscheinlichkeitsma�e fPn;� : � 2 �g �aquivalent zu

�n und daher auch untereinander, und f�ur die Dichtequotienten (Likelihood-Ratios) ergibt

sich

8#; � 2 � :
dPn;#
dPn;�

=
f(X0;#)

f(X0; �)

nY
i=1

p(Xi�1; Xi;#)

p(Xi�1; Xi; �)
:

Die log-Likelihood-Funktion ist gegeben durch

log
dPn;�
d�n

= log f(X0; �)
nY
i=1

p(Xi�1; Xi; �) = log f(X0; �) +
nX
i=1

log p(Xi�1; Xi; �): (2.4.5)

Da der Term log f(X0; �), wie wir sehen werden, asymptotisch vernachl�assigbar ist, arbeiten

wir im folgenden anstelle von (2.4.5) mit der modi�zierten log-Likelihood-Funktion

Ln(�) :=
nX
i=1

log p(Xi�1; Xi; �):

zu arbeiten. (Ist die Startverteilung bekannt, so f�allt Ln mit der exakten log-Likelihood-

Funktion zusammen.) Ist Ln di�erenzierbar in �, so ist der Score-Vektor der partiellen

Ableitungen von Ln nach �i gegeben durch

r�Ln(�) =
nX
i=1

r� log p(Xi�1; Xi; �);

und die Gleichung

r�Ln(�; �) = 0 (2.4.6)
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hei�t Likelihood-Gleichung. Diese Gleichung ist o�enbar von der Bauart (2.2.4). Unter

geeigneten Bedingungen an die �Ubergangsdichte p k�onnen wir die in Abschnitt 2.3 ent-

wickelten Resultate verwenden, um die Existenz von (stark) konsistenten und asymptotisch

normalen L�osungen der Likelihood-Gleichung (2.4.6) zu zeigen. Praktisch dieselben Bedin-

gungen stellen sicher, da� die Folge der Experimente (En)n = (
;Fn; fPn;� : � 2 �g) an
jeder Stelle � 2 � lokal-asymptotisch normal ist. Wir arbeiten mit der folgenden De�nition

von LAN (siehe z.B. [Pfa], Condition 8.1.1):

De�nition 2.4.1 (LAN-Bedingung) Die Folge von Experimenten (En)n hei�t lokal-

asymptotisch normal an der Stelle � 2 �, falls es eine (strikt) positiv de�nite Matrix

K(�) 2 Rd�d sowie Zufallsvariablen Sn = Sn(�) : 
! Rd mit

Sn
L���!

n!1
N (0; K(�)) unter P� (2.4.7)

und eine Folge �n = �n(�)! 0 f�ur n!1 gibt, so da� f�ur jede beschr�ankte Folge (un)n �
Rd gilt:

log
dPn;�+�n(�)un

dPn;�
= uTnSn �

1

2
uTnK(�)un + oP�(1); n!1: (2.4.8)

Bemerkungen Die G�ultigkeit der LAN-Bedingung (2.4.1) impliziert eine Reihe von

Folgerungen, f�ur die wir z.B. auf [IH], Kapitel 9 �. verweisen. Insbesondere stellt sich

K(�)�1 als untere Schranke f�ur die asymptotische Varianz regul�arer Sch�atzfolgen heraus;

zu diesem Begri� siehe [IH], De�nition 9.1. Unter moderaten Zusatzvoraussetzungen kann

au�erdem jede konsistente Sch�atzfolge, die die richtige Konvergenzgeschwindigkeit besitzt,

zu einer regul�aren und e�zienten Sch�atzfolge umgebaut werden; f�ur eine einfache Version

dieses auf Le Cam zur�uckgehenden Verfahrens siehe z.B. [H�o], Kapitel 7 B. �

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts. Zus�atzlich zu den Bedingun-

gen, die im folgenden Theorem formuliert werden, sollen nat�urlich (2.4.1) und (2.4.2) sowie

die generellen Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 erf�ullt sein, d.h. insbesondere: (Xn)n ist

unter jedem P� ein ergodischer Markov-Proze� mit einem eindeutigen invarianten Wahr-

scheinlichkeitsma� ��.

Theorem 2.4.2 F�ur die �Ubergangsdichte p und die Dichte f der Startverteilung seien

folgende Voraussetzungen erf�ullt:

� F�ur jedes x 2 E ist die Funktion � 3 � 7! f(x; �) stetig.

� F�ur alle (x; y) 2 E2 ist die Funktion � 3 � 7! p(x; y; �) in C2(�), und somit ist auch

f�ur alle (x; y) 2 E2 die Funktion

� 3 � 7! `(x; y; �) := log p(x; y; �)

wohlde�niert und in C2(�).
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� F�ur alle � 2 � und i = 1; : : : ; d ist die Funktion E2 3 (x; y) 7! @i`(x; y; �) in L
2(~��).

� F�ur alle i; j = 1; : : : ; d ist die Funktion @2ij` lokal dominiert integrierbar.

� Es gilt

8� 2 �; x 2 E; i; j = 1; : : : ; d :

Z
E

@ip(x; y; �)�(dy) = 0 =

Z
E

@2ijp(x; y; �)�(dy):

(2.4.9)

� F�ur alle � 2 � ist die Fisher-Information

K(�) := [~�� (@i`(�; �; �) � @j`(�; �; �))]i;j=1;:::;d 2 Rd�d

invertierbar.

Dann gilt LAN an jeder Stelle � 2 � mit K(�) in (2.4.7) und normierender Folge �n(�) =

n�1=2.

Ist ferner der Parameter � 2 � stark konsistent (bzw. konsistent) sch�atzbar, so gibt es

eine eindeutige stark konsistente (bzw. eindeutige konsistente) L�osung (�̂n)n der Likelihood-

Gleichung (2.4.6) mit

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

f! : �̂n(!) ist lokale Maximalstelle von Ln(!; �)g
�
= 1; (2.4.10)

bzw.

8� 2 � : P�

�
f! : �̂n(!) ist lokale Maximalstelle von Ln(!; �)g

�
n!1���! 1: (2.4.11)

In beiden F�allen gilt dabei

8� 2 � :
p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N �0; K(�)�1)
�

unter P�: (2.4.12)

Bemerkung Bedingung (2.4.9) folgt sofort aus der Gleichung
R
E
p(x; y; �) = 1, falls f�ur

jedes x 2 E die Funktion

� 3 � 7!
Z
E

p(x; y; �)�(dy) (2.4.13)

zweimal partiell unter dem Integralzeichen di�erenziert werden darf. Die Fisher-Information

K(�) ist gerade die zu g = r�` geh�orige Matrix W (�) aus (2.2.10). Da K(�) als Kovari-

anzmatrix stets positiv semide�nit ist, folgt aus der der Nichtsingularit�atsannahme, da�

K(�) sogar (strikt) positiv de�nit ist. �

Beweis Fixiere ein beliebiges � 2 �. Im folgenden bezeichne rrT
� Ln(!; �) die Hesse-

Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von Ln(!; �) an der Stelle �.
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1. Sei (un)n � Rd beschr�ankt. Eine Taylorentwicklung von Ln(!; �) um � ergibt f�ur die

log-Likelihood-Ratios (f�ur gen�ugend gro�e n, so da� � + n�1=2un 2 �)

log
dPn;�+n�1=2un

dPn;�
(!)

= f(X0(!); � + n�1=2un)� f(X0(!); �) + Ln(!; � + n�1=2un)� Ln(!; �)

= f(X0(!); � + n�1=2un)� f(X0(!); �)

+ n�1=2uTnr�Ln(!; �) +
1

2
n�1uTn

�rrT
� Ln

�
!; � + �n(!)n

�1=2un
��
un

= +uTnSn(!)�
1

2
uTnK(�)un

+ f(X0(!); � + n�1=2un)� f(X0(!); �) +
1

2
uTn
�
K(�) +Kn(!)

�
un;

(2.4.14)

mit

Sn(!) := n�1=2r�Ln(!; �) = n�1=2
nX

k=1

r�`(Xk�1(!); Xk(!); �)

und

Kn(!) := n�1rrT
� Ln

�
!; � + �n(!)n

�1=2un
�

= n�1
nX

k=1

rrT
� `(Xk�1(!); Xk(!); � + �n(!)n

�1=2un):

Dabei ist �n : 
 ! [0; 1] wie in (2.3.15) eine Abbildung, die me�bar, also als Zu-

fallsvariable festgelegt werden kann (analoge Argumentation wie im Beweis von Satz

2.3.5).

2. Es ist (Ln)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen: nach Voraussetzung ist f�ur

jedes i = 1; : : : ; d und � 2 � die Funktion @i`(�; �; �) : E2 ! R in L2(~��) � L1(~��),

und nach (2.4.9) gilt

8� 2 �; x 2 E :

Z
E

@i`(x; y; �)Q�(x; dy) =

Z
E

@ip(x; y; �)

p(x; y; �)
p(x; y; �)�(dy) = 0;

das ist (2.2.6). Aus dem Zentralen Grenzwertsatz (2.2.1) folgt nun sofort

Sn
L�! N (0; K(�)) unter P�;

das ist (2.4.7).

Betrachte nun die zur�` geh�orige Matrix V (�) aus (2.3.14), also Vij(�) = ~�� (@j@i`(�; �; �)),
und zeige: es ist V (�) = �K(�). Aus (2.4.9) ergibt sich n�amlich

~��

�
@2jip(�; �; �)
p(�; �; �)

�
=

Z
E

~��(dx)

Z
E

@2jip(x; y; �)

p(x; y; �)
p(x; y; �)�(dy)| {z }

=0

= 0
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und somit

Vij(�) = ~��
�
@2ji`(�; �; �)

�
= ~��

�
@2jip(�; �; �) � p(�; �; �)� @ip(�; �; �) � @j(�; �; �)

p(�; �; �)2
�

= ~��

�
@2jip(�; �; �)
p(�; �; �)

�
| {z }

=0

�~��
�
@ip(�; �; �)
p(�; �; �) � @jp(�; �; �)

p(�; �; �)
�

= �~�� (@i`(�; �; �) � @j`(�; �; �))
= �Kij(�):

Da nun alle Funktionen @2ij` lokal dominiert integrierbar sind und �+�n�n�1=2un n!1���!
�, folgt aus Lemma 2.3.8, da�

K
(n)
ij =

1

n

nX
k=1

@2ij`(Xk�1; Xk; �+�n�n�1=2un) n!1���! ~��
�
@2ij`(�; �; �)

�
= Vij(�) P�-f.s.;

also K(n) n!1���! V (�) = �K(�) P�-f.s. Zusammen mit der Stetigkeit von f in # folgt

insbesondere

f(X0; � + n�1=2un)� f(X0; �) +
1

2
uTn (K(�) +K(n))un = oP� :

Wegen der Entwicklung (2.4.14) ist damit die LAN-Bedingung (2.4.1) nachgewiesen.

3. Es ist schon gezeigt, da� (Ln)n eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen der Bau-

art (2.2.4) mit g = r�` ist. Da die Matrix V (�) = �K(�) negativ de�nit ist, folgt

zusammen mit dem schon Bewiesenen, da� r�` die Bedingungen C1 und D aus Ab-

schnitt 2.3 erf�ullt. Daher k�onnen wir Theorem 2.3.8 anwenden, um zu schlie�en, da�

es eine konsistente (stark konsistente) L�osung (�̂n)n der Likelihood-Gleichung (2.4.6)

gibt, falls der Parameter � 2 � �uberhaupt konsistent (stark konsistent) sch�atzbar ist.

Wegen der negativen De�nitheit von V (�) gibt es � > 0 so, da� f�ur A 2 Rd�d mit

jjjA � V (�)jjj < � stets auch A negativ de�nit ist. Da die Funktionen @ij2` nach

Voraussetzung lokal dominiert integrierbar sind, folgt nach Lemma (2.3.3)

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)

����� 1n
nX

k=1

@2ji`(Xk�1; Xk;#)� Vij(�)

����� �#0��! 0 P�-f.s.;

also auch

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nrrT
� Ln(�;#)� V (�)

����



 �#0��! P�-f.s.
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Sei nun (#̂n)n eine beliebige stark konsistente L�osung der Likelihood-Gleichung. De-

�niere

C :=f�̂n n!1���! �g \ f#̂n n!1���! �g \
(
lim
�#0

lim sup
n!1

sup
#2B�(�)





���� 1nrrT
� Ln(#)� V (�)

����



 = 0

)
\ lim inf

n!1
f�̂n 2 �;r�Ln(�̂n) = 0g \ lim inf

n!1
f#̂n 2 �;r�Ln(#̂n) = 0g;

so da� also P�(C) = 1. F�ur ! 2 C gibt es dann � = �(!) > 0 und n0 = n0(!; �) 2 N,
so da� f�ur n � n0 stets folgendes gilt:

�̂n(!); #̂n(!) 2 B�(�) \�; r�Ln(!; �̂n(!)) = 0 = r�Ln(!; #̂n(!))

sowie

sup
#2B�(�)





���� 1nrrT
� Ln(!;#)� V (�)

����



 < �;

also auch

rrT
� Ln(!;#) ist negativ de�nit f�ur alle # 2 B�(�)

nach Wahl von �. Somit kann also die Gleichung r�Ln(!;#) = 0 f�ur n � n0 nur

h�ochstens eine L�osung # 2 B�(�) haben, und es folgt

8n � n0 : �̂n(!) = #̂n(!):

Da wegen �̂n(!) 2 B�(�) insbesondere auch rrT
� L(!; �̂n(!)) negativ de�nit ist, ist

�̂n(!) eine lokale Maximalstelle von # 7! Ln(!;#). Insgesamt haben wir also gezeigt,

da�

C � lim inf
n!1

f�̂n = #̂ng \ lim inf
n!1

f�̂n ist lokale Maximalstelle von Lng:

Wegen P�(C) = 1 sind damit sowohl die Eindeutigkeit als auch (2.4.10) f�ur eine stark

konsistente L�osung bewiesen. Im Fall, da� (�̂n)n lediglich eine konsistene L�osung der

Likelihood-Gleichung liefert, erh�alt man mit analogen Argumenten Eindeutigkeit und

Aussage (2.4.11). Schlie�lich gilt nach Theorem 2.3.5

p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N (0; V (�)�1W (�)V (�)�T = N �0; K(�)�1
�

wegen K(�)T = K(�) = W (�) = �V (�).

�
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2.5 Bemerkungen zu optimalen Sch�atzfunktionen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels besch�aftigen wir uns kurz mit optimalen Sch�atzfunktionen.

Verschiedene Optimalit�atsbegri�e f�ur Sch�atzfunktionen (auch f�ur Prozesse in stetiger Zeit)

wurden insbesondere von Godambe und Heyde formuliert und untersucht; siehe z.B. [GH]

f�ur eine allgemeine Diskussion. Wir beschr�anken uns hier auf einige elementare Beobach-

tungen �uber Optimalit�at in einem Sinne, der dem asymptotischen Optimalit�atsbegri� in

[GH] entspricht.

Es bezeichne G das System aller Funktionen g : E2�
! Rd, die die Bedingungen C1

und I aus Abschnitt 2.3 sowie f�ur alle � 2 �

g(�; �; �) 2 L2(~��);Z
E

Q�(x; dy) g(x; y; �) = 0 f�ur ��-fast alle x 2 E (2.5.1)

erf�ullen. F�ur jedes g 2 G ist dann also (Gn)n mit

Gn(�) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �)

nach Abschnitt 2.2 eine Folge von Martingal-Sch�atzfunktionen, und nach Theorem 2.3.5 gilt

f�ur jede konsistente L�osung (�̂n)n der zugeh�origen Martingal-Sch�atzgleichung Gn(�) = 0,

da� p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N �0; Vg(�)�1Wg(�)Vg(�)
�T
�
:

Hierbei schreiben wir Vg(�) und Wg(�) f�ur die Matrizes aus (2.3.14) und (2.2.10), um zu

betonen, da� die Matrizes von g abh�angen. Es ist also

Vg(�) = ~�� (D�g(�; �; �)) ; Wg(�) = ~��(g(�; �; �)g(�; �; �)T ):

Betrachte nun eine Teilmenge ~G � G ; dies k�onnen zum Beispiel alle g einer bestimmten

Bauart sein, etwa die in den Beispielen in Abschnitt 2.2 betrachteten linearen oder quadrati-

schen Sch�atzfunktionen. Dann liegt die Frage nahe, ob die Kovarianzmatrix Vg(�)
�1Wg(�)Vg(�)

�T

in g 2 ~G minimiert werden kann, d.h. ob es ein g� 2 ~G gibt mit

8g 2 ~G ; � 2 � : Vg(�)
�1Wg(�)Vg(�)

�T � Vg�(�)
�1Wg�(�)Vg�(�)

�T : (2.5.2)

Nenne jedes g� 2 ~G mit (2.5.2) ein optimales Element in ~G . Ein solches ist keineswegs

eindeutig bestimmt: ist g� optimal in ~G und A 2 Rd�d invertierbar, so �uberzeugt man sich

leicht davon, da� auch Ag� optimal in ~G ist.
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Existiert ein optimales g� 2 ~G , so ist also durch Vg�(�)
�1Wg�(�)Vg�(�)

�T eine untere

Schranke f�ur die asymptotische Varianz einer jeden konsistenten L�osung der Martingal-

Sch�atzgleichung

Gn(�) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �) = 0; g 2 ~G beliebig;

gegeben. Hilfreich f�ur die Bestimmung optimaler Elemente ist das folgende, an die Cram�er-

Rao-Schranke erinnernde Lemma:

Lemma 2.5.1 Existiert g� 2 ~G mit

8g 2 ~G ;8� 2 � : ~��
�
g(�; �; �)g�(�; �; �)T

�
= �Vg(�); (2.5.3)

so ist g� optimal in ~G .

Beweis Die Funktion g� 2 ~G erf�ulle (2.5.3). Dann gilt insbesondere

8� 2 � : Wg�(�) = ~��(g�(�)g�(�)
T ) = �Vg�(�) (2.5.4)

und Vg�(�) ist symmetrisch, also vereinfacht sich die rechte Seite von (2.5.2) zu �Vg�(�)�1 =
Wg�(�)

�1. Durch Multiplikation mit Vg(�) von links und Vg(�)
T von rechts sieht man dann,

da� (2.5.2) �aquivalent ist zu

8g 2 ~G ; � 2 � : Wg(�) � �Vg(�)Vg�(�)�1Vg(�)T : (2.5.5)

Sei nun g 2 ~G beliebig. Setze

h(x; y; �) := g(x; y; �)� Vg(�)Vg�(�)
�1g�(x; y; �):

Dann gilt f�ur jedes � 2 �

0 � ~��(h(�)h(�)
T )

= ~��(g(�)g(�)
T )� ~��

�
g(�)

�
Vg(�)Vg�(�)

�1g�(�)
�T�� ~��

�
Vg(�)Vg�(�)

�1g�(�)g(�)
T
�

+ ~��

�
Vg(�)Vg�(�)

�1g�(�)
�
Vg(�)Vg�(�)

�1g�(�)
�T�

= ~��
�
g(�)g(�)T

�� ~��
�
g(�)g�(�)

T
�| {z }

=�Vg(�)

Vg�(�)
�1Vg(�)

T � Vg(�)Vg�(�)
�1 ~��

�
g�(�)g(�)

T
�| {z }

=�Vg(�)T

+ Vg(�)Vg�(�)
�1 ~��

�
g�(�)g�(�)

T
�| {z }

=�Vg� (�)

Vg�(�)
�1V T

g (�)

= Wg(�) + Vg(�)Vg�(�)
�1Vg(�)

T + Vg(�)Vg�(�)
�1Vg(�)

T � Vg(�)Vg�(�)
�1Vg�(�)Vg�(�)

�1Vg(�)
T

= Wg(�) + Vg(�)Vg�(�)
�1Vg(�)

T ;

das ist (2.5.5).
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Bemerkungen

1. Existiert ein Element g� 2 ~G mit (2.5.3), so ist Vg�(�) = �~��
�
g�(�)g�(�)

T
�
negativ

semide�nit und nach Voraussetzung I invertierbar, also auch strikt negativ de�nit.

Damit erf�ullt g� die Bedingungen C1 und D aus Abschnitt 2.3. Unter der Vorausset-

zung, da� der Parameter � 2 � �uberhaupt konsistent sch�atzbar ist, gibt es also nach

Theorem 2.3.8 eine konsistente L�osung (�̂�n)n der Sch�atzgleichung

G�
n(�) :=

nX
k=1

g�(Xk�1; Xk; �) = 0;

f�ur die

8� 2 � :
p
n(�̂�n � �)

L���!
n!1

N �0;Wg�(�)
�1
�

unter P�

gilt; die untere Schranke �Vg�(�)�1 = Wg�(�)
�1 wird dann also erreicht. Entsprechen-

de Sch�atzfolgen werden auch als Quasi-Likelihood-Sch�atzfolgen bezeichnet.

2. Anders als durch die Optimalit�atsbedingung (2.5.2) ist das Element g� durch die

Bedingung (2.5.3) in Lemma 2.5.1 im wesentlichen eindeutig bestimmt: seien g�, ~g�
mit (2.5.3) gegeben. Schreiben wir tr(A) f�ur die Spur einer Matrix A 2 Rd�d und

verwenden wir die euklidische Norm auf Rd,

jjxjj :=
p
xTx =

p
tr(xxT ); x 2 Rd;

so ergibt sich aus (2.5.3)

8� 2 � : ~��
�jjg�(�)� ~g�(�)jj2

�
= ~��

�
tr
�
(g�(�)� ~g�(�))(g�(�)� ~g�(�))

T
��

= tr
�
~��(g�(�)g�(�)

T )� ~��(~g�(�)g�(�)
T )� ~��(g�(�)~g�(�)

T ) + ~��(~g�(�)~g�(�)
T )
�

= tr (�Vg�(�) + V~g�(�) + Vg�(�)� V~g�(�))

= 0;

d.h. f�ur alle � 2 � gilt g�(�; �; �) = ~g�(�; �; �) ~��-fast sicher.
3. Der Proze� (Xn)n erf�ulle zus�atzlich die Regularit�atsvoraussetzungen aus Abschnitt

2.4, d.h. es sei

Q�(x; dy) = p(x; y; �)�(dy)

mit einer strikt positiven und in � stetig di�erenzierbaren �Ubergangsdichte p. De�-

niere wieder `(x; y; �) = log p(x; y; �) und setze voraus, da� r�` 2 G . F�ur beliebiges
g 2 G ist dann

D�(p � g) = g � (r�p)
T + p �D�g:
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Unter der zus�atzlichen Voraussetzung, da� f�ur jedes g 2 G die Funktion

� 7!
Z
E

g(x; y; �)p(x; y; �)�(dy)

komponentenweise partiell unter dem Integralzeichen di�erenziert werden darf, gilt

dann wegen (2.5.1) f�ur ��-fast alle x 2 E

0 = D�

�Z
E

g(x; y; �) � p(x; y; �)�(dy)
�

| {z }
=0 f�ur ��-fast alle x

=

Z
E

D� [g(x; y; �) � p(x; y; �)]�(dy)

=

Z
E

g(x; y; �)[r�`(x; y; �)]
Tp(x; y; �)�(dy) +

Z
E

p(x; y; �)D�g(x; y; �)�(dy);

also auch

~��
�
g(�)[r�`(�)]

T
�
=

Z
E

��(dx)

Z
E

g(x; y; �)[r�`(x; y; �)]
Tp(x; y; �)�(dy)

= �
Z
E

��(dx)

Z
E

p(x; y; �)D�g(x; y; �)�(dy)

= �~�� (D�g(�))

= �Vg(�):
Also istr�` nach Lemma 2.5.1 ein optimales Element in G , und die zugeh�orige untere

Schranke Wr�`(�)
�1 ist gerade die Inverse der Fisher-Information.

�

Im Rest dieses Abschnitts soll gezeigt werden, wie Lemma 2.5.1 zur expliziten Berech-

nung optimaler Elemente verwendet werden kann. Wir betrachten dabei die Teilmenge

~G = G2 :=
�
g 2 G : g(x; y; �) = wm(x; �)(y �m(x; �)) + wv(�)

�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�	
;

wobei

m(x; �) := E�� [Xn jXn�1 = x]; v(x; �) := Var�� [Xn jXn�1 = x]

Festlegungen der bedingten Erwartung bzw. Varianz von Xn gegeben Xn�1 = x sind,

siehe das Beispiel in Abschnitt 2.2. Die durch g 2 G2 induzierten Sch�atzfunktionen Gn

sind gerade die dort angesprochenen quadratischen Sch�atzfunktionen. Gesucht sind die

optimalen Gewichte w�m und w�v. Wir nehmen an, da� der Proze� (Xn)n unter P�� endliche

vierte Momente besitzt. Dann sind auch die dritten und vierten zentrierten bedingten

Momente

�3(x; �) := E��

�
(Xn �m(Xn�1; �))

3 jXn�1 = x
�
;



52 Kapitel 2: Parametersch�atzung in zeitdiskreten Markovprozessen

�4(x; �) := E��

�
(Xn �m(Xn�1; �))

4 jXn�1 = x
�

wohlde�niert.

Wir wollen nun ein optimales Element g� durch den Ansatz

~��
�
g(�)g�(�)

T
� !
= �Vg(�) (2.5.6)

bestimmen. F�ur beliebiges g 2 G2 und � 2 � ist

D�g(x; y; �)

= D�

�
(y �m(x; �)) � wm(x; �) +

�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

� � wv(x; �)
�

= (y �m(x; �))D�wm(x; �)� wm(x; �)[r�m(x; �)]T +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
D�wv(x; �)

� 2(y �m(x; �))wv(x; �)[r�m(x; �)]T � wv(x; �)[r�v(x; �)]
T ;

also berechnet sich die Matrix Vg(�) zu

Vg(�) = ~�� (D�g(�))

= E�� [(X1 �m(X0; �)) �D�wm(X0; �)]| {z }
=0

+ E��

��
(X1 �m(X0; �))

2 � v(X0; �)
� �D�wv(X0; �)

�| {z }
=0

� 2E��

�
(X1 �m(X0; �)) � wv(X0; �)r�m(X0; �)

T
�| {z }

=0

� E��

h
wm(X0; �)[rm(X0; �)]

T + wv(X0; �) [r�v(X0; �)]
T
i

= ���
�
wm(�; �)[r�m(�; �)]T + wv(�; �)[r�v(�; �)]T

�
:

(2.5.7)

F�ur das gesuchte Element g� 2 G2 mit

g�(x; y; �) = (y �m(x; �))w�m(x; �) +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
w�v(x; �) (2.5.8)

ergibt sich

g(x; y; �)g�(x; y; �)
T

= (y �m(x; �))2wm(x; �)w
�
m(x; �)

T +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�2
wv(x; �)w

�
v(x; �)

T

+ (y �m(x; �))
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

� �
wm(x; �)w

�
v(x; �)

T + wv(x; �)w
�
m(x; �)

T
�
;
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und somit

~��(g(�)g�(�)
T )

= E��

�
(X1 �m(X0; �))

2wm(X0; �)w
�
m(X0; �)

T
�

+ E��

h�
(X1 �m(X0; �))

2 � v(X0; �)
�2
wv(X0; �)w

�
v(X0; �)

T
i

+ E��

�
(X1 �m(X0; �))

3
�
wm(X0; �)w

�
v(X0; �)

T + wv(X0; �)w
�
m(X0; �)

T
��

� E��

�
(X1 �m(X0; �))v(X0; �)

�
wm(X0; �)w

�
v(X0; �)

T + wv(X0; �)w
�
m(X0; �)

T
��| {z }

=0

= E��

�
v(X0; �)wm(X0; �)w

�
m(X0; �)

T
�

+ E��

��
�4(X0; �)� v(X0; �)

2
�
wv(X0; �)w

�
v(X0; �)

T
�

+ E��

�
�3(X0; �)

�
wm(X0; �)w

�
v(X0; �)

T + wv(X0; �)w
�
m(X0; �)

T
��

= ��

�
v(�; �)wm(�; �)w�m(�; �)T +

�
�4(�; �)� v(�; �)2�wv(�; �)w�v(�; �)T

+ �3(�; �)
�
wm(�; �)w�v(�; �)T + wv(�; �)w�m(�; �)T

��
= ��

�
wm [v(�; �)w�m(�; �) + �3(�; �)w�v(�; �)]T

+ wv(�; �)
�
(�4(�; �)� v(�; �)2)w�v(�; �) + �3(�; �)w�m(�; �)

�T �
:

(2.5.9)

Der Ansatz (2.5.6) liefert dann zusammen mit (2.5.7) und (2.5.9)

v(x; �)w�m(x; �) + �3(x; �)w
�
v(x; �)

!
= r�m(x; �); (2.5.10)

(�4(x; �)� v(x; �)2)w�v(x; �) + �3(x; �)w
�
m(x; �)

!
= r�v(x; �): (2.5.11)

Au
�osen nach w�m und w�v liefert dann die optimalen Gewichte

w�m(x; �) =
(�4(x; �)� v(x; �)2)r�m(x; �)� �3(x; �)r�v(x; �)

v(x; �)(�4(x; �)� v(x; �)2)� �3(x; �)2
(2.5.12)

w�v(x; �) =
v(x; �)r�v(x; �)� �3(x; �)r�m(x; �)

v(x; �) (�4(x; �)� v(x; �)2)� �3(x; �)2
: (2.5.13)

Wir haben mittels der obigen Rechnungen also gezeigt:

Satz 2.5.2 Die Ausdr�ucke (2.5.12) und (2.5.13) seien wohlde�niert. De�niere g� durch

(2.5.8). Gilt dann g� 2 G , so erf�ullt g� die Voraussetzungen von Lemma 2.5.1 und ist

somit insbesondere ein optimales Element in G2.
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Bemerkungen Die Ausdr�ucke (2.5.12) und (2.5.13) f�ur die optimalen Gewichte w�m und

w�v sind eine d-dimensionale Version von (1.9) - (1.11) in [Wef].

Man beachte, da� der Nenner in (2.5.12) und (2.5.13) stets positiv ist, falls das Wahr-

scheinlichkeitsma�Q�(x; dy) keine Punktmassen hat: nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

gilt

�3(x; �)
2 =

�
Ex
�

�
(X1 �m(X0; �))

3
��2

=

0@Ex
�

�
(X1 �m(x; �))3

�� Ex
� [v(x; �)(X1 �m(x; �))]| {z }

=0

1A2

=
�
Ex
�

��
(X1 �m(x; �))2 � v(x; �)

� � (X1 �m(x; �))
��2

� Ex
�

h�
(X1 �m(x; �))2 � v(x; �)

�2i � Ex
�

�
(X1 �m(x; �))2

�
=
�
�4(x; �)� v(x; �)2

� � v(x; �)
mit Gleichheit genau dann, wenn es eine Konstante K = K(x; �) 2 R gibt mit��(X1 �m(x; �))2 � v(x; �)

�� = K � jX1 �m(x; �)j P x
� -f.s.; (2.5.14)

siehe etwa [LL], Theorem 2.3. Gilt aber (2.5.14), so erf�ullt X1 P
x
� -fast sicher eine von zwei

quadratischen Gleichungen, und L(X1 jP x
� ) = Q�(x; �) ist somit auf endlich viele Punkte

konzentriert. �



Kapitel 3

Parametersch�atzung im

diskretisierten CIR-Modell

3.1 Vorbereitungen

In diesem Kapitel kehren wir zum diskretisierten CIR-Modell zur�uck. Mit den Bezeich-

nungen aus Kapitel 2 ist dann also

E := R�0; � := R>0 � R<0 � R>0:

F�ur die Elemente des Parameterraums schreiben wir statt � = (�1; �2; �3) auch weiterhin

meistens (a; b; �2). Partielle Ableitungen nach den Variablen a; b; �2 bezeichnen wir mit

@a; @b; @�2 oder auch @i, i = 1; : : : ; 3; es ist also @1 � @a; @2 � @b; @3 � @�2 . Mit �� bezeichnen

wir das Lebesguema� auf E = R�0 sowie mit ��2 := �� 
 �� das Lebesguema� auf E2.

Integrale bez�uglich �� werden mit
R
E
f(y) dy :=

R
E
f(y)��(dy) bezeichnet.

Betrachte nun wieder den diskretisierten CIR-Proze� (Xn)n2N0 aus Abschnitt 1.2, auf-

gefa�t als kanonischer Proze� auf dem kanonischen Pfadraum. Nach Abschnitt 1.2 ist dieser

f�ur jedes � = (a; b; �2) 2 � ein homogener Markov-Proze� mit �Ubergangswahrscheinlichkeit

Q�(x; dy) = p(x; y; �) dy; x 2 E;

wobei p die �Ubergangsdichte aus (1.2.3) ist. Wegen p(x; y; �) > 0 f�ur y > 0 gilt insbesondere

8� 2 �; x 2 E : Q�(x; dy) � ��: (3.1.1)

Nach Abschnitt 1.2 existiert zu jedem Q�, � 2 �, ein eindeutiges invariantes Wahrschein-

lichkeitsma�, n�amlich die Gamma-Verteilung

��(dx) := �
�
�(�); r(�)

�
(dx) = 
(x; �) dx;

55
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wobei nach (1.1.9)

�(�) = q(�) + 1 =
2a

�2
; r(�) =

�2b
�2

: (3.1.2)

Die Verteilung hat also die Lebesgue-Dichte


(x; �) =
r(�)�(�)

�(�(�))
x�(�)�1e�r(�)x; x 2 E:

Wegen 
(x; �) > 0 f�ur x > 0 ist �� � �� f�ur alle � 2 �. Mit (3.1.1) folgt daher insbesondere

8� 2 �; x 2 E : Q�(x; dy)� ��(dy):

Nach Satz 2.1.2 ist folglich die Ergodizit�atsannahme 2.1.1 erf�ullt. Damit erf�ullt der Proze�

(Xn)n alle Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1. Wir halten au�erdem fest, da� das Ma� ~��
aus (2.1.2) durch eine ��2-Dichte gegeben ist,

~�� (d(x; y)) = 
(x; �)p(x; y; �) dx dy:

Wegen 
(x; �)p(x; y; �) > 0 f�ur x; y > 0 gilt dabei auch

~�� � ��2; � 2 �: (3.1.3)

Schlie�lich erhalten wir aus Satz 1.1.4, da� die Momente beliebig hoher Ordnung des Pro-

zesses endlich sind. Insbesondere gilt

Ex
� [X

n
1 ] =

nX
k=0

�
n

k

��
xeb�

�n�k �eb� � 1

2b

�k kY
j=1

�
2a+ �2(n� k � 1 + j)

�
; n 2 N0:

(3.1.4)

Wir werden im folgenden die im zweiten Kapitel entwickelte Theorie auf das CIR-

Modell anwenden und stark konsistente sowie asymptotisch normale Sch�atzfolgen f�ur den

Parameter � angeben sowie lokal-asymptotische Normalit�at beweisen.

3.2 Sch�atzung mittels quadratischer Sch�atzfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Sch�atzfolgen f�ur den Parameter � im CIR-Modell, die

durch stark konsistente L�osungen von Martingal-Sch�atzgleichungen der Form

Gn(�) =
nX

k=1

g(Xk�1; Xk; �) = 0 (3.2.1)

de�niert sind. Dabei soll (Gn)n eine Folge von quadratischen Martingal-Sch�atzfunktionen

sein, d.h. in der Terminologie von Abschnitt 2.5 g 2 G2 sein. Es sei kurz daran erinnert,

da� dies bedeutet: g ist von der Gestalt

g(x; y; �) = (y �m(x; �))wm(x; �) +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
wv(x; �)
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und erf�ullt die Bedingungen C1 und I aus Abschnitt 2.3 sowie g(�; �; �) 2 L2(~��) f�ur jedes

� 2 �. Dabei bezeichnetm(x; �) eine Festlegung der bedingten Erwartung E�� [Xn jXn�1 = x]

und v(x; �) eine Festlegung der bedingten Varianz E��

�
(Xn �m(Xn�1; �))

2 jXn�1 = x
�
.

Diese existieren, da der Proze� unter P�� endliche Momente beliebig hoher Ordnung hat.

Nach der Markov-Eigenschaft gilt

E�� [Xn jXn�1] = E
Xn�1

� [X1] P�� -f.s.;

also k�onnen wir mit der Festlegung

m(x; �) = Ex
� [X1] (3.2.2)

arbeiten. Mit Gleichung (3.1.4) berechnet sich m(x; �) f�ur x 2 E; � 2 � zu

m(x; �) = xeb� +
eb� � 1

2b
� 2a =: 
0(�) + 
1(�)x; (3.2.3)

wobei


0(�) :=
a

b
(eb� � 1) > 0; 
1(�) := eb� > 0: (3.2.4)

Ganz analog arbeiten wir mit der Festlegung

v(x; �) = Ex
� [X

2
1 ]�m(x; �)2 (3.2.5)

f�ur die bedingte Varianz; wieder mit (3.1.4) folgt f�ur x 2 E; � 2 �

v(x; �) = Ex
� [X

2
1 ]�m(x; �)2

= x2e2b� + 2xeb�
eb� � 1

2b
(2a+ �2) +

�
eb� � 1

2b

�2

2a(2a+ �2)�
�
xeb� +

a

b
(eb� � 1)

�2
= xeb�

eb� � 1

b
�2 +

(eb� � 1)2

2b2
a�2

=: �2(�0(�) + �1(�)x);

wobei

�0(�) :=
a

2b2
�
eb� � 1

�2
> 0; �1(�) :=

1

b
eb�
�
eb� � 1

�
> 0: (3.2.6)

O�enbar gilt 
0; 
1; �0; �1 2 C1(�). Wir beobachten dabei, da� 
0; 
1; �0; �1 und somit

auch m ausschlie�lich von den Variablen a und b und nicht von �2 abh�angen. Wir k�onnen

sie daher je nach Zweckm�a�igkeit als Funktionen von (a; b) allein oder als in �2 konstante

Funktionen von � = (a; b; �2) au�assen.

Wir ben�otigen noch wie in Abschnitt 2.5 die zentrierten bedingten Momente dritter

und vierter Ordnung �3 und �4. Analog zur obigen Herleitung von m und v berechnet man

unter Verwendung von (3.1.4) Festlegungen von �3 und �4 zu

�3(x; �) = �30(�) + �31(�)x; (3.2.7)
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�4(x; �) = �40(�) + �41(�)x+ �42(�)x
2 (3.2.8)

wobei

�30(�) =
a�4

2b3
(eb� � 1)3 > 0; �40(�) =

3a�4(a+ �2)

4b4
(eb� � 1)4 > 0

�31(�) =
3�4

2b2
eb�(eb� � 1)2 > 0; �41(�) =

3�4(a+ �2)

b3
eb�(eb� � 1)3 > 0;

�42(�) =
3�4

b2
e2b�(eb� � 1)2 > 0:

(3.2.9)

Schlie�lich sei kurz bemerkt, da� wegen Xn � 0 f�ur alle n 2 N0 f�ur den CIR-Proze�

s�amtliche bedingten Momente nicht nur unter P�� , sondern sogar unter jedem P �
� mit

beliebiger Startverteilung � wohlde�niert und durch die obigen Festlegungen gegeben sind.

Wir werden im folgenden zun�achst den Conditional Least Squares-Ansatz (im folgen-

den kurz: CLS-Ansatz) verwenden, um eine stark konsistente und asymptotisch normale

Sch�atzfolge f�ur den Parameter � zu konstruieren. Diese Sch�atzfolge hat eine explizite Dar-

stellung und l�ost eine quadratische Martingal-Sch�atzgleichung der Bauart (3.2.1). Damit

steht dann eine Folge von Hilfssch�atzern zur Verf�ugung, die die Anwendung der Resulta-

te aus Kapitel 2, insbesondere von Theorem 2.3.8, auf das CIR-Modell erm�oglicht. Die

Darstellung in diesem Unterabschnitt folgt der Arbeit [OR].

3.2.1 Conditional Least Squares-Sch�atzung

Der CLS-Ansatz wurde insbesondere von Klimko und Nelson eingehend untersucht; sie-

he [KN]. Ein kurzer �Uberblick �ndet sich in [HH]. Man geht dabei aus von einem (nicht

notwendig Markovschen) zeitdiskreten stochastischen Proze� ( ~Xn)n2N0 auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum (~
; ~A; ~P�), dessen Verteilung von einem Parameter � 2 ~�; ~� � Rd

o�en, abh�angt. Mit ~Fn := �( ~Xk : 0 � k � n) sei f�ur alle n 2 N und � 2 ~� die be-

dingte Erwartung E�( ~Xn jFn�1) de�niert. F�ur eine endliche Folge von Beobachtungen

( ~X0(!); : : : ; ~Xn(!)) betrachtet man nun die Quadratsumme der Fehler der
"
besten Pro-

gnose\

Qn(!; �) :=
nX

k=1

h
~Xk(!)� E�( ~Xk jFk�1)(!)

i2
(3.2.10)

in Abh�angigkeit von � 2 �. Beim CLS-Verfahren sucht man f�ur festes ! 2 ~
 nach (relati-

ven oder sogar globalen) Minima der Funktion � 7! Qn(!; �). Ist diese Funktion di�eren-

zierbar in �, so gilt f�ur jede Minimalstelle �� von Qn(!; �) notwendig
r�Qn(!; �

�) = 0: (3.2.11)

Gleichung (3.2.11) hei�t Least-Squares-Equation. Unter geeigneten Bedingungen erh�alt

man somit eine Sch�atzfolge f�ur den unbekannten Parameter �, die (asymptotisch) die Least-

Squares-Gleichung (3.2.11) l�ost.
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Sch�atzung des Driftkoe�zienten

Betrachte nun wieder den CIR-Proze�. Nach den �Uberlegungen aus Abschnitt (3.1) sind

die bedingten Erwartungen E�(Xn jFn�1) stets de�niert und gegeben durch

E� [Xn jFn�1] = m(Xn�1; �) = 
0(�) + 
1(�)Xn�1 P�-f.s.

mit m; 
0 und 
1 aus (3.2.2) und (3.2.4). F�ur die Funktion Qn aus (3.2.10) ergibt sich

Qn(�) =
nX

k=1

[Xk �m(Xk�1; �)]
2 =

nX
k=1

[Xk � 
0(�)� 
1(�)Xk�1]
2 ;

und die Least-Squares-Gleichung (3.2.11) schreibt sich als

0 = r�Qn(�) = �2
nX

k=1

(Xk �m(Xk�1; �)) � r�m(Xk�1; �): (3.2.12)

Die Least-Squares-Gleichung ist also eine lineare Martingal-Sch�atzgleichung der Bauart

(3.2.1) und l�a�t sich somit als Spezialfall der allgemeinen Theorie aus Kapitel 2 au�assen.

Da wie schon bemerkt 
0 und 
1 ausschlie�lich von a und b abh�angen, ist m und damit

auch Qn konstant entlang der �3-Koordinatenrichtung. Durch L�osen der Gleichung (3.2.12)

k�onnen wir also sinnvollerweise nur den Driftkoe�zienten (a; b) sch�atzen; f�ur die Sch�atzung

von �2 wird ein anderer Ansatz ben�otigt. Dies geschieht im n�achsten Unterabschnitt. Aus

dem genannten Grund zerlegen wir den Parameterraum in

� =: �� R>0

mit � := R>0 � R<0 und schreiben

� =: (�; �2) mit � = (�1; �2) := (a; b):

Wir fassen auch Qn je nach Zweckm�a�igkeit als Funktion von � oder als in �2 konstante

Funktion von � = (�; �2) auf. Aus der Least-Squares-Gleichung (3.2.12) erhalten wir dann

nach Multiplikation mit �1=2 das Gleichungssystem

0 = �1

2
@aQn(�) =

nX
k=1

(Xk �m(Xk�1;�)) � @am(Xk�1;�)

0 = �1

2
@bQn(�) =

nX
k=1

(Xk �m(Xk�1;�)) � @bm(Xk�1;�);

(3.2.13)
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welches in � zu l�osen ist. Zur Abk�urzung f�uhren wir folgende Schreibweisen ein:

�Xn :=
1

n

nX
k=1

Xk; �X 0
n :=

1

n

nX
k=1

Xk�1;

�(1)
n :=

nX
k=1

�
Xk � �Xn

� �
Xk�1 � �X 0

n

�
=

nX
k=1

XkXk�1 � n �Xn
�X 0
n;

�(2)
n :=

nX
k=1

�
Xk�1 � �X 0

n

�2
=

nX
k=1

X2
k�1 � n( �X 0

n)
2:

(3.2.14)

Mit diesen Konventionen ergibt sich

0
!
=

nX
k=1

(Xk �m(Xk�1;�)) � @am(Xk�1;�)

=
nX

k=1

(Xk � 
0(�)� 
1(�)Xk�1) (@a
0(�) + @a
1(�)| {z }
=0

Xk�1)

= @a
0(�)
nX

k=1

(Xk � 
0(�)� 
1(�)Xk�1)

= n@a
0(�)
�
�Xn � 
0(�)� 
1(�) �X

0
n

�
(3.2.15)

und

0
!
=

nX
k=1

(Xk �m(Xk�1;�)) � @bm(Xk�1;�)

=
nX

k=1

(Xk � 
0(�)� 
1(�)Xk�1) (@b
0(�) + @b
1(�)Xk�1)

= n@b
0(�)
�
�Xn � 
0(�)� 
1(�) �X

0
n

�
+ @b
1(�)

 
nX

k=1

XkXk�1 � n
0(�) �X
0
n � 
1(�)

nX
k=1

X2
k�1

!
:

(3.2.16)

Nun ist wegen @a
0(�) =
1
b
(eb� � 1) > 0 die rechte Seite von (3.2.15) o�ensichtlich genau

dann gleich 0, wenn der Ausdruck in der Klammer gleich 0 ist, also wenn

0 =
�
�Xn � 
0(�)� 
1(�) �X

0
n

�
= �Xn � a

b
(eb� � 1)� eb� �X 0

n;

das ist gleichwertig zu

a =
�Xn � eb� �X 0

n

eb� � 1
b:
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Setzen wir dies in (3.2.16) ein, so ergibt sich wegen @b
1(�) = �eb� > 0

0 =
nX

k=1

XkXk�1 � n �X 0
n
0(�)� 
1(�)

nX
k=1

X2
k�1

=
nX

k=1

XkXk�1 � n �X 0
n

�
�Xn � 
1(�) �X

0
n

�� 
1(�)
nX

k=1

X2
k�1

=
nX

k=1

XkXk�1 � n �Xn
�X 0
n � 
1(�)

 
nX

k=1

X2
k�1 � n �X 02

n

!
= �(1)

n � eb��(2)
n ;

was unter der Voraussetzung 0 < �
(1)
n < �

(2)
n o�enbar �aquivalent ist zu

b =
1

�
log

�
(1)
n

�
(2)
n

< 0:

Wir haben somit gezeigt: gilt 0 < �
(1)
n < �

(2)
n , so hat das Gleichungssystem (3.2.13) eine

eindeutige L�osung (ân; b̂n) in R
2, n�amlich

b̂n :=
1

�
log

 
�
(1)
n

�
(2)
n

!
< 0;

ân :=
�Xn � eb̂n� �X 0

n

eb̂n� � 1
b̂n =

�Xn�
(2)
n � �X 0

n�
(1)
n

�
(1)
n � �

(2)
n

� 1
�
log

�
(1)
n

�
(2)
n

� 0;

dabei gilt (ân; b̂n) 2 � = R>0 � R<0, falls zus�atzlich ân > 0. Folgerichtig de�nieren wir

Bn :=
�
0 < �(1)

n < �(2)
n

	
(3.2.17)

und einen Sch�atzer �̂n f�ur � durch

�̂n := 1Bn �
 
ân
b̂n

!
= 1Bn �

1

�
log

 
�
(1)
n

�
(2)
n

!0B@ �Xn�
(2)
n � �X 0

n�
(1)
n

�
(1)
n � �

(2)
n

1

1CA (3.2.18)

Man beachte, da� wegen � = R>0 � R<0 stets f�̂n 2 �g � Bn gilt. Als Ergebnis der

bisherigen Diskussion sei festgehalten:

Feststellung 3.2.1 Sei �̂n de�niert wie in (3.2.18). Dann ist �̂n auf dem Ereignis Bn die

eindeutige L�osung des Gleichungssystems (3.2.13).

Wir zeigen nun, da� (�̂n)n stark konsistent f�ur den Parameter � ist:
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Lemma 3.2.2 F�ur alle � = (�; �2) 2 � gilt

�̂n
n!1���! � P�-f.s. (3.2.19)

und

P�

�
lim inf
n!1

n
�̂n 2 �;r�Qn(�̂n) = 0 und �̂n ist lokale Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�)

o�
= 1:

(3.2.20)

Beweis Fixiere ein beliebiges � = (�; �2) = (a; b; �2) 2 �.

1. Zeige zuerst (3.2.19). Da der Proze� (Xn)n unter P�� Momente jeder Ordnung hat,

folgt mit dem Starken Gesetz der Gro�en Zahlen 2.1.3

�Xn
n!1���! E�� [X0]; �X 0

n
n!1���! E�� [X0] P�-f.s.;

1

n

nX
k=1

X2
k�1

n!1���! E��

�
X2

0

�
P�-f.s.

sowie

1

n

nX
k=1

XkXk�1
n!1���! E�� [X0 �X1] = E�� [X0 � E�� [X1 jX0]]

= E�� [X0(
0(�) + 
1(�)X0)]

= 
0(�)E�� [X0] + 
1(�)E�� [X
2
0 ] P�-f.s.

Daraus folgt (vgl. (1.1.13))

1

n
�(2)
n =

1

n

nX
k=1

X2
k�1 �

�
�X 0
n

�2 n!1���! E�� [X
2
0 ]� E�� [X0]

2 = Var�� [X0] =
a�2

2b2

und

1

n
�(1)
n =

1

n

nX
k=1

XkXk�1 � �Xn
�X 0
n

n!1���!
0(�)E�� [X0] + 
1(�)E��

�
X2

0

�� (E�� [X0])
2

=
a

b
(eb� � 1)

�
�a
b

�
+ eb�

a(�2 + 2a)

2b2
�
�
�a
b

�2
= eb�

a�2

2b2
P�-f.s.

Insbesondere folgt auch

1

n

�
�(2)
n � �(1)

n

� n!1���! a�2

2b2
(1� eb�) > 0 P�-f.s.
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Mit Bn =
n
0 < �

(1)
n < �

(2)
n

o
aus (3.2.17) gilt folglich

P�

�
lim inf
n!1

Bn

�
= 1 (3.2.21)

sowie

b̂n = 1Bn �
1

�
log

 
1
n
�
(1)
n

1
n
�
(2)
n

!
n!1���! 1

�
log

�
eb� � a�2=2b2
a�2=2b2

�
= b P�-f.s.

Hieraus ergibt sich dann sofort

ân =
�Xn � eb̂n� �X 0

n

eb̂n� � 1
b̂n

n!1���! �a
b
� eb�(�a

b
)

eb� � 1
b = a P�-f.s.;

das ist (3.2.19).

2. Wegen Feststellung 3.2.1 und (3.2.21) gilt insbesondere auch

P�

�
lim inf
n!1

f�̂n 2 �;r�Qn(�̂n) = 0g
�
= 1: (3.2.22)

De�niere nun

f(x; y;�) := (y �m(x;�))2 = (y � 
0(�)� 
1(�)x)
2 ;

so da� also

Qn(�) =
nX

k=1

f(Xk�1; Xk;�):

Die zweiten partiellen Ableitungen von f nach a und b sind gegeben durch

@2aaf(x; y;�) = 2 (@a
0(�))
2 ;

@2abf(x; y;�) = 2
�
@a
0(�) (@b
0(�) + @b
1(�)x)� @2a
0(�) (y �m(x;�))

�
;

@2bbf(x; y;�) = 2
�
(@b
0(�) + @b
1(�)x)

2 � �@2bb
0(�) + @2b
1(�)x
�
(y �m(x;�))

�
:

Hieraus ersieht man, da� @2ijf f�ur i; j = a; b Polynome in (x; y) sind, deren Koe�-

zienten wegen 
0; 
1 2 C1(�) stetig von � abh�angen. Da der Proze� (Xn)n unter

P�� Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind folglich alle zweiten partiellen Ablei-

tungen @2ijf lokal dominiert integrierbar, vgl. die Bemerkungen nach De�nition 2.3.2.

Aus Lemma 2.3.3 folgt daher

1

n
@2ijQn(�̂n) =

1

n

nX
k=1

@2ijf(Xk�1; Xk; �̂n)
n!1���! ~��

�
@2ijg(�; �;�)

�
P�-f.s.;
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f�ur i; j = a; b, also auch

1

n
rrT

�Qn(�̂n)
n!1���! �

~��
�
@2ijf(�; �;�)

��
i;j=a;b

=: V (�); (3.2.23)

wobei wir mit rrT
�Qn(�) die Hesse-Matrix von Qn an der Stelle � bezeichnet haben.

F�ur die Matrix V (�) berechnet man

V11(�) = 2 (@a
0(�))
2 ;

V21(�) = V12(�) = 2@a
0(�) (@b
0(�) + @b
1(�)E�� [X0])� 2@2a
0(�)E�� [X1 �m(X0;�)]| {z }
=0 nach Def. von m

= 2@a
0(�) (@b
0(�) + @b
1(�)E�� [X0]) ;

V22(�) = 2E��

�
(@b
0(�) + @b
1(�)X0)

2�� 2E��

��
@2b
0(�) + @2b
1(�)X0

�
(X1 �m(X0;�))

�| {z }
=0 nach Def. von m

= 2 (@b
0(�))
2 + 4@b
0(�)@b
1(�)E�� [X0] + 2 (@b
1(�))

2E��

�
X2

0

�
:

Folglich ist V11(�) > 0 sowie

detV (�) = 4 (@a
0(�))
2 (@b
1(�))

2 �E�� [X
2
0 ]� E�� [X0]

2�
= 4 (@a
0(�))

2 (@b
1(�))
2 � Var�� [X0] > 0;

die Matrix V (�) ist somit positiv de�nit. Wegen (3.2.23) ist daher auch

P�

�
lim inf
n!1

n
rrT

�Qn(�̂n) ist positiv de�nit
o�

= 1:

Setzen wir nun

Cn :=
n
�̂n 2 �;r�Qn(�̂n) = 0

o
\
n
rrT

�Qn(�̂n) ist positiv de�nit
o
; (3.2.24)

so ist �̂n auf dem Ereignis Cn eine lokale Minimalstelle der Funktion � 3 � 7! Qn(�),

und nach dem gerade Bewiesenen sowie (3.2.22) ist

P�

�
lim inf
n!1

Cn

�
= 1;

das ist (3.2.20)

Bemerkung Das eben bewiesene Resultat liefert nicht, da� �̂n asymptotisch eine globale

Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�), also Qn(�) � Qn(�̂n) f�ur alle � 2 � ist. F�ur das

Ereignis Cn aus (3.2.24) gilt jedoch Cn � Bn, und auf Bn ist �̂n nach Feststellung 3.2.1 der

einzige kritische Punkt von � 7! Qn(�). Damit ist �̂n zumindest in dem Sinne
"
optimal\,

da� es asymptotisch au�er �̂n keine weiteren Minimalstellen von � 3 � 7! Qn(�) gibt. �
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Sch�atzung des Di�usionskoe�zienten

Wir wenden uns nun der Sch�atzung des Di�usionskoe�zienten �2 zu. Daf�ur ben�otigen wir

die bedingte Varianz. Nach den �Uberlegungen aus Abschnitt 3.1 ist diese gegeben durch

Var�[Xn jFn�1] = v(Xn�1; �) = �2(�0(�) + �1(�)Xn�1) (3.2.25)

mit v, �0 und �1 aus (3.2.5) und (3.2.6), wobei wir wieder �0 und �1 als Funktionen von

� = (a; b) au�assen.

Ist nun (��n)n eine beliebige Sch�atzfolge f�ur � 2 �, so bieten sich verschiedene M�oglichkeiten

zur Konstruktion eines Sch�atzers f�ur �2 an. F�ur festes � 2 � k�onnen wir etwa (Xk �m(Xk�1; �))
2

mit seinem Kompensator unter P� gleichsetzen,

(Xk �m(Xk�1; �))
2 !
= E�

�
(Xk �m(Xk�1;�)

2 jFk�1

�
= �2(�0(�) + �1(�)Xk�1);

und nach �2 au
�osen. Das f�uhrt zu

�2 =
(Xk �m(Xk�1;�))

2

�0(�) + �1(�)Xk�1
:

Daher bietet sich

��2n := 1f��n2�g �
1

n

nX
k=1

�
Xk �m(Xk�1; ��n)

�2
�0(��n) + �1(��n)Xk�1

(3.2.26)

als Sch�atzer f�ur �2 an. Dieser Sch�atzer ist auf dem Ereignis f��n 2 �g die eindeutige L�osung
in �2 der Gleichung

1

n

nX
k=1

�
Xk �m(Xk�1; ��n)

�2 � �2
�
�0(��n) + �1(��n)Xk�1

�
�0(��n) + �1(��n)Xk�1

= 0:

Man beachte, da� wegen �0(�) > 0, �1(�) > 0 f�ur alle � 2 � und Xk � 0 f�ur alle k 2 N0

stets �0(�) + �1(�)Xk�1 > 0 und somit die rechte Seite von (3.2.26) wohlde�niert ist.

Ein anderer Ansatz besteht darin, Gleichung (3.2.25) f�ur festes � 2 � als lineare Re-

gressionsgleichung im Parameter �2 aufzufassen,

(Xk �m(Xk�1;�))
2 = �2(�0(�) + �1(�)Xk�1) + �k; (3.2.27)

und die Methode der kleinsten Quadrate zu verwenden. Dann m�ussen wir also f�ur festes

� 2 � die Funktion

�2 7!
nX

k=1

�
(Xk �m(Xk�1;�))

2 � �2(�0(�) + �1(�)Xk�1)
�2
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minimieren. Di�erentiation nach �2 ergibt

0
!
= �2

nX
k=1

�
(Xk �m(Xk�1;�))

2 � �2(�0(�) + �1(�)Xk�1)
� � (�0(�) + �1(�)Xk�1):

Diese Gleichung hat die eindeutige L�osung

�2n(�) :=

Pn
k=1(�0(�) + �1(�)Xk�1)(Xk �m(Xk�1;�))

2Pn
k=1(�0(�) + �1(�)Xk�1)2

:

Zu jeder Sch�atzfolge (��n)n f�ur � erhalten wir dann eine Sch�atzfolge (��2n)n f�ur �
2 durch die

Festsetzung

��2n := 1f��n2�g � �2n(��n) = 1f��n2�g �
Pn

k=1(�0(
��n) + �1(��n)Xk�1)(Xk �m(Xk�1; ��n))

2Pn
k=1(�0(

��n) + �1(��n)Xk�1)2

(3.2.28)

Wir halten fest:

Feststellung 3.2.3 Auf dem Ereignis f��n 2 �g ist ��2n die eindeutige L�osung in �2 der

Gleichung

nX
k=1

�
(Xk �m(Xk�1; ��n))

2 � �2(�0(��n) + �1(��n)Xk�1)
� � (�0(��n) + �1(��n)Xk�1) = 0

und ��2n die eindeutige L�osung in �2 der Gleichung

1

n

nX
k=1

�
Xk �m(Xk�1; ��n)

�2 � �2(�0(��n) + �1(��n)Xk�1)

�0(��n) + �1(��n)Xk�1

= 0:

Ist nun die Sch�atzfolge (��n)n (stark) konsistent, so �ubertr�agt sich diese Eigenschaft auf

(��2n)n und (��2n)n:

Lemma 3.2.4 Sei (��n)n eine Sch�atzfolge f�ur den Parameter � 2 �. Dann gilt: Ist (��n)n
konsistent (stark konsistent), d.h.

8� = (�; �2) 2 � : ��n
n!1���! � P�-stochastisch (P�-f.s.);

so sind die durch (3.2.26) und (3.2.28) de�nierten Sch�atzfolgen (��2n)n und (��2n)n konsistent

(stark konsistent) f�ur den Parameter �2, d.h.

8� = (�; �2) 2 � : ��2n
n!1�! �2 und ��2n

n!1�! �2 P�-stochastisch (P�-f.s.):

Beweis Fixiere � = (�; �2) 2 �.
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1. Betrachte zun�achst (��2n)n und setze starke Konsistenz voraus. De�niere

f(x; y;�) := (�0(�) + �1(�)x) (y �m(x;�))2

= (�0(�) + �1(�)x) (y � 
0(�)� 
1(�)x)
2 � 0

und

g(x; y;�) := (�0(�) + �1(�)x)
2 > 0; x; y 2 R�0; � 2 �:

Dann sind f�ur festes � 2 � o�enbar (x; y) 7! f(x; y;�) und (x; y) 7! g(x; y;�) Polyno-

me in (x; y), und wegen der Stetigkeit von �0; �1 und m in � h�angen die Koe�zienten

stetig von � ab. Damit ist f lokal dominiert integrierbar, vgl. die Bemerkungen nach

De�nition 2.3.2, und aus Lemma 2.3.3 folgt

1

n

nX
k=1

f(Xk�1; Xk; ��n)
n!1���! ~�� (f(�; �;�)) = E��

�
(�0(�) + �1(�)X0) (X1 �m(X0;�))

2�
= E�� [(�0(�) + �1(�)X0) � v(X0;�)]

= �2E��

�
(�0(�) + �1(�)X0)

2� P�-f.s.

sowie

1

n

nX
k=1

g(Xk�1; Xk; ��n)
n!1���! ~�� (g(�; �;�)) = E��

�
(�0(�) + �1(�)X0)

2� P�-f.s.

Da wegen der vorausgesetzten starken Konsistenz zudem 1f��n2�g
n!1���! 1 P�-fast

sicher, erhalten wir

��2n = 1f��n2�g �
1
n

Pn
k=1

�
�0(��n) + �1(��n)Xk�1

� �
Xk �m(Xk�1; ��n)

�2
1
n

Pn
k=1(�0(

��n) + �1(��n)Xk�1)2

= 1f��n2�g �
1
n

Pn
k=1 f(Xk�1; Xk; ��n)

1
n

Pn
k=1 g(Xk�1; Xk; ��n)

n!1���! �2E��

�
(�0(�) + �1(�)X0)

2�
E��

�
(�0(�) + �1(�)X0)

2� = �2 P�-f.s.

Ist (��2n)n nur konsistent, so schlie�t man analog unter Verwendung von Lemma 2.3.3.

2. Betrachte nun (��2n)n. Dieser Sch�atzer hat die Darstellung

��2n = 1f��n2�g �
1

n

nX
k=1

h(Xk�1; Xk; ��n)

mit

h(x; y;�) :=
(y �m(x;�))2

�0(�) + �1(�)x
� 0; x; y 2 R�0; � 2 �:
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O�enbar gilt wegen �0(�); �1(�) > 0 die Absch�atzung

h(x; y;�) � (y �m(x;�))2

�0(�)

und hier ist die Funktion auf der rechten Seite wieder ein Polynom in (x; y) mit in �

stetigen Koe�zienten, also lokal dominiert integrierbar. Wiederum mit Lemma 2.3.3

folgt

��2n = 1f��n2�g �
1

n

nX
k=1

h(Xk�1; Xk; ��n)
n!1���!E�� [h(X0; X1;�)]

= E��

"
(X1 �m(X0;�))

2

�0(�) + �1(�)X0

#

= E��

�
v(X0;�)

�0(�) + �1(�)X0

�
= �2

mit P�- fast sicher bzw. stochastischer Konvergenz, je nachdem ob (��n)n stark kon-

sistent bzw. nur konsistent ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.

�

De�nition und Asymptotik des Conditional Least Squares-Sch�atzers

Mit diesen Ergebnissen k�onnen jetzt zwei explizite Sch�atzfolgen f�ur den Parameter � =

(�; �2) 2 � angegeben werden. Sei �̂n wie in (3.2.18) und seien �̂2n; �̂
2
n die gem�a� (3.2.26),

(3.2.28) zugeh�origen Sch�atzer f�ur �2. Wir de�nieren

�̂n := 1f�̂n2�g � (�̂n; �̂2n); ~�n := 1f�̂n2�g � (�̂n; �̂2n) (3.2.29)

Wir fassen nun m, �0 und �1 wieder als in �
2 konstante Funktionen von � = (�; �2) auf.

Feststellung 3.2.1 und Feststellung 3.2.3 zeigen dann zusammen:

Feststellung 3.2.5 Auf dem Ereignis f�̂n 2 �g � Bn ist �̂n die eindeutige L�osung der

quadratischen Sch�atzgleichung

0 = Gn(�) :=
nX

k=1

(Xk�m(Xk�1; �))wm(Xk�1; �)+
�
(Xk �m(Xk�1; �))

2 � v(Xk�1; �)
�
wv(Xk�1; �);

(3.2.30)

wobei

wm(x; �) :=

0@ @am(x; �)

@bm(x; �)

0

1A =

0@ @a
0(�)

@b
0(�) + @b
1(�)x

0

1A ; (3.2.31)
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wv(x; �) :=

0@ 0

0

�0(�) + �1(�)x

1A : (3.2.32)

Ebenso ist ~�n auf f�̂n 2 �g die eindeutige L�osung von

0 = ~Gn(�) :=
nX

k=1

(Xk�m(Xk�1; �)) ~wm(Xk�1; �)+
�
(Xk �m(Xk�1; �))

2 � v(Xk�1; �)
�
~wv(Xk�1; �)

(3.2.33)

mit

~wm = wm; ~wv(x; �) :=

0B@ 0

0
1

�0(�)+�1(�)x

1CA : (3.2.34)

Beweis Wir zeigen die Behauptung f�ur (�̂n)n. Nach Feststellung 3.2.1 und 3.2.3 ist klar,

da� �̂n auf f�̂n 2 �g die Gleichung (3.2.30) l�ost. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei

! 2 f�̂n 2 �g � Bn beliebig und � = (�; �2) 2 � mit Gn(!; �) = 0. Aufgrund der speziellen

Gestalt von wm und wv erhalten wir dann zun�achst�
0

0

�
=

nX
k=1

(Xk(!)�m(Xk�1(!);�))

�
@am(Xk�1(!);�)

@bm(Xk�1(!);�)

�
;

d.h. � = (�; �2) l�ost das Gleichungssystem (3.2.13). Wegen ! 2 Bn und der Eindeutigkeit

in Feststellung 3.2.1 folgt, da� � = �̂n(!). Aus der Gestalt von wv erh�alt man dann

0 =
nX

k=1

��
Xk(!)�m(Xk�1(!); �̂n(!)

�2
� �2

�
�0(�̂n(!)) + �1(�̂n(!))Xk�1(!)

��
�

�
�
�0(�̂n(!)) + �1(�̂n(!))Xk�1(!)

�
;

d.h. �2 l�ost die erste Gleichung in Feststellung 3.2.3. Wegen �̂n(!) 2 � und der Eindeutig-

keitsaussage in Feststellung 3.2.3 folgt dann �2 = �̂2n(!), also insgesamt � = (�̂n(!); �̂
2
n(!)) =

�̂n(!). Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit. �

Wegen Feststellung 3.2.1 und @�2m(x; �) � 0 ist au�erdem klar, da� �̂n und ~�n auf dem

Ereignis Bn die Least-Squares-Gleichung (3.2.12) l�osen, d.h. auf Bn gilt r�Qn(�̂n) = 0 =

r�Qn(~�n). Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse �uber die beiden Sch�atzfolgen (�̂n)n und

(~�n)n in den folgenden Theoremen zusammen:

Theorem 3.2.6 Die Sch�atzfolge (�̂n)n ist die eindeutige stark konsistente L�osung der qua-

dratischen Sch�atzgleichung (3.2.30). Au�erdem ist (�̂n)n eine stark konsistente L�osung der

Least-Squares-Gleichung (3.2.12) mit

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

n
�̂n ist lokale Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�)

o�
= 1: (3.2.35)
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Beweis Die starke Konsistenz von (�̂n)n ergibt sich aus den Lemmata 3.2.2 und 3.2.4.

Insbesondere gilt also auch

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

f�̂n 2 �g
�
= 1: (3.2.36)

Wegen f�̂n 2 �g � f�̂n 2 �g und Feststellung 3.2.5 gilt Gn(�̂n) = 0 auf dem Ereignis

f�̂n 2 �g. Zusammen mit (3.2.36) zeigt dies, da� (�̂n)n eine stark konsistene L�osung der

Sch�atzgleichung (3.2.30) im Sinne von De�nition 2.3.1 ist. Die Eindeutigkeit ergibt sich

sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Feststellung 3.2.5.

Oben wurde schon bemerkt, da� r�Qn(�̂n) = 0 auf dem Ereignis Bn gilt. Da nach

(3.2.21) P� (lim infn!1Bn) = 1 f�ur alle � 2 �, ist (�̂n)n also auch eine stark konsistente

L�osung von (3.2.12). Schlie�lich ist die Funktion Qn konstant in �3 = �2, d.h. Qn(�) =

Qn(�) f�ur � = (�; �2). Ist �̂n lokale Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�), so ist also �̂n =

(�̂n; �̂
2
n) lokale Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�). Wegen (3.2.20) in Lemma 3.2.2 folgt

daher (3.2.35). �

V�ollig analog beweist man das folgende Resultat �uber die Sch�atzfolge (~�n)n:

Theorem 3.2.7 Die Sch�atzfolge (~�n)n ist die eindeutige stark konsistente L�osung der qua-

dratischen Sch�atzgleichung (3.2.33) sowie eine stark konsistente L�osung der Least-Squares-

Gleichung (3.2.12), und es gilt

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

n
~�n ist lokale Minimalstelle von � 3 � 7! Qn(�)

o�
= 1: (3.2.37)

Das vorstehende Resultat rechtfertigt es, die Folgen (�̂n)n und (~�n)n als Conditional-

Least-Squares-Sch�atzfolgen, im folgenden kurz:CLS-Sch�atzfolgen f�ur den Parameter � 2 �

zu bezeichnen. F�ur die asymptotische Verteilung der Sch�atzfehler kommt es jedoch aus-

schlie�lich darauf an, da� �̂n und ~�n die quadratischen Martingal-Sch�atzgleichungen (3.2.30)

bzw. (3.2.33) l�osen. Diesbez�uglich gilt folgendes Resultat:

Theorem 3.2.8 Die Sch�atzfolgen (�̂n)n und (~�n)n sind asymptotisch normal mit

p
n(�̂n � �)

L���!
n!1

N �0; V (�)�1W (�)V (�)�T
�

(3.2.38)

und p
n(~�n � �)

L���!
n!1

N
�
0; ~V (�)�1 ~W (�) ~V (�)�T

�
: (3.2.39)

Dabei sind

V (�) = ���
�
wm(�; �)[r�m(�; �)]T + wv(�; �)[r�v(�; �)]T

�
; (3.2.40)

~V (�) = ���
�
wm(�; �)[r�m(�; �)]T + ~wv(�; �)[r�v(�; �)]T

�
(3.2.41)
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sowie

W (�) = ��

�
v(�; �)wm(�; �)wm(�; �)T +

�
�4(�; �)� v(�; �)2�wv(�; �)wv(�; �)T

+ �3(�; �)
�
wm(�; �)wv(�; �)T + wv(�; �)wm(�; �)T

� �
;

(3.2.42)

~W (�) = ��

�
v(�; �)wm(�; �)wm(�; �)T +

�
�4(�; �)� v(�; �)2� ~wv(�; �) ~wv(�; �)T

+ �3(�; �)
�
wm(�; �) ~wv(�; �)T + ~wv(�; �)wm(�; �)T

� �
:

(3.2.43)

Beweis Wir weisen die Voraussetzungen von Theorem 2.3.5 nach.

1. Betrachte zun�achst (�̂n)n. Mit wm und wv aus (3.2.31) und (3.2.32) de�niere

g(x; y; �) := wm(x; �)
�
y �m(x; �)

�
+ wv(x; �)

��
y �m(x; �)

�2 � v(x; �)
�
;

so da� sich die Sch�atzgleichung (3.2.30) in der Form

nX
k=1

g(Xk; Xk�1; �) = 0

schreibt. O�enbar ist g komponentenweise ein Polynom vom Grad � 3 in den Va-

riablen x und y mit von � abh�angigen C1-Koe�zienten; gleiches gilt somit auch f�ur

s�amtliche partiellen Ableitungen @jgi, i; j = 1; : : : 3. Da der CIR-Proze� unter P��
Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind diese also lokal dominiert integrierbar

bez�uglich (~��)�2�, und f�ur i = 1; : : : ; 3 und � 2 � ist gi(�; �; �) 2 L2(~��). Insbesondere

erf�ullt g die Bedingung C1 aus Kapitel 2. Die Behauptung folgt somit aus Theo-

rem 2.3.5, falls g auch Bedingung I erf�ullt, also die Matrix V (�) = ~�� (D�g(�)) f�ur

jedes � 2 � invertierbar ist. In Abschnitt 2.5, Gleichung (2.5.7) wurde bereits nach-

gerechnet, da� V (�) f�ur quadratische Sch�atzfunktionen gerade durch den Ausdruck

(3.2.40) gegeben ist. Die Invertierbarkeit von V (�) ergibt sich aus der Bemerkung

im Anschlu� an diesen Beweis. Eine Rechnung wie in (2.5.9) zeigt, da� die Matrix

W (�) = ~��
�
g(�)g(�)T

�
f�ur quadratische Sch�atzfunktionen gerade die in (3.2.42) an-

gegebene Gestalt hat. Damit folgt die Behauptung aus Theorem 2.3.5. Im Anschlu�

an diesen Beweis werden explizite Formeln f�ur die Eintr�age von V (�) und W (�)

angegeben.

2. Betrachte nun (~�n)n. Die zugeh�orige Sch�atzgleichung (3.2.33) l�a�t sich schreiben als

nX
k=1

~g(Xk�1; Xk; �) = 0
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mit

~g(x; y; �) := wm(x; �)
�
y �m(x; �)

�
+ ~wv(x; �)

��
y �m(x; �)

�2 � v(x; �)
�
;

wobei ~wv(x; �) = 1=(�0(�) + �1(�)x) nach (3.2.34). F�ur i = 1; 2 ist ~gi(�; �; �) =

gi(�; �; �) 2 L2(~��) f�ur alle � 2 � und @j~gi = @jgi lokal dominiert integrierbar f�ur

j = 1; : : : ; 3 nach dem ersten Beweisschritt; zu betrachten bleibt nur die dritte Kom-

ponente

~g3(x; y; �) =
1

�0(�) + �1(�)x

�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
:

O�enbar ist f�ur j = 1; 2; 3

@j~g3(x; y; �) =
~qj(x; y; �)

(�0(�) + �1(�)x)
2 ;

wobei ~qj : E
2��! R ein Polynom in (x; y) mit stetig von � abh�angigen Koe�zienten

ist. Da wegen x � 0 und �0(�); �1(�) > 0 stets (�0(�) + �1(�)x)
2 � (�0(�))

2 > 0

abgesch�atzt werden kann, ergibt sich

j@j~g3(x; y; �)j � j~qj(x; y; �)j
(�0(�))2

;

also ist @j~g3 lokal dominiert integrierbar. Au�erdem ist

~��
�j~g3(�; �; �)j2� = E��

"�
(X1 �m(X0; �))

2 � v(X0; �)
�2

(�0(�) + �1(�)X0)
2

#

� 1

(�0(�))2
E��

h�
(X1 �m(X0; �))

2 � v(X0; �)
�2i

<1;

das zeigt ~g3(�; �; �) 2 L2(~��). Nach (2.5.7) und einer Rechnung wie in (2.5.9) sind wie-

derum ~V (�) = ~�� (D�~g(�)) und ~W (�) = ~��
�
~g(�)~g(�)T

�
durch (3.2.41) und (3.2.43)

gegeben, und ~V (�) ist invertierbar, siehe die anschlie�ende Bemerkung. Die Behaup-

tung folgt damit wiederum aus Theorem 2.3.5.

�

Bemerkung Ein Vergleich der Kovarianzmatrizes in (3.2.38) und (3.2.39) scheint nur

auf numerische Weise m�oglich zu sein. F�ur die Sch�atzfolge (�̂n)n k�onnen die Matrizes V (�)

und W (�) explizit durch � = (a; b; �2) ausgedr�uckt werden. Es ist wm(x; �) = r�m(x; �),

also

V (�) = ���
�r�m(�; �)[r�m(�; �)]T + wv(�; �)[r�v(�; �)]T

�
:
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Wegen @�2m(x; �) = 0 ist

r�m(x; �)[r�m(x; �)]T =

0BBB@
(@a
0(�))

2 @a
0(�)(@b
0(�) + @b
1(�)x) 0

@a
0(�)(@b
0(�) + @b
1(�)x) (@b
0(�) + @b
1(�)x)
2 0

0 0 0

1CCCA
sowie aufgrund der De�nition von wv

wv(x; �)[r�v(x; �)]
T

=

0@ 0

0

�0(�) + �1(�)x

1A�@av(x; �); @bv(x; �); @�2v(x; �)
�

= (�0(�) + �1(�)x)

0BBB@
0 0 0

0 0 0

�2@a�0(�) �2(@b�0(�) + @b�1(�)x) �0(�) + �1(�)x

1CCCA :

Im folgenden schreiben wir �k := �k(�) := E�� [X
k
0 ] f�ur das k-te Moment von X0 un-

ter P�� und lassen der besseren �Ubersichtlichkeit halber das Argument � der Funktionen

�k; 
0; 
1; �0; �1 sowie V , ~V und W weg. Dann berechnet man

V11 = � (@a
0)
2 ;

V12 = V21(�) = �@a
0 (@b
0 + @b
1�1) ;

V13 = V23(�) = 0;

V22 = � �(@b
0)2 + 2@b
0@b
1�1 + (@b
1)
2�2
�
;

V31 = ��2@a�0(�0 + �1�1);

V32 = ��2 (�0@b�0 + (�0@b�1 + �1@b�0)�1 + �1@b�1�2) ;

V33 = � ��20 + 2�0�1�1 + �21�2
�
:

Insbesondere folgt wegen der Blockgestalt von V

detV = V33 �
�
V11V22 � V 2

12

�
= � ��20 + 2�0�1�1 + �21�2

� � (@a
0)2 (@b
1)2 ��2 � �21
�| {z }

=Var�� (X0)

< 0;

d.h. V ist invertierbar. Nun zur Berechnung von W (�). Nach (3.2.42) ist

W (�) = ��

�
v(�; �)wm(�; �)wm(�; �)T +

�
�4(�; �)� v(�; �)2�wv(�; �)wv(�; �)T

+ �3(�; �)
�
wm(�; �)wv(�; �)T + wv(�; �)wm(�; �)T

� �
:
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Dabei ist wm(x; �)wm(x; �)
T = r�m(x; �)[r�m(x; �)]T wie oben,

wm(x; �)wv(x; �)
T =

0@0 0 @a
0(�)(�0(�) + �1(�)x)

0 0 (@b
0(�) + @b
1(�)x)(�0(�) + �1(�)x)

0 0 0

1A

sowie

wv(x; �)wv(x; �)
T =

0@0 0 0

0 0 0

0 0 (�0(�) + �1(�)x)
2

1A :

Im folgenden lassen wir das Argument � wieder weg. Dann berechnet sich W zu

W11 = E��

�
�2(�0 + �1X0)(@a
0)

2
�
= �2(@a
0)

2(�0 + �1�1);

W12 = E��

�
�2(�0 + �1X0) � @a
0 (@b
0 + @b
1X0)

�
= �2@a
0 (�0@b
0 + (�0@b
1 + �1@b
0)�1 + �1@b
1�2)) ;

W22 = E��

�
�2(�0 + �1X0) (@b
0 + @b
1X0)

2�
= �2

�
�0(@b
0)

2 + (�1(@b
0)
2 + 2�0@b
0@b
1)�1

+ (�0(@b
1)
2 + 2�1@b
0@b
1)�2 + (�1(@b
1)

2)�3

�
;

W13 = E�� [(�30 + �31X0)@a
0(�0 + �1X0)]

= @a
0 (�30�0 + (�31�0 + �30�1)�1 + �31�1�2) ;

W23 = E�� [(�30 + �31X0)(@b
0 + @b
1X0)(�0 + �1X0)]

= �30�0@b
0 + (�30�0@b
1 + �31�0@b
0 + �30�1@b
0)�1

+ (�31�0@b
1 + �31�1@b
0 + �30�1@b
1)�2 + �31�1@b
1�3;

W33 = E��

��
�40 + �41X0 + �42X

2
0 � �4(�0 + �1X0)

2
�
(�0 + �1X0)

2�
= E��

��
(�40 � �4�20) + (�41 � 2�4�0�1)X0 + (�42 � �4�21)X

2
0

�
(�0 + �1X0)

2�
= (�40 � �4�20)(�

2
0 + 2�0�1�1 + �21�2) + (�41 � 2�4�0�1)(�

2
0�1 + 2�0�1�2 + �21�3)

+ (�42 � �4�21)(�
2
0�2 + 2�0�1�3 + �21�4):

Die �ubrigen Eintr�age sind durch die Symmetrie von W festgelegt.

F�ur die Sch�atzfolge (~�n)n ist eine solche explizite Darstellung von ~V (�) und ~W (�) nicht

m�oglich, da E��

h
1

�0+�1X0

i
nicht in geschlossener Form berechnet werden kann. Jedoch ist
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leicht zu sehen, da� auch die Matrix ~V (�) invertierbar ist: o�ensichtlich gilt n�amlich

~wv(x; �)[r�v(x; �)]
T =

0B@ 0

0
1

�0(�)+�1(�)x

1CA�@av(x; �); @bv(x; �); @�2v(x; �)
�

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

�2@a�0(�)
(�0(�)+�1(�)x)

�2(@b�0(�)+@b�1(�)x)
(�0(�)+�1(�)x)

1

1CCCA
und somit

~V (�) = ���
�
wm(�; �)[r�m(�; �)]T + ~wv(�; �)[r�v(�; �)]T

�
=

0@V11(�) V12(�) 0

V21(�) V22(�) 0

� � �1

1A ;

woraus sich

det ~V (�) = �(V11V22 � V 2
12) = � (@a
0)

2 (@b
1)
2 ��2 � �21

�
< 0

ergibt. �

3.2.2 Sch�atzung mittels optimaler quadratischer Sch�atzfunktion

Die im vorhergehenden Unterabschnitt konstruierten Sch�atzfolgen (�̂n)n und (~�n)n sind

stark konsistente L�osungen quadratischer Martingal-Sch�atzgleichungen. Allerdings konn-

ten die zugeh�origen asymptotischen Kovarianzmatrizes nicht analytisch verglichen und

somit auch nicht entschieden werden, welches die
"
bessere\ Sch�atzfolge ist. Wir k�onnen

allerdings fragen, ob es in der Klasse der quadratischen Martingal-Sch�atzfunktionen ein

optimales Element im Sinne von Abschnitt 2.5 gibt. Dazu sei G de�niert wie in Abschnitt

2.5, und es bezeichne wieder G2 die Teilmenge aller g 2 G , die quadratische Martingal-

Sch�atzfunktionen induzieren. Wir m�ochten f�ur denCIR-Proze� optimale Gewichte w�m und

w�v bestimmen. Nach Satz 2.5.2 ist eine m�ogliche Wahl von w�m und w�v gegeben durch

w�m(x; �) =
(�4(x; �)� v(x; �)2)r�m(x; �)� �3(x; �)r�v(x; �)

v(x; �)(�4(x; �)� v(x; �)2)� �3(x; �)2
(3.2.44)

w�v(x; �) =
v(x; �)r�v(x; �)� �3(x; �)r�m(x; �)

v(x; �) (�4(x; �)� v(x; �)2)� �3(x; �)2
; (3.2.45)

vorausgesetzt, die zugeh�orige Funktion

g�(x; y; �) := (y �m(x; �))w�m(x; �) +
�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
w�v(x; �) (3.2.46)
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ist ein Element in G . Wir erhalten folgendes Resultat, welches sowohl (3.2.38) als auch

(3.2.39) verbessert:

Theorem 3.2.9 Sei g� de�niert durch (3.2.46). Dann ist g� 2 G und somit g� ein optima-

les Element in G2. Au�erdem existiert eine stark konsistente L�osung (�̂�n)n der Sch�atzgleichung

0 = G�
n(�) =

nX
k=1

g�(Xk�1; Xk; �); (3.2.47)

mit

8� 2 � :
p
n(�̂�n � �)

L���!
n!1

N �0;Wg�(�)
�1
�

unter P�: (3.2.48)

Beweis Nach De�nition von G ist zu zeigen: g� erf�ullt die Bedingungen C1 und I aus

Abschnitt 2.3 sowie g�(�; �; �) 2 L2(~��) f�ur jedes � 2 �.

Wir beobachten zun�achst, da� w�m und w�v wohlde�niert sind: die Funktion

h(x; �) := v(x; �)
�
�4(x; �)� v(x; �)2

�� �3(x; �)
2

im Nenner von (3.2.44) und (3.2.45) ist nach der Bemerkung am Ende von Abschnitt 2.5

stets positiv, da nach (3.1.1)Q�(x; dy) � ��(dy), das Ma�Q�(x; dy) also keine Punktmassen

hat. Wir zeigen jetzt, da� h(�; �) f�ur festes � 2 � auf R�0 sogar nach unten beschr�ankt

weg von 0 ist. Wegen der Gestalt von v, �3 und �4 (siehe (3.2.7) und (3.2.8)) ist h(�; �) f�ur
festes � 2 � ein Polynom in x vom Grad 3 mit Koe�zienten, die stetig von � abh�angen,

d.h. h hat die Gestalt

h(x; �) =
3X
i=0

ai(�)x
i

mit stetigen ai(�) : � ! R, i = 0; : : : 3. Es kann explizit nachgerechnet werden, da�

ai(�) > 0 f�ur alle � 2 �, woraus die Zwischenbehauptung folgt. Man kann aber auch wie

folgt argumentieren: da h(�; �) > 0 ein Polynom ist, gilt limx!1 h(x; �) = 1; und aus

Stetigkeitsgr�unden folgt

inf
x�0

h(x; �) = min
x�0

h(x; �) =: C(�) > 0:

Dabei ist � 7! C(�) stetig: sei dazu (#n)n � � mit #n
n!1���! � 2 �. Weiterhin sei x� �

0 mit h(x�; �) = C(�) = minx�0 h(x; �) sowie (xn)n � R�0 mit h(xn;#n) = C(#n) =

minx�0 h(x;#n). Dann ist die Folge (xn)n beschr�ankt. W�are dies n�amlich nicht der Fall, so

g�abe es eine Teilfolge (xnk)k � R>0 mit xnk !1 f�ur k !1. Da xnk > 0 eine Minimalstelle

von h(�;#nk) ist, folgt d
dx
h(xnk ;#n;k) = 0 f�ur alle k. Andererseits gilt

d

dx
h(xnk ;#n;k) =

3X
i=1

i � ai(#nk)| {z }
!ai(�)

xi�1nk

k!1���!1;
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Widerspruch. Folglich gibt es K <1 mit x�; xn � K f�ur alle n 2 N, und es folgt

jC(#n)� C(�)j =
���� min0�x�K

h(x;#n)� min
0�x�K

h(x; �)

���� � max
0�x�K

jh(x;#nk)� h(x; �)j n!1���! 0

und damit die Stetigkeit von C(�).
Nun ist der Z�ahler in (3.2.44) und (3.2.45) jeweils komponentenweise ein Polynom in x

mit stetig von � abh�angigen Koe�zienten, also hat die i-te Komponente von g� aus (3.2.46)

die Gestalt

gi�(x; y; �) =
~qi(x; y; �)

h(x; �)
;

wobei ~qi ein Polynom in (x; y) ist, dessen Koe�zienten stetig von � abh�angen. Daraus folgt

dann

jgi�(x; y; �)j2 � 1

C(�)2
j~qi(x; y; �)j2:

und damit nach mittlerweile hinl�anglich bekannten Argumenten gi�(�; �; �) 2 L2(~��), i =

1; : : : ; 3. Au�erdem ergibt sich f�ur die partielle Ableitung nach �j

@jgi�(x; y; �) =
@j ~qi(x; y; �) � h(x; �)� ~qi(x; y; �) � @jh(x; �)

h(x; �)2
=

~pij(x; y; �)

h(x; �)2

mit einem Polynom ~pij, dessen Koe�zienten wiederum stetig von � abh�angen. Folglich

k�onnen wir f�ur i; j = 1; : : : ; 3 absch�atzen:

j@jgi�(x; y; �)j � 1

C(�)2
� j~pij(x; y; �j;

und hier ist die Funktion auf der rechten Seite lokal dominiert integrierbar, wobei wir die

Stetigkeit von � 7! C(�) verwenden. Damit erf�ullt g� die Bedingung C1.

Nun zur Bedingung I. Wir m�ussen zeigen, da� f�ur jedes � 2 � die Matrix Vg�(�) =

~��(D�g�(�)) invertierbar ist. Fixiere dazu � 2 �. Da g� nach Konstruktion die Vorausset-

zungen von Lemma 2.5.1 erf�ullt, gilt Vg�(�) = �Wg�(�) = �~��(g�(�)g�(�)T ), siehe (2.5.4).
Sei u = (u1; u2; u3)

T 2 R3 mit Vg�(�)u = 0. Dann gilt auch

0 = uTWg�(�)u =
3X

i;j=1

ui~�� (gi�(�; �; �)gj�(�; �; �))uj = ~��

0@" 3X
i=1

uigi�(�; �; �)
#21A ;

also
P3

i=1 uigi�(�; �; �) = 0 in L2(~��) und damit auch f�ur ~��-fast alle (x; y) 2 E2. Wegen

~�� � ��2 (siehe (3.1.3) legt ~�� positive Masse auf jede o�ene Teilmenge von E2, und da
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(x; y) 7! g�(x; y; �) stetig ist, folgt

8(x; y) 2 E2 : 0 =
3X
i=1

uigi�(x; y; �)

=
3X
i=1

ui
�
(y �m(x; �))w�m;i(x; �) +

�
(y �m(x; �))2 � v(x; �)

�
w�v;i(x; �)

�
= y0 �

3X
i=1

ui
�
(m(x; �)2 � v(x; �))w�v;i(x; �)�m(x; �)w�m;i(x; �)

�
+ y1

3X
i=1

ui
�
w�m;i(x; �)� 2m(x; �)w�v;i(x; �)

�
+ y2

3X
i=1

uiw
�
v;i(x; �):

(3.2.49)

Durch Vergleich der Koe�zienten f�ur y und y2 sowie eine elementare Umformung erhalten

wir hieraus, da� f�ur alle x 2 E

0 =
3X
i=1

uiw
�
m;i(x; �) (3.2.50)

0 =
3X
i=1

uiw
�
v;i(x; �): (3.2.51)

Multiplikation der ersten Gleichung mit v(x; �) und der zweiten Gleichung mit �3(x; �)

sowie anschlie�ende Addition ergibt

8x 2 E : 0 =
3X
i=1

ui
�
v(x; �)w�m;i(x; �) + �3(x; �)w

�
v;i(x; �)

�
=

3X
i=1

ui

"
v(x; �)

(�4(x; �)� v(x; �)2) @im(x; �)� �3(x; �)@iv(x; �)

h(x; �)

+ �3(x; �)
v(x; �)@iv(x; �)� �3(x; �)@im(x; �)

h(x; �)

#

=
3X
i=1

ui
1

h(x; �)

�
v(x; �)

�
�4(x; �)� v(x; �)2

�� �3(x; �)
2
�| {z }

=h(x;�)

@im(x; �)

=
3X
i=1

ui@im(x; �)

= u1@a
0(�) + u2@b
0(�) + u2@b
1(�)x

(3.2.52)
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aufgrund der Gestalt von m aus (3.2.2) (beachte @3m(x; �) = @�2m(x; �) = 0). Ein Koe�zi-

entenvergleich zeigt dann u2 = 0 = u1, wegen @b
1(�); @a
0(�) > 0. Aus Gleichung (3.2.50)

ergibt sich dann wiederum wegen @�2m(x; �) = 0 sowie der Gestalt (3.2.7) von �3, da� f�ur

alle x 2 E
0 = u3w

�
m;3(x; �) = u3

�3(x; �)@�2v(x; �)� 0

h(x; �)
= u3

1

h(x; �)
(�30(�) + �31(�)x) � (�0(�) + �1(�)x)| {z }

>0

;

also auch u3 = 0. Damit ist die Invertierbarkeit von Vg�(�) gezeigt. Es folgt g� 2 G und mit

Satz 2.5.2 die Optimalit�at von g� in der Klasse G2. Da der Parameter � im CIR-Modell

nach dem vorhergehenden Unterabschnitt 3.2.1 stark konsistent sch�atzbar ist, existiert auch

eine stark konsistente L�osung (�̂�n)n der Sch�atzgleichung (3.2.47), und es gilt asymptotische

Normalit�at (3.2.48), vgl. die Bemerkung nach Lemma 2.5.1. Die Sch�atzfolge (�̂�n)n realisiert

also die untere Schranke Wg�(�)
�1 f�ur die asymptotische Varianz von Sch�atzfolgen, die als

L�osungen quadratischer Martingal-Sch�atzfunktionen (d.h. solcher mit g 2 G2) de�niert

sind. �

3.3 Likelihood-Sch�atzung und LAN im CIR-Modell

Im letzten Abschnitt der Arbeit wollen wir schlie�lich das diskretisierte CIR-Modell auf

lokal-asymptotische Normalit�at (im folgenden wieder: LAN) und auf die Existenz einer

stark konsistenten L�osung der Likelihood-Gleichung hin untersuchen. Wir betrachten also

wie in Abschnitt 2.4 die Folge der Experimente

En := (
;Fn; fPn;� : � 2 �g)
mit Pn;� := P�jFn . Die G�ultigkeit der LAN-Bedingung wurde in [OR] nachgewiesen,

allerdings ohne die Invertierbarkeit der Fisher-Information und nur f�ur das Submodell

f� 2 � : 2a=�2 > 1g. Diese Einschr�ankung wird sich jedoch anders als im Fall der Beob-

achtung in stetiger Zeit (siehe [Ove], Abschnitt 3) als unn�otig herausstellen.

Der diskretisierte CIR-Proze� erf�ullt die zus�atzlichen Voraussetzungen aus Abschnitt

2.4: nach Abschnitt 1.2 ist

Q�(x; dy) = p(x; y; �) dy

wobei die �Ubergangsdichte p nach (1.2.3) strikt positiv festgelegt werden kann, etwa als

p(x; y; �) := 1f0g(y)+1(0;1)(y)c(�)
q(�)+1yq(�) exp(�c(�)y�c(�)eb�x)�

1X
j=0

(c(�)2yxeb�)j

j!�(q(�) + j + 1)
> 0

f�ur x; y 2 E = R�0 und � 2 �. Hierbei

q(�) =
2a

�2
� 1 > �1; c(�) = � 2b

�2(1� eb�)
> 0: (3.3.1)
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O�enbar gilt q(�); c(�) 2 C1(�). Insbesondere folgt wie in Abschnitt 2.4, da� f�ur jedes n 2
N die Wahrscheinlichkeitsma�e fPn;� : � 2 �g untereinander �aquivalent sind (anders im Fall

zeitstetiger Beobachtung: siehe [Ove], Abschnitt 4). Der Logarithmus der �Ubergangsdichte

ist gegeben durch

`(x; y; �) := log p(x; y; �)

= (q(�) + 1) log c(�) + q(�) log y � c(�)y � c(�)eb�x+ log

 
1X
j=0

�
c(�)2yxeb�

�j
j!�(q(�) + j + 1)

!
(3.3.2)

f�ur y > 0 sowie `(x; 0; �) = 0 f�ur y = 0. Wir schreiben nun wie in Abschnitt 2.4

Ln(�) :=
nX
i=1

`(Xi�1; Xi; �)

f�ur die log-Likelihood-Funktion und erhalten die Likelihood-Gleichung

r�Ln(�) =
nX
i=1

r�`(Xi�1; Xi; �) = 0: (3.3.3)

Der Einfachheit halber gehen wir im folgenden davon aus, da� die Startverteilung des

Prozesses unter P� durch die invariante Verteilung �� gegeben ist, L(X0 jP�) = ��. Nach

Abschnitt 2.4 kann hier aber f��g�2� durch jede Familie f��g�2� mit �� � �� ersetzt werden

oder die Startverteilung auch als bekannt angenommen werden.

Als Hauptresultat dieses Abschnitts erhalten wir als Konsequenz von Theorem 2.4.2:

Theorem 3.3.1 F�ur den diskretisierten CIR-Proze� gilt LAN an jeder Stelle � 2 � mit

normierender Folge �n(�) = n�1=2 und Fisher-Information

K(�) = [~�� (@i`(�; �; �) � @j`(�; �; �))]i;j=1;:::;3 2 R3�3 (3.3.4)

mit ` aus (3.3.2). Au�erdem gibt es eine eindeutige stark konsistente L�osung (#̂�n)n der

Likelihood-Gleichung (3.3.3) mit

8� 2 � : P�

�
lim inf
n!1

f! : #̂�n(!) ist lokale Maximalstelle von Ln(!; �)g
�
= 1; (3.3.5)

und es gilt

8� 2 � :
p
n(#̂�n � �)

L���!
n!1

N �0; K(�)�1)
�

unter P�: (3.3.6)

Der Beweis erfolgt �uber den Nachweis der Voraussetzungen von Theorem 2.4.2, die wir im

folgenden in einer Reihe von Lemmata sorgf�altig nachrechnen.
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Zun�achst m�ussen wir den letzten Summanden auf der rechten Seite von (3.3.2) genauer

untersuchen. Dazu de�nieren wir f�ur z 2 R und q > �1

B(z; q) :=
1X
j=0

zj

j!�(q + j + 1)

sowie

C :=
�
min
x>0

�(x)
��1

<1:

Wegen der Absch�atzung

8j 2 N0 :

���� zj

j!�(q + j + 1)

���� � C � jzj
j

j!
(3.3.7)

und der lokal gleichm�a�igen Konvergenz der Exponentialreihe konvergiert die Reihe in (3.3)

lokal gleichm�a�ig in (z; q) auf R� R>�1, und folglich ist B(�; �) stetig. O�enbar gilt

8z � 0; q > �1 : B(z; q) � 1

�(q + 1)
> 0: (3.3.8)

Aus der Funktionalgleichung der Gammafunktion

�(x+ 1) = x�(x); x > 0

ergibt sich

�(x+ 1) � �(x); x � 1;

also auch

8z � 0; q > �1 : 0 < B(z; q + 1) =
1

�(q + 2)
+

1X
j=1

zj

j!

1

�(q + j + 2)

� C +
1X
j=1

zj

j!

1

�(q + j + 1)

� C +B(z; q):

(3.3.9)

Wir untersuchen die FunktionB(�; �) nun auf Di�erenzierbarkeit. Die partiellen Ableitungen
nach den Variablen z bzw. q werden dabei mit @z bzw. @q bezeichnet.

Lemma 3.3.2 Sei B : R � R>�1 ! R de�niert wie in (3.3). Dann gilt B(�; �) 2 C2(R �
R>�1), und auf R�0 �R>�1 sind s�amtliche partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord-

nung nach Division durch B(�; �) beschr�ankt durch ein Polynom in z mit stetig von q

abh�angigen Koe�zienten, genauer: f�ur alle z � 0; q > �1 gilt����@zB(z; q)B(z; q)

���� � a0(q);

����@2zB(z; q)B(z; q)

���� � a0(q + 1)a0(q); (3.3.10)
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����@qB(z; q)B(z; q)

���� � b0(q) + b1(q)z;

����@2qzB(z; q)B(z; q)

���� � a0(q) (b0(q + 1) + b1(q + 1)z) ; (3.3.11)����@2qB(z; q)B(z; q)

���� � c0(q) + c1(q)z + c2(q)z
2 (3.3.12)

mit stetigen Funktionen ai(�); bi(�); ci(�) : R>�1 ! R�0.

Beweis

1. Wir zeigen zuerst, da� B(�; �) 2 C2(R � R>�1). F�ur festes q > �1 ist B(�; q) o�en-
sichtlich eine Potenzreihe in z mit Konvergenzradius1, also existieren die partiellen

Ableitungen beliebig hoher Ordnung nach z und k�onnen durch formale Di�erentiation

berechnet werden. So ergibt sich

@zB(z; q) =
1X
j=0

jzj�1

j!�(q + j + 1)

=
1X
j=1

zj�1

(j � 1)!�(q + j + 1)

=
1X
j=0

zj

j!�((q + 1) + j + 1)

= B(z; q + 1);

(3.3.13)

also auch

@2zB(z; q) = B(z; q + 2): (3.3.14)

Zur Berechnung von @qB(z; q) di�erenzieren wir die Reihe (3.3) zun�achst formal nach

q und erhalten

1X
j=0

@q

�
zj

j!

1

�(q + j + 1)

�
= �

1X
j=0

zj

j!

�0(q + j + 1)

�(q + j + 1)2
= �

1X
j=0

zj

j!

 (q + j + 1)

�(q + j + 1)
(3.3.15)

mit der Riemannschen  -Funktion

 (x) := (log �(x))0 =
�0(x)

�(x)
; x > 0: (3.3.16)

Es bleibt nun noch zu zeigen, da� die Reihe (3.3.15) lokal gleichm�a�ig in q konvergiert.

Nach 1.7 (3) in [Bat] hat die Funktion  die Darstellung

 (x) = �
 + (x� 1)
1X
n=0

1

(n+ 1)(x+ n)
;
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wobei 0 < 
 < 1 die Euler-Mascheroni-Konstante ist. F�ur x � 1 erhalten wir hieraus

mit

1 < K0 :=
1X
n=0

1

(n+ 1)2
<1

die Absch�atzung

j (x)j � 
 + (x� 1)
1X
n=0

1

(n+ 1)2
� K0 (1 + (x� 1)) = K0x; x � 1; (3.3.17)

d.h.  w�achst auf [1;1) sublinear. Da au�erdem x
�(x)

! 0 f�ur x!1, gilt

K1 := sup
x�1

x

�(x)
<1: (3.3.18)

Wegen q > �1 liefern nun die Absch�atzungen (3.3.17) und (3.3.18)

8j � 1 :

����zj (q + j + 1)

j!�(q + j + 1)

���� � jzjj
j!
K0 � (q + j + 1)

�(q + j + 1)
� K1 �K0

jzjj
j!

und somit lokal gleichm�a�ige Konvergenz sogar in (z; q) der Reihe (3.3.15). Damit

ist gezeigt: @qB(z; q) existiert und ist stetig auf R� R>�1, und es gilt

@qB(z; q) = �
1X
j=0

zj

j!

 (q + j + 1)

�(q + j + 1)
: (3.3.19)

Hieraus und aus (3.3.13) ergibt sich sofort

@2qzB(z; q) = @q(@zB(z; q)) = @qB(z; q + 1): (3.3.20)

Da @qB(z; q) nach (3.3.19) wieder eine Potenzreihe in z mit Konvergenzradius1 ist,

berechnet sich @2zqB(z; q) durch formale Di�erentiation zu

@2zqB(z; q) = �
1X
j=0

jzj�1

j!

 (q + j + 1)

�(q + j + 1)
= �

1X
j=0

zj

j!

 (q + j + 2)

�(q + j + 2)
= @qB(z; q + 1)

= @2qzB(z; q):

Schlie�lich ergibt formale Di�erentiation von @qB(z; q) nach q

�
1X
j=0

@q

�
zj

j!

 (q + j + 1)

�(q + j + 1)

�

= �
1X
j=0

zj

j!

 0(q + j + 1)�(q + j + 1)�  (q + j + 1)�0(q + j + 1)

�(q + j + 1)2

= �
1X
j=0

zj

j!

 0(q + j + 1)�  2(q + j + 1)

�(q + j + 1)
:

(3.3.21)
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F�ur  0 gilt nach 1.16 (9) in [Bat] die Reihenentwicklung

 0(x) =
1X
n=0

1

(x+ n)2
; x > 0;

also gilt

j 0(x)j =  0(x) �
1X
n=0

1

(n+ 1)2
= K0; x � 1: (3.3.22)

Wegen x2

�(x)
! 0 f�ur x!1 ist auch

K2 := sup
x�1

x2

�(x)
<1: (3.3.23)

Hieraus und aus (3.3.17) sowie (3.3.22) erhalten wir f�ur j � 1����zjj!  0(q + j + 1)�  2(q + j + 1)

�(q + j + 1)

���� � jzjj
j!

�
 0(q + j + 1)

�(q + j + 1)
+
j (q + j + 1)j2
�(q + j + 1)

�
� jzjj

j!
� �K0C +K2

0K2

�
(3.3.24)

und somit lokal gleichm�a�ige Konvergenz in (z; q) der Reihe (3.3.21). Daher gilt f�ur

alle z 2 R; q > �1

@2qB(z; q) = �
1X
j=0

zj

j!

 0(q + j + 1)�  2(q + j + 1)

�(q + j + 1)
: (3.3.25)

Da s�amtliche Reihen (3.3.14), (3.3.20) und (3.3.25) lokal gleichma�ig in (z; q) konver-

gieren, folgt Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen, und B(�; �) 2 C2(R�R>�1)

ist gezeigt.

2. Wir zeigen nun, da� f�ur die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung auf

R�0 � R>�1 Absch�atzungen der Form (3.3.10) - (3.3.12) erf�ullt sind. Seien also z �
0; q > �1 beliebig. Nach (3.3.13) und (3.3.14) haben wir wegen (3.3.8) und (3.3.9)����@zB(z; q)B(z; q)

���� = ����B(z; q + 1)

B(z; q)

���� = B(z; q + 1)

B(z; q)
� C +B(z; q)

B(z; q)
� C � �(q + 1) + 1

und����@2zB(z; q)B(z; q)

���� = B(z; q + 2)

B(z; q + 1)
� B(z; q + 1)

B(z; q)
� C +B(z; q + 1)

B(z; q + 1)
� C +B(z; q)

B(z; q)

� (C � �(q + 2) + 1) (C � �(q + 1) + 1) ;



3.3 Likelihood-Sch�atzung und LAN im CIR-Modell 85

also gilt (3.3.10) mit a0(q) := C�(q + 1) + 1.

Aus (3.3.17) ergibt sich f�ur j � 2

j (q + j + 1)j
j!�(q + j + 1)

� K0
q + j + 1

j!�(q + j + 1)

= K0
1

j!�(q + j)
� q + j + 1

q + j

� K0
1

(j � 1)!�(q + j)
�
�
1 +

1

q + j

�
| {z }

�2; da j�2

� 2K0
1

(j � 1)!�(q + j)
:

F�ur j = 1 haben wir q + j + 1 = q + 2 > 1 und damit wegen (3.3.17)

j (q + 2)j
�(q + 2)

� K0
q + 2

�(q + 2)
� K0K1:

Zusammen mit (3.3.19) ergibt sich aus diesen Absch�atzungen

j@qB(z; q)j �
1X
j=0

zj

j!

j (q + j + 1)j
�(q + j + 1)

� j (q + 1)j
�(q + 1)

+K0K1z + 2K0

1X
j=2

zj

(j � 1)!�(q + j)

� j (q + 1)j
�(q + 1)

+K0z (K1 + 2B(z; q)) ;

also wegen (3.3.8) auch����@qB(z; q)B(z; q)

���� � j (q + 1)j 1

�(q + 1)B(z; q)| {z }
�1 nach (3.3.8)

+K0z

�
K1

B(z; q)
+ 2

�

� j (q + 1)j+K0z (K1�(q + 1) + 2) =: b0(q) + b1(q)z

und damit unter Verwendung von (3.3.9) auch����@2qzB(z; q)B(z; q)

���� = ����@qB(z; q + 1)

B(z; q)

���� = ����@qB(z; q + 1)

B(z; q + 1)

���� � B(z; q + 1)

B(z; q)

�
����@qB(z; q + 1)

B(z; q + 1)

���� � C +B(z; q)

B(z; q)

�
�
j (q + 2)j+K0z (K1�(q + 2) + 2)

�
�
�
C�(q + 1) + 1

�
:
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Damit ist (3.3.11) gezeigt.

Schlie�lich haben wir aus (3.3.25)

��@2qB(z; q)�� � 1X
j=0

zj

j!

j 0(q + j + 1)j+  2(q + j + 1)

�(q + j + 1)
:

Aus (3.3.17) folgt f�ur j � 3

j (q + j + 1)j2
j!�(q + j + 1)

� K2
0

(q + j + 1)2

j!�(q + j + 1)

= K2
0

(q + j + 1)2

j!(q + j)(q + j � 1)�(q + j � 1)

= K2
0

1

j!�(q + j � 1)
� q + j + 1

q + j
� q + j + 1

q + j � 1

= K2
0

1

j!�(q + j � 1)
�
�
1 +

1

q + j

�
| {z }

�2

�
�
1 +

2

q + j � 1

�
| {z }

�3; da j�3

� 6K2
0

1

(j � 2)!�(q + j � 1)
;

und f�ur j = 1; 2

 (q + j + 1)2

�(q + j + 1)
� K2

0

(q + j + 1)2

�(q + j + 1)
� K2

0K2

mit K2 aus (3.3.23). Verwenden wir noch (3.3.22), so ergibt sich insgesamt

��@2qB(z; q)�� � 1X
j=0

zj

j!

j 0(q + j + 1)j+  (q + j + 1)2

�(q + j + 1)

� j 0(q + 1)j
�(q + 1)

+
1X
j=1

zj

j!

K0

�(q + j + 1)
+
 (q + 1)2

�(q + 1)
+K2

0K2

�
z +

1

2
z2
�

+ 6K2
0

1X
j=3

zj

(j � 2)!�(q + j � 1)

� j 0(q + 1)j+  (q + 1)2

�(q + 1)
+K0B(z; q) +K2

0K2

�
z +

1

2
z2
�
+ 6K2

0z
2B(z; q);

also����@2qB(z; q)B(z; q)

���� � j 0(q+1)j+ (q+1)2+K0

�
1 +K0K2�(q + 1)

�
z +

1

2
z2
�
+ 6K0z

2

�
;
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wobei wir nochmals (3.3.8) verwendet haben. Das zeigt (3.3.12), und die Behauptung ist

bewiesen. �

Bevor wir an den Beweis der einzelnen Voraussetzungen von Theorem 2.4.2 gehen,

ben�otigen wir noch zwei kleine technische Hilfss�atze.

Lemma 3.3.3 F�ur jedes x 2 E und � 2 � gibt es eine Konstante C(x; �) <1, so da�

8y > 0 : p(x; y; �) � C(x; �) � yq(�)e�c(�)y=2:

Dabei ist f�ur jedes feste x 2 E die Abbildung

� 3 � 7! C(x; �)

stetig.

Beweis Seien x 2 E, � 2 � beliebig. In (1.1.7) wurde schon gezeigt, da�

p(x; y; �) � C0(x; �) � c(�)q(�)+1 exp(�c(�)eb�x) � yq(�)e�c(�)y=2

mit

C0(x; �) :=
1X
j=0

(2c(�)eb�x)j

�(q(�) + j + 1)
<1

aus (1.1.6). Wir zeigen, da� � 7! C0(x; �) stetig ist. Dazu de�niere

~B(z; q) :=
1X
j=0

zj

�(q + j + 1)
; z � 0; q > �1: (3.3.26)

Wegen q + j + 1 > j und der Monotonie der Gammafunktion auf dem Intervall [2;1) gilt

die Absch�atzung

8j � 2 :
zj

�(q + j + 1)
� zj

�(j)
= z

zj�1

(j � 1)!
;

also konvergiert die Reihe (3.3.26) lokal gleichm�a�ig in (z; q), und insbesondere ist ~B(�; �)
stetig. Als Komposition stetiger Funktionen ist damit auch � 7! C0(x; �) = ~B

�
2c(�)eb�x; q(�)

�
stetig. Mit C(x; �) := C0(x; �) � c(�)q(�)+1 exp(�c(�)eb�x) folgt nun die Behauptung. �

Im Beweis von Theorem 4.1 in [OR] begr�unden die Autoren ihre Beschr�ankung auf das

Submodell f� 2 � : 2a=�2 > 1g damit, da� unter dieser Bedingung die Funktion log x

integrierbar unter dem invarianten Ma� �� sei. Die Einschr�ankung auf den Fall 2a=�2 > 1

ist jedoch unn�otig. Hierzu stellen wir fest:
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Feststellung 3.3.4 Seien � > 0, � > 0 und k 2 N0 beliebig. Dann istZ 1

0

x��1e��xj log xjk dx <1: (3.3.27)

Aussage (3.3.27) folgt durch eine Substitution sofort aus
R1
0
x��1e�xj log xjk dx < 1 f�ur

� > 0 und k 2 N0. In der Tat giltZ 1

0

x��1e�x(log x)k dx = �(k)(�); � > 0;

siehe z.B. [Kab], (13.8). Hieraus erhalten wir nun:

Lemma 3.3.5 F�ur jedes � 2 � und k 2 N0 ist die Funktion (x; y) 7! log y in Lk(~��).

Beweis Wegen der Invarianz von �� ist

~��
�j log yjk� = Z

E

��(dx)

Z
E

Q�(x; dy) j log yjk =
Z
E

��(dx) j log xjk

=

Z
E


(x; �)j log xjk dx = r(�)�(�)

�(�(�))

Z 1

0

x�(�)�1e�r(�)xj log xjk dx <1

aufgrund von Feststellung 3.3.4, da nach (3.1.2)

�(�) =
2a

�2
> 0; r(�) =

�2b
�2

> 0:

�

Wir gehen nun an den Beweis der einzelnen Voraussetzungen von Theorem 2.4.2. Das

n�achste Lemma zeigt, da� r�`(�; �; �) 2 L2(~��) f�ur � 2 � und da� r�` die Bedingung

(2.2.6) erf�ullt. Dies stellt insbesondere sicher, da� die Folge (r�Ln)n der Scores eine Folge

von Martingal-Sch�atzfunktionen ist.

Lemma 3.3.6 Sei � 2 � beliebig. Dann sind f�ur i = 1; : : : ; 3 die Funktionen

E2 3 (x; y) 7! @i`(x; y; �) (3.3.28)

in L2(~��), und es gilt

8x 2 E :

Z
E

@ip(x; y; �) dy = 0: (3.3.29)

Beweis Fixiere ein beliebiges � = (a; b; �2) 2 � und (x; y) 2 E2. Mit z(�) := c(�)2eb� > 0

und der Funktion B(�; �) aus (3.3) schreibt sich ` gem�a� (3.3.2) als

`(x; y; �) = (q(�)+1) log c(�)+q(�) log y�c(�)y�c(�)eb�x+logB (z(�)xy; q(�)) : (3.3.30)
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Schreibe wieder @z; @q f�ur die partiellen Ableitungen von B(�; �) nach z und q. Betrachten wir
zuerst den letzten Term in (3.3.30), so ergibt partielle Di�erentiation nach �i, i = 1; : : : ; 3

@i logB(z(�)xy; q(�)) = @z logB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�) � xy + @q logB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�)
=
@zB(z(�)xy; q(�))

B(z(�)xy; q(�))
� @iz(�) � xy + @qB(z(�)xy; q(�))

B(z(�)xy; q(�))
� @iq(�):

(3.3.31)

Aus Lemma 3.3.2 folgt

j@i logB(z(�)xy; q(�))j �
����@zB(z(�)xy; q(�))B(z(�)xy; q(�))

���� � j@iz(�)xyj+ ����@qB(z(�)xy; q(�))B(z(�)xy; q(�))

���� � j@iq(�)j
� a0(q(�)) � j@iz(�)jxy +

�
b0(q(�)) + b1(q(�))z(�)xy

�
� j@iq(�)j;

wobei a0(�); b0(�); b1(�) : R>�1 ! R stetig sind. Di�erenzieren wir auch die �ubrigen Terme

in (3.3.30) und sch�atzen wir ab, so erhalten wir insgesamt

j@i`(x; y; �)j � r
(i)
0 (�) + r

(i)
1 (�)x+ r

(i)
2 (�)y + r

(i)
3 (�)xy + r

(i)
4 (�)j log yj =: hi(x; y; �) (3.3.32)

mit stetigen Funktionen r
(i)
k : � ! R�0, k = 0; : : : ; 4. Da der Proze� (Xn)n unter P��

Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind die ersten vier Terme auf der rechten Seite von

(3.3.32) in L2(~��). F�ur den Term mit j log yj gilt dasselbe wegen Lemma 3.3.5. Damit ist

@i`(�; �; �) 2 L2(~��) gezeigt.

Zeige nun (3.3.29). Dazu beobachten wir zun�achst, da� nach Lemma 3.3.3 gilt

p(x; y; �) � C(x; �) � yq(�)e�c(�)y=2;

wobei � 7! C(x; �) stetig ist. Wegen @i` = @ip=p erhalten wir aus (3.3.32) also

j@ip(x; y; �)j � p(x; y; �) � hi(x; y; �)
� C(x; �)yq(�)e�c(�)y=2 � hi(x; y; �):

Fixiere nun x 2 E und � 2 � w�ahle eine beliebige kompakte Umgebung U � � von �. Aus

der Stetigkeit von q(�), c(�), C(x; �) und den r
(i)
k (�) erhalten wir mit

�1 < q� := min
#2U

q(#) � max
#2U

q(#) =: q�; c� := min
#2U

c(#) > 0

und

C := C(x) := max
#2U

C(x;#) > 0; C
(i)
k := max

#2U
r
(i)
k (#) � 0;
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da� f�ur alle y > 0

sup
#2U

j@ip(x; y;#)j

� sup
#2U

�
C(x;#)yq(#)e�c(#)y=2 � hi(x; y;#)

	
� C

�
yq� + yq

��
e�c�=2 �

�
C

(i)
0 + C

(i)
1 x+ C

(i)
2 y + C

(i)
3 xy + C

(i)
4 j log yj

� (3.3.33)

Unter Verwendung von Feststellung 3.3.4 sieht man nun, da� die Funktion auf der rechten

Seite von (3.3.33) (als Funktion von y) Lebesgue-integrierbar auf [0;1) ist. Nach einem be-

kannten Satz aus der Lebesgueschen Integrationstheorie (siehe z.B. [Els], Satz IV.5.7) darf

somit die Funktion � 7! R
E
p(x; y; �) dy � 1 partiell unter dem Integralzeichen di�erenziert

werden, und es folgt (3.3.29). �

Im n�achsten Lemma untersuchen wir die zweiten Ableitungen von `:

Lemma 3.3.7 F�ur alle i; j = 1; : : : ; 3 sind die Funktionen

E2 �� 3 (x; y; �) 7! @2ij`(x; y; �)

lokal dominiert integrierbar bez�uglich der Familie (~��)�2�, und es gilt

8x 2 E :

Z
E

@2ijp(x; y; �) dy = 0: (3.3.34)

Beweis Schreibe wieder z(�) := c(�)2eb� > 0, so da� also z 2 C1(�) und

`(x; y; �) = (q(�)+1) log c(�)+q(�) log y�c(�)y�c(�)eb�x+logB (z(�)xy; q(�)) : (3.3.35)
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Wir di�erenzieren wieder zuerst den letzten Term in der Summe zweimal partiell: das ergibt

@2ij logB(z(�)xy; q(�))

=
@2ijB(z(�)xy; q(�)) �B(z(�)xy; q(�))� [@iB(z(�)xy; q(�))] � [@jB(z(�)xy; q(�))]

B(z(�)xy; q(�))2

=
@i [@zB(z(�)xy; q(�)) � @jz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @jq(�)]

B(z(�)xy; q(�))

� @zB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�)
B(z(�)xy; q(�))

� @zB(z(�)xy; q(�)) � @jz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @jq(�)
B(z(�)xy; q(�))

=

�
@2zB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�)xy + @2qzB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�)

� � @jz(�)xy
B(z(�)xy; q(�))

+
@zB(z(�)xy; q(�)) � @2ijz(�)xy

B(z(�)xy; q(�))

+

�
@2zqB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�)xy + @2qB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�)

� � @jq(�)
B(z(�)xy; q(�))

+
@qB(z(�)xy; q(�)) � @2ijq(�)

B(z(�)xy; q(�))

� @zB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�)
B(z(�)xy; q(�))

� @zB(z(�)xy; q(�)) � @jz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @jq(�)
B(z(�)xy; q(�))

:

�Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.3.6 folgert man nun aus den Absch�atzungen (3.3.12) in

Lemma 3.3.2, da� jeder der Summanden beschr�ankt ist durch ein Polynom in xy vom Grad

� 3, dessen Koe�zienten stetig von � abh�angen. Durch zweimaliges partielles Di�erenzieren

der restlichen Terme in (3.3.35) und Absch�atzen sieht man dann dann: es gibt stetige

Funktionen ~rk : �! R�0, k = 0; : : : ; 6, so da�

j@2ij`(x; y; �)j � ~r0(�) + ~r1(�)x+ ~r2(�)y + ~r3(�)xy + ~r4(�)x
2y2 + ~r5(�)x

3y3 + ~r6(�)j log yj
=: hij(x; y; �):

(3.3.36)

Nun ist jeder der Terme in obiger Summe von der Form f(�) � g(x; y) mit stetigem f und

g 2 L1(~��), also lokal dominiert integrierbar. Das zeigt die erste Behauptung.

Zeige nun (3.3.34); auch hier geht der Beweis �ahnlich wie in Lemma 3.3.6. Sei wieder

hi die Majorante f�ur @i` aus (3.3.32), i = 1; : : : ; 3. Wir haben

@2ij`(x; y; �) =
@2ijp(x; y; �)

p(x; y; �)
� @i`(x; y; �) � @j`(x; y; �);
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also ����@2ijp(x; y; �)p(x; y; �)

���� � ��@2ij`(x; y; �)��+ j@i`(x; y; �) � @j`(x; y; �)j

� hij(x; y; �) + hi(x; y; �)hj(x; y; �)

und somit

j@2ijp(x; y; �)j � p(x; y; �) � (hij(x; y; �) + hi(x; y; �)hj(x; y; �)) (3.3.37)

� C(x; �) � yq(�)e�c(�)y=2 � (hij(x; y; �) + hi(x; y; �)hj(x; y; �)): (3.3.38)

Nun ist hij(x; y; �) + hi(x; y; �)hj(x; y; �) im wesentlichen von derselben Form wie die hi
aus (3.3.32), n�amlich ein Polynom in x, y und j log yj mit stetig von � abh�angigen Koe�-

zienten. Analoge Absch�atzungen und �Uberlegungen wie im Beweis von Lemma 3.3.6 unter

Verwendung von Feststellung 3.3.4 ergeben dann, da� � 7! R
E
@ip(x; y; �) dy � 0 partiell

nach �j unter dem Integral di�erenziert werden darf, und es folgt die Behauptung.

Schlie�lich bleibt noch die Invertierbarkeit der Fisher-Information zu beweisen:

Lemma 3.3.8 F�ur alle � 2 � ist die Matrix K(�) aus (3.3.4) invertierbar.

Beweis Der Beweis geht analog zum Nachweis der Invertierbarkeit von Vg�(�) aus Theo-

rem 3.2.9. Sei � = (a; b; �2) 2 � beliebig und u = (u1; u2; u3)
T 2 R3 mit K(�)u = 0. Genau

wie im Beweis von Theorem 3.2.9 zeigt man, da� dann

3X
i=1

ui@i`(x; y; �) = 0 f�ur ~��-fast alle (x; y) 2 E2:

Wegen ~�� � ��2 und da p(x; y; �) stetig in (x; y) ist, erhalten wir, da� f�ur alle x; y > 0

0 =
3X
i=1

ui@i`(x; y; �)

=
3X
i=1

ui@i
�
(q(�) + 1) log c(�) + q(�) log y � c(�)y � c(�)eb�x+ logB (z(�)xy; q(�))

�
=

3X
i=1

ui

�
@i [(q(�) + 1) log c(�)] + @iq(�) log y � @ic(�)y � @i [z(�)=c(�)]x+

@iB(z(�)xy; q(�))

B(z(�)xy; q(�))

�

Hier haben wir wieder z(�) := c(�)2eb� > 0 geschrieben; beachte c(�)eb� = z(�)=c(�).
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Durch Multiplikation mit B(z(�)xy; q(�) ergibt sich, da� f�ur alle x; y > 0

0 = B(z(�)xy; q(�)) �
3X
i=1

ui (@i [(q(�) + 1) log c(�)] + @iq(�) log y � @ic(�)y � @i [z(�)=c(�)]x)

+
3X
i=1

ui (@zB(z(�)xy; q(�)) � @iz(�)xy + @qB(z(�)xy; q(�)) � @iq(�))

= B(z(�)xy; q(�)) �
3X
i=1

ui (@i [(q(�) + 1) log c(�)] + @iq(�) log y � @ic(�)y � @i [z(�)=c(�)]x)

+
3X
i=1

ui

 
B(z(�)xy; q(�) + 1) � @iz(�)xy �

1X
j=0

(z(�)xy)j

j!

 (q + j + 1)

�(q + j + 1)
� @iq(�)

!
;

wobei wir die Formeln f�ur @zB und @qB aus (3.3.13) und (3.3.19) verwendet haben.

Im folgenden lassen wir das Argument � der Funktionen c(�); q(�) und z(�) der besseren
�Ubersichtlichkeit halber weg. Sei nun y > 0 beliebig, aber fest. Dann k�onnen wir die rechte

Seite als eine Potenzreihe in x mit von y abh�angigen Koe�zienten schreiben. Zusammen-

fassung der xj-Terme f�uhrt nach l�angerer Rechnung zu

8x > 0 : 0 =
1

�(q + 1)

3X
i=1

ui

�
@i [(q + 1) log c]� @ic � y + @iq � log y �  (q + 1)@iq

�
+

1X
j=1

xj � yj�1zj�1

j!�(q + j + 1)

"
� j(q + j)

3X
i=1

ui@i [z=c]

+ y
3X
i=1

ui

�
z@i [(q + 1) log c] + z@iq (log y �  (q + j + 1)) + j@iz

�
� y2

3X
i=1

uiz@ic

#
:

(3.3.39)

Mit dem Identit�atssatz f�ur Potenzreihen folgt nun, da� alle Koe�zienten gleich 0 sind.

Insbesondere ergibt sich f�ur j = 1

0 =
1

�(q + 2)

"
� (q + 1)

3X
i=1

ui@i[z=c]

+ y
3X
i=1

ui

�
z@i [(q + 1) log c] + z@iq (log y �  (q + 2)) + @iz

�
� y2

3X
i=1

uiz@ic

#
:

(3.3.40)
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Da y > 0 beliebig war, gilt dies insbesondere f�ur alle y in einer Umgebung U der 1, auf

der eine Reihenentwicklung des Logarithmus existiert. Wir k�onnen dann die rechte Seite

von (3.3.40) als Potenzreihe in y um 1 schreiben. Zusammenfassen der Terme f�uhrt nach

einiger Algebra zu

8y 2 U : 0 =
3X
i=1

ui (z@i[(q + 1) log c]� z (q + 2)@iq � z@ic+ @iz � (q + 1)@i[z=c])

+ (y � 1)
3X
i=1

ui (z@i[(q + 1) log c] + z@iq(1�  (q + 2))� 2z@ic+ @iz)

+ (y � 1)2
3X
i=1

ui

�
1

2
z@iq � z@ic

�

+
1X
j=3

(�1)j
j(j � 1)

(y � 1)j �
3X
i=1

uiz@iq:

Schreibe nun s(�) := eb�; dann ist z(�) = c(�)2s(�) und @iz(�) = 2c(�)s(�)@ic(�) +

c(�)2@is(�). Eine erneute Anwendung des Identit�atssatzes f�ur Potenzreihen liefert f�ur j =

1; 2; 3 das Gleichungssystem

0 =
3X
i=1

ui

�
z@iq (log c+ 1�  (q + 2)) + @ic

�
(q + 1)

z

c
� 2z + 2cs

�
+ c2@is

�
(3.3.41)

0 =
3X
i=1

ui (z@iq � 2z@ic) (3.3.42)

0 =
3X
i=1

uiz@iq; (3.3.43)

das sich durch elementare Umformungen auf die Gestalt

0 =
3X
i=1

ui@is (3.3.44)

0 =
3X
i=1

ui@ic (3.3.45)

0 =
3X
i=1

ui@iq (3.3.46)

bringen l�a�t. Nun sind aber die drei Vektoren (@is; @ic; @iq)
T 2 R3, i = 1; : : : 3 linear

unabh�angig, denn wegen

@1s = @3s = 0 = @1c
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folgt

det

0@@1s @2s @3s

@1c @2c @3c

@1q @2q @3q

1A = det

0@ 0 @2s 0

0 @2c @3c

@1q @2q @3q

1A = @1q�@2s�@3c = 2

�2
�eb�

2b

eb� � 1

�
� 1

�4

�
< 0:

Damit folgt u1 = u2 = u3 = 0, und die Behauptung ist bewiesen. �

Beweis von Theorem 3.3.1 Da wir davon ausgegangen sind, da� die Startverteilung

durch

��(dx) = 
(x; �)dx =
r(�)�(�)

�(�(�))
x�(�)�1e�r(�)x dx

parametrisiert ist und � 7! 
(x; �) wegen der Gestalt von � und r (vgl. (3.1.2)) o�ensichtlich

stetig ist, ist die erste Voraussetzung in Theorem 2.4.2 erf�ullt. Weiterhin ist der Parameter

� 2 � stark konsistent sch�atzbar, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde. Die �ubrigen Vor-

aussetzungen von Theorem 2.4.2 wurden in den Lemmata 3.3.6, 3.3.7 und 3.3.8 bewiesen.

Dies schlie�t den Beweis von Theorem 3.3.1 ab.

Bemerkungen

� Sei wieder G de�niert wie in Abschnitt 2.5. Aus den Lemmata 3.3.6, 3.3.7 und 3.3.8

ergibt sich dann, da� r�` 2 G . Falls f�ur jedes g 2 G die Funktion

� 7!
Z
E

g(x; y; �)p(x; y; �) dy

komponentenweise partiell unter dem Integralzeichen di�erenziert werden darf, ist

also r�` ein optimales Element in G , vgl. die dritte Bemerkung nach Lemma 2.5.1.

Wir beschr�anken uns hier auf die Feststellung, da� r�` jedenfalls in der Teilklasse ~G

aller g 2 G , f�ur die Di�erentiation unter dem Integralzeichen erlaubt ist, ein optimales

Element ist. Man �uberzeugt sich mit Argumenten wie im Beweis von Lemma 3.3.6

ohne gr�o�ere Schwierigkeiten davon, da� g 2 ~G , falls g komponentenweise durch ein

Polynom in (x; y) mit stetig von � abh�angigen Koe�zienten majorisiert ist. Daher

ist insbesondere das zur optimalen quadratischen Sch�atzfunktion geh�orende g� aus

(3.2.46) in ~G . Somit ist Theorem 3.3.1 eine Verbesserung von Theorem 2.5.2.

� Mit Theorem 3.3.1 gelten nat�urlich auch die in der Bemerkung nach De�nition 2.4.1

kurz angesprochenen Implikationen der LAN-Bedingung. Wir bemerken noch kurz,

da� sich die in [H�o], Kapitel 7.B angegebenen Zusatzvoraussetzungen f�ur die Ein-

Schritt-Modi�kation von Sch�atzern im Falle des diskretisierten CIR-Modells ohne

gr�o�eren Aufwand nachweisen lassen.

�
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Anhang A

Ma�theoretische Hilfsresultate

In diesem Anhang stellen wir einige Hilfsresultate zur Me�barkeit von Mengen und Funk-

tionen, darunter ein
"
Measurable Selection Theorem\ f�ur mengenwertige Abbildungen,

zusammen.

Satz A.1 Sei (
;A) ein me�barer Raum, � � Rd o�en und G : 
 � � ! Rd eine

Funktion, so da�

8� 2 � : G(�; �) : 
! Rd ist A-me�bar; (A.1)

8! 2 
 : G(!; �) : �! Rd ist stetig: (A.2)

Dann ist G eine A 
 B(�)-me�bare Funktion. Ist au�erdem C � Rd abgeschlossen und

U � � �-kompakt (z.B. o�en oder abgeschlossen), so gilt

f! 2 
 : 9� 2 U mit G(!; �) 2 Cg 2 A: (A.3)

Insbesondere sieht man f�ur C = f0g, da� die Menge aller ! 2 
, f�ur die die Gleichung

G(!; �) = 0 eine L�osung � 2 U hat, me�bar ist:

f! 2 
 : 9� 2 U mit G(!; �) = 0g 2 A: (A.4)

Beweis Zum Beweis der A 
 B(�)-Me�barkeit von G siehe z.B. Lemma 6.7.3 in [Pfa].

Sei nun U � � �-kompakt. F�ur jedes feste # 2 � und r 2 N gilt

f! 2 
 : dist (G(!;#); C) < 1=rg 2 A

aufgrund der Me�barkeit von G(�;#) und der Stetigkeit von y 7! dist(y; C). Ist nun K � U

kompakt, so �uberzeugt man sich mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstra� davon, da�

aufgrund der Abgeschlossenheit von C sowie der Stetigkeit von G(!; �) und y 7! dist(y; C)

f! 2 
 : 9� 2 K mit G(!; �) 2 Cg =
\
r2N

[
#2K\Qd

f! 2 
 : dist (G(!;#); C) < 1=rg 2 A:

97
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W�ahlen wir nun eine kompakte Aussch�opfung (Km)m2N von U , d.h. Km � U kompakt f�ur

alle m, Km " U , so folgt
f! : 9� 2 U mit G(!; �) 2 Cg =

[
m2N

f! : 9� 2 Km mit Gn(!; �) 2 Cg 2 A:

�

Satz A.2 (Measurable Selection Theorem) Sei (
;A) ein me�barer Raum und F :


 ! P(Rd) eine mengenwertige Abbildung, so da� F (!) f�ur alle ! 2 
 nichtleer und

kompakt ist. Es gelte

8O � Rd o�en : F�(O) := f! 2 
 : F (!) \O 6= ;g 2 A: (A.5)

Dann kann man konstruktiv eine me�bare Funktion f : (
;A)! (Rd;B(Rd)) angeben, so

da�

8! 2 
 : f(!) 2 F (!):

Bemerkung Der Satz gilt wesentlich allgemeiner als hier dargestellt: so kann Rd durch

einen beliebigen vollst�andigen separablen metrischen Raum ersetzt werden, und es gen�ugt,

da� F (!) f�ur jedes ! 2 
 abgeschlossen und nichtleer ist, siehe [CV], Theorem III.6. Die

obige Formulierung reicht jedoch f�ur unsere Zwecke aus und hat den Vorteil, da� sich

eine
"
Auswahlfunktion\ f besonders explizit konstruieren l�a�t. Diese kann n�amlich durch

"
sukzessive komponentenweise Minimierung\ der Menge F (!) konstruiert werden, wie der

nun folgende Beweis zeigt. �

Beweis von Satz A.2 Seien pj : R
d ! R die Projektionen auf die j-te Komponente.

F�ur ! 2 
 setze

f1(!) := inffx1 : es gibt Punkte x = (x1; x2; : : : ; xd) 2 F (!)g = inf p1(F (!)):

Da F (!) kompakt und p1 stetig ist, so ist auch p1(F (!)) kompakt, also gilt

f1(!) = min p1(F (!)) 2 p1(F (!));
d.h. es gibt in F (!) Punkte der Bauart (f1(!); x2; : : : ; xd). Betrachte nun

f2(!) := inffx2 : es gibt Punkte x = (f1(!); x2; : : : ; xd) 2 F (!)g = inf p2
�
F (!) \ p�11 (f1(!))

�
:

Wegen der Stetigkeit von p1 ist p
�1
1 (f1(!)) abgeschlossen, also F (!)\p�11 (f1(!)) kompakt,

und wie oben folgt dann aus der Stetigkeit von p2

f2(!) = min p2
�
F (!) \ p�11 (f1(!))

� 2 F (!) \ p�11 (f1(!));
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d.h. es gibt in F (!) Punkte der Bauart (f1(!); f2(!); x3; : : : ; xd). F�ahrt man in dersel-

ben Weise fort, so erh�alt man nach d Schritten schlie�lich die Existenz eines Elements

(f1(!); : : : ; fd(!)) 2 F (!) mit

fj(!) = minfxj : es gibt Punkte x = (f1(!); : : : ; fj�1(!); xj; : : : ; xd) 2 F (!)g
= min pj

�
F (!) \ p�11 (f1(!)) \ p�12 (f2(!)) \ � � � \ p�1j�1(fj�1(!))

�
:

(A.6)

Insbesondere gilt f�ur alle j = 1; : : : ; d und b 2 R

f! 2 
 : fj(!) � bg = f! : 9x 2 F (!) \ p�11 (f1(!)) \ � � � \ p�1j�1(fj�1(!)) : pj(x) � bg
= f! : F (!) \ p�11 (f1(!)) \ � � � \ p�1j�1(fj�1(!)) \ I(j) 6= ;g;

(A.7)

wobei I(j) := fx = (x1; : : : ; xd) 2 Rd : xj � bg.
Setze nun

f(!) := (f1(!); : : : ; fd(!)); ! 2 
:

Zu zeigen bleibt, da� f me�bar ist. Dazu reicht es zu zeigen, da� alle Komponenten fj
me�bar sind. Dies wird nun durch (unvollst�andige) Induktion nach j gezeigt. F�ur eine

beliebige Menge M � Rd und r 2 N de�nieren wir die o�ene Menge

U1=r(M) := fx 2 Rd : dist(x;M) < 1=rg:

Sei b 2 R beliebig. Dann haben wir f�ur j = 1 aufgrund der Kompaktheit von F (!)

f! : f1(!) � bg = f! : F (!) \ I(1) 6= ;g =
\
r2N

f! : F (!) \ U1=r(I
(1)) 6= ;g| {z }

2A

2 A (A.8)

nach Voraussetzung (A.5) an F . Sei nun f�ur ein j > 1 schon Me�barkeit von f1; : : : ; fj�1
gezeigt. Dann ist aufgrund von (A.7) und der Kompaktheit von F (!)

f! : fj(!) � bg
=
�
! : F (!) \ I(j) \ p�11 (f1(!)) \ p�12 (f2(!)) \ � � � \ p�1j�1(fj�1(!)) 6= ;	

=
\
r2N

�
! : U1=r(F (!)) \ U1=r(I

(j)) \ p�11 (B1=r(f1(!))) \ � � � \ p�1j�1(B1=r(fj�1(!))) 6= ;	 :
(A.9)

Nun ist aufgrund der Stetigkeit der Projektionen f�ur jedes feste r 2 N die Menge

U1=r(F (!)) \ U1=r(I
(j)) \ p�11 (B1=r(f1(!))) \ � � � \ p�1j�1(B1=r(fj�1(!)))
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als Schnitt endlich vieler o�ener Mengen wiederum o�en. Folglich gilt mit Dr;j := Qd \
U1=r(I

(j))�
! : U1=r(F (!)) \ U1=r(I

(j)) \ p�11 (B1=r(f1(!))) \ � � � \ p�1j�1(B1=r(fj�1(!))) 6= ;	
=

[
u2Dr;j

f! : u 2 U1=r(F (!)) \ p�11 (B1=r(f1(!))) \ � � � \ p�1j�1(B1=r(fj�1(!)))g

=
[

u2Dr;j

f! : dist(u; F (!)) < 1=r; ju1 � f1(!)j < 1=r; : : : ; juj�1 � fj�1(!)j < 1=rg

=
[

u2Dr;j

f! : dist(u; F (!)) < 1=rg \
j�1\
i=1

f! : jui � fi(!)j < 1=rg

=
[

u2Dr;j

f! : F (!) \B1=r(u) 6= ;g| {z }
2A nach Vor.

\
j�1\
i=1

f! : jui � fi(!)j < 1=rg| {z }
2A nach I.V.

:

(A.10)

Wegen (A.9) ist damit die Behauptung gezeigt.
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