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Einleitung

In dieser Arbeit beschiéftigen wir uns mit der Schitzung von Parametern in zeitdiskreten er-
godischen Markovprozessen im allgemeinen und im sogenannten Coz-Ingersoll-Ross-Modell
im besonderen. Betrachten wir die eindimensionale stochastische Differentialgleichung

dY; = (a + bY}) dt + o4/ Y,F AW, (1)

mit den Parametern a,b € R und o > 0, wobei W eine Standard-Brownsche Bewegung
und z* := max(x, 0) der Positivteil ist. Gleichung (1) hat fiir jede vorgegebene Startvertei-
lung eine eindeutige und globale starke Losung (Y7);>0. Fiir @ > 0, b < 0 und eine auf R
konzentrierte Startverteilung erhélt man das 1985 von Cox, Ingersoll und Ross zur Beschrei-
bung der Entwicklung von Zinsraten vorgeschlagene Modell, siehe [CIR]. Wir bezeichnen
es kurz als CIR-Modell und die entsprechende Losung von (1) als CIR-Proze88. Diese ist
ein Diffusionsprozef, d.h. ein Markov-Proze3 mit stetigen Pfaden. Vom Standpunkt des
Anwenders aus hat das Modell unter anderem die Vorziige, dafi die Losung (Y;)i>o stets
nichtnegativ bleibt und fiir ¢ — oo schwach gegen eine Gammaverteilung konvergiert. Ziel
dieser Arbeit ist es nun, die Parameter a, b, 0 aufgrund von Beobachtungen des Prozesses
zu dquidistanten diskreten Zeitpunkten n - A der Schrittweite A > 0 zu schiatzen. Man
betrachtet also den Proze (X,),en, mit

X, = Yn.A, n € N07

den wir als diskretisierten CIR-Prozefl bezeichnen. Dieses Beispiel einer diskret beobachte-
ten Diffusion fiihrt uns zum allgemeinen Problem der Parameterschitzung in zeitdiskreten
Markov-Prozessen. Die Analyse dieses Problems bildet den Schwerpunkt der Arbeit, die
wie folgt aufgebaut ist:

Kapitel 1 gibt einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften des CIR-
Prozesses, wobei die meisten einschligigen Resultate ohne Beweis aus [IW] entnommen
sind. Eine Ausnahme bildet insbesondere Satz 1.1.4, wo wir eine explizite Darstellung fiir
die n-ten Momente des Prozesses beweisen.
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In Kapitel 2 beschéftigen wir uns dann mit dem Problem der Parameterschitzung im
allgemeinen Kontext. Ausgangspunkt ist ein zeitdiskreter stochastischer ProzeB (X, )nen,,
dessen Verteilung von einem d-dimensionalen Parameter # € © C R¢ abhingt. Die grund-
legende Annahme ist, da§ (X,), unter jedem 6 € © ein homogener und ergodischer
Markovprozef} ist, zum Beispiel ein zu diskreten dquidistanten Zeitpunkten beobachteter
Diffusionsprozef}. Zur Schitzung von @ stiitzen wir uns auf die Methode der Martingal-
Schatzfunktionen und -Schdtzgleichungen, die in ihrer allgemeinen Form insbesondere von
Bibby und Sgrensen, beginnend mit [BS], eingehend untersucht wurde. Eine Schitzfunktion

Gn(0) =G (Xo, ..., Xy 0)

ist eine Re%-wertige Funktion des Parameters # und der ersten n Beobachtungen des Pro-
zesses. Unter geeigneten Voraussetzungen erhilt man einen Schétzer fiir den Parameter 6
durch eine Losung der Gleichung

Gn(0) = 0. (2)

Bildet die Folge (G, (6)), unter jedem # € © ein Martingal, so spricht man von einer
Folge von Martingal-Schétzfunktionen. Nach einem Uberblick iiber die bendtigten Vor-
aussetzungen und Hilfssidtze wird in Abschnitt 2.3, der wesentlich auf [Ser| aufbaut, der
Begriff der (stark) konsistenten Losung einer Schitzgleichung definiert und die Frage nach
der Existenz und Asymptotik solcher Losungen gestellt. Lemma 2.3.3 enthélt ein wichtiges
technisches Hilfsresultat iiber lokal dominiert integrierbare Funktionen. Im Anschluf} an
[Sor] werden dann vier Bedingungen formuliert, die in unterschiedlicher Kombination die
Existenz sowie asymptotische Normalitit von Losungen der Schétzgleichung (2) sichern.
Theorem 2.3.5 enthélt zunichst ein Resultat zur asymptotischen Normalitét einer vorge-
legten konsistenten Losung von (2). In Satz 2.3.6 beweisen wir dann fiir schlieflich alle
n* die Existenz von Losungen der Schitzgleichung (2) in beliebig kleinen Umgebungen
eines jeden Punktes # € O. Dieses Resultat liefert jedoch noch nicht die Existenz einer
konsistenten Schitzfolge, da unsere Bedingungen lokaler Natur sind und somit die Eindeu-
tigkeit der Losung von (2) nicht sichergestellt ist. Damit steht man vor dem Problem, aus
der Losungsmenge der Gleichung (2) eine Auswahl derart zu treffen, dafi die resultierende
Schitzfolge (mefibar und) konsistent wird. Zur Losung dieses Problems folgen wir einer Idee
von [Leh] und [Pfa]: nimmt man als zusétzliche Voraussetzung die Existenz eine konsisten-
ten Folge von Hilfsschiitzern an, so kann unter deren Verwendung eine konsistente Losung
von (2) konstruiert werden. Diese Konstruktion wird in Theorem 2.3.8, dem Hauptresultat
dieses Abschnitts, durchgefiihrt. Der anschlieBende Abschnitt 2.4 enthélt eine Anwendung
der bisher erzielten Resultate auf das Problem der Likelihood-Schétzung. Es stellt sich her-
aus, dafl praktisch dieselben Bedingungen, die die Existenz einer konsistenten Losung der
Likelihood-Gleichung liefern, auch lokal-asymptotische Normalitit, kurz: LAN, an jeder
Stelle # € O sicherstellen; dies ist der Inhalt von Theorem 2.4.2. Abschnitt 2.5 enthélt eine
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kurze und elementare Diskussion asymptotisch optimaler Schéitzfunktionen. Diese sind da-
durch ausgezeichnet, daf§ die als Losung von (2) definierte Schitzfolge die kleinstmogliche
asymptotische Varianz innerhalb einer gewissen Klasse von Schétzfunktionen hat. In dem
der Cramér-Rao-Schranke ,nachempfundenen® Lemma 2.5.1 wird eine einfache hinreichen-
de Bedingung fiir Optimalitdt in diesem Sinne angegeben. Als Beispiel untersuchen wir
anschliefend die Klasse der quadratischen Schatzfunktionen; bei diesen handelt es sich um
gewichtete Kombinationen der bedingten Erwartung und der bedingten Varianz. In Satz
2.5.2 werden optimale Gewichte fiir diese Klasse berechnet.

In Kapitel 3 kehren wir zum diskretisierten CIR-Prozef} zuriick und untersuchen zunéchst
quadratische Martingal-Schitzfunktionen. Im Unterabschnitt 3.2.1, der sich an der Arbeit
[OR] von Overbeck und Rydén orientiert, wird zun#chst unter Verwendung des Conditio-
nal Least Squares-Ansatzes eine Schétzfolge fiir den Driftkoeffizienten (a,b) konstruiert.

2

Anschlieend werden zwei Schitzfolgen fiir den Diffusionskoeffizienten o vorgeschlagen.

Daraus ergeben sich zwei Schitzfolgen (6,), und (6,,), fiir (a,b, 0?), die sich als stark kon-
sistente Losungen quadratischer Martingal-Schitzgleichungen herausstellen; dies ist die
Aussage von Theorem 3.2.6. In Theorem 3.2.8 zeigen wir asymptotische Normalitét fiir
beide Schétzfolgen unter Verwendung der allgemeinen Ergebnisse aus Kapitel 2. Da die
asymptotischen Varianzen der beiden Schétzfolgen auf analytischem Wege nicht verglichen
werden kann, wird in Unterabschnitt 3.2.2 die Frage nach der optimalen quadratischen
Schétzfunktion im Sinne von Abschnitt 2.5 fiir das CIR-Modell aufgeworfen. In Theorem
3.2.9 wird gezeigt, daf} ein solches Element sowie eine zugehorige Schéitzfolge (é;‘;)n, die die
kleinstmogliche asymptotische Varianz in dieser Klasse realisiert und damit ,besser” als
(6,)n und (6,), ist, tatsiichlich existieren. Der letzte Abschnitt der Arbeit befaBt sich dann
mit Likelihood-Schétzung und lokal-asymptotischer Normalitdt im diskretisierten CIR-
Modell. Die Ergebnisse aus Kapitel 2 werden verwendet, um die Existenz einer eindeutigen
stark konsistenten Losung der Likelihood-Gleichung sowie LAN an jeder Stelle (a, b, 0?)
des Parameterraumes zu zeigen. Der Nachweis der LAN-Bedingung (mit Ausnahme der
Invertierbarkeit der Fisher-Information) findet sich ebenfalls in der Arbeit [OR]. Die Auto-
ren beschrinken sich allerdings auf das Submodell derjenigen Parameterwerte (a, b, 0?) mit
2a/0? > 1; diese Einschrinkung stellt sich jedoch (anders als bei Beobachtung in stetiger

Zeit, siche [Ove]) als unnotig heraus.

Die Arbeit schliefit mit einem Anhang, in dem wir einige mafitheoretische Hilfsmittel
zusammengestellt haben. Inshesondere formulieren und beweisen wir eine einfache Version
des ,Measurable Selection Theorem® fiir mengenwertige Abbildungen.
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Kapitel 1

Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell

1.1 Einfiihrung und grundlegende Eigenschaften des
Modells

Betrachte die eindimensionale stochastische Differentialgleichung

dY; = (a + bY;) dt + o/ Y, dW,,

Yo~ v

(1.1.1)

mit einer eindimensionalen Standard-Brownschen Bewegung (W}),>¢, den Parametern a, o >
0 und b < 0 sowie der Startverteilung ». In [CIR] schlugen Cox, Ingersoll und Ross vor,
die Dynamik von Zinsraten durch die Losung (Y;);>0 von (1.1.1) zu beschreiben; daher ist
das Modell als Coz-Ingersoll-Ross-Modell (kurz: CIR-Modell) bekannt.

Nach [IW], S. 235 f. gibt es fiir jedes auf R>, konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmafl v
eine eindeutige und globale starke Losung von (Y;);>o von (1.1.1). Diese ist nichtnegativ,
Y; > 0 fiir alle ¢ > 0, also kann Y, in (1.1.1) durch Y; ersetzt werden. Da die Differential-
gleichung (1.1.1) vom Markov-Typ ist, ist (Y;);>0 ein Markovprozefl mit stetigen Pfaden,
d.h. ein Diffusionsproze$; der zugehorige Generator ist nach [IW], S. 236 gegeben durch

2 g2
L) = Ta S (@) + (0t bo) o f(x).
Da wir uns nur fiir die Verteilungen des Prozesses interessieren, kénnen wir davon ausgehen,
daf8 (Y})i>0 als kanonischer Prozef auf dem kanonischen Pfadraum C ([0, c0)) vorliegt: sei
(Q1)i>0 die Markov-Halbgruppe von (Y;);>o und Q := C([0,00)) der kanonische Pfadraum
versehen mit der von den Koordinatenprojektionen

Y, : Q=0C([0,00)) 3w w(t) = Yi(w)

1



2 KAPITEL 1: DAS COX-INGERSOLL-R0SS-MODELL

erzeugten o-Algebra A. Dann gibt es eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien {P* : z >
0} auf (©2,.A4), so dafl der kanonische Proze§ (};),> unter P* ein Markovprozef§ (beziiglich
der kanonischen Filtration F = (%#,)i>0, % = o(Y; : 0 < s < t)) mit Halbgruppe (Q;)i>0
und Startverteilung ¢, ist. Schreibe E® fiir Erwartungswerte unter dem Wahrscheinlich-
keitsmafl P”.

In [IW], S. 236 wird mit Hilfe der It6-Formel die Laplace-Transformierte des CIR-
Prozesses berechnet. Sie ist gegeben durch

i) 1= B[]

q+1 1.1.2
A
= ( < ) - exp (—xebti> , xz>0,t>0, ( )

c+ A c+ A
wobei
q:=2a/o’—1> -1 (1.1.3)
und
¢ = —ﬁ > 0. (1.1.4)

Die Darstellung (1.1.2) fiir die Laplace-Transformierte kann verwendet werden, um zu
zeigen, dafi die Halbgruppe (Q:):>0 des CIR-Prozesses durch eine Lebesgue-Dichte gegeben
ist. Dazu definieren wir fiir ¢ > 0 und z,y > 0

(clyxett)i

gy Y

pi(w,y) = pi(w,y;0,b,0°%) := C§+1?/q exp(—cy — ce”x) - Z
=0

mit ¢ und ¢; wie in (1.1.3) und (1.1.4). Offensichtlich ist p; stetig in (z,y) fiir jedes feste
t > 0.

Lemma 1.1.1 FEs gilt

Vit > 0,2 >0: Qx,dy) = L(Y; | P*)(dy) = pe(x,y) dy.

Beweis Seien t > 0, z > 0 und A > 0 beliebig. Dann haben wir unter Verwendung der
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Substitution z := (A + ¢;)y

0 00 2 (Gywett)
/ e Mpy(z,y)dy = cf " exp(—ce’x) / yle ey oy d
0 0 -
7=0

JT(g+j+1)

> cire o C Ove
:Cg—&- exp(— Cebtl’)Zﬁ/ yitie A+ t)ydy

0 00 q+j
dz
— q+e bt M/ ( ? ) —Z
i exp(—ae x)zjo Tg+7+1)Jo \ N R WP

q+1 x 2. . bt\J 0o
Ct bt 1 (cize 1 / ot
= exp(—ce’x — - 29e*dz
<A+ct> p(-aca) 35 <A+ct) Tg+j+1) /), ’

J=0

q+1 2, bt
Ct b cyre
= ex —Ci€ T ) ex
<)\+ct> p(=ce’x) p<A+ct>

=y, (A; 7).

-

=I'(g+j+1)

Da ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch seine Laplace-Transformierte eindeutig festgelegt ist,
folgt die Behauptung. Die Vertauschung von Integration und Grenziibergang in der zweiten
Zeile kann dabei wie folgt gerechtfertigt werden: definiere eine Konstante Cy = Cy(t; )
durch

2 (2cwett)d
0<Cy:= e B — . 1.1.6
<O= rgajrn < (1-16)

Dann folgt fiir beliebiges y > 0 und n € Nj

—~  (yxze) (2™ (ey/2) — (cy/2)
0< S avrer) ) A = Coett/?,
_§J!F(q+1+1) Z;F(qﬂhwl) i 02 "
- . ,
<Co

Nun ist wegen ¢; > 0 und ¢ > —1 fiir jedes A > 0 die Funktion
Y yqe—(A+Ct)y . Coecty/Q Coy e~ (Aee/2)y

integrierbar auf [0, 00), also folgt mit dominierter Konvergenz

0 0 2 bt\j oo 2 bt g 00
—(Atct)y (Ct yre ) _ (the ) / g+7j ,—(Mce)y
yle —————dy = — Yy e dy.
/0 Zj!r(q+j+1) ;;]!r(q+]+1> 0

j=0
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Bemerkung Insbesondere folgt aus den obigen Uberlegungen auch, daf

i oo N~ (ymett)
— a4 q
pelx,y) = ¢, yrexpl—cy — e x) - L e
e e act) ;J!F(Q+j+1)
S C;H’lyq exp(—cty _ Ctebth) . C()(t, :L,)ecty/Q (117)
= Cg+100(t; 1‘) eXp(—ctebt:E) _yqefcty/Q
:iaa;:r)

Dabei ist fiir festes ¢ > 0 die Funktion = — C(t;z) offenbar stetig. Mit dominierter
Konvergenz folgt sofort, daf} fiir jede Borelmenge A C R>( und festes ¢ > 0 die Funktion

= Qz, A)
stetig ist. ¢

Lassen wir im Ausdruck (1.1.2) fiir die Laplace-Transformierte ¢ — oo streben, so ergibt
sich wegen ¢, ~—=2% —2b/0?

—2b/o” )Hl, (1.1.8)

Vo > 0,0 > 0: gy, (a3 )) == <_2b/02 + A

Dies ist die Laplace-Transformierte einer Gamma-Verteilung I'(a, ) mit Parametern

2a 2b
a::q+1:;, ri=—— (1.1.9)

d.h. einer Verteilung mit der Lebesgue-Dichte

(a)"

a—le—rct

T — 1(0700)(ZE)

Mit dem Stetigkeitssatz fiir die Laplace-Transformierte folgt, daf der Prozef (Y});>¢ unter
jedem P* x > 0, schwach gegen p(dx) := I'(e, 7)(dz) konvergiert:

Ve >0:Y % @ unter P”. (1.1.10)
—500

Als Konsequenz hieraus ergibt sich:

Lemma 1.1.2 Der CIR-Prozef$ besitzt ein eindeutig bestimmtes invariantes Wahrschein-
lichkeitsmaf, welches durch p gegeben ist. Fiir jede Borelmenge A C Rxq gilt also

Vi>0:pu(A) = / 1(dz)Q(x, A). (1.1.11)

]RZO
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Beweis Fiir ¢ = 0 ist die Aussage klar. Sei ¢ > 0 beliebig. Es geniigt, (1.1.11) fiir
Intervalle A = [0, a], a > 0 nachzuweisen. Diese sind p-randlos, da p als Gammaverteilung
keine Punktmassen hat. Nach dem , Portmanteau-Theorem* folgt also aus (1.1.10)

§—>00

Ve >0:Qs(z, A) —— p(A). (1.1.12)

Fiir ein beliebiges z > 0 ergibt sich

/'L(A) = lim Qt+s(x7A) = lim Qs(l‘,dy>Qt(y7A) = / M(dl‘)Qt(I,A),
§—00 5—00 R0 R

wobei beim letzten Schritt die schwache Konvergenz (1.1.10), die Stetigkeit von y +—

Qu(y, A) sowie Q4(z,-) = L(Y; | P*) benutzt wurde. Somit ist x4 invariant fiir (Q;)i>o. Ist

nun v ein beliebiges invariantes Maf}, so folgt wegen (1.1.12) mit dominierter Konvergenz

v(4) = / V(A1) Qu(r, A) 7% / p(dz)u(A) = p(A),

]RZO

das zeigt die Eindeutigkeit von . [ |

Wir halten fest, dafl eine gemédfl i verteilte Zufallsvariable 7 endliche Momente belie-
biger Ordnung hat; insbesondere gilt

CLO'2

E[Z]=-2  Valz]= S

— 1.1.13
. (1.1.13)

Wir wollen nun die Darstellung (1.1.2) der Laplace-Transformierten verwenden, um zu
zeigen, dafl der CIR-Prozess unter jedem P*, x > 0 endliche Momente beliebig hoher

Ordnung hat. Dazu benétigen wir die Ableitungen der Laplace-Transformierten nach A:

Lemma 1.1.3 Seien t > 0,2 > 0 beliebig. Dann existieren die Ableitungen beliebig hoher
Ordnung der Funktion X — vy, (\;x) auf [0,00) und sind gegeben durch

qn
dAn

Ct

2n
Yx(h @) = ¥x(Aiz) - (CtJrA) - pu(A; 75 1)

q+1+2n

Ct bt )\Ct

_ . et 2 ) o at),  A>0
<Ct+/\> exp( e Ct—l—/\> p( o )

(1.1.14)

mit

C
k=0 t j

mixas) =103 () (Ct?)k<xe“>n—k1f[l<q+n—km (1115)

und der Konvention H2:1 =1
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Beweis Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 ist py(A; ;¢) = 1 und Gleichung (1.1.14)
gilt trivialerweise.

Ist nun die Behauptung fiir ein n schon gezeigt, so haben wir nach Induktionsvoraussetzung

n+l I g+14+2n
%W(A;@ = % ( i/\) - exp (—xebt£> -pn(A;x;t)]
n Ct

Ct—|—/\

d N e
“an [\ P LA

q+1+2n
Ct bt /\Ct d
. —ze” ——— | - = [pn(A; 25 1))
+<ct+/\> eXp( e ct+/\> X ]

(X T3 1) (1.1.16)

Nun ist
i ¢ g+1+2n o et
K5 oA exp ze —CH—)\
g+2n
=(¢g+1+2 _— —_ - S
@ ) (Ct+)\> (ci +A)? exp< e Ct+)\> (1.1.17)
q+1+2n
ct 0w .ct(ct%—/\) — )\ct. ow Y
+<ct+A> (=oe”) (et + N)? P T ¢t + A
q+3+2n
=— c — btﬁ . ¢+ A bt
B <ct—|—/\> exp( e Ct—i-)\) [(q+2n+1) c? e ]
und
d n “/n e+ A\ n—k i )
oiAszit) = (=1) (k)-k-<t02 ) 5 (™) [Ja+n—k+j). (1.1.18)
k=1 t t

j=1
Einsetzen von (1.1.17) in (1.1.16) ergibt

dn+1
Wl/}x(t)(/\; x)

g+3+2n
Ct bt ACt Ct+)\ bt
= — - e 2 1 “pp( Ayt
(Ct+)\> exp( Te Ct+/\> [(q—F n+1) 2 +ze” | - pu(N; 73 1)
q+1+2n
Ct bt /\Ct d
cexp (e ") Sp (s
+<ct+)\> eXp( e ct+/\> pPntiz)

_ Ct q+3+2n . _zebtﬁ y
ct + A P ct + A

2
X [— ((q+ 2n + 1)CH2_/\ —l—xebt) cpn( ;s t) + (Ct + A) -ipn()\;x;t)] )
c; Ct dA

(1.1.19)
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Die grofe eckige Klammer in (1.1.19) berechnet sich unter Verwendung von (1.1.18) zu

A AN\ d
[_ <(q+2”+1)6tt +$€bt)'29n(k;x;t)+<ct+ ) -—pn(A;x;t)]

G C¢ dA
+ A i +2\* - k ‘
= - <(q+2”+1)ctcg +1’€bt> Y (Z) (thz > (e ™ TT(g+n -k +3)
t t .
k=0 7j=1
+A) - +A\ 1 ke _
+<Ct > (=1)" (Z)k(ct - > S @) T T +n—k+7)
ct — c? c? o
. n n e + A i+1 . g ‘ .
= GO a2 ) ) () ( ) (ze)" " Tlla+n—i+7)
1=0 j=1
n = (n e+ M\" n+l—k k ,
+(-1) “Z(k><t2 > (3cebt)Jr (g+n—k+7)
k=0 Gt j=1
. n n . c +)\ 41 o ) ‘ .
+(=1) Z()z( tC2 > e [ [a+n—i+ )
izl t ]:1
ntl k k-1
n n & +)\ n+1—k .
i1k (=1) +1(Q+2n+1)z<k_1> ( tcg > (ﬁebt) H(Q+n+1—k+3)
k=1 =1
n “~ (n @+ A\" nt+l—k i ,
+(=1) +1Z<k> ( tcz > (we”)™ (g+n—Fk+j)
k=0 t ZZI }
:(q+n*k+1)'l_[];-';11(q+n+1fk+j)
(1 n+1n+1 n S —1)- cr+A\" bt n—l—l—kk_l 1— kot
GRS PR RGeS R el GO | (RS SR )
k=2 ¢

J=1
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= ()" g+ 2n+1)-

+ A n + 0\ .
e+ (“52)

Ct Gt iy
k=1 k=n+1
A
+ (—1)"*t [ (xebt)n+1 + nt —g (zebt)n (g +n)
\-ﬁ’—/ o Ct .
k=0 ];:rl
. ¢+ A n+l n ‘
— et (222) s
k—nt1
n o + )\ k . k—1 .
+ (=1t ( t02 > (ze?)""! kH(q+n+1—k+j)><
k=2 ¢ j=1

X {(q+2n+1)(kﬁ1> + (Z)(q+n—k—l—1)— (kﬁ1>(k—1)]

- g
'

:(ntl)(q+n+1)

Ct—|—/\

— (—1)"+ [ (xebt)nﬂ 4 Z (we?)" ((q +2n+1)+n(g+ n))

. J

:(n+1;(:]+n+1)

(Ct“)nﬂ ] (q+j)-§<q+2n+1>—n)

s

-~

=q+n+1
k

<” 1) (thgA)k(xe”t)"+1_kH(q+n+1—k+j)

= (n+
+>.(,
k=2 j=1
n+1 k k
+1 + A ntl— )
= (—1)n+12 <nk > (Ct 5 > (ze™) i kH(q+n+1—k+])
k=0 j=1
= Ppt1( A 25 t).

Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Als einfache Konsequenz erhalten wir

Satz 1.1.4 Unter jedem P®, x > 0, hat der CIR-Prozef§ endliche Momente beliebig hoher
Ordnung, und es gilt

Exmn]:zn:@) (ze?)" " (bt >k1i[1 2+ o*(n—k—1+7)).

k=0
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Beweis Es ist unter Verwendung von Lemma 1.1.3

d” A;
(_1)n ¢(§t/\(n ,l‘)

(—=1)"pn(0; 25 1)

BT Y]

(2a+0*(n—k—1+j)).

ek 6bt_1 k
() ( - ) |

k

1.2 Diskretisierung des Modells

Ziel dieser Arbeit ist es, die Parameter a, b und o? des Modells aus (1.1.1) aufgrund
von diskreten Beobachtungen des Prozesses (Y;);>o zu schétzen. Dazu verwenden wir die

Notation
9 = (a, b, 0-2) 6 @ = R>0 X R<0 X R>0.

Wir gehen nun davon aus, dafl der Prozefl zu bestimmten dquidistanten Zeitpunkten n- A,
n € Ny, beobachtet werden kann, wobei die Schrittweite A > 0 als bekannt angenommen
wird. Definiere den diskretisierten CIR-Prozef§ durch

Xn = YA-n; n € N().

Dann ist offenbar (X, ),en, fiir jedes § € O ein zeitdiskreter homogener Markov-Proze§
mit Ubergangswahrscheinlichkeit

Qo(z,dy) = p(x,y; 0) dy, x>0,0€0, (1.2.1)
wobei die Ubergangsdichte p durch
p(a,y;0) == pa(z,y;0,b,0%), 0= (a,b,0°) €O (1.2.2)

mit p,(z,y;a,b,0?) aus (1.1.5) gegeben ist. Fiir x,y € E und 6 € © erhilt man aus (1.1.5)

p(x,y:0) = ¢(8)1OH 1O exp(—c(8)y — c(h)e ) - Z ju(jc((qQ({;)yiej jl) (1.2.3)
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. 2 2b
a
0) =— —-1>-1 0) = -
q( ) > ) C( ) 2(1 ebA)

5 > 0, fec0o.
o
Der diskretisierte Prozef hat unter § € © das eindeutige invariante Wahrscheinlichkeitsmaf}

po(dz) =T (a(f), r(6)) (dx)

mit a(-), 7(-) aus (1.1.9), aufgefaBt als Funktionen von 6.

Im folgenden Kapitel soll nun das Problem der Parameterschéitzung in zeitdiskreten
homogenen Markovprozessen zunéchst in allgemeiner Form untersucht werden. Auf den
CIR-Prozefl kommen wir in Kapitel 3 zuriick.



Kapitel 2

Parameterschitzung in zeitdiskreten
Markovprozessen

2.1 Problemstellung und allgemeine Voraussetzungen

Sei E ein vollstindiger separabler metrischer Raum und B(F) seine Borelsche o-Algebra.
Fasse die Elemente x € E auf als mogliche Zustinde eines Systems, dessen Entwicklung
in der Zeit durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben wird. Wir nehmen an,
dal das System zu den diskreten Zeitpunkten n = 0,1,... beobachtet werden kann. Die
Zustinde des Systems zu den Zeitpunkten n € Ny sind also durch einen stochastischen
Prozef (X, )nen,, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und mit Werten
in (E, B(F)), gegeben. Ist das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmaf$ P unbekannt, aber
Element einer durch einen d-dimensionalen Parameter § € © C R? beschriebenen Familie
{Py : 8 € ©} von Wahrscheinlichkeitsmafien, so liegt ein parametrisches statistisches Modell

(A {Py: 0 €0} (2.1.1)

vor. Wir gehen im gesamten Kapitel davon aus, dal © C R? offen ist. Ziel ist es nun,
den Parameter § € © aufgrund einer Stichprobe (Xj, Xi,...,X,) von Beobachtungen
des Prozesses zu schitzen. Dieses Problem soll im folgenden untersucht werden unter der
Annahme, daf§ (X,,),, unter jedem P, 6 € O, ein (zeitdiskreter) homogener Markovprozess
mit Zustandsraum E und Ubergangswahrscheinlichkeit Qq(-,-) : E x B(E) — [0, 1] ist; dies
schliefit insbesondere den Fall eines zu diskreten dquidistanten Zeitpunkten beoachteten
Diffusionsprozesses wie in Abschnitt 1.2 ein. Es gelte also

VA € B(E) fest : E > x +— Qg(x, A) ist meBbar,
Vo € E fest: B(E) 5 A — Qg(z, A) ist ein Wahrscheinlichkeitsma$,

11
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und
VA € B(E),TL €Ny : QQ(XH,A) =F, (Xn+1 c A | yn)7

wobei
yn = O-(Xo,Xl, N ;Xn)

die o-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit n ist. Die Potenzen von @)y, d.h. die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten, werden mit Ry, n € N bezeichnet.

Da fiir unsere Uberlegungen nur die Verteilungen £(Xy, X1,..., X, | Py) des Prozesses,
nicht aber der Grundraum €2 eine Rolle spielen, kénnen wir davon ausgehen, da§ (X,,), in
der folgenden Form gegeben ist: sei (2,.4) der kanonische Pfadraum

(2, A) := (G20 B, @720 B(E)) -

Bekanntlich (siehe z.B. [Rev], S. 17 f.) gibt es dann fiir jedes Qy, § € © und jedes vorgege-
bene Wahrscheinlichkeitsmafl v auf B(£) eine Familie {F;’} _, von Wahrscheinlichkeits-
maflen auf (£2,.4), so daf fiir alle A € A die Abbildung z — PJ(A) B(E)-meBbar und der
kanonische Prozef (X,,), der Koordinatenprojektionen

X Q3 w=(wy,ws,...) = wy

unter P} ein homogener Markovproze mit Ubergangskern Qg und Startverteilung v ist,
wobei

Pr(A) ;:/Epg(A)y(dx), Ae A

Die Startverteilung v nehmen wir entweder als bekannt oder als ebenfalls durch © para-
metrisiert an: v € {vy : § € ©}; z.B. konnte vy das zu Qy gehorige invariante Maf} sein,
falls ein solches existiert.

Im folgenden sagen wir, eine Aussage gelte ,, Py-fast sicher” bzw. ,,unter Py“ etc., wenn
sie Pj-fast sicher bzw. unter P; fiir jede mogliche Startverteilung v gilt. Ist Z : 2 — R
A-mefibar, so schreiben wir Ej [Z] fiir den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z unter
P; und analog fiir bedingte Erwartungen.

Wir nehmen nun weiterhin an, daf} fiir alle § € © zu )y ein invariantes Wahrschein-
lichkeitsmafl 1y auf B(E) existiert, d.h. es gilt

Fiir v = pg schreiben wir dann kurz P,, und E,, anstelle von P} und E}?. Fiir jedes
6 € © ist (X,), unter P,, ein stationérer stochastischer Prozefl mit £(X, | P,,) = po fir
alle n € Ny (siehe z.B. [Rev], S. 60). Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmaf} iy auf
(E?, B(E?)) durch

fio := L(Xo, X1 | P, )- (2.1.2)
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Integrale beziiglich fiyp werden im folgenden als fig(f) := [, f(2,y) dfig(z,y) notiert, falls
z.B. f € L'(jiy). Analoges gilt fiir Integrale beziiglich sg.

Wir setzen nun voraus, daB fiir jedes # € © die folgende FErgodizititsannahme erfiillt
ist:

Annahme 2.1.1 (Ergodizitét) Fiir jedes f € L'(jig) gilt ein Starkes Gesetz der grofien
Zahlen

% Z f(Xk—lan) TH—OO> ,lNLa (f) == Eua [f(X(), Xl)] Pg—f.S. (2.1.3)
k=1

Nach [MT], Theorem 17.1.7 ist Annahme 2.1.1 &quivalent dazu, daf der Proze (X, ), fiir
jedes 0 € O positiv Harris-rekurrent ist; fiir die Definition dieses Begriffs siehe z.B. [MT],
Kapitel 9 und 10. Als Spezialfall von (2.1.3) gilt natiirlich insbesondere

%Zf (Xi) 2% wo(f) = By [f(X0)]  Pofs.

fiir jedes f € L' ().

Der Nachweis der Ergodizitdtsannahme 2.1.1 via positiver Harris-Rekurrenz ist mitun-
ter (so z.B. auch fiir das diskretisierte CIR-Modell) aufwendig. Hilfreich ist daher folgende
einfache hinreichende Bedingung fiir Annahme 2.1.1, die in [Bill], Theorem 1.1, bewiesen
wird:

Satz 2.1.2 (Billingsley) Fiir jedes 0 € © sei das invariante Wahrscheinlichkeitsmaf g
zu Qg eindeutig bestimmt, und fir jedes x € E sei Qq(x,dy) absolutstetig beziiglich pg(dy):

Vo € E: Qo(z,dy) < po(dy).
Dann ist fiir jedes 0 € © die Ergodizititsannahme 2.1.1 erfullt.

Zusammen mit unseren iibrigen Voraussetzungen stellt die Ergodizitdtsannahme 2.1.1
auch sicher, daf} fiir jedes # € © die folgende Version des Zentralen Grenzwertsatzes fiir
Martingale gilt (vgl. [Bil2]):

Satz 2.1.3 Sei f € L*(jig) so, daf
VneN: E,, [f(Xn-1,Xn) | Xn-1] =0 P, ts. (2.1.4)

Dann gilt
1 < N
— S F(X, X)) = N(0,710(f2)  unter Py (2.1.5)
\/ﬁ pt n—00
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Beweisskizze Da (X)), positiv Harris-rekurrent ist, geniigt es nach [MT], Propositi-
on 17.1.6, die schwache Konvergenz (2.1.5) fiir den Fall v = py, also unter Py = P,,,
nachzuweisen. Nun ist unter P,, der ProzeB (f(X,—1,X,)),cy stationdr und ergodisch mit

Vn € N: By, [f(Xpo1, Xo) [ Frca] = By [f (X1, Xn) [ Xpa] =0

und

Nach [Bil2] gilt somit
\/_Zg (X1, X) —>N(o E,, [9(X0, X1)?]) =N (0,is(¢>))  unter P,,.

Das zeigt die Behauptung.

Bemerkung Wegen E,, [f(Xn-1,X,) | Zn-1] = Eu, [f(Xn-1, Xp) | Xp—q] fiir alle n € N
bedeutet (2.1.4) gerade, daf8 die Folge der Partialsummen (3 _p_, f(Xi_1, Xi)), ey
tingal unter P,, ist. Die Konvergenzaussage (2.1.5) gilt jedoch fiir beliebige Startverteilun-

ein Mar-

gen. Ferner ist fiir jedes n € N nach der Markov-Eigenschaft
By £ 1, X0 | X = B (50, X0 = [ Q%) F(Xais) Pt
E

Daher und wegen £(X,_; | P,,) = ¢ ist Bedingung (2.1.4) dquivalent zu

/ Qo(z,dy) f(z,y) =0 fiir pg-fast alle z € E. (2.1.6)
B

2.2 Schitzgleichungen und Martingal-Schatzfunktionen

Betrachte ein statistisches Modell (92, A, {P : 0 € ©}), © C R? offen, wie in (2.1.1) mit ei-
nem Markovprozess (X, )nen, unter den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1. Unser Ziel ist
die Schitzung des Parameters 6 € © aus (2.1.1); insbesondere wollen wir Schétzfolgen mit
guten asymptotischen Eigenschaften wie (starke) Konsistenz und asymptotische Norma-
litdt finden. Der verwendete Ansatz ist dabei die Methode der Martingal-Schitzfunktionen.
Eine Schitzfunktion ist eine R%wertige Funktion des Parameters § und der ersten n Be-
obachtungen des Prozesses:

G,:Q2xO0 —=RY Gp(w;0) = én(Xo(w), o X ()3 6), n € N, (2.2.1)
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wobei G, : B x © — R? eine B(E™") ® B(0)-meBbare Funktion ist. Offensichtlich ist
dann G,, eine Z#, ® B(O)-mefibare Funktion. Die Komponenten von G,, bezeichnen wir
mit G, ;, ¢ = 1,...,d. Der Ansatz besteht nun darin, eine Schétzfolge fiir den unbekannten
Parameter zu konstruieren, indem man fiir festes w € {2 nach Losungen der Schdtzgleichung

Golw;0) =0, 6€0 (2.2.2)

sucht. Gesucht ist also eine Folge .#,-meBbarer Funktionen (6,),en,, 5o daB (zumindest in
einem geeigneten asymptotischen Sinne) G, (w; 0, (w)) = 0 gilt. Hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz von Losungen der Schétzgleichung (2.2.2) sowie die Asymptotik der so
konstruierten Schétzfolgen werden im néchsten Abschnitt untersucht.

Im gesamten Kapitel werden nun folgende Notationen verwendet: Fiir jedes feste 6 € ©
ist die Funktion w +— G,(w,0) eine Ré-wertige .Z,-meflbare Zufallsvariable, die wir mit
Gn(-,0) oder einfach G,(0) bezeichnen. Ebenso ist fiir festes w € 2 eine B(©)-mefibare
Funktion G,(w;:) : © — R? gegeben. Ist diese Funktion in C'(©), so schreiben wir
0;Ghni(w; 0) := 0p;Gpi(w;0) fiir die partiellen Ableitungen von Gy, ;(w;-) nach 0; an der
Stelle 0 € ©, i,j = 1,...,d, sowie DyG(w;0) = [0;Gni(w;0)],,_, , € R¥ fiir die
Jacobi-Matrix. Fiir festes 6 € © sind die Abbildungen 9,;G,,;(-;6) : @ — R? wiederum .Z,,-
meBbar, da durch einen Grenziibergang definiert; wir bezeichnen sie kurz mit 0;G,,;(6). Da
fiir festes w € Q nach Voraussetzung 9;Gy;(w;-) : © — R? stetig ist, folgt die Z, @ B(0)-
Mefibarkeit von (w; ) — 0;G,, ;(w; ), siehe Satz A.1. Entsprechendes gilt fiir hhere Ab-
leitungen, fiir die wir 8,ijn’i(w; 0) := 0y, 09;Gr,i(w; 0) etc. schreiben.

Eine Folge (G,,), wie in (2.2.1) heifit eine Folge von Martingal-Schitzfunktionen, falls
fiir jedes § € © die Folge der Zufallsvariablen (G, (0)), ein Ré-wertiges Martingal unter
P,, ist, d.h. fiir alle n € N gilt

By (1Gn(0)]] <00, By [Gn(0) | Fna] = Gua(6), (2.2.3)

Martingal-Schatzfunktionen wurden eingehend von Bibby und Sgrensen in einer mit [BS]
beginnenden Serie von Aufsétzen untersucht; ihr grofer Vorteil liegt in ihrer relativ einfa-
chen asymptotischen Theorie.

Wir betrachten nun speziell Schitzfunktionen der Bauart

Gn(0) = zn:g(Xklan:; 0), (2.2.4)

wobei die Funktion g : E? x © — R? B(E?)-mefbar in (z,y) € F? und stetig in 0 € © ist.
Dies impliziert die B(E?) ® B(O)-Mefbarkeit von ¢ in (z,y;#), siche Satz A.1, so dal G,
tatséchlich eine Schitzfunktion im Sinne von (2.2.1) ist. Fiir solche G,, ist (2.2.3) offenbar
genau dann erfiillt, wenn fiir i = 1,...,d stets g;(-,;0) € L*(jip) und

Vi € Nt Epylgi(Xn 1, Xn30) | Xo 1] = 0. (2.2.5)
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Wegen der Bemerkung nach Satz 2.1.3 ist (2.2.5) wiederum #quivalent zu

/ Qo(z,dy) gi(x,y;0) =0 fiir py-fast alle z € F, (2.2.6)
B

und es gilt

VoeO,i=1,....d: fig(g9:(-,:0)) = E,, [9:(Xo, X1)] = 0. (2.2.7)
Im folgenden schreiben wir fiir ein g wie in (2.2.4) zur Vereinfachung der Notation mitunter
kurz fip (9;(0)) anstelle von fig (¢;(+,-;6)).

Beispiele

e Unter der Voraussetzung, dal der Proze (X)), unter P,, endliche erste Momente
hat, setze

m(x;0) == E,, [ X | Xpo1 = ]

0

fiir eine eine beliebige Festsetzung der bedingten Erwartung von X,, gegeben X,,_; =
x. Fiir eine R%-wertige Funktion

Wyt B X O 3 (1,0) = wp(2;0) € R?

erhilt man dann (unter geeigneten Stetigkeits- und Integrierbarkeitsbedingungen an
m und w,,) durch die Festsetzung

9(z,y;0) == (y — m(z;0)) - wr(;0) (2.2.8)
Martingal-Schatzfunktionen der Bauart (2.2.4), denn es ist

Eue [g(anla Xn; 9) ’anl] = \Eug [(Xn - m(anl; 9)) ’anl] 'wm(anl; 9) =0 Pua'f's'

J

-

=0

Schitzfunktionen dieser Gestalt heiflen linear. Fiir w,, = Vym ergibt sich als zu-
gehorige Schitzgleichung die Least-Squares-Gleichung, siehe hierzu das néchste Ka-
pitel. Hier und im folgenden schreiben wir Vy fiir den Gradientenvektor der partiellen
Ableitungen nach 6;, j =1,...,d.

Analog sieht man: hat (X,,),, unter P,, Momente zweiter Ordnung und ist
v(z;0) := Vary, [X, | Xno1 = 2] = By, [(Xn — m(Xe_150)) | Xpmt = 3]

die bedingte Varianz von X,, gegeben X,,_; = & sowie w,,, w, : F x © — R? gecignet,
dann induziert

h(x,y;0) := (y — m(z;0)) - wp(z;0) + ((y —m(z;0))* — v(z; 0)) - wy (23 6)



2.2 SCHATZGLEICHUNGEN UND MARTINGAL-SCHATZFUNKTIONEN 17

eine Martingal-Schétzfunktion der Bauart (2.2.4). Solche Schétzfunktionen heifien
quadratisch. Dabei konnen die Gewichte w,, und w, unter geeigneten Bedingungen
optimal (in einem zu prizisierenden Sinne) gewihlt werden, siehe hierzu Abschnitt
5 dieses Kapitels.

e Hat der ProzeB eine stetig differenzierbare, strikt positive Ubergangsdichte p : E? x
© — Ry, d.h. mit einem o-endlichem Maf8 A auf B(E) gilt

VO € ©,x € E: Qyx,dy) = p(z,y;0) Mdy),

V(z,y) € E*: 03 0w p(x,y;0) ist in C*(O),
so ist die Funktion £ : E? x © — R mit £(z,y;0) := logp(z, y; 0) wohldefiniert und
stetig differenzierbar in 6. Die zu

g(2,y:0) = Vol(x,y;0) := [0:l(x, y: )]}, _, (2.2.9)

.....

gehorende Schitzgleichung ist die Likelihood-Gleichung, siche Abschnitt 4 unten. Aus
der fiir alle z € E giiltigen Gleichung [, p(x,y; ) = 1 folgt unter geeigneten Voraus-
setzungen an die Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation, daf} fiir alle

=
/p(Ly;@)
E

=0,
f]

Vop(,y;0)

-p(x,y;0) AM(dy) =V
5 plr,y;0) (,4:6) Mdy) = Vi

/E VQE(I, Y, 0) QB(:E7 dy) =

nach (2.2.6) ist also eine Folge von Martingal-Schitzfunktionen gegeben.

Wir werden im Rest des Kapitels ausschliellich Folgen von Martingal-Schitzfunktionen
der Bauart (2.2.4) betrachten, gehen also stets davon aus, daf Bedingung (2.2.5) fiir die
Funktion ¢ erfiillt ist. Fiir diese Schéitzfunktionen gilt nun folgender Zentraler Grenzwert-
satz:

Satz 2.2.1 Sei (G,,), eine Folge von Martingal-Schétzfunktionen der Bauart (2.2.4). Fir
jedes 6 € © seien die Funktionen E* 3 (x,y) — ¢;(z,y;0) in L*(fig),i = 1...,d. Dann gilt

V0eo: %GH(Q) ELNOWE)  unter B

mit

W(Q) = /]9 (g('7 g 9)9('> B H)T) = [/:LQ (gi('7 g 9) ) gj('7 g 9))]z’,j:1,...,d € RdXd‘ (2‘2‘10)
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Beweis Fixiere ein beliebiges 8 € ©. Nach Cramér-Wold reicht es zu zeigen, daf fiir jedes

feste u € RY gilt:
1
%uTGn(H) ﬁ N (0, u" W (0)u) unter P.

Wegen g;(-,-;0) € L*(jip) fiir : = 1,...,d ist auch die Funktion h : E? — R,

d
h(z,y) = u"g(z,y;0) = uigi(x,y; 0)
i=1

in L?(fig). AuBerdem gilt nach (2.2.5) fiir alle n € N

d
Eﬂa [h(anlaXn) ’anl] — Zuz ﬁus [gi(anla Xn; 0) ’anl)] = 0.

J

=0

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale 2.1.3 folgt also

-1/2, T _ . —1/2 . T o . —1/2 - £ )
n=ut Gp(0) =n Zu 9( Xk 1, Xi;0) =n Zh(Xk,l,Xk) m/\/’(o,ug(h ).

k=1 k=1
Dabei ist
d 2 d
/]H(hz) - /19 [Z uzgz(a ) 0)] = Z Uiy - /19 (gz(a g e)gj('a g 0)) = ’LLTW(H)U,
i=1 ij=1
womit die Behauptung gezeigt ist. [

2.3 Existenz und Asymptotik von Lésungen

Betrachte wieder eine Folge von Martingal-Schitzfunktionen der Bauart (2.2.4) und die
zugehorige Schatzgleichung:

Gul(w; 0) = g(Xpo1 (w), Xg(w); 0) =0, (2.3.1)

wobei g stetig in € ist und Bedingung (2.2.5) erfiillt. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,
daf} unter geeigneten Voraussetzungen, darunter insbesondere Regularitdtsbedingungen an
g, (stark) konsistente und asymptotisch normale Schitzfolgen existieren, die in einem so-
gleich zu prézisierenden asymptotischen Sinne die Schitzgleichung (2.3.1) 16sen. Die Dar-
stellung in diesem Abschnitt stiitzt sich wesentlich auf [Ser]. Wir beginnen mit einer Defi-
nition:
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Definition 2.3.1 Ist (6,,), eine konsistente Schitzfolge mit

V0 eO: P, ({w €0 hu(w) €O, G(w;bn(w)) = o}) no (2.3.2)

so nennen wir (0,), eine konsistente Lisung der Schitzgleichung (2.3.1). Ist (8,)n sogar
stark konsistent und gilt

Ve O: B (liminf {w €Q:0,(w) € O,Gn(w;bp(w)) = 0}) =1, (2.3.3)

n—oo

so nennen wir die Folge eine stark konsistente Losung von (2.3.1). Fine konsistente Lisung

~ ~

(0,)n heifst eindeutig, falls fir jede beliebige konsistente Lisung (9,,)n gilt
V9 €O : P ({w €00, (w) = én(w)}) nooe g,

Entsprechend heifst eine stark konsistente Lésung (én)n eindeutig, falls fir jede stark kon-

~

sistente Lisung (9y,), gilt
Ve O: P (liminf{w €Q:0,(w) = @n(w)) = 1.
n—r00
Entscheidend fiir die nun folgende Diskussion ist folgende Begriffsbildung:

Definition 2.3.2 Fine mefbare Funktion f : E? x © — R heifit lokal dominiert integrier-
bar beziglich der Familie (fig)geco, falls fir jedes 8 € © eine Umgebung U = U(0), 6 €
U C O, und eine nichtnegative Funktion hy : E* — Rsq existiert, so daf gilt:

ho € L' (fig) (2.3.4)
fiir fig-fast alle (z,y) € E? : sup |f(z,y;9)| < ho(z,y). (2.3.5)
IEU

Bemerkungen Offenbar sind Linearkombinationen lokal dominiert integrierbarer Funk-
tionen wieder lokal dominiert integrierbar. Eine besonders einfache Klasse solcher Funk-
tionen wird gegeben durch den Fall ,getrennter Variabler“: ist die Funktion f von der
Bauart

f(%, Y; 0) = 0(9) ) f(iE, y)? (236)

wobei ¢ € C'(©) und f € L'(jiy), dann ist f lokal dominiert integrierbar: ist € © und U
eine beliebige kompakte Umgebung von 6 mit U C 0O, so gilt

V(z,y) € E? : sup |g(z,y; V)| = sup |c(9)| - | f(z,)]|
velU velU
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mit Cy := supyey |c(9)] < oo aufgrund der Stetigkeit von ¢(-). Mit hy := Cy - | f| sind also
(2.3.4) und (2.3.5) erfiillt. Ist

fla,y;0) = Y cap()2y’
(e,B)ENG
atB<N
ein Polynom vom Grad < N in (z,y) mit stetigen Koeffizienten ¢, 4(-) : © — R und hat
der Proze (X,,), unter P,, Momente mindestens der Ordnung 2N, so ist f lokal dominiert
integrierbar: fiir jedes («, 3) € N2 mit o+ 8 < N hat ¢, (0)z%y° die Gestalt (2.3.6) mit
f(x,y) == 2°y® und

i (
Fiir den diskretisierten CIR-Prozef ist uy nach Abschnitt 3 stets eine Gamma-Verteilung,
und der Prozef hat somit endliche Momente beliebig hoher Ordnung unter P,,. Daher sind
Polynome beliebig hoher Ordnung fiir den CIR-Prozef} stets lokal dominiert integrierbar,

sofern die Koeffizienten stetig von 6 abhéngen. Von dieser Tatsache werden wir im néchsten
Kapitel stindig Gebrauch machen. ¢

fa.)|) = B || 357

| < (B [1X0]) 2 (B [1%02]) " < B, [1X0] < o0,

Die Bedeutung der lokal dominiert integrierbaren Funktionen fiir unsere Zwecke liegt in
dem folgenden technischnen Hilfssatz, von dem wir im weiteren Verlauf der Arbeit mehrfach
Gebrauch machen werden:

Lemma 2.3.3 Sei g : E? x © — R stetig in 0 fir jedes feste (x,y) € E? und lokal
dominiert integrierbar beziglich der Familie (fig)gco. Dann gelten fiir jedes 6 € © folgende
Aussagen:

1. Es ist

n

1
limlimsup sup |— z:g(Xk_l7 Xi;0) — fig (g(+,50))| =0 Py-fs.  (2.3.7)
M0 noseco weBs(o) | 1

2. Ist (0,)neny, On = 0 — R? eine Folge von Zufallsvariablen mit
6, == 0 Py-stochastisch (Pp-f.s.),

so gilt auch

1« 5\ nooo :
- E 9( X1, Xi; 0,) 2225 fig(g(-, 2 0)) Py-stochastisch (Pp-f.s.). (2.3.8)
n

k=1
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Bemerkungen Auf der linken Seite von (2.3.7) steht (jedenfalls fiir geniigend kleine 0)
eine wohldefinierte Zufallsvariable, denn fiir beliebiges (z,y) € E? 0 € © und § > 0 mit
Bs(0) C O gilt wegen der Stetigkeit von 9 — g(x,y; 9)

sup
Y€Bs(0

Zg z,y;9) — fio (9(-, -;9))‘

nzg z,y;9) — fig (9(+, 5 0))] -

196B5 ﬂ@+
Es gilt tatsdchlich folgende etwas stérkere Aussage, die (2.3.7) impliziert:

zu jedem € > 0 gibt es 6 = d(¢) > 0, so daB
2.3.9
lim sup sup Zg Xi1, Xis9) — fug (9(+, 5 0))| < ¢ Py-f.s. ( )

n—o0  YEB;s (6

Setzen wir néimlich C. 5 := {limsup,_, SUDyc g, (0) ‘% o1 9( X1, X 9) — fug (g(-, 0))‘ <e

fiir £,0 > 0 sowie
— m U 06,6 € A7

e€Qt 5cQt
so gilt
1 n
limsup sup |~ > g(Xe1, Xii0) — fig (9(,50)) 250 auf C,
n—oo 9eB;(0) |V 1
und es ist Py (C) = 1. ¢

Beweis von Lemma 2.3.3 Fixiere ein beliebiges 6 € ©.

1. Wir zeigen Aussage (2.3.9), die (2.3.7) impliziert. Sei dazu € > 0 beliebig. Whle eine
Folge (8,1)m mit 6, | 0 fiir m — oo und By, (6) C O. Fiir jedes feste (z,y) € E* und
m € N ist die Funktion

Ve g, y;9) — g(x, ;)
stetig auf der kompakten Menge U, := Bj; (6) C O; daher gibt es ein ¥, =
U (2,y) € Un, so dal

l9(z, y; 0m(2,y)) — g(o,y;0)| = Sup lg(z,y;9) — g(x,y;0)].
E m

Offenbar gilt ||¥,,(z,y) — 0]| < §,, — 0 fiir m — oco. Mit der Stetigkeit von ¢ in 9
folgt daher

V(x,y) € B sup |g(z,y:9) = gz, 3 0)| = lg(@, v Dun(, ) = 9(2,; 0) m=oo,
elUm
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Aufgrund der vorausgesetzten lokal dominierten Integrierbarkeit von ¢ gibt es nun
eine Umgebung U C © von # und eine nichtnegative Funktion hy, so daf§ (2.3.4) und

(2.3.5) gelten. Wegen 4,,, | 0 gilt U,,, C U fiir alle geniigend grofien m. Fiir diese m
folgt daher

sup [g(z,y;9) — g(x,y;0)| < sup|g(w,y;9)| + gz, y;0)| < 2hg(z,y)
VU, dclU

fiir fig-fast alle (z,y) € E?, und wegen hy € L!(jig) folgt mit dem Satz iiber dominierte
Konvergenz

i (509 1ot 9) = gt 5001 ) 2250 (2.3.10)
EUTTY/
Zu unserem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es folglich ein my € N, so dal mit § := 6,,, gilt

fbo ( sup |g(-, 5 0) — g(wﬂ)l) = flp ( sup |g(, 5 9) — g, -;0)|> <&
9€Bs(0) DUnm,

insbesondere ist die Funktion (x,y) = supyep, g [9(-;59) — g(-, - 0)] in L' (fig). Nach
dem Starken Gesetz der grofien Zahlen (2.1.3) folgt daher

limsup sup
n—oo € Bs(h)

L3 0¥ 1, X ) — i -;0>>‘

n n

< limsup sup
n—oo  YEBs(H)

=1 =1
. 1<
< limsup — sup |g(Xp—1, Xi; V) — 9( X1, Xi; 0)|

n—oo T =1 VEBs(9)

, 1 & 3
+ lim sup - Zg(Xk—h X 0) — fig(9(-, 5 0))
n—00 =1
M—Ooﬂ)Pg—f.S.
= [ig ( sup |g(+,-39) —g(w;9)!> +0
J€B;s(0)
<e Pg—fs ,

das ist (2.3.9).

2. Gelte zuerst 6, —— § Py-fast sicher. Zu beliebigem ¢ > 0 wihle § = §(c) gemiB

(2.3.9). Setze

n

% Z 9( X1, Xp;0) — fig (9(-, 5 0))

n—oo n—o0 79635(9) —1

B::{lim0n20}ﬂ{lim sup

3 (X105 9) — 90X, X3 0)) + - 0K, X 0) — g, :0))
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Dann ist Py(B) = 1, und auf der Menge B gilt, da §, € B;(0) fiir alle geniigend
groflen n,

n

l Z 9(Xk1, Xi; én) — o9, 0))‘

n
k=1

lim sup
n—r00

% Z 9(Xp—1, Xi; V) — fo(g(-, 5 0))

< limsup sup < e.

n—oo € Bs(h)

Wir haben also gezeigt, dal

1 o _ N
E Zg(kaka; en) - M@(g(a B 0))
k=1

Ve > 0 : limsup <e Py-fs. (2.3.11)

n—0o0

Schneiden iiber die abzihlbar vielen Mengen von vollem Maf} in (2.3.11) zu rationalem
e € Q7 zeigt dann

%Zg(Xkak;Qn) — /:Lg(g(', ’9))‘ — 0) -1

Gelte nun 6, —> § Py-stochastisch. Zu beliebigem & > 0 wiithle wieder § gemiB
(2.3.9), so dafl

n—o0o  Y€Bs(0

Sup
19€B5

Auf dem Ereignis {Hn € Bs(6 } haben wir die Abschéitzung

by (hmsup sup

Zg Xio1, X 9) — fig(g(-, 1 0)) <5> —1,

also auch

Zg (X1, X3 9) — fro(g(-, 5 0))

<e€

Sllp
’19635

1« o
- > 9(Xkmr, Xis 0n) — fio(g(-, 5 0))
k=1

Zg X1, Xis 9) — fig (g(-,- ;0))‘-
Hieraus ergibt sich

1
4
n:

> oK1, Xxi 0n) = fio(g (-5 0))

< P ( %ZQ(Xk—I;XkQQn) — fig(g(-,0))| > £,0, € B (0)> + Py (0, ¢ Bs(9))
< Py (ﬂesglza) %Zg(X“,Xk;ﬁ) — f(g(,:0))] = ) + Py (0 ¢ Bs(9)) =0

und damit die Behauptung.
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Wir bendétigen noch das folgende, zum Brouwerschen Fixpunktsatz dquivalente Lemma
von Aitchison und Silvey ([AS], Lemma 2):

Lemma 2.3.4 (Aitchison & Silvey) Sei © C R? offen, G : © — R? stetig, € © fest

und € > 0 so, daff B.(0) C ©. Gilt
Vi € 0B.(0) : (¥ —0)TG(Y) <0, (2.3.12)

so gibt es einen Punkt 0* € B.(0) mit G(6*) = 0. Dasselbe gilt, falls < in (2.3.12) durch >
ersetzt wird.

Beweis Es gelte (2.3.12). Angenommen, es ist

V9 € B.(8) : G(9) # 0. (2.3.13)
Dann wird durch G(i?)
9) = W g
FO = qa@n <t

eine stetige Funktion F : B.() — B.(f) definiert. Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz
hat F einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein § € B.(f) mit

)

TN 6 ()
0=F() = GOl e+ 0.

Offensichtlich ist ||§ — 6]] = ||[F(9) — ]| = &, also § € dB.(). Andererseits gilt aber

@—efggy:@_gy@_ngG@m

>0
g

im Widerspruch zu (2.3.12). Damit ist die Annahme (2.3.13) ad absurdum gefiihrt, es gibt
also ein 6* € B.(A) mit G(6*) = 0. Wiire 8* € dB.(0), so ergiibe sich aus (#* — )" G(6*) =
(0* — 6)"0 = 0 wiederum ein Widerspruch zu (2.3.12). Daher folgt 0* € B.(0), und die
Behauptung ist gezeigt.

Gilt nun (2.3.12) mit ,,>“ statt ,,<“, so folgt die Behauptung aus dem schon Bewiesenen

angewandt auf die Funktion G := —@. [ |

Nach diesen Vorbereitungen konnen nun Regularitdtsbedingungen an die Funktion g aus
(2.2.4) formuliert werden, die die Durchfiihrung des zu Anfang dieses Abschnitts beschrie-
benen Programms ermoglichen. Diese Voraussetzungen sind im wesentlichen von zweierlei
Typ: zunichst werden Differenzierbarkeitsbedingungen an ¢ und Integrierbarkeitsbedin-
gungen fiir die entsprechenden partiellen Ableitungen benotigt. Im einzelnen definieren
wir:
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Bedingung C1 Die Funktion g erfiillt Bedingung C1, falls gilt:
o fiir alle (x,y) € E? ist die Funktion © 3 0 — g(z,y;0) in C*(O;R?);
e fiiralles,5 =1,...,d ist die Funktion
9;9; 1 F* x © — R*

lokal dominiert integrierbar.

Bedingung C2 Die Funktion ¢ erfiillt Bedingung C2, falls gilt:

e fiir alle (z,y) € E? ist die Funktion © 3 0 — g(z,y;0) in C?*(0;R?);

o fiir alle 7,5,k =1,...,d sind die Funktionen

gk,ajgk78i2jgk :E?x 0 = RY
lokal dominiert integrierbar.
Unter jeder der Bedingungen C1 und C2 ist dann fiir jedes # € © die Matrix
V(0) = fig (Dog (-, 10)) = [0 (0 9i (-, 1 0)]; oy g € R (2.3.14)

definiert. Der zweite Typ von ben&tigten Voraussetzungen besteht in nun Regularitidtsbedingungen

an V(0):

Bedingung I Die Funktion ¢ erfiillt die Bedingung I, falls die Matrix V(6) aus (2.3.14)
fiir jedes € © invertierbar ist.

Bedingung D Die Funktion g erfiillt die Bedingung D, falls die Matrix V' (6) aus (2.3.14)
fiir jedes 0 € O positiv definit oder negativ definit ist.

Die vorstehenden Bedingungen wurden vorgeschlagen in [Sgr|. Wir untersuchen nun
zuerst die Frage, wann eine vorgegebene konsistente Losung der Schiitzgleichung (2.3.1)
asymptotisch normal ist.

Satz 2.3.5 Sei (G,), eine Folge von Martingal-Schitzfunktionen der Bauart (2.2.4). Die
Funktion g erfille die Voraussetzungen C1 und I, und fir alle 6 € © und i = 1,...,d
sei die Funktion (z,y) — g;(x,y;0) in L2(fip). Ist dann (0,), eine konsistente Lisung der
Schitzgleichung G, (w;0) =0, so gilt

V0 € 0 : (b, —0) == N (0,VO) "' WOWV(O)T)  unter B

n—o0

mit W(0) aus (2.2.10) und V(0) aus (2.3.14).
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Beweis Wir schreiben ém fiir die Komponenten von én Fixiere ein beliebiges 6 € O.

1. Seid > 0so, daBl Bs(f) C ©. Aufgrund der Voraussetzung C1 ist fiir jedes w € Q die
Funktion
Bs(0) > ¥ — Gp(w; 9)
stetig differenzierbar. Fir w € B, := {én € 35(9)} liegt die Verbindungsstrecke

zwischen 0, (w) und @ ganz in ©. Fiir diese w ergibt folglich eine Taylorentwicklung
der i-ten Komponente von G, (w;-) um den Punkt

G (w10n(w)) = Gl (w30) + Z 0iGini (030 + AP (@) (0n(w) = 0)) () — 05)
g (2.3.15)

mit, einer ,zufélligen® Zahl A (w) € [0,1]. Fiir w € B¢ definieren wir A (w) = 0.
Die Abbildung AD 0 [0, 1] kann meBbar, also als eine Zufallsvariable festgelegt
werden: dazu betrachte fiir festes n € N und ¢ € {1,...,d} die Funktion h : Q x
[0,1] — R? mit

h(w; A) :=1p, (w)- (Gn,i(w; B (w)) — Gri(w; ) — Zaij (w; 0+ A (Bn(w) — 0)))

sowie die mengenwertige Abbildung A : Q — P(R),

{Ae0,1]: h(w; A) =0} fallsw € B,
Aw) :=
{0} falls w € BE.
Aufgrund des Satzes von Taylor ist A(w) C [0, 1] fiir jedes w € Q stets nichtleer und

offensichtlich auch abgeschlossen und somit kompakt, da die Funktion A +— h(w; \)
stetig ist. Auflerdem haben wir fiir jede offene Teilmenge U C R

A (U) ={weQ: Aw)NU £ 0}

U

B, N{w € Q: 3\ € U mit h(w; \) =0}

~
€.%, nach Lemma A.1

B:n{weQ:0eU}

~
=0 oder =

c .7,

nach Lemma A.1, da die Funktion h .%,-mefibar in w und stetig in A ist. Nach
dem Measurable Selection Theorem A.2 gibt es daher eine .7,-mefibare Funktion
AD Q5 R mit )\E")(w) € A(w) fiir alle w € Q, d.h. (2.3.15) gilt.

Wir definieren nun fiir n € N matrixwertige Abbildungen V™ : QO — R%¢ durch

VO (w) = [ajGn,i (w; 0+ A (@) (0 (w) — 0))} € R

ij=1,...d
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[Beachte, dal V(™ (w) auch fiir w € B¢ definiert ist.]| Wegen der .7, @ B(0©)-MeBbarkeit
der Funktionen (w;v) — 0,G,, ;(w; V) sowie der .Z,-Mefibarkeit von /\Sf)(-) und 6, ()
ist dann auch V(™ eine wohldefinierte Zufallsvariable, und (2.3.15) schreibt sich als
Vektorgleichung in der Form

)
3
&
>
3
E

Il
)
3
&
=
+
=

2
B
G

n(w) —0), w € B,y. (2.3.16)
2. Wir zeigen nun: es gilt
]. n—oo .
—y) 222 () Py-stochastisch; (2.3.17)
n

aufgrund der im ersten Schritt angestellten Voriiberlegungen zur Mefibarkeit ist diese
Aussage sinnvoll. Es geniigt zu zeigen, daf fiir alle 7,5 = 1,...,d

Ly L y0)  Pyestochastisch

~Vij i y-stochastisch.
Seien dazu 1 < 4, < d fest. Wegen A (w) € [0,1] und der Konsistenz von (f,,),, gilt

auch
0+ 2D, —0) >0 Py-stochastisch.

Da nach Voraussetzung die Funktion (z,y;?) — 0;gi(x,y;?) lokal dominiert inte-
grierbar ist, folgt also aus Lemma 2.3.3, (2.3.8) auch Pj-stochastische Konvergenz

1 n 1 - DN/ n—o00,  ~
SV = =37 0,01 (Xt X0+ A0 (00— 0)) 225 g (9,01(-,+50)) = Vi (0,

n Y
k=1
das ist (2.3.17).

3. Bezeichne G die Gruppe der invertierbaren d x d-Matrizen. Nach Voraussetzung I
ist V(#) € G. Da G offen in R¥ ist, gibt es also ein ¢ > 0, so da§ {A € R .
I||A = V(9)|]] < e} C G, wobei ||| - ||| eine beliebige Matrixnorm auf R¥? ist. Mit
C, = B, N {%V(”) ist invertierbar} gilt dann wegen Py(B,) 7% 1 und der im
zweiten Schritt gezeigten stochastischen Konvergenz 1V — V/(9)

n

Py(Cy) > Py <Bn N {

1 n—aoo
—y ) — V(G)H‘ < s}) 7% (2.3.18)

und somit Py-stochastische, also auch schwache Konvergenz

n—oo

1
1c, [EV(TL)] +1ce E L V() unter Py, (2.3.19)
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wobei E € R%*? die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Da die Zufallsvariable
auf der linken Seite von (2.3.19) ausschliellich Werte in ¢ annimmt und die Inver-
senbildung in dieser Gruppe eine stetige Operation ist, folgt mit dem Satz {iber die
stetige Abbildung

lc, [n(V)™] +1e. F £ V(! unter P,

n—0o0

da V(#)~" deterministisch und wegen (2.3.18) also auch
lc, [n(VE) T 2225 v(9) ! Py-stochastisch. (2.3.20)

. Wir schreiben (2.3.16) in der Form

1 - 1
ﬁGn(Wv On(w)) — ﬁ

Da nach Voraussetzung alle Funktionen (z,y) — g¢;(z,y;0) in L?(f,) sind, folgt aus

Gplw; ) = {%V(”)(w)} Vi, (w)—0), weC,. (2.3.21)

dem Zentralen Grenzwertsatz 2.2.1

%GH(Q) £ N (O W() unter Py

mit () aus (2.2.10). Da (6,,), eine konsistente Losung der Schiitzgleichung Gy, (6) =
0 ist, gilt (2.3.2) und somit

1o, - Gn(6,) =20 Py-stochastisch. (2.3.22)

Ein Standard-Slutsky-Argument liefert folglich

\/ﬁ(én - 9) = 1C’n\/ﬁ(én - 9) + 103\/ﬁ(én - 9)

- 1 - 1 A

=1, [n (V)] (S2Ga(0) = —=Gal6) ) +1cs /(6 — 0

Lo, [n (V)] (=Gl = =Ga(®) ) + 1eg vilh — )
1Py stoc ~ ~- o —0Py-stoch.

—V(8)~1 Py-stoch. LA ()

L>./\/(0,V(9) V) ™) unter Py.

n—oo

Damit ist der Beweis abgeschlossen. |

Satz 2.3.5 stellt unter den Voraussetzungen C1 und I sicher, daf} eine vorgegebene

konsistente Losung der Schitzgleichung (2.3.1) asymptotisch normal mit Konvergenzge-

schwindigkeit /n ist. Diese Voraussetzungen sichern jedoch noch nicht die Existenz von

Losungen der Schitzgleichung. Hierzu mufl entweder C1 zu C2 oder I zu D verschirft

werden. Wir zeigen nun, dafl unter jeder der beiden resultierenden Kombinationen von

Bedingungen Py-fast sicher ,fiir schlielich alle n“ Losungen der Schétzgleichung (2.3.1)

sogar in beliebig kleinen Umgebungen von 6 € O existieren, unter jedem der Wahrschein-
lichkeitsmafie Fj.
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Satz 2.3.6 Sei (G,), eine Folge von Martingal-Schétzfunktionen der Bauart (2.2.4), d.h.

G(-50) =D 9(Xe1, X 0).
k=1

Die Funktion g gentige den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und 1. Dann
gilt

V0 €O, Ve >0: Py (nm inf {w € Q: 39 € B.(0) N O mit G (w;0) = o}) —1. (2.3.23)

n—o0
Beweis Fiir jedes n € N ist die Menge {w € Q: 39 € B.(0) N © mit G,(w; ) = 0} ein
Ereignis in %, da die Funktion G,, #,-mefbar in w und stetig in ¥ ist (siehe Satz A.1).
Daher ist die Aussage (2.3.23) sinnvoll.
Fixiere nun ein beliebiges 6 € ©. Sei £ > 0 beliebig. Da O offen ist, konnen wir 0.B.d.A.

B.(0) C © annehmen.

1. Seien zunéchst C1 und D vorausgesetzt. Wir betrachten nun wieder fiir festes w € €2
eine Taylorentwicklung der Funktion B.(©) 3 ¢ — G, (w;¥) um den Punkt 6,
diesmal mit Integral-Restglied:

G i(w; 0) = Grilw; 0) + > (9, — 0;) /01 0;Gni (w;0+1t-(9—0))dt  (2.3.24)

j=1

Ahnlich wie im Beweis von Satz 2.3.5 definieren wir fiir n € N matrixwertige Funk-
tionen R™ : Q x B.(f) — R¥? durch

1
R™(w;¥) = / DyG,, (w; 0+t - (9 —0)) dt,
0

wobei das Integral komponentenweise zu verstehen ist. Damit schreiben sich die d
Gleichungen (2.3.24) als Vektorgleichung in der Form

Go(w; V) = Go(w; 0) + [R™ (w;9)] (9 — 0)

= Gn(w;0) +nV(0)(0 —0) +n (%Rm) (w; 9) — V(g)) (9 — 0). (2.3.25)

Nach Voraussetzung ist g;(-, -;0) € L' (fip) sowie fig(gi(-,-;0)) = 0 fiirallei = 1,...,d,
da wir es mit einer Folge von Martingal-Schitzfunktionen zu tun haben vgl. (2.2.5),
(2.2.7). Also folgt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (2.1.3)

1 1 & n O ~
EGW(Q) = > 0i(Xpo1. Xi0) =25 fig (gi(.50)) =0 Ppefs.,

k=1
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also auch 1

~Gin(0) 2% 0 Pyfs. (2.3.26)
Wegen Bedingung D konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dafl die Matrix V' (#) aus
(2.3.14) positiv definit ist; der negativ definite Fall 148t sich analog behandeln. Sei
A > 0 der kleinste Eigenwert von V' (#). Da nach Voraussetzung C1 alle Funktionen
0;g; lokal dominiert integrierbar sind, gilt nach Lemma 2.3.3 fiir 4,5 =1,...,d

1
—0;Grq(V) — Vij(0)

n

limsup sup
n—o0  ¥€B;s(0)

M0 Pfs.

n—oo  HcBs(d) |1

. IS ~
= limsup sup —Zajgi(Xk_l,Xk;ﬁ) — [1g (059:(+, 3 0))
k=1

(2.3.27)

Ist nun ||-|| eine beliebige Norm auf R? und bezeichnet |||-||| die durch ||-|| induzierte

Matrixnorm auf R¥? so folgt aus (2.3.27) wegen der Aquivalenz aller Normen auf
R%*¢ auch

limsup sup
n—oo  9€Bs(h)

d
< limsup sup {const- Z

Lp,6.0) - vo) ‘ H

n—oo  YEBs(0)

L G (9) — Vi (0) \}
" (2.3.28)

< const - Z limsup sup
n—oo  J€Bs(0)

1
L0,Gil0) = Vi(0)
1,j=1

M 0 Pg—f.S.

Fiir beliebiges § > 0 und jedes § € dB;(0) gilt offenbar

1 R™ (w
n

( G (30 4+ (0 — 0)) — v<9)> dtm

‘ ~DyGi(w ;0+t(9—9))—V(9)H‘ dt

—/0

< sup
19635(9)

1
Drn i) =0
n

Setzen wir nun

n—oo 11 (iLO n—00 ’19635(0)

1 1
C:= { lim —G,(0) = O} {hmhmsup sup ﬁDan(ﬁ) - V(Q)‘H = O},
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so folgt wegen (2.3.26) und (2.3.28), da§ Py(C) = 1.

Sei nun w € C beliebig. Dann gibt es zu unserem vorgegebenen ¢ aus (2.3.23) ein
d = d(w) mit 0 < § < € sowie ng = ng(w) € N, so daf fiir alle n > ng

|G (w; 0)[] <nd - A/3, sup
9€B;s(0)

< A/3.

n

LDy (w5 9) — V<0>‘

Sei nun n > ng beliebig. Dann haben wir fiir jedes feste § € 0Bs;(0) C B.(0) die
Abschétzung

(0 — 0)TG(w;8) = (8 — 0) G (w: ) + (6 — )TV (0)(8 — 6)

> —[|Gn(w; O)]] - |10 = 01 +nAll6 — 6]
——

=6

LR (w;0) - vw)m 16— ol

(2.3.29)
> nAd? — ||Gn(w; 0)]] - 6

—n- sup
9¢ Bs(0)

> nA6? —ndA/3 -6 —nA/3 -

=ndé*)\/3

>0,

1
DGy (w3 9) — vw)\ H 5

n

und da die Funktion ¥ — G, (w; ) stetig auf © ist, folgt aus Lemma 2.3.4 die Existenz
eines U* € Bs(f) C B.(f) mit G, (w;¥*) = 0. Da w € C und n > ngy beliebig waren,
ist also gezeigt:

C Climinf{w: 39 € B.(0)NO: G,(w;9") =0},

n—00

und wegen Pp(C') =1 ist damit die Behauptung bewiesen.

2. Seien nun C2 und I vorausgesetzt, d.h. die Matrix V() ist invertierbar, aber nicht
mehr notwendig definit. Die Beweisidee ist die folgende: wegen der Invertierbarkeit
von V(6) hat die Schitzfunktion

Gu(0) ==V (0)"Gn(0) = > V(0) g(Xpor, Xi; 0) = > §(Xi1, X3 0)
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mit §(z,y;0) := V(0)" g(x,y;0) dieselben Nullstellen wie G,,, und falls die Funktion
A:O — R 09— V()T stetig differenzierbar ist, folgt

1~ 1 1

—DpGr(0) = [DyA(B)] =Grn(8) +V (0)T =DyG(0) =5 V(0)TV(9)  Ppfs.
n n ~- 7 —

[Hierbei ist Dy A(0) die totale Ableitung von A an der Stelle 0, also ein beschrénkter
linearer Operator © — R?*%.] Dabei ist V(8)TV (0) positiv definit, d.h. g erfiillt die
Bedingung D. Diese Uberlegung legt nahe, da8 wir dhnlich wie im ersten Beweis-
schritt vorgehen kénnen. In der Tat konnten wir den hier betrachteten Fall auf das
bereits Bewiesene zuriickfithren, indem wir zeigen, dafl ¢ auch Bedingung C1 erfiillt.

Es erweist sich aber als vorteilhafter, einen etwas anderen Weg einzuschlagen und die
Schiitzfunktion G,, statt mit der deterministischen Matrix V()7 (also dem Limesele-
ment) mit der zufélligen Matrix * [DpG, ()] zu multiplizieren. Wir definieren also
eine Hilfs-Schatzfunktion

Dann ist

Wegen der Voraussetzung C2 haben wir nach Lemma 2.3.3 fiir alle 1 <4,k <d

1
limsup sup —Gmk(ﬁ)‘
n—oo  9eBs(0) |1
1 (2.3.30)
= limsup sup |=G,x(V) — g (9x(0)) 290 Py-f.s.,
n—oo 9€Bs(0) |7 T
: 1 _ 510
limsup sup |—0;,Gn () — fig (0igk())| — 0 Py-fs. (2.3.31)
n—oo  9eBs(0) | T
und
1
limsup sup |=8%Gni(9) — fig (35.9x(0)) 2% Py-fs. (2.3.32)
n—oo  9eBs(0) | T




2.3 EXISTENZ UND ASYMPTOTIK VON LOSUNGEN

33

Sei nun wieder || - || eine beliebige Norm auf R¢ und ||| ||| die induzierte Matrixnorm.
Wie im ersten Beweisschritt ergibt sich dann aus (2.3.30) und (2.3.31) zunéchst

0 i L2(Py),

lGn(ﬁ)‘

n

limsup sup
n—oo  9€Bs(0)

limsup sup 20 Py-fs.

n—00  JYEBs(0)

104G (0) - V16)|

und somit auch

1 1 .
—H,(0)|| = || = DG, (0 a0
111,00 = | D) 6,0)|
1 1 n—oo
g‘ Z DyG (6) ‘-H—Gn(e)‘ 0 Pyfs.
n n
Py-f.s. b;gchrénkt —>01;g—f.s.

Wir zeigen nun, daf§ auch

limsup sup Mg Py-f.s.

n—o0 Y€ Bs(h)

DU, (0) = VOV ()|

Dazu beobachten wir, dafl

. %G (V) Gn,k(ﬁ)‘
imsup sup :

n—oo  J€Bs(0) n n
: Lo ~ (92 1

< limsup sup _ajiGn,kz('ﬁ) - Mﬁ(ajigkz(e)) ) _Gmk('; V)
n—oo  JEBs(0) n n

+ | 0(5i91(9))] - ‘%Gmk(ﬁ)‘ }

1 1
<limsup sup |=05Gnx(V) — fg(0%9c(0)) | -limsup sup |=Gyp ()
n—oo  9€Bs(0) | T n—oo  9EBs(0) | T
9480 nach (2.3.32) 9480 nach (2.3.30)
- . 1
+ ‘Ma (8J2ng(0))‘ limsup sup |=G,x(0)
n—oo $9eBs() | T

N J
-~

9480 nach (2.3.30)

— 0 Pg—f.S.

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)
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und

0:Gu(9)  0;Gus(9)

n n

limsup sup
n—00  9€Bs(0)

= TRO)V6)

< limsup supa) { ‘ <%81-Gn7k (V) — Vki(9)> <%8jGn,k () — ij(0)> ‘

n—00  YEBs(

+ 1V, (0) (%aian,kw) - v,“.(e)) ‘ +

Vii(9) (%@Gn,k(ﬁ) - ij(e))‘ }

1
<limsup sup |=0;G,x(V)— V;“(H)‘ -limsup sup
n—oo  9eBs(0) | T

1
—@Gwmw—vawﬂ

n—oo 9eBs(0) | T

1
ﬁaiG”’k(ﬁ) — Vii(0)

+ |Vi;(0)| limsup  sup
n—00 YEBs(0)

+ |Vii(6)|limsup  sup
n—00 YEBs(0)

1
EajGn,k:(ﬁ) - ij(e)‘
M0 pts.

(2.3.38)

Aus (2.3.37) und (2.3.38) erhalten wir fiir ¢,j =1,...,d

limsup sup

d
1
_aanz kaz Vvkj

n—oo  JeBs(0) |1 1
VOV,
d
Gni(0) G,p(0
= limsup sup Z «(6) . +(0)
n—oo  9€Bs(0) | 11 n n

 0Guil0)  0,Gui(6)

n n

- Vki@)%j(@) ‘

d
< Z (11m sup sup

1 n—o0  Y€B;s(0)

0iGni(9)  0iGn i (V)

n n

n n

+ limsup sup
n—oo  Y€Bs(8)

—wammme

M) 0 Pg—f.S.
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und damit auch (2.3.36). Setze nun

lD(,Hn(ﬁ) - V(Q)TV(Q)H‘ = 0}

n

.1 o
C:= {71113205 |H,(0)]] = 0} ﬂ {lgﬁ)lhmsup sup

n—oo  Y€B;s(0)
limlims S
ﬂ { 61{51 imsup sup

n—oo  HcBs(8) ||| T

L DG () —V(@)H‘ = 0}7

so dafl also Py(C) = 1. Wenn wir nun wie in Schritt 1 zeigen kénnen, dafl

C C liminf {30* € B.(0) N © : G,(9*) = 0},

n—00

dann ist die Behauptung bewiesen. Nach Voraussetzung I ist V' (0) invertierbar und
damit die Matrix V(6)TV () (strikt) positiv definit: sei A > 0 ihr kleinster Eigenwert.
Bezeichnet auBerdem wieder G die Gruppe der invertierbaren Matrizes in R%*?, so
folgt aus der Offenheit von G die Existenz eines a > 0, so daf} fiir jede Matrix
A € R4 mit |||A — V(0)]]] < a stets A € G ist.

Betrachte nun ein beliebiges w € C. Zum vorgegebenen € aus (2.3.23) wihle zunichst
d=0(w)>0,0B.dA. §<e, mit

1
limsup sup |||=DyH,(w;v) — V(H)TV(Q)' < A
n—oo  9€Bs(0) ||| T 3
und .
limsup sup |||=DyGy(w;v) — V(Q)‘ < a,
n—oo  9eBs(0) ||| T

und dann ng = ng(w, d) € N, so daB fiir alle n > ny

1
| Hy(w; 0)]] < nd - A/3, sup |||=DyH, (w;V) — V(Q)TV(H)‘ < A/3
9€Bs(0) ||| T
und .
sup |||=DyGr(w; ) — V(Q)H‘ < a,
veBs(0) ||| T

Dann ist nach Wahl von a die Matrix DyG,,(w;¥) fiir jedes n > ng und ¢ € Bs(0)
invertierbar. Eine vollig analoge Argumentation wie in Schritt 1 (Taylorentwicklung
(2.3.24) und Abschitzung (2.3.29) fir H, statt G, dann Anwendung von Lemma
2.3.4) liefert fiir alle n > ng die Existenz eines 9* € Bs(0) C B.(0) mit H,(w; ¥*) = 0,
was wegen

L DG (w0 99T G (w3 9°)

n

H,(w;9") =

und der Invertierbarkeit von DyG,,(w; 9*) dquivalent ist zu G, (w;¥*) = 0. Damit ist
die Behauptung bewiesen.



36 KAPITEL 2: PARAMETERSCHATZUNG IN ZEITDISKRETEN MARKOVPROZESSEN

Die entscheidende Idee im Beweis von Satz 2.3.23, ndmlich die Verwendung von Lemma
2.3.4 in diesem Zusammenhang, stammt aus [Ser|. Satz 2.3.6 zeigt insbesondere, daf fiir Py-
fast alle w € Q fiir schlieBlich alle n* mindestens eine Losung 9 € © der Schétzgleichung
G, (w;Y) = 0 existiert, unter jedem Fp: setzen wir

Np(w) :={9¥ € O : Gp(w; V) = 0}, w € €, (2.3.39)
so folgt aus (2.3.23) sofort

V0eO: P (lim inf{w e Q: Ny (w) £ @}) =1 (2.3.40)

n—o0

Wir konnen nun eine Abbildung 0, : Q1 — R* definieren durch

X {19 € N, (w) beliebig, falls N, (w) # (2.3.41)

Op(w) == 0
T o, falls N, (w) = 0.

Ist die Abbildung 0, eindeutig bestimmt, d.h. hat die Gleichung G, (w;d) = 0 fiir jedes
w € Q héchstens eine Losung 9 € O, so zeigt eine einfache Uberlegung, daB (6,), eine (ein-
deutige) stark konsistente Losung der Schétzgleichung fiir den Parameter 6 ist. Es geniigt
in der Tat die schwiichere Voraussetzung, da8 Py (liminf,, ,{w € Q: #N,(w) =1}) =1,
wobei wir mit # die Kardinalitdt einer Menge bezeichnet haben. Existieren jedoch meh-
rere Losungen der Schétzgleichung, so hat eine beliebige Wahl von 6, wie in (2.3.41) ohne
weiteres keinen Grund, konsistent zu sein. Ohne zusétzliche Voraussetzungen erhilt man
daher lediglich das folgende, essentiell nichtkonstruktive Resultat:

Satz 2.3.7 Sei (G,), eine Folge von Martingal-Schitzfunktionen der Bauart (2.2.4). Die
Funktion g geniige den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und 1. Sei

0 € O beliebig, aber fest. Dann gibt eine Folge (én)n von F,-mefbaren Zufallsvariablen
0, : Q= R, so dafs

Py (lim inf{w € Q: 0,(w) € 0,Gp(w; b, (w)) = O}) =1,

n—oo

én n—>—oo> 0 Pg—f.s.

Beweis Sei f € O beliebig. Wihle eine Folge von positiven Zahlen (g5), mit € | 0 und
B.,(#) C ©. Setzen wir

Npg(w):={¥ € B, : Gp(w; V) =0}
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und
App i ={w e Q:30 € B,,(0) mit G,,(w;0) =0} = {w e Q: Nyi(w) # 0},
so ergibt eine Anwendung von Theorem 2.3.6 mit € = g, daf

VkeN: P (nm iann,k) — 1,
n—00
also auch Py(C) =1, wo
C o= ) liminf A, .

n—00
keN

Ist nun w € C beliebig, so gibt es zu jedem k¥ € N ein n, € N, so da w € A, 4, also
Npg(w) # 0 fiir alle n > ny. Fiir 1 < n < ny setze én(w) =0, und fiir ny < n < ngyq
mit k& € N wihle ein Element 6, (w) € N, (w) # 0; aufgrund des Measurable Selection
Theorems A.2 kann diese Auswahl so getroffen werden, dafl 0, F,-meBbar ist, vgl. hierzu
den Beweis von Satz 2.3.8 unten. Fiir n;, < n < ny,, ist dann nach Definition én(w) €

~

B.,(6) € © und G, (w;0,(w)) = 0, insbesondere gilt also

~ ~

Vn > ny by (w) € 0,G,(w; 0, (w)) = 0.

n—o0

Man iiberzeugt man sich leicht davon, dafl én(w) —— 0. Da w € C beliebig war und
Py(C) =1, ist damit die Behauptung gezeigt.

Bemerkung Fiir den Spezialfall der Least-Squares-Gleichung, d.h. g wie in (2.2.8), wurde
Satz 2.3.7 unter stirkeren Voraussetzungen in [KN], Theorem 3.1, bewiesen. Ein Beweis mit
stochastischer statt fast sicherer Konvergenz findet sich fiir den Spezialfall der Likelihood-
Gleichung (d.h. ¢ wie in (2.2.9)) in [Bill], Theorem 2.1, ebenfalls unter stérkeren Voraus-
setzungen, sowie fiir allgemeines g (unter minimal stérkeren Voraussetzungen) in [Ser],
Theorem 3.6. ¢

Wesentlich ist, dafl die Definition der Folge (9n)n in Satz 2.3.7 iiber N, ; von 6 € O
abhéngt, also speziell auf die Wahl von 8 zugeschnitten ist. Man hat also strenggenommen
gar keine Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter konstruiert. Aulerdem hat eine zu
6 € © gemifl Satz 2.3.7 gewédhlte Folge 0, hat a priori keinen Grund, auch unter Py,
6 + 0 fast sicher gegen 6 zu konvergieren, da die Bedingungen C1 und C2 ,lokal in 6¢
sind. Insbesondere liefert Satz 2.3.7 nicht die Existenz einer stark konsistenten Schitzfolge.
(Fiir eine Diskussion dieses Problems im Rahmen von i.i.d.-Variablen und der Likelihood-
Gleichung siche [Leh], S. 420 f.)

Das Problem 1483t sich jedoch umgehen, wenn man die zusétzliche Annahme macht, daf3
sich der Parameter 6 € © iiberhaupt (stark) konsistent schétzen la8t. Ist (7,,), eine (stark)
konsistente Schétzfolge, so kann man eine (stark) konsistente Losung der Schétzgleichung
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Gy (9) = 0 durch ,Projektion von 7,(w) in die Losungsmenge N,,(w)“ gewinnen, d.h. man
definiert in symbolischer Schreibweise

On(w) == 1y, w)zarginfye, (o)l Fn(w) — .
Dieser Ausweg wurde z.B. vorgeschlagen von [Leh], S. 421 und [Pfa], S. 202. Die Folge
(0,), ist dann sogar asymptotisch normal mit Konvergenzrate \/n, ohne daf man eine
entsprechende Annahme an die Folge der Hilfsschitzer (7,), machen mufl. Wir erhalten
als Hauptresultat dieses Abschnitts:

Theorem 2.3.8 Sei (G,,), eine Folge von Martingal-Schatzfunktionen der Bauart (2.2.4),
d.h.

Gn(0) =Y g(Xpo1, X5: 0).
k=1

Die Funktion g geniige den Bedingungen C1 und D oder den Bedingungen C2 und I, und
fiir alle @ € © und i = 1,...,d seien die Funktionen E* > (z,y) — g(z,y;0) in L*(jig).
Ferner sei der Parameter 0 € © (stark) konsistent schétzbar. Dann ezistiert eine (stark)

~

konsistente Losung (0y,), der Schitzgleichung (2.3.1), und es gilt

V0 € 0 : v/n(b, — 0) —=—= N (0,V(O0) "W (O)V(6)T), (2.3.42)

n—00

wo V(0) und W(0) durch (2.3.14) und (2.2.10) gegeben sind.

Beweis

1. Sei zunéichst (7,), eine beliebige Schiitzfolge fiir den Parameter 6, also 7, :  — R?
Fn-mefibar fiir alle n € N. Mit N,, aus (2.3.39) definiere die zufillige Menge

D, (w) = {9 € Np(w) ¢ ||Tn(w) — I|| = dist (Tn(w), Np(w))} C Np(w).

Es ist D,(w) stets kompakt, und wegen der Stetigkeit von G,(w;-) : © — R? ist
Ny(w) = Gu(;w) 1({0}) stets abgeschlossen. Ist N, (w) # 0, so folgt also auch
Dy (w) # O [denn fiir jede nichtleere abgeschlossene Teilmenge C' C R? und festes
y € R? gibt es ein z € C mit ||y — z|| = dist(y, C)]. Wir definieren nun eine mengen-
wertige Funktion F, : Q — P(R?) durch

Fuw) = {Dn(w), falls N, (w) # 0
{0} falls N, (w) = 0.

Dann ist F,(w) fiir jedes w € Q kompakt und nichtleer. Wir zeigen nun: fiir jede
offene Menge U C R? gilt

{weQ: F(w)nU #£0} € Z,. (2.3.43)
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Dazu betrachte zunichst die Funktion
Q35w hy(w) = dist(T(w), N, (w))

(mit der Konvention dist(y, ) = oo, so daB also h,, Werte in [0, oo] annimmmt) und
zeige: hy, ist Z,-meBbar. Dazu reicht zu zeigen: fiir jedes 0 < b < oo ist {h, < b} €
F,. Wir haben unter Ausnutzung der Abgeschlossenheit von N,,(w)

{w: hp(w) < b} = {w : dist(7,(w), Nay(w)) < b}
= {0 Nale) £0, min [fae) ~ 9] < 1)

n

={w: 39 € Ny(w) mit ||7,(w) —I)|| < b} € £,

nach Satz A.1, da die Funktion (w;d) — 7,(w) — ¥ .#,-mefibar in w und stetig in
9 ist. Vollig analog hat man fiir beliebiges kompaktes K C U die Mefibarkeit von

w — dist(7(w), Ny (w) N K). AuBerdem ist {w : Ny(w) N K # @} {w: 3J €
© N K mit G, (w;¥) = 0} € %, wiederum nach Satz A, da G, Z,-meBbar in w
und stetig in 9 ist; genauso ist {w : N,(w) # 0} € .Z,. Fiir jede kompakte Menge
K C U gilt somit

{w: Dp(w)NK #0}
={w: 39 € Ny(w) N K mit ||7,(w) — I|| = dist(7,(w), Nau(w))}
= ;{w : Ny(w)N K # Q)};ﬁ;{w s dist(7n(w), Np(w) N K) = dist(7,(w), Np(w))} € Z,.

v

€ Fn € Fn
Mit einer kompakten Ausschopfung (K,,)men von U erhalten wir somit

{w:Dy(w)NU # 0} = | J{w: Dp(w) N K, # 0} € 2,

meN
und es folgt
{lweQ: F,(w)ynU #£0} € %,
:iw: ()ﬂU#Q)}U{w N() @,OEU}IEQ

Eﬁn =0 oder ={w: Nn( VADYEF,

das ist (2.3.43).

Nach dem Measurable Selection Theorem A.2 gibt es nun eine .%,,-mefibare Zufalls-
variable 0, : Q — R? mit 0, (w) € F(w) fiir alle w € Q. Dies bedeutet nach Definition
von F,, daB fiir jedes w € Q mit N, (w) # 0 gilt:

~

Oy(w) € Nuy(w) €O, [|7(w) — On(w)]] = dist(Fa(w), Ny (w)). (2.3.44)
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Da die Voraussetzungen von Satz 2.3.6 erfiillt sind, gilt (2.3.40), und es folgt

lim Py ({w 0, (w) € O, G(w; b (w)) = o})

n—oo

> P, (nm inf{w : 0,(w) € O, G (w: n(w)) = o}) (2.3.45)

n—oo

> Py (liminf{w : No(w) £ 0}) = 1.

. Sei nun (7, ), als stark konsistent vorausgesetzt. Fixiere ein beliebiges § € ©. Ahnlich

wie im Beweis von Satz 2.3.7 setzen wir N, .(w) := B.(6) N N, (w) fiir ¢ > 0 und
definieren die Menge

C:= ﬂ liminf{w : N, (w) # 0} N {Jgrolofn = 0} c A

n—oo
eeQt

Aus Satz 2.3.6 sowie der vorausgesetzten starken Konsistenz von (7,), folgt dann
Py(C) = 1. Sei nun w € C und € > 0 beliebig. Dann gibt es ny € N, so daB fiir alle
n > ny gilt:

Np(w) D Nyeyo # 0, ||7n(w) — 0] < g/2.

Nach (2.3.44) gilt folglich fiir n > ng

|70 (w) — én(w)H = dist (7, (w), Np(w)) < ||Tn(w) = 0|+  dist(8, Np(w)) < e.
—_—————— —_——

<ef2 <&/2, da Nyp(w)NB./2(8)#0
(2.3.46)

Gezeigt ist also ||7, — 0,]| “—=> 0 Py-fast sicher und damit auch ||6, — 0|| 2= 0 P,-

~

fast sicher. Zusammen mit (2.3.45) zeigt dies, dafi durch (6,,),, eine stark konsistente
Losung der Schétzgleichung gegeben ist.

. Nun sei nur noch Konsistenz von (7,), vorausgesetzt. Fixiere ein beliebiges € ©

und ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dafl
Py (116 - 6] < 0) 2251, (2.3.47)

Setze nun

Ap = A{w : Nysjo(w) # 0}, B, = {||7 — 0| < d/2.
Nach Satz 2.3.6 ist

lim Py(A,) > Py (lim inf{w : Npso # @}) _1

n—0o0

und wegen der vorausgesetzten Konsistenz von (7,), damit auch

Py (A, N B,) == 1.
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Genau wie in (2.3.46) ergibt sich fiir w € A, N B, aufgrund der Definition von én,
da [|7(w) — 0, (w)]| < 6, und es folgt

By (||7A-n _énH < 5) > Pg(An ﬂBn) 7o

n—00

Hieraus folgt sofort (2.3.47) und damit 6, =% # Py-stochastisch. Zusammen mit
(2.3.45) heiBt das: (6,,), ist eine konsistente Losung der Schitzgleichung.

4. Die asymptotische Normalitiit (2.3.42) der Schitzfolge (6,), ergibt sich nun sofort
aus Satz 2.2.1. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

2.4 Likelihood-Schitzung und LAN

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels sollen die bisher gewonnen Resultate verwendet wer-
den, um unter einfachen Bedingungen die Existenz einer (stark) konsistenten eindeutigen
Losung der Likelihood-Gleichung sowie lokal-asymptotische Normalitéit (im folgenden kurz:
LAN) fiir die Folge von Experimenten

én = (Q,.Z,,{Pny: 0 € 0O})
zu zeigen, wobei
ng = Pg‘yﬂ

Im ganzen Abschnitt sollen folgende Voraussetzungen gelten: es gebe ein o-endliches
Mafl ) auf (E, B(E)), so daf Qg(z, dy) ~ A\(dy) fiir alle z € E und 0 € O. Dies ist dquivalent
dazu, da8 die Ubergangswahrscheinlichkeit Qg durch eine Ubergangsdichte gegeben ist, die
strikt positiv festgelegt werden kann, d.h. es gibt eine Funktion p : E? x © — Ry mit

V8 € ©,Vr € E: Qy(z,dy) = p(x,y; 0) A(dy). (2.4.1)

Ist die Startverteilung v nicht bekannt, sondern ebenfalls Bestandteil der Parametrisierung,
v € {vy: 0 € 0}, sosoll auch vy ~ A fiir alle § € O gelten, was dquivalent ist zur Existenz
einer Funktion f : F x © — Ry mit

VO € O : vp(dy) = f(y;0) A(dy). (2.4.2)

Im folgenden gehen wir von dieser Situation aus; der Fall, dafl » bekannt ist, 14t sich
analog (einfacher) behandeln. Fiir eine Menge A = {X, € By,..., X,, € B,} € .%,, mit
By, ..., B, € B(E) setzen wir mit A" := @7 /)

Ap(A) == A" By x -+ X By);
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dadurch wird eindeutig ein o-endliches Mafi A,, auf .#, definiert, fiir welches offenbar
L(Xo,..., Xu|A,) = A"T

gilt und beziiglich dessen wir {P, 4 : § € ©} als dominierte Familie auffassen kénnen: man
rechnet sofort nach, da§ aufgrund der Markov-Eigenschaft fiir eine Menge A = {X, €
B(),...7Xn S Bn} € yn mit B(),...7Bn € B(E)

Poo(A) = / f(Xo;0) HP(XFDXZ‘; 0) dA, (2.4.3)
A i=1
gilt. Da die Mengen dieser Gestalt einen durchschnittsstabilen Erzeuger von %, bilden,

gilt (2.4.3) sogar fiir alle A € .%#,, d.h. f(Xo;0) [[;_, p(Xi—1, X;; 0) ist eine strikt positive
Festlegung der Dichte von P,y beziiglich A,:

dP, T _
WENNWH%(mn:ﬂMﬁqJM&AJ;®>Q (2.4.4)

Damit sind fiir jedes n € N die WahrscheinlichkeitsmaBie {P, : # € O} #quivalent zu
A, und daher auch untereinander, und fiir die Dichtequotienten (Likelihood-Ratios) ergibt
sich

APy f(Xo;9) v p(Xio1, X33 9)

V0.0 €0 _ .
dPae  f(Xo;0) -3 p(Xio1, Xi50)

Die log-Likelihood-Funktion ist gegeben durch

dPn70 . - . . a .
log ar, log f(Xo; ) HP(Xil,Xi, 0) = log f(Xo:0) + ;10gp(Xi1>Xz‘7 0). (2.4.5)

Da der Term log f(Xo; @), wie wir sehen werden, asymptotisch vernachléssigbar ist, arbeiten
wir im folgenden anstelle von (2.4.5) mit der modifizierten log-Likelihood-Funktion

L,(0) := Z log p(X; 1, Xi; 0).

1=1

zu arbeiten. (Ist die Startverteilung bekannt, so fillt L, mit der exakten log-Likelihood-
Funktion zusammen.) Ist L, differenzierbar in 6, so ist der Score-Vektor der partiellen
Ableitungen von L, nach 6; gegeben durch

VoLn(0) = > Volog p(Xi_1, X;;0),

=1

und die Gleichung
VoL,(;0) =0 (2.4.6)
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heiit Likelihood-Gleichung. Diese Gleichung ist offenbar von der Bauart (2.2.4). Unter
geeigneten Bedingungen an die Ubergangsdichte p kénnen wir die in Abschnitt 2.3 ent-
wickelten Resultate verwenden, um die Existenz von (stark) konsistenten und asymptotisch
normalen Losungen der Likelihood-Gleichung (2.4.6) zu zeigen. Praktisch dieselben Bedin-
gungen stellen sicher, daf§ die Folge der Experimente (&), = (Q, #,,{Pny : 6 € ©}) an
jeder Stelle 8 € © lokal-asymptotisch normal ist. Wir arbeiten mit der folgenden Definition
von LAN (siehe z.B. [Pfa], Condition 8.1.1):

Definition 2.4.1 (LAN-Bedingung) Die Folge von FEzrperimenten (&), heifit lokal-
asymptotisch normal an der Stelle 6 € O, falls es eine (strikt) positiv definite Matriz
K(0) € R™? sowie Zufallsvariablen S, = S,(0) : Q — R® mit

Sy —E5 N(0,K(0))  unter Py (2.4.7)

n—o0

und eine Folge 6, = 0,(0) — 0 fiir n — oo gibt, so dafs fiir jede beschrinkte Folge (uy), C
R? gilt:
dP, 945, (0)un

1
=ulS, — ul K (0)u, + op, (1), n — oo. (2.4.8)
dP,s

log 5 tn
Bemerkungen Die Giiltigkeit der LAN-Bedingung (2.4.1) impliziert eine Reihe von
Folgerungen, fiir die wir z.B. auf [IH], Kapitel 9 ff. verweisen. Insbesondere stellt sich
K(#)~! als untere Schranke fiir die asymptotische Varianz regulirer Schitzfolgen heraus;
zu diesem Begriff siche [IH], Definition 9.1. Unter moderaten Zusatzvoraussetzungen kann
auflerdem jede konsistente Schitzfolge, die die richtige Konvergenzgeschwindigkeit besitzt,
zu einer reguliren und effizienten Schitzfolge umgebaut werden; fiir eine einfache Version
dieses auf Le Cam zuriickgehenden Verfahrens siche z.B. [Ho|, Kapitel 7 B. ¢

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts. Zusétzlich zu den Bedingun-
gen, die im folgenden Theorem formuliert werden, sollen natiirlich (2.4.1) und (2.4.2) sowie
die generellen Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 erfiillt sein, d.h. insbesondere: (X, ), ist
unter jedem P ein ergodischer Markov-Prozefl mit einem eindeutigen invarianten Wahr-
scheinlichkeitsmaf} pig.

Theorem 2.4.2 Fir die Ubergangsdichte p und die Dichte f der Startverteilung seien
folgende Voraussetzungen erfillt:

e Fiir jedes x € E ist die Funktion © > 0 — f(x;0) stetig.

e Fiir alle (z,y) € E? ist die Funktion © 3 0 — p(z,y;0) in C*(O), und somit ist auch
fiir alle (x,y) € E* die Funktion

© 30— l(z,y;0) = logp(z,y;0)
wohldefiniert und in C*(O).
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o Fiiralle € © undi=1,...,d ist die Funktion E* > (x,y) — 0;{(x,y;0) in L?(jiy).
o [irallei,j=1,...,d ist die Funktion 826 lokal dominiert integrierbar.
o Fs gilt
VHE@,mEE,i,jzl,...,d:/&p(w,y; A(dy) —O—/ ]pxy, A(dy).
: (2.4.9)
o Fir alle € © ist die Fisher-Information

K (0) := [fig (9:(-, - 0) - 030(-, )], =y, g € RP
nwvertierbar.

Dann gilt LAN an jeder Stelle 0 € © mit K(0) in (2.4.7) und normierender Folge 0,,(0) =
n~1/2.

Ist ferner der Parameter 8 € © stark konsistent (bzw. konsistent) schétzbar, so gibt es
eine eindeutige stark konsistente (bzw. eindeutige konsistente) Lisung (0,,), der Likelihood-
Gleichung (2.4.6) mit

Ve O: P (lim inf{w : 0, (w) ist lokale Mazimalstelle von Ly, (w; )}) =1, (2.4.10)

n—o0

bzw.
VoecO: P ({w - 0, (w) ist lokale Mazimalstelle von Ly (w; )}) Lty (2.4.11)
In beiden Fillen gilt dabes

V0 € O :vn(b, —0) —“— N (0,K(0)7))  unter P (2.4.12)

n—oo

Bemerkung Bedingung (2.4.9) folgt sofort aus der Gleichung [, p(x,y:6) = 1, falls fiir
jedes x € F die Funktion

O30~ /Ep(a:,y; 6) A(dy) (2.4.13)

zweimal partiell unter dem Integralzeichen differenziert werden darf. Die Fisher-Information
K(0) ist gerade die zu g = Vgl gehorige Matrix W () aus (2.2.10). Da K (6) als Kovari-
anzmatrix stets positiv semidefinit ist, folgt aus der der Nichtsingularititsannahme, daf
K(0) sogar (strikt) positiv definit ist. ¢

Beweis Fixiere ein beliebiges § € ©. Im folgenden bezeichne VV} L, (w;6) die Hesse-
Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von L, (w;-) an der Stelle 6.
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1. Sei (u,), € R? beschréinkt. Eine Taylorentwicklung von L, (w;-) um @ ergibt fiir die
log-Likelihood-Ratios (fiir geniigend grofie n, so dafl 6 + n='/?u,, € ©)

dPTL,9+TL_1/2Un

APy ()
= f(Xo(w); 0 + n_1/2un) — f(Xo(w); 0) + Ly(w; 0 + n_1/2un) — Ly (w;0)
= f(Xo(w); 0 +n""u,) — f(Xo(w); 0)

1
07 UV oL (w3 0) + St [V Ly (w30 4 Au(w)n™ )]

log

= +ul S, (w) — ul K ()u,

n
mit

und

Kp(w) :=n"'VV] Ly, (w; 0+ M\ (w)n ™ uy,)

=n! Z VvaTg(qu(w), X (w); 6 + /\n(w)nﬂpun),
k=1

Dabei ist A, : © — [0,1] wie in (2.3.15) eine Abbildung, die mefbar, also als Zu-

fallsvariable festgelegt werden kann (analoge Argumentation wie im Beweis von Satz
2.3.5).

2. Es ist (L), eine Folge von Martingal-Schétzfunktionen: nach Voraussetzung ist fiir
jedes i = 1,...,d und § € © die Funktion 9;((-,;0) : E* — R in L?(jiy) C L' (jiy),
und nach (2.4.9) gilt

Voe O,z cE: / 0il(x,y;0) Qo(z,dy) = / Mp(fmy;@) A(dy) =0,
E

5 p(r,y;0)

das ist (2.2.6). Aus dem Zentralen Grenzwertsatz (2.2.1) folgt nun sofort
S, —= N(0, K(6)) unter Py,

das ist (2.4.7).

Betrachte nun die zu Vgl gehorige Matrix V' (0) aus (2.3.14), also V;;(0) = f1g (0;0:((:, -; 6)),
und zeige: es ist V(0) = —K(6). Aus (2.4.9) ergibt sich némlich

i (%) = [ nta) /E %m,y; 02 =0

-~

=0
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und somit

— p(-, -5 0)?

oG ) = G S

= —Jig (822(-, 5 0) - 0,¢(-,-0))
= —K;;(9).

Da nun alle Funktionen 8%[ lokal dominiert integrierbar sind und 64 \,,-n

0, folgt aus Lemma 2.3.8, daf§

— n—r00
12, ",

1 1 n—o0o
Ky = = 05X ke, Xi 04 Ann™ Pu) B2 fig (950, 10)) = Vig(0) - Prts,
k=1

also K" 2222,V (9) = —K (8) Py-f.s. Zusammen mit der Stetigkeit von f in 9 folgt
insbesondere

1
F(X0; 0 +n72u,) — F(Xo;0) + sup (K(0) + K™ )u, = op,.

2
Wegen der Entwicklung (2.4.14) ist damit die LAN-Bedingung (2.4.1) nachgewiesen.

3. Es ist schon gezeigt, dafl (L), eine Folge von Martingal-Schétzfunktionen der Bau-
art (2.2.4) mit g = Vyf ist. Da die Matrix V(0) = —K(0) negativ definit ist, folgt
zusammen mit dem schon Bewiesenen, dafl V¢ die Bedingungen C1 und D aus Ab-
schnitt 2.3 erfiillt. Daher konnen wir Theorem 2.3.8 anwenden, um zu schlieflen, dafl

es eine konsistente (stark konsistente) Losung (6,), der Likelihood-Gleichung (2.4.6)
gibt, falls der Parameter 6 € © iiberhaupt konsistent (stark konsistent) schétzbar ist.

Wegen der negativen Definitheit von V(#) gibt es a > 0 so, daB fiir A € R¥¢ mit
|][A — V(#)||| < o stets auch A negativ definit ist. Da die Funktionen 0,;2¢ nach
Voraussetzung lokal dominiert integrierbar sind, folgt nach Lemma (2.3.3)

limsup sup RAANY Py-fs.,

n—00  YEBs(0)

1 n
=2 05Xk, Xis ) = Vi (0)
k=1

also auch
. 510
limsup sup — Py-f.s.

n—oo 9eBs(0) ||| T

LOVIL,(40) - V(Q)H
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Sei nun (@n)n eine beliebige stark konsistente Losung der Likelihood-Gleichung. De-
finiere

C:={0, == 0} n {9, == 01N {1}&)1 limsup sup

n—oo 9€Bs(8) ||| T

1
~VViL,(0) — V(@)‘H = 0}
N liminf{f, € ©,VyL,(4,) = 0} Nliminf{J, € O, V,yL,(J,) = 0},

n—r00 n—o0

so daf also Py(C) = 1. Fiir w € C gibt es dann 6 = §(w) > 0 und ny = ng(w,0) € N,
so daf} fiir n > ng stets folgendes gilt:

~ ~

0, (w), 0, (w) € Bs(0) N O, Vo Ly (w;b,(w)) =0=VyL,(w;V,(w))

sowie

sup
J€Bs(0)

1
—VVF Ly (w;0) - V(H)‘ H < a,

n

also auch
VV3 L, (w; ) ist negativ definit fiir alle 9 € Bg(0)

nach Wahl von «. Somit kann also die Gleichung VgL, (w;9) = 0 fiir n > ng nur
hochstens eine Losung 9 € By(6) haben, und es folgt

Y > ng : 0p(w) = O (w).

Da wegen 0, (w) € B;(f) insbesondere auch VV7 L(w; 0, (w)) negativ definit ist, ist
0, (w) eine lokale Maximalstelle von ¢ — L, (w;¥). Insgesamt haben wir also gezeigt,
dafl

C C liminf{f, = 9,} N liminf{d, ist lokale Maximalstelle von L, }.
n—0o0 n—0o0

Wegen Py(C) = 1 sind damit sowohl die Eindeutigkeit als auch (2.4.10) fiir eine stark

konsistente Losung bewiesen. Im Fall, da8 (én)n lediglich eine konsistene Losung der
Likelihood-Gleichung liefert, erhélt man mit analogen Argumenten Eindeutigkeit und

Aussage (2.4.11). SchlieBlich gilt nach Theorem 2.3.5

~

Vb, —0) —=—= N0, V()" W(O)V(©O) " =N (0, K(6)")

n—0o0
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2.5 Bemerkungen zu optimalen Schitzfunktionen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels beschéftigen wir uns kurz mit optimalen Schitzfunktionen.
Verschiedene Optimalitétsbegriffe fiir Schétzfunktionen (auch fiir Prozesse in stetiger Zeit)
wurden insbesondere von Godambe und Heyde formuliert und untersucht; siche z.B. [GH]
fiir eine allgemeine Diskussion. Wir beschrénken uns hier auf einige elementare Beobach-
tungen iiber Optimalitit in einem Sinne, der dem asymptotischen Optimalitdtsbegriff in
[GH] entspricht.

Es bezeichne ¢ das System aller Funktionen ¢ : E? x 2 — R?, die die Bedingungen C1
und I aus Abschnitt 2.3 sowie fiir alle § € ©

g(-,+0) € L*(jug),

/ Qo(z,dy) g(z,y;0) =0 fiir po-fast alle z € F (2.5.1)
E

erfiillen. Fiir jedes g € ¢ ist dann also (G},),, mit

n

Gn(0) =D g(Xp—1, Xx; 0)

k=1

nach Abschnitt 2.2 eine Folge von Martingal-Schétzfunktionen, und nach Theorem 2.3.5 gilt

fiir jede konsistente Losung (6,,), der zugehorigen Martingal-Schitzgleichung G,,(6) = 0,
dafl

V(0 — 0) == N (0, V,(0) T Wy (0)V (0)") .

n—o0

Hierbei schreiben wir V,(0) und W,(0) fir die Matrizes aus (2.3.14) und (2.2.10), um zu
betonen, dafl die Matrizes von g abhéngen. Es ist also

Vy(0) = fio (Dag(-,50)),  Wy(0) = ey, 0)g(-,0)").

Betrachte nun eine Teilmenge 4 C ¢; dies konnen zum Beispiel alle g einer bestimmten
Bauart sein, etwa die in den Beispielen in Abschnitt 2.2 betrachteten linearen oder quadrati-
schen Schétzfunktionen. Dann liegt die Frage nahe, ob die Kovarianzmatrix V,(8) W, (0)V,(6) T
in g € < minimiert werden kann, d.h. ob es ein g« € G gibt mit

Vg € 9,0 €0 :Vy(0) " Wy(0)Vy(0)™" = V. (8) Wy (B)V,.(0) " (2.5.2)

Nenne jedes g, € ¢ mit (2.5.2) ein optimales Element in ¢. Ein solches ist keineswegs
eindeutig bestimmt: ist g, optimal in ¢ und A € R4 invertierbar, so iiberzeugt man sich
leicht davon, dafl auch Ag, optimal in ¥ ist.
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Existiert ein optimales g, € ¢, so ist also durch V,_(6)"'W,.(8)V,.(0)~T eine untere
Schranke fiir die asymptotische Varianz einer jeden konsistenten Losung der Martingal-
Schétzgleichung

= g(Xp1,Xi;0) =0, g € beliebig,
gegeben. Hilfreich fiir die Bestimmung optimaler Elemente ist das folgende, an die Cramér-
Rao-Schranke erinnernde Lemma:
Lemma 2.5.1 FEuxistiert g, € G mit
Vg e G,¥0 €O : fig (g, 0)g.(-,0)") = =V,(0), (2.5.3)

s0 ist g, optimal in 9.

Beweis Die Funktion g, € ¢ erfiille (2.5.3). Dann gilt insbesondere
V0 € 01 W, (0) = fio(g.(0)9.(0)") = =V,.(0) (2.5.4)

und V,, (0) ist symmetrisch, also vereinfacht sich die rechte Seite von (2.5.2) zu =V, (6)~! =

W,. (6)~*. Durch Multiplikation mit V,(6) von links und V;(#)” von rechts sieht man dann,

daB (2.5.2) dquivalent ist zu
Vged,0c0:W,(0)>-V,(0)V, (0)"'V,(0)". (2.5.5)
Sei nun ¢ € ¢ belicbig. Setze
h(w,y;0) = g(x,y;0) = Vy(0)Vy. ()" gu(, 45 0).
Dann gilt fiir jedes 6 € ©
0 < fig(h(0)1(6)")

ig(g
+vge

= Wy(0) + Vo () V. (0) Vo (0)" + Vy(0) Vi (0) " V(0)" — Vo (0)Ve (6) Vi (0) V5. (0) V4 (0)"
= W,(0) + V,(0)V,. (0) 'V, (0)"

das ist (2.5.5).
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Bemerkungen

1. Existiert ein Element g, € ¢ mit (2.5.3), so ist V,.(8) = —jig (9+(0)9:(0)") negativ
semidefinit und nach Voraussetzung I invertierbar, also auch strikt negativ definit.
Damit erfiillt g, die Bedingungen C1 und D aus Abschnitt 2.3. Unter der Vorausset-
zung, dafl der Parameter 6 € O iiberhaupt konsistent schitzbar ist, gibt es also nach
Theorem 2.3.8 eine konsistente Losung (67), der Schiitzgleichung

Gi(0) = gu(Xy1, X3:0) =0,
k=1
fiir die
VO € © : /n(0F — 0) % N (0, W, (6)7Y) unter P

gilt; die untere Schranke —V,_(8)~' = W,_(#)~! wird dann also erreicht. Entsprechen-
de Schitzfolgen werden auch als Quasi-Likelihood-Schitzfolgen bezeichnet.

2. Anders als durch die Optimalititsbedingung (2.5.2) ist das Element g, durch die
Bedingung (2.5.3) in Lemma 2.5.1 im wesentlichen eindeutig bestimmt: seien g., g
mit (2.5.3) gegeben. Schreiben wir tr(A) fiir die Spur einer Matrix A € R¥¢ und
verwenden wir die euklidische Norm auf R¢,

||z|| := VaTz = \/tr(zzT), r € RY
so ergibt sich aus (2.5.3)

V0 € O : fig (|19.(0) — 3:(0)|)

= fig (tr [(9:(8) — §:(6))(9.(0) — 3.(0))"])
= tr (f19(9«(0)9:(0)") — [16(9+(0)9:(0)") — Fio(g:(0)7:(0)") + fi6(5:(6)3.(6)"))
= tr (= V. (0) + V5. (0) + V,.(0) — V;.(0))

:(),

d.h. fiir alle § € O gilt g.(-,;0) = §.(-, -;0) frg-fast sicher.

3. Der ProzeB (X,), erfiille zusitzlich die Regularitétsvoraussetzungen aus Abschnitt
2.4, d.h. es sei

Qo(z,dy) = p(z, y;0) M(dy)

mit einer strikt positiven und in @ stetig differenzierbaren Ubergangsdichte p. Defi-
niere wieder £(x,y; 0) = logp(x,y; #) und setze voraus, dal Vyf € 4. Fiir beliebiges
g € ¢ ist dann

Do(p-g) = g-(Vop)" +p- Dog.
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Unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf§ fiir jedes g € 4 die Funktion

HH/Eg(x,y;G)p(%y; 0) A(dy)

komponentenweise partiell unter dem Integralzeichen differenziert werden darf, gilt
dann wegen (2.5.1) fiir py-fast alle z € E

o:nﬁ/g@wﬂwm%wmmwﬂ
E
=0 fiir ugt'fast alle z

— /ED(, [9(2,y;0) - p(x, y; 0)] A(dy)

=ng%www@%wmmWﬂnmm+/pm%wmwa%wxwx

E

also auch
fio (9(0)[Vol(0)]") Z/Eﬂa(dﬂf)[Eg(%y; ) [Vol(x,y;0)]" p(x, y; 0) Mdy)

:—/Eug(dl')/Ep(l',y; 0)Dog(z,y; 6) A(dy)

= —jig (Dog 6))
= —1,(0).

Also ist Vyf nach Lemma 2.5.1 ein optimales Element in ¢, und die zugehorige untere
Schranke Wy, ()" ist gerade die Inverse der Fisher-Information.

¢

Im Rest dieses Abschnitts soll gezeigt werden, wie Lemma 2.5.1 zur expliziten Berech-
nung optimaler Elemente verwendet werden kann. Wir betrachten dabei die Teilmenge

G =% :={ge9:g(x,y;0) = wn(r;:0)(y — m(z;0)) + w,(9) ((y — m(x;6))” — v(x;0))},

wobel
m(x;0) == B, [Xn | Xno1 = 7], v(z;0) := Var,, [ X, | X,—1 = ]

Festlegungen der bedingten Erwartung bzw. Varianz von X, gegeben X, ; = =z sind,
siche das Beispiel in Abschnitt 2.2. Die durch g € % induzierten Schétzfunktionen G,
sind gerade die dort angesprochenen quadratischen Schétzfunktionen. Gesucht sind die
optimalen Gewichte w}, und w}. Wir nehmen an, daf der Proze$ (X,,),, unter P,, endliche
vierte Momente besitzt. Dann sind auch die dritten und vierten zentrierten bedingten
Momente

ps(x;0) := By, [(Xn — m(X,o150))* | X1 = 2],
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pa(750) == By [(Xo — m(X, 1;0))" | X,y = 7]

wohldefiniert.

Wir wollen nun ein optimales Element g, durch den Ansatz

fig (9(8)g.(8)7) = —V,(6) (2.5.6)

bestimmen. Fiir beliebiges ¢ € % und 0 € O ist

Dog(z, y; 0)

= Dy [(y — m(;0)) - w23 0) + ((y — m(x;0)) — v(z;0)) - wy(;0)]

= (y — m(=; 0))Dgwp,(z; 0) — wi (25 0)[Vom(z; 0)]" + ((y — m(z;0))* — v(z; 0)) Dyw,(z; 6)
— 2(y — m(z;0))wy (23 0) [Vom(z;0)]" — wy(x;0)[Vov(a; 0)]7;

also berechnet sich die Matrix V,(6) zu

V,(8) = fig (Dag(6))
= B, [(X1 = m(X0;0)) - Dywn(Xo;0)]

-

4B,y (%0 = m(X:0))? — (X0:0)) - Dy, (X0:0)]
M) (2.5.7)
= Z\EM (X1 — m(X0;0)) - wy(Xo; 0)Vem(Xo; Q)Tl

~ B, [wm<xo; 0)[Vm(Xo; 0)]" + wy(Xo: 0) [Vov(Xo; 9)]T]
= g (w3 0)[Vom (- 0)]7 + w, (- 6)[Vgu(: 6)]")

Fiir das gesuchte Element g, € % mit
ge(w,9:0) = (y — m(x;0))wy, (2;0) + ((y — m(x;0))* — v(w;6)) wy(;0) (2.5.8)
ergibt sich

9(,y;0)g.(z, y: )"
= (y — m(z;0))’wp (z; O)wk, (2;0)" + ((y — m(z;0))* — v(x; 0))2 wy (z; 0)wi (7;0)"
+(y = m(2;0)) ((y — m(z;0))* — v(@;0)) [wm (25 0)w; (25 0)" + wy(2; 0wy, (2:0)" ]
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und somit
fio(9(0)g.(0)")
= By, [(Xl — m(Xo3 0))*wn (Xo; 0)wy, (Xo; 9)T}
+ By [((X1 = m(X030))? = 0(Xo30)) " (X3 0w (Xo:0)"
+ By [(X1 = m(X0;0))? (wim(Xo; 0)w; (Xo; 0)" + wy (Xo; 0)wy, (Xo; 0)7)]

Xo;0))
— By, (X1 — m(Xo;0))v(Xo; 0) (wm(Xoa 0)w;(Xo: 0)" + wy(Xo; 0)wy, (Xo; Q)T)l

= Fyy [0¥0 O (Xus ), (X0:0)T]
+ By [ (14(X0;0) — v(Xo;0)*) wy(Xo; 0)wi(Xo;6)" ]
+ By [13(X0; 0) (wi(Xo; 0)w(Xo; 0)" + wy(Xo; 0)w?, (Xo; 0)")]

— (v<-; )t (5 0)wis (<) + (j14(10) — 0(0)%) w0, (- O)us (- 0)"
- pa(0) (1 ) (5 0)T + (e 8w (- 0)7) )
— o (wm (05 0)a(10) + - 0w (5 )"

T wa(6) [(ua(50) — v 0w (4 0) +u3(-;9>w:n<-;e>}T).

(2.5.9)

Der Ansatz (2.5.6) liefert dann zusammen mit (2.5.7) und (2.5.9)
v(z; O)wy, (x;0) + ps(x; 0)w; (z; 6) = Vom(z; ), (2.5.10)
(14 (5 0) — v(x; 0)2)w) (w; 0) + pa (3 0)w}y (;.0) = Vigu(; 0). (2.5.11)

Aufldsen nach wy, und w} liefert dann die optimalen Gewichte
0 = vz 0)? -0) —

Ol = (M(LUH ()96; 91;&?9)6;)9?9—72(&99))2) /isl(;za(i?z)@; = (2:512)
W (1 0) = v(z;0)Vov(x;0) — ps(x; 0)Vem(z; 6) (2.5.13)

v(w; 0) (palw; 0) — v(w;0)%) — ps(w;0)>
Wir haben mittels der obigen Rechnungen also gezeigt:

Satz 2.5.2 Die Ausdriicke (2.5.12) und (2.5.13) seien wohldefiniert. Definiere g. durch

(2.5.8). Gilt dann g. € 9, so erfillt g. die Voraussetzungen von Lemma 2.5.1 und ist
somit insbesondere ein optimales Element in %.
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Bemerkungen Die Ausdriicke (2.5.12) und (2.5.13) fiir die optimalen Gewichte w}, und
w? sind eine d-dimensionale Version von (1.9) - (1.11) in [Wef].

Man beachte, dafi der Nenner in (2.5.12) und (2.5.13) stets positiv ist, falls das Wahr-
scheinlichkeitsmaBl Qy(z, dy) keine Punktmassen hat: nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
gilt

2

ps(x;0)* = (B [(X1 — m(Xo;6))%])

Ej [(X1 — m(z;0))%] — Ej [v(z;8) (X1 —m(z;9))]

.

(£ [((X0 = m(a; 0)) - (X2 = m(z;6))])°
<Ej {((X1 m(; 0)) —v(ac 9))2] Ej [(X1 m(z; 6))?]
= (pua( — v(z;0)%) - v(z;0)

mit Gleichheit genau dann, wenn es eine Konstante K = K(z,6) € R gibt mit
(X1 —m(z;0))> — v(z;0)| = K - | X, — m(z;0)] Py-fs., (2.5.14)

siehe etwa [LL], Theorem 2.3. Gilt aber (2.5.14), so erfiillt X; Pj-fast sicher eine von zwei
quadratischen Gleichungen, und L£(X; | PJ) = Qp(z,-) ist somit auf endlich viele Punkte
konzentriert. ¢



Kapitel 3

Parameterschitzung im
diskretisierten CIR-Modell

3.1 Vorbereitungen

In diesem Kapitel kehren wir zum diskretisierten CIR-Modell zuriick. Mit den Bezeich-
nungen aus Kapitel 2 ist dann also

E = Rzo, O = R>0 X R<0 X R>0.

Fiir die Elemente des Parameterraums schreiben wir statt 8 = (), 65, 65) auch weiterhin
meistens (a,b,0?). Partielle Ableitungen nach den Variablen a,b,0? bezeichnen wir mit
Oy, Op, Oy2 oder auch 0;,7 =1,...,3; esist also 9, = 9,, 02 = 0y, 03 = 0y2. Mit M\ bezeichnen
wir das Lebesguemaff auf £ = Ry sowie mit X? := N\ ® N das Lebesguemaf§ auf E°.
Integrale beziiglich \ werden mit [, f(y) dy := [, f(y) A(dy) bezeichnet.

Betrachte nun wieder den diskretisierten CIR-Prozef} (X,,),en, aus Abschnitt 1.2, auf-
gefafit als kanonischer Prozefy auf dem kanonischen Pfadraum. Nach Abschnitt 1.2 ist dieser
fiir jedes 6 = (a, b, 0%) € O ein homogener Markov-Prozef§ mit Ubergangswahrscheinlichkeit

Qg(x,dy)zp(z,y;e)dy, $€E7
wobei p die Ubergangsdichte aus (1.2.3) ist. Wegen p(x, y; 0) > 0 fiir y > 0 gilt insbesondere
V0 €O,z € E:Qy(x,dy) ~ N. (3.1.1)

Nach Abschnitt 1.2 existiert zu jedem @y, € € O, ein eindeutiges invariantes Wahrschein-
lichkeitsmaf}, ndmlich die Gamma-Verteilung

po(dz) =T ((6),7(8) ) (dz) = 1(x;0) de,

95
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wobei nach (1.1.9)

of) =al®) +1=25, ()= -2 (3.1.2)

o2
Die Verteilung hat also die Lebesgue-Dichte

r ()
,Y( : ) _ F((ea)(e))l,a(ﬁ)—le—r(ﬁ)m

Wegen «(x;0) > 0 fiir x > 0 ist gy ~ M fiir alle § € ©. Mit (3.1.1) folgt daher insbesondere

, xeFL.

VO €O,z € E:Qyr,dy) < py(dy).

Nach Satz 2.1.2 ist folglich die Ergodizitdtsannahme 2.1.1 erfiillt. Damit erfiillt der Prozefl
(X,)n alle Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1. Wir halten auerdem fest, dafi das Ma8 fi,
aus (2.1.2) durch eine M?-Dichte gegeben ist,

fig (d(x,y)) = v(z; 0)p(z,y; 0) dz dy.
Wegen v(x;0)p(x,y;0) > 0 fiir x,y > 0 gilt dabei auch
flig ~ N2, < o. (3.1.3)

Schliefilich erhalten wir aus Satz 1.1.4, dal die Momente beliebig hoher Ordnung des Pro-
zesses endlich sind. Insbesondere gilt

B [X"] = i (Z) (zet2)" " (61)26_ 1>k f[ (2a+0*(n—k—1+35), neN,

k=0 j=1
(3.1.4)
Wir werden im folgenden die im zweiten Kapitel entwickelte Theorie auf das CIR-

Modell anwenden und stark konsistente sowie asymptotisch normale Schétzfolgen fiir den
Parameter 6 angeben sowie lokal-asymptotische Normalitit beweisen.

3.2 Schitzung mittels quadratischer Schitzfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Schétzfolgen fiir den Parameter 6 im CIR-Modell, die
durch stark konsistente Losungen von Martingal-Schitzgleichungen der Form

Gn(0) = ZH:Q(Xk—th; 0) =0 (3.2.1)

definiert sind. Dabei soll (G,,), eine Folge von quadratischen Martingal-Schitzfunktionen
sein, d.h. in der Terminologie von Abschnitt 2.5 g € %, sein. Es sei kurz daran erinnert,
daf} dies bedeutet: ¢ ist von der Gestalt

g(z,y;0) = (y — m(;0))wp(x; 0) + ((y —m(z;0))* — v(x; 9)) wy(x; 0)
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und erfiillt die Bedingungen C1 und I aus Abschnitt 2.3 sowie g(-,-;6) € L*(jig) fiir jedes

6 € ©. Dabei bezeichnet m(x; 0) eine Festlegung der bedingten Erwartung E,,, [X,, | Xn—1 = 7]
und v(z;0) eine Festlegung der bedingten Varianz E,, [(X, — m(X,_1; 0)° | Xpo1 = z].
Diese existieren, da der Prozef unter P,, endliche Momente beliebig hoher Ordnung hat.
Nach der Markov-Eigenschaft gilt

EuylXo| Xoa] = E) N [X)] Pu-fs

po LS
also konnen wir mit der Festlegung
m(z;0) = Ej[Xi] (3.2.2)

arbeiten. Mit Gleichung (3.1.4) berechnet sich m(z;0) fir z € E,0 € © zu

bA

m(x;0) = xe?® + T 2a =: vp(0) + 71(0)z, (3.2.3)
wobei .
Yo(0) := A (e —1) >0, Y1(0) == e > 0. (3.2.4)
Ganz analog arbeiten wir mit der Festlegung
v(x;0) = B5[X?] — m(z; ) (3.2.5)

fiir die bedingte Varianz; wieder mit (3.1.4) folgt fir z € E,6 € ©

v(x;0) = EF[XT] — m(x;0)?

bA _q ebd — 1 2 a 2

= 1% 4 2geP? 5 (2a + 0?) + ( 5 ) 2a(2a + 0%) — (:cebA + g(ebA — 1))

bA 1 bA 1 2
— A ; 02+(€ o ) ac?
=t 0*(no(0) +m(0)z),

wobei . 1
2
no(0) = o (e"*—1)" >0, m(0) =~ e (e —1) > 0. (3.2.6)

b
Offenbar gilt vo,v1,70,m1 € C*°(0). Wir beobachten dabei, dal 7y, 71, 1,71 und somit
auch m ausschliefllich von den Variablen a und b und nicht von 0% abhingen. Wir kénnen
sie daher je nach Zweckmifigkeit als Funktionen von (a,b) allein oder als in o2 konstante
Funktionen von 6 = (a, b, 0?) auffassen.

Wir benétigen noch wie in Abschnitt 2.5 die zentrierten bedingten Momente dritter
und vierter Ordnung p3 und 4. Analog zur obigen Herleitung von m und v berechnet man
unter Verwendung von (3.1.4) Festlegungen von ps und p4 zu

ps(w; 0) = pao () + ps1(0); (3.2.7)
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u4(.r; 9) = /L40(0) + M41(0)33 + /L4Q(9)£C2 (328)
wobei
4 4 2
_ 0 A 3 _3Bac*(a+0%)  a 4
p130(0) = ﬁ(e —-1)° >0, pao(0) = T(e -1)">0
30t 30t (a + o?
pn(0) = S @ 1 >0, (o) =TT s s (3:29)
4
)= 328505 s

Schliefflich sei kurz bemerkt, dafl wegen X,, > 0 fiir alle n € Ny fiir den CIR-Prozef}
samtliche bedingten Momente nicht nur unter P,,, sondern sogar unter jedem F mit
beliebiger Startverteilung v wohldefiniert und durch die obigen Festlegungen gegeben sind.

Wir werden im folgenden zunéchst den Conditional Least Squares-Ansatz (im folgen-
den kurz: CLS-Ansatz) verwenden, um eine stark konsistente und asymptotisch normale
Schétzfolge fiir den Parameter # zu konstruieren. Diese Schétzfolge hat eine explizite Dar-
stellung und 16st eine quadratische Martingal-Schétzgleichung der Bauart (3.2.1). Damit
steht dann eine Folge von Hilfsschétzern zur Verfiigung, die die Anwendung der Resulta-
te aus Kapitel 2, insbesondere von Theorem 2.3.8, auf das CIR-Modell ermoglicht. Die
Darstellung in diesem Unterabschnitt folgt der Arbeit [OR).

3.2.1 Conditional Least Squares-Schitzung

Der CLS-Ansatz wurde insbesondere von Klimko und Nelson eingehend untersucht; sie-
he [KN]. Ein kurzer Uberblick findet sich in [HH]. Man geht dabei aus von einem (nicht
notwendig Markovschen) zeitdiskreten stochastischen ProzeB (X, )nen, auf einem Wahi-
scheinlichkeitsraum (Q,fl, ]59), dessen Verteilung von einem Parameter §# € ©, © C R?
offen, abhingt. Mit 32} = O(Xk :0 < k < n) sei fir alle n € N und 6§ € O die be-
dingte Erwartung Eg(f(n]gfn,l) definiert. Fiir eine endliche Folge von Beobachtungen
(Xo(w), ..., X,(w)) betrachtet man nun die Quadratsumme der Fehler der ,besten Pro-

gnose*

n 2

Qu(w:0) =3 [Xk(w) A A AN (3.2.10)
k=1
in Abhiingigkeit von # € ©. Beim CLS-Verfahren sucht man fiir festes w € Q nach (relati-
ven oder sogar globalen) Minima der Funktion 6 — @, (w; ). Ist diese Funktion differen-
zierbar in 6, so gilt fiir jede Minimalstelle 8* von @, (w;-) notwendig

VoQ(w; 6*) = 0. (3.2.11)

Gleichung (3.2.11) heifit Least-Squares-Equation. Unter geeigneten Bedingungen erhilt
man somit eine Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter 6, die (asymptotisch) die Least-
Squares-Gleichung (3.2.11) lost.
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Schitzung des Driftkoeffizienten

Betrachte nun wieder den CIR-Proze8. Nach den Uberlegungen aus Abschnitt (3.1) sind
die bedingten Erwartungen Ey(X,, |.%, 1) stets definiert und gegeben durch

E,g [Xn | yn—l] = m(Xn_l; 9) = ’)/0(0) + 84! (Q)Xn_l Pg—f.S.

mit m, 7y und v, aus (3.2.2) und (3.2.4). Fiir die Funktion @,, aus (3.2.10) ergibt sich

n n

Qu(0) = 3" [Xi = m(Xy 1O = 3" [¥ = 10(6) — ()X 1],

k=1 k=1

und die Least-Squares-Gleichung (3.2.11) schreibt sich als
0= VyQn(0) = =2 (Xp — m(Xp_1:6)) - Vom(Xy_1;9). (3.2.12)
k=1

Die Least-Squares-Gleichung ist also eine lineare Martingal-Schétzgleichung der Bauart
(3.2.1) und a8t sich somit als Spezialfall der allgemeinen Theorie aus Kapitel 2 auffassen.

Da wie schon bemerkt vy und ~; ausschliefilich von ¢ und b abhéingen, ist m und damit
auch @, konstant entlang der #3-Koordinatenrichtung. Durch Losen der Gleichung (3.2.12)
kénnen wir also sinnvollerweise nur den Driftkoeffizienten (a, b) schitzen; fiir die Schitzung
von o2 wird ein anderer Ansatz bendtigt. Dies geschieht im niichsten Unterabschnitt. Aus
dem genannten Grund zerlegen wir den Parameterraum in

@ = @ X R>0
mit ¢ := R,y X R,y und schreiben

0=:(6,0") mit  ¢=(d1,¢):=(ab).

Wir fassen auch @, je nach Zweckmifigkeit als Funktion von ¢ oder als in o2 konstante
Funktion von 6 = (¢, 0?) auf. Aus der Least-Squares-Gleichung (3.2.12) erhalten wir dann
nach Multiplikation mit —1/2 das Gleichungssystem

n

0=~ 500u(8) = 3 (X — m(Xeo1:6)) - Gum(Xir: )
0= —%aan@) =D (X = m(Xy1;0)) - Oym(Xe_1; 0),

k=1

(3.2.13)
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welches in ¢ zu 16sen ist. Zur Abkiirzung fithren wir folgende Schreibweisen ein:

= %ZX]“ X;] = %ZXk_l,
k=1 k=1

S = (X — X)) (X — X)) = ZXka_l —nX, X}, (3.2.14)
k=1

222) Z(Xk 1—XI ZXk L~ (&)
k=1

Mit diesen Konventionen ergibt sich

0=> (Xj—m(Xg_1;0)) - 0.m(Xg_1;0)

I -
ol
s M:
=

(Xx —70(9) — 11(8) Xk—1) (Fa70(9) + Oai (@) Xg—1)
—_——

=0

(3.2.15)

k=1

n

= 0470(9) Z (X —70(0) — n(#) Xy1)

= 19,70(¢) EX” — %(¢) —n(9)X;)
und

0= Z(Xk — m(Xk,l; ¢)) : abm(Xk:fl; ¢)

k=1

(X = 7(8) —71(0) Xk1) (O670(8) + Opy1(9) Xy 1)
P (3.2.16)

= n9y70(¢) (X — 10(0) — 11 (0) X))

+ Op1(9) (Z X X1 —ny(0) X, — ZX ) .

k=1

M:

Nun ist wegen 9,70(¢) = 3(e"* — 1) > 0 die rechte Seite von (3.2.15) offensichtlich genau
dann gleich 0, wenn der Ausdruck in der Klammer gleich 0 ist, also wenn

0= (Xn—(9) —n(9)X,) = X, — a(ebA — 1) — e X!,

b

das ist gleichwertig zu
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Setzen wir dies in (3.2.16) ein, so ergibt sich wegen 9,7, (¢) = Ae®® > 0

O—ZXka  — nX! (¢ Zxk .
k=1

= ZXka_l - TLX:T (Xn -
k=1

Y

= ZXkafl — TLXTLX; — ’}/1(
k=1

— 27(11) . ebAE%2)7

1(‘25)5(7[1) —71(9) Z XI?A

b) X;?—1 - ”Xf)
1

was unter der Voraussetzung 0 < v < P offenbar dquivalent ist zu

1. =P
b= —log —=

A < 0.

§
S
Wir haben somit gezeigt: gilt 0 < »® < v? 5o hat das Gleichungssystem (3.2.13) eine
eindeutige Losung (dy,, b,) in R?, nimlich

.1 =)
bn = Z IOg ETnQ) < 0,

X, —erxr o X,xP - xe o1 nd
S S O S S

dabei gilt (a,,b,) € ® = Rog X Reg, falls zusétzlich a, > 0. Folgerichtig definieren wir
B, ={0<Z{ <z®} (3.2.17)

und einen Schitzer ¢, fiir ¢ durch

4 1 () X, 28 - x/ni
on=1p, - (b") =1p, - 5 log (2%)) SIOISIE) (3.2.18)
n n 1

Man beachte, dafl wegen & = R.q x R, stets {qgn € &} C B, gilt. Als Ergebnis der
bisherigen Diskussion sei festgehalten:

Feststellung 3.2.1 Sei ¢, definiert wie in (3.2.18). Dann ist ¢, auf dem Ereignis B, die
eindeutige Lisung des Gleichungssystems (3.2.13).

Wir zeigen nun, daB (¢, ), stark konsistent fiir den Parameter ¢ ist:
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Lemma 3.2.2 Fiir alle = (¢,0?) € © gilt
on 59 Ppfs. (3.2.19)
und
P, (hgggf {qén € B,V yQun(dn) = 0 und ¢y ist lokale Minimalstelle von ® > ¢ Qn(qﬁ)}) — 1.
(3.2.20)
Beweis [Fixiere ein beliebiges 0 = (¢, 0?) = (a,b,0?) € O.

1. Zeige zuerst (3.2.19). Da der Proze (X,,), unter P,, Momente jeder Ordnung hat,
folgt mit dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen 2.1.3

X, 7% B, [ X0, X! 2% B, [Xo Py-fs.,

1O n300
-3 Xp, 5 E, (X3 Pts.
Ly
sowie
1 ¢ nsoo
E ZXkafl o Eﬂa [XO ’ Xl] = Eﬂe [XO ) Eﬂe [Xl ‘XO]]
k=1
= By, [Xo(10(¢) + 711(0)X0)]
= 70(0) By [Xo] + 711(9) By [X7) Py-f.s.
Daraus folgt (vgl. (1.1.13))

1 BN o1 )\2 nooo ao?
a3 ZX — ()" 25 B, [XF) = By [Xo]? = Va, [Xo] = T2

und

1 1 < o o1 N0
529) = D XpXior — XX} S590(0) By, [Xol +71(8) By [X5] — (B [Xo])?
k—1

_Gopa gy (_@) . pa0lo®+2a) ay?

=l 1)( b)“ 92 ( b)
2

—6bA% Pg—fs

Insbesondere folgt auch
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Mit B, = {0 <x® < z,@} aus (3.2.17) gilt folglich

Py (liminf B, ) =1 (3.2.21)

n—oo

sowie

. 1 127(11) nooso 1 e?® . ao? /207
b, =1p, - A log (?E@) o, — log (—/> =b Py-fs.

n n
Hieraus ergibt sich dann sofort

" b Y1 a bA( _a

X, —e"2X] » o —3 —¢ (—5)

_ b \

Un = b A " i
e — 1

das ist (3.2.19).

2. Wegen Feststellung 3.2.1 und (3.2.21) gilt insbesondere auch

Py (nrg inf{dy € &, VyQn(dn) = o}) — 1 (3.2.22)
Definiere nun

F@,y;0) = (y — m(z;0))* = (y — %(8) — n(e)z)?,
so daf3 also

= F(Xpo1, Xis ).

k=1
Die zweiten partiellen Ableitungen von f nach @ und b sind gegeben durch

agaf(];? Y; ¢) =2 (aa70(¢))2 5

O (2,93 6) = 2 [0270() (Bp0(9) + Dpy1(9)) — Dgr0(9) (y — mlws 9))]
T (2,93 6) = 2 [(070(0) + By (9)2)” = (Fy10(9) + Ty (9)z) (y — m(; 9))] -

Hieraus ersieht man, daf J;;f fiir i,j = a,b Polynome in (z,y) sind, deren Koeffi-
zienten wegen 7o, v, € COO( ) stetig von ¢ abhingen. Da der Prozel (X)), unter
P,, Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind folglich alle zweiten partiellen Ablei-
tungen 8% f lokal dominiert integrierbar, vgl. die Bemerkungen nach Definition 2.3.2.
Aus Lemma 2.3.3 folgt daher

_32 SQn(bn) = Za”f X1, X bn) "2 ig (939(-,59))  Pofs,
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fiir 7,7 = a, b, also auch
1 2\ n—oo. [~

wobei wir mit VVQ,(¢) die Hesse-Matrix von @, an der Stelle ¢ bezeichnet haben.
Fiir die Matrix V(¢) berechnet man

Vii(8) = 2 (9a70(9))”,

LV (9), (3.2.23)

ij=ab

Va1(9) = Via(9) = 2070(9) (970(9) + 011 (6) By, [Xo]) — 20570(6) By [X1 — m(Xo; §)]

TV
=0 nach Def. von m

= 28&70(¢) (8b70(¢) + ab71(¢)Eu9 [XO]) )

Vas(¢) = 2E,, [(Oy70(9) + O () X0)?] — 2Ey, [(9570(9) + D5 (9)Xo) (X1 — m(Xo; ¢))l

=0 nach Def. von m

= 2(9y70(#))” + 40570() 071 (8) Epy [Xo] + 2 (0571 (9))” By, [X5] -
Folglich ist Vi;(¢) > 0 sowie

= 4(9a70(8))* (9m(8))* (B [X3] = By [Xo]?)
= 4(3a70(9))* (B () - Var, [Xo] > 0;

die Matrix V(¢) ist somit positiv definit. Wegen (3.2.23) ist daher auch

det V(¢)

Py (hﬁgf {VVan(qgn) ist positiv deﬁnit}) =1.
Setzen wir nun
C, = {an € B, VyQu(dn) = o} N {vvgan(an) ist positiv deﬁnit}  (3.2.24)

50 ist ¢, auf dem Ereignis C,, eine lokale Minimalstelle der Funktion ® 3 ¢ — Q,(¢),
und nach dem gerade Bewiesenen sowie (3.2.22) ist

P, <lim inf Cn) — 1

n—oo

das ist (3.2.20)

Bemerkung Das eben bewiesene Resultat liefert nicht, dafl qgn asymptotisch eine globale
Minimalstelle von & 3 ¢ — Qn(¢), also Qu(¢) > Qu(dy) fiir alle ¢ € & ist. Fiir das
Ereignis C,, aus (3.2.24) gilt jedoch C,, C By, und auf B, ist ¢, nach Feststellung 3.2.1 der
einzige kritische Punkt von ¢ — Q,,(¢). Damit ist ¢, zumindest in dem Sinne ,optimal®,
daB es asymptotisch auBer ¢, keine weiteren Minimalstellen von ® 3 ¢ — Q,(¢) gibt. ¢
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Schitzung des Diffusionskoeffizienten

Wir wenden uns nun der Schitzung des Diffusionskoeffizienten o2 zu. Dafiir benétigen wir
die bedingte Varianz. Nach den Uberlegungen aus Abschnitt 3.1 ist diese gegeben durch

Varg[ X, | Zn 1] = v(Xn_150) = 0?(o(d) + m(6) X, 1) (3.2.25)

mit v, o und 7, aus (3.2.5) und (3.2.6), wobei wir wieder 1y und n; als Funktionen von
¢ = (a, b) auffassen.

Ist nun (¢, ), eine beliebige Schiitzfolge fiir ¢ € ®, so bieten sich verschiedene Méglichkeiten
zur Konstruktion eines Schiitzers fiir 02 an. Fiir festes ¢ € ® konnen wir etwa (X — m(X;_1, 3))”
mit seinem Kompensator unter Py gleichsetzen,

(Xk - m(kala ¢))2 = Ey [(Xk: - m(XkA; ¢)2 ‘ gikfl] = 02(770(¢) + 771(¢)ka1)>
und nach o2 auflésen. Das fiihrt zu

2 _ (X — m(X} 1; ¢))2
10 (@) +m(P) Xp1

Daher bietet sich

1 (X — m(Xpi; 60))”
=1 E 3.2.26
p {¢n€‘1>} k - 770(¢n)+771(¢n)Xk 1 ( )

als Schiitzer fiir o2 an. Dieser Schiitzer ist auf dem Ereignis {¢,, € ®} die eindeutige Losung
in 02 der Gleichung

=0.

- Z Xk — m(Xp—y; ¢")) — 0’ (770(&71) + nl(&n)Xk:fl)
10 (Gn) + 11 (Fn) X1

Man beachte, da8 wegen 19(¢) > 0, m1(¢) > 0 fiir alle ¢ € & und X > 0 fiir alle k € N
stets 7o(¢) + 1 (4) Xk_1 > 0 und somit die rechte Seite von (3.2.26) wohldefiniert ist.

Ein anderer Ansatz besteht darin, Gleichung (3.2.25) fiir festes ¢ € @ als lineare Re-
gressionsgleichung im Parameter o2 aufzufassen,

(X5 — m(Xi—150))” = 02 (10() + 71 (6) Xs—1) + e, (3.2.27)

und die Methode der kleinsten Quadrate zu verwenden. Dann miissen wir also fiir festes
¢ € ® die Funktion

2

o HZ (X = m(Xe130))” = 7 (m(6) + 11 (6) X))
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minimieren. Differentiation nach o2 ergibt

Z—QZ [(Xk = m(Xy159))? = 0*(n0(8) +m(9) Xk —1)] - (10(9) + 1 (0) X5 1)

Diese Gleichung hat die eindeutige Losung

> k=1 (M0(0) + 1 () X 1) (X — m(Xym15 9))°
k=1 (0(0) + 71 () Xjp—1)? '

Zu jeder Schitzfolge (¢,), fiir ¢ erhalten wir dann eine Schiitzfolge (62), fiir 02 durch die

0, (9) =

Festsetzung

ey o 2o (0(@n) + 0 (Dn) Xum 1) (Xk — m(Xp—15 dn))?
0, =15 cay 0, (o) = 1(5,ca) : 2221(770(95") + 11 (dn) Xp—1)?

(3.2.28)
Wir halten fest:

Feststellung 3.2.3 Auf dem Ereignis {¢, € ®} ist 02 die eindeutige Liosung in o2 der
Gleichung

n

Z (X — m(Xy—1500)) — 0 (o(Dn) + M1 (dn) Xi—1)] - (n0(n) + 71 (Fn) Xk—1) =0

k=1
und p? die eindeutige Lisung in o* der Gleichung
=+ Z Xk - Xk 15 ¢n)) - 02(770(&71) + il (&n)kal)
10(6n) + 11 (¢n) Xg—1
Ist nun die Schiitzfolge (4,), (stark) konsistent, so iibertrigt sich diese Eigenschaft auf
(P7)n und (07)n:

Lemma 3.2.4 Sei (¢,), eine Schitzfolge fiir den Parameter ¢ € ®. Dann gilt: Ist (é,)y,
konsistent (stark konsistent), d.h.

=0.

V0= (¢,0%) €O —= ¢ Py-stochastisch (Py-f.s.),

so sind die durch (3.2.26) und (3.2.28) definierten Schitzfolgen (p2), und (52), konsistent
(stark konsistent) fiir den Parameter o2, d.h.

VO = (¢,0%) € ©: 52 =% 6% und P2 TR 2 Py-stochastisch (Pp-f.s.).

Beweis Fixiere § = (¢,0?%) € O.
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1. Betrachte zuniichst (52), und setze starke Konsistenz voraus. Definiere

Fla,y;:6) = (o) + m(d)z) (y — m(x; ¢))?
= (no(¢) + m(d)z) (y — Y0(d) — 71(¢)$)2 >0

und
9(x,y;0) = (o(®) + m(d)x)* >0,  z,y € Rsp, ¢ € .

Dann sind fiir festes ¢ € ® offenbar (z,y) — f(z,y; ¢) und (z,y) — g(z,y; ¢) Polyno-
me in (x,y), und wegen der Stetigkeit von 79,7, und m in ¢ hingen die Koeffizienten
stetig von ¢ ab. Damit ist f lokal dominiert integrierbar, vgl. die Bemerkungen nach
Definition 2.3.2, und aus Lemma 2.3.3 folgt

3 X X ) 5 i (£ 6)) = By [00(6) + m(0)X0) (X = (X5 )]

= By [(00(6) + m(9) Xo) - v(Xo; 9)]
= O'QEIW [(T]()(QZS) +m (¢)X0)2} Pg—f.S.

sowie

n

% > 9(Xk1, Xi; bn) 2 fig (955 6)) = By [(00(0) + m(6)X0)?]  Ppefs.

Da wegen der vorausgesetzten starken Konsistenz zudem 1(5 -4y 2% 1 Pp-fast

sicher, erhalten wir

LS (mo(dn) + m1(dn) Xi—1) (X — m( X1 an))2
=3 i1 (10(Pn) + 71 (Pn) Xio1)?
— 1, . %22:1 f(kalan?; G}n) n—00 OQEMG [(770<¢> + 771<¢)X0>2] — 52
e s 9(Xike, X3 0n) By [(0(6) + 11 (6) X0)?]

5721 = 1{¢3ne<1>} :

Pg—f.S.

Ist (52),, nur konsistent, so schlieit man analog unter Verwendung von Lemma 2.3.3.

2. Betrachte nun (p2),,. Dieser Schitzer hat die Darstellung

] IS :
Py = Lig,ea} n Z M( X1, Xi; &n)
k=1

mit

h(z,y; ¢) ==
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Offenbar gilt wegen no(¢),m1(¢) > 0 die Abschitzung

(y — m(x; 9))*
770(¢)

und hier ist die Funktion auf der rechten Seite wieder ein Polynom in (z,y) mit in ¢

h(z,y; ¢) <

stetigen Koeffizienten, also lokal dominiert integrierbar. Wiederum mit Lemma 2.3.3
folgt

B 1 — ~ | nooo
pn =105 co - Zh(Xk—lan§ On) T By [M(Xo, X1; 0)]
k=1

_ (X7 — m(Xo; )
P no(9) + m(9) X

= P {Uo(ﬁg(fj;j;))(o} i

mit Py- fast sicher bzw. stochastischer Konvergenz, je nachdem ob (¢,), stark kon-
sistent bzw. nur konsistent ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Definition und Asymptotik des Conditional Least Squares-Schitzers

Mit diesen Ergebnissen konnen jetzt zwei explizite Schitzfolgen fiir den Parameter 6 =
(¢, 0?) € © angegeben werden. Sei ¢, wie in (3.2.18) und seien 52,52 die gemiB (3.2.26),
(3.2.28) zugehorigen Schitzer fiir 0. Wir definieren

~ ~

O =105 car (0n,62),  Oni=1g gy (Pn, ) (3.2.29)

Wir fassen nun m, 7y und n; wieder als in o konstante Funktionen von 6 = (¢, o) auf.
Feststellung 3.2.1 und Feststellung 3.2.3 zeigen dann zusammen:

Feststellung 3.2.5 Auf dem FEreignis {qgn € ¢} C B, ist 6, die eindeutige Losung der
quadratischen Schdtzgleichung
0= Gn(e) = Z(Xk—m(kal; 9))’wm(X]€,1; 9)—|—((Xk - m(X]ffl; 9))2 — U(kal; 0)) ’wv(kal; 9),

k=1

(3.2.30)

wobei
Oamn(; ) 0av0(0)
W (z;0) = | Oym(x;0) | = | (@) + @)z |, (3.2.31)
0 0
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0
wy(x;0) = 0 : (3.2.32)
Mo(0) +m(0)z

Ebenso ist 0, auf {an € ®} die eindeutige Lisung von
0=Gnh(0) = Z(Xk—m(Xk_l; 0)) Wy (Xg_1; 9)+((Xk —m(Xy_1;0))* — U(Xk_l;G)) Wy (Xg_1;0)

k=1

(3.2.33)
mit

0
Wiy, = Wy, Wy(x;0) := 0 : (3.2.34)
S S

~

Beweis Wir zeigen die Behauptung fiir (6,,),. Nach Feststellung 3.2.1 und 3.2.3 ist klar,
daB 6, auf {¢, € ®} die Gleichung (3.2.30) 16st. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei
w € {¢, € B} C B, beliebigund 6 = (¢, 0?) € O mit G,,(w; 0) = 0. Aufgrund der speziellen
Gestalt von w,, und w, erhalten wir dann zunichst

n

0 aam(Xkl(W)§¢)>
= Xi(w) —m( X1 (w); ,
(6) = o0t —mexe st on (Gt

d.h. 0 = (¢, 0?) 16st das Gleichungssystem (3.2.13). Wegen w € B,, und der Eindeutigkeit
in Feststellung 3.2.1 folgt, daB ¢ = ¢, (w). Aus der Gestalt von w, erhiilt man dann

n . 2 ) . N

0= 3 | (Xu(0) — m(Xecs (@i 60(0)) = (1l )+ 1 () Xis ()
k=1

% (10(60()) + 11 (90 (@) X1 () )

d.h. 02 st die erste Gleichung in Feststellung 3.2.3. Wegen ¢,(w) € ® und der Eindeutig-

2

keitsaussage in Feststellung 3.2.3 folgt dann o2 = 62(w), also insgesamt = (¢, (w), 62 (w)) =

0, (w). Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit. |

Wegen Feststellung 3.2.1 und 9,2m(x;0) = 0 ist aulerdem klar, dafl 0, und 0, auf dem
Ereignis B, die Least-Squares-Gleichung (3.2.12) 16sen, d.h. auf B, gilt Van(én) =0=

VoQn(6,). Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse iiber die beiden Schitzfolgen (én)n und

(6,)n in den folgenden Theoremen zusammen:
Theorem 3.2.6 Die Schitzfolge (én)n 1st die eindeutige stark konsistente Losung der qua-

dratischen Schatzgleichung (3.2.30). Auferdem ist (0,,), eine stark konsistente Lisung der
Least-Squares-Gleichung (3.2.12) mit

VOcO: P (lim inf {én ist lokale Minimalstelle von © 3 0 — QH(Q)}) =1. (3.2.35)

n—oo
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Beweis Die starke Konsistenz von (én)n ergibt sich aus den Lemmata 3.2.2 und 3.2.4.
Insbesondere gilt also auch

V9 co: P (lim inf{d, @}) =1. (3.2.36)
n—oo

Wegen {¢, € ®} C {6, € O} und Feststellung 3.2.5 gilt G,(f,) = 0 auf dem Ereignis
{0, € ©}. Zusammen mit (3.2.36) zeigt dies, daB (6,), eine stark konsistene Losung der
Schitzgleichung (3.2.30) im Sinne von Definition 2.3.1 ist. Die Eindeutigkeit ergibt sich
sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Feststellung 3.2.5.

Oben wurde schon bemerkt, daf Van(én) = 0 auf dem Ereignis B, gilt. Da nach
(3.2.21) Py (liminf, ,,, B,) = 1 fiir alle § € O, ist (én)n also auch eine stark konsistente
Losung von (3.2.12). SchlieBlich ist die Funktion @, konstant in 63 = o2, d.h. Q,(F) =
Qn() fiir @ = (¢,02). Ist ¢, lokale Minimalstelle von & > ¢ — Q, (@), so ist also 0, =
(¢, 52) lokale Minimalstelle von © 3 8 — Q,(#). Wegen (3.2.20) in Lemma 3.2.2 folgt

daher (3.2.35). |

Vollig analog beweist man das folgende Resultat iiber die Schétzfolge (én)n

Theorem 3.2.7 Die Schitzfolge (én)n st die eindeutige stark konsistente Losung der qua-
dratischen Schitzgleichung (3.2.33) sowie eine stark konsistente Lisung der Least-Squares-
Gleichung (3.2.12), und es gilt

VOicO: P <1im inf {én ist lokale Minimalstelle von © 3 0 — QH(Q)}) =1 (3.2.37)

n—oo

Das vorstehende Resultat rechtfertigt es, die Folgen (6,), und (6,), als Conditional-
Least-Squares-Schitzfolgen, im folgenden kurz: CLS-Schétzfolgen fiir den Parameter § € ©
zu bezeichnen. Fiir die asymptotische Verteilung der Schitzfehler kommt es jedoch aus-
schlieBlich darauf an, da$ 8, und 6, die quadratischen Martingal-Schitzgleichungen (3.2.30)
bzw. (3.2.33) 16sen. Diesbeziiglich gilt folgendes Resultat:

Theorem 3.2.8 Die Schitzfolgen (8,), und (8,)n sind asymptotisch normal mit

Vn(6, — 0) ﬁ N (0, V()W (O)V(H)T) (3.2.38)
und
Vi, — ) 5 N (o, V(@)—1W(9)V(9)—T) . (3.2.39)
Daber sind
V(0) = —pg (win (5 0)[Vem(;0)]" + wy(;0)[Vov(+0)]"), (3.2.40)

V() = —po (0 (5 0)[Vam(;0)]" + iy (;0)[Vov(-;0)]7) (3.2.41)
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sowne

(3.2.42)

W(0) = po (v(-; O) Wi (3 )W (- 0)" + (11a(-:0) — v(-:0)*) Wy (- )y (5 6)"

(3.2.43)
+ 15(30) (w0 (5 0), (5 0)7 + B (5 0w (50)7) ).

Beweis Wir weisen die Voraussetzungen von Theorem 2.3.5 nach.

1. Betrachte zungchst (,),. Mit w,, und w, aus (3.2.31) und (3.2.32) definiere

9(2,:6) 1= win(w:0) (y — m(w:0)) + wo(250) ((y — m(2:0))” = v(:6)),

so daB sich die Schitzgleichung (3.2.30) in der Form
> 9(Xk, Xi130) =0
k=1

schreibt. Offenbar ist ¢ komponentenweise ein Polynom vom Grad < 3 in den Va-
riablen x und y mit von 6 abhéngigen C'*°-Koeffizienten; gleiches gilt somit auch fiir
sémtliche partiellen Ableitungen 0,¢;, 7,7 = 1,...3. Da der CIR-Prozef unter P,
Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind diese also lokal dominiert integrierbar
beziiglich (jig)pco, und fiir : = 1,...,3 und 6 € O ist g;(-, ;6) € L*(jig). Insbesondere
erfiillt g die Bedingung C1 aus Kapitel 2. Die Behauptung folgt somit aus Theo-
rem 2.3.5, falls g auch Bedingung I erfiillt, also die Matrix V(0) = fig (Dgg(0)) fiir
jedes 0 € © invertierbar ist. In Abschnitt 2.5, Gleichung (2.5.7) wurde bereits nach-
gerechnet, dafl V(0) fiir quadratische Schitzfunktionen gerade durch den Ausdruck
(3.2.40) gegeben ist. Die Invertierbarkeit von V() ergibt sich aus der Bemerkung
im Anschlu8 an diesen Beweis. Eine Rechnung wie in (2.5.9) zeigt, dafl die Matrix
W () = fig (9(0)g(#)") fiir quadratische Schétzfunktionen gerade die in (3.2.42) an-
gegebene Gestalt hat. Damit folgt die Behauptung aus Theorem 2.3.5. Im Anschluf}
an diesen Beweis werden explizite Formeln fiir die Eintrige von V(0) und W (0)
angegeben.

2. Betrachte nun (6,),. Die zugehorige Schiitzgleichung (3.2.33) liBt sich schreiben als

> (X1, Xg;0) =0
k=1
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mit
G253 6) = wn (:0) (y — m(;6)) + B (250) ((y — m(2:0))° = 0(2:6) )

wobei w,(x;0) = 1/(no(0) + m(0)x) nach (3.2.34). Fiir ¢ = 1,2 ist g(-,;0) =
gi(-,;0) € L*(fip) fiir alle 6 € © und 9;g; = 9;¢; lokal dominiert integrierbar fiir

j=1,...,3 nach dem ersten Beweisschritt; zu betrachten bleibt nur die dritte Kom-
ponente
. 1 2
xz,y;0) = —m(z;0))” —v(x;0)) .

Offenbar ist fir j =1,2,3

gj ($7 Y; 9)
(10(0) + m(6)x)
wobei g; : E2x© — R ein Polynom in (z, y) mit stetig von 6 abhéingigen Koeffizienten

ist. Da wegen z > 0 und 19(6),7:(0) > 0 stets (o(8) +m(0)z)* > (10(0))> > 0
abgeschétzt werden kann, ergibt sich

0;gs(x,y;0) =

G (z,y;0)]

(m0(9))*

also ist 0;g3 lokal dominiert integrierbar. Auflerdem ist

10;G5(w,y;0)| <

(X1 — m(Xo;0))* — v(Xo; 9))2]
(n0(0) + 7]1(9)X0)2

1 9 a2 ~
< G e {((X1 — m(X0;0)) — v(X0;6)) } < 0,

das zeigt g3(-,-;0) € L*(f1p). Nach (2.5.7) und einer Rechnung wie in (2.5.9) sind wie-
derum V(0) = fig (Deg(#)) und W(0) = fig (§(6)3(0)") durch (3.2.41) und (3.2.43)
gegeben, und ‘7(9) ist invertierbar, siehe die anschlielende Bemerkung. Die Behaup-

tung folgt damit wiederum aus Theorem 2.3.5.

Bemerkung FEin Vergleich der Kovarianzmatrizes in (3.2.38) und (3.2.39) scheint nur
auf numerische Weise moglich zu sein. Fiir die Schitzfolge (6,,), konnen die Matrizes V ()
und W (#) explizit durch 6 = (a,b, 0?) ausgedriickt werden. Es ist w,,(z;0) = Vom(x;6),
also

V(0) = —po (Vom (- 0)[Vom(;0)]" + wy (3 0)[Vov(-0)]7) .
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Wegen d,2m(x;0) = 0 ist

(Da0(0))? 9a70(0) (Fpv0(0) + Opy1(0) ) 0
Vom(z; 0)[Vom(z;0)]" = | 9.:70(0)(070(6) + 0571 (6)) (9470 (0) + Oy71 (0))” 0
0 0 0

sowie aufgrund der Definition von w,

wy(z;0)[Vov(z; 0)]"

0
= ( 0 (Duv(x50), Opv(z;0), Opev(x;0))
m0(¢) +m(d)x
0 0 0
= (m0(®) + m(e)z) 0 0 0
o?0um0(9) o (Ono(d) + 0o (B)z)  mo(@) +m(g)w
Im folgenden schreiben wir vy = vg(6) = E,,[X{] fir das k-te Moment von Xj un-

ter P,, und lassen der besseren Ubersichtlichkeit halber das Argument # der Funktionen
Vi, Yo, Y1, Mo, 1 sowie V' V und W weg. Dann berechnet man

‘/11 - - (aafYO)Q 3

Vig = Va1(0) = —0u70 (Op70 + Opm111)
Vis = Vas(#) = 0,
Vay = = ((850)? + 2000011 + (Bon)*v2)

Va1 = —020um0(no + mn),
Vg = —0? (100sm0 + (MoOsm + MOpmo) 1 + O v2)
Vas = — (15 + 2momwr + nir) .

Insbesondere folgt wegen der Blockgestalt von V/

det V = Vg - (ViiVao — Vi3)

= - (773 + 2nemy1 + 7]%1/2) . (aa’Yo)2 (3()71)2 (V2 — V12) <0,
—_——
=Vary, (Xo)

d.h. V ist invertierbar. Nun zur Berechnung von W (#). Nach (3.2.42) ist
W(O) = o (05 0)0m (5 0)0m(50)" + (pa(50) = v 0)2) w, (5 0wy (50)”
1135 0) (1 (5 8w (5 0) + 1wy (5 0w (0)7) ).
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Dabei ist wy, (x; 0)w,(z;0)" = Vom(z;0)[Vem(z; 0)]" wie oben,

o
o

9a0(0) (10(0) + m1(0)z)
Wi (25 0)wy(z;0)" = [0 0 (970(0) + i (0)x) (no () + m1(0))

0 0 0
sowie
0 0 0
wy (z; Nwy(z;0)" =10 0 0
0 0 (no(0) +m(0)z)?

Im folgenden lassen wir das Argument 6 wieder weg. Dann berechnet sich W zu

Wi = Ey, [0°(n0 +mX0)(0270)°] = 0*(8a0) (110 + m111),
Wiz = By, [0°(110 + 1Xo) - 8a0 (970 + Oymi Xo) ]

=0 aﬂo (M006v0 + (M0 71 + M Opy0)v1 + MmOp11v2)) 5
Way = By, [02(770 +mXo) (Opyo + 3571)(0)2]

=0’ (U0(3b70)2 + (71(O70)? + 2100700571 )11

+ (770(31;71)2 + 2m Oy 0p 1) v2 + (U1(3b71)2)’/3)a

Wiz = E,, [(130 + 1131X0) a0 (10 + mXo)]
= 3a70 (130m0 + (k3170 + p3om) Vi + pizimive)
Was = B, [(1s0 + 131X0) (O6v0 + O 1X0) (0 + 11 Xo)]
= 1130M09Y0 + (1430M00s71 + 11317006V + 11301106%0) V1
+ (3110071 + p31m 00 + 30 Opy1)V2 + p31m Oy 13,
Wiss = E,, [(/Mo + par Xo + pae Xy — o (o + 771X0)2) (1m0 + 771X0)2}
= By [((ao — o™ ) + (1141 — 20 nomy) Xo + (paz — o*n7) X3) (no + mXo)”]

= (a0 — o) (M5 + 2momivn + mive) + (par — 20 nom) (mgvr + 2n0mivs + 15 v3)

+ (pao — 0477%)(77(2)% + 2nomvs + 77%1/4)-

Die iibrigen Eintridge sind durch die Symmetrie von W festgelegt.

Fiir die Schiitzfolge (), ist eine solche explizite Darstellung von V'(8) und W (6) nicht

v e 1
moghch, da EHG m

nicht in geschlossener Form berechnet werden kann. Jedoch ist
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leicht zu sehen, daf auch die Matrix V'(#) invertierbar ist: offensichtlich gilt nimlich

0
by, (2;0)[Vov(z;0)]F = 0 (Ouv(2;0), Opv(w;0), Opov(;0))
1
10(4)+m(¢)z
0 0 0
= 0 0 0
02 dam0(9) a*(9pmo(9)+pm (¢)x) 1
(no(¢)+m (¢)z) (no(®)+m (¢)z)
und somit

. Vii(0) Via(8) 0
V(0) = —pg (0 (5 0)[Vom (5 0)]" + @y (;0)[Vov (5 0)]) = | Var(0) Vae(6) 0 |,

woraus sich
det V(0) = —(VitVaz — ViA) = — (0a%0)* (Osm1)* (v — 7) < 0

ergibt. ¢

3.2.2 Schitzung mittels optimaler quadratischer Schitzfunktion

Die im vorhergehenden Unterabschnitt konstruierten Schitzfolgen (6,), und (6,), sind
stark konsistente Losungen quadratischer Martingal-Schétzgleichungen. Allerdings konn-
ten die zugehorigen asymptotischen Kovarianzmatrizes nicht analytisch verglichen und
somit auch nicht entschieden werden, welches die ,bessere“ Schitzfolge ist. Wir kénnen
allerdings fragen, ob es in der Klasse der quadratischen Martingal-Schétzfunktionen ein
optimales Element im Sinne von Abschnitt 2.5 gibt. Dazu sei & definiert wie in Abschnitt
2.5, und es bezeichne wieder %, die Teilmenge aller ¢ € ¢4, die quadratische Martingal-
Schatzfunktionen induzieren. Wir mochten fiir den CIR-Prozef optimale Gewichte wy, und
w; bestimmen. Nach Satz 2.5.2 ist eine mogliche Wahl von w}, und w; gegeben durch

(pa(x;0) — v(x;0)*)Vom(z; 0) — usz(x;0)Vov(z; )

v(;0) (pa(e; ) — v(2:6)?) — ps(;0)?
v(z;0)Vov(x;0) — ps(x; 0)Vem(z; 6)
v(w; 0) (pa(ws 0) — v(w;0)%) — ps(;0)*
vorausgesetzt, die zugehorige Funktion

wr (z;0) =

(3.2.44)

wy(x;0) =

(3.2.45)

ge(w,9:0) = (y — m(z;0))wy, (2;0) + ((y — m(;0))* = v(w;0)) wy(2;0)  (3.2.46)
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ist ein Element in 4. Wir erhalten folgendes Resultat, welches sowohl (3.2.38) als auch
(3.2.39) verbessert:

Theorem 3.2.9 Sei g, definiert durch (3.2.46). Dann ist g. € 4 und somit g, ein optima-
les Element in 9,. Auflerdem existiert eine stark konsistente Losung (07),, der Schitzgleichung

0=G(0) = g (X1, X5 0), (3.2.47)
k=1
mit
VO € O Vn(0h —0) —— N (0,W, (0)"")  unter By (3.2.48)
n—oo

Beweis Nach Definition von ¥ ist zu zeigen: g, erfiillt die Bedingungen C1 und I aus
Abschnitt 2.3 sowie g, (-, -;0) € L*(jig) fiir jedes 6 € ©.
Wir beobachten zunéchst, dafl w;, und wj wohldefiniert sind: die Funktion

h(w;8) = v(w;0) (pa(;0) — v(2;0)?) — ps(;6)°

im Nenner von (3.2.44) und (3.2.45) ist nach der Bemerkung am Ende von Abschnitt 2.5
stets positiv, da nach (3.1.1) Qy(x, dy) ~ N(dy), das Mafl Qp(z, dy) also keine Punktmassen
hat. Wir zeigen jetzt, dafi h(-;6) fiir festes § € © auf Ry sogar nach unten beschrinkt
weg von 0 ist. Wegen der Gestalt von v, ps und g4 (siehe (3.2.7) und (3.2.8)) ist A(-; ) fiir
festes € © ein Polynom in x vom Grad 3 mit Koeffizienten, die stetig von § abhéingen,
d.h. A hat die Gestalt

3
h(z;0) = Zai(ﬁ)xi
=0
mit stetigen a;(-) : © — R, i = 0,...3. Es kann explizit nachgerechnet werden, daf
a;(f) > 0 fiir alle # € ©, woraus die Zwischenbehauptung folgt. Man kann aber auch wie
folgt argumentieren: da h(-;6) > 0 ein Polynom ist, gilt lim, ,, h(z;0) = oo, und aus
Stetigkeitsgriinden folgt
igf[;h(x; ) = I;lzl(r)lh(l‘;e) =:C(0) > 0.

n—oo

Dabei ist 6 — C(#) stetig: sei dazu (9,), C © mit ¥, —— 0 € ©. Weiterhin sei z, >
0 mit h(z,;0) = C(0) = mingsgh(x;0) sowie (z,), C Ryo mit h(z,;9,) = C(0,) =
min,>q h(z;¥,). Dann ist die Folge (z,),, beschrankt. Wére dies ndmlich nicht der Fall, so
gibe es eine Teilfolge (x,, )x € Ry mit z,,, — oo fiir k — oo. Da x,,, > 0 eine Minimalstelle
von h(+;9y,) ist, folgt Lh(z,,;Un,) = 0 fiir alle k. Andererseits gilt

3
. 1k
(@, ; Ong) = Zz - a;(On,) xﬁlkl 2720 0,
= L

d
dx
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Widerspruch. Folglich gibt es K < oo mit z,,z, < K fiir alle n € N, und es folgt

1C(9,) —C(0)] = | min h(x;9,) — min h(z;0)| < max |h(z;9,,) — h(z;0)] =0

0<e<K 0<r<K = 0<a<k
und damit die Stetigkeit von C(-).
Nun ist der Zahler in (3.2.44) und (3.2.45) jeweils komponentenweise ein Polynom in z
mit stetig von § abhingigen Koeffizienten, also hat die i-te Komponente von g, aus (3.2.46)

die Gestalt

gis(2,y;0) = W,

wobei §; ein Polynom in (z,y) ist, dessen Koeffizienten stetig von # abhéngen. Daraus folgt
dann

1 .
|gis (2, y; 0) ] < Wl%(m,y; o).

und damit nach mittlerweile hinlinglich bekannten Argumenten g;.(-,-;0) € L*(fig), i =
1,...,3. AuBerdem ergibt sich fiir die partielle Ableitung nach 6;

0;qi(x,y; 0) - h(z;0) — i, y; 0) - Ojh(x;0)  pij(x,y;0)
ajgi*(xay;g): ’ h(z;0)2 ’ - ;Jl(x;g)Q

mit einem Polynom p;;, dessen Koeffizienten wiederum stetig von 6 abhéngen. Folglich
kénnen wir fiir 7,7 = 1,...,3 abschétzen:

1095 (x,y;0)| < z,y; 6|,

1 -
c)?’ 1P (
und hier ist die Funktion auf der rechten Seite lokal dominiert integrierbar, wobei wir die
Stetigkeit von 6 — C'(0) verwenden. Damit erfiillt g, die Bedingung C1.

Nun zur Bedingung I. Wir miissen zeigen, dafl fiir jedes § € © die Matrix V, (0) =
fio(Dpg.(#)) invertierbar ist. Fixiere dazu # € ©. Da g, nach Konstruktion die Vorausset-
zungen von Lemma 2.5.1 erfiillt, gilt V,_(0) = —W,_(0) = —fig(g.(0)g.(0)T), siehe (2.5.4).
Sei u = (uy, uz, uz)’ € R® mit V,_(0)u = 0. Dann gilt auch

3 2

3
0=u" W, (O)u=">" uifig (gi(-10)gju (- -1 0)) u; = fig [Z igis (-, 1 0)
=1

ij=1

also 327 uigi (-, 0) = 0 in L?(jig) und damit auch fiir ji-fast alle (z,y) € E?. Wegen
fig ~ N2 (siehe (3.1.3) legt fiy positive Masse auf jede offene Teilmenge von E?, und da
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(x,y) — g«(z,y;0) stetig ist, folgt

3
V(z,y) € E*: 0= Zuigi*($>y; 0)

=3y — a0 (03 0) + (g — s 0))° = o3 0)) w02 0)]
=y Z ;i [(m(;0)* — v(;0))wy ;(;0) — m(x; O)wy, ;(230)]
+y! Zuz [w;‘n,i(x; 0) — 2m(x; Q)M:J(x; 0)}

1=1

3
+9° Z ugwy (3 0).
i=1
(3.2.49)

Durch Vergleich der Koeffizienten fiir  und y? sowie eine elementare Umformung erhalten
wir hieraus, daf§ fiir alle x €

3

0="> uuw},,(x:0) (3.2.50)
i=1
3

0="> uw},(z;9). (3.2.51)
i=1

Multiplikation der ersten Gleichung mit v(x;60) und der zweiten Gleichung mit pus(z;6)
sowie anschliefende Addition ergibt

3
Ve e F:0= Zul [0(2; 0)wy, (2 0) + pa(a; O)wy (23 6)]

1=1

iui v(x;0) (pa(; 0) — v(@; 0)*) dmx; 0) — s (w; 0)drv ()

h(z;6)
v(z;0)0v(x; 0) — p(; 0)Oim(; 0)
3 .’IZ',H
Frlnd) h(z; 6) (3.2.52)
= Zuzh(; ) iv(x; 0) (pa(z;0) — v(x;0)%) — ps(x; 9)218im(m;0)
=t ’ :hE;;é’)

3
= Z w;0;m(z; 6)
i=1

= u10%0(0) + w2070 (0) 4 u20y1 ()
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aufgrund der Gestalt von m aus (3.2.2) (beachte d3m(x;0) = 0,2m(z;0) = 0). Ein Koeflizi-
entenvergleich zeigt dann uy = 0 = uy, wegen 91 (), 9470(0) > 0. Aus Gleichung (3.2.50)
ergibt sich dann wiederum wegen 0,2m(x;0) = 0 sowie der Gestalt (3.2.7) von p3, daB fiir
allex €¢ &/

0 = uzwy, 3(7;0) = u3 (@ e)sgxg’ o) =0 = Uzh(;; 5) (p30(0) + M31(9)9€l' (0(0) +m(0)z),

also auch us = 0. Damit ist die Invertierbarkeit von V,_(6) gezeigt. Es folgt ¢, € ¢ und mit
Satz 2.5.2 die Optimalitit von g, in der Klasse G5. Da der Parameter # im CIR-Modell
nach dem vorhergehenden Unterabschnitt 3.2.1 stark konsistent schétzbar ist, existiert auch
eine stark konsistente Losung (67),, der Schiitzgleichung (3.2.47), und es gilt asymptotische
Normalitéit (3.2.48), vgl. die Bemerkung nach Lemma 2.5.1. Die Schiitzfolge (6% ), realisiert
also die untere Schranke W, (0) ! fiir die asymptotische Varianz von Schiitzfolgen, die als
Losungen quadratischer Martingal-Schétzfunktionen (d.h. solcher mit g € %) definiert
sind. |

3.3 Likelihood-Schitzung und LAN im CIR-Modell

Im letzten Abschnitt der Arbeit wollen wir schliellich das diskretisierte CIR-Modell auf
lokal-asymptotische Normalitdt (im folgenden wieder: LAN) und auf die Existenz einer
stark konsistenten Losung der Likelihood-Gleichung hin untersuchen. Wir betrachten also
wie in Abschnitt 2.4 die Folge der Experimente

én = (Q, Z,,{Pnp:0 €0}

mit P,y = Py|z,. Die Giiltigkeit der LAN-Bedingung wurde in [OR] nachgewiesen,
allerdings ohne die Invertierbarkeit der Fisher-Information und nur fiir das Submodell
{# € © : 2a/0* > 1}. Diese Einschriinkung wird sich jedoch anders als im Fall der Beob-
achtung in stetiger Zeit (siche [Ove], Abschnitt 3) als unnétig herausstellen.

Der diskretisierte CIR-Proze$} erfiillt die zusétzlichen Voraussetzungen aus Abschnitt
2.4: nach Abschnitt 1.2 ist

QH('I'; dy) = p($7 Y; 0) dy
wobei die Ubergangsdichte p nach (1.2.3) strikt positiv festgelegt werden kann, etwa als

P, 3.0) = 110y (1) + 10,00 ()05 exp(—e(O)y—e(0)e"2)- D j !(Fc((qe();)yiej wzjl)

fir z,y € E =Ry und 6 € ©. Hierbei

2a 2b
90) == -1>-1, )= TS 0. (3.3.1)
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Offenbar gilt ¢(-), c(-) € C*(0©). Insbesondere folgt wie in Abschnitt 2.4, daf fiir jedes n €
N die Wahrscheinlichkeitsmafie { P, ¢ : 0 € ©} untereinander dquivalent sind (anders im Fall
zeitstetiger Beobachtung: siehe [Ove], Abschnitt 4). Der Logarithmus der Ubergangsdichte
ist gegeben durch

U(z,y;0) := logp(z, y;0)

= (q(0) + 1) log c(0) + q(0) log y — ¢(0)y — c(0)e"*x + log (Z SR )

J'(q(0) +3j +1)

7=0
(3.3.2)
fiir y > 0 sowie £(x,0;6) = 0 fiir y = 0. Wir schreiben nun wie in Abschnitt 2.4
Lo(0) :=> (X1, X50)
=1
fiir die log-Likelihood-Funktion und erhalten die Likelihood-Gleichung
VoLn(0) = Vel(X; 1, X;;60) =0. (3.3.3)

Der Einfachheit halber gehen wir im folgenden davon aus, dafl die Startverteilung des
Prozesses unter Py durch die invariante Verteilung pp gegeben ist, £(Xq | Py) = pg. Nach
Abschnitt 2.4 kann hier aber { g }gco durch jede Familie {vy}gco mit vy ~ N ersetzt werden
oder die Startverteilung auch als bekannt angenommen werden.

Als Hauptresultat dieses Abschnitts erhalten wir als Konsequenz von Theorem 2.4.2:

Theorem 3.3.1 Fiir den diskretisierten CIR-Prozef$ gilt LAN an jeder Stelle € © mit

—-1/2

normierender Folge 6,(0) =n und Fisher-Information

K(0) = [fig (9 :0) - 0,00, <0, , € B (3:3.4)

mit { aus (3.3.2). Auferdem gibt es eine eindeutige stark konsistente Lisung (9F), der
Likelihood-Gleichung (3.3.3) mit

Ve O: P (lim inf{w : 0% (w) ist lokale Mazimalstelle von Ly (w; )}) =1, (3.3.5)
n—oo
und es gilt
VO € O : vn(dh —0) —“—= N (0,K(0)7)))  unter P (3.3.6)
n—oo
Der Beweis erfolgt iiber den Nachweis der Voraussetzungen von Theorem 2.4.2; die wir im
folgenden in einer Reihe von Lemmata sorgfiltig nachrechnen.
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Zunichst miissen wir den letzten Summanden auf der rechten Seite von (3.3.2) genauer
untersuchen. Dazu definieren wir fiir 2 € R und ¢ > —1

i

B = —_
(2,4) ; JT(g+j+1)

sowie

C:= (min F(a:))_l < 0.

>0
Wegen der Abschétzung

VjGN()Z

7 <C 2l (3.3.7)
MTe+7+1)~ ! o

und der lokal gleichméfiigen Konvergenz der Exponentialreihe konvergiert die Reihe in (3.3)
lokal gleichméfig in (z,¢) auf R x Ry _1, und folglich ist B(-,-) stetig. Offenbar gilt

1

Aus der Funktionalgleichung der Gammafunktion
Iz +1) =al'(z), x>0
ergibt sich
I(z+1)>T(x), x> 1,
also auch
1 = 27 1
Vz2>0,g>—-1:0<B(2,q+1) = ——— + Ty Y
- S [(g+2) Z]!F(Q+]+2)
(3.3.9)
<C+
Z MT(g+j+1)
<C+ B(z,q).

Wir untersuchen die Funktion B(-, -) nun auf Differenzierbarkeit. Die partiellen Ableitungen
nach den Variablen z bzw. ¢ werden dabei mit 0, bzw. J, bezeichnet.

Lemma 3.3.2 Sei B: R x R. | — R definiert wie in (3.3). Dann gilt B(-,-) € C*(R x
R._1), und auf Rsg x Rs_; sind samtliche partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord-
nung nach Division durch B(-,-) beschrinkt durch ein Polynom in z mit stetig von q
abhdngigen Koeffizienten, genauer: fir alle z > 0,q > —1 qilt

9.B(z,q) 92B(z,q)
B(z,q) B('Zaq)

‘ < alg),

‘ < aglg + ao(g), (3:3.10)
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—ang;)]) ‘ < bo(q) + bi(q)z, %(Zq’)q)‘ < ag(q) (bo(g +1) + ba(g + 1)2), (3.3.11)
%‘ < clq) + c1(@)z + e2()2” (3.3.12)

mit stetigen Funktionen a;(-), bi(-), ¢i(-) : Ra_; — Rso.
Beweis

1. Wir zeigen zuerst, dafl B(-,-) € C?*(R x Rs_;). Fiir festes ¢ > —1 ist B(, ¢) offen-
sichtlich eine Potenzreihe in 2z mit Konvergenzradius oo, also existieren die partiellen
Ableitungen beliebig hoher Ordnung nach z und kénnen durch formale Differentiation
berechnet werden. So ergibt sich

9.8 J2
D= T vET Y
Zjil

“(j =T (g+7+1) (3.3.13)

JT((g+1)+j+1)

Mwmﬁaw

<.
Il
)

B(z,q+ 1),

also auch
0’B(z,q) = B(z,q + 2). (3.3.14)

Zur Berechnung von 9,B(z, q) differenzieren wir die Reihe (3.3) zunéchst formal nach

¢ und erhalten

Z __Zi—(qu?“L ):_Zi—w(Q+‘7_+ ) (3.3.15)
'Fq+j+1) jzoj!r(q—i-j—i-l)Q jzoj!F(q—Fj—Fl)

Jj=

mit der Riemannschen -Funktion

Y(x) = (log'(z)) = x> 0. (3.3.16)

Es bleibt nun noch zu zeigen, dafl die Reihe (3.3.15) lokal gleichméflig in ¢ konvergiert.
Nach 1.7 (3) in [Bat] hat die Funktion ¢ die Darstellung

:E+n)’

va@)=—r+e-1) o
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wobei 0 < v < 1 die Euler-Mascheroni-Konstante ist. Fiir x > 1 erhalten wir hieraus

mit
- 1
1<Ky=> ——<
0 nz%(n—l—l)? >
die Abschitzung
- 1
()| < v+ (2 — 1) Zm Ko(14 (x—1)) = Koz, x>1, (3.3.17)

n=

d.h. ¢ wichst auf [1, 00) sublinear. Da auerdem 7y 0 fiir r — oo, gilt

T
K, :=su < oc. 3.3.18
LTI (3319
Wegen ¢ > —1 liefern nun die Abschétzungen (3.3.17) und (3.3.18)
J | J | J
vj> 1, |2t It D Bl e ot g B
IMg+5+1 17 gt Tlg+i+1) J!

und somit lokal gleichméfiige Konvergenz sogar in (z,q) der Reihe (3.3.15). Damit
ist gezeigt: 0,B(z, q) existiert und ist stetig auf R x Ry _;, und es gilt

— 2 Y(q+j+1)
8,B(z,q) =y =4I T ) 3.3.19
Bl = =3 S 3:3.19)
Hieraus und aus (3.3.13) ergibt sich sofort
02 B(2,4) = 0,(0.B(2,0)) = ,B (2,0 + 1). (33.20)

Da 0,B(z, q) nach (3.3.19) wieder eine Potenzreihe in z mit Konvergenzradius oo ist,
berechnet sich 07, B(z,q) durch formale Differentiation zu

. . =0,B(z,q+1
L(g+j+1) — jIT(g+j+2) ( )

Z]Z’ "Ylg+i+1) _ZOO:Z_W(QJerr?)
3=0
a2
- aqu(Z7Q)
Schliefllich ergibt formale Differentiation von 0,B(z, ¢) nach ¢
B Z [ (¢+J+ 1)}
1 T(g+7+1)
_szw (¢+j+DT(g+i+1) —vg+j+DM(g+5+1)
[(q+j+1)

YY) =g+ i+ 1)
B Zﬂ [(g+j+1) '

(3.3.21)
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Fiir ¢ gilt nach 1.16 (9) in [Bat] die Reihenentwicklung

also gilt
! ) < > 1. 3.3.22
W= S =R e (3322)
Wegen “”2 y 0 fiir z — oo ist auch
72
K5 :=su < Q. 3.3.23
=T (3.3.23)

Hieraus und aus (3.3.17) sowie (3.3.22) erhalten wir fiir j > 1

Z_jw’(q+j+1)—w2(q+j+1)‘<\Z_W<¢’(Q+J‘+1) !w(q+j+1)\2>
7! [(g+7+1) - \Te+j+1)  Tle+i+1)

J
< |j—l  (KoC + KJK>)
(3.3.24)

und somit lokal gleichméfige Konvergenz in (z, ¢) der Reihe (3.3.21). Daher gilt fiir
alle z e R,g > —1

):_iﬁw’(QHH)—w?(QHHX

0°B(z,q , ,
Bl = T(g+j+1)

(3.3.25)

Da sdmtliche Reihen (3.3.14), (3.3.20) und (3.3.25) lokal gleichmafig in (z, ¢) konver-
gieren, folgt Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen, und B(-,-) € C?*(RxR- ;)
ist gezeigt.

. Wir zeigen nun, daf fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung auf

R>¢ x Rs_; Abschéitzungen der Form (3.3.10) - (3.3.12) erfiillt sind. Seien also z >
0,¢ > —1 beliebig. Nach (3.3.13) und (3.3.14) haben wir wegen (3.3.8) und (3.3.9)

C + B(z,q)
B(z,q)

< <C-T(g+1)+1

8ZB(z,q)‘ _ ‘B(z,q+1)‘ _ B(z,q+1)
B(z,q) B(z,q) B(z,q)

82B(z,q)‘ _ B(z,q+2) B(zq+1) < C+B(zq+1) C+B(zq)
B(z,q+1) B(z,q) — B(z,q+1) B(z,q)
<(C-T(g+2)+ 1D (C-T'(g+1)+1),
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also gilt (3.3.10) mit ag(q) := CT(¢+ 1) + 1.
Aus (3.3.17) ergibt sich fiir j > 2

[W(g+j+1) < qg+j+1
JT(g+j+1) = " "ji0(g+j+1)
1 gty +1

0~ 3 N
JTg+7) q+7

1 1
< Kog— —~ - 1+—.>
"G —1)IT(g+ ) ( q+J
—_———
<2, da j>2
1

(J—=DIM(g+j)

Fiir j = 1 haben wir ¢+ j +1 = ¢+ 2 > 1 und damit wegen (3.3.17)

< 2K,

1v(g + 2)| q+2
LA TEANE — < K K.
T(g+2) — °I(g+2) ~ "

Zusammen mit (3.3.19) ergibt sich aus diesen Abschéitzungen

1
@qu,<z Zla+i+ 1)

' Tg+j+1)
|1/)(q+1)| = 2
S T TRME+2R Y e
< %Z:)ﬂ + Koz (K, +2B(2,9))

also wegen (3.3.8) auch

an(Z, Q)
B(z,q)

1 K
‘ < WD e B T (5t +2)

~-
<1 nach (3.3.8)

< g+ D] + Koz (KiT'(g + 1) + 2) =: bo(q) + bi(q)2

und damit unter Verwendung von (3.3.9) auch

3323(2,@‘ _ |94B(z,q+ 1)‘ _ [04B(z,q+ 1)‘ B(z,q+1)
B(z,q) B(z,q) B(z,q+1) B(z,q)
< 9yB(z,q+1)| C+ B(zq)
~ | B(z,q+1) B(z,q)

< (W(q +2)| + Koz (KiD(qg +2) + 2)) : (cr<q +1)+ 1).
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Damit ist (3.3.11) gezeigt.
Schliefllich haben wir aus (3.3.25)

j 1 2 1
)‘<§:2J¢@+J+ I+¢*a+j+1)

0’B
9382 q I(g+j+1)

7=0 J:

Aus (3.3.17) folgt fiir j > 3

[Pla+i+DF _ 0 (a+j+1)°
Mg+ +1) — (g +j+1)

_ K2 (g+7+1)°
"+ )g+j -1 (g+j—1)
) 1 qt+j+1 g+j+1

Cj0(g+ji—-1) q+j q+j—1

1 1 2
Kt () (o)
“Ta+i-1) \ a+j) ' a+j-1)

<2 <3, da j>3

1
< 6K2— . :
-G =2 (g + - 1)
und fiir j = 1,2
V(g +7+1)°

—<K2(
Tlg+j+1) —°

mit Ky aus (3.3.23). Verwenden wir noch (3.3.22), so ergibt sich insgesamt

> OOZ_II/) (g+ji+ DI+ v(g+j+1)
925(21) SZ Mg+j+1)

|¢'(q+1>| 2 Ko e+1)? o ( ! 2>
< + — : + + KgKo |2+ =2
D(g+1) ;j T(g+j+1)  T(g+1) 07 2

o0

2J

+6KG Y — :
= U-2Mg+5-1)

< Wla+ DI+ v+ 1)
- I'(g+1)

1
+ KoB(z,q) + K Ky <z + §Z2> +6K;2*B(z,q),

also

333(2761)‘

B(z,q) < | (g+ D)+ 9(g+1)*+ Ko <1+K0K2F(q+1) <Z+%ZQ>+6KOZQ),
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wobei wir nochmals (3.3.8) verwendet haben. Das zeigt (3.3.12), und die Behauptung ist
bewiesen. [

Bevor wir an den Beweis der einzelnen Voraussetzungen von Theorem 2.4.2 gehen,
benotigen wir noch zwei kleine technische Hilfsséitze.

Lemma 3.3.3 Fir jedes x € E und 0 € © gibt es eine Konstante C(x;0) < oo, so daf
Yy > 0:p(z,y;0) < Clx;0) - y?@eOv/2,
Dabei ist fiir jedes feste v € E die Abbildung
©360— C(x;0)
stetig.
Beweis Seien z € E, 6 € © beliebig. In (1.1.7) wurde schon gezeigt, daf
p(x,y;:8) < Co(:6) - e(8) " exp(—c(f)e" ) - y* DD/

mit

B F +1+U

3=0
aus (1.1.6). Wir zeigen, dal § — Cy(z; 8) stetig ist. Dazu definiere

o0

2>0,g> —1. 3.3.26

Wegen ¢+ j + 1 > j und der Monotonie der Gammafunktion auf dem Intervall [2, c0) gilt
die Abschétzung
2 2 2
Mlg+7+1) @G G-
also konvergiert die Reihe (3.3.26) lokal gleichmfig in (z,¢), und insbesondere ist B(, -)
stetig. Als Komposition stetiger Funktionen ist damit auch 6 — Co(z;0) = B (2¢(0)e"*z, q(0))

stetig. Mit C'(z;0) := Co(z;0) - ¢(0)"D+! exp(—c(0)e’ z) folgt nun die Behauptung. |

Im Beweis von Theorem 4.1 in [OR] begriinden die Autoren ihre Beschrinkung auf das
Submodell {# € O : 2a/0? > 1} damit, dafl unter dieser Bedingung die Funktion logx
integrierbar unter dem invarianten MaB 1y sei. Die Einschrinkung auf den Fall 2a/0? > 1
ist jedoch unnétig. Hierzu stellen wir fest:
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Feststellung 3.3.4 Seien a > 0, § > 0 und k € Ny beliebig. Dann ist

/ 17 re | log 2| da < oo, (3.3.27)
0

Aussage (3.3.27) folgt durch eine Substitution sofort aus [~z te™|log z|* dz < oo fiir
a > 0 und £ € Ny. In der Tat gilt

/ 2% te~(log z)* dz = ™ (a), a >0,
0

siehe z.B. [Kab], (13.8). Hieraus erhalten wir nun:
Lemma 3.3.5 Fliir jedes 0 € © und k € Ny ist die Funktion (x,y) — logy in L*(fig).

Beweis Wegen der Invarianz von py ist

o (|Log y*) = [E io(de) /E Qo(z, dy) |log y* = [E () [log ¢
()
T(a(0))

aufgrund von Feststellung 3.3.4, da nach (3.1.2)

= / v(z;0)| log 2| dz = / 12O =102 og 2|F dz < o0
B 0

2 —2b
al0) =250, r0)=—>0.

o2

Wir gehen nun an den Beweis der einzelnen Voraussetzungen von Theorem 2.4.2. Das
niichste Lemma zeigt, daB Vl(-,;0) € L*(fig) fiir 6 € © und daB V4! die Bedingung
(2.2.6) erfiillt. Dies stellt insbesondere sicher, daf die Folge (VgL ), der Scores eine Folge
von Martingal-Schétzfunktionen ist.

Lemma 3.3.6 Sei 0 € O beliebig. Dann sind firi=1,...,3 die Funktionen
E? 3 (z,y) = 0il(z,y;0) (3.3.28)
in L*(fig), und es gilt

Ve e E: / Oip(x,y; 0) dy = 0. (3.3.29)
E

Beweis Fixiere ein beliebiges 0 = (a,b,0?) € © und (z,y) € E?. Mit 2(0) := ¢(0)%e*> > 0
und der Funktion B(-,-) aus (3.3) schreibt sich ¢ gemi8 (3.3.2) als

Uz, y;0) = (q(0)+1) log c(0) +q(0) log y — c(0)y — c(0) "z +log B (2(0)xy, ¢(0)) . (3.3.30)
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Schreibe wieder 0,, 9, fiir die partiellen Ableitungen von B(-, ) nach z und ¢. Betrachten wir
zuerst den letzten Term in (3.3.30), so ergibt partielle Differentiation nach 6;, i =1,...,3

9;log B(z(0)ry, q(0)) = 0, log B(2(9)xy, q(0)) - 0;2(0) - vy + 9y log B(2(0)zy, ¢(9)) - 9:q(0)
_ 9.B(z(0)xy, ¢(9)) 0y B (2(0)zy, q(0))

BCeOm.a0) O B0 o) 1

(3.3.31)
Aus Lemma 3.3.2 folgt
10; log B(2(8)zy, ¢(0))] < a%?xqu((zé?)))‘ 10:2(0)y| + aj;?ifé);zy;(())))‘ 3 (0)]
< ao(q(0)) - [9:(60) 2y + (bo(a(8)) + b1 (a(6))=(0)y) - [0ia(0)]

wobei ag(+),bo(+),b1(-) : Ra_1 — R stetig sind. Differenzieren wir auch die iibrigen Terme
in (3.3.30) und schétzen wir ab, so erhalten wir insgesamt

10:0(x, y;0)| < r(0) +r(0)x + 1Y )y + i () xy + 17 (0) | log y| =: hi(x,y;0) (3.3.32)

mit stetigen Funktionen rk :© = Ry, k =0,...,4. Da der Prozef (X,), unter P,
Momente beliebig hoher Ordnung hat, sind die ersten Vier Terme auf der rechten Seite von
(3.3.32) in L?(jiy). Fiir den Term mit |logy| gilt dasselbe wegen Lemma 3.3.5. Damit ist
Oil(-,+0) € L*(fig) gezeigt.

Zeige nun (3.3.29). Dazu beobachten wir zunéchst, dafl nach Lemma 3.3.3 gilt

p(z,y:0) < C(x:0) - y?De /2,
wobei 6 — C(x; ) stetig ist. Wegen 8;¢ = Jip/p erhalten wir aus (3.3.32) also

|0ip(, y; 0)| < pla,y;0) - hi(x, y; 0)
< C(x; 0)y?@e D92 (x4 6).

Fixiere nun z € £ und ¢ € © wihle eine beliebige kompakte Umgebung U C © von §. Aus
der Stetigkeit von ¢(-), ¢(-), C(z;-) und den r,gz)(-) erhalten wir mit
— = mi < = q . 1= mi
1< g, min q(¥) < max q(V9) =: ¢7, G 1= min c(¥) >0
und

_ _ 0 o e o) S
C:=C(x):= r1191€a5<0($ v) >0, c,’ = maxry (¥) >0,
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daf} fiir alle y > 0

sup [0;p(x, y; )|
gelU

< sup {C(a; 0)y e V2 hy(z, y; ) } (3.3.33)
delU

<Oy +yT)e /2 (Céi) + O+ Oy + CPxy + P og y\)

Unter Verwendung von Feststellung 3.3.4 sieht man nun, daf§ die Funktion auf der rechten
Seite von (3.3.33) (als Funktion von y) Lebesgue-integrierbar auf [0, 0o) ist. Nach einem be-
kannten Satz aus der Lebesgueschen Integrationstheorie (siehe z.B. [Els], Satz IV.5.7) darf
somit die Funktion 6 — [ p(z,y;0) dy = 1 partiell unter dem Integralzeichen differenziert
werden, und es folgt (3.3.29). |

Im néchsten Lemma untersuchen wir die zweiten Ableitungen von £:

Lemma 3.3.7 Fiir allet,7 =1,...,3 sind die Funktionen
E*x 053 (1,y;0) — 8i2j£(x7y;0)

lokal dominiert integrierbar beziglich der Familie (fig)ycq, und es gilt

Ve e E: /Ea?jp(x, y;6)dy = 0. (3.3.34)

Beweis Schreibe wieder z(6) := ¢(8)%e"® > 0, so daf§ also 2 € C*(0) und

Uz, y;0) = (q(0)+1) log c(0) +q(0) log y — c(0)y — c(0) "z +log B (2(0)xy, ¢(0)) . (3.3.35)
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Wir differenzieren wieder zuerst den letzten Term in der Summe zweimal partiell: das ergibt

8 log B(z(0)xy, ¢(0))

_ 05B(0)ry, q(9)) - B(2(0)ry, ¢(0)) — [0:B(=(0)xy, ¢(9))] - [0;B(2(0)y, ¢(0))]
B(z(0)zy, q(0))?
_ 0; [0.B(2(0)xy, q(8)) - 0;2(8)xy + 0,B(2(8)xy, ¢(8)) - 9;4(6)]
B(z(0)xy, q(9))
_ 0.B(2(0)zy, q(0)) - 0iz(0)zy + 0, B(2(0)xy, ¢(0)) - 9iq(0)
B(2(0)xy,q(0))
. %:B(z(0)y, q(9)) - 9;2(0)zy + 9, B(=(0)zy, 4(0)) - 0;q(0)
B(z(0 ):L"y q(0))
_ [92B(z(6)2y, (0)) - 0:2(0)y + 0. B(2(6)xy, 4(6)) - 9i4(6)] - 9;2(0)y

B(z (9)$?J,Q(9))
0.B(2(0)zy, q(0)) - 072(0)wy
B(2(0)zy,q(0 ))
N 102,B(2(0)zy. q(0)) - Biz(0)zy + 92B(=(0)xy, q(0)) - 9;q(0)] - 9;4(0)
B(z(0)zy, q(9))
0y B(z(0)xy, q(0)) - 07q(0)
0.8

_|_

_|_

B(z(0)zy, q(0))
(2(0)zy, q(0)) - 9;2(0)wy + 0,B(2(0)xy, ¢(8)) - Dq(H)
B(z(0)zy, q(0))
0.B(2(0)zy, q(0)) - 9;2(0)zy + 0,B(2(0)zy, q(0)) - 9;q(0)
B(2(0)xy,q(0)) '

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.3.6 folgert man nun aus den Abschitzungen (3.3.12) in
Lemma 3.3.2, daB jeder der Summanden beschrénkt ist durch ein Polynom in xy vom Grad

X

< 3, dessen Koeflizienten stetig von # abhingen. Durch zweimaliges partielles Differenzieren
der restlichen Terme in (3.3.35) und Abschétzen sieht man dann dann: es gibt stetige
Funktionen 74 : © — R, £ =0,...,6, so daf}

|aijz(g;, v 0)| < 70(0) + 71(0)x + 72 (0)y + 73(0)wy + 74(0)2%y* + 75(0)2>y® + 76(0)| log y|

=: hy(z,y;0).
(3.3.36)

Nun ist jeder der Terme in obiger Summe von der Form f(#) - g(x,y) mit stetigem f und
g € L'(jip), also lokal dominiert integrierbar. Das zeigt die erste Behauptung.

Zeige nun (3.3.34); auch hier geht der Beweis dhnlich wie in Lemma 3.3.6. Sei wieder
h; die Majorante fiir 0;¢ aus (3.3.32), ¢ = 1,...,3. Wir haben

9%p(z,y;0)

2 . _
0 = )

— 0il(z,y;0) - 0;¢(x,y;0),
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also
p(x,y:0)
WiV T~ 92 . , O\ .9 i
p(ZE, y’ 0) ‘ — ‘amf(x? y? 0)‘ + ‘aﬁg(xa y7 0) ajg(*%‘? y7 9)’
< hij(z,y;0) + hi(z,y; 0)hj(z, y; 0)
und somit
105p(, y; 0)] < p(a,y;0) - (hij(w,y;0) + hi(w, y; 0)hy (2, 3 0)) (3.3.37)

< C(x;0) -y De O (hij(z, y; 0) + hi(w, y; 0)hy(x, :60)).  (3.3.38)

Nun ist h;;(z,y;0) + hi(z,y;0)h;(x,y;0) im wesentlichen von derselben Form wie die h,
aus (3.3.32), ndmlich ein Polynom in z, y und |log y| mit stetig von 6 abhingigen Koeffi-
zienten. Analoge Abschitzungen und Uberlegungen wie im Beweis von Lemma 3.3.6 unter
Verwendung von Feststellung 3.3.4 ergeben dann, dal # — fE Oip(x,y; 0) dy = 0 partiell
nach 6; unter dem Integral differenziert werden darf, und es folgt die Behauptung.

Schliefilich bleibt noch die Invertierbarkeit der Fisher-Information zu beweisen:

Lemma 3.3.8 Fiir alle § € © ist die Matriz K(0) aus (3.3.4) invertierbar.
Beweis Der Beweis geht analog zum Nachweis der Invertierbarkeit von V,, (6) aus Theo-

rem 3.2.9. Sei 6 = (a,b,0?%) € O beliebig und u = (uy, uz, uz)” € R® mit K(#)u = 0. Genau
wie im Beweis von Theorem 3.2.9 zeigt man, dafl dann

3
Zuiaiﬁ(a:,y; 6)=0 fiir fig-fast alle (z,y) € E*.
i=1

Wegen iy ~ N\? und da p(z,y;0) stetig in (z,y) ist, erhalten wir, daf§ fiir alle z,y > 0

3
0="> wdil(z,y;0)
=1

= Z wi0; [(a(0) + 1) log c(0) + q(0) log y — c(0)y — c(0)e"*x + log B (2(0)xy, ¢(0))]

3

=3 (A1(0(0) + 1) 0g(6)] + 0q(6) gy — 9iel6)y — 8 [:0)/c0)] 0 +

=1

0;B(z(0)zy, q(0)) )
B(z(0)zy, q(9))

Hier haben wir wieder z(6) := ¢(8)%¢"® > 0 geschrieben; beachte c()e®® = z(6)/c(0).
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Durch Multiplikation mit B(z(6)zy, ¢(#) ergibt sich, daf fiir alle z,y > 0

3

0= B(z(0)zy,q(0)) - > us (3:[(a(0) + 1) log c(0)] + d,q(0) log y — D;c(0)y — 8 [2(0) /c(0)] )

=1

+ Z u; (0:B(z(0)xy, q(0)) - 9:z(0)xy + 9, B(2(0)zy, q(0)) - 0iq(0))

3

= B(2(0)zy, a(6)) - Y ui (9, [(a(6) + 1) log ¢(6)] + 0iq(6) log y — d,c(8)y — 0; [2(6)/e(8)] )

=1

+Zuz( Oy, a(6) +1) - ix(B)ay — Z Wetatity. aiq(f))),

wobel wir die Formeln fiir 9,B und 9,B aus (3.3.13) und (3.3.19) verwendet haben.
Im folgenden lassen wir das Argument 6 der Funktionen ¢(-),¢(-) und z(-) der besseren
Ubersichtlichkeit halber weg. Sei nun y > 0 beliebig, aber fest. Dann kénnen wir die rechte
Seite als eine Potenzreihe in x mit von y abhéngigen Koeffizienten schreiben. Zusammen-
fassung der z/-Terme fiihrt nach lingerer Rechnung zu

3
Vr>0:0= Zuz( 1)loge] — 8Z-c-y+8iq-logy—w(q+1)8iq)
i=1

yJ 1g-1
J .
+Z 'Fq+j+1)

—jlg+7) Zu@ [2/c]

+ yZul (z@i [(g+1)logec] + 20;q logy — (g + 5+ 1)) + jaiz)

i=1
3
— 2 Z uizaic] .
i=1
(3.3.39)

Mit dem Identitétssatz fiir Potenzreihen folgt nun, daf alle Koeffizienten gleich 0 sind.
Insbesondere ergibt sich fiir j =1

1

C I(qg+2)

—(g+1) > wdilz/c]

3 3
+y Z u; (z@i [(g+1)logc] + z0;q (logy — (g +2)) + @z) — y? Z uizﬁic] .

=1 =1

(3.3.40)



94 KAPITEL 3: PARAMETERSCHATZUNG IM DISKRETISIERTEN CIR-MODELL

Da y > 0 beliebig war, gilt dies insbesondere fiir alle y in einer Umgebung U der 1, auf
der eine Reihenentwicklung des Logarithmus existiert. Wir konnen dann die rechte Seite
von (3.3.40) als Potenzreihe in y um 1 schreiben. Zusammenfassen der Terme fiihrt nach
einiger Algebra zu

VyeU:0= Zuz (z0i[(q + 1) logc] — 2¢0(q + 2)0;qg — 2z0;¢ + 0;z — (¢ + 1)04[z/¢c])

=1

3
(y—1) Zul i[(¢ + 1) log c] + 20;q(1 — ¥(q + 2)) — 220;c + 0;2)
=1

3
+(y-1 22%( z@q—z@c)
=1

Schreibe nun s(f) := eb; dann ist 2(0) = ¢(0)%s(0) und 9;2(0) = 2¢(0)s(0)d;c(0) +
c(0)%9;5(0). Eine erneute Anwendung des Identititssatzes fiir Potenzreihen liefert fiir j =
2,3 das Gleichungssystem

3

0= Zul (zaz-q (logc+1—1(q+2))+ 0ic ((q + 1)% —2z+ 203) + 02@5) (3.3.41)

i=1

0= Z u; (20;q — 220;¢) (3.3.42)
i=1

0= Z u;204(, (3.3.43)

das sich durch elementare Umformungen auf die Gestalt

3
0="> uds (3.3.44)
=1
3
0="> ubdc (3.3.45)
=1
3
0="> udyg (3.3.46)

bringen 148t. Nun sind aber die drei Vektoren (9;s,d;c,0;q)" € R® ¢ = 1,...3 linear
unabhéngig, denn wegen
618:(335:0:(310
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folgt
818 828 838 0 828 0
2 pa 2b 1
det 810 820 836 = det 0 826 830 = 81Q'828'830 = —QAG bA—l — < 0.
o et — o
O1q Oq Osq diq Orq Osq
Damit folgt u; = us = uz = 0, und die Behauptung ist bewiesen. |

Beweis von Theorem 3.3.1 Da wir davon ausgegangen sind, daf} die Startverteilung
durch

)9
po(dx) = v(z;0)dx = r(6) 200110z

parametrisiert ist und 6 — y(x; #) wegen der Gestalt von o und r (vgl. (3.1.2)) offensichtlich
stetig ist, ist die erste Voraussetzung in Theorem 2.4.2 erfiillt. Weiterhin ist der Parameter
6 € © stark konsistent schétzbar, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde. Die iibrigen Vor-
aussetzungen von Theorem 2.4.2 wurden in den Lemmata 3.3.6, 3.3.7 und 3.3.8 bewiesen.
Dies schliet den Beweis von Theorem 3.3.1 ab.

Bemerkungen

e Sei wieder ¢ definiert wie in Abschnitt 2.5. Aus den Lemmata 3.3.6, 3.3.7 und 3.3.8
ergibt sich dann, dafl Vol € ¢4. Falls fiir jedes g € 4 die Funktion

HH/g(%y; O)p(z,y;0)dy
FE

komponentenweise partiell unter dem Integralzeichen differenziert werden darf, ist
also Vyf ein optimales Element in ¢, vgl. die dritte Bemerkung nach Lemma 2.5.1.
Wir beschrinken uns hier auf die Feststellung, dafi V¢ jedenfalls in der Teilklasse g
aller g € ¢, fiir die Differentiation unter dem Integralzeichen erlaubt ist, ein optimales
Element ist. Man iiberzeugt sich mit Argumenten wie im Beweis von Lemma 3.3.6
ohne grofere Schwierigkeiten davon, daff g € ¢, falls ¢ komponentenweise durch ein
Polynom in (x,y) mit stetig von € abhingigen Koeffizienten majorisiert ist. Daher
ist insbesondere das zur optimalen quadratischen Schitzfunktion gehorende g, aus
(3.2.46) in 4. Somit ist Theorem 3.3.1 eine Verbesserung von Theorem 2.5.2.

e Mit Theorem 3.3.1 gelten natiirlich auch die in der Bemerkung nach Definition 2.4.1
kurz angesprochenen Implikationen der LAN-Bedingung. Wir bemerken noch kurz,
daB sich die in [H6|, Kapitel 7.B angegebenen Zusatzvoraussetzungen fiir die Ein-
Schritt-Modifikation von Schitzern im Falle des diskretisierten CIR-Modells ohne
grofleren Aufwand nachweisen lassen.
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Anhang A

Maf3itheoretische Hilfsresultate

In diesem Anhang stellen wir einige Hilfsresultate zur Mefibarkeit von Mengen und Funk-
tionen, darunter ein ,Measurable Selection Theorem® fiir mengenwertige Abbildungen,
zusammen.

Satz A.1 Sei (2, A) ein mefbarer Raum, © C R? offen und G : Q x © — R? eine
Funktion, so dafs
VO € O:G(-;0): Q— R? ist A-mefbar, (A1)

Vw € Q: Gw;-) : © — RY ist stetig. (A.2)

Dann ist G eine A @ B(O)-mefbare Funktion. Ist auferdem C C R? abgeschlossen und
U C © o-kompakt (z.B. offen oder abgeschlossen), so gilt

{weQ:30 €U mit Gw;0) € C} € A (A.3)

Insbesondere sieht man fir C = {0}, daf§ die Menge aller w € §Q, fir die die Gleichung
G(w;0) =0 eine Liosung 6 € U hat, mefbar ist:

{weQ:30 € U mit G(w;0) =0} € A (A4)

Beweis Zum Beweis der A ® B(©)-Mefibarkeit von G siehe z.B. Lemma 6.7.3 in [Pfa].
Sei nun U C © o-kompakt. Fiir jedes feste ¥ € © und r € N gilt

{w e Q:dist (G(w;9),C) <1/r} e A

aufgrund der Mefbarkeit von G(-;¢) und der Stetigkeit von y +— dist(y, C'). Ist nun K C U
kompakt, so iiberzeugt man sich mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl davon, daf
aufgrund der Abgeschlossenheit von C' sowie der Stetigkeit von G(w;-) und y — dist(y, C)

{weN:30 € K mit G(w;0) € C} = m U {w e Q:dist (G(w;0),C) < 1/r} € A.

reN ge KnQ?

97
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Wiéhlen wir nun eine kompakte Ausschépfung (K,,,)men von U, d.h. K, C U kompakt fiir
alle m, K,,, T U, so folgt

{w:30 € U mit G(w;0) € C} = U{w:EIQGKm mit G, (w;0) € C} € A.

meN

Satz A.2 (Measurable Selection Theorem) Sei (Q,.A) ein mefbarer Raum und F :
Q — P(R?) eine mengenwertige Abbildung, so daf F(w) fir alle w € Q nichtleer und
kompakt ist. Es gelte

YO CR? offen: F~(0) :={w e Q: Flw)NO #0} € A (A.5)

Dann kann man konstruktiv eine mefbare Funktion f : (Q, A) — (R, B(RY)) angeben, so

dafs
Vwe Q: f(w) € Fw).

Bemerkung Der Satz gilt wesentlich allgemeiner als hier dargestellt: so kann R? durch
einen beliebigen vollstdndigen separablen metrischen Raum ersetzt werden, und es geniigt,
dal F(w) fiir jedes w € Q abgeschlossen und nichtleer ist, sieche [CV], Theorem II1.6. Die
obige Formulierung reicht jedoch fiir unsere Zwecke aus und hat den Vorteil, daf} sich
eine ,, Auswahlfunktion“ f besonders explizit konstruieren lifit. Diese kann némlich durch
»sukzessive komponentenweise Minimierung“ der Menge F'(w) konstruiert werden, wie der
nun folgende Beweis zeigt. ¢

Beweis von Satz A.2 Seien p; : R? — R die Projektionen auf die j-te Komponente.
Fiir w € €2 setze

fi(w) :==inf{x; : es gibt Punkte x = (21, x9,...,24) € F(w)} = inf p; (F(w)).
Da F(w) kompakt und p; stetig ist, so ist auch p; (F(w)) kompakt, also gilt
fi(w) = min py (F(w)) € p1(F(w)),
d.h. es gibt in F'(w) Punkte der Bauart (fi(w),za,...,2q). Betrachte nun
fo(w) :=inf{zy : es gibt Punkte z = (fi(w), 22, ..., 24) € F(w)} =inf ps (F(w) Np7 ' (f1(w))).

Wegen der Stetigkeit von p; ist p, *(f1(w)) abgeschlossen, also F(w)Np; (fi(w)) kompakt,
und wie oben folgt dann aus der Stetigkeit von po

fa(w) = minpy (F(w) Npr' (fi(w))) € Flw) Npr (filw)),
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d.h. es gibt in F(w) Punkte der Bauart (f;(w), fo(w),z3,...,2q). Fihrt man in dersel-
ben Weise fort, so erhilt man nach d Schritten schlieffilich die Existenz eines Elements

(fi(w),..., faw)) € F(w) mit

fi(w) = min{z; : es gibt Punkte x = (f;(w), .. .,fj, (w),zj,...,2q) € F(w)}

A.
= min p; (F(w)ﬁpfl(ﬁ(w))ﬂpg_l(fQ(W)) N L(fim(w ))) -

Insbesondere gilt fiir alle j =1,...,d und b € R

{weQ: fi(w) < b} ={w:3r € Flw) Npr (filw)) N+ Np; 5y (fi-1 (W) 1 pj(x) < b}

= {w: Fw)np ' () 0 ---np (@) N T9 # 03,
(A7)

wobei [0 := {z = (v1,...,24) € R : z; < b}.

Setze nun
f(w) = (fl(w)7"'7fd(w))= w € .

Zu zeigen bleibt, dafl f meBbar ist. Dazu reicht es zu zeigen, daf alle Komponenten f;
mefbar sind. Dies wird nun durch (unvollstindige) Induktion nach j gezeigt. Fiir eine
beliebige Menge M C R? und r € N definieren wir die offene Menge

Upjp(M) = {z € R : dist(z, M) < 1/r}.
Sei b € R beliebig. Dann haben wir fiir j = 1 aufgrund der Kompaktheit von F'(w)

{w: fi(w) <by={w: Flw)nI" ¢@}_ﬂ{w mUW( m);«é@};eA (A.8)

reN

G.A

nach Voraussetzung (A.5) an F'. Sei nun fiir ein j > 1 schon Mefibarkeit von fi,..., fj_1
gezeigt. Dann ist aufgrund von (A.7) und der Kompaktheit von F'(w)

{w: fj(w) S b}

—{w: F Dpr (fiw) Nyt (fa@)) N 0 pt (-1 (w)) # 0}
—ﬂ{w Uw (@) N U (ID) 0 pr (B (fu(@) N 07 (Buye(fi-1(w))) # 0} -

Nun ist aufgrund der Stetigkeit der Projektionen fiir jedes feste r € N die Menge

Urye(F()) 0 Uy (19) 0p1 (Buye (F1(w)) 0 -+ 0 pi 2y (Buye(fi-1 (@)



100 ANHANG A: MafBlitheoretische Hilfsresultate

als Schnitt endlich vieler offener Mengen wiederum offen. Folglich gilt mit D, ; := Q%N
Uy ( ](j))

{w: Ui (F(@)) N U (I9) 0oy H(Buye (1)) 0 - 0py 4 (Buye(fi-1(w)) # 0}
= U {w:ueUp(FW) npr (B (fiw) 00y (Buy (F5-1(w))}

u€D, ;
= U {w dist(u, F(w)) < 1/r, |uy — filw)] < 1/r, ..o |ujo — fimi(w)] < 1/r}
uc D, ;
’ - (A.10)
j—1
= |J {w:dist(u, Fw)) < 1/r}n( {w: |w — filw)| < 1/r}
u€D, ; i=1
j—1
= U {w: Fw) N By (u) # 0} N ({w: lui = filw)] < 1/r}.
u€Dr,j cA n;crh Vor. =1 eA n;crh 1LV.

Wegen (A.9) ist damit die Behauptung gezeigt.
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