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Zusammenfassung

Das Qualokationsverfahren ist eine Methode zur numerischen Behandlung von Gleichungen der
Form

Lu=f,

wobei f eine gegebene 1-periodische Funktion und L ein 1-periodischer Integraloperator (oder
allgemeiner ein 1-periodischer Pseudodifferentialoperator) ist. Solche Gleichungen treten z.B. bei
der Integralgleichungsmethode zur Losung des DIRICHLET-Innenraumproblems fiir die LAPLACE-
Gleichung in glatt berandeten und beschrénkten Gebieten auf.

Das Qualokationsverfahren (Quadratur—modifiziertes Kollokationsverfahren) wurde Ende der 80er
Jahre von SLOAN, WENDLAND und CHANDLER entwickelt. Es kann als ein modifiziertes PETROV—
GALERKIN—Verfahren mit Spline—Verfahrens— und Testrdumen angesehen werden, bei welchem das
innere Produkt durch eine zusammengesetzte Basis—Quadraturformel approximiert wird. Es zeigt
sich, dass das Qualokationsverfahren die gleichen Konvergenzordnungen erreicht wie das PETROV—
GALERKIN—Verfahren, wenn man symmetrische Basis—Quadraturformeln mit positiven Gewichten
verwendet, die fiir ein System von Funktionen exakt sind. Wesentlich hierbei ist, dass dieses System
vom Operator L und von der Wahl des Verfahrensraums abhéngig ist, d.h. die hier konstruierten
Quadraturformeln sind operatorabhéingig, eine Besonderheit des Qualokationsverfahrens.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Untersuchung noch offener Existenz— und Eindeutig-
keitsfragen von solchen Quadraturformeln. Im ersten Kapitel werden die hier behandelten Pseu-
dodifferentialoperatoren und das Qualokationsverfahren vorgestellt. Im zweiten Kapitel wird eine
Theorie zur Existenz und Eindeutigkeit von Quadraturformeln entwickelt, welche die o.g. Anfor-
derungen erfiillen. Ein wesentliches Hilfsmittel hierzu ist die hier bewiesene Verallgemeinerung
eines Satzes von NURNBERGER iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Quadraturformeln mit
positiven Gewichten, die exakt fiir TSCHEBYSCHEFF-R&ume sind. Es wird schliefSlich gezeigt, dass
es stets eindeutig bestimmte Quadraturformeln gibt, welche die in den Arbeiten von SLOAN und
WENDLAND formulierten Bedingungen erfiillen.

Im dritten Kapitel der Arbeit werden 2-Punkt—Quadraturformeln fiir so genannte einfache
Operatoren bestimmt, mit welchen das Qualokationsverfahren mit einem Testraum von stiickweise
konstanten Funktionen eine hoéhere Konvergenzordnung als das PETROV—GALERKIN—Verfahren
hat; insbesondere wird eine offene Frage aus der Arbeit von CHANDLER & SLOAN beantwortet.
AuBlerdem wird gezeigt, dass es bei nicht—einfachen Operatoren im Allgemeinen nicht moglich ist,
mit einer geeigneten Quadraturformel eine Konvergenzordnung zu erhalten, die héher als beim
PETROV-GALERKIN—Verfahren ist.

Das vierte Kapitel beinhaltet schliefilich numerische Tests, welche die theoretischen Ergebnisse
der vorangehenden Kapitel bestatigen. Es wurden auch Rechnungen mit Operatoren mit variablen
Koeffizienten durchgefiihrt, deren numerische Ergebnisse sich ebenfalls der Theorie entsprechend
verhalten.
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Symboltabelle

Mengen und Rdume

N

No =N U {0}
Z

R

C

I,

(a,b)

a,]

<f17 ceey fn>
Cla,b] = C°[a, b]
C™|a, b

C1pe1r = Cper [Oa 1]
Cher = Ce[0,1]
Crer = Cpel0,1]
L?)er = L?)er[oa 1]

Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

Menge der natiirlichen Zahlen einschlielich 0

Menge der ganzen Zahlen {...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...}
Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Vektorraum der Polynome vom Héchstgrad n € INg
offenes Intervall {z € R | a <z < b}

abgeschlossenes Intervall {x e R | a <z <b}

Vektorraumerzeugnis von {f1,..., f,} tiber R:
{Zaifi aiERJ:l(l)n,nel\f}
i=1

Vektorraum der stetigen Funktionen auf [a, b]

Vektorraum der m—mal stetig differenzierbaren
Funktionen auf [a, b], m € N

Vektorraum der 1-periodischen stetigen Funktionen:
{feClR) | flz)=flz+1)VzeR}

Vektorraum der 1-periodischen Funktionen aus C™ (R ):
{fec™®) | flz)=flz+1)VzeR}
Vektorraum der 1-periodischen Funktionen aus C*° (R ):
{feC>m®) | flo)=flz+1)VrcR}

Vektorraum der Nebenklassen der 1-periodischen integrierbaren

1
Funktionen f mit [ |F()) dt < oo
0

Abbildungen und Symbole

[z]
na
a | b

=max{neZ | n<z}firzeR
die eindeutige Nullstelle der Funktion G, a > 0 (vgl. 2.4.2)
ateilt b,a,beZ,dh. IdkeZ sodassb=k-a



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Randintegralgleichungen& Pseudodifferentialoperatoren

Eine Methode zur Behandlung klassischer Randwertprobleme, wie z.B. der LAPLACE-Gleichung

0? 02
Au(z) = pre u(z) + pre u(z) =0,
oder der HELMHOLTZ-Gleichung
(A +E?) u(z) = Au(z) + kK*u(z) =0, k>0,

auf einem zweidimensionalen Gebiet mit geeigneten Randbedingungen, ist die Uberfithrung in eine
Randintegralgleichung auf dem Rand des Gebietes. So lisst sich beispielsweise das DIRICHLET—
Innenraumproblem fiir ein beschrénktes Gebiet 2 mit glattem Rand I', ndmlich

g
S
—
8
S—

=0, x €9,
u(x) = f(z), wel,

wobei f € C'(T') gegeben und u € C? () N C (Q) gesucht sei, mit Hilfe des so genannten Einfach-
schichtpotentials

oa) = [logle =yl u(w)dr,, 2 ¢T, (L1)
I

(welches eine harmonische Funktion auf R? \ T ist) als Randintegralgleichung 1. Art formulieren:
Finde eine Losung p von

/ log |z — y| u(y) dTy = f(z), weT,
IN

dann ist die Funktion v in (1.1) eine Losung des DIRICHLET-Innenraumproblems. Diese Randinte-
gralgleichung ist eindeutig losbar, sofern I' keine I'-Kontur ist, was z.B. fiir einen Kreis I' bedeutet,
dass sein Radius ungleich 1 sein muss (vgl. [34], 4.3, [29], 3.2.2, [6], 7.2.3). Durch diese ,indirek-
te“ Methode lassen sich unter Zuhilfenahme des Einfach— oder Doppelschichtpotentials auch das
DIRICHLET-Auflenraumproblem und NEUMANN-Innen—/Auflenraumproblem als Randintegralglei-
chung 1. bzw. 2. Art formulieren, wobei sich durch die Losung der Integralgleichung eine Losung

8



1.1. RANDINTEGRALGLEICHUNGEN & PSEUDODIFFERENTIALOPERATOREN 9

des entsprechenden Randwertproblems in Integralform ergibt.

Die ,,direkte“ Methode verwendet eine Integraldarstellung harmonischer Funktionen, welche man
mit Hilfe des GAussschen Integralsatzes erhilt ([6] Kap. 7.1.3, [29] 2.3, [34] 2.3), und liefert eine
Integralgleichung, deren Losung gleichzeitig Losung des Randwertproblems ist.

Die Randintegralmethode wird ausfiihrlich in [34, 45, 5] diskutiert, in [34], S.290 ist weitere Li-
teratur iiber die Formulierung von elliptischen Randwertproblemen als Randintegralgleichungen
angegeben. Die Randintegraloperatoren auf glatten Kurven gehoren zur Klasse der Pseudodiffe-
rentialoperatoren, die nun eingefiihrt werden.

Es wird die allgemeine Gleichung
Lu=f (1.2)

behandelt, wobei f € HT fiir ein 7 € R eine gegebene Funktion und L : H* — H' P Vt € R,
ein 1-periodischer Pseudodifferentialoperator (z.B. ein Randintegraloperator) der Ordnung 8 € R
sind. Hierbei ist H* der SOBOLEV-Raum 1-periodischer Funktionen (bzw. Distributionen fiir ¢ < 0)
auf R, d.h. fiir t > 0 besteht H® aus den Funktionen aus L2 [0, 1], fiir welche die Norm

per
1/2

loll, = | [BO)* + > [k[* [o(k)[* (1.3)

k0

endlich ist, wobei

1
o(k) z/v(t)e_2”kt dt, keZ,
0

die Fourierkoeffizienten von v sind.
H? ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v), = @(0)2(0) + Y [k|* a(k) B(k). (1.4)

Fiir t = 0 erhélt man gerade

u,v € H° und man kann H° mit L2_ [0,1] identifizieren. Man kann zeigen, dass fiir k € IV die

Menge H* gleich der Menge der (k — 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen ¢ mit (der schwa-
chen Ableitung) ¢®) € L2_[0,1]ist ([6], 7.3.1). Fiir u > X liegt H* dicht in H* und die Einbettung

per

ist kompakt. Desweiteren gilt H*™* c CI_[0,1] fiir s > 3,

aus H* fiir s > % stetig. Fiir € € (0, %) gilt dann

1 € INg, insbesondere sind Funktionen
D H 'SH =12,>C, DHI S H' SO, D HE S HES L.
Weitere Details iiber SOBOLEV—R#ume sind in [29, 6, 19] zu finden.

Die Randintegraloperatoren auf glatten Kurven lassen sich als klassische Pseudodifferential-
operatoren schreiben [30]. Es werden also Operatoren L der folgenden Gestalt betrachtet:

(Lu)(z) = (by(z) Ly +b_(z) L + K)u(z), =€]0,1], (1.5)
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wobei die Anteile Ly : H® — H*~? Vs € R, gegeben sind durch

(Lo (@) = @(0)+ 3 [nf?@n) e2rine (1.6)
n#0
(gerader Operator der Ordnung 3 € R) und
(L_uw) (z) = u(0)+ Z sign(n) |n|’3 i(n) e2mine (1.7)
n#0

(ungerader Operator der Ordnung § € R).

Die Koeffizienten b, und b_ sind komplexwertige, 1-periodische C'°°~Funktionen und K ist ein
kompakter Operator, fiir den ein 7 > 0 so existiert, dass K : H® — H* +7 beschrinkt fiir alle
s € R ist (z.B. K ist ein Integraloperator mit C*°—Kern [30], (2.1)). K hat also eine stérkere
Glittungseigenschaft als Ly bzw. L_ (fiir genauere Anforderungen an K insbesondere fiir variable
Koeffizienten by siehe [38], Assumption B). Operatoren L, fiir die entweder by = 0 oder b_ = 0
gilt, werden in dieser Arbeit als einfache Operatoren bezeichnet.

Zusitzlich zur Form (1.5) sei fiir den Operator L angenommen, dass er eine isomorphe Abbil-
dung von H* nach H*~? fiir alle t € R ist. Somit ist L ein elliptischer Pseudodifferentialoperator.
Da K keinen Einfluss auf die Analyse der Verfahren hat, werden wir im Folgenden nur den Haupt-
teil des Operators

Ly:=by Ly +b_L_ (1.8)

betrachten, K wird als Storung angesehen (siehe hierzu [36], Section 6).

Nicht—einfache Operatoren lassen sich genauer dadurch charakterisieren, ob der gerade oder
der ungerade Anteil des Hauptteils dominiert [37, 38]:

Definition 1.1.1. (gleichméBige starke/ungerade Elliptizitiit)
Der Operator Ly heifit

(a) gleichmifBig stark elliptisch, falls es eine Funktion § € C'2 [0, 1] gibt, so dass

per

inf | min {Re[#(a) (b (r) + b (x))] . Re [#(z) (b+(x) ~ b (x))]} > 0.

(b) gleichméBig ungerade elliptisch, falls es eine Funktion 6 € Cg¢,[0,1] gibt, so dass

polf min {Re[0(x) (b—(z) + by ()], Re [0(z) (b—(z) = by(2))]} >0

Bemerkung 1.1.2.

(a) Hat Lo konstante Koeffizienten by, b_ € €, so nennt man den Operator stark elliptisch (bzw.
ungerade elliptisch), wenn es eine Konstante 6 € €' gibt mit
Re[f (b4 +b_)] >0und Re [0 (b4 —b_)] >0
(bzw. Relf(b— +b4)] >0und Re[f (b— —by)] >0 ).

(b) Fiir reellwertige (konstante oder variable) Koeflizienten b ,b_ schliefen sich die beiden Ei-
genschaften aus: Nach [37], Lemma 1.c) ist der Operator mit konstanten Koeffizienten genau
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dann stark und ungerade elliptisch (i.e. komplex elliptisch), wenn b4 und b_ nicht auf ei-
ner Ursprungsgeraden in € liegen, was fiir reelle Zahlen natiirlich ausgeschlossen ist. Fiir
reellwertige variable Koeffizienten ist die starke Elliptizitidt nach [38] &quivalent zu

bi(x) +Xo_(x) #0 VAe[-1,1], z € [0,1]
(= |b4] > |b—]|), entsprechend ist ungerade Elliptizitit dquivalent zu
b_(z) + Aboy(x) #0 Ve [-1,1], z €]0,1]
(= |b—| > |b+]), und diese beiden Kriterien kénnen nicht gleichzeitig erfiillt sein.

(¢) Es wird im Folgenden die Bezeichnung ,gleichmifiig“ weggelassen, wenn aus dem Kontext
hervorgeht, dass es sich um Operatoren mit variablen Koeffizienten handelt.

Ein Beispiel fiir einen stark elliptischen Operator der Ordnung § = —1 ist der
SyMMsche Integraloperator

(Lu) (z) := /log | — s|u(s)dls

auf einem Kreis I' mit Radius a € (0,1), der sich (siehe [29]) in Fourierdarstellung schreiben l4sst

als
1

(Lu) (z) = In(a)u(0) — 5 Z k|1 (k) e2mike
k#0

Der CaucHYy-Integraloperator auf einer glatten Kurve I' (siehe 4.3) ist ungerade elliptisch und
hat die Ordnung 0. Weitere Beispiele sind in [34, 29] angegeben.
Eine ausfiihrliche Einfiihrung in periodische Pseudodifferentialoperatoren findet sich in Kapitel 7
im Buch von SARANEN und VAINIKKO [29] und in [39, 43].

Im folgenden Abschnitt wird auf numerische Verfahren zur Behandlung von Gleichungen mit
Pseudodifferentialoperatoren der Form (1.5) eingegangen.

1.2 Numerische Verfahren fiir Randintegralgleichungen

Zwei klassische (und mit dem Qualokationsverfahren verwandte) Verfahren zur numerischen Lésung
von Gleichungen mit Operatoren der Gestalt (1.5) sind das Kollokationsverfahren und das PETROV—
GALERKIN—Verfahren, die nun kurz erldutert werden.

1.2.1 Das Kollokationsverfahren

Die konzeptionell einfachste Methode ist das Kollokationsverfahren.

Man wiihlt einen N-dimensionalen Verfahrensraum (1-periodischer Funktionen), in dem die
Néherungslosung zu suchen ist, und eine Menge von Kollokationspunkten ¢, ..., ¢y mit
0<t; <ty <--- <ty <1 Dann lautet die Kollokationsmethode:
Finde ein uy im Verfahrensraum, so dass

(Lun) (tk) = f(tx), k=1(1)N, (1.9)
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gilt. Hierbei sei f € H? fiir ein s > % gefordert, damit die Auswertung von f in den Kollo-
kationspunkten wohldefiniert ist. Entsprechend ist auch der Verfahrensraum so zu wahlen, dass
Luy € H®, s> 4, gilt.

N

Ist {¢1,...,¢n} eine Basis des Verfahrensraums, so kann man uny = ) a; ¢;, mit a; € C,
j=1
j = 1(1)N, schreiben. Es ist dann das folgende Gleichungssystem zu lésen:
N
> (L) (t)aj = f(ts), k=1(1)N. (1.10)
j=1

Offensichtlich ist das Verfahren recht einfach zu implementieren. Pro Matrixeintrag ist ein Integral
zu berechnen, ndmlich das des Operators.

Bei dem von SCHMIDT [31] untersuchten Spline-Kollokationsverfahren (,,e—Collocation®) wiihlt
man als Verfahrensraum S§ den N-dimensionalen Raum der glatten 1-periodischen Splines der
Ordnung r > 1 (d.h. Funktionen, die stiickweise Polynome vom Grad r — 1 sind und fiir » > 2 in
C72[0,1] liegen, vgl. Anhang A) auf dem Hquidistanten Gitter

{zr:=k/N, k=0(1)N -1}, N €N, (1.11)

und als Kollokationsknoten die Punkte ) := xy, + /N mit einem ¢ € [0,1). Es zeigt sich, dass das
e—Kollokationsverfahren fiir Operatoren L mit konstanten Koeffizienten ([31], S.77:,Similar results
hold if the principal part of L has variable coefficients“) genau dann instabil ist, wenn

e ¢ = ( gilt und entweder L stark elliptisch und r ungerade ist oder L ungerade elliptisch und
r gerade ist (Kollokation an den Splineknoten), bzw.

e c = % gilt und entweder L stark elliptisch und r gerade ist oder L ungerade elliptisch und r
ungerade ist (Kollokation an den Mittelpunkten).

Ist das Verfahren stabil, uy die Losung der Kollokations—Gleichungen und u die (exakte) Losung
der Gleichung (1.2), so gilt die Fehlerabschétzung

1\’
o =y <e () Il (112)
sofern w € H" ist, wobei man

r—pF>1, fallse=0, bzw.

(1.13)

r—B3>3, fallsec(0,1),
voraussetzen muss, damit die beiden Seiten in (1.10) wohldefiniert sind. Es gilt uy € H 8. da
Sy C H™= 270 V5§ > 0 (vegl. [10], S.542, [4], S.323), und r — § > % erfiillt sind. Auflerdem ist
ue HP, dar>ﬁ+%gilt.

In der Arbeit von SLOAN [34] finden sich Referenzen auf Analysen der Kollokationsmethode
sowohl fiir Gleichungen mit glatten Kurven als auch fiir Gebiete mit Ecken. Besonders hinzuweisen
ist auf die Arbeiten von ARNOLD & WENDLAND [3, 4] und SARANEN & WENDLAND [28], in denen
Spline—Kollokationsverfahren fiir Operatoren auf glatten Kurven analysiert werden, welche eng
verwandt mit dem Qualokationsverfahren sind.
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1.2.2 Das GALERKIN—Verfahren

Das (Standard-) GALERKIN—Verfahren verwendet ebenfalls einen Verfahrensraum Sy der Di-
mension N, und gesucht ist eine Funktion uy € Sy mit

(Lun,x)g = (f,x)o, VX € Sn. (1.14)

Hierbei sei f € H vorausgesetzt, und der Verfahrensraum ist so zu wihlen, dass L (Sy) C H° und
Sy C HO gilt, damit das Skalarprodukt wohldefiniert ist. Ist wiederum {(p1,. .., N} eine Basis des

N
Verfahrensraums, so ist hier fiir uy = > a;j ¢;, a; € €, j = 1(1)N, das folgende Gleichungssystem

j=1
zu losen:

N
Z(L i r)ga; = (f,or)y, k=1(1)N. (1.15)

In diesem Fall enthélt jeder Matrixeintrag ein Doppelintegral, eines vom Integraloperator L, das
andere vom Skalarprodukt (-, -),, was die Implementation aufwendiger macht. Vorteilhaft ist hinge-
gen die Konvergenzordnung: Wihlt man als Verfahrensraum wie oben beim Kollokationsverfahren
den Raum S} der glatten periodischen Splines der Ordnung r > 1 auf dem &dquidistanten Git-
ter (1.11), so gilt bei stark elliptischem Operator L fiir die GALERKIN-Approximation uy der
exakten Losung u

1 2r—0
o =l <e (5) (1.16)
siehe [3]. (S§ C H? ist Klar, fiir L(Sg) C H® ist r — 8 > 3 notig [27]).

Beim PETROV—GALERKIN—Verfahren wihlt man noch einen Testraum Tn C H°, fiir den
dim Ty = dim Sy gilt. Das Standard—-GALERKIN—Verfahren ist also ein Spezialfall mit Ty = Sy .
Gesucht ist eine Funktion uy aus dem Verfahrensraum derart, dass

(Lun;x)o = (f;x)o, Vx € TN, (1.17)

gilt. Mit dem Verfahrensraum Sy = S} und dem Testraum Ty = S 1(//7 r,r’ > 1, gilt fiir ein stabiles
PETROV—GALERKIN—Verfahren die Abschéitzung

1 r+r'—3
o~y e (5) s (1.13)

siehe [27].
Das PETROV-GALERKIN-Verfahren mit Spline-Verfahrens— und Testriumen S% bzw. Sf ist
genau dann stabil, wenn
e der Operator stark elliptisch ist und r und r’ gleiche Paritét besitzen (d.h. entweder r und
r’ beide gerade oder beide ungerade sind), bzw.
e der Operator ungerade elliptisch ist und r und " verschiedene Paritéit haben.
Also ist insbesondere das Standard—GALERKIN—Verfahren fiir stark elliptische Operatoren stabil

([37], S.455; vgl. insbesondere DOMINGUEZ & SAYAS [11], Proposition 5). Weitere Varianten des
GALERKIN—Verfahrens findet man wiederum in [34], S.317ff.
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1.2.3 Das Qualokationsverfahren

Das Qualokationsverfahren zur Behandlung von Randintegralgleichungen auf glatten Kurven wur-
de Ende der 80er Jahre von SLOAN, WENDLAND und CHANDLER [33, 36, 10, 37, 38| entwickelt.
Das Ziel war es, die Vorziige des PETROV—GALERKIN—Verfahrens (Stabilitit, Konvergenzordnung)
bei einem zum Kollokationsverfahren vergleichbaren Aufwand zu erhalten.

Auf der einen Seite kann man das Qualokationsverfahren als Modifikation des PETROV—GALERKIN—
Verfahrens ansehen, bei welcher das Skalarprodukt (-,-), (das duflere Integral) auf beiden Seiten
der Gleichung (1.17) durch eine diskrete Variante ersetzt wird, némlich einer zusammengesetz-
ten Quadraturformel. Andererseits kann man es als eine Verbesserung des Kollokationsverfahrens
betrachten, bei der durch geeignete Konvexkombination von verschiedenen Kollokationsverfah-
ren Fehlerterme eliminiert werden. Insbesondere ist das Kollokationsverfahren ein Spezialfall des
Qualokationsverfahrens, ndmlich wenn als Basisformel fiir die zusammengesetzte Quadraturformel
eine 1-Punkt—Quadraturformel verwendet wird. In der Tat erreicht das Qualokationsverfahren in
,negativen Normen“ hohere Konvergenzordnungen als das Kollokationsverfahren. Daher ist im
Folgenden auch von Zusatzkonvergenzordnung die Rede. Die Normen mit kleinerem SOBOLEV—
Index sind deshalb interessant, weil sie eine Aussage iiber die Konvergenzgiite bez. der Losung

= [ k(x,t)u(t)dt der urspriinglich betrachteten Differentialgleichung ermdoglichen, wobei u

die Losung der Integralgleichung ist.

Als Verfahrensraum verwendet das Qualokationsverfahren den N—dimensionalen Raum S5, der
glatten 1-periodischen Splines der Ordnung r > 1 auf einer Familie von dquidistanten Gittern

Ay :={x;, =k/N,k=0(1)N —1}, N €N,

als Testraum den Raum S} der Splines der Ordnung 7' > 1 auf demselben Gitter Ay. S hat
ebenfalls die Dimension N. Niheres zu den periodischen Splinerdumen findet sich in Anhang A. In
[33, 36] wird als Testraum der Raum der trigonometrischen Polynome verwendet, in den spéteren
Arbeiten [10, 37, 38, 41, 42] und hier dient aber stets der Raum S](}/ als Testraum.

Desweiteren benétigt das Verfahren eine Basis—Quadraturformel
J
=> wig&), J=1, (1.19)
j=1

auf [0,1] mit 0 < & < & < -+ < & < 1 und positiven Gewichten w;, j = 1(1)J. Mit der
zusammengesetzten Quadraturformel

N-1

1
Q : 1 Zw]g.rk—Ff]/N %/g
0

k:O j=1

lautet das Qualokationsverfahren (S5, S J(',l, Q) s) dann: Man bestimme ein uy € S, derart, dass

1Nl

N— J
S wy (Luw) D) (op +&/N) = %ZZ (F5) (ex+&/N) VoeSE.  (1.20)

k:O Jj=1

Sieht man das Qualokationsverfahren wie oben erwéhnt als Modifikation des PETROV—GALERKIN—
Verfahrens an, so dient hier die aus ) ; zusammengesetzte Quadraturformel QSN) zur Approxima-
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tion des &uferen Integrals in (1.14). Definiert man das diskrete innere Produkt (-,-) durch

(v,w)y = QW) (vw) ~ [ v(t)W(t)dt = (v,w),

dann lautet die Formulierung des Qualokationsverfahrens &hnlich wie beim PETROV—GALERKIN—
Verfahren: Finde ein uy € S§ mit

(Lun,v)y = (f,v)y Yo e 8% . (1.21)

Damit die Auswertung in den Punkten zy + §;/N, k = 0(1)N, j = 1(1)J, moglich ist, muss man
fordern, dass f stetig und Luy in diesen Punkten definiert ist:

Definition 1.2.1. (Wohldefiniertheit)

Ein Qualokationsverfahren (S5, S j\}/, Q) mit Quadraturformel Q; wie in (1.19) heifit wohldefi-
niert, falls
& >0 undr—ﬁ>%, oder

1.22
=0 undr—pg>1 ( )

gilt (vgl. [37], S. 458).

Die Funktionen Luy, uy € S, sind fiir r — 8 > % zumindest in den Intervallen (xy,xk41) stetig,
aber i. Allg. singuldr in den Knotenpunkten, so dass Punktauswertung nur fiir & > 0 moglich ist;
fir r — 8 > 1 gilt aber Luy C Cper[0, 1], so dass man auch in den Knoten auswerten kann.

Fir J = 1, wenn also die Basis—Quadraturformel @); eine 1-Punkt—Formel ist, lautet die
Qualokationsgleichung (1.20)

1N1

N-1

1 /
w1 (Lun)?) (xx + & /N) = g wy (f0) (g + & /N) Vo e Sy,
k=1 k=1

was (wegen wy > 0 und fiir spezielle Splines v; mit v;(z +&1/N) = ; k, i = 0(1) N — 1) dquivalent
ist zu

(Lun) (v + & /N) = f (o +&/N), k=0(1)N — 1.

Dies entspricht dem von SCHMIDT [31] untersuchten e-Kollokationsverfahren mit ¢ = &; € [0, 1).
Daher ist fiir das Qualokationsverfahren nur J > 2 interessant.

Es bleibt zu untersuchen, wie die Basis—Quadraturformel @); zu wéhlen ist, so dass das Qua-
lokationsverfahren eine hohere Konvergenzordnung als das Kollokationsverfahren hat und stabil
ist. A priori hat ein stabiles Qualokationsverfahren lediglich die gleiche Konvergenzordnung wie
das Kollokationsverfahren (das entspricht der so genannten Zusatzkonvergenzordnung b = 0). Dass
b > 0 mit speziellen Quadraturformeln @ ; moglich ist, haben SLOAN, WENDLAND und CHANDLER
gezeigt:

In den Arbeiten [33, 36, 10] von SLOAN, SLOAN & WENDLAND bzw. CHANDLER & SLOAN wur-
den Formeln mit J = 2 fiir einfache Operatoren bestimmt, ndmlich fiir solche, die nur aus einem
geraden oder ungeraden Anteil bestehen (vgl. (1.6),(1.7)). SLOAN & WENDLAND haben in ihrer
Arbeit [37] die Stabilitéit und Ordnung des Verfahrens fiir symmetrische Quadraturformeln @ ;
untersucht, und zwar fiir Operatoren der allgemeineren Form (1.5) mit konstanten Koeffizienten
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(,,second—generation qualocation“ [35]); in [38] haben sie die Ergebnisse auf Operatoren mit varia-
blen Koeflizienten erweitert.

Es gelten die folgenden Konvergenzaussagen (fiir die Definition von Stabilitit und Ordnung des
Qualokationsverfahrens siehe [37], S. 460 oder [41], Definition 2.1):

Satz 1.2.2. (SLOAN, WENDLAND [37], Theorem 2)

FEs sei (Sf, SJ’\}/ , Q) ein wohldefiniertes und stabiles Qualokationsverfahren der Ordnung r — 3+,
b > 0, zur Behandlung der Gleichung Lu = f. Dann ist die Qualokationslésung uy fiir hinreichend
grofes N eindeutig bestimmt. Es gilt fir s < r—%, ﬂ—i—% <t, f—b< s <t<r die Fehlerabschitzung

1 t—s
o =l < (5)  olmaniosor

wenn u € HT™ax(B=50) die exakte Lisung ist.

Es folgt insbesondere fiir s = 3, t = r die Abschitzung

1\’
fuy =l <e () lal,

fir w € H", genau wie beim Kollokationsverfahren. Hat das Verfahren allerdings positive Zu-
satzkonvergenzordnung b > 0, so erhélt man in Normen mit kleinerem SOBOLEV—Index hohere
Konvergenzordnungen. Setzt man s = 8 — b, t = r, so gilt

1 r—pB3+b
oy =l < (5) Mol

sofern u € H™*? ist (wofiir f € H"+*~P notwendig ist). Diese im Vergleich zum Kollokationsverfah-
ren zusétzliche Glattheitsforderung entfillt beim so genannten toleranten Qualokationsverfahren,
das spiter noch kurz vorgestellt wird. Fiir b = v’ hat das Qualokationsverfahren also die gleiche
Konvergenzordnung wie das PETROV—GALERKIN-Verfahren (vgl. (1.18)).

Im Allgemeinen konvergiert das Qualokationsverfahren héchstens so schnell wie das PETROV—
GALERKIN—Verfahren, es gilt also b < r’. Nur in Spezialfillen, z.B. wenn der Operator einfach ist,
erreicht man hshere Ordnung (vgl. [10]). Dass man fiir nicht—einfache Operatoren i. Allg. keine
hohere Konvergenzordnung erreicht, wird in Abschnitt 3.2 bewiesen.

1.2.4 Symmetrische Quadraturformeln fiir das Qualokationsverfahren

SLOAN und WENDLAND haben Kriterien fiir symmetrische Quadraturformeln @ ; angegeben,
fiir die ein stabiles und wohldefiniertes Qualokationsverfahren eine Zusatzkonvergenzordnung b
mit 0 < b < 7’ besitzt.

Definition 1.2.3. (symmetrische Quadraturformeln)

Eine J-Punkt-Quadraturformel
J

Qs (f) = wif(&)

j=1
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auf dem Intervall [0,1] mit Knoten &; € [0,1) und Gewichten w;, j = 1(1)J, heifit symmetrisch,
falls mit §; # 0 auch 1 —¢&;, j = 1(1)J, ein Quadraturknoten ist und beide Quadraturknoten
dasselbe Gewicht besitzen.

Fiir Gleichungen mit konstanten Koeflizienten gilt der

Satz 1.2.4. (SLOAN, WENDLAND [37], Theorem 4)

FEin wohldefiniertes und stabiles Qualokationsverfahren (S, SIQ/7 Q) mit symmetrischer Quadra-
turformel Q; der Form (1.19) zur Behandlung der Gleichung (1.2) mit einem Operator L der
Ordnung 3 und der Lésung uw € H" hat die Zusatzkonvergenzordnung b, 0 < b < r', falls

J
> wy=1 (1.23)
j=1

und

J
Qs(Ga) =) w;jGa(§) =0, a=r—Fr—F+1,...,r=F+b-1, (1.24)
j=1

erfillt ist, wobei

Z la cos(2mlE), €€ (0,1), (1.25)

fir a > 0 ist.

Die Funktion G, wird in Abschnitt 2.4 allgemeiner definiert und ausfiihrlich untersucht. Fiir o > 0

ist
1
/Ga dt72/G (1.26)
0

da G, (&) = Go(1 =€), € € [0,1], gilt, und weil die Reihe (1.25) gliedweise integriert werden darf
(vgl. Bem. 2.4.3). Demnach ist die Bedingung (1.24) zusammen mit (1.23) gleichwertig damit, dass
Q@ exakt fiir das Funktionensystem

{1,Gr—3,Gr—p+1,- ., Gr_ptv-1} (1.27)
ist.

Fiir den Fall, dass Operatorgleichungen mit variablen Koeffizienten [38] behandelt werden,
miissen noch die Bedingungen 7’ > 2, r—(3 > 1 und 3 € Z erfiillt sein, und die Quadraturformel Q ;
muss zusitzlich zur Exaktheit fiir das Funktionensystem (1.27) einen polynomialen Exaktheitsgrad
besitzen, damit das Verfahren die Zusatzkonvergenzordnung b, 0 < b < r’; hat:

Satz 1.2.5. (SLOAN, WENDLAND [37], Theorem 5)

Erfullt die Quadraturformel Q; zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Satz 1.2.4 fiir 8 € Z noch

1(Gog) = ij Goel€) =0, (=1,..., [7«—3—1] , (1.28)

so ist sie exakt fir alle Polynome aus I, _g4p_1.
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Dies ist leicht einzusehen, denn als symmetrische Quadraturformel integriert @); Bernoulli—
Polynome mit ungeradem Index automatisch exakt, und die Funktionen G, sind fiir gerade ganz-
zahlige Indizes « bis auf einen konstanten Faktor die Bernoulli-Polynome B, (vgl. 2.4.2). Somit
gewihrleisten (1.24) und (1.28) fiir Q7 polynomialen Exaktheitsgrad r—3+4b—1 (beachte 8 € Z).
Fiir den Fall mit variablen Koeffizienten muss @) ; also das Funktionensystem

{1.G2.Gu, ..., Gafr=g=1)sGrog, Gropits - Gropro (1.29)

exakt integrieren, damit das Verfahren die Zusatzkonvergenzordnung b besitzt.

Das von TRAN & SLOAN vorgestellte tolerante Qualokationsverfahren ist eine Modifikation
des gewdhnlichen Verfahrens, bei dem das diskrete Skalarprodukt (-, -), auf der rechten Seite der
Gleichung (1.21) durch das exakte Integral ersetzt wird (welches in der Praxis wie beim PETROV—
GALERKIN—Verfahren durch eine hinreichend genaue Quadraturformel berechnet wird). Es ldsst
sich, ebenso wie das Standard—Qualokationsverfahren [38], auf elliptische Randintegralgleichungen
mit variablen Koeffizienten auf glatten Kurven anwenden [42]. Die hierfiir benétigten Quadratur-
formeln @ ; (bei variablen Koeffizienten) sind dieselben wie beim Standard-Qualokationsverfahren,
siehe Satz 1.2.4 und Satz 1.2.5.

In ihrer Arbeit haben SLOAN & WENDLAND Quadraturformeln @ ; mit o.a. Eigenschaften fiir
J < 4 und einige Werte von r und [ numerisch berechnet und angegeben, aber nicht bewiesen,
dass sie in jedem Fall existieren und eindeutig sind ([37], S.465):

,Only in very simple cases it is known theoretically whether approximate solutions of
(1.24)[& (1.23)] exist. However, in every case we have investigated, the solutions of
(1.24)[& (1.23)] did turn out to have all points in the interval [0, 1] and all weights
positive, as required.

oder ([41], S.105):

»While there is as yet no theory which assures us that these (nonlinear) equations
[(1.24),(1.28)] have solution points satisfying (1.23), numerical experiments...“

Diese Theorie wird im néchsten Kapitel entwickelt. Hierfiir wird zunéchst auf TSCHEBYSCHEFF—
Systeme eingegangen und ein Satz von NURNBERGER iiber die Existenz von Quadraturformeln fiir
TSCHEBYSCHEFF-Systeme verallgemeinert und bewiesen. Anschliefend werden einige Eigenschaf-
ten der Funktion G, gezeigt, unter anderem eine Darstellung, die auch fiir negative Indizes « gilt,
und ein Satz iiber die Lage der Nullstelle der Funktion G, fiir @« > 5. Der Hauptsatz des Kapitels 2
besagt, dass das Funktionensystem {1,Gq,,...Gq, } fir 1 < a; < --- < a, ein TSCHEBYSCHEFF—
System ist, woraus mit dem Existenzsatz folgt, dass es fiir jedes n stets zwei eindeutig bestimmte
symmetrische Quadraturformeln mit positiven Gewichten gibt, die (1.24), (1.28) und (1.23) erfiillen,
also positive Zusatzkonvergenzordnung fiir das Qualokationsverfahren liefern.

In Satz 1.2.2 wird vorausgesetzt, dass das Verfahren (Q, Sy, S]\}/) stabil ist; SLOAN & WEND-
LAND haben die Stabilitdt des Verfahrens bei Verwendung symmetrischer Quadraturformeln mit
(1.24),(1.28) und (1.23) nur numerisch untersucht. SCHNEIDER [32] hat dieses Problem gelost und
bewiesen, fiir welche der Quadraturformeln das Verfahren stabil ist und fiir welche nicht. Insbeson-
dere hat er gezeigt, dass bei gegebener Ordnung 7’ des Testraums stets mindestens eine Quadratur-
formel ein stabiles Qualokationsverfahren mit b = ', also ,,maximaler” Zusatzkonvergenzordnung
liefert.



1.2. NUMERISCHE VERFAHREN FUR RANDINTEGRALGLEICHUNGEN 19

CHANDLER & SLOAN haben in ihrer Arbeit [10] Quadraturformeln mit J = 2 berechnet, mit
denen das Qualokationsverfahren fiir einfache Operatoren positive Zusatzkonvergenzordnung be-
sitzt. Es blieb ein Fall offen: Die Existenz von offenen 2-Punkt—Formeln, wenn ' ungerade ist und
L und r verschiedene Paritéit haben (also L gerade und r ungerade ist oder umgekehrt). In Kapitel
3 wird gezeigt, dass es in diesem Fall fiir r — 8 > 1 immer eine Quadraturformel gibt, mit der das
Qualokationsverfahren die Zusatzkonvergenzordnung b = 3 besitzt, wenn man als Testraum den
Raum der stiickweise konstanten Funktionen, also v’ = 1 wihlt. In diesem Fall hat das Qualoka-
tionsverfahren sogar eine hohere Konvergenzordnung als das PETROV—GALERKIN—Verfahren. Dass
es bei nicht—einfachen Operatorgleichungen im Allgemeinen nicht moglich ist, durch Hinzunahme
von Quadraturknoten die Konvergenzordnung des Verfahrens weiter zu erhéhen (b > '), wird im
zweiten Teil von Kapitel 3 bewiesen.

In Kapitel 4 wird das Qualokationsverfahren auf einige Randintegralgleichungen angewandt und
es werden die theoretischen Ergebnisse aus Kapitel 2 und 3 durch numerische Rechnungen bestétigt.
Insbesondere bestérken die numerischen Tests die Vermutung [37, 32], dass das Verfahren fiir v’ = b
stets stabil ist.



Kapitel 2

Existenz von Quadraturformeln
fiir das Qualokationsverfahren

Damit das Qualokationsverfahren (Sj,S j\}/,Q J) mit einer symmetrischen Quadraturformel Q@ ;
auf [0,1] eine hohere Konvergenzordnung als das Kollokationsverfahren besitzt (also eine positive
Zusatzkonvergenzordnung b), muss @ positive Gewichte besitzen und exakt fiir ein System von
Funktionen

Y:={1,Goy,...,Gq,}, neN,

sein, wobei sich die Indizes 3 < ay < -+ < v, aus (1.27) bzw. (1.29) ergeben. Da die Funktionen

aus ¥ symmetrisch bez. 1 sind, geniigt es, eine Quadraturformel Q 7 auf [0, %} mit positiven Ge-

wichten zu finden, die exékt fiir das System ¥ ist, und diese auf das Intervall [0, 1] symmetrisch
fortzusetzen.

Wesentliches Hilfsmittel ist ein Satz iiber die Existenz von Quadraturformeln, die exakt fiir so
genannte TSCHEBYSCHEFF-Riume sind, die im zweiten Abschnitt dieses Kapitels eingefiihrt wer-
den. Im dritten Abschnitt wird der Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Quadraturformeln zur
Approximation von RIEMANN-STIELTJES-Integralen fiir TSCHEBYSCHEFF-Systeme (als Verallge-
meinerung eines Satzes von NURNBERGER) formuliert und bewiesen, hierbei spielen beste einseitige
L, ,—Approximationen eine wichtige Rolle. Anschlieend werden wichtige Eigenschaften der Funk-
tionen G, diskutiert, insbesondere Darstellungen fiir verschiedene Indizes a. Desweiteren wird
eine Abschétzung fiir die Lage der Nullstelle von G, fiir a > 5 bewiesen. Im vorletzten Teil dieses
Kapitels wird gezeigt, dass ¥ fir ay > 1 (bzw. 3o, = {goy f : [ € X} mit einer geeigneten Ge-
wichtsfunktion g, fiir a; € (0,1]) ein TSCHEBYSCHEFF-System auf dem Intervall [0, 3] ist.

Der letzte Abschnitt enthilt als Zusammenfassung der Ergebnisse der vorangehenden Teile den
Hauptsatz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von offenen, halboffenen und geschlossenen Qua-
draturformeln @; mit J = n + 1 Knoten und positiven Gewichten, die exakt fiir das System X
sind.

2.1 Grundbegriffe

In dieser Arbeit werden die folgenden Grundbegriffe und Definitionen verwendet:

20
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Definition 2.1.1. (offene, halboffene, geschlossene Quadraturformel)

Eine Quadraturformel auf [a, b] heilt offen, wenn alle Knoten paarweise verschieden sind und in
(a,b) liegen. Dagegen haben halboffene Formeln genau einen Randpunkt a oder b und geschlos-
sene Formeln beide Randpunkte a und b als Quadraturknoten.

Desweiteren heifit eine Quadraturformel positiv, wenn ihre Gewichte sédmtlich positiv sind.

Die folgende Definition von nodalen und nichtnodalen Nullstellen stammt von KARLIN und STUD-
DEN [16].

Definition 2.1.2. (nodale, nichtnodale Nullstellen, Z(f))

Es sei f eine stetige Funktion auf [a, b] mit isolierten Nullstellen.

(a) Eine Nullstelle ¢y € (a,b) von f heifit nichtnodale Nullstelle, falls f in ¢ sein Vorzeichen
nicht wechselt, d.h. wenn es eine Umgebung U(ty) C (a,b) von ty gibt, so dass entweder
f() > 0 oder f(t) < O fiir alle t € U(to) \ {to} gilt. Alle anderen Nullstellen von f und
Nullstellen an den Intervallenden a und b heiflen nodale Nullstellen.

(b) Die Anzahl aller Nullstellen von f, wobei nichtnodale Nullstellen zweifach und nodale Null-
stellen einfach gezéhlt werden, wird mit Z(f) bezeichnet.

Bemerkung 2.1.3.

Bei differenzierbaren Funktionen haben Nullstellen gerader Vielfachheit, die nicht am Rand des
Intervalls liegen, keinen Vorzeichenwechsel, sind also nichtnodale Nullstellen. Entsprechend sind
die Nullstellen ungerader Vielfachheit nodale Nullstellen.

2.2 TSCHEBYSCHEFF—Systeme

TSCHEBYSCHEFF-Systeme bzw. TSCHEBYSCHEFF-R&Aume haben eine grole Bedeutung in der In-
terpolations— und Approximationstheorie. Einerseits ist fiir solche Systeme die LAGRANGEsche
Interpolationsaufgabe auf einem Intervall [a, b] eindeutig 16sbar [23], andererseits ist die HAARsche
Bedingung (2.1) notwendig und hinreichend fiir die Eindeutigkeit der bestapproximierenden Funk-
tion eines Teilraums von Cla, b] an eine stetige Funktion f beziiglich der L..— oder der L;—Norm
(vgl. [2], S. 67 und [23]). Eine Eigenschaft, die hier von grofler Wichtigkeit ist, ndmlich die Tat-
sache, dass fiir ein TSCHEBYSCHEFF—System stets Quadraturformeln existieren, welche exakt fiir
alle Funktionen aus seinem Erzeugnis sind, wird im Abschnitt 2.3 behandelt.

Eine sehr ausfiihrliche Untersuchung von TSCHEBYSCHEFF-Systemen und ihren Anwendungen
findet man im Buch von KARLIN und STUDDEN [16].

Definition 2.2.1. (Det, Det™)

(a) Fiir Funktionen ug, u1, ..., u, € C|a,b] und Punkte to,...,t, mit
agtogtl§---§tn§b,n€lf\70,sei

Uogtog U()gtlg uOEtng
Uy UL ... Up ui(to) wi(ty) ... wi(tn
get( t[? to ) : : :

U (to) unétl) un(tn)
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(b) Fiir Funktionen wug,u1, ..., u, € C?~'[a,b], p € N, und Punkte to,...,t, mit
a<ty<t; <---<t, <b,n €Ny, bei denen maximal je p aufeinanderfolgende Werte gleich

sind, sei
* ug U1 N Un
Det ( to t ...t )

analog zu (a) definiert, nur dass bei Gleichheit von ¢;,~Werten in den entsprechenden Spalten
die Funktionen w;, i = 1(1)n, durch ihre Ableitungen zu ersetzen sind.

Beispiel: Es seien Punkte t,...,t, aus [a,b] mit
a<t0<"'<ti:ti+1:"‘:ti+p_1 <ti+p<"' <t Sb, nel\fo, pE {1,...,n},
und ug, U1, .. ., u, € CP7]a,b] gegeben. Dann ist
* ug uUr ... Up,
Det ( to t1 ... tn )
uo(te) .. wo(ts) ubh(ts) ... ulPTV@) woltisp) ... uol(tn)
w(te) .. wilts) Wt) ... uPTO®) wiltisp) .. uilte)
Un(to) .. un(t) uh(ts) ... uPTV) un(tip) .o un(tn)

Definition 2.2.2. (T'SCHEBYSCHEFF-System, TSCHEBYSCHEFF-Raum)

) PR n b - 7 =
(a) Es seien ug, uy uy, € Cla, b] reellwertige Funktionen. Man bezeichnet das System {u;}",
als TSCHEBYSCHEFF—System auf [a, b], falls es die so genannte HAARsche Bedingung

ug U1 PN Up,
@et( to t ...t ) >0 (2.1)

fiir alle Punkte tq,...,t, mit a <tg < t; < --- < t, < b erfiillt.
Ein TSCHEBYSCHEFF-System {u;}?_, heifit vollstindig, wenn jedes Teilsystem {u;}i",,
0 < m < n, ebenfalls ein TSCHEBYSCHEFF—System bildet.

(b) Sind die Funktionen wug,u1,...,u, € CP'[a,b], so bezeichnet man das System {u;}?, als
erweitertes TSCHEBYSCHEFF—System der Ordnung p auf [a, b], falls

* Up Uy ... Unp,
Det < to t ... b )>0 (2.2)
ist fiir alle Punkte tg,...,t, mit a < tg < t; < --- < ¢, < b, bei denen Gleichheit fiir je

hochstens p aufeinanderfolgende Punkte gilt.

(¢) Ein n—dimensionaler Untervektorraum G von Cfa, b] heift TSCHEBYSCHEFF—Raum , falls
es eine Basis von G gibt, die ein TSCHEBYSCHEFF—System ist. Die TSCHEBYSCHEFF—R&ume
sind also genau die Erzeugnisse der TSCHEBYSCHEFF—Systeme.

Die Bezeichnung ,, TSCHEBYSCHEFF-System® stammt von S.N. BERNSTEIN [7].
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Bemerkung 2.2.3.

(a)

(b)

Offenbar sind die Funktionen eines TSCHEBYSCHEFF—Systems linear unabhéngig, andernfalls
wire die Determinante in (2.1) immer gleich Null.

Manchmal wird bei der Definition eines TSCHEBYSCHEFF-Systems statt der Positivitédt der
Determinanten (2.1) nur

ugp U ... Up
@et( ot ...t >7§O (2.3)
fir alle Punkte ¢y, ...,t, mit a <ty <t; < --- <t, < b gefordert. Wegen der Stetigkeit der
Funktionen wy, ..., u, und der daraus folgenden Stetigkeit von
ug U ... Unp
(to,...7tn)'—>©2t<t0 tl tn )
ist dann aber entweder
Uup U ... Unp —Uup U ... Unp,
@et(to _— tn>>0 oder Det( ot ... tn>>0’
so dass entweder {ug,...,u,} oder {—ug,...,u,} ein TSCHEBYSCHEFF—-System ist. Somit

ist die Definition mit (2.3) im Wesentlichen dquivalent zur Definition 2.2.2.

Wird von dem Funktionensystem statt (2.1) nur verlangt, dass die Determinante nichtne-
gativ ist, so bezeichnet man das System als schwaches TSCHEBYSCHEFF—System auf
[a, b], sofern die Funktionen linear unabhéngig sind ([16], Def. 2.1). Dementsprechend werden
Systeme linear unabhiingiger Funktionen aus CP~![a, b], fiir die in (2.2) statt ,,>“ nur ein ,>*
steht, als schwache erweiterte TSCHEBYSCHEFF—Systeme der Ordnung p auf [a, b] bezeichnet.

Ist {u;};—, ein (nicht notwendig erweitertes) TSCHEBYSCHEFF-System mit hinreichend oft
differenzierbaren Funktionen, so gilt fiir die Determinante (2.2) nach [16], S.6, stets

ug U ... Unp,
Det” > 0.
( to t1 ... tn ) -

Es ist zu beachten, dass bei einem vollstdndigen TSCHEBYSCHEFF—System nicht beliebige
Funktionen weggelassen werden kénnen. So ist wohl {1, ¢} ein vollstéindiges zweidimensionales
TSCHEBYSCHEFF—System auf [0, 1], jedoch ist {t} keins.

Bezeichnungen: Fir ¥ = {u;}, sei

%) = {u = > a;u; a €R, i= O(l)n} das Erzeugnis der Funktionen wu;, i = 0(1)n,
i=0
und

(3)o := (X) \ {0} die Menge aller nichttrivialen Linearkombinationen der Funktionen wu;,
i=0(1)n.

Uber die Bezeichnung fiir ein TSCHEBYSCHEFF-System Y und dessen Erzeugnis herrscht in
der Literatur Uneinigkeit; man findet fiir ein TSCHEBYSCHEFF-System auch die Bezeich-
nungen T-System [16], HAAR-System [15] und TSCHEBYSCHEFF-HAAR-System [26]. Ein
vollstindiges TSCHEBYSCHEFF—System wird oft als MARKOFF—System bezeichnet [49, 15],
die lineare Hiille als HAAR-Raum oder MARKOFF-Raum [49].
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Dariiberhinaus lédsst sich ein TSCHEBYSCHEFF-System durch folgende dquivalente Eigenschaf-
ten charakterisieren:

Satz 2.2.4.
Fiir ein n—dimensionales System ¥ C Cla,b] sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) X ist ein TSCHEBYSCHEFF-System auf [a, b].

(b) Z(f) < n —1 fir alle Funktionen f € (X)o, d.h. jede nichttriviale Funktion f aus (¥) hat
nicht mehr als n — 1 Nullstellen (nichtnodale Nullstellen doppelt gezihlt).

(c) Fiir jede Funktion f € Cla,b] und paarweise verschiedene Punkte ty,...,t, existiert genau
eine Funktion g € (XY, fir die

g(ti) = f(t), i =1(1)n,

erfillt ist, d.h. die so genannte LAGRANGEsche Interpolationsaufgabe ist in (X) eindeutig
losbar.

Beweis : Siehe [16], Theorem 4.2 und [23], Theorem 1.4.

Aus (b) folgt insbesondere, dass fiir eine Funktion f eines TSCHEBYSCHEFF-Raums mit Z(f) > n
dann f = 0 sein muss.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir erweiterte TSCHEBYSCHEFF—Systeme; hierbei werden
Nullstellen einschliefllich ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlt und statt der LAGRANGEschen
Interpolation betrachtet man die entsprechende HERMITEsche Interpolationsaufgabe (siehe [16]
Theorem 4.3. und [23], Theorem 1.8.). Die einfachsten Beispiele fiir TSCHEBYSCHEFF-Systeme
sind (weitere finden sich in [16]):

e Potenzfunktionen: ¥ := {1, t,t2,... ,t"} ist fiir alle n € INj ein vollstédndiges und erweitertes
TSCHEBYSCHEFF—System auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von [0, 00).

e trigonometrische Funktionen: ¥ := {1,cos(t),sin(t),...,cos(nt),sin(nt)}, n € IN, ist ein
(2n + 1)—dimensionales TSCHEBYSCHEFF—System periodischer Funktionen auf [0, 27).

2.3 Existenz— und Eindeutigkeitsatz fiir Quadraturformeln

In diesem Abschnitt wird ein Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Quadraturformeln
bewiesen, die exakt fiir alle Funktionen eines TSCHEBYSCHEFF-Raumes sind.

Schon M.G. KREIN hat in seinem Artikel [18] erwéhnt, dass es — in Analogie zu den GAUSSschen
Quadraturformeln fiir Polynome — exakte Quadraturformeln fiir n-dimensionale TSCHEBYSCHEFF—-
Systeme gibt, welche nur etwa § Knoten besitzen. NURNBERGER hat in seinem Buch [23] einen
Satz iiber die Existenz und die Eindeutigkeit von Quadraturformeln mit positiven Gewichten be-
wiesen, die exakt fiir einen gegebenen TSCHEBYSCHEFF—Raum sind und den rechten Randpunkt
nicht als Quadraturknoten besitzen (solche Formeln werden dort als GAUss—Quadraturformeln be-
zeichnet). V.B. RYVKIN zeigt in seinem Artikel [26] mit topologischen Mitteln die Existenz und
Eindeutigkeit von offenen Quadraturformeln fiir RIEMANN—STIELTJES—Integrale mit n Knoten und
positiven Gewichten, die exakt fiir ein 2n—dimensionales TSCHEBYSCHEFF—System sind.

In diesem Abschnitt wird ein allgemeinerer Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von offenen,
halboffenen und geschlossenen Quadraturformeln fiir gewichtete Integrale bewiesen.
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Die hier behandelten Quadraturformeln sollen Formeln zur Approximation von RIEMANN—
STIELTJES-Integralen mit monoton wachsender Gewichtsfunktion o auf [a,b] sein. Das Integral
iiber eine integrierbare Funktion f schreibt sich dann als

b b
/f(t) do(t) oder einfacher als /f do.

Fiir o(t) =t, t € [a,b], erhédlt man das gewohnliche RIEMANN-Integral. Im Folgenden gelte fiir die
Gewichtsfunktion:

o sei streng monoton wachsend und differenzierbar und o’ sei integrierbar auf [a, b], (2.4)

so dass sich das RIEMANN—STIELTJES-Integral als RIEMANN-Integral schreiben ldsst (vgl. [25],
Satz 6.17):

b b
/f(t)do(t):/f(t) o' (t)dt. (2.5)

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung des Satzes 5.9 von NURNBERGER [23] dar:

Satz 2.3.1.

Es sei G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF—Raum auf [a,b], n € IN, und o erfille (2.4). Dann
gelten:

(a) Ist n gerade, so existiert genau eine positive Quadraturformel Q;, die offen ist, J = 2

2
Knoten besitzt und exakt fiir alle Funktionen aus G ist.
Desweiteren existiert genau eine positive geschlossene Quadraturformel Qy mit J = 5 +1
Knoten, die exakt fiir alle Funktionen aus G ist.

(b) Istn ungerade, so existiert genau eine positive halboffene Quadraturformel Q y mit J = 5 + %
Knoten, die den linken Randpunkt a des Intervalls als Quadraturknoten besitzt und exakt fir
alle Funktionen aus G ist.

Auferdem existiert genau eine positive, halboffene und auf G exakte Quadraturformel Q y mit
J=35+ %, die den rechten Randpunkt b als Knoten hat.

Es existiert also fiir jedes n € IV genau eine Formel, fiir die a (bzw. b) ein Quadraturknoten ist.
Der Beweis dieses Satzes erfordert einige Hilfsmittel, die im Anschluss an das folgende Korollar
bereitgestellt werden; der Beweis selbst findet sich am Ende dieses Abschnitts.

Zun#chst wird noch ein Korollar formuliert, welches die Analogie zu den GAUSS—, RADAU— und
LoBATTO—Quadraturformeln fiir Polynome deutlich macht:

Korollar 2.3.2.

Fiir alle J € IN existiert je genau eine positive Quadraturformel auf [a,b] mit J Punkten, die

e offen und exakt fir die Funktionen eines 2J—dimensionalen TSCHEBYSCHEFF—Raumes auf
[a,b] ist (GAUSS—Typ).

e halboffen mit a als Knoten und exakt fiir die Funktionen eines (2J—1)—dimensionalen TSCHE-
BYSCHEFF-Raumes auf [a,b] ist (RADAU-Typ).
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e halboffen mit b als Knoten und exakt fiir die Funktionen eines (2J—1)—dimensionalen TSCHE-
BYSCHEFF-Raumes auf [a,b] ist (RADAU-Typ).

e geschlossen und exakt fiir die Funktionen eines (2J — 2)—dimensionalen TSCHEBYSCHEFF—
Raumes auf [a,b] ist (LOBATTO-Typ).

Fiir den Beweis des Satzes 2.3.1 werden nun einige Hilfssétze formuliert. Zunéichst wird der Be-
griff der besten einseitigen L ,~Approximation eingefiihrt und ein Satz iiber die Existenz derselben
formuliert, anschlieend wird die Existenz und dann die Eindeutigkeit von Quadraturformeln fiir
TSCHEBYSCHEFF-Réume bewiesen.

Fiir eine differenzierbare Funktion ¢ mit (2.4) und f € Cfa, b] sei

b b
nﬂufz/uvnwﬁﬂfﬂ/uwwmwﬁ. (2.6)

Definition 2.3.3. (beste einseitige L1 ,—Approximation)

Es sei G ein Untervektorraum von Cla,b] und f € Cl[a,b]. Eine Funktion g; € G mit g¢(¢) < f(¢)
Vt € [a,b] (im Folgenden kurz gy < f), heifit beste einseitige L ,~Approximation von f in G,
falls

1 =gl = _int_lIf =gl
gilt.
Bemerkung 2.3.4.

Es lassen sich die folgenden Aussagen beweisen (siehe z.B. [23], es ist lediglich jeweils die Norm
[[[l; durch die Norm ||-[[, , zu ersetzen):

(a) Ist G ein n—dimensionaler Untervektorraum von Cla, b], n € IV, in dem es eine strikt positive
Funktion gibt (d.h. es existiert ein f € G mit f(t) > 0 Vt € [a,b]), so existiert fiir jedes
f € Cla,b] (mindestens) eine beste einseitige L1 ,~Approximation von f in G.

(b) Ist G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum mit n > 2, so existiert eine Funktion
f € Cla, b], fiir welche es mindestens zwei verschiedene beste einseitige Ly ,—Approximationen
von f in G gibt.

(c) Hinreichend fiir die Eindeutigkeit der besten einseitigen L; ,~Approximation ist beispielswei-
se, dass G ein erweiterter TSCHEBYSCHEFF-Raum der Dimension n > 2 ist und f € C'[a, b]
gilt.

Die Voraussetzungen des hinreichenden Kriteriums fiir die Eindeutigkeit einer besten einseitigen
L1 ,—Approximation in [23], Theorem 5.5, lassen sich abschwiéichen:
Satz 2.3.5.
Ist ¥ ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF—Unterraum von C*[a,b], n € IN, so existiert zu jeder

Funktion f € C'la,b] genau eine beste einseitige Ly ,~Approzimation.

Beweis:

Der Beweis verlduft dhnlich wie der von Theorem 5.5 in [23]. Es ist nur Folgendes zu beachten:



2.3. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSATZ FUR QUADRATURFORMELN 27

Zahlt man die Vielfachheiten von Nullstellen wie in Definition 2.1.2 angegeben, so gilt fiir eine
nichttriviale Funktion gg aus ¥ C C[a,b], dass Z(go) groBer oder gleich der Summe der Vielfach-
heiten der Nullstellen in der Menge {t € (a,b) : f(t) = f/'(t) =0} U{t € {a,b} : f(¢t) =0} ist (in
[23] wird diese Menge als Z;(f) bezeichnet). Hieraus folgt zusammen mit Satz 2.2.4 die im Beweis
von Theorem 5.5. ([23]) bendtigte Aussage, dass ebendiese Summe kleiner oder gleich n — 1 ist.
Nicht fiir das Zahlen der Nullstellen ist die Differenzierbarkeit der Funktionen aus ¥ erforderlich,
sondern zur Anwendung des Theorems 5.4. in [23]. O

Der folgende Satz aus [23] verdeutlicht den Zusammenhang zwischen der Existenz von Quadratur-
formeln und der besten einseitigen L ,~Approximation:

Satz 2.3.6. (NURNBERGER [23])

Es sei G ein n—dimensionaler Untervektorraum von Cla,b], n € IN, der eine positive Funktion
enthdlt, und es seien f € Cla,b] und gy € G mit gy < f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) g5 ist eine beste einseitige Ly ,—Approzimation von f in G.

(b) Es existieren einr € {1,...,n}, paarweise verschiedene Punkte t1,...,t, € [a,b] und positive
Zahlen a; > 0, i = 1(1)r, mat

und
b

/gwddﬂ=§:w¢m Ve .

a

Das bedeutet, dass die Punkte, in welchen die beste einseitige L; ,~Approximation die zu
approximierende Funktion beriihrt, geeignete Knoten fiir eine Quadraturformel sind, die exakt auf
dem gesamten Untervektorraum G von Cla, b] ist. Allerdings enthélt der Satz keine Aussage iiber
die Lange r der Quadraturformel, auer dass sie hochstens n Punkte besitzt. Wir ben6tigen noch
eine weitere Definition:

Definition 2.3.7. (I(T))

Fiir eine endliche Menge T C [a, b] sei

I(T) =T N(a,b)| + 5 |T N {a,b}|.

Demnach ergibt sich I(T') aus der Summe der Anzahl der Punkte aus T im Inneren des Intervalls
und der Hélfte der Anzahl der Punkte aus 7' am Rande des Intervalls.

Bemerkung 2.3.8.

(a) Ist I(T) = 5, n € IN, so kann man folgende Aussagen iiber die Méchtigkeit von 7" machen:
Ist n gerade, so ist entweder |T'| = % (falls T' keinen Randpunkt des Intervalls [a, b] enthilt),
oder |T'| = 4 4+ 1 (beide Randpunkte liegen in T').

Ist n ungerade, so gilt |T'| = § + 1 und es liegt genau ein Randpunkt des Intervalls in 7.

(b) Fiir nichttriviale Funktionen f € Cla,b], die das Vorzeichen nicht wechseln und die Nullstel-
lenmenge T besitzen, deren Nullstellen in (a, b) also simtlich nichtnodal sind, gilt

Z(f) = 21(T).
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Der folgende Hilfssatz stammt von KREIN ([18], Lemma 3.2 oder [16], Theorem 1.5.1):
Lemma 2.3.9. (KREIN [18])

Es sei G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF—-Raum, n € IN. Fir jede Punktmenge T = {t1,...,t,}
mit
a<t;<to<- - <tp_1<t,<b

und I(T) < 251 existiert eine Funktion g € G mit
g(t;)=0,i=11)r, und g(t)>0 VteE/]a,b\T,

d.h. g besitzt nur nichtnodale Nullstellen in (a,b) und gegebenenfalls (nodale) Nullstellen in a und
b.

Es folgt unmittelbar, dass fiir TSCHEBYSCHEFF—R&ume eine der Voraussetzungen des Satzes
2.3.6 immer erfiillt ist:

Korollar 2.3.10.

In einem TSCHEBYSCHEFF—-Raum gibt es stets eine strikt positive Funktion. Insbesondere existiert
(nach Bemerkung 2.8.4) fir jede stetige Funktion f eine beste einseitige Ly ,—Approzimation in
einem TSCHEBYSCHEFF-Raum.

Beweis:

Zu nichtleeren Punktmengen T,U C [a,b] mit TNU = ¢ und I(T),1(U) < %5+ konstruiert man
Funktionen gr und gy geméfl Lemma 2.3.9. Die Funktion g + gy ist dann positiv und liegt in G.
O

ZIELKE und ZALIK [49, 48] haben unabhéngig voneinander folgendes Resultat gezeigt:

Lemma 2.3.11. (ZIELKE [49], ZALIK [48])

Zu einem n—dimensionalen TSCHEBYSCHEFF-Raum G existiert stets eine Funktion f € Cla,b]
derart, dass (G, f) ein (n+ 1)—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum ist.

Nun wird die Existenz von mindestens zwei positiven Quadraturformeln fiir TSCHEBYSCHEFF—
Réume bewiesen:

Lemma 2.3.12.

Es sei G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum auf [a,b], n € IN, und fiir o gelte (2.4).
Dann existieren mindestens zwei verschiedene Quadraturformeln Q1 und Qo mit

T

Ql(f) = Z:lalf(tz), T := {tl, A ,tr} C [a,b], (27)

1=
t; paarweise verschieden, a; >0, i = 1(1)r,

und
Q2(f) = Zl bzf(uz)7 U:= {uh ) UT'} - [a7 b]v (28)
u; paarweise verschieden, b; >0, i = 1(1)r’,
und

TNU =0, I(T)=2=IU),
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so dass

Qi(g9) = [ 9(t) do(t) = Qa2(9) Vg€ G

Se—

gilt.

Die Beziehung zwischen r und ' ist in der Gleichung I(T) = § = I(U) enthalten. Ist n gerade, so
gilt 7’ € {2, 5+ 1} ansonsten ist r = 1’ = § + % Man beachte, dass fiir die Gewichtsfunktion
o stets (2.4) gilt.

Beweis:

Nach Lemma 2.3.11 existiert zu G eine Funktion f € Cfa,b] derart, dass (G, f) ein (n + 1)-
dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum ist. Nach 2.3.4(a) und 2.3.10 existiert zu f eine beste ein-
seitige L1 ,—Approximation gy in G. Mit Satz 2.3.6 existieren ein r € {1,...,n}, reelle Zahlen

a; > 0,4 =1(1)r, eine Menge T := {t1,...,t} C [a,b] paarweise verschiedener Punkte mit
f(ti) —gs(t;) =0, ¢=1(1)r, und (2.9)
, b
)= a;ig(t) = /g(t) do(t) Vg e Q. (2.10)
i=1

a

n

Zunichst wird gezeigt: I(T) = §:
Esist f —gr € (G, f), und es gilt r = |T| < Z(f — g¢) < n, weil Funktionen aus dem (n + 1)-
dimensionalen TSCHEBYSCHEFF-Raum (G, f) nach Satz 2.2.4 nicht mehr als n Nullstellen besitzen
kénnen. Wegen f — gy > 0 sind alle Nullstellen von f — g¢ in (a, b) nichtnodal, d.h. ohne Vorzei-
chenwechsel. Da wegen (2.9) T in der Nullstellenmenge von f — gy enthalten ist, gilt weiter mit
2.1.2 und Bemerkung 2.3.8(b)

21(T) = 2|71 (a,b)| + TN {a,bY| < Z(f - g) <

und somit I(T) <

N’\B

Annahme: I(T) < 3. F tir n = 1 wére dann I(T) = 0, also T = (), ein Widerspruch zu r > 1. Ist
n>2,soist I(T) < "5~ L und somit

27N (a,0)| + TN {a,b}| <n— 1.

Dann existiert nach Lemma 2.3.9 eine Funktion g € G mit Z(g) < n — 1 mit Nullstellenmenge T
und g > 0, also g(t) = 0Vt € T und g(t) > 0Vt € [a,b] \ T. Setzt man diese Funktion in (2.10) ein,

so ergibt sich wegen
b b
(t:)=0
0" Qug) = [ gtt) datt) = [ gt

(2.4) ein Widerspruch. Also gilt I(T') = 3.
Auf ebensolche Art zeigt man, dass fiir die Funktion —f eine beste einseitige L; ,~Approxima-
tion g_y und " € {1,...,n}, b; > 0, i = 1(1)r’, und eine Menge paarweise verschiedener Punkte

U:={uy,...,um} C [a,b] existieren, fiir die

—f(ui) = g-(u;) =0, i=1(1)r, (2.11)

—~
~
Q\
—
~+
~—
IS
~
Q
ViV
o
jen)
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! b
)= bigtu) = [ g dolt) Ve G (212)
i=1 a

und I(U) = § gilt.
Es bleibt zu zeigen: TNU = 0.

Annahme: TNU # 0  (x).
Dann ist N := [T UU| < n, denn aus der Bemerkung 2.3.8 folgt zunéchst

N<r+7 < g+1+g+1:n—|—2.
Ist 7 + 7" = n+ 2, so folgt sofort r = v = % + 1, und damit 7" O {a,b} C U, aber dann ist
N<n+2-2=n,daaund bim Schnitt T'N U liegen.

Andernfalls ist 7 + 7' < n + 7, und nach Annahme liegt ein Element im Schnitt von 7" und U.
DannlstNgn—i—Q—l—n—l—f also N < n.

Es gilt dann aber schon T = U (sx):

Fiir n = 1 ist wegen (x) N = 1, und mit |T| = |U| =1 gilt dann T = U.

Es sei nun n > 2 und angenommen, (xx) wire falsch. Dann existiert o.E. ein £ € {1,...,r} mit
te U. Es sei {g1,...,9n} eine Basis von G. In der Menge (T UU) \ {t¢} := {s1,..., sk} liegen
k < n—1 Elemente. Ist Kk < n—1, so nehme man n—1—k beliebige, von den vorhandenen Punkten

si, © = 1(1)k, verschiedene Punkte Sg41, ..., Sn—1 aus [a, ]\ {t;} hinzu. Definiere nun die Funktion
g € G via

~ o g1 92 e In—1 Yn

9(t) .—’Det< $1 89 ... Sp_1 t )
Dann hat g Nullstellen in den n — 1 von t; verschiedenen Punkten s;, ¢ = 1,...,n — 1. Da G ein

n—dimensionales TSCHEBYSCHEFF—System ist, kann g keine weiteren Nullstellen besitzen (andern-
falls wire die TSCHEBYSCHEFF-Determinante fiir diese Punkte gleich Null), also ist insbesondere
g(te) # 0. Setzt man nun

g=g(t)™" 7,
so ist g(t¢) = 1, und mit g eingesetzt in (2.10) und (2.12) erhilt man den Widerspruch

b

0=Qu(g) "2 / o(t) do(t)

a

210
¢ )Q1(>—a4>0.

Also ist (#x) gezeigt und es gilt insbesondere r = 7.
Wegen g5 < f und g_y < —f folgt zuniéchst g5 + g5 < 0, und mit (2.9) und (2.11) ergibt sich

(97 +9-5)(t:) =0, i=1(1)r,

also sind die Punkte aus 7" Nullstellen von g; + gy € G. Nach Bemerkung 2.3.8(b) gilt dann
n
Z(g5 +9-5) 2 21(T) =25 =n

Nach Satz 2.2.4 gilt dann gy + g—y = 0, weil fiir keine Funktion h € G \ {0} die Ungleichung
Z(h) > n gelten kann. Also ist gy = —gy.

Wegen f—g; > 0und —f+gf = —f—g_y > 0folgt f = g5 € G, ein Widerspruch dazu, dass (f, G)
ein (n + 1)-dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum ist. Also gilt TN U = 0, womit der Hilfssatz
bewiesen ist. O
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Folgerungen:

Ist n gerade, so gilt 7,1’ € {%, 5+ 1}. Die beiden Quadraturformeln @; und @2 sind dann wegen
Bemerkung 2.3.8 entweder beide offen oder @ ist offen und - ist geschlossen oder umgekehrt.
Wegen T'NU = () kénnen nicht beide Formeln geschlossen sein.

Im Fall, dass n ungerade ist, gilt r =1’ = 5 +% und somit sind Q1 und Q- halboffen. Da TNU =
gilt, kénnen nicht beide denselben Randpunkt als Quadraturknoten besitzen, also besitzt die eine
den rechten und die andere den linken Randpunkt als Quadraturknoten.

Hieraus folgt aber noch keine Eindeutigkeit. Diese behandelt der folgende Hilfssatz:

Lemma 2.3.13.

Es sei G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum auf [a,b], n € IN. Dann existiert hochstens
eine Quadraturformel Q mit positiven Gewichten und Knotenmenge T' C [a,b], I(T) = %, mit

b

Qo) = / olt) do(t) YgeG

(die also exakt fiir alle Funktionen aus G ist), fir die
(i) T C[a,b) bzw.
(i1) {a,b} CT

gilt.

Bemerkung: Die Aussage gilt auch, wenn in (i) T C (a, b] steht.
Beweis:
Es seien @1 und Q2 wie in (2.7) und (2.8) in Lemma 2.3.12 definiert mit I(7") =

(1) T C[a,b) DU, d.h. @1 und Q5 sind beide offen oder halboffen, bzw.

5 =1(U) und

(it) U D> {a,b} C T, dh. @1 und Q5 sind beide geschlossen.

Zuerst wird gezeigt T = U (x):
Es gilt N := |TUU| < n, denn
1. Fall: T NU # 0: Man verfihrt wie im Beweis von Lemma 2.3.12. Dieser Fall beinhaltet insbe-
sondere (7).
2. Fall: T N U = §: Hier ist nur (¢) zu betrachten. Es gilt
1 1

n
tots+o=n+l,

n
N < <
Srrsgtgtaty

da weder Q1 noch Q2 geschlossen sind. Wére N = n + 1, so wire r = 7' = § + %, aber dann
wiren (7 und Q2 halboffen und hiitten demnach wegen (i) den Knoten a gemeinsam, was ein
Widerspruch zu T NU = 0 ist.

Also ist N < n+ 1 und damit N < n. Der Rest des Beweises von (x) verlduft genauso wie im
Beweis von Lemma 2.3.12.

Zu den Gewichten: Es sei r := |T|, i € {1,...,r} und {¢1,...,9n} eine Basis von G. Man wéhle
n — r paarweise verschiedene Punkte ¢,11,...,t, € [a,b] \ T. Die Funktion

~ g1 g2 ... Gi-1 9i cvv Gn-1 YGn
() := Det
gi(t) ( t1 ot ... tic1 tigr ... ta  t )
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hat Nullstellen in den n — 1 Punkten ¢;, j € {1,...,n} \ {i}, und kann keine weiteren Nullstellen
besitzen, da G ein n—dimensionaler TSCHEBYSCHEFF-Raum ist. Insbesondere muss g;(t;) # 0 sein,
da sonst die TSCHEBYSCHEFF-Determinante

g 92 ... Gi-1 Gi --- YGn—-1 YGn _(_1\" e —
Det ( tota e tia tioee. ta1 ) = (=07 alt) =0
wire, ein Widerspruch dazu, dass {g1,...,g,} ein TSCHEBYSCHEFF—-System ist. Fiir die Funktion

gi(t) :== gg?((t?) gilt g(t;) =0, 5 € {1,...,n}\ {3}, und g(¢;) = 1, und somit

b

4 = O(g:) = / gi(t) do(t) = Qa(g:) = bi.

a

Also ist Q1 = Q.
Die Aussage (i) mit 7' C (a, b] ldsst sich vollig analog beweisen. O

Mit diesen Hilfssédtzen lasst sich nun leicht der Satz 2.3.1 beweisen:

Beweis:

Nach Lemma 2.3.12 existieren mindestens zwei verschiedene Quadraturformeln @7 und Q.

1. Fall: n gerade. Der Fall, dass beide Formeln offen sind, kann nach Lemma 2.3.13(¢) nicht ein-
treten. Wegen Bemerkung 2.3.8(a) ist die eine offen, und die andere geschlossen. Die Eindeutigkeit
der offenen Formel ergibt sich aus Lemma 2.3.13(7), die der geschlossenen Formel aus 2.3.13(i4).
2. Fall: n ungerade. Wie schon in der Folgerung nach Lemma 2.3.12 bemerkt, sind (1 und Q-
halboffen und eine der Quadraturformeln hat den rechten Randpunkt und die andere den linken
Randpunkt als Knoten. Die Eindeutigkeit beider Formeln folgt wiederum aus Lemma 2.3.13(¢). O

2.4 Eigenschaften der Funktion G,

In diesem Abschnitt werden verschiedene Eigenschaften der Funktion G, untersucht. Es werden
Darstellungen angegeben, die fiir unterschiedliche Werte von « giiltig sind, insbesondere wird eine
Darstellung fiir negative Indizes a bewiesen. Desweiteren wird die Art der Singularitét im Ursprung
diskutiert, die fiir a < 1 auftritt. Schliellich wird noch ein EinschlieBungssatz fiir die einzige
Nullstelle von G, im Intervall (0, 1) bewiesen.

Aufgrund der 1-Periodizitét und der Symmetrie von G, beziiglich 3 (d.h. G (1 — &) = G4(€),
¢ €10,1]) geniigt es, die Betrachtungen auf das Intervall [0, 1] zu beschréinken.

2.4.1 Darstellung und Ableitung von G,

Man kann die Funktion G, mittels der Polylogarithmus—Funktion definieren. Der Polylogarith-
mus hat folgende Darstellungen:
Nach [47], (8.1) bzw. [12], §1.11(1) ist

ok |z <1, a>1,
Lig (2) =Y —, 2] <1,z#1 ae(0,1], (2.13)

(0%

k=1 |z <1 a<0.

RS
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Fiir > 0 gilt eine Integraldarstellung des Polylogarithmus ([44], (5), [47], (1.2) oder [12], §1.11(3)):

) 2 tafl
) w 1 s tozfl

Li, (e¥) = o) pr—— dt, wedcC, (2.15)

0
falls Im (w) # 0 (mod 27) oder Re (w) < 0, bzw. (2.16)

. 17 e (0.3 a€(0.1],
Li, (e?™¢) = / : T, = 2.1

G ' () et*%lﬁ—ldt’ $€ { [0,i] a>1. (217)

0

Woo0D[47] hat eine fiir & ¢ IV (insbesondere fiir negative Werte des Parameters «) giiltige Dar-
stellung des Polylogarithmus angegeben (ohne ausfiihrlichen Beweis), die im Anhang B bewiesen

ist:
wk

Lig (€)=Y ¢(a—k) o T r-a) (—w)*™",  fiir 0 < |w| < 2m, (2.18)
k=0 ’
wobei die RIEMANNsche Zetafunktion fiir negative reelle Argumente durch
_ 1
C(z) =2(2m)" 'sin (2 wx) ri—=)¢(1—-=), =<0, (2.19)

zu berechnen ist ([1], §23.2.6).

Nun lassen sich die Funktionen G, und H, definieren:
Definition 2.4.1. (G,, H,)

Es seien

)
Q
—
™~
N

2Re (Liq (™)) = (Liq (e7°™¢) + Lis (e*™)), €I, (2:20)
Ho(§) = 2Im(Liq (€¥™)) =i (Lia (e7>™) = Liq (e*™)), ¢€Z,. (2.21)

Die Funktion H, spielt ebenso wie G, eine wichtige Rolle bei der theoretischen Analyse des
Qualokationsverfahrens. Es wird spéter gezeigt, dass sich mit ihr die Ableitung der Funktion G,
ausdriicken lisst. In den Arbeiten iiber das Qualokationsverfahren [36, 10, 37, 38] werden die beiden
Funktionen iiber ihre Reihendarstellungen definiert, die im n#chsten Satz angegeben sind.

Der Polylogarithmus ist ein Spezialfall der LERCH-Funktion ® ([12], §1.11):
z€D:=C\{z€C | Re(z)>1}, a>0,
z€{1}UD, a>1.

Lig (2) =2®(z,0,1), {

Man beachte, dass z := e2™ € D fiir £ € (0, %) ist, und z = 1 nur fiir £ = 0 gilt. Daher sind G,
und H, nur fiir @ > 1 auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] definiert, fiir a € (0, 4] kann man
Gq nur fiir £ € (0,1) definieren.

Fiir verschiedene Werte von « sind unterschiedliche Darstellungen des Polylogarithmus und der
Lerce-Funktion giiltig (vgl. [12, 47]). So gelten fiir positive o die Summen— und Integraldar-
stellung fiir G, und H,, die man auch in [9, 10, 37] findet:
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Satz 2.4.2.
Fiir a > 0 gelten die Reihendarstellungen

(a) )
Gal©) =2 Y o cos(enhe), EET,, (2.22)
k=1
(b) -
= Z ki sin(27kE), € € Ia, (2.23)
und die Integraldarstellung )
(c) .
2 _, e tcos(2mE) — e~
Go(&) = — [ t~! dt , T,, 2.24
©= / t e boce (224)
wobei
N(§):=1—2e"cos(2m&) +e >, teR{, £€0,13]. (2.25)
Beweis:

Wegen (2.13) ist fiir z = €?™¢ und ¢ € Z,, also |z| = 1 fiir @ > 1 bzw. |2| = 1 und z # 1 fiir
€ (0,1], dann

: g’ = 1 milk = 1
2 Re (Liq (e?™)) ;:: - iRy =2 ;zlj = 008 (2mEk) = G (€),
und
) i oo 1 i oo 1 ]
2Im (Lig (™)) g_ —k e?miek) E 7o Sin (2m&k) = H, (€) .

k=1

Wie man die Integraldarstellung aus der Summendarstellung herleitet, wird in [9] gezeigt; hier wird
die Integraldarstellung von G, mit Hilfe der Integraldarstellung des Polylogarithmus bewiesen:
Nach (2.17) ist wegen 2 Re (2) = 2+ Z

oo

(2.20) . i 1 1
Ga(§) "= 2Re(Lia (e™)) / <€t—2m5_1 +et+2mg_1> dt

0

1
dt

1 7 a1 € (cos(2mE) +isin(2mE)) —1+e' (cos(—2mE) +isin(—27E)) —
- 7/75 (et+27ri§_1) (et—Qm‘g_l)
0

2¢etcos(2mE) —2

dt
2t —2et cos(2mE) +1

e tcos(2mE) —e 2t
1—2et cos(2mE) +e2

dt, €¢€T..
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Bemerkung 2.4.3.
Zu den Reihendarstellungen:

(a) Die (gleichmiBige) Konvergenz der beiden Reihendarstellungen (2.22) und (2.23) fiir a > 0,
€ € (0, 3), folgt aus dem Kriterium von DIRICHLET ([17], §48, Satz 2 und 199.4), fiir a > 1 ist
2 32 7= < 0o eine Majorante von Gq(§) und Hy(€). Die Reihen konvergieren also absolut
auf [0, 1] fiir @ > 1 und es gilt dann G,(0) = 2¢(a) und H,(0) = 0. Man sieht auch, dass
G, und H, 1-periodische und stetige Funktionen sind.

Zur Integraldarstellung:
(b) Es gilt
Ni(€) = (cos (27€) —e )2 +sin® (27€) > 0, t e R, £ €0, 3]

N¢(§) wird Null fiir ¢ = 0 und £ = 0. Genauer: In einer Umgebung des Ursprungs lautet die
Reihenentwicklung des Integranden

ja-1 etcos(2mE) —e
N (€)
intumO 1 1
a—2 _ “ga—1 e a+2
t 2t +12t + O (t**?), t—o.

Das Integral existiert fir 2 — o < 1, also fir @« > 1. Fiir a € (0,1] ist die Funktion G,
singulédr im Ursprung, das Integral existiert nicht fiir £ = 0. Die Singularitéit wird im néchsten
Abschnitt noch genauer untersucht.

An der Integraldarstellung (2.24) erkennt man, dass G, € C*(0,1) ist (][9], S.374), jedoch
ist die Darstellung (2.24) nur giiltig fiir o > 0.

Fiir manche Anwendungen (z.B. Beweis von Satz 2.4.7, oder Lemma 3.1.2) sind auch negative
Werte von « interessant.

Satz 2.4.4.
Fiir o ¢ IN und & € (0, 1] gilt

e —a S e U g g gant g (T
A =2 3 Cla=20) G (219 4 2020 s (5)
N o (2.26)
x [T(l—a) &t +2 Y F(17a+2k)C(17a+2k)@
k=[a/2]4+1
Beweis:
Fiir o ¢ IN erhélt man mit (2.19) aus (2.18):
[o] wk
Lig (e¥) = kZ:OC(a—k)ﬁ
) k
+2020° Y sm(g(a_k)) r(1—a+k)<(1_a+k)%
k=[a]+1

+T(1—a)(-w)*™", a¢gN,0<|w <2n
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Zusammen mit (2.20) und w := 27mi€ folgt

[o]
Gal®) = 23 Clo—k) 3 Re((2mic)")

k=0
+42m* Y sin (g (o — k)) T(l-a+k)C(1—a+k) % Re ((zf)k)
k=[a]+1 :

+20(1—a) Re ((fmg)a—l) , £€(0,4).

Es ist
N\ a . ] I s ..
Re ((zi)") = 2% Re (i) = 2° Re (€2%) = 2 cos (§a> , furallez,aeR,
und
T 0 k ungerade
€08 (kg) N { (—D*? & gerade y keZ.

Also gilt weiter

& GV

Ga(6) = 2> Clo—2k) iy @)™
k=0 '

. o) . . 521@' k
44 (2m) Y sin (§a - k:7r) (L—a+2k) C(1—a+2k) > (-1)
k=[a/2]+1 e ——
=(-1)* sin(% a)

+20(1 - «) (27(5)0(71(308 (ga_g)
%(/_)/
_ 2[a/2] o (_1)k , o - _
— kZ:OC(a— ) ). 2m)™ + 2(2m) Sm(§a)
3 §2k
A Ta-a e 42 3 Tl-at2m)C(-a+2m) o
k=la/2)+1

fiir £ € (0, %], a ¢ IN. Man beachte, dass fiir negative Werte von « die erste Summe wegfillt. O

Bemerkung: Fiir gerades ganzzahliges « hat G, als Funktion von « eine hebbare Singularitit in
a = 2m, m € IN. Der einfache Pol von I'(1—a) und die Nullstelle von sin(5 «) heben sich gegenseitig
auf, die zweite Summe féllt vollig weg. Man sieht, dass die Funktion G, dann ein Polynom vom
Grad o mit einziger ungerader Potenz « — 1 ist (siehe auch 2.4.2).

Mit der Ableitung des Polylogarithmus ([47] (4.1)) kann man die Ableitungen von G, und H,
bestimmen:

d

o Liy (e¥)=Lig_1 (e¥). (2.27)
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Man erhilt fiir o € R

d 3 1 —2mi . i
dnga (f) = dif (Z (Lla (6 2 5) ~ Li, (62 5)))
=1 (_27Ti Li(x—l (672‘”5) — 21 Lia—l (62771'5))
= 27 (Liao1 (€7278) 4 Lig 1 (7€) =27 Go1 (€) , €€ (0,1),

und (auf analoge Weise)

d%aa (€ = 2mi(Liaoy (7€) — Lia_y (€27€)) = —2r Haiy (€) . €€ (0,1).
Also gilt
Go(&) = —2mHa1(§), €£€(0,3), (2.28)
H,(§) = 21Ga1(§), £€(0,3) (2.29)

2.4.2 Zusammenhang mit BERNOULLI-Polynomen

Fiir ganzzahliges und gerades o = 2n, n € IN, ist G, bis auf einen konstanten Faktor das
BERNOULLI-Polynom By, ([12], 1.13 (14), [20] oder s.o.):

(2 7T)2n

Gon(8) = (2n)!

(—1)"*1 By, (€), €€10,4].

Wegen (2.28) und (2.29) ist die Funktion H,, fiir ganzzahliges und ungerades a = 2n+ 1, n € N,
bis auf eine Konstante das BERNOULLI-Polynom Ba,+1 ([12], 1.13 (13),(15)):

(2 71_)2n+1

Hp11(8) = @t

(71)n+1 B2n+1(§)a E € [Oa %}7 n € No.

Aufgrund dieser Relationen und (2.28), (2.29) ergibt sich fiir ganzzahliges o und ¢ € (0, 1) die

Tabelle 2.1. Die Funktion 7 Hy ist auch unter dem Namen ,,CLAUSENs Integral“ bekannt [21].

o Go(6) Ha(§)

5 ) 0

0 1 cot(r€)

1 —2log (2sin(x£)) 2 (3 -¢)

9 272 (2 -+ 1) —%félog(Zsin(Trt)) dt
; i (160~ 362+ 5)
4 | -8t (Let - Led g Le2 o L)

Tabelle 2.1: Die Funktionen G, und H, fiir gewisse ganzzahlige o

Einige weitere wichtige Eigenschaften sind in [9] bewiesen worden:
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G, ist fiir o > 0 streng monoton fallend auf (0, 1).

1

e G, besitzt fir a > 0 genau eine Nullstelle in (0, 7), die wir im Folgenden stets mit 7,

bezeichnen werden.

H,, ist fiir a > 0 positiv auf (0, %)7 fiir « > 1 ist H, (0) = 0 und es gilt H, (%) =0 fiir a > 0.
o lim Gy(§) =2cos(27€) und lim H, (&) = 2sin(27E).

a— 00 a— 00

Desweiteren wurde dort gezeigt, dass die Nullstelle 7, fiir & — oo streng monoton wachsend gegen
i konvergiert.

Abbildung 2.1: G5 und Gj

Fiir einige Werte von ¢ sind die Funktionswerte G (§) fiir « > 1 in der Tabelle 2.2 angeben.
Die Berechnung findet sich im Anhang C. Fiir die Funktion H, gilt Ho(0) = Hq(3) = 0 fiir o > 1.
Fiir &~Werte innerhalb des Intervalls ist die Berechnung von Funktionswerten H,, (£) nicht einfach,
man kann aber die folgende Abschétzung fiir Ha(i) angeben, deren Beweis ebenfalls in Anhang C
angegeben ist:

Hy(3)>2(1-2""1-2")(e), a>1. (2.30)
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2l
151 2 f
11
05 |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 2.2: Hy und Hj

Ga(E)
2¢(e)
(1—27) (1-3")¢(a)
=217 (1= 217%) ((«)
—2(1-27%) ¢(a)

NI= = Sl= O] I

Tabelle 2.2: Funktionswerte von G, fiir a > 1

39
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2.4.3 Einschlieung der Nullstelle von G,

LEHMER [20] hat eine Abschiitzung der Lage der kleinsten positiven Nullstelle der BERNOULLI-
Polynome bewiesen, die sich auf die Funktionen G, fiir @ > 5 verallgemeinern lésst:

Satz 2.4.5.

Fiir a > 5 gilt

1
2a+lrg’
—1

1
0<— =70 <
4 7

d.h. die Nullstelle von G, weicht um weniger als 2~ 17
totische Formel

(2.31)

von % ab. Desweiteren gilt die asymp-

1
Ma=7-5-(279-47"+4:67)+0(8), ax>1 (2.32)

A~ =

Beweis:
Es sei im Folgenden stets v > 1. Wegen Gy (§) = —2log(2 sin(%)) = —2log (1) =0und G, () <0

(Anhang C) gilt dann

1 1
6 < Na < 1
Setzt man 0, = 27 (3 —74), so gilt 0 < 0, < Z und 7, = % — %=. Durch Einsetzen in die
Reihendarstellung (2.22) von G, erhélt man wegen cos (zkm — k) = cos (3k7) cos (k6y) +

sin (k) sin (k6,)

0 = 2Zcos(27rk (4—52?))

2(2(2#11)@(1) sin ((20+1)0a) = Y oo 2£+2 (=1)" cos ((2¢ +2) 6, ))

£=0 z:o
0, muss also die folgende Gleichung erfiillen:
sin(f,) =27%cos(260,) + 37 “sin (360,) —47%cos(46,) —5 *sin(564) +... . (2.33)

Fir n > 1 gilt

oo

Yok = w4 Y ke <ne +/x_”‘dx (2.34)
k=n k=n-+1 n
—a+1 _
- po_l =n° Lnl’ Va > 1.
11—« a—1
Somit 14sst sich sin (6,) mit (2.33) grob abschétzen durch
) e (2.34) a+1
—x < — . .
sin (0a) < » k7% <2 1 (2.35)
k=2
Verwendet man die Abschétzungen
cos(260,) < 1,
sin(360,) = 3sin(f,) — 4sin® (0,) < 3sin (0,),
cos (40,) = 1—8sin?(f,) + 8sin* () >1—8sin?(A,) und
sin(560,) > 0
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in (2.33), so erhilt man mit (2.34)

5
sin (0,) < 27 + 37Tl gin (0,) — 47 +272°F35in? (4,) + 6~ (Z i 1) (2.36)
2
2.35) 1 1
( < 2701 + 37(1“1’12704 (a + ) _ 470( + 2740[*%3 (a + ) _'_6701 <a+ 5> .
-1 a—1 a—1

Aus der Taylorentwicklung des Sinus sin (6,) = 0, — %—% + ... folgt die Abschiitzung

93
0o < sin(0,) + F‘J‘, (2.37)

und wegen 0 < 0, < % gilt 6, < Zsin (0,). Zusammen ergibt sich
6 3

. 1 /7 . 3 (2.35) 1l /ma+1 3 _3a
9a<sm(9a)+6<§sm(0a)) < sm(9a)+6<3a_1> 2774,

Einsetzen der Ungleichung (2.36) liefert schlieflich

1 1\? 5
fo —27% < 3-etlgme <a+1)—4°‘+240‘+3 (‘” ) +67° (a+ )

a— a—1 a—1
™ fa+1)\°
e 9—3a 2.38
62 (a - 1) (2.38)
Fiir « > 1 und ¢ > 0 gilt %gfi =— (;jll)Q < 0, daher ist gff < % fiir « > 5. Man erhélt also

weiter mit (2.38) und 7 < £

9 8\ ¢ 5 125 74\ ¢
0, —27% < §6—0‘—4—“+18 (3) 6—a+6—a+<3) 6=

2 162
— ~~
<<tk <5 <<l
4225 4225
= == 6 4 < (=2 1)47 <0, Va>5
576 <~ <<4374 ) 0o ve=s

(3) "arec g ae

womit die Ungleichung (2.31) durch Einsetzen von 6, bewiesen ist. Aus (2.33) und (2.36) erhélt
man

sin(f,) =2"%+ 0(47%), a— .
Einsetzen in (2.33) bzw. (2.37) liefert
sin(0,) =27% 42737 — 47467+ O (87%)  bzw. 0, =sin(b.)+ O(87°).

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich sofort 6, =27% —47*4+4.6-%+ O (8~%), woraus mit
der Definition von 6, unmittelbar (2.32) folgt. O

Bemerkung: Eine numerische Betrachtung mit MATHEMATICA zeigt, dass die Formel (2.31) etwa
fliir o > 1.42 giiltig ist, unterhalb dieser Grenze nicht.
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2.4.4 Die Singularitit von G, fiir « € (0,1] im Ursprung

Es ist Go € C*°(0, %). Die Reihe (1.25) ist fiir £ € (0,3) und a > 0 gleichméBig konvergent und
damit gliedweise differenzierbar nach dem Kriterium von DIRICHLET (siche [17], S.358, §48, Satz 2
und 199.4). Ist o > 1, so ist G, stetig auf [0, 1]. Fiir a € (0, 1] hat die Funktion G, eine Singularitét
im Ursprung, und zwar eine logarithmische Singularitéit fiir & = 1 und eine Singularitit der Form
¢ fiir a € (0, 1).

Satz 2.4.6.

Es gilt
Gl(g) = —2log (2 sin(wf)), §¢€ (0’ 1)

Insbesondere hat G1 eine logarithmische Singularitdt im Nullpunkt. Die Funktion

- -t G1(§)7 5 S (07 l]?
a — log(€) 2
1(6) ). £=0

ist stetig auf dem Intervall [0, %]

Beweis:
Wegen I'(1) =1 ist

s 1 ) ° —t ) =2t
_ Z* s(2rle) (2:24)2/ e C(zs( w€) —e _dt.
— L ) 1—2e~tcos(2mE) + e~

Nun gilt fir £ € (0,3] und ¢ > 0 mit Bemerkung 2.4.3(b) (der Betrag im Logarithmus kann
weggelassen werden)

d _t ony e~tcos(2mE) — e 2
pn log (1 — 2e " cos(27E) + e %) = = 2e 7 cos(am) + 20"
und somit
G1(§) = log(1—2e"cos(2mg) +e )| =log(1l—0)—log(1—2cos(2m&) + 1)
0

= —log (2(1 — cos(27€))) = log( (1 — cos(7¢ + 7¢)))
= —log (2(1 — (cos® (&) — sin®(n¢)))) = —log (2(1 — (1 — 2 sin®*(€))))
= —log (4sin*(m¢)) = —2log(2 (sin(n€))), & € (0, 3.

Desweiteren gilt mit der Regel von DE L’HOSPITAL

R . 2log(2sin(w€)) .. m 2 cos(m&) m o . & cos(m€)
%1—{% Gi(e) = %1—{% log(&) 72§h—>0 &1 Qﬂ'gl—{% sin (7€)
— orlim (m€) — wsin (7€) 5
- £550 7 cos(m€) -

Nun zum Fall o € (0,1):
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Satz 2.4.7.
Fiir o € (0,1) ist die Funktion

stetig auf dem Intervall [0, ].

Beweis:

Es wird der Satz mittels der Darstellung (2.26) bewiesen. Er lisst sich auch mit Hilfe der Integral-
darstellung und des Residuensatzes beweisen.

Fiir o, € € (0,1) ist

§70Gae) 2 (@) 4 2m  sin (S a)
> g2+
x [F(loz) + 23 T(1—a+2k)¢(1—at2k) (%)'1 ,
k=1 !
und wegen I'(1 — 2) = m ([12],1.2(6)) und sin (2z) = 2sin(z) cos(z) gilt
G.(0) = 2 (27r)a71 sin (g a) I(l—a)=2" 22 Lgin (g a) m
o 20 o sin (g o B 20471 T 1 B 2a71 s (71’ )
~ TI'(a) 2sin (ga) cos (ga) ~ T'(a) cos (ga) - T'(a) seelg @

2.5 Hauptsatz

Der Hauptgrund fiir die Existenz von positiven Quadraturformeln, die exakt fiir das System

{17 GT—57 GT—ﬁ-‘rla ceey GT’—[3+b—1}

bzw.

{17 G2a G47 BN} GQ[i“"*g*l] ’ GT—ﬂa Gr—ﬁ-i-lv SERE) GT—B-H)—I}

(also fiir das Qualokationsverfahren geeignet) sind, ist die Tatsache, dass diese (bis auf die Vorzei-
chen) TSCHEBYSCHEFF-Systeme sind:

Hauptsatz 2.5.1.

Das Funktionensystem {1,—Guy,...,—Ga,}, n €N, mit 1 < a1 < --- < «, bildet ein
TSCHEBYSCHEFF-System auf dem Intervall [0, 3].
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Bemerkung 2.5.2.

Die Funktionen G, miissen mit negativem Vorzeichen versehen werden, damit die Determinante in
(2.1) positiv ist. Andernfalls ist die Determinante jedoch auch stets ungleich Null (vgl. Bemerkung
2.2.3(b)). Da n € IN beliebig ist, ist das Funktionensystem sogar ein vollstindiges TSCHEBY-
SCHEFF-System auf [0, 1], und trivialerweise auch auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von
0, 3].

Die Fiille a3 = 1 und «y € (0,1) werden spiter noch gesondert betrachtet.

2.5.1 Hilfssitze fiir den Beweis des Hauptsatzes

Lemma 2.5.3.

Das Funktionensystem ¥ := {1,t51 152 . 52} mit 0 < By < --- < B, n €N, bildet ein TSCHE-
BYSCHEFF-System auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von [0, 00).

Beweis:

Nach [16], I §3 bildet {¢%, ¢, ... %} fiir jede aufsteigende Folge —0o < &y < -+ < &, < 0o ein
vollstéindiges TSCHEBYSCHEFF—System auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von (0,00). Fiir
beliebige Punkte tg,t1,...,t, mit 0 <ty <ty < --- < t, ist

1 1 ... 1
D 1 4 . thBn tgl tfl o tgl
ot to ti ... tn ) | A
tom oty Lt
was fiir g > 0 groBer als Null ist, da {1, o ,tﬁn} ein (n+ 1)—dimensionales TSCHEBYSCHEFF—

System auf dem Intervall [to,t,] C (0,00) ist (siehe oben mit §y := 0, §; := G;, i = 1(1)n). Ist
hingegen ty = 0, so gilt

11 .1 e
o1t 0 o O S T 0
on oo )Tl T T
ﬁn n n n n
0t ... A U
da {t%,... 1P} ein n-dimensionales TSCHEBYSCHEFF-System auf dem Intervall [t1,t,] C (0,00)
ist (s.0). O

Hieraus folgt das fiir den Beweis des Hauptsatzes notwendige
Korollar 2.5.4.

Es sei 0 < By <--- < Bp, n €IN. Dann gilt: Fiir beliebige Punkte tg, ..., t, mit
0<tg <ty <+ <ty ist

1 |

B1 B1 B1

1 thr . P [ A" et

= >0.

©“<m t ”.tn> S

tom At

n
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Dies folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Determinanten und der Tatsache, dass die differen-
zierbaren Funktionen 1,#%1,... t%* ein TSCHEBYSCHEFF-System bilden (Bemerkung 2.2.3(d)).
Aus Stetigkeitsgriinden folgt auflerdem, dass diese Determinante fiir ¢ — 0 stets nichtnegativ ist,
allerdings kann die Determinante fiir ¢y = 0 singuliir sein (wenn (7 < 1 ist).

Der folgende Hilfssatz stammt von POLYA und SZEGO [24], ein Beweis findet sich z.B. in [23],
S. 81:

Lemma 2.5.5.
Es seien f1,..., fn und hy,..., hy, n € IN, Funktionen aus C[0,00), und es sei
Ay i={(z1,22,...,2,) ER" | 0< 2y <29 < -+ <y < 00}
Dann gilt
S ha(t)fa(t) dt [ ha(t) f1(t) dt
00 0 0
det / hi (O£ (t) dt - :
" WSOy (8) () dt J () () it
0 0
_ hl hn fl fn
= /Det( t t ) CDet( t i dty...dt,
Ay
o0 tn t2
o hl . hn fl f'n
7// /@a(tl tn>©et<t1 tn)dtl dt,
0 0 0

Es wird noch eine weitere Definition benttigt:

Definition 2.5.6.
Esseia > 1.

(a) Fiir 0,9 € [0, 3], n # 0, sei

Gao (77> —Gq (79)

=T . .
g{n, v} (@) 2 (cos(2mn) — cos(271)) (2:39)
(b) Fiir k > 2 und zg, ...,z € [O,%} mit 0 <xg <+ <ap < % sei
Jolo,. . xp} = gad1, - Tk} = Gad@o, - Tpa) ) (2.40)

2 (cos(2mxy) — cos(2mxy))

9o{To, ..., x,} ldsst sich mit Hilfe der Integralformel fiir G, (§) (2.24) explizit darstellen:
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Satz 2.5.7. Es sei o> 1. Fiirn € N ist

o

9olTo, .. xn} = / tet M dt (2.41)
0 H Nt(‘rz)
=0
°0 .
= on / et sinh(t) . (2.42)
o I1 (cosh(t) — cos(2ma;))
i=0
Beweis:
Firn =1 ist
(2.24)
ga{mo, 21} "= (cos(2mag) — cos(2may)) !

o0
y /tafl <et cos(2mxg) —e 2 e7t cos(2mxy) — €2t) i@t
Nt(.’BO) Nt(.’El)

0
= (cos(2mzg) — (308(27T5131))_1

X /to‘*l (1 —2e7" cos(2mzy) + e ") (e " cos(2mag) — ")
0

—(1—=2e" cos(2mzo) + e %) (e™" cos(2ma1)) — e ?")) /(Ni(zo) Ne(z1)) dt

= (cos(2mxg) — COS(27TI1))_1

y /Oota1 cos(2mxg) (et — e73t) — cos(2mry ) (et — e73Y) i@t
) Nt(l'()) Nt(l'l)
_ /°°t clfioe)
) Ni(z0) Ni(71) .

Fiir n > 2 folgt per Induktion:

1 _
golTo, .- Tn} = 9 (cos(2may,) — cos(27zo)) ' (ga{Z1, s Tn} — ga{Tos .-, Tpo1})

1 B x —(n—1)t 1— —2t N _ N "
Ind. L (cos(2ran) — cos(2ra0)) 1/ e (L—e™") Ni(xo) t(xn) di
2 n—l Ni(z0)N¢(xr)
0 [T Ni(zi)
i=1

= % (cos(2m,,) — cos(2mag))

n

[T Ni(xi)

=0

® —(n—1)t 1— e 2t
X / g1 (1=e™) (1 —2e " cos(2mzg) + € 2" — 1+ 2e " cos(2mx,) — e ) dt
0
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oo

7/ tafl efnt(]_ 767%)
0 Ni(z:)
i=0

Zur Formel (2.42): Wegen

et 1 1
Ni€) o —Zcos(@nE) T e 2(cosh(l) —cos@rE))] © © (0,3, 20, (243)

und

sinh(t) = = (¢! —e™"), teR,

DN | =

gilt fiir alle n € IV

s — t(l 2t)

e ™1 —e"
dof{zo,. . yxn} = /to‘fl _—
0 1:[ Ni(@i)

=0

dt

_ Ooafl t ot et
= O/t (e e )HNt(wi)dt

=0
— 2—n/to¢—1 Slnh(t) dt
5 (cosh(t) — cos(2mx;))
i=0

Dies gilt auch fiir o = 0, da der Integrand trotz der Singularitiit integrierbar bleibt (vgl. Bemer-
kung 2.4.3). O

2.5.2 Beweis des Hauptsatzes

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass die Determinante (2.1) fiir das Funktionensystem {1, =G, , ..., —Ga,, } grofier
als Nullist. Fiir 0 <&y <& <--- <&, < % gilt:

1 1 1
Det < 1 —Ga1 —Gan ) _ _Ga1(§0) _Goq(fl) ce- _Ga1 (gn)
& & ... &n : : :
_Gan (50) _Gan (fl) ce _Gan (gn)
1 0 0 0
_ e Go, (&)  Ga,(§1) = Gai(€0)  Gay(82) = Gay(&1) - Gay(én) — Gay (§n—1)

G (€)) G (€)) — G (60) G (62) — o (€)) G (€n) — Gy (€nn)
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F(il) (cos(2mE&y) — cos(27&p)) ﬁ(cos(?wfn) —cos(2m&n-1))
5 30 X goq{vagl} X ga1{§7l—17£n}
G2y : :
%(COS(2W§1) — cos(27&p)) F(in) (cos(2mE,,) — cos(2mEp—1))
X ga,,,{an 51} o X Gou, {gn—la fn}
= (-1)"— 2 ﬁ (cos(27m;) — cos(2m€;—_1))
{1 1) =
Joq {50751} Gas {51)52} s Gay {gn—bfn}
X : : :
9a, {50761} Ja, {51752} coo Yay, {571717671}
=  (-1)"— 2 H (cos(2m&;) — cos(2mE;—1))
{1t =
ga1{§07£1} ga1{€1;§2} 79(11{50,51} g(xl{gn—hfn} 7ga1{§n—27§n—1}
X : : :
9o, 160,61} 9o {81,862} — 9o {0,861} - Ganién-1,6n} — Gan{&n—2,6n-1}
(2.40) w200 ﬁ (cos(2mE;) — cos(2mE;—1)) ﬁ (cos(2mE;) — cos(2m;—2))
H o) i=1 i=2
901 180,€1}  Gar{80,61,62} -0 o {€n—2,8n—1,n}
X : : :
Ja, {50761} Ja, {50151762} coo Yay, {571727571717677,}
(530) (-=1)" ARy O ¥ (cos(2mE;) — cos(2mE;—;))

n

[T D) =155

i=1
=:C(&0,---,n)#0

goq{f(),él} ga1{§0;§17£2} ga1{€03---7§n—17§n}

(2.44)

o (€0 61} G {€0. 61,60} ot Ga{€0re s Enr En)
=:D(&0,-.-,¢n)

Da der Cosinus auf [0, 7] streng monoton fillt, ist

sign (—1)"C(&o,...,€,) = (—=1)" sign HH (cos(2mE;) — cos(2mE;—;))

i=1j=i

<0
= sign (—1)"T D2 = gign (—1)n(n /2, (2.45)
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und fiir die Determinante gilt weiter

9o, 160,61} Gan{05€1, 62} 9oy 1805+ n—1,&n}
gan{£07§1} gan{507£17£2} gan{§07~--a§n—1a§n}
2_1 j‘otal_l . sinh(t) dt 9—n ftal_l _ sinh(t) dt
T1 (cosh(t)—cos(27E;)) 0 ‘HO(COSh(t)_COS(Qﬂ'{i))
=0 i=
(2.42)
2-1 j’ot%—l _ sinh(t) dt ... 27m j’ot%—l _sinh(@®) dt
0 1 (cosh(t)—cos(2mE;)) 0 ‘HO(COSh(t)—COS(Qﬂ'fi))
=0 i=
o k
= o nnt1)/2 / %71 sinh(t) / [ ] (cosh(t) — cos(2n&;)) dt
=:c 0 =:hj =0
=:fu j,k=1(1)n
i I 1 1 1
2.5.5 t 2 ton= fi In
= c//.../@et( ” ty . )@et( I i dty ...dt,
0 0 0
o0 tn to
1 tOéQ—Oél tOén—Oél
= c/ ../@et(tl ty t )
0 0 0
=:F(t1,...,tn)>0 nach Korollar 2.5.4
s ap—1 fl fn
X Ht : @et( ' . > dty...dt,
Jj=1
o0 ty to
= // .. t17 Htal 1
0 0 0
1
sinh(tl)/H (cosh(ty) — cos(27E;)) sinh(¢ /H (cosh(ty,) — cos(27&;))
i=0 1=0
2 2
Sinh(tl)/H (cosh(ty) — cos(27E;)) sinh(¢ /H (cosh(t,) — cos(27&;))
X 1=0 =0
sinh(tl)/H (cosh(ty) — cos(27E;)) sinh(t /H (cosh(t,) — cos(27&;))
i=0 =0

49

dty ...

dty,
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= // ./F(tl, coytn) H (t;?ﬂ—l sinh(t;) H (cosh(t;) — cos(27r§¢))>
0 0 0 J=1 i=0
.]1—:1[2 (cosh(ty) — cos(27;)) ... 13[2 (cosh(t,) — cos(27&;))
ﬁ (cosh(ty) — cos(27E;)) ... ﬁ (cosh(ty,) — cos(27¢;))
x | =3 =3 (2.46)
cosh(ty) — cos(2mE,,) . cosh(t,) — cos(2m&,)
1 . 1
=F

Es ist
n n
H <t;‘11 sinh(t;) H (cosh(t;) — cos(27r§i))> >0 fir § >0, t; >0, j =1(1)n,
j=1 =0

und fiir £ = 0 hat der Term eine Singularitiit der Form t*~2 in ¢ = 0, ist aber positiv und
integrierbar, da a; > 1 ist. (Fiir £ — oo ist der Term wegen (2.43) ebenfalls integrierbar.)

Es bleibt das Vorzeichen der Determinante von E zu bestimmen. Setzt man T; := cosh(t;),
i=1(1)n, und X; := cos(2n§;), j = 2(1)n, so gilt wegen 0 < t; < ty < --- < ¢, und der
Monotonie des Cosinus hyperbolicus auf [0, 00) die Ungleichungskette

ThW<Tpy<.---<T, . (2.47)
Desweiteren ist

det(E)zdet< 11 @—X@) - det (ﬁ@—xm) ,

k=i+1 i =1

und

3
|

J
O, =<t i=11n>=< [t - X)) |i=11)n>,
1

~
I

n—i
d.h. die Funktionen w;(t) := [[ (t — Xi+4), ¢ = 1(1)n, bilden eine Basis des Vektorraums der
=1

Polynome vom Hochstgrad n — 1. Da w; den Grad n — ¢ hat und normiert ist, gilt
n
w;(t) = Zai,k "R aix €R, ik =1(1)n,
k=1

mit a;; = 1 und a;, = 0 fir k < 4, k,i = 1(1)n, d.h. die Matrix A := (a; ;) ist eine obere
Dreiecksmatrix mit 1-Diagonale. Somit ist

wq (t) 1 * . * tn_l
*
wn () 0 0 1 1
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und daher ist wegen det A = 1

0]

det(E) = det (w;(T})), ; = det (A (T7) ):(_1)[%1 det (Tg—l) ,

5]
wobei die VANDERMONDE-Determinante mit (2.47)

det(Tij_l)i,j = H(Tl — Tj) > 0
i>j
ist. Mithin hat der Integrand in (2.46) keinen Vorzeichenwechsel und ist nicht identisch Null, also

hat das Integral das Vorzeichen sign det(E) = (—1)[%} (und ist ungleich Null). Es bleibt noch das
Vorzeichen der TSCHEBYSCHEFF-Determinante zu untersuchen.
Zusammen mit (2.44) ist

1t L P "
@8{(0 t t ):(_1) C(&Oav{n)D(£Oa7£n)#0,
1 ... n

und wegen (2.45) und sign (D (o, .. ., &) = (—1)1#] st

Bl ﬁn n
sign Det < 1t SR ) = sign (—1)"("+3)/2+[5] )
0t ... t,

Die TSCHEBYSCHEFF—-Determinante ist also positiv, wenn der Exponent fiir jedes n € IN gerade
ist. Dies zeigt man wie folgt:

Ist n gerade, also 2|n, so ist

n n n

n n
bl - 4
5 (n+3) + [2} p(n+3)+5 =5 (n+4),
und wegen 2|(n + 4) ist der Exponent gerade.
Ist n hingegen ungerade, so ist
n n n+3 n-—1
— —| = : 2.4
2(n+3)+[2} Nt 4 (2.48)
Wegen 213 = 21 4 9 jst 2|22 & 2|21 Daher sind entweder beide Summanden auf der rechten
Seite von (2.48) gerade oder beide ungerade. Da sowohl die Summe zweier gerader als auch die
Summe zweier ungerader Zahlen immer gerade ist, ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.5.8.

Obwohl die Funktionen G,, fiir hinreichend grofles o > 1 mehrfach differenzierbar sind, bildet das
Funktionensystem {1, —Ga,,...,—Ga,} kein erweitertes TSCHEBYSCHEFF-System auf [0, 1]. Es
gilt z.B. firn=1,£€[0,1], & > 2:

@a*( é —?a ) _det( : :gzgg ) — GL(€) = —27Ha 1 (€) > 0,

wobei Gleichheit fiir £ € {0, %} gilt (vgl. 2.4.2). Jedoch hat die Determinante keinen Vorzeichen-
wechsel, so dass {1, —G,} ein schwaches erweitertes TSCHEBYSCHEFF—System (Bemerkung 2.2.3)
auf [0, 7] ist.
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Die 1. Ableitungen der Funktionen aus {1,—Gq,,...,—Ga, }, 2 < a1 < -+ < @y, haben allesamt
die Nullstelle £ = 0 gemeinsam, so dass stets
w1 —Goy —Goy ... —Gqo, \ _
get(o 0 ts .ty )_0

firtg=t1 =0<tea < ---<t, < % gilt. Somit ist das System kein erweitertes TSCHEBYSCHEFF—
System (moglicherweise aber ein schwaches erweitertes TSCHEBYSCHEFF-System) auf [0, 5].

2.5.3 Der Fall a € (0, 1]

Fiir a € (0, 1] hat die Funktion G, eine Singularitéit im Ursprung. Nach den Sétzen 2.4.6 und 2.4.7
ist das Produkt von G, mit einer geeigneten positiven Funktion

g, ae(0,1), £€(0,3],
Ty =1 €€ (0,5]
= Tl “T 5 12 2.49
©a(€) 0 o=l £=0, (2.49)
17 O(>1, 56[0’%]7

stetig auf dem Intervall [0, 1]. (Fiir a > 1 ist G, ohnehin stetig.)

Es muss noch gezeigt werden, dass das Produkt der Funktionen G, mit diesen Funktionen
ebenfalls die Determinanten-Bedingung 2.1 erfiillt:
Satz 2.5.9.

Das Funktionensystem

{SOOU (&)7 —Pay (6) Goél (5)’ sy TPy (5) Gan (5)} ’

n €N, ist fir ay,...,a, mit 0 < a1 < -+ < ay, ein TSCHEBYSCHEFF-System auf dem Intervall
0.4].

Beweis:

Fiir o > 1 ist nichts zu zeigen. Es seien also a; € (0,1] und 0 < & <& < --- <&, < 1.
Ist & > 0, so gilt:

Det Par —Par Gax —¥Yar Gay -+ —Pay Ga,
&o &1 &2 . n
Paq (50) Pay (61) s Pay (gn)
00, (60) Gay (§0)  —Pai(§1) Gay (§1) -+ —¥a,(6n) Ga, (n)
= det ) . ) . = Dn
—9a, (§0) Ga, (§0) —¥a;(§1) Ga, (1) -0 —¢a,(&n) Ga, (§n)
1 1 o 1
n 7GOL1 (50) 7G041 (51) s *ch (fn)
= H Pon (gj) det . . ) ) > 0,
7=0 . . . .

>0 _Gan(§0) _Gan(fl> _Gan@n)
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da die Funktion ¢, positiv auf (0, 3] ist und die Funktionen 1, =G, ..., —Gq,, auf [£, 3] C (0, 1]
stetig sind und dort ein TSCHEBYSCHEFF-System bilden. Dies zeigt man genau wie im Haupt-
satz 2.5.1; die Singularitdt von G,, in der Null spielt hierbei keine Rolle.
Fiir £y = 0 gilt mit
2011z T
K, = { Tlan) SeC (F3a1), ai€(0,1),

2, a1 = ].7

und (pq, Ga,) (0) =0,¢ € {0,...,n}\ {1}, fiir die TSCHEBYSCHEFF-Determinante weiter

0 Poay (gl) s Poay (gn)
—Ko,  —9a, (&) Gay (§1) -+ —0a, (&) Gay(&n)
D, = det 0 —Pay (61) Gaz (51) s —Pay (gn) Gaz (gn)
0 —0a;(§1) Ga, (§1) oo —¥a,(&n) Ga, (&)
Po (El) Po (52) cee Po (gn)
—9a:(€1) Gas(§1) =00, (§2) Gay(§2) - —¥ai(&n) Gas(&n)
= K,, -det
—pa,(&1) Ga, (§1)  —¢a,(§2) Ga, (§2) ... —¥a,(&n) Ga, (&)
1 1 e 1
n _GOQ (51) _Gaz (52) s _GOQ (5”)
= K, - H Do (&) det _ _ ' _ >0,
j=1 : : . :
_
>0 _Gozn (51) _Gan (52) tee _Gan (fn)
da {1,-Ga,,...,—Ga,} ein TSCHEBYSCHEFF-System auf [£1,1] C (0,1] ist. Auch dies zeigt
man wie im Beweis von Hauptsatz 2.5.1; es wird nur eine eingeschrinkte Menge von Punkten
{&, ..., &} C (0, 3] betrachtet, so dass auch eventuell auftretende Singularitéiten der Funktionen
fiir a; € (0,1] in der Null keine Rolle spielen. O

2.6 Quadraturformeln fiir das Qualokationsverfahren

Die symmetrische Quadraturformel @; auf [0,1] fiir das Qualokationsverfahren entsteht durch
symmetrische Fortsetzung verschiedener Typen von Quadraturformeln auf [0, %]

Bemerkung 2.6.1.

(a) Fiir eine symmetrische Quadraturformel @ ; mit (1.23) gibt es vier Fille zu unterscheiden: Es
gibt jeweils solche Formeln, fiir deren Knotenmenge Ty := {&; |j = 1(1)J} C [0,1) entweder
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(i) T, n{0,3} =0, (J gerade),

(i) Ty {0,1} ={0,1}, (J gerade),

(iii) Ty N {0,3} = {3}, (J ungerade), oder
(iv) T, N {0, 3} = {0}, (J ungerade),

gilt.

N[

—~
—
~—

L

—~
—
jar
=

~—

Sie sind die symmetrischen Fortsetzungen der folgenden vier Typen von Quadraturformeln
auf [0, 3]:

0 0 0 0

N[
SIS
N[
(SIS

(i) Gauss (ii) Lobatto (iii) Radau (iv) Radau

Die symmetrische Fortsetzung geschieht wie folgt: Sind (&, w1),. .., (§5,w5) die Knoten und

Gewichte der ijunkthuadraturformel auf [0, %], so sind die Knoten und Gewichte der
symmetrischen Fortsetzung gegeben durch

{@2w)ie{t....7} g e {03} juf{E w0 -gu)lic{l,....T} g e 0D},

d.h. ist 0 oder % ein Knoten, so erhélt er doppeltes Gewicht (vgl. Definition 1.2.3, symmetri-
sche Formeln haben nur Knoten in [0,1) ).

(b) Manchmal ist es sinnvoll, statt einer symmetrischen J-Punkt-Quadraturformel @ ; auf [0, 1]
mit Knoten und Gewichten (&1,w1),...,(€s,ws) nur ihre Einschrinkung auf [0, %] zu be-

trachten. In diesem Fall verwenden wir fiir die Einschrénkung die Bezeichnung @ 7 mit

Ti=3(T+{0,3}n{& s jefl,.... T}

Die Formel @ 7 hat dann als Knotenmenge alle Knoten von @ ; aus dem Intervall [0, %], wobei
die inneren Knoten &; € (0, 3) dieselben Gewichte behalten, und gfs. die Gewichte fiir die
Randpunkte £; = 0 oder {7 = 1 halbiert werden (vgl. auch (a)). Demnach sind die Knoten

und Gewichte der eingeschrénkten Quadraturformel @ 7 gegeben durch die Menge
{€qwi)[7e{l,... . T} & € {05} u{(& w)|ie{l,....T}: &€ (0,5)}

Die Gewichte von @ 5 werden aufgrund dieser Modifikation mit wj, j = 1(1)J, bezeichnet.

Wir formulieren nun den
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Hauptsatz 2.6.2.
Essei0<a; <ag < - <ay und X:={1, Gy, Gay,---,Ga, }

(a) Ist oy > 0, so existiert genau eine symmetrische Quadraturformel Q ; auf [0, 1] mit
positiven Gewichten und J = (n+ 1) Knoten in (0,1), die exakt fir das Funkti-
onensystem X ist.

(b) Ist an > 1, so existiert genau eine symmetrische Quadraturformel Qy auf [0, 1] mit
positiven Gewichten und J = (n+1) Knoten in [0,1) und & = 0, die exakt fiir das
Funktionensystem ¥ ist.

Beweis:

Man betrachtet zunéichst nur den Fall a; > 1. Dann sind alle Funktionen aus X stetig auf [0, 3]
und erzeugen einen (n + 1)-dimensionalen TSCHEBYSCHEFF-Raum auf [0, 1].

Ist n+1 gerade, so existiert nach Satz 2.3.1(a) genau eine auf (X) exakte positive Quadraturformel
Q7 auf [0, 3], die offen (bzw. geschlossen) ist mit J = 2L (bzw. 2L + 1) Punkten. Fiir die ein-
deutige symmetrische Fortsetzung Qs auf das Intervall [0, 1] gem#f Bemerkung 2.6.1(a) gilt dann
J=n+1und & > 0 (bzw. & = 0).

Falls n + 1 ungerade ist, existiert nach Satz 2.3.1(b) je genau eine halboffene positive Quadratur-
formel Q5 auf [0, 5] mit & = 0 (bzw. {5 = 1) und J= 2 4+ 1, die exakt fiir alle Funktionen aus
() ist. Fiir die eindeutige symmetrische Fortsetzung @ gilt wiederum & = 0 (bzw. & > 0) und
J=n+1.

Um die Existenz von Quadraturformeln fiir das Qualokationsverfahren fir Werte oy € (0,1] zu
beweisen, betrachtet man das RIEMANN—STIELTJES—Integral

0/ F(x) doe, (2)

mit der auf [0, 1] monoton wachsenden Funktion
xa7 Q€ (0’ 1))

7o) = { —z (log(z) — 1), a=1.

Q=

Offenbar ist die Ableitungsfunktion von o, integrierbar auf [0,1] und es ist o}, = ()" (vel.

(2.49)). Dann gilt fiir das RIEMANN—STIELTJES-Integral ([25], S.617)

jf(x) doa, (v) = /2f(ff) o4, (7) dz,
0 0

also
1

/2{ f(x) x4~ da, ay € (0,1),

x) dog, (x) =
O/f( ) () —f(z)log(x) dx, ay =1.

0
Anwendung des Satzes 2.3.1 bzw. des Korollars 2.3.2 mit dem J = (n + 1)-dimensionalen TSCHE-
BYSCHEFF-System (vgl. Satz 2.5.9)

EUtl = {<p@1 (5)7 _<p(X1 (5) GOQ (5)7 M} _()0011 (6) Gan (g)} i
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liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit einer Quadraturformel Q5 auf [0, %] mit

J = [JT] positiven Gewichten w; und Knoten &;, j = 1(1)j mit & > 0, fiir welche

Q5(f) = / J(2) dow, (2) = / F(@) (o (@) dz, Y € (Say),
0 0

gilt, die also insbesondere

Q5(pm, Gay) = / s (2) G (2) (o (2)) ™"z = / Gy () dz =0, € =1(1)n,
0 0

erfiillt. Weiterhin gilt
J
0= Qf(gooq Gaz) = ij Pan (5]) Goéz(gj)v l= 1(1)TL
j=1

Definiere nun w’; := w; ¢a, (§;), j = 1(1).J. Dann gilt fiir die Quadraturformel Q5 mit Gewichten

wh, j = 1(1).J, und denselben Stiitzstellen wie Q7

J
QHGay,) =Y W) Go, (&) =0, £=1(1)n.
j=1

Die Gewichte wj sind positiv, da §; > 0 ist und die Funktion ¢q,, a1 € (0,1], auf (0, %] positiv ist.
Die Summe der Gewichte ist

1 1
2 2

Jj=1 j=1 0 0

woraus folgt, dass die Summe iiber die Gewichte der symmetrischen Fortsetzung der Quadratur-
formel Qt7 auf das Intervall [0,1] gleich 1 ist. Die eindeutige symmetrische Fortsetzung Q; der
Quadraturformel Q’j auf [0, 1] geméB 2.6.1(a) hat wiederum J = n+ 1 Knoten und erfiillt also alle
Bedingungen des Satzes 1.2.4.

Bemerkung: Der Satz 2.3.1 liefert auch eine Formel mit &; = 0, jedoch muss nach [37], S.458 fiir
a1 <1 fiir den ersten Knoten &; > 0 gelten, da G, singulér in &; ist und daher im Ursprung nicht
ausgewertet werden kann. Somit ist diese Formel hier unzuléssig. O

Bemerkung 2.6.3.

Die nach Hauptsatz 2.6.2(a) existierenden offenen Quadraturformeln werden in [37, 38] mit ¢4
bezeichnet, sofern sie exakt fiir das System (1.27) sind, wobei dann J =b+1und a =r — 3 > %
gilt. Haben die Quadraturformeln zusétzlich noch einen polynomialen Exaktheitsgrad, d.h. sind
sie exakt fiir das Funktionensystem (1.29), so werden sie mit G j; o bezeichnet, in diesem Fall ist

J=b+1+ [#] (Das g bzw. G soll die Analogie zu den GAUss—Quadraturformeln andeuten).

Entsprechend heifien die nach 2.6.2(b) existierenden Formeln {5 o bzw. L o (I, L fir LOBATTO).



Kapitel 3

Erhohung der Konvergenzordnung

Im Artikel [10] von CHANDLER und SLOAN wird das Qualokationsverfahren (S%,S% Q) fiir
einfache Operatoren L der Ordnung f, also fiir Operatoren der Form

Lu(z) = a(0)+ X |n|” a(n)e2™in® (L gerade) oder

n70 5 , (3.1)
Lu(z) = a(0)+ > sign(n)|n|” a(n)e2™i"% (L ungerade)

n#0

betrachtet, die also nur aus einem geraden oder ungeraden Anteil bestehen. CHANDLER und SLOAN
haben 2-Punkt-Quadraturformeln angegeben, mit denen das Qualokationsverfahren eine héhere
Konvergenzordnung als das PETROV—GALERKIN—Verfahren hat (also b > ). Im ersten Teil dieses
Kapitels wird eine offene 2-Punkt—Formel bestimmt, mit welcher das Qualokationsverfahren bei
einfachen Operatoren die Zusatzkonvergenzordnung 3 hat, wenn man den Raum S3 als Testraum
wéhlt. Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, dass es fiir nicht—einfache Operatoren im Allgemei-
nen keine Quadraturformel gibt, mit der das Verfahren eine hohere Konvergenzordnung als das
PETROV-GALERKIN—Verfahren besitzt.

3.1 Einfache Operatoren

In diesem Abschnitt werden einfache Operatoren betrachtet. Wie auch im allgemeinen Fall muss
r—_0 > % gelten (bzw. r— (8 > 1, falls 0 ein Knoten von @ ; ist), damit das Verfahren wohldefiniert
ist ([10], S. 542).

Ein wohldefiniertes Qualokationsverfahren ist fiir Operatoren dieser Form bei Verwendung von
Quadraturformeln @y mit mindestens zwei Quadraturknoten nach [10], Theorem 3 immer stabil.
Bei Verwendung von 1-Punkt—Quadraturformeln ist das Verfahren dquivalent zum Kollokations-
verfahren und daher instabil in Féllen, die in 1.2.1 nach Formel (1.11) angegebenen sind. Ist uy die
Losung der Qualokationsgleichungen (1.21) und u die exakte Losung der behandelten Gleichung,
so gilt die Fehlerabschétzung

1 r—B+b
o =l =c () ol (32

o7
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falls w € H"T? ist, wobei b > 0 die Zusatzkonvergenzordnung des Verfahrens ist. Fiir das Spline—
Kollokationsverfahren gilt mit u € H" die Abschétzung [lux —ull; = ¢ (%)T_B [l
als Verfahrensraum den Raum Sj3; wéhlt.

,» WENN man

In ihrer Arbeit haben Chandler und Sloan ausfiihrlich symmetrische Quadraturformeln @ ; mit
J = 2 untersucht und die folgenden Resultate bewiesen:

Geschlossene Formeln ([10], 4, Simpson—Typ):
Wihlt man die Stiitzstellen & = 0, & = %, so ist das zweite Gewicht bereits durch we = 1 — wy
bestimmt. Nun kann man das erste Gewicht w; so bestimmen, dass man héchstmdogliche Ordnung
erreicht:

e Ist ' gerade und haben r und L die gleiche Paritéit, so erhilt man b = 2, wenn man als

. r—=B-1_ .
Gewicht w1 = %PTll wahlt.

e Ist r’ gerade und haben r und L verschiedene Paritit, so gilt b = 3, wenn wy = % ist.

Offene Formeln ([10], 5, symmetrische Regeln):

Fiir symmetrische offene Quadraturformeln sind die Gewichte gegeben durch w; = wy = %7 die
Knoten sind £ und 1—¢ mit £ € (0, %) Hier erreicht man ebenfalls hohere Ordnung durch geeignete
Wahl der Stiitzstelle &:

Ist ' gerade und haben r und L die gleiche Paritét, so hat das Verfahren Zusatzkonvergenzordnung
b = 2, wenn man als Quadraturknoten & = n,_g, also die einzige Nullstelle von G,_g in (0, %) wéhlt
([10] S. 558, der Fall 7 =0’ = +).

Im anderen Fall (" ungerade, r und L haben verschiedene Paritéit) wird die Ordnung des Verfahrens
durch die Funktion

BE(y;€) = —ay* G o1 (€) + vy Ho () Hy (€) + O (y°*2), y € [0, 4], (33)

bestimmt, wobei o :=r — 3 ist ([10] S.558, der Fall 7 = ¢/ = —).
Ohne besondere Wahl des Quadraturknotens £ € (0, 3) hat das Verfahren wegen 1’ > 1 die Zu-
satzkonvergenzordnung 1.

Fiir 7/ > 1 (also 7/ > 3, weil 1’ ungerade) erhilt man die Zusatzkonvergenzordnung b = 3, wenn
& = Nat1, also gleich der Nullstelle von G41 gewéhlt wird, da dann der erste Term verschwindet.
Bei dieser Wahl des Knotens ist jedoch fiir v/ = 1 nur b = 1, da der zweite Term echt positiv ist
und die gleiche Ordnung beziiglich y besitzt wie der erste.

Den Fall 7/ = 1 haben Chandler und Sloan nicht genauer untersucht. Im folgenden Abschnitt wird
gezeigt, dass es fiir @ > 1 stets einen Quadraturknoten £ gibt, fiir den das Qualokationsverfahren
die Zusatzkonvergenzordnung b = 3 besitzt, jedoch fiir a € (%, 1] nicht (beachte: Es muss stets
a > % gelten). Das bedeutet, dass man fiir die Zusatzkonvergenzordnung b = 3 (bei geeigneter
Wahl der Stiitzstelle) stets mit dem Raum der stiickweise konstanten Funktionen als Testraum
(r" = 1) arbeiten kann. Insbesondere muss man die Ordnung der Splines im Testraum S J(,/ nicht
erhohen, um diese Zusatzkonvergenzordnung zu erhalten.
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Der Fall ' = 1:

Das Verfahren hat fiir v’ = 1 die Zusatzkonvergenzordnung 3, wenn die ersten beiden Terme in
(3.3) verschwinden, wenn £ also Nullstelle der Funktion

a € (0,1],

(3.4)

(07 %]7
Ey(z) == —aGoy1(z) + Ho(x) Hi(x), x€Zy:= .
2

0,5] a>1,
ist. Man beachte, dass fiir das Verfahren o > % gelten muss, wenn die Quadraturformel @ ; offen

ist. Der néchste Satz besagt, dass es fiir > 1 stets eine solche Nullstelle in (0, %) gibt, fiir a <1
jedoch nicht.

Am Ende dieses Abschnitts ist eine Tabelle mit den Nullstellen von E, fiir verschiedene o > 1
und die Graphen von E, fir a = %,1 und 4 zu finden. In Abschnitt 4.2 sind Ergebnisse von
Testrechnungen angegeben, bei welchen mit dem optimalen Knoten und mit nichtoptimalen Knoten
gerechnet wurde. Die numerischen Ergebnisse belegen die hier gefundenen theoretischen Resultate.

Satz 3.1.1.
Die Funktion E,, hat fiir o > 1 genau eine Nullstelle im Intervall (0, %), fiir a € (0, 1] dagegen ist
FE, positiv.

Bemerkung: Nach [10], (A.5) ist Hy(z) = 27 (5 — z), d.h. es gilt
E,(z) = —aGaq1(z) + 21 Ho(z) (3 —2), =z €L,.

Im folgenden Hilfssatz werden einige Eigenschaften von FE, gezeigt, die zum darauf folgenden
Beweis des obigen Satzes benétigt werden.

Lemma 3.1.2.

(a) Fiir a > 1 ist E, streng monoton wachsend auf (0,74—1].
(b) Fiir a > 2 ist Eq streng konkav auf [1a—1, 5].

(¢) Fir o € (0,2] ist Eq(x) > 0 fir x € [Na—1,Ma+1] N (0, Pat1], wobei nq—1 := 0 fir a <1
gesetzt sei.

Zur Erinnerung: Es gilt 0 < -1 < Nq < Nat1 < i (vgl. 2.4.2) und

>0, ze€ [O,Ua)ﬂza,
Go ()4 =0, =14,
<0, =€ (Ma,1].

Beweis:
(a) Fiir & > 1 ist wegen (2.28) und (2.29)

El(z) = 2maHy(z)+47% Gaor(2) (53 — 2) — 21Hu(2)
= 21 |(a—1) Ho(z) +27 Goo1(2) (3 —2) |, x€(0,3]

>0 >0
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Fiir € (0,7a-1] ist Go—1(z) > 0, und da Hy(z) > 0 fir z € (0,3) ist, gilt E,(z) > 0 fiir
2 € (0,M0—1] und o > 1. Also ist E, streng monoton wachsend auf (0,74-1].

(b) Es sei nun « > 2. Dann ist

El(z) = 27 [(a—1)27 Gao1(z) — 47% Ho—a(z) (3 — ) — 27 Ga—1(2)]

= 47 [(@—2)Gaci(w) — 27 Hoo(2) (3 — )], z€(0,3].

Nun ist Go_1(z) <0 fiir € [ga—1, 3], und Ha—s (z) > 0 fiir € (0, 1], mithin ist E/(z) < 0 fiir
Z € Ma-1, %} Es ist sogar E/(z) < 0,denn Go—1(z) =0 x=1n4—1und H, 5 (z) =0z = %

(c) Es sei @ € Na—1,Ma+1] N (0,76+41] C (0,3) und > 0. Dann ist H,(z) > 0 und
E.(x) = —a Gaq1(z) + 21 Ho(z) (3 — 2)

Got1(Nas1)=0
+1(Ta+1) —a Gy (o) (& = Nay1) + 21 Hy () (% —x)

2.28
(2.28) 21 o Ho (7o) (& — Nay1) + 2 Ho(2) (%—az)

H,(7a)
Gy e + (-0, 29)

wobel T, € (2,Ma+1). Der erste Term ist positiv, es bleibt der Term in den Klammern zu untersu-
chen.

Zunichst wird gezeigt: Die Funktion H, ist fiir alle @ > 0 streng monoton fallend auf (741, %]
Die Funktion H, hat fiir @ > 1 ihr Maximum in der einzigen Nullstelle 7,_; ihrer Ableitung
21 Go—1 und ist monoton fallend auf [1,_1, 1], da Go—1(z) <0 fiir € [na—1, 3] gilt.

Fiir o € (0, 1] ist die Funktion H, streng monoton fallend auf (0, 1] da die Ableitung 27 Go_1 in
(0, 3] negativ ist:

Fir a =1ist Hj(z) = —27 < 0.

Fiir « € (0, 1) verwenden wir die Darstellung von H/, = 21 G,—1 durch den Polylogarithmus (2.26):
Es ist

- o Ho () (a

Goi(z) = 2(2m)° ?sin (g (o — 1))
x IQk
< re—a) o2 + zk_[;mr (2—a+2k)¢(2—a+2k) @]

>0

fiir z € (0,1), was wegen sin (3 (o — 1)) < 0 und « € (0, 1) negativ ist.

Also gilt Hy (1) < Ho(x) (wegen nq-1 < z < 7,) und damit f;}‘a({;‘)) < 1. Daher gilt weiter fiir
den geklammerten Term in (3.5)
Ha(Ta) 1 1 Ha(Ta)
@ H,(z) (T = Nas1) + (2 x) =TT H.(z) (Mat1 — )
7
<

> a0 (e —a) =5 —(1-a)e—ane =}~ [1-a)e+anm].

Es bleibt zu zeigen, dass (1 — @)z + a a41 < 3 ist.
Fiir a € (0,1] ist 1 — a € [0,1), und es gilt 2 < 1. Demnach folgt

(1-a) 2 +ani<i+i=1

1
<1 <i
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Ist @ € (1,2], so gilt
1
@ Napi+t(l-—a)z<s—(a—1)z <3,

———
<2 <i >0
Somit ist E,(z) > 0 fur € [Da—1, Ma+1] N (0,7a+1] und a € (0,2]. O

Mit Hilfe dieses Lemmas ldsst sich der Satz 3.1.1 beweisen:

Beweis:

Zuerst ist festzustellen, dass E, im Intervall (1441, %] keine Nullstelle besitzt, da dort Go41(x) < 0
und damit
Ey(x) = —a Gaq1(x) + Hy(z)Hy(x) >0

>0 >0

fiir alle a > 0 gilt.

1. Teil: E, hat fiir a < 1 keine Nullstelle:

Fir o < 1 ist das Intervall [no—1,7a+1] = [0,7a+1]- Nach Lemma 3.1.2(c) gilt E,(x) > 0 fiir
z € (0,Ma+1). Fo hat im Ursprung eine Singularitéiit, da H, in 0 singulir ist. Fiir £ — 0 nihert
man sich dieser Singularitéit, die Funktion bleibt positiv (nach dem Beweis von Lemma 3.1.2(c)
ist H, fiir « < 1 streng monoton fallend auf (0,1)). Also hat E, auf dem ganzen Intervall (0, )
keine Nullstelle.

2. Teil: Es ist zu zeigen, dass F,, fiir a > 1 stets genau eine Nullstelle in (0, %) hat.
Zur Existenz:

Ea(”(x-&-l) == Ha(na—i-l) Hl(na+1) > 07 da na-‘rl S (07 %)7 und
E,(0) =-2a((a)<0 firallea>1, (3.6)

also existiert nach dem Zwischenwertsatz wenigstens eine Nullstelle von E,, in (0, 7q41)-

Zur Eindeutigkeit: Aufgrund der strengen Monotonie von E, fir « > 1 nach 3.1.2(a) kann im
Intervall (0,7,—1) hochstens eine Nullstelle liegen. Fiir das Rest-Intervall [1_1, 1) miissen zwei
Félle unterschieden werden:

1. Fall: a € (1,2]: Nach Lemma 3.1.2(c) ist Ey(z) > 0 fiir © € [§o—1, Ma+1]. Daher und aufgrund
der Bemerkung am Anfang des Beweises kann E,, keine Nullstelle in [7,—1, %) haben.

2. Fall: o > 2: Auf dem Intervall [1_1, 3] ist E), nach Lemma 3.1.2(b) (wegen der strengen Kon-
kavitit von E,) streng monoton fallend. Da aber E, (no—1) > 0 und E/, (3) = 0 ist (vgl. Beweis
von Lemma 3.1.2(a)), muss E/,(z) > 0 fiir alle z € (0, 3) sein. Also ist die Nullstelle eindeutig. [

In der Tabelle 3.1 sind die Werte fiir die Quadraturknoten fiir verschiedene Werte von « ange-
geben. Sie wurden mit MATHEMATICA berechnet.
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Abbildung 3.1: E%, FEi und Ey
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0.0000022109089101
0.0595927363364696
0.1294621009657154
0.1667594767331414
0.1874910681190965
0.2001809387407028
0.2086060709672698
0.2145691845919098
0.2190061735867353
0.2224392213669859
0.2368734400256883

0.9999977890910899
0.9404072636635304
0.8705378990342846
0.8332405232668586
0.8125089318809035
0.7998190612592972
0.7913939290327302
0.7854308154080902
0.7809938264132647
0.7775607786330141
0.7631265599743117

Tabelle 3.1: Nullstelle der Funktion E,, fiir verschiedene a
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3.2 Nicht—einfache Operatoren

Es stellt sich die Frage, ob sich die Zusatzkonvergenzordnung analog zu den im vorangehenden
Abschnitt behandelten einfachen Operatoren auch fiir nicht—einfache Operatoren der Form (1.5)
([37, 38]) durch geeignete Wahl der Quadraturformel erhshen ldsst, ohne die Dimension 7/ des
Testraumes zu erhshen (beachte in [37, 38]: 7' > b). Dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist,
zeigt dieser Abschnitt.

Die Ordnung des Qualokationsverfahrens (S, S ]’\}',Q s) fiir Operatoren der Form (1.5) mit
symmetrischer Quadraturformel @ ; wird bestimmt durch das Verhalten der Funktionen

Be(y) = Qs (v PG00 1+ GL ()| + 07 B () HE (o)) y € [0,1] (37)

fiir kleine Werte von y (siehe [37], (4.9)), wobei

+ r gerade, , + 1/ gerade,
o4 1= und o = ,
F 7 ungerade, — 1’ ungerade ,

und die Funktionen G und HF in [37] nach Formel (4.9) definiert sind.

Entwickelt man die Funktionen E1 nach y, so erhilt man als Koeffizienten (bis auf konstante
Faktoren) bei

yr7ﬁ+k Qg (Gr—ﬁ+k‘) , k= 0(1)7’/ -1,
QJ( (ﬂ;T) Gr_gyr + Gr_gG’T/) r’ gerade ,

QJ( (ﬁ;T) Gr—pgr + Hr—ﬁHr’) r’ ungerade ,

r—p+r’

wobei (3) :=a(a—1)...(a —k+1)/k! ,a € R,k € N,.

In [37] werden die Quadraturformeln so gewiihlt, dass die Terme bei y" % k= 0(1)r — S+ —1,
verschwinden; das Verfahren ist dann von der Ordnung r — 3 + 1/, die Zusatzkonvergenzordnung
ist b = . Die Frage ist, ob man durch Hinzunahme von weiteren Knoten zur Quadraturformel den
Term bei yr_ﬁ‘”/ ebenfalls eliminieren und damit eine Zusatzkonvergenzordnung b > r’ erreichen
kann.

Um zu zeigen, dass dies im Allgemeinen nicht moglich ist, betrachtet man den einfachsten Fall:
Fiir v = 1 kann man bei Verwendung von 2-Punkt-Quadraturformeln den Term bei y"~# durch
die Wahl &; := n,_g eliminieren, dann ist die Quadraturformel durch {; =1—¢&; und w; = we = %
eindeutig gegeben (b =1’ = 1). Es wird nun untersucht, ob man durch Hinzunahme eines weiteren
Knotens (also J = 3) den Term bei y" =P+ ebenfalls ausléschen kann.

Gesucht ist also eine symmetrische 3-Punkt—-Quadraturformel

Qs(g) = wig(&) +wag(d)+wig(l—¢), £€(0,2),
= 2wy g(§) +wag(3), falls g(1—&) = g(&),

auf [0,1] mit 2wy + wy = 1 und einem Knoten & € (0, %), fir diemit o :=7— 38 > %

QR3(Ga) =0 und (3.8)
Q3(—aGuy1 + H,H1) =0 (3.9)
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gilt. Da alle auftretenden Funktionen symmetrisch auf dem Intervall [0, 1] sind, erhilt man aus
(3.8) und (3.9)

2w1Go (&) + (1 —2w1)Gq (3) =0,
2wi (—a Gata1(§) + Ha(§) Hi(€)) + (1 = 2w1) (= Gata (3) + Ha (3) Hi (3))

~—_—
=0
= 2w (—aGa+1(€) + Ha(§)H1(€)) — a (1 — 2w1)Gaq1 (3) = 0. (3.10)
Da ¢ € (0, 3) ist, gilt

Go (§) > Ga (3) - (3.11)

Somit ldsst sich die erste Gleichung nach w; auflosen:

Go (3

o Ga(})

2(Ga (3) — Gal8))

Wegen w; < 5 und (3.11) erhélt man hieraus die Bedingung G (§) > 0, also muss § kleiner
als 1o sein. Da 1, < § VYo > 0 gilt, geniigt es, £ € (0, 1) zu betrachten. Setzt man w; in die

Gleichung (3.10) ein, ergibt sich fiir £ die Bedingung F, (£) = 0, wobei

Fo(z) = Go (3) (—aGay1(2) + Ho(2)Hi (2)) + @ Gat1 (3) Ga(z), € L,.

I L L L L I L L L L I L L L L I L L . —

0.1 0.2 0.3 0.4-=-""05

Abbildung 3.2: F%, F5 und Fj

Der gesuchte Quadraturknoten & muss also eine Nullstelle der Funktion F, sein. Jedoch hat
diese Funktion fiir a = 3 keine Nullstelle in [0, 1], wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.2.1.
Fir alle § € [0, 5] gilt F3(£) <0 .
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Beweis:
Fiir @ > 1 ist mit (3.4)

Fo(z) = Go (3) Ealz) + aGay1 (3) Galz), z€[0,1].
Fiir die Funktion F,, gilt fiir a > 1:

F,(0) = a(Gat1 (%) Ga(0) = Ga () Gas1(0))
= —2a(1—-2"9¢(a+1)2¢(a) + 2a(1 — 2 7)¢(a) 2¢(a + 1)
= daf(a)¢(a+1) (1-2"7" = (1-27%)) = =22 “a(a)((a + 1),

also F,(0) < 0, und

Fo(3) = Gal(3) (—aGaH (3) + Ha (3 ) 1(3) +aGasi (3) Ga (3)
Tab.2.2 —2¢(a) (1 -2 a)(( @) (=27 (1 — 2~ )C(a+1)+Ha(ﬁ)%7T)
ra(- ><1—2 (o +1)(~2' “)( — 217 (a)
P @)1 -2 (@2 (1 270+ 1) + A 2(a)(1 - 270)(1 — 219

+a 2?7 ((a)¢(a +1)(1 - 272 )(1 —2179)
= —2¢()(1-27)(1 - 2'77) (a27¢(a+ 1) + 7¢(@)(1 - 217%) — a2 T((a + 1))
= “2¢(a)(1-27")(1 -2 (7 ((a) (1-2"7%) =27 ((a+1))
~—
>((a+1)
< =2¢(@)¢(a+ 1)1 —27) (1 =27 (r(1 -2 —27%) .

=:z(a)

Wegen

%z(a) = 7log(2)2' " + alog(2)2™* — 27
= 27%(2r +a)log(2) —1) > 27*((2r +1)log(2) — 1) > 0

ist z streng monoton wachsend, und da z(2) = 37 — 3 > 0 ist, gilt z(a) > 0 fiir @ > 2, also
F, (3) <o.
Es wird nun gezeigt, dass F3 konvex auf [0, 1] ist.

Fiir @« = 3 hat die Funktion F,, eine relativ einfache Gestalt, da E3 ein Polynom ist (vgl. Tabel-
le 2.1):

4 1 1 1 1 1 1 1
Pa(w) = 3<3”4(2x4~’“3+2x2 6O>>+84(3 32x2+6$> (295)

4
=~ (100" —200° +200” = 102 +1), @€ [0,4].

Nach Tabelle 2.2 gilt
Gs (3) = —2¢(3)(1 -27°") =

Gi (3) = 261 27 = Loy = -
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und G1(z) = —2log(2sin(mx)) (vgl. Tabelle 2.1). Also ist

Fg(l‘) = Gjs (%) E3($) + 3Gy (%) Gg(lr),
4
Fi(w) = -Gs(3) % (8a° — 120> + 82— 2) — 67 Gy (}) Hala),
8 4
F(x) = —Gs(3) 5 (32 =3z +1) — 127° G4 (%) G1(z)
= 47"¢(3) (32* -3z +1) — 1—757r6 log(2sin(rz)), = € (0,1].
Wegen
7
F{'(z) = 120%¢(3) (22 — 1) ——7" cot(rz) <0, =z € (0,1].
~——— 15 ——
<0 >0
ist die Funktion FY(z) auf (0, 1] monoton fallend, also gilt wegen ((3) > ((4) = g—é = ’{—;%2 > ’{—;
und log(2) < 2 die Abschétzung
3 3 7 1 7 7
1 1) 4 22 ' .6 ) :74 ' 6
F(z) > F§(3)=47"¢(3) <16 1 +1) T log(2-272) i ¢(3) 30" log(2)
7 .(1 w2 ar

also ist I3 auf (0, 1] streng konvex. Zusammen mit F3(0) < 0 und F3(1) < 0 gilt also F3(z) < 0
fiir alle x € [0, i], es gibt also fiir @ = 3 keine Stiitzstelle, die das Gewiinschte leistet. O

Hiermit ist gezeigt, dass es fiir « = 3 keine symmetrische 3-Punkt—Quadraturformel gibt, die (3.8)
und (3.9) erfiillt. Das bedeutet, dass im Allgemeinen bei nicht—einfachen Operatoren b < r/ gilt; die
Zusatzkonvergenzordnung ist also durch die Ordnung der Splines des Testraumes beschriankt. Wie
man aber im vorangehenden Abschnitt sieht, ist es in Einzelfillen (z.B. bei einfachen Operatoren)
durchaus moglich, eine hohere Zusatzkonvergenzordnung zu erreichen.



Kapitel 4

Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird das Qualokationsverfahren zur Losung einiger Randintegralgleichungen an-
gewandt.

Zuerst werden einige Aspekte der Implementation erldutert, insbesondere die Berechnung der Ma-
trixeintrage und der geschétzten Konvergenzordnung. Dann werden die numerischen Ergebnisse zu
Beispielen mit einfachen geraden und ungeraden Operatoren und den symmetrischen Zwei—Punkt—
Quadraturformeln aus Kapitel 3 angegeben. Diese bestétigen die theoretischen Resultate.

Anschlieflend werden einige Beispiele mit stark bzw. ungerade elliptischen Operatoren sowohl mit
konstanten als auch mit variablen Koeffizienten gerechnet. Unter anderem wird durch die nume-
rischen Ergebnisse die Vermutung bestirkt, dass das Qualokationsverfahren fiir v’ = b stets stabil
ist (vgl. [37, 32]).

Das Programm hierzu wurde in Borland Delphi 4.0 implementiert.

4.1 Implementation

Bevor die Ergebnisse vorgestellt werden, soll noch auf einige Aspekte der Implementation und die
Vorgehensweise des Programms eingegangen werden.
Es wird das Gleichungssystem

r’ 7’ r T
(@M o) (ar, o an)” = (@ (- 80), . @V ()

i,j=1(1)N

gelost, wobei {bY), e ,bg\r,)} Basis des Verfahrensraums S5 (Raum der 1-periodischen Splines der

Ordnung r > 1), {bﬁ”, e ,bg\r,/)} Basis des Testraums S 1(}/ (1-periodische Splines der Ordnung

" > 1) und ay,...,ay € €™ die gesuchten Koeffizienten der Nidherungslosung
N
uy =Y ar by € Sk
k=1

sind. Diese Naherungslosungen werden fiir verschiedene Schrittweiten h = %, N = 4,8,..., be-
rechnet. Anschlieflend wird mittels der Losung mit der kleinsten Schrittweite (oder einer Refe-

renzlosung, welche aus einer Datei eingelesen wird) ein Schiitzwert fiir die Konvergenzordnung

67
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ermittelt.

Die Berechnung des Operators L angewandt auf die Basisfunktionen des Verfahrensraums Sy, er-
folgt iiber die Fourierdarstellung des Operators. Als Basmfunktlonen des Verfahrensraums dienen
die 1-periodischen B-Splines auf dem Gitter {0, e N7 e M 1} siehe Anhang A.

Mit den Fourierkoeffizienten aus (A.4) l4sst sich Lb(r) (by Ly +b_L_) b( ) = 1(1)N, iiber
die Fourierdarstellung der Operatoren L, und L_ berechnen wobei die Summation der Reihe
abgebrochen wird, wenn eine gewisse Anzahl von Fourierkoeffizienten kleiner als ein vorgegebenes
¢ ist. Fiir die Knoten g,iN), k=1(1)J - N, der zusammengesetzten Quadraturformel Q(]N) gilt

eM =™ 4 un, k=1(1)J, £=0(1)N — 1.

Aufgrund der Relationen

—

B _ _
B0) = b, Vi= 1N,

(A3)  _oriqth ;(r)
b (q) B et ig) gez \ {0}, Le N,

folgt somit

(Lt bjt1) (rts) = bﬁ)l Zbgczl 27106kt
q#0
= b(” )+ e *Q’thw (q) e2mia (Exth)
q7é0
q750

Daher geniigt es, nur die Werte Libgr) (&k), k = 1(1)J - N, zu berechnen, die Werte Liby) (&),
k =1(1)J - N, fur j > 1 erhdlt man durch Vektorshift um J Eintrédge. Damit werden schliefllich

die Eintriage der Matrix ( SN)(L bg.r) . bz(r/))) bestimmt.
i,j=1(1)N

Das Gleichungssystem selbst wird mit dem Gauflverfahren und Totalpivotwahl gelost.

Zur Berechnung der Schitzwerte fiir die Konvergenzordnungen (bzw. der SOBOLEV—Normen) wer-
den Funktionswerte der Fehler der N&herungslosungen gy (z) = un(z) — u(z) (gemessen an einer
Referenzlosung u) an 1024 dquidistanten Punkten berechnet und die schnelle Fourier—Transfor-
mation (FFT) zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten gn(—511),...,gn5(512) angewandt. Mit
diesen l&sst sich die SOBOLEV-Norm

lull, = | @)1 + Y [kI** [a(k)[*

k0

abschitzen. Da die Schrittweiten sukzessive halbiert werden, errechnen sich die geschéitzten Kon-
vergenzordnungen (bzgl. einer SOBOLEV—Norm mit Index () aus

. 1\” . 1\’
lolly =€ (5)  loanly = (55 -

durch Quotientenbildung und Anwendung des Logarithmus, also durch

I (Jlgwlls / g2 ll5)
P In(2)
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Da die exakte Losung der betrachteten Gleichungen im Allgemeinen unbekannt ist, wird als Refe-
renzlosung in den folgenden numerischen Beispielen die Ndherungslosung auf dem feinsten Gitter
(hier us12) verwendet, sofern nichts anderes erwéihnt wird.

4.2 Zwei—Punkt—Formeln fiir einfache Operatoren

Die in Kapitel 3, Abschnitt 3.1, betrachteten offenen Zwei—-Punkt—Quadraturformeln

Q=596+ 5908 (41)

mit einem Knoten £ € (0, %) eignen sich fiir die Behandlung von Gleichungen L u = f mit einfachen
Operatoren L. In Abschnitt 3.1 ist die Existenz von Quadraturformeln bewiesen, mit denen das
Qualokationsverfahren die Zusatzkonvergenzordnung b = 3 besitzt, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

o' =1,

e r ist gerade, L ungerade oder r ungerade und L gerade,

e der Quadraturknoten & muss die Nullstelle der Funktion
E,_p(x) = (B—7) Grog (x) + Hr—g (x) Hi (z), 2€(0,5), r—F>1,

sein.

Die nach Satz 3.1.1 eindeutige Nullstelle von E,_ 3 wird fortan als p,_g bezeichnet. Als Testbeispiel
dient die SyMMsche Integralgleichung auf dem Kreis I' mit Radius a € (0, 1)

/log |z — s|u(s)dl's = f(x) , (4.2)

T

dessen zugehoriger Operator L sich in Fourierdarstellung schreiben lisst als [29]

L u(z) = In(a)u(0) — %Z k|~ ak) 2™k,
k#0

also ein gerader Operator der Ordnung 3 = —1 ist. Entsprechend den o.a. Bedingungen wurde fiir
die Testrechnung r = 3 gewiihlt, somit ist » — 3 = 3 — (—1) = 4. Demnach ist als Quadraturknoten
¢ die einzige Nullstelle von E4 im Intervall [0, %] zu wihlen, damit das Qualokationsverfahren die
Zusatzkonvergenzordnung 3 hat. Fiir jede andere Wahl von £ hat das Verfahren nur die Zusatz-
konvergenzordnung b = 1. Der Wert von g4 ist in der Tabelle 3.1 zu finden.

Die theoretisch zu erwartende Konvergenzordnung ist nach [10]

Jun —ully = " [Jull 4 max(s—s.0) » (4.3)
firs<r— %, t>p3+ % und 8 —b < s <t <r, sofern u € Httmax(6-5.0) gt Fg ergibt sich also fiir

die Ordnung des Qualokationsverfahrens die Tabelle 4.1 bei Verwendung des optimalen Knotens
E=p4,t=1r=23.
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Index s der Norm [|-], fiir den Fehler [ Ordnung ¢ — s [ ¢ + max(8 — s,0) |

-4 7 6
-3 6 )
-2 ) 4
-1 4 3
0 3 3

Tabelle 4.1: Zu erwartende Konvergenzordnungen in verschiedenen SOBOLEV—Normen bei Verwen-
dung des optimalen Knotens £ = g4 und erforderliche Glattheit der Losung, ¢t = r = 3.

In der Tabelle 4.2 sind die geschitzten Konvergenzordnungen (EOC=estimated order of con-
vergence) in den jeweiligen SOBOLEV-Normen angegeben. Fiir die Inhomogenitéit f(x) = cos(27x)
gilt f € H™ Vr € R. Hier wurde der optimale Knoten £ = g4 in der Quadraturformel (4.1) ver-
wendet. Die Ergebnisse bestétigen deutlich die theoretisch erwarteten Konvergenzordnungen aus
Tabelle 4.1. Man sieht auch, dass sich in SOBOLEV-Normen mit kleinerem Index als —4 keine
weitere Verbesserung der Konvergenzordnung erzielen lésst, die Abschéitzungen sind also in diesem
Sinne optimal.

s=0 s=—1 s=—2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 2,688244020E-02 355 8,907287059E-03 483 3,248291353E-03 6.19
8 2,293925417E-03 3716 3,141562006E-04 4726 4,455203891E-05 5740
16 2,562499509E-04 3704 1,636321118E-05 4707 1,058192315E-06 5711
32 3,109252727E-05 3701 9,723604668E-07 4’02 3,062019473E-08 5’03
64 || 3,856757994E-06 '\ | 5,998123615E-08 ' " | 9,379478792E-10
128 4,800430289E-07 ’ 3,730192457E-09 ’ 2,911774199E-11 ’
s=-3 s=—4 s=—-5
N || [Ju—un], EOC | ||u —unl||, EOC | [Jlu —unl]|, EOC
1,733323449E-03 738 1,472925733E-03 745 1,441140584E-03 749
8 1,040331700E-05 6782 8,431493265E-06 7’11 8,387270989E-06 7’10
16 9,186058295E-08 6’42 6,120183422E-08 7’03 6,103812775E-08 7’03
32 1,074392101E-09 6715 4,695513672E-10 7701 4,685547497E-10 7’01
64 1,513605737E-11 6704 3,651838466E-12 7700 3,644573106E-12 7700
128 2,293328479E-13 ’ 2,849681414E-14 ’ 2,844122487E-14 ’

Tabelle 4.2: SyMmscher Operator, f(z) = cos(2mz), optimaler Knoten
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Rechnet man das erste Beispiel mit einem anderen Quadraturknoten £ als dem optimalen, so hat
das Verfahren nur die Zusatzkonvergenzordnung b = 1. Die nach (4.3) zu erwartenden theoretischen
Konvergenzordnungen in den verschiedenen SOBOLEV-Normen sind in der Tabelle 4.3 angegeben.

[ Index s der Norm [J-]|, fiir den Fehler | Ordnung ¢ — s |

-2 )
-1 4
0 3

Tabelle 4.3: Zu erwartende Konvergenzordnungen in verschiedenen SOBOLEV-Normen bei £ # g4
(nicht optimal), t = r = 3.

Es ist also die héchste Konvergenzordnung 5 in der H~2-Norm zu erwarten. Die Ergebnisse
in Tabelle 4.4 zeigen wiederum, dass auch in SOBOLEV—-Normen mit kleinerem Index keine héhere
Konvergenzordnung erzielt wird. Hierbei wurde £ = % 04 als Quadraturknoten verwendet.

s=0 s=-—1 s=—2
N | flu—unl, EOC | ||u —un||, EOC | ||lu —unl||, EOC
4 2,711618411E-02 356 9,201442468E-03 4.82 3,885632987E-03 531
8 2,295888648E-03 3716 3,260440069E-04 4730 9,782245698E-05 5706
16 2,562655933E-04 3704 1,659077304E-05 4709 2,935426629E-06 5701
32 || 3,109264873E-05 3701 9,761164199E-07 4’02 9,086118132E-08 5700
64 || 3,856758935E-06 '\ | 6,004075972E-08 ' 7 | 2,8326412356-09
128 || 4,800430362E-07 3,731125655E-00 8,837830727E-11
s=-3 s=—4 s=-5
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||[u —un||, EOC
4 2,732320852E-03 496 2,573171162E-03 488 2,554904201E-03 487
8 || 8,770444107E-05 5700 8,749239959E-05 5’00 8,748814788E-05 5’00
16 | 2,7395063365-06 '\ | 2,73873073TE-06 ' . | 2,738T36083E-06 '
32 || 8,555297795E-08 5’00 8,554752011E-08 5700 8,554751464E-08 5700
64 2,672889679E-09 5700 2,672849317E-09 5700 2,672849307E-09 5700
128 || 8,344420226E-11 8,344389199E-11 7 8,344389197E-11 7

Tabelle 4.4: SyMMscher Operator, f(z) = cos(27z), nichtoptimaler Knoten
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4.3 Elliptische Operatoren mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt soll das Qualokationsverfahren auf Gleichungen L u = f angewendet werden,
bei denen der Pseudodifferentialoperator L die allgemeinere Gestalt

L=b,Ly+b_L_+K,
mit b+,b_ € ¢ und b+ 7& :tb_,

hat (vgl. Kapitel 1).

Als Beispiel soll (wie in [37, 38]) eine Linearkombination des (geraden) identischen Operators
mit dem (ungeraden) CAUCHY-Operator auf dem Einheitskreis I' := {z € €| |z| = 1} gerechnet
werden: Der CAUCHY—Operator Cr lésst sich schreiben als Cr := Hy+ Jy, wobei Hy die HILBERT—
Transformation [29]

—_

7

1
(Hou) (t fpv/cot (s —1t))u(s)ds
0

fiir eine 1-periodische Funktion u ist (das Integral ist wegen der Singularitéit des Integranden fiir
s =t als CAUCHY—Hauptwert (CAUCHY principal value) zu interpretieren (vgl. z.B. [14], S.
234 ff. oder [29], S.106 ff.)), und Jy durch

(o) (£) = / u(s) ds = (0)

definiert ist. Somit ergibt sich fiir den CAUCHY—-Operator

(Cru)(t) = pv. (1 + 1cot( (s — t))) u(s) ds

I

kel

~
/N

=

+
S|
‘,_. =

(eiTr(s—t) +e—iﬂ(s—t))
(6 im(s—t) _ e*i'n'(sft)) U(S) ds

2 2mis = 2mat = 2mis
= p.v./%u(s) ds reme ove=e
e2mis _ e?ﬂ’zt ’U( 271'18) — ’LL(S)
0

1
_ fp_v./Md%
T Yy—x

und fiir den Operator L dann

(Lu)(x) = byu(z) +b_(Cru)(z)

I
; ©
: <
~ O\H O\H O\»—A
7N
—
+
| =
(@]
o
w
)
@
|
N
N~
=
=
QU
)

1
— 2mis
= byu(x) +2b_ pv. /627”57627”1, “ds, x€l0,1]. (4.4)
0
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Die Fourierreihendarstellung ([29], S.154, die Darstellung von Hy+Jy nach Gleichung (5.55)) lautet

(Lu) (z) =by | u(0)+ Z a(k)e? = | +b_ | @(0) + Z sign (k) d(k) e 2™k | (4.5)
k#0 k#£0

Mithin ist L ein Operator der Ordnung 8 = 0 und fiir die Stérung K gilt K = 0.

Hat das Qualokationsverfahren mit einer geeigneten Quadraturformel die Zusatzkonvergenzord-
nung b, so gilt nach Satz 1.2.2 fiir s < r — %, t>p+ %, 8 —b<s<t<r die Fehlerabschétzung

lun = ulls < ch"*[[ullt+max(s—s.0)- (4.6)
Die Losung u muss also in Ht+™@x(8-5.0) Jiegen, damit die Abschitzung erfiillt ist.

Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dass die zusétzliche Glattheitsbedingung an die
Losung u wegfillt, wenn man die tolerante Version des Qualokationsverfahrens anwendet, also
die Quadraturformel auf der rechten Seite von Q(JN) ((Lun)v) = QSN) (fo), Vv € S ]’\",/, durch
das exakte Integral bzw. eine hinreichend genaue Approximation des Integrals (z.B. durch eine
Gauss-Quadraturformel) ersetzt ([41, 42]).

Zur Stabilitit: Es seien » und ' von gleicher Paritét, falls L stark elliptisch ist, bzw. von ver-
schiedener Paritét, falls L ungerade elliptisch ist, und 7/ > b. Dann ist das Qualokationsverfahren
nach Schneider [32] stabil, falls die Quadraturformel Q ;

e offen und 7’ + J gerade ist, oder

e abgeschlossen und ' + J ungerade ist.

Fiir v > b sind die Bedingungen sogar notwendig fiir die Stabilitit des Verfahrens. (Offene Qua-
draturformeln werden in [37, 38] als ¢, und G o bezeichnet, die abgeschlossenen Formeln als
lJ7b)a und LJ}ILQ).

Die unbewiesene Vermutung, dass das Verfahren fiir v’ = b immer stabil ist, wird durch die nume-
rischen Tests bestérkt.
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4.3.1 Stark elliptischer Operator

Als erstes Testbeispiel wird der Operator L aus (4.4) mit by = 3 und b_ = 1 betrachtet; L ist
also stark elliptisch, aber nicht ungerade elliptisch ([37], Lemma 1), da b_ = b, ist. Nach [37],
Theorem 3, sind r und 7’ von gleicher Paritét zu wihlen, wir setzen r = 3 und ' = 1 und verwenden
(wegen r— (8 = 3) als Basis—Quadraturformel @ ; die 2-Punkt-Formeln /5 1 3 und g2 13 (siehe [37],
S. 471), mit welchen das Verfahren Zusatzkonvergenzordnung b = 1 besitzt, sofern es stabil ist.

In diesem Fall erhélt man mit s =3 —b= —1 und t = r = 3 aus (4.6)
lun = ull—1 < - h* [lulla,

also muss die Losung u bzw. die Inhomogenitit f (weil L : H' — H', 3 = 0) zumindest in H*
liegen. In der Lo—Norm ist (mit s =0, ¢t = 3)

lun = ullo < ¢+ h* |lulls,

zu erwarten.

Wegen 7' = 1 und J = 2 ist das Verfahren mit der abgeschlossenen Quadraturformel [ 1 3 nach [32]
stabil. Die Fehler und geschiitzten Konvergenzordnungen mit der Inhomogenitét f(x) = cos (2mx)
sind in Tabelle 4.5 angegeben. Diese Werte entsprechen den o.a. theoretischen Ergebnissen. Wie
schon bei den Beispielen mit einfachen Operatoren ist die Konvergenzordnung in SOBOLEV-Normen
mit kleinerem Index als 3 — b nicht gréfler als r — G + b.

s=0 s=-—1 s=—2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu — un||, EOC
4 1,315564821E-02 363 4,421411054E-03 4.88 1,653895417E-03 6.00
8 1,065111516E-03 3725 1,505589300E-04 4’34 2,579100225E-05 4716
16 || 1,115006230E-04 ") | T.435493132E-06 "\ | 1,M4627119TE-06 '
32 || 1,2050854296-05 ' | 4,273435413E-07 ' " | 1157170069E-07 0
64 1,566355092E-06 3703 2,591024733E-08 4702 8,214469946E-09 3’92
128 1,923890681E-07 ’ 1,597161316E-09 ’ 5,436291021E-10 ’
s= -3 s=—4 §s=—5
N | flu—un], EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —unl||, EOC
9,352467259E-04 5907 8,174360615E-04 5 30 8,032860524E-04 578
8 1,492669704E-05 3’45 1,462372940E-05 3’42 1,461751170E-05 3742
16 1,363919755E-06 3757 1,363548443E-06 3757 1,363546812E-06 3757
32 1,149675634E-07 3781 1,149667924E-07 3781 1,149667916E-07 3781
64 || 8,205322484E-09 3792 8,205320201E-09 3’92 8,205320201E-09 3792
128 | 5,435015464E-10 5,435015385E-10 5,435015385E-10

Tabelle 4.5: L stark elliptisch, ' =b=1, r =3, l21.3, f(z) = cos(2nz)

Um die Vermutung, dass das Verfahren fiir v/ = b immer stabil ist, numerisch zu iiberpriifen,
wurde dasselbe Beispiel noch mit der offenen Quadraturformel g 1 3 gerechnet, welche fiir v > b
instabil ist. Tatsédchlich liefert das Qualokationsverfahren auch in diesem Fall die theoretisch zu
erwartenden Ergebnisse (siehe Tabelle 4.6).
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s=0 s=—1 s= -2
N | flu—unl, EOC | ||u —un||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 || 1,293246198E-02 360 4,627905752E-03 471 2,334723764E-03 458
8 || 1,068069633E-03 3726 1,772672651E-04 4’24 9,731334224E-05 4706
16 || 1,117278895E-04 3’11 9,348968768E-06 4708 5,849334632E-06 3’99
32 || 1,295554359E-05 3’05 5,525043802E-07 4’03 3,688227096E-07 3’99
64 1,566506299E-06 3’03 3,385373594E-08 4’01 2,328545233E-08 4’00
128 || 1,923938338E-07 ’ 2,094191774E-09 ’ 1,459536768E-09 ’
s=—-3 s=—4 s=—5
N || Ju—un|, EOC | ||lu —unl]|, EOC | [Jlu —un]|, EOC
4 || 1,919416266E-03 434 1,867646224E-03 430 1,861807642E-03 499
8 || 9,501847337E-05 4’03 9,497145706E-05 4’03 9,497050202E-05 4’03
16 || 5,829521446E-06 3’98 5,829434593E-06 3798 5,829434211E-06 3798
32 || 3,685882626E-07 3798 3,685880221E-07 3798 3,685880218E-07 3798
64 2,328222694E-08 4’00 2,328222613E-08 4’00 2,328222613E-08 4700
128 || 1,459489262E-09 1,459489259E-09 1,459489259E-09 '

Tabelle 4.6: L stark elliptisch, ' =b=1,r =3, ga21,3, f(z) = cos(2nz)

75
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4.3.2 Ungerade elliptischer Operator

In diesem Abschnitt wird das Qualokationsverfahren auf eine Gleichung mit dem Operator (4.4)
bzw. (4.5) mit by = 1 und b_ = 3 angewandt, so dass der Operator ungerade elliptisch (aber
nicht stark elliptisch) ist und die Ordnung 8 = 0 hat. Wiederum nach [37], Theorem 3, sind
r und r’ von verschiedener Paritit zu wihlen. In den ersten beiden Beispielen wird r = 4 und
r’ = 1 gesetzt, also ist r — 8 = 4. Als Basis—Quadraturformel werden die abgeschlossene Zwei—
Punkt-Formel 5 ; 4 und die offene Zwei-Punkt—Formel g5 1 4 verwendet, mit welchen das Verfahren
Zusatzkonvergenzordnung b = 1 besitzt, falls es stabil ist.

Nach (4.6) gelten fiir ein stabiles Qualokationsverfahren die Fehlerabschétzungen

luny —ul—1 < - B [fulls,
luny —ullo < ¢ B [|ulls

Wie man in der Tabelle 4.7 sieht, werden auch hier in SOBOLEV—Normen mit kleinerem Index als

B — b = —1 keine hoheren Konvergenzordnungen erzielt.
s=0 s=—1 s=—2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 || 4,384650988E-03 4.87 1,493098034E-03 6.13 5,902864939E-04 730
8 || 1,498954886E-04 4736 2,136892498E-05 5746 3,751626182E-06 5798
16 || 7,309654889E-06 4715 4,847446269E-07 5717 5,957121448E-08 4736
32 || 4,116021326E-07 4’07 1,346331191E-08 5’06 2,893587206E-09 4’ 69
64 | 2458038287E-08 ' . | 4,034341300E-10 ' o | 1,118940138E-10  ’c-
128 || 1,505520271E-09 4’00 1,240925114E-11 5700 3,832363634E-12 5701
256 || 9,426595610E-11 ' 3,876854366E-13 ’ 1,185301729E-13 ’
s= -3 s=—4 §s=-5
N | flu—un], EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu — un||, EOC
4 || 3,737750934E-04 737 3,413577459E-04 79 3,375642455E-04 795
8 || 2,262316829E-06 5’49 2,221753056E-06 5’46 2,220919974E-06 5’46
16 || 5,035835645E-08 4714 5,031417398E-08 4’14 5,031397935E-08 4’14
32 || 2,862788368E-09 4768 2,862756552E-09 4768 2,862756519E-09 4768
64 || 1,117264455E-10 4787 1,117264036E-10 4787 1,117264036E-10 4787
128 || 3,831243602E-12 5701 3,831243533E-12 5’01 3,831243533E-12 5’01
256 || 1,185213594E-13 ’ 1,185213593E-13 ’ 1,185213593E-13 ’

Tabelle 4.7: L ungerade elliptisch, ' =b=1,r =4, 1214, f(zx) = cos(2mz)
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Nach [32] ist das Verfahren mit der geschlossenen Quadraturformel stabil, dar'+J =1+2=3
ungerade ist. Die Ergebnisse der Rechnung mit der offenen Formel (die fiir ' > b erwiesenermafien
instabil ist) untermauern abermals die Vermutung, dass das Qualokationsverfahren fiir ' = b stets

stabil ist (siche Tabelle 4.8).

s=0 s=—1 s= -2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —unl||, EOC
4 4,365754966E-03 4.86 1,542476573E-03 508 7,302664195E-04 5 36
8 1,503469642E-04 4’36 2,448501160E-05 5734 1,253428007E-05 5710
16 7,318508870E-06 4715 6,041028843E-07 5711 3,653951691E-07 4799
32 || 4,117527705E-07 4707 1,747368152E-08 5704 1,150833032E-08 4798
64 2,458282529E-08 4703 5,318273794E-10 5’02 3,641449376E-10 5’01
128 | 1,505557983E-09 1,635672027E-11 1,132430109E-11
s=—3 s=—4 s= -5
N | flu—wunl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
5,730977627E-04 556 5,528920703E-04 551 5,506015539E-04 550
8 | 1,217187654E-05 ' | 1,2164405026-05 ' | 1,216425294E-05 '
16 || 3,640066933E-07 4798 3,640005835E-07 4’98 3,640005566E-07 4’98
32 1,150062508 E-08 4’98 1,150061716E-08 4’98 1,150061715E-08 4’98
64 || 3,640934824E-10 5’01 3,640934695E-10 5701 3,640934695E-10 5701
128 1,132392210E-11 ’ 1,132392207E-11 ’ 1,132392207E-11 ’

Tabelle 4.8: L ungerade elliptisch, v’ =b=1,r =4, ga1.4, f(z) = cos(2nz)
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Als drittes Beispiel (Tabelle 4.9) wird derselbe Operator wie oben behandelt, jedoch mit ' = 2,
r =3 und der Quadraturformel g2 13 (weil r — 3 = 3). Da r um eins geringer als in den beiden
vorangehenden Beispielen ist, ist die Konvergenzordnung jeweils um eins geringer, also 3 in der
HY = L,-Norm, und 4 in der H~'-Norm. In den Riumen H?®, s < —1, bleibt die Konvergenz-
ordnung erwartungsgeméif bei 4. Die Stabilitit des Verfahrens ist nach [32] garantiert, da v + J
gerade und die Quadraturformel offen ist.

s=0 s=—1 s = -2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl]|, EOC | ||lu — unl||, EOC
4 | 1,312009965E-02 3.62 4,349151887E-03 486 1,461142074E-03 6.10
8 || 1,065114636E-03 ' | 1,4986314708-04 ', | 2,1257040226-05 ",
16 || 1,115831529E-04 3’11 7,310364158E-06 4715 4,957809096E-07 4786
32 || 1,295035463E-05 3705 4,117340054E-07 4707 1,710721448E-08 4726
64 || 1,566333852E-06 3703 2,458976945E-08 4703 8,906883790E-10 4702
128 || 1,923883082E-07 ' 1,502801454E-09 ’ 5,495935390E-11 ’
s=-3 s=—4 s=-5
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 || 5,272160917E-04 743 2,681115946E-04 8.64 2,213511954E-04 .74
8 || 3,066899764E-06 4768 6,717891310E-07 2754 5,190873160E-07 2717
16 || 1,198836103E-07 3745 1,155825391E-07 3740 1,155632962E-07 3740
32 || 1,094402023E-08 3777 1,093591751E-08 3’77 1,093590919E-08 3’77
64 || 8,019515911E-10 3’90 8,019282340E-10 3’90 8,019282282E-10 3’90
128 || 5,368296616E-11 ’ 5,368288657E-11 ’ 5,368288657E-11 ’

Tabelle 4.9: L ungerade elliptisch, v’ =2, b =1, r =3, ga13, f(z) = cos(27wz)

4.4 Glattheit der Losung

Damit das Qualokationsverfahren die Fehlerabschitzungen in 1.2.2 erfiillt, muss die Loésung u
der behandelten Gleichung eine (im Vergleich zum PETROV—GALERKIN—Verfahren) zusétzliche
Glattheitsbedingung erfiillen.

Fiir das PETROV-GALERKIN-Verfahren (mit S§ und S} als Verfahrens— und Testraum) gilt fiir
B —r" < s <t<rnach [27] die Abschéitzung

lun = ulls < ch™*ul,

falls u € H? ist, also
lun = ullg—rr < eh" 4 [ul,

fiir u € H", wogegen die hichste Konvergenzordnung beim (gewohnlichen) Qualokationsverfahren
in der (8 —b)-Norm nur erreicht wird, wenn u eine hohere Glattheit hat (beachte i. Allg. ist b < r'):

lun —ullg—p < ch™ P ull,1p, falls u € H™P.

Um zu iiberpriifen, dass diese Glattheitsbedingung tatséchlich notwendig ist, wird als Testbeispiel
noch einmal der stark elliptische SymmMsche Operator der Ordnung 8 = —1 (siche 4.2) behandelt.
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Als Inhomogenitét wird die Funktion

3/2
flz) = (:c — 1) e reT T, e l01],

verwendet, fiir welche f € H?7¢ fiir ¢ > 0, aber f &€ H? gilt. Da der Operator die Ordnung —1
hat, gilt fiir die Losung u der Gleichung v € H*~¢. Fiir stark elliptische Operatoren miissen r und
r’ gleiche Paritét besitzen, daher wird r = 4 und r’ = 2 gewihlt. Als Referenzlosung dient hier die
Naherungslosung u1g24-

Nach [32] ist das Verfahren mit der Quadraturformel g2 1 5 stabil und hat die Zusatzkonvergenz-
ordnung b= 1.

Da 3 = —1 ist, ergibt sich theoretisch nach Formel (4.3) fiir die L>Norm die Fehlerabschétzung
(5 =0, max((ﬁf 8)70) = O)
lury —ully < ¢h? = Jlull, _.

fir t =1—¢, da u € H'¢ ist. (Fiir eine Inhomogenitit f € H®, also einer Losung u € H*, wiire
die Konvergenzordnung 4 in der L?-Norm zu erwarten). Entsprechend erhilt man mit s = —1 und
max (0 —s,0) =0 in der (—1)-Norm

lury = wll_y < eh®= Jlull,_.

firt=1-—e¢.

Die Quotienten in Tabelle 4.10 geben keinen deutlichen Aufschluss iiber die Konvergenzordnung,
da die Losung der Gleichung nicht glatt genug ist.

s=0 s=—1 s=—2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu — un||, EOC
4 || 8.257249063E-04 953 3.947425203E-04 350 1.940917700E-04 1.6
8 || 1.424902368E-04 2'39 3.275125991E-05 3' 66 7.912595590E-06 4'78
16 || 2.710982478E-05 1' 15 2.592626569E-06 2'20 2.872651883E-07 3‘03
32 || 1.224688814E-05 0'81 5.654211432E-07 1'73 3.526117835E-08 2‘83
64 || 6.972064956E-06 1'21 1.710178425E-07 2'30 4.967281711E-09 2'23
128 || 3.003579219E-06 0'75 3.465217718E-08 1' 64 1.057747896E-09 2' 50
256 || 1.784500959E-06 1.108762060E-08 1.523882469E-10

1

Tabelle 4.10: SymMscher Operator, r =4, ' =2, go15, f(z) = (ac — l)3/2 e~ (F+1e)

Uy

In der Tabelle 4.11 sind die Fehler in den SOBOLEV—Normen 0,—1 und —2 jeweils geteilt durch

verschiedene h—Potenzen angegeben. Aus diesen Werten kann man die Konvergenzordnungen ab-
lesen:
Die erste Spalte bestiitigt die lineare Konvergenz in der 0—-Norm, die zweite Spalte ldsst qua-
dratische Konvergenz in der (—1)-Norm vermuten. Die dritte bis fiinfte Spalte deuten auf eine
Konvergenz in der 3 — b=(—2)-Norm hin, die zwischen 2 und 3 liegt. Die Formel (4.3) liefert in
der (—2)-Norm die Fehlerabschitzung

luny —ull_y < eh®= Jlull, _ ,

wie in der (—1)-Norm. Tatséchlich liegt die numerisch ermittelte Konvergenzordnung héher, was
sich nicht mehr mit der Formel (4.3) erkliren ldsst. Das Verfahren verhilt sich in diesem Fall wie
das tolerante Verfahren.
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Numerische Tests mit anderen Funktionen f fithrten zu dhnlichen Resultaten. Die Notwendigkeit
der Glattheitsforderung fiir das klassische (nicht—tolerante) Qualokationsverfahren kann durch diese
numerischen Ergebnisse also nicht bestéatigt werden.

N | Muunly | Bemund | el | uunl o | fumund [ e
(/N)? a/m? a/m)° a/n)? (/™)
4 3.3029E-03 | 6.3159E-03 | 3.1055E-03 | 1.2422E-02 | 4.9687E-02 | 2.4758E-02
8 1.1399E-03 | 2.0961E-03 | 5.0641E-04 | 4.0512E-03 | 3.2410E-02 | 8.3084E-03
16 | 4.3376E-04 | 6.6371E-04 | 7.3540E-05 | 1.1766E-03 | 1.8826E-02 | 2.9615E-03
32 | 3.9190E-04 | 5.7899E-04 | 3.6107E-05 | 1.1554E-03 | 3.6974E-02 | 1.6070E-02
64 | 4.4621E-04 | 7.0049E-04 | 2.0346E-05 | 1.3021E-03 | 8.3337E-02 | 1.7277E-02
128 | 3.8446E-04 | 5.6774E-04 | 1.7330E-05 | 2.2183E-03 | 2.8394E-01 | 2.1948E-01
256 | 4.5683E-04 | 7.2664E-04 | 9.9869E-06 | 2.5567E-03 | 6.5450E-01 | 4.8318E-01

Tabelle 4.11: Fehlernormen fiir den SyMMschen Operator, f(z) = (z —

™

1)3/2 e~ (G+s)



4.5. VARIABLE KOEFFIZIENTEN 81

4.5 Variable Koeffizienten

Schliefllich soll das Qualokationsverfahren auf eine Gleichung mit variablen Koeffizienten angewen-
det werden. Der Operator sei gegeben durch (vgl. (4.4))

(Lu)(x) = by(z)u(r) +b(2) (Cru)(z)

1
= bi(z)u(z) +20( pv/ezm,ezme isds, zel0,1],  (4.7)
0

mit by (z) := 3 4+ sin (27x) und b_(z) := 1 . Der Operator L ist also gleichméBig stark elliptisch
und hat die Ordnung G = 0.

Damit das Qualokationsverfahren bei Anwendung auf Operatorgleichungen mit variablen Koeffi-
zienten eine positive Zusatzkonvergenzordnung besitzt, ist es notwendig, dass die Quadraturformel
zusétzlich zu den Bedingungen fiir konstante Koeffizienten, namlich der Exaktheit auf dem Funk-
tionensystem (1.27), noch einen polynomialen Exaktheitsgrad hat. Solche Formeln sind in [37] mit
Grofibuchstaben G jp o bzw. L ;o bezeichnet. Desweiteren ist ' > 2 und r — 8 > 1 erforderlich.

Im numerischen Beispiel, dessen Ergebnisse in Tabelle 4.12 stehen, wird das Qualokationsver-
fahren mit » = 2, ' = 2 und der geschlossenen Quadraturformel Lo ;o (also b = 1) fiir die o.a.
Gleichung mit der Inhomogenitéit f(x) = cos (2mzx) gerechnet. Das Verfahren ist nach [32] stabil. In
der 0-Norm ist theoretisch die Konvergenzordnung » — 5 = 2 und in der (—1)-Norm die Konver-
genzordnung r — 3+ b = 3 zu erwarten. Die numerische Rechnung liefert dieselben Ergebnisse, und
auch hier wird in SOBOLEV-Normen mit kleinerem Index als —1 keine hohere Konvergenzordnung
als 3 erzielt.

s=0 s=—1 s = -2
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 1| 5,995597599E-02 188 2,544591345E-02 391 1,263102042E-02 1,64
8 || 1,628780986E-02 2’27 2,744459042E-03 3753 5,073178368E-04 4771
16 || 3,383600643E-03 2717 2,375487970E-04 3729 1,940774229E-05 3792
32 || 7,510171688E-04 2706 2,421477358E-05 3711 1,283234716E-06 3727
64 || 1,801018864E-04 1797 2,797868568E-06 3’00 1,326201237E-07 3707
128 || 4,600383697E-05 3,497903816E-07 1,577642453E-08
s=-3 s=—4 s=-5
N | flu—unl, EOC | ||u —unl||, EOC | ||lu —un||, EOC
4 || 7,930379657E-03 567 6,441182449E-03 5.68 6,036842700E-03 560
8 || 1,558214075E-04 4711 1,259541587E-04 3782 1,245229852E-04 3781
16 || 8,993320934E-06 3718 8,895777780E-06 3716 8,893454601E-06 3’16
32 || 9.949738739E-07 ' | 9,925071600B-07 ' ' | 9.919855160E-07
64 || 1,234281582E-07 3’01 1,230674768E-07 3701 1,229788610E-07 3701
128 || 1,532721901E-08 ' 1,527605595E-08 ’ 1,526341712E-08 ’

Tabelle 4.12: Stark elliptischer Operator mit variablen Koeflizienten, » = 2, v’ = 2, G312,
f(z) = cos(2mx)



Anhang A

Periodische Splinerdume

Als Verfahrens— und Testrdume der Spline-Methoden fiir Randintegralgleichungen auf glatten Kur-
ven dienen die Rdume Sy, der glatten 1-periodischen Splines der Ordnung r > 1 auf einem &qui-
distanten Gitter

{z, =k/N,k=0(1)N}, N eN.

Sie sind definiert durch
Sy = {5|[rj—1,rj] =const, j =1(1)N}, und
Sko= {se€Cl0,1] | s, 1z €M1, j=11LN}, r>2.

Der Raum Sy hat fiir alle r € IV die Dimension N: Fiir r = 1 sieht man dies sofort ein. Fiir r > 2
hat man pro Intervall [z;_1,x;], 7 = 1(1)N, wegen s|j;,_, .,) € l,—1 je r freie Parameter, also
insgesamt 7 - N Freiheitsgrade. In den N Punkten zg,z1,...,zy_1 sind durch s € C}f‘;Q[O7 1] je
r — 1 Bedingungen vorgegeben (durch die 1-Periodizitit ist fiir die Randpunkte natiirlich

sB) (z0) = 5™ (xy), k=0(1)r—2

gefordert), also insgesamt (r — 1) - N Bedingungen. Das ergibt rN — (r — 1)N = N iibrige Frei-
heitsgrade, also ist S} ein N-dimensionaler Raum.

Fiir die numerischen Berechnungen in Kapitel 4 werden als Basisfunktionen der Splinerdume
die 1-periodischen B-Splines auf [0, 1] verwendet. Diese lassen sich wie folgt definieren ([10]):
Mit der 1-periodischen charakteristischen Funktion x, die auf [0,1) durch

z € (0,h), 1
SCG{O,h}, h::N,
z € (h,1),

x(z) =

Orl=

(und auf R durch periodische Fortsetzung) gegeben ist, definiert man die B-Splines der Ordnung
r =1 durch W
b; () :=x(x—-(G—-1h), j=1(1)N,

(mit Trager [(j — 1)h, jh]), und allgemein die B-Splines der Ordnung r € IV durch die Faltung

b () = hrl_l (x*x*xx)(z), (A.2)
~— ——

T
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und die Translation
b (@) == by (& — (j — D), j=1(1)N. (A.3)

Die Fourierkoeffizienten der B-Splines ergeben sich dann wie folgt:

jh
) 1 .
b\ (0) = / L=h==, j=11N, reN.
(G=1h
Desweiteren ist fiir k € Z \ {0}
o jh jh jh
(1) _ —27ik o . .
by (k) = / eI gy = / cos(2mkx) dr —i / sin(27kz) dx
(G—=Dh (G—=Dh (G=Dh
1
= —— (sin(2wkjh)—sin(2mk(j—1)h)
27k

4+ (cos(2mkjh) —cos(2mk(j —1)h))), j=1(1)N.

Zusammen mit (A.2) und (A.3) erhiilt man dann allgemein
— — —27ik (j—1)h r
- (A3) _orik(ie - (A2) € ]
b7 (k) "= ek U 0 ) Y <b§><k>> 7 (A4)

fir j =1(1)N,reN, keZ \ {0}.

Anmerkung: Die hier gewéhlte Basis von Sj ist fiir die theoretische Analyse des Verfahrens in
[10, 37, 38] ungeeignet, dort wird eine modifizierte Basis verwendet (vgl. (A.3)):

i ) N N
: —r mwiphr wmipkh L
Y, =sinc(mph) " e™H kg_lez pER T e Ay = {keZ 2<k§2}.

Diese Basisfunktionen haben den Vorteil, dass sie sich #hnlich wie die Funktionen e?7 % L € Z,
verhalten. Sie erfiillen beispielsweise die Translationsbedingung (siehe [10], (2.14)-(2.15))

Yu(x+kh)=e?™ kM (2), peAn, keZ.



Anhang B

Darstellung des Polylogarithmus

Es wird die Formel (2.18) bewiesen. Die entsprechende Reihe fiir Li, () erhélt man durch An-
wendung der MELLIN-Transformation auf die Funktion Li, (e7*), u € R \ {0}. Die MELLIN—
Transformation einer Funktion f ist definiert durch (siehe [13], S.305)

9(2) = M(Fa)i)i= [ ) du, zea
0

Die inverse MELLIN-Transformation von g(z) lautet

c+1 00
_ 1 P
flw) = gy = 5 [ gla)ude (B.1)
Es ist (vgl. 2.15)
Llo, / e 1
0

Anwendung der MELLIN-Transformation auf Li, (e™*), u € R \ {0}, liefert

0o

ta— 1 U 1
/ t+u_1dtdu'
0

Durch die Variablentransformation ¢t = ¢(r,s) = r(1 — s), u = (r,s) =rs,

m (Li(, (67“) 1z

(0,00) x (0,1) ¥V (@) (0,00) x (0, 00) mit
a r r 1—
’a(((i’;/)))‘:: i Z _ i _rs =—rs—r(l—s)=—-1r#0
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erhélt man ([8], 3.1.10.3.)

M (Lia () ;2) = F(1a>//(r(lse)3:1(r8) _ r ds dr
00
B i ; 780471 5271 B 007’04+271 .
- F(a>0/(1 ) v
1
— mB(a,Z) I(a+2)((a+2),

wobei die letzte Gleichung nach [12], 1.5(1) und 1.12(4) gilt.
Fiir die beta-Funktion B gilt nach [12], 1.5(5)

~ T(a)I'(z
B(0.2) = [,
somit ist
M (Lia (e7);2) =T(2) ((a+2). (B.2)

Man erhilt die urspriingliche Funktion Li, (e™*) durch Anwendung der inversen MELLIN-Trans-
formation (B.1) auf (B.2):

c+i 00
Lig (e7") = ﬁ / I(z) (a4 z)u™* dz, (B.3)

wobei ¢ > max{0,1 — a} rechts der Pole des Integranden in z € {1 —«,0,—1,-2,...} liege.
Dieses Kurvenintegral bestimmen wir mit Hilfe des Residuensatzes. Hierzu definieren wir die Kurve
Yn = Yn,1 + Y2 + Yn,3 + Yn,a fiir n > 2 durch

__\inﬁ_--l_n___J C
i |
Yni(t) :=c+itn, te[-1,1], yn‘3¢ 1Vn,1
Yn,2(t) ::c—t(c—%Jrn)Jrin, t €[0,1], - ! !
>-N | |C
Yna(t) =3 —n—itn, te[-1,1], o |
Yna(t) =2 —n+tlc—L+n)—in, tel0,1] L '
——y*——“_rn——— ctti,
n4 tD(_OO,OO)

Das Integral iiber 7, 1 konvergiert fiir n — oo gegen das zu bestimmende Integral in (B.3). Wir
betrachten nun die Integrale iiber die Kurven 7, 2, vn,3 und 7, 4. Fiir das Kurvenintegral iiber
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gilt

/ T(z){(a+2)u"*dz (B.4)

Tn,3

/F(% —n—itn) ((a+1—n—itn)) w=(3=n=itn) () d
e

IN

- . —(Lf—n—itn
Qntem[iafl]’F(%—n—ztn)C(oz—}—%—n—ztn)u (2 tn)

::Mlyn(t)

Diese Terme miissen nun abgeschéitzt werden. Es gilt

|uz‘: &7 log(u) — ealn\u|—barg(u)+1(bln|u\+aarg(u))

_ ‘e(a—i-ib) (In |u|+i arg(w))

= eolnlul=barg(u) — galnful = wobei 2z =a+ib, ueR \{0}. (B.5)

Desweiteren ist nach [12], 1.2(7)

F(3+2)T (k-2 = COSZ;_Z):wsec(wz), z#L4+n, nez, also

r(i— - T 1 Z B.
(2 Z) I‘(%+z)cos(7rz)’ iF gt nez, (B.6)

eine zur Berechnung von I'(z) fiir Re (z) < 0 geeignete Darstellung. In [22] findet sich die Abschét-
zung

(s +it)| = e~ 1t g%

\/ﬁ+s(t)j, wobei  lim e(t) %= 0. (B.7)

|t] — o0
AuBerdem gilt nach [46], S.289 oder [1], §23.2.6 die Formel
™((1—s) = 2'7°I(s)((s) cos(3ms), s¢&{1,0,-1,—2,...}, und daher

(1 —s)

2(2m) ° I(s)((s) cos (3ms), s¢{1,0,—-1,-2,...}. (B.8)

Fiir n>> 1ist 3 — a+n > 1. Mit (B.8) ist

(a3 -nmitn) =2 G L) gy itn
N —

1—(%—a+n+itn)

X((3—a+n+itn)cos(3m (3 —a+n+itn)), te[-1,1],
und wegen (B.6) gilt

T
I'(2+n+itn) cos(n(n+itn))’

P(%—n—itn)zf(%—(n—f—itn)):
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fiir t € [-1,1]. Also ist

Min(t) =T -—n—itn) ((a+3—n—itn) y~(3—n—itn)

(B.9)

T (1o ;
= o (2m) Gretntitn) p(l 4y itn
I'(+n+itn) cos(m(n+itn)) (2m) ( )

‘((* —a+n+itn) cos(ir (3 *a+n+itn))| . e(n=%)Injul
I'(3—a+n+itn)
T'(+n+itn)

_(3+a=n)m@m =:T1,n(t)

_ (27T)%+a7n7itn e(n—%)ln\u|

cos(%ﬂ(%—a—i—n—l—itn))

cos (m(n+itn))

MC@—a+n+H@’

<¢(3-atn)<2, n>1
::Tg,"(t)

<9 e(%-&-a) ln(27r)—fln\u| —n(In(2m)=Inful) p ( )Tg Wt ) ., n>1, te [_1’ 1]7

= const

da % — a+n > 1 fiir hinreichend grofies n und | (2)| < ( (Re(z)) fiir Re(z) > 1 ist ([40], 1.11,
Theorem 1), und weil lim ¢(z) =1 gilt. Es bleiben die Terme T} ,,(¢) und Ts ,(¢) zu betrachten.
r—00

Fiir t =0 ist

T(i—
ﬂ“m:%CiBm<L n>1,
2

da die Gamma-Funktion fiir reelles Argument > 2 monoton wachsend ist. Fiir ¢ £ 0 lasst sich die
Formel (B.7) verwenden:

Ti(1) T (3 —a+ntitn)|an e 3| """ |or 4 & ()
1,n = ; = - 1., 1
L'(2+n+itn) e 5l | [3773 V27 + ea(t n)|

’m-&-a tn’
|\/ﬂ+€2 tn |

| G —
<2, n>1

= [tn|™® L n>1,

da lim e1(z) = lim ey(z) =0 ist.

Somit gilt T1 ,(t) < max (1,2nl%l) = 2nlel fir ¢t € [~1,1], n > 1. Fiir den zweiten Term gilt mit
|cos(z + iy)|* = cos(z)? + sinh(y)? (8], 3.4.4.1.2)

cos(%ﬂ' (%faJrnJritn)) 2

2 _
Ton(t)” = cos (m (n+itn))

cos? (37 (3 —a+n)) + sinh? (imtn) - 1 + sinh? (intn)

cos? (mn) + sinh® (7 tn) = 14sinh®(7tn)
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Fiir ¢ = 0 gilt demnach T»,,(0) < 1, n € IN. Fiir ¢ # 0 gilt

1 + sinh? (%wtn) < 1 + sinh? (%th)

Ty (t)? B.10
2n(t) 1+sinh? (mtn) ~—  sinh® (wtn) ( )
cosh? (% tn) cosh? (g tn) 1
) = 3 5 = —— , also
sinh® (rtn)  4sinh® (5 tn) cosh® (5tn)  4sinh® (3 tn)
]- —
TQ,n(t) n_o)o O, t 7£ 0.

2 ’sinh (g tn)’
Somit gilt Tb »,(t) <1,n>1,t € [-1,1].

Aus (B.9) ergibt sich mit den Abschétzungen fiir T3 ,, und T, und mit 0 < |u| < 27 in (B.4) (hier
sind alle nicht von n und ¢ abhéngigen Terme in der Konstanten C' enthalten)

lim /F(z) Cla+z)u"?dz| < lim 2n max My ,(t)

n— 00 n— oo te[—1,1]
Tn,3
>0
—
< lim (C nlol+1 g—n(In(2m) — hl|“>) = 0. (B.11)
Nun zum Integral iiber :
/ T(z)l(a+2)u"*dz (B.12)

Yn,2
1

= /F(cft(cf 14n)+in) ((a+c—tlc—2+n)+in) = (e=tle=g+n)+in) (—c+1-n) dt’
0

IN

(n+c—1) max My ,(t), firn>1, wobei
t€(0,1]

Mo (t) == ‘I‘ (c—tlc—3+n)+in) ((a+c—t(c—1+n)+in) y(emtlemgtm)tin)

Mit den Formeln (B.6) und (B.8) erhélt man fiir ¢ € [0, 1]

F( c—tlc—3+n)+in )

=%—(%—c+t(c—%+n)—in)

™

CT(l—c+tlc—L4+n)—in)cos(n(i—c+tlc—3+n)—in))

)
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und

C(a+ct(c%+n)+in>

=1—(1—a—c+t(c—5+n)—in)
=2(2 W)_(l_a_c+t(6_%+")_m) F(l-—a—c+ilc—3+n)—in)

x((l—a—c+tlc—24+n)—in)cos(3r(l—a—c+tlc—%+n)—in)).
Hieraus ergibt sich mit (B.5) fiir ¢ € [0, 1]

F'(l—a—c+tlc—3+n)—in)
F(l1—c+tlc—%+4n)—in)

My n(t) _ e(a—&-c—t(c—%-{-n))ln(QTr) e(t(c—%—&-n)—c) In|u|

:ZTg)n(t)
cos(3m(l—a—c+tlc—31+n)—

cos(m (3 —c+tlc—12+n)—in

;;))’|§(1—a—c+t(c—%+N)—in)|~ (B.13)

< C(l—a—c—i—t(c—%—i—n)), n>1
:2T4,n(t)

Wegen lim e1(z) = lim eq(z) = 0 gilt wiederum

F'(l—a—c+tlc—5+n)—in)
['(l—c+tlc—3+n)—in)

TS,n(t) =

(B.7) e—gtnn%—a—c—&-t(c—%—kn) “/271'4-81(—71)

o B et 3t |\/2x + ea(—n)|
—
<2, n>1

<2n~*<2nll n>1,telo,1].

Desweiteren ist

cos (3 (1—a—c+tlc—3+n)—in)) ?
cos (m (3 —c+tlc—5+n)—in))

(Tun(t)® =

cos? (g (1—a—c+t(c—%+n)))+sinh2 (—gn) < 1 + sinh? (%n)

cos? (m (3 —c+t(c—4+mn))) +sinh®(—7n) ~  sinh®(7n)
B cosh? (g n) B cosh? (g n) B 1
~ sinh? (mn)  4sinh® (% n) cosh? (% n)  4sinh? (% n) ’

also gilt

1
Tyn(t) <

7@, VTLGN, tG[O,l]
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Aus (B.12) und (B.13) folgt fiir n>> 1 und 0 < |u| < 27

/ T(2) C(a+ 2)u™* dz

Yn,2

< (n teo— ;) max @ (ate—t(c=}))Hinful(t(c—3)—c) p—tn(n@m)-taful) W

t€[0,1] 2sinh (3 n)
<const <1

(n+c_ %)nm‘ nj}oo
- sinh (g n) ’

da der Sinus hyperbolicus exponentiell gegen oo wéchst. Ebenso kann man zeigen, dass das Integral
tiber Y4 = —¥n2 fiir n — oo gegen Null konvergiert, da |I'(2) ((z) u?| = [T'(2) ((2)u*| Vz € €
gilt.

Da fiir alle v mit 0 < |u] < 27 die Integrale iiber die Kurven 7, 2,7v,3 und v, 4 fiir n — oo
verschwinden, ist mit (B.3)

1
Lig (e7") = nlin;oﬁ/ I'(z)¢(a+2)u"? dz
Yn,1
1 _
= lim 2—/ I'z)((a+2)u"*dz, 0<|ul <2m.
n—oo 274

Fiir das Kurvenintegral {iber 7, gilt nach dem Residuensatz

/I‘(z) Cla+2)u*dz=27i <Z Res(T'; —k) x(vn, —k) + Res((;1) x(yn, 1 — a)) ,

Tn k=0

wobei x(vn, —k) = 1 und x(yn,1 — &) = 1 die Windungszahlen der Kurve ~, um die Pole —k,
k=0,...,n—1und 1 — « sind. Hat eine Funktion f : D — €, wobei D eine offene Teilmenge von
€ sei, in zg € D einen Pol 1. Ordnung und ist g : D — € holomorph, so gilt bekanntlich

Res(f - g; 20) = g(20) Res(f; 20)-
Die Residuen von I' und ¢ sind (nach [12], 1.17(11), 1.12(17)) gegeben durch

Res(T; —n) = Y n € Ng, und Res(¢;1) = 1.

Hiermit ergibt sich fiir a ¢ IV
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Die Funktion Li, stellt auf €'\ [1,00) eine holomorphe Funktion dar ([44], (5)). Da die Darstel-
lungen (2.14) und (B.14) auf der nichtdiskreten Menge (e=27, 1) iibereinstimmen, folgt mit dem
Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen die Giiltigkeit der obigen Darstellung der Polylogarith-
musfunktion auch fiir komplexe Argumente w.



Anhang C

Funktionswerte von G, und H,

In diesem Abschnitt werden die in Tabelle 2.2 angegebenen Funktionswerte von G, berechnet und
die Abschiitzung (2.30) bewiesen. Es sei im Folgenden stets o > 1 vorausgesetzt, dann konvergieren
die Reihen (2.22) und (2.23) absolut auf [0, 1] (vgl. Bem. 2.4.3).

Offenbar ist nach (2.22) G,(0) = 2({(«). Es gilt

- 1 — i+i+ _C( )_ i+i+
Zo(@k—1) 1o 30 ARG
= (@) =27%C(e) = (1 =277)((e) (C.1)
Wegen (2.22) ist
1Y (2:22) = i m
Go (6) = kacos(gk:)
k=1
11 1 1 1 1 1 11 1
= 2[1@2+2a<_2>+a(_1)+w<_2)+5(12+6“

3
1+i ,1 +i(,1)+i fl +i1+i+
7*2 8« 2 9o 10« 2 112~ 12« 77

_ 11+1+1+ +1 1+1+1+ 31+1+1+
o 2\ 20 " 4o g T 2\l 3o pa 7 2\32  9ga ' 15a 77

(S [12ag(a) + I —2)¢(a) - 2570 (1-279) ¢() + 26“6(04)]



= (()(1-3""(1-2-27%) =((a) (1—-3"7%) (1-2""%).

Desweiteren ist wegen

G (i) 22 (2;)(1(*1)’@ = gl~« <11a 2% - 3%+%+ )
— 2110‘ ((C(a)l+ 2)(21a+41a+61a+...)> =27 (=¢(a) + 2" ()
= —279(1-277) (o),

Es wird nun gezeigt, dass fiir « > 1 die Abschéitzung

H, <D >2(1 =279 (1 - 27%)¢(a)

gilt. Wegen
. (Ek) [0 falls k gerade ,
ST T ()T falls k=204 1,0 € IV,
und (2.23) ist
1 1 71' 11 1 1
(=) = 25 —sin(zk)=2(— - —+— — — +...
“(4) kasm(zk) (1a 3¢ Tha e T )

1
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