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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein neuer Dynamikkern entwickelt und in das bestehende numeri-
sche Wettervorhersagesystem COSMO integriert. Fiir die rdumliche Diskretisierung werden
diskontinuierliche Galerkin-Verfahren (DG-Verfahren) verwendet, fiir die zeitliche Runge-
Kutta-Verfahren. Hierdurch ist ein Verfahren hoher Ordnung einfach zu realisieren und
es sind lokale Erhaltungseigenschaften der prognostischen Variablen gegeben. Der hier
entwickelte Dynamikkern verwendet geldndefolgende Koordinaten in Erhaltungsform fiir
die Orographiemodellierung und koppelt das DG-Verfahren mit einem Kessler-Schema fiir
warmen Niederschlag. Dabei wird die Fallgeschwindigkeit des Regens, nicht wie tiblich
implizit im Kessler-Schema diskretisiert, sondern explizit im Dynamikkern. Hierdurch sind
die Zeitschritte der Parametrisierung fiir die Phasenumwandlung des Wassers und fiir die
Dynamik vollstindig entkoppelt, wodurch auch sehr grofse Zeitschritte fiir die Parametrisie-
rung verwendet werden kénnen. Die Kopplung ist sowohl fiir Operatoraufteilung, als auch
fuir Prozessaufteilung realisiert.

Anhand idealisierter Testfdlle werden die Konvergenz und die globalen Erhaltungseigen-
schaften des neu entwickelten Dynamikkerns validiert. Die Masse wird bis auf Maschi-
nengenauigkeit global erhalten. Mittels Bergiiberstromungen wird die Orographiemodel-
lierung validiert. Die verwendete Kombination aus DG-Verfahren und geldndefolgenden
Koordinaten ermoglicht die Behandlung von steileren Bergen, als dies mit dem auf Finite-
Differenzenverfahren-basierenden Dynamikkern von COSMO moglich ist. Es wird gezeigt,
wann die volle Tensorproduktbasis und wann die Minimalbasis vorteilhaft ist. Die Grofie
des Einflusses auf das Simulationsergebnis der Verfahrensordnung, des Parametrisierungs-
zeitschritts und der Aufteilungsstrategie wird untersucht. Zuletzt wird gezeigt dass bei
gleichem Zeitschritt die DG-Verfahren aufgrund der besseren Skalierbarkeit in der Laufzeit
konkurrenzfihig zu Finite-Differenzenverfahren sind.






Abstract

In this work a new dynamical core is developed and integrated in the existing numerical
weather prediction system COSMO. The spatial discretisation uses discontinuous Galerkin
methods (DG methods) and the temporal integration uses Runge-Kutta methods. Due to
this, it is easy to realise a high order method and to have local conservation properties for
the prognostic variables. The developed dynamical core uses terrain following coordinates
in conservation form for the modelling of the orography. The DG method is coupled with
a Kessler scheme for warm precipitation. Here, the sedimentation velocity of the rain is
explicitly discretised in the dynamical core, not as usual implicitly in the Kessler scheme.
Due to this, the time steps of the dynamics and of the parametrisation for the phase change
of water are fully decoupled, which results in the possibility to use very long time steps for
the parametrisations. The coupling is realised by operator splitting or process splitting.

With the help of idealised test cases the convergence and the global conservation properties
of the new developed core are validated. The mass is conserved globally down to machine
precision. The orography is validated by mountain overflows. The used combination of DG
methods and terrain following coordinates makes it possible to deal with steeper mountains
as with the finite-difference method based dynamical core of COSMO. It is shown in which
case the full tensor product basis are advantageous compared to the minimal basis. The size
of the influence on the simulation result of the order of the method, the time step of the
parametrisation and the two coupling strategies is studied. Finally it is shown, that when the
same time step is used, the DG method is competitive to the finite-difference method due to
a better scalability.
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Symbolverzeichnis

At, AT

globale Koordinaten, bei 2d: x = (x,z) oder x = (x, ),
bei 3d: x = (x,y,z) oder x = (x,y,{)

Zzhler in x-, y, z-Richtung

Zahler der Basisfunktionen

sonstiger Zahler

horizontaler Wind in Richtung der x und y-Achse
vertikaler Wind in Richtung der z- oder der {-Achse
Windvektor, bei 2d: u = (1, w)", bei 3d: u = (u, v, w)"
potentielle Temperatur und feucht potentielle Temperatur
Druck

Massendichte

Partialdichte des Wasserdampfs und spezifische Feuchte
Partialdichte des Wolkenwassers und spezifischer Wolkenwassergehalt
Partialdichte des Regenwassers und spezifischer Regenwassergehalt
spezifische Gaskonstante fiir trockene und feuchte Luft

Vektor der prognostischen Variablen

Vektor der Fliisse der prognostischen Variablen

Vektor der Quellterme

[-te Basisfunktion des Ansatz- und Testraums V},
Berechnungsgebiets

Gitterelement

Randfldchen/-kanten eines Gitterelements

Dimension des physikalischen Raums

Dimension von V}, d.h. Anzahl der Basisfunktionen

maximaler Polynomgrad der Basisfunktionen

Ansatz- und Testraum

Menge der Reellen Zahlen

Transformationsmatrix vom Referenzelement auf ein Gitterelement

Jakobi-Determinante

Dynamik- und Physikzeitschritt
Verhiltnis des Physikzeitschritts zum Dynamikzeitschritt
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1. Einleitung

Fiir den Betrieb eines numerischen Wettervorhersagesystems (NVW-Systems) muss die At-
mosphére vermessen werden kénnen und es ist Wissen tiber die theoretische Meteorologie
notig, insbesondere iiber die atmosphérische Dynamik, Thermodynamik und weitere phy-
sikalische Prozesse. Hierftir werden Nadherungen an die physikalischen Bilanzgleichungen
bestimmt, die alle wesentlichen Prozesse modellieren. Sie werden aufgeteilt in einen Teil
der die Stromung simuliert; dieser Teil des Vorhersagesystems heif3t dynamischer Kern oder
Dynamikkern. Diese Terme werden auf einer vorab gewéhlten rdumlichen und zeitlichen
Skala numerisch integriert. Die subskalige Dynamik und physikalische Prozesse, wie etwa
die Phasenumwandlung von Wasser, werden durch Parametrisierungen berechnet, die an die
skalige Dynamik gekoppelt werden, indem die prognostischen Variablen als Eingabegrofien
verwenden werden und die Ergebnisse der Parametrisierungen in die weitere Integration der
Dynamik wieder einfliefst. Um mit einem Vorhersagesystem eine Wetterprognose erstellen
zu konnen miissen Messwerte aus Beobachtungen in das System assimiliert werden. Eine
Einfiihrung in die mesoskalige Modellierung und hierfiir geeignete numerische Verfahren
gibt etwa [68]. Die Qualitdt der Wettervorhersage kann folglich weiter verbessert werden
durch: bessere Parametrisierungen, eine verbesserte Datenassimilation oder durch einen ver-
besserten Dynamikkern. Die Gittermaschenweite des Atmospharenmodells ist iberwiegend
durch die zur Verfiigung stehende Rechenzeit bestimmt. Gewtinscht ist die Wettervorhersage
auf immer kleineren Skalen, um feinere Stromungsstrukturen auflosen zu kénnen, wofiir
rechenstdrkere GrofSrechner benottigt werden. Die Steigerung der Qualitdt der NWV-Systeme
ist also auch von der Entwicklung der Grofsrechner abhéngig.

Die Dynamikkerne bisheriger operationeller NWV-Systeme lassen sich im Wesentlichen in
zwei Klassen einteilen:

spektrale Verfahren. Hierzu gehoren etwa die Globalmodelle ,IFS” [49]] des Europdischen
Zentrums fiir Mittelfristvorhersagen (EZMW), ,GFS” (Information gibt es unter: http:
//www.emc.ncep.noaa.gov/gmb/moorthi/gam.html) der US-amerikanischen National
Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA), sowie das Regionalmodell ,,ALA-
DIN” und dessen Nachfolger , AROME” des ALADIN-Konsortiums (http://www.cnrm|
meteo.fr/aladin/) um Meteo France. Diese Modelle verwenden in der Horizontalen
einen spektralen Ansatz, und Finite Differenzen in der Vertikalen. Die zeitliche Diskreti-
sierung erfolgt iiber ein semi-Langrange’sches und semi-implizites Verfahren. Fiir die
Berechnung der Parametrisierungen wird auf ein Punktgitter transformiert.

Finite-Differenz- (FD) und Finite-Volumenverfahren (FV). Hierzu zdhlen das Globalmo-
dell ,GME” des Deutschen Wetterdienstes (DWD). Auch das neue Modell ,,JCON” des
DWD, das bei Fertigstellung dieser Arbeit fiir den operationellen Betrieb vorbereitet
wurde, zdhlt hierzu. Im Vergleich zum GME erhilt es die Masse und den Impuls.
Fir die zeitliche Diskretisierung wird ein Prediktor-Korrektorverfahren verwendet,
raumlich werden die Bilanzgleichungen vertikal implizit und horizontal explizit inte-
griert. Auch das , Unified Model” des UK MetOffice (http://www.metoffice.gov.uk)
basiert auf FD- und FV-Verfahren. Sie verwenden jedoch ein semi-Lagrange’sches und
semi-implizites Integrationsverfahren. Das Unified Modell ist massenerhaltend. In diese
Klasse gehort auch das Regionalmodell ,WRF” [81] der US-amerikanischen Institute
University Corporation for Atmospheric Research (UCAR), des National Center for
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1. Einleitung

Atmospheric Research (NCAR) und des National Centers for Environmental Prediction
(NCEP). Letztes betreibt WRF auch operationell. WRF verwendet die Gleichungen in
Flussform und erhilt die Masse und die trockene Entropie. Impulserhaltung ist im WREF-
Modell nicht gegeben [80]]. Das letzte Modell, dass an dieser Stelle erwdhnt werden soll,
ist das Regionalmodell ,COSMO” (vgl. [33} 32, [73]) des COSMO-Konsortiums, das sich
um den Deutschen Wetterdienst (DWD) gebildet hat. Dieses Modell ist dhnlich zu WRE,
jedoch integriert es die Bilanzgleichungen in Advektionsform, und hat daher keine
Erhaltungseigenschaften. COSMO wird im folgenden noch ausfiihrlicher beschrieben.

Ein Ubersichtsartikel {iber die zeitliche Entwicklung der Dynamikkerne globaler Model-
le, einschliefllich der verschiedenen Gitter ist etwa [92]. Um die Parametrisierungen und
die Dynamik miteinander zu koppeln gibt es verschiedene Strategien. Besonders semi-
Langrange’sche Verfahren, in denen ein sehr grofler Zeitschritt verwendet wird, sind sensitiv
gegeniiber der verwendeten Strategie. In [83] und [84] stellen Staniforth, Wood und C6té ein
Verfahren vor zum Vergleich von unterschiedlichen Physik-Dynamik-Kopplungsstrategien.
Dieses arbeitet auf idealisierten einfachen Gleichungen, deren Terme eine physikalische
Parametrisierung oder die Dynamik reprasentieren. Es werden verschiedene Kombinationen
aus expliziter und impliziter Kopplung auf Genauigkeit, Stabilitdt und Effizienz untersucht.
Dubal, Wood und Staniforth erweitern in [34] diese Untersuchungen auf Strategien fiir Kopp-
lungen aus mehreren Parametrisierungen mit der Dynamik. Diese Strategien lassen sich in
drei Kategorien einteilen: 1. Physik und Dynamik laufen hintereinander ab; 2. Physik und
Dynamik laufen parallel zueinander ab; 3. ein Teil der Parametrisierungen und der Dynamik
lduft hintereinander, der andere Teil parallel zueinander ab.

In vielen Euler’schen Gitterpunktmodellen, wie etwa COSMO, findet eine sehr einfache
Kopplung statt. Die einzelnen Parametrisierungen und die Physik laufen hintereinander ab.
Nur der Reihenfolge wird besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Diese Strategie ist auch
als Operatoraufteilung bekannt und ist besonders einfach zu implementieren. In [93] wird die
Kopplung der physikalischen Parametrisierungen mit der Dynamik im Community Climate
Model-3 fiir die beiden Strategien Operator- und Prozessaufteilung, d. h. Physik und Dynamik
laufen parallel ab, verglichen. Der Unterschied in den Ergebnissen durch die Kopplungsstra-
tegie ist fiir die Klimasimulation nur gering. In [91] wird der Einfluss des Zeitschritts auf
die Parametrisierungen im Klimamodell CAM4 untersucht. Anlass war das Auftreten von
numerisch induziertem Starkniederschlag, der auf den unterschiedlichen Zeitschritt von kon-
kurrierenden Parametrisierungen zuriickgefiihrt wird. Anhand von idealisierten Gleichungen
wird verdeutlicht, dass ein Modell sensitiv von einer ungtinstigen Wahl der Parametrisie-
rungszeitschritte abhdngen kann. Eine erweiterte Diskussion der Physik-Dynamik-Kopplung
findet man etwa in [92].

Mit neuen Grofirechnern ist zwar eine hohere Spitzenrechenleistung erreichbar, jedoch
wichst die Rechenleistung einer einzelnen CPU[| kaum noch weiter. Die hohere Spitzenre-
chenleistung wird tiberwiegend tiber eine grofiere Anzahl an CPUs erreicht. Dies liegt vor
allem daran, dass die Leistungsaufnahme und die Abfiihrung der Abwéarme einer einzelnen
CPU zu einem immer grofieren Problem wird, d. h. es ist nicht zu erwarten, dass sich in
naher Zukunft dieser Trend dndert. Um mit mehreren CPUs gleichzeitig eine Simulation zu
berechnen, miissen zwischen den CPUs Daten ausgetauscht werden. Diese Kommunikation
ist vergleichsweise langsam, insbesondere wenn die CPUs in verschiedenen Rechnerknoten
verbaut sind und tiber ein Netzwerk miteinander kommunizieren miissen. Folglich ist diese
Kommunikation der Flaschenhals fiir die real erreichbare Rechenleistung bei den meisten
Anwendungen. Dies triff insbesondere auf die numerische Wettervorhersage zu. Die Simula-

*englische Abkiirzung fiir ,Central Processing Unit”; deutsch: Zentrale Recheneinheit. Also der Teil eines Prozessors
in einem Rechner, der die eigentliche Arithmetik ausfiihrt.
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1.1. Stand der Wissenschaft der diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren

tionsprogramme miissen also numerische Verfahren verwenden, die wenig Datenaustausch
zwischen den CPUs benotigen. Damit sind die spektralen Verfahren, die oft nicht nur mit
den Nachbar-CPUs kommunizieren miissen, sondern auch global, auf kommenden Grofs-
rechnern kaum noch effizient einsetzbar. Aber auch die FD- und die FV-Verfahren stofSen an
Skalierbarkeitsgrenzen, insbesondere wenn Verfahren hoherer Ordnung eingesetzt werden.

Dariiber hinaus ist es schwierig mit FD-Verfahren Erhaltungseigenschaften zu realisieren.
FV-Verfahren sind hingegen erhaltend. Beide Verfahren haben Schwierigkeiten mit einer
hohen Verfahrensordnung und unstrukturierten Gittern, insbesondere wenn diese dynamisch
verfeinert werden. Daher wird die Abbildung der Orographie iiber gelandefolgende Koordi-
naten (vgl. etwa [38]) realisiert, damit wieder auf einem kartesischen Gitter gerechnet werden
kann. Diese Verfahren reduzieren jedoch die Genauigkeit der Losung (vgl. Abschnitt|4.5|oder
auch [40]).

Aufgrund dieser Umstidnde sind in den letzten Jahren Finite-Elementverfahren, stetige
wie unstetige, in der Meteorologie populdr geworden. So kann etwa das IFS-Modell seit
November 2013 die vertikalen Terme auch mit einem auf kubischen B-Splines basierenden
Finite-Elementverfahren integrieren (siehe Homepage). Insbesondere die diskontinuierlichen
Galerkin-Verfahren haben das Potential die meisten der vorherigen angesprochenen Probleme
zu beseitigen. Diese Verfahren erhalten momentan erhohte Aufmerksamkeit in der Weiterent-
wicklung und sind auf einem guten Weg, den akademischen Bereich zu verlassen und in ein
paar Jahren in der operationellen numerischen Wettervorhersage Einzug zu finden. Diese
Arbeit soll hierzu einen Beitrag leisten, indem ein neuer Dynamikkern fiir COSMO entwickelt
wird, der auf den diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren (kurz: DG-Verfahrerf?) basiert. Mit
ihnen erstellt man auf direktem Wege Systeme mit lokalen Erhaltungseigenschaften und einer
hohen Verfahrensordnung. Unstrukturierte Gitter bereiten bei DG-Verfahren keine Probleme.
Es kann sogar mit wenig Aufwand sowohl das Gitter als auch die Ordnung lokal adaptiert
werden. Der Diskretisierungsstern bleibt auch bei hoher Ordnung kompakt [67, |20], dies
begiinstigt die gute Skalierbarkeif’| der DG-Verfahren. Der Nachteil der DG-Verfahren besteht
in der starken Zeitschrittbeschrankung (vgl. Abschnitt wodurch sie auf wenigen CPUs
langsam sind. Verglichen mit Finite-Differenzenverfahren haben DG-Verfahren eine hohere
Komplexitat wodurch die Implementation komplizierter wird.

1.1. Stand der Wissenschaft der diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren

Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren gehoren zu den Ansatzverfahren. Das zu l6sende
Gleichungssystem wird hierbei in eine integrale Form tiberfiihrt, die elementweise gelost wird.
Hierbei kann auf eine stetige Losung {iber die Elementgrenzen hinweg verzichtet werden.
Dadurch bleibt die Massenmatrix des Verfahrens lokal, im Vergleich zu den stetigen Finiten-
Elementverfahren, deren Massenmatrizen global aufgestellt werden miissen. Einen Uberblick
tber DG-Verfahren kann man sich etwa in [25, |26| 47] verschaffen. DG-Verfahren konnen in
unterschiedlichen Variationen implementiert werden. Dabei konnen die zu diskretisierenden
Gleichungen in der sogenannten starken Form oder in der schwachen Form (siehe Kapitel
formuliert werden. Diese Gleichungen sind analytisch dquivalent, haben aber numerische
Unterschiede [39].

Neben dieser Unterscheidung lassen sich DG-Verfahren durch die Wahl der Ansatzfunk-
tionen klassifizieren. Diese Funktionen sind Polynome, die aus elementweise definierten

*im Sprachgebrauch hat sich der Begriff ,DG” sowohl auf deutsch, also auch auf englisch eingebiirgert, daher wird
an dieser Stelle der Begriff ,diskontinuierlich” anstelle von ,unstetig” verwendet, damit ,DG” als kanonische
Abkiirzung entsteht.

3Fiir eine Definition der Skalierbarkeit wird auf Anhangverwiesen.
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1. Einleitung

Basispolynomen gebildet werden. Entstehen die Polynome durch Interpolation geeigne-
ter Raumpunkte (etwa Lagrange-Polynome), so spricht man von nodalen DG-Verfahren. Bei
modalen DG-Verfahren werden Polynome angesetzt, deren Koeffizienten keine direkte physika-
lische Interpretation besitzen (meistens Legendre-Polynome). Diese Klasse hat Vorziige etwa
bei den Erhaltungseigenschaften. Eine gute und praktische Einfiihrung, mit Schwerpunkt
auf den nodalen Verfahren und vielen technischen Einzelheiten, gibt [47]. Der Vergleich der
beiden Formen wird auch in [39] diskutiert. Ein weiteres, die Verfahren priagendes Merkmal,
ist der verwendete numerische Fluss, mit dem der Informationsaustausch zwischen den Ele-
menten modelliert wird. Im Prinzip kann jeder aus dem Bereich der Finite-Volumenverfahren
bekannte numerische Fluss verwendet werden. In [69] werden haufig verwendete numerische
Fliisse im DG-Kontext miteinander in der Laufzeit und Genauigkeit verglichen.

Fiir die Behandlung von Ableitungen zweiter Ordnung, wie sie etwa bei den Navier-
Stokes-Gleichungen auftreten, haben sich mehrere Varianten herausgebildet. Eine einfach zu
implementierende Variante ist etwa das Lokale Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren (LDG)
[28], das auf einer Transformation der Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung basiert. Die so entstehenden zusétzlichen
Gleichungen lassen sich aber durch geschicktes Umformen und Einsetzen wieder vermeiden.
Dies wird etwa durch das Compact Discontinous Galerkin-Verfahren (CDG) [67] ausgenutzt.
Beim CDG-Verfahren ist der Diskretisierungsstern auch fiir Gleichungen héherer Ordnung
nur auf die direkten Nachbarelemente beschrankt. Brdar hat zusammen mit Dedner und
Klofkorn die effizientere Verbesserung CDG2 von CDG entwickelt [20].

DG-Verfahren werden in den Ingenieurwissenschaften schon seit langerem fiir Probleme
der Gasdynamik entwickelt und haben dort auch schon eine gewisse Reife erlangt (siehe etwa
das EU-Projekt ADIGMA des sechsten Rahmenprogrammes [58]). In den Geowissenschaften,
insbesondere in der Meteorologie, ist diese Verfahrensklasse noch relativ neu. Im Vergleich zu
ingenieurwissenschaftlichen Fragestellungen spielen in der Meteorologie die hydrostatische
Balance und die notwendigen Parametrisierungen eine wichtige Rolle. Fiir die Meteorologie
relevante Arbeiten sollen hier kurz vorgestellt werden, ohne dass die folgende Aufzihlung den
Anspruch auf Vollstindigkeit erhebt; sie dient nur dem Uberblick iiber den Entwicklungsstand
der DG-Verfahren.

Das ,,Discontinuous Galerkin Coastal Ocean Model” (DGCOM) (siehe [1} l43] oder die
Homepage http://faculty.nps.edu/fxgirald/projects/DGCOM) verwendet ein nodales
DG-Verfahren auf einem unstrukturierten Gitter. Es ist ein zweidimensionales Flachwasser-
modell (FW-Modell) fiir die Simulation kiistennaher Ozeanprozesse. Der Tsunami vom 26.
Dezember 2004 im indischen Ozean wurde mit der reale Bathymetrie modelliert [1]], d. h.
die Simulation ging iiber einen idealisierten Charakter hinaus. Anhand von Messungen der
Gezeitenpegel lokaler Stationen und von Satellitendaten wird gezeigt, dass DGCOM die
Ankunftszeiten der Tsunamiwellen gut reproduzieren kann. Auch Blasie und St-Cyr simulie-
ren die FW-Gleichungen mit DG [13]], verwenden jedoch ein Verfahren mit lokal adaptivem
unstrukturiertem Gitter (h-adaptiv) und lokal adaptiver Ordnung (p-adaptiv) und validieren
dieses mit dem Tsunami im Februar 2010 vor Chile, sowie mit einer globalen stationdren
nicht-linearen zonalen geostrophischen Stromung und einer zonalen Stromung tiber einen
isolierten Berg. Giraldo, Hesthaven und Warburton diskretisieren die FW-Gleichungen mit
nodalem DG [41]). Sie validieren ihr Modell neben den vorherig erwahnten beiden zona-
len Stromungen mit weiteren Testfédllen. Dariiber hinaus vergleichen sie die starke mit der
schwachen Form auf Genauigkeit und Effizienz. Nair, Thomas und Loft haben ein modales
DG-Verfahren fiir die FW-Gleichungen, mit Massenerhaltung bis auf Maschinengenauigkeit
und guter Energieerhaltung, entwickelt auf der ,wiirfelfsrmigen Spahren‘f#f Gitterstruktur

4oft mit dem englischen Begriff ,,cubed sphere” bezeichnet
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1.1. Stand der Wissenschaft der diskontinuierlichen Galerkin-Verfahren

[64].

Hall und Nair [46] simulieren mit einem nodalen DG-Verfahren die Advektionsgleichungen
auf der Sphére mit einem Yin-Yang-Gitter, das mit DG-Verfahren weniger Schwierigkeiten
bereitet als mit FV-Verfahren. Sie priifen auf Konvergenz und Massenerhaltung, die zwischen
den beiden Teilgittern des Yin-Yang-Gitters verletzt wird.

Fiir die Euler- und Navier-Stokes-Gleichungen sollen folgende Arbeiten erwahnt werden. In
[42] werden von Giraldo und Restelli DG-Verfahren fiir drei unterschiedliche Gleichungssyste-
me implementiert und getestet. Dabei werden folgende prognostischen Variablen verwendet:
System 1: Exner-Druck, Impuls, und potentielle Temperatur; System 2: Dichte, Impuls und
potentielle Temperatur; System 3: Dichte, Impuls und totale Energie. Das erste System ist in
Advektionsform, also nicht erhaltend, die letzten beiden Systeme sind in Erhaltungsform
formuliert. Diese drei Systeme werden durch nodale DG-Verfahren (und durch Spektrale-
Elemente-Verfahren) diskretisiert und die Losungen werden anhand sieben idealisierter
Testfdlle auf Genauigkeit, Erhaltungseigenschaften und Effizienz verglichen. Unter diesen
Testfdllen sind die Schwerewellenausbreitung im Kanal nach Skamarock und Klemp [79],
die fallende Kailteblase nach Straka et. al. [85] und Bergiiberstromungen. System 3 ist das
einzige energieerhaltende System. Damit auch die Diskretisierung energieerhaltend ist, muss
das DG-Verfahren in der schwachen Form verwendet werden. System 3 ist aufgrund der
Variablenwahl etwas effizienter als System 2. Restelli und Giraldo losen in [72] die Navier-
Stokes-Gleichungen fiir ein vertikal geschichtetes Medium mit nodalen DG-Verfahren. Fiir die
Zeitintegration wird ein semi-implizites Runge-Kutta-Verfahren (RK-Verfahren) verwendet.
Dadurch kann die Schwerewellenausbreitung von Skamarock und Klemp [79] mit CFL-Zahl
5,1, eine lineare-hydrostatische Bergiiberstrémung sogar mit der CFL-Zahl 18,6 integriert
werden. Restelli stellt in [71] ein Modell vor, das eine raumliche DG-Diskretisierung mit einer
zeitlichen semi-impliziten, semi-Lagrange’schen Diskretisierung verbindet. Fiir die lineare
hydrostatische Bergiiberstromung wird mit der CFL-Zahl 16 gerechnet, damit kommt das
Verfahren in die gleiche Region wie das semi-implizite Verfahren in [72]. Fiir die Advektion
sind die Fehler vergleichbar mit DG-Verfahren mit Euler’scher Runge-Kutta-Zeitintegration
wenn die gleiche CFL-Zahl verwendet wird. In der Gruppe von Kroner [19, |20] werden
DG-Verfahren auf theoretischer und praktischer Ebene weiterentwickelt und ebenfalls auf
geophysikalische Probleme angewandt. Hier ist insbesondere die Arbeit von Brdar [18] zu
erwihnen. In der Arbeit wird ein DG-Loser fiir atmosphérische Stromungen entwickelt.
Dieser basiert auf der DUNE-Bibliothek [11} |10, |15} 14,30} |31] und kann auf strukturierten, un-
strukturierten und h-adaptiven Gittern rechnen. Verwendet wird ein modales DG-Verfahren,
das explizite und semi-implizite RK-Verfahren zur Zeitintegration verwendet. Es werden
mehrere trockene zweidimensionale Testfille betrachtet, wie die lineare und nicht-lineare
und hydrostatische und nicht-hydrostatische Bergiiberstromung und die fallende Kalteblase
nach Straka et. al. [85]]. Dartiber hinaus kann Wasserdampf und Wolkenwasser, jedoch kein
Niederschlag simuliert werden. Fiir die Phasenumwandlung sind im DUNE-Loser analytische
ad-hoc-Funktionen implementiert, die tiber einen freien Parameter justiert werden kénnen.
Anhand einer zweidimensionalen Feuchtkonvektion in einer Wasserdampf-gesattigten At-
mosphére nach [22] wird das Feuchte-Schema validiert. Die Bergiiberstromung kann mit
den semi-impliziten RK-Verfahren um den Faktor 2,4 beschleunigt werden im Vergleich zu
den expliziten RK-Verfahren. Miiller [62]] arbeitet an DG-Verfahren mit h-adaptiven Gittern,
dessen Gitter tiber raumfiillende Kurven bearbeitet werden, und untersucht anhand aufstei-
gender Warmeblasen den Unterschied in Genauigkeit und Laufzeit der adaptiven Losung
zur Losung auf uniformen Gittern, mit der gleichen Auflosung wie die feinste Auflosung des
adaptiven Gitters. Tabelle [1.1]|fasst die vorherig aufgefiihrten Modelle zusammen.

Durch die hohe Lokalitdt der DG-Verfahren erwartet man, dass sie sehr gut mit der Anzahl
der CPUs skalieren. Hierzu wurde in [27, Tabelle 1.1] die schwache Skalierbarkeit fiir einen
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1. Einleitung

Modell Gleichungen DG-Variante Gitter Zeitintegration
Hall, Nair [46] Advektion  nodal, stark Yin-Yang RK beliebige
Ordnung
DGCOM [1} 43 FW nodal, stark unstrukturiert explizit RK3
Blasi, St-Cyr [13]] FW nodal, schwach  unstrukturiert, explizit RK3
h-p-adaptiv
Giraldo, Fw nodal, icosahedrisch explizit RK3,
Hesthaven, stark, schwach Filter
Warburton [41]
Nair, Thomas, FW modal, schwach  wiirfelformige explizit RK3
Loft [64] Sphére
Giraldo, Euler nodal, unstrukturiert explizit RK3,
Restelli [42] stark, schwach Filter
Restelli, Euler nodal, stark strukturiert semi-implizit
Giraldo [72] RK3, Filter
Restelli [[71] Euler nodal, stark strukturiert semi-implizit,
semi-Lagrange,
Filter
DUNE [18] Euler modal, schwach strukturiert, explizit RK,
unstrukturiert,  semi-implizit
h-adaptiv RK
Miiller (etal.) Euler nodal, stark unstrukturiert, semi-implizit
[63) 162] h-adaptiv RK2

Tabelle 1.1.: Ubersicht iiber die erlduterten DG-Verfahren, mit der Bezeichnung , Euler” sind
Euler-Gleichungen mit und ohne Diffusionsterme gemeint. RK3 bezeichnet ein
Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung.

zweidimensionalen Fall der skalaren Gleichung %—Lt‘ + g—z + g—; = 0 getestet. Fiir 256 CPUs
liegt die Effizienz noch immer tiber 99 %. Klofkorn zeigt in [54] die starke Skalierbarkeit (vgl.
Anhang des DUNE-Losers, und erldutert Einzelheiten zur Implementierung, wie diese
zu erreichen ist. Bei 4096 CPUs betrédgt die parallele Effizienz 91 % und bei 65536 CPUs noch
einen guten Wert von 72 %. Beide Werte verwenden 512 CPUs als Referenz.

Die obigen aufgefiihrten Arbeiten, die atmosphérische Stromungen modellieren, behandeln
Probleme mit idealisiertem Charakter. Meteorologische Parametrisierungen sind bisher kaum
bei den DG-Verfahren berticksichtigt.

Die Bestrebung ein operationelles Modell auf DG-Basis zu entwickeln verfolgen folgende
Projekte: Das in den USA von der Naval Postgraduate School und dem Naval Research
Laboratory entwickelte neue Atmosphdarenmodell ,Non-hydrostatic Unified Model of the At-
mosphere” (kurz NUMA,; siehe etwa [52, 44] oder die Homepage http://faculty.nps.edu/
fxgirald/projects/NUMA) verwendet stetige Galerkin- als auch diskontinuierliche Galerkin-
Verfahren. Ziele von NUMA sind: hydrostatische und nicht-hydrostatische Simulation, skalen-
tibergreifende Verwendung (d. h. sowohl global als auch auf der Meso-Skala) und einheitliche
Numerik fiir alle Anwendungen. NUMA ist masse-, impuls- und energieerhaltend. Das
FW-Modell ,HOMME” des UCAR/NCARs (siehe https://www.homme.ucar.edu) hat neben
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1.2. COSMO und dessen Dynamikkern

einem Dynamikkern, der auf spektralen Elementen basiert auch einen DG-Kern. HOMME
ist der Dynamikkern des ,Community Climate System Model” und des ,,Community Earth
System Model”. Mit der vorliegenden Arbeit unternimmt auch der Deutsche Wetterdienst
den ersten Schritt in Richtung eines Dynamikkerns fiir die operationelle Wettervorhersage,
der auf DG-Verfahren basiert.

Da der in dieser Arbeit entwickelte Loser auch warmen Niederschlag simulieren kann,
soll die Arbeit von Gabersek et al. [37] erwdhnt werden, die jedoch auf spektralen Elemente-
Verfahren und nicht auf DG-Verfahren basiert. Neben zweidimensionalen trockenen Testfallen
wird die Wolken- und Niederschlagsentwicklung in einem zweidimensionalen Testfall un-
tersucht. Hierfiir wird ein nodales Modell mit nicht exakten Quadraturformeln und einer
semi-impliziten Zeitintegration verwendet. Die trockenen Losungen konvergieren unter Git-
terverfeinerung. Fiir die feuchte Simulation dndert sich die Losung unter Gitterverfeinerung
ohne zu konvergieren. Die Autoren stellen die Hypothese auf, dass die starke nicht-Linearitat
der feuchten Bilanzgleichungen hierfiir verantwortlich ist.

1.2. COSMO und dessen Dynamikkern

Das ,Consortium for small scale modelling” (COSMO) entwickelt und betreibt das gleich-
namige Wettervorhersagemodell COSMO (vgl. [33} 32, 73] und die Webseite http://wuw|
cosmo-model.org, hier ist der ,,COSMO Newsletter” besonders erwdhnenswert, da er einen
Uberblick iiber aktuelle Weiterentwicklungen und Forschungsergebnisse liefert.) auf dem
diese Arbeit aufbaut. Die COSMO-Entwicklung reicht von der operationellen Anwendung bis
hin zu theoretischen Studien (vgl. etwa [7]). COSMO ist ein Regionalmodell und fiir die opera-
tionelle Kurzfristvorhersage entwickelt, d. h. es wird mehrfach tdglich zur Datenassimilation
und Wettervorhersage laufen gelassen. Es ist die Weiterentwicklung des LM (Lokalmodell)
des Deutschen Wetterdienstes, der auch heute noch den grofiten Teil der Entwicklungsarbei-
ten leistet. Dariiber hinaus sind die Wetterdienste aus Griechenland, Italien, Polen, Ruménien,
Russland und der Schweiz an der Entwicklung beteilig. Im tédglichen Betrieb wird es in diesen
Landern, sowie u. a. in Brasilien, Israel und dem Oman eingesetzt.

COSMO ist ein nicht-hydrostatisches, voll kompressibles Model. Es verwendet die Euler-
Gleichungen in Advektionsform mit den prognostischen Variablen: Abweichung des Drucks
p’ von einem gegebenen Referenzdruck, die zonale, meridionale und vertikale Windge-
schwindigkeit u, v, w, sowie der Abweichung der totalen Temperatur T’ von einer gegebenen
Referenztemperatur. Fiir die Feuchte werden Wasserdampf, Wolkenwasser, Regenwasser, Eis,
Schnee und Graupel prognostisch modelliert. Das von COSMO verwendete Gitter ist quadri-
lateral und vom Arakawa-C-Typ: die GréBen p’ und T’ werden in den Elementmittelpunkten
berechnet und u, v bzw. w in den Mittelpunkten der Seitenflichen orthogonal zur zonalen,
meridionalen bzw. vertikalen Richtung. Das Gitter ist horizontal homogen und vertikal nach
oben hin gestreckt.

COSMO enthilt momentan zwei Dynamikkerne, den Bocksprung-Kern (oft mit der engli-
schen Bezeichnung ,leapfrog” bezeichnet) und den Runge-Kutta-Kern. Dariiber hinaus wer-
den seit 2008, im Rahmen eines COSMO-Prioritdts-Projekts, zwei Dynamikkerne entwickelt
(eine Ubersicht gibt [4]), die auf FV-Verfahren basieren und dadurch Erhaltungseigenschaften
haben. Der eine ist der EULAG-Kern, der anstelle der voll-kompressiblen Gleichungen die
anelastischen Gleichungen verwendet. Dieser Kern ist soweit gereift, dass bereits semi-reale
Simulationen moéglich sind, etwa Alpentiberstromungen [4]. Der zweite Kern ,, CONSOL”
stammt aus der Aerodynamik und verwendet die voll-kompressiblen Euler-Gleichungen, mit
voll-impliziter Zeitintegration. Mit CONSOL sind erste idealisierte Testfédlle moglich [4].

In der operationellen Vorhersage wird der Runge-Kutta-Kern seit dem 26. Juli 2010 [9o] vom
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1. Einleitung

Parametrisierung n
Subskalige Turbulenz

Oberflachenfliisse

Wolken und Niederschlag auf der Gitterskala
Feuchtkonvektion 10
Subskalige Wolken 1
Strahlung 36

Boden und Vegetation
Subskalige Orographische Prozesse

(O

Tabelle 1.2.: Physikalische Parameterisierungen von COSMO und deren Zeitschritte. Die
Zeitschritte sind in Vielfachen n des Zeitschritts At fiir die langsamen Prozesse
des Dynamikkerns angegeben. Subskalige Prozesse bezeichnen hier Prozesse die
nicht auf der Gitterskala aufgelost werden konnen.

DWD operationell verwendet, dieser soll hier kurz beschrieben werden. Eine ausfiihrliche
Beschreibung der beiden operationell verwendbaren Dynamikkerne COSMOs findet man in
[33]. Um ein effizientes Verfahren zu erhalten wird ein split-explizites Verfahren verwendet
(vgl. 53 |78]): Es werden die schnellen Prozesse von den langsamen getrennt und mit
unterschiedlichen Zeitschritten integriert. Dabei zdhlen zu den schnellen Prozessen die Schall-
und Schwerewellen, die restlichen Terme gehoren zu den langsamen Prozessen.

Fiir die zeitliche Diskretisierung wird ein dreistufiges RK-Verfahren zweiter Ordnung
verwendet [6]. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit Finiten-Differenzenverfahren. Die
schnellen Prozesse werden mit symmetrischen Differenzen zweiter Ordnung gerechnet. Fiir
die langsamen Prozesse gibt es in der horizontalen eine Auswahl bis zur sechsten Ordnung. Im
operationellen Betrieb wird ein Aufwindschema fiinfter Ordnung verwendet. Die vertikalen
Prozesse werden mit zentrierten Differenzen von zweiter Ordnung gerechnet. Damit der
Zeitschritt nicht durch die geringe vertikale Ausdehnung der Gitterzellen beschrankt ist,
wird vertikal ein implizites Zeitintegrationsverfahren verwendet, horizontal wird explizit
integriert. Durch diese Aufteilung und die implizite Integration kann fiir die COSMO-DE-
Gittermaschenweite (2,8 km horizontal, vertikal zwischen ca. 10 m und 1000m) ein Zeitschritt
fiir die langsamen Wellen von 25s verwendet werden. Fiir die schnellen Wellen wird ein
Zeitschritt von 4% s verwendet.

Um die Orographie abzubilden verwendet COSMO gelindefolgende Koordinaten wodurch
zusitzliche metrische Terme in den Bilanzgleichungen auftreten. Hierauf wird in Abschnitt[2.3]
ndher eingegangen. Fiir die Abbildung der physikalischen Prozesse, die nicht durch den
Dynamikkern dargestellt werden konnen, werden eine Reihe von physikalischen Parametri-
sierungen verwendet [32], die zum Teil einen grofleren Zeitschritt als der Dynamikkern haben.
Tabelle [1.2| gibt einen Uberblick iiber die Parametrisierungen von COSMO und mit welchem
Zeitschritt sie aufgerufen werden. COSMO verwendet fiir die Physik-Dynamik-Kooplung
Operatoraufteilung (vgl. Abschnitt|[3.3).

COSMO wird fiir Skalen verwendet, in denen die Konvektion durch die Numerik di-
rekt aufgeldst wird (etwa COSMO-DE), und fiir Skalen mit parametrisierter Konvektion
(etwa COSMO-EU, horizontal etwa 7 km Gittermaschenweite). Es hat sich auch eine Wissen-
schaftlergruppe (CLM-Community) gebildet, die COSMO fiir regionale Klimasimulationen
eingesetzt. Einen Uberblick iiber deren Aktivititen gibt der ,,CLM-Community Newsletter”
(http://www.clm-community.eu/index.php?menuid=162) und die Referenzen darin.
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1.3. Ziele und Beitrige dieser Arbeit

1.3. Ziele und Beitrige dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines neuen Dynamikkerns , DG-COSMO* fiir
ein bestehendes numerisches Wettervorhersagesystem, das operationell eingesetzt wird. Da
die Arbeit beim Deutschen Wetterdienst durchgefiihrt wurde, ist das Regionalmodell COS-
MO eine naheliegende Wahl. Im Vergleich zu NUMA wird also nicht ein komplett neues
Modell entwickelt, sondern ein vorhandenes erweitert. Der neue Dynamikkern soll lokal
und global die Masse, den Impuls und die potentielle Temperatur erhalten und eine hohe
Verfahrensordnung ermoglichen. Dariiber hinaus sollen die physikalischen Parametrisie-
rungen, exemplarisch am Beispiel der Wolkenmikrophysik, mit einbezogen werden. Der in
dieser Arbeit entwickelte DG-Loser unterscheidet sich von den anderen DG-Losern durch:
1. Im Vergleich zu NUMA ist DG-COSMO ein modales Verfahren. Hierdurch lasst sich DG-
COSMO einfach um p-Adaptivitdt erweitern, da eine hierarchische Basis vorliegt. 2. Fiir die
Physik-Dynamik-Kopplung stehen die beiden Strategien Prozess- und Operatoraufteilung zur
Verfiigung. 3. Die Orographie wird durch geldandefolgende Koordinaten modelliert, dadurch
kann ein quadrilaterales Gitter auch bei vorhandener Orographie verwendet werden. Durch
das quadrilaterale Gitter ist kein aufwendiger Gittergenerator notig, die Implementierung des
DG-Verfahrens wird vereinfacht und es kann ein effizientes Verfahren implementiert werden.
4. DG-COSMO ist mit einem Kessler-Schema fiir warmen Niederschlag (d. h. ohne Eisphase)
gekoppelt. Die Sattigungsadjustierung die im Kessler-Schema verwendet wird, ist aus dem
Energieerhaltungssatz hergeleitet und nicht durch ad-hoc gewihlte Funktionen modelliert
wie in [18].
Diese Arbeit leistet zu folgenden offenen Fragen einen Beitrag:

¢ Welche Vorteile bringen diskontinuierliche Galerkin-Verfahren fiir den Dynamikkern
im Vergleich zu einem Dynamikkern der auf Finite-Differenzenverfahren basiert?

* Bringt eine hohere Verfahrensordnung einen Vorteil?

* Welcher der beiden Kopplungsstrategien Operatoraufteilung und Prozessaufteilung ist der
Vorzug zu geben, um die physikalischen Parametrisierungen an den DG-Dynamikkern
zu koppeln?

Diese Arbeit hat einen interdisziplindren Charakter, da die erfolgreiche Ubertragung
der Methoden aus den Ingenieurwissenschaften und der Mathematik auf die numerische
Wettervorhersage zur Beantwortung vorheriger Fragestellungen neben meteorologischen
Kenntnisse auch vertieftes Wissen in der mathematischen, geophysikalischen Modellierung,
der numerischen Mathematik und der Informatik erfordern. Die Beitrdge dieser Arbeit sind:

¢ Die Entwicklung eines DG-Dynamikkerns mit gelandefolgenden Koordinaten und
einem warmen Regenmodell vom Kessler-Typ. Dieser Kern hat formal eine beliebig
hohe rdumliche Ordnung und zwischen zweiter und vierter Ordnung in der zeitlichen
Diskretisierung. Die experimentelle Konvergenzordnung erreicht die formale. Diese
Arbeit hat auch einen exploratorischen Charakter. Sie stellt einen weiteren Ansatz zu
bestehenden atmosphéreischen DG-Losern zur Verfiigung, und hilft hierdurch eine fiir
die operationelle Vorhersage geeignete DG-Variante zu finden.

¢ Untersuchungen der Skalierbarkeit und der Laufzeit im Vergleich zum bestehenden
COSMO-Modell, d.h. eines FD-Dynamikkerns. Die Skalierbarkeit des DG-Kerns ist
hoher als die des RK-Kerns von COSMO. Wird fiir beide Kerne der gleiche Zeitschritt
gewdhlt, so ist fiir die trockene Atmosphdre fiir eine dreidimensionale Simulation ab
etwa 4220 CPUs der DG-Kern schneller. Bei zweidimensionalen Simulationen ist der
DG-Kern schon bei deutlich weniger CPUs schneller.
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1. Einleitung

* Ein Algorithmus zu Bestimmung der hydrostatischen Balance an den Quadraturpunkten

des DG-Verfahrens.

Untersuchungen des Wohlbalanciertheitsproblems. Fiir atmosphérische DG-Verfahren
tritt durch den Dissipationsterm im Rusanov-Fluss eine zusatzliche Storung bei ruhen-
der Atmosphire auf. Die GrofSe dieser Stérung lasst sich aber iiber die Verfahrensord-
nung kontrollieren. In einer ruhenden Atmosphére mit einem isolierten Berg bleibt der
DG-Kern stabil fiir Steigungen, bei denen COSMO bereits abstiirzt. Uber eine Erhchung
der Ordnung lésst sich der Fehler unter den Fehler der COSMO-Lésung bringen.

Ein Vergleich der Operatoraufteilung und der Prozessaufteilung bei unterschiedlichen
Verfahrensordnungen und Zeitschritten der Parametrisierung. Erst ab einem grofleren
Zeitschritt fiir die Parametrisierungen ist ein signifikanter Unterschied zwischen den
Aufteilungsstrategien zu erkennen.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel [ werden die Bilanzgleichungen beschrieben,

die das physikalische Modell bilden, das dieser Arbeit zu Grunde liegt. Hierzu gehtren auch
die Phasenumwandlung des Wassers einschliefilich eines Kessler-Schemas fiir warmen Regen.
Kapitel [3|gibt eine kurze technische Herleitung des DG-Ansatzes und beschreibt anschliefsend
im Einzelnen die DG-Variante die in DG-COSMO implementiert wurde. Kapitel [4| beschreibt
die Validierung von DG-COSMO anhand von trockenen idealisierten Testféllen. In Kapitel
wird das Kessler-Schema validiert und die Kopplung der physikalischen Parametrisierung
untersucht, sowie die Skalierbarkeit von DG-COSMO und COSMO getestet. In Kapitel [f]
wird restimiert und ein Ausblick fiir den weiteren Weg bis zur operationellen Reife von
DG-COSMO gegeben.
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

Um ein System zu erhalten, mit dem prinzipiell Wettervorhersagen moglich sind, werden in
dieser Arbeit die feuchte Luft, Wolken, Niederschlag sowie die Orographie modelliert. Hiermit
lassen sich schon einige Wettersituationen simulieren, wenn bei weitem auch nicht alle. Auch
kann bei dieser Auswahl nicht erwartet werden, dass die Ergebnisse realer Wettersimulatio-
nen in der Qualitdt vergleichbar sind mit Modellen, die die operationelle Einsatzbereitschaft
erlangt haben. Aber fiir idealisierte Testfille ist direkte Vergleichbarkeit gegeben. In den
Simulationen in den Kapiteln |4l und |5| werden nur Testfille betrachtet, bei denen die Erd-
kriimmung vernachldssigt werden kann. Auch sind die Integrationszeitraume so kurz, dass
die Corioliskraft keine Rolle spielt. Dies gilt nicht fiir die Bergiiberstromung, hier ist jedoch
der Testfall so entworfen, dass ohne Corioliskraft gerechnet wird. Daher wird in dieser Arbeit
sowohl die Erdkriimmung also auch die Corioliskraft vernachlissigt.

In diesem Kapitel werden die Bilanzgleichungen fiir die Atmosphédrendynamik dargestellt.
Die meisten Modellentscheidungen, die hier getroffen werden, sind tiblich in der Meteorolo-
gie. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren erhalten die prognostischen Variablen lokal bis
auf Maschinengenauigkeit. Daher werden die Bilanzgleichungen in Flussform mit moglichst
wenigen Quelltermen verwendet. Fiir die Orographie wird ein gelandefolgendes Koordina-
tensystem eingefiihrt, wodurch zusétzliche Quellterme auftreten, wenn man alle Variablen in
diesem System formuliert. Ein gemischtes Koordinatensystem, das in den freien Koordinaten
geldndefolgend und in den prognostischen Variablen kartesisch ist, schafft hier Abhilfe.

2.1. Physikalisches Modell

Zuerst wird das physikalische Modell fiir die trockene Dynamik beschrieben. Trockene
Luft wird hier, wie in der Meteorologie tiblich als homogenes ideales Gas betrachtet, daher
werden die spezifischen Warmekapazititen als konstant angenommen|und es gilt fiir die
Gaskonstante fiir trockene Luft Ry = ¢,g — ¢y, wobei ¢,3 bzw. ¢y die isobare bzw. isochore
spezifische Warmekapazitit von trockener Luft sind. Tabelle 2.1 gibt eine Ubersicht fiir die
in dieser Arbeit verwendeten Werte der Gaskonstanten, spezifischen Warmekapazitaten
(und der Gravitationskonstanten). Es wird fiir die trockene Atmosphére somit folgende
Gasgleichung verwendet:

p=pRiT,
wobei p den Luftdruck und T die absolute Temperatur bezeichnet. Mit der potentiellen
Ry

Temperatur § = T (%) 7 Jasst sich diese Gleichung schreiben als:

C

R “pd
P = poo <d99> “,
Poo

wobei wie {iblich pg := 10° Pa.

'In der Realitdt ist Luft kein perfektes ideales Gas und die Warmekapazitidten sind schwach temperaturabhéngig,
zwischen 250 K und 300K bei 1013,25 hPa schwankt beispielsweise c,3 um etwa 0,7%ound ¢,y um etwa 2,4 %o[59].
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

Fiir die trockene Atmosphédre werden als prognostische Variablen die Massendichte p,
die Impulsdichte pu und das Produkt aus Massendichte und potentieller Temperatur p6
verwendet. Die molekulare kinematische Viskositdt der Luft bei 273,15K und 1013,3 hPa

istv =1,56-10"° mTZ (vgl. [76]). Dies ist um fiinf Zehnerpotenzen kleiner als die turbulente
kinematische Viskositédt von Luft, deren typischer Wert bei etwa 4 mTZ (vgl. [36]) liegt, daher

wird die Luft ohne molekulare Reibung modelliert. So bilden die Euler-Gleichungen in
Erhaltungsform die Grundlage dieser Arbeit:

9 _

ETia V- (pu) =0, (2.1)
)
% +V-(pu@u+plz)= —pgk, (2.2)
dpb
% + V- (pfu) =0, (2:3)

wobei ® das dyadische Produkt, I3 die dreidimensionale Einheitsmatrix und k der Einheits-
vektor in z-Richtung ist. Da die Turbulenz auf praktisch relevanten Skalen nicht aufgelost
werden kann, wird eine Reynolds-Mittelung obiger Gleichungen im Raum und in der Zeit
durchgefiihrt. Dabei soll die Zerlegung i = ¢ + ¢’ gelten mit:

1 t+At x+Ax Y+HAY z+Az
P i / [ | [ ewene)dedzdad
X y z

ist das Mittel und ¢’ die Abweichung vom Mittel, dabei wird ¢’ = 0 gefordert. Fiir u und 0
wird noch das Hesselberg-Mittel ¢ (mit ¢ € {u, 0}) eingefiihrt:

b PY
l)b N p_ ’

mit der Zerlegung ¢ = ¢ + ¢”, und der Forderung 17)’\’ = 0. Diese Reynolds-Hesselberg-
Mittelung wird auch fiir COSMO (vgl. [33]) durchgefiihrt. Das Gleichungssystem bis
hat nach der Mittelung in der Impuls- und potentiellen Temperaturgleichung einen
zusétzlichen Term:

% + V- (pa) =0

dpa
ot
0pd
ot

+V-(pa@a+ph+1)= —pgk,
+ V- (pha+ x) =0,
wobei
_ pu”" ®@pu”
P
5

Da in dieser Arbeit die Dynamik im Vordergrund steht und keine stark ausgearbeiteten
Turbulenzmodelle untersucht werden sollen, wird fiir die TurbulenzschlieSung folgender

7

X:
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2.1. Physikalisches Modell

einfacher Ansatz gemacht:

7= —pum (Va+ (Va)"), (2.4)
X = —pupVh, (2.5)

mit konstanter turbulenter kinematischer Viskositat y,, fiir den Impuls und yj, fir die
potentielle Temperatur. Dieses Modell ist &hnlich zu System 2 aus [42] aber mit symmetri-
schem Reynolds’schem Spannungstensor. Es ist also rotationsinvariant, und vom Gradienten
des Windfelds abhingig und somit dhnlich zum molekularen Spannungstensor eines New-
ton’schen Fluids. Die Viskositdtskonstanten y,, und py, sind abhidngig von der Problemstel-
lung. Ab jetzt werden fiir die Variablen die Uberstriche ¢ und Décher § unterdriickt und
einfach nur ¢ fiir das Reynolds- oder Hesselberg-Mittel geschrieben. Mit obigem einfachen
Turbulenzmodell lassen sich die Euler-Gleichungen auf

9

dpu .

- TV (u@utpl—ppn(Vu+ (Vu)7)) = —pgk, (27)
dpb

% £V - (pfu— pu,V0) - 0, (2.8)

erweitern. Insbesondere dndert sich die Kontinuitatsgleichung durch die Mittelung nicht
in der Form. Die Erhohung der inneren Energie durch die dissipierte kinetische Energie wird,
wie in vielen anderen Modellen auch, vernachlissigt, da sie in der freien Atmosphére eine
untergeordnete Rolle spielt und in dieser Arbeit eher kurze Integrationszeitraume betrachtet
werden (vgl. [12]).

Fiir die Feuchte in der Atmosphére werden der Wasserdampf, das Wolkenwasser und
Regenwasser berticksichtigt. Die Partialdichte des Wasserdampfes wird mit p,, des Wol-
kenwassers mit p. und des Regenwassers mit p, bezeichnet. Die spezifische Feuchte oder
der spezifische Wasserdampfgehalt, d.h. der Anteil an der Gesamtmasse, wird mit g, := %’
bezeichnet. Der spezifische Wolkenwassergehalt q. bzw. spezifische Regenwassergehalt q, werden
analog definiert. Feuchte Luft wird als Gemisch zweier idealer Gase modelliert, d. h. die
Partialdriicke lassen sich nach dem Dalton’schen Gesetz addieren, die Gasgleichung hierftir
ist:

p=pi+tpo=pRnT,
mit  pg = paRyT,
Pv = Pov Ry T,
R = Raq4 + Ry qo,

wobei q; =1 — (g0 + gc + qr) der Massenanteil der trockenen Luft an der Gesamtmasse,
R, die spezifische Gaskonstante fiir Wasserdampf und p; bzw. p, die Partialdriicke von
trockener Luft bzw. Wasserdampf sind. Das Volumen des Wolken- und Regenwassers wird
vernachldssigt, da sei Beitrag zum Gesamtvolumen in der Gréf8enordnung von 10~ ist, und
damit unerheblichen ist (vgl. [33]). Die isobare bzw. isochore spezifische Warmekapazitét fiir
feuchte Luft ¢y, bzw. ¢y sind gegeben durch:

Cpml = qd Cpd + Gov Cpo + (LIc + Qr) cl,
Coml = 9d Cod + qov Cov + (QC + Qr) Cy.
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

Die Advektions-Diffusionsgleichungen fiir die Feuchtegrofien sind:

d
2LV (pou — o Vo) =50,
d
—aic + V- (pcu — pppVae) =se,

- V- (Pr(u —ourk)) =s;,

mit den Quelltermen s,, s, und s,. Die Diffusionskonstante der Feuchten ist dieselbe wie die
von pf, wobei die Diffusion von Regenwasser vernachlassigt wird. Regenwasser unterscheidet
sich von Wolkenwasser dadurch, dass es eine rein vertikale Fallgeschwindigkeit v hat. Die
Fallgeschwindigkeit von Wolkenwassertropfchen wird vernachlassigt.

In der feuchten Atmosphdre ist 0 keine Erhaltungsgroie mehr (vgl. [22]). Es kommt fiir
Gleichung auf der rechten Seite ein Quellterm sg hinzu. Dieser modelliert die bei der
Wasserdampfkondensation freiwerdende oder bei der Verdunstung von fliissigem Wasser
aufgenommene Enthalpie. Aber selbst ohne Phasentibergang ist § keine Erhaltungsgrofie
mehr. Definiert man jetzt wie in [22]:

Rmn
por (m)5,
p

so ist die Grofe f eine Erhaltungsgrofle, solange kein Phaseniibergang stattfindet [22]. Um
die Gasgleichung zu vereinfachen, wird die feucht-potentielle Temperatur mit einem Vorfaktor
definiert:

Rm

Rm Poo \ pmi

Op=—T[— .
"Ry < p

Die Zustandsgleichung ist mit dieser Grofe:

pml

R CUWL
P = poo (dp9m) " (2.9)
00

Das in dieser Arbeit verwendete physikalische Modell wird somit beschrieben durch die
prognostischen Gleichungen:

dop

TV (pu) =0, (2.10)
o
% +V- (Pu Xu -+ pl?) - Pﬂm(Vu + (VU)T)): — pgk, (2‘11)
T
opf
% + V- (pOnu — o1y V) = Sq, (2.12)
IPo
% + V- (pou — pup Vo) =Sy, (2.13)
)
% + V- (pcu—pppVac) =5, (2.14)
0
%+V- (pr(u,ka)) =5, (2.15)
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2.1. Physikalisches Modell

J J J
—1 J_ — 1848,80 —— — 419417
Cpt = 100500 Lo cpo = 184880 Lo o= 419417
J J
= 71795 — =1387,29 —
Cod 95 kg K Coo 387,29 kgK
J J m
Ry = 287,05 R, = 461,51 —— =9 =
0= W o= 46151 o g =9,80665

Tabelle 2.1.: Gaskonstanten, spezifische Warmekapazititen von trockener Luft und Wasser-
dampf, spezifische Warmekapazitdt von Wasser, sowie Erdbeschleunigung (Werte
aus COSMO-Quellcode)

und der Zustandsgleichung . Die Werte der Konstanten R, Ry, Cpds Cods Cpos Coo, €] SOWie
die Erdbeschleunigung ¢ koénnen in Tabelle 2.1 nachgeschlagen werden und die Berechnung
der Quellterme und der Fallgeschwindigkeit wird in Abschnitt [2.1.1beschrieben.

In vielen Modellen, unter anderem auch in COSMO, findet man die Naherung ¢, =~ cpg
(und daraus folgende) in Teilen der Dynamik und in den Parametrisierungen. In dieser Arbeit
wird auf diese Ndherung verzichtet, es wird immer mit dem feuchten c,,,; gerechnet.

2.1.1. Kessler-Schema und Sittigungsadjustierung

Da in dieser Arbeit die Dynamik im Vordergrund steht, werden die Quellterme fiir die
Phasenumwandlung des Wassers und die feucht-potentielle Temperaturdnderung durch ein
einfaches Kessler-Schema modelliert, welches folgende Prozesse berticksichtigt [32]:

Su Verdampfung von Wolkenwasser zu Wasserdampf,
S¢ Kondensation von Wasserdampf zu Wolkenwasser,
Sau Autokonversion, dies ist die initiale Regentropfenbildung aus Wolkenwassertropfen,

Sac Regentropfenwachstum innerhalb der Wolke, durch Aufsammeln weiterer Wolkentropf-
chen,

Sev Verdunstung von Regentropfen in untersittigten Luftschichten unterhalb der Wolke.

Die Kondensation von Wasserdampf an Regentropfen sowie feste Hydrometeore werden
nicht modelliert.

Zuerst wird nur der Phasentibergang zwischen p, und p. sowie die zugehorige Verdunst-
ungs- oder Kondensationsenthalpie, die in sy eingeht, betrachtet, der mithilfe der Prozesse S,
und S modelliert wird, und die anderen Prozesse werden voriibergehend vernachlassigt. Sy
wird als unendlich schneller Prozess approximiert und durch eine Sattigungsadjustierung
berechnet. Ist ein Kontrollvolumen mit Wasserdampf iiberséttigt, so kondensiert so viel
Wasserdampf zu Wolkenwasser, bis die Sattigung im Kontrollvolumen erreicht ist. Ist das
Kontrollvolumen untersittigt, so verdunstet so lange Wolkenwasser, bis die Sattigung erreicht
ist, oder alles Wolkenwasser verdunstet ist. Die Kondensations- bzw. Verdunstungsenthalpie
erhoht bzw. erniedrigt die Temperatur im Kontrollvolumen.

Die nachfolgend beschriebene isochore Sittigungsadjustierung wurde von Ulrich Blahak
(DWD) entwickelt und fiir DG-COSMO {iibernommen. In der operationellen Version von COS-
MO wird eine dhnliche, isobare Sattigungsadjustierung verwendet (vgl. [32, Abschnitt 5.3]).
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

Die Betrachtung bezieht sich auf ein Luftpaket mit der totalen Masse m und dem Volumen V.
Der Massenanteil der trockenen Luft sei 49, der Ausgangszustand hat die spezifische Feuchte
gv0, den spezifischen Wolkenwassergehalt .0 und die Temperatur Tpg. Der Zustand nach
der Sattigungsadjustierung sei §,, . und T. Ist das Luftpaket mit Wasserdampf gesittigt,
so wird dessen Temperatur mit Tst und der Séttigungsdampfdruck mit psa¢ bezeichnet. Die
spezifische Feuchte bei Sattigung ist:

T,
Josat = Go(Tsat) = ;m (2.16)

Aus der Erhaltung der Gesamtwassermasse g, + 4.0 wahrend des Phasentibergangs zwi-
schen Wasserdampf und Wolkenwasser ergibt sich:

Jo + e = qoo + gco = const, (2.17)
Coml = Cod 4do + Cov Jo + €1 fe- (2.18)

Wird nach g, aufgeldst und in (2.18) eingesetzt so gilt:
Coml = Cod qdo + (oo — 1) §o + €1 (900 + qc0)- (2.19)

Die Sattigungsadjustierung bestimmt nun T und §,. Als Ausgangspunkt wird der erste
Hauptsatz der Thermodynamik verwendet in der Form

au av
Q= r + Po gy (2.20)

wobei Q die Heizrate und U die innere Energie ist. Fiir die zeitliche Ableitung der inneren
Energie gilt (vgl. [16]):

du dT
r Coml M I (2.21)
und fiir die Heizrate: ;
Q=-L(T)m %, (2.22)

wobei I, die spezifische Verdunstungs- oder Kondensationsenthalpie®| von Wasser ist. Sie ist
gegeben durch [16]:

Io(T) = Lo + (cpo — ) (T = T), (2.23)

mit [, = 2,501 11\(/[—; und dem Tripelpunkt von Wasser T, = 273,16 K. Der zweite Term auf der

rechten Seite von (2.20), der die verrichtete Arbeit beschreibt, lasst sich mit der Gasgleichung
und der Definition der Dichte umformen zu:

— =—-mRy T —. (2.24)

Setzt man (2.21), und in (2.20) ein und teilt durch m, so erhélt man nach Umfor-
mung:

aT d
Comt 5+ (I = ReT) T2 = 0, (2.25)

*Hierfiir wird auch der Begriff spezifische latente Wiirme verwendet.
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2.1. Physikalisches Modell

Wird nach T abgeleitet, so ergibt sich mit (2.19):

d d
at ((RUT - lv) % - (Cvd Jdo + (va - Cl) qo +¢; (‘700 + QCO))) =0.

Es ist also fiir eine Konstante C:
d
(RUT - lv) % - (Cvd qdo + (va - Cl) v+ ¢ (QUO + %0)) =C.
Nach Umformung erhélt man:

% - _ C - Cod 4do + €1 (‘7110“"760) 4 Cop — C
dT ly = RyT I, — R, T Iy — R, T o

Interpretiert man die Konstante C physikalisch, so beschreibt sie einen weiteren Prozess, der
gv mit der Temperatur dndert. Die Annahme ist aber, dass bereits alle Prozesse modelliert
sind, daher ist der physikalisch sinnvolle Wert C = 0. Ubrig bleibt:

dqy _ Coaqao + €1(q00 +9c0) | Coo— 1

F L—R,T L orT
———
=:A —=:B

Nahert man jetzt T mit Ty in A und B, so werden diese Koeffizienten konstant und man
erhilt die lineare Differentialgleichung:
dqo

i Bg, = —A. (2.26)

Mit der Anfangsbedingung q,(Tpo) = g0 ist die Losung von (2.26):

A

A
qv(T) = B (QUO — B) eB(TfTOO)_ (2.27)

Um den Zustand fiir §,, §. und T nach der Sittigungsadjustierung zu berechnen, wird zuerst
fiir g,(T) in der totale Wassergehalt q,0 + g0 eingesetzt und nach der freien Variablen

T aufgelost, die Losung heifle T,. Aus (2.16) lasst sich gy sat(Tyw) bestimmen. Der Endzustand
ist nun:

G = Goo + Gco,  falls guo + G0 < Gosat(Tw), o
’ Jo,sat ( Tsat) sonst, .

Je = o0 +9c0 — Go, (2.29)

T Tw  falls guo + gco < qv,sat(Tw), (250)
Tsat sonst. .

Die Gleichgewichtstemperatur Ts,+ wird durch Gleichsetzen von mit (2.16) berechnet,
d.h. man 16st folgende implizite Gleichung nach Tat:

A A\ B(Tew—Too) _ Psat(Tsat)
_ + — — e sat 00) — I/ =7,
B (qvo B > RoToat p

Es bieten sich zwei Sichtweisen an, die Sattigungsadjustierung als unendlich schnellen
Prozess zu modellieren:
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

1. Anstelle der direkten Berechnung der Quellterme werden diese auf Null gesetzt und
durch die Sattigungsadjustierung wird eine Nebenbedingung an den Phasenraum
gestellt, d.h. es werden nur diejenigen Losungen der Gleichungen bis
zugelassen, die auch diese Nebenbedingungen erfiillen.

2. Man wihlt eine physikalische Zeitskala At),, und berechnet aus den Ausgangswerten
und den adjustierten Werten die Quellterme durch:

Go — Goo — 4co O — Omo
=0, Sc = p , =p——"=, (2.31)
Aty Atp Aty
wobei 6,,0 und 8y, die potentielle Temperatur des Anfangs- bzw. Endzustands der Sitti-
gungsadjustierung bezeichnen. Es werden also nur die Auswirkungen des unendlich
schnellen Prozesses auf dieser Zeitskala modelliert.

Die anderen Prozesse des Kessler-Schemas werden jetzt wieder berticksichtigt und mit
folgenden Formeln aus [32] berechnet:

Sau = Tau e,
7
Sac = Cac qc PE/
3
Sev = (‘Xez;,l - “ev,Z(T - Tr)) \/Pir (1 + ,Bev Prlé) (%},sa’t - lh)z

mit den Konstanten (auch aus [32]):

1 1
Ty = 0,001 -, Cac = 1,72 —,
S S

feoy = 3,86-1073 2, heop = 9411075 1, By = 9.1,
’ s ’ Ks
Im Unterschied zum Kessler-Schema in COSMO wurde im Term S., der Tripelpunkt
T, = 273,16 K von Wasser und nicht der Gefrierpunkt 273,15K von luftgesattigem Wasser
gewdhlt. Damit hat die Gleichung und das Kessler-Schema den gleichen Bezugspunkt.
Die Auswirkung dieser Wahl auf die Ergebnisse in Kapitel [5|ist jedoch vernachlédssigbar.

Da die Sattigungsadjustierung als unendlich schnell modelliert wird, muss auch wéhrend
der Prozesse im Kessler-Schema, insbesondere auch fiir deren Endzustand, die Bedingungen
(2.28) bis (2.30) erfiillt sein. Dies motiviert zuerst aus den Prozessen Sgy,, Ssc und Sey fiir eine
phy51kahsche Zeitskala Aty der Zustand g0, g0 und Top zu berechnen und anschlielend die
Sattigungsadjustierung darauf anzuwenden. Ist der Zustand vor dem Kessler-Schema ¢, 4.,
gr und T, dann werden mit den Tendenzen S;;, Sac und Sg, berechnet:

qo0 = Jo + Al‘p Sev, (2.32)
qc0 = qc — Otp (Sau + Sac), (2.33)
r = qr + Dty (Sau + Sac), (234)
l
TOO - T - Atp ¢ ng. (2‘35)
Coml

Nach Anwendung der Sittigungsadjustierung auf g,0, .0 und Ty werden die Tendenzen
Sv, Sc, Sr, Sg analog zu berechnet zu:

o — o e — e dr — qr b6
S =P0—F— Atp ’ =0 Afp ’ =0 Atp P(Suu+suc) Sg = P ’ (2-36)
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wobei 6, und 8y, die potentielle Temperatur des Anfangs- bzw. Endzustands des Kessler-
Schemas einschliefllich Sattigungsadjustierung bezeichnen.

Um das physikalische Modell vollstindig zu definieren, bleibt noch die Bestimmung zweier
Grofsen. Der Sittigungsdampfdruck psat wird in dieser Arbeit wie auch im COSMO-Modell
mithilfe der Murray-Formel [57] berechnet:

17,2693882-(T—273,16 K)

psat(T) := 610,78 -¢ (T-3%K  Pa.

Die Fallgeschwindigkeit v hdngt nur von p, ab und wird berechnet durch [32]:

or = 12,63 {4/,)7?.

2.2. Referenzzustand

Der Zustand einer trockenen Atmosphare, die in Ruhe und hydrostatisch balancierte ist, 16st
das Gleichungssystem bis (2.15). Um die hydrostatische Balance nicht durch numerische
Fehler zu storen, wird ein hydrostatisch balancierter trockener Referenzzustand eingefiihrt,
der in Ruhe ist. Die Variablen p, pf und p werden als Summe aus dem Referenzzustand und
der Abweichung von diesem definiert:

p(t,x,y,z) =  po(z) +  p'(txy2),
(00)(t,x,y,2) = (00)o(z) + (00) (t,x,y,2),
p(t,x,y,z) = po(z) + p'(tx,y,2).

Dabei bezeichnet 9y jeweils den Referenzzustand der Variablen ¢ und ¢’ die Abweichung
hiervon. Zieht man den Referenzzustand von bis ab, so ergibt sich:

a /
L4V (o) =0, (237)
opu o Ny
e + V- (pu@u+p'lzs —ppn(Vu+ (Vu)")) = —p'gk, (2.38)
9(00m)’
% + V- (00 — pppVOm) = sp. (2.39)

Die Gleichungen bis bleiben unverdndert. Die Zustandsgleichung wird zu:

Cpml

R Com
' = poo <d99m> '~ .
poo

Der in COSMO implementierte Referenzzustand ergibt sich durch die Vorgabe des Tempera-
turprofils:

To(z) = TsL + (Too — TsL) esC (2.40)
mit Tgp, :=213,15K, Ty := 288,15K und Hgc := 10km und der hydrostatischen Balance.

Welche Rolle die Wahl des Referenzzustands fiir die DG-Verfahren hat, wird in Abschnitt
untersucht.
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells
2.3. Bilanzgleichungen in gelindefolgenden Koordinaten

Das Wettergeschehen héngt stark von der Orographie ab [82], es ist daher in einer reali-
tatsnahen Simulation unerldsslich diese zu modellieren. In operationellen NWV-Systemen
wird die Orographie tiblicherweise durch gelindefolgende Koordinaten modelliert. Diese trans-
formieren das Geldnde auf ein kartesisches Koordinatensystem und liefern einen stetigen
Gradienten des Randes, wodurch sich die Randbedingungen vereinfachen. Insbesondere bei
Finite-Differenzenverfahren entfallt die Schwierigkeit Randbedingungen fiir nicht kartesische
Gitter zu stellen [38]. Geldndefolgende Koordinaten werden von allen NWV-Systemen des
Deutschen Wetterdienstes, d. h. GME, COSMO, und das in Kooperation mit dem MPI entwi-
ckelte ICON, sowie auch von Modellen anderer Dienste wie etwa WRF verwendet. Prinzipiell
haben DG-Verfahren keine grofieren Schwierigkeiten mit unstrukturierten Gittern, aber um
bessere Vergleichbarkeit mit COSMO zu erreichen und um die vorhandenen Einleseroutinen
verwenden zu konnen, verwendet diese Arbeit ebenfalls geldndefolgende Koordinaten. Auch
entféllt damit die Notwendigkeit fiir einen Gittergenerator.

In geldndefolgenden Koordinaten sind die freien Variablen x und y rechtwinklige horizon-
tale Koordinaten,  ist eine Hohenkoordinate, wobei { = 0 als Erdoberfldche definiert ist. Mit
steigender Hohe folgt { der Orographie schwicher, am Modelloberrand stimmt { mit der
z-Koordinate des kartesischen Koordinatensystems tiberein. Die {-Koordinatenachse steht
also im allgemeinen nicht rechtwinklig auf die x- und y-Koordinatenachse.

In dieser Arbeit werden die Koordinaten nach Gal-Chen und Somerville verwendet [38]:
Sei H die Hohe des Modellgebiets und die Hohe der Orographie sei durch die Funktion
zs(x,y) gegeben, dann lasst sich die Transformation von den kartesischen Koordinaten x, y, z
auf die geldndefolgenden Koordinaten x,y, { definieren durch:

x x
— Y
y [ = Hia)

H—zs(x,y)

Abbildung |2.1]veranschaulicht das x, y, -Koordinatensystem anhand eines idealisierten Bergs.
Um diese Transformation anwenden zu kénnen, muss zs(x, y) zwei Mal stetig differenzierbar
sein [38]], die Hohenfunktion der Orographie ist also gegebenenfalls entsprechend zu glat-
ten. Um die Bilanzgleichungen in geldndefolgenden Koordinaten zu formulieren, werden
metrische Terme benétigt, die durch die Jacobi-Matrix

1 0 0
A — a('x’ y’ g) — 0 1 O
a(x,y,z) 9z, (—H 9z, {—H H

gegeben sind. Die folgenden Rechnungen werden im Tensorkalkiil durchgefiihrt, daher soll
das geliandefolgende Koordinatentripel x, y, { auch mit ¥!, ¥?, ¥ bezeichnet werden und
die kartesischen Koordinaten x, y, z sollen mit x1, %2, 3 bezeichnet werden. In dieser Arbeit

werden die geldndefolgenden Koordinaten nur fiir den Fall y;, = pj, =0 %2 behandelt, fiir
die Transformation der Diffusionsterme sei auf [§] verwiesen. Die Gleichungen bis
(2.39) und (2.13) bis (2.15) lassen sich fiir ein allgemeines Koordinatensystem (vgl. [50] oder
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H {=H

g:o:zs
X

Abbildung 2.1.: geldndefolgende Koordinaten nach Gal-Chen und Somerville dargestellt im
kartesischen Koordinatensystem. Rot ist das Geldnde eingezeichnet, blau
die Isolinien der {-Koordinate. Man sieht { = 0 ist identisch zur Geldnde-
oberfldche, ¢ = H ist identisch zu z = H. Der Berg hat das Profil Versie-
ra di Agnesi (vgl. Abschnitt4.4).

Anhang schreiben als:

aa{ + 32 + f{q.('f" =0, ¢ = pil, (2.41)

WM E W T - O, = i+ (242)

agf’ 4 gz LT T =5, Ti — G, (2.43)

% + aaZ.‘]" + T WE =5, Wi =pai, a€{ocr} (2.44)

wobei IN“;.k Christoffel-Symbole der 2. Art sind, Q' = —d;3p'g, 59 und §, sind entsprechend

Abschnitt [2.1.1] definiert. Die Christoffel-Symbole erscheinen als zusitzliche Quellterme.
Um die Gleichungen bis auf Erhaltungsform zu bringen, muss das Auftreten
von Christoffel-Symbolen vermieden werden. Hierzu werden die prognostischen Variablen
0, pu, pv, pw, pd', py, pc, pr in kartesischen Koordinaten formuliert, und nur die freien
Variablen x, y, { in gelandefolgenden Koordinaten. Diese Koordinatenwahl wird als starke
Erhaltungsform bezeichnet (engl. ,,strong conservation form” vgl. [50]). Fiir die Herleitung der
prognostischen Variablen in sphérischen Koordinaten und den freien Variablen in geldndefol-
genden Koordinaten sei auf [[74] verwiesen. Dies sind auch die von COSMO verwendeten
Koordinaten, d. h. wenn die Kriimmung der Erde vernachldssigt wird, verwendet COSMO
die Koordinaten in denselben Systemen wie diese Arbeit. Jedoch sind die Bilanzgleichungen
in COSMO nicht in Erhaltungsform. Eine Herleitung der Gleichungen aus COSMO in diesen
gemischten Koordinaten findet man in [§].

Nun zur Herleitung der starken Erhaltungsform. Fiir IN”’,j J und mit der Wurzel aus der
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2. Bilanzgleichungen des physikalischen Modells

Gram’schen Determinanten v'G = 4 /det Sij» wobei gij = AT A der metrische Fundamental-
tensor ist, gilt nach [50]:

- 1 a/G
k _
Setzt man (2.45) in (2.41) bis (2.44) ein und multipliziert mit VG, so bleibt:
VG VGl
5 + P (2.46)
VGpi' | 9VGMI L Ea
atpu F] + \FF’kMk] = \EQI, (2.47)
/ '] —
9V Gpt’ afT _ JEs, (2.48)
ot 0x/
9vCpa | 0VGW] =
ot Bt 0%/ L= VG5, ae{ver (2.49)

wobei folgende Umformung verwendet wurde:
IV GEi _AFij
VG _ \EaF VG
0x/ ox/  oxk
Die skalaren Gleichungen sind somit fiir neue prognostische Variablen wieder in Erhaltungs-

form. Fiir die Impulsgleichung ist mehr Aufwand notig. Hierzu werden zunéichst in (2.47)
die prognostischen Variablen in kartesische transformiert mit:

£k,

; ox ~. X ox ~; ox
—~i kI _ k
pu = aka” M7= oxk ale r Q= Tku ! (2:50)
es ergibt sich daraus:
WVCEpuk 9/ G52 MK ozt 0% ox
oxk 9xl i 0X X 1 x k
o5 gy]x + ]ka 7 3] oM™ = \/> kQ (2.51)
Der zweite Term von (2.51) ldsst sich wie folgt umformen:
WWCI MY oz 9V I M" L JE D o (o52)
ox/ axk 0x/ axl 9%l oxk
o8 WVELM |G " B 7% 253
axk ox/ xl7 90X 9x™ 9xk’ '

Der nichste Schritt benotigt jetzt die Transformationseigenschaft der Christoffel-Symbole
zwischen den beiden Koordinatensystemen, die gegeben ist durch (vgl. [50]):
| woReE ox 9 0w
kT TP19RS 9xi 9xk T 9X 9x] ok
Fiir das kartesische Koordinatensystem verschwinden die Christoffel-Symbole, und durch
Umstellen von (2.54) und nach Multiplikation mit ax - ergibt sich:

(2.54)

Jd ox°  ~; oxFoxi

0ok~ P19 aak (2.55)
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2.3. Bilanzgleichungen in gelindefolgenden Koordinaten

Wird jetzt in eingesetzt so lasst sich der dritten Term von eliminieren. Nach
Multiplikation mit %I; bleibt fiir die Impulsgleichung;:

3V Gou! afgﬁ M — Vo
ot ox/ Q-

Damit ist auch die Impulsgleichung wieder in Erhaltungsform. Werden in den skalaren
Bilanzgleichungen die prognostischen Variablen noch analog zu in kartesische Koordi-
naten transformiert, so sind die Bilanzgleichungen in der starken Erhaltungsform gegeben
durch:

ou

WG L y.VE pv = 0,
ot pu —|— pv + azpw
~ puu + p’
a\fpu + Vv-VG puv = 0,
t
5= (pun +p') + 55 puv + Spuw
~ puUv
WGpo | v.E L p = 0
ot puv + (PUU +7)+ azpvw
_ puw
WG | .G pvw = —VGp'g,
ot puw + pvw + (pww +7')
_ ouf
/ = =
M + V-VG pv@ = VGsy,
ot pu@ —|— va + pw9
NG o
0 aGPa + V- \/E Pu = \FGsa, ae {ZJ, C,T’}.
t

Pau + aypu aZpaw
(2.56)

Fiir Simulationen mit Orographie werden damit die prognostischen Variablen \FGP’ , \Fépu,
VGpv, VGow, VG(0)', VGpy, VGp und vV Gp, verwendet.

In diesem Kapitel wurden die voll-kompressiblen feuchten Euler-Gleichungen fiir eine
Atmosphire tiber einer glatten Orographie mit einem einfachen Turbulenzmodell und einem
Kessler-Schema fiir warmen Niederschlag eingefiihrt. Das ndchste Kapitel widmet sich der
numerischen Behandlung dieser Gleichungen.
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

In diesem Kapitel wird die numerische Diskretisierung zur Losung der Atmosphédrendy-
namikbilanzgleichungen (2.56) aus dem vorangegangenen Kapitel beschrieben. Die raumli-
che Diskretisierung erfolgt unabhanglg von der zeitlichen Diskretisierung und verwendet
auch ein anderes Verfahren. Dieses Vorgehen ist als Linienmethode (engl. ,,method of li-
nes”) bekannt. Fiir die rdumliche Diskretisierung wird ein diskontinuierliches elementbasiertes
Galerkin"} Verfahren (DG-Verfahren) verwendet. Die DG-Verfahren sollen hier fiir folgende
Advektionsgleichung des Variablenvektors

/

%
ou
0/
att,xi= | 7| (e
Pc
Or

auf dem D-dimensionalen beschrinkten Gebiet (), wobei D = 2 oder D = 3, mit wohldefi-
nierten Anfangs- und Randbedingungen skizziert werden:

2‘;‘ LV F(q) = S(q). (3.1)
In diesem Abschnitt wird () als polygonal berandet betrachtet. Die Orographie wird durch die
Gleichungen in gelandefolgenden Koordinaten und die Randbedingungen ber{icksichtigt. Das
Gebiet () wird in, Elemente genannte, Teilgebiete ()4, ..., QN zerlegt, deren Inneres paarweise
elementfremd ist. Benachbarte Teilgebiete haben gemeinsame Randkanten bzw. -flichen.
Die Menge aller Elemente heifit Gitter. Die Komponenten g; des Variablenvektors q sind

Funktionen aus dem Raum V = L2(Q, R), also die Menge der quadratintegrablen Funktionen.
Der Raum V heifst Ansatz- und Testraum, da mit seinen Funktionen ein Losungsansatz erstellt
wird und sie auch als Testfunktionen (s. unten) dienen. Betrachtet man ein beliebiges aber
festes Element (); und sei B; eine Basis von V|q,, so lasst sich auf Q; fiir q folgende Reihe
ansetzen:

q(t,x |Q =9q; = Z ql,¢ (3-2)
peB;

mit geeigneten Koeffizienten q; ¢

Beim Galerkin-Ansatz werden Polynome als Basis gewahlt, die Bilanzgleichung (3.1) wird
tiber jedem Gebiet (); mit einer Testfunktion ¢ multipliziert und tiber (); 1ntegr1ert Mit
partieller Integration entsteht schlieBlich die schwache Formulierung?}

aql(de—i—/F (qi) -ngdl — /F i) Vo dQ = /s ai) ¢ dQ. (3.3)
0,

'nach Boris Grigorjewitsch Galerkin (*1871 in Polozk, t1945 in Leningrad)
*Im Gegensatz zur starken Formulierung ist die schwache Formulierung ohne weitere Umformung lokal erhaltend
[39) Abschnitt 2.2.2].
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

—
-

q;j qi X

aqlq)dﬂ /FqqubdQ / (q:) ncpdr—l—/Sql(de

i l

Abbildung 3.1.: Die Tendenz der prognostischen Variablen berechnet sich beim DG-Verfahren
durch das Volumenintegral (blau eingefédrbt), Randintegral (rot eingefédrbt)
tiber dem numerischen Fluss (orange dargestellt) zwischen dem internen
und dem externen Element und dem Quellterm.

Hierbei ist n der nach aufien zeigende Einheitsvektor orthogonal zu I'; := 9();.

Zwischen den Elementen wird keine Stetigkeit der Losung gefordert (daher der Name
,diskontinuierliches Galerkin-Verfahren”), d.h. das zweite Integral in @ ist nicht wohlde-
finiert, da es im allgemeinen einen Sprung der Losung zwischen den Elementen gibt. Die
Eindeutigkeit wird durch die Verwendung eines numerischen Flusses (F(q) - n)* anstelle des
Flusses F'(q) - n hergestellt, man erhilt also:

/%‘PdQ-ﬁ-/(F(qi) -n)*¢dr—/F(qi) VedQ) = /S(qi)cj)dﬂ. (3.4)

Q; I; Q; Q;

Nun sucht man ein q, das diese Gleichung fiir jede Basisfunktion ¢ aus B; auf jedem Element
Q); erfillt.

Die Informationsausbreitung zwischen den Elementen erfolgt also nur tiber den Fluss
iiber die Riander, wie bei Finite-Volumen-Verfahren. Haben die Elemente Q™ und Q% eine
gemeinsame Kante mit einem Randpunkt xo, so ist auf dem Element Q™ der numerische
Fluss (F(q™) -n)*(xq) definiert als Funktion von q™(xp) und q®(xp), man kann also

(F -n)*(q™, @) schreiben. Folgende Bedingungen muss der numerische Fluss erfiillen [27]:
(F-n)*(q"™, q"™) = F(q™) n, (3-5)

(F-n)"(q"™, ™) = —(F -n)*(q™, q"™), (3:6)

q <q" = (F-n)"(q,q9) < (F-n)*(q", 9™, (3-7)

q<q" = (F-n)(q"™q) = (F n)*(q™q"). (3-8)

Die Bedingungen (3.5) und sicheren die Konsistenz mit den kontinuierlichen Gleichun-
gen und die lokale Erhaltung der GrofSe q. Die letzten beiden Monotonieeigenschaften sind
fuir die Stabilitat wichtig (vgl. [27]).

In Abbildung [3.1] werden die Terme von (3.4) fiir den zweldlmensmnalen Fall veranschau-
licht. Im folgenden Abschrutt wird beschrieben, wie Diskretisierungen ql fiir die Losung q;
der Advektionsgleichung (3.1) gefunden werden. Im darauf folgenden Abschnitt wird das
Losungsverfahren auf die Advektions—Diffusionsgleichungen erweitert. Der Rest des Kapitels
diskutiert Rand- und Anfangsbedingungen und schliefSt mit Einzelheiten zur Implementie-
rung.
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3.1. Modales diskontinuierliches Galerkin-Verfahren

Die hier verwendete Variante der DG-Verfahren ist ein modales Verfahren in der schwachen
Form auf einem quadrilateralen Gitter, das Legendre-Polynome auf einem Referenzelement
definiert. Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Dynamikkern DG-COSMO kann als zwei-
oder als dreidimensionales Modell betrieben werden. Hier wird nur das dreidimensionale
Modell beschrieben, da sich das zweidimensionale durch Weglassen der y-Richtung ergibt.

Die Berechnung findet in den geldandefolgenden (x, y, {)-Koordinaten aus Abschnitt
statt. Das Gebiet () wird in ein quadrilaterales konformes Gitter zerlegt. D. h. die Elemente
sind Quader, deren Seitenfldchen parallel zu den Koordinatenebenen sind und die Eckpunkte
zweier benachbarter Elemente liegen aufeinander. Die Elemente werden mit ();j; bezeichnet,
dabei sind i und j die horizontalen Indizes in x- und y-Richtung und laufen von 1 bis i¢,q und
1 bis jeng. Der in ¢-Richtung laufende Index ist k und lduft von 1 bis k.4, dabei bezeichnet
k =1 die Elemente am Modelloberrand und k = kenq sind die Elemente am Boder] Die
DG-Verfahren sind Ansatzverfahren, die Variablen sind also an allen Punkten eines Elements
definiert (vgl. Abschnitt[1.2). Dieses Gitter ist identisch zum COSMO-Gitter, jedoch sind die
Variablen in COSMO nicht an allen Punkten definiert. Das Gitter ist horizontal homogen,
vertikal ist eine Streckung moglich. Fiir die spéter behandelten Testfdlle wird die Streckung
der Elemente mit der Gebietshohe H definiert tiber:

Alk = Gk — v,

Ce:=HBng+ (1= B)m), (3.9)
k—1
kend

e =1-— , k=1,...keng+1,
mit dem Streckungsparameter € [0, 1]. Die Elemente Q;j; haben das Abmafi Ax x Ay x Agy.

Auf den Elementen werden lokale Koordinaten ¢ einfiihrt: Es sei E = [—1, 1]P der Einheits-
wiirfel und die Transformation auf (); erfolgt durch:

Tri]-k :E— Qijk

1 (B 0 0
§|—>x:Jk§+mi]'k mit ']k:ZE 0 Ay 0 |,
0 0 AZ

wobei m;; der Mittelpunkt von () ist. Durch die lokalen Koordinaten kann in jedem
Element dieselbe Basis verwendet werden. Ist ¢(&) eine auf E definierte Basisfunktion, so ist
(/J(Trl;kl( x)) die Basisfunktion auf Q);j. Fiir Tri;kl (x) schreibt man auch §(x) mit unterdriickten
Indizes, da sie aus dem Zusammenhang eindeutig rekonstruiert werden konnen.

Fir die Basis eines Elements ();;; des diskretisierten Ansatz- und Testraums Vj, C VlQl]k
bieten sich zwei kanonische Definitionen an, die auch beide in der Literatur Verwendung
finden. Fiir ein gegebenes «x und das I-te normierte Legendre-Polynom P; (vgl. Anhang|A.3) ist

Mo

I
—

1

By := { ’ ¢(g P(&), Y i < K} die Minimalbasis und

By = { ’ ¢S P (&), i < K} die volle Tensorproduktbasis.

3Diese Konvention ist bei meteorologischen Modellen tiblich.
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

Der diskretisierte Ansatz- und Testraum ist also ein endlichdimensionaler Funktionenraum,
dessen Basis elementweise aus Produkten von normierten Legendre-Polynomen besteht. Die
Basis B, hat die minimale Anzahl von Polynomen, um ein Verfahren der formalen Ordnung
x 4+ 1 zu erhalten. In Abschnitt wird die Minimalbasis mit dem vollen Tensorprodukt
verglichen. Die Méchtigkeit d := dim V), der Minimalbasis fiir D physikalische Raumdimen-
sionen ldsst sich als kombinatorisches Problem formulieren: Es werden x Variablen aus der
Menge {1, x1, ..., xp} ausgewidhlt, wobei die Reihenfolge beliebig ist und jede Variable mehr-
fach ausgewdhlt werden darf. Die Kombinatorik liefert hierfiir (vgl. [21, Gleichung (16.5)])
die Losung:

d= (D+K> = M (3.10)

K D!x!
Die volle Tensorproduktbasis hat die Dimension
d= (x+1)P. (3.11)

Fir die folgende Betrachtung wird fiir die Basisfunktionen eine Aufzdhlung ¢y,..., ¢y
festgelegt. Die Gleichung (3.4) kann fiir ein Element Q) und die I-te Basisfunktion ¢; wie
folgt geschrieben werden:

aql]k

PE6) 0+ [ (Flag) n) ¢iEx)dr — [ Flag) Yi(E(x)d0
Qijk Tijk Qiji
—/ (qiji) $1(8(x)) dQ

mit I'j := d();jx. Transformiert man jetzt auf lokale Koordinaten so ist mit A := JE

/’%“@JdE+/' (ai) 1) 91 Jo dA — [ Flag) I 'V e dE = [ S(a) 91 i dE,
E E E

(3.12)

wobei [, = |det Ji| die Jakobi-Determinante der Koordinatentransformation von E auf das
Element Q) ist und [y = | det J; | die Jakobi-Determinante der Koordinatentransformation
von A auf ;. Setzt man fiir q;j die Diskretisierung

qz]k(t X)~ qz]k Z qukr (x)) (3-13)

in (3.12) ein, so erhdlt man nach kurzer Rechnung:

qz]k r

/ Prpr dE = / S(aly) 1 dE — X [(F(aly) )" grdA+ [F(aly) T VandE.
A E

(3.14)

Ein wesentlicher Vorteil des modalen Ansatzes ist die Orthogonalitdt der Basisfunktionen,
d.h.

[#upeaE = o,
E
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3.1. Modales diskontinuierliches Galerkin-Verfahren

damit entfillt die Notwendigkeit ein (wenn auch kleines) gekoppeltes Gleichungssystem zu
l6sen, da sich vereinfachen lidsst zu:

99;jk 1 Ja -
al; = /S(Qfljk)@d - Tkk (F(qfy) -n)* ¢ dA+/F(qf}k)Jk 'VerdE.  (3.15)
E A E

Die Wahl des numerischen Flusses beeinflusst die Eigenschaften des DG-Verfahrens. Prin-
zipiell kann jeder numerische Fluss, der auch fiir Finite-Volumen-Verfahren verwendet wird
auch fiir DG-Verfahren verwendet werden. In [69] werden mehrere numerische Fliisse mit-
einander verglichen auf Effizienz und Genauigkeit. Als numerischer Fluss wird in dieser
Arbeit der Rusanov-Fluss, auch als lokaler Lax-Friedrichs-Fluss bezeichnet, verwendet. Fiir
zwei benachbarte Elemente Q¢ und Q™ berechnet sich der Rusanov-Fluss fiir einen Punkt
x auf der gemeinsamen Randkante durch:

(F(@™00) n™(0)" = 3 (F(@™(0) + F(@™'(0)) - n™ () ~ A(q™(x) ~ 4" (x))) .

Der Term —A(q®(x) — q™(x)) sorgt fiir zusatzliche numerische Viskositit, wodurch das
Verfahren stabilisiert wird. Hierbei wird fiir A der Eigenwert von F mit dem grofsten Betrag
verwendet. Fiir die Euler-Gleichungen ergibt sich:

c C
A=lu-n|+4,/ pmlRmT:|u~n|+ pi P
Coml Coml P

Der Rusanov-Fluss ist sehr diffusiv, auf der anderen Seite ist er aber sehr einfach zu implemen-
tieren, und mit steigender Verfahrensordnung nimmt die Bedeutung des numerischen Flusses
ab [27]. So ist bei DG-Verfahren, wo eine hohe Ordnung einfach zu erreichen ist, im Vergleich
zu Finite-Volumen-Verfahren die Wahl des numerischen Flusses nicht so entscheidend.

Die Integrale werden durch Quadraturformeln gendhert. In dieser Arbeit werden Tensor-
produkte aus Legendre-Gauf3-Lobatto-Quadraturformelrff| (LGL-Formeln) verwendet. Fiir eine
LGL-Formel mit n Punkten fiir das eindimensionale Intervall [—1, 1] sind die Quadraturpunk-
te gegeben durch: {; ist —1, ¢, ..., 1 sind die Nullstellen von d%Pn_z((: ) in aufsteigender
Reihenfolge und ¢, ist 1, dabei ist P,_, das (n — 2)-te Legendre-Polynom. Die zugehérigen
Gewichte w; lassen sich berechnen durch:

2 2 ,
Wy, = A1)’ w; = R =1)P, 1 ()2 firi=2,...,n—1.

In Abbildung [3.2 werden die LGL-Punkte fiir # = 5 und n = 6 graphisch dargestellt. Die
LGL-Formeln integrieren Polynome bis einschliefSlich Grad 2n — 3 exakt [89]. Dies ist optimal
unter der Nebenbedingung, dass auf dem Rand Quadraturpunkte liegen. Durch diese Neben-
bedingung konnen im dreidimensionalen (zweidimensionalen) Raum die Quadraturpunkte
auf den Randfldchen (-linien) auch fiir das Volumenintegral (Fldchenintegral) wiederver-
wendet werden, wodurch Rechenzeit eingespart werden kann. In den Oberflichenintegralen
treten Polynome der Ordnung 2x und in den Volumenintegralen der Ordnung 2x — 1 auf,
der kleinste Wert fiir n, um exakt integrieren zu kénnen, ist also

n=x+2. (3.16)

4Die Definition der LGL-Formeln, Fehlerterme, eine Tabelle bis n = 6 und weiterfiihrende Referenzen konnen etwa
in [89] nachgeschlagen werden.
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

Abbildung 3.2.: Anordnung zweidimensionaler Legendre-Gauf3-Lobatto-Quadraturpunkte
fiir n = 5 (links) und n = 6 (rechts). Die Quadraturpunkte hdufen sich in
Randnéhe.

3.2. Lokales DG fiir Viskositit

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die Diffusionsterme der Bilanzgleichungen be-
handelt werden. Dieser Teil ist nur fiir kartesische Koordinaten implementiert, d.h. bei
Verwendung von Orographie wird der Gradient approximiert durch die Ableitung der phy-
sikalischen Grofe, die Anderung durch die Christoffel-Symbole wird weggelassen. Fiir die

Gleichungen bis ist:

oy L
(Vi) ~ ax V.v= ax; +rkjv ’
o' aber oT
i o~ 29 Ly j ik i ki
(V)i ox, (V-T) = ox, + T, T + T 1Y,

ftir ein Skalar 1, einen Vektor v und einen Tensor 2. Stufe T'. Diese Approximation ist
als weitere Vereinfachung des Turbulenzmodells zu verstehen. Bei den spéter betrachteten
Testféllen spielt diese Vereinfachung jedoch keine Rolle, da keiner sowohl Orographie als
auch das Turbulenzmodell verwendet.

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren fiir die Diskretisierung der Diffusionsterme ist
das lokale diskontinuierliche Galerkin-Verfahren (LDG) [28]]. Es wird nur fiir die Impulsgleichung
vorgestellt, fiir die potentielle Temperaturgleichung und die Gleichungen der
Feuchtegrofen bis lduft die Diskretisierung analog. Die zu Grunde liegende Idee
hierbei ist, dass Gleichung in ein Gleichungssystem umgeschrieben wird, in dem nur
Ableitungen erster Ordnung auftreten:

P)
LRV (ou@ut p'Ts — ppn(V + V7)) = —p'gk, (3.17)

ot
Vu=YV, (3-18)

mit der Hilfsvariablen V. Zuerst wird (3.18) mit dem DG-Ansatz diskretisiert. D.h. es
wird mit einer Basisfunktion ¢; multipliziert und tiber ein Element () integriert. Nach
anschlielender partieller Integration der linken Seite ist das Ergebnis:

JuinengE0)ar = [ ug VeiEe0)d0 = [ Vipu(a(x))de.
Tijk Qi Qiji

Wird jetzt auf das Referenzelement E transformiert, der numerische Fluss (u;j n")* anstelle
des Flusses u;j ® n im Randintegral verwendet und die Hilfsvariable V' mit der Basis
entwickelt zu

d
Vik = Y Vijeo (8) ¢1(2),
r=1
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3.2. Lokales DG fiir Viskositiit

Abbildung 3.3.: Der Diskretisierungsstern fiir LDG. Die tiefblauen Elemente enthalten die
Information fiir den Advektionsanteil. Die in hellerem blau eingefarbten
Elemente werden fiir die Flussberechnung der Hilfsvariable S benétigt. Die
Grofie des Diskretisierungssterns ist nur von der Ordnung der Ableitungs-
operatoren abhangig, nicht von der Verfahrensordnung.

so bleibt nach kurzer Rechnung:

| det [k
| det Ji|

Vi) = /(uz’jk ®n) ¢ dA — /uijk ® Ve, J; ' dE. (3.19)

A E

Sind Q™ und QO™ zwei benachbaljte Elemente so wird der numerische Fluss in Glei-
chung fiir einen Punkt x aus Q™ N O definiert durch:

(u™(x) ® n™(x) + u®™(x) @ n"(x)).

N —

(wt () @n(x)) " =

Hier kann auf einen zusitzlichen Diffusionsterm verzichtet werden, da der physikalische
Diffusionsterm das Verfahren bereits stabilisiert. Nachdem V" ausgerechnet ist, wird es in Glei-
chung eingesetzt und das DG-Verfahren aus Abschnitt[3.1]wird auf die Gleichung
angewandt. Wenn fiir alle prognostischen Variablen die Hilfsvariablen fiir die Viskositétster-
me ausgerechnet und eingesetzt sind, ist die Diskretisierung des viskosen Falls formal auch
durch Gleichung beschrieben. Die zeitliche Diskretisierung behandelt folglich diese
Gleichung.

Der Diskretisierungsstern fiir LDG ist in Abbildung [3.3| dargestellt. Die benotigte Infor-
mation ist in den direkten Nachbarelementen und deren Nachbarelementen enthalten, also
immer noch recht lokal. LDG ist sehr einfach zu implementieren, insbesondere wenn schon
ein DG-Rahmenwerk besteht, muss wenig vom bestehenden Code gedndert werden. Jedoch
miissen fiir jede Gleichung mit einem Ableitungsoperator zweiter Ordnung D Gleichungen
im skalaren Fall und D? Gleichungen im vektorwertigen Fall zusatzlich gelost werden. Fiir
die trockenen dreidimensionalen Euler-Gleichungen mit Diffusionstermen sind dies bereits
12 Gleichungen. Der Rechenaufwand fiir LDG ist daher sehr hoch.
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

3.3. Zeitintegration

Die rdumlich diskretisierten Gleichungen bilden ein gekoppeltes System gewohnlicher
Differentialgleichungen in der Zeit, das sich schreiben ldsst als:
dq"

— =D@") +P(q"), mitq"(t=0)=q"""

wobei der Operator P die Terme der physikalischen Parametrisierungen sind, d. h. die Quell-
terme sy, s¢, sy und sy. Der Operator D besteht aus den Termen der Dynamik der rdumlichen
Diskretisierung. Die Parametrisierungen und die Dynamik werden mit verschiedenen Zeit-
schritten integriert. Es sei At der Zeitschritt der Dynamik und At = o At fiir eine positive
ganze Zahl ¢ der Zeitschritt der Parametrisierungen.

Es sollen hier zwei verschiedene Aufteilungsstrategien zwischen den Parametrisierungen
und der Dynamik betrachtet werden (die gleichen wie in [93]]). Der Zeitpunkt n At wird
durch 7" bezeichnet und es wird angenommen, dass die Losung q" zur Zeit t = 7" bekannt
ist und fiir das Intervall ]t", T**1] berechnet werden soll.

Operatoraufteilung. Bei der Operatoraufteilung (auch Zeitaufteilung genannt) werden die Pro-
zesse P und D nacheinander abgearbeitet, es rechnet also ein Prozess mit dem Ergebnis
des anderen Prozesses weiter. Fiir eine Hilfsvariable q* wird

WP, mita’(t =) = o't = 7)
um einen At-Zeitschritt integriert. Anschlieflend wird
h
9~ D(g"), mitq'(t=7")=q'(t ="

um o-viele At-Zeitschritte integriert.

Prozessaufteilung. Bei der Prozessaufteilung beginnen beide Prozesse P und D beim gleichen
Anfangswert. Fiir die Hilfsvariable q* wird
W= P(g), mitg (=" =q(t=1")
um einen At-Zeitschritt integriert. Die Tendenz P(q*) wird fiir den Prozess D als
konstanter Quellterm auf dem Intervall |t", T**1] betrachtet, wiahrend
dq"

— =D@")+P")

um o-viele At-Zeitschritte integriert wird.

Durch die Aufteilung kénnen die Prozesse D und P einzeln und mit unterschiedlichen
Verfahren integriert werden. In der vorliegenden Arbeit werden m-stufige explizite Runge-
Kutta-Verfahren (kurz: RK-Verfahren) fiir die Dynamik verwendet. Diese werden haufig
zur Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen eingesetzt. Im Folgenden werden
RK-Verfahren in der Shu-Osher-Darstellung [75] eingefiihrt. Ist fiir + = 0 der Zustand q™!
vorgegeben, so wird die Diskretisierung q" ! := g (t = (n+1) At) berechnet durch:

qV :=q", q°:=qmt,
r
q Y = Y (ars q® + Brs AtD(q(s))), firr=1,...,m,
s=1

(m+1)

n+l . _
=q .

q
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3.3. Zeitintegration

10 10

e (i) =1 1)
10 0 100
m=3: a=13 1 0], p=10 1 o],
1 o 2 00 2

3 3 3
1000 1700 0
o 1000 _ (ot oo
m=4: “=11 00 of" F=1o0 0 1 o
1 1 1 1
1000 6 3 3 6

Tabelle 3.1.: Koeffizienten der in DG-COSMO implementierten Runge-Kutta-Verfahren.

Die Wahl der Koeffizienten a,s und f,s bestimmt das RK-Verfahren, dabei muss a,s > 0 fiir
alle r und s und Y._; a,s =1 fiir alle r gelten. In dieser Arbeit werden RK-Verfahren der
Stufe 2 bis 4 verwendet, deren Konsistenzordnung ihrer Stufe entspricht. Die Koeffizienten
sind in Tabelle aufgefiihrt. Fiir den Fall m = 2 und m = 3 haben diese Verfahren die
Eigenschaft der Starken-Stabilititsbewahrung (engl. Strong-Stability-Preserving (SSP)) (vgl. [75]),
d.h. sie vermeiden Uber- oder Unterschwinger und damit Oszillationen. Der Fall m = 4 ist
das klassische Runge-Kutta-Verfahren. In [45] werden RK-Verfahren mit der SSP-Eigenschaft
fiir beliebige Ordnung beschrieben, jedoch miissen ab m = 4 negative Koeffizienten oder
zusétzliche Stufen in Kauf genommen werden.

Ein Verfahren, dass DG-Verfahren fiir die raumliche und RK-Verfahren fiir die zeitliche
Diskretisierung verwendet, wird RK-DG-Verfahren genannt. Ist ein eindimensionales RK-DG-
Verfahren der raumlichen Ordnung x + 1 fiir den Fall x < 3 gegeben mit einer Elementbreite
Ax, so ist fiir eine stabile Integration mit dem Zeitschritt At folgende Bedingung, die oft
Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung oder Kurz CFL-Bedingung genannt wird, notwendig

a1

([ful] "‘)‘)Ax STt (3.20)

Ein Beweis fiir xk = 1 und x = 2 findet sich in [24] fiir den linearen und in [29] auch fiir
den nicht-linearen Fall, wenn die Losung glatt ist. Fiir x = 3 ist der Beweis laut [29] dhnlich.
Fiir ¥ > 3 ist kein Beweis bekannt. Aber es soll dennoch auch fiir x > 3 und auch
fiir den mehrdimensionalen Fall unter Verwendung der Minimalbasis angenommen bzw.
verwendet werden. Diese Annahme ist durch die erfolgreichen numerischen Simulationen im
Nachhinein gerechtfertigt und wird auch in der Literatur so verwendet [29, |55, |71]]. Fiir das
volle Tensorprodukt als Basis muss die CFL-Zahl (||u| + A)£L etwas kleiner gewahlt werden.
Dies lédsst sich damit begriinden, dass im vollen Tensorprodukt auch Polynome enthalten
sind, deren totaler Grad grofSer als « ist. Experimentell ergibt sich, dass die CFL-Zahl beim
vollen Tensorprodukt etwa bis zu 85 % des Werts aus annehmen kann. Um eine hohere
Ordnung im Raum zu verwenden, sind kleinere CFL-Zahlen notwendig, wenn zeitlich nur
ein RK-Verfahren dritter oder vierter Ordnung verwendet wird. Werte fiir ¥ < 8 kénnen aus
[27, Tabelle 2.2] entnommen werden.

Nun werden die physikalischen Parametrisierungen betrachtet. Der numerische Zeitschritt
At wird auf die physikalische Zeitskala At, gesetzt, und die Parametrisierungen werden mit
dem expliziten Euler-Verfahren integriert, d. h. hier fallt die numerische Diskretisierung mit
der physikalischen Modellierung direkt zusammen.
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

Dies fiihrt bei der Operatoraufteilung dazu, dass die Werte aus dem Kessler-Schema und
der Sittigungsadjustierung direkt verwendet werden konnen, d. h. es wird
p/
.
a*( = 1) = qlt = ) + APl = 7)) = | PO OO0 (g
v
ch
Pqr

gesetzt, mit 0y, Gy, 4. wie in bis und §, wie in (2.34). Dies entspricht der Sicht-
weise [1| der Sattigungsadjustierung. Das Kessler-Schema und die Sattigungsadjustierung
berechnen q* jedoch im physikalischen Raum, fiir die Integration der Dynamik wird die mo-
dale Darstellung benotigt. Die adjustierten Variablen miissen daher in den diskretisierten
Ansatz- und Testraum projiziert werden. Diese Projektion wird durch in Abschnitt
beschrieben.

Bei der Prozessaufteilung werden die Tendenzen durch die Gleichungen bestimmt:

Plar(t=1"")=p| 3% | (t=1").

Dies entspricht der Sichtweise [2| der Sattigungsadjustierung. Hier ist eine Projektion in den
diskretisierten Ansatz- und Testraum nicht notwendig, da mit den Quellterme direkt im
physikalischen Raum weiter gerechnet werden kann.

Das hier vorgestellte DG-Verfahren ist nicht positiv definit, d. h. es kénnen auch negative
Werte fiir die Variablen gy, 4. und g, auftreten, obwohl es hierfiir keine sinnvolle physikalische
Interpretation gibt. Daher werden die negativen Werte fiir g, 4. und g, im Kessler-Schema
und der Séttigungsadjustierung auf Null gesetzt. Hierdurch wird kiinstlich Masse erzeugt,
d.h. die Massenerhaltung wird fiir eine feuchte Atmosphére mit dem aktuellen Verfahren
verletzt. Hier kann eine Begrenzung des Flusses und eine positiv-definite Projektion in
den diskretisierten Ansatz- und Testraum Abhilfe schaffen. Dies ist bisher aber nicht in
DG-COSMO implementiert.

In COSMO wird die Sittigungsadjustierung und das Kessler-Schema durch Operatorauf-
teilung an die Dynamik gekoppelt. COSMO verwendet an dieser Stelle einen gemeinsamen
Zeitschritt fiir die Dynamik und die Physik. Es werden also wie in Abschnitt[2.1.1]beschrieben
zuerst das Kessler-Schema und dann die Sattigungsadjustierung nach jedem Dynamikzeit-
schritt aufgerufen.

3.4. Randbedingungen

Bei DG-Verfahren kénnen Randbedingungen iiber zwei unterschiedliche Wege umgesetzt
werden: 1. Die Randbedingungen werden in die Flussterme der Gleichung eingesetzt und
der resultierende Fluss wird im DG-Verfahren auf den Randern implementiert; 2. Das Gitter
wird an jedem Rand um eine weitere Reihe von Elementen, Geisterzellen genannt, erweitert
und die Werte fiir die prognostischen Variablen werden in den Geisterzellen so gesetzt,
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3.4. Randbedingungen

dass die Fliisse tiber die Randkanten des Gebiets die Randbedingungen erfiillen. Im Finite-
Differenzen-Kern von COSMO werden Geisterzellen fiir die Randbedingungen verwendet.
Daher verwendet DG-COSMO ebenfalls Geisterzellen. Auch kann hierdurch die in COSMO
vorhandene Parallelisierung des Gitters fiir den DG-Kern {ibernommen werden.

Im folgenden wird die Umsetzung von tiblichen Randbedingungen beschrieben, die spéter
auch in den Testfdllen benotigt werden.

periodische Randbedingungen Sind periodische Randbedingungen in eine Richtung ge-
fordert, und ist (); das erste und Q) das letzte Element, so werden die Geisterzellen ()y und
Qn41 vor bzw. hinter das erste bzw. letzte Element gestellt, die Ndherung des Variablenvek-
tors qo und qn1 auf den Elementen )y und Q41 werden wie folgt belegt:

q0 ‘= qN, qN+1 ‘= q1-

Schlupfrandbedingungen Die Schlupfrandbedingungen (englisch free-slip) entlang eines Rand-
stiicks R C 0Q) fordern, dass die Geschwindigkeit normal zu R verschwindet und die Ge-
schwindigkeit tangential zu R unverdndert bleibt. Ist R (lokal) definiert durch

R = {x|r(x) =0},

fiir eine Funktion 7, so ist fiir einen Punkt xy aus R der Normaleneinheitsvektor n(xg) nach
[21, Tabelle 3.28] gegeben durch die beiden Bedingungen

Ny —Xo _ Ny —Yo nz—2

or or or ’ HI‘I(XQ)” =1
ﬁ|xo @|Xo §|Xo

wobei 7 so gewdhlt sein soll, dass n in die Richtung des Inneren von () zeigt. Fir die
Schlupfrandbedingungen wird also gefordert

u(xo) - n(xp) = 0. (3.21)

Ist (); das Randelement, zu dem xy gehort, und sind t; und t, Einheitsvektoren, die die
Tangentialebene in xp an R aufspannen, so ldsst sich u;(xo) zerlegen in

u;i(x0) = (ui(x0) - n(x0)) n(x0) + (wi(x0) - t1 (x0)) tr (x0) + (wi(x0) - t2(x0)) 2(x0). ~ (3-22)

Ist Oy die an (); anschliefende Geisterzelle, so kann die Forderung erfiillt werden,
indem der Windvektor ug durch Spiegelung von u; an der Tangentialebene durch x( definiert
wird (vgl. [86]), es wird also

ug(xp) := —(w;(x0) - n(x0)) n(xo) + (ui(x0) - t1(x0)) t1(x0) + (ui(x0) - t2(x0)) t2(x0) (3.23)

gesetzt. Der resultierende Normalwind (u;(xg) + ug(xp)) - n(xp) verschwindet also auf dem

Randpunkt xo. Setzt man in ein, so erhilt man
ug(x0) = u;(x0) — 2(u;(x0) - n(xo)) n(xo)-

Diese Form des Windvektors der Geisterzelle lisst sich einfacher implementieren und benétigt
weniger Rechenaufwand. Die zusitzlichen Randbedingungen fiir den viskosen Fall stammen
aus [85]. Hier wird anstelle der Haftbedingung u(xg) = 0 ebenfalls eine Schlupfbedingung
fur die Ableitungen auf R gefordert:

Ju 00

520 und EZO
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

Sie werden analog zur Bedingung u - n = 0 umgesetzt. Die Werte der anderen prognostischen
Variablen werden unverdndert in die Geisterzellen tibernommen. Da in den Testfédllen in
Kapitel E] und |5|die Grenzschichten nicht studiert werden, wird der Einfachheit halber die
Schlupfbedingung fiir die Ableitungen auch fiir andere Simulationen {ibernommen, wenn
mit Viskositédt gerechnet wird.

offene Randbedingungen Offene Randbedingungen werden wie in der Meteorologie tib-
lich mit einer Schwammschicht (auch Rayleigh-Dimpfung genannt) modelliert, die den progno-
stischen Variablenvektor gegen einen vorgegebenen Zustand qyejax relaxiert

q* = (1 - 5(")) q-+ §(x) Jrelax- (3-24)

Hierdurch sollen Reflexionen an den Randern unterdriickt werden. Es wird angenommen,
dass sich die Schwammschicht am oberen Modellrand befindet. Die Blendfunktion J, d.h. die
Funktion mit der die prognostischen Werte in die relaxierten Werte tibergefiihrt werden, wird
aus COSMO tibernommen

_ z—Hy
5(z) = (=) (3:25)
2ns At !

dabei ist z,, die Dicke der Schwammschicht, H,; die Hohe, bei der die Schwammschicht
beginnt, und der Dampfungsparameter n; ist die Anzahl der Zeitschritte tiber die sich die
Relaxation erstreckt. In dieser Arbeit wird eine explizite Relaxation nach jedem Runge-Kutta-
Zeitschritt ausgefiihrt. Damit kann die Relaxation unabhidngig von dem RK-DG-Verfahren
implementiert werden. Diese Relaxation wird auf alle Moden innerhalb der Schwammschicht
angewandt. Fiir die Hohe z wird der Elementmittelpunkt eingesetzt. Der Dampfungsparame-
ter n; wird fiir die Testfalle experimentell ermittelt und so eingestellt, dass keine signifikanten
Reflexionen auftreten.

3.5. Anfangsbedingungen

Die Anfangsbedingung qi’]“klt fir ein Element Q);j liegt fiir den physikalischen Raum vor. Sie

muss daher zuerst in den diskretisierten Ansatz- und Testraum V}, abgebildet werden, damit
sie fiir das modale DG-Verfahren verwendet werden kann. Hierfiir soll der diskrete Wert
qf’j’,ﬁmt die Gleichung

. ini
[diitan = [dgntgao
Qijk Qijk

fiir alle ¢ aus B erfiillen. Nach Einsetzen von und kurzer Rechnung folgt
qlint = / o ¢y dE. (3.26)
E

Damit sind die Moden fiir die prognostischen Variablen zum Zeitpunkt ¢ = 0 bestimmt.
Fiir idealisierte Testfdlle wird meistens eine hydrostatisch balancierte und horizontal ho-
mogene Hintergrundatmosphire vorausgesetzt. Die hydrostatische Balance soll auch fiir
die diskretisierten Gleichungen gelten (bzw. der Fehler sollte moglichst klein sein). Fiir die
trockenen Testfille, die in dieser Arbeit behandelt werden, kann die hydrostatische Balance
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3.5. Anfangsbedingungen

analytisch gelost werden, damit kann der Anfangszustand mit der Projektion einfach
bestimmt werden. Ist jedoch eine feuchte Atmosphére iiber ein potentielles Temperaturprofil
0m,0(z) und ein Profil fiir die relative Feuchte fy(z) gegeben, so muss ein Gleichungssys-
tem mit einer nicht-linearen Differentialgleichung gelost werden. Im Rest dieses Abschnitts
wird beschrieben, wie fiir diesen feuchten Fall die numerische Ndherung der hydrosta-
tischen Balance an den Quadraturpunkten des DG-Verfahrens berechnet wird. Von den
Feuchtegroflen muss nur der Wasserdampf berticksichtigt werden, da eine Kondensation mit
fo(z) <1 ausgeschlossen ist. Aufgrund der horizontalen Homogenitit lasst sich das Problem
auf die z-Richtung reduzieren. Die Hohe des Simulationsgebiets wird mit H bezeichnet.
Ausgangspunkt ist die Gleichung der hydrostatischen Balance und die Gasgleichung

P (2) = —p(a)g, 6:27)
p(2) = p(2) R (2)T(2). (.28)

Es wird (3.28) in (3.27) eingesetzt, somit entsteht die gewohnliche Differentialgleichung

9P _ 8
Diese Gleichung kann durch eine Fixpunktiteration gelost werden. Hierfiir ist ein Tempera-
turprofil T(¥)(z) fiir den Start der Iteration notwendig, dann wird folgender Algorithmus
abgearbeitet, wobei die Funktionen an den Quadraturpunkten des DG-Gitters ausgewertet
werden.

1. n <0, qz(,o) (z) =0, R,(fl)) (z) = Ry, c;(zr)ll(z) = Cpd

2. Integriere p(") (z) aus der Gleichung an den Quadraturpunkten der Gitterelemente
von z = 0 bis z = H mit T(") (z) (Einzelheiten zu diesem Schritt folgen weiter unten).

e

3. T (2) = 6,,0(2) (r’“(Z)) Cﬂ?z(ﬂ

Poo

n) . n (n) n (”t)
4 07(2) =5 mit p(z) = LI und p"(2) = folz) et

5. Ry (2) = Ry (Ro — Ra)ai" (2),  cjy(2) = pa + (po — )" (2)
6. n+—n—+1
7. Wenn das Abbruchkriterium nicht erfiillt ist, wiederhole ab Schritt

Das Abbruchkriterium kann eine feste Schranke fiir n oder fiir [T (z) — T("=1)(2)| sein.
Die Profile fiir das letzte berechnete n werden dann als Ndherung fiir die hydrostatisch
balancierte Atmosphdre benutzt. Diese Profile miissen noch mit in den diskretisierten
Ansatz- und Testraum projiziert werden, hierdurch entsteht ein Fehler in der Balancierung,
dessen Grofse mit steigender Verfahrensordnung abnimmt.

Die Berechnung von Schritt [2| des obigen Algorithmus wird wie folgt durchgefiihrt. Glei-
chung wird durch den Galerkin-Ansatz integriert, d. h. Multiplikation mit einer Basis-
funktion ¢; und Integration in z-Richtung {iber ein Element (). Anschlieffend wird partiell
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

integriert und auf das Referenzintervall [—1, 1] transformiert. Nach kurzer Rechnung erhalt
man folgende Gleichung

_ 1
o], - | (L0 - g 0K n@ s =0

wobei [ = %. Néahert man das Integral durch eine LGL-Formel mit den n Quadraturpunkten

{1, ---, {n und den Gewichten wy, ..., wy, so ist

n

d
Prn P1(Gn) — Pr1 1(81) — Z ( (Pl (Cr) — R Tk(ér) 47z(€r)]k) Py =0, (3.30)

mit py, = pi({r). Da hier ein eindimensionales Problem gelost wird, gibt es x + 1 Basis-
funktionen fiir den Polynomgrad «. Fiiralle k =1, ..., keng und alle/ =1,...,x + 1 hat das
System also (k + 1) keng Gleichungen mit 7 ke,q Unbekannten. Aus folgt, dass
nur eine Vorgabe je Element notwendig ist, um die py 1, ..., px, zu bestimmen. Wird nun
der Bodendruck py_ . 1 (fiir gewdhnlich mit py_, 1 = poo) vorgegeben und wird px1 = pri1,4
fir k < kepg gefordert, so kann das Gleichungssystem fur allek =1,...,kong und alle
I=1,...,x+1 eindeutig gelost werden. Der Algorithmus zur Bestimmung der numerisch
hydrostatisch balancierten Atmosphére in den Quadraturpunkten des DG-Gitters ist nun
komplett beschrieben.

3.6. Einzelheiten zur Implementierung

In diesem Kapitel sind die Bilanzgleichungen einschliefllich Rand- und Anfangsbedingun-
gen diskretisiert. Bevor die numerischen Ergebnisse présentiert werden, soll noch auf ein
paar Einzelheiten zur Implementierung eingegangen werden. Eine besonders gut optimierte
Implementierung ist kein Projektziel gewesen, da dieser Schritt erst dann zufriedenstellend
bearbeitet werden kann, wenn klar ist, wie der zu implementierende Algorithmus im Einzel-
nen aussieht. Daher ist bei DG-COSMO noch Optimierungspotential vorhanden, sodass die
in den folgenden Kapiteln ermittelten Laufzeiten noch verkiirzt werden kénnen.

Der neue dynamische Kern ist wie COSMO auch in Fortran 9o/95 implementiert. Dabei
basiert alles auf einer Eigenentwicklung. Auf bestehende Bibliotheken, die bei der Numerik
unterstiitzen wiirden ist, wie in COSMO auch, verzichtet worden. Lediglich die Infrastruktur,
die COSMO bereitstellt, wurde verwendet. Der Grofiteil davon wird fiir die Ein- und Ausgabe
benotigt. Da bei Finite-Differenzenverfahren jeweils nur ein Freiheitsgrad je Element und pro-
gnostischer Variablen gespeichert wird, erschienen die Datenstrukturen der prognostischen
Variablen in COSMO ungeeignet und es wurden neue Datenstrukturen fiir die DG-Variablen
eingefiihrt, die je Element alle Koeffizienten der Ansatzpolynome speichern.

Zu Beginn dieser Arbeit war beim Deutschen Wetterdienst ein Grofirechner des Typs
NEC SXg verfiigbar. Dieser Rechner hat Vektorprozessoren, die dafiir ausgelegt sind auf
vielen Daten dieselben Rechnungen durchzufiihren, wodurch eine gute schwache Skalierbarkeit
erreicht wird. Hierfiir ist es jedoch notwendig, dass die vom Prozessor vorgegebene Vek-
torldnge (bei der SXg ist diese 256 doppeltgenaue Fliefkommazahlen) gut ausgenutzt wird.
Kann dies nicht erreicht werden bzw. kann der Code nicht fiir die Vektoreinheit kompiliert
werden, so ist die Laufzeit des Programms erheblich ldnger (bis zu Faktor 1000). Die meisten
Rechnungen in dieser Arbeit wurden mit den Polynomgraden x = 2 und « = 3 durchgefiihrt,
was selbst fiir den dreidimensionalen Fall mit der Minimalbasis nur 20 Freiheitsgrade je Ele-
ment bzw. 25 Quadraturpunkte je Oberflachenintegral ergibt. Die benutzbare Vektorlange ist
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3.6. Einzelheiten zur Implementierung

ohne das Zusammenfassen von ineinander geschachtelten Schleifen also erheblich kiirzer als
die maximale. Dartiber hinaus ist die Speicherverwaltung der SXg auch nicht dafiir optimiert,
héufig auf dieselben Daten zuzugreifen, was jedoch ein wesentlicher Grundgedanke der
DG-Verfahren ist. Die Vektorarchitektur ist daher fiir DG-Verfahren nicht gut geeignet. Auf
Grofsrechnern, die mit rechenstarken Skalareinheiten und grofiem Cache ausgestattet sind,
konnen die DG-Verfahren gut implementiert werden, und hier kommen ihre Vorteile auch
zum Tragen. Der Grofirechner beim EZMW basiert auf Skalarprozessoren. Als abzusehen
war, dass der Ende 2013 neu beschaffte GroBrechnerP| des DWD auch Skalarprozessoren
verwenden wird, wurde DG-COSMO fiir diese Architektur umgeschrieben und auf den
beiden Skalarprozessor-Grofirechnern verwendet.

Fiir die Parallelisierung eines Programms {iber mehrere Knoten hinweg miissen tiber das
Netzwerk Daten ausgetauscht werden. Als Standardbibliothek hierfiir hat sich das Message
Passing Interface (MPI) etabliert. Die durch COSMO bereitgestellte Infrastruktur verwendet
MPI und ist fiir dreidimensionale Datenfelder ausgelegt. Das Berechnungsgebiet kann hier-
durch in der Horizontalen auf mehrere Prozesse aufgeteilt werden, so dass parallel auf
den Daten gerechnet werden kann. In einer ersten Version von DG-COSMO wurde diese
Infrastruktur benutzt, indem der Halo des Variablenvektors fiir jede Basisfunktion und jede
prognostische Variable zwischen den Prozessen iibertragen wurde. Um eine bessere Skalier-
barkeit zu erreichen, wurde die MPI-Kommunikation auf die Datenstruktur des DG-Kerns
erweitert. Jetzt werden die benétigten Teile des fiinfdimensionalen Feldef] fiir den prognos-
tischen Variablenvektor in einer MPI-Kommunikation zwischen den Prozessen iibertragen.
Nach dieser Erweiterung konnte fiir den Baldauf/Brdar 2013-Testfall (siehe Abschnitty.1) eine
Beschleunigung von etwa 21 % (bei 4 Prozessen auf einer Intel iz-Workstation) erreicht wer-
den. Im Gegensatz zu COSMO ist DG-COSMO zusitzlich mithilfe von OpenMP parallelisiert.
Durch OpenMP kann ein Prozess mehrere CPUs verwenden, welche sich die Berechnungen
teilen und iiber gemeinsamen genutzten Speicher des Prozesses miteinander kommunizieren.
DG-COSMOs Berechnungsgebiet wird horizontal mit MPI in einzelne Teilstiicke zerlegt,
wie auch bei COSMO. Zusitzlich wird DG-COSMOs Berechnungsgebiet vertikal mithilfe
von OpenMP aufgeteilt. Diese hybride MPI/OpenMP-Parallelisierung ermoglicht das Gebiet
feiner zu zerlegen, wodurch die vorhandenen CPUs besser genutzt werden konnen.

Eine weitere durchgefiihrte Optimierung, die den Code nochmal um etwa 15 % bis 20 %
beschleunigt, betrifft die Ausnutzung des Caches. Hierfiir wurde die Schleife, die tiber die
Quadraturpunkte lauft, die fiir die Berechnung der Integrale in Gleichung benotigt
werden, in Teilstiicke unterteilt, die so klein sind, dass jedes Teilstiick in den Cache passt. Auf
jedem dieser Teilstiicke werden dann alle Berechnungen fiir die Volumen- und Oberflachen-
integrale durchgefiihrt, dadurch kann moglichst lange auf den Daten im Cache gerechnet
werden.

Da DG-COSMO das gleiche Berechnungsgitter wie COSMO verwendet, d.h. die glei-
che Abmessung und die gleiche Anzahl an Elementen je Richtung, und auch die gleichen
Ausgaberoutinen wie COSMO verwendet, kann iiber diese nur ein Punkt je Element ausgege-
ben werden. Hierfiir wird der Elementmittelpunkt gewahlt. Hierdurch wird die Auflésung
von DG-COSMO und damit die durch das Verfahren ermoglichte Genauigkeit stark redu-
ziert. Dies wird deutlich in den Testféllen 4.1/ und Um alle berechnete Information der
DG-Losung fiir die Ausgabe nutzen zu konnen, wurde nachtréglich eine Ausgaberoutine
geschrieben, die die COSMO-Ausgaberoutine umgeht. Diese verwendet ein Ausgabegitter das
vom Berechnungsgitter entkoppelt ist und so mehrere Ausgabepunkte je Berechungselement
haben kann. Hierftir stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung.

5Der Grofirechner ist eine Cray XC30. Jeder Knoten hat 2 Prozessoren des Typs Intel Xeon E5-2670v2 mit je 10 CPUs.
beine Dimension fiir den Freiheitsgrad in einem Element, eine fiir die prognostische Variable und drei Dimensionen
fiir die raumlichen Richtungen
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3. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren

1. Es werden fiir jedes Element in jeder Richtung n dquidistante Punkte ausgegeben,
hierbei liegen die dufSeren Punkte eine halben Abstand von der Elementgrenze entfernt.
Die Anzahl n lasst sich konfigurieren.

2. Es werden i, X j; x k; dquidistante Punkte fiir das gesamte Berechnungsgitter ausge-
geben. Fiir einen Ausgabepunkt x wird ein Gitterelement () gesucht, in dem sich x
befindet. Die Moden des ersten gefundenen Elements werden dann zur Bestimmung
des Ausgabewertes verwendet. Auf eine eventuelle Randlage auf dem Element eines
Ausgabepunktes wird keine Riicksicht genommen. Die Werte i,, j,, k, lassen sich frei
konfigurieren.

Eine Alternative wére anstelle eines feineren Ausgabegitters die Polynomkoeffizient direkt
auszugeben. In diesem Fall miissten die Poltwerkzeuge die verwendete Basis kennen oder es
miisste ein zusatzliches Werkzeug entwickelt werden, das die Polynome auf einem Ausga-
begitter auswertet. Dieser Weg wiirde die Anwendung von DG-COSMO verkomplizieren,
daher wurde er nicht eingeschlagen.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphaire

In diesem Kapitel wird der dynamische Kern von DG-COSMO anhand von verschiedenen
idealisierten trockenen Testféllen validiert. Ein Teil dieser Ergebnisse, sind in die eingereichte
Veroffentlichung [74] eingeflossen.

Die zweidimensionalen Testfdlle bezeichnen, wie in der Meteorologie tiblich, die horizontale
Variable mit x und die vertikale Variable mit z. Die Finite-Differenzenverfahren haben je
Gitterpunkt nur einen Freiheitsgrad je prognostischer Variablen, die DG-Verfahren haben je
Gitterpunkt d Freiheitsgrade (vgl. Gleichungen und (3.11)) je prognostischer Variablen.
Um die Verfahren miteinander vergleichen zu kénnen wird die formale Auflosung eingeftihrt.
Die formale Auflosung Axg,, eines FD-Verfahrens ist gleich der Gittermaschenweite Ax, die
formale Auflosung eines DG-Verfahrens entlang der x-Richtung ist

Ax
o

Fiir die anderen Richtungen wird die formale Auflosung analog definiert. Die formale Aufls-
sung eines DG-Verfahrens entspricht also der Auflosung eines FD-Verfahrens, das genauso
viele Freiheitsgrade wie das DG-Verfahren hat, und diese Freiheitsgrade je Variable dquidi-
stant tiber die Elemente des DG-Gitters verteilt. Die Verfahren konnen anstelle der formalen
Auflésung also auch tiber die Anzahl der Freiheitsgrade verglichen werden. Hier soll jedoch
explizit darauf hinwiesen werden, dass im Allgemeinen weder die formale Auflosung noch
die Anzahl der Freiheitsgrade fiir den FD- und den DG-Loser exakt gleich gewahlt werden
kann, da die Freiheitsgrade nur ganzzahlig je Richtung definiert werden kénnen. Daher gibt
es in diesem und im nédchsten Kapitel bei den Vergleichen kleine Unterschiede dieser beiden
Grofien, auch wenn der Vergleich mit , gleicher Anzahl an Freiheitsgraden” oder bei “gleicher
formaler Auflosung” durchgefiihrt wird. Dies gilt auch fiir verschiedene Ordnungen des
DG-Losers. Mit der obigen Definition der formalen Aufldsung deutet sich schon an, dass
der Auflosungsbegriff nicht unbedingt an ein Gitter gebunden werden muss. Auch ist er
verschieden von der Anzahl der Freiheitsgrade. Denn {iber unterschiedliche Ordnungen
konnen bei gleicher Anzahl an Freiheitsgraden unterschiedlich feine Strukturen aufgelost
werden (vgl. Testfall in Abschnitt [5.1] und die Abbildung [5.2). Es ist also erstrebenswert,
einen Auflosungsbegriff zu definieren, der unabhingig von den Parametern des Verfahrens
bestimmt werden kann. Die spektrale Auﬂésungj wie sie etwa in [77] verwendet wird, wére
wohl ein geeigneter Kandidat. Diese Untersuchung geht aber iiber diese Arbeit hinaus, daher
begntigt sich diese Arbeit mit obiger Definition der formalen Auflgsung.

Aus vorherigem Abschnitt folgt auch, dass die Genauigkeit des DG-Verfahrens nicht
hinreichend ausgeschopft wird, wenn nur ein Punkt je Gitterelement ausgegeben wird.
Dieser Unterschied zwischen der Ausgabe auf der Gittermaschenweite und der formalen
Auflosung wird im Abschnitt explizit behandelt. Um alle Information der Losung des
DG-Verfahrens zu nutzen, ist es also notwendig das Ausgabegitter und das Berechnungsgitter
zu entkoppeln.

AXfor =

"Betrachtet man fiir eine mesoskalige Simulation das Spektrum der kinetischen Energie, so folgt sie der beobacht-

baren Funktion k’g, wobei k die Wellenzahl ist, bis zur Dissipationsgrenze des Modells. Die kleinste Wellenzahl,
die noch mit vorheriger Funktion tibereinstimmt wird dann als spektrale Auflésung definiert.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Um zwei Losungen 1, und ¢, fiir eine Variable ¢ miteinander vergleichen zu koénnen,
wird die £;,-Norm der Differenz, definiert durch:

L0 t) = 1 / I90(x) = 9| 42, (41)

verwendet, wobei y(Q)) das Volumen von () ist. Wenn eine (linearisierte) Referenzlésung ¢
vorhanden ist, so wird fiir eine numerische Losung ¢ durch Ly (¢, ¢g) der Lj,-Fehler von ¢
bestimmt. Ist keine Referenzlosung vorhanden, so konnen mit der £;-Norm zwei Losungen
auf Ahnlichkeit miteinander verglichen werden, d.h. es wird der Unterschied zwischen
diesen Losungen gemessen, ohne einer der beiden Losungen eine grofiere Bedeutung zu
geben als der anderen.

Die £;-Norm wird in der Nachbearbeitung der Ausgabedaten bestimmt. Sind die Elemente
des Ausgabegitters durch ()4, ..., Qn aufgezahlt und deren Elementmittelpunkte durch
X1, ..., XN, so wird die Diskretisierung L; der £;-Norm berechnet durch:

Ly, (a, ) : \l 2 [$a(xi) — xl)|| #(Q). (4.2)

Ist keine Referenzlosung vorhanden wird die DG-COSMO-Losung mit der COSMO-Losung
verglichen oder mit Ergebnissen aus der Literatur.

Die Laufzeit bezeichnet die in der Realitdt verstrichene Zeit, die benétigt wird, um den
Testfall zu simulieren. Die Zeitspanne die zwischen Modellstartzeitpunkt und Modellend-
zeitpunkt vergeht, wird in dieser Arbeit als Simulationszeit bezeichnet. Wenn nichts anderes
erwdhnt wird, so wird als Referenzatmosphire in DG-COSMO die Hintergrundatmosphére
des Testfalls gewahlt, die Minimalbasis 3,,, verwendet und ohne die Viskositdtsterme in den
Gleichungen bis gerechnet. Es wird das RK-Verfahren gewihlt, dass die Ordnung
min(x + 1, 4) hat, also die gleiche Ordnung wie das DG-Verfahren, aber hochstens vierte
Ordnung. Die angegebenen Laufzeiten sind das arithmetische Mittel der Laufzeiten dreier
Wiederholungen der betroffenen Simulation. Dabei werden die Laufzeit fiir die Initialisie-
rungsphase und die Ausgabe nicht berticksichtigt. Mit Freiheitsgrad ist im folgenden immer
Freiheitsgrad je prognostischer Variable gemeint. Der Referenzbodendruck ist:

Poo = 1000 hPa.
In COSMO wird immer die durch festgelegt COSMO-Referenzatmosphire gewihlt.

4.1. Schwerewellentestfall von Baldauf/Brdar 2013

Ein Standardtestfall, mit dem die Korrektheit eines Dynamikkerns tiberpriift werden kann,
ist der Tragheitsschwerewellentestfall von Skamarock und Klemp [79]. Hier wird eine Wel-
lenausbreitung in einem zweidimensionalen Kanal simuliert und mit einer Boussinesq-
Approximation verglichen. Die voll-kompressiblen Euler-Gleichungen konvergieren jedoch
nicht gegen diese Boussinesq-Losung. Daher hat Michael Baldauf diesen Testfall derart ver-
dndert, dass fiir die linearisierten Euler-Gleichungen eine analytische Losung?| berechnet
werden kann [9]. Durch diese Anderung ist der Testfall geeignet, um einen Glelchungsloser
auf Konvergenz zu priifen. In diesem Abschnitt wird DG-COSMO anhand dieses Testfalls
validiert.

2Eine Referenzimplementierung dieser Losung wurde mir von Michael Baldauf zur Verfiigung gestellt.
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4.1. Schwerewellentestfall von Baldauf/Brdar 2013

10 : — D 0.0175 10 —— - 0.003
s | | 1q 00150 s | F 4 H 0.002
40.0125
g 6} . g 6} | 4 [ 0.001
Y, 2
gy 1 sy 0.000
S - L 4 H 0.
o < 0.0075 N
2 b ! i DO'OOSO 2 b U 4 | —0.001
0 TR S N R— 0.0025 0 MERNIIVITTRE - e 0.002
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
x in km x in km
(@) 0" in K bei t = 0min (b) 8’ in K bei t = 30min

Abbildung 4.1.: Konturlinien von ¢’ des Testfalls Baldauf/Brdar 2013 [E[] Abbildung (EI) zeigt
den Anfangszustand, Abbildung (b) den Endzustand nach 30 min. Die Farb-
skala der Konturlinien wurde fiir beide Bilder ausgeschopft.

0004 I I I I I 0004 I I I I I
0.003 |- 0.003
0.002 |- " n 0.002
N 0001 | gl 0.001
g g
> 0000 f s 0.000
—0.001 |- —0.001
—0.002 |- U v —0.002
_0003 1 1 1 _0003 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
x in km x in km

Abbildung 4.2.: Vergleich von 6’ und w der analytischen linearisierten Losung (blau gestri-
chelt) mit der DG-Losung (rot durchgezogen) bei z = 5km nach ¢ = 30 min.
DG-COSMO wurde fiir ¥ = 3 mit der Gittermaschenweite Ax = 500 m und
Az = 250 m gerechnet.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Der Kanal hat die Lange L und die Hohe H. Es wird eine isotherme, hydrostatisch
balancierte Hintergrundatmosphére mit der Temperatur Ty vorgegeben. Fiir den oberen und
unteren Rand werden Schlupfbedingungen verwendet. Die horizontalen Randbedingungen
sind periodisch. Die Temperatur, das Druck- und Dichteprofil der Hintergrundatmosphére
sind

To(z) = Too,  polz) = pooe ™, polz) = poe ™, poo = m—, 5= 5.
0(z) = Too,  po(2) = poo po(2) = poo poo TooR, Ry Too

Als Anfangszustand ist eine Temperaturstorung der Amplitude AT mit dem Zentrum an
der Stelle (x, %) definiert. Dartiber hinaus wird eine rein horizontale Stromung u festgelegt.
Die Profile fiir die Temperaturstérung sind

2

_ (x=x)
T (x) = e2% Ty(x), mit T,(x) =ATe # sin (n%) ,
_1 . Ty(x
o) = e (), it pu(x) = —p0 .

Die obigen Testfallparameter werden belegt mit

L =300km, X = 100 km, Too = 250K,
201

H = 10km, d = 5km, u= S .
Uy

Diese Storung der balancierten Anfangsbedingung fiihrt durch die Auftriebskraft zu ei-
ner Oszillation um die balancierte Ruhelage, wodurch Schwerewellen entstehen die vom
Horizontalwind rdumlich ausgebreitet werden. Wenn AT sehr klein gewé&hlt wird, etwa
AT = 0,01K, ist die Stromung nahezu linear. In diesem Fall kann die linearisierte analytische
Losung als Referenzlosung verwendet werden. Der Anfangszustand und die Losung nach
tend = 30min ist fiir 6’ in Abbildung |4.1| dargestellt. Abbildung|4.2| zeigt den Vergleich zwi-
schen numerischer und linearisierter analytischer Losung fiir den Horizontalschnitt in 5km
Hohe nach 30 min fiir das DG-Verfahren vierter Ordnung fiir ' und w. Man sieht eine sehr
gute Ubereinstimmung zwischen der DG-Losung und der linearisierten analytischen Losung.
Eine Phasenverschiebung ldsst sich nicht feststellen, die Amplitude ist bei der gewihlten
Auflésung und Ordnung praktisch identisch.

4.1.1. Konvergenzanalyse

In [9] haben Baldauf und Brdar COSMO und das in der Einleitung erwédhnte DG-Verfahren
von Brdar, das auf der Softwarebibliothek DUNE aufbaut, miteinander auf die Konvergenz-
eigenschaften verglichen. Der DUNE-Loser verwendet fiir diesen Testfall ein DG-Verfahren
zweiter Ordnung mit der vollen Tensorproduktbasis und ein SSP-RK-Verfahren ebenfalls von
zweiter Ordnung. Hier soll die Konvergenz von DG-COSMO validiert werden. Zum einen
kann dadurch beurteilt werden, ob das Verfahren auch tatsdchlich das richtige Problem 19st.
Zum anderen konnen durch eine Konvergenzanalyse viele, auch kleinere, Implementierungs-
fehler gefunden werden. Alle Simulationen fiir diesen Testfall verwenden ein horizontal und
vertikal dquidistantes Gitter. In Tabelle |4.1|ist fiir k = 1 der Fehler zum Zeitpunkt fe,q fiir 6’
und w fiir verschiedene Gittermaschenweiten dargestellt. Der Fehler wurde an 6000 x 400
Punkten bestimmt, die je Richtung dquidistant tiber das Berechnungsgebiet verteilt sind. Dies
ist das gleiche Vorgehen wie fiir den DUNE-Loser in [9]. Man sieht, dass die experimentelle
Konvergenzordnung (EOC) iiber das zu erwartende Optimum ansteigt, sowohl fiir 6 als auch
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4.1. Schwerewellentestfall von Baldauf/Brdar 2013

Gitter (Ax) 4000m  2000m 1000 m 500 m 250m
Freiheitsgrade 1125 4500 18000 72000 288000

Ly-Fehler 9,78e—4 525¢e—4 1,38e—4 2,08e—5 2,83e—6

EOC - 0,90 1,93 2,72 2,88

Le-Fehler  3,30e—3 1,85e—3 5,74e—4 9,00e—5 1,27e—5

EOC - 0,83 1,69 2,67 2,82
@)@

Gitter (Ax) 4000m  2000m  1000m 500 m 250 m
Freiheitsgrade 1125 4500 18000 72000 288000

Lp-Fehler 9,52e—4 5,84e—4 1,67e—4 2,59e—5 3,6le—6

EOC - 0,70 1,81 2,69 2,84

Le-Fehler 3,2le-3 2,36e—3 8,3le—4 1,36e—4 1,98e—5

EOC - 0,44 1,50 2,61 2,78
(b) w

Tabelle 4.1.: Fehler und EOC des Baldauf/Brdar 2013-Testfall [9] mit x = 1 nach 30 min fiir
verschiedene Gittermaschenweiten. Dabei ist die linearisierte Losung die Refe-
renzlosung und Az = JAx.

;H‘ T LR T T T TTIT T ‘% - 2' Ordnung
1073} 4|0, k=18
F 1|——w, k=1, By
1074 4]---- 3. Ordnung
B B -0, k=2, By
g 107°} |- w, k=2, By
UF\I 6 - : 9/,1{:2, B'Ut
= 10 ? % T w,KZZ,th
1077 F .
108} | | ]
10° 10 10°
Freiheitsgrade

Abbildung 4.3.: Konvergenzanalyse von DG-COSMO. Fiir ¥ = 1 wurde AT = 0,01 K verwen-
det und AT = 0,001 K fiir ¥ = 2. Fiir k = 2 ist der Fehler sowohl fiir B,,;, als
auch fiir By eingezeichnet.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

fiir w. Abbildung |4.3| visualisiert die experimentelle Konvergenzordnung und die theore-
tische erwartete Ordnung. Neben « = 1 ist auch x = 2 fiir die Minimalbasis und das volle
Tensorprodukt eingezeichnet. Fiir ¥ = 2 wurde als Amplitude AT = 0,001 K verwendet, da
mit AT = 0,01 K die EOC bei etwa Ax = 500m stark einbricht. Hier ist die Annahme, dass
die linearisierte Losung als Referenzlosung verwendet werden kann, wohl nicht mehr giiltig.
Aus Tabelle und Abbildung lasst sich schlieSen, dass DG-COSMO fiir idealisierte
Falle die formale Konvergenzordnung erreicht. Der Finite-Differenzen-Kern von COSMO,
der formal von zweiter Ordnung ist, hat fiir diesen Testfall eine Konvergenzordnung von
etwa eins (vgl. [9]]).

4.1.2. Erhaltungseigenschaften

DG-Verfahren sind lokal erhaltend, da zwischen den Elementen nur iiber die Fliisse die
prognostischen Variablen gedndert werden. In diesem Abschnitt soll gepriift werden, wie gut
das DG-Verfahren die prognostischen Grofien global erhilt. Aufgrund der periodischen Rand-
bedingungen geht keine der prognostischen Grofien, insbesondere Impuls oder potentielle
Temperatur verloren, daher eignet sich die Schwerewellenausbreitung gut fiir diese Uber-
priifung. Hierfiir wird sie tiber 40 h auf einem Gitter mit 300 x 20 Elementen fiir x = 3 mit
dem Zeitschritt At = 0,155 gerechnet. Die totale Masse lésst sich in die beiden Summanden
JapodQund p5 == [ ' dO) aufteilen. Der Anteil des Referenzzustand ist per Konstruktion
konstant. Die Abweichung von p§.(t = 0) zum Zeitpunkt ¢ sei Ap§, und der Mittelwert dieser
Abweichung sei

1 40h
0Oh

Fiir die prognostischen Variablen pu, pw und (pf)’ sei Apus, Apws, A(pf)%, sowie Apuy,

Apws, und A(pb)§. analog definiert. Zusétzlich soll der Betrag der gesamten Impulsdichte pu
betrachtet werden:

loulls == [ lpulld0.
Q

Und Al|pul|5, sei die Abweichung zum Zeitpunkt ¢ vom Anfangszustand ||pul|x(t = 0).

In Tabelle |4.2[sind die maximalen Abweichungen vom Startzeitpunkt und die Mittelwerte
tber die 40 h dieser Abweichungen aufgelistet. Tabelle [4.2| zeigt zusitzlich das Intervall, in
dem diese Abweichungen nach einer Einschwingzeit um den Mittelwert pendeln. Diese

y  max||Ay]| Ay (Ay — Ap)(t > 0,1h)
oL 153—14 13214 [-3,79e—15; 2,14e—15]
(08} 6,76e—12 —597e—12 [~7,93e—13; 6,82¢—13]
pus.  1,60e—10  4,7le—11 [—6,17e—11; 7,66e—11]
]
]

pwy  22le—1  —330e—3 [-2,17e—1 ; 2,17e—1
loully  9,0le—5 4,895 [—2,84e—5 ; 3,18¢—5

Tabelle 4.2.: globale Erhaltung der prognostischen Variablen.
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Abbildung 4.4.: Die Abbildungen zeigen die Anderung (EI) der Gesamtmasse, (EI) des Produk-
tes aus Gesamtmasse und potentieller Temperatur, () des Horizontal- , (d)
des Vertikalimpulses und () des Absolutbetrags des Gesamtimpulses. Die
Zeitreihe der Abweichung ist rot und der zeitliche Mittelwert tiber die 40 h
dieser Abweichungen blau. Die ersten 0,1 h sind aufgeweitet dargestellt, um
die Einschwingphase erkennen zu kénnen.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Einschwingzeit betrégt etwa 0,1h. Fiir pf. ist das Intervall [—3,88e—15; 2,05e—15], das ist
praktisch Maschinengenauigkeit. Die Abweichung der Werte fiir (p6)§, sind in der Grofenord-
nung 10~ !3. Fiir den Horizontalimpuls ist die GroSenordnung 10~!! und es treten deutlich
starkere Fluktuationen auf, als fiir die Masse oder das Produkt aus Masse und potentieller
Temperatur. Der Vertikalimpuls wird nicht direkt numerisch erhalten. Dies wird vermutlich
durch den Quellterm, dessen Diskretisierung nicht mit dem Flussterm balanciert ist und
durch die Randbedingungen verursacht. Die Abweichung pendelt periodisch im Intervall
[—2,17e—1; 2,17e—1]. Diese Abweichung ist 5 Zehnerpotenzen kleiner als der Gesamtimpuls,
es ist also immer noch ein kleiner Wert. Fiir den Gesamtimpuls bewegt sich die Abweichung
vom Mittelwert auf dem Niveau von 107>, dies ist ein akzeptabler Wert. In Abbildung
ist die Zeitreihe von p§, pus, pws, (p0)5 und ||pul|x dargestellt. Eine Tendenz zur Zunahme
oder Abnahme einer dieser Groéflen ist nicht erkennbar. Aufgrund der erfolgreichen Konver-
genzanalyse und der Erhaltungseigenschaften kann davon ausgegangen werden, dass das
DG-Verfahren korrekt implementiert ist.

4.1.3. Vergleich des vollen Tensorprodukts mit der Minimalbasis

Es bietet sich bei modalen DG-Verfahren sowohl die Verwendung der Minimalbasis als auch
des vollen Tensorprodukts an. Welcher der beiden Basen der Vorzug gegeben werden soll,
ist von vornherein nicht klar. Auf dem gleichem Berechnungsgitter kann die Minimalbasis
mit einem grofleren Zeitschritt verwendet werden, das volle Tensorprodukt bietet hinge-
gen eine hohere formale Auflosung. Neben einer unterschiedlichen Genauigkeit sind also
auch Unterschiede in der Laufzeit zu erwarten. In diesem Abschnitt werden anhand der
Schwerewellenausbreitung im Kanal die beiden Basen fiir zwei Félle miteinander verglichen.

Im ersten Testfall wird die gleiche formale Auflosung fiir beide Basen bei verschiedenen
Ordnungen gewihlt, d. h. sie haben auch die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden. Dabei ist die
Anzahl der Freiheitsgrade so hoch gewihlt, dass die formale Auflosung der verschiedenen
Simulationen sich um weniger als 6 % unterscheiden. Tabelle 4.3 zeigt fiir beide Basen die
Ly-Fehler, die Lo-Fehler und die Laufzeiten fiirk = 1, ..., 6, sowie die relativen Unterschiede
zueinander. Fiir die Bestimmung der Lj-Fehler sind die Losungen jeweils auf einem Aus-
gabegitter mit 6000 x 400 Elementen berechnet, d. h. der Fehler wird bei allen Losungen an
denselben Stellen bestimmt. Die Losungen der Minimalbasis haben bei allen Ordnungen den
kleineren Fehler als die Losungen des vollen Tensorprodukts. Mit steigender Ordnung wird
der Unterschied zwischen den beiden Basen grofler. Auch ist zu beobachten, dass der Fall
mit der feinsten Berechnungsgittermaschenweite, das ist ¥ = 1, den absolut kleinsten Fehler
bei beiden Basen erzeugt. Die hohe Ordnung bringt bei vorgegebener formaler Auflésung
fiir diesen linearen Testfall also keinen Vorteil. Die Laufzeit ist beim vollen Tensorprodukt,
fiir niedrige Ordnung (x < 4) geringer, obwohl ein kleinerer Zeitschritt als bei der Mini-
malbasis gewdhlt werden muss. Ab x = 5 kehrt sich der Laufzeitvorteil ins Gegenteil um,
und die Minimalbasis ist effizienter als das volle Tensorprodukt. Vermutlich entsteht der
Laufzeitvorteil der Minimalbasis bei hoherer Ordnung dadurch, dass die Daten beim vollen
Tensorprodukt bis ¥ = 3 in eine Cachezeild’| passen. Ab x = 4 ist diese Grenze iiberschritten.
Bei der Minimalbasis ist diese Grenze erst spater tiberschritten. Hierdurch ergibt sich bei
hoheren Polynomgraden eine bessere Cacheeffizienz der Minimalbasis.

Im zweiten Test wird hingegen die gleiche Gittermaschenweite gewéahlt, und nur der
Mittelpunkt je Gitterelement ausgegeben. Bei der Entwicklung von DG-COSMO hatte dies
den Vorteil, dass direkt die Ausgaberoutinen von COSMO unverdndert verwendet werden
konnen. Tabelle zeigt fiir x = 3 mit 300 x 20 Elementen die Lj-Fehler, Lo-Fehler und

3Der Cache ladt oder schreibt immer einen ganzen Speicherblock, , Cachezeile” genannt, auf einmal.
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4.1. Schwerewellentestfall von Baldauf/Brdar 2013

Basis d  Gitter ANxor X NzZgor At Lr-Fehler Le-Fehler Laufzeit
B,, 3 600x40 288,7m x1443m 0,200s 3,84e—6 1,12e—5 282s
By 4 520x35 2885mx1429m 0,180s  3,88¢e—6 1,26e—5 237s

. %’Zf “ +1,1 % -1,0% -11 % +19%

@r=1
Basis d  Gitter Axor X NzZgor At Lo-Fehler Le-Fehler Laufzeit

Buy 6 424x28 2888m x1458m 0,200s 4,7le—6 1,54e—-5 373s
By 9 346x23 2890m x1449m 0,180s 5,77e—6 1,8%9e—-5 318s

,,%%b“ +0,5 % -18 % -18 % +17 %
b) k =2
Basis d  Gitter Axgor X Dzgo, At L,-Fehler Le-Fehler Laufzeit

Buy 10 329 x22 2884m x 143,7m 0,180s  6,07e—6 1,98e—5 550s
Byt 16 260x17 288,5m x147,1m 0,160s 7,69e—6 2,51e—5 450s

me %
’
ot

-2,3% -21 % -21% +22 %

(k=3

Basis d  Gitter Axgor X Dzgo, At Lr-Fehler Le-Fehler Laufzeit

Buy 15 268 x18 289,0m x 143,4m 0,150s  7,46e—6 2,44e—5 672s
Byt 25 208x14 2885mx1429m 0,125s  9,63e—6 3,14e—5 652s

B ‘“
”B% +0,6 % -23 % -22% +3,1 %

dr=4

Basis d  Gitter Axgor X Nzgo, At Ly-Fehler Ly-Fehler Laufzeit

B,y 21 226x15 289,7m x 1455m 0,125s  8,86e—6 2,89e—5 900s
By 36 173 x12 289,0m x 1389m 0,100s  1,16e—5 3,78e—5 923s

”%u +5,0 0/0 -24 0/0 24 (70 ‘2,6 0/0

(e)x =5

Basis d  Gitter Axgor X Dzgo, At Ly-Fehler Ly-Fehler Laufzeit

Buy 28 196x13 289,3m x 1454m 0,100s  1,02e—5 3,33e—5 1212s
By 49 148 x10 289,6m x 142,8m 0,080s  1,36e—5 4,42e—5 1299 s

B % “ +1,6 % -25 % -25% -6,7 %

k=6

Tabelle 4.3.: Vergleich volles Tensorprodukt und Minimalbasis bei gleicher formaler Auf-
losung, d. h. dhnliche Anzahl an Freiheitsgraden fiir x =1, ..., 6. Die Laufzeit
bezieht sich auf 4 CPUs der Cray XC3o0.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Laufzeiten. Man sieht, der Fehler sinkt in diesen Ausgabepunkten durch die zusétzlichen
Freiheitsgrade des vollen Tensorprodukts nur moderat (weniger als 10 %), die Laufzeit erhoht
sich hingegen erheblich (um 38 %).

Basis  Freiheitsgrade =~ At  Lp-Fehler Lo-Fehler Laufzeit

By 60 000 0,20s  3,38¢—9 1,01e—8 118,1s
Bt 96 000 0,14s 3,16e—9 9,24e—9 189,8s
,,%%” -38 % +7 % +9 % +38 %

Tabelle 4.4.: Vergleich volles Tensorprodukt und Minimalbasis auf gleichem Gitter, bei einem
Ausgabepunkt je Element. Die Laufzeit bezieht sich auf einen Knoten der Cray
XC3so.

Ist man in der Ausgabe auf die Gittermaschenweite festgelegt, so lohnt sich die Minimal-
basis, da die Vorziige der hoheren formalen Auflédsung nicht ausgeschopft werden konnen.
Ebenso ist die Minimalbasis vorzuziehen, wenn die Genauigkeit deutlich wichtiger als die
Laufzeit ist. Wenn jedoch das Ausgabegitter vom Berechnungsgitter entkoppelt wird, so
kann mit der bestehenden Implementierung mit dem vollen Tensorprodukt ein effizienteres
Verfahren bei gleicher formaler Auflosung realisiert werden, wenn die Verfahrensordnung
nicht zu hoch ist. Fiir reale Anwendungen ist der grofsere Fehler des vollen Tensorprodukts
vermutlich eher unbedeutend.

4.2. Ruhende hydrostatische Atmosphire und
Wohlbalanciertheitsproblem

Wird fiir ein DG-Verfahren eine niedrige Ordnung gewihlt und als Referenzatmosphére
eine von der Hintergrundatmosphare abweichende, so entstehen signifikante Fehler. Dieses
Phinomen ist bekannt als Wohlbalanciertheitsproblenf?] Eine Ursache ist, dass die Integrale fiir
den Quellterm und den Flussterm in mit verschiedenen numerischen Verfahren gelost
werden. Dadurch miissen sich die Rundungsfehler nicht gegenseitig aufheben, wodurch
ein numerisch nicht balanciertes Verfahren entsteht. Bei DG-Verfahren fiir atmosphérische
Stromungen gibt es dartiberhinaus noch einen zusétzlichen Grund fiir ein numerisch nicht
wohlbalanciertes Verfahren. Hierfiir soll folgendes Problem betrachtet werden: Mit dem
COSMO-Referenzzustand wird die vorherige Schwerenwellenausbreitung fiir x = 1 mit einer
Gittermaschenweite von Ax = 500m, Az = 250m und einem Zeitschritt At = 0,25 gelost.
Abbildung |4.5| zeigt die numerisch induzierte Abweichung 6’ und w nach einem einzigen
Zeitschritt fiir einen vertikalen Schnitt bei x = 275km von z = 1km bis z = 9km. Man sieht
fiir 0’ eine Abweichung von etwa 1-10°K und fiir w eine von etwa 1-10~* 2 jeweils iiber
die ganze Hohe. Hier miisste die Atmosphare noch in Ruhe sein. Der Fehler tritt also nicht
nur am Rand auf, sondern im gesamten Gebiet.

Der Grund fiir diese Storung liegt in der vertikalen Komponente des Rusanov-Flusses und
dem 6-Profil. Betrachtet man den Fluss zwischen zwei benachbarten Elementen (); und ();,
wobei e = (); N (); und €); tiber (); sein soll, dann ist der Rusanov-Fluss von (); nach ();
folgender Term:

1 1
5 (pBiwie + pjwile) — EA(PQHe —p0ile))- (43)

4Das Wohlbalanciertheitsproblem tritt auch bei anderen Diskretisierungsverfahren auf.
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4.3. Fallende Kilteblase nach Straka et. al. 1993
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Abbildung 4.5.: Vertikalschnitt durch Baldauf/Brdar 2013 [9] bei x = 275 km. Dargestellt wer-
den die nicht-balancierten Losungen fiir x = 1 (blau) und x = 3 (rot) nach
einem Zeitschritt, sowie die wohl-balancierten Losungen fiir ¥ = 1 (griin)
und x = 3 (turkis). In @ wird 0’ und in (@ wird w dargestellt. Die x-Achsen
sind zwischen —10~! und 10~!! linear skaliert, ansonsten logarithmisch.

Fiir die Hintergrundatmosphére als Referenzatmosphére verschwindet der zweite Term von
(4.3), fiir die COSMO-Referenzatmosphire modelliert der erste Term von (4.3) nach wie vor
eine sinnvolle Diskretisierung des pf-Flusses, aber der zweite Term, der zur Stabilisierung
des DG-Verfahrens notwendig ist, erzeugt in diesem Fall eine Storung in der Losung. In
Abbildung |4.5|ist auch die nicht-balancierte Losung fiir ¥ = 3 mit der gleichen formalen Auf-
16sung eingezeichnet. Der Fehler in w geht um etwa drei Zehnerpotenzen zuriick, der Fehler
in 6’ sogar um etwa vier. Die Schwerewellenausbreitung kann mit x = 3 und dem COSMO-
Referenzzustand auch tiber lingere Zeitraume ohne signifikante Stérungen simuliert werden.
Dieses Wohlbalanciertheitsproblem wird also mit steigender Ordnung des DG-Verfahrens
unbedeutender. Fiir die Flachwassergleichungen sind wohlbalancierte DG-Verfahren bekannt
[94, |65]]. Fiir die Euler-Gleichung ist von Botta et. al. [17] ein FV-Verfahren entwickelt, dass
von zweiter Ordnung wohlbalanciert ist. Es setzt jedoch ein bekanntes Profil der potenti-
ellen Temperatur voraus. Wenn dieses bekannt ist, dann kann auch der Referenzzustand
aus Abschnitt [2.2| verwendet werden, somit entsteht durch das Botta et. al.-Verfahren kein
substantieller Vorteil.

4.3. Fallende Kilteblase nach Straka et. al. 1993

Nachdem im Testfall des vorstehenden Abschnitts DG-COSMOs Konvergenz- und Erhal-
tungseigenschaften fiir ein lineares Regime gezeigt wurden, wird in diesem Abschnitt die
nicht-lineare Dynamik und die konstante Viskositét validiert. Hierfiir wird die zweidimen-
sionale fallende Kélteblase aus [85] verwendet, die auch ausfiihrlich etwa in [63] und [42]
behandelt wurde. Dieser Testfall wurde speziell fiir den Vergleich von verschiedenen numeri-

67



4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

schen Stromungslosern entworfen. Er soll also neben der Validierung von DG-COSMO auch
fur den Vergleich zwischen DG-COSMO und COSMO herangezogen werden. Dieser Testfall
ist mit der einfachen Laplace-Diffusion definiert, d. h. in Gleichung wird fiir T

T = pUmVu

gesetzt. Das Simulationsgebiet ist L = 51,2 km lang und H = 6,4 km hoch. Die Hintergrund-
atmosphdére ist hydrostatisch balanciert und das Temperaturprofil ergibt sich aus der In-
tegration des trocken-adiabatischen Temperaturgradienten [16] zu Ty(z) = Tpo — %z. Fiir

diese isentrope Atmosphare wird 6y(z) = Tpg = 300K gewahlt. Fiir das Druckprofil folgt

po(z) = poo (TOT(?) TZ. Es werden Schlupfrandbedingungen verwendet, d. h. an den vertikalen
Randern gilt
o _ 98
dz 9z
und an den horizontalen Réndern
_ow 90

T T

Um eine auskonvergierte Losung auf einem Gitter mit der formalen Auflsung von 25m in x-

und z-Richtung zu erhalten, wird eine konstante kinematische Viskositédt von y,;, = pj, = 75 mTZ
verwendet. Die Anfangsbedingungen sind durch folgende Temperaturstérung gegeben:

Tinit = To + AT,
0K fir R > 1,
15 KSR g R <1,

R— \/(x_xc>2+ (Z_ZC)Z,
Xy Zy

xc=256km, x,=4km, z.=3km, 2z, =2km.

mit AT = {

Nach Simulationsbeginn fallt die kalte Blase abwiérts, bis sie auf den Boden trifft, und verteilt
sich dann symmetrisch in beide horizontale Richtungen, dabei bildet sie etwa alle fiinf
Minuten einen Kelvin-Helmholtz-Rotor aus.

Die Simulation wird auf einem horizontal und vertikal dquidistanten Berechnungsgitter mit
320 x 40 Elementen durchgefiihrt. Als formale Auflosung ergibt sich Ax¢,, = Azg,, = 50,57 m.
Integriert wird mit x = 3 und At = 0,05s. In Abbildung |4.6{wird 6’ (a) zum Anfangszeitpunkt
t = 0min und (b) zum Endzeitpunkt teng = 15min dargestellt. In der rechten Hélfte von
Abbildung (b) ist die Referenzlésung REFC aus [85] eingezeichnet. Die formale Auflésung von
REFC betrdgt 25 m in beiden Richtungen. Die Konturlinien der DG-COSMO-Losung stimmen
sehr gut mit der Referenz tiberein. Um die Qualitdt der Losung von DG-COSMO weiter zu
beurteilen, auch im Vergleich zu COSMO, werden in Tabelle die Extrema der rechten
Gebietshélfte fiir u, w und 6’ der beiden Modelle der REFC-Losung gegeniibergestellt. Fiir
COSMO wird hierfiir in beiden Richtungen eine formale Auflésung von 50 m gewéhlt. In
der Tabelle ist auch die relative Abweichung beider Dynamikkerne von REFC notiert.
DG-COSMO ist bei praktisch gleicher formaler Auflosung ndher an den Werten von REFC.
Der relative Fehler bei DG-COSMO fiir die Extrema von #max, Ymin, @max, @Wmin UNd 8’ max
ist grob gesprochen nur halb so grof als bei COSMO. Bei 6’ i, ist der relative Fehler von
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Abbildung 4.6.: @ zeigt 0’ des Anfangszustands der fallende Kilteblase nach [85]. In (IE[)
wird €' nach 15min fiir ¥ = 3 gezeigt (bunte durchgezogene Linien). Die
rechte Seite des Bildes ist tiberlagert mit der Referenzlosung REFC aus [85]
(schwarze durchgezogene Linien im schwarzen Rahmen).

DG-COSMO mebhr als eine Zehnerpotenz kleiner als der relative Fehler von COSMO. Um
schliefSlich das symmetrische Turbulenzmodell aus Gleichung zu validieren, wird der
Testfall nochmal mit diesem gerechnet. Es werden nur kleine, aber signifikante Abweichungen
erwartet (vgl. [42]). In Tabelle |4.5|sind diese Werte ebenfalls eingetragen. Die Extrema weichen
nur geringftigig von der Losung mit der Laplace-Diffusion ab. In Abbildung ist ein
Differenzenplot fiir 8’ der beiden Losungen mit den unterschiedlichen Diffusionstermen
dargestellt. Man sieht, dass die Wirbel bis auf Abweichungen von wenigen Hundertstel
Kelvin an den Réndern der Wirbel in Bodennihe nahezu gleich sind. Wird die Front der
Wirbel in der rechten Bildhélfte definiert als die dufierste x-Stelle der —1 K-Konturlinie in der
Hohe z = 164 m, so ist die Front der Wirbel fiir die Diffusion 1; (x = 40995 m) einen Meter
weiter aufSen als fiir die Diffusion T (x = 40994 m). Die Front ist in [42] und [85] nicht fiir eine
bestimmte Hohe definiert. Die beiden DG-Losungen liegen in groflerer Hohe aber praktisch
aufeinander, daher wird hier die Front in Bodenndhe betrachtet. Wie in [42] argumentiert,
sollte die Losung mit der Diffusion T die bessere sein, da die verwendete Diffusion ndher an
der physikalischen Diffusion ist.

Zum Abschluss dieses Testfalls soll gezeigt werden, dass das LDG-Schema mit konstanter
kinematischer Viskositit tatsachlich gegen die hochaufgeloste Losung konvergiert. Da keine
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DG-COSMO mit 7,  DG-COSMO mit 7 COSMO REFC
Umax 36150 —08%  3617m —08% 3554™ -25% 36460
Umin  —1534™  41,0% —1535% 4+1,0% -15522 422% —1519D
Wmax 13081 +12%  13,09T 412%  1328™ 427% 1293 D
Wmin  —1604T  +0,6% —16052 +0,6% 1615 +12% —15950
Olrax 0,14K - 014K ~ 023K —~ 000K
0 979K +02% 979K +02% 946K -32% 977K

min

Tabelle 4.5.: Vergleich der Extrema fiir den Straka et. al. 93-Testfall nach 15 min fiir die rechte
Gebietshilfte. Gezeigt werden DG-COSMO mit der Laplace-Diffusion 77, dem
symmetrischen Turbulenzmodell T aus (2.4), sowie COSMO und als Referenz
REFC. Die Prozentangaben sind die relative Abweichung von REFC.

T T T T T 0.08
0.06
0.04
0.02
= ] 0.00

» ] —0.02
] o { ] {4 | ] —0.04

z in km
O = N W s U O
1
|

x in km

Abbildung 4.7.: Differenzenplot zwischen den DG-Losungen mit den beiden unterschied-
lichen Diffusionstermen des Straka-Testfalls. Es wird G’TL — 0 dargestellt.
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Abbildung 4.8.: Konvergenzanalyse fiir den Straka et. al. 93-Testfall nach 15min fiir DG-
COSMO mit x = 3 fiir 6.
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4.4. Bergiiberstromungen
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Abbildung 4.9.: lineare Bergiiberstromung. Abbildung @) zeigt die Horizontal- und Abbil-
dung (b) die Vertikalgeschwindigkeit. Die durchgezogenen Linien zeigen die
Losung von DG-COSMO, die gestrichelten Linien die linearisierte analytische
Losung.

numerischen Daten fiir die REFC-Losung vorliegen, wird eine eigene Referenzlosung mit
x = 3 und einer formalen Auflosung von 10,1 m in beide Richtungen berechnet. Die Feh-
lerentwicklung fiir x = 3 ist in Abbildung |4.8|dargestellt. Man sieht, dass DG-COSMO die
formale Konvergenzordnung erreicht.

4.4. Bergiiberstromungen

In diesem Abschnitt werden die geldndefolgenden Koordinaten von DG-COSMO mit einer
zweidimensionalen Uberstromung eines idealisierten Bergs validiert. Bergiiberstromungen
einschlieSlich der Herleitung von (linearisierten) analytischen Losungen fiir Spezialfélle
werden ausfiihrlich in [82] oder [35] diskutiert. Das Simulationsgebiet ist L = 240 km lang
und H = 42km hoch. Der Berg befindet sich in der Mitte des Simulationsgebiets, d.h.
xc = 120km. Fiir die geldndefolgenden Koordinaten wird ein Hohenprofil z; und dessen
Ableitung benétigt. Hier soll das in der Literatur unter dem Namen Versiera di Agnesp|
bekannte Profil verwendet werden

2a(x) = he 0z 2hea?(x — x.)
° X—X, 2 ox (a%—"_ (x_xC)Z)ZI
1+( )

ac

mit der Berghthe h; und der Halbwertsbreite a.. Abbildung stellt das Hohenprofil
graphisch dar. Die horizontalen Randbedingungen sind periodisch. Die untere vertikale Rand-
bedingung ist eine Schlupfbedingung, die obere ist offen, wobei die Schwammschicht sich
tiber die oberen 12 km erstreckt. Die Atmosphare ist isotherm und hydrostatisch balanciert.

5In der Meteorologie ist dieses Profil auch unter dem Namen , Witch of Agnesi” bekannt. Der Ausdruck , Witch”
basiert jedoch auf einem Ubersetzungsfehler, mit , Versiera” ist in etwa , die sich Wendende” gemeint.

71



4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Modell DG-COSMO  DG-COSMO COSMO

Basis, Gitter B, 240 X 100 By, 196 x 82 588 x 245
Freiheitsgrade 144000 144 648 144060

At 0,0250s 0,0225s 10,0s 0,0250s, teng = 10h
Ly-Fehler von u’ 2,95e—3 2,88e—3 2,60e—3 4,39e—3
Lo-Fehler von w 2,31le—4 3,35e—4 1,56e—4 4,22¢—4
Laufzeit 15160s 12618s 226 65051s

Tabelle 4.6.: Ly-Fehler fiir DG-COSMO mit B,,;, DG-COSMO mit B,;, COSMO fiir die lineare
hydrostatische Bergiiberstromung bei gleicher Anzahl von Freiheitsgraden. Die
linearisierte analytische Losung aus [35] ist die Referenz. Die Laufzeit bezieht
sich auf 3 Knoten der Cray XC30 und wurde bei allen drei Modellen mit einer
Simulationszeit von t.,q = 10h ermittelt.

Die Profile fiir Temperatur, Druck und potentielle Temperatur sind gegeben durch:

8
To(x,Z) = Tyo = 250K, QQ(X,Z) = Ty eCVTOOZ,

% % Poo
po(x,z) = pope RaToo”, po(x,z) = pooe RaToo™,  pgy = R
4Too

Die Brunt-Viisdla-Frequenz ist in diesem Testfall konstant mit

N=_3S :0,019564%.

Der Anfangszustand besteht aus einem rein horizontalen Wind mit 1o = 20 7. Die Simulati-
onszeit betragt teng = 20h. Am Simulationsende hat sich eine stationdre innere Schwerewelle

ausgebildet. Fiir I\[lgf < 1 ist die Welle nahe einer linearen und fiir % > 1 nahe an einer
hydrostatischen Losung (vgl. [35]). Mit i = 1m und a; = 10km sind beide Bedingungen
erfiillt. Die numerische Losung kann also mit einer linearisierten analytischen Losung ver-
glichen werden. Fiir den hier definierten Testfall findet man diese linearisierte analytische
Losung etwa in [35].

Die Simulation wird auf dem Berechnungsgitter 240 x 100 Elemente mit 8 = 0,9 fiir die
Streckungsfunktion und x = 2 mit einem Zeitschritt von At = 0,025s durchgefiihrt. Der
Dampfungsparameter der Schwammschicht ist ng = 4000. Die Wahl dieses Parameters
kann die Losung stark beeinflussen. Wird dieser Wert zu klein gewéhlt, so kommt es zu
Reflexionen am unteren Rand der Schwammschicht, wird er zu grof3 gewahlt gibt es Reflexio-
nen am oberen Rand. Abbildung |4.9| zeigt die unteren 12km der Losung fiir DG-COSMO
und die linearisierte Losung aus [35]. In Tabelle ist der Ly-Fehler von DG-COSMO fiir
obige Simulation mit der Minimalbasis, fiir eine Simulation mit vollem Tensorprodukt als
Basis und von COSMO dargestellt. COSMO wurde mit den Zeitschritten Afcosmo = 10s und
Atcosmo = 0,025 gerechnet. Fiir Atcogmo = 0,025 s wurde aufgrund der hohen Laufzeiten
nur bis teng = 10h integriert. Die Laufzeiten sind fiir die Vergleichbarkeit deshalb auch
bei DG-COSMO fiir die Simulationszeit t.,q = 10h angegeben. Alle drei Simulationen sind
bei gleicher formaler Auflosung gerechnet. Der L,-Fehler wird tiber dem Gebietsausschnitt
[80 km, 160 km| x [0km, 12 km| berechnet und bezieht sich auf die Abweichung von der Hin-
tergrundstromung, d. h. der Ly-Fehler wird fiir u’ := u — 1 und fiir w bestimmt. Dabei hat
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Abbildung 4.10.: lineare nicht-hydrostatische Bergiiberstrémung. Abbildung @) zeigt die
Horizontal- und Abbildung (b) die Vertikalgeschwindigkeit. Die durchgezo-
genen Linien zeigen die Losung von DG-COSMO, die gestrichelten Linien
die linearisierte analytische Losung aus [5].

das Ausgabegitter fiir die beiden DG-Simulationen 960 x 400 Elemente, das Ausschnittsge-
biet, auf dem der L,-Fehler gerechnet wird, hat 320 x 115 Elemente. Bei COSMO ist das
Ausgabegitter gleich dem Berechnungsgitter. Der L,-Fehler wird also auf einem anderen
Gitter bestimmt, das Ausschnittsgebiet hat 196 x 124 Elemente. Durch die verschiedenen
Gitter dndert sich der Ly-Fehler um etwa 1 %. Die beiden DG-COSMO-Simulationen und
die COSMO Simulation mit Afcosmo = 10s haben einen vergleichbaren Lp-Fehler fiir u'.
Fiir w ist der Fehler dieser COSMO-Losung signifikant kleiner als die beiden DG-COSMO-
Losungen. Das volle Tensorprodukt hat in w den grofleren Ly-Fehler als die Minimalbasis.
Fiir den kleinen Zeitschritt hat die COSMO-Losung einen deutlich groferen Ly-Fehler in v/
und w als die anderen Simulationen, hier ist der stationdre Zustand wohl noch nicht ganz
erreicht. Die Simulation mit dem vollen Tensorprodukt ist hingegen etwa 20 % schneller als
die Simulation mit der Minimalbasis. DG-COSMO ist erheblich schneller als COSMO wenn
ein vergleichbarer Zeitschritt verwendet wird. Wird fiir DG-COSMO ein vertikal impliziter
Loser entwickelt, so kann der Zeitschritt fast genau so grof$ wie in COSMO gewahlt werden.
Auch wird erwartet, dass ein vertikal impliziter Loser besser als ein semi-impliziter Loser
skaliert (vgl. Diskussion in Abschnitt [6.2). Aus diesen beiden Argumenten lisst sich die
begriindete Hoffnung ableiten, dass DG-COSMO auch mit einem grofieren Zeitschritt (durch
eine vertikal implizite Integration) immer noch effizient ist.

Als zweiter Testfall fiir die Orographie wird eine lineare nicht-hydrostatische Bergiiberstro-
mung betrachtet. Hierfiir dient obiger Testfall als Grundlage und wird wie folgt verdndert: der
Berg hat eine Halbwertsbreite von a2 = 1km, der Hintergrundwind ist ujn;; = 10 % und die
Simulationszeit betrdgt te,qg = 10h. In Abbildung sind die unteren 12 km des Horizontal-
und Vertikalwinds dargestellt. Die linearisierte analytische Losung ist aus | 5ﬂ Aus Tabelle
kann entnommen werden, dass bei diesem Testfall die Minimalbasis den kleineren Fehler

®Fiir den hier gerechneten Fall wurde von Michael Baldauf einen Datensatz mit der linearisierten analytischen
Losung bereitgestellt.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

Modell DG-COSMO  DG-COSMO
Basis, Gitter By, 240 X 100 By, 196 x 82
Freiheitsgrade 144 000 144 648
At 0,0250's 0,0225s
L-Fehler von 1’ 9,94e—4 2,88e—3
Ly-Fehler von w 6,67e—4 2,19¢—-3

Tabelle 4.7.: Ly-Fehler der lineare nicht-hydrostatische Bergiiberstromung fiir die Minimalba-
sis und fiir das volle Tensorprodukt.

als das volle Tensorprodukt liefert. Dieser Testfall belegt, wie auch die Schwerewellenaus-
breitung im Kanal, dass die Minimalbasis in der Genauigkeit besser abschneidet, das volle
Tensorprodukt jedoch die geringere Laufzeit hat.

In [40] wurde dieser Testfall mit stetigen Galerkin-Verfahren fiir Bilanzgleichungen in
der Advektionsform gerechnet und fiir gelaindefolgende Koordinaten und kartesische Koor-
dinaten miteinander verglichen. Die geldndefolgenden Koordinaten haben einen grofieren
Ly-Fehler als die Rechnung mit kartesischen Koordinaten.

4.5. Berg in ruhender Atmosphire

Ein weiterer Testfall fiir atmosphédrische Modelle ist die Simulation des Ruhezustands. Die
Anfangsatmosphdére ist hydrostatisch balanciert, ungestort und in Ruhe, weicht jedoch von
der Referenzatmosphire ab. Im Simulationsgebiet ist ein (steiler) Berg platziert. Obwohl die
physikalische Atmosphére unveréndert bleiben sollte, haben die numerischen Stromungsloser
Schwierigkeiten dies wiederzugeben. Der hier vorgestellte Test lehnt sich an die Simulation in
[95] an. Ich betrachte Berge der Form einer Gaufy’schen Glockenkurve mit der Hohenfunktion

_ =xe)?
zs(x) =he &

Dabei sollen die beiden Fille a) 1 = 4000 m und b) & = 7000 m betrachtet werden. Als Halb-
wertsbreite wird a = 3000 m verwendet. Die maximale Steigung betrédgt somit a) 48,8° und
b) 63,4°. In [95] wird die Halbwertsbreite 2 000 m gewéhlt, aber COSMO lduft bei so steilen
Bergen nicht mehr stabil, daher wird in dieser Betrachtung ein flacherer Berg gewahlt. Damit
lauft COSMO wenigstens fiir 1 = 4000 m stabil, fiir 1 = 7000 m ist es immer noch instabil.
Das Simulationsgebiet ist L = 35 km breit und H = 40 km hoch, wobei die oberen 15 km eine
Schwammschicht sind. Der Zeitschritt ist At = 0,01's, sowohl fiir COSMO als auch fiir DG-
COSMO. Als formale horizontale Auslosung wird 300 m gewéhlt. In der Vertikalen wird ein
gestrecktes Gitter mit 100 Freiheitsgraden gewdhlt und g = 0,95 fiir die Streckungsfunktion
(3.9). Folglich werden 11700 Freiheitsgrade verwendet. DG-COSMO simuliert beide Hohen
mit x =1, 2, 3. Abbildung zeigt die numerisch induzierte Vertikalgeschwindigkeit nach
tend = 6h fiir die vier Simulationen. Tabelle zeigt fiir COSMO- und die verschiedenen
DG-COSMO-Liaufe die verwendeten Gitter und die Extrema der Vertikalgeschwindigkeit nach
tend- Fr i = 4000 m ist der numerisch induzierte Vertikalwind von DG-COSMO mit ¥ = 1
etwa eine Zehnerpotenz grofier als bei COSMO. Bei k¥ = 2 sind die Fehler in der gleichen
Groflenordnung, bei k = 3 ist DG-COSMOs Fehler eine Zehnerpotenz kleiner als COSMOs
Fehler. Fiir h = 7000 m geht bei DG-COSMO wpyi, mit der Erhohung der Ordnung jeweils
um etwa eine Zehnerpotenz zuriick, wmax geht deutlich langsamer zurtick, bei ¥ = 2 ist wmax
sogar grofSer als bei ¥ = 1.
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4.5. Berg in ruhender Atmosphiire
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Abbildung 4.11.: Atmosphire in Ruhe fiir i = 4000 m. Gezeigt wird w in 73 fiir COSMO und
DG-COSMO. Der Farbbereich ist auf die COSMO-Losung ausgerichtet, fiir
(b) (siehe Tabelle treten Werte um eine Grofienordnung grofler auf. Je
Gitterelement ist nur der Mittelpunkt dargestellt.

Modell Gitter h =4000m h =7000m
Wmin Wmax Wmin Wmax
COSMO 117 x 100 —8,6e—2 7,2e—2 instabil

DG-COSMOx =1 67x58 —71le—1 3,5e—1 —85e—1 2le—1
DG-COSMO x =2 48x41 —95e—2 5,le-2 —85e—2 3,2e-1
DG-COSMOx =3 37x32 —7,7¢-3 9,0e—-3 —74e-3 19e-2

Tabelle 4.8.: Extrema der numerischen Storung in der Vertikalgeschwindigkeit. Verglichen
wird COSMO mit DG-COSMO fiir verschiedene Polynomgrade x, bei gleicher
Anzahl an Freiheitsgraden fiir zwei verschiedene Hohen.
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4. Numerische Ergebnisse fiir die trockene Atmosphiire

In [74], dessen Hauptautor der Autor dieser Arbeit ist, wird dieser Testfall noch zusitzlich
mit dem DUNE-Loser von Brdar (vgl. Abschnitt mit einem kartesischen Gitter verglichen.
Ansonsten ist fiir die trockene Atmosphire, wie bereits in der Einleitung erwdhnt, der DUNE-
Loser bis auf die unterschiedlichen Koordinaten mit DG-COSMO vergleichbar. Der DUNE-
Loser erreicht auf dem kartesischen Gitter bereits bei ¥ = 1 einen mit COSMO vergleichbaren
Ly-Fehler, bei x = 2 ist der Fehler bereits eine Zehnerpotenz, bei x = 3 zwei Zehnerpotenzen
kleiner als COSMO und eine Zehnerpotenz kleiner als DG-COSMO. Das im letzten Abschnitt
erwahnte Ergebnis aus [40], wo mit stetigen Galerkin-Verfahren eine Bergiiberstromung
sowohl mit geldndefolgenden Koordinaten als auch mit kartesischen Koordinaten simuliert
wurde lésst sich also, durch den Vergleich zwischen DG-COSMO und dem DUNE-Loser, auf
die ruhende Atmosphire tibertragen.
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5. Numerische Ergebnisse fiir die feuchte Atmosphire und
Skalierbarkeit

In diesem Kapitel soll das Modell der feuchten Atmosphdre mit warmem Niederschlag,
d.h. ohne Eisphase, evaluiert werden. Dartiber hinaus wird untersucht, welchen Einfluss
die Ordnung des Verfahrens, die Grofie der Zeitskala fiir das Kessler-Schema und die
Sattigungsadjustierung und die beiden in Abschnitt [3.3| diskutierten Aufteilungsstrategien
der rdumlichen Diskretisierung auf das Simulationsergebnis haben. Die Aufteilungsstrategien
werden auch in der Laufzeit verglichen.

Als zweiter Teil wird in diesem Kapitel eine Skalierbarkeitsanalyse von DG-COSMO
fiir einen trockenen und einen feuchten Testfall durchgefiihrt. Dieser Analyse wird die
Skalierbarkeit von COSMO gegentiibergestellt und es wird fiir den trockenen Fall gezeigt, ab
welcher CPU-Anzahl das DG-Verfahren weniger Laufzeit benotigt als das FD-Verfahren.

5.1. Feuchtkonvektion nach Weisman und Klemp 1982

Im folgenden Testfall wird eine feuchte Konvektionszelle betrachtet, die wihrend des Auf-
stiegs ausregnet. Der Simulationsaufbau basiert auf dem Testfall aus [87]. Mit diesem Testfall
soll untersucht werden, welchen Einfluss das Verhiltnis ¢ der Zeitschritte der Parametri-
sierungen AT und der Dynamik At (vgl. Abschnitt , die Verfahrensordnung und die
Aufteilungsstrategie auf die Losung haben. Auch wirkt sich eine Anderung der formalen
Auflosung stark auf die Losung aus (vgl. [37]), diese wird hier jedoch konstant gewahlt.

Das dreidimensionale Simulationsgebiet erstreckt sich tiber L = 50 km in beiden horizonta-
len Richtungen und tiber H = 22 km in der vertikalen. Am Oberrand und an den horizontalen
Randern werden offene Randbedingungen verwendet. Die vertikale Schwammschicht ist
7km dick, die horizontalen jeweils 10 km. Der Dampfungsfaktor n; aus Gleichung ist
2000. Am unteren Rand werden Schlupfbedingungen gefordert. Die Hintergrundatmosphére
ist hydrostatisch balanciert und durch ein vertikales Profil der potentiellen Temperatur 6 und
der relativen Feuchte f gegeben:

5
000 + (01 — Ooo) (Z%) Y, z<z,

0(z) = DT
0 epilr zZ>z
tr ’ trs
i
_3(=z
f(z): 1 4 (Ztr) ’ ZSZH/
ey z> zp,

mit der Troposphdrenhche z; = 12 km, der potentiellen Temperatur am Boden 6y = 300K,
und am Oberrand der Troposphiére: 0y, = 338 K und T} = 213 K. Der Wasserdampfgehalt
der Hintergrundatmosphire ist auf ein Maximum von 0,014 begrenzt. Hierdurch wird
eine gut durchmischte Grenzschicht modelliert. Der Anfangszustand des Testfalls ist die
Hintergrundatmosphire mit folgender Temperaturstorung:

2
AT — dr-cos (5L)", R<1,
0, R>1,
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5. Numerische Ergebnisse fiir die feuchte Atmosphiire und Skalierbarkeit
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Abbildung 5.1.: Vergleich von DG-COSMO « = 1 (blau), DG-COSMO « = 2 (rot), DG-COSMO
x = 3 (griin) und COSMO (schwarz) der Entwicklung des Minimums und
Maximums der Vertikalgeschwindigkeit und des Maximum des Wolkenwas-
sergehalts.

mit R = \/(Hc)z + (S2)? 4+ (52)?, dp = 2K, ry = ry = 10km und r, = 1400 m. Diese

Ty Vy Vz
Waérmeblase liegt auf dem Boden und ist in der horizontalen Mitte des Simulationsgebiets
positioniert, das heifst z; = 1400m, x. = 25km und y, = 25km. Die Simulationszeit betragt
fenda = 1h.

Nach dem Start der Simulation beginnt die Blase aufgrund von Feuchtkonvektion aufzu-
steigen und eine Wolke zu bilden. Die freigesetzte Enthalpie beschleunigt den Aufstieg, bis
die Blase den oberen Rand der Troposphaére erreicht. Dies ist nach etwa 20 min der Fall. Es
bildet sich schon wihrend des Aufstiegs Regenwasser, das zum Teil niederschlagt und zum
Teil vom Auftrieb mit nach oben gerissen wird. Im weiteren Verlauf 16st sich die anfangliche
Wolkenstruktur auf und es entstehen neue Wolken. Dieser Testfall ist sehr sensitiv, es ist also
zu erwarten, dass die Losungen von COSMO und DG-COSMO sich in ihrer zeitlichen Ent-
wicklung stark unterscheiden, aber wenigstens in der Aufstiegsphase sollten beide Losungen
dhnlich genug sein, um die DG-COSMO-Losung auf Plausibilitit zu tiberpriifen durch einen
Vergleich mit der COSMO-Lésung.

Damit nicht allzu viele Feinstrukturen auftreten, wird eine konstante kinematische Vis-
kositat von p; = py, = 50 mTz verwendet, um noch realititsnahe Simulationen zu erhalten,
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5.1. Feuchtkonvektion nach Weisman und Klemp 1982

wird der Wert nicht hoher gewédhlt. Die Simulation des Testfalls mit DG-COSMO wird
ftir drei Ordnungen gerechnet: 1. Fiir den Polynomgrad « =1 auf 68 x 68 x 54 Elemen-
ten; 2. x = 2 auf 50 x 50 x 40 Elementen und 3. ¥ = 3 auf 40 x 40 x 32 Elementen; jede hat
also etwa eine Million Freiheitsgrade und die gleiche formale Auflosung. Der Dynamik-
zeitschritt ist At = 0,025s fiir alle drei Ordnungen, der Zeitschritt der Parametrisierung
AT =120 - At = 3. Zum Vergleich wird die COSMO-Losung mit der gleichen formalen Auf-
losung gerechnet, es ergeben sich hierfiir 108 x 108 x 86 Elemente. COSMO verwendet fiir
die Dynamik, das Kessler-Schema und die Séttigungsadjustierung den gleichen Zeitschritt, er
betragt ATcosuo = 3s.

Abbildung [5.2| vergleicht die vertikale Geschwindigkeit von DG-COSMO mitx =1, 2, 3
nach 10 min, 15min und 20 min, was in etwa dem Anfang, der Mitte und dem Ende der Auf-
stiegsphase der Anfangsstorung entspricht. Zur Plausibilitdtspriifung ist die COSMO-Losung
ebenfalls eingezeichnet. Abbildung [5.3| zeigt den Wolkenwassergehalt und Abbildung
den Regenwassergehalt fiir die gleichen Zeitpunkte. In diesen drei Abbildungen sieht man
deutlich, dass der Fall x = 1 viel zu diffusiv ist. Fiir k = 2 ist die Form fiir alle drei GrofSen
sehr dhnlich der Losung aus COSMO. Nach 20 min tritt jedoch ein grofieres Maximum des
Wolkenwassers auf. Dieses findet man in der mittleren Wolkenhohe. Fiir g, findet sich eben-
falls ein groSeres Maximum, jedoch in der oberen Wolke. Fiir ¥ = 3 ist die Ubereinstimmung
in g, des unteren Teils der grofien Rotoren auf der linken und rechten Seite der Wolke grofier,
aber der obere Teil der Wolke scheint schneller aufzusteigen und zusétzliche Turbulenz im
Bezug auf die COSMO-Losung zu erzeugen. In der unteren Atmosphare tritt mit hoherer
Ordnung eine ,Nebenwolke” auf.

Um die Plausibilitdt der Ergebnisse weiter zu priifen, werden in Abbildung [5.1|die Zeitrei-
hen der raumlich maximalen und minimalen Vertikalgeschwindigkeit, sowie der raumlich
maximale Wert fiir g, und g, dargestellt. Die Kurven fiir x = 1 verlaufen deutlich glatter
und sind fiir w auch flacher als fiir die anderen Ordnungen, hier zeigt sich wieder die zu
starke Diffusivitidt. Die w-Extrema der DG-COSMO-Losungen fiir ¥ = 2, 3 stimmen gut mit
der COSMO-Losung in den ersten 20 min bis 30 min tiberein, danach zeigt sich das Ausein-
anderlaufen der Losungen auch in den Extrema von w stérker. Fiir die Feuchte zeigt sich
ein anderes Bild. Sowohl fiir g, als auch fiir g, liefert DG-COSMO viel grofiere Maxima, dies
gilt bereits fiir die ersten 20 min. Der Verlauf der Maxima von DG-COSMO ist nicht so glatt
wie bei COSMO, daher kann man schliefSen, dass DG-COSMO eine geringere Diffusivitit als
COSMO hat.

Nun soll die Abhéngigkeit von AT betrachtet werden. Hierzu wurde die Simulation fiir
x = 2 und x = 3 fiir die Werte AT = 30s, 3s, 0,55 gerechnet und der Zeitpunkt 20 min als
Vergleichszeitpunkt ausgewdhlt. Fiir AT = At = 0,025 s entstehen so hohe Windgeschwindig-
keiten, dass die CFL-Bedingung fiir k = 2 nach etwa 23 min und fiir x = 3 schon nach
17 min verletzt ist. Daher soll dieser Fall nicht mit in den Vergleich aufgenommen werden.
Auf den folgenden Seiten werden die Ergebnisse systematisch wie folgt angeordnet: w wird
in Abbildung [5.5 fiir x = 2 und in Abbildung [5.6] fiir k = 3 dargestellt. In Abbildung
werden die unterschiedlichen Einfliisse auf w verglichen. Die Abbildungen [5.8| und [5.9|stellen
die Ergebnisse fiir k = 2 und x = 3 von ¢ dar und die Abbildungen und stellen die
Ergebnisse fiir x = 2 und « = 3 von g, dar. Es ist deutlich zu sehen, dass fiir ¥ = 2 mit kleiner
werdendem AT zusitzliche Feinstrukturen auftreten (vgl. Abbildung|s.5|fiir w, Abbildung
fiir g und Abbildung [5.10|fiir g,), dabei unterscheiden sich die Fille AT = 3s, und AT = 0,55
iiberwiegend im unteren Teil der Atmosphére. Um bestimmen zu kénnen, ob die Abhédngig-
keit von der Zeitskala mit steigender Verfahrensordnung (bei gleicher formaler Auflosung)
zunimmt, wird mit den Ergebnissen fiir ¥ = 3 verglichen, sie sind fiir w in der Abbildung
fiir g, in der Abbildung [5.9| und fiir g, in der Abbildung dargestellt. Hier ist der Fall
AT = 30s deutlich turbulenter als fiir x = 2. Um zu beurteilen, ob der Unterschied mit kleiner
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Abbildung 5.2.: Vertikaler Schnitt von w durch die Mitte der y-Richtung fiir den Anfang,
die Mitte und das Ende der Aufstiegsphase. Von links nach rechts wird die
DG-COSMO-Losung gezeigt fiir k = 1, x = 2 und x = 3 mit durchgezogenen
Linien. Die Losung von COSMO ist durch gestrichelte Linien dargestellt.
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Abbildung 5.3.: Vertikaler Schnitt von g, durch die Mitte der y-Richtung fiir den Anfang,

die Mitte und das Ende der Aufstiegsphase. Von links nach rechts wird die
DG-COSMO-Losung gezeigt fiir « = 1, x = 2 und x = 3 mit durchgezogenen
Linien. Die Losung von COSMO ist durch gestrichelte Linien dargestellt.
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Abbildung 5.4.: Vertikaler Schnitt von g, durch die Mitte der y-Richtung fiir den Anfang,
die Mitte und das Ende der Aufstiegsphase. Von links nach rechts wird die
DG-COSMO-Losung gezeigt fiir k = 1, x = 2 und x = 3 mit durchgezogenen
Linien. Die Losung von COSMO ist durch gestrichelte Linien dargestellt.
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5.1. Feuchtkonvektion nach Weisman und Klemp 1982

werdendem AT grofier oder kleiner wird, sind die Bilder alleine nicht mehr aussagekréftig
genug.

In den bereits erwihnten Abbildungen [5.5| bis werden die Simulationsergebnisse
sowohl fiir die Prozessaufteilung als auch fiir die Operatoraufteilung dargestellt. Sie ermogli-
chen also auch den Einfluss der Aufteilungsstrategie zu ermitteln.

Um den Einfluss der Zeitskala der Parametrisierungen im Zusammenhang mit dem
Einfluss der Ordnung und der Aufteilungsstrategie betrachten zu kénnen, wird zwischen
den unterschiedlichen Konfigurationen der Abbildungen |5.5{und |5.6|die L,-Norm berechnet,
die Ergebnisse sind in Abbildung [5.7] veranschaulicht. In Teilbild ist fiir die Zeitskala die
Ly-Norm der Differenz von At = 0,5s und At = 3 s dargestellt. In dieser Abbildung sind die
verschiedenen Konfigurationen in den Eckpunkten eines Wiirfels mit folgender Systematik
angeordnet:
¢ in der vorderen Ebene ist AT = 0,55, in der hinteren AT = 3,
¢ in der oberen Ebene ist ¥ = 2, in der unteren x = 3,

* in der linken Ebene ist die Prozess-, in der rechten die Operatoraufteilung.

Die Ly-Norm ist auf den Pfeilen zwischen den Konfigurationen angegeben. Beim kleineren
der beiden Zeitschritte ist das Ergebnis kaum abhéngig von der Wahl der Aufteilungsstrategie
(vgl. blaue Pfeile in der vorderen Ebene). Der Unterschied fiir den grofieren Zeitschritt ist
signifikant grofer (blaue Pfeile in der hinteren Ebene), aber immer noch eher klein. Auch der
Unterschied zwischen den beiden Zeitschritten ist bei den Ordnung x = 2 und x = 3 als auch
bei den Aufteilungsstrategien noch nicht besonders grof3 (griine Pfeile zwischen der vorderen
und hinteren Ebene). Den stédrksten Einfluss hat die Wahl der Ordnung, die L,-Norm beim
Wechsel der Ordnung (rote Pfeile zwischen der oberen und unteren Ebene) ist etwa doppelt
so grofs als die Ly-Norm beim Wechsel der Zeitskala zwischen AT = 0,55 und AT = 3s.

Da in DG-COSMO der Vektor der Fallgeschwindigkeit durch die Dynamik diskretisiert
wird und die Dynamik mit einem anderen Zeitschritt als die Sattigungsadjustierung und das
Kessler-Schema lduft, kann fiir diese Parametrisierungen ein groflerer Zeitschritt gewahlt
werden als in COSMO. Wihlt man etwa At = 30s, das ist ein Zeitschritt mit dem der
COSMO-Dynamikkern bei der hier verwendeten formalen Auflésung nicht mehr stabil
lauft, so ergibt sich ein Ergebnis, das vom vorherigen abweicht. Dieses ist in Teilbild (b)
der Abbildung [5.7| dargestellt. Der Wechsel der Aufteilungsstrategie hat jetzt fiir At = 30s
(blaue Pfeile in der hinteren Ebene) einen mindestens so grofien Einfluss wie der Wechsel
der Ordnung (rote Pfeile in der hinteren Ebene). Aber wihrend die Differenz des Wechsel
zwischen x = 2 und « = 3 fiir die Operatoraufteilung bei AT = 30s (roter Pfeil rechts hinten)
praktisch gleich ist als der entsprechende Wechsel in Teilbild @, so ist die Differenz des
Ordnungswechsel fiir die Prozessaufteilung (roter Pfeil links hinten) kleiner geworden.
Von den drei Variationsmoglichkeiten dominiert jetzt der Wechsel in der Zeitskala (griine
Pfeile zwischen der vorderen und hinteren Ebene) sowohl die Wahl der Aufteilungsstrategie
(blauen Pfeile), also auch die Wahl der Ordnung (rote Pfeile). Dabei ist die Prozessaufteilung
empfindlicher gegentiber der Wahl von At als die Operatoraufteilung.

In Tabelle 5.1/ sieht man die Laufzeit aufgegliedert nach Dynamik, Parametrisierung und
der Kommunikation fiir beide Strategien. Aufgrund der geringen Unterschiede bei den
Parametrisierungen liegt aber nahe, dass die Operatoraufteilung mit AT = 3s oder grofieren
Werten durch die zusitzliche Riickprojektion keinen signifikanten Laufzeitnachteil hat.

Vergleicht man die Laufzeiten der beiden Aufteilungstrategien miteinander, so benétigt fiir
x = 2 und AT = 3s die Prozessaufteilung fiir die Simulation 5818 s, die Operatoraufteilung
benotigt nur 5122 s. Das entspricht einer Beschleunigung von 13,6 %. Auch fiir ¥ = 3 ergibt
sich ebenfalls eine Beschleunigung von 13,6 % fiir Operatoraufteilung (11213 s) im Bezug
auf die Prozessaufteilung (12744s). Dieses Ergebnis ist auf den ersten Blick entgegen der
Intuition, da die Operatoraufteilung die prognostischen Variablen, nachdem sie durch die
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Abbildung 5.5.: Vergleich von w mit x = 2 fiir mehrere Zeitskalen und Aufteilungsstrategien.
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5.1. Feuchtkonvektion nach Weisman und Klemp 1982
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(a) L,-Norm der Differenz der Konfigurationen mit At = 0,5s und At = 3s.
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(b) Lo-Norm der Differenz der Konfigurationen mit AT = 0,55 und At = 30s.
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(c) Bereich der Ly-Norm aus Teilbild @) (d) Bereich der Ly-Norm aus Teilbild @

Abbildung 5.7.: Direkter Vergleich des Einflusses der Zeitskala der Parametrisierung, der
Ordnung und der Aufteilungsstrategie. Die Konfiguration xmAtn s XX be-
zeichnet die m-te Ordnung, mit At = n, XX = PA steht fiir Prozessaufteilung
und XX = OA fiir Operatoraufteilung. Die Zahlen auf den doppelspitzigen
Pfeilen sind die Ly-Normen der Differenzen der beiden Konfigurationen an
den Pfeilenden fiir w, dabei ist in rot der Wechsel der Ordnung, in blau der
Wechsel der Aufteilungsstrategie und in griin der Wechsel der Zeitskala no-
tiert. Teilbild (a) vergleicht AT = 0,55 mit AT = 35 und Teilbild (b) AT = 0,55
mit AT = 30s. Die Tabellen (J) bzw. (d) zeigen die Intervalle in denen sich
die L,-Norm fiir Bild (E[) bzw. Bild @ andert.
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86



sinm

Abbildung 5.10.: Vergleich von g, mit ¥ = 2 fiir mehrere Zeitskalen und Aufteilungsstrategien.

Abbildung 5.11.: Vergleich von g, mit x = 3 fiir mehrere Zeitskalen und Aufteilungsstrategien.
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5. Numerische Ergebnisse fiir die feuchte Atmosphiire und Skalierbarkeit

Prozess- Operatoraufteilung

Dynamik 5032s 4413s
Parametrisierung 4,58s 4925
Kommunikation 781s 703 s
gesamte Laufzeit 5818s 5122s

Tabelle 5.1.: Laufzeit der Prozessaufteilung der Operatoraufteilung aufgegliedert in einzelne
Implementierungsteile. Laufzeiten beziehen sich auf x = 2 und o = 120.

physikalischen Parametrisierungen modifiziert wurden, zurtick in den Ansatzraum proji-
zieren muss, d. h. es wird ein zusatzlicher Rechenschritt benotigt. Jedoch stellt sich heraus,
dass durch die zusatzlichen Quellterme bei der Prozessaufteilung, die im dynamischen Kern
benotigt werden, die Cache-Effizienz soweit zurtickgeht, dass der Vorteil durch den einge-
sparten Rechenschritt tiberkompensiert wird. Ob dieser Laufzeitnachteil fiir den aktuellen
Grofirechner durch eine Anderung der Implementierung beseitigt werden kann, wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht.

Intuitiv miisste die Prozessaufteilung das bessere Ergebnis liefern, da sie eine feinere
Riickkopplung zwischen Dynamik und Parametrisierungen liefert. Ob diese Intuition auch
zutrifft, wird in dieser Arbeit nicht untersucht. Aber auch unter dieser Annahme ist nicht
ersichtlich, ob der quantitative Unterschied zwischen den beiden Aufteilungsstrategien aus-
reichend grofs ist, um durch eine laufzeitoptimierte Prozessaufteilung einen realen Mehrwert
zu erhalten. Aus den oben gewonnenen Ergebnissen ldsst sich der Schluss ziehen, dass
die Operatoraufteilung der Prozessaufteilung aufgrund der hoheren Effizienz, vorgezogen
werden kann.

5.2. Skalierbarkeit

Auch wenn die DG-COSMO-Implementierung prototypisch ist und noch Optimierungspo-
tential bietet, soll ihr Laufzeitverhalten untersucht und mit COSMO verglichen werden. In
diesem Abschnitt wird die starke Skalierbarkeit von DG-COSMO mit COSMO verglichen.
Hierfiir wird der dreidimensionale Testfall aus dem vorherigen Abschnitt verwendet. Da
bei der Implementierung der Viskositdtsterme bisher kein besonderes Augenmerk auf die
Effizienz gelegt wurde, wird hier ohne die Viskosititsterme gerechnet. In Abschnitt
wird beschrieben, wie die Viskositédtsterme effizienter implementiert werden kénnen. Hier
steht die Skalierbarkeit im Vordergrund, durch den Verzicht auf die Viskositdtsterme dndert
sich diese nicht. Nur die Anzahl an CPUs, ab der ein realer Laufzeitvorteil, aufgrund der
besseren Skalierbarkeit besteht, ist ohne Viskositidtsterme kleiner. Die Skalierbarkeit soll
mit und ohne Feuchte betrachtet werden. Dabei laufen beide Modelle mit dem Zeitschritt
At = 0,05s und 16 - 10° Freiheitsgraden. Fiir COSMO hat das Gitter 400 x 400 x 100 Elemen-
te, fiir DG-COSMO 100 x 100 x 25 mit ¥ = 3 und B, als Basis. Fiir die Zeitintegration wird
ein dreistufiges Runge-Kutta-Verfahren genutzt. Fiir COSMO ist dies das Wicker-Skamarock-
Verfahren [6]. Da COSMO ein split-explizites Verfahren verwendet (vgl. Abschnitt[1.2), hat
es in der Zeit nur zweite Ordnung [6]. DG-COSMO verwendet das Shu-Osher-Verfahren
(vgl. k = 3 in Tabelle und hat in der Zeit (fiir die trockene Atmosphire) dritte Ordnung.
DG-COSMO hat also mindestens die gleiche formale Ordnung in der Zeit wie COSMO.
Fiir die rdumliche Diskretisierung ist die formale Ordnung von COSMO zweiter Ordnung
ftir die schnellen Wellen und fiinfter Ordnung fiir die langsamen Wellen. Die rdumliche
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Abbildung 5.12.: parallele Effizienz von DG-COSMO (rot) und COSMO (schwarz).

Diskretisierung von DG-COSMO ist vierter Ordnung. Es wird davon ausgegangen, dass
DG-COSMO mit dieser Konfiguration mindestens die gleiche Genauigkeit wie COSMO
erreicht. Die Ergebnisse aus Abschnitt|4.3|und Abschnitt|4.4|legen diesen Schluss nahe. Als
Referenz fiir die Skalierbarkeit dienen 16 Knoten der, beim DWD verwendeten, Cray XC30
(320CPUs). Abbildung zeigt fiir 16 bis 256 Knoten die Skalierbarkeit von DG-COSMO
und COSMO. Gemessen wurde die Laufzeit wie in Kapitel |4/ ohne Initialisierungsphase und
ohne Ausgabe.

Wihrend beide Modelle bei 32 Knoten noch etwa 89 % parallele Effizienz haben, so hat
COSMO bei 256 Knoten nur noch eine parallele Effizienz von 28 %, DG-COSMO hingegen
noch einen akzeptablen Wert von 53 %. DG-COSMO skaliert also, wie erwartet, deutlich
besser als COSMO. Eine mogliche Erkldarung fiir die geringe parallele Effizienz von COSMO
ist: COSMO lief beim DWD die vergangen Jahre auf einem Grofirechner mit Vektorpro-
zessoren (NEC SX9) und wurde nattirlich auch auf diesen optimiert. Die Hardware dieses
Grofirechners unterscheidet sich stark vom aktuellen Groirechner mit Skalarprozessoren
(Cray XC30). Insbesondere haben die einzelnen CPUs der SXg eine hohere Rechenleistung als
der die CPUs der XC30, wodurch fiir den operationellen Betrieb fiir COSMO (in der Konfigu-
ration COSMO-DE) nur 68 CPUs verwendet wurden. Skalierbarkeit auf sehr vielen CPUs
(hier bis 5120 getestet) hat also bisher eine untergeordnete Rolle gespielt. Da DG-COSMO
Parallelisierungsroutinen verwendet, die nur auf seine Datenstrukturen angepasst wurden
(vgl. Abschnitt[3.6), in ihrer Struktur aber nicht geindert wurden, lasst sich die Skalierbarkeit
mit COSMO direkt miteinander vergleichen. Auch soll hier nochmal betont werden, dass hier
starke Skalierbarkeit untersucht wird. Fiir schwache Skalierbarkeit (vgl. Anhang werden
fiir beide Modell eine hohere parallele Effizienz erwartet.

Die bessere Skalierbarkeit von DG-COSMO schlégt sich in der Laufzeit nieder. Die Be-
schleunigung von DG-COSMO bezogen auf COSMO wird dargestellt in Abbildung
Die Laufzeiten sind fiir die trockene Simulation und fiir die feuchte Simulation unabhéngig
voneinander auf die Laufzeit von COSMO normiert, es kann also aus Abbildung|5.13|nicht auf
den Laufzeitunterschied zwischen der trockenen und der feuchten DG-COSMO-Simulation
geschlossen werden. Die trockene Simulation ist etwa 2,6 Mal schneller als die feuchte, in
der drei zusétzliche prognostische Gleichungen geldst werden miissen. Der Code von DG-
COSMO ist tiberwiegend fiir die trockene Dynamik optimiert. Der Autor erwartet, dass die
Cache-Ausnutzung fiir die feuchte Simulation noch verbessert werden kann.

Fiir den trockenen Testfall ist auf 16 Knoten COSMO noch 1,7 Mal schneller als DG-
COSMO, aber ab etwa 211 Knoten (4220 CPUs) ist DG-COSMO schneller. Bei 256 Knoten
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Abbildung 5.13.: Beschleunigung der trockenen DG-COSMO-Simulation (rot durchgezogen)
und feuchten DG-COSMO-Simulation (rot gestrichelt) bezogen auf COSMO.
Fir die trockene Simulation hat DG-COSMO eine geringere Laufzeit als
COSMO ab etwa 211 Knoten (4220 CPUs).
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Abbildung 5.14.: durchschnittliche Kommunikationszeit der trockenen Simulation je Prozess
fiir DG-COSMO und COSMO.

(5120 CPUs) sind es schon 8 %. Fiir 300 Knoten nimmt die Laufzeit von COSMO wieder zu.
Der Vergleich aufgrund der fehlenden Optimierung von COSMO fiir diese hohe Anzahl an
Knoten erscheint nicht mehr sinnvoll, daher wird nur der Bereich betrachtet, in dem beide
Modelle noch schneller werden. In der Abbildung sieht man auch, dass beim feuchten
Testfall mit der aktuellen DG-COSMO-Implementierung bisher kein realer Laufzeitgewinn
erzielt werden kann. Das Ergebnis der Skalierbarkeit der trockenen Simulation ldsst also den
Schluss zu, dass fiir meteorologisch relevante Simulationen DG-Verfahren in der Laufzeit
durchaus konkurrenzfihig im Vergleich mit Finite-Differenzenverfahren sind, wenn die
Zeitschrittbeschrankung auf ein dhnliches Niveau gehoben werden kann. Wie dies erreicht
werden kann wird im Abschnitt|6.2| dieser Arbeit diskutiert.

Jetzt wird wieder die trockene Simulation betrachtet und der Grund, warum DG-COSMO
besser skaliert als COSMO, wird weiter diskutiert. Der Anteil der Laufzeit, der fiir die
Kommunikationen zwischen den einzelnen Prozessen benétigt wird, ist in Abbildung
dargestellt. Fiir DG-COSMO ist die Kommunikationszeit fiir 16 Knoten bei etwa 4s und
nimmt bis auf etwa 2s ab. Auf diesem Wert stagniert sie dann bis 256 Knoten. Bei COSMO
ergibt sich ein anderes Bild. Die Kommunikationszeit fiir 16 Knoten ist etwa 7 s. Sie nimmt
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fiir 64 Knoten bis auf etwa 4,55 ab, steigt aber auf etwa 8,55 wieder an, und stagniert auf
diesem Wert. Die Simulationen mit COSMO auf vielen Knoten benotigen also mehr Zeit fiir
die Kommunikation als fiir wenig Knoten. Dies behindert eine gute Skalierbarkeit. Auch soll
erwdahnt werden, dass COSMO auch bei den kleinen Zeitschritten einen vertikal impliziten
Loser verwendet. Dieser ist aber nur fiir groflere Zeitschritte fiir eine stabile Integration
notwendig. COSMO konnte fiir diesen Vergleich also durchaus noch optimiert werden.

Es ldsst sich jedoch fiir DG-COSMO (und auch fiir COSMO) noch eine weitaus bessere Ska-
lierbarkeit erreichen. Hierfiir muss die Kommunikationsstruktur des COSMO-Codes jedoch
grundlegend gedndert werden. Momentan laufen die Berechnungen und die Kommunikati-
on synchron, d. h. nach jedem Berechungschritt werden die Daten des Halos ausgetauscht.
Wihrend dieser Zeit laufen keine Berechnungen. Wird dies auf asynchrone Kommunikation
gedndert, d. h. es wird die Kommunikation mit der Berechnung zeitlich verschachtelt, so
kann eine deutlich bessere Skalierbarkeit erreicht werden. Im DG-Kontext kann etwa das Vo-
lumenintegral in Gleichung parallel zum Austauschen des Halos berechnet werden. In
[54] wurde neben der auch von DG-COSMO verwendeten synchronen Kommunikation auch
die beschriebene asynchrone Kommunikation mithilfe der DUNE-Bibliothek implementiert.
Der Testfall in [54] ist eine dreidimensionale Version der fallenden Kélteblase nach Straka
et. al. [85] (vgl. Abschnitt. Wiéhrend mit synchroner Kommunikation die Skalierbarkeit
vergleichbar zu DG-COSMO ausfillt, kann mit asynchroner Kommunikation die parallele
EffizienZ"| bei 4096 CPUs auf 91 % erhoht werden und selbst bei 65536 CPUs wird noch 72 %
erreicht.

Fiir zweidimensionale Simulationen verschiebt sich der Laufzeitunterschied stark zuguns-
ten von DG-COSMO. Wenn etwa die Schwerewellenausbreitung aus Abschnitt [4.1| mit 240 000
Freiheitsgraden und einem Zeitschritt von 0,2 s auf 8 Knoten gerechnet wird, so betréagt fiir
DG-COSMO mit « = 3 die Laufzeit 18,3 s fiir COSMO hingegen 177,5s, das entspricht einer
Beschleunigung von DG-COSMO gegeniiber COSMO um den Faktor 9,7. Hierbei ist aber zu
berticksichtigen, dass COSMO fiir dreidimensionale Simulationen optimiert ist.

Im operationellen Betrieb hat COSMO fiir das COSMO-DE-Gebiet 461 x 421 x 50 Elemente,
mit der formalen Auflosung von etwa 2,8 km. Dies sind 9704 050, also etwa 61 % der Frei-
heitsgrade der vorherigen dreidimensionalen Skalierbarkeitsanalyse. Bei gleicher Anzahl der
vertikalen Fliachen, konnte man mit den 16 - 10° Elemente etwa eine formale Auflosung von
2,1km realisieren. D.h. wenn COSMO-DE das nichste mal auf ein feineres Gitter umgestellt
wird, zeigt obiger Test, dass DG-COSMO konkurrenzféhig ist, unter der Annahme, dass
DG-COSMO mit einem &hnlichen Zeitschritt integriert werden kann (vgl. Abschnitt [6.2).

In [54] wurden 512 CPUs als Referenz fiir die Skalierbarkeitsanalyse verwendet.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und
es wird ein Ausblick auf mogliche Verbesserungen und Fortsetzungen gegeben.

6.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein neuer Dynamikkern ,,DG-COSMO” in das COSMO-Modell in-
tegriert, der eine hohe Verfahrensordnung ermoglicht und somit eine potentiell hohere
Genauigkeit liefert als der bestehende, auf Finite-Differenzenverfahren basierende, Dyna-
mikkern. Fiir den neuen Dynamikkern wurden diskontinuierliche Galerkin-Verfahren als
Grundlage genommen. Die physikalischen Erhaltungssitze fiir die prognostischen Variablen
werden daher auch lokal erfiillt. Durch die gleiche Kommunikationsinfrastruktur, Gitterstruk-
tur und Behandlung der Orographie wurde ein Loser erstellt, der gute Vergleichbarkeit mit
dem Finite-Differenzen-Dynamikkern in COSMO ermoglicht.

Die hier vorgestellte DG-Variante hat eine diagonale Massenmatrix und verwendet exakte
Quadraturformeln. Die modale Basis ist hierarchisch, daher kann der Dynamikkern kiinftig
einfach um p-Adaptivitdt erweitert werden. Auch ist fiir die Anwendung eines Filters die
modale Form vorteilhaft [47]. In dieser Arbeit wurde jedoch keine Notwendigkeit fiir einen
Filter gesehen. Es wurde die schwache Form verwendet, da sie die lokale Erhaltungseigen-
schaften direkt garantiert (vgl. [42]) wéahrend bei der starken Form noch eine zusétzliche
Transformation angewendet werden muss (vgl. [39]) und kein Effizienzvorteil der starken
Form erkennbar ist [42].

Anhand von trockenen und feuchten idealisierten Testfdllen sind im Wesentlichen folgende
Ergebnisse entstanden:

* DG-COSMO konvergiert von hoher Ordnung. Dies wurde bis zur vierten Ordnung auch
fiir nicht-lineare Fille gezeigt. Gegeniiber dem Finite-Differenzen-Dynamikkern von
COSMO ist dies eine deutliche Verbesserung. Der FD-Kern hat eine Konvergenzordnung
von etwa eins. [9].

® Der Rusanov-Fluss verursacht eine zusétzliche numerische Stérung der hydrostatischen
Balance, die in der Grofie tiber die Ordnung kontrolliert werden kann.

® Bei gleicher Anzahl an Freiheitsgraden erhdlt man mit der vollen Tensorproduktbasis,
fiir einen Polynomgrad x < 4 ein effizienteres Verfahren als mit der Minimalbasis.

® Die Masse und das Produkt aus Dichte und potentieller Temperatur wird nach einer
Einschwingphase (fast) bis auf Maschinengenauigkeit erhalten. Der horizontal Impuls
wird ebenfalls sehr gut erhalten (Grofienordnung 10~11), fiir den vertikalen Impuls
gibt es aufgrund des Quellterms und der Randbedingungen keine exakte Erhaltung; er
oszilliert um den Mittelwert. Jedoch ist auch fiir den Impuls kein Trend erkennbar.

e DG-COSMO lduft im Vergleich zu COSMO auch bei deutlich steileren Bergen noch stabil,
obwohl es die Orographie genauso wie COSMO durch geldndefolgende Koordinaten
modelliert.
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¢ Der Unterschied zwischen der Operatoraufteilung und der Prozessaufteilung nimmt wie
erwartet mit grofier werdendem Parametrisierungszeitschritt zu, jedoch dominiert bei
kleinem Zeitschritt die Verfahrensordnung das Ergebnis. Auch ist das Ergebnis sensitiver
gegeniiber der Wahl des Zeitschritts als gegeniiber der Wahl der Aufteilungsstrategie.
Der Einfluss des Dynamikkerns tritt also bei grofSem Parametrisierungszeitschritt in
den Hintergrund.

¢ Die aktuelle Implementierung von DG-COSMO hat eine deutlich bessere parallele Ska-
lierbarkeit als COSMO. Bereits auf dem beim DWD momentan verfiigbaren Grofirechner
der Typs Cray XC3o ldsst sich zeigen, dass fiir die trockene Atmosphidre DG-COSMO
(bei gleichem Zeitschritt) eine geringere Laufzeit als COSMO hat, wenn viele (> 4220)
CPUs verwendet werden. An dieser Stelle soll aber nochmal betont werden, dass hier
nicht nur die numerischen Verfahren, sondern vor allem auch die Implementierungen
gegeneinander verglichen werden. Eventuelle Optimierungen der Implementierungen
konnen dieses Ergebnis noch verdndern.

6.2. Ausblick

Beim in dieser Arbeit entwickelten Dynamikkern wurde darauf geachtet, dass das Verfahren
einfach bleibt, da noch nicht alle Eigenschaften, die fiir die operationelle Vorhersage not-
wendig sind, vorhanden sind. Sobald dies nachgeholt ist, kann abgeschétzt werden, welche
effizienteren oder genaueren Verfahren direkt implementiert werden kénnen, und wo effizi-
entere Verfahren noch angepasst oder neu entwickelt werden miissen. Im folgenden sollen
ein paar mogliche Verbesserungen diskutiert werden.

Zuerst kann LDG in der primalen Form implementiert werden [67]]. In dieser Form kann auf
die Berechnung der Hilfsvariablen V' in Gleichung verzichtet werden. Weiter konnen
effizientere Verfahren wie etwa CDG [67] oder CDG2 [20] verwendet werden, die auch einen
kompakten Differenzenstern besitzen. Hierbei muss aber gepriift werden, ob auf CDG(2)
auch das Turbulenzmodell tibertragen werden kann.

Die Quadraturformeln konnen weiter verbessert werden, indem die Anzahl und die Lage
der LGL-Punkte weiter optimiert wird. Ein erster Schritt ist die mehrdimensionalen LGL-
Punkte nicht tiber ein Tensorprodukt zu definieren, sondern tiber eine Rekursion, die den
Punktabstand ebenfalls vom , LGL-Typ” wahlt [39]. Als zweiter Schritt kann die Lage der
Quadraturpunkte {iiber eine elektrostatische Optimierung [48] weiter verbessert werden.
In Verbindung hiermit kann auch eine nodale Quadratur fiir das modale DG-Verfahren
verwendet werden (vgl. [39]).

Ein quadraturfreies DG-Verfahren [61} |2] kann die Effizienz weiter steigern. Hierbei werden
die Fliisse auch als Linearkombinationen der Basispolynome interpretiert. Dadurch kénnen
die Quadraturformeln auf Produkte der Basisfunktionen beschriankt werden, wodurch sie
im Voraus berechnet werden konnen. Wahrend der rdumlichen Integration ist nur noch
eine Matrix-Vektor-Multiplikation nétig. Dieses Verfahren bendtigt aber Filter, da hierbei
Aliasing-Effekte auftreten konnen, die zu nicht-linearen Instabilitdten fithren [47].

Die Implementierung kann auch noch fiir einen speziellen Polynomgrad optimiert werden,
dadurch verliert der DG-Loser jedoch einen Grofiteil seiner Flexibilitit. Ein Mittelweg ist hier
die automatische Codegenerierung fiir den Polynomgrad der fiir die gewtinschte Rechnung
verwendet werden soll. Dies wird von Klofkorn in [54] fiir die DUNE-Bibliothek umgesetzt.
Auf einem kartesischen Gitter kann hierdurch fiir ¥ = 4 der Code um knapp 50 % beschleunigt
werden, auf einem unstrukturierten Gitter sogar um mehr als 50 %. Diese Beschleunigung
wird dadurch erreicht, dass die tatsdchlich erreichte Anzahl an Fliefkommaoperationen
(FLOPS) ndher an die theoretisch erreichbare (FLOPS(peak)) riickt. So betrdgt das Verhiltnis
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FLOPS zu FLOPS(peak) ohne Codegenerierung etwa 16 %, mit Codegenerierung etwa 24 %
[54, Tabelle 4.3]. Es kann allerdings nicht erwartet werden, dass fiir DG-COSMO &hnliche
hohe Beschleunigungen durch automatische Codegenerierung erreicht werden.

Wie schon in Abschnitt |5.2[erwihnt ist durch asynchrone Kommunikation besonders bei
einer hohen CPU-Anzahl noch eine Effizienzsteigerung moglich. Auch durch eine weitere
Reduktion der Daten die tiber den Halo getauscht werden, kann die Skalierbarkeit noch
weiter gesteigert werden. Momentan werden alle Moden im Halo zwischen den benachbarten
CPUs getauscht. Dies kann auf die Fliisse an den Randpunkten der Elemente reduziert
werden.

Eine der grofiten Beschleunigungen wird wohl durch die Verwendung eines HEVI- (ho-
rizontal explizit, vertikal implizit) Verfahrens erreicht. Hierdurch wird der Zeitschritt nicht
mehr durch die geringe Gittermaschenweite in vertikaler Richtung beschriankt, sondern nur
noch durch die horizontale Gittermaschenweite. Auf der anderen Seite bleibt ein HEVI-
Verfahren immer noch gut parallelisierbar, da bei einer horizontalen Gebietszerlegung kein
Gleichungssystem geldst werden muss, das tiiber eine vertikale Sdule hinausgeht. In [18]
wurde mit einem semi-impliziten DG-Loser fiir eine Bergtiberstromung vergleichbar zu
Abschnitt auf einem vertikal dquidistanten Gitter eine Beschleunigung von etwa 2,4
erreicht im Bezug auf den voll-expliziten Loser. Es wird erwartet, dass auf einem vertikal
gestreckten Gitter eine grofiere Beschleunigung erreicht werden kann, da in diesem Fall die
Zeitschrittbeschrankung in der Vertikalen grofSer ist (dies wird durch [51] gestiitzt, wo durch
ein semi-implizites DG-Verfahren fiir ein anisotropes Gitter eine Beschleunigung von bis zu
128 erreicht wurde, allerdings nur im eindimensionalem). Da mit einem HEVI-Verfahren
die grofste Einschrankung des Zeitschritts durch das Gitter beseitigen wird und aufgrund
der guten Skalierbarkeit wird erwartet, dass mit ihnen ein noch effizienteres Verfahren auf
massiv parallelen Systemen realisiert werden kann als mit den semi-impliziten Verfahren.
Die Entwicklung eines HEVI-Verfahrens fiir DG steht jedoch noch aus.

Da sich mit DG-Verfahren recht einfach Verfahren entwickeln lassen, die /- und p-adaptiv
sind, kann DG-COSMO um diese Eigenschaften erweitert werden (vgl. Referenzen in der
Einleitung). Dies ermoglicht feinere Strukturen lokal aufzulosen, bei relativ geringem Re-
chenaufwand. Das grofie Problem hierbei ist ein Kriterium zu finden anhand dessen man das
Gitter verfeinert oder vergrobert bzw. die Ordnung erhoht oder erniedrigt. Um ein solches
Kriterium auf reale Anwendbarkeit zu testen, muss aber zuerst ein geeigneter Dynamikkern
existieren. DG-COSMO koénnte also auch, mit nicht all zu hohem Aufwand, kiinftig hierzu
einen Beitrag leisten. Als ersten Schritt fiir ein real anwendbares Kriterium konnten bestimmte
meteorologische Objekte besser aufgelost werden. Bei Globalmodellen wéren etwa tropische
Wirbelstiirme (vgl. hierzu das OMEGA-Modell [3]) oder der Tagesgang, um Konvektion
besser aufzuldsen, denkbar.

Neben der Effizienzsteigerung und der offensichtlichen Erweiterung um die fehlenden
physikalischen Parametrisierungen ist fiir den implementierten Teil noch folgendes zu be-
riicksichtigen: Momentan ist das DG-Verfahren fiir die feuchte Atmosphére nicht positiv
definit. Es kann negative Wassermasse entstehen, die bisher im Kessler-Schema und der
Séttigungsadjustierung einfach auf Null abgeschnitten wird. Hierdurch wird zusétzliche
Masse erzeugt. Um ein durchgéngig positiv definites Verfahren zu erhalten ist ein angepasstes
DG-Verfahren noétig, etwa durch einen Flussbegrenzer oder eine positiv definite Korrektur
der Polynomkoeffizienten [96]. Fiir die Prozessaufteilung muss die Wirkung des Quellterms
begrenzt werden. Ist dieser negativ, so darf er nur dann die Phasenumwandlung modellieren,
wenn auch noch Wasserdampf bzw. Fliissigwasser vorhanden ist. Genauso kénnen bei der
Operatoraufteilung durch die Riickprojektion, der durch die Parametrisierung aufdatierten
Werte in den Ansatz- und Testraum, Unterschwinger entstehen. Hier miisste eine positiv
definite Projektion entwickelt werden, oder die Polynomkoeffizienten miissten nach der
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Projektion korrigiert werden.

In Abschnitt[5.2lwurde gezeigt das bei gleichem Zeitschritt DG-COSMO ab etwa 4220 CPUs
eine geringere Laufzeit als COSMO hat. Wird in DG-COSMO vertikal implizit gelost, genauso
wie in COSMO, so hingt der Zeitschritt nur noch von der horizontalen Gittermaschenweite ab.
Wird fiir k = 3 in der Horizontalen die formale Auflosung gleich zur formalen Auflésung von
COSMO-DE (2,78 km) gewdhlt, das entspricht einer DG-Gittermaschenweite von 7,6 km fiir
die Minimalbasis und 11,2 km fiir das volle Tensorprodukt, so kann der Zeitschritt auf etwa
3,2 fiir die Minimalbasis aufgeweitet werden, beim vollen Tensorprodukt konnen etwa 3,6 s
verwendet werden, dieser ist nur noch etwa 14 % kleiner als der schnelle COSMO-Zeitschritt
4% s. Es lasst sich also erwarten, dass DG-COSMO mit einem vertikal impliziten Loser (und
eventuell einer Aufteilung der Zeitintegration in langsame und schnelle Wellen, wie sie von
COSMO verwendet wird (vgl. Einleitung)) und aufgrund der besseren Skalierbarkeit ein
konkurrenzfahiges Vorhersagesystem, mit zusitzlichen physikalischen Eigenschaften, ist.
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A. Mathematischer Anhang

A.1. Begriffe und Notation

Experimentelle Konvergenzordnung Oft mit EOC (engl. ,experimental order of conver-
gence”) abgekiirzt. Die experimentelle Konvergenzordnung wird durch eine Serie von
Simulationen mit verschieden Gittermaschenweiten ermittelt. Sind zwei Gittermaschen-
weiten h1; und hy mit hy > hy gegeben und die zugehorigen Fehler (bezogen auf eine
Referenzlosung) F; und F, gemessen, so kann die EOC berechnet werden durch:

Fiir mehrdimensionale Gitter bezieht sich / auf die Diagonale durch die Elemente.

Freiheitsgrade Mit Freiheitsgrade werden die Unbekannten bezeichnet, die je prognosti-
scher Grofle durch l6sen der Gleichungssysteme zu bestimmen sind. Bei Finiten-
Differenzenverfahren sind das die Werte an den Gitterpunkten, bei Ansatzverfahren, zu
denen die DG-Verfahren gehoren, sind es die Koeffizienten der Ansatzfunktionen, es
gibt folglich bei DG-Verfahren fiir x > 0 mehrere Freiheitsgrade je Gitterelement.

Halo Wird ein Berechnungsgebiet in mehrere Teilstticke zerlegt, die von verschiedenen
Prozessen bearbeitet werden, so nennt man den Bereich, der Teilstiicke deren Daten
wéhrend der Berechnung zwischen den Prozessen ausgetauscht werden miissen, Halo.

Raum L?(Q), R) der quadratintegrablen Funktionen Menge alle Funktionen mit Definiti-
onsbereich (2 und Bildbereich R bei denen das Integral tiber das punkteweise Quadrat
der Funktion endlich ist, also:

L2(QR) = {y | p:Q— ]R,/tpzd() < oo},
Q

A.2. Allgemeine Koordinaten

Sind zwei Koordinatensysteme mit den Grundvektoren g1, $», g3 und g1, g2, g3 auf dersel-

ben Untermannigfaltigkeit gegeben, so transformieren sich die Koordinaten eines Vektors

u=uk g = 1'g; (unter der Annahme der Einstein’schen Summenkonvention) durch

g 9%k
dxk

Der metrische Fundamentaltensor ist definiert durch

k
bzw. ul = aiﬁk
' oxt

8ik = &i " &k
und transformiert sich wie folgt:
_ 0¥ oxF
ik = 51 gpm Snm-
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Die dem metrischen Fundamentaltensor zugeordnete Gram’sche Determinante VG = \/det gik
beschreibt die Volumenverzerrung bei der Transformation von kartesischen Koordinaten
auf die Untermannigfaltigkeit (vgl. [56]). Wird die Divergenz eines Vektor- u’ und eines
Tensorfelds T zweiter Stufe in allgemeinen Koordinaten formuliert so lauten sie

. ou' 4
(V-u'); = Eyos réuk,
1
) L :
(V- T%); = 5 — + T}, T" + T, T,
1

mit den Christoffel-Symbolen zweiter Art

1, fogy dgx  dgi
[ | &ik 7]k N 1]
ik = 28k <8xi t o axk> )

Die Christoffel-Symbole beschreiben die Anderung des Vektor- oder Tensorfelds, die nicht
durch die Stromung selbst, sondern aufgrund der Anderung der Mannigfaltigkeit besteht. Ein-
zelheiten kann man in ein [50] oder einem Buch tiber Tensoranalysis (etwa [60, Abschnitt 1.2])
nachlesen.

A.3. Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome sind Polynome, die an vielen Stellen in der Mathematik auftauchen,
und viele interessante Eigenschaften besitzen. Hier sind nur die fiir diese Arbeit notwen-
digen beschrieben. Eine konzeptionell besonders einfache Definition ist folgende: Wendet
man auf die Polynome 1, x, x2, x3, ... iiber dem Intervall [—1,1] das Gram-Schmidt'sche
Orthonormalisierungsverfahren [21] beziiglich des Skalarprodukts

1
(£,8) = [ Fx)g(x)dx
-1

an, und normiert die Polynome so, dass sie an der Stelle x = 1 den Funktionswert 1 haben,
so sind die resultierenden Polynome die Legendre-Polynome. Sie werden mit Pj(x), Po(x),
P5(x), ... bezeichnet. Die normierten Legendre-Polynome werden mit P;(x) bezeichnet. Sie

sind beztiglich ||P¢(x)|| := /(Px(x), P(x)) normiert und lassen sich berechnen durch:
~ . Pk(x) o 2
Pk(x) - ||Pk|| = mpk(x>

Die normierten Legendre-Polynome bilden also nach Konstruktion ein Orthonormalsystem,
es gilt insbesondere

1Pl =1,

1
(B B) = [ Bi(x)By(x)dx = g
-1

Das Polynom P (x) (und damit auch P (x)) hat n Nullstellen auf [—1,1]. Fiir die Implemen-
tierung ist folgende rekursive Formel [23] fiir die Legendre-Polynome und deren Ableitung
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hilfreich:

0, . @k=1)xP (x) = (k=1+1) P, (x)
P (x) = k—1) ’

mit geeigneten Anfangsbedingungen, sowie die Eigenschaft:

Pi(—x) = (=1)" P(x).

Diese und weitere Eigenschaften und andere Zugénge zu den Legendre-Polynomen kénnen
in Standardwerken wie [21} [70| |88] nachgelesen werden.

A.4. Skalierbarkeit, Effizienz

In dieser Arbeit wird eine einzelne Arithmetikeinheit eines Rechners CPU (engl. , Central Pro-
cessing Unit”) genannt. Im folgenden werden grundlegende Begriffe, fiir die Bewertung wie
gut ein Algorithmus parallel abgearbeitet wird und wie die Laufzeiten zweier verschiedener
Algorithmen miteinander verglichen werden konnen, eingefiihrt.

Ist Ly(n) die Laufzeit einer Implementierung eines Algorithmuses P (kurz Programm), die
auf n CPUs ausgefiihrt wird, dann ist die Beschleunigun S(P,R,n,r) eines Programms P
auf n CPUs im Vergleich zu einem Programm R auf »r CPUs definiert durch:

S(P,R,n,r):= iI;((Z))

Mit dieser Definition kann man zwei unterschiedliche Programme miteinander vergleichen,
oder ein Programm mit unterschiedlicher Anzahl an CPUs. Fiir S(P,P,n-r,r), also der
Beschleunigung eines Programms auf der n-fachen Anzahl an CPUs, ist die optimal zu
erwartende Beschleunigung n. In der Realitdt wird dies oft nicht erreicht, da es Anteile
des Programms gibt, die sich nicht parallelisieren lassen. Es gibt jedoch auch Fille, wo die
Beschleunigung grofier als  ist. Dies geschieht zum Beispiel dann, wenn durch die Aufteilung
auf mehrere CPUs alle Daten die von einer CPU bearbeitet werden in ihren Cache passen, fiir
den Referenzfall die CPUs jedoch Daten aus dem Hauptspeicher nachladen miissen.

Die parallele Effiziens| Ep, eines Programms P misst das Verhltnis der genutzten Rechnen-
zeit zur zurverfiigungstehenden Rechenzeit und ist definiert durch:

Ep,(n) i= S(P,P,n- r,r)’
n
fiir einen Referenzwert r. Das zu erwartende Optimum ist Ep,(n) = 1,0. In modernen Rech-
nern sind mehrere CPUs auf einem Prozessor verbaut. In Grofirechnern sind ein oder mehrere
Prozessoren zu Knoten zusammengefasst. Die Bussysteme oder das Netzwerk zwischen den
verschiedenen Stufen haben unterschiedliche Bandbreiten und Latenzzeiten. Die Uberschrei-
tung einer solchen Stufe macht sich im Laufzeitverhalten eines parallelen Programms deutlich
bemerkbar. Um in erster Linie die Skalierbarkeit des Algorithmuses und nicht der Hardware
zu testen wird der Referenzwert r so gewdhlt, dass er alle CPUs eines Knoten umfasst, bei der
Cray XC30, die beim Deutschen Wetterdienst verfiigbar ist, ist somit r = 20. Hierdurch wird
immer fiir die Skalierbarkeit auch die Kommunikation auf der grobsten Stufe berticksichtigt.

Tenglisch: speedup. Auch im Deutschen werden hier oft die englischen Begriffe verwendet, deshalb sollen sie hier
kurz erwdhnt werden.
*englisch: parallel efficiency
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Mit Skalierbarkeit bezeichnet man, wie sich die Effizienz eines Programms mit steigender
CPU-Anzahl entwickelt. Wiinschenswert ist, dass die Effizienz auch bei sehr vielen CPUs
noch nahe an 1 ist. Bei der starken Skalierbarkeit wird die Anzahl der Freiheitsgrade konstant
gehalten und die CPU-Anzahl erhoht, d. h. die auf einer CPU berechneten Teilgebiete werden
immer kleiner. Dariiber hinaus gibt es noch die schwache Skalierbarkeit. Bei ihr wird die Anzahl
der Freiheitsgrade je CPU konstant gehalten, d. h. mit steigender CPU-Anzahl wichst auch
die Problemstellung. Die schwache Skalierbarkeit wird in der vorliegenden Arbeit nicht
untersucht.
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