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Zusammenfassung: In dieser Arbeit wird die bisher präziseste und erste direk-
te Hochpräzisionsmessung des g-Faktors eines einzelnen Protons präsentiert. Die
Messung beruht auf der nicht-destruktiven Bestimmung der Zyklotronfrequenz und
der Larmorfrequenz eines in einer Penning-Falle gespeicherten Protons. Zur Bestim-
mung der Larmorfrequenz wird die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion einer
externen Spin-Flip-Anregung aufgenommen. Zu diesem Zweck wird der kontinuier-
liche Stern-Gerlach E�ekt verwendet, welcher zu einer Kopplung des Spin-Moments
an die axiale Bewegung des Protons führt. Ein Spin-Flip zeigt sich dabei in einem
Sprung der axialen Bewegungsfrequenz. Die Schwierigkeit besteht darin, diesen Fre-
quenzsprung auf einem Hintergrund axialer Frequenz�uktuationen zu detektieren.
Um diese Herausforderung zu bewältigen, wurden neuartige Methoden und Techni-
ken angewandt. Zum einen wurden supraleitende Nachweise mit höchster Emp�nd-
lichkeit entwickelt, welche schnelle und damit präzise Frequenzmessungen erlauben.
Zum anderen wurde eine auf dem statistischen Bayes Theorem basierende Spin-
Flip-Analyse-Methode angewandt. Mit diesen Verbesserungen war es möglich, ein-
zelne Spin-Flips eines einzelnen Protons zu beobachten. Dies wiederum ermöglichte
die Anwendung der sogenannten Doppelfallen-Methode, und damit die eingangs er-
wähnte Messung des g-Faktors mit einer Präzision von 4.3 · 10−9.

Summary: The most precise and �rst direct high-precision measurement of the g-
factor of a single proton is presented in this thesis. The measurement is based on the
non-destructive determination of the cyclotron frequency and the Larmor frequency
of a single proton stored in a Penning trap. In order to determine the Larmor
frequency, the spin-�ip probability is recorded as a function of an external spin-
�ip excitation . For this purpose, the continuous Stern-Gerlach e�ect is exploited,
which leads to a coupling of the spin moment to the axial motion. Hence, a spin-
�ip is observed as a jump of the axial eigenfrequency. The challenge is to detect
this frequency jump on a background of axial frequency �uctuations. In order to
meet this challenge, novel techniques and methods were applied. On one hand,
highly-sensitive superconducting detection systems were developed, which allowed
for fast and therefore precise frequency measurements. On the other hand, a spin-
�ip analysis method based on the statistical Bayes theorem was developed. These
improvements enabled the detection of single spin-�ips of a single proton. As a
result, the observation of single spin-�ips allowed for the application of the so-called
double-Penning trap method, and therefore the above-mentioned measurement of
the g-factor with a precision of 4.3 · 10−9.
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Kapitel 1

Einleitung

Einer der Eckpfeiler der Modernen Physik ist das Standardmodell der Teilchen-
physik. Basierend auf 12 fundamentale Fermionen und deren Wechselwirkungen
- Elektromagnetismus, schwache Wechselwirkung und starke Wechselwirkung - be-
schreibt es zahlreiche experimentelle Beobachtungen. Beispielsweise konnte die elek-
troschwache Vereinheitlichung, wofür S.Weinberg, S.Glashow und A. Salam im Jahr
1979 mit dem Nobelpreis für Physik ausgezeichnet wurden, mit dem experimentel-
len Nachweis der W±-Bosonen und des Z0-Bosons bestätigt werden. Des Weiteren
kann im Rahmen des Standardmodells über die Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld
eine der fundamentalsten Eigenschaften der Materie, die Masse, erklärt werden. Als
Konsequenz des Higgs-Feldes sollten massive Bosonen, die Higgs-Bosonen, existieren
[1]. Erst kürzlich konnte von der ATLAS-Kollaboration und der CMS-Kollaboration
ein bisher unbekanntes massives Boson, kompatibel mit dem Standardmodell Higgs-
Boson, beobachtet werden [2, 3]. Dies ist eine weitere eindrucksvolle Bestätigung des
Standardmodells. In diesem Jahr wurden F. Englert und P.Higgs für die theoretische
Entwicklung des Higgs-Mechanismus mit dem Nobelpreis für Physik ausgezeichnet.
Allerdings können nicht alle experimentellen Beobachtungen mit dem Standardmo-
dell der Teilchenphysik beschrieben werden. Hierzu zählen die dunkle Materie, die
Gravitation, Neutrino-Oszillationen und die Asymmetrie der beobachteten Menge
an Materie und Antimaterie im Universum. Letzteres könnte zum Beispiel über
eine Brechung der CPT -Symmetrie erklärt werden [4]. CPT steht hierbei für die
gemeinsame Transformation der Ladungskonjugation C, welche alle Teilchen in ihre
Antiteilchen transformiert, der Parität P , daher räumlichen Spiegelung, und der
zeitlichen Inversion T eines Prozesses. Theoretisch kann gezeigt werden, dass auf
einer �achen Raumzeit jede lokale, Lorentz-invariante und unitäre Quantenfeldtheo-
rie, wie die Quantenfeldtheorien des Standardmodells, die CPT -Symmetrie aufzeigt.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Dies ist als Schwinger-Lüders-Pauli oder CPT -Theorem bekannt [5, 6].
Ob die CPT -Symmetrie allgemeine Gültigkeit besitzt ist eine o�ene Frage. Daher ist
es wichtig, die Voraussagen experimentell zu überprüfen. Die Überprüfung ist durch
den Vergleich der Eigenschaften der Teilchen mit ihren Antiteilchen möglich [7, 8].
So ist die entscheidende Konsequenz der CPT -Symmetrie, dass alle Teilchen/Anti-
teilchen Paare exakt die gleiche Masse und mit umgekehrten Vorzeichen die gleiche
Ladung sowie das identische magnetische Moment besitzen. Folglich kann aus dem
Vergleich von Materie und Antimaterie auf eine Brechung der CPT -Symmetrie und
damit auf neue Physik, wie sie in Erweiterungen des bisherigen Standardmodells
beschrieben werden [9], rückgeschlossen werden.
Eine theoretisch ausgezeichnete Wechselwirkung beziehungsweise ausgezeichnetes
System für eine mögliche Verletzung der CPT -Symmetrie ist nicht bekannt. Folglich
wird in verschiedensten Experimenten an unterschiedlichsten Systemen die Gültig-
keit des Theorems untersucht. Allerdings konnte bis heute in keinem der untersuch-
ten Systeme eine Verletzung beobachtet werden.
Einer der bekanntesten Tests der CPT -Symmetrie ist der Vergleich der Massen
zweier Mesonen, des Kaons und des Antikaons, (m(K0) − m(K̄0))/m(Avg) < 9 ·
10−19 [10]. Darüber hinaus konnten auch Experimente mit Fermionen gespeichert
in Penning-Fallen emp�ndliche Grenzen auf eine Verletzung der CPT -Symmetrie
setzen. So kann anhand des Vergleichs der Anomaliefrequenzen ωa = ωL − ωc des
Elektrons und des Positrons die CPT -Symmetrie überprüft werden [11]. Hierbei
geben ωL die Larmorfrequenz und ωc die Zyklotronfrequenz an. Die Anomaliefre-
quenzen lassen sich aus den Messungen der g-Faktoren beider Leptonen bestimmen,
welche mit einer beeindruckenden, relativen Präzision von 10−12 bestimmt wurden
[12]. Eine Verletzung der CPT -Symmetrie konnte anhand dieser Messungen auf
einem Niveau von

~(ω−a /2)− ~(ω+
a /2)

mc2
< 1.2 · 10−21, (1.1)

ausgeschlossen werden [13].
Einen weiteren Kandidaten zu einem Test der CPT -Symmetrie bietet der Vergleich
der Anomaliefrequenzen des Protons und des Antiprotons. Dieses System verspricht
auf Grund der höheren Energie E = mc2, vergleiche Gleichung 1.1, bei gleicher
experimenteller Präzision eine höhere Sensitivität auf eine mögliche Brechung der
CPT -Symmetrie als bisher erreichbar. In einem ersten Schritt hierzu wird in unse-
rem Penning-Fallen-Experiment die erste direkte Präzisionsmessung des g-Faktors
eines einzelnen Protons angestrebt [14]. Unter Verwendung eines ähnlichen experi-
mentellen Aufbaus soll anschlieÿend der g-Faktor des Antiprotons gemessen werden
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Abbildung 1.1: Relative Präzision verschiedener Messungen des Proton g-Faktors. Der bis-
her präziseste Wert stammt aus einer indirekten Messung an atomarem Wassersto�. In 2012
wurden erstmals direkte Messungen in einer Penning-Falle mit einer starken magnetischen In-
homogenität durchgeführt. Das Ergebnis dieser Arbeit wurde unter Verwendung der Doppel-
Penning-Fallen-Technik erreicht. Es ist um einen Faktor 2 präziser als der indirekte Wert und
einen Faktor 500 präziser als die ersten direkten Messungen in einer Penning-Falle.

[15], um so einen wichtigen Beitrag zu den Tests des CPT -Theorems zu leisten.
Der bisher präziseste Wert des g-Faktors des freien Protons basiert auf Messun-
gen von P. F. Winkler et. al. [16], die vor mehr als 40 Jahren durchgeführt wurden.
Im Experiment wurde die Zeemanaufspaltung der Hyperfeinstruktur in atomaren
Wassersto� spektroskopiert. Aus der Messung konnte das Verhältnis der magneti-
schen Momente des Protons und des Elektrons gebunden im Atom, µp(H)/µe(H),
mit einer relativen Präzision von 10−8 bestimmt werden. Um hieraus einen Wert
für den g-Faktor des freien Protons zu berechnen, müssen Strahlungs-, Rückstoÿ-
und paramagnetische Korrekturen in der Gröÿenordnung 17.7 · 10−6 berücksichtigt
werden [17, 18].
Eine erste direkte Messung mit einem einzelnen in einer Penning-Falle gespeicherten
Proton gelang im Jahr 2012 an unserem Experiment. Basierend auf einer statisti-
schen Detektion von Spin-Flips [19] konnte der g-Faktor des Protons mit einer rela-
tiven Präzision von 8.8·10−6 direkt gemessen werden [20]. Im selben Jahr gelang dies
einer weiteren Gruppe aus Harvard, welche unter Verwendung gleicher Messtechni-
ken eine relative Präzision von 2.5 · 10−6 erreichte [21]. Beide Messungen sind durch
eine magnetische Inhomogenität, welche zur statistischen Detektion der Spin-Flips
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benötigt wird, limitiert. Unter Berücksichtigung aller bisherigen Messungen ist der
g-Faktor des freien Protons, dominiert durch die Messung an Wassersto�, mit einer
Präzision von 8.2 · 10−9 bekannt [18].
Die bisher limitierende Gröÿe bei einer Überprüfung des CPT -Theorems stellt der
g-Faktor des Antiprotons dar. Ebenfalls unter Verwendung einer Penning-Falle be-
stimmt, ist dieser mit einer relativen Präzision von 4.4 ·10−6 bekannt [22]. Basierend
auf gleichen Messtechniken wie bei den direkten Messungen am Proton ist auch die-
se Messung durch eine magnetische Inhomogenität limitiert.

Zur Messung des g-Faktors wird ein einzelnes Proton in einer kryogenen Penning-
Falle gespeichert. Aus der Messung der Larmorfrequenz und der freien Zyklotronfre-
quenz im magnetischen Speicherpotential der Penning-Falle lässt sich der g-Faktor
bestimmen. Zur Messung der Zyklotronfrequenz werden die drei Eigenfrequenzen
des Ions über die sogenannte Spiegelstromtechnik detektiert [23]. Die Larmorfre-
quenz wird aus der sogenannten Larmorresonanz, einer Messung der Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit als Funktion der Frequenz einer externen magnetischen Dipol-
anregung, gewonnen. Um die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, müssen
in einem ersten Meilenstein Spin-Flips des einzelnen Protons nachgewiesen werden.
Hierzu wird der Penning-Falle eine magnetische Inhomogenität überlagert, welche
das magnetische Spin-Moment an eine der drei Bewegungsmoden des Ions in der
Penning-Falle koppelt. Ein Spin-Flip führt somit zu einem Sprung der Bewegungsfre-
quenz. Der statistische Nachweis dieser einzelnen Spin-Flips ist uns im Jahr 2011 ge-
lungen [19] und ermöglichte die bereits beschriebene direkte Messung des g-Faktors
[20].
Jedoch wird die erreichbare Präzision der g-Faktor Messung durch eine Verbreite-
rung der Larmorresonanz auf Grund der magnetischen Inhomogenität limitiert. Um
dies zu umgehen, wurde unter Leitung von W. Quint und G. Werth an der Johan-
nes Gutenberg-Universität Mainz die sogenannte Doppel-Fallen Methode entwickelt
[24]. Hierbei wird die Präzisionsmessung der Frequenzen in einer Penning-Falle mit
einem homogenen Magnetfeld durchgeführt, während die Spin-Flip-Detektion in ei-
ner zweiten Penning-Falle erfolgt, welcher die magnetische Inhomogenität überla-
gert ist. Um diese Doppel-Fallen Methode anzuwenden, müssen einzelne Spin-Flips
des Protons direkt nachgewiesen werden. Die direkte Beobachtung dieser einzelnen
Spin-Flips gelang uns Anfang des Jahres 2012 [25] und ermöglichte die bisher einzige
Demonstration der Doppel-Fallen Methode mit einem einzelnen Proton [26]. In der
Folge erlaubte dies die erste direkte Präzisionsmessung des g-Faktors eines einzelnen
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Protons mit einer relativen Präzision von 4.3 · 10−9 [27], welche im Rahmen dieser
Arbeit durchgeführt wurde. Der gemessene Wert ist konsistent mit dem Wert aus
der Spektroskopie der Wassersto�-Hyperfeinstruktur, aber 2-mal genauer, und stellt
die erste direkte Präzisionsmessung des g-Faktors des freien Protons dar.
Das an unserem Experiment erfolgreich entwickelte Messprinzip lässt sich direkt
auf ein einzelnes Antiproton anwenden, dessen Speicherung in Penning-Fallen be-
reits erfolgreich demonstriert wurde [28]. Damit kann unsere Präzisionsmessung als
ein Meilenstein zur Messung des g-Faktors des Antiprotons mit vergleichbarer Prä-
zision verstanden werden, womit eine Verbesserung des assoziierten CPT -Tests um
einen Faktor 1000 in greifbare Nähe rückt. Die an unserem Experiment entwickelten
Methoden werden im Rahmen des BASE-Experiments, das sich derzeit am Antipro-
tonen Entschleuniger (CERN) im Aufbau be�ndet, zur Anwendung gebracht [15].

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert. In Kapitel 2 wird eine Einführung in die Theo-
rie der Penning-Falle und das Messschema zur Bestimmung des g-Faktors gegeben.
Anschlieÿend wird in Kapitel 3 der elektronische Nachweis eines einzelnen Protons
beschrieben. Das Kapitel 4 gibt einen Überblick über den experimentellen Aufbau.
In den beiden folgenden Kapiteln 5 und 6 werden erste systematische und experi-
mentelle Studien zu den Frequenzmessungen im Doppel-Fallen-System diskutiert.
In Kapitel 7 wird anschlieÿend die Detektion eines Spin-Flips, dem wichtigsten Be-
standteil einer erfolgreichen Messung des g-Faktors, beschrieben. Die Detektion der
einzelnen Spin-Flips erlaubt die Anwendung der Doppel-Fallen Methode, welche in
Kapitel 8 beschrieben wird. In Kapitel 9 wird das Ergebnis der Proton g-Faktor
Messung präsentiert.
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Kapitel 2

Theorie der Penning-Falle

Bringt man ein einzelnes Proton mit Masse m und Ladung q in ein homogenes
Magnetfeld B0, so kreist dieses auf einer geschlossenen Zyklotronbahn mit der freien
Zyklotronfrequenz

νc =
1

2π

q

m
B0. (2.1)

Des Weiteren kommt es im gleichen Magnetfeld zu einer Energieaufspaltung zwi-
schen den beiden Spin-Zuständen des Protons, ∆E = hνL, welche sich durch die
Larmorfrequenz

νL =
1

2π

q

m

g

2
B0 (2.2)

ausdrücken lässt. Hierbei gibt g den sogenannte g-Faktor des Protons an. Folglich
kann der g-Faktor des Protons aus der Messung der Larmorfrequenz und der Zyklo-
tronfrequenz bestimmt werden. Aus dem Frequenzverhältnis ergibt sich

g = 2
νL
νc
. (2.3)

Um den g-Faktor hieraus präzise und akkurat bestimmen zu können, sind lange Be-
obachtungszeiten unter de�nierten Bedingungen entscheidend. Penning-Fallen ha-
ben sich hier als mächtiges Werkzeug erwiesen, welche diese langen, präzisen und
darüber hinaus zerstörungsfreien Beobachtungen einzelner Ionen unter kontrollier-
baren Bedingungen erlauben [29].

2.1 Ideale Penning-Falle

Eine ideale Penning-Falle ist die Überlagerung eines homogenen magnetischen Fel-
des und eines elektrischen Quadrupolpotentials [30]. Das Magnetfeld sei für die
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KAPITEL 2. THEORIE DER PENNING-FALLE

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer Penning-Falle. Gezeigt sind drei hyperboli-
sche Fallenelektroden über die durch Anlegen einer Spannung das elektrische quadrupolför-
mige Speicherpotential erzeugt wird. Diesem ist ein homogenes Magnetfeld überlagert.

folgenden Betrachtungen entlang der z -Richtung, im Folgenden als axiale Richtung
bezeichnet, orientiert

~B = B0êz. (2.4)

Im Magnetfeld wird das geladene Teilchen in den Raumrichtungen senkrecht zum
Magnetfeld gespeichert, bleibt allerdings entlang des Magnetfeldes ungebunden.
Wird dem Magnetfeld zusätzlich ein elektrisches Quadrupolpotential überlagert,
welches entlang der axialen Richtung ein Potentialminimum hat, kann das Ion auch
in der verbleibenden Raumrichtung gespeichert werden.
Das elektrische Speicherpotential wird durch Spannungen, welche an leitende, zylin-
dersymmetrische Elektroden anliegen, produziert. Abbildung 2.1 zeigt eine mögliche
Elektrodenkon�guration mit den elektrischen Äquipotential�ächen folgenden hyper-
bolischen Elektrodenober�ächen. Für das elektrische Potential lässt sich schreiben

Φ (z, ρ) = C2U0

(
z2 − ρ2

2

)
, (2.5)

mit C2 einem charakteristischen Fallenkoe�zenten. Im Fall einer hyperbolischen
Penning-Falle gilt

C2 = 4

(
z20 +

ρ20
2

)−1
, (2.6)

mit z0 sowie ρ0 den Abständen des Fallenzentrums zu den Endkappen beziehungs-
weise der Ringelektrode, vergleiche Abbildung 2.1. U0 gibt die Spannung, welche
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2.1. IDEALE PENNING-FALLE

zwischen den Endkappen und der Ringelektrode angelegt wird, an.
Die resultierende Bewegung des Ions in der Penning-Falle lässt sich als Überlagerung
dreier unabhängiger harmonischer Oszillatoren mit charakteristischen Eigenfrequen-
zen beschreiben.
Zum ersten die axiale Oszillation entlang der Magnetfeldlinien als direkte Konse-
quenz des angelegten elektrischen Feldes mit der Frequenz

νz =
1

2π

√
2qC2U0

m
. (2.7)

Die axiale Bewegung ist unabhängig vom Magnetfeld.
Zum zweiten die sogenannte reduzierte Zyklotronbewegung mit der Frequenz

ν+ =
νc
2

+

√(νc
2

)2
− ν2z

2
. (2.8)

Diese Bewegung entspricht der freien Zyklotronbewegung eines geladen Teilchens in
einem magnetischen Feld, ist jedoch auf Grund des nicht verschwindenden radialen
Anteils des elektrischen Feldes zu niedrigeren Frequenzen hin verschoben.
Zum dritten die Magnetronbewegung mit der Frequenz

ν− =
νc
2
−
√(νc

2

)2
− ν2z

2
. (2.9)

Diese Bewegung ist das Resultat einer ~E × ~B Drift, senkrecht zum Magnetfeld
und senkrecht zur radialen Komponente des elektrischen Feldes. Für die in diesem
Experiment typischen Fallenparameter von U0 = 2.7V, C2 = 30 · 103m−2 und
B0 = 1.899T ergibt sich für die Eigenfrequenzen

νz = 632 kHz,

ν+ = 28.9MHz,

ν− = 6.7 kHz.

Um einen Eindruck der Bewegung eines Ions in der Falle zu bekommen, ist eine
Trajektorie der Bewegung in Abbildung 2.2 gezeigt. Zum einen rotiert das Teilchen
senkrecht zum Magnetfeld auf der reduzierten Zyklotronbahn in blau. Zusätzlich
bewegt sich das Ion auf der Magnetronbahn, in grün, um das Fallenzentrum. Die-
sen beiden Bewegungen ist schlieÿlich die axiale Oszillation, in rot, in Richtung des
Magnetfeldes überlagert.
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KAPITEL 2. THEORIE DER PENNING-FALLE

Abbildung 2.2: Darstellung der Bewegung eines Protons in einer Penning-Falle. In rot ist
die axiale Oszillation entlang der Magnetfeldlinien gezeigt. Dieser sind zwei radiale Bewegun-
gen überlagert. Zum ersten die Kreisbewegung der Magnetron Mode in grün, sowie zweitens
die Bewegung der reduzierten Zyklotron Bewegung in blau. In schwarz ist die resultierende
Gesamtbewegung des Ions gezeigt.

Die freie Zyklotronfrequenz νc, welche zur Bestimmung des g-Faktors gemessen wer-
den muss, ist keine Eigenfrequenz einer Bewegung des Ions in der Penning-Falle.
Jedoch lässt sich νc aus den Bewegungsfrequenzen des Ions in der Falle bestimmen,

νc = ν+ + ν−, (2.10)

ν2c = ν2+ + ν2− + ν2z . (2.11)

Die letzte Gleichung wird als Invarianz-Theorem bezeichnet [31]. Sie behält nicht
nur im Fall einer wie bisher beschriebenen idealen Kon�guration der Penning-Falle
Gültigkeit, sondern ist auch im Fall einer Verkippung der Magnetfeldachse gegen
das elektrische Speicherpotential oder einer Eliptizität des elektrischen Speicherpo-
tentials gültig [32]. Folglich wird zur Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz das
Invarianz-Theorem angewendet. Allgemein gilt in einer Penning-Falle für die Hier-
archie der Eigenfrequenzen ν+ � νz � ν−. Hieraus folgt, dass die am präzisesten zu
bestimmende Frequenz zu einer Messung der freien Zyklotronfrequenz die reduzierte
Zyklotronfrequenz ist.
Für die Stabilität der Teilchentrajektorie lässt sich eine nützliche Relation ableiten.
Dominiert die defokusierende Kraft des radialen elektrischen Feldes über die fokus-
sierende Kraft des Magnetfeldes, kommt es zu einer Aufweitung der Teilchenbahn
und damit verbunden zu einem Verlust des Ions. Die Stabilitätsbedingung lässt sich
aus dem Radikanten der Gleichung 2.9 ableiten. Es gilt
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2.1. IDEALE PENNING-FALLE

q

m
≥ 4

C2U0

B2
0

. (2.12)

Bei festen Parametern B0 und C2U0 ist diese Stabilitätsbedingung für schwerere
Ionen nicht erfüllt. Wird die Fallenspannung kontinuierlich erhöht, kommt es zu
einem Verlust von immer leichteren Ionen. Protonen bleiben bei dieser Erhöhung
am längsten gespeichert. Daher kann diese Eigenschaft der Penning-Falle in unserem
Experiment verwendet werden, Fremdionen aus der Falle zu entfernen.
Die Energie1 in der Zyklotronmode ist rein kinetisch und ausgedrückt über den
Radius der Bewegungsamplitude ρ+ gegeben durch

E+ =
1

2
mω2

+ρ
2
+. (2.13)

In Analogie gilt für die Energie der axialen Mode mit Amplitude z0

Ez =
1

2
mω2

zz
2
0 . (2.14)

Im Gegensatz hierzu gilt für die Energie der Magnetron Mode mit Amplitude ρ−

E− =
1

2
mω2

−ρ
2
− −

4π2

4
mω2

zρ
2
− ≈ −

1

4
mω2

zρ
2
−, (2.15)

wobei im letzten Schritt die Näherung ν− � νz verwendet wurde. Die Energie in
der Magnetron Mode ist rein potentiell und die Bewegung metastabil. Eine Re-
duzierung der Magnetronenergie führt zu einer Vergröÿerung des Radius ρ−. Ist
der einzige Verlustmechanismus der Mode die Strahlungsdämpfung, so folgt für die
Dämpfungskonstante [32]

γ− =
4q2

3mc3
ω3
−

ω+ − ω−
= 1030 1/s. (2.16)

Dies entspricht einer vernachlässigbaren Zerfallskonstanten von τ− = 1023 Jahren.
Neben der bisherigen klassischen Beschreibung der Ionenbewegung ist auch eine
quantenmechanische Beschreibung möglich. Die Bewegung des Ions in einer idea-
len Penning-Falle kann über drei vollständig entkoppelte harmonische Oszillatoren
beschrieben werden [33]. Im quantenmechanischen Bild folgt hieraus für den das
System beschreibenden Hamiltonian

H = ~ωz(nz +
1

2
) + ~ω+(n+ +

1

2
)− ~ω−(n− +

1

2
), (2.17)

1Die Energien lassen sich sowohl in den Einheiten eV als auch K ausdrücken, wobei eV = kBK.
Beide Einheiten werden in dieser Arbeit synonym verwendet. Wird hingegen die Temperatur einer
thermischen Verteilung angegeben, wird dies explizit erwähnt.
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wobei nz, n+ und n− die Quantenzahlen der axialen Mode, der Zyklotronmode und
der Magnetronmode sind.

2.2 Anharmonische elektrische Speicherpotentiale

Im Experiment können Abweichungen des Speicherpotentials von den idealen Be-
dingungen eines quadrupolförmigen, elektrischen Feldes auftreten. Da dies zu signi-
�kanten Modi�kationen der Bewegungsfrequenzen des gespeicherten Ions und daher
zu einer Abweichung des gemessenen g-Faktors vom wahren g-Faktor führen kann,
werden diese im Folgenden diskutiert.
Das elektrische Speicherpotential einer Penning-Falle lässt sich durch eine Multipol-
entwicklung in Legendre-Polynomen Pi ausdrücken [32]. Es gilt

Φ (z, ρ) = U0

∑
k

Ck
(
z2 + ρ2

)k/2
Pk

(
z√

z2 + ρ2
)

)
, (2.18)

mit k ∈ N0. Folglich ergibt sich das Bild der idealen Penning-Falle für Ck = 0 mit
k ∈ N0 \{2}. Auf Grund der Symmetrie z → −z der Penning-Falle tragen ungerade
Beiträge in k nicht bei. Während der Term 0. Ordnung (k = 0) als konstanter
Beitrag zum Potential nicht zur Bewegung des Ions in der Falle beiträgt, de�niert
der Term 2. Ordnung die axiale Frequenz, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben.
Wird zusätzlich die Korrektur auf Grund von C4 mit berücksichtigt, ergibt sich für
die axiale Komponente die nichtlineare Di�erentialgleichung

z̈ = − q

m
2U0

(
C2z + 2C4z

3
)

(2.19)

eines Du�ng Oszillators. Der nichtlineare Term zur Rückstellkraft führt folglich zu
einer Abhängigkeit der axialen Bewegungsfrequenz νz von dessen Bewegungsam-
plitude z0. Es resultiert somit eine Abhängigkeit der axialen Frequenzen von der
Energie der axialen Mode Ez = πmν2zz

2
0 . Unter Berücksichtigung weiterer führen-

der Korrekturen zum Potential ergibt sich für die relative Abweichung der axialen
Frequenz [32]

∆νz
νz

=
3

4

1

qU0

(
C4

C2
2

Ez +
5

4

C6

C3
2

E2
z

)
. (2.20)

Daneben kommt es auf Grund der Anharmonizitäten des Speicherpotentials auch
zu Kopplungen aller Bewegungsmoden des gespeicherten Ions. So gilt nach [32] für
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die reduzierte Zyklotronfrequenz

∆ν+
ν+

=
1

qU0

3C4

C2
2

(
1

4

(
νz
ν+

)4

E+ −
1

2

(
νz
ν+

)2

Ez −
(
νz
ν+

)2

E−

)
, (2.21)

für die Magnetronfrequenz

∆ν−
ν−

=
1

qU0

3C4

C2
2

(
−1

2

(
νz
ν+

)2

E+ − Ez − E−

)
, (2.22)

und für die axiale Frequenz

∆νz
νz

=
1

qU0

3C4

C2
2

(
−1

2

(
νz
ν+

)2

E+ +
1

4
Ez + E−

)
. (2.23)

Hingegen wird die Energieaufspaltung zwischen den Spin-Zuständen ausschlieÿlich
durch das Magnetfeld bestimmt. Folglich kommt es zu keiner Verschiebung der Lar-
morfrequenz.

2.3 Die zylindersymmetrische Penning-Falle

Im Gegensatz zu der im vorherigen Abschnitt vorgestellten hyperbolischen Penning-
Falle werden in unserem Experiment zylindrische Penning-Fallen verwendet, wie sie
von G.Gabrielse eingeführt wurden [34]. Zylindersymmetrische Penning-Fallen bie-
ten im Vergleich zu den hyperbolischen Fallen verschiedene Vorteile. Zum Transport
von Ionen zwischen verschiedenen Penning-Fallen wäre bei hyperbolischen Fallen ei-
ne Modi�kation der Elektroden durch Bohrung, welche einen Zugang zum Fallenzen-
trum erlaubt, erforderlich. Dies würde zu Abweichungen vom idealen quadrupolför-
migen Fallenpotential führen. Im Gegensatz hierzu besteht bei einem zylindrischen
Fallendesign ein direkter Zugang zum Fallenzentrum. Dies ermöglicht ohne eine
Modi�kation der Elektroden ein Ion adiabatisch zwischen zwei Fallen hin und her
zu transportieren. Zusätzlich ist, im Gegensatz zu hyperbolischen Elektroden, das
durch zylindrische Fallenelektroden erzeugte Potential analytisch lösbar. Daneben
lassen sich in mechanischen Werkstätten zylindrische Fallen mit höchster Präzision
herstellen 2.
Im Experiment werden 5-polige zylindersymmetrische Penning-Fallen, bestehend

2Die in unserem Experiment verwendeten Fallenelektroden werden mit Toleranzen von 3µm
bis 10µm gefertigt.
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KAPITEL 2. THEORIE DER PENNING-FALLE

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung einer zylindrischen 5-poligen Penning-Falle mit
angelegter Ringspannung Ur sowie den Korrekturspannungen Uk. Die einzelnen Elektroden
werden durch Saphirringe, hell-blau dargestellt, elektrisch voneinander isoliert. Die Spannun-
gen erzeugen das elektrische Speicherpotential, welchem das Magnetfeld ~B überlagert ist.

aus einer Ringelektrode, zwei Korrekturelektroden und zwei Endkappen verwendet.
In Abbildung 2.3 ist eine solche Penning-Falle dargestellt. Die Endkappen werden
auf dem Bezugspotential gehalten, während zwischen der Spannung an der Ring-
elektrode Ur = U0 und den Spannungen an den beiden Korrekturelektroden Uk ein
de�niertes Spannungsverhältnis gewählt wird,

Ur = Tr · Uk. (2.24)

Der dimensionslose Parameter Tr wird Tuning-ratio genannt. Bei geeigneter Wahl
von Tr ist es immer möglich die Anharmonizität C4 zu beseitigen, daher C4 = 0.
Beim theoretischen Design einer zylindrischen Penning-Falle ergeben sich vier frei
wählbare Parameter. Dies sind der gemeinsame Radius aller Elektroden, die Länge
der beiden Korrekturelektroden, die Länge der Ringelektrode sowie das Tuning-
ratio. Wird der Radius der Falle festgelegt, bleiben beim Design der Falle drei Frei-
heitsgrade übrig. Mit Hilfe dieser wird die Penning-Falle so konstruiert, dass sie zum
einen orthogonal und zum anderen kompensiert ist [35]:

� Orthogonalität bedeutet, dass die axiale Frequenz unabhängig vom angeleg-
ten Tuning-ratio ist, daher ∂νz/∂T = 0. Dies stellt keine Limitierung der
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erreichbaren Präzision dar, ist aber von experimentellem Vorteil, da die axiale
Frequenz nur in einem schmalen Frequenzband detektiert werden kann.

� Kompensation bedeutet, dass die beiden führenden Korrekturterme des an-
harmonischen Potentials, C4 und C6, simultan Null gesetzt werden können,
daher C4 = C6 = 0.

2.4 Inhomogene magnetische Felder

Neben den in Abschnitt 2.2 beschriebenen Abweichungen von der idealen Penning-
Falle, kann auch das Magnetfeld vom idealen homogenen Verlauf abweichen. Hieraus
folgen ebenfalls Verschiebungen der Eigenfrequenzen und Kopplungen der Bewe-
gungsmoden [32].
Auf Grund des axialen, magnetischen Moments der Zyklotronbewegung

~µ+,z = −I+πρ2+êz = − 1

2π

qE+

mν+
êz (2.25)

mit I+ = qν+ dem Strom des Ions, wird das elektrische Potential um den Beitrag
eines zusätzlichen magnetischen Potentials

Φmag = − |~µ+,z|B/q (2.26)

modi�ziert. Betrachtet man nun die lineare Korrektur zum Magnetfeld B1,

~B = ~B0 +B1zêz, (2.27)

so kommt es auf Grund des Magnetfeldgradienten zu einer Verschiebung ∆z des
Gleichgewichtpunkts entlang der axialen Richtung3. Aus ∂z(Φmag + Φel) = 0 erhält
man

∆z =
B1

2πmC2U0

E+

ν+
. (2.28)

Hieraus resultiert eine Verschiebung der Zyklotronfrequenz um

∆νc =
1

2π

q

m
B1∆z. (2.29)

3Auf Grund der niedrigen Energie der Magnetron Mode ist das magnetische Moment letzterer
an dieser Stelle vernachlässigbar.
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Die Korrektur zweiter Ordnung zum Magnetfeld B2, welche im Rahmen dieser Ar-
beit als magnetische Flasche bezeichnet wird, stellt die wichtigste Korrektur dar.
Formal lässt sich die Änderung des Magnetfelds folgendermaÿen ausdrücken

∆B(ρ, z) = B2

[(
z2 − ρ2

2

)
êz + zρêρ

]
. (2.30)

Auf Grund der quadratischen Korrektur erhält man einen endlichen Beitrag in der
Bewegungsgleichung der axialen Frequenz

z̈ = − q

m
∂zΦe −

q

m
∂zΦmag = −

(
4π2ν2z +

2qB2

2πm2ν+
E+

)
z, (2.31)

welcher zu einer relativen Verschiebung der axialen Frequenz von

∆νz
νz

=
1

4π2mν2z

B2

B0

E+, (2.32)

führt. Dies gilt in Analogie für das magnetische Moment auf Grund der Magne-
tronbewegung. Da mit der Bewegung der axialen Mode kein radial magnetisches
Moment verbunden ist, bleibt die axiale Frequenz in Bezug auf die quadratische
Korrektur zum Magnetfeld unabhängig von der axialen Energie. Zusammenfassend
gilt für die relative Änderung der axialen Frequenz

∆νz
νz

=
1

4π2mν2z

B2

B0

(E+ + |E−|) . (2.33)

Zur Vollständigkeit sei an dieser Stelle bereits erwähnt, dass folglich über eine Mes-
sung der axialen Frequenzverschiebung die absolute Energie der radialen Moden
bestimmt werden kann, siehe Abschnitt 6.2.
Neben der axialen Frequenzverschiebung kommt es zu einer Verschiebung der Zy-
klotronfrequenz und der Larmorfrequenz mit der Bewegungsamplitude/Energie der
axialen Bewegungsmode. Die mittlere Magnetfeldabweichung, welche vom Ion in der
Falle gesehen wird, ergibt sich zu

〈∆B〉 =
〈
B2z(t)2

〉
= B2

z20
2

=
B2

4π2mν2z
Ez. (2.34)

Hieraus folgt für die relative Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz

∆ν+
ν+

=
1

4π2mν2z

B2

B0

Ez (2.35)
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und analog für die relative Verschiebung der Larmorfrequenz

∆νL
νL

=
1

4π2mν2z

B2

B0

Ez. (2.36)

Auf Grund der Abnahme des Magnetfeldes mit dem Radius, wird mit zunehmendem
Bahnradius der Zyklotronbewegung das Magnetfeld abnehmen. Folglich wird die
reduzierte Zyklotronfrequenz bei einer Zunahme der Zyklotronenergie, E+ ∝ ρ2+
abnehmen. Analog gilt dies für die Abhängigkeit der Zyklotronfrequenz von der
Magnetronenergie.
Zusammenfassend gilt für die Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz, und
analog der Larmorfrequenz, auf Grund der quadratischen Korrektur zumMagnetfeld
und der endlichen Energien in den Moden

∆ν+
ν+

=
1

4π2mν2z

B2

B0

(
− ν

2
z

ν2+
E+ + Ez − 2 |E−|

)
, (2.37)

∆νL
νL

=
1

4π2mν2z

B2

B0

(
− ν

2
z

ν2+
E+ + Ez − 2 |E−|

)
. (2.38)

Für die relative Verschiebung der Magnetronfrequenz gilt

∆ν−
ν−

=
1

4π2mν2z

B2

B0

(2E+ − Ez + 2 |E−|) . (2.39)

2.5 Kontinuierlicher Stern-Gerlach E�ekt

Wie bereits beschrieben basiert die Messung des g-Faktors auf der Messung der Lar-
morfrequenz νL und der Zyklotronfrequenz νc. νc wird aus der Messung der Eigenfre-
quenzen des Protons in der Penning-Falle bestimmt. Da mit jeder Eigenbewegung
eine Verschiebung einer Ladung verbunden ist, kann hierüber ein experimenteller
Zugang zu den Eigenfrequenzen gefunden werden, siehe Kapitel 3. Diese Technik
lässt sich nicht auf die Bestimmung von νL anwenden, da mit der Larmorfrequenz
keine Verschiebung einer Ladung verknüpft ist.
Zugang zu νL erhält man über eine Messung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit psf
als Funktion der Frequenz νrf einer externen magnetischen Dipolanregung, die der
Induktion von Spin-Übergängen dient. Wird psf zu unterschiedlichen Frequenzen
νrf gemessen, erhält man die sogenannte Larmorresonanz. Aus dem Maximum die-
ser Larmorresonanz kann νL bestimmt werden.
Um die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, muss ein Spin-Flip detektiert
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werden können. Zu diesem Zweck wird der Penning-Falle eine magnetische Flasche
B2 überlagert. Es kommt dann in Analogie zur bereits beschriebenen Kopplung der
radialen magnetischen Momente der Eigenbewegungen an die axiale Bewegung auch
zu einer Kopplung des magnetischen Spin-Moments

~µs = g
q

2m
~S (2.40)

an die axiale Bewegung. Wird das magnetische Spin-Moment in Gleichung 2.26 sub-
stituiert und über Gleichung 2.31 die Verschiebung der axialen Frequenz bestimmt,
so erhält man

∆νz =
~µsB2êz
4π2mνz

. (2.41)

Folglich führt eine Änderung des Spin-Zustandes von ∆ms = ±1 zu

∆νz = ∓g q~B2

8π2m2νz
. (2.42)

Es kann somit aus dem Frequenzsprung zweier aufeinander folgender axialer Fre-
quenzmessungen, zwischen denen versucht wurde einen Spin-Flip zu treiben, auf den
Spin-Zustand des Protons zurückgeschlossen werden. Aus der mehrmaligen Wieder-
holung einer solchen Messung lässt sich psf bestimmen.
Die Technik dieser Kopplung des Spin-Moments an die axiale Bewegung in einer
Penning-Falle wurde erstmals von H.Dehmelt zur Detektion von Spin-Übergängen
eines einzelnen Elektrons eingeführt [36] und wird in Analogie zu den berühmten
Experimenten von O. Stern und W.Gerlach [37] als kontinuierlicher Stern-Gerlach
E�ekt bezeichnet.
Die zur Spin-Flip-Detektion benötigte magnetische Flasche wird durch eine aus fer-
romagnetischem Material, Co/Fe, hergestellte Ringelektrode erzeugt. Die Penning-
Falle, welcher diese magnetischen Inhomogenität überlagert ist, wird als Analysefalle
bezeichnet. In Abbildung 2.4 ist das Magnetfeld der Analysefalle basierend auf Fini-
te Elemente Rechnung mit dem Programm Comsol gezeigt4. Für die im Experiment
verwendete Inhomogenität folgt B2 = 300000T/m2. Dies bedeutet, dass das Ma-
gnetfeld innerhalb der magnetischen Flasche auf einer Distanz von 1.5mm um circa
1T abnimmt. Diese extrem starke Inhomogenität ist notwendig, um einen ausrei-
chend groÿen Frequenzsprung auf Grund eines Spin-Flips des Protons detektieren
zu können. Im Vergleich hierzu werden in ähnlichen Experimenten zur Messung der
g-Faktoren an Elektronen, gebunden in hochgeladenen Ionen [39, 40, 41, 42, 43]
oder dem freien Elektron/Positron [44, 13], kleinere magnetische Flaschen benötigt,

4Die in unserem Experiment verwendete Analysefalle wurde von C.C. Rodegheri entworfen [38]
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Abbildung 2.4: In a) ist das inhomogene Magnetfeld der Analysefalle basierend auf Be-
rechnungen mit dem Finite Elemente Programm Comsol gezeigt. Die ferromagnetische Rin-
gelektrode formt das Magnetfeld zu einer sogenannten magnetischen Flasche. Dies führt zu
einer Verzerrung der magnetischen Feldlinien. Der Farbcode gibt die Stärke des absoluten
Magnetfeldes an; in rot B = 1,1T und in weiÿ B = 4T. In b) ist die axiale Komponente
des Magnetfelds Bz auf der Symmetrieachse, ρ = 0mm, basierend auf den Finite Elemente
Rechnungen gezeigt.

da dort ein Spin-Flip des deutlich gröÿeren Bohr-Magnetons µB des Elektrons mit
Masse me,

µB/me

µs/m
= 106, (2.43)

detektiert werden muss, vergleiche Gleichung 2.41. Trotz der starken Inhomogenität
in diesem Experiment ergibt sich der zu detektierende Frequenzsprung auf Grund ei-
nes Spin-Flips bei einer axialen Frequenz von 742 kHz lediglich zu ∆νz,sf = 170mHz.
Die extrem starke Inhomogenität bedeutet zusätzlich eine starke Kopplung der ma-
gnetischen Momente der radialen Moden an die axiale Mode. So führt eine Ände-
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rung der Energie der Zyklotronmode um ∆E = 35 neV, dies entspricht 10−4 der
thermischen Energie 350µeV (4K), zu einem axialen Frequenzsprung in der glei-
chen Gröÿenordnung eines Spin-Flips.
Neben der klassischen Beschreibung der Kopplungen auf Grund der magnetischen
Flasche, ist es hilfreich auf die quantenmechanische Beschreibung zurückzugreifen.
Im quantenmechanischen Bild gilt

∆νz =
hν+

4π2mν2z

B2

B0

((
n+ +

1

2

)
+
ν−
ν+

(
n+ +

1

2

)
+
g

2
ms

)
. (2.44)

So führt ein Magnetronquantensprung ∆n− = ±1 zu einem axialen Frequenzsprung
von ∆νz = ±45µHz, während ein Zyklotronquantensprung ∆n+ = ±1 zu einem
axialen Frequenzsprung von ∆νz = ±63mHz führt.

2.6 Die Doppel-Fallen Methode

Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt, ist die Einführung der Analysefalle mit
der magnetischen Flasche in diesem Experiment zwingend erforderlich, um den g-
Faktor des Protons zu messen. Auf der anderen Seite wurde in Abschnitt 2.4 ge-
zeigt, dass die magnetische Feldinhomogenität B2 zu signi�kanten Verschiebungen
der Eigenfrequenzen führen kann. Folglich wird der gemessene g-Faktor vom wah-
ren g-Faktor abweichen. Betrachtet man die relative Abweichung des g-Faktors auf
Grund einer systematischen Verschiebung der Larmorfrequenz ∆νL und der freien
Zyklotronfrequenz ∆νc, so ergibt sich

∆g

g
=

∆νL
νL
− ∆νc

νc
. (2.45)

Die freie Zyklotronfrequenz wird nicht direkt gemessen, sondern über das Invarianz
Theorem bestimmt. Hieraus ergibt sich für die Verschiebung der freien Zyklotron-
frequenz

∆νc
νc

=
1

ν2c
(ν+∆ν+ + νz∆νz + ν−∆ν−) . (2.46)

Auf Grund der niedrigen Magnetronfrequenz, ν−/ν2c � ν+/ν
2
c , und der niedrigen

axialen Frequenz, νz/ν2c � ν+/ν
2
c , sind die Verschiebungen ∆ν− der Magnetron

Mode und ∆νz der axialen Moden für die weiteren Betrachtungen vernachlässigbar.
Es folgt für die relative Verschiebung des g-Faktors

∆g

g
=

∆νL
νL
− ν+∆ν+

ν2c
. (2.47)
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Tabelle 2.1: Experimentelle Parameter der Penning-Fallen

Parameter Präzisionsfalle Analysefalle
C2,theo 30 · 103m−2 115 · 103m−2

U0 2.733V 1.017V
B0 1.899T 1.160T

B2,theo 298000T/m2 4T/m2

νz 623 kHz 742 kHz
ν+ 28.97MHz 17.8MHz
ν− 6.7 kHz 15 kHz
νL 80.9MHz 50MHz
Tz 7K 7K

Aus dem Vergleich mit den Gleichungen 2.37 sowie 2.38 erhält man

∆νL
νL

=
∆ν+
ν+

. (2.48)

Hieraus folgt
∆g

g
=

∆ν+
ν+

(
1−

ν2+
ν2c

)
. (2.49)

Im Fall der Analysefalle mit B2 = 300000T/m2 ergibt sich eine relative Verschie-
bung des g-Faktor in Abhängigkeit der axialen Temperatur Tz von 4 ·10−8/K bezie-
hungsweise von −8 ·10−8/K in Abhängigkeit der Temperatur der Magnetronmode5.
Experimentell ist es nicht möglich die Temperaturen der axialen Mode und der Ma-
gnetronmode während einer Messung des g-Faktors auf wenige mK zu stabilisieren.
Folglich kann die angestrebte relative Präzision von ∆g/g = 10−9 in der Analysefalle
nicht erreicht werden.
Um dieses Problem zu umgehen, wurde von Hä�ner et al. die Doppel-Fallen Metho-
de vorgeschlagen [24]. Hierbei werden die Präzisionsmessungen der Larmorfrequenz
und der Zyklotronfrequenz in einer ersten Penning-Falle, der Präzisionsfalle, mit ei-
nem homogenen Magnetfeld durchgeführt. Die Detektion des Spin-Zustandes, daher
eines Spin-Flips, erfolgt in einer zweiten Penning-Falle, der Analysefalle, welcher die
magnetische Flasche überlagert ist. Die beiden Penning-Fallen sind über Transport-
elektroden mit einander verbunden. Die wichtigsten experimentellen Parameter der
Präzisionsfalle und Analysefalle können Tabelle 2.1 entnommen werden.
In Abbildung 2.5 ist der schematische Aufbau, der in diesem Experiment verwen-

5Die Abhängigkeit von der Temperatur der Zyklotronmode ist mit ν2z/ν
2
+ unterdrückt
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Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Doppel-Falle. Der Aufbau besteht aus einer
Präzisionsfalle mit einem homogenen Magnetfeld sowie einer Analysefalle mit einem inho-
mogenen Magnetfeld. In der Präzisionsfalle können die Larmor- und Zyklotronfrequenz zur
Messung des g-Faktors präzise bestimmt werden. Das inhomogene Magnetfeld der Analysefalle
dient der Detektion des Spin-Zustandes. Die ferromagnetische Ringelektrode der Analysefalle,
welche die magnetische Flasche erzeugt, ist farblich hervorgehoben. Der Verlauf der axialen
Komponente des Magnetfeldes ist am unteren Rand der Abbildung gezeigt. Die beiden Fallen
sind über Transportelektroden miteinander verbunden. Alle Elektroden werden durch Saphir-
ringe, hellblau dargestellt, elektrisch von einander isoliert. Über Spulen, welche sich auf der
äuÿeren Seite der Fallenelektroden be�nden, wird das magnetische Dipolfeld zur Spin-Flip-
Anregung eingestrahlt.

deten Doppel-Fallen Kon�guration gezeigt. Da das starke inhomogene Magnetfeld
der Analysefalle zu einer Inhomogenität in der Präzisionsfalle führen kann, sind
beide Fallen 44mm von einander getrennt. Somit kann, nach Finite Elemente Be-
rechnungen, die magnetische Inhomogenität in der Präzisionsfalle im Vergleich zur
Analysefalle um einen Faktor von 100000 auf B2 = 4T/m2 gesenkt werden. Dies
entspricht bei der hier angestrebten Präzision einer vernachlässigbaren, relativen
Abweichung des g-Faktors von ∆g/g = 1 · 10−12, bei einer typischen axialen Tem-
peratur von 4K.
Im Folgenden wird ein Zyklus der Doppel-Fallen Methode zur Messung des g-Faktors
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beschrieben:

� In der Analysefalle wird über eine Anregung ein Spin-Flip induziert. Aus der
Richtung des resultierenden Frequenzsprungs, vergleiche Gleichung 2.42, kann
auf den Spin-Zustand des Protons am Ende der Einstrahlung rückgeschlossen
werden.

� Das Proton wird in die Präzisionsfalle transportiert.

� Im homogenen Magnetfeld der Präzisionsfalle wird identisch zur Analysefalle
versucht einen Spin-Flip zu induzieren. Gleichzeitig wird die freie Zyklotron-
frequenz gemessen.

� Das Proton wird in die Analysefalle transportiert.

� In der Analysefalle wird über eine Anregung ein Spin-Flip induziert. Aus der
Orientierung des resultierenden Frequenzsprungs kann auf den Spin-Zustand
des Protons vor der Einstrahlung rückgeschlossen werden. Der Vergleich der
Spin-Zustände in der Analysefalle vor und nach der Messung in der Präzi-
sionsfalle lässt darauf rückschlieÿen, ob in der Präzisionsfalle ein Spin-Flip
induziert wurde.

Folglich kann diese Methode nur dann angewendet werden, wenn einzelne Spin-
Flips direkt beobachtet werden können. Wird dieser Zyklus mehrmals wiederholt,
lässt sich die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit zu einer Anregung νrf bestimmen. Aus
einem Scan von νrf erhält man die Larmorresonanz, aus der νL bestimmt werden
kann. Da die Messung der Zyklotronfrequenz simultan zur Messung zur Anregung
der Spin-Übergänge abläuft, ist die Messung nicht sensitiv auf Langzeitdriften des
Magnetfeldes.

2.7 Die Linienform der Larmorresonanz im inhomo-

genen Magnetfeld

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, basiert die Messung der Larmorfrequenz
auf der Messung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion der Frequenz einer
externen Anregung zur Induzierung von Spin-Flips, der Larmorresonanz. Im inho-
mogenen Magnetfeld B2 kann es hierbei zu einer thermischen Verbreiterung und
einer Verschiebung dieser Resonanz kommen.
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Auf Grund der axialen Oszillation des Protons mit Amplitude z0 in der Falle, kommt
es zu einer Modulation des Magnetfeldes im Ruhesystem des Teilchens

B(t) = B0 +B2z(t) = B0 +B2z
2
0 sin2(2πνzt) (2.50)

und damit verbunden zu einer Modulation der Larmorfrequenz6

νL = νL,0

(
1 +

B2

B0

z20 sin2(2πνzt)

)
, (2.51)

mit Seitenbändern bei ganzzahligen Vielfachen von ±2νz. νL,0 gibt die Larmorfre-
quenz zum Magnetfeld B0 im Zentrum der Falle an. Betrachtet man den zeitlichen
Mittelwert folgt

νL = νL,0

(
1 +

1

2

B2

B0

〈
z20
〉)

. (2.52)

Da die axiale Mode an einen Nachweis gekoppelt ist, ist sie im Gleichgewicht mit
einem thermischen Bad. Die Stärke der Kopplung kann über γz = q2R/mD2 be-
schrieben werden, mit R dem Widerstand des Nachweises und D dem sogenannten
e�ekivem Elektrodenabstand, vergleiche Kapitel 3. Es folgt, dass die Energie einer
Boltzmann-Verteilung mit Temperatur Tz folgt. Über den Gleichverteilungssatz

〈E〉 = 2π2mν2z
〈
z20
〉

= kBTz (2.53)

kann die mittlere quadratische Amplitude der axialen Mode〈
z20
〉

=
kBTz

4π2mν2z
(2.54)

bestimmt werden. Es ergibt sich

δνL =
B2

B0

kBTz
8π2mν2z

νL (2.55)

für die Korrektur zu νL,0. Der Parameter δνL wird Linienbreitenparameter genannt.
Im Folgenden muss zwischen den Grenzfällen der schwachen Kopplung, γz � δνL,
und der starken Kopplung, γz � δνL, unterschieden werden. Der Grenzfall der
schwachen Kopplung ist für die Analysefalle gültig, während der Grenzfall der star-
ken Kopplung auf die Präzisionsfalle anzuwenden ist.

6Entsprechendes gilt für die Frequenz der reduzierten Zyklotronmode und Magnetronmode.
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Abbildung 2.6: Linienpro�l der Larmorresonanz in der Analysefalle. Die scharfe Kante spie-
gelt die unverschobene Larmorfrequenz wieder. Der exponentielle Abfall resultiert aus der
thermischen Boltzmann-Verteilung der axialen Energie.

Grenzfall der schwachen Kopplung

Ist die Kopplung schwach, γz � δνL, wird die quadratische Amplitude während der
Zeit 1/δνL nicht auf den Mittelwert 〈z20〉 relaxieren. Folglich kommt es auf Grund
der endlichen Energierverteilung der axialen Mode, gekoppelt an das thermische
Bad, zu einer Verbreiterung der Larmorresonanz. In [45, 46] wird das resultierende
Linienpro�l χ des Zweiniveausystems hergeleitet,

χs(ν) =
Θ (ν − νL)

δνL
exp

(
−ν − νL

δνL

)
, (2.56)

mit Θ(x) der Heaviside Funktion. Das Linienpro�l ist in Abbildung 2.6 gezeigt.
Nach einer scharfen Kante bei der unverschobenen Larmorfrequnz zu Ez = 0 ist
ein exponentieller Abfall auf Grund der Boltzmann-Verteilung sichtbar. Für die
Parameter dieses Experiments ergibt sich eine relative Linienbreite von δνL/νL =

6 · 10−4 bei einer absoluten Larmorfrequenz von νL = 50MHz.
Die Anregung von Spin-Übergängen erfolgt über das bekannte Prinzip von Rabi
[47]. Es wird ein zirkulapolarisiertes, magnetisches Wechselfeld mit Frequenz νrf
und Amplitude brf senkrecht zum homogenen Magnetfeld B0 eingestrahlt. Nach
der Näherung der rotierenden Wellen sieht das Teilchen dann im mit νrf = νL
rotierenden Bezugssystem e�ektiv ein konstantes Magnetfeld in radialer Richtung,
um das der Spin mit der Frequenz Ωrf = 2πνLbrf/B0 präzidiert. Im Laborsystem
kommt diese Präzision einem Spin-Flip in Richtung des homogenen Magnetfeldes
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Abbildung 2.7: Larmorresonanz in der Analysefalle. Aufgetragen ist die Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit gegen die Frequenz der externen Anregung νrf . Für das Beispiel wurden
die typischen Parameter des Experiments von Tz = 10K, t0 = 10 s und brf = 2 · µT gewählt.

gleich.
Nach [45, 46] folgt für die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit

Psf (νrf ) =
1

2

(
1− exp

(
−1

2
Ω2
rf tχs(νrf )

))
, (2.57)

mit t der Einstrahldauer der externen Anregung. In Abbildung 2.7 ist ein Beispiel
einer Larmorresonanz gezeigt. Eine Erhöhung der Amplitude oder der Einstrahl-
zeit führt nach einer Sättigung der Resonanz auf eine Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
von 50 % zu einer Verbreiterung. Im Gegensatz hierzu wird bei einer Erniedrigung
der axialen Temperatur Tz die Resonanz schmäler, da durch die geringere axiale
Bewegungsamplitude ein kleinerer Feldbereich abgetastet wird. Folglich wird für ei-
ne präzise Messung der Larmorfrequenz in der magnetischen Flasche eine niedrige
axiale Temperatur angestrebt.

Grenzfall der starken Kopplung

Im Gegensatz zur bisherigen Diskussion der schwachen Kopplung in der Analyse-
falle gilt in der Präzisionsfalle mit endlicher Inhomogenität B2, siehe Tabelle 2.1,
der Grenzfall der starken Kopplung, γz � δνL. Das resultierende Linienpro�l kann
ebenfalls [45, 46] entnommen werden. Es ergibt sich ein Lorentzpro�l mit Breite
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δν2L/γz und um δνL = 1.5Hz verschobener Resonanzfrequenz,

χw(ν) =
1

2π2

δν2L/γz

(ν − νL − δνL)2 + (δν2L/γz)
2 . (2.58)

Die Verschiebung des Linienpro�ls geht direkt in die über Gleichung 2.57 beobach-
tete Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion der Frequenz der externen Anregung
νrf ein und würde bei B2Tz = 28T/m2K zu einer systematischen Verschiebung des
gemessenen g-Faktors von ∆g/g = 10−8 führen.
Um diese systematische Verschiebung zu vermeiden, wird die sogenannte g-Faktor
Resonanz aufgenommen. Hierbei wird die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
als Funktion des getesteten g-Faktors gt = 2νrf/νc,m, mit νc,m = νc + ∆νc(B2) der
durch die gleiche Inhomogenität verschobenen Zyklotronfrequenz, betrachtet. Der
aus dieser Resonanz bestimmte g-Faktor weicht folglich nach Gleichung 2.49 um
∆g/g = 3 · 10−12 vom wahren g-Faktor ab. Dies ist bei einer angestrebten Präzision
von ∆g/g = 10−9 vernachlässigbar.
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Kapitel 3

Nachweis der Teilchenbewegung

Die Bestimmung der Zyklotronfrequenz basiert auf der Messung der Eigenfrequen-
zen des Protons in der Penning-Falle. Zur Messung dieser Frequenzen nutzt man
aus, dass mit der Bewegung des Ions eine Verschiebung einer Ladung verbunden ist.
Als Folge werden Bildladungsströme in den Fallenelektroden induziert. Diese kön-
nen zur Detektion der Bewegung des Ions und Messung der Frequenzen verwendet
werden. Für den induzierten Strom gilt

Iind =
q

D
ż =

q

D
ωzz. (3.1)

Dieser Strom, welcher im fA-Bereich liegt, wird über eine hohe Impedanz Z in ein
detektierbares Spannungssignal umgewandelt

Uind = ZIind. (3.2)

Hierbei geben z die axialen Koordinate des Ions und D den e�ektiven Elektrodenab-

stand an. Letzterer hängt sowohl von der Geometrie der Falle als auch der Elektrode,
an welcher der induzierte Strom zur Messung abgegri�en wird, ab. Er beschreibt
somit die Stärke der Kopplung des Ions an die Nachweisimpedanz Z. D lässt sich
analytisch berechnen [48]. In der Präzisionsfalle beträgt der e�ektive Elektrodenab-
stand 7.8mm und in der Analysefalle 10mm.
Als Nachweisimpedanz Z wird ein Parallelschwingkreis verwendet, um die nicht
vermeidbare Fallenkapazität zu kompensieren. Anschlieÿend wird das Signal nach-
verstärkt und nach einer Fouriertransformation spektral untersucht. Das Ion bleibt
während dieser Detektion ungestört in der Falle gespeichert, so dass eine zeitlich
unbegrenzte, zerstörungsfreie Messung der Bewegungsfrequenzen möglich ist.
In Abschnitt 3.1 wird die Signalform des Detektionssignals und die damit verbunde-
ne Messgenauigkeit der Eigenfrequenz beschrieben. Anschlieÿend wird in Abschnitt
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3.2 die Seitenbandkopplung zur Messung der radialen Bewegungsfrequenzen vorge-
stellt. Der folgende Abschnitt 3.3 beschreibt die Nachweise zur Messung der axialen
Frequenz. Schlieÿlich wird in Abschnitt 3.4 die Technik des aktiven Feedback zur
Manipulation der Teilchentemperatur vorgestellt.

3.1 Das Detektionssignal

3.1.1 Wechselwirkung des Ions mit seiner Spiegelladung

Auf Grund der Wechselwirkung des Ions mit seiner eigenen Spiegelladung erfährt
dieses, analog dem Speicherpotential der Penning-Falle, eine zusätzliche Kraft

Find =
q

D
Uind. (3.3)

Folglich muss die Bewegungsgleichung des freien, ungedämpften, harmonischen Os-
zillators der Eigenbewegung erweitert werden. Es gilt

z̈ + ω2
zz +

Find
m

= 0. (3.4)

Hieraus folgt unter Verwendung der Relationen nach Gleichungen 3.1 und 3.2

z̈ +
q2

D2m
Zż + ω2

zz = 0. (3.5)

Dies ist die Bewegungsgleichung eines über die Detektionsimpedanz gedämpften
harmonischen Oszillators. Die Linienform der dissipierten Leistung wird durch eine
Lorentzkurve beschrieben, dessen Breite durch die Dämpfungskonstante γz charak-
terisiert ist

∆νz =
1

2π
γz =

1

2π

q2

D2m
Z. (3.6)

Die resultierende Frequenzverschiebung

ωz →
√
ω2
z +

(γz
2

)2 ∼= ωz

(
1 +

1

2

(
γz

2ωz

)2
)

(3.7)

ist mit
1

2

(
γz

2ωz

)2

< 10−11 (3.8)

vollständig vernachlässigbar; siehe Tabelle 3.1 für die experimentellen Parameter.
Sind N Protonen in der Falle gespeichert, so nimmt die Breite des Detektionssignals
zu [49]

∆νz =
N

2π
γz =

N

2π

q2

D2m
Z. (3.9)
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Die Proportionalität der Breite zur Teilchenzahl kann bei der Präparation eines
einzelnen Protons ausgenutzt werden, um die Anzahl der gespeicherten Ionen zu
bestimmen.

3.1.2 Die Signalform

Während ein angeregtes Proton Energie im Nachweis dissipiert und als Peak detek-
tiert werden kann [50], ändert sich die Signalform für ein Proton im thermischen
Gleichgewicht mit dem Nachweis. Um die Signalform im thermischen Gleichgewicht
zu beschreiben, ist es für die weiteren Betrachtungen hilfreich in der Di�erential-
gleichung 3.5 den induzierten Strom aus Gleichung 3.1 zu substituieren [51]. Es
folgt

mD2

q2
İind +

mD2

q2
ω2
z

∫
Iinddt+ ZIind = 0. (3.10)

Dies ist die Di�erentialgleichung eines Serienschwingkreises mit

lion =
mD2

q2
und cion =

q2

mD2ω2
z

. (3.11)

Folglich kann das Ion als Serienschwingkreis beschrieben werden, vergleiche Abbil-
dung 3.1. Die Gesamtimpedanz Zs des Nachweissignals ergibt sich schlieÿlich aus der
Parallelschaltung des Serienschwingkreises des Ions Zion und des Parallelschwing-
kreises der Nachweisimpedanz ZN

Zs(ω) =
ZN(ω)Zion(ω)

ZN(ω) + Zion(ω)
(3.12)

mit
1

ZN(ω)
=

1

R
+

1

iωL
+ iωC (3.13)

der Nachweisimpedanz des Parallelschwingkreises und

Zion(ω) = iωlion +
1

iωcion
(3.14)

der Impedanz des Ions. Durch das gespeicherte Proton kommt es folglich auf der
Eigenfrequenz 2πνz = 1/

√
lioncion zu einem Kurzschluss der Nachweisimpedanz ZN .

Dieser Kurzschluss wird Dip genannt. Durch eine Kurvenanpassung der Signalform
an den Dip kann die axiale Bewegungsfrequenz bestimmt werden.
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Abbildung 3.1: In a) ist eine schematische Darstellung des Detektionsprinzips zur Messung
der Eigenfrequenzen eines Ions in einer Penning-Falle gezeigt. Der durch das Ion induzierte
Strom wird über einen Serienschwingkreis in ein detektierbares Spannungssignal transfor-
miert. Anschlieÿend wird das Signal nachverstärkt und nach einer Fast Fourier Transformati-

on(FFT) weiter untersucht. un bezeichnet das Eingangsrauschen des Verstärkers. In b) ist das
equivalente Ersatzschaltbild gezeigt. Das Ion kann als Serienschwingkreis verstanden werden.

3.1.3 Das Rauschspektrum

Experimentell wird das Rauschen der Impedanz Zs zur Bestimmung der Eigenfre-
quenzen aufgenommen. Dies ermöglicht die Messung der Eigenfrequenz im thermi-
schen Gleichgewicht mit dem Nachweis bei kryogenen Temperaturen von wenigen
Kelvin. Somit werden Verschiebungen der Eigenfrequenzen auf Grund von Fallenan-
harmonizitäten, welche bei höheren Temperaturen zunehmen, minimiert. Das detek-
tierte Rauschen, im folgenden als Signal S bezeichnet, setzt sich aus dem Johnson-
Nyquist-Rauschen der Impedanz Zs sowie dem Eingangsrauschen des Verstärkers
un zusammen, vergleiche Abbildung 3.1,

S2 = 4kbTz<(Zs) + u2n. (3.15)

Tz bezeichnet die physikalische Temperatur des Nachweises. In Abbildung 3.2 ist ein
Rauschspektrum des axialen Nachweises der Präzisionsfalle mit einem gespeicherten
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3.1. DAS DETEKTIONSSIGNAL

Abbildung 3.2: Spektrum des axialen Nachweises der Präzisionsfalle mit einem gespeicherten
Proton. Um die Qualität des dargestellten Signals zu verbessern, wurde über 10 aufeinander-
folgende Rauschspektren gemittelt. Die breite Resonanz resultiert aus dem Johnson-Nyquist-
Rauschen des Detektionsschwingkreises. Die leichte Asymmetrie ist auf das 1/f -Rauschen des
Verstärkers zurückzuführen. Der scharfe Einbruch im Zentrum ist das Resultat des gespeicher-
ten Protons, welches das Rauschen des Nachweises auf seiner Eigenfrequenz νz kurzschlieÿt.

Proton gezeigt. Die breite Resonanz resultiert aus dem thermischen Rauschen der
Nachweisimpedanz. Ihr Maximum liegt bei νres = 1/2π

√
LC. Der scharfe Einbruch

im Zentrum ist das Resultat des gespeicherten Protons, welches das Rauschen des
Nachweises auf seiner Eigenfrequenz νz = 1/2π

√
lioncion kurzschlieÿt. Durch das

Eingangsrauschen des Verstärkers ist die Tiefe des detektierten Dips auf un begrenzt.

3.1.4 Präzision der Frequenzbestimmung

Um die Präzision der Frequenzbestimmung zu charakterisieren, werden basierend
auf dem Impedanzmodell, Gleichung 3.12, Rauschspektren mit fest vorgegebener
Eigenfrequenz νz,0 des Ions simuliert. Anschlieÿend wird die aus der Kurvenan-
passung resultierende Frequenz νz,fit bestimmt. Die Streuung der νz,0 − νz,fit, im
folgenden als beobachtete Frequenz�uktuationen bezeichnet, kann dann als Maÿ für
die Präzision der Frequenzbestimmung de�niert werden. In Abbildung 3.3 sind die
beobachteten Frequenz�uktuationen als Funktion der Dipbreite, Gleichung 3.6, und
des Signal-zu-Rausch Verhältnisses, de�niert als

S

N
=

√
4kbTz<(ZN(νres)) + u2n

un
(3.16)
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Abbildung 3.3: Präzision der Frequenzbestimmung basierend auf simulierten Rauschspek-
tren. In a) sind die beobachteten Frequenz�uktuationen als Funktion der Dipbreite zu kon-
stantem Signal-zu-Rausch Verhältnis gezeigt. Analog sind in b) die beobachteten Frequenz-
�uktuationen als Funktion des Signal-zu-Rausch Verhältnisses für konstante Dipbreite ge-
zeigt. In die Simulation gehen die experimentellen Werte von Q = 12500, R = 120MΩ und
νz = νres = 742 kHz ein. Um das Signal-zu-Rausch Verhältnis zu variieren wurde das Ein-
gangsrauschen des Verstärkers un geändert. Die Dipbreite wurde über eine Variation des ef-
fektiven Elektrodenabstandes D geändert, vergleiche Gleichung 3.6. Für die Rauschspektren
wurde bei einer Au�ösung von 125mHz eine Mittelungszeit von 200 s gewählt.

gezeigt. Es lässt sich erkennen, dass die Frequenz mit steigendem S/N und mit sin-
kender Dipbreite präziser bestimmbar ist. Aus einer Kurvenanpassung erhält man
für die beobachteten Frequenz�uktuationen folgende Proportionalitäten, ∝

√
N/S

und ∝
√

∆νz.
Um ein hohes S/N zu erhalten ist zum einen ein niedriges Spannungsrauschen des
Verstärkers wünschenswert. Zum anderen sollte die Impedanz des Nachweisschwing-
kreises auf seiner Resonanzfrequenz möglichst groÿ sein. Letzteres bedeutet, dass bei
gegebener Resonanzfrequenz νres = νz, daher gegebener Induktivität, eine Spule mit
hoher Güte Q, dem Verhältnis aus gespeicherter Energie zu dissipierter Energie pro
Oszillationszyklus, benötigt wird,

<(ZN(νres)) = R = 2πνresLQ. (3.17)

Allerdings ist eine höhere Güte, daher eine höhere Impedanz, mit einer Zunahme
der Dipbreite verbunden, vergleiche Gleichung 3.6. Dies kann kompensiert werden,
indem ein gröÿerer, e�ektiver Elektrodenabstand D zum Nachweis durch einen Si-
gnalabgri� an einer zum Fallenzentrum weiter entfernten Elektrode gewählt wird.
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3.2. SEITENBANDKOPPLUNG - MESSUNG DER RADIALEN
BEWEGUNGSFREQUENZEN

Abbildung 3.4: In rot ist das axiale Spektrum eines Einzeldips und in schwarz der Doppeldip
bei einer Seitenbandkopplung der axialen Mode und der reduzierten Zyklotronmode gezeigt.

3.2 Seitenbandkopplung - Messung der radialen Be-

wegungsfrequenzen

Die Frequenzen der Magnetronmode und der reduzierten Zyklotronmode werden
über eine Seitenbandkopplung an die axiale Mode bestimmt [52, 53, 23]. Hierzu
wird ein Quadrupolfeld

~E = E0 sin (ωrf t) (zêρ + ρêz) (3.18)

auf der Frequenz ωrf = ωz + ω− für eine Messung der Magnetronfrequenz, bezie-
hungsweise auf der Frequenz ωrf = ω+−ωz für eine Messung der reduzierten Zyklo-
tronfrequenz, eingestrahlt. E0 gibt die Amplitude des elektrischen Feldgradienten
an. Als Folge kommt es zu einer Amplitudenmodulation der axialen Bewegung

z(t) = z0 sin(ωzt) sin(
Ω

2
t) (3.19)

mit

Ω =
qE0

2m
√
ωzω±

(3.20)

der Rabi-Frequenz. Im Frequenzraum ergeben sich hieraus zwei neue Eigenfrequen-
zen ωl,r = ωz ∓Ω/2, im folgenden Doppeldip genannt, welche im axialen Spektrum
beobachtet werden können, vergleiche Abbildung 3.4. Über die Messung der axialen
Frequenz ωz und der Frequenz der beiden Seitenbänder ωl,r = ωz ± Ω/2 kann auf
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die Frequenz der radialen Mode zurückgeschlossen werden. Es gilt

ω+ = ωl + ωr − ωz + ωrf (3.21)

ω− = −ωl − ωr + ωz + ωrf (3.22)

für die Zyklotronmode und die Magnetronmode respektive. Somit können über die
Detektion des axialen Spektrums alle Eigenfrequenzen des gespeicherten Protons
bestimmt werden.
Ist die Quadrupolanregung gegenüber der resonanten Seitenbandeinstrahlung auf
ωrf = ωz +ω− beziehungsweise ωrf = ω+−ωz um δ verstimmt, sind die Eigenbewe-
gungen mit der modi�zierten Rabifrequenz Ωδ =

√
Ω2 + δ2 moduliert und es kommt

zu einer symmetrischen Verschiebung der Seitenbänder

ωl = ωz −
Ωδ

2
− δ

2
(3.23)

ωr = ωz +
Ωδ

2
+
δ

2
(3.24)

womit die über Gleichung 3.22 bestimmten radialen Eigenfrequenzen invariant ge-
genüber einer Verstimmung sind.
Bei einer kontinuierlichen Seitenbandkopplung der radialen Moden an die axiale
Mode stellt sich ein Gleichgewichtszustand 〈nz〉 = 〈n±〉 ein [32]. Hieraus folgt für
die Energien der Moden

〈E+〉 =
ω+

ωz
〈Ez〉 , (3.25)

〈|E−|〉 =
ω−
ωz
〈Ez〉 . (3.26)

Da die axiale Mode während der Seitenbandkopplung an den axialen Nachweis mit
Temperatur Tz gekoppelt ist, bleibt die Energie der axialen Mode auf 〈Ez〉 = kBTz
�xiert. Folglich kann mit einer Seitenbandkopplung an die axiale Mode die Energie
der Magnetronmode 〈|E−|〉 reduziert werden. Dagegen kommt es bei einer Kopplung
der reduzierten Zyklotronmode an die axiale Mode zu einer Erhöhung der Energie
〈E+〉.
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3.3. EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DES SUPRALEITENDEN
AXIALNACHWEISES

3.3 Experimentelle Realisierung des supraleitenden

Axialnachweises

Auf Grund der nicht vermeidbaren Fallenkapazität werden Spulen mit Induktivität
Lp, welche mit der Fallenkapazität einen Parallelschwingkreis mit Resonanzfrequenz
νres bilden, zum Nachweis der Eigenbewegung des gespeicherten Ions verwendet.
Dieser Schwingkreis soll einen möglichst hohen Parallelwiderstand Rp = 2πνresLpQ

besitzen, um die hohen Signal-zu-Rausch Verhältnisse zu erreichen, welche zur prä-
zisen Messung der Frequenz gefordert sind. Um dies zu erreichen werden zum einen
Spulen mit einer hohen Induktivität Lp benötigt. Zum anderen sollen die Spu-
len eine hohe Güte Q beziehungsweise einen kleinen äquivalenten Serienwiderstand
Rs = 4π2ν2resL

2/Rp besitzen. Um diese kleinen Serienwiderstände/hohen Güten zu
erreichen, werden supraleitende Spulen mit einem verschwindenden Gleichstrom-
widerstand verwendet. Daneben werden für ein hohes Signal-zu-Rausch Verhältnis
rauscharme Verstärker benötigt.
Im Experiment werden zwei axiale Nachweise, je einer für die Präzisionsfalle und
einer für die Analysefalle, verwendet. Jeder Nachweis besteht aus einem Verstärker
und einem Resonator mit der Nachweisinduktivität.

3.3.1 Aufbau der supraleitenden, axialen Resonatoren

Der schematische Aufbau der Resonatoren ist in Abbildung 3.5 gezeigt. Der Reso-
nator besteht aus zwei toroidalen Spulen, welche sich in separaten supraleitenden
Gehäusen, gefertigt aus Niob Titan (NbTi), be�nden. Beide Gehäuse können über
eine Schraubverbindung am Gehäuse aneinander befestigt werden. Separate Ge-
häuse wurden gewählt, um zum einen eine Wechselwirkung der beiden Spulen zu
vermeiden und zum anderen beide Nachweise separat ausbauen zu können. UmWir-
belstromverluste und eine damit verbundene Gütelimitierung zu vermeiden, werden
Toroidspulen verwendet. Die Spulen mit bis zu 800 Windungen eines einzelnen Tef-
lon(PTFE )-isolierten supraleitenden NbTi Drahtes sind auf einen PTFE-Körper
mit einem Auÿendurchmesser von 35mm gewickelt. Raumtrenner auf der Auÿensei-
te der Spulenkörper garantierten dabei eine homogene Wicklung der Spulen. Obwohl
das Volumen der Spulenkörper maximiert wurde, um eine hohe Induktivität zu er-
reichen, werden Spulen mit einer 3-lagigen Wicklung benötigt. Die resultierende
Streukapazität beziehungsweise Eigenkapazität der Spulen wurde minimiert, indem
die Spulen blockweise innerhalb der einzelnen Sektoren, welche durch die Raumtren-
ner gescha�en werden, gewickelt wurden. Da mit der Eigenkapazität dielektrische
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der axialen Nachweise. Details �nden sich im Text.

Verluste der Spule verbunden sind, reduziert diese Wicklungsart auÿerdem mögliche
Verluste, daher eine Limitierung der Güte [54]. Um eine gute thermische Ankopp-
lung des supraleitenden Drahtes zu garantieren, wurde jede Lage mit PTFE-Band
�xiert. Dies reduziert ebenfalls die Streukapazität der Spule, daher eine mögliche
Limitierung der Güte [55]. Die Spulen be�nden sich in PTFE-Halterungen, über
welche der thermische Kontakt hergestellt wird. Innerhalb der NbTi-Gehäuse wer-
den die Halterungen mit NbTi-Madenschrauben befestigt.
Für Testmessungen werden die Resonatoren mit einem Pulsrohr-Kühler (Vericold
Technologies 4 K Pulse Tube) auf 3K abgekühlt.
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3.3.2 Güte des unbelasteten Resonators

Um die freie Güte des Parallelschwingkreises aus Induktivität und Eigenkapazität
der Spule mit Resonanzfrequenz νres,frei zu bestimmen, wird mit einem Netzwerk-
analysator (HP3755 ) die Transferfunktion aufgenommen. Aus der 3dB Breite ∆ν3dB
folgt für die Güte

Q =
νres,frei
∆ν3dB

. (3.27)

In [48] wurde berichtet, dass dielektrische Verluste im Isolationsmaterial der su-
praleitenden Spulendrähte die wesentliche Limitierung der Güte darstellen. Solche
dielektrischen Verluste werden über e�ektive ohmsche Widerstände modelliert. Der
sogenannte Verlustwinkel tan δ, das Verhältnis aus Wirkleistung zu Blindleistung,
verknüpft diesen e�ektiven ohmschen Widerstand mit dem idealen verlustfreien
Bauteil. Folglich gilt für eine nicht ideale Kapazität, wie der Eigenkapazität C der
Spule,

Rs,c =
ωC

tan δ
(3.28)

mit Rs,c dem e�ektiven Serienwiderstand zur Kapazität. Über eine einfache Im-
pedanztransformation lässt sich dieser Serienwiderstand durch den experimentell
zugänglichen Serienwiderstand Rs zur Induktivität ausdrücken. Es gilt

Rs,l =
ω3L2

pCp tan δ

1 + tan δ2
. (3.29)

Man beachte, dass sich diese Relation auf der Resonanzfrequenz der Spule für ty-
pische Werte tan δ � 1 auf Q ∼= 1/ tan δ reduziert. Folglich werden für Materialien
mit niedrigeren Verlustwinkeln höhere Güten erwartet.
Es wurden Spulen mit einer FORMVAR-Isolierung und einer PTFE-Isolierung ver-
glichen. Der FORMVAR-isolierte Draht hatte einen Durchmesser von 75µm und der
PTFE-isolierte 100µm. Beide Enden der Spule wurden an 500µm starken Kupfer-
draht gelötet. Ein Ende wurde an Masse gelegt, während das zweite Ende über eine
kleine Kapazität 0.3 pF (Johanson Kondensator) thermisch an der Masse verankert
wurde.
Im Fall der FORMVAR-isolierten Spule wurde eine Induktivität von 1.64mH bei
einer Resonanzfrequenz von 1.578MHz gemessen. Eine unbelastete Güte von 35000
wurde erreicht. Anschlieÿend wurde die FORMVAR-isolierte Spule durch die PTFE-
isolierten Spule mit einer Induktivität von 1.56mH ausgetauscht. Mit dieser Spule
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Abbildung 3.6: Resonanz der freien, PTFE-isolierten Spule. Aus der 3dB Breite von 11Hz
ergibt sich eine Güte von 148000.

wurde eine freie Güte von 148000 bei einer Resonanzfrequenz von 1.599MHz er-
reicht1, siehe Abbildung 3.6.
Aus der Güte der PTFE-isolierten Spule ergibt sich tan δ = 6.7 ·10−6. Dies ist in gu-
ter Übereinstimmung mit den bei kryogenen Temperaturen gemessenen Werten von
tan δ = 1.2 · 10−6 bei einer Frequenz von 10 kHz [58] und tan δ = 9.0 · 10−6 bei einer
Frequenz von 11MHz [59]. Es wird daher angenommen, dass weitere Verlustmecha-
nismen, wie Wirbelstromverluste an den rauen Ober�ächen der Resonatorwände,
nicht zu einer Limitierung der Güte beitragen.
Aus der Güte der FORMVAR-isolierten Spule ergibt sich tan δ = 3 · 10−5. Dieser
Wert liegt unterhalb des einzigen bei kryogenen Temperaturen unabhängig bestimm-
ten Wertes von tan δ = 3 · 10−4 [54]. Es wird angenommen, dass die PTFE-Bänder
zur thermischen Ankopplung zwischen den Drahtwicklungen den e�ektiven Verlust-
winkel verkleinern.
Die mit der freien, PTFE-isolierten Spule erreichte Güte liefert einen so hohen Par-
allelwiderstand, Rp = 2GΩ, dass die Impedanz der gesamten Nachweiselektronik
inklusive Verstärker ausschlieÿlich durch den Eingangswiderstand des Verstärkers
limitiert ist (siehe die beiden folgenden Abschnitte). Daher ist im Rahmen dieser
Arbeit eine weitere Optimierung der Güte zunächst nicht erforderlich. Sollte den-
noch eine Erhöhung der freien Güte angestrebt werden, so wäre ein erster Schritt

1Die in dieser Arbeit optimierten Spulen wurden mittlerweile in anderen Penning-Fallen Expe-
rimenten, z.B. BASE [15], ALPHA-Trap oder PENTATRAP [56, 57], übernommen.
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Abbildung 3.7: Schematische Darstellung des kryogenen Verstärkers.

die Reduzierung der verwendeten PFTE-Menge, um so die dielektrischen Verluste
zu minimieren. Hierzu wäre es denkbar, Spulenkörper aus Saphir anzufertigen.

3.3.3 Der Verstärker

Um das Signal zu verstärken und die Impedanz des Nachweiskreises an die Impedanz
der FFT-Analysatoren anzupassen, werden Verstärker verwendet. Zum einen sollen
diese Verstärker einen möglichst groÿen Eingangswiderstand Rin besitzen, um die
Güte der Spule nicht zu limitieren. Zum anderen sollen sie ein geringes Rauschen
besitzen, um ein möglichst groÿes Signal-zu-Rausch Verhältnis zu erreichen. Um letz-
teres zu unterstützen werden die Verstärker im kryogenen Bereich betrieben. Der
Betrieb neben den Resonatoren reduziert auÿerdem parasitäre Kapazitäten durch
lange Kabelwege, welche niedrigere Induktivitäten bei gegebener Resonanzfrequenz
νres = νz erfordern würden. Schlieÿlich soll der Leistungsverbrauch der Verstärker
möglichst gering sein, um eine Heizung der kryogenen Apparatur zu vermeiden.
Eine schematische Zeichnung der Verstärker ist in Abbildung 3.7 gezeigt. Das Design
der Verstärker basiert auf einer Entwicklung von S.Ulmer [48]. Die Eingangsstufe
des Verstärkers bildet ein CF739 Feld E�ekt Transistor (FET ), welcher auf Grund
seines niedrigen Rauschens ausgewählt wurde. Als Gallium Arsenid Transistor ar-
beitet dieser bei kryogenen Temperaturen, während die Ladungsträger bei Tran-
sistoren, welche auf Siliziumverbindungen basieren, ausfrieren würden. Der CF739
ist als Dual-Gate FET, daher einer integrierten Reihenschaltung zweier Transisto-
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ren, konzipiert. Dies erlaubt die Unterdrückung des parasitären Miller-E�ekts und
den Einsatz des Transistors bei hohen Frequenzen. Die zweite Stufe des Verstärkers
bildet ebenfalls ein CF739 in Source-Schaltung. Dies erlaubt eine Impedanzanpas-
sung des Nachweissystems an die 50 Ω Leitungen der Raumtemperaturelektronik.
Alle Versorgungsspannungen werden über einfache RC-Glieder ge�ltert. Bei klei-
nen Kapazitäten im pF -Bereich handelt es sich um Johanson Kondensatoren hoher
Güte, während für die µF -Kondensatoren ECHU -Folienkondensatoren verwendet
werden. Bei den Widerständen handelt es um einfache Dünn�lmwiderstände.
Der Verstärker wurde bei 4K getestet. Es wurde eine Spannungsverstärkung von
12 dB erreicht, während der Leistungsverbrauch bei verträglichen 6mW liegt. Bei der
im Experiment durch die Fallenkapatität Cp = 20 pF verstimmten Resonanzfrequenz
des Nachweises, νres = 780 kHz, beträgt die äquivalente Spannungsrauschdichte am
Eingang des Verstärkers un = 0.9nV/Hz0.5. Durch Anschlieÿen der Nachweisspule an
den Eingang des Verstärkers können der Eingangswiderstand Rin und die Eingangs-
kapazität Cin über die Verstimmung der Resonanzfrequenz und die Limitierung der
Güte bestimmt werden. Es ergeben sich Rin = 6MΩ und Cin = 2 pF.
Daneben besitzt der Verstärker ein Stromrauschen. Um dieses Stromrauschen iin im
fA-Bereich in ein detektierbares Spannungsrauschen umzuwandeln muss ein hoch-
ohmiger Widerstand am Eingang des Verstärkers angeschlossen werden. Ebenfalls
wird der Parallelschwingkreis der Nachweisspule verwendet. Für das gemessene Ge-
samtrauschen un,tot gilt

u2n,tot = u2n + 4kBTRp,amp + i2inR
2
p,amp, (3.30)

mit Rp,amp = 2πνres,ampQLp dem Parallelwiderstand auf der durch Cin verstimmten
Resonanzfrequenz der Nachweisspule und T deren Temperatur. Während un und
Rp unabhängig bestimmt werden können, kann für T nur eine untere Grenze, die
Temperatur an der kalten Stufe des Pulsrohrkühlers, angegeben werden. Eine direkte
Temperaturmessung an der Nachweisspule ist nicht möglich. Folglich lässt sich nur
eine obere Grenze zum Stromrauschen von < 5 fA angegeben.

3.3.4 Rauschanpassung

Um ein ideales Signal-zu-Rausch Verhältnis des Nachweises zu erreichen, muss der
Verstärker von den Detektionsspulen abgekoppelt werden. Hierbei muss zwischen
der Detektion eines Dips im thermischen Gleichgewicht mit dem Nachweis und ei-
nes Peaks, daher eines angeregten Protons, unterschieden werden.
Abbildung 3.8 gibt eine detaillierte Beschreibung des Nachweissystems. Das Ion
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Abbildung 3.8: Detaillierte schematische Darstellung des Nachweises.

induziert einen Strom IIon in die Nachweispule, welche als Parallelschwingkreis mit
Induktivität L, Kapazität C und Parallelwiderstand R modelliert wird. Die Spule
ist über einen Autotransformator vom Verstärker abgekoppelt. Für den Abkopp-
lungsfaktor α gilt

α =
N2

N1 +N2

, (3.31)

mit Ntot = N1+N2 der Gesamtzahl an Wicklungen der Spule. Der Verstärker besitzt
einen Eingangswiderstand Rin, eine Eingangskapazität von Cin, ein Spannungsrau-
schen von un sowie ein Stromrauschen von in parallel zum RC-Glied.
Auf der Resonanzfrequenz der Nachweisimpedanz ergibt sich hieraus für den Ge-
samtwiderstand R, welcher zur Umwandlung des induzierten Stromes in das Span-
nungssignal zur Verfügung steht,

R =
1

α2

RpRin

Rp +Rin/α2
. (3.32)

Folglich gilt für die detektierbare Spannung des Ionensignals

Uind = αRIIon, (3.33)

welches als Signal der Peak-Detektion de�niert werden kann. Das Rauschen zu die-
sem Signal ist durch das thermische Rauschen des Widerstands R sowie dem Span-
nungsrauschen des Verstärkers gegeben, so dass für das Signal-zu-Rausch Verhältnis

SNR2
Peak =

U2
ind

4kBRTα2 + u2n +R2α4i2n
(3.34)

geschrieben werden kann [60]. Dieses Signal-zu-Rausch Verhältnis kann bei geeigne-
ter Wahl der Abkopplung α maximiert werden. Für den idealen Abkopplungsfaktor
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Abbildung 3.9: Theoretisch erreichbare Signal-zu-Rausch Verhältnisse für die Peak-
Detektion (a) und die Dip-Detektion (b) als Funktion der Abkopplung der Nachweisspule
vom Verstärker. Das erreichbare Signal bei der Peak-Detektion ist proportional zur Energie
des angeregten Ions. In a) wurde eine Energie von 86meV gewählt. In b) ist neben dem Signal-
zu-Rausch Verhältnis die erwartete Dipbreite gezeigt. Zur Berechnung der Dipbreite wurde
der e�ektive Elektrodenabstand der Analysefalle von 10mm angenommen.

gilt

αideal =

(
u2n

i2nR
2
p + 4kBTR2

p/Rin +R2
p/R

2
inu

2
n

)1/4

. (3.35)

Im Gegensatz hierzu wird das Signal-zu-Rausch Verhältnis für eine Detektion des
Dips über das Verhältnis aus dem Rauschuntergrund un des Verstärkers und dem
thermischen Rauschen im Maximum der Nachweisimpedanz de�niert. Es gilt

SNR2
Dip =

4kBRTα
2 +R2α4i2n + u2n
u2n

. (3.36)

Dieses Signal-zu-Rausch Verhältnis steigt monoton als Funktion der Abkopplung α
an.
In Abbildung 3.9 sind die erreichbaren Signal-zu-Rausch Verhältnisse sowohl für die
Peak als auch Dip-Detektion gezeigt. Während für eine Peak-Detektion eine star-
ke Abkopplung gewählt werden sollte, begünstigt eine schwache Abkopplung die
Dip-Detektion. Für typische Werte Rin � Rp ist das S/N der Dip-Detektion nach
Gleichung 3.36 durch den Eingangswiderstand limitiert, R→ Rin für α→ 1.
Basierend auf diesen Berechnungen wurde für die Analysefalle eine Abkopplung
von α = 0.2 gewählt. Dies führt bei der Dip-Detektion zu einer vernachlässigba-
ren Limitierung des erreichbaren Signal-zu-Rausch Verhältnisses sowie einer kleinen
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Abbildung 3.10: Rauschspektrum des axialen Nachweises. Die Resonanzfrequenz wurde mit
einer Testfalle auf die im Experiment vorliegende Eigenfrequenz des Ions verstimmt. In der
Messung an einem separaten Teststand konnte eine Signal-zu-Rausch Verhältnis von 31 dB
bei einer Güte von 38000 erreicht werden.

Dipbreite, so dass eine präzise Messung der Frequenz bei der Spin-Flip-Detektion
möglich ist. Im Gegensatz hierzu besitzt der Nachweis in der Präzisionsfalle eine
Abkopplung von 0.1, um spätere in dieser Arbeit nicht verwendete Phasenmessun-
gen der reduzierten Zyklotronfrequenz über die Pulse-and-Amplify Methode [61, 62]
oder die Pulse-and-Phase Methode [63] zu begünstigen. In Abbildung 3.10 ist das
Rauschspektrum des Nachweissystems gezeigt. In dieser Messung an einem sepa-
raten Teststand2 konnte bei einer Güte von 38000 das erwartete Signal-zu-Rausch
Verhältnis von 31 dB erreicht werden.
Im experimentellen Aufbau an der gesamten Apparatur konnten die in den Test-
messungen erreichten Güten nicht reproduziert werden. In den Testmessungen wur-
den Limitierungen der freien Spulen-Güte um bis zu einen Faktor 2 beobachtet,
indem die Signalleitungen nahe einer Masse�äche geführt wurden. Es wird daher
angenommen, dass parasitäre, kapazitive Kopplungen auf dem Signalweg von der
Penning-Falle zu den Spulen zur Limitierung führen.
Tabelle 3.1 gibt eine Zusammenfassung der Nachweisparameter am Experiment.

2Für kryogene Testmessungen werden die Resonatoren mit einem Puls-Rohr-Kühler (Vericold
Technologies - 4K Pulse Tube) abgekühlt. Details zum Teststand �nden sich in [64].
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Tabelle 3.1: Parameter der axialen Nachweise

Parameter Präzisionsfalle Analysefalle
Wicklungen 1200 950

Lp 2.65mH 1.91mH
Q 12500 9500

α 0.1 0.2

Rp 130MΩ 85MΩ

νres 623 kHz 742 kHz
S/N 20 dB 25 dB
D 7.8mm 10mm
γz 34Hz 13Hz

3.4 Manipulation der Teilchentemperatur über ak-

tives Feedback

Aktives Feedback, beschrieben in [65], gehört mit zu den am häu�gsten eingesetzten
Techniken, welche im Experiment verwendet werden, da über Feedback die Teilchen-
temperatur manipuliert werden kann [66].
In Abbildung 3.11 ist der schematische Aufbau der verwendeten Feedbackschleife
gezeigt. Das Detektionssignal wird über einen Phasenschieber und einen variablen,
spannungsgesteuerten Abschwächer (VCA - voltage controlled attenuator) kapazi-
tive auf den Nachweis, hier als einfacher Widerstand R modelliert, rückgekoppelt.
Über den Phasenschieber kann die Phase des Feedbacksignals auf ± = 180◦ für
positives beziehungsweise negatives Feedback eingestellt werden. Der Abschwächer
dient der Manipulation der Feedbackstärke Gf .
Um den Ein�uss dieser Feedbackschleife zu beschreiben, lässt sich die über den
Widerstand R abfallende Spannung betrachten. Es gilt

V = IR±+IRGf = IR(1±Gf ) (3.37)

mit + für positives Feedback und − für negatives Feedback, respektive. Folglich gilt
für den e�ektiven Widerstand Reff mit Feedback

Reff = R(1±Gf ). (3.38)

Betrachtet man die Rauschspannung un mit Feedback, so folgt für diese

u2n = 4kbTR± 4kbTRGf , (3.39)
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Abbildung 3.11: Schematische Darstellung der Feedbackschleife. Das Nachweissignal wird
über einen Phasenschieber und einen spannungsgesteuerten Abschwächer (VCA) kapazitiv
auf den Nachweis rückgekoppelt. Die Nachweisimpedanz wird hier als einfacher Widerstand
modelliert.

und nach Verwendung von Gleichung 3.38

u2n = 4kbReffT (1±Gf ). (3.40)

Folglich kommt es zu einer Variation der e�ektiven Temperatur Teff = T (1 ± Gf )

des Nachweises und damit des an den Nachweis gekoppelten Ions mit der Feedback-
stärke Gf . Insbesondere kann die Temperatur des Ions über negatives Feedback
unter die physikalische Temperatur der Apparatur gekühlt werden. Dies wird bei
der Beobachtung einzelner Spin-Flips in der Analysefalle von Bedeutung sein, siehe
Kapitel 7.
Im realen Experiment muss zusätzlich das Rauschen des Verstärkers berücksichtigt
werden, so dass nicht beliebig niedrige Temperaturen erreicht werden können. Eine
ausführliche Beschreibung des elektronischen Feedbacks unter Berücksichtigung des
Verstärkerrauschens kann in [67, 68] gefunden werden.
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Kapitel 4

Experimenteller Aufbau

Die zentralen Komponenten des experimentellen Aufbaus bilden die Penning-Falle,
bestehend aus dem supraleitenden Magneten und den Fallenelektroden sowie die
kryogenen Nachweise zur Detektion der Bewegungsmoden des gespeicherten Pro-
tons. Daneben werden zur erfolgreichen Bestimmung des g-Faktors des Protons vie-
le weitere Komponenten benötigt. Dies beinhaltet stabile, hoch-präzise und varia-
ble Spannungsquellen zur Erzeugung des elektrischen Speicherpotentials oder einen
Flüssig-Helium-Kryostaten, welcher die im Experiment benötigten kryogenen Tem-
peraturen liefert. In diesem Kapitel wird ein Überblick über diese und weitere Kom-
ponenten des experimentellen Aufbaus gegeben.

4.1 Überblick über die experimentelle Apparatur

In Abbildung 4.1 ist der experimentelle Aufbau des Mainzer g-Faktor Experiments
gezeigt. Die Elektroden der Penning-Falle be�nden sich im Zentrum eines supralei-
tenden Magneten. Der Magnet besitzt eine horizontale, einseitig geö�nete, warme
Bohrung von 88mm Durchmesser; seine Magnetfeldstärke ist B0 = 1.899T.
Die kryogenen Temperaturen werden von einem Badkryostaten bereitgestellt, wel-
cher eine erste, mit �üssigen Sticksto� betriebene Stufe und eine zweite, mit �üssigen
Helium betriebene Stufe besitzt. Die erste Stufe erfüllt zwei Aufgaben. Zum einen
dient sie der mechanischen Stabilisierung der zweiten Stufe, zum anderen reduziert
sie die thermische Strahlungslast auf die zweite Stufe. Mit der ersten Stufe werden
in der Umgebung der Falle bei einer Wärmelast von 5W Temperaturen von 100K
erreicht. Die Elektroden der Penning-Falle und die Nachweise sind an die zweite
Stufe angekoppelt. Bei einer Wärmelast von 100mW werden typischerweise Tempe-
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus [20].
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raturen von 5.2K an der Falle/Nachweise erreicht.
Um das Experiment bei kryogenen Temperaturen betreiben zu können, wird ein
Isoliervakuum und damit verbunden ein räumlicher Abschluÿ der Apparatur ge-
gen die Umgebung benötigt. Hierzu werden die inneren zugänglichen Volumina des
Badkryostaten sowie die Bohrung des Magneten mit einem �exiblen Faltenbalg und
einem CF-200 6-fach Kreuz zu einem geschlossene Volumen verbunden, in dem bei
kryogenen Betrieb Drücke von 5 · 10−8mbar erreicht werden.
Das CF-200 Kreuz ist auf einem aus Aluminium gefertigten Justagetisch gelagert,
welcher eine Einstellung in Neigung und Höhe der Apparatur gegen den Magneten
erlaubt. Der Justagetisch seinerseits ist parallel zur Bohrung des Magneten ver-
schiebbar. Zusammen wird somit eine in alle Raumrichtungen beliebige Justage der
experimentellen Apparatur, insbesondere der Fallenelektroden der Penning-Falle,
gegenüber dem Magneten möglich.
Mechanisch wird die erste Stufe des Experiments gegen das 6-fach Kreuz mit einem
GFK-Rohr auf Höhe des Faltbalgs gehalten. Die zweite Stufe der Apparatur ist wie-
derum an der ersten Stufe mit Kevlarfäden aufgehängt. Letzteres liefert mit einer
Last von 60mW den höchsten Beitrag zur Wärmelast an der zweiten Stufe. Eine
detaillierte Beschreibung der kryogenen Mechanik kann in [64] gefunden werden.
Die Gesamtlast auf die zweite Stufe beträgt 100mW. Um dennoch eine experi-
mentell ausreichend lange Standzeit zu gewährleisten, müssen vergleichsweise groÿe
Reservoire für die kryogenen Flüssigkeiten verwendet werden. So fassen sowohl das
Reservoir für �üssigen Sticksto� als auch das Reservoir für �üssiges Helium je 35 l.
Im laufenden Betrieb betragen die Standzeiten für Sticksto� 3 Tage beziehungsweise
5 Tage für Helium, vergleiche Abbildung 4.2.
Zusammen mit einem Zyklotronnachweis [69] be�nden sich die Elektroden der
Penning-Falle in einer gegen das Isoliervakuum abgeschlossenen Fallenkammer. Die-
se Fallenkammer ist über einen hoch-reinen, geglühten Kupferstab mit der zwei-
ten Stufe des Badkryostaten verbunden. Um mechanischen Kräften, die durch sich
ändernde Längen der verwendeten Werkstücke beim Abkühlen der Apparatur ent-
stehen können, entgegenzuwirken, werden alle thermischen Ankopplungen an den
Badkryostaten über �exible Bänder aus hochreinem Kupfer entlastet.
Die gesamte Apparatur ist von einer Holzbox umgeben, um die Temperatur ak-
tiv auf 40mK zu stabilisieren. Ebenfalls über eine PID-Reglung werden die Drücke
der �üssig Helium Reservoire des Magneten und des Baykryostaten auf 0.002mbar
stabilisiert 1.

1Die Druckstabilisierung wurde im Rahmen der Diplomarbeit von Clemens Leiteritz aufgebaut
[70].
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Abbildung 4.2: Testmessung zur Standzeit des Badkryostaten. Aufgetragen gegen die Zeit
sind die Temperaturen der ersten Stufe (rot) und zweiten Stufe (grün), welche am Hitzeschild
der ersten Stufe beziehungsweise an der thermischen Ankopplung der zweiten Stufe erreicht
wurden. Um die Wärmelast der Apparatur zu simulieren, wurde über Heizwiderstände Leis-
tung dissipiert.

4.2 In der Fallenkammer

Den innersten Teil des experimentellen Aufbaus bildet die Fallenkammer mit den
beiden Penning-Fallen. In Abbildung 4.3 ist eine schematische Zeichnung der Fal-
lenkammer gezeigt.
Sowohl die Präzisionsfalle als auch die Analysefalle besteht aus 5 Elektroden, ei-
ner Ringelektrode, zwei Korrekturelektroden und zwei Endkappen. Der Radius der
Analysefalle ist im Vergleich zur Präzisionfalle geringer, um so das ferromagnetische
Material der Ringelektrode nahe zum Fallenzentrum zu bringen und eine starke ma-
gnetische Flasche zu erzeugen. Die beiden Penning-Fallen haben einen Abstand von
45mm und sind über Transportelektroden verbunden, mit welchen ein adiabatischer
Transport des Protons zwischen den Fallen möglich ist. Die Transportelektroden
verjüngen sich zur Analyse Falle hin, um die unterschiedlichen Radien der Fallen
anzupassen.
Alle Elektroden sind zylindersymmetrisch und aus sauersto�freiem elektrolysiertem
Kupfer hergestellt. Um eine mögliche Oxidation der Elektroden zu vermeiden, wer-
den diese elektrolytisch mit einer Schichtdicke von 5µm vergoldet. Eine Sperrschicht
aus Silber, im Fall der Transportelektroden sowie der Elektroden der Präzisionsfalle,
beziehungsweise eine Sperrschicht aus Nickel, im Fall der Analysefalle, verhindert
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Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus innerhalb der Fallen-
kammer [20]. Auf der linken Seite der Abbildung ist der Fallenturm mit der Analysefalle, der
Präzisionsfalle, den Transportelektroden sowie der Elektronenkanone gezeigt. Auf der rechten
Seite der Abbildung ist der Zyklotronnachweis, bestehend aus einem Kupferresonator, einer
Zylinderspule und einem Verstärker, zu sehen.

eine Di�usion der Goldschicht in das Kupfermaterial2. Vor der Vergoldung werden
die Elektroden, welche mit einer Präzision von ≤ 3µm hergestellt wurden, zusätz-
lich poliert.
Die einzelnen Elektroden sind durch Ringe aus Saphir, einem guten thermischen
Leiter mit niedrigem dielektrischem Verlustwinkel und hohem elektrischem Wider-
stand [71, 72, 73], elektrisch voneinander getrennt. Der aus den Elektroden und den
Saphirringen gebildete Turm wird mit Kupferbolzen gegen einen massiven Halte-
�ansch �xiert. In diesen Flansch sind elektrische Durchführungen eingelötet, über
welche alle Versorgungsspannungen und Signalleitungen in die abgeschlossene Fal-
lenkammer geführt werden. Dazu zählen ebenfalls die Verbindungsleitungen von den
Fallenelektroden zu den axialen Nachweisen, welche sich auÿerhalb der Fallenkam-
mer be�nden.
Auf Grund der parasitären Eigenkapazität der Durchführung kommt es zu dielektri-
schen Verlusten im Isolationsmaterial der Durchführungen. Herkömmliche Durch-
führungen verwenden multikristalines Al2O3 als Isolationsmaterial. Für diese Durch-
führungen wurde ein e�ektiver Parallelwiderstand von 120MΩ gemessen [74]. Dieser
Widerstand, welcher parallel zur Impedanz der axialen Nachweisspule liegt, würde
die Güten von circa 10000 auf 5000 limitieren. Um dies zu vermeiden, werden die

2Nickel eignet sich im Vergleich zu Silber besser als Sperrschicht, wird allerdings auf Grund
seiner ferromagnetischen Eigenschaften nicht für die Präzisionsfalle verwendet.
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axialen Nachweise über spezielle Durchführungen, aus monokristalinem Saphir mit
niedrigerem dielektrischem Verlustwinkel [71, 72, 73], mit den Fallenelektroden ver-
bunden. Für letztere wurde ein e�ektiver Paralellwiderstand von > 2GΩ gemessen,
sodass eine Limitierung der Güte ausfällt.
Der Flansch mit den Durchführungen wird mit einer Indiumdichtung gegen die Fal-
lenkammer versiegelt. Das Ende der Fallenkammer bildet ein kleines Rohr. Über
dieses Rohr kann bei Raumtemperatur die Fallenkammer auf einen Druck von
10−6mbar evakuiert werden. Nachdem dieser Duck erreicht wurde, wird das Rohr
kalt verschweiÿt, sodass das Innere der Fallenkammer hermetisch abgeschlossen ist.
Wird nun die Fallenkammer auf die kryogenen Temperaturen abgekühlt, können
auf Grund des kryogenen Pumpe�ekts Hintergrunddrücke im Bereich < 10−15mbar
erreicht werden. In dieser Umgebung ist es gelungen, einzelne Protonen über Zei-
räume von bis zu 10 Monaten verlustlos zu speichern.
Neben den bereits beschriebenen axialen Nachweisen steht in der Präzisionsfalle
ein Zyklotronnachweis zur Verfügung. Dieser besteht aus einem rauscharmen Ver-
stärker mit gleichem Design zu den bereits beschriebenen axialen Verstärkern und
einer zylindrischen Kupferspule und wird in [69] ausführlich beschrieben. Der Nach-
weis besitzt bei einer Resonanzfrequenz von 28.9MHz eine Güte von 600, und wird
sowohl zur Präparation eines einzelnen Teilchens als auch zur Kühlung der redu-
zierten Zyklotronmode verwendet. In der Analysefalle steht kein Zyklotronnachweis
zur Verfügung, da die damit verbundenen Energie�uktuationen der reduzierten Zy-
klotronmode mit Eth/kB = 4K zu axialen Frequenz�uktuationen von 300Hz führen
würden und einen Nachweis der axialen Mode über die Dip-Methode verhindern
würden.
Am Rand der Analysefalle und der Präzisionsfalle be�ndet sich jeweils eine Spin-
Flip-Spule (in Abbildung 4.3 ist zur besseren Übersicht nur eine der beiden Spin-
Flip-Spulen gezeigt.). Die Spin-Flip-Spulen sind als Scheibenspulen ausgelegt und
werden über PTFE-Halterungen an den Fallenelektroden befestigt. Mit ihnen wer-
den die magnetischen Wechselfelder zur Anregung von Spin-Flips erzeugt. Die Wech-
selfelder gelangen durch die Spalte zwischen den elektrisch leitenden Elektroden in
das Falleninnere. Weitere Details zu den Spin-Flip-Spulen �nden sich in [75].
Daneben be�ndet sich in der Fallenkammer eine Elektronenkanone [64], welche der
Erzeugung der Ionen dient. Die Elektronenkanone besteht aus einer Feldemmisi-
onsspitze (Wolframdraht) und einer Beschleunigungselektrode. Über die Beschleu-
nigungselektrode werden Elektronen aus der Spitze gezogen und tre�en auf der ge-
genüberliegenden Seite der Fallenkammer auf ein Polyethylen Target. Dort werden
Atome aus dem Target gelöst und anschlieÿend durch den gleichen Elektronenstrahl
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ionisiert.

4.3 Verkabelung

In diesem Abschnitt wird ein Überblick über die elektrische Verkabelung der Ap-
paratur gegeben. Die elektrischen Leitungen lassen sich in vier Gruppen, Wech-
selstromleitungen, Gleichstromleitungen, Spin-Flip Leitung und Hochspannungslei-
tung, aufteilen. Für alle Leitungen werden Materialien mit niedriger Wärmeleitfähig-
keit (Manganin,Konstantan) verwendet, um die thermische Last auf die kryogenen
Stufen gering zu halten.
Die Hochspannungsleitung wird zur Erzeugung der Ionen benötigt. Diese unge�lter-
te Leitung wird in einem geschlossenem Stahlrohr zur Falle geführt, um die Umge-
bung gegen Störein�üsse abzuschirmen [76, 77]. Um die Analysefalle vor Störungen
der Hochspannungsleitung zu schützen, be�ndet sich zwischen der Elektronenkano-
ne und der Analysefalle eine Abschirmelektrode, welche während des Betriebs auf
Masse gehalten wird.
Alle Gleichspannungsleitungen sind mit drei RC-Filtern, welche sich bei 300K, 77K
und 4K be�nden, ausgestattet, vergleiche Abbildung 4.1. Jeder dieser Tiefpässe be-
steht aus einem 820 kΩ Widerstand und einem 2.7 nF Kondensator. Einzige Ausnah-
me bilden die DC-Versorgungsleitungen zur Analysefalle. Hier werden Kapazitäten
von 27 nF verwendet, um mögliche Störeinkopplungen stärker unterdrücken zu kön-
nen.
Da die Spin-Flip-Anregung hohe Leistungen erfordert, werden die entsprechenden
Leitungen unge�ltert in die Fallenkammer geführt. Um dennoch mögliche induk-
tive Störeinkopplungen zu unterdrücken werden verdrillte Leitungen, sogenannte
Twisted-Pair-Kabel verwendet [78]. Gegen kapazitive Störeinkopplungen sind die
Leitungen mit einem zusätzlichen Masseschirm geschützt [78].
Die Wechselstromleitungen, welche ebenfalls über geschirmte, verdrillte Leitungen
zur Penning-Falle geführt werden, dienen dem Einstrahlen der Seitenbandkopplung.
Um mögliche Störeinkopplungen zu reduzieren, wird die Penning-Falle mit kapazi-
tiven Spannungsteilern 18 pF/100 pF an der 4K-Stufe geschützt. Über stromgesteu-
erte Relais werden während einer Spin-Flip Messung in der Analysefalle alle nicht
benötigten Wechselstromleitungen an Raumtemperatur gegen Masse geschaltet.
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Abbildung 4.4: Allan Deviation der Spannungsquelle. Der Abfall zu kurzen Zeiten resultiert
aus der Mittelung über das weiÿe Rauschen der Spannungsquelle. Eine Drift der Spannungs-
quelle führt zu einem Anstieg bei längeren Mittelungszeiten.

4.4 Kontrollprogramm und Messgeräte

Die Potentiale der Fallenelektroden werden von einer hoch präzisen Spannungsquelle
UM-14-LN , Stahl Electronics, bereitgestellt. Mit dieser über eine USB -Schnittstelle
ansteuerbaren Quelle können mit einer Au�ösung von 16-bit alle Elektroden der
Penning-Falle unabhängig mit Spannung von 0 bis -14 Volt versorgt werden. Dane-
ben steht ein Präzisionsmodus mit einer Au�ösung von 24-bit zur Verfügung, um
die Korrekturelektroden und Ringelektroden der beiden Fallen zu versorgen.
Eine hohe Stabilität dieser Spannungsquelle ist zwingend, da νz ∝

√
U0. Um die

Stabilität der Quelle zu bestimmen, wurde der zeitliche Verlauf der Spannung mit
einem Präzisionsmultimeter, FLUKE-8508a-reference multi meter, aufgenommen.
Anschlieÿend wurde als Maÿ der Spannungs�uktuationen die Allan-Deviation [79]

σ(τ) =

√√√√ 1

N

∑
i

(
Ui+1 − Ui

U0

)2

, (4.1)

berechnet. U0 = 1V gibt hierbei die nominale Spannung und τ die Mittelungszeit
zur Bestimmung von Ui an. In Abbildung 4.4 ist die Allan-Deviation der Span-
nungsquelle im Präzisionsmodus gezeigt. Bei einer Mittelungszeit von 40 s wird eine
Stabilität von 40 nV bei einer absoluten Spannung von 1V erreicht. Dies führt zu
axialen Frequenz�uktuationen von 14mHz und stellt damit keine Limitierung bei
der Beobachtung von Spin-Flips, ∆νz,sf = 171mHz, oder der Präzisionsmessung der
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Eigenfrequenzen in der Präzisionsfalle dar.
Zur Anregung von Spin-Flips und dem Einstrahlen der Seitenbandanregungen wer-
den verschiedenste Signalgeneratoren (Agilent 3350A/3320A, Rhode und Schwarze

SMB100A) verwendet. Alle Generatoren sowie die Signalanalysatoren sind mit einen
10MHz Rubidium Frequenzstandard (Stanford FS725 ) mit einer absoluten Genau-
igkeit von 5 ·10−11 und einer Langzeitstabilität von 5 ·10−10 pro Jahr synchronisiert.
Die gesamte Ansteuerung der Apparatur erfolgt über National Instruments Lab-

View Programme. Dies ermöglicht die automatisierte Kontrolle aller Signalgenera-
toren, Spannungsquellen, Schaltrelais und spannungsgesteuerten Abschwächer über
GBIB und USB Schnittstellen. Daneben werden alle relevanten Umweltfaktoren
wie Raumtemperatur, Raumdruck, Heliumdruck, Luftfeuchtigkeit und Vibrationen
über ein auf LabView basierendes Kontrollprogramm mitgeschrieben und in einer
Datenbank (MYSQL) gespeichert 3.

3Das Kontrollprogramm und die hierfür benötigten Messgeräte wurden von Clemens Leiteritz
eingerichtet.
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Kapitel 5

Experimentelle Ergebnisse - Die

Präzisionsfalle

Zur exakten Bestimmung des g-Faktors muss die freie Zyklotronfrequenz, respektive
das Magnetfeld, präzise und akkurat bestimmt werden. Die Bestimmung der freien
Zyklotronfrequenz basiert auf der Messung der drei Eigenfrequenzen des gespei-
cherten Protons. Folglich ist eine präzise und akkurate Messung der Eigenfrequen-
zen zwingend. Hierzu wird eine Penning-Falle mit einem homogenen Magnetfeld
und einem reinen elektrischen Quadrupolpotential benötigt. In der experimentellen
Realität lassen sich letztere Bedingungen nicht erfüllen, sodass es immer zu Abwei-
chungen der idealen Kon�guration kommen wird. Um dennoch mit gröÿtmöglicher
Genauigkeit den g-Faktor bestimmen zu können, muss das elektrische Potential
der Falle optimiert werden. Dies bedeutet insbesondere die Reduzierung möglicher
systematischer Verschiebungen der Eigenfrequenzen auf Grund der Korrekturterme
höherer Ordnung zum Potential, daher eine Optimierung des Tuning-ratios.
Zunächst wird in Abschnitt 5.1 die Erzeugung und Präparation des einzelnen Pro-
tons in der Präzisionsfalle beschrieben. Anschlieÿend wird in Abschnitt 5.2 auf die
Optimierung der Präzisionsfalle eingegangen. Dies beinhaltet die Ausrichtung der
Falle bezüglich des homogenen Magnetfeldes sowie die Optimierung des Tuning-

ratios. Da die erreichten Frequenzstabilitäten die erreichbare Präzision des gemes-
senen g-Faktors bestimmen, werden im folgenden Abschnitt 5.3 die Ergebnisse zur
Messung aller Eigenfrequenzen präsentiert. Am Ende des Kapitels in Abschnitt 5.4
wird die Messung zur magnetischen Inhomogenität der Präzisionsfalle vorgestellt
und eine mögliche systematische Verschiebung des gemessenen g-Faktor diskutiert.
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5.1 Erzeugung und Präparation eines einzelnen Pro-

tons

Die Penning-Falle be�ndet sich in einer abgeschlossenen Vakuumkammer. Innerhalb
dieser Kammer müssen die Protonen erzeugt werden. Zu diesem Zweck wird über
die Feldemissionsspitze ein Elektronenstrahl auf das Polyethylen Target geschossen.
Hierzu wird an die Beschleunigungselektrode eine Spannung im Bereich von 1 kV für
eine Zeitdauer von wenigen Sekunden angelegt, um Elektronen aus der Feldemissi-
onsspitze zu ziehen. Da während der Erzeugung Potentiale an den Elektroden der
Präzisionsfalle anliegen, müssen die Elektronen energetisch angehoben werden, um
Atome ionisieren zu können. Zu diesem Zweck wird an die Feldemissionsspitze eine
negative Spannung von −50V angelegt. Die Elektronen tre�en auf ein Polyethylen
Target und lösen aus diesem verschiedene Atome aus. Diese Atome driften in die
Präzisionsfalle und werden dort vom selben Elektronenstrahl ionisiert. Da während
der Erzeugung das elektrische Potential an den Elektroden der Präzisionsfalle an-
liegt, bleiben die dort erzeugten Ionen gespeichert.

5.1.1 Massenspektrum und Entfernen von Fremdionen

Die Konstituenten der so erzeugten Ionenwolke können über ein sogenanntes Mas-
senspektrum sichtbar gemacht werden. Hierbei nutzt man die Abhängigkeit der
axialen Frequenz vom Ladungs-zu-Masse Verhältnis aus.
Wird bei konstantem Tuning-ratio, daher C2 konstant, die Spannung der Ringelek-
trode U(t) = U0(t− t0) kontinuierlich variiert ergibt sich für die axiale Frequenz

νz(t) =
1

2π

√
qC2U0

m
(t− t0). (5.1)

Folglich kommen Ionen mit unterschiedlichem Ladungs-zu-Masse Verhältnis q/m
zu unterschiedlichen Zeitpunkten in Resonanz mit dem Detektionsschwingkreis,
νz(t) = νres. Dort disipieren die nach der Erzeugung axial angeregten Ionen Energie
und können als Peak auf dem Rauschspektrum der Nachweisimpedanz detektiert
werden. Das Ergebnis dieser Messung ist in Abbildung 5.1 gezeigt [48]. Neben Pro-
tonen können die Bestandteile der auf dem Target ausgefrorenen Luft beobachtet
werden.
Um die Falle von den Fremdionen zu reinigen, wird eine dreistu�ge Routine verwen-
det. Im ersten und zweiten Schritt wird die axiale Energie der Fremdionen erhöht,
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Abbildung 5.1: Massenspektren in der Präzisionsfalle [48]. Im oberen Teil ist ein Spektrum
nach dem Laden der Falle gezeigt. Es können die Bestandteile ausgefrorener Luft mit unter-
schiedlichem Ladungs-zu-Masse Verhältnis beobachtet werden. Daneben erscheint ein Signal,
welches durch Protonen erzeugt wird. Im unteren Teil der Abbildung ist dasselbe Spektrum
gezeigt, nachdem die Falle von Fremdionen gereinigt wurde. Es ist nur noch das Signal der
Protonen sichtbar.

sodass diese aus der Falle ausdampfen. Im dritten Schritt wird durch eine geeignete
Kon�guration der Fallenpotentiale die Bewegung der Fremdionen auf eine instabile
Bahn gebracht.
Um im ersten Schritt die axiale Energie der Fremdionen zu erhöhen, wird bei nied-
rigen Frequenzen ein Breitband-Signal (SWIFT - stored wave inverse-fourier trans-
form) mit einer Amplitude von 10 dBm für 10 sek in die Falle eingestrahlt. Da Pro-
tonen die Ionen mit dem gröÿten Ladungs-zu-Masse Verhältnis, daher der höchsten
axialen Frequenz, sind, besitzt das Signal eine obere Grenzfrequenz von 500 kHz,
um die Energie der Protonen nicht zu erhöhen. H+

2 , das zweit-leichteste Ion in der
Falle, und alle schwereren Ionen werden hingegen angeregt. Zusätzlich wird das
Anregungssignal auf der Frequenz der Protonen bei 700 kHz mit einem auf einem
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Abbildung 5.2: Anregungssignal zur Energieerhöhung der Fremdionen [48]. Ein SWIFT-
Signal (stored wave inverse-fourier transform) mit einer Grenzfrequenz von 500 kHz wird über
einen Filter basierend auf einen Serienschwingkreis (Notch-Filter) an eine der Fallenelektroden
angelegt. Während der Anregung be�nden sich die Protonen im Minimum des Anregungssi-
gnals bei νz ≈ 700 kHz.

Serienschwingkreis basierenden Filter (Notch-Filter) um 60 dB abgeschwächt [48]. In
Abbildung 5.2 ist das an die Falle angelegte Anregungssignal gezeigt. Nach Anlegen
dieses Signals wird das Potential der Falle auf eine Spannung von 0.1V reduziert,
sodass die angeregten Fremdionen aus der Falle ausdampfen. Um das Ausdampfen
zu unterstützen, wird an die der Endkappe folgenden Zielelektrode eine Spannung
von −10V angelegt.
Im zweiten Schritt wird ein Anregungssignal mit einer Amplitude von −10 dBm
kontinuierlich von 40 kHz bis 500 kHz über eine Zeitraum von 1min durchgefah-
ren. Anschlieÿend wird analog zum Abdampfen das Fallenpotential erniedrigt. Im
unteren Teil der Abbildung 5.1 ist das Massenspektrum nach der 5-maligen Wie-
derholung der ersten beiden Schritte zu sehen. Es können keine Fremdionen mehr
beobachtet werden.
Da allerdings in einem solchen Massenspektrum einzelne Ionen nicht eindeutig be-
obachtet werden können, kann aus dem zuletzt vorgestellten Ergebnis nicht darauf
rückgeschlossen werden, dass alle Fremdionen die Falle verlassen haben. Folglich
wird im dritten Schritt die Stabilitätsbedingung der Penning-Falle,

q

m
≥ 2

C2U0

B2
0

, (5.2)
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Abbildung 5.3: Spektrum der reduzierten Zyklotronmode. In a) ist das Signal einer Wolke
von Protonen zu sehen. Auf Grund eines inhomogenen Speicherpotentials hängt die reduzierte
Zyklotronfrequenz von der Energie ab. Protonen mit höherer Energie sind zu niedrigeren
Frequenzen verschoben. Über gezielte Anregungen der Teilchen hoher Energie können diese
sukzessive aus der Penning-Falle entfernt werden. Schlieÿlich bleibt ein einzelnes Proton in
der Penning-Falle gespeichert. Das Signal eines einzelnen Protons ist in b) gezeigt.

ausgenutzt. Protonen besitzen das gröÿte Ladungs-zu-Masse Verhältnis aller Ionen
und bleiben damit bei einer hohen Spannung U0 als einzigste Ionenspezies gespei-
chert. Folglich können über eine kontinuierliche Spannungsrampe sukzessive immer
leichtere Fremdionen aus der Falle entfernt werden. Da die Analysefalle im Vergleich
zur Präzisionsfalle ein niedrigeres Magnetfeld und einen kleineren Fallenradius, da-
her C2,AT > C2PT , besitzt, bietet sich letztere für eine solche Spannungsrampe an.
In der Analysefalle sind bei einer Ringspannung von −110V alle Fremdionen auf in-
stabilen Bahnen, während in der Präzisionsfalle −1.6kV benötigt werden. Nachdem
die Ionenwolke in die Analysefalle transportiert wurde, wird mit einer separaten
Spannungsquelle das Potential in 30 sek von −1V auf −150V und wieder zurück
gefahren. Die so erhaltene Ionenwolke sollte keine Fremdionen mehr enthalten.

5.1.2 Reduktion der Anzahl der Protonen

Zur Reduktion der Teilchenzahl wird die reduzierte Zyklotronmode als Indikator be-
trachtet. Nach einer breitbandigen Anregung dieser Mode können Spektren, wie in
Abbildung 5.3 a) gezeigt, beobachtet werden. Diese sind wie folgt zu interpretieren.
Auf Grund einer endlichen Inhomogenität B2 des Magnetfeldes der Präzisionsfalle
kommt es zu einer energieabhängigen Verschiebung der Frequenzen ν+(E+). Teilchen
mit einer höheren Energie sind zu niedrigeren Frequenzen verschoben. Die einzelnen
Signale können somit Protonen unterschiedlicher Energie zugeordnet werden.
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Abbildung 5.4: Reduktion der Anzahl der Protonen in der Präzisionsfalle. In a) ist das axiale
Rauschspektrum mit 5 gespeicherten Protonen gezeigt. Die Breite des Dips nimmt ab, wenn
die Anzahl der Protonen reduziert wird. Dies ist in Abbildung b), einem axialen Spektrum
mit einem einzelnen gespeicherten Proton, gezeigt. In c) ist Breite des Dips gegen die Anzahl
der gespeicherten Protonen gezeigt. Es ergibt sich der erwartete lineare Zusammenhang.

Um nun einzelne Protonen aus der Falle zu entfernen wird eine weitere Anregung
verwendet. Die Frequenz der Anregung wird auf einen Wert oberhalb der Frequenz
der Protonen mit niedrigster Energie eingestellt und dann zu niedrigeren Frequen-
zen verstimmt. Als Folge wird den Ionen hoher Energie zusätzlich Energie zugeführt.
Nach der Anregung wird das Potential der Falle auf 0.1V gefahren, wodurch die Pro-
tonen hoher Energie die Falle verlassen können. Dieser Prozess wird wiederholt, bis
sich nur noch ein einzelnes Proton in der Falle be�ndet, siehe Abbildung 5.3 b).
Die exakte Anzahl der Protonen in der Falle lässt sich über das axiale Signal be-
stimmen. Die Breite des axialen Dips im Rauschspektrum des Nachweises ist pro-
portional zur Anzahl der Teilchen [49, 51]. Folglich kann aus der Messung der Breite
zu unterschiedlichen Teilchenzahlen, siehe Abbildung 5.4, eindeutig belegt werden,
dass sich nur ein einzelnes Proton in der Falle be�ndet.
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Abbildung 5.5: Justage des Fallenturms. Aufgetragen ist die axiale Frequenzverschiebung
gegen den Verkippungswinkel zwischen elektrischem Speicherpotential und Magnetfeld. Im
Maximum ist der Fallenturm orientiert.

5.2 Optimierung der Präzisionsfalle

5.2.1 Ausrichten der Fallenturms

Ist das elektrische Speicherpotential gegenüber dem homogenen Magnetfeld ver-
kippt, sieht das Proton in der Falle ein e�ektiv �acheres elektrisches Potential. Dies
führt zu einer Verringerung der axialen Frequenz und einer Vergröÿerung der Ma-
gnetronfrequenz [31]. Beide E�ekte kompensieren sich in der über das Invarianz
Theorem bestimmten freien Zyklotronfrequenz, sodass es auf Grund einer Verkip-
pung zu keiner systematischen Verschiebung des gemessenen g-Faktors kommt.
Dennoch kann eine Verkippung der Falle bei einem Teilchentransport zwischen der
Präzisionsfalle und der Analysefalle zu einer Aufweitung des Radius der Magnetron-
mode ρ−, bis hin zum Verlust des Teilchen, führen. Um dies zu vermeiden wird die
Falle justiert. Wie bereits beschrieben kommt es bei einer Verkippung der Falle zu
einer Verringerung der axialen Frequenz. Für die Abhängigkeit der axialen Frequenz
vom Verkippungswinkel ϑ zwischen elektrischen Speicherpotential und Magnetfeld
gilt

νz(ϑ) = νz,0

√
1− 2

3
sin2(ϑ) (5.3)

mit νz,0 der axialen Frequenz zur justierten Kon�guration. Folglich kann aus der
Bestimmung der maximalen axialen Frequenz auf ϑ = 0◦ rückgeschlossen werden.
In Abbildung 5.5 ist die axiale Frequenz als Funktion des Verkippungswinkels ϑ
gezeigt. Es ist möglich die Falle auf � 0.05 ◦ zu justieren. Nach der Justage bei-
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Abbildung 5.6: Optimierung des Tuning-ratios über die axiale Signalform. Das Tuning-ratio
wurde in Schritten von 10−4 variiert. Das Signal zum Tuning-ratio mit dem tiefsten Dip besitzt
die niedrigste Anharmonizität C4. Die Verschiebung der axialen Frequenz auf Grund der
Variation des Tuning-ratios ist auf die endliche Orthogonalität der Falle vonD2 = 3Hz/mUnit
zurückzuführen.

der Achsen kann nach mehrmaligem Transport zwischen den beiden Fallen keine
Aufweitung von ρ− beobachtet werden.

5.2.2 Optimierung des Tuning-ratios

Die präzise Messung des g-Faktors verlangt die präzise Messung der Eigenfrequen-
zen des Protons. Da allerdings anharmonische, elektrische Speicherpotentiale zu
Verschiebungen der Eigenfrequenzen führen können, kann dies zu einer systemati-
schen Verschiebung des gemessenen g-Faktors führen. Folglich muss das Potential
der Falle optimiert werden.
In einem ersten Schritt kann das Potential über die Linienform des axialen Dips
optimiert werden. Da sich die axiale Mode im thermischen Gleichgewicht mit dem
Nachweis be�ndet, ist die Energie der Mode Boltzmann-verteilt. Die resultierende
Linienform ist eine Faltung aus der Linienform des idealen Dips, einer Lorenz Kurve,
und der Boltzmann-Verteilung der axialen Energie. Es ergibt sich

χ(ω) =
A

πkBTz

∫ ∞
0

exp

(
− Ez
kBTz

)
γz/2(

ω − ωz
(

1 + 3
4
C4

C2
2

Ez

qU0

))2
− γ2z/4

dEz (5.4)

mit Ez der Energie der axialen Mode, γz der Kopplungskonstanten an den axialen
Nachweis, Tz der Temperatur des Nachweises und A einem Normalisierungsfaktor
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Abbildung 5.7: Optimierung des Tuning-ratios über die Erhöhung der axialen Energie.
Aufgetragen ist die axiale Frequenzverschiebung bei einer Erhöhung der Energie der axialen
Mode gegen das Tuning-ratio. Aus dieser Messung lässt sich das ideale Tuning-ratio auf 10−5

bestimmen. In diesem Beispiel wurde die Energie um ∆T = E/kB = 20K erhöht.

[48]. Folglich kommt es mit einer Erhöhung der Anharmonizität C4 zu einer Ver-
breiterung des Dips und zu einer Reduktion des Signal-zu-Rausch Verhältnisses.
Um die Anharmonizität C4 zu variieren wird das Tuning-ratio Tr, welches das Ver-
hältnis aus der Spannung an der Ringelektrode U0 und der Korrekturelektrode Uk
angibt,

Tr =
Uk
U0

(5.5)

variiert. Spektren der axialen Mode zu unterschiedlichen Tuning-ratios sind in Ab-
bildung 5.6 gezeigt. Aus dieser Messung lässt sich das ideale Tuning-ratio auf 10−4

beziehungsweise 0.1mUnit optimieren. Dies entspricht einer relativen Verschiebung
der axialen Frequenz von ∆νz/νz = 2 · 10−9. Folglich ist eine weitere Optimierung
der Falle notwendig.
Im zweiten Schritt wird die Verschiebung der axialen Frequenz bei einer Erhöhung
der axialen Energie von E0 auf E0 + ∆E betrachtet. Das ideale Tuning-ratio ergibt
sich für ∆νz(E0)−∆νz(E0 + ∆E) = 0.
Um die Energie der axialen Mode zu variieren wird der Nachweis mit breitbandi-
gen, weiÿen Rauschen angeregt. Dies führt zu einer Erhöhung der Temperatur des
Nachweises und damit verbunden zu einer Erhöhung der Energie des gespeicherten
Protons. Aus dem Vergleich der Spektren des Nachweises mit und ohne weiÿem
Rauschen kann auf die Änderung der Temperatur rückgeschlossen werden. Für die
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Abbildung 5.8: Ideales Tuning-ratio als Funktion der axialen Energieerhöhung. Es kann
keine Variation des idealen Tuning-ratios als Funktion der axialen Energie beobachtet werden
und desshalb ist eine zufällige Kompensation der Beiträge C4∆E und C6∆E2 auszuschlieÿen.

Rauschspannung utot auf der Resonanzfrequenz νres des Nachweises gilt

u2tot = 4kBTeffR = 4kBT0R + u2w (5.6)

mit R dem Parallelwiderstand und T0 der Temperatur des Resonators. Teff gibt
die e�ektive Temperatur des Resonators mit zusätzlich externen Rauschen uw an.
Hieraus lässt sich die Änderung der Temperatur zu

∆T = Teff − T0 =
u2w

4kBR
(5.7)

bestimmen.
Die Frequenzverschiebung wird ebenfalls als Funktion des Tuning-ratios aufgenom-
men. Das Ergebnis der Messung ist in Abbildung 5.7 gezeigt. Aus dieser Messung
kann das ideale Tuning-ratio auf 10−5 bestimmt werden.
Allerdings kann es auf Grund der unterschiedlichen Vorzeichen der Beiträge C4∆E

und C6∆E
2 zu einer lokalen Kompensation C4∆E − C6∆E

2 = 0 kommen. Folglich
kann nicht auf eine Kompensation ∆νz(E0) = 0 im thermischen Gleichgewicht bei
E0 rückgeschlossen werden. Daher wurden die Energieerhöhungen ∆T = ∆E/kB in
einem Bereich von 4− 22K variiert. Es konnte keine Variation des idealen Tuning-
ratios als Funktion der Temperaturerhöhung beobachtet werden, siehe Abbildung
5.8. Dies ist in Übereinstimmung mit den theoretischen Berechnungen der Fallen-
potentiale [48], welche bei einer Erhöhung der axialen Energie auf < 30K keinen
signi�kanten Beitrag der Korrektur C6 vorhersagt.
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Abbildung 5.9: Bestimmung der Beiträge zu den axialen Frequenzverschiebungen auf Grund
der Korrekturen C4 und C6. In a) ist die axiale Frequenzverschiebung als Funktion der Ände-
rung der axialen Energie bei einem Tuning-ratio von 0.8625 gezeigt. Aus einer Kurvenanpas-
sung lassen sich die Beiträge auf Grund der Korrekturen C4 und C6 zur Frequenzverschiebung
bestimmen. Diese Beiträge sind b) und c) für C4 beziehungsweise C6 zu verschiedenen Tuning-
ratios gezeigt.

Um die exakten Beiträge der Korrektur auf Grund der Anharmonizitäten C4 und C6

explizit zu messen, kann die axiale Frequenzverschiebung als Funktion der axialen
Energie bei konstantem Tuning-ratio betrachtet werden. Für die Frequenzverschie-
bung gilt

∆νz =
3

4

νz
qU0

(
C4

C2
2

∆Ez +
5

4

C6

C3
2

∆E2
z

)
. (5.8)

Aus einer Kurvenanpassung können die Beiträge der Anharmonizität

A4 =
3

4

νz
qU0

C4

C2
2

(5.9)
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und

A6 =
15

16

νz
qU0

C6

C3
2

(5.10)

bestimmt werden. Da die Änderung der axialen Energie nach Gleichung 5.6 bekannt
ist, lassen sich diese absolut bestimmen.
In Abbildung 5.9 ist die Messung der Beiträge gezeigt. Aus der linearen Abhän-
gigkeit des Beitrags zu C4 lässt sich ein experimenteller Wert zu D4 = ∂C4/∂Tr

bestimmen. Es folgt D4 = 4.6(0.6) · 10−3mm−4/∂Tr in guter Übereinstimmung zum
theoretischen Wert von D4 = 3.7 · 10−3mm−4/∂Tr. Der Beitrag zu C6 auf die Fre-
quenzverschiebung, welcher verträglich mit Null ist, ist um mehr als eine Gröÿenord-
nung gegenüber dem Beitrag von C4 unterdrückt und damit vernachlässigbar. Das
ideale Tuning-ratio kann auf 10−5 bestimmt werden. Dies entspricht einer relativen
Verschiebung der axialen Frequenz von ∆νz/νz = 8 · 10−9.

Neue Methode zur Messung der absoluten Temperatur des axialen Nach-

weises

Da die Frequenzverschiebung bei einer gegebenen Verstimmung der Falle kalibriert
ist, kann mit einer weiteren Messung, einer Erhöhung der axialen Energie über
Feedback, auf die absolute Temperatur des Nachweises T0 rückgeschlossen werden.
Hierzu wird bei einer vorgegebenen Verstimmung die absolute Änderung der Tempe-
ratur ∆T = Tw−T0 aus der Frequenzverstimmung mit weiÿem Rauschen bestimmt.
Daneben kann über positives Feedback eine Frequenzverschiebung erreicht werden.
Für die Temperaturerhöhung des Nachweises mit Feedback der Stärke gf gilt

(1 + gf ) =
Tf
T0
. (5.11)

Über die Erhöhung des Parallelwiderstandes Rf = (1+gf )R lässt sich die Erhöhung
der Temperatur unabhängig messen. Sind bei gleicher Verstimmung der Falle die
Frequenzverschiebungen beider Methoden identisch, gilt Tw = Tf und es folgt

T0 =
∆T

Rp,f

Rp
− 1

. (5.12)

Bei einer Verstimmung des Tuning-ratios um 0.00023 wurde bei einer Erhöhung des
Widerstandes um (1 + gf ) = 2.1 eine axiale Frequenzverschiebung von 200mHz
gemessen. Hieraus folgt nach den Messungen des letzten Abschnitts, dass sich die
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Temperatur des Nachweises absolut um ∆T = 7.1(1.1)K geändert hat. Die Fehler
basieren auf der Unsicherheit in der Kalibrierung der Falle. Die absolute Temperatur
des Nachweises ergibt sich zu T0 = 7.8(1.2)K.

5.3 Messung der Eigenfrequenzen

5.3.1 Stabilität der axialen Frequenz

Grundvoraussetzung zur präzisen Messung der Zyklotronfrequenz über das Invarianz-
Theorem ist eine hohe axiale Frequenzstabilität.
Als Maÿ für die Frequenzstabilität hat sich in unserem Experiment die Standard-
abweichung der Di�erenz zweier aufeinander folgender axialer Frequenzmessungen
αi(T ) = νz,i(ti)− νz,i+1(ti + T ) etabliert,

σ(T ) =

√
1

N

∑
i

(αi(T )− ᾱ(T ))2. (5.13)

σ ist eine Funktion der Mittelungszeit T . Diese De�nition ist vergleichbar zur De�-
nition der Allan Deviation

σ(T ) ∝
√∑

i

(αi(T ))2 (5.14)

als Maÿ der Frequenzstabilität, jedoch invariant gegenüber einer Drift der Frequenz,
wie durch Einsetzten von νz,i = νz,0 + i∆ν leicht überprüft werden kann. Die Allan
Deviation eignet sich zur Di�erenzierung von Rauschbeiträgen über eine Betrach-
tung der Skalierung der Frequenz�uktuationen als Funktion der Mittelungszeit T
[79]. Diese Skalierungen bleiben in der hier verwendeten De�nition der Frequenz-
�uktuationen erhalten.
In Abbildung 5.10 a) ist eine axiale Frequenzmessreihe gezeigt. Aus dieser lässt
sich die Verteilung der axialen Frequenz�uktuationen, gezeigt in Abbildung 5.10 b),
bestimmen. Aus einem endlichen Mittelwert dieser Verteilung kann auf eine endliche
Drift der axialen Frequenz rückgeschlossen werden. Es ergibt sich ein vernachlässig-
barer Beitrag von 2mHz auf einer für Messungen typischen Zeitskala von 60 s. Die
Standardabweichung dieser Verteilung dient als Maÿ für die axiale Frequenzstabili-
tät. In Abbildung 5.10 c) ist diese als Funktion der Mittelungszeit gezeigt. Aus der
Skalierung mit 1/

√
T kann auf eine Mittelung über weiÿes Rauschen rückgeschlossen

werden. Der Beitrag des Spannungsrauschens zur axialen Frequenzstabilität σS(T )
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Abbildung 5.10: Stabilität der axialen Frequenz in der Präzisionsfalle. In a) ist eine axiale
Frequenzmessreihe über einen Zeitraum von 11 Stunden gezeigt. Aus dieser können die Fre-
quenzsprünge αi = νz,i − νz,i+1 zwischen zwei aufeinander folgenden Messungen bestimmt
werden. Die Verteilung der α ist in b) gezeigt. Als Maÿ für die Frequenz�uktuationen lässt
sich die Standardabweichung σ dieser Verteilung de�nieren. In c) sind die Frequenz�uktuatio-
nen in schwarz als Funktion der Mittelungszeit gezeigt. Man erkennt die typische Skalierung
einer Mittelung über weiÿes Rauschen. Zusätzlich sind in rot die erwarteten Fluktuationen
auf Grund der Spannungs�uktuationen und in blau die Frequenz�uktuationen nach Abzug
der Spannungs�uktuationen gezeigt. Spannungs�uktuationen tragen nicht signi�kant zu den
Frequenz�uktuationen bei.

ist in rot gezeigt, und trägt nicht wesentlich zu den axialen Frequenz�uktuationen
bei. Der dominierende Beitrag zu den Frequenz�uktuationen

σ2
FFT (T ) = σ2

tot(T )− σ2
S(T ) (5.15)

resultiert aus der Kurvenanpassung an das Rauschspektrum zur Bestimmung der
Frequenz, welcher in Abbildung 5.10 c) in blau gezeigt ist. Ein überlagerter Random

72



5.3. MESSUNG DER EIGENFREQUENZEN

Abbildung 5.11: Magnetron Doppeldip. In a) ist das axiale Spektrum eines Einzeldips im
thermischen Gleichgewicht mit dem Nachweis gezeigt. Durch eine Seitenbandkopplung an die
Magnetronmode kommt es zu einer vollständigen Amplitudenmodulation und der Einzeldip
spaltet in den Doppeldip auf. Der Doppeldip ist in b) gezeigt. Aus den Frequenzen der beiden
Seitenbänder sowie der Frequenz des Einzeldips kann die Frequenz des Magnetronmode be-
stimmt werden. Die Asymmetrie im Doppeldip resultiert aus einer endlichen Verstimmung der
Seitenbandkopplung. Die Bestimmung der Magnetronfrequenz ist invariant gegenüber dieser
Verstimmung.

Walk, welcher mit
√
T skalieren würde, kann in der Präzisionsfalle nicht beobachtet

werden. Bei einer Mittelungszeit von 60 s wird eine Frequenzstabilität von 60(9)mHz
erreicht. Dies führt zu einer beobachteten Frequenz�uktuation der reduzierten Zy-
klotronfrequenz, welche mit der Doppeldip-Methode über drei axiale Frequenzmes-
sungen bestimmt wird, von 104(15)mHz. Dies ist gegenüber dem Beitrag auf Grund
der magnetischen Inhomogenität in der Präzisionsfalle, siehe Abschnitt 5.3.3, ver-
nachlässigbar.

5.3.2 Messung der Magnetronfrequenz

Im Gegensatz zur Messung der axialen Frequenz wird die Magnetronfrequenz, wie
in Kapitel 3.2 diskutiert, indirekt über eine Seitenbandkopplung bestimmt. Hierzu
wird eine Anregung mit der Frequenz νrf = ν− + νz + δ auf eine Hälfte einer ge-
teilten Korrekturelektrode gegeben. Diese Anregung führt zu einer Kopplung der
beiden Moden. Es kommt zu einer Amplitudenmodulation und, damit verknüpft,
dem Auftreten von zwei Seitenbändern in beiden Moden. Diese Seitenbänder kön-
nen im axialen Spektrum beobachtet werden. Der axiale Einzeldip spaltet in zwei
Signale, im folgenden Doppeldip genannt, auf. In Abbildung 5.11 sind der Einzeldip
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Abbildung 5.12: In rot ist das axiale Spektrum eines Einzeldips und in schwarz der Dop-
peldip bei einer Seitenbandkopplung der axialen Mode und der reduzierten Zyklotronmode
gezeigt.

bei Frequenz νz ohne eine Seitenbandkopplung und der Doppeldip bei Frequenzen
νl und νr mit einer Seitenbandkopplung gezeigt. Aus dieser Messung lässt sich über
den Zusammenhang

ν− = νz + νrf − νl − νr (5.16)

die Magnetronfrequenz mit einer relativen Präzision von ∆ν−/ν− = 1.4 · 10−4 be-
stimmen. Diese Unsicherheit limitiert die Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz
auf ∆νc/νc = 10−12 und ist somit vernachlässigbar. Erst eine relative Unsicherheit
von ∆ν−/ν− = 2 · 10−2 würde signi�kant auf einem Niveau von 10−9 zur freien
Zyklotronfrequenz beitragen. Dies entspricht einer absoluten Änderung der Magne-
tronfrequenz, ν− = 6 kHz, von 100Hz. Tatsächlich wurde über eine Messzeit von
einem Jahr keine Änderung der Magnetronfrequenz um mehr als 200mHz, daher
∆ν−/ν− = 3 · 10−4, beobachtet.

5.3.3 Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz

Die reduzierte Zyklotronfrequenz wird ebenfalls über eine Seitenbandkopplung an
die axiale Mode bestimmt. In Abbildung 5.12 sind die entsprechenden axialen Spek-
tren gezeigt.
Über die Relation

ν+ = νrf + νl + νr − νz (5.17)

kann die Frequenz der reduzierten Zyklotronmode bestimmt werden.
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Abbildung 5.13: In a) ist die Langzeitstabilität der freien Zyklotronfrequenz in rot mit einer
Stabilisierung der Temperatur des Experiments und in schwarz ohne eine Stabilisierung der
Temperatur gezeigt. In b) sind die simultan gemessenen Temperaturen gezeigt. Die Tempera-
tur konnte auf 40mK stabilisiert werden.

Langzeitstabilität der freien Zyklotronfrequenz

Aus einer Langzeitmessung der freien Zyklotronfrequenz können Rückschlüsse auf
die Stabilität des Magnetfelds gezogen werden. In Abbildung 5.13 wird diese Mes-
sung vor und nach der Installation einer Temperaturstabilisierung gezeigt. Deutlich
sichtbar ist eine Korrelation des Magnetfeldes mit der Raumtemperatur, welche
nach [80] auf eine Bewegung der Apparatur zurückzuführen ist. Nach der Tem-
peraturstabilisierung konnte eine Stabilität von ∆νc/νc/t = 4.0(0.4) · 10−9 h er-
reicht werden. Dies ist vergleichbar mit den Magnetsystemen, welche an ISOL-
TRAP [81] und TRIGA-TRAP [82] verwendet werden. Auf der Zeitskala einer
1ppb-Präzisionsmessung des Frequenzverhältnisses 2νL/νc von 6min stellt dies kei-
ne Limitierung dar. Aus der Bestimmung des Gewichts ∆c,nl = (νc,i/2 + νc,i+2/2 −
νc,i+1)/νc,i+1 , mit νc,i der Messung zum Zeitpunkt i, kann auf nicht-lineare Bei-
träge in der Drift rückgeschlossen werden. Es ergibt sich ∆c,nl = 0.01(0.10) · 10−9.
Eine nicht-lineare Drift des Magnetfeldes kann somit auf einem Niveau von 0.1ppb
ausgeschlossen werden. Dies bedeutet, dass bei einer angestrebten Präzision von
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1ppb eine lineare Interpolation des Magnetfeldes zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Messungen möglich ist.
Die Ursache für die endliche Drift der Zyklotronfrequenz nach der Temperaturstabi-
lisierung konnte nicht abschlieÿend geklärt werden. Ausgeschlossen werden konnten
eine Korrelation mit dem Druck der Heliumreservoire, welche auf 0.2mbar stabili-
siert werden, und eine Korrelation mit dem Luftdruck, welcher den Druck der o�en
zugänglichen Sticksto�reservoire vorgibt. Eine mögliche Korrelation mit Füllstän-
den der einzelnen Reservoire bleibt zu untersuchen.

Kurzzeit�uktuationen der freien Zyklotronfrequenz

Um die Kurzzeit�uktuationen der freien Zyklotronfrequenz zu beschreiben, bedarf
es einer detaillierten Beschreibung der Bestimmung der reduzierten Zyklotronfre-
quenz. Letztere wird über den Doppeldip und einen Einzeldip, daher drei axialen
Frequenzmessungen, bestimmt. Folglich tragen Verschiebungen dieser Frequenzen
direkt zu einer Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz bei. Es gilt

νl = νz + ∆νz(B2T+)− Ω

2
− δ

2
(5.18)

νr = νz + ∆νz(B2T+) +
Ω

2
− δ

2
(5.19)

mit ∆νz einer möglichen Verschiebung der axialen Frequenz auf Grund der magne-
tischen Inhomogenität B2. Die Verstimmung δ ist gegeben durch

δ = νrf − (ν+ + ∆ν+(B2Tz)− νz −∆νz(B2T+)) (5.20)

mit ∆ν+(B2Tz) einer Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz auf Grund der
magnetischen Inhomogenität B2. Experimentell gemessen werden die beiden Seiten-
bänder νl und νr sowie die verschobene axiale Frequenz νz,exp = νz + ∆νz. Hieraus
folgt für die über die Doppeldip Methode bestimmte reduzierte Zyklotronfrequenz

ν+ + ∆ν+(B2Tz) = νrf + νr + νl − νz −∆νz(B2T+). (5.21)

Folglich wird über die Doppeldip Methode die verschobene reduzierte Zyklotronfre-
quenz bestimmt. Des Weiteren ergibt sich eine Korrelation zwischen der Verschie-
bung der axialen Frequenz und der Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz.
In Abbildung 5.14 a) ist diese Korrelation anhand der Frequenz�uktuationen beider
Moden belegt.
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Abbildung 5.14: Ursprung der Zyklotronfrequenz Fluktuationen. In a) ist die Korrelation
zwischen den axialen Frequenz�uktuationen und den Frequenz�uktuationen der Zyklotron-
mode gezeigt. In b) ist die Verteilungen der axialen Frequenzmessung gezeigt.

Im Vergleich zur Stabilitätsmessung der reinen axialen Frequenz von 60mHz wer-
den hier deutlich höhere axiale Frequenz�uktuationen von 300mHz beobachtet. In
Abbildung 5.14 b) ist die Verteilung der axialen Frequenzen gezeigt. Diese Vertei-
lung lässt sich aus einer Faltung der normal-verteilten axialen Frequenz�uktuatio-
nen wn mit Mittelwert Null und einer Boltzmann-Verteilung wB beschreiben. Die
Boltzmann-Verteilung ist das Resultat einer Kopplung des magnetischen Moments
der reduzierten Zyklotronmode an die axiale Mode über eine endliche magnetische
Inhomogenität B2, wie im Folgenden diskutiert wird.
Während die Seitenbandkopplung aktiv ist be�nden sich beide Moden im Gleich-
gewicht mit dem thermischen Bad des axialen Resonators. Folglich ist die Energie
beider Moden Boltzmann-verteilt. Für das Verhältnis der Temperatur der axialen
Mode Tz und der Temperatur der reduzierten Zyklotronmode T+ gilt

T+
Tz

=
ν+
νz
. (5.22)

Wird die Kopplung beendet, nimmt die Energie T+ = E+/kB der Zyklotronmode
einen festen aber beliebigen Wert der Boltzmann-Verteilung während der Kopplung
an, welcher schlieÿlich zu einer Verschiebung der axialen Frequenz nach

∆νz =
1

4π2mνz

B2

B0

kBTz = 8.2 ·B2Tz
mHz m2

T K
(5.23)

führt. Folglich sind die ∆νz nach der Kopplung mit wB Boltzmann-verteilt.
Die gesamte Verteilung der axialen Frequenzen nach der Kopplung ergibt sich aus
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Abbildung 5.15: Bestimmung des Koe�zienten B2Tz. Über eine Kurvenanpassung in
schwarz an die Verteilung der axialen Frequenzverschiebungen kann der Koe�zient B2Tz
bestimmt werden. Die Messung kann über Feedback auf den axialen Nachweis zu unterschied-
lichen Temperaturen Tz wiederholt werden. Die Abhängigkeit kann über einen linearen Zu-
sammenhang beschrieben werden.

der Faltung

wz,K(∆f ; ∆νz) =

∫ ∞
−∞

wz(x−∆f)wB(x; ∆νz)∂x (5.24)

der normalverteilten axialen Frequenz�uktuationen der reinen axialen Messung

wz(∆f) =
1√

2πσz
exp

(
−∆f 2

2σ2
z

)
(5.25)

und der Boltzmann-Verteilung nach der Kopplung

wB(∆f ; ∆νz) = Θ(∆f)
1

∆νz
exp

(
− ∆f

∆νz

)
. (5.26)

Θ(x) ist die Heaviside Stufen-Funktion. σz ist aus der Messung der axialen Fre-
quenzstabilität bekannt. Aus einer Kurvenanpassung von 5.24 an die gemessene
Verteilung, siehe Abbildung 5.15, kann B2Tz bestimmt werden. Es ergibt sich ein
Messwert von B2Tz = 29(3)T/m2K, woraus mit der unabhängigen Messung der
axialen Temperatur eine Inhomogenität von 3.7(1.4)T/m2 folgt.
Auf Grund der Korrelation der Frequenz�uktuationen der reduzierten Zyklotron-
mode mit der axialen Temperatur, müssen diese durch negatives Feedback, daher
einer Reduzierung der axialen Temperatur, verringert werden können. In Abbil-
dung 5.16 sind die Fluktuationen zu Temperaturen T0 und 1/2 · T0 gezeigt. Ohne
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Abbildung 5.16: Fluktuationen der freien Zyklotronfrequenz. In a) sind die relativen Fluk-
tuationen der freien Zyklotronfrequenz ohne axiales Feedback gezeigt. Analog b) mit negativen
Feedback. Auf Grund der niedrigeren axialen Temperatur kommt es zu einer Reduzierung der
axialen Frequenz�uktuationen, welche sich direkt in einer Reduzierung der Fluktuationen der
freien Zyklotronfrequenz bemerkbar macht.

Feedback wurden Frequenz�uktuationen von 400mHz gemessen. Hierzu tragen die
axialen Frequenz�uktuationen von 100mHz nur zu einem Viertel bei. Mit Feedback
konnten die Frequenz�uktuationen um circa einen Faktor 2 auf ∆νc/νc = 7 · 10−9

reduziert werden.
Zusammenfassend, die beobachteten Frequenz�uktuationen der reduzierten Zyklo-
tronmode basieren nicht auf einer Fluktuation des Magnetfeldes. Vielmehr wird zu
jeder Doppeldip Messung nicht die axiale Frequenz mit ∆νz(T+ = 0K) = 0Hz
bestimmt, sondern eine zufällige Boltzmann-verteilte Frequenzverschiebung ∆νz ge-
messen. Dies führt nach Gleichung 5.21 zu einer beobachteten Fluktuation der re-
duzierten Zyklotronfrequenz.
Die Frequenz�uktuationen der reduzierten Zyklotronfrequenz bestimmen die beob-
achteten Fluktuationen der freien Zyklotronfrequenz, welche über das Invarianz-
Theorem, Gleichung 2.11, bestimmt wird. Bei der Bestimmung des g-Faktors aus
dem Verhältnis der Larmorfrequenz und der freien Zyklotronfrequenz führen die-
se Frequenz�uktuationen zu einer Verbreiterung der g-Faktor Resonanz. Da nach
Gleichung 5.21 mit der Doppeldip-Methode die Frequenz ν+ +∆ν+(B2Tz) gemessen
wird und ebenso νL + ∆νL(B2Tz) bestimmt wird, kommt es nach der Diskussion
aus Kapitel 2.7 zu keiner relevanten systematischen Verschiebung der g-Faktor Re-
sonanz.
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Abbildung 5.17:Magnetfeld der Präzisionsfalle. Aufgetragen ist das Magnetfeld als Funktion
der Position in der Falle. Die Messfehler sind kleiner als die Datenpunkte.

5.4 Messung der magnetischen Feldinhomogenität

in der Präzisionsfalle

Zur Messung der Inhomogenität in der Präzisionsfalle werden O�setspannungen an
die Korrekturelektroden angelegt. Dies führt zu einer Verschiebung des Teilchens
entlang der Magnetfeldachse. Aus dem theoretisch bekannten Fallenpotential zu
einen O�set lässt sich die Position des Teilchens bestimmen. Über die Doppeldip-
Methode kann anschlieÿend die freie Zyklotronfrequenz, und daher das Magnetfeld,
als Funktion der Position in der Falle bestimmt werden. Das Ergebnis der Messung
ist in Abbildung 5.17 gezeigt. Es ergibt sich B1 = 84.96(0.01)mT/m. Auf Grund
des relativ zu B1 kleinen Beitrags von B2 kann aus dieser Messung kein Wert für
B2 angegeben werden.
Auf Grund des magnetischen Moments, µ+ ∝ E+, der reduzierten Zyklotronmo-
de kommt es im Gradienten des Magnetfelds zu einer Verschiebung des axialen
Gleichgewichtpunktes und damit zu einer Verschiebung des vom Proton erfahrenen
Magnetfeldes, vergleiche Abschnitt 2.4.
Sollten die Larmorfrequenz und die reduzierte Zyklotronfrequenz zur gleichen Ener-
gie E+ bestimmt werden, tritt keine systematische Verschiebung des gemessenen g-
Faktors auf, da ∆νL/∆νc = g/2. Sollten die Frequenzen jedoch zu unterschiedlichen
Energien gemessen werden, muss eine systematische Verschiebung des gemessenen g-
Faktors berücksichtigt werden. So führt eine Energiedi�erenz von ∆T+ = E+/kB =

100K zwischen den Messungen der Larmorfrequenz und der Zyklotronfrequenz zu
einer relativen Verschiebung des gemessenen g-Faktors von 0.2 ppb.
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Kapitel 6

Experimentelle Ergebnisse - Die

Analysefalle

Die Analysefalle dient der Identi�kation des Spin-Eigenzustandes. Zu diesem Zweck
ist der Falle eine magnetische Flasche überlagert, welche das Spin-Moment an die
axiale Mode koppelt. Ein Spin-Flip führt somit zu einer Änderung der axialen Fre-
quenz.
In diesem Kapitel werden erste Ergebnisse zu Messungen in der Analysefalle vorge-
stellt, bevor im nächsten Kapitel ausführlich auf die Spin-Flip Detektion eingegan-
gen wird. In Abschnitt 6.1 wird die Messung der magnetischen Flasche vorgestellt.
Da für das Verständnis der axialen Frequenz�uktuation die Temperatur der radia-
len Moden eine entscheidende Rolle spielt, wird in Abschnitt 6.2 die Messung der
Temperatur der Eigenmoden beschrieben. Schlieÿlich wird in Abschnitt 6.3 ausführ-
lich auf die Stabilität der axialen Frequenz eingegangen, welche für eine erfolgreiche
Detektion von Spin-Flips zwingend ist.

6.1 Messung der magnetischen Flasche

In diesem Abschnitt wird die Messung der magnetischen Flasche der Analysefalle
vorgestellt. Zur Messung des Magnetfelds muss die reduzierte Zyklotronfrequenz ge-
messen werden. Dabei kann die Doppeldip Methode, welche in der Präzisionsfalle
angewendet wurde, nicht in der Analysefalle verwendet werden. Auf Grund der Sei-
tenbandkopplung käme es zu einer Energiemodulation der Zyklotronmode. In der
magnetischen Flasche wäre damit eine Frequenzmodulation der axialen Mode mit
einer Trägerfrequenz von νt = 1.7 kHz verbunden und das axiale Signal mit einer
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Abbildung 6.1: Ausmessen der magnetischen Flasche [48]. In a) ist eine Messsequenz zur
Bestimmung der reduzierten Zyklotronfrequenz gezeigt. Zwischen zwei axialen Frequenzmes-
sungen wird eine Anregung mit fester Frequenz eingestrahlt. Ist diese Anregung in Resonanz
mit der Frequenz der reduzierten Zyklotronmode, wird die Energie dieser Mode erhöht. Dies
führt zu einem Sprung in der axialen Frequenz, woraus auf die Zyklotronfrequenz rückgeschlos-
sen werden kann. Wird das Teilchen entlang der Falle durch O�set Spannungen verschoben,
kann diese Messung an unterschiedlichen Positionen der Falle wiederholt werden. In b) ist das
Magnetfeld als Funktion der Position gezeigt. Es ergibt sich der für eine magnetische Flasche
erwartete quadratische Zusammenhang. Die rote Kurve stellt eine Kurvenanpassung an die
Daten dar.

Breite von 1Hz nicht mehr detektierbar. Daher bedarf es einer alternativen Metho-
de zur Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz.
Die hier verwendete Methode basiert auf einer Messung der axialen Frequenz
[39, 48]. Zwischen zwei axialen Frequenzmessungen wird eine radiale Anregung mit
Frequenz νrf eingestrahlt. Ist diese Anregung in Resonanz mit der Frequenz der
reduzierten Zyklotronmode nimmt diese Energie auf. Es kommt folglich zu einer
Verschiebung der axialen Frequenz, vergleiche Gleichung 2.33 in Kapitel 2.4. In Ab-
bildung 6.1 a) ist das Ergebnis der axialen Frequenzmessung als Funktion von νrf
gezeigt. Aufgrund der endlichen Linenbreite der Zyklotronresonanz, wie sie analog
in Abschnitt 2.7 für die Larmorresonanz diskutiert wurde, schmiert der Anstieg der
axialen Frequenz aus. Aus dieser Messung lässt sich die reduzierte Zyklotronfre-
quenz auf 1.5 kHz bestimmen.
Wird diese Messung durch Anlegen von O�set-Spannungen an die Korrekturelektro-
den zu unterschiedlichen Positionen in der Falle wiederholt und die Magnetronfre-
quenz in analoger Weise bestimmt, erhält man aus dem Invarianz Theorem die freie
Zyklotronfrequenz und damit das Magnetfeld, siehe Abbildung 6.1 b). Aus einer
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Kurvenanpassung kann die Stärke der magnetischen Flasche B2 bestimmt werden.
Es ergibt sich in sehr guter Übereinstimmung zum Wert aus den Finite Elemente
Rechnungen, B2 = 298(1)T/m2, ein experimenteller Wert von B2 = 297(10)T/m2.

6.2 Messung der Temperatur der Eigenmoden

Wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird, ist eine Bestimmung der absolu-
ten Temperatur der Eigenmoden entscheidend zum Verständnis der axialen Fre-
quenzstabilität in der Analysefalle. Daneben kommt es bei einer Erhöhung der
Magnetrontemperatur zu einer signi�kanten Verschiebung der Larmorfrequenz in
der Analysefalle um ∆νL/T− = −11 kHz/K, wodurch die erreichten Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeiten bei fester Anregungsfrequenz reduziert werden. Dies beein-
�usst die Detektierbarkeit des Spin-Zustandes, siehe Abschnitt 7.6. Aus diesen Grün-
den ist eine Bestimmung der thermischen Energie und eine Kalibrierung der abso-
luten Temperatur von hohem Interesse.
Die Messung der Magnetrontemperatur erfolgt analog zu der bereits in Abschnitt
5.3.3 vorgestellten Methode. Dabei wird die Verschiebung der axialen Frequenz
durch das magnetische Moment der Magnetronmode, welche über die magneti-
sche Flasche eingeführt wird, ausgenutzt. Ein Messzyklus besteht aus einer Seiten-
bandkopplung der Magnetronmode mit der axialen Mode und einer anschlieÿenden
Messung der axialen Frequenz ohne die Seitenbandkopplung. Während der Seiten-
bandkopplung be�ndet sich die axiale Mode im thermischen Gleichgewicht mit dem
axialen Nachweis der Analysefalle bei der thermischen Temperatur Tz. Folglich gilt
während der Kopplung für die Temperatur der Magnetronmode, siehe Abschnitt
3.2,

T−
Tz

=
ν−
νz
. (6.1)

Wird die Seitenbandkopplung ausgeschaltet nimmt die Magnetronmode eine zufäl-
lige aber feste Temperatur T−,f = E−/kB der Temperaturverteilung während der
Kopplung ein. Dies führt schlieÿlich über die magnetische Flasche zu einer Verschie-
bung der axialen Frequenz von

∆νz =
1

4π2mνz

B2

B0

T−,f = 72Hz/K · T−,f . (6.2)

In Abbildung 6.2 a) ist eine Reihe axialer Frequenzmessungen nach den Seitenband-
kopplungen gezeigt. Aus der niedrigsten Frequenz kann auf ∆νz(T−,f = 0) = 0Hz
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Abbildung 6.2: Messung der Temperatur der Magnetronmode ohne Feedback. In a) sind die
axialen Frequenzverschiebungen nach einer Seitenbandkopplung der axialen Mode und der
Magnetronmode gezeigt. Aus der Frequenzverschiebung kann auf die momentane Temperatur
der Magnetronmode rückgeschlossen werden, siehe rechte Achse der Abbildung. In b) ist
die Verteilung der momentanen Temperaturen gezeigt. Man erkennt die typische Boltzmann-
Verteilung eines thermischen Bades. Aus dieser Messung lässt sich die thermische Temperatur
der axialen Mode und der Magnetronmode bestimmen.

rückgschlossen werden und folglich jeder weiteren Frequenzverschiebung nach Glei-
chung 6.2 eine Temperatur zugeordnet werden, womit dieses Messschema einer abso-
luten Temperaturkalibrierung entspricht. Werden die Daten gebinnt in einem Histo-
gramm dargestellt, vergleiche Abbildung 6.2 b), erkennt man die für ein thermisches
Bad typische Boltzmann-Verteilung

w(T−,f ) =
1

kBT−
exp

(
−kBT−,f
kBT−

)
. (6.3)

Aus einer Kurvenanpassung lässt sich die thermische Temperatur der Magnetronmo-
de zu T− = 170(10)mK bestimmen. Hieraus folgt über die Relation aus Gleichung
6.1 für die thermische Temperatur der axialen Mode beziehungsweise des axialen
Nachweises Tz = 8.4(0.5)K.
In Abschnitt 3.4 wurde vorgestellt, dass durch die Anwendung von negativem Feed-
back die Temperatur des Nachweises und damit verknüpft die Temperatur der axia-
len Mode reduziert werden kann. Dies bewirkt auch eine Reduzierung der Magne-
trontemperatur. In Abbildung 6.3 ist die Messung der Magnetrontemperatur mit
negativem Feedback gezeigt. Die Magnetrontemperatur konnte auf T− = 50(3)mK
reduziert werden. Dies entspricht nach Gleichung 6.1 einer Temperatur der axialen
Mode von Tz = 2.4(0.2)K. Eine mögliche Verschiebung der Larmorfrequenz über
die Kopplung an die Magnetronmode in der magnetischen Flasche kann somit auf
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Abbildung 6.3: Messung der Temperatur der Magnetronmode mit negativem Feedback.
Analog zu Abbildung 6.2 sind in a) die axialen Frequenzverschiebungen nach einer Seiten-
bandkopplung der axialen Mode und der Magnetronmode gezeigt. In b) ist die Verteilung der
momentanen Temperaturen gezeigt. Man beachte die unterschiedlichen Skalen im Vergleich
zu Abbildung 6.2.

∆νL = −570Hz beschränkt werden.
Für die Temperatur der Zyklotronmode nach einer Seitenbandkopplung an den axia-
len Nachweis gilt

T+
Tz

=
ν+
νz
. (6.4)

Folglich wird nach den letzten Messungen T+ = 50K erwartet. Eine Möglichkeit
niedrigere Temperaturen zu erreichen bietet die Thermalisierung der Zyklotronmo-
de mit dem Zyklotronnachweis in der Präzisionsfalle. Hierzu wird das Proton in der
Präzisionsfalle mit dem thermischen Bad des Zyklotronnachweises thermalisiert. An-
schlieÿend wird das Ion in die Analysefalle transportiert und dort dessen absolute
axiale Frequenz bestimmt. Analog der bisherigen Beschreibung kann die niedrigs-
te Frequenz mit ∆νz(T+ = 0) = 0Hz identi�ziert werden. In Abbildung 6.4 a)
sind die gemessenen Frequenzverschiebungen einer zweiwöchigen Messreihe gezeigt.
Hervorzuheben ist, dass keine Drift oder Variation bei den Frequenzmessungen mit
niedriger Frequenzverschiebung beobachtet werden kann. Dies spricht für die her-
vorragende Stabilität der Spannungsquelle sowie der gesamten Apparatur. Aus der
Verteilung der Frequenzverschiebungen, siehe Abbildung 6.4 b), kann die Tempera-
tur der Zyklotronmode, respektive des Zyklotronnachweises, bestimmt werden. Es
ergibt sich T+ = 5.6(0.4)K.
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Abbildung 6.4: Messung der Temperatur der Zyklotronmode. In a) sind die axialen Fre-
quenzverschiebungen in der Analysefalle nach einer Thermalisierung der reduzierten Zyklo-
tronmode mit dem thermischen Bad des Zyklotronnachweises in der Präzisionsfalle gezeigt.
In b) ist die Verteilung der monentanen Temperaturen gezeigt.

6.3 Stabilität der axialen Frequenz

Um einen Spin-Flip zu detektieren muss ein Frequenzsprung auf Grund eines Spin-
Flips von ∆νz,sf = 171mHz aufgelöst werden. Folglich ist eine hohe Stabilität der
axialen Frequenz in der Analysefalle für eine erfolgreiche Detektion eines Spin-Flips
zwingend.
Analog zur Beschreibung in Abschnitt 5.3.1 wird als Maÿ für die Frequenz�uktuatio-
nen die Standardabweichung der Di�erenz zweier aufeinander folgender Frequenz-
messungen αi(T ) = νz,i(ti)− νz,i+1(ti + T ) de�niert

σ(T ) =

√
1

N

∑
i

(αi(T )− ᾱ(T ))2, (6.5)

mit T der FFT Mittelungszeit. In Abbildung 6.5 ist σ als Funktion der Mittelungs-
zeit gezeigt1. Die beobachteten Frequenz�uktuationen lassen sich aus der Überlage-
rung zweier Beiträge beschreiben,

σ2(T ) = σ2
n(T ) + σ2

w(T ). (6.6)

Zu niedrigen Zeiten erkennt man einen Abfall, welcher mit 1/
√
T skaliert und daher

einem weiÿen Rauschen σn(T ) zuzuordnen ist [79]. Dieser Abfall wurde bereits in der
Präzisionsfalle beobachtet und kann auch hier auf die endliche Bestimmbarkeit der

1Die folgenden Ergebnisse sind auch Teil der Dissertation von H.Kracke [80].
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Abbildung 6.5: Frequenz�uktuationen der axialen Mode. In a) zu einem Proton mit niedriger
Zyklotronenergie von T+ = 0.35K und in b) zu einem Proton mit hoher Zyklotronenergie von
T+ = 5K. Aufgetragen sind jeweils die Frequenz�uktuationen gegen die FFT-Mittelungszeit.
In grün dargestellt lässt sich zu kleinen Zeiten ein Abfall, der mit 1/

√
T skaliert, erkennen.

Dieser resultiert aus der endlichen Bestimmbarkeit der axialen Frequenz aus dem thermischen,
weiÿen Rauschen des Detektionssignals. Überlagert wird dieser Abfall durch einen Anstieg,
welcher mit

√
T skaliert und daher als Random Walk zu interpretieren ist. In a) gibt die untere

gestrichelte, horizontale Linie die optimale Stabilität σopt = 55mHz an, welche erreicht wurde.
Die obere gestrichelte, horizontale Linie gibt die Gröÿe eines Frequenzsprungs auf Grund eines
Spin-Flips an.

axialen Frequenz aus dem thermischen Rauschen des Detektionssignals zurückge-
führt werden. Bei langen Mittelungszeiten ist dem weiÿen Rauschen ein zusätzlicher
Beitrag, welcher mit

√
T skaliert, überlagert. Auf Grund der Skalierung ist dieser

Beitrag einem Random Walk σw(T ) zuzuordnen2[79]. Der Random Walk wurde in
der Präzisionsfalle nicht beobachtet und muss daher auf die magnetische Flasche
zurückgeführt werden. Die Zunahme des Random Walks mit der Zyklotronenergie
gibt bereits einen ersten Hinweis auf den Ursprung des Random Walks.
Es wurde eine optimale axiale Frequenzstabilität von σopt = 55mHz erreicht. Der
Frequenzsprung auf Grund eines Spin-Flips beträgt ∆νz,SF = 171mHz. Daher be-
trägt die Wahrscheinlichkeit eine zufällige Frequenz�uktuation gröÿer als ∆νz,SF zu
beobachten circa P = 1 % (∆νz,SF ≈ 3σopt). Dies bedeutet, dass für ein Proton
niedriger Zyklotronenergie einzelne Spin-Flips signi�kant detektiert werden können.

Ursprung des Random Walks

Wie bereits angedeutet gibt die Skalierung des Random Walks mit der Zyklotron-

2Auf Grund der Invarianz von σ gegenüber einer Frequenzdrift ist eine Drift auszuschlieÿen.
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energie einen ersten Hinweis auf den Ursprung der Frequenz�uktuationen. Der Zu-
sammenhang, welcher erstmals in [48] beschrieben wurde, wird im folgenden disku-
tiert.
Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben führt in der magnetischen Flasche ein Zyklo-
tronquantensprung ∆n+ = ±1 zu einer Verschiebung der axialen Frequenz von
∆νz,+ = 63mHz. Ändert sich nun während der Mittelungszeit T der Zyklotron-
quantenzustand mit einer Rate von δn+/δt führt dies nach Gleichung 6.5 zu einem
Beitrag in den axialen Frequenz�uktuationen von

σ+ =

√
δn+

δt
T∆ν2z,+. (6.7)

Dies entspricht der Skalierung eines Random Walks, wie er von der Brown'schen
Bewegung von Gasen bekannt ist. Wird angenommen, dass über die Linienbrei-
te der Zylotronresonanz 2π∆+ = qB2 〈z2〉 /m = 2π15.6kHz ein konstantes weiÿes
Rauschen E0 anliegt, kann δn+/δt über Fermi's Goldene Regel gefunden werden

δn+/δt =
2π

~
∆+ρ(E+)Γ2

i→f , (6.8)

mit ρ(E+) = 1/~ω+ der Zustandsdichte des quantenmechanischen, harmonischen
Oszillators der Zyklotronmode. 〈z2〉 gibt den Erwartungswert des Quadrats der
axialen Bewegungsamplitude an.

Γi→f = qE0

√
~

mpω+

n+

2
(6.9)

ist das Matrixelement des elektrischen Dipolübergangs in der Zyklotronmode mit
E0 der spektralen Rauschdichte des überlagerten elektrischen Feldes. Hieraus ergibt
sich, dass die Übergangsrate mit der Energie der reduzierten Zyklotronmode ska-
liert, δn+/δt ∝ n+.
Aus der Messung der axialen Frequenz�uktuationen zu unterschiedlichen Tempe-
raturen T+ = E+/kB ∝ n+ der Zyklotronmode kann die Abhängigkeit δn+/δt(n+)

überprüft werden. In Abbildung 6.6 a) sind Messungen zu axialen Frequenz�uktua-
tionen für unterschiedliche Zyklotrontemperaturen gezeigt. Aus jeder dieser Mes-
sungen lässt sich über Gleichung 6.7 die Übergangsrate δn+/δt bestimmen. In Ab-
bildung 6.6 b) ist diese gegen die Temperatur der Zyklotronmode aufgetragen. Die
Daten sind konsistent mit der vorhergesagten linearen Abhängigkeit. Aus einer Kur-
venanpassung erhält man δn+/δt/T+ = 0.027(0.001)s−1K−1. Dies enspricht einer
Rauschamplitude von E0 =7 nV·m−1·Hz−1/2. Um σ+ < ∆νz,sf/3 bei einer typischen
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Abbildung 6.6: Ursprung des Random Walks. In a) sind axiale Frequenz�uktuationen zu
unterschiedlichen Temperaturen der reduzierten Zyklotronmode gezeigt. Aus jeder dieser Mes-
sung lässt sich die Übergangsrate der Zyklotronmode bestimmen. In b) ist diese Übergangsrate
als Funktion der Zyklotrontemperatur T+ ∝ n+ gezeigt.

Mittelungszeit von 200 s zu erhalten, muss ein Proton mit einer Zyklotronenergie
von weniger als 0.1K beziehungsweise 10neV ausgewählt werden.
Dies stellt eine entscheidende Einschränkung für die Anwendung der Doppel-Fallen
Methode dar. Auf der einen Seite muss das Proton in der Präzisionsfalle auf Zy-
klotronenergieen von 300K geheizt werden, um über die Doppeldip-Methode die
reduzierte Zyklotronfrequenz zu messen. Auf der anderen Seite werden in der Ana-
lysefalle niedrige Zyklotronenergien benötigt, um den Spin-Zustand des Protons
zu detektieren. Dies bedeutet, dass nach einer Messung in der Präzisionsfalle das
Proton stark gekühlt werden muss, um in der Analysefalle den Spin-Zustand detek-
tieren zu können. Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, eignet sich hierfür die
Seitenbandkopplung nicht. Vielmehr sollte die Thermalisierung über den Zyklotron-
nachweis der Präzisionsfalle gewählt werden.

Im Folgenden sollen kurz die wesentlichen Verbesserungen, welche die Reduzierung
der axialen Frequenz�uktuationen auf σopt = 55mHz gegenüber [48] ermöglicht
haben, beschrieben werden. In Abbildung 6.7 sind die axialen Frequenz�uktuatio-
nen des jetzigen Aufbaus der Apparatur dem des vorherigen Aufbaus gegenüberge-
stellt. Die Verbesserungen können in zwei Kategorien, eine Reduzierung des Random
Walks und einer Reduzierung des weiÿen Rauschens, aufgeteilt werden.
Als Ursache des Random Walks wurde ein weiÿes Rauschen identi�ziert. Ein solches
Rauschen, welches an die Zyklotronmode koppelt, muss eine Quadrupolkomponente
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Abbildung 6.7: Vergleich der axialen Frequenz�uktuationen vor a) [48] und nach b) dem
Umbau. Gezeigt sind jeweils in grün die Beiträge des weiÿen Rauschens und in blau die Bei-
träge des Random Walks, welche aus einer Kurvenanpassung an die Daten, in rot, gewonnen
werden können.

besitzen. Folglich wurde, um den Ein�uÿ des Rauschens zu unterdrücken, eine zu-
vor geteilte Elektrode, welche zur Quadrupolkopplung in der Analysefalle verwendet
wurde, ersetzt. Zusätzlich wurden alle Gleichspannungsleitungen und Spannungstei-
ler der Anregungsleitungen im 4K-Bereich mit 10-mal gröÿeren Kapazitäten verse-
hen. Schlieÿlich wurde die Kopplung des axialen Nachweises, der einzigen aktiven
Rauschquelle im System, an das Proton verringert, indem ein gröÿerer e�ektiver
Elektrodenabstand gewählt wurde. Anhand der Abbildung 6.7 ist deutlich sichtbar,
dass diese Eingri�e den Random Walk reduzieren konnten. In Zahlen: Die Ampli-
tude E0 des weiÿen Rauschens wurde um einen Faktor 4 verringert. Dies entspricht
einer Unterdrückung des Beitrags des Random Walks um

√
σ2
old − σ2

new = 109mHz,
im Vergleich zum vorherigen Aufbau.
Des Weiteren wurde die Limitierung bei kurzen Mittelungszeiten durch das weiÿe
Rauschen des Detektorsignals durch die Entwicklung der neuen Nachweise verbes-
sert. Auf Grund des höheren Signal-zu-Rausch Verhältnisses und der kleineren Dip-
breite ermöglichen sie eine schnellere Messung der axialen Frequenz mit gleichzeitig
höherer Präzision. In Zahlen: Die Stärke des weiÿen Rauschens lässt sich über einen
Amplitudenfaktor Ap als σn(T ) =

√
Ap/T ausdrücken. Ap wurde um einen Faktor

2 auf 0.6 s−1 verbessert.
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Kapitel 7

Spin-Flips eines einzelnen Protons

Aus der Messung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion einer externen ma-
gnetischen Dipolanregung, der Larmorresonanz, lässt sich die Larmorfrequenz be-
stimmen. Dazu muss ein Spin-Flip, welcher zu einem Sprung der axialen Frequenz
in der Analysefalle führt, detektiert werden. Die Schwierigkeit besteht darin, diesen
Frequenzsprung auf dem Hintergrund der axialen Frequenz�ukuation korrekt als
Spin-Flip zu identi�zieren.
Im folgenden muss zwischen der Messung der Larmorfrequenz in der Analysefalle
und der Präzisionsfalle unterschieden werden. Bei der Messung der Larmorfrequenz
in der Präzisionsfalle wird die Doppel-Fallen Methode verwendet. Dies erfordert die
direkte Identi�kation des Spin-Zustands in der Analysefalle vor und nach einem
Spin-Flip-Versuch in der Präzisionsfalle. Daher muss hier nach einer Messung der
axialen Frequenz in der Analysefalle dem Proton eindeutig ein Spin-Zustand zuge-
ordnet werden. Hingegen ist bei einer Messung der Larmorfrequenz in der Analyse-
falle keine direkte Identi�kation des Spin-Zustandes erforderlich. Letzteres verlangt
nur eine gemittelte Messung über eine Reihe vieler axialer Frequenzmessungen.
Zur Spin-Flip-Analyse wurden drei Methoden verwendet: Die statistische Methode,
die Grenzwertmethode und die Bayes Methode. Die statistische Methode erlaubt
nur eine Messung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit in der Analysefalle und ist nicht
geeignet einzelne Spin-Flips zu identi�zieren. Daher lässt sich diese Methode nicht
auf die Doppel-Fallen Methode anwenden. Letzteres wird erst durch die Grenz-
wertmethode möglich. Mit dieser Methode lässt sich die Larmorfrequenz sowohl
in der Analyse- als auch Präzisionsfalle bestimmen. Die Bayes Methode schlieÿlich
erlaubt nur eine Identi�kation des Spin-Zustandes. Da diese Methode die Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit in der Analysefalle als Vorgabeparameter verwendet, ist mit die-
ser Methode eine Messung der Larmorfrqeunz in der Analysefalle nicht möglich. Sie
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Abbildung 7.1: Theoretische Verteilung der axialen Frequenz�uktuatuionen ∆νz,i. In rot ist
die Verteilung der Nback gezeigt. Die Verteilungen der Nsf↑ und Nsf↓ sind in blau gezeigt. Die
durchgezogenen schwarze Linie gibt den Verlauf der Gesamtverteilung Ntot an. Als Streuung
der Verteilung wurden der im Experiment optimal erreichte Wert von σz verwendet.

ist in Bezug auf eine Messung der Larmorfrequenz nur für die Doppel-Fallen Me-
thode geeignet.
In den folgenden Kapiteln werden die einzelnen Methoden zur Spin-Flip-Analyse
vorgestellt. Zunächst werden die theoretischen Konzepte, die den einzelnen Metho-
den zugrunde liegen, beschrieben. Anschlieÿend werden die Methoden auf Messer-
gebnisse in der Analysefalle angewandt und deren Anwendbarkeit belegt.

7.1 Statistische Methode

Betrachtet wird in der Analysefalle eine Reihe axialer Frequenzmessungen νz,i, in
der zwischen zwei aufeinander folgenden Messungen i und i + 1 eine magnetische
Dipolanregung eingestrahlt wurde, um einen Spin-Flip zu induzieren. Die hieraus
resultierende GesamtverteilungNtot der axialen Frequenz�uktuationen ∆νz,i = νz,i−
νz,i+1 kann über drei separate, nicht unabhängige Normalverteilungen Nback, Nsf↑

und Nsf↓ beschrieben werden, vergleiche Abbildung 7.1.
Nback beschreibt die normal-verteilten Hintergrund�uktuationen mit Mittelwert
µ = 0 und Streuung σz, welche keine Spin-Flips enthalten. Diesen überlagert sind
die Verteilungen der Frequenz�uktuationen inklusive der Spin-Flips, Nsf↑ für einen
Spin-Übergang von up nach down und Nsf↓ für einen Spin-Übergang von down nach
up mit Mittelwerten µ = +∆νz,sf , µ = −∆νz,sf und identischer Streuung σz. Die
Erwartungswerte letzterer Verteilungen sind um den Betrag des Frequenzsprungs
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eines Spin-Flips ∆νz,sf nach oben beziehungsweise unten verschoben. Der Anteil an
Messergebnissen in den Verteilungen Nsf↑ und Nsf↓ ist gegenüber der Verteilung
Nback um die Wahrscheinlichkeit einen Spin-Flip zu induzieren unterdrückt. Für die
einzelnen Verteilungen gilt

Nback(pSF ,∆νz) = (1− pSF )N(∆νz;σz, 0) (7.1)

Nsf↑(pSF ,∆νz) =
pSF
2
N(∆νz;σz,−∆νz, sf) (7.2)

Nsf↓(pSF ,∆νz) =
pSF
2
N(∆νz;σz,+∆νz, sf) (7.3)

Ntot(pSF ,∆νz) = Nback(pSF ,∆νz) +Nsf↓(pSF ,∆νz) +Nsf↓(pSF ,∆νz) (7.4)

mit pSF der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit und N(∆νz;σ, µ) der Normalverteilung
mit Standardabweichung σ und Mittelwert µ.
Aus den beiden Maxima der Verteilung Nsf↑ und Nsf↓ lassen sich zwei Parameter
bestimmen. Zum einen die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit, welche zur Bestimmung
der Larmorfrequenz in der Analysefalle gemessen werden muss. Zum anderen lässt
sich ∆νz,sf bestimmen und damit die Inhomogenität B2 der magnetischen Flasche
in der Analysefalle. Die Gesamtverteilung Ntot ergibt sich aus der Summe der Ein-
zelverteilungen.
Darüber hinaus ist es möglich über die Verbreiterung der Gesamtverteilung Ntot

gegenüber der Verteilung ohne Spin-Flips Nback auf pSF rückzuschlieÿen [19].

7.2 Grenzwertmethode

Um den g-Faktor des Protons präzise bestimmen zu können, muss die Doppel-Fallen
Methode angewendet werden. Dies bedeutet, dass der Spin-Zustand über die Detek-
tion eines einzelnen Spin-Flips in der Analysefalle bestimmt werden muss. Die ein-
fachste Methode einen Spin-Flip zu identi�zieren, ist die sogenannte Grenzwertme-
thode. In Abbildung 7.1 ist die theoretische Verteilung der axialen Frequenzsprünge
für im Experiment optimal erreichbare Frequenz�uktuationen von σz,opt = 55mHz
gezeigt. Es lässt sich erkennen, dass hohe axiale Frequenzsprünge ∆νz,i, insbesondere
∆νz,i > 3σz,opt, nicht auf Hintergrund�uktuationen ohne einen Spin-Flip zurückge-
führt werden können. Im Umkehrschluss beinhalten letztere ∆νz,i einen Frequenz-
sprung auf Grund eines Spin-Flips eines einzelnen Protons. Der o�ensichtlichste
Ansatz zur Identi�kation dieser einzelnen Spin-Flips ist die Einführung eines Grenz-
wertes TH, um nach der Regel ∆νz,i > TH einen Frequenzsprung als Spin-Flip zu
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interpretieren.
Ein Spin-Flip wird wie folgt interpretiert:

∆νz,i ≥ TH ⇒ Spin-Flip down nach up,

TH ≥ ∆νz,i ≥ TH ⇒ kein Spin-Flip, (7.5)

∆νz,i ≤ TH ⇒ Spin-Flip up nach down.

Da diese Zuordnung einem ∆νz,i eindeutig einen Spin-Zustand zuordnet, kann die-
se Methode für die Doppel-Fallen Methode verwendet werden. Allerdings kann
auf Grund des endlichen Überlapps der Verteilung Nback mit den Verteilungen
der Nsf↑ und Nsf↓, nicht jeder Frequenzsprung ∆νz,i > TH korrekt einem Spin-
Flip zugeordnet werden. Dies wird in den folgenden Betrachtungen zu einer Ab-
weichung der gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von der wahren Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit sowie einer endlichen Detektierbarkeit der einzelnen Spin-Flips
führen.

7.2.1 Berechnung der wahren Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit

Auf Grund des endlichen Überlapps der VerteilungenNback,Nsf↑ undNsf↓ weicht die
in der Analysefalle gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,m von der wahren
Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,w ab. Allerdings kann bei bekannten Parametern
σz und ∆νz,sf sowie bei vorgegebenem Grenzwert TH von pSF,m auf pSF,w rückge-
schlossen werden. Hierzu wird der Anteil an identi�zierten Spin-Flips betrachtetet.
Es gilt

pSF,m =

∫ −TH
−∞

(Nback(pSF,w,∆νz) +Nsf↑(pSF,w,∆νz) +Nsf↓(pSF,w,∆νz))d∆νz

+

∫ ∞
TH

(Nback(pSF,w,∆νz) +Nsf↑(pSF,w,∆νz) +Nsf↓(pSF,w,∆νz))d∆νz.

Hieraus folgt

pSF,m = 1 +
1

2
pSF,wErf

(
∆νz,sf − TH√

2σz

)
+ (pSF,w − 1)Erf

(
TH√
2σz

)

− 1

2
pSF,wErf

(
∆νz,sf + TH√

2σz

)
, (7.6)
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Abbildung 7.2: Gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,m in Abhängigkeit der wah-
ren Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,w zu unterschiedlichen axialen Frequenz�uktuationen σ
(σopt = 55mHz). Als Grenzwert wurde TH = 1/2∆νz,SF gewählt.

mit Erf(x) der Fehlerfunktion. Unter idealen Bedingungen, daher σz → 0, gilt
Erf(x → ∞) = 1. Somit ist pSF,m = pSF,w und es kann ohne Korrektur auf die
wahre Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit rückgeschlossen werden. Im Gegensatz hierzu
gilt für σz → ∞, damit Erf(x → 0) = 0, dass pSF,m → 1 unabhängig von pSF,w.
Eine eindeutige Zuordnung zwischen pSF,w und pSF,m ist nicht mehr möglich. In Ab-
bildung 7.2 ist für unterschiedliche Parameter σz pSF,m in Abhängigkeit von pSF,w
gezeigt. Für im Experiment typische Frequenz�uktuationen von σz < 2σz,opt lässt
sich anhand Abbildung 7.2 erkennen, dass bei festem Parameter TH immer eine
eindeutige Zuordnung möglich ist. Folglich ist mit der Grenzwertmethode eine Mes-
sung der Larmorfrequenz in der Analysefalle möglich.

7.2.2 Idealer Grenzwert und Au�öselimit zur Messung der

Larmorfrequenz in der Analysefalle

Bei gegebenen Parametern σz und pSF,w ist die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
pSF,m von der Wahl des Grenzwertes TH abhängig. Im Bereich kleiner TH werden
mit abnehmenden TH zunehmend Frequenzsprünge ∆νz,i nicht korrekt als Spin-
Flip interpretiert. Als Resultat nimmt für pSF,w = 0 % mit abnehmenden TH die
gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,m zu, vergleiche Abbildung 7.3 a) für
pSF,w = 0 %. Im Gegensatz hierzu werden im Bereich groÿer TH mit zunehmenden
TH zunehmend Spin-Flips nicht mehr korrekt als solche erkannt. Das Resultat hier-
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Abbildung 7.3: Theoretische Resultate zur Grenzwertmethode. In a) ist die gemessene Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit pSF,m als Funktion des Grenzwertes TH für eine wahre Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit von pSF,w = 50 % sowie pSF,w = 0 % gezeigt. In b) ist das Signal, de�niert
als pSF,m(pSF,w = 50 %)− pSF,m(pSF,w = 0 %) als Funktion des Grenzwertes zu unterschied-
lichen Frequenz�uktuationen σz gezeigt. Die optimal erreichte Frequenz�uktuation σopt am
Experiment beträgt 55mHz. Es lässt sich erkennen, dass bei geeigneter Wahl von TH das
Signal maximiert werden kann. Der ideale Grenzwert THideal, welcher das Signal maximiert,
ist als Funktion des Grenzwertes in c) gezeigt. In d) ist die Au�ösung in Einheiten der Wurzel
der Anzahl der Datenpunkte

√
n als Funktion der Frequenz�uktuationen σz gezeigt. Details

zur De�nition der Au�ösung �nden sich im Text.

von ist, dass für pSF,w = 50 % mit steigendem TH pSF,m sinkt, vergleiche Abbildung
7.3 a) für pSF,w = 50 %. Um einen geeigneten Grenzwert zu bestimmen, lässt sich als
Signal die Di�erenz der gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeiten zu pSF,w = 0 %

sowie pSF,w = 50 % de�nieren

S (TH, σz) = pSF,m (pSF,w = 50 %)− pSF,m (pSF,w = 0 %) . (7.7)

In Abbildung 7.3 b) ist das theoretisch erwartete Signal S als Funktion des Grenz-
wertes TH zu unterschiedlichen Frequenz�uktuationen σz gezeigt. Unter idealen
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Bedingungen, σz = 0mHz, wird bis zu einem Grenzwert von TH = ∆νz,SF das volle
Signal von 50 % erreicht. Wird TH > ∆νz,SF gewählt, so werden keine Spin-Flips
detektiert, woraus S = 0 % folgt. Für endliche Frequenz�uktuationen σz lässt sich
erkennen, dass bei geeigneter Wahl des Grenzwertes das Signal maximiert werden
kann. Dieser ideale Grenzwert THideal hängt von den Frequenz�uktuationen ab.
In Abbildung 7.3 c) ist der THideal sowie das erreichbare Signal S als Funktion
der Frequenz�uktuationen σz gezeigt. Mit sinkenden Frequenz�uktuationen konver-
giert der ideale Grenzwert THideal gegen ∆νz,SF/2. Für die im Experiment optimal
erreichte Frequenz�uktuation von σopt = 55mHz wird erwartet bei einem idealen
Grenzwert von THideal = 95mHz ein Signal von S = 40 % zu erreichen. Dies be-
deutet, dass bei einer nicht resonanten Spin-Flip-Anregung mit wahrer Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit pSF,w = 0 % eine gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von
pSF,w = 13 % und für eine resonante Anregung mit pSF,m = 50 % pSF,w = 53 %

erwartet wird.
Als Maÿ für die Au�ösung der Larmorresonanz lässt sich S/δS de�nieren, mit δS
dem Fehler auf S. In δS gehen der Fehler auf die binominalverteilte Zufallsvariable
der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit δpSF sowie der Fehler auf das Maÿ der Frequenz-
�uktuationen δσz ein. Für δpSF und δσz gilt [83]

δσz =
σz√

2 (n− 1)
, (7.8)

δpSF =

√
p (1− p)

n
für np, n(1− p) > 4. (7.9)

Folglich ist S/δS eine Funktion der Anzahl der gemessenen Datenpunkte n und
skaliert mit

√
n. In Abbildung 7.3 d) ist die Au�ösung in Einheiten von

√
n gezeigt.

Wird als Au�öselimit 3σ, daher S/δS = 3, vorgegeben, so kann bei einer axialen
Frequenz�uktuation von σopt = 55mHz, nach 80 axialen Frequenzmessungen je
Frequenzpunkt die Larmorresonanz signi�kant aufgelöst werden.

7.3 Bayes Methode

Im Vergleich zur Grenzwertmethode haben wir eine alternative Analyse-Methode
zur Spin-Zustands Detektion entwickelt1. Diese Methode basiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitstheorem, dem Bayes Theorem [84].

1Bei der Entwicklung der Bayes Methode hat K. Franke entscheidend mitgewirkt. Die Ergebnisse
werden auch Teil seiner Dissertation sein.
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Während in anderen statistischen Verfahren Hypothesen entweder akzeptiert oder
verworfen werden, erlaubt das Bayes Theorem eine Wahrscheinlichkeits-Aussage
über einer Hypothese, welche mit jeder neu gewonnenen Beobachtung basierend auf
Erkenntnissen aktualisiert wird. Das Bayes Theorem lässt sich wie folgt de�nieren

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
. (7.10)

Hierbei gibt P (A|B) die bedingte Wahrscheinlichkeit an, A zu beobachten unter
der Bedingung, dass B sicher eingetreten ist. Entsprechendes gilt für P (B|A), wäh-
rend P (A) und P (B) die einfachen Wahrscheinlichkeiten angeben A beziehungs-
weise B zu beobachten. Auf einfache Weise lässt sich über die De�nition 7.10 der
Bezug auf die hier gegebenen Anforderungen herstellen. Hierzu wird P (A) mit der
Wahrscheinlichkeit in einem Spin-Zustand zu sein, die Hypothese, und P (B) mit
der Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Frequenz zu messen, die neue Beobachtung,
identi�ziert. Die Erkenntnis drückt sich folglich in der Wahrscheinlichkeit P (B|A)

aus, welche basierend auf einen bekannten Spin-Zustand die Wahrscheinlichkeit, ei-
ne Frequenz zu messen, beschreibt.
Um das Theorem von Bayes auf die Detektion des Spin-Zustandes anwenden zu
können, muss zunächst eine Beschreibung der axialen Frequenz�uktuationen in der
Analysefalle aufgestellt werden. Wie bereits in Abschnitt 6.3 beschrieben, ist der
durch das Fallenpotential de�nierten axialen Frequenz ein Random Walk sowie ein
weiÿes Rauschen überlagert. Während das weiÿe Rauschen individuell zu jeder ein-
zelnen Frequenzmessung beiträgt, summiert sich der Beitrag des Randoms Walks
ensprechend seiner De�nition über die einzelnen Frequenzmessungen hinweg auf.
Werden die Beiträge des kumulativen Random Walks als Wi =

∑
wi, des weiÿen

Rauschens als ni und des Frequenzsprungs eines Spin-Flips als ∆νz,sf de�niert, so
ist die ite Frequenz in einer Reihe von Messungen gegeben durch

fi = Wi + ni ± 1/2∆νz,sf + f0. (7.11)

Die Verteilungen der wi und ni werden durch Normalverteilungen N(µ;σ) mit Mit-
telwert µ und Standardabweichung σw beziehungsweise σn beschrieben. f0 bezeich-
net den Beitrag des Speicherpotentials zur axialen Frequenz. Da Komponenten des
Speicherpotentials, welche zu Frequenz�ukationen beitragen, bereits durch ni und
wi beschrieben sind, kann f0 hier als konstant angenommen werden und ist in den
folgenden Betrachtungen als O�set auf die Frequenz fi vernachlässigbar.
Mit diesen De�nitionen lässt sich eine bedingte Wahrscheinlichkeit de�nieren

P i
α,W = P (αi,Wi| fi, fi−1, ...). (7.12)
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Sie beschreibt die Wahrscheinlickeit bei der iten Frequenzmessung in einem gege-
benen Spin-Zustand αi = {↑i, ↓i} zu sein und einen kummulativen Random Walk
Wi zu haben, unter der Bedingung die Frequenzen fi, fi−1, ... beobachtet zu haben.
Mit dieser bedingten Wahscheinlichkeit kann das Theorem von Bayes angewendet
werden, welches die a-posteriori Wahrscheinlichkeit P i

α,W mit der a− priori Wahr-
scheinlichkeit P (αi,Wi| fi−1, ...) ohne die letzte Frequenzinformation fi verknüpft.
Es gilt

P i
α,W =

P (fi|αi,Wi, fi−1, ...)P (αi,Wi|fi−1, ...)
P (fi|fi−1, ...)

. (7.13)

Die Normierung P (fi|fi−1, ...) kann über
∫
W

∑
α P

i
α,W = 1 gefunden werden.

Durch den Beitrag des Random Walks wird eine Korrelation zwischen den einzelnen
Frequenzmessungen eingeführt und diese können nicht mehr als unabhängig betrach-
tet werden, P (fi|fi−1) 6= P (fi). In der De�nition der bedingten Wahrscheinlichkeit
P i
α,W wird allerdings der Beitrag des RandomWalks gesondert berücksichtigt. Daher

ist im ersten Faktor des Zählers die Verteilung der Frequenz fi bis auf den Beitrag
des weiÿen Rauschens vollständig durch αi und Wi beschrieben und es lässt sich
folgende Vereinfachung anwenden

P (fi|αi,Wi, fi−1, ...) = P (fi|αi,Wi) . (7.14)

Der erste Faktor der Gleichung 7.13 gibt somit die Verteilung der Frequenzen bei
vollständiger Information der Beiträge des Random Walks und des Spin-Zustandes
wieder und hängt damit nur vom Beitrag des weiÿen Rauschens ab. Es gilt daher

P (fi|αi,Wi) = N(fi − (Wi ± 1/2∆νz,sf );σn), (7.15)

mit − für αi =↑i und + für αi =↓i.
Der zweite Faktor im Zähler der Gleichung 7.13 hängt vom vorherigen Zustand
nur über die vorherigen Frequenzmessungen fi−1, fi−2, ... ab. Nach dem Gesetzt der
totalen Wahrscheinlichkeit kann er weiter vereinfacht werden, indem über alle mög-
lichen, vorherigen Spin-Zustände αi−1 summiert und über alle möglichen, vorherigen
Random Walks Wi−1 integriert wird. Es folgt

P ( αi,Wi|fi−1, ...) (7.16)

=
∑
αi−1

∫
W ′
P
(
αi,Wi|αi−1,W ′

i−1fi−1, ...
)
× P

(
αi−1,W

′
i−1
∣∣ fi−1, ...)
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und nach Verwendung der De�nition aus Gl. 7.12

P ( αi,Wi|fi−1, ...) (7.17)

=
∑
αi−1

∫
W ′
P
(
αi,Wi|αi−1,W ′

i−1, fi−1, ...
)
× P i−1

α,W ′ .

Der zweite Faktor dieser Gleichung P i−1
α,W ′ ist einfach die Random-Walk- und Zustands-

Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt i− 1. Der erste Faktor führt eine Aktualisierung
der Random Walk und Zustandswahrscheinlichkeit ein, welche die Entwicklung der
Random-Walk- und Zustands-Wahrscheinlichkeit von Zeitpunkt i − 1 nach i be-
schreibt. Er beschreibt die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt i im Zustand αi zu
sein und den kumulativen Random WalkWi zu haben ohne die Kenntnis der letzten
Frequenzmessung fi. Unter der Voraussetzung der vollständigen Beschreibung des
vorherigen Zustands αi−1,Wi−1, fi−1, ..., ist die Wahrscheinlichkeit, dies zu beobach-
ten, unabhängig vom weiÿen Rauschen. Daher hängt dieser Beitrag nicht von σn ab
und es gilt

P ( αi,Wi|αi−1,W ′
i−1, fi−1, ...)

= P (αi,Wi|αi−1,W ′
i−1)

= (1− psf )N(Wi −W ′
i−1;σw) für αi = αi−1 (7.18)

= psfN(Wi −W ′
i−1;σw) für αi 6= αi−1, (7.19)

mit psf der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit.
Die gesuchte Zustands-Wahrscheinlichkeit P i

α zum Zeitpunkt i unabhängig vom Bei-
trag des Random Walks kann schlieÿlich über die Marginalisierung

P i
α =

∫
W

P i
α,W (7.20)

gefunden werden.
Vorgabeparameter zur Bayes Methode sind somit die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
psf , der Beitrag des Random Walks σw und der Beitrag des weiÿen Rauschens σn.
Diese müssen in unabhängigen Messungen bestimmt werden. So kann psf aus den
Spin-Flip-Analyse Methoden der vorherigen Abschnitte bestimmt werden. σn und
σw lassen sich aus der Analyse der Frequenz�uktuationen, welche in Abschnitt 6.3
beschrieben wurden, bestimmen.
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7.4. MESSUNG DER SPIN-FLIP-WAHRSCHEINLICHKEIT UND BESTIMMUNG
VON B2 ÜBER DIE STATISTISCHE METHODE

Zusammenfassend: Als Ergebnis der Bayes Analyse erhält man bei bekannten Bei-
trägen des weiÿen Rauschens σn und des Random Walks σw sowie bekannter Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit psf die Wahrscheinlichkeit sich in einem Spin-Zustand zu
be�nden unter der Voraussetzung einen gegebenen Satz von axialen Frequenzen
fi, fi−1, ... gemessen zu haben.

7.4 Messung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit und

Bestimmung von B2 über die statistische Me-

thode

Zur statistischen Detektion von Spin-Flips in der Analysefalle wird folgendes Mess-
schema kontinuierlich wiederholt2. i bezeichnet hierbei den Messzyklus.

� Messung der axialen Frequenz νz,i,1.

� Resonante Einstrahlung der magnetischen Dipolanregung mit Frequenz νL,res
und Einstrahldauer T0 zur Anregung von Spin-Flips.

� Messung der axialen Frequenz νz,i,2.

� Neben-reonante Einstrahlung der magnetischen Dipolanregung mit Frequenz
νL,off und Einstrahldauer T0.

� Messung der axialen Frequenz νz,i,3.

� Wartezeit T0 ohne Einstrahlen einer Anregung.

Die Frequenz der neben-resonanten Einstrahlung wird um 2MHz gegenüber der er-
warteten resonanten Einstrahlung nach unten verstimmt. Dies garantiert bei einer
erwarteten Linienbreite der Resonanz von 100 kHz, dass auf νL,off keine Spin-Flips
induziert werden. Aus den 3 Frequenzmessungen können 3 axiale Frequenzsprün-
ge mit zugehörigen Verteilungen bestimmt werden. ∆νz,i,1 = νz,i,1 − νz,i,2 gibt den
axialen Frequenzsprung nach einer resonanten Einstrahlung an und dient somit der
Messung der Gesamtverteilung Ntot. Aus der Bestimmung von ∆νz,i,2 = νz,i,2−νz,i,3
wird die neben-resonante Verteilung ohne Spin-Flips NkeinSF unabhängig bestimmt.
Daneben können aus der Verteilung ∆νz,i,3 = νz,i,3 − νz,i+1,1 die Hintergrund�uk-
tuationen Nback, daher die Verteilung der axialen Frequenz�uktuationen ohne Ein-
strahlen einer Anregung, bestimmt werden.

2Die folgenden Ergebnisse sind auch Teil der Dissertation von H.Kracke [80].
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Abbildung 7.4: Gemessene Verteilung der axialen Frequenz�uktuationen. a) In grün die
Verteilung der Hintergrund�uktuationen der axialen Frequenz Nkein,SF ohne zusätzliche Di-
polanregung zum Induzieren von Spin-Flips. In rot die Gesamtverteilung Ntot,inklusive einer
Einstrahlung eines magnetischen Wechselfeldes zur Spin-Flip-Anregung zwischen zwei aufein-
ander folgenden Frequenzmessungen. b) Resultierende Verteilung nachdem Nkein,SF von Ntot
abgezogen wurde. Diese können den beiden Verteilungen Nsf↑ und Nsf↓ zugeordnet werden.

Aus dem Vergleich der Verteilungen Nback und Nkein,SF kann rückgeschlossen wer-
den, ob die magnetische Dipolanregung zum Induzieren von Spin-Flips zu einer
Erhöhung der axialen Frequenz�uktuationen führt. Letzteres wäre der Fall, wenn
die Anregung zu Energie�uktuationen der Zyklotronmode oder der Magnetronmo-
de führt und somit einen zusätzlichen Beitrag zu axialen Frequenz�uktuationen
liefert. Aus den beiden Verteilungen ergeben sich Breiten von σz,keinSF = 56(3)mHz
beziehungsweise σz,back = 58(3)mHz. Hieraus kann geschlossen werden, dass die An-
regung zu keiner signi�kanter Erhöhung der axialen Frequenz�uktuationen beiträgt.
Folglich wird durch die Spin-Flip-Anregung die Energie der radialen Moden wäh-
rend der Einstrahlung nicht verändert.
In Abbildung 7.4 a) sind die Verteilungen Ntot und NkeinSF gezeigt. Nach Ab-
zug der Verteilung NkeinSF von Ntot erhält man die Verteilungen, welche Nsf↑

und Nsf↓ zugeordnet werden können, siehe Abbildung 7.4 b). Die Streuungen die-
ser Verteilungen σz,↑ = 55(5)mHz und σz,↓ = 58(5)mHz sind in guter Überein-
stimmung mit der unabhängig bestimmten Streuung der Hintergrund�uktuationen
σz,keinSF = 56(3)mHz und bestätigt somit die zu Beginn beschriebene Überlagerung
der Nsf↑, Nsf↓ und Nkein,SF . Aus den beiden Maxima der Verteilung Nsf↑ und Nsf↓

lässt sich die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit zu psf = 44 % bestimmen. Des Weiteren
lässt sich ∆νz,sf bestimmen. Aus den Verteilungen erhält man ∆νz,sf = 165(7)mHz
und ∆νz,sf = 172(9)mHz. Hieraus lässt sich unabhängig zur Messung aus Ab-
schnitt 6.1 die Stärke der magnetischen Flasche B2 bestimmen. Es ergibt sich
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in guter Übereinstimmung mit dem in Abschnitt 6.1 gefundenen Ergebnis von
B2 = 297(10)T/m2 ein Wert von B2 = 286(12)mT/m2 für die Verteilung Nsf↓

beziehungsweise B2 = 298(16)mT/m2 für die Verteilung Nsf↑.

7.5 Messung der Larmorfrequenz über die Grenz-

wertmethode

Zur Messung der Larmorresonanz in der Analysefalle über die Grenzwertmethode
wird die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion der Frequenz der eingestrahlten
Anregung zur Induzierung von Spin-Flips aufgenommen. Hierzu wird das im vorhe-
rigen Abschnitt beschriebene Messschema zu unterschiedlichen Frequenzen der Spin-
Flip-Anregung νL,res wiederholt. Anschlieÿend werden alle Frequenzsprünge ∆νz >

TH zwischen axialen Frequenzmessungen mit Spin-Flip-Anregung als Spin-Flip
identi�ziert. Aus dem Verhältnis der Anzahl an identi�zierten Spin-Flips zu der Ge-

Abbildung 7.5: Messung der Larmorresonaz in der Analysefalle über die Grenzwertmethode.
In a) ist die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit in Abhängigkeit der Frequenz der ein-
gestrahlten Anregung zur Induzierung von Spin-Flips aufgetragen. Je Frequenzpunkt gehen
140 Messwerte in die Bestimmung der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit ein. Deutlich lässt sich die
erwartete asymmetrische Linienform, welche die thermische Bolzmann-Verteilung der axialen
Energie wiederspiegelt, erkennen. Der endliche Untergrund von pSF,m = 15 % bei einer neben-
resonanten Einstrahlung ist auf die endliche Detektierbarkeit von Spin-Flips zurückzuführen.
Die blaue, durchgezogene Linie ist eine Anpassung der theoretischen Linienform an die Daten.
Die Daten wurden zu einer Hintergrund�uktuation von σz = 86mHz aufgenommen, woraus
sich der hier verwendete ideale Grenzwert von THideal = 111mHz ergibt. In b) ist die aus
der gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit berechnete wahre Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
als Funktion der Frequenz der eingestrahlten Anregung aufgetragen.
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Abbildung 7.6: Gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion des Grenzwertes. In
a) ist die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit für einen resonanten Datenpunkt mit ei-
ner wahren Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von 47(6) % gezeigt. Analog ist in b) die gemessene
Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit für einen neben-resonanten Datenpunkt mit wahrer Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit von 2(6) % gezeigt. In beiden Fällen stellen die roten, durchgezogenen
Linen die theoretisch vorhergesagte, gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit ohne eine Kur-
venanpassung dar. In die theoretische Berechnung gehen die unabhängig bestimmten Fre-
quenz�uktuationen σz sowie die wahre Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit ein. In beiden Fällen lässt
sich eine hervorragende Übereinstimmung zwischen theoretischer Vorhersage und Messdaten
erkennen.

samtzahl an Spin-Flip-Versuchen kann die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
bestimmt werden.
In Abbildung 7.5 a) ist das Ergebnis zur 36 stündigen Messung der Larmorresonanz
in der Analysefalle gezeigt. Je Frequenzpunkt wurden n = 140 Datenpunkte aufge-
nommen, sodass das Au�ösungslimit von 3σ bei einer axialen Frequenz�uktuation
von hier σz = 86mHz erreicht wird, vergleiche Abbildung 7.3 d).
Aufgrund der endlichen Identi�zierbarkeit der Spin-Flips resultiert ein endlicher
Untergrund an detektierten Spin-Flips für eine neben-resonante Einstrahlung. Als
Resultat wird dort eine endliche Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von 15 % beobachtet.
Deutlich sichtbar ist die asymmetrische Linienform der Resonanz, welche die Bolz-
mann Verteilung der axialen Energie im thermischen Gleichgewicht mit dem axialen
Nachweis widerspiegelt.
Bei gegebenen Frequenz�uktuationen σz = 86mHz sowie Grenzwert THideal =

111mHz kann aus der gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit auf die wahre Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit rückgeschlossen werden, vergleiche Abschnitt 7.2. In Abbil-
dung 7.5 b) ist die berechnete wahre Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit gezeigt.
Zusätzlich kann die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit zu unterschiedlichen
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Grenzwerten betrachtet werden. In Abbildung 7.6 ist zum einen das Resultat der
gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit bei einer Variation des Grenzwertes TH
zu einem resonanten Datenpunkt, psf,w = 47(6) % und einen neben-resonanten Da-
tenpunkt, psf,w = 2(6) %, gezeigt. Zum anderen sind die theoretisch vorhergesagten
Spin-Flip-Wahrscheinlichkeiten dargestellt. Es lässt sich eine hervoragende Überein-
stimmg der theoretischen Vorhersage mit den gemessenen Daten erkennen.
Auf Basis dieser Daten kann eindeutig auf die Anwendbarkeit der Grenzwertme-
thode zur Detektion von Spin-Flips rückgeschlossen werden. Da mit der Grenzwert-
methode jedem Frequenzsprung eindeutig ein Spin-Zustand zugeordnet wird, eignet
sich diese Methode im weiteren zur Anwendung der Doppel-Fallen Methode, welche
zwingend zur präzisen Messung des g-Faktors des Protons verwendet werden muss.

7.6 Vergleich der Grenzwertmethode und der Bayes

Methode

In diesem Abschnitt werden die Grenzwertmethode und die Bayes Methode ver-
glichen. Der Vergleich erfolgt hierbei über die sogenannte Güte, welche die Wahr-
scheinlichkeit, den Spin-Zustand korrekt zu identi�zieren, angibt.
Die Bayes Methode verwendet als Vorgabeparameter die Beiträge des weiÿen Rau-
schens, des Random Walks sowie die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit. Alle drei Para-
meter können vor einer Analyse des Spin-Zustandes in unabhängigen Messungen be-
stimmt werden. Im Gegensatz hierzu ist der Grenzwert TH der Grenzwertmethode
ein zunächst frei wählbarer Parameter. Um den idealen Grenzwert THideal zu be-
stimmen, der den Spin-Zustand am häu�gsten korrekt vorhersagt, wurden basierend
auf dem Frequenzmodell aus Gleichung 7.11 axiale Frequenzreihen simuliert. Diese
Frequenzreihen enthalten zufällig generierte Spin-Flips bei fest vorgegebenener Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit psf und Frequenz�uktuation σz. Anschlieÿend wurden die
simulierten Daten mit der Grenzwertmethode analysiert und das Ergebnis mit den
bekannten Spin-Zuständen verglichen. Die Güte der Spin-Zustands-Detektion kann
somit aus dem Verhältnis der Anzahl an richtig identi�zierten Spin-Zuständen und
der Gesamtzahl an simulierten Frequenzpunkten/Spin-Zuständen bestimmt werden.
Folglich ergibt sich der ideale Grenzwert THideal aus dem Maximum der Güte als
Funktion des Grenzwertes TH. Um die Abhängigkeit THideal(σz) zu untersuchen,
wurden die Güten zu unterschiedlichen Frequenz�uktuationen σz bestimmt.
In Abbildung 7.7 ist die Güte zu unterschiedlichen Frequenz�uktuationen σz in
Abhängigkeit des Grenzwertes TH für psf = 50 % gezeigt. Man erkennt, dass unab-
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Abbildung 7.7: Simulationsergebnisse zur Bestimmung des idealen Grenzwertes der Grenz-
wertmethode. Gezeigt ist die Güte der Detektion des Spin-Zustandes in Abhängigkeit des
Grenzwertes zu unterschiedlichen axialen Frequenz�uktuationen σz für psf = 50 %

hängig von σz die Güte sowohl für hohe als auch niedrige Grenzwerte TH abnimmt.
Wird ein zu niedriger Grenzwert gewählt steigt die Irrtumswahrscheinlichkeit für
eine falsche Identi�zierung eines Spin-Flips, folglich des Spin-Zustandes. Die Güte
sinkt. Umgekehrt fällt bei hohen Grenzwerten mit zunehmenden TH die Wahr-
scheinlichkeit einen Spin-Flip als solchen zu identi�zieren und die Güte der Detekti-
on des Spin-Zustandes sinkt ebenfalls. Für TH = 0Hz und niedrigem σz konvergiert
die Güte gegen 75 %. Dies kann darauf zurückgeführt werden, dass zum einem alle
Frequenzsprünge der Verteilungen Nsf↑ und Nsf↓ und zum anderen 50 % der Fre-
quenzsprünge der Verteilung Nback korrekt identi�ert werden. Für zunehmende σz
konvergiert die Güte bei TH = 0Hz gegen 50 %. Schlieÿlich kann erkannt werden,
dass eine Maximierung der Güte für einen Grenzwert von TH = ∆νz,SF/2 unab-
hängig von der Stärke der axialen Frequenz�uktuationen σz erreicht wird.
Zum Vergleich der Bayes Methode und Grenzwertmethode werden analog die Gü-
ten der Spin-Flip-Detektion basierend auf den simulierten Frequenzreihen bestimmt.
Parameter, die in den simulierten Daten variiert werden, sind die Beiträge des wei-
ÿen Rauschens σn und Random Walks σw, welche zu den Frequenz�uktuationen σz
führen, sowie die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF .
In Abbildung 7.8 a) sind Linien gleicher Güte zur Spin-Zustands Detektion in Ab-
hängigkeit der beiden Rauschparameter σw und σn für die die Grenzwertmethode
und die Bayes Methode gezeigt. Man erkennt, dass für einen reinen Random Walk
beide Methoden die selbe Güte liefern. Nimmt der Beitrag des weiÿen Rauschens
zu so ist die Bayes Methode der Grenzwertmethode überlegen. Deutlich wird dies
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ÜBER DIE BAYES METHODE

Abbildung 7.8: Vergleich der Grenzwertmethode und Bayes Methode zur Detektion des
Spin-Zustandes. In a) sind Linien gleicher Güte für eine Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von 50 %

als Funktion der Anteile von weiÿem Rauschen σn und Random Walk σw gezeigt; Durchge-
zogene Linen: Bayes Methode, gestrichelte Linien Grenzwertmethode. In b) ist die Güte als
Funktion der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit für σw = σn = 39mHz gezeigt.

auch bei einem Vergleich der Güten zu festen Parametern σw = σn = 39mHz und
einer Variation der Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit pSF , siehe Abbildung 7.8 b). So
liefert die Grenzwertmethode bei pSF = 20 % eine Güte von 74 % während mit der
Bayes Methode 84 % erreicht werden. Unter der im Experiment optimal erreichten
Bedingung von σopt = 55 % und pSF = 50 % wird mit der Bayes Methode eine Güte
von 87 % erreicht. Dies bedeutet, dass in circa 9 aus 10 axialen Frequenzmessungen
der Spin-Zustand in der Analysefalle korrekt identi�ziert werden kann und damit
die Anwendung der Doppel-Fallen Methode möglich ist.

7.7 Beobachtung einzelner Spin-Flips eines einzel-

nen Protons über die Bayes Methode

Bei einer erreichten Güte der Spin-Flip-Detektion von 87 % ist die direkte Beobach-
tung einzelner Spin-Flips möglich. Die experimentelle Beobachtung dieser einzelnen
Spin-Flips ist in Abbildung 7.9 gezeigt. Im oberen Abschnitt der Abbildung ist
eine Reihe axialer Frequenzmessungen gezeigt. Dünne vertikale Pfeile deuten auf
Zeitpunkte zu denen eine o�-resonante Spin-Flip-Anregung eingestrahlt wurde. Zu
diesen Zeitpunkten können keine auÿergewöhnlichen Frequenzsprünge beobachtet
werden. Diese wichtige Überprüfung des Hintergrunds zeigt, dass die Spin-Flip-
Anregung keinen E�ekt auf die Energie der radialen Moden hat, welche ebenfalls zu
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Abbildung 7.9: Beobachtung einzelner Spin-Flips eines einzelnen Protons [25]. Der obere
Teil der Abbildung zeigt die Messung einer axialen Frequenzreihe. Zwischen den gekreuzten
Datenpunkten, hervorgehoben durch dicke vertikale Pfeile, wurde eine resonante Spin-Flip-
Anregung eingestrahlt. Dazwischen wurde eine o�-resonante Spin-Flip-Anregung, hervorge-
hoben durch dünne vertikale Pfeile, eingestrahlt. Ansonsten war die Spin-Flip-Anregung aus-
geschaltet. Groÿe axiale Frequenzsprünge nach einer resonanten Anregung sind das Resultat
einzelner Spin-Flips eines einzelnen Protons. Der untere Teil der Abbildung zeigt das Ergebnis
der Spin-Zustands-Analyse durch die Bayes Methode.

einer Änderung der axialen Frequenz führen würde. Dicke vertikale Pfeile deuten auf
Zeitpunkte zu denen eine resonante Spin-Flip-Anregung eingestrahlt wurde. Meh-
rere axiale Frequenzsprünge von der Gröÿe eines Frequenzsprungs auf Grund eines
Spin-Flips von ∆νz,SF = 171mHz können exakt zu diesen Zeitpunkten beobachtet
werden. Ein Beispiel eines Spin-Flips vom Spin-Zustand down zum Spin-Zustand
up ist bei 240min zu sehen. Im unteren Teil der Abbildung 7.9 ist das Ergebnis
der Bayes Analyse gezeigt. Die Bayes Analyse wurde zum Zeitpunkt t = 0 mit
maximaler Unsicherheit pdown = 50 % initialisiert. Die Bayes Analyse bestätigt die
Spin-Flips, welche in den Rohdaten sichtbar sind, und liefert ein konsistentes Bild
der Zeitentwicklung des Spin-Zustandes. Man beachte, dass zu jedem Datenpunkt
nur momentane und vorangegangene Messwerte beitragen; daher die Bayse Analyse
ist kausal [85, 86].
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Kapitel 8

Demonstration der Doppel-Fallen

Methode

Zur präzisen Messung des g-Faktors des Protons sollen sowohl die Zyklotronfre-
quenz als auch die Larmorfrequenz im homogenen Magnetfeld der Präzisionsfalle
gemessen werden. Die Larmorfrequenz lässt sich hierbei aus einer Messung der Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion einer externen Anregung bestimmen. Letzteres
verlangt die Detektion eines Spin-Flips in der Präzisionsfalle durch die zweimalige
Detektion des Spin-Zustandes in der Analysefalle, die Doppel-Fallen Methode (siehe
Kapitel 2.6).

8.1 Güte der Spin-Zustands-Detektion der Doppel-

Fallen Methode

Um einen Spin-Übergang in der Präzisionsfalle zu detektieren, muss der Spin-Zustand
in der Analysefalle direkt vor und nach der Messung in der Präzisionsfalle identi-
�ziert werden. Dies geschieht über eine Reihe axialer Frequenzmessungen zwischen
denen paarweise versucht wird einen Spin-Übergang zu treiben. Entscheidend ist
hierbei, den Spin-Zustand αinit am Ende einer ersten solchen Messreihe, welche der
Messung in Präzisionsfalle vorausgeht, und den Spin-Zustand αfin am Anfang einer
zweiten solchen Messreihe, welche der Messung in der Präzisionsfalle folgt, zu be-
stimmen. Zwischen den Identi�kationen der Spin-Zustände αinit und αfin muss in
den folgenden Betrachtungen unterschieden werden.
Entsprechend der Diskussion in Abschnitt 7.2 kann ein groÿer axialer Frequenz-
sprung ∆νz zwischen zwei aufeinander folgenden Frequenzmessungen mit hoher

109



KAPITEL 8. DEMONSTRATION DER DOPPEL-FALLEN METHODE

Wahrscheinlichkeit korrekt einem Spin-Übergang zugeordnet werden. Dies kann ge-
nutzt werden, um αinit mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt zu identi�zieren, in-
dem eine Abbruchbedingung ∆νz > ∆TH,νz für die Messreihe zur Detektion des
Spin-Zustandes in der Analysefalle de�niert wird. Dies lässt sich nicht auf die Iden-
ti�kation von αfin anwenden.
Als Güte GPT der Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle wird die Wahrschein-
lichkeit, einen Spin-Flip in der Präzisionsfalle korrekt zu identi�zieren, de�niert.
GPT ist abhängig von den Güten Ginit und Gfin, den Wahrscheinlichkeiten einer
korrekten Detektion der Spin-Zustände αinit und αfin. Ginit und Gfin sind wieder-
um Funktionen der Energie der Zyklotronmode E+, da E+ die Fluktuationen der
axialen Frequenz σz bestimmt.
In Abbildung 8.1 a) ist die Abhängigkeit der Stabilität der axialen Frequenz von E+

gezeigt. Es wurde eine optimale axiale Frequenzstabilität von σopt = 55mHz erreicht.
Basierend auf diesen Daten können axiale Frequenzreihen simuliert werden, aus wel-
chen sich wiederum die Güten Ginit und Gfin bestimmen lassen, siehe Abbildungen
8.1 b) und c). Es ist erkennbar, dass sich αinit mit deutlich höherer Güte bestim-
men lässt als αfin. Auch zeigt sich, dass αinit mit zunehmender Abbruchbedingung
νz > ∆TH,νz besser bestimmbar ist. So liefert bei einer Energie vonEp = 120µeV eine
Abbruchbedingung von νz > ∆TH,νz = ∆νz,sf +σopt ≈ 220mHz eine Güte von 90 %,
während bei νz > ∆TH,νz = ∆νz,sf + 2σopt ≈ 250mHz eine Güte von 92 % erreicht
wird. Letztere kann kaum mehr verbessert werden, indem die Abbruchbedingung
weiter erhöht wird, wie am Beispiel von νz > ∆TH,νz = ∆νz,sf + 3σopt ≈ 280mHz
mit einer Güte von 93 % bei Ep = 120µeV gezeigt ist. Eine Erhöhung der Abbruch-
bedingung führt lediglich zu einer Zunahme der im Mittel benötigten Anzahl an
Datenpunkten zum Erreichen der Abbruchbedingung, vergleiche Abbildung 8.1 d).
Im Experiment werden αinit und αfin zu unterschiedlichen Ep bestimmt. Dies muss
bei der Bestimmung von GPT berücksichtigt werden. Für die mittlere Güte Ḡfin der
Detektion von αfin folgt

Ḡfin(Ep,cut) =

∫ Ep,cut

0

ω(Ep;Ep,cut)Gfin(Ep)dEp (8.1)

mit

ω(Ep;Ep,cut) =
1

1− e−Ep,cut/Ep

1

Ep,th
e−Ep/Ep,th (8.2)

der Boltzmann-verteilten Energie der Zyklotronmode normiert auf das Intervall
[0, Ep,cut]. Ep,cut bezeichnet hierbei die während der Messung gröÿte akzeptierte
Energie in der Zyklotronmode; daher, im Experiment wird die Abbruchbedingung
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METHODE

Abbildung 8.1: Güte der Spin-Flip-Detektion in der Analysefalle in Abhängigkeit der Zy-
klotron Energie. a) Frequenz�uktuationen in der Analysefalle in Abhängigkeit der Energie
der Zyklotron Mode. b) Die, basierend auf den simulierten Frequenzdaten berechnete, Gü-
te Gfin der Spin-Flip-Detektion für den Endzustand. c) Die, basierend auf den simulierten
Frequenzdaten, berechnete Güte Ginit der Spin-Flip-Detektion für den Anfangszustand zu
unterschiedliche Abbruchbedingungen νz > ∆TH,νz der Messreihe. d) Mittlere Anzahl an be-
nötigten Frequenzmessungen in der Analysefalle bis zum Eintreten der Abbruchbedingung für
unterschiedliche ∆TH,νz .

Ep < Ep,cut de�niert. Ep,th ist die thermische Energie der Zyklotron Mode, welche
durch die e�ektive Temperatur des Zyklotron-Nachweises de�niert ist. Es folgt

GPT (Ep, Ep,cut) = Ginit(E+)Ḡfin(Ep,cut) + (1−Ginit(E+))
(
1− Ḡfin(Ep,cut)

)
(8.3)

für die Güte der Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle zu einer festen Energie
Ep während der Bestimmung von αinit. Der zweite Summand berücksichtigt, dass
ein Spin-Flip in der Präzisionsfalle auch bei der simultanen Fehlinterpretation von
αinit und αfin richtig erkannt wird. Da auch αinit zu statistisch verteilten Ep im
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Abbildung 8.2: Güte der Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle. a) Verteilung der
Energien in der Zyklotronmode in der Analysefalle sowie die gemessene Wahrscheinlichkeit
P (E < Ep) ein Teilchen bei einer niedrigeren Energie in der Zyklotronmode als Ep zu �n-
den. b) Die basierend auf den simulierten Frequenzdaten berechnete Güte GPT (Ep,cut) der
Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle.

Intervall [0, Ep,cut] bestimmt wird, folgt

GPT (Ep,cut) =

∫ Ep,cut

0

GPT (Ep, Ep,cut)ω(Ep;Ep,cut)dEp (8.4)

für die Güte der Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle, bei Betrachtung aller
Messergebnisse im Intervall [0, Ep,cut].
In Abbildung 8.2 ist neben der Verteilung der gemessenen Zyklotronenergien in
der Analysefalle die berechnete Güte GPT (Ep,cut) für unterschiedliche ∆THνz ge-
zeigt. Für die weiteren Messungen wurde ∆THνz = 250mHz gewählt. Ein höherer
Grenzwert führt auf Grund der Limitierung durch Gfin(Ep) zu keiner signi�kanten
Verbesserung von GPT (Ep,cut). Dies bedeutet, dass bei Ecut = 130µeV eine Güte
von 75 %, daher eine Fehlinterpretation von einem aus vier Spin-Flip-Versuchen in
der Präzisionsfalle, erwartet wird. Für den derzeit verwendeten Zyklotron Nachweis
liegt die Wahrscheinlichkeit P (E < Ep) ein Teilchen unterhalb Ep = 130µeV zu
�nden bei circa 20 %, siehe Abbildung 8.2 a). Um Ecut = 130µeV zu erreichen muss
das Proton auf circa 1/4 der thermischen Energie Etherm = 0.5meV gekühlt werden.
Zur Präparation eines Teilchens, welches diesen Randbedingungen genügt, werden
im Mittel zwei Stunden benötigt.
Auf Grund der endlichen Güte der Spin-Flip-Detektion weicht die gemessene Spin-
Flip-Wahrscheinlichkeit psf,m von der wahren Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit psf,w ab

psf,m = psf,w ·GPT (Ep,cut) + (1− psf,w) · (1−GPT (Ep,cut)). (8.5)
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Abbildung 8.3: Gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion der wahren Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit für unterschiedliche Güten der Spin-Flip-Detektion der Präzisionsfalle.

In Abbildung 8.3 ist der Zusammenhang graphisch für unterschiedliche Güten der
Spin-Flip-Detektion in der Präzisionsfalle gezeigt. Unter idealen Vorrausetzungen
einer optimalen Güte von 100 % gilt psf,m = psf,w. Im Gegensatz hierzu kann bei mi-
nimaler Güte von GPT (Ep,cut) = 50 % nicht mehr eindeutig auf psf,w rückgeschlossen
werden. Der Kontrast zwischen psf,m(psf,w = 0 %) und psf,m(psf,w = 50 %) nimmt
mit steigender Güte zu. Es wird erwartet bei Ecut = 110µeV für einen o�-resonanten
Datenpunkt mit psf,w = 0 % eine Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von psf,m = 25 % zu
beobachten, während für einen resonanten Datenpunkt psf,w = psf,m = 50 % erwar-
tet wird.

8.2 Messablauf und Ergebnis

Abbildung 8.4 gibt einen schematischen Überblick über die Messroutine zur Detek-
tion von Spin-Übergängen in der Präzisionsfalle.
Die folgende Liste beschreibt den Ablauf der Messung:

� Aufnahme einer axialen Frequenzreihe mit Abbruchbedingung ∆νz > ∆THνz

in der Analysefalle. Zwischen zwei Frequenzmessungen wird paarweise ver-
sucht einen Spin-Übergang zu treiben. Aus der Frequenzreihe werden αfin
sowie αinit,ref einer Referenzmessung bestimmt. αfin bezeichnet den Spin-
Zustand am Anfang dieser Messreihe und αinit,ref den Spin-Zustand am Ende
dieser Messreihe.
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Abbildung 8.4: Schematische Darstellung der Messroutine zur Demonstration der Doppel-
Fallen Methode.

� Aufnahme einer zweiten axialen Frequenzreihe mit identischer Abbruchbedin-
gung und paarweisem Einstrahlen der Spin-Flip-Anregung. Aus dieser Fre-
quenzreihe werden αfin,ref sowie αinit bestimmt. αfin,ref bezeichnet den Spin-
Zustand am Anfang dieser Messreihe und αinit den Spin-Zustand am Ende
dieser Messreihe.

� Das Teilchen wird in die Präzisionsfalle transportiert.

� Messung der axialen Frequenz in der Präzisionsfalle.

� Es wird versucht einen Spin-Übergang in der Präzisionsfalle zu treiben, wäh-
rend simultan die Zyklotron Frequenz über den Doppeldip gemessen wird. Dies
führt zu einer Erhöhung der Energie der Zyklotronmode auf Ep = 34meV.

� Ein Proton wird in der Analysefalle mit niedriger Zyklotron Energie Ep ≤
Ep,cut präpariert. Dazu wird das Proton mit dem Wärmebad des Zyklotron-
Nachweises in der Präzisionsfalle thermalisiert und anschlieÿend Ep in der AT
bestimmt. Die Thermalisierung und Bestimmung von Ep werden wiederholt
bis obige Bedingung erfüllt ist.

114



8.2. MESSABLAUF UND ERGEBNIS

Abbildung 8.5: Demonstration der Doppel-Fallen Methode [26]. a) Aufgetragen ist die ku-
mulative Entwicklung der in der Präzisionfalle gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit ge-
gen die Anzahl der beitragenden Datenpunkte. In rot Daten für eine resonante Einstrahlung
der Spin-Flip-Anregung und in schwarz Daten für eine um 1MHz gegenüber der resonanten
Einstrahlung verstimmten Anregung. Durchgezogene Linien geben das 1σ Kon�denzinter-
vall an. Beide Messreihen konvergieren zu konstanten Werten. b) Vergleich der gemessenen
Spin-Flip-Wahrscheinlichkeiten des resonanten, o�-resonanten Datenpunktes sowie der Refe-
renzmessung.

� Auf Grund der magnetischen Flasche der Analysefalle kommt es zu einer Ver-
schiebung der Larmorfrequenz von ∆νL = −11 kHz·K/T−. Daher wird die Ma-
gnetronmode über eine Seitenbandanregung an die über Rückkopplung gekühl-
te axiale Mode gekoppelt, womit die Magnetrontemperatur auf T− = 50(3)mK
reduziert wird, vergleiche Abschnitt 6.2. Die damit verbundene Verschiebung
der Larmorfrequenz von ∆νL = 550Hz ist gegenüber der Linienbreite der Lar-
morresonanz von 100 kHz zu vernachlässigen. Damit kann bei fester Frequenz
der Spin-Flip-Anregung in der Analysefalle eine zuverlässige Sättigung der
Larmorresonanz auf eine Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit von 50% und somit ei-
ne Spin-Zustands-Detektion hoher Güte garantiert werden. Anschlieÿend wird
wieder zu Punkt eins des Messschemas gesprungen.

Aus αfin und αinit lässt sich bestimmen ob in der Präzisionsfalle ein Spin-Übergang
getrieben wurde. Wird die Messung mehrmals wiederholt, lässt sich die Spin-Flip-
Wahrscheinlichkeit in der Präzisionsfalle bestimmen. Über die Messung von αfin,ref
sowie αinit,ref kann, unter identischen Bedingung wie zur Messung von αfin und
αinit, bestimmt werden, ob in der Analysefalle ein Spin-Übergang beobachtet wird,
obwohl explizit kein Übergang getrieben wurde. Daher ist die Güte Gref , welche
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über die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit der Referenzmessung pSF,Ref = 1 − Gref be-
stimmbar ist, direkt ein Maÿ der Güte der Spin-Flip-Detektion GPT (Ep,cut) in der
Präzisionsfalle.
Daten wurden für eine resonante und eine o�-resonante Spin-Flip-Anregung auf-
genommen. Die o�-resonante Anregung ist um 1MHz gegenüber der resonanten
Anregung verstimmt. In Abbildung 8.5 ist die kumulative Entwicklung der gemes-
senen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit gezeigt. Durchgezogene Linien geben das 1σ

Kon�denzintervall an. Beide Messungen konvergieren zu konstanten Werten. Der
o�-resonante Datenpunkt konvergiert zu psf ≈ 28(8) %, da einer aus vier Spin-
Flip-Versuchen in der Präzisionsfalle falsch interpretiert wird. Dies ist das Resultat
der endlichen Güte der Spin-Flip-Detektion. Das Ergebnis ist in guter Übereinstim-
mung mit der direkten Referenzmessung der Detektionsgüte Gref = 1 − psf,ref =

1−25(6) % in der Analysefalle. Für den resonanten Datenpunkt wurde psf ≈ 52(8) %

gemessen. Der signi�kante Unterschied von 3σ zeigt zweifelsfrei, dass Spin-Flips ei-
nes einzelnen Protons im homogenen Magnetfeld der Präzisionsfalle detektiert wer-
den konnten. Der nächste Schritt, eine vollständige Aufnahme der Resonanz über
eine Variation der Frequenz der Spin-Flip-Anregung in der Präzisionsfalle, ist eine
direkte Präzisionsmessung des g-Faktors eines einzelnen Protons unter Anwendung
der Doppel-Fallen Methode.
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Kapitel 9

Der g-Faktor des Protons

Nachdem im letzten Kapitel die Anwendung der Doppel-Fallen Methode erfolgreich
demonstriert werden konnte, ist es nur noch ein kleiner Schritt zu einer ersten, direk-
ten Präzisionsmessung des g-Faktors des Protons. Hierzu muss lediglich die Frequenz
des magnetischen Wechselfeldes zur Spin-Flip-Anregung über die Larmorresonanz
gestimmt werden.
In Abschnitt 9.1 wird nochmals eine Sequenz zur präzisen Messung der Frequenzen
in der Präzisionsfalle beschrieben. Anschlieÿend wird in Abschnitt 9.2 das Mess-
ergebnis und die statistische Auswertung präsentiert. Im folgenden Abschnitt 9.3
werden die systematischen Fehlerquellen diskutiert, um in Abschnitt 9.4 das ab-
schlieÿende Ergebnis zu präsentieren.

9.1 Messablauf

Zur Aufnahme der g-Faktor Resonanz wird der im letzten Kapitel 8.2 beschriebe-
ne Messzyklus kontinuierlich wiederholt. Da für die weitere Diskussion der exakte
Ablauf der Zyklotronfrequenzmessung und Einstrahlung der Spin-Flip-Anregung
wichtig ist, wird dieser nochmals detailliert beschrieben:

� Aufnahme eines Doppeldips zur Messung der Zyklotronfrequenz νc,ref und
Bestimmung der Frequenz der Seitenbandkopplung νp − νz.

� Messung der axialen Frequenz νz,vor,1.

� Einstrahlen des Zyklotronseitenbandes νSb und Aufnahme eines Doppeldips
mit Seitenbändern νl,vor und νr,vor.
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� Messung der axialen Frequenz νz,vor,2.

� Einstrahlen der magnetischen Dipolanregung zum Induzieren eines Spin-Flips.
Basierend auf der vorherigen Zyklotronfrequenzmessung wird die erwartete
Larmorfrequenz νL berechnet. Die Frequenz νL,exc der Einstrahlung wird ge-
genüber νL um einen zufällig generierten, um Null verteilten O�set verschoben.

� Messung der axialen Frequenz νz,nach,1.

� Einstrahlen des Zyklotronseitenbandes νSb und Aufnahme eines Doppeldips
mit Seitenbändern νl,nach und νr,nach.

� Messung der axialen Frequenz νz,nach,2.

Den zeitaufwendigsten Beitrag zu einem Messzyklus stellt mit circa 2 Stunden die
bereits im vorherigen Abschnitt beschriebene Präparation eines kalten Protons zur
Detektion des Spin-Zustandes in der Analysefalle dar. Inklusive der weiteren Messse-
quenzen benötigt ein Messzyklus circa 3 Stunden. Die Aufnahme einer vollständigen
g-Faktor Resonanz mit circa 400 Datenpunkten beansprucht, inklusive der Messun-
terbrechungen auf Grund des Füllens der Kryostate, 4 Monate.

9.2 Die g-Faktor Resonanz

Aus dem Maximum der gemessenen Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als Funktion des
gemessenen Frequenzverhältnisses

gm = 2
νL,exc
νc,AV G

= 2
νL,exc

νc,vor/2 + νc,nach/2
, (9.1)

der g-Faktor Resonanz, kann der g-Faktor des Protons bestimmt werden. Hierbei
geben

νc,vor = νl,vor + νr,vor + νSb − νz,vor,2, (9.2)

νc,nach = νl,nach + νr,nach + νSb − νz,nach,2 (9.3)

die gemessenen Zyklotronfrequenzen vor und nach dem Einstrahlen der Spin-Flip-
Anregung an. Jedem einzelnen Frequenzverhältnisse gm,i, mit i dem Lau�ndex des
Messzykluses, kann ein erfolgreicher Spin-Flip-Versuch gm,i,sf beziehungsweise ein
nicht erfolgreicher Spin-Flip-Versuch gm,i,ksf zugeordnet werden. Werden die Daten
gebinnt, ist es möglich die gemessene Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit in Intervallen
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darzustellen und somit die g-Faktor Resonanz zu visualisieren, vergleiche hierzu die
Datenpunkte aus Abbildung 9.1. Allerdings wird eine Kurvenanpassung mit der Me-
thode der kleinsten Quadrate an die so bestimmten Datenpunkte der Resonanz aus
zwei Gründen nicht angewendet. Zum einen können die Intervalle beliebig gewählt
werden, womit nicht ausgeschlossen werden kann, dass es auf Grund der Wahl zu
einer systematischen Verschiebung des Ergebnisses kommt. Zum anderen handelt es
sich bei den Datenpunkten um binominalverteilte Zufallsvariablen mit entsprechend
binominalverteilten Fehlern. Dies ist im Widerspruch zur Voraussetzung normalver-
teilter Fehler für eine Kurvenanpassung mit der Methode der kleinsten Quadrate.
Aus diesen Gründen wird die Maximum-Liklihood Methode angewendet, welche be-
reits bei der Bestimmung der g-Faktoren von Elektronen gebunden in hochgeladenen
Ionen erfolgreich angewendet wurde [62, 87].
Hierzu wird die sogenannte Log-Liklihood Funktion, de�niert als

L = log
∏
i

L (gm,i; θj) =
∑
i

logL (gm,i; θj) (9.4)

mit θj den noch näher zu bestimmenden Fitparametern und L der Linienform der
Resonanz, über eine Variation des Parametersatzes θj maximiert.
Wie eingangs des Abschnittes beschrieben können jedem einzelnen Frequenzver-
hältnis gm,i ein erfolgreicher gm,i,sf oder nicht erfolgreicher gm,i,ksf Spin-Flip-Versuch
zugeordnet werden. Um beide Fälle während der Kurvenanpassung zu berücksich-
tigen, wird folgende Log-Liklihood Funktion verwendet

L =
∑
i

logL (gm,i,sf ; θj) +
∑
i

log (1− L (gm,i,ksf ; θj)) . (9.5)

Als Linienform L wurde eine Gauÿsche Normalverteilung G mit Mittelwert µ und
Breite σ verwendet, welche auf Grund der endlichen Güte der Spin-Flip-Detektion
Gsf gestaucht wird,

L (µ, σ,Gsf )) = G (µ, σ) ·Gsf + (1−G (µ, σ)) · (1−Gsf ) , (9.6)

vergleiche auch Gleichung 8.5. Aus der Kurvenanpassung, siehe Abbildung 9.1, lässt
sich der gemessene g-Faktor mit einer relativen Präzision von

∆g

g
= 3.8 · 10−9 (9.7)

bestimmen. Es ergibt sich eine Resonanzbreite von 19 · 10−9, zu der 17 · 10−9 auf
Grund der Streuung der Zyklotronfrequenz beitragen, siehe Abschnitt 9.3.3.
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Abbildung 9.1: g-Faktor Resonanz. Aufgetragen ist die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit als
Funktion des gemessenen Frequenzverhältnisses gm = 4νL,exc/(νc,vor + νc,nach). Aus einer
Maximum-Liklihood Anpassung, rote Kurve, lässt sich das Zentrum der Resonanz auf 3.8 ·
10−9 bestimmen. Die graue Fläche gibt das 1σ Kon�denzband bezüglich einer Variation des
Zentrums an. Die Datenpunkte sind nur zur Visualisierung eingezeichnet.

9.3 Systematische Fehler

Bevor ein endgültiger Wert des g-Faktors angegeben werden kann, müssen eine Rei-
he möglicher systematischer Verschiebungen berücksichtigt werden. Wie bereits in
Kapitel 2 beschrieben kann es in einer nicht idealen Penning-Falle zu energieab-
hängigen Frequenzverschiebungen der Zyklotronfrequenz ∆νc (E+, Ez, E−) und der
Larmorfrequenz ∆νL (E+, Ez, E−) kommen. Zusätzlich können zeitliche Änderungen
des Magnetfeldes, des elektrischen Potentials oder der Energien auftreten, welche
zu zeitabhängigen Verschiebungen der Frequenzen führen.
Daneben kommt es zu Verschiebungen der Eigenfrequenzen auf Grund der Wechsel-
wirkung des Protons mit seiner Spiegelladung, der Wechselwirkung mit der Nach-
weisimpedanz und der e�ektiven, relativistischen Massenzunahme.
Für die relative Verschiebung des gemessenen g-Faktors in Abhängigkeit der Fre-
quenzverschiebungen gilt

∆g

g
=

∆νL (E+, Ez, E−, t)

νL
− ∆νc (E+, Ez, E−, t)

νc
. (9.8)
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Abbildung 9.2: Axiale Frequenz�uktuationen während der g-Faktor Messung. Aufgetragen
ist die Verteilung der axialen Frequenzdi�erenzen νz,vor,2 − νz,nach,2. Es ergibt sich eine sys-
tematische Verschiebung von 2(10)mHz.

9.3.1 Elektrisches Speicherpotential

Drift des elektrischen Speicherpotentials

Die Messung der axialen Frequenz erfolgt nicht simultan zur Messung der beiden
Seitenbänder νl und νr. Folglich kann es auf Grund einer Drift des elektrischen Spei-
cherpotentials zu einer Verschiebung der bestimmten reduzierten Zyklotronfrequenz
kommen. Aus dem Vergleich der axialen Frequenzmessungen ∆νz = νz,vor,2−νz,nach,2
kann auf eine mögliche Drift rückgeschlossen werden. In Abbildung 9.2 ist die Ver-
teilung der axialen Frequenzdi�erenzen gezeigt. Es ergibt sich ∆νz = 2(10)mHz.
Dies entspricht nach Gleichung 3.22 einer Verschiebung der gemessenen, reduzier-
ten Zyklotronfrequenz von

ν+ = ν+,0 + ∆νz (9.9)

und analog der Magnetronfrequenz von

ν− = ν−,0 −∆νz. (9.10)

Für die über das Invarianz-Theorem, Gleichung 2.11, bestimmte freie Zyklotronfre-
quenz folgt

∆νc
νc

=
1

νc

√
(ν+,0 + ∆νz)

2 + (νz,0 + ∆νz)
2 + (ν−,0 −∆νz)

2 − 1. (9.11)
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Aus ∆νz = 2(10)mHz ergibt sich eine relative Verschiebung der freien Zyklotron-
frequenz von

∆νc
νc

= 0.07(0.35) · 10−9. (9.12)

Anharmonisches elektrisches Speicherpotential

Wie eingangs der Arbeit diskutiert führt ein anharmonisches, elektrisches Speicher-
potential zu einer Verschiebung der Eigenfrequenzen und somit zu einer Verschie-
bung der aus den Eigenfrequenzen bestimmten freien Zyklotronfrequenz. Diese Ver-
schiebung tritt nicht bei der Larmorfrequenz auf, da diese ausschlieÿlich durch das
Magnetfeld bestimmt ist.
Nach Abschnitt 5.2.2 konnte das ideale Tuning-ratio auf ∆Tr = 10−5 optimiert
werden. Zusammen mit dem Messwert D4 = 4.6(0.6) · 10−3mm−4/∆Tr ergibt sich
eine Unsicherheit auf die Fallenanharmonizität von

∆C4 = D4 ·∆Tr = 4.6(0.6)104m−4. (9.13)

Die direkte Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz wird durch die Energie
der axialen Mode dominiert. Nach Gleichung 2.21

∆ν+
ν+

= − 1

qU0

3∆C4

C2
2

1

2

(
νz
ν+

)2

Ez (9.14)

resultiert eine vernachlässigbare Unsicherheit auf eine relative Verschiebung der re-
duzierten Zyklotronfrequenz von = −0.002 · 10−9.
Neben der direkten Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz kommt es zu
einer Verschiebung der axialen Frequenz und damit zu einer Verschiebung der aus
dem Doppeldip bestimmten reduzierten Zyklotronfrequenz. Die axiale Frequenz-
verschiebung wird durch die Energie der axialen Mode dominiert. Für die relative
Verschiebung der axialen Frequenz, siehe Gleichung 2.20, gilt

∆νz
νz

=
3

4

1

qU0

C4

C2
2

Ez, (9.15)

daher ∆νz/νz = 9(1) · 10−9. Hieraus folgt nach Gleichung 9.11 für die Unsicherheit
einer relativen Verschiebung der freien Zyklotronfrequenz

∆

(
∆νc
νc

)
= 0.20(0.02) · 10−9. (9.16)
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Abbildung 9.3: Verteilung der axialen Frequenzdi�erenzen νz,vor,2 − νz,nach,1 während der
g-Faktor Messung. Die Frequenzverschiebung resultiert aus der Änderung der reduzierten
Zyklotronenergie im inhomogenen Magnetfeld B2 der Präzisionsfalle.

9.3.2 Magnetisches Feld

Linearer Magnetfeldgradient

Auf Grund des axialen magnetischen Moments µ+,z ∝ E+ ∝ T+ der reduzierten
Zyklotronmode kommt es im magnetischen Feldgradienten B1 zu einer Verschie-
bung des axialen Gleichgewichtpunktes. Damit verbunden ist eine Änderung des
vom Ion erfahrenen Magnetfeldes. Folglich wird der gemessene g-Faktor vom wah-
ren g-Faktor abweichen, sollten die Larmorfrequenz und die freie Zyklotronfrequenz
nicht zur gleichen Zyklotronenergie bestimmt werden.
Im Folgenden wird eine mögliche Änderung von T+ diskutiert. Da im inhomogenen
Magnetfeld B2 die axiale Frequenz von der Energie der reduzierten Zyklotronmo-
de T+ = E+/kB abhängt, kann aus der Verteilung der axialen Frequenzdi�erenzen
νz,vor,2 − νz,nach,1 auf eine Änderung ∆T+ rückgeschlossen werden. Abbildung 9.3
zeigt die Verteilung der axialen Frequenzdi�erenzen. Es ergibt sich eine Frequenz-
verschiebung von ∆νz = 120(10)mHz. Dies entspricht nach Gleichung 2.33

∆νz
νz

=
1

4π2mν2z

B2

B0

kB∆T+ (9.17)

einer Änderung der Energie der reduzierten Zyklotronmode von ∆T+ = 180(20)K.
Diese Änderung ist auf das Einkühlen der reduzierten Zyklotronmode über den
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Zyklotronnachweis nach der ersten Doppeldip-Messungen zurückzuführen1

T+(t) = T+,0 exp

(
− t

τ+

)
. (9.18)

Hierbei bezeichnen T+,0 die Energie der Zyklotronmode während der Seitenband-
kopplung und τ+ die Kühlzeitkonstante des Zyklotronnachweises. Da die Energie
T+,0 = 360(40)K während der Kopplung bekannt ist, kann aus der Frequenzver-
schiebung ∆νz = 120(10)mHz die Kühlzeitkonstante des Zyklotronnachweises zu
τ+ = 260(30) sek bestimmt werden. Dies ist in Übereinstimmung mit der Kühlzeit-
konstanten von

τ+ =
1

2π

mD2
+

Rzyklq2
= 240(10) sek, (9.19)

welche unabhängig aus den Parametern des Nachweises bestimmt werden kann.
Folglich werden die Larmorfrequenz und die Zyklotronfrequenz nicht zur gleichen
Energie T+ bestimmt, womit es durch den Magnetfeldgradienten zu einer systema-
tischen Verschiebung des gemessenen g-Faktor kommt.
Für die relative Verschiebung der freien Zyklotronfrequenz durch die Energieände-
rung ∆T+ = 180(20)K im Magnetfeldgradienten B1 = 84.96(0.01)mT/m folgt nach
Abschnitt 2.4

∆νc
νc

= 0.08(0.01) · 10−9. (9.20)

Der gemessene g-Faktor muss um diese Verschiebung korrigiert werden.

Axiale Frequenzverschiebung

In Abschnitt 5.3.3 wurde gezeigt, dass über die Doppel-Dip Methode die verschobene
reduzierte Zyklotronfrequenz

ν+ + ∆ν+ = νrf + νr,m + νl,m − νz,m (9.21)

mit

νl,m = νz + ∆νz,koppel −
Ω

2
− δ

2
(9.22)

νr,m = νz + ∆νz,koppel +
Ω

2
− δ

2
(9.23)

νz,m = νz + ∆νz,einzel (9.24)

1Während der Seitenbandkopplung beträgt die Energie der reduzierten Zyklotronmode T+ =

(ν+/νz) ·Tz ≈ 360K. Wird die Kopplung abgeschaltet, relaxiert T+ auf die thermische Energie des
Nachweises von T+,th ≈ 5K.
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bestimmt wird. ∆νz,koppel und ∆νz,einzel geben die Verschiebungen der axialen Fre-
quenz während der Doppeldip-Messung und der Einzeldip-Messung an. Da während
der Kopplung für die Verstimmung δ

δ = νrf − (ν+ + ∆ν+ − νz −∆νz,koppel) (9.25)

gilt, ist Gleichung 9.21 nur unter der Bedingung ∆νz,koppel = ∆νz,einzel gültig.
Allerdings führt die exponentielle Änderung der Zyklotronenergie während der Mes-
sung des Einzeldips zu einer Verschiebung der gemessenen, axialen Frequenz

∆νz,einzel = ∆νz,koppel −∆νz. (9.26)

Damit verbunden ist eine Verschiebung der gemessenen Zyklotronfrequenz.
Im Experiment wird über die exponentiell abfallende Frequenzverschiebung

∆νz,einzel(t) =
1

4π2mνz

B2

B0

kBT+,0 exp

(
− t

τ+

)
= ∆νz,koppel exp

(
− t

τ+

)
(9.27)

mit einer exponentiellen Gewichtung gemittelt. T+,0 bezeichnet die Energie der re-
duzierten Zyklotronmode während der Seitenbandkopplung. Basierend auf der Kühl-
zeitkonstanten der reduzierten Zyklotronmode von τ+ = 240(10) sek und ∆νz,koppel =

240(30)mHz, vergleiche Abschnitt 5.3.3, kann die relative Verschiebung der gemes-
senen, axialen Frequenz zu ∆νz/νz = 15(4) · 10−9 bestimmt werden. Hieraus folgt
für die Verschiebung der gemessenen, freien Zyklotronfrequenz

∆νc
νc

= 0.5(0.1) · 10−9. (9.28)

Dies stellt die dominierende systematische Verschiebung dar.

Magnetische Flasche

Auf Grund der endlichen Temperaturen der Bewegungsmoden kommt es im inho-
mogenenen Magnetfeld B2 der Präzisionsfalle zu einer Verschiebung der Larmor-
frequenz ∆νL und einer Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz ∆ν+. Im
inhomogenenen Magnetfeld B2 gilt

∆νL
νL

=
∆ν+
ν+

. (9.29)

Hieraus folgt für die relative Verschiebung des gemessenen g-Faktors

∆g

g
=

∆ν+
ν+

(
1−

ν2+
ν2c

)
. (9.30)
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Diese Verschiebung wird durch die endliche Temperatur der axialen Mode dominiert.
Mit B2Tz = 29(3)T/m2K, siehe Abschnitt 5.3.3, folgt

∆g

g
= 3.8(0.4) · 10−12. (9.31)

9.3.3 Nichtlineare Drift des Magnetfeldes

Da zur Bestimmung des g-Faktors der Mittelwert aus der Zyklotronfrequenzmes-
sung vor und nach dem Einstrahlen der Spin-Flip-Anregung verwendet wird, führen
lineare Driften des Magnetfeldes zu keiner systematischen Verschiebung des gemes-
senen g-Faktors. Allerdings gibt es Hinweise auf eine weiter zu untersuchende nicht
lineare Drift des Magnetfeldes während der Messung des g-Faktors. In Abbildung
9.4a) ist der Mittelwert aller Zyklotronfrequenz-Di�erenzen νc,vor−νc,ref als Funkti-
on der Zeit, welche bis zur letzten Spin-Flip-Anregung in der Analysefalle vergangen
ist, gezeigt. Folglich steigt das Magnetfeld nach der Spin-Flip-Anregung in der Ana-
lysefalle an. Da νc,ref und νc,vor zu einer festen Zeitdi�erenz aufgenommen wurden,
würde eine lineare Drift zu einer konstanten Magnetfeldänderung führen. Dies kann
jedoch nicht beobachtet werden. Somit ist eine nicht-lineare Drift des Magnetfeldes
nicht auszuschlieÿen. Eine solche Drift konnte nicht bei den Stabilitätsmessungen
der Zyklotronfrequenz beobachtet werden, siehe Abschnitt 5.3.3.
Eine mögliche Erklärung ist ein relaxierender Spannungso�set an einer der Elek-
troden der Präzisionsfalle. Dieser O�set würde zu einer axialen Verschiebung des
Protons in der Falle führen. Damit verbunden wäre eine Änderung der Zyklotron-
frequenz im Magnetfeldgradienten B1 der Präzisionsfalle. Um die beobachtete Drift
der Zyklotronfrequenz zu erklären, müsste das Proton um ∆x = 0.2µm verschoben
werden. Dies entspricht einem Spannungso�set von circa 200µV an einer der Korrek-
turelektroden2. Die damit verbundene Verschiebung der axialen Frequenz von 2mHz
liegt in der Gröÿenordnung der beobachteten Spannungsdrift, welche in Abschnitt
9.3.1 diskutiert wurde. Die resultierende Verschiebung der freien Zyklotronfrequenz
wäre mit ∆νc/νc = 0.07 · 10−9 gegenüber der statistischen Präzision zu vernachläs-
sigen.
Eine weitere mögliche Erklärung ist eine thermische Ausdehnung des Fallenturms
auf Grund eines Aufheizens der Apparatur durch die Spin-Flip-Anregung in der
Analysefalle. Wird angenommen, dass der Magnetfeldgradient B1 der Präzisions-
falle durch den ferromagnetischen Ring der Analysefalle erzeugt wird, führt eine

2An den Endkappen wäre ein Spannungso�set von 400µV nötig. Dieser würde zu einer axialen
Frequenzverschiebung von 20Hz führen, welche nicht beobachtet wird.
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Abbildung 9.4: Nichlineare Drift des Magnetfeldes. In a) ist der Mittelwert aller
Zyklotronfrequenz-Di�erenzen νc,vor−νc,ref als Funktion der Zeit, welche bis zur letzten Spin-
Flip-Anregung in der Analysefalle vergangen ist, gezeigt. Da νc,ref und νc,vor zu einer festen
Zeitdi�erenz bestimmt werden, handelt es sich bei der resultierenden Magnetfeldänderung um
eine nicht-lineare Drift. In b) ist die Verteilung der relativen Zyklotronfrequenz-Di�erenzen,
∆νc/νc,AV G, während der g-Faktor Messung gezeigt. Für den Mittelwert dieser Verteilung
ergibt sich 3.8(0.5) · 10−9.

Änderung des Abstands beider Fallen von ∆x = 0.2µm zu der beobachteten Fre-
quenzverschiebung. Um diese Änderung zu erklären, müssten sich die Kupferelek-
troden der Falle während der Spin-Flip-Anregung um circa 300mK aufheizen. Die
dazu benötigte thermische Energie entspricht einem zehntel der elektrischen Energie
der Spin-Flip-Anregung. Des weiteren könnten temperaturabhängige Suszeptibilitä-
ten der im Experiment verwendeten Bauteile zu einer Magnetfeldänderung führen.
Diese Beobachtungen wurden in [88] gemacht.
Um die systematische Verschiebung des g-Faktors konservativ abzuschätzen, kann
die Verschiebung des Magnetfeldes vor und nach dem Einstrahlen der Spin-Flip-
Anregung betrachtet werden.
In Abbildung 9.4 b) ist die Verteilung der relativen Zyklotronfrequenz-Di�erenzen

∆νc
νc,AV G

=
νc,nach − νc,vor

νc,nach/2 + νc,vor/2
(9.32)

gezeigt. Für den Mittelwert dieser Verteilung ergibt sich

∆νc
νc

= 3.8(0.5) · 10−9. (9.33)

Da zur Bestimmung des g-Faktors die mittlere Zyklotronfrequenz νc,vor/2+νc,nach/2

verwendet wird, kann eine mögliche systematische Verschiebung des gemessenen g-
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Faktors berücksichtigt werden, indem

∆νc
νc

= 2 · 10−9 (9.34)

als konservativer, systematischer Fehler angenommen wird. Dies stellt den dominie-
renden systematischen Fehler dar.

9.3.4 Sonstige systematische Verschiebungen

Relativistische Verschiebungen

Auf Grund der e�ektiven Zunahme der Ruhemasse des Protons kommt es zu einer
relativistischen Verschiebung der Larmorfrequenz und der reduzierten Zyklotronfre-
quenz. Nach [32] gilt für die relative Verschiebung der reduzierten Zyklotronfrequenz

∆ν+
ν+

= − 1

mc2
kBTp = −νp

νz

1

mc2
kBTz, (9.35)

wobei letztere Umformung für die hier verwendete Doppeldip-Methode gültig ist.
Es ergibt sich ∆ν+/ν+ = −3 · 10−11 sowie ∆νL/νL = (2/9)(∆ν+/ν+) = −7 · 10−12.

Wechselwirkung mit dem Nachweis

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben kommt es auf Grund der Wechselwirkung des
Protons mit der Impedanz des Nachweises zu einer Verschiebung des gedämpften
axialen Ostillators. Für die relative Verschiebung der axialen Frequenz gilt

∆νz
νz

=
1

2

(
γz

2ωz

)2

. (9.36)

Hieraus folgt für die Verschiebung der freien Zyklotronfrequenz ∆νc/νc ≈ 10−11.

Wechselwirkung des Protons mit seiner Spiegelladung

Auf Grund der Wechselwirkung des Protons mit den leitenden Ober�ächen der Fal-
lenelektroden kommt es zu einer Verschiebung der Eigenfrequenzen. Dies kann auf
die induzierte Spiegelladung, welche zu einem zusätzlichen Beitrag zum elektrischen
Speicherpotential führt, zurückgeführt werden. In [89] wird diese Wechselwirkung
ausführlich diskutiert. Es lässt sich zeigen, dass es auf Grund der axialen Symmetrie
der Falle zu keiner Verschiebung der axialen Frequenz kommt. Dies gilt nicht für die
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Tabelle 9.1: Systematische Verschiebungen des gemessenen g-Faktors

E�ekt relative Gröÿe in 10−9 Unsicherheit in 10−9

Spannungsdrift −0.07 0.35

Elektrisches Potential - 0.2

Magnetfeldgradient 0.08 0.01

Magnetische Flasche 3.8 · 10−3 0.4 · 10−3

Nicht-lineare Magnetfelddrift - 2.0

Axiale Frequenzverschiebung −0.5 0.1

Relativistische Verschiebung < 0.03 < 0.03

Dämpfung des Nachweises −0.01 < 0.01

Spiegelladung −0.02 < 0.02

radialen Bewegungsfrequenzen. Folglich kommt es zu einer Verschiebung der freien
Zyklotronfrequenz. Es gilt

∆νc
νc

=

(
−ν+
νc

+
ν−
νc

)
q2

16π3ε0mr30ν
2
c

, (9.37)

mit r0 dem Radius der Penning-Falle. Hieraus folgt ∆νc/νc = −2 · 10−11.

9.4 Ergebnis

Aus der Kurvenanpassung an die g-Faktor Resonanz kann der g-Faktor des Protons
zu g = 5.585 694 720(21) bestimmt werden. Dieser Wert muss um die systematischen
Verschiebungen von ∆g/g = 0.48 · 10−9, siehe Tabelle 9.1, korrigiert werden. Den
gröÿten Beitrag zu den systematischen Verschiebungen liefert die axiale Frequenz-
messung, welche nicht zur gleichen Zyklotrontemperatur der Doppeldip-Messung
erfolgt. Für den korrigierten g-Faktor folgt

g = 5.585 694 723(21)(11)

Der erste Fehler gibt die statistische Unsicherheit und der zweite Fehler die systema-
tische Unsicherheit an. Letztere wird durch die nicht-lineare Drift des Magnetfeldes
dominiert. Die Gesamtunsicherheit beträgt ∆g/g = 4.3 · 10−9 und stellt die bisher
präziseste und direkte Messung des g-Faktors eines Nukleons dar. Der Wert ist in
guter Übereinstimmung mit dem bisher akzeptierten Wert für den g-Faktor des Pro-
tons von 5.585 694 713(46) [18], allerdings um einen Faktor zwei präziser.
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Es muss hervorgehoben werden, dass dieses Ergebnis das Resultat einer Messung
über 4 Monate nach einer 8 jährigen Vorbereitungszeit, zu der die ehemaligen Dok-
toranden S. Kreim, S. Ulmer, C. C. Rodegheri und H. Kracke beigetragen haben,
ist.
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Kapitel 10

Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die präziseste Messung des g-Faktors eines einzelnen
Protons durchgeführt. Der g-Faktor konnte mit einer relativen Unsicherheit von
∆g/g = 4.3 · 10−9 bestimmt werden:

g = 5.585 694 723(21)(11)

Die Fehler geben die statistische beziehungsweise systematische Unsicherheit an.
Der bisher präziseste Wert des g-Faktors des Protons stammt aus Messungen an
gebundenem Wassersto� von P.F. Winkler et. al. [16]. Der von uns bestimmte Wert
ist in guter Übereinstimmung zu dem aus dieser Messung indirekt extrahierten Wert
von 5.585 694 706(56).
Möglich wurde unsere Messung durch eine Reihe an Verbesserungen des experi-
mentellen Aufbaus. Hierzu zählen insbesondere die Entwicklung der neuen axialen
Nachweise sowie die Unterdrückung der Rauschanregung der reduzierten Zyklotron-
mode. Zusammen wurde somit eine präzisere und schnellere Messung einer stabileren
axialen Frequenz möglich. In der Folge konnten erstmals einzelne Spin-Flips eines
einzelnen Protons direkt beobachtet werden [25]. Dies wiederum erlaubte die An-
wendung der Doppel-Fallen Methode [26], und damit verknüpft die präzise Messung
des g-Faktors.
Der Test der CPT -Symmetrie aus dem Vergleich der g-Faktoren des Protons und
des Antiprotons ist durch die Präzision, mit welcher der g-Faktor des Antiprotons
zur Zeit bekannt ist, ∆g/g = 4.4 · 10−6 [22], limitiert. Folglich kann mit dieser Mes-
sung keine Verbesserung des Tests auf eine mögliche Verletzung der CPT -Symmetrie
erreicht werden. Allerdings lassen sich die an diesem Experiment entwickelten Tech-
niken direkt auf eine Messung des g-Faktors des Antiprotons, dessen Speicherung
in einer Penning-Falle bereits erfolgreich demonstriert wurde [28], anwenden. Somit
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scheint eine um 3 Gröÿenordnungen präzisere Messung möglich. Die BASE Kol-
laboration [15] unter Leitung des ehemaligen Doktoranden S. Ulmer an unserem
Experiment hat bereits begonnen, das entsprechende Experiment am Antiprotonen
Entschleuniger (CERN) aufzubauen.

10.1 Präzisere Messung des g-Faktors des Protons

In einem nächsten Schritt soll versucht werden, den g-Faktor des Protons präziser zu
messen. Um dies zu erreichen, muss die Zyklotronfrequenz, deren Streuung die sta-
tistische Unsicherheit dominiert, präziser bestimmt werden. Hierzu bieten sich eine
Reihe unterschiedlicher Methoden an, die in den folgenden Abschnitten beschrieben
werden.
Neben der statistischen Unsicherheit durch die Zyklotronfrequenzmessung, soll die
Güte der Spin-Flip-Detektion in der Analysefalle verbessert werden. Dies erlaubt
dann die Messung der g-Faktor Resonanz mit gröÿerer Signi�kanz bei kürzerer
Messzeit. Möglichkeiten eine Erhöhung der Detektionsgüte zu erreichen werden in
Abschnitt 10.1.2 beschrieben.

10.1.1 Messung der Zyklotronfrequenz

Messung der Zyklotronfrequenz mit axialer Rückkopplung

Wie in Abschnitt 5.3.3 gezeigt, ist die Ursache der beobachteten Fluktuation der Zy-
klotronfrequenz die Fluktuation der axialen Frequenz nach der Seitenbandkopplung.
So führt die Seitenbandkopplung zu einer im Mittel Boltzmann-verteilten Energie
der reduzierten Zyklotronmode mit Ep = νp/νzEz. Ez gibt die Energie der axialen
Mode während der Seitenbandkopplung an. Damit verbunden ist eine Fluktuation
der axialen Frequenz ∆νz ∝ B2Ep ∝ B2Ez in der endlichen magnetischen Flasche
B2 der Präzisionsfalle. In einem ersten einfachen Ansatz können diese Fluktuatio-
nen reduziert werden, indem die Energie der axialen Mode während der Kopplung
reduziert wird. Möglich wird dies durch die Verwendung einer Rückkopplung des
axialen Signals. Da allerdings während der axialen Rückkopplung das axiale Signal
detektiert werden muss, kann keine beliebig starke Rückkopplung verwendet wer-
den. Nimmt man an, dass eine axiale Dipbreite von 1Hz zur Detektion des axialen
Signals ausreichend ist, kann mit der Rückkopplung die Energie der axialen Mode
um einen Faktor 3 reduziert werden. Dies würde die beobachteten Fluktuationen der
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Zyklotronfrequenz von 400mHz auf 130mHz reduzieren, woraus sich ein Beitrag zur
Breite der g-Faktor Resonanz von 5 · 10−9 ergeben würde.

Reduktion der magnetischen Flasche

O�ensichtlich kann der letzterer E�ekt auch durch eine Verringerung der magne-
tischen Flasche der Präzisionsfalle erreicht werden. Basierend auf Finite-Elemente
Rechnungen ergibt sich, auf Grund der magnetischen Flasche der Analysefalle, eine
magnetische Restinhomogenität von B2 = 4T/m2 in der Präzisionsfalle. In Ab-
schnitt 5.3.3 wurde diese Inhomogenität zu 3.7(1.4)T/m2 bestimmt. Es kann folg-
lich davon ausgegangen werden, dass die Inhomogenität der Präzisionsfalle durch
den ferromagnetischen Ring der Analysefalle verursacht wird. Um den Ein�uss der
Analysefalle auf die Inhomogenität der Präzisionsfalle zu reduzieren, kann der Ab-
stand beider Fallen vergröÿert werden. Hierzu müssen zusätzliche Transportelektro-
den eingefügt werden. Wird der Abstand um realistische 30mm vergröÿert, kann
die Inhomogenität um einen Faktor 10 reduziert werden, womit der Beitrag der
Zyklotronfrequenz-Fluktuationen zur Linienbreite der g-Faktor Resonanz signi�kant
reduziert werden würde.

Direkte Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz

Die Ursache der beobachteten Fluktuationen der Zyklotronfrequenz ∆νc liegt in der
axialen Frequenz�uktuation ∆νz. Letztere führt über die Doppel-Dip Methode di-
rekt zu einer beobachteten Fluktuation der reduzierten Zyklotronfrequenz. Es gilt
∆νc ∝ ∆ν+ ∝ ∆νz. Der Beitrag der axialen Frequenz�uktuation bei der Bestim-
mung der freien Zyklotronfrequenz kann umgangen werden, indem die reduzierte
Zyklotronfrequenz direkt gemessen wird. Die axialen Frequenz�uktuationen tragen
dann in der über das Invarianz-Theorem bestimmten freien Zyklotronfrequenz le-
diglich um einen Beitrag, welcher mit νz/νc = 0.01 unterdrückt ist, bei.
Eine Möglichkeit, die reduzierte Zyklotronfrequenz direkt zu messen, bieten die pha-
sensensitiven Messmethoden Pulse-and-Phase [52, 90] und Pulse-and-Amplify [61],
welche mit groÿem Erfolg verwendet wurden, um die reduzierte Zyklotronfrequenz
mit einer relativen Präzision von wenigen 10−12 zu bestimmen [91, 61]. Hierbei wird
die reduzierte Zyklotronmode zunächst mit einem Puls angeregt. Nach einer Ent-
wicklungszeit wird schlieÿlich die Phaseninformation kohärent auf die axiale Mode
übertragen und dort ausgelesen. Aus einer Reihe an Phasenmessungen zu unter-
schiedlichen Evoluationszeiten lässt sich so die Frequenz der reduzierten Zyklotron-
mode bestimmen.
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Selbstabschirmende Spule

Wird die Zyklotronfrequenz über die im letzten Abschnitt beschriebenen Metho-
den präziser bestimmt, werden Fluktuationen des Magnetfeldes die Präzision der
Zyklotronfrequenzmessung limitieren. Eine Reduktion der Magnetfeld�uktuationen
ist über eine sogenannte selbstabschirmende Spule möglich [92]. Das Prinzip dieser
Spule basiert auf der Erhaltung des magnetischen Flusses durch eine geschlossene,
supraleitende Leiterschleife. Experimentell werden supraleitende Zylinderluftspulen
verwendet. Bei geeigneter Wahl der Geometrie dieser Spule ist es möglich neben dem
magnetischen Fluss durch die Spule das Magnetfeld im Zentrum der Penning-Falle
zu erhalten. Solche selbstabschirmenden Spulen werden bereits an verschiedensten
Penning-Fallen-Experimenten erfolgreich verwendet [93, 94, 87]. Eine Weiterent-
wicklung auf eine in alle 3 Raumdimensionen selbstabschirmende Spule wird in [95]
beschrieben.

10.1.2 Spin-Flip-Detektion

Weiterentwicklung der Bayes Methode

Wie in Abschnitt 7.6 gezeigt, führt die Bayes Methode bei der Bestimmung des
Spin-Zustandes zu einer Mittelung über das unkorrelierte weiÿe Rauschen. Dies gilt
nicht für den Beitrag des Random Walks, welcher zu einer Korrelation der axia-
len Frequenzen führt. Die Verhältnisse der Frequenzkorrelationen zwischen weiÿem
Rauschen und Random Walk kehren sich um, wenn nicht die absoluten Frequenzen
sondern Frequenzdi�erenzen betrachtet werden. Hier führt weiÿes Rauschen zu ei-
ner Korrelation der Frequenzdi�erenzen, während der Random Walk keinen Beitrag
zu einer Korrelation liefert. Folglich sollte es möglich sein, die Bayes Methode auf
die Betrachtung von Frequenzdi�erenzen auszuweiten und so auch eine Mittelung
über den Beitrag des Random Walks zu erreichen. Dies würde es erlauben, auch bei
höheren Zyklotronenergien den Spin-Zustand mit hoher Güte zu identi�zieren.

Phasensensitive Spin-Flip-Detektion

Neben der bereits beschriebenen phasensensitiven Messung der reduzierten Zyklo-
tronfrequenz, kann auch der Frequenzsprung eines Spin-Flips über eine phasensen-
sitive Messung beobachtet werden [96]. Hierzu wird das Ion axial angeregt und nach
einer vorgegebenen Entwicklungszeit die axiale Phase bestimmt. Wird diese Mes-
sung nach einem Spin-Flip-Versuch wiederholt, kann bei geeigneter Entwicklungs-
zeit aus einem Phasensprung von ±180◦ auf den Spin-Zustand vor und nach dem
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Einstrahlen der Spin-Flip-Anregung zurückgeschlossen werden. Der Vorteil dieser
Methode ist die im Vergleich zur Messung des axialen Dips sehr kurze Messzeit von
wenigen Sekunden. Folglich sind die Beiträge des Random Wakls, welcher mit

√
T

skaliert, deutlich geringer.

Schnelle adiabatische Passage

In Abschnitt 7.6 wurde gezeigt, dass die Güte der Spin-Flip-Detektion mit höheren
Spin-Flip-Wahrscheinlichkeiten zunimmt und bei einer Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit
von psf = 50 % ein Maximum erreicht. Dies kann darauf zurückgeführt werden, dass
mit zunehmender psf die Anzahl an Messergebnissen in der Verteilung der Hinter-
grund�uktuationen abnimmt. Wäre es daher möglich den Spin-Übergang mit noch
höherer Wahrscheinlichkeit zu treiben, könnte die Detektionsgüte weiter erhöht wer-
den. Theoretisch wird bei psf = 100 % eine Detektionsgüte von 96 % erreicht.
Eine mögliche Realisierung bietet die sogenannte schnelle adiabatische Passage [97],
welche für Spin-Flip-Anregungen mit psf ∝ 100 % verwendet wird. Hierbei wird
die Spin-Flip-Anregung adiabatisch über die Larmorresonanz gefahren, sodass der
Spin vom Anfangszustand zum Endzustand umgeklappt wird. Die adiabatische Be-
dingung wird hierbei durch die Bloch-Bedingungen beschrieben, welche verlangen,
dass die Rate, mit der die Frequenz der Anregung über die Larmorfrequenz ge-
stimmt wird, langsam im Vergleich zum Quadrat der Rabifrequenz sein muss. Zu-
sätzlich kommt es auf Grund der Kopplung der axialen Mode an das thermische
Bad des Nachweises zu einer Änderung des mittleren Magnetfelds auf der Zeitskala
der Kopplungskonstanten γz. Folglich muss die Scanrate schnell im Vergleich zur
Kopplungkonstanten γz gewählt werden.

Eine selbstabschirmende Spule für unser Experiment wird zur Zeit von P.Koÿ im
Rahmen seiner Masterarbeit entworfen. Um diese zu implementieren muss die beste-
hende Apparatur umgebaut werden. Alle weiteren hier beschriebenen Messmethoden
lassen sich ohne einen Umbau der Apparatur im bestehenden experimentellen Auf-
bau implementieren und be�nden sich ebenfalls bereits heute in der Entwicklung.
Unter den vorgeschlagenen Messmethoden müssen die phasensensitiven Methoden
zur Zyklotronfrequenzmessung hervorgehoben werden. Mit diesen konnten relative
Präzisionen von wenigen 10−12 demonstriert werden, welche auch an unseren Ex-
periment erreichbar sein sollten. Daher versprechen diese Methoden eine weitere
signi�kant verbesserte Messung des g-Faktors des Protons/Antiprotons und damit
einen Test der CPT -Symmetrie mit höchster Emp�ndlichkeit. Mit dieser faszinie-
renden Perspektive schlieÿt die Arbeit ab.
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The spin magnetic moment of a single proton in a cryogenic Penning trap was coupled to the particle’s

axial motion with a superimposed magnetic bottle. Jumps in the oscillation frequency indicate spin flips

and were identified using a Bayesian analysis.
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Recent dramatic advances in quantum control of a single
isolated nucleus have opened the way for direct precision
measurements of the proton and antiproton magnetic
moments. At present, the most precise value for the proton
magnetic moment comes from measurements of the hy-
perfine splitting in atomic hydrogen [1]. Bound-state cor-
rections have to be included to extract the magnetic
moment of the free proton with a precision of 8.2 parts in
109 [2]. The antiproton magnetic moment has been deter-
mined with a precision of 2 parts in 103 [3] from super-
hyperfine spectroscopy of antiprotonic helium [4] and from
fine-structure spectroscopy of antiprotonic lead [5].

A direct precision measurement with just one isolated
particle in a Penning trap has the potential to improve the
precision of the value of the proton magnetic moment �p

by more than 1 order of magnitude. In addition, there
would be no need for theoretical corrections. Thus, a direct
measurement could be used for consistency tests with
previous measurements based on hyperfine splittings. In
the case of the antiproton, the potential for improvement is
more than 6 orders of magnitude. This would enable
another stringent test of the symmetry between matter
and antimatter in the baryon sector [6].

The principle of a direct measurement of �p is to

determine the Larmor (spin-precession) frequency �L

and the cyclotron frequency �c of a proton in a magnetic
field. The frequency ratio �L=�c ¼ �p=�N gives the

proton magnetic moment �p in terms of the nuclear

magneton �N . The cyclotron frequency �c of a proton
in a Penning trap can readily be measured by preparing a
double-dressed state [7] and applying the Brown-
Gabrielse
invariance theorem [8]. The Larmor frequency �L can be
determined by driving spin flips and measuring the tran-
sition probability as a function of the drive frequency. To
this end, an inhomogeneous magnetic field, a ‘‘magnetic
bottle,’’ is used, which couples the spin magnetic moment

to the axial motion of the proton. Using the ‘‘continuous
Stern-Gerlach effect’’ [9,10], jumps in the axial oscilla-
tion frequency indicate spin flips. The challenge is to
detect these spin flips on a background of axial frequency
changes, which result from tiny changes of the motional
angular momentum of the proton in the trap.
Recently we reported on the statistical detection of spin

flips of a single proton in an inhomogeneous magnetic field
[11]. We have used this method to obtain 8:9� 10�6 [12],
while a similar experiment by another group achieved
2:5� 10�6 [13]. Both measurements are limited by the
inhomogeneity of the magnetic field. The precision can be
boosted by several orders of magnitude using the double-
Penning trap technique [14]. In this elegant method the
measurement of �c and the excitation of spin flips at �L

happen in a first Penning trap with a homogeneous mag-
netic field. Spin state detection is carried out in a second
Penning trap with a magnetic bottle. This method has been
used to measure the magnetic moment of the electron
bound in 28Si13þ with a relative precision of 5� 10�10

[15]. For the application of the double Penning trap tech-
nique single spin flip resolution is required, which was not
achieved so far with nuclear spins.
In this Letter, we present the first detection of single spin

flips of a single proton. Noise-driven random transitions
between the cyclotron quantum states cause a background
of frequency fluctuations. The characterization of these
frequency fluctuations enables a novel spin state analysis
method for Penning trap experiments based on a Bayesian
formalism.
Our apparatus consists of a cryogenic double-Penning

trap, mounted in a superconducting magnet and cooled by
a liquid helium cryostat. Both Penning traps are shown in
Fig. 1 and have five electrodes in compensated and
orthogonal design [12,16]. The precision trap is placed in
the central homogeneous volume of the 1.89 T magnetic
field. The analysis trap has a ring electrode made of
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ferromagnetic Co=Fe material, which shapes the magnetic
field to a so-called magnetic bottle

~Bðz; �Þ ¼ B0êz þ B2

��
z2 � �2

2

�
êz � z�ê�

�
; (1)

with B2 ¼ 2:97ð10Þ � 105 T=m2. The proton can be
moved between both traps using transport electrodes. The
whole electrode stack is placed in a sealed vacuum cham-
ber and cryopumping is utilized. Collisions with residual
gas are negligible and single particles can be trapped for
months.

In the Penning trap the proton has three eigenmotions,
the axial motion with frequency �z, and two radial
motions: the magnetron and the modified cyclotron motion
at frequency �� and �þ, respectively. The eigenfrequen-
cies are �z ¼ 623 kHz, �� ¼ 8 kHz, �þ ¼ 28:9 MHz in
the precision trap, and �z ¼ 742 kHz, �� ¼ 15 kHz,
�þ ¼ 17:9 MHz in the analysis trap. The motion of the
proton induces image currents in the trap electrodes. These
currents in the fA range are measured by connecting a
superconducting inductance L to the trap, which forms a
resonant circuit together with the parasitic trap capaci-
tance. The resonant circuit has a quality factor Q and
acts as an effective parallel resistance Rp ¼ 2��resQL on

its resonance frequency �res. The signals are amplified and
a fast Fourier transform (FFT) is performed to access the
particle’s eigenfrequency. Both traps are connected to de-
tection circuits for the axial motion. The detection system
for the precision trap has a quality factor of 12500, result-
ing in Rp ¼ 130 M� and a signal-to-noise ratio of S=N ¼
20 dB. Here the noise is given by N ¼ un, with un the

voltage noise density of the preamplifier, and the signal by
S2 ¼ 4kBTRp���

2 þ i2nR
2
p�

4 þ u2n, with in the current

noise density of the preamplifier, �� the bandwidth, and
� the decoupling of the inductor and preamplifier [17]. The
resonator for the analysis trap has a quality factor of 9500
with Rp ¼ 85 M� at S=N ¼ 25 dB. At �res ¼ �z the

trapped proton shorts the thermal noise of the detector.
This causes a dip in the noise spectrum of the detector from
which �z can be determined [18]. Additionally, one cyclo-
tron damping coil is connected to a split electrode of the
precision trap [19].
The proton spin magnetic moment �p is coupled to the

axial motion by the magnetic bottle in the analysis trap.

This causes an additional potential term �mag ¼ � ~� � ~B,

which adds to the electric quadrupolar potential �E of the
Penning trap. ~� is the sum of the magnetic moments ~�þ
and ~�� due to the modified cyclotron and magnetron
motion, respectively, and the spin magnetic moment ~�p.

The total axial potential energy of the single particle is

Epot ¼ qp�E � ~� ~B and the axial frequency is

�z ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

mp

@2Epot

@z2

��������z¼0

vuut

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2eC2V0

mp

þ 2

mp

ð�p þ�þ þ��ÞB2

s
; (2)

where C2 is a geometry parameter of the trap and V0 the
trapping potential. Changes in �pB0, Eþ and jE�j shift
the axial frequency by

��z � 1

4�2mp�z

B2

B0

ðEþ þ jE�j ��pB0Þ: (3)

In our analysis trap a proton spin flip causes an axial
frequency jump of ��z;sf ¼ 171 mHz at 742 kHz. The

strong magnetic bottle, however, also makes the axial
frequency extremely sensitive to the energy in the
radial modes. A change of only 4 parts in 104 of the thermal
cyclotron energy of 360 �eV (4.2 K) causes the axial
frequency to change by the same amount as a proton spin
flip.
Therefore, for the detection of individual spin flips the

stability of the radial energy is crucial. Transitions between
the cyclotron quantum states nþ cause axial frequency
jumps of ��z;þ ¼ �63 mHz. As a result, the axial fre-

quency fluctuates with �2
cyc ¼ ð�nþ=�tÞT��2

z;þ, where T
is the FFTaveraging time. The cyclotron transition rate can
be calculated using Fermi’s golden rule

�nþ
�t

¼ 2�

@
�þ�ðEþÞ�2

i!f: (4)

Here �ðEþÞ is the density of states of the one-dimensional
harmonic oscillator and 2��þ ¼ eB2hz2i=mp is the line

width of the cyclotron resonance [20] due to the coupling
of the axial mode to the thermal bath of the detection

FIG. 1. Schematic of the experiment. Two cylindrical Penning
traps are connected by transport electrodes. Superconducting
toroidal coils and cryogenic low-noise preamplifiers are used
for the detection of the axial motion. The signals are analyzed by
a fast Fourier transform, FFT. The central ring electrode of the
analysis trap (black) is made of a ferromagnetic Co=Fe alloy.
The magnetic field along the z-axis is indicated in the lower
graph. Voltages are applied to the electrodes using low-pass
filters (not shown). For further details see text.
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system. hz2i is the expectation value of the square of the
axial amplitude.

�i!f ¼ qE0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
@

mp!þ
nþ
2

s
(5)

is the electric dipole cyclotron transition matrix element
with E0 the spectral noise density of a spurious electric
field. Note that Eq. (4) gives a cyclotron transition
rate which is proportional to the cyclotron energy,
�nþ=�t / nþ.

In the experiment Eþ was calibrated by determining
�z þ ��zðEþÞ with the method described in Ref. [21].
The proton’s cyclotron mode was thermalized with the
damping coil in the precision trap several times, which
results in Boltzmann-distributed frequency shifts ��zðEþÞ
in the analysis trap. Eþ ¼ 0 is then identified by ��z ¼ 0.
After the calibration �cyc was measured for different cy-

clotron energies and the transition rate �nþ=�t was deter-
mined as a function of Eþ. The measurement data are
shown in Fig. 2(a) and are consistent with a linear relation
as predicted above. ð�nþ=�tÞ=Eþ ¼ 0:35 meV�1 s�1 was

obtained, which corresponds to a noise drive of E0 ¼
7 nV �m�1 Hz�1=2. To obtain �cyc < ��z;sf=3 at a typical

FFT averaging time of 200 s a proton with a cyclotron
energy of less than 10 �eV has to be selected.

As a measure for the axial frequency fluctuation we
define� as the standard deviation of the difference between
two subsequent axial frequency measurements �ðTÞ¼
�zðtÞ��zðtþTÞ, �ðTÞ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðN�1Þ�1

P
N½�ðTÞ� ��ðTÞ�2

q
.

� is invariant under drifts and, in the case of h�ðTÞi ¼ 0,
has the same characteristics as the common Allan deviation
[22]. In Fig. 2(b) the variation of�with the measuring time
T is shown. For short measuring times � decreases with

1=
ffiffiffiffi
T

p
due to averaging of the detector white noise as

indicated by the dashed line. At measuring times above

300 s � increases with
ffiffiffiffi
T

p
, which is due to a random

walk caused by fluctuations of the cyclotron energy. The
dotted line is the result of a calculation with a transition rate
for cyclotron quantum jumps of �nþ=�t ¼ 0:002 s�1.
The lowest axial frequency fluctuation achieved is

�opt ¼ 55 mHz, which corresponds to a reduction of the

frequency fluctuations due to the random walk and white
noise by about 90% compared to our previous work [12].
This improvement is due to the detection system with a
higher quality factor reducing the white noise contribution.
By an increase of the effective electrode distance a stronger
decoupling [18] is possible. Because of the smaller line
width of the noise dip and the higher signal-to-noise ratio
of the detection system, the axial frequency is measured
faster and more precisely. For a reduction of a cyclotron
noise drive a split electrode of the analysis trap, initially
used for coupling of the axial mode to radial modes, was
replaced.
Spin state analysis can be done with a simple method

assigning each axial frequency jump above a given thresh-
old to a spin flip. We developed an alternative and more
advanced method, which is based on probability theory and
uses a conditional probability theorem, Bayes rule [23]. In
a series of measurements, each axial frequency fi is mod-
eled as the sum of an accumulated random walk Wi ¼P

wi, white noise ni and a frequency jump due to a spin
flip with fi ¼ Wi þ ni � 1=2��z;sf . The distributions

of wi and ni can be described by normal distributions
Nð�;�Þ with mean � and standard deviations �w and
�n, respectively. The conditional probability Pi

�;W ¼
Pð�i;Wijfi; fi�1; . . .Þ is defined, which is the probability
of being in a spin state �i ¼ f"i; #ig and having an accumu-
lated random walk Wi given all frequency information
fi; fi�1; . . . . This definition allows the application of
Bayes’ rule relating the a posteriori probability Pi

�;W to

the a priori probability Pð�i;Wijfi�1; . . .Þ,

Pi
�;W ¼ Pðfij�i;Wi; fi�1; . . .ÞPð�i;Wijfi�1; . . .Þ

Pðfijfi�1; . . .Þ ; (6)

with Pðfijfi�1; . . .Þ the normalization found byR
W

P
�P

i
�;W ¼ 1. Because of the frequency correlation

introduced by the random walk the conditional probability
of measuring frequency fi after a measurement of fi�1

cannot be regarded independently, Pðfijfi�1Þ � PðfiÞ.
In our definition �i and Wi completely specify the distri-
bution of fi, and the first factor in the numerator can be
simplified, Pðfij�i;Wi; fi�1; . . .Þ ¼ Pðfij�i;WiÞ. Hence,
the first factor is the probability density for fi, given the
state as well as random walk information at time i. It
depends on the white noise contribution,

Pðfij�i;WiÞ ¼ Nðfi �Wi � 1=2��z;sf ;�nÞ; (7)

with þ for �i ¼"i and � for �i ¼#i , respectively.
The second factor in the numerator of Eq. (6) depends
on the previous state through the previous frequency

FIG. 2. (a) Cyclotron transition rate as function of the cyclo-
tron energy. (b) Measurement of the axial frequency stability as a
function of averaging time. The dashed line which decreases is
due to detector white noise averaging. The dotted line comes
from a calculation with white noise driving the cyclotron mode
(see text). The lower horizontal line indicates the best stability of
�opt ¼ 55 mHz achieved. The upper horizontal line indicates

the size of the frequency jump due to a spin flip of 171 mHz,
which is about 3�opt.
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measurements fi�1; fi�2; . . . . Integrating over all possible
states and random walks gives

Pð�i;Wijfi�1; . . .Þ
¼ X

�i�1

Z
W0
Pð�i;Wij�i�1;W

0
i�1fi�1; . . .Þ�Pi�1

�;W: (8)

The first factor describes the probability density without
the knowledge of the latest frequency measurement. It
introduces an update of the state probabilities describing
the evolution of the state probability from measurement
i� 1 to i,

Pð�i;Wij�i�1;W
0
i�1;fi�1; . . .Þ;

¼Pð�i;Wij�i�1;W
0
i�1Þ;

¼ð1�psfÞNðWi�W 0
i�1;�wÞ for�i¼�i�1; (9)

¼ psfNðWi �W 0
i�1;�wÞ for �i � �i�1; (10)

with the spin transition probability psf . The second factor
in Eq. (8) Pi�1

�;W simply is the state and random walk

probability at time i� 1. The final state probability at
time i, Pi

�, is obtained by usage of the marginalization

rule Pi
� ¼ R

W Pi
�;W . Input parameters are the spin flip

probability psf , the random walk contribution �w, and
the white noise contribution �n.
To investigate the quality of the spin state analysis we

define the fidelity as the fraction of correctly identified spin
states in a series of frequency measurements. It was found
numerically that the best fidelity in the threshold method is
obtained for a threshold of ��z;sf=2.
Figure 3(a) shows the fidelity achieved with both the

threshold method and Bayes’ algorithm using simulated
data. In the case of a pure random walk both methods give
the same fidelity. If white noise contributes significantly
the Bayes algorithm has better fidelity than the threshold
method. In Fig. 3(b) the fidelity is shown as a function of
the spin flip probability using, again, simulated data. The
random walk and white noise contribution were set to
values which correspond to the optimal frequency stability

(�w ¼ �n) in the experiment, �opt ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�2

w þ �2
n

p ¼
55 mHz. The Bayes’ method is clearly superior to the
threshold method and has a fidelity of 88% at 50% spin
flip probability.
The experimental observation of single spin flips is

shown in Fig. 4. The upper trace shows a time series of
axial frequency measurements. Thin, vertical arrows indi-
cate times when an off-resonant radio frequency was
applied to the spin flip coil (see Fig. 1). No extraordinary
frequency jumps are seen in the data at these times. This is
an important background test which shows that the spin flip
drive does not affect the cyclotron motion. Thick, vertical
arrows indicate times when a resonant drive was applied.
Several axial frequency jumps whose size corresponds to
spin flips can clearly be seen in the raw data exactly at
these times. One example of a spin flip down and later up is
at 240 min and 260 min. The lower trace in Fig. 4 is the
result of the Bayesian spin state analysis which is initial-
ized with uncertainty (50% spin down probability) at t¼0.
Note, that the Bayesian analysis is causal [24]; i.e., at each
point in time it uses only present and prior axial frequency

FIG. 3. Comparison of the threshold method and Bayes analy-
sis. (a) Shows contour lines of the fidelity for a spin flip
probability of 50% as a function of the white noise �n and
random walk �w contribution; solid lines: Bayes analysis,
dashed lines: threshold method. (b) Shows the fidelity as a
function of the spin flip probability at �w ¼ �n ¼ 39 mHz.

FIG. 4. Observation of single spin flips with a single proton. At the top, a series of axial frequency measurements is shown. A
resonant spin flip drive was applied between the crossed data points, indicated by thick arrows. In between an off-resonant spin flip
drive was turned on, indicated by the thin arrows; otherwise, the drive was turned off. Large axial frequency jumps after a resonant
drive are due to single proton spin flips. At the bottom, the result of the Bayesian analysis is shown.
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data. The Bayesian analysis nicely confirms the spin flips
visible in the raw data and provides a consistent picture of
the time evolution of the proton spin state projection.

In conclusion we observed single spin flips of a single
proton for the first time. This enables the application of
the double-Penning trap method to measure magnetic
moments of both the proton and the antiproton with 10�9

precision, or better.
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Note added in proof.—Related observations are dis-
cussed in Ref. [25].
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Valenzuela, J. Verdú, M. Vogel, and G. Werth, Eur. Phys.

J. D 31, 451 (2004).
[22] W. J. Riley, Handbook of Frequency Stability Analysis

(NIST, Boulder, 2008).
[23] D. S. Sivia, Data Analysis: A Bayesian Tutorial (Oxford

University Press, Oxford, 1996).
[24] S. Brakhane, W. Alt, T. Kampschulte, M. Martinez-

Dorantes, R. Reimann, S. Yoon, A. Widera, and D.

Meschede, Phys. Rev. Lett. 109, 173601 (2012).
[25] J. DiSciacca, M. Marshall, K. Marable, and G. Gabrielse,

following Letter, Phys. Rev. Lett. 110, 140406 (2013).

PRL 110, 140405 (2013) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending
5 APRIL 2013

140405-5



Physics Letters B 723 (2013) 78–81

Contents lists available at SciVerse ScienceDirect

Physics Letters B

www.elsevier.com/locate/physletb

Demonstration of the double Penning Trap technique with a single proton

A. Mooser a,b, S. Bräuninger c,d, K. Franke c,e, H. Kracke a,b, C. Leiteritz a, C.C. Rodegheri c,d, H. Nagahama f,
G. Schneider a,e, C. Smorra e, K. Blaum c, Y. Matsuda f, W. Quint d,g, J. Walz a,b, Y. Yamazaki h, S. Ulmer e,∗
a Institut für Physik, Johannes Gutenberg-Universität D-55099 Mainz, Germany
b Helmholtz-Institut Mainz, D-55099 Mainz, Germany
c Max-Planck-Institut für Kernphysik, Saupfercheckweg 1, D-69117 Heidelberg, Germany
d Ruprecht-Karls-Universität Heidelberg, D-69047 Heidelberg, Germany
e RIKEN, Ulmer Initiative Research Unit, 2-1 Hirosawa, Wako, Saitama 351-0198, Japan
f Graduate School of Arts and Sciences, University of Tokyo, Tokyo 153-8902, Japan
g GSI – Helmholtzzentrum für Schwerionenforschung GmbH, D-64291 Darmstadt, Germany
h RIKEN, Atomic Physics Laboratory, 2-1 Hirosawa, Wako, Saitama, 351-0198, Japan

a r t i c l e i n f o a b s t r a c t

Article history:
Received 2 April 2013
Accepted 5 May 2013
Available online 9 May 2013
Editor: V. Metag

Keywords:
Fundamental symmetries
CPT tests
Penning traps

Spin flips of a single proton were driven in a Penning trap with a homogeneous magnetic field. For
the spin-state analysis the proton was transported into a second Penning trap with a superimposed
magnetic bottle, and the continuous Stern–Gerlach effect was applied. This first demonstration of the
double Penning trap technique with a single proton suggests that the antiproton magnetic moment
measurement can potentially be improved by three orders of magnitude or more.

© 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.

CPT symmetry is a fundamental symmetry in the local, rela-
tivistic quantum field theories involved in the Standard Model [1].
It implies exact equality between the fundamental properties of
particles and their corresponding antiparticles. Any measured dif-
ference between masses, charges, lifetimes or magnetic moments
of an exactly conjugated matter/antimatter system would thus in-
dicate physics beyond the Standard Model, and potentially con-
tribute to the solution of one of the hottest topics in modern
physics—the observed matter/antimatter asymmetry in the uni-
verse [2]. This is the fascination and motivation driving experi-
ments which compare the properties of matter and antimatter at
lowest energies and greatest precision [3–9].

Our experiments [10–12] focus on the precise comparison of
the magnetic moments of the proton p and the antiproton p̄,
μ = g/2 · qh̄/(2m), where g is the so-called g-factor, and q/m the
charge-to-mass ratio. The magnetic moment in units of the nuclear
magneton μN

μ

μN
= g

2
= νL

νc
, (1)

* Corresponding author.
E-mail address: stefan.ulmer@cern.ch (S. Ulmer).

can be determined by measuring the free cyclotron frequency
2πνc = q/m · B0 and the spin precession frequency 2πνL = g/2 ·
q/m · B0 (also called Larmor frequency) of a single particle stored
in a cryogenic Penning trap, where B0 is the trap’s magnetic field.
The free cyclotron frequency is determined by image current de-
tection, whereas for the measurement of νL the continuous Stern–
Gerlach effect is applied [13]. In this scheme a strong magnetic
bottle B(z) = B0 + B2z2, where z is the direction of the magnetic
field, is superimposed on the Penning trap. This couples the spin-
magnetic moment of the particle to its axial oscillation frequency
νz , and thus, reduces the determination of the spin direction to
a non-destructive frequency measurement. A magnetic radio fre-
quency field at νrf is applied to induce spin transitions [14], and
from a measurement of the spin-flip probability PSF(νrf), the Lar-
mor frequency νL is obtained. By using this method the magnetic
moment of a single trapped proton was measured by two inde-
pendent groups with precisions of 8.9 · 10−6 [11] and 2.5 · 10−6

[15]. Applying the same techniques to the antiproton, diSciacca et
al. recently reported on a 4.4 · 10−6 measurement of the antipar-
ticle’s magnetic moment [16]. Compared to the former value [17],
this improved the precision of μp̄ by an unprecedented factor of
680. However, the achieved experimental precisions are limited by
the strong magnetic bottle B2 ≈ 300 000 T/m2 which broadens the
Larmor resonance line significantly [19]. To overcome this prob-
lem, a GSI/University of Mainz Collaboration developed the elegant

0370-2693/$ – see front matter © 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Fig. 1. Precision achieved in recent measurements of magnetic moments with single
trapped particles. The dark grey bars indicate the precision which has been achieved
in Penning traps with a superimposed magnetic bottle for spin detection. Light grey
bar: using the double Penning trap technique the precision improved dramatically
to about 0.5 ppb in experiments with a single electron bound to a highly charged
ion. Hatched bar: a phase sensitive detection method recently enabled a 20 ppt
measurement [18]. For the (anti)proton magnetic moment a gain in precision by
more than three orders of magnitude is expected from using the double Penning
trap technique.

double Penning trap method [20], where the analysis of the spin
state and the precision measurements of νc and νL are separated
to two traps: an analysis trap (AT) with the superimposed B2, and
a precision trap (PT), in which the magnetic field is a factor of
75 000 more homogeneous. This reduces the line width of the spin
resonance by orders of magnitude and boosts experimental preci-
sion. Fig. 1 shows that this method has been applied with great
success in measurements of the magnetic moment of the elec-
tron bound to highly charged ions, where sub-ppb precision was
achieved [21–24]. So far, in case of the (anti)proton magnetic mo-
ment measurements the application of this method was not possi-
ble.

In this Letter we report the first successful demonstration of the
double Penning trap method with a single trapped proton. This is
a major step towards a dramatic improvement in the measurement
precision of the magnetic moment of both the proton and the an-
tiproton to the ppb level and beyond.

The double Penning trap setup is shown in Fig. 2. This assembly
is mounted into the horizontal bore of a temperature and pres-
sure stabilized superconducting magnet, with a field strength of
B0 = 1.89 T. The precision trap is located in the homogeneous
center with �B/B ≈ 10−6 in a volume of about 1 cm3. The two
traps consist of carefully designed stacked cylindrical electrodes,
which are made out of oxygen free copper. All electrodes are gold-
plated, which prevents oxidation of the inner trap surfaces. The
PT has an inner diameter of 7 mm, whereas the one of the AT
is only 3.6 mm. The central ring electrode of this small trap is
made of ferromagnetic CoFe material, which has a saturation mag-
netization of Bsat = 2.35 T. Together with the small diameter of
the AT this material produces the strong magnetic bottle. The dis-
tance between the trap centers is 45 mm. The residual magnetic
inhomogeneity B2 in the center of the precision trap is 4 T/m2.
The traps are connected by transport electrodes, which are used
to shuttle the single particle adiabatically back and forth between
AT and PT. Small coils are mounted close to the Penning trap elec-
trodes. Strong rf drives applied to these coils at frequencies close
to the Larmor frequency νL ≈ 81 MHz induce spin transitions. Al-
though the copper electrodes act as efficient rf shields, the field
amplitude brf which penetrates through the 140 μm slits between
adjacent electrodes is still strong enough to achieve Rabi frequen-

Fig. 2. Schematic of the double Penning trap setup. The system consists of two Pen-
ning traps which are connected by transport electrodes. The central ring electrode
of the analysis trap is made of ferromagnetic material. For further details see text.

cies Ω = μpbrf/h̄ of several 10 Hz. The whole assembly shown in
Fig. 2 is mounted in a hermetically sealed, pinched-off, and cryo-
pumped vacuum chamber with a total volume of about one liter.
In this trap-can pressures in the order of 10−16 mbar are achieved
which avoids particle loss [26].

A single proton in the precision trap oscillates perpendicular
to the magnetic field at the modified cyclotron frequency ν+ of
about 28.9 MHz. The electrostatic potential slightly shifts ν+ from
νc [25]. In addition to this radial motion an axial oscillation along
the magnetic field lines occurs at νz = 623 kHz, which is due to
the axial electrostatic potential of the Penning trap. A magnetron
motion at ν− = 6.7 kHz is induced by the crossed magnetic and
electric fields. It is also perpendicular to B0.

To measure ν+ and νz of the single trapped proton, highly
sensitive detection systems are used. Small image currents I p are
induced in the trap electrodes by the particle’s motion and are
picked up by detection coils with inductances L and high qual-
ity factors Q . Together with the trap capacitance CT they form a
tuned circuit. On resonance νr each detection system acts as an
effective parallel resistance R p = 2πνr L Q . When the particle’s re-
spective oscillation frequency and νr are matched, a voltage drop
up = R p I p is obtained, which is amplified and analyzed with a fast
Fourier transform (FFT) spectrum analyzer. A particle excited to
high oscillation amplitudes appears as a peak in the FFT spectrum.
The interaction with the detection resistor R p cools the proton re-
sistively with a cooling time constant τ = m/R p · D2/q2, where D
is a characteristic trap dimension. When cooled to thermal equi-
librium, the particle acts like a series tuned circuit, which shorts
the thermal noise [28,29] of the detection system, and appears as
a dip in the FFT spectrum [30]. For a non-destructive frequency
measurement such a particle dip is recorded and the frequencies
νz and ν+ are obtained via a best fit to the data. In contrast to this
direct detection method the magnetron frequency is measured via
sideband coupling [31]. This method can also be used to measure
ν+ [32].

For an application of the double Penning trap technique the
sequence shown in Fig. 3 is applied. First, a single proton is pre-
pared in the AT and its spin state is determined. To this end, the
axial frequency is measured, and afterwards a spin flip drive is
applied with an amplitude sufficiently large to saturate the inco-
herent spin-transition to PSF = 50% [10]. Subsequently the axial
frequency is measured again. A spin quantum jump in our mag-
netic bottle shifts the axial frequency by 171 mHz. Once such a
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Fig. 3. Illustration of a double Penning trap sequence. For details see text.

frequency jump is identified [12], the spin state is defined. Next,
the single proton is transported to the PT, and while a spin-flip
drive is applied, the cyclotron frequency is measured. The experi-
mental cycle is finished by transporting the particle back to the AT
where the spin state is analyzed as above. In this way a signature
is obtained for whether or not the drive applied in the PT flipped
the spin.

Obviously, for the application of this technique, “single spin flip
resolution” is required [12], which means, that the spin state of
the proton has to be identified with high fidelity F , where F is the
fraction of correctly identified spin flips in the PT. This is very dif-
ficult because of the strong magnetic bottle B2, which also couples
the magnetic moment of the orbital angular magnetic momentum
to the axial oscillation frequency. Small fluctuations of the energies
in the radial modes, E+ and E− , cause axial frequency fluctuations,
which can be expressed as

�νz(n+,n−)

= hν+
4π2mpνz

B2

B0
·
((

n+ + 1

2

)
+ ν−

ν+

(
n− + 1

2

))
, (2)

where n+ is the cyclotron and n− the magnetron quantum num-
ber, respectively. A cyclotron quantum jump �n+ = ±1 causes an
axial frequency shift of �νz = ±63 mHz and a transition of the
magnetron quantum number �n− = ±1 leads to �νz = ±54 μHz.
Thus, to clearly observe spin transitions it is crucial to keep axial
frequency fluctuations induced by radial quantum transitions small
in comparison to the frequency shift �νz,SF = 171 mHz induced by
a spin flip.

The transition amplitude for electric dipole transitions between
cyclotron quantum states is

Γi→ f = qE0

√
h̄

2πmpν+
n+
2

, (3)

where E0 is the electric field amplitude of a spurious noise-drive.
The transition rate δn+/dt scales as Γ 2

i→ f , and is proportional to
the cyclotron quantum number n+ . Thus, to resolve single proton
spin flips it is of major importance to cool the particle to low cy-
clotron energies E+ .

The scaling of the axial frequency νz(E+) in the strong mag-
netic bottle (see Eq. (2)) enables a calibration of the absolute
modified cyclotron energy E+ . For such an energy calibration the
particle is transported to the precision trap where it interacts
with the cyclotron detector [27]. With a typical noise correlation-
time of τ+ = 300 s the particle’s cyclotron mode is thermalized,

Fig. 4. (a) Histogram of axial frequency measurements after thermalization of the
modified cyclotron mode with the detection system it the PT. The abscissa is scaled
to absolute energy values. For further details see text. (b) Single spin transition fi-
delity in the PT as a function of the cyclotron energy E+ . Note the change in the
cyclotron energy scale.

which means that E+ follows a random walk in thermal en-
ergy space. The distribution of the energy values E+ taken on
in this process is described by the probability function w(E+) =

1
kT+ exp(−E+/(kB T+)). After thermalization the particle is shuttled
to the analysis trap, and the axial frequency νz is measured. Then,
the single proton is transported back to the PT and thermalized
again. This cycle is repeated for hundreds of times. Fig. 4(a) shows
the results obtained from such a sequence plotted as a histogram.
Together with a fit of w(E+) to the data and an independent
measurement of B2 [11], the measured frequencies are scaled to
absolute energy-values (abscissa of histogram). These results con-
stitute a measurement of the temperature of the cyclotron detector
T+ , probed with the single particle. For this data-set T+ = 5.3 K
is obtained. After such a detailed temperature calibration the cy-
clotron energy E+ of the single particle can be determined via a
single axial frequency measurement.

By using this temperature calibration the axial frequency fluc-
tuation Ξ , defined as the rms value of the differences of two
subsequent axial frequency measurements νz,i − νz,i+1 [10], was
recorded for different E+-values. Based on this result the spin flip
fidelity F is obtained as a function of E+ using simulated axial
frequency noise data. Results are shown in Fig. 4(b). At cyclotron
energies below 150 μeV a spin-flip fidelity F > 75% is obtained,
which means, that three out of four induced spin flips can be
clearly identified. With the current cyclotron detector, the average
probability to prepare a particle which meets these requirements
is about 20%, and the preparation of such a particle takes on aver-
age about 2 h.

For the application of the double Penning trap technique a sin-
gle proton is prepared at low cyclotron quantum number n+ in
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Fig. 5. Spin flip probability in the PT as a function of the number of measurements.
The squares represent data points where a resonant spin flip drive was applied,
while the dots represent results of an off-resonant reference measurement, where
the drive was detuned by 1 MHz. The solid lines indicate the 1σ confidence bands.

the AT. Significant Larmor frequency shifts arise from large mag-
netron radii. Thus, in the next step the latter is cooled to about
10 μm by coupling to the axial mode [31]. This enables reliable
saturation of the spin transition to 50% spin flip probability, which
is necessary for a high-fidelity spin state detection [12]. When the
spin-state is defined, the particle is transported to the precision
trap, where the free cyclotron frequency is obtained by determin-
ing ν+ and νz . The magnetron frequency ν− is measured routinely
only once a day. In parallel to the measurement of the modified
cyclotron frequency ν+ , spin flips are driven in the same way as
in the AT. The measurement of ν+ heats the cyclotron mode, and
thus, in a next step the proton is thermalized with the cyclotron
detector, subsequently transported back to the AT, and the cy-
clotron energy is determined. In case E+ > 150 μeV, which corre-
sponds to a single spin flip fidelity F < 75%, the particle is shuttled
back to the PT and the cyclotron mode is thermalized again. Once
E+ is low enough to resolve single spin flips with fidelity F > 75%,
the spin eigenstate is determined. From this measurement we de-
duce whether the spin in the PT has flipped. For a determination of
the spin-flip probability in the PT this sequence is repeated many
times. Data were taken for a resonant and an off-resonant spin-
flip drive in the PT, the latter detuned by 1 MHz. Fig. 5 shows the
evolution of the cumulative spin flip probability for the resonant
as well as the off-resonant drive as a function of the number of
measurements. The solid lines indicate the 1σ confidence intervals.
Both measurements converge to constant values. The off-resonant
data point reaches PSF ≈ 25% since one out of four spin flip tri-
als in the precision trap is misinterpreted. This is caused by the
limited fidelity F for the spin state detection, which results in a
measured spin flip probability PSF,m = PSF,t · F +(1− PSF,t) · (1− F ),
where PSF,t is the actual spin flip probability. For the resonant data
point PSF ≈ 54(8)% is measured. The significant shift of 29(11)%
between the two measurements proves the unambiguous detec-
tion of proton spin quantum jumps driven in the homogeneous
magnetic field of the PT. A scan of the full Larmor resonance
would constitute a first proton g-factor measurement by means
of the double Penning trap technique. So far, this method has
only been applied to measure electron magnetic moments, how-
ever, the proton magnetic moment is about a factor of 650 times
smaller and application of this method is much more challeng-
ing.

In conclusion, for the first time the application of the double
Penning trap method has been demonstrated with a single proton.
This result paves the way towards the first direct high-precision
measurement of the proton and antiproton magnetic moments in
the BASE experiment at the Antiproton Decelerator of CERN [33,
34].
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