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1 Vorwort

Die Entdeckung der Biophotonen geht auf den russischen Embryologen Alexander Gurwitsch
zuriick, der um 1920 das Vorkommen physikalischer Felder in der Biologie postulierte. Seiner
Idee zu Folge sollten diese Felder fiir die Gestaltgebung und das Zellwachstum verantwortlich
sein. Durch Experimente an Zwiebeln gelangte er zu dieser Vorstellung. Da damals die techni-
schen Moglichkeiten zur Detektion von ultraschwachen Intensitdten (Abstrahlleistung im UV-
Bereich ca. 1077 W) nicht bestanden, verwendete er die Zwiebeln als Sender und Empfinger
der Strahlung [Gur22].

Durch Strehler wurde erstmalig um 1951 die verzogerte Abstrahlung beobachtet [SAS51]. Spa-
ter erfolgten durch Professor F. A. Popp wissenschaftliche Nachweise iiber die ultraschwache
Photonenemission [RP76], [PRB*81], die andere Arbeitsgruppen in Australien, Japan und Po-
len bestitigen konnten. Zu diesem Zweck wurde im Rahmen der Doktorarbeit von Herren Ruth
in der Arbeitsgruppe von Professor F. A. Popp ein extrem empfindlicher Photomultiplier konstru-
iert, der durch Kiihl- und Abschirmvorrichtungen in der Lage war, die ultraschwache Strahlung
reproduzierbar nachzuweisen. Aus dieser Entdeckung entwickelten sich zwei wissenschaftliche
Lager, die unterschiedlicher Auffassung iiber den Sinn und die Herkunft dieser Strahlung sind.

Das eine Lager ist der Auffassung, dass die ultraschwache Photonenemission als Nebenpro-
dukt von Stoffwechselreaktionen auftritt, sieche beispielsweise [HI91], [Til92] und [KTS*99].
Die Quellen des Feldes sollten demnach relativ unabhingig von einander sein. Diese Unabhin-
gigkeit fiihrt zu einer zufélligen Phasen- und Amplitudenfluktuation, die im Mittel einer Nor-
malverteilung um den Erwartungswert Null entspricht. Somit befdnde sich das Feld in einem
chaotischen Zustand.

Auf der anderen Seite entwickelte die Arbeitsgruppe um Professor Popp einen weiteren Zu-
gang zum Verstindnis der Biophotonen. Da in einer Korperzelle ca. 107 chemische Reaktionen
pro Sekunde ablaufen, stellt sich die berechtigte Frage, wie es dem Korper gelingt, seine Funk-
tionsfihigkeit beizubehalten. Damit chemische Reaktionen stattfinden konnen, miissen mehrere
Bedingungen erfiillt sein. Zum einen muss den Molekiilen die Aktivierungsenthalpie zugefiihrt
werden [Mic99]. Im Reagenzglas geschieht dies iiber eine Erwidrmung. Biologische Systeme
konnen nicht beliebige Temperaturen im Inneren der Zellen nutzen, um die Aktivierungsenthal-
pie zu generieren und verwenden deshalb Enzyme zum Senken. Trotzdem muss bei fast allen
Reaktionen die Aktivierungsenthalpie zugefiihrt werden. Dies kann iiber Stofe geschehen, oder
durch das elektrische Feld. Ein Photon im optischen Bereich besitzt geniigend Energie, um Re-
aktionen zwischen Molekiilen zu ermdoglichen. Aus diesem Grund wurde von Professor Popp
vermutet, dass das Licht genutzt wird um die chemischen Reaktionen zu steuern. Es wire iiber



das optische Feld moglich, die Reaktionen zum richtigen Zeitpunkt an geeigneter Stelle ablau-
fen zu lassen. Um Photonen gerichtet propagieren zu lassen, ist ein hoher Grad an Kohirenz
notig. Als wesentliche Ursache der Biophotonen konnte die DNA ermittelt werden [RPN81].
Zum Nachweis dienten Gurkenkeimlinge, die mit Ethidiumbromid versetzt wurden. Dies hat-
te zur Folge, dass sich der Spiralisierungszustand der DNA konzentrationsabhingig verdnderte.
Die abgestrahlte Intensitédt der Biophotonen korrelierte mit dem Spiralisierungszustand der DNA.
Durch R. van Wijk wurden gezeigt, dass das isolierte Chromatin am stérksten strahlt. Die reine
DNA strahlte hingegen kaum [PLG92]. Ein klarer Hinweis darauf, dass das Zusammenwirken
von DNA und Histonen fiir die Erzeugung von Biophotonen verantwortlich ist. Dies erklirt aber
noch nicht, wie die Kohérenz des Feldes entstehen konnte.

Um die Entstehung eines kohidrenten Feldes nachzuvollziehen, muss die hohe Anzahl der be-
teiligten Atome und deren Anordnung in einem DNA-Molekiil beriicksichtigt werden. Polynu-
kleotide (z.B. DNA und RNA) setzen sich aus Nukleotiden (Nukleotid = Nukleobase + Pentose +
Phosphatrest) zusammen [Mic99]. Trotz der Verbindung durch die Phosphorsduren besitzen die
Makromolekiile nahezu die gleichen Absorptionsspektren wie die Nukleotide selbst, wenn man
von Hypochromismus absieht [GEL74]. Aquivalent verhilt es sich mit den Nukleotiden und den
Nukleosiden (Nukleosid = Nukleobase + Pentose). Dies zeigt, dass die Elektronenkonfigurati-
on der Nukleotide durch den Zusammenschluss zu Makromolekiilen nur unbedeutend verindert
wird. Die Elektronenkonfiguration der einzelnen Nukleinbasen ist damit quasi unabhéngig von
der Lange des Makromolekiils. Andererseits verbreitert sich das Emissionsspektrum in Abhin-
gigkeit von der Linge des Makromolekiils zu groBeren Wellenlidngen hin [Bir76]. Ein Hinweis
auf einen weiteren Abstrahlmechanismus, der durch die Bildung von Excimeren (fiir gleicharti-
ge Monomere) und Exciplexen (fiir unterschiedliche Monomere) erklédrt werden kann. Wird eine
Base angeregt, so kann sie durch die verdnderte Elektronenverteilung Bindungen mit benach-
barten Molekiilen eingehen, wodurch Excimer und Exciplexe entstehen. Dabei handelt es sich
um intramolekulare Excimere (Exciplexe), die bei wesentlich geringeren Schwellenspannungen
stimuliert, kohédrent emittieren als intermolekulare Excimer [K1673]. Der geringe Abstand von
ca. d=0.35 nm zwischen zwei benachbarten Basen fiihrt zu einer ,,Kooperation* [PLG92], die
eine kohédrente, spontane Abstrahlung erzeugen kann [Ern69]. Im Rahmen der Theorie treten
zwei Phinomene auf, die von der Wellenlinge der Photonen und vom Abstand der Molekii-
le abhidngen. Sie werden als ,,Superradianz* [Dic54] und ,,Subradianz* [FKC67] bezeichnet.
Superradianz hat die Verkiirzung der natiirlichen Lebensdauer durch die Kooperation gleicher
Molekiile zur Folge, wihrend Subradianz zu einem Einfang (trapping) der Photonen fiihrt. Die
Dauer der ,,Gefangenschaft* kann die natiirliche Lebensdauer um GroBenordnungen iibersteigen.
Besonders der subradiante Zustand ist in der Lage nichtklassische Effekte wie beispielsweise ge-
quetschtes Licht zu erzeugen, da die Intensitit des Feldes beliebig abgeschwicht werden kann
und die Photonen Abstand halten [PLG92]. Dicke zeigte in [Dic54] dass sich im Falle von Super-
radianz eine erhohte Wahrscheinlichkeit fiir eine richtungsabhiingige Abstrahlung der Photonen
ergibt, verglichen mit dem inkohirenten Fall. Zusammengefasst konnen die angeregten Basen der
DNA intramolekulare Excimere (Exciplexe) bilden, die sich innerhalb kurzer Abstinde d aperi-
odisch wiederholen. Die Abstinde d sind wesentlich kleiner als die Emissionswellenlédngen der
Excimere (Exciplexe). Dies fiihrt nach der Dicke-Theorie zur Kooperation, wodurch nichtklas-



sische Felder entstehen. Natiirlich miissen nicht alle Biophotonen, die aus der Probe austreten,
von der DNA stammen. Dieses Modell erklédrt aber wie die DNA quantenmechanisches Licht
erzeugen konnte.

Um dies zu iiberpriifen, wurden wiederholte Photonenmessungen an biologischen Priparaten
durchgefiihrt. Prof. Bajpai zeigte anhand der bedingten Wahrscheinlichkeit kein Photon zu detek-
tieren Pyeq(0), dass fiir eine LED und biologische Priparate P/°4(0) > PY9(0) gilt [Baj99], wo-
bei die bedingte Wahrscheinlichkeit kein Photon zu messen fiir die verschiedenen verwendeten
Blitter durch die Poisson-Verteilung gegeben war. Messungen der gesamten Verteilungsfunktion
biologischer Pridparate wiesen ebenfalls auf eine Poisson-Statistik hin [SLL93]. Diese Ergebnisse
sind kein Nachweis fiir nichtklassisches Licht, sondern hochstens ein Hinweis auf eine mogliche
Kohirenz des Feldes. In [PCH*02] wurde durch Koinzidenzmessungen gezeigt, dass die beding-
te Wahrscheinlichkeit kein Photon zu detektieren, um den Erwartungswert der Poisson-Statistik
schwankt. Teilweise unterschritten die Wahrscheinlichkeiten den Wert der Poisson-Verteilung
deutlich. Dies wurde als Hinweis auf quantenmechanisches bzw. gequetschtes Licht gewertet.
Allerdings werden die Messergebnisse in der Fachwelt kontrovers diskutiert.

Die vorliegende Arbeit widmet sich diesem Problem. Da der experimentelle Aufbau vorge-
geben ist, war zu kliren, welche Moglichkeiten er zur Uberpriifung des elektromagnetischen
Feldes auf Quanteneffekte zuldsst. Aus diesem Grund wurde als erstes die Theorie der Photo-
detektion auf quantenmechanischer Basis erarbeitet. Bekanntlich titigt die Quantenmechanik nur
statistische Aussagen iiber das Ensemble (z.B. Erwartungswerte, Varianzen,...), die mit den zeit-
lich ermittelten Werten zu vergleichen sind. Die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Vergleichs
sind grundlegend und werden deshalb genau betrachtet. Unter dieser Voraussetzung werden Ver-
gleichsgroen vorgestellt. Es wird ermittelt, welche Bedingungen vorliegen miissen, damit diese
GroBen zum Nachweis von quantenmechanischem bzw. gequetschtem Licht geeignet sind. Zwei
Effekte sind hier zu beriicksichtigen, zum einen die endliche Detektionseffizienz der Photomul-
tiplier und zum anderen die Breite des Biophotonen-Spektrums, die sich auf die Modenzahl
auswirkt. Beide Groflen sind durch den experimentellen Aufbau und die biologische Probe vor-
gegeben. Uber Simulationen kann ermittelt werden, wie sich diese Effekte auf den Nachweis
quantenmechanischer Phidnomene auswirken. Dazu soll die Photonenstatistik fiir gequetschte
Zustiande in Abhdngigkeit von der Detektionseffizienz simuliert werden. Auch der Effekt der
Multimodigkeit ldsst sich iiber Simulationen untersuchen. Hierzu muss unter geeigneten An-
nahmen aus der Theorie eine multimodige Photonenstatistik hergeleitet werden, die dann fiir
verschiedene Modenzahlen und Parameter simuliert wird. Da die Messungen bei sehr niedrigen
Intensitédten stattfinden sind die Rauscheigenschaften des Messaufbaus, sowie deren mogliche
Ursachen zu diskutieren. Aus den Simulationen und den theoretischen Betrachtungen kénnen die
Bedingungen fiir einen eindeutigen Nachweis nichtklassischer Effekte gewonnen werden. Das ist
gleichbedeutend mit der Festlegung geeigneter Vergleichsgroen und den Kriterien, unter denen
sie eine eindeutige Entscheidung zwischen klassischem und nichtklassischem Licht zulassen.
Die Messergebnisse der gewihlten biologischen Proben sind dann durch die Vergleichsgréen
zu charakterisieren. Uber die zuvor erarbeiteten Kriterien kann dann eine Entscheidung getroffen
werden, ob quantenmechanisches Licht vorlag oder nicht.



2 Theorie

Da es sich um eine interdisziplindre Arbeit handelt, fillt der Theorieteil sehr ausfiihrlich aus.
Zunichst soll auf die Grundlagen der Quantenmechanik und der Elektrodynamik eingegangen
werden. Wesentlich sind hier aus quantenmechanischer Sicht die Schrodinger-Gleichung und
der Dichte-Operator sowie aus elektrodynamischer Sicht die Maxwellgleichungen. Zur Beschrei-
bung der Felder dienen Potentiale, die in die Schrodinger-Gleichung eingehen. Da nichtklassi-
sche Effekte des Feldes im Vordergrund stehen, ist die zweite Quantisierung zu verwenden. Es
zeigt sich, dass das freie elektromagnetische Feld durch einen harmonischen Oszillator beschrie-
ben wird. Entscheidend fiir den Nachweis elektromagnetischer Strahlung ist die Wechselwirkung
zwischen Feld und Materie. Der Photoeffekt bildet die Grundlage zum Nachweis von Photonen
im optischen Bereich. Auf der Basis des Photoeffekts kann die quantenmechanisch berechnete
Wahrscheinlichkeit fiir die Detektion von n Photonen zum Zeitpunkt ¢ im Zeitintervall At durch
einen Detektor bestimmt werden. Als Detektoren dienten Photomultiplier. Wichtige Kenngréen
sowie Rauschursachen werden deshalb in diesem Kapitel diskutiert. Ziel der Messungen ist es
quantenmechanische Effekte nachzuweisen. Ob diese vorhanden sind oder nicht, hingt unmit-
telbar mit dem Zustand des Feldes zusammen. Prinzipiell kann der Zustand des Feldes durch
verschiedene Basissysteme dargestellt werden. Deshalb sollen die wichtigsten Zustinde niher
erldutert werden. Jeder Zustand und seine Zeitentwicklung lédsst sich in einem Phasordiagramm
veranschaulichen. Die Zustdnde und ihre Gewichtung bestimmen dann die Erwartungswerte der
Observablen. In der Anwendung zeigt sich, dass nichtklassische Effekte sehr gut iiber Kohédrenz-
phidnomene nachgewiesen werden kénnen. Auf diese wird deshalb gesondert eingegangen.

2.1 Quantenmechanische Grundlagen

Wihrend des zwanzigsten Jahrhunderts stellte sich eine revolutionédre Veridnderung im Verstind-
nis der mikroskopischen Natur ein. An die Stelle der klassischen Physik trat eine neue Theorie,
die ein viel weitreichenderes Anwendungsgebiet abdeckte, die Quantenphysik. Durch die An-
nahme, dass sich die physikalisch messbaren Gré3en wie Energie, Impuls, Drehimpuls usw. aus
kleinsten Einheiten zusammensetzen, entstand ein gequanteltes Modell zur Beschreibung der mi-
kroskopischen Realitdt. Diese kleinsten Einheiten, die immer proportional zu i = 6, 58211915 -
10716 eVs, dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum sind, kénnen dann nur in ganzzah-
ligen Vielfachen auftreten (Quantelung). Die Konsequenzen der gequantelten Natur sind weit-
reichend. Betrachten wir beispielsweise das Bohrsche Atommodell, so fiihrt die Quantelung des
Bahndrehimpulses zu diskreten Energieniveaus, deren Energiedifferenzen sich bei der Absorpti-
on und Emission von Photonen bemerkbar machen. Dies widerspricht ganz klar der klassischen
Vorstellung, nach der das Elektron beliebige Energie- und Drehimpulswerte annehmen konn-



te und nach kurzer Zeit, unter stindiger Emission von elektromagnetischer Strahlung auf den
Atomkern fallen miisste.

Die quantenmechanische Beschreibung ist in der Lage, alle bisherigen, klassisch nicht erklir-
baren Phianomene des Mikrokosmos quantitativ wiederzugeben. Dies wird durch die statistische
Interpretation der mikroskopischen Abldufe moglich. In der klassischen Mechanik kann bei-
spielsweise die zeitliche Entwicklung eines Teilchens exakt vorhergesagt werden, vorausgesetzt,
man kennt alle Anfangsbedingungen des Systems. Es handelt sich also um ein deterministisches
Weltbild, dem die quantenmechanische Beschreibung klar widerspricht.

Wegen des Wellencharakters konnen nur Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir Observablen an-
gegeben werden. Alle konjugiert kanonischen GréBen (z.B. Ort und Impuls) sind mit einer Un-
schérfe behaftet. Es wire aber falsch zu glauben, es handle sich nur um eine blo3e Unkenntnis.
Betrachtet man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens im Impulsraum so zeigt sich,
dass der Impuls iiber ein gewisses Intervall verteilt ist. Erst die Impulsmessung ermittelt einen
exakten Wert fiir den Impuls des Teilchens, wodurch die Wellenfunktion zerstort wird.

Fiir einen Menschen, der durch den Alltag an die klassischen Naturgesetze gewohnt ist, er-
scheint dies unglaublich. Doch zeigen Interferenzexperimente mit Teilchen, die Richtigkeit der
Beschreibung durch Wellenfunktionen. Mikroskopische Teilchen wie Elektronen sind wegen ih-
rer Wellennatur iiber den ganzen Raum verteilt. Findet eine Ortsmessung statt, so werden sie
instantan an einem Punkt lokalisiert. Dies fiihrt zu der Frage, was beim Messprozess stattfindet.
Ist das Teilchen wirklich iiber den ganzen Raum verteilt? Mit diesen Problemen haben sich schon
viele bedeutende Physiker beschiftigt und es ist immer noch aktuelles Forschungsgebiet. Allge-
meiner Konsens ist nach heutiger Auffassung die Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik,
nach der beim Messprozess ein Kollaps der Wellenfunktion auftritt und ansonsten dem Teilchen
keine Realitit zugebilligt wird. Unter dem Kollaps der Wellenfunktion wird ein Ubergang des
vorhandenen Zustands | ) in einen Eigenzustand der gemessenen Observablen verstanden.

Wird bei einer Ortsmessung festgestellt, dass sich das Teilchen in einem bestimmten Volumen-
element dV am Ort 7 befindet, so ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit dort gleich Eins und im
restlichen Raum Null. Diesem Ort wird der Ortseigenzustand |7) zugeordnet. Folglich kann aus
einer einzigen Messung kein Riickschluss auf die Wellenfunktion |U) gezogen werden. Weitere
Messungen mit identisch préiparierten Teilchen miissen durchgefiihrt werden. Bei jeder Messung
erhilt man eine ausreduzierte Wellenfunktion. D.h. jeder Messung entspricht ein bestimmter Ort
7. Aus der Haufigkeitsverteilung lasst sich dann ein Riickschluss auf die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit P(7)

P(7) = p(F)dV = | (7 |¥) [*dV (2.1)

ziehen, wobei p(7) fiir die ortsabhéngige Wahrscheinlichkeitsdichte steht, die sich aus dem Be-
tragsquadrat der Projektion des Zustands | V) auf den Ortseigenzustand |) ergibt.



Um die Messergebnisse auf mathematischem Wege erklidren zu konnen werden quantenme-
chanische Observablen als Operatoren O definiert, die auf den Zustand |W) des Systems wir-
ken. Die mathematischen Ergebnisse quantenmechanischer Berechnungen beschreiben immer
das Ensemble. Unter einem Ensemble versteht man in der Quantenmechanik die gedachte Ge-
samtheit aller identischer Teilchen die gleichartig pripariert sind. Wiirden an all diesen Teilchen
gleichzeitig Messungen durchgefiihrt, so erhielte man genau die quantenmechanisch vorherge-
sagten Verteilungen.

Da man real nur endlich viele Messungen durchfiihrt, sind oft Mittelwerte und Varianzen die
GroBen, die verglichen werden. Entsprechend der statistischen GesetzméaBigkeiten schwanken
die gemessenen Werte um die quantenmechanischen Erwartungswerte und Varianzen, die durch

<O> — Tr(30) 2.2)

und

7= @0 =((0-(0))") = (¢*) - (o)’ 3

definiert sind. Hier steht o fiir die Streuung des Operators 0, p fiir den Dichte-Operator und
Tr(...) beschreibt die Spur (Summe aller Diagonalelemente). Wegen der Ensembleinterpreta-
tion, kann keine exakte Vorhersage iiber das Ergebnis einer einzelnen Messung gemacht werden.
Misst man hingegen das ganze Ensemble so zeigt sich, dass im Mittel die Ergebnisse durch die
Heisenbergsche Unschirferelation eingeschrinkt sind.

2.1.1 Heisenbergsche Unscharferelation

In der Heisenbergschen Unschirferelation offenbart sich ein prinzipieller Charakter der Natur,
es handelt sich um eine Ungenauigkeit, deren Ursache unabhéngig von der Giite der Messtech-
nik auftritt. Allgemein ergibt sich fiir die Heisenbergsche Unschirferelation zweier beliebiger
Operatoren A und B [B6h03]

sasrs 3 (48] - {48 5.

wobei die eckigen Klammern (. . .) wieder fiir den quantenmechanischen Mittelwert stehen. Die

Unschirfe
sa=on= [{(4- (4))') 25)

ist durch die Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung gegeben. Folglich handelt es sich
bei AA um ein MaB fiir die Streuung der Messergebnisse. Vertauschen die Operatoren, so muss
der Kommutator |[. .., ...] gleich Null sein. Handelt es sich um inkommensurable Observablen,




also um Operatoren, die nicht vertauschen, so bestimmt der Betrag des Kommutators das mini-
male Unschéarfeprodukt. Wie schon erwéhnt, sind Ort x und Impuls p, ein Beispiel fiir inkom-
mensurable Observablen. Fiir ihre Unschirfen gilt:

1
Arip, > ]2— - <[i,ﬁw]>‘ _n 2.6)

Die Unschirferelation gilt auch fiir andere inkommensurable Observablen wie zum Beispiel Dre-
himpuls und Winkel oder Phase und Teilchenzahl. Es lésst sich allerdings noch eine weitere
wichtige Beziehung aus der Heisenbergschen Unschirferelation herleiten. Dazu wird der Erwar-
tungswert des zeitabhiingigen Operators Aim Heisenberg-Bild betrachtet,

d A X FN
in <A> _ih <A> _ <[A,H} > , 2.7)
dt
wobei H fiir den Hamilton-Operator des beobachteten Systems steht. Durch Einsetzen von Glei-
chung (2.7) in Gleichung (2.4) folgt:

@]

Nun wird <fl> = %’? gesetzt, woraus sich sofort die Energie-Zeit-Unschérferealtion ergibt:

AH >

Do | S

(2.8)

AH-At=AFE-At > g 2.9

Damit ist aber auch die Bedeutung der Energie-Zeit-Unschirferelation festgelegt. Die zeitliche
Verdnderung des Mittelwerts der Observablen A soll im Zeitintervall At gleich der Streuung der
Observablen sein. Dies lidsst zwei Interpretationen zu [B6h03]:

e Eine Energiemessung mit der Genauigkeit AE benotigt mindestens die Zeit 7 = 2At =
h/AE.

e Zwischen der mittleren Lebensdauer 7 eines angeregten Zustands und der Energiebreite
AFE des beim Ubergang emittierten Teilchens besteht der Zusammenhang 7 ~ h/AE.

2.1.2 Bosonen und Fermionen

Eine grundlegende Feststellung, die sich in der Statistik widerspiegelt, ist die Erkenntnis, dass
es in der Natur nur zwei Teilchensorten gibt, Bosonen, die ganzzahligen Spin tragen und Fer-
mionen, die halbzahligen Spin tragen [Sch05b]. Beide Teilchensorten gehorchen verschiedenen
Verteilungen g(E, i, T'), die von der Energie F, der Temperatur 7" und dem chemischen Potential
/v abhiingen:

9(B, 1, T) = (2.10)

exp {%} +1



Das + steht fiir die Fermi-Dirac- und das — fiir die Bose-Einstein-Verteilung, g; gibt die Entar-
tung der Zustinde an und kp = 1,3806504(24) - 10723 J/K steht fiir die Boltzmann-Konstante.
Die mittlere Besetzungszahl (n(E, i, T')) eines Zustands der Energie E bei einer Temperatur T’
im thermodynamischen Gleichgewicht ist durch

(n(E, 1, T)) =g(E,u,T) 2.11)

gegeben [Fli07]. Beide Verteilungen leiten sich aus der Boltzmann-Verteilung her. Dazu wird
jeweils angenommen, dass die Teilchen ununterscheidbar sind. Nimmt man zusétzlich an, dass
ein Zustand mehrfach besetzt werden kann, so erhilt man die Bose-Einstein-Statistik. Hingegen
erhilt man die Fermi-Dirac-Statistik wenn jeder Zustand nur einfach besetzt werden darf. Un-
ter Teilchenaustausch zeigen die zwei Teilchenarten ein spezifisches Symmetrie- Verhalten. Dies
wird deutlich, wenn man den Teilchenvertauschungs-Operator F;; auf die Zustandsfunktion W
anwendet. Er vertauscht das i-te mit dem j-ten Teilchen:

PyjUBos(1,2, ooy ey fy o) = WEBS(1,2) g, ydy ) = £UBS(1,2, i,y ). (2.12)

Jede Zahlen i = 77, 0; steht fiir Ortskoordinaten und Spinfreiheitsgrade des i-ten Teilchens. Die
Anwendung des Teilchenvertauschungs-Operators auf die Wellenfunktion iiberfiihrt diese in sich
selbst. Allerdings @ndert sich fiir Fermionen das Vorzeichen der Wellenfunktion bei Teilchenaus-
tausch. Fermionen verhalten sich unter Teilchenaustausch folglich antisymmetrisch (—). Im Falle
der Bosonen bleibt das Vorzeichen unter Teilchenaustausch gleich und man spricht von einem
symmetrischen (+) verhalten.

2.1.3 Korrespondenzprinzip

Eine wichtige Forderung in der Physik ist die Konsistenz. Sie soll gewihrleisten, dass die ein-
zelnen Theorien miteinander verkniipft werden konnen. Leider ist dies fiir die Grundsdulen der
heutigen Physik, die allgemeine Relativititstheorie und die Quantentheorie noch nicht gelun-
gen, folglich korrespondieren diese Theorien nicht. Beide Theorien hatten einen gemeinsamen
Vorgiénger, die Newtonsche Physik. Das Korrespondenzprinzip stellt nun sicher, dass die Rela-
tivititstheorie und die Quantentheorie in die Newtonsche Physik iibergehen. In der klassischen
Mechanik sind zwei Beschreibungsformen wichtig:

e Lagrange- und
e Hamilton-Formalismus,

die mittels Legendre-Transformation ineinander iibergehen. Ein Vorteil des Lagrange-Formalis-
mus besteht darin, dass man generalisierte Koordinaten ¢; verwendet, wodurch Zwangsbedingun-
gen implizit beriicksichtigt werden [F1i00b]. Die Lagrange-Funktion L lautet fiir konservative
Systeme (Energieerhaltung gilt) und holonome Zwangsbedingungen (Zwangsbedingung durch
eine Gleichung darstellbar)

L=T-V, (2.13)



wobei 7' fiir die kinetische und V fiir die potentielle Energie stehen. Die Hamilton-Funktion leitet
sich daraus wie folgt ab:

H({g:} {pi} 1) szqz L({gi} {di} . t). (2.14)

Die konjugierten generalisierten Impulse p; erhélt man durch partielle Ableitung der Lagrange-
Funktion p; = nach den generalisierten Geschwindigkeiten ¢;. Auf der Grundlage der Hamil-
ton-Funktion kann nun der Ubergang zur Quantenmechanik vollzogen werden. Dazu stellen wir
die klassische Hamilton-Funktion fiir unser System auf und ersetzten die generalisierten Koordi-
naten und konjugierten generalisierten Impulse entsprechend dem Korrespondenzprinzip durch
Operatoren.

pi — Pi, ¢ — G = H — H. (2.15)

Aus der Hamilton-Funktion wird dadurch der Hamilton-Operator H. Die Operatoren werden
durch das Dach iiber der Variablen gekennzeichnet. Eine weitere Grofle, die nach dem Korre-
spondenzprinzip iibertragen werden kann ist die Poisson-Klammer. Sie dient in der klassischen
Mechanik zur Ermittlung von Erhaltungsgrofen. Hier lautet die Ubersetzungsvorschrift [Sak94]:

{ """ }klasszsch — [Z}i] ‘ (216)

Die Quantenmechanische Entsprechung ist der Kommutator |..., ...]. Er iiberpriift die Vertausch-
barkeit von Observablen.

2.1.4 Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung ist die fundamentale Grundgleichung der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik. In ihrer zeitabhingigen allgemeinen Form nimmt sie folgende Gestalt an [Sak94]:

P X
— W) = H|U). 2.17
mat|> W) (2.17)

H steht fiir den Hamilton-Operator und |¥) fiir den Zustand. Je nach betrachtetem System be-
sitzt der Hamilton-Operator eine andere Form. Nach dem Korrespondenzprinzip kann er aus der
Lagrange-Funktion hergeleitet werden, allerdings sind Effekte wie der Spin des Elektrons nicht
enthalten, da sie kein klassisches Analogon besitzen. Der Spin ergibt sich auf ganz natiirliche
Weise bei einer relativistisch korrekten Herleitung, wie die Dirac-Gleichung zeigt. Diese Kor-
rektur kann oft im Rahmen einer Storungsrechnung behandelt werden.

Da die Losung der Schrodinger-Gleichung in geschlossener Form nur selten moglich ist, be-
darf es meist geeigneter Ndherungen, um theoretische Resultate zu erhalten. Prinzipiell wird
versucht, den Hamilton-Operator in unabhiingige Anteile aufzuspalten:

F[(Qla 42) = Hl(@l) + ﬁ2(@2) + Hmt(@h g2) = ﬁl(@l) + H2(Cj2)- (2.18)



Hier stellen Q; und §» Abkiirzungen fiir die Operatoren der kompletten Koordinatensétze dar.
Durch die Aufspaltung zerfillt die Schrodinger-Gleichung durch einen Separationsansatz in zwei
Schrodinger-Gleichungen, die jede fiir sich gelost werden konnen. Die Gesamtenergie ist dann
die Summe der Einzelenergien. Da zwischen den einzelnen Hamilton-Operatoren H, und H,
noch eine Kopplung H;,; besteht, stellt sich die Frage, wann diese Niherung gerechtfertigt ist.
Gilt ﬁmt <« H (Q1,q2) so darf I:Imt vernachlissigt und spiter als Storung behandelt werden.
Ansonsten ist die Separation nicht erlaubt, da die Abweichungen des Modells von der Realitit
zu gro3 werden. Die Funktion von Hmt besteht darin, dass Energie vom System H 1 auf das
System H, ibertragen wird. Oftmals handelt es sich bei H;,, um einen zeitabhidngigen Operator.
Da die Zeit selbst kein Operator ist, wird die Zeitabhédngigkeit in der Quantenmechanik durch
unitire Transformationen dargestellt.

2.1.5 Unitare Transformation

Unter einer unitdren Transformation kann man sich einen Basiswechsel vorstellen. Unitére Trans-
formationen sind nicht nur zur Darstellung der Zeitentwicklung unerlédsslich. Auch andere phy-
sikalische Probleme konnen durch einen Basiswechsel gelost werden. Dies ist moglich, da die
Eigenwerte O eines Operators O invariant unter unitiren Transformationen sind. Vielteilchensys-
teme werden in der Quantenmechanik gerne im Fockraum beschrieben. Er stellt eine Erweiterung
des Einteilchen-Hilbertraums dar. Ziel ist es in der Quantenmechanik, die Eigenwertgleichung

O|0) = O |¥) (2.19)

zu 16sen, da sich die messbaren Erwartungswerte <O> aus den Eigenwerten O ergeben. Dies

kann durch eine unitire Transformation U erfolgen, wodurch der Operator O diagonalisiert wird.
UtO|0) = UTOU - UT |¥) = O |¥') = O |T'). (2.20)

Wie aus dem vorletzten Teil der Gleichung (2.20) hervorgeht, ist zusétzlich zu unserem Operator
auch der Zustand transformiert worden. Hier wurde genutzt, dass:

Ut =1 (2.21)

gilt. Eine weitere Eigenschaft unitdrer Transformation ist die Erhaltung der Metrik, was bedeu-
tet, dass vor wie nach der Transformation die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der normierten
Zustinde gewdhrleistet ist. AuBerdem sind unitére Abbildungen linear und bijektiv. Der transfor-
mierte Zustand |U’) ist ein Eigenzustand des Operators O'. Die Bedeutung der unitidren Trans-
formationen wird deutlich, wenn es beispielsweise um die Erzeugung kohdrenter Zustidnde geht.
Hier wird die Basis im Fockraum zur urspriinglichen verschoben, wodurch der kohérente Zu-
stand generiert wird. Der Fockraum wird durch Teilchenzahlzustinde aufgespannt, die Eigenzu-
stande des Teilchenzahl-Operators sind. Der Teilchenzahl-Operator setzt sich aus Erzeugungs-
und Vernichtungs-Operatoren zusammen, die als Néchstes erldutert werden sollen.
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2.1.6 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Eine einfache und doch wichtige Fragestellung in der Quantenmechanik ist die nach dem ein-
dimensionalen harmonischen Oszillator fiir ein Teilchen der Masse m. Der Hamilton-Operator
wird in diesem Fall durch eine quadratische Funktion des Impuls- p und des Orts-Operators &
dargestellt.

m
H="+_—uw i*=

P o _fw
2m 2 2

1
(ata+aa*) = (eﬁa + —) hw. (2.22)

w = \/% ist die Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators, die entsprechend der klassischen

Beziehungen durch die Kraftkonstante £ und die Masse des Teilchens gegeben ist. Orts- und
Impuls-Operatoren wurden nach dem zweiten Gleichheitszeichen durch

. o . 2mw
= 2mw(a+a), p= —iy/ - (@—a™) (2.23)

ersetzt. Die neu eingefiihrten Operatoren sind folglich durch

Q= mwx + @p’ ot — mwx — 1p (2.24)
2mwh 2mwh
definiert. Sie werden als Erzeugungs- a* und Vernichtungs-Operatoren a bezeichnet. Nun wer-
den die Teilchenzahlzusténde |n) als Eigenzustinde des Teilchenzahl- oder auch Besetzungszahl-
Operators 7 eingefiihrt, der als Produkt des Erzeugungs- und Vernichtungs-Operators definiert
ist. Wendet man diesen auf einen Teilchenzahlzustand |n) an, so folgt

nln) =ataln) =nin), (2.25)

woraus die Besetzungszahl n des Zustands erhalten wird. Diese Teilchenzahl n darf nicht mit
dem Teilchen der Masse m verwechselt werden. Vernichtung und Erzeugung bedeuten, dass dem
massebehafteten Teilchen eine gequantelte Energieportion entzogen oder zugefiihrt wird. Diese
Energieportionen konnen natiirlich auch wieder als Teilchen betrachtet werden. Damit 14sst sich
leicht zeigen, dass [Boh03]

aln) =+vnn—1) (2.26)
und
atny=vn+1n+1) (2.27)

gilt. Der Absteige-Operator a fithrt den Teilchenzahlzustand |n) auf den nichst niedrigeren
|n — 1) und der Aufsteige-Operator auf den néchst hoheren |n + 1) Zustand iiber. Wendet man
den Vernichtungs-Operator auf den Vakuumzustand |0, 0, ...) = |0) an

a|0) =0, (2.28)

11



so erhélt man den Wert Null. D.h. wenn sich das System im Grundzustand befindet, ist es nicht
mehr moglich ein Energiequant zu vernichten. Der Grundzustand ist per Definition der Zustand
mit der niedrigsten moglichen Energie. Durch die Verwendung von Vernichtern und Erzeugern
wird es moglich, die Schrodinger-Gleichung (2.22) algebraisch zu 16sen. Dabei ist n der Eigen-
wert des Teilchenzahl-Operators 7 fiir einen Teilchenzahlzustand |n) und gibt die Anzahl der
Energiequanten an. Daraus folgt fiir Gleichung (2.22), dass

H|n) = E, |n) = hw(n + %) In) (2.29)

gilt, wobei £, als Energieeigenwert bezeichnet wird. Erzeuger und Vernichter erfiillen die boso-
nischen Vertauschungsrelationen:

[a;,a;] =0, [af,aﬂ =0, [ai,aﬂ = 0jj. (2.30)
Die Indizierung an den Erzeugern und Vernichtern stellt eine Erweiterung des Formalismus auf
Vielteilchensysteme dar. Woraus deutlich wird, dass nur Vernichter und Erzeuger mit dem glei-

chen Index nicht vertauschen. Zwei weitere wichtige Eigenschaften der Teilchenzahlzustinde
sind die Orthogonalitét

(n| m) = 0pm (2.31)

und die Vollstiandigkeit

1= "|n)(n|. (2.32)

Die Orthogonalitit bewirkt, dass alle Zusténde |n) linear unabhingig sind und aus der Vollstén-
digkeit folgt, dass jeder beliebige Zustand als Linearkombination der Zustinde |n) dargestellt
werden kann.

2.1.7 Der Dichte-Operator

Aus der statistischen Physik kennt man das Problem, dass bei sehr groBen Teilchenzahlen N,
die genaue Vorhersage der zeitlichen Entwicklung im Phasenraum nur méglich ist, wenn man
alle 6N Anfangsbedingungen kennte. Dies ist in der Regel nicht der Fall, wodurch nur noch
Wahrscheinlichkeitsaussagen getitigt werden konnen. Aus diesem Grund fiithrt man die Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(,¢) im Phasenraum ein [Fli07], wobei & = (qu, ..., ¢3n, P1, ---, P3N ) €I
6N-dimensionaler Vektor ist, der sich aus den generalisierten Koordinaten ¢; und generalisier-
ten Impulsen p; zusammensetzt. p(Z,t) - d®Vx gibt dann die Wahrscheinlichkeit an, das System
zum Zeitpunkt ¢ in dem Phasenraumelement d®Yx anzutreffen. In der Quantenmechanik steht
man vor einem dhnlichen Problem. In vielen Féllen ist es nicht moglich Systeme in reinen Zu-
stdnden zu préparieren, man spricht dann von Gemischen. Der Dichte-Operator eines Gemischs
setzt sich aus der gewichteten Summe von Projektoren |¢);) (¢;| unterschiedlicher reiner Zu-
stinde zusammen. In der Regel schwanken bei einer idealen Messung die Ergebnisse um den
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Mittelwert herum, diese Schwankung ist bei einem reinen Zustand ein quantenmechanischer Ef-
fekt. Ist die Priparation nicht rein, so kommt zusitzlich zur quantenmechanischen Mittelung
noch eine statistische Mittelung iiber alle beteiligten reinen Ensembles hinzu. D.h. die beteilig-
ten reinen Realisierungen miissen entsprechend ihres Anteils am Gemisch gewichtet werden. Da
der Dichte-Operator die maximal zugéingliche Information iiber das betrachtete System enthiilt,
tibernimmt er die Funktion der Gewichtung. Das Ziel einer jeden Messung ist es, den Dichte-
Operator eines Systems zu ermitteln, um so einen Riickschluss auf die beteiligten Zustidnde zu
ziehen.

Der Dichte-Operator in der Teilchenzahlreprasentation

In Gleichung (2.2) wurde der Dichte-Operator schon vorweggenommen. Es handelt sich bei
ithm um einen positiv semidefiniten Operator, das heift, alle Eigenwerte sind reell und groBer
oder gleich Null. Die Spur des Dichte-Operators ist immer gleich Eins. Er kann sowohl reine
Zustidnde als auch Gemische beschreiben. Seine Form hiingt von der gewéhlten Basis ab. Liegt
ein reiner Zustand vor, so ist der Dichte-Operator idempotent (5% = p). Der Erwartungswert einer
physikalischen Observablen O lisst sich wie folgt bestimmen:

<O> =3 "W (¥]0]%) = 3" Wy (3] n) (n] O[¥) = Tr(30). (2.33)

Die Erwartungswerte der reinen Zustinde (¥| O |¥) werden mit Ty gewichtet. Nach dem zwei-
ten Gleichheitszeichen wurde die Vollstandigkeit 1 = ) |n) (n| des Hilbertraums ausgeniitzt
und zyklisch vertauscht. Die mathematische Struktur des Dichte-Operators ist dann durch

p=> Wul¥) (¥l (2.34)
v
gegeben. Fiir die Gewichte Wy gilt:
> Wy =1. (2.35)
7

Der Dichte-Operator ldsst sich natiirlich auch in der Basis der Teilchenzahlzustinde, die im Ka-
pitel (2.4) genauer betrachtet werden, darstellen

p—ZZW\ﬂn anm In) (m|, (2.36)

v nm
cn cm

mit

m) = Z Wy CnCom. (2.37)
v
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Falls fiir die Zustidnde |W) = |ny) gilt, ist der Dichte-Operator in der Basis der Teilchenzahlzu-
stande diagonal. Zur Darstellung multimodiger Felder kann der Dichte-Operator verallgemeinert
werden. In der Basis der multimodigen Teilchenzahlzustidnde aus Gleichung (2.236) ist er durch:

pot =Y p({n}, {m}) {n}) ({m}]. (2.38)
{n}.{m}

gegeben. Um den Unterschied zwischen einem reinen Zustand und einem Gemisch zu verdeut-
lichen, wird ein System mit zwei Freiheitsgraden untersucht. Dazu betrachten wir ein Stern-
Gerlach-Experiment (siehe Abb. 2.1). Wir verdampfen in einem Ofen Silberatome. Jedes dieser
Silberatome trigt einen Spin von %h der irgendwie im Raum orientiert ist. Es handelt sich also
um ein Gemisch. Lassen wir diesen Atomstrahl durch ein inhomogenes Magnetfeld fliegen, so
spaltet er sich, aufgrund seiner Quantennatur, in zwei Strahlen, wie auf dem Schirm sichtbar
wird. Klassisch wiirde man nur einen verschmierten Strich erwarten. Das Magnetfeld gibt eine
Vorzugsrichtung vor, die wir als z-Richtung definieren. Beziiglich dieser Richtung sind dann die
reinen Zustinde durch Spin up |T), = |1) und Spin down ||)_ = ||) gegeben. Die Dichtematrix,
die das Gemisch aus dem Ofen beschreibt, ist dann:

1 1 (1 0
0= — + = . 2.39
p=zIna+w =3 (5 1) 239
Nach dem passieren des Magnetfelds sind die Silberatome in reinen Zustinden prépariert. Nun
|<|655i9t=cp tatséchlich
erwarleie beobachtete i
Verteilung Verteilung Silberatomstrahl
s/ /
N
é
Atom-
strahl-
ofen
inhomogenes
Magnetfeld

Abbildung 2.1: Stern-Gerlach-Experiment [KnoO8].

wird der Spin down Strahl ausgeblendet und der Dichte-Operator des verbleibenden Strahls be-
trachtet:

=11 (1] = ((1, 8) (2.40)

Durch ein zweites Stern-Gerlach-Experiment kann der prédparierte Strahl erneut untersucht wer-
den. Die Richtung des Magnetfeldes soll sich gegeniiber dem ersten verdrehen lassen. Sind die
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Richtungen gleich, so erhalten wir weiterhin nur einen Strahl. Der priparierte Zustand wird durch
die wiederholte richtungsgleiche Messung nicht verdndert, weshalb die Polarisation erhalten
bleibt. Verdrehen wir nun das Magnetfeld des nachgeschalteten Stern-Gerlach-Experiments, so
erhalten wir einen zweiten Strahl, dessen Intensitét sich in Abhéngigkeit vom Winkel verédndert.
Durch die Drehung wird ein Teil der Polarisation senkrecht zur z-Richtung mitgemessen. Folg-
lich ist ein in z-Richtung polarisierter Strahl in der Ebene senkrecht dazu vollkommen unpola-
risiert. Mathematisch wird dieser Sachverhalt durch die Kommutatoren der Spin-Operatoren S,
S ; erfasst, die nur fiir ¢ = j miteinander vertauschen (z, j =z, y, z) und somit keine gemeinsame
Eigenbasis besitzen. Es ist also unmoglich zwei senkrecht zueinander stehende Spin-Richtungen
gleichzeitig scharf zu messen. Die Erwartungswerte des Spin-Operators ergeben sich fiir das Ge-

misch zu <S > — ( und fiir den reinen, in z- Richtung polarisierten Zustand zu <S > = ihez,

wobei €, fiir den Einheitsvektor in z-Richtung steht. Die statistischen Messergebnisse unterschei-
den sich fiir reine Zustinde und Gemische. Natiirlich kénnen auch Gemische aus polarisierten
Zustinden erzeugt werden. Es wire beispielsweise moglich, dass die Atome unseres Strahls zu
einem viertel in x-Richtung und zu dreiviertel in z-Richtung polarisiert sind usw. All diese In-
formationen werden durch die Dichtematrix erfasst. Bei elektromagnetischer Strahlung enthilt
der Dichte-Operator die Information iiber den Zustand des Feldes. Da sich das Feld mit der Zeit
dndern kann, muss die zeitliche Entwicklung des Dichte-Operators untersucht werden.

Zeitentwicklung des Dichte-Operators

Die Zeitentwicklung wird in der Quantenmechanik durch unitidre Transformationen U darge-
stellt. Handelt es sich um einen Eigenzustand eines zeitunabhingigen Hamilton-Operators, so
fiihrt die Zeitentwicklung nur zu einem Phasenfaktor ¢!, Allgemein wird die Zeitabhéingigkeit
eines Zustands |V, ¢) vom Zeitpunkt ¢, bis ¢ durch

U, 1) = U(t, to) [V, 1) (2.41)

beschrieben. Die Zeitentwicklung vom Zeitpunkt ¢, bis ¢ kann vollstindig durch den unitiren
Operator U (t, y) dargestellt werden, wobei | ¥, #o) der Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢,
ist. Setzt man den zeitabhéingigen Zustand in die Schrodinger-Gleichung (2.17) ein, so erkennt
man, dass die Schrédinger-Gleichung fiir beliebige Zustinde |V, ¢,) erfiillt ist, wenn

o . .
Zh(%U(t to) = HU(t, o) (2.42)
gilt. Damit ergibt sich fiir den Dichte-Operator aus Gleichung (2.34) folgende Zeitabhidngigkeit:

U(t, to)p(to) U (t, to). (2.43)

Daraus lisst sich die von-Neumann-Gleichung

in ; () = A (), p(0)] (2.44)
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herleiten, die die Zeitentwicklung des Dichte-Operators beschreibt. Es zeigt sich, aus dem Ver-
gleich mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung, dass der Dichte-Operator keine explizite
Zeitabhingigkeit aufweist. Somit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit eine Erhaltungsgrée und
die von-Neumann-Gleichung stellt das quantenmechanische Analogon zur Liouville-Gleichung
der klassischen statistischen Mechanik dar. Sehr oft werden in der Physik stationédre Systeme
betrachtet. Sie erfiillen folgende Gleichung [Pet85]:

0

th—

ot

Der Dichte-Operator eines stationdren Systems muss zeitunabhéngig sein. Die von-Neumann-
Gleichung ldsst sich auch auf das Wechselwirkungsbild iibertragen, das fiir die zeitabhingige

Storungsrechnung benotigt wird. Dazu wird der Zeitentwicklungs-Operator selbst einer unitiren
Transformation unterzogen. Fiir die von-Neumann-Gleichung ergibt sich dann folgende Form:

P =0 = p(t) = pt+ At). (2.45)

L0 . R
i ilt) = (i), 5(0)] (2.46)
An die Stelle des Hamilton-Operators H (t) ist nun der Wechselwirkungs-Hamiltonian ]:Imt(t)
getreten. Durch die Berechnung des zeitabhingigen Dichte-Operators kann die Zustandsénde-
rung des betrachteten Systems vorausgesagt werden.

2.2 Elektrodynamische Grundlagen

In der Punktmechanik steht die zeitliche Entwicklung der Trajektorien 7(¢) im Vordergrund, de-
ren Berechnung aus den Bewegungsgleichungen folgt. Die Trajektorien beschreiben die Bahn der
Teilchen und konnen beispielsweise aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen abgeleitet
werden. Im Gegensatz dazu sind in der Elektrodynamik die Felder die grundlegenden GrofBen.
Definiert werden die Felder £ (7, ¢) und B(7, t) iiber die Kraft F/(7,7,t), die sie auf eine Ladung
q ausiiben [FliOOa]:

F=F (F7t)=q-EFt)+q-7x B(F ). (2.47)

Hier steht 7 fiir den Ort und 7 fiir die Geschwindigkeit des Teilchens der Masse m, das die
Ladung ¢ trigt. Die Kraft Fl(F, v t) wird auch als Lorentzkraft bezeichnet. Ist man an dem
raumzeitlichen Verlauf der Lorentzkraft interessiert, so muss der Feldverlauf in Abhéngigkeit
von Ort und Zeit ermittelt werden. Der Feldverlauf wird durch die Feldgleichungen beschrieben,
die in der Elektrodynamik den gleichen Stellenwert einnehmen, wie die Bewegungsgleichungen
in der Mechanik.

2.2.1 Maxwellgleichungen

Bei den Feldgleichungen der Elektrodynamik handelt es sich um vier partielle Differentialglei-
chungen, die den Namen Maxwellgleichungen tragen. Es ist prinzipiell zwischen den mikrosko-
pischen und den makroskopischen Maxwellgleichungen zu unterscheiden, wobei die makrosko-
pischen aus den mikroskopischen durch Mittelung hervorgehen [Nol02]. Die mikroskopischen
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Maxwellgleichungen besitzen universelle Giiltigkeit und werden deshalb betrachtet. In ihrer dif-
ferentiellen Darstellung nehmen sie die folgenden Formen an:

DU |
VE = E—p(F, t), (2.48)
0
VB =0 (2.49)
Sxi-_2F-_f (2.50)
ot '
le 5 - =
—V x B=j(1t) + &F, (2.51)
Ho

wobei E, B, p(7,t) und ffﬁr elektrisches Feld, magnetische Induktion, Ladungstrigerdichte und
Stromdichte stehen. Dielektrizititskonstante und magnetische Feldkonstante des Vakuums sind

durch ¢g = 8,854 - 10712 & und jig = 4 - 1077 (55, gegeben.

2.2.2 Potentiale der Elektrodynamik

Zur weiteren Vereinfachung der Maxwellgleichungen werden das skalare Potential (7, ¢) und
das Vektorpotential A(7,t) eingefiihrt. Die Definition der Potentiale erfolgt durch [FliOOa]:

— -

B =V x A(F 1), (2.52)

F= A7t - ¥ (1) (2.53)

Ersetzt man die Felder in den Maxwellgleichungen durch die Potentiale, so sind die Gleichungen
(2.48) und (2.49) automatisch erfiillt. Ubrig bleiben zwei gekoppelte Differentialgleichungen, die
folgende Form annehmen:

- - - 1/ > . -
V XV x A(7, 1) + §<A(F, t) + Vo(F, t)) = 1oJ(7)1), (2.54)
AD(F, 1) + VAT £) = —p(7 1), (2.55)
€o

Aus den Gleichungen (2.52) und (2.53) geht hervor, dass die genaue mathematische Struktur der
Potentiale nicht exakt festgelegt ist, allerdings miissen die physikalischen Wechselwirkungen
unabhiéngig von der Wahl der Potentiale sein. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass
elektrisches und magnetisches Feld invariant unter einer Lorentz-Transformation sind, wéahrend
sich die Potentiale andern. Es besteht also die Moglichkeit, die Potentiale so zu wihlen, dass sich
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die Berechnungen der Gleichungen (2.54) und (2.55) vereinfachen. Diese Vorgehensweise wird
auch als Eichung bezeichnet. Eine giinstige Wahl stellt die Coulomb-Eichung

V- AFt) =0 = A—A (2.56)

dar, in der die longitudinale Komponente des Vektorpotentials /TH gleich Null gesetzt wird. Da-
durch vereinfacht sich die Gleichung (2.55) zur Poisson-Gleichung. Das Vektorpotential A geht
in der Coulomb-Eichung in das transversale Vektorpotential A iiber. Fiir das transversale elek-
trische Feld E | folgt daraus:

— J - 5

E, (7 t) = —EAJ_(T, t) = —A(F,t). (2.57)
Da es sich bei elektromagnetischer Strahlung im Vakuum um transversale Wellen handelt, kann
in der Coulomb-Eichung das transversale elektromagnetische Feld ausschlieBlich durch das Vek-
torpotential beschrieben werden. Unter dem transversalen elektrischen Feld versteht man den
Anteil des Feldes, der senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle steht.
Das longitudinale elektrische Feld EH’ welches parallel zur Ausbreitungsrichtung verlduft, wird
vollstandig durch das skalare Potential ®(7,¢) erfasst. Somit entspricht das skalare Potential in
der Coulomb-Eichung dem Coulomb-Potential.

2.2.3 Quantisierung des elektrischen Feldes

Um Quanteneffekte in der Elektrodynamik zu beschreiben ist es notwendig, das elektromagne-
tische Feld zu quantisieren. Die Grundlagen der klassischen Elektrodynamik sind die oben be-
schriebenen Maxwellgleichungen sowie die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir geladene
Teilchen. Um die Beschreibung zu vereinheitlichen, bedient man sich der Lagrange-Funktion.
Aus dieser kann dann, wie in Gleichung (2.14) gezeigt wurde, die Hamilton-Funktion abgelei-
tet und daraus unter Verwendung des Korrespondenzprinzips der Hamilton-Operator gewonnen
werden.

Lagrange-Funktion

Die klassische Lagrange-Funktion L, aus der sich die drei relevanten Gleichungen (2.47), (2.54)
und (2.55) herleiten lassen, kann unter Zuhilfenahme des Vektorpotentials wie folgt dargestellt
werden [VWO06]:

L= %/d% {60 [X(F) + ﬁ@(F)]Q — gt [6 X E(F)r}
(2.58)
wy Yomait+ [ [0 - o120

Unter Verwendung des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung d [ d¢L = 0 lassen sich
daraus die oben angefiihrten Gleichungen bestimmen. Wird zusétzlich die Coulomb-Eichung
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(2.56) genutzt, so ist das skalare Potential ®(7) keine unabhingige Feldvariable mehr und die
Lagrange-Funktion ist nur von 7, 7%,, A(7) und A(7) abhingig.

(2.59)

Weou stellt die gegenseitige Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Teilchen mit den Massen
m, und den Ladungen (), dar:

1 Qu
Weou = d? (7 axa 2.60
ot = / rp(P)®( %%§|m (2.60)

— ra/

Der Faktor % gleicht die doppelt gezédhlten Energien aus. Der Strich am Summenzeichen deu-
tet an, dass iiber gleiche Indizes nicht summiert werden darf. Die Ladungsdichte p(7) und die
Stromdichte j(7) sind durch

) = Z Qaé(F_ 7;)a)a (261)

J(F) = Qurad(F —70) (2.62)

gegeben. Aus der Lagrange-Funktion folgt der kanonische Feldimpuls ﬁ(f’) = eoff(fF) und die
Hamilton-Funktion. Aufbauend auf diesen Grundlagen kann das Feld quantisiert werden.

Modenentwicklung des Feldes

Der einfachste Fall ist das quantisierte freie elektromagnetische Feld in Coulomb-Eichung. Die
Lagrange-Funktion L aus Gleichung (2.59) vereinfacht sich hier, da die hinteren Terme der Glei-
chung wegen (m, = 0 und @), = 0) zu Null werden. Daraus kann dann unter Verwendung der
Gleichungen (2.14) und (2.15) der Hamilton-Operator des freien elektromagnetischen Feldes H R
hergeleitet werden [VWO06]:

i, = %/d% {eolﬁz(f») ! [ﬁ X 2(?)]2} . (2.63)

Es handelt sich bei den verallgemeinerten Orts- Aund Impuls-Operatoren Ilum Feld-Operatoren.
Zur weiteren Vereinfachung des Hamilton-Operators Hr wird die zeitliche Entwicklung der
Feld-Operatoren im Heisenberg-Bild ermitteln [VWO06]

9 A= [A] = 11 (2.64)
1

19



= — [ﬁ, HR] — CAA (2.65)

wobei A = V2 fiir den Laplace-Operator steht. Hieraus folgt die Wellengleichung:

5 1 0% =
Sie entspricht Gleichung (2.54) in quantisierter Form fiir ein Feld ohne Ladungen in Coulomb-
Eichung. Fiir den kanonischen Feldimpuls-Operator ergibt sich eine dhnliche Gleichung. Zur

Losung dieser Gleichungen nutzt man die Modenentwicklung der Operatoren des Vektorfeldes

A und des kanonischen Impulses I1. Dazu werden sie in Summen iiber alle Wellenvektoren und
Polarisationen des Feld zerlegt. Die Frage nach den moglichen Wellenvektoren wird im Unter-
kapitel 2.2.6 erortert. Unter Verwendung von

A7, A\ (7 AP () 2.67)
\/— Z \/— Z A

zerfillt das Differenzialgleichungssystem (2.66) in die Differenzialgleichungssysteme der ein-
zelnen Moden. Die Differenzialgleichung einer Mode ldsst sich dann in einen zeitabhingigen
und einen ortsabhéngigen Anteil separieren:

AAL(F )+ AA(F) =0, (2.68)

(1) + wign(t) = 0. (2.69)

Fiir die ortsabhéngigen Moden-Funktionen A, (r) ergibt sich die Helmholtz-Gleichung (2.68).
Die Zeitentwicklung der Moden-Operatoren ¢, (¢) wird durch den harmonischen Oszillator aus
Gleichung (2.69) beschrieben. Die Separationskonstanten w), sind gleichzeitig die Eigenfrequen-
zen der harmonischen Oszillatoren, also die Frequenzen mit denen die Moden schwingen. Da der
Laplace-Operator ein hermitescher Operator ist, folgt fiir die ortsabhingigen Moden-Funktionen
die Orthogonalitit. Durch geeignete Wahl der Entwicklungskonstanten c) ergibt sich ein Ortho-
normal-System:

exl? / AP A5 (P) Ay (F) = an. (2.70)

Orthogonalitt ldsst sich auch fiir A X A y anstelle von ff’j\, A w erreichen [VWO06]. In der gleichen

Weise erhilt man fiir den Feldimpuls-Operator I

= v > A M0 = Va3 oAy @i (), 271)
A A
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wobei py die zu ¢ kanonisch konjugierten nicht hermiteschen Moden-Operatoren sind. Setzt
man die entwickelten Feld-Operatoren in den Hamilton-Operator Hpy aus Gleichung (2.63) ein
und beriicksichtigt die Beziehung der Moden-Operatoren gy, pi zu den Erzeugern a und Ver-

nichtern a,
Q)\ = \/ 2w " {a,\ + ZX: |:/ d3TC)\A/\ )CA/AA/(fj:| } (272)

]5)\ =1 % {aj — Z |:/ dgTC)\A)\( )CXA)\/<F):| CL)\/} (273)

)\l
so erhilt man:

HR—ZHUJ)\ CL)\(Z)\—{— Zﬁw,\ n,\+ (2.74)

Der Hamilton-Operator des freien elektromagnetischen Felds Hp, ist durch die Summe der mo-
denbezogenen Teilchenzahl-Operatoren n) gegeben. Woraus sich fiir den Energieeigenwert die
Summe iiber die Anzahl der Photonen n) in der jeweiligen Mode A, multipliziert mit Aw, ergibt.
Der Energieeigenwert ist folglich wegen der Energie der Vakuumsfluktuationen ), %hw » unend-
lich. Fiir die Detektion von Photonen spielt dies keine Rolle, da sowieso nur Energiednderungen
betrachtet werden. Es ldsst sich zeigen, dass die Eigenwerte n), des Teilchenzahl-Operators durch
nichtnegative ganze Zahlen gegeben sind, worin sich die Quantennatur des Feldes widerspiegelt.
Die Operatoren der Felder lassen sich ebenfalls durch die Erzeuger und Vernichter der Photonen
darstellen. Es gilt:

A= ZA: {4+ Aat ) (2.75)

MH=—cY iy {/L(f)@ . ,af;(f)a;} . (2.76)
A

Offensichtlich handelt es sich bei A und IT um hermitesche Operatoren. Durch die Ersetzung des
Moden-Operators G, durch die Erzeugungs- ;" und Vernichtungs-Operatoren Gy hebt sich die
normierte Entwicklungskonstante c) weg, wenn

2wy €q

C\ = 5 (2.77)

gilt. Mit Gleichung (2.57) ldsst sich zeigen, dass das transversale elektrische Feld proportional
zum kanonischen Feldimpuls-Operator ist [VWO06]:

2, 12
E, (rt) = ——IL (2.78)

€0
Fiir den Operator des magnetischen Felds gilt analog zur klassischen Beziehung

~

VXA (2.79)

wodurch die Feld-Operatoren beschrieben sind.

21



Der Hamilton-Operator des elektiromagnetischen Feldes mit geladenen Teilchen

Nachdem die Darstellung des Hamilton-Operators fiir das freie elektromagnetische Feld in Cou-
lomb-Eichung bekannt ist, sollen auch noch die restlichen Terme aus Gleichung (2.59) beriick-
sichtigt werden. Wir bilden wieder die Hamilton-Funktion und beriicksichtigen sowohl die kano-
nischen Variablen des Feldes, als auch die der Teilchen. Nach dem Korrespondenzprinzip wer-
den sie durch Operatoren ersetzt. Dabei zeigt sich, wie in Gleichung (2.18), dass der Hamilton-
Operator H in Coulomb-Eichung, in drei Hamiltonians zerlegt werden kann:

H=Hp+ He + Hyyy. (2.80)

Hp, ist der Hamilton-Operator des transversalen elektromagnetischen Feldes und ist wie in Glei-
chung (2.74) definiert:

L (2.81)

ﬁR:Zﬁw)\(ﬁA-i-Q
A

He ist der Hamiltonian der geladenen Teilchen, einschlieBlich ihrer gegenseitigen Coulomb-
Wechselwirkung

Ho=>" o+ Woou (2.82)
und H;,; beschreibt die Kopplung zwischen freiem Feld und geladenen Teilchen:

mt - Z Qa D, /Qf 7% + Z a A2 (283)

2my,

H, c und H r konnen zunéchst unabhéngig voneinander berechnet werden, wenn I—Lm vernachlis-
sigt wird. Durch H;,; entstehen Kopplungen, die zur Vernichtung oder Erzeugung von Photonen
fiihren und im Rahmen einer Storungsrechnung betrachtet werden sollen. Dazu miissen wieder
Niéherungen eingefiihrt werden, die es ermoglichen, den Hamilton-Operator ﬁmt zu vereinfa-
chen.

Naherungen des Hamilton-Operators

Geht man nur von einem Atom aus, so bietet sich die Dipolndherung fiir hinreichend grofle Wel-
lenldngen an. Hierbei wird der Operator des Vektorfeldes A (7:‘:1) der von dem Orts-Operator 7

des Teilchens a abhiingt, als Reihe um den Operator des Schwerpunktes R des atomaren Systems
entwickelt. In Dipolndherung werden nur die Terme bis zur nullten-Ordnung in der Reihenent-
wicklung beriicksichtigt. Es wird so getan, als ob das Feld am Ort R das gleiche ist, wie am Ort
R+ AF =R+ (7, — R) Dies ist gerechtfertigt, wenn die Wellenldnge A\ wesentlich groB3er
ist als der Abstand zwischen dem Schwerpunkt des atomaren Systems und dem Aufenthaltsort
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der Ladungen \ >> |A7]. Betrachtet man beim Wasserstoffatom z.B. das Elektron im Grundzu-
stand (1s'), so erhilt man aus der quantenmechanischen Berechnung des mittleren Bahnradius

~
—

<r> = 53 pm. Ein Vergleich mit den Wellenldngen im optischen Bereich des Spektrums ldsst
erkennen, dass die Dipolndherung als gerechtfertigt betrachtet werden kann. Somit folgt:

—

A7) — A(R4) — A(R,). (2.84)

Bei der letzten Ndherung wurde angenommen, dass die Bewegung des Schwerpunktes zu ver-

nachléssigen ist und somit der Operator R 4 durch einen konstanten Vektor R 4 ersetzt werden
kann. Zusitzlich wird im Hamiltonian ﬁmt aus Gleichung (2.83) der letzte Term, in den das Vek-
torpotential quadratisch eingeht vernachléssigt. Dies ist erlaubt, wenn die Feldstdrken des freien
Feldes klein sind im Vergleich zu den inneratomischen Feldstirken (Fzom, ~ 10'° V /m). Daraus
folgt:

Ho = =S 225 A(Ry) = [CZ If[c] CA(Ry). (2.85)

Hinter dem letzten Gleichheits;eichen wurde H ¢ durch den Kommutator des Dipol-Operators d
und des Hamilton-Operators H dargestellt, der in Gleichung (2.82) definiert ist. Fiir den Dipol-
Operator gilt:

A= Quly — Ra). (2.86)

Die Eigenwerte fiw,, und Eigenvektoren |m) losen das Eigenwertproblem des atomaren Hamil-
tonian Hq:

He |m) = hwy, |m) (2.87)

wobei m als ganzzahlig angenommen wird und den Zustand charakterisiert. Unter Ausnutzung
der Vollstandigkeit des Hilbertraumes kann Gleichung (2.85) als Matrix entwickelt werden, in-
dem zweimal die Relation 1 = ) |n) (n| einfugt wird:

. i o N 5 L
Him = % > " |n) (nl (dHe — Hed) [m) (ml - A(Ra), (2.88)

Die Abkiirzung w,,,, = w,, — w,, steht fiir die Differenzfrequenz und A = (n| d |m) bezeich-
net das Dipolmatrixelement fiir den Ubergang vom atomaren Zustand |m) in den Zustand |n).
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Apm = |n) (m| ist der Flip-Operator des atomaren System. Als niichstes wird die Modenent-

wicklung von A(R 4) wie in Gleichung (2.75) durchgefiihrt. Hier bietet sich die rotierende Wel-
lenapproximation zur weiteren Vereinfachung an. Da nicht alle Feldmoden gleich gut an das
atomare System koppeln, ist es sinnvoll, in erster Linie nur die Moden zu beriicksichtigen, fiir
die die Resonanzbedingung w,,,,, ~ w, erfiillt ist. Im einfachsten Fall tritt das Feld nur mit einem
atomaren Ubergang, von |1) — |2) resonant in Wechselwirkung. Fiir Gleichung (2.89) folgt:

Hypy = —do, - Ei+) - Agy — dyy - Ei_) - A, (2.90)
Wegen der rotierenden Wellenapproximation konnte iwo; A o E(f) dem transversalen elek-
tromagnetischen Feld-Operator gleich gesetzt werden [Man79]. Durch die Gesamtheit der Nihe-
rungen ist f[m stark vereinfacht worden. Gleichung (2.90) beschreibt zwei wichtige Photonen-
prozesse. Der erste Term steht fiir die Absorption eines Photons und der zweite fiir die induzierte
Emission. Beide Prozess sind in Abb. 2.2 zu sehen.

2.2.4 Photonenprozesse

Hinter dem Begriff Photon verbirgt sich das Quantenteilchen des elektromagnetischen Feldes.
Es reprisentiert gewissermal3en den Teilchencharakter des Feldes. Die Energie £ eines Photons
betrigt:

E=h-w=h- v (2.91)

Urspriinglich stiefl Planck durch den Versuch, die Strahlungsformel fiir den schwarzen Korper
theoretisch herzuleiten auf seine beriihmte Quantenhypothese. Die spiter wiederum Albert Ein-
stein dazu veranlasste, das elektromagnetische Feld selbst zu quanteln. Hierdurch war er dann
in der Lage, den dufleren Photoeffekt zu erkldren. Der alte Streit ob Licht ein Teilchen oder eine
Welle sei, ist in der Quantentheorie des Lichts behoben. Zwar ist es immer noch nicht moglich
sich eine bildhafte Vorstellung eines Photons zu machen, doch wird dies durch die geschickte
formale Beschreibung in der Quantenmechanik, die ja bekanntermafen nur Wahrscheinlichkeits-
aussagen titigt, umgangen.

Je nach Fragestellung muss das Wellen- oder Teilchenbild zur Beschreibung verwendet wer-
den. Ist man beispielsweise an der Ausbreitung des Lichts interessiert, so muss das Wellenbild
betrachtet werden. Den Photonen wird hierbei kein genauer Ort zugeschrieben, sondern eine
Wahrscheinlichkeit, dass sie sich in einem bestimmten raumzeitlichen Volumen befinden. Tritt
hingegen eine Wechselwirkung mit Materie auf, so muss auf das Teilchenbild zuriick gegriffen
werden. Es gibt viele Moglichkeiten fiir die Wechselwirkung zwischen Feld und Materie, die
drei wesentlichen Prozesse sind in Abbildung 2.2 zu sehen. Hier sind zwei atomare Energieni-
veaus dargestellt, die mit £ (Grundzustand) und F, (angeregter Zustand) bezeichnet werden.
Damit ein resonanter Wechselwirkungsprozess eintreten kann, muss die Energie der Photonen
der Energiedifferenz A E' der atomaren Zusténde entsprechen:

AE=FE,—~F =h-v (2.92)
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Abbildung 2.2: Wechselwirkungsprozesse des Feldes mit der Materie [20008].

Im ersten Teil des Bildes ist die Absorption eines Photons (gezeichnet als geringelter, magenta-
farbener Pfeil) aus dem Feld dargestellt, also die Vernichtung eines Photons. Gleichzeitig wird
ein Elektron in den energetisch hoheren Zustand angeregt (schwarzer, durchgezogener Pfeil). Das
heiBt es wird Energie, Impuls und Drehimpuls aus dem Feld auf das atomare System iibertragen.
B,; und A;; stehen fiir die Einstein-Koeffizienten der Absorption bzw. der Emission aus dem
i-ten in den j-ten Zustand. Sie sind die Proportionalitidtskonstanten der Ratengleichungen. Die
Ratengleichungen geben wiederum an, wie viele Atome pro Zeit vom i-ten in den j-ten Zustand
tibergehen [DemO3]. In den zwei darauf folgenden Bildern wird die spontane und die stimulierte
Emission beschrieben. Bei der Emission befindet sich immer ein Elektron in einem angeregten
Zustand und geht unter Aussendung eines Photons (Erzeugung) in einen energetisch niedrigeren
Zustand iiber. Der Effekt der spontanen Emission beruht auf der Fluktuation des Vakuums. Im
Vakuum sind zwar im Mittel keine Photonen enthalten, (0| a*a |0) = 0, aber der Erwartungswert
der Fluktuation des Feldes in einer Mode ist durch

hw
2€0V

(0] [AB(] 10) = |4 = 293)

gegeben. Dies fiihrt zu einer endlichen Lebensdauer A7 der angeregten Zustinde. Ist ein Uber-
gang erlaubt und keine weiteren Storungen (z.B. StoBe) vorhanden, so liegt die Lebensdauer fiir
einen Dipoliibergang in der GroBenordung von ca. A7 = 10~% s und legt damit die Kohérenzzeit
T. =~ Ar, die in etwa gleich ist fest. Auf den Zusammenhang zwischen Linienbreite Av ei-
nes atomaren Strahlers und Kohédrenzzeit wird noch gesondert eingegangen. Bei der stimulierten
Emission hingegen tritt als Storung das Feld selbst auf. Das Elektron im angeregten Zustand wird
durch ein Photon, dessen Frequenz v die Resonanzbedingung (2.92) in etwa erfiillt veranlasst,
seine Energie in Form eines zusétzlichen Photons abzugeben. Die Moglichkeit der stimulierten
Emission ist eine Grundvoraussetzung fiir die Laser-Technologie. Fiir Messungen an elektroma-
gnetischen Feldern spielt der Prozess der Absorption eine besondere Rolle. Durch ihn wird es
moglich, Intensitdten zu ermitteln.
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2.2.5 Intensitat

Im optischen Bereich ist es aufgrund der hohen Frequenzen v ~ 10'*Hz nicht méglich dem
Verlauf des Feldes direkt zu folgen. Um trotzdem Informationen iiber das Feld zu gewinnen, wird
die Intensitdt gemessen. Sie lédsst sich aus dem Poynting-Vektor S ableiten, der als Kreuzprodukt
der elektrischen und magnetischen Feldstirke definiert ist:

S=FExH. (2.94)

Die Giiltigkeit dieser Gleichung ist auf reelle Felder @ beschrinkt ( @ = a*). Die zeitabhédngige
Intensitit /(7 t) ist als Betrag des Poynting-Vektor definiert:

I(7)t) =

(7, t)) . (2.95)

Reale Messungen der Intensitit erfolgen immer iiber eine endliche Zeitspanne. Dies entspricht
einer Mittelung iiber die zeitabhidngige Intensitit. Somit ist das zeitliche Mittel des Betrags des
Poynting-Vektors, die physikalisch messbare Grof3e. Fiir das zeitliche Mittel gilt

_ — 1 t+At/2 . — —
1,80 = 1310) = o / 19100 = Re(B) x Re(D). (2.96)
t—At

wobei At fiir die Mittelungsdauer steht.

Herleitung im Falle einer monochromatischen ebenen Welle

Um ein anschauliches Ergebnis zu erhalten, werden ebene elektromagnetische Wellen verwendet.
Im einfachsten Fall der ebenen Welle im Vakuum gilt:

B = Eyexp {z (EF— wt + go) } , (2.97)

B = Byexp {2 <EF— wt + gp) } , (2.98)

wie unter Zuhilfenahme von Gleichung (2.50) gezeigt werden kann, wobei ¢ fiir eine allgemei-
ne Phasenverschiebung der Felder steht, durch die mégliche Anfangsbedingungen beriicksich-
tigt werden. Verwenden wir zusitzlich die Gleichungen (2.48) und (2.49), so zeigt sich, dass
E1k1B gilt. Die Felder stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung. Fiir die magnetische
Feldstirke H im Vakuum gilt:

—

. 1= 1 k = ko=
A=—B=—SxE= [22xE (2.99)
w Lo k

wobei w fiir die Kreisfrequenz der elektromagnetischen Welle, & = \E | fiir den Betrag des Wel-
lenvektors k& und 7 fiir den Ortsvektor steht. Aus Griinden der Bequemlichkeit hatten wir in den
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Gleichungen (2.97) und (2.98) zur Berechnung komplexe Groflen verwendet, physikalische Be-
deutung steht aber nur den Realteilen der Felder zu. Da es sich beim Poynting-Vektor um einen
nichtlinearen Ausdruck handelt, muss dies beriicksichtigt werden. Fiir das Kreuzprodukt der Re-
alteile folgt nach den Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:

Re (E) x Re (ﬁ) - % - (E + E) x (ﬁ n ﬁ) , (2.100)

— — 1 — — — — — — — —
Re(E)xRe(H):Z<ExH+ExH*+E*xH+E*xH*>. 2.101)

Fiihrt man nun die zeitliche Mittelung aus Gleichung (2.96) iiber eine Periode At mit wAt = 27
durch, so zeigt sich, dass nur die gemischten Terme aus Gleichung (2.101) einen Beitrag leisten,
da sich wegen der komplexen Konjugation die Phasen zu jedem Zeitpunkt zu Null aufaddieren.
Dies hat zur Folge, dass das Produkt zeitunabhéngig wird:

Re <E) » Re (H) =3 (EO x Hy + Ey x H0> = She (EO X H0> . (2.102)

Setzt man H, aus Gleichung (2.99) in den zeitlichen Mittelwert des Poynting-Vektors ein, so

folgt [Nol02]:
= E 1 €0 = ];
S:—R E ~ x E =~/ —Ej+~ =c-u(rt
2 e<0><< X 0)) 2\ w0k c-u(r,t)

Nach dem letzten Gleichheitszeichen wurde noch die Beziehung zwischen dem zeitlichen Mittel-
wert der Energiedichte w(7, t) der elektromagnetischen Welle und dem zeitlichen Mittelwert des
Poynting-Vektors hergestellt. Das Produkt aus Energiedichte und Lichtgeschwindigkeit ¢ steht
fiir die Energieflussdichte des Feldes. Der Begriff der Energieflussdichte ist aber identisch mit
dem physikalischen Begriff der Leistungsdichte, die gleich der Intensitét ist. Fiir das zeitliche
Mittel der Intensitit (¢, At) gilt in unserem Beispiel:

1(t, At) = |S] = 1/EDE2 ‘/EOE E*, (2.104)
Ho Ho

Die klassische Intensitit ist also proportional zum Betragsquadrat der elektrischen Feldstirke
|E|%. Es sei nochmals bemerkt, dass dieses Ergebnis unter der Annahme einer harmonischen
Zeitabhidngigkeit erzielt worden ist.

(2.103)

i

Erweiterung auf multimodige Wellen

Reale Felder bestehen aus Superpositionen vieler harmonischer Wellen verschiedener Frequen-
zen, mit unterschiedlichen Amplituden Ej,, und Phasen ¢,,. Zur Vereinfachung verwenden wir
die komplexe Darstellung:

F =3 Bonexp {i (B = wal + ¢0) | (2.105)
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Amplituden und Phasen sind reelle Zahlen. Die Berechnung der Intensitidt wird im Vakuum
durchgefiihrt. Damit ergibt sich fiir die magnetische Induktion unter Verwendung von Gleichung

(2.50):

ZBoneXp{ < t+g0n>} _ZWLE” X E()nexp{i (Enf—wnt+<pn>}.

(2.106)

Welchen Wert nimmt die Intensitét fiir diesen allgemeinen Fall an? Zur Berechnen wird Glei-
chung (2.95) und die Transversalitit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum verwendet:

— ]_ — —
J(t):|sy:—|Re(E)xRe<B)y:—|Re( )| - |[Re(B)|sin( sy o). (2-107)
Ho ——
=r/2

Bildet man nun die Betrige der Felder unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir komplexe
Zahlen, so erhilt man:

. 1 S
R(E)O)] = 5+ | D2 (B~ Fon) 05 (it + g (79) + 005 (it + ()]
o Crml(7t)

(2.108)

— - — - —

IRe(B) \/Zk (B Fu) B Bon) — (B B o Bon)] (7.0,

(2.109)

Zur verkiirzten Schreibweise wurden ¢ () und w , fiir Phase und Summen- bzw. Differenz-
frequenzen eingefiihrt, die wie folgt definiert sind:

(7 = (o £ F) 74 00 & o 2.110)
wE = w, wn. (2.111)

Vereinfachend wird angenommen, dass alle Wellenvektoren parallel sind ( En| |Em) woraus folgt,
dass der Betrag der magnetischen Induktion proportional zum Betrag des elektrischen Feldes ist.
Damit ergibt sich fiir die zeitabhéngige Intensitit:

\/;T)Z Eon - Eom) cos( nmtﬂonm(F))Jrcos( Wt (™). (2.112)
0 n,m

Lnm (t) Snm(t)
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Andererseits kann mit Gleichung (2.105) gezeigt werden, dass fiir das Betragsquadrat der elek-
trischen Feldstérke

E-E* =" EonEomexp {iwp,t +i0,,,(7)} =Y EonEom cos (Wt + ¢, (7)) (2.113)

n,m n,m

gilt. Das Ersetzen der komplexen Exponentialfunktion durch die Kosinusfunktion ist wegen des
Symmetrieverhaltens der Funktionen aus den Gleichungen (2.110) und (2.111) unter Vertau-
schung der Indizes moglich:

(2.114)

nm mmn>» Prm = ~Pmn-

Aus dem zeitlichen Verhalten der Terme L,,,,, (¢) und S,,,,(t) aus Gleichung (2.112) erkennt man,
dass L,,(t) langsam oszilliert, da hier die Differenzfrequenzen eingehen und das S,,,,(t) we-
gen der Summenfrequenzen sehr schnell oszilliert. Wie schon zuvor erwidhnt wurde, sind der
Messung nur zeitliche Mittelwerte zugidnglich. Mittelt man iiber ein kurzes Zeitintervall Aty, so
ergibt sich:

- 1 60 t+Ato/2 ) L t+Ato /2 o
I(t, Aty) = — E - E*dt EonEom Spm(t)dt" 3. (2.115
(t, Ato) 2At0 \ 1o /t—AtO/Q " Z o /t—AtO/Q (¥) ( )

n,m

Sei nun Aw die Halbwertsbreite des Frequenzspektrums und wy die Mittelfrequenz, so ergibt sich
aus Gleichung (2.111) fiir die niedrigste Summen- w; . und groBte Differenzfrequenz w;,, :

min

t o R 2wy — Aw, Wpnaw = Aw. (2.116)

min

w

Betrachten wir beispielsweise den griinen Spektralbereich mit wy ~ 27 - 5,7 - 10** s=! und

Aw ~ 27 -0,8 - 10" s71, so folgt w;h. ~ 27 -1,1-10" s7' und w,,,, ~ 27-0,8- 10"
s~!. Offensichtlich ist die kleinste Summenfrequenz w; . um eine GroRenordnung grofer, als
die grofite Differenzfrequenz w;, . Sym(t) oszilliert damit mindestens zehnmal schneller als
Ly (t). In der Doppelsumme aus Gleichung (2.115) wird deshalb iiber eine grolere Anzahl von
Perioden gemittelt. Es wird gefordert, dass

Aty -wt. > 2r (2.117)
gelten soll. Da die Summenkreisfrequenzen in der GréBenordnung von 27 - 10'® Hz liegen, wird
Aty ~ 1071* s gesetzt. Nach dieser Zeitspanne gibt es dann die Tendenz, dass sich der schnell
fluktuierende zweite Term in Gleichung (2.115) heraushebt [SLLT97], weshalb er in Zukunft
nicht weiter betrachtet wird. Bei Messungen im optischen Bereich liegt immer ein Zeitintervall
Aty vor, fiir das gilt, Aty >> Aty. Damit stellt:

I(t,Aty) x E - E* (2.118)

eine sehr gute Nidherung der gemittelten zeitabhingigen Intensitit dar. Von nun ab wird die kurz-
zeitig gemittelte Intensitéit (Mittelung iiber Aty) mit I(t) oc £+ E* bezeichnet. Will man fiir diese
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Niéherung das zeitliche Mittel bestimmen, so folgt:
— 1 €0 = 1 . . t+At1/2 , /
I(t,At)) =~/ —- E§, + —— EOnEOm/ exp {tw,,,t + 1, () dt’ 7.
( ) 2\ 1o ; oAt n;ézm t—At1/2 { (_J>}
(2.119)

Die Intensitét fluktuiert demzufolge um den konstanten ersten Term aus Gleichung (2.119) her-
um. Da sich die Frequenzen w,,,, zwischen 0 s~ und Aw bewegen, finden die Fluktuationen auf
wesentlich groBBeren Zeitskalen statt. Aus diesem Grund kann dieser Term nicht vernachléssigt
werden. Wihlt man das Mittelungszeitintervall At¢; klein, so liefern die Zeitintegrale annahernd
konstante Werte (sinc [w* %} ~ 1, siche Abbildung 2.13). Fiir die zeitlich gemittelte Intensitét

gilt dann:

_ 1 o IR
I(t, Ah) = 5 /;_0 : {Z Eg,+ > EonEom cos (wy,t + g@nm(f"))} . (2.120)
0

n n#m

1(t, At,) nimmt fiir unterschiedliche Mittelungszeitpunkte ¢ verschiedene Werte an. Diese Ni-
herung ist fiir Mittelungszeiten in der Gréenordnung

Atyowo =At-Aw< /2 = At < —— (2.121)
2Aw

giiltig, da hier die Betrige der Integrale Werte im kontinuierlichen Intervall [0.9; . . . ; 1.0] anneh-
men. Betrachten wir nochmals unser Beispiel vom griinen Licht, so zeigt sich, dass At; ~ Aty
wire. Dies stellt den Grenzbereich unserer Niherung dar. Wihrend sich die schnellen Fluktua-
tionen ausgemittelt haben, sind die langsamen fluktuierenden Beitridge fast gleich geblieben. At
entspricht in etwa der Kohirenzzeit 7.. Folglich ist wihrend der Kohérenzzeit die Intensitit des
Lichts anndhernd konstant. Die wesentlichen Ergebnisse der klassischen Betrachtungen sind:

e Die zeitabhiingige Intensitdt, definiert auf der Basis des Poynting-Vektors setzt sich im
multimodigen Fall aus schnell und langsam oszillierenden Anteilen zusammen.

e Wegen der endlichen Messdauer muss immer die zeitlich gemittelte Intensitédt betrachtet
werden.

e Hier zeigt sich, dass in Abhingigkeit von der Breite des Frequenzspektrums und der Mit-
telfrequenz der schnell oszillierende Anteil der Intensitéit vernachlédssigt werden kann.

e Innerhalb eines Zeitintervalls von der GroBenordnung der Kohérenzzeit ist die Intensitit
der elektromagnetischen Strahlung annidhernd konstant.
Quantenmechanische Definition der Intensitat

In der bisherigen Herleitung der Intensitdt wurde von klassischen Feldern ausgegangen. Diese
Beschreibung ist aufgrund der Quantelung des Feldes oftmals unzureichend. Wird beispiels-
weise die Intensitit des Feldes mit einem Photomultiplier bestimmt, so muss nach Gleichung
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(2.164) die Energie der Photonen groBer sein als die Austrittsarbeit der Photokathode. Dies wi-
derspricht dem klassischen Bild, dem zufolge nur das Betragsquadrat des Feldes, unabhingig
vom Spektrum maBgeblich ist. In Wirklichkeit sind aber die Frequenzen der Feldquanten, aus
denen sich das Feld aufbaut ausschlaggebend. Ein weiterer Unterschied zwischen klassischer
und quantenmechanischer Beschreibung zeigt sich am Beispiel der Vakuumfluktuation. Wih-
rend im klassischen Fall das Feld im Vakuumzustand zu jedem Zeitpunkt gleich Null ist, finden
quantenmechanisch betrachtet unauthorlich Fluktuationen statt. Um die Natur des Feldes richtig
zu beschreiben, wird deshalb in der Quantenmechanik die zeitabhiingige Intensitidt durch einen
Operator I dargestellt [VWO06]:

[=E®) . W) (2.122)

I kann durch eine Storungsrechnung hergeleitet werden, wie im Unterkapitel 2.3 gezeigt wird.
Der Operator besitzt formale Ahnlichkeit mit der Intensitit aus Gleichung (2.118). E™ und

E©) sind die Operatoren, aus denen sich der Operator des transversalen elektrischen Feldes E 0,
aus Gleichung (2.57) bzw. (2.76) aufbaut. Fiir die Feld-Operatoren gilt:

~

E = ZZU))\A,\ a)\, (2123)

EC) = E<+> :—ZZUJ)\A/\ af. (2.124)

Somit beschreibt E(-) die negativen und E (+) die positiven Frequenzanteile des elektromagneti-
schen Feldes. Welche Moden im Feld vorliegen, wird im nichsten Abschnitt geklért.

2.2.6 Moden des elektromagnetischen Feldes

Der Begriff der Feldmoden tritt hiufig im Zusammenhang mit Lasern oder Hohlleitern auf. Die
entscheidende Eigenschaft einer Mode liegt darin, dass es sich bei ihr um ein System mit ei-
nem einzigen Freiheitsgrad handelt [Pau99]. Der Zusammenhang mit der Elektrodynamik ergibt
sich aus den Differenzialgleichungen (2.54) und (2.55), deren Losungen durch geeignete Funkti-
on und die Angabe von Rand- oder Anfangsbedingungen vollstindig bestimmt sind. Handelt es
sich um einen Resonator, wie im Falle des Lasers, so legen die geometrischen Abmale, also die
Form der Winde und deren dielektrische Eigenschaften die physikalischen Randbedingungen
fest. Dies hat zur Folge, dass sich bestimmte rdumliche Feldverteilungen ausbilden. Nur die Fre-
quenzen konnen beitragen, die mit den Randbedingungen vereinbar sind. Jede dieser Frequenzen
wird unter Beriicksichtigung der Polarisation als Mode bezeichnet.

Moden eines rechteckigen Hohlraumresonators

Im Falle eines rechteckigen Hohlraumresonators, dessen Volumen durch Metallwinde begrenzt
wird, ergeben sich die Moden des elektromagnetischen Feldes aus der Kenntnis der Randbedin-
gungen und den Maxwellgleichungen [Fli0Oa]. Die Abmafe des Resonators legen die Oberfldche
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S fest. Die Betriige der Abmale sollen in x-, y- und z-Richtung L;, Ly und L3 sein. Durch die
ideale Leitfihigkeit der Winde werden die Randbedingungen des elektromagnetischen Feldes
festgelegt:

—

E(fy,t)-T=0,  B(fy,t)-it=0. (2.125)

7o steht fur alle Vektoren, die vom Ursprung des Koordinatensystems zu Punkten zeigen, die
auf der Oberfliche S des Resonatorvolumens liegen. Der Tangentialvektor ¢ liegt parallel zur
Oberfliche S wohingegen der Normalenvektor 77 immer senkrecht auf ihr steht. Das bedeutet,
dass die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes und Normalkomponente des magneti-
schen Feldes auf der Oberfliche S den Wert Null annehmen. Setzt man diese Randbedingung
in die Losungsfunktion E (7, t) ein, so erhdlt man aus den Separationskonstanten alle moglichen
Frequenzen

2 2 2
- I
9 _ 2 P 2_ 2. nm mm 2.12
Wit = C|K| c [(—Ll + _L2 + _L3 ., AN n,m,l e Ny, ( 6)

wobei Ny fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, zuziiglich dem Element Null steht. Negative
Zahlen miissen nicht beriicksichtigt werden, da sie nur zu einem Vorzeichenwechsel der Am-
plitude fiihren und somit keine neuen Losungen beinhalten. Im Volumen des Resonators bilden
sich wegen der Randbedingungen stehende Wellen. Die stehenden Wellen werden auch als Ei-
genmoden des Resonators bezeichnet. Zu jeder Frequenz w;,,,,; gibt es genau zwei Eigenmoden,
wodurch die Polarisation des Feldes beriicksichtigt wird. Ist ein Zahlentripel festgelegt, so kann
jeder unabhingigen Polarisationsrichtung eine komplexe Amplitude zugewiesen werden, deren
Werte sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen lassen. Die moglichen Moden des Hohl-
raumresonators sind damit bestimmt. Wie verhilt es sich aber wenn ein freies Feld betrachtet
wird?

Moden des freien Feldes

Fiir ein freies Feld gibt es keine Randbedingungen und somit iiberabzédhlbar unendlich viele Mo-
den. Um das Modenkonzept zu retten, werden fiktive Randbedingungen eingefiihrt. Zu diesem
Zweck wird der Raum mit Periodizitidtskuben der Kantenldange L aufgefiillt und gefordert, dass
die elektrische Feldstidrke auf den Flichen zu allen Zeitpunkten gleich ist:

— —

E(z0, Y0, 20,t) = E(xg +nL,yo +mL,zo + L, t), An,m,l € Z. (2.127)

Z steht fiir die Menge der ganzen Zahlen. Hier miissen auch die negativen Zahlen beriicksich-
tigt werden. Die Losungsfunktionen sind ebene Wellen und die moglichen Wellenvektoren sind
durch

Epmi = — | m (2.128)
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gegeben. Der Wellenvektor gibt die Ausbreitungsrichtung der ebenen Wellen an. Fiir positive
Zahlen zeigt der Wellenvektor in den ersten Oktanten des k-Raums. Da der Kantenldnge L keine
physikalische Bedeutung zukommt, fithrt man nach vollendeter Rechnung den Grenziibergang
L — oo durch und erhilt so abzidhlbar unendlich viele Moden. Prinzipiell kann das elektrische
Feld eine beliebige Polarisationsrichtung besitzen, die durch den Vektor ¢; beschrieben wird. We-
gen der Transversalitit des elektromagnetischen Feldes muss aber gelten, dass das elektrische
Feld immer senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung steht ((?J_/g). Zu jedem Wellenvektor gibt
es folglich zwei unabhingige Polarisationsrichtungen. Jede mogliche Kombination aus einem
Wellenvektor & und einer unabhingigen Polarisationsrichtung ergibt eine Mode. Diese Moden
werden auch als Normalmoden des Feldes bezeichnet.

Relevant fiir die lokale Wechselwirkung mit Materie ist jedoch die spektrale raumzeitliche
Photonendichte. Bei der Durchfiithrung des Grenziibergangs wurde das Volumen des Kubus un-
endlich. Jede Mode besitzt folglich eine unendliche Ausdehnung. Demnach briduchte man un-
endlich viele Photonen um eine endliche Photonendichte zu erzeugen. Moden dieser Art sind
praktisch nicht anregbar. Realistische Felder besitzen eine endliche raumzeitliche Ausdehnung
und konnen beispielsweise durch Superpositionen von unendlich vielen ebenen Wellen verschie-
dener Frequenzen dargestellt werden. Dies entspricht einer multimodigen Darstellung der realen
elektromagnetischen Felder. Eine multimodige Beschreibung erhoht den mathematischen Auf-
wand und es wire zu iiberlegen, ob es nicht Moglichkeiten zur Vereinfachung gibt. Diese Frage
ist unmittelbar mit der Definition des Modenvolumens verbunden.

Modenvolumen realistischer Felder

Was passiert, wenn sich ein elektromagnetisches Feld aus verschiedenen harmonische Wellen
zusammensetzt? Wie in Abb. 2.3 zu sehen ist, fingt das elektrische Feld durch die Uberlage-
rung verschiedener Frequenzen an zu fluktuieren. Wird die Frequenzbreite Aw, aus der sich die
Superposition zusammensetzt erhoht, so werden die Schwankungen des Feldes stirker. Uberla-
gert man unendlich viele Frequenzen eines Lorentz-Spektrums wie es in Abb. 2.4 unter (b) zu
sehen ist, so erhélt man durch eine Fouriertransformation ein zeitlich exponentiell abklingendes
Pulssignal (a). Offensichtlich schwingt das Wellenpaket mit der Mittelfrequenz und die Form
des Frequenzspektrums bestimmt die Einhiillende des zeitlichen Signals. Eine weitere Beschrei-
bungsmoglichkeit besteht darin, das Feld aus einzelnen Wellenpaketen aufzubauen, die zeitlich
versetzt sind. Betrachten wir zunéchst ein klassisches elektrisches Feld £ (t), dass sich aus vielen
gleichverteilten Frequenzen w,, zusammensetzt. Das Frequenzspektrum soll eine endliche Breite
Aw besitzen, die um eine zentrale Frequenz w verteilt ist:

E(t) = Ey Y exp{i(wnt + ¢n)} = Egexp {iwot} Y exp{i (wn — wo)t +idn}. (2.129)

Es ldsst sich zeigen, dass sich das elektrische Feld E(t) innerhalb kurzer Zeitintervalle At, wie
eine Sinuswelle verhilt, die mit der Frequenz w, schwingt. Gilt:

t< At A |(wn—wo)t] < g (2.130)

33



(a)

(b)

l ll'l'l-Illlllll‘u'i‘i'i'llllll.i.l‘l”'lllilllll”l‘
'I "””T "!'Ilf””“'l"”””'

Abbildung 2.3: Superposition von fiinf harmonischen Wellen, die zufillig aus dem Spektralbe-
reich +Aw um die Zentralfrequenz w, entnommen wurden. Die Werte von =% A‘”
betragen: (a) 0,04; (b) 0,08; (c) 0,16 [SLLT97].

A (a) (b)

Jf\ AV!\VAVAVAVA___L . o)

Abbildung 2.4: (a) Zeitliche Pulsform des Lorentz-Spektrums aus (b) [Ros03].
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so kann das elektrische Feld folgendermallen genidhert werden:

E(t) &~ Eyexp {iwot} Z exp {i¢n} = Eyony exp {iwot + i®y} . (2.131)

aq exp{i®1}

Wird das gleiche Feld zu einem spiteren Zeitpunkt betrachtet, der um die Zeitdifferenz ¢, ver-
schoben ist, so erhélt man innerhalb des gleichen Zeitintervalls Aty wieder die Sinusschwingung
mit der Zentralfrequenz wy, aber mit verdnderten Werten fiir Amplitude und Phase der Summe,
die wir deshalb mit a; und 5 bezeichnen. Durch die zeitliche Verschiebung ergibt sich ndmlich
ein zusitzlicher Phasenfaktor (w,, — wy) to, woraus folgt:

agexp {idy} = Z exp {i (wn, — wo) to + i} (2.132)

Die Feldamplitude bleibt wihrend des Zeitintervalls At, anndhernd konstant, nimmt aber zu
verschiedenen Zeitpunkten ¢, = n -ty A ty > Aty jeweils andere Werte an. Aus Gleichung
(2.130) lasst sich die Groenordnung von At, abschitzen:

™

Aty K ———— ~ —
2 2wy — wo| | Aw

(2.133)

Nun betrachten wir ein Zeitintervall At; = 2At¢,. In diesem Zeitintervall wiirde unsere Nihe-
rung schon einen kleinen Fehler produzieren. Um dem entgegen zu wirken wird das Feld anders
aufgeteilt:

M
E(t) =E, [exp {iwt} Z exp {i(w, — w1)t +igd, } +
n=1

N (2.134)
exp {iwat} Z exp {i (W —wa)t +idm} |-
m=M
Aw Aw Aw Aw N
W1:WO+T, AwlzT, w2:w0—T, AWQZT, M:§
(2.135)

Verdoppelt sich das Zeitintervall At der Betrachtung, so verdoppelt sich auch die Anzahl der
Frequenzen, die zur Beschreibung des Feldes benotigt werden, bei gleich bleibendem Frequenz-
spektrum. Fiir beide Summen aus Gleichung (2.134) ist wieder die Bedingung aus Gleichung
(2.133) erfiillt (Aty — Ats, Aw — %). Nun ist die Forderung aus Gleichung (2.133) strenger
als die Forderung, die zuvor in Gleichung (2.121) an die Intensitit gestellt wurde, da

Aby << —— — 2At, ~ 27, (2.136)
Aw

gilt. Bekanntermafen sind die Amplituden- und Phasenbeziehungen des Strahlungsfeldes inner-
halb der Kohirenzzeit 7. anndhernd stabil, weshalb A¢s < 7, sein muss. In diesem Fall ist es
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dann jedenfalls ndherungsweise gerechtfertigt, eine Ein-Moden-Betrachtung vorzunehmen. Es
kann also weiterhin mit monochromatischen Wellen gerechnet werden (unendliche raumzeitli-
che Ausdehnung), obwohl klar ist, dass sich die Giiltigkeit auf ein endliches Raumzeitgebiet At,,
AV beschriankt. Das Raumzeitgebiet, in dem diese Niherung erlaubt ist, wird als Modenvolumen
bezeichnet und kann in etwa mit dem Kohdrenzvolumen V, der elektromagnetischen Welle aus
Gleichung (2.353) identifiziert werden. Da wir von einer ebenen Welle ausgingen, war es nicht
notwendig, die Abmale der Kohédrenzfliche A, zu beachten, die ebenfalls die Anzahl der Moden
beeinflusst.

Monochromatische Moden in der Quantenmechanik

Das Modenkonzept ldsst sich problemlos auf die quantenmechanische Beschreibung der Felder
iibertragen. Im einfachsten Fall wird das Feld durch multimodige Teilchenzahlzustinde |{n,})
beschrieben [Pau99]. Dabei miissen die Photonenzahlen n) so gewihlt werden, dass sie mit den
Parametern des Lichtbiindels iibereinstimmen. Zur mathematischen Herleitung wird der Operator
des Vektorpotentials in der Darstellung ebener Wellen verwendet:

N h - -
A(F) = ; , /W—klv [ap exp {zk,f} 1o+ €5 exp {—z’le} a;(,} . (2.137)

Die Dispersionsrelation aus Gleichung (2.126) behilt weiterhin Giiltigkeit, d.h. der Index | =
(n,m, o) ist durch ein Zahlentripel gegeben, das die Ausbreitungsrichtung der Welle bestimmen:

T
= n m o
ki=2m—,—,— | . 2.138

l 7T<L17L27L3> ( )

Fiir das Quantisierungsvolumen V" gilt:
V=1L Ly Ls. (2.139)

Der Index o summiert iiber die unabhéngigen Polarisationsrichtungen. Die Polarisationsrich-
tungen werden fiir die gleiche Ausbreitungsrichtung senkrecht zueinander gewihlt und stehen
wegen der Coulomb-Eichung auch senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Wellen.

o " ot = 0o, G ki =0. (2.140)

Fiir ein Volumenelement im k-Raum ergibt sich:

(2.141)

Damit wird nun Gleichung (2.137) erweitert, woraus

. 3 = RN l,o — = l,o
A(r) = ; AVASY —2600k1(27r)3 [ez,g exp {zk‘zr} —\/m + €5 exp { zkﬂ"} \/m] (2.142)
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folgt. Analog zur klassischen Betrachtung fithren wir den Limes des Modenvolumens durch V' —
oo und wandeln die Summe in ein Integral um Y, Ak* — [ &*k.

An=%" / &, /%Th(%)s [a,(k) exp {z/%’?} i (k) + &, (k) exp {—ZEF} a;(k;)] .

(2.143)
Fiir den kontinuierlichen Moden-Operator a, (k) gilt dann:
~ T dl,o
a,(k) = Jim o (2.144)

Quantenmechanisch wird jede Mode durch einen Hamilton-Operator eines ungekoppelten har-
monischen Oszillators mit der Eigenfrequenz
w?(ky) = - k2 (2.145)

beschrieben. Jede Mode kann theoretisch mit beliebig vielen Photonen besetzt werden. In Glei-
chung (2.74) wird die k-Summe ), Ak} — 5 [ d°k iiber die einmodigen Hamilton-Operatoren

ebenfalls zu einem Integral iiber den Teilchenzahldichte-Operator fz(EU) Mit den kontinuierli-

chen Teilchenzahlzustinden

ng(E)> gilt folgende Eigenwertgleichung

-

i (F) ng(k;)> — no(F) |n

wobei na(E) die Anzahldichte der Photonen mit der Polarisationsrichtung o ist. Wird nun tiber
ein bestimmtes Volumenelement d*k im k-Raum integriert, so erhiilt man die Anzahl der Pho-
tonen mit der Polarisationsrichtung ¢ und den k-Vektoren, deren Enden in d3k liegen. Zu jeder
Frequenz w aus Gleichung (2.145) gehort offenbar eine ganze Kugeloberflache im k-Raum mit
Zentrum im Ursprung. Betrachtet man eine ebene Welle, die sich in Richtung € ausbreitet, so ist
es moglich die Moden iiber die Frequenzen zu charakterisieren. Diese Niherung ist in der Reali-
tat immer auf eine endliche Fliache A senkrecht zur Ausbreitungsrichtung beschrinkt, innerhalb
der das Feld konstant ist (Kohidrenzfliche). Fiir den Operator der positiven Frequenzkomponen-
ten des zeitabhidngigen elektrischen Feldes folgt dann:

200 / B T
Eq (7, 1) —ZZ/ dw 47reocA [€5(w eXp iw [t cos(py. )]}ao(w), (2.147)

mit;

(/%’)> , (2.146)

- )
g (w) = lim jl_ Aw = % (2.148)

Hier steht ;. . fiir den Winkel zwischen dem Ortsvektor 7, der zu dem Punkt der Beobachtung
zeigt und der Ausbreitungsrichtung k des Feldes. Durch die Gleichungen (2.143), (2.137) und
(2.147) sind die monochromatischen Moden des Feldes fiir die quantenmechanische Betrachtung

definiert. Realistische Felder konnen nun durch Superpositionen dieser monochromatischen Mo-
den erzeugt werden.
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Nichtmonochromatische Moden in der Quantenmechanik

Im vorigen Abschnitt wurde das elektromagnetische Feld durch monochromatische Moden be-
schrieben. Die monochromatische Darstellung hat den Vorteil, dass in ihr der Hamilton-Operator
des freien Feldes Hp diagonal ist. Jeder Mode kann eine Kreisfrequenz w, zugeordnet werden.
Es ist aber auch moglich nichtmonochromatische Moden zu benutzen, da jede Linearkombina-
tion monochromatischer Wellen Gleichung (2.66) erfiillt. Die nichtmonochromatischen Moden
werden auch als Wellenpaketmoden bezeichnet. Um die Wellenpaket Vernichtungs-Operatoren
a,, zu erhalten werden die monochromatischen Vernichtungs-Operatoren a, durch eine unitire
Transformation U mit den Matrixelementen U, [TG66] umgeformt.

=2 Unin < fh:ZU;AL Z Ui, (2.149)
A

wobei ausgenutzt wurde, dass U, = U;, ist. Fiir die neuen Vernichter a], und Erzeuger a.}

gelten dann wieder die bosonischen Vertauschungsrelationen:
[a),,alt] = 0o, )k at] = ar,, al,) = 0. (2.150)

1171/ v )y vy !

Die monochromatischen Vernichter a, lassen sich wegen der Unitaritdt der Abbildung durch
die nichtmonochromatischen Vernichter a,, darstellen. Diese werden in den Vektorpotential-
Operator, aus Gleichung (2.75) eingesetzt. Da die zeitliche Entwicklung im Heisenberg-Bild
auf den Erzeugern und Vernichtern ruht und im Falle des freien Feldes durch [Pef85]

CAL)\(t> = CAL)\ - exp {—iw,\t} (2151)

gegeben ist, kann sie problemlos auf die monochromatischen Moden-Funktionen A A( ) tibertra-
gen werden:

A7) — Ay(Ft) = AN(F) - exp {—iwnt} . (2.152)

Damit folgt fiir den Operator des Vektorpotentials, wenn Gleichung (2.149) eingesetzt wird:

A1) = S LA s + A7 iy }ZZ{ZAA 7O +ZA* 7.t) Um’*}.

A
(2.153)

Offensichtlich lassen sich neue nichtmonochromatische Moden-Funktionen ff;j(F ,t) durch

= fo,\(r o= Z Ay\(P)U, exp {—iwyt} (2.154)
A

definieren. Die Wellenpaketmoden-Funktionen A:’,(F, t) erfiillen allerdings nicht mehr die Ortho-
normalitdtsbedingung aus Gleichung (2.70). Fiir den Operator des elektrischen Feldes folgt

Jo S { B na, + By na; }:ﬁ<+>+ﬁ<—>, (2.155)

14
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wobei die nichtmonochromatischen Moden-Funktionen E;(F ,t) durch
= ZEA(F, Y —szAAA MU\ exp {—iwxt} (2.156)
A

gegeben sind. Um die Bedeutung dieser Transformation hervorzuheben, betrachten wir den Ope-
rator der zeitlich gemittelten Intensitidt aus Gleichung (2.122), [JP68]:

- 1 A =
I(At,t =0) = EZ/O EX(F, ) By (7, )ik a,dt

* e 0B 2.157
ZZ /0 (7B, )t . 2157

J/

-~

=ALE5 (7B (73,0,

Ziel ist es, die Modenfunktionen so zu wihlen, dass der Operator der zeitlich gemittelten In-

tensitit [ diagonal wird. Das Integral iiber die Zeitabhidngigkeit der nichtmonochromatischen
Modenfunktionen soll demnach ein Kronecker-Delta! ergeben. Offensichtlich wiire dies erfiillt,
wenn

E/(Ft) = E(F) exp {—iw,t} A 0/s <t < At, w,=—v, wveN, (2158)

gelte. Andererseits ist die nichtmonochromatische Modenfunktion durch

Z U\ E(F) exp {—iwzt} = exp {—iw,t} Z * Ex(7) exp {—i(wy — w, )t}

J/

E{,(F,t)zE"u(F)v A 0<t<At
(2.159)

gegeben, wie aus Gleichung (2.156) hervorgeht. Aufgrund der unitiren Transformation U wer-
den die chromatischen Moden so gekoppelt, dass eine anndhernd zeitlich konstante komplexe
Amplitude E,’/(F) im Zeitintervall Os < ¢t < At entsteht. Dies dhnelt der klassischen Betrachtung
aus Gleichung (2.134). Die Bedeutung des neuen Index v ergibt sich, wenn man beriicksich-
tigt, dass wir es mit Wellenpaketen zu tun haben, die mit der Mittelfrequenz w, schwingen. v
indiziert alle auf dem Periodizitétsintervall At moglichen Mittelfrequenzen. Die Mittelfrequenz
lasst keine Aussage iiber die zeitliche Ausdehnung des Wellenpaketes zu. Diese Information ist
in der spektralen Zusammensetzung des Feldes enthalten, woraus sich nach Gleichung (2.340)
die Kohidrenzzeit bestimmen lésst. Fiir Messzeiten At < 7, ist E;(f") zeitlich konstant und wir
brauchen zur Beschreibung nur eine nichtmonochromatische Mode fiir jede unabhingige Polari-
sationsrichtung. Alle weiteren Moden sind effektiv nicht besetzt. Verbreitern wir das Spektrum,

! Allgemein ist die Orthogonalitit der Wellenpaketmodenfunktionen EL(F, t) nicht erfiillt, selbst wenn zusétzlich
eine rdumliche Mittelung durchgefiihrt wird [[ EV% (7)E] (¥)dtd>r # 6,,, siehe [SRO7].
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so wird die Kohirenzzeit kleiner als die Messdauer At > 7.. In diesem Fall fiangt das Feld in-
nerhalb unseres Zeitintervalls At an zu fluktuieren und weitere Wellenpaketmoden sind zur Be-
schreibung notwendig. Das Verhalten ist analog zu unserem klassischen Beispiel aus Gleichung
(2.134). Zur Messung der Photonen muss noch der Aspekt der Zeitabhingigkeit beriicksichtigt
werden. Wiederholt sich das Signal periodisch mit At so sind immer die gleichen Moden besetzt.
Andert sich das Feld mit der Zeit, so miissen die Ergebnisse modifiziert werden, da nun in auf-
einanderfolgenden Zeitintervallen At immer wieder andere Moden besetzt sind. D.h. in jedem
Integrationsintervall At tragen unterschiedliche Mittelfrequenzen w, bei. Unter der Annahme,
dass die Orthogonalitit erfiillt ist, ergibt sich fiir den Operator der zeitlich gemittelten Intensitit
aus Gleichung (2.157) unter Verwendung von Gleichung (2.149):

17, A8 = Y Bl (R EL(F ZU:MA:ZUW%/ _Z|E’ (7) 2L al, Z\E’ (7)1

v Iz

(2.160)

Der Operator ?(F , At) bezieht sich auf den Ort 7 und entspricht damit einem punktférmigen De-
tektor.

Da ein realer Detektor eine endliche Ausdehnung besitzt, muss iiber alle punktférmigen De-
tektoratome an den Orten 7; summiert, bzw. iiber das Detektorvolumen aufintegriert werden.
Ein Wellenpaket besitzt natiirlich auch eine rdaumliche Ausdehnung, die der Kohirenzfliche A,
gleichgesetzt werden kann. Die raumzeitliche Ausdehnung eines Wellenpakets entspricht an-
gendhert dem Kohédrenzvolumen V, des Feldes aus Gleichung (2.352). Jeweils eine Mode pro
unabhéngiger Polarisationsrichtung kann dem Kohédrenzvolumen zugeordnet werden [Kas64].
Stimmt die Kohirenzfliche A, mit der bestrahlten Detektorfliche A, tiberein, so messen alle
bestrahlten Detektoratome das gleiche Wellenpaket. Das Detektionsvolumen V; wihrend eines
Messintervalls At ist dann durch

Vd = Ad'ld :Ad-cAt, (2161)

gegeben. Fiir die Photonenmessung ergibt sich daraus eine einfache Moglichkeit zur Abschiit-
zung der Anzahl der besetzten Moden M, in Abhéngigkeit von der Polarisationsrichtung o

Va  Ag- At
V;: B Ac *Te '

M, ~ (2.162)
Entspricht die Kohdrenzfliche der angestrahlten Detektorfliche A, so bestimmt das Verhiltnis
aus Kohirenzzeit und Messzeit die Anzahl der besetzten Moden:

M, ~ ﬁ (2.163)

7-C
Eine einmodige Beschreibung ist also gerechtfertigt, wenn polarisiertes Licht gemessen wird,
bei dem die Kohirenzfliche mit der bestrahlten Detektorflache iibereinstimmt und die Messzeit
At viel kleiner ist als die Kohdrenzzeit 7,.. Die Formeln (2.162) und (2.163) sind nicht in je-
dem Fall anwendbar, wie sich am Beispiel eines gepulsten Pico- oder Femtosekundenlasers mit
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Pulsabstinden AT >> At zeigt. Handelt es sich um identische kohérente Einzelimpulse, so ist
die einmodige Beschreibung ebenfalls gerechtfertigt [Pau99], obwohl =* At ~ 10 — 10* sein kann.
Folglich konnten wiahrend des Zeitintervalls At M, Wellenpakete auf den Detektor treffen, we-
gen der experimentellen Situation liegt aber nur ein Wellenpaket vor. Handelt es sich hingegen
um thermisches Licht, so miissen alle M, Moden beriicksichtigt werden, da nicht klar ist, wann
die Photonen auftrafen. Wihrend eines Messintervalls wird nur die mittlere Photonenzahl fest-
gestellt, was einer Glittung der Fluktuationen entspricht.

2.3 Detektion von Licht

Das Licht ist ein Teil des elektromagnetischen Spektrums. Dieser erstreckt sich von ca. 380 bis
780 nm Wellenldnge, oder in Frequenzen ausgedriickt von 789 bis 385 THz, wie in Abbildung
2.5 zu sehen ist. Prinzipiell konnen verschiedene Aspekte des Lichts untersucht werden, wie zum

Das fur den Menschen sichtbare Spektrum (Licht)
Infrarot

Ultraviolett
e m— —
400 nm | 450 nm 500 nm [ 550 nm | 600 nm | 650 nm 700 nm 750 nm

Hahen. | Gnmllﬂa harte- mittlere-  weiche- v Indfrarat. Teraherts. Radar MW-Herd |UHF | LKW Mitte‘lwelle hoch- mittel- nieder-
strahlung | sirahiung e ——— e W strahiing | strahlung VHF  Kurzwelle  Langwelle trequente
E,_IE:";,"T‘:‘:‘;“ Mikrowallen Rurndfunk - Wechseistrima
1fm 1pm 1A 1nm ipm imm 1cm im 1km 1 Mm
pebertmy 107 107 107 107 107 10 20" 10® 107 10F 10 20t 207 207 107 10" 10t w0? w? w' w® o1f a0’
fequenz a2 10°° 107 107 1070 10" 10" 107 10 10 10 10 0¥ w07 10" 10" w* 1w’ w' w w* 10 w?
1 Zetta-Hz 1 Exa-Hz 1 Peta-Hz 1 Tera-Hz 1 Giga-Hz 1 Mega-Hz 1 Kilo-Hz

Abbildung 2.5: Elektromagnetisches Spektrum [Ano08].

Beispiel die spektrale Zusammensetzung, Polarisierungsgrad, Verschrankung von Photonen usw.
Doch letzten Endes basieren all diese Untersuchungen auf dem Photoeffekt. Der Photoeffekt ist
eine mogliche Wechselwirkung des Feldes mit der Materie. Dabei wird aus dem Feld eine ganze
Energieportionen AF = hw auf ein gebundenes Elektron tibertragen. Diese unteilbaren Energie-
portionen werden als Photonen bezeichnet. Die Energie der Photonen AE muss groBer sein als
die Austrittsarbeit 1/, damit die Elektronen das Material verlassen konnen. Wegen der Energie-
erhaltung iibertrédgt sich die restliche Energie als kinetische Energie F;, auf die Elektronen:

Epin = hw — W, (2.164)

womit der duBlere Photoeffekt (Photoemission) erklirt ist (sieche Abbildung 2.6). Beim inneren
Photoeffekt werden die Elektronen in einem Halbleiter vom Valenzband ins Leitungsband ange-
hoben, wodurch die Leitfdhigkeit steigt. In diesem Fall muss W der Energiedifferenz der Band-
liicke gleichgesetzt werden. Die bewegten freien Ladungen entsprechen in beiden Féllen einem
Strom, der nach geeigneter Verstiarkung nachgewiesen werden kann. Der Photoeffekt bildet die
Grundlage fiir den Nachweis von Licht und offenbart die Teilchennatur des elektromagnetischen
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Feldes [Pau99]. Trotzdem ist es falsch sich die Photonen als lokalisierte Teilchen vorzustel-
len, die sich mit Lichtgeschwindigkeit durch den Raum bewegen. Vielmehr ist es so, dass die
raumzeitliche Feldverteilung oder um genau zu sein, die Intensitéitsverteilung die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit der Photonen vorgibt. Einem Photon kann kein genauer Ort zugeschrieben
werden. Nur im Moment der Detektion wird es lokalisiert. Die Ausbreitung elektromagneti-
scher Wellen muss dagegen im Wellenbild betrachtet werden. Interferenz- und Beugungseffekte
offenbaren den Wellencharakter des Feldes. Erst bei Wechselwirkung mit Materie tritt der kor-
puskulare Aspekt in den Vordergrund, indem die Ubertragung der gesamten Energieportion auf
beispielsweise ein Elektron quasi instantan stattfindet. Zumindest war es bisher nicht méglich,
eine Zeitverzogerung messtechnisch zu erfassen [Pau99]. Auch die Frequenz eines Photons ist
unbestimmt. Vielmehr ist es so, dass dem Ensemble ein Spektrum zugeordnet werden muss. Be-
findet sich unser atomares Ensemble im angeregten Zustand, so fiihrt die Zeitentwicklung zur
Abstrahlung der Energie. Die Weisskopf-Wigner-Losung fiir spontane Emission [WW30] lasst

kurzwelliges
Licht -

\I'

Abbildung 2.6: Schema des dulleren Photoeffekts [Fei08].

erkennen, dass durch die zeitliche Entwicklung des Systems (Atom und Feld) an alle Moden des
Feldes gekoppelt wird. Die Photonen werden entsprechend der spektralen Gewichtung in alle
Moden gleichzeitig abgestrahlt. Fiir die spektrale Verteilungsfunktion w(w) der Frequenzen w
erhélt man, bei ungestorter spontaner Emission [WW30] eine Lorentz-Verteilung

const. 1

_ | ~ L g (2.165)
w(w) (0 — ) + (%)2 Wy f h< f 7)

die um die Frequenz w,; des atomaren Ubergangs zentriert ist. E; und E, sind die Energie-
eigenwerte des angeregten Zustands und des Grundzustands. Die Halbwertsbreite der Lorentz-
Verteilung ist durch I' = T~! gegeben, wobei T fiir die mittlere Lebensdauer des angeregten
Zustands steht und gleichzeitig die Kohidrenzzeit des abgestrahlten Lichts festlegt (7" = 7.).
Durch die Breite und Form des Spektrums wird eine endliche raumzeitliche Ausdehnung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die Photonen erzeugt, es entstehen folglich Wellenpakete.
Auch Schwebungssignale auf dem Intensitédtsverlauf konnen auftreten [AD73], wenn reine Zu-
stande erzeugt werden. Dazu ist es notwendig, ein Ensemble aus Atomen kohirent anzuregen.
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Liegt ein entartetes Energieniveau vor, dass durch eine Wechselwirkung aufgespalten ist (z.B.
Stark-Effekt), so entstehen eng benachbarte Energieniveaus. Bei kohdrenter Anregung kommt es
zur Superposition dieser eng benachbarten Energiezustiinde (reiner Zustand). Einem Atom kann
kein einzelnes Energieniveau zugewiesen werden. Dieses Verhalten iibertrigt sich auf die emit-
tierten Photonen. Somit oszillieren die Photonen mit mehreren Zentralfrequenzen gleichzeitig.
Man muss sich von der Vorstellung verabschieden, dass Photonen eine exakte Frequenz tragen.
Erst bei einer Frequenzmessung wird die Wellenfunktion ausreduziert und man misst eine kon-
krete Frequenz.

Natiirlich sind Photonenmessungen nur moglich, wenn der Detektor im betrachteten Frequenz-
bereich sensitiv ist. Bei einem Photomultiplier hingt die spektrale Beschrinkung von verschie-
denen Faktoren ab. Zu kleinen Photonenenergien erfolgt die Beschrinkung durch die Material-
eigenschaften der Photokathode. Hier gilt, die Energie des Photons aus Gleichung (2.91) muss
grofer sein als die Austrittsarbeit I/ aus Gleichung (2.164). Nach oben erfolgt die Begrenzung
der Detektoren meist durch die verwendeten Fenstermaterialien [Ham94].

Um die Detektion von Licht mathematisch zu formulieren, muss eine geeignete Modellvor-
stellung entwickelt werden. Eine quantenmechanische Beschreibung der Photonenmessung wur-
de durch Kelley und Kleiner [KK64] gegeben. Der einfachste Detektor ist ein einzelnes Atom.
Einen Photomultiplier kann man sich demnach durch eine groBe Anzahl N atomarer Detektoren
aufgebaut vorstellen.

2.3.1 Photomultiplier

Ein Instrument zur Photonenmessung ist der Photomultiplier. Er basiert, wie jeder Detektor im
optischen Bereich auf dem Photoeffekt. Prinzipiell funktionieren die verschiedenen Photomulti-
pliertypen dhnlich, weshalb die Funktionsweise an einem Linear-Fokussierten-Photomultiplier,
wie er in Abb. 2.7 zu sehen ist, erkldrt wird. Trifft ein Photon geeigneter Wellenlénge (geschlin-
gelter roter Pfeil), auf die Photokathode, so kann es, der Quanteneffizienz entsprechend absor-
biert werden. Durch das elektrische Feld, das zwischen der Photokathode und der ersten Dynode
angelegt ist, erfolgt eine Beschleunigung der geladenen Teilchen gemill der Lorentzkraft aus
Gleichung (2.47). Wird bei der Absorption durch den Photoeffekt ein Elektron ausgeschlagen,
so erhilt es eine in Richtung der ersten Dynode fokussierte Beschleunigung (blauer Pfeil). Hier
schlagen die stark beschleunigten Primérelektronen in Abhingigkeit von

e der angelegten Spannung,
e der Dynodenform
e und dem Dynodenmaterial

weitere Elektronen aus, die als Sekundérelektronen bezeichnet werden. Da von Dynode zu Dynode
die Spannung um den gleichen Betrag zunimmt, vervielféltigen sich die Sekundirelektron bei
jedem Auftreffen. Es entsteht eine exponentielle Verstirkung des Eingangssignals, die von der
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Abbildung 2.7: Aufbau eines Linear-Fokussierten-Photomultipliers [Kri07].

Anzahl der Dynoden und dem mittleren Verstarkungsverhiltnis abhédngt. Zuletzt trifft eine Elek-
tronenlawine auf die Anode. Dieser Strompuls wird dann als Spannungssignal am Ausgangs-
widerstand R, gemessen. Aus dem Spannungsverlauf kann dann auf die Anzahl der gemesse-
nen Photonen zuriickgeschlossen werden. Die Widerstinde R erzeugen den charakteristischen
Spannungsverlauf zwischen den Dynoden [Ham94]. Da der Photomultiplier die Frequenzen des
eingestrahlten Spektrums nicht unterscheiden kann, ermittelt er nur die Anzahl der gemessenen
Photonen. Zunichst sollen grundlegende Kenngrof3en des Photomultipliers erkléart werden.

Anstiegszeit, Abfallzeit und Elektronen Transitzeit

Um diese drei GroBen zu detektieren, wird der Photomultiplier mit einem gepulsten Laser be-
strahlt. Die zeitliche Pulsbreite des Lasers liegt im Bereich von einigen Picosekunden, was ver-
glichen mit den erreichbaren Pulsbreiten der Elektronenlawine eines Photomultipliers als sehr
schmal zu betrachten ist. Aus diesem Grund kann der im Detektor erzeugte Primérelektronen-
puls als ein Delta Peak behandelt werden. Mit Hilfe eines Oszilloskops wird dann die Breite
des elektronischen Signals aufgezeichnet. Wie aus Abbildung 2.8 zu erkennen ist, hat sich der
Delta-Puls nach dem Durchlaufen des Detektors verbreitert. Die Anstiegszeit (rise time) und Ab-
fallzeit (fall time) werden dadurch charakterisiert, dass der Puls bei 10% und 90% seiner Hohe
parallel zur Zeitachse geschnitten wird. Die Differenzen der Schnittpunkte jeweils fiir die vor-
dere und hintere Flanke legen Anstiegs- und Abfallzeit des Signals fest. Die Anstiegszeit und
die Abfallzeit des Signals sind in der Regel unterschiedlich. Unter der Elektronen Transitzeit
(electron transit time) versteht man die Zeit, die ein in der Photokathode entstandener Delta Peak
benotigt, bis sein Pulsmaximum an der Anode eintrifft. Sie hingt stark von der geometrischen
Anordnung und der Anzahl der Dynoden ab. Die Pulsbreite (FWHM) des elektronischen Signals
an der Anode liegt, in Abhédngigkeit vom Photomultipliertyp, zwischen 1 und 25 ns. Dies ist ca.
das 2,5-fache der Anstiegszeit [Ham94]. Zur Verbreiterung kommt es durch die unterschiedlich
langen Wege der Sekundéirelektronen bis zur nichsten Dynode. Somit verbreitert sich das Si-
gnal von Dynode zu Dynode. Da die Anzahl der pro Einschlag erzeugten Elektronen statistisch
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Abbildung 2.8: Anstiegszeit, Abfallzeit und Elektronen Transitzeit eines elektronischen Pulses.

schwankt, fluktuiert auch die Breite und Hohe der einzelnen Pulse.

Transitzeit-Verbreiterung

Wird eine Photokathode vollstindig ausgestrahlt und anschlieBend Messungen der Transitzeit
durchgefiihrt, so stellt man fest, dass die Transitzeit schwankt. Diese Fluktuation nennt man die
Transitzeit-Verbreiterung (transit time spread). Die Transitzeit-Verbreiterung wird in der Litera-
tur entweder durch Standardabweichungen oder durch das FWHM gegeben und liegt zwischen
0,3 bis 10 ns. Sie nimmt damit starken Einfluss auf das zeitliche Auflosungsvermogen des Photo-
multipliers. Dies muss bei Korrelationsmessungen beriicksichtigt werden. Die nachgeschalteten
Systeme zum Verstidrken und Zihlen der Photonen sollten mindestens eine Zeitauflésung in der
gleichen GroBenordnung besitzen.

Das Zahlen von Photonen

Das Zihlen der Photonen kann auf verschiedenen Wegen erfolgen. Je nachdem, ob eine starke
oder schwache Intensitét vorliegt, verwendet man die Gleichstrom- (DC method) oder Wechsel-
strom-Methode (AC method) [Ham94]. Bei sehr schwachen Intensititen wird neben der Wech-
selstrom-Methode, die eine analoge Form des Zihlens darstellt, auch noch eine digitale Zdhlme-
thode verwendet (siehe Abbildung 2.9). Die digitale Zahlmethode findet Einsatz, wenn einzelne
Photonen aufgelost und unterschieden werden konnen. Ist man an der Erstellung einer Photo-
nenstatistiken bei niedrigen Intensitéiten interessiert, so besitzt die digitale Zdahlmethode grof3e
Vorteile beziiglich des Rauschverhaltens [Ham94]. Sie ist stabil gegeniiber Schwankungen der
Versorgungsspannung und reagiert nicht auf niederfrequentes Rauschen. Die einzelnen Signal-
pulse werden gezahlt und statistisch Ausgewertet.
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Abbildung 2.9: Analoge und digitale Messmethode [Gmb].

Erstellung einer Verteilung

Allgemein werden bei statistischen Experimenten die Héaufigkeiten von Ereignissen ermittelt.
Die Zufallsvariable X; ist eine Grof3e, die bei einem Zufallsexperiment auftreten kann [Sac74],
z.B. die Anzahl der Photonen in einem vorgegebenen Zeitintervall At. Die Grundgesamtheit G
ist die Menge aller moglichen Realisierungen der betrachteten Zufallsvariablen X;. In unserem
Beispiel ist die Grundgesamtheit G={kein Photon pro Zeitintervall, ein Photon pro Zeitinter-
vall, zwei Photonen pro Zeitintervall,... }. Durch die Messungen werden der Zufallsvariablen X
Realisierungen x; zugeordnet. x; nimmt wihrend eines Messintervalls At immer einen Wert aus
der Grundgesamtheit an. Das Ziel der Messungen besteht in der Ermittlung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung P; der Zufallsvariablen X;. Zu diesem Zweck werden der Grundgesamtheit
Stichproben der Dauer 7" entnommen. Jede Stichprobe ist eine N-fache Realisierung [Sac74].
Dabei treten die Ereignisse X; der Grundgesamtheit mit den Hiufigkeiten n; auf, woraus sich
die relativen Haufigkeiten /; bestimmen lassen. Es gilt:

r
n; tot+3

N=> n, hi = < = hi(At, 1o, T) = %/ hi(At, t)dt. (2.166)
. T

to— 5
Allgemein hingt die relative Hiufigkeit h; vom Zeitpunkt ¢, der Messung, der Mittelungszeit 7’
und dem Integrationsintervall At ab. Die gemessene relative Haufigkeit schwankt zum einen we-
gen der endlichen Mittelungszeit 7" und zum anderen durch die Zeitabhingigkeit der Intensitit.

Eine wichtige Eigenschaft physikalischer Systeme ist die Ergodizitit, deren Giiltigkeit quasi
immer angenommen wird. Die Ergodenhypothese besagt, dass das Zeitmittel X dem Ensemble-
mittel (X') gleicht. Da die Quantenmechanik immer Aussagen iiber das Ensemble titigt, ist es
durch die Ergodenhypothese moglich, einen Zusammenhang zwischen den gemessenen zeitli-
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chen Mittelwerten und den quantenmechanischen Erwartungswerten herzustellen:

t+T/2
hi(ALET) ~ (LT = lim ~ / hi( AL E)AE = (hi(AL D) = P(ALT). (2.167)
t

T—00 —T/2

P;(At, t) steht fiir die quantenmechanisch berechnete Wahrscheinlichkeit, i Photonen im Zeitin-
tervall At zum Zeitpunkt ¢ vorzufinden. Damit ist der Zusammenhang zwischen den gemessenen
relativen Héufigkeiten h;(At,¢,T) und den quantenmechanisch vorhergesagten Wahrscheinlich-
keiten gegeben.

Betrachten wir nun Photonenmessungen. Im einfachsten Fall liegt ein stationédres Feld vor.
Hier kann der statistische Charakter des Feldes durch eine Stichprobe der Dauer 7' ermittelt
werden. N ist dann durch:

T
N=— 2.168
A7 ( )
gegeben. Bei einem stationdren System schwankt h,;(At, ty, 1) = h;(At,T) wegen der endli-
chen Stichprobendauer 7" unabhédngig vom Zeitpunkt ¢y, zu dem die Messung stattfindet. Um die
Wahrscheinlichkeit P;(At) zu messen, miisste fiir das zeitliche Mittel

1 t-‘rT/Q
P(AL) = By(AD) = lim ~ / hi( AL YAt = lim hi(At,T) (2.169)
t

T—oo T J, 1 /2 T—00
gelten. Experimentell stellt die relative Haufigkeit h;(At, T') bei hinreichender Stichprobenlinge
N ~ 10" — 10° (2.170)
eine gute Niherung der Wahrscheinlichkeit P;(At) dar.

Handelt es sich um einen nichtstationédren Prozess so ist die Ermittlung der Wahrscheinlichkei-
ten P;(At,t) komplizierter. Hier muss beriicksichtigt werden, dass sich die gemittelte Intensitit
I(At, t) zeitlich dndert, was sich auf die Statistik auswirkt. Zusitzlich zur quantenmechanischen
Fluktuation kommt noch die zeitliche Verdnderung der Intensitét hinzu. Fiir eine beliebige Stich-
probendauer 7" ergibt sich zwar eine Haufigkeitsverteilung, nur sagt diese wenig iiber den Quan-
tencharakter des Feldes aus, da die Ergodizitit nicht erfiillt ist. Es gibt zwei Moglichkeiten hier
eine Statistik zu erhalten, die die Ergodizitit in Abhdngigkeit vom Zeitpunkt ¢ erfiillt. Handelt es
sich um ein langsam verédnderliches Signal, so muss 7" so klein gew#hlt werden, dass:

I(At,t, T) = I(Att) A to<t<to+T (2.171)

gilt. In diesem Fall kann fiir das Intervall 7" eine zeitliche Hiufigkeitsverteilung bestimmt wer-
den, vorausgesetzt die Anzahl der Realisierungen ist ausreichend. Es wird also angenommen,
dass sich das Signal wihrend der Dauer 7' quasistationér verhilt. Unter quasistationir wird ver-
standen, dass das Ensemble-Mittel bezogen auf das Integrationszeitintervall At innerhalb von T’
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unabhiéngig vom Zeitpunkt erhoben werden kann und immer zu den gleichen Werten fiihrt. Die
gemessene Hiufigkeitsverteilung wihrend 7' stellt dann gleichzeitig eine Stichprobe des Ensem-
bles darstellt. Dieser Bereich wird hier als quasistationir definiert, obwohl die Bedingung der
Stationaritit nicht erfiillt ist. Damit kann die quantenmechanische Interpretation auf die zeitli-
chen Messergebnisse angewendet werden, wobei der Giiltigkeitsbereich auf 7" beschréinkt ist. Im
anderen Extrem verédndert sich das Signal so schnell, dass 7" verkleinert werden muss. Die Gren-
ze ist hier durch T = At gegeben. In Abhingigkeit von der Periodizitit des Signals miissen die
Messungen bei identischer Priparation wiederholt werden, um Bedingung (2.170) zu erfiillen.
Die Besetzung der Moden ist in jedem Integrationsintervall At unterschiedlich.

Durch die relativen Héaufigkeiten /; sind die Momente mj, k-ter Ordnung der Stichprobe be-
stimmt:

00 N
mi(r) =Y hi+ (X — 1) = % > (=)t (2.172)
=0 =1

Durch den Parameter r wird eine Zentrierung der Momente erzeugt. Die i-te diskrete Zufalls-
variable X; kann im Falle der Photonenmessung durch X; = i ersetzt werden. Summiert wird
dann tiber alle moglichen Ereignisse ¢« = 0, 1,2, ..., 00 der Grundgesamtheit. Fiir £ = 1 und
r = 0 erhdlt man den Mittelwert m4(0), der auch als LagemaR bezeichnet wird und fiir & = 2,
r = my(r'=0) folgt die Varianz (Streuungsmaf) der gemessenen Verteilung:

00 1 N
E(X) = m4(0) = ZO hivi= < 3 ;) (2.173)
[e's) 1 N
Var(X) = ma(mi(0)) =Y i+ (i —my)* = ~ > (i —ma) (2.174)

i=0 i=1

Liegt eine kontinuierliche Zufallsvariable x; — x vor, so werden die Summen zu Integralen und
die relativen Haufigkeiten h; — h(x) zu Verteilungsdichten [LP98].

2.3.2 Das Rauschen des Photomultipliers

Bei der Photodetektion gibt es mehrere Rauschquellen. In Abb. 2.10 wird ein schematischer
Uberblick iiber die mdglichen beitragenden Effekte gegeben. Von links trifft das Signal auf den
Photomultiplier. Aufgrund der Quantelung des Feldes enthilt es das Quantenrauschen. Da das
Rauschverhalten des Feldes Untersucht werden soll, wird es zum Signal gezéhlt und nicht als
gesonderte Rauschquelle eingezeichnet. Das Signal wird im Flussdiagramm weill und das Rau-
schen schwarz gepunktet dargestellt. Die erste Rauschkomponente ist das Hintergrundrauschen.
Darunter wird Licht verstanden, das nicht von der Quelle kommt, aber trotzdem gemessen wird.
Beide Signale treffen auf die Photokathode oder eine Dynode und erzeugen dort Photoelektro-
nen. Dieser Bereich ist durch senkrechte Striche eingezeichnet. Zusitzlich entsteht dort durch
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Abbildung 2.10: Ursachen des Rauschens bei der Photodetektion.

den Dunkelstrom eine weitere Rauschkomponente [Miil90]. Die interne Verstirkung durch die
Dynoden fiihrt aufgrund des statistischen Charakters des Verstiarkungsprozess selbst zu Rauschen
(stark gepunkteter Bereich). Neben dem Signal wird dort auch das eingekoppelte Rauschen ver-
starkt. Durch nachgeschaltete Verstidrker und Zahlapparaturen kommt es durch thermische Raus-
cheffekte [Nyq28] zu einer weiteren Rauschquelle. Da der experimentelle Aufbau sicherstellt,
dass kein Hintergrundrauschen auftritt, stellt das Dunkelstromrauschen die wichtigste Rausch-
quelle dar und wird deshalb gesondert betrachtet.

Ursachen des Dunkelstromrauschens

Das Dunkelstromrauschen des Photomultipliers stellt vor allem bei Messungen im Bereich ex-
trem geringer Intensitéiten ein Problem dar. Die Ursachen fiir diese Rauschquelle sind dabei sehr
verschieden [Ham94]:

e Thermische Emissionsstrome der Photokathode beziehungsweise der Dynoden.
e Ohmsche Kriechstrome zwischen der Anode und anderen Elektroden.

e Szintillation, die von der Hiille des Photomultipliers stammen.

e Feldemission.

o Jonisationsstrome durch verbleibende Gase (ion feedback).

e Photoelektronen, die auf kosmische bzw. radioaktive Strahlung zuriickgefiihrt werden kon-
nen.
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Alle diese Effekte zusammen erzeugen an der Anode ein Rauschsignal, das mit zunehmen-
der Versorgungsspannung ansteigt. Die Charakteristik des spannungsabhidngigen Anstiegs des
Rauschsignals an der Anode ist in Abb. 2.11 zu sehen. Der Graph unterteilt sich in drei Regionen,
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Abbildung 2.11: Spannungscharakteristik [Ham94].

die mit a, b und c bezeichnet werden. Generell gilt, dass Region b das beste Signal-zu-Rausch
Verhiltnis ermoglicht. Die thermische Emission ist hier der entscheidende Beitrag zum Rausch-
signal und wurde deshalb gesondert, als gestrichelte Linie unterhalb des Graphen eingezeichnet.
Die Abhingigkeit der thermisch emittierten Elektronen von der Temperatur 7" wird durch die
Richardson Gleichung [IL02]

w

j = AT exp {—ﬁ} (2.175)

beschrieben. Hier steht j fiir die Stromdichte, W bezeichnet die Austrittsarbeit, &£ die Boltzmann-
Konstante und A, die Richardson-Konstante. Die Hohe des Rauschsignals hingt exponentiell
von der Betriebstemperatur 7" des Photodetektors ab.

Wird die Spannung weiter erhoht, so kommt es im Bereich ¢ zur direkten Emission von Elek-
tronen durch die Feldemission. Was zu einer deutlichen Verkiirzung der Lebensdauer des Pho-
tomultipliers fiihrt [Ham94]. Dies hingt unmittelbar mit dem Punkt ,,Ionisationsstrome durch
verbleibende Gase* zusammen, die deshalb gesondert betrachtet werden.

Nachpulsieren des Photomultipliers

Da im Inneren der Photomultiplierrohre ein Ultrahochvakuum von ungefihr 107¢ Pa herrscht,
was ca. 10° Molekiilen pro Kubikzentimeter entspricht, kommt es immer wieder zu StoBioni-
sierungen dieser Molekiile. Die positiv geladenen Ionen werden dann zu den negativ geladenen
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Dynoden oder zur Photokathode beschleunigt und erzeugen dort eine grofe Anzahl von Sekun-
direlektronen, die wiederum einen weiteren Puls erzeugen, der kurz nach dem photonenindu-
zierten eintrifft. Deshalb wird dieser Puls auch als Nachpuls (afterpulse) bezeichnet. Liegt eine
kontaminierte Rohre vor, so entstehen Messfehler, da Pulse gezihlt werden, die nicht vorhanden
sind. Die Zeitverzogerung dieses Nachpulsierens kann bis in den Mikrosekundenbereich dauern
[Ham94]. Wird der Photomultiplier bei sehr hohen Spannungen betrieben und kommt es zusétz-
lich zu einer Uberbelichtung, so kénnen sehr hohen Strome zwischen den Dynoden entstehen.
Diese fiihren zur Uberhitzung, wodurch sich Ionen aus den Dynoden 16sen kénnen mit der Folge,
dass sich das Vakuum verschlechtert. Die Hiufigkeit des Nachpulsierens nimmt somit stark zu.

Es gibt noch einen weiteren Nachpuls-Typ, dessen zeitliche Verzogerung bis zu einigen 108
s betragen kann [Ham94]. Die Ursache ist hier eine andere. Er entsteht zum einen durch Elektro-
nen, die an der vordersten Dynode in Richtung der Kathode zuriickreflektiert werden und somit
zweimal Sekundirelektronen ausldsen konnen. Zum anderen kommt es vor, dass wihrend der
Erzeugung von Sekundirelektronen im Photomultiplier Photonen emittiert werden. Ist die Ener-
gie der Photonen ausreichend, so konnen sie, falls sie von der Photokathode absorbiert werden,
weitere Elektronenlawinen erzeugen, die dann kurz nach dem eigentlichen Puls an der Anode
eintreffen.

Das Nachpulsieren ist gerade bei der Ermittlung von Quanteneffekten stdrend, da es zu Bun-
ching fiihrt (sieh Unterkapitel 2.5.3) und somit die Photonenstatistik verbreitert.

Signal-Rausch-Verhaltnis

Zur Beobachtung des Signals eines Photomultipliers schlieft man an den Ausgang ein Oszillo-
skop an. Nun ist es moglich, das elektronische Signal in Abhéngigkeit vom zeitlichen Verlauf
darzustellen. Sind einzelne Pulse unterscheidbar, so kann die digitale Zahlmethode angewandt
werden. Das Auftreten eines Pulses ist dann als diskretes Ereignis messbar und man spricht in
diesem Zusammenhang von einem diskreten Signalmodus. Die Anzahl der elektronisch gemes-
senen Pulse n, im Zeitintervall At ist durch

Ng = Npp -+ Npg (2176)

gegeben. n, setzt sich additiv aus der Anzahl der Photonenpulse 7 pj, und der Anzahl der Dunkel-
strompulse 7, zusammen. Der Unterschied zwischen Photonen- und Dunkelstrompulsen liegt in
der Pulshohe, wie sich experimentell zeigen ldsst. Dazu wird die Pulszahl bei gedffnetem und
geschlossenem Shutter detektiert. Zur Bestrahlung des gedffneten Photomultipliers setzt man ei-
ne kalibrierte Quelle ein. Erstellt man fiir beide Fille eine Haufigkeitsverteilung der Pulshohe,
so zeigt sich, dass die Dunkelstrompulse eine geringere Hohe besitzen, wie in Abbildung 2.12 zu
sehen ist. Ein groBer Teil der Rauschpulse kann deshalb durch einen Pulshohen-Diskriminator
eliminiert werden. Sowohl n pj, als auch n,, schwanken bei stationérem Betrieb von Zeitintervall
zu Zeitintervall. Um das Signal-Rausch-Verhiltnis (signal-to-noise ratio) S/N zu bestimmen,
werden die zeitlichen Mittelwerte und Varianzen aus den Gleichungen (2.173) und (2.174) ver-
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Abbildung 2.12: Pulshohenverteilung [Ham94].

wendet [Ham94]:

Tg — Ty

S/N = "I .o = Var(Xy), 7 =EB(X), 2.177)

% \/ Opy + 0,

g
wobei angenommen wurde, dass keinerlei Hintergrundstrahlung vorliegt. Die Zerlegung o, =
OPhtbg = Oph + Opg 18t nur erlaubt, wenn die Dunkelstrompulse 7, unabhéngig von den Pho-
tonenpulsen n py, sind. Eine Abhidngigkeit n,(npy,) entsteht durch das Nachpulsieren des Photo-
multipliers, also durch Kontamination des Vakuums. Ist diese Abhiingigkeit nicht vorhanden, so

kann oy, bei geschlossenem Shutter bestimmt werden.

Das Signal-Rausch-Verhiltnis kann benutzt werden, um die optimalen Werte fiir die Versor-
gungsspannung und die Schwellenspannung des Diskriminators einzustellen. Dazu werden die
Spannungswerte systematisch veridndert und zu jedem Wertepaare das Signal-Rausch-Verhiltnis
bestimmt.

2.3.3 Quantenmechanische Behandlung der
Ubergangswahrscheinlichkeit

Um die Modellvorstellung weiter auszubauen, berechnen wir die Ubergangswahrscheinlichkei-

ten fiir die Detektoratome quantenmechanisch. Zunichst wird angenommen, dass die mittlere

Anzahl der Photoelektronen 7 klein ist im Vergleich zur Anzahl der atomaren Detektorsysteme

N und dass jedes Atom maximal ein Elektron im Zeitintervall At emittiert. Zu diesem Zweck
spalten wir den Hamilton-Operator aus Gleichung (2.80) in zwei Teile

H = Hy+ Hypy, (2.178)
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wobei f[o die Detektoratome, das elektromagnetische Feld, die Quellen des Feldes als auch der
Wechselwirkung zwischen Feld und Quellen beschreibt. f[mt enthilt nur die Wechselwirkung
zwischen den N Detektoratomen und dem Feld. Somit setzt sich Hmt aus einer Summe von
atomaren Wechselwirkungs-Hamilton-Operatoren H Z(:LZ‘/ zusammen, die alle, wie im Unterkapitel
(2.2.3) beschriebenen, gendhert werden:

N
Hie =Y H{). (2.179)
=1

Jedem Detektoratom ¢ wird ein Operator f[ﬁt zugeordnet, dessen Form entsprechend Gleichung
(2.90) gegeben ist. Der Index : nummeriert die Detektoratome und weist ihnen tiber Ortsvektoren

7; Plitze zu.

Zeitentwicklung des Dichte-Operators im Wechselwirkungsbild

Die Zeitentwicklung erfolgt im Wechselwirkungsbild. Durch eine unitédre Transformation wird
der Zeitentwicklungs-Operator auf die Zusténde und Operatoren verteilt. Der neue Zeitentwick-
lungs-Operator Uy, (t + At, t) im Wechselwirkungsbild ist dann durch

N i t+At .
t
gegeben. Fiir die Zeitabhingigkeit von I:Imt(T) gilt:

Hip(T) = exp {%HO(T — t)} Hipt exp {—%HO(T —~ t)} : (2.181)
T', ist der Zeitordnungs-Operator, dessen Funktion im Unterkapitel (2.5.1) erldutert wird. Da
sich das Detektorsystem zum Zeitpunkt ¢ im Grundzustand |G) befinden soll, kann der Dichte-
Operator des gesamten Systems p,.(t) wie folgt zerlegt werden

Pges(t) = |G) (G| psir(t) = |G) psyr(t) (G, (2.182)

wobei pg g(t) fiir den Dichte-Operator des Feldes, der Quellen des Feldes, sowie deren Wechsel-
wirkung steht. Um die Dynamik des gesamten Systems zu berechnen, wendet man den Zeitent-
wicklungs-Operator Umt(t + At,t) wie in Gleichung (2.43) auf den Dichte-Operator p.s(t) an
[VWO06]. Der Zeitentwicklungs-Operator Umt(t + At, t) koppelt den Detektor mit dem restli-
chen System. Aus der Kenntnis der Zeitentwicklung des Dichte-Operators lisst sich die bedingte
Wahrscheinlichkeit fiir das Ansprechen bestimmter Detektoratome berechnen.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Um die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die Anregung einer vorgegebenen Anzahl von Detektor-
atomen an den Orten 7; im Zeitintervall ¢ bis ¢ + At zu berechnen, miissen simtliche Kopplungen
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zwischen Feld, Detektor und den Quellen des Feldes beriicksichtigt werden. Das heif3t, es muss
iber alle moglichen Endzustinde jedes beteiligten atomaren Detektorsystems summiert werden.
Eine Anregung kann nur erfolgen, wenn sich das Feld in einem passenden Zustand befindet. Des-

halb muss zusitzlich die Spur 7'r {...} iiber die Eigenzustinde ‘\Ilg;e)st> des restlichen Systems

genommen werden. Man erhilt so alle Kopplungsmatrixelemente zwischen den vorgegebenen
Detektoratomen und dem Feld. Die bedingte Wahrscheinlichkeit p;py (¢, At) fiir photoelektri-
sche Uberginge des atomaren Detektorsystems vom Grundzustand |G) zum Zeitpunkt ¢ in einen
kontinuierlichen Endzustand |F') zum Zeitpunkt ¢ + At ist durch

Py (6, A =3 Tr {p (G U,(t + At 1) |F) (F| Uy (£ + At 1) |G>} (2.183)
)

gegeben. Beim Grund- und Endzustand des Detektors handelt es sich um Produkte der Energie-
eigenzustinde |g;) bzw. | f;) der Detektoratome.

N m N
=1Ile). 1B =T11f 11 low)- (2.184)
r=1 I=1 U'=m+1

Da in der Quantenmechanik jede Funktion von Operatoren durch ihre Reihendarstellung definiert
ist, wird der Zeitentwicklungs-Operator Umt(t + At, t) fiirr die Wechselwirkung mit m-Atomen
durch seinen m-ten Entwicklungsterm angenidhert [VWO06]. Eine weitere Vereinfachung ergibt
sich aus der Annahme, dass jedes Atom nur einmal im Zeitintervall At an der Photoemission
beteiligt ist. Damit wird pypy (¢, At) zu [VWO06]:

t+At
Piv,...sim (t’ At) = Z Tr {PS+R T H / dTl gll| mt (Tl) |fll>]

f’Ll flg """ me (2.185)

. H (1) [ il A |g”>] } .

Nun ist dieser Ausdruck fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit noch immer sehr unhandlich und
kompliziert. Weitere Vereinfachungen sind notwendig.

Vereinfachung der bedingten Wahrscheinlichkeit

i (1) |g9;,) genauer betrachtet und
die genidherte Form des Wechselwirkungs-Hamilton-Operators aus Gleichung (2.90) eingesetzt.

Zu diesem Zweck werden die Matrixelemente vom Typ (f;,| H, (i)

HZ(:LZt) = ]:['mt Tu Z Anmd;lmE_: Z Anmdnm {E)\a)\ + E)\G)\ } (2186)

nm\

Wegen der Symmetrie der Matrixelemente und der benutzten Ndherungen sind s@mtliche Matrix-
elemente der Form (g;, | H, (i) (71) |gs,) = 0 gleich Null und wurden deshalb in Gleichung (2.185)

int
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vernachlissigt. Wie in Gleichung (2.181) dargestellt wird die Zeitentwicklung von ﬁmt im
Wechselwirkungsbild durch den Hamilton-Operator H, bestimmt, der sich, wie oben beschrie-
ben, aus dem Hamiltonian der Detektoratome H p und H R4S Zusammensetzt. H Rr+s beschreibt
die Quellen der Strahlung, das Strahlungsfeld selbst und deren Wechselwirkung. Da der Kom-
mutator

[HR+S,I§ID] —0 (2.187)
erfiillt, kann der unitédre Zeitentwicklungs-Operator
Uy = exp {—%I:IO(T — t)} = exp {—%I:IR+S(T — t)} - exp {—%ﬁD(T — t)} (2.188)

-

Ur+s

zerlegt werden. Es sei nochmals vermerkt, dass U, keine Exponentialfunktion ist, sondern dass es
sich um eine verkiirzte Darstellung einer Reihenentwicklung von Operatoren handelt. Die Zer-
legung war, unter Verwendung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel moglich, da Gleichung
(2.187) erfiillt ist. Der Zeitentwicklungs-Operator U r+s wird auf den Operator des elektrischen
Feldes tibertragen. Es gilt:

5 i 5 i
E(r;,,m) = exp {ﬁHms(Tl - t)} E(r3,) exp {_ﬁHRJrS(Tl - t)} : (2.189)

Im Wechselwirkungs-Hamilton-Operator aus Gleichung (2.186) sind sowohl Vernichter als auch
Erzeuger des Feldes vorhanden. Wertet man die zeitliche Entwicklung von H (nt) (7;) aus, so zeigt

sich, dass schnell und langsam oszillierende Summenfrequenzen Aw. ) auftreten
AW:H\ = Wnm + W, (2190)

die sich aus den Resonanzfrequenzen der atomaren Ubergénge Whm = W, — Wy, und den Photo-
nenfrequenzen w) berechnen. Wird anschlieend die Integration iiber das Zeitintervall At durch-
gefiihrt, so ergibt sich fiir die Zeitabhéngigkeit in Gleichung (2.185), wie aus der zeitabhédngigen
Storungsrechnung bekannt [Sch05a] die sinc-Funktion, multipliziert mit der Messintervalllinge
At und einem Phasenfaktor.

sin [%Awﬂ\ . At]
%Awﬂ\ - At

exp {—%Awi/\At} - At = exp {—%Awi,\At} sinc [%Awﬂ\ . At} At.

(2.191)

Die sinc-Funktion wird auch als Kardinalsinus bezeichnet. Wie in der Abbildung 2.13 zu se-
hen ist, nihert sich die sinc-Funktion mit steigendem |z|-Wert oszillierend dem Funktionswert
Null an. Da reale Photomultiplier im optimalen Fall eine Zeitauflosung von At,,;, = 10710 s
besitzen [Pau99], aber erst auf Photonen mit einer Kreisfrequenzen in der Groenordnung von
ca. wy,g, > 2 - 10" s~ ansprechen, konnen nur die Differenzfrequenzen Aw_ aus Gleichung
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Abbildung 2.13: Graphische Darstellung der sinc-Funktion.

(2.190) einen endlichen Beitrag leisten, wenn w) ~ w,,, gilt. Alle anderen Beitrige werden
durch den Kardinalsinus unterdriickt. Es ist deshalb gerechtfertigt, in Gleichung (2.186) die ent-
sprechenden Frequenzanteile zu vernachlidssigen [CTDRG92]. Dadurch erhalten die Operatoren
in Gleichung (2.185) Normalordnung. Normalordnung und Zeitordnung werden in der Notati-
on zusammengefasst und als ¢ dargestellt, siehe Sektion (2.5). Die Spur iiber die Dichtematrix
Tr{ps+r-..} = (...) wird durch die eckigen Klammern dargestellt, woraus folgt:

t+At t+At A,
Pircins (t, A) H / dT’/ a7y S (1, — 1) - By, m) B (7, 7)2 Y
(2.192)

wobei S (7; — 7/) durch

Sy — 1) T2 nglfz ® dpg, exp {iwyg, (1 —7)} = SO (n — 7)) - 13xs  (2.193)

[

gegeben ist. 15,5 steht fiir die 3 x 3 Einheitsmatrix. Die Funktion S (7, — 7/) beschreibt die
Reaktion des 7;-ten Detektoratoms auf das Feld, wihrend der Zeitdifferenz 7, — 7/. Da iiber alle

Orientierungen der Dipolmatrixelemente cZ} g; summiert wurde (> 1,) und keine Vorzugsrichtung

in unserem einfachen Modell existiert, ist S (1, — 7/) richtungsunabhingig?. Als nichstes wird
die Fourier-Transformierte von S(*) eingefiihrt:

S = ) = 5= [ dwexp{~iw(n — )} SV (w). (2.194)

?Bei realen Detektoren ist aufgrund der Gitterstruktur eine Vorzugsrichtung fiir jedes Atom vorgegeben, woraus
sich eine winkelabhingige Sensitivitit ergibt [Ham94]. Deshalb kann die Verwendung der skalaren Funktion
S0 (7 — 7/) nur als Niherung betrachtet werden.
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S0 (w) ist ein MaB fiir die spektrale Response-Charakteristik der Detektoratome. Nihert man
S)(w) = S als frequenzunabhiingige Funktion an, so kann sie vor das Integral gezogen
werden und man erhélt

g(iz)(ﬂ — 1))~ Sla) . 5 — 1)) (2.195)

eine Diracsche-Deltafunktion. Man spricht in diesem Zusammenhang von Breitbandphotodetek-
toren [VWO06], bzw. Breitbanddetektorndherung.

Herleitung der Photonenstatistik

,,,,, i (t, At) handelt es sich um die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitintervall ¢
bis t + At, m Atome an den Positionen 7, { = 1,2,...,m jeweils ein einzelnes Photoelektron
absorbieren. Nun muss die bedingte Wahrschemhchkelt Diy.....im (t, At) mit der Wahrscheinlich-
keit P, (t, At), m Photonen im Zeitintervall ¢, ¢ + At zu detektleren in Zusammenhang gebracht
werden. Es ldsst sich zeigen [VWO06], dass das m-te faktorielle Moment F,,, (¢, At) durch

Fu(t,At)= > pi it AL) (2.196)

gegeben ist. Der Strich an der Summe untersagt die Summation iiber gleiche Indexwerte. Das
faktorielle Moment F,,, (¢, At) ergibt sich aus der Summe iiber alle bedingten Wahrscheinlichkei-
ivim (t, At). Der Strich bewirkt, dass kein Atom in einem Summanden mehrfach auftritt.
Dies entspricht der Forderung, dass jedes Atom nur ein Photoelektron wihrend des Zeitintervalls
At beitrdagt. Wird der Strich an der Summe vernachlissigt, so entsteht ein Fehler in der GroBen-
ordnung m /N, der im Falle einer groBen Anzahl von Detektoratomen N — oo gegen Null geht.
Da

D At AL Ayt AL) - A (E AL) = [Z%tAt (2.197)

gilt, kann mit Gleichung (2.192) die Abkiirzung

. N N t+At t+At ‘ A A
f(ta0 =3 w80 =Y [ ar [ arsOr o) EOE DB L),
i i=1 vt t
(2.198)
in die faktoriellen Momente
Fn(t, A1) = (2 [f(t,m)}m ) (2.199)

eingesetzt werden. Uber die erzeugende Funktion erhiilt man auf eine sehr elegante Weise den
Zusammenhang zwischen faktoriellen Momenten und der Wahrscheinlichkeit P, (¢, At), m Pho-
tonen zum Zeitpunkt ¢ im Zeitintervall At zu messen [VWO06], woraus folgt:

: < [f(@At)}meXp{—f(t,At)} > (2.200)

Pult, At) = —
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, (¢, At) hat eine strukturelle Ahnlichkeit mit der Poisson-
Verteilung, gibt aber noch keinen Aufschluss iiber die wahre Verteilungsfunktion der gemes-
senen Photonen. Welche Form die Verteilungsfunktion letzten Endes annimmt, héngt von der
Linge des Messzeitintervalls A¢, dem Dichte-Operator und dem Zeitpunkt der Messung ab. Die
analytische Auswertung von Gleichung (2.200) kann duBerst schwierig sein und generell ist es
nicht moglich, P,,(t, At) geschlossen zu 16sen [BCM67]. Setzt man in Gleichung (2.198) die
Breitbandnédherung aus Gleichung (2.195) ein, so folgt:

t+At N
(¢, At) Zs/ dr EN(7, 7)ED(7;, 7 ZS I(7,t, At). (2.201)

I(7,7)

Hier wurde die Intensitit / (73, 7) aus Gleichung (2.122) eingesetzt. Durch das Integral iiber das
Zeitintervall At erhilt man tiber Gleichung (2.157) den Zusammenhang mit der zeitlich gemit-
telten Intensitit:

[(7,t, At) = At - 1(F, At 1). (2.202)

Folglich ist I durch:
(¢, At) ZS DAL I(7, At t) = €At - 1(F, AL t) (2.203)

gegeben. Im letzten Teil der Gleichung wurde der Detektor als punktférmig am Ort 7 genédhert
und die spektrale Response &’ zur umnormierten Detektionseffizienz zusammengefasst.

2.3.4 Multimodige Photonenverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, (¢, At) aus Gleichung (2.200) beschreibt sowohl den mo-
nomodigen, als auch den multimodigen Fall. Zur weiteren Vereinfachung wird gefordert, dass

®  —— |

Abbildung 2.14: Detektoranordnung [VWO06].

es sich bei dem freien elektromagnetischen Feld um polarisierte ebene Wellen, mit einer Strahl-
fliche A handelt. Die Propagation soll senkrecht zur Detektorfliche Ap erfolgen, die sich an
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der Position xp befindet (sieche Abb. 2.14). Damit sind Detektorfliche Ap und Strahlfliche A
zueinander parallel. Zusitzlich wird durch das Messzeitintervall At eine Periodizititsbedingung
vorgegeben

E®(1,2p) = E® (1 + At, zp), (2.204)

die einer chromatischen Modenentwicklung des Feldes entspricht [VWO06]. Aus den Randbedin-
gungen 2.204, die durch das Messintervall At festgelegt sind, folgt:

Z A = Aw=wiy —wy = %, AeN. (2.205)
N steht fiir die Menge der natiirlichen Zahlen. Betrachten wir eine Zeitaufldsung von At = 107
s, so bedeutet dies, dass sich im Wellenldngenbereich A\ von 1000 bis 1001 nm ca. 300 Moden
mit einem Modenabstand Aw befinden. In Tabelle 2.1 sind weitere Modenzahlen fiir verschie-

dene Wellenldngenbereiche und Integrationszeiten At aufgetragen. Das gemessene Signal wird

Wy =

Anzahl der Moden in Abhingigkeit von Detektionszeit At und Wellenlédnge A
Detektionszeit | 1000-1001 nm | 800-801 nm | 600-601 nm | 400-401 nm

1078 3,0-103 4,7-103 8,3-10° 19-103
1077s 3,0-10% 4,7-104 8,3-10% 19-10*
10755 3,0-10° 4,7-10° 8,3-10° 19-10°

Tabelle 2.1: Modenzahl in einem Wellenlédngenbereich A\ =1 nm in Abhéngigkeit von der De-
tektionzeit At und der Wellenldnge .

dann entsprechend der spektralen Zusammensetzung auf die einzelnen Moden verteilt. Kann das
Feld durch eine stationire Mode beschrieben werden, so folgt nach weiteren Vereinfachungen
fir I':

['(At) = €ata, (2.206)
woraus sich P, (At) fir den monomodigen Fall berechnen ldsst [WM94]:

P, (At) = % (2 (¢ata)" exp {—¢ata} 1) = Z P, ( )gm (1—&m ™, (2.207)

Wobei P, = (n|p|n) der Erwartungswert des Dichte-Operators in den Teilchenzahlzustinden
istund { die Normalordnung der Operatoren anzeigt.

Betrachten wir nun den multimodigen Fall unter der Annahme, dass es keine Riickkoppelung
zwischen Photomultiplier und Quelle gibt. Die Wellen propagieren nur in Richtung des Detek-
tors. Die Fourier-Reihendarstellung des Feld-Operators ist dann durch [VWO06]

~ 1 hw . D . R A ~ +
90 = 5 B st 2 e} 0= ()

(2.208)
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gegeben. Diese wird zusammen mit Gleichung (2.194) in Gleichung (2.198) eingesetzt. Unter
der Annahme, dass die atomaren Detektoren gleich sind S®(w) = S(w) und in der Fliche,
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung an der Koordinate zp liegen (siche Abb. 2.14), folgt:

. N' - EXEy\ ) TN
F(t,At) :Z —27;\ A €xXp {Z(D)\)\/(At,l‘p)}a,:\’—a)\/
AN (2.209)

. / i { S(w) /t o /t T i exp {ilon — i) — il — T')}} ,

wobei die Phase ®,/ (At, zp) durch

At D

Qv (At zp) = (wWy — wy) <7 — ?) + ©Yox — o (2.210)

gegeben ist. Da sich die spektrale Response-Funktion S(w) des Photomultipliers sehr langsam
innerhalb eines Wellenldngenbereichs von wenigen Nanometer dndert, wird vorgeschlagen, die
Funktion durch den konstanten Term der Taylor-Reihe am Punkt w) zu nihern:

S(w) & S(wy). (2.211)

So kann S(w,) vor das Integral gezogen werden und wir erhalten aus der Integration iiber w in
Gleichung (2.209) genéhert eine Deltafunktion §(7 — 7’). Dies entspricht der Breitbanddetektor-
Betrachtung aus Gleichung (2.195), fiir S(wy) = S = const. unabhingig vom Modenindex .
Die Zeitintegrale ergeben in diesem Fall eine sinc-Funktion:

sinc

{%(w,\ - u))\/):| = sinc [71' : ()\ - )\,)] = 5>\)\/, (2212)

die sich zu einem Kronecker-Delta reduziert (A, \' € N), da die Funktionswerte des Kardinal-
sinus bei allen ganzzahligen Vielfachen von 7 gleich Null sind. Unter der Annahme, dass die
Niherung aus Gleichung (2.211) gerechtfertigt ist, vereinfacht sich I'(¢, At) zu:

. N'hwy - S(w
D(t,At) =) 2:07 iy = Zf)\n,\ (2.213)
A

N’ gibt die Anzahl der Detektoratome innerhalb der bestrahlten Fliche A an. Die Faktoren
wurden zur Detektionseffizienz &, zusammengefasst, auf deren Bedeutung gesondert im Ka-
pitel (2.3.5) eingegangen wird. Diese Nédherung scheint sinnvoll zu sein, wenn sich das Feld
aus schmalbandigen raumzeitlich getrennten Wellenpaketen zusammensetzt, die unterschiedli-
che Mittelfrequenzen besitzen. In allen anderen Fillen wird die Breitbanddetektorndherung an-
gewendet:

S(wy) =S = const. = I(t, At) = Z NZZMC/\A ny = Zg,\n,\ (2.214)
0
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Zeitabhangigkeit der Vernichter und Erzeuger

Die Funktion f(t, At) aus Gleichung (2.213) scheint auf den ersten Blick keinerlei Zeitabhin-
gigkeit aufzuweisen. Da aber das einfallende Feld durch Gleichung (2.147) gegeben ist, steckt
die Zeitabhingigkeit in den Erzeugern @) und Vernichtern a,, was unmittelbar klar wird, wenn
man bedenkt, dass die Operatoren aus Gleichung (2.208) durch Fourier-Transformation erzeugt

wurden:
B QEOCA t+At
ay = _\/ / dTE (1,2p)exp [zwA (T — —)] : (2.215)

Die Fourier-Transformation wurde nur iiber ein endliches Intervall At ausgefiihrt. Dem ent-
spricht die Annahme, dass sich der Feld-Operator E,(J) (1,xp) aus diskreten Moden aufbaut,
die periodisch mit At sind. Allgemeinen betrachtet besitzt der Feld-Operator ein kontinuierli-
ches Spektrum, weshalb die Verwendung des Operators aus Gleichung (2.147) gerechtfertigt ist.
Folglich setzt sich jeder diskrete ,,chromatische* Vernichtungs-Operator G, aus einer Uberlage-
rung kontinuierlicher chromatischer Vernichtungs-Operatoren a(w) zusammen.

ay = \/m /HN dr exp [zwA <7’ — %)] /000 dw+/w exp [—iw (7’ — J%D)] a(w)

At At At
=1/ Do /0 dwv/w exp {z (Wy —w) - <t -5 - %3)] sinc {7@1)\ - w)} a(w).
(2.216)
Aus welchen kontinuierlichen Moden sich die diskreten Moden ergeben, bestimmt der Dichte-

Operator pr.s(t) = p, der ebenfalls vom Zeitpunkt ¢ der Betrachtung abhingt. Der Teilchenzahl-
Operator ist dann durch

. QWA//dwdw\/_exp{(w—w)(t_%_%)]

sine | 5 o = )] sine | S on - @it

(2.217)
2

gegeben. Mit den Substitutionen Aw = w’ —w und w” = w+ 5 Aw kdnnen wir den Teilchenzahl-
Operator durch:

m:/wdm[’ﬁw( ¥R By (Aw, A + T F TR B (A, AD| @218)
0

darstellen, wobei fiir den zeitunabhiingigen Operator

By(Aw, At) / dwy | w? — Aw smc At wy —w+ E)}
2mw) V 2 (2.219)
it o+ 2w - 22)
SlnC 2 CL))\ w 2 w 2 al\w 2
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gilt. Es ist zu beachten, dass das Integral nur fiir |w| > |A2—“‘ definiert ist. Der Erwartungswert
des Teilchenzahl-Operators (n,) gewihrt einen Einblick auf das zeitliche Verhalten eines freien
Feldes:

(n(t, AL)) = / " dAw|By(Aw, At)] - cos <Aw <t . % - %D) + go(Aw)) . (2220

0

Da das Integral nur eine kontinuierliche Form der Summe ist, verhilt sich der zeitabhingi-
ge Teilchenzahl-Operator 7, (¢, At) dhnlich wie die zeitlich gemittelte Intensitit aus Gleichung
(2.119), nur dass hier iiber Differenzfrequenzen integriert wird. Ob eine zeitliche Abhiingigkeit
von (n) vorliegt und wie sie explizit aussieht, wird durch die Teilchenzahldichte | B)(Aw, At)| -

P (Aw) — <B’A(Aw, At)> bestimmt.

Bestimmung der multimodigen Photonenverteilung

Um eine multimodige Photonenstatistik zu beschreiben wird der Operator T'(¢, At) aus Glei-
chung (2.213) in Gleichung (2.200) eingesetzt. Da keine Riickkopplung zwischen Photomulti-
plier und Quelle angenommen wurde, vertauschen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren zu
verschiedenen Zeitpunkten. Der Zeitordnungs-Operator kann deshalb weggelassen werden, und

die Operatoren sind nur noch der Normalordnung unterworfen { — ;. Damit erhalten wir aus
Gleichung (2.200):

P, (t, At) < [Z §>\nA] exp {—ng} > (2.221)

Unter Verwendung der Vertauschungsrelationen aus Gleichung (2.150) und der multinomialen
Formel

n n ka1 g A kx—1—kx
A AT
[Z &m] =k! ] 22— G TEgr Moo= k=0 (2.222)
A=1 A=1 ky

kann Gleichung 2.221 umgeformt werden:

n kai A—1—kx
(t, At) < 11> 521“1_ exp { =6} >

A=1 ky

(2.223)
n kx-1 A
:<: HZP]“CA71—’€,\ :> Ak0:m> k, = 0.
A=1 ky
Falls der multimodige Dichte-Operator p(Aq, A, ..., Ao ) separiert werden kann, gilt:
PN, Agy s Aso) = P(A1) - p(A2) + oo s p(Aeo)- (2.224)
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In diesem Fall reduziert sich P, (¢, At) aus Gleichung (2.223) zu:

n ki1 n kx_1
m(t, At) HZ< Py s > MY P A ko=m, k,=0. (2.225)
A=1 k)\ =1 kA

Fir P, ,—x, kann P,,, A ny = kx_1 — k) aus Gleichung (2.207) eingesetzt werden, wodurch
die multimodige Photonenstatistik auf die monomodige zuriickgefiihrt wird.

2.3.5 Quanteneffizienz und Detektionseffizienz

Die Photokathode soll die Energie der einfallenden Photonen in freie Elektronen mit kinetischer
Energie entsprechend Formel (2.164) umwandeln. Wie effizient dieser Umwandlungsprozess ab-
lauft, hiangt von der Wellenldnge der einfallenden Photonen ab. Die Photonen iibertragen ihre
Energie auf die Elektronen des Valenz- oder Leitungsbandes. Aber nicht jedes angeregte Elek-
tron tritt als Photoelektron aus der Photokathode aus. Der Zusammenhang zwischen Wellenldnge
und Reaktion des Kathodenmaterials wird auch als spektrale Response-Charakteristik bezeich-
net. Eine Moglichkeit, die spektrale Response-Charakteristik des Detektors darzustellen, besteht
in der wellenldngenabhingigen Quanteneffizienz. Unter der Quanteneffizienz versteht man das
Verhiltnis von emittierten Photoelektronen zur Anzahl der eingestrahlten Photonen. Sie wird mit
dem Symbol 7(v) bezeichnet und ist eine Funktion der Frequenz v der eingestrahlten Photo-
nen. Die Quanteneffizienz eines Detektors ldsst sich experimentell bestimmen. Dazu wird der
Strahlungsfluss ® [Ham94]

aQ

(b:
dt

(2.226)

mit einem kalibrierten Detektor in Abhzngigkeit von der Wellenlidnge \ festgestellt (¢) steht fiir
die Strahlungsenergie). Danach wird der zu messende Detektor mit der gleichen Quelle wellen-
langenabhingig bestrahlt und der Photostrom / gemessen. Fiir die Quanteneffizienz gilt

h-c i
Ae-a ¢

n= (2.227)

Dabei steht e fiir die Elementarladung, A fiir das Plancksche Wirkungsquant und c fiir die Licht-
geschwindigkeit. « beschreibt die Sammeleffizienz (collection efficiency) des Photomultipliers,
also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Photoelektron von der Photokathode zur ersten Dynode
gelangt und dort Sekundirelektronen ausschlédgt. Daraus lisst sich die Detektionseffizienz £ wie
folgt bestimmen:

E=a-n. (2.228)

Die Detektionseffizienz beschreibt, wie viele Photonen im Mittel als Pulse gezidhlt werden.
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2.4 Zustande und ihre Zeitentwicklung

Die Physik wird auch als die Lehre der Zustandsinderungen bezeichnet, da der Zustand eines
Systems und seine Anderung die zentrale Rolle in der Betrachtung einnimmt. Ein Zustand wird
als minimaler Satz physikalischer Groflen, aus deren Kenntnis sich maximal mogliche Informa-
tion iiber das System ableiten ldsst definiert [Nol91]. In der Quantenmechanik wird er durch
ein abstraktes Zeichen | V) dargestellt, das den Namen Ket- oder Zustandsvektor trigt. Je nach
Fragestellung nimmt man eine geeignete Abbildung durch einen Projektor |¢) (¢| vor. Wollen
wir beispielsweise den Spin von Elektronen messen, so projizieren wir auf einen Zustand des
Spinraums:

T (T V) = cre|T) (2.229)
N——

CT\I/

Das Betragsquadrat der komplexen Zahl |c;y|? gibt die Wahrscheinlichkeit an, bei einer Mes-
sung des Ensembles den Zustand |1) vorzufinden. Je nach Orientierung der Messapparatur und
Préparation erhalten wir fiir die Erwartungswerte des Spin-Operators unterschiedliche Ergebnis-
se (siehe Unterkapitel 2.1.7). Offensichtlich war nur ein Teilaspekt des Zustandes von Interesse.
Wir hitten stattdessen auch nach der Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen fragen konnen.
Alle Operatoren, die miteinander vertauschen

[A,B] = AB— BA =0, (2.230)

besitzen ein gemeinsames Eigensystem und konnen deshalb gleichzeitig scharf gemessen wer-
den. Wir konnten folglich auch die Frage stellen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, Elektronen
eines Ensembles anzutreffen, die Spin up und gleichzeitig den Impuls p tragen, da der Impuls-
und Spin-Operator miteinander vertauschen. Misst man alle kommensurablen Operatoren, so ist
der Zustand bestimmt. Jeder dieser Operatoren liefert einen Eigenwert, der von den Quanten-
zahlen des Zustands abhingt. Die Quantenzahlen legen somit den Zustand fest [SchO5a]. Von
besonderem Interesse sind in Bezug auf diese Doktorarbeit die Zustinde des elektromagneti-
schen Feldes. Allgemein setzt sich ein Zustand immer aus einer gewichteten Superposition von
Basiszustinden zusammen. Deshalb stellt sich natiirlich immer die Frage, welche Basis am bes-
ten geeignet ist, um ein System zu beschreiben.

2.4.1 Teilchenzahlzustande

Bei Einfiithrungen in die Quantenmechanik werden fiir gewohnlich nur die kanonisch konju-
gierten Koordinaten der massebehafteten Teilchen durch Operatoren ersetzt. Die Felder behan-
delt man der Einfachheit halber klassisch (semi-klassisches-Modell oder erste Quantisierung).
Fiir Vielteilchensysteme erfolgt die Berechnung der Zustandsfunktionen durch das Losen der
Schrodinger-Gleichung (2.18). Dies geschieht, im Falle eines Vielteilchenproblems, in der Regel
durch Losen des Einteilchenproblems. Wegen der Vollstidndigkeit des Einteilchen-Hilbertraums
kann aus den direkten Produkten der Einteilchenzustidnde ein Basissystem, unter Beriicksichti-
gung der Symmmetrieforderung (2.12), fiir die Vielteilchenzustinde gewonnen werden. Die sym-
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metriegerechten Eigenfunktionen eines N-Teilchenproblems setzten sich jeweils aus N! Sum-
manden zusammen. Eine Darstellung im Teilchenzahlformalismus umgeht das Problem der Per-
mutationen, da die Permutationen implizit im Zustand enthalten sind [SchO5b].

Im Unterkapitel 2.1.6 wurden die Teilchenzahlzustinde am Beispiel eines harmonischen Os-
zillators eines Teilchens der Masse m eingefiihrt. Aus dem Betragsquadrat der Wahrscheinlich-
keitsamplitude in der Ortsdarstellung

[ {zl n) [ = [n(@)]* = pu(2) (2.231)

ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p, (z) im eindimensionalen Ortsraum fiir
das Teilchen der Masse m im Zustand n. Durch Integration erhilt man daraus die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit P,(Az) = [, pn(z)dz des Teilchens im Raumgebiet Az. In Abbildung
(2.15) sind die Wahrscheinlichkeitsamplituden v, (x) fiir die Zustinde n = 0,1, 2,3 tiber den
Ort x aufgetragen zu sehen. Es handelt sich um stehende Wellen. Wie im Unterkapitel 2.2.3 ge-
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Abbildung 2.15: Ortsdarstellung der Teilchenzahlzustinde ¢, (z) = (x| n) in einem quadrati-
schem Potential V' (z) [B6h03].

zeigt wurde, besitzt eine Mode des elektromagnetischen Feldes die gleiche mathematische Struk-
tur, obwohl kein massebehaftetes Teilchen vorhanden ist. Daraus kann geschlossen werden, dass
eine Mode des freien Feldes einem massebehafteten Teilchen entspricht. Auch hier sind die Be-
setzungszahlzustinde die Energieeigenzustidnde. Betrachtet man die Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsdichte in der Ortsdarstellung p,,(z) = |1, (x)]?, so stellt sich die Frage nach der Bedeutung.
Im Fall unseres massebehafteten Teilchens ist p,(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte das Teilchen
im Zustand n bei einer Auslenkung = anzutreffen. = entspricht also einer Ortskoordinate. Bezo-
gen auf das Feld muss bedacht werden, dass es sich um verallgemeinerte Koordinaten handelt,
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die nicht direkt mit einer Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Ortsraum in Verbindung gebracht
werden konnen. Vielmehr muss die Auslenkung = mit der Auslenkung der Amplitude des Feldes
in Verbindung gebracht werden. Dabei gibt P, (Ax) die Wahrscheinlichkeit an, in der Mode A
eine Amplitude im Intervall [, ..., 2 + Ax] zu messen, wenn sich die Mode im Zustand |n,,) be-
findet. Worin besteht nun der Zusammenhang zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Photonen?
Dazu erinnern wir uns an die Definition des Modenvolumens im Unterkapitel 2.2.6. Innerhalb
dieses Modenvolumens ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Photonen durch das Betrags-
quadrat des Modenprofils (Feldverlauf) gegeben. Es ist also nicht moglich, einem Photon einen
genauen Ort zuzuweisen. Das Modenprofil hiangt von der Verteilung der beitragenden Amplitu-
den und somit von den Zusténden der einzelne Moden |, ) ab. Allgemein ist eine multichromati-
sche Beschreibung (Vielteilchenproblem) mit multimodigen Teilchenzahlzustinden notwendig.

Multimodige Teilchenzahlzustande

Sendet ein Atom durch einen elektrischen Dipoliibergang ein Photon aus, so koppelt es gleich-
zeitig an unendlich viele Moden des Feldes, die entsprechend der Linienbreite des Ubergangs
und der Richtungscharakteristik verteilt sind. Der Zustand eines solchen Photons kann, wie im
Unterkapitel (2.2.6) erklirt, durch

1), = @5 |Vakuum) = Z ey Z w0z, (2.232)

dargestellt werden [SRO7]. |1) ;o beschreibt den Anregungszustand des Wellenpakets mit der j-
ten Mittelfrequenz und der Polarisation . Andererseits setzt sich das Wellenpaket aus unendlich
vielen Normalmoden |1);; zusammen, die durch den Wellenvektor k und die zugehorige Po-
larisation o definiert werden. Bei den Zustandsvektoren handelt es sich um Abkiirzungen von
multimodigen Teilchenzahlzustinden der Form:

Do =100, 10iey - Dior 10 - (2.233)

Realistische Felder miissen demnach durch multimodige Teilchenzahlzustidnde beschrieben wer-
den. Die monomodige Darstellung ist demnach ein Spezialfall der multimodigen, bei der alle
weiteren Moden vernachléssigt werden, da sie keinen Einfluss auf die Ergebnisse der Messun-
gen nehmen. Der Teilchenzahl-Operator N nimmt im multimodigen Fall eine genauso wichtige
Stellung ein wie im monomodigen Fall. Er ist durch

N=> N{nad) =) nxl[{na}) (2.234)

definiert, mit den Eigenzustidnden |{7Al A }), die als multimodige Teilchenzahlzustinde bezeichnet
werden. Der Teilchenzahl-Operator /V vertauscht mit dem multimodigen Hamilton-Operator des
freien elektromagnetischen Felds aus Gleichung (2.63):

N ~ 1 ~ «
Floa = Y7 iy =" Hon(in + ) |, V| = 0. (2.235)
A A
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Damit ist gezeigt, dass die Besetzungszahlzustinde [{n,}) auch die Energieeigenzustéinde sind.
Wendet man H,,,; auf die multimodigen Teilchenzahlzustinde |{n,}):

[{nad) = s mags o mag ) = [T Im) = I - [nag) e g, ) - o (2.236)
A

an, so erhilt man die Energieeigenwerte des freien Feldes F,,,;:

1

5 (2.237)

Epu = Z Fuwy (nx +
A

Ena setzt sich additiv aus den Eigenwerten der einmodigen Hamilton-Operatoren zusammen.
Da es sich um ungekoppelte Oszillatoren handelt, wirkt der Operator 7, nur auf den Zustand | )
(gleicher Index). Stimmen die Indizes nicht iiberein A # ), so kann der Teilchenzahlzustand
am Besetzungszahl-Operator vorbeigezogen werden 7y [n,) = |n,) 7). Befindet sich das Feld
in einem multimodigen Besetzungszahlzustand, so ergibt der Erwartungswert des transversalen
multimodigen elektrischen Feld-Operators (siehe Gleichung (2.76)):

(B i) =0, B() = 1) 2.238)

€o

Betrachtet man hingegen die Varianz des Feldes [VW06]

{n (AE? [{na}) = > Wil A\ (2na + 1), (2.239)

so fillt auf, dass trotz eines verschwindenden Mittelwerts die Fluktuationen des Feldes mit stei-
gender Photonenzahl zunehmen. Befindet sich das Feld im Vakuumzustand (n), = 0), so ver-
bleiben die Vakuumsfluktuationen. Diese sind in Abbildung (2.15) fiir eine Mode im Zustand vy
zu sehen. Dort erkennt man, dass die Amplitude im Vakuumzustand, entsprechend einer Gauss-
Verteilung, um den Wert Null fluktuiert [BohO3]. Fiir den Erwartungswert des Teilchenzahl-
Operators N aus Gleichung (2.122) gilt:

{na N {nad) =) na (2.240)

Der Erwartungswert des Teilchenzahl-Operators ist durch die Summe der Anregungsquanten in
den einzelnen Moden gegeben. Die Schwankung der Teilchenzahl /V in einem multimodigen
Teilchenzahlzustand wird durch das mittlere Schwankungsquadrat erfasst:

{na} (AN)? [{na}) = 0. (2.241)

Offensichtlich unterliegt die Teilchenzahl im Mittel keiner Schwankung, wenn ein Teilchenzahl-
zustand vorliegt. Da fiir einen reinen multimodigen Teilchenzahlzustand Gleichung (2.225) gilt,
reicht es den monomodigen Fall zu betrachten. Durch einsetzen von

P, = (na] pa|na) = | (@x] na) | = Siynys pr = |in) (i (2.242)

in Gleichung (2.207) erhilt man das Ergebnis. Eine weitere wichtige Klasse von Feldzustéinden
sind die kohidrenten Zustinde, die sich durch die Besetzungszahlzustinde darstellen lassen.
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2.4.2 Koharente Zustande

Der kohirente Zustand |a) kann als der Eigenzustand des Vernichtungs-Operators mit dem kom-
plexen Eigenwert «v definiert werden [Pef85]:

ala) = ala). (2.243)

Da der Vernichtungs-Operator kein hermitescher Operator ist, handelt es sich bei seinem Eigen-
wert o um keine physikalisch messbare GroBe. Der Betrag von |a| entspricht der klassischen
Feldamplitude. Um die kohédrenten Zustinde zu erzeugen, wird der Verschiebe-Operator ﬁ(a)
(displacement operator) auf den Vakuumzustand |0) angewendet:

D(a)|0) = |a). (2.244)
Der Verschiebe-Operator ist wie folgt definiert:

D =exp{aa® —a’a}. (2.245)

Es handelt sich bei D um einen unitiren Operator. Der kohidrente Zustand kann nun in den
Teilchenzahlzustinden entwickelt werden [Gla63]:

o) =) " |n) (n |a). (2.246)

In diesem Fall interessieren uns natiirlich die Entwicklungskoeffizienten (n |«). Fiir sie gilt:

n 2
(n|a) = exp {—ﬂ} : (2.247)

Der kohidrente Zustand ist eine gewichtete Superposition aller Teilchenzahlzustidnde. Bei den
Entwicklungskoeffizienten handelt es sich um komplexe Zahlen, deren Betragsquadrat

’ ’271

(0
[{n o) |* = == exp {—|af’} = P, (2.248)

gerade der Poisson-Verteilung entspricht. Ist der Dichte-Operator durch einen reinen kohirenten
Zustand gegeben p = |«) («/, so ist durch Gleichung (2.248) die monomodige Photonenstatistik
aus Gleichung (2.207) bestimmt. Das Betragsquadrat |«|*> kann mit dem Erwartungswert der
Photonenzahl im kohirenten Zustand identifiziert werden [WM94]:

laf? = (n). (2.249)

Vorteilhaft fiir die formale Beschreibung sind orthonormale Basissysteme wie in Gleichung
(2.31). Zu diesem Zweck wird das Produkt zweier kohdrenter Zustéinde ausgewertet:

(91 a) =exp {~3la = 8+ (o —a*5)}. 2.250)
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Offensichtlich sind zwei beliebige kohidrente Zustiinde nicht orthogonal zueinander. Die Voll-
standigkeit ist jedoch erfiillt [Gla63]:

~ 1
1= —/d2a o) (af . (2.251)
T
Diese Eigenschaften werden spiter zur mathematischen Umformung des Dichte-Operators ver-
wendet. Nachdem die mathematische Struktur der kohirenten Zustidnde erldutert wurde, soll
noch auf die anschaulichen Aspekte eingegangen werden. Dazu werden die kohdrenten Zustinde
durch die Quadraturkomponenten des Feldes dargestellt.

Die Quadraturkomponenten des Feldes

In der klassischen Physik werden die Moden des elektromagnetischen Feldes in Abhingigkeit
von den gegebenen Randbedingungen durch Amplituden A und Phasen ¢, beschrieben

E =¢&, Aexp {z’(wt + ki + ¢o)}, (2.252)

J/

A
wobei ¢, fiir die Polarisationsrichtung der Mode steht. Offensichtlich wird das Feld durch eine
orts- und zeitabhingige Amplitude A(7, ) vollstandig festgelegt. Wie lisst sich dieses einfache
Konzept auf die quantenmechanische Beschreibung iibertragen? Hier muss natiirlich der Opera-
torcharakter beriicksichtigt werden. Fiir das einmodige freie elektrische Feld gilt:

By = iw [A(P)a — Ap(F)at] = o] Ax(7)| X (). (2.253)

Es wurde, analog zur klassischen Darstellung, der Operator der phasengedrehten Quadraturkom-
ponente X () eingefiihrt [VWO06], der in Abhéngigkeit vom Modenindex A durch

X (oa(7,t)) = Gox exp {ipa} + ady exp {—ipa} (2.254)

dargestellt werden kann. Die Zeitabhédngigkeit der Erzeuger und Vernichter, die entsprechend der
Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir ein freies Feld durch
Gy = % [ax, Hmul} = —iwady = Gy = oy exp {—iwy - 1} (2.255)

~

gegeben ist, wurde auf die allgemeine Phase ¢, (7, t) iibertragen. Bei genauer Betrachtung sieht
man, dass es sich bei der klassischen Beschreibung aus Gleichung (2.252) um eine Polardar-
stellung des elektrischen Feldes handelt (siche Abb. 2.16). Anstelle von Amplitude und Phase
konnen genauso gut die Variablen X und Y zur Beschreibung verwendet werden. Bei ihnen han-
delt es sich um die Projektionen der Amplitude auf die Koordinatenachsen. Fiir die klassische
Amplitude ergibt sich:

Aexp {i(wt + ki + ¢0)} — X - cos(wt + kF) + Y sin(wt + k7). (2.256)
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Abbildung 2.16: Phasordiagramme, links fiir ein monomodiges klassisches Feld und rechts fiir
einen kohirenten Zustand |«) mit eingezeichnetem Unschirfebereich (graue
Kreisfliche).

Somit ist die Phase ¢y auf die GroBen X und Y iibertragen worden. X und Y werden auch
als Quadraturkomponenten des Feldes bezeichnet und in der Quantenmechanik durch kanonisch
konjugierte Operatoren

Xy = af + a, (2.257)

Yy =i(a) —ay), (2.258)
dargestellt. Sie sind spezielle Fille des allgemeiner definierten Operators® der phasengedrehten
Quadraturkomponente aus Gleichung (2.254)

2 5 ~ 5 ™
X>\ = X/\(QO)\ = —w,\t), Y>\ = XA(()O,)\ = —w/\t - 5), (2259)

die um die relative Phasen Ay = 7 zu einander verschoben sind. Durch Adjunktion wird sofort

sichtbar, dass es sich bei den phasengedrehten Quadraturkomponenten um hermitesche Operato-
ren handelt, fiir die folgende Vertauschungsrelation

Xa(a), Ka(#h)] = 2isin (o2 = ) (2.260)

gilt [VWO06]. Bei den Quadraturkomponenten X und Y handelt es sich um verallgemeinerte Orte
und Impulse. Sie beschreiben die Amplitude des Feldes und deren zeitliche Anderung.

*Die Operatoren der Quadraturkomponenten werden zukiinftig zur Vereinfachung nur noch als Quadraturkompo-
nenten bezeichnet.
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In welchem Verhiltnis steht nun der Vektorfeld-Operator aus Gleichung (2.75) zu den Ope-
ratoren der Quadraturkomponenten? Um dies zu zeigen, iibertragen wir zunéchst die Zeitabhén-
gigkeit von den Operatoren auf die Modenfunktion

A)\(F, t) = AA(F) exXp {—iW)\ . t} = Re(AA('F, t)) +1- Im(A,\(F, t)) (2261)
und spalten danach A, (7, ¢) in Realteil Re(...) und Imaginirteil /m(...) auf. Daraus folgt fiir
das Vektorpotential A:

~

A=), {RG(AA(ﬁ t)) - Xox — Im(Ax(7,1)) - YO/\} . (2.262)
A
Das transversale elektrische Feld ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung zu:
2 0 o ) R
E = —EA(Fa t) = ZWA {]m(A/\(F, t)) . X())\ + RB(AA(F, t)) . YE))\} . (2263)
A

Anhand eines einmodigen kohdrenten Zustandes soll nun die Verschiebung in einem Phasordia-
gramm (sieche Abbildung 2.16) veranschaulicht werden. Hier wird der kohérente Zustand, sowie
sein Unschirfebereich in der komplexen X-Y-Ebene dargestellt [Cav81]. Fiir die Unschirfe der
Quadraturkomponenten gilt im einmodigen Fall

AX -AY > 1, (2.264)

wie durch Einsetzen von Gleichung (2.260) in Gleichung (2.4) gezeigt werden kann. Im Fall
der kohirenten Zustinde erhilt man AX = AY = 1 [WM94], unabhingig vom Parameter «.
Da der kohérente Zustand fiir « — 0 in den Vakuumzustand iibergeht, werden beide Zustinde
im Phasordiagramm als kreisrunde Unschirfebereiche minimaler Fliche dargestellt. Innerhalb
dieser Kreisfliche finden die Fluktuationen der Quadraturkomponenten des Ensembles statt. Im
Gegensatz dazu besitzt das klassische Feld, félschlicherweise, keine Unschirfe und wird deshalb
durch einen scharfen Punkt im Phasordiagramm dargestellt. Der Verschiebe-Operator D(a), der
den kohirenten Zustand erzeugt, bewirkt eine Versetzung der Unschirfefliche in Abhéngigkeit

von ay = |y - exp {ipa, }-

Zeitabhangigkeit der Quadraturkomponenten

Verbleibt die Zeitabhingigkeit wie in Gleichung (2.254) dargestellt beim Operator, so wird die
Zeitentwicklung des kohdrenten Zustands im Phasordiagramm sichtbar (siche Abbildung 2.17).
Der kohirente Zustand ist ein nichtstationédrer Zustand. In [MS66] wird gezeigt, welche funktio-
nale Zeitabhingigkeit der Hamiltonian aufweisen muss, damit der kohirente Zustand kohérent
bleibt. Die zeitabhéngigen Erwartungswerte der Quadraturkomponenten verhalten sich wie Real-
und Imaginirteil des Verschiebungsparameters «, skaliert mit dem Faktor Zwei. Fiir das freie
Feld gilt:

<YA(t)> - <XA (t + 2%» = 2 Jan | sin(a, — wat) (2.265)

<)A(,\(t)> =2 x| cos(@a, — wat). (2.266)
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Folglich ist die eingezeichnete Linge des Zeigers im Phasordiagramm gleich 2 - |«|. Der Winkel

VOO f‘\’pa(x) Vi) palx) 2 veo 7\,0&(}()
| ‘ n=4 | A =4 | | n=4
H FALN Ii 2lex| H /If\moq 11 JARN f Jlex|

3

\ o [ [ ..
\ [ . [ A [
NI N A N A

> X X X

2ex|

-2ex] ?

Abbildung 2.17: Dargestellt wird die Zeitentwicklung eines kohdrenten Zustands |«), oben als
Wahrscheinlichkeitsdichte | (X| a)[? = [1,(X)|? liber den Potentialverlauf
V(X), des verallgemeinerten Ortes X, unten als Phasordiagramm {iiber verall-
gemeinerte Orts- X und Impulskoordinaten Y. Die Phase ¢ = ¢y + wt nimmt
die folgenden Werte an. (a): ¢ = g, (b): o = o + 5, (€): ¢ = o + 7.

zum Zeitpunkt ¢ = 0 s ist durch die Phase ¢,, gegeben. Die Zeitentwicklung bewirkt eine Rota-
tion des Zeigers im Gegenuhrzeigersinn mit der Kreisfrequenz w). Ein Vorzeichenwechsel in der
Frequenz fiihrt zu einer Drehung im Uhrzeigersinn. Die Zeitentwicklung der Amplitude lédsst sich
auch unter Verwendung der Wahrscheinlichkeitsdichte iiber dem Potentialverlauf V' (X') auftra-
gen. Dazu wird das Skalarprodukt des kohidrenten Zustands |«) und des Quadratureigenzustands
| X, @) gebildet. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p ist dann durch eine phasenabhingige Gaussver-
teilung

o) =l X P = e -3 X (b))} e

gegeben [VWO06]. Fiir ¢ = 0 geht die phasengedrehte Quadraturkomponente X\ (cp,\(F, t)) in
den verallgemeinerten Orts-Operator aus Gleichung (2.257) iiber. Damit entspricht der Zustand
| X, =0) = |X) dem zeitunabhéngigen Ortszustand (Amplitudenzustand). Die Zeitentwick-

lung von p, (X, ) ergibt sich durch einsetzen von <X ,\(t)> aus Gleichung (2.266) fiir den Er-

wartungswert <X ,\(90)> in Gleichung (2.267). Die Phase ¢, bezieht sich auf die X-Achse und

legt den Anfangszustand fest. Man konnte natiirlich auch den Verlauf der Wahrscheinlichkeits-
dichte p, (Y, ¢) betrachten, wodurch die zeitliche Entwicklung des verallgemeinerten Impulses
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beschrieben wird (zeitliche Anderung der Amplitude). Dazu miisste man nur den Erwartungs-
wert von Y in Gleichung (2.267) einsetzen. Die Phasordiagramme ermoglichen es gleichzeitig
die konjugierten Variablen des Feldes darzustellen.

Multimodige koharente Zustande

Der kohirente Zustand kann natiirlich auch fiir multimodige Felder definiert werden [Gla63]. Er
entsteht, indem mehrere Moden A einer Verschiebung um «), unterzogen werden. Folglich muss
fiir jede relevante Mode ein Verschiebe-Operator auf den Vakuumzustand angewendet werden.
Damit ist der multimodige Verschiebe-Operator durch

D{,\} {an}) = HDA Q) = exp {Z aray — a/\aA} (2.268)

gegeben. Die Darstellung der multimodigen kohédrenten Zustinde erfolgt in Analogie zu den
Teilchenzahlzustinden aus Gleichung (2.236):

{an}) =] len) - (2.269)

Wendet man den Operator E™) aus Gleichung (2.123) auf den multimodigen kohirenten Zustand
an

~

ES( 1) {an}) = D 1) [{an)) | (2.270)

so erkennt man, dass der multimodige kohérente Zustand auch der Eigenzustand des Operators
der positiven Frequenzkomponenten des Feldes ist [Gla63]. Betrachten wir nun den Erwartungs-

wert und die Varianz des Operators E:

{a} E{an}) =Y w (/Tm - /Tja;) = 23wl lésin (wat + @), (2271)
A A

{an} (AE) [{an}) = ZwAIAAIQ (2.272)

Offensichtlich verhilt sich der Erwartungswert des multimodigen elektrischen Feldes wie eine
Superposition von ebenen Wellen, also Analog zu einem klassisches Feld (siehe Realteil von
Gleichung (2.105)). Vergleicht man das Ergebnis von Gleichung (2.272) mit Gleichung (2.93) so
zeigt sich, dass die Fluktuation exakt der Vakuumsschwankung entspricht. Da der Teilchenzahl-
Operator in der Photodetektion eine wichtige Rolle einnimmt, werden Mittelwert und Varianz
des multimodigen kohirenten Zustands betrachtet:

<N> = a1 Y i Haad) = 3 a2, (2.273)
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Abbildung 2.18: Graphische Darstellung von AX; = AX und AX, = AY fiir Zustéinde mi-
nimaler Unschirfe. Der kohidrente Zustand ist als schwarzer Punkt zu erken-
nen, wihrend die schattierten Bereiche die gequetschten Zustinde darstellen
[WMO94].

({ax} (AN [{an}) = ({aa} [ N [{an}) = D || (2.274)

Im Falle des kohidrenten multimodigen Zustandes ist die Varianz des Teilchenzahl-Operators
gleich dem Erwartungswert. Da sich die multimodige Photonenverteilung aus Gleichung (2.225)
aus der monomodigen aufbaut, erhilt man fiir den multimodigen Fall wieder eine Poisson-
Verteilung.

Beim kohérenten Zustand handelt es sich um einen Zustand minimaler Unschérfe. Damit gilt
in Gleichung (2.264) das Gleichheitszeichen. Zusitzlich ist die Unschirfe in den beiden Qua-
draturkomponenten gleich gro AX = AY = 1. Die Unschirferelation ldsst noch eine weitere
Klasse von Zustinden minimaler Unschérfe zu. Dazu verkleinert man die Unschirfe in einer
Quadraturkomponente auf Kosten der Anderen. Damit gilt beispielsweise:

AX -AY =1 0<AX <1 A 1<AY:§. (2.275)
Es handelt sich immer noch um einen Zustand minimaler Unschirfe. Allerdings ist die Unschér-
fe nun asymmetrisch auf die Quadraturkomponenten verteilt. Diese Zustidnde sind in Abbildung
2.18 durch eine hyperbolische Kurve dargestellt. Dem geschwirzten Punkt entspricht der kohé-
rente Zustand. Noch allgemeiner wird gefordert, dass AX < 1 < AY bzw. AY <1 < AX gilt
[WM94], ohne dass die Unschirferelation minimal wird (schattierte Regionen). Diese Zustidnde
bezeichnen wir als gequetschte Zustidnde [Wal86].
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2.4.3 Gequetschte Zustande

Der kohirente Zustand ist in Gleichung (2.243) als Eigenzustand des Vernichtungs-Operators a
definiert worden. Durch eine unitdre Transformation konnen neue Vernichter und Erzeuger ge-
bildet werden, die Quasiphotonen erzeugen bzw. vernichten [Yue76]. Die gequetschten Zustinde
sind dann die Eigenzustinde des neuen Vernichtungs-Operators b. Um ihn zu erhalten, wird zu-
néchst ein unitirer Operator S (&) definiert, der als Quetschungs-Operator bezeichnet wird.

S(€) = exp {%(g*az - ga“)} . (2.276)

Wenden wir den Quetschungs-Operator auf den Vernichtungs-Operator @ an, so erhalten wir den
transformierten Vernichtungs-Operator b:

b= S(6)asS*t (&) = pa + vat, (2.277)
und durch Adjunktion den entsprechenden Erzeugungs-Operator bt
bt = pat + vra. (2.278)

Bei den Quasiphotonen-Operatoren handelt es sich um Linearkombinationen der Photonen Er-
zeuger a* und Vernichter . Da b und b™ durch eine unitire Transformation entstanden sind, gilt
die Kommutatorrelation

b0 =1 (2.279)
weiterhin, wenn folgende Bedingung
w—lvr=1 (2.280)
erfiillt ist. Dies wird durch
p* — [v|* = cosh?® (|¢]) — sinh? (|¢]), v = ' sinh (|¢]) (2.281)

gewihrleistet. Fiir den transformierten Vernichtungs-Operator gilt dann:
b = cosh (|€])a + exp (ige) sinh (|¢])a™. (2.282)

Hier steht |¢| fiir den Betrag des Quetschungsparameters und ¢ fiir seine Phase. Von besonderem
Interesse sind die gequetschten kohérenten Zustinde, die durch den unitdren Operator U (¢, o)
erzeugt werden:

U, 0) = S(€)D(a), (2.283)

der sich aus dem Produkt des Quetschungs- und des Verschiebe-Operators aus Gleichung (2.245)
ergibt. Wird dieser Operator auf den Vakuumzustand |0) angewandt, so folgt:

U(&,a)|0) = S(€) |a) =€, a) . (2.284)
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Der gequetschte kohirente Zustand |, «) ist der Eigenzustand des transformierten Vernichtungs-
Operators b:

blg, o) = alg a), (2.285)

mit dem Eigenwert a. Analog zu den kohidrenten Zustédnden sind die gequetschten kohirenten
Zustinde nicht orthogonal und tibervollstindig [Sto70]:

€0 16a) = (BSOSO |0 = (la), [ Palta)(cal=1 @280

Um Aufschluss iiber die Photonenstatistik eines gequetschten Zustands zu erhalten, wird wieder
auf den Teilchenzahlzustand |n) projiziert [Yue76]:

(n|€,a) = %exp {—% (|a\2 - %*aQ) } H, (\/%) . (2.287)

H,, steht fiir das n-te Hermite-Polynom. Nimmt man nun das Betragsquadrat von Gleichung
(2.287), so folgt

P, ={nlg o), (2.288)

das in Gleichung (2.207) eingesetzt die Photonenstatistik des Zustands |, «) ergibt. Fiir die
Erwartungswerte des einmodigen Teilchenzahl-Operators 7 = a™a gilt [VWO06]:

(€ alnlg, ) =o/]* + |v]? (2.289)
und fiir den in k-Richtung polarisierten Feld-Operator:
(€ 0] Ex(f) €, ) = iw [Ax(P)a’ — Af(7)a’]. (2.290)
Hier wurde der gequetschte Verschiebeparameter o verwendet, der durch
o = po —va* (2.291)

gegeben ist. Folglich verhilt sich die mittlere Amplitude des elektrischen Feldes so, als wiirde
sich das Feld in dem kohirenten Zustand |o/) befinden. Dies wird auch durch die Umformung
von Gleichung (2.284) deutlich*:

U(& a) |0) = S(€)D()57(€) S(€) [0) = D(a) [¢,0) = [€, ). (2.293)

-~

D(a)

“Abweichend von der Definition der gequetschten kohirenten Zustinde in Gleichung (2.284) findet man auch
folgende Definition [WM94]:

€, ) = D(a)S(€)0). (2.292)

Diese Darstellung fiithrt zu anderen Ergebnissen, wie am Beispiel des Erwartungswerts des Teilchenzahl-
Operators (7) = (aTa) = |a|* + [v|* # |/|? + |v|? deutlich wird. Die Bedeutung des Verschiebeparameters o
in |€, ) hingt somit von der Definition des Zustands ab.
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Abbildung 2.19: Erzeugung eines gequetschten, kohédrenten Zustands “f e, |ale™®).

Hier wird zuerst der Quetschungs-Operator S(¢) auf den Vakuumzustand |0) angewendet. Da-
durch entsteht ein gequetschtes Vakuum |¢, 0). Um den gleichen Zustand wie zuvor zu erzeugen,
muss der Verschiebe-Operator D(c) mit dem transformierten Verschiebungsparameter o ver-
wendet werden. Offensichtlich ist die Reihenfolge der Operatoren zu beachtet, da Verschiebe-
und Quetschungs-Operator nicht vertauschen.

Betrachtung der Quadraturkomponenten von gequetschten Zustanden

Um wieder ein anschauliches Bild der gequetschten kohdrenten Zustinde zu erhalten, wenden
wir zunéchst den Quetschungs-Operator auf das Vakuum an. Wie in Abbildung 2.19 zu sehen ist,
bewirkt der Quetschungs-Operator eine Verformung des Unschirfekreises zu einer Ellipse. Zu-
satzlich werden die Hauptachsen der Ellipse gegeniiber dem Koordinatensystem um den Winkel
e = 0 verdreht [Wal83]. Bei der Verformung bleibt die Unschirfeflache erhalten. Als néchstes
wird der Verschiebe-Operator ﬁ(o/ ) auf das gequetschte Vakuum angewendet. Wie schon zuvor
erklart wurde, bewirkt der Verschiebe-Operator eine Versetzung des Unschérfebereichs um den
Wert |o/| - ¢'?". Fiir weitere Betrachtungen wird der Erwartungswert der phasengedrehten Qua-
draturkomponenten aus Gleichung (2.254) fiir den gequetschten kohédrenten Zustand berechnet

(€ a| X ()|, a) = afyexp {ip} + aff exp {—ip} = 2|al| cos(p + Pay ) (2.294)

wobei ¢, fiir die Phase des Verschiebungsparameters ay steht. Im Fall des freien Feldes ist der
Erwartungswert des elektrischen Feld-Operators aus Gleichung (2.253) durch die Phase ¢ =
wt + 5 + ¢4, () bestimmt. Bleibt noch die Frage nach der zeitlichen Schwankung der Amplitude.

Dazu definieren wir den Operator der Amplitudenschwankung AX (), fiir die phasengedrehte
Quadraturkomponente:

AX(p) = X(¢) = (X(9)). (2.295)
Fiir die Varianz der phasengedrehten Quadraturkomponente gilt dann:

(€, al (AX(9))* 1€, a) = | — [v]exp {20 + @)} |

1+ [v]? (2.296)

=142y [1— BE cos(2¢ + )
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Abbildung 2.20: Zeitentwicklung eines gequetschten kohdrenten Zustands |, a), (a): ¢ = o,
(b): o ~ o+ 0,37, (¢): ¢ = o + 5.

Im Falle des freien Feldes kann die zeitliche Entwicklung des Schwankungsquadrats der Am-
plitude direkt iiber die Phase ¢ dargestellt werden. Da in Gleichung (2.296) der Faktor Zwei
im Argument der Kosinusfunktion steht, oszilliert die Unschirfe des elektrischen Feldes mit der
doppelten Frequenz der Feldamplitude (|v| > 0). Demnach dreht sich die Unschérfeellipse um
ihr Zentrum mit der Frequenz w. Da gleichzeitig der Zeiger o/ mit der selben Frequenz um
den Koordinatenursprung rotiert, dndert sich die relative Lage der Hauptachsen des Unschirfe-
bereichs zum Zeiger nicht, siche Abbildung 2.20. Die Unschirfe in den Quadraturkomponenten
oszilliert jedoch mit der doppelten Frequenz 2w. Die Zeitabhiingigkeit des gequetschten Zustands
ist fiir ein freies Feld durch [Sto70]

[£(1), a(t)) =

gegeben. Folglich wird die Unschirfe des freien elektrischen Feldes wihrend der zeitlichen Ent-
wicklung im gequetschten Zustand (v # 0) groBer und kleiner als Eins. Betrachten wir nun das
quadratische Unschirfeprodukt der Operatoren X und Y [VWO06]:

(2.297)

‘50 . €z2wt7 ap - efzwt>

(€ al AXP(p) |€, @) (€, o] AX™(p + §> €, a) = T+ 42w’ sin® 20+ @) . (2.298)

—_———
AY"2(p)

Sind wir an den Winkeln ¢ interessiert, die minimale Unschirfeprodukte erzeugen, so muss das
Argument des Kosinus in Gleichung (2.296) gleich einem ganzzahligen Vielfachen n von 27
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sein:

1 R 2
Pmin = NT — 5905 = <£7 &‘ |:AX<90mm)i| ‘57 Oé> = €xp {_2’5‘} . (2299)

Fiir die um 7 verdrehte Quadraturkomponente ergibt sich:

1

1 N
Pmazr = (n + 5)77— - 5%06 = <€7 CV| [AX(SOmaz)] : |€a O'/> = €Xp {2|£|} . (2300)

Setzt man in Gleichung (2.298) ¢ = ¢, €in, so erhilt man das minimale Unschérfeprodukt.
Die Lage des Unschirfebereichs fiir den Winkel ¢,,,;, ist auch in Abbildung 2.20 unter (b) zu
sehen. Hier handelt es sich um einen Zustand, der sowohl in der Phase als auch in der Amplitude
gequetscht ist. Die zwei extremalen Félle sind in Abbildung 2.21 zu sehen. Links ist ein amplitu-
dengequetschter Zustand dargestellt. Im Phasordiagramm (oben) erkennt man, dass die kiirzere
Hauptachse der Ellipse genau parallel zum Zeiger liegt. Im zeitlichen Verlauf des Feldes ist zu
sehen, dass die Amplitude bei maximaler Auslenkung eine minimale Unschirfe AE,,;, von

AE, i = w|Agle™ ! (2.301)

besitzt. Auf der rechten Seite der Abbildung 2.21 ist ein phasengequetschter Zustand gezeichnet.
Hier sind Zeiger und gro8e Hauptachse der Ellipse parallel. Dies hat zur Folge, dass die Ampli-
tude des Feldes bei maximaler Auslenkung maximale Unschirfe besitzt. Andererseits besitzt die
Phase beim Nulldurchgang des Felds eine reduzierte Unschirfe. Um die Phase eines Zustands
zu ermitteln, benotigt man einen hermiteschen Phasen-Operator, der in [PB89] definiert ist. Dort
wird auch auf die Problematik der Phasen-Besetzungszahl-Unschérfe eingegangen.

Es soll noch kurz auf die Erzeugung gequetschter Zustéinde hingewiesen werden. Man bendtigt
dazu einen optischen Prozess, dessen Zeitentwicklung durch

R i t+AL . R
U(t, At) = exp {—?_L/ Hdt} = S(&(t, At)) (2.302)
t

beschrieben wird. Es muss sich dabei um einen nichtlinearen Prozess handeln, da die Erzeuger
und Vernichter quadratisch im Argument der Exponentialfunktion auftreten. Wird nimlich a2
bzw. a? auf einen Zustand angewandt, so hat dies die gleichzeitige Erzeugung bzw. Vernichtung
von zwei Photonen in einer Mode zur Folge. Ein Typischer Prozess, der gequetschtes Licht dieser
Art erzeugt, ist die entartete parametrische Verstirkung [Yue76].

Multimodige gequetschte Zustande

Auch fiir die gequetschten Zusténde lésst sich das monomodige Konzept ohne Schwierigkeiten
auf ein multimodiges erweitern [LS93]. Der multimodige Quetschungs-Operator .5, ist durch

S = exp {Z(fj{)\/d,\dx - maja;)} (2.303)

AN
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Abbildung 2.21: Phasordiagramme (oben) und zeitliche Verldufe der elektrischen Felder (unten),
fiir Zustdnde mit reduzierter Amplitudenfluktuation (links) und Phasenfluktua-
tion (rechts). Der zeitliche Mittelwert des Feldes L ist durch die gepunktete
Linie dargestellt, wihrend der zeitabhédngige Unschirfebereich durch die Ein-
hiillenden gegeben ist [Wal83].

gegeben. Es fillt sofort auf, dass hier auch Kopplungen zwischen verschiedenen Moden auftre-

ten. Die Stirke der Kopplung hingt von den Matrixelemente &y, ab, die im multimodigen Fall

die Funktion des Quetschungsparameters ¢ iibernehmen. Die Nebendiagonalelemente der Matrix

erzeugen verschriankte Zustinde [VWO06]. Fiir den Fall einer Diagonalmatrix
&

S = 5»\'57

ergeben sich keine Kopplungen der einzelnen Moden und wir erhalten:

gm,md = exp {Z(S\&i &nay } Hexp{ £, a a)\ En, aA )} (2.305)

A

(2.304)

Die Zerlegung in ein Produkt aus einmodigen Quetschungs-Operatoren ist erlaubt, da nach Glei-
chung (2.30) die Vernichter und Erzeuger unterschiedlicher Moden vertauschen. Dieser multi-
modige Quetschungs-Operator kann nun auf einen multimodigen kohédrenten Zustand angewen-
det werden, woraus ein multimodiger gequetschter kohirenter Zustand entsteht. Er ldsst sich als
Produktzustand darstellen:

S’m,redf){)\} |0> = |{£)\} ) {OO\}> = |€/\1a Oé)q) : |§>\27 Oé>\2> Teee |§>\oo7 a}\oo> . (2306)

Fiir diesen reinen Zustand ist die Photonenstatistik iiber Gleichung (2.225) bestimmt und ldsst
sich deshalb auf den einmodigen Fall zuriickfiihren.
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2.4.4 Pseudowahrscheinlichkeiten

In den vorangegangenen Unterkapiteln wurden verschiedene reine Zustinde des Feldes vorge-
stellt. Zur allgemeinen Beschreibung der messbaren Grolen muss der Dichte-Operator p ver-
wendet werden. Der Dichte-Operator wurde in Gleichung (2.38) in der Basis der multimodigen
Teilchenzahlzustinde dargestellt. Durch eine geeignete Wahl der Basis kann sich die mathema-
tische Beschreibung stark vereinfachen (unitdre Transformation). Will man beispielsweise den
Erwartungswert eines Operators O(fﬁ, a) bestimmen, so lohnt es sich, auf die Anordnung der
Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ¢ und @ zu achten. Bei Photonenmessungen liegen
hdufig normal geordnete Operatoren O nv(a*,a) vor. In Normalordnung sind die Erzeugungs-
Operatoren links von den Vernichtungs-Operatoren positioniert [Pef85]:

=3 camlatyan 2307

In diesem Fall gilt fiir den Erwartungswert eines kohirenten Zustands |«):

On(a*,a) = (a| On(a*,a) [a) = )~ cum(a”)"a™ (2.308)

nm

Offensichtlich ldsst sich der Erwartungswert des normal geordneten Operators durch die kom-
plexe Funktion Oy (a*, a) beschreiben. Driickt man den Dichte-Operator in der Basis der ko-
hirenten Zustinde aus, so wird der Erwartungswert eines normal geordneten Operators zu einer
komplexen Funktion.

P-Reprasentation des Dichte-Operators im monomodigen Fall

Um die Darstellung des Dichte-Operators in der Basis der kohdrenten Zustinde zu erhalten, wird
die Vollstindigkeit aus Gleichung (2.251) zweimal ausgenutzt [Gla63]:

1
p=— / / 0} o] 518) (8] Par 25 (2.309)
™ ——
P(a,B)

Es handelt sich um eine nicht diagonale Darstellung des Dichte-Operators. Durch das Einsetzen
von Gleichung (2.36) fiir die Dichtematrix erhédlt man den Zusammenhang zwischen der Vertei-
lungsfunktion P(«, 3) und den Matrixelementen p(n, m) in der Teilchenzahldarstellung. Unter
Verwendung von Gleichung (2.247) folgt daraus:

*N QM

- %p(n,m a|n) (m| B8) = Zp n,m \/i xp{—%(|a|2 + ]ﬂ|2)} . (2.310)

Mit dem Dichte-Operator p aus Gleichung (2.309) ldsst sich der Erwartungswert eines Operators
O(at,a) wie folgt bestimmen:

<O>: { O(a _WQ// B) (8] O(a*, &) ) d?a d2B. 2.311)

81



Bringt man den Operator unter Verwendung der Kommutatorrelationen aus Gleichung (2.30) in
Normalform Oy, so gilt:

<O> - % // P(a, B)On(B*,a) (3] a) d2a d2B. (2.312)

Die Verteilungsfunktion P(«, 3) hdngt von zwei komplexen Zahlen ab. Da die kohérenten Zu-
stande iibervollstindig sind, ist es nach Glauber [Gla63] moglich, fiir die Verteilungsfunktion
eine Diagonalform anzugeben, die als P-Reprisentation bezeichnet wird:

p= /anPN(oz) la) (] . (2.313)

Die Herleitung kann in [Pef85] nachvollzogen werden. Sudarshan zeigte [Sud63], dass es zumin-
dest formal moglich ist, jeden beliebigen Dichte-Operator p durch die P-Reprisentation auszu-
driicken. Die Funktion Py («) kann jedoch hochgradig singulidr werden oder negative Funktions-
werte aufweisen [KK64], weshalb auch der Begriff Pseudo- bzw. Quasiwahrscheinlichkeitsfunk-
tion verwendet wird. Die Frage nach der Existenz der P Funktion wird in [Pef85] und [Gla72]
ausfiihrlich diskutiert. Prinzipiell gibt es die Funktion Py («) immer [Pef85]. Andererseits kann
die P Funktion auch als die Fourier-Transformierte der normalgeordneten charakteristischen
Funktion x y(7) definiert werden [WM94]:

xn(n) =Tr {ﬁe"f”e‘”*d} = / Py(a)e™ T dq, 2.314)
1 * *
Pla) = =5 [ xwlmere e dn 2315

Das Kriterium fiir die Existenz der P Funktion ist dann das Vorhandensein einer Fourier-Trans-
formierten der Funktion x (7). Im Falle der gequetschten Zustinde ist es nicht moglich, eine
Fourier-Transformierte von x y(7) zu finden, die ein angenehmes mathematisches Verhalten auf-
weist [ Yue76]. In diesem Sinne wird die P Funktion als nicht existent angesehen. Ist eine Fourier-
Transformierte vorhanden, so kann sie zur Beschreibung physikalischer System verwendet wer-
den. Jeder quantenmechanische Erwartungswert eines normal geordneten Operators Oy kann
als ,.klassischer* Erwartungswert in einem generalisierten Phasenraum mit der ,,Wahrscheinlich-
keitsfunktion” Py («) dargestellt werden [Pef85]:

<ON> — % / Pr()On(a)da. (2.316)

Weist die P Funktion eine unangenehme mathematische Struktur auf, so ist die Integration iiber
die komplexe a-Ebene praktisch nicht durchfiihrbar [Yue76]. Andererseits bietet sich damit ein
Kriterium zur Erfassung von Feldern, die kein klassisches Analogon besitzen [Man86]. Gibt es
eine klassische Verteilungsfunktion Py,ss(cv) die

PN(CV) = Pklass(co (2317)
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erfiillt, so besitzt die P Funktion alle Eigenschaften der klassischen Verteilung. Trotzdem muss
es sich nicht um ein klassisches Feld handeln [Vog00]. Wird die P Funktion singulér, oder
nimmt sie negative Funktionswerte an, so ist es nicht moglich die beobachteten Felder durch
eine klassische Verteilung Py,ss(a) zu beschreiben. In diesen Fillen handelt es sich eindeutig
um nichtklassische Felder®. Dies ist auch in Abbildung 2.18 verdeutlicht [MG67]. Aufgrund der
Heisenbergschen Unschirferelation aus Gleichung (2.275) liefert nur der Bereich oberhalb und
auf der Hyperbel physikalisch erlaubte Zustidnde. In dem schattierten Bereich existiert keine P
Funktion, die nur positive Funktionswerte annimmt. Damit représentiert der schattierte Bereich
die Felder, die kein klassisches Analogon besitzen.

P-Reprasentation multimodiger Zustande

Fir multimodige Felder kann die P-Reprisentation wie folgt definiert werden [Sud63]:
5= / Py({a}) l{a}) {a} T d2an. (2.318)
A

Der Index A lduft iiber alle Moden. PN( {a}) = Py (ozl, Qo, ) ist wieder die Gewichtungs-
funktion. Sowohl im mono-, als auch im multimodigen Fall muss die P Funktion normiert sein.
Es gilt die Normierungsbedingung:

1= /PN({a})HdzaA. (2.319)

Mit positiv-semidefiniten P Funktionen konnen chaotische Felder dargestellt werden [TG65],
die folglich ein klassisches Analogon besitzen.

2.4.5 Chaotische Strahlung

Das chaotische Feld ist der natiirlichste Zustand des Feldes. Solche Felder werden durch ther-
mische Quellen erzeugt, die sich aus vielen unabhéngigen atomaren Strahlern zusammensetzen.
Jedes thermische Feld besteht aus einer Superposition von Wellen verschiedenster Frequenzen,
die alle innerhalb eines kontinuierlichen Spektrums liegen. Diese, als unabhingig zu betrach-
tenden Wellen besitzen statistisch unbestimmte Phasen. Aus dem zentralen Grenzwertsatz der
Statistik [LP98] folgt, dass die komplexe Amplitude um den Mittelwert Null normalverteilt ist,
wie durch van Cittert [Cit34], [Cit39] und Janossy [Jan57], [Jan59] gezeigt wurde. Lichtquellen
wie Sonne, Feuer, Gliihbirnen oder LEDs erzeugen chaotische Strahlung. Die Spektren und Ko-
hirenzzeiten 7, konnen dabei sehr unterschiedlich sein. Der Dichte-Operator eines multimodigen
chaotischen Feldes ist durch [Pef85]

N <7Al)\>n>\ o <TAL)\>7AD‘ n -
p=11 T = ST T e v (o (2.320)

A (1+ () {ny} A )

5 Priass(a) ist eine reelle normierte Funktion, siche Gleichung (2.319), deren Funktionswerte Ppjqss(a) > 0
erfiillen.
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gegeben. Er beschreibt ein Gemisch. Daraus kann die multimodige P Funktion

xp | Il
Pr({an}) =] M (2.321)

I\ s ﬁ)\>

erhalten werden [Pet85]. Es handelt sich um eine Gaussverteilung der Amplituden «), die unab-
hiingig von der Phase ist. Damit ist das chaotische Feld stationidr in Raum und Zeit. Mit der P
Funktion kann die Photonenstatistik P, (t, At) = P,(At) aus Gleichung (2.200) bestimmt wer-
den. Die Berechnung der Photonenstatistik ergibt eine sehr komplizierte Formel, die von Bedard
bestimmt wurde [B66]. Eine sehr gute Niherung stellt die Mandel-Rice-Formel dar [Man59]:

P,(At) = % (1 + %) h (1 + %) 7M, (2.322)

welche die Verteilung in Abhéngigkeit von der Modenzahl M und dem Mittelwert der Photonen
(n) wiedergibt. Die Gammafunktion ist durch [BSMMO1]
I'(y) = / v le ™ dx = Fn)=(mn—-1)! AN neN (2.323)
0
definiert und wird fiir ganzzahlige y = n zur Fakultit. Die Modenzahl M (At) hidngt von der

Mittelungszeit At und vom Spektrum ab. In [BCM67] wurde gezeigt, dass fiir

At? At
M(At = 2.324
(86) = 2 [PUAL - t)|y(1)2de §(AL) (2329

Gleichung (2.322), fiir alle Messzeiten At eine gute Ndherung darstellt, vorausgesetzt es handelt
sich um polarisierte, senkrecht auf den Detektor einfallende Strahlung, bei der Strahldurchmesser
und Kohirenzfliche A, gleich sind. Fir At << 7, erhalten wir dann aus Gleichung (2.322)
(monomodiger Fall, M = 1):

)"
P - oy (2.325)

Ist At > ﬁ A~ T, so folgt &(At) — 7. und M = A , wobei die Kohirenzzeit 7, wie in
Gleichung (2.340) berechnet werden kann. Dies ist auch in Abblldung 2.22 dargestellt, wo die
Verteilungen fiir verschiedene Werte des Verhiltnisses M ~ 2! zu sehen sind. Der Vorteil von
Gleichung (2.322) liegt darin, dass sich die spektrale Form nur auf den Faktor M auswirkt.
Offensichtlich geht die Verteilung P, fiir groe Modenzahlen in die Poisson-Verteilung iiber:

L TaeM) e W,
= oy + My T ()l <1+M) ST
—_——

—1 —>e*<">
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Abbildung 2.22: Photonenstatisik fiir (n) = 4 in Abhingigkeit von dem Verhiltnis M = TZ =
2L, [Lou9l].
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Dies ist ganz unten in Abbildung 2.22 zu sehen. M gibt die Anzahl der Zellen im Phasenraum
an, iiber die die gemessenen Photonen verteilt werden. Treffen also mehrere rdumliche Moden,
beziehungsweise unabhingige Polarisationsrichtungen auf den Detektor so muss dies in M Be-
riicksichtigung finden [Per85]. Folglich nédhert sich die Verteilung thermischer Strahlung mit
steigender Modenzahl der Photonenstatistik des kohidrenten Lichts an. Experimentell kann die
Verteilung aus Gleichung (2.325) bei thermischem Licht mit hoher Kohdrenzzeit nachgewie-
sen werden. Andererseits kann aus der Photonenstatistik durch Variation der Messzeit At die
Kohirenzzeit bestimmt werden [JOP68]. Eine Unterscheidung zwischen thermischem und kohé-
rentem Licht ist demnach gut moglich, wenn At < 7, gilt und sichergestellt wird, dass nur eine
Mode auf den Detektor fillt. Ab 20 Moden sind kohérentes und thermisches Licht sehr dhnlich,
wie aus den letzten beiden Statistiken in Abbildung 2.22 zu erkennen ist. Es sei noch erwihnt,
das die Detektionseffizienz wegen des Skalierungsverhaltens (n) — & (n) keinen Einfluss auf
die Verteilungsform nimmt, da nur der Mittelwert verringert wird [WM94].

2.5 Optische Anwendungen

Die Optik entwickelte sich zunéchst als eigenstindiger Teil der Physik bis zu dem Zeitpunkt,
als James Clerk Maxwell die damaligen Erkenntnisse zusammenfasste und daraus die Maxwell-
gleichungen schuf. Aus ihnen schloss er auf die Existenz elektromagnetischer Wellen, deren
Nachweis spiter durch Heinrich Hertz erfolgte. Zu dieser Zeit kam man auch zu der Uberzeu-
gung, dass es sich bei Licht um elektromagnetische Wellen handele. Es stellte sich heraus, dass
Licht aus elektromagnetischen Wellen im optischen Spektralbereich besteht. Somit ist die Optik
heute ein Teilgebiet der Elektrodynamik. Allerdings ist die Elektrodynamik nicht in der Lage,
alle Effekte richtig wiederzugeben, da sie die Quantennatur des Lichts vernachlidssigt. Im Be-

Intensitéat Intensitat Intensitit

ey -

Photonenfolge Photonenfolge Photonenfolge
Zeit Zeit ‘ Zeit
a) Gliihlicht b) Ein-Moden- c¢) nichtklassisches
Laserlicht Licht

Abbildung 2.23: Photonenfolge und die entsprechenden Intensititsschwankungen fiir: a) eine
Gliihlampe, b) einen einmodigen Laser und c) nichtklassisches Licht [LK93].

86



reich der statistischen Optik werden Photonen mit hochsensitiven Detektoren gezihlt oder Kor-
relationsmessungen durchgefiihrt. Dabei zeigen sich Effekte wie das Antibunching, die klassisch
nicht erkldrbar sind. Erfasst werden diese Effekte durch eine quantenmechanische Beschreibung.
Abbildung 2.23 zeigt die Intensitétsverldufe verschiedener Quellen und die zugehorigen Photo-
nenfolgen. Unter c) ist zu erkennen, dass die einzelnen Pulse einen dhnlichen Abstand besitzen.
Die Fluktuationen in der Intensitét unterschreiten das klassische Limit und konnen deshalb nur
quantenmechanisch erklirt werden.

2.5.1 Koharenz

Kohirenz ist ein Phdnomen, das in der Optik zunichst bei Spaltexperimenten beobachtet wur-
de. Im urspriinglichen Sinne bezog sich der Begriff Kohdrenz auf die Fihigkeit, Interferenzer-
scheinungen hervorzurufen. Heute ist diese einfache Betrachtung iiberholt, da mittlerweile die
Gesamtheit der Korrelationseigenschaften des optischen Feldes als Kohidrenz definiert wird. Die
Beschreibung erfolgt deshalb iiber Korrelationsfunktionen GG ?JZZ }({n, ti,7;,t;}) der Ordnung
m + n [VWO06]:

m m4n
Gl (Tt 75, 15)) = < IT I & @ wEd @, J)§>. (2.327)

=1 j=m+1

Féii)(ﬂ, t;) ist die k;-Komponente (Polarisation) des Feld-Operators am Ort 7, die zum Zeit-
punkt ¢; betrachtet wird. (—) und (+) bezeichnen wieder die Frequenzanteile der Operatoren.
Die eckigen Klammern (...) = T'r(p...) stehen fiir das Ensemble-Mittel und ¢ ¢ ist eine abkiir-
zende Schreibweise fiir die folgende Operator-Ordnung:

(=)

1. Normalordnung der Operatoren, d.h. F}, o+

-Operatoren stehen links von F}, "’-Operatoren.

2. Zeitordnung der Operatoren, d.h. fiir F ,§+)—Operat0ren nimmt die Zeit nach links zu, fiir
F,{E*)-Operatoren nimmt die Zeit nach rechts zu.

Die zeitliche Ordnung wird durch die Zeitordnungs-Operatoren 7. hergestellt. 7 wirkt dabei
auf £ und T auf £~ [VWO06]. Mit der Korrelationsfunktion G kénnen Kohéirenzphiino-
mene der Ordnung n beschrieben werden. Es bestehen zwei wichtige Klassen von elektromagne-
tischen Feldern. Zum einen die stationédren Felder fiir die der Dichte-Operator wie in Gleichung
(2.45) beschrieben unabhingig von der Zeit ¢ ist. Zum anderen die ergodischen Felder. Bei ergo-
dischen Feldern darf das Ensemblemittel durch das Zeitmittel ersetzt werden. Es gilt

1 +T/2
(...y= lim —/ ...dt, (2.328)
~T/2

wie zuvor schon beschrieben wurde. Natiirlich kann auch beides zugleich vorliegen. Fiir die
Korrelationsfunktion zweiter Ordnung (n = m = 1) gilt dann fiir ein polarisiertes Feld:

1 +T/2

G%gl)k: }(7”1, tl, T27 tg) G‘({}fl)k }(7_”17 o, ’7') = TIEEO — /T/2 E;:l (Fl, t)Ekl (FQ, t+ T)dt

(2.329)
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Im ersten Schritt in Gleichung (2.329) wurden Polarisation und Stationaritéit des Feldes genutzt.
Im letzten Schritt wurde wie in Gleichung (2.328) beschrieben das Ensemble- gegen das Zeit-
mittel ersetzt.

2.5.2 Koharenz erster Ordnung

Die Kohirenz erster Ordnung kann in rdumliche, zeitliche und raumzeitliche Kohirenzeffek-
te untergliedert werden. Um die Unterschiede zu verdeutlichen, wird auf die einzelnen Effekte
gesonderte eingegangen. Uber die Kohirenz erster Ordnung ldsst sich das Modenvolumen ver-
stehen.

Zeitliche Kohéarenz

Die zeitliche Kohérenz kann besonders gut durch das Michelson-Interferometer verdeutlicht wer-
den (siehe Abbildung 2.24). Hier wird der einfallende Strahl durch einen Strahlteiler zu gleichen

fester Spiegel NN

| |
A Strahlteiler

Lichtquelle

Y
Y
A
|
R

verschiebbarer
Y Spiegel

mmm Schirm
Interferenzmuster

Abbildung 2.24: Michelson-Interferometer [LK93].

Anteilen aufgespalten. Strahl 1 wird an einem fest installierten Spiegel reflektiert und Strahl 2
an einem verschiebbaren. Danach werden die Strahlen wieder durch den Strahlteiler vereinigt.
Verkippt man einen der Spiegel leicht, so entsteht auf dem Schirm ein rdumliches Interferenz-
muster. Um Informationen iiber die Kohirenzzeit 7, zu erhalten, muss der bewegliche Spiegel
systematisch verschoben werden. Der Verschiebeweg d des Spiegels kann direkt iiber:
2d
T=— (2.330)
c
in eine Zeitverschiebung 7 umgerechnet werden. Die Information iiber die Kohirenzzeit steckt
im Intensititsunterschied aufeinander folgender Maxima I,,,,, und Minima I,,,;,,. Uber die Defi-
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nition der Kontrastfunktion /(1) ldsst sich dies verdeutlichen.

Lnaz(T) = Tipin (T + 07)
Ima.t(T) + Imin(T + 67—) .

K(r) = (2.331)

Die maximale bzw. minimale Intensitit kann durch die Korrelationsfunktion aus Gleichung
(2.327) ausgedriickt werden. Dazu Betrachten wir die Operatoren des elektrischen Feldes am
Ort 7 des Detektors:

ED (7 t,7) = ED(F )+ ESO (7t — 7). (2.332)

Das Feld setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Efﬂ stammt vom fest installierten Spiegel

und E§+) besitzt eine Zeitverzogerung durch die Verschiebung des beweglichen Spiegels. Da der

Detektor die Intensitdt misst, gilt nach Gleichung (2.122) [ = EC)E®. Man erhilt fir den
Erwartungswert eines stationiren, ergodischen und polarisierten Feldes:

I= <f> = 2GWD(7 1) + ZRG(G(LI)(F, t,t+ 7)) =2l + 2cos (¥(7)) |G(1’1)(t, t+71).
(2.333)

Im Falle der maximalen und der minimalen Intensitét ]i’,??ff wird die Kosinusfunktion zu +1,
woraus folgt:

Inaz =20 %2 [( EQO@WED (1 4 7)) (2.334)

Die Kontrastfunktion K'(7) aus Gleichung (2.331) kann demnach vollstindig durch Korrela-
tionsfunktionen beschrieben werden:

Gl (tt+ r)‘ )<E,§:)(t)E,§j) (t+ r)>(

K(r) = _ , (2.335)

~ A

(1,1) _
Gl iyt 1) <E;(€1 )(t)EIE:T)(t)>

Die Kohirenzzeit 7, ist als die zeitliche Verschiebung 7 definiert, bei der die Kontrastfunktion auf
den Wert 1/e abfillt [LK93], [SLLT97]. e = 2, 718281828459 . .. steht fiir die Eulersche Zahl.
Experimentell ldsst sich dies leicht realisieren. Man misst die Intensitdt aufeinanderfolgender
Interferenzmaxima und -minima in Abhéngigkeit vom Verschiebeweg d und tragt die Kontrast-
funktion iiber die zeitliche Verschiebung 7 auf. Der Zeitpunkt, an dem K (7) auf 1/e abgefallen
ist, entspricht der Kohdrenzzeit.

Andererseits kann aus den Korrelationsfunktionen auf mathematischem Wege die Kohirenz-
zeit bestimmt werden. Da praktisch immer die Fourier-Transformierte £(v) der Feldkomponente

existiert

E(t) = /00 E(v)exp{—i2nvt} dv, (2.336)
0
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kann diese in Gleichung (2.329) eingesetzt werden. Damit ergibt sich nach der zeitlichen Mitte-
lung

GO () — / \B(W)[2 exp {—i2nvr} dv, (2.337)
0 S
W (v)
dass die Korrelationsfunktion die Fourier-Transformierte der spektralen Leistungsdichte W ()

(Leistungsspektrum) ist. Nun fiithren wir den komplexen Selbstkohirenzgrad +(7) ein, der durch
die normierte Autokorrelationsfunktion gegeben ist.

G > :
(1) = G(T)Ez)—; = /0 g(v)exp{—i2nv7} dv. (2.338)

~(7) entspricht der Fourier-Transformierten des Spektrums g(v). Die Kontrastfunktion ist dann
der Betrag des komplexen Selbstkohirenzgrads:

K(7) = [y(7)]. (2.339)
Uber die Kontrastfunktion kann der Grad der Kohirenz festgelegt werden [LK93]:
e |y(7)| = 1 vollkommen kohérent,
e 0 <|y(7)| < 1 partiell kohdrent,
e |v(7)| = 0 vollkommen inkohérent,

wobei 7 # 0 vorausgesetzt wird. Ist das Spektrum bekannt, so kann hieraus die Kohidrenzzeit 7,
bestimmt werden, indem man K (7.) = 1/e setzt. Es gibt noch weitere Moglichkeiten, um die
Kohirenzzeit zu definieren. Eine sehr praktische ist

+o0
T, = / |y(7)|?dr, (2.340)

[e.9]

bei der iiber das Betragsquadrat des zeitlichen Selbstkohérenzgrads integriert wird [Man59].
Die beiden Definitionen konnen leicht unterschiedliche Ergebnisse fiir Kohédrenzzeiten gleicher
Spektren liefern. Fiir weitere Anwendungen verwenden wir deshalb die Definition aus Gleichung
(2.340). Zur Veranschaulichung betrachten wir ein rechteckiges g, (), ein gaussférmiges g, ()
und ein lorentzférmiges g;(~) Spektrum mit der Mittelfrequenz v [Pef85]:

r in(I’
gr(v) = T oA lv—w| <— = 7(7) =exp{—i2m1y7} sin( T), (2.341)
r 2m I'r
2 2 2.2
g4(v) = \I{% exp § — (V _r VO) = 7,(T) =exp {—i27r1/07 — } . (2.342)
27
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1 I
av)=— 2n = (1) =exp{—i2mvyT — T|7|}. (2.343)
T (v —1p)?+ (%)2

Hieraus erhalten wir unter Verwendung von Gleichung (2.340) die Kohérenzzeiten.

r \/E \/ﬂ

T:— Tg:

¢ r ¢ r

1 1

N =T (2.344)
Wegen der geringen Breite der Spektren I' < 1 konnte die untere Integrationsgrenze fiir das
gauss- und lorentzférmige Spektrum in Gleichung (2.338) durch 0 — —oo ersetzt werden. Die
Bedeutung von I ist in allen drei Fillen eine andere. Fiir das lorentzférmige Profil gibt I'/7 die
Halbwertsbreite (FWHM) des Spektrums an und im Falle der Gleichverteilung entspricht I' /7
dem Bereich, in dem die Verteilung grofer als Null ist. o, und o, sind die Standardabweichungen
der Gaussverteilung im Zeit- und im Frequenzraum, woraus sich der Zusammenhang zu I ergibt.

:\/7_T‘Ut:

Uber die Gleichungen (2.338) und (2.340) konnen wir die Kohirenzzeit von weifem Licht
abschitzen. Dazu verwenden wir das rechteckige Spektrum und setzen fiir die spektrale Breite
Av =T/m ~ 0,3 -10' Hz ein, woraus sich eine Kohdrenzzeit von

i LI 2.107 s (2.345)
¢ JTAv '
ergibt. Siehe dazu [HecO1] (7. = 3-107'° s, ohne Angaben der spektralen Form). Die Kohérenz-
lange [, 1dsst sich tiber den Zusammenhang mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ bestimmen:

le=c-T.. (2.346)

Fiir die Kohidrenzlidnge des Gleichverteilten Spektrums ergibt sich I ~ 600 nm. Dieses Ergeb-
nis ldsst sich angenéhert auf Sonnenlicht iibertragen. Das Leistungsspektrum ist hier durch die
Planck-Verteilung gegeben, die eine exponentielle Abhingigkeit von der Temperatur aufweist.
Aufgrund der Breite und Form des Spektrums sollte die Kohédrenzldnge des Sonnenlichts in der
GrofBenordnung von ca. einem Mikrometer /. ~ 1 um liegen.

Raumliche Koharenz

Trotz der geringen Kohirenzlinge von weillem Licht ist es bei einem Doppellochexperiment
moglich, Interferenzphinomene zu beobachten. Dies ist eine Folge der rdumlichen Kohirenz.
Bei Messungen der raumlichen Kohédrenz werden Felder an zwei unterschiedlichen Orten zur
gleichen Zeit verglichen. Ein Beispiel wire die Vermessung einer Fliache senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung, innerhalb der Phasen und Amplituden des Feldes, unabhiingig vom Zeitpunkt
der Betrachtung, annidhernd vergleichbar sind. Diese Fliche wird dann als Kohirenzfliche A,
bezeichnet. Entstehen die Wellenfronten aus vielen unabhiingigen Punktstrahlern, die mit un-
terschiedlichen Frequenzen und Phasenbeziehungen emittieren, so verkleinert sich wegen der
starken Fluktuation die Kohirenzfliche. Experimentell kann die Vermessung der Kohdrenzfla-
che durch ein Doppelspaltexperiment erfolgen, wie es in Abbildung 2.25 zu sehen ist. Werden
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inkohérente Doppellochblende Schirm
Lichtquelle kleine Locher

Abbildung 2.25: Doppelspaltexperiment mit einer Doppellochblende fiir eine inkohédrente Quelle
[LK93].

die Spalten an den Orten 7| und 75 verschoben, so konnte man die Kohirenzfliche direkt er-
mitteln, wenn es moglich wire, dem zeitlichen Verlauf von Phase und Amplitude des Feldes an
diesen Orten zu folgen. Man erhielte die komplexe Selbstkohdrenzfunktion

G(1,2) <E(_)(F1>t)E(+)(F2,t)>

ey L2347
VGO (1)ED(2) \/<E<—>(f1,t)ﬁ<+>(ﬁ,t)> (O, ) B (7, 1))

Y12

die die rdumliche Kohidrenz beschreibt. Dies ist experimentell im optischen Spektralbereich nicht
moglich. Stattdessen bringt man die Wellenfronten auf dem Schirm zur Interferenz. Dabei zeigt
sich, dass folgende Bedingung fiir den Abstand der Locher d erfiillt sein muss (siehe Abb. 2.25)

AR

d < ETA (2.348)
damit Interferenzmuster sichtbar werden [LK93]. R bezeichnet den Abstand zwischen Licht-
quelle und Doppellochblende, L steht fiir die Abmale der inkohdrenten Lichtquelle und A gibt
die Wellenlénge der verwendeten Strahlung an. Wie kommt es nun, dass die Interferenzphéno-
mene nur zu sehen sind, wenn die Bedingung (2.348) erfiillt ist? Dies ldsst sich anschaulich
sehr einfach erklidren, Quelle (); erzeugt ein Interferenzmuster mit dem Zentrum an der Stelle
x = X, wihrend die Quelle )y das Maximum O-ter Ordnung an der Stelle x = 0 besitzt. Fillt
nun das Maximum von (); auf ein Minimum von () so ist es nicht mehr moglich Interferenzen
zu erkennen. Die geometrische Anordnung des experimentellen Aufbaus muss bei der Unter-
suchung von rdumlichen Interferenzphdnomenen beriicksichtigt werden. In Gleichung (2.348)
wurde aus Griinden der Anschaulichkeit eine eindimensionale Betrachtung vorgenommen. Ei-
gentlich miissten auch die weiteren Raumrichtungen untersucht werden, um die Kohirenzfldche
A, zu erhalten. Handelt es sich um ein rAumlich stationires Feld, so kann die Kohérenzfldche in
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Analogie zur Kohidrenzzeit durch [Pet85

1
A= [ hsteyPdady (2.349)

definiert werden. Wegen der rdumlichen Stationaritéit hingt |v12(x, y)| nur relativ von den Ko-
ordinaten der Beobachtungspunkte ab, weshalb in der Integration nur iiber die Abstinde x =
x1 — xo und y = y; — Yy, integriert wird. Aus Gleichung (2.349) erhilt man fiir eine quadratische
Quelle der Seitenldnge L [Pet85]

(RA)?
2

woraus folgt, dass die Kohirenzfliche A. mit zunehmendem Abstand R von der Quelle quadra-
tisch wiichst und reziprok zur Fliche L? des Strahlers abnimmt.

A=

(2.350)

Der Grundgedanke, elektromagnetische Felder an verschiedenen Orten zu vergleichen, konnte
beim Doppelspaltexperiment nur indirekt iiber ein Interferenzmuster auf dem Schirm verwirk-
licht werden. Durch die unterschiedlich langen Strecken s;, s von den Spalten 7, 75 zum Beob-
achtungsort auf dem Schirm entsteht ein zusitzlicher zeitlicher Phasenfaktor 7 = %(51 — 89), der
natiirlich in der Selbstkohdrenzfunktion ;5(7) beriicksichtigt werden muss. Genau genommen
handelt es sich beim Doppelspaltexperiment um eine raumzeitliche Kohirenzuntersuchung.

Raumzeitliche Koharenz

Unter raumzeitlicher Kohérenz versteht man die Kombination aus zeitlicher und rdumlicher Ko-
hérenz. Zur Verdeutlichung sei nochmals auf die Unterschiede hingewiesen. Bei der zeitlichen
Kohirenz wurde das Feld mit sich selbst, zu einem spiteren Zeitpunkt, am gleichen Ort vergli-
chen. Bei der rdumlichen Kohérenz sollen die Eigenschaften des Feldes zum gleichen Zeitpunkt
an zwei raumlich getrennten Punkten untersucht werden, deren Verbindungslinie parallel zur
Wellenfront liegt. In dem oben angefiihrten Beispiel der Doppellochblende wurde im Experi-
ment beides getan. Der Nachweis der rdumlichen Kohdrenz kann nur in Verbindung mit zeit-
licher Kohidrenz erfolgen, worin sich die enge Verkniipfung dieser beiden Begriffe zeigt. Die
Selbstkohdrenzfunktion v15(7), die zur Beschreibung der raumzeitlichen Kohérenz dient, erhilt
man, indem GV in Gleichung (2.347) durch

~

G(l)(fi, tl, Fg,tg) = G(l)(Fl,t,FQ,t + 7') = <E(_)(F1,t)E(+)(F2,t + 7')> (2351)

ersetzt wird. Auch hier ldsst sich wieder der Grad der raumzeitlichen Kohirenz iiber die Selbst-
kohdrenzfunktion bestimmen. Fiir den zeitlich stationédren Fall gilt [LK93]:

e |712(7)| = 1 vollkommen kohirent,
e 0 < |y2(7)| < 1 partiell kohirent,

e |712(7)| = 0 vollkommen inkohérent.
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Natiirlich ist von den Argumenten 7 = 0 und 7; = 75 abzusehen.

Betrachten wir als Beispiel das Sonnenlicht. Wir wollen zur Verdeutlichung unter Zuhil-
fenahme von Formel (2.348) den Abstand der Spalten berechnen, bei dem wir auf der Erde
noch Interferenzeffekte wahrndhmen. Bekanntermaflen hat die Sonne einen Durchmesser von
L ~ 1,4 -10° m und ist im Mittel ca. R = 1,5 - 10!* m von der Erde entfernt. Daraus errechnet
sich bei einer Wellenlinge von \,, = 500 - 107 m ein Abstand von d,,, ~ 27 ym. Im Ab-
satz zeitliche Kohirenz hatten wir die Kohérenzldnge von Sonnenlicht abgeschitzt. Sie liegt laut
[HecO1] bei [. ~ 900 nm. Teilt man die Kohdrenzlinge des Sonnenlichts durch die Wellenlén-
ge A, so sieht man, dass ca. 1,8 Wellenziige kohidrent sind. Da der Abstand d kleiner als d,;, 4,
gewdhlt wird, konnen hochstens die Maxima bis zur ersten Ordnung gesehen werden. Somit be-
stimmt die zeitliche Kohdrenz beim Doppelspaltexperiment die Anzahl der sichtbaren Maxima
unter der Bedingung, dass die rdumliche Kohérenz gegeben ist. Die charakteristischen GroBen
Kohirenzlidnge /. und Kohirenzfliche A, ergeben zusammen das Kohérenzvolumen V...

Koharenzvolumen

Aus dem Produkt von Kohirenzlinge und Kohirenzflache gewinnt man das Kohédrenzvolumen
V.. des betrachteten Feldes:

Ve=A.-l.=A.-¢c-T.. (2.352)

Es ldsst sich fiir den raumzeitlich stationédren Fall {iber den Betrag der Selbstkohédrenzfunktion
|712(7)| bestimmen [Pei85]:

Vome [[[ Pustey. ) Psdyar (2353)

Das Kohirenzvolumen definiert eine Mode des elektromagnetischen Feldes, bzw. eine Zelle im
Phasenraum [MW65].

2.5.3 Koharenz zweiter Ordnung

Im vorangegangenen Unterkapitel wurden Kohérenzeffekte erster Ordnung betrachtet. Dabei hat
man elektromagnetische Felder an unterschiedlichen Raumzeitpunkten miteinander verglichen.
Genauso konnen Intensititen an verschiedenen Raumzeitpunkten verglichen werden, woraus sich
Intensititskorrelationen bestimmen lassen. Dies geschieht durch die Korrelationsfunktion vier-
ter Ordnung. Setzt man voraus, dass keine Riickkopplung zwischen Photomultiplier und Quelle
besteht, so gilt:

G(2’2) (Fla tlu F27 t?) - <:]C(F‘17 tl)j(F27 t2):>

— (BO 1) B (7, 1) B (7%, 1) O 1) ) (2.354)
= > Ei(F1, 1) En(Fy, 1) B (72, 12) By (72, 2) (5 6 méin ) -
k,l,m,n

94



Gleichung (2.354) beschreibt die raumzeitliche Korrelation der Intensititen. Da wir die Intensi-
tiat nur indirekt tiber Photomultiplier ermitteln, muss die Korrelation iiber die Photoelektronen
festgestellt werden. Die Varianz der Photonenstatistik steht ebenfalls in direkter Verbindung mit
der Intensitédtskorrelation. Um sie zu erhalten, wird zuerst der zeitliche Mittelwert der gemes-
senen elektronischen Pulse n(t, At) mit dem theoretischen Erwartungswert des Ensembles in
Zusammenhang gebracht:

n(t, At) Zn ho(t, At T) & Zn~P (t, At) :5’<i(m,At)>

_ t+At (2.355)
:g’At<f(r 5/ dt' GOV (7 1),

Die gemessene Haufigkeit h,, (¢, At,T') wurden wie in Gleichung (2.167) durch die quantenme-
chanische Wahrscheinlichkeit P, (¢, At) ersetzt (Ergodizitit), zusétzlich wurde der Zusammen-
hang zwischen der Korrelationsfunktion zweiter Ordnung und dem Erwartungswert der zeitlich
gemittelten Intensitit hergestellt. Fiir das zweite Moment n?(¢, At) erhdlt man [VWO06]:

W2(1, ) = n(l, A + €7 <:f2(ﬁ ‘ At):>
t+AL t+AL (2.356)
= n(t, At) + €7 dt’ / dt"GD (7t ).
t t

Sowohl der Erwartungswert, als auch die Varianz Var(n) = n2 —72 sind durch zeitliche Integrale
tiber die Korrelationsfunktionen gegeben. Fiir die Intensititskorrelation an zwei verschiedenen
Orten 7, und 75 erhilt man:

(6, AL ot 4+ 7 A = 3 s Py, (1, AL T) = g'2< [(7t, AD (Tg,t+T,At):>

mi,m2

t+AL t+7+At
= 5’2 dt’ / dt"GED (7t 7y, ).

(2.357)
Gleichung (2.357) erfasst die raumzeitliche Intensititskorrelation. Praktisch wird die Intensitit
an zwei verschiedenen Orten gemessen und mit einer Zeitverzogerung 7 korreliert.

Wird nur ein einzelner Photomultiplier zur Korrelationsmessung verwendet, oder ein Strahl
auf zwei Detektoren aufgespalten, so sind die Orte gleich. Fiir 7 < At tiberlappen die Beobach-
tungsintervalle, was in der Berechnung der Autokorrelation beriicksichtigt werden muss:

n(t,At) -n(t+ 7, At) =0(At — 1) -n(t + 7, At — 1)

t+AL t+T+AL (2.358)
+ ¢” / dt’ / dt"GEI (7t 1)
Da die Theta-Funktion durch
1Az >0
0 = - 2.359
() {o Az <0 (2359)
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definiert ist, unterdriickt sie den Erwartungswert n(t + 7, At — 7), sobald 7 > At gilt. Glei-
chung (2.358) geht fiir ¥; = 75 A 7 > At in Gleichung (2.357) iiber. Andererseits wird Glei-
chung (2.358) fiir 7 = 0 zum Moment zweiter Ordnung aus Gleichung (2.356).

Ein wic}}tiger Fall soll noch erwihnt werden. Sind die Messzeitintervalle At so kurz, dass die
Intensitit /(7 t) als konstant angenommen werden kann, so gilt:

R t+At R R
I(F,t, At) = / I(7 tdt = At - 1(T, ). (2.360)
t

Dies hat zur Folge, dass die Intensititskorrelation direkt messbar wird anstelle der zeitlich ge-
mittelten:

t+At t+1+AtL
/ dt' / dt"GEI(F ") = A2 G (F Lt + 7). (2.361)
t t

“+7

Bunching

Zum Messen von zeitlichen Intensitidtskorrelationen verwendet man in der Praxis einen Aufbau,
wie er von Hanbury Brown und Twiss genutzt wurde (siehe Abbildung 2.26). Durch den Koinzi-

Strahlteiler Photodiode 1

= T

Licht

Koinzidenz

& F—m—mMmM3M38

Photodiode 2

Strom

Verzogerungsglied

Abbildung 2.26: Hanbury-Brown-Twiss Experiment [LK93].

denzzihler werden die Korrelationen der Photoelektronen festgestellt, was n (¢, At) - n(t + 7, At)
aus Gleichung (2.358) entspricht. Die zeitliche Verzogerung T wird durch das Verzogerungsglied
erzeugt. Befindet man sich im Bereich des Kurzzeitlimits aus Gleichung (2.361), so ist die Kor-
relation der Intensititen iiber G>2) (7, ¢, ¢ +7) = G (,t + 7) direkt bestimmt. Dabei zeigt sich
fiir den klassischen Fall unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung [VWO06]:

GOt t+7) < GP(t,1). (2.362)
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Offensichtlich gilt im klassischen Fall fiir steigendes 7, dass die Intensitédtskorrelation abnimmt,
oder gleich bleibt. Sehr oft wird die normierte Form der Korrelationsfunktion ¢(?)(7) verwendet,
die als Grad der zeitlichen Kohédrenz zweiter Ordnung iiber [Lou91]

G(7)

700 = e

(2.363)

definiert ist. Fiir thermisches Licht zeigt sich, dass ¢? (7) in der Kurzzeitniherung aus Gleichung
(2.361) auf den komplexen Selbstkohdrenzgrad (7) aus Gleichung (2.338) zuriickgefiihrt wer-
den kann [WM94]:

93 (7) = 1+ hy(r)P. (2364)

Folglich ist die zeitliche Kohdrenz zweiter Ordnung fiir thermisches Licht durch die zeitliche
Kohirenz erster Ordnung bestimmt. Da v(0) = 1 ist und fiir 7 > 0 gegen Null konvergiert, fillt
g?(7) in Abhingigkeit von 7 von Zwei auf Eins®. Dies ist in Abbildung 2.27 fiir ein gauss-

gm(r)

)

Gaussian

Lorentzian

Stable wave

-2 -1 0 1 2
y7 and ot

Abbildung 2.27: Zeitliche Kohédrenz zweiter Ordnung, fiir ein lorentz- und ein gaussformiges
Spektrum. Mit dem Parameter I' aus Gleichung (2.344) gilt fiir lorentz- und
gaussformige spektrale Verteilung 7/ = % und ) = 2?“ Zusitzlich ist noch der
kohirente Fall eingezeichnet (Stable wave) [Lou91].

und lorentzformiges Spektrum zu sehen. Zusitzlich ist noch der kohidrente Fall eingezeichnet.

®Fiir klassische Felder kann gga)s (7) auch Werte annehmen, die GroBer als Zwei sind. Im Mittel sollen 7 Atome

zum Feld beitragen, dann gilt fiir ein lorentzférmiges Spektrum [Lou80]:

I(r)I(0 1\ - 1
95 (1) = W =1+ <1 + n) TS gaa(0) =2+ (2.365)
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Fiir ihn gilt ¢®(7) = 1, unabhiingig von 7. Experimentell wurde durch Arecchi, Gatti und Sona
1966 der Vergleich zwischen quasi thermischem und kohédrentem Licht durchgefiihrt [ABS66].
Fiir sehr schmale Spektren kann der Bunching-Effekt auch mit einem einzigen Photomultiplier
nachgewiesen werden [MM66]. Wird das Spektrum verbreitert, so ist fiir thermisches Licht die
Kurzzeitndherung aus Gleichung (2.361) nicht mehr giiltig. Es gilt dann:

L/;t—i-At dt/ tt—:-TT-‘rAt dt//G(Q) (77’ t/,t//)
5 ~1 AN AE> T (2.366)

t+AL —
L drGO(T )

g? (1) =

Eine Unterscheidung zwischen kohédrentem und thermischen Licht ist nur méglich, wenn At <

T. sichergestellt wird. Bei der Verwendung eines einzelnen Detektor zur Messung macht sich die

Totzeit 7 bemerkbar, es muss gelten 7. > 7. Natiirlich kann auch der normierte raumzeitliche

Kohirenzgrad zweiter Ordnung gg) (7) im Kurzzeitlimit gebildet werden. Er ist durch
( G(2’2) (7?1, ’FQ, T)

a7 (1) =
247 = G0 (7, 0) - GO (%, 0)

(2.367)

gegeben. Uber ihn ist es moglich die Kohirenzfliche, das Kohirenzvolumen sowie die Kopplun-
gen von unterschiedlichen rdumlichen Moden zu untersuchen.

Antibunching

Zum ersten Mal gelang es 1977 Kimble und Dagenais den Antibunching-Effekt nachzuweisen
[KDM77]. Sie benutzten einen Na-Strahl sehr geringer Intensitit, der senkrecht zum Gang eines
Laserstrahls verlief. Durch diesen Aufbau war es moglich, nur sehr wenige Atome gleichzeitig
anzuregen (im Mittel weniger als ein Atom). Die Fluoreszenzphotonen wurden gesammelt, auf
zwel Detektoren geschickt und mit Hilfe der Elektronik konnte eine Statistik der zeitlichen Ab-
stinde erstellt werden. Die Resultate wiesen einen eindeutigen Antibunching-Effekt fiir kurze
Zeitverschiebungen 7 auf. Fiir grofere Zeitabstiinde sank die Korrelation wieder. Betrachtet man
Gleichung (2.358), so wird klar, dass die Intensititskorrelation im Experiment mit zunehmender
zeitlicher Verschiebung 7 zunichst anstieg. Das bedeutet, kurz nachdem ein Photon gemessen
wurde, ist die Wahrscheinlichkeit kein weiteres Photon zu messen erhoht. Der experimentelle
Aufbau stellte sicher, dass maximal ein bis zwei Atome im Feld des Lasers Fluoreszenzphoto-
nen aussenden konnten. Dies fiihrt dazu, dass zwischen den Photonen ein Abstand vorlag, wie
auch in Abbildung 2.23 unter c¢) zu sehen ist. Allerdings handelt es sich dort um Licht, das ei-
ne Sub-Poisson-Statistik besitzt. In diesem Fall ist g®(7) < 1, unabhingig von 7 [WM94].
Andererseits kann Antibunching ¢ (0) < ¢®(7) auch fiir Felder mit Super-Poisson-Statistik
auftreten, zumindest in einem gewissen Zeitbereich von 7 [WM94]. Liegt ein stationdres Feld
GO(t,t +7) = GP(r) vor, dann gilt nach Gleichung (2.358) und (2.363) fiir die experimentell
gemessenen Photonenpulse:

_ n(At —7)
TIEOOF T (wan )

(n(Af))*

g(z) () (2.368)
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Eine einfache Moglichkeit zum Nachweis nichtklassischen Lichts bietet ¢(® (0). Hier gilt:

N Var (n(At)) — m

@) =1 (2.369)
g ( ) n(At)2

Wird die Varianz kleiner als der Mittelwert, dann nimmt ¢(®(0) Werte an, die kleiner als Eins
sind. In diesem Fall liegt mit Sicherheit Anitbunching vor.

Untersuchung der Korrelationseffekte Uber Zeitabstéande

Eine weitere Moglichkeit zur Untersuchung von Intensitdtskorrelationen besteht in der Untersu-
chung des Zeitabstands zwischen zwei Pulsen. Ist der zeitliche Abstand zwischen zwei Pulsen
exponentialverteilt, so folgt direkt eine poissonverteilte Photonenstatistik. Mit der Lebensdauer
7 ist die Verteilungsdichte f(t) der zeitlichen Abstinde ¢ bestimmt:

ft) = Lt (2.370)

Die Wahrscheinlichkeit f(t)dt, dass der zeitliche Abstand ¢ vorliegt, kann genutzt werden, um
die Wahrscheinlichkeit Py(At) zu bestimmen, dass kein Puls im Zeitintervall At vorliegt:

Py(At) = :O Ft)dt = e+ (2.371)
t

Will man die Wahrscheinlichkeit P (At) ermitteln, dass ein Puls im Zeitintervall At detektiert
wird, so ist das die Summe tiber alle f(¢)dt At < At multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit,

im verbleibenden Intervall kein Photon zu registrieren Py(At — t). Wegen der kontinuierlichen
Zeitabstinde wird aus der Summe ein Integral:

At At ac
Pi(At) = f(t) - Po(At —t)dt = —e™7 = (n) e~ bm (2.372)
0
A (n)”
Py(At) = f(t) - Py(At —t)dt = Te—W (2.373)

0

Offensichtlich erhélt man fiir exponentialverteilte Zeitabstinde eine poissonverteilte Photonen-
statistik. Dieser Umstand kann genutzt werden, um Bunching, bzw. Antibunching festzustellen.
Handelt es sich um gebunchtes Licht, so steigt die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Photonen
gleichzeitig oder kein Photon gemessen wird. Folglich iibersteigt die Wahrscheinlichkeit klei-
nerer und groBerer zeitlicher Abstinde die der exponentialverteilten Zeitabstinde, wihrend sie
fiir mittlere Zeitdifferenzen kleiner ist. Im Falle des Antibunchings verhalten sich die zeitlichen
Abstinde genau entgegengesetzt. Aus dem Vergleich der gemessenen Zeitabstinde mit der Ex-
ponentialverteilung kann dann auf Intensitéitskorrelationen geschlossen werden.
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2.5.4 Fano-Faktoren

Eine weiter Moglichkeit zur Klassifizierung der Felder bietet der Fano-Faktor. Die wesentlichen

GroBen, die dazu verwendet werden, sind die zeitlichen Mittelwerte 7 und Varianzen (An)? der
gemessenen Pulse. Der elektronische Fano-Faktor F,; ist durch [VWO06]

(Af)2

n

Fel:

(2.374)

gegeben. F; entspricht dem gemessenen Fano-Faktor. Dieser muss nun mit dem Fano-Faktor der
Photonen £},

b (B

ph = ) (2.375)

in Zusammenhang gebracht werden. Dabei erhélt man fiir den Fall eines Breitbanddetektors mit
der Quanteneffizienz 7:

(An)?2 —7n

Fel —1= ’I](th — 1) = th = nﬁ

+ 1. (2.376)
Daraus folgt, dass der Fano-Faktor ,;, < 1 ist, wenn F; < 1 statistisch signifikant gemessen
wird. Dies ist aber gleichbedeutend mit einer Sub-Poisson-Statistik [VWO06], und konnte auf
gequetschte Zustdande hindeuten. In jedem Fall wire es ein Beweis fiir nichtklassisches Licht. Ist
der Fano-Faktor grofler als Eins, so kann es sich um nichtklassisches Licht handeln.
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3 Simulationen

Ein probates Mittel zur theoretischen Beschreibung ist die Simulation. Durch sie ist es moglich zu
priifen, ob die Grundannahmen unter den experimentellen Bedingungen zu messbaren Effekten
fiihren. Dazu wurde Gleichung (2.288) in Python 2.5 programmiert. Setzt man P, aus Gleichung
(2.207) ein, so erhilt man die gemessene monomodige Verteilung fiir gequetschtes Licht. Durch
die parametrische Abhingigkeit der Statistik von der Detektionseffizienz & kann deren Auswir-
kung auf die Verteilung ermittelt werden. Andererseits konnen iiber Gleichung (2.225) multimo-
dige Verteilungen verschiedener Zustdnde betrachtet werden. Die Ergebnisse der Simulationen
sind in diesem Kapitel graphisch dargestellt. AnschlieBend werden Folgerungen aus der Theorie
und den Simulationen iiber die moglichen Experimente gezogen. Da der Messaufbau gegeben
ist, soll geklirt werden unter welchen Bedingungen ein eindeutiger Nachweis nichtklassischer
Effekte moglich ist.

3.1 Einfluss der Detektionseffizienz auf die
Photonenstatistik

Normalerweise besitzen Detektoren eine Detektionseffizienz ¢ < 1. Im Falle des thermischen
und des kohirenten Lichts verdndert die Detektionseffizienz nicht die Art der Statistik [WM94].
Das bedeutet, eine thermische Statistik bleibt eine thermische Statistik, allerdings ist der Mittel-
wert um den Faktor £ kleiner und verschiebt als Lagemal der Verteilung. Im Falle des gequetsch-
ten Lichts verhilt es sich anders.

3.1.1 Monomodiges Feld mit Super-Poisson-Statistik

Um dies zu verdeutlichen, wird zunéchst Licht mit Super-Poisson-Statistik betrachtet. In Tabelle
3.1 sind oben die Quetschungs- ¢ = r-¢* und Verschiebungsparameter a = |a-¢’?, o/ = |o/|-e’
aufgelistet. Aus Gleichung (2.207) folgt damit die Photonenstatistik P,.q,.(n) des gequetschten
Lichts, woraus sich iiber die Formeln (2.173) und (2.174) Mittelwert und Varianz berechnen las-
sen. Die erhaltene Verteilung Py .. (n) wird zusitzlich durch die Poisson-Verteilung Pp;ss(n)
approximiert. Aus den genidherten Werten kann ebenfalls der Mittelwert (Mittel.Poiss) bestimmt
werden. Um nicht nur Mittelwerte und Varianzen zu vergleichen, wird in Anlehnung an den
x2-Test die normierte Summe der quadratischen Abweichungen ¥ eingefiihrt:

- — (Pgeque<n) - PPoiSS(n))2
ESY P ) . (3.1

n=0
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Tabelle 3.1: Mittelwert und Varianz einer monomodigen Verteilung in Abhédngigkeit von der De-
tektionseffizienz £ sowie der Mittelwert der genidherten Poisson-Verteilung und die

102

Parameter: r = 1.2, [a| = 9,43, [o/| =4,$=0,69¢' =7 ,0 =0
Detektionseffizienz £ | quad. Abweichung > | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz
1.00 1.437010 17.97433 17.55574 | 177.82251
0.90 1.322943 16.17690 15.56206 | 145.65392
0.80 1.204856 14.37947 13.61109 | 116.68230
0.70 1.081860 12.58203 11.70397 | 90.90764
0.60 0.952904 10.78460 9.84229 68.32994
0.50 0.816595 8.98717 8.02712 48.94921
0.40 0.671091 7.18973 6.25764 32.76544
0.30 0.514104 5.39230 4.53103 19.77864
0.20 0.342515 3.59487 2.86035 9.98879
0.10 0.149806 1.79743 1.36688 3.39592
0.05 0.052562 0.89872 0.72762 1.29834
0.01 0.002547 0.17974 0.17165 0.19573

Summe der quadratischen Abweichung aus Gleichung (3.1).
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Abbildung 3.1: Auswirkung der Detektionseffizienz auf eine Super-Poisson-Verteilung.




Y} erfasst die Abweichung der Statistik von der Poisson-Verteilung. Dabei gibt m = 70 die
obere Grenze an, bis zu der verglichen wird. Die Verteilungen des Zustands in Abhédngigkeit von
der Detektionseffizienz £ (siehe Tabelle 3.1) sind in Abb. 3.1 dargestellt. Wie aus der Tabelle zu
erkennen ist, nimmt die Varianz der gequetschten Verteilung fiir eine sinkende Detektionseffi-
zienz ¢ stirker ab als der Mittelwert, bis sie anndhernd dem Mittelwert der Poisson-Verteilung
gleicht. Gleichzeitig geht die quadratische Abweichung um fast drei Zehnerpotenzen zuriick. Ei-
ne Reduktion der Detektionseffizienz fiihrt im Falle eines Zustands mit Super-Poisson-Statistik
zu einem Angleich an die Poisson-Verteilung. Liegt eine optimale Detektivitit von £ = 1 vor,
so sind auf der Photonenstatistik Oszillationen zu erkennen, die mit sinkender Detektivitit ver-
schwinden. Folglich kann eine einmodige Super-Poisson-Statistik nur von einer Poisson-Statistik
unterschieden werden, wenn die Detektionseffizienz ausreichend gut ist.

3.1.2 Monomodiges Feld mit Sub-Poisson-Statistik

Betrachten wir nun ein Feld mit Sub-Poisson-Statistik. Dazu wird der Parameter r in Abhin-
gigkeit von « so optimiert, dass die Varianz der Verteilung minimal wird (siche [WM94]). Zu-
sitzlich werden beide Winkel gleich Null gesetzt. Dies entspricht der Darstellung aus Abbildung
2.21 links. Dort féllt die minimale Fluktuation der Feldamplitude mit der maximalen Auslen-
kung zusammen, wodurch die Intensitdatsschwankung stark reduziert wird. Wie aus Tabelle 3.2
zu erkennen ist, betrdgt die Varianz fiir eine Detektionseffizienz £ = 1 in etwa ein Drittel des
Mittelwerts. Wird die Detektionseffizienz gesenkt, so schrumpft der Unterschied. Auch in die-
sem Fall ldsst sich bei einer Detektionseffizienz von wenigen Prozent nur sehr schwer ein signifi-
kanter Unterschied feststellen. In Abbildung 3.2 sind die simulierten Statistiken entsprechen der
Tabelle 3.2 dargestellt.

Die Annahme, einen optimalen Wert fiir den Parameter » vorzufinden, ist unwahrscheinlich.
Aus diesem Grund betrachten wir noch einen willkiirlichen Wert fiir 7. Tabelle 3.3 zeigt, dass die
Varianz bei einer Detektivitit & ~ 0.10 fast dem Mittelwert gleicht. In Abbildung 3.3 sind die
zugehorigen simulierten Statistiken dargestellt. Wihrend fiir eine Detektionseffizienz von Eins
ausgepragte Oszillationen zu erkennen sind, verschwinden diese fiir kleinere Werte. Abschlies-
send kann gesagt werden, dass sich die Detektionseffizienz sehr stark auf die Messbarkeit von
gequetschten Zustinden auswirkt. In allen betrachteten Fillen zeigte sich das gleiche Verhalten.
Zusitzlich zur Reduktion des Lagemalies entwickelt sich mit sinkender Detektionseffizienz £ die
Statistik Pycque(n) zur Poisson-Verteilung Ppy;ss(n) hin:

Pgeque(n> - PPoiss(n) A 5 — 0. (32)

Das Absinken von ¥ aus Gleichung (3.1) erfasst diese Anndherung. Da immer P(n) < 1 gilt,
erzeugt beispielsweise eine Abweichung vor Pyque(n) — Ppoiss(n) = 0.1 einen Beitrag in X von
Pgi‘fel(n). Die Gewichtung durch P, (n) bestimmt den effektiven Beitrag. Ist Pyq,.(n) = 0.01
so erhilt man einen Beitrag von Eins zu Y. Die Abweichungen bei kleineren Wahrscheinlichkei-
ten P (n) werden demnach stirker gewichtet. Mit sinkender Detektionseffizienz konvergiert

> — 0, was einer verbesserten Ubereinstimmung mit der Poisson-Verteilung entspricht.
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Parameter: r = 0.69, |a| = 8,00, |o/| =4, =0,¢ =0,0 =0
Detektionseffizienz £ | quad. Abweichung > | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz
1.00 18.954078 16.56250 16.74583 | 5.75781
0.90 1.106872 14.90625 15.07867 | 6.15445
0.80 0.644028 13.25000 13.40951 | 6.33500
0.70 0.396527 11.59375 11.73861 | 6.29945
0.60 0.241009 9.93750 10.06605 | 6.04781
0.50 0.140166 8.28125 8.39196 5.58008
0.40 0.075692 6.62500 6.71652 | 4.89625
0.30 0.036232 4.96875 5.03980 3.99633
0.20 0.013969 3.31250 3.36202 | 2.88031
0.10 0.003296 1.65625 1.68387 1.54820
0.05 0.000857 0.82813 0.84121 0.80111
0.01 0.000026 0.16563 0.16639 0.16454

Tabelle 3.2: Parameter der Verteilung, Mittelwerte, Varianzen, Mittelwert der gendherten Pois-
son-Verteilung und Y. in Abhéngigkeit von der Detektionseffizienz &.

05

—o Detektionseffizienz: 1.00 Mean: 16.56 Var: 5.76
Detektionseffizienz: 0.90 Mean: 14.91 Var: 6.15
- Detektionseffizienz: 0.80 Mean: 13.25 Var: 6.33
Dietektionseffizienz: 0.70 Mean: 11.59 Var: 6.30
- Detektionseffizienz: 0.60 Mean: 9.94 Var: 6.05 T
Detektionseffizienz: 0.50 Mean: 8.28 Var: 5.58
Detektionseffizienz: 0.40 Mean: 6.63 Var: 4.90
— Detektionseffizienz: 0.30 Mean: 4.97 Var: 4.00
. Detektionseffizienz: 0.20 Mean: 3.31 Var: 2.88
o Detektionseffizienz: 0.10 Mean: 1.66 Var: 1.55
Dietektionseffizienz: 0.05 Mean: 0.83 Var: 0.80
- Detektionseffizienz: 0.01 Mean: 0.17 Var: 0.16

04
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Abbildung 3.2: Auswirkung der Detektionseffizienz auf eine Sub-Poisson-Verteilung mit mini-
mierter Varianz.
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Parameter: r = 1.2, || = 13,3, |d/| =4,¢=0,¢'=0,0 =0
Detektionseffizienz | quad. Abweichung | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz
1.00 7.836263 18.27839 | 17.57628 | 16.38466
0.90 1.052024 16.45055 15.88096 | 14.91663
0.80 0.423441 14.62271 14.17210 | 13.41072
0.70 0.201628 12.79487 12.45019 | 11.86695
0.60 0.102336 10.96704 | 10.71542 | 10.28529
0.50 0.052042 9.13920 8.96742 8.66576
0.40 0.025105 7.31136 7.20582 7.00836
0.30 0.010662 5.48352 5.42990 5.31308
0.20 0.003426 3.65568 3.63859 3.57993
0.10 0.000531 1.82784 1.83062 1.80890
0.05 0.000095 0.91392 0.91752 0.90919
0.01 0.000001 0.18278 0.18296 0.18259

Tabelle 3.3: Mittelwerte und Varianzen der monomodigen Verteilung, aufgetragen iiber die De-
tektionseffizienz £ sowie der Mittelwert der gendherten Poisson-Verteilung und ..

05

— Detektionseffizienz: 1.00 Mean: 18.28 Var: 16.38
Detektionseffizienz: 0.90 Mean: 16.45 Var: 14.92
- Deteltionseffizienz: 0.80 Mean: 14.62 Var: 13.41
Detektionseffizienz: 0.70 Mean: 12.79 Var: 11.87
o4 — Detektionseffizienz: 0.60 Mean: 10.97 Var: 10.29 1
Detektionseffizienz: 0.50 Mean: 9.14 Var: 8.67
Detektionseffizienz: 0.40 Mean: 7.31 Var: 7.01
—o Detektionseffizienz: 0.30 Mean: 5.48 Var: 5.31
— Detektionseffizienz: 0.20 Mean: 3.66 Var: 3.58
— Detektionseffizienz: 0.10 Mean: 1.83 Var: 1.81
Detektionseffizienz: 0.05 Mean: 0.1 Var: 0.91
— Detektionseffizienz: 0.01 Mean: 0.18 Var: 0.18
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Abbildung 3.3: Auswirkung der Detektionseffizienz £ auf eine Sub-Poisson-Verteilung.
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3.2 Simulation multimodiger Felder

Natiirlich kann sich auch die Modenzahl auf die Form der Statistik auswirken. Im Fall der thermi-
schen Strahlung bewirkt die gesteigerte Modenzahl eine Anndherung an die Poisson-Verteilung,
wie in Abbildung 2.22 zu sehen ist. Dies hat zur Folge, dass thermisches Licht experimentell nur
von kohirentem unterschieden werden kann, wenn eine geringe Modenzahl sichergestellt wird.
Um die Abhéngigkeit der Statistik von der Modenzahl zu simulieren, wird angenommen, dass
Gleichung (2.221) Giiltigkeit besitzt. Liegt ein reiner multimodiger Zustand in Produktform vor,
so kann iiber Gleichung (2.225) eine Simulation der Statistik angefertigt werden. Da es sich um
einen reinen Zustand handeln soll, ist der Dichte-Operator p durch

p= V) (¥ (.3)

gegeben. Es muss nur noch die explizite Form von | V) eingesetzt werden.

3.2.1 Multimodiger reiner Produktzustand

Als erstes wird der Dichte-Operator aus einfachen Produktzustinden gebildet. Fiir den reduzier-
ten, kohidrenten, gequetschten Fall besitzt |¥) nach Gleichung (2.306) folgende Form:

) = [{&i) {and). (3.4)
Der multimodige Dichte-Operator p ist dann durch
p=19) (V] = &3 {an}) {6} {and] 3.5

gegeben. In den Simulationen wird die Modenzahl systematisch von zwei auf n,,,, = 24 er-
hoht. Die Detektionseffizienz £ blieb allerdings immer gleich Eins, um nur den Effekt der Mul-
timodigkeit zu demonstrieren. Eine Reduktion der Detektionseffizienz wirkt auf multimodige
Produktzustinde genauso wie auf monomodige. Verglichen werden wieder Varianz (Var), Mit-
telwert (Mean), Mittelwert der gendherten Poisson-Verteilung und die Summe der quadratischen
Abweichungen .. Zusitzlich wird noch das Verhiltnis aus Mittelwert und Varianz angezeigt, das
ebenfalls die Verdnderung der Statistik erfassen kann. Es entspricht dem reziproken Fano-Faktor
der Photonenstatistik F,".

Homogener Zustand mit Super-Poisson-Statistik

Der Begriff ,,homogen* soll hier die Bedeutung besitzen, dass alle Moden mit den gleichen
Quetschungsparametern versehen werden. Fiir den Zustand gilt:

&t {an}) =18, an) - [, any) - - [€x, an,)
N ay, = Q) EM = 5)\]. Vi, je {1, 2, ,TL} .
n steht fiir die Anzahl der Moden. Zunichst soll ein Zustand mit Super-Poisson-Statistik si-

muliert werden. Die genutzten Parameter sind in Tabelle 3.4 oben angegeben. Die zugehorige
graphische Darstellung der Photonenstatistiken ist in Abbildung 3.4 zu sehen.

(3.6)
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Parameter: r = 0.5, [a| = 1.24, [o/| = 1,9 =0,43,¢' = 5,0 = 0,£ = 1
Modenzahl | quad. Abweichung > | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz %

2 25.92 2.54 1.75 6.82 0.37
3 11.50 3.81 3.25 10.23 0.37
4 11.00 5.09 4.57 13.64 0.37
5 8.85 6.36 5.85 17.04 0.37
6 7.96 7.63 7.13 20.45 0.37
7 7.09 8.90 8.40 23.86 0.37
8 6.48 10.17 9.68 27.27 0.37
9 5.96 11.44 10.95 30.68 0.37
10 5.54 12.72 12.23 34.09 0.37
11 5.17 13.99 13.50 37.50 0.37
12 4.86 15.26 14.77 40.91 0.37
13 4.58 16.53 16.04 44.31 0.37
14 4.34 17.80 17.32 47.72 0.37
15 4.12 19.07 18.59 51.13 0.37
16 3.93 20.34 19.86 54.54 0.37
17 3.75 21.62 21.13 57.95 0.37
18 3.59 22.89 22.41 61.36 0.37
19 3.45 24.16 23.68 64.77 0.37
20 3.32 2543 24.95 68.18 0.37
21 3.20 26.70 26.22 71.59 0.37
22 3.08 27.97 27.49 74.99 0.37
23 2.98 29.25 28.77 78.40 0.37
24 2.89 30.52 30.04 81.81 0.37

Tabelle 3.4: Parameter der Verteilung, 3., Mittelwert, Mittelwert der gendherten Poisson-Verteil-
ung, Varianz sowie das Verhiltnis aus Mittelwert und Varianz in Abhingigkeit von
der Modenzahl fiir eine Super-Poisson-Verteilung.
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Wie aus Tabelle 3.4 hervorgeht, hat die Erth6hung der Modenzahl keine Auswirkung auf das
Verhiltnis von Mittelwert und Varianz. Die geringfiigige Reduktion von Y mit steigender Mo-
denzahl weilt darauf hin, dass sich im Bereich kleiner Wahrscheinlichkeiten Pyeyye(n) < 0.1
die Differenz [Pyeque(n) — Ppoiss(n)]2 verindert. Da aber das Verhiltnis von Mittelwert und Va-
rianz unabhingig von der Modenzahl konstant bleibt, wird keinerlei Ubereinstimmung mit der
Poisson-Verteilung erreicht.

05 ,

— Modenzahl: 2 Mean: 2.54 Var: 6.82
Modenzahl: 3 Mean: 3.81 Var: 10.23
- Modenzahl: 4 Mean: 5.09 Var: 13.64
Modenzahl: 5 Mean: 6.36 Var: 17.04
04 — Modenzahl: 6 Mean: 7.63 Var: 20.45
Modenzahl: 7 Mean: 890 Var: 23.86
— Modenzahl: 8 Mean: 1017 Var: 27.27
— Modenzahl: 9 Mean: 11.44 Var: 30.68
o5 Modenzahl: 10 Mean: 12.72 Var: 34.09 |
‘ — Modenzahl: 11 Mean: 13.99 Var: 37.50
Modenzahl: 12 Mean: 15.26 Var: 40.61
- Modenzahl: 13 Mean: 16.53 Var: 44.31
— Modenzahl: 14 Mean: 17.80 Var: 47.72
—~ Modenzahl: 15 Mean: 19.07 Var: 51.13 |
— Modenzahl: 16 Mean: 20.34 Var: 54.54
— Modenzahl: 17 Mean: 21.62 Var: 57.95
o Modenzahl: 18 Mean: 22.89 Var: £61.36
i — Modenzahl: 19 Mean: 24.16 Var: 64.77
- Modenzahl: 20 Mean: 25.43 Var: £8.18 |
- Modenzahl: 21 Mean: 26.70 Var: 71.59
Modenzahl: 22 Mean: 27.97 Var: 74.99
— Modenzahl: 23 Mean: 29.25 Var: 78.40
Modenzahl: 24 Mean: 30.52 Var: 81.81

Wahrscheinlichkeit

01

] 20 40 680 20 100

Anzahl der Pulze

Abbildung 3.4: Homogener multimodiger Zustand mit Super-Poisson-Statistik.

Homogener Zustand mit Sub-Poisson-Statistik

Nun soll das Verhalten eines homogenen Zustands mit Sub-Poisson-Statistik ermittelt werden.
Die Parameter der Simulation sind wieder in der ersten Zeile der Tabelle 3.5 eingefiigt. r wurde
so gewdhlt, dass die Varianz jeder einzelnen Mode minimal wird. Es zeigt sich das gleiche Ver-
halten wie im Falle der Super-Poisson-Statistik. Offensichtlich bleibt die Art der Statistik trotz
der Multimodigkeit erhalten, wenn Gleichung (2.225) giiltig ist und der Dichte-Operator wie in
Gleichung (3.5) gebildet wird. Gilt zusétzlich die Ergoden-Hypothese, so sollte es, wie im vo-
rigem Unterkapitel gezeigt, bei ausreichender Detektionseffizienz moglich sein, die simulierte
Statistik zu messen.
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Parameter: 7 = 0.23, |o| = 1.26, |a/| = 1,90 =0,¢'=0,0 =0, =1
Modenzahl | quad. Abweichung | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz %

2 8.63 2.11 222 1.49 1.42
3 10.13 3.16 3.27 2.23 1.42
4 10.55 4.22 4.32 2.98 1.42
5 10.51 5.27 5.37 3.72 1.42
6 10.28 6.33 6.42 4.47 1.42
7 9.97 7.38 7.48 5.21 1.42
8 9.64 8.43 8.53 5.96 1.42
9 9.32 9.49 9.58 6.70 1.42
10 9.00 10.54 10.64 7.45 1.42
11 8.70 11.60 11.69 8.19 1.42
12 8.41 12.65 12.75 8.93 1.42
13 8.14 13.71 13.80 9.68 1.42
14 7.89 14.76 14.85 10.42 1.42
15 7.65 15.82 15.91 11.17 1.42
16 7.43 16.87 16.96 11.91 1.42
17 7.22 17.92 18.02 12.66 1.42
18 7.03 18.98 19.07 13.40 1.42
19 6.84 20.03 20.13 14.15 1.42
20 6.66 21.09 21.18 14.89 1.42
21 6.50 22.14 22.23 15.64 1.42
22 6.34 23.20 23.29 16.38 1.42
23 6.19 24.25 24.34 17.12 1.42
24 6.05 25.30 25.40 17.87 1.42

Tabelle 3.5: Parameter der Verteilung, >., Mittelwert, Mittelwert der gendherten Poisson-Verteil-
ung, Varianz sowie das Verhiltnis aus Mittelwert und Varianz in Abhingigkeit von
der Modenzahl fiir eine Sub-Poisson-Statistik.
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05

—o Modenzahl: 2 Mean: 2.11 Var: 1.49
Modenzahl: 3 Mean: 3.16 Var: 2.23
- Modenzahl: 4 Mean: 4.22 Var: 2.G8
Modenzahl: 5 Mean: 5.27 Var: 3.72
04 - Modenzahl: 6 Mean: 6.33 Var: 4.47
Modenzahl: 7 Mean: 7.38 Var: 5.21
o Modenzahl: 8 Mean: 843 Var: 5.96
— Modenzahl: 9 Mean: 9.49 Var: 6.70
Modenzahl: 10 Mean: 10.54 Var: 7.45
— Modenzahl: 11 Mean: 11.60 Var: 8.19
Modenzahl: 12 Mean: 12.65 Var: 8.93
o Modenzahl: 13 Mean: 13.71 Var: 9.68
- Modenzahl: 14 Mean: 14.76 Var: 10.42
- Modenzahl: 15 Mean: 15.82 Var: 11.17 |
= Modenzahl: 16 Mean: 16.87 Var: 11.91
— Modenzahl: 17 Mean: 17.92 Var: 12.66
— Modenzahl: 18 Mean: 18.98 Var: 13.40
— Modenzahl: 19 Mean: 20.03 Var: 14.15
- Modenzahl: 20 Mean: 21.09 Var: 14.89 |
o Modenzahl: 21 Mean: 22.14 Var: 15.64
Modenzahl: 22 Mean: 23.20 Var: 16.38
— Modenzahl: 23 Mean: 24.25 Var: 17.12
Modenzahl: 24 Mean: 25.30 Var: 17.87

03

Wahracheinlichkeit

01

o

a 20 40 a0 30 100

Anzahl der Pulse

Abbildung 3.5: Homogener multimodiger Zustand mit Sub-Poisson-Statistik.

Produktzustand mit inhomogenen Parametern

Die Form des Dichte-Operators ist wieder durch Gleichung (3.5) gegeben. Nur sind nun alle
Parameter unterschiedlich zu wihlen:

‘{5)\} ) {O‘A}> = |£>\170‘>\1> ’ |£A2>a>\2> T |€>\n705>\n>
Ny, 7£ Q;, 5)\1- 7é 6)\]'7 7’7&]7 VZ,] S {1,2,...,”}.

Da sowohl Sub- als auch Super-Poisson-Moden beitragen, schwankt das Verhiltnis aus Mittel-
wert und Varianz, wie aus Tabelle 3.6 hervorgeht. Die zugehorige graphische Darstellung ist in
Abbildung 3.6 zu sehen. Liegen in den einzelnen Moden unterschiedliche Quetschungsparame-
ter vor, so kann die Statistik stark um die Poisson-Verteilung schwanken. Eine Ubereinstimmung
mit der Poisson-Verteilung kann nur fiir geeignete Parameter erreicht werden. Da die Parameter
der einzelnen Moden willkiirlich gewihlt wurden, ist die multimodigen Verteilung sowohl Sub-
als auch Super-Poisson verteilt, wie aus dem Verhiltnis aus Mittelwert und Varianz geschlossen
werden kann.

(3.7
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Modenzahl | quad. Abweichung > | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz %
2 7.72 3.05 3.11 2.23 1.37
3 6.78 4.76 4.78 3.45 1.38
4 20.36 7.74 7.77 5.52 1.40
5 1295.83 13.24 13.31 8.21 1.61
6 310.89 13.91 13.85 10.39 1.34
7 8960.89 18.65 18.61 12.75 1.46
8 6940.69 20.66 20.58 15.65 1.32
9 2505.32 21.31 21.23 16.49 1.29
10 1548.63 22.35 22.26 17.37 1.29
11 12560.67 27.67 27.05 31.93 0.87
12 6926.80 28.67 28.07 32.98 0.87
13 3128.98 29.23 28.64 33.41 0.87
14 1127.90 29.41 28.82 33.67 0.87
15 3906.50 32.69 32.15 36.44 0.90
16 5188.25 35.17 34.51 42.74 0.82
17 4231.84 36.44 35.77 44.28 0.82
18 2282.39 37.16 36.50 45.40 0.82
19 1929.75 38.39 37.75 46.50 0.83
20 38353.49 43.78 43.21 49.53 0.88
21 19350.16 44.42 43.84 50.63 0.88
22 10665.83 44.99 44.41 51.08 0.88
23 9846.28 46.72 46.11 55.04 0.85
24 12699.54 48.82 48.16 59.28 0.82

Tabelle 3.6: X2, Mittelwert, Mittelwert der geniherten Poisson-Verteilung, Varianz und das Ver-
hiltnis aus Mittelwert und Varianz in Abhéngigkeit von der Modenzahl fiir gemisch-

te Parameter.
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20 Mean:
21 Mean:
22 Mean:
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;24 Mean:
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3.05 Var: 2.23
4.76 Var: 3.45
7.74 Var: 5.52
13.24 Var: 8.21
13.91 Var: 10.39
18.65 Var: 12.75
20.66 Var: 15.65
21.21 Var: 16.49

22.35 Var:
27.67 Var:
28.67 Var:
29.23 Var:
29.41 Var:
32.69 Var:
35.17 Var:
36.44 Var:
37.16 Var:
38.39 Var:
43.78 Var:
44 42 Var:
44.99 Var:
46.72 Var:
483.82 Var:
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Abbildung 3.6: Multimodiger Produktzustand fiir gemischte Parameter.
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3.2.2 Summe aus Produktzustianden

Der reine Zustand kann auch durch eine Summation iiber Produktzustidnde erzeugt werden. Zur
Vereinfachung der Simulation soll die Anzahl der Summanden gleich der Anzahl der Moden
sein. Jeder Summand (Produktzustand |, &, ), ) besteht aus so vielen Faktoren |. ..) wie Moden
vorhanden sind. Fiir den Zustand | W) gilt

1 m
w) = ~ ; |y €0), (3.8)
wobeli die Produktzustinde durch
|an,§n>m =101) - |02) - oo+ |tn, &) < v v [O) 3.9

gegeben sind. m gibt die Modenzahl an. Der Index n bestimmt, welche der Moden durch die
Parameter o, und &, besetzt wird. Um die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von (¥ |¥) = 1 zu
gewihrleisten, bedarf es einer Renormierung des Zustands |V) . Diese geschieht iiber die Nor-
mierungskonstante N. Bei den Simulationen zeigte sich, dass der Parameter X bei sehr grof3en
Werten stark schwankte, obwohl die Verteilungen praktisch gleich blieben. Dieses Verhalten ist
auf groBere Abweichungen bei sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten zuriickzufiihren. Die Abwei-
chungen bei groBBeren Wahrscheinlichkeiten werden nur ersichtlich, wenn X klein ist. Aus diesem
Grund wird der Parameter A definiert:

A =3/ [Pregue(n) = Pross(m)f? = 0. (3.10)

A ist unempfindlich gegeniiber Differenzen bei kleinen Wahrscheinlichkeiten Pyeq,.(n) < 0.1.
Es werden wieder zwei Fille betrachtet.

Homogener Summenzustand

Dazu werden in den besetzten Moden der Produktzustinde |a,,&,), die gleichen Parameter
verwendet. Fiir die Parameter gilt folglich:

ap,=a; N &=¢§ Vine{l,2 . ..,m}. (3.11)

Fiir den homogenen Summenzustand zeigt sich ein interessantes Verhalten. Ist der Parameter
o/ relativ klein, so verindert sich aufgrund der Renormierung in Abhéingigkeit von der Moden-
zahl die Statistik. Das Verhiltnis aus Mittelwert und Varianz nihert sich, wie aus Tabelle 3.7
folgt, dem Wert Eins an. Der Parameter A zeigt uns aber, dass keine Ubereinstimmung mit der
Poisson-Verteilung vorliegt. Betrachtet man Abbildung 3.7, so erkennt man, dass mit steigender
Modenzahl die Wahrscheinlichkeit kein Photon zu messen P, (0) steigt, wihrend die anderen
Wabhrscheinlichkeiten P, ,.(n), n > 0 leicht abnehmen.
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Parameter: r = 0.46, |o| = 3.17, [&/| = 2,0 =0,¢' =0,0 =0,{ =1
Modenzahl | A | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz %
2 0.35 422 4.39135 2.20 1.92
3 0.34 4.20 4.39084 2.24 1.88
4 0.34 4.19 4.39038 2.29 1.83
5 0.34 4.18 4.38986 2.33 1.79
6 0.34 4.17 4.38933 2.37 1.76
7 0.34 4.16 4.38881 2.42 1.72
8 0.34 4.14 4.38828 2.46 1.68
9 0.34 4.13 4.38776 2.50 1.65
10 0.34 4.12 4.38723 2.54 1.62
11 0.34 4.11 4.38670 2.59 1.59
12 0.34 4.10 4.38612 2.63 1.56
13 0.34 4.09 4.38560 2.67 1.53
14 0.35 4.07 4.38507 2.71 1.51
15 0.35 4.06 4.38454 2.74 1.48
16 0.35 4.05 4.38401 2.78 1.46
17 0.35 4.04 4.38348 2.82 1.43
18 0.35 4.03 4.38295 2.86 1.41
19 0.35 4.02 4.38247 2.90 1.39
20 0.35 4.01 4.38193 2.93 1.37
21 0.35 3.99 4.38139 2.97 1.35
22 0.35 3.98 4.38085 3.00 1.33
23 0.35 3.97 4.38031 3.04 1.31
24 0.35 3.96 4.37976 3.07 1.29

Tabelle 3.7: Mittelwerte und Varianzen der multimodigen Verteilungen im Vergleich zu den Mit-
telwerten der genédherten Poisson-Verteilungen fiir homogene Summenzustiande. Der
Parameter A ist in Gleichung (3.10) definiert.
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Abbildung 3.7: Homogener multimodiger Summenzustand.
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0.2

—« Modenzahl: 2 Mean: 36.86 Var: 10.09
Modenzahl: 3 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 4 Mean: 36.86 Var: 10.09
Modenzahl: 5 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 6 Mean: 36.86 Var: 10.09
015 Modenzahl: 7 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 8 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 9 Mean: 36.86 Var: 10.09
Modenzahl: 10 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 11 Mean: 36.86 Var: 10.09
Modenzahl: 12 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 13 Mean: 36.86 Var: 10.09
-+ Modenzahl: 14 Mean: 36.86 Var: 10.09
—o Modenzahl: 15 Mean: 36.86 Var: 10.09
—o Modenzahl: 16 Mean: 36.86 Var: 10.09
-o Modenzahl: 17 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 18 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 19 Mean: 36.86 Var: 10.09 -
—+ Modenzahl: 20 Mean: 36.86 Var: 10.09
- Modenzahl: 21 Mean: 36.86 Var: 10.09
Modenzahl: 22 Mean: 36.86 Var: 10.09
—o Modenzahl: 23 Mean: 36.86 Var: 10.09
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Abbildung 3.8: Homogener multimodiger Summenzustand, Parameter: » = 0.83,
/| = 6,9 =0,¢ =0, 0 =0, Detektionseffizienz: £ = 1.

al = 13.7,

Wird hingegen ein relativ groBer Wert fiir o gewiihlt, dann zeigt sich ein vollig anderes Verhal-
ten. Aus Abbildung 3.8 ist zu erkennen, dass unabhingig von der Modenzahl die Photonensta-
tistik gleich bleibt. Die Normierungskonstante N hat praktisch keinen Effekt mehr. Die Tabelle
wurde aus Platzgriinden nicht aufgefiihrt, da alle Werte unabhéngig von der Modenzahl sind. A
nimmt den Wert 0.64 an.

Gemischter Summenzustand

Zuletzt wird noch der gemischte Summenzustand betrachtet. Dazu werden in allen besetzten
Moden unterschiedliche Werte fiir den Parameter |, | verwendet. Der Parameter r,, wird optimal
fiir eine Sub-Poisson-Verteilung angepasst. Fiir die Parameter gilt dann:

\an| # |oyl, r#r; Vine{l,2,..,m}. (3.12)
Unter diesen Bedingungen zeigt sich (sieche Abbildung 3.9), dass die Photonenstatistik ein sehr

kompliziertes Verhalten annehmen kann. In Tabelle 3.8 sind die Simulationsparameter aufgelis-
tet. Oben stehen die Betrige des Verschiebungs- und des Quetschungsparameters ||, r; der
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ersten Mode sowie die verwendeten Winkel, fiir alle weiteren Moden sind |o,| und r,, in der Ta-
belle aufgelistet. Wie aus der Abbildung zu erkennen ist, besitzt die Verteilung mehrere Maxima,
die auf die unterschiedlichen Parameter der Moden zuriickzufiihren sind. Trotz der optimierten
Wahl von r,, handelt es sich um eine Super-Poisson-Statistik, obwohl jede Mode fiir sich be-
trachtet eine reduzierte Breite besitzt. Durch die Superposition entstehen mehrere Maxima, die
insgesamt zu einer starken Verbreiterung der Statistik fithren. Wird die Detektionseffizienz auf
¢ = 0.1 reduziert, so verschwinden die Maxima wie in Abbildung 3.10 zu sehen ist. Es gilt
A =~ (.1, wobei die Abweichung fiir eine hohere Modenzahl zunimmt. Bei einer nochmaligen
Absenkung auf ¢ = 0.01 wird eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Poisson-Statistik erreicht.

Parameter: r; = 0.46, |o| = 4.55, |o})| = 2.6, 90 =0,¢' =0,0 =0, =1
Modenzahl | A | Mittelwert | Mittel.Poiss | Varianz | Mittelvert 1o/ |y
2 0.51 4.74 4.35969 7.82 0.61 1.50 | 0.37
3 0.84 9.23 5.45779 47.74 0.19 |4.20|0.71
4 0.88 10.47 15.89420 41.74 0.25 3.70 | 0.67
5 0.83 9.48 6.17951 37.85 0.25 2.30 | 0.51
6 0.66 8.49 5.15431 36.53 0.23 1.90 | 0.45
7 0.58 8.21 5.67799 32.25 0.25 2.50 | 0.54
8 0.60 7.30 4.97768 32.93 0.22 1.40 | 0.34
9 0.74 9.52 5.12266 70.84 0.13 5.20 | 0.78
10 0.84 8.10 4.62388 70.58 0.11 0.90 | 0.20
11 0.78 7.75 4.69918 65.73 0.12 2.10 | 0.48
12 0.72 7.38 4.54209 61.75 0.12 1.95 | 045
13 0.88 6.05 4.08991 58.24 0.10 |0.70 | 0.11
14 0.95 6.44 4.33901 57.57 0.11 3.50 | 0.65
15 0.89 6.14 4.02001 54.61 0.11 1.80 | 0.43
16 0.87 6.09 4.42708 51.91 0.12 2.30 | 0.51
17 0.90 5.20 0.98232 48.44 0.11 0.94 | 0.21
18 0.91 597 1.04268 60.36 0.10 |4.80|0.75
Tabelle 3.8: Mittelwerte und Varianzen der multimodigen Verteilungen in Abhédngigkeit von den

Parametern |o/,| und r,, sowie der Mittelwert der geniherten Poisson-Verteilung und

A.
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—« Modenzahl: 2 Mean: 4.74 Var: 7.82
Modenzahl: 3 Mean: 9.23 Var: 47.74
- Modenzahl: 4 Mean: 10.47 Var: 41.74
Modenzahl: 5 Mean: 9.48 Var: 37.85
—o Modenzahl: 6 Mean: 8.49 Var: 36.53
Modenzahl: 7 Mean: 8.21 Var: 32.25
— Modenzahl: 8 Mean: 7.30 Var: 32.93
- Modenzahl: 9 Mean: 10.75 Var: 125.01
Modenzahl: 10 Mean: 9.14 Var: 122,77
— Modenzahl: 11 Mean: 8.70 Var: 113.93
Modenzahl: 12 Mean: 8.24 Var: 106.43
— Modenzahl: 13 Mean: 6.76 Var: 96.68
- Modenzahl: 14 Mean: 7.10 Var: 93.28
- Modenzahl: 15 Mean: 6.75 Var: 88.02
- Modenzahl: 16 Mean: 6.66 Var: 83.55
- Modenzahl: 17 Mean: 5.69 Var: 76.18
— Modenzahl: 18 Mean: 6.44 Var: 86.24

015

Wahrscheinlichkeit

4] 10 20 30 40 50

Anzahl der Pulse

Abbildung 3.9: Gemischte, multimodige Summenzustinde bei einer Detektionseffizienz £ = 1.

- Modenzahl: 2 Mean: 0.47 Var: 0.50
Modenzahl: 3 Mean: 0.92 Var: 1.31

—» Modenzahl: 4 Mean: 1.05 Var: 1.26
Modenzahl: 5 Mean: 0.95 Var: 1.23

—= Modenzahl: 6 Mean: 0.85 Var: 1.13
Modenzahl: 7 Mean: 0.82 Var: 1.06 |

—+ Modenzahl: 8 Mean: 0.73 Var: 0.99

—o Modenzahl: 9 Mean: 1.07 Var: 2.26
Modenzahl: 10 Mean: 0.91 Var: 2.05

- Modenzahl: 11 Mean: 0.87 Var: 1.92
Modenzahl: 12 Mean: 0.82 Var: 1.81

—= Modenzahl: 13 Mean: 0.68 Var: 1.57 -

— Modenzahl: 14 Mean: 0.71 Var: 1.57

= Modenzahl: 15 Mean: 0.68 Var: 1.49

— Modenzahl: 16 Mean: 0.67 Var: 1.44

—+ Modenzahl: 17 Mean: 0.57 Var: 1.27

- Modenzahl: 18 Mean: 0.64 Var: 1.44

Wahracheinlichkeit

20 30 40 50

Anzahl der Pulse

Abbildung 3.10: Die gleichen gemischten, multimodigen Summenzusténde bei einer Detektions-
effizienz £ = 0.1.
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3.3 Mogliche experimentelle Ansatze zum Nachweis
von nichtklassischem Licht

Im Kapitel Theorie sind verschiedene grundlegende Experimente, die zum Nachweis von Quan-
teneffekten dienen konnen vorgestellt worden. Bleibt noch zu kliren, ob und unter welchen Um-
standen mit dem gegebenen Messaufbau ein eindeutiger Nachweis von nichtklassischem Licht
moglich ist. Mit der Messapparatur lassen sich folgende Versuche durchfiihren:

e Messung der Photonenstatistik P, (At).

e Bestimmung des zeitlichen Kohirenzgrads zweiter Ordnung ¢(? (7).

o Auswertung des raumzeitlichen Kohérenzgrads zweiter Ordnung gg) (T).

Weitere Grofien, wie Fano-Faktoren F; und g(2) (0), lassen sich aus der Photonenstatistik berech-
nen.

Uber die Ermittelung der Photonenstatistik kann auf die Gegenwart von quantenmechani-
schem Licht geschlossen werden. Eine Super-Poisson-Verteilung ist jedoch kein eindeutiger
Nachweis, da auch klassisches Licht eine solche Statistik erzeugen kann. Dies wird im Un-
terkapitel 2.4.5 am Beispiel des thermischen Lichts diskutiert. Ein eindeutiger Nachweis fiir
quantenmechanisches Licht ist nur durch eine Sub-Poisson-Statistik gewihrleistet. Ist die Ab-
weichung der gemessenen Verteilung von der Poisson-Statistik gering, so muss ein statistischer
Fehler iiber eine Erhohung der Realisierungen ausgeschlossen werden. Die Anzahl der Realisie-
rungen ist durch den quasistationiren Bereich und die Zeitauflosung beschriinkt. Uber den ersten
Nachweis einer Sub-Poisson-Photonenstatistik fiir Resonanzfluoreszenz von einzelnen Atomen
wurde in [SM83] berichtet.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Detektion von ¢ (7). Hier steht man vor einem #hn-
lichen Problem. Es gibt nichtklassische Felder die Bunching zeigen (¢ (0) > 1 A ¢®(0) >
g (1), 7 > 0). Das gleiche Verhalten kann aber auch durch klassische Felder erklirt werden.
Ein eindeutiger Nachweis fiir nichtklassisches Licht ist deshalb ausschlielich die Beobachtung
von Antibunching.

Uber gg) (7) konnen raumzeitliche Kohirenzeffekte zweiter Ordnung beobachtet werden. Da
die Positionen der Detektoren vorgegeben waren, konnte nur das Prédparat verschoben werden.
Eine Verschiebung des Priparats bewirkt zwei Effekte. Einerseits variiert der gemessene Raum-
winkel jedes Strahlers des Blattes. Dies verdndert die Anzahl der gemessenen rdumlichen Moden.
Wird beispielsweise das Blatt unmittelbar vor den Detektor positioniert, so erreichen alle abge-
strahlten Photonen der zugewendeten Blattoberfliche das Eintrittsfenster. Der Raumwinkel €2 ist
in diesem Fall durch (2 ~ 27 gegeben. Entfernt man das Blatt systematisch vom Detektor, so
schrumpft der Raumwinkel. Jeder Punkt 7, des Blattes besitzt einen anderen Raumwinkel, der
durch das Integral Q(7,) = fS(* -,y €2 zu bestimmen ist, wobei S (7, 1) fur die Detektoroberfld-

Ty

che steht. Eine Entfernung des Blattes vom Detektor fiihrt zu kleineren Raumwinkeln und so zu

119



einer geringeren messbaren Intensitit. Andererseits bewirkt der gesteigerte Abstand s = |7 — 73|
zwischen Detektor und Préparat einen Phasenfaktor ¢ = - (7"—7%) fiir die detektierten Moden.
Je nach Position des Priparats treten andere Moden in die beiden Detektoren (siche Abbildung
4.1). Die Abmalle der quadratischen Box belaufen sich auf d = 30 cm. Der Abstand zwischen
den Symmetrieachsen der Photomultiplier betriigt ca. b= 20 cm. Uber die Lichtgeschwindigkeit
c lasst sich dieser Abstand in die maximal mogliche zeitliche Verzogerung t,,,, = g = 0.7 ns
umrechnen, die durch eine Verschiebung des Priparats realisiert werden kann. Die minimale In-
tegrationszeit der Messkarte betriagt At,,;,, = 250 ns. Offensichtlich gilt At,,;,, >> t,,,4., Wweshalb
die Phasenverschiebung ¢ vernachléssigt werden kann. gg) (7) ist Aufgrund des experimentel-
len Aufbaus ungeeignet, um aus der Verianderung der Detektionsgeometrie eine Information iiber
die Kohirenzfliche zu beziehen. Uber gg) (7) kann nur die Korrelation verschiedener rdumlicher

Moden fiir Verschiebezeiten 7 > 250 ns untersucht werden.

Wie die Theorie zeigt, hingen alle messbaren GréBen von der Detektionseffizienz ab. Eine
Sub-Poisson-Statistik entwickelt sich durch die Verringerung der Detektionseffizienz zu einer
Poisson-Verteilung hin. Dies wurde durch die Simulationen der gequetschten Zustiande gezeigt.
Die Simulationen ergaben auch, dass bei Giiltigkeit von Gleichung (2.225) der nichtklassische
Charakter erhalten bleibt. Sind beispielsweise alle Moden so gequetscht, dass eine Sub-Poisson-
Statistik entsteht, so ist ein experimenteller Nachweis des Quantencharakters mit dem Messauf-
bau moglich. Eine niedrige Detektionseffizienz erschwert diesen Nachweis. Die Anzahl der Rea-
lisierungen muss in diesem Fall erhoht werden, um die statistische Sicherheit zu gewihrleisten.
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4 Messergebnisse

Mit der vorhanden Messapparatur wurden an verschiedenen biologischen Proben Messungen
durchgefiihrt. Das Ziel der Messungen war es, Hinweise auf die quantenmechanische, mogli-
cherweise gequetschte Natur der Biophotonen zu gewinnen [PCH'02]. Dies sollte, unter Ver-
wendung der im theoretischen Teil geschilderten statistischen Methoden geschehen. Die Natur
stellt prinzipiell unzihlige Préaparate zur Verfiigung, doch die Erfahrung zeigt, dass Blitter ei-
ne erhohte spontane Emission besitzen. Aus diesem Grund dienten in erster Linie die Blitter
von Biumen als biologische Proben. Die Messungen erfolgten mit der gegebene Apparatur, die
zunidchst erklédrt wird. Nach der Untersuchung des Dunkelstromsignals mit den im Unterkapitel
3.3 erlduterten experimentellen Methoden, erfolgte die Messung der biologischen Préparate. Um
die Ergebnisse zu iiberpriifen, wurden zusitzlich Vergleichsmessungen mit einem Laser durch-
gefiihrt.

4.1 Messaufbau

Zur Messung der Photonen diente der Messaufbau aus Abbildung 4.1. Er besteht aus einer licht-
dicht verschlieBbaren Aluminiumbox, an der zwei Photomultiplier (PM) angebracht sind. Vor
jedem PM ist ein mechanischer Shutter (SH) installiert, das iiber die externe Kontrolle (CN)
pneumatisch gesteuert wird. Die Spannungspulse der PM werden in den nachgeschalteten Vor-

Box
1
PC
belishige Cuelle |SH | PM | @
SH & ] fé‘“ﬂs
) TH B OF

CH

Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau der Messapparatur.

verstirkern (OP) intensiviert. Das verstirkte Signal wird iiber die Computer-Messkarte (PMS
400) ausgelesen, die in einen Rechner (PC) eingebaut ist. Zusitzlich gibt es noch einen weiteren
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Shutter, der sich auf der gegeniiberliegenden Seite befindet. Uber ihn kann bei Bedarf Laser-Licht
in den Innenraum der verschlossenen Box geleitet werden.

4.1.1 Photomultiplier und Vorverstarker

Die Wahl des richtigen Photomultipliers hingt vom Verwendungszweck ab. Da die Messungen
bei sehr niedrigen Intensititen durchgefiihrt werden, sollte der Photomultiplier eine relativ grof3e
Photokathode besitzen, um moglichst viele Photonen zu sammeln. Deshalb wurde ein Photo-
multiplier vom Jalousien-Typ (venetian blind type) verwendet, der in Abbildung 4.2 zu sehen
ist. Die Datenblitter des Photomultipliers sind in Anhang 8.2, 8.3 beigefiigt. Daraus geht hervor,
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Abbildung 4.2: Photomultiplier vom Jalousien-Type.

dass der Photomultiplier ein FWHM von 22 ns und eine Anstiegszeit von 10 ns fiir ein einzelnes
Photoelektron besitzt. Als Vorverstirker wurde ein Breitband-Verstéirker von Phillips Scientific,
Modell 6954 eingesetzt, dessen Spezifikationen im Datenblatt, Anhang 8.1 zu finden sind. Laut
Datenblatt bewirkt die Verstirkung praktisch keine Verianderung der Pulsform, die Anstiegszeit
liegt bei 220 ps, wodurch schnelle Reaktionen moglich werden.

4.1.2 Computer-Messkarte

Die verwendete Computer-Messkarte PMS-400 stammt von der Firma Becker & Hickel GmbH.
Von den vielen Funktionen die sie besitzt, werden nur die erklirt, die fiir die Photonenmessung
von Nutzen waren. Auf der schematischen Zeichnung 4.3 sind die zusammengefassten Kompo-
nenten der Messkarte zu sehen. Zu jedem Signal-Eingang gibt es zusitzlich einen Gate-Eingang.
Die Gate-Eingédnge wurden nicht verwendet. Die Signal-Eingiinge (Inp) werden mit A und B be-
zeichnet. Hinter jedem Signal-Eingang liegt ein Diskriminator (Discriminator), dargestellt durch
einen grauen Kasten. Die Schwellenspannung des Diskriminators kann iiber die Software zwi-
schen +1 V und —1 V variiert werden [Gmb]. Die Reaktionszeiten der Diskriminatoren liegen
im Sub-Nanosekundenbereich. Ist die Pulshohe ausreichend, so wird der Puls zum Gate wei-
tergeleitet. Die Kontrolleinheit (Control Logic), die mit dem Timer verbunden ist, 6ffnet nach
einem Softwarebefehl das Gate und leitet das Signal an den 32 Bit Zihler (32 bit Counter) wei-
ter [Gmb]. Hier werden die Pulse entsprechend des Operationsmodus verarbeitet. An der Karte
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Abbildung 4.3: Aufbau der Messkarte [Gmb].

kann eingestellt werden, ob die ansteigenden oder die abfallenden Flanken der Pulse als Ereignis
gezdhlt werden. Die verarbeiteten Pulse werden dann zum Speicher (Memory) weitergeleitet und
von dort iiber den PC-Anschluss ausgelesen. Der Speicher ist in der Lage, ca. 32000 Zeitpunkte
mit den zugehorigen Pulszahlen zu speichern. Danach muss der Speicher ausgelesen werden. In-
nerhalb der Auslesezeit, die bis zu einigen Sekunden betragen kann, ist es nicht moglich, weitere
Messungen durchzufiihren.

Ereignismodus

Die Software zur Messkarte PMS-400 bietet vier Operationsmodi, die fiir verschiedene Anwen-
dungen geeignet sind. Fiir die Messung sehr niedriger Photonenzahlen ist der Ereignismodus
(Event Mode) vorteilhaft. Er wurde ausschlieBlich zur Erhebung der Daten verwendet. Im Ereig-
nismodus Offnet sich ein Zeitfenster der Liange At, wenn ein Puls zum Zeitpunkt ¢; im Zihler
eintrifft. Alle weiteren Pulse, die wihrend At auftreten, werden zu dem ersten hinzuaddiert. Die
Anzahl der Pulse wird zusammen mit dem Zeitpunkt ¢; gespeichert. Werden Messungen mit
beiden Kanilen gleichzeitig durchgefiihrt, so werden nach dem ersten Photon in beiden Kani-
len Zeitfenster der Linge At geoftfnet und in beiden Kanilen die Photonenzahl in At ermittelt.
Dabei ist es unwichtig, in welchem Kanal das auslosende Photon eingetroffen ist. Das kleinste
mogliche Speicherzeitfenster liegt bei At = 250 ns [Gmb]. Damit ist die zeitliche Genauigkeit,
mit der die Pulse lokalisiert werden auf ca. 250 ns festgelegt.

Totzeit der Messapparatur

Die Messkarte besitzt eine sehr gute Zeitauflosung. Es konnen Pulsflanken, die 1, 25 ns Abstand
besitzen unterschieden werden [Gmb]. Die Zeitauflosung der Messkarte ist wesentlich besser als
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die Totzeit von Photomultipliern, die zwischen 5—20 ns liegt. Unter Totzeit wird die Zeit verstan-
den, die das System braucht, um nach der Messung eines Photons wieder ein Photon detektieren
zu konnen. Trifft ein Photon wihrend der Totzeit auf die Photokathode, so kann es nicht regis-
triert werden. Natiirlich wird die Totzeit des gesamten Systems durch die Systemkomponente
beschrinkt, die die grofite Totzeit besitzt. Da ein Photomultiplier vom Jalousie-Typ verwendet
wird, besitzen die Pulse eine mittlere Halbwertsbreite von ca. FWHM = 22 ns. Liegen zwei
gleich grof3e Pulse vor, so kdnnen sie nur unterschieden werden, wenn ihre Maxima ungefihr 20
ns Abstand voneinander besitzen. Das bedeutet, dass die Totzeit der gesamten Messapparatur bei
ca. 20 ns liegt. Die maximale Pulszahl, die wihrend eines minimalen Zeitintervalls At = 250 ns
auftreten kann ist dann durch ca. 13 Pulse gegeben.

Wird ein Strahl {iber zwei Photomultiplier gemessen, so ist die Zeitauflosung von der Transitzeit-
Verbreiterung (TTS) abhiingig. Da die zeitliche Schwankung durch die TTS wesentlich geringer
ausfillt als die Zeitauflosung, die durch das minimale Speicherzeitfenster von At = 250 ns
vorgegeben wird, kann die TTS vernachléssigt werden.

4.2 Ermittelung des Pulshohenspektrums

Wie im Abschnitt 2.3.2 erklédrt wurde, kann das Pulshohenspektrum ermittelt werden (siehe Ab-
bildung 2.12). Normalerweise wird dazu ein Speicheroszilloskop verwendet. Da dieses nicht vor-
handen war, konnte die Verteilung nur tiber die Variation der Schwellenspannung der Messkarte
ermittelt werden. Dazu musste die Schwellspannung systematisch erhoht werden. Alle Pulse de-
ren Spannungen groBer als die Schwellspannung V; waren, wurden aufaddiert und beziiglich dem
Zeitintervall At gemittelt. Daraus ergab sich die Anzahl der kumulierten Pulse zu:

An(V;) =n(V;) —n(V;) A V>V 4.1)

An(V;) ist fiir die beiden Photomultiplier als Balkendiagramm in den Abbildungen 4.4 und 4.5
dargestellt. Als Strahlungsquelle wurde ein Laser verwendet. Das Pulshohenspektrum des Lasers
zuziiglich des Dunkelstroms ist durch die griine Linie gegeben. Die rote Linie steht fiir das Puls-
hohenspektrum des Dunkelstroms, das bei geschlossenen Shuttern ermittelt wurde. Es handelt
sich um halblogarithmische Darstellungen, aus denen man erkennt, dass die Hohenspektren des
Lasers wie die vertikal verschobenen Spektren des Dunkelstroms aussehen. Aus den Pulshéhen-
verteilungen der beiden Photomultiplier kann folglich kein Unterschied zwischen Dunkelstrom-
und Laserpulsen ermittelt werden. Deshalb wurde die Schwellenspannung auf den kleinsten,
moglichen Wert gesetzt, der bei 1}, = 4 mV lag. Dieser Wert entspricht dem Ende des ersten
Balkens. Mit dieser Einstellung erfolgten die Messungen.
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Abbildung 4.4: Pulshohenspektrum des Photomultipliers A fiir At = 1 s.
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Abbildung 4.5: Pulshohenspektrum des Photomultipliers B fiir At = 1 s.
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4.3 Messung des Rauschens

Da die Messungen bei sehr niedrigen Intensitiiten stattfinden, ist es notwendig das Rauschen des
Photomultipliers zu beriicksichtigen. Die Ursachen fiir das Rauschen wurden im Unterkapitel
2.3.2 erklart. Durch sie entsteht ein temperaturabhingiger Dunkelstrom. Um den Dunkelstrom
so gering wie moglich zu halten, wurde der Photomultiplier vor jeder Messung auf eine Tem-
peratur von 7' = —25° C gekiihlt. Die Ermittlung des optimalen Signal-Rausch-Verhiltnisses
erfolgte nach Gleichung (2.177) in Abhéngigkeit von der Diskriminatorschwelle und der Versor-
gungsspannung des Photomultipliers. Durch die Shutter war es moglich zu priifen, ob Hinter-
grundstrahlung vorhanden ist. Dazu wurde der Hintergrund bei geschlossenem und gedffnetem
Shutter gemessen. Da kein Unterschied auftrat, konnte die Hintergrundstrahlung als Rauschquel-
le ausgeschlossen werden. Unter diesen Voraussetzungen wurden die Messungen durchgefiihrt.
Es zeigte sich, dass beide Photomultiplier dhnliche Ergebnisse liefern. Aus Platzgriinden werden
nur die Resultat von Photomultiplier A dargestellt.

4.3.1 Zeitlicher Verlauf des Dunkelstroms

Um den Dunkelstrom mathematisch in der Auswertung beriicksichtigen zu konnen, miissen eini-
ge Bedingungen erfiillt sein. Zum einen sollte der Dunkelstrom unabhéngig von der einfallenden
Intensitit sein. Nach Gleichung (2.176) gilt dann, dass die Funktion n,,(np,) eine Konstante ist:

Npg(npn) = const.. 4.2)

Diese Annahme ist gerechtfertigt, wenn ein Photomultiplier ohne Nachpulsieren vorliegt. Zum
anderen ist eine zeitlich konstante Statistik des Rauschens notwendig. Durch diese beiden Be-
dingungen wird es moglich, den Beitrag des Rauschens, zum gemessenen Signal zeitlich versetzt
zu ermitteln. Um die zeitliche Konstanz des Rauschsignals zu ermitteln wurde der Dunkelstrom
mehrfach iiber Zeitrdume von einigen Stunden bis Tagen ermittelt. In Abbildung 4.6 ist der zeit-
liche Verlauf einer einzelnen Messung iiber eine Zeit 7" von ca. 16 Stunden zu sehen. Die Detek-
tion erfolgte im Ereignismodus, mit dem minimalen Speicherzeitfenster von At = 250 ns. Die
schwarze Linie in Abbildung 4.6 zeigt den Signalverlauf fiir eine Integrationszeit von At = 10
s. Das Signal fluktuiert sehr stark. Die Rote Linie zeigt den zeitlichen Verlauf fiir eine Glattung
tiber At = 1000 s, was einer Mittelung iiber 100 Intervalle entspricht. Die zugehorige Varianz,
bezogen auf diese zwei Kurven, ist durch die griine Linie dargestellt. Wie zu erkennen ist, nimmt
die rote Linie mit steigender Zeit ¢ leicht ab.
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Abbildung 4.6: Zeitlicher Verlauf des Dunkelstroms bei einer Integrationszeit von At = 10 s
(schwarze Linie) sowie Mittelwert (rote Linie) und Varianz (griine Linie) bezo-

gen auf 7' = 1000 s.
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Abbildung 4.7: Zeitlicher Verlauf des Dunkelstroms bei einer Integrationszeit von At = 1 s
(schwarze Linie) sowie Mittelwert (rote Linie) und Varianz (griine Linie) bezo-

gen auf 7' = 1000 s.
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— Mittalwert, At= 0105
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Abbildung 4.8: Zeitlicher Verlauf des Dunkelstroms bei einer Integrationszeit von At = 0.1 s
(schwarze Linie) sowie Mittelwert (rote Linie) und Varianz (griine Linie) bezo-
gen auf 7' = 1000 s.

Wird eine Photonenmessung iiber eine Dauer von 7" = 1000 s durchgefiihrt, so ist der Mittel-
wert des Dunkelstroms, bezogen auf Integrationsintervalle der Liange At = 10 s in guter Néhe-
rung konstant. Die Varianz unterliegt noch starken Schwankungen. Um diese zu reduzieren, ist
es notwendig, die Anzahl der Intervalle zu erhohen. Wird der gleiche Datensatz fiir eine Integra-
tionszeit von At = 1 s ausgewertet, so nehmen die Schwankungen von Varianz und Mittelwert
ab. Dies ist in Abbildung 4.7 zu sehen. Die rote Linie stellt nun die Mittelung iiber 1000 Interval-
le dar. Der zeitliche Abfall des Dunkelstroms ist noch erkennbar. Wird die Integrationszeit auf
At = 0.1 s reduziert, so sind Mittelwert und Varianz zeitlich annihernd konstant. Dies ist in Ab-
bildung 4.8 zu erkennen. Hier wurden 10000 Datenpunkte zur Berechnung von Mittelwert und
Varianz verwendet. Da der Dunkelstrom gemittelt iiber 1000 s eine sehr geringe Zeitabhiingigkeit
zeigt, scheint es gerechtfertigt, ein quasi stationédres Verhalten anzunehmen. Werden zusitzlich
mehr als 10000 Datenpunkte zur Berechnung von Mittelwert und Varianz verwendet, so ist die
statistische Fluktuation gering.

4.3.2 Zahlstatistik des Dunkelstroms

Wie im vorausgegangen Unterkapitel gezeigt wurde, reduzieren sich die Schwankungen des La-
gemalles und der Varianz mit steigender Anzahl der Realisierungen N = %. Handelt es sich um
ein quasi stationdres Signal, so kann zum Zeitpunkt ¢ eine Héaufigkeitsverteilung fiir eine Stich-
probe der Dauer T erstellt werden, die auch zu einem spiteren Zeitpunkt ¢’ Giiltigkeit besitzt.
Fiir den zuvor benutzten Datensatz erstellen wir fiir eine Stichprobendauer von ca. 7' = 10000 s
an den Zeitpunkt ¢; = 0 s und ¢, = 45000 s Zihlstatistiken.
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Abbildung 4.9: Zihlstatistiken des Dunkelstroms fiir verschiedene Mittelungsintervalle At iiber
eine Stichprobenlidnge von ca. 7' = 10000 s zum Zeitpunkt ¢;.

- Mittelungsintervall: 5.000s Mean: 40.246 Var: 70.469
Mittelungsintervall: 2.500s Mean: 20,121 Var: 35.231

- Mittelungsintervall: 1.000s Mean: 8049 Var: 13.825

04 — Mittelungsintervall: 0.500s Mean: 4.025 Var: 6.898 |
Mittelungsintervall: 0.100s Mean: 0.805 Var: 1.340

-« Mittelunpaintervall: 0.010s Mean: 0.080 Var: 0.129

rel. Haufigkeit
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Abbildung 4.10: Zdhlstatistiken des Dunkelstroms fiir verschiedene Mittelungsintervalle At tiber
eine Stichprobenlidnge von ca. 7" = 10000 s zum Zeitpunkt ¢,.
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- Mittelungsintervall: 5.000s Mean: 41.965 Var: 76.473
Mittelungsintervall: 2.500s Mean: 20.983 Var: 37.304
- Mittelungsintervall: 1.000s Mean: 8.393 Var: 14.696
04 — Mittelungsintervall: 0.500s Mean: 4.196 Var: 7.213
Mittelungsintervall: 0.100s Mean: 0.839 Var: 1.401
..... Mittelungsintervall: 0.010s Mean: 0.084 Var: 0.135
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Abbildung 4.11: Zdhlstatistiken des Dunkelstroms fiir verschiedene Mittelungsintervalle At tiber
den gesamten zeitlichen Verlauf.

Diese sind in den Abbildungen 4.9 und 4.10 zu sehen. Es wurden verschiedene Integrations-
zeiten At verwendet. Zu kleineren Zeitintervallen At gehen die statistischen Schwankungen im
Verteilungsverlauf zuriick. Aus den Mittelwerten und Varianzen der Verteilungen, die ebenfalls
in den Graphiken eingetragen sind, geht hervor, dass eine geringfiigige zeitliche Drift des Dun-
kelstroms vorliegt. Diese war auch im zeitlichen Verlauf zu erkennen. Betrachten wir nun die
rote Kurve in Abbildung 4.9. Die hochste auftretende Pulszahl n in einem Zeitintervall At liegen
hier bei n = 98. In Abbildung 4.10 erreicht die maximale Anzahl nur den Wert n = 77. Wird
die Stichprobenlidnge 7" auf die gesamte Messdauer erhoht, so reduzieren sich die Fluktuationen
der Zihlstatistik (siche Abbildung 4.11). Dieser Effekt ist besonders gut an der roten und griinen
Kurven zu erkennen. Die rote Kurve in Abbildung 4.11 entspricht ca. 10000 Datenpunkten. Ist
der Datensatz zu gering, so treten, auch bei quasi stationédren Signalen statistische Schwankungen
auf. Damit eine Hintergrundskorrektur durchgefiihrt werden kann, muss ein ausreichend grof3er
Datensatz verwendet werden. Trotzdem gibt es immer wieder Ausreiller zu gro3en Pulszahlen n.
Da diese Pulse eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit besitzen, werden die verwendeten Daten-
sidtze so gewdhlt, dass keine Ausreiler vorhanden sind. Der Fano-Faktor ist fiir den Hintergrund
groBer als Eins, wie aus dem Verhiltnis von Varianz und Mittelwert sichtbar wird. Um die Drift
so gering wie moglich zu halten miissen die Dunkelstrommessungen direkt vor und nach der
Messung der biologischen Probe erfolgen.

4.3.3 Korrelation der Dunkelstrompulse

Mit dem experimentellen Aufbau konnte das Signal auf Korrelationen untersucht werden. Hier
stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Zum einen die Autokorrelation des Signals, die in
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ihrer normierten Form iiber ¢ (7), aus Gleichung (2.363) bzw. (2.366) erfasst wird. Zum ande-
ren die Kreuzkorrelation, ¢\2 (7) zwischen den Photomultiplicren an den Orten 7 und 7 (siche

Abbildung 4.1), welche die Koppelung unterschiedlicher Moden erfasst.

Autokorrelation des Dunkelstroms

Natiirlich kann die Autokorrelation auch fiir den Dunkelstrom ermittelt werden. Zu diesem Zweck
wurde aus dem obigen Datensatz, bei t = 29000 s eine Stichprobe der Dauer 7' = 10000 s mittels
g®(7) untersucht. In Abbildung 4.12 ist g® (1) fiir verschiedene Integrationszeiten At doppel-
logarithmisch dargestellt. Fiir Integrationszeiten At < 100 us nehmen die Schwankungen fiir
7 > At stark zu. Fiir Integrationszeiten At < 1 s zeigt der Dunkelstrom immer einen Bunching-
Effekt. Das Auftreten der Dunkelstrompulse ist folglich korreliert. Im Bereich niedriger Inten-
sitdten ist es notwendig, die Korrelation des Dunkelstroms bei der Auswertung der Intensitéts-
korrelation zu beriicksichtigen. Da sich die gemessene Anzahl der Pulse n,(At,t) = ng, bei
Giiltigkeit von Gleichung (4.2), durch Gleichung (2.176) ergibt, ist der zeitliche Kohédrenzgrad
zweiter Ordnung ¢(®)(7) unter quasi stationiren Bedingungen durch

(2)(7_) _ Ng - ng(T) — Mg - nbg(T) - Qn_bg (n_g_n_bg) . 9(At . 7_) X ﬂ_ ng’g (4.3)

— 9 —
(g — Mg (g — M)

9

gegeben, wobei gilt, dass n, = n;(At — 7, t) ist. Hier wurde genutzt, dass sich n(t) durch n(t) =
7 + An(t) beschreiben ldsst, woraus sich

Nphp - nbg(T) = (n_ph—i— Anph) . (Tl_bg + Anbg(r)) = ’I”L_ph . n_bg—i— Anph . Anbg(T) (44)

ergibt. Der Korrelationsterm An pj, - Any,, wird theoretisch zu Null, wenn das Dunkelstromsignal
unabhiingig von der Photonenzihlrate ist. Praktisch kann ein geringer, schwankender Beitrag in
der Auswertung vorhanden sein, da die Messungen eine endliche Dauer besitzen. Liegt im Mittel
eine Gesamtzahl der gemessenen Pulse 1, vor, die wesentlich groer ist als die mittlere Anzahl
der Dunkelstrompulse 7,4, so konnen in Gleichung 4.3 alle Terme, die n;, enthalten, vernach-
lassigt werden. Bei niedrigen Pulsraten ist die Korrelation des Dunkelstroms zu beriicksichtigen.
Wie aus Abbildung 4.12 hervorgeht, fingt der Verlauf von ¢ (7) fiir Integrationszeiten At < 1
ms und 7 > At stark an zu fluktuieren. In diesem Bereich kann eine Hintergrundskorrektur zur
Verschlechterung fiihren, weshalb Korrekturen dann nur fiir 7 < At sinnvoll sind. Die Ursache
fiir diese Schwankung liegt an der zu geringen Datenmenge.
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— Mittelungsintervall: 0.0001s Mean: 0.0008 Var: 0.0012
Mittelungsintervall: 0.0010s Mean: 0.0083 Var: 0.0124

- Mittelungsintervall: 0.0100s Mean: 0.0830 Var: 0.1315
Mittelungsintervall: 0.0500s Mean: 0.4151 Var: 0.6754

— Mittelungsintervall: 0.1000s Mean: 0.8303 Var: 1.3638

100 Mittelungsintervall: 0.5000s Mean: 4.1514 Var: 7.0400

— Mittelungsintervall: 1.0000s Mean: 83029 Var: 14.0506

— Mittelungsintervall: 10.0000s Mean: 83.0346 Var: 151.8039

1000

a1

0.01
107° 10-¢ 1074 1078 107¢ 107t 10" 10t

Verschiebezelt (s)

Abbildung 4.12: Autokorrelation des Dunkelstroms fiir verschiedene Integrationszeitintervalle
At. Da eine doppellogarithmische Auftragung verwendet wurde, ist ¢(®(0)
nicht aufgetragen.

10t ! ' ]
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:E.: 510t
<3 2.10
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5
2
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51071
2:107*
1107t
a 1-107° 2.107° 3.107° 4 107" 5 107" §.107°

Verschiebezelt 7 (s)

Abbildung 4.13: Normierte Kreuzkorrelation des Dunkelstromsignals fiir verschieden Integra-
tionszeiten At.
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Kreuzkorrelation des Dunkelstroms

Wenn die Ursache des Rauschens in den beiden Photomultipliern unabhéngig ist, dann muss der
raumzeitliche Kohidrenzgrad zweiter Ordnung unabhéngig von 7 sein. In diesem Fall gilt:

@ () = (- ma(7)) _ (4.5)

D2 =) ey

Um dies zu zeigen, wurde auch die Kreuzkorrelation programmiert. Die graphische Darstellung
istin Abbildung 4.13 zu sehen. Wie dort zu erkennen ist, zeigt der Dunkelstrom eine klare Kreuz-
korrelation fiir kleinere Integrationszeiten At. Dies hat zur Folge, dass Kreuzkorrelationsmessun-
gen, bei niedrigen Intensitdten fehlerhaft werden. Die Kreuzkorrelation des Dunkelstroms wird
hochstwahrscheinlich durch die Hochspannungsversorgung verursacht. Unter der Voraussetzung,
dass der Dunkelstrom im Photomultiplier A unabhéngig vom Photonensignal im Photomultiplier
B ist, kann dieser Mangel ausgeglichen werden. In diesem Fall gilt fiir die Kreuzkorrelation des
Photonensignals:

npp - npp2(T) | g Nga(T) + Tipgy - Mga(T) — Mgt - g2 (T) — Nga(T) - g
Tpni - PRz (Mgt — M) + (Mgz — Tibg2)
Mgt~ g2 (T) — Nipg1 * g2 (T) — (g1 — Tig1) Mgz — (Tg2 — Mg2) - Mgt
(g1 — Tg1) * (g2 — Tg2) '

2
g3 (r) =

(4.6)

4.4 Messung biologischer Proben

In Abbildung 4.1 wurde der Messplatz schematisch dargestellt. Zu Beginn der Messungen wird
die gereinigte biologische Probe in der Box positioniert. Bei geschlossener Box kann eine Be-
strahlung durch verschiedene Quellen erfolgen. Danach werden die Shutter getffnet und die
Intensitidt wird detektiert. Das abgestrahlte Signal der biologischen Probe ldsst sich in zwei Be-
reiche einteilen:

e verzogerter Abstrahlung (delayed luminescence),
e spontane Emission (spontaneous emission).

Diese sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Im vorderen Bereich der verzogerten Abstrahlung (DL)
klingt das Signal rasch ab und geht dann in die spontane Emission (SE) tiber [PLG92]. Im Be-
reich der spontanen Emission ist die Anzahl der gemessenen Pulse im Mittel {iber einen ldngeren
Zeitraum (bis zu einigen Tagen) annihernd konstant. Unter der Annahme, dass dieser Bereich als
quasi stationdr gendhert werden kann, erfolgten statistische Auswertungen. Fiir die Photonensta-
tistik gilt dann

Po(ALt) ~ Py(Al) (4.7)
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— Mittelwert, At= 0105
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Abbildung 4.14: Gemessener Intensititsverlauf eines Eichenblatts nach der Bestrahlung mit ther-
mischem Licht einer Gliithbirne. Zu sehen ist die verzogerte Abstrahlung (DL)
und die spontane Emission (SE).

und die Nutzung von ¢? (1) aus Gleichung (4.3) ist gerechtfertigt. Aus der Kenntnis der Vertei-
lung des Dunkelstroms P,,(n) und der gemessenen Haufigkeiten P,(n) kann die Verteilung der
Photonen Ppj,(n) ermittelt werden. Nimmt man an, dass Dunkelstrom- und Photonensignal von-
einander unabhingig sind, dann sind die gemessenen Hiufigkeiten des gesamten Signals P,(n)
durch

Py(n) =) Poy(n—1i)- Ppy(i) (4.8)

=0

gegeben. Die indirekt gemessene Verteilung der Photonen Pp,(n) kann durch eine theoretische
Photonenverteilung P;;,(n) gendhert werden. Folglich lassen sich die gemessenen Hiufigkeiten
P,(n) durch P, (n) approximieren, wobei

Pugy(n) =Y Pyg(n — i) - Pou(i) (4.9)
=0

gilt. Unter Verwendung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate [Baj04] erhilt man die Fitpa-
rameter der theoretischen Verteilung.

Die Verteilung der Hintergrundpulse F,,(n) wurde wie im Unterkapitel 4.3.2 gezeigt, zeitver-
setzt ermittelt. Fiir die theoretische Fit-Funktion P,,(n) des Photonensignals wird P,(At) aus
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Gleichung (2.207) mit P, aus Gleichung (2.288) verwendet. Da nur ein Fit erstellt wird, kann
die Detektionseffizienz { =1 gesetzt werden. Folglich erhélt man vier Fitparameter |a/, r, 6 und
¢, welche die gemessene Photonenstatistik beschreiben. Aus den Parametern folgt ¢® (7 =0 s),
sowie der Fano-Faktor F; des gemessenen Photonensignals aus Gleichung (2.374).

Zur Messung standen verschiedene biologische Proben zur Verfiigung. Wihrend der Messung
wurde darauf geachtet, dass die Temperatur 7" konstant in einem Bereich von 7" = (22.0+0.5)° C
blieb. Da gelegentlich Ausreiler auf dem Dunkelstromsignal vorlagen, war es stets notwendig,
vor der Auswertung den zeitlichen Verlauf der gemessenen Pulse zu kontrollieren, um solche
Bereich von der statistischen Erfassung auszuschlie3en.

4.4.1 Flechte (Lichen)

Als biologisches Priparat diente ein Stiick Baumrinde, das von einer Flechte iiberzogen war.
Bei der Flechte handelte es sich hochstwahrscheinlich um eine Schiisselflechte (Parmelia phy-
sodes), wie aus der Farbe und Oberflichenstruktur geschlossen wurde. Nach einer Verweilzeit
der Flechte in der geschlossenen Box von ca. einer Stunde starteten die Messungen. Aus dem
zeitlichen Verlauf wurde ein Bereich ausgewihlt, in dem das Signal im Mittel relativ konstant ist
und keine Ausreiler besitzt. Dieser Bereich ist in Abbildung 4.15 zu sehen. Aus dem Vergleich
mit Abbildung 4.8 wird deutlich, dass das Signal im Mittel dreimal so Intensiv ist wie das Dun-
kelstromsignal. Die Gléttung in Abbildung 4.15 erfolgte jeweils iiber 1000 Realisierungen. Fiir

15

— Mittelwert, At= 0103
= geglattet tber: 100.0 s

1 Varianz bezogen auf: 100.0 & |

—
=1

3
i

Anzahl der Pulss/0.1s

o

M

25

) JMH JMI W

I

a 500 1000 1500 2000 2500 3000

Zeit £ (s)

Abbildung 4.15: Zeitlicher Verlauf des SE-Signals einer Flechte, sowie Mittelwert und Varianz
bezogen auf 1000 Integrationsintervalle At.
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die weitere Auswertung betrachten wir das Zeitintervall aus Abbildung 4.15, als Stichprobe der
Dauer 7'

Photonenstatistik

Die Pulsstatistik wird fiir alle biologischen Priparate entsprechend [BajO4] ausgewertet. Da die
Daten im Ereignismodus aufgenommen wurden, liegt die kleinste Integrationszeit At,,;, bei
250 ns. Alle groBeren Integrationsintervalle At > At,,;, konnen durch ein Zusammenfassen
der kleineren Intervalle erhalten werden. Die Fitparameter ||, r, # und ¢ sind in Tabelle 4.1
eingetragen. Daraus konnen |o/| und ¢’ durch Gleichung (2.291) berechnet werden. Da der Fit-
parameter |o’| nach Gleichung (2.289) iiber den gemessenen Mittelwert (npy) = (ng) — (Np,)
der Photonen und den Parameter r festgelegt ist, stehen effektiv nur die drei Fitparameter r,
und ¢ zur Verfiigung. Die Parameter beschreiben das Photonensignal ohne den Dunkelstrom. Um
die Ubereinstimmung zwischen der empirischen Verteilung P,(n) aus Gleichung (4.8) und der
berechneten Verteilung P,,;(n)aus Gleichung (4.9) zu ermitteln, wurde ein y2-Test durchgefiihrt.
Fiir 2 gilt:

(1) — Pa(n))
=y ( s ) N — zn:Xn, (4.10)

n

In x? wurden nur Haufigkeiten H,, = N - P,(n) beriicksichtigt, die H,, > 3 erfiillten. Die Anzahl
der Freiheitsgrade f ist ebenfalls angegeben. Wie aus Tabelle 4.1 zu erkennen ist, wiren bei einer
Grenzwahrscheinlichkeit von 1% die ersten vier Verteilungen abzulehnen. Durch die erhdhte
Anzahl der Realisierungen reduziert sich die Schwankung der gemessenen relativen Hiufigkeiten
P,(n). Da die Dauer der Stichprobe T" ~ 3300 s betrigt, liegen bei einer Integrationszeit von
At = 1 us nach Gleichung (2.168) N ~ 3.3 - 10° Realisierungen vor. Um die Abweichung
P,(n) — P.u(n) = A, der relativen Haufigkeiten fiir die gegebenen Parameter zu schitzen,
nehmen wir an, dass im Mittel 100 Pulse pro Sekunde detektiert werden. Zur Vereinfachung wird
vorausgesetzt, dass in dem Integrationsintervalle At = 1 us nur ein Puls oder kein Puls vorliegt.
Die Wahrscheinlichkeit, genau einen Puls in A¢ zu detektieren, ist dann P,(1) = 10~*. Real
treten auch zwei oder mehr Pulse in einem Intervall auf, weshalb P,(1) < 10~* gerechtfertigt
ist. Fiir A, gilt bei einem Beitrag von X, = 100 zu x* = Y X,

P, - X
A, = Pear(n) - Xo -, A, ~1.7-107°. (4.11)
N
Trotz des groBen Beitrags X,, = 100 zu x? handelt es sich um eine geringe Abweichung

A, ~ 1.7 - 1075, Zum Fitten wurde in Python die Funktion ,leastsq* aus dem Modul ,,scipy.op-
timize.minpack® verwendet, die eine Modifizierung des Levenberg-Marquardt Algorithmus dar-
stellt. Die Genauigkeit von P.,;(n) hingt auch von der Wahl der Anfangsparameter. Da es sich
um eine numerische Berechnung handelt, kann nie ausgeschlossen werden, dass die ermittelten
Fitparameter ein lokales Minimum beschreiben.
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Abbildung 4.16: Berechnete P.,;(n) (Linie) und gemessene Hiufigkeitsverteilungen (Kreuze) ei-
ner Flechte fiir unterschiedliche Integrationszeiten At.

Aus den Parametern folgt P, (n), woraus sich iiber die Gleichungen (2.374) und (2.369) der
Fano-Faktor F; und ¢(®(0) bestimmen lassen. Da der gemessene Mittelwert mit in die Berech-

gem cal

nung einging, gilt (n%,") = (n$). Die aus P.,(n) geschitzte Varianz <(An§§é)2> weicht
geringfiigig von der gemessenen <(An§’f,:n )2> ab (siehe Tabelle 4.2). Diese geringfiigige Abwei-
chung wirkt sich jedoch stark auf die Abweichung von g(z) (0) von gf{‘;?n(()) aus. Offensichtlich

cal
ist der Fano-Faktor immer groBer als Eins. Auch ¢(®(0) nimmt fiir Integrationszeiten At < 1's

Werte an, die Eins iibersteigen. Diese zwei Faktoren weisen auf eine Super-Poisson-Statistik hin.
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At [ o] [ Jal | = 0 d [ o [ F
250 ns | 0.002 | 0.002 | 0.0004 | 14127.38 | 28257.81 | 2.32 | 33.7| 6
1 ps 0.004 | 0.004 | 0.0008 | -348.51 -688.06 | 3.09 | 337 | 6
10 us | 0.013 | 0.013 | 0.0027 4.75 -9.52 3.04 1347 | 6
100 ps | 0.042 | 0.042 | -0.0100 1.57 0.00 -0.01 |335]| 8
1ms | 0.127 | 0.130 | -0.0491 15.31 -29.07 239 | 93 9
10 ms | 0.427 | 0.439 | -0.0581 38.23 14.97 235 102 ] 8
50ms | 0.959 | 0.880 | -0.0992 | 214.72 352.64 0.83 | 17.6 | 10
100 ms | 1.358 | 1.524 | 0.1153 5.33 -9.87 269 | 85 |11
500 ms | 3.043 | 3.463 | -0.1801 247.39 260.80 3.07 | 10.1 | 22
1s 4.307 | 4.895 | -0.1864 | -129.46 -477.37 | 0.02 | 38.7 | 28
2s 6.095 | 6.677 | -0.1343 21.41 -31.25 0.07 | 399 | 36

Tabelle 4.1: Parameter der Fitfunktion sowie x* und die Anzahl der Freiheitsgrade f, aufgetragen
iiber die Integrationszeit At fiir eine Flechte.

at [ e [ (@)Y | (angy?) | Eet | FE ] oB0) | gli0)
250 ns | 4.64-107° 4.80-1076 4.82:107% | 1.03 | 1.04 | 7374.75 | 8585.25
1 ps 1.86:107° 1.92.107° 1.93-107° | 1.03 | 1.04 | 1843.31 | 2145.64
10 s 18.58-107° | 19.22:107° 19.33-107° | 1.03 | 1.04 | 186.94 | 218.01
100 pus | 185.66-107° | 192.17-107° | 192.65-107° | 1.04 | 1.04 19.90 21.27
1 ms 0.0186 0.0195 0.0199 1.05 | 1.07 3.63 491
10 ms 0.1858 0.1955 0.2008 1.05 | 1.08 1.28 1.44
50 ms 0.9289 0.9903 1.0014 1.07 | 1.08 1.07 1.08
100 ms 1.8579 1.9644 2.0057 1.06 | 1.08 1.03 1.04
500 ms 9.2907 10.1831 10.3226 1.10 | 1.11 1.01 1.01
ls 18.583 20.773 21.408 1.12 | 1.15 1.01 1.01
2s 37.168 40.870 44.721 1.10 | 1.20 1.00 1.01

Tabelle 4.2: Gemessene (gem) und aus den Fitparametern berechnete (cal) GroBen des Photo-
nensignals wie Mittelwert (npy,), Varianz <(An?f}:” )2> Fano-Faktor F,; und ¢?(0)
einer Flechte in Abhingigkeit vom Integrationsintervall At.

138
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Abbildung 4.17: Autokorrelation des gemessenen Photonensignals einer Flechte fiir unterschied-
liche Integrationszeiten At.
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Abbildung 4.18: Kreuzkorrelation der Photonensignale einer Flechte fiir unterschiedliche Inte-
grationszeiten At.
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Intensitatskorrelation

Eine weitere Moglichkeit zur Untersuchung des Signals besteht in der Betrachtung der Inten-
sititskorrelation. Dazu wurde ¢(®)(7) aus Gleichung (4.3) fiir verschiedene Verschiebezeiten 7
und Integrationszeiten At ausgewertet. In Abbildung 4.17 sind die Ergebnisse der Autokorrela-
tion halblogarithmisch dargestellt. Fiir die kleinste mogliche Integrationszeit At =250 ns gibt es
Ausfille im Verlauf. In diesen Bereichen fillt ¢ (7) auf sehr kleine Werte, die wegen der hal-
blogarithmischen Darstellung nicht angezeigt werden. Diese Einbriiche im Graphen entstehen
durch die zu geringe Datendichte. Ein Antibunching-Effekt konnte nicht festgestellt werden. Of-
fensichtlich weist auch die Autokorrelation des Photonensignal auf eine Super-Poisson-Statistik
hin. Die in der Graphik eingetragenen Werte fiir ¢(*)(0) konnen mit Tabelle 4.2 verglichen wer-
den. In Abbildung 4.18 ist die Kreuzkorrelation der beiden Photomultiplier zu sehen, die nach
Gleichung (4.6) ausgewertet wurde. Fiir zeitliche Verschiebungen 7 > At fiangt das Signal ab
At < 100 ps stark an zu fluktuieren. In diesen Fillen konnen sogar negative Funktionswerte fiir

gg)(T) auftreten, deren Ursachen in der Dunkelstromkorrektur und den statistischen Schwan-

kungen liegen. Da fiir kleine zeitliche Verschiebungen (7 < At) gg)(()) > 1 gilt, liegt eine
Korrelation der gemessenen Signale vor. Prinzipiell kann es sich dabei um eine Korrelation der
rdaumlichen Moden handeln, oder um eine Abhéngigkeit des Rauschens in Photomultiplier A
vom detektierten Signal in Photomultiplier B und umgekehrt.
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4.4.2 Blutpflaume (Prunus cerasifera Nigra)

Um auch Blitter einer anderen Farbe zu untersuchen, wurde ein Blatt der Blutpflaume gemessen.
Der zeitliche Verlauf eines Ausschnitts der Messung ist in Abbildung 4.19 zu sehen. Wie zu
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Abbildung 4.19: Ausschnitt des zeitlichen Signalverlaufs eines Blattes der Blutpflaume.

erkennen ist, liegt ein sehr intensives Signal vor, das zusitzlich iiber einen ldngeren Zeitraum
konstant ist.

Photonenstatistik

Die Fitparameter, die entsprechend Gleichung (4.9) berechnet wurden, sind in Tabelle 4.3 aufge-
listet. Wie zu erkennen ist, nimmt y? groBe Werte fiir die ersten sechs Verteilungen an. In Tabelle
4.4 sind die charakteristischen Grofen der berechneten sowie der gemessenen Verteilung einge-
tragen. Die gemessenen, wie auch die berechneten Fano-Faktoren sind immer groBer als Eins.
g®(0) ist ebenfalls fiir alle verwendeten Integrationszeiten groBer als Eins. Offensichtlich han-
delt es sich wieder um eine Super-Poisson-Statistik. Fiir die groleren Integrationszeiten At sind
die berechneten Verteilungen P,.,;(n) in Abbildung 4.20 als durchgezogene Linien dargestellt.
Die gemessenen Haufigkeiten wurden als Kreuze eingetragen.
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At | o] | af r 0 ¢ ¢ | X | f
250 ns | 0.005 | 0.005 | 0.0011 | -1619.85 | -3210.03 | 0.68 | 731.6 | 3
I pus 00110011 | 0.0023 9.97 -30.14 | 1.28 | 721.7 | 3
10 us | 0.033 | 0.033 | -0.0082 2.39 -4.64 1.65 | 609.6 | 3
100 s | 0.102 | 0.105 | -0.0348 | 13.38 -26.64 | -1.49 | 146.0 | 3
Ims | 0336 | 0.354 | 0.0545 3.16 -218.14 | 1.75 | 358 | 5
10 ms | 1.078 | 1.095 | -0.0166 3.17 -6.16 0.12 | 31.0 | 7
50ms | 2.406 | 2.430 | 0.1358 | 217.36 -6.74 | -0.60 | 16.8 | 14
100 ms | 3.407 | 3.123 | 0.1212 | 241.08 163.30 | 0.02 | 23.5 | 20
250 ms | 5.382 | 6.581 | -0.2900 | 21.40 -46.91 | -3.14 | 37.0 | 31
500 ms | 7.622 | 7.635 | 0.0094 | 196.41 33941 | 0.12 | 51.7 | 37

Tabelle 4.3: Parameter der Fitfunktion sowie x? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-
gigkeit von der Integrationszeit At fiir ein Blatt der Blutpflaume.

at [ e | (@) | {angy?) [ Ee | EE ] 680) | giio)
250 ns | 29.05-107° 30.29-107¢ 30.66:107% | 1.04 | 1.06 | 1475.84 | 1904.31
1 ps 11.62-107° 12.12:107° 12.26:107° | 1.04 | 1.06 | 369.03 | 475.96
10 ps 116.20-10~° | 121.09-107° | 122.51-10~° | 1.04 | 1.05 37.28 47.74
100 ps | 1161.96-107° | 1213.45-107° | 1224.60-107° | 1.04 | 1.05 4.81 5.64
1 ms 0.1162 0.1219 0.1224 1.05 | 1.05 1.42 1.46
10 ms 1.1620 1.2013 1.2341 1.03 | 1.06 1.03 1.05
50 ms 5.8097 6.1406 6.1342 1.06 | 1.06 1.01 1.01
100 ms 11.6199 11.9803 12.1770 1.03 | 1.05 1.00 1.00
250 ms 29.0477 31.1543 30.7437 1.07 | 1.06 1.00 1.00
500 ms 58.0998 59.2011 61.1692 1.02 | 1.05 1.00 1.00

Tabelle 4.4: Berechnete (cal) und gemessene (gem) GroBen wie Mittelwerte (npy), Varianzen
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Abbildung 4.20: Berechnete P, (n) (Linie) und gemessene Héufigkeiten (Kreuze), fiir unter-
schiedliche Integrationszeiten A¢. Mittelwerte (n,) und Varianzen ((An,)?),
berechnet aus P, (n) nach Gleichung (4.9) fiir ein Blutpflaumenblatt.
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Abbildung 4.21: Autokorrelation des Photonensignals eines Blutpflaumenblatts fiir verschiedene
Integrationszeiten At.
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Abbildung 4.22: Kreuzkorrelation der Signale eines Blutpflaumenblatts fiir verschiedene Inte-
grationszeiten At.

Intensitatskorrelation

Wie aus Abbildung 4.21 zu erkennen ist, zeigt die Autokorrelation des gemessenen Photonensi-
gnals ein Bunchingverhalten, entsprechend der gemessenen Super-Poisson-Statistik aus Abbil-
dung 4.20. Im Falle der Integrationszeit At =250 ns ist nur ein Punkt eingezeichnet. Die anderen
Werte sind Null und deshalb in der halblogarithmischen Darstellung nicht vorhanden. Auch die
Kreuzkorrelation der Intensititen zeigt eine Abhingigkeit bei kleineren Integrationszeiten At.
Fiir At > 100 us wird die Kreuzkorrelation der beiden Photomultiplier zu Eins. Ab At < 100 us
nehmen auch hier die Schwankungen erheblich zu. Gleichzeitig tritt fiir diese Integrationszeiten
trotz der Dunkelstromkorrektur Bunching auf.
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4.4.3 WeiBtanne (Abies alba)

Als biologische Probe eines Nadelbaums diente ein junger, mit Nadeln besetzter Zweig einer
Weilitanne. Das Abklingsignal des Zweiges wurde nach einer 10-sekiindigen Bestrahlung mit
thermischem Licht gemessen. In Abbildung 4.23 ist ein Ausschnitt dieses Signals dargestellt.
Da zwischenzeitlich ein Defekt an der Apparatur vorlag, erhohte sich der Dunkelstrom trotz
neu eingestelltem Signal-Rausch-Verhiltnis. Da das Dunkelsignal vor und nach jeder Messung
bestimmt wurde, hat dies keinen Einfluss auf die Resultate.
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Abbildung 4.23: Zeitlicher Verlauf des Signals einer Weiitanne.
Photonenstatistik

Die zugehorigen Verteilungen der gemessenen Pulse zum zeitlichen Verlauf aus Abbildung 4.23
sind in Abbildung 4.24 dargestellt. Aus Tabelle 4.5 ist zu erkennen, dass x? fiir die ersten vier
Verteilungen sehr groe Werte annimmt. Trotzdem wirkt sich dies auf die geschitzten Varianzen
nur geringfiigig aus (siehe Tabelle 4.6) wie schon zuvor diskutiert wurde. Es handelt sich wieder
um Super-Poisson-Statistiken. Folglich konnte auch fiir diese Probe kein eindeutiger Hinweis
auf nichtklassische Effekte festgestellt werden.
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Tabelle 4.5: Parameter der Fitfunktion sowie x? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-

At [ Jo] [ Jal | = f d [ o | X [f
250 ns | 0.003 | 0.003 | 0.0009 | 9505.55 | 19064.71 | 1.53 | 1009089.2 | 10
1 ps 0.006 | 0.006 | 0.0018 | 1702.73 | 3443.38 | 0.19 | 252599.6 | 10
10 s | 0.020 | 0.020 | 0.0061 21.97 -37.75 -0.05 25634.3 10
100 s | 0.063 | 0.064 | -0.0216 11.26 -18.31 0.55 4089.2 10
1ms | 0.204 | 0.198 | -0.0514 19.62 -40.92 3.02 56.4 12
10 ms | 0.664 | 0.649 | -0.0348 | 31.15 -75.94 -0.57 59.3 15
50ms | 1.487 | 1.430 | -0.0445 12.72 -24.82 0.34 87.9 20
100 ms | 2.103 | 2.019 | -0.0412 6.27 -12.60 -0.03 58.6 23
250 ms | 3.326 | 3.364 | -0.0440 | -126.26 -13.76 -1.24 59.0 29
500 ms | 4.701 | 5.597 | 0.1746 66.04 26.71 1.59 51.7 36
1s 6.642 | 8928 | 0.3250 | 118.46 -418.01 2.83 43.6 50

gigkeit von der Integrationszeit At fiir einen jungen Weiitannenzweig.

at [ e [ (@)Y | (angy?) | Eet | FE ] oB0) | gli0)
250 ns | 11.06-107¢ | 11.88-107° 12.24-107% | 1.07 | 1.11 | 6676.27 | 9583.27
1 ps 4.43-107° 4.75-107° 4.89-107° | 1.07 | 1.11 | 1668.72 | 2395.21
10 us | 44.26:107° | 47.49-107° | 48.91-107° | 1.07 | 1.11 | 166.23 | 238.57
100 pus | 442.57-107° | 472.65-107° | 483.14-107° | 1.07 | 1.09 16.36 21.72
1 ms 0.0443 0.0474 0.0475 1.07 | 1.07 2.60 2.65
10 ms 0.4426 0.4756 0.4741 1.07 | 1.07 1.17 1.16
50 ms 2.2128 2.4206 2.3974 1.09 | 1.08 1.04 1.04
100 ms 4.4256 4.8071 4.7086 1.09 | 1.06 1.02 1.01
250 ms 11.0634 12.0817 11.2692 1.09 | 1.02 1.01 1.00
500 ms 22.1273 22.5974 22.3647 1.02 | 1.01 1.00 1.00
ls 44.229 51.134 45.778 1.16 | 1.04 1.00 1.00

Tabelle 4.6: Aus den Fitparametern berechnete (cal) und gemessene (gem) Groen wie Mittel-
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Abbildung 4.24: Gemessene Hiufigkeiten (Kreuze) und approximierte Verteilungen P.,(n)
(durchgezogene Linien) eines Weilltannenzweiges fiir verschiedene Integra-
tionszeiten At.
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Abbildung 4.25: Autokorrelation des Signals eines jungen Weilltannenzweiges in Abhingigkeit
von At.

147



2o10* g T T T T T
gL - Mittelungsintervall: 0.000001s |
: Mittelungsintervall: 0.000010s
— Mittelungsintervall: 0.000100s

50108

210 ’“——__\__\x Mittelungsintervall: 0.001000s
1107 — Mittelungsintervall: 0.010000s
51 Mittelungsintervall: 0.100000s

2.10° &
10107 §

:
510§

o)

70100 &

110 §

5.107% ©
{

21070}

11070 L
0 5.1077 1.107° 15.107% 2.107% 25.107° 3.107°

Verschiebezeit 7 (&)

Abbildung 4.26: Kreuzkorrelation der gemessenen Signale eines jungen Weilltannenzweiges in
Abhingigkeit von At.

Intensitatskorrelation

Der Verlauf von ¢(®)(7) kann in Abbildung 4.25 betrachtet werden. Wie dort zu erkennen ist,
gilt ¢ (0) > g (7), was als klarer Nachweis fiir Bunching gewertet werden kann. Wegen der
geringen Datendichte fiir kleine Integrationszeiten wird die rote Linie nur durch zwei Punkte
reprasentiert. Das Gleiche gilt fiir die griine Linie. Dennoch ist die negative Steigung klar zu
erkennen. Die Kreuzkorrelation der Signale zeigt ein dhnliches Verhalten (siehe Abbildung 4.26).
Trotz der Dunkelstromkorrektur ist hier eine Abhéangigkeit fiir kleine Integrationszeiten zu sehen.
Da die Datendichte wieder zu gering ist, nimmt gg) (1) sogar negative Werte an, die wegen
der halblogarithmischen Auftragung nicht eingezeichnet werden konnen. Die negativen Werte
resultieren aus der Subtraktion durch die Dunkelstromkorrektur (siehe Gleichung (4.6)) und der
zu geringen Datenmenge. Gleichwohl zeigen die Werte von gg)(O) > 1, dass eine Koppelung

der gemessenen Signale vorliegt.
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4.4.4 Gummibaum (Ficus microcarpa)

Das Blatt eines Gummibaums war eine weitere biologische Probe, die zur Untersuchung genutzt
werden konnte. In Abbildung 4.27 ist ein Ausschnitt des gemessenen Intensitétsverlaufs zu se-
hen. Wie zu erkennen ist, besitzt der Mittelwert (rote Linie) eine leicht abfallende Steigung. Um
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Abbildung 4.27: Detektierter Intensitédtsverlauf eines Gummibaumblattes.

quasi stationdre Bedingungen zu erhalten, wurde nur ein kleinerer Bereich, zwischen ¢; = 4500 s
und ¢, = 7000 s statistisch ausgewertet, in dem die Varianz (griine Linie) geringfiigig schwankte.

Photonenstatistik

Die Verteilung der gemessenen Pulse ist in Abbildung 4.28 dargestellt. Aus Tabelle 4.7 geht
hervor, dass 2, fiir alle Verteilungen zu groBe Werte annimmt. Die berechneten und gemes-
senen GroBen wie F; und 9(2)(0) weichen teilweise stark voneinander ab (siche Tabelle 4.6).
Offensichtlich war in diesem Fall die Fitfunktion ungeeignet. Es handelte sich wieder um eine
Super-Poisson-Statistiken, wie aus den gemessenen Daten folgt. Die zeitliche Drift des mittleren
Photonensignals fiihrt natiirlich auch zu einer leichten Verbreiterung der Statistik.
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At | o[ ] af r 0 ¢ ¢ X f
250 ns | 0.003 | 0.003 | 0.0009 | 8249.99 | 16631.88 | 0.28 | 2790168.9 | 11
I pus | 0.005]0.005 | 00018 | 11.28 -22.61 2.53 | 698817.8 | 11
10 us | 0.016 | 0.016 | 0.0058 | 41.22 -55.81 0.75 | 713937 |11
100 s | 0.051 | 0.051 | -0.0202 | 12.16 -16.53 | 2.30 6839.1 11
I ms |0.151 | 0.139 | 0.0857 | -47.02 | -483.59 | 0.24 1370.7 14
10ms | 0.533 | 0.544 | 0.1305 | 66.71 -459.10 | -0.56 770.9 13
S0ms | 1.215 | 1.447 | 0.1747 | -17.54 | -520.82 | 0.67 257.6 15
100 ms | 1.723 | 1.393 | 0.2130 | 23441 | -163.95 | -0.58 174.6 18
250 ms | 2.724 | 3.416 | 0.3341 | 25898 | -146.43 | -2.16 80.8 25
500 ms | 3.863 | 4.972 | -0.3778 | 234.93 | -254.25 | 3.09 29.8 29
ls 5.470 | 8.510 | -0.4626 | 192.85 | -187.67 | 0.70 62.1 39

Tabelle 4.7: Parameter der Fitfunktion sowie x? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhin-
gigkeit von der Integrationszeit At fiir das Blatt eines Gummibaums.

at [ e [ (@)Y | {ang?) [ Ee [ FE ] 920) | gldn(0)
250 ns | 7.54-1076 8.30-10°° 9.35-107% | 1.10 | 1.24 | 13355.23 | 31850.67
1 ps 3.01-107° 3.32-107° 3.74-107° 1.10 | 1.24 | 3339.33 | 7962.08
10 s | 30.15-107° | 33.18-107° | 37.39-10™° | 1.10 | 1.24 334.93 797.69
0ms 0.0030 0.0033 0.0038 1.10 | 1.26 34.74 86.82
1 ms 0.0301 0.0340 0.0407 1.13 | 1.35 5.26 12.65
10 ms 0.3015 0.3531 0.4217 1.17 | 1.40 1.57 2.32
50 ms 1.5074 1.8155 2.1572 1.20 | 1.43 1.14 1.29
100 ms 3.0148 3.6708 4.3265 1.22 | 1.44 1.07 1.14
250 ms 7.5371 9.6651 11.1036 1.28 | 1.47 1.04 1.06
500 ms 15.0739 20.0466 22.6114 1.33 | 1.50 1.02 1.03
1s 30.149 43.328 46.029 1.44 | 1.53 1.01 1.02

Tabelle 4.8: Aus den Fitparametern berechnete (cal) und gemessene (gem) Gréen in Abhin-
gigkeit vom Integrationsintervall At fiir ein Gummibaumblatt (Mittelwert (npp,),
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Abbildung 4.28: Gemessene und approximierte Haufigkeitsverteilungen des Pulssignals eines
Gummibaumblattes in Abhingigkeit von At.
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Abbildung 4.29: Autokorrelation der Intensitéit eines Gummibaumblattes in Abhingigkeit von
At.
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Abbildung 4.30: Kreuzkorrelation der Signale fiir ein Gummibaumblatt in Abhingigkeit von At.

Intensitatskorrelation

Auch im Falle des Gummibaumblatts wurden die Intensitédtskorrelationen untersucht. Fiir kleine
Integrationszeiten fehlen aus oben genannten Griinden wieder mehrere Datenpunkte. Trotzdem
weist die Autokorrelation der Intensitit auf einen Bunching-Effekt hin, wie aus den griinen und
blauen Linien geschlossen werden kann (siehe Abbildung 4.29). Fiir grofere Integrationszeiten
At ist das Absinken von ¢(?)(7) fiir 7 > 0 nicht sichtbar, da hier At >> 7 gilt. Auch die Kreuz-
korrelation der Signale zeigt eine klare Abhingigkeit fiir Integrationszeiten At > 1 ms. Aus den
roten und griinen Linien ist auch hier zu erkennen, dass mit der zeitlichen Verschiebung 7 die
Korrelation abnimmt.
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4.4.5 GroBe Brennnessel (Urtica dioica)

Als weitere biologische Probe diente das Blatt einer Brennnessel. Der ausgewertete Intensitits-
abschnitt ist in Abbildung 4.31 dargestellt. Wie zu erkennen ist, strahlte das Brennnesselblatt
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Abbildung 4.31: Ausschnitt aus dem zeitlichen Verlauf des gemessenen Signals eines Brennnes-
selblatts.

iber einen ldngeren Zeitraum im Mittel gleich viele Photonen ab.

Photonenstatistik

In Abbildung 4.32 ist die gemessene und die gendherte Haufigkeitsverteilung der detektierten
Pulse in Abhingigkeit vom Integrationsintervall At aufgetragen. Tabelle 4.9 kann entnommen
werden, dass y? fiir die ersten fiinf Verteilungen groBe Werte annimmt. Trotzdem wirkt sich dies
nur geringfiligig auf die geschitzten Varianzen aus, wie Tabelle 4.10 zeigt. Auch in diesem Fall
handelt es sich um eine Super-Poisson-Statistik.
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At | '] ] af r 0 ¢ ¢ | X | f
250 ns | 0.005 | 0.005 | 0.0014 | -807.35 | -1596.05 | -0.12 | 776.6 | 13
1 pus 1 0.009 | 0.009 | 0.0027 4.73 -59.75 | 3.08 | 767.1 | 13
10 us | 0.029 | 0.029 | 0.0093 1.60 -3.09 | -3.08 | 651.7 | 13
100 ps | 0.091 | 0.093 | -0.0347 | 5.48 -11.02 | 1.52 | 809 | 13
I'ms | 0306 | 0.294 | 0.0386 | 234.21 | 24441 |-0.63 | 269 | 13
10ms | 0973 | 0.982 | -0.0297 | 11.09 -21.80 | -2.92 | 23.7 | 16
50ms | 2.177 | 2.244 | -0.0337 | 17.64 -33.83 | -240 | 299 |23
100 ms | 3.079 | 3.146 | -0.0374 | -78.87 | 112.44 | -0.63 | 37.4 | 28
250 ms | 4.869 | 4.993 | -0.0358 | -3.41 -195.32 | -0.52 | 52.8 | 40
500 ms | 6.884 | 6.086 | -0.1282 | 26.00 12.88 0.28 | 47.8 | 48

Tabelle 4.9: Parameter der Fitfunktion sowie x? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-
gigkeit von der Integrationszeit At fiir ein Brennnesselblatt.

at | e | (@) | (@ngy) | Fe | EE ] g80) | gl (0)
250 ns | 23.71-107° 25.47-107¢ 25.44-107% | 1.07 | 1.07 | 3141.22 | 3091.09
1 us 9.48-107° 10.19-107° 10.18-107° | 1.07 | 1.07 | 785.31 | 772.44
10 us | 94.83-107° | 101.82-10~° | 101.65-107° | 1.07 | 1.07 78.69 76.82
100 ps | 948.32-107° | 1013.82-107° | 1006.73-107° | 1.07 | 1.06 8.28 7.50
1 ms 0.0948 0.1007 0.1006 1.06 | 1.06 1.66 1.64
10 ms 0.9483 1.0073 1.0020 1.06 | 1.06 1.07 1.06
50 ms 4.7416 5.0731 5.0188 1.07 | 1.06 1.01 1.01
100 ms 9.4831 10.2214 10.1027 1.08 | 1.07 1.01 1.01
250 ms 23.7077 25.4677 25.1555 1.07 | 1.06 1.00 1.00
500 ms 47.4091 50.7174 49.6838 1.07 | 1.05 1.00 1.00

Tabelle 4.10: Berechnete (cal) und gemessene (gem) GroBen in Abhédngigkeit vom Integrations-
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Abbildung 4.32: Gemessene (Kreuzchen) und gendherte Pulsverteilung (Linie) fiir ein Brenn-
nesselblatt in Abhingigkeit von At.
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Abbildung 4.33: Autokorrelation der Intensitit eines Brennnesselblattes in Abhédngigkeit vom
Integrationszeitintervall At.
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Abbildung 4.34: Kreuzkorrelation der Signale eines Brennnesselblattes in Abhingigkeit vom In-
tegrationszeitintervall At.

Intensitatskorrelation

Die Intensititskorrelationen erbrachten keine neuen Ergebnisse. Unabhingig von den fehlen-
den Datenpunkten zeigten die dunkelstrombereinigten Autokorrelationen wieder Hinweise auf
Bunching. Wie aus Abbildung 4.33 zu erkennen ist, besitzt die blaue und die griine Linie ei-
ne negative Steigung. Auch die Kreuzkorrelationen zeigten, dass die Signale der Photomultiplier
voneinander abhingen (siehe Abbildung 4.34). Offensichtlich gilt fiir die gelbe Linie (At=1 ms)
¢'2(0) < 1. Fiir alle weiteren Integrationszeiten ist ¢\2 (0) > 1. Durch die Dunkelstromkorrektur
werden vom fluktuierenden Korrelationsterm des Gesamtsignals (n4; - n42(7)) konstante Terme
abgezogen wie zum Beispiel Ty - (Tig1 — Tipg1). Da (ng; - ngo(7)) natiirlichen Schwankungen
unterliegt, kommt es immer zu Abweichungen vom wahren Erwartungswert. Fiir die gelbe Linie
zeigt sich ein schwaches Antibunching gg)(T) <1 A 7 < At. Da alle weiteren Integrations-
zeiten fiir kleinere und groBere zeitliche Verschiebungen gg)

statistischen Fluktuation ausgegangen werden.

(1) > 1 ergeben, kann von einer
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4.4.6 Stieleiche (Quercus robur)

Die letzte verwendete biologische Probe war ein Stieleichenblatt. Der gesamte gemessene In-
tensitdtsverlauf des Abklingsignals konnte schon in Abbildung 4.14 betrachtet werden. Um das
Biophotonensignal bei hoheren Intensititen zu messen, wurde der blau eingezeichnete Abschnitt
ausgewertet. Zwar liegt dieser Ausschnitt im Bereich der verzogerten Abstrahlung, da aber, wie

100
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Abbildung 4.35: Blau eingezeichneter Ausschnitt des Intensitéitsverlaufs aus Abbildung (4.14).

Abbildung 4.35 zeigt, das Pulssignal im Mittel annidhernd konstant ist, konnen auch hier die
Auswertungen wie zuvor erfolgen.

Photonenstatistik

Die zugehorigen Verteilungen der gemessenen Pulse sind in Abbildung 4.36 dargestellt. Aus
Tabelle 4.11 ist zu entnehmen, dass y? fiir die ersten vier Verteilungen groBe Werte annimmit.
Dies wirkt sich vor allem auf die geschitzten Varianzen fiir eine Integrationszeit von At = 250
ns aus (siehe Tabelle 4.12), die sich von den gemessenen unterscheidet. Ab At = 100 us halten
sich die Abweichungen in Grenzen. Auch im Falle des Eichenblatts weisen Fano-Faktoren F;
und ¢®(0) auf Super-Poisson-Statistiken hin.
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Tabelle 4.11: Parameter der Fitfunktion sowie y? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-

At | Jo'] | af r 0 ¢ o | X | f
250 ns | 0.008 | 0.008 | 0.0026 | 11.79 | -81.63 | 0.05 | 9846.7 | 12
1 pus |0.016 | 0.016 | 0.0055 | 4.84 -9.16 | -2.88 | 9234.5 | 12
10 us | 0.050 | 0.050 |-0.0189 | 25.79 | -33.24 | -1.81 | 4382.9 | 12
100 ps | 0.161 | 0.165 | 0.0476 | 131.27 | -178.83 | -2.94 | 161.5 | 13
I'ms | 0531 | 0.552 | 0.0420 | 247.58 | 107.88 | 1.08 | 564 | 14
10ms | 1.682 | 1.805 | 0.0731 | 51.16 | -147.06 | -2.57 | 20.4 | 19
50ms | 3.764 | 3.903 | -0.0395 | 15.57 | -31.70 | -0.26 | 30.3 | 31
100 ms | 5.323 | 5.034 | -0.0569 | 60.30 | -73.62 | 1.77 | 42.1 |41
250 ms | 8.412 | 10.066 | 0.2668 | 244.29 | 78.68 | 3.09 | 59.8 |55

gigkeit von der Integrationszeit At fiir ein Eichenblatt.

at [ e [ (@)Y | {ang?) | Eet | FE ] oB0) | gih0)
250 ns | 70.83-107¢ | 77.59-107% | 78.48-107% | 1.10 | 1.11 | 1347.65 | 1525.44
1 ps 28.33-10~° | 31.03-107° | 31.39:-107° | 1.10 | 1.11 | 337.26 | 381.30
10 s | 283.33-1075 | 309.96-107° | 313.06:10~° | 1.09 | 1.10 34.18 38.04
100 ps 0.0283 0.0306 0.0307 1.08 | 1.08 3.88 3.96
1 ms 0.2833 0.3014 0.3037 1.06 | 1.07 1.23 1.25
10 ms 2.8333 3.0192 3.0380 1.07 | 1.07 1.02 1.03
50 ms 14.1662 15.3333 15.3531 1.08 | 1.08 1.01 1.01
100 ms 28.3327 31.2323 31.1431 1.10 | 1.10 1.00 1.00
250 ms 70.8321 78.3369 77.2431 1.11 | 1.09 1.00 1.00

Tabelle 4.12: Berechnete (cal) und gemessene (gem) GroBen wie Mittelwert (np,), Varianz
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Abbildung 4.36: Gemessene (Kreuze) und gendherte Pulsverteilung (Linien) fiir das Blatt einer
Eiche in Abhéngigkeit von der angegebenen Integrationszeit At.
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Abbildung 4.37: Autokorrelation der Intensitit eines Eichenblattes in Abhiingigkeit von der In-
tegrationszeit At.
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Abbildung 4.38: Kreuzkorrelation der Signale eines Eichenblattes in Abhéingigkeit von der Inte-
grationszeit At.

Intensitatskorrelation

Die graphische Darstellung der Intensititskorrelationen kann in den Abbildungen 4.37 und 4.38
betrachtet werden. Offensichtlich handelt es sich in beiden Fillen um Bunching, wenn man von
der gelben Linie in Abbildung 4.38 absieht. Da die Graphen abgesehen von den absoluten Werten
nur eine strukturelle Wiederholung der Intensitéitskorrelationen aus Unterabschnitt 4.4.5 darstel-
len, kann die Diskussion der Ergebnisse von dort iibernommen werden.
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4.5 Vergleichsmessungen mit einem He-Ne-Laser

Alle Messungen der biologischen Proben wiesen auf eine Super-Poisson-Statistik hin. Um ei-
ne Kontrolle der Ergebnisse durchzufiihren, wurden Messungen mit einem Helium-Neon-Laser
vorgenommen, der bei einer Wellenldnge A = 632, 8 nm emittiert. Die Ankoppelung des La-
serstrahls an die Box erfolgte iiber ein Glasfaserkabel wie in Abbildung 4.1 dargestellt. Da die
Intensitidt um GroBenordnungen zu hoch war, mussten zusitzlich Absorber in den Strahlengang
eingebracht werden.

4.5.1 Vergleich mit niedrigen Laserintensitaten

Zunichst soll das Signal des Lasers bei niedrigen Intensititen ausgewertet werden. Der gemes-
sene zeitliche Verlauf des Lasersignals ist in Abbildung 4.39 dargestellt.

100 |

— Mittelwert, At=010s
- peplattet Uber: 100.0 s
Varianz bezogen auf 100.0 5

Anzahl der Pulse/0.1s

0 5-10% 1-10* 1.5-10* 2.10% 25-10*

Abbildung 4.39: Gemessener zeitlicher Verlauf des Signals eines abgeschwichten Lasers bei
niedriger Intensitit.

Photonenstatistik

Die Verteilungen der gemessenen Pulse in Abhingigkeit vom Integrationsintervall At sind in
Abbildung 4.40 zu sehen. Aus Tabelle 4.13 geht hervor, dass x? fiir die ersten vier Verteilungen
sehr groBe Werte annimmt. Sowohl die gemessenen, als auch die geschitzten Varianzen sind
immer grofer als die Mittelwerte (siehe Tabelle 4.14). Dies steht im Widerspruch zu theoreti-
schen Voraussagen. Fiir einen Laser sollte eine Poisson-Statistik gemessen werden. Auch ¢g?(0)
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miisste gleich Eins sein. Da die verwendete Fitfunktion fiir » = 0 in die Poisson-Verteilung iiber-
geht, ist sie geeignet, die Haufigkeitsverteilung der Laserpulse oberhalb der Laserschwelle zu

beschreiben.

At ] | laf r 0 ¢’ ¢ X f
250 ns | 0.007 | 0.007 | 0.0020 | 5.93 -56.04 | 0.51 | 173152 | 9
1us |0.014 | 0.014 | 0.0041 | -1.37 10.47 | -2.09 | 16575.7 | 9
10 us | 0.043 | 0.043 | 0.0145 | 134.81 | 30.86 | -0.57 | 10004.3 | 9
100 ps | 0.133 | 0.136 | -0.0564 | 19.71 | -39.49 | -1.74 | 904.0 9
1ms | 0455|0465 | 0.0507 | 28.89 | -101.21 | -0.72 | 159.1 | 10
10 ms | 1.446 | 1.542 | 0.0712 | -70.11 | -468.83 | 2.44 15.8 14
100 ms | 4.579 | 4.694 | -0.0325 | 7.76 -16.17 | 2.65 32.6 34
200 ms | 6.476 | 6.372 | -0.0314 | 33.84 | -39.13 | -1.40 61.1 45
400 ms | 9.155 | 9.512 | 0.2265 | 232.92 | 49.68 | -0.37 77.7 60

Tabelle 4.13: Parameter der Fitfunktion sowie y? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-

gigkeit von der Integrationszeit At fiir Laserlicht bei niedriger Intensitit.

at [ e [ @)y | (@ngy) | Fet | FE ] oB10) | giia0)

250 ns | 52.43-107% | 56.40-107% | 57.10-107% | 1.08 | 1.09 | 1447.40 | 1700.51

1ps |20.97-107° | 22.56-107° | 22.84-107° | 1.08 | 1.09 | 362.12 | 425.08
10 us | 20.97-107% | 22.53-10~* | 22.79-10~* | 1.07 | 1.09 36.61 42.53
100 ps | 20.97-1073 | 22.41-1073 | 22.45-107% | 1.07 | 1.07 4.29 4.37
1 ms 0.2097 0.2202 0.2205 1.05 | 1.05 1.24 1.25
10 ms 2.0971 2.2161 2.2090 1.06 | 1.05 1.03 1.03
100 ms | 20.9709 22.3259 22.4337 1.06 | 1.07 1.00 1.00
200 ms | 41.9417 44.6573 44.6227 1.06 | 1.06 1.00 1.00
400 ms | 83.8410 89.9690 88.8479 1.07 | 1.06 1.00 1.00

Tabelle 4.14: Berechnete (cal) und gemessene (gem) GroBen wie Mittelwert (npy), Varianz
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Abbildung 4.40: Gemessene und genidherte Verteilungen fiir Laserlicht bei niedriger Intensitit in
Abhingigkeit von der Integrationszeit At.

5000 o At 250ns, (npr: 52431077, ((Anpy)®): 57101077, g@(0): 17005
2000 At 1ps, {nps): 21.0007°, ((Anpy)™): 22.81075, g®(0): 425.1

1000 e Ak 10ps, {mpr): 20971070, {(Anpy)’): 2280107, ¢'D(0): 425
0 Ab: 100ps, (npp): 2097.1107°, ((Anpy)*): 22453.107%, (0} 4.4
200 o At 1ms, (npp): 2001077, {(Angy)”): 22.1:107% (0 1.2

100 At: 10ms, {npa): 20971072 ((Anpy)?): 220.9-1072, g@(0): 1.0

2 N\

‘ %
01

] 2.107° 4.107"° §.107° 5.10°° 11078

Verschiebezeit 7 (&)

Abbildung 4.41: Intensitdtskorrelation von Laserlicht bei niedriger Intensitét, aufgetragen iiber
die Integrationszeit At.

163



2000

S At: 0.000001s

1000 At 0.000010s
e At 0.000100s

500 At: 0.001000s
~— At: 0.010000s

200 At: 0.100000s

100

50

20

g1 ()

10

0 51077 1.107° 15-107° 2.107° 2.5.107% 3.107°

Verschiebezeit 7 (s)

Abbildung 4.42: Kreuzkorrelation der Signale von Laserlicht bei niedriger Intensitit, aufgetra-
gen iiber die Integrationszeit At.

Intensitatskorrelation

Wie aus Abbildung 4.41 zu erkennen ist, zeigt die Autokorrelation fiir einen Laser ein untypi-
sches Verhalten. Der Theorie nach sollte ¢®)(7) = 1 fiir beliebige 7-Werte und Integrationsin-
tervalle At gelten. Dies ist offensichtlich nicht erfiillt. Stattdessen zeigt die Intensitéitskorrelation
wie im Falle der biologischen Proben ein Absinken von ¢(?)(7) fiir 7 > 0. Auch die Kreuzkorre-
lation sollte unabhingig von At und 7 immer den Wert Eins besitzen. Aus Abbildung 4.42 geht
hervor, dass nur fiir Integrationszeiten At > 1 ms gg) (1) = 1 erfiillt ist. Offensichtlich zeigt
auch die Kreuzkorrelation, trotz Dunkelstromkorrektur Abweichungen vom theoretisch vorher-
gesagten Wert. Dies ist ein klarer Hinweis auf eine Koppelung des Signals aus Photomultiplier
A an das Signal in Photomultiplier B und umgekehrt.
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4.5.2 Vergleich mit héheren Intensitaten

Durch die Erhohung der Intensitét fiillte sich der Datenspeicher der Messkarte schneller. Die
Auswertungsprogramme konnten nur eine gewisse Dateienzahl verarbeiten. Aus diesem Grund
musste die Stichprobendauer 7' verkleinert werden. Die Anzahl der Messpunkte blieb dabei
gleich. Der zeitliche Verlauf der Stichprobe ist in Abbildung 4.43 dargestellt. Wie sich hier zeigt,
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Abbildung 4.43: Zeitlicher Verlauf der Lasermessung bei hoherer Intensitét.

fluktuiert die Varianz um den Mittelwert und liegt in einigen Bereichen iiber ,,ldngere Zeitinter-
valle unterhalb des Mittelwerts.

Photonenstatistik

Die Verteilungen der gemessenen Pulse sind in Abbildung 4.44 zu sehen. Aus Tabelle 4.15 geht
hervor, dass x? nur fiir die Integrationszeit At = 100 ps einen iiberdurchschnittlichen Wert an-
nimmt. Die anderen Verteilungen stimmen sehr gut mit den gemessenen relativen Hiaufigkeiten
iberein. Sowohl die gemessenen als auch die geschitzten Varianzen gleichen praktisch den Mit-
telwerten (sieche Tabelle 4.16). Damit stimmen die gemessenen und gendherten Werte mit den
theoretischen Voraussagen iiberein. Auch ¢ (0) iibersteigt nur fiir At = 250 ns den theoretisch
vorhergesagten Wert von Eins. Es liegt eindeutig eine Poisson-Verteilung vor.
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A [l [ Jol [ r [ 6 | & 6 [ ][f
250 ns | 0.233 | 0.232 | -0.0057 | 2.00 | -8.58 | -2.29 | 4.8 1

I ps 0.466 | 0.464 | 0.0071 6.19 725 1096 | 1.2 | 2
10 s 1.474 1.484 | 0.0072 0.03 0.13 | 0.13 | 10.1 | 7
50 ps 3.294 | 3.090 | 0.0674 | -6.19 | 1404 | 145 | 11.0 |21
100 pus | 4.660 | 4.689 | 0.0062 | -0.04 | -0.05 | -0.05 | 72.9 | 32
250 pus | 7.368 | 7.339 | 0.0201 | -16.16 | 36.79 | -0.92 | 42.8 | 41
500 pus | 10.419 | 10.331 | -0.0107 | -25.35 | 15.28 | 2.70 | 55.6 | 54

Tabelle 4.15: Parameter der Fitfunktion sowie y? und die Anzahl der Freiheitsgrade f in Abhiin-
gigkeit von der Integrationszeit At fiir Laserlicht bei hoherer Intensitit.

at | e | {(@ng)®) | {@ngn?) [ Ft | ] 9200) | 6ha0)
250 ns | 54.28-1073 | 54.93-1073 | 54.91-1073 | 1.01 | 1.01 1.22 1.22

1 ps 0.217 0.215 0.215 0.99 | 0.99 | 0.98 0.97
10 s 2.17 2.14 2.13 0.99 | 0.98 0.99 0.99
50 ps 10.85 10.55 10.57 0.97 | 0.97 1.00 1.00
100 ps 21.71 21.44 21.01 0.99 | 0.97 1.00 1.00
250 ps 54.28 52.14 52.26 0.96 | 0.96 1.00 1.00
500 ps 108.56 106.25 107.62 0.98 | 0.99 1.00 1.00

Tabelle 4.16: Berechnete (cal) und gemessene (gem) GroBen wie Mittelwert (npy), Varianz
<(An‘}f£l )2> Fano-Faktor F; und ¢®(0) in Abhingigkeit vom Integrationsinter-
vall At fiir Laserlicht bei hoherer Intensitiit.
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Abbildung 4.46: Kreuzkorrelation von Laserlicht bei hoherer Intensitit in Abhéngigkeit von At.

Intensitatskorrelation

Wie aus Abbildung 4.41 zu erkennen ist, zeigt die Autokorrelation fiir einen Laser bei hoherer
Intensitiit ein typisches Verhalten. Der Theorie zu Folge sollte ¢'® (1) =1 fiir beliebige 7-Werte
und Integrationsintervalle At gelten. Dieses Verhalten kann beobachtet werden. Die Schwankun-
gen fiir die Integrationszeit At =250 ns sind statistischer Natur. Durch die hoheren Intensititen
unterblieben die Einbriiche fiir ¢'? (1) unabhiingig vom Integrationszeitintervall At. Die Kreuz-
korrelation zeigte ebenfalls eine Veridnderung im Verhalten. Fiir Atz > 100 us verhielt sich das
Signal wie von der Theorie vorhergesagt. Die Abweichungen bei kleineren Integrationszeiten
sind gering. Liegen hohere Intensitéiten vor, so scheint die Korrelation zu verschwinden. Dieser
Sachverhalt muss genau diskutiert werden, da er grundlegend fiir das Verstindnis der vorausge-
gangen Messungen und deren Interpretation ist.
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5 Diskussion

Nachdem die Simulationen durchgefiihrt wurden, konnen die Messergebnisse unter diesen Ge-
sichtspunkten diskutiert werden. Zusétzlich sollen vorhandene Publikationen in die Betrachtun-
gen mit einbezogen werden.

5.1 Interpretation der Simulationen

Die Simulationen der gequetschten Zustidnde bauen alle auf Gleichung (2.225) auf, die unter
mehreren Annahme hergeleitet wurde. Wie in Unterkapitel 2.3.4 gezeigt werden konnte, liegt
die Zeitabhingigkeit in den Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Dies kann zur Folge
haben, dass in zeitlich versetzten Integrationsintervallen At die Moden unterschiedlich besetzt
sind. Da es sich bei gequetschten wie auch kohérenten Zustinden um nichtstationidre Zustdnde
handelt, ist die Frage berechtigt, wie die Detektion der Photonen dadurch beeinflusst wird. Die
Nichtstationaritdt bewirkt im Falle der gequetschten Zustédnde fiir ein freies Feld eine Rotation
der Amplitude und des Unschérfebereichs wie in Abbildung 2.20 im Unterkapitel 2.4.3 gezeigt
wurde. Folglich dndern sich von Zeitpunkt zu Zeitpunkt die Winkel der Parameter. Die Rotation
findet im Phasordiagramm mit der Eigenfrequenz w) = 27v, statt, die im optischen Bereich ca.
27 - 1014 s7! betriigt. Da die Integrationsintervalle At in der GroBenordnung von 107 s liegen,
wird iiber ca. 107 Oszillationen gemittelt. Das Resultat der Mittelung ist unabhiingig vom Zeit-
punkt, zu dem die Ensemblemessung stattfindet, da die Phaseninformation verloren geht. Durch
die Messung der Photonenstatistik ist es unmoglich auf den Zustand des Feldes zu schliefen,
es sei den, man stellte sicher, das ein stationdrer gequetschter Zustand vorlag, bei dem die re-
lative Phasenlage der Winkel konstant blieb. In diesem Fall sind die Winkel vom Parameter «
gleichverteilt, zu jedem Winkel ¢, muss es dann einen eindeutigen Winkel ¢, geben. Konnte
man das Integrationsintervall At << % wihlen, so wiirde die Auswirkung der zeitabhingigen
Phase und damit der Nichtstationaritit sichtbar werden und es ldge eine zeitabhingige Photo-
nenstatistik vor. Ahnlich verhilt es sich, wenn weitere chromatische Moden hinzukommen. Sie
fiihren zu Schwebungserscheinungen auf dem Signalverlauf (siehe Abbildung 2.3). Uber Glei-
chung (2.225) ist es moglich, die zeitabhingige Photonenstatistik P, (¢, At) fiir das Ensemble zu
ermitteln. Die Modenzahl und deren zeitabhingige Besetzung hingen vom Spektrum ab. Dieses
Feld ist nichtstationér, trotzdem kann unter quasistationidren Bedingungen eine Haufigkeitsver-
teilung aus direkt aufeinanderfolgenden Integrationsintervallen At erstellen werden, die mit der
simulierten Wahrscheinlichkeit iibereinstimmt. Dies entspricht der Annahme, dass sich der In-
tensitidtsverlauf periodisch mit At wiederholt bzw., dass die Periode wesentlich kleiner ist als
At. Durch die Mittelung iiber At geht die Phaseninformation verloren. Allerdings kann aus der
Kenntnis des Spektrums die Modenzahl und der Betrag der Gesamtamplitude bestimmt werden,
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die in die Hiufigkeitsverteilung einflieBen. Weiterhin bleibt zu klédren, ob es gerechtfertigt ist,
das Feld als frei zu beschreiben. In der Regel liegen Abklingprozesse in den einzelnen Moden
vor. Prof. Bajpai zeigte, dass sich das Abklingsignal angenidhert wie der Erwartungswert des
Teilchenzahl-Operators eines gequetschten Zustands fiir einen frequenzstabilisierten, gedimpf-
ten, harmonischen Oszillators verhilt [BajO4]. In diesem Fall besitzt der Mittelwert neben einem
abklingenden einen konstanten Anteil, der der spontanen Emission zugeordnet werden kann. Ob
in diesem Bereich eine Beschreibung als freies Feld gerechtfertigt ist, bleibt zu kléren.

5.2 Interpretation der Messergebnisse

Im Unterkapitel 4.4 wurde anhand von Beispielen gezeigt, dass sich fiir die gemessenen relati-
ven Héufigkeiten der gewihlten biologischen Proben immer Super-Poisson-Statistiken ergaben.
Da die Stichprobendauer 7" > 2000 s betrug, ist fiir Integrationszeiten At < 0.1 s eine hinrei-
chende statistische Sicherheit gegeben. Die Anzahl der Realisierungen N = % iberschritt in
diesen Fillen 20000. Die dunkelstrombereinigten Fano-Faktoren F,; zeigten, dass die Varianzen
fiir die betrachteten Integrationszeiten At immer groBer als der Mittelwert waren. Wegen der
hohen Anzahl der Realisierungen sind statistische Schwankungen unwahrscheinlich. Die gemes-
senen Ergebnisse sollen mit simulierten Verteilungen und vorhandenen Publikationen verglichen
werden.

5.2.1 Vergleich mit den Simulationen

Als erstes wurde die Abhéngigkeit der Statistik von der Detektionseffizienz untersucht. Dabei
zeigte sich, dass die Detektionseffizienz £ einen starken Einfluss auf die Form der Statistik hat,
wenn gequetschte Zustinde vorliegen. Niedrige £-Werte bewirken einen Ubergang zur Poisson-
Statistik. Diese Verteilung tritt aber auch fiir kohdrente Zustinde und thermisches Licht bei hohe-
ren Modenzahlen auf (siehe Abbildung 2.22). Da die Quanteneffizienz im Wellenldngenbereich
um A =~ 400 nm maximal 20% erreicht, wie aus Anhang 8.2 hervorgeht, erschwert sich der
Nachweis gequetschter Zustinde erheblich, siehe dazu die Tabellen 3.1, 3.2 und 3.3.

In Unterkapitel 3.2 zeigte sich, dass auch die Multimodigkeit des Feldes Auswirkungen auf die
Form der Verteilung haben kann. Liegt ein reiner Produktzustand mit inhomogenen Parametern
vor, so hingt die Form der gemessenen Verteilung von den Verschiebe- und Quetschungspara-
metern der einzelnen Moden ab. In diesem Fall ldgen zwar gequetschte Zusténde vor, durch die
geringe Quanteneffizienz und die Inhomogenitit der Parameter wire es erschwert, einen Riick-
schluss auf die Quantennatur des Feldes zu ziehen. Andererseits zeigt sich, dass bei optimalen
Parametern durch die Multimodigkeit die Form der Statistik nicht verdndert wird, wenn die Breit-
banddetektorniherung giiltig ist (siehe Sektion 3.2.1). Da sich das Spektrum vieler biologischer
Proben iiber den gesamten optischen Bereich erstreckt, muss davon ausgegangen werden, dass
die Breitbanddetektorndherung nicht erfiillt ist. Trotzdem sollte der Effekt detektierbar bleiben.
Wesentlich problematischer ist die Annahme, dass quasistationdre Bedingungen vorliegen. We-
gen der sehr breiten, kontinuierlichen Spektren ist anzunehmen, dass sich der Intensitétsverlauf
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von Integrationsintervall zu Integrationsintervall @ndert. Aus physikalischer Sicht miissten die
Messungen unter gleichen Bedingungen wiederholt werden, um eine Statistik zu erhalten. Dies
erweist sich bei biologischen Priparaten als schwierig. Andert sich der Intensititsverlauf trotz
gleichbleibender Bedingungen mit der Zeit, so muss der Dichte-Operator durch ein Gemisch
beschrieben werden. Auch in diesem Fall konnen gequetschte Zustdnde vorliegen.

5.2.2 Vergleich mit vorhandenen Veréffentlichungen

In mehreren Veroffentlichungen wurde darauf hingewiesen, dass im Falle verschiedener biolo-
gischer Proben Poisson-Statistiken ermittelt wurden. In [SLL93] fanden beispielsweise Untersu-
chungen der spontanen Emission (SE) von Sojabohnen iiber Haufigkeitsverteilungen statt. Die
Integrationszeiten betrugen dort At = 100 ms, 250 ms und 500 ms, wobei jeweils N = 1000
Realisierungen vorlagen. Die graphischen Darstellungen in [SLL93] zeigten eine gute Uber-
einstimmung mit der Poisson-Verteilung. Leider wurde kein y? angegeben. Zum Vergleich mit
weiteren Proben nutzte man dort auch die Grof3e 9, die iiber

§=F%m 1 (5.1)

unmittelbar mit dem gemessenen Fano-Faktor F/9°" verbunden ist. Die biologischen Proben fluk-
tuierten im Rahmen der statistischen Schwankungen um § = 0. Das gleiche Bild ergab sich fiir
einen Laser. Thermalisiertes Laserlicht zeigte, wie von der Theorie vorhergesagt 6 > 0. Aller-
dings waren keine Angaben iiber die gemessenen mittleren Laserintensititen gegeben. Insgesamt
wurde in [SLL93] verdeutlicht, dass sich die gemessenen Haufigkeiten der Pulse und ¢ fiir die
verwendeten biologischen Priparate entsprechend einer Poisson-Verteilung verhielten.

In [Baj99] wurden Untersuchungen der bedingten Wahrscheinlichkeit keinen Puls mit einem
Korrelator zu zdhlen Py(At) beschrieben. Dazu nutzte man die verzogerte Abstrahlung (DL) von
Blittern verschiedener Pflanzen und zum Vergleich eine Leuchtdiode (LED) im griinen Spektral-
bereich. Durch die Entladung eines Kondensators iiber die LED konnte ein abklingendes LED-
Signal erhalten werden. Die Stichprobendauer betrug 7' = 100 ms, wodurch quasi stationédre
Bedingungen entstanden. Zwischen 1000 und 10000 Realisierungen dienten der statistischen
Erhebung, aus der sich Py(At) und der Mittelwert (n(At,T')) bestimmen lieBen. Im Falle der
Poisson-Verteilung gilt:

P (At) = exp {— (n(At))}. (5.2)
Andererseits wurde auch Pi""(At) aus Gleichung (2.325) zur theoretischen Beschreibung ge-
nutzt (monomodiger Fall):

1
1+ (n(At))’
Ein Vergleich der gemessenen Hiufigkeiten By (At) mit den theoretischen Wahrscheinlichkei-
ten Pi"(At) erfolgte in [Baj99] durch
B (At)

N

Piter(At) = (5.3)

11— PI(AR)

= —— 4
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wobei 1 — Py(At) fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit Photonen zu detektieren steht. Hier zeigte
sich fiir die Strahlung der thermischen Quelle, dass im Mittel 1} > 1 fiir Integrationszeiten
At < 100 ps galt. Folglich erfiillte die gemessene bedingte Wahrscheinlichkeit der thermischen
Quelle im Mittel PY“™ > PP, Im Vergleich ergab sich fiir die Blitter V; ~ 1 = PJ*™ ~ PP,
Durch die Division werden in V; gleichgrole Abweichungen bei kleineren Wahrscheinlichkeiten
stirker gewichtet. Dies konnte zu einer Fehlinterpretation fithren, wenn die Mittelwerte (n(At))
fiir die thermische und die biologische Quelle unterschiedlich verteilt sind. Prinzipiell besteht das
Problem, dass es sich bei der LED um eine thermische Quelle handelte. Normalerweise betragt
die spektrale Halbwertsbreite einer LED mehrere Nanometer. Fiir eine Abschidtzung nehmen wir
an, dass das Spektrum eine Halbwertsbreite (FWHM) von A\ ~ 10 nm besitzt. Folglich liegt die
Kohirenzzeit 7, bei einer mittleren Wellenliinge von A = 550 nm bei 7. ~ 10~'3 5. Die kleinste
mogliche Integrationszeit betrug At = 10 us, woraus sich die Anzahl der Freiheitsgrade M nach
Unterkapitel 2.4.5 zu

M = ﬁ ~ 108 (5.5)

Te

ergibt. Da kein Polarisator genutzt wurde, muss M noch mit einem Faktor zwei multipliziert wer-
den. Unter diesen Umstéinden sollte es nicht méglich sein, Unterschiede in der Statistik zwischen
thermischen und kohérenten Quellen zu ermitteln (siehe Gleichung (2.326)). Die Detektion fand
jedoch bei sehr niedrigen Intensitéten statt. Dies konnte die Breite des LED-Spektrums verringert
haben. Fiir das modenabhiingige theoretische Verhiltnis V) gilt nach Gleichung (2.322)

(1 N %>2M
exp{—(n)} ’

wobei der Faktor Zwei die unabhingigen Polarisationsrichtungen beriicksichtigt. Die Kohirenz-
zeit 7. kann bei Kenntnis von (n) und V; durch:

ANt o 1,6-1075s
— I (V") ———.
(n) (n)

abgeschitzt werden. Die Reihenentwicklung des Logarithmus erfolgte bis zur zweiten Ord-
nung. Eingesetzt wurden die Werte aus Tabelle 1 in [Baj99] fiir die beste zeitliche Auflosung
(At = 10 ps). Da sich der Mittelwert wegen des abklingenden Signals stindig dnderte, wird er
spekulativ gleich Drei gesetzt, woraus sich eine Kohirenzzeit von 7, ~ 1.8 - 107 s ergiibe, die
effektiv ein fiinftel der Integrationszeit At = 10 us betrédgt. Es miisste sich fiir eine thermische
Quelle um eine sehr lange Kohirenzzeit gehandelt haben. Auch der Bereich der spontanen Emis-
sion wurde untersucht, hier ergab sich fiir die Haufigkeitsverteilung der Photonen ebenfalls eine
Poisson-Statistik.

Vi(M) = (5.6)

5.7

Te =

5.2.3 Vergleich der gemessenen Daten untereinander

In mehreren Veroffentlichungen wurde gezeigt, dass das Feld verschiedener biologischer Proben
eine Poisson-Statistik liefert. Im Gegensatz dazu konnten bei den durchgefiihrten Messungen
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nur Super-Poisson-Statistiken ermittelt werden. Die Verteilungen der unterschiedlichen biologi-
schen Priparate dhnelten sich. Eine Super-Poisson-Statistik ist kein Nachweis fiir nichtklassi-
sches Licht, da diese Verteilungen auch durch klassische Quellen erzeugt werden konnen. Um
trotzdem nichtklassische Effekte nachzuweisen, wurde zusétzlich die Autokorrelation der Inten-
sitdtsverldufe hinsichtlich Antibunching untersucht. Wieder zeigten sich bei allen biologischen
Proben gleichartige Verldufe. Da die Steigungen der Graphen, abgesehen von Fluktuationen im-
mer kleiner oder gleich Null waren, handelte es sich eindeutig um Bunching. Wurde die Inte-
grationszeit sehr klein gewdhlt, so fluktuierten die Intensitéitskorrelationen sehr stark. Der Bun-
chingeffekt kann fiir die biologischen Proben nicht durch statistische Fluktuation erkldrt werden,
da er sich bei allen Priparaten gleichartig wiederholte.

Um das Verhalten der Photomultiplier zu iiberpriifen, wurden Vergleichsmessungen mit dem
Laser durchgefiihrt. Im Unterkapitel 4.5 zeigte sich fiir niedrige Intensitdten, dass der Fano-
Faktor immer grofer als Eins war. Hier erzeugte der Laser ebenfalls eine Super-Poisson-Statistik
wie im Falle der biologischen Proben. Zwei Moglichkeiten sind denkbar:

e durch die Absorber entstehen nichtlineare Effekte,
e der Dunkelstrom ist intensitdtsabhédngig.

Um ein Lasersignal zu erhalten, das gleich viele Pulse liefert wie das Signal der biologischen
Proben, wurden Absorber in den Strahlengang gestellt. Normalerweise funktionieren Absorber
im Linearitéitsbereich wie Strahlteiler [Pau99] und veridndern deshalb den statistischen Charakter
eines poissonverteilten Feldes nicht. Es konnte aber auch sein, dass der Linearititsbereich iiber-
schritten wurde und deshalb eine Anderung des statistischen Charakters auftrat, die zu einer Ver-
breiterung der Verteilung fiihrte. Die andere Moglichkeit besteht darin, dass der Laser trotz der
Abschwichung ein poissonverteiltes Feld lieferte. Besitzt der Photomultiplier im Bereich nied-
riger Intensitédten ein nichtlineares Verhalten, so ist der Dunkelstrom eine intensitdtsabhéngige
GroBe. Dies hat auch zur Folge, dass die durchgefiihrten Hintergrundskorrekturen nicht ausrei-
chend sind und die Vernachlissigung des Korrelationsterms Anpy, - Any, in Gleichung (4.4) zu
Fehlern fiihrt.

Um niedrige Laserintensitdten zu erhalten, wurden mehrere Absorber hintereinander in den
Strahlengang gebracht. Durch das Entfernen von einigen Absorbern erhdhte sich die gemes-
sene Intensitdt. Die dunkelstrombereinigten Héufigkeitsverteilungen des Lasers, sowie gé@n(())
stimmten bei hoheren Intensititen vollkommen mit der Theorie iiberein. Dies weist darauf hin,
dass keine nichtlinearen Effekte durch die Absorber entstanden. Es muss also eine andere Ur-
sache fiir den Bunching-Effekt geben, die sich mit steigender Intensitit verliert. Unterstiitzt
wird diese These durch die Dunkelstrommessungen. Hier zeigte sich ein klarer Bunching-Effekt
fiir alle verwendeten Integrationszeiten At, wie aus Unterkapitel 4.3 hervorgeht. Demnach ist
die Wahrscheinlichkeit mehrere Pulse gleichzeitig oder keinen Puls zu messen gegeniiber der
Poisson-Verteilung erhoht. Es muss ein Effekt vorliegen der bei sehr geringen Pulszahlen die
Pulse vermehrt. Dieser Effekt funktioniert anscheinend auch bei der Detektion extrem niedriger
Intensitdten und reduziert sich fiir hohere Photonenzahlen. Die Hiufigkeitsverteilungen niedriger
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Intensititen werden dadurch verfilscht. Deshalb miissen die gemessenen Ergebnisse aus Unter-
kapitel 4.4 fiir niedrige Intensititen diesen Aspekt beriicksichtigen. Da die Fano-Faktoren von
Laser und biologischen Proben bei annéhernd gleichen Intensitéiten dhnliche GréBen annehmen,
kann angenommen werden, dass es sich bei den wirklichen Verteilungen der biologischen Pro-
ben um Poisson-Statistiken handelte. Diese Annahme wird auch durch die bereits vorhandenen
Publikationen unterstiitzt.

Ein weiterer Hinweis auf nichtklassische Phidnomene wire iiber die Kopplung verschiede-
ner rdaumlicher Moden mdglich. Dies kann iiber Kreuzkorrelationen der Intensititen erfasst wer-
den. Die Kreuzkorrelation des Dunkelstroms zeigte allerdings, dass eine Korrelation des Rau-
schens der Photomultiplier vorliegt. Die Ursache fiir diese Korrelation liegt an der verwendeten
Hochspannungsquelle. Betrachtet man das Ausgangssignal der Hochspannungsquelle iiber einen
Spannungsteiler auf einem Oszilloskop, so stellt man fest, dass immer wieder Spannungsspitzen
auftreten. Diese Spannungsspitzen liegen an beiden Photomultipliern an und verursachen so ei-
ne Korrelation des Rauschens. Zum Ausgleich wurde eine mathematische Dunkelstromkorrektur
durchgefiihrt (siehe Gleichung (4.6)). Die Korrektur ist giiltig, wenn der Dunkelstrom in Photo-
multiplier A unabhéngig vom Signal in Photomultiplier B ist. Die Messungen der Kreuzkorre-
lationen zeigten bei kleinen Integrationszeiten trotz Dunkelstromkorrektur fiir alle biologischen
Proben Bunching. Das gleiche Verhalten wurde auch fiir den Abgeschwichten Laser beobach-
tet (siche Abbildung 4.42). Deshalb war es nicht moglich rdaumliche Kopplungen der Moden
nachzuweisen. Fiir hohere Laserintensitdten verringerte sich das Bunching, wie aus Abbildung
4.46 zu erkennen ist. AuBerdem hatte die Dunkelstromkorrektur in diesem Fall keinerlei Auswir-
kungen auf den Funktionsverlaufs von ¢%,(7). Da die Bestrahlung des Photomultipliers zu einer
intensitdtsabhéngigen Belastung der Hochspannungsquelle fiihrt, ist davon auszugehen, dass die
Hiufigkeit der Ausreiler auf dem Spannungsverlauf von der Stromstéirke abhéngen. Die Strom-
stirke hdngt wiederum von der Photonenzahl ab, wodurch ein intensitidtsabhédngiges Rauschen
entsteht.
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6 Ausblick und Zusammenfassung

Die Existenz von Biophotonen ist hinreichend oft belegt worden. Interessanter ist die Frage, ob es
sich um Felder handelt, die einer quantenmechanischen Beschreibung bediirfen oder nicht. Dies
sollte im Rahmen der Arbeit untersucht werden. Da der Messaufbau vorgegeben war musste zu-
erst geklidrt werden, welche Experimente unter dieser Voraussetzung iiberhaupt geeignet sind,
um quantenmechanische Effekte nachweisen zu konnen. Aus diesem Grund wurde die Theorie
der Photodetektion ausfiihrlich diskutiert. In der Literatur sind viele Experimente zum Nachweis
nichtklassischer Effekte beschrieben, jedoch wird dort durch den Messaufbau garantiert, dass die
verwendeten Spektren sehr schmalen sind, was einer geringen Modenzahl entspricht. Die Bio-
photonenspektren sind im Gegensatz dazu sehr breit [PWKP89], weshalb eine multimodige Be-
schreibung des Feldes unerlésslich ist. In dieser Doktorarbeit wurden deshalb die theoretischen
Grundlagen und Niherungen, die fiir multimodige Felder genutzt werden betrachtet. Prinzipi-
ell zeigte sich, dass die gegebene Apparatur fiir drei verschiedene Experimenttypen geeignet ist
(siehe Unterkapitel 3.3). Diese sind:

e Ermittelung der Haufigkeitsverteilung der Photonen.
e Uberpriifung des Intensititsverlaufs auf Autokorrelation.
e Messung der Kreuzkorrelationen.

Die gemessene Hiufigkeitsverteilung kann dann mit der theoretisch vorhergesagten Photonen-
statistik verglichen werden, die durch Formel (2.200) fiir den multimodigen Fall gegeben ist. Da
die Formel alle moglichen Fille beinhaltet, ist sie sehr kompliziert und allgemein nicht geschlos-
senen analytisch 1osbar. Sie muss fiir konkrete Fragestellung vereinfacht werden, woraus sich
unter weiteren Annahmen Gleichung (2.225) ergibt. Diese Formel beschreibt die multimodige
Photonenstatistik P, (¢, At) eines Breitbanddetektors. Natiirlich bezieht sich diese Formel, wie
alle quantenmechanischen Aussagen auf das Ensemble. P, (¢, At) diente zur Simulation von ver-
schiedenen Verteilungen, die im Kapitel 3 dargestellt sind. Dabei zeigten sich zwei wesentliche
Effekte. Zum einen bleibt bei geeigneten Parametern trotz der Multimodigkeit der Quantencha-
rakter der Verteilung erhalten. Im Gegensatz dazu verédndert sich fiir thermische Strahlung die
Form der Statistik, wie in Unterkapitel 2.4.5 gezeigt wurde. Zum anderen bewirkt eine niedrige
Quanteneffizienz, dass die gequetschten Verteilungen in eine Poisson-Statistik iibergehen.

Die Ergebnisse der Simulation verdeutlichen, dass es zumindest unter den angenommenen
Bedingungen moglich ist, nichtklassisches Licht bei hinreichender Detektionseffizienz iiber die
Photonenstatistik nachzuweisen. Allerdings bezieht sich diese Aussage auf das Ensemble. Die
Messung an einer einzelnen biologischen Probe erzeugt eine Stichprobe bestehend aus zeitlich
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aufeinanderfolgenden Realisierungen. Die Ergodenhypothese besagt nun, dass das zeitliche Mit-
tel dem Ensemblemittel gleicht. Wesentlich ist deshalb die Frage, unter welchen Bedingungen
Ergodizitit vorliegt, beziehungsweise wie sie erhalten werden kann. Deshalb wurden im Ab-
schnitt 2.3.1 quasistationdre Bedingungen definiert, was nicht mit Stationaritdt zu verwechseln
ist. Die Bedeutung quasistationdrer Bedingungen ist, dass die quantenmechanischen Erwartungs-
werte bezogen auf ein Integrationszeitintervall At fiir verschiedene Zeitpunkte ¢ innerhalb eines
Zeitintervalls ¢ bis £y + T' gleich bleiben. Dies garantiert, dass die gemessenen zeitlichen Mit-
telwerte wihrend der Stichprobendauer 7" mit den quantenmechanischen Erwartungswerten ver-
glichen werden konnen. 7" muss deshalb wesentlich grofler als At sein. Unter dieser Bedingung
besteht die Moglichkeit, die zeitlich gemessenen Stichproben statistisch auszuwerten und mit
den quantenmechanischen Erwartungswerten zu vergleichen.

Da die abgestrahlten Intensitédten der Proben sehr niedrigen sind, war es notwendig den Dun-
kelstrom zu beriicksichtigen. Deshalb wurde das Dunkelstromsignal durch die drei verwende-
ten Experimenttypen untersucht. Die Hiufigkeitsverteilung der Dunkelstrompulse ergab eine
Super-Poisson-Verteilung, welche die gemessene Photonenverteilung bei niedrigen Intensitidten
verbreitert. Um diese Effekte zu beriicksichtigen wurde die Haufigkeitsverteilung des Dunkel-
stroms unter der Annahme der Unabhingigkeit aus dem gemessenen Gesamtsignal extrahiert.
Die Autokorrelation des Dunkelstroms zeigte Bunching. Natiirlich iibertriigt sich dies bei nied-
rigen Intensititen ebenfalls auf die Messergebnisse. Uber Gleichung (4.3) konnte dieser Mangel
unter der Annahme der Unabhingigkeit von Dunkelstrom und Photonensignal ausgeglichen wer-
den. Die moglichen Rauschquellen des Photomultipliers sind in Abschnitt 2.3.2 néher erldutert.
Hier zeigte sich, dass besonders das Nachpulsieren Bunching verursacht. Andererseits ergab die
Kreuzkorrelation des Dunkelstroms, dass eine weitere Rauschquelle existiert, die Bunching zwi-
schen verschiedenen rdumlichen Moden erzeugt. Es stellte sich heraus, dass der zeitliche Verlauf
des Hochspannungssignals Spannungsspitzen zeigte. Da dieses Signal an beiden Photomultipli-
ern anlag, erzeugte es eine Korrelation, die sich den anderen Rauschquellen iiberlagert. Uber
Gleichung (4.6) sollte dieser Effekt mathematisch korrigiert werden, wobei die Unabhéngigkeit
des Dunkelstroms in Photomultiplier A vom Photonensignal in Photomultiplier B vorausgesetzt
wurde.

Ausgehend von der Annahme der Unabhéngigkeit des Dunkelstroms vom Photonensignal er-
folgten die Messungen der Photonenstatistik. Als Fitfunktion fiir die Photonenstatistik diente
P.(t,At) = |{(n| a,&) |?, die iiber Gleichung (4.9) zur Approximation der gemessenen Ver-
teilung verwendet wurde. Alle untersuchten biologischen Proben lieferten trotz Dunkelstrom-
korrektur Super-Poisson-Statistiken. Die gleichen Verteilungstypen ergaben sich auch fiir den
abgeschwichten Laser bei niedrigen Intensititen. Durch weitere Lasermessungen bei hoheren
Intensitdten konnte nachgewiesen werden, dass die Ursache der Verbreiterung eine Kopplung
der Photomultiplier ist, die zusétzlich eine Intensititsabhingigkeit aufweist.

Dieses nichtlineare Verhalten spiegelte sich auch in den Autokorrelationsmessungen wider,
da fiir alle Proben Bunching auftrat, wenn man von der Lasermessung bei hoheren Intensitéiten
absieht. Das Bunching konnte zum Teil auf Nachpulsieren zuriickgefiihrt werden. Andererseits
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ergab sich fiir die Messungen der Kreuzkorrelation ebenfalls Bunching. Die Kopplung ist hier
etwas komplizierter, da sie iiber die Hochspannungsquelle erfolgt. Jedes Photon fiihrt zu einer
Belastung der Hochspannungsquelle. Hingt das Auftreten der Spannungsspitzen von der beno-
tigten Stromstérke ab, so wird eine stromabhingige Korrelation erzeugt. Bei intensiver Bestrah-
lung wird die Belastung der Spannungsquelle relativ konstant. In diesem Bereich geht auch die
Kreuzkorrelation zuriick, was auf eine Stromabhingigkeit hinweist. Leider konnte die defekte
Spannungsquelle nicht ersetzt werden.

Betrachtet man die Fano-Faktoren des Lasers und vergleicht sie mit denen der biologischen
Proben bei anndhernd gleichen Intensitéten, so liegt die Annahme nah, dass es sich auch bei
den Hiaufigkeitsverteilungen der biologischen Proben um Poisson-Verteilungen handeln konnte.
Diese Hypothese wird auch durch bereits vorhandene Publikationen gestiitzt. Prinzipiell zeigt
die vorliegende Doktorarbeit, dass es unter bestimmten Bedingungen moglich wire quantenme-
chanische Phinomene mit einem gleichartigen, funktionierenden Versuchsaufbau nachzuweisen.
Wie im Unterkapitel 3.3 erortert ist, komm fiir einen eindeutigen Nachweis nur Antibunching
oder eine Sub-Poisson-Statistik in Frage.

Fiir weiterfithrende Versuche sollte der Messaufbau optimiert werden. Wie die Simulationen
im Abschnitt 3.1 zeigten, wire eine verbesserte Detektionseffizienz zum Nachweis von quanten-
mechanischem Licht auBBerordentlich wichtig. Will man Photonenstatistiken erstellen, so ist es
sinnvoll die minimale Integrationszeit der Apparatur zu verkiirzen, wodurch die Anzahl der beno-
tigten Moden reduziert wird. Dariiber hinaus sollte ein beruhigtes Spannungsnetz zur Versorgung
der Messapparatur verwendet werden um dies als Rauschquelle auszuschlieBen. Da der Dunkel-
strom die grofte Fehlerquelle darstellt, wire eine verbesserte Kiithlung die tiefere Temperaturen
ermdglicht von Vorteil. Bleibt noch zu klédren, ob nicht die gesamten abstrahlten Photonen der
biologischen Probe zur Erhebung der Statistik verwendet werden sollten. Dazu miisste ein Blatt
direkt zwischen zwei grofflichige Photomultiplier gebracht werden, die einen sehr geringen Ab-
stand zu einander haben. Der schmale Schlitz, in dem sich das Blatt befinde, wiirde dann durch
eine reflektierende Hiille geschlossen. So wiirden fast alle Photonen auf die Photokathoden tref-
fen. Diese Anordnung eignet sich auch zur Messung von Korrelationen. Will man hingegen die
Korrelation verschiedener raumlicher Moden messen, so sind verschiebbare Photomultiplier von
Vorteil. Gerade fiir Korrelationsmessungen ist es notig, eine wesentlich bessere Zeitauflosung zu
besitzen, da so der Zeitpunkt des Eintreffens der Photonen genauer lokalisieren werden konnte.
In diesem Fall wire es interessant, eine Statistik iiber die zeitlichen Abstinde zu ermitteln, wie
es im Abschnitt 2.5.3 beschrieben ist. Uber eine derart verbesserte Apparatur miisste es leicht
moglich sein, eventuell vorhandene Quanteneffekte nachzuweisen.

Sollten sich diese Phianomene zeigen, so hitte dies weitreichende Folgen fiir das Verstind-
nis biologischer Systeme. Besonders interessant wire die Korrelation zwischen dem Zustand des
Feldes und dem Zustand der biologischen Probe. Eventuell wiirden sich daraus neue Méglichkei-
ten zur Diagnose von Krankheiten eréffnen. Auch im Bereich der Lebensmittelanalyse konnten
sich Anwendungen ergeben, wenn eine Korrelation zwischen der Lebensmittelqualitit und dem
Feldzustand existiert. Um die Informationen schnell und unkompliziert aus dem Intensititsver-
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lauf auszulesen, bedarf es neuer Detektoren, die in der Lage sein sollten, bei niedrigen Inten-
sitaten die Teilchenzahlen mit einer hohen Detektionseffizienz zu messen und gleichzeitig die
Information iiber die Frequenzen der Photonen zu ermitteln. Natiirlich sollte die Zeitauflosung
der Detektoren ausreichend gut sein. Dies bote die Moglichkeit modenabhingige Photonensta-
tistiken zu erstellen.
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8 Anhang

Fast Pulse
= - il

Scientific| Preamplifier |6954
FEATURES

*  |deal for Fast Solid State and Channel Plate Detectors

*  Wideband Performance 100 KHz to 1.8 GHz

*  Gains Available from 5 to 100

*  Low Pulse Distortion

*  Bipolar Operation
DESCRIPTION

The Model 6954 is a fast risetime, bipolar preamplifer intended for use with fast Solid State and Channel
Plate Detectors. Standard fixed voltage gains of 5, 10, 20, 50 or 100 are available to optimize system
performance. The bipolar capability makes it useful for most detector types or beam pick-off schemes. The
amplifier's design exhibits low noise, low distortion and excellent stability, making it ideal for both energy
and timing measurements. Both the inputs and outputs are protected for reliable operation.

SPECIFICATIONS

Input : One; AC Coupled, Impedance 50 ohms; Input protected with back to back diodes.
Output : One; AC Coupled, Drives £2 Volts across single 50 ohm load.

Voltage Gain 2 5or10 20, 50 or 100

Bandwidth (3db) : 100 KHz to 1.8 GHz 100 KHz to 1.5 GHz

Risetime : 180 pSec 220 pSec

Insertion Delay : Typically 1.0 nSec Typically 1.2 nSec

Wideband Noise : Less than 40 uVolts RMS referred to input, for gains of 10 or 100.
Less than 70 uVolts RMS for gains of 5, 20 and 50.
Power Supply : +10 Volts to +28 Volts @ 120 mA for gains of 10 and below.
Requirements +10 Volts to +28 Volts @ 200 mA for voltage gains above 10.
* Note: Internal supply is regulated. A heatsink is recommended for 24 Volts and above.
Operating Temp. : 0 °C to 60 °C ambient.

Connector Type SMA female or BNC female. (Specify when ordering)

Packaging : Black anodized aluminum enclosure. 2.25" x 1.75" x .75",(5.72cm x 4.45¢cm x 1.9cm)
Ordering : Please specify Model, Gain and Connector type when ordering.

Information (e.g.,Part Number 6954 - S - 20), Connector: SMA, (B for BNC), Gain: 5, 10, 20, etc.

WIDEBAND A

MODE[ go5, MPLIFIER

4‘

3/96
VERTICAL = 200mV/DIV.  HORZ.= 100pS/DIV.

M'mm "A THEORY DEVELOPMENT COMPANY"
=TT 31 Industrial Ave. * Mahwah, NJ 07430 * (201) 934-8015 * Fax (201) 934-8269

Abbildung 8.1: Datenblatt des Vorverstirkers [Pre].
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52 mm (2 “) photomultiplier
9558B series data sheet

1 description

The 9558B is a 52mm (2”) diameter end window photomuiltiplier,
with S20 infra-red sensitive photocathode, and 11 high gain,
high stability, SbCs dynodes of the long-established venetian
blind design providing a low afterpulse rate. The 9558WB and
9558QB are vari for applications requiring uv sensitivity.

2 applications

« wide range of applications
3 features

« high gain
o low afterpulsing

4 window characteristics

9558B 9558WB 9558QB*
borosilicate  uv glass fused silica

content
** wavelength range over which quantum efficiency exceeds 1 % of peak

5 typical spectral response curves

o
electron ‘tubes '
o

6 characteristics

Psubject to not exceeding max. rated sensitivity “subject to not exceeding max rated V(k-a)

7 typical voltage gain characteristics

Abbildung 8.2: Datenblatt der Photomultiplier [ele].
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8 voltage divider distribution

Characteristics contained in this data sheet refer to divider A
unless stated otherwise.

9 external dimensions mm

10 base configuration
(viewed from below)

‘ic’ indicates an internal connection

Our range of B19A sockets is available to suit the B19A hardpin
base. The range includes versions with or without a mounting
flange, and versions with contacts for mounting directly onto
printed circuit boards.

choose accessories for this pmt on our website
www.electrontubes.com

an ISO 9001 registered company

The company reserves the right to modify these designs specifications without notice. Enterprises. 2007

wmnmumumﬂw-—mhm oY Lt
com manufacture. While every effort is made to ensure accuracy of published information the DS_ 95588 Issue 2 (05/04/07)

Ruislip
Middx HA4 7TA UK
tel: +44 (0) 1895 630773 (9
toll free: (800) 521 8382

fax: +44 (0) 1895 631774
e-mail: info@electron-tubes.co.uk fax: (973) 586 9771
Division of ET Enterprises Ltd e-mail: sales@:

9558B data sheet
page 2

11 ordering information

The 9558B meets the specification given in this data sheet. You
may order variants by adding a suffix to the type number. You
may also order options by adding a suffix to the type number.
You may order product with specification options by
discussing your requirements with us. If your selection option is
for one-off order, then the product will be referred to as 9558A.
For a repeat order, Electron Tubes will give the product a two
digit suffix after the letter B, for example B21. This identifies your
specific requirement.

9558
window variants
w UV glass
Q fused silica
options
E electrostatic shielding
see drawing below
S electromagnetic shielding
see drawing below
M supplied with spectral
response calibration
specificati pti
B as given in data sheet
A single order to
ificati
Bnn repeat order to
selected specification
52.3 max with 52.6 max with
electrostatic tic
shielding shielding

e

conductive coating ——
(for E option)

mumetal* shield
(for S option)

insulating sleeve
(for E & S options)

12 voltage dividers

The standard voltage dividers available for these pmts are
tabulated below:

R=330kQ

*mumetal is a registered trademark of Magnetic Shield Corporation

—€

Abbildung 8.3: Datenblatt der Photomultiplier.
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