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Einleitung

Das 1952 von Alan L. Hodgkin und Andrew F. Huxley entwickelte Hodgkin-
Huxley-Modell ist bis heute eines der beriihmtesten und meistgenutzten Model-
le zur Simulation von Neuronen. Es beschreibt das Membranpotential und das
Offnen beziehungsweise Schlieen von Ionenkanélen in der Zellmembran durch
ein vierdimensionales System von gewdohnlichen Differentialgleichungen in
Abhéngigkeit von einem deterministischen Strominput. Fiir das stochastische
Hodgkin-Huxley-Modell wird dieser Input durch einen sogenannten rauschen-
den Input ersetzt, der durch eine fiinfte (stochastische) Differentialgleichung
modelliert wird.

In dieser Arbeit wird das stochastische Hodgkin-Huxley-Modell mit einem 7-
periodischen Inputsignal mit Amplitudenfaktor a > 0 betrachtet. Bezeichnet
man den Losungsprozess mit X = (X;);>¢ und die zugehérige Ubergangs-
halbgruppe mit Ps;(z,dy), 0 < s <t < 00, so besitzt die zeitlich homogene
Markovkette (Xg7)ken, €in eindeutiges invariantes Wahrscheinlichkeitsma$ p.
Es ist jedoch nicht bekannt, wie y konkret aussieht. Ziel dieser Arbeit ist es nun,
den Prozess X zu simulieren und die zeitliche Dynamik [0,7] 3 s — [P ),
die sich in Abhéngigkeit von a verdndert, zu veranschaulichen.

Den theoretischen Hintergrund fiir diese Herangehensweise haben Reinhard
Hopfner, Eva Locherbach und Michele Thieullen in den beiden 2016 ver-
offentlichten Artikeln , Ergodicity and limit theorems for degenerate diffu-
stons with time periodic drift. Application to a stochastic Hodgkin-Huxley
model.“ und , Ergodicity for a stochastic Hodgkin—Huzley model driven by
Ornstein—Uhlenbeck type input® (siehe [10] und [11]) geliefert.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden zunéchst das deterministische und
das stochastische Hodgkin-Huxley-Modell eingefiithrt und deren biologische

Bedeutung beschrieben. Anschliefend werden mathematische Eigenschaften



des stochastischen Modells angegeben, die fiir das nidchste Kapitel benétigt
werden. Auflerdem werden die Verfahren zur Simulation der Modelle erklart,
die den Ergebnissen aus Kapitel 2 zugrunde liegen.

Im zweiten Kapitel wird dann die zu untersuchende zeitliche Dynamik anhand
von drei Beispielen anschaulich gemacht. Dafiir werden verschiedene grafische
Darstellungsarten zum Einsatz kommen und der Einfluss der einzelnen Para-
meter des stochastischen Hodgkin-Huxley-Modells soll deutlich werden. Zum
Abschluss des Kapitels wird ein Zusammenhang zwischen dem stochastischen

und dem deterministischen Modell thematisiert.



1. Grundlagen

1.1. Das Hodgkin-Huxley-Modell

Das deterministische Hodgkin-Huxley-Modell ist eines der wichtigsten Modelle
der Neurowissenschaften. Es geht zuriick auf Experimente, die Alan L. Hodgkin
und Andrew F. Huxley an der Zellmembran des Riesenaxons des Tintenfischs
durchgefiihrt haben und deren Ergebnisse sie 1952 in [7] veroffentlicht haben.
Eine modernere Einfiithrung in dieses Thema bietet das Buch , Dynamical
Systems in Neuroscience® von Eugene M. Izhikevich (siehe [16]). Da wir das
Hodgkin-Huxley-Modell zunéchst nur mathematisch betrachten wollen, basiert

dieser Abschnitt auf [10, Section 2.3] und [3, Section 1.1].

Definition 1.1. Die Funktionen ay,, am, ap, Bn, Bm: R — R und fy: R —
(0,1) gegeben durch

10—V
Vo falls V #£ 10 1 mid
an(V) = 100(exp(+55-) 1) ) n(V) = g P <80> ’
%0’ sonst
25—V
——2 . falls V #25 —
am(V) — 1O(exp(25lov)_1) ?é ) Bm(v) = 4eXp <1;/) ’
1, sonst
7 -V :
V)i=— o0 =
(V)= 159 eXp( 20 ) ’ M (¥5") +1

heiflen Ratingfunktionen.

Definition 1.2. Die Konstanten

Ex=-12,  En,=120, E;, =106



heiflen Gleichgewichtspotentiale und die Konstanten
9K = 30, gna = 120, g = 0,3

sind die maximalen Leitfihigkeiten.

Definition 1.3. Sei I: Ry — R, t — I(t) eine vorgegebene Inputfunktion.
Das deterministische Hodgkin-Huxley-Modell ist das folgende vierdimensionale

Differentialgleichungssystem:

dV; = I(t)dt — [grnf(Vi — Ex) + gnamih(Vi — Exa) + g0(Vi — Ep)] dt
dne = [an(Ve)(1 = n¢) — Bn(Ve)ne] dt

dmy = [am(Ve)(1 = my) — B (Ve)me] dt

dhy [an(Ve)(1 = he) — Br(Vi)he] dt

Der Prozess V. = (Vi)¢>0 heifit Membranpotential und die Funktionen n =

(ne)e>0, m = (my)e>0 und h = (ht)e>0 heiflen Gatingvariablen.

Definition 1.4. Sei S: Ry — R, t — S(¢) eine deterministische, unendlich
oft differenzierbare, 1-periodische Inputfunktion. Aulerdem seien T > 0 eine
vorgegebene Periodizitdt, a > 0 ein Amplitudenfaktor, 7 > 0 und v > 0
Konstanten und W = (W;)>¢ eine eindimensionale Brown’sche Bewegung.
Das stochastische Hodgkin-Huxley-Modell ist das folgende fiinfdimensionale

Differentialgleichungssystem:

AV = d& — [geni (Vi — Ex) + gnamihe(Vi — Ena) + g1(V; — Ep)] dt
(Vo) (1 = ng) — Bn(Vi)ng] dt

dnt = [
dmy = [am(Vi)(1 —my) — B (Vi)my] dt
[

dhy = [on(Ve)(1 = he) — Bu(Vi)hel dt
dft = [aS (;) — &] Tdt + ’7\/’7>'th

(1.1)

Der stochastische Prozess & = (&;)¢>0 heiit rauschender Input.

Wihrend im deterministischen Hodgkin-Huxley-Modell nur gewthnliche Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung vorkommen, handelt es sich bei der ersten



und fiinften Gleichung im stochastischen Hodgkin-Huxley-Modell um stochas-
tische Differentialgleichungen. Die fiinfte Gleichung befindet sich dabei in
Ornstein-Uhlenbeck-Form. Die Konstante 7 steuert, mit welcher Geschwin-
digkeit der Prozess { der T-periodischen Inputfunktion aS(7) folgt, und 7
ist verantwortlich fiir die Streuung von £. Somit ersetzen im stochastischen
Modell die Inkremente von £ den deterministischen Input I aus der ersten
Gleichung des deterministischen Modells und das durch die Brown’sche Be-
wegung verursachte Rauschen wirkt sich deshalb auf das Membranpotential
aus.

Man konnte die fiinfte Gleichung im stochastischen Modell auch deutlich
allgemeiner formulieren, aber wir haben uns hier auf die Variante des stochas-
tischen Hodgkin-Huxley-Modells beschrénkt, die im weiteren Verlauf dieser

Arbeit relevant sein wird.

1.2. Biologische Bedeutung

Dieser Abschnitt soll einen kurzen Einblick in die neurologische Bedeutung
des Hodgkin-Huxley-Modells bieten, fiir Details zu diesem Thema wird jedoch
auf [16, Chapter 2] verwiesen.

Um das Modell besser zu verstehen, lohnt es sich, sich zunéchst mit dem
Aufbau von Neuronen und den dort ablaufenden Ionenstrémen zu beschaf-
tigen. Ein Neuron besteht aus Dendriten, Soma, Axon und Synapsen (siche
Abbildung 1.1). Die Dendriten sind dabei mit den Synapsen von mehr als
10000 anderen Neuronen verbunden, von denen sie Signale erhalten, welche
im Soma gesammelt werden und iiber das Axon und die Synapsen wiederum
an viele andere Neuronen weitergegeben werden.

In den Nervenzellen breitet sich elektrische Aktivitdt anhand von Ionen-
stromen durch die Zellmembran aus. Dies geschieht mit Hilfe von grofien
Proteinmolekiilen in der Zellmembran, die Kanéle fiir die Ionen bilden. Der
Ausloser fiir diese Ionenstrome sind die unterschiedlichen Konzentrationen
der Tonen im Inneren und auflerhalb der Zelle. Die Konzentration von K-
Ionen ist beispielsweise im Inneren der Zelle hoher als auflerhalb. Deshalb

verlassen zunichst viele K T-Ionen die Zelle, wodurch sich positive Ladung
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S
\ Dendriten
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(stark vergréfert)

Abbildung 1.1.: Aufbau eines Neurons (von [21])

auflerhalb der Zelle ansammelt und negative Ladung im Inneren zuriickbleibt.
Es entsteht eine elektrische Spannung durch die Membran hindurch, die Mem-
branpotential genannt wird. Diese Spannung verursacht jedoch einen nach
innen gerichteten Ionenfluss, denn die K *-Ionen werden von der negativen
Ladung im Inneren der Zelle angezogen, wodurch irgendwann ein Gleichge-
wicht der K+-Ionenstréme entsteht. Das dazugehérige Membranpotential
wird Gleichgewichtspotential genannt. Dieses Gleichgewichtspotential hangt
von der jeweiligen Ionenart ab und kann durch die Nernst-Gleichung (siehe
[16, Equation (2.1)])

RT Ton|out
Fton = In ([[Ior]l]in )

bestimmt werden, wobei [Ion];, und [Ion]e, die Konzentrationen der Ionen

im Inneren und auflerhalb der Zelle sind, R die universelle Gaskonstante, T’

die Temperatur in Kelvin, F' die Faraday-Konstante und z die Wertigkeit des

Tons. Mit der Nernst-Gleichung lassen sich die Gleichgewichtspotentiale der

wichtigsten Ionenarten (K, Na*, Ca®*' und CI7), die an vielen Strémen

durch die Zellmembran beteiligt sind, berechnen.

Der Nettostrom Iy, einer Ionenart ist gegeben durch

IIon = Jlon (V - EIon) 5

wobei V' das Membranpotential, Ero, das Gleichgewichtspotential und g, > 0

die Leitfahigkeit der Zellmembran fir die jeweilige Ionenart ist. Der Nettostrom

11



ist dementsprechend null, wenn das Membranpotential dem Gleichgewichts-

potential entspricht.

Wenn in den Nervenzellen nur eine Art von Ionen wirken wiirde, wiirde sich das
Membranpotential schnell dem Gleichgewichtspotential anndhern. Da jedoch
unterschiedliche Ionenstrome stattfinden, die sich moglicherweise gegenseitig
behindern, dauert es langer, bis sich ein Zustand einstellt, in dem sich alle
nach innen und nach auflen gerichteten Strome gegenseitig ausgleichen. Dieser
Zustand wird Ruhepotential genannt und in ihm ist der Nettostrom durch

die Zellmembran null.

Die Leitfahigkeit der Proteinmolekiile in der Zellmembran, die als Kanéle
fir Ionen dienen, wird durch ,Wachterpartikel“ kontrolliert. Diese Wéchter
entscheiden in Abhéingigkeit vom Membranpotential, ob Kanéle offen oder
geschlossen sind. Wenn man nun eine grofie Menge von Kanélen fiir eine

einzelne Ionenart betrachtet, kann man den Nettostrom durch
I'=gp(V-E)

beschreiben, wobei g die maximale Leitfdhigkeit und F das Gleichgewichts-
potential ist und p den Anteil der offenen Kanéle angibt. Es gibt Wéchter,
die dafiir zustiandig sind, Kanéle zu 6ffnen (activate) und und solche, deren

Aufgabe es ist, Kanéle zu schlieflen (inactivate) (sieche Abbildung 1.2).

4
Extracellular Na

voltage
sensor

selectivity
/ filter

activation

gate

|nacn/vation
ate
Intracellular g Closed Open Closed

(not activated) (activated) (inactivated)

Abbildung 1.2.: Zustdnde von bewachten Kanélen (von [16, Figure 2.8] )
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktivierungswéchter (activation gate) einen
Na*-Kanal offen lisst, wird durch die Variable m notiert. Handelt es sich um
einen K T-Kanal, wird die Variable n verwendet. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Inaktivierungswéchter (inactivation gate) einen beliebigen Ionenkanal offen
lasst, wird durch die Variable h notiert. Der Anteil der offenen Na™-Kanile
ist damit

p=m*h?,

wobei x die Anzahl der Aktivierungswéchter und y die Anzahl der Inaktivie-
rungswéachter pro Kanal ist. Ersetzt man m durch n, so erhilt man den Anteil
der offenen K*-Kanile.

Durch Experimente fanden Alan L. Hodgkin und Andrew F. Huxley heraus,
dass es im Riesenaxon des Tintenfischs drei wichtige Ionenstréme gibt: den
K*-Strom I (t) = ggni(V; — Ex) mit vier Aktivierungswichtern, den Na*-
Strom Ing(t) = gnamihs (Vi — Eng) mit drei Aktivierungswichtern und einem
Inaktivierungswéchter und den sogenannten Leckstrom Iy, (t) = gr (Vi — EL),
der hauptséchlich aus C'l™-Ionen besteht. Diese drei Ionenstréome findet man
in der ersten Gleichung des deterministischen Hodgkin-Huxley-Modells aus

Definition 1.3 wieder.

Die Parameter in den Ratingfunktionen aus Definition 1.1 passen zu einem
um +65mV verschobenen Membranpotential, sodass das Ruhepotential bei
ungefihr V = 0 liegt. Die Ratingfunktionen beschreiben die Ubergangsra-
ten zwischen offenen und geschlossenen Zustdnden der Ionenkanéle, da die

Gatingvariablen n, m und h durch sie definiert sind.

Die Gleichgewichtspotentiale aus Definition 1.2 erhélt man, wenn man experi-
mentell ermittelte lonenkonzentrationen in die Nernst-Gleichung einsetzt und
die erhaltenen Gleichgewichtspotentiale um +65mV verschiebt. Die maxima-

len Leitfdhigkeiten aus Definition 1.2 sind ebenfalls experimentell ermittelt.

Die Einheiten der physikalischen Gréfien (Membranpotential in mV, Zeit in
ms, Gleichgewichtspotentiale in mV, maximale Leitfihigkeiten in mS/cm?,
Input in pA/cm?) werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht erwihnt,
da wir uns fiir die mathematischen Eigenschaften des Modells interessieren

und sie dafiir von geringer Bedeutung sind.
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Die Motivation fiir das stochastische Hodgkin-Huxley-Modell aus Definition
1.4 ist, dass jedes Neuron zu einem aktiven Netzwerk gehort und seinen Input
von vielen anderen Neuronen tiber einen stark verzweigten dendritischen Baum
mit komplexer topologischer Struktur bekommt (siehe [11, Chapter 1]). Um
das nachzubilden, wird der dendritische Input durch die Zuwéchse des (von
den ersten vier Gleichungen von (1.1)) unabhéngigen, zeitlich inhomogenen
stochastischen Prozesses & modelliert und es wird untersucht, wie sich ein
externes, durch die Brown’sche Bewegung verursachtes Rauschen auf das

Verhalten des gesamten Systems auswirkt.

1.3. Mathematische Eigenschaften

Wir wollen nun gewisse Figenschaften des Losungsprozesses des stochastischen
Hodgkin-Huxley-Modells untersuchen, aber dafiir muss zuerst sichergestellt

werden, dass eine Losung existiert.

Proposition 1.5. Sei E5 := R x [0,1]*> x R. Fiir jeden Startpunkt z €
Es5 hat das Differentialgleichungssystem (1.1) eine eindeutige, starke, nicht
explodierende Losung X = (Xy)i>0 := (Vi, ng, me, he, &) >0 mit Werten in Es.

Beweis. siehe [11, Proposition 1]

Als eindeutige Losung einer stochastischen Differentialgleichung ist X ein
starker Markovprozess und wir interessieren uns dafiir, ob es eine invariante
Verteilung gibt und wie diese aussehen koénnte. Allerdings ist X zeitlich
inhomogen, da der Drift in der ersten und fiinften Gleichung von (1.1) abhéngig
von t ist, und in diesem Fall ist es deutlich komplizierter, den Begriff ,invariante
Verteilung” zu definieren. Deshalb wird X modifiziert, um einen homogenen
Markovprozess zu erhalten.

Sei Pst(z,dy), 0 < s <t < oo, die zu X gehorige Ubergangshalbgruppe auf
(Es, B(E5)). Da der Input S(7) aus Definition 1.4, und somit der Drift von
Gleichung (1.1), T-periodisch in der Zeit ist, gilt

P i(x,dy) = Poypritrr(z,dy), k€ No. (1.2)
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Daraus ldsst sich das folgende Lemma ableiten (siehe [8, Lemma 2.1]):

Lemma 1.6. 1. Die Gitterkette X¢ = <XkG)keN = (XkT)pen, ISt ein
0
FEs-wertiger, zeitlich homogener Markovprozess in diskreter Zeit mit
1-Schritt-Ubergangskern Py 7.

2. Seiir(t) :=t mod T und T := [0, T]. Der 6-dimensionale Prozess X =
(Yt)po mit X, := (ir(t), X;) ist ein zeitlich homogener Markovprozess
in stetiger Zeit mit Werten in E5 := T x Es.

Fiir zeitlich homogene Markovprozesse ist die wichtige FEigenschaft der Harris-
Rekurrenz (nach [19, Definition 3.5] bzw. [1, Section 1.1]) definiert:

Definition 1.7. 1. Sei Y = (Yj)ren, eine homogene Markovkette mit
Werten in einem polnischen Raum (F, ) und Startverteilung P,. Y ist
Harris-rekurrent, wenn es ein o-endliches Mafl ¢ auf (E, ) gibt, sodass
fiir alle F' € £ mit o(F) > 0 gilt, dass

limsup1p(Yy) =1 Pj-fast sicher fir alle z € E.

k—o0

2. Sei Y = (Yi)i>0 ein zeitlich homogener, starker Markovprozess mit
Verteilungen (P,),cp und Werten in einem polnischen Raum (F,E).
Y ist Harris-rekurrent, wenn es ein o-endliches Maf3 ¢ auf (E, &) gibt,
sodass fiir alle F' € £ mit p(F) > 0 gilt, dass

/ 1p(Ys)ds = oo P,-fast sicher fiir alle x € E.
0

Satz 1.8. Sei Y Harris-rekurrent (in diskreter oder in stetiger Zeit). Dann
gibt es ein o-endliches invariantes Mafl m auf (F,€) und ¢ aus Definition 1.7
kann durch 7 ersetzt werden. 7 ist eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation

mit einer Konstanten.
Beweis. siche [19, Corollary 5.2] bzw. [1, Sections 2.4-2.5]

Definition 1.9. Ist Y Harris-rekurrent und 7(E) < oo, so heifit Y positiv

Harris-rekurrent.
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Bemerkung 1.10. Wenn Y positiv Harris-rekurrent ist, kann 7 durch Nor-

mierung zu einem invarianten Wahrscheinlichkeitsmafl gemacht werden.

Satz 1.11. Die Gitterkette X und der zeitstetige Prozess X sind positiv

Harris-rekurrent.

Beweis. siehe [10, Theorem 1 und 2]

Wegen Satz 1.11 weifl man nun, dass X¢ und X eindeutige invariante Vertei-

lungen i und @ besitzen.
Proposition 1.12. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. p ist die invariante Verteilung von X©.

2. Fir jedes s € T ist das Ma8 [P ] mit
[1Po,s] / Pos(y, A)u(dy), A€ B(Es)

die invariante Verteilung der Markovkette (Xprys)ken,-

3. Das Maf} 7 mit

== / @ [uPys)) (A)ds, A € B(E;)

ist die invariante Verteilung von X.

Beweis. siche [11, Proposition 5]

Es ist nicht bekannt, wie p, [1FPys] und 71 konkret aussehen. Um dariiber
einen Eindruck zu gewinnen, wird uns spéter das folgende starke Gesetz der
groBen Zahlen (aus [10, Corollary 1)), das aus der Harris-Rekurrenz von X¢
und X folgt, behilflich sein:

Korollar 1.13. Sei @, die Verteilung von (X;):>0 bei Start in = € Ej
als Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf dem Raum der Pfade C([0, c0), E5). Seien
F,F: E5 — [0,00) B(Es)-messbare Funktionen. Dann gilt

n—1
%ZF(XW) D0 () = | F(y) nldy)
k=0 °
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Q-fast sicher fiir alle z € F5. Aulerdem gilt fiir festes s € T

n—1
LY F(Gre) 5 wRJ(F) = [ F() [nPa)(dy)
k=0 °

Q.-fast sicher fiir alle x € Ej5.
Sei G: E5 — [0, 00) eine B(FEj5)-messbare Funktion. Dann gilt

1 rt ) oo 1 T
2 [ Glirts)xgds == ] Gl () ds
t Jo T 0 Es

Q.-fast sicher fiir alle x € Ej5.

Betrachtet man Simulationen von Hodgkin-Huxley-Losungsprozessen, fallen
dabei schnell die sogenannten Aktionspotentiale oder Spikes auf. Dabei handelt
es sich um lokale Maxima des Membranpotentials V' (siehe Abbildung 1.3).
Es ist jedoch nicht moglich, nur anhand der Werte von V' zu bestimmen,
wann ein Spike beginnt und endet, denn es gibt beispielsweise keinen festen
V-Schwellenwert dafiir. Um das Auftreten eines Spikes zu definieren, benotigt

man deshalb die Werte der Gatingvariablen m und h.

Definition 1.14. Der Losungsprozess X befindet sich zur Zeit t > 0 innerhalb

etnes Spikes, wenn

Xt € Fyp:={z = (v,n,m,h,§) € E5 | m > h}
und zwischen zwei Spikes, wenn

X € Fy:={x=(v,n,m,h,&) € E5 | m < h}.
Satz 1.15. Fiir jeden Startpunkt x € Es gilt:

1. @ (Es gibt unendlich viele Spikes) = 1

2. Qz(Es gibt unendlich viele Intervalle [kT, (k + 1)T'), in denen keine
Spikes auftreten) = 1

Beweis. siehe [10, Theorem 3]
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Membranpotential V

V()
L

0 20 40 60 80

Gatingvariablen n,m,h

n(t)

m()

h()

Rauschender Input xi

Abbildung 1.3.: Spike im Losungsprozess des stochastischen Hodgkin-Huxley-
Modells mit 10-periodischer Sinusfunktion als Input, a = 12,
7 =0,5, v = 0,5 bei drei beobachteten Perioden

1.4. Simulation

Zur Simulation des stochastischen und des deterministischen Hodgkin-Huxley-
Modells wurde die Programmiersprache R (https://www.r-project.org/)
verwendet, denn R ist auf stochastische Problemstellungen ausgerichtet und
bietet auBlerdem viele Moglichkeiten zur Erzeugung von Grafiken. Die Pro-
grammcodes aus Anhang A wurden deshalb mit Hilfe der grafischen Benut-
zeroberflaiche RStudio (https://www.rstudio.com/) geschrieben. Zusitzlich
zu der Auffiihrung im Anhang findet man alle Codes auf der beigelegten
CD. Dort befinden sich auch die Abbildungen aus dieser Arbeit und einige

zusatzliche Bilder.
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Um das Hodgkin-Huxley-Modell simulieren zu kénnen, werden sowohl bei
der stochastischen als auch bei der deterministischen Variante als Erstes die

Ratingfunktionen aus Definition 1.1 implementiert (siehe A.1).

Danach werden in A.2 mogliche 1-periodische, unendlich oft differenzierbare
Inputfunktionen fiir S aus Definition 1.4 erstellt. Die einfachste Wahl ist dabei

S(t) = sin(27t), t>0,

aber wir wollen auch sogenannte Dirichletkerne als Input betrachten. Als
n-ten Dirichletkern bezeichnet man (nach [6, Abschnitt X.2]) die Funktion

D, (t) := Z et =142 Zcos(k:t).
k=—n k=1
Wir verwenden
S(t) = Dy(27t), t>0

mit n € {2,3,4} als moglichen Input.

Zur Simulation des stochastischen Hodgkin-Huxley-Modells wird das Euler-
Maruyama-Schema verwendet (analog zu der Beschreibung in [2, Abschnitt
2.2]). Dies ist ein Naherungsverfahren fiir die Losung einer stochastischen

Differentialgleichung
dX; = b(t, Xt)dt + O’(t, Xt) dWy, Xo=x9

mit Startwert zg € R?, Drift b: Ry xR? — RY, Diffusion o: R; xR? — R% und
einer eindimensionalen Brown’schen Bewegung (W)¢>¢. Fiir eine festzulegende
Schrittweite A > 0 und teng = nA mit n € N wird die Approximation von
(Xt)te[o,tend] durch

Xo =z

(1.3)
X(i—i—l)A = XA + b(ZA,XZA) A+o (’LA,XZA) G, 1=0,...,n—1

berechnet, wobei ¢; := W(; 1 1)a — W;a unabhéangige, normalverteilte Zufalls-
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variablen mit Erwartungswert 0 und Varianz A sind.

Dieses Naherungsverfahren verwenden wir, um das stochastische Hodgkin-
Huxley-Modell auf einem ganzzahligen Vielfachen der Periodizitdt T der
Inputfunktion S(7) zu simulieren. Fiir die Bestimmung der Schrittweite A
werden ein oder mehrere Periodizitatsintervalle der Lange T in E' Abschnitte

unterteilt (z.B. E = 2500).

Um b und o aus Gleichung (1.1) abzulesen, sei zunéchst
F(Ve,ne,my, he) := gieng (Vi— B ) +gnami he (Vi — Ena) +9n(Ve—Er). (14)

Die Implementierung von F' wird in A.3, Zeile 3-19 angegeben.
Der Driftkoeffizient b von (1.1) ist nun fiir X = (X¢)i>0 = (Va, ne, mu, he, &) e>0
gegeben durch

by (t, X¢)

bn (V2 nt)

b(t, X¢) = [ bm(Ve,me) |
bn(Vz, he)
be(t, &)

wobei

- " -
bV(taXt) = |aS (T) _gt T — F(Wantamtaht)v

bi(Vi,ge) == o;(Vi) (X — je) — Bi(Vi)je,  J € {n,m, h},

be(t, &) = :aS (;) - g{ -

Der Diffusionskoeffizient o von (1.1) lautet

Die Implementierung der Funktionen b; und b¢ findet man in A.3, Zeile 21-43.
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Aufgrund des Zusammenhangs by = by — F' wird by zusammen mit o direkt
in das Euler-Maruyama-Schema aufgenommen. Dort (siche A.4, Zeile 40-53)

werden schlieBlich die Werte von (&)¢>0, (Vi)t>0 und (n¢, my, hy)i>o durch

§(ir1)a = &in + be (1A, &EA)A + V7,

Viignya = Via +bv (G4, Xin)A +9V7¢;,

Ji+na = Jia +b;(Via, jia)A,  j € {n,m,h}
naherungsweise berechnet.

Als Startwert fir die Simulation wurde

Vo 0
no 0,35
xo= |mo | :=10,01 (1.5)
ho 0,7
€o 0

verwendet. Bei V) handelt es sich dabei um das Ruhepotential und ng, mg
und hg sind die Werte, die die Gatingvariablen auflerhalb eines Spikes in etwa
annehmen. Die Startwerte verlieren jedoch bei hinreichend langem Lauf der

Simulation an Bedeutung.

Die Simulation des deterministischen Hodgkin-Huxley-Modells, das wir in
Abschnitt 2.4 genauer untersuchen werden, verlauft grofitenteils analog zur

Simulation des stochastischen Modells.

Bei der speziellen Version des deterministischen Modells, mit der wir uns
beschéftigen werden, wird die Inputfunktion S aus dem stochastischen Modell
modifiziert und dann als Input fir das deterministische Modell verwendet.

Die Implementierung dieser Modifikation findet man in A.8.

Da das deterministische Hodgkin-Huxley-Modell aus gewohnlichen Differenti-
algleichungen besteht, wird fiir die Simulation das explizite Euler-Verfahren

(nach [5, Abschnitt 74]) verwendet. Dies ist ein numerisches Losungsverfahren
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fiir Anfangswertprobleme

y/ = f(tay)7 y(()) = Yo

mit f: Ry x RY — R? und Startwert yo € R?. Fiir eine Schrittweite A > 0
und tepg = nA mit n € N wird durch

y(0) = yo

(1.6)
y((i + 1)A) = y(iA) + fiA,y(IA))A, i=0,...,n—1

eine Néherung an y(t), t € [0, eng] berechnet. Beim Vergleich von (1.3) und
(1.6) ist erkennbar, dass das explizite Euler-Verfahren die Basis fiir das zuvor
verwendete Euler-Maruyama-Schema bildet.

Die Implementierung des Verfahrens findet man in A.9, Zeile 35-45. Dabei
wurden das Ende des Beobachtungszeitraums tonq, die Schrittweite A und
die Startwerte (Vp,ng, mo, ho) genauso gewéhlt wie bei der Simulation des
stochastischen Modells.
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2. Ergebnisse

Das Ziel dieses Kapitels, das den Hauptteil der Arbeit darstellt, ist es, sich
empirisch einen Eindruck von den bereits in Abschnitt 1.3 eingefiihrten
invarianten Verteilungen p, [1F s] und i zu verschaffen. Insbesondere soll

dabei die zeitliche Dynamik
T>s — [,UPO,S]

anschaulich gemacht werden. Die Zeit wird in dem von uns betrachteten Modell
demnach als Torus T = [0,7] mit einer gewissen Anzahl von Durchliufen

aufgefasst.

Da [uPy ] ein Maf auf dem fiinfdimensionalen Raum Ej ist, bietet es sich
an, Projektionen von X = (V,n,m,h,§) auf zweidimensionale Rdume zu

verwenden. Wir betrachten beispielsweise

Y: E5 — R x [0,1]
(V,TL, m7h7€) = (‘/7 n)

oder

V: Bs — [0,1)?
(V,n,m, h,§) = (n,m)

und bezeichnen mit [uPp ¢||g2 das Bildmafl von [uPp 5] unter der Projektion
. Mit der Notation A\ fiir das Lebesgue-Maf8 auf R? besitzt [P s|g> eine
Dichte

d([pPo,s rz2)

'1/}5 = T, seT (21)
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beziiglich des Lebesgue-Mafes auf R?, was wir in Unterabschnitt 2.1.3 zeigen

werden.

Das Ziel ist nun, ¥, fir s € T anhand von drei Beispielen auf verschiedene
Arten darzustellen. Dabei soll deutlich werden, welche Auswirkung der Am-
plitudenfaktor a aus (1.1) auf periodische Strukturen in 1 hat, aber auch
der Einfluss von unterschiedlichen Inputsignalen S, Periodizitdten T und

verschiedenen Werten von 7 und  wird betrachtet werden.

2.1. Beispiel mit regelmadBigen Spikes

Im ersten Beispiel wéahlen wir a = 25 als Amplitudenfaktor, die Sinusfunktion
mit Periode T' = 5 als Inputsignal, 7 = 0,75 als Diffusionsgeschwindigkeit und
v = 0,5 als Streuung. Mit diesen Werten von 7 und « befindet man sich in
einer biologisch realistischen Situation, da die Werte als unrealistisch gelten,

wenn sie deutlich grofler als 1 sind.

2.1.1. Abbildung von X = (V,n,m,h,§) in Abhangigkeit von ¢

Fir Abbildung 2.1 wurde das Modell iber 30 Perioden des Inputs simuliert. Die
Werte von V, (n, m, h) und £ werden in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ dargestellt.
Gemeinsam mit & wird der deterministische Input aS(7) eingezeichnet (fiir

die Implementierung siehe A.4, Zeile 56-71).

In dieser ersten Darstellung siecht man, dass die Spikes offenbar mit hoher
Regelméfligkeit auftreten. Wegen Satz 1.15 wissen wir zwar, dass es beim
stochastischen Hodgkin-Huxley-Modell im langen Lauf keine vollige Regelmé-
Bigkeit geben wird, sondern immer wieder einzelne Spikes ausfallen werden,
aber dies ist anhand der ersten 30 Periodizitédtsintervalle nicht erkennbar.
Auch bei Simulation der ersten 300 Intervalle entsteht noch ein regelméfliges
Bild. In Abbildung 2.1 sieht man auflerdem, dass drei Intervalle des Inputs
einem Periodizitatsintervall von V' bzw. (n,m, h) entsprechen. Somit gibt es

eine (aus der Abbildung abgelesene) Periodizitét des Outputs von Toy, = 15.
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Abbildung 2.1.: RegelméfBige Spikes: Werte von V| (n,m,h) und £ in Ab-
héngigkeit von ¢ fiir die ersten 30 Periodizitétsintervalle des
Inputs

2.1.2. Projektionen von X auf zweidimensionale Ebenen

Die anhand von Abbildung 2.1 beobachteten Eigenschaften wurden verwendet,
um Abbildung 2.2 zu erstellen. Dabei handelt es sich um Projektionen der
fiinfdimensionalen Losung X = (V,n,m,h,§) auf die Komponenten (V,n),
(V,m), (V,h), (n,m), (n,h) und (m,h). In jeder der Einzelabbildungen sieht
man sich iiberlagernde Orbits, wobei fiir einen Orbitdurchlauf drei Perioden
des Inputs benédtigt werden, da Ti, := T = 5 und Ty = 15 ist. Die Simulation
erfolgte tiber zehn Perioden des Outputs, sodass derselbe Zeithorizont wie in
der vorherigen Abbildung verwendet wurde. Die schwarzen Linien in Abbil-
dung 2.2 zeichnen die letzten fiinf Orbits nach. Auf dem letzten Orbit wurden

26 zeitlich dquidistante Punkte eingezeichnet, wobei der Startpunkt blau mar-
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kiert wurde. Anhand dieser nummerierten Punkte ist es moglich, in jeder der
Einzelabbildungen die Flussrichtung und -geschwindigkeit nachzuvollziehen.
Den Code zur Erstellung dieser Plots findet man in A.5, Zeile 59-108. Damit
in Abbildung 2.1 und 2.2 dieselben, fiir das Euler-Maruyama-Schema bend-
tigten, Zufallszahlen verwendet werden, wurde der Befehl set.seed(1202)
in beide Programme eingebaut. Dadurch wird sichergestellt, dass die beiden
Abbildungen unterschiedliche Darstellungen desselben Losungsprozesses X

sind.

(V.n)-Plot (V.m)-Plot

03 04 05 06 07 08
T T R R R

00 02 04 06 08 10

(V.h)=Plot (n,m)-Plot

00 02 04 06 08 10

(n,h)-Plot (m,h)-Plot

Abbildung 2.2.: RegelméBige Spikes: Projektionen von X = (V,n,m, h, &) auf
(Vin), (V,m), (V,h), (n,m), (n,h) und (m, h) fiir die letzten

fiinf Periodizitatsintervalle des Outputs

Abbildung 2.2 verdeutlicht noch einmal, dass in diesem Beispiel die Spikes
nahezu regelméafig auftreten, denn die Orbits iiberlagern sich so stark, dass es
so aussieht, als wiirden sie nur eine einzige diinne Linie bilden. Aulerdem kann

man anhand der eingezeichneten Punkte einen ersten Eindruck von der Dichte
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s bekommen: Fir viele der s € T wird ¢ dort grofle Werte annehmen, wo
in den jeweiligen Einzelabbildungen viele Punkte liegen, und nur fiir wenige

s € T wird 9, Gewicht auf Gegenden legen, in denen wenige Punkte sind.

2.1.3. Theorie zu Kerndichteschatzern

Um eine genauere Vorstellung von ¢, fiir s € T zu bekommen, werden wir im
weiteren Verlauf Kerndichteschétzer verwenden. Dafiir liefern wir zunéchst eine
kurze theoretische Einfithrung in dieses Thema, die (bis zu der Formulierung
von Satz 2.3) auf [20, Section 1.2] und [17, Section 6.2] basiert.

Seien X1, ..., X, unabhingige, identisch verteilte, R%-wertige Zufallsvariablen
mit Dichte p beziiglich des Lebesgue-Mafles. Ziel ist es, einen Schétzer fiir p
finden. Sei dazu G: R? — [0,00) eine messbare Funktion mit [ps G(u)du = 1,
die als Kern bezeichnet wird. Auflierdem sei h,, > 0 die sogenannte Bandbreite,

die von n abhéngig ist. Der Kerndichteschdtzer ist die Funktion

1 N (X —
pZ(:E)izde( kh x) z e R
Min = n

Aus den Eigenschaften von G folgt, dass pj, bei festen X1, ..., X,, eine Dichte
ist.

Die Wahl der optimalen Bandbreite h,, ist ein komplexeres Problem. Wahlt
man eine zu kleine Bandbreite, werden einzelne Beobachtungen zu stark
gewichtet und der Graph von p} sieht verrauscht aus. Ist h,, jedoch zu gro8,
so wird der Graph zu stark geglittet und ist dadurch wenig aussagekraftig.
Um eine passende Bandbreite zu finden und Aussagen iiber die Qualitiat des
Kerndichteschétzers zu formulieren, werden die folgenden beiden Definitionen

benotigt.

Definition 2.1. Seien 3,L > 0 und sei | = |3, wobei 3] fiir die grofite
ganze Zahl steht, die strikt kleiner ist als 3. Die Hélder-Klasse ¥(3, L) auf R?
ist die Menge aller I-mal differenzierbaren Funktionen f: R — R, fiir deren

partielle Ableitungen f® der Ordnung I gilt, dass

<L|z- x’||57[ fiir alle z, 2’ € RY,

O (@) - FD (')
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wobei || + || hier und im weiteren Verlauf dieses Unterabschnitts fiir die Euklid-
Norm steht.

Mit P(B, L) wird die Menge aller Lebesgue-Dichten in der Holder-Klasse
(B, L) auf R? bezeichnet.

Definition 2.2. Seil € N. Ein Kern G: R? — [0, 00) ist von Ordnung [, wenn
fir alle j =1,...,0l und alle j1,...,Jq € No mit j; +--- + jq = j gilt, dass

// G(ul,...,ud)u{I...uzlddul...dud =0.
R JR
Satz 2.3. Sei G ein Kern von Ordnung | = |3, fir den

/ lu|PG(u)du < 0o und [ G*(u)du < oo (2.2)
Rd R4
gelte. Auflerdem sei o > 0 eine Konstante und h, = aniﬁ die Bandbreite.

Dann erfiillt der Kerndichteschétzer p;. fiir jedes n € N

_28
sup  sup  Ep(p;,(«) — p(x))’] < On” 24,
2€R? peP(B,L)

wobei die Konstante C' > 0 nur von 3, L, o und G abhéngt.

Der Kerndichteschatzer p}, besitzt bei Wahl der Bandbreite aus dem Satz
8

folglich eine Konvergenzrate von n™ 28+d.

Beweis. Fur den Fall d = 1 wird Satz 2.3 in [20, Theorem 1.1] bewiesen.
Auflerdem wird der eindimensionale Fall auch in [15, Theorem 4.1 auf Seite
235] behandelt. In [15, Remark 5.5 auf Seite 240] wird zudem schon angemerkt,
dass sich die in dieser Quelle zuvor gemachten Aussagen zur Konvergenz von
Kerndichteschitzern auf den allgemeinen Fall d € N iibertragen lassen. Das
wird in [13] genauer ausgefithrt. Im dortigen Theorem 3 wird unter der

zusétzlichen Forderung, dass  sup ||pl[j2\ay = M flir ein M < oo ist,
pEP(B,L)
gezeigt, dass der Kerndichteschétzer bei geeigneter Wahl der Bandbreite die

behauptete Konvergenzrate bei Verwendung der L2-Norm besitzt.

Bemerkung 2.4. Die Aussage von Satz 2.3 ldsst sich verallgemeinern, indem
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man die sogenannte anisotropische Nikolskii-Klasse (nach [4, Definition 1])
einfiihrt.

Sei dafiir f = (B1,...,04) mit f; > 0 und L > 0. Eine hinreichend oft
differenzierbare Lebesgue-Dichte f: R — R gehort zu der anisotropischen
Nikolskii-Klasse N(§, L), wenn gilt:

<L firallei=1,...,d.

Rl o] P

(ii) Fir allei=1,...,d und z € R gilt

(L

<L ‘Z|5¢*L5¢J )

1
DimlJf(-le...,l’i +2,...1q) — DimZJf(xl""’xi""xd)‘ dx) 2

Dabei steht Dé f fiir die [-te partielle Ableitung von f nach ;.

Im Gegensatz zu der Holder-Klasse aus Definition 2.1 haben die Dichten in der
Nikolskii-Klasse folglich moglicherweise unterschiedliche Glattheitsordnungen
in den einzelnen Komponenten. Deshalb ist es naheliegend, verschiedene
Bandbreiten h,,; fiir die Komponenten ¢ = 1,...,d zu verwenden. Dafiir

-1
fithren wir die Notation g := ( 4, é) und den Kerndichteschétzer

1 " X —
P = 3G () aen

- d
n iz b k=1

ein, wobei die Division in G(+) komponentenweise zu verstehen ist. Laut [14,

Table 1] beziehungsweise [4, Theorem 4] besitzt p;* bei Wahl der Bandbreiten

hpi =mn FiCF+T eine Konvergenzrate von n_%.

Um sich davon zu iiberzeugen, dass die Aussage von Satz 2.3 ein Spezialfall hier-

von ist, wahlt man 8; = By firallei =1,...,d. Damit ist 5 = (Zle é)_l =
B1/d

__B _ __5h
%1 und fir die Konvergenzrate gilt deshalb n= 26+1 = n 2001/d+1 = 201+d

was der Konvergenzrate aus Satz 2.3 entspricht. Es lisst sich ebenfalls tiber-

priifen, dass die optimale Bandbreite bei gleichen Glattheitsordnungen in

allen Komponenten mit der aus dem Satz {ibereinstimmt.

Nun sollen die bisher allgemein formulierten Ergebnisse auf unsere konkrete

29



Situation iibertragen werden. In unserem Fall ist p = 15 die zu schétzende
Dichte und als Eingangsdaten verwenden wir Xy, fir k=0,1,..., K — 1,
das heifit Beobachtungen zu einer festen Toruszeit s € T in K betrachte-
ten Perioden des Inputs. Man kann zwar nicht davon ausgehen, dass diese
Fingangsdaten unabhéngig, identisch verteilt sind, aber man weif}, dass der
Prozess (Xpris)ken, Harris-rekurrent ist. Auf einen solchen Prozess kann die
Technik des ,Nummelin splitting* angewendet werden (siehe [9, Section 6]
oder die Originalquelle [18]). Dabei wird kiinstlich ein sogenanntes rekurrentes
Atom eingefithrt und die Austrittszeiten aus diesem Atom zerlegen den Ver-
lauf des Prozesses in unabhéngige, identisch verteilte Lebenszyklen. Dadurch
wird ein Zusammenhang zwischen Harris-rekurrenten Markovprozessen und
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen geschaffen, der vermuten
lasst, dass sich die bisherigen Aussagen zu Kerndichteschéatzern auf unsere
Situation {ibertragen lassen. Insbesondere fiir den Beweis von Satz 2.3 diirfte
in unserem Fall das starke Gesetz der groflen Zahlen aus Korollar 1.13 eine

wichtige Rolle spielen.

Um einen Schétzer fiir 15 zu konstruieren, verwenden wir als Kern den
zweidimensionalen GauBlkern, was bedeutet, dass G(u1,u2) = @(ui)p(usg) ist,
wobei ¢ die Dichte der eindimensionalen Standardnormalverteilung ist. Es
lasst sich Uberpriifen, dass G von Ordnung [ = 1 ist. Unser Kerndichteschétzer

lautet

K-1 .
pile) = g 3o 6 (PEEELEE) ey o

K k=0 hx

Dabei beschrénken wir uns hier und in den folgenden theoretischen Ausfiih-
rungen auf die Situation, in der in allen Komponenten ¢ = 1,...,d dieselbe
Bandbreite verwendet wird, obwohl wir spater in der Praxis verschiedene

Bandbreiten in den einzelnen Komponeneten benutzen wollen.

Unser Ziel ist nun, zu zeigen, dass § = 1 die Glattheitsordnung von 5 ist.
Dafiir miissen wir zuerst herausfinden, wie 15 konkret aussieht. Damit wiirde
sich dann auch bestéitigen, dass 15 existiert, denn diese Frage ist momentan

noch offen.
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Aus [11, Corollary 1] ist bekannt, dass die Verteilung Py s(z,+) mit x € Es
eine Lebesgue-Dichte pg s(x,-) besitzt. Somit ist fiir A € B(Es)

WP = [ (dn)Po(x, 4)

_ /E nlda) /A po,s(x,y) dy

N /A (/Es “(dx)Pﬂ,s(ﬂfayO dy.

Das bedeutet, dass der Prozess X bei Start zur Zeit 0 in p zu Zeitpunkten
KT + s die Dichte [ pu(dz)pos(z,-) hat.

Wir betrachten jetzt ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nur die Projektion

Y: E5 — R x [0, 1]
(V7n7 m7h7f) = (‘/7 TL)

und definieren fiir ( = (¢1,¢2) € R x [0, 1]

U6 = |

o d¢s /[0’1} dC4/RdC5 (/Es p(dx)pos (z, (Cl,C2,<3aC47<5))>-

(2.3)
Dabei handelt es sich tatsdchlich um die in (2.1) eingefiihrte Dichte s
von [Py s]|g2 beziiglich des zweidimensionalen Lebesgue-Mafles, denn fiir
B e B(R x [0,1]) gilt

/B ¥ (¢, 62)) N (G, G2)) = [Po] (B x [0,1)* x R)
= ([uPoJow) (B)
= [1Fo,s]lr2(B)-
Jetzt wollen wir die Glattheitsordnung von 15 untersuchen. Laut [12, Theorem
1] ist pos(z,y) bei festem z € Es unendlich oft differenzierbar und damit
lokal Lipschitz-stetig in y = yo fiir alle yo € int(Es5). Aulerdem zeigen die

letzten drei Zeilen des Beweises von [12, Theorem 1], dass die Stetigkeit von

po,s(z,y) in y = yo gleichmaBig in x € E5 fiir alle yy € int(E5) ist. Deshalb
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gibt es fiir jedes Kompaktum K C Ej eine Konstante L = L(K ) > 0, sodass
fir alle y,y/ € K

sup |po,s(@,y) — po,s(z,y)| < Ly — ||
z€Fs5

gilt. Da u ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Fs ist, gilt folglich auch
[ udemaey) - [ popaes)| <Lyl @0
5 5

fiir alle y,y’ € K. Allerdings ist nicht gewahrleistet, dass 15 ebenfalls eine
Lipschitz-Eigenschaft besitzt, weil in (2.3) eine Integration iiber R eingeht.
Das Maf} [Py 5] ist jedoch als einzelnes Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem
polnischen Raum E5 = R x [0,1]* x R straff. Das heifit, zu jedem ¢ > 0

existiert ein C' = C(e) < oo, sodass

[1Pos] (Bs\ ([=C, € x 0,1 x [-C, ) ) <&

ist. Dies motiviert uns dazu,

Ds (1, G2) /d@/«4/<m /WMm&M@Q@@&D
C,C] 5

(2.5)
als Approximation an ¢, ((¢1,¢2)) fur (1, ¢2) € [-C, C] x [0, 1] einzufiihren.
Wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz néhert sich 1;3 fir C' — o0

an 15 an. Da in (2.5) nur iiber Kompakta integriert wird, und wegen (2.4)
gllt fir alle C = (C17€2)7 C/ = (CivCé) € [_Ca C] X [07 1]
¢)

/01] /01] /OC]

‘/ M(dm)p07s($, (<17C27C37<47C5)) _/ /L(dl))p07s(1}, (CLCQ:<3:C47C5))
Es Es
<Lll¢c-¢|

s (Q) — ¥s(
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mit einer Konstanten L > 0. Somit ist 1;8 Lipschitz-stetig.

Heuristisch gesehen diirfte in unserer praktischen Anwendungssituation fiir
hinreichend grofle C' fast kein Unterschied zwischen s und 125 zu sehen
sein. Auflerdem werden die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendeten
Kerndichteschdtzer auch nur auf groffen Kompakta ausgewertet. Deshalb
behandeln wir die Dichte 1 so, als ob sie Lipschitz-stetig wére, was bedeutet,
dass wir den Unterschied zwischen 1, und 1 und zwischen [—C, C] x [0, 1]
und R x [0, 1] fiir grofle C' vernachléssigen.

Folglich nehmen wir an, dass § = 1 die Glattheitsordnung von 1 ist. Damit
werden in Satz 2.3 keine Anforderungen an die Ordnung des Kerns gestellt
und der GauB-Kern kann benutzt werden, da er die Voraussetzungen (2.2)
erfiillt. Wir wissen deshalb jetzt, dass unser Kerndichteschatzer pj, bei Wahl

der Bandbreite hxy = K ~1 eine Konvergenzrate von K ~1 hat.

2.1.4. Kerndichteschatzer fiir ), zu 26 Zeitpunkten im Torus

Fiir die Erstellung von Abbildung 2.3 beschrianken wir uns auf 26 dquidistante
Zeitpunkte s im Torus T, das heifit s € S := {s; = % | 7=0,1,...,25}.
Wie in Abbildung 2.2 gibt es dabei einen Startpunkt sgp und 25 weitere
Punkte. Diese 26 Punkte reichen aus, um die zeitliche Dynamik von s
nachzuvollziehen.

Um Speicherplatz zu sparen, ist das Programm in A.6, das zur Erstellung
von Abbildung 2.3 verwendet wurde, so eingerichtet, dass nach Simulation
des Prozesses X iiber ein Periodizitatsintervall [kT, (k + 1)T] nur jeweils die
26 Werte XkT+sj, sj € S abgespeichert bleiben. Alle anderen berechneten
Werte kénnen im néchsten Schritt wieder tiberschrieben werden. Der letzte
gespeicherte Wert Xypys,. = X(j41)744, liefert den Startpunkt fiir die Si-
mulation von X {iber das néchste Periodizitétsintervall [(k + 1)T, (k + 2)T1.
In den ersten zehn Perioden des Inputs werden allerdings noch keine Daten
gespeichert, da es in der Anfangsphase noch zu Phidnomenen kommen kann,
die auf die Wahl der Startwerte (1.5) zuriickzufiihren sind.

In Abbildung 2.3 betrachten wir die Projektion von X auf (V,n). Fiir die Be-

rechnung von zweidimensionalen Kerndichteschédtzern wird in R die Funktion
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Abbildung 2.3.: RegelméBige Spikes: Kerndichteschétzer fiir ¢4 zur Toruszeit
sj, 7 =0,1,...,25, Projektion auf (V,n)

kde2d im Paket MASS zur Verfiigung gestellt. Diese Funktion verwendet als
Kern den Gaukern. Als Inputdaten wurden die Werte Vi, und ngr; fiir
k =10,..., K —1 zu einer festen Toruszeit s; € S verwendet (siche A.6, Zeile
81-85). AuBlerdem wurde festgelegt, dass der Schétzer auf einem Gitter mit
jeweils 500 Punkten in Richtung V und n berechnet werden soll.

Die benutzte Bandbreite wurde empirisch bestimmt. Da die Werte von V etwa
im Bereich [—30,120] liegen, n aber nur Werte im Intervall [0, 1] annimmt,
ist es sinnvoll, nicht die gleiche Bandbreite fiir V' und n zu verwenden. Nach
Ausprobieren verschiedener Werte fiir h = (hy,h,) wurde hy = 10 und
h, = 0,07 gewéhlt, da bei dieser Wahl iibersichtliche Bilder entstehen, die
aber auch nicht zu stark geglittet aussehen.

Der Output von kde2d liefert die Koordinaten der verwendeten Gitterpunkte
und den errechneten Schitzwert fiir die Dichte an jedem einzelnen Gitterpunkt.
Diese Daten wurden benutzt, um den Kerndichteschéitzer mit der Funktion
persp3D aus dem Paket plot3D zeichnen zu lassen.

Fiir jedes Bild aus Abbildung 2.3 wurde der Prozess X {iber K = 750 Perioden
des Inputs und somit iiber 250 Perioden des Outputs simuliert.

Abbildung 2.3 stellt die zirkuldre zeitliche Dynamik von 1, fiir s € S dar. Man
sieht auf jedem der Bilder drei Berge, von denen einer einmal den Orbit aus
dem ersten Bild von Abbildung 2.2 durchlauft, wihrend sich die anderen beiden
deutlich weniger bewegen. Da in der Simulation der letzte gespeicherte Wert

in einem Periodizitatsintervall als Startpunkt fiir die Simulation des néchsten
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Periodizitatsintervalls genutzt wurde, entspricht das Bild zur Toruszeit sgs
dem Bild zur Toruszeit sg. Die drei Berge verdeutlichen noch einmal, dass in
diesem Beispiel drei Perioden des Inputs einer Periode des Outputs entsprechen.
Dabei stehen die zwei Berge, die sich weniger bewegen, fiir die Inputperioden,
in denen es zu keinem Spike kommt, und der Berg, der auf dem Orbit wandert,
lauft die Werte von V' und n wahrend eines Spikes ab. Man erkennt anhand
der 26 Bilder, wo der Berg sich auf dem Orbit schnell bewegt und in welchen
Gegenden er linger verweilt. Die Abbildung belegt aulerdem noch einmal,
wie regelméfBig die Spikes in diesem Beispiel auftreten, denn man sieht auf
allen Bildern nur die drei separaten Berge ohne Abweichungen in Form von

kleineren Hiigeln zwischen ihnen.

2.1.5. Kerndichteschatzer fiir ¢); zu vielen Toruszeitpunkten
gleichzeitig

Fir Abbildung 2.4 wurde der Prozess X = (V,n,m, h,§) sechsmal iiber 110
Perioden des Inputs simuliert. Im Gegensatz zur vorherigen grafischen Dar-
stellungsmoglichkeit gibt es in A.7 keine Einschrinkung auf einzelne Toruszeit-
punkte, sondern es bleiben E = 1000 Werte von X pro Periodizitatsintervall
des Inputs gespeichert. Alle Werte aus den letzten 100 Intervallen werden dann
fiir die Erstellung der Plots verwendet, in denen jeweils auf zwei Komponenten
von X projiziert wird. Der Kerndichteschétzer wird wieder auf einem Gitter
aus 500 x 500 Punkten mit Hilfe der Funktion kde2d berechnet. Die dabei
benutzten, empirisch bestimmten Bandbreiten lauten hy = 10, h, = 0,07,
hp, = 0,08 und Ay = 0,06. Um die von kde2d ermittelten Daten grafisch
darzustellen, wird dieses Mal die Funktion filled.contour aus dem Paket
graphics verwendet. Diese erstellt ein zweidimensionales Konturdiagramm,
in dem die Werte der geschétzten Dichte durch Farben symbolisiert werden.
Jedes der Bilder in Abbildung 2.4 hat eine eigene Legende, die anzeigt, welche
Farbe fiir welche Dichtewerte steht. Es wurde dieses Mal darauf verzichtet,
den Kerndichteschétzer dreidimensional darzustellen, da es schwierig ist, einen
Blickwinkel einzustellen, bei dem der komplette Plot gut zu erkennen ist

und die Gebirge nicht gegenseitig die Sicht aufeinander behindern. Auflerdem
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Abbildung 2.4.: Regelméflige Spikes: Kerndichteschétzer fiir ¢4 zu vielen To-
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erkennt man im Konturdiagramm die Orbits aus Abbildung 2.2 besser wieder
als im 3D-Plot. Die Codes fiir die Erstellung der 3D-Plots findet man aber
trotzdem auskommentiert in A.7 (siehe zum Beispiel Zeile 76-78).

Abbildung 2.4 unterstiitzt die Ergebnisse, die wir bisher iiber die Dynamik
von s, s € T gewonnen haben. Die roten Stellen in den Orbits zeigen
beispielsweise, wohin v, fiir viele s das meiste Gewicht legt. Betrachtet man
die Projektion auf (V,n), so sieht man, dass die rote Stelle im Orbit genau
die ist, an der sich die beiden weniger beweglichen Berge in Abbildung 2.3
permanent aufgehalten haben. Die hellblauen Stellen in den Orbits sind
wiederum die Bereiche, in denen sich s mit grofler Geschwindigkeit bewegt.
In der Projektion auf (V,m) ist die Geschwindigkeit stellenweise so hoch,
dass der Orbit nicht durchgéngig gezeichnet wurde. Wenn man das mit dem
(V, m)-Plot aus Abbildung 2.2 vergleicht, sieht man, dass in diesen Bereichen

keiner der 26 auf dem letzten Orbit eingezeichneten Punkte liegt.

2.2. Beispiel mit unregelmaBigen Spikes

Fiir das néchste Beispiel wihlen wir ¢ = 14 als Amplitudenfaktor und tuber-
nehmen die iibrigen Parameter aus dem vorherigen Beispiel (5-periodische
Sinusfunktion als Inputsignal, 7 = 0,75 als Diffusionsgeschwindigkeit und

~v = 0,5 als Streuung).

2.2.1. Abbildung von X = (V,n,m,h,¢{) in Abhangigkeit von ¢

Fiir Abbildung 2.5 wurde das Modell wieder {iber 30 Perioden des Inputs
simuliert. Man sieht, dass die Spikes dieses Mal unregelméBiger auftreten
als bei der Wahl von a = 25. Weitere Simulationen haben gezeigt, dass bei
einer Wahl von immer kleineren Amplitudenfaktoren immer seltener Spikes
zu beobachten sind. Bei Werten von a, die kleiner sind als ungefdhr 9, kommt
es in den ersten 300 Periodizitdtsintervallen des Inputs fast nie zu Spikes. In
Abbildung 2.5 ist jedoch auch zu erkennen, dass es fiir a = 14 noch Intervalle
gibt, in denen die Spikes anndhernd regelméfig auftreten. Beispielsweise fiir

t € [95,125] kommt es auf einem Zeitintervall der Lange 30 zu zwei Spikes.
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Deshalb gehen wir auch in diesem Beispiel von einer Periodizitdt des Outputs

von Tyt = 15 aus.

Membranpotential V

V()
T R R T

0 20 40 60 80

t

Gatingvariablen n,m,h

n()

m(e)

Db

t

Rauschender Input xi

— i)
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0 50 100 150

-5 0 5 10 15

-15

t

Abbildung 2.5.: Unregelméafige Spikes: Werte von V, (n,m,h) und £ in Ab-
héngigkeit von ¢ fiir die ersten 30 Periodizitétsintervalle des
Inputs

2.2.2. Projektionen von X auf zweidimensionale Ebenen

Um Abbildung 2.6 zu erstellen, wurde X iiber 10 Zeitintervalle der Lénge
15 simuliert, da T, = 15 ist. Somit wurde wieder derselbe Zeithorizont wie
in der vorherigen Abbildung verwendet. Gezeichnet wurde der Verlauf von
je zwei Komponenten von X in den letzten fiinf Zeitintervallen und auf dem
letzten Orbit wurden wieder 26 zeitlich dquidistante Punkte markiert.

Die Orbits in Abbildung 2.6 zeigen noch einmal, dass die Spikes in diesem

Beispiel nicht so regelméfig auftreten wie im vorherigen. In Abbildung 2.2
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Abbildung 2.6.: UnregelméBige Spikes: Projektionen von X = (V,n,m, h,¢)
auf (V,n), (V,m), (V,h), (n,m), (n,h) und (m,h) fir die
letzten fiinf Periodizitatsintervalle des Outputs

bildeten die Orbits in allen Bildern fast nur eine einzelne diinne Linie. Hier sieht
man an mehreren Stellen separate Linien oder eine breite Linie. Betrachtet
man zum Beispiel den (V,n)-Plot genauer, so erkennt man mehrere einzelne
Linien, die den groflen Orbit bilden, und eine Linie, die sich kreisférmig in
etwa im Bereich von V = 0 und n = 0,33 bewegt. Die Linien des grofien
Orbits stehen dabei fiir die letzten vier Periodizitétsintervalle des Outputs, da
X in diesen gespiket hat, und die kreisende Linie entspricht dem Zeitintervall
[75,90], in dem es keine Spikes gab (vgl. Abbildung 2.5). Wie in Abbildung
2.2 ist es auch hier moglich, anhand der eingezeichneten Punkte einen ersten

Eindruck von v, s € T zu bekommen.
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2.2.3. Kerndichteschatzer fiir ¢, zu 26 Zeitpunkten im Torus

Fiir die Erstellung von Abbildung 2.7 wurde der Prozess X wieder 26-mal
iiber K = 750 Perioden des Inputs simuliert. Es wurden dieselben Funktionen
in R wie fir Abbildung 2.3 verwendet und auch die Wahl von Parametern
wie zum Beispiel der Bandbreite ist unverédndert geblieben. Um eine einfache
Vergleichbarkeit von Abbildung 2.3 und 2.7 zu erméglichen, wurden auch die
gleichen Grenzen der drei Achsen in beiden Abbildungen festgelegt.

Anhand der 26 Bilder von Abbildung 2.7 ldsst sich wieder die zeitliche Dynamik
von s nachvollziehen. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel sieht man auf
den einzelnen Bildern dieses Mal jedoch unterschiedlich hohe Berge, die in
manchen Bildern miteinander verschmelzen oder kleinere Hiigel zwischen
ihnen aufweisen. Der Grund dafiir ist das unregelméflige Auftreten der Spikes
in diesem Beispiel. Dies bedeutet aber auch, dass allgemein weniger Spikes
stattfinden und es deshalb mehr ruhende Masse gibt, was auf den Bildern
zu den Toruszeiten sj, j = 3,...,10 besonders gut zu erkennen ist. Dort
liegt das Maximum von 1, namlich jeweils bei ungefédhr 1,4, wihrend das
Maximum der geschétzten Dichte im vorherigen Beispiel nie gréfler als circa
1,2 war. Auch in diesem Beispiel ist eine Wanderung von Masse durch den
Orbit aus dem ersten Bild von Abbildung 2.6 erkennbar. Die wandernde
Masse hat hier allerdings nicht die Form eines Berges, sondern eher die eines
hiigeligen Gebirgszuges. Trotz aller UnregelmafBigkeit sieht man in jedem Bild
von Abbildung 2.7, dass die Masse dreigeteilt ist. Dies bestétigt noch einmal
unsere Beobachtung, dass in Zeitintervallen, in denen die Spikes anndhernd
regelméflig auftreten, drei Perioden des Inputs einer Periode des Outputs
entsprechen. In manchen Bildern (zum Beispiel fiir j = 9,10, 11) sieht es zwar
so aus, als wére die Masse zweigeteilt, aber das liegt nur daran, dass bei dem

gewdhlten Blickwinkel der grofle Berg die Sicht auf den kleineren verstellt.
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Abbildung 2.7.: Unregelméflige Spikes: Kerndichteschéitzer fiir ¢5 zur Torus-
zeit sj, j =0,1,...,25, Projektion auf (V,n)

2.2.4. Kerndichteschatzer fiir ¢, zu vielen Toruszeitpunkten
gleichzeitig

Abbildung 2.8 wurde auf die gleiche Art erstellt wie Abbildung 2.4. Das
bedeutet, der Prozess wurde iiber 110 Perioden des Inputs simuliert und
fiir die grafische Darstellung wurden die dieselben Funktionen mit denselben
Parametern verwendet. Um die beiden Abbildungen vergleichen zu koénnen,
wurden in jedem der sechs Bilder jeweils die gleichen Grenzen fiir die beiden
Achsen und die Farbskala gewéhlt.

Die Erkenntnisse aus Abbildung 2.8 werden vor allem durch den Vergleich mit
Abbildung 2.4 deutlich. Da die Spikes im aktuellen Beispiel nicht periodisch
auftreten, sind die Orbits in Abbildung 2.8 nicht so klar definiert wie in
Abbildung 2.4, sondern sehen unschérfer aus. Das erkennt man gut, wenn man
die beiden Projektionen auf (V) h) miteinander vergleicht: In Abbildung 2.4
gibt es einen préizisen dunkelroten Punkt, auf den ), fiir viele s € T Gewicht
legt, aber in Abbildung 2.8 gibt es einen gréfieren gelb-orangenen Bereich, auf
den sich die Masse verteilt. Eine weitere Beobachtung, die wir beispielsweise
durch die Projektionen auf (V) h) oder (m, h) machen, ist, dass die Orbitlinien
in Abbildung 2.8 blasser sind und h&ufiger abbrechen als in Abbildung 2.4.
Dies verdeutlicht noch einmal, dass es in diesem Beispiel im zeitlichen Verlauf
von 1 eine grofere Ortsunschérfe gibt als im vorherigen Beispiel, was durch

die hohere Zufallsabhéngigkeit beim Auftreten der Spikes zu erkléren ist.
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Abbildung 2.8.: Unregelmaflige Spikes: Kerndichteschétzer fiir 1) zu vielen
Toruszeitpunkten gleichzeitig, Projektionen auf (V,n), (V,m),
(V,h), (n.m), (n,h) und (m, h)
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2.3. Beispiel mit Dirichletkern als Input

Im letzten Beispiel verwenden wir den vierten Dirichletkern Dy(%%+) mit
Periodizitat T" = 10 als Inputfunktion. Als Amplitudenfaktor wéhlen wir
hauptséachlich a = 6, aber vergleichen auch teilweise das Verhalten der Losung
X fir a € {4,5,6,7}. Fir die Diffusionsgeschwindigkeit wird wie in den
vorherigen Beispielen 7 = 0,75 festgelegt, aber wir untersuchen dieses Mal,

welche Auswirkungen eine deutlich héhere Streuung von v = 3 hat.
2.3.1. Abbildung von X = (V,n,m,h,&) in Abhangigkeit von ¢

Membranpotential V'

v
0 20 40 60 80

Gatingvariablen n,m,h

[

T
200

Rauschender Input xi

T T T T
0 50 100 150
t

Abbildung 2.9.: Dirichletkern mit a = 6 als Input: Werte von V, (n, m, h) und £
in Abhéngigkeit von ¢ fiir die ersten 20 Periodizitdtsintervalle
des Inputs
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Fiir Abbildung 2.9 wurde der Prozess X iiber 20 Periodizitédtsintervalle des

Inputs mit a = 6 simuliert. Man sieht, dass es in diesem Beispiel Abschnitte
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gibt, in denen es in jedem Periodizitatsintervall des Inputs zu einem Spike
kommt. Deshalb gehen wir von einer Periodizitdt des Outputs von Ty = 10
aus. Wenn man den gesamten simulierten Verlauf betrachtet, sieht man aber
auch, dass immer wieder Spikes ausfallen.

AuBlerdem ist im dritten Bild von Abbildung 2.9 das durch + = 3 verursachte,
starke Rauschen von £ erkennbar. Dieses wirkt sich auch auf das Verhalten
von V zwischen den Spikes aus. Im Unterschied zu den Abbildungen 2.1 und
2.5 sieht der Graph von V an diesen Stellen unscharf aus.

Zum Vergleich der periodischen Strukturen in Abhéngigkeit von a wird der
Verlauf von X in Abbildung 2.10 bei Wahl von ¢ = 4 und in Abbildung
2.11 bei Wahl von a = 7 dargestellt. Man erkennt sofort, dass die Spikes
in beiden Féllen nahezu regelméfig auftreten, aber die Periodizitdten des
Outputs unterscheiden sich: Fiir a = 4 ist Ty = 20, aber fir a = 7 ist
Tout = 10. Weitere Simulationen haben gezeigt, dass die Spikes fiir Werte von
a < 4 langsam seltener und unregelméfiger werden, aber auch bei sehr kleinen
Amplitudenfaktoren (zum Beispiel a = 0,1) kommt es noch immer wieder
zu einzelnen Spikes, die durch den hohen Wert von v ausgelost werden. Bei
der Wahl von einem beliebig grofien a > 7 bleibt die Outputperiodizitit von
10 bestehen. Es ist deshalb besonders interessant, Amplitudenfaktoren wie
a =5 oder a = 6 zu betrachten, denn fiir a € (4,7) kommt es zum Ubergang
von Toyt = 20 zu Ty = 10. Wahrend wir uns im schon betrachteten Fall
a = 6 auf Ty = 10 festgelegt haben, gilt bei a = 5 eher noch T,z = 20.
Alle Festlegungen der Outputperiodizititen beruhen nur auf empirischen
Beobachtungen, werden aber durch die noch folgenden Darstellungen bestétigt

werden.
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Abbildung 2.10.: Dirichletkern mit a = 4 als Input: Werte von V, (n,m,h)
und £ in Abhéngigkeit von ¢ fiir die ersten 20 Periodizitéts-
intervalle des Inputs

Abbildung 2.11.: Dirichletkern mit a = 7 als Input: Werte von V, (n,m,h)
und £ in Abhéngigkeit von ¢ fiir die ersten 20 Periodizitéts-
intervalle des Inputs
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2.3.2. Projektionen von X auf zweidimensionale Ebenen

(V,m)-Plot

03 04 05 06 07 08
00 02 04 06 08 10

m
00 02 04 06 08 10

(n,h)-Plot (m,h)-Plot

Abbildung 2.12.: Dirichletkern mit @ = 6 als Input: Projektionen von X =
(V,n,m,h,§&) auf (V,n), (V,m), (V,h), (n,m), (n,h) und
(m, h) fiir die letzten fiinf Periodizititsintervalle des Outputs

Fiir die Erstellung von Abbildung 2.12 wurde X bei einer Wahl von a = 6 {iber
20 Zeitintervalle der Lange 10 simuliert, da wir in diesem Fall von T, = 10
ausgehen. Gezeichnet wurde der Verlauf von X = (X;);>0 in den letzten fiinf
Zeitintervallen, das heifit fiir ¢ € [150,200]. Wegen Abbildung 2.9 wissen wir,
dass es in diesem Zeitraum vier Spikes gab, und deshalb sind in mehreren
Bildern von Abbildung 2.12 vier separate Orbitlinien zu erkennen. Auflerdem
macht sich auch in dieser Darstellungsart der Einfluss von v = 3 bemerkbar.
Insbesondere auf der linken Seite im (V,n)- und (V, h)-Plot zittern die Linien
deutlich stéirker als in den vorherigen Beispielen.

In einigen Bildern von Abbildung 2.12 lasst sich eine Zweiteilung der Orbits
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erahnen. Im (V,n)-, (V, h)-, (n,m)- und (m, h)-Plot bilden jeweils drei Orbit-
linien ein Biindel und die vierte verlduft mit gréerem Abstand zu ihnen. Um
diese Beobachtung genauer zu untersuchen, wurde Abbildung 2.13 erstellt.
Fir a € {4,5,6, 7} wurde daftir der Prozess X jeweils iiber 100 Perioden des
Inputs simuliert (unabhéngig von den zuvor festgestellten Periodizitdten des
Outputs). Gezeichnet wurde dann der Verlauf von (n,m) in den letzten 95
Periodizitatsintervallen, denn bei der Projektion auf diese beiden Komponen-
ten ist das zu untersuchende Phédnomen besonders deutlich zu erkennen. Um

die vier Bilder gut vergleichen zu kénnen, wurden die Grenzen der Achsen
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Abbildung 2.13.: Dirichletkern mit a € {4, 5,6, 7} als Input: Projektionen von
X auf (n,m) fir die letzten 95 Periodizitatsintervalle des
Inputs
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einheitlich festgelegt. Aulerdem wurde darauf verzichtet, die roten Punkte
auf dem letzten Orbit einzuzeichnen, damit der Fokus auf dem Verlauf der
Orbits liegt und die Bilder nicht zu uniibersichtlich werden.

In Abbildung 2.13 ist nun zu erkennen, wie sich die Orbits von (n,m) mit
wachsendem a verdndern. Fiir a = 4 sieht man auf der linken Seite neben dem
breiten Streifen einen kleinen Zipfel. Dieser gehort zu den Periodizitédtsinter-
vallen des Inputs, in denen es keinen Spike gab, denn bei Betrachtung von
Abbildung 2.10 sieht man, dass es zwischen zwei Spikes immer zu einer kleinen
Erhéhung von m kommt. Im Gegensatz dazu trifft der breite Streifen im Bild
fiir a = 7 (Abbildung 2.13) genau dort auf, wo im Bild fiir a = 4 der kleine
Zipfel war. Das liegt daran, dass es fiir a = 7 in jedem Periodizitatsintervall
des Inputs zu einem Spike kommt und es somit kein Zwischenverhalten gibt.
Die {ibrigen beiden Bilder, in denen die Zweiteilung der Orbits deutlich zu er-
kennen ist, zeigen, dass man sich fiir @ = 5 und @ = 6 in einer Ubergangsphase
befindet. Der Prozess X zeigt fiir solche Werte von a teilweise das gleiche
periodische Verhalten wie bei a = 4, teilweise aber auch ein Verhalten wie
bei a = 7. Abbildung 2.13 liefert somit wichtige Erkenntnisse iiber 5, s € T.
Wir wissen nun in Abhéngigkeit von a, auf welchem Orbit sich die von ),

hingelegte Masse in der Projektion auf (n,m) fir s € T bewegen wird.

2.3.3. Kerndichteschatzer fiir ¢, zu 26 Zeitpunkten im Torus

Um die einzelnen Bilder von Abbildung 2.14 zu erstellen, wurde X jeweils
iiber K = 500 Periodizitatsintervalle des Inputs mit a = 6 simuliert. Durch
diese Wahl von K wurde sichergestellt, dass auch in diesem Beispiel {iber
mindestens 250 Periodizitatsintervalle des Outputs simuliert wurde. Fiir die
Berechnung und Zeichnung des Kerndichteschétzers wurden wieder dieselben
Funktionen in R mit denselben Parametern wie in den vorherigen Beispielen
verwendet und wir betrachten wieder nur die Projektion auf (V,n).

Man erkennt auf den Bildern fiir die Toruszeiten s;, j =0 und j =9,...,25,
dass sich die bewegliche Masse jeweils in zwei separate, unterschiedlich hohe
Berge aufteilt. Der gréflere Berg bewegt sich dabei im Laufe der Zeit mehr
als der kleine Hiigel, denn dieser bleibt stets ungefihr an der gleichen Stelle.
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Abbildung 2.14.: Dirichletkern mit a = 6 als Input: Kerndichteschétzer fir 1)
zur Toruszeit s;, j =0,1,...,25, Projektion auf (V,n)

Deshalb steht der grofie Berg fiir die Inputperioden, in denen X gespiket
hat, und der kleine Hiigel fiir die, in denen der Spike ausgefallen ist. Der
Hohenunterschied der beiden Massen verdeutlicht noch einmal, dass das
periodische Verhalten im Fall a = 6 ndher an das Verhalten im Fall a = 7 als
im Fall a = 4 herankommt.

Betrachtet man die Bilder zu den Toruszeiten s;, 7 = 1,...,8, so erkennt
man, dass die bewegliche Masse hier von Bild zu Bild unterschiedlich aussieht
und allgemein hiigeliger und zusammenhéngender als in den anderen Bildern
ist. Die Masse legt in diesen Toruszeiten die grofite Strecke auf dem Orbit
aus dem ersten Bild von Abbildung 2.12 zuriick, was bedeutet, dass sie sich
mit hoher Geschwindigkeit bewegt. Allerdings erkennt man auch in diesen
Bildern den kleinen, unbeweglichen Hiigel, der wie zuvor beschrieben fiir die
Inputperioden ohne Spike steht. Dass 15 in diesen Toruszeiten so chaotisch
aussieht, zeigt, dass die Spikes in diesem Beispiel zwar haufig auftreten, aber
nicht jedes Mal exakt gleich aussehen.

Zur Toruszeit s4 ist ein besonders interessantes Bild entstanden, da die
Masse dort auf groflie Teile des Orbits verteilt wurde. Deshalb vergleichen
wir das Verhalten zu dieser Zeit mit dem Verhalten bei Wahl von a = 4,5,7
(siehe Abbildung 2.15). Fiir diese Abbildung wurde der Prozess X fur jedes
a € {4,5,6,7} iiber 500 Inputperioden simuliert, und gezeichnet wurde nur
der Kerndichteschétzer fiir ¢s,. Auf dem Bild fiir a = 4 sieht man zwei

separate Hiigel, wihrend die Masse auf dem Bild fiir ¢ = 7 einen einzelnen
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Berg bildet. Dies passt zu unserer Beobachtung, dass es fiir a = 7 in jedem
Periodizitédtsintervall des Inputs zu einem Spike kommt, aber fiir a = 4 nur in
jedem zweiten. Auch in dieser Darstellung wird deutlich, dass man sich fiir
a =5 und a = 6 in einer Ubergangsphase der Outputperiodizititen befindet.
Im Bild fir a = 5 ist die Zweiteilung der Masse noch gut zu erkennen und man
sieht, dass sich die beiden Hiigel ungefihr an den gleichen Stellen befinden wie
im Bild fiir a = 4. Im Bild fir ¢ = 6 kommt dann noch ein dritter Schwerpunkt
von Masse hinzu. Weitere Simulationen, die hier nicht dargestellt sind, haben
gezeigt, dass dieser mit wachsendem a € [6, 7] immer groBer wird, wahrend
die beiden urspriinglichen Hiigel immer kleiner werden. Dadurch ist fiir a =7

schlussendlich nur noch ein einzelner Berg zu sehen.

a=4 a=5

0.0

a=6 a=7

0.0

Abbildung 2.15.: Dirichletkern mit a € {4,5,6,7} als Input: Kerndichteschét-
zer fiir ¢ zur Toruszeit s4, Projektion auf (V,n)
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2.3.4. Kerndichteschatzer fiir ¢, zu vielen Toruszeitpunkten
gleichzeitig

Fiir die Erstellung der einzelnen Bilder von Abbildung 2.16 wurde der Prozess
X jeweils iiber 110 Periodizitatsintervalle des Inputs mit a = 6 simuliert.
Unsere bisherigen Erkenntnisse {iber das zeitliche Verhalten von 1 werden
durch diese Darstellung noch einmal bestétigt. Wie bereits durch Abbildung
2.12 und 2.13 untersucht wurde, ist auch hier in den Projektionen auf (V,n),
(V,h), (n,m) und (m, h) eine Zweiteilung der Orbits erkennbar, wobei immer
ein Teil der Orbits stdarker ausgeprigt ist als der andere. Man sieht auch, dass
die Masse in den meisten Bildern von Abbildung 2.16 weniger auf einzelne
Punkte konzentriert ist, denn es gibt dort groflere dunkelrote Bereiche. Der
Grund dafiir ist wieder das durch die Wahl von a bedingte unregelméafige
Auftreten und unterschiedliche Aussehen der Spikes. Auflerdem sind die
Orbitlinien in dieser Abbildung breiter als beispielsweise in Abbildung 2.4.
Dies lésst sich unter anderem durch den Einfluss des grofien Wertes von ~

erkldren, der zu einem starkeren Rauschen des Losungsprozesses fithrt.
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Abbildung 2.16.: Dirichletkern mit a = 6 als Input: Kerndichteschétzer fir
15 zu vielen Toruszeitpunkten gleichzeitig, Projektionen auf
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2.4. Bezug zum deterministischen Hodgkin-Huxley-
Modell

Dieser letzte Abschnitt, der als FErgdnzung zu den in Abschnitt 2.1 und
2.3 betrachteten Beispielen zu verstehen ist, fiihrt uns vom stochastischen
Hodgkin-Huxley-Modell zuriick zum deterministischen Modell.

Sei dafiir a der Amplitudenfaktor, S die 1-periodische Inputfunktion, T die
Periodizitédt, 7 die Diffusionsgeschwindigkeit und 7 die Streuung aus dem
stochastischen Hodgkin-Huxley-Modell aus Definition 1.4, wobei S auf ganz
R fortgesetzt wird. Mit einigen von diesen Parametern wird eine ebenfalls

T-periodische Funktion

t
R(t) ;:/ re T8 g (;) ds, t>0 (2.6)

definiert.

Sei 5 das BildmaB der invarianten Verteilung p von der Gitterkette X unter
einer Projektion auf R, das heiflt auf die fiinfte Komponente von FEs5. Fiir den
Losungsprozess £ der fiinften Gleichung von (1.1) bei Start zur Zeit ¢t = 0 in
der invarianten Verteilung ps gilt laut [11, Remark 1], dass & normalverteilt
mit Mittelwert aR(t) und Varianz # ist. Das heif}t in anderen Worten, dass
aR(t) der Mittelwert des stationér verlaufenden Prozesses £ ist. Bei Wahl
einer verschwindend kleinen Streuung -y ist es deshalb naheliegend, d&; in
der ersten Gleichung von (1.1) durch aR/(t) dt zu ersetzen und somit aR’ als
Inputsignal fiir das deterministische Hodgkin-Huxley-Modell zu verwenden.
Das bedeutet, dass das Modell

dV; = aR/'(t)dt — F(Vy,ng, my, hy) dt
dny = [an(Vi)(1 —ns) — Bn(Vi)ne] dt
dmy = [am(Vi)(1 —me) = B (Vi)me] dt
dhy = [an(Vi)(1 = he) — Bp(Vi)he] dt

(2.7)

betrachtet wird, wobei F' wie in (1.4) definiert ist.
Nun sollen anhand der beiden Beispiele aus Abschnitt 2.1 und 2.3 die Lo-
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sungsprozesse von (1.1) und (2.7) verglichen werden und es soll deutlich
werden, welcher Zusammenhang zwischen Orbits des stochastischen und des
deterministischen Modells besteht.

2.4.1. Beispiel mit regelmaBigen Spikes

Zuerst wahlen wir wie in Abschnitt 2.1 ¢ = 25 als Amplitudenfaktor, die
1-periodische Sinusfunktion fiir S, T' = 5 als Periodizitat und 7 = 0,75 als

Diffusionsgeschwindigkeit.

Membranpotential V/

v
-20 0 20 40 60 80

Gatingvariablen n,m,h

DDDDDDDDIE

Input a*R’

n().m().0)

00 02 04 06 08 10

-5 0 5 10 15

aR()

t

Abbildung 2.17.: Deterministisches Modell mit regelméfliigen Spikes: Werte
von V, (n,m, h) und aR’ in Abhéangigkeit von ¢ fiir die ersten
30 Periodizitatsintervalle des Inputs

Um einen Eindruck von dem Lésungsprozess von (2.7) zu bekommen, wurde
das Modell zunéchst iiber 30 Perioden des Inputs simuliert. In Abbildung 2.17
werden die Werte von V, (n,m,h) und vom Input aR’ in Abhéngigkeit von ¢
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dargestellt. Den Code fiir die Erstellung der Plots findet man in A.9, Zeile
48-60.

Man erkennt an der Abbildung sofort, dass die Spikes regelméflig auftreten
und dass eine grofie Ahnlichkeit zu Abbildung 2.1 besteht. Dementsprechend
gibt es auch im deterministischen Fall eine Periodizitidt des Outputs von
Touwt = 15. Ein Unterschied zum Verhalten im stochastischen Fall wird jedoch
deutlich, wenn man das Modell mit anderen Werten von a simuliert. Wahrend
das stochastische Modell (mit v = 0,5) schon bei Werten von ungefihr a = 9,5
erste Spikes produziert hat, treten im deterministischen Modell fiir Werte
von a < 11,93 in den ersten 100 Periodizitatsintervallen des Inputs keine
Spikes auf. Dies ldsst sich durch den Einfluss von v im stochastischen Modell
erkldren, denn v unterstiitzt das Auslésen der Spikes.

Um die Losungsprozesse von (1.1) und (2.7) noch besser vergleichen zu kén-
nen, wurde Abbildung 2.18 erstellt. Fiir die drei Bilder auf der linken Seite
wurde das stochastische Hodgkin-Huxley-Modell jeweils iiber 60 Perioden des
Outputs simuliert und gezeichnet wurde der Verlauf der Komponenten (V,n),
(n,m) und (m, h) in den letzten 50 Periodizitatsintervallen des Outputs. Dabei
wurde wie in Abschnitt 2.1 v = 0,5 gesetzt. Es wurde im Gegensatz zu vorhe-
rigen Abbildungen dieser Art darauf verzichtet, die Punkte auf dem letzten
Orbit einzuzeichnen, damit der Verlauf der Orbits bestmoglich zu erkennen ist.
Fiir die drei Bilder auf der rechten Seite wurde das deterministische Modell
jeweils iiber 60 Perioden des Outputs simuliert und die Erstellung der Bilder
erfolgte wieder auf die eben beschriebene Art. Den Code hierzu findet man in
A.10.

In Abbildung 2.18 ist deutlich zu erkennen, wie dhnlich in diesem Beispiel
die Orbits des stochastischen und des deterministischen Modells verlaufen.
In Bezug auf Form und Position der Orbits sind in allen drei Projektionen
kaum Unterschiede zu erkennen. Das Einzige, das die Plots auf der rechten
und linken Seite unterscheidet, ist, dass die Orbitlinien in den stochastischen
Plots etwas breiter sind. Dies ist durch das von « verursachte Rauschen zu
erklaren, aber da in diesem Beispiel ein relativ kleiner Wert von + gewahlt

wurde, ist nur ein schwaches Rauschen vorhanden.
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Abbildung 2.18.: RegelméfBlige Spikes: Vergleich des stochastischen und des
deterministischen Modells anhand von Projektionen von X
auf (V,n), (n,m) und (m, h) fir die letzten 50 Periodizitéts-
intervalle des Outputs
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2.4.2. Beispiel mit Dirichletkern als Input

Als Néchstes betrachten wir das Beispiel aus Abschnitt 2.3, das heifit ¢ = 6,
S(-) = D4(%+), T =10 und 7 = 0,75. Der Losungsprozess von (2.7) bei Wahl
dieser Parameter ist in Abbildung 2.19 dargestellt, fiir die das Modell iiber 20

Perioden des Inputs simuliert wurde.
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Abbildung 2.19.: Deterministisches Modell mit Dirichletkern als Input: Werte
von V, (n,m, h) und aR’ in Abhéngigkeit von ¢ fiir die ersten
20 Periodizitédtsintervalle des Inputs

Man erkennt an der Abbildung, dass es regelméflig in einem Periodizitédtsin-
tervall des Inputs zu einem Spike kommt, aber auch, dass jeder fiinfte Spike
ausféllt. Auflerdem werden die maximalen Werte von V innerhalb einer Vie-
rergruppe von Spikes mit jedem Spike kleiner. Diese beiden Beobachtungen
bestétigen sich auch bei Simulation des Prozesses iiber 100 Perioden des
Inputs. Vergleicht man Abbildung 2.19 mit Abbildung 2.9, so fallt auf, dass
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dort zwar auch immer wieder einzelne Spikes ausfallen, jedoch ohne eine
bestimmte RegelméBigkeit. Wenn wir in beiden Abbildungen nur Intervalle be-
trachten, in denen die Spikes regelméfig auftreten, kénnen wir aber trotzdem
im stochastischen und im deterministischen Fall von T, = 10 ausgehen.
Um die beobachteten Gemeinsamkeiten und Unterschiede weiter zu unter-
suchen, wurde Abbildung 2.20 erstellt. Dafiir wurden das stochastische und
das deterministische Hodgkin-Huxley-Modell wieder jeweils dreimal iiber 60
Perioden des Outputs simuliert und die Projektionen des jeweiligen Losungs-
prozesses auf (V,n), (n,m) und (m, h) wurden fir die letzten 50 Periodizi-
tatsintervalle des Outputs dargestellt. Wie in Abschnitt 2.3 wurde fiur die
Simulation des stochastischen Modells v = 3 gewahlt.

Man sieht anhand von Abbildung 2.20, dass sich die Orbits des stochastischen
und des deterministischen Modells auch in diesem Beispiel in Bezug auf Lage
und Form &dhneln. Allerdings sind die Orbitlinien in den stochastischen Plots
dieses Mal deutlich breiter als in den deterministischen, was an dem hohen
Wert von v liegt. Dieser Wert von « = 3 verursacht auch das Zittern, das auf
der linken Seite im stochastischen (V,n)-Plot gut zu erkennen ist. In allen
drei stochastischen Plots gibt es wieder die Zweiteilung der Orbits, die bereits
in Abschnitt 2.3 thematisiert wurde. Die deterministischen Plots sind im Ver-
gleich dazu feiner ausgeprigt, denn man erkennt in ihnen jeweils vier separate
Orbitlinien. Diese stehen fiir die vier aufeinanderfolgenden, unterschiedlich
hohen Spikes, die in Abbildung 2.19 sichtbar sind. Das finfte Periodizitéts-
intervall des Inputs, in dem der Spike immer ausféllt, zeigt sich durch einen
kleinen ellipsenférmigen Bogen ebenfalls in jedem der deterministischen Plots
von Abbildung 2.20.

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt gesehen, dass eine grofe Ahnlichkeit
zwischen den Orbits des stochastischen Modells (1.1) und des deterministischen
Modells (2.7) besteht, wenn ~ eher klein ist und a so gewahlt ist, dass es in
beiden Modellen mit hoher RegelméfBigkeit zu Spikes kommt. Fiir groflere
Werte von v und bei unregelmifigem Spike-Verhalten nimmt die Ahnlichkeit

ab, aber sie ist noch immer zu erkennen.
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(V,n)-Plot stochastisch (V,n)-Plot deterministisch
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Abbildung 2.20.: Dirichletkern als Input: Vergleich des stochastischen und des
deterministischen Modells anhand von Projektionen von X
auf (V,n), (n,m) und (m, h) fir die letzten 50 Periodizitéts-
intervalle des Outputs
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Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, die invariante Verteilung [uFPps] von Losungs-
prozessen X des stochastischen Hodgkin-Huxley-Modells zu verschiedenen
Toruszeitpunkten s zu veranschaulichen. Dafiir wurden die Prozesse zunéchst
simuliert, auf zweidimensionale Ebenen projiziert und in Form von Orbits mit
darauf liegenden Punktwolken dargestellt. Auf diese Art konnte man einen
ersten Eindruck von der zeitlichen Dynamik des invarianten Mafles bekommen,
aber noch aussagekraftiger war die Darstellung des Kerndichteschétzers fiir
die Dichte von [puPp;]. Als Eingangsdaten fiir den Schétzer wurden dabei
sowohl die Werte von X zu bestimmten Toruszeiten s als auch alle bei der
Simulation des Prozesses ermittelten Werte verwendet.

Wir haben fiir verschiedene Inputsignale gesehen, dass sich mit wachsendem
Amplitudenfaktor a die Periodizitdaten der Hodgkin-Huxley-Losungsprozesse
verdndern und dass die Spikes immer regelméfiger auftreten. Dieses Verhalten
wird auch durch das invariante Mafl beziehungsweise durch seine Dichte
nachgebildet. Auflerdem ist deutlich geworden, dass die Diffusionsstreuung ~
Einfluss auf das Aussehen dieser Dichte hat, denn mit wachsendem ~ werden
die zugrunde liegenden Orbits unschérfer. Im letzten Abschnitt der Arbeit
haben wir Ahnlichkeiten aufgedeckt zwischen den Orbits des stochastischen
Hodgkin-Huxley-Modells und den Orbits des deterministischen Modells mit
einer bestimmten Inputfunktion.

Der Fokus lag in dieser Arbeit eher auf der Veranschaulichung der Dichte des
invarianten Mafles und auf den empirischen Folgerungen aus den entstandenen
Bildern und weniger auf dem theoretischen Hintergrund der verwendeten
Techniken. Die Ausfithrung einiger Hintergriinde hétte den Rahmen dieser
Arbeit lberstiegen. Es wére insbesondere interessant und wichtig gewesen,

einen formalen Beweis dafiir auszuarbeiten, dass man die Aussagen iber
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die Bandbreite und Konvergenz von Kerndichteschatzern von unabhangigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen auf Harris-rekurrente Markovprozesse

iibertragen kann.
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A. Quellcodes

A.1. Ratingfunktionen

# Bestimmung der Ratingfunktionen aus Definition

# Eingabe: V = Membranpotential

alpha_n <— function (V){
if (VI=10){
r <— (0.1-0.01%V) /(exp(1—0.1xV) 1)
}
else{
r <— 1/10
}

return(r)

alpha m <— function (V){
if (V1=25){
r<— (2.5-0.14V) /(exp(2.5—0.1+V) —1)

}
else{

r <— 1

}

return(r)

alpha h <— function (V){
r <— 0.07xexp(—V/20)

return(r)

beta_n <— function (V){
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r <— 0.125xexp(—V/80)

return (r)

beta m <— function (V){
r <— 4xexp(—V/18)

return (r)

beta_h <— function (V){
r <— 1/(exp(3—0.1xV)+1)

return (r)

A.2. Mogliche Inputfunktionen

# Mogliche Inputfunktionen S aus Definition 1.4

# Eingabe: time = Vektor von Zeitpunkten

# l—periodischer Sinus
sin_1p <— function (time){
r <— sin(2kxpi*xtime)

return (r)

# 2.Dirichlet —Kern
D 2 <— function (time){
r <— 1 4 2xcolSums(cos (2% pi=*(1:2)%%t (time)))

return (r)

i|# 3. Dirichlet —Kern
7|D_3 <— function (time){

r <— 1 4+ 2xcolSums(cos (2% pix(1:3)%%t (time)))

return (r)
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22|# 4.Dirichlet —Kern

-

N

D 4 <— function (time){

r <— 1 + 2xcolSums (cos (2*xpi=*(1:4)%%t (time)))

return(r)

A.3. Driftfunktionen

# Bestimmung der Driftfunktionen des stochastischen und
# deterministischen Hodgkin—Huxley—Modells
F <— function(V,j){

# Berechnet den Wert der Funktion F aus Gleichung (1.4)
# und wird spédter fir die Bestimmung des Drifts b_V von
# V verwendet .

# Eingabe: V = Membranpotential

# j=(n,m,h) = Gating—Variablen

E K<— -12 # Gleichgewichtspotentiale

E_Na <— 120

E L <— 10.6

g K <— 36 # maximale Leitfahigkeit

g Na <— 120

g L <— 0.3

r <— g Kxj[1]74x(VE_K) + g Naxj[2]"3xj[3]*(V-E_Na) +
g Lx(V-E_L)

return(r)

b_j <— function(V,j){

# Berechnet den Drift b_j von j=(n,m,h).
# Eingabe: V = Membranpotential
# j=(n,m,h) = Gating—Variablen

r < ¢(0,0,0)

r[1] <= alpha_n(V)#(1—j [1])~beta_n(V)+j[1]
r[2] <— alpha_m(V)*x(1—j[2])—beta_m(V)xj[2]
r[3] <— alpha_h(V)x(1—j[3])—beta_h(V)=*j[3]
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return (r)

33|# entfdllt beim deterministischen Modell:

b_xi <— function(a,S,t,T,xi,tau){
# Berechnet den Drift b_xi von xi.

# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

# S = l—periodische Inputfunktion
+# t = Zeitpunkt

+# T = Periodizitat des Inputs

+# xi = rauschender Input

r <— (axS(t/T)—xi)*tau

return (r)

A.4. Simulation des stochastischen Hodgkin-Huxley-
Modells und Darstellung der Losung in

Abhangigkeit von ¢

hodgkin_ huxley 1 <—
function (a,S,T_in,T_out,tau,gamma,K, out=FALSE) {
# Bestimmt mit dem Euler —Maruyama—Schema (ndherungsweise) eine
# Losung des stochastischen Hodgkin—Huxley—Modells und stellt
# diese als Plot von V, (n,m,h) und xi in Abhdngigkeit von t
# dar.
# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

S = l-periodische Inputfunktion

T in = Periodizitdt des Inputs

T _out = Periodizitat des Outputs (nicht ndtig, wenn

out=FALSE)

tau = Geschwindigkeit der Diffusion

gamma = Streuung der Diffusion

K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.

Outputs

FH ok ok FHH W FHH

out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs
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# betrachtet werden sollen

if (out=IRUE){ # Festlegung, ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T_ out
}
else{
T <— T in
}
t_end <— K«T # Beobachtungszeitraum
E <— 2500 # Einteilung eines Periodizitdts—
# intervalls des Inputs bzw. Outputs
Delta <— T/E # Schrittweite
num <— t_end/Delta # Anzahl der Schritte
set .seed (1202) # um fir verschiedene Darstellungs—

# arten dieselben Zufallszahlen zu
# zu verwenden
zeta <— rnorm (num,0,sqrt(Delta))
start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7,0) # Startvektor fur
# (V,n,m,h, xi)
t <— seq(0,t_end,by=Delta)

# Euler—Maruyama—Schema fir xi, V und j=(n,m,h):
xi <— numeric (num+1)
xi[1l] <— start[5]
V <— numeric (num+1)
V[1] <— start[1]
j <— matrix (0, nrow=3, ncol=num+1)
j[,1] <= start[2:4]
for(s in 1:num){
xi[s+1] <— xi[s] + b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)*Delta +
gammaxsqrt (tau)+zeta [s]
Vis+1] <= V[s] 4+ (b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)—
F(V[s],j[,s]))Delta +
gammaxsqrt (tau)xzeta[s]
Jls+1] <= jl,s] + b_j(V[s],jl,s])+Delta

# fiur Plots von V, (n,m,h) und xi in Abhdngigkeit von t:
par (mfrow=c (3,1))
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plot (t,V,type="1",col="black" ,main="Membranpotential V",
xlab="t" ,ylab="V(t)")

abline (h=0,col="red" , 1ty =3)

plot (t,j[1,],type="1",ylim=c(0,1),col="black",
main="Gatingvariablen n,m,h", xlab="t",
ylab="n(t) m(t) h(t)")

points (t,j[2,],type="1",ylim=c(0,1),col="red")

points (t,j[3,],type="1",ylim=c(0,1),col="green")

legend ("topright",legend=c("n(t)", m(t)", "h(t)"),

col=c("black","red","

green") ,lty=1,cex=1)
plot (t,xi,type="1",col="black" ,main="Rauschender Input xi",
xlab="t" ,ylab="xi(t)",ylim=range (xi,a*S(t/T_in)))
lines (t,a*S(t/T _in),col="red" ,lwd=1,1ty=3)
legend ("topright",legend=c("xi(t)","aS(t/T)"),
col=c("black","red"),lty=c(1,3),cex=1)

A.5. Simulation des stochastischen Hodgkin-Huxley-
Modells und Darstellung der Losung in Form von

Projektionen auf zweidimensionale Ebenen

hodgkin_huxley_ 2 <—
function(a,S,T_in, T out,tau,gamma,K, out=IRUE) {
# Bestimmt mit dem Euler—Maruyama—Schema (ndherungsweise) eine
# Losung des stochastischen Hodgkin—Huxley—Modells und stellt
# diese als Projektionen auf (V,n), (V,m), (V,h), (n,m), (n,h)
# und (m,h) dar.
# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.

# S = l—periodische Inputfunktion

# T in = Periodizitdt des Inputs

# T_out = Periodizitat des Outputs (nicht ndétig, wenn
# out=FALSE)

+# tau = Geschwindigkeit der Diffusion

# gamma = Streuung der Diffusion

#

#

Outputs
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# out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs

# betrachtet werden sollen
if (out==IRUE){ # Festlegung, ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T out
}
else{
T <— T_in

}

t_end <— KxT
E <— 2500

Beobachtungszeitraum

Einteilung eines Periodizitédts—
intervalls des Inputs bzw. Outputs
(sollte ganzzahliges Vielfaches von
25 sein)

Schrittweite

Anzahl der Schritte

set .seed (1202) # um fiir verschiedene Darstellungs—

Delta <— T/E
num <— t_end/Delta

HHoF o FH o FE

# arten dieselben Zufallszahlen zu
# zu verwenden
zeta <— rnorm (num,0,sqrt(Delta))
start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7,0) # Startvektor fir
# (V,n,m,h, xi)
t <— seq(0,t_end,by=Delta)

# Euler—Maruyama—Schema fir xi, V und j=(n,m,h):
xi <— numeric (num+1)
xi[1l] <— start[5]
V <— numeric (num+1)
V[1] <— start[1]
j <— matrix (0, nrow=3, ncol=num+1)
j[,1] <— start[2:4]
for (s in 1l:num){
xi[s+1] <— xi[s] + b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)*Delta +
gammaxsqrt (tau)xzeta[s]
V[s+1] <— V[s] + (b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)—
F(V[s],jl,s]))*Delta +
gammax sqrt (tau)+zeta [s]
Jl,s+1] <= j[,s] + b_j(V[s],jl,s])+Delta
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# Fir das letzte Periodizitdatsintervall sollen 26 Werte
# abgespeichert werden:

V_2 <— V[seq(from=(K—1)*E+1,t0=K«E+1,length =26

n <— j[1,seq( (K—=1)*E+1,to=K«E+1,length =26

m <— j[2,seq(from=(K—1)+*E+1,to=K«E+1,length=26

( (K=1)+«E+1,to=Kx+E+1,length =26

)]

from= )]
)]

h <— j[3,seq(from= )]

# fir grafische Darstellung:

par (mfrow=c (3,2))

b <— 5 # Anzahl der Orbits, die gezeichnet
# werden sollen

# fir

plot (V

(V,n)—Plot:
[(length (V)—Exb):length (V)],

j[1,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(V,n)—Plot"
xlab="V"  ylab="n",ylim=c (0.25,0.8))
points (V_2[1],n[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points(V_2[2:26] ,n[2:26] ,type="p",col="red" ,pch=16)

text (V_2,n,labels=c("start" ,1:25) ,adj=c(0,1))
# fur (V,m)—Plot:

plot (V[(length (V)—Exb):length(V)],

j[2,(length (V)—Exb) :length (V)] ,type="1" ,main="(V,m)-Plot"
xlab="V" /ylab="m" ,ylim=c(—-0.1,1))
points (V_2[1] ,m[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points (V_2[2:26] ,m[2:26] ,type="p",col="red" ,pch=16)
text (V_2,m,labels=c("start" ,1:25) ,adj=c(0,1))
# fur (V,h)—Plot:

plot (V[(length (V)—E«b) :length(V)],

j[3,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(V,h)—Plot"
xlab="V" /ylab="h" ,ylim=c (0,0.65))

points (V_2[1] ,h[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points (V_2[2:26] ,h[2:26] ,type="p",col="red" ,pch=16)
text (V_2,h,labels=c("start" ,1:25) ,adj=c(0,1))

# fir (n,m)—Plot:
plot (j[1,(length(V)—Exb):length(V)],
j[2,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(n,m)—Plot"
xlab="n" ,ylab="m" ,ylim=c(—-0.1,1))
points (n[1] ,m[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points(n[2:26] ,m[2:26] ,type="p" ,col="red" ,pch=16)

text (n,m,labels=c("start" ,1:25) ,adj=c(0,1))
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# fir (n,h)—Plot:
plot (j[1,(length (V)—Exb):length(V)],
j[3,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" main="(n,h)-Plot",
xlab="n",ylab="h",ylim=c(0.04,0.65))
points(n[l] ,h[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points (n[2:26] ,h[2:26],type="p",col="red" ,pch=16)
text (n,h,labels=c("start" ,;1:25) ,adj=c(0,1))
# fir (m,h)—Plot:
plot (j[2,(length (V)—Exb):length(V)],
j[3,(length (V)—E«b):length (V)] ,type="1" ,main="(m,h)-Plot",
xlab="m' ,ylab="h",ylim=c (0,0.65))
points (m[1] ,h[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)
points (m[2:26] ,h[2:26] ,type="p",col="red" ,pch=16)
text (m,h,labels=c("start" ,1:25) ,adj=c(0,1))

A.6. Simulation des stochastischen Hodgkin-Huxley-
Modells und Dichteschatzung zu einer festen

Toruszeit

hodgkin_huxley_ 3 <—
function (a,S,T_in,T_out, tau,gamma,K, out=FALSE) {
# Bestimmt mit dem Euler —Maruyama—Schema (ndherungsweise) eine
# Losung des stochastischen Hodgkin—Huxley—Modells und stellt
# die geschédtzte Dichte des invarianten Mafl es zu einer festen
# Toruszeit durch Projektion auf (V,n) als 3d—Plot dar.
# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

S = 1—-periodische Inputfunktion

T in = Periodizitdt des Inputs

T _out = Periodizitdt des Outputs (nicht nétig, wenn

out=FALSE)

tau = Geschwindigkeit der Diffusion

gamma = Streuung der Diffusion

K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.

Outputs

FHoF ¥ H R FE

out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs
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+# betrachtet werden sollen

if (out=IRUE){ # Festlegung, ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T out
}
else{
T <— T in
}
E <— 1000 # Einteilung eines Periodizitats—
# intervalls des Inputs bzw. Outputs
# (sollte ganzzahliges Vielfaches von
# 25 sein)
Delta <— T/E # Schrittweite

start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7,0) # Startvektor fiir
# (V,n,mh, xi)

# Fir jedes Periodizitdtsintervall sollen nur 26 Werte von

# (V,n,m,h) abgespeichert werden (die Werte von xi werden gar
# nicht dauerhaft gespeichert), um Speicherplatz zu sparen:
V_2 <— matrix (0,nrow=K—10,ncol=26)

n <— matrix (0,nrow=K—10,ncol=26)

m <— matrix (0,nrow=K—10,ncol=26)

h <— matrix (0,nrow=K—10,ncol=26)

for(i in 1:K){
zeta <— rnorm(E,0,sqrt (Delta))
t <— seq(0,T,by=Delta)
# Euler—Maruyama—Schema fir xi, V und j=(n,m,h):
xi <— numeric (E+1)
xi[1] <— start [5]
V <— numeric (E+1)
V[1] <— start[1]
j <— matrix (0, nrow=3, ncol=E+1)
j[,1] <— start[2:4]
for(s in 1:E){
xi[s+1] <— xi[s] + b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)*Delta +
gammaxsqrt (tau)xzeta [s]
Vis+1] <— V[s] + (b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)—
F(V[s],j[,s]))*Delta +
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gammaxsqrt (tau)xzeta[s]
Jlis+1] <= jl[,s] + b_j(V[s],j[,s])*Delta
}
# In den ersten 10 Perioden sollen noch keine Werte

# gespeichert bleiben:

if (i<=10){
start <— c¢(V[E+1],j[1,E+1],j[2,E+1],j[3,E+1],xi[E+1])
next

}

V_2[i—-10,] <= V[seq(from=1,t0=E+1,length=26)]

n[i—10,] <— j[1,seq(from=1,to=E+1,length=26)]

m[i—10,] <— j[2,seq(from=1,t0=E+1,length=26)]

h[i—10,] <— j[3,seq(from=1,to=E+1,length=26)]

# Der letzte Wert ist der Startpunkt fir die Simulation

# iiber das ndchste Periodizitatsintervall:

start <— c(V_2[i—10,26],n[i —10,26],m[i —10,26],h[i —10,26],
xi [E+1])

# fiur grafische Darstellung:
par (mfrow=c(1,1))

# Definition einer Farbpalette:

mycols <— colorRampPalette(c("grey","blue", "green"', "yellow",
"orange", "red","darkred","black"))
j <=0 # Toruszeit s_j, j=0,...,25

# zweidimesionaler Kerndichteschdtzer mit Bandbreite

# h=(h_V,h n) fiir psi_s zur Toruszeit s_j:

k <— kde2d (V_2[,j+1],n[,j+1],0=500,h=c (10,0.07) ,

lims=c(—-30,120,0,1))

persp3D (k$x,k8y,k$z, theta=40,phi=30,xlab="\n V" ylab="\n n",
zlab="\n geschéatzte Dichte" ,main=paste("j =",j),
col=mycols (256) ,ticktype="detailed " ,xlim=c(—30,120),
ylim=c (0,1) ,zlim=c (0,2.2) ,clim=c(0,2.2))
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A.7. Simulation des stochastischen Hodgkin-Huxley-
Modells und Dichteschatzung zu vielen

Toruszeiten gleichzeitig

hodgkin_huxley_ 4 <—
function (a,S,T_in, T out,tau,gamma,K, out=FALSE){
# Bestimmt mit dem Euler —Maruyama—Schema (ndherungsweise) eine
# Losung des stochastischen Hodgkin—Huxley—Modells und stellt
# die geschédtzte Dichte des invarianten Maf es zu vielen
# Toruszeiten gleichzeitig , durch Projektion auf (V,n), (V,m),
# (V,h), (n,m), (n,h) und (m,h), als 3d—Plot dar.

# Eingabe: a = Amplitudenfaktor
# S = l-periodische Inputfunktion
# T in = Periodizitdt des Inputs
+# T _out = Periodizitat des Outputs (nicht ndétig, wenn
# out=FALSE)
# tau = Geschwindigkeit der Diffusion
+# gamma = Streuung der Diffusion
+# K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.
# Outputs
+# out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs
# betrachtet werden sollen
if (out==IRUE){ # Festlegung , ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T out
}
else{
T <— T in
}
t_end <— Kx«T # Beobachtungszeitraum
E <— 1000 # Einteilung eines Periodizitdts—
# intervalls des Inputs bzw. Outputs
Delta <— T/E # Schrittweite
num <— t_end/Delta # Anzahl der Schritte
zeta <— rnorm (num,0,sqrt (Delta))
start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7,0) # Startvektor fir

# (V,n,m,h, xi)
t <— seq(0,t_end,by=Delta)
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# Euler—Maruyama—Schema fir xi, V und j=(n,m,h):
xi <— numeric (num+1)
xi[1] <— start[5]
V <— numeric (num+1)
V[1] <— start[1]
j <— matrix (0, nrow=3, ncol=num+1)
j[,1] <— start[2:4]
for(s in 1:num){
xi[s+1] <— xi[s] + b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)*Delta +
gammaxsqrt (tau)+zeta [s]
Vis+1] <= V[s] + (b_xi(a,S,t[s],T in,xi[s],tau)—
F(V[s],j[,s]))«Delta +
gammaxsqrt (tau)xzeta [s]
jlys+1] <= jl,s] + b_j(V[s],jl[,s])*Delta

# fir grafische Darstellung:
par (mfrow=c (1,1))
# Definition einer Farbpalette:

mycols <— colorRampPalette(c("grey","blue", "green"', "yellow",
"orange", "red',"darkred',"black"))
b <— 100 # Anzahl der Periodizitdtsintervalle

# des Inputs bzw. Outputs, die
# gezeichnet werden sollen
# Bei Aufruf der Funktion sollten von den folgenden

# Projektionen alle bis auf eine auskommentiert werden:

# fiur Projektion auf (V,n):
# zweidimesionaler Kerndichteschidtzer mit Bandbreite
# h=(h_V,h_n) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
k <— kde2d (V[(length (V)—Ex*b):length(V)],
j[1,(length (V)—Exb):length (V)],
n=500,h=c (10,0.07) ,lims=c ( —30,120,0.2,0.9))
filled .contour (k$x,k$y,k$z,color.palette=mycols, xlab="V",
ylab="n" nlevels=100,
key. title={par(cex.main=0.5);
title (main="geschdtzte Dichte")},
main. title={par(cex.main=1);
title (main="Projektion auf (V,n)")})
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# persp3D (k$x,k$y,k$z, theta=40,phi=30,xlab="\n V" ,ylab="\n n",
# zlab="\n geschédtzte Dichte", col=mycols(256),
# main="Projektion auf (V,n)",ticktype="detailed")

# fur Projektion auf (V,m):
# zweidimesionaler Kerndichteschdtzer mit Bandbreite
# h=(h V,h m) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
k <— kde2d (V[(length (V)—Exb):length(V)],
j[2,(length (V)—Exb):length (V)],
n=500,h=c (10,0.08) ,lims=c(—30,120,—0.1,1.1))
filled .contour (k$x,k$y,k$z, color. palette=mycols,xlab="V",
ylab="m" ,nlevels =100,
key. title={par(cex.main=0.5);
title (main="geschidtzte Dichte")},
main. title={par (cex.main=1);
title (main="Projektion auf (V,m)")})
# persp3D (k$x,k$y,k$z,theta=40,phi=30,xlab="\n V' ylab="\n m",
# zlab="\n geschédtzte Dichte", col=mycols(256),
# main="Projektion auf (V,m)",ticktype="detailed")

# fiur Projektion auf (V,h):
# zweidimesionaler Kerndichteschdtzer mit Bandbreite
# h=(h_V,h_h) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
k <— kde2d (V[(length (V)—Exb):length(V)],
j[3,(length (V)—Exb):length (V)],
n=500,h=c (10,0.06) ,lims=c (—30,120,0,0.8))
filled . contour (k$x,k$y,k$z,color. palette=mycols, xlab="V" |
ylab="h" nlevels=100,
key. title={par(cex.main=0.5);
title (main="geschdtzte Dichte")},
main. title={par(cex.main=1);
title (main="Projektion auf (V,h)")})
# persp3D (k$x,k$y,k$z,theta=40,phi=30,xlab="\n V" ,ylab="\n h",
# zlab="\n geschétzte Dichte", col=mycols(256),
# main="Projektion auf (V,h)",ticktype="detailed")

# fir Projektion auf (n,m):

# zweidimesionaler Kerndichteschédtzer mit Bandbreite

# h=(h_n,h m) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
k <— kde2d (j[1,(length(V)—Exb):length(V)],
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116 j[2,(length (V)—Exb):length (V)],
117 n=500,h=c (0.07,0.08) ,lims=c (0.2,0.9,—0.1,1.1))
118 filled .contour (k$x,kS8y,k$z, color. palette=mycols,xlab="n",

119 ylab="m" ,nlevels =100,

120 key. title={par(cex.main=0.5);

121 title (main="geschdatzte Dichte")},

122 main. title={par (cex.main=1);

123 title (main="Projektion auf (n,m)")})

124]  # persp3D (k$x,kSy,k$z,theta=40,phi=30,xlab="\n n'",ylab="\n m",
125 # zlab="\n geschédtzte Dichte", col=mycols(256),

126 # main="Projektion auf (n,m)",ticktype="detailed")

127

128  # fir Projektion auf (n,h):

120] # zweidimesionaler Kerndichteschdtzer mit Bandbreite

130] # h=(h_n,h h) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
131  k <— kde2d(j[1,(length(V)—Exb):length(V)],

132 j[3,(length (V)—Exb):length (V)],

133 n=500,h=c (0.07,0.06) ,lims=c (0.2,0.9,0,0.8))

134 filled .contour (k$x,kS8y,k$z, color. palette=mycols,xlab="n",
135 ylab="h" ,nlevels =100,

136 key. title={par(cex.main=0.5);

137 title (main="geschdtzte Dichte")},

138 main. title={par(cex.main=1);

139 title (main="Projektion auf (n,h)")})

140 # persp3D (k$x,k8y,k$z,theta=40,phi=30,xlab="\n n",ylab="\n h",
1| # zlab="\n geschéatzte Dichte", col=mycols(256),

42| # main="Projektion auf (n,h)",ticktype="detailed")

143
144| # fir Projektion auf (m,h):

145  # zweidimesionaler Kerndichteschédtzer mit Bandbreite

146  # h=(h_m,h_h) fir psi_s zu vielen Toruszeiten gleichzeitig:
17|k <— kde2d(j[2,(length(V)—Exb):length(V)],

148 j[3,(length (V)—Exb):length (V)],

149 n=500,h=c (0.08,0.06) ,lims=c(—-0.1,1.1,0,0.8))
150 filled .contour (k$x,k$y,k$z, color. palette=mycols, xlab="m",
151 ylab="h" ,nlevels =100,

152 key. title={par(cex.main=0.5);

153 title (main="geschdtzte Dichte")},

154 main. title={par(cex.main=1);

155 title (main="Projektion auf (m,h)")})
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# persp3D (k$x,k$y,k$z, theta=40,phi=30,xlab="\n m",ylab="\n h",
# zlab="\n geschédtzte Dichte", col=mycols(256),
# main="Projektion auf (m,h)",ticktype="detailed")

A.8. Deterministische Inputfunktion

R_abl <— function(x,tau,S,T){
# Bestimmt die Ableitung der Funktion R aus Gleichung (2.6).
# R’ wird spdter als Inputfunktion fiir das deterministische
# Hodgkin—Huxley—Modell verwendet.
# Eingabe: x = Stelle, an der abgeleitet wird

# tau = Diffusionsgeschwindigkeit aus dem

# stochastischen Hodgkin—Huxley—Modell

# S = l—periodische Inputfunktion

# T = Periodizitat des Inputs

R <— function (t){ # Definition der Funktion R

integrand <— function (s){
i <— tausxexp(—taux*(t—s))*S(s/T)
return (i)
}
r <— integrate (integrand , lower=Inf, upper=t)
return (r)

}

h <— 1e—10 # Bestimmung der Ableitung von R

r_abl <— (R(x+h)$value—R(x)$value)/h
return (r_abl)
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A.9. Simulation des deterministischen Hodgkin-Huxley-
Modells und Darstellung der Losung in
Abhangigkeit von ¢

hodgkin_huxley_det_1 <—
function (a,S,T_in, T out,tau,K, out=FALSE){
# Bestimmt mit dem expliziten Euler—Verfahren (ndherungsweise)
# eine Losung des deterministischen Hodgkin—Huxley—Modells mit
# Input ax*R’> und erstellt Plots von V, (n,m,h) und a*R’ in
# Abhdngigkeit von t
# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

# S = l—periodische Inputfunktion
# T in = Periodizitdt des Inputs
# T _out = Periodizitdt des Outputs (nicht notig, wenn
# out=FALSE)
# tau = Geschwindigkeit der Diffusion aus dem
# stochastischen Hodgkin—Huxley—Modell
# K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.
# Outputs
# out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs
# betrachtet werden sollen
if (out==IRUE){ # Festlegung, ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T_ out
}
else{
T <— T_ in
}
t_end <— K«T # Beobachtungszeitraum
E <— 2500 # Einteilung eines Periodizitats—
# intervalls des Inputs bzw. Outputs
Delta <— T/E # Schrittweite
num <— t_end/Delta # Anzahl der Schritte
start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7) # Startvektor fir (V,n,m,h)

t <— seq(0,t_end,by=Delta)

# explizites Euler—Verfahren fir V und j=(n,m,h):

V <— numeric (num+1)
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V[1l] <— start[1]

j <— matrix (0, nrow=3, ncol=num+1)

jl[,1] <— start[2:4]

input <— numeric (num+1)

for(s in 1l:num){
V]s+1] <— V[s] + (a*xR_abl(t[s],tau,S,T_in)—

F(V[s],j[,s]))x«Delta

Jl,s+1] <= jl,s] + b_j(V[s].il,s])«Delta
input[s] <— axR_abl(t[s],tau,S, T in)

# fir Plots von V, (n,m,h) und a*R’ in Abhidngigkeit von t:

par (mfrow=c (3,1))

plot (t,V,type="1",col="black" ,main="Membranpotential V",
xlab="t" ,ylab="V(t)")

abline (h=0,col="red", 1ty =3)

plot (t,j[1,],type="1",ylim=c(0,1),col="black",
main="Gatingvariablen n,m,h",
xlab="t" ,ylab="n(t) ,m(t) ,h(t)")

points (t,j[2,],type="1",ylim=c(0,1),col="red")

points (t,j[3,],type="1",ylim=c(0,1),col="green")

legend ("topright",legend=c("n(t)", m(t)", "h(t)"),

"green") ,lty=1,cex=1)

col=c("black","red",
plot (t,input ,type="1",col="black" ,main="Input axR’",

xlab="t",ylab="axR’(t)")

A.10. Simulation des deterministischen Hodgkin-
Huxley-Modells und Darstellung der Losung in
Form von Projektionen auf zweidimensionale

Ebenen

hodgkin_huxley_det_2 <—
function (a,S,T_in, T out,tau,K, out=IRUE){

# Bestimmt mit dem expliziten Euler—Verfahren (ndherungsweise)
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# eine Losung des deterministischen Hodgkin—Huxley—Modells mit
# Input axR’ und stellt diese als Projektionen auf (V,n),

# (V,m), (V,h), (n,m), (n,h) und (m,h) dar.

# Eingabe: a = Amplitudenfaktor

# S = l—periodische Inputfunktion
+# T in = Periodizitdt des Inputs
# T out = Periodizitat des Outputs (nicht nétig, wenn
# out=FALSE)
# tau = Geschwindigkeit der Diffusion aus dem
# stochastischen Hodgkin—Huxley—Modell
# K = Anzahl der beobachteten Perioden des Inputs bzw.
# Outputs
# out: gibt an, ob Perioden des Inputs oder Outputs
# betrachtet werden sollen
if (out==IRUE){ # Festlegung , ob Perioden des Inputs
# oder Outputs betrachtet werden
T <— T_ out
}
else{
T <— T in

}

t_end <— K«T # Beobachtungszeitraum

E <— 2500 # Einteilung eines Periodizitdts—
# intervalls des Inputs bzw. Outputs
# (sollte ganzzahliges Vielfaches von
# 25 sein)

Delta <— T/E # Schrittweite

num <— t_end/Delta # Anzahl der Schritte

start <— ¢(0,0.35,0.01,0.7) # Startvektor fir (V,n,m,h)

t <— seq(0,t_end,by=Delta)

# explizites Euler—Verfahren far V und j=(n,m,h):
V <— numeric (num+1)
V[1] <— start[1]
j <— matrix (0, nrow=3, ncol=num+1)
j[,1] <= start[2:4]
input <— numeric (num+1)
for(s in 1:num){
V[s+1] <— V[s] + (axR_abl(t[s],tau,S, T in)—
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F(V[s],j[,s]))=*Delta
Jls+1] <= ils] + b i(V[s],i[,s])*Delta
input[s] <— a*R_abl(t[s],tau,S,T in)

# Fir das letzte Periodizitdtsintervall sollen 26 Werte

# abgespeichert werden:

V_2 <— V[seq(from=(K-1)*E+1,to=KxE+1,length=26)
( (K—1)*E+1,to=K+«E+1,length=26)

m <— j[2,seq(from=(K-1)*xE+1,to=K*E+1,length=26)

h <— j[3,seq(from=(K—1)*xE+1,to=K*E+1,length=26)

n <— j[1,seq(from=(K

]
]
]
]

# fiur grafische Darstellung:

par (mfrow=c (3,2))

b <— 50 # Anzahl der Orbits, die gezeichnet

# werden sollen

# fur (V,n)—Plot:

plot (V[(length (V)—Exb):length(V)],
j[1,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(V,n)—Plot"
xlab="V" /ylab="n",ylim=c (0.25,0.8))

# points(V_2[1] ,n[1],type="p",col="blue",pch=15,cex=1.7)

# points(V_2[2:26] ,n[2:26] ,type="p",col="red",pch=16)

# text (V_2,n,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))

# fir (V,m)—Plot:

plot (V[(length (V)—Ex*b):length(V)],
j[2,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(V,m)—Plot"
xlab="V" /ylab="m" ,ylim=c(—0.1,1))

# points(V_2[1] ,m[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)

# points(V_2[2:26] ,m[2:26] ,type="p",col="red",pch=16)

# text(V_2,m,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))

# fir (V,h)—Plot:

plot (V[(length (V)—Exb):length(V)],
j[3,(length (V)—Exb) :length (V)] ,type="1",main="(V,h)-Plot"
xlab="V' ,ylab="h" ,ylim=c (0,0.65))

# points(V_2[1],h[1],type="p",col="blue" pch=15,cex=1.7)

# points(V_2[2:26] ,h[2:26] ,type="p",col="red",pch=16)

# text (V_2,h,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))

# fur (n,m)—Plot:

plot (j[1,(length(V)—Exb):length(V)],
j[2,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(n,m)—Plot"
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}

xlab="n",ylab="m" ,ylim=c(—0.1,1))

# points(n[1] ,m[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)

# points(n[2:26] ,m[2:26] ,type="p",col="red",pch=16)

# text(n,m,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))

# fiur (n,h)—Plot:

plot (j[1,(length (V)—Exb):length(V)],
j[3,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" main="(n,h)-Plot",
xlab="n",ylab="h",ylim=c (0.04,0.65))

# points(n[1],h[1],type="p",col="blue" ,pch=15,cex=1.7)

# points(n[2:26] ,h[2:26],type="p",col="red",pch=16)

# text(n,h,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))

# fir (m,h)—Plot:

plot (j[2,(length (V)—E*b):length(V)],
j[3,(length (V)—Exb):length (V)] ,type="1" ,main="(m,h)-Plot",
xlab="m" ,ylab="h" ,ylim=c (0,0.65))

# points(m[1] ,h[1],type="p",col="blue",pch=15,cex=1.7)

# points (m[2:26] ,h[2:26] ,type="p",col="red",pch=16)

# text (m,h,labels=c("start",1:25) ,adj=c(0,1))
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