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5.3.2 Mittelwertinstationäre lineare Prozesse . . . . . . . . . . . . . 57
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zeitreihenanalyse realer Systeme

Die Erforschung der Theorie der Nichtlinearen Dynamik und damit die Wiederent-
deckung des deterministischen Chaos haben in den letzten zwanzig Jahren nicht
geringen Einfluß auf die verschiedensten Gebiete der Naturwissenschaften ausgeübt.
Es wurde die Erkenntnis gewonnen, daß bereits niedrigdimensionale nichtlineare
Systeme ein sehr kompliziertes zeitliches Entwicklungsverhalten aufweisen können.
Das hat zur Folge, daß die Zustände solcher chaotischen Systeme nur sehr kurzfri-
stig vorhersagbar sind. Das Vorhandensein von deterministischem Chaos kann in
vielen Anwendungsbereichen als gute Erklärung für ein unregelmäßig erscheinendes
Systemverhalten dienen, das nicht rein stochastischer Natur ist.
Eine direkte Verknüpfung zwischen dem Gebiet der Nichtlinearen Dynamik und
der realen Welt der Gegenstände stellt die Nichtlineare Zeitreihenanalyse dar. Bis
zu Beginn der Neunzigerjahre ist die Untersuchung von Zeitreihen realer Systeme
allein mit linearen Methoden betrieben worden. Durch das Verständnis nichtlinea-
rer dynamischer Systeme haben sich in der Zeitreihentheorie eine Vielzahl neuer
Untersuchungsmethoden und quantitativer Beschreibungsmöglichkeiten für Zeitrei-
hen etabliert. Die Nichtlineare Zeitreihenanalyse als ein Teilgebiet der angewand-
ten Nichtlinearen Dynamik umfaßt dabei insbesondere Verfahren zur Berechnung
nichtlinearer Kenngrößen aus Zeitreihen, Tests auf chaotisches oder stochastisches
Verhalten und spezielle Steuerungs- und Regelungsverfahren wie das sogenannte

”Controlling Chaos“. Weiterhin existieren Verfahren zur nichtlinearen Systemiden-
tifikation, d. h. zur Bestimmung von relevanten Variablen und Abhängigkeiten für
eine nichtlineare Modellierung, sowie eine Vielzahl an nichtlinearen Vorhersagemo-
dellen.
Die Nichtlineare Zeitreihenanalyse konnte im Rahmen von wohldefinierten Labor-
experimenten bereits große Erfolge erzielen und experimentelle chaotische Systeme
hervorragend quantitativ klassifizieren und einordnen. Dennoch mangelt es vielen
dieser Laborexperimente an einem konkreten Praxisbezug und die Untersuchung
dieser Systeme geschah oftmals rein unter dem Gesichtspunkt einer demonstrativen

1



2 Kapitel 1. Einleitung

Anwendbarkeit und Relevanz der Nichtlinearen Dynamik. Die Analyse von Zeitrei-
hen realer Systeme, die nicht rein deterministisch sind und zudem Strukturen zeigen,
die sich einem ausschließlichen Zugang mit klassischen linearen Methoden entziehen,
führt zu ungleich größeren Schwierigkeiten als der Umgang mit wohlpräparierten
Laborexperimenten, bzw. mit per Simulation erzeugten künstlichen Zeitreihen. Aus
diesem Grund sind bisher nur sehr wenige Beispiele für einen tatsächlichen Praxi-
seinsatz der Nichtlinearen Dynamik publiziert. Die Anwendung der Nichtlinearen
Dynamik zur Lösung realer konkreter Probleme stellt in hohem Maße die Herausfor-
derung und Bewährungsprobe der Nichtlinearen Dynamik in den kommenden Jahren
dar.

1.2 Zielsetzung dieser Arbeit

Ausgehend von der Maßgabe einer Anwendung nichtlinearer Verfahren auf die Zeit-
reihen real existierender Systeme, ist es das wesentliche Ziel dieser Arbeit, erste
Schritte in Richtung einer Verknüpfung von Theorie und Praxis zu liefern. Den
Ausgangspunkt bilden konkrete Probleme in zwei verwandten industriellen Anwen-
dungen aus dem Bereich der spanenden Bearbeitung. Hier soll mit den Metho-
den der Nichtlinearen Dynamik eine Lösung der jeweiligen Probleme erreicht wer-
den. So wird nicht der häufig beschrittene Weg gewählt, zu bereits existierenden
physikalisch-wissenschaftlichen Resultaten eine Anwendung zu suchen, die mit die-
sen Mittel verbessert werden kann. Stattdessen wird umgekehrt vorgegangen, d. h.
die Problemstellung einer industriellen Anwendung dient als Ausgangspunkt einer
zielgerichteten Suche nach einer pragmatischen Lösung mit Hilfe der Nichtlinearen
Dynamik. Entscheidend ist dabei die tatsächliche Ausrichtung an den Anforderun-
gen der Praxis und nicht am Vorverständnis der Physik. Thematisch gliedert sich
diese Arbeit in zwei Schwerpunkte:

Der erste Teil befaßt sich mit der aktive Kompensation von Störungen, die in Form
von ”hochdynamischen“1 Schwingungen während der Hochpräzisions-Drehbearbei-
tung von Werkstücken auftreten. Diese Schwingungen beeinträchtigen nachhaltig
die Oberflächenqualität der bearbeiteten Werkstücke, so daß die geforderten Ferti-
gungstoleranzen oftmals nicht eingehalten werden können. Da diese Schwingungen
keiner vollständigen Analyse mit linearen Verfahren zugänglich sind, werden sie hier
mit Methoden der Nichtlinearen Dynamik untersucht. Unter Verwendung der nicht-
linearen Prädiktion werden Prognosemodelle für die Systemschwingungen erstellt,
auf deren Basis eine Kompensation der Störsignale an der Werkzeugmaschine in
Echtzeit vorgenommen werden kann. Zu diesem Zweck muß der Algorithmus der
nichtlinearen Prädiktion an den Einsatz in einer solchen Echtzeitanwendung ange-
paßt werden, d. h. es wird eine Reduzierung des Rechenaufwandes des Verfahrens
angestrebt und das Verhalten des adaptierten Algorithmus bei Meßrauschen unter-
sucht.

1Im ingenieurtechnischen Sprachgebrauch werden mit dem Begriff hochdynamisch zumeist
Schwingungen oberhalb von 100 Hz bezeichnet.



1.3. Übersicht der nachfolgenden Kapitel 3

Im zweiten Teil dieser Arbeit liegt der Schwerpunkt auf der Klassifikation von
Körperschallsignalen, wie sie oftmals zur Systemüberwachung und Prognose bei Zer-
spanvorgängen eingesetzt werden. Bevor die Entwicklung eines adaptiven Modells
möglich wird, das zur Erhöhung der Prozeßsicherheit und der Werkzeugstandzeit
benutzt werden kann, stellt sich die Frage ob sich die hochgradig nichtstationären
Körperschallsignale auf lineare oder nichtlineare Zusammenhänge zurückführen las-
sen. Das üblicherweise in der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse eingesetzte Verfahren
zum Testen auf Nichtlinearität [TEL+92] mit der Hilfe von Surrogatdaten versagt je-
doch bei nichtstationären Zeitreihen. Zu diesem Zweck werden in dieser Arbeit neue
Methoden zur Generierung von Surrogatdaten entwickelt, mit deren Hilfe auf sta-
tistischer Basis die Entscheidung getroffen werden kann, ob die Körperschallsignale
von einem linearen nichtstationären Prozeß herrühren oder nicht.

Diese Untersuchungen entstanden im Rahmen von interdisziplinären Forschungspro-
jekten des Volkswagen-Schwerpunkts ”Untersuchung nichtlinear-dynamischer Effek-
te in produktionstechnischen Systemen“.

1.3 Übersicht der nachfolgenden Kapitel

Die Gliederung der nachfolgenden Kapitel orientiert sich an den bereits diskutierten
inhaltlichen Schwerpunkten. In Kapitel 2 werden zunächst die im Kontext dieser Ar-
beit benötigten theoretischen Grundlagen aus den Bereichen Nichtlineare Dynamik,
Nichtlineare Zeitreihenanalyse, Stochastik und Statistik eingeführt.

Kapitel 3 und Kapitel 4 enthalten die Untersuchung zur Echtzeitkompensation von
dynamischen Störungen beim Hochpräzisionsdrehen. Dabei wird im Kapitel 3 zu-
nächst die zugehörige Theorie diskutiert. Die dort angestellten Vorüberlegungen
und Untersuchungen zum Echtzeiteinsatz von nichtlinearen Vorhersagealgorithmen
orientieren sich zwar bereits stark an der Zielsetzung einer praktischen Anwendung,
werden jedoch zum Zweck der größeren Allgemeingültigkeit losgelöst von der kon-
kreten Problemstellung der spanenden Bearbeitung präsentiert. Die Darstellung der
funktionierenden Problemlösung, die auf diesen theoretischen Überlegungen aufbaut,
folgt dann in Kapitel 4.

Die Unterteilung in ein theoretisches und eine Anwendungskapitel ist ebenfalls in den
Kapiteln 5 und 6 realisiert. In Kapitel 5 wird zunächst das Vorgehen beim Testen von
Hypothesen mit Hilfe von Surrogatdaten bei nichtstationären Zeitreihen erläutert.
Dies geschieht auch hier unabhängig von der Fragestellung im Rahmen der industri-
ellen Anwendung, um die Allgemeingültigkeit der erarbeiteten Resultate herauszu-
streichen. Die Lösung des Problems der Klassifikation von Körperschallsignalen bei
Zerspanprozessen ist dann in Kapitel 6 dargestellt.

Anhang A und B enthalten kurze Beschreibungen der im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten und optimierten Programme aus dem Programmpaket TSA 97, einer
Windows-Benutzeroberfläche und einer Datenbank zur Verwaltung der in großen
Mengen anfallenden Datensätzen, die die Basis der durchgeführten Arbeiten bilden.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

”No roote, no fruite.“
Jeremiah Dyke, 1640

Gegenstand dieser Arbeit ist eine Anwendung der Nichtlinearen Dynamik, insbeson-
dere der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse auf real existierende dynamische Systeme.
Die hierbei verwendeten Methoden basieren größtenteils auf der Theorie der Nicht-
linearen Dynamik, einer Theorie der zeitlichen Entwicklung von nichtlinearen dyna-
mischen Systemen in einem Phasenraum. Da solche nichtlinearen Systeme oftmals
deterministisches Chaos zeigen, stellen sie einen sinnvollen Ausgangspunkt dar, um
irregulär erscheinende Zeitreihen zu untersuchen und zu beschreiben. Da Rauschen
ein integraler Bestandteil von Zeitreihen realer Systeme ist, scheint eine Erweiterung
der Beschreibung durch die mathematische Stochastik sinnvoll zu sein, wobei ange-
nommen wird, daß die stochastische Komponente lediglich eine kleine Störung des
nichtlinearen Systems darstellt und die nichtlinearen Zusammenhänge des Systems
nicht grundlegend verändert.
Da im Rahmen dieser Arbeit verschiedene Theorien eine Rolle spielen, werden in den
folgenden Abschnitten wesentliche Begriffe der Nichtlinearen Dynamik, der Nichtli-
nearen Zeitreihenanalyse sowie der Stochastik und Statistik eingeführt, die für ein
Verständnis dieser Arbeit benötigt werden. Obwohl auf eine mathematisch einwand-
freie Darstellung geachtet wird, werden nicht alle Begriffe und Konzepte explizit
definiert und erklärt, sondern es wird oftmals auf die entsprechende Literatur ver-
wiesen.
Hervorragende Einführungen in die theoretischen Grundlagen der Nichtlinearen Dy-
namik findet man z. B. in Ott [Ott93], Jackson [Jac89], [Jac91] und auch in Beck-
mann [Bec96a]. Für eine ausführliche Darstellung der Nichtlinearen Zeitreihen-
analyse sei auf Kantz und Schreiber [KS97], Abarbanel [Aba96], Buzug [Buz94]
und auf Beckmann [Bec96b] verwiesen. Als gute Übersichtsartikel sind in erster
Linie [ABS+93] und [GSS91] zu empfehlen. Im Buch von Argyris [AFH95] wer-
den sowohl Aspekte der theoretischen Grundlagen als auch der Zeitreihenanalyse in
verständlicher Art und Weise dargestellt. Für eine reine Einführung in die Stochastik
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6 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen

und Statistik ist Krengel [Kre91], für eine sehr praxisnahe Darstellung angewand-
ter Statistik Stahel [Sta95] zu nennen. Als Lehrbücher für Verfahren der linearen
stochastischen Zeitreihenanalyse sind in erster Linie Priestley [Pri81] und Schlittgen
und Streitberg [SS94] zu erwähnen. Für neuere und insbesondere auch nichtlineare
Verfahren aus dem Bereich der klassischen stochastischen Zeitreihenanalyse sei auf
Tong [Ton90] verwiesen.

2.1 Nichtlineare dynamische Systeme

2.1.1 Der Zustandsraum

In der theoretischen Physik werden dynamische Systeme sowohl in endlich- als auch
in unendlichdimensionalen Räumen beschrieben. Wird sich auf Systeme mit einer
endlichen Anzahl von Freiheitsgraden beschränkt, so läßt sich der Zustandsraum M
i. a. durch eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M , die in den IR2m+1 einge-
bettet ist, beschreiben. Physikalisch kann diese Mannigfaltigkeit als die Menge aller
Zustände interpretiert werden, in denen sich das System befinden kann. Dadurch
ist es möglich den Zustandsraum analog zum Phasenraum der klassischen Mecha-
nik zu interpretieren. Ein Systemzustand wird durch den Zustandsvektor x ∈ M
beschrieben und die Zustände werden als Funktion der Zeit unter der jeweiligen
Dynamik betrachtet. Die Dynamik läßt sich entweder durch eine m-dimensionale
Abbildung oder durch ein System von m Differentialgleichungen erster Ordnung be-
schreiben, d. h. im ersten Fall handelt es sich um ein zeitdiskretes System, dessen
Systemzustände zur diskreten Zeit n auf solche zur Zeit n + 1 durch

xn+1 = F(xn), n ∈ ZZ (2.1)

abgebildet werden. Im Fall zeitkontinuierlicher Systeme ist die zeitliche Entwicklung
der Zustände durch

ẋ(t) = f(t, x), t ∈ IR (2.2)

gegeben. Dabei heißt f(t, x) das Vektorfeld. Ist f nicht explizit von der Zeit
abhängig, so heißt die Differentialgleichung (2.2) autonom. Sowohl im zeitdiskre-
ten (2.1) als auch im zeitkontinuierlichen Fall (2.2) wird das Paar S = (M,F) bzw.
S = (M, f) als ein dynamisches System bezeichnet. Spezielle Lösungen des jewei-
ligen dynamischen Systems werden im Fall (2.1) als Orbit, bzw. im Fall (2.2) als
Trajektorie ϕ(t,x(0)) mit dem Anfangszustand x0 bzw. x(0) bezeichnet. Die Menge
aller Anfangszustände, die zum gleichen asymptotischen Langzeitverhalten der Tra-
jektorien führt, wird Einzugsgebiet oder auch Bassin genannt. Die mathematische
Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen sichert die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Trajektorien ϕ(t) unter speziellen Voraussetzungen, siehe dazu [Arn92].



2.1. Nichtlineare dynamische Systeme 7

2.1.2 Attraktoren

Das Hauptinteresse der Nichtlinearen Dynamik gilt in erster Linie Systemen, deren
Trajektorien nicht nur in einem beschränkten Teilgebiet des Zustandsraums ver-
weilen, sondern die zusätzlich noch dissipativ sind. Dissipativ bedeutet, daß ein
beliebiges Teilvolumen des Phasenraums durch die Dynamik des Systems im Lang-
zeitmittel kontrahiert wird. Es gilt somit |det DF| < 1 bzw. div f < 0, d. h. das
Langzeitverhalten dieser Systeme wird typischerweise durch invariante abgeschlos-
sene Mengen, die Attraktoren des Systems, charakterisiert. Einfache Beispiele für
nichtchaotische Attraktoren sind z. B. Fixpunkte (nach Abklingen eines transienten
Anfangszustandes strebt das System gegen einen stationären Zustand) und Grenz-
zyklen (das System nähert sich einer periodischen Bewegung). Für beschränkte au-
tonome zeitkontinuierliche Systeme mit lediglich zwei Freiheitsgraden sind dies die
einzigen Möglichkeiten für ein Langzeitverhalten. Für höherdimensionale Systeme
können jedoch Attraktoren auftreten, die durch Streck- und Faltmechanismen ein
sehr kompliziertes zeitliches Verhalten aufweisen und Chaos produzieren, d. h. der
Verlauf der Bewegungen auf einem solchen chaotischen Attraktor ist extrem empfind-
lich gegenüber infinitesimalen Änderungen der Anfangsbedingungen1. Gleichzeitig
sind solche chaotischen Attraktoren zumeist auch geometrisch komplizierte Objekte
mit fraktaler Struktur [Man87] und werden in dieser Hinsicht oftmals als seltsame
Attraktoren bezeichnet. Diese Begriffe werden im folgenden noch genauer spezifi-
ziert werden. In der Literatur exisitert trotz stellenweise großer Übereinstimmung
in den Konzepten keine einheitliche Definition des Attraktorbegriffs, siehe auch die
Diskussion in [Sch99].

2.1.3 Nichtlineare Kenngrößen

Ein Attraktor A spiegelt ein globales Bild des Langzeitverhaltens eines dynamischen
Systems wider. Das invariante Wahrscheinlichkeitsmaß ρ auf A beschreibt nun,
wie oft verschiedene Teile von A im Verlauf der zeitlichen Entwicklung aufgesucht
werden. ρ ist als Zeitmittel von Diracschen Deltafunktionen an den Orten x(t) von
A definiert und invariant unter dem dynamischen System S [ER85]. Ist ρ außerdem
ergodisch, so kann das Zeitmittel durch ein gewichtetes Phasenraummittel ersetzt
werden. Eine konstruktive Definition für das natürliche Maß ρ und eine beliebige
stetige Funktion θ, z. B. eine Eigenschaftsfunktion auf A, ist möglich durch

ρ(θ) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
θ[ϕ(t,x(0))]dt, (2.3)

für fast alle Startwerte x(0) von A.

Weitere relevante Kenngrößen eines dynamischen Systems sind z. B. fraktale Dimen-
sionen bzw. Skalenexponenten und auch Lyapunov-Exponenten. Diese Größen sind
charakteristisch für das jeweilige dynamische System und ändern sich nicht unter

1Es wird vom sog. Schmetterlingseffekt gesprochen.
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glatten Koordinatentransformationen. Die Dimensionen stehen dabei im Verständnis
von Grebogi et al. [GOP+84] in einem engen Zusammenhang mit dem Begriff des
seltsamen Attraktors, während die Lyapunov-Exponenten eng mit dem Begriff des
chaotischen Attraktors verknüpft sind.

Als erste dieser invarianten Kenngrößen werden im folgenden die Lyapunov-Exponen-
ten besprochen, die zur quantitativen Beschreibung von chaotischen Bewegungen
ein zentrales Mittel sind. Die Lyapunov-Exponenten geben die mittlere Expansions-
bzw. Kontraktionsrate von Störungen in den unterschiedlichen Richtungen der lo-
kalen Dynamik wieder. Sie sind damit ein Maß für die exponentielle Divergenz
benachbarter Zustände im Phasenraum. Da eng benachbarte Punkte nahezu identi-
sche Zustände beschreiben können, deren Unterschied nicht mehr im Bereich unseres
Auflösungsvermögens zu liegen braucht, die sich jedoch unter einer chaotischen Dy-
namik exponentiell voneinander entfernen, ist die Vorhersagbarkeit späterer System-
zustände offensichtlich beschränkt. Dabei wird das Prinzip der starken Kausalität
verletzt, das besagt, daß ähnliche Ursachen auch ähnliche Wirkungen zur Folge
haben. Die sogenannte schwache Kausalität, d. h. gleiche Ursachen haben gleiche
Wirkung, ist natürlich in deterministischen Systemen niemals verletzt, wodurch sich
der Begriff des ”deterministischen Chaos“ erklärt.
Eine anschauliche Definition der Lyapunov-Exponenten läßt die Interpretation als
Wachstumsraten infinitesimaler Volumenelemente zu. Dazu wird beispielsweise zur
Zeit t = 0 eine n-dimensionale Kugel mit Radius ε(0) betrachtet, die einen Referenz-
punkt einer beliebigen Trajektorie umgibt. Durch die Dynamik verformt sich die Ku-
gel im Laufe der Zeit zu einem n-dimensionalen Ellipsoid. Die Lyapunov-Exponenten
λk sind durch die Expansionsraten der jeweiligen Hauptachsen εk, k = 1, . . . , n be-
stimmt:

λk = lim
τ→∞

1
τ

log
εk(t)
ε(0)

. (2.4)

Für ergodische Wahrscheinlichkeitsmaße ρ läßt sich mit Hilfe einer allgemeineren
Definition zeigen, daß der Grenzwert in (2.4) tatsächlich bis auf Nullmengen des
Phasenraumes exisitiert (siehe [Ose68]).
Die Lyapunov-Exponenten charakterisieren das Systemverhalten insofern, als z. B.
für chaotische Attraktoren gefordert wird, daß mindestens einer der λk größer als
Null ist. Benachbarte Trajektorien2 divergieren dann im Mittel typischerweise mit
der Rate exp(λkt), werden durch die räumliche Beschränktheit des Attraktors je-
doch bereits nach zumeist kurzer Zeit wieder zurückgefaltet, was dem für Chaos
typischen Mechanismus des Streckens und Faltens entspricht. In einem dissipativen
dynamischen System gilt

∑
λk < 0. Für eine vollständigere Darstellung der Theorie

der Lyapunov-Exponenten sei auf [BGS76] verwiesen.

Im folgenden soll noch kurz auf die geometrische Struktur von Attraktoren ein-
gegangen werden. Seltsame Attraktoren nichtlinearer dynamischer Systeme zeigen

2Eine Eigenschaft chaotischer Attraktoren ist es, daß diese nicht aus einer einzigen Trajektorie
bestehen müssen.
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i. a. eine selbstähnliche Struktur, das heißt, bestimmte Formen ähneln sich auf allen
Größenskalen. Die quantitative Ermittlung der Skalierungseigenschaften solcher At-
traktoren ist in zweierlei Hinsicht von Interesse. Einerseits können Einblicke in den
geometrischen Aufbau komplexer Attraktoren gewonnen werden und andererseits
liefert die fraktale Dimension ein quantifiziertes Maß für die Anzahl der relevanten
Freiheitsgrade des dynamischen Systems. Hier ist zu erwähnen, daß gegenüber dem
üblichen Verständnis von Dimension die fraktale Dimension Dq einer solchen frak-
talen Menge nicht ganzzahlig zu sein braucht, sondern eine beliebige positive reelle
Zahl sein kann.
Für die Bestimmung der generalisierten Dimension nach Hentschel und Procaccia
[HP83] wird der Phasenraum in Boxen der Größe Rd unterteilt. Diese Boxen seien
mit Vi bezeichnet und von i = 1, . . . , N(R) durchnummeriert. Die Wahrscheinlich-
keit, einen Attraktorpunkt in Vi zu finden, sei ρi. Dabei ist ρi das Maß von Vi

bezüglich des invarianten Wahrscheinlichkeitsmaßes ρ. Dann ist die generalisierte
Dimension Dq wie folgt definiert:

Dq = − 1
1− q

lim
R→0

ln
∑N(R)

i=1 ρq
i

lnR
, mit q = 0, 1, . . . (2.5)

D0 heißt die Hausdorff-Dimension oder Kapazität und q = 1 liefert die sogenann-
te Informationsdimension. Mit q = 2 wird der gebräuchlichste Formalismus zur
Abschätzung fraktaler Dimensionen, die Korrelationsdimension, erhalten. Diese
wird häufig anders, d. h. nicht durch eine Überdeckung mit Boxen eingeführt, son-
dern über ein Skalenverhalten. Eine Übersicht der vielen Dimensionsbegriffe findet
sich bei [LKP89].

Es soll noch einmal angemerkt werden, daß diese Darstellung der theoretischen
Grundlagen der Nichtlinearen Dynamik nicht den Anspruch auf Vollständigkeit er-
hebt und nur für diese Arbeit relevante Aspekte einführend erläutern will. Im fol-
genden wird sich nun in ähnlicher Art und Weise dem Gebiet der Nichtlinearen
Zeitreihenanalyse zugewandt.

2.2 Nichtlineare Zeitreihenanalyse

Wie sich gezeigt hat, ist das Konzept des Phasenraums für das Studium determini-
stischer dynamischer Systeme sehr hilfreich. Sollen die Konzepte der Nichtlinearen
Dynamik nun auch auf die Untersuchung von Zeitreihen angewendet werden, so be-
steht die Schwierigkeit darin, daß es oftmals nicht möglich ist alle Observablen des
vorliegenden dynamischen Systems gleichzeitig zu messen, um somit den gesamten
Zustand zu erhalten. In der Regel wird nur eine einzige skalare Größe als Funktion
der Zeit gemessen. Durch geeignete Wahl dieser Observablen ist es jedoch fast im-
mer möglich, die gesamte Dynamik aus der skalaren Zeitreihe zu rekonstruieren, d. h.
topologisch-dynamisch relevante Informationen zu extrahieren. Gelöst wird dieses
Problem u. a. durch die Methode der Phasenraumrekonstruktion mit zeitversetzten
Meßwerten als Koordinaten nach Takens [Tak80] und Sauer et al. [SYC91].
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2.2.1 Theorem von Takens - Sauer et al.

Üblicherweise besteht eine Zeitreihe aus einer Folge von skalaren Meßwerten xi eines
Zustands y des zugrundeliegenden dynamischen Systems zu jeweils festen Zeitpunk-
ten:

xi = x(ti) = h(y(i∆t)) + εi. (2.6)

Das bedeutet, das System wird durch eine Meßfunktion h mit additivem Meßrau-
schen εi und der Abtastzeit ∆t betrachtet. Eine solche Zeitreihe wird i. a. am besten
durch Gleichung (2.1) beschrieben. Die Schreibweise x für eine Zeitreihe mit N
Meßwerten bezeichnet im folgenden immer den Vektor x = xN = {x1, . . . , xN},
wobei xi, i ∈ {1, . . . , N} stets für eine konkrete reelle Zahl, d. h. eine einzelne Meß-
größe steht. Das Verfahren der Zeitversatzkoordinaten nach Takens und Sauer et al.
erlaubt nun die Rekonstruktion des Phasenraumes mit einer Einbettungsdimension
dE durch die Konstruktion

sN = {s(dE−1)τ+1, . . . , sN}, (2.7)

die sich zusammensetzt aus dE-dimensionalen Vektoren sn der Form

sn = (xn−(dE−1)τ , . . . , xn−τ , xn), n ∈ {(dE − 1)τ + 1, . . . , N}, (2.8)

wobei τ der Zeitversatz und dE die Einbettungsdimension ist. Im Fall unendlich-
langer rauschfreier Zeitreihen und beliebiger Meßgenauigkeit geben u. a. die Theo-
reme von Takens [Tak80] und Sauer et al. [SYC91] Antworten auf die Frage, in
welcher Beziehung das geometrische Gebilde das durch die Vektoren sn rekonstru-
iert wird, zu dem tatsächlichen Attraktor steht. Hier bleibt festzuhalten, daß der
rekonstruierte Attraktor in fast allen Fällen zum tatsächlichen Attraktor topolo-
gisch äquivalent ist, wenn die Einbettungsdimension dE hinreichend groß gewählt
ist. Wie die Einbettungsparameter dE und τ optimal aus der gegebenen Zeitreihe
x bestimmt werden können, kann u. a. in [FS86], [LPS91], [BP92] und in [KBA92]
nachgelesen werden. Um ein Verständnis für den Einfluß der konkreten Wahl dieser
Parameter zu gewinnen, sei besonders auf die Arbeit von Maier [Mai98] verwiesen.

2.2.2 Bestimmung nichtlinearer Kenngrößen aus Zeitreihen

Aus einer in den Phasenraum eingebetteten Zeitreihe lassen sich insbesondere die
oben angesprochenen nichtlinearen Kenngrößen, wie z. B. die Dimensionen Dq und
die Lyapunov-Exponenten λk des zugrunde liegenden dynamischen Systems berech-
nen, da das skizzierte Verfahren der Einbettung bei deterministischer Dynamik le-
diglich eine Koordinatentransformation darstellt, bezüglich der die oben genannten
Kenngrößen topologisch invariant sind.
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Um z. B. die Lyapunov-Exponenten aus einer skalaren Zeitreihe zu ermitteln, sind
im wesentlichen zwei Verfahren gebräuchlich. Zur Bestimmung lediglich des größten
Lyapunov-Exponenten λ1 haben Wolf et al. [WSS+85] vorgeschlagen, einen willkürli-
chen Punkt auf einer Referenztrajektorie des Attraktors als Startpunkt auszuwählen
und den nächsten Nachbarn dieses Punktes im Phasenraum zu ermitteln. Nun wird
die zeitliche Entwicklung des Abstandes der beiden Punkte verfolgt um den größten
Lyapunov-Exponenten mit einem Verfahren, das auf einer ähnlichen Gleichung wie
(2.4) beruht, zu bestimmen. Entfernen sich die beiden Punkte zu weit voneinander,
so wird ein neuer nächster Nachbar gesucht.
Das zweite und vorwiegend verwendete Verfahren beruht auf der Approximation
der lokalen linearen Flußabbildung nach Eckmann et al. [EKR+86] mit dem es
im Idealfall möglich ist, das Gesamtspektrum der Lyapunov-Exponenten λk, k =
1, . . . , n, niedrigdimensionaler Systeme zu berechnen. Dazu ist es nötig, die zeitliche
Entwicklung einer ganzen Punktwolke um einen Referenzpunkt herum zu verfolgen.
Die Bestimmung negativer Lyapunov-Exponenten ist jedoch oftmals sehr schwierig,
da der zugehörige Tangentialraum durch die starke Kontraktion in diesen Richtungen
oftmals nicht richtig aufgespannt wird.

Auch zur Bestimmung der fraktalen Dimensionen Dq exisitieren eine Vielzahl unter-
schiedlicher numerischer Verfahren. Das populärste zur Abschätzung der Dimension
verwendete Verfahren ist die Berechnung der Korrelationsdimension. Diese wird für
q = 2 nach Grassberger und Procaccia [GP83a], [GP83b] erhalten. Dann ist

D2 = lim
R→0

lnC(R)
lnR

, (2.9)

mit der praktischen Realisierung der Korrelationssumme

C(R) =
1

NRef

NRef∑
j=1

1
N

N∑
i=1
i6=j

Θ(R− ‖si − sj‖), (2.10)

wobei Θ die Heaviside-Funktion ist, d. h. Θ(x) = 0 für x ≤ 0 und Θ(x) = 1 für
x > 0. NRef ist die Anzahl der zur Berechnung verwendeten Referenzpunkte, wobei
alle Diagonalelemente der Summation i = j und alle Punkte die eine zu starke
zeitliche Korrelation mit dem jeweiligen Referenzpunkt aufweisen [The86] von der
Berechnung ausgeschlossen werden. Dennoch ist in der Interpretation der Resultate
stets zur Vorsicht geraten, da z. B. systematische Fehler durch geometrische Effekte
des rekonstruierten Attraktors oder auch durch die Digitalisierung der Zeitreihe
auftreten können. Viele Größen, so auch die Korrelationsdimension, exisitieren in
einem Limes R → 0, so daß digitalisierte Daten höchstens eine Approximation liefern
können.

Generell ist zu beachten, daß die Bestimmung der sehr empfindlich von Rauschen
abhängigen Skalenexponenten Dq sowie der Lyapunov-Exponenten λk in vielen Fällen
äußerst problematisch sein kann, was hier aber nicht im Detail besprochen werden
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soll. Zusätzlich führt die oftmals unzureichende Datenanzahl zu weiteren, in der
Literatur (z. B. [GSS91], [ABS+93]) bereits eingehend diskutierten Problemen bei
der Bestimmung dieser Kenngrößen. Die gemessene Zeitreihe muß zudem nicht nur
lang genug sein, sondern den Attraktor auch häufig genug durchqueren. Auch sy-
steminhärente Eigenschaften wie etwa dynamisches Rauschen oder nichtstationäres
Systemverhalten können zu erheblichen Schwierigkeiten bei der Zeitreihenanalyse
führen.

2.3 Grundbegriffe der Stochastik und Statistik

Zu Beginn dieses Kapitels und auch im Abschnitt über die Berechnung von nicht-
linearen Kenngrößen aus Zeitreihen wurde bereits angemerkt, daß Rauschen, ob
dynamisch oder statisch additiv, eine entscheidende Rolle in der Zeitreihenanalyse
realer exisiterender Systeme spielt. Wird in der Nichtlinearen Dynamik bzw. in der
Nichtlinearen Zeitreihenanalyse der Standpunkt bezogen, daß diese stochastischen
Terme lediglich Störungen der eigentlichen deterministischen Struktur der Zeitrei-
hen sind und möglichst gering gehalten werden müssen, so bezieht die klassische
lineare Zeitreihenanalyse (siehe [Pri81], [SS94]) einen gänzlich anderen Standpunkt.
Sie versteht Zeitreihen systematisch als Realisierung stochastischer Prozesse, d. h.
dynamischer Vorgänge mit inhärentem Zufallscharakter, die den Großteil des Sy-
stemverhaltens ausmachen.
Auch die folgenden Ausführungen zu diesem Thema bewegen sich in einem bewußt
heuristisch gehaltenen, eingeschränkten Rahmen. Für eine mathematische, rigorose
Einführung sei auf die entsprechende Literatur (s. o.) verwiesen.

2.3.1 Stochastische Prozesse

Bevor die Definition eines stochastischen Prozesses angegeben wird, sei daran er-
innert, daß eine reelle Zufallsvariable X als meßbare Abbildung definiert wird, die
den Resultaten ω eines Zufallsexperimentes jeweils reelle Zahlen X(ω) zuordnet. Im
folgenden wird ein stochastischer Prozeß als nichts anderes als eine Folge solcher
Zufallsvariablen verstanden, die aus Gründen der Unterscheidbarkeit im folgenden
mit großen Buchstaben Xi bezeichnet werden sollen. Ein stochastischer Prozeß X
ist also eine Folge, wobei jedem Zeitpunkt i ∈ ZZ eine Zufallsvariable Xi zugeord-
net ist. Die Bezeichnung für den gesamte Prozeß sei hier X = {. . . , Xi, Xi+1, . . .}.
Ein solcher stochastischer Prozeß hat i. a. eine Vielzahl von möglichen Realisatio-
nen. Realisiert sich ein Ereignis ω, so nimmt jede Zufallsvariable Xi einen konkreten
Wert Xi(ω) an und man erhält eine Folge von konkreten Werten, d. h. eine Zeitreihe
x = xN = {x1, . . . , xN} als eine mögliche Realisation mit einer Ausschnittslänge N .
Es ist möglich, einen solchen stochastischer Prozeß X auf zwei verschiedene Weisen
zu interpretieren:

• Als ein Ensemble von Zeitreihen {Xi(ω)} = {xi}, aus dem eine durch einen
Zufallsvorgang ausgewählt wird.
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• Als Folge von Zufallsvariablen, wobei jedem Zeitpunkt i eine Zufallsvariable
zugeordnet ist.

In den meisten zeitreihenanalytischen Anwendungen wird es sehr schwierig sein, den
zugrundeliegenden Zufallsprozeß genau zu spezifizieren. Ein stochastischer Prozeß
ist dann lediglich eine Modellvorstellung, in die theoretische Annahmen über den
Mechanismus eingehen, der die beobachtete Zeitreihe produziert hat.

In den Anwendungen der klassischen Zeitreihenanalyse haben die linearen stochasti-
schen Prozesse und dort insbesondere die ARMA-Prozesse besondere Bedeutung er-
langt. Ein stochastischer Prozeß {Xi} heißt Autoregressiver-Moving-Average-Prozeß
der Ordnung [p, q], kurz ARMA[p, q]-Prozeß, wenn für ihn gilt

Xi =
p∑

k=1

akXi−k +
q∑

l=0

blεi−l. (2.11)

Dabei ist {εi} eine Folge von identisch verteilten und unabhängigen (iid) Zufallsva-
riablen. Die Struktur der Abhängigkeiten wird hierbei durch lineare Verknüpfungen
der meßbaren Zufallsvariablen Xi und durch Rauschen modelliert. Dieser Ansatz
führt auf leicht handhabbare und flexible Modelle, durch die sich trotz der einfachen
linearen Struktur viele reale Zeitreihen sehr gut approximieren lassen.

Dennoch hat sich in den letzten Jahren auch in der stochastischen Zeitreihenanalyse
das Interesse mehr und mehr auf die Erfassung nichtlinearer Strukturen gerichtet.
Das geht einher mit der Erkenntnis, daß eine Verletzung der Linearität durch eine
Vielzahl von Phänomenen möglich und eher die Regel als die Ausnahme sein sollte.
Insofern sind auch die Vorschläge für nichtlineare Zeitreihenmodelle zahlreich, der
konkrete Einsatz aufgrund einer teilweise sehr anspruchsvollen Theorie jedoch eher
selten und äußerst schwierig. Hierzu sei auf das entsprechende Kapitel in [Ton90]
verwiesen.

2.3.2 Schätzer und das Testen von Hypothesen

Auch statistische Methoden haben in der näheren Vergangenheit starken Einfluß
auf die Nichtlineare Zeitreihenanalyse gewonnen. Eine typische Aufgabe der Sta-
tistik besteht u. a. darin, aus beobachteten Daten3 {xi} Rückschlüsse auf die dem
Experiment zugrundeliegende Strukturen, bzw. Parameter θ, wie z. B. den Momen-
ten einer Verteilung etc., zu ziehen, d. h. den Daten einen sogenannten Schätzwert
θ̂ = T (x1, . . . , xn) zuzuordnen. Ein solches T (X1, . . . , Xn) wird auch als Schätzer
des wahren Wertes eines unbekannten Parameters θ bezeichnet.

Bei vielen realen Problemen aus der Wissenschaft und Technik geht es jedoch oft-
mals weniger um möglichst genaue Schätzwerte, als vielmehr um die Frage ob - oder

3Es kann sich dabei z. B. um Zeitreihen handeln. Eine zeitliche Abfolge der Meßwerte ist jedoch
für viele statistische Verfahren keine notwendige Voraussetzung.
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ob nicht - eine zuvor formulierte Hypothese H0 korrekt ist. Die zugehörige stati-
stische Prozedur, die mit Hilfe der gegebenen Daten zu der einen oder der anderen
Entscheidung führt, heißt ein Test der Hypothese H0. Im Rahmen der Nichtlinea-
ren Zeitreihenanalyse lassen sich an eine gegebene Zeitreihe x eine Reihe von Fragen
stellen, auf die in Kapitel 5 noch detailliert eingegangen werden wird.
Im wesentlichen läßt sich das Vorgehen beim Testen von Hypothesen mathematisch
wie folgt beschreiben. Die Daten {x1, . . . , xn} werden als Realisationen von Zufalls-
variablen aufgefaßt und es wird zunächst eine Nullhypothese H0 formuliert, die in
der Regel widerlegt werden soll. Insofern werden auch Alternativen HA in Betracht
gezogen. Als nächstes wird eine Teststatistik T ausgesucht. Häufig läuft die Pro-
blemstellung darauf hinaus, zu testen ob ein Parameter θ einen bestimmten Wert
θ0 haben kann. In solch einem Fall ist auch eine Schätzung dieses Parameters eine
geeignete Teststatistik. Nun muß die Verteilung von T unter H0 und der Verwer-
fungsbereich bestimmt werden. Dieser ergibt sich eben aus der Verteilung von T
und der gewünschten Irrtums-Wahrscheinlichkeit α. Erst jetzt wird der Wert t der
Teststatistik aus den vorliegenden Beobachtungen berechnet. Je nach Resultat fällt
nun die Entscheidung: Falls der Wert im Verwerfungsbereich liegt, wird die Null-
hypothese verworfen und ist damit statistisch signifikant widerlegt auf dem zuvor
gewählten Niveau α. Andernfalls darf H0 beibehalten werden und kann richtig oder
falsch sein.
Dieser Test soll eine Regel festlegen, wann ein bestimmtes Modell mit ”plausibel“
anzunehmen bzw. mit ”unplausibel“ abzulehnen ist. Dabei wird eine Art Wider-
spruchsbeweis benutzt. Es wird von der Annahme ausgegangen, daß eine beobach-
tete Größe dem Modell der Nullhypothese entspricht. Wenn ein beobachteter Wert
dann im Bereich der unplausiblen Werte, d. h. im Verwerfungsbereich liegt, so wird
das als Widerspruch bzw. als statistischer Beweis betrachtet, daß die Nullhypothe-
se nicht gilt. Für eine tiefergehende Einführung in die Theorie des Testens von
Hypothesen seien u. a. [Kre91] und [Sta95] empfohlen.



Kapitel 3

Echtzeitprognose für reale
dynamische Systeme

3.1 Zielsetzung

In den letzten Jahren haben in vielen Bereichen der Wissenschaft und Technik, so-
genannte Echtzeitanwendungen immer mehr an Bedeutung gewonnen. Das können
Anwendungen aus dem Bereich der Medizin sein, in denen es z. B. darum geht, einen
bevorstehenden epileptischen Anfall aus dem Elektroenzephalogramm (EEG)1 eines
Patienten vorherzusagen, um diesen Anfall durch präventiven Einsatz von Medika-
menten abwenden zu können. Das langfristige Ziel dabei ist, Patienten in Zukunft
mit einem System ähnlich einem Herzschrittmacher ausrüsten zu können, das nur zu
den medizinisch notwendigen Zeitpunkten medikamentös eingreift, um somit z. B.
Nebenwirkungen auf Patienten möglichst gering zu halten. Man vergleiche dazu die
Arbeiten von Lehnertz und Elger [LE95], [LE98].
Weitere Anwendungen sind in Finanzbereichen von Banken zu finden, wo z. B. oft-
mals versucht wird, aus den großen Mengen sich ständig aktualisierender Finanz-
zeitreihen Vorhersagen über die Entwicklung der jeweiligen Märkte in den nächsten
Minuten, Stunden oder auch Tagen zu machen.
Ein weiteres Beispiel für eine Anwendung in einem eher technisch orientierten Um-
feld ist z. B. die Herstellung optisch glänzender Oberflächen durch Präzisionsdreh-
bearbeitung. Üblicherweise treten dabei Schwingungsprobleme auf, die sich auf die
Oberflächenqualität negativ auswirken und diese nachhaltig beeinträchtigen können
[BHM+97]. Auf Basis nichtlinearer Prädiktionsalgorithmen ist es jedoch möglich,
eine Echtzeitkompensation für diese hochdynamischen Störungen zu konstruieren,
was u. a. im Anwendungsbeispiel in Kapitel 4 behandelt wird und in Kurzform auch
in [BHM+99] dargestellt ist.
All diese Anwendungen haben gemeinsam, daß sie Anforderungen an eine maximale
Rechendauer des verwendeten Algorithmus stellen. Es ist offensichtlich von geringem

1Das EEG ermöglicht eine Beurteilung des jeweils aktuellen Zustandes der Hirnfunktion.
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Nutzen, einen epileptischen Anfall aus einem EEG mit hoher Sicherheit vorhersagen
zu können, aber aufgrund eines zu hohen Rechenaufwandes leider erst einige Zeit
nachdem der Anfall aufgetreten ist. Ähnlich verhält es sich mit dem bereits ange-
sprochenen Fall aus dem Bereich des Maschinenbaus, wenn man algorithmisch wohl
in der Lage ist, die Schwingungskompensation bei der Präzisionsdrehbearbeitung
vorzunehmen, aber eben nicht in den sehr kurzen Zeiten, die bei dieser Art der
spanenden Bearbeitung gefordert werden.

Die Frage, ob und wann ein Algorithmus echtzeitfähig ist, läßt sich offensichtlich
nicht grundsätzlich und pauschal beantworten, sondern hängt von den jeweiligen
problemspezifischen Fragestellungen und den relevanten Zeitskalen ab. Ist es zur
Lösung eines Problems erforderlich, aus Daten, die in Bruchteilen von Sekunden
aktualisiert werden, mit der gleichen Rate die erforderlichen numerischen Berech-
nungen durchzuführen, so bereiten insbesondere Verfahren aus der Nichtlinearen
Zeitreihenanalyse, die z. B. zur Berechnung nichtlinearer Kenngrößen eingesetzt wer-
den, Schwierigkeiten grundsätzlicher Art.
Die meisten Verfahren, die ursprünglich dem Gebiet der Nichtlinearen Dynamik
entstammen, operieren mit Zeitreihen, die zuvor mit Hilfe der Methode der Zeit-
versatzkoordinaten (vgl. Abschnitt 2.2) in einen rekonstruierten Phasenraum einge-
bettet wurden. Sind die Daten nun in dieser allgemeinen Form aufbereitet, so liegt
der große Vorteil dieses Vorgehens darin, daß sich nun eine Vielzahl von Verfahren,
wie z. B. die Berechnung von Skalenexponenten oder Lyapunov-Exponenten auf ei-
ne einfache Art und Weise durchführen lassen. Auch ist es möglich, nichtlineare
Vorhersageverfahren, auf die im folgenden noch detailliert eingegangen wird und die
in einem solchen rekonstruierten Phasenraum arbeiten, einsetzen zu können. Der
Nachteil dieses allgemeinen Ansatzes über den Umweg der Zustandsraumrekonstruk-
tion liegt jedoch bei einem vergleichsweise hohen Rechenaufwand, was in Abschnitt
3.3.1 gezeigt werden wird.
Ist es dennoch unerläßlich, ein Vorhersageverfahren auf einer nichtlinearen Basis,
z. B. in einer Echtzeitanwendung mit typischerweise sehr kurzen Zeitskalen, zu ver-
wenden - etwa weil dieses Verfahren im vorliegenden Problem die optimale Prognose
liefert - so muß der Rechenaufwand des eingesetzten Verfahrens deutlich reduziert
werden. Wie und unter welchen Voraussetzungen das realisiert werden kann, soll
am folgenden Beispiel der nichtlinearen Prädiktion demonstriert werden.

3.2 Brauchbarkeit und mathematische Konsistenz

Orientiert man sich, wie in den nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels, nicht aus-
schließlich an grundsätzlichen mathematischen oder physikalischen Fragestellungen,
sondern auch an für die Anwendung der Nichtlinearen Dynamik auf reale Systeme
relevanten Aspekten, wie z. B. der Echtzeitfähigkeit des nichtlinearen Prognosever-
fahrens, so ist es notwendig, sich zunächst einigen Fragen zuzuwenden, die in diesem
Zusammenhang wichtig sein können.
Die physikalische Grundlagenforschung tendiert traditionell dazu, möglichst allge-
meine Modelle der Welt zu entwickeln. Dieser Prozeß der Modellbildung beinhaltet
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stets Vereinfachung, Weglassen und Reduktion auf das in der jeweiligen Theorie
als wesentlich Erachtete. Eine Modellierung, auch im Rahmen eines weitgehend
formalisierten Schemas, wie dem der Physik, ist somit nicht ohne Auswahl und Ent-
scheidungsvorgänge möglich, wodurch die physikalischen Theorien jedoch an Allge-
meinheit gewinnen. Sollen nun Methoden, wie z. B. das Verfahren der nichtlinearen
Prädiktion, die in einem ganz speziellen Kontext, wie der Nichtlinearen Dynamik,
abgeleitet wurden, auch in anderen Zusammenhängen zum Einsatz gebracht werden,
so ist es oftmals nötig, sich auch an anderen Zielen als in der traditionellen wissen-
schaftlichen Grundlagenforschung üblich, zu orientieren. Spielt dort in der Regel die
Genauigkeit der Resultate eine übergeordnete Rolle, so steht in der betrieblichen
Praxis oftmals der Verbrauch von Ressourcen, wie Zeit, Geld und Umwelt oder auch
schlichtweg die pragmatische Umsetzung, bzw. die Brauchbarkeit des eingesetzten
Verfahrens im Vordergrund.
Es sollte also jeweils hinterfragt werden, welche Aspekte für einen Einsatz in der
Praxis wirklich relevant sind. Dies sollte jedoch nicht auf einem ausschließlich theo-
retischen Niveau geschehen, da eine geringfügige Verbesserung eines Resultates, die
in einem wissenschaftlichen Umfeld unter Umständen als unwesentlich erachtet wird,
in der Praxis, z. B. durch Einsparung von extrem teuren Ressourcen, einen großen
Erfolg bedeuten kann.
Zum Beispiel hat sich gezeigt, daß die Berechnung der Korrelationsdimension aus
EEG-Zeitreihen zur Vorhersage epileptischer Anfälle von großem Nutzen ist. Darüber
hinaus sollte jedoch auch beachtet werden, daß aus Gründen der mathematischen
Konsistenz besser davon abgesehen werden sollte, die berechnete Größe weiterhin
mit dem Begriff und dem Verständnis einer Dimension zu verbinden, da die hierfür
notwendigen mathematischen Voraussetzungen oftmals nicht erfüllt sind. Dennoch
ist die Brauchbarkeit des Konzeptes in diesem Zusammenhang unbestritten.

3.3 Betrachtungen zur Echtzeitfähigkeit der nichtlinea-
rer Prädiktion

3.3.1 Echtzeitfähigkeit und Rechenaufwand

Bevor näher auf die Problematik der Echzeitfähigkeit bzw. der Reduzierung des Re-
chenaufwandes des nichtlinearen Prognoseverfahrens eingegangen werden kann, sind
zunächst einige Erläuterungen und Definitionen im Zusammenhang mit den beiden
Begriffe Echtzeitfähigkeit und Rechenaufwand unerläßlich. Offensichtlich sind beide
Größen aufs engste miteinander verknüpft. Die relevante Größe für einen Einsatz
in einer praktischen Anwendung mit eventuell sehr kurzen Zeitskalen ist jedoch die
Anzahl der notwendigen Rechenoperationen, die der verwendete Algorithmus von
Vorhersage-Schritt zu Schritt durchführen muß, um die benötigte Prognose erstel-
len zu können. Wird in der Aufwandsbetrachtung eines Algorithmus in der Regel
der Verlauf des Gesamtrechenaufwandes in Abhängigkeit der zur Berechnung ver-
wendeten Daten betrachtet, so ist für einen Echtzeiteinsatz gerade die Anzahl der
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Berechnungen für den nächsten Schritt, also die Steigung der Kurve des Rechenauf-
wandes, die relevante Größe.

Zahl der Fließkomma-Operationen

Der Rechenaufwand der im folgenden untersuchten Algorithmen wird an der An-
zahl der während der Berechnung durchgeführten Fließkomma-Operationen (Flops)
gemessen. Es handelt sich hierbei um ein in der numerischen Mathematik häufig
verwendetes Maß zur Abschätzung des Gesamtrechenaufwandes.
Additionen und Subtraktionen werden jeweils als eine Fließkomma-Operation gezählt,
falls es sich um reellwertige Argumente handelt und als zwei Flops bei komplexen
Argumenten. Multiplikationen und Divisionen zählen auch jeweils einen Flop bei
reellen und sechs Flops bei komplexen Argumenten.

Beispiel: Seien A und B reelle n×n Matrizen. In der folgenden Tabelle sind einige
Rechenoperationen mit diesen Matrizen und der jeweils zugehörige Rechenaufwand
aufgeführt:

Operation Anzahl Flops
A + B n2

A ·B 2n3

A100 99 · 2n3

LU(A) (2/3)n3

Tabelle 3.1: Anzahl der Fließkomma-Operationen (Flops) bei einfachen Berechnun-
gen als Maß für den Rechenaufwand.

Der LMS-Algorithmus

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel geschildert, wird der Schwerpunkt
dieses Kapitels auf der Reduzierung des Rechenaufwandes der nichtlinearen Prä-
diktion liegen. Unter Prädiktion wird im folgenden stets die Prognose zukünftiger
Ereignisse auf Grund von Informationen über die Vergangenheit verstanden, die im
vorliegenden Fall in Form von Zeitreihen vorhanden sind. Diese Vorhersage unter-
scheidet sich von schlichter Wahrsagerei durch die Aufstellung eines linearen oder
nichtlinearen Modells für den beobachteten Prozeß. Um vergleichende Aussagen
über die Brauchbarkeit des untersuchten Algorithmus überhaupt zu ermöglichen, ist
es unerläßlich, zusätzlich zum nichtlinearen Algorithmus, der im nächsten Abschnitt
detailliert vorgestellt wird, einen repräsentatives lineares Prognoseverfahren zum
Vergleich zu verwenden. Dazu wurde aus einer Reihe verschiedener Verfahren der
allgemeinen linearen Prädiktionstheorie eine adaptive Variante des Wiener-Filters,
nämlich der ”least mean square“-Algorithmus (LMS) ausgewählt. Warum die Wahl
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aus den verschiedenen Prognoseverfahren gerade auf den LMS-Algorithmus gefallen
ist, soll das nachfolgende Zitat von Priestley [Pri79] verdeutlichen:

”There is no such thing as a forecasting method; there is no such thing as an ARMA
(or Box-Jenkins) forecasting method. There is something called a ’least-squares’
forecasting method, and this, in fact, provides the basis for virtually all theoretical
studies. . . . . All these methods are simply different computational procedures for
calculating the same quantity, namely, the least-squares forecast of a future value
from linear combinations of the past data.“

Um das Vorgehen des LMS-Algorithmus kurz skizzieren zu können, zunächst einige
wenige Grundlagen aus der allgemeinen Prädiktionstheorie:

Die Zeitreihe x = {x1, . . . , xN} wird hier als ein Ausschnitt aus einer Realisierung
des stochastischen Prozesses {Xi}, i ∈ IN,betrachtet. Eine h-Schritt Prognose in
die Zukunft ist dann eine auf x basierende Schätzung x̂N+h des Wertes xN+h der
Zufallsvariablen XN+h, die zur selben Realisierung des Prozesses gehört.
Die Güte einer Prognose wird im Mittel über alle Realisierungen beurteilt, d. h. die
Prognose wird als Realisierung x̂N+h einer Prognosefunktion X̂N+h = P (X1, . . . , XN )
aufgefaßt. Als Gütemaß, bzw. als Maß des Vorhersagefehlers, wird üblicherweise die
Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung (root mean square) verwendet
und wird im folgenden einfach mit e bezeichnet:

e(N + h) := RMS[X̂N+h] =
√

E[(XN+h − X̂N+h)2]. (3.1)

Optimal ist nun eine Prognosefunktion, die (3.1) minimiert.

Im Fall des LMS-Algorithmus wird nun, analog zum Vorgehen beim Wiener-Filter,
für die optimale lineare Prognose

X̂i+h =
p−1∑
u=0

wuXi−u, (3.2)

ein zunächst optimaler Koeffizientensatz ŵu berechnet. Dies geschieht mit Hilfe der
Yule-Walker-Gleichungen der Ordnung p ŵ0

...
ŵp−1

 =

 R0 . . . Rp−1
...

. . .
...

Rp−1 . . . R0


−1  R1

...
Rp

 , (3.3)

über die Kovarianzfunktionen Rl, l = 0, . . . , p, z. B. mit dem Verfahren der Levinson-
Durbin-Rekursion, siehe [Pri81]. Da es sich beim LMS-Algorithmus um ein adap-
tives Verfahren handelt, werden die Koeffizienten w = {w0, . . . , wp−1} für jeden
Zeitschritt gemäß

w(i) = w(i− 1) + µe(i− 1)

 Xi−1
...

Xi−p

 , mit w(0) = ŵ (3.4)
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aktualisiert. Der Konvergenzfaktor µ stellt hierbei das Gedächtnis des Algorithmus
dar und gibt an,wie schnell sich der Koeffizientenvektor w ändert.
Von großem Vorteil für einen geringen Rechenaufwand dieses Verfahrens ist die einfa-
che Berechnungsvorschrift für die Korrektur der Koeffizienten w. Wird nun der Ver-
lauf des Rechenaufwandes, der im folgenden mit A bezeichnet wird, in Abhängigkeit
der Anzahl der zur Berechnung der Prognose zur Verfügung stehenden Daten n
betrachtet, so läßt sich ein linearer Zusammenhang

A(n) = c1 · n, c1 = c1(h, p, . . .) (3.5)

erkennen (siehe Abbildung 3.1). Die Steigung c1 hängt u. a. von der Wahl des Pro-
gnosehorizontes h und der Ordnung p des Koeffizientensatzes (3.3) bzw. (3.4) ab.
In einer Echtzeitanwendung müßte der Algorithmus von Schritt zu Schritt also ge-
rade

dA(n)
dn

= c1 = const. (3.6)

Rechenoperationen durchführen. Besonders für einen Einsatz in einem technischen
System wie im Anwendungsbeispiel in Kapitel 4, bei dem die Daten zu festen Zeit-
punkten aktualisiert werden, ist dies von großem Vorteil, da es sich bei c1 um eine
konstante Größe handelt, mit der die zum Echtzeiteinsatz benötigte Hardware exakt
kalkuliert und geplant werden kann.

Nichtlineare Prädiktion

Die Vorgehensweise bei der nichtlinearen Prädiktion nach Casdagli [Cas89] beruht
auf einem gänzlich anderen Prinzip als beim LMS-Algorithmus und gilt mittler-
weile als Standardverfahren der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse, siehe [Aba96] und
[KS97]. Zu einem festen Zeitpunkt N sei wiederum eine Zeitreihe x = {x1, . . . , xN}
gegeben. Diese wird jedoch nicht als Realisierung eines stochastischen Prozesses
interpretiert, sondern es wird angenommen, die Zeitreihe resultiert aus einem zu-
grundeliegenden deterministischen dynamischen System.
Ein solcher deterministischer Datensatz, gemessen zu diskreten Zeitpunkten ti =
i∆t, i = 1, . . . , N , läßt sich am besten durch Gleichung (2.1) beschreiben, falls die
diskrete Abbildung F bekannt ist, was im allgemeinen jedoch nicht vorausgesetzt
werden kann. Wird nun angenommen, daß es sich bei F um eine stetige Abbildung
handelt, so läßt sich ein einfaches Vorhersageverfahren konstruieren.
Um den zukünftigen Wert xN+h der Zeitreihe aus den gegebenen Werten {x1, . . . , xN}
zu prognostizieren, wird zunächst eine Phasenraumrekonstruktion durchgeführt. So
ergibt sich mit den Gleichungen (2.7) und (2.8) der Zeitversatzvektor sN . Nun
werden diese bisher vom System angenommenen Zustände sn im Phasenraum nach
einem Zustand sn0 durchsucht, der sehr nahe2 beim aktuellen Zustand sN liegt.

2bezüglich der verwendeten Norm.
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Abbildung 3.1: Rechenaufwand des adaptiven linearen LMS-Algorithmus in
Abhängigkeit der Anzahl der zur Berechnung einer Vorhersage verwendeten Daten
n.

Dieser Zustand zum Zeitpunkt n0 ist im Phasenraum benachbart und somit dann
dem aktuellen Zustand sehr ähnlich. Für h = 1 garantiert die Stetigkeit von F, daß
auch xn0+h sehr nahe bei xN+h liegt [Lor69], [KS97]. Wenn nur hinreichend viele
Meßwerte xi zur Verfügung stehen, d. h. N hinreichend groß ist, dann existieren
auch Zustände, die beliebig nah beim aktuellen Zustand liegen und somit ist auch
die geschätzte Vorhersage x̂N+h = xn0+h hinreichend nahe am tatsächlichen Wert
xN+h. Auf diesem Prinzip basiert der Prognosealgorithmus in der Theorie. Die
besondere Struktur der eingebetteten Vektoren sn ermöglicht dabei eine Prädiktion
in einem dE-dimensionalen Raum durch Schätzung von lediglich einer Komponente
des zugehörigen Zustandes, nämlich von xN+h.

In der Praxis werden zu einem gegebenen Zustand sN alle Nachbarn sn ∈ Uε(sN )
in einer ε-Umgebung Uε(sN ), bzw. deren h-Nachfolger in der Zeitreihe, xn+h, zur
Berechnung der Prädiktion benutzt werden und zwar mit Hilfe folgender Gleichung:

x̂N+h =
1

|Uε(sN )|
∑

sn∈Uε(sN )

xn+h, (3.7)

wobei |Uε(sN )| die Anzahl der Zustände in der Umgebung Uε(sN ) bezeichnet. Falls
sich nicht genügend Zustände in der ε-Umgebung befinden, wird der Abstand ε
im allgemeinen soweit vergrößert, bis hinreichend viele Zustände in der Umgebung
liegen.
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Dieses Verfahren benutzt offensichtlich eine Näherung nullter Ordnung für die zu-
grundeliegende Systemdynamik, d. h. eine lokal-konstante Prädiktion. In der Ori-
ginalarbeit von Casdagli [Cas89] wird zunächst eine lokal-lineare Näherung für die
Dynamik vorgeschlagen, die hier jedoch aus Gründen des höheren Rechenaufwandes
keine Anwendung findet.
Der verwendete Algorithmus benutzt das schnelle Nächste-Nachbar-Such-Verfahren
zum Finden der Nachbarn im Phasenraum nach Schreiber [Sch95], jedoch ist der
Gesamtrechenaufwand verglichen mit dem linearen LMS-Prognoseverfahren trotz-
dem deutlich höher. Der Rechenaufwand A(n) ist hier eine quadratische Funktion
(siehe Abbildung 3.2) der zur Berechnung der Vorhersage verwendeten Datenanzahl
n

A(n) = c2 · n2, c2 = c2(dE , ε, . . .). (3.8)

Die Konstante c2 hängt u. a. von der Einbettungsdimension dE und der Größe
der ε-Umgebung, d. h. von der Anzahl der Nachbarn die gefunden werden müssen,
ab. Relevant für die Untersuchung der möglichen Echtzeitfähigkeit des Algorith-
mus ist jedoch lediglich die Anzahl der Rechenoperationen, die der nichtlineare
Prädiktionsalgorithmus von Schritt zu Schritt durchführen muß, nämlich im schlech-
testen Fall genau

dA(n)
dn

= 2c2 · n (3.9)

Fließkomma-Operationen, d. h. je größer N , also je mehr Daten zur Verfügung
stehen, um so aufwendiger wird die Berechnung der Prognose bzw. das Suchen
nach Nachbarn zum aktuellen Zustand im Phasenraum. Auch der Vergleich der
Größenordnung der jeweils benötigten Fließkomma-Operationen zeigt, daß der nicht-
lineare Algorithmus, im Bereich bis zu N = 10000 Meßwerten, um eine Größenord-
nung aufwendiger ist als das lineare Verfahren.
Dies ist ein deutlicher Nachteil gegenüber dem LMS-Verfahren. Ist es jedoch un-
erläßlich, einen Vorhersagealgorithmus auf nichtlinearer Basis zu verwenden, weil
z. B. der Prädiktionsfehler deutlich geringer als beim linearen Verfahren ist (siehe
z. B. Anwendungsbeispiel in Kapitel 4), so muß versucht werden, den Rechenaufwand
des nichtlinearen Verfahrens deutlich zu reduzieren.

3.3.2 Linearisierung des Rechenaufwandes

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daß nicht nur eine Reduzierung des Rechenauf-
wandes bezüglich der Größenordnung der zur Berechnung der Prognose benötigten
Fließkomma-Operationen möglich ist, sondern daß sich der Rechenaufwand sogar li-
nearisieren läßt. Diese deutliche Reduzierung des Rechenaufwandes wird ermöglicht,
indem einerseits der rechenzeitaufwendige Weg über den allgemeinen Ansatz der
Phasenraumrekonstruktion nur indirekt beschritten wird und andererseits nicht für
jede Prognose die gesamte Zeitreihe erneut nach Nachbarn des aktuellen Zustandes
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Abbildung 3.2: Rechenaufwand der nichtlinearen, bzw. lokal-konstanten
Prädiktion in Abhängigkeit der Anzahl der zur Prognose verwendeten Daten n.

durchsucht werden muß. Stattdessen wird die benötigte Prognose für feste Um-
gebungen, bzw. Segmente des Phasenraums für jede Messung xi direkt berechnet
und dadurch muß im folgenden lediglich noch auf Lage im entsprechenden Segment
getestet werden. Das Vorgehen läßt sich ist einzelnen wie folgt beschreiben:

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet wiederum eine bis zu einem festen
Zeitpunkt N gemessene Zeitreihe

xN = {x1, . . . , xN}. (3.10)

Aus einer vorangegangenen Datenanalyse seien die für die Rekonstruktion des Pha-
senraumes der Dynamik notwendigen Parameter, die Einbettungsdimension dE und
der Zeitversatz τ , bekannt. Aus problemspezifischen Gründen (siehe z. B. Kapitel
4, die Totzeit des Meß-Aktor-Systems) sei nach jeder Messung eine Prognose um h
Zeitschritte in die Zukunft vozunehmen.
Wie im Originalverfahren der nichtlinearen Prädiktion auch, wird zunächst eine
Rekonstruktion nach Takens und Sauer et al.

sN = {s(dE−1)τ+1, . . . , sN} (3.11)

mit

sn = (xn−(dE−1)τ , . . . , xn−τ , xn), n ∈ {(dE − 1)τ + 1, . . . , N} (3.12)
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vorgenommen, die aber im weiteren nur implizit benutzt wird. Für die sn gilt sn ∈
S ⊆ IRdE , wobei S in alle dE-Raumrichtungen beschränkt ist durch das Minimum
α := min(xN ) bzw. das Maximum β := max(xN ) der Zeitreihe xN , d. h. S ∈ [α, β]dE .

Als nächstes wird eine Partitionierung3 des Phasenraums durchgeführt. Zu diesem
Zweck wird S mit einer Anzahl von LdE Quadern, d. h. L Segmenten, bzw. Inter-
vallen in jeder der dE Raumrichtungen überdeckt. Diese Intervalle werden für jede
Richtung wie folgt definiert:

Kj := ((β − α)/L) · [j − 1, j[, j = 1, . . . , L. (3.13)

Jeder Punkt sn der rekonstruierten Zeitreihe liegt demnach in einem der LdE Quader,
was durch folgende Schreibweise ausgedrückt wird:

sn ∈ (Kn1 , . . . ,KndE
), (3.14)

wobei (Kn1 , . . . ,KndE
) := Kn1 × . . . × KndE

, mit nk ∈ {1, . . . , L}, k = 1, . . . , dE .
Werden nun anstelle der Rekonstruktion sn wieder die ursprünglichen Werte der
Zeitreihe betrachtet, so ist die obige Schreibweise gleichbedeutend mit

xn−(dE−1)τ ∈ Kn1 , . . . , xn ∈ KndE
. (3.15)

Ähnlich wie in Gleichung (3.7) wird nun für jedes Segment (Kn1 , . . . ,KndE
), nk ∈

{1, . . . , L}, k = 1, . . . , dE der Mittelwert aller h-Nachfolger für alle Werte in diesem
Segment, anstelle der Werte in der Umgebungen Uε(sn) jedes Punktes sn berechnet,
d. h.

P (Kn1 , . . . ,KndE
) =

1
|(Kn1 , . . . ,KndE

)|
∑

sn∈(Kn1 ,...,KndE
)

xn+h, (3.16)

wobei |(Kn1 , . . . ,KndE
)| die Anzahl der Zustände sn im Segment bezeichnet. Um

deutlich zu machen, über wieviele Zustände der Mittelwert in jedem Segment gebil-
det wurde, wird P (Kn1 , . . . ,KndE

) im folgenden mit

P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE
) := P (Kn1 , . . . ,KndE

) (3.17)

bezeichnet, wobei N ′ := |(Kn1 , . . . ,KndE
)| ist.

Nun soll, ausgehend von dem aktuellen Wert der Zeitreihe xN , der Wert xN+h pro-
gnostiziert werden. Zum Wert xN wird zu diesem Zweck mit Hilfe der Zeitreihenwer-
te xN−τ , . . . , xN−(dE−1)τ der zugehörige dE-dimensionale Vektor im rekonstruierten
Phasenraum

sn = (xN−(dE−1)τ , . . . , xN−τ , xN ) (3.18)
3Die Zeitreihe ist bereits durch die endliche Auflösung der Meßapparatur segmentiert. Gemeint

ist aber eine nochmals gröbere Partitionierung.
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gebildet. Der rekonstruierte aktuelle Zustand sn liege o. B. d.A. in (Kn1 , . . . ,KndE
).

Dann wird der Mittelwert der h-Nachfolger aller N ′ ebenfalls in (Kn1 , . . . ,KndE
)

liegenden Werte zur Prädiktion des Wertes xN+h verwendet:

x̂N+h = P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE
). (3.19)

Diese Vorgehensweise hat den unmittelbaren Vorteil, daß nun nicht mehr für je-
den aktuellen Zustand in der gesamten Zeitreihe nach nächsten Nachbarn im Pha-
senraum gesucht werden muß. Es wird lediglich eine Takens-Rekonstruktion für
den aktuellen Wert durchgeführt, auf Lage im Segment getestet und der für die-
ses Segment bereits berechnete Mittelwert als Vorhersagewert genutzt. Das ist eine
schlichte, aber wie im folgenden gezeigt werden wird, sehr wirkungsvolle Idee zur
Reduzierung des Rechenaufwandes.

Von besonderem Interesse für den Anwender ist es häufig, daß der Prädiktionsalgo-
rithmus in der Lage sein sollte, als rekursives Verfahren zu arbeiten, wie das z. B. mit
dem linearen LMS-Algorithmus der Fall ist. Es muß dem Verfahren also möglich sein,
für neu hinzukommende Daten xi, die Prädiktionsmatrix, d. h. die jeweilige Vorher-
sage des zugehörigen Segmentes P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE

) zu aktualisieren. Das kann
aufgrund von Nichtstationaritäten bei der gemessenen Zeitreihe von großer Bedeu-
tung für eine stets optimale Prognose sein. Sei der Mittelwert P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE

)
des Segmentes (Kn1 , . . . ,KndE

) gegeben und die N ′ Zustände in diesem Segment
seien o. B. d. A. mit n = 1, . . . , N ′ durchnummeriert. Soll nun ein N ′ + 1-ter Wert
hinzugefügt werden, so kann das folgendermaßen geschehen:

P (N ′+1)(Kn1 , . . . ,KndE
) =

1
N ′ + 1

N ′+1∑
n=1

xn+h

=
1

N ′ + 1
N ′

N ′

 N ′∑
n=1

xn+h + x(N ′+1)+h

 (3.20)

=
N ′

N ′ + 1
P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE

) +
1

N ′ + 1
x(N ′+1)+h.

Der neue Wert des Segmentes P (N ′+1)(Kn1 , . . . ,KndE
) kann demnach durch den al-

ten Wert P (N ′)(Kn1 , . . . ,KndE
) und den neu hinzukommenden h-Nachfolger x(N ′+1)+h

ausgedrückt werden, ohne das auf alle zuvor zur Berechnung verwendeten h-Nach-
folger zurückgegriffen werden muß. Das bedeutet es muß zusätzlich zu den LdE

Segmenten, lediglich noch die Anzahl der Werte gespeichert werden über welche die
Mittelwerte gebildet wurden. Im Vergleich zum Standardverfahren der nichtlinearen
Prädiktion kann dies im Fall großer Zeitreihen eine deutliche Speicherplatzersparnis
bedeuten.

Es ist noch anzumerken, daß es sich als sinnvoll erwiesen hat, Segmente ohne Werte,
d. h. mit P (N=0), mit dem Mittelwert der gemessenen Zeitreihe zu besetzen, so daß
auch für Werte, die als erste in ein Segment eingeordnet werden, eine Prognose



26 Kapitel 3. Echtzeitprognose für reale dynamische Systeme

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

5

n [Anzahl Daten]

F
lo

ps

Abbildung 3.3: Rechenaufwand des neuen nichtlinearen Prädiktionsalgorithmus
in Abhängigkeit der Anzahl der zur Berechnung der Prognose verwendeten Daten
n.

möglich ist. Weiterhin kann es sinnvoll sein die Segmentierung in Bereichen des
Phasenraumes zu verfeinern, bei denen, wie bei chaotischen Systemen oftmals der
Fall, eine Seperation der Trajektorien auftritt4.

Eine Betrachtung des Rechenaufwandes des veränderten Prognoseverfahrens auf Ba-
sis der Prädiktionsmatrix läßt erkennen (siehe Abbildung 3.3), daß der Rechenauf-
wand A(n) von einer quadratischen Funktion (vgl. Gleichung (3.9)) nun auf eine
lineare Funktion

A(n) = c0 · n, c0 = c0(dE , L, . . .) (3.21)

der zur Berechnung der Prognose verwendeten Datenanzahl n reduziert wurde. Im
Fall einer Echtzeitanwendung, bedeutet dies, daß der Algorithmus im Gegensatz zur
ursprünglichen nichtlinearen Prädiktion von Schritt zu Schritt statt 2c2 ·n Fließkom-
ma-Operationen lediglich noch

dA(n)
dn

= c0 = const. (3.22)

Rechenoperationen durchführen muß. Auch eine Betrachtung der Größenordnung
des Rechenaufwandes zeigt, daß nicht nur eine Linearisierung des Rechenaufwandes

4vgl. Kapitel 2, chaotischer Streck- und Faltmechanismus.
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erreicht wurde, sondern daß die Anzahl der Fließkomma-Operationen eine Größen-
ordnung geringer ist als beim ursprünglichen unveränderten Algorithmus.

3.3.3 Beispiele und Interpretation

Um die Funktionsweise des Algorithmus anhand eines praktischen Beispiels darzu-
stellen, wurde mit 32k Daten des Rössler-Attraktors [Roe79] eine Phasenraumrekon-
struktion mit Einbettungsdimension dE = 2 und Zeitversatz τ = 7 durchgeführt.
Die Einbettungsdimension wurde aus Gründen der Darstellung mit dE = 2 absicht-
lich zu klein gewählt. Der so rekonstruierte Zustandsraum wurde in 1024 Segmente
unterteilt, das entspricht einer Zerteilung in L = 32 Intervalle in beiden Raumrich-
tungen, d. h. es wurde eine Partitionierung mit 5 Bit vorgenommen. Die Intervalle
Kj , j = 1, . . . , L wurden hier mit den zugehörigen Indizes benannt. Zum Zwecke
der besseren Visualisierung wurden die lnhalte jedes Segments, d. h. die Mittelwerte
P (N)(Kn1 , . . . ,KndE

) in der Abbildung 3.4 ebenfalls in L Graustufen dargestellt.
Soll nun eine h-Schritt Vorhersage x̂n+h zu einem Wert xn durchgeführt werden, so

wird wie üblich der zugehörige Zustand im Phasenraum rekonstruiert und festgestellt
in welchem Segment der Prädiktionsmatrix dieser Zustand liegt. Sei dieser Zustand
z. B. aus Segment (25, 22), dann dient zur Prognose des Nachfolgers für diesen Zu-
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Abbildung 3.4: Partitionierung des zweidimensionalen Phasenraums eines rekon-
struierten Rössler-Attraktors in 5 Bit, d. h. in 322 Segmente und Einteilung der
zugehörigen Prognosen in ebenfalls 32 Graustufen. Dabei bleibt die grobe Dynamik
des Systems erhalten (Die Zustände im Segment (25,22) bewegen sich im Mittel zu
Segment (16,25), siehe Pfeil).
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stand der Mittelwert aller Nachfolger der ebenfalls in diesem Segment liegenden
Zustände. Die Graukodierung des Mittelwertes (entspricht im Fall des Segmentes
(25,22) ungefähr der Graustufe 16) deutet darauf hin, daß sich alle Zustände aus
diesem Segment im Mittel unter der Dynamik zu Segment (16,25) bewegen (siehe
Abbildung 3.4). Dies wird nun als Prognose für den tatsächlichen Zustand verwen-
det.

Dieses Vorhersageverfahren im Phasenraum läßt sich im Zeitbereich wie folgt in-
terpretieren: Sei eine Zeitreihe, wie in Abbildung 3.5 gegeben. Zum Zeitpunkt 0
besteht diese Zeitreihe aus n Meßwerten und aus problemspezifischen Gründen ist
eine Prognose des Wertes xn+4 erforderlich. Aus einer vorangegangenen Zeitreihen-
analyse sei bekannt, daß die Parameter für eine Zustandsraumrekonstruktion mit
dE = 3 und τ = 4 optimal gewählt sind. Aus den Zeitreihenwerten xn, xn−4 und
xn−8 wird nun der zugehörige aktuelle Zustand im Phasenraum gebildet und somit
kann nach ähnlichen Trajektorienstücken in der Zeitreihe gesucht werden. Ähnlich
bedeutet bei dem Prädiktionsmatrix-Verfahren eine Lage im jeweils gleichen Seg-
ment. Wie in Abbildung 3.5 zu sehen ist, wird ein ähnliches Trajektorienstück bei
den Zeitpunkten n′, n′ − 4 und n′ − 8 gefunden. Nun wird der h = 4 Zeitschritte
auf dieses Trajektorienstück nachfolgende Wert als Prognose des gesuchten Wertes
xn+4 verwendet.

 -140  -120  -100  -80  -60  -40  -20 0
1.5

1

0
�

.5

0

0.5

1
�

1.5

Zeitschritte

A
m

pl
itu

de

n�

n� +4

n-4

n� -8

n� '+4

n� '-8

n'-4
n� '

Abbildung 3.5: Im Zeitbereich läßt sich das Prognoseverfahren als eine Suche nach
ähnlichen Trajektorienstücken in der Vergangenheit interpretieren um die dort schon
bekannten Zukünfte zur Prognose zu nutzen.
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3.4 Vorhersagegenauigkeit und Stabilität des Algorith-
mus

3.4.1 Untersuchung des Vorhersagefehlers

Nachdem es gelungen ist, den Rechenaufwand von einem ursprünglich quadratischen
Zusammenhang beim Standardverfahren der nichtlinearen Prädiktion auf einen li-
nearen Zusammenhang beim Verfahren auf Basis der Prädiktionsmatrix zurückzu-
führen, stellt sich die Frage, ob sich die vorgenommenen Änderungen, wie z. B. die
grobe Segmentierung des Zustandsraumes, auf die Güte der Vorhersage auswirken.
Es wäre wenig sinnvoll, den Rechenaufwand des Algorithmus auf Kosten einer deut-
lichen Einbuße an Vorhersagegenauigkeit zu reduzieren.
Um dies zu überprüfen wird im folgenden die Wurzel der mittleren quadratischen
Abweichung, d. h. der RMS-Vorhersagefehler, als Maß für die Güte der Prognose
untersucht. Für diese Untersuchung stehen folgende Signaltypen zur Verfügung:

Rauschen: Weißes standardnormalverteiltes Rauschen, also mit Mittelwert µ = 0
und Standardabweichung σ = 1, d. h. xi ∈ N〈0, 1〉, i = 1, . . . , N .

Autoregressiver Prozeß: Ein AR[1]-Prozeß mit starker linearer Korrelation,

xi = 0.99xi−1 + εi, εi ∈ N〈0, 1〉, i = 1, . . . , N. (3.23)

Der Rauschanteil ε ist normalverteilt mit Mittelwert µ = 0 und Standardab-
weichung σ = 1.

Periodisches Signal: Eine einfache Überlagerung zwischen einem Sinus- und ei-
nem Cosinussignal mit verschiedenen Frequenzen f1 = 0.2 Hz und f2 = 0.1 Hz
und unterschiedlichen Amplituden:

xi = sin(2πf1ti) + 0.5 cos(2πf2ti), ti = i∆t, i = 1, . . . , N. (3.24)

Die Abtastzeit beträgt ∆t = 0.2 sec, d. h. ∆f = 5 Hz.

Quasiperiodisches Signal: Die gleiche Überlagerung wie beim periodischen Si-
gnal, jedoch nun mit den Frequenzen f1 = 0.1

√
2 Hz und f2 = 0.1 Hz. Die

Abtastfrequenz beträgt hier ebenfalls ∆f = 5 Hz.

Chaos: Die x-Komponente eines Rössler-System [Roe79] im chaotischen Bereich,
die auch für Abbildung 3.4 verwendet wurde. Die zugehörigen Differentialglei-
chungen lauten:

ẋ = −(y + z)
ẏ = x + 0.15y (3.25)
ż = z(x− 10) + 0.2
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Diese Zeitreihe wurde ebenfalls mit der Abtastfrequenz ∆f = 5 Hz diskreti-
siert.

Alle Datensätze bestehen aus N = 32768 Werten und sind auf Standardabweichung
1 normiert, um die berechneten Vorhersagefehler vergleichbar zu machen. Dem
Prognoseverfahren wurden die ersten 16k Daten zum ausschließlichen Lernen zur
Verfügung gestellt. Die eigentliche Prädiktion wurde dann im folgenden an den
verbleibenden 16384 Daten, als sogenannte ”out-of-sample“ Vorhersage vorgenom-
men. Dadurch wird vermieden, daß der Algorithmus an Daten getestet wird, an de-
nen die Vorhersagefähigkeit erlernt wurde und zugleich werden somit realitätsnahe
Verhältnisse simuliert, wie sie auch oftmals in einer praktischen Anwendung vorge-
funden werden.
Der RMS-Prädiktionsfehler e berechnet sich nun ausgehend von Gleichung (3.1)
folgendermaßen:

e := e

(
N

2
+ 1, . . . , N

)
=

√√√√√ 2
N

N−h∑
j=N

2
+1−h

(xj+h − x̂j+h)2. (3.26)

Die Resultate des so berechneten RMS-Vorhersagefehlers für die jeweiligen Signalty-
pen sind in Abildung 3.6, bzw. in der ensprechenden Auschnittsvergrößerung in Ab-
bildung 3.7 dargestellt. Aufgetragen ist der Fehler der Vorhersage in Abhängigkeit
vom jeweils verwendeten Vorhersagehorizont h.

Da die Definition der RMS-Variabilität bis auf Normierungen mit der Standardab-
weichung vergleichbar ist, wäre z. B. für die Vorhersage des reinen normalverteilten
Rauschens einen Fehler in der Größe der Standardabweichung zu erwarten, die σ = 1
gewählt war. Weiterhin sollte der Fehler unabhängig von der Wahl des Prognoseho-
rizontes sein, da die Zufallszahlen unabhängig voneinander gezogen werden. Diese
Überlegungen zum Vorhersagefehler für weißes Rauschen werden durch die numeri-
schen Resultate in Abbildung 3.6 bestätigt.
Für den autoregressiven Prozeß ist der Vorhersagefehler bereits deutlich kleiner, da
die xi nicht mehr unabhängig, sondern in diesem Fall stark linear korreliert sind.
Aufgrund des additiven Rauschterms, der in jedem Schritt hinzukommen, wird die
Prognose, wie erwartet, mit zunehmendem Prognosehorizont h immer ungenauer.
Für die drei weiteren, rein deterministischen Signaltypen zeigt sich ein wesentlich
geringerer RMS-Prädiktionsfehler. Der Algorithmus scheint also, trotz der vorge-
nommenen Änderungen in der Lage zu sein, die dem System jeweils zugrundeliegende
Dynamik lernen zu können und über den hier getesteten Vorhersagezeitraum hinweg
mit lediglich kleinen Abweichungen zu prognostizieren. Der Verlauf des Vorhersa-
gefehlers für diese drei Signale ist in einer Auschnittsvergrößerung in Abbildung 3.7
dargestellt.
Das periodische Signal kann durch den Algorithmus sogar für bis zu 10 Zeitschritte
in die Zukunft fast perfekt vorhergesagt werden, d. h. der Fehler ist zu klein um in
den Abbildungen 3.6 und 3.7 dargestellt zu werden. Der Fehler, der bei der Vorher-
sage des chaotischen Signals entsteht, ist aufgrund der Anfangswertsensitivität und
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der damit einhergehenden schlechten Vorhersehbarkeit chaotischer Systeme etwas
größer und nimmt mit dem Vorhersagezeitraum erwartungsgemäß noch zu. Für das
quasiperiodische Signal verläuft der Fehler zwischen den beiden anderen Signalty-
pen.
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Abbildung 3.6: Verlauf des Vorhersagefehlers, normiert auf die RMS-Variabilität
des jeweiligen Datensatzes, in Abhängigkeit des Vorhersagezeitschrittes h für ver-
schiedene Signaltypen.

Es bleibt zunächst festzuhalten, daß das Verfahren der nichtlinearen Prädiktion
auf Basis der Prädiktionsmatrix in der Lage ist, deterministische Strukturen in
den untersuchten Zeitreihen zum Zweck der Vorhersage zu benutzen. Im Ver-
gleich zu reinem Rauschen lassen sich sogar chaotische Zeitreihen bei einem Feh-
ler von 3-4% der Standardabweichung, bis zu einem Prognosehorizont von h =
10 Zeitschritten gut vorhersagen. Ein Vergleich mit dem ursprünglichen nicht-
linearen Prädiktionsverfahren wird im nächsten Abschnitt durchgeführt, in dem
hauptsächlich das Verhalten des Verfahrens bei stark verrauschten Zeitserien un-
tersucht werden wird.

3.4.2 Verhalten bei additivem Rauschen

Da dieses Kapitel in erster Linie durch den Einsatz der nichtlinearen Prädiktion bei
realen Systemen motiviert ist und gemessene Zeitreihen prinzipiell mit Rauschen
beaufschlagt sind, ist eine Untersuchung des Prädiktionsfehlers bei verrauschten
Zeitreihen unerläßlich. Zu diesem Zweck wird zu allen Signaltypen, die bereits im
vorhergehenden Abschnitt zur Untersuchung des Vorhersagefehlers in Abhängigkeit
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Abbildung 3.7: Ausschnitt aus Abbildung 3.6. Hier ist der Verlauf nur für das
periodische, das quasiperiodische und das chaotische Signal dargestellt.

des Prognosehorizontes verwendet wurden, normalverteiltes Rauschen addiert. Dies
geschieht in 2.5%-Schritten der maximalen Amplitude der jeweiligen Zeitreihe bis
zu einem maximalen Rauschpegel von 20%, d. h.

x∗i = xi + 0.025(β − α)εi, εi ∈ N〈0, 1〉, i = 1, . . . , N, (3.27)

mit α := min(xN ) und β := max(xN ).

Das Resultat dieser numerischen Untersuchung, d. h. der Verlauf des RMS-Vorher-
sagefehlers in Abhängigkeit des Rausch-Signalverhältnisses, ist in Abbildung 3.8
dargestellt. Wie aus dieser Abbildung ersichtlich ist, bleibt der Fehler in der Vor-
hersage reinen Rauschens auf einem ungefähr konstanten Niveau, was zu erwarten
war. Die geringen Schwankungen lassen sich auf die veränderte Standardabwei-
chung durch das Verrauschen, das hier Addition zweier Normalverteilung bedeutet,
zurückführen5.
Bei den vier weiteren Zeitreihen zeigt sich ein typischerweise erwartetes Resultat.
Der Prädiktionsfehler steigt mit Zunahme des Rauschanteils deutlich an, unterschei-
det sich jedoch für die drei ehemals rein deterministischen Signale, selbst bei einem
hohen Rauschanteil von 20%, noch deutlich vom Fehler in der Vorhersage reinen

5Gegeben seinen zwei Normalverteilungen εi ∈ N〈µ1, σ1〉 und ηi ∈ N〈µ2, σ2〉

=⇒ E[εi + ηi] = µ1 + µ2, V ar[εi + ηi] = σ2
1 + σ2

2 .
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Abbildung 3.8: Verlauf des Vorhersagefehlers, normiert auf die RMS-Variabilität
der jeweiligen Zeitreihe, in Abhängigkeit von additivem Rauschen bzw. dem Rausch-
Signalverhältnis für verschiedene Signaltypen.

Rauschens. Offensichtlich ist das Prognoseverfahren auch bei hohen Rauschanteilen
im Signal noch in der Lage die dem Zeitsignal zugrundeliegende deterministische
Struktur zum Zwecke einer Vorhersage auszunutzen.

Ein Vergleich des hier verwendeten Algorithmus auf Basis der Prädiktionsmatrix
mit dem ursprünglichen Originalverfahren der nichtlinearen Prädiktion zeigt außer-
dem (siehe Abbildung 3.9), daß das veränderte aufwandsreduzierte Verfahren eine
deutlich höhere Stabilität gegenüber additivem Rauschen zu besitzen scheint. In
Abbildung 3.9 ist wiederum der Verlauf des RMS-Vorhersagefehlers in Abhängigkeit
des Rauschanteils, jedoch nur für das chaotische Zeitsignal dargestellt. Dafür ist
hier der Prädiktionsfehler sowohl für das Prädiktionsmatrixverfahren als auch für
das Originalverfahren vergleichsweise gegenübergestellt.
Für das gänzlich unverrauschte Zeitsignal zeigt sich, daß der Standardalgorithmus
(e = 0.017) besser als das veränderte Verfahren (e = 0.028) in der Lage ist, Vorher-
sagen über den Verlauf des chaotischen Signals zu machen. Das ist nicht verwun-
derlich, da das Originalverfahren für die Prognosen, die vollständige Zeitreihe in
der gesamten, ihr eigenen Genauigkeit zur Verfügung hat, während das weniger auf-
wendige Verfahren auf eine grobe Segmentierung des Phasenraumes zurückgreifen
muß. Wird die chaotische Zeitreihe jedoch mit Rauschen beaufschlagt, so zeigt sich,
daß das Verfahren auf Basis der Prädiktionsmatrix bereits ab 5% Rauschanteil die
genaueren Prognosen liefert. Bei einem additivem Rauschen von 20% beträgt der
Fehler in der Vorhersage für das aufwandsreduzierte Verfahren e = 0.436, wohinge-
gen für das Standardverfahren der Vorhersagefehler e = 0.692 beträgt.
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Abbildung 3.9: Verlauf des Vorhersagefehlers in Abhängigkeit von additivem Rau-
schen für den nichtlinearen Standard- und den neu entwickelten Algorithmus.

Aufgrund der groben Segmentierung des Phasenraumes wird somit als Nebeneffekt
zur Linearisierung des Rechenaufwandes eine erhebliche Verbesserung des Prädik-
tionsfehlers gegenüber additivem Rauschen erzielt, da in Abhängigkeit des Rauschlpe-
gels nur Randbereiche des jeweiligen Segments betroffen sind. Gerade im Hinblick
auf einen Einsatz in der Praxis kann dieses Resultat von nicht zu unterschätzender
Bedeutung sein.

3.5 Kurzes Fazit

Da eine gänzlich abschließende Betrachtung und Zusammenfassung der erzielten Re-
sultate erst in Kapitel 7 am Ende dieser Arbeit erfolgen soll, werden hier lediglich
die wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels kurz zusammengefaßt.
Um einen Einsatz des Verfahrens der nichtlinearen Prädiktion in Echtzeitanwendun-
gen möglich zu machen, war es notwendig den Rechenaufwand des Vorhersagealgo-
rithmus von einem quadratischen auf einen linearen Zusammenhang mit der Daten-
anzahl zu reduzieren. Dies wurde möglich durch eine lediglich implizite Verwendung
der Phasenraumdarstellung, d. h. indem zielorientiert direkt mit den Daten operiert
und somit der Umweg über den allgemeinen Ansatz der Phasenraumrekonstrukti-
on umgangen wurde. Anstelle der Genauigkeit der gesamten Zeitreihe wurden zu
diesem Zweck lediglich die Mittelwerte über Segmente des Phasenraumes zur Vor-
hersage benutzt.
Durch diese grobe Partitionierung des Phasenraumes gewinnt das aufwandsreduzier-
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te Verfahren der nichtlinearen Prädiktion erheblich an Stabilität gegenüber additi-
vem Rauschen, wie etwa Meßrauschen, das bei realen gemessenen Zeitreihen stets
vorhanden ist. Dieses Resultat ist ein wichtiger Nebeneffekt, der für den Einsatz des
Algorithmus bei realen Systemen von großem Nutzen sein kann.
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Kapitel 4

Anwendungen auf reale
technische
Bearbeitungssysteme, Teil I:

Kompensation dynamischer
Störungen in
Präzisionsmaschinen

4.1 Problemstellung

Daten eines realen Prozesses besitzen prinzipiell eine andere Qualität als synthetisch
erzeugte Zeitreihen. Insofern erfordert die Anwendung der mathematisch abstrak-
ten Theorie der Nichtlinearen Dynamik und insbesondere auch der Nichtlinearen
Zeitreihenanalyse auf Daten eines solchen realen Prozesses eine besonders aufmerk-
same Vorgehensweise, da viele mathematisch notwendige Voraussetzungen, wie z. B.
unendlich lange Zeitreihen und eine exakte Meßgenauigkeit, in der Praxis nie erfüllt
sind. Dennoch können die Konzepte der Nichtlinearen Dynamik, wie bereits in Ab-
schnitt 3.2 diskutiert, in Praxisanwendungen sehr nützlich sein. Die Entwicklung
von Verfahren, die den Erfordernissen der praktischen Zeitreihenanalyse entspre-
chen, wie z. B. geometrische nichtlineare Entrauschalgorithmen [KSH+93] oder die
Bestimmung optimaler Einbettungsparameter nach Buzug et al. [BRP90], ist weiter-
hin Gegenstand der Forschung und wird in der Fachliteratur eingehend diskutiert,
siehe [ABS+93] und [KS97]. Beispiele für einen erfolgreichen Einsatz nichtlinea-
rer Verfahren an realen Systemen sind u. a. magnetoelektrische Schwinger [DRS90],
NMR-Laser [RFB+93], getriebene Pendel [HDH+94] sowie schwingende Bronze-

37
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blattfedern [HDM+94].
Allerdings mangelt es solchen Beispielen oftmals an einem konkreten Praxisbezug,
d. h. die Auswahl dieser Systeme geschah weniger unter dem Blickwinkel der Unter-
suchung bzw. der Lösung eines gegebenen Problems aus der Praxis, sondern vielmehr
hinsichtlich der generellen Anwendbarkeit der Nichtlinearen Dynamik. Beispiele für
einen tatsächlich praxisnahen Einsatz der Nichtlinearen Dynamik bei realen Proble-
men, z. B. des Maschinenbaus, sind bisher kaum publiziert. Dies weist darauf hin,
daß die notwendige Verknüpfung von Theorie und Praxis in diesem Bereich teilweise
noch entwickelt werden muß. Ein erster Schritt in diese Richtung wurde mit den in
Kapitel 3 durchgeführten Überlegung zum Einsatz der nichtlinearen Prädiktion in
Echtzeitanwendungen unternommen. Die dazugehörige Anwendung des Vorhersa-
gealgorithmus auf eine reales Problem aus dem Maschinenbau, die Ausgangspunkt
der in Kapitel 3 angestellten Untersuchungen war, soll nun im folgenden vorgestellt
werden.

Ein wichtiges Teilgebiet der Hochpräzisionstechnik ist die Herstellung optisch glän-
zender Oberflächen mit Hilfe der spanenden Bearbeitung. Für die Oberflächenquali-
tät spielen die Betriebseigenschaften der verwendeten Bearbeitungsmaschinen eine
herausragende Rolle. Dabei bestimmen dynamische Störungen in diesen Präzions-
maschinen, d. h. Verlagerungen und Verformungen des bearbeiteten Werkstücks,
oftmals die Grenze der Bearbeitungsgenauigkeit. Bei Zerspanmaschinen für die
Fertigung solcher hochgenauer Werkstücke, die nur sehr geringe Fertigungstoleran-
zen im Sub-Mikrometerbereich aufweisen dürfen, kommt es entscheidend darauf an,
daß die Bearbeitungsbahnen des Werkzeugs relativ zum Werkstück im Rahmen der
geforderten Genauigkeit eingehalten werden. Da die Anforderungen an die Ober-
flächenqualität und somit an die eingesetzten Maschinen stetig ansteigen, kann auf
eine Berücksichtigung nichtlinearer Effekte nicht mehr verzichtet werden.
Im Rahmen der am Fraunhofer Institut für Produktionstechnologie in Aachen (IPT)
und in der Wissenschaftlichen Arbeitsgruppe Nichtlineare Dynamik in Mainz (WA
NLD) durchgeführten Forschungsarbeiten wurde das Verfahren der nichtlinearen
Prädiktion genutzt, um die bei der Präzisionsbearbeitung auftretenden dynamischen
Störungen in Echtzeit zu kompensieren. Am Fraunhofer IPT durchgeführte Bearbei-
tungstests belegen die Möglichkeiten der Oberflächenverbesserung durch den nichtli-
nearen Vorhersagealgorithmus. Diese Arbeiten wurden von der Volkswagen-Stiftung
gefördert.

4.2 Technische Umsetzung

4.2.1 Der Versuchsaufbau

Für die Echtzeitkompensation der während der Bearbeitung auftretenden hochdyna-
mischen Störungen, d. h. der Relativverlagerungen zwischen Werkzeug und Werkstück,
wurde der in Abbildung 4.1 dargestellte Versuchsaufbau verwendet. Beim Au-
ßenlängsdrehen nach DIN 8589 (siehe dazu z. B. [Toe95]) wird dabei von einem
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Abbildung 4.1: Meß- und Regelaufbau zur aktiven Kompensation der Maschinen-
schwingungen, d. h. der Relativbewegung zwischen Werkzeug und Werkstück beim
Außenlängsdrehprozeß (aus [BHM+97]).

Werkstück durch eine Schneide eines Werkzeugs Stoffteile in Form von Spänen me-
chanisch getrennt. Zu diesem Zweck ist das Werkstück in ein Spindelsystem einge-
spannt, das mit variabel einstellbarer Umdrehungszahl rotiert. Das zur Bearbeitung
benutzte Werkzeug befindet sich auf einem in alle drei Raumrichtungen frei verfahr-
baren Werkzeughalter. Über einen neben dem Werkzeug angebrachten Wegsensor
wird der Abstand zwischen Werkzeug und Werkstück hochfrequent gemessen. Um ei-
ne Kompensation der auftretenden dynamischen Verlagerungen zwischen Werkzeug
und Werkstück vornehmen zu können, ist es notwendig, eine zusätzliche hochpräzise
Werkzeugzustellung in die Präzisionsdrehmaschine einzubringen. Zu diesem Zweck
wurden speziell am IPT entwickelte sogenannte Fast-Tool Piezoaktoren verwendet,
die es ermöglichen das Werkzeug in x-Richtung (siehe Abbildung 4.1) hinreichend
schnell und hochgenau zu verfahren. Diese Zustellung erfolgt in Richtung der auf-
tretenden hochdynamischen Störungen und erlaubt somit die Kompensation der
Verlagerung in Echtzeit auf der Basis einer Prognose die mit Hilfe des nichtlinearen
Prädiktionsmatrixalgorithmus erstellt wird.

4.2.2 Meßwerterfassung und Analyse

Die zur Messung der Relativverlagerung eingesetzten Wegsensoren müssen meßtech-
nische Anforderungen erfüllen, die sich aus den Eigenschaften der zu kompensieren-
den dynamischen Störungen ergeben. So ist es notwendig, den Abstand zwischen
Werkzeug und Werkstück hochfrequent und möglichst verzögerungsfrei zu vermes-
sen. Die relevanten Schwingungen liegen typischerweise in einem Frequenzbereich
mit einer Frequenzobergrenze bei 1000 Hz. Bei höheren Frequenzen führen, nach Er-
fahrungswerten der vor Ort tätigen Maschinenführer, die relevanten Maschinenkom-
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Abbildung 4.2: Typischer Auschnitt aus einem Zeitsignal, das die Relativverla-
gerung zwischen Werkzeug und Werkstück zeigt. In der unteren Bildhälfte ist eine
Vergrößerung des Signals zwischen 0.1 sec und 0.12 sec mit den zugehörigen einzel-
nen Meßwerten dargestellt.

ponenten keine Bewegungen mehr aus, die sich nachteilig auf die Oberflächenqualität
des Werkstücks auswirken. Bei den durchgeführten Versuchen hat sich für Kompen-
sationszwecke eine Abtastrate von 10 kHz, d. h. eine Nyquist-Frequenz von 5 kHz
als optimal1 erwiesen. Weiterhin hat sich gezeigt, daß eine Auflösung des Analog-
Digital-Wandlers von 12 Bit ausreichend ist, um die Verlagerungssignale hinreichend
präzise zu erfassen, d. h. es lassen sich Wegauflösungen von unter 0.1 µm realisieren.
Da die Werkstückoberfläche nicht beschädigt werden darf, werden berührungslose
kapazitive Wegsensoren eingesetzt, die aufgrund des relevanten Frequenzbereichs
einen linearen Frequenzgang bis 1 kHz aufweisen.

In Abbildung 4.2 ist ein typischer Auschnitt aus einem während der Bearbeitung
gemessenen Zeitsignal dargestellt. Aufgetragen ist das Zeitsignal der Relativverla-
gerung über eine Zeitspanne von 0.2 sec. Das entspricht bei einer Abtastrate von
10 kHz exakt 2000 Meßwerten. In der unteren Bildhälfte ist eine Ausschnittsver-
größerung des Bereichs von 0.1 sec bis 0.12 sec dargestellt. Hier sind zusätzlich
zum interpolierten Kurvenverlauf auch die zugehörigen Meßwerte einzeln aufgetra-
gen. Der in Abbildung 4.2 gezeigte Ausschnitt entstammt einem Zeitsignal, das
über eine Dauer von ca. 52 sec während des Bearbeitungsvorganges aufgenommen
wurde. Die gesamte Zeitreihe besteht aus exakt 524288 = 219 Meßwerten. Das
zugehörige Leistungsspektrum, bzw. das zugehörige Periodogramm als Schätzer des

1Optimal im Sinne eines minimalen Prädiktionsfehlers.
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Abbildung 4.3: Periodogramm des Zeitsignals einer Relativverlagerung zwischen
Werkzeug und Werkstück während der Bearbeitung über eine Dauer von ca. 52 sec.
In der unteren Bildhälfte ist das Periodogramm in halblogarithmischer Darstellung
aufgetragen.

Leistungsspektrums der Zeitreihe kann in Abbildung 4.3 betrachtet werden. Zur
Berechnung des Periodogramms wurde über 8 Segmente mit jeweils 65536 Meß-
werten ohne Überlapp gemittelt. Die einzelnen Segmente sind jeweils mit einem
Hanning-Fenster gefaltet. Der Mittelwert des Zeitsignals wurde vor der Berechnung
abgezogen. Es zeigt sich, daß die wesentlichen Frequenzen, die für die dynamischen
Verlagerungen ursächlich sind, bei 100 Hz und in einem Bereich zwischen 200 Hz
und 300 Hz liegen. Beiträge mit kleinerer Leistung sind noch jeweils knapp unter-
halb von 600 Hz und 700 Hz zu finden. In der halblogarithmischen Darstellung ist
zu erkennen, daß das Signal, unabhängig von den Frequenzen mit hoher Leistung,
über einen breiten Rauschuntergrund verfügt.

Untersucht man das Signal im Hinblick auf die Wahl der Zeitversatzkoordinaten,
so scheint eine Rekonstruktion des Phasenraumes mit einer Einbettungsdimension
dE = 3 und einem Zeitversatz von τ = 12 am besten geeignet zu sein, um die hochdy-
namischen Störungen vorauszusagen. Aufgrund der Totzeit des Meß-Aktor-Systems
von 700 µsec, muß das gemessene Zeitsignal bei einer Abtastrate von 10 kHz auf
h = 7 Zeitschritte à 100 µsec in die Zukunft prognostiziert werden. Bei einer prag-
matischen Vorgehensweise, d. h. bei einer Ausrichtung an einem optimalen Ergebnis
in bezug auf eine Minimierung des Vorhersagefehlers, erscheint eine Segmentierung
des Phasenraums mit einer Auflösung von 4 Bit (L = 16) am geeignetsten zu sein.



42 Kapitel 4. Echzeitkompensation dynamischer Störungen

4.3 Prädiktion der Maschinenschwingungen

Auf der Basis des in Kapitel 3 vorgestellten Prädiktionsmatrix-Algorithmus und des
in Abschnitt 4.2 diskutierten Versuchsaufbaus, wurden am Fraunhofer-Institut für
Produktionstechnologie in Aachen praktische Bearbeitungsversuche durchgeführt.
Der optimierte Algorithmus und das Piezoaktor-System wurden dazu genutzt, das
Werkzeug so zuzustellen, daß die verbleibende Relativverlagerung, also die Störung,
minimiert wird. Als Versuchsprozeß wurde zu diesem Zweck das Außenlängsdrehen
von Messingzylindern mit einem Durchmesser von 55 mm gewählt. Der Vorschub
des Werkzeugs lag bei 20 µm/Umdr., die Drehzahl wurde auf 500 Umdr./min und
die Schnittiefe auf 20 µm festgelegt. Das eingesetzte Diamant-Werkzeug hatte einen
Schneidenradius von 0.2 mm.

Um auch hier Aussagen über die Leistungsfähigkeit des Algorithmus auf Basis der
Prädiktionsmatrix (PM) machen zu können, wurde zum Vergleich der in Abschnitt
3.3.1 beschriebene LMS-Algorithmus eingesetzt. Mit beiden Algorithmen ist ei-
ne deutliche Verbesserung der Oberflächengüte möglich, jedoch erzielt der PM-
Algorithmus ein um 34% besseres Resultat als der LMS-Algorithmus. Anhand von
typischen Schwingungssignalen wurde dazu der RMS-Vorhersagefehler für beide Al-
gorithmen berechnet und in folgender Tabelle zusammengefaßt:

LMS PM
RMS-Fehler e 0.5146 0.3420
σe 0.0121 0.0098

Zusätzlich ist in Abbildung 4.4 zu einem Ausschnitt aus einem Zeitsignal der Rela-
tivverlagerung zwischen Werkzeug und Werkstück bei der Bearbeitung der jeweilige
Fehler aufgetragen, der bei beiden Prädiktions-Algorithmen in der Vorhersage auf
h = 7 Zeitschritte in die Zukunft aufgetreten ist. Auch hier läßt sich deutlich er-
kennen, daß der PM-Algorithmus einen wesentlich geringeren mittleren Fehler in
der Vorhersage macht als der zum Vergleich verwendete repräsentative lineare LMS-
Algorithmus. Wie in [BHM+99] erläutert, zeigen sich folgende Resultate für eine
Verbesserung der Oberflächenqualität:

Prädiktion aus ein
Ra [µm] 0.307 0.243
σRa [µm] 0.030 0.009
Ry [µm] 2.278 1.636
σRy [µm] 0.272 0.177

Dabei bezeichnet Ra den sogenannten Mittenrauhwert und Ry die maximale Rauh-
tiefe, als übliche Maße für die erzielte Oberflächengüte. Es wurde jeweils über
10 Versuche gemittelt. Die prozentualen Verbesserungen beider Größen liegen bei
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Abbildung 4.4: Auschnitt aus dem Original-Schwingungssignal über 0.5 sec (oben)
und der Fehler der bei der Vorhersage zum Zweck der aktiven Kompensation der
Schwingungen durch den jeweiligen Algorithmus auftritt.

ca. 20-30%. Die geringe Standardabweichung σ deutet laut IPT darauf hin, daß
die Oberflächenverbesserungen sogar mit hoher Reproduzierbarkeit erreicht werden
können. Dieses Resultat, d. h. die erreichte Oberflächenverbesserung ist in Abbil-
dung 4.5 deutlich zu erkennen. Im nichtprädizierten Bereich (links im Bild) lassen
sich Bereiche unterschiedlicher Helligkeit erkennen. Zudem sind dort schräg zu den
Bearbeitungsbahnen verlaufende Marken, die eine zusätzliche Beeinträchtigung der
Oberflächenqualität darstellen. Im prädizierten Bereich (rechts im Bild), d. h. im
Bereich mit einer aktiven Kompensation der Relativverlagerungen, ist eine wesent-
lich homogenere Oberflächenstruktur ohne die beschriebenen störenden Effekte zu
erkennen. Dies macht sich auch in der unterschiedlichen Lichtbandbreite (DIN 6151,
bzw. [Rin52]) in der nichtprädizierten und der prädizierten Hälfte des Werkstückes
bemerkbar, die unter parallelem Licht als Maß für unterschiedliche Geschwindigkeit-
samplituden dienen kann. Die rechte Seite der Werkstückoberfläche ist wesentlich
dunkler als die linke, nichtprädizierte Seite, die eine rauhere und damit hellere Ober-
fläche aufweist.

4.4 Resultate

In diesem Kapitel wurde zunächst gezeigt, daß es grundsätzlich möglich ist, wis-
senschaftlich bereits etablierte Methoden aus dem Bereich der Nichtlinearen Dyna-
mik auch in praktischen Anwendungen zum Einsatz zu bringen. Durch eine Vor-
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Abbildung 4.5: Nichtprädizierte (links) und prädizierte Oberfläche (rechts) beim
Außenlängsdrehen von Messing mit dem Prädiktionsmatrix-Algorithmus.

gehensweise, die leistungsfähige Verfahren einsetzt und zugleich eine mathemati-
sche Modellierung nur soweit detailliert, wie wirklich notwendig ist, können Metho-
den wie die nichtlineare Prädiktion sogar in Echtzeitanwendungen mit sehr kurzen
Zeitskalen zur Anwendung gebracht werden. Die dazu notwendigen zielgerichteten
Vorüberlegungen und Maßnahmen wurden in Kapitel 3 herausgearbeitet. Der Ein-
satz nichtlinearer Verfahren kann, wie in der diskutierten Anwendung der aktiven
Schwingungskompensation bei Werkzeugmaschinen, von großem Nutzen sein, da
herkömmliche, oftmals in den Ingenieurwissenschaften eingesetzte lineare Verfahren
häufig nicht zu einer hinreichend befriedigenden Problemlösung führen.
Weiterhin wurde bei der Lösung des geschilderten Problems, im Gegensatz zu vielen
beispielhaften Anwendungen der Nichtlinearen Dynamik, eine konkrete Problema-
tik aus der Praxis bearbeitet und eine tatsächlich funktionierende Lösung erreicht.
Oftmals handelt es sich bei Anwendungsbeispielen um wohldefinierte, leicht zu hand-
habende Laborexperimente unter stets ähnlichen Rahmenbedingungen, die lediglich
aufzeigen sollen, daß die Menge der Anwendungen der Nichtlinearen Dynamik nicht
leer ist. Mit der hier durchgeführten Optimierung der Hochpräzisionsdrehmaschine
unter Einsatz der nichtlinearen Prädiktion, wurde hingegen eine tatsächliche Ver-
besserung des in der Praxis relevanten Verfahrens der Oberflächendrehbearbeitung
erzielt, ohne den traditionellen Weg über direkte konstruktive bzw. mechanische
Veränderungen der Bearbeitungsmaschine zu beschreiten. Stattdessen wurde mit
Hilfe der nichtlinearen Prädiktion eine elektronische Regelung für die Bearbeitungs-
vorgänge konstruiert und somit die Oberflächengüte der bearbeiteten Werkstücke
entscheidend erhöht.



Kapitel 5

Die Methode der Surrogatdaten
bei nichtstationären Zeitreihen

”Nonstationarity is a
psychological problem.“

Danny Kaplan, Dresden 1998

Die Nichtlineare Zeitreihenanalyse als ein Teilgebiet der angewandten Nichtlinearen
Dynamik hat, ausgehend von der Idee, daß zufällig erscheinende Zeitreihen unter
Umständen auch durch niedrigdimensionale deterministische Systeme generiert sein
können, eine Vielzahl von Verfahren entwickelt, um für chaotische Systeme charak-
teristische nichtlineare Kenngrößen aus den untersuchten Zeitreihen zu berechnen.
Dabei handelt es sich im wesentlichen um die bereits in Kapitel 2 diskutierten Ver-
fahren zur Berechnung von Lyapunov-Exponenten [WSS+85], [EKR+86] und zur
Berechnung der Korrelationsdimension [GP83a], [GP83b].
Die Entwicklung dieser Verfahren ging einher mit der Hoffnung, neue und tiefere
Einsichten in komplizierte Systeme aus den Bereichen Technik, Biologie, Medizin
usw. zu erhalten. Gerade in der Frühphase der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse fehl-
te es jedoch im Umgang mit kurzen, realen und häufig stark verrauschten Zeitrei-
hen an der heute allgemein als notwendig erachteten Sorgfalt. In vielen damals
veröffentlichten Resultaten wurde niedrigdimensionales deterministisches Chaos bei
Zeitreihen diagnostiziert, wo effektiv ein stochastisches oder zumindest ein hochdi-
mensionales deterministisches System vorhanden war, vgl. dazu [OKP+86], [GK93],
[OP89] und die darin angegebene Literatur.
Aus diesem Grund wurden in der Statistik bereits wohletablierte Verfahren, wie
Monte Carlo- und andere sogenannte Resampling-Methoden [ET93], [Efr79] in die
Nichtlineare Zeitreihenanalyse übernommen. In diesem Kontext wird auf diese Ver-
fahren zumeist unter dem Namen ”Methode der Surrogatdaten“ [TEL+92] Bezug
genommen. Bei Surrogatdaten handelt es sich um künstlich generierte Zeitreihen,
die als Repräsentanten einer Nullhypothese beim statistischen Testen eingesetzt wer-
den. Zumeist handelt es sich dabei um Surrogate auf der Basis allgemeiner linearer

45
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stochastischer Prozesse. Wenn nun die aus der zu klassifizierenden Originalzeitreihe
berechnete Kenngröße bzw. Teststatistik signifikant von den entsprechenden Resul-
taten für die Surrogate abweicht, so kann dies als Indiz dafür gewertet werden, daß
die Zeitreihe z. B. nicht auf einen linearen stochastischen Prozeß zurückgeführt wer-
den kann. Dies führt jedoch oftmals fälschlicherweise zu der Schlußfolgerung, daß
die Zeitreihe dann von einem nichtlinearen deterministischen System generiert wird
und somit die Voraussetzung für die Existenz von deterministischem Chaos erfüllt
ist, siehe dazu auch [Tim98]. Als Alternativen kommen jedoch auch nichtlineare sto-
chastische Prozesse und natürlich auch nichtstationäre lineare stochastische Prozesse
in Frage.

In diesem Kapitel werden zunächst die Schwierigkeiten aufgezeigt, die beim Te-
sten mit Surrogatdaten nach dem Verfahren von Theiler et al. [TEL+92] auftreten,
wenn die Voraussetzung der Stationarität verletzt wird. Darauf aufbauend wer-
den alternative Modelle zur Erzeugung von Surrogatdaten auf Basis sogenannter
Change Point-Prozesse konstruiert, die im Unterschied zu den etablierten Verfah-
ren in der Lage sind, zwischen nichtlinearen bzw. chaotischen Zeitreihen einerseits
und linearen, aber nichtstationären, Zeitreihen andererseits zu unterscheiden. Ge-
rade in Anwendungen aus der Praxis ist es oftmals sehr schwierig, aber stellenweise
unerläßlich, zwischen beiden Phänomenen genau zu differenzieren. Das Problem
der Nichtstationarität bzw. alternative Verfahren zur Generierung von Surrogatda-
ten sind Gegenstand aktueller Forschung, siehe beispielsweise [Tim98], [Sch98] und
[DWS+99].

5.1 Klassifikation und Nichtstationarität bei Zeitreihen

5.1.1 Das Klassifikationsproblem bei endlichen Zeitreihen

Die Methode der Surrogatdaten ist eines der möglichen Verfahren zur Klassifikation
von Zeitreihen. Dabei wird auf Basis eines statistischen Tests ein Entscheidungs-
schema konstruiert, um zwischen linear-stochastischen und anderen Zeitreihen zu
unterscheiden. Bevor dieses Verfahren im nächsten Abschnitt detailliert vorgestellt
wird, sollen zunächst einige allgemeine Probleme bei der Klassifikation von Zeitrei-
hen aufgezeigt werden.
Die meisten Verfahren, sowohl aus dem Bereich der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse
als auch der klassischen Zeitreihenanalyse, basieren auf der theoretischen Annahme
unendlich langer Zeitreihen bzw. beliebig vieler Realisationen desselben Prozesses.
Da diese Annahmen in der Praxis offensichtlich nicht realisierbar sind, kann nicht
ausgeschlossen werden, daß für eine Zeitreihe fälschlicherweise ein Determinismus
erkannt wird, obwohl sie in Wirklichkeit einem Zufallsprozeß folgt. Die Wahrschein-
lichkeit, daß auf der Grundlage eines Zufallsprozesses Zeitreihenwerte generiert wer-
den, die auch nur im Rahmen einer geringen Genauigkeit z. B. der Zeitreihe eines
Lorenz-Attraktors gleichen, ist offensichtlich sehr gering. Dennoch verdeutlicht die-
ses Beispiel die Problematik der Klassifikation von endlichen Zeitreihen. Um robuste
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Aussagen über beliebige Zeitreihen zu erhalten und Fehlinterpretationen auszuschlie-
ßen, kann die Betrachtung von weiteren Realisationen des gleichen Prozesses oder
von längeren Zeitreihen oft unerläßlich sein.
Selbst im Fall sehr langer Zeitreihen, die nichtlinear-chaotisches Verhalten zeigen,
besteht jedoch stets die Möglichkeit, ein lineares Modell anzupassen. Das kann etwa
durch eine sogenannte Überanpassung von Parametern (engl. Overfitting) erreicht
werden. Im ungünstigsten Fall kann jedoch für jeden Wert der Zeitreihe ein Modell-
parameter erforderlich sein. Zweifel an der Gültigkeit eines solchen Modells treten
dann stets auf, wenn sich die Parameter bei einer Modell- oder Zeitreihenerweiterung
deutlich verändern, bzw. wenn neu hinzukommende Parameter signifikant von Null
verschieden sind. In diesen Fällen enthält die untersuchte Zeitreihe möglicherweise
Nichtlinearitäten, die durch das angepasste lineare Modell nicht abgebildet werden
können.

5.1.2 Der Begriff der Stationarität

Bei der tatsächlichen Anwendung der Zeitreihenanalyse liegt i. a. nur ein Ausschnitt
{x1, . . . , xN} der Länge N einer einzigen Realisierung eines stochastischen Prozesses
{Xi} vor. Alternativ kann es sich auch um eine Zeitreihe eines deterministischen
System ebenfalls mit der Länge N handeln, die auch mit {x1, . . . , xN} bezeichnet
werden soll. Selbst wenn sich die Analyse lediglich auf die Berechnung von stati-
stischen Größen wie Erwartungswerten, Varianzen oder Kovarianzen beschränkt, ist
klar, daß eine akzeptable Schätzung dieser Größen aus nur N Daten problematisch
sein kann. Durch die Forderung, daß für die untersuchten stochastischen Prozes-
se bzw. die deterministischen Zeitreihen einige der stochastischen und dynamischen
Kenngrößen invariant gegen Zeitverschiebungen bleiben, kann dieses Problem weit-
gehend umgangen werden. Für stochastische Prozesse bedeutet dies, daß Mittelwert-
und Varianzfunktionen über die Zeit konstant sind und die Kovarianzen nur vom
relativen Abstand der Zeitpunkte abhängen. Solche Prozesse bezeichnet man als
stationär [Ton90]:

Ein stochastischer Prozeß {Xi} heißt stationär, wenn die gemeinsame Verteilungs-
funktion jeder endlichen Folge von Zufallsvariablen {Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn} des Prozes-
ses identisch ist mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion des um s verschobenen
Systems {Xt1+s, Xt2+s, . . . , Xtn+s}.

Da in den praktischen Anwendungen der klassischen Zeitreihenanalyse vorwiegend
die Momente erster und zweiter Ordnung (also Mittelwerte, Varianzen und Kova-
rianzen) interessieren, wird sich im allgemeinen mit der Zeitunabhängigkeit dieser
Werte zufriedengegeben.
In ähnlicher Weise läßt sich eine Stationaritätsbedingung für deterministische Zeitrei-
hen formulieren. Ergänzend zu den oben geforderten Invarianzen der statistischen
Momente wird hier oftmals noch die Zeitunabhängigkeit von charakteristischen Kenn-
größen wie Lyapunov-Exponenten, Dimensionen oder auch der Vorhersagbarkeit der
Zeitreihe verlangt.
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Zeitreihen, die diese Voraussetzungen nicht erfüllen, werden im folgenden als nicht-
stationäre Zeitreihen bezeichnet, wobei eine genaue Spezifikation der Arten der Nich-
stationarität, die Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit sind, noch vorgenommen
wird. Handelt es sich bei den Nichtstationaritäten lediglich um Trends oder Zyklen,
so wird oftmals versucht diese Zeitreihe durch Anwendung geeigneter Filter in eine
stationäre Zeitreihe zu überführen, siehe z. B. [Mor77]. Für die meisten Fälle wird
der Umgang mit nichtstationäre Zeitreihen jedoch durch den Mangel an theoreti-
schen Untersuchungen und Theorien auf diesem Gebiet erschwert.

5.2 Das Testen von Hypothesen mit Surrogatdaten

5.2.1 Die Methode der Surrogatdaten

In diesem Abschnitt wird zunächst das Testen von Hypothesen mit der Methode
der Surrogatdaten nach dem Verfahren von Theiler et al. [TEL+92] erläutert. Dar-
auf aufbauend kann dann im Abschnitt 5.3 die Problematik der Nichstationarität
von Zeitreihen in diesem Kontext aufgezeigt werden. Das im folgenden geschilderte
Vorgehen basiert auf dem allgemeinen statistischen Verfahren des Testens von Hyo-
thesen, wie es auch in Abschnitt 2.3.2 diskutiert wurde, orientiert sich aber bereits
an den speziellen Anforderungen der Methode der Surrogatdaten.

Vorgehensweise bei der Methode der Surrogatdaten

1. Aufstellen des zu prüfenden Modells, d. h. Formulierung der Nullhypothese
H0. Diese Hypothese kann beispielsweise lauten: Die Werte der untersuchten
Zeitreihe stammen von einem linearen stochastischen Prozeß mit normalver-
teiltem Rauschen. Andere Nullhypothesen werden im folgenden diskutiert.

2. Wahl eines Signifikanzniveaus α. Das Signifikanzniveau bzw. die Irrtums-
Wahrscheinlichkeit ist die durch Konvention festgelegte Wahrscheinlichkeit,
ein Ergebnis im Verwerfungsbereich zu erhalten und wird meistens zu α = 0.05
gewählt. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß die maximale Wahr-
scheinlichkeit für einen Fehler erster Art gerade α beträgt.

3. Erzeugen von k = 2/α− 1 Surrogatdatensätze als Repräsentanten der Nullhy-
pothese H0 gemäß Punkt 1.

4. Auswahl der Teststatistik λ. Hier werden in der Regel nichtlineare Kenn-
größen, wie Lyapunov-Exponenten, Dimensionen oder auch der nichtlineare
Vorhersagefehler (vgl. Kapitel 3), als Teststatistik verwendet. Berechnung der
Teststatistik λ0 für die Original-Zeitreihe und der λi, i = 1, . . . , k für die k
Surrogatdatensätze.
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5. Auswertung und Interpretation der Ergebnisse. Sind die λi normalverteilt1, so
werden λ̄, σλ̄ berechnet. Aus der Wahl des Signifikanzniveaus α = 0.05 folgt
nach [KS97] für den Annahmebereich |λ0 − λ̄| < 2σλ̄. Ist der Abstand von λ0

und λ̄ größer als 2σλ̄, so wird die Nullhypothese H0 verworfen. Dies kann als
statistischer Beweis betrachtet werden, daß die Nullhypothese nicht gilt.

Im folgenden soll eine kurze Auswahl von in der Zeitreihenanalyse häufig verwende-
ten Nullhypothesen dargestellt werden.

Verschiedene Nullhypothesen

1. Testen auf iid-normalverteilte Zufallsvariablen. Diese Nullhypothese wird in
der Regel verwendet, um zu testen, ob der Zeitreihe überhaupt eine determi-
nistische Dynamik zugrunde liegen kann.

2. Testen auf iid-Zufallsvariablen mit gleicher Amplitudenverteilung wie die Ori-
ginaldaten. Dies entspricht im wesentlichen der Nullhypothese in Ziffer 1, je-
doch wird die Annahme der Normalverteilung der Daten zugunsten beliebiger
Verteilungsfunktionen aufgegeben.

3. Testen auf einen allgemeinen linearen stochastischen Prozeß. Hier finden zu-
meist zwei Verfahren Verwendung:

(a) ARMA-Surrogate: Die Zeitreihe ist ein allgemeiner linearer stochastischer
Prozeß, d. h. die Zeitreihenwerte xi können durch ein ARMA-Modell

xi =
p∑

j=1

ajxi−j +
q∑

k=0

bkεi−k

beschrieben werden (vgl. Abschnitt 2.3.1). Die Koeffizienten aj und bk

werden aus der Zeitreihe geschätzt und die Surrogatdaten nachfolgend
durch Iteration und den Zufallsprozeß εi−k erzeugt, vgl. dazu z. B. [TP96].

(b) FT-Surrogate2: Die Zeitreihe ist ein allgemeiner linearer stochastischer
Prozeß. Zur Berechnung wird im Unterschied zu den ARMA-Surrogaten
die Tatsache ausgenutzt, daß ein linearer stochastischer Prozeß vollständig
durch den Mittelwert und das Leistungsspektrum beschrieben wird (sie-
he dazu auch Abschnitt 5.3.1). Zur Erzeugung der Surrogatdaten wird
deshalb die diskrete Fourier-Transformierte der Zeitreihe {xi} berechnet
und die komplexen Amplituden mit einer gleichförmig verteilten Pha-
se eiθ, mit θ

iid∼ U [0, 2π[ verrauscht. Die inverse Fourier-Transformation
liefert dann die Surrogate mit einem zur Original-Zeitreihe identischem
Leistungsspektrum.
Da dieses Verfahren die Basis vieler Untersuchungen und auch die Grund-
lage der nachfolgend beschriebenen AAFT-Surrogate bildet, wird darauf
im folgenden Abschnitt nochmals ausführlicher eingegangen werden.

1Ansonsten müssen Rangsummen-basierte Tests verwendet werden.
2Fourier transform.
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4. Testen auf einen linearen stochastischen Prozeß mit nichtlinearer Meßfunkti-
on. Diese Nullhypothese stellt lediglich eine Erweiterung des Tests mit FT-
Surrogaten um eine möglicherweise vorhandene nichtlineare Meßfunktion dar.
Das Vorgehen in diesem Fall ist:

(a) AAFT-Surrogate3: Die Zeitreihe ist ein allgemeiner linearer stochasti-
scher Prozeß mit einer invertierbaren nichtlinearen Meßfunktion. Hier
wird ein Datensatz iid-normalverteilter Zufallswerte {εi} erzeugt, der
dann in der gleichen Rangreihenfolge wie die Zeitreihe {xi} angeordnet
wird. Auf {εi} wird dann das FT-Surrogat Verfahren angewendet. Das
eigentliche Surrogat erhält man nun durch Anpassen der Rangreihenfolge
von {xi} an das Hilfssurrogat von {εi}.

Durch Verwendung der Fast Fourier-Transformation (FFT) treten in einigen Fällen
numerische Artefakte auf, die in seltenen Fällen zu einer fälschlichen Ablehnung
der Nullhypothese führen können. Einen Ausweg bietet ein iteratives Verfahren zur
Generierung der Surrogatdaten von Schreiber und Schmitz [SS96], auf das hier aber
nicht näher eingegangen werden soll.

5.2.2 Analytische Betrachtung der FT-Surrogat-Methode

In der zeitreihenanalytischen Praxis haben sich zum Testen auf Nichtlinearität die
Verfahren der FT- und der AAFT-Surrogate weitgehend etabliert und gelten mittler-
weile als Standardverfahren der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse. Trotz der großem
Akzeptanz der in Punkt 3(b) bzw. in Punkt 4(a) beschriebenen Verfahren zur Ge-
nerierung von Surrogatdaten, erscheinen diese zunächst wenig durchsichtig. Zum
besseren Verständnis dieser Vorgehensweisen und zur späteren Auseinandersetzung
mit dem Problem der Nichtstationarität wird das Verfahren zur Generierung der FT-
Surrogate im folgenden analytisch detailliert untersucht. Dazu wird zunächst kurz
die Theorie der diskreten Fourier-Transformation besprochen, da diese die Basis des
FT-Surrogat-Verfahrens bildet.

Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet wiederum eine Zeitreihe x der Länge N

x = xN = {x1, . . . , xN} , xi = x(ti) = x(i∆t), i = 1, . . . , N. (5.1)

Die Länge N sei im folgenden als geradzahlig vorausgesetzt. Für die nahezu analoge
Theorie der diskreten Fourier-Transformationen bei ungeradem N sei auf [PTV+88]
verwiesen.
Durch die Diskretisierung der Zeit t

t −→ tk = k∆t, k ∈ IN, (5.2)
3amplitude adjusted Fourier transform.
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mit der Abtastzeit ∆t wird auch das zugehörige Frequenzspektrum4 diskretisiert.
Damit ergibt sich für die Frequenz f :

f −→ fk =
k

N ·∆t
, k = −N/2, . . . , N/2, (5.3)

wobei ∆f = 1/∆t die sogenannte Abtastfrequenz ist. Die kritische Nyquistfrequenz
beträgt somit fc = N/2

N ·∆t = 1/2∆t. Es ergibt sich also ein ebenfalls diskretes Fre-
quenzspektrum F

F = FN+1 =
{
F−N

2
, F−N

2
+1, . . . , 0, . . . , FN

2
−1, FN

2

}
, (5.4)

Fk = F (fk) = F

(
k

N ·∆t

)
, k = −N/2, . . . , N/2,

mit N + 1 Spektralkomponenten zwischen −fc und fc. Weiterhin gilt:

Fk ∈ IC mit Fk = F ∗
−k. (5.5)

Für diskrete Zeitreihen errechnet sich das zugehörige Frequenzspektrum mit Hilfe
der diskreten Fourier-Transformation, wie hier in Anlehnung an [PTV+88] darge-
stellt wird.

Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Koeffizienten Fk werden gemäß

Fk ≈
N∑

l=1

xl exp(i2πfktl) ·∆t
(5.2),(5.3)

=
∆t

N
·

N∑
l=1

xl exp
(

i2π
kl

N

)
, (5.6)

approximiert, wobei k = −N/2, . . . , N/2. Laut Wiener-Khinchin Theorem (vgl. z. B.
[Buz94], [PTV+88]) ergibt sich dabei für das zugehörige Leistungsspektrum

P (f) := N · |F (f)|2. (5.7)

Als Schätzer für das Leistungsspektrums der Zeitreihe x wird das sogenannte Peri-
odogramm bestimmt.

4x(t) und F (f) bilden ein sog. Fourier-Paar:

x(t) =

∫ ∞

−∞
F (f) exp(−i2πft)df

F⇐⇒

F (f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(i2πft)dt
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Periodogramm

Per Konvention werden hier nur die Frequenzen fk zwischen 0 und fc betrachtet.
Wie sich leicht zeigen läßt, kann das Periodogramm mit Hilfe der diskreten Fourier-
Transformierten F = {Fk}, k = −N/2, . . . , N/2 (siehe (5.8)) oder über die Berech-
nung der Kovarianzfunktion (5.9) gebildet werden. Es gilt:

P (fk) = Pk = N ·
{
|Fk|2 + |F−k|2

}
(5.5)
= 2N · |Fk|2 (5.8)

= 2N

[
∆t

N

N∑
l=1

xl exp
(

i2π
kl

N

)]
·
[
∆t

N

N∑
m=1

xm exp
(
−i2π

km

N

)]

= 2
∆t

N

[
N∑

l=1

N∑
m=1

xlxm · exp
(

i2π
k(l −m)

N

)]

= 2∆t

 1
N

N∑
l=1

xlxl + 2
N−1∑
m=1

N−m∑
j=1

xjxj+m

 · exp
(

i2π
km

N

)
= 2∆t

N−1∑
l=−(N−1)

Rl exp
(

i2π
km

N

)
, (5.9)

wobei

Rl =
1
N

N−l∑
j=1

xjxj+l (5.10)

die nichtzentrierte Kovarianzfunktion ist.

Da Fk ∈ IC ist, läßt sich Fk mit (5.8) auch in Polardarstellung

Fk =
1√
2N

√
P|k| exp(iθk), k = −N/2, . . . , N/2, (5.11)

in Abhängigkeit des Periodogramms Pk und der Phase θk = −θ−k schreiben. Soll
nun aus einem gegeben diskreten Fourier-Spektrum die zugrundeliegende Zeitrei-
he zurückgewonnen werden, so läßt sich dies durch die inverse diskrete Fourier-
Transformation realisieren.

Inverse diskrete Fourier-Transformation

Die Berechnung der xj mit Hilfe der Fk lautet

xj ≈
1
N

N/2∑
k=−N/2

Fk exp
(
−i2π

jk

N

)
1

∆t
, j = 1, . . . , N, (5.12)



5.2. Das Testen von Hypothesen mit Surrogatdaten 53

wobei sich xj , j = 1, . . . , N mit Hilfe von (5.11) auch wie folgt darstellen läßt:

xj =
1
N

N/2∑
k=−N/2

1√
2N

√
P|k| exp

(
−i2π

jk

N
+ iθk

)
1

∆t
. (5.13)

Dies bedeutet also, daß die Elemente der Zeitreihe xj und damit auch die gesamte
Zeitreihe x vollständig durch das Periodogramm Pk und die zugehörige Phase θk

bestimmt sind.

Die gerade beschriebenen Theorie der Fourier-Transformation findet Anwendung in
der Generierung von Surrogatdaten. Dabei soll die Vorgehensweise nochmals kurz
zusammengefaßt werden. Soll für die Zeitreihe x = {x1, . . . , xN} ein Surrogat, das
im folgenden mit Y = {Y1, . . . , YN} bezeichnet wird, generiert werden, so wird
zunächst die Fourier-Transformierte der Zeitreihe x berechnet. Anschließend wer-
den die komplexen Phasen mit Hilfe einer Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 2π[
verrauscht und die inverse diskrete Fourier-Transformation liefert dann das Surrogat
y = {y1, . . . , yN} als Realisation von Y. Das exakte Vorgehen bei diesem Verfahren
läßt sich mathematisch wie folgt beschreiben.

Die Surrogatdaten

Gegeben sei ein Zeitreihe x mit Mittelwert x̄ und dem zugehörigen Frequenzspek-
trum Fk nach Gleichung (5.11) und einer nun zufällig gewählten Phase θk

iid∼ U [0, 2π[,
statt θk = arg(Fk). Dann gilt mit (5.13) für das Surrogat Y:

Yj = Re

 1
N

N/2∑
k=−N/2

1√
2N

√
P|k| exp

(
−i2π

jk

N
+ iθk

)
1

∆t


= x̄ +

2
N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk cos

(
2π

jk

N
+ θk

)
, j = 1, . . . , N, (5.14)

wobei Y, wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird, im Erwartungswert mit dem
Mittelwert x̄ und dem Periodogramm mit der Zeitreihe x und damit in allen linearen
Charakteristika mit x übereinstimmt. Somit ist

Y = x̄ +
2

N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pkek, (5.15)

wobei ek = (e1k, e2k, . . . , eNk)T mit ejk = cos
(
2π jk

N + θk

)
. Das bedeutet, zur Gene-

rierung des Surrogates Y wird für die Original-Zeitreihe lediglich ein neues Ortho-
gonalsystem ek, mit θk

iid∼ U [0, 2π[, k = 1, . . . , N/2 gebildet.
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Damit ist ein handhabbarer Ausdruck für ein Surrogat Y einer beliebigen Zeitreihe
x gefunden, der Gegenstand der weiteren Untersuchung der Problematik der Nicht-
stationarität bei der Methode der Surrogatdaten sein wird. Zunächst stellt sich
jedoch noch die Frage, warum und ob die Phasenrandomisierung notwendigerweise
mit einer Gleichverteilung vorgenommen werden muß.

5.2.3 Phasenrandomisierung mit Gleichverteilung

Es erscheint zunächst nicht zwingend, die Phasen der Fourier-Transformation der
Zeitreihe x mit der Gleichverteilung U [0, 2π[ anstatt z. B. mit einer beliebigen Nor-
malverteilung N〈µ, σ2〉 zu randomisieren. Diese Wahl erklärt sich jedoch, wenn der
Erwartungswert des mit (5.14) erzeugten Surrogates näher betrachtet wird. Es gilt:

E[Yi] = x̄ + E

 2
N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk cos

(
2π

jk

N
+ θk

)
= x̄ +

2
N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk · E

[
cos

(
2π

jk

N
+ θk

)]
(5.16)

= x̄ +
2

N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk · E

[
cos

(
2π

jk

N

)
cos θk +

+ sin
(

2π
jk

N

)
sin θk

]
.

Entstammt die Phase θk nun, wie bei der Generierung der Surrogate gefordert, einer
Gleichverteilung θk

iid∼ U [0, 2π[, so ergibt sich E[cos θk] = E[sin θk] = 0 und damit
folgt:

=⇒ E[Yi] = x̄, (5.17)

d. h. der Erwartungswert des Surrogats stimmt mit dem Mittelwert der Zeitreihe x
überein, was durch die Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses gefor-
dert wird.

Wird nun statt der Gleichverteilung z. B. eine Normalverteilung mit konkretem Mit-
telwert π und einer Varianz π/4 zur Randomisierung der Phasen eingesetzt, d. h.
θk

iid∼ N〈π, σ2 = π/4〉, dann ergibt sich für die Erwartungswerte folgendes:

E[cos θk] = −c 6= 0 und E[sin θk] = 0, (5.18)

wobei −c = cos(π − σ2) = −0.7071 (siehe dazu auch Abbildung 5.1). Da der Sinus
punktsymmetrisch zum Mittelwert π der Normalverteilung ist, ergibt sich hier ein
Erwartungswert von Null. Der Cosinus hingegen ist achsensymmetrisch zu π, mittelt
sich folglich also nicht zu Null, sondern ergibt den Erwartungswert −c.
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Abbildung 5.1: Wird zur Randomisierung der Phase θk statt einer Gleichverteilung
im Intervall [0, 2π[ eine Normalverteilung N〈π, π/4〉 verwendet (obere Bildhälfte),
so wird der Erwartungswert von sin θk zwar immer noch Null, der Erwartungswert
von cos θk ergibt sich jedoch zu −c (untere Bildhälfte).

Das hat zur Folge, daß für Surrogate, deren Phasen mit θ
iid∼ N〈π, π/4〉 verrauscht

werden, der Erwartungswert E[Yi] nicht mehr mit dem Mittelwert x̄ der Zeitrei-
he x übereinstimmt und die Surrogate damit nicht länger die Nullhypothese eines
allgemeinen linearen stochastischen Prozesses x repräsentieren:

E[Yi] = x̄− 2c

N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk ·Ajk 6= x̄, (5.19)

mit

Ajk := cos
(

2π
jk

N

)
.

Es bleibt jedoch festzuhalten, daß ein Verrauschen der Phasen zur Generierung der
Surrogatdaten nicht zwangsläufig mit einer Gleichverteilung erfolgen muß. Prinzi-
piell ist ein Verrauschen mit beliebigen Verteilungen θk

iid∼ X〈. . .〉 möglich, die
folgende Bedingung erfüllen: E[cos θk] = E[sin θk] = 0. Diese Voraussetzung ist
bei der Normalverteilung offensichtlich verletzt. Bei Nichtgleichverteilung werden
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generell einige Phasen um von der Verteilung bevorzugte Winkel verdreht. Hier
bietet sich die Möglichkeit, eventuell vorhandenes Prozeßwissen in die Generierung
der Surrogatdaten einzubringen.

5.3 Die Methode der Surrogatdaten bei Nichtstationa-
rität

Die Beschreibung der mathematischen Vorgehensweise bei der Methode der Sur-
rogatdaten ist nun Ausgangspunkt der Untersuchung des Testens von Hypothesen
mit Surrogaten im Fall nichtstationärer Zeitreihen. Da sehr unterschiedliche Formen
von Nichtstationarität vorstellbar sind, ist es notwendig, den Begriff für den Kontext
dieser Arbeit etwas einzugrenzen. Gegenstand der folgenden Betrachtungen werden
in erster Linie Prozesse sein, die bezüglich des Mittelwertes und der Varianz die
in Abschnitt 5.1.2 geforderte Stationaritätsbedingung nicht erfüllen. Zunächst soll
der Einfluß der Nichtstationarität an einem einfachen Beispiel eines autoregressiven
Prozesses der Ordnung 1 (AR[1]-Prozeß) untersucht werden, dessen Momente erster
Ordnung zeitabhängig sind. Die Zeitabhängigkeit beschränkt sich für die ersten zwei
Beispiele auf jeweils einen festen Zeitpunkt, wird im folgenden jedoch auf beliebige
Zeitpunkte erweitert werden. Es wird gezeigt werden, daß und warum Surrogatda-
ten, die Repräsentanten der Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses
sind, nicht in der Lage sind Nichtstationaritäten in dieser Form nachzubilden.
Zunächst soll jedoch der Zusammenhang zwischen der Nullhypothese eines linearen
stochastischen Prozesses und der äquivalenten Beschreibungweise durch Mittelwert
und Leistungsspektrum am Beispiel eines AR[1]-Prozesses erklärt werden. Dieser
Zusammenhang ist von großer Bedeutung, da er offensichtlich die Grundlage für die
Generierung der Surrogate auf Basis der Fourier-Transformation bildet.

5.3.1 Betrachtung der Nullhypothese

Gegeben sei die folgende Nullhypothese: Die Zeitreihe X ist ein allgemeiner linearer
stochastischer Prozeß mit normalverteiltem Rauschen. Gegenstand der Betrachtung
ist nun der Zusammenhang zwischen der Schreibweise des Prozesses in der Form
(5.20) und der äquivalenten vollständigen Beschreibung durch den Erwartungswert
E[Xn] und das Leistungsspektrum (bzw. das Periodogramm) des Prozesses X.

Dieser Zusammenhang kann anhand des folgenden Beispiels veranschaulicht werden
und wird dann als Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen dienen.
Gegeben sei der AR[1]-Prozeß

Xn = a1Xn−1 + εn, εn
iid∼ N〈µ, σ2〉, (5.20)

mit n = 1, . . . , N , wobei zur Erfüllung der Stationaritätsbedingung5 bei autoregres-
5Das ist nicht zu verwechseln mit der Stationarität als Untersuchungsgegenstand dieses Kapitels.

Es handelt sich hierbei lediglich um eine Bedingung, die verhindert, daß der AR[1]-Prozeß divergiert.
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siven Prozessen a1 ∈]−1, 1[ gelten muß. Der Erwartungswert und die Varianz dieses
Prozesses lassen sich für N →∞ analytisch bestimmen und ergeben:

E[Xn]
N→∞≈ 1

1− a1
µ (5.21)

V ar[Xn]
N→∞≈ 1

1− a2
1

σ2. (5.22)

Damit läßt sich die Autokovarianzfunktion bestimmen:

Rk =
ak

1

1− a2
1

σ2. (5.23)

Mit Hilfe von Gleichung (5.9) ergibt sich somit das Periodogramm des autoregressi-
ven Prozesses unter Verwendung der Autokovarianzfunktion (5.23)

P (f) =
σ2

1− a2
1

N−1∑
k=−(N−1)

ak
1 · exp(i2πkf) N→∞=

σ2

1 + a2
1 − 2a1 cos(2πf)

, (5.24)

woraus sofort ersichtlich wird, daß X sowohl durch Gleichung (5.20), als auch durch
E[Xn] als Funktion von (µ, a1) und durch das Periodogramm als Funktion von
(a1, σ

2) vollständig beschrieben werden kann.

5.3.2 Mittelwertinstationäre lineare Prozesse

Als erstes Beispiel für einen nichtstationären Prozeß wird zunächst ein autoregressi-
ver Prozeß der Ordnung 1 gewählt, bei dem sich der Erwartungswert des normalver-
teilten Störterms, der den Rauschanteil des Prozesses bestimmt, nach der Hälfte des
Prozesses ändert. Somit wird der mittelwertinstationäre AR[1]-Prozeß beschrieben
durch

Xn = a1Xn−1 + εn, εn
iid∼


N〈µ1, σ

2〉 , n = 1, . . . , N/2

N〈µ2, σ
2〉 , n = N/2 + 1, . . . , N

, (5.25)

mit n = 1, . . . , N und a1 ∈]−1, 1[. Analog zur analytischen Berechnung der Momente
(5.21) und (5.22) im vorhergehenden Abschnitt lassen sich der Erwartungswert und
die Varianz berechnen:

E[Xn]
N→∞≈ µ1 + µ2

2 (1− a1)
(5.26)

V ar[Xn]
N→∞≈ 1

1− a2
1

σ2. (5.27)
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Für die Autokovarianzfunktion ergibt sich dementsprechend:

Rk =
ak

1

1− a2
1

σ2. (5.28)

Also ergibt sich für diesen mittelwertinstationären Prozeß das gleiche Periodogramm,
wie für den AR[1]-Prozeß im vorangegangen Beispiel in Abschnitt 5.3.1, nämlich

P (f) =
σ2

1− a2
1

N−1∑
k=−(N−1)

ak
1 · exp(i2πkf) N→∞=

σ2

1 + a2
1 − 2a1 cos(2πf)

. (5.29)

Dies bedeutet, daß die beiden Prozesse nicht allein anhand des Periodogramms zu
unterscheiden sind.

Wird nun ein Surrogatdatensatz Y = {Y1, . . . , YN} nach der Berechnungsvorschrift
(5.14) generiert, so ergibt sich

Yj =
µ1 + µ2

2 (1− a1)
+

2
N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk cos

(
2π

jk

N
+ θk

)
, j = 1, . . . , N (5.30)

mit dem Erwartungswert

E[Yj ] =
µ1 + µ2

2 (1− a1)
= E[Xj ]. (5.31)

Demnach stimmt das Surrogat Y in Erwartungswert und Periodogramm mit X
überein, bildet also alle linearen Charakteristika des mittelwertinstationären auto-
regressiven Prozesses X nach und ist unter diesen Gesichtspunkten vom Prozeß X
ununterscheidbar.

Soll nun für diesen Prozeß die Hypothese eines allgemeinen linearen stochastischen
Prozesses mit Hilfe der einfachen Teststatistik T

T (Z, κ) :=
1
κ

N∑
i=N−κ+1

Zi, κ ≤ N/2 (5.32)

getestet werden, wobei Z ein stochastischer Prozeß sei, so ergeben sich für die Be-
rechnung der Teststatistik für den Original-Prozeß X und für das Surrogat Y mit
κ = N/2 folgende Resultate:

T (X, N/2) =
µ2

1− a1
(5.33)

T (Y, N/2) =
µ1 + µ2

2 (1− a1)
. (5.34)



5.3. Die Methode der Surrogatdaten bei Nichtstationarität 59

Das heißt, die Teststatistik T ist durch eine einfache Mittelwertbildung über die zwei-
te Hälfte der Prozesse in der Lage, zwischen Original und Surrogat zu unterscheiden.
Dies ist möglich, da die Surrogate die Nichtstationarität, d. h. den Sprung im Mittel-
wert bei N/2, nicht nachbilden können. Der Mittelwert des jeweiligen Abschnittes
bleibt bei den Surrogaten nicht erhalten, stattdessen gilt der Erwartungswert (5.31)
des gesamten Prozesses auch für die jeweiligen Segmente.

Die weitere Vorgehensweise im Rahmen der Methode der Surrogatdaten würde die
Wahl des Signifikanzniveaus erfordern, also eine Festlegung des Verwerfungsbereichs.
In einer numerischen Untersuchung, mit einer entsprechenden Anzahl an Realisa-
tionen der Surrogate (5.30), ergeben sich Streuungen zum Wert der Teststatistik
T (Y, N/2) und in Abhängigkeit von der Wahl der Mittelwerte µ1 und µ2 kann
die Nullhypothese entweder verworfen oder akzeptiert werden. Je nachdem ob
µ1 + µ2 ≈ µ2 ist, oder ob µ1 + µ2 im Rahmen des Tests signifikant von µ2 ver-
schieden ist, liegt T (X, N/2) innerhalb des Verwerfungsbereichs oder nicht.
Wenn eine solche Nichtstationarität in Realdaten auftritt und die nötige Sorgfalt
in der Untersuchung fehlt, d. h. die Nichtstationarität nicht als solche erkannt wird,
so kann in diesem Fall aufgrund der evtl. verworfenen Nullhypothese eines linearen
stochastischen Prozesses fälschlicherweise ein nichtlineares Verhalten der untersuch-
ten Zeitreihe diagnostiziert werden, obwohl es sich tatsächlich um ein lineares, aber
nichtstationäres Systemverhalten handelt.

Diese Problematik tritt nicht nur bei konstruierten Teststatistiken und Beispielen
auf, sondern spielt auch in der Berechnung nichtlinearer Kenngrößen eine Rolle. Dies
demonstriert das folgende numerische Beispiel.

Numerisches Beispiel: Nichtstationarität des Mittelwertes

Als Prozeßparameter für den AR[1]-Prozeß wird a1 = 0.55 gewählt. Die Verteilung
wird durch die Parameter σ2 = 1 und die beiden Mittelwerte µ1 = 0 für die er-
ste Hälfte und µ2 = 5 für die zweite Hälfte des Prozesses bestimmt. Ausgehend
vom Startwert x1 = 0 wurde eine Realisation x des stochastischen Prozeses X mit
N = 32768 Werte generiert.
Getestet wird die Hypothese eines stationären linearen stochastischen Prozesses.
Aus Gründen der größeren Allgemeinheit wird zusätzlich noch eine beliebige inver-
tierbare nichtlineare Meßfunktion zugelassen. Als Signifikanzniveau wird α = 0.05
gewählt und somit k = 2/α − 1 = 39 AAFT-Surrogatdatensätze mit gleichem Mit-
telwert, Periodogramm und identischer Amplitudenverteilung wie xN=32768 erzeugt.
Als Teststatistik wurde der RMS-Vorhersagefehler der nichtlinearen Prädiktion aus-
gewählt. Sowohl für den nichtstationären Prozeß als auch für die Surrogate wurde
zu diesem Zweck die Dynamik an 16384 Werten des jeweiligen Datensatzes trainiert
und damit die folgenden 16384 Werte ”out-of-sample“ vorhergesagt.
Die zugehörigen Resultate des Vorhersagefehlers sind in Abbildung 5.2 dargestellt.
Als RMS-Vorhersagefehler für den mittelwertinstationären AR[1]-Prozeß ergab sich
e0 = 0.1919 und für den Mittelwert des Prädiktionsfehler der Surrogate ē = 0.1996
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Abbildung 5.2: Histogramm des Vorhersagefehlers für den mittelwertinstationären
AR[1]-Prozeß und 39 AAFT-Surrogate.

mit einer Standardabweichung von σē = 0.0017. Daraus folgt, daß mit

|e0 − ē|
σē

≈ 4.5 > 2 (5.35)

die Nullhypothese eines stationären linearen stochastischen Prozesses mit nichtlinea-
rer Meßfunktion verworfen werden muß. Dies geschieht nicht aus dem Grund, daß
sich der nichtlineare Prädiktionsalgorithmus nichtlinear-deterministische Signaturen
des Signals zu nutze machen konnte, die in den linearen Surrogaten nicht vorhanden
sind, sondern dadurch, daß die Surrogate auf Basis der Fourier-Transformation nicht
in der Lage sind die vorhandene Nichtstationarität nachzubilden.

5.3.3 Varianzinstationäre lineare Prozesse

Anstelle eines mittelwertinstationären Prozesses soll nun ein ebenfalls autoregres-
siver Prozeß der Ordnung 1 betrachtet werden, der jedoch eine Nichtstationarität
bezüglich der Varianz aufweist. Dieser wird analog zur vorangegangenen Betrach-
tung definiert. Es gilt:

Xn = a1Xn−1 + εn, εn
iid∼


N [0, σ2

1] , n = 1, . . . , N/2

N [0, σ2
2] , n = N/2 + 1, . . . , N

(5.36)
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mit n = 1, . . . , N und a1 ∈] − 1, 1[. Die Berechnung des Erwartungswerts und der
Varianz für diesen Prozeß liefert:

E[Xn] = 0 (5.37)

V ar[Xn]
N→∞≈ σ2

1 + σ2
2

2 (1− a2
1)

, (5.38)

mit der zugehörigen Autokovarianzfunktion:

Rk =
ak

1 · (σ2
1 + σ2

2)
2 (1− a2

1)
. (5.39)

Die Autokovarianzfunktion hängt sowohl im Fall der Mittelwertinstationarität als
auch im Fall der Varianzinstationarität vom Prozeßparameter a1 und von der Stan-
dardabweichung der Normalverteilung ab. Im Gegensatz zur Autokovarianz in Glei-
chung (5.28) wird hier sofort deutlich, aus welchem Grund die Surrogatdaten in
der Nachbildung der Nichtstationaritäten versagen müssen. Die Berechnung führt
im Fall der Nichtstationarität der Varianz zu einer zeitabhängigen Autokovarianz-
funktion Rk(n) und somit auch zu einem zeitabhängigen bzw. abschnittsweisen
Periodogramm P (f, n). Dies wird aber bei der Generierung der Surrogate nicht
berücksichtigt. Stattdessen wird stets das zeitunabhängige Periodogramm des Ge-
samtprozesses verwendet, also:

P (f) N→∞=
σ2

1 + σ2
2

2 + 2a2
1 − 4a1 cos(2πf)

. (5.40)

Die Generierung eines Surrogates Y = {Y1, . . . , YN} erfolgt somit gemäß der Vor-
schrift:

Yj =
2

N∆t

N/2∑
k=1

1√
2N

√
Pk cos

(
2π

jk

N
+ θk

)
, j = 1, . . . , N, (5.41)

mit einem Erwartungswert von E[Yj ] = 0. Das Surrogat Y stimmt also in Erwar-
tungswert und Periodogramm mit dem varianzinstationären Prozeß X überein.

Analog zur vorhergehenden Betrachtung wird wiederum eine Teststatistik T ′ mit

T ′(Z, κ) :=
1

N − 1

N∑
i=N−κ+1

X2
i , κ ≤ N/2, (5.42)

gebildet, wobei Z ein stochastischer Prozeß ist, die diesmal jedoch auf der Berech-
nung der Varianz über eines der beiden in sich stationären Teilstücke des Prozesses
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beruht. Damit ergeben sich folgende Resultate:

T ′(X, N/2) =
σ2

2

1− a1
(5.43)

T ′(Y, N/2) =
σ2

1 + σ2
2

2 (1− a1)
. (5.44)

Wie im Fall des mittelwertinstationären autoregressiven Prozesses ist es also möglich,
zwischen Original und Surrogat mit Hilfe einer einfachen Teststatistik zu unterschei-
den. Die Nichtstationarität kann durch die Surrogatdaten auf Basis der Fourier-
Transformation, d. h. berechnet nach (5.41), nicht nachgebildet werden. Die Varianz
der Surrogatdaten ergibt sich für den gesamten Prozeß als Mittel der beiden Varian-
zen des Originalprozesses. Die ursprüngliche Aufteilung in zwei Prozeßhälften mit
unterschiedlichen Varianzen ist in den Surrogatdaten nicht mehr enthalten. Die Ur-
sache hierfür liegt in der Vernachlässigung der Zeitabhängigkeit des Periodogramms.

Numerisches Beispiel: Nichtstationarität der Varianz

Als Prozeßparameter wird wie zuvor a1 = 0.55 gewählt. Der Mittelwert der Vertei-
lung des Rauschanteils bleibt in diesem Beispiel für den gesamten Prozeß mit µ = 0
konstant. Die Varianzen betragen für die erste Hälfte des Prozesses σ2

1 = 1 und für
die zweite Hälfte des Prozesses σ2

2 = 5. Ausgehend vom Startwert x1 = 0 wurde
wiederum eine Realisation x des stochastischen Prozesses X mit N = 32768 Werten
generiert.
Wie im Beispiel der Nichtstationarität des Mittelwerts wird wiederum die Hypo-
these eines linearen stochastischen Prozeß mit einer invertierbaren nichtlinearen
Meßfunktion getestet. Als Signifikanzniveau wird α = 0.05 gewählt und somit
k = 2/α − 1 = 39 AAFT-Surrogatdatensätze erzeugt. Als Teststatistik wurde
auch für dieses Beispiel der RMS-Vorhersagefehler der nichtlinearen Prädiktion aus-
gewählt. Sowohl für den nichtstationären Prozeß als auch für die Surrogate wurde
zu diesem Zweck die Dynamik erneut 16384 Werten des jeweiligen Datensatzes trai-
niert und damit die folgenden 16384 Werte ”out-of-sample“ vorhergesagt.
Daraus ergeben sich folgende Resultate (siehe auch Abbildung 5.3): Als RMS-
Vorhersagefehler des varianzinstationären AR[1]-Prozesses ergab sich e0 = 0.6532
und für den Mittelwert des Prädiktionsfehler der Surrogate ē = 0.7663 mit der
Standardabweichung von σē = 0.0067. Daraus folgt, daß mit

=⇒ |e0 − ē|
σē

≈ 16.9 > 2 (5.45)

auch in diesem Fall die Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses mit
nichtlinearer Meßfunktion signifikant verworfen wird. Wiederum liegt die Ursache
nicht in der Nichtlinearität der zu testenden Zeitreihe, sondern in der Nichtstationa-
rität des linearen Prozesses, die auf der Basis linearer Surrogate nicht nachgebildet
werden kann.
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Abbildung 5.3: Histogramm des Vorhersagefehlers für den varianzinstationären
AR[1]-Prozeß und 39 AAFT-Surrogate.

5.3.4 Allgemeine lineare Change Point-Prozesse

Die zwei diskutierten Fälle der Mittelwertinstationarität und der Varianzinstationa-
rität bei linearen stochastischen Prozessen sind offensichtlich einfache Spezialfälle,
bei denen sich die Dynamik zu einem festgelegten Zeitpunkt genau einmal ändert.
Allgemeiner läßt sich eine nichtstationäre Zeitreihe x = {x1, . . . , xN} in Abschnitte,
z. B. {x1, . . . , xτ1}, {xτ1+1, . . . , xτ2}, . . . , {xτq+1, . . . , xN} zerlegen, in denen die zeit-
liche Entwicklung der xi jeweils durch lediglich eine Dynamik beschrieben werden
kann. Es handelt sich somit um eine Unterteilung in quasistationäre Segmente. Eine
Änderung der Dynamik erfolgt dann jeweils zu den Zeitpunkten τ1, τ2, . . . , τq, den
sogenannten Change Points, siehe [KM88].
Die bereits in den bisherigen Beispielen betrachteten nichtstationären Prozesse las-
sen sich ebenfalls durch die Theorie der Change Points beschreiben. Es handelt sich
dabei um Prozesse mit nur zwei Dynamiken, d. h. linearen stochastischen Prozesses
mit zwei unterschiedlichen Erwartungswerten und/oder zwei unterschiedlichen Va-
rianzen und einem Change Point zum Zeitpunkt τ = N/2.
In der Realität treten Prozesse mit lediglich einem Change Point eher selten auf.
Hier lassen sich in der Regel Prozesse beobachten, bei denen die Nichtstationa-
rität durch einen mehrfachen Dynamikwechsel verursacht wird, etwa durch spon-
tane Änderungen des Mittelwertes, der Varianz, der Prozeßordnung, etc., die zu
beliebigen Zeitpunkten immer wieder auftreten (siehe dazu z. B. Kapitel 6). Diese
Wechsel können deterministisch gesteuert oder aber auch zufällig verteilt sein, z. B.
durch eine Normalverteilung N〈m, s2〉, wobei m die mittlere Auftrittshäufigkeit der
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Änderung der Dynamik beschreibt.

Ein Prozeß, der z. B. abwechselnd den Dynamiken f1 und f2 gehorcht, wobei die
Änderung der Dynamik durch eine Normalverteilung gesteuert wird, kann formal
folgendermaßen beschrieben werden: Seien

ωi
iid∼ N〈m, s2〉, ωi > 0, i ∈ IN (5.46)

und

τ1 = ω1, τ2 = τ1 + ω2, τ3 = τ2 + ω3, . . . (5.47)

die Change Points, dann ist der Prozeß definiert durch

Xn =



f1(n, Xn−1, . . .) , 0 < n ≤ τ1

f2(n, Xn−1, . . .) , τ1 < n ≤ τ2

f1(n, Xn−1, . . .) , τ2 < n ≤ τ3

. . . , . . .

(5.48)

Bei der Generierung von Surrogatdaten treten wiederum die bereits beschriebenen
Probleme auf. Das Standardverfahren zur Berechnung der Surrogate benutzt den
Mittelwert und das Periodogramm des gesamten Prozesses, wodurch die Informati-
on über Mittelwerte und Periodogramme der einzelnen Segmente bzw. der beiden
verschiedenen Dynamiken f1 und f2 verloren gehen. Somit stellen die Surrogate
zwar gute Repräsentanten bzw. Realisationen der Nullhypothese eines allgemeinen
linearen stochastischen Prozesses dar, sind aber keine gute Beschreibung für den
untersuchten nichtstationären Prozess. Die Nullhypothese muß also zwangsläufig
verworfen werden. Die Entscheidung, ob der untersuchten Zeitreihe eine nichtlinea-
re Signatur im Sinne der Nichtlinearen Dynamik zugrundeliegt, kann also mit Hilfe
von FT- und AAFT-Surrogaten im beschriebenen Fall nicht getroffen werden. Dies
wird nochmals durch das folgende numerische Beispiel verdeutlicht:

Numerisches Beispiel: Change Point-Prozeß

Auf der Grundlage der beiden Dynamiken in Abschnitt 5.3.3 wurde ein Change
Point-Prozeß mit N = 32768 Werten generiert. Betrachtet werden also zwei au-
toregressive Prozesse mit dem Parameter a1 = 0.55 und dem Erwartungswert der
Normalverteilung der Rauschanteils µ = 0. Die Varianz der Verteilung für die erste
Dynamik beträgt σ2

1 = 1 und die Varianz der zweiten Dynamik beträgt σ2
2 = 5.

Die ωi, durch welche die Change Points τi bestimmt sind, sind normalverteilt mit
ωi

iid∼ N〈m, s2〉, ωi > 0 mit einem Mittelwert für die Wechselhäufigkeit der beiden
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Dynamiken von m = 2500 und s = 2000.
Das Vorgehen beim Testen der Hypothese auf einen linearen stochastischen Prozeß
mit einer invertierbaren nichtlinearen Meßfunktion verbleibt wie bereits in den bei-
den vorhergehenden Beispielen. Als Signifikanzniveau wird α = 0.05 gewählt und
dementsprechend k = 2/α − 1 = 39 AAFT-Surrogatdatensätze erzeugt. Die Test-
statistik ist wie gehabt der RMS-Vorhersagefehler der nichtlinearen Prädiktion, der

”out-of-sample“ errechnet wird.
Die zugehörigen Resultate für die Berechnung des Vorhersagefehlers am Beispiel des
nichtstationären Change Point-Prozesses und die 39 AAFT-Surrogate sind in Abbil-
dung 5.4 dargestellt. Als RMS-Vorhersagefehler für Change Point-Prozeß ergab sich
e0 = 0.7136 und für den Mittelwert des Prädiktionsfehler der Surrogate ē = 0.7713
mit einer Standardabweichung von σē = 0.0066. Daraus folgt, daß mit

=⇒ |e0 − ē|
σē

≈ 8.7 > 2 (5.49)

auch hier die Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses mit nichtlinearer
Meßfunktion deutlich abgelehnt wird.
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Abbildung 5.4: Histogramm des Vorhersagefehlers für den linearen Change Point-
Prozeß und 39 AAFT-Surrogate.

5.4 Change-Point Prozesse als Alternativhypothese

Im letzten Abschnitt wurden die Beispiele von mittelwert- und varianzinstationären
linearen stochastischen Prozessen besprochen. Wie sich gezeigt hat, stellen Sur-
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rogate auf der Grundlage allgemeiner stationärer linearer stochastischer Prozesse
offensichtlich keine guten Modelle für nichtstationäre Prozesse dar. Das bedeutet,
daß diese üblicherweise zum Test auf nichtlinear-chaotisches Verhalten verwendeten
Surrogate auf der Basis linearer stochastischer Prozesse keine geeignete Entschei-
dungsgrundlage bieten, falls die Möglichkeit der Nichtstationarität der Zeitreihe
gegeben ist. Wird die Nullhypothese verworfen, so besteht in diesem Fall keine
Klarheit, ob dies aufgrund tatsächlich vorhandener Nichtlinearität geschieht oder
lediglich durch die Nichtstationarität der Zeitreihe.
Weiterhin wurde darauf hingewiesen, daß sich viele nichtstationäre Prozesse im Rah-
men der Theorie der Change Points sehr gut beschreiben lassen. Diese Theorie
stammt ursprünglich aus dem Bereich der statistischen Qualitätskontrolle. Dort wird
beispielsweise versucht, Qualitätsmerkmale der hergestellten Produkte durch Zu-
fallsprozesse zu beschreiben. Änderungen dieses Zufallsprozesses, d. h. Änderungen
der Qualität sollen mit Hilfe der Theorie der Change Points angewandt auf die be-
obachteten Zeitreihen aufgefunden werden, siehe [CH88], [KM88].
Eine Erweiterung der Methode des Testens von Hypothesen mit Surrogatdaten um
die Nullhypothese der Change Point-Prozesse erscheint sinnvoll. Damit sollte dann
die Möglichkeit geschaffen werden, zwischen Nichtstationarität auf der einen Seite
und Nichtlinearität im Sinne der Nichtlinearen Dynamik auf der anderen Seite zu
unterscheiden.
Zunächst stellt sich jedoch die Frage des konkreten Auffindens solcher Change Points
in beobachteten Zeitreihen als eine Grundvoraussetzung für eine mögliche Konstruk-
tion solcher Surrogate.

5.4.1 Geeignete Segmentierung von Zeitreihen

Um Surrogate generieren zu können, die auf einem Change Point-Prozeß beruhen,
müssen zunächst einige generelle Schwierigkeiten überwunden werden. Da die Sur-
rogate gute Repräsentanten des Change Point-Prozesses darstellen sollen, müssen
folgende Eigenschaften des Prozesses auf der Grundlage der beobachteten Zeitreihe
untersucht werden:

1. Enthält die Zeitreihe überhaupt einen Change Point?

2. Wie viele Change Points enthält die Zeitreihe und wo liegen diese?

3. Wie ändert sich die Dynamik nach einem Change Point, d. h. beispielsweise
wie groß ist die Änderung des Mittelwertes etc.?

In der mathematischen Literatur existieren eine Vielzahl von Ansätzen zum Auf-
finden von Change Points in Zeitreihen, siehe dazu z. B. [KM88]. Jedoch werden
bei allen Vorgehensweisen Annahmen über die Gestalt des zugrundeliegenden Pro-
zesses vorausgesetzt. Folgt die untersuchte Zeitreihe z. B. einem Poisson Prozeß, so
können unter gewissen Voraussetzungen aus der beobachteten Zeitreihen die Change
Points bestimmen werden [WO97]. Es ist jedoch nicht generell möglich die Change



5.4. Change-Point Prozesse als Alternativhypothese 67

Points einer beliebigen Zeitreihe zu bestimmen bzw. festzustellen, ob die beobach-
tete Dynamik, die der Zeitreihe zugrundeliegt, überhaupt auf einen Change-Point
Prozeß zurückzuführen ist. Um eine nichtstationäre oder multistationäre Zeitreihe
in Segmente gleicher Dynamik oder in quasistationäre Segmente zu zerlegen, ist stets
Prozeßwissen gefordert. Dieses Wissen kann folgendermaßen charakterisiert werden:

• Fachliches bzw. formalisiertes Prozeßwissen. Darunter wird das fachliche Ver-
ständnis der untersuchten Vorgänge verstanden, wie z. B. in [WO97]. Damit
sind z. B. auch Prozesse gemeint, bei denen eine physikalische Betrachtung
oder ein physikalisches Vorverständnis der Vorgänge möglich ist. Daß diese
Herangehensweise zur Identifikation von Change Points in der Praxis fruchtbar
sein kann, wird im anschließenden praktischen Beispiel in Kapitel 6 gezeigt
werden.

• Expertenwissen, nichtformalisiertes Wissen. Unter Umständen ist es möglich,
daß Fachleute, die ein intuitives Verständnis für einen ihnen gut bekannten
Prozeß entwickelt haben, Hinweise auf Änderungen in der Dynamik geben
können. Wie solches Wissen unter Umständen in die Sprache der Nichtlinearen
Dynamik übersetzt werden kann, wurde ansatzweise in [Ste97] untersucht.

In den folgenden Betrachtungen zur Generierung von Surrogatdaten als Repräsen-
tanten der Nullhypothese eines Change Point-Prozesses wird zunächst davon aus-
gegangen, daß die Change-Points der jeweiligen Prozesse bekannt sind. Ein nume-
risches Beispiel, in dem auch die Change Points aus dem Prozeß selbst geschätzt
werden findet sich im Anschluß an die theoretischen Betrachtungen.

5.4.2 Bootstrap-Surrogate als Repräsentanten der Nullhypothese
eines allgemeinen linearen Change Point-Prozesses

Als Beispiele für nichtstationäre Prozesse wurden bisher mittelwert- und varianzin-
stationäre Prozesse besprochen. Die Dynamik bzw. die statistischen Momente dieser
Prozesse ändern sich zufällig auf der Basis einer vorgegebener Verteilungsfunktion,
welche somit die Auftrittshäufigkeit der Change Points bestimmt. In diesem Fall
können Surrogate generiert werden, die dieselbe Nichtstationarität an gleicherma-
ßen zufälligen Stellen aufweisen und sich somit in dieser Beziehung nicht von der
zu testenden Zeitreihe unterscheiden. Da diese Verteilung in den meisten Fällen
jedoch unbekannt ist, ist es naheliegend, zunächst die Verteilung zu schätzen. Eine
einfache, auf Computersimulation beruhende Idee zur Schätzung ist das sogenannte
Bootstrap-Verfahren6 [Efr79], [ET93]. Hierbei wird aus ursprünglich n Beobachtun-
gen zufällig n-mal mit Zurücklegen gezogen. So entsteht ein sogenanntes Bootstrap
resample der Verteilungsfunktion.
Bei der Generierung der Surrogate wird nun folgendermaßen vorgegangen:

6wörtlich: Schnürsenkel. Man zieht sich - wie Münchhausen am eigenen Zopf - am eigenen
Schnürsenkel aus dem Sumpf der Unwissenheit.
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• Unterteile die gegebene Zeitreihe x = {x1, . . . , xN} in quasistationäre Ab-
schnitte, {x1, . . . , xτ1}, {xτ1+1, . . . , xτ2}, . . . , {xτq+1, . . . , xN}, mit den als be-
kannt vorausgesetzten Change-Points τi (siehe auch Abschnitt 5.3.4).

• Generiere ein Surrogat für jedes Segment. Dies kann auf verschiedene Arten
erfolgen. Prinzipiell lassen sich für die quasistationären Segmente auch die
Verfahren der FT- und AAFT-Surrogate anwenden. Diese beruhen jedoch auf
der Fourier-Transformation, bzw. der FFT, was bei den üblicherweise kurzen
Segmenten jedoch zu großen numerischen Fehlern bei der Schätzung des Lei-
stungsspektrums führen kann. Aus diesem Grund werden die Surrogate durch
die Iterierung eines angepaßten allgemeinen ARMA[p, q]-Prozesses

xi =
p∑

k=1

akxi−k +
q∑

l=0

blεi−l. (5.50)

erzeugt. Die unbekannten Störungen εi−l werden durch die entsprechenden
Residuen approximiert, die sich bei der Anpassung eines AR-Prozesses hoher
Ordnung an die Zeitreihe ergeben. Die Anpassung erfolgt durch ein prakti-
kables Verfahren von Durbin [Dur60]. Das Verfahren gliedert sich in folgende
Teilschritte:

1. Unterstelle einen AR[k]-Prozeß hoher Ordnung k und schätze die Para-
meter α1, α2, . . . , αk z. B. mit Hilfe der Yule-Walker-Gleichungen, analog
zu Gleichung (3.3).

2. Berechne die Modellresiduen

ei = xi − α̂1xi−1 − . . .− α̂kxi−k. (5.51)

3. Schätze die Koeffizienten a1, . . . , ap, b1, . . . , bq aus dem Kleinste-Quadrate-
Ansatz∑

i

[xi − (a1xi−1 + . . . + apxi−p − b1ei−1 − . . .− bqei−q)]
2 != min.

4. Iteriere den angepaßten ARMA[p, q]-Prozeß um Surrogate {y1, . . . , yτ1},
{yτ1+1, . . . , yτ2}, . . . für die einzelnen Segmente zu erhalten.

5. Um dem Prinzip der Sparsamkeit nachzukommen, nach dem möglichst
einfache Modelle ausgewählt werden sollen, empfiehlt es sich eine Straf-
funktion einzuführen, die Modelle mit vielen Parametern bestraft. Mögli-
che Kriterien sind das AIC-Kriterium nach Akaike oder das HQ-Kriterium
nach Hanna-Quinn, siehe dazu [SS94].

• Generiere ein Surrogat y als Bootstrap-Stichprobe dadurch, daß hinreichend
viele Surrogat-Segmente mit Zurücklegen zu einer Zeitreihe der Länge N zu-
sammengezogen werden, z. B.

y = {{yτq+1, . . . , yN}, {yτq+1, . . . , yN}, {yτ1+1, . . . , yτ2}, . . .}.

Gegebenenfalls muß das Surrogat bei Länge N abgeschnitten werden, da durch
dieses Verfahren selten die exakte Länge erreicht wird.
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Surrogate, die nach diesem Verfahren erzeugt werden, sollten in der Lage sein, Nicht-
stationaritäten in der beschriebenen Form nachzubilden. Auf dieser Basis ist es
möglich, zwischen Nichtstationarität linearer Prozesse und Nichtlinearität zu unter-
scheiden, wie am folgenden Beispiel gezeigt wird.

5.4.3 Numerisches Beispiel: Change Point-Surrogate

In Abschnitt 5.3.4 wurde ein Test auf nichtlineares Verhalten für einen varianzinsta-
tionären Change Point-Prozeß durchgeführt. Die Nullhypothese eines allgemeinen
stationären linearen stochastischen Prozesses mußte verworfen werden, da Surroga-
te auf Basis der Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses keine gute
Beschreibung für lineare Prozesse mit Nichtstationarität darstellen. Im Fall eines
Prozesses, bei dem die zugrundeliegende Dynamik unbekannt ist, kann somit wie be-
reits erläutert keine Entscheidung über nichtlineares oder nichtstationäres Verhalten
getroffen werden.

Wird der gleiche Test nun auf der Basis von Bootstrap- bzw. Change Point-Surroga-
ten (CP-Surrogaten) durchgeführt, so sind zunächst die Change Points des varian-
zinstationären Prozesses aus Beispiel 5.3.4 zu bestimmen. Die ungefähre Lage der
Change Points wird mit Hilfe einer Varianzberechung auf einem gleitendem Durch-
schnitt, d. h. über ein Fenster von 200 Zeitreihenwerten detektiert. Wächst oder fällt
die Abweichung der Varianz der einzelnen Fenster untereinander um mehr als einen
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Abbildung 5.5: Differenz der Varianzberechnung auf einem gleitenden Durch-
schnitt von 200 Zeitreihenwerten zur Bestimmung der ungefähren Lage der Change
Points.
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a priori festgelegten Schwellenwert, so kann auf das Vorhandensein eines Change
Point innerhalb dieser Umgebung geschlossen werden (vgl. dazu Abbildung 5.5).
Auf Basis der nun bekannten Change Points werden nach dem beschriebenen Verfah-
ren k = 2/α−1 = 39 CP-Surrogate generiert. Das Signifikanzniveau bleibt α = 0.05.
Ansonsten wurde der Test aus Abschnitt 5.3.4 mit dem RMS-Prädiktionsfehler als
Teststatistik durchgeführt. Der RMS-Prädiktionsfehler des varianzinstationären
Change Point-Prozesses beträgt dementsprechend wieder e0 = 0.7136. Der Mit-
telwert des Prädiktionsfehler der CP-Surrogate beträgt nun ē = 0.7256 mit einer
Standardabweichung von σē = 0.0163, siehe Abbildung 5.6. Daraus folgt, daß die
Nullhypothese eines allgemeinen linearen Change Point-Prozesses mit

=⇒ |λ0 − λ̄|
σλ̄

≈ 0.74 < 2 (5.52)

nicht abgelehnt wird. Es ist also möglich, auf Basis der CP-Surrogate zu entschei-
den ob nichtlineares Verhalten im Sinne der Nichtlinearen Dynamik, oder nichtstati-
onäres lineares Verhalten vorliegt. Die Surrogate auf Basis der Theorie der Change
Points sind in der Lage, die Nichtstationarität des Prozesses nachzubilden. Dies
wird auch in Abbildung 5.7 anschaulich verdeutlicht.
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Abbildung 5.6: Histogramm des Vorhersagefehlers für den mittelwertinstati-
onären AR[1]-Prozeß aus Abschnitt 5.3.4 und 39 Bootstrap-Surrogate auf Basis eines
Change-Point Prozesses.
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Abbildung 5.7: Vergleich zwischen einem AAFT-Surrogat und einem CP-Surrogat
für einen varianzinstationäre linearen Prozeß. Das Surrogat auf Basis des Change
Point-Prozesses ist in der Lage die Nichtstationarität nachzubilden.

5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zunächst die Schwierigkeiten aufgezeigt, die beim Te-
sten von Hypothesen mit Surrogatdaten entstehen, wenn die Zeitreihen Nichtstatio-
naritäten enthalten. Die üblicherweise zum Testen auf Nichtlinearität verwendete
Nullhypothese eines linearen stochastischen Prozesses muß dabei offensichtlich ver-
worfen werden. Dadurch ist jedoch keine Entscheidung mehr möglich, ob es sich bei
der untersuchten Zeitreihe tatsächlich um nichtlinear-chaotisches Verhalten handelt
oder ob die Ursache für die Ablehnung der Nullhypothese lediglich in der Nichtsta-
tionarität eines ansonsten linearen Prozesses begründet liegt. Auf der Grundlage

Prozeß FT-, AAFT-Surrogate CP-Surrogate
linear, stationär H0 akzeptiert H0 akzeptiert

linear, nichtstationär H0 verworfen H0 akzeptiert
nichtlinear H0 verworfen H0 verworfen

Tabelle 5.1: Bei einem linearen, aber nichtstationären Prozeß kann mit Hilfe der
FT- und AAFT-Surrogate nicht zwischen nichtstationärem und nichtlinearen Ver-
halten unterschieden werden. Auf Basis der Change Point-Surrogate ist eine solche
Unterscheidung jedoch möglich.
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der neu entwickelten Surrogatdaten als Repräsentanten der Nullhypothese eines all-
gemeinen linearen Change Point-Prozesses, wird eine solche Unterscheidung erneut
möglich. Dieses Resultat ist nochmals in der Tabelle 5.1 kurz zusammengefaßt.



Kapitel 6

Anwendungen auf reale
technische
Bearbeitungssysteme, Teil II:

Erhöhung der Prozeßsicherheit
beim Feindrehen durch die
Analyse von
Körperschallsignalen

6.1 Problemstellung

In diesem Kapitel geht es, wie auch bereits in Kapitel 4, um die Untersuchung und
Lösung eines konkreten Problems aus der industriellen Praxis. Es handelt sich hier-
bei wiederum um eine Fragestellung aus dem Bereich der spanenden Bearbeitung. In
Kapitel 4 wurde bereits die Frage der Erhöhung der Genauigkeit in der Herstellung
von Oberflächen diskutiert und eine Lösung vorgestellt. Ein weiteres Ziel aktueller
Forschung im Bereich der Zerspantechnik ist die Reduktion der Bearbeitungszeit bei
gleichzeitiger Erhöhung der Standzeit des Werkzeugs [BKM+97], [KBW98]. Um eine
Erhöhung der Prozeßsicherheit zu erreichen, sind neue Verfahren zur Überwachung
von Zerspanvorgängen notwendig. Die Vorgänge bei der Spanbildung führen zu
Schwingungen, die als Körperschall meßtechnisch erfaßt werden können. Diese bil-
den damit einen Ansatzpunkt zur Untersuchung der Zerspanvorgänge.
Bisher wurde oftmals versucht, eine Systemüberwachung auf der Basis gemessener
Körperschallsignale mit Hilfe Neuronaler Netze durchzuführen [Gra94], [Mue96].

73
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Diese Verfahren haben jedoch den Nachteil, daß sie für jede mögliche Kombination
von Prozeßparametern neu trainiert werden müssen. Im Rahmen eines interdiszi-
plinären Forschungsprojektes zwischen der Wissenschaftlichen Arbeitsgruppe Nicht-
lineare Dynamik in Mainz (WA NLD) und dem Lehrstuhl für Fertigungstechnik und
Betriebsorganisation in Kaiserslautern (FBK) soll deshalb ein physikalisches Modell
mit freien Parametern entwickelt werden. Durch Anpassung der Parameter an die
gemessenen Körperschallsignale soll das Modell auf die aktuellen Prozeßbedingun-
gen abgestimmt und somit zur Überwachung und Prognose der Systemzustände
eingesetzt werden.

Bevor ein solches Modell auf der Basis der Körperschallsignale konstruiert wer-
den kann, muß darüber entschieden werden, ob die gemessenen Körperschallsignale
Nichtlinearitäten in irgendeiner Form enthalten oder nicht. Oftmals zeigt sich, daß
äußerst kompliziert erscheinende Signale letztenendes doch durch einen linearen
stochastischen Prozeß beschrieben werden können. Die Zielsetzung dieses Kapi-
tels ist nun, eine Klassifikation der während der Bearbeitungsvorgänge auftretenden
Körperschallsignale vorzunehmen und somit eine Basis für eine anstehende Model-
lierung zu schaffen.

6.2 Datenaufnahme und Analyse

6.2.1 Der Zerspanprozeß

Der Zerspanprozeß ist laut DIN 8589 (siehe z. B. [Toe95]) ein Trennvorgang, bei
dem von einem Werkstück mit Hilfe einer oder mehrerer Schneiden eines Werk-
zeugs Werkstoffschichten in Form von Spänen zur Änderung der Werkstückform
oder Werkstückoberfläche mechanisch abgetrennt werden. Der Vorgang der Span-
bildung läßt sich dabei nach Warnecke [War74] folgendermaßen beschreiben. Beim
Zerspanvorgang dringt eine in ihrer Geometrie definierte Schneide infolge der Rela-
tivbewegung zwischen Werkzeug und Werkstück in die Randschicht des Werkstücks
ein und verdrängt den in Schnittrichtung vor ihr liegenden Werkstoff. Der Werkstoff
geht durch kontinuierliche oder periodische Scherung in den Span über (Abbildung
6.1). Zusätzlich zu diesen primären Scherzonen bilden sich im Werkstück durch
Reibung sekundäre Scherzonen aus, in denen aufgrund hoher Spannungen und Tem-
peraturen eine Plastifizierung des Werkstoffs auftritt. Die Schnittparameter, die den
im folgenden untersuchten Zerspanprozessen zugrunde liegen, sind eine Schnittiefe
von h = 1 mm, einem Vorschub von 0.2 mm/Umdr. bei einer Schnittgeschwindig-
keit von vc = 500 m/min = 8.3 m/sec. Der Durchmesser der Welle schwankt dabei
typischerweise zwischen 69-79 mm.
Aus den Reibungs-, Verformungs- und Trennvorgängen in den Wirkzonen resultie-
ren die Schwingungssignale, die als Körperschall gemessen werden. Nach [BKM+97]
besteht die begründete Hoffnung, daß die Körperschallsignale die meisten relevan-
ten Informationen über den Zerspanprozeß enthalten und Änderungen im Prozeß-
verhalten durch Beobachtung der Schwingungen detektiert werden können. Der
Körperschall breitet sich dabei im Werkzeug und im Werkzeughalter aus und wird
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Abbildung 6.1: Wirkzonen des Zerspanprozesses, aus [Bae94].
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Abbildung 6.2: Der Zerspanprozeß ist Signalquelle des Körperschalls, der sich
ausgehend von der Schneide im Werkzeug ausbreitet. Der Beschleunigungssensor
auf der Werkzeugunterseite dient als Empfänger der Körperschallsignale.
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von einem Beschleunigungsaufnehmer an der Werkzeugunterseite gemessen. Siehe
dazu Abbildung 6.2. Die Abtastfrequenz beträgt hier ∆f = 500 kHz, d. h. die kri-
tische Nyquistfrequenz ist gleich fc = 250 kHz. Der Beschleunigungssensor besitzt
eine Sensitivität bis 180 kHz, weshalb die gemessenen Signale mit ebenfalls 180 kHz
Tiefpaß gefiltert werden. Die typische Länge der Späne, die beim Drehen mit diesen
Schnittparametern entstehen, beträgt 3-4 mm.

6.2.2 Die Körperschallsignale

Die prozeßspezifischen Ursachen für die Entstehung von Körperschall sind in [Mor83]
eingehend diskutiert. Dabei wird üblicherweise unterschieden zwischen den sprung-
haften Zustandsänderungen, die sich in Form von impulsartigen Signalspitzen im
Körperschallsignal, den sogenannten Bursts äußern (siehe Abbildung 6.3) und den
dynamischen gleichförmigen Kräften als Ursache für die Anregung des kontinuierli-
chen Signalanteils. Dabei sind die typischen Anregungsmechanismen für die primäre
Scherzone das Stauchen und Abgleiten des Werkstoffs und die damit einhergehende
Verformung, also dynamische Kräfte. In der sekundären Scherzone spielt die auftre-
tende Reibung die größte Rolle. Ein Wechsel der Reibbedingungen, also sogenann-
te slip-stick-Effekte [GBB95], [PS90] zwischen Werkzeug-Werkstück und Werkzeug-
Span sind höchstwahrscheinlich die Hauptursachen für das Auftreten der Bursts.
Weitere Schwingungsanregungen können vom Lager und Getriebe, sowie von Selbst-
erregung durch Rückkoppeleffekte herrühren.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-3

-2

-1

0

1
�

2

3
�

Z
�

eit (8 msec)

A
m

pl
itu

de
 [V

]

Abbildung 6.3: Ausschnitt von 8 msec aus einem typischen Körperschallsignal mit
impulsartigen Signalspitzen, den sogenannten Bursts.
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Als Signale liegen Körperschalldaten für Anschnitte von kompletten Standzyklen
jeweils eines Werkzeuges vor. Typischerweise handelt es sich bei einem Standzy-
klus um 15 Anschnitte. Jeder Anschnitt umfaßt eine Dauer von 15.6 sec, wobei als
Körperschallsignale für die Analyse jeweils nur ein Ausschnitt von 0.327 sec vor-
liegt. Das entspricht bei einer Abtastrate von 500 kHz einer Länge der Zeitreihe von
163840 Werten.

6.2.3 Analyse von Körperschallsignalen

Werden die Zeitreihen der Körperschallsignale einer Analyse im Frequenz- und im
Zeitbereich mit klassischen Methoden unterzogen, so lassen sich in erster Linie zwei
Resultate festhalten:

Der Körperschall breitet sich im Werkstoff in Form von Kugelwellen aus und bildet
stehende Transversal- und Longitudinalwellen im Werkzeughalter (l1 = 27 mm),
im Werkzeug (l2 = 5 mm) und zwischen Werkzeughalter und Werkzeug (l1 −
l2 ≈ 22 mm). Vergleiche dazu auch Abbildung 6.2. Ausgehend von der Aus-
breitungsgeschwindigkeit in Stahl für Longitudinalwellen cL = 5920 m/sec und für
Transversalwellen cT = 3250 m/sec [Hue96] lassen sich die Frequenzen der stehen-
den Wellen berechnen. Einige der Frequenzen können im Leistungsspektrum der
Körperschallsignale wiedergefunden werden. Die Frequenzen der stehenden Wellen
im Werkzeug sind jedoch allesamt zu hochfrequent, um im Leistungsspektrum im
Frequenzbereich bis 250 kHz aufzutreten. Im Werkzeughalter bildet sich u. a. eine
stehende Transversalwelle mit einer Frequenz von 120.4 kHz und eine Longitudinal-
welle mit 50.8 kHz aus. Zwischen Werkzeughalter und Werkzeug bildet sich eine
Transversalwelle mit 73.9 kHz und eine Longitudinalwelle mit 134.5 kHz. Diese Fre-
quenzen können im Leistungsspektrum als Spitzen mit hoher Leistung identifiziert
werden. Zusätzlich ist die Spanlamellierungsfrequenz bei ungefähr 7 kHz zu beob-
achten. Das Leistungsspektrum in Abbildung 6.4 wurde zum Zweck der Veranschau-
lichung für den Anschnitt Nummer 7 eines Standzyklus mit den oben beschriebenen
Prozeßparametern berechnet.

Die Untersuchung von Körperschallsignalen der jeweiligen Anschnitte des Standzy-
klus beschränkt sich im Zeitbereich auf die impulsartigen Signalspitzen, die auffällig-
sten Charakteristika der Signale. Diese treten in unterschiedlicher Stärke, d. h. mit
unterschiedlich hoher Amplitude auf. Üblicherweise steigen diese Bursts linear an
und fallen anschließend exponentiell ab (vgl. Abbildung 6.5 und gegebenenfalls auch
Abbildung 6.3). Die Anregung γ1 und die Dämpfung γ2 der Bursts kann mit Hilfe
von Funktionen der Gestalt

x(t) = γ1t sinωt + θ0 (6.1)

und

x(t) = Ae−γ2t+ϕ0 sinωt + θ0 (6.2)
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Abbildung 6.4: Leistungsspektrum eines Körperschallsignals aus 163840 Meßwer-
ten. Das Leistungsspektrum wurde gemittelt über 40 Einzelspektren mit jeweils 4097
Frequenzen und Welsh-Fenster. Die leistungsstärksten Frequenzen können durch
stehende Wellen im Werkzeughalter erklärt werden.

bestimmt werden, indem diese Funktionen an die Daten der Bursts, z. B. über eine
Monte Carlo-Simulation, gefittet werden.

Wird über alle Anstiegs- und Abfallskonstanten γ1/2 für jeden Anschnitt gemittelt,
so ergibt sich für 13 der 15 Anschnitte der gesamten Standzeit eines Werkzeugs
der in Abbildung 6.6 dargestellte Verlauf. Für die Anschnitte Nummer 14 und 15
konnte keine klare Klassifikation der Bursts durchgeführt werden. Der Abfall bleibt
bis auf den ersten Anschnitt über den gesamten Standzyklus weitgehend konstant.
Die Anregungskonstante sinkt mit der Nummer des Anschnittes, was stark mit dem
zunehmenden Werkzeugverschleiß korreliert ist. Weiterhin fällt auf, daß die Anzahl
der Bursts pro Zeit mit zunehmendem Verschleiß ebenfalls anwächst.

6.3 Klassifikation der Körperschallsignale

Aus der vorangegangenen Analyse geht hervor, daß das Signal auf eine Vielzahl von
Schwingungen zurückgeführt werden kann, die im Werkzeughalter angeregt werden.
Es stellt sich nun die Frage, durch welchen Prozeß die Bursts generiert werden. Um
zu testen, inwieweit sich die gemessenen Körperschallsignale auf einen allgemeinen
linearen stochastischen Prozeß zurückführen lassen, wird zunächst das Verfahren der
Surrogatdaten nach Theiler et al. [TEL+92] angewendet.
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Abbildung 6.5: Ein typischer Burst mit linearem Anstieg (γ1 = 49.7 kHz) und
exponentiellem Abfall (γ2 = 6.7 kHz). Dabei entsprechen 300 Meßwerte exakt 0.6
msec.
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Abbildung 6.6: Verlauf der Dämpfungs- und Anregungskonstante für die jeweiligen
Anschnitte.
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6.3.1 Testen mit AAFT-Surrogaten

Für jeden Standzyklus, bestehend aus 15 Anschnitten, wurde eine Surrogatanaly-
se mit AAFT-Surrogaten (vgl. Kapitel 5) vorgenommen. Dazu wurden von jedem
Körperschallsignal eines Anschnitts 32k Daten analysiert. Als Teststatistik diente
jeweils der Anstieg der Korrelationssumme C2(ε) als Funktion des Punktabstandes
ε in der Einbettungsdimension dE = 8 und einem Zeitversatz von τ = 5 Meßwer-
ten, was einem effektiven Versatz von 10 µsec entspricht. Wenn den gemessenen
Zeitreihen ein Attraktor eines nichtlinearen deterministischen Systems zugrunde-
liegt, dann entspricht im Fall langer Zeitreihen der Anstieg der Korrelationssumme
der Korrelationsdimension. Als Signifikanzniveau wurde jeweils α = 0.05 gewählt
und die Original-Körperschallsignale mit jeweils 39 AAFT-Surrogaten mit gleichem
Leistungsspektrum und identischer Amplitudenverteilung, also der Nullhypothese
eines linearen stochastischen Prozesses, verglichen.
Der Test mit diesen Surrogatdaten führte zu folgenden Resultaten: Bei 14 der 15
Anschnitte des Standzyklus unterscheidet sich die verwendete Teststatistik für die
Originalzeitreihe signifikant von den Surrogaten. Vergleiche dazu die Abbildungen
6.7 und 6.8. Als Anstieg der Korrelationssumme für das Originalsignal ergab sich
konkret für den ersten Anschnitt C2(ε) = 6.1357 bei ε = 0.4118 und für den Mit-
telwert der Anstiege der Surrogate C2(ε) = 6.6042 mit einer Standardabweichung
von σC2

= 0.1055. Daraus folgt, daß die Nullhypothese eines allgemeinen linearen
stochastischen Prozesses mit

|C2 − C2|
σC2

≈ 4.44 > 2 (6.3)

verworfen werden muß. Das Verwerfen der Nullhypothese findet bei den anderen 13
Anschnitten mit ähnlicher Signifikanz statt. In den Zeitreihen dieser Körperschall-
signale treten mehr oder weniger deutlich Bursts auf.
Lediglich bei einem Körperschallsignal läßt sich die Nullhypothese nicht verwerfen.

Diese Zeitreihe ist dadurch ausgezeichnet, daß sie praktisch keine Bursts enthält.
Diese Resultate sind in den Abbildungen 6.9 und 6.10 dargestellt. Als Anstieg
der Korrelationssumme für das Originalsignal ergab sich hier C2(ε) = 7.5086 bei
ε = 0.4118 und für den Mittelwert der Anstiege der Surrogate C2(ε) = 7.5677 mit
einer Standardabweichung von σC2

= 0.0532. Daraus folgt, daß die Nullhypothese
mit

|C2 − C2|
σC2

≈ 1.2 < 2 (6.4)

nicht verworfen werden kann. Ein Signal ohne Bursts kann also durch einen linearen
stochastischen Prozeß beschrieben werden.

Das Resultat überrascht nicht, da die Bursts statistisch gesehen einer vorübergehenden
Änderung der Varianz entsprechen. Das führt zu einer Nichtstationarität der Körper-
schallsignale. Insofern ist es nicht verwunderlich, daß die Nullhypothese eines sta-
tionären linearen stochastischen Prozesses verworfen werden muß. Eine Entschei-
dung, ob die Körperschallsignale von einem nichtlinearen Prozeß herrühren, kann
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Abbildung 6.7: Anstieg der Korrelationssumme C2(ε) im Vergleich mit 39 AAFT-
Surrogaten für ein Körperschallsignal mit Burst.
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Abbildung 6.9: Anstieg der Korrelationssumme C2(ε) im Vergleich mit 39 AAFT-
Surrogaten für ein Körperschallsignal ohne Bursts.
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bei ε = 0.4118.
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auf der Basis der Standardsurrogatverfahren jedoch nicht getroffen werden. Das
Körperschallsignal könnte zeitweise durch chaotisch-deterministische Prozesse gene-
riert werden, aber es besteht auch die Möglichkeit, daß sich lediglich lineare Prozesse
überlagern.

6.3.2 Testen mit CP-Surrogaten

Um diese Klassifikation vornehmen zu können, werden die Körperschallsignale mit
Hilfe der in Kapitel 5 entwickelten Change Point-Surrogate (CP-Surrogate) unter-
sucht. Zu diesem Zweck müssen zunächst etwaige Change Points im Körperschallsignal
detektiert werden.
Dies läßt sich mit Hilfe der Anregungs- und Dämpfungskonstanten γ1/2 in Abbil-
dung 6.6 realisieren. Für jeden Anschnitt des Standzyklus werden die lokalen Ma-
xima und damit die ungefähre Position der Bursts im Signal ermittelt. Der Beginn
und das Ende des Burst-Segments wird dann über die zum Anschnitt gehörigen
Konstanten γ1/2 bestimmt. Sowohl für den Anstieg, als auch für den Abfall wird
ein ARMA-Prozeß angepaßt um dann im folgenden Surrogate auf der Basis eines
Change Point-Prozesses nach dem in Abschnitt 5.4.2 beschriebenen Verfahren zu
generieren.
Zunächst stellt sich jedoch die Frage, ob es generell möglich ist, eine gedämpfte
harmonische Schwingung durch einen ARMA-Prozeß zu modellieren. Daß dafür
sogar ein autoregressiver Prozeß zweiter Ordnung ausreicht, kann folgendermaßen
bewiesen werden:

Gegeben sei ein AR[2]-Prozeß

Xt = aXt−1 − bXt−2. (6.5)

Wird als Anfangsbedingung dieses Prozesses

X0 = A0 sinϕ0 (6.6)

gewählt, so ergibt sich

=⇒ Xt = A0 e−αt · sin(ωt + ϕ0) (6.7)
mit a = 2 e−α · cos ω

b = e−2α,

d. h. Xt beschreibt eine gedämpfte harmonische Schwingung. Der Beweis erfolgt mit
vollständiger Induktion.

Beweis: Im folgenden wird der Sinussatz benötigt:

1
2

[
sin(x + y) + sin(x− y)

]
= sinx · cos y (6.8)
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Induktionsanfang: Betrachte die Behauptung für t = 2:

X2 = A0 e−2α · sin(2ω + ϕ0)

= A0 e−2α · 21
2

[
sin(2ω + ϕ0) + sin ϕ0

]
−A0 e−2α · sinϕ0

(6.8)
= 2A0 e−2α · sin(ω + ϕ0) · cos ω −A0 e−2α · sinϕ0

= 2 e−α · cos ω︸ ︷︷ ︸
a

·A0 e−α · sin(ω + ϕ0)− e−2α︸ ︷︷ ︸
b

·A0 sinϕ0

= aX1 − bX0

Induktionsschritt: t− 1 → t:

Xt = A0 e−αt · sin(ωt + ϕ0)

= A0 e−αt · 21
2

[
sin(ωt + ϕ0) + sin(ω(t− 2) + ϕ0)

]
−

−A0 e−αt · sin(ω(t− 2) + ϕ0)
(6.8)
= 2A0 e−αt · sin(ω(t− 1) + ϕ0) · cos ω −A0 e−αt · sin(ω(t− 2) + ϕ0)

= 2 e−α · cos ω︸ ︷︷ ︸
a

·A0 e−α(t−1) · sin(ω(t− 1) + ϕ0)−

− e−2α︸ ︷︷ ︸
b

·A0 e−α(t−2) · sin(ω(t− 2) + ϕ0)

= aXt−1 − bXt−2

q. e. d.

Auf der Basis dieses Ergebnisses können nun 39 CP-Surrogate generiert und der
zuvor mit den AAFT-Surrogaten durchgeführte Test wiederholt werden. Es zeigt
sich folgendes Resultat:
Die Abbildungen 6.11 und 6.12 zeigen die Testergebnisse des Tests für den gleichen
Anschnitt der auch in Abbildung 6.7 betrachtet wurde. Der Wert der Original-
zeitreihe ist unverändert C2(ε) = 6.1357 bei ε = 0.4118. Für den Mittelwert der CP-
Surrogate ergibt sich nun allerdings C2(ε) = 6.1945 mit einer Standardabweichung
von σC2

= 0.0349. Daraus folgt, daß die Nullhypothese eines Change Point-Prozesses
mit

|C2 − C2|
σC2

≈ 1.69 < 2 (6.9)

nicht abgelehnt werden kann.
Damit ist statistisch belegt, daß es sich bei den Körperschallsignalen mit Bursts
nicht um nichtlineare Zeitreihen handelt, die deterministisches Chaos zeigen können.
Stattdessen lassen sich die Körperschallsignale durch Überlagerungen linearer Pro-
zesse beschreiben. Die Bursts haben ihre Ursache somit wohl in zufällig angeregten
gewöhnlichen harmonischen Schwingungen, welche für einen kurzen Zeitraum die
Grundschwingungen überlagern und dann wieder abklingen.
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Abbildung 6.11: Anstieg der Korrelationssumme C2(ε) im Vergleich mit 39 CP-
Surrogaten für das gleiche Körperschallsignal wie in Abbildung 6.7.
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Abbildung 6.12: Verteilung der Werte des Anstiegs der Korrelationssumme C2(ε)
bei ε = 0.4118.
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6.4 Zusammenfassung

Es hat sich gezeigt, daß viele der Schwingungen im Körperschallsignal auf Anregun-
gen von stehenden Wellen im Werkzeughalter zurückgeführt werden können. Bei den
impulsartigen Signalspitzen, den Bursts, handelt es sich ebenfalls um harmonische
gedämpfte bzw. angeregte Schwingungen, die stückweise durch allgemeine lineare
stochastische Prozesse beschrieben werden können. Somit können die gemessenen
Körperschallsignale durch die Theorie der linearen Prozesse mit Change Points be-
schrieben werden, was mit Hilfe der in Kapitel 5 entwickelten Methode zu Testen
von Hypothesen bei Nichtstationarität statistisch gezeigt werden konnte. Die Anre-
gung eines Bursts hat Ursachen, die auf den Bearbeitungsprozeß zurückgehen und
kann dem Bruch der Späne in Verbindung gebracht werden (vgl. [BMS+99]). Auf
der Grundlage der beschriebenen Resultate ist es möglich, im Rahmen des weiteren
Verlaufs des Projektes erste Schritte in Richtung einer konkreten Modellierung des
Zerspanprozesses zu unternehmen, was teilweise in [BMS+99] bereits geschehen ist.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Das wesentliche Ziel dieser Arbeit war die exemplarische Lösung von konkreten Fra-
gestellungen der Praxis, insbesondere aus dem Bereich der spanenden Bearbeitung.
Die dabei erarbeiteten Lösungen und neu entwickelten Verfahren basieren auf der
Theorie der Nichtlinearen Dynamik. Dabei stand stets die Praktikabilität der ent-
wickelten Verfahren im Vordergrund, d. h. es wurde versucht, ohne ein konkretes
Vorverständnis, die für das jeweilige Problem optimale Lösung zu erreichen. Dabei
wurde bewußt vermieden, dem jeweiligen Problem spezielle Methoden der Nichtli-
nearen Dynamik als Lösung aufzuzwingen. Dennoch hat sich gezeigt, daß die Nicht-
lineare Dynamik in den diskutierten Anwendungen ein hohes Anwendungspotential
besitzt und mit ihren Methoden zu konkreten Problemlösungen beitragen kann.

In Kapitel 3 wurde konkret am Beispiel der nichtlinearen Prädiktion gezeigt, daß
Verfahren der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse auch in Anwendungen mit sehr kurz-
en Zeitskalen angewendet werden können. Dazu wurde nicht der übliche Weg über
die allgemeine Form der Darstellung von Zeitreihen über eine Phasenraumrekon-
struktion beschritten. Stattdessen wurde das Vorhersageverfahren durch die vorge-
nommenen Änderungen direkt auf die Zeitreihe angewandt, was zu einer erhebli-
chen Reduktion des Rechenaufwandes führt. Zusätzlich wurde eine erheblich höhere
Stabilität des Prädiktionsalgorithmus gegenüber additivem Meßrauschen erreicht.
Gerade im Hinblick auf die Anwendung auf reale Systeme ist dieses Resultat von
nicht zu unterschätzendem Wert.

Kapitel 4 befaßt sich mit der aktiven Störungskompensation bei der Hochpräzisions-
drehbearbeitung. Hier konnte gezeigt werden, daß der speziell zu diesem Zweck
entwickelte nichtlineare Vorhersagealgorithmus dem zum Vergleich herangezogenen
linearen Verfahren deutlich überlegen ist. Auf Basis der vom Algorithmus berechne-
ten Vorhersage der störenden Schwingungen ist eine Kompensation möglich, so daß
eine Verbesserung der Oberflächengüte des bearbeiteten Werkstücks um 20-30% er-
zielt werden konnte.

Die in Kapitel 5 neu entwickelte Methode zum Testen der Nullyhpothese eines linea-
ren nichtstationären Prozesses, d. h. eines linearen Change Point-Prozesses, ist im
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Gegensatz zu den herkömmlichen Verfahren in der Lage, zwischen nichtlinearen und
linearen nichtstationären Zeitreihen zu unterscheiden. Anhand einfacher Beispiele
wurde zunächst die Problematik des Testens von Hypothesen bei nichtstationären
Zeitreihen mit FT- und AAFT-Surrogaten aufgezeigt und darauf aufbauend die
Alternativhypothese entwickelt und anhand numerischer Beispiele eingehend disku-
tiert.

Im zugehörigen Kapitel 6 wurde das Verfahren zum Testen auf Change Point-
Prozesse eingesetzt, um eine Klassifikation der beim Zerspanprozeß gemessenen
Körperschallsignale vornehmen zu können. Dazu wurden die Change Points mit
Hilfe physikalischen Prozeßwissens identifiziert und zur Generierung der Surrogat-
daten genutzt. Es konnte statistisch signifikant bewiesen werden, daß es sich bei
den Körperschallsignalen nicht um lineare stochastische Prozesse und auch nicht
um nichtlineare Zeitreihen im Sinne der Nichtlinearen Dynamik handelt. Stattdes-
sen konnte die Hypothese einer Überlagerung linearer Prozesse, also eines Change
Point-Prozesses, nicht verworfen werden.

Allen Kapiteln ist dabei gemeinsam, daß die geschilderten neuen Verfahren und ma-
thematischen Theorien nicht anhand von abstrakten akademischen Problemen ent-
wickelt wurden, sondern an konkreten Fragestellung der industriellen Praxis. Die
Erkenntnis, daß auch die Betrachtung solcher Fragen zu interessanten theoretisch
wissenschaftlichen Ergebnisse führen kann und die im Rahmen der interdisziplinär
durchgeführten Projekte gewonnen Erfahrungen sind ein weiteres wesentliches Re-
sultat dieser Arbeit.
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Anhang A

Das Programmpaket TSA 97

Das Programmpaket TSA (Time Series Analysis) ist eine Sammlung von Program-
men zur Nichtlinearen Zeitreihenanalyse, die über die letzten 4 Jahre hinweg in der
Arbeitsgruppe WA NLD an der Universität Mainz entwickelt wurden. Die Program-
me entstanden in der ursprünglichen Version in Zusammenarbeit von R. Stemler
(siehe [Ste97]), P.E. Beckmann, M. Herber (siehe [Her98]) und dem Autor. Alle
Programme sind in ANSI-C geschrieben und ermöglichen somit Erweiterungen und
Modifikationen von Seiten der Anwender. Die ursprüngliche Version von R. Stemler
ist plattformunabhängig. Portierungen auf unterschiedliche UNIX-Systeme sowie
auf Windows 95 und NT wurden von M. Herber im Rahmen einer Diplomarbeit
durchgeführt. Sämtliche Routinen machen Gebrauch von den Numerical Recipes in
C [PTV+88].

A.1 Altes und Neues: Die Programme

Das Programmpaket TSA enthält unter anderem Routinen zur Berechnung der

• Grassberger-Procaccia Korrelationsdimension

• Lyapunov-Exponenten

• Autokorrelationsfunktion und Transinformation

• Falschen nächsten Nachbarn und der globalen Singulärwertzerlegung

• FFT- und AAFT-Surrogate

• Lokal-lineare Prädiktion

Im Rahmen dieser Arbeit sind neue Routinen zur Berechnung der
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• Lokal-konstante Prädiktion mit optimiertem Rechenaufwand (siehe Kapitel 3)

• Korrelationsdimension für sogenannte gleitende Ausschnitte zur segmentwei-
sen Berechnung dieser Kenngröße

• Prädiktionsfehler für gleitende Ausschnitte

• Change Point-Surrogate (im Moment nur für MATLAB)

hinzugekommen. Zu Fragen des copyrights sei auf die jeweilige Dokumentation ver-
wiesen.

A.2 Die Windows Benutzer-Oberfläche

Im Rahmen dieser Arbeit wurde in Zusammenarbeit mit P. Beckmann eine auf die-
sem Programmpaket basierende benutzerfreundliche, den Anforderungen der zeitrei-
henanalytischen Praxis entsprechende Anwenderschnittstelle entwickelt. Sämtliche
TSA-Routinen werden dabei über Skripte gesteuert, was insbesondere immer wieder-
kehrende Routineaufgaben erleichtert und beschleunigt. Eine graphische menüge-
steuerte Bedienoberfläche (TSA 97) wurde dabei für Windows 95 und NT entwickelt.
Siehe dazu auch den zugehörigen Bildschirmschnappschuß in Abbildung A.1. Die
zugehörige Dokumentation ist im Programmpaket als Textdatei enthalten.

Abbildung A.1: Bedienoberfläche des Programmpakets TSA 97.



Anhang B

Datenverwaltung - TSAInfo

Eine Erweiterung für das TSA-Programmpaket stellt auch die speziell zu diesem
Zweck entwickelte Datenbank - TSAInfo - auf Basis von Microsoft MS-Access dar.
Diese Datenbank ist in der Lage, die durchgeführten Analysen komfortabel zu ver-
walten und online zu dokumentieren. Die mit dem Programmpaket TSA 97 unter
Windows durchgeführten Analysen werden automatisch in der Datenbank mit allen
verwendeten Parametern dokumentiert. Dies kann insbesondere bei großen anfal-
lenden Datenmengen ein nicht geringer Vorteil sein. Die Benutzeroberfläche von
TSAInfo ist in Abbildung B.1 exemplarisch dargestellt. Eine Benutzerführung ist
der Datenbank als Textdatei beigefügt.

Abbildung B.1: Bedienoberfläche der Datenbank TSAInfo.

93





Literaturverzeichnis

[Aba96] Abarbanel, H.D.I. (1996). Analysis of observed chaotic data. Springer (New
York), ISBN 0-387-94523-7.

[ABS+93] Abarbanel, H.D.I., Brown, R., Sidorowich, J.J. und Tsimring, L.S.
(1993). The analysis of observed chaotic data in physical systems. Rev. Mod.
Phys., 65(4):1331-1392.

[AFH95] Argyris, J., Faust, G. und Haase, M. (1995). Die Erforschung des Chaos.
Vieweg (Wiesbaden), ISBN 3-528-06685-7.

[Arn92] Arnol’D, V.I. (1992). Ordinary differential equations, (3rd edition). Springer
(Berlin), ISBN 0-387-54813-0.

[Bae94] Bähre, D. (1994). Prozeßbegleitende Zerspanbarkeitsanalyse beim Drehen
von Stahl. Dissertation, FBK-Produktionstechnische Berichte, Band 14, Uni-
versität Kaiserslautern.

[Bec96a] Beckmann, P.E. (1996). Theoretische Grundlagen der Nichtlinearen Dyna-
mik dissipativer Systeme. Vorlesung SS 1996, Johannes Gutenberg-Universität
Mainz.

[Bec96b] Beckmann, P.E. (1996). Datenanalyse nichtlinearer Systeme. Vorlesung
WS 1996/97, Johannes Gutenberg-Universität Mainz.

[BGS76] Benettin, G., Galgani, L. und Strelcyn, J.M. (1976). Kolmogorov entropy
and numerical experiments. Phs. Rev. A, 14:2338-2345.

[BHM+97] Beckmann, P.E., Hilbing, R., Michel, C., Simon, T. und Weck, M.
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[CH88] Csörgö, M. und Horváth, L. (1988). Nonparametric methods for changepoint
problems. Handbook of Statistics, 7:403-425.

[DRS90] Ditto, W.L., Rauseo, S.N. und Spano, M.L. (1990). Experimental control
of chaos. Phys. Rev. Lett., 65:3211-3214.

[Dur60] Durbin, J. (1960). The fitting of time-series models. Revue Inst. Int. De
Statist., 28:233-243.

[DWS+99] Dolan, K., Witt, A., Spano, M.L., Neiman, A. und Moss, F. (1999).
Surrogates for finding unstable periodic orbits in noisy data sets. Phs. Rev. E,
59:5235-5241.

[Efr79] Efron, B. (1979). Computers and the theory of statistics: Thinking the
unthinkable. SIAM Rev., 21(4):460-480.

[EKR+86] Eckmann, J.-P., Kamphorst, S.O., Ruelle, D. und Ciliberto, S. (1986).
Lyapunov exponents from time series. Phs. Rev. A, 34(6):4971-4979.

[ER85] Eckmann, J.-P. und Ruelle, D. (1985). Ergodic theory of chaos and strange
attractors. Rev. Mod. Phys., 57(3):617-656.

[ET93] Efron, B. und Tibshirani, R.J. (1993). An introduction to the bootstrap.
Chapman & Hall (New York), ISBN 0-412-04231-2.

[FS86] Fraser, A.M. und Swinney, H.L. (1986). Independant coordinates for strange
attractors from mutual information. Phys. Rev. A, 33(2):1134-1140.

96



[GBB95] Galvanetto, U., Bishop, S.R. und Brisghella, L. (1995). Mechanical stick-
slip vibrations. Int. J. Bifurcations and Chaos in Appl. Sc. and Eng., 5(3):637-
651.

[GK93] Glass, L. und Kaplan, D. (1993). Time series analysis of complex dynamics
in physiology and medicine. Med. Prog. Technol., 19(3):115-128.

[GOP+84] Grebogi, C., Ott, E., Pelikan, S. und Yorke, J.A. (1984). Strange attrac-
tors that are not chaotic. Physica D, 13:261-268.

[GP83a] Grassberger, P. und Procaccia, I. (1983). Measuring the strangeness of
strange attractors. Physica D, 9:189-208.

[GP83b] Grassberger, P. und Procaccia, I. (1983). Characterization of strange at-
tractors. Phys. Rev. Lett., 50(5):346-349.

[Gra94] Grabec, I. (1994). Characterization of manufacturing processes based upon
acoustic emission by Neural Networks. Annals of the CIRP, 43(1):77-80.

[GSS91] Grassberger, P., Schreiber, T. und Schaffrath, C. (1991). Nonlinear time
sequence analysis. Int. J. Bifurcations and Chaos, 1(3):521-547.

[Her98] Herber, M. (1998). TSA 98 - Ein Programmpaket zur Nichtlinearen Zeitrei-
henanalyse. Diplomarbeit, Johannes Gutenberg-Universität Mainz.
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