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1. Einleitung

Das Universum fasziniert seit jeher die Menschheit. Beobachtungen des Kosmos machen ihn greifbar
und erweitern das Verständnis seiner Entstehung, Struktur und Evolution. Schon die frühen Astronomen
versuchten durch sorgfältige Himmelsbeobachtungen, das Universum mit bloßem Auge und einfachen
Messinstrumenten zu verstehen. Diese Faszination setzt sich auch in der modernen Wissenschaft fort,
welche durch die enge Zusammenarbeit aus Experimentatoren und Theoretikern geprägt ist. So beschrieb
Hubble: „observation and theory advancing together toward the common goal of science, the structure
and behavior of the physical universe in which we live“.1

Zu den häufig untersuchten Himmelskörpern gehören die weißen Zwerge. Diese stellen neben schwarzen
Löchern und Neutronensternen die Endpunkte der Sternentwicklung dar.2 Je nach Masse des Sterns
folgt dieser einem unterschiedlichen Pfad in dieser Entwicklung. Bei sehr massereichen Sternen kann
aufgrund des Ausbrennens des Sterns eine Supernova erfolgen, woraus die Entstehung von schwarzen
Löchern oder auch Neutronensternen resultiert.3 Für weniger massereiche Sterne und somit etwa 95 % der
Sterne liegt der Endpunkt der Entwicklung jedoch in der Gruppe der weißen Zwerge.4 Der prominenteste
Stern dieser Klasse ist Sirius B, der erdnächste weiße Zwerg, der ein binäres System mit dem hellsten
Stern des Nachthimmels Sirius A bildet. Dieser ist, wie für weiße Zwerge üblich, ein sehr dichtes Objekt,
das etwa die Größe der Erde aufweist und eine Masse besitzt, die vergleichbar mit unserer Sonne ist.
Die somit fast dreihundertfach größere Masse im Vergleich zur Erde sorgt für extreme Drücke in der
Atmosphäre. Bei weißen Zwergen findet keine Kernfusion mehr statt, sie sind ausgebrannt und kühlen
langsam ab, während sie ihre restliche Wärmeenergie abstrahlen. Über die Temperatur beziehungsweise
die damit einhergehende Lumineszenz spiegelt die Abkühlungssequenz die Evolution der Sterne wider.
Beispielsweise sind die am schwächsten leuchtenden weißen Zwerge sehr alt und enthalten Informationen
über frühe Phasen unserer Galaxie, was sie zu sehr interessanten Objekten macht. Temperaturen von bis
zu 150000 K treten auf, wobei die kältesten weißen Zwerge Temperaturen zwischen 4000 K und 10000 K
aufweisen.5–9 Zusätzlich besitzen ungefähr 25 % der weißen Zwerge ein Magnetfeld, das eine Stärke von
bis zu ∼94000 T aufweist.5,10–12 Zum Vergleich beträgt das Magnetfeld der Erde 1 ·10−5 T und das größte
bisher erzeugte Magnetfeld, welches durch einen nicht-destruktiven, gepulsten Magneten des Los Alamos
National Laboratory generiert wurde, erreicht eine maximale Feldstärke von 150 T.13,14 Somit sind die auf
der Erde realisierbaren Feldstärken um Größenordnungen kleiner als die der magnetischen weißen Zwerge.
Die Feldstärken, die auf der Erde auftreten, sind dem Coulomb-Regime zuzuordnen.15 In diesem Regime
dominieren die Coulomb-Kräfte und die Magnetfeldeffekte, die nicht über die linearen Zeeman-Effekte
hinausgehen, können störungstheoretisch behandelt werden, wie es üblicherweise bei der theoretischen
Beschreibung der Kernspinresonanz- (Nuclear Magnetic Resonance, NMR), der Elektronenspinresonanz-
(Eletron Spin Resonance, ESR) oder der magnetische Zirkulardichroismus-Spektroskopie (Magnetic Circu-
lar Dichroism, MCD) geschieht.16 Im Gegensatz zu dem Coulomb-Regime gewinnen für Magnetfeldstärken,
wie sie auf stark magnetischen weißen Zwergen zu finden sind, die Magnetfeldeffekte zunehmend an Bedeu-
tung. Diese Feldstärken sind dem intermediären Regime zuzuordnen.15 Dort konkurrieren Coulomb- und
Lorentz-Kräfte, was zu einer neuen Chemie, verbunden mit einer Vielzahl an interessanten Effekten,17–22
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führt. Dazu gehört die Veränderung der elektronischen Struktur, die Stabilisierung exotischer Atome und
Moleküle unter Ausbildung von Zuständen hoher Multiplizität oder auch das Auftreten der senkrechten
paramagnetischen Bindung22 als neuen Bindungsmechanismus. Durch diese Effekte resultiert insgesamt
eine Aufspaltung und eine starke nicht-lineare Verschiebung von Absorptionsbanden in aufgenommenen
Spektren magnetischer weißer Zwerge. Die Interpretation der Spektren magnetischer weißer Zwerge kann
aufgrund der hohen Feldstärken jedoch nicht durch Experimente im Labor gestützt werden. Die computer-
gestützte Simulation entsprechender Spektren ist folglich essentiell.
Der erste Nachweis eines magnetischen weißen Zwergs erfolgte durch Kemp et al.23 mittels Auswertung
der zirkularen Polarisation des von diesem Stern ausgehenden Lichts unter Zuhilfenahme theoretischer
Vorhersagen.24 In den darauf folgenden Jahren folgte die Entdeckung einer Vielzahl weiterer magnetischer
weißer Zwerge. Für einige dieser weißen Zwerge konnte die zunächst unbekannte Feldstärke auf ein Magnet-
feld mit über 1000T bestimmt werden. Anhand der Spektren dieser stark magnetischen weißen Zwerge muss
die Zuordnung der Absorptionsbanden gemeinsam mit der Bestimmung der Feldstärke erfolgen. Bislang
wurden sowohl Wasserstoff-25–30 als auch Heliumatmosphären31–36 mithilfe der ersten Entwicklungen
quantenchemischer Methoden zur Berechnung von Atomen und Molekülen unter der Anwesenheit eines
endlichen Magnetfeldes (finite field-Methoden (ff))I nachgewiesen.17–20,29,33,37–39 Entgegen der Erwartung,
dass aufgrund der hohen Gravitationskräfte auf weißen Zwergen schwere Elemente schnell absinken und
nur reine Wasserstoff- oder Heliumatmosphären zurückbleiben, ist bekannt, dass diese Elemente aufgrund
der Akkretion aus planetaren Ringen in der Atmosphäre vorkommen können.40,41 Sofern die Atmosphäre
des Sterns Spuren an Metallen enthält, treten ausgeprägte, charakteristische Absorptionsbanden in den
beobachteten Spektren auf. Diese Absorptionsbanden sind bereits von nicht-magnetischen aber auch
schwach magnetischen weißen Zwergen bekannt, in denen atomare Spezies (halb)metallischer Elemente
sowie kleine diatomare Verbindungen (H2, C2, CH) nachgewiesen werden konnten.11,40,42–54 Deshalb wird
das Auftreten entsprechender Spezies ebenfalls auf stark magnetischen weißen Zwergen erwartet.5–8,10,55,56

Bis vor kurzem blieb jedoch eine Bestätigung weiterer Elemente neben den H- und He-Atmosphären
auf stark magnetischen weißen Zwergen mit Magnetfeldstärken, welche größer als 1000 T sind, aus. Der
Nachweis war zunächst durch die Limitationen der anfänglichen Entwicklungen der ff-Theorien begrenzt.
In den ersten Jahren waren ausschließlich Hartree-Fock- (HF) und Full-Configuration-Interaction-Imple-
mentierungen (FCI) zugänglich. HF weist nicht die erforderliche Genauigkeit auf und FCI ist von extremen
Rechenanforderungen begleitet, sodass die Studien lediglich auf leichte Atome mit wenigen Elektronen
begrenzt waren. Des Weiteren waren, um die EichursprungsabhängigkeitII der Ergebnisse zu umgehen,
in den ersten Jahren nur Berechnungen an Atomen und linearen Molekülen in parallelen Magnetfeldern
zugänglich, da diese Berechnungen aus Symmmetriegründen eine Eichursprungsinvarianz aufweisen. Der
Durchbruch gelang Tellgren et al.,57 welche die Eichursprungsinvarianz durch die Verwendung von London-
Orbitalen58 auch für Moleküle bei beliebiger Orientierung des Magnetfeldes sicherstellten. Dies ermöglichte
zuletzt in Verbindung mit darauf folgenden Entwicklungen,22,59–75 insbesondere im Rahmen hochgenauer
korrelierter Coupled-Cluster-Methoden,76–85 die erstmalige Zuordnung der Alkali- und Erdalkalimetalle
Mg, Na und Ca zu den Absorptionsbanden eines stark magnetischen weißen Zwergs durch Hollands et al.9

Der Nachweis weiterer unbekannter Spezies, insbesondere molekularer Verbindungen, ist Gegenstand
aktueller Forschung.
Die Beschreibung von Atomen und Molekülen unter den extremen Bedingungen innerhalb der Atmosphären

IDas Akronym „ff“ wird in der Literatur verwendet, um die Anwesenheit eines endlichen Magnetfeldes anzuzeigen und dies
explizit von der Beschreibung durch infinitesimale Magnetfelder im Rahmen der Störungstheorie abzugrenzen.

IIDer Eichursprung des Vektorpotentials, welches das Magnetfeld parametrisiert, ist frei wählbar. Ohne weitere Modifikationen
tritt aufgrund eines falschen Transformationsverhaltens genäherter Wellenfunktionen bezüglich einer Eichursprungstrans-
formation eine Abhängigkeit der Observablen von der Wahl des Eichursprungs auf.
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magnetischer weißer Zwerge ist jedoch besonders herausfordernd. Neben den starken Magnetfeldern weisen
weiße Zwerge eine sehr dichte Atmosphäre und hohe Temperatur auf, welche einen direkten Einfluss auf
die jeweiligen Absorptionsbanden haben. Kollisionen zwischen Metallatomen und Atomen der umgebenden
Atmosphäre verändern die Energieniveaus der strahlenden Atome und führen zu Druckeffekten, also einer
Verschiebung sowie einer Verbreiterung der Absorptionsbanden im Spektrum. Die Absorptionsbanden der
strahlenden Atome in der Atmosphäre können sich deutlich von den Absorptionsbanden der strahlenden
Atome im Vakuum bzw. in der Gasphase unterscheiden, wodurch es von entscheidender Bedeutung ist,
das umgebende Medium miteinzubeziehen.
Um solche Spektren zu simulieren, ist die benötigte Genauigkeit der quantenchemischen Rechnungen
durch den tolerierbaren Fehler in der Wellenlänge einer Anregung definiert, der es noch erlaubt spektrale
Linien eindeutig zuordnen zu können. Somit ist eine Genauigkeit der Vorhersage von wenigen Ångström
erforderlich. FCI genügt diesen hohen Genauigkeitsanforderungen, erweist sich jedoch aufgrund des fak-
toriellen Rechenaufwands nicht als praktikabel. Coupled-Cluster-Methoden (CC)86,87 ermöglichen als
kostengünstigere Alternative eine vergleichbare Beschreibung. Allerdings sind auch solche CC-Berechnun-
gen aufgrund des steilen polynomialen Skalenverhaltens und der hohen Speicheranforderungen noch immer
rechentechnisch anspruchsvoll. Insbesondere gilt dies aus mehreren Gründen für Rechnungen unter Anwe-
senheit eines externen Magnetfeldes. Der Übergang von der feldfreien Beschreibung zu einer Beschreibung
unter Anwesenheit eines Magnetfeldes erfordert im Allgemeinen die Verwendung komplexwertiger Größen.
Infolgedessen wird der erforderliche Speicherbedarf verdoppelt und die benötigten Rechenoperationen der
Multiplikation formal vervierfacht, da zusätzlich zum Realteil einer Zahl der Imaginärteil gespeichert und
verrechnet werden muss. Des Weiteren weisen die Zweielektronenintegrale nun nicht mehr eine achtfache,
sondern nur noch eine vierfache Permutationssymmetrie auf. Zusätzlich wird die Punktgruppensymmetrie
eines Moleküls durch die Anwesenheit des axialen Magnetfeldvektors im Vergleich zum feldfreien Fall für
gewöhnlich verringert, wodurch die Zahl der aus Symmetriegründen verschwindenden Integrale sinkt.39

Schließlich wird durch druckartige Effekte senkrecht zur Magnetfeldachse eine Anisotropie in dem System
induziert.76,88 Da standardmäßig verwendete isotrope Gauß-Funktionen diese Anisotropie nicht adäquat
beschreiben, werden in der Praxis oft große, unkontrahierte Basissätze verwendet.17,89,90 Folglich weisen
ff-Rechnungen einen erheblichen Anstieg der Rechenkosten auf. Dies zeigt sich beispielsweise anhand der
Größe der Matrix der Zweielektronenintegrale, welche häufig die Speicheranforderungen dominieren. Die
Zahl der Integrale skaliert mit der vierten Potenz (N4) mit der Anzahl an Basisfunktionen N .91 Ohne
ein externes Magnetfeld benötigen die Integrale, welche zur Berechnung des Ethen-Moleküls in einer
(unkontrahierten) aug-cc-pVTZ Dunning-Basis92,93 bestimmt werden, 1,1 GB Speicher (N = 184), welche
problemlos auf einem Mittelklasse-Laptop im Arbeitsspeicher gehalten werden können. Im Vergleich wird
zur Berechnung des Ethen-Moleküls innerhalb eines Magnetfeldes ein Speicher von 8,1 GB (N = 216)
benötigt, wodurch die Integrale auf einem solchen Laptop bereits nicht mehr im Arbeitsspeicher gehalten
werden können.III Das Beispiel zeigt, dass Rechnungen, die im feldfreien Fall routinemäßig durchgeführt
werden können, unter Umständen im Magnetfeld nicht mehr umsetzbar sind. Die Umsetzbarkeit ist insbe-
sondere auch für die Simulation von Spektren magnetischer weißer Zwerge erschwert. Hierzu sind aufgrund
der Genauigkeitsanforderungen Coupled-Cluster-Rechnungen in starken Magnetfeldern notwendig, die
zusätzlich zu den genannten Limitationen aufgrund ihres steilen Skalenverhaltens sehr anspruchsvoll sind.
Um diese Anwendungen zu ermöglichen, besteht ein Bedarf an neuen Werkzeugen zur Aufhebung der
rechentechnischen Anforderungen. Dies ist das Ziel dieser Dissertation. Diese soll durch die Implementie-

IIIWährend die Abspeicherung der Integrale auf der Festplatte den Engpass im Arbeitsspeicher lösen kann, wird dies in
der Praxis vermieden, da das Lesen und Schreiben von Daten auf der Festplatte einen Overhead erzeugt, welcher die
Rechenzeit stark beeinträchtigen kann.
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rung von algorithmischen und technischen Entwicklungen sowie die Einführung von rigorosen Näherungen,
die momentan vorhandenen Limitationen, ohne einen signifikanten Genauigkeitsverlust, aufheben und
dadurch die Simulation von Spektren auf stark magnetischen weißen Zwergen ermöglichen. Hierzu wird
in dieser Arbeit die Cholesky-Zerlegung (Cholesky Decomposition, CD)94–118 gewählt. Die Auswahl der
Cholesky-Zerlegung basiert auf den folgenden Eigenschaften: Erstens eine rigoros kontrollierbare Genau-
igkeit über einen einzigen Parameter, zweitens ein reduzierter Speicherbedarf für die Handhabung der
Cholesky-Vektoren im Vergleich zur vollen Integralmatrix sowie drittens die Flexibilität der Cholesky-Basis
zur Anpassung an Änderungen des Integraltensors aufgrund des Magnetfeldes.106 Besonders der dritte
Punkt stellt einen klaren Vorteil gegenüber den verwandtenIV Density-Fitting- (DF-) beziehungsweise
Resolution-of-Identity-Ansätze (RI)120–122 dar. Denn die dort verwendeten Hilfsbasissätze wurden bisher
nur für den feldfreien Fall optimiert und eine automatische Generierung123–127 für den Einsatz in einem
Magnetfeld ist derzeit nicht verfügbar. Deshalb weisen RI/DF-Hilfsbasissätze nicht die nötige Flexibilität
auf, welche die Anisotropie des Magnetfeldes erfordert. Die Hilfsbasissätze werden folglich mit steigender
Magnetfeldstärke zunehmend ungeeigneter, um das System zu beschreiben.72 Aufgrund dessen ist die
Cholesky-Zerlegung für die Anwendungen dieser Dissertation die bevorzugte Wahl. Durch die Verwendung
der Cholesky-Zerlegung kann folglich trotz der steilen Skalierung der CC-Methoden und der Hürden,
welche Berechnungen von Molekülen in Magnetfeldern begleiten, die Beschreibung mittlerer bis großer
Systeme und somit die Simulation der Absorptionsbanden auf magnetischen weißen Zwergen ermöglicht
werden. Es handelt sich somit auch in dieser Arbeit, um ein Forschungsgebiet in dem, wie nach Hubble,
die Kombination von Theorie und Beobachtung gemeinsam zum Verständnis der komplexen Phänomene
des Universums beiträgt.

In Kapitel 2 werden zunächst die benötigten theoretischen Grundlagen diskutiert. Hierzu wird eingangs
die effiziente Integralberechnung (Abs. 2.2) vorgestellt und die Cholesky-Zerlegung (Abs. 2.3) dieser
Integralmatrix eingeführt. Mithilfe der Cholesky-Vektoren ist eine effiziente, approximative Lösung der
Schrödingergleichung128 möglich, welche über die Hartree-Fock- (Abs. 2.4) und Coupled-Cluster-Theorie
(Abs. 2.7) erfolgt und die Simulation spektroskopischer Größen (Abs. 2.8) zugänglich macht. Anschließend
folgt die Diskussion der Implementierung in Kapitel 3. Zum Schluss wird die Anwendung der vorgestellten
ff-CD-CC-Methoden auf spektroskopische Fragestellungen vorgestellt. Im astrophysikalischen Kontext wird
zunächst die Struktur der Heliumatmosphäre, wie sie auf magnetischen weißen Zwergen (Abs. 4.1.1) vorliegt,
und im Anschluss die UV/VIS-Spektroskopie unter solchen Bedingungen anhand der Absorptionsbanden
des Magnesiumatoms diskutiert. Insbesondere wird durch die statische Einbettung eines Magnesiumatoms
in die Heliumatmosphäre der Einfluss dieser auf die Absorptionsbanden betrachtet (Abs. 4.1). Des Weiteren
wird mit der MCD-Spektroskopie eine weitere spektroskopische Methode diskutiert, welche sowohl in der
Astrophysik als Spektropolarimetrie2,5,23,55,129–140 innerhalb starker Felder aber auch innerhalb schwacher
Magnetfelder für spektroskopische Anwendungen auf der Erde141–152 verwendet werden kann (Abs. 4.2).
Darauffolgend wird in Abschnitt 4.3 das Auftreten ungewöhnlicher molekularer Strukturen im Magnetfeld
diskutiert. Abschließend werden in Kapitel 5 die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein
Ausblick zukünftiger Entwicklungen gegeben.

IVUnter der Bedingung, dass die Cholesky-Basis als Hilfsbasis verwendet wird, ist der RI/DF-Ansatz und die Cholesky-
Zerlegung äquivalent.100,119
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2. Theoretische Grundlagen

Die zentrale Entwicklung dieser Arbeit ist die Verwendung der Cholesky-Zerlegung der Zweielektroneninte-
grale in Coupled-Cluster-Ansätzen zur Beschreibung von Atomen und Molekülen in starken Magnetfeldern
und ihre Anwendung auf spektroskopische Fragestellungen. Die hierzu benötigten theoretischen Grundlagen
werden in diesem Kapitel eingeführt.
Zunächst wird der Hamiltonoperator für externe Magnetfelder in Abschnitt. 2.1 eingeführt und die
benötigten Integrale (Abs. 2.2) und deren anschließende Cholesky-Zerlegung (Abs. 2.3) vorgestellt. Die
approximative Lösung der Schrödingergleichung wird daraufhin in Abschnitt 2.4 bis 2.7 diskutiert, welche
die Hartree-Fock- und Coupled-Cluster-Theorie einführen. Schließlich wird die Beschreibung spektroskopi-
scher Größen anhand der Simulation von Absorptionsspektren (Abs. 2.8.1) und Spektren des magnetischen
zirkularen Dichroismus (Abs. 2.8.2) behandelt.

2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen
Magnetfeldern

Die quantenchemische Beschreibung von Atomen und Molekülen erfolgt über die Lösung der zeitunabhän-
gigen Schrödingergleichung128

ĤΨ = EΨ . (2.1)

Diese stellt eine Eigenwertgleichung dar und liefert die Energie E eines Systems als Eigenwert des Ha-
miltonoperators Ĥ, welcher auf die Wellenfunktion Ψ wirkt. Der Hamiltonoperator ist hierbei durch die
Operatoren der kinetischen Energie der Elektronen- und Kerne T̂ sowie durch die Wechselwirkungspoten-
tiale V̂ definiert

Ĥ = T̂k + V̂kk + T̂e + V̂ke + V̂ee . (2.2)

Im Rahmen der Born-Oppenheimer-Näherung153 wird die Bewegung der Elektronen und die Kernbewegung
separiert. Aufgrund der Differenz in der Masse weisen Elektronen deutlich höhere Geschwindigkeiten auf.
Es wird in dieser Näherung davon ausgegangen, dass die Elektronen instantan auf die Kernbewegung
reagieren. Die Kerne spüren folglich lediglich ein effektives Feld der Elektronen. Die Wellenfunktionen der
Elektronen und Kerne können somit getrennt voneinander behandelt werden (Ψ(r,R) = Ψel(r;R)Ψk(R)),
sodass die elektronische Schrödingergleichung, welche explizit von den Elektronenkoordinaten r und
nur noch parametrisch von den Kernkoordinaten R abhängt, sowie die Schrödingergleichung der Kerne
erhalten wird.

ĤelΨel = EelΨel mit Ĥel = T̂e + V̂ke + V̂ee ; (2.3)

ĤkΨk = EΨk mit Ĥk = T̂k + V̂kk +Eel . (2.4)
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2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen Magnetfeldern

Die elektronische Schrödingergleichung beschreibt folglich die Bewegung der Elektronen für feste Kernkoor-
dinaten, während die Kernschrödingergleichung die Bewegung der Kerne beschreibt, welche sich in einem
Potential, bestehend aus der Kern-Kern-Abstoßung V̂kk und der elektronischen Energie Eel, befinden. Im
Folgenden wird ausschließlich die Lösung der elektronischen Schrödingergleichung diskutiert. Aus diesem
Grund wird der Index „el“ fallen gelassen. Des Weiteren werden atomare Einheiten verwendet. In diesem
Einheitensystem wird die Ladung e und Masse me des Elektrons, der Bohrsche Radius a0, das Plancksche
Wirkungsquantum h̄ und das Produkt 4πε0 mit der elektrischen Feldkonstante ε0 eins gesetzt:

e = me = a0 = h̄ = 4πε0 = 1 . (2.5)

Für die magnetische Feldstärke innerhalb des atomaren Einheitensystems gilt 1B0 = 235052T.
Im nicht-relativistischen Fall ergibt sich der elektronische Hamiltonoperator

Ĥ0 =−
Ne∑
i

p̂i
2

2 −
Ne∑
i

Nk∑
I

ZI

|RI −ri|︸ ︷︷ ︸
Ne∑
i

ĥi

+
Ne∑
i>j

1
|ri−rj |

.

(2.6)

Der Einelektronenhamiltonoperator ĥ beschreibt die kinetische Energie der Ne Elektronen durch den Im-
pulsoperator p̂ =−i∇ und deren Coulombwechselwirkung mit den Nk Atomkernen der Kernladungszahl Z.
Der Zweielektronenbeitrag beschreibt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Liegt ein externes elektro-
magnetisches Feld an, dann müssen weitere Wechselwirkungen mit dem elektrischen und magnetischen
Feld E beziehungsweise B berücksichtigt werden. Die Lorentz-Kraft

F = q(E +v×B) (2.7)

beschreibt die Kraft, welche auf die Elektronen als bewegte Ladungen q mit der Geschwindigkeit v durch
das elektromagnetische Feld ausgeübt wird. In der Lagrangeschen Mechanik wird die Physik anstelle über
Kräfte, wie es in der Newtonschen Mechanik üblich ist, über die Verwendung der Energie beschrieben. Die
Lagrange-Funktion L setzt sich aus der Differenz zwischen der kinetischen Energie T und der potentiellen
Energie V zusammen

L= T −V . (2.8)

Für ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ergibt sich diese zu

L= 1
2mv2− qϕ+ qv ·A , (2.9)

wobei das elektrische Feld E und das Magnetfeld B über das skalare Potential ϕ := ϕ(r, t) und das
Vektorpotential A := A(r, t) nach

B =∇×A , (2.10)

E =−∇ϕ− ∂A

∂t
(2.11)

ausgedrückt wurden. Die Euler-Lagrange-Gleichung

d

dt

(
∂L
∂v

)
−
(

∂L
∂r

)
= 0 (2.12)
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2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen Magnetfeldern

verknüpft den Lagrangeschen Formalismus mit den Bewegungsgleichungen und liefert die Lorentz-Kraft
zurück. Über die Lagrange-Gleichungen kann der generalisierte Impuls

π = ∂L
∂v

= p− qA (2.13)

definiert werden, welcher zusätzlich zum klassischen Impuls einen Beitrag des Vektorpotentials enthält.
Des Weiteren resultiert aus dem Elektronenspin ein magnetisches Moment, welches ebenfalls mit dem
Magnetfeld wechselwirkt und sich entlang der Magnetfeldachse ausrichtet. Aufgrund des Vorzeichens
der Magnetquantenzahl mS sind α-Elektronen parallel und β-Elektronen antiparallel zur Magnetfeld-
achse ausgerichtet. Die Verwendung des generalisierten Impulses π̂ anstelle des Impulsoperators p̂ in
Gleichung 2.6 und die ad hoc Einführung des Elektronenspins im Hamiltonoperator liefert für statische,
homogene, elektromagnetische Felder innerhalb der symmetrischen Eichung (Gl. 2.25) den Ausdruck (vgl.
Anhang A.1)

Ĥ = Ĥ0 + 1
2B · L̂+B · Ŝ + 1

8

Ne∑
i

(
B2rO

i
2− (B ·rO

i )2
)

+ϕ . (2.14)

Die Operatoren des Gesamtdrehimpulses L̂ und -spins Ŝ sind definiert als

L̂ =
Ne∑
i

l̂i =
Ne∑
i

rO
i × p̂ und Ŝ =

Ne∑
i

ŝi . (2.15)

Es können lineare und quadratische Beiträge im Magnetfeld unterschieden werden. Erstere stellen die
paramagnetischen Beiträge dar, welche die Wechselwirkungen der aus dem Drehimpuls und Spin resultie-
renden magnetischen Momente mit dem Magnetfeld beschreiben. Diese sind jeweils der Orbital- und der
Spin-Zeeman-Term. Der Orbital-Zeeman-Term stabilisiert Zustände mit negativen Erwartungswerten des
Drehimpulsoperators, während der Spin-Zeeman-Term Zustände mit negativen Werten der magnetischen
Spinquantenzahl ms stabilisiert. Aufgrund dessen sind entsprechende offenschalige Zustände im Magnetfeld
energetisch herabgesetzt. Im Falle eines extrem starken Feldes führt diese Stabilisierung zu einer vollstän-
digen Spinpolarisation. Für geschlossenschalige Singulett-Zustände verschwinden die paramagnetischen
Beiträge und ausschließlich der quadratische Beitrag, der diamagnetische Term, verbleibt. Dieser stellt für
ein gegebenes Magnetfeld ein harmonisches Potential dar, welches die Energie in den Richtungen senkrecht
zur Magnetfeldachse erhöht und somit destabilisierend wirkt.

In den Gleichungen 2.10 bis 2.11 wurde das elektrische Feld und das Magnetfeld mit dem Potentialen ϕ und
A verknüpft. Diese Darstellungen der Felder sind im Allgemeinen gültig, da sie aufgrund der Identitäten
∇· (∇×A) = 0 und ∇×∇ϕ = 0 die Maxwell-Gleichungen154

∇·E = ρ

ε0
, (2.16)

∇·B = 0 , (2.17)

∇×E =−∂B

∂t
, (2.18)

∇×B = µ0

(
j +ε0

∂E

∂t

)
(2.19)

erfüllen, wobei ε0 und µ0 die elektrische Permittivität beziehungsweise die magnetische Permeabilität des
Vakuums sowie ρ die Ladungsdichte und j die Stromdichte definieren.
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2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen Magnetfeldern

Generell gilt aber auch, dass die Potentiale

A′ = A+∇f , (2.20)

ϕ′ = ϕ− ∂f

∂t
(2.21)

mit dem Gradient beziehungsweise der zeitlichen Ableitung einer beliebigen skalaren Funktion f , ebenfalls
eine Darstellung derselben Felder E und B sind. Diese Äquivalenz gilt aufgrund der Relationen

B′ =∇×A′ =∇×A+∇×∇f︸ ︷︷ ︸
=0

= B , (2.22)

E′ =−∇ϕ′− ∂A′

∂t
=−∇ϕ− ∂A

∂t
+∇∂f

∂t
− ∂∇f

∂t︸ ︷︷ ︸
=0

= E . (2.23)

Die Überführung von A nach A′ entspricht einer Eichursprungstransformation. Für ein gegebenes Feld
existiert somit eine Freiheit in der Wahl des Vektorpotentials A und seines zugehörigen Eichursprungs.
Wird die Coulomb-Eichung

∇·A = 0 (2.24)

gewählt, welche fordert, dass auch das Vektorpotential divergenzfrei ist, dann kann für statische homogene
Magnetfelder die symmetrische Eichung

AO(r) = 1
2B× (r−O) (2.25)

verwendet werden. Die Wahl des Eichursprungs O ist, wie beschrieben, nicht eindeutig, da eine Eichur-
sprungstransformation von O nach G durch

AG(r) = AO(r)+∇f , (2.26)

f =−AO(G) ·r =−1
2B× (G−O) ·r . (2.27)

nicht die Divergenz des Vektorpotentials ändert und somit die Bedingung der Coulomb-Eichung sowie die
Maxwell-Gleichungen, weiterhin erfüllt sind. Da der Hamiltonoperator über das Magnetfeld direkt von
dem Vektorpotential abhängig ist, bewirkt eine Eichursprungstransformation nach Gleichung 2.26 eine
unitäre Transformation des Hamiltonoperators

ĤG = e−if ĤOeif . (2.28)

In gleicher Weise erfolgt eine Transformation der Wellenfunktion über den Phasenfaktor

ΨG = e−if ΨO , (2.29)

sodass die Observablen unabhängig von der Wahl des Eichursprungs bleiben. Dies gilt aber ohne weitere
Modifikationen ausschließlich für die exakte Wellenfunktion.
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2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen Magnetfeldern

2.1.1. Approximative Darstellung der Wellenfunktion in der
Basissatznäherung

In der Praxis werden in quantenchemischen Rechnungen jedoch genäherte Wellenfunktionen verwendet.
Die Wellenfunktion kann über eine oder mehrere Slaterdeterminanten

Ψ(τ 1,τ 2, . . . ,τ N ) = 1√
Ne!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(τ 1) φ2(τ 1) · · · φNe(τ 1)
φ1(τ 2) φ2(τ 2) · · · φNe(τ 2)

...
... . . . ...

φ1(τ Ne) φ2(τ Ne) · · · φNe(τ Ne)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.30)

als Ne-Elektronenwellenfunktion dargestellt werden, welche aus einem Normierungsfaktor sowie den Spin-
orbitalen φ(τ ) zusammengesetzt ist. Die Koordinate τ fasst sowohl die Ortskoordinaten r und die formale
Spinkoordinate σ zusammen. Die Slaterdeterminante ist eine gute Wahl zur Näherung von Mehrelektro-
nenwellenfunktionen, da diese aufgrund ihrer mathematischen Eigenschaften die Teilcheneigenschaften
von Fermionen berücksichtigt. Durch den Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von Zeilen oder Spalten der
Determinante wird das antisymmetrische Verhalten der Elektronen bezüglich Paarvertauschung widerge-
spiegelt. Des Weiteren verschwindet die Slaterdeterminante, wenn zwei Zeilen oder Spalten identisch sind.
Dieses untersagt zwei Elektronen denselben Einteilchenzustand zu besetzten und entspricht somit dem
Pauli-Prinzip. Das Spinorbital

φi(τ j) = ϕi(rj)s(σj) mit s(σj) =

α(σj), ms = 1
2

β(σj), ms =−1
2

(2.31)

stellt die Besetzung des i-ten Ortsorbitals ϕi(rj) und der Spinfunktion s(σj) durch das j-te Elektron dar.
Während die Spinfunktion in Abhängigkeit von der magnetischen Spinquantenzahl des Elektrons ms ein
Elektron mit α- oder β-Spin charakterisiert, beschreibt das Ortsorbital eine Einelektronenwellenfunktion.
Die Entwicklung der Ortsorbitale in einer Basis beschreibt den LCAO-Ansatz (Linear Combination of
Atomic Orbitals):

ϕi(r) =
N∑
µ

ωµ(r)cµi . (2.32)

Die Gewichtung der N Basisfunktionen ωµ(r) in der Linearkombination erfolgt über die Entwicklungsko-
effizienten oder Molekülorbital- (MO-)Koeffizienten cµi.
Damit die auf diese Weise approximierte Wellenfunktion das korrekte Transformationsverhalten bezüglich
der Eichursprungstransformation (vgl. Gl. 2.29) aufweist, werden die Basisfunktionen explizit mit dem
Phasenfaktor aus Gleichung 2.27 ausgestattet. Dieser Phasenfaktor verschiebt den globalen Eichursprung O

in das Zentrum der Basisfunktion Rµ mit den Koordinaten rµ = r−Rµ. Dadurch wird das korrekte Trans-
formationsverhalten und die Eichursprungsinvarianz der Observablen garantiert. Die daraus resultierenden
London-Orbitale58,155 lauten:I

ωµ(r) = e−ikµ·r χµ(r) , (2.33)

kµ = 1
2B× (Rµ−O) . (2.34)

IAnalog dazu wird die Bezeichnung GIAO verwendet.
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2.1. Schrödingergleichung für Moleküle in externen Magnetfeldern

Gleichung 2.33 zeigt ein London-Orbital in welchem neben dem Phasenfaktor, welcher eine ebene Welle
mit dem Wellenvektor kµ darstellt, eine Basisfunktion χµ(r) auftritt.156 Hierbei werden Funktionen
verwendet, die die wasserstoffähnlichen Orbitale beschreiben. Es bieten sich einerseits Slaterfunktionen
(Slater-type Orbitals, STO) oder auch Gauß-Funktionen (Gaussian-type Orbitals, GTO) an. Boys157 schlug
die Entwicklung der Molekülorbitale in Gauß-Funktionen vor. Der Vorteil hierin liegt zunächst in der
Separierbarkeit in Beiträge der kartesischen Raumrichtungen, weshalb die Auswertung von Ableitungen
und Integralen, wie den folgenden Kapiteln zu entnehmen ist, einfacher ist. GTOs werden folglich
standardmäßig verwendet. Es gilt für kartesische GTOs χµ(r) bestehend aus Ncontr primitiven Gauß-
Funktionen χµk(r), welche mittels der Kontraktionskoeffizienten dµk gewichtet sind:

χµ(r) =
Ncontr∑

k=1
dµkχµk(r) , (2.35)

χµk(r) = Nµkx
nµ
µ y

lµ
µ z

mµ
µ e−αµkr2

µ . (2.36)

Die primitiven Funktionen ergeben sich wiederum aus einer Normierungskonstante Nµk, aus einem radialen
Teil, welcher durch die Exponentialfunktion mit Exponenten αµk beschrieben ist, und einem winkelabhän-
gigen Teil, gegeben durch ein Polynom der kartesischen Koordinaten rµ = (xµ,yµ,zµ)T . Die Summe der
Exponenten L = n+ l +m legt die Drehimpulsquantenzahl der kartesischen Basis fest. Die entsprechenden
Funktionen für L = 0,1,2, . . . werden s, p, d. . . Funktionen genannt.
Alternativ können sphärische Gauß-Funktionen verwendet werden. Da diese durch eine lineare
Transformation158 aus kartesischen Gauß-Funktionen darstellbar sind, werden hier und im Folgenden
ausschließlich die Gleichungen unter Verwendung der kartesischen Form 2.35 diskutiert.

Die Beschreibung von Atomen und Molekülen in externen Magnetfeldern erfolgt über die Einführung
eines Hamiltonoperators, der die Wechselwirkungen der Elektronen mit dem Magnetfeld berücksichtigt.
In den folgenden Kapiteln soll die zugehörige elektronische Schrödingergleichung im Rahmen der Born-
Oppenheimer-Näherung gelöst werden. Dazu wird zunächst eine Slaterdeterminante für die Wellenfunktion
angesetzt. Die darin enthaltenen Spinorbitale werden innerhalb des LCAO-Ansatzes in einer endlichen
Basis aus kontrahierten London-Orbitalen entwickelt, die zur Sicherstellung der Eichursprungsinvarianz
mit einem magnetfeldabhängigen Phasenfaktor ausgestattet sind. Konkret werden folglich zunächst die
Integrale über London-Orbitale benötigt. Die effiziente Berechnung dieser sowie die Einführung der
Cholesky-Zerlegung als Näherungsverfahren, um Rechen- und Speicheraufwand zu verringern, ist Teil
der nächsten Kapitel 2.2 und 2.3. Anschließend wird die Verwendung der auf diese Weise bestimmten
Integrale in quantenchemischen Verfahren, das heißt innerhalb der Hartree-Fock- und Coupled-Cluster-
Theorie, zur Lösung der Schrödingergleichung diskutiert (Abs. 2.4 und 2.7).
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2.2. Integralberechnung

Im Rahmen der LCAO-Näherung für jeden Operator des Hamiltonoperators die entsprechenden Integrale
über London-Orbitale benötigt. Darunter fallen die Überlappungsintegrale

Sµν =(ωµ|ων) =
∫

ω∗µ(r)ων(r)dr , (2.37)

aber auch die Integrale über den Einelektronenhamiltonoperator

hµν =(ωµ|ĥ|ων) (2.38)

=−

Kinetische Energie︷ ︸︸ ︷
1
2

∫
ω∗µ(r)∇2ων(r)dr−

Kernanziehung︷ ︸︸ ︷
Nk∑
C

∫
ω∗µ(r) ZC

|r−RC |
ων(r)dr (2.39)

+ 1
2

∫
ω∗µ(r)B · L̂ ων(r)dr︸ ︷︷ ︸

Orbital-Zeeman-Beitrag

+ 1
8

∫
ω∗µ(r)

(
B2rO2− (B ·rO)2

)
ων(r)dr︸ ︷︷ ︸

Diamagnetischer Beitrag

,

welche ihrerseits aus den Beiträgen der Integrale der kinetischen Energie und der Kernanziehungsinte-
grale bestehen. In QM/MM-Simulationen (Quantum Mechanics/Molecular Mechcanics) kann zusätzlich
die elektrostatische EinbettungII des quantenchemischen Systems in ein Feld aus Partialladungen der
umgebenden MM-Atome berücksichtigt werden.159–161 Tragen die NMM-Atome eine Partialladung Q so
erweitert sich der Kernanziehungsbeitrag um

NMM∑
C

∫
ω∗µ(r) QC

|r−RC |
ων(r)dr . (2.40)

Die magnetfeldabhängigen Beiträge sind durch den Orbital-Zeeman- und den diamagnetischen Energie-
beitrag gegeben. Diese ähneln gängigen Integralen, welche zur Bestimmung von Moleküleigenschaften
benötigt werden. Erstere sind eine Form von Drehimpulsintegralen

lµν = (ωµ|L̂|ων) = (ωµ|rO× p̂|ων) , (2.41)

während Letztere einem Quadrupolintegral ähneln. Eine Multipolentwicklung des Beitrags der potentiellen
Energie VES, welcher dem Energieerwartungswert des externen elektrostatischen Potentials ϕ(r) im
Hamiltonoperator (Gl. 2.14) entspricht, kann als Taylorreihe um den Entwicklungspunkt R0 aufgefasst
werden

VES = Ne︸︷︷︸
Monopol

ϕ(R0)+
∑

i

∑
µν

Dµν µi
µν︸︷︷︸

Dipol

∇iϕ(R0)+ 1
2
∑
ij

∑
µν

Dµν Qij
µν︸︷︷︸

Quadrupol

(∇∇T )ijϕ(R0)+ . . . . (2.42)

Die Summationsindices i und j verlaufen hierbei jeweils über die Komponenten der kartesischen Koordi-
naten x, y und z. In nullter Ordnung wird die Ladung der Elektronen als Monopol erhalten. Der Beitrag
erster Ordnung klassifiziert sich als Produkt aus Dipolmoment µ und elektrischem Feld E =−∇ϕ. Der

IIDie elektrostatische Einbettung ist innerhalb von Cfour durch das Schlüsselwort QMMM zugänglich.
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2.2. Integralberechnung

Vektor der Dipolintegrale ist hierbei als

µµν = (ωµ|(r−R0)|ων) =
∫

ω∗µ(r)(r−R0)ων(r)dr (2.43)

definiert. In zweiter Ordnung ergibt sich das Quadrupolmoment Q mit dem Gradienten des elektrischen
Felds ∇iEj . Das Quadrupolmoment ist ein Tensor, dessen Integrale durch

Qµν = (ωµ|(r−R0)(r−R0)T |ων) =
∫

ω∗µ(r)(r−R0)(r−R0)T ων(r)dr (2.44)

gegeben sind. Folglich müssen ausschließlich Integrale über Differential- und Ortsoperatoren und deren
Kombinationen ausgewertet werden.
Die bisher diskutierten Integrale waren jedoch ausschließlich Einelektronenintegrale. Es müssen jedoch
ebenfalls Zweielektronenintegrale ausgewertet werden. Zu dieser Klasse gehören die Elektronenabstoßungs-
integrale

(ωµων |ωσωρ) =
∫∫

ω∗µ(r1)ων(r1) 1
|r1−r2|

ω∗σ(r2)ωρ(r2)dr1dr2 . (2.45)

Diese bilden eine Vierindexgröße, deren Anzahl daher in der vierten Potenz (N4) mit der Anzahl der
Basisfunktionen N skaliert. Aus diesem Grund liegt im Allgemeinen die rechentechnische Herausforderung
in der Berechnung der Zweielektronenintegrale. Für zahlreiche Anwendungen stellt dies einen Engpass für
Rechenzeit und Speicherkapazitäten dar.162 In dem folgenden Abschnitt 2.2.1 wird zunächst die effiziente
und numerisch stabile Berechnung der Zweielektronenintegrale diskutiert. Insbesondere kann, wie in
Abschnitt 2.2.2 vorgestellt, bei der Integralberechnung durch eine Vorauswahl relevanter Integrale mittels
eines Vorfaktor-Screenings die Berechnung verschwindender Integrale umgangen und somit die Effizienz
verbessert werden. Die Cholesky-Zerlegung des Integraltensors, welche anschließend in Abschnitt 2.3
behandelt wird, ermöglicht eine weitere Steigerung der Effizienz, insbesondere aber eine Verringerung des
Speicherbedarfs der Zweielektronenintegrale, was durch Screening-Verfahren nicht erreicht werden kann.

2.2.1. Berechnung der Zweielektronenintegrale über London-Orbitale mittels
des McMurchie-Davidson-Schemas

Zur Berechnung der Zweielektronenintegrale wurden in den letzten Jahrzehnten verschiedene Methoden
entwickelt. Dazu zählen die Algorithmen von McMurchie-Davidson,163 Obara-Saika164,165 beziehungsweise
Head-Gordon-Pople166,167 sowie die Rys-Quadratur168 und weitere Ansätze.169–173 Diese behandelten
zunächst ausschließlich die Berechnung von Integralen über Gauß-Funktionen und wurden später auf die
Integrale über London-Orbitale erweitert.57,63,72,73

Im Folgenden wird das McMurchie-Davidson-Schema für Zweielektronenintegrale über primitive London-
Orbitale erläutert.57 Aufgrund der Verwendung primitiver Funktionen wird der Index der Kontraktion k

im Folgenden fallen gelassen. Die Berechnung der Zweielektronenintegrale

(ωAωB |ωCωD) =
∫∫ Ω̃P (rP )Ω̃Q(rQ)

r12
dr1dr2 mit r12 = |r1−r2| (2.46)
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2.2. Integralberechnung
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Abb. (2.1): Graphische Darstellung des Gaußschen Produkttheorems für (a) Gauß-Funktionen (αA = αB = 0,5 und 5)
und (b) London-Orbitale (αA = αB = 0,5, B = 1, O = 20).

erfolgt über die Integration der magnetfeldabhängigen Ladungsdichten Ω̃. Diese sind definiert als das
Produkt zweier London-Orbitale ωA und ωB zentriert an A und B, woraus erneut ein London-Orbital

Ω̃P (rP ) = ω∗A(rA)ωB(rB) = e−ikP ·r ΩP (rP ) (2.47)

resultiert, welches einen gemeinsamen Phasenfaktor mit dem Wellenvektor kP = kB−kA (siehe Abb. 2.1(b))
besitzt. Außerdem resultiert aus dem Gaußschen Produkttheorem, dass das Produkt zweier Gauß-Funktio-
nen eine Gauß-Funktion

ΩP (rP ) = χA(rA)χB(rB) = NANB e−
αAαB

αP
|A−B|2︸ ︷︷ ︸

EAB

xnA
A ylA

A zmA
A xnB

B ylB
B zmB

B e−αP r2
P (2.48)

liefert, welche am Punkt P = αAA+αBB
αP

in Abhängigkeit der Elektronenkoordinaten rP = r−P zentriert
ist (siehe Abb. 2.1(a)). Diese neue Gauß-Funktion weist den Exponenten αP = αA +αB auf. Werden die
Produkte der Koordinaten xA und xB in ein Polynom der Koordinate xP überführt, dann ist die gesamte
Ladungsdichte ΩP lediglich von einem gemeinsamen Zentrum P abhängig, wodurch die Auswertung
erheblich erleichtert wird. McMurchie und Davidson163 verwenden eine Entwicklung in Hermitschen Gauß-
Funktionen ΛNLM

ΛNLM (rP )e−αpr2
P =

(
∂

∂Px

)N (
∂

∂Py

)L(
∂

∂Pz

)M

e−αP r2
P . (2.49)

Aufgrund der Faktorisierbarkeit der Gauß-Funktionen resultiert der Ausdruck

ΛNLM (rP ) = ΛN (xP )ΛL (yP )ΛM (zP ) , (2.50)

ΛN (xP )e−αP x2
P =

(
∂

∂Px

)N

e−αP x2
P , (2.51)

13



2.2. Integralberechnung

Abb. (2.2): Graphische Darstellung der Rekursionsbeziehungen der Entwicklungskoeffizienten in den Hermitschen
Gauß-Funktionen.

welcher direkt mit den Hermit-Polynomen

ΛN (xP ) = α
N/2
P HN

(
α

1/2
P xP

)
(2.52)

verbunden ist. Die Hermitschen Gauß-Funktionen erlauben die Darstellung des winkelabhängigen Teils
der Ladungsverteilung durch eine Summe von Ableitungen nach P :

xnA
A xnB

B e−αP x2
P =

nA+nB∑
N=0

dnAnB
N ΛN (xP )e−αP x2

P =
nA+nB∑

N=0
dnAnB

N

(
∂

∂Px

)N

e−αP x2
P , (2.53)

ylA
A ylB

B e−αP y2
P =

lA+lB∑
L=0

elAlB
L ΛL(yP )e−αP y2

P =
lA+lB∑
L=0

elAlB
L

(
∂

∂Py

)L

e−αP y2
P , (2.54)

zmA
A zmB

B e−αP z2
P =

mA+mB∑
M=0

fmAmB
M ΛM (zP )e−αP z2

P =
mA+mB∑

M=0
fmAmB

M

(
∂

∂Pz

)M

e−αP z2
P (2.55)

mit den Entwicklungskoeffizienten d, e und f . Der Vorteil in diesem Ansatz liegt darin, dass die Ab-
leitungsoperatoren nach dem Zentrum P unabhängig von den elektronischen Koordinaten r sind und
somit aus dem Integranden der Zweielektronenintegrale in Gleichung 2.46 gezogen werden können. Zudem
folgt die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten direkt über die Rekursionsbeziehungen der Hermit-
Polynome

dnA+1,nB
N = 1

2αP
dnA,nB

N−1 +(Px−Ax)dnA,nB
N +(N +1)dnA,nB

N+1 , (2.56)

dnA,nB+1
N = 1

2αP
dnA,nB

N−1 +(Px−Bx)dnA,nB
N +(N +1)dnA,nB

N+1 (2.57)

mit analogen Definitionen für die y- und z-Komponenten. Die Rekursion startet bei d00
0 und bricht

natürlich ab, da dnA,nB
N = 0 für N > nA +nB gilt. Siehe dazu auch Abbildung 2.2.
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2.2. Integralberechnung

Das Auftreten des London-Phasenfaktors innerhalb der Hermitschen Gauß-Funktionen führt zu keinen
Zusatztermen, da der Gradient des Phasenfaktors bezüglich P

∂

∂Px
e−ikP ·r = 0 (2.58)

verschwindet.57 Somit kann
Λ̃NLM (rP ) = e−ikP ·r ΛNLM (rP ) (2.59)

definiert werden und die magnetfeldabhängige Ladungsdichte in der Basis der Hermitschen Gauß-Funktio-
nen lautet

Ω̃P (rP ) = EAB

∑
NLM

DNLM Λ̃NLM (rP )e−αP r2
P ,

DNLM = dnAnB
N elAlB

L fmAmB
M .

(2.60)

Die Verwendung dieser Darstellung der Ladungsdichten innerhalb der Gleichung 2.46 liefert den folgenden
Ausdruck für die Zweielektronenintegrale

(ωAωC|ωBωD) =
∑

NLM

∑
N ′L′M ′

DNLM DN ′L′M ′R0
NLM,N ′L′M ′ . (2.61)

An dieser Stelle wurde die Hilfsfunktion

R0
NLM,N ′L′M ′ = ∂N+L+M

∂Px∂Py∂Pz

∂N ′+L′+M ′

∂Qx∂Qy∂Qz
R0

000,000 (2.62)

eingeführt mit dem Basisintegral

R0
000,000 = EABECD

∫∫
e−ikP ·r1 e−αP (r1−P )2 1

r12
e−ikQ·r2 e−αQ(r2−Q)2

dr1dr2 . (2.63)

Hierbei können unter Einführung der komplexen Koordinaten P ′ = P − ikP
2αP

bzw. Q′ = Q− ikQ

2αQ
über die

Relation ∫
e−ikP ·r1 e−αP (r1−P )2

dr1 = e−
k2

P
4αP e−ikP ·P

∫
e−αP (r1−P ′)2

dr1 (2.64)

die Terme unabhängig von den Elektronenkoordinaten aus dem Integranden gezogen werden.174 Einsetzen
in Gleichung 2.63 liefert

R0
000,000 = EABECD e−

k2
P

4αP e−
k2

Q
4αQ e−ikP ·P e−ikQ·Q

∫∫
e−αP (r1−P ′)2 1

r12
e−αQ(r2−Q′)2

dr1dr2

= EABECD e−
k2

P
4αP e−

k2
Q

4αQ e−ikP ·P e−ikQ·Q λ0F0(z)

(2.65)

mit dem Vorfaktor

λ0 =
(

π

αP

)3/2(
π

αQ

)3/2√
ϑ

π
und ϑ = αP αQ

αP +αQ
. (2.66)
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2.2. Integralberechnung

Im letzten Schritt wurde zudem die Boys-Funktion157 eingeführt, welche das Integral

Fm(z) =
∫ 1

0
u2me−zu2

du (2.67)

mit dem komplexen Argument
z = ϑ

(
P ′−Q′

)2 (2.68)

beschreibt. Mithilfe der Definitionen für das Überlappintegral zweier London-Orbitale ŨP = (ωµ|ων),
bestehend aus dem Überlappintegral der Gauß-Funktionen UP = (χµ|χν) und den magnetfeldabhängigen
Vorfaktoren KP

ŨP = UP KP , (2.69)

UP = EAB

(
π

αP

)3/2
, (2.70)

KP = e−
k2

P
4αP e−ikP ·P , (2.71)

sowie analogen Ausdrücken für ŨQ kann eine Kurzschreibweise für das Basisintegral eingeführt werden

Rm
000,000 = ŨP ŨQ

√
ϑ

π
Fm(z) . (2.72)

Um Integrale über Funktionen beliebiger Drehimpulsquantenzahlen zu bestimmen, werden anstelle der
direkten Ableitungen in Gleichung 2.62 folgende Rekursionsbeziehungen verwendet:

Rm
(N+1)LM,N ′L′M ′ =−2ϑ

(
P ′x−Q′x

)
Rm+1

NLM,N ′L′M ′ −2ϑNRm+1
(N−1)LM,N ′L′M ′ (2.73)

− ik1xRm
NLM,N ′L′M ′ +2ϑN ′Rm+1

NLM,(N ′−1)L′M ′

Rm
NLM,(N ′+1)L′M ′ =−2ϑ

(
P ′x−Q′x

)
Rm+1

NLM,N ′L′M ′ −2ϑN ′Rm+1
NLM,(N ′−1)L′M ′ (2.74)

− ik2xRm
NLM,N ′L′M ′ +2ϑNRm+1

(N−1)LM,N ′L′M ′ .

Hierbei existieren analoge Ausdrücke für die Indices L und M sowie L′ und M ′. Zur Bestimmung der
Integrale sind folglich sowohl die Entwicklungskoeffizienten DNLM als auch die Hilfsfunktion Rm

NLM,N ′L′M ′

durch Rekursionsbeziehungen zugänglich. Es muss ausschließlich das Integral der Boys-Funktion gelöst
werden, um das Zweielektronenintegral zu bestimmen. Dies ist durch numerische Ansätze57,175,176 möglich.
Während für Rechnungen ohne die Anwesenheit eines externen Magnetfeldes ausschließlich positive
Argumente der Boys-Funktion z auftreten, können diese bei Rechnungen in starken Magnetfeldern negative
Werte annehmen. Der Realteil des komplexen Arguments der Boys-Funktion

ℜ(z) = ϑ

(
(P −Q)2−

(
kP

2αP
−

kQ
2αQ

)2)
, (2.75)

wird negativ, für (a) Basissätze mit diffusen Funktionen (αP ≪ 1) oder wenn der Wellenvektor des London-
Phasenfaktors kP = 1/2B× (Rν −Rµ) groß wird. Dies ist der Fall für (b) starke externe Magnetfelder B

und (c) ausgedehnte Systeme, sodass der Abstand der Basisfunktionen (Rν −Rµ) innerhalb des Phasen-
faktors steigt. Bei einem negativen Argument sind die Standardalgorithmen jedoch numerisch instabil,
da die Boys-Funktion, wie in Abbildung 2.3 gezeigt, exponentiell mit e−z skaliert. Deswegen schlagen

16



2.2. Integralberechnung
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Abb. (2.3): Graphische Darstellung der Boys-Funktion Fm(z) und der Hilfs-Boys-Funktion Gm(z). Diese Abbildung
wurde mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen
und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der
Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

Ishida176 sowie Pausch und Klopper72 die Verwendung der Hilfs-Boys-Funktion Gm(z) vor:

Fm(z) = e−zGm(−z) , (2.76)

Gm(z) =
∫ 1

0
u2me−z(1−u2) du . (2.77)

Diese ist beschränkt, denn es gilt |Gm(z)| ≤ 1 für ℜ(z)≤ 0 (siehe Abb. 2.3), wodurch die Bestimmungs-
gleichungen numerisch stabil werden.

Über die Einführung der London-Orbitale, welche analog zu den Gauß-Funktionen dem Gaußschen
Produkttheorem folgen, können die Zweielektronenintegrale mithilfe des McMurchie-Davidson-Schemas
ermittelt werden. In diesem Schema werden die kartesischen Gauß-Funktionen in der Basis der Her-
mitschen Gauß-Funktionen entwickelt. Deshalb wird zur Bestimmung der Integrale ausschließlich die
numerische Berechnung der Boys-Funktion mit anschließender Rekursion benötigt. Die Integrale über
Hermitsche Gauß-Funktionen werden in einer darauffolgenden Rücktransformation unter Verwendung der
Entwicklungskoeffizienten in die Basis der kartesischen Gauß-Funktionen überführt.
Ein effizientes Screening ist dabei essentiell für eine schnelle Integralberechnung, welche insbesondere
im Kontext der Hartree-Fock- (HF-) und Dichtefunktionaltheorie178–180 (DFT) von Bedeutung ist, in
denen sie die Speicheranforderungen und Rechenzeiten bestimmt. Dies gilt vor allem für die integral-
direkten Algorithmen,72,181–183 bei denen die Beiträge der Zweielektronenintegrale zur Fock-Matrix in
jeder Iteration berechnet werden.

Im nächsten Abschnitt 2.2.2 werden effiziente Screening-Methoden für Integrale über London-Orbitale
eingeführt. Die simple Anwendung der etablierten Methoden für Gauß-Funktionen auf die Integrale über
London-Orbitale ist jedoch nicht ohne weitere Modifikationen möglich, da die Anwesenheit des magnet-
feldabhängigen Phasenfaktors und die damit verbundene Divergenz der Boys-Funktion zu Komplikationen
führt. Im Folgenden werden die Schwierigkeiten, welche mit der Anwendung solcher in der Literatur63,73

vorherrschenden Methoden verbundenen sind, offengelegt und diskutiert sowie eine Anpassung177 der
Methoden für Berechnungen in starken Magnetfeldern vorgestellt.
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2.2. Integralberechnung

Abb. (2.4): Schematische Darstellung der Schalenstruktur der Zweielektronenintegrale. Zusätzlich sind die Ebenen,
auf denen das Cauchy-Schwarz-Screening beziehungsweise die approximativen Screening-Varianten wirken,
gezeigt.

2.2.2. Vorfaktor-Screening

Die Anzahl der zu berechnenden Zweielektronenintegrale skaliert formal quartisch mit der Anzahl an
Basisfunktionen (N4). Dies stellt für viele Anwendungen eine rechentechnische Herausforderung bezüglich
Speicherbedarf und Rechenzeiten dar. Tatsächlich ist die Anzahl an relevanten Integralen jedoch deutlich
kleiner. Die Ladungsdichte Ω̃P ist gegeben durch den Überlapp zweier Basisfunktionen ωµ und ων . Nach
Gleichung 2.48 fällt der Überlapp exponentiell mit dem Abstand dieser Basisfunktionen (Rµ−Rν) ab
(siehe Abb. 2.1), sodass die Anzahl relevanter Integrale quadratisch skaliert (N2).91,184 Durch Ausnutzung
der dünnen Besetzung der Integralmatrix kann der Rechenaufwand gesenkt werden. Hierzu wird in
Screening-Verfahren der Integralwert ohne explizite Berechnung abgeschätzt und die Bestimmung nicht
signifikanter Integrale ausgelassen.61,181–183,185,186

Neben dem exponentiellen Abfall des Überlapps sinkt die Coulombwechselwirkung zwischen den bei-
den Ladungsdichten invers proportional mit ihrem Abstand 1/r, was zusätzlich in abstandsabhängigen
Screening-Varianten berücksichtigt wird.187–189 Dies führt dazu, dass die Anzahl signifikanter Integrale
asymptotisch linear (N) skaliert. Die Coulombwechselwirkung ist jedoch sehr langreichweitig, weshalb
eine Abnahme der Integralwerte mit einem Faktor von 100 einen Abstand von 100 a0 benötigt. Für eine
solche Distanz können viele Wechselwirkungen durch klassische Elektrostatik beschrieben werden, wodurch
mithilfe der Fast Multipole Moment190,191 (FMM)-Verfahren als Teil der Linear-Scaling-Techniken100 die
Integralberechnung mit einem Skalierungsverhalten von O(N) ermöglicht wird. Dennoch sind Systeme,
in denen der 1/r-Abfall relevant wird, makroskopischer Natur. Im Rahmen dieser Arbeit werden jedoch
Systeme betrachtet, für welche diese Abstandsabhängigkeit aufgrund ihrer Größe vernachlässigbar ist. Sie
wird daher im Folgenden nicht weiter betrachtet.

Im Allgemeinen soll ein Screening die folgenden Eigenschaften aufweisen:

• Alle Größen müssen beschränkt sein, um die Stabilität des Screenings zu gewährleisten.
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2.2. Integralberechnung

• In gängigen Integralprogrammen werden, wie in Abbildung 2.4 gezeigt, kontrahierte Basisfunktionen
in Schalen S gruppiert. Eine Schale ist dabei eine Menge an NS Basisfunktionen, welche an einem
gemeinsamen Zentrum lokalisiert sind und den gleichen Drehimpuls besitzen. Dadurch können
Zwischengrößen wiederverwendet werden, wodurch die Effizienz gesteigert wird. Alle zu screenenden
Größen sollen eindeutig einem Schalenpaar P := µν mit µ ∈ SA und ν ∈ SB bzw. Q := σρ mit
σ ∈ SC und ρ ∈ SD zugeordnet werden können, sodass das Screening separat über Schalenpaare
durchgeführt werden kann.

• Der Schätzwert des Integrals soll nahe dem tatsächlichen Wert liegen. Die Einführung enger Grenzen
garantiert die Effizienz des Screenings. Dies umfasst insbesondere auch die Berücksichtigung der
zusätzlichen magnetfeldabhängigen Faktoren, denn wie Abbildung 2.1(b) zeigt, liefert das Integral
über die Ladungsdichte Ω̃P ein kleineres Integral als jenes über ΩP .III

Für GTOs wurden in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von approximativen Screening-Methoden
entwickelt.181–185,187–191 Die Abschätzung der Integrale über London-Orbitale wurde im Rahmen dieser
Arbeit in Referenz 177 eingeführt. Entsprechend dieser Publikation werden im Folgenden vier verschiedene
Screening-Varianten diskutiert. Diese sind gegeben durch das rigorose Cauchy-Schwarz-Screening183 und
die drei approximativen Varianten: Das Überlapp-Screening63,73 sowie das harmonische und das erweiterte
Screening (vgl. Abb. 2.5).
Die einfachste Möglichkeit, welche allen Kriterien genügt, ist das Cauchy-Schwarz-Screening.183 Da die
Zweielektronenintegrale eine positiv semi-definite Matrix darstellen, kann die Abschätzung der Integralwerte
nach der Ungleichung

(µν|σρ)≤
√

(µν|νµ)
√

(σρ|ρσ) (2.78)

über die Wurzel der Diagonalelemente erfolgen. Dies stellt eine rigorose obere Schranke dar und ist damit
ein strikt beschränktes Screening. Des Weiteren ist die Separierbarkeit in Beiträge der Schalenpaare P

und Q gegeben. Die Definition TP = max(
√

(µν|νµ)) ermöglicht es nach

(µν|σρ)≤ TP TQ , (2.79)

einen ganzen Satz an Integralen durch das Screening auf der Ebene der Schalen zu verwerfen.
Das Cauchy-Schwarz-Screening genügt somit allen Anforderungen. Die Effizienz ist jedoch nicht ideal bei
hochkontrahierten Basissätzen. Denn eine Schale wird durch einen Satz von kontrahierten Basisfunktionen
gebildet. Ein Integral über solche kontrahierte Basisfunktionen baut sich wiederum aus den Beiträgen
der primitiven Basisfunkionen auf. Die Exponenten der primitiven Funktionen erstrecken sich dabei
über mehrere Größenordnungen. Während die diffuseste primitive Funktion einen Beitrag liefert, fallen
Basisfunkionen mit großem Exponenten steil ab und besitzen einen vernachlässigbaren Überlapp (vgl.
Abb. 2.1(a)). Die Größe des Integrals der kontrahierten Funktion wird somit hauptsächlich von der
primitiven Funktion mit dem kleinsten Exponenten bestimmt. Insgesamt enthalten folglich Integrale über
kontrahierte Basisfunktionen viele vernachlässigbare Beiträge von primitiven Basisfunkionen, welche zu
unnötigem Rechenaufwand führen. Das Cauchy-Schwarz-Screening agiert auf der Ebene der kontrahierten
Funktionen bzw. der Schalen und entfernt die Integrale auf dem Level der primitiven Funktionen nicht (vgl.
Abb. 2.4). Dies kann jedoch über approximative Screening-Varianten realisiert werden, um die Screening-
Effizienz des Cauchy-Schwarz-Screenings zu erweitern.

IIIWährend der Realteil aufgrund der Oszillationen des Phasenfaktors auch negative Bereiche aufweist und somit das Integral
für steigende Wellenvektoren insgesamt kleiner wird, verschwindet das Integral über den Imaginärteil aus Symmetriegründen.
Der Imaginärteil beschreibt eine sinusförmige Funktion und weist damit eine ungerade Symmetrie auf.
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2.2. Integralberechnung

Ein zusätzliches approximatives Screening der Vorfaktoren kann nicht nur für kontrahierte, sondern
auch für unkontrahierte Basissätze lohnenswert sein. Dies ist jedoch abhängig vom verwendeten Kon-
traktionsschema. Es existieren zwei Schemata zur Kontraktion: Im sogenannten Segmented-Contraction-
Schema trägt jede primitive Funktion zu genau einer kontrahierten Basisfunktion bei, während im zweiten
Schema, dem General-Contraction-Schema, ein Beitrag zu mehreren Funktionen desselben Drehimpulses
erlaubt ist.192 Die meisten quantenchemischen Programme sind auf eines dieser beiden Schemata aus-
gelegt, was sich in deren Effizienz in der Verarbeitung der für diese Schemata entsprechend ausgelegten
Basissätze widerspiegelt.IV Insbesondere sind Algorithmen, die dem General-Contraction-Schema folgen,
dahingehend optimiert, dass mehrere Basisfunktionen desselben Drehimpulses in einer Schale behandelt
werden. Auf diese Weise werden auch mehrere Basisfunktionen eines unkontrahierten Basissatzes in einer
entsprechenden Schalenstruktur zusammengefasst. In diesem Fall gelten die obigen Argumente, die für
kontrahierte Basissätze gemacht wurden, auch für unkontrahierte Basissätze. Dies ist insbesondere relevant
für Rechnungen in starken Magnetfeldern. Hier bieten unkontrahierte Basissätze eine größere Flexibilität
und Genauigkeit bei der Beschreibung der Magnetfeldeffekte. Ihre Berücksichtigung in quantenchemischen
Berechnungen ist essentiell, um adäquate Ergebnisse zu erzielen, weshalb sie standardmäßig verwendet
werden. Folglich bieten sich approximative Screening-Varianten an, welche unabhängig davon, ob ein
Basissatz kontrahiert oder unkontrahiert vorliegt, die Berechnung der Integrale über primitive Funktionen,
die keinen signifikanten Beitrag haben, vermeiden.

Der Ansatz der approximativen Methoden ist es, das Basisintegral in Gleichung 2.72 abzuschätzen. Für
dieses Integral sollten alle Varianten eine rigorose Abschätzung bilden. Für Integrale über Basisfunktionen
mit höherem Drehimpuls, also p, d und höher, sind sie jedoch approximativ, da sie über Rekursionsbezie-
hungen wie die des McMurchie-Davidson-Schemas in Gleichung 2.73 erzeugt werden.
In der Literatur63,73 findet sich der Vorschlag, den Überlapp der Ladungsdichte eines London-Orbitals ŨP

als Größe zur Abschätzung des Integralwerts zu verwenden. Dies scheint zunächst ein geeigneter Ansatz,
da die Zweielektronenintegrale direkt proportional zum Überlapp

(µν|σρ)∝ ŨP ŨQ (2.80)

sind. Das Überlapp-Screening (vgl. Abb. 2.5) deckt einige der obigen Anforderungen ab. Es handelt
sich hierbei um ein separierbares Screening, welches durch Berücksichtigung der Beiträge der magnet-
feldabhängigen Vorfaktoren neben des exponentiellen Abfalls des Überlapps der Gauß-Funktion, wie in
Gleichung 2.48 zu sehen, eine enge Grenze aufweist. Dies ist ein valider Ansatz, solange das Argument der
Boys-Funktion positive Werte annimmt, da |Fm(z)| ≤ 1 für ℜ(z)≥ 0 gilt. Jedoch ist die Boys-Funktion
für negative Argumente nicht beschränkt. Während KP und KQ sinken (KP ∝ e−k2

P /4αP ) divergiert in
diesem Fall die Boys-Funktion exponentiell (vgl. Abb. 2.3). Ein Screening führt dazu, dass die Berechnung
nicht-vernachlässigbarer Integrale ausgelassen wird und somit numerische Fehler entstehen. Dies geschieht
für negative Argumente der Boys-Funktion z und somit, wie eingangs erwähnt, für starke Magnetfelder,
diffuse Basisfunktionen und ausgedehnte Systeme. Es ist essentiell, um die numerische Stabilität zu
gewährleisten, dass alle Größen beschränkt sind. Es muss folglich ein alternativer Ansatz gewählt werden.
Dies kann unter der Verwendung der Hilfs-Boys-Funktion (Gl. 2.76 und 2.77) realisiert werden. Für
das Basisintegral wird in Abhängigkeit des Vorzeichens des komplexen Arguments z eine der folgenden

IVBeispielsweise wurden die Karlsruhe-Basissätze193 für die Anwendung innerhalb von Turbomole194–196 entwickelt und
weisen dahingehend eine dem Segmented-Contraction-Schema entsprechende Struktur auf.
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2.2. Integralberechnung

Abb. (2.5): Überblick der Screening-Varianten. Diese Abbildungen wurden mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke
et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelin-
halte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz
lizenziert.

Gleichungen verwendet:

Rm
000,000 = UP KP UQKQ

√
ϑ

π
Fm(z) ℜ(z)≥ 0 , (2.81)

Rm
000,000 = UP KP UQKQ

√
ϑ

π
e−z Gm(−z) ℜ(z) < 0 . (2.82)

Durch die Erkenntnis, dass die magnetfeldabhängigen Vorfaktoren beschränkt sind

|KP KQ| ≤ 1 , Fm(z)≤ 1 ℜ(z)≥ 0 , (2.83)∣∣KP KQe−z
∣∣≤ 1 , Gm(−z)≤ 1 ℜ(z) < 0 (2.84)

und unter der Ausnutzung des harmonischen Mittels

2
√

ϑ

π
≤
(

2αP

π

)1/4(2αQ

π

)1/4
, (2.85)

können die Ausdrücke zu einer gemeinsamen oberen Schranke zusammengeführt werden

Rm
000,000 ≤ UP

(
2αP

π

)1/4
UQ

(
2αQ

π

)1/4
. (2.86)

Dies definiert das harmonische Screening (vgl. Abb. 2.5), welches separierbar und strikt beschränkt ist,
sodass es sowohl für positive als auch negative Werte von z stabil ist. Es trägt jedoch keine magnetfeldab-
hängigen Terme. In der Tat ist es identisch zu lange etablierten Screening-Varianten für Integrale über
Gauß-Funktionen.181,183,185,186 Der Ansatz den Überlapp der Gauß-Funktionen als Screening-Parameter
für Integrale über London-Orbitale zu verwenden, geht auf Reynolds und Shiozaki61 zurück. Das von
ihnen vorgestellte Screening berücksichtigt zudem zusätzliche Beiträge der Boys-Funktion, und nutzt
damit aus, dass die Screening-Effizienz durch die Verwendung der Relation Fm(z)≤ 1 verbessert werden
kann, auch wenn die Boys-Funktion nur eine langsam abfallende Funktion in z ist. Jedoch handelt es sich
um einen nicht separierbaren Ansatz und die Auswertung der Boys-Funktion ist aufwändig, weshalb keine
Verbesserung der Rechenzeit im Vergleich zum harmonischen Ansatz erwartet wird.
Die Grundidee von Reynolds und Shiozaki61 ist jedoch vielversprechend. Das Ziel ist die Entwicklung
eines separierbaren Ansatzes, welcher die Beiträge der Boys-Funktion berücksichtigt, worin implizit ei-
ne Magnetfeldabhängigkeit enthalten ist. Dies kann durch Erweiterung des Ansatzes von Cremer und
Gauss182 erreicht werden. Diese erkannten, dass approximative Screening-Verfahren als Spezialfall des
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2.2. Integralberechnung

Cauchy-Schwarz-Screenings für Integrale über s-Funktionen verstanden werden können. Folglich kann eine
rigorose Näherung für das Basisintegral entwickelt werden, welche eine gute Näherung für das resultierende
Integral höherer Drehimpulsquantenzahl darstellt. Für das Diagonalelement des Basisintegrals sind die
Ladungsdichten am selben Ort zentriert P = Q und die Phasenfaktoren exakt gegenläufig kP = −kQ.
Das Argument der Boys-Funktion lautet folglich z =−k2

P /2αP und ist somit magnetfeldabhängig und
negativ. Aus letzterem Grund wird die Hilfs-Boys-Funktion Gm(z) verwendet. Insgesamt ergibt sich das
Diagonalelement zu

diag
(
Rm

000,000
)
≤ diag

(
R0

000,000
)

=
(

UP

(
2αP

π

)1/4)2

G0

(
k2

P

2αP

)
, (2.87)

wobei die verbleibenden magnetfeldabhängigen Vorfaktoren sich exakt ausgleichen KP KQe−z = 1. Das
Cauchy-Schwarz-Screening für das Basisintegral kann somit über die Ungleichung

Rm
000,000 ≤

UP

(
2αP

π

)1/4
√√√√G0

(
k2

P

2αP

)UQ

(
2αQ

π

)1/4
√√√√G0

(
k2

Q

2αQ

) (2.88)

erfolgen. Das Argument der Boys-Funktion verschwindet im feldfreien Limit und diese Ungleichung geht
in das harmonische Screening über. Liegt jedoch ein nicht-verschwindendes Magnetfeld vor, so enthält der
Ausdruck nun über die Hilfs-Boys-Funktion eine Magnetfeldabhängigkeit.
Um die rechenintensive Auswertung der Boys-Funktion für das Screening zu umgehen, kann über das
asymptotische Limit der Hilfs-Boys-Funktion175,176

G0(z)≈
N∑

k=0

(2k−1)!!
(2z)k+1 , ℜ(z)≥ 0 (2.89)

eine Näherung erhalten werden
G0(z)≤ 1

z
. (2.90)

Somit wird das erweiterte Screening (vgl. Abb. 2.5) nach

Rm
000,000 ≤

UP

(
2αP

π

)1/4 1√
k2

P /2αP

UQ

(
2αQ

π

)1/4 1√
k2

Q/2αQ

 (2.91)

definiert. Da die Näherung in Gleichung 2.90 jedoch bei z = 0 eine Singularität besitzt, gilt diese Screening-
Variante ausschließlich für k2

P /2αP ≥ 1. Die Hilfs-Boys-Funktion G0(z) ist mit der inversen Proportionalität
von 1/z eine langsam abfallende Funktion, jedoch fällt diese, wie in Abbildung 2.3 zu erkennen, schneller
ab als die Boys-Funktion F0(z), welche mit 1/

√
z abklingt. Folglich kann sich die Berücksichtigung der

Hilfs-Boys-Funktion im Screening für große Werte von z lohnen.

Insgesamt kann festgehalten werden, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine effiziente und rigorose
Möglichkeit zur Abschätzung der Integralwerte liefert, welche sogar den Einfluss des Magnetfeldes berück-
sichtigt. Ihr Nutzen ist jedoch limitiert. Für hochkontrahierte Basissätze, aber auch für unkontrahierte
Basissätze, deren Basisfunkionen im Rahmen von Integralalgorithmen, die dem General-Contraction-
Schema folgen, in gemeinsamen Schalen zusammengefasst werden, können die Integrale über primitive
Basisfunktionen nicht effizient entfernt werden. Um die Berechnung nicht signifikanter Integrale über
primitive Basisfunktionen zu umgehen, kann zusätzlich eine approximative Screening-Variante verwendet
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Abb. (2.6): Schematische Darstellung der Cholesky-Zerlegung.

werden. Es zeigt sich, dass die Verwendung des Überlapps der London-Orbitale anstelle des Überlapps der
Gauß-Funktionen, welche in magnetfeldfreien Anwendungen standardmäßig verwendet werden, aufgrund
der divergierenden Natur der Boys-Funktion im Magnetfeld kein stabiles Screening liefert (siehe Diskussion
in Abs. 3.2.2). Im Gegensatz dazu sind, aufgrund der Einführung der Hilfs-Boys-Funktion, das harmonische
und das erweiterte Screening separierbar sowie beschränkt und weisen daher einen kontrollierbaren Fehler
auf.

Abgesehen von integral-direkten Algorithmen stellen die Zweielektronenintegrale dennoch in vielen Fällen
weiterhin die speichertechnische Engstelle in quantenchemischen Berechnungen dar. Die Speicherung und
Verarbeitung dieser Integrale kann die momentan verfügbaren Rechenkapazitäten schnell überfordern. Die
Cholesky-Zerlegung bietet hier einen Ansatz, welcher ermöglicht, die Integrale in einer rangreduzierten
Form darzustellen, ohne einen signifikanten Informationsverlust zu verursachen. Dadurch wird erstens die
Effizienz gesteigert und zweitens der Speicherbedarf deutlich reduziert.

2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung (Cholesky Decomposition, CD), erstmals eingeführt durch Cholesky im Anfang
des 19. Jahrhunderts,197 beschreibt die Zerlegung einer hermiteschen, positiv (semi)-definiten Matrix A

in eine linke untere Dreiecksmatrix L und ihrer Adjungierten L†

A = LL†

=
∑

J

ℓJℓJ† ,
(2.92)

welche schematisch in Abbildung 2.6 dargestellt ist. Analog kann die Zerlegung über die Summe der
Cholesky-Vektoren ℓ, den Spalten der Dreiecksmatrix L, definiert werden. Damit eine Cholesky-Zerlegung
möglich ist, muss gelten, dass die Matrix A positiv (semi)-definit ist.V Dies bedeutet, dass

ϵ = x†Ax≥ 0 (2.93)

gilt, wobei ϵ ein Skalar größer gleich null und x ein beliebiger nicht-verschwindender Vektor ist. Whitten120

VDas Produkt einer quadratischen Matrix L und ihrer Adjungierten L† bildet eine positiv semi-definite Matrix: x†Ax =
x†L†Lx = (Lx)†(Lx) = y†y ≥ 0.
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zeigte die Definitheit der Zweielektronenintegrale über den Ansatz

ϵ =
∑

µνσρ

x∗µν(µν|σρ)xσρ

=
∑

µνσρ

∫∫
x∗µνω∗µ(r1)ων(r1) 1

r12
ω∗σ(r2)ωρ(r2)xσρdr1dr2 ≥ 0 .

(2.94)

Der Beweis verläuft über Definition der Ladungsdichte

ρ(r) =
∑
µν

xµνω∗µ(r)ων(r) , (2.95)

wodurch der Ausdruck
ϵ =

∫∫
ρ∗(r1) 1

r12
ρ(r2)dr1dr2 (2.96)

erhalten wird. Des Weiteren ist das Potential einer Ladungsdichte ϕ(r) gegeben durch das Integral

ϕ∗(r2) =
∫

ρ∗(r1) 1
r12

dr1 . (2.97)

Zusätzlich kann über die Poisson-Gleichung die Ladungsdichte mit dem Potential verknüpft werden

∇2ϕ(r) =−4πρ(r) . (2.98)

Somit ergibt sich für die Eigenwerte der Elektronenabstoßungsintegrale

ϵ =− 1
4π

∫
ϕ∗(r)∇2ϕ(r)dr . (2.99)

Mithilfe der Greenschen Identität198 kann gezeigt werden, dass dieser Ausdruck größer oder gleich null ist

ϵ = 1
4π

∫
|∇2ϕ(r2)|2dr ≥ 0 (2.100)

und somit die Zweielektronenintegrale positiv semi-definit sind.VI Beebe und Linderberg95 erkannten,
dass diese folglich durch die Cholesky-Zerlegung

(µν|σρ) ≊
NCH∑
J=1

LJ
µνLJ∗

ρσ (2.101)

faktorisierbar sind und nutzten dies erstmals in quantenchemischen Berechnungen aus. Diese
Idee wurde erst später durch Koch, Sánchez de Merás und Pedersen94 wieder aufgegriffen und
popularisiert.96–100,103–109,111–116,118,119,123,124,201–203 Im Zuge dieser Arbeit wurde die Cholesky-Zerle-
gung schließlich auf Integrale über London-Orbitale angewendet.106,107,204 Wird die Zerlegung vollständig
durchgeführt, dann entspricht der Rang der Zerlegung bzw. die Anzahl der Cholesky-Vektoren NCH der
Anzahl der einzigartigen |µν)-Paare und Gleichung 2.101 ist exakt. Der Vorteil liegt jedoch darin, die
Matrix anzunähern, indem die Zerlegung abgebrochen wird. In der Praxis ist somit bei Verwendung
der Cholesky-Vektoren der Speicher- und Rechenaufwand von O(N2NCH) deutlich kleiner, als der der
vollen Dimension von O(N4), da die Anzahl der Cholesky-Vektoren NCH linear mit der Anzahl an
Atomorbitalen N skaliert.112,113,119

VIDies ist äquivalent zu dem Beweis, dass die Coulomb- bzw. Austauschintegrale in Hartree-Fock positiv sind.199,200
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2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Bestimmungsgleichungen für die Cholesky-Vektoren ergeben sich aus Gleichung 2.101. Aufteilen der
Summe durch Herausziehen des J-ten Cholesky-Vektors, welcher dem Indexpaar J → |µν) zugeordnet
werden kann, liefert den Ausdruck

(σρ|µν) =
J−1∑
K=1

LK
σρLK∗

νµ +LJ
σρLJ∗

νµ . (2.102)

Umstellen dieser Gleichung nach LJ
σρ resultiert in den Bestimmungsgleichungen

LJ
σρ = 1

LJ
νµ

[
(µν|σρ)−

J−1∑
K=1

LK
µνLK∗

ρσ

]
, (2.103)

LJ
νµ = LJ

µν =
(

(µν|νµ)−
J−1∑
K=1

LK∗
µν LK

µν

) 1
2

. (2.104)

Umformulierung unter Verwendung der Definition der Fehlermatrix

˜(µν|σρ) = (µν|σρ)−
J−1∑
K=1

LK
µνLK∗

ρσ (2.105)

ergibt die Kurzschreibweise

LJ
σρ =

˜(µν|σρ)√
˜(µν|νµ)

. (2.106)

Ein zunächst intuitiver Ansatz besteht darin, die Zerlegung schrittweise entlang der Diagonalen vorzuneh-
men, was jedoch nicht numerisch stabil ist. Stattdessen ist es ratsam, eine alternative ReihenfolgeVII zu
wählen, die es ermöglicht, zunächst die wichtigsten Vektoren zu Darstellung der Zweielektronenintegrale
auszuwählen. Dies kann durch das iterative pivoting-Verfahren erfolgen, bei dem das maximale Diagonal-
element als Pivotelement dient. Dieses Verfahren kann abgebrochen werden, sobald die Diagonalelemente
klein werden und somit die entsprechenden Cholesky-Vektoren einen vernachlässigbaren Beitrag liefern.
Sobald das größte aktualisierte Diagonalelement kleiner als das Abbruchkriterium von τ = 10−δ ist, ist
gewährleistet, dass alle verbleibenden Diagonalelemente, und somit über die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auch der Fehler der approximierten Zweielektronenintegrale, kleiner als die gewählte Schranke sind. Der
Fehler der Cholesky-Zerlegung ist definiert als Differenz zwischen exakter und genäherter Integralmatrix

˜(µν|σρ) = (µν|σρ)− (µν|σρ)CD . (2.107)

Da die Fehlermatrix ˜(µν|σρ) ebenfalls eine positiv (semi-)definite Matrix ist, gilt die Ungleichung

˜(µν|σρ)≤ ˜(µν|νµ)
1
2 ˜(σρ|ρσ)

1
2 ≤ τ . (2.108)

Somit wird mittels der Cholesky-Zerlegung eine rigorose Fehlerkontrolle erreicht. Die Genauigkeit der
Näherung ist folglich durch die Wahl des Cholesky-Parameters δ festgelegt.

VIIDie Reihenfolge der Diagonalelemente anhand derer die Zerlegung durchgeführt wird, ist frei wählbar. Die Form der
daraus resultierenden Cholesky-Vektoren ist jedoch unmittelbar von dieser Reihenfolge abhängig. Eine Dreiecksmatrix
wird hierbei streng genommen nur in einem Algorithmus, der schrittweise entlang der Diagonale verläuft, erhalten. In
allen anderen Fällen liegt keine Dreiecksmatrix vor.
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2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Transformation der auf diese Weise bestimmten Vektoren in die Molekülorbitalbasis (vgl. Gl. 2.32) via

LJ
µq =

∑
ν

LJ
µνCνq , (2.109)

LJ
pq =

∑
µ

C∗µpLJ
µq (2.110)

liefert durch Reduktion des Skalenverhaltens vonO(N5) aufO(N3NCH)95,112 eine effiziente Repräsentation
der Zweielektronenintegrale in der MO-Basis nach

(pq|rs) =
∑

J

LJ
pqLJ∗

sr . (2.111)

Zusammenfassend ist es mithilfe der Cholesky-Zerlegung, deren effiziente Implementierung im Kapitel 3.1
besprochen wird, möglich, durch Abbruch der iterativen Bestimmung eine rigorose Näherung der Zwei-
elektronenintegrale zu erhalten. Auf diese Weise wird der Vierindextensor zu einer Darstellung eines
Dreiindextensors, bestehend aus den Cholesky-Vektoren, reduziert. Diese rangreduzierte Form weist mit
NCHN2 nicht nur einen deutlich geringeren Speicherbedarf im Vergleich zum vollen Tensor (N4) auf,
sondern auch eine Reduktion des Skalenverhaltens beziehungsweise des Vorfaktors durch eine vorteil-
hafte Faktorisierbarkeit der Ausdrücke quantenchemischer Rechnungen bei Verwendung der Cholesky-
Darstellung anstelle der (MO)-Integrale nach Gleichung 2.101 oder 2.111. An dieser Stelle sollen die
Modifikationen erläutert werden, die bei der Zerlegung komplexwertiger Integrale über London-Orbitale
berücksichtigt werden müssen.106,107,204 In diesem Fall weisen die Zweielektronenintegrale eine vierfache
Permutationssymmetrie auf

(µν|σρ) = (σρ|µν) = (νµ|ρσ)∗ = (ρσ|νµ)∗ (2.112)

und die Anzahl der einzigartigen |µν)-Paare und somit potentiellen Cholesky-Vektoren vergrößert sich
von N(N + 1)/2 auf N2.106 Des Weiteren ist es wichtig zu beachten, dass die Diagonale als (µν|νµ)
definiert ist. Bei Integralen mit vollständiger Permutationssymmetrie wird häufig die dort äquivalente
Darstellung (µν|µν) verwendet. Diese Äquivalenz ist jedoch im komplexen Fall aufgehoben. Außerdem wird
aufgrund der Reduktion der Permutationssymmetrie die Symmetrie der Cholesky-Vektoren LJ

µν ̸= LJ
νµ

gebrochen. Anstelle dessen weisen diese eine modifizierte Symmetrie

L
J→|µν)
σρ = L

J ′→|νµ)∗
ρσ (2.113)

auf, wobei der Index J der Produktdichte |µν) und der Index J ′ der konjugierten Produktdichte |νµ)
zugeordnet wird.

Im folgenden Abschnitt 2.3.1 wird die Äquivalenz der Cholesky-Zerlegung zu einer modifizierten Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der Atomorbital-Produktdichten gezeigt. Dies entspricht der Entfernung
linear abhängiger Produktdichten aus dem Basissatz durch die Cholesky-Zerlegung. Aufgrund der stark
linear abhängigen Struktur der Produktdichten für Zweielektronenintegrale in endlichen Magnetfeldern
zeigt die Cholesky-Zerlegung eine formelle Verdopplung der Effizienz im Vergleich zum feldfreien Fall,
wodurch sie besonders gewinnbringend wird. Des Weiteren kann in Abschnitt 2.3.2 gezeigt werden, dass
CD unter Verwendung der Cholesky-Basis äquivalent zu den verwandten Ansätzen Density-Fitting (DF)
bzw. Resolution-of-Identity (RI) ist. Diese Äquivalenz wird in Abschnitt 2.3.3 ausgenutzt, um eine

26
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alternative Formulierung der Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren zu definieren und wird
ebenfalls in Abschnitt 2.5.1 verwendet, um eine Cholesky-Zerlegung für geometrische Ableitungsintegrale
durchzuführen.

2.3.1. Kompression des Raums der Produktdichten

Wie schon durch Beebe und Linderberg95 sowie Aquilante und Pedersen99,100,119,123 demonstriert, kann
die Cholesky-Zerlegung als eine Gram-Schmidt-Orthonormalisierung der Produktdichten |µν) aufgefasst
werden. Hierzu wird die Menge an Produktdichten, welche durch die Cholesky-Zerlegung ausgewählt
werden, als Cholesky-Basis hJ := |µν) definiert. Die orthonormale Cholesky-Basis QJ kann durch eine
Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

|QJ ) = ˜(µν|νµ)
1
2
[
|µν)−

J−1∑
K

|QK)(QK |µν)
]

(2.114)

aus der nicht-orthonormalen Cholesky-Basis hJ konstruiert werden. Somit wird eine Teilmenge an linear
unabhängigen Produktdichten erhalten, welche den vollständigen Raum abdeckt. Dies führt zu einer
Kompression des Raumes der Produktdichten, denn annähernd linear abhängige Produktdichten werden,
in Abhängigkeit von dem Abbruchkriterium der Zerlegung, verworfen. Gleichermaßen wird dadurch
implizit eine optimale Hilfsbasis bestimmt (siehe Abs. 2.3.2).123–127 In analoger Weise gilt für die
Normierungskonstante

˜(µν|νµ) = (µν|νµ)−
J−1∑

K

(µν|QK)2 . (2.115)

Die auftretenden Integrale sind durch

(µν|QK) =
∫∫

ω∗µ(r1)ων(r1) 1
|r1−r2|

QK(r2)dr1dr2 , (2.116)

(QK |µν) =
∫∫

Q∗K(r1) 1
|r1−r2|

ω∗µ(r2)ων(r2)dr1dr2 (2.117)

definiert, wobei insbesondere (µν|QK)∗ = (QK |νµ) gilt. Die Projektion der Gleichung 2.114 auf die Menge
aller Produktdichten (σρ| liefert

(σρ|QJ→µν) = ˜(µν|νµ)
1
2
[

(σρ|µν)−
J−1∑

K

(σρ|QK)(QK |µν)
]

. (2.118)

Der Vergleich mit der Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren 2.103 zeigt, dass diese Ausdrücke,
unter Verwendung der Relation

LJ
µν = (µν|QJ ) und LJ∗

ρσ = (ρσ|QJ )∗ = (QJ |σρ) , (2.119)

welche die Cholesky-Vektoren mit der orthonormalisierten Cholesky-Basis verknüpft, äquivalent sind.
Somit gilt für die Zweielektronenintegrale

(µν|σρ) =
∑

J

(µν|QJ )(QJ |σρ) . (2.120)
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Abb. (2.7): Anzahl der Cholesky-Vektoren des Methylidin-Radikals als Funktion der Magnetfeldstärke B und des
Winkels des Magnetfeldvektors bezüglich der Bindungsachse θ. Schematisch (a) und berechnet (b)
unter Verwendung der unc-aug-cc-pVQZ-Basis. Der Cholesky-Parameter wurde auf δ = 9 festgelegt.
Abbildung 2.7(b) wurde aus [S. Blaschke und S. Stopkowicz, J. Chem. Phys 156, 044115 (2022)], mit
Genehmigung von AIP Publishing, übernommen. © 2022 Autor(en). Publiziert unter exklusiver Lizenz
von AIP Publishing.

Der Zusammenhang in Gleichung 2.119 liefert elementare Erkenntnisse über die Eigenschaften der
Cholesky-Zerlegung. Die Effizienz der Cholesky-Zerlegung wird maßgeblich davon bestimmt, wie viele
linear abhängige Funktionen vom Basissatz entfernt werden können. Dies ist einerseits abhängig von
der Größe des Basissatzes, da dieser beim Übergang ins Basissatzlimit zunehmend redundant wird
und tritt besonders auf, wenn unkontrahierte oder sehr diffuse Basissätze verwendet werden.119,201,205

Andererseits steigt die Anzahl an linearen Abhängigkeiten mit der Systemgröße, da die Anzahl der
relevanten Zweielektronenintegrale quadratisch (asymptotisch linear) mit dieser skaliert. Dies resultiert
zum einen aus dem exponentiellen Abfall des Überlapps zweier Atomorbitale mit zunehmendem Abstand
und zum anderen aus dem 1/r-Abfall mit der Distanz zwischen den Ladungsdichten.91,184,187,188 Zusätzlich
hängt die Anzahl der Vektoren von der Geometrie des Moleküls ab. So argumentieren Aquilante et al.,99 dass
die Cholesky-Vektoren eines unendlich weit separierten Dimers ausschließlich aus Produktdichten, welche an
einem Atom zentriert sind, bestehen, während die Cholesky-Basis für das Dimer im Gleichgewichtsabstand
auch Produktdichten enthält, welche an beiden Atomen zentriert sind.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Einfluss eines externen Magnetfelds auf die Zweielektronenintegrale
und die damit einhergehenden Änderungen für die Cholesky-Zerlegung in den Referenzen 206 und 106
diskutiert. Für Systeme ohne Feld oder für Atome und lineare Moleküle in parallelen Magnetfeldern
sind die Integrale (µν|σρ) und (νµ|σρ) aufgrund der achtfachen Permutationssymmetrie äquivalent und
eine der Produktdichten |µν) und |νµ) wird durch den Orthogonalisierungsschritt entfernt. Sobald ein
externes Magnetfeld angelegt wird, weist die Zweielektronenmatrix eine vierfache Permutationssymmetrie
auf. Infolgedessen wird die lineare Abhängigkeit aufgehoben und somit können beide, nun orthogonalen,
Produktdichten der Cholesky-Basis zugeordnet werden. Ob die Produktdichten tatsächlich der Cholesky-
Basis zugeordnet werden, wird numerisch durch das festgelegte Abbruchkriterium bestimmt:

(µν|σρ)− (νµ|σρ)≤ 10−δ . (2.121)

Die Differenz zwischen den Integralen skaliert mit dem magnetfeldabhängigen Phasenfaktor der London-
Orbitale kP = 1

2B× (Rν −Rµ). Dadurch treten für kleine Magnetfelder oder fast parallele Magnetfelder
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lediglich wenige Produktdichten der Cholesky-Basis bei, deren Anzahl mit der Magnetfeldstärke und
über das Kreuzprodukt mit dem Winkel zwischen Magnetfeld und Zentrum der Basisfunktion wächst.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2.7(b) anhand des linearen Methylidin-Radikals, in Abhängigkeit
von sowohl der Magnetfeldstärke als auch dem Winkel zwischen Bindungsachse und Magnetfeldvektor,
dargestellt. In der Praxis zeigte sich, dass die Anzahl an Cholesky-Vektoren linear mit der Systemgröße
skaliert. Empirisch nimmt für magnetfeldfreie Rechnungen der numerische Rang der Zerlegung Werte
von NCH ≈ δN113 (NCH ≈ 3− 10N)119 an. Für Systeme in starken Magnetfeldern ist der numerische
Rang tendenziell in Abhängigkeit von Feldstärke und Orientierung leicht erhöht. Dennoch sinkt der
Kompressionsgrad γ, welcher als Quotient zwischen tatsächlicher und maximaler Dimension definiert ist,
da der Nenner einen stärkeren Anstieg auf N2 aufweist:

γ(B = 0) = NCH/(N(N +1)/2) 8− fach , (2.122)

γ(B ̸= 0) = NCH/N2 4− fach . (2.123)

Es gilt γ(B ̸= 0) < γ(B = 0). Somit ist der Effizienzgewinn durch die Verwendung der Cholesky-Zerlegung
bei Rechnungen in endlichen Magnetfeldern besonders groß, da relativ zur maximalen Dimension mehr
lineare Abhängigkeiten als im feldfreien Fall entfernt werden, wie in Abbildung 2.7(a) schematisch
dargestellt.

2.3.2. Verwandte Näherungsverfahren für Zweielektronenintegrale

Parallel zu den Entwicklungen der Cholesky-Zerlegungstechniken wurde der Density-Fitting-An-
satz (DF)120,207,208 im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie formuliert und in den folgenden Jahren
durch Vahtras et al.209 weiter entwickelt. Der Ansatz basiert auf der Darstellung der Produktdichte |µν)
durch die Entwicklung in einem Hilfsbasissatz |P ) über die Entwicklungskoeffizienten CP

µν

|µν)≈ |µ̃ν) =
∑
P

CP
µν |P ) . (2.124)

Ziel ist es somit, die Zweielektronenintegrale (µν|σρ) zu approximieren

(µν|σρ)≈
∑
P Q

CP
µν(P |Q)CQ

σρ . (2.125)

Das Zweizentrenintegral der Hilfsbasisfunktionen über den Coulomboperator ist durch

(P |Q) =
∫∫

χ∗P (r1) 1
|r1−r2|

χQ(r2)dr1dr2 (2.126)

gegeben. Die Entwicklung ist exakt, für eine vollständige Hilfsbasis, welche den Raum der Produktdich-
ten |µν) aufspannt. In der Praxis wird jedoch als Näherung eine unvollständige Einzentrenbasis verwendet.
Um den Fehler des DF-Ansatzes zu minimieren, werden die Entwicklungskoeffizienten optimiert.210 Hierzu
wird der Fehler ∆µν definiert

∆µν = |µν)−|µ̃ν) (2.127)
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und die Norm

(∆µν |Ô|∆µν) = (µν|Ô|µν)−2
∑
P

CP
µν(µν|Ô|P )+

∑
P Q

CP
µν(P |Ô|Q)CQ

µν (2.128)

innerhalb einer Metrik Ô minimiert. Null setzen der Ableitung der Norm liefert

∂

∂CP
µν

(∆µν |Ô|∆µν) =−2(µν|Ô|P )+2
∑
Q

(P |Ô|Q)CQ
µν = 0 (2.129)

und somit die Bestimmungsgleichungen für die Entwicklungskoeffizienten∑
Q

(P |Ô|Q)CQ
µν = (µν|Ô|P ) . (2.130)

In den ersten Arbeiten zu DF wurde häufig die Überlapp-Metrik207,209 Ô = δµν verwendet. Für periodische
Systeme wurde eine gedämpfte Coulomb-Metrik Ô = erfc(ωr12)/r12 vorgeschlagen.211 Des Weiteren wurde,
um einen langsamen Abfall der Entwicklungskoeffizienten zu umgehen, eine lokale Metrik definiert.212,213

Inzwischen hat sich jedoch die Wahl der Coulomb-Metrik Ô = 1
r12

durchgesetzt. Denn der Fehler, gegeben
durch den Unterschied zu dem exakten Integral, skaliert in der Coulomb-Metrik, durch das Verschwinden
der Fehler erster Ordnung, quadratisch mit dem Fehler der Entwicklung. Für beliebige Metriken kann ein
Ansatz gewählt werden, welcher frei von Fehlern erster Ordnung ist, indem die linearen Terme explizit in
der Näherung berücksichtigt werden. Dunlap argumentierte folglich für den robusten Ansatz.214–217

Im Folgenden wird ausschließlich die Coulomb-Metrik verwendet. Einsetzen der Definition des optimalen
Entwicklungskoeffizienten in die Coulomb-Metrik∑

Q

(P |Q)CQ
µν = (µν|P ) (2.131)

in den Ausdruck der Zweielektronenintegrale liefert

(µν|σρ)≈
∑
P Q

(µν|P )(P |Q)−1(Q|σρ) . (2.132)

Dieser Ansatz entspricht dem Einschub der inneren Projektion

1 =
∑
P Q

|P )(P |Q)−1(Q| (2.133)

einer nicht-orthonormalen Hilfsbasis P und Q innerhalb der Coulomb-Metrik in den Ausdruck der
Zweielektronenintegrale, weshalb die Bezeichnung Resolution-of-Identity (RI) häufig als Synonym verwendet
wird. Die ersten Arbeiten und Namensgeber des RI-Ansatzes gehen auf Feyereisen et al.122 und Komornicki
und Fitzgerald218 zurück, welche eine orthonormale BasisVIII 1 =

∑
P |P )(P | mit (P |Q) = δP Q verwenden,

und somit die innere Projektion95

(µν|σρ)≈
∑
P

(µν|P )(P |σρ) (2.134)

VIIIAuch der RI-Ansatz kann in einer beliebigen Metrik definiert werden. Beispielsweise ist die Überlapp-Metrik in einer
nicht-orthonormalen Basis als 1 =

∑
P Q
|P )S−1

P Q(Q| definiert.
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ausnutzen. Der Vergleich mit Gleichung 2.101 beziehungsweise 2.120 zeigt, dass auch die Cholesky-
Zerlegung und der RI-Ansatz identisch sind, wenn die orthonormale Cholesky-Basis P := QJ als Hilfsbasis
zur inneren Projektion verwendet wird.123

Typischerweise wird für den RI-Ansatz jedoch anstelle der Cholesky-Basis eine optimierte Einzentren-
basis gewählt. Die Cholesky-Basis enthält dahingegen auch Produktdichten deren Atomorbitale an zwei
verschiedenen Kernen zentriert sind. Der Vorteil der Verwendung von Einzentrenbasissätzen liegt darin,
dass innerhalb von RI die Integrale von Vier- zu Dreizentrenintegralen übergehen und, dass die Größe
der Hilfsbasis kleiner ist, als die Cholesky-Basis (Naux < NCH). Des Weiteren ist, bei Verwendung einer
Einzentren-Hilfsbasis, die volle reelle Permutationssymmetrie

(µν|P ) = (P |µν) = (νµ|P )∗ = (P |νµ)∗ (2.135)

gegeben.61,72 In diesem Fall sind die Basisfunktionen der Produktdichten, welche die Hilfsbasisfunktionen
definieren, am selben Kern zentriert. Dadurch verschwinden die magnetfeldabhängigen Phasenfaktoren der
London-Orbitale, wie in der Diskussion der symmetrischen Cholesky-Vektoren in Gleichung 3.13 gezeigt.
Aufgrund dieser beiden Argumente sind RI-Implementierungen effizienter als jene der Cholesky-Zerlegung.
Eine Optimierung der Hilfsbasissätze ist jedoch nicht trivial, da ein Kompromiss zwischen Genauigkeit
und Basissatzgröße abzuwägen ist. Die Generierung eines Basissatzes erfordert eine Optimierung für jedes
Atom hinsichtlich der verwendeten Methode.124 Dies ist nicht nur ein großer Aufwand, sondern führt auch
zu einer unausgewogenen Reproduktion der Energiewerte, da diese zu den Energien der entsprechenden
Methoden verzerrt sind. Eine systematische Fehlerkontrolle und Verbesserung der Genauigkeit sind nicht
gegeben. Für Rechnungen ohne externes Magnetfeld wurde die routinemäßige Anwendung der RI-Techniken
erst durch die Einführung einer Vielzahl an voroptimierten Basissätzen zur Behandlung der Coulomb-
und Austauschbeiträge (RI-J und RI-K) durch Eichkorn et al.219,220 und Weigend et al.221–224 in den
1990er Jahren popularisiert. In den folgenden Jahren wurden automatische Algorithmen123–127 entwickelt,
welche die Generierung von RI-Hilfsbasissätzen ermöglichen.
Für Berechnungen unter Anwesenheit eines externen Magnetfeldes ist zu berücksichtigen, dass diese
Basissätze nicht zwangsläufig außerhalb des Bereichs, für den sie optimiert wurden, gültig sind. Denn
die Genauigkeit der Hilfsbasis wird durch ihre Fähigkeit bestimmt, den Raum der Produktdichten abzu-
decken. RI-Hilfsbasissätze wurden jedoch bisher ausschließlich für den feldfreien Fall optimiert und eine
automatische Generierung für Methoden im Magnetfeld ist derzeit ebenfalls nicht verfügbar.
Die Berücksichtigung der Magnetfeldeffekte ist allerdings essentiell, denn die Anisotropie des Magnetfeldes
erfordert eine hohe Flexibilität des Basissatzes. Dies zeigte sich bereits in Abschnitt 2.3.1 als erhebliche
Veränderung der Cholesky-Basis durch das Einschalten eines externen Magnetfeldes. Als formal optimale
Hilfsbasis entsprechen diese Veränderungen der Cholesky-Basis gleichermaßen den steigenden Anforderun-
gen an die zu generierende Hilfsbasis. Des Weiteren ist eine offene Frage, inwiefern diese Effekte durch
eine im Magnetfeld optimierte Einzentrenbasis erfasst werden können. Referenz 72 zeigt, dass bei der
Verwendung einer RI-Basis, welche für Rechnungen ohne externes Magnetfeld optimiert wurde, Fehler in
der Größenordnung von 10−4 Hartree auftreten, die mit der Stärke des Magnetfeldes steigen. Die Basis
wird somit zunehmend ungeeigneter, um das System zu beschreiben.
Die Cholesky-Zerlegung liefert hingegen die formal optimale Hilfsbasis mit einer rigorosen Fehlerkontrolle.
Referenz 225 zeigt, dass bereits durch die Wahl eines Cholesky-Parameters von δ = 4 die Genauigkeit der
RI-Basis erreicht werden kann. Zusätzlich wird durch die direkte Bestimmung der Cholesky-Basis für
jedes System die notwendige Flexibilität der Basis gewährleistet und ist somit besonders für hochgenaue
quantenchemische Rechnungen in starken Magnetfeldern unabdingbar.
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Tab. (2.1): Vergleich der Näherungsansätze für Zweielektronenintegrale.

Resolution of Identity Cholesky-Zerlegung
Genauigkeit ⊖ Fehler festgelegt durch Wahl der

Hilfsbasis und Metrik
⊕ Rigorose Fehlerkontrolle und

systematisch verbesserbar
Flexibilität ⊖ Systemabhängige Optimierung eines

Basissatzes
⊕ Optimale Hilfsbasis

Effizienz ⊕ Dreizentrenintegrale ⊖ Vierzentrenintegrale
Lokal ⊖ Nicht lokal ⊕ Inhärent lokal100,124,213

Definitheit ⊖ Nicht positiv-semidefinit außerhalb
der Coulomb-Metrik213

⊕ Positiv-semidefinit

Ein Überblick über den Vergleich der Eigenschaften zwischen RI und CD ist in Tabelle 2.1 aufgelistet. Die
Cholesky-Zerlegung erweist sich aufgrund ihrer Genauigkeit, rigorosen Fehlerkontrolle sowie Flexibilität als
bevorzugte Methode für die Anwendungen dieser Arbeit, welche eine hochgenaue Beschreibung des Systems
erfordern. Dies wird des Weiteren dadurch gestützt, dass die Auswertung der Vierzentrenintegrale für die
meisten post-Hartree-Fock-Methoden, wie beispielsweise die Coupled-Cluster-Theorie, keinen Engpass
darstellt, und die bessere Effizienz von RI gegenüber CD kaum relevant ist. Aber auch für Anwendungen,
in denen die Integralberechnung zeitbestimmend ist, kann über eine modifizierte Cholesky-Zerlegung
(1C-CD) eine Einzentrenbasis generiert werden.119,123,124 Hierzu werden ausschließlich die Produktdichten,
die an einem gemeinsamen Kern zentriert sind, in die Cholesky-Basis aufgenommen.

2.3.3. Zwei-Schritt-Verfahren der Cholesky-Zerlegung

Die Äquivalenz zwischen RI und der Cholesky-Zerlegung bei Verwendung der Cholesky-Basis bildet
die Motivation für den Zwei-Schritt-Algorithmus zur Bestimmung der Cholesky-Vektoren, welcher erst-
mals durch Aquilante et al.100 eingeführt und von Folkestad et al.103 sowie Zhang et al.104 erweitert
wurde. Aufgrund der erhöhten Effizienz im Vergleich zum Ein-Schritt-Schema setzte sich dieser in den
letzten Jahren durch,118,226 darunter auch in der Behandlung von störungstheoretischen und endlichen
Magnetfeldern.107,111,204 Letztere Entwicklung erfolgte im Rahmen dieser Arbeit. Im Zwei-Schritt-Verfah-
ren wird in einem ersten Schritt die Cholesky-Basis |h⟩ bestimmt. Dies erfolgt analog zum Ein-Schritt-
Algorithmus (vgl. Abs. 3.1.1) nach den Bestimmungsgleichungen 2.103 und 2.104, ohne dabei die vollen
Vektoren aufzubauen. In einem zweiten Schritt werden dann die Cholesky-Vektoren nach Gleichung 2.139
bestimmt.

Die Formulierung des RI-Ansatzes innerhalb der nicht-orthogonalen Cholesky-Basis lautet

(µν|σρ) =
∑
KL

(µν|hK)(hK |hL)−1 (hL|σρ) . (2.136)

Eine Cholesky-Zerlegung der Metrik SKL = (hK |hL) nach

S = MM† (2.137)

liefert unter Verwendung der Identität (AB)−1 = B−1A−1 zweier beliebiger quadratischer Matrizen A

und B und der Einführung der Definition der Inversen der adjungierten Matrix M−† = (M†)−1 den
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Ausdruck für die Zweielektronenintegrale

(µν|σρ) =
∑
KL

(µν|hK)(MM†)−1
KL (hL|σρ)

=
∑
KL

(µν|hK)(M−†M−1)KL (hL|σρ)

=
∑

J

[∑
K

(µν|hK)(M−†)KJ

][∑
L

(M−1)JL (hL|σρ)
]

.

(2.138)

Durch Vergleich mit Gleichung 2.101 wird die Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren des zweiten
Schritts erhalten:

LJ
µν =

∑
K

(µν|hK)(M−†)KJ . (2.139)

Formal skaliert das Zwei-Schritt-Verfahren analog zu dem konventionellen Verfahren (vgl. Gl. 2.103) mit
O(N2

CHN2). Der Vorteil besteht darin, dass, sofern die Cholesky-Basis in dem ersten Schritt bestimmt
wurde, der Aufbau der Cholesky-Vektoren in dem zweiten Schritt nach Gleichung 2.139 durch effiziente
Bibliotheksroutinen227 in einem Block durchgeführt werden kann. Aufgrund dieser Reformulierung der
Bestimmungsgleichungen ist der Zwei-Schritt-Algorithmus deutlich leistungsfähiger.

2.4. Hartree-Fock-Theorie

In der Hartree-Fock-Theorie228–230 wird der Energieerwartungswert

EHF = ⟨Ψ|Ĥ |Ψ⟩
⟨Ψ|Ψ⟩ ≥ E0 (2.140)

minimiert. Nach dem Variationsprinzip ist der Energieerwartungswert EHF größer als die exakte Grundzu-
standsenergie E0. Als Testwellenfunktion Ψ wird, aufgrund ihrer Fähigkeit die elektronischen Eigenschaften
wiederzugeben, eine Slaterdeterminante gemäß Gleichung 2.30 verwendet. Minimierung des Energieerwar-
tungswertes bezüglich der MO-Koeffizienten liefert die optimalen Spinorbitale φ zur niedrigsten Energie
innerhalb der Basissatznäherung. Um die Orthonormalität der N Spinorbitale Sij = ⟨φi|φj⟩ = δij zu
gewährleisten, wird diese über die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren als Nebenbedingung im
Lagrange-Funktional hinzugefügt

LHF = EHF−
N∑
ij

εij (⟨φi|φj⟩− δij) . (2.141)

Die Hartree-Fock-Energie ist

EHF = ⟨Ψ|Ĥ |Ψ⟩=
N∑
i

⟨φi| ĥ |φi⟩+
1
2

N∑
i,j

⟨φi|Ĵj− K̂j |φi⟩ (2.142)

=
N∑
i

⟨φi| ĥ |φi⟩+
1
2

N∑
i,j

(⟨φiφj |φiφj⟩−⟨φiφj |φjφi⟩) (2.143)

und besteht aus den Beiträgen des Einelektronenhamiltonoperators ĥ, welcher die kinetische Energie
der Elektronen, die Kern-Elektron-Wechselwirkung und die magnetfeldabhängigen para- und diamagne-
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tischen Wechselwirkungen beschreibt, sowie aus den Beiträgen der Coulomb- und Austauschoperatoren

⟨φi| Ĵj |φi⟩= ⟨φiφj |φiφj⟩=
∫∫

φ∗i (r1)φ∗j (r2) 1
|r1−r2|

φi(r1)φj(r2)dr1dr2 , (2.144)

⟨φi|K̂j |φi⟩= ⟨φiφj |φjφi⟩=
∫∫

φ∗i (r1)φ∗j (r2) 1
|r1−r2|

φj(r1)φi(r2)dr1dr2 . (2.145)

Diese beschreiben die Elektron-Elektron-Wechselwirkung als Coulombwechselwirkung eines Elektrons
mit einem gemittelten Feld aller anderen Elektronen sowie die Austauschwechselwirkung, welche eine
Verringerung der Coulombrepulsion aufgrund der Fermi-Korrelation als Folge des Pauli-Prinzips zweier
Elektronen mit gleichem Spin beschreibt. Minimierung des Lagrange-Funktionals liefert die allgemeinen
Hartree-Fock-Gleichungen

F̂HFφi =
N∑
j

εijφj . (2.146)

Die Spinorbitale, welche einen stationären Energieerwartungswert liefern, sind jedoch nicht einzigartig.
Der Energieerwartungswert ist invariant bezüglich einer Rotation der besetzten Spinorbitale. Es ist folglich
immer möglich, eine unitäre Transformation einzuführen, welche die Orbitale rotiert, sodass die Matrix
der Orbitalenergien diagonal wird (εij = 0 für i ̸= j). Das vereinfacht die allgemeinen zu den kanonischen
Hartree-Fock-Gleichungen

F̂HFφi = εiφi . (2.147)

Diese stellen ein (Pseudo-)Eigenwertproblem dar. Die Spinorbitale φi sind die Eigenfunktionen des Fock-
Operators

F̂HF = ĥ+
N∑
j

(Ĵj− K̂j) , (2.148)

zu den Orbitalenergien εi als Eigenwert. Die Lösung der Hartree-Fock-Gleichungen erfolgt iterativ, da die
Hartree-Fock-Gleichungen über die Coulomb- und Austauschoperatoren Ĵj und K̂j selbst abhängig von
den Orbitalen φj - der gesuchten Lösung - sind.

2.4.1. Spinintegration der Hartree-Fock-Gleichungen

Um die HF-Gleichungen weiter zu vereinfachen, kann eine Integration über die Spinvariable σ (vgl.
Gl. 2.31) durchgeführt werden. Dadurch werden die Gleichungen über Spinorbitale φ in Gleichungen über
Ortsorbitale ϕ überführt. Dabei werden verschiedene Ansätze unterschieden. Der Restricted Hartree-Fock-
Ansatz (RHF), in dem Elektronen des α- und β-Spin dasselbe Ortsorbital besetzten sowie der Unrestricted
Hartree-Fock-Ansatz231 (UHF), in dem die Elektronen unterschiedliche Ortsorbitale aufweisen.IX

Letzterer Ansatz wird für offenschalige Moleküle verwendet. In diesem Fall ist die Anzahl an α- und β-
Elektronen unterschiedlich (Nα ̸= Nβ). Während die Coulombwechselwirkung für alle Elektronen gleich
bleibt, so wirken auf α- und β-Elektronen unterschiedliche Austauschwechselwirkungen, wodurch im
Allgemeinen ϕα ̸= ϕβ gilt.

IXZusätzlich existiert der Restricted Open-Shell Hartree-Fock-Ansatz232 (ROHF). Innerhalb von ROHF wird ein gemischter
Ansatz gewählt, in welchem sowohl geschlossenschalige Orbitale als auch offenschalige einfach besetzte Orbitale angenommen
werden. Die Beschreibung dieser beiden Orbitalsätze sowie deren Kopplung definiert den ROHF-Ansatz. Dieser kann
ebenfalls als eingeschränkter UHF-Ansatz, in welchem als Nebenbedingung die Spinkontamination minimiert wird,
verstanden werden.233
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Es resultiert jeweils ein Satz an Hartree-Fock-Gleichungen für jede Spinausrichtung

F̂ α
UHFϕα

i = εα
i ϕα

i , (2.149)

F̂ β
UHFϕβ

i = εβ
i ϕβ

i . (2.150)

Im Folgenden werden ausschließlich die Gleichungen zur Beschreibung der Wechselwirkungen der α-
Elektronen diskutiert. Aufgrund der Spinsymmetrie werden analoge Ausdrücke für die β-Elektronen
erhalten. Der Fock-Operator

F̂ α
UHF = ĥ+

Nα∑
j

(
Ĵα

j − K̂α
j

)
+

Nβ∑
j

Ĵβ
j (2.151)

umfasst die Coulombwechselwirkungen eines α-Elektrons mit allen Elektronen, unabhängig von der
Spinausrichtung, und die Austauschwechselwirkungen alleinig mit den Elektronen desselben Spins. Die
Zweielektronenterme sind in Analogie zu den Definitionen der Gleichungen 2.144 und 2.145 nun als
Integrale über Ortsorbitale definiert:

⟨ϕα
i | Ĵ

β
j |ϕ

α
i ⟩= ⟨ϕα

i ϕβ
j |ϕ

α
i ϕβ

j ⟩ , (2.152)

⟨ϕα
i |K̂

β
j |ϕ

α
i ⟩= ⟨ϕα

i ϕβ
j |ϕ

β
j ϕα

i ⟩ . (2.153)

Der RHF-Ansatz gilt für geschlossenschalige Moleküle. In diesem Fall sind alle Ortsorbitale doppelt besetzt
und die Anzahl der α- und β-Elektronen identisch (Nα = Nβ). Unabhängig von der Spinausrichtung eines
Elektrons wirken die gleichen Coulomb- und Austauschwechselwirkungen, es werden die selben Ortsorbitale
besetzt ϕ = ϕα = ϕβ , sodass die Gesamtzahl an Orbitalen halbiert wird (N/2). Die Gleichungen 2.149
bis 2.153 vereinfachen sich zu einem Satz an Gleichungen. Es ergibt sich die Restricted Hartree-Fock-
Gleichung

F̂RHFϕi = εiϕi (2.154)

mit dem Fock-Operator

F̂RHF = ĥ+
N/2∑

j

(
2Ĵj− K̂j

)
(2.155)

bestehend aus den Coulomb- Ĵ und Austauschoperatoren K̂. Entsprechend lassen sich die Coulomb- und
Austauschintegrale schreiben als:

⟨ϕi| Ĵj |ϕi⟩= ⟨ϕiϕj |ϕiϕj⟩ , (2.156)

⟨ϕi|K̂j |ϕi⟩= ⟨ϕiϕj |ϕjϕi⟩ . (2.157)

2.4.2. Lösung der Hartree-Fock-Gleichungen innerhalb der Atomorbitalbasis

Anstelle eines analytischen oder numerischen Ausdrucks für die Ortsorbitale wird im LCAO-Ansatz, wie
in Gleichung 2.32 gezeigt, eine Entwicklung der Ortsorbitale in einer endlichen Basis durchgeführt. Die
Verwendung dieses Ansatzes in den Hartree-Fock-Gleichungen liefert:
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UHF

Die Pople-Nesbet-Gleichungen231 lauten

F αCα = SCαεα . (2.158)

Die Elemente der Fock-Matrix sind in Atomorbital-
basis gegeben durch:

F α
µν = hµν +

∑
σρ

(
Dtot

σρ ⟨µσ|νρ⟩−Dα
σρ ⟨µσ|ρν⟩

)
(2.159)

mit der Einelektronendichtematrix

Dtot
σρ = Dα

σρ +Dβ
σρ, Dα

σρ =
Nα∑
j=1

cα∗
σj cα

ρj . (2.160)

Damit resultiert der finale UHF-Energieausdruck

EUHF = 1
2
∑
µν

(
Dα

µν

[
hµν +F α

µν

]
+Dβ

µν

[
hµν +F β

µν

])
.

(2.161)

RHF

Die Roothaan-Hall-Gleichungen199,234 lauten

F C = SCε . (2.162)

Die Elemente der Fock-Matrix sind in Atomorbital-
basis gegeben durch:

Fµν = hµν +
∑
σρ

Dσρ

(
⟨µσ|νρ⟩− 1

2 ⟨µσ|ρν⟩
)

(2.163)
mit der Einelektronendichtematrix

Dσρ = 2
Ne/2∑
j=1

c∗σjcρj . (2.164)

Damit resultiert der finale RHF-Energieausdruck

ERHF = 1
2
∑
µν

Dµν [hµν +Fµν ] . (2.165)

Die verbleibenden Terme sind die Koeffizientenmatrix C, die Überlappmatrix SX und die Matrix der
Orbitalenergien ε.
Auch hier existiert für UHF ein zweiter Satz an analogen Gleichungen zur Beschreibung der β-Elektronen.
Diese sind über den Coulombbeitrag des Fock-Operators miteinander gekoppelt und müssen somit
gleichzeitig gelöst werden. Die Lösung der Roothaan-Hall- bzw. der Pople-Nesbet-Gleichungen erfolgt
mittels des iterativen SCF-Verfahrens (Self Consistent Field). Es wird eine Wahl für die MO-Koeffizienten
zur Darstellung der Ortsorbitale angenommen und ebendiese anschließend variiert, bis die Hartree-Fock-
Energie stationär ist.

2.5. Geometrieoptimierung

Wirkt ein starkes externes Magnetfeld auf ein Molekül, so resultiert aufgrund des Einflusses der ma-
gnetischen Lorentz-Kräfte eine Veränderung der Elektronenstruktur. Es erfolgt im Allgemeinen eine
Stabilisierung von offenschaligen Zuständen mit hohen negativen Erwartungswerten der Drehimpuls-
quantenzahl durch die Beiträge der Spin- und Orbital-Zeeman-Terme. Bindungen werden stabiler mit
wachsender Magnetfeldstärke und die Bindungsabstände verkürzen sich durch die stärkere Lokalisierung
der Elektronen an den Atomkernen.18 Dies in Verbindung mit der damit einhergehenden Veränderung der
Elektronenstruktur und Gleichgewichtsgeometrie resultiert insgesamt in einer neuen Chemie, die häufig im
Widerspruch zur üblichen chemischen Intuition steht. Beispielsweise tritt ein neuartiger Bindungsmecha-
nismus für formal ungebundene Moleküle, das perpendicular paramagnetic bonding, auf, was zur Bildung
von exotischen Spezies führen kann, welche ohne externes Magnetfeld nicht stabil sind.22

XDie Außerdiagonalelemente der Überlappmatrix verschwinden nicht zwangsläufig, da die Basisfunktionen im Gegensatz zu
den Molekülorbitalen nicht orthogonal zueinander sind.
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2.5. Geometrieoptimierung

Methoden zur Bestimmung der Gleichgewichtsgeometrie ermöglichen es, ein tieferes Verständnis für die
Chemie unter solchen Bedingungen zu erhalten. Dies wurde erstmals durch die Einführung der analyti-
schen HF-Gradienten von Tellgren et al.59 realisiert, wonach DFT-73,235,236 und zunächst numerische und
anschließend analytische CC-Entwicklungen83,237,238 folgten.
Die Auswertung und Speicherung der hierfür benötigten Ableitungen der Zweielektronenintegrale nach den
Kernkoordinaten RM der M -Kerne ist jedoch sehr aufwändig. Naiverweise wäre somit die Berechnung von
3M Sätzen an Ableitungsintegralen nötig. Da jedoch die Ableitung einer Basisfunkion nur einen Beitrag
liefert, wenn sie bezüglich des Zentrums der Basisfunktion erfolgt und ansonsten verschwindet

dωµ

dRκ

∣∣∣
κ̸=µ

= 0, woraus folgt d(µν|σρ)
dRκ

∣∣∣
κ ̸=µ,ν,σ,ρ

= 0 , (2.166)

wird lediglich das Zwölffache des Speicherbedarfs benötigt. Die Menge der 3M Ableitungsintegrale reduziert
sich auf ein Satz an Ableitungen nach den vier Zentren jeweils entlang der drei Raumkoordinaten{

d(µν|σρ)
dRM

}
=
{

d(µν|σρ)
dRµ

,
d(µν|σρ)

dRν
,
d(µν|σρ)

dRσ
,
d(µν|σρ)

dRρ

}
. (2.167)

Auch wenn dieser Speicherbedarf in der Praxis durch den integral-direkten Aufbau des Gradienten teilweise
verringert wird, limitiert dieser Schritt dennoch die Anwendbarkeit. In Analogie zu Abschnitt 2.3 bietet sich
die Cholesky-Zerlegung an, um diese Limitationen aufzuheben. Schon für die Zweielektronenintegrale zeigte
sich in der Diskussion der Abschnittes 2.3.1, dass dies vor allem im Magnetfeld effizient ist. Denn durch
die Aufhebung der Permutationssymmetrie werden viele linear abhängige Produktdichten dem Basissatz
hinzugefügt, welche die Cholesky-Zerlegung effektiv entfernt. Im Folgenden wird die Anwendung der
Cholesky-Zerlegung auf die Ableitungsintegrale und die anschließende Verwendung der CD-Repräsentation
der Ableitungsintegrale für den Aufbau des Hartree-Fock-Gradienten diskutiert. Die Ableitungsintegrale
basieren hierbei auf der Arbeit von Tellgren et al.59 und der Implementierung von Oswald et al.238 in
dem verwendeten Modul mint239 des Programmpakets Cfour.240,241

2.5.1. Cholesky-Zerlegung der geometrischen Ableitungsintegrale

Die Idee der Cholesky-Zerlegung der Ableitungsintegrale über Gauß-Funktionen geht auf die Arbeiten von
Aquilante et al.,99 Oswald et al.242 und Schnack-Petersen et al.118 zurück. Im Zuge dieser Dissertation
erfolgt die Erweiterung auf die geometrische Ableitung von Zweielektronenintegralen über London-
Orbitale. Mit diesen Entwicklungen ist es möglich Geometrieoptimierungen in einem endlichen Magnetfeld
durchzuführen.

In Anlehnung an den Zwei-Schritt-Algorithmus (Abs. 2.3.3) sind über die Gleichung 2.134 auch die
geometrischen Ableitungen der Integralmatrix zugänglich. Hierzu wird der Ausdruck nach den Koordinaten
der Kerne RM abgeleitet, womit sich

d(µν|σρ)
dRM

=
∑
KL

d(µν|hK)
dRM

(hK |hL)−1 (hL|σρ)

+
∑
KL

(µν|hK)(hK |hL)−1 d(hL|σρ)
dRM

+
∑
KL

(µν|hK) d(hK |hL)−1

dRM
(hL|σρ)

(2.168)
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ergibt. Definition des transformierten Cholesky-Vektors

ZK
µν =

∑
L

(hK |hL)−1 (hL|µν) =
∑

L

(µν|hL)(hL|hK)−1 (2.169)

liefert unter Ausnutzung der Identität

dS−1

dRM
=−S−1 dS

dRM
S−1 (2.170)

der Ableitung des Überlapps der Cholesky-Basis SKL = (hK |hL) den folgenden Ausdruck für die Cholesky-
Darstellung der geometrischen Ableitungsintegrale:

d(µν|σρ)
dRM

=
∑
K

d(µν|hK)
dRM

ZK
σρ +

∑
K

ZK
µν

d(hK |σρ)
dRM

−
∑
KL

ZK
µν

d(hK |hL)
dRM

ZL
σρ .

(2.171)

Ableitungsintegrale sind im Prinzip auch über die Ableitung der Bestimmungsgleichungen 2.101 und
2.103 zugänglich, wie es in Referenz 113 diskutiert wurde. Jedoch benötigt dieser Ansatz jeweils einen
Satz an abgeleiteten Cholesky-Vektoren für jede Kernkoordinate. Durch diesen erhöhten Speicher- und
Rechenaufwand wird die hier vorgestellte Bestimmung über den Zwei-Schritt-Algorithmus innerhalb der
RI-Formulierung bevorzugt.

2.5.2. Aufbau des geometrischen Hartree-Fock-Gradienten

Um eine Geometrieoptimierung zur Bestimmung der Gleichgewichtsstruktur eines Moleküls durchzuführen,
werden die geometrischen Gradienten der Energie benötigt. Diese sind über die Ableitung der HF-Energie
nach den Kernkoordinaten definiert. Da das Hellmann-Feynman-Theorem243,244 für Ableitungen nach
den Kernkoordinaten nicht gilt, wird anstelle der Energie das Lagrange-Funktional minimiert

dEHF
dRM

=dLHF
dRM

= ∂LHF
∂RM

+
∑
µi

∂LHF
∂cµi︸ ︷︷ ︸
=0

∂cµi

∂RM

=∂EHF
∂RM

+
∑
µν

wµν
∂Sµν

∂RM
.

(2.172)

Hierbei wurde die energiegewichtete Dichtematrix

wµν =
∑
ij

c∗µiεijcνj (2.173)

und die Überlappmatrix Sµν = (ωµ|ων) eingeführt. Durch diesen Ansatz kann die Ableitung der MO-
Koeffizienten nach den Kernkoordinaten umgangen werden,245,246 da das Lagrange-Funktional aufgrund
der Variation stationär bezüglich der MO-Koeffizienten ist (∂LHF

∂cµi
= 0). Der RHF-Energieausdruck in der

AO-Basis ist gegeben als
ERHF = 1

2
∑
µν

Dµν (hµν +Fµν) (2.174)
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mit der Definition der Fock-Matrix

Fµν = hµν +
∑
σρ

Dσρ

(
(µν|σρ)− 1

2 (µρ|σν)
)

. (2.175)

Folglich kann der Gradient als Ableitung der Energie nach den Kernkoordinaten RM

∂ERHF
∂RM

= 1
2
∑
µν

Dµν

(
∂hµν

∂RM
+ ∂Fµν

∂RM

)
(2.176)

dargestellt werden. Somit wird die Ableitung der Einelektronenintegrale hµν und der Fock-Matrix Fµν

benötigt. Letztere ergibt sich zu

∂Fµν

∂RM
= ∂hµν

∂RM
+
∑
σρ

Dσρ

(
∂ (µν|σρ)

∂RM
− 1

2
∂ (µρ|σν)

∂RM

)
. (2.177)

Insgesamt setzt sich der Gradient aus einem Ein- und Zweielektronenbeitrag zusammen

∂ERHF
∂RM

=
∑
µν

Dµν
∂hµν

∂RM
+ 1

2
∑

µνσρ

DµνDσρ

(
∂ (µν|σρ)

∂RM
− 1

2
∂ (µρ|σν)

∂RM

)
. (2.178)

Die Zweielektronenbeiträge können jeweils als Coulomb- und Austauschbeitrag

∂EX
RHF

∂RM
=−1

4
∑

µνσρ

DµνDσρ
∂ (µρ|σν)

∂RM
(2.179)

∂EC
RHF

∂RM
= 1

2
∑

µνσρ

DµνDσρ
∂ (µν|σρ)

∂RM
(2.180)

klassifiziert werden.

2.5.2.1. Cholesky-Darstellung des geometrischen Hartree-Fock-Gradienten

Durch die in dieser Arbeit eingeführte Cholesky-Zerlegung der Ableitungsintegrale kann der Gradient
unter Verwendung von Gleichung 2.171 erstmals innerhalb der Cholesky-Darstellung aufgebaut werden.
Der Coulombbeitrag ergibt sich nach

∂EC
RHF

∂RM
=1

2
∑

µνσρ

DµνDσρ

[∑
K

∂ (µν|hK)
∂RM

ZK
σρ +

∑
K

ZK
µν

∂ (hK |σρ)
∂RM

−
∑
KL

ZK
µν

∂ (hK |hL)
∂RM

ZL
σρ

]

=
∑
K

∑
σρ

DσρV K ∂ (hK |σρ)
∂RM

− 1
2
∑
KL

V K ∂ (hK |hL)
∂RM

V L ,

(2.181)

wobei die Zwischengröße V K als Kontraktion zwischen Dichtematrix und transformiertem Cholesky-
Vektor

V K =
∑
µν

DµνZK
µν (2.182)
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eingeführt wurde. Gleichermaßen ergibt sich der Austauschbeitrag unter Einführung des Cholesky-Forma-
lismus

∂EX
RHF

∂RM
=− 1

4
∑

µνσρ

∑
ij

2c∗µicνi2c∗σjcρj

[∑
K

∂ (µρ|hK)
∂RM

ZK
σν +

∑
K

ZK
µρ

∂ (hK |σν)
∂RM

−
∑
KL

ZK
µρ

∂ (hK |hL)
∂RM

ZL
σν

]

=− 1
4
∑
ij

[∑
K

∑
µρ

∂ (µρ|hK)
∂RM

2cρjZK
ji c∗µi +

∑
K

∑
σν

2cνiZ
K
ij c∗σj

∂ (hK |σν)
∂RM

−
∑
KL

ZK
ij

∂ (hK |hL)
∂RM

ZL
ji

]

=− 1
4
∑
K

∑
µρ

∂ (µρ|hK)
∂RM

Z̃K
ρµ−

1
4
∑
K

∑
σν

Z̃K
νσ

∂ (hK |σν)
∂RM

+ 1
4
∑
KL

∑
ij

ZK
ij

∂ (hK |hL)
∂RM

ZL
ji

=− 1
2
∑
K

∑
σρ

Z̃K
ρσ

∂ (hK |σρ)
∂RM

+ 1
4
∑
KL

∑
ij

ZK
ij

∂ (hK |hL)
∂RM

ZL
ji .

(2.183)

An dieser Stelle wurden die transformierten Cholesky-Vektoren in der MO-Basis

ZK
ij = 2

∑
µν

c∗µiZµνcνj (2.184)

und deren Rücktransformation
Z̃K

σρ = 2
∑
ij

cσiZ
K
ij c∗ρj (2.185)

eingeführt. Zusammenfassend ergibt sich der Gradient der Energie zu

∂ERHF
∂RM

=
∑
µν

Dµν
∂hµν

∂RM
+
∑
K

∑
σρ

∂ (hK |σρ)
∂RM

P K
σρ +

∑
KL

∂ (hK |hL)
∂RM

P KL . (2.186)

Die hier auftretenden effektiven Dichtematrizen P sind wie folgt definiert:

P K
σρ = DσρV K − 1

2 Z̃K
ρσ , (2.187)

P KL = 1
4
∑
ij

ZK
ij ZL

ji−
1
2V KV L . (2.188)

Im UHF-Formalismus ergibt sich der Gradient analog aus der Ableitung der UHF-Energie in Glei-
chung 2.161. Es wird

∂EUHF
∂RM

=
∑
µν

Dtot
µν

∂hµν

∂RM
+
∑
K

∑
σρ

∂ (hK |σρ)
∂RM

P K
σρ +

∑
KL

∂ (hK |hL)
∂RM

P KL (2.189)

erhalten. Die effektiven Dichtematrizen sind durch

P K
σρ = Dtot

σρ V K − 1
2 Z̃Kα

ρσ −
1
2 Z̃Kβ

ρσ , (2.190)

P KL = 1
4
∑
ij

ZKα
ij ZLα

ji + 1
4
∑
ij

ZKβ
ij ZLβ

ji −
1
2V KV L (2.191)
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definiert. Die entsprechenden Zwischengrößen lauten

V K =
∑
µν

Dtot
µν ZK

µν , (2.192)

ZKα
ij =

∑
µν

cα∗
µi Zµνcα

νj , (2.193)

Z̃Kα
σρ =

∑
ij

cα
σiZ

K
ij cα∗

ρj (2.194)

2.6. Zweite Quantisierung

Innerhalb der folgenden Abschnitte 2.7 und 2.8 wird eine bessere Näherung für die Wellenfunktion als eine
einzelne Slaterdeterminante eingeführt. Hierzu wird ein Ansatz gewählt in dem die Wellenfunktion in dem
Raum, den alle aus den Spinorbitalen der gewählten Basis (Hilbert-Raum) generierbaren Determinanten
(Fock-Raum) aufspannen, dargestellt wird. Um dies zu beschreiben, wird in diesem Abschnitt die zweite
Quantisierung als neuer Formalismus vorgestellt.87,230,247 Eine Slaterdeterminante kann für eine gegebene
Basis aus m Spinorbitalen einem Besetzungszahlvektor zugeordnet werden

|Φ⟩= 1√
N !
|φ1 . . .φN | ≡ |n1, . . . ,n2m⟩ . (2.195)

Der Besetzungszahlvektor trägt für jedes Spinorbital die Besetzungszahl np, welche jeweils angibt, ob
das jeweilige Spinorbital besetzt (np = 1) ist oder nicht (np = 0). Eine Veränderung der Besetzungszahlen
kann durch die Einführung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â†p und âp, welche auf einen
Besetzungszahlvektor wirken, beschrieben werden. Dies entspricht der Erzeugung beziehungsweise Vernich-
tung eines Elektrons in einem Spinorbital einer Slaterdeterminante. Beispielsweise kann aus dem Vakuum-
Zustand |vac⟩= |01, . . . ,02m⟩ ein beliebiges Spinorbital besetzt und wieder vernichtet werden. Auf diese
Weise kann durch die Verkettung mehrerer Erzeugungsoperatoren eine Slaterdeterminante repräsentiert
werden. Hierbei ist die Reihenfolge der Anwendung relevant, da die folgenden Antikommutatorrelationen
gelten [

â†pâ†q

]
+

= 0 , (2.196)[
âpâq

]
+

= 0 , (2.197)[
â†pâq

]
+

= δpq , (2.198)

welche die Antisymmetrie der Wellenfunktion gewährleisten. Auf diese Weise werden die fermionischen
Eigenschaften der Elektronen durch die algebraischen Eigenschaften der Operatoren sichergestellt. Im
Allgemeinen können somit Einelektronenoperatoren durch

ô =
∑
pq

opqâ†pâq , (2.199)

Zweielektronenoperatoren durch
ĝ = 1

4
∑
pqrs

gpqrsâ†pâ†qâsâr (2.200)
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usw. ausgedrückt werden. Diese bestehen jeweils aus einem Operator-abhängigen Term, welcher durch das
Integral opq = (µ|ô|ν) und gpqrs = (µν|ĝ|ρσ) gegeben ist, und einem Term, welcher durch die Reihe an
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beschrieben ist. Der Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung
ergibt sich folglich zu

Ĥ =
∑
pq

hpqâ†pâq + 1
4
∑
pqrs

⟨pq||rs⟩ â†pâ†qâsâr . (2.201)

Üblicherweise wird jedoch als Referenz anstelle des Vakuum-Zustandes |vac⟩ das Fermi-Vakuum verwendet.
Dieses entspricht einer Referenzdeterminante |Φ0⟩, welche üblicherweise durch die Hartree-Fock-Determi-
nante gegeben ist. Bezüglich dieser Referenz generieren die Quasiteilchenerzeugungsoperatoren â†a und âi

ein Teilchen in einem virtuellen Orbital beziehungsweise ein Loch in einem besetzten Orbital. Respektive
vernichten die Quasiteilchenvernichtungsoperatoren âa ein Teilchen und â†i ein Loch. Zur Auswertung
der Erwartungswerte ist es sinnvoll, dass die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
normalgeordnet sind. Normalgeordnet bedeutet dabei, dass alle (Quasi-)Erzeugungsoperatoren links von
den Vernichtungsoperatoren stehen. Dies ist für den Hamiltonoperator in Gleichung 2.201 bezüglich des
Vakuum-Zustandes gegeben. Bezüglich des Fermi-Vakuums wird dies durch die Anwendung des Wickschen
Theorems realisiert.87 Dieses besagt, dass beliebige, ungeordnete Operatoren Â, B̂, Ĉ . . . als Summe von
normalgeordneten Termen - symbolisiert durch geschwungene Klammern {. . .} - ausgedrückt werden
können:

ÂB̂Ĉ . . . Ẑ = {ÂB̂Ĉ . . .Z} +
∑

einfach
{ÂB̂Ĉ . . . Ẑ} +

∑
zweifach

{ÂB̂Ĉ . . . Ẑ} . . . . (2.202)

Die paarweise Kontraktion ÂB̂ ist definiert als:

ÂB̂ = ÂB̂−{ÂB̂} . (2.203)

Das erweiterte Wicksche Theorem beschreibt zusätzlich die Normalordnung des Produkts zweier Sätze an
schon normalgeordneter Operatoren X̂ = {ÂB̂Ĉ . . .} und Ŷ = {D̂ÊF̂ . . .}. Es treten folglich ausschließlich
Kontraktionen zwischen den beiden Operatorsätzen jedoch nicht innerhalb der Sätze selbst auf, da diese
schon normalgeordnet sind.

X̂Ŷ = {X̂Ŷ } +
∑

einfach
{X̂Ŷ } +

∑
zweifach

{X̂Ŷ }+ . . . . (2.204)

Der normalgeordnete Hamiltonoperator ĤN bezüglich des Fermi-Vakuums ist somit definiert als

ĤN = EHF +
∑
pq

fpq{â†pâq}︸ ︷︷ ︸
F̂N

+ 1
4
∑
pqrs

⟨pq||rs⟩{â†pâ†qâsâr}︸ ︷︷ ︸
V̂N

. (2.205)

Der Einfachheit halber wird im Folgenden die Hartree-Fock-Energie ausgelassen und die Kurzschreibweise

ĤN = F̂N + V̂N (2.206)

verwendet.
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Abb. (2.8): Schematische Darstellung der durch die Erzeugungsoperatoren generierten angeregten Determinanten.

2.7. Coupled-Cluster-Theorie

Innerhalb der Hartree-Fock-Theorie wird die Coulombwechselwirkung eines Elektrons mit dem mittleren
elektrostatischen Feld aller anderen Elektronen betrachtet. Bei dieser Beschreibung wird jedoch die
Abhängigkeit vom expliziten Ort der anderen Elektronen nicht berücksichtigt, sie bewegen sich unabhängig
voneinander. Die Korrelationsenergie bezeichnet die Differenz der exakten (nicht-relativistischen) Energie
und der Hartree-Fock-Energie Ekorr = Enrel

exakt−EHF. Es existiert eine Vielzahl von Ansätzen diese Elektro-
nenkorrelation zu berechnen. Dazu zählen explizit korrelierte Methoden,248–251 störungstheoretische252–256

sowie determinantenbasierte Ansätze. Letztere erfassen die explizite Korrelation durch die Linearkombina-
tion von Slaterdeterminanten. Während eine einzige Slaterdeterminante eine Eigenfunktion der Summe der
Fock-Operatoren ist, stellt sie jedoch keine exakte Eigenfunktion des elektronischen Hamiltonoperators dar.
Wie Abbildung 2.8 zeigt, können jedoch aus der Grundzustandsdeterminante durch Besetzung der virtuel-
len Orbitale angeregte Determinanten generiert werden. Alle möglichen Slaterdeterminanten bilden dann
eine vollständige Basis für eine N -Elektronenwellenfunktion im Rahmen der Basissatznäherung, welche
die Parametrisierung der exakten Wellenfunktion und somit die Lösung der Schrödingergleichung erlaubt.
Dies ist Grundlage der Configuration-Interaction- (CI-)257–259 sowie Coupled-Cluster-Theorie (CC).86,87

CI wählt einen linearen Ansatz
|ΨCI⟩=

∑
I

cI |Φ0⟩ , (2.207)

wohingegen ein exponentieller Ansatz für die CC-Wellenfunktion gewählt wird

|ΨCC⟩= eT̂ |Φ0⟩

=
(

1+ T̂ + T̂ 2

2! + T̂ 3

3! + . . .

)
|Φ0⟩ .

(2.208)

Werden beide Entwicklungen vollständig durchgeführt, sind die Ansätze äquivalent. Sie generieren den
vollständigen Raum aller angeregten Determinanten und somit eine vollständige Basis zur Darstellung
der exakten Wellenfunktion. Der CC-Ansatz weist im Gegensatz zu CI für abgebrochene Entwicklungen
aufgrund des exponentiellen Ansatzes eine multiplikative Separierbarkeit auf, welche Größenkonsistenz der
Ergebnisse gewährleistet. Aufgrund dessen ist Letztere die bevorzugte Methode in der Quantenchemie.

Die erste Formulierung der CC-Theorie erfolgte durch Čížek und Paldus260–262 in den 1960er Jahren.
Seither stellt diese ein aktives Forschungsgebiet der letzten Jahrzehnte dar.87,263–271 In den letzten
Jahren wurde sie zudem für Anwendungen in endlichen Magnetfeldern erweitert.76,77,80 Durch eine Taylor-
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Entwicklung ist der exponentielle Ansatz in Gleichung 2.208 als Summe von Clusteroperatoren T̂ steigender
Potenz darstellbar. Der Clusteroperator T̂ ist wiederum aus Anregungsoperatoren T̂n aufgebaut:

T̂ = T̂1 + T̂2 + . . .+ T̂N

=
N∑

n=1

(
1
n!

)2 ∑
ij...ab

tab...
ij... â†aâ†b . . . âj âi

=
∑

I

tI µ̂I .

(2.209)

Die Anregungsoperatoren bestehen aus einer Reihe von Quasiteilchenerzeugungsoperatoren µ̂I . Diese
wirken auf eine Referenzdeterminante |Φ0⟩, welche hier als die HF-Wellenfunktion gewählt wird, und
generieren durch Erzeugung eines Lochs in den besetzten Orbitalen (i, j,k . . .) und einem Teilchen in den
virtuellen Orbitalen (a,b,c . . .) eine angeregte Determinante |ΦI⟩. Abbildung 2.8 zeigt einige mögliche
einfach und zweifach angeregte Determinanten. In einem N -Elektronensystem ergibt sich folglich maximal
eine N -fach angeregte Determinante. Die Amplituden tI gewichten die angeregten Determinanten in der
Reihenentwicklung der CC-Wellenfunktion. Die auf diese Weise parametrisierte CC-Wellenfunktion |ΨCC⟩
wird als Ansatz in der Schrödingergleichung 2.1 verwendet

ĤN |ΨCC⟩= ECC |ΨCC⟩

ĤN eT̂ |Φ0⟩= ECC eT̂ |Φ0⟩ .
(2.210)

Eine mögliche Lösung der CC-Gleichungen erfolgt über einen Projektionsansatz. Hierzu wird nach
Multiplikation von e−T̂ der ähnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator H̄ definiert. Dieser kann über
die Baker-Campbell-Hausdorff-Entwicklung (BCH) als Linearkombination von Mehrfachkommutatoren
des normalgeordneten Hamiltonoperators ĤN und des Clusteroperators T̂ ausgedrückt werden:

H̄ = e−T̂ ĤNeT̂ = ĤN+[ĤN, T̂ ]+ 1
2! [[ĤN, T̂ ], T̂ ]+ 1

3! [[[ĤN, T̂ ], T̂ ], T̂ ]

+ 1
4! [[[[ĤN, T̂ ], T̂ ], T̂ ], T̂ ] .

(2.211)

Die BCH-Entwicklung bricht nach dem fünften Term natürlich ab, da darauf folgende Terme, aufgrund
des Kommutierens des Clusteroperators T̂ mit sich selbst, Null ergeben ([T̂, T̂ ] = 0). Die Terme der BCH-
Entwicklung sind jedoch nicht normalgeordnet. Mithilfe des erweiterten Wickschen Theorems (Gl. 2.204)
kann für H̄ ein normalgeordneter Ausdruck erhalten werden, dabei gilt:

1. Die unkontrahierten Terme verschwinden, da die Normalordnung aufgrund der geraden Anzahl an
Operatoren sowohl im Cluster- als auch im Hamiltonoperator zu keinem Vorzeichenwechsel führt

{ĤNT̂}−{T̂ ĤN}= 0 . (2.212)

2. Die kontrahierten Terme zwischen dem Produkt aus Clusteroperator links und normalgeordnetem
Hamiltonoperator rechts verschwinden, da dieser Term sich - aufgrund der Tatsache, dass der Clus-
teroperator ausschließlich Quasiteilchenerzeugungsoperatoren enthält - bereits in normalgeordneter
Form befindet

{T̂ ĤN}= 0 . (2.213)
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Somit verbleiben ausschließlich Terme, in denen der Hamiltonoperator links über mindestens eine Kon-
traktion mit einem Clusteroperator rechts verbunden ist. Dies wird über die Definition

[ĤN, µ̂I ] =
(

ĤNµ̂I

)
c

(2.214)

ausgedrückt und führt zur connected-cluster Form des ähnlichkeitstransformierten Hamiltonoperators

H̄ = e−T̂ ĤN eT̂ = ĤN+
(

ĤNT̂
)

c
+ 1

2!

((
ĤNT̂

)
c
T̂
)

c
+ 1

3!

(((
ĤNT̂

)
c
T̂
)

c
T̂

)
c

+ 1
4!

((((
ĤNT̂

)
c
T̂
)

c
T̂

)
c

T̂

)
c

=
(

ĤNeT̂
)

c
.

(2.215)

Projektion auf die Grundzustandsdeterminante ⟨Φ0| beziehungsweise auf den Satz der angeregten Deter-
minanten ⟨ΦI | liefert die Bestimmungsgleichung der Coupled-Cluster-Energie ECC und der Amplituden tI

ECC =⟨Φ0|H̄ |Φ0⟩ , (2.216)

ΩI(t) =⟨ΦI |H̄ |Φ0⟩= 0 . (2.217)

Die Amplitudengleichungen ΩI(t) stellen einen Satz nicht-linearer Gleichungen dar, die iterativ gelöst
werden. Eine Taylor-Entwicklung um den Satz von Amplituden t(0), welche in erster Ordnung abgebrochen
wird, liefert

ΩI(t) = ΩI(t(0))+
∑

J

∂ΩI(t(0))
∂tJ

∣∣∣∣
tJ =0

∆tJ = 0 . (2.218)

Die an dieser Stelle auftretende erste Ableitung der CC-Gleichungen nach den Clusteramplituden ist die
CC-Jacobimatrix272,273

AIJ = ∂ΩI(t(0))
∂tJ

∣∣∣∣
tJ =0

= ⟨ΦI |
[
H̄, µ̂J

]
|Φ0⟩ . (2.219)

Umstellen der Gleichung 2.218 nach ∆tJ = tJ − t
(0)
J liefert die Definition der Newton-Gleichungen zur

iterativen Lösung der Amplitudengleichung

∆tJ =−
∑

J

ΩI(t(0))A−1
IJ . (2.220)

Jedoch ist die Berechnung der vollen Jacobimatrix sehr aufwändig. Dies kann durch die Einführung
einer approximativen Jacobimatrix umgangen werden. Kjønstad et al.273 schlagen die Verwendung einer
Jacobimatrix einer CC-Methode niedriger Ordnung vor (vgl. Abs. 2.7.1). Alternativ können über die
Erkenntnis, dass die Jacobimatrix allgemein diagonal dominant ist, die nicht-diagonalen Beiträge

AIJ = ⟨ΦI |
[
H̄, µ̂J

]
|Φ0⟩ (2.221)

= ⟨ΦI |
[
F̄, µ̂J

]
|Φ0⟩+⟨ΦI |

[
V̄, µ̂J

]
|Φ0⟩ (2.222)

= − δIJ∆εJ +⟨ΦI |
[
V̄, µ̂J

]
|Φ0⟩︸ ︷︷ ︸

nicht-diagonal

(2.223)

verworfen werden. Dies definiert ein simples Verfahren zur Aktualisierung der CC-Amplituden

∆tI = ΩI(t(0))∆ε−1
I . (2.224)
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An dieser Stelle ist ∆εI die Differenz der Orbitalenergien bei Verwendung kanonischer Orbitale.

Einfachanregungen: ∆εI = εi−εa (2.225)

Zweifachanregungen: ∆εI = εi +εj−εa−εb (2.226)
...

2.7.1. Abgebrochene und approximative Coupled-Cluster-Entwicklungen

Wie eingangs diskutiert, bietet es sich an, den Clusteroperator aus Gleichung 2.209 abzubrechen. Aufgrund
des Exponentialansatzes der CC-Theorie weisen auch abgebrochene CC-Wellenfunktion Größenkonsistenz
auf. Der Term, an dem der Clusteroperator abgebrochen wird, definiert eine Hierarchie an Methoden.
Der Coupled-Cluster-Singles-Doubles-Ansatz76,77,264,265,271 (CCSD) berücksichtigt ausschließlich Einfach-
und Zweifachanregungen im Clusteroperator (T̂ = T̂1 + T̂2), wodurch der Großteil der Korrelationsenergie
abgedeckt wird. Der CCSDT-Ansatz80,266–269 enthält zusätzlich die Dreifachanregungen T̂3 im Clus-
teroperator. Diese Reihe kann bis T̂N fortgeführt werden. Jedoch skalieren die Methoden zunehmend
steiler. Während CCSD ein Skalierungsverhalten von O(N6) aufweist, skaliert die Berechnung von CCSDT
mit O(N8). Deshalb wird häufig anstelle der expliziten Berücksichtigung der Dreifachanregungen mit
CCSD(T)270 ein störungstheoretischer Ansatz zur Beschreibung der Dreifachanregungen im Anschluss an
eine CCSD-Rechnung verwendet.
Eine konzeptionell andere Art die Beiträge der CC-Entwicklung zu klassifizieren, erfolgt in der CCn-
Reihe.83,274–277 Die Amplitudengleichungen der übergeordneten Methoden CCSD (n = 2), CCSDT (n = 3)
usw. werden genähert, indem über störungstheoretische Argumente einzelne Terme vernachlässigt werden.
Auf diese Weise approximiert CC2274 die CCSD-Gleichungen und CC3276 die CCSDT-Gleichungen. Dies
soll im Folgenden anhand der CC2-Gleichungen gezeigt werden.
In der CCn-Reihe werden die Einfachanregungen in 0. Ordnung klassifiziert und tragen somit vollständig
bei. Um dies zu berücksichtigen wird zunächst der T1-transformierte Hamiltonoperator

H̃ = e−T̂1 ĤN eT̂1 = e−T̂1
(

F̂N + V̂N
)

eT̂1 = F̃ + Ṽ (2.227)

eingeführt. Unter Verwendung dessen ergeben sich die CCSD-Amplitudengleichungen zu

Ωa
i (t) = ⟨Φa

i |H̃ +
[
H̃, T̂2

]
|Φ0⟩= 0 , (2.228)

Ωab
ij (t) = ⟨Φab

ij |H̃ +
[
H̃, T̂2

]
+ 1

2

[[
H̃, T̂2

]
, T̂2
]
|Φ0⟩= 0 . (2.229)

In der CC2-Näherung behalten folglich die Gleichungen der Einfachanregungen Ωa
i (t) ihre Form analog zu

CCSD bei, während die Amplitudengleichungen der Zweifachanregungen Ωab
ij (t) bis zur ersten Ordnung in

der Störungstheorie genähert werden. Dies definiert

Ωab
ij (t) = ⟨Φab

ij |H̃ +
[
F̃ , T̂2

]
|Φ0⟩

= ⟨Φab
ij | Ṽ +

[
F̂, T̂2

]
|Φ0⟩= 0 .

(2.230)

Ausnutzen kanonischer Orbitale liefert den Ausdruck

⟨Φab
ij | Ṽ |Φ0⟩−∆εab

ij tab
ij = 0 , (2.231)
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welcher umgestellt werden kann, um einen simplen Ausdruck zur iterativen Aktualisierung der t2-Ampli-
tuden nach

tab
ij =

⟨Φab
ij | Ṽ |Φ0⟩
∆εab

ij

(2.232)

zu erhalten.

Insgesamt definieren die hier vorgestellten Methoden eine Reihe an Coupled-Cluster-Methoden mit
unterschiedlichem Skalenverhalten (vgl. Tab. 2.2), welche in Abhängigkeit der Anforderungen des zu
berechnenden Systems bezüglich Rechenzeit und Genauigkeit in der Beschreibung der Elektronenkorrelation
gewählt werden können.

Tab. (2.2): Skalenverhalten der abgebrochenen und approximativen CC-Entwicklungen.

Methode CC2 CCSD CC3 CCSDT . . .

Skalenverhalten N5 N6 N7 N8 . . .

Ein wesentlicher Vorteil der klassischen Projektionstechnik besteht darin, dass die Amplitudengleichungen
von den Energiegleichungen entkoppelt sind und die Entwicklung des ähnlichkeitstransformierten Hamil-
tonoperators nach der Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)-Entwicklung natürlich abbricht, wodurch ein
polynomielles Skalenverhalten erhalten wird. Jedoch kann die Wahl eines nicht-hermiteschen Ansatzes zu
komplexwertigen Energien und Eigenschaften führen. Diese treten insbesondere bei konischen Überschnei-
dungen von Zuständen gleicher Symmetrie oder in Gegenwart eines externen Magnetfeldes auf.81,278–280

Alternativ zur Projektionstechnik wäre eine variationelle Bestimmung der Energie durch Minimierung
des Erwartungswerts nach dem Rayleigh-Ritz-Variationsverfahren möglich. Während der variationelle
Coupled-Cluster-Ansatz (VCC)281–284 hermitesch ist, also reelle Energien garantiert, und über das Va-
riationsprinzip eine obere Schranke der exakten Energie darstellt, hat dieser Ansatz den entscheidenden
Nachteil, dass die Entwicklung der Energieerwartungswerte nicht vor dem Term N -ter Ordnung abbricht.
Infolgedessen ist die Anwendung nicht praktikabel. Eine dem VCC-Ansatz verwandte Parametrisierung
stellt der unitäre Coupled-Cluster-Ansatz (UCC)285–289 dar. Dieser wählt einen unitären Clusteroperator,
wodurch der ähnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator hermitesch wird und somit ebenfalls reelle
Observablen garantiert. Die Lösung erfolgt analog zu CC durch Projektion. Allerdings bricht die BCH- bzw.
die alternativ verwendete Bernoulli-Entwicklung290 ebenfalls nicht natürlich ab. Trotz dieser unendlichen
Entwicklung konvergiert UCC schneller als VCC, sodass ein frühzeitiges Abbrechen möglich ist.282,283

Tabelle 2.3 zeigt einen Überblick über die Eigenschaften der entsprechenden CI- und CC-Varianten.
Obwohl CC nicht hermitesch und nicht variationell ist, führt dies in praktischen Anwendungen häufig zu
vernachlässigbaren Fehlern, weshalb sich diese Methode durchgesetzt hat.

Tab. (2.3): Überblick der Eigenschaften der CI und CC-Ansätze.

CI CC VCC UCC
Größenkonsistent ✗ ✓ ✓ ✓

Hermitesch ✓ ✗ ✓ ✓
Polynomial ✓ ✓ ✗ ✗
Variationell ✓ ✗ ✓ ✗
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2.8. Beschreibung spektroskopischer Methoden mit der Coupled-
Cluster-Theorie

Die Spektroskopie ist eine der wichtigsten Methoden der Chemie, um Informationen über Atome und
Moleküle zu erhalten. Typischerweise können durch die Wechselwirkungen zwischen Licht und Materie
Rückschlüsse auf die Zustände und Eigenschaften eines chemischen Systems getroffen werden. Die Eigen-
schaften des eingehenden Lichts, wie Intensität oder Polarisation, werden durch Wechselwirkungen mit dem
Molekül und seiner chemischen Umgebung verändert und können als messbares Signal detektiert werden.
Im Folgenden sollen zwei Arten der Spektroskopie und deren theoretische Grundlagen diskutiert werden.
Zunächst wird die UV/VIS-Spektroskopie, welche Absorptions- und Emissionsprozesse im Energiebereich
des ultravioletten (UV) und sichtbaren (visible, VIS) Lichts untersucht, in Abschnitt 2.8.1 vorgestellt. Dies
ist im Rahmen dieser Arbeit vor allem relevant für die Simulation von Spektren von magnetischen weißen
Zwergen (vgl. Abs. 4.1), welche die Zuordnung von Signalen und die Detektion von bisher unentdeckten
Atomen und Molekülen unterstützen soll.
Des Weiteren wird in Abschnitt 2.8.2 die Methodik des magnetischen zirkularen Dichroismus diskutiert.
Dieser beschreibt eine unterschiedliche Absorption der elektromagnetischen Strahlung in Abhängigkeit der
Polarisationseigenschaften in Anwesenheit eines Magnetfeldes.

2.8.1. UV/VIS-Spektroskopie

Um ein optisches Spektrum zu simulieren, muss die Anregungsenergie zwischen einem initialen und
finalen Zustand beschrieben werden. Mithilfe dieser Energie und den Übergangsdipolmomenten ist die
Vorhersage eines Spektrums möglich. Besonders für die Spektroskopie in der Astronomie wird eine hohe
Genauigkeit der simulierten Spektren benötigt. Dies gilt besonders für magnetische weiße Zwerge, da sich
die elektronische Struktur, die Bindungsmechanismen, die Anregungsenergien und die Eigenschaften der
Atome und Moleküle in einem starken Magnetfeld erheblich verändern können.
Der Equation-of-Motion (EOM) Coupled-Cluster-Ansatz272,291–296 stellt eine Möglichkeit dar, um ange-
regte Zustände unter Berücksichtigung der Elektronenkorrelation zu beschreiben. Als Ansatz wird ein
linearer Anregungsoperator

R̂ = R̂0 + R̂1 + R̂2 + . . .+ R̂N =
∑

I

rI µ̂I (2.233)

gewählt, welcher auf die CC-Grundzustandswellenfunktion |ΨCC⟩ wirkt, und somit die Wellenfunktion
des angeregten Zustandes

|ΨEOM⟩=
∑

n

R̂n |ΨCC⟩= R̂eT̂ |Φ0⟩ (2.234)

parametrisiert. In Analogie zur CC-Theorie beschreibt µ̂I eine Reihe an Quasiteilchenerzeugungsoperatoren,
welche eine angeregte Determinante konstruieren, und rI die EOM-Amplituden, als Wichtungskoeffizienten.
Es sind viele verschiedene Anregungen denkbar (vgl. Abb. 2.9). Die einfache Anhebung eines Elektrons
in ein elektronisch angeregtes (Electronically-Excited) Niveau wird durch EOM-EE291,292 beschrieben.
EOM-SF293,294 beschreibt eine analoge Anregung, bei der zugleich eine Umkehrung der Spinausrichtung
(Spin-Flip) des Elektrons stattfindet. Der entsprechende Anregungsoperator lautet

R̂
EE/SF
n =

(
1
n!

)2 ∑
i,j...

∑
a,b...

rab...
ij... â†aâiâ

†
bâj . . . . (2.235)
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<latexit sha1_base64="skqbgeThVQzqTSlJVey4tewvtck="></latexit>

�0 EE SF EA IP

Abb. (2.9): Schematische Darstellungen der einfach angeregten Determinanten der verschiedenen EOM-Varianten.

Soll jedoch ein Ionisierungsprozess mit dem Verlust eines Elektrons oder gegenteilig eine Anlagerung
eines Elektrons beschrieben werden, dann werden die Ansätze EOM-IP295 (Ionization-Potential) oder
EOM-EA296 (Electron-Attachment) mit den entsprechenden nicht teilchenzahlerhaltenden Operatoren

R̂IP
n =

(
1

n!(n−1)!

) ∑
i,j...k

∑
a,b...

rab...
ij...kâ†aâiâ

†
bâj . . . âk , (2.236)

R̂EA
n =

(
1

n!(n−1)!

)∑
i,j...

∑
a,b...c

rab...c
ij... â†aâiâ

†
bâj . . . â†c (2.237)

herangezogen. Einsetzen der EOM-Wellenfunktion |ΨEOM⟩ in die Schrödingergleichung liefert

ĤR̂eT̂ |Φ0⟩= EEOMR̂eT̂ |Φ0⟩ . (2.238)

Nach Abzug der CC-Grundzustandsenergie

R̂Ĥ eT̂ |Φ0⟩= ECCR̂eT̂ |Φ0⟩ (2.239)

wird die Gleichung zur Bestimmung der Anregungsenergie Eexc(
ĤR̂− R̂Ĥ

)
eT̂ |Φ0⟩= EexcR̂eT̂ |Φ0⟩ (2.240)

erhalten. Die Lösung dieser Gleichung erfolgt erneut über einen Projektionsansatz durch Multiplikation
mit e−T̂ und Projektion auf den Satz angeregter Determinanten ⟨ΦI | sowie unter Ausnutzung, dass eT̂

und R̂ kommutieren

⟨ΦI |e−T̂
(

ĤR̂− R̂Ĥ
)

eT̂ |Φ0⟩= Eexc ⟨ΦI |R̂ |Φ0⟩

⟨ΦI |
[
H̄, R̂

]
|Φ0⟩= Eexc ⟨ΦI |R̂ |Φ0⟩ .

(2.241)

Der Kommutator vereinfacht sich, analog zur BCH-Entwicklung (Gl. 2.214), unter Anwendung des
erweiterten Wickschen Theorems nach

[H̄, R̂] =
(

H̄R̂
)

c
=
∑

J

(
H̄µ̂J

)
c
rJ , (2.242)
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wodurch verdeutlicht wird, dass ausschließlich kontrahierte Terme beitragen. Es wird∑
J

⟨ΦI |(H̄µ̂J )c |Φ0⟩rJ = EexcrI∑
J

AIJrJ = EexcrI

Ar = Eexcr

(2.243)

erhalten. Hierbei entspricht A der Coupled-Cluster-Jacobimatrix aus Gleichung 2.219, welche aus der
Ableitung der Amplitudengleichung bezüglich der Clusteramplituden resultiert, und r dem Vektor der
EOM-Amplituden. Gleichung 2.243 gleicht einem CI-ähnlichen Eigenwertproblem. Die Bestimmung
der Eigenwerte des ähnlichkeitstransformierten Hamiltonoperators wird auf analoge Weise über einen
modifizierten Davidson-Algorithmus297–299 für nicht-hermitesche Matrizen realisiert.
Analog zur Beschreibung der CC-Grundzustandswellenfunktion werden die EOM-Gleichungen nicht
vollständig, sondern in abgebrochenen Entwicklungen gelöst. In der Regel wird die EOM-Entwicklung in
R̂ in derselben Ordnung wie der Clusteroperator T̂ abgebrochen. Für die Berücksichtigung der ein- und
zweifach angeregten Determinanten wird der EOM-CCSD-Ansatz erhalten0 ⟨Φ0|(H̄µ̂1)c |Φ0⟩ ⟨Φ0|(H̄µ̂2)c |Φ0⟩

0 ⟨Φ1|(H̄µ̂1)c |Φ0⟩ ⟨Φ1|(H̄µ̂2)c |Φ0⟩
0 ⟨Φ2|(H̄µ̂1)c |Φ0⟩ ⟨Φ2|(H̄µ̂2)c |Φ0⟩


r0

r1

r2

= Eexc

r0

r1

r2

 . (2.244)

Dies definiert die Gleichungen für die EOM-Amplituden

EexcrI = ⟨ΦI |(H̄R̂1)c |ΦI⟩+ ⟨ΦI |(H̄R̂2)c |ΦI⟩ . (2.245)

Alternativ können auch approximative Ansätze realisiert werden. Die Beschreibung EOM-CC2-
Ansatzes83,274–277 ist durch das Aufstellen der CC2-Jacobimatrix zugänglich, welche durch die Ableitung
der Amplitudengleichungen nach

AIJ = ∂ΩI(t)
∂tJ

=
(

∂Ω1(t)
∂t1

∂Ω1(t)
∂t2

∂Ω2(t)
∂t1

∂Ω2(t)
∂t2

)
(2.246)

gegeben ist. Einsetzen der CC2-Amplitudengleichungen 2.228 und 2.230 liefert

AIJ =
(
⟨Φ1|(H̃µ̂1)c +((H̃µ̂1)cT̂2)c |Φ0⟩ ⟨Φ1|(H̃µ̂2)c |Φ0⟩
⟨Φ2|(Ṽ µ̂1)c +((F̃ µ̂1)cT̂2)c |Φ0⟩ ⟨Φ2|(F̃ µ̂2)c |Φ0⟩

)
. (2.247)

Dieser Ausdruck vereinfacht sich unter Verwendung von kanonischen Orbitalen (vgl. Gl. 2.226) zu

AIJ =
(
⟨Φ1|(H̃µ̂1)c +((H̃µ̂1)cT̂2)c |Φ0⟩ ⟨Φ1|(H̃µ̂2)c |Φ0⟩

⟨Φ2|(Ṽ µ̂1)c |Φ0⟩ −∆ε2

)
. (2.248)

Auf diese Weise bleiben die Amplituden der Einfachanregungen unverändert im Vergleich zu CCSD. Die
Amplituden der Zweifachanregungen sind jedoch wie folgt definiert:

Eexcrab
ij = ⟨Φab

ij |(Ṽ R̂1)c |Φ0⟩−∆εab
ij rab

ij , (2.249)
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rab
ij =

⟨Φab
ij |(Ṽ R̂1)c |Φ0⟩
Eexc +∆εab

ij

. (2.250)

Die EOM-CC-Methoden erlauben die Beschreibung angeregter Zustände unter Berücksichtigung der
Elektronenkorrelation. In Bezug auf die Anregungsenergien ist dieser Ansatz größenkonsistent. Dies
gewährleistet eine exakte Beschreibung angeregter Zustände, die mit der Qualität der Beschreibung Grund-
zustandes durch CC vergleichbar ist. Durch die Berücksichtigung höherer Anregungen, wie beispielsweise
der Dreifachanregungen in EOM-CCSDT oder EOM-CC3, lässt sich die Genauigkeit der Methode zudem
systematisch verbessern.

Eine Spektrallinie ist jedoch nicht allein durch die Anregungsenergie, sondern auch durch das Linienprofil,
charakterisiert. Die Intensität einer Anregung ist hierbei maßgeblich von der Oszillatorstärke

fmn = 2
3Emn

exc |µmn|
2 (2.251)

abhängig, welche von dem Betragsquadrat des Übergangsdipolmoments |µmn|
2 bestimmt wird. Das

Übergangsdipolmoment ist ein Maß für die Wechselwirkung des Moleküls mit elektromagnetischen Wellen
und bestimmt somit die Wahrscheinlichkeit für die Absorption oder Emission eines Photons. Ein starkes
Übergangsdipolmoment resultiert in einer höheren Wahrscheinlichkeit für einen Übergang und somit
einer intensiveren Spektrallinie. Ein schwaches Übergangsdipolmoment führt umgekehrt zur Abnahme der
Intensität. Beispielsweise verschwindet das Übergangsdipolmoment für symmetrieverbotene Übergänge
und somit die entsprechenden Banden im Spektrum.
Das Übergangsdipolmoment µmn ist über den Erwartungswert des Dipoloperators µ̂ zwischen zwei
Zuständen m und n zugänglich. Für EOM-CC79,86,113,292,300,301 gilt

µmn = ⟨Ψm
EOM| µ̂ |Ψn

EOM⟩

= ⟨Φ0| L̂me−T̂ µ̂eT̂ R̂n |Φ0⟩

=
∑
pq

µpq ⟨0| L̂me−T̂ â†pâqeT̂ R̂n |0⟩=
∑
pq

µpqρmn
pq .

(2.252)

Das Übergangsdipolmoment ergibt sich folglich aus der Spur des Produkts der Dipolintegrale µ (Gl. 2.43)
und der reduzierten Einteilchendichtematrix ρ.XI Da der ähnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator H̄

beziehungsweise die Jacobimatrix A nicht hermitesch sind, ist die linke EOM-Wellenfunktion durch

lT A = EexclT (2.253)

zu demselben Eigenwert Eexc parametrisiert. Der Operator L̂ stellt hierbei einen linearen „Abregungsope-
rator“ dar

L̂ = L̂0 + L̂1 + L̂2 + . . .+ L̂N =
∑

I

lI µ̂†I . (2.254)

Während die Lösung der rechten EOM-Gleichung ausreichend ist, um die Anregungsenergie zu bestimmen,
ist zur Berechnung des Erwartungswerts des Dipolmoments jedoch auch die Lösung der linken EOM-
Gleichung nötig. Würde es sich um eine hermitesche Theorie handeln, so wären die Eigenvektoren der
rechten und linken Eigenwertgleichung r und l hermitesch konjugiert zueinander. Anstelle dessen bilden

XIDa es sich bei abgebrochenen EOM/CC-Entwicklungen um nicht exakte Wellenfunktionen handelt, sind die CC-Amplituden
und die MO-Koeffizienten nicht stationär. Die Änderung dieser bezüglich der Störung eines elektrischen Felds wird als
Amplituden-301–303 beziehungsweise Orbitalrelaxation300 bezeichnet und an dieser Stelle vernachlässigt.
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sie einen biorthogonalen Satz an Vektoren, welcher auf eins normiert werden kann

⟨Φ0| L̂mR̂n |Φ0⟩=
∑

I

lmI rn
I = δmn . (2.255)

Eine Folge der nicht-hermiteschen Theorie ist, dass im Allgemeinen das Übergangsdipolmoment der
Absorption von dem Übergangsdipolmoment der Emission verschieden ist. Es gilt

µmn ̸= µ∗nm . (2.256)

Dies ist nicht physikalisch und wird durch eine ausgeglichene Definition des Betragsquadrats

|µmn|2 = µmn ·µ∗nm (2.257)

berücksichtigt, sodass |µmn|2 = |µnm|2 gilt.
Streng genommen werden ausschließlich Übergangsdipolmomente erhalten, wenn m ̸= n gilt. Stimmen
beide Zustände überein (m = n), dann definiert Gleichung 2.252 das Dipolmoment des entsprechenden
angeregten Zustandes. Gilt des Weiteren m = n = 0, dann handelt es sich um den CC-Grundzustand.
In diesem Fall ist die CC-Grundzustandsgleichung die Lösung des EOM-Eigenwertproblems. Somit ist
r0 = 1 und alle weiteren Amplituden verschwinden, d.h. der Beitrag angeregter Determinanten zur
Grundzustandswellenfunktion ist Null. Das Dipolmoment des Grundzustands ist folglich durch

µ00 =
〈

0
∣∣∣L̂0µ̄

∣∣∣0〉 (2.258)

definiert. Der Vergleich mit den in der Literatur geläufigen Λ-Gleichungen16,86,304,305 zur Bestimmung
von Eigenschaften des Grundzustandes in der CC-Theorie

µ00 =
〈

0
∣∣∣(1+Λ̂)µ̄

∣∣∣0〉 (2.259)

zeigt die Äquivalenz zu EOM mit L̂0 = (1+Λ̂). EOM-CC stellt somit eine natürliche Erweiterung der CC-
Theorie auf angeregte Zustände dar.

2.8.2. Magnetischer Zirkularer Dichroismus

Die Spektroskopie des magnetischen zirkularen Dichroismus (Magnetic Circular Dichroism, MCD) ist
eine Methode zur Messung des Absorptionsverhaltens von zirkular polarisiertem Licht unter dem Einfluss
eines externen Magnetfeldes. Dadurch können Informationen über die magnetischen Eigenschaften und die
elektronische Struktur gewonnen werden. Während der konventionelle zirkulare Dichroismus ausschließlich
für chirale Moleküle verwendet werden kann, ist MCD auch für nicht-chirale Moleküle einsetzbar.
In der MCD-Spektroskopie wird, wie Abbildung 2.10 schematisch zeigt, linear polarisiertes Licht durch eine
Probe gestrahlt, welche einem externen Magnetfeld parallel zur Ausbreitungsrichtung des Lichts ausgesetzt
ist. Beim Durchtritt verändern sich die Polarisationseigenschaften und es tritt elliptisch polarisiertes
Licht, dessen Polarisationsebene relativ zum eintretenden Licht gekippt ist, aus. Die Änderung der
Polarisationseigenschaften erfolgt aufgrund der Differenz in der Brechung und Absorption zwischen rechts
und links zirkular polarisiertem Licht, aus der das linear polarisierte Licht aufgebaut ist. Der Grad der
Elliptizität wird als Messsignal, dem magnetischen zirkularen Dichroismus, erhalten.
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Abb. (2.10): Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus eines MCD-Experiments und der gemessenen
Parameter. Die Polarisationseigenschaften des eintretenden linear polarisierten Lichts werden durch
die Wechselwirkung mit der Probe, welche unter dem Einfluss eines externen Magnetfeldes entlang
der Ausbreitungsrichtung steht, verändert. Gezeigt ist der Querschnitt des resultierenden elliptisch
polarisierten Lichts. Dieses ist um den Winkel ϕ aus der Polarisationsebene gekippt. Die Elliptizität
wird durch das Verhältnis zischen Neben- und Hauptachse beschrieben und ergibt sich als tanθ = b

a
.

Die physikalischen Grundlagen der MCD-Spektroskopie wurden eingehend von Piepho und Schatz306

sowie Stephens307,308 beschrieben. Das elektrische Feld E des eintretenden Lichtstrahls ist durch

E = E0ei(ωt−knz)−kn′ z (2.260)

gegeben. Dieses Feld beschreibt eine ebene Wellengleichung der Amplitude E0, welche sich mit der
Kreisfrequenz ω = 2πν innerhalb der Zeit t und der Wellenzahl kn entlang z ausbreitet. Die Wellenzahl ist
hierbei innerhalb eines Mediums mit dem Brechungsindex n als

kn = 2πνn

c
(2.261)

definiert, um die verringerte Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium im Vergleich zur Lichtgeschwindig-
keit c zu berücksichtigen. Zusätzlich wird durch Absorption innerhalb des Mediums die Amplitude des
elektrischen Feldes exponentiell gedämpft. Dies wird durch

kn′ = 2πνn′

c
(2.262)

beschrieben und skaliert mit dem Extinktionskoeffizienten n′. Durch die Definition eines komplexen
Brechungsindex nach

n̂ = n− in′ (2.263)

kann die Wellengleichung 2.260 vereinfacht werden zu

E = E0ei(ωt−kn̂z) . (2.264)

Im Allgemeinen kann das eintretende linear polarisierte Licht durch die Überlagerung von rechts- (+) und
linksdrehendem (-) Licht dargestellt werden

E = 1√
2

(E+ +E−) . (2.265)
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Die Amplitude E0 enthält sowohl die Polarisationseigenschaften als auch die Startamplitude E0 der Welle.
Für die zirkular polarisierten Komponenten gilt

E± = E±0 ei(ωt−kn̂z) ,

E±0 = 1√
2

(ex± iey)E0
(2.266)

mit den Einheitsvektoren des kartesischen Raums ex und ey. Scheint nun linear polarisiertes Licht durch
eine optisch aktive Probe, dann werden die rechts- und linksdrehenden Komponenten unterschiedlich
stark gebrochen (n+ ̸= n−). Optische Aktivität wird entweder durch chirale Substanzen oder alternativ
durch das Anlegen eines externen Magnetfeldes in Ausbreitungsrichtung erzeugt. Aufgrund der Zeeman-
Wechselwirkungen kann somit eine optische Aktivität auch in nicht-chiralen Medien erzeugt werden. Als
Folge der unterschiedlichen Brechungsindices rotiert die Ebene der Polarisation des linear polarisierten
Lichts bei dem Durchtritt durch die Probe (vgl. Abb. 2.10). Dies beschreibt den Faraday-Effekt,309 wodurch
erstmals die Wechselwirkung zwischen Licht und Magnetfeld experimentell nachgewiesen werden konnte.
Der Winkel der Rotation ist gegeben durch das Verhältnis der x- und y-Komponente des elektrischen
Felds

ϕ = arctan
(
−

Ey

Ex

)
= πνl∆n

c
(2.267)

und skaliert mit der Schwingungsfrequenz des Feldes ν, der Länge der Probe l und der Differenz der
Brechungsindices ∆n = n−+n+. Tritt nun zusätzlich eine polarisationsabhängige Absorption n′± auf, so
werden die links- und rechtsdrehenden Komponenten unterschiedlich stark absorbiert. Als Folge dessen
geht das resultierende elektrische Feld von einer linearen zu einer elliptischen Polarisation über. Der
Winkel wird nun durch eine komplexe Rotation nach

ϕ̂ = ϕ− iθ = πνl∆n̂

c
(2.268)

beschrieben. Wie in Abbildung 2.10 gezeigt, entspricht θ der Elliptizität, die sich aus dem Verhältnis
zwischen Haupt- und Nebenachse der Ellipse ergibt, welche durch den Vektor des elektrischen Felds
beschrieben wird. Anhand von Abbildung 2.11 sollen die auftretenden Polarisationsveränderungen genauer
diskutiert werden. Weist ein Medium ausschließlich eine Differenz der Brechungsindices n− ≠ n+ und
keine Absorption auf, dann rotiert nach dem Faraday-Effekt (Gl. 2.267) die Polarisationsebene des linear
polarisierten Lichts mit dem Winkel ϕ (links). Wird nun im Gegensatz dazu das Licht gar nicht gebrochen,
sondern ausschließlich mit n′− ̸= n′+ absorbiert, dann findet keine Rotation der Polarisationsebene statt.
Anstelle dessen wird eine Elliptizität θ induziert und im Extremfall, in dem eine zirkular polarisierte
Komponente vollständig absorbiert wird, verbleibt ausschließlich die zirkulare Polarisation der zweiten
Komponente (mittig). Sind sowohl die Brechungsindices n als auch die Extinktionskoeffizienten n′ verschie-
den, so wirken beide Effekte gleichzeitig, was zu einer rotierten und elliptischen Polarisierung führt (rechts).
Gleichung 2.268 beschreibt den Zusammenhang zwischen zirkularem Dichroismus θ und der Differenz in
der Absorption zwischen rechts- und linksdrehendem Licht ∆n′. Letztere soll nun in Zusammenhang mit
Molekülgrößen gebracht werden. Die Abnahme des elektrischen Feldes über den Extinktionskoeffizienten ist
proportional zur Abnahme der Intensität durch Absorption. Nach I ∝ |E|2 findet sich der Zusammenhang
zwischen dem Extinktionskoeffizienten n′ und dem Absorptionskoeffizienten κ

κ = 2kn′ = 4πn′ν

c
. (2.269)
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Abb. (2.11): Evolution des elektrischen Feldes für verschiedene Werte des komplexen Brechungsindex n̂ = n− in′.
Dargestellt ist das elektrische Feld in der xy-Ebene. Die Farbe der Kurven beschreibt die Ausbreitung des
Feldes entlang der z-Koordinate. Links: Rotation der Polarisationsebene von linear polarisiertem Licht
(Faraday-Effekt). Mittig: Induktion einer Elliptizität in linear polarisiertes Licht durch unterschiedliche
Absorption der zirkular polarisierten Komponenten. Rechts: Gleichzeitiges Auftreten der Rotation der
Polarisationsebene und der Induktion der Elliptizität.

Die Differenz der Absorptionskoeffizienten ∆κ kann folglich als zentrale Größe der MCD-Spektroskopie
gesehen werden. Das Lambert-Beersche Gesetz

dI

I
=−κdl , (2.270)

verbindet den Verlust der Intensität I über den Absorptionskoeffizienten κ mit der Länge der Probe l.
Über diese Relation kann der Absorptionskoeffizient κ bestimmt werden

κ =−1
I

dI

dl
. (2.271)

Die Intensität der eingehenden Strahlung wird beim Durchtritt durch die Probe durch Absorption einer
Substanz abgeschwächt und durch stimulierte Emission verstärkt:

−dI

dl
= hν

∑
aj

(NaPa→j−NjPa←j)

= hν
∑
aj

(Na−Nj)Pa→j .
(2.272)

Spontane Emission wird in diesem Bild vernachlässigt, da diese isotrop ist und einen vernachlässigbaren
Beitrag zur Intensität liefert. Na und Nj geben jeweils die Anzahl an Molekülen im Grundzustand
bzw. angeregtem Zustand an und Pa→j und Pa←j beschreiben die Übergangsraten der Absorption und
stimulierten Emission. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Übergangsraten für beide Prozesse
identisch sind Pa→j = Pa←j . Der Absorptionskoeffizient ergibt sich somit zu

κ = hν

I

∑
aj

(Na−Nj)Pa→j . (2.273)

Zur Bestimmung von κ wird ein Ausdruck für die Intensität I sowie die Übergangsrate Pa→j benötigt.
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Die Intensität der elektromagnetischen Welle kann über das Zeitmittel des Poynting-Vektors S ermittelt
werden

S = ε0c2 (E×B)

= ε0c|E|2
(2.274)

und ergibt sich, mit der elektrischen Feldkonstante ε0, zu

I = ⟨S⟩= 1
2ε0c|E0|2

= c

8π
4πε0|E0|2 .

(2.275)

Die Wahrscheinlichkeit des Übergangs pro Zeiteinheit wird aus der zeitabhängigen Schrödingergleichung
unter Verwendung einer sich periodisch ändernden Störung in Form eines oszillierenden elektrischen Feldes
der eingehenden Strahlung erhalten. Im Einklang mit den Ergebnissen von Fermis Goldener Regel310,311

ergibt sich

Pa→j = π2

h2 |E0|2 ⟨a| µ̂γ |j⟩2 ρaj(ν) . (2.276)

Die Übergangswahrscheinlichkeit ist proportional zum Betragsquadrat des Übergangsdipolmoments
⟨a| µ̂γ |j⟩ und der Amplitude des elektrischen Feldes |E0| sowie der Zustandsdichte ρaj(ν). Der Index γ

zeigt an, dass ein externes Magnetfeld in diese Raumrichtung anliegt. Das Übergangsdipolmoment
begründet die Auswahlregeln für die MCD-Banden von ∆ML =±1, also einem ganzzahligem Unterschied
im Drehimpuls der involvierten Zustände.
Zusätzlich muss berücksichtigt werden, dass das Feld am Molekül durch das Lösungsmittel und die
chemische Umgebung abgeschirmt wird. Es kann ein Proportionalitätsfaktor α zwischen externem und
lokalem Feld definiert werden.

Eloc = αEext , α = n2 +2
3 . (2.277)

Insgesamt ergibt sich der Absorptionskoeffizient zu

κ = 8π3ν

hc

1
4πε0

α2

n

∑
aj

(Na−Nj)⟨a| µ̂γ |j⟩2 ρaj(ν) (2.278)

und somit gilt für die Differenz der Absorptionskoeffizienten von rechts- und linksdrehendem Licht

∆κ = κ−−κ+

= 8π3να2

hcn

∑
aj

1
4πε0

(Na−Nj)
[
⟨a| µ̂−γ |j⟩

2−⟨a| µ̂+
γ |j⟩

2
]

ρaj(ν) .
(2.279)

Wird davon ausgegangen, dass das Molekül sich zunächst ausschließlich im Grundzustand |0⟩ befindet und
in einen angeregten Zustand |j⟩ übergeht, so reduziert sich das Spektrum auf die Summe der Beiträge
aller angeregten Zustände. Des Weiteren ist das Magnetfeld parallel zu der Ausbreitungsrichtung der
elektromagnetischen Strahlung, hier folglich entlang der z-Koordinatenachse orientiert. Hierbei sind die
in der Lösung vorliegenden Moleküle generell isotrop verteilt. Um dies zu berücksichtigen, wird eine
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Mittelung über alle Raumrichtungen durchgeführt. Zusätzlich wird die Identität

1
3
∑

γ

(∣∣⟨a| µ̂−γ |j⟩∣∣2− ∣∣⟨a| µ̂+
γ |j⟩

∣∣2)
= i

3
∑
αβγ

εαβγ ⟨a| µ̂α |j⟩γ ⟨j| µ̂β |a⟩γ
(2.280)

ausgenutzt, worin γ erneut die Richtung des Magnetfeldes angibt. Die Summierung erfolgt über die
Raumkoordinaten x, y und z, wobei das Vorzeichen der einzelnen Permutationen durch das Element des
Levi-Civita-Symbols εαβγ festgelegt wird. Für die Differenz des Absorptionskoeffizienten folgt

∆κ = 8π3να2

hcn

1
4πε0

i

3
∑
aj

(Na−Nj)
∑
αβγ

εαβγ ⟨a| µ̂α |j⟩γ ⟨j| µ̂β |a⟩γ ρaj(ν) . (2.281)

Im Folgenden sollen einige in der Literatur geläufige Messgrößen der MCD-Spektren diskutiert werden.
Historisch gesehen, fanden die ersten MCD-Experimente unter der Verwendung von linear polarisiertem
Licht statt, welches durch einfache Polarisationsfilter generiert wurde. Die Rotation der Polarisationsebene
und die entstehende Elliptizität wurde gemessen. Dies begründet die Verwendung der Elliptizität θ,
beziehungsweise ihr auf die Messgrößen normiertes Analogon, der molaren Elliptizität [Θ]M. Die Theorie
zeigt, dass die Induktion der Elliptizität aufgrund der unterschiedlichen Absorption der links und rechts
zirkular polarisierten Komponenten des linear polarisierten Lichts geschieht. Diese Größe ist heute
direkt zugänglich, indem die Probe mit entsprechend zirkular polarisiertem Licht durchleuchtet wird
und die Differenz der Absorption ∆A, beziehungsweise die molare Größe ∆κ, gemessen wird. Wie
schon in Gleichung 2.268 zu sehen, ist die (molare) Elliptizität mit der Absorption ∆A verknüpft. Der
Zusammenhang ist gegeben durch

θ = ∆A

4log10(e) (2.282)

mit der Definition der Absorption

∆A = 1
l
∆κ log10(e)

= 2NAπ3dl log10(e)
250hcn︸ ︷︷ ︸

Γ

ν
1

4πε0

i

3
∑
aj

Na

N

∑
αβγ

εαβγ ⟨a| µ̂α |j⟩γ ⟨j| µ̂β |a⟩γ ρaj(ν) ,
(2.283)

wobei im letzten Schritt der Zusammenhang der Konzentration mit der Avogadro-Konstante NA

Na−Nj

d
= Na−Nj

N
NA ·10−3 ≈ Na

N
NA ·10−3 (2.284)

unter der Annahme, dass sich kein Molekül im elektronisch angeregtem Zustand befindet (Nj ≈ 0),
ausgenutzt wurde. Die molare Elliptizität [Θ]M in ◦Lmol−1 m−1 G−1

[Θ]M = 180
π
·102 · θ

dlB
(2.285)

beschreibt die komplexe Rotation in Grad unabhängig von den experimentellen Parametern d, l und B,
welche jeweils der Konzentration der Lösung in mol

L , der Pfadlänge durch die Probe in cm und der Stärke
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des Magnetfeldes in Gauss (G) entsprechen. In atomaren Einheiten ergibt sie sich zu

[Θ]M = Γ̃ω
∑
aj

Na

N
Rajf(ω,ωaj) . (2.286)

An dieser Stelle entspricht ω der Energie eines Photons in atomaren Einheiten und die Zustandsdichte
wird durch das Linienprofil f(ω,ωaj) genähert, welche die Form der Spektrallinie modelliert. Hierbei kann
entweder eine Gauß- oder Lorentz-Funktion gewählt werden:137,152

f(ω,ωaj) = 1√
πσ

e
−
(

ω−ωaj
σ

)2

oder f(ω,ωaj) = σ

π

1
(ω−ωaj)2 +σ2 . (2.287)

Die Linienbreite wird durch den Parameter σ festgelegt. Des Weiteren ist die MCD-Stärke durch

Raj = 1
4πε0

i

3µB

∑
αβγ

εαβγ
⟨a| µ̂α |j⟩γ ⟨j| µ̂β |a⟩γ

Bγ
(2.288)

definiert. Sind ω und R in atomaren Einheiten, dann ergibt sich der Vorfaktor zu

Γ̃ = 36π2N0α2a3
0µB

hcn
, (2.289)

um die korrekten Einheiten von [Θ]M (◦Lmol−1 m−1 G−1) zu erhalten.138,149,306 An dieser Stelle ist
besonders zu beachten, dass der Faktor im Bohrschen Radius a3

0 durch die Umwandlung von R in SI-
Einheiten auftritt, denn die Einheiten bestimmen sich zu [R] = [ e2a2

0
Eh

1
ε0

] = [a3
0] = m3. Die Lösung der

Gleichung 2.288 kann entweder durch eine direkte Berechnung in einem magnetischen Feld137–139,312 oder
eine störungstheoretische Behandlung141–152 erfolgen.

2.8.2.1. Störungstheoretische Beschreibung des magnetischen zirkularen Dichroismus

Der störungstheoretische Ansatz separiert den Hamiltonoperator

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (2.290)

mit dem elektronischen Hamiltonoperator Ĥ0 und einem Operator Ĥ ′, welcher die Störung beschreibt. In
Ĥ ′ werden lediglich lineare Terme im Magnetfeld

Ĥ ′ = µBBγm̂γ mit m̂γ = L̂γ +2Ŝγ (2.291)

berücksichtigt. Der Index γ beschreibt hierbei die Ausrichtung des Magnetfelds. Der diamagnetische Term
ist quadratisch im Magnetfeld und trägt, wenn B sehr klein ist, nicht bei und kann daher vernachlässigt
werden. Für geschlossenschalige Singulett-Zustände liefert ausschließlich der Orbital-Zeeman-Term einen
Beitrag.
In der Störungstheorie wird Gleichung 2.286 in einer Taylorreihe um ein Magnetfeld der Stärke Bγ = 0
entwickelt

[Θ]M ≈ [Θ]M
∣∣∣
Bγ=0

+ ∂[Θ]M
∂Bγ

∣∣∣
Bγ=0

Bγ +O(B2
γ) (2.292)
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Abb. (2.12): Schematische Darstellung der Beiträge der Faraday-Terme. Rechtsdrehendes und linksdrehendes Licht
ist in Blau und Rot dargestellt.

und nach dem Term 1. Ordnung abgebrochen.149–151 Hierbei verschwindet der Term 0. Ordnung, da
ohne externes Magnetfeld die Absorption von rechts- und linksdrehendem Licht identisch ist. Es gibt drei
Größen, die auf die externe Störung des Magnetfeldes reagieren. Die Anregungsenergien, die Übergangsdi-
polmomente und die Besetzungszahl. Für die Taylor-Entwicklung folgt

[Θ]M ≈ Γ̃ω
∑
aj

[
Na

N
RajBγ

∂f(ω,ωaj)
∂Bγ

+ Na

N

∂RajBγ

∂Bγ
f(ω,ωaj)+ ∂Na

∂Bγ

1
N
RajBγf(ω,ωaj)

]
. (2.293)

Auswertung der Ableitungen führt zur Grundgleichung des störungstheoretischen Ansatzes

[Θ]M = Γ̃ω
∑
aj

Na

N

[
Aaj

∂f(ω,ωaj)
∂ωaj

+Bajf(ω,ωaj)+ Caj

kBT
f(ω,ωaj)

]
(2.294)

mit den Faraday-Termen A, B und C (vgl. Abb. 2.12). Zur Auswertung des ersten Terms wird die Ableitung
des Linienprofils benötigt, welche sich aus der Kettenregel zu

∂f(ω,ωaj)
∂Bγ

= ∂f(ω,ωaj)
∂ωaj

∂ωaj

∂Bγ
= µB

(
⟨j|m̂γ |j⟩−⟨a|m̂γ |a⟩

)∂f(ω,ωaj)
∂ωaj

(2.295)

ergibt. Die Änderung der Anregungsenergie mit dem Magnetfeld ∂ωaj

∂Bγ
ist über die Differenz der magne-

tischen Momente der jeweiligen Zustände gegeben. Folglich kann der erste Faraday-Term A definiert
werden:

Aaj :=µB
(
⟨j|m̂γ |j⟩−⟨a|m̂γ |a⟩

)
RjBγ

= 1
4πε0

i

3
∑
αβγ

εαβγ ⟨a| µ̂α |j⟩⟨j| µ̂β |a⟩
(
⟨j|m̂γ |j⟩−⟨a|m̂γ |a⟩

)
.

(2.296)

Der B-Term ergibt sich nach

Baj := ∂RajBγ

∂Bγ
= 1

4πε0

i

3µB

∑
αβγ

εαβγ
∂ ⟨a| µ̂α |j⟩⟨j| µ̂β |a⟩

∂Bγ
. (2.297)

Schließlich wird zur Bestimmung des C-Terms die Änderung der Besetzungszahl Na mit dem Magnetfeld
benötigt. Ein entarteter Grundzustand wird durch die paramagnetischen Beiträge des Magnetfeldes aufge-
spalten. Die einzelnen Energieniveaus sind folglich besetzt, sofern die Aufspaltung durch das Magnetfeld
im Vergleich zur kinetischen Energie (kBT ) klein ist. Die Besetzungszahl ist über die Boltzmann-Statistik
mit der Energie des Zustandes Ea und dem Produkt aus Boltzmann-Konstante kB und Temperatur T

verbunden
Na = e−

Ea
kBT . (2.298)
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Abb. (2.13): Schematische Darstellung der Nummerierung der entarteten Zustände.

Eine Änderung der Besetzung in Abhängigkeit von der Stärke des Magnetfeldes ergibt sich zu

∂Na

∂Bγ
= ∂Na

∂Ea

∂Ea

∂Bγ
=−µB

Na

kBT
⟨a|m̂γ |a⟩ (2.299)

und somit gilt

Caj :=−µB ⟨a|m̂γ |a⟩RajBγ =− 1
4πε0

i

3
∑
αβγ

εαβγ ⟨a| µ̂α |j⟩⟨j| µ̂β |a⟩⟨a|m̂γ |a⟩ . (2.300)

Der C-Term beschreibt also die Anregung aus einem entarteten Grundzustand. Die Beiträge der einzelnen
entarteten Niveaus zu dem MCD-Spektrum sind über die Besetzungszahlen mit der Temperatur verknüpft.
Findet jedoch die Anregung aus einem nicht-entarteten Grundzustand statt, dann verschwindet der
C-Term. In diesem Fall befinden sich alle Moleküle im elektronischem Grundzustand Na ≈N und die
Besetzungszahl ist konstant bezüglich einer Änderung des Magnetfeldes ∂Na

∂B = 0. Der A-Term tritt
wiederum ausschließlich bei der Anregung in einen entarteten Zustand auf und verschwindet in allen
anderen Fällen. Der B-Term trägt in allen Fällen bei und beschreibt die Mischung der angeregten Zustände
unter dem Einfluss des Magnetfelds. Abbildung 2.12 fasst die Beiträge der Faraday-Terme schematisch
zusammen.

Wenn ein nicht-entarteter Singulett-Grundzustand vorliegt, dann vereinfacht sich die Gleichung 2.294 zu:

[Θ]M ≈ Γ̃ω
∑

j

[
A0j

∂f(ω,ω0j)
∂ω0j

+B0jf(ω,ω0j)
]

, (2.301)

A0j = 1
4πε0

i

3
∑
αβγ

εαβγ

∑
js

⟨0| µ̂α |js⟩⟨js| L̂γ |js⟩⟨js| µ̂β |0⟩ , (2.302)

B0j = 1
4πε0

i

3µB

∑
αβγ

εαβγ
∂ ⟨0| µ̂α |j⟩⟨j| µ̂β |0⟩

∂Bγ
, (2.303)

C0j = 0 . (2.304)

Da A ausschließlich Beiträge für entartete Orbitale enthält, wurde die Summe über alle Zustände j in
ein anderes Bild überführt, indem nun j über die Zustände und js über deren entarteten Komponenten
summiert. Zur Veranschaulichung der Summation ist die Nummerierung in Abbildung 2.13 dargestellt.
Über den Vergleich von Gleichung 2.286 und 2.294 wird ersichtlich, dass der störungstheoretische Ansatz
äquivalent zum Ansatz in einem endlichen Feld ist, solange die Störung klein ist. Typische Magnetfeldstärken
von MCD-Experimenten betragen 1 T bis 10 T und somit ungefähr 1 ·10−5 B0, womit dieses Kriterium
erfüllt wird. Folglich kann davon ausgegangen werden, dass ausschließlich lineare Zeeman-Effekte einen
Beitrag haben und die quadratischen Terme vernachlässigbar sind.

60



3. Technische Implementierung und
Validierung

Ziel dieser Arbeit ist es, hochgenaue Berechnungen in starken Magnetfeldern effizienter zu machen, sodass
eine routinemäßige Anwendung von CC-Methoden für mehr als nur die kleinsten Moleküle beziehungsweise
Basissätze möglich wird. Dies ist insbesondere im Hinblick auf einen effizienten quantenmechanische
Berechnung beispielsweise für Anwendungen in der Astrophysik erforderlich. Hierbei limitieren bisher vor
allem ein prohibitiv großer Speicheraufwand und lange Rechenzeiten die Anwendungsmöglichkeiten.
Abbildung 3.1 zeigt eine Zusammenfassung über die Entwicklungen dieser Arbeit, welche die Limitationen
vermindern und somit das Anwendungsgebiet der ff-Methoden vergrößern. An dieser Stelle wird zwischen
algorithmischen und technischen Entwicklungen unterschieden. Der Kernpunkt der algorithmischen Ent-
wicklung stellt die Implementierung der Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegrale über London-
Orbitale im Integralprogramm mint239 des Programmpakets Cfour240,241 dar. Diese wurde, wie in
Abschnitt 3.1.1 bis 3.1.3 vorgestellt, in verschiedenen Varianten implementiert, u.a. als Ein-Schritt- und
Zwei-Schritt-Algorithmus. Hierzu sind jedoch, auf technischer Seite, eine effiziente Integralberechnung
durch numerisch stabile Algorithmen zur Auswertung der Boys-Funktion und ein effizientes Screening
notwendig, welche im Abschnitt 3.2 behandelt werden.
Während Cfour die Integrale bzw. Cholesky-Vektoren und die Lösung der HF-Gleichungen händelt,
ermöglicht ein Interface zu Qcumbre85,237,313 die auf diese Weise ermittelten Cholesky-Vektoren in quan-
tenchemischen post-HF-Berechnungen zu verwenden. Qcumbre ist ein quantenchemisches Programmpaket
zur genauen Behandlung der Elektronenkorrelation von Atomen und Molekülen in endlichen Magnetfeldern
mithilfe von CC-Methoden sowie der Behandlung angeregter Zustände mittels verschiedener EOM-CC-
Varianten. Die Implementierung der ff-(EOM)-CD-CC-Gleichungen innerhalb von Qcumbre wird in
Kapitel 3.3 erläutert. Neben den Cholesky-Entwicklungen wurden weitere technische und algorithmische
Änderungen in Qcumbre eingeführt, darunter die Ausnutzung der Permutationssymmetrie der antisym-
metrisierten Zweielektronenintegrale und CC-Amplituden (Abs. 3.4), Algorithmen zur Beschleunigung der
Konvergenz der CC-Gleichungen (Abs. 3.3.4) sowie eine OMP- und MPI-Parallelisierung (Abs. 3.3.5).

• Effiziente Integralevaluation
1. Hilfs-Boys-Funktion
2. Integralscreening

• Antisymmetrie und Tensor-Packung 

• Parallelisierung mittels OMP und MPI

• Single-Precision-Implementierung 

• Cholesky-Zerlegung
1. Ein-Schritt-Algorithmus
2. Zwei-Schritt-Algorithmus
3. Symmetrisierte Vektoren

• ff-CD-CC-Methoden

• CC Konvergenz Beschleunigung
1. Subiterationen & Rückkopplung der 

Amplituden
2. Approximative Jacobimatrizen

Algorithmische Entwicklungen Technische Entwicklungen

<latexit sha1_base64="hox/JB2ozuaEtoNGFUQZZhjWB70="></latexit> hC
C

|C
C
i

Abb. (3.1): Überblick über die algorithmischen und technischen Entwicklungen dieser Arbeit. Die Implementierungen
wurden in den Programmpaketen Qcumbre85 (Logo links) und Cfour240,241 (Logo rechts) durchgeführt.
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Cholesky?

Nein

Standard 
Integralberechnung

Ein-Schritt-
Algorithmus

Zwei-Schritt-
Algorithmus

Symmetrisierter
Algorithmus

Satz an Cholesky-Vektoren
<latexit sha1_base64="VttmlBGcdbCsnrQBWQcHBjX5NOo="></latexit>
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µ⌫

Ja

Mainz Integral Programm (mint)

Schritt 1:
Bestimmung der 
Cholesky-Basis

Schritt 2:
CD der Zwei-

elektronenintegrale
Gradient?

Schritt 2:
CD der geom. 

Ableitungsintegrale

Gradient der Energie 
<latexit sha1_base64="8OTvxPzIYbEmDahPwLXk1KgyiZI="></latexit>

dE

dRM

Nein

Ja

<latexit sha1_base64="Q41+wkaRf7Ts+ZPdGzkRk1cQqp4="></latexit>

d(µ⌫|�⇢)
dRM

<latexit sha1_base64="/SUx8nc3RKopLPlTrEhBDVp4Pmw="></latexit>

(µ⌫|�⇢)

mint2e newcd

Algorithmus?

Abb. (3.2): Fließschema des Mainzer Integralprogramms (mint) das in Cfour implementiert ist.
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3.1. Cholesky-Zerlegung

Die Implementierung der Cholesky-Zerlegung wird zunächst anhand des Ein-Schritt-Algorithmus in
Abschnitt 3.1.1 behandelt. An dieser Stelle wird zuerst der pivoting-Algorithmus als einfachste Variante zur
Bestimmung der Cholesky-Vektoren diskutiert. Mit dem partial-pivoting-Algorithmus werden anschließend
Modifikationen eingeführt, welche sich aufgrund der Schalenstruktur der Integrale ergeben. Die Äquivalenz
zwischen CD und RI/DF bildet in Abschnitt 2.3.3 die Basis für den effizienteren Zwei-Schritt-Algorithmus.
Sowohl der Ein-Schritt- als auch der Zwei-Schritt-Algorithmus brechen jedoch die Permutationssymmetrie
der Cholesky-Vektoren (Gl. 2.113). Um die Permutationssymmetrie zu erhalten, müssen die konjugierten
Paare der Produktdichten gleichrangig behandelt werden. Der modifizierte Ein-Schritt-Algorithmus nutzt
dazu eine symmetrische Orthogonalisierung und wird in Abschnitt 3.1.3 diskutiert.

Tab. (3.1): Liste der Cfour -Schlüsselwörter zur Kontrolle der Funktionsweise der Cholesky-Zerlegung.

Schlüsselwort Optionen Standardwert Funktion

CHOLESKY
ON

OFF Ein- und Ausschalten der Cho-
lesky-ZerlegungOFF

TOL_CHOLESKY δ δ = 4 Abbruchkriterium der Choles-
ky-Zerlegung 10−δ

CHOL_ALGORITHM
OLD

OLD
Ein-Schritt-Zerlegung

TWOSTEP Zwei-Schritt-Zerlegung
SYMCV Symmetrische Zerlegung

Abbildung 3.2 zeigt ein Fließschema der Programmstruktur des Moduls mint des Programmpakets Cfour.
Basierend auf den Schlüsselwörtern der Tabelle 3.1 kann die Funktionsweise des Integralprogramms kon-
trolliert werden. Wird die Zerlegung der Integrale angefordert (CHOLESKY), dann kann zwischen den drei
verschiedenen Algorithmen (CHOL_ALGORITHM) zur Bestimmung der Cholesky-Vektoren gewählt werden.
Die Genauigkeit der Zerlegung kann über die Wahl des Cholesky-Parameters δ (TOL_CHOLESKY) dem
Problem entsprechend angepasst werden. Zusätzlich zur Cholesky-Zerlegung der Elektronenabstoßungs-
integrale kann mit dem Zwei-Schritt-Algorithmus die Zerlegung der geometrischen Ableitungsintegrale
erfolgen.
Die Cholesky-Algorithmen benötigen in jeder Iteration jeweils einen Satz an Integralblöcken der vollstän-
digen Integralmatrix. Diese sind über den Aufruf der kanonischen Algorithmen der Integralberechnung
zugänglich. Innerhalb von Cfour wurde die Implementierung der Zweielektronenintegrale sowie deren
geometrischen Ableitungen jeweils von Gauss et al.239 und Oswald et al.238 realisiert. Modifikationen
dieser Implementierungen, welche von dem Autor dieser Arbeit eingeführt wurden, werden in Abschnitt 3.2
behandelt.
Der Rückgabewert des Integralprogramms umfasst die Cholesky-Vektoren und wahlweise den geometri-
schen Energiegradient. In dem Kontext dieser Arbeit werden die Cholesky-Vektoren in ff-(EOM)-CD-CC-
Rechnungen weiterverwendet, welche Gegenstand des Abschnitts 3.3 sind.
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Bestimme maximales Diagonalelement

Ende

J = J + 1

Berechne Integralsatz

Aktualisiere Diagonalelemente

Ja

Nein

J = 1

Berechne Cholesky-Vektor mit den Elementen
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Abb. (3.3): Fließschema des partial-pivoting-Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegralmatrix.
Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis aus Referenz 206 entnommen und modifiziert.
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3.1.1. Ein-Schritt-Algorithmus

Die einfachste Art der Cholesky-Zerlegung erfolgt in einem Ein-Schritt-Verfahren, einem pivoting-
Algorithmus.95 Hierbei wird zunächst das maximale Diagonalelement als Pivotelement der Zerlegung
festgelegt. Dieses definiert ein Indexpaar J → |µν). Mithilfe der zugehörigen Integralspalte (µν|σρ) kann
nach Gleichung 2.103 der Cholesky-Vektor konstruiert werden. Anschließend wird die Diagonale der Zwei-
elektronenintegralmatrix DJ

µν mit den Beiträgen der zuvor bestimmten Vektoren nach Gleichung 2.104
aktualisiert und das nächste Pivotelement gesucht. Die Zerlegung wird beendet, sobald alle verbleibenden
Diagonalelemente kleiner als das gewählte Abbruchkriterium sind.

In gängigen Integralprogrammen werden die Zweielektronenintegrale jedoch in Schalen berechnet (vgl.
Abb. 2.4). Eine Schale sammelt mehrere Basisfunktionen mit gleichem Drehimpuls und Zentrum. Die
Basisfunkionen einer Schale haben somit dieselben Zwischengrößen, welche bei der Berechnung der Integrale
wiederverwendet werden können. Der Integralalgorithmus von Cfour folgt auf diese Weise dem General-
Contraction-Schema.
Für die Cholesky-Zerlegung bedeutet dies, dass das nächstgrößere Pivotelement nicht zwangsläufig
innerhalb der Schale des vorherigen Pivotelements liegt und ein neuer Integralblock berechnet werden
müsste. Anstelle dessen bietet es sich an, zunächst alle Elemente des gerade bestimmten Blocks innerhalb
einer Mikroiteration zu zerlegen, um ungünstige Mehrfachberechnungen dieser Integralblöcke zu vermeiden.
Dies geschieht im partial-pivoting-Algorithmus94,103 (Abb. 3.3). Die erstmalige Implementierung dieses
Algorithmus zur Zerlegung der Integrale über London-Orbitale erfolgte während der Masterarbeit206 des
Autors und wurde in Referenz 106 publiziert.
Idealerweise würde auf diese Weise der vollständige Integralsatz für ein gegebenes Schalenquadrupel zerlegt
werden. Dabei treten jedoch numerische Instabilitäten auf, weshalb ein milderes Konvergenzkriterium
τ2 ≥ τ für die Mikroiteration eingeführt wird, um nur eine Teilmenge zu zerlegen. Koch et al.94 schlagen
hierfür die Wahl von τ2 = DJ

µνmax/1000 vor.
Bei Integralen über London-Orbitale kann ein zusätzlicher Schritt eingebaut werden, um mehrfache
Integralberechnungen zu vermeiden. Hierbei wird vor dem Verwerfen des Integralsatzes (µν|σρ) geprüft,
ob der Integralsatz des konjugierten Indexpaars J ′ → |νµ) einen potentiellen Beitrag liefert. Im Falle
dessen wird |νµ) als nächstes Pivotelement gewählt und der korrespondierende Integralsatz kann nach
der Permutationssymmetrie (νµ|ρσ) = (µν|σρ)∗ wiederverwendet werden. Das Indexpaar |νµ) ist hierbei
nicht zwangsläufig das maximale Diagonalelement und wird diesem nur dann vorgezogen, wenn DJ

νµ ≥ τ2

gilt, um analog zu den Argumenten der Mikroiteration numerische Probleme zu vermeiden.

3.1.2. Zwei-Schritt-Verfahren der Cholesky-Zerlegung

Eine effizientere Variante, die Cholesky-Vektoren zu bestimmen, findet sich im Zwei-Schritt-Verfahren.
Der erste Schritt des Zwei-Schritt-Verfahrens stellt die Bestimmung der Cholesky-Basis |h⟩ dar. Dies
erfolgt in einem modifizierten Schema analog zu dem Ein-Schritt-Algorithmus in Abbildung 3.3, ohne die
vollständigen Cholesky-Vektoren zu berechnen. In einem zweiten Schritt werden daraufhin die Cholesky-
Vektoren nach Gleichung 3.6 bestimmt.

Die Bestimmung der Cholesky-Basis verläuft über den Algorithmus, welcher im Fließschema der Abbil-
dung 3.4 dargestellt ist. Hierbei wird zunächst die initiale Diagonale der Zweielektronenintegrale (µν|νµ)
berechnet. Mithilfe dieser werden in einer Liste P alle potentiellen Pivotelemente gesammelt. Diese
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Abb. (3.4): Fließschema des Zwei-Schritt-Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegralmatrix.
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entsprechen den µν-Paaren, deren Diagonalelement größer als die gewählte Cholesky-Schranke τ ist. Alle
anderen Paare können nie als Pivotelement gewählt werden und sind somit für die Bestimmung der
Cholesky-Basis nicht relevant. Sofern die P-Liste nicht leer ist, wird für eine Untermenge Q an qualifi-
zierten Pivotelementen die darauf folgende Mikroiterationsschleife erstellt. Die Q-Liste enthält hierbei
alle µν-Paare, deren Diagonalelemente größer als das Produkt von Spannfaktor σ und dem maximalen
Diagonalelement DJ

max ist. Der Spannfaktor wird üblicherweise auf einen Wert von σ = 10−2 festgelegt.103

Daraufhin werden für die Elemente µν innerhalb der Q-Liste die entsprechenden Integralspalten (σρ|µν)
berechnet und mithilfe der Beiträge der zuvor bestimmten Cholesky-Vektoren aktualisiert

˜(σρ|µν) = (σρ|µν)−
∑
J∈B

LJ
σρLJ∗

νµ . (3.1)

Für das Aktualisieren der Integralspalten wird folglich ausschließlich die Berechnung der Integrale

(µν|σρ) mit µν ∈Q, σρ ∈ P (3.2)

benötigt. Anstelle dessen wird jedoch die vierfache Permutationssymmetrie ausgenutzt und der Satz an
Integralen

(µν|σρ) = (νµ|ρσ)∗ = (σρ|µν) = (ρσ|νµ)∗ mit µν,σρ ∈ P (3.3)

berechnet und abgespeichert. Ist eines der Indexpaare νµ, σρ oder ρσ zu einem späteren Zeitpunkt ein
qualifiziertes Element und somit Teil der Q-Liste, dann muss dieser Integralblock nicht erneut berechnet
werden. Des Weiteren muss beachtet werden, dass die Integrale in Blöcken entsprechend der Schalenstruktur
der Basisfunktionen berechnet werden. Ist beispielsweise für ein gegebenes Schalenquadrupel nur ein
Indexpaar ein Teil der Cholesky-Basis (im Folgenden aktiv genannt), dann wird dennoch der vollständige
Satz an Integralen berechnet. Im Extremfall, in dem in jedem Schalenquadrupel mindestens ein aktiver
Index vorliegt, muss folglich die gesamte Zweielektronenintegralmatrix berechnet werden. Auch wenn diese
nicht vollständig im Speicher gehalten werden muss, ist es essentiell, dass Integrale, welche keinen Beitrag
liefern, entfernt werden, um eine effiziente Integralberechnung zu gewährleisten. Im Ein-Schritt-Algorithmus
besteht vor der Berechnung der Integrale keine Möglichkeit zur Vorhersage, ob ein Indexpaar µν als
Pivotelement identifiziert und der Cholesky-Basis hinzugefügt wird. Im Zwei-Schritt-Algorithmus können
jedoch alle Integrale verworfen werden, deren Produktdichten keinen aktiven Indices zuzuordnen sind.I

Dies entspricht folglich allen Elementen außerhalb der P-Liste.II

Im weiteren Verlauf des Algorithmus wird, sofern die Q-Liste nicht leer ist, im nächsten Schritt die
Mikroiterationsschleife durchlaufen. Im Folgenden wird zwischen der B- und C-Liste entschieden. Die B-
Liste sammelt die Indices der Cholesky-Basis. In der ersten Iteration ist die B-Liste leer und wird mit jeder
Makroiteration sukzessive gefüllt. Die C-Liste hingegen sammelt ausschließlich die Indices der Cholesky-
Basis innerhalb eines Blocks an Mikroiterationen. Im Laufe der Mikroiterationsschleife wird für jedes
Element der Q-Liste der entsprechende Cholesky-Vektor nach

LJ
σρ = 1√

DJ
µν

[
˜(σρ | µν)−

∑
K∈C

LK
σρLK∗

νµ

]
(3.4)

IIn der Praxis wird die Berechnung aller Paare an primitiven Funktionen ausgelassen, welche keinen Beitrag zu einem aktiven
Indexpaar aufweisen.

IIIm Falle achtfacher Permutationssymmetrie ist das Verwerfen der Elemente außerhalb der Q-Liste möglich.
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bestimmt. Anschließend wird die Diagonale mit den Beiträgen der innerhalb der Mikroiterationen be-
stimmten Vektoren (Elemente der C-Liste) aktualisiert

DJ+1
µν = DJ

µν −LJ
µνLJ∗

µν . (3.5)

Zum Schluss wird das entsprechende Element aus der Q-Liste entfernt und der C-Liste hinzugefügt.
Sobald keine weiteren qualifizierten Elemente mehr vorliegen und somit die Q-Liste leer ist, wird die
Mikroiterationsschleife verlassen. Alle Elemente innerhalb der C-Liste werden B hinzugefügt und C wird
geleert. Daraufhin startet der nächste Schritt der Makroiteration mit der erneuten Bestimmung der
potentiellen Pivotelemente anhand der nun aktualisierten Diagonalen DJ

µν .
Der wesentliche Unterschied, aber auch Vorteil dieser Methode gegenüber dem Ein-Schritt-Algorithmus,
besteht darin, dass lediglich ein Teil der Integrale (σρ|µν) beziehungsweise Vektoren L

J−→(µν)
σρ mit µν ∈Q

und σρ ∈ P berechnet werden muss, um die Cholesky-Basis zu bestimmen. Im Verlauf des Algorithmus
wird die Anzahl an relevanten Elementen innerhalb der P- und Q-Listen kleiner, wodurch auch der
Speicherbedarf der Integrale und Vektoren drastisch sinkt. Außerdem sinkt gleichermaßen die Anzahl
der aktiven Indices, wodurch das zugrundeliegende Screening zunehmend effizienter wird. Zudem kann
durch geschickte Buchhaltung der schon berechneten Integrale eine wiederholte Berechnung verhindert
werden.104

Wurde nun die Cholesky-Basis innerhalb des ersten Schritts bestimmt, dann können, wie in Abbildung 3.2
zu sehen, entweder die Cholesky-Vektoren nach

LJ
µν =

∑
K

(µν|hK)(M−†)KJ (3.6)

konstruiert werden, oder es können alternativ - ebenfalls unter Verwendung der Cholesky-Basis der
ungestörten Vektoren |hK) - die transformierten Cholesky-Vektoren

ZK
µν =

∑
L

(hK |hL)−1 (hL|µν) =
∑

L

(µν|hL)(hL|hK)−1 (3.7)

berechnet werden, welche für die CD-Darstellung der geometrischen Ableitungsintegrale in Gleichung 2.171
benötigt werden. Mithilfe dieser kann wiederum der Aufbau des geometrischen HF-Gradienten nach
Gleichung 2.186 und 2.189 erfolgen. Für den Aufbau des Gradienten werden die Ableitungsintegrale mit
effektiven Dichtematrizen kontrahiert

dEHF
dRM

←
∑
K

∑
σρ

d(hK |σρ)
dRM

P K
σρ . (3.8)

Der Term d(hK |σρ)
dRM

kann als nicht-orthogonaler Cholesky-Vektor der Ableitungsintegrale aufgefasst
werden und entspricht einer Teilmenge der vollen Ableitungsintegrale. Auch wenn diese Größe mit
12NCHN2 deutlich kleiner ist als die volle Ableitungsintegralmatrix mit 12N4, ist sie dennoch mit einem
wesentlichen Speicheraufwand verbunden. Um dies zu umgehen, wird ein integral-direkter Algorithmus zur
Bestimmung des Gradienten verwendet.59,72,73,181–183,314,315 Für ein Schalenquadrupel wird ein Satz an
Ableitungsintegralen berechnet, der Beitrag zu dem Gradienten bestimmt und anschließend vor Berechnung
des nächsten Satzes verworfen. Hierbei kann analog zu den Zweielektronenintegralen ein Screening der
inaktiven Produktdichten angewendet werden, sodass ausschließlich die Integrale berechnet werden, welche
den Elementen innerhalb der Cholesky-Basis (B-Liste) entsprechen. Dies ermöglicht es, die Berechnung
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nicht benötigter Ableitungsintegrale über die im ersten Schritt bestimmte Cholesky-Basis zu umgehen.
Zusätzlich kann

P K
σρ ∝DµνDσρ (3.9)

ausgenutzt werden, um Beiträge zu entfernen, in denen die Dichtematrix verschwindet.181–183 Die Werte
der Elemente der Dichtematrix fallen dabei exponentiell mit dem Abstand der Zentren der Basisfunkionen
ab. Der Abfall erfolgt jedoch lediglich mit einem kleinen Vorfaktor, sodass ein Screening der Dichte
ausschließlich für ausgedehnte Systeme lohnenswert ist.316

3.1.3. Symmetrisierte Cholesky-Vektoren

Die Ausnutzung der Permutationssymmetrie der Integrale ist von essentieller Bedeutung, da dies für Inte-
grale über GIAOs eine vierfach geringere Speicheranforderung bedeutet. Dasselbe gilt im Prinzip auch für
die Cholesky-Vektoren. Die Berücksichtigung der Permutationssymmetrie innerhalb der Implementierung
kann durch Herabsetzung der speichertechnischen Limitationen die Anwendungsgebiete potentiell deutlich
vergrößern. Die Permutationssymmetrie der Cholesky-Vektoren LJ

µν = LJ
νµ, welche für reelle Cholesky-

Vektoren der Integrale über Gauß-Funktionen existiert, ist im Magnetfeld aufgehoben. Jedoch suggeriert

(µν|σρ) =
∑

J

LJ
µνLJ∗

ρσ

=
∑

J

LJ∗
νµLJ

σρ ,
(3.10)

dass die Cholesky-Vektoren eine modifizierte Symmetrie aufweisen. Aus der Permutationssymmetrie folgt,
dass die Symmetrierelation

L
J→|µν)
σρ = L

J ′→|νµ)∗
ρσ (3.11)

gilt, wobei J der Produktdichte |µν) und J ′ der konjugierten Produktdichte |νµ) zugeordnet wird. Im
Folgenden wird diese Schreibweise verwendet, ohne die explizite Zuordnung zum Indexpaar zu zeigen. Die
Zerlegung im Ein- oder Zwei-Schritt-Verfahren aus Abschnitt 3.1.1 und 3.1.2 liefert Vektoren, welche eine
solche Permutationssymmetrie nicht aufweisen. Das folgt daraus, dass die konjugierten Produktdichten
durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung nicht gleichrangig behandelt werden.III Um eine gleichrangige
Behandlung zu gewährleisten, wird alternativ eine symmetrische Orthogonalisierung der Produktdichten
gewählt. Zum Erhalt der Permutationssymmetrie müssen folglich die Bestimmungsgleichungen der Cholesky-
Vektoren modifiziert werden. Die Einführung dieses symmetrischen Ansatzes erfolgte im Rahmen der
vorliegenden Arbeit in Referenz 107 und wird im Folgenden vorgestellt. Das entsprechende Fließschema
ist vereinfachtIV in Abbildung 3.5 dargestellt.
Zunächst verläuft der Algorithmus analog zum Ein-Schritt-Verfahren. Hierbei wird das maximale Element
der Diagonale als Pivotelement bestimmt und die zugehörige Integralspalte berechnet. Die Integralspalte
wird anschließend durch die Beiträge der vorher bestimmten Vektoren nach Gleichung 2.105 aktualisiert.
Dieser Schritt entspricht einer partiellen Gram-Schmidt-Orthogonalisierung bezüglich des Raums, welcher
durch die Vektoren aufgespannt wird. Im Gegensatz zum Ein-Schritt-Verfahren wird nun im nächsten
Schritt zwischen reellen und komplexen Produktdichten |µν) unterschieden. Für reelle Produktdichten
IIIIst die erste gefundene Produktdichte |µν) mit dem assoziierten Diagonalelement (µν|νµ), dann hätte, aufgrund der

Äquivalenz der Diagonaleinträge, gleichermaßen die Produktdichte |νµ) mit (νµ|µν) als Pivotelement gewählt werden
können. Wird nun der Cholesky-Vektor bezüglich J → |µν) gebildet und die Diagonale aktualisiert, dann wird im
Allgemeinen die Äquivalenz der aktualisierten Diagonalelemente aufgehoben. Es gilt ˜(µν|νµ) ̸= ˜(νµ|µν).

IVDie tatsächliche Implementierung folgt einem partial-pivoting-Algorithmus.
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Abb. (3.5): Fließschema zur Bestimmung symmetrisierter Cholesky-Vektoren der Zweielektronenintegralmatrix über
London-Orbitale.
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gilt für den entsprechenden Integralsatz eine achtfache Permutationssymmetrie, während für komplexe
Produktdichten weiterhin eine vierfache Permutationssymmetrie vorliegt. Reelle Produktdichten treten
folglich auf, wenn die Identität

˜(µν|νµ)− ˜(µν|µν)≤ 10−12 (3.12)

erfüllt ist. Dies kann, auch wenn im Magnetfeld im Allgemeinen eine vierfache Permutationssymmetrie
gilt, aus numerischen Gründen oder auch aus Symmetriegründen auftreten. Hierbei ist beispielsweise die
Differenz exakt null, wenn beide Basisfunktionen ωµ und ων am selben Kern zentriert sind, da sich in
diesem Fall die magnetfeldabhängigen Phasenfaktoren der London-Orbitale aufheben:

|µν) = e
i
2 B×(Rµ−Rν)·rχµχν ∈ R für Rµ = Rν . (3.13)

Ebenfalls verschwindet die Differenz, wenn die beiden Vektoren, welche in das Kreuzprodukt eingehen,
parallel zueinander stehen:

k = 1
2B× (Rµ−Rν) = 1

2

 0
0

Bz

×
 0

0
Rµ,z−Rν,z

= 0 . (3.14)

Gilt eine Produktdichte nach obigen Kriterium als reell, dann wird analog zum Ein-Schritt-Algorithmus
eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung nach Gleichung 2.105 durchgeführt. Dies führt zu einem Satz an
Cholesky-Vektoren, welche die reelle Permutationssymmetrie LJ

µν = LJ
νµ aufweisen.

Für die komplexen Produktdichten muss ein alternativer Ansatz gewählt werden. Während die Ortho-
gonalisierung der Gleichung 2.105 die komplexen Produktdichten bezüglich aller vorher bestimmten
Produktdichten orthogonalisiert, sind sie zu diesem Zeitpunkt noch untereinander linear abhängig. Um die
Permutationssymmetrie nicht zu brechen, muss nun das konjugierte Paar gleichrangig behandelt werden.
Eine sukzessive Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist folglich keine Option. Anstelle dessen wird eine
symmetrische Orthogonalisierung durchgeführt:(

LJ
σρ

LJ ′
σρ

)
= S−1/2

(
˜(µν|σρ)
˜(νµ|σρ)

)
. (3.15)

Dadurch wird ein zweiter Satz an Cholesky-Vektoren erhalten, welche die Symmetrierelation LJ
σρ = LJ ′∗

ρσ

aufweisen. Es ist zu beachten, dass die Summe bei der partiellen Orthogonalisierung nach Gleichung 2.105
beide Sätze an Cholesky-Vektoren J und J ′ einschließt. Die Orthogonalisierungsmatrix S ist gegeben
durch die Überlappmatrix in der Coulomb-Metrik

S =
(

˜(µν|νµ) ˜(µν|µν)
˜(νµ|νµ) ˜(νµ|µν)

)
. (3.16)

Die inverse Wurzel der Überlappmatrix ist durch Diagonalisierung zugänglich. Es gilt

S
− 1

2
D =


(

˜(µν|νµ)+ ˜(µν|µν)
)−1/2

0

0
(

˜(νµ|µν)− ˜(νµ|νµ)
)−1/2

 . (3.17)
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Tab. (3.2): Vergleich der vorgestellten Cholesky-Algorithmen hinsichtlich der Anzahl der Vektoren und des virtuellen
Speichers (in MB), der für den vollständigen Satz an Cholesky-Vektoren erforderlich ist. Die Tabelle wurde
mit Erlaubnis der Referenz [J. Gauss et al., Mol. Phys. 121, e2101562 (2023)] entnommen und modifiziert.
© 2023 Taylor & Francis Group. Nachdruck mit Genehmigung von Informa UK Limited, handelnd unter
Taylor & Taylor & Francis Group, http://www.tandfonline.com

CD Symmetrisierte CD
Molekül δ Basis (N) B/ B0 NCH Speicher/MB NCH NR

CH Speicher/MB

Ethan 5 cc-pVTZ (144)
0,1 1150 364 1213 663 (54,5 %) 179
0,5 1250 396 1284 640 (49,8 %) 204
1,0 1354 429 1360 610 (44,9 %) 216

Corannulen
-Dianion 4 unc-cc-pVDZ (590) 0,1a 2938 15606 3077 2425 (78,8 %) 8183

0,1b 2991 15887 3147 2389 (75,9 %) 8369
Retinal 4 unc-cc-pVDZ (742) 0,1 3636 30546 3878 2946 (76,0 %) 16307

a senkrechte Ausrichtung des Magnetfelds
b parallele Ausrichtung des Magnetfelds

Im Falle von fast reellen Paaren, in denen die Differenz im Nenner sehr klein wird, divergiert der Eigenwert.
Um diese numerischen Probleme abzufangen, wird der Eigenwert Null gesetzt, wenn die Differenz kleiner
als 10−10 ist.V

Im Folgenden werden der originale Ein-Schritt-Algorithmus und der hier vorgestellte Algorithmus zur
Bestimmung der symmetrisierten Cholesky-Vektoren bezüglich ihrer Effizienz verglichen. Konkret wird die
Anzahl der benötigten Cholesky-Vektoren und der hierfür erforderliche Speicherplatz gegenübergestellt.
Hierzu wurden zur Berechnung drei Systeme aus Referenz 106 gewählt: Ethan (C2H6) in der cc-pVTZ-
Basis mit einem Magnetfeld unterschiedlicher Stärke, das entlang der CC-Bindungsachse ausgerichtet
wurde, sowie das Corannulen-Dianion (C20H 2–

10 ) und Retinal (C20H28O), jeweils in der unc-cc-pVDZ-
Basis. Das Präfix „unc“ bezeichnet unkontrahierte (uncontracted) Versionen der hier verwendeten korrela-
tionskonsistenten Dunning-Basissätze.92

Tabelle 3.2VI zeigt, dass für alle Systeme im Vergleich zum originalen Algorithmus eine etwas höhere
Anzahl an Cholesky-Vektoren erhalten wird. Dies ist grundsätzlich zu erwarten, da im Gegensatz zum
originalen Verfahren für jede komplexe Produktdichte |µν) auch die konjugierte Produktdichte |νµ) zur
Cholesky-Basis hinzugefügt wird. Der Anstieg ist jedoch gering und beträgt in allen Fällen lediglich wenige
Prozent.VII Die Gesamtzahl der Vektoren gegeben aus der Summe der Anzahl an reellen und komplexen
Vektoren (NCH = NR

CH + NC
CH) setzt sich dabei zu einem großen Anteil aus reellen Produktdichten

zusammen. Für Corannulen zeigt sich beispielsweise, dass mehr als 76 % der Produktdichten reell sind. Die
Speicherung der reellen Vektoren benötigt ausschließlich die Hälfte des Speicherbedarfs, da aufgrund der
Permutationssymmetrie die Indices nach µ≤ ν begrenzt werden können. Aus diesem Grund sind, obwohl
formal mehr Vektoren abzuspeichern sind, die Anforderungen an den Speicherbedarf deutlich geringer.
Folglich beträgt der Speicherbedarf, beispielsweise erneut für das Corannulen-Dianion, anstelle von 16 GB
nur noch etwas mehr als 8 GB. Dies vergrößert die Anwendbarkeit der Cholesky-Zerlegung, da der
VDies entspricht keinem Übergang zu reellen Vektoren, da die Transformationsmatrizen, die Eigenvektoren von S, unverändert

bleiben.
VIDurch eine Änderung der Normierung der d-Funktionen durch Prof. Jürgen Gauss ist die Anzahl an Vektoren in der aktuellen

Programmversion leicht gesunken. Die Resultate im Vergleich zwischen originalem und symmetrisiertem Algorithmus
bleiben jedoch gültig.

VIIDer Symmetriebruch ˜(µν|νµ) ̸= ˜(νµ|µν) des originalen Algorithmus führt dazu, dass das aktualisierte Diagonalelement
˜(νµ|µν) kleiner als die Cholesky-Schranke werden kann und somit das Indexpaar |µν), nicht aber das Indexpaar |νµ), der

Cholesky-Basis hinzugefügt wird. Dies geschieht jedoch ausschließlich bei Elementen, welche nahe an der Schranke liegen.
In allen anderen Fällen fügt auch der originale Algorithmus die konjugierte Produktdichte der Cholesky-Basis zu.
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gesamte Satz von Vektoren während der Laufzeit im Speicher gehalten werden kann. Dabei ist besonders
hervorzuheben, dass diese Einsparungen ebenfalls für korrelierte Rechnungen gelten, in denen die Cholesky-
Vektoren verwendet werden, welche in die Molekülorbitalbasis transformiert wurden. Des Weiteren kann
festgestellt werden, dass das Verhältnis von reellen zu komplexen Produkten zu einem signifikanten Anteil
unabhängig von der Stärke und Ausrichtung des angelegten Magnetfeldes ist. Beispielsweise sind, wie
oben diskutiert, die Produktdichten immer reell, wenn sie ein gemeinsames Zentrum aufweisen.
Die Ausnutzung der Permutationssymmetrie spart nicht nur Speicher, sondern besitzt zudem das Potential,
den Rechenaufwand zu reduzieren. Dies ist hier am Beispiel des Aufbaus der Fock-Matrix gezeigt. Für
RHF gilt

Fµν = hµν +
M∑
σρ

Dσρ

(
(µν|σρ)− 1

2(µρ|σν)
)

. (3.18)

Der Coulombanteil kann dabei im Rahmen der Cholesky-Zerlegung durch

F C
µν =

NCH∑
J

LJ
µνfJ mit fJ =

M∑
σρ

DσρLJ∗
ρσ (3.19)

bestimmt werden. Sind die Cholesky-Vektoren symmetrisiert, dann lassen sich die Integrale über

(µν|σρ) =
NR

CH∑
J

LJ
µνLJ

σρ +
NC

CH∑
J

LJ
µνLJ∗

ρσ +
NC

CH∑
J ′

LJ ′
µνLJ ′∗

ρσ (3.20)

darstellen und ergeben somit für den Aufbau der Fock-Matrix

F C
µν =

NR
CH∑
J

LJ
µνfJ

1 +
NC

CH∑
J

LJ
µνfJ

2 +
NC

CH∑
J ′

LJ ′
µνfJ ′∗

2 , (3.21)

fJ
1 = 2

M∑
σ≤ρ

DσρLJ
σρ−

M∑
σ

DσσLJ
σσ , (3.22)

fJ
2 =

M∑
σρ

DσρLJ∗
ρσ . (3.23)

Auf diese Weise wird auch die Rechenzeit für den Coulombbeitrag annähernd halbiert, da zum einen
f1 durch eine begrenzte Summation aufgebaut werden kann und zum anderen f2 ausschließlich für
einen Satz an komplexen Vektoren, jedoch nicht erneut für das konjugierte Paar, aufgebaut werden
muss. Im Gegensatz dazu erlaubt die Ausnutzung der Permutationssymmetrie jedoch keine effizientere
Faktorisierung des Austauschbeitrags. Während der Coulombbeitrag mit O(N2NCH) durch Ausnutzung der
Permutationssymmetrie einen um einen Faktor von zwei kleineren Vorfaktor erhält, ist der Austauschbeitrag
der limitierende Schritt, welcher weiterhin mit O(N2NCHO) skaliert. Gleiches gilt insbesondere auch für
die CC-Methoden, in der ausschließlich Coulomb-ähnliche Beiträge effizienter berechnet werden können.
Insgesamt ergeben sich für eine Hartree-Fock-Iteration einer Rechnung am Corannulen-Dianion die
tatsächlichen Einsparungen mit einer Reduktion der Rechenzeit von 3,6 s auf 3,2 s.VIII Zusammenfassend
führt die Verwendung symmetrisierter Vektoren (auf Kosten neuer Softwareimplementierungen) zu einer
deutlichen Abnahme des Speicheraufwands und einer moderaten Verringerung des Rechenaufwands.

VIIIBerechnet auf zwölf physischen Kernen der Intel® Xeon® CPUs E5-2643 v4 @ 3,40GHz.
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Tab. (3.3): Vergleich der vorgestellten Cholesky-Algorithmen hinsichtlich der Anzahl der Vektoren.

CD Symmetrisierte CD
Molekül δ Basis (Nbas) B/ B0 NCH NCH NR

CH

Ethan (Ci) 5 cc-pVTZ (144)
0,1 966 1233 393 (31,9 %)
0,5 1062 1248 380 (30,5 %)
1,0 1196 1370 378 (27,6 %)

Benzol (C2h) 5 cc-pVTZ (264) 0,1 1706 2535 269 (10,6 %)

Allerdings verändert sich die vorliegende Situation bei Verwendung der Punktgruppensymmetrie. In
Tabelle 3.3 sind für die symmetrischen Moleküle Ethan und Benzol erneut die Anzahl der Vektoren
aufgelistet. Bei Ersterem liegt erneut ein Magnetfeld entlang der CC-Bindungsachse und bei Letzterem
ein Magnetfeld senkrecht zu Molekülebene an. Die Rechnungen wurden unter Berücksichtigung der
entsprechenden Punktgruppe Ci beziehungsweise C2h durchgeführt. In diesen Fällen wird für viele reelle
Paare das Kriterium in Gleichung 3.12 gebrochen. Aufgrund dessen sind nun, im Gegensatz zu den
Ergebnissen von Tabelle 3.2, die meisten Vektoren komplex. Dies bedeutet, dass der komplexe Vektor
und sein konjugiertes Paar und damit insgesamt deutlich mehr Vektoren der Cholesky-Basis hinzugefügt
werden. Dies hat zur Folge, dass die Cholesky-Darstellung der Integrale nicht mehr kompetitiv zum
originalen Algorithmus ist.
Eine potentielle Begründung für diese Veränderung soll anhand des Wasserstoffmoleküls H2 in der
minimalen Basis gezeigt werden. Wird je ein s-Orbital pro Wasserstoffatom angenommen (s1 und s2),
dann existieren in der symmetrieadaptierten Basis zwei Linearkombination

σ± = 1
2(s1±s2) . (3.24)

Während zuvor die Integrale (s1s1|s1s1) aufgrund der Tatsache, dass alle Funktionen am selben Kern
zentriert sind, ein reelles Indexpaar enthielten, gilt dies nicht mehr zwangsläufig innerhalb der symmetrie-
adaptierten Basis. Beispielsweise gilt für das Integral (σ+σ+|σ+σ+)

(σ+σ+|σ+σ+) = 1
8

2∑
ijkl

(sisj |sksl) (3.25)

und somit insbesondere
(σ+σ+|σ+σ+)← 1

8 (s1s2|s1s2) . (3.26)

Dies entspricht einer Beimischung eines Integrals, dessen Indexpaare nicht mehr am selben Kern zentriert
sind. Es wird vermutet, dass aufgrund dieser Integralstruktur nun die meisten Indexpaare komplex
werden.

Eine weitere Fragestellung, neben der Ausnutzung der Punktgruppensymmetrie, ist die Erweiterung der
hiesigen Entwicklungen auf einen Zwei-Schritt-Algorithmus, welcher aufgrund seiner Effizienz bevorzugt
wird. Die Verwendung des hier vorgestellten Algorithmus für den ersten Schritt ist problemlos umsetzbar.
Allerdings sind die Auswirkungen des zweiten Schritts auf die Permutationssymmetrie noch offen und
fordern im Rahmen künftiger Arbeiten weitere Untersuchungen.
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3.2. Integralberechnung

Die Bestimmung der Cholesky-Vektoren erfordert selbstverständlich die Berechnung der Zweielektronen-
integralmatrix bzw. einzelner Blöcke dieser. In vielen Fällen ist die Rechenzeit der Cholesky-Zerlegung
aufgrund des hohen Vorfaktors der Integralberechnung durch diese dominiert, auch wenn die Zerlegung
selbst mit O(N2

CHN2) formal ungünstiger skaliert. Aus diesem Grund ist eine numerisch stabile und effizi-
ente Integralberechnung ausschlaggebend. Dies wird in den zwei folgenden Implementierungsabschnitten
erläutert. Zunächst wird die effiziente und numerisch stabile Berechnung der komplexen Boys-Funktion
vorgestellt und anschließend werden effiziente Screening-Varianten diskutiert.

3.2.1. Auswertung der komplexen Boys-Funktion

<latexit sha1_base64="raDzE89AlRthV1C83vLOi/RIKNY="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="rvX9Vt9PwjAq0Pgli4Ij2bSGI0M="></latexit>

G1
<latexit sha1_base64="Hx8OzwlKfOmj/3KrLL79hiIPd1M="></latexit>

G2/G3
<latexit sha1_base64="10nVFKTWZ819mIHVKCseVe0LxzI="></latexit>

F2/F3

<latexit sha1_base64="ZKXai6USu9JAiztisQH3+YYYWrQ="></latexit>

R(z)

<latexit sha1_base64="0FIt/3RnOIxZB607c46Navl7tUU="></latexit>

I(z)

Abb. (3.6): Schematische Darstellung des Gültigkeitsbereichs der Algorithmen zur Auswertung der Boys-Funktion.
Zusätzlich ist die Berechnung der Boys-Funktion auf einem Hilfsgitter gezeigt.

Die Auswertung der komplexen Boys-Funktion ist, wie in Abschnitt 2.2 behandelt, für die Berechnung
der Zweielektronenintegrale notwendig. Werden die Integrale über Gauß-Funktionen berechnet, sind die
Integrale reell, das Argument der Boys-Funktion ist immer positiv und die Boys-Funktion selbst ist
beschränkt. Bei der Verwendung von London-Orbitalen hingegen gelten diese Eigenschaften nicht mehr.
Die Integrale sind komplex und das nun ebenfalls komplexe Argument der Boys-Funktion kann negativ
werden. Dies hat zwei Konsequenzen für die technische Implementierung:

1. Die numerischen Probleme aufgrund der negativen Argumente und der somit divergierenden Boys-
Funktion müssen umgangen werden.

2. Die Entwicklung effizienter Algorithmen zur Berechnung der Boys-Funktion innerhalb des gesamten
komplexen Zahlenraums ist erforderlich.

Die numerische Instabilität des ersten Punkts resultiert aus der Divergenz der Boys-Funktion für negative
Argumente, während gleichzeitig die Terme KP und KQ um dasselbe Maß sinken. Eine Multiplikation
einer sehr großen mit einer sehr kleinen Zahl führt, aufgrund der endlichen Darstellung der signifikanten
Stellen der Fließkommazahlen, zu numerischen Ungenauigkeiten. Durch die Einführung der Hilfs-Boys-
Funktion kann die numerische Stabilität wiederhergestellt werden. Die exponentielle Skalierung wird aus
der Boys-Funktion herausgelöst und mit den Vorfaktoren KP und KQ verrechnet. Es ist hierbei essentiell,
dass die Exponenten zuerst addiert werden, bevor der Exponentialwert ausgewertet wird. Da insgesamt
die Ungleichung

∣∣KP KQe−z
∣∣≤ 1 gilt, sorgt dies für einen numerisch stabilen Algorithmus. Zudem ist die

Hilfs-Boys-Funktion nicht mehr divergent, sondern beschränkt, wodurch deren Berechnung numerisch
stabil wird.
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Tab. (3.4): Liste der Cfour -Schlüsselwörter zur Kontrolle der Funktionsweise der Berechnung der Boys-Funktion.

Schlüsselwort Optionen Standardwert Funktion

CBOYS
ON

OFF Ein- und Ausschalten der Verwendung
der Hilfs-Boys-FunktionOFF

CBOYS_GRID
ON
OFF

OFF
Verwendung der F2/G2-Algorithmen
zur Berechnung der Boys-Funktion auf
einem Gitter

Der zweite Punkt - die Auswertung der Boys-Funktion - verläuft über numerische Integrationsverfahren.
Hierzu wurde von Ishida176 für den gesamten komplexen Raum eine Reihe an Algorithmen entwickelt, wel-
che (a) numerisch stabil sind und (b) die Double-Precision-Genauigkeit gewährleisten. Abbildung 3.6 zeigt
die Gültigkeitsbereiche der jeweiligen Algorithmen. Mithilfe der F -Algorithmen erfolgt die Bestimmung
der Boys-Funktion für positive Argumente (ℜ(z) ≥ 0), während mithilfe der G-Algorithmen die Hilfs-
Boys-Funktion für negative Argumente (ℜ(z) < 0) bestimmt wird. In Analogie zu Referenz 72 werden
die Algorithmen F2/F3 für 0≤ ℜ(z)≤ 40 sowie 0≤ ℑ(z)≤ 40 verwendet. In allen anderen Fällen wird
der F1-Algorithmus herangezogen. Analog hierzu gelten die Algorithmen G2/G3 innerhalb des Bereichs
0≤ℜ(−z)≤ 60 sowie 0≤ℑ(−z)≤ 60 und G1 andernfalls. Außerdem ist zu beachten, dass die Relation
Fm(z∗) = Fm(z)∗ gilt, was bedeutet, dass jeder Algorithmus zur Berechnung der Boys-Funktion generell
positive Imaginärteile (ℑ(z)≥ 0) annehmen kann.

Ishida176 verwendet zur Lösung der numerischen Algorithmen der Boys-Funktion einen reellen Pro-
grammcode und stellt separate Gleichungen für Real- und Imaginärteil vor. In Anhang A.2 werden die
Gleichungen in kompakter Form in der komplexen Notation wiedergegeben. Diese Algorithmen wurden
innerhalb von Cfour in dem Integralprogramm mint im Modul crnlm implementiert. Die Schlüsselwörter
zur Kontrolle des Programmablaufs sind in Tabelle 3.4 zusammengefasst. Die Schlüsselwörter CBOYS und
CBOYS_GRID steuern die Berechnung der Boys-Funktion. Mit CBOYS kann die Verwendung der Hilfs-Boys-
Funktion ein- oder ausgeschaltet werden. Das Schlüsselwort CBOYS_GRID aktiviert die F2/G2-Algorithmen
zur Berechnung der Boys-Funktion auf einem Gitter.

3.2.2. Integralscreening

In Abschnitt 3.2.2 wurden drei approximative Varianten zum Vorfaktor-Screening der Integrale eingeführt.
Diese sind das in der Literatur63,73 bekannte Überlapp-Screening und die in Referenz 177 vorgeschla-
genen Varianten des harmonischen und erweiterten Screenings. Diese wurden von dem Autor in dem
Programmpaket Cfour implementiert. Die Tabelle 3.5 zeigt die entsprechenden Parameter zur Kontrolle
des Programmablaufs.

Tab. (3.5): Liste der Cfour -Schlüsselwörter zur Kontrolle der Funktionsweise des Vorfaktor-Screenings.

Schlüsselwort Optionen Standardwert Funktion

PREFAC
OFF

OFF Auswahl der Screening-VariantenEXPONENT
ENHANCED

PREFAC_TOL τ τ = 12 Screening-Kriterium 10−τ
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Für die Integralberechnung nach Gleichung 2.72 werden für jedes Schalenpaar P , bestehend aus den Scha-
len A und B, die Zwischengrößen ŨP , d.h. der Überlapp der London-Orbitale, benötigt. Typischerweise
ist die Dimension dieser Größe durch das Produkt der Basisfunktionen NP = NANB gegeben. Über das
Screening können die Paare an primitiven Funktionen aus ŨP entfernt werden, deren Beitrag bezüglich der
nach dem Schlüsselwort PREFAC gewählten Screening-Variante bis auf das Toleranzkriterium PREFAC_TOL

vernachlässigbar ist. Dies geschieht, indem zunächst alle relevanten Paare an primitiven Funktionen
ermittelt werden. Im Anschluss wird ŨP für diese Auswahl an primitiven Funktionen aufgebaut und
die Anzahl an primitiven Paaren NP überschrieben. Da die nicht-relevanten Paare verworfen wurden,
gilt im Allgemeinen NP ≤NANB . Auf diese Weise kann das weitere Programmpaket ohne zusätzliche
Modifikationen fortfahren.
Eine konzeptionell ähnliche Implementierung wurde parallel hierzu von Ansgar Pausch in Turbo-
mole194–196 realisiert. Diese Implementierung erlaubt integral-direkte RHF- beziehungsweise DFT-
Rechnungen,72,181–183 auf welche in Abschnitt 3.2.2.1 noch näher eingegangen wird.

Im Folgenden wird zunächst gemäß Referenz 177 die Leistungsfähigkeit der Screening-Methoden geprüft
und eine Validierung der Fehlerkontrolle vorgenommen. Hierzu wurde zunächst ein Modellsystem einer
linearen Kette von sechs äquidistanten Heliumatomen in einem senkrecht dazu ausgerichteten Magnetfeld
gewählt.IX Für jedes Heliumatom wurde der unkontrahierte, augmentierte Dunning-Basissatz unc-aug-cc-
pVTZ92,93 verwendet, welcher zusätzlich um eine primitive s-Funktion mit einem variablen Exponenten αµ

erweitert wurde. Dieses System wurde so konstruiert, dass der Abstand der Atome d, das Magnetfeld B

sowie der Exponent αµ variiert werden kann. Auf diese Weise ist es möglich, das Auftreten negativer
komplexer Argumente der Boys-Funktion nach Gleichung 2.75 zu erzwingen und das Verhalten der
Screening-Varianten in diesen Fällen zu prüfen. Als Ausgangsbedingungen wurde eine magnetische
Feldstärke von B = 0,3B0, ein Abstand von d = 3a0 zwischen den benachbarten Atomen und ein Exponent
von αµ = 1 für die Zusatzfunktion gewählt. Dann wurden diese drei Parameter einzeln variiert, während
die anderen beiden Parameter festgehalten wurden.X

Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.7 präsentiert. Die obere Reihe 3.7(A.1)-(C.1) zeigt den Wert des
größten verworfenen Integrals und somit den maximalen Fehler, wohingegen die untere Reihe 3.7(A.2)-(C.2)
die Effizienz des Screenings über den Prozentsatz der verworfenen Integrale darstellt. An dieser Stelle
wurde ein unkontrahierter Basissatz verwendet. In diesem Fall wirkt das Cauchy-Schwarz-Screening und
die approximativen Screening-Varianten auf derselben Ebene, wodurch diese vergleichbar werden.
Die Studie anhand des Modellsystems verdeutlicht die in Abschnitt 3.2.2 theoretisch prognostizierten
Fehler, welche aufgrund der negativen Argumente z und des damit einhergehenden Zusammenbruchs
des Überlapp-Screenings auftreten, in numerischer Form. Die Resultate des Überlapp-Screenings zeigen,
dass bei allen drei variierten Parametern nicht vernachlässigbare Integrale entfernt werden, wodurch ein
signifikanter Fehler für die Integrale auftritt.

Die meisten der fälschlicherweise verworfenen Integrale weisen jedoch kleine Werte der entsprechenden
Elemente der Dichtematrix auf. Somit wird der Fehler in der Hartree-Fock-Energie abgeschwächt und
auch wenn die Abweichungen der Integrale mit bis zu einer Größe von 10−3 beträchtlich sind, hat dies
in vielen Fällen lediglich einen kleinen Einfluss auf die Energie: Auf diese Weise treten für das He6-
System Fehler in der Energie von etwa 1µEh auf. Beispielsweise tritt ein Fehler von 1,540 µEh für ein

IXAufgrund der astrophysikalischen Relevanz sind Heliumcluster, welche durch den senkrechten paramagnetischen Bin-
dungsmechanismus stabilisiert sind, im Rahmen quantenchemischer Untersuchungen im Bereich starker Magnetfelder von
besonderem Interesse.22,76,236,317 Die Bedeutung dieser Cluster wird in Kapitel 4.1.1 näher diskutiert.

XBei der Variation des Magnetfeldes B und des Abstands d wurde die unveränderte unc-aug-cc-pVTZ-Basis verwendet.
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Abb. (3.7): Maximaler Fehler und Prozentsatz der verworfenen Integrale einer Rechnung anhand einer linearen Kette
aus sechs Heliumatomen als Funktion der Magnetfeldstärke B, des Abstandes d und des Exponenten
αµ einer zusätzlichen s-Funktion. Die Rechnungen wurden in einer unc-aug-cc-pVTZ-Basis unter der
Verwendung eines Screening-Kriteriums von τ = 10−12 durchgeführt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis
aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. ©
2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons
Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

Feld von B = 1B0 und einen Abstand von d = 1,5a0 auf. Die Auswirkungen auf die über numerischen
Differentiation bestimmten Eigenschaften können jedoch durchaus ausgeprägter sein. Über numerische
Differentiation werden unter anderem magnetfeldabhängige Eigenschaften wie Magnetisierbarkeiten,
harmonische Frequenzen und Polarisierbarkeiten gebildet. Zum Beispiel werden Magnetisierbarkeiten
in Referenz 61 über finite Differenzen ermittelt. Unter der Voraussetzung, dass die Eigenschaft mittels
einer numerischen Methode über finite Differenzen anstelle eines analytischen Ansatzes bewertet werden
muss,XI lässt sich anhand der Fehlerfortpflanzung ableiten, dass eine Eigenschaft erster Ordnung mit
einem Fehler von µEh in der Energie einen Fehler in der dritten signifikanten Dezimalstelle aufweist,
wenn eine Schrittgröße von 10−3 angenommen wird. Für Eigenschaften zweiter Ordnung, unabhängig
von der Art der Störung, resultiert dies in einem inakzeptablen Fehler. Zusammenfassend lässt sich
festhalten, dass das Überlapp-Screening nicht für Rechnungen im Magnetfeld zu empfehlen ist, wodurch
die Notwendigkeit eines stabilen Screening-Ansatzes unterstrichen wird. Im Folgenden wird daher der
Fokus auf die verbleibenden Varianten gelegt.

XIAnalytische oder gemischt analytische und numerische Ableitungen sind wahrscheinlich nicht in diesem Ausmaß mit
solchen Fehlern behaftet.
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Abb. (3.8): Prozentsatz an verworfenen Integralen der linearen He6-Kette in einem senkrechten Magnetfeld. Die Wahl
der Parameter ist analog zum System der Abbildung 3.7, wurde jedoch in der kontrahierten Version der
verwendeten aug-cc-pVTZ-Basis durchgeführt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis aus der Referenz
[S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en).
Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC
BY) Lizenz lizenziert.

Das harmonische und das erweiterte Screening sind größtenteils identisch, da beide unter Einbeziehung des
Überlapps der Gauß-Funktionen UP die Abhängigkeit des Integralwerts mit dem Abstand der Basisfunk-
tionen und der Größe des Exponenten abdecken (Abb. 3.7(B.2) und 3.7(C.2)). Der Unterschied liegt in
dem Verhalten bezüglich des Magnetfeldes. Das harmonische Screening weist keinen magnetfeldabhängigen
Term auf und somit wird unabhängig von der Feldstärke die gleiche Anzahl von Integralen verworfen
(vgl. Abb. 3.7(A.2)). Generell gilt jedoch, dass der Betrag der Integralwerte aufgrund der druckähnlichen
Effekte starker Magnetfelder (vgl. Anhang A.1) sinkt. Dies kann schon anhand Abbildung 3.7(A.1) durch
sichtbare Abnahme des maximalen Fehlers des harmonischen Screenings gesehen werden. Der Fehler sinkt
hierbei nicht, weil das Screening qualitativ besser wird, sondern weil die Integralwerte abnehmen. Die
Integrale, die durch die Abnahme innerhalb des Magnetfeldes ebenfalls vernachlässigbar geworden sind,
können durch das erweiterte Screening entfernt werden. Dieses fügt eine Magnetfeldabhängigkeit über die
Hilfs-Boys-Funktion ein und verwirft infolgedessen mehr Integrale innerhalb starker Magnetfelder.

Als Referenz ist das Cauchy-Schwarz-Screening angegeben. Der größte Fehler dessen liegt, aufgrund
des rigorosen Screening-Kriteriums, erwartungsgemäß gerade unterhalb der gewählten Schranke von
10−12. Es weist die größte Effizienz und vor allem auch die implizite Berücksichtigung des Magnetfeldes in
Abbildung 3.7(A.2) auf. Im Vergleich dazu sind das harmonische und das erweiterte Screening approximativ
und zeigen jeweils Fehler auf, welche leicht oberhalb der gewählten Schranke sind, aber insgesamt stabil in
Bezug auf die variierten Parameter. Der Fehler ist somit, bis auf eine Größenordnung, kontrollierbar.

Die bisherigen Ergebnisse suggerieren, dass das Cauchy-Schwarz-Screening die Methode der Wahl für ein
Integralscreening ist. Denn für unkontrahierte Basissätze übertrifft das Cauchy-Schwarz-Screening alle
approximativen Screening-Verfahren sowohl hinsichtlich der Fehlerkontrolle als auch der Screeningeffizienz.
Für kontrahierte Basissätze ist dies jedoch generell nicht mehr gegeben. In diesem Fall findet das Screening
auf verschiedenen Ebenen statt (vgl. Abb. 2.4). Das Cauchy-Schwarz-Screening berücksichtigt ganze
Schalen an Integralen, während die approximativen Screening-Techniken im Allgemeinen einzelne Paare
an primitiven Funktionen heranziehen.
In Abbildung 3.8 ist die Anzahl der verworfenen Integrale für das He6-Modellsystem unter Verwendung
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Abb. (3.9): Darstellung der planaren Heliumcluster He7, He19 und He37. Benachbarte Atome weisen einen Bindungs-
abstand von 2 a0 auf.

der kontrahierten aug-cc-pVTZ-Basis aufgetragen. Das Cauchy-Schwarz-Screening entfernt einen deutlich
geringeren Anteil an Integralen als zuvor. Die Ineffizienz des Cauchy-Schwarz-Ansatzes wird deutlich,
wenn ein Integral über vier kontrahierte London-Orbitale, die jeweils aus zehn primitiven s-Funktionen
bestehen, angenommen wird. Dies ist beispielsweise in der ersten Schale der aug-cc-pVDZ-Basis für
Kohlenstoff gegeben. In diesem Fall kann der gesamte Satz an 104 Integralen durch das Cauchy-Schwarz-
Screening nicht verworfen werden, wenn mindestens ein Beitrag oberhalb des Screening-Kriteriums liegt.
Die Exponenten der primitiven Funktionen spannen dabei, wie üblich in gängigen Basissätzen, mehrere
Größenordnungen auf. Die Exponenten nehmen für die Kohlenstoff-Basis Werte zwischen 0,0469 und
6665 an. Funktionen mit großen Exponenten fallen jedoch stark ab, wodurch ein Großteil der Integrale
vernachlässigbar ist. Die zusätzliche Verwendung des harmonischen oder erweiterten Screenings kann die
primitiven Funktionen in dieser Schale entfernen und die volle Screeningeffizienz wiederherstellen.

Abschließend wurden Benchmark-Rechnungen anhand der in Abbildung 3.9 dargestellten Heliumcluster
He7, He19 und He37 in einem Magnetfeld von 0,5 B0 senkrecht zur Molekülebene durchgeführt, um die
Effizienz der Screening-Techniken anhand ausgedehnter Systeme zu prüfen. Hierzu wird in Tabelle 3.6
die Rechenzeit einer integral-direkten RHF-Iteration unter Verwendung des ano-pVTZ-Basissatzes318 für
die vorgestellten Screening-Varianten mit den Zeiten einer Referenzrechnung ohne jegliches Screening
verglichen. Dabei werden die Screening-Varianten sowohl unter Verwendung unkontrahierter als auch
kontrahierter Basissätze betrachtet. Zunächst ist festzuhalten, dass, wie aufgrund der exponentiellen Ab-
standsabhängigkeit zu erwarten, alle Screening-Verfahren mit zunehmender Systemgröße leistungsfähiger
werden. Bei unkontrahierten Basissätzen schneiden, in Übereinstimmung mit den Ergebnissen des He6-
Modellsystems, die approximativen Screening-Verfahren insgesamt schlechter ab als das Cauchy-Schwarz-
Screening, welches in allen Fällen zu einer signifikanten Verbesserung führt, die ihr Maximum bei He37
mit einem Geschwindigkeitszuwachs von mehr als 75 % erreicht. Im Gegensatz dazu übertreffen die appro-
ximativen Screening-Verfahren das Cauchy-Schwarz-Screening unter Verwendung des stark kontrahierten
ano-pVTZ-Basissatzes deutlich. Während das Cauchy-Schwarz-Screening quasi keine Verbesserung der
Rechenzeit aufweist, führen sowohl das harmonische als auch das erweiterte Screening zu erheblichen
Geschwindigkeitssteigerungen. Somit lassen sich für He37 durch die Anwendung einer der beiden approxi-
mativen Screening-Techniken fast 80 % der Rechenzeit einsparen. Hier benötigen das harmonische und das
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Tab. (3.6): Rechenzeiten einer direkten RHF-Iteration unter Verwendung des ano-pVTZ-Basissatzes für die planaren
Heliumcluster He7, He19 und He37 in einem senkrecht zur Molekülebene ausgerichteten Magnetfeld von
0,5 B0. Die Berechnungen wurden von Ansgar Pausch auf einem einzelnen Prozessor vom Typ Intel® Xeon®

E5-2687W v4 @ 3,00GHz in einer Entwicklerversion von Turbomole,194–196 welche auf Version V7.7.1
basiert, durchgeführt. Die Zeitangaben relativ zu einer Berechnung ohne Screening sind in Klammern
angegeben. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161,
024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders
angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

He7 He19 He37
B/ B0 Screening-Variante t/s t/s t/s

unkontrahiert 0,5

- 24 (100 %) 1337 (100 %) 19955 (100 %)
Cauchy-Schwarz 16 (66,7 %) 543 (40,6 %) 4837 (24,2 %)

Harmonisch 20 (83,3 %) 816 (61,0 %) 8953 (44,9 %)
Erweitert 20 (83,3 %) 818 (61,2 %) 8985 (45,0 %)

Cauchy + Erweitert 16 (66,7 %) 574 (42,9 %) 5064 (25,4 %)

kontrahiert 0,5

- 62 (100 %) 4032 (100 %) 62353 (100 %)
Cauchy-Schwarz 62 (100 %) 4026 (99,9 %) 62202 (99,8 %)

Harmonisch 32 (51,6 %) 1324 (32,8 %) 13419 (21,5 %)
Erweitert 32 (51,6 %) 1324 (32,8 %) 13431 (21,5 %)

Cauchy + Erweitert 32 (51,6 %) 1330 (33,0 %) 13455 (21,6 %)

erweiterte Screening vergleichbare Zeiten. Das erweiterte Screening übertrifft das harmonische Screening
lediglich bei einem sehr starken Magnetfeld, wie Referenz 177 für eine Feldstärke von 2,5 B0 zeigt. Aber
selbst dann ist der Geschwindigkeitszuwachs mit etwa 0,2 % gering. Der Zeitunterschied ist folglich bei
keinem der hier vorgestellten Systeme signifikant. Letztlich schneiden beide approximativen Varianten
ähnlich gut ab.
Eine Kombination des Cauchy-Schwarz-Screenings mit einem approximativen Screenings liefert die best-
mögliche Screeningeffizienz für die Zweielektronenintegrale über London-Orbitale, unabhängig davon,
ob ein kontrahierter oder ein unkontrahierter Basissatz verwendet wird. Während Ersteres die beste
Wahl für unkontrahierte Basissätze ist, können approximative Screening-Techniken zu einer signifikanten
Effizienzsteigerung für stark kontrahierte Basissätze, wie den in dieser Studie verwendeten ano-pVTZ-
Basissatz, führen. Aus diesem Grund ist die Kombination beider Ansätze, also die Kombination des
Cauchy-Schwarz-Screenings mit entweder dem harmonischen oder dem erweiterten Screening, bevorzugt.

Um das Kapitel abzuschließen, folgt ein Nachwort zu den Basissätzen, die für Berechnungen in Gegen-
wart starker externer Magnetfelder verwendet werden. Die durch das Magnetfeld induzierte Anisotropie
sollte durch den Basissatz korrekt abgedeckt werden.76,88 Dies ist durch die standardmäßig verwendeten
Basisfunktionen generell nicht gegeben, sodass zu diesem Zeitpunkt in der Praxis daher anstelle dessen
überwiegend unkontrahierte Basissätze verwendet werden, um die notwendige Flexibilität zu gewährleis-
ten. Unter diesen Umständen erscheint ein Screening kontrahierter Basissätze im Magnetfeld zunächst
widersprüchlich. Die Vorteile der hier vorgestellten Entwicklungen zeigen sich jedoch auch in anderen
Fällen:

1. Perspektivisch können zukünftige Entwicklungen eine Einführung kontrahierter anisotroper Basis-
sätze, die für starke Magnetfelder parametrisiert sind, ermöglichen.17,89,90

2. Die Vorteile des Screenings zeigen sich immer für Integralalgorithmen, welche mehrere Basisfunktionen
in einer Schale zusammenfassen, unabhängig davon, ob der Basissatz in einer kontrahierten oder
unkontrahierten Form vorliegt.
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Der zweite Punkt wurde bereits im Abschnitt 2.2.2 aufgegriffen. Die Diskussion zeigte, dass die meis-
ten Integralalgorithmen quantenchemischer Programmpakete auf ein bestimmtes Kontraktionsschema
zugeschnitten sind, was sich wiederum in ihrer Effizienz bei der Handhabung der jeweiligen Basissätze
widerspiegelt. Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung innerhalb von Cfour basiert auf dem
General-Contraction-Schema. Bei diesem werden mehrere Basisfunktionen mit gleichem Drehimpuls in
einer Schale gruppiert, um die Effizienz des zugrundeliegenden Integralalgorithmus zu maximieren. Die-
se Gruppierung mehrerer Basisfunktionen in einer Schale wird dabei sowohl für kontrahierte als auch
unkontrahierte Basissätze durchgeführt. Der tatsächliche Effizienzgewinn durch die Gruppierung eines
unkontrahierten Basissatzes kann anhand des Modellsystems He6 numerisch verdeutlicht werden. Dazu
wurde eine Berechnung unter Verwendung der unc-aug-cc-pVTZ-Basis mit jeweils einer Basisfunktion pro
Schale durchgeführt und mit einer Berechnung, bei der alle Basisfunktionen desselben Drehimpulses in
jeweils einer Schale gruppiert sind, verglichen. Die aug-cc-pVTZ-Basis (7s3p2d) besteht aus 12 primitiven
Basisfunktionen, welche drei verschiedene Drehimpulse aufweisen. Somit existieren im ersten Fall für das
Modellsystem aus sechs Heliumatomen insgesamt 72 Schalen, deren Berechnung 178s benötigt, während
im zweiten Fall insgesamt 18 Schalen auftreten, welche eine Rechenzeit von 58s erfordern.XII Dies zeigt
zunächst, dass die Verwendung des General-Contraction-Schemas einem Segmented-Contraction-Schema
vorzuziehen ist. Zudem gelten für das General-Contraction-Schema, unabhängig davon, ob ein kontra-
hierter oder unkontrahierter Basissatz verwendet wird, alle oben genannten Argumente, insbesondere die
Effizienz der approximativen Screening-Varianten, wenn mehrere Basisfunkionen in einer Schale behandelt
werden.

3.2.2.1. Integral-direktes Screening

Die hier vorgestellten Berechnungen der großen Heliumcluster beziehen sich auf eine einzige Iteration einer
integral-direkten RHF-Rechnung, bei der alle relevanten Zweielektronenintegrale genau einmal berechnet
werden. Ein integral-direkter Algorithmus umgeht die vollständige Abspeicherung der Zweielektroneninte-
grale, indem eine Untermenge dieser ausschließlich bei Bedarf dynamisch berechnet wird und nach der
Bestimmung seines Beitrags wieder verworfen wird. Auf diese Weise müssen die Zweielektronenintegrale
in jeder Iteration erneut aufgebaut werden, wodurch insgesamt auf Kosten eines höheren Rechenaufwands
der Speicherbedarf reduziert wird. Eingeführt wurde diese Idee erstmals im Rahmen der Hartree-Fock-
Theorie. Diese Idee wurde dann später auch für DFT-Rechnungen übernommen.72,181–183 Es folgten
integral-direkte Algorithmen für die Berechnung der Møller-Plesset-Störungstheorie zweiter Ordnung
(MP2)314 und direkte CC-Implementierungen,319–321 aber auch Arbeiten zu verschiedenen molekularen
Eigenschaften, wie die der geometrischen Gradienten.59,73,99,118,315

In einem integral-direkten Algorithmus ist es zusätzlich möglich, nicht nur die Integrale, sondern auch
das Produkt des Integrals mit den jeweiligen Elementen der Dichtematrix beziehungsweise Differenzdich-
tematrix abzuschätzen.72,181–183 Auf diese Weise wird die Berechnung von Integralen, deren Beiträge
aufgrund der sehr kleinen, korrespondieren Dichtematrixelemente verschwinden, umgangen. Es existieren
zwei Möglichkeiten dies zu realisieren. Die erste Variante folgt einem Algorithmus, der zunächst die
Zweielektronenintegrale aufstellt und anschließend eine Tensorkontraktion mit den entsprechenden Dich-
tematrixelementen berechnet, um die Fock-Matrix im Kontext der HF- oder DFT-Ansätze aufzubauen.
Typischerweise wird dies in Kombination mit dem Cauchy-Schwarz-Screening durchgeführt, indem das
Produkt aus dem größten Integral eines gegebenen Satzes mit dem größten zugehörigen Dichtematrix-

XIIBerechnet auf einem Intel® Xeon® Broadwell E5-2643 v4 @ 3,40 GHz.
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element gescreent wird. Andernfalls wird der Beitrag zur Fock-Matrix addiert. Entsprechend der obigen
Erkenntnisse ist jedoch zu erwarten, dass die Effizienz des Cauchy-Schwarz-Screenings für kontrahierte
Basissätze limitiert ist.
Der zweite Algorithmus, für welchen die approximativen Screening-Techniken an Bedeutung gewinnen,
führt diese beiden Schritte in umgekehrter Reihenfolge durch.322 Nach Gleichung 2.33 kann ein Integral
über die Kontraktionskoeffizienten in der primitiven Basis dargestellt werden

(µν|σρ) =
∑
m

d∗µm

∑
n

dνn

∑
s

d∗σs

∑
r

dρr[mn|sr] . (3.27)

Mithilfe dieser Kontraktionskoeffizienten d kann erstens die Dichtematrix in den von den primitiven
Funktionen aufgespannten Raum zurücktransformiert werden, zweitens der Wert eines primitiven Integrals
entweder mit dem harmonischen oder dem erweiterten Screening abgeschätzt werden, und drittens das
Integral berechnet werden, wenn das Produkt beider über dem Screening-Kriterium liegt. Somit kann der
Zweielektronenbeitrag der Fock-Matrix in der primitiven Basis nach

Fmn =
Ncontr∑

sr

Dsr

(
[mn|sr]+ 1

2 [ms|nr]
)

mit Dsr =
M∑
σρ

d∗σsDσρdρr (3.28)

bestimmt werden, welcher wiederum in die AO-Basis zurücktransformiert werden kann

Fµν = hµν +
Ncontr∑

mn

d∗µmFmndνn . (3.29)

Beide Ansätze weisen Vorteile auf. Der erste Ansatz, bei dem ein Satz an Integralen über kontrahierte
Funktionen zuerst aufgestellt wird, hat einen geringeren Speicherbedarf.XIII Der zweite Ansatz, bei dem
die (Differenz-)Dichtematrix in den primitiven Raum zurücktransformiert wird, erfordert insgesamt weni-
ger Tensorkontraktionen und reduziert damit den Rechenaufwand.322 Zudem profitiert letzterer Ansatz
insbesondere von der Verwendung effizienter approximativer Screening-Techniken, da die Effizienz derer
im primitiven Raum ausgenutzt werden kann.
Abschließend wird die Anwendbarkeit und Relevanz der integral-direkten Methoden im Vergleich zur
Cholesky-Zerlegung eingeordnet. In der Praxis, beispielsweise bei der Berechnung einer CC-Grundzustands-
energie, ist die Cholesky-Zerlegung dem integral-direkten Ansatz überlegen, da die Cholesky-Vektoren
und alle relevanten Größen im Speicher gehalten werden können. Infolgedessen wird der gewünschte
Speichergewinn erzielt, ohne dass die Zweielektronenintegrale in jeder Iteration neu berechnet werden
müssen. Dies führt zu einer deutlichen Reduzierung des Overheads, der durch die Neuberechnung und
die damit verbundenen I/O-Operationen entsteht. Ein weiterer Vorteil der CD-Methode besteht in der
deutlich kostengünstigeren und effizienteren Transformation der Cholesky-Vektoren von der AO- in die
MO-Basis im Vergleich zu der Transformation der vollen Zweielektronenintegrale.
Die Relevanz der hier präsentierten Resultate des integral-direkten Screenings unter Berücksichtigung
der Dichtematrix ergibt sich insbesondere für geometrische Gradienten, in denen direkte Algorithmen in
Kombination mit der Verwendung der Cholesky-Vektoren eingesetzt werden.99,118 In diesem Fall kann
die Bestimmung der Vektoren, die keinen Beitrag leisten, übersprungen werden, da die Dichtematrix
verschwindet. Siehe hierzu auch die Diskussion im Abschnitt 3.1.2.

XIIIIm Allgemeinen ist die Basis der primitiven Funktionen größer als jene der Kontrahierten.
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3.3. ff-CD-CC-Methoden

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die effiziente Berechnung und das Screening der Zweielektronen-
integrale sowie deren Cholesky-Zerlegung behandelt wurde, wird in diesem Abschnitt die Verwendung
der Cholesky-Vektoren innerhalb der Coupled-Cluster-Methoden vorgestellt. Die CC-Berechnung erfolgt
innerhalb des Programmpakets Qcumbre. Der Programmablauf von Qcumbre ist in Abbildung 3.10
zusammengefasst. Zunächst wird über ein Interface die HF-Lösung sowie die Integrale beziehungswei-
se Cholesky-Vektoren, deren Berechnung in den vorherigen Kapiteln diskutiert wurde, von Cfour an
Qcumbre übergeben. Anschließend erfolgt eine CC-Rechnung. Die Lösung der CC-Grundzustandsgleichun-
gen verläuft über die Routine SubCC, welche nach dem Erstellen eines Startwerts für die Amplituden die
Solverroutine LinsolvS zur Bestimmung der Amplituden aufruft. Ein Überblick über die Schlüsselwörter,
welche den Programmablauf kontrollieren, ist in Tabelle 3.7 gegeben. Ist das Schlüsselwort cholesky

angeschaltet, dann werden in jeder dieser Iterationen die CD-CC-Gleichungen gelöst, welche im folgenden
Abschnitt 3.3.1 vorgestellt werden. Dies verläuft über die Routine CDCCAmplitudesS.
Für angeregte Zustände und deren Eigenschaften verläuft der Programmablauf ähnlich. Die Routinen
SubEOM und SubEOMProp erstellen jeweils einen Startwert und berechnen die benötigten Zwischengrößen,
welche im Anschluss in den Solverroutinen DavidsonS und LinsolvS verwendet werden, um die rechte
und linke Seite der EOM-CD-CC-Gleichungen zu lösen. Die entsprechenden Gleichungen werden in
Abschnitt 3.3.2 diskutiert. Abschließend erfolgt die Ausgabe der Energien und Eigenschaften.

CC-Rechnung

QCUMBRE

Interface

CFOUR

EOM-Rechnung

EOM-Rechnung

EOM?

Eigenschaft?

Lin. Gleichungssystem CC-Amplituden

Ausgabe

Davidson-Solver EOM-Amplituden

Lin. Gleichungssystem EOM-Amplituden

Ja

Ja

Nein

Nein

Grundzustand?

Nein

SubEOM CDContractionEOMDavidsonS

SubEOMProp LinsolvS CDContractionEOM

SubCC LinsolvS CDCCAmplitudesS

Abb. (3.10): Fließschema des Programmpakets Qcumbre unter Verwendung der Cholesky-Vektoren der zerlegten
Zweielektronenintegrale.
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Tab. (3.7): Liste der Qcumbre -Schlüsselwörter zur Kontrolle des Programmablaufs.

Schlüsselwort Thema Optionen Standardwert Funktion

cholesky interface
on

off Ein- und Ausschalten der Cho-
lesky-Zerlegungoff

on-the-fly
coupled-cluser

equation-of-motion
3
4 3

Anzahl virtueller Indices, ab
der ein Tensor on-the-fly auf-
gebaut wird

ccsd-subiterations coupled-cluster 0-5 0 Anzahl der CCSD-Subiteratio-
nen nach Ref. 323

newton-type coupled-cluster
denominator
multimodel

denominator Aktualisierung der CC-Ampli-
tuden nach Ref. 273

jacobian-method coupled-cluster
ccsd

/ Definiert die Methode für die
CC-Jacobimatrixcc2

Innerhalb von Qcumbre wurden die Algorithmen zur Lösung der ff-CD-CC2- und ff-CD-CCSD-Glei-
chungen für die korrelierte Beschreibung des Grundzustandes implementiert. Des Weiteren sind Anre-
gungsenergien sowie Einelektronen-Eigenschaften durch die Lösung der rechten und linken Seite der
ff-EOM-CD-CCSD- (EE, SF, EA und IP) und ff-EOM-CD-CC2-Gleichungen (EE) zugänglich. Ein
Überblick der implementierten ff-CD-CC-Methoden findet sich in Tabelle 3.8. Dieses Kapitel trägt die
zugrundeliegenden Gleichungen dieser Methoden zusammen.

Tab. (3.8): Überblick über die implementierten ff-CD-Methoden in Cfour und Qcumbre.106,204,206

CD-HF CD-MP2 CD-CC2 CD-CCSD
Grundzustandsenergie ✓ ✓ ✓ ✓

Anregungsenergie ✗ ✗ EE EE/SF/EA/IP
Einelektronen-Eigenschaften ✗ ✗ EE EE/SF/EA/IP

Geometrische-Gradienten ✓ ✗ ✗ ✗

Diese basieren auf den Publikationen der kanonischen ff-(EOM)-CC-Gleichungen der Referenzen 76, 78, 80
und 83. Ausgehend von den kanonischen ff-CC-Gleichungen erfolgt die Herleitung der ff-CD-CC-Gleichun-
gen über die Substitution der Zweielektronenintegrale durch die Cholesky-Darstellung in Gleichung 2.111.
Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit in Referenz 204 vorgestellt und entspricht dem Vorgehen der Referen-
zen 112 und 113, welche vergleichbare Entwicklungen für quantenchemische Rechnungen ohne Anwesenheit
eines externen Magnetfeldes umfassen. Infolge des Verlusts der achtfachen Permutationssymmetrie ist
hier die Symmetrie der Cholesky-Vekotren LJ

µν = LJ∗
νµ jedoch aufgehoben, wodurch sich abweichende

Ausdrücke im Vergleich zu den Referenzen 112 und 113 ergeben. Darüber hinaus wird, sofern möglich, eine
antisymmetrische Formulierung der Zwischengrößen gewählt, sodass diese bei der Kontraktion mit den
Amplituden in der hier vorgestellten Implementierung ausgenutzt werden kann. Eine nähere Ausführung
über die Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie wird in Abschnitt 3.4 behandelt.
Anschließend an die Substitution der Integrale durch die Cholesky-Vektoren erfolgt eine Refaktorisierung
der Kontraktionen. In diesem Schritt wird sichergestellt, dass die Abspeicherung von Integralen und
Zwischengrößen, die drei (V V V O) oder mehr virtuelle Indices (V V V V ) haben, umgangen wird. Hier und
im Folgenden entsprechen O und V der Anzahl der besetzten bzw. virtuellen Orbitale. Des Weiteren ist
N = O + V die Anzahl aller Orbitale sowie NCH die Anzahl der Cholesky-Vektoren. Im Zuge der Refakto-
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risierung werden mit den (EOM)-CC-Amplituden transformierte Cholesky-Vektoren und Zwischengrößen
eingeführt, welche in den Tabellen 3.9, 3.10 und 3.11 aufgeführt sind. Die Notation der transformierten
Cholesky-Vektoren folgt Epifanovsky et al.112 Die Indices 1, 2 oder 3 kennzeichnen eine Kontraktion mit
Vektoren der Form LJ

ij , LJ
ia beziehungsweise LJ

ab mit entweder einer CC-Amplitude oder einer EOM-CC-
Amplitude der rechten oder linken Seite, welche jeweils durch die Indices T , R und L beschrieben werden.
Im Folgenden werden die ff-CD-CC-Gleichungen, welche in Referenz 204 publiziert wurden, in Ab-
schnitt 3.3.1 und 3.3.2 in nahezu identischer Form wiedergegeben. Zusätzlich wird das Skalenverhalten
der implementierten ff-CD-CC-Gleichungen im Vergleich zu den kanonischen Implementierungen, welche
die vollständige Zweielektronenmatrix verwenden, diskutiert. Daraufhin erfolgt in Abschnitt 3.3.3 eine
Validierung der hier vorgestellten Implementierung sowie eine Einordnung der Performanz hinsichtlich der
Rechen- und Speicheranforderungen. Des Weiteren werden in Abschnitt 3.3.4 Methoden zur Konvergenz-
beschleunigung der CC-Gleichung vorgestellt. Abschließend wird in Abschnitt 3.3.5 die Umsetzung einer
Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen behandelt.

3.3.1. Coupled-Cluster-Grundzustandsenergie

Mithilfe der t-transformierten Cholesky-Vektoren aus Gleichung 3.9 und den Zwischengrößen in Tabelle 3.10
resultieren die CD-CC-Energiegleichung

ECC =
∑
ia

fiata
i + 1

2
∑
ia

∑
J

LJ
iaM2τ∗

iaJ (3.30)

sowie die Ausdrücke für die CD-CCSD-Amplitudengleichungen:
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(3.31)

t2 : tab
ij ∆ab

ij = W
(t)
abij−P−ij

∑
m
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im(Fmj−fmjδmj)+ 1

2
∑
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W
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mnijtab
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}
.

(3.32)

An dieser Stelle beschreiben ∆a
i = fii− faa und ∆ab

ij = fii + fjj − faa− fbb die Differenz der Diagonal-
elemente der Fock-Matrix. Unter Verwendung kanonischer Orbitale entsprechen diese der Differenz der
Orbitalenergien ∆εa

i = εi−εa und ∆εab
ij = εi +εj−εa−εb. Ebenfalls der Tabelle 3.10 zu entnehmen ist

das Skalierungsverhalten der auftretenden Terme. Insgesamt skalieren die CCSD-Gleichungen mit O(N6),
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3.3. ff-CD-CC-Methoden

Tab. (3.9): t-transformierter Cholesky-Vektor. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry
aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] entnommen und
modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution
3.0 unportierten Lizens.
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a Dieser Ausdruck ist äquivalent zu der Formulierung des t1-transformierten Hamiltonoperators
MJ,t1

ai =
∑

µν
Ĉ∗

µaLJ
µν Ĉνi mit Ĉ∗

µa = C∗
µa−

∑
k

C∗
µmta

m und Ĉµi = Cµi +
∑

e
Cµete

i , welcher
in Referenz 277 eingeführt wurde.

beziehungsweise genauer mit

Cholesky : V 4O2 +2V 3O3 +2V 2O4 ,

Kanonisch : V 4O2 +3V 3O3 +2V 2O4 .

Dies folgt aus dem Aufbau der Zwischengrößen W
(t)
abij , W

(1t)
iabj und W

(t)
ijkl sowie deren Kontraktion mit den

CC-Amplituden in der Gleichung 3.32 der t2-Amplituden. An dieser Stelle wurde der Einfluss der Spin-
und Punktgruppensymmetrie auf die Anzahl der Rechenoperationen vernachlässigt, da die Ausnutzung
der Symmetrie ausschließlich die Vorfaktoren beeinflusst und insgesamt das Skalierungsverhalten nicht
verändert wird. Bei einer ersten Betrachtung scheint die CD-Variante, die eine Kontraktion des Typs
O3V 3 weniger aufweist, effizienter als die kanonische Variante zu sein,112 wobei die Rechenzeit von dem
particle-particle-ladder-Term86 ähnelnden Beitrag (V 4O2) dominiert wird. Dies gilt jedoch streng nur im
Limit eines unendlich großen Systems. In praktischen Anwendungen dominiert der O(N5)-Term

W
(t)
abef = P−ab

∑
J

MJ
aeMJ∗

fb , (3.33)

häufig die Rechenzeit. Dieser skaliert mit V 4NCH und somit steiler, sofern NCH > O2 gilt. Die direkte
Implementierung dieses Terms würde die Abspeicherung einer Größe mit vier virtuellen Indices erfordern.
Um der Philosophie einer speichereffizienten Implementierung gerecht zu werden und die Speicherung
von Tensoren mit drei oder mehr virtuellen Indices (V V V O und V V V V ) zu umgehen, wurde ein direkter
Algorithmus nach Referenz 112 implementiert. Dieser baut einen Teil der Zwischengröße W

(t)
abef on-the-fly

auf, kontrahiert diesen mit den CC-Amplituden tef
ij und verwirft diesen im Anschluss. Dies wird suk-

zessive wiederholt, bis alle Beiträge berücksichtigt wurden. Die Größe dieses Batches wird dabei dem
verfügbaren Speicherplatz angepasst. Dadurch kann eine optimale Nutzung des Speichers gewährleistet
und der Overhead minimiert werden.
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3.3. ff-CD-CC-Methoden

Innerhalb der folgenden Abschnitte treten in den EOM-CD-CC-Gleichungen vergleichbare Größen auf,
konkret W

(t/r/l)
abij , W

(r/l)
abj sowie W

(t)
kaij , welche über einen on-the-fly-Ansatz berechnet werden können.

Für diese Größen wird daher eine weitere Diskussion ausgelassen und es sei an dieser Stelle festgehalten,
dass speicherintensive Zwischengrößen mit drei oder mehr virtuellen Indices nicht vollständig aufgebaut
werden. Das Schlüsselwort on-the-fly (vgl. Tab. 3.7) steuert hierbei die Anzahl der virtuellen Indices
der Zwischengröße, ab welcher diese in Batches berechnet wird.
Im Prinzip sind folglich CD-CCSD-Anwendungen ausschließlich durch die Speicherkapazitäten, welche
die OOV V -Größen belegen, begrenzt. Im Vergleich zu einer kanonischen CCSD-Implementierung besteht
der Vorteil folglich darin, dass alle Tensoren im Speicher gehalten werden können. Daher wird das Lesen
und Schreiben auf Festplatte umgangen, das bei der kanonischen CCSD einen rechentechnischen Engpass
darstellt. Somit sind mithilfe der Verwendung der Cholesky-Vektoren im Vergleich zur kanonischen Imple-
mentierung CCSD-Berechnungen zu vergleichbaren Zeiten, aber mit deutlich reduziertem Speicherbedarf,
möglich.

Wie in Abschnitt 2.7.1 diskutiert stellt die CC2-Methode eine Näherung zu den CCSD-Gleichungen
dar. Die t1-Amplituden werden über den t1-transformierten Hamiltonoperator in unendlicher Ordnung
berücksichtigt. Aufgrund dessen bleiben die entsprechenden Amplitudengleichungen unverändert gegenüber
denen der CCSD-Gleichungen. Die Bestimmungsgleichungen für die t2-Amplituden vereinfachen sich
jedoch zu der Untermenge an Termen, welche ausschließlich t1-Beiträge aufweisen. Es gilt:

t2 : tab
ij ∆εab

ij = P−ab

∑
J

MJ,t1
ai MJ∗,t1

jb . (3.34)

Der Rechenaufwand des CD-CC2-Ausdrucks skaliert deutlich vorteilhafter als die Implementierungen,
welche die volle Zweielektronenmatrix nutzen:

Cholesky : 2O2V 2NCH ,

Kanonisch : OV 4 +8O2V 3 +8O3V 2 +O4V .

Darüber hinaus werden keine Zwischengrößen mit drei oder mehr virtuellen Indices benötigt, wodurch
kein Overhead durch den on-the-fly-Aufbau entsteht und ein deutlich geringerer Speicherbedarf resultiert.
CD-CC2-Rechnungen sind somit ausschließlich durch den Speicheraufwand der t2-Amplituden (OOV V )
limitiert.XIV

3.3.2. Equation-of-Motion Coupled-Cluster-Methoden für angeregte Zustände

Angeregte Zustände können auf verschiedene Arten generiert werden. Die EOM-CC-Methoden definieren
vier verschiedene Möglichkeiten. Darunter zählen einfache elektronische Anregungen (EOM-EE) sowie
solche Anregungen unter Umkehr eines Spins (EOM-SF), aber auch die Beschreibung der Aufnahme (EOM-
EA) und des Verlusts (EOM-IP) eines Elektrons. Im Folgenden werden die rechten und linken EOM-
Gleichungen dieser Varianten vorgestellt.

XIVAuf diese Implementierung aufbauend kann im CC2-Schema der Aufbau der Amplituden in Batches erfolgen, sodass die
Cholesky-Vektoren zur limitierenden Größe werden.83,324
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3.3. ff-CD-CC-Methoden

Tab. (3.10): Liste der (EOM)-CD-CCSD-Zwischengrößen. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of
Chemistry aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)]
entnommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.
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3.3.2.1. EOM-EE- und EOM-SF-CD-CCSD und CD-CC2

Die rechten EOM-EE- beziehungsweise EOM-SF-CD-CCSD-Amplitudengleichungen zur Bestimmung der
Anregungsenergien lauten
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∑
ia
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2
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iaJ , (3.35)
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(3.37)

Gleichermaßen sind die linken Amplitudengleichungen der angeregten Zustände (l0 = 0) beziehungsweise
des Grundzustandes (l0 = 1) gegeben durch
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l2 : Eexclijab = W
(l)
abij +P−abP

−
ij

{
Fialjb−

∑
me

W
(2t)
jebmlimae +

∑
J

LJ
ia

(
M3L∗

bjJ −M1L∗
bjJ +M2L∗

bjJ

−
∑
m

LJ∗
bm l̃jm−

∑
e

LJ∗
ej l̃eb + 1

2LJ∗
bj l0

)}
+P−ab

∑
e

Feblijae +P−ij
∑
m

Fimljm
ab

+ 1
2
∑
mn

W
(t)
ijmnlmn

ab + 1
4
∑
mn

(
P−mn

∑
J

LJ
maLJ∗

bn

)
l̃ijmn .

(3.39)

Das Skalenverhalten der kanonischen und der Cholesky-Implementierung für die Lösung beider Sätze an
Gleichungen verhält sich wie

Cholesky : V 4O2 +2V 3O3 +3V 2O4 ,

Kanonisch : V 4O2 +V 3O3 +V 2O4 .
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Tab. (3.11): r- und l-transformierte Cholesky-Vektoren sowie t-transformierte EOM-Amplituden. Diese Tabelle wurde
mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem.
Phys. 26, 28828–28848 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel
steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.
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Generell müssen folglich für EOM-EE/SF-Rechnung unter Verwendung der Cholesky-Vektoren zusätzliche
Rechenoperationen durchgeführt werden. Dies resultiert aus dem erneuten Aufbau von Zwischengrößen,
um die Abspeicherung von Tensoren mit drei oder mehr virtuellen Indices zu umgehen, sowie deren
darauf folgende Kontraktion. Die hierfür verantwortlichen Terme finden sich für die rechte Seite der
EOM-CD-CCSD-Gleichungen in W

(r)
ijkl (2V 2O4) und

∑
J MJ

beM2R∗
imJ (V 3O3) und für die linke Seite in

l̃ijmn (2V 2O4) und l̃imno (V 3O3).
Es zeigt sich jedoch, dass die hier vorgestellte Implementierung eine Verbesserung des Skalenverhaltens im
Vergleich zu Referenz 112 beziehungsweise Referenz 113 erreicht. Dies folgt aus der Redefinition zweier
Beiträge. Der erste Beitrag, als Teil der r2-Amplitudengleichung, kann durch die Refaktorisierung
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umgeformt werden und mit weiteren auftretenden Termen gruppiert werden
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Die auf diese Weise definierte Zwischengröße W
(2t)
mbei ist unabhängig von den EOM-Amplituden selbst und

muss somit nur einmal vor der EOM-Rechnung, aber nicht innerhalb jeder Iteration erneut aufgebaut wer-
den.XV Somit können pro Iteration O3V 3 Rechenoperationen eingespart werden. Der zweite umdefinierte

XVAus den hier dargelegten Gründen wurde dieselbe Definition ebenfalls innerhalb der EOM-EA/IP-Gleichungen eingeführt,
jedoch ohne eine explizite Diskussion an dieser Stelle.
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Beitrag ist Bestandteil der l1-Amplitudengleichungen. Hier wird der Term nach

Ref. 113 Diese Arbeit

−
∑
emf

limef

∑
ng

tgf
nm

(∑
J

LJ
naMJ∗

ge

)
=−

∑
Jn

LJ
na

∑
ge

MJ∗
ge

∑
mf

tgf
nmlimef


︸ ︷︷ ︸

l̃igen

(3.42)

definiert. Der linke Ausdruck benötigt entweder das Abspeichern einer OV V V -Größe, oder die erneute
Auswertung dieses Beitrags in jeder Iteration mit Kosten von O2V 4. Im Gegensatz dazu kann die hier
vorgestellte Faktorisierung die Zahl der Rechenoperationen auf O3V 3 reduzieren, wobei ausschließlich eine
zusätzliche OV OV -Zwischengröße gespeichert werden muss. Dies ähnelt ebenfalls den Ausdrücken, welche
im Kontext von DF-CCSD durch Bozkaya und Sherrill325 publiziert wurden.

Innerhalb des CC2-Schemas sind die Terme der EOM-CC2-Amplitudengleichungen eine Untermenge der
Terme der EOM-CCSD-Amplitudengleichungen. Analog zu den CC-Grundzustandsamplituden sind die
r1-Amplitudengleichungen unverändert im Vergleich zu CCSD. Für die r2-Amplituden ergibt sich

r2 : (Eexc. +∆εab
ij )rab
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(3.43)

Im Gegensatz dazu sind für die linke Seite der EOM-CC2-Gleichungen sowohl die l1- als auch die l2-Am-
plitudengleichung im Vergleich zu den CCSD-Amplitudengleichungen abgeändert. Diese ergeben sich nach
der linken EOM-Eigenwertgleichung 2.253 unter Verwendung der CC2-Jacobimatrix in Gleichung 2.248.
Es resultieren die Beiträge

Eexclia = ⟨Φ0|(L̂2Ṽ )c |Φa
i ⟩+ ⟨Φ0|(L̂1H̃)c +((L̂1H̃)cT̂2)c |Φa

i ⟩ , (3.44)
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ij ⟩ , (3.45)

welche zu den folgenden Gleichungen ausgewertet werden können
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Bezüglich des Skalenverhaltens zeigt EOM-CD-CC2 ein ähnliches Bild wie EOM-CD-CCSD. Es gilt

Cholesky : 2O2V 2NCH +O2V 3 +O3V 2 ,

Kanonisch : 3O2V 3 +3O3V 2 .

Somit ist, da O +V = N < NCH gilt, die CD-Implementierung etwas aufwendiger.
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3.3.2.2. EOM-EA-CD-CCSD

Um die Elektronenaffinität eines Systems zu bestimmen, müssen die EOM-EA-Gleichungen gelöst werden.
Der lineare Anregungsoperator R̂EA ist nicht teilchenzahlerhaltend und beschreibt das Hinzufügen eines
Elektrons. Im Vergleich zu den EOM-EE-Gleichungen zeichnen sich die EOM-EA-Gleichungen durch das
Fehlen eines Quasiteilchenerzeugungsoperators, genauer eines Locherzeugungsoperators âi, aus. Dadurch
weisen die CD-EOM-EA-Amplituden folgende Form auf:XVI
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In gleicher Weise ergeben sich die Gleichungen für die l1- und l2-Amplituden zu
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(3.51)

Die Ausdrücke können als Analogon der CD-EOM-EE-Gleichungen, bei denen die Amplituden einen
besetzten Index weniger aufweisen, aufgefasst werden. Das Skalenverhalten ist insgesamt O(N5) und mit

Cholesky : V 4NCH +OV 4 +2O2V 3 +2O3V 2 ,

Kanonisch : OV 4 +O2V 3

ist die Cholesky-Formulierung aufgrund des erneuten Aufbaus einiger Zwischengrößen kostspieliger als das
kanonische Pendant.

XVIEs gilt die Äquivalenz
∑

e
MJ∗

ea re = M3R∗
aJ −M2RT ∗

aJ .
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3.3.2.3. EOM-IP-CD-CCSD

Auch für EOM-IP ist der lineare Anregungsoperator R̂IP nicht teilchenzahlerhaltend. Er beschreibt nun
im Gegensatz zu EOM-EA einen Ionisationsprozess, und somit den Verlust eines Teilchenerzeugungs-
operators â†a im Vergleich zu den EOM-EE-Gleichungen. Die rechten und linken EOM-IP-CD-CCSD-
Amplitudengleichungen lauten jeweils
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Die EOM-IP-Amplituden weisen im Vergleich zu den EOM-EE-CD-CCSD-Amplituden einen virtuellen
Index weniger auf. Aufgrund dessen entfallen bei den EOM-IP-CD-CCSD-Gleichungen die Terme, welche
zuvor (vgl. Abs. 3.3.2.1) zu einem erhöhten Rechenaufwand geführt haben. Aus diesem Grund ist das
Skalenverhalten von EOM-IP-CD-CCSD identisch mit der kanonischen Implementierung.

Kanonisch & Cholesky: O3V 2 +O4V .

3.3.3. Validierung und Einordnung

Die Validierung der Implementierung kann durch einen einfachen Vergleich der Ergebnisse mit einem niedri-
gen Abbruchkriterium mit den Resultaten der kanonischen Implementierung erfolgen. In der Abbildung 3.11
ist der mittlere Fehler der CD-HF-Energie, der CD-CC-Korrelationsenergie und der EOM-CD-CC-Anre-
gungsenergie gegen den gewählten Cholesky-Parameter aufgetragen. Der Cholesky-Parameter δ definiert
ein Abbruchkriterium von 10−δ. Diese Analyse ist Referenz 204 entnommen und orientiert sich an einer
früheren Arbeit106 des Autors, bei der derselbe Testsatz verwendet wurde. Der Testsatz umfasst die ge-
schlossenschaligen Moleküle Wasser und Ethen sowie das offenschalige Methylidin-Radikal in verschiedenen
Orientierungen des Magnetfelds und Basissätzen.XVII In Übereinstimmung mit Referenz 106, welche die
CD-MP2-Implementierung validiert, beschränkt das gewählte Cholesky-Abbruchkriterium (schwarze Linie)
nicht nur den Fehler in den Integralen, sondern auch den Fehler in den Energien. Für Cholesky-Parameter
bis δ = 7 (rot gestrichelte Linie) bleibt der Fehler aller Methoden deutlich unterhalb der festgelegten
Genauigkeit. In diesem Bereich ist der Fehler für (EOM)-CD-CC etwa eine Größenordnung kleiner als
der Fehler der CD-HF-Energie. Oberhalb dieser Schwelle wird der Fehler zusätzlich durch die Wahl des
Konvergenzkriteriums begrenzt, welches sowohl für HF als auch für CC und EOM-CC auf 10−7 gesetzt

XVIIDas CH-Radikal mit dem unc-aug-cc-pV5Z-Basissatz und Ethen mit dem unc-aug-cc-pVTZ-Basissatz mit einer 45◦

Ausrichtung des Magnetfeldvektors zur CC-Bindungsachse wurden aufgrund ihrer Größe hier aus dem Testsatz entfernt.
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Abb. (3.11): Mittlerer Fehler der ff-CD-HF-Energie (blau), ff-CD-CCSD- und ff-CD-CC2-Korrelationsenergie (grün
und grau) sowie der ff-EOM-CD-CCSD- und ff-EOM-CD-CC2-Anregungsenergie (orange und lila) als
Funktion des Cholesky-Parameters δ. Die Konvergenzkriterien für HF, CCSD und EOM-CC wurden auf
10−7 festgelegt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus der Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] entnommen und modifiziert.
© 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

wurde. Dies führt dazu, dass der Fehler in den EOM-CC-Energien größer als das Abbruchkriterium der
Cholesky-Zerlegung wird. Es wurde bestätigt, dass genauere Konvergenzkriterien dazu führen, dass der
Fehler weiterhin unterhalb des Cholesky-Kriteriums bleibt. Es ist zu beachten, dass die Konvergenz anhand
der Amplituden beziehungsweise Molekülorbitalkoeffizienten gemessen wird. Für konvergierte Amplituden
ist die Energie im Allgemeinen ein bis zwei signifikante Stellen weiter konvergiert.
In der Praxis kann folglich die Genauigkeit durch die Wahl des Cholesky-Kriteriums festgelegt werden.
Chemische Genauigkeit,326 welche 1,0 kcal/mol entspricht und somit etwa 1,59 ·10−3 Eh beträgt, ist schon
durch die Wahl eines Cholesky-Parameters von δ = 3− 4 erreichbar. Eine höhere Genauigkeit, welche
beispielsweise für spektroskopische Größen benötigt wird, kann durch eine Wahl des Parameters von
δ = 5−6 garantiert werden. Eine passende Auswahl ermöglicht es, einen geeigneten Kompromiss zwischen
Rechenaufwand und Präzision zu finden.

Abschließend wird im Folgenden die Verwendung der Cholesky-Zerlegung in CC-Berechnungen hinsicht-
lich der Rechen- und Speicheranforderungen in einem Vergleich mit den Anforderungen kanonischer
Implementierungen eingeordnet. Die Diskussion der vorherigen Abschnitte zeigte, dass ein maßgeblicher
Vorteil der CD-Implementierung darin besteht, dass die Cholesky-Vektoren im Arbeitsspeicher gehalten
werden können. In Kombination mit der Abwesenheit speicherintensiver Zwischengrößen, welche durch die
Refaktorisierung der Gleichungen sowie durch die on-the-fly-Berechnung von Zwischengrößen vermieden
werden können, führt dies zu einem drastisch reduzierten Speicherbedarf. Im Wesentlichen ist der Arbeits-
speicher lediglich durch OV OV -Größen, zu denen unter anderem die Amplituden selbst zählen, limitiert.
Im Vergleich zu den kanonischen Implementierungen, bei denen der Festplattenspeicher oft einen Engpass
darstellt, führt diese Eigenschaft zu einer signifikanten Erweiterung des Anwendungsbereichs.
Rechnungen an großen Systemen sind mit kanonischen CC-Algorithmen entweder nicht möglich oder
erfordern das Abspeichern der Integrale und Zwischengrößen auf der Festplatte und das erneute Einlesen,
wenn diese benötigt werden. Das Lesen und Schreiben der Integrale führt jedoch zu I/O-Overheads, welche
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Tab. (3.12): Vergleich der Rechenzeit [hh:mm:ss] und des benötigten Arbeitsspeichers der kanonischen und Cholesky-
basierten Implementierungen der ff-EOM-CCSD- und ff-EOM-CC2-Gleichungen innerhalb des Qcumbre
-Programmpakets. Die Rechnungen wurden anhand der Moleküle Ethen und Tetrachlor-p-Benzochinon
durchgeführt, deren Geometrien jeweils den Referenzen 106 und 312 entnommen wurden. Zusätzlich wird
die gesamte Rechenzeit angegeben. Als Cholesky-Parameter wurde δ = 5 gewählt. Die Diskrepanz zwischen
der Gesamtrechenzeit und der Summe der einzelnen Zeiten ist zum Großteil auf die Transformation der
Integrale in die Molekülorbitalbasis zurückzuführen. Die Berechnungen wurden auf einem Kern eines
Intel® Xeon® E5-2643 v4 @ 3,40GHz Prozessors durchgeführt und enthalten zusätzlich die Optimierungen
bezüglich der Tensorsymmetrie, welche im folgenden Abschnitt 3.4 vorgestellt wird.

System Methode tCC tEOM ttot Speicher/GB

Ethen
unc-aug-cc-pVQZ

(O = 8, V = 370, NCH = 2705)

CCSD-EE 00:38:39 00:49:39 03:31:38 299,15
CD-CCSD-EE 06:52:20 09:17:23 16:10:21 15,99
CD-CCSD-EEa 04:08:21 05:13:19 09:22:18 16,19

CCSD-EA 00:38:45 00:25:29 03:07:45 300,25
CD-CCSD-EA 06:50:37 06:30:39 13:21:51 16,19

CCSD-IP 00:38:47 00:00:48 02:43:06 300,25
CD-CCSD-IP 06:50:47 00:01:50 06:53:13 16,00

CC2-EE 00:43:55 00:09:51 02:57:14 277,11
CD-CC2-EE 00:02:36 00:04:30 00:07:44 16,19
CD-CC2-EEa 00:02:39 00:04:27 00:07:43 16,19

Tetrachlor-p-Benzochinon
unc-aug-cc-pVDZ

(O = 60, V = 232, NCH = 1683)

CCSD-EE 04:46:46 05:21:35 10:45:26 133,79
CD-CCSD-EE 04:13:00 06:01:06 10:15:40 69,58
CD-CCSD-EEa 02:29:55 03:54:09 06:25:39 62,71

CCSD-EA 04:46:38 00:46:44 06:09:33 124,73
CD-CCSD-EA 04:12:43 00:55:22 05:08:52 55,65

CCSD-IP 04:46:39 00:21:15 05:44:04 126,85
CD-CCSD-IP 04:12:45 00:13:58 04:27:30 55,355

CC2-EE 00:49:06 01:45:33 03:11:34 114,25
CD-CC2-EE 00:12:04 01:21:53 01:35:30 56,60
CD-CC2-EEa 00:09:59 01:17:07 01:28:39 54,99

a Diese Berechnungen wurden unter Verwendung von single-precision durchgeführt.

die Rechenzeiten bestimmen können (siehe hierzu die Diskussion der Rechenzeiten des Programmpakets
Qchem327 in Referenz 112). Im Vergleich dazu können durch die CD-Implementierung zusätzliche I/O-
Operationen umgangen werden und somit vergleichbare Rechenzeiten erzielt werden, auch wenn der
Vorfaktor des Skalenverhaltens im Allgemeinen ungünstiger ist. Somit weisen CD-CC-Berechnungen
einen deutlich geringeren Speicheraufwand bei vergleichbaren Rechenzeiten im Vergleich zu traditionellen
Implementierungen auf.

Der Unterschied in der Rechenzeit und dem benötigten Arbeitsspeicher zwischen der kanonischen und der
Cholesky-basierten Implementierung der EOM-CCSD- und EOM-CC2-Gleichungen des Programmpakets
Qcumbre wird anhand von zwei praktischen Beispielen gezeigt. Dies erfolgt anhand des Ethen-Moleküls
in der unc-aug-cc-pVQZ-Basis (N = 378) als ein elektronenarmes System (O = 8, V = 370) und anhand des
Tetrachlor-p-Benzochinons (C6O4Cl6) in der unc-aug-cc-pVDZ-Basis (N = 292) als ein elektronenreiches
Pendant (O = 60, V = 232). Tabelle 3.12 fasst die erhaltenen Ergebnisse zusammen. Es ist hierbei zu
beachten, dass Qcumbre alle Tensoren im Arbeitsspeicher hält. Aufgrund dessen werden die Rechenzeiten
nicht durch einen I/O-Overhead bestimmt. Im Vergleich zu der Studie 112 werden hier folglich für den
kanonischen Algorithmus schnellere Rechenzeiten jedoch höhere Speicheranforderungen erwartet.
Zunächst ist festzuhalten, dass der Speicherbedarf der CD-Implementierungen signifikant geringer ist,
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da die V V V V - und V V V O-Größen nicht abgespeichert werden müssen. Für Ethen wird eine Reduktion
von 299 GB auf 16 GB erhalten. Der Speichergewinn ist für elektronenreiche Systeme deutlich weniger
stark ausgeprägt jedoch weiterhin signifikant. So wird hier der Speicher von 134 GB auf 70 GB reduziert.
Dies ist zu erwarten, da die orbitaldominanten Vierindexgrößen (OOOO und OOOV ), welche weiterhin
innerhalb der CD-Implemetierung abgespeichert werden, stärker ins Gewicht fallen. Die Angaben für den
Speicherbedarf der CD-Implementierung stellen hierbei die maximalen Anforderungen dar. Sie können
jedoch potentiell niedriger sein, denn die Größe der Batches, anhand deren die on-the-fly-Dreitensor-
kontraktion durchgeführt wird, wird an den verfügbaren Speicher angepasst. In diesem Fall wurde die
Kontraktion in nur einem Batch und somit einem vollständigen Spin- und Symmetrieblock durchgeführt.
Die Aufteilung dieses Blocks in mehrere Batches kann die Speicheranforderungen weiter reduzieren,
weshalb die angegebenen Werte eine obere Grenze für den Arbeitsspeicher darstellen.
Eine Betrachtung der Rechenzeit der CCSD-Implementierungen zeigt, dass die theoretisch prognostizierten
Trends des Skalenverhaltens bestätigt werden. Für Ethen bietet die CD-CCSD-Methode keinen Vorteil.
Es werden, wie zu erwarten war, höhere Rechenzeiten erhalten. Dies ist darauf zurückzuführen, dass
bei elektronenarmen Systemen der O(N5)-Term die dominante Rechenzeitkomponente darstellt. Die
Diskussion im Abschnitt 3.3.1 zeigte, dass der on-the-fly-Aufbau der Zwischengröße Wabef mit NCHV 4

skaliert und somit teurer ist als der particle-particle-ladder-Term, welcher mit O2V 4 skaliert. Dies gilt
jedoch nur, sofern O2 < NCH ist. Bei elektronenreichen Systemen dreht sich die Ungleichung jedoch um,
da die Anzahl der besetzten Orbitale zunimmt. Der O(N5)-Term weist einen geringeren Einfluss auf
und für beide Implementierungen dominiert der O2V 4-Term. Aus diesem Grund sind die Rechenzeiten
der CD-CCSD-Implementierung für Tetrachlor-p-Benzochinon mit den Zeiten der kanonischen Versionen
vergleichbar, während der Speicherbedarf deutlich geringer bleibt.
Auch CD-EOM-EA und CD-EOM-IP folgen den Erwartungen. Während die Berechnung des CC-Grund-
zustandes unverändert bleibt, skalieren EOM-IP und EOM-EA mit O(N5) und weisen somit eine deutlich
schnellere Berechnung als EOM-EE auf. Im Vergleich zu der kanonischen Implementierung wird erwar-
tungsgemäß für den EOM-EA-Schritt in allen Fällen eine größere Rechenzeit erhalten. Im Gegensatz dazu
zeigt sich für die Lösung der CD-EOM-IP-Gleichungen entsprechend der Diskussion des Abschnittes 3.3.2.3
eine vergleichbare Rechenzeit zu der kanonischen Implementierung.
Für die CC2-Implementierung wird unabhängig von dem System ein Rechenzeitgewinn theoretisch vorher-
gesagt. Dies zeigt sich praktisch auch anhand der Zeiten in Tabelle 3.12. Sowohl für Ethen als auch für
Tetrachlor-p-Benzochinon werden signifikante Speicher- und Rechenzeitgewinne erzielt.

Zusätzlich kann die gleichzeitige Verwendung von single-precision neben der Cholesky-Zerlegung ausgenutzt
werden, um die rechentechnischen Anforderungen der Lösung der (EOM)-CC-Gleichungen weiter zu senken.
Fließkommazahlen in single-precision benötigen im Vergleich zu Zahlen in double-precision halb so viel
Speicher. Außerdem werden die Rechenoperationen um denselben Faktor günstiger. Des Weiteren können
auch sekundäre Effekte die Rechenzeiten beeinflussen. Zum Beispiel die effizientere Nutzung des Caches.
Die Referenzen 328 und 329 zeigen jeweils für CD-MP2 und EOM-CD-CC, dass die Verwendung von
single-precision ohne signifikanten Fehler möglich ist. Denn Pokhilko et al.329 stellen fest, dass die
Fehlerakkumulation bei single-precision hinreichend langsam ist und die Verwendung somit insgesamt
vernachlässigbare Fehler verursacht. Technisch ist aufgrund der endlichen Anzahl der darstellbaren
signifikanten Stellen eine Konvergenz mit einer Genauigkeit von bis zu etwa 10−7 möglich. Chemische
Genauigkeit kann folglich schon unter Verwendung single-precision erreicht werden. Wird jedoch eine höhere
Präzision benötigt, dann ist es möglich die Amplituden zunächst in single-precision auszukonvergieren und
anschließend auf double-precision zu wechseln.329,330 Da es sich bei CC um einen iterativen Prozess handelt,
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konvergieren die Gleichungen erfahrungsgemäß zu den korrekten Amplituden, solange sichergestellt wird,
dass die letzten Iterationen in double-precision durchgeführt werden. Daher kann dieser Ansatz für alle
Zwecke als Standard-CC in double-precision mit einem sehr guten Startwert für die Amplituden aufgefasst
werden.
Innerhalb von Qcumbre ist dies über das Schlüsselwort single-precision (vgl. Tab. 3.7) zugänglich,
welches steuert, ob in den CD-CC- oder EOM-CD-CC-Gleichungen oder in beiden single-precision
verwendet wird.XVIII Wenn single-precision eingeschaltet ist, aber eine höhere Konvergenz als 10−7

in der Eingabe eingestellt wurde, dann werden die CC-Gleichungen in single-precision gelöst und dann
automatisch auf double-precision umgeschaltet, um die Amplituden auf das geforderte Kriterium zu
konvergieren. In den hier vorgestellten Rechnungen wurde ein Konvergenzkriterium von 10−7 gewählt,
sodass keine finalen double-precision-Iterationen ausgeführt wurden.
Für CD-CCSD wird dadurch die Rechenzeit fast halbiert, wie Tabelle 3.12 zeigt. So sinkt beispielsweise die
Gesamtrechenzeit von Tetrachlor-p-Benzochinon von 10:15:40 auf 06:25:39. Für CD-CC2 limitieren andere
Schritte als die Lösung der Amplitudengleichungen die Rechenzeit. In diesem Fall ist die Diagonalisierung
innerhalb des Davidsonverfahrens der zeitbestimmende Schritt. Die Diagonalisierung wird weiterhin in
double-precision durchgeführt, weshalb der Rechenzeitgewinn für CD-CC2 durch die Verwendung von
single-precision nicht sichtbar wird. Da in beiden Fällen, also sowohl für CC2 als auch für CCSD, in
der aktuellen Implementierung die Schritte außerhalb der Amplitudengleichungen weiterhin in double-
precision ausgeführt werden, bleibt der maximal benötigte Arbeitsspeicher unverändert.

Insgesamt zeigt die hier vorgestellte Diskussion, dass das eingangs formulierte Ziel, einer effizienten und
hochgenauen CC-Rechnung eines quantenchemischen Systems innerhalb eines externen Magnetfeldes
mithilfe des CD-Ansatzes und weiteren Optimierungen realisiert werden kann. Sowohl Rechenzeiten als
auch Speicheranforderungen konnten für die gängigen CC-Methoden signifikant reduziert werden. Auf diese
Weise sind korrelierte Grundzustands- und Anregungsenergien sowie Eigenschaften, wie beispielsweise die
Übergangsdipolmomente, zugänglich.

3.3.4. Konvergenzbeschleunigung der Coupled-Cluster-Gleichungen

Neben der Cholesky-Zerlegung sind auch weitere technische Entwicklungen möglich, um die Laufzeit zu
optimieren. Beispielsweise kann dies durch die Gewährleistung einer schnellen Konvergenz der iterativen
CC-Gleichungen erreicht werden. Hierzu wurden die Ansätze aus den Referenzen 333 und 273 auf ff-CC-
Rechnungen erweitert.
Der erste Ansatz nutzt störungstheoretische Argumente, um die Beiträge der CC-Amplituden höherer
Ordnung zu klassifizieren. Am wichtigsten sind die t1- und vor allem die t2-Amplituden, da diese direkt zu
dem CC-Energieausdruck beitragen. Die Amplituden höherer Ordnung tragen lediglich indirekt bei. Eine
Beschleunigung der Konvergenz von CC-Methoden höherer Ordnung, wie beispielsweise CC3 oder CCSDT,
kann realisiert werden, indem es den t3-Amplituden früher ermöglicht wird, in einer höheren störungs-
theoretischen Ordnung indirekt über die t1- und t2-Amplituden in die Energiegleichung beizutragen. Um
dies zu erreichen, werden für gegebene t3-Amplituden die t1- und t2-Amplituden in CCSD-Subiterationen
auskonvergiert. Die Anzahl der Subiterationen kann durch das Schlüsselwort ccsd-subiterations (vgl.
Tab. 3.7) festgelegt werden. Die Wahl des Parameters 0 stellt einen Spezialfall dar. Analog zu dem Vorgehen
XVIIIIn der aktuellen Implementierung werden die Integrale bzw. Cholesky-Vektoren und die HF-Lösung in double-precision

berechnet. Ausschließlich die Lösung der Amplitudengleichungen wird in Qcumbre in single-precision ausgeführt.
Zukünftige Entwicklungen sollten ebenfalls die Formulierung des DIIS-331,332 bzw. Davidsonverfahrens in single-
precision umfassen.
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Tab. (3.13): Vergleich der Rechenzeiten [hh:mm:ss], des benötigten Arbeitsspeichers sowie der benötigten Iterationen
für mit Qcumbre durchgeführte Rechnungen an Wasser auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CCSDT- und ff-CC3-
Niveau. Hierbei wurden jeweils die Parameter der Methoden zur Konvergenzbeschleunigung variiert. Die
Geometrie des Wassermoleküls wurde durch eine Geometrieoptimierung auf unc-aug-cc-pVTZ/CCSD-
Niveau bestimmt. Die Berechnungen wurden jeweils auf einem Kern eines Intel® Xeon® E5-2643 v4 @
3,40GHz Prozessors durchgeführt

CCSDT CC3

DIIS Subiterationen Iterationen tCC Speicher/GB Iterationen tCC Speicher/GB
0 - 38 3:02:24 7,50 37 1:03:51 5,59
0 0 38 3:02:22 7,49 37 1:03:55 5,61
0 1 22 2:07:31 7,46 20 1:01:24 5,61
0 2 18 2:00:44 7,40 15 1:03:41 5,64
0 3 17 2:06:23 7,24 12 1:05:19 5,61

10 - 18 1:28:26 15,43 15 0:27:20 5,60
10 0 18 1:28:22 15,32 15 0:27:21 5,67
10 1 13 1:15:43 14,39 10 0:31:13 5,61
10 2 12 1:20:08 15,34 10 0:41:57 5,64
10 3 11 1:21:23 15,02 10 0:51:23 5,63

DIIS Jacobimatrix Iterationen tCC Speicher/GB Iterationen tCC Speicher/GB
0 - 38 3:02:24 7,50 37 1:03:51 5,59
0 CC2 40 3:14:55 8,39 33 1:01:22 5,59
0 CCSD 21 1:47:28 10,54 10 0:22:57 5,66

10 - 18 1:28:26 15,43 15 0:27:20 5,60
10 CC2 17 1:26:40 15,40 13 0:25:41 5,62
10 CCSD 13 1:07:29 17,50 7 0:16:44 5,57

in CC2/CC3274–276 werden in der Iteration n zunächst die neuen t
(n)
3 -Amplituden durch die Amplituden

der vorherigen Iteration t
(n−1)
1 , t

(n−1)
2 , t

(n−1)
3 → t

(n)
3 , wie es in traditionellen CC-Implementierungen

üblich ist, und anschließend die unmittelbare Rückkopplung der auf diese Weise bestimmten Amplituden
der Dreifachanregungen zu denen der Einfach- und Zweifachanregung t

(n)
3 → t

(n)
1 , t

(n)
2 berücksichtigt. Es

werden zum Aktualisieren folglich t
(n)
3 anstelle von t

(n−1)
3 verwendet. Matthews334 erweiterte kürzlich

diesen Ansatz auf die CC-Λ-Gleichungen und führte einen Dämpfungsmechanismus für oszillatorische
Systeme ein. Diese Erweiterungen sind jedoch nicht Teil der hier vorgestellten Implementierung.

Der zweite Ansatz basiert auf den Newton-Gleichungen 2.220 zur iterativen Lösung der Amplitudengleichun-
gen. Unter Verwendung der vollen Jacobimatrix ist eine quadratische Konvergenz der Amplitudengleichung
gegeben. Aufgrund der Rechenanforderungen für den Aufbau der vollen Jacobimatrix ist ein solcher Ansatz
jedoch nicht praktikabel. Deshalb werden typischerweise ausschließlich die diagonalen Beiträge der Jacobi-
matrix, welche der Differenz der Orbitalenergien entsprechen, in einem Quasi-Newton-Verfahren verwendet.
Dieses weist jedoch generell keine quadratische Konvergenz mehr auf. Um eine schnellere Konvergenz zu
gewährleisten, nutzen Kjønstad et al.273 eine approximative Jacobimatrix einer untergeordneten Methode,
beispielsweise die CCSD-Jacobimatrix für die CCSDT-Amplituden. Diese enthält nun auch nicht-diagonale
Beiträge, wodurch das Konvergenzverhalten verbessert werden kann. Innerhalb von Qcumbre ist das
Schema durch das Schlüsselwort newton-type zugänglich, wobei über jacobian-method die Methode der
Jacobimatrix gewählt werden kann (vgl. Tab. 3.7).

Tabelle 3.13 quantifiziert die Methoden zur Konvergenzbeschleunigung für CCSDT und CC3 anhand
einer Beispielrechnung an Wasser in der unc-aug-cc-pVTZ-Basis. Hierbei wurden die Parameter für die
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Schlüsselwörter ccsd-subiterations und jacobian-method variiert und es wurde jeweils die Anzahl der
für die DIIS-Extrapolation (Direct Inversion of the Iterative Subspace)331,332 verwendeten Vektoren auf
0 und 10 gesetzt. Ein Wert von null bedeutet an dieser Stelle, dass keine Extrapolation durchgeführt
wurde. Erwartungsgemäß führt das Auslassen der DIIS-Extrapolation ohne die weitere Verwendung
einer Konvergenzbeschleunigung in allen Fällen zu einem großen Anstieg in den benötigten Iterationen.
Die Ergebnisse zeigen, dass beide Methoden zur Konvergenzbeschleunigung die Anzahl der benötigten
Iterationen mindern können. Für die Anzahl an Subiterationen empfiehlt sich ein Wert von 1 bis 2. Für
die Wahl der approximative Jacobimatrix zeigt sich der CC2-Ansatz als nicht wesentlich gewinnbringender
als die Verwendung der Diagonalmatrix der Differenzen der Orbitalenergien. Wird jedoch die CCSD-
Jacobimatrix verwendet, so zeigt sich ein sehr gutes Konvergenzverhalten. Der Vorteil in der Verwen-
dung einer der Methoden zur Konvergenzbeschleunigung liegt vor allem darin, dass die Konvergenz im
Allgemeinen besser als oder vergleichbar zu DIIS ist. Damit stellen diese Ansätze eine Alternative zu
DIIS dar. Dies ist besonders lohnenswert für CCSDT, da auf diese Weise nicht mehrfache Kopien der
Amplituden, insbesondere der Amplituden der Dreifachanregungen, abgespeichert werden müssen. Das
zeigt sich auch Anhand des benötigten Speichers in Tabelle 3.13, welcher sich für dieses System halbiert.
Die Speicherreduktion ist insbesondere relevant für CD-Anwendungen, da hier die Amplituden häufig die
speicherlimitierende Größe darstellen. Für CC3 zeigt sich dieser Gewinn jedoch nicht, da in diesem Fall
innerhalb von DIIS die Amplituden der Dreifachanregungen ohnehin nicht berücksichtigt werden.
Sowohl die CCSD-Subiterationen, als auch das Aufstellen der CCSD-Jacobimatrix, stellen einen O(N6)-
Schritt dar. Aufgrund dieses zusätzlichen Rechenaufwandes ist für das hier betrachtete System in vielen
Fällen trotz der Reduktion der Gesamtzahl der Iterationen kein oder nur ein geringer Rechenzeitgewinn
festzustellen. Für größere Systeme sinkt jedoch das Gewicht des Overheads im Vergleich zu den O(N7)-
und O(N8)-Schritten von CC3 beziehungsweise CCSDT und somit ist auch ein potentieller Rechenzeit-
gewinn zu erwarten. Basierend auf den hier vorgestellten Ergebnissen zeigt sich die Verwendung der
CCSD-Jacobimatrix in Kombination mit DIIS als die beste Methode, um eine schnelle Konvergenz zu
gewährleisten.

3.3.5. MPI-Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen

Die Laufzeit eines Programms ist nicht nur durch den zugrundeliegenden Algorithmus festgelegt, sondern
auch davon abhängig davon, ob die Rechenressourcen optimal genutzt werden. Ein Beispiel dafür ist die
Auslastung der verfügbaren Prozessoren durch eine Parallelisierung. Im Allgemeinen kann zwischen zwei
Arten der Parallelisierung unterschieden werden.
In der ersten Variante nutzen die Prozesse einen gemeinsamen Speicher (Shared-Memory), während in
der zweiten Art für jeden Prozess jeweils ein eigener Speicher zugewiesen ist (Distributed-Memory). Der
Vorteil des ersten Ansatzes besteht darin, dass Variablen für mehrere Prozesse zugänglich sind und diese
gemeinsam darauf zugreifen können, ohne Kopien erstellen zu müssen. Allerdings erfordert dies eine
Cluster-Architektur, in welcher alle Prozesse an einem gemeinsamen Speicher angebunden sind, was
hardwareseitig die Anzahl der nutzbaren Prozessoren begrenzt. Ein solcher Verbund von Prozessoren, die
sich denselben Speicher teilen, wird als Knoten bezeichnet.
Bei der zweiten Art, bei der jeder Prozess über einen eigenen Speicher verfügt, können theoretisch
unbegrenzt viele Prozessoren eines Clusters zusammenarbeiten. Da der Speicher jedoch nicht geteilt wird,
ist eine Kommunikation zwischen den Knoten notwendig, die durch das Message Passing Interface (MPI)
realisiert wird.
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CC-Rechnung

QCUMBRE

CFOUR

EOM-
Rechnung
SubEOM

Ausgabe

Master Prozess 1 Prozess 2 Prozess N

EOM-
Rechnung
SubEOM

EOM-
Rechnung
SubEOM

EOM-
Rechnung
SubEOM

<latexit sha1_base64="8yIA2FY2dMfQ6LsbZGk5nZvj3KA="></latexit>. . .

EOM-
Rechnung
SubEOM
Prop

Interface Interface InterfaceInterface <latexit sha1_base64="8yIA2FY2dMfQ6LsbZGk5nZvj3KA="></latexit>. . .

<latexit sha1_base64="8yIA2FY2dMfQ6LsbZGk5nZvj3KA="></latexit>. . .

MPI_Bcast

MPI_Init

MPI_Gather

Veteile Lösung der CC-Ampltituden t

EOM-
Rechnung
SubEOM
Prop

EOM-
Rechnung
SubEOM
Prop

<latexit sha1_base64="8yIA2FY2dMfQ6LsbZGk5nZvj3KA="></latexit>. . .EOM-
Rechnung
SubEOM
Prop

MPI_Finalize

Sammeln der Lösungen der EOM-Amplituden r und l sowie der 
Eigenwerte Eexc

Abb. (3.12): Fließschema der MPI-Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen des Programmpakets Qcumbre. Die
Anweisungen der MPI-Funktionalitäten sind in Orange hinterlegt. Das Fließschema basiert auf der
Annahme, dass sowohl die Lösung der rechten als auch der linken EOM-Eigenwertgleichung angefragt
wurde. Zum Vergleich zeigt Abbildung 3.10 in detaillierterer Weise den seriellen Ablauf von Qcumbre.
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Je nach Problemstellung ist eine der beiden Arten der Parallelisierung vorteilhafter. MPI ist prädestiniert
für Prozesse, die inhärent unabhängig voneinander ablaufen, da in solchen Fällen lediglich minimale
Kommunikation zwischen den Prozessen erforderlich ist. Dies reduziert den Overhead,XIX der durch den
Datenaustausch entsteht, und ermöglicht eine effiziente Parallelisierung. In anderen Fällen kann ein Shared-
Memory-Ansatz vorteilhafter sein. Allerdings sind auch gemischte Ansätze, die beide Parallelisierungsarten
kombinieren, möglich. Ein Beispiel hierfür ist die Verteilung der MPI-Prozesse auf die Knoten eines Clusters,
wobei die Kerne jedes Knotens den gemeinsamen Speicher für eine Shared-Memory-Parallelisierung
nutzen können. Dieser Ansatz wurde in Qcumbre umgesetzt, welches neben der massiven parallelen
Implementierung der EOM-Gleichungen unter Verwendung von MPI,XX die in diesem Abschnitt behandelt
wird, auch eine Shared-Memory-Parallelisierung für die Tensorkontraktionen nutzt. Letztere wird im Detail
im folgenden Kapitel 3.4 behandelt.

Die MPI-Parallelisierung basiert darauf, dass jeder Eigenwert des Davidson-Algorithmus unabhängig von
den vorherigen ist. Somit kann jeder Eigenwert durch einen eigenständigen Prozess berechnet werden. Das
Fließschema 3.12 zeigt, wie dies für Qcumbre realisiert ist. Zunächst wird die MPI-Umgebung mittels
MPI_Init initialisiert. Im Anschluss rufen alle Prozesse das Interface zu Cfour auf, um die Integrale,
Cholesky-Vektoren und die SCF-Lösung einzulesen. Daraufhin wird ausschließlich auf dem Masterprozess
eine CC-Rechnung durchgeführt und anschließend werden die konvergierten CC-Amplituden t mittels der
Kommunikationsroutine MPI_Bcast auf alle anderen Prozesse verteilt. Anschließend kann jeder Prozess
einen Eigenwert des Davidson-Algorithmus durch die Lösung der EOM-Gleichungen berechnen. Die
Eigenwerte werden dabei zyklisch über alle Prozessoren verteilt. Sobald die Arbeit aller Prozesse beendet
ist, werden die Eigenvektoren r und l sowie die Eigenwerte Eexc durch MPI_Gather auf dem Masterprozess
gesammelt, sodass die Ausgabe der Resultate, d.h. der Anregungsenergien und Eigenschaften verschiedener
Zustände, erfolgen kann. Zum Schluss beendet jeder Prozess die MPI-Umgebung mit dem Aufruf von
MPI_Finalize.
Für die Implementierung wurde eine neue Header-Datei namens MPI_Utilities angelegt. Um die Ent-
wicklerfreundlichkeit der MPI-Funktionalitäten innerhalb von Qcumbre sicherzustellen, wurden Wrapper
eingeführt, welche die MPI-Syntax im Hintergrund verbergen. Auf diese Weise fungieren die Wrapper als
Blackbox-Routinen und ermöglichen eine einfache Verwendung der MPI-Funktionalitäten. Die Wrapper
beinhalten Routinen zum Senden (MPI_Send), Empfangen (MPI_Recv), Sammeln (MPI_Gather) und Ver-
teilen (MPI_Bcast) von einfachen Datentypen, wie Integer, Strings oder komplexen Fließkommazahlen
sowie Vektoren dieser Typen, aber auch für ganze Klassen. Zur Veranschaulichung der Simplizität ist das
Verteilen der CC-Amplituden auf alle Prozesse als Beispiel gegeben, welches durch den folgenden Aufruf
realisiert wird:

1 // V e r t e i l e CC−Amplituden auf a l l e Prozes se
2 my_MPI_Bcast( tS ) ;

XIXKommunikation bedeutet, dass Daten von einem Prozess an einen anderen übermittelt werden. Üblicherweise müssen
der sendende und empfangende Prozess aufeinander warten. Diese impliziten Barrieren führen zwangsläufig zu einer
Serialisierung des Programms, da die parallele Ausführung der Prozesse für die Kommunikation unterbrochen wird.

XXDie MPI-Funktionalitäten sind für den Anwender durch die Kompilierung unter Verwendung der Präprozessor-Flag
USE_MPI zugänglich.
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3.4. Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie in
Qcumbre

In der Quantenchemie treten Tensoren auf, welche Symmetrien bezüglich Permutationen zweier oder
mehrerer Indices aufweisen. Die häufigsten Beispiele dafür sind hermitesche und symmetrische Tensoren.
Im Rahmen der Coupled-Cluster-Theorie zeigen die Integrale ⟨ab||ij⟩, die Cluster-Amplituden tab

ij sowie
auftretende Zwischengrößen Wabij , Wabci usw. ein antisymmetrisches Verhalten in Bezug auf den Tausch
zweier Indices:

tab
ij =−tba

ij = tba
ji =−tab

ji . (3.56)

Um eine effiziente CC-Rechnung zu gewährleisten, ist es notwendig die Antisymmetrie der Tensoren
vollständig auszunutzen, ähnlich zu den Ideen, welche in den Referenzen 335 und 336 diskutiert wurden.
Für jede solche Größe genügt es, den Block mit a > b und i > j zu speichern. Für die Implementierung
bedeutet dies, dass durch Beschränkung der Indices lediglich einen Bruchteil des vollen Tensors gespeichert
und berechnet werden muss (siehe Abb. 3.13). Im Folgenden wird der Einfachheit halber die Entwicklung
anhand der in den CCSD-Gleichungen auftretenden Terme diskutiert. Es sei jedoch erwähnt, dass auch
für Tensoren höheren Rangs analoge Beziehungen existieren, welche ebenfalls implementiert sind. Ein
Beispiel hierfür sind die t3-Amplituden tabc

ijk und verwandte Größen der CCSDT-Gleichungen. Für den
besetzten (ijk, ikj, jik, jki, kij, kji) und virtuellen (abc, acb, bac, bca, cab, cba) Block gibt es jeweils
sechs Permutationen, wodurch insgesamt der Speicherbedarf um den Faktor 36 reduziert wird.

<latexit sha1_base64="THZA4QSWAEDinJ8AVspcBpaMB+A="></latexit>

a, b & i, j
<latexit sha1_base64="I+sfo3Dz9/g50pCXiyY/geNUU2E="></latexit>

a < b & i < j
<latexit sha1_base64="Jd57ls/PM+Ytvdg3sRDEdD5cXnc="></latexit>

a, b, c & i, j, k
<latexit sha1_base64="MsTz2b12rYl4mi0lYjDLuOMTcu8="></latexit>

a < b < c & i < j < k

Abb. (3.13): Schematische Darstellung der Datenkompression eines Tensors von Rang 4 und 6.

Die vollständige Antisymmetrie ist aber nicht für jede Größe gegeben, da beide Elektronen (a) den gleichen
Spin α oder β und (b) die gleiche irreduzible Darstellung A oder BXXI besitzen sowie (c) zu dem gleichen
Quasipartikelraum gehören müssen, um eine Permutationssymmetrie aufzuweisen:

a) Wenn die Elektronen unterschiedliche Spinausrichtungen aufweisen (αβαβ), ist der Tensor bezüglich
Vertauschung beider Indices nicht antisymmetrisch. Daher können die Indices nicht beschränkt
werden und der gesamte Block muss gespeichert werden. Aber es gibt eine Spinsymmetrie zwischen
den Spinblöcken selbst

αβαβ = βαβα . (3.57)

Diese wurde schon durch die Implementation von Hampe313 berücksichtigt, weshalb der letzte Block
in Qcumbre nicht gespeichert wird.

b) Wenn (bei gleichem Spin) die Basisfunktionen der Elektronen verschiedene irreduzible Darstellungen
aufweisen (ABAB), ist der Tensor beim Vertauschen der beiden Indices ebenfalls nicht antisym-
metrisch. Auf der Grundlage der irreduziblen Darstellungen muss der teilweise beschränkte oder

XXIHier wird eine Punktgruppe mit zwei irreduziblen Darstellungen angenommen. Die Erkenntnisse gelten jedoch für
Punktgruppen mit einer beliebigen Anzahl an irreduziblen Darstellungen.
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vollständige Block gespeichert werden. Aber auch hier gibt es eine Antisymmetrie zwischen den
Symmetrieblöcken:

ABAB =−BAAB =−ABBA = BABA . (3.58)

Drei dieser vier Blöcke müssen folglich nicht abgespeichert werden. Hierfür wurde beispielsweise
für den Tensor der Amplituden tab

ij eingeführt, dass ausschließlich der Block, dessen irreduzible
Darstellungen der kanonischen Ordnung (Γa ≤ Γb und Γi ≤ Γj) folgen, d.h. der ABAB-Block,
behalten wird.

c) Die Antisymmetrie ist nicht gegeben und die Indices können somit nicht beschränkt werden, wenn
sich ein Elektron in einem besetzten und eines in einem virtuellen Orbital befindet, also die beiden
Elektronen zu verschiedenen Quasipartikelräumen gehören. Dies gilt beispielsweise für die Integrale
⟨ab||ci⟩ und ⟨ij||ka⟩.

Je nach Spin, Symmetrie und Quasipartikelraum wird ein Block vollständig entfernt oder ganz bezie-
hungsweise teilweise gepackt. Abbildung 3.14 gibt einen Überblick über die gepackte Blockstruktur in
Abhängigkeit von Spin und irreduzibler Darstellung. Hier und im Folgenden wird die Notation eingeführt,
dass Indices, die mit i > j gepackt sind, in Klammern als (ij) bezeichnet werden.335

Sofern der entsprechende Spin- und Symmetrieblock eine Antisymmetrie aufweist, wie z.B. der totalsym-
metrische α-Block, kann dies auch in der Tensorkontraktion ausgenutzt werden. Beispielsweise für den
rechentechnisch aufwendigsten Term einer CCSD-Rechnung

tab
ij ←

1
2
∑
ef

⟨ab||ef⟩ tef
ij , (3.59)

welcher mit O(V 4O2) skaliert. Die Antisymmetrie der eingehenden und der ausgehenden Tensoren bleibt
bei der Kontraktion erhalten, sodass die entsprechenden Indexpaare gepackt bleiben können

t
(ab)
(ij) ←

1
2
∑
ef

⟨(ab)||ef⟩ tef
(ij) . (3.60)

Außerdem bleibt die Antisymmetrie auch bei den Summationsindices erhalten, es gilt gleichermaßen

t
(ab)
(ij) ←

1
2
∑
e>f

⟨(ab)||ef⟩ tef
(ij) + 1

2
∑
e<f

⟨(ab)||ef⟩ tef
(ij)

=
∑
(ef)
⟨(ab)||(ef)⟩ t(ef)

(ij) .
(3.61)

Die Ausnutzung der Antisymmetrie bei den Kontraktionen ermöglicht eine Reduktion des Speicherbedarfs
aufgrund der gepackten Datenstruktur für die Amplituden und Integrale sowie eine Reduktion der
notwendigen Rechenoperationen durch die eingeschränkte Summation. In dem vorliegenden Beispiel des
particle-particle-ladder-Terms liegt die Reduktion des Rechenaufwandes bei einem Faktor von 6. Dieser
Term ist jedoch ein idealisiertes Beispiel. Bei anderen Kontraktionen wird die Permutationssymmetrie
jedoch gebrochen. Wie bei dieser Kontraktion zu sehen ist

t
(ab)
(ij) ←P−ab

∑
e

Faeteb
(ij)

=P−ab t′
ab
(ij) = t′

ab
(ij)− t′

ba
(ij) ,

(3.62)
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AAAA
AABB
ABAB
ABBA
BABA
BAAB
BBAA
BBBB

<latexit sha1_base64="c8CgQn/0RpM06l4gsR3Q/Ow/se4="></latexit>↵↵↵↵

<latexit sha1_base64="XnqN+8iyB/2Q600cyeife7zBel8="></latexit>

↵�↵�

<latexit sha1_base64="yd1X/qx1pGgj6rIY5tpJjt/wJVA="></latexit>

����

AAAA
AABB
ABAB
ABBA
BABA
BAAB
BBAA
BBBB

/

Spinblock Symmetrieblock Indices

(ab)(ij)
(ab)(ij)
abij
abij
abij
abij
(ab)(ij)
(ab)(ij)

AbIj
AbIj
AbIj
AbIj
AbIj
AbIj
AbIj
AbIj

groupS/completeS flex

nonred_irrep_block
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packed_ind

packable_irrep_ind
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Abb. (3.14): Datenstruktur und Handhabung der antisymmetrischen Permutationssymmetrie innerhalb von Qcumbre.
Als Beispiel wurden die CC-Amplituden tab

ij innerhalb eines Modellsystems, welches eine Punktgruppe
mit zwei irreduziblen Darstellungen aufweist, gewählt. Blau gefärbt sind die nicht redundanten Sym-
metrieblöcke, die redundanten Blöcke sind rot gefärbt. Zusätzlich sind Blöcke, deren Indices gepackt
vorliegen, in Grün dargestellt.

bleibt die Antisymmetrie für die Indices (ij), nicht aber für die Indices (ab) erhalten. Indices, wie ae und eb,
welche bei der Durchführung der Kontraktion nicht beschränkt werden können, werden im Folgenden als
gebrochene Indices bezeichnet. Die Permutationssymmetrie der CC-Amplituden t muss implizit durch eine
Linearkombination von nicht-antisymmetrischen Zwischengrößen t′ wiederhergestellt werden. In einigen
Fällen bedeutet dieser Umstand sogar, dass alle Indices gebrochen sind:

t
(ab)
(ij) ←P−abP

−
ij

∑
em

Wmbejtae
im

=t′
ab
ij − t′

ba
ij − t′

ab
ji + t′

ba
ji .

(3.63)

3.4.1. Erweiterung der Kontraktionsroutine auf gepackte Tensoren

Die Implementierung innerhalb von Qcumbre basiert auf einer stringbasierten Tensorkontraktionsroutine.
Diese wurde in Anlehnung an früheren Entwicklungen336–338 zunächst von Hampe78,313 eingeführt und
durch Kitsaras237 erweitert. Diese Version berücksichtigt die Spin- und Punktgruppensymmetrie über
symmetriegeblockte Tensoren, jedoch noch nicht die Permutationssymmetrie der Tensoren, welche Teil
der Implementierung dieser Arbeit ist.

Die Erweiterungen wurden mit dem Ziel entwickelt, die Philosophie der Kontraktionsroutine in ihrer
ursprünglichen Form beizubehalten. Sie soll eine entwicklerfreundliche Struktur aufweisen, welche eine
unkomplizierte Übersetzung von Gleichungen auf Papier in Programmcode ermöglicht. Die stringbasierte
Eingabe wird hierbei durch die interne Logik in eine hocheffiziente Matrixmultiplikation übersetzt.
Beispielsweise wird Gleichung 3.59 durch folgenden Codeausschnitt beschrieben:
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contract

Matrixmultiplikation

Tensor 3 Prüfe 
Indices

Tensor 1 TranspositionPrüfe 
Indices Entpacken

Tensor 2 TranspositionPrüfe 
Indices Entpacken

Packen Transposition  
Permutation

pack

unpack

unpack

multS

directswapS

directswapS

swapfinal

Abb. (3.15): Fließschema der innerhalb von Qcumbre implementierten Kontraktionsroutine. Die für die Permutati-
onssymmetrie notwendigen Modifikationen sind in blauer Schrift markiert.

1 sigma . c ont r ac t ( " aaaa " , 0 . 5 , IS_abcd , "ABEF" , tS , " EFIJ " ) ; // tab
ij ←

1
2
∑

ef
⟨ab||ef⟩ tef

ij

2 sigma . c ont r ac t ( " bbbb " , 0 . 5 , IS_abcd , " abe f " , tS , " e f i j " ) ; // tab

ij
← 1

2
∑

ef
⟨ab||ef⟩ tef

ij

3 sigma . c ont r ac t ( " abab " , 1 . , IS_abcd , " AbEf " , tS , " E f I j " ) ; // tab

ij
←
∑

ef
⟨ab||ef⟩ tef

ij

Die drei Tensoren IS_abcd, sigma und tS stellen jeweils die Zweielektronenintegrale und die CC-Amplitu-
den dar. Die Strings beschreiben von links nach rechts den Spinblock und die Indices der Integrale sowie
der Amplituden. Großbuchstaben stehen für α-Elektronen, Kleinbuchstaben für β-Elektronen.

Die Funktionsweise der Kontraktionsroutine ist in Fließschema 3.15 schematisch dargestellt. Die bisherige
Implementierung basiert auf folgendem Ablauf: Zunächst erfolgt die Auswertung der Eingabestrings der
eingehenden Tensoren. Anhand dieser werden die korrekten Spinblöcke identifiziert und entsprechende
Pointer angelegt sowie die Summationsindices und Indices des Zieltensors bestimmt. Eine intelligente
Anordnung der Indices durch Tensortranspositionen ermöglicht es, eine Kontraktion in eine Matrixmulti-
plikation umzuformulieren, welche mit effizienten BLAS-Routinen227 (zgemm3m) ausgewertet werden kann.
Im Anschluss an die Matrixmultiplikation erfolgt eine weitere Tensortransposition des Zwischenergebnisses,
um diese mit den Indices des Zieltensors in Übereinstimmung zu bringen.
Folglich müssen zur Durchführung einer Tensorkontraktion im schlimmsten Fall drei Tensortranspositionen
durchgeführt werden. Auch wenn eine Transposition lediglich mit der Größe des Tensors skaliert, kann diese
aufgrund der intrinsischen Cache-Ineffizienz spürbare Auswirkungen auf die Rechenzeit haben. Während
die Kontraktionsroutine eine beliebige Reihenfolge der Eingabetensoren erlaubt, gibt es jedoch eine rechen-
technisch bevorzugte Reihenfolge.XXII Ziel ist es, die Eingabe- und Zielindices günstig zu positionieren,
um die Anzahl an erforderlichen Transpositionen und somit Rechenoperationen zu minimieren. Hierzu
wurde eine Kostenfunktion eingeführt, welche minimiert wird, sodass die optimale Reihenfolge der Indices
bestimmt werden kann.XXIII

Um die gepackte Datenstruktur innerhalb der Kontraktionen auszunutzen, müssen weitere Modifikationen
eingeführt werden (vgl. Modifikationen in blauer Schrift in Abb. 3.15). Zunächst ist eine Unterscheidung
XXIIBeispielsweise benötigt tab

ij ←
1
2
∑

ef
⟨ba||ef⟩ tef

ji eine, tab
ij ←

1
2
∑

ef
tef
ij ⟨ab||ef⟩ drei und tab

ij ←
1
2
∑

ef
⟨ab||ef⟩ tef

ij keine
einzige Transposition.

XXIIIDies ist für den Entwickler über die Präprozessor-Flag CHKC zugänglich.
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zwischen erhaltenen und gebrochenen Indices erforderlich, welche durch die Funktion find_broken

bestimmt werden. Daraus ergeben sich folgende Eckpunkte für die Implementierung:

• Wenn die Antisymmetrie erhalten bleibt, dann können die Indices der Tensoren während der
Kontraktion gepackt bleiben (vgl. Gl. 3.60).

• Wenn die Antisymmetrie der Summationsindices erhalten bleibt, dann kann die Summation
beschränkt werden, jedoch muss ein zusätzlicher Vorfaktor berücksichtigt werden (vgl. Gl. 3.61).

• Wenn die Antisymmetrie gebrochen oder teilweise gebrochen ist, müssen die Indices der Tensoren
vor der Kontraktion entpackt werden und die Permutationssymmetrie muss implizit über die
Permutationsoperatoren eingeführt werden (vgl. Gl. 3.62 und 3.63).XXIV

Um die Funktionalität der Kontraktionsroutinen auf antisymmetrische Tensoren zu erweitern, ist folglich
die automatische Erkennung der gebrochenen Indices und das entsprechende (teilweise) Entpacken und
Packen eines gegebenen Spin- und Symmetrieblocks sowie die automatische Bestimmung der benötigten
Vorfaktoren anhand der Eingabestrings nötig. Hierzu muss gemäß der vorangegangenen Diskussion der
Spin, die irreduzible Darstellung sowie der Quasipartikelraum der Indices bekannt sein, um einen Tensor
von der vollständigen in seine antisymmetrische Darstellung zu überführen. Diese Informationen werden
von den Klassen completeS und groupS und ihren jeweiligen Klassenvariablen spin , irrep_ind und
quasi verarbeitet. Für eine detaillierte Dokumentation der Klassenstruktur von Qcumbre empfehlen
sich die Referenzen 313 und 237.

Im Rahmen der hier vorgestellten Implementierung wurden weitere Klassenvariablen hinzugefügt, wie in
Abbildung 3.14 dargestellt. Den Klassen groupS bzw. completeS wurde die Variable nonred_irrep_block

hinzugefügt. Diese wird bei der Initialisierung angelegt und indiziert die nicht-redundanten Symmetrieblö-
cke. Das sind jene Blöcke eines Tensors, deren Indices den gleichen Spin und den gleichen Quasipartikelraum
besitzen und deren irreduzible Darstellung den Beschränkungen Γa ≤ Γb und Γi ≤ Γj folgen (Blau). Da
Qcumbre lediglich die nicht-redundanten Blöcke speichert, können die redundanten Symmetrieblöcke
(Rot) verworfen werden. Anschließend können die verbleibenden Blöcke bezüglich ihrer Indices gepackt
werden. Die Klassen completeS und groupS sammeln Instanzen der flex-Klasse. Diese ist eine unterge-
ordnete Klasse, welche die tatsächlichen Daten des Tensors eines einzelnen Spin- und Symmetrieblocks
speichert. Um diesen Tensor zu packen, wurde die Klasse flex ebenfalls erweitert. Die Klassenvariablen
packable_ind und packable_irrep_ind sammeln die Indexpositionen, welche packbar sind. Die erste
Variable sammelt die Indices mit gleichem Spin, Quasipartikelraum und irreduzibler Darstellung, während
die Zweite die Indices der redundanten Symmetrieblöcke, also Indices mit gleichem Spin und Quasiparti-
kelraum aber unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen, sammelt. Diese Variablen beschreiben eine
Eigenschaft eines gegebenen Spin- und Symmetrieblocks und bleiben innerhalb der Laufzeit unverändert.
Im Gegensatz dazu zeigen die analogen Variablen packed_ind und packed_irrep_ind den Status der
tatsächlich gepackten Indices an. Dies ändert sich während der Laufzeit durch das Packen und Entpacken
der Tensoren mithilfe der Funktionen pack und unpack. Zusätzlich wurde eine logische Variable packed

eingeführt, welche diesen Status zurückgibt. Für eine bessere Übersicht sind die neuen Klassenvariablen
und deren Datentyp in der Tabelle 3.14 aufgeführt.

Sind die Blöcke in dem Format für die Matrixmultiplikation kann diese in multS durchgeführt werden. Für
jedes gepackte Paar von Summationsindices muss ein Faktor von 2 (siehe Gl. 3.61) berücksichtigt werden.

XXIVDiese Fälle sind leicht zu erkennen, da diese Beiträge einen oder mehrere Permutationsoperatoren in den Gleichungen
aufweisen.
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Tab. (3.14): Überblick der Variablen, welche zu den in Qcumbre existierenden Klassen hinzugefügt wurden.

Klasse Variable
groupS/completeS vector<bool> packed

vector<vector<int>> nonred_irrep_block

flex bool packed
vector<int> packable_ind
vector<int> packed_ind
vector<int> packable_irrep_ind
vector<int> packed_irrep_ind

Ein weiterer Faktor von 2 wird für jedes gepackte Paar an unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen
übergeben. Auf diese Weise wird der Beitrag der redundanten Symmetrieblöcke, welche verworfen wurden,
berücksichtigt.

Das Ergebnis der Kontraktion ist jedoch nicht zwangsläufig antisymmetrisch (vgl. t′ in Gl. 3.62 und 3.63).
Um dies zu berücksichtigen, erfolgt eine implizite Antisymmetrisierung über eine Linearkombination der
nicht-antisymmetrischen temporären flex-Instanz. Dies wird über das wiederholte Aufrufen der swapfinal
Routine für jede mögliche Permutation realisiert und kann über die Angabe des Permutationsoperators
als letzter Eingabestring bei dem Aufruf der Kontraktionsroutine kontrolliert werden.

1 sigma . c ont r ac t ( " aaaa " , 1 . , F_ab , "AE" , tS , " EBIJ " , "AB" ) ; // tab
ij ←P−

ab

∑
e

Faeteb
ij

In Tabelle 3.15 ist die Effizienzsteigerung in Bezug auf Rechenzeit und Speicheranforderungen quantifiziert,
welche durch die Implementierung der im Rahmen dieser Arbeit eingeführten Optimierungen ermöglicht
wurde. Hierzu wurde mithilfe einer Software zur Versionskontrolle das Programm auf den Ausgangszustand
vor dem Beginn der Arbeiten zurückgesetzt und mit der aktuellen Version verglichen.XXV Dies erfolgte
anhand einer CCSD-Rechnung an Ethen innerhalb der unc-aug-cc-pVQZ-Basis (378 Basisfunkionen) und
einer CCSDT-Rechnung des CH-Radikals innerhalb der unc-aug-cc-pVTZ-Basis (83 Basisfunktionen).
Die Ergebnisse zeigen, dass sowohl Speicherbedarf als auch Rechenzeit für CCSD mehr als halbiert
werden konnten. Für CCSDT beläuft sich der Effizienzgewinn sogar auf einen Faktor von etwa neun.
Dies demonstriert, dass durch diese Entwicklungen lohnenswerte Fortschritte erzielt werden konnten. Die
Anwendungsmöglichkeiten konnten erweitert werden und somit ist die routinemäßige Verwendung der
Methoden für ausgedehnten Systemen greifbarer geworden.

Tab. (3.15): Vergleich der Rechenzeit [hh:mm:ss] und des benötigten Speichers zweier Versionen des Qcumbre -
Programmpakets. Die erste Version des Ausgangszustandes stammt aus dem Jahr 2021, also vor Beginn
der Arbeiten. Die zweite Version aus dem Jahr 2024 beinhaltet die hier vorgestellten Optimierungen.
Die Berechnungen wurden jeweils auf einem Kern des Intel® Xeon® Gold 5215M @ 2,50GHz Prozessors
durchgeführt.

System Qcumbre Version Grundzustand Angeregter Zustand Speicher/GB
Ethen Alt 1:23:32 2:16:58 989,03

unc-aug-cc-pVQZ/CCSD Neu 0:38:35 0:54:20 300,30
CH Alt 1:29:29 - 27,07

unc-aug-cc-pVTZ/CCSDT Neu 0:10:53 - 3,62

XXVDer hier präsentierte Vergleich beinhaltet neben der Tensorsymmetrie auch Effekte weiterer Optimierungen. Allerdings
ist der Großteil der Rechenzeit- und Speicherdifferenzen auf Erstere zurückzuführen.
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3.4.2. Parallelisierung der Kontraktionsroutine

Die Effizienz der Kontraktionsroutine ist von entscheidender Bedeutung für eine möglichst optimale
Performanz quantenchemischer Rechnungen, da zahlreiche Aufrufe dieser während der Laufzeit aller
in Qcumbre implementierten Methoden erfolgen. Daher ist eine möglichst effiziente Ausführung erfor-
derlich. Die Antisymmetrie stellt jedoch lediglich eine von mehreren Optimierungen dar. Referenz 339
fasst solche Optimierungen etablierter quantenchemischer Pakete für feldfreie Berechnungen zusammen.
Eine Möglichkeit, welche in Qcumbre eingeführt wurde, ist die Parallelisierung der zeitaufwändigsten
Schritte. Die Matrixmultiplikationen können mithilfe von OpenMP340 über die entsprechenden BLAS-
Bibliotheksroutinen zgemm3m parallelisiert werden. Des Weiteren wurden die Transpositionen sowie das
Packen und Entpacken der Tensoren, die dem Schritt der Matrixmultiplikation vorausgehen, durch eine
Verteilung der Schleifen auf die Threads, parallelisiert. Hierbei handelt es sich um eine Parallelisierung
unter Verwendung eines gemeinsam genutzten Speichers (Shared-Memory).
In Übereinstimmung mit Amdahls Gesetz341,342 lässt sich der Gewinn der Rechengeschwindigkeit, auch
als Speedup bezeichnet, durch den Quotienten

S(p) = t(1)
t(p) (3.64)

mit den Rechenzeiten t(p) unter Verwendung von p ProzessorenXXVI quantifizieren. Bei idealen Systemen
entspricht der Speedup der Anzahl an Prozessoren S(p) = p. In der Praxis sind jedoch Teile des auszufüh-
renden Programms ausschließlich seriell durchführbar. Es wird der serielle Anteil f eingeführt, welcher es
ermöglicht, die Rechenzeit in einen konstanten seriellen Teil und einen mit der Anzahl der Prozessoren
sinkenden parallelen Teil zu separieren

t(p) = f t(1)+ (1−f)
p

t(1) . (3.65)

Der Speedup ist somit im Limit unendlich vieler Prozessoren durch den seriellen Teil beschränkt

lim
p→∞

S(p) = lim
p→∞

 1
f + (1−f)

p

= 1
f

. (3.66)

Einen Ausdruck für den seriellen Anteil liefert das Umstellen der Gleichung 3.64:

f =
1− S(p)

p

S(p)− S(p)
p

. (3.67)

Abbildung 3.16 zeigt den Speedup S(p) als Funktion der Zahl der verwendeten Prozessoren p. Die
Rechnungen wurden auf einem Knoten mit Intel® Xeon® Gold 5215M @ 2,50GHz Prozessoren an
Tetrachlor-p-Benzochinon auf aug-cc-pVDZ/EOM-CCSD-Niveau (292 Basisfunkionen) mittels Qcumbre
durchgeführt. Ein externes Magnetfeld von 1 ·10−4 B0 wurde senkrecht zur Molekülebene des Tetrachlor-p-
Benzochinons angelegt.XXVII Zunächst steigt der Speedup mit der idealen Geraden an, wobei jedoch
relativ schnell eine Begrenzung durch den seriellen Teil erfolgt, welcher sich auf 15 % bis 20 % bestimmen
lässt. Für zwölf Prozessoren wird die Rechenzeit des CCSD- und des EOM-Schrittes jedoch signifikant um

XXVIIn diesem Kontext wird der Ausdruck Prozessoren als Synonym für die Anzahl an Kernen verwendet.
XXVIIDieses System wird in dieser Arbeit im Rahmen der MCD-Spektroskopie in Abschnitt 4.2 näher untersucht.
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Abb. (3.16): Darstellung des Rechenzeitgewinns als Funktion der Anzahl der Prozessoren für eine mittels Qcumbre
durchgeführte Rechnung an Tetrachlor-p-Benzochinon auf aug-cc-pVDZ/EOM-CCSD-Niveau (292
Basisfunkionen).

etwa das Vierfache reduziert, was einem totalen Rechenzeitgewinn von 5:26 Stunden auf 1:26 Stunden
entspricht.XXVIII Dieser Speedup gilt zusätzlich zu den hier vorgestellten Entwicklungen zur Ausnutzung
der Permutationssymmetrie und verschiebt die Grenze der Anwendungsmöglichkeiten weiter.

XXVIIIEs wird weiterhin darauf hingewiesen, dass die hier vorgestellten Ergebnisse lediglich eine Einordnung der Effizienz
der Parallelisierung geben. Der Speedup kann sich im Allgemeinen in Abhängigkeit von der Systemgröße verändern.
Denn Cache-Nutzung oder auch die Effizienz der BLAS-Routinen sind direkt abhängig von der Tensorgröße.
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4. Anwendung spektroskopischer Methoden
unter Anwesenheit externer Magnetfelder

In diesem Kapitel wird die Anwendung der hier entwickelten quantenmechanischen Methoden auf chemische
und astrophysikalische Fragestellungen vorgestellt. Hierbei liegt der Fokus auf spektroskopischen Methoden
unter Anwesenheit externer Magnetfelder. Dies wird in Abschnitt 4.1 anhand der Druckverbreiterung der
Spektrallinien des Magnesiums durch eine Heliumatmosphäre auf magnetischen weißen Zwergen diskutiert.
Hierzu wird zunächst die Struktur der dort auftretenden Heliumatmosphäre (Abs. 4.1.1) und im Anschluss
die UV/VIS-Spektroskopie unter solchen Bedingungen behandelt (Abs. 4.1.2).
Des Weiteren wird die MCD-Spektroskopie in Abschnitt 4.2 im Rahmen schwacher magnetischer Felder,
aber auch als Spektropolarimetrie in starken Magnetfeldern näher betrachtet. Abschließend erfolgt ein
Exkurs zu ungewöhnlichen Molekularstrukturen in Magnetfeldern durch Geometrieoptimierungen in
Abschnitt 4.3.

4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

Die Identifikation der Spektrallinien von Atomen und Molekülen auf magnetischen weißen Zwergen stellt
eine anspruchsvolle Aufgabe dar, da eine Vielzahl an Effekten berücksichtigt werden muss. Zunächst treten
auf weißen Zwergen in der Regel dichte Wasserstoff- oder Heliumatmosphären auf. Diese können Dichten
von 2 bis 3 gcm−3 aufweisen. Unter solchen extremen Drücken kann eine flüssige Heliumatmosphäre
vorliegen.52,53,343 Des Weiteren weisen auch die kühlsten weißen Zwerge Temperaturen im Bereich von
4000 K bis 10000 K auf.5–9 Druck und Temperatur sind jedoch nicht die einzigen Effekte, die die Identifi-
kation von Spektrallinien erschweren. Zusätzlich treten auf magnetischen weißen Zwergen Magnetfelder
einer Stärke von bis zu etwa 94000 T (≈ 0,4B0) auf.5,10–12

In diesem Kapitel soll spezifisch der in Referenz 9 untersuchte 3p → 4s (3P → 3S)-Übergang des Tri-
plettzustandes des Magnesiumatoms auf dem magnetischen weißen Zwerg SDSS J1143+6615, welcher eine
Feldstärke von etwa 3000 T, eine effektive Temperatur von T < 11000K und eine durch Helium dominierte
Atmosphäre aufweist, näher behandelt werden.
Diese extremen Bedingungen beeinflussen die Lage und Form der Spektrallinien. Auf welche Weise die
Linienprofile verändert werden, wird im Folgenden behandelt. Hierzu werden die Effekte in vier Klassen
unterteilt:344,345

• Natürliche Linienbreite: Nach der Heisenbergschen Unschärferelation resultiert eine Unsicherheit
der Energieniveaus aufgrund der endlichen Lebensdauer angeregter Zustände. Dies führt zu einer
symmetrischen Verbreiterung der Spektrallinien. Dieser Effekt sorgt lediglich für eine sehr schmale,
symmetrische Linienverbreiterung, aber nicht für eine Verschiebung der Wellenlänge und kann im
Folgenden vernachlässigt werden.
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• Dopplerverbreiterung: Diese entsteht durch eine Dopplerverschiebung der ausgestrahlten Wel-
lenlänge aufgrund der Bewegung der emittierenden Atome. Dopplerverschiebungen können nicht
nur durch die thermische Bewegung entstehen, die den Teilchen unterschiedliche Geschwindigkeiten
und damit unterschiedliche Frequenzen in der emittierten Strahlung verleiht, sondern auch durch
die relative Bewegung und Rotation des stellaren Objekts.346–350 Ersteres, also die thermische
Teilchenbewegung, ist ein statistischer Prozess und führt in Abhängigkeit von der Temperatur zu
einer symmetrischen Verbreiterung. Letzteres, die Bewegung des Sterns relativ zum Beobachter,
kann zu einer möglichen Verschiebung der beobachteten Spektrallinien führen, sofern die Bewegung
in einer konstanten Richtung auf den Beobachter zu oder von ihm weg erfolgt und somit nicht
statistischer Natur ist.

• Druckverbreiterung: Die Druckverbreiterung, in diesem Kontext auch als Stoßverbreiterung
bezeichnet, entsteht durch die Wechselwirkungen eines strahlenden Atoms A mit den Atomen der
Atmosphäre B. Während einer Kollision werden die Energielevel und Übergangswahrscheinlich-
keiten in Abhängigkeit von der Distanz beider Atome verschoben. Um dies zu beschreiben, muss
die gleichzeitige Wechselwirkung mit vielen Atmosphärenatomen betrachtet werden. Wird jedoch
davon ausgegangen, dass die Wechselwirkungen zwischen A und B unabhängig von den anderen
Atmosphärenatomen ist, dann kann die Kollision durch das Wechselwirkungspotential des Dimers
AB beschrieben werden. Dies kann damit begründet werden, dass einige Atmosphärenatome mit
dem emittierenden Atom zusammenstoßen, während andere weiter entfernt sind und das System
nicht wesentlich stören. Integration über die radiale Verteilung liefert das Linienprofil. Auf diese
Weise wird die gleichzeitige Wechselwirkung mit mehreren Atmosphärenatomen betrachtet, jedoch
werden die Wechselwirkungen zwischen den Atmosphärenatomen vernachlässigt.46 Bei Verwendung
dieser Näherung sind diatomare Potentiale ausreichend, um die Druckverbreiterung zu beschreiben.
Ist die Wechselwirkung attraktiv, resultiert ein bindendes Wechselwirkungspotential mit einem
lokalen Minimum. Ist sie jedoch repulsiv, dann resultiert ein ungebundenes Potential höherer Energie.
Da generell die Energielevel eines Übergangs, also die Energielevel des initialen und finalen Zustands,
unterschiedlich stark beeinflusst werden, ergibt sich eine Verschiebung der Spektrallinien. Zusätzlich
resultiert eine Linienverbreiterung daraus, dass in einem realen Gas die Abstände zwischen dem
strahlenden Atom und den Atomen der Atmosphäre statistisch um einen mittleren Abstand verteilt
sind. Ein nicht-monotoner Verlauf des Wechselwirkungspotentials führt zu asymmetrischen Linien-
profilen und bei Auftreten von lokalen Extrema zu Liniensatelliten. In Abbildung 4.1 ist dies anhand
eines simplen Zweizustandsmodells dargestellt. Das System wird modelliert durch ein gebundenes
Lennard-Jones-Potential für den initialen Zustand und ein quasi nicht-gebundenes Potential für den
finalen Zustand. Wird für die Distanz zwischen dem Magnesiumatom und den wechselwirkenden
Atmosphärenatome eine Gauß-Verteilung um einen mittleren Abstand angenommen, dann resultiert
für diese Wahl an Potentialen eine asymmetrische Spektrallinie mit einem Liniensatelliten, welcher
aufgrund des Minimums des Grundzustands auftritt.
Ein Überblick über ausgereifte Modelle, welche beispielsweise auch die Veränderung des Übergangs-
dipolmoments berücksichtigen, wird durch Allard und Kielkopf42 vorgestellt. Referenz 40 diskutiert
explizit das Auftreten eines Liniensatelliten in dem asymmetrischen Flügel der Spektrallinie des
Magnesiumatoms, welche für das charakteristische Linienprofil des Triplettübergangs verantwortlich
ist.
Auf weißen Zwergen treten Atmosphären mit hohen Drücken auf, sodass starke Druckeffekte erwartet
werden können. Der mittlere Abstand der Atome der Atmosphäre wird maßgeblich durch den
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Druck und die Temperatur bestimmt, wobei breite Abstandsverteilungen zu erwarten sind, da
die gemessenen Photonen in unterschiedlichen Schichten der Atmosphäre erzeugt werden können.
Insbesondere aufgrund der Transparenz von Heliumatmosphären bei niedrigen effektiven Tempe-
raturen können die beobachteten Photonen auch aus tieferen Atmosphärenschichten mit höheren
Dichten stammen.40,48,351 Für solche Dichten gewinnt die Berücksichtigung der interatomaren
Wechselwirkungen zwischen den Atmosphärenatomen zunehmend an Bedeutung.
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Abb. (4.1): Linienprofil der Stoßverbreiterung anhand eines Zweizustandsmodells. Der Grund- und der angeregte
Zustand werden durch ein Lennard-Jones-Potential VLJ(r) = 4ϵ
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der Parameter ϵ = 100
und σ = 2.7 sowie ϵexc = 10 und σexc = 3 beschrieben. Die mittleren Abstände der Atmosphärenatome sind
um re = 4 über eine Gauß-Verteilung statistisch mit einer Standardabweichung von σr = 0.5 normalverteilt.
Die Energien und Intensitäten sind in willkürlichen Einheiten aufgetragen.

• Feldverbreiterung: Die letzte Klasse wird hier durch den Einfluss externer Felder auf die Linien-
profile klassifiziert. Dies umfasst im Falle der magnetischen weißen Zwerge die Magnetfeldeffekte,
die über die lineare Zeeman-Verbreiterung hinausgehen.
Ein externes Feld bewirkt eine Aufspaltung und Verschiebung der Energieniveaus, was sich direkt in
der Lage und möglicherweise der Intensität der Spektrallinie widerspiegelt. Dies führt bei starken
Feldern zu deutlichen Veränderungen im Spektrum. Zusätzlich zeigen weiße Zwerge eine anisotrope
Oberflächenverteilung des Magnetfeldes auf. Wird ein einfacher Dipol für das Magnetfeld des Sterns
angenommen, dann ergibt sich ein Faktor von zwei zwischen den Feldstärken am Äquator und an
den Polen. Diese Magnetfeldverteilung sowie eine räumliche Verteilung der relativen Ausrichtung des
Magnetfeldvektors bezüglich des zu untersuchenden Systems sorgt für eine Linienverbreiterung. Für
die einfache lineare Zeeman-Aufspaltung wäre die Verbreiterung symmetrisch. Die nicht-lineare Än-

113



4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

4000 4500 5000 5500 6000 6500

Wavelength [Å]
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Abb. (4.2): Zuordnung der Spektrallinien des weißen Zwergs SDSS J1143+6615. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis

aus Referenz [M. A. Hollands et al., Mon. Not. R. Astron. Soc. 520, 3560–3575 (2023)] entnommen
und modifiziert. © 2023 Autor(en). Veröffentlicht von Oxford University Press im Auftrag der Royal
Astronomical Society

derung der Anregungsenergie durch die Berücksichtigung quadratischer Magnetfeldeffekte bedeutet
eine asymmetrische Linienverbreiterung.

Im Prinzip umfasst die Feldverbreiterung auch die Effekte eines äußeren elektrischen Feldes oder der
elektrischen Felder der geladenen Teilchen eines Plasmas (Stark-Verbreiterung).345 Diese werden
jedoch in dieser Arbeit nicht weiter berücksichtigt.

Die vorangehende Diskussion hat verdeutlicht, dass die Simulation der Umgebung, d.h. des Drucks, der
Temperatur und des Magnetfelds, entscheidend ist, um die Lage und Form der Spektrallinie vorhersagen
zu können. Bei magnetischen weißen Zwergen sind Druck- und Feldverbreiterung die primären Effekte,
die bis zu einer Größenordnung stärker sein können als die natürliche Linienverbreiterung und die
Dopplerverbreiterung.

Referenz 40 untersuchte bereits den 3p→ 4s (3P → 3S)-Übergang als intensive Linie auf nicht-magnetischen
weißen Zwergen. Als Erweiterung dieser Arbeit wurde in einer ersten Studie von Hollands et al.9 der
Einfluss des Magnetfeldes auf den Triplettübergang des Magnesiumatoms untersucht. Diese Studie führte
letztlich zur ersten Zuordnung eines Spektrums eines stark magnetischen weißen Zwergs, welche in
Abbildung 4.2 (blaue Linien) gezeigt ist. Die Zuordnung erfolgt hierbei unter Zuhilfenahme von B-λ-
Kurven (durchgezogene Linien), welche die Feldstärken als Funktion der Übergangswellenlänge auftragen.
Die B-λ-Kurven ermöglichen, zusätzlich zur Zuordnung der Spektrallinien, ebenfalls die Festlegung der
zuvor unbekannten Magnetfeldstärke auf etwa 3000 T (grauer Balken). Diese Arbeit stellt einen Meilenstein
dar, da erstmals Metalle auf magnetischen weißen Zwergen nachgewiesen werden konnten, die Magnetfelder
aufweisen, welche größer als 1000 T sind und damit außerhalb des linearen Zeeman-Bereichs (gestrichelte
Linien) liegen. Wie aber ebenfalls der Abbildung 4.2 zu entnehmen ist, weist die zentrale Magnesiumbande
eine aus dem feldfreien Fall bekannte40 charakteristisch asymmetrische Form mit einem blauverschobenen
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Flügel auf, welche in Referenz 9 nicht näher beschrieben wurde. Die Form der Spektrallinie ist maßgeblich
auf die Druckeffekte zurückzuführen, welche in einer darauffolgenden Studie im Zuge dieser Dissertation
in Referenz 204 aufgegriffen wurden. Hierbei wurde nicht nur der Einfluss der Heliumatmosphäre auf das
Magnesiumatom diskutiert, sondern auch die Veränderung der Druckeffekte in Abhängigkeit von dem
Magnetfeld.
Zuallererst soll die Struktur und Wechselwirkungen der Heliumatmosphäre in Abschnitt 4.1.1 diskutiert
werden. Im Anschluss werden in Anlehnung an Referenz 204 die Spektrallinien des Magnesiums behandelt.
Dabei wird das System schrittweise aufgebaut. Zunächst wird das Magnesiumatom eingeführt und die
Wechselwirkung zwischen diesem und einem Heliumatom bei einem Stoß untersucht. Abschnitt 4.1.2.1
stellt dieses System sowohl im feldfreien Fall als auch unter Anwesenheit eines endlichen Magnetfeldes vor,
wodurch die blauverschobene Spektrallinie bestätigt werden kann.
Für Heliumatmosphären, welche sehr dichte Atmosphären aufweisen, kann die Wechselwirkung zwischen
den Atmosphärenatomen nicht mehr vernachlässigt werden. In einem zweiten Schritt wird, um dies zu
berücksichtigen, in Abschnitt 4.1.2.2 zu einem expliziten Lösungsmittelmodell durch die Einbettung des
Magnesiumatoms in eine starre hexagonale Struktur übergegangen. Die umgebende Atmosphäre wird
durch MgHe12- und MgHe56-Cluster in einer hcp-Struktur (hexagonal close packed) modelliert.

4.1.1. Struktur von Heliumatmosphären in starken Magnetfeldern

Helium, als Edelgas, weist eine vollständig gefüllte Valenzschale auf. Dies führt dazu, dass ungebundene
Heliumatome im Allgemeinen stabil und inert sind. Aufgrund dieser Elektronenkonfiguration zeigen sie
weder chemische noch ionische Bindungen. Die einzige interatomare Wechselwirkung, die Helium-Cluster
stabilisiert, sind Dispersionswechselwirkungen, auch als London- oder Van-der-Waals-Wechselwirkungen
bekannt. Obwohl Dispersionswechselwirkungen wesentlich schwächer sind als chemische Bindungen, treten
ihre Effekte dennoch in den Vordergrund bei erstens hohen Drücken, bei denen aufgrund des geringen
Abstands der Heliumatome zueinander die Dispersionswechselwirkungen dominanter werden, und zweitens
bei niedrigen Temperaturen, da die thermische Energie nicht ausreicht, um die attraktiven Kräfte zwischen
den Heliumatomen zu überwinden. Aufgrund der schwachen attraktiven Wechselwirkungen und der hohen
Nullpunktsenergie, begründet durch die geringe Masse des Heliumatoms, zeigt dieses ein einzigartiges
Phasendiagramm auf. Bei Umgebungsdruck gefriert selbst bei absolutem Nullpunkt Helium zu keiner
festen Struktur. Erst durch den Druck von 2,5 MPa (25 bar) erstarrt Helium in der hexagonal dichtesten
Kugelpackung (hcp).352,353

Auf magnetischen weißen Zwergen, die starke, inhomogene Magnetfelder aufweisen, ändern sich die in-
teratomaren Wechselwirkungen zwischen den Heliumatomen erheblich. Durch das externe Magnetfeld
sind neben der Dispersionswechselwirkung weitere Stabilisierungsmechanismen, wie die senkrechte para-
magnetische Bindung,22 möglich. Dadurch können Verschiebungen der Phasengrenzen resultieren und
somit der Aufbau der Atmosphären magnetischer weißer Zwerge im Vergleich zu den nicht-magnetischen
weißen Zwergen stark verändert werden. Daher ist ein Verständnis für die dreidimensionale Struktur
des Heliums in magnetischen Feldern wichtig, um Modelle für die Atmosphäre von weißen Zwergen zu
entwickeln und das Verhalten von Materie unter diesen extremen Bedingungen zu untersuchen. In den
folgenden Abschnitten 4.1.1.1 bis 4.1.1.3 wird die Wechselwirkung zwischen den Heliumatomen in einem
externen Magnetfeld untersucht, beginnend mit dem Heliumdimer über zweidimensionale Schichten bis
hin zu dreidimensionalen Clustern.
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4.1.1.1. Erste Dimension: Das Heliumdimer

Abb. (4.3): He2-Dimer

Lange et al.22 zeigen anhand von FCI-Berechnungen des Heliumdimers, dass dieses im Singulettzustand,
welches der Grundzustand des Systems für moderate magnetische Felder ist, über den sogenannten senk-
rechten paramagnetischen Bindungsmechanismus gebunden ist. Während die paramagnetische Bindung
in der senkrechten Ausrichtung am stärksten ist und sich dort folglich das Minimum der Potentialfläche
befindet, wird auch in anderen Ausrichtungen mit θ < 90◦ (vgl. Abb. 4.3) ein Teil des paramagnetischen
Bindungscharakters beibehalten, bis die paramagnetische Bindung schließlich in der parallelen Ausrichtung
verschwindet. Zusätzlich sind auch höhere Spinzustände, die für starke magnetische Felder den Grundzu-
stand des Systems darstellen, für verschiedene Ausrichtungen des magnetischen Feldvektors gebunden.
Austad et al.317 fanden, dass das Heliumdimer im Triplettzustand für sowohl eine senkrechte als auch eine
parallele Ausrichtung gebunden ist, wobei Letztere das globale Minimum darstellt. Darüber hinaus ist das
Dimer im Quintettzustand bei einer senkrechten Ausrichtung stark gebunden und schwach gebunden bei
einem Winkel von 24◦.

Die Tatsache, dass für alle Spinzustände bindende Wechselwirkungen auch außerhalb einer vollständig
parallelen oder senkrechten Orientierung auftreten, deutet darauf hin, dass prinzipiell zweidimensionale
und insbesondere dreidimensionale Strukturen stabilisiert sein können. Dieser Umstand wird weiter durch
die Beobachtung in Referenz 59 gestützt, bei der Geometrieoptimierungen auf HF-Niveau Stapel von
hexagonalen Heliumschichten ergaben, die senkrecht zur Achse des Magnetfeldes ausgerichtet und entlang
dieser leicht gebunden sind. Auch Referenz 236 zeigt mithilfe von Geometrieoptimierungen auf DFT-
Niveau die komplizierten Strukturen eines He5-Clusters für verschiedene Feldstärken, welche in Abhängig-
keit von Feldstärke und Spinzustand sowohl planare hexagonale und unsymmetrische dreidimensionale
Strukturen aufweisen. Unter Berücksichtigung der folgenden Punkte baut die vorliegende Arbeit auf diesen
Untersuchungen auf:

1. Es wird eine korrelierte Beschreibung der Cluster mittels CCSD gewählt. Denn Stopkowicz et
al.76 zeigten anhand von CCSD(T)-Berechnungen am He3-Trimer, dass zur Beschreibung dieser
Heliumverbindungen, die vor allem durch den paramagnetischen Bindungsmechanismus stabilisiert
sind, die Berücksichtigung der Elektronenkorrelation entscheidend ist.

2. Bei der Berechnung der Wechselwirkungsenergie schwach wechselwirkender Fragmente muss der
Basissatz-Superpositionsfehler (Basis Set Superposition Error, BSSE)354 berücksichtigt werden. Der
BSSE beschreibt eine nicht-physikalische Verringerung der Wechselwirkungsenergien und beruht
auf der Tatsache, dass die Basissätze eines Fragments des Dimers durch die Basisfunktionen am
zweiten Fragment in gewissem Maße erweitert werden, was zu einer künstlichen Stabilisierung führt.
Die erste Methode zur Minimierung des BSSE-Fehlers besteht darin, einen sehr großen Basissatz
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(a) Singulett (b) Triplett (c) Quintett

Abb. (4.4): Potentialhyperflächen des Heliumdimers im Singulett- (4.4(a)), Triplett- (4.4(b)) und Quintettzustand
(4.4(c)) auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen Magnetfeld der Stärke B = 0,5B0 und
Orientierungen von 0◦−90◦.

von Atomorbitalen zu verwenden, da der BSSE im Basissatzlimit verschwindet. Die zweite Methode
besteht darin, den BSSE durch die Counterpoise-Korrektur355 zu entfernen.I

3. Die vorherigen Studien59,236 liefern über Geometrieoptimierungen lediglich die Parameter der
Gleichgewichtsgeometrie. Hier sollen vollständige Potentialhyperflächen generiert werden, um ein
Verständnis der Wechselwirkungsenergien für den gesamten Parameterraum innerhalb des Clusters
zu erhalten.

Bevor die Ergebnisse für zwei- und dreidimensionale Cluster präsentiert werden, werden zunächst die
Potentialhyperflächen des Heliumdimers in unterschiedlichen Spinzuständen vorgestellt. Im Gegensatz
zu Referenz 317, welche eine Magnetfeldstärke von 1,0 B0 wählt, wird hier eine Feldstärke von 0,5 B0

verwendet.

In Abbildung 4.4 sind die entsprechenden, Counterpoise-korrigierten Potentialflächen des He2-Dimers
auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau als Funktion des Bindungsabstands und des Winkels zwischen der
Bindungsachse und dem Magnetfeldvektor (vgl. Abb. 4.3) dargestellt. Analog zu Referenz 317 befindet
sich für den Singulettzustand ein Minimum auf der Potentialfläche bei einer senkrechten Ausrichtung mit
einem Bindungsabstand von R = 2,18Å und einer Tiefe von −0,196 mEh. Im Triplettzustand treten, durch
die Überschneidung zweier Potentialflächen unterschiedlicher Symmetrie, zwei Minima auf. Die erste und
bevorzugte Orientierung ist parallel zum Magnetfeld mit einem Bindungsabstand von R = 1,01Å und einer
Tiefe von −0,106 Eh. Das zweite Minimum liegt bei einer Orientierung senkrecht zur Magnetfeldachse
bei R = 1,11Å mit der Tiefe −0,024 Eh. Hierbei ist die Beschreibung des Triplettzustandes durch eine
hohe Spinkontamination82,356,357 erschwert. Gerade im Dissoziationslimit kann CCSD die Spinzustände
und die damit verbundene Wellenfunktion nicht korrekt beschreiben. So resultiert hier eine leicht positive
Wechselwirkungsenergie, obwohl diese physikalisch gegen null gehen müsste. Um eine angemessene
Beschreibung zu gewährleisten, sollte folglich entweder eine geeignete Grundzustandswellenfunktion
verwendet werden, die die Dissoziation in die verschiedenen Spinzustände beschreiben kann, oder auf CC-
Methoden höherer Ordnung zurückgegriffen werden. Da es in dieser Diskussion jedoch maßgeblich ist,
die Lage der Minima auf der Potentialfläche zu beschreiben, wurde geprüft, dass die Spinkontamination
an dieser Stelle mit etwa ∼ 5 · 10−5h̄2 hinreichend gering ist, um eine Beschreibung mit CCSD zu

IDie Wechselwirkungsenergie eines Dimers AB wird nach Eint(r) = EAB(r)−EAGh(B)(r)−EGh(A)B(r) bestimmt. Zur
Berechnung der Energie EAGh(B)(r) des Monomers A wird ein formales Ghost-Atom (Gh(B)) an der Stelle des zweiten
Monomers eingeführt, welches ausschließlich die Basisfunktionen dessen trägt. Auf diese Weise werden jeweils zur Berechnung
des einen Monomers in Abhängigkeit des Bindungsabstandes die Basisfunktionen des anderen Monomers hinzugefügt.

117



4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

Zustand R/Å θ Eint/Eh

Singulett 2,18 90° −0,196 ·10−3

Triplett 1,01 0° −0,106313
1,11 90° −0,024487

Quintett 2,40 26° −4,747 ·10−3

2,67 90° −5,323 ·10−3

Tab. (4.1): Übersicht über die Lage und Tiefe der Minima der Counterpoise-korrigierten Potentialfläche des He2-
Dimers in einem externen Magnetfeld von 0,5 B0 auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau. Die Minima der
Potentialkurven eines Freiheitsgrades wurden über die Nullstelle einer polynomialen Regression vierten
Grades bestimmt. Für die Potentialhyperflächen mit zwei oder mehr Freiheitsgraden wurde das Minimum
über eine Interpolation auf einem Gitter bestimmt.

rechtfertigen.
Für den Quintettzustand zeigt sich ein schwaches Minimum bei einem Winkel von 25,8° und einem
Abstand von 2,40 Å und ein zweites stärkeres Minimum bei R = 2,67Å und 90° mit einer Tiefe von jeweils
−4,747 mEh und −5,323 mEh.

Tabelle 4.1 zeigt einen Überblick über die Lage und Tiefe der Minima der Counterpoise-korrigierten
Potentialfläche des He2-Dimers. Qualitativ können die FCI-Ergebnisse aus Referenz 317 reproduziert
werden.II Hierbei ist zu beobachten, dass der Singulettzustand das schwächste Minimum aufweist. Darauf
folgt das Minimum des Quintettzustandes, welches in etwa doppelt so tief ist. Am stabilsten ist jedoch die
Bindung innerhalb des Triplett-Dimers, welches in der parallelen Ausrichtung um drei Größenordnungen
stärker gebunden ist. Für die Gesamtenergien der Heliumdimere gilt jedoch

Etot(Singulett) < Etot(Triplett) < Etot(Quintett) (4.1)

bei einer Feldstärke von B = 0,5B0. Erst bei höheren Feldstärken werden die Zustände höherer Multiplizität
zum Grundzustand des Systems. Dies zeigt Referenz 317, welche einen Quintettzustand bei einer Feldstärke
von 1,0 B0 als stabilsten Zustand identifiziert. Feldstärken dieser Größe kommen jedoch auf weißen Zwergen
nicht vor, sodass im Folgenden für alle Zwecke angenommen werden kann, dass der Singulettzustand der
Grundzustand der Heliumatome auf magnetischen weißen Zwergen ist.

Um zu beurteilen, ob die Qualität des gewählten Basissatzes dazu geeignet ist, die ausgedehnten Heliumsys-
teme zu untersuchen, ist die Counterpoise-korrigierte Wechselwirkungsenergie für das Heliumdimer bei der
Geometrie des jeweiligen globalen Minimums für verschiedene unkontrahierte Dunning-Basissätze92,93,358

in Tabelle 4.2 angegeben. Zur angemessenen Beschreibung der durch das Magnetfeld eingeführten Anisotro-
pie sind diffuse Basisfunktionen und eine sehr hohe Flexibilität des Basissatzes erforderlich. Standardmäßig
verwendete Gauß-Funktionen als Basissätze eignen sich nur bedingt, um solche exotischen Systeme zu
beschreiben.17 Unabhängig vom Spinzustand des Heliumdimers enthalten sowohl die unc-aug-cc-pVQZ-
als auch die unc-aug-cc-pV5Z-Basissätze wichtige Funktionen (f respektive g), die einen signifikanten
Einfluss auf die Beschreibung haben und somit den unc-aug-cc-pVTZ-Basissätzen vor allem für die
höheren Spinzustände überlegen sind. Die Energie des Dimers im Singulettzustand, welche mittels des
unc-aug-cc-pVQZ-Basissatzes ermittelt wurde, ist nahe an der Konvergenz des Basissatzes, da der Schritt
zu unc-aug-cc-pV5Z lediglich 0,01 mEh beträgt. Wie zu erwarten sinkt der BSSE mit der Größe des
IIDas FCI-Minimum, das in Ref. 317 angegeben wurde, konnte quantitativ nicht reproduziert werden. Beispielsweise liegt

die Tiefe des Minimums des Quintettzustandes auf unc-aug-cc-pVTZ/FCI-Niveau bei 19,56 mEh, während auf unc-aug-
cc-pVTZ/CCSD-Niveau mit Berücksichtigung des BSSE 6,196 mEh und ohne Berücksichtigung des BSSE 16,467 mEh
erhalten wird. Der letztere Wert liegt hierbei wesentlich näher an der publizierten Wechselwirkungsenergie der Referenz 317,
weshalb vermutet wird, dass die Energien weiterhin BSSE behaftet ist.
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Tab. (4.2): Counterpoise korrigierte Wechselwirkungsenergie Eint sowie der BSSE für das Heliumdimer in der Geome-
trie des globalen Minimums für verschiedene unkontrahierte Basissätze.

Singulett Triplett Quintett
Basis Eint/mEh BSSE/mEh Eint/mEh BSSE/mEh Eint/mEh BSSE/mEh

aug-cc-pVTZ −0,178 0,090 −106,897 4,545 −0,668 1,029
d-aug-cc-pVTZ −0,181 0,099 −105,016 6,302 −6,655 0,992
aug-cc-pVQZ −0,196 0,055 −106,313 2,904 −5,323 0,340
d-aug-cc-pVQZ −0,201 0,070 −105,017 1,306 −7,318 0,172
aug-cc-pV5Z −0,206 0,026 −105,812 3,133 −6,322 1,541

Basissatzes. Weil er in einer vollständigen Basis verschwindet, ist er unter bestimmten Voraussetzungen ein
Indikator für den Basissatzfehler.III Somit wird die Basissatzkonvergenz auch durch den geringen BSSE
von 0,055 mEh unterstützt. Aufgrund der sehr schwachen Wechselwirkungsenergie des Heliumdimers macht
der BSSE, trotz seiner betragsmäßig kleinen Größe, 28% der Gesamtwechselwirkungsenergie aus. Daher
sollte der BSSE unbedingt korrigiert werden. Ebendies wird auch deutlich für die höheren Spinzustände.
Das Dimer im Triplett- oder Quintettzustand benötigt, um die ungebundenen Elektronen adäquat zu
beschreiben, zusätzliche diffuse Basisfunktionen. Das war zu erwarten, da, wie schon von Stopkowicz et al.76

beschrieben, Zustände mit hohem Drehimpuls besondere Anforderungen an den Basissatz stellen. Dies gilt
bereits im Limit eines verschwindenden Felds und ist innerhalb starker Magnetfelder noch ausgeprägter.
Im Gegensatz zum Singulettzustand liefern somit die unc-aug-cc-pVTZ-Basissätze deutlich schlechtere
Ergebnisse und auch die großen aug-cc-pVQZ-Basissätze sind noch weit von der Konvergenz des Basissatzes
entfernt. Der Übergang von unc-aug-cc-pVQZ zu unc-aug-cc-pV5Z liefert für den Triplettzustand eine
Energie von 0,5 mEh und für den Quintettzustand eine Energie von 1,0 mEh. Insbesondere steigt der BSSE
für die höheren Spinmultiplizitäten im Vergleich zum Singulettzustand um mehrere Größenordnungen.
Dies zeigt erneut, dass die Basis für Elektronen in hohen Spinzuständen, welche in diffusen Valenzschalen
liegen, noch unvollständig ist. Tatsächlich liefert die doppelte Augmentation (d-aug) eine bessere Be-
schreibung des Systems. Die unc-d-aug-cc-pVQZ-Basis liefert eine niedrigere HF- bzw. CCSD-Energie und
einen geringeren BSSE als die Ergebnisse der unc-aug-cc-pV5Z-Basis. Für hohe Spinmultiplizitäten ist
folglich ein Satz an diffusen Funktionen wichtiger als ein zusätzlicher Satz von Funktionen mit höherer
Drehimpulsquantenzahl, d.h. höherer Kardinalzahl.IV

Insgesamt liefert der unc-aug-cc-pVQZ-Basissatz für den Singulettzustand annähernd konvergierte Er-
gebnisse und somit eine adäquate Beschreibung der Heliumatome in der Atmosphäre eines magnetischen
weißen Zwergs. Für die höheren Spinzustände, welche im astrophysikalischen Kontext weniger relevant
sind, sind die Ergebnisse auf eine qualitative Beschreibung limitiert. Für quantitative Ergebnisse ist
mindestens ein Basissatz doppelter Augmentation erforderlich. In allen Fällen zeigt sich, dass der BSSE,
welcher in den Referenzen 59 und 236 nicht berücksichtigt wurde, aufgrund seiner relativen Größe im
Vergleich zur Wechselwirkungsenergie, unbedingt korrigiert werden muss. Des Weiteren stellt der hier
verwendete unc-aug-cc-pVQZ-Basissatz eine deutliche Verbesserung gegenüber des in diesen Referenzen
verwendeten unc-aug-cc-pVTZ-Basissatzes dar, welcher für diese Systeme aufgrund des Fehlens diffuser
Funktionen weniger geeignet ist (vgl. Tab. 4.2).
IIIGenerell ist der BSSE ebenfalls von dem Bindungsabstand und von der Anzahl und Größe der diffusen Basisfunktionen

abhängig. Beispielsweise besitzen steil abfallende Funktionen am Kern des ersten Monomers nicht die Fähigkeit, die Basis
des zweiten Monomers zu erweitern, da solche Basisfunktionen am Kern des zweiten Monomers verschwinden. Gleiches
gilt für zwei sehr weit voneinander entfernte Monomere, deren Basisfunktionen aufgrund des hohen Abstandes unabhängig
vom Exponenten auf jeweils anderen Monomer veschwinden.

IVEine tiefgehendere Studie der Qualität der LCAO-Basissätze, insbesondere für hohe Spinzustände in Anwesenheit sehr
starker Magnetfelder, ist in Vorbereitung.359
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4.1.1.2. Zweite Dimension: Geometrien hexagonaler Heliumschichten

In den Studien der Referenzen 59 und 236 wurden Geometrieoptimierungen an Helium-Clustern mit
bis zu sechs Atomen auf HF- und DFT-Niveau durchgeführt. Die Ergebnisse zeigen, dass diese Cluster
bei senkrechten Feldern zur Molekülebene planare Strukturen aus gleichseitigen Dreiecken, analog zu
Abbildung 4.5(a) und 4.5(b), ausbilden. Eine vergleichbare Studie liefert Referenz 235, welche hexagonale
Heliumschichten aus bis zu 19 Atomen untersucht (Abb. 4.5(c)).

(a) He3 (b) He7 (c) He19

Im Folgenden sollen die kleinsten Einheiten He3 und He4 auf CCSD-Niveau diskutiert werden. Jedes
Heliumatom kann dabei jeweils in zwei Spinzuständen vorliegen (S = 0 und S = 1), was in einer Vielzahl an
möglichen Spinzuständen für den Cluster resultiert. Hier wird sich zunächst auf Cluster, welche entweder
im Singulettzustand (S = 0) oder vollständig spinpolarisiert sind (S = NHe), beschränkt. Folglich sind alle
Heliumatome ausschließlich im Singulett bzw. Triplettzustand. Die Bindungssituation der entsprechenden
Dimere zeigt, dass beide Spezies die Fähigkeit, stabile senkrechte paramagnetische Bindung auszubilden,
teilen. Die daraus resultierenden Cluster weisen planare Strukturen auf, die innerhalb der Ebene stabilisiert
sind.
Auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau ergibt sich der Median der Gleichgewichtsgeometrie des planaren
He3-Clusters im externen Magnetfeld der Stärke 0,5B0 zu 1,265 Å für den Singulettzustand. Die Wechsel-
wirkungsenergie beträgt −0,589 mEh. Sind alle Heliumatome im Triplettzustand, so resultiert insgesamt
eine Spinmultiplizität von S = 3. Dieses System weist eine deutlich stärkere senkrechte paramagnetische
Bindung bei einem längeren Bindungsabstand auf, wie schon anhand der Minima der Potentialhyper-
flächen der Dimere zu erkennen ist. Dies resultiert in einem optimalen Median von 1,60 Å mit einer
Dissoziationsenergie von Eint =−17,109mEh.
Hinzufügen eines weiteren Heliumatoms erweitert den Cluster innerhalb der Molekülebene. Somit bildet
sich für den Singulettzustand des He4 eine rhomboedrische Struktur, deren vollständige Potentialhyper-
fläche auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in Abbildung 4.6(a) gegeben ist. Das Magnetfeld mit einer
Stärke von 0,5 B0 ist erneut senkrecht zur Molekülebene orientiert. Aufgrund der C2h-Symmetrie des Mo-
leküls ist die Potentialfläche symmetrisch und enthält zwei äquivalente Minima. Das Minimum entspricht
R1 = 1,10Å und R2 = 1,90Å sowie einer Tiefe von −0,993 mEh. Analog verhält es sich für den vollständig
spinpolarisierten Cluster mit einem Gesamtspin von S = 4 (vgl. Abb. 4.6(b)). In Übereinstimmung mit den
Beobachtungen für das Dimer im Quintettzustand, welches als Subsystem den He4-Rhombus aufbaut, sind
die Bindungsabstände im Vergleich zum Singulett-Cluster zu größeren Abständen verschoben (R1 = 1,48Å
und R2 = 2,31Å) und es tritt ein fast doppelt so tiefes Minimum von 30,634 mEh auf.

Cluster, bestehend aus Heliumatomen gemischter Spinzustände, weisen eine andere Bindungssituation auf.
Die planaren Strukturen treten vor allem für die Singulett- und Quintett-Spezies auf, da diese durch die
paramagnetische Bindung bei der senkrechten Orientierung ein globales Minimum in der Potentialfläche
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(a) S = 0 (b) S = 4

Abb. (4.6): Potentialhyperflächen des planaren He4-Rhombus auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen
Magnetfeld der Stärke B = 0,5B0. Das Magnetfeld ist senkrecht zur Molekülebene orientiert.

besitzen. Das Dimer im Triplettzustand, welches als kleinste Einheit mit gemischtem Spin aufgefasst
werden kann, weist an dieser Stelle jedoch lediglich ein schwaches Minimum auf, wobei sich das globale
Minimum bei der parallelen Ausrichtung zum Magnetfeld befindet (vgl. Abb. 4.4). Um die räumliche
Bindung von Clustern mit gemischten Spinzuständen zu verstehen, ist die Potentialfläche eines He4-
Clusters des Gesamtspins S = 2 in Abbildung 4.7 dargestellt.V Hierbei ist der Cluster so orientiert, dass
jeweils zwei Bindungen parallel und zwei Bindungen senkrecht zum Magnetfeld liegen. Diese Anordnung
wurde gewählt, da das Dimer im Triplettzustand jeweils zwei Minima, eines in der parallelen und eines
in der senkrechten Ausrichtung, aufweist. Die Potentialhyperfläche zeigt erneut zwei Minima auf. Diese
entsprechen jeweils einem Paar an isolierten Heliumdimeren im Triplettzustand. Da die Bindungen parallel
zum Magnetfeldvektor stabiler sind als solche senkrecht dazu, ist die parallele Anordnung der beiden
isolierten Dimere ebenfalls das globale Minimum dieser Potentialfläche. Es existiert kein lokales Minimum
für den Cluster, weshalb die einfache Dissoziation zu zwei isolierten Heliumdimeren am stabilsten ist. Dies
erklärt die Beobachtungen von Pemberton et al.,236 welche als Resultat einer Geometrieoptimierung in
einem Feld von B = 0,8B0, bei denen das Dimer im Triplettzustand der Grundzustand ist, das Auftreten
isolierter Dimere feststellten.
Für Cluster dieser Spinmultiplizität ist folglich keine Stabilisierung von zweidimensionalen Strukturen zu
beobachten. Aus diesem Grund werden die gemischten Spinmultiplizitäten im folgenden Abschnitt zur
Diskussion dreidimensionaler Strukturen nicht berücksichtigt.

Im Einklang mit früheren Studien bestätigen die hier gezeigten Ergebnisse, dass die Helium-Cluster in
hexagonalen planaren Schichten senkrecht zum Magnetfeld durch die paramagnetische Bindung stabilisiert
sind. Durch das Hinzufügen weiterer Heliumatome werden die Fragmente eines hexagonalen Gitters
fortgebildet. Das Auftreten von zweidimensionalen hexagonalen Gittern unter dem Einfluss starker
Magnetfelder entspricht einer Schicht der hcp-Kristallstruktur, welche im nachfolgenden Abschnitt näher
diskutiert wird.

VDie Abnahme der Wechselwirkungsenergie im Dissoziationslimit ist unphysikalisch und kommt durch eine hohe Spin-
kontamination zustande. Analog zur Diskussion für das Dimer im Triplettzustand ist hier CCSD nicht geeignet, um die
Dissoziation zu beschreiben.
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Abb. (4.7): Potentialhyperflächen des Quintettzustandes (S = 2) des viereckigen He4-Clusters auf unc-aug-cc-
pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen Magnetfeld der Stärke B = 0,5B0. Der Cluster besteht somit
aus einem Paar an Triplett-Dimeren. Das Magnetfeld ist dabei jeweils zu zwei Bindungen senkrecht und
parallel.

4.1.1.3. Dritte Dimension: Wechselwirkung zwischen den Schichten

In Abwesenheit eines externen Magnetfeldes kann Helium bei hoher Dichte aufgrund schwacher Disper-
sionswechselwirkungen eine hexagonal dicht gepackte Struktur (hcp) bilden. Die hcp-Struktur ist eine
dichtest gepackte Kristallstruktur, die durch abwechselnd gestapelte hexagonale Schichten gekennzeichnet
ist. Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt, bildet Helium in einem starken Magnetfeld stabile plana-
re Strukturen senkrecht zum Magnetfeld aus, die hauptsächlich durch die senkrechte paramagnetische
Bindung stabilisiert werden und den hexagonalen Schichten der hcp-Struktur ähneln. Innerhalb der
hcp-Struktur sind die gestapelten Schichten jeweils versetzt zueinander angeordnet, sodass die Atome
der zweiten Schicht den Raum oberhalb der Dreiecksflächen der ersten Schicht besetzen. Zwischen den
Atomen der ersten Schicht und den Atomen der zweiten Schicht befindet sich in Abhängigkeit von dem
Abstand der Schichten eine Bindung, welche einen von null verschiedenen Winkel zu dem Magnetfeld
aufweist und somit Anteile der senkrechten paramagnetischen Bindung ausbildet. Somit erfolgt für den
Singulett- und den Quintettzustand unter Anwesenheit eines Magnetfeldes eine Erhöhung der Stabilität
der hcp-Struktur. Dies soll im Folgenden genauer betrachtet werden.

Um die Wechselwirkungen in einer hcp-Struktur zu modellieren, wird die kleinste dreidimensionale Einheit
untersucht, d.h. eine trigonale Pyramide, bei der drei Heliumatome eine Dreiecksfläche bilden und das
vierte Helium der oberen Schicht über dem Zentrum der Dreiecksfläche platziert wird. In Abbildung 4.8(b)
wird die Counterpoise-korrigierte Wechselwirkungsenergie der He4-Pyramide in Abhängigkeit des Medians
der Dreiecksfläche R1 und der Entfernung zwischen der Ebene und der Spitze R2, welche als Schichtabstand
aufgefasst werden kann, gezeigt. Auf der Potentialfläche treten zwei Minima auf. Das erste und tiefere
Minimum liegt bei einem Median von 1,28Å und einer Höhe der Pyramide von 2,33Å (siehe rechte
Struktur in Abb. 4.8(b)). Durch die Annäherung des vierten Atoms aus dem Unendlichen an das planare
He3-Trimer wird dessen Geometrie, im Vergleich zum isolierten He3-System (vgl. Abs. 4.1.1.2), geringfügig
zu größeren Bindungsabständen gestreckt und eine Bindung außerhalb der Dreiecksebene ausgebildet. Das
Minimum hat eine Tiefe von −0,732 mEh. Davon stammen 0,585 mEh von der Wechselwirkungsenergie
innerhalb der Ebene, welche maßgeblich durch paramagnetische Bindungen stabilisiert ist, und 0,147 mEh

von den Bindungen außerhalb der Ebene. Dies entspricht einer Bindungsstärke von 1,536 kJ
mol für die

Bindungen innerhalb der Ebene und von 0,386 kJ
mol zwischen den Schichten. Das Minimum ist über eine

Barriere mit einer Höhe von 0,333 mEh mit einem zweiten Minimum verbunden (−0,616 mEh). Diese
Struktur ist ein Spezialfall, bei der die Spitze der Pyramide in die Dreiecksebene verschoben ist, wodurch
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(a) S = 0, B = 0,0B0

(b) S = 0, B = 0,5B0 (c) S = 4, B = 0,5B0

Abb. (4.8): Potentialhyperflächen der trigonalen He4-Pyramide auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau. Die Referenz
ohne externes Magnetfeld ist in Abbildung 4.8(a) gezeigt. Die Abbildungen 4.8(b) und 4.8(c) zeigen die
Wechselwirkungsenergie des Singulett S = 0 und Nonett S = 4 Zustands in einem externen Magnetfeld
der Stärke B = 0,5B0. Die Orientierung des Magnetfeldes ist in der rechten Graphik durch einen roten
Pfeil gekennzeichnet.

eine vollständig planare Struktur entsteht (siehe linke Struktur in Abb. 4.8(b)), welche äquivalent zur
Diskussion in Abschnitt 4.1.1.2 stabilisiert ist. Dennoch ist das globale Minimum des He4-Systems die
planare rhomboedrische Struktur, welche anhand von Abbildung 4.6 diskutiert wurde, mit einem Minimum
der Tiefe von −0,993 mEh.
Erneut zeigt der spinpolarisierte Cluster (S = 4) eine vergleichbare Situation auf. Das Minimum der
trigonalen Pyramide liegt bei R1 = 1,61Å und R2 = 2,60Å (−18,306 mEh) und das Minimum der planaren
Struktur weist einen Abstand von R1 = 2,65Å (−17,103 mEh) auf. Im Vergleich zum S = 0 Cluster sind
nun jedoch die Minima nicht über einen leicht gebundenen, sondern einen ungebundenen Übergangszustand
verbunden. Somit erhöht sich die Energiebarriere auf die gesamte Tiefe des Minimums.

In beiden Fällen, also für S = 0 und S = 4, treten folglich lokale Minima für die trigonale Pyramide auf,
welche das Auftreten der hcp-Struktur im Magnetfeld ermöglichen. Inwiefern der Einfluss eines externen
Magnetfeldes die Potentialflächen beeinflusst und somit diese Struktur stabilisiert oder destabilisiert,
kann durch einen Vergleich mit der Wechselwirkungsenergie des feldfreien Falls quantifiziert werden. Die
entsprechende Potentialfläche, deren Form deutliche Unterschiede aufweist, ist in Abbildung 4.8(a) gezeigt.
Da ohne Magnetfeld die Fähigkeit eine senkrechte paramagnetische Bindung auszubilden, verloren geht,
verschwindet das Minimum der planaren Struktur. Es verbleibt das Minimum der trigonalen Pyramide,
welches bei den Abständen R1 = 1,76Å und R2 = 2,47Å mit einer Tiefe von −0,157 mEh liegt. Dieses
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Minimum ist die stabilisierende Wechselwirkung, welche außerhalb eines externen Magnetfeldes zu der
Kristallisation von Helium in einer hcp-Struktur bei hohen Drücken und niedrigen Temperaturen führt.
Im Vergleich hierzu ist in einem externen magnetischen Feld die Bindungsenergie der trigonalen Pyramide
für S = 0 um das 4.7-fache höher und für S = 4 sogar zwei Größenordnungen höher, als die Bindungsenergie
im feldfreien Fall. Ebendies führt zu einer stabileren und kompakteren Struktur mit verkürzten Bindungs-
abständen innerhalb eines Feldes. Das hat entscheidende Auswirkungen auf die möglichen Strukturen von
Heliumatmosphären. Es folgt, dass erstens dreidimensionale hexagonale Helium-Cluster in einem externen
Magnetfeld stabilisiert sind, und zweitens, dass sich die Grenzen des Phasendiagramms von Helium
verschieben. Somit wird Helium bei höheren Temperaturen und niedrigeren Drücken flüssig bzw. fest
und die Atmosphären auf magnetischen weißen Zwergen vermögen eine erhöhte Nahordnung auszubilden.
Insgesamt müssen die Modelle der Atmosphären von magnetischen weißen Zwergen an die magnetischen
Wechselwirkungen angepasst werden.

In diesem Kapitel wurden die Wechselwirkungen in Helium-Clustern unter dem Einfluss eines externen
Magnetfeldes untersucht. Die Potentialhyperflächen der He2-Dimere zeigen zunächst das Auftreten einer
komplizierten Struktur der Potentialhyperflächen. Konkurrierende Effekte führen zum Auftreten von Mini-
ma bei Winkeln und Abständen, die ad hoc nicht ersichtlich sind. Das Heliumdimer im Singulettzustand
bevorzugt eine senkrechte Orientierung zu dem Magnetfeld, der Triplettzustand bevorzugt eine parallele
Ausrichtung. Im Quintettzustand wird sogar ein lokales Minimum bei einem Winkel von 26◦ gefunden.
Insgesamt lässt sich jedoch für Magnetfeldstärken, die auf magnetischen weißen Zwergen auftreten, der
Singulettzustand als Grundzustand identifizieren.
Im Zweidimensionalen zeigen Helium-Cluster im Singulettzustand das Auftreten hexagonaler Schichten,
die durch senkrechte paramagnetische Bindung stabilisiert sind. Schließlich konnte anhand der trigonalen
Pyramide, als kleinste Einheit einer hcp-Struktur, gezeigt werden, dass die Komponenten der paramagne-
tischen Bindung, welche einen Beitrag für von null verschiedene Winkel liefern, auch außerhalb der Ebene
eine Stabilisierung bieten und somit die dreidimensionale hcp-Struktur im Feld begünstigen.

Die Stabilität sehr kleiner Cluster wird häufig aufgrund der großen Anzahl der ungesättigten Atome
an der Oberfläche unterschätzt. Die geringere Stabilität tritt auf, da die Wechselwirkungen zwischen
den Heliumatomen an der Oberfläche und denjenigen im Inneren des Clusters deutliche Unterschiede
aufweisen. Der nächste Schritt in der Erforschung dieses Systems besteht darin, das Verhalten größerer
Helium-Cluster zu untersuchen und zu verstehen, wie die Anwesenheit eines Magnetfeldes ihre Stabilität
beeinflusst. Mit zunehmender Größe der Cluster wird das Verhältnis von Oberfläche zu Volumen immer
kleiner. Auf diese Weise können Oberflächeneffekte minimiert werden.

4.1.2. Magnesium in einer Heliumatmosphäre

In einem nächsten Schritt wird nun ein Magnesiumatom in das System eingebracht und die Interaktion
dessen mit der Heliumumgebung diskutiert, um die Form der Spektrallinien des Magnesiums genauer zu
verstehen. Die folgenden Ergebnisse wurden in Referenz 204, welche im Rahmen dieser Arbeit angefertigt
wurde, publiziert. Hierbei wird zunächst in Abschnitt 4.1.2.1 die Interaktion zwischen einem Magnesium-
und einem Heliumatom anhand des Wechselwirkungspotentials diskutiert. Anschließend erfolgt in Ab-
schnitt 4.1.2.2 die Diskussion der Druckeffekte in extrem dichten Atmosphären durch die Einbettung eines
Magnesiumatoms in einem dreidimensionalen Helium-Cluster mit hcp-Struktur.
In Abhängigkeit der chemischen Umgebung des Magnesiums transformieren die an dem 3P → 3S-Übergang
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beteiligten Zustände nach verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Zum Überblick sind in Tabelle 4.3
die entsprechenden Symbole der hier auftretenden Punktgruppen aufgelistet. Die Berechnungen der
MgHe-Systeme wurden mit den unkontrahierten (unc) und augmentierten (aug) Dunning-Basissätzen
durchgeführt.92,93 Hierbei wurde, sofern nicht anders angegeben, die unc-aug-cc-pCVQZ-Basis360 für Mg
und die unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He verwendet. In Referenz 204 wurde gezeigt, dass die Verwendung
eines größeren Basissatzes für Helium lediglich zu einem geringen Unterschied in der Übergangswellenlänge
von wenigen Prozent führt.

Tab. (4.3): Termsymbole der beteiligten Zustände des 3p → 4s-Übergangs des Magnesiumatoms im Triplettzustand
in Abhängigkeit der Punktgruppe der hier auftretenden Systeme: Das Magnesiumatom (SO(3)), das
Magnesiumatom in einem Magnetfeld (C∞h), das MgHe-Dimer (C∞v), das MgHe-Dimer in einem
parallelen (C∞) und senkrechten Feld (Cs) sowie die MgHe12- und MgHe56-Cluster in einem Magnetfeld
entlang der C3-Achse (C3h). Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus
Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] übernommen. © 2024
Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten
Lizens.

SO(3) C∞h C∞v C∞ Cs C3h

3P

3Σu
3Σ+ 3Σ A′ A′

3Πu
3Π 3Π A′′

E′
A′

4.1.2.1. Stoßverbreiterung anhand des MgHe-Dimers

Wie schon eingangs diskutiert, kann die Atmosphäre einen erheblichen Einfluss auf Lage und Form der Spek-
trallinie des Magnesiums haben. Hier werden spezifisch die innerhalb des weißen Zwergs SDSS J1143+6615
auftretenden Druckeffekte, als Folge der Heliumatmosphäre in einem starken Magnetfeld, auf den 3p → 4s
(3P → 3S)-Übergang des Magnesiumatoms im Triplettzustand untersucht. Zur Modellierung eines Stoßes
der strahlenden Spezies und des Atmosphärenatoms kann eine simple diatomare Potentialkurve ver-
wendet werden. Diese beschreibt in Abhängigkeit zu dem Abstand beider Atome die Veränderung der
elektronischen Struktur des Metallatoms durch die Polarisierung der umgebenden Atmosphäre. Frühere
Studien40,42–47 eines solchen Systems wurden im feldfreien Fall durchgeführt. Die Referenzen 40 und 7
befassen sich spezifisch mit dem Triplettübergang des Magnesiums. Aufbauend auf diesen Arbeiten wird
im Folgenden die Veränderung der Druckeffekte im Magnetfeld auf diesen Triplettübergang diskutiert.
Die folgende Diskussion startet mit dem MgHe-Dimer im feldfreien Fall und behandelt anschließend das
System innerhalb eines Magnetfeldes.

Im feldfreien Fall wird der Zustand, aus dem die Anregung stattfindet, für das isolierte Mg-Atom im
3P -Zustand durch die drei entarteten p-Orbitale beschrieben. Durch die Einführung des Heliumatoms
in das System wird die Punktgruppe von SO(3) auf C∞v herabgesetzt. Nähert sich das Heliumatom
aus dem Unendlichen an das Magnesiumatom an, so tritt es ab einem gewissen Abstand mit diesem
in Wechselwirkung. Die mittlere Graphik der Abbildung 4.9 zeigt den Einfluss auf die Energieniveaus,
demzufolge der ehemalige 3P -Zustand in zwei entartete, bindende 3Π-Zustände und einen nicht-bindenden
3Σ+ (3p0)-Zustand höherer Energie aufspaltet. Diese energetische Aufspaltung ist graphisch anhand der
höchstbesetzten Molekülorbitale (Highest Occupied Molecular Orbitals, HOMO) zu verstehen, welche
ebenfalls in Abbildung 4.9 gezeigt sind. Die bindenden 3Π-Zustände weisen HOMOs auf, welche senkrecht
zur Bindungsachse stehen, während der 3Σ+ (3p0)-Zustand ein HOMO aufweist, welches entlang der
Bindungsachse ausgerichtet ist, und somit durch das Heliumatom destabilisiert wird.
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°202.6986

°202.6984

°202.6982

°202.6980

E
to

t/
E

h

°202.6484

°202.6482

°202.6480

3A0 3A00 3A0

°202.6762

°202.6760

°202.6758

3 4 5 6 7 8

R/Å
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°202.6322

°202.6321

°202.6320

°202.6319

°202.6318

°202.6317

°202.6316

°202.6315

E
to

t/
E

h

3¶+1
3¶°1

3ß+

<latexit sha1_base64="9oGJokqRaVNPKIj/1gjisdISiCA="></latexit>

B
<latexit sha1_base64="9oGJokqRaVNPKIj/1gjisdISiCA="></latexit>

B
Feldfrei senkrechtparallel

Abb. (4.9): Totale Energie Etot des Grundzustandes und der ersten zwei angeregten Zustände des MgHe-Dimers im
Triplettzustand ohne ein externes Magnetfeld (Mitte) sowie innerhalb eines Magnetfeldes einer Stärke von
0,05 B0, welches parallel (links) und senkrecht (rechts) zur MgHe-Bindung orientiert ist. Die Rechnungen
wurden auf dem unc-aug-cc-pVTZ/CC383-Niveau durchgeführt.a Zusätzlich sind die entsprechenden
(komplexen) Orbitale, welche mit COrbit19237 dargestellt wurden, gezeigt. Magnesium ist in Grün und
Helium in Blau dargestellt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus
Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] übernommen und
modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution
3.0 unportierten Lizens.
a Es ist zu beachten, dass eine Beschreibung auf CC3-Niveau erforderlich ist, um das Dissoziationslimit

der entarteten Π- und Σ-Zustände qualitativ korrekt zu beschreiben.

Auf welche Weise die MgHe-Wechselwirkung die Übergangswellenlänge der 3P → 3S-Anregung beeinflusst,
ist in Abbildung 4.10 zusammen mit den Energien der beteiligten 3Π- und 3Σ+ (4s)-Zustände aufgetragen.
Anhand dieser Abbildung ist zu sehen, dass, während sich das Heliumatom einem isolierten Magnesiumatom
nähert, allmählich eine Blauverschiebung der Übergangswellenlänge eintritt. Bis zu einer Entfernung von
9,0 Å ist die Wechselwirkung so schwach, dass die Übergangswellenlänge um weniger als 1 Å verschoben
ist. Erst dann treten die beiden Atome in gegenseitige Wechselwirkung. Die Wellenlänge sinkt mit der
Verkürzung des MgHe-Abstands und erreicht ihr Minimum bei einem Bindungsabstand von 3,5 Å mit einer
Anregungswellenlänge von 5024 Å, was einer Blauverschiebung von etwa 108 Å entspricht. Für kürzere
Abstände steigt die Übergangswellenlänge wieder an. Der Grundzustand wird früher repulsiv als der
angeregte Zustand, sodass eine zunehmende Rotverschiebung resultiert.
Für die Anregungswellenlänge resultiert folglich eine Kurve mit einem lokalen Minimum als Funktion des
Bindungsabstandes. Wie schon anhand von Abbildung 4.1 gezeigt, führt eine nicht-monotone Änderung
der Wellenlänge zu einer asymmetrischen Spektrallinie und zu Liniensatelliten. Allerdings stammt das
Minimum jetzt nicht, wie zuvor, von dem Minimum des Grundzustandes, sondern von dem Auftreten
einer Schulter für kleinere Abstände im finalen 3Σ+ (4s)-Zustand.

An dieser Stelle sollen zwei Umstände angemerkt werden. Zunächst wird hier der Einfluss der Spin-
Bahn-Kopplung, welcher für das isolierte Magnesiumatom etwa 5 Å bis 10 Å361 beträgt, außen vor
gelassen. Die zu beobachtenden Effekte, wie die asymmetrische Verbreiterung der Spektrallinie, kann auch
unter Vernachlässigung der Spin-Bahn-Aufspaltung beobachtet werden.7,40VI Des Weiteren beträgt in
dieser Studie die ungestörte Übergangswellenlänge des Magnesiums 5132 Å. Die Diskrepanz von 42 Å zur
experimentell bestimmten Wellenlänge, welche um 5174 Å zentriert ist,361 ist auf die Unvollständigkeit
des Basissatzes und das Fehlen von Korrelationseffekten höherer Ordnung sowie relativistischer Effekte

VIDie asymmetrische Verbreiterung weist einen um eine Größenordnung stärkeren Effekt im Vergleich zu der Spin-Bahn-
Aufspaltung auf. Außerdem wird davon ausgegangen, dass die Druckeffekte auf die einzelnen Spin-Bahn-Komponenten
eine vergleichbar sind.
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Abb. (4.10): Die Übergangswellenlänge λ (3Π→ 3Σ+) und die Energie des initialen Zustands Etot als Funktion
des MgHe-Abstands R, berechnet mit CD-CCSD (δ = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-
Basis für Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal
Society of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)]
übernommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

zurückzuführen. Eine vollständig quantitative Vorhersage benötigt die Berücksichtigung dieser über
Extrapolationsschemata, wie sie beispielsweise in Referenz 80 vorgestellt wurden. Ein solches Schema ist
in der vorliegenden Studie nicht erforderlich. Hier wird sich primär mit Energieunterschieden befasst, die
voraussichtlich durch die genannten Fehler lediglich marginal beeinflusst werden.

Wirkt nun zusätzlich ein externes Magnetfeld, wird die Wechselwirkung innerhalb des MgHe-Dimers
verändert. In Abbildung 4.9 ist der Verlauf der Zustände in einem parallelen (links) und einem senkrechten
(rechts) Feld relativ zur Bindungsachse gezeigt. Die 3P -Zustände des Atoms, die im feldfreien Fall entartet
sind, spalten in drei Komponenten auf. Ist das Magnetfeld parallel zur Bindungsachse orientiert, dann
verringert sich die Symmetrie weiter von C∞v zu C∞. Die Komponenten der bindenden 3Π-Zustände
werden in Abhängigkeit ihres Drehimpulses stabilisiert bzw. destabilisiert. Dadurch wird der 3Π−1-Zustand
zum neuen Grundzustand und der 3Π+1-Zustand zum zweiten angeregten Zustand. Der nicht-bindende
3Σ(3p0)-Zustand weist infolge einer Drehimpulskomponente von null keinen Orbital-Zeeman-Beitrag
auf und bildet den ersten angeregten Zustand. Nimmt das Magnetfeld eine senkrechte Anordnung zu
der Bindungsachse ein, dann entfällt die C∞-Rotationsachse als Symmetrieelement und es resultiert ein
System mit der Cs-Symmetrie. In diesem Fall ist der nicht-bindende 3A′-Zustand der Grundzustand,
während der bindende 3A′′-Zustand den ersten angeregten Zustand bildet.
Diese Aufspaltung findet auch für das isolierte Magnesiumatom statt. Unter Anwesenheit des Magnetfeldes
wird die Symmetrie von SO(3) auf C∞h reduziert und es resultiert eine Aufspaltung in die Zustände
3Πu−1, 3Πu+1 und 3Σu.

Im Folgenden soll ein Vergleich der magnetfeldabhängigen Übergangswellenlänge des isolierten Magne-
siumatoms mit dem Magnesiumatom unter Einfluss des wechselwirkenden Heliumatoms vorgenommen
werden, um die Druckeffekte zu quantifizieren.VII

VIIFeld- und Druckeffekte beeinflussen ebenfalls die Übergangsdipolmomente, was genauer in Referenz 204 gezeigt wird.
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Abb. (4.11): B-λ-Kurven und Verschiebung der Anregungsenergien ∆Eexc für die Übergänge aus den drei ehemaligen
P -Zuständen. Es werden drei Fälle unterschieden. Das isolierte Mg-Atom dient als Referenz (C∞h,
durchgezogene Linien) und wird mit dem MgHe-Dimer in der Gleichgewichtsgeometrie im parallelen
(C∞, gepunktete Linien) oder im senkrechten (Cs, gestrichelte Linien) Magnetfeld verglichen. Berechnet
auf dem CD-CCSD-Niveau (δ = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis für Mg und einer
unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He. Zusätzlich ist auch die einfache Orbital-Zeeman-Aufspaltung (graue
Linien) dargestellt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] übernommen und modifiziert.
© 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

Hierzu eignet sich der Vergleich der B-λ-Kurven des Magnesiumatoms mit den Kurven des MgHe-Dimers.
Dies ist in Abbildung 4.11(a) gezeigt, in welcher die Magnetfeldstärke gegen die Übergangswellenlänge
aufgetragen ist. An dieser Stelle wurde für das MgHe-Dimer dem Hauptcharakter des Übergangs des
isolierten Magnesiumatoms gefolgt, sodass die entsprechenden B-λ-Kurven vergleichbar bleiben, obwohl
formal vermiedene Kreuzungen mit anderen Zuständen gleicher Symmetrie auftreten (vgl. Diskussion in
Ref. 204). Als MgHe-Abstand wurde die Gleichgewichtsgeometrie bei der jeweiligen Feldstärke gewählt.
Diese ist im Falle einer parallelen Orientierung leicht destabilisiert. In der senkrechten Orientierung wird der
Grundzustand bei Erhöhung der Magnetfeldstärke zunehmend durch die Orbital-Zeeman-Wechselwirkung
gebunden.

Die Verschiebung aufgrund des Heliumatoms, definiert als die Differenz ∆Eexc = Eexc(Mg)−Eexc(MgHe)
zwischen der Anregungsenergie des isolierten Magnesiumatoms und des Dimers in einer parallelen oder
senkrechten Ausrichtung, ist in Abbildung 4.11(b) dargestellt.VIII Die Abbildung 4.12 zeigt für die 3p0→ 4s-
Anregung jeweils bei Feldstärken von 3000 T und 30000 T die Potentialkurven der beteiligten Zustände im
parallel und senkrecht ausgerichteten Magnetfeld. Die folgenden Ergebnisse können beobachtet werden:

• Parallel: In der parallelen Ausrichtung werden große Blauverschiebungen beobachtet (vgl.
Abb. 4.11(b)), die mit dem Magnetfeld zunehmen. Für ein Magnetfeld von 0,20 B0 wird eine
Verschiebung von 10,6 mEh erhalten, was einer Verschiebung von 100Å in der Anregungswellenlänge
entspricht. Dies wird dadurch erklärt, dass, während die Anfangszustände weitgehend unverändert
bleiben, der 3Σ(4s)-Endzustand im Magnetfeld destabilisiert wird. In Analogie zum atomaren Fall,
welcher in Referenz 9 diskutiert wurde, erfolgt eine vermiedene Kreuzung des 3Σ+ (4s)-Zustands mit
dem ehemaligen 3∆g−2-Zustand, welcher nun dieselbe Symmetrie aufweist. Auf diese Weise erlangt

VIIIHierzu wird Hartree als Energieskala verwendet, da diese eine lineare Energieskala ist. Bei der Verwendung von Ångström
können aufgrund der nicht-linearen Energieskala kleine energetische Änderungen große Differenzen der Wellenlänge
bedeuten, was zu einer verzerrten Darstellung der Wechselwirkungen führen würde.
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Abb. (4.12): Übergangswellenlängen λ in paralleler (3Σ(3p0)→ 3Σ(4s), durchgezogene Linien) und senkrechter
Orientierung (3A′′ (3p0)→ 3A′ (4s), gestrichelte Linien) in einem Magnetfeld von 3000 T und 30000 T
sowie die totale Energie Etot des initialen und finalen Zustands als Funktion des MgHe-Abstands R.
Berechnet mit CD-CCSD (δ = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis für Mg und der
unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He. Zusätzlich ist das HOMO des 3Σ(4s) (oben) und A′ (4s) (unten), welche
mit COrbit19237 visualisiert wurden, gezeigt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society
of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)]
übernommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

der Endzustand einen d-Charakter, welcher sich in der Ausbildung d0-ähnlicher Orbitallappen äußert
(siehe oberes Orbitalbild der Abb. 4.12(a)). Wie anhand der mittleren Komponente der Anregung
(3Σ(3p0)→ 3Σ(4s)) in Abbildung 4.12 gezeigt, führt dies in der parallelen Orientierung zu einer anti-
bindenden und damit destabilisierenden Wechselwirkung des finalen Zustands mit dem Heliumatom,
welche für 3000 T zu einer zunehmenden Schulter und für 30000 T zu einem repulsiven Verhalten
des Endzustands führt. Die höhere energetische Lage des Endzustandes resultiert schließlich in einer
größeren Blauverschiebung.

Wie Abbildung 4.11(b) zeigt, verläuft die Linienverschiebung für den 3Σ-Zustand parallel zu den
3Π-Zuständen. Diese Differenz tritt schon ohne externes Magnetfeld auf und resultiert aus der
Aufspaltung der Energieniveaus aufgrund des Heliums (vgl. mittlere Graphik in Abb 4.9). Im
Vergleich zum isolierten Magnesiumatom ist der Übergang aus den bindenden 3Π-Zuständen blau
verschoben, während der Übergang aus dem 3Σ+ (3p0)-Zustand weniger stark beeinflusst wird. Da
die Ausgangszustände im parallelen Feld weitgehend unverändert bleiben und die Verschiebungen
durch den finalen Zustand bestimmt werden, entwickelt sich die Verschiebung für die Übergänge aus
dem 3Σ+ (3p0)-Zustand parallel zu denen aus den 3Π-Zuständen.

• Senkrecht: Bei einer senkrechten Ausrichtung des Magnetfeldes bezüglich des MgHe-Dimers
verschwinden die Verschiebungen bei hohen Magnetfeldstärken (vgl. Abb. 4.11(b)). Es verbleibt
bei einem Magnetfeld von 0,20 B0 lediglich eine Verschiebung von 0,2 mEh, was einer Wellenlänge
von etwa einem Ångström entspricht. Das bedeutet, dass sich die Anregungswellenlänge des MgHe-
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Dimers der des isolierten Magnesiumatoms annähert. Folglich verschwinden die Druckeffekte des
Heliums für starke Magnetfelder in einer senkrechten Orientierung. Diese Entwicklung zeigt ebenfalls
Abbildung 4.12 für die mittlere Komponente der Anregung (3A′′ (3p0)→ 3A′ (4s)). Die Schulter
beziehungsweise das repulsive Verhalten im Endzustand, welche im parallelen Fall zu einer großen
Blauverschiebung führten, treten nicht mehr auf. Dies ist darauf zurückzuführen, dass die Polarisation
des 4s-Orbitals senkrecht zur MgHe-Bindung verläuft, was zu atomähnlicheren Zuständen führt
(siehe unteres Orbitalbild der Abb. 4.12(a)). Dadurch zeigen die d-ähnlichen Orbitallappen nicht auf
die Bindungsachse, sodass keine destabilisierende Wechselwirkung auftritt, die den finalen Zustand
zu höheren Energien verschiebt und somit eine Blauverschiebung erzeugen könnte.

Insgesamt kann folglich eine starke Richtungsabhängigkeit der Druckeffekte beobachtet werden. In einer
parallelen Orientierung steigt die Blauverschiebung an, während sie in der senkrechten Orientierung
annähernd verschwindet.

4.1.2.2. Druckeffekte innerhalb eines MgHe-Clusters

Das Licht eines weißen Zwerges wird von seiner Photosphäre emittiert. Viele aus einer Atmosphärenschicht
ausgehende Photonen erfahren zusätzliche Absorption und Streuung. Das Maß an Wechselwirkung zwischen
den Photonen und der Atmosphäre kann über die mittlere Rosseland-Opazität quantifiziert werden, welche
einen gewichteten Mittelwert der Opazität über alle Wellenlängen darstellt, der neben anderen Faktoren von
der Dichte, der Temperatur und der Zusammensetzung des Sterns abhängt.362 Über die verwandte Größe
der Rosseland optischen Tiefe τR kann der Abfall der Strahlungsintensität nach I = I0e−τR beschrieben
werden. Für τR = 2/3 halbiert sich die Strahlungsintensität annähernd, sodass die Hälfte der emittierten
Photonen die Sternatmosphäre verlassen.344 Dies definiert im Allgemeinen die Photosphäre eines Sterns.
Das Spektrum eines solchen Sterns weist folglich Photonen aus unterschiedlichen atmosphärischen Schichten
auf. Die tiefsten Schichten erreichen typischerweise Dichten von n(He)≈ 1022 bis 1023 cm−3, in denen die
Heliumatmosphäre flüssigkeitsähnliches Verhalten zeigt.43,52,53,343,351

Abb. (4.13): Schematische Darstellung des Übergangs zwischen dem MgHe-Dimer-Modellsystem und einem expliziten
Solvatationsmodell für große Dichten. Der Kollisionsquerschnitt ist als gestrichelter Kreis dargestellt
(Mg: grün, He: blau). Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)] übernommen und modifiziert.
© 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

Infolge der großen Dichten ist der mittlere Abstand zwischen den Heliumatomen und dem Magnesium
kleiner als der Kollisionsquerschnitt (vgl. Abb. 4.13). Unter solchen Bedingungen erfährt das strahlende
Magnesiumatom zahlreiche gleichzeitige Störungen durch benachbarten Heliumatome. Zudem kann die
Wechselwirkung zwischen den Heliumatomen selbst nicht mehr vernachlässigt werden. Das MgHe-Dimer
ist unter solchen Bedingungen kein geeignetes Modell mehr. Um das System adäquat zu beschreiben, wird
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Abb. (4.14): Darstellung eines Mg-Atoms (grün) in einer hcp-Struktur aus He-Atomen (grau). Dargestellt sind die
ersten beiden Schalen, die einen Cluster aus MgHe56 bilden, wobei sich 12 He-Atome in der ersten und
44 He-Atome in der zweiten Schale befinden. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society
of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828–28848 (2024)]
übernommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

zu einem expliziten Solvatationsmodell übergegangen. Hierzu wird ein Magnesiumatom in eine idealisierte,
starre hcp-Struktur eingebettet. Wie anhand der vorangegangenen Diskussion des Abschnittes 4.1.1 zu
entnehmen, ist dies eine geeignete Wahl, da Helium unter hohem Druck in einer hcp-Struktur kristallisiert,
welche zusätzlich durch das Magnetfeld stabilisiert wird. Über die Gitterkonstante a der Kristallstruktur
kann dieses Modell mit der Dichte ρ einer Heliumatmosphäre verbunden werden.IX

In der hcp-Struktur weist das Magnesiumatom zwölf nächste Nachbarn auf. Anhand dieser ersten Koordi-
nationssphäre sollen über den MgHe12-Cluster die Druckeffekte beschrieben werden. Um sicherzustellen,
dass die erste Koordinationssphäre zur Beschreibung ausreicht, wird der Beitrag der zweiten Schale
anhand des in Abbildung 4.14 dargestellten MgHe56-Clusters mittels einer ff-CD-CCSD-Berechnung unter
Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis für Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He geprüft. Um
dies zu realisieren, ist die Verwendung der Cholesky-Zerlegung essentiell. Das MgHe56-System weist 781
Basisfunktionen auf. Für die Speicherung der vollständigen Integrale in der AO-Basis wären etwa 6 TB
Arbeitsspeicher erforderlich, was die Beschreibung des Systems durch kanonische CC-Methoden unmöglich
macht. Unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung können jedoch die Speicheranforderungen drastisch
reduziert werden. Für die Darstellung der Integrale werden lediglich 3505 Vektoren (δ = 5) mit einem
Speicherbedarf von 34 GB benötigt.

Im Vergleich zum MgHe12-Cluster, welcher in Abhängigkeit von der Anregung einen Shift zwischen 250
bis 340 Å im Vergleich zu dem isolierten Atom hervorruft, trägt die zweite Koordinationssphäre, die
aus 44 Heliumatomen besteht, lediglich eine zusätzliche Verschiebung von maximal 8 Å bei. Dies ist zu
erwarten, da zum einen die Polarisation der äußeren Atome durch die erste Schale abgeschirmt wird
und zum anderen, wie in Abbildung 4.10 gezeigt, die Verschiebung mit zunehmendem Abstand zum
Magnesiumatom abnimmt. In diesem Fall wurde eine Gitterkonstante von 3 Å verwendet, was einer hohen
Dichte von 6,5 ·1021 n(He)/cm3 entspricht. Der Abstand zwischen zwei Atomen ist doppelt so groß wie
die Gitterkonstante. Somit sind die Heliumatome der ersten und zweiten Koordinationssphäre jeweils 6 Å
und 12 Å von dem Magnesiumatom entfernt. Folglich ist der Einfluss der zweiten Koordinationssphäre
hinreichend gering, sodass die Beschreibung der ersten Koordinationssphäre ausreichend ist, um die
Druckeffekte zu modellieren.

IXDas Volumen der Einheitszelle beträgt für ein hcp-Gitter Vhcp = 24
√

2r3, wobei sechs Atome diese Einheitszelle besetzen.
Auf diese Weise ist die Dichte über ρ = 6

Vhcp
zugänglich.
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Abb. (4.15): Verschiebung der Anregungsenergie des Mg-Triplettübergangs ∆Eexc = Eexc(ρ → 0)−Eexc(ρ) (in
Hartree) in Abhängigkeit von der Heliumdichte ρ des atmosphärischen Modellsystems MgHe12 (C3h) im
feldfreien Fall sowie in einem Magnetfeld von 3000 T und 30000 T, das entlang der C3-Achse orientiert
ist. Die Berechnungen wurden auf dem CD-CCSD-Niveau(δ = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-
pCVQZ-Basis für Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis für He durchgeführt. Diese Abbildung wurde mit
Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys.
26, 28828–28848 (2024)] übernommen und modifiziert. © 2024 Eigentümergesellschaften. Der Artikel
steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

Die Druckeffekte des MgHe12-Clusters innerhalb eines externen Magnetfeldes, welches entlang der C3-
Achse orientiert ist, sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Diese zeigt die Verschiebung der Anregungsen-
ergien ∆Eexc als Funktion der Heliumdichte ρ, wobei jeweils zwei verschiedene Magnetfelder gewählt
wurden: ein moderates Feld einer Stärke von 3000 T (gestrichelte Linien), welches der Magnetfeldstärke
des untersuchten weißen Zwergs entspricht, und ein sehr starkes Magnetfeld mit 30000 T (gepunktete
Linien). Als Referenz dient der feldfreie Fall (graue durchgezogene Linie).
In allen Fällen werden ähnliche Trends im Vergleich zu dem MgHe-Dimer beobachtet. Für kleine Dichten
(ρ < 1,0 ·1021 n(He)/cm3), welche großen interatomaren Abständen entsprechen, wird die Anregungsen-
ergie und damit auch die Spektrallinie nicht signifikant verschoben. Für größere Dichten tritt, wie aus
Abbildung 4.10 zu entnehmen, eine Blauverschiebung auf, die mit abnehmendem interatomaren Abstand
wächst.
Bei einer Stärke von 3000 T verschiebt sich die Übergangswellenlänge in Abhängigkeit von der Dichte um
mehrere hundert Ångström, was dem zehn- bis dreizehnfachen der Wirkung eines einzelnen Heliumatoms
auf die Übergangswellenlänge entspricht. Entsprechend der Linienformen von nicht-magnetischen weißen
Zwergen sind die großen Verschiebungen nicht als verschobenes Signal in einem Spektrum sichtbar, sondern
als asymmetrische Verbreiterung.7,40 Denn tiefe Atmosphärenschichten mit hoher Dichte weisen in der
Regel eine größere mittlere Rosseland-Opazität auf.362 Nur wenige Photonen entkommen der Atmosphäre
und tragen zu dem Spektrum bei. Den größten Beitrag zum Spektrum, um dem das Signal zentriert ist,
liefern weiterhin höhere Schichten, welche eine größere Transparenz aufweisen. Des Weiteren nimmt das
Übergangsdipolmoment und damit die entsprechende Oszillatorstärke für diese Übergänge mit zunehmen-
der Dichte ebenfalls ab, wie in Referenz 204 gezeigt.
Insgesamt wird ein vergleichbarer Verlauf der Anregungsenergie als Funktion der Dichte zwischen den
Ergebnissen unter Anwesenheit eines Feldes von 3000 T und des feldfreien Falls gefunden. Für solche
Feldstärken bietet sich der Ansatz an, die Druckeffekte im Feldfreien zu ermitteln und anschließend
als Modell für die Linienformen im Magnetfeld zu verwenden, indem die berechnete Verschiebung zur
Anregungsenergie im Feld addiert wird. Bei einer Stärke von 30000 T verändert sich das vorliegende Bild.
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In diesem Fall ist die beobachtete Blauverschiebung deutlich geringer ausgeprägt, sodass die Druckeffekte
erst ab einer viel höheren Dichte als zuvor signifikant werden.X Dass die Übergangswellenlänge abnimmt,
kann in Analogie zu den in Abbildung 4.11(b) diskutierten Effekten verstanden werden. Dort werden
für die parallele und senkrechte Orientierung des Magnetfeldes jeweils eine zunehmende beziehungsweise
abnehmende Verschiebung festgestellt. Eine Überlagerung dieser Effekte führt schließlich für den MgHe12-
Cluster zu einer allgemeinen Abnahme der Druckeffekte.XI Innerhalb starker Magnetfelder können die
Druckeffekte folglich nicht mehr durch den feldfreien Fall beschrieben werden. Für die hier vorliegenden
Übergänge können sie, außer bei sehr großen Dichten, jedoch vernachlässigt werden.

Abschließend lässt sich anhand der Ergebnisse zusammenfassen, dass die Cholesky-Zerlegung durch
eine erhebliche Verringerung des Speicherbedarfs rechentechnische Limitationen überwindet und somit
Untersuchungen von Systemen ermöglicht, die zuvor nicht realisierbar waren. Mithilfe dieser Methoden-
entwicklung zeigte die Analyse des MgHe-Dimers eine starke Richtungsabhängigkeit der Druckeffekte
von der Orientierung des Magnetfeldes. Für dichte Atmosphären ergab die Untersuchung des MgHe12-
Clusters, dass für 3000 T die Druckeffekte im feldfreien Fall mit den Effekten unter Anwesenheit des
magnetischen Feldes vergleichbar sind, was die Einbeziehung von Druckeffekten aus dem feldfreien Fall
als Näherung für Linienformen in magnetischen Feldern rechtfertigen kann. Diese Näherung gilt jedoch
nicht für stärkere Magnetfelder von beispielsweise 30000 T, bei welcher die Größe des Druckeffekts auf die
Anregungsenergien drastisch abnimmt.
Die Untersuchungen haben damit wesentliche Einblicke in die Druckeffekte auf magnetischen weißen
Zwergen geliefert und ermöglichen ein besseres Verständnis sowie die Vorhersage der Spektrallinien.
Gleichzeitig ergeben sich daraus interessante Perspektiven für zukünftige Forschung. Insbesondere soll
eine geplante, weiterführende Studie 363, aufbauend auf der hier vorgestellten statischen Einbettung, eine
dynamische Beschreibung der Atmosphäre bei gegebener Temperatur und Dichte genauer untersuchen.
Eine rein quantenchemische Behandlung des Gesamtsystems wäre jedoch zu aufwändig. Daher bieten sich
Multiskalenansätze an, um das System effizient zu modellieren. Dazu gehört beispielsweise der QM/MM-
Ansatz,159–161 welcher das Gesamtsystem in gekoppelte Subsysteme aufgeteilt, welche jeweils auf einem
unterschiedlichen theoretischen Level beschrieben werden. In dem hiesigen astrophysikalischen Kontext
kann für die Atmosphäre ein Ansatz der molekularen Mechanik (Molecular Mechanics, MM) verwendet
werden, in den die strahlenden Spezies, die quantenmechanisch (Quantum Mechanics, QM) beschrieben
werden, eingebettet sind. Dies ermöglicht die dynamische Beschreibung der umgebenden Atmosphäre
mittels Molekulardynamik und zeitgleich eine hochgenaue Behandlung des strahlenden Mg-Atoms im
QM-Bereich. Die gegenseitige Wechselwirkung wird durch das gewählte Einbettungsschema festgelegt.
Beispielsweise beschreibt die elektrostatische Einbettung die Polarisation der Partialladungen des MM-
Bereichs auf den QM-Bereich.161

XDie Unterschiede in der Verschiebung sind bei Übergängen niedriger Energien, d.h. Übergängen mit hohen Wellenlängen
(hier besonders Übergänge aus dem 3E′

+1-Zustand), stärker ausgeprägt, wenn die Verschiebung in Wellenlängen als
nicht-lineare Energieskala ausgedrückt wird.

XIDa aufgrund der Geometrie des MgHe12-Clusters kein Heliumatom direkt auf die d0-Orbitallappen des finalen Zustandes
zeigt, wird vermutet, dass dies in Kombination mit einer durch das Magnetfeld stark lokalisierten Elektronenstruktur
zu einer geringen Interaktion der Atmosphären mit dem zentralen Magnesiumatom führt. Aufgrund dessen ist die
Anregungsenergie des Clusters vergleichbar mit der eines isolierten Atoms.
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4.2. MCD-Spektroskopie

Die MCD-Spektroskopie ist eine vielseitige spektroskopische Methode, um elektronische Struktu-
ren sowie magnetische und Spin-Eigenschaften zu bestimmen. Ihr Anwendungsgebiet liegt beispiels-
weise bei Übergangsmetallkomplexen sowie Metallzentren von bioanorganischen Verbindungen oder
Metalloenzymen.308,364–367 Die MCD-Spektroskopie hat einige Vorteile gegenüber anderen spektrosko-
pischen Methoden.308,368,369 Ein Übergang, welcher in der Absorptionsspektroskopie von einer starken
Bande überlagert wird, ist im MCD-Spektrum sichtbar, da es sich um ein Differenzspektrum handelt
und somit ein gut aufgelöstes Spektrum mit sowohl positiven als auch negativen Banden erhalten werden
kann. Diese Erhöhung der Auflösung ist besonders im nahen Infrarot-Bereich (IR) von Bedeutung, da
hier das Lösungsmittel bzw. die Liganden der Metalloproteine starke (Schwingungs-)Absorptionsbanden
aufweisen. Zusätzlich ist die MCD-Spektroskopie eine sensitive Methode, wodurch Übergänge in Bereichen
sehr schwacher absoluter Absorption aufgelöst werden. Über die A- und C-Terme können gleichzeitig
Informationen über die Entartung und den Spinzustand des Grund- und angeregten Zustands gewon-
nen werden. Im Vergleich zu verwandten Methoden zur Untersuchung von Metalloproteinen, wie dem
natürlichen Zirkulardichroismus, der Elektronenspinresonanz-Spektroskopie (ESR)370,371 oder auch der
Absorptions- und Mößbauer-Spektroskopie,370,372,373 hebt sich die MCD-Spektroskopie durch geringere
experimentelle Anforderungen hervor. Der MCD-Effekt tritt auch in nicht-chiralen Proben auf und ist
zudem für Systeme mit ganzzahligem Spin sowie Mößbauer-inaktive Elemente zugänglich.
In der Praxis werden die Spektren entweder in einem endlichen Magnetfeld nach Gleichung 2.286 und
2.288 oder mittels eines störungstheoretischen Ansatzes141–152 nach Gleichung 2.294 simuliert. Letzterer
Ansatz weist jedoch einige Schwierigkeiten auf:

• Sowohl die eingehende elektromagnetische Welle als auch das externe Magnetfeld müssen gleichzeitig
als Störung berücksichtigt werden.

• Die Eichursprungsinvarianz ist eine Herausforderung für störungstheoretische Ansätze.142

• Die Magnetfeldeffekte sind lediglich störungstheoretisch in erster Ordnung berücksichtigt.

Der alternative Ansatz unter Verwendung eines endlichen Magnetfeldes umgeht diese Probleme. In diesem
Fall wird das Magnetfeld explizit im Hamiltonoperator berücksichtigt. Folglich werden für eine Berechnung
der Spektren ausschließlich die Anregungsenergien und die entsprechenden Übergangsdipolmomente in
einem endlichen Magnetfeld, welches jeweils entlang der kartesischen Koordinaten ausgerichtet ist, benötigt.
Somit sind Magnetfeldeffekte formal in unendlicher Ordnung einbezogen. Zur Berechnung des MCD-
Spektrums werden folglich ausschließlich die Effekte der eingehenden elektromagnetischen Wellen, also
das Übergangsdipolmoment, als Eigenschaften erster Ordnung benötigt. Des Weiteren garantiert die
Verwendung von GIAOs die Eichursprungsinvarianz der Ergebnisse. Auf der anderen Seite fordert die
Behandlung innerhalb eines endlichen Feldes aber auch die Verwendung von komplexwertiger Algebra in
der Implementierung.
Der störungstheoretische Ansatz und der ff-Ansatz sind für kleine Felder weitgehend identisch. Aufgrund
der oben genannten Argumente wird in dieser Arbeit Letzterer gewählt. Werden jedoch starke Magnet-
felder verwendet, dann treten nicht-lineare Magnetfeldeffekte auf, da der quadratische Term in B im
Hamiltonoperator zunehmend an Bedeutung gewinnt. In diesem Kontext kann das Magnetfeld nicht mehr
als kleine Störung angenommen werden und die Störungstheorie bricht zusammen. Um MCD-Spektren
unter solchen Bedingungen zu simulieren, stellt der ff-Ansatz den einzigen sinnvollen Ansatz dar.
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Erstmals wurde der ff-Ansatz von Sun et al.137–139 auf dem Niveau der zeitabhängigen HF- und DFT-
Theorie eingeführt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Ansatz auf das Coupled-Cluster-Niveau erwei-
tert, um die Korrelationseffekte genauer zu beschreiben.140 Insbesondere können die zu diesem Zweck
entwickelten Cholesky-basierten ff-CD-CC-Methoden ausgenutzt werden, um den Speicherengpass zu
umgehen, welcher mit den Coupled-Cluster-Methoden einhergeht. Auf diese Weise kann das zuvor limitierte
Anwendungsgebiet auf größere Moleküle erweitert werden, was in den folgenden Abschnitten 4.2.1 und
4.2.2 anhand der MCD-Spektren in schwachen sowie starken Magnetfeldern gezeigt werden kann.

4.2.1. MCD-Spektroskopie in schwachen magnetischen Feldern

In diesem Abschnitt werden die ff-CD-CC-Methoden für schwache magnetische Felder behandelt. Hierbei
wird zunächst die Verwendung der Cholesky-Zerlegung innerhalb der MCD-Spektroskopie validiert.
Anschließend werden repräsentative Beispiele simulierter Spektren von stickstoffhaltigen Heterozyklen
und Chinonen vorgestellt und analysiert.

Zur Validierung wurde zunächst der Einfluss der Cholesky-Zerlegung auf das MCD-Spektrum von Cy-
clopropan und Harnstoff geprüft.XII Das Abbruchkriterium der Zerlegung, und somit die Genauigkeit,
wurde auf δ = 4−6 festgelegt und die daraus erhaltenen Ergebnisse wurden mit den Referenzwerten, aus
Berechnungen unter Verwendung der vollen Zweielektronenintegrale, verglichen. Die Geometrien wurden
aus Referenz 152 entnommen. Die entsprechenden Spektren sind in Abbildung 4.16 dargestellt.

Die Berechnungen an Cyclopropan mit Cholesky-Parametern von δ = 5 und 6 können das Referenzspektrum,
bis auf geringe Intensitätsunterschiede, reproduzieren. Die Lage und Form der Banden bleibt hierbei
erhalten. Dies zeigt erneut, dass unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung Anregungsenergien und
Übergangsdipolmomente bis auf das gewählte Abbruchkriterium wiedergegeben werden können. Bei
einem Cholesky-Parameter von δ = 4 ändert sich jedoch das Signal zwischen 8 und 9 eV drastisch. Dieses
Signal stammt aus einer Anregung aus dem Grundzustand in einen entarteten angeregten Zustand und
wird somit durch den A-Term beschrieben. In einem externen Magnetfeld der Stärke B = 1 · 10−4 B0

ist die energetische Aufspaltung dieser Zustände durch die Zeeman-Beiträge in der Größenordnung des
Magnetfeldes B. Wird ein Cholesky-Parameter von δ = 4 gewählt, so ist die Energiedifferenz kleiner als die
Genauigkeit der Cholesky-Zerlegung. In diesem Fall verschwinden die Informationen der Aufspaltung im
numerischen Rauschen und es wird eine verkehrte energetische Reihenfolge der zuvor entarteten Zustände
erhalten. Dadurch kehren sich die Vorzeichen des A-Signals um. Das durch diesen Vorzeichenwechsel
gespiegelte Signal ist jedoch nicht erkennbar, da es an dieser Stelle mit einem weiterem, negativem
B-Signal überlagert ist. Siehe dazu die getrennte Darstellung der A- und B-Signale in Referenz 152. Im
Vergleich dazu werden die B-Signale zwischen 9 und 10 eV auch bei einem Parameter von δ = 4 sehr gut
abgebildet. Unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung wird folglich das Mischen der Zustände durch die
Symmetrieerniedrigung des Magnetfeldes weiterhin adäquat beschrieben.
Dies zeigt sich auch anhand des Spektrums des Harnstoffs in Abbildung 4.16(b). Harnstoff besitzt keinen
entarteten angeregten Zustand und das MCD-Spektrum enthält daher ausschließlich B-Signale, welche für
alle gewählten Cholesky-Parameter reproduziert werden können.
Dennoch sollte, um belastbare Ergebnisse zu erhalten, bei der Simulation eines MCD-Spektrums unter

XIIDie Validierung der kanonischen ff-CC-MCD-Implementierung wurde durch den Vergleich mit störungstheoretischen
Ergebnissen der Referenz 152 durchgeführt.140
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Abb. (4.16): MCD-Spektren von Cyclopropan und Harnstoff auf unc-aug-cc-pVDZ/ff-CD-CCSD-Niveau (δ = 4−6) in
einem externen Magnetfeld der Stärke 10−4 B0. Als Referenz wurde eine Rechnung unter Verwendung
der vollen Zweielektronenintegrale verwendet.
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(a) Pyrazin (Gauß-Funktion, σ = 0,009)
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Abb. (4.17): MCD-Spektren von Pyrazin und Pyrimidin (rot) auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CD-CCSD-Niveau (δ = 6) in
einem externen Magnetfeld der Stärke 10−4 B0 im Vergleich zum experimentellen Spektrum in n-Heptan
aus Referenz 374 (blau).
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(a) Tetrachlor-p-Benzochinon (Lorentz-Funktion, σ = 0,009)
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Abb. (4.18): MCD-Spektren von Tetrachlor-p-Benzochinon auf unc-aug-cc-pVDZ/ff-CD-CCSD-Niveau (δ = 6) und
Naphthochinon (rot) auf unc-aug-cc-pVDZ/ff-CD-CC2-Niveau (δ = 6) in einem externen Magnetfeld der
Stärke 10−4 B0 im Vergleich zum experimentellen Spektrum aus Referenz 375 (blau). Die experimentellen
Spektren wurden jeweils in Acetonitril und Cyclohexan aufgenommen. Zusätzlich sind für Naphthochinon
die mittels DFT simulierten Spektren aus den Referenzen 138 und 149 dargestellt (grau).
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Verwendung der Cholesky-Zerlegung das Abbruchkriterium mindestens eine Größenordnung kleiner sein,
als das Magnetfeld. Für die hier verwendeten Magnetfeldstärken von 10−4 B0 gewährleistet die Wahl eines
Cholesky-Parameters von δ = 6 die Berechnung von Anregungsenergien und Übergangsdipolmomenten
mit hoher Genauigkeit und somit eine Simulation der MCD-Spektren, weshalb dieser in den folgenden
Anwendungsbeispielen verwendet wurde. Unter der Wahl dieser Parameter ermöglicht die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelte Cholesky-Zerlegung die Berechnung von Systemen mittels ff-CD-CC, welche
zuvor aufgrund der hohen Rechenanforderungen nicht zugänglich waren.

Die Abbildungen 4.17 und 4.18 zeigen die MCD-Spektren von Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Ben-
zochinon und Naphthochinon. Die Geometrie von Tetrachlor-p-Benzochinon wurde aus Referenz 312
entnommen. Für die Moleküle Pyrazin, Pyrimidin und 1,4-Naphthochinon wurde eine feldfreie Geometrie-
optimierung auf 6-31G*/B3LYP-Niveau mittels Qchem327 durchgeführt. Um die simulierten Spektren
den experimentellen Spektren zuverlässig zuordnen zu können, sollen folgende Kriterien gegeben sein:
(a) Das Vorhandensein sämtlicher experimenteller Signale, (b) die Übereinstimmung der Lage der Banden
bis auf eine konstante Verschiebung und (c) die Übereinstimmung der relativen Intensitäten der Banden
zueinander.
An dieser Stelle sollen zunächst die Spektren der stickstoffhaltigen Heterozyklen Pyrazin und Pyrimidin
diskutiert werden. Beide Referenzspektren besitzen eine schwache positive Bande bei kleinen Wellen-
zahlen und eine benachbarte negative Bande größerer Intensität. Zusätzlich wird ein weiteres Signal bei
55 ·103 cm−1 vorhergesagt, welches außerhalb des experimentell gemessenen Energiebereichs liegt, jedoch
zumindest für Pyrimidin erahnt werden kann. Generell weisen die Spektren eine sehr ähnliche Struktur
auf, wobei die Signale jeweils um etwa 4 ·103 cm−1 zueinander verschoben sind. Diese Energiedifferenz
entspricht 10 mEh und legt somit die benötigte Genauigkeit der Simulation fest, um diese Signale zu un-
terscheiden. Obwohl die auf dem ff-CD-CCSD-Niveau simulierten Spektren etwa um diese Größenordnung
zu niedrigeren Wellenzahlen verschoben sind, kann aus der relativen Lage der Signale eine eindeutige
Zuordnung der Moleküle erfolgen. Die konstante Blauverschiebung entspringt hierbei aufgrund mehrerer
Fehlerquellen. Zunächst wurde der Lösungsmitteleffekt in der Simulation nicht berücksichtigt. Des Weiteren
muss der verbleibende Basissatzfehler und Methodenfehler korrigiert werden, um quantitative Ergebnisse
zu erhalten.
Das Spektrum für Tetrachlor-p-Benzochinon lässt ähnliche Rückschlüsse zu. Erneut ist eine Blauverschie-
bung derselben Größenordnung zu beobachten, jedoch kann das Spektrum gut reproduziert werden. Auch
hier lässt das experimentelle Spektrum ein Signal im UV-Bereich vermuten, welches in der Simulation als
Überlagerung mehrerer B-Signale gegeben ist.146

Das letzte untersuchte Molekül ist 1,4-Naphthochinon. Die entsprechende Rechnung besitzt unter Verwen-
dung der unc-aug-cc-pVDZ-Basis schon 330 Basisfunktionen. Aufgrund der Systemgröße wurde es folglich
auf dem approximativen Coupled-Cluster-Niveau via ff-CD-CC2 behandelt. Das Spektrum weist eine
komplexe Struktur mit einer Vielzahl von Signalen auf. Analog zur Diskussion der vorherigen Spektren
sind die Banden zu höheren Energien verschoben. Während CC2 die Anregungsenergie adäquat wiedergibt,
zeigen sich Herausforderungen bei der Beschreibung der Übergangsdipolmomente. Diese sind maßgeblich
für die Intensität des Spektrums, welche in dieser Analyse deutlich überschätzt wird. Zudem wird nicht
nur die Größenordnung der Intensität überschätzt, sondern auch die relative Intensität der ersten beiden
Signale vertauscht. Dennoch kann die Feinstruktur des Spektrums durch den gewählten ff-CD-CC2-Ansatz
beschrieben werden und ermöglicht eine eindeutige Zuordnung der Spektrallinien. Dies steht im klaren
Kontrast zu den DFT-Methoden, denn die in den Referenzen 138 und 149 simulierten Spektren weisen vor
allem für den Hochenergiebereich starke Abweichungen auf (vgl. Abb. 4.18(b)). Dieser Bereich zeichnet
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Abb. (4.19): MCD-Spektrum (Gauß, σ = 0,001) des CH-Radikals auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CCSD-Niveau in einem
externen Magnetfeld. Für die Geometrie wurde eine Geometrieoptimierung auf aug-cc-pVQZ/CCSD-
Niveau ohne ein externes Feld durchgeführt.

sich durch eine hohe Zustandsdichte aus, in der viele ππ∗-Anregungen zu dem Spektrum beitragen.149,375

Dies unterstreicht die Relevanz der Beschreibung der Elektronenkorrelation, um experimentelle MCD-
Spektren zu reproduzieren, was im Einklang mit den Beobachtungen von Ghidinelli et al.376 steht.

Zusammengefasst konnte gezeigt werden, dass die CD-basierte Implementierung die Spektren der kanoni-
schen Implementierung reproduzieren kann. Allerdings muss darauf geachtet werden, dass die Cholesky-
Parameter so gewählt werden, dass die Aufspaltung der Zustände noch aufgelöst werden kann. Hierfür
wird ein Abbruchkriterium empfohlen, das mindestens eine Größenordnung größer ist als die angelegte
Feldstärke. Mit den hier vorgestellten Entwicklungen der CC-Methoden in Kombination mit der Cholesky-
Zerlegung konnten MCD-Spektren von größeren Molekülen Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Benzochi-
non und 1,4-Naphthochinon simuliert werden. Alle Spektren zeigen, abgesehen von einer verbleibenden
Verschiebung, eine gute Übereinstimmung mit experimentellen Referenzspektren, wobei die Relevanz
der Korrelationseffekte deutlich wurde. Der hier vorgestellte ff-Ansatz ermöglicht somit die Berechnung
hochgenauer CC-Spektren für ausgedehnte Systeme, deren Größe mit den Systemen vergleichbar ist,
welche über störungstheoretische Ansätze behandelt werden.376,377

Bisher wurden ausschließlich geschlossenschalige Moleküle betrachtet. Die Beschreibung offenschaliger Mo-
leküle in fast entarteten Grundzuständen benötigt die zusätzliche Berücksichtigung des C-Terms.306,368,378

Im Rahmen des ff-Ansatzes ist die Berücksichtigung des C-Terms im Prinzip unkompliziert. Es wird
die Berechnung eines MCD-Spektrums für jeden Mikrozustand eines Systems durchgeführt und das
endgültige Spektrum durch die Überlagerung der über die Boltzmannstatistik gewichteten Spektren
der Mikrozustände bei gegebener Temperatur aufgebaut.139 Dies führt dazu, dass die Form des MCD-
Spektrums temperaturabhängig ist. Die Berechnung eines temperaturabhängigen MCD-Spektrums für ein
offenschaliges Molekül soll hier anhand des CH-Radikals beispielhaft gezeigt werden. Das Radikal besitzt
ein ungepaartes Elektron in einem entarteten 2Π-Grundzustand. Das entsprechende MCD-Spektrum ist in
Abbildung 4.19(a) für verschiedene Temperaturen dargestellt und stellt eine gewichtete Superposition
der Einzelspektren dar, in denen jeweils die Anregungen aus den besetzten 2Π−1- und 2Π+1-Zuständen
stattfinden. Das Gesamtspektrum ist durch zwei Banden bei 363 nm und 427 nm Wellenlängen charakteri-
siert. Durch einen Anstieg in der Temperatur und der zunehmenden Besetzung des höherliegenden 2Π+1-
Zustands sinkt die Intensität dieser.
Die Temperaturabhängigkeit kann generell gezielt genutzt werden, um Informationen über die Aufspaltung
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des Grundzustands zu gewinnen. Häufig wird dies für Übergangsmetallkomplexe verwendet, um die
Feinstruktur, die durch Aufspaltung der entarteten Niveaus durch Spin-Bahn-Kopplung verursacht wird,
aufzuklären. Die hier vorgestellte Arbeit bildet somit einen wichtigen Grundstein für die Beschreibung
von offenschaligen Molekülen und deren komplexen elektronischen Zuständen. Insbesondere sollen weiter-
führende Arbeiten die Relativistik in Anwesenheit endlicher Magnetfelder genauer untersuchen, sodass die
Beschreibung solcher Systeme durch hochgenaue relativistische ff-(CD)-CC-Methoden ermöglicht wird.

4.2.2. MCD-Spektroskopie in starken Magnetfeldern

Eine Anwendung der MCD-Spektroskopie findet sich nicht nur in schwachen magnetischen Feldern, sondern
auch in starken Magnetfeldern wieder. Die erste Entdeckung eines magnetischen weißen Zwergs basierte
auf der Auswertung der Polarisationseigenschaften dessen Lichts.23 Die zu diesem Zweck verwendete
Spektropolarimetrie129 ist eine mit der MCD-Spektroskopie eng verwandte Methode. Durch die Beob-
achtung des Lichts entlang der Magnetfeldachse kann die Polarisation gemessen werden, welche dem
magnetischen zirkularem Dichroismus entspricht.
In den Jahrzehnten nach dem ersten Nachweis wurden zahlreiche magnetische weiße Zwerge über die
Spektropolarimetrie identifiziert.2,5,130 Hierbei wurde ausgenutzt, dass über die Aufspaltung der Energieni-
veaus und die damit auftretende zirkulare Polarisation die Stärke des Magnetfeldes bestimmt werden kann.
Diese Methode hat den Vorteil, dass sie aufgrund ihrer Empfindlichkeit Feldstärken bis hinunter zu einigen
Tesla messen kann.379 Diese Feldstärken können im Gegensatz dazu mithilfe der Auswertung der Zeeman-
Aufspaltung der Banden der Absorptionsspektren nicht aufgelöst werden kann. Die Arbeiten befassten sich
insbesondere mit der Beschreibung der H-131,132 und He-Atmosphären,133 aber auch mit der Beschreibung
von metallhaltigen weißen Zwergen134 sowie mit dem Nachweis molekularer Spezies.55,135,136

Beispielsweise diskutieren Berdyugina et al.55 sowie Vornanen et al.135 das Auftreten von CH-Banden in
dem MCD-Spektrum des weißen Zwergs G99-37 und bestimmen die Feldstärke und Temperatur auf etwa
750 T und 6200 K. Die Simulation des MCD-Spektrums des CH-Radikals in diesem Feld mithilfe der in
dieser Arbeit entwickelten Methoden auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CCSD-Niveau ist in Abbildung 4.19(b) für
verschiedene Temperaturen dargestellt. Das Spektrum weist deutliche Unterschiede zu dem Spektrum des
schwachen Magnetfeldes in Abbildung 4.19(a) auf. Zunächst ist für sehr kleine Temperaturen ausschließlich
das Spektrum des Grundzustandes zu sehen. Aufgrund des höheren energetischen Abstandes beider
Energieniveaus erfolgt die Besetzung des höherliegenden Zustandes (2Π+1) erst bei deutlich höheren
Temperaturen, wodurch in Abbildung 4.19(b) für steigende Temperaturen weitere Signale im Spektrum
auftreten. Da bei sehr kleinen Feldstärken die Banden der beiden Zustände annähernd dieselbe Wellen-
länge aufweisen, sorgte die Besetzung des 2Π+1-Zustandes aufgrund des umgekehrten Vorzeichens des
MCD-Signals zu einer Intensitätsabnahme. Innerhalb eines Felds von 750 T werden jedoch aufgrund der
energetischen Separation zwei getrennte Signale im Gesamtspektrum aufgelöst. Bei 6200 K kann das hier
simulierte Spektrum das gemessene Spektrum der zirkularen Polarisation des weißen Zwergs G99-37 gut
reproduzieren (vgl. Abbildung 2 und 3 der Referenz 135). Dennoch ist es trotz einer Magnetfeldstärke
von 750 T möglich für dieses System das Spektrum durch die linearen Zeeman-Effekte zu modellieren,
wie es in Referenz 55 gezeigt wurde. Für stärkere Magnetfelder gewinnt der Beitrag des diamagnetischen
Terms im Hamiltonoperator zunehmend an Bedeutung. Als Folge dessen sind die hier entwickelten ff-
Methoden zur Simulation von Spektren unter Anwesenheit stärkerer Felder unabdingbar, da der störungs-
theoretische Ansatz zusammenbricht, wenn die Störung nicht mehr klein ist. In welcher Art und Weise
das Magnetfeld die Struktur des MCD-Spektrums verändert, wird im Folgenden repräsentativ anhand des
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Abb. (4.20): Darstellung des MCD-Spektrums von Cyclopropan auf aug-cc-pVDZ/CCSD-Niveau für verschiedene
Feldstärken. Zusätzlich ist ein um den Faktor 20 vergrößerter Ausschnitt des Teilspektrums dargestellt, in
dem das Magnetfeld parallel zur C3-Achse des Cyclopropans (vgl. gezeigte Molekülstruktur) ausgerichtet
ist.

Cyclopropan-Moleküls diskutiert. Die Berechnungen wurden hierbei in Vorbereitung auf eine gemeinsame
Veröffentlichung140 von Laura Grazioli durchgeführt.

Abbildung 4.20 stellt die Veränderungen des MCD-Spektrums von Cyclopropan in einem variierenden
Magnetfeld von 235 bis 7501 T (0,001 bis 0,030 B0) dar. Ausgehend von einem schwachen magnetischen
Feld veranschaulicht diese Graphik die Entwicklung der Spektrallinien in Abhängigkeit von der Feldstärke.
Um diese komplizierte Linienstruktur und die Auswirkungen der Magnetfeldstärke auf das Spektrum zu
verstehen, muss der Einfluss der einzelnen Beiträge entschlüsselt werden. Ein MCD-Spektrum ist gegeben
als Überlagerung dreier Teilspektren, bei denen das Magnetfeld jeweils entlang der drei Raumkoordinaten
ausgerichtet ist.XIII In diesem Fall existieren zwei Orientierungen, welche innerhalb der Molekülebene
liegen. Zum Verständnis des Gesamtspektrums ist es jedoch ausreichend, nur eines der beiden Teilspektren
zu diskutieren, da die zweite Orientierung aufgrund der Symmetrie des Cyclopropan-Moleküls ein fast
identisches Teilspektrum liefert. In diesem Fall wird die Orientierung gewählt, in der das Magnetfeld
entlang der C2-Achse ausgerichtet ist. Die dritte Orientierung, in welcher das Magnetfeld senkrecht zur
Molekülebene (parallel zur C3-Achse) ausrichtet ist, ist maßgeblich für die Signale im Bereich zwischen
8 eV und 10 eV verantwortlich. Dieses Teilspektrum ist in Abbildung 4.20 zusätzlich als vergrößerter
Ausschnitt dargestellt, welcher um den Faktor 20 skaliert wurde, und soll zunächst diskutiert werden.
Um die Veränderungen der MCD-Signale zu verstehen, ist es sinnvoll die Energie der entsprechenden
MCD-aktiven Zustände als Funktion des Magnetfeldes zu betrachten. Dies ist in Abbildung 4.21(b)
dargestellt.

Das erste auftretende Signal bei ≈8,25 eV entspricht der Überlagerung zweier Banden der Anregungen des
Grundzustandes in die 31B und 41B angeregten Zustände. Bei Erhöhung der Magnetfeldstärke bleibt die
Anregungsenergie in den 31B-Zustand relativ konstant, da der 31B-Zustand und der Grundzustand um
etwa das gleiche Maß destabilisiert werden, während der Übergang zum 41B-Zustand zu höheren Energien
verschoben wird. Dies führt zu einer Aufspaltung der sich zuvor überlappenden Signale in zwei Banden für
steigende Magnetfeldstärken, was mit einer Abnahme der Intensität einhergeht. Das zweite interessante
Signal bei ≈9,3 eV (51B) wird dagegen zu niedrigeren Energien verschoben, bis sich die Zustände 51B

und 41B bei höheren Magnetfeldstärken zu vermischen beginnen. Das ausgeprägte A-Signal bei ≈9,5 eV
stammt von den Zuständen 61B und 71B, die im Nullfeld nahezu entartet sind. Auch hier führt das

XIIIEs ist zu beachten, dass in einem starken Magnetfeld nicht zu erwarten ist, dass die Moleküle isotrop im Raum verteilt
sind, da die freie Rotation durch das Magnetfeld gehindert wird. Dennoch wird an dieser Stelle angenommen, dass
Gleichung 2.286 gültig ist.
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Abb. (4.21): Darstellung der ersten MCD-aktiven angeregten Zustände für die Orientierungen parallel zu der C3-
beziehungsweise der C2-Achse des Cyclopropans, berechnet auf aug-cc-pVDZ/CCSD-Niveau.

Auseinandergehen der Zustände zu einem Aufspalten des MCD-Signals mit einer Abnahme der Intensität.
Die letzte negative Bande bei etwa ≈9,85 eV stammt vom Übergang in den 81B-Zustand.
Die Veränderungen der Banden dieses Spektrums lassen sich über die entsprechenden angeregten Zustände
nachvollziehen. Das Magnetfeld verringert oder erhöht die Anregungsenergie, was zu einer Verschiebung
der entsprechenden Spektrallinien und in einigen Fällen zu einer Aufspaltung der überlagerten Signale in
ihre Komponenten führt.

Anders verhält es sich für die verbleibenden Signale des Gesamtspektrums, welche aus dem Teilspektrum,
in dem das Magnetfeld entlang der C2-Achse orientiert ist, stammen. Abbildung 4.21(a) zeigt, dass der
Verlauf der Energie der angeregten Zustände deutlich involvierter ist, da nun vermiedene Kreuzungen
und Mischungen auftreten. Bei sehr kleinen Feldstärken können vier A-Signale identifiziert werden.
Die zwei Intensiveren liegen bei ≈8,3 eV (211E′ und 212E′) und ≈10,43 eV-10,63 eV (511E′ und 512E′

sowie 611E′ und 612E′), wobei letztere Bande wiederum aus zwei sich überlappenden Signalen besteht.
Die beiden Schwächeren liegen bei ≈9,36 eV (311E′ und 312E′) und ≈9,85 eV (411E′ und 412E′) und
überlappen mit den Signalen des zuvor diskutierten Teilspektrums. Wie anhand Abbildung 4.21(a) zu
sehen, verhalten sich die Zustände im Bereich niedriger Energie analog zur vorangegangenen Diskussion.
Die zuvor entarteten Zustände spalten in einem Magnetfeld auf und analog dazu die MCD-Signale. Die
Zustände im Hochenergiebereich unterliegen nun jedoch zusätzlich vermiedenen Kreuzungen. Bei etwa
0,01 B0 treten diese zwischen den Zuständen 312E′ und 412E′ sowie 411E′ und 511E′ auf, mit weiteren
auftretenden vermiedenen Kreuzungen für höhere Feldstärken. Durch das Mischen der Zustände können
zuvor MCD-inaktive Zustände, durch die partielle Übernahme des Übergangsdipolmoments, sichtbar
werden. Infolgedessen resultiert ein komplexes Spektrum verschiedener, verschobener und überlappender
Signale. Diese Feinstruktur kann nicht durch den simplen Vergleich mit störungstheoretisch berechneten
Spektren vorhergesagt werden.

Insgesamt konnte anhand des CH-Radikals gezeigt werden, dass mithilfe der entwickelten ff-CC-Methoden
die spektropolarimetrischen Spektren von Molekülen auf weißen Zwergen als MCD-Spektrum mit moderaten
Magnetfeldstärken simuliert werden können. Die Veränderung des MCD-Spektrums für starke Magnetfelder
wurde am Beispiel von Cyclopropan diskutiert. Die Aufspaltung der Zustände, vermiedene Kreuzungen und
die Mischung von Zuständen gleicher Symmetrie sowie die starke Verschiebung der Banden, durch nicht-
lineare Feldeffekte, wie sie auch für Absorptionsspektren auftreten, sorgen für ein komplexes Spektrum, in
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welchem die Signale nicht trivial zuzuordnen sind. Mit der hier vorgestellten Entwicklung der ff-CD-CC-
Methoden wurde ein Grundstein gelegt, um Referenzspektren in starken Magnetfeldern zu generieren,
die potentiell die Entdeckung von Atomen oder sogar Molekülen auf stark magnetischen weißen Zwergen
unterstützen kann.

4.3. Exkurs: Untersuchung ungewöhnlicher Molekularstrukturen
in Magnetfeldern
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Abb. (4.22): Die feldfreie Gleichgewichtsgeometrie (hellblau hinterlegt) und die ff-Gleichgewichtsgeometrie für die
Moleküle Benzol und Coronen in einem senkrecht zur Molekülebene ausgerichteten Magnetfeld einer
Stärke von 0,1 B0. Die Pfeile stellen die Veränderungen der Struktur dar und sind für Benzol und
Coronen um den Faktor 50 respektive 10 skaliert.

Starke Magnetfelder führen zu einer Veränderung der elektronischen Struktur von Molekülen. Der dia-
magnetische Term des Hamiltonoperators hat einen druckartigen Effekt in den Richtungen senkrecht
zum Magnetfeld (vgl. Anhang A.1), wodurch die Molekülorbitale wiederum deformiert werden.76 Des
Weiteren werden über den Spin-Zeeman-Term hohe Spinzustände stabilisiert und auch das Auftreten der
senkrechten paramagnetischen Bindung22 als neuer Bindungsmechanismus führt insgesamt zur Ausbildung
exotischer chemischer Strukturen im Magnetfeld, welche sich deutlich von den feldfreien Strukturen
unterscheiden können. Das zeigten beispielsweise die Heliumstrukturen in Abschnitt 4.1.1. Mithilfe einer
Geometrieoptimierung ist die Gleichgewichtsgeometrie eines Moleküls zugänglich.
Die ersten Entwicklungen zu analytischen Geometrieoptimierungen in starken Magnetfeldern wurden von
Tellgren et al.59 und Irons et al.73 vorgestellt, welche jeweils ff-Gradienten auf HF- und DFT-Niveau
einführten. In dieser Arbeit erfolgt die Erweiterung auf ff-CD-HF-Gradienten durch die Cholesky-Zerlegung
der Ableitungsintegrale (siehe Abs. 2.5 und 3.1.2). Die Anwendung dieser Methode soll im Folgenden an
repräsentativen Beispielen gezeigt werden.

Zunächst wird die Leistungsfähigkeit des CD-Ansatzes gezeigt. Hierzu wird ein Vergleich mit der kano-
nischen Implementierung des ff-HF-Gradienten in Cfour83,237 anhand des geschlossenschaligen Ben-
zolmoleküls (MS = 0) in der unc-aug-cc-pVDZ-Basis (N = 276) mit einem senkrecht zur Molekülebene
ausgerichteten Magnetfeld der Stärke 0,1 B0 durchgeführt. Die Effizienz der CD-Implementierung (δ = 6)
wird direkt deutlich. Diese Version setzt die Rechenzeit für eine Iteration von 66 Minuten auf 39 Minu-
ten herab. Über mehrere Optimierungszyklen bedeutet dies eine Beschleunigung um mehrere Stunden.
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Die entsprechenden Resultate der Geometrieoptimierung sind in Abbildung 4.22 dargestellt. Die Geo-
metrieoptimierung liefert eine Struktur der C3h-Punktgruppe mit einer Energie von −230,622521Eh

(Abb. 4.22(a)). Im Vergleich zur feldfreien Struktur bilden sich alternierende CC-Bindungsabstände aus,
welche von 1,389 Å auf 1,359 Å und 1,406 Å übergehen. Analog dazu verschieben sich die substituierenden
Wasserstoffatome. Der Grund hierfür ist die Stabilisierung der antibindenden Orbitale des Benzols und
somit die Destabilisierung des π-Elektronensystems. Dies führt ultimativ zu einer Lokalisierung des zuvor
delokalisierten Systems und der Ausbildung dreier isolierter Doppelbindungen.
Die hier erhaltenen Ergebnisse stehen im Kontrast zu früheren Beobachtungen der Referenzen 59 und 73,
welche das System jeweils in der 6-31G∗∗- und der hier verwendeten unc-aug-cc-pVDZ-Basis untersuchten.
Wird das System auf eine C6h-Punktgruppe beschränkt, dann ergibt sich das dort beobachtete Bild 4.22(b).
Unter dieser Symmetrierestriktion können die Ergebnisse reproduziert werden. Es resultiert eine symme-
trische Verschiebung zu kürzeren Bindungsabständen. Jedoch weist die Struktur eine geringfügig höhere
Energie von −230,622466 Eh auf und ist somit nicht die Gleichgewichtsgeometrie.XIV Dies veranschaulicht
einen wesentlichen Aspekt: Die Gleichgewichtsgeometrie in Anwesenheit eines Magnetfeldes kann die
Symmetrie des feldfreien Moleküls brechen. Die Punktgruppe ist a priori nicht bekannt, weshalb es
essentiell ist, die Geometrieoptimierung von einem Zustand ohne Symmetrie zu starten.

Bis jetzt sind nach bestem Wissen des Autors die größten publizierten ab-initio Geometrieoptimierungen
Benzol73 (unc-aug-cc-pVDZ-Basis), Cyclooctatetraen380 (aug-cc-pVDZ-Basis) und He19

235 in der unc-aug-
cc-pVTZ-Basis.XV Hier soll das Potential der CD-Implementierung anhand der Geometrieoptimierung von
Coronen in der unc-6-31G-Basis (N = 576) gezeigt werden. Das Magnetfeld der Stärke 0,1 B0 ist erneut
senkrecht zur Molekülebene ausgerichtet. Abbildung 4.22(c) zeigt für Coronen eine mit dem Benzolmolekül
vergleichbare Reaktion auf das externe Magnetfeld. Das Kerngerüst ist verhältnismäßig rigide, wird aber
zu alternierenden Bindungsabständen deformiert. Eine kleine Verschiebung des Kerngerüsts zeigt jedoch
drastische Auslenkungen für die äußeren Ringsegmente und somit eine signifikant unterschiedliche Struktur
im Vergleich zur feldfreien Geometrie.
Dies veranschaulicht neben der starken Veränderung der Bindungssituation die technischen Schwierigkeiten,
die bei Geometrieoptimierungen im Magnetfeld auftreten. Ein zentrales Problem besteht darin, dass eine
geeignete Startgeometrie und die Symmetrie des Systems unbekannt sind, was dazu führt, dass, wenn
beispielsweise die feldfreie Gleichgewichtsgeometrie als Startgeometrie verwendet wird, die Optimierungs-
algorithmen in einer Position der Potentialhyperfläche starten, welche weit von dem Minimum entfernt
sein kann. Solche Startgeometrien sind anspruchsvoll für die zugrundeliegenden Algorithmen und sorgen
für Instabilitäten, insbesondere da die Implementierung innerhalb von Cfour die Hessematrix zurzeit
nicht berücksichtigt.XVI

Perspektivisch soll weiterführend die Aufhebung dieser technischen Schwierigkeiten erfolgen. Eine Mög-
lichkeit ist die Berücksichtigung der schon erwähnten Hessematrix, um - besonders für sehr flache
Potentialhyperflächen - die Schrittweite eines Optimierungszyklus zu kontrollieren. Die Referenzen 236
und 380 schlagen des Weiteren die Verwendung einer Konformerensuche vor. Diese generiert viele mögliche
Strukturen, welche unabhängig von der feldfreien, chemischen Intuition erstellt werden können, um das
globale Minimum der Potentialhyperfläche zu finden.

XIVTestrechnungen weisen auf eine zunehmende Stabilisierung der C3h-Geometrie in einem stärkeren Magnetfeld hin.
XVDie Optimierung größerer Systeme ist durch die semi-empirischen Methoden von Cheng und Wibowo-Teale380 zugänglich.
XVIAufgrund dieser technischen Limitierung wurde entgegen oben genannter Punkte für Coronen eine C3h-Punktgruppe

vorgegeben. Es wurde geprüft, dass diese Lösung eine niedrigere Energie als eine Geometrieoptimierung innerhalb der
C6h-Punktgruppe liefert, jedoch kann nicht ausgeschlossen werden, dass eine stabilere Geometrie niedrigerer Symmetrie
existiert.
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4.3. Exkurs: Untersuchung ungewöhnlicher Molekularstrukturen in Magnetfeldern

Neben diesen Entwicklungen sind vor allem im Magnetfeld Korrelationseffekte von besonderer Bedeu-
tung für die Geometrie, wie dies bereits in Abschnitt 4.1.1 oder durch Referenz 76 gezeigt wurde. Die
Erweiterung der hier vorgestellten Methoden auf ff-CD-CC-Gradienten nach Schnack-Petersen et al.118

kann grundsätzlich ohne größere Schwierigkeiten vorgenommen werden und ist Teil geplanter, zukünftiger
Arbeiten.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Die Simulation von Absorptionsbanden von Atomen und Molekülen auf stark magnetischen weißen Zwergen
ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe. Auf magnetischen weißen Zwergen können Magnetfelder einer Stärke
von bis zu etwa 94000 T auftreten.5,10–12 Die für diese Simulationen erforderlichen Berechnungen benötigen
unter der Verwendung von ff-Methoden einen großen Speicherbedarf und Rechenaufwand, sodass Rech-
nungen, die im feldfreien Fall routinemäßig durchgeführt werden können, unter Umständen im Magnetfeld
nicht mehr umsetzbar sind. Das durch quantenchemische Rechnungen zugängliche Anwendungsgebiet
ist insbesondere für die Simulation von Spektren magnetischer weißer Zwerge eingeschränkt, da hierzu
aufgrund der benötigten Genauigkeit Coupled-Cluster-Rechnungen notwendig sind, welche ein steiles
Skalenverhalten des Rechenaufwands aufweisen. Zusätzlich treten auf weißen Zwergen dichte Wasserstoff-
oder Heliumatmosphären sowie sehr hohe Temperaturen auf.5–9 Die Simulation der Umgebung, also des
Drucks, der Temperatur und des Magnetfelds, ist entscheidend, um die Lage und Form der Absorptions-
spektren modellieren zu können.
Daher wurden in dieser Arbeit Methoden entwickelt, um die vorherrschenden speichertechnischen Restrik-
tionen bei ff-CC-Berechnungen aufzuheben und somit die Vorhersage solcher Spektren auch für größere
oder elektronenreichere Systeme zu ermöglichen. Die Aufhebung der rechentechnischen Limitationen wurde
durch eine Reihe neuer Werkzeuge realisiert, d.h. durch algorithmische und technische Entwicklungen
sowie Näherungen, welche dabei die Genauigkeit im wesentlichen unverändert lassen.
Zu diesen Entwicklungen zählt die Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegrale über London-Orbitale,
welche zugleich der zentrale Ansatz ist, der in dieser Arbeit verwendet wurde. Die Cholesky-Zerlegung
besitzt den Vorteil, dass die Abspeicherung der vollen Zweielektronenintegrale sowohl in der AO- als
auch der MO-Basis durch die Repräsentation der Integrale über die Cholesky-Vektoren umgangen werden
kann. Da die Zweielektronenintegrale häufig einen Großteil des benötigten Speicherbedarfs beanspruchen,
resultiert dies in einer drastischen Abnahme der Rechenanforderungen und einer Zunahme der potentiel-
len Anwendungsmöglichkeiten. Aufgrund der rigorosen Fehlerkontrolle und somit einer kontrollierbaren
Genauigkeit der Näherung sowie der Flexibilität der on-the-fly bestimmten Cholesky-Basis, welche sich an
die Veränderung der Zweielektronenintegralmatrix aufgrund des Magnetfeldes anpasst, bewies sich die
Cholesky-Zerlegung als eine hervorragende Methode für die Anwendungen dieser Arbeit.

Um für die Spektrenvorhersage die Spektrallinien von Metallen oder sogar Molekülen zu berechnen,
wurde eine Reihe an ff-CD-Methoden implementiert, darunter die post-HF-Methoden ff-EOM-CC2 und
ff-EOM-CCSD,204 welche die korrelierte Beschreibung der Grundzustands- und Anregungsenergien sowie
die Bestimmung von Moleküleigenschaften ermöglichen. Um eine optimale Rechenzeit und Speichernutzung
der Berechnungen zu ermöglichen, wurden in Kombination mit der Cholesky-Zerlegung weitere technische
Entwicklungen eingeführt:

• Die numerisch stabile und effiziente Integralberechnung konnte unter Verwendung der Hilfs-Boys-
Funktion und durch die Einführung von Screening-Verfahren für Integrale über London-Orbitale
sichergestellt werden.177
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• Die Shared-Memory-Parallelisierung der zeitaufwändigsten Rechenschritte, d.h. der Matrixmultipli-
kation und -transposition, sowie eine Distributed-Memory-Parallelisierung zur Lösung der EOM-
Gleichungen wurde umgesetzt.

• Zwei Methoden zur Konvergenzbeschleunigung der Coupled-Cluster-Gleichungen wurden durch
Verwendung von CCSD-Subiterationen oder einer approximativen Jacobimatrix implementiert. Beide
Methoden sind kompetitive Alternativen zu DIIS, bei denen die Abspeicherung mehrerer Sätze an
Amplituden umgangen werden kann, was insbesondere für CD-Anwendungen vorteilhaft ist, da in
diesem Fall die Amplituden die speicherlimitierenden Tensoren sind.

• Die Lösung der CC-Amplitudengleichungen auf single- statt double-precision-Niveau wurde eingeführt.
Dies ermöglicht es, ohne einen Verlust in der Genauigkeit, die Rechenzeit zur Lösung der CC-
Gleichungen annähernd zu halbieren.

• Zuletzt wurde die Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie innerhalb des Programmpa-
kets Qcumbre realisiert.

Durch die hier vorgestellten Optimierungen wurde beispielsweise für eine Berechnung des Ethen-Moleküls
auf dem unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau gezeigt, dass der benötigte Arbeitsspeicher von 989 GB auf
300 GB reduziert werden konnte. Der Einsatz der Cholesky-Zerlegung senkte diese Speicheranforderungen
weiter auf nur 16 GB. Durch diese Entwicklungen eröffnet sich die Möglichkeit in der Beantwortung vieler
spannender Fragestellungen, welche bislang aufgrund der Limitationen in Rechenzeit und Speicherbedarf
nicht für quantenchemische Simulationen zugänglich waren. Auf diese Weise wurde in dieser Arbeit die
Anwendung spektroskopischer Methoden unter der Anwesenheit starker Magnetfelder, insbesondere die
Simulation des Spektrums des Magnesiumatoms in einer dichten Heliumatmosphäre, ermöglicht:

• Die Untersuchung der Struktur der Heliumatmosphäre weißer Zwerge zeigt, dass für Magnetfeldstär-
ken, die auf stark magnetischen weißen Zwergen auftreten, der Singulettzustand den Grundzustand
des Heliumatoms darstellt. Für diesen Spinzustand traten durch die senkrechte paramagnetische
Bindung stabilisierte hexagonale Schichten auf. Zudem wurde anhand der trigonalen Pyramide als
Modellsystem für die hcp-Struktur gezeigt, dass Stapel dieser hexagonalen Schichten ein stabile
dreidimensionale Struktur bilden. Hierbei zeigte sich, dass die hcp-Struktur im Magnetfeld stabiler ist
als im feldfreien Fall, was mit entsprechenden Implikationen für die Struktur der Atmosphäre weißer
Zwerge einhergeht: Es kann angenommen werden, dass aufgrund des Verschiebens der Phasengrenzen
des Heliums dieses bei höheren Temperaturen und niedrigeren Drücken flüssig wird und deshalb die
Atmosphären auf stark magnetischen weißen Zwergen eine erhöhte Nahordnung ausbilden.

• Das Verständnis über die Struktur der Atmosphäre zeigte sich als besonders relevant für die
darauffolgende Diskussion der Druckverbreiterung der 3P → 3S-Spektrallinie des Magnesiumatoms.
Es konnte anhand des MgHe-Dimers eine starke Richtungsabhängigkeit der Druckeffekte bezüglich
der Orientierung des Magnetfeldes beobachtet werden. In einer parallelen Orientierung resultierte eine
Blauverschiebung, während bei der senkrechten Orientierung die Verschiebung annähernd verschwand.
Die Untersuchung sehr dichter Atmosphären, für welche zusätzlich die Wechselwirkungen der
Heliumatome untereinander berücksichtigt wurde, zeigte, dass für moderate Felder die Druckeffekte
im feldfreien Fall mit den Effekten unter Anwesenheit des magnetischen Feldes vergleichbar sind. Diese
Ähnlichkeit rechtfertigt die Einbeziehung von Druckeffekten aus dem feldfreien Fall als Näherung für
Linienformen in magnetischen Feldern. Diese Näherung gilt jedoch nicht für starke Magnetfelder, bei
welchen gezeigt wurde, dass die Größe des Druckeffekts auf die Anregungsenergien drastisch abnimmt.
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Um diese dichten Atmosphären zu beschreiben, wurde das Magnesiumatom statisch in die zuvor
motivierte hcp-Struktur eingebettet und die Verschiebung der Anregungsenergie als Funktion der
Dichte der auf diese Weise konstruierten MgHe56- und MgHe12-Cluster ermittelt. Insbesondere wäre
die Studie dieser Cluster aufgrund ihrer Größe ohne die in dieser Arbeit präsentierten Entwicklungen
nicht realisierbar gewesen.

• Als weitere spektroskopische Methode wurde neben der UV/VIS-Spektroskopie auch die MCD-
Spektroskopie in schwachen Magnetfeldern sowie in starken Magnetfeldern diskutiert. Mit den
hier vorgestellten Entwicklungen der ff-CD-CC-Methoden wurden hochgenaue MCD-Spektren der
Moleküle CH, Cyclopropan, Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Benzochinon und 1,4-Naphthochinon
vorgestellt.
Alle vorhergesagten Spektren zeigen eine gute Übereinstimmung mit experimentellen Referenzspek-
tren. Insbesondere das Spektrum des 1,4-Naphthochinons zeigte über den Unterschied zu den ff-DFT-
Methoden138,149 die Bedeutung der genauen Beschreibung der Elektronenkorrelation und somit die
Relevanz der ff-CC-Entwicklungen dieser Arbeit.
Die Beschreibung offenschaliger Moleküle in fast entarteten Grundzuständen benötigt die zusätzliche
Berücksichtigung des C-Terms.306,368,378 Dies wurde anhand des CH-Radikals diskutiert, dessen
Spektrum eine Temperaturabhängigkeit als Folge der unterschiedlichen Boltzmannbesetzung der
Energieniveaus aufwies.
In der Astrophysik wird die Auswertung der Polarisationseigenschaften des Lichts als Spektro-
polarimetrie bezeichnet und ist somit eng mit der MCD-Spektroskopie verwandt. Die in dieser
Arbeit entwickelten MCD-Methoden ermöglichten somit die Reproduktion der CH-Banden eines
astrophysikalischen Spektrums der zirkularen Polarisation eines magnetischen weißen Zwergs mit
einem moderaten Feld von 750T.
Innerhalb starker Felder konnte gezeigt werden, dass die Aufspaltung und Verschiebung der Ener-
gieniveaus, vermiedene Kreuzungen und das Mischen von Zuständen gleicher Symmetrie zu einem
komplexen MCD-Spektrum führen. Die Beschreibung mithilfe eines ff-Ansatzes ermöglichte es, die
Änderungen des Spektrums als Funktion der Magnetfeldstärke zu untersuchen.
In der Literatur wurde die Spektropolarimetrie bereits zum Nachweis von Metallen134 sowie dem CH-
Radikal als molekulare Spezies55,135,136 auf schwach magnetischen weißen Zwergen verwendet. Mit
der hier vorgestellten Entwicklung der ff-CD-CC-Methoden wurde ein Grundstein gelegt, um Refe-
renzspektren in starken Magnetfeldern zu generieren, die als Ergänzung zu den klassisch verwendeten
Absorptionsspektren die Entdeckung von Atomen oder sogar Molekülen auf stark magnetischen
weißen Zwergen unterstützen kann.

• Abschließend wurde die Gleichgewichtsgeometrie von Molekülen in starken Magnetfeldern anhand
von Geometrieoptimierungen von Benzol und Coronen vorgestellt. Dies erfolgte über die in dieser
Arbeit entwickelten ff-CD-HF-Gradienten. In der Beschreibung der beiden Moleküle zeigte sich
die Leistungsfähigkeit der CD-Implementierung und ermöglichte eine der größten, bisher vorge-
stellten ab-initio Geometrieoptimierung innerhalb eines endlichen Magnetfeldes. In beiden Fällen
wurde aufgrund der Destabilisierung des π-Elektronensystems eine bevorzugte Lokalisierung des
aromatischen Systems zu drei isolierten Doppelbindungen beobachtet. Die starke Veränderung
der Gleichgewichtsgeometrie veranschaulicht, dass die Veränderung der elektronischen Struktur
im Magnetfeld zu Molekülstrukturen führen kann, die sich deutlich von den feldfreien Strukturen
unterscheiden. Das Verständnis der Struktur innerhalb eines Magnetfeldes ist hierbei essentiell, um
Spektren von Molekülen auf stark magnetischen weißen Zwergen vorherzusagen.
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Die Anwendungen dieser Arbeit zeigen, dass die Beschreibung vorher nicht zugänglicher Systeme nun
möglich ist. Gleichzeitig eröffnen sich interessante Perspektiven für zukünftige Untersuchungen, welche
ihrerseits weitere Methodenentwicklungen begründen: Der Einfluss der Atmosphäre auf den 3P →3 S-
Übergang des Magnesiumatoms wurde in dieser Dissertation durch eine statische Einbettung in einen
MgHe-Cluster untersucht. Die Beschreibung der Dynamik der Atmosphäre bei gegebener Temperatur und
Dichte kann zukünftig mithilfe eines QM/MM-Ansatzes den hier vorgestellten statischen Ansatz erweitern.
Über die molekulardynamische Beschreibung der Umgebung kann die Verteilung der Atmosphärenatome
und deren Zusammenstöße mit dem Magnesiumatom realistisch beschrieben werden. Gleichzeitig kann
durch die quantenchemische Berechnung eine hochgenaue Beschreibung des Übergangs im QM-Bereich
gewährleistet werden.363

Weiterhin existieren viele noch unaufgeklärte Spektren von potentiell stark magnetischen weißen Zwergen.
Der Nachweis unbekannter Spezies auf den entsprechenden stark magnetischen weißen Zwergen, dar-
unter der Nachweis von schweren Elementen und Molekülen, ist Gegenstand aktueller Forschung. Für
die Beschreibung schwerer Elemente gewinnen relativistische Effekte zunehmend an Bedeutung, sodass
die Berücksichtigung dieser innerhalb der ff-Methoden essentiell für eine präzise Zuordnung wird. Zur
Beschreibung molekularer Spezies ist Folgendes zu beachten: Einerseits entsteht eine Abhängigkeit von
der Orientierung des Magnetfeldvektors relativ zum Molekül, welche bei der Simulation der Spektren
beachtet werden muss. Andererseits erfordert jede dieser Orientierungen die Bestimmung der Gleich-
gewichtsgeometrie. Aufbauend auf den vorgestellten Entwicklungen können robuste Algorithmen für
Geometrieoptimierungen durch die Berücksichtigung der Hessematrix zur Kontrolle der Schrittweite
entlang des geometrischen Gradienten sowie die Einführung von Ansätzen zur Konformerensuche realisiert
werden. Zudem ist eine Erweiterung des hier vorgestellten ff-CD-HF-Gradienten auf das CC-Niveau
nach Schnack-Petersen et al.118 geplant, um Korrelationseffekte, welche im Magnetfeld von besonderer
Bedeutung sind,76 zu berücksichtigen. Des Weiteren kann mithilfe der Betrachtung der Schwingungs- und
Rotationseffekte die Feinstruktur eines Spektrums beschrieben werden.

Die Beschreibung von Molekülen und schweren Elementen erfordert jedoch auch zunehmend mehr
Rechenressourcen. Im Allgemeinen sind ff-CD-CC-Rechnungen trotz der eingeführten Optimierungen
weiterhin speicher- und rechenintensiv, da sie die gleiche polynomiale Skalierung wie die kanonischen
CC-Methoden aufweisen. Die Cholesky-Zerlegung erlaubt eine effizientere Faktorisierung von Coulomb-
ähnlichen Beiträgen. Austauschbeiträge können jedoch nicht effizienter berechnet werden. Aufgrund dessen
wird durch die Verwendung der Cholesky-Vektoren das Skalenverhalten im Allgemeinen nicht verändert.
Um das Skalenverhalten zu verringern sind in der Literatur für feldfreie Rechnungen zwei Ansätze
bekannt, welche auf das ff-Regime verallgemeinert werden können: (1) Eine Methode die aufbauend auf
der Cholesky-Zerlegung die Zweielektronenintegrale durch Tensoren niedrigeren Rangs nähert, ist die
Tensor-Hypercontraction (THC).323,381–384 Mithilfe dieser Methode können alle Orbitalindices entkoppelt
werden, sodass eine günstigere Faktorisierung auch für Austauschbeiträge erreicht werden kann. Auf
diese Weise kann folglich auch das Skalenverhalten reduziert werden. Dabei muss allerdings beachtet
werden, dass der zusätzliche Fehler, welcher aus der Bestimmung der THC-Näherung der Integrale
auf einem Gitter resultiert, gut kontrolliert werden muss. (2) Ein weiterer Ansatz basiert darauf die
Amplitudengleichungen zu zerlegen, was in Kombinationen mit der Cholesky-Zerlegung der Integrale
verwendet werden kann.385–390 Dieser Ansatz hat nicht nur das Potential das Skalierungsverhalten zu
senken, sondern ermöglicht es auch den Speicherbedarf zu reduzieren. Für CD-CC-Methoden sind nicht
die Cholesky-Vektoren sondern die Amplituden die speicherlimitierende Größe. Dies gilt insbesondere
für CC-Methoden höherer Ordnung, welche für viele Anwendungen, wie beispielsweise die quantitative
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Zuordnung von Spektrallinien auf wenige Ångström über Extrapolationsschemata79 benötigt werden.
Bei Coupled-Cluster-Methoden unter Berücksichtigung der Dreifachanregungen (CCSDT) oder deren
Näherungen ist der Tensor der Amplituden größer als der Integraltensor. Daher wäre die zusätzliche
Zerlegung der Amplituden vorteilhaft.391–394

Insgesamt konnten durch die Entwicklungen dieser Dissertation zuvor rechentechnisch nicht umsetzbare
Anwendungen, insbesondere die Simulation von Spektren auf stark magnetischen weißen Zwergen, ermög-
licht werden. Unter Verwendung der eingeführten Methoden konnte das Verständnis des Forschungsgebiets
der magnetischen weißen Zwerge erweitert sowie ein Grundstein für zukünftige Forschung gelegt werden,
mit dem Ziel Moleküle auf stark magnetischen weißen Zwergen nachzuweisen. Diese Arbeit ist somit ein
weiterer Schritt in Richtung des Verständnisses unseres Universums: „observation and theory advancing
together toward the common goal of science, the structure and behavior of the physical universe in which
we live“ - Dr. Edwin Hubble (1942).1
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Liste der Akronyme

aug Augmentierte (augmented) Basis
BCH Baker-Campbell-Hausdorff
BSSE Basissatz-Superpositionsfehler (Basis Set Superposition Error)
CC Coupled-Cluster
CC2 Coupled-Cluster Singles and approximate Doubles
CCSD Coupled-Cluster Singles and Doubles
CCSD(T) Coupled-Cluster Singles, Doubles and perturbative Triples
CCSDT Coupled-Cluster Singles, Doubles and Triples
CD Cholesky-Zerlegung (Cholesky Decomposition)
CI Configuration-Interaction
DF Density-Fitting
DFT Dichtefunktionaltheorie
DIIS Direct Inversion of the Iterative Subspace
EOM Equation-of-Motion
EOM-EA EOM Electron Attachment
EOM-EE EOM Electronic Excitation
EOM-IP EOM Ionization Potential
EOM-SF EOM Spin Flip
ESR Elektronenspinresonanz (Eletron Spin Resonance)
FCI Full-Configuration-Interaction
ff Endliches Feld (finite field)
GIAO Gauge Including Atomic Orbital
GTO Gaussian-type Orbital
hcp Hexagonale dichteste Kugelpackung (hexagonal close packed)
HF Hartree-Fock
HOMO Höchstbesetztes Molekülorbital (Highest Occupied Molecular Orbital)
I/O Ein- und Ausgabe (Input/Output)
IR Infrarot
LCAO Linear Combination of Atomic Orbitals
MCD Magnetischer zirkularer Dichroismus (Magnetic Circular Dichroism)
MM Molekulare Mechanik (Molecular Mechanics)
MO Molekülorbital
MP2 Møller-Plesset Störungstheorie zweiter Ordrnung
MPI Message Passing Interface
NMR Kernspinresonanz (Nuclear Magnetic Resonance)
OMP Open Multi-Processing
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Liste der Akronyme

QM Quantenmechanik (Quantum Mechanics)
RHF Restricted Hartree-Fock
RI Resolution-of-Identity
ROHF Restricted Open-Shell Hartree-Fock
SCF Self Consistent Field
STO Slater-type Orbital
THC Tensor-Hypercontraction
UCC Unitäres Coupled-Cluster
UHF unrestricted Hartree-Fock
unc Unkontrahierte (uncontracted) Basis
UV Ultraviolett
VCC Variationelles Coupled-Cluster
VIS Sichtbares Licht (Visible)
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A. Anhang

A.1. Hamiltonoperator im Magnetfeld

Ersetzen des Impulsoperators p̂ durch den generalisierten Impulsoperator π̂ = p̂+A im Hamiltonoperator
erfordert die Bestimmung von

π̂2

2 = 1
2 p̂2 + p̂A+ 1

2A2 . (A.1)

Für das Vektorpotential wird A = 1
2B×rO mit der Differenz rO = r−O aus Elektronenkoordinate r

und dem Eichursprung O verwendet. Dieser Ansatz für das Vektorpotential gilt hierbei für statische,
homogene Magnetfelder und erfüllt die Bedingung der Coulomb-Eichung ∇·A = 0. Einsetzen liefert

π̂2

2 = 1
2 p̂2 + 1

2(B×rO) · p̂+ 1
8(B×rO)2 .

= 1
2 p̂2 + 1

2Bl̂ + 1
8

(
B2rO2− (B ·rO)2

) (A.2)

und somit unter zusätzlicher Berücksichtigung des Spins BŜ den Ausdruck der Gleichung 2.14

Ĥ = Ĥ0 + 1
2B · L̂+B · Ŝ + 1

8

Ne∑
i

(
B2rO

i
2− (B ·rO

i )2
)

. (A.3)

Wird zusätzlich gefordert, dass das Magnetfeld in z-Richtung liegt, sodass Bx = By = 0 so vereinfacht sich
der Hamiltonoperator zu:

Ĥ = Ĥ0 + 1
2BzL̂z +BzŜz + 1

8

Ne∑
i

B2
z

(
xO

i
2 +yO

i
2)

. (A.4)

Dieser Ausdruck verdeutlicht, dass der diamagnetische Term die Orientierungen senkrecht zur Magnetfeld-
achse (hier x und y) destabilisiert.
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A.2. Numerische Algorithmen zur Berechnung der Boys-Funktion

A.2. Numerische Algorithmen zur Berechnung der
Boys-Funktion

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen zur Berechnung der Boys-Funktion, welche in Cfour
implementiert wurden, nach Vorlage von Ishida176 in kompakter, komplexer Notation wiedergegeben. Der
F1-Algorithmus basiert auf der asymptotischen Entwicklung

Fm(z) = (2m−1)!!
(2z)m

×

{√
π

4z
+exp[−z]

∞∑
n=0

(2n−1)!!
(−2z)n+1

}

− exp[−z]
m−1∑
n=0

(2m−1)!!
(2n+1)!!

[
1
2z

]m−n

.

(A.5)

Hierzu wird in Kurzschreibweise

Fm(z) = fm + bm

= (2m−1)!!
(2z)m

f0 + bm

(A.6)

definiert. Diese wird durch simple Rekursionsbeziehungen aufgebaut. Die Lösung erfolgt mittels

an =−(2n−1)
(

1
2z

an−1

)
mit a0 =− 1

2z
e−z , (A.7)

fm = (2m−1)
(

1
2z

fm−1

)
mit f0 =

√
π

4z
+

NF∑
n=0

an , (A.8)

bm =− 1
2z

e−z +(2m−1)
(

1
2z

bm−1

)
mit b0 = 0 . (A.9)

Der F2-Algorithmus ergibt sich durch den Quotient

Fm(z) = 1
2m+1

Am,n

Bn
(A.10)

der Polynome A und B. Diese werden, bis zur Konvergenz der Entwicklung bei n = NF , durch

Am,n(z) = Bn(z)+(2m+1)Cm,n(z) , (A.11)

Bn(z) =
n∑

j=0

(2n− j)!
(2n)!

(
n

j

)
zj , (A.12)

Cm,n(z) =
n∑

k=1

(−z)k

k!(2m+2k +1)

n−k∑
j=0

(2n− j)!
(2n)!

(
n

j

)
zj (A.13)

gegeben. Erneut ist die Implementierung durch Rekursionsbeziehungen möglich. Auf diese Weise wird das
Polynom B über

Bn(z) = Bn−1(z)+ z2

4(2n−1)(2n−3)Bn−2(z) , (A.14)

B0(z) = 1 , (A.15)
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A.2. Numerische Algorithmen zur Berechnung der Boys-Funktion

B1(z) = 1+ 1
2z (A.16)

und das Polynom A über

Am,n(z) = (1+F1z)Am,n−1(z)+(E +F2z)zAm,n−2(z)+F3z3Am,n−3(z) , (A.17)

Am,0(z) = 1 , (A.18)

Am,1(z) = B1(z)− 2m+1
2m+3z , (A.19)

Am,2(z) = B2(z)− 2m+1
2m+3z− 2m+1

(2m+3)(2m+5)z2 (A.20)

mit den Zwischengrößen

F1 = 2n−2m−5
2(2n−3)(2n+2m+1) , (A.21)

F2 = 1
4(2n−1)(2n−3) , (A.22)

F3 = −F1
4(2n−3)(2n−5) (A.23)

ausgewertet. Anstelle der direkten Berechnung mittels des F2-Algorithmus ist eine Berechnung auf
einem Gitter möglich. Aufgrund der geringeren Anzahl an Rechenoperationen kann dadurch die Effizienz
gesteigert werden. Hierzu muss jedoch das Gitter für feste Werte von z tabuliert sein. Die Boys-Funktion
für beliebige Werte von z ergibt sich, wie schematisch in Abbildung 3.6 gezeigt, durch eine Interpolation
der vier nächsten Gitterpunkte nach

Fm(z) =
4∑
j

wj

NT∑
n=0

(−∆zj)n

n! Fm+n (zj) mit ∆zj = z−zj . (A.24)

Die Faktoren wj gewichten den Gitterpunkt in Abhängigkeit zum Abstand zu z. Insgesamt entspricht
Gleichung A.24 dem F3-Algorithmus.

Für negative Werte des komplexen Arguments muss aufgrund der numerischen Stabilität die Berechnung der
Hilfs-Boys-Funktion Gm herangezogen werden. Hierzu existieren entsprechend die analogen Algorithmen
G1, G2 und G3. Der G1-Algorithmus löst die Entwicklung

Gm(z) = (2m−1)!!
(−2z)m

×


√

π

−4z
exp[−z]+

NG∑
n=0

(2n−1)!!
(2z)n+1


−

m−1∑
n=0

(2m−1)!!
(2m−2n−1)!!

[
− 1

2z

]n+1
(A.25)

mittels der Rekursionsbeziehungen

an = (2n−1)
(

1
2z

an−1

)
mit a0 = 1

2z
, (A.26)

gm = (2m−1)
(
− 1

2z
gm−1

)
mit f0 =

√
− π

4z
e−z +

NG∑
n=0

an , (A.27)
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bm = 1
2z

+(2m−1)
(
− 1

2z
bm−1

)
mit b0 = 0 . (A.28)

Der G2-Algorithmus, anwendbar für kleine negative Werte von z, ergibt sich ebenfalls durch den Quotien-
ten

Gm(z) = 1
2m+1

Am,n

Bm,n
. (A.29)

Hierzu werden die Polynome

Am,n(z) = Bn(z)+
n∑

k=1

(2m+1)!!(−2z)k

(2m+2k +1)!!

n∑
j−k

(2n+2m+2j +1)!!
(4n+2m+1)!!

(
n

j

)
(2z)n−j , (A.30)

Bm,n(z) =
n∑

j=0

(2n+2m+2j +1)!!
(4n+2m+1)!!

(
n

j

)
(2z)n−j (A.31)

benötigt, welche durch die Rekursionsbeziehungen für das Polynom B

Bm,n(z) = Bm,n−1(z)(1−F1z)+Bm,n−2(z)F2z2 , (A.32)

Bm,0(z) = 1 , (A.33)

Bm,1(z) = 1+ 2
2m+5z (A.34)

und das Polynom A

Am,n(z) = Am,n−1(z)(1−F1z)+Am,n−2(z)F2z2 , (A.35)

Am,0(z) = 1 , (A.36)

Am,1(z) = B1(z)− 2
2m+3z (A.37)

gelöst werden. Die an dieser Stelle auftretenden Zwischengrößen sind über

F1 = 2(2m+1)
(4n+2m+1)(4n+2m−3) , (A.38)

F2 = 8(n−1)(2n+2m−1)
(4n+2m−1)(4n+2m−3)2(4n+2m−5) (A.39)

zugänglich. Schlussendlich kann auch dieser Bereich wahlweise auf einem Gitter berechnet werden. Dies
geschieht in einem G3-Algorithmus analog zur Gleichung A.24.
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