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1. Einleitung

Das Universum fasziniert seit jeher die Menschheit. Beobachtungen des Kosmos machen ihn greifbar
und erweitern das Verstdndnis seiner Entstehung, Struktur und Evolution. Schon die frithen Astronomen
versuchten durch sorgfiltige Himmelsbeobachtungen, das Universum mit blofem Auge und einfachen
Messinstrumenten zu verstehen. Diese Faszination setzt sich auch in der modernen Wissenschaft fort,
welche durch die enge Zusammenarbeit aus Experimentatoren und Theoretikern geprigt ist. So beschrieb
Hubble: ,,observation and theory advancing together toward the common goal of science, the structure
and behavior of the physical universe in which we live“.!

Zu den héufig untersuchten Himmelskorpern gehoren die weiflen Zwerge. Diese stellen neben schwarzen
Lochern und Neutronensternen die Endpunkte der Sternentwicklung dar.? Je nach Masse des Sterns
folgt dieser einem unterschiedlichen Pfad in dieser Entwicklung. Bei sehr massereichen Sternen kann
aufgrund des Ausbrennens des Sterns eine Supernova erfolgen, woraus die Entstehung von schwarzen
Lochern oder auch Neutronensternen resultiert.? Fiir weniger massereiche Sterne und somit etwa 95 % der
Sterne liegt der Endpunkt der Entwicklung jedoch in der Gruppe der weifien Zwerge. Der prominenteste
Stern dieser Klasse ist Sirius B, der erdnédchste weifle Zwerg, der ein bindres System mit dem hellsten
Stern des Nachthimmels Sirius A bildet. Dieser ist, wie fiir weifle Zwerge iiblich, ein sehr dichtes Objekt,
das etwa die Grofie der Erde aufweist und eine Masse besitzt, die vergleichbar mit unserer Sonne ist.
Die somit fast dreihundertfach gréfere Masse im Vergleich zur Erde sorgt fiir extreme Driicke in der
Atmosphére. Bei weiflen Zwergen findet keine Kernfusion mehr statt, sie sind ausgebrannt und kiihlen
langsam ab, wihrend sie ihre restliche Wirmeenergie abstrahlen. Uber die Temperatur beziehungsweise
die damit einhergehende Lumineszenz spiegelt die Abkiithlungssequenz die Evolution der Sterne wider.
Beispielsweise sind die am schwéchsten leuchtenden weiflen Zwerge sehr alt und enthalten Informationen
iiber frithe Phasen unserer Galaxie, was sie zu sehr interessanten Objekten macht. Temperaturen von bis
zu 150000 K treten auf, wobei die kiltesten weilen Zwerge Temperaturen zwischen 4000 K und 10000 K
aufweisen.® ¥ Zusitzlich besitzen ungefihr 25 % der weiflen Zwerge ein Magnetfeld, das eine Stirke von
bis zu ~94000 T aufweist.?10"12 Zum Vergleich betrigt das Magnetfeld der Erde 1-107° T und das gréBte
bisher erzeugte Magnetfeld, welches durch einen nicht-destruktiven, gepulsten Magneten des Los Alamos
National Laboratory generiert wurde, erreicht eine maximale Feldstirke von 150 T.13:14 Somit sind die auf
der Erde realisierbaren Feldstdrken um Groéflenordnungen kleiner als die der magnetischen weiflen Zwerge.
Die Feldstéirken, die auf der Erde auftreten, sind dem Coulomb-Regime zuzuordnen.'® In diesem Regime
dominieren die Coulomb-Krafte und die Magnetfeldeffekte, die nicht iiber die linearen Zeeman-Effekte
hinausgehen, konnen storungstheoretisch behandelt werden, wie es iiblicherweise bei der theoretischen
Beschreibung der Kernspinresonanz- (Nuclear Magnetic Resonance, NMR), der Elektronenspinresonanz-
(Eletron Spin Resonance, ESR) oder der magnetische Zirkulardichroismus-Spektroskopie (Magnetic Circu-
lar Dichroism, MCD) geschieht.'6 Im Gegensatz zu dem Coulomb-Regime gewinnen fiir Magnetfeldstirken,
wie sie auf stark magnetischen weiflen Zwergen zu finden sind, die Magnetfeldeffekte zunehmend an Bedeu-
tung. Diese Feldstirken sind dem intermediéiren Regime zuzuordnen.'® Dort konkurrieren Coulomb- und

Lorentz-Kréfte, was zu einer neuen Chemie, verbunden mit einer Vielzahl an interessanten Effekten,!” 22



fithrt. Dazu gehort die Verdnderung der elektronischen Struktur, die Stabilisierung exotischer Atome und
Molekiile unter Ausbildung von Zustdnden hoher Multiplizitat oder auch das Auftreten der senkrechten
paramagnetischen Bindung?? als neuen Bindungsmechanismus. Durch diese Effekte resultiert insgesamt
eine Aufspaltung und eine starke nicht-lineare Verschiebung von Absorptionsbanden in aufgenommenen
Spektren magnetischer weiler Zwerge. Die Interpretation der Spektren magnetischer weiler Zwerge kann
aufgrund der hohen Feldstédrken jedoch nicht durch Experimente im Labor gestiitzt werden. Die computer-
gestiitzte Simulation entsprechender Spektren ist folglich essentiell.

Der erste Nachweis eines magnetischen weien Zwergs erfolgte durch Kemp et al.?3 mittels Auswertung
der zirkularen Polarisation des von diesem Stern ausgehenden Lichts unter Zuhilfenahme theoretischer
Vorhersagen.?* In den darauf folgenden Jahren folgte die Entdeckung einer Vielzahl weiterer magnetischer
weifler Zwerge. Fiir einige dieser weiflen Zwerge konnte die zunédchst unbekannte Feldstarke auf ein Magnet-
feld mit iiber 1000 T bestimmt werden. Anhand der Spektren dieser stark magnetischen weiflen Zwerge muss
die Zuordnung der Absorptionsbanden gemeinsam mit der Bestimmung der Feldstérke erfolgen. Bislang

ff-25-30 31736 mithilfe der ersten Entwicklungen

wurden sowohl Wassersto als auch Heliumatmosphéren
quantenchemischer Methoden zur Berechnung von Atomen und Molekiilen unter der Anwesenheit eines
endlichen Magnetfeldes (finite field-Methoden (ff))! nachgewiesen.!” 20:29:33,37-39 Entoegen der Erwartung,
dass aufgrund der hohen Gravitationskrifte auf weilen Zwergen schwere Elemente schnell absinken und
nur reine Wasserstoff- oder Heliumatmosphéren zurtickbleiben, ist bekannt, dass diese Elemente aufgrund
der Akkretion aus planetaren Ringen in der Atmosphire vorkommen koénnen.%4! Sofern die Atmosphire
des Sterns Spuren an Metallen enthalt, treten ausgeprigte, charakteristische Absorptionsbanden in den
beobachteten Spektren auf. Diese Absorptionsbanden sind bereits von nicht-magnetischen aber auch
schwach magnetischen weiflen Zwergen bekannt, in denen atomare Spezies (halb)metallischer Elemente
sowie kleine diatomare Verbindungen (H,, Cy, CH) nachgewiesen werden konnten.!1:4942754 Deghalb wird
das Auftreten entsprechender Spezies ebenfalls auf stark magnetischen weiflen Zwergen erwartet,® 8:10,55,56
Bis vor kurzem blieb jedoch eine Bestéitigung weiterer Elemente neben den H- und He-Atmosphéren
auf stark magnetischen weiflen Zwergen mit Magnetfeldstarken, welche grofier als 1000 T sind, aus. Der
Nachweis war zunédchst durch die Limitationen der anfinglichen Entwicklungen der fl-Theorien begrenzt.
In den ersten Jahren waren ausschlielich Hartree-Fock- (HF) und Full-Configuration-Interaction-Imple-
mentierungen (FCI) zugénglich. HF weist nicht die erforderliche Genauigkeit auf und FCI ist von extremen
Rechenanforderungen begleitet, sodass die Studien lediglich auf leichte Atome mit wenigen Elektronen
begrenzt waren. Des Weiteren waren, um die Eichursprungsabhingigkeit!! der Ergebnisse zu umgehen,
in den ersten Jahren nur Berechnungen an Atomen und linearen Molekiilen in parallelen Magnetfeldern
zuganglich, da diese Berechnungen aus Symmmetriegriinden eine Eichursprungsinvarianz aufweisen. Der
Durchbruch gelang Tellgren et al.,>” welche die Eichursprungsinvarianz durch die Verwendung von London-
Orbitalen®® auch fiir Molekiile bei beliebiger Orientierung des Magnetfeldes sicherstellten. Dies erméglichte

22,59-T5 inghesondere im Rahmen hochgenauer

zuletzt in Verbindung mit darauf folgenden Entwicklungen,
korrelierter Coupled-Cluster-Methoden,” 8 die erstmalige Zuordnung der Alkali- und Erdalkalimetalle
Mg, Na und Ca zu den Absorptionsbanden eines stark magnetischen weiien Zwergs durch Hollands et al.”
Der Nachweis weiterer unbekannter Spezies, insbesondere molekularer Verbindungen, ist Gegenstand
aktueller Forschung.

Die Beschreibung von Atomen und Molekiilen unter den extremen Bedingungen innerhalb der Atmosphéren

IDas Akronym ,ff“ wird in der Literatur verwendet, um die Anwesenheit eines endlichen Magnetfeldes anzuzeigen und dies
explizit von der Beschreibung durch infinitesimale Magnetfelder im Rahmen der Stérungstheorie abzugrenzen.

IDer Eichursprung des Vektorpotentials, welches das Magnetfeld parametrisiert, ist frei wihlbar. Ohne weitere Modifikationen
tritt aufgrund eines falschen Transformationsverhaltens genédherter Wellenfunktionen beziiglich einer Eichursprungstrans-
formation eine Abhéngigkeit der Observablen von der Wahl des Eichursprungs auf.




magnetischer weifler Zwerge ist jedoch besonders herausfordernd. Neben den starken Magnetfeldern weisen
weifle Zwerge eine sehr dichte Atmosphére und hohe Temperatur auf, welche einen direkten Einfluss auf
die jeweiligen Absorptionsbanden haben. Kollisionen zwischen Metallatomen und Atomen der umgebenden
Atmosphére verdndern die Energieniveaus der strahlenden Atome und fithren zu Druckeffekten, also einer
Verschiebung sowie einer Verbreiterung der Absorptionsbanden im Spektrum. Die Absorptionsbanden der
strahlenden Atome in der Atmosphére kénnen sich deutlich von den Absorptionsbanden der strahlenden
Atome im Vakuum bzw. in der Gasphase unterscheiden, wodurch es von entscheidender Bedeutung ist,
das umgebende Medium miteinzubeziehen.

Um solche Spektren zu simulieren, ist die bendtigte Genauigkeit der quantenchemischen Rechnungen
durch den tolerierbaren Fehler in der Wellenldnge einer Anregung definiert, der es noch erlaubt spektrale
Linien eindeutig zuordnen zu kénnen. Somit ist eine Genauigkeit der Vorhersage von wenigen Angstrém
erforderlich. FCI geniigt diesen hohen Genauigkeitsanforderungen, erweist sich jedoch aufgrund des fak-
toriellen Rechenaufwands nicht als praktikabel. Coupled-Cluster-Methoden (CC)86-87 ermoglichen als
kostengiinstigere Alternative eine vergleichbare Beschreibung. Allerdings sind auch solche CC-Berechnun-
gen aufgrund des steilen polynomialen Skalenverhaltens und der hohen Speicheranforderungen noch immer
rechentechnisch anspruchsvoll. Insbesondere gilt dies aus mehreren Griinden fiir Rechnungen unter Anwe-
senheit eines externen Magnetfeldes. Der Ubergang von der feldfreien Beschreibung zu einer Beschreibung
unter Anwesenheit eines Magnetfeldes erfordert im Allgemeinen die Verwendung komplexwertiger Groflen.
Infolgedessen wird der erforderliche Speicherbedarf verdoppelt und die benétigten Rechenoperationen der
Multiplikation formal vervierfacht, da zusdtzlich zum Realteil einer Zahl der Imaginérteil gespeichert und
verrechnet werden muss. Des Weiteren weisen die Zweielektronenintegrale nun nicht mehr eine achtfache,
sondern nur noch eine vierfache Permutationssymmetrie auf. Zusétzlich wird die Punktgruppensymmetrie
eines Molekiils durch die Anwesenheit des axialen Magnetfeldvektors im Vergleich zum feldfreien Fall fiir
gewohnlich verringert, wodurch die Zahl der aus Symmetriegriinden verschwindenden Integrale sinkt.3"
Schliefflich wird durch druckartige Effekte senkrecht zur Magnetfeldachse eine Anisotropie in dem System
induziert.”5#® Da standardmiBig verwendete isotrope GauB-Funktionen diese Anisotropie nicht adéquat
beschreiben, werden in der Praxis oft grofie, unkontrahierte Basissitze verwendet.!7:89:90 Folglich weisen
ff-Rechnungen einen erheblichen Anstieg der Rechenkosten auf. Dies zeigt sich beispielsweise anhand der
Grofle der Matrix der Zweielektronenintegrale, welche haufig die Speicheranforderungen dominieren. Die
Zahl der Integrale skaliert mit der vierten Potenz (N?) mit der Anzahl an Basisfunktionen N.%! Ohne
ein externes Magnetfeld bendtigen die Integrale, welche zur Berechnung des Ethen-Molekiils in einer
(unkontrahierten) aug-cc-pVTZ Dunning-Basis??%3 bestimmt werden, 1,1 GB Speicher (N = 184), welche
problemlos auf einem Mittelklasse-Laptop im Arbeitsspeicher gehalten werden kénnen. Im Vergleich wird
zur Berechnung des Ethen-Molekiils innerhalb eines Magnetfeldes ein Speicher von 8,1 GB (N = 216)
bendtigt, wodurch die Integrale auf einem solchen Laptop bereits nicht mehr im Arbeitsspeicher gehalten
werden konnen.'!! Das Beispiel zeigt, dass Rechnungen, die im feldfreien Fall routineméBig durchgefiihrt
werden kénnen, unter Umstdnden im Magnetfeld nicht mehr umsetzbar sind. Die Umsetzbarkeit ist insbe-
sondere auch fiir die Simulation von Spektren magnetischer weifler Zwerge erschwert. Hierzu sind aufgrund
der Genauigkeitsanforderungen Coupled-Cluster-Rechnungen in starken Magnetfeldern notwendig, die
zusétzlich zu den genannten Limitationen aufgrund ihres steilen Skalenverhaltens sehr anspruchsvoll sind.
Um diese Anwendungen zu erméoglichen, besteht ein Bedarf an neuen Werkzeugen zur Aufthebung der

rechentechnischen Anforderungen. Dies ist das Ziel dieser Dissertation. Diese soll durch die Implementie-

IMWshrend die Abspeicherung der Integrale auf der Festplatte den Engpass im Arbeitsspeicher 16sen kann, wird dies in
der Praxis vermieden, da das Lesen und Schreiben von Daten auf der Festplatte einen Overhead erzeugt, welcher die
Rechenzeit stark beeintrachtigen kann.




rung von algorithmischen und technischen Entwicklungen sowie die Einfithrung von rigorosen Naherungen,
die momentan vorhandenen Limitationen, ohne einen signifikanten Genauigkeitsverlust, aufheben und
dadurch die Simulation von Spektren auf stark magnetischen weiflen Zwergen ermoglichen. Hierzu wird
in dieser Arbeit die Cholesky-Zerlegung ( Cholesky Decomposition, CD)%* 118 gewihlt. Die Auswahl der
Cholesky-Zerlegung basiert auf den folgenden Eigenschaften: Erstens eine rigoros kontrollierbare Genau-
igkeit {iber einen einzigen Parameter, zweitens ein reduzierter Speicherbedarf fiir die Handhabung der
Cholesky-Vektoren im Vergleich zur vollen Integralmatrix sowie drittens die Flexibilitdt der Cholesky-Basis
zur Anpassung an Anderungen des Integraltensors aufgrund des Magnetfeldes.'96 Besonders der dritte
Punkt stellt einen klaren Vorteil gegeniiber den verwandten!V Density-Fitting- (DF-) beziehungsweise
Resolution-of-Identity-Ansitze (RI)'207122 dar. Denn die dort verwendeten Hilfsbasissitze wurden bisher
nur fiir den feldfreien Fall optimiert und eine automatische Generierung!'?3127 fiir den Einsatz in einem
Magnetfeld ist derzeit nicht verfiigbar. Deshalb weisen RI/DF-Hilfsbasissétze nicht die nétige Flexibilitéat
auf, welche die Anisotropie des Magnetfeldes erfordert. Die Hilfsbasissdtze werden folglich mit steigender
Magnetfeldstirke zunehmend ungeeigneter, um das System zu beschreiben.”® Aufgrund dessen ist die
Cholesky-Zerlegung fiir die Anwendungen dieser Dissertation die bevorzugte Wahl. Durch die Verwendung
der Cholesky-Zerlegung kann folglich trotz der steilen Skalierung der CC-Methoden und der Hiirden,
welche Berechnungen von Molekiilen in Magnetfeldern begleiten, die Beschreibung mittlerer bis grofler
Systeme und somit die Simulation der Absorptionsbanden auf magnetischen weiflen Zwergen erméglicht
werden. Es handelt sich somit auch in dieser Arbeit, um ein Forschungsgebiet in dem, wie nach Hubble,
die Kombination von Theorie und Beobachtung gemeinsam zum Verstdndnis der komplexen Phdnomene

des Universums beitragt.

In Kapitel 2 werden zunéchst die benotigten theoretischen Grundlagen diskutiert. Hierzu wird eingangs
die effiziente Integralberechnung (Abs. 2.2) vorgestellt und die Cholesky-Zerlegung (Abs. 2.3) dieser
Integralmatrix eingefithrt. Mithilfe der Cholesky-Vektoren ist eine effiziente, approximative Losung der
Schrédingergleichung!?® méglich, welche iiber die Hartree-Fock- (Abs. 2.4) und Coupled-Cluster-Theorie
(Abs. 2.7) erfolgt und die Simulation spektroskopischer Gréfien (Abs. 2.8) zugénglich macht. Anschliefiend
folgt die Diskussion der Implementierung in Kapitel 3. Zum Schluss wird die Anwendung der vorgestellten
ff-CD-CC-Methoden auf spektroskopische Fragestellungen vorgestellt. Im astrophysikalischen Kontext wird
zunéchst die Struktur der Heliumatmosphére, wie sie auf magnetischen weiflen Zwergen (Abs. 4.1.1) vorliegt,
und im Anschluss die UV /VIS-Spektroskopie unter solchen Bedingungen anhand der Absorptionsbanden
des Magnesiumatoms diskutiert. Insbesondere wird durch die statische Einbettung eines Magnesiumatoms
in die Heliumatmosphére der Einfluss dieser auf die Absorptionsbanden betrachtet (Abs. 4.1). Des Weiteren
wird mit der MCD-Spektroskopie eine weitere spektroskopische Methode diskutiert, welche sowohl in der

2,5,23,55,129-140 iy perhalb starker Felder aber auch innerhalb schwacher

141-152

Astrophysik als Spektropolarimetrie
Magnetfelder fiir spektroskopische Anwendungen auf der Erde verwendet werden kann (Abs. 4.2).
Darauffolgend wird in Abschnitt 4.3 das Auftreten ungewthnlicher molekularer Strukturen im Magnetfeld
diskutiert. Abschlielend werden in Kapitel 5 die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein

Ausblick zukinftiger Entwicklungen gegeben.

IVUnter der Bedingung, dass die Cholesky-Basis als Hilfsbasis verwendet wird, ist der RI/DF-Ansatz und die Cholesky-
Zerlegung dquivalent,100:119




2. Theoretische Grundlagen

Die zentrale Entwicklung dieser Arbeit ist die Verwendung der Cholesky-Zerlegung der Zweielektroneninte-
grale in Coupled-Cluster-Ansétzen zur Beschreibung von Atomen und Molekiilen in starken Magnetfeldern
und ihre Anwendung auf spektroskopische Fragestellungen. Die hierzu benétigten theoretischen Grundlagen
werden in diesem Kapitel eingefiihrt.

Zunéachst wird der Hamiltonoperator fiir externe Magnetfelder in Abschnitt. 2.1 eingefiihrt und die
benotigten Integrale (Abs. 2.2) und deren anschlieBende Cholesky-Zerlegung (Abs. 2.3) vorgestellt. Die
approximative Losung der Schrodingergleichung wird daraufthin in Abschnitt 2.4 bis 2.7 diskutiert, welche
die Hartree-Fock- und Coupled-Cluster-Theorie einfithren. Schlieffilich wird die Beschreibung spektroskopi-
scher GroBen anhand der Simulation von Absorptionsspektren (Abs. 2.8.1) und Spektren des magnetischen
zirkularen Dichroismus (Abs. 2.8.2) behandelt.

2.1. Schrodingergleichung fiir Molekiile in externen

Magnetfeldern

Die quantenchemische Beschreibung von Atomen und Molekiilen erfolgt iiber die Losung der zeitunabhén-

gigen Schrodingergleichung!?®
HU =FEU . (2.1)

Diese stellt eine Eigenwertgleichung dar und liefert die Energie E eines Systems als Eigenwert des Ha-
miltonoperators H, welcher auf die Wellenfunktion ¥ wirkt. Der Hamiltonoperator ist hierbei durch die
Operatoren der kinetischen Energie der Elektronen- und Kerne T sowie durch die Wechselwirkungspoten-
tiale V' definiert

H =T+ Vige + To + Vie + Voo - (2.2)

Im Rahmen der Born-Oppenheimer-Niherung!'®? wird die Bewegung der Elektronen und die Kernbewegung
separiert. Aufgrund der Differenz in der Masse weisen Elektronen deutlich hohere Geschwindigkeiten auf.
Es wird in dieser Ndherung davon ausgegangen, dass die Elektronen instantan auf die Kernbewegung
reagieren. Die Kerne spiiren folglich lediglich ein effektives Feld der Elektronen. Die Wellenfunktionen der
Elektronen und Kerne kénnen somit getrennt voneinander behandelt werden (¥ (7, R) = ¥ (r; R) Yk (R)),
sodass die elektronische Schrédingergleichung, welche explizit von den Elektronenkoordinaten » und
nur noch parametrisch von den Kernkoordinaten R abhéngt, sowie die Schrédingergleichung der Kerne

erhalten wird.

HgVe = Eq¥q mit I;[cl = Te + ch + ‘A/ee 5 (23)
H,V) = EVy, mit  Hy =Tk + Vik + Fel - (2.4)
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Die elektronische Schrédingergleichung beschreibt folglich die Bewegung der Elektronen fiir feste Kernkoor-
dinaten, wéihrend die Kernschrodingergleichung die Bewegung der Kerne beschreibt, welche sich in einem
Potential, bestehend aus der Kern-Kern-Abstoflung Viae und der elektronischen Energie E,|, befinden. Im
Folgenden wird ausschliefilich die Losung der elektronischen Schréodingergleichung diskutiert. Aus diesem
Grund wird der Index ,el“ fallen gelassen. Des Weiteren werden atomare Einheiten verwendet. In diesem
Einheitensystem wird die Ladung e und Masse m, des Elektrons, der Bohrsche Radius ag, das Plancksche

Wirkungsquantum & und das Produkt 47weg mit der elektrischen Feldkonstante £g eins gesetzt:
e=me=ag=h=4meg=1. (2.5)

Fiir die magnetische Feldstarke innerhalb des atomaren Einheitensystems gilt 1Bg = 235052T.
Im nicht-relativistischen Fall ergibt sich der elektronische Hamiltonoperator

Ne /\42 Ne Nk

S P 7 s 1
HO__XZ: 2 _Z:XI:IRI—Ti\+;|Ti—Tj|'

(2.6)

[SIPN
h;

Mz

IS

Der Einelektronenhamiltonoperator h beschreibt die kinetische Energie der N, Elektronen durch den Im-
pulsoperator p = —iV und deren Coulombwechselwirkung mit den N, Atomkernen der Kernladungszahl Z.
Der Zweielektronenbeitrag beschreibt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Liegt ein externes elektro-
magnetisches Feld an, dann miissen weitere Wechselwirkungen mit dem elektrischen und magnetischen

Feld E beziehungsweise B beriicksichtigt werden. Die Lorentz-Kraft
F=g¢(E+vxB) (2.7)

beschreibt die Kraft, welche auf die Elektronen als bewegte Ladungen g mit der Geschwindigkeit v durch
das elektromagnetische Feld ausgeiibt wird. In der Lagrangeschen Mechanik wird die Physik anstelle iiber
Krifte, wie es in der Newtonschen Mechanik iiblich ist, iiber die Verwendung der Energie beschrieben. Die
Lagrange-Funktion £ setzt sich aus der Differenz zwischen der kinetischen Energie 7" und der potentiellen

Energie V' zusammen
L=T-V. (2.8)

Fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ergibt sich diese zu
Lo 5
Czimv —qp+qu-A, (2.9)

wobei das elektrische Feld E und das Magnetfeld B iiber das skalare Potential ¢ := ¢(r,t) und das
Vektorpotential A := A(r,t) nach

B=VxA, (2.10)

E:—Vcﬁ—%—? (2.11)

ausgedriickt wurden. Die Euler-Lagrange-Gleichung

1) ()
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verkniipft den Lagrangeschen Formalismus mit den Bewegungsgleichungen und liefert die Lorentz-Kraft
zuriick. Uber die Lagrange-Gleichungen kann der generalisierte Impuls

w:g—i:p—qA (2.13)
definiert werden, welcher zusétzlich zum klassischen Impuls einen Beitrag des Vektorpotentials enthélt.
Des Weiteren resultiert aus dem Elektronenspin ein magnetisches Moment, welches ebenfalls mit dem
Magnetfeld wechselwirkt und sich entlang der Magnetfeldachse ausrichtet. Aufgrund des Vorzeichens
der Magnetquantenzahl mg sind a-Elektronen parallel und S-Elektronen antiparallel zur Magnetfeld-
achse ausgerichtet. Die Verwendung des generalisierten Impulses 7 anstelle des Impulsoperators p in
Gleichung 2.6 und die ad hoc Einfiihrung des Elektronenspins im Hamiltonoperator liefert fiir statische,
homogene, elektromagnetische Felder innerhalb der symmetrischen Eichung (Gl. 2.25) den Ausdruck (vgl.

Anhang A.1)
Ne

U T o1
H:Ho+§B-L+B-S+§Z(BQT?Q—(B-T?)2)—|—¢. (2.14)

(3

Die Operatoren des Gesamtdrehimpulses L und -spins S sind definiert als
Ne Ne N
L=Y1;=)r?xp ud 8= 5. (2.15)
i i i

Es konnen lineare und quadratische Beitrage im Magnetfeld unterschieden werden. Erstere stellen die
paramagnetischen Beitrége dar, welche die Wechselwirkungen der aus dem Drehimpuls und Spin resultie-
renden magnetischen Momente mit dem Magnetfeld beschreiben. Diese sind jeweils der Orbital- und der
Spin-Zeeman-Term. Der Orbital-Zeeman-Term stabilisiert Zustdnde mit negativen Erwartungswerten des
Drehimpulsoperators, wihrend der Spin-Zeeman-Term Zusténde mit negativen Werten der magnetischen
Spinquantenzahl m 4 stabilisiert. Aufgrund dessen sind entsprechende offenschalige Zustdnde im Magnetfeld
energetisch herabgesetzt. Im Falle eines extrem starken Feldes fiihrt diese Stabilisierung zu einer vollstén-
digen Spinpolarisation. Fiir geschlossenschalige Singulett-Zustéinde verschwinden die paramagnetischen
Beitrage und ausschliellich der quadratische Beitrag, der diamagnetische Term, verbleibt. Dieser stellt fiir
ein gegebenes Magnetfeld ein harmonisches Potential dar, welches die Energie in den Richtungen senkrecht

zur Magnetfeldachse erhoht und somit destabilisierend wirkt.

In den Gleichungen 2.10 bis 2.11 wurde das elektrische Feld und das Magnetfeld mit dem Potentialen ¢ und
A verkniipft. Diese Darstellungen der Felder sind im Allgemeinen giiltig, da sie aufgrund der Identitdten
V- (VxA)=0und V x V¢ = 0 die Maxwell-Gleichungen!>

vE=", (2.16)
€0
V.-B=0, (2.17)
0B
VxE=-"2, (2.18)
V x B = pg <j+€oaéf) (2.19)

erfiillen, wobei g und pg die elektrische Permittivitat beziehungsweise die magnetische Permeabilitét des

Vakuums sowie p die Ladungsdichte und j die Stromdichte definieren.
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Generell gilt aber auch, dass die Potentiale

A =A+Vf, (2.20)
1y 9t
¢ =0- (2.21)

mit dem Gradient beziehungsweise der zeitlichen Ableitung einer beliebigen skalaren Funktion f, ebenfalls

eine Darstellung derselben Felder E und B sind. Diese Aquivalenz gilt aufgrund der Relationen

B =VxA =VxA+VxVf=B, (2.22)
——
=0
oA’ 0A _Of OVf
I r_ 92 _vAa gl _vvJ _
E'=-V¢ -~ Vot Vg — = =E. (2.23)
=0

Die Uberfithrung von A nach A’ entspricht einer Eichursprungstransformation. Fiir ein gegebenes Feld
existiert somit eine Freiheit in der Wahl des Vektorpotentials A und seines zugehorigen Eichursprungs.
Wird die Coulomb-Eichung

V-A=0 (2.24)

gewahlt, welche fordert, dass auch das Vektorpotential divergenzfrei ist, dann kann fiir statische homogene

Magnetfelder die symmetrische Eichung
1
Ap(r) = §B x (r—0) (2.25)

verwendet werden. Die Wahl des Eichursprungs O ist, wie beschrieben, nicht eindeutig, da eine Eichur-

sprungstransformation von O nach G durch
Ag(r)=Ao(r)+ VT, (2.26)

f:on(G)m:f%Bx(GfO)-r. (2.27)

nicht die Divergenz des Vektorpotentials dndert und somit die Bedingung der Coulomb-Eichung sowie die
Maxwell-Gleichungen, weiterhin erfillt sind. Da der Hamiltonoperator iiber das Magnetfeld direkt von
dem Vektorpotential abhéngig ist, bewirkt eine Eichursprungstransformation nach Gleichung 2.26 eine

unitdre Transformation des Hamiltonoperators
Hg=e "V Hpell | (2.28)
In gleicher Weise erfolgt eine Transformation der Wellenfunktion iiber den Phasenfaktor
Ve =e g, (2.29)

sodass die Observablen unabhéngig von der Wahl des Eichursprungs bleiben. Dies gilt aber ohne weitere

Modifikationen ausschlieSlich fiir die exakte Wellenfunktion.
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2.1.1. Approximative Darstellung der Wellenfunktion in der

Basissatzndherung

In der Praxis werden in quantenchemischen Rechnungen jedoch gendherte Wellenfunktionen verwendet.

Die Wellenfunktion kann iiber eine oder mehrere Slaterdeterminanten

p1(T1)  p2(m1) o en.(T1)
U(T1,7T2,...,TN) = ]1\[! %(:TQ) (pQ(:TQ) SDN‘““:(TQ) (2.30)
01(TN,) e2(TN,) - en.(TN)

als Ne-Elektronenwellenfunktion dargestellt werden, welche aus einem Normierungsfaktor sowie den Spin-
orbitalen (1) zusammengesetzt ist. Die Koordinate 7 fasst sowohl die Ortskoordinaten r und die formale
Spinkoordinate o zusammen. Die Slaterdeterminante ist eine gute Wahl zur Ndherung von Mehrelektro-
nenwellenfunktionen, da diese aufgrund ihrer mathematischen Eigenschaften die Teilcheneigenschaften
von Fermionen berticksichtigt. Durch den Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von Zeilen oder Spalten der
Determinante wird das antisymmetrische Verhalten der Elektronen beziiglich Paarvertauschung widerge-
spiegelt. Des Weiteren verschwindet die Slaterdeterminante, wenn zwei Zeilen oder Spalten identisch sind.
Dieses untersagt zwei Elektronen denselben Einteilchenzustand zu besetzten und entspricht somit dem

Pauli-Prinzip. Das Spinorbital

(pi(‘l']') = gbi(rj)s(oj) mit S(O’j) = (231)

ﬂ(o—j)7 mszi%

stellt die Besetzung des i-ten Ortsorbitals ¢;(r;) und der Spinfunktion s(o;) durch das j-te Elektron dar.
Wihrend die Spinfunktion in Abhéngigkeit von der magnetischen Spinquantenzahl des Elektrons mg ein
Elektron mit a- oder S-Spin charakterisiert, beschreibt das Ortsorbital eine Einelektronenwellenfunktion.
Die Entwicklung der Ortsorbitale in einer Basis beschreibt den LCAO-Ansatz (Linear Combination of

Atomic Orbitals):
N

0i(r) = 3w (r)e (232)
u

Die Gewichtung der N Basisfunktionen w,(r) in der Linearkombination erfolgt iiber die Entwicklungsko-
effizienten oder Molekiilorbital- (MO-)Koeffizienten c,;.
Damit die auf diese Weise approximierte Wellenfunktion das korrekte Transformationsverhalten beziiglich
der Eichursprungstransformation (vgl. Gl. 2.29) aufweist, werden die Basisfunktionen explizit mit dem
Phasenfaktor aus Gleichung 2.27 ausgestattet. Dieser Phasenfaktor verschiebt den globalen Eichursprung O
in das Zentrum der Basisfunktion R, mit den Koordinaten r, =r — R,,. Dadurch wird das korrekte Trans-
formationsverhalten und die Eichursprungsinvarianz der Observablen garantiert. Die daraus resultierenden

London-Orbitale®®:155 lauten:!

wu(r) = e tkur Xu(r), (2.33)
k,= %B x(R,—0). (2.34)

TAnalog dazu wird die Bezeichnung GIAO verwendet.




2.1. Schrodingergleichung fiir Molekiile in externen Magnetfeldern

Gleichung 2.33 zeigt ein London-Orbital in welchem neben dem Phasenfaktor, welcher eine ebene Welle
mit dem Wellenvektor k,, darstellt, eine Basisfunktion y,(r) auftritt.!56 Hierbei werden Funktionen
verwendet, die die wasserstoffihnlichen Orbitale beschreiben. Es bieten sich einerseits Slaterfunktionen
(Slater-type Orbitals, STO) oder auch GauB-Funktionen (Gaussian-type Orbitals, GTO) an. Boys'®” schlug
die Entwicklung der Molekiilorbitale in Gau-Funktionen vor. Der Vorteil hierin liegt zunéichst in der
Separierbarkeit in Beitrdge der kartesischen Raumrichtungen, weshalb die Auswertung von Ableitungen
und Integralen, wie den folgenden Kapiteln zu entnehmen ist, einfacher ist. GTOs werden folglich
standardméBig verwendet. Es gilt fiir kartesische GTOs x,,(r) bestehend aus Ncontr primitiven Gaufl-

Funktionen x,(r), welche mittels der Kontraktionskoeffizienten d,,;, gewichtet sind:

Ncontr
Xu(r) = Y durxuk(r) (2.35)
k=1
2
Xpuho (1) = Nty te 2 e~ hk i (2.36)

Die primitiven Funktionen ergeben sich wiederum aus einer Normierungskonstante N, aus einem radialen
Teil, welcher durch die Exponentialfunktion mit Exponenten c,,; beschrieben ist, und einem winkelabhan-
gigen Teil, gegeben durch ein Polynom der kartesischen Koordinaten r,, = (x,“yu,zu)T. Die Summe der
Exponenten L =n+1+m legt die Drehimpulsquantenzahl der kartesischen Basis fest. Die entsprechenden
Funktionen fir L =0,1,2,... werden s, p, d... Funktionen genannt.

Alternativ koénnen sphérische Gauf-Funktionen verwendet werden. Da diese durch eine lineare

58

Transformation'®® aus kartesischen GauB-Funktionen darstellbar sind, werden hier und im Folgenden

ausschlieBlich die Gleichungen unter Verwendung der kartesischen Form 2.35 diskutiert.

Die Beschreibung von Atomen und Molekiilen in externen Magnetfeldern erfolgt iiber die Einfiihrung
eines Hamiltonoperators, der die Wechselwirkungen der Elektronen mit dem Magnetfeld berticksichtigt.
In den folgenden Kapiteln soll die zugehoérige elektronische Schrédingergleichung im Rahmen der Born-
Oppenheimer-Naherung gel6st werden. Dazu wird zunéchst eine Slaterdeterminante fiir die Wellenfunktion
angesetzt. Die darin enthaltenen Spinorbitale werden innerhalb des LCAO-Ansatzes in einer endlichen
Basis aus kontrahierten London-Orbitalen entwickelt, die zur Sicherstellung der Eichursprungsinvarianz
mit einem magnetfeldabhéngigen Phasenfaktor ausgestattet sind. Konkret werden folglich zunéchst die
Integrale iiber London-Orbitale benétigt. Die effiziente Berechnung dieser sowie die Einfithrung der
Cholesky-Zerlegung als Naherungsverfahren, um Rechen- und Speicheraufwand zu verringern, ist Teil
der nichsten Kapitel 2.2 und 2.3. AnschlieBend wird die Verwendung der auf diese Weise bestimmten
Integrale in quantenchemischen Verfahren, das heifft innerhalb der Hartree-Fock- und Coupled-Cluster-

Theorie, zur Losung der Schrodingergleichung diskutiert (Abs. 2.4 und 2.7).

10
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2.2. Integralberechnung

Im Rahmen der LCAO-Né&herung fiir jeden Operator des Hamiltonoperators die entsprechenden Integrale

iiber London-Orbitale benétigt. Darunter fallen die Uberlappungsintegrale
Sy =(wpalwn) = / Wl (P () dr (2.37)
aber auch die Integrale iiber den Einelektronenhamiltonoperator

hyw =(wp|h|wy) (2.38)

Kinetische Energie Kernanziehung

/ * (1) V2w, (r) dr — Z/ Ir Rc| wy () dr (2.39)
+%/w;(r)B.IA; wy(r)dr+%/w2(r) (BQr027(B~rO)2>wl,(7‘)d7°a

Orbital-Zeeman-Beitrag Diamagnetischer Beitrag

welche ihrerseits aus den Beitragen der Integrale der kinetischen Energie und der Kernanziehungsinte-
grale bestehen. In QM /MM-Simulationen (Quantum Mechanics/Molecular Mechcanics) kann zusétzlich
die elektrostatische Einbettung!' des quantenchemischen Systems in ein Feld aus Partialladungen der

159-161

umgebenden MM-Atome beriicksichtigt werden. Tragen die Nyvi-Atome eine Partialladung @ so

erweitert sich der Kernanziehungsbeitrag um

Ny
Z / Rc\ wy (r)dr . (2.40)

Die magnetfeldabhédngigen Beitrdge sind durch den Orbital-Zeeman- und den diamagnetischen Energie-
beitrag gegeben. Diese dhneln gédngigen Integralen, welche zur Bestimmung von Molekiileigenschaften

bendétigt werden. Erstere sind eine Form von Drehimpulsintegralen
L = (wplLlw,) = (@7 x Plws) (2.41)

wéahrend Letztere einem Quadrupolintegral &hneln. Eine Multipolentwicklung des Beitrags der potentiellen
Energie Vgg, welcher dem Energieerwartungswert des externen elektrostatischen Potentials ¢(r) im
Hamiltonoperator (Gl. 2.14) entspricht, kann als Taylorreihe um den Entwicklungspunkt Ry aufgefasst

werden

Vis = Ne ¢ (Ro)+ > > Dy ptly, Vid(Ro) + ZZDWQ V)i 6(Ro) + ... . (2.42)
~~

Monopol iopr iy v

Dipol Quadrupol

Die Summationsindices i und j verlaufen hierbei jeweils tiber die Komponenten der kartesischen Koordi-
naten z, y und z. In nullter Ordnung wird die Ladung der Elektronen als Monopol erhalten. Der Beitrag

erster Ordnung klassifiziert sich als Produkt aus Dipolmoment g und elektrischem Feld E = —V¢. Der

IIDje elektrostatische Einbettung ist innerhalb von CFOUR durch das Schliisselwort QUMM zugénglich.

11
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Vektor der Dipolintegrale ist hierbei als

by = (ul(r = Ro)lea,) = [ )~ Roa, (r)dr (2.43)

definiert. In zweiter Ordnung ergibt sich das Quadrupolmoment @ mit dem Gradienten des elektrischen

Felds V;E;. Das Quadrupolmoment ist ein Tensor, dessen Integrale durch

Q.= (Wul(r—Ro)(r — RO)T|w,,) = /wz(r)(r —Ry)(r— Ro)Twl,(r) dr (2.44)

gegeben sind. Folglich miissen ausschliefflich Integrale {iber Differential- und Ortsoperatoren und deren
Kombinationen ausgewertet werden.

Die bisher diskutierten Integrale waren jedoch ausschliefSlich Einelektronenintegrale. Es miissen jedoch
ebenfalls Zweielektronenintegrale ausgewertet werden. Zu dieser Klasse gehoren die Elektronenabstoffungs-

integrale

1

- *
1| Wo

|’I‘1 (’I"Q)wp(’l’g)d’l"ld'r'g . (245)

(Wpwy lwow)) = //w:;(rl)wy(rl)
Diese bilden eine Vierindexgrofie, deren Anzahl daher in der vierten Potenz (N4) mit der Anzahl der
Basisfunktionen IV skaliert. Aus diesem Grund liegt im Allgemeinen die rechentechnische Herausforderung
in der Berechnung der Zweielektronenintegrale. Fiir zahlreiche Anwendungen stellt dies einen Engpass fiir
Rechenzeit und Speicherkapazititen dar.'6? In dem folgenden Abschnitt 2.2.1 wird zunéchst die effiziente
und numerisch stabile Berechnung der Zweielektronenintegrale diskutiert. Insbesondere kann, wie in
Abschnitt 2.2.2 vorgestellt, bei der Integralberechnung durch eine Vorauswahl relevanter Integrale mittels
eines Vorfaktor-Screenings die Berechnung verschwindender Integrale umgangen und somit die Effizienz
verbessert werden. Die Cholesky-Zerlegung des Integraltensors, welche anschliefend in Abschnitt 2.3
behandelt wird, ermdglicht eine weitere Steigerung der Effizienz, insbesondere aber eine Verringerung des

Speicherbedarfs der Zweielektronenintegrale, was durch Screening-Verfahren nicht erreicht werden kann.

2.2.1. Berechnung der Zweielektronenintegrale iiber London-Orbitale mittels

des McMurchie-Davidson-Schemas

Zur Berechnung der Zweielektronenintegrale wurden in den letzten Jahrzehnten verschiedene Methoden
entwickelt. Dazu zéihlen die Algorithmen von McMurchie-Davidson, %3 Obara-Saika!6%16% beziehungsweise
Head-Gordon-Pople!66:167 sowie die Rys-Quadratur!®® und weitere Ansitze.'59 173 Diese behandelten
zundchst ausschlieflich die Berechnung von Integralen iiber Gaufi-Funktionen und wurden spater auf die
Integrale iiber London-Orbitale erweitert.?7:63:72.73

Im Folgenden wird das McMurchie-Davidson-Schema fiir Zweielektronenintegrale iiber primitive London-
Orbitale erldutert.?” Aufgrund der Verwendung primitiver Funktionen wird der Index der Kontraktion &

im Folgenden fallen gelassen. Die Berechnung der Zweielektronenintegrale

Q Q
(wawp|lwewp) = //P(TP)Q(TQ)d’PldTQ mit 12 = |P1 — 7o (2.46)
r12

12
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XA — XB — Qp — w4 — wp — Qp
A P B A P B
1.01 1.0
0.5 0.51
S 00 < = & 00F
—0.5 —0.51
—1.04 —1.01
—4 —2 0 2 4 —4 —2 0 2 4
,
- Reell - Imaginar ~— Absolut
(a) GauB-Funktion (b) London-Orbital

Abb. (2.1): Graphische Darstellung des GauBischen Produkttheorems fiir (a) Gau-Funktionen (a4 = ap =0,5 und 5)
und (b) London-Orbitale (o gy = ap =0,5, B=1, O =20).

erfolgt {iber die Integration der magnetfeldabhéngigen Ladungsdichten Q. Diese sind definiert als das

Produkt zweier London-Orbitale w4 und wpg zentriert an A und B, woraus erneut ein London-Orbital

Qp(rp) =wi(ra)ws(rp) =e *7 " Qp(rp) (2.47)

resultiert, welches einen gemeinsamen Phasenfaktor mit dem Wellenvektor kp = kg —k 4 (siche Abb. 2.1(b))
besitzt. Aulerdem resultiert aus dem Gauflschen Produkttheorem, dass das Produkt zweier Gauf3-Funktio-

nen eine Gauf-Funktion

_aAaBIA_Blz na la ma np lp mp —apr?
Qp(rp)=xa(ra)xp(rg) =NaNpe ©°pP TOYL T Yy 2o OPTP 2.48
A Yaca TB YB ~B
Eap

liefert, welche am Punkt P = O‘AAQ%BB in Abhéngigkeit der Elektronenkoordinaten rp = r — P zentriert
ist (sieche Abb. 2.1(a)). Diese neue Gauf-Funktion weist den Exponenten ap = a g +ap auf. Werden die
Produkte der Koordinaten 4 und g in ein Polynom der Koordinate x p iiberfithrt, dann ist die gesamte
Ladungsdichte Qp lediglich von einem gemeinsamen Zentrum P abhéngig, wodurch die Auswertung

erheblich erleichtert wird. McMurchie und Davidson'®? verwenden eine Entwicklung in Hermitschen GauB-

AN (’I’p)e_apr%’ = 4 " i " 9 Me_aPT%' . (249)
op,) \ap,) \oF

Aufgrund der Faktorisierbarkeit der Gaufl-Funktionen resultiert der Ausdruck

Funktionen Anr s

Anrav (rp) =An (zp) AL (yp)Anm (2p) » (2.50)
2 0 N 2
A (zp)ePoh — ( N ) e (2.51)
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Abb. (2.2): Graphische Darstellung der Rekursionsbeziehungen der Entwicklungskoeffizienten in den Hermitschen
GauB-Funktionen.

welcher direkt mit den Hermit-Polynomen

An (zp) = oY 2 Hy (ay pr) (2.52)

verbunden ist. Die Hermitschen Gauf3-Funktionen erlauben die Darstellung des winkelabhéngigen Teils

der Ladungsverteilung durch eine Summe von Ableitungen nach P:

) na+np ) na+npg 9 N )
naA, "B —aprp __ naAnp —aprp __ nanp —apT
O e T = Y T AP Ay (ap)e 0T = Y dly (ap ) e PEP (2.53)
N=0 N=0 z
L ) la+ip L 5 la+lp . 9 L )
A, 'B ,—« _ A'B —Q — A'B —x
yiyg e ‘PP = Z ef Ap(yp)e  *PYP = Z e; — | e @PYP (2.54)
L=0 L=0 OFy
ma+m ma+m M
ma mp —Otpz?; _ 3 N mAmBA —Olp2123 _ : mamp 9 —OAPZIZD 2.55
za 2P e = far m(zp)e = I 30 ) °© (2.55)
M=0 M=0 z

mit den Entwicklungskoeffizienten d, e und f. Der Vorteil in diesem Ansatz liegt darin, dass die Ab-
leitungsoperatoren nach dem Zentrum P unabhéngig von den elektronischen Koordinaten r sind und
somit aus dem Integranden der Zweielektronenintegrale in Gleichung 2.46 gezogen werden kénnen. Zudem

folgt die Bestimmung der Entwicklungskoeflizienten direkt iiber die Rekursionsbeziehungen der Hermit-

Polynome
1
d’}ifA-ﬁ-l,nB — 5o anA_,?B (Pz _Az)d';LVA,TLB (N 1)d;1V¢71LB , (2.56)
1
dpp Bt = Sap dp? VP 4 (P — B )dp P 4+ (N +1)d 12 (2.57)

mit analogen Definitionen fiir die y- und z-Komponenten. Die Rekursion startet bei d80 und bricht
natiirlich ab, da d3\?*""? =0 fiir N > n +np gilt. Siehe dazu auch Abbildung 2.2.
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2.2. Integralberechnung

Das Auftreten des London-Phasenfaktors innerhalb der Hermitschen Gauf3-Funktionen fithrt zu keinen

Zusatztermen, da der Gradient des Phasenfaktors beziiglich P

a —ikp"r‘
—_— =0 2.58
o, © (2.58)
verschwindet.?” Somit kann
ANLM(TP)Ze_ikP'TANLM(’I"p) (2.59)

definiert werden und die magnetfeldabhédngige Ladungsdichte in der Basis der Hermitschen Gauf3-Funktio-

nen lautet

~ ~ 2
QOp(rp)=Eap Y DyouAncu(rp)e 7P,
NLM (2.60)

_ gnanp Jlalp pmamp
Doy =dy e P fyt 0

Die Verwendung dieser Darstellung der Ladungsdichten innerhalb der Gleichung 2.46 liefert den folgenden

Ausdruck fiir die Zweielektronenintegrale
(wch|waD) = Z Z DNLMDN’L’M’R(])VLM,N’L’M’ . (2.61)
NLM N'L' M’
An dieser Stelle wurde die Hilfsfunktion

ON+L+M aN’+L’+M’

R = RY 2.62
NLM,N'"L"M apzapyapz anaanQz 000,000 ( )
eingefiihrt mit dem Basisintegral
Rgoo 000 =FEapEcp //efikP'rl e—apr(ri—P)’ ieﬂ'kQ"r2 c—aQ(r-Q)? dridrs . (2.63)
’ T12

Hierbei kénnen unter Einfiihrung der komplexen Koordinaten P/ = P — ;i’; bzw. Q' = Q — ;i—g iiber die

Relation

K2
/e*ikp-rl e—ar(r=P)? g — o T efikp.P/ffap(rl*P,)2 dry (2.64)

die Terme unabhiingig von den Elektronenkoordinaten aus dem Integranden gezogen werden.'”* Einsetzen
in Gleichung 2.63 liefert

k2 kQ
_p X T _ _pn2 1 A2
R3y0.000 = EapEcpe ™ ¢ 1@ o=ikr P ZkQQ//e ap(ri=P)? 1 —aq(ra-@)? g g,

12 (2.65)
k2, ke
=EapEcpe ®Pe Q¢ tkpPomikoQ )\ [ (2)
mit dem Vorfaktor
™ 3/2 ™ 3/2 9 apaQ
M=[— — — und 9=——"—. (2.66)
ap aQ us ap+aqg
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2.2. Integralberechnung

Im letzten Schritt wurde zudem die Boys-Funktion!®7 eingefiihrt, welche das Integral
1 2
Fn(z) :/ u?me ™ du (2.67)
0

mit dem komplexen Argument

2

z=9(P'-Q') (2.68)

beschreibt. Mithilfe der Definitionen fiir das Uberlappintegral zweier London-Orbitale Up = (Wplwy),
bestehend aus dem Uberlappintegral der Gauf-Funktionen Up = (x,|X») und den magnetfeldabhéingigen
Vorfaktoren Kp

Up=UpKp, (2.69)
- \3/2
Up = Eap (al)) , (2.70)
@
Kp=e Tp ¢ tkr P (2.71)

sowie analogen Ausdriicken fiir Tj'Q kann eine Kurzschreibweise fiir das Basisintegral eingefithrt werden

D
RG60,000 = UrUq \/;Fm(z) . (2.72)

Um Integrale iiber Funktionen beliebiger Drehimpulsquantenzahlen zu bestimmen, werden anstelle der

direkten Ableitungen in Gleichung 2.62 folgende Rekursionsbeziehungen verwendet:

— +1 +1
R?}V+1)LM,N’L’M’ =—20 (Pa/? - Q‘{E) RT]{flLM7N/L/M/ - 2’19NR?}V71)LM,N/L’M’ (273)

- 1
— itk RN N v + 219]\[/1%71(;;{1\4,(Nul)L'M'

_ / / +1 / +1
R?VILM,(N’H)L’M’ =—2 (Px - Q) RX;LM,N/L’M’ —20N R;GLM,(N'—l)L/M’ (2.74)
. +1
— ko R g v 20N R g N -
Hierbei existieren analoge Ausdriicke fiir die Indices L und M sowie L’ und M’. Zur Bestimmung der
Integrale sind folglich sowohl die Entwicklungskoeffizienten D s als auch die Hilfsfunktion R, 0 nprag
durch Rekursionsbeziehungen zugénglich. Es muss ausschliefflich das Integral der Boys-Funktion gelost

werden, um das Zweielektronenintegral zu bestimmen. Dies ist durch numerische Ansiitzed”175:176

moglich.
Waiéhrend fir Rechnungen ohne die Anwesenheit eines externen Magnetfeldes ausschliellich positive
Argumente der Boys-Funktion z auftreten, konnen diese bei Rechnungen in starken Magnetfeldern negative

Werte annehmen. Der Realteil des komplexen Arguments der Boys-Funktion

R(z) =1 ((PQ)2 (kPkQ)Q) : (2.75)

204p 2aQ

wird negativ, fiir (a) Basissitze mit diffusen Funktionen (ap < 1) oder wenn der Wellenvektor des London-
Phasenfaktors kp =1/2B x (R, — R,,) groB wird. Dies ist der Fall fiir (b) starke externe Magnetfelder B
und (c) ausgedehnte Systeme, sodass der Abstand der Basisfunktionen (R, — R,,) innerhalb des Phasen-
faktors steigt. Bei einem negativen Argument sind die Standardalgorithmen jedoch numerisch instabil,

da die Boys-Funktion, wie in Abbildung 2.3 gezeigt, exponentiell mit e~? skaliert. Deswegen schlagen
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2.2. Integralberechnung

Abb. (2.8): Graphische Darstellung der Boys-Funktion Fi,(z) und der Hilfs-Boys-Funktion Gy, (z). Diese Abbildung
wurde mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen
und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der
Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

Ishida!7® sowie Pausch und Klopper™ die Verwendung der Hilfs-Boys-Funktion G,,(2) vor:

Fn(z)=e¢ *Gm(—2), (2.76)

1
Gm(z) :/ w2me=(1=u") qy . (2.77)
0

Diese ist beschréankt, denn es gilt |G, (2)| <1 fiir R(z) <0 (siehe Abb. 2.3), wodurch die Bestimmungs-

gleichungen numerisch stabil werden.

Uber die Einfithrung der London-Orbitale, welche analog zu den GauB-Funktionen dem GaufBschen
Produkttheorem folgen, kénnen die Zweielektronenintegrale mithilfe des McMurchie-Davidson-Schemas
ermittelt werden. In diesem Schema werden die kartesischen GaufB-Funktionen in der Basis der Her-
mitschen Gauf-Funktionen entwickelt. Deshalb wird zur Bestimmung der Integrale ausschlielich die
numerische Berechnung der Boys-Funktion mit anschlieender Rekursion benétigt. Die Integrale iiber
Hermitsche Gau-Funktionen werden in einer darauffolgenden Riicktransformation unter Verwendung der
Entwicklungskoeffizienten in die Basis der kartesischen Gauf-Funktionen iiberfiihrt.

Ein effizientes Screening ist dabei essentiell fiir eine schnelle Integralberechnung, welche insbesondere
im Kontext der Hartree-Fock- (HF-) und Dichtefunktionaltheorie!”® 180 (DFT) von Bedeutung ist, in
denen sie die Speicheranforderungen und Rechenzeiten bestimmt. Dies gilt vor allem fiir die integral-
direkten Algorithmen,? 1817183 hei denen die Beitrige der Zweielektronenintegrale zur Fock-Matrix in

jeder ITteration berechnet werden.

Im néchsten Abschnitt 2.2.2 werden effiziente Screening-Methoden fiir Integrale tiber London-Orbitale
eingefiihrt. Die simple Anwendung der etablierten Methoden fiir Gauf-Funktionen auf die Integrale iiber
London-Orbitale ist jedoch nicht ohne weitere Modifikationen moglich, da die Anwesenheit des magnet-
feldabhangigen Phasenfaktors und die damit verbundene Divergenz der Boys-Funktion zu Komplikationen
fithrt. Im Folgenden werden die Schwierigkeiten, welche mit der Anwendung solcher in der Literatur%373
vorherrschenden Methoden verbundenen sind, offengelegt und diskutiert sowie eine Anpassung!'”” der

Methoden fiir Berechnungen in starken Magnetfeldern vorgestellt.
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2.2. Integralberechnung

Integralsatz
(SaSB|ScSp)
Cauchy-Schwarz-Screening [======mmmmaeaaa A

*Menge an Basisfunktionen
mit gleichem Zentrum und
Drehimpuls

Schalen
S = {wu(r)}, n= 1> "'7NS

A

Kontrahierte Basisfunktion
N, contr

wy(r) = Z dpurkwpur(T)
k=1

Approximatives Screening |========—m————————— i
Primitive Basisfunktion
Wk () = €~ ()

_ 2
Xll»k(r) — NuxZ#yL#zZlue aHk”'H

Abb. (2.4): Schematische Darstellung der Schalenstruktur der Zweielektronenintegrale. Zusétzlich sind die Ebenen,
auf denen das Cauchy-Schwarz-Screening beziehungsweise die approximativen Screening-Varianten wirken,
gezeigt.

2.2.2. Vorfaktor-Screening

Die Anzahl der zu berechnenden Zweielektronenintegrale skaliert formal quartisch mit der Anzahl an
Basisfunktionen (N4). Dies stellt fiir viele Anwendungen eine rechentechnische Herausforderung beziiglich
Speicherbedarf und Rechenzeiten dar. Tatséchlich ist die Anzahl an relevanten Integralen jedoch deutlich
kleiner. Die Ladungsdichte Q p ist gegeben durch den Uberlapp zweier Basisfunktionen wy, und w,. Nach
Gleichung 2.48 fillt der Uberlapp exponentiell mit dem Abstand dieser Basisfunktionen (R, — R,) ab
(siehe Abb. 2.1), sodass die Anzahl relevanter Integrale quadratisch skaliert (N?2).1:184 Durch Ausnutzung
der diinnen Besetzung der Integralmatrix kann der Rechenaufwand gesenkt werden. Hierzu wird in
Screening-Verfahren der Integralwert ohne explizite Berechnung abgeschétzt und die Bestimmung nicht
signifikanter Integrale ausgelassen.61,181-183,185,186

Neben dem exponentiellen Abfall des Uberlapps sinkt die Coulombwechselwirkung zwischen den bei-
den Ladungsdichten invers proportional mit ihrem Abstand 1/r, was zusétzlich in abstandsabhéngigen
Screening-Varianten beriicksichtigt wird.'7-189 Dies fiihrt dazu, dass die Anzahl signifikanter Integrale
asymptotisch linear (V) skaliert. Die Coulombwechselwirkung ist jedoch sehr langreichweitig, weshalb
eine Abnahme der Integralwerte mit einem Faktor von 100 einen Abstand von 100 ag benétigt. Fiir eine
solche Distanz konnen viele Wechselwirkungen durch klassische Elektrostatik beschrieben werden, wodurch
mithilfe der Fast Multipole Moment'?%191 (FMM)-Verfahren als Teil der Linear-Scaling-Techniken'®? die
Integralberechnung mit einem Skalierungsverhalten von O(N) ermoglicht wird. Dennoch sind Systeme,
in denen der 1/r-Abfall relevant wird, makroskopischer Natur. Im Rahmen dieser Arbeit werden jedoch
Systeme betrachtet, fiir welche diese Abstandsabhéngigkeit aufgrund ihrer Gréfle vernachlédssigbar ist. Sie

wird daher im Folgenden nicht weiter betrachtet.
Im Allgemeinen soll ein Screening die folgenden Eigenschaften aufweisen:

e Alle Groflen miissen beschriankt sein, um die Stabilitit des Screenings zu gewéhrleisten.
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2.2. Integralberechnung

o In gingigen Integralprogrammen werden, wie in Abbildung 2.4 gezeigt, kontrahierte Basisfunktionen
in Schalen S gruppiert. Eine Schale ist dabei eine Menge an Ng Basisfunktionen, welche an einem
gemeinsamen Zentrum lokalisiert sind und den gleichen Drehimpuls besitzen. Dadurch kénnen
Zwischengrofien wiederverwendet werden, wodurch die Effizienz gesteigert wird. Alle zu screenenden
Groflen sollen eindeutig einem Schalenpaar P := pv mit 4 € S4 und v € Sg bzw. @ := op mit
o € Sc und p € Sp zugeordnet werden konnen, sodass das Screening separat tiber Schalenpaare

durchgefiihrt werden kann.

e Der Schétzwert des Integrals soll nahe dem tatséchlichen Wert liegen. Die Einfithrung enger Grenzen
garantiert die Effizienz des Screenings. Dies umfasst insbesondere auch die Beriicksichtigung der
zusatzlichen magnetfeldabhédngigen Faktoren, denn wie Abbildung 2.1(b) zeigt, liefert das Integral

iiber die Ladungsdichte Q p ein kleineres Integral als jenes iiber Qp. 11

Fiir GTOs wurden in den letzten Jahrzehnten eine Vielzahl von approximativen Screening-Methoden

t. 1817185187191 Tyje Abschitzung der Integrale iiber London-Orbitale wurde im Rahmen dieser

entwickel
Arbeit in Referenz 177 eingefiihrt. Entsprechend dieser Publikation werden im Folgenden vier verschiedene
Screening-Varianten diskutiert. Diese sind gegeben durch das rigorose Cauchy-Schwarz-Screening!®? und

63,73 sowie das harmonische und das erweiterte

die drei approximativen Varianten: Das Uberlapp-Screening
Screening (vgl. Abb. 2.5).

Die einfachste Moglichkeit, welche allen Kriterien geniigt, ist das Cauchy-Schwarz-Screening.'®3 Da die
Zweielektronenintegrale eine positiv semi-definite Matrix darstellen, kann die Abschiatzung der Integralwerte

nach der Ungleichung

(uvlop) < v/ (uvlvi)/(oplpo) (2.78)

iiber die Wurzel der Diagonalelemente erfolgen. Dies stellt eine rigorose obere Schranke dar und ist damit
ein strikt beschranktes Screening. Des Weiteren ist die Separierbarkeit in Beitrdge der Schalenpaare P
und @ gegeben. Die Definition Tp = max(y/(puv|vp)) ermoglicht es nach

(uvlop) <TpTy, (2.79)

einen ganzen Satz an Integralen durch das Screening auf der Ebene der Schalen zu verwerfen.

Das Cauchy-Schwarz-Screening geniigt somit allen Anforderungen. Die Effizienz ist jedoch nicht ideal bei
hochkontrahierten Basissdtzen. Denn eine Schale wird durch einen Satz von kontrahierten Basisfunktionen
gebildet. Ein Integral iiber solche kontrahierte Basisfunktionen baut sich wiederum aus den Beitrédgen
der primitiven Basisfunkionen auf. Die Exponenten der primitiven Funktionen erstrecken sich dabei
iiber mehrere Groflenordnungen. Wahrend die diffuseste primitive Funktion einen Beitrag liefert, fallen
Basisfunkionen mit grolem Exponenten steil ab und besitzen einen vernachlissigbaren Uberlapp (vgl.
Abb. 2.1(a)). Die Grofle des Integrals der kontrahierten Funktion wird somit hauptséchlich von der
primitiven Funktion mit dem kleinsten Exponenten bestimmt. Insgesamt enthalten folglich Integrale iiber
kontrahierte Basisfunktionen viele vernachlissigbare Beitrdge von primitiven Basisfunkionen, welche zu
unnotigem Rechenaufwand fithren. Das Cauchy-Schwarz-Screening agiert auf der Ebene der kontrahierten
Funktionen bzw. der Schalen und entfernt die Integrale auf dem Level der primitiven Funktionen nicht (vgl.
Abb. 2.4). Dies kann jedoch tiber approximative Screening-Varianten realisiert werden, um die Screening-

Effizienz des Cauchy-Schwarz-Screenings zu erweitern.

IWshrend der Realteil aufgrund der Oszillationen des Phasenfaktors auch negative Bereiche aufweist und somit das Integral
fir steigende Wellenvektoren insgesamt kleiner wird, verschwindet das Integral iiber den Imaginéarteil aus Symmetriegriinden.
Der Imaginarteil beschreibt eine sinusférmige Funktion und weist damit eine ungerade Symmetrie auf.

19



2.2. Integralberechnung

FEin zusétzliches approximatives Screening der Vorfaktoren kann nicht nur fiir kontrahierte, sondern
auch fiir unkontrahierte Basissidtze lohnenswert sein. Dies ist jedoch abhingig vom verwendeten Kon-
traktionsschema. Es existieren zwei Schemata zur Kontraktion: Im sogenannten Segmented-Contraction-
Schema trigt jede primitive Funktion zu genau einer kontrahierten Basisfunktion bei, wihrend im zweiten
Schema, dem General-Contraction-Schema, ein Beitrag zu mehreren Funktionen desselben Drehimpulses

t.192 Die meisten quantenchemischen Programme sind auf eines dieser beiden Schemata, aus-

erlaubt is
gelegt, was sich in deren Effizienz in der Verarbeitung der fiir diese Schemata entsprechend ausgelegten
Basissitze widerspiegelt.!V Insbesondere sind Algorithmen, die dem General-Contraction-Schema folgen,
dahingehend optimiert, dass mehrere Basisfunktionen desselben Drehimpulses in einer Schale behandelt
werden. Auf diese Weise werden auch mehrere Basisfunktionen eines unkontrahierten Basissatzes in einer
entsprechenden Schalenstruktur zusammengefasst. In diesem Fall gelten die obigen Argumente, die fiir
kontrahierte Basisséitze gemacht wurden, auch fiir unkontrahierte Basissétze. Dies ist insbesondere relevant
fiir Rechnungen in starken Magnetfeldern. Hier bieten unkontrahierte Basissétze eine groflere Flexibilitét
und Genauigkeit bei der Beschreibung der Magnetfeldeffekte. Thre Berticksichtigung in quantenchemischen
Berechnungen ist essentiell, um addquate Ergebnisse zu erzielen, weshalb sie standardméfig verwendet
werden. Folglich bieten sich approximative Screening-Varianten an, welche unabhéngig davon, ob ein
Basissatz kontrahiert oder unkontrahiert vorliegt, die Berechnung der Integrale {iber primitive Funktionen,

die keinen signifikanten Beitrag haben, vermeiden.

Der Ansatz der approximativen Methoden ist es, das Basisintegral in Gleichung 2.72 abzuschétzen. Fir
dieses Integral sollten alle Varianten eine rigorose Abschétzung bilden. Fiir Integrale iiber Basisfunktionen
mit hoherem Drehimpuls, also p, d und héher, sind sie jedoch approximativ, da sie iiber Rekursionsbezie-
hungen wie die des McMurchie-Davidson-Schemas in Gleichung 2.73 erzeugt werden.

In der Literatur®®73 findet sich der Vorschlag, den Uberlapp der Ladungsdichte eines London-Orbitals U P
als Grofle zur Abschitzung des Integralwerts zu verwenden. Dies scheint zunéchst ein geeigneter Ansatz,

da die Zweielektronenintegrale direkt proportional zum Uberlapp
(uv|op) ﬁpﬁ@ (2.80)

sind. Das Uberlapp-Screening (vgl. Abb. 2.5) deckt einige der obigen Anforderungen ab. Es handelt
sich hierbei um ein separierbares Screening, welches durch Beriicksichtigung der Beitrdge der magnet-
feldabhingigen Vorfaktoren neben des exponentiellen Abfalls des Uberlapps der GauB-Funktion, wie in
Gleichung 2.48 zu sehen, eine enge Grenze aufweist. Dies ist ein valider Ansatz, solange das Argument der
Boys-Funktion positive Werte annimmt, da |Fy, ()] <1 fir £(z) > 0 gilt. Jedoch ist die Boys-Funktion
fir negative Argumente nicht beschrankt. Wéhrend Kp und K¢ sinken (Kp o< e~kp/ 4ap) divergiert in
diesem Fall die Boys-Funktion exponentiell (vgl. Abb. 2.3). Ein Screening fithrt dazu, dass die Berechnung
nicht-vernachlassigbarer Integrale ausgelassen wird und somit numerische Fehler entstehen. Dies geschieht
fiir negative Argumente der Boys-Funktion z und somit, wie eingangs erwahnt, fiir starke Magnetfelder,
diffuse Basisfunktionen und ausgedehnte Systeme. Es ist essentiell, um die numerische Stabilitdt zu
gewahrleisten, dass alle Groflen beschrankt sind. Es muss folglich ein alternativer Ansatz gewahlt werden.
Dies kann unter der Verwendung der Hilfs-Boys-Funktion (Gl. 2.76 und 2.77) realisiert werden. Fiir

das Basisintegral wird in Abhéngigkeit des Vorzeichens des komplexen Arguments z eine der folgenden

IVBeispielsweise wurden die Karlsruhe-Basissitze!93 fiir die Anwendung innerhalb von TURBOMOLE'94196 entwickelt und
weisen dahingehend eine dem Segmented-Contraction-Schema entsprechende Struktur auf.
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2.2. Integralberechnung

_ [ Harmonisches Screening ] [ Erweitertes Screening 1

5 9 1/4 9 1/4 1
CAPS o (22)" < o (22)" L,
g 4 k%/20p
€D Explizite Magnetfeldabhingigkeit Keine Magnetfeldabhangigkeit Explizite Magnetfeldabhéngigkeit
© Nicht alle GréRen sind beschrankt Alle GréRen sind beschrénkt Alle GréRen sind beschrankt

Abb. (2.5): Uberblick der Screening-Varianten. Diese Abbildungen wurden mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke
et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelin-
halte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz
lizenziert.

Gleichungen verwendet:

[0
[V .
Durch die Erkenntnis, dass die magnetfeldabhéngigen Vorfaktoren beschrankt sind

|KPKQ| <1, Fn(z)<1 R(z) >0, (2.83)
|[KpKge ?| <1, Gu(-2)<1  R(z)<0 (2.84)

und unter der Ausnutzung des harmonischen Mittels

J 9 1/4 /4 1/4
2 §<0m> <C@> : (2.85)
™ ™ ™
konnen die Ausdriicke zu einer gemeinsamen oberen Schranke zusammengefithrt werden
1/4 1/4
2a 2a
R(00,000 < Up (WP) Ug (f) . (2.86)

Dies definiert das harmonische Screening (vgl. Abb. 2.5), welches separierbar und strikt beschrankt ist,
sodass es sowohl fiir positive als auch negative Werte von z stabil ist. Es trigt jedoch keine magnetfeldab-
hingigen Terme. In der Tat ist es identisch zu lange etablierten Screening-Varianten fiir Integrale iiber
GauB-Funktionen.181:183:185,186 Do Ansatz den Uberlapp der GauB-Funktionen als Screening-Parameter
fiir Integrale iiber London-Orbitale zu verwenden, geht auf Reynolds und Shiozaki®! zuriick. Das von
ihnen vorgestellte Screening berticksichtigt zudem zusétzliche Beitrage der Boys-Funktion, und nutzt
damit aus, dass die Screening-Effizienz durch die Verwendung der Relation F;,(z) <1 verbessert werden
kann, auch wenn die Boys-Funktion nur eine langsam abfallende Funktion in z ist. Jedoch handelt es sich
um einen nicht separierbaren Ansatz und die Auswertung der Boys-Funktion ist aufwéandig, weshalb keine
Verbesserung der Rechenzeit im Vergleich zum harmonischen Ansatz erwartet wird.

Die Grundidee von Reynolds und Shiozaki®! ist jedoch vielversprechend. Das Ziel ist die Entwicklung
eines separierbaren Ansatzes, welcher die Beitrdge der Boys-Funktion berticksichtigt, worin implizit ei-
ne Magnetfeldabhéngigkeit enthalten ist. Dies kann durch Erweiterung des Ansatzes von Cremer und

182

Gauss'°“ erreicht werden. Diese erkannten, dass approximative Screening-Verfahren als Spezialfall des
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2.2. Integralberechnung

Cauchy-Schwarz-Screenings fiir Integrale iiber s-Funktionen verstanden werden kénnen. Folglich kann eine
rigorose Néherung fiir das Basisintegral entwickelt werden, welche eine gute Naherung fiir das resultierende
Integral hoherer Drehimpulsquantenzahl darstellt. Fiir das Diagonalelement des Basisintegrals sind die
Ladungsdichten am selben Ort zentriert P = @ und die Phasenfaktoren exakt gegenlaufig kp = —kg.
Das Argument der Boys-Funktion lautet folglich z = fk:QP /2ap und ist somit magnetfeldabhéngig und
negativ. Aus letzterem Grund wird die Hilfs-Boys-Funktion G,,(z) verwendet. Insgesamt ergibt sich das

Diagonalelement zu

20113 1/4 2 k%:
diag (R{50.000) < diag (3800,000) = (UP( - ) > Go () ) (2.87)

QOzp

wobei die verbleibenden magnetfeldabhidngigen Vorfaktoren sich exakt ausgleichen KpKge™ = 1. Das

Cauchy-Schwarz-Screening fiir das Basisintegral kann somit iiber die Ungleichung

2ap\ /4 2 9o\ 1/4 k2
R{60,000 < UP( - ) Go i Ug TQ Go 2@% (2.88)

erfolgen. Das Argument der Boys-Funktion verschwindet im feldfreien Limit und diese Ungleichung geht
in das harmonische Screening iiber. Liegt jedoch ein nicht-verschwindendes Magnetfeld vor, so enthélt der
Ausdruck nun tber die Hilfs-Boys-Funktion eine Magnetfeldabhangigkeit.

Um die rechenintensive Auswertung der Boys-Funktion fiir das Screening zu umgehen, kann tiber das

asymptotische Limit der Hilfs-Boys-Funktion!7176

N

(2k— 1)
Z @ k+1 ., R()>0 (2.89)
k=0
eine Ndherung erhalten werden
1
Go(z) < pE (2.90)

Somit wird das erweiterte Screening (vgl. Abb. 2.5) nach

. 2ap\ V41 200\* 1
Ro00,000 < UP( > Ug [ =2 (2.91)

i \VkP/2ap i VK /200

definiert. Da die Naherung in Gleichung 2.90 jedoch bei z = 0 eine Singularitét besitzt, gilt diese Screening-

Variante ausschlieflich fiir k% /2ap > 1. Die Hilfs-Boys-Funktion G(z) ist mit der inversen Proportionalitéit
von 1/z eine langsam abfallende Funktion, jedoch féllt diese, wie in Abbildung 2.3 zu erkennen, schneller
ab als die Boys-Funktion Fy(z), welche mit 1/4/z abklingt. Folglich kann sich die Beriicksichtigung der
Hilfs-Boys-Funktion im Screening fiir grole Werte von z lohnen.

Insgesamt kann festgehalten werden, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine effiziente und rigorose
Moglichkeit zur Abschéatzung der Integralwerte liefert, welche sogar den Einfluss des Magnetfeldes bertick-
sichtigt. IThr Nutzen ist jedoch limitiert. Fiir hochkontrahierte Basissétze, aber auch fiir unkontrahierte
Basissédtze, deren Basisfunkionen im Rahmen von Integralalgorithmen, die dem General-Contraction-
Schema folgen, in gemeinsamen Schalen zusammengefasst werden, kénnen die Integrale iiber primitive
Basisfunktionen nicht effizient entfernt werden. Um die Berechnung nicht signifikanter Integrale {iber

primitive Basisfunktionen zu umgehen, kann zusétzlich eine approximative Screening-Variante verwendet

22



2.3. Cholesky-Zerlegung
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Abb. (2.6): Schematische Darstellung der Cholesky-Zerlegung.

werden. Es zeigt sich, dass die Verwendung des Uberlapps der London-Orbitale anstelle des Uberlapps der
Gaufl-Funktionen, welche in magnetfeldfreien Anwendungen standardméfig verwendet werden, aufgrund
der divergierenden Natur der Boys-Funktion im Magnetfeld kein stabiles Screening liefert (siehe Diskussion
in Abs. 3.2.2). Im Gegensatz dazu sind, aufgrund der Einfiihrung der Hilfs-Boys-Funktion, das harmonische
und das erweiterte Screening separierbar sowie beschrankt und weisen daher einen kontrollierbaren Fehler

auf.

Abgesehen von integral-direkten Algorithmen stellen die Zweielektronenintegrale dennoch in vielen Fallen
weiterhin die speichertechnische Engstelle in quantenchemischen Berechnungen dar. Die Speicherung und
Verarbeitung dieser Integrale kann die momentan verfiigbaren Rechenkapazitaten schnell iiberfordern. Die
Cholesky-Zerlegung bietet hier einen Ansatz, welcher ermoglicht, die Integrale in einer rangreduzierten
Form darzustellen, ohne einen signifikanten Informationsverlust zu verursachen. Dadurch wird erstens die

Effizienz gesteigert und zweitens der Speicherbedarf deutlich reduziert.

2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung (Cholesky Decomposition, CD), erstmals eingefiihrt durch Cholesky im Anfang
des 19. Jahrhunderts,'?7 beschreibt die Zerlegung einer hermiteschen, positiv (semi)-definiten Matrix A

in eine linke untere Dreiecksmatrix L und ihrer Adjungierten Lf

A=LL'
_ Ze‘]e‘” ’ (2.92)
J

welche schematisch in Abbildung 2.6 dargestellt ist. Analog kann die Zerlegung iiber die Summe der
Cholesky-Vektoren £, den Spalten der Dreiecksmatrix L, definiert werden. Damit eine Cholesky-Zerlegung

moglich ist, muss gelten, dass die Matrix A positiv (semi)-definit ist.V Dies bedeutet, dass

e=axlAx >0 (2.93)

gilt, wobei € ein Skalar gréBer gleich null und @ ein beliebiger nicht-verschwindender Vektor ist. Whitten'2°

VDas Produkt einer quadratischen Matrix L und ihrer Adjungierten LT bildet eine positiv semi-definite Matrix: «f Az =
et LT La = (La)T (Lz) = yTy > 0.
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2.3. Cholesky-Zerlegung

zeigte die Definitheit der Zweielektronenintegrale iiber den Ansatz

= Y apuuvlopan,
pvop

1 (2.94)
= Z //le,w;(m)wl,(rl)—w;(rg)wp(rg):vapdrldrg >0.
nrop r12
Der Beweis verlduft {iber Definition der Ladungsdichte
p(’l") = quuW;(r)wu(T) ) (295)
nv

wodurch der Ausdruck

e= [[ 5 ra) = ptrayarsdr (2.96)
T12

erhalten wird. Des Weiteren ist das Potential einer Ladungsdichte ¢(7) gegeben durch das Integral

¢*(r2) = /p*(m)r;dm : (2.97)

Zusatzlich kann iiber die Poisson-Gleichung die Ladungsdichte mit dem Potential verkniipft werden
V2p(r) = —4mp(r) . (2.98)
Somit ergibt sich fiir die Eigenwerte der Elektronenabstoflungsintegrale
1 * 2
e=—— [ ¢*(r)Voep(r)dr. (2.99)
4
Mithilfe der Greenschen Identitiat!?® kann gezeigt werden, dass dieser Ausdruck gréfer oder gleich null ist
1 2 2
€= [ [Vog(ra)[dr 20 (2.100)
T

und somit die Zweielektronenintegrale positiv semi-definit sind.VT Beebe und Linderberg”® erkannten,
dass diese folglich durch die Cholesky-Zerlegung

Ncu
(uvlop) = Y L7, L7 (2.101)
J=1

faktorisierbar sind und nutzten dies erstmals in quantenchemischen Berechnungen aus. Diese

94 wieder aufgegriffen und

Idee wurde erst spéater durch Koch, Sanchez de Merds und Pedersen
popularisiert,?6-100,103-109,111-116,118,119,123,124,201-203 [y Zyge dieser Arbeit wurde die Cholesky-Zerle-
gung schlieBlich auf Integrale iiber London-Orbitale angewendet.!96:197:204 Wird die Zerlegung vollstandig
durchgefiihrt, dann entspricht der Rang der Zerlegung bzw. die Anzahl der Cholesky-Vektoren Ncyp der
Anzahl der einzigartigen |uv)-Paare und Gleichung 2.101 ist exakt. Der Vorteil liegt jedoch darin, die
Matrix anzundhern, indem die Zerlegung abgebrochen wird. In der Praxis ist somit bei Verwendung
der Cholesky-Vektoren der Speicher- und Rechenaufwand von O(N 2NCH) deutlich kleiner, als der der
vollen Dimension von O(N%), da die Anzahl der Cholesky-Vektoren Ncp linear mit der Anzahl an

Atomorbitalen N skaliert.112113,119

VIDjes ist dquivalent zu dem Beweis, dass die Coulomb- bzw. Austauschintegrale in Hartree-Fock positiv sind.199:200
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2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Cholesky-Vektoren ergeben sich aus Gleichung 2.101. Aufteilen der
Summe durch Herausziehen des J-ten Cholesky-Vektors, welcher dem Indexpaar J — |ur) zugeordnet

werden kann, liefert den Ausdruck
(opluv) = Z LELE+L] L) (2.102)

Umstellen dieser Gleichung nach Lg , resultiert in den Bestimmungsgleichungen

1
L], = i l pvlop) — Z LE, LR, (2.103)
3

L), =L}, = ( pv|vp) — Z LK*LK> . (2.104)

Umformulierung unter Verwendung der Definition der Fehlermatrix
(wvlop) = (wvlop) — Z L L (2.105)

ergibt die Kurzschreibweise

L, = _urlop) (2.106)

(pvlvp)

Ein zunéchst intuitiver Ansatz besteht darin, die Zerlegung schrittweise entlang der Diagonalen vorzuneh-
men, was jedoch nicht numerisch stabil ist. Stattdessen ist es ratsam, eine alternative ReihenfolgeVIl zu
wahlen, die es ermoglicht, zunachst die wichtigsten Vektoren zu Darstellung der Zweielektronenintegrale
auszuwéhlen. Dies kann durch das iterative pivoting-Verfahren erfolgen, bei dem das maximale Diagonal-
element als Pivotelement dient. Dieses Verfahren kann abgebrochen werden, sobald die Diagonalelemente
klein werden und somit die entsprechenden Cholesky-Vektoren einen vernachléssigbaren Beitrag liefern.
Sobald das grofite aktualisierte Diagonalelement kleiner als das Abbruchkriterium von 7= 1079 ist, ist
gewédhrleistet, dass alle verbleibenden Diagonalelemente, und somit iiber die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auch der Fehler der approximierten Zweielektronenintegrale, kleiner als die gewdhlte Schranke sind. Der

Fehler der Cholesky-Zerlegung ist definiert als Differenz zwischen exakter und genédherter Integralmatrix

(1vlop) = (wvlop) — (uvlop)cp - (2.107)

P

Da die Fehlermatrix (uv|op) ebenfalls eine positiv (semi-)definite Matrix ist, gilt die Ungleichung

1

—_~—

(uvlop) < (uvlvp)” (oplpo)” < 7. (2.108)

[N

Somit wird mittels der Cholesky-Zerlegung eine rigorose Fehlerkontrolle erreicht. Die Genauigkeit der
Néaherung ist folglich durch die Wahl des Cholesky-Parameters ¢ festgelegt.

VIIDie Reihenfolge der Diagonalelemente anhand derer die Zerlegung durchgefithrt wird, ist frei wihlbar. Die Form der
daraus resultierenden Cholesky-Vektoren ist jedoch unmittelbar von dieser Reihenfolge abhéngig. Eine Dreiecksmatrix
wird hierbei streng genommen nur in einem Algorithmus, der schrittweise entlang der Diagonale verlauft, erhalten. In
allen anderen Féllen liegt keine Dreiecksmatrix vor.
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2.3. Cholesky-Zerlegung

Die Transformation der auf diese Weise bestimmten Vektoren in die Molekiilorbitalbasis (vgl. Gl. 2.32) via

J J
L, = ZLWCVQ , (2.109)
17
J _ * J
qu - ZCHPL/MJ (2.110)
"

liefert durch Reduktion des Skalenverhaltens von O(N®) auf O(N3 Ny )?%112 eine effiziente Repriisentation

der Zweielektronenintegrale in der MO-Basis nach

(pq|rs) = ZquLst . (2.111)
J

Zusammenfassend ist es mithilfe der Cholesky-Zerlegung, deren effiziente Implementierung im Kapitel 3.1
besprochen wird, moéglich, durch Abbruch der iterativen Bestimmung eine rigorose Naherung der Zwei-
elektronenintegrale zu erhalten. Auf diese Weise wird der Vierindextensor zu einer Darstellung eines
Dreiindextensors, bestehend aus den Cholesky-Vektoren, reduziert. Diese rangreduzierte Form weist mit
NcuN? nicht nur einen deutlich geringeren Speicherbedarf im Vergleich zum vollen Tensor (N4) auf,
sondern auch eine Reduktion des Skalenverhaltens beziehungsweise des Vorfaktors durch eine vorteil-
hafte Faktorisierbarkeit der Ausdriicke quantenchemischer Rechnungen bei Verwendung der Cholesky-
Darstellung anstelle der (MO)-Integrale nach Gleichung 2.101 oder 2.111. An dieser Stelle sollen die
Modifikationen erldutert werden, die bei der Zerlegung komplexwertiger Integrale iber London-Orbitale

106,107,204

beriicksichtigt werden miissen. In diesem Fall weisen die Zweielektronenintegrale eine vierfache

Permutationssymmetrie auf

(nvlop) = (opluv) = (vpulpo)™ = (polvp)* (2.112)

und die Anzahl der einzigartigen |uv)-Paare und somit potentiellen Cholesky-Vektoren vergroert sich
von N(N +1)/2 auf N2.196 Des Weiteren ist es wichtig zu beachten, dass die Diagonale als (uv|vu)
definiert ist. Bei Integralen mit vollstdndiger Permutationssymmetrie wird haufig die dort dquivalente
Darstellung (uv|uv) verwendet. Diese Aquivalenz ist jedoch im komplexen Fall aufgehoben. Aufierdem wird
aufgrund der Reduktion der Permutationssymmetrie die Symmetrie der Cholesky-Vektoren L,{V #* Liu

gebrochen. Anstelle dessen weisen diese eine modifizierte Symmetrie
!
Ly, ) = (2.113)

auf, wobei der Index J der Produktdichte |ur) und der Index J’ der konjugierten Produktdichte |vu)

zugeordnet wird.

Im folgenden Abschnitt 2.3.1 wird die Aquivalenz der Cholesky-Zerlegung zu einer modifizierten Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der Atomorbital-Produktdichten gezeigt. Dies entspricht der Entfernung
linear abhéngiger Produktdichten aus dem Basissatz durch die Cholesky-Zerlegung. Aufgrund der stark
linear abhédngigen Struktur der Produktdichten fiir Zweielektronenintegrale in endlichen Magnetfeldern
zeigt die Cholesky-Zerlegung eine formelle Verdopplung der Effizienz im Vergleich zum feldfreien Fall,
wodurch sie besonders gewinnbringend wird. Des Weiteren kann in Abschnitt 2.3.2 gezeigt werden, dass
CD unter Verwendung der Cholesky-Basis dquivalent zu den verwandten Ansétzen Density-Fitting (DF)
bzw. Resolution-of-Identity (RI) ist. Diese Aquivalenz wird in Abschnitt 2.3.3 ausgenutzt, um eine

26



2.3. Cholesky-Zerlegung

alternative Formulierung der Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren zu definieren und wird
ebenfalls in Abschnitt 2.5.1 verwendet, um eine Cholesky-Zerlegung fiir geometrische Ableitungsintegrale

durchzufiihren.

2.3.1. Kompression des Raums der Produktdichten

Wie schon durch Beebe und Linderberg”® sowie Aquilante und Pedersen??:100:119:123 demonstriert, kann
die Cholesky-Zerlegung als eine Gram-Schmidt-Orthonormalisierung der Produktdichten |uv) aufgefasst
werden. Hierzu wird die Menge an Produktdichten, welche durch die Cholesky-Zerlegung ausgewahlt
werden, als Cholesky-Basis hj :=|uv) definiert. Die orthonormale Cholesky-Basis @ ;7 kann durch eine

Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

1 J—1

Q1) = (uvlvp)” | ) — Z|QK )(Qx|pw) (2.114)

aus der nicht-orthonormalen Cholesky-Basis h; konstruiert werden. Somit wird eine Teilmenge an linear
unabhéngigen Produktdichten erhalten, welche den vollstdndigen Raum abdeckt. Dies fithrt zu einer
Kompression des Raumes der Produktdichten, denn anndhernd linear abhéngige Produktdichten werden,
in Abhéngigkeit von dem Abbruchkriterium der Zerlegung, verworfen. Gleichermafien wird dadurch
implizit eine optimale Hilfsbasis bestimmt (siche Abs. 2.3.2).1237127 In analoger Weise gilt fiir die

Normierungskonstante

—_~—

(pv|vp) = (pv|vp) — ZWIQK : (2.115)
K

Die auftretenden Integrale sind durch

(nv|Qk) = //w;(n)wy(rl)'%QK(rg)drldm , (2.116)

,2|

(Qrluv) = //QK r1) \7’1 ‘ (rg)w,,(rg)d’rldrg (2.117)

definiert, wobei insbesondere (uv|Qx)* = (Qx|vu) gilt. Die Projektion der Gleichung 2.114 auf die Menge
aller Produktdichten (op| liefert

— 1 J—1

(0p|Qs—pv) = (pvlvp) lopluv > (0plQk)(Qk )| - (2.118)
K

Der Vergleich mit der Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren 2.103 zeigt, dass diese Ausdriicke,

unter Verwendung der Relation

L, = (w|Qy) wnd Ljx=(palQs)* = (Qulop), (2.119)

welche die Cholesky-Vektoren mit der orthonormalisierten Cholesky-Basis verkniipft, dquivalent sind.

Somit gilt fiir die Zweielektronenintegrale

(wvlop) => (1|Q1)(Qulop) - (2.120)

J
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Abb. (2.7): Anzahl der Cholesky-Vektoren des Methylidin-Radikals als Funktion der Magnetfeldstirke B und des
Winkels des Magnetfeldvektors beziiglich der Bindungsachse 6. Schematisch (a) und berechnet (b)
unter Verwendung der unc-aug-cc-pVQZ-Basis. Der Cholesky-Parameter wurde auf 6 =9 festgelegt.
Abbildung 2.7(b) wurde aus [S. Blaschke und S. Stopkowicz, J. Chem. Phys 156, 044115 (2022)], mit
Genehmigung von AIP Publishing, ibernommen. © 2022 Autor(en). Publiziert unter exklusiver Lizenz
von AIP Publishing.

Der Zusammenhang in Gleichung 2.119 liefert elementare Erkenntnisse iiber die Eigenschaften der
Cholesky-Zerlegung. Die Effizienz der Cholesky-Zerlegung wird mafigeblich davon bestimmt, wie viele
linear abhéingige Funktionen vom Basissatz entfernt werden kénnen. Dies ist einerseits abhéingig von
der Grofe des Basissatzes, da dieser beim Ubergang ins Basissatzlimit zunehmend redundant wird
und tritt besonders auf, wenn unkontrahierte oder sehr diffuse Basisséitze verwendet werden.!19201,205
Andererseits steigt die Anzahl an linearen Abhéngigkeiten mit der Systemgrofie, da die Anzahl der
relevanten Zweielektronenintegrale quadratisch (asymptotisch linear) mit dieser skaliert. Dies resultiert
zum einen aus dem exponentiellen Abfall des Uberlapps zweier Atomorbitale mit zunehmendem Abstand
und zum anderen aus dem 1/r-Abfall mit der Distanz zwischen den Ladungsdichten.91:184187:188 755t 71ich
hingt die Anzahl der Vektoren von der Geometrie des Molekiils ab. So argumentieren Aquilante et al.,”® dass
die Cholesky-Vektoren eines unendlich weit separierten Dimers ausschlieBlich aus Produktdichten, welche an
einem Atom zentriert sind, bestehen, wihrend die Cholesky-Basis fiir das Dimer im Gleichgewichtsabstand

auch Produktdichten enthéilt, welche an beiden Atomen zentriert sind.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Einfluss eines externen Magnetfelds auf die Zweielektronenintegrale
und die damit einhergehenden Anderungen fiir die Cholesky-Zerlegung in den Referenzen 206 und 106
diskutiert. Fiir Systeme ohne Feld oder fiir Atome und lineare Molekiile in parallelen Magnetfeldern
sind die Integrale (uv|op) und (vu|op) aufgrund der achtfachen Permutationssymmetrie dquivalent und
eine der Produktdichten |uv) und |vp) wird durch den Orthogonalisierungsschritt entfernt. Sobald ein
externes Magnetfeld angelegt wird, weist die Zweielektronenmatrix eine vierfache Permutationssymmetrie
auf. Infolgedessen wird die lineare Abhéngigkeit aufgehoben und somit kénnen beide, nun orthogonalen,
Produktdichten der Cholesky-Basis zugeordnet werden. Ob die Produktdichten tatséchlich der Cholesky-

Basis zugeordnet werden, wird numerisch durch das festgelegte Abbruchkriterium bestimmt:
(uv|op) = (vplop) <1077 . (2.121)

Die Differenz zwischen den Integralen skaliert mit dem magnetfeldabhéngigen Phasenfaktor der London-
Orbitale kp = %B x (R, — R,,). Dadurch treten fiir kleine Magnetfelder oder fast parallele Magnetfelder
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lediglich wenige Produktdichten der Cholesky-Basis bei, deren Anzahl mit der Magnetfeldstérke und
iiber das Kreuzprodukt mit dem Winkel zwischen Magnetfeld und Zentrum der Basisfunktion wéchst.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2.7(b) anhand des linearen Methylidin-Radikals, in Abhéngigkeit
von sowohl der Magnetfeldstéirke als auch dem Winkel zwischen Bindungsachse und Magnetfeldvektor,
dargestellt. In der Praxis zeigte sich, dass die Anzahl an Cholesky-Vektoren linear mit der Systemgrofe
skaliert. Empirisch nimmt fiir magnetfeldfreie Rechnungen der numerische Rang der Zerlegung Werte
von Ncg ~ 6N13 (Ncg ~ 3 —10N)!1? an. Fiir Systeme in starken Magnetfeldern ist der numerische
Rang tendenziell in Abhéngigkeit von Feldstirke und Orientierung leicht erhéht. Dennoch sinkt der
Kompressionsgrad ~y, welcher als Quotient zwischen tatsdchlicher und maximaler Dimension definiert ist,

da der Nenner einen stirkeren Anstieg auf N? aufweist:

v¥(B=0)=Ncu/(N(N+1)/2) 8 —fach, (2.122)
¥(B #0) = Ncy/N? 4 —fach . (2.123)
Es gilt v(B #0) <y(B =0). Somit ist der Effizienzgewinn durch die Verwendung der Cholesky-Zerlegung
bei Rechnungen in endlichen Magnetfeldern besonders grof, da relativ zur maximalen Dimension mehr

lineare Abhéngigkeiten als im feldfreien Fall entfernt werden, wie in Abbildung 2.7(a) schematisch

dargestellt.

2.3.2. Verwandte Niherungsverfahren fiir Zweielektronenintegrale

Parallel zu den Entwicklungen der Cholesky-Zerlegungstechniken wurde der Density-Fitting-An-
satz (DF)!20-207.208 i Rahmen der Dichtefunktionaltheorie formuliert und in den folgenden Jahren
durch Vahtras et al.20? weiter entwickelt. Der Ansatz basiert auf der Darstellung der Produktdichte |/)
durch die Entwicklung in einem Hilfsbasissatz |P) tiber die Entwicklungskoeffizienten C’ffy

) ~ ) = Z |P) . (2.124)

Ziel ist es somit, die Zweielektronenintegrale (uv|op) zu approximieren

(uv)op) =~ Z L(P|Q)C (2.125)
Das Zweizentrenintegral der Hilfsbasisfunktionen iiber den Coulomboperator ist durch

(P|Q) //XP ‘XQ(’I“Q)d’I"ld'I"Q (2.126)

gegeben. Die Entwicklung ist exakt, fiir eine vollstdndige Hilfsbasis, welche den Raum der Produktdich-
ten |uv) aufspannt. In der Praxis wird jedoch als Ndherung eine unvollsténdige Einzentrenbasis verwendet.
Um den Fehler des DF-Ansatzes zu minimieren, werden die Entwicklungskoeffizienten optimiert.?'? Hierzu
wird der Fehler A, definiert

A = v — i) (2.127)
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und die Norm

(8w |01A ) = (|0 ) - Z L (u|O|P) +Z L(PIOlQ)CR (2.128)

innerhalb einer Metrik O minimiert. Null setzen der Ableitung der Norm liefert

0

o (B [01A ) = —2(]0|P) +2 3 (PIOIQ)CE, =0 (2.129)
nv

Q

und somit die Bestimmungsgleichungen fir die Entwicklungskoeffizienten

%:(PIOIQ)C,?V = (|O|P) . (2.130)

In den ersten Arbeiten zu DF wurde hiufig die Uberlapp-Metrik207,209 0= 0, verwendet. Fiir periodische
Systeme wurde eine geddmpfte Coulomb-Metrik O =erfc (wr12) /r12 vorgeschlagen.?!! Des Weiteren wurde,
um einen langsamen Abfall der Entwicklungskoeffizienten zu umgehen, eine lokale Metrik definiert.212:213
Inzwischen hat sich jedoch die Wahl der Coulomb-Metrik 0= % durchgesetzt. Denn der Fehler, gegeben
durch den Unterschied zu dem exakten Integral, skaliert in der Coulomb-Metrik, durch das Verschwinden
der Fehler erster Ordnung, quadratisch mit dem Fehler der Entwicklung. Fir beliebige Metriken kann ein
Ansatz gewahlt werden, welcher frei von Fehlern erster Ordnung ist, indem die linearen Terme explizit in
der Niherung beriicksichtigt werden. Dunlap argumentierte folglich fiir den robusten Ansatz.?14217

Im Folgenden wird ausschlielich die Coulomb-Metrik verwendet. Einsetzen der Definition des optimalen

Entwicklungskoeffizienten in die Coulomb-Metrik

S (PIQ)CE, = (u|P) (2.131)
Q

in den Ausdruck der Zweielektronenintegrale liefert

(wlop) =Y (uv|P)(PIQ) " (Qlop) - (2.132)
Po

Dieser Ansatz entspricht dem Einschub der inneren Projektion

1=>"|P)(PIQ) Q| (2.133)
PQ

einer nicht-orthonormalen Hilfsbasis P und @ innerhalb der Coulomb-Metrik in den Ausdruck der
Zweielektronenintegrale, weshalb die Bezeichnung Resolution-of-Identity (RI) hiufig als Synonym verwendet
wird. Die ersten Arbeiten und Namensgeber des RI-Ansatzes gehen auf Feyereisen et al.'?2 und Komornicki
und Fitzgerald?!® zuriick, welche eine orthonormale BasisVI!l 1 =3, |P)(P| mit (P|Q) = épg verwenden,

und somit die innere Projektion??

(wlop) =~ 3" (uv|P)(Plop) (2.134)
P

VIIAuch der RI-Ansatz kann in einer beliebigen Metrik definiert werden. Beispielsweise ist die Uberlapp-Metrik in einer
nicht-orthonormalen Basis als 1 = ZPQ |P) S;é(Q| definiert.
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2.3. Cholesky-Zerlegung

ausnutzen. Der Vergleich mit Gleichung 2.101 beziehungsweise 2.120 zeigt, dass auch die Cholesky-
Zerlegung und der RI-Ansatz identisch sind, wenn die orthonormale Cholesky-Basis P := @ als Hilfsbasis

zur inneren Projektion verwendet wird.!23

Typischerweise wird fiir den RI-Ansatz jedoch anstelle der Cholesky-Basis eine optimierte Einzentren-
basis gewéahlt. Die Cholesky-Basis enthélt dahingegen auch Produktdichten deren Atomorbitale an zwei
verschiedenen Kernen zentriert sind. Der Vorteil der Verwendung von Einzentrenbasissétzen liegt darin,
dass innerhalb von RI die Integrale von Vier- zu Dreizentrenintegralen iibergehen und, dass die Grofe
der Hilfsbasis kleiner ist, als die Cholesky-Basis (Naux < Ncp). Des Weiteren ist, bei Verwendung einer

Einzentren-Hilfsbasis, die volle reelle Permutationssymmetrie
(m|P) = (Plpv) = (vu| P)* = (Plvp)” (2.135)

61,72 Ty diesem Fall sind die Basisfunktionen der Produktdichten, welche die Hilfsbasisfunktionen

gegeben.
definieren, am selben Kern zentriert. Dadurch verschwinden die magnetfeldabhéngigen Phasenfaktoren der
London-Orbitale, wie in der Diskussion der symmetrischen Cholesky-Vektoren in Gleichung 3.13 gezeigt.
Aufgrund dieser beiden Argumente sind RI-Implementierungen effizienter als jene der Cholesky-Zerlegung.
Eine Optimierung der Hilfsbasissdtze ist jedoch nicht trivial, da ein Kompromiss zwischen Genauigkeit
und Basissatzgrofie abzuwégen ist. Die Generierung eines Basissatzes erfordert eine Optimierung fiir jedes
Atom hinsichtlich der verwendeten Methode.'24 Dies ist nicht nur ein groBer Aufwand, sondern fithrt auch
zu einer unausgewogenen Reproduktion der Energiewerte, da diese zu den Energien der entsprechenden
Methoden verzerrt sind. Eine systematische Fehlerkontrolle und Verbesserung der Genauigkeit sind nicht
gegeben. Fiir Rechnungen ohne externes Magnetfeld wurde die routineméfiige Anwendung der RI-Techniken
erst durch die Einfithrung einer Vielzahl an voroptimierten Basissitzen zur Behandlung der Coulomb-
und Austauschbeitriige (RI-J und RI-K) durch Eichkorn et al.2'%220 und Weigend et al.??17224 in den

1237127 ontwickelt,

1990er Jahren popularisiert. In den folgenden Jahren wurden automatische Algorithmen
welche die Generierung von RI-Hilfsbasissédtzen ermoglichen.

Fiir Berechnungen unter Anwesenheit eines externen Magnetfeldes ist zu berticksichtigen, dass diese
Basisséitze nicht zwangslaufig aulerhalb des Bereichs, fiir den sie optimiert wurden, giiltig sind. Denn
die Genauigkeit der Hilfsbasis wird durch ihre Fahigkeit bestimmt, den Raum der Produktdichten abzu-
decken. RI-Hilfsbasissétze wurden jedoch bisher ausschliefllich fiir den feldfreien Fall optimiert und eine
automatische Generierung fiir Methoden im Magnetfeld ist derzeit ebenfalls nicht verfiigbar.

Die Berticksichtigung der Magnetfeldeffekte ist allerdings essentiell, denn die Anisotropie des Magnetfeldes
erfordert eine hohe Flexibilitdt des Basissatzes. Dies zeigte sich bereits in Abschnitt 2.3.1 als erhebliche
Verdnderung der Cholesky-Basis durch das Einschalten eines externen Magnetfeldes. Als formal optimale
Hilfsbasis entsprechen diese Verdnderungen der Cholesky-Basis gleichermaflen den steigenden Anforderun-
gen an die zu generierende Hilfsbasis. Des Weiteren ist eine offene Frage, inwiefern diese Effekte durch
eine im Magnetfeld optimierte Einzentrenbasis erfasst werden kénnen. Referenz 72 zeigt, dass bei der
Verwendung einer RI-Basis, welche fiir Rechnungen ohne externes Magnetfeld optimiert wurde, Fehler in
der Grofenordnung von 10~# Hartree auftreten, die mit der Stirke des Magnetfeldes steigen. Die Basis
wird somit zunehmend ungeeigneter, um das System zu beschreiben.

Die Cholesky-Zerlegung liefert hingegen die formal optimale Hilfsbasis mit einer rigorosen Fehlerkontrolle.
Referenz 225 zeigt, dass bereits durch die Wahl eines Cholesky-Parameters von § =4 die Genauigkeit der
RI-Basis erreicht werden kann. Zuséatzlich wird durch die direkte Bestimmung der Cholesky-Basis fiir
jedes System die notwendige Flexibilitdt der Basis gewédhrleistet und ist somit besonders fiir hochgenaue

quantenchemische Rechnungen in starken Magnetfeldern unabdingbar.
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2.3. Cholesky-Zerlegung

Tab. (2.1): Vergleich der Naherungsansitze fiir Zweielektronenintegrale.

Resolution of Identity Cholesky-Zerlegung
Genauigkeit © Fehler festgelegt durch Wahl der @ Rigorose Fehlerkontrolle und
Hilfsbasis und Metrik systematisch verbesserbar
Flexibilitit © Systemabhéngige Optimierung eines & Optimale Hilfsbasis
Basissatzes
Effizienz @ Dreizentrenintegrale © Vierzentrenintegrale
Lokal & Nicht lokal @ Inhérent loka]l00,124,213

Definitheit & Nicht positiv-semidefinit auflerhalb & Positiv-semidefinit
der Coulomb-Metrik?!3

Ein Uberblick iiber den Vergleich der Eigenschaften zwischen RI und CD ist in Tabelle 2.1 aufgelistet. Die
Cholesky-Zerlegung erweist sich aufgrund ihrer Genauigkeit, rigorosen Fehlerkontrolle sowie Flexibilitat als
bevorzugte Methode fiir die Anwendungen dieser Arbeit, welche eine hochgenaue Beschreibung des Systems
erfordern. Dies wird des Weiteren dadurch gestiitzt, dass die Auswertung der Vierzentrenintegrale fiir die
meisten post-Hartree-Fock-Methoden, wie beispielsweise die Coupled-Cluster-Theorie, keinen Engpass
darstellt, und die bessere Effizienz von RI gegeniiber CD kaum relevant ist. Aber auch fiir Anwendungen,
in denen die Integralberechnung zeitbestimmend ist, kann iiber eine modifizierte Cholesky-Zerlegung
(1C-CD) eine Einzentrenbasis generiert werden.!1%:123:124 Hierzu werden ausschlieBlich die Produktdichten,

die an einem gemeinsamen Kern zentriert sind, in die Cholesky-Basis aufgenommen.

2.3.3. Zwei-Schritt-Verfahren der Cholesky-Zerlegung

Die Aquivalenz zwischen RI und der Cholesky-Zerlegung bei Verwendung der Cholesky-Basis bildet
die Motivation fiir den Zwei-Schritt-Algorithmus zur Bestimmung der Cholesky-Vektoren, welcher erst-
mals durch Aquilante et al.'% eingefithrt und von Folkestad et al.!% sowie Zhang et al.'94 erweitert
wurde. Aufgrund der erhohten Effizienz im Vergleich zum Ein-Schritt-Schema setzte sich dieser in den
letzten Jahren durch,!'®226 darunter auch in der Behandlung von stérungstheoretischen und endlichen
Magnetfeldern.107:111,204 T etztere Entwicklung erfolgte im Rahmen dieser Arbeit. Im Zwei-Schritt-Verfah-
ren wird in einem ersten Schritt die Cholesky-Basis |h) bestimmt. Dies erfolgt analog zum Ein-Schritt-
Algorithmus (vgl. Abs. 3.1.1) nach den Bestimmungsgleichungen 2.103 und 2.104, ohne dabei die vollen
Vektoren aufzubauen. In einem zweiten Schritt werden dann die Cholesky-Vektoren nach Gleichung 2.139

bestimmt.

Die Formulierung des RI-Ansatzes innerhalb der nicht-orthogonalen Cholesky-Basis lautet

(wvlop) = (uvlhi) (hclh) ™" (hrlop) . (2.136)
KL

Eine Cholesky-Zerlegung der Metrik Sk = (hx|hy) nach
S=MM' (2.137)

liefert unter Verwendung der Identitit (AB)~! = B ~1 A~ zweier beliebiger quadratischer Matrizen A
und B und der Einfiihrung der Definition der Inversen der adjungierten Matrix M~ = (MT)~! den
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2.4. Hartree-Fock-Theorie

Ausdruck fiur die Zweielektronenintegrale

(uvlop) = (uwlhi) (MMY) ) (hplop)

KL
= ;(HVVLK) (MM g (hplop) (2.138)
- Z[Z (uumK)(M—T)KJ} [Z(M—lm (helop)]

J K L

Durch Vergleich mit Gleichung 2.101 wird die Bestimmungsgleichung der Cholesky-Vektoren des zweiten
Schritts erhalten:

L, =Y (uvlhe) (M~ Nk . (2.139)

K

Formal skaliert das Zwei-Schritt-Verfahren analog zu dem konventionellen Verfahren (vgl. Gl. 2.103) mit
O(NéHN 2). Der Vorteil besteht darin, dass, sofern die Cholesky-Basis in dem ersten Schritt bestimmt
wurde, der Aufbau der Cholesky-Vektoren in dem zweiten Schritt nach Gleichung 2.139 durch effiziente
Bibliotheksroutinen®?” in einem Block durchgefiihrt werden kann. Aufgrund dieser Reformulierung der

Bestimmungsgleichungen ist der Zwei-Schritt-Algorithmus deutlich leistungsfihiger.

2.4. Hartree-Fock-Theorie
In der Hartree-Fock-Theorie??® 230 wird der Energicerwartungswert

(WHIY) (2.140)

Prr = "rgre) =

minimiert. Nach dem Variationsprinzip ist der Energieerwartungswert Fyr grofier als die exakte Grundzu-
standsenergie Eg. Als Testwellenfunktion ¥ wird, aufgrund ihrer Fahigkeit die elektronischen Eigenschaften
wiederzugeben, eine Slaterdeterminante geméfl Gleichung 2.30 verwendet. Minimierung des Energieerwar-
tungswertes beziiglich der MO-Koeffizienten liefert die optimalen Spinorbitale ¢ zur niedrigsten Energie
innerhalb der Basissatznaherung. Um die Orthonormalitét der N Spinorbitale S;; = (p;lp;) = di; zu
gewéhrleisten, wird diese tiber die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren als Nebenbedingung im

Lagrange-Funktional hinzugefiigt

N
Sar = Eur — Y 15 ((pilog) — 8i5) - (2.141)
ij
Die Hartree-Fock-Energie ist
N 1 N
Enp = (V[ H|¥) =" (¢ilh]oi) + 3 > (pildi = Kjles) (2.142)
i ,J
N N
A 1
=D (eilhlpi) +5 D (pivsleies) — (ipileie) (2.143)
i i,j

und besteht aus den Beitrdgen des Einelektronenhamiltonoperators h, welcher die kinetische Energie

der Elektronen, die Kern-Elektron-Wechselwirkung und die magnetfeldabhéngigen para- und diamagne-
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2.4. Hartree-Fock-Theorie

tischen Wechselwirkungen beschreibt, sowie aus den Beitrdgen der Coulomb- und Austauschoperatoren

R . . 1
(il Fyle0 = osloes) = [[ i) ar)g ra)drdrs, (2144

Ry lo) = (eieslesed = [[eimeira——eiroatra)anar,.  (2145)
Diese beschreiben die Elektron-Elektron-Wechselwirkung als Coulombwechselwirkung eines Elektrons
mit einem gemittelten Feld aller anderen Elektronen sowie die Austauschwechselwirkung, welche eine
Verringerung der Coulombrepulsion aufgrund der Fermi-Korrelation als Folge des Pauli-Prinzips zweier
Elektronen mit gleichem Spin beschreibt. Minimierung des Lagrange-Funktionals liefert die allgemeinen

Hartree-Fock-Gleichungen

N
Fuppi = Z&j@j . (2.146)

J
Die Spinorbitale, welche einen stationdren Energieerwartungswert liefern, sind jedoch nicht einzigartig.
Der Energieerwartungswert ist invariant beziiglich einer Rotation der besetzten Spinorbitale. Es ist folglich
immer moglich, eine unitére Transformation einzufithren, welche die Orbitale rotiert, sodass die Matrix
der Orbitalenergien diagonal wird (e;; = 0 fiir i # j). Das vereinfacht die allgemeinen zu den kanonischen

Hartree-Fock-Gleichungen

Farpi =i . (2.147)
Diese stellen ein (Pseudo-)Eigenwertproblem dar. Die Spinorbitale ¢; sind die Eigenfunktionen des Fock-
Operators
N
Fap=h+Y (J;-K;), (2.148)

J
zu den Orbitalenergien ¢; als Eigenwert. Die Losung der Hartree-Fock-Gleichungen erfolgt iterativ, da die
Hartree-Fock-Gleichungen iiber die Coulomb- und Austauschoperatoren jj und K ; selbst abhéngig von

den Orbitalen ¢; - der gesuchten Losung - sind.

2.4.1. Spinintegration der Hartree-Fock-Gleichungen

Um die HF-Gleichungen weiter zu vereinfachen, kann eine Integration iiber die Spinvariable o (vgl.
Gl. 2.31) durchgefiihrt werden. Dadurch werden die Gleichungen iiber Spinorbitale ¢ in Gleichungen tiber
Ortsorbitale ¢ tberfithrt. Dabei werden verschiedene Ansétze unterschieden. Der Restricted Hartree-Fock-
Ansatz (RHF), in dem Elektronen des a- und 8-Spin dasselbe Ortsorbital besetzten sowie der Unrestricted
Hartree-Fock-Ansatz23! (UHF), in dem die Elektronen unterschiedliche Ortsorbitale aufweisen.!*

Letzterer Ansatz wird fiir offenschalige Molekiile verwendet. In diesem Fall ist die Anzahl an a- und S-
Elektronen unterschiedlich (N, # Ng). Wihrend die Coulombwechselwirkung fiir alle Elektronen gleich
bleibt, so wirken auf a- und S-Elektronen unterschiedliche Austauschwechselwirkungen, wodurch im
Allgemeinen ¢® # ¢P gilt.

IXZusitzlich existiert der Restricted Open-Shell Hartree-Fock-Ansatz232 (ROHF). Innerhalb von ROHF wird ein gemischter
Ansatz gewéhlt, in welchem sowohl geschlossenschalige Orbitale als auch offenschalige einfach besetzte Orbitale angenommen
werden. Die Beschreibung dieser beiden Orbitalsdtze sowie deren Kopplung definiert den ROHF-Ansatz. Dieser kann
ebenfalls als eingeschrankter UHF-Ansatz, in welchem als Nebenbedingung die Spinkontamination minimiert wird,
verstanden werden.233
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2.4. Hartree-Fock-Theorie

Es resultiert jeweils ein Satz an Hartree-Fock-Gleichungen fiir jede Spinausrichtung

Foupof =567, (2.149)
Flupd} =4} . (2.150)

Im Folgenden werden ausschliellich die Gleichungen zur Beschreibung der Wechselwirkungen der a-
Elektronen diskutiert. Aufgrund der Spinsymmetrie werden analoge Ausdriicke fiir die S-Elektronen

erhalten. Der Fock-Operator
No Ng
Foup =h+Y_ (Jy—K5)+>J) (2.151)
J J

umfasst die Coulombwechselwirkungen eines a-Elektrons mit allen Elektronen, unabhéngig von der
Spinausrichtung, und die Austauschwechselwirkungen alleinig mit den Elektronen desselben Spins. Die
Zweielektronenterme sind in Analogie zu den Definitionen der Gleichungen 2.144 und 2.145 nun als

Integrale tiber Ortsorbitale definiert:

(@77 [09) = (60716807 (2.152)
(@F| KT 0f) = (050 |07 62) . (2.153)

Der RHF-Ansatz gilt fiir geschlossenschalige Molekiile. In diesem Fall sind alle Ortsorbitale doppelt besetzt
und die Anzahl der a- und S-Elektronen identisch (N, = Ng). Unabhéngig von der Spinausrichtung eines
Elektrons wirken die gleichen Coulomb- und Austauschwechselwirkungen, es werden die selben Ortsorbitale
besetzt ¢ = ¢ = ¢, sodass die Gesamtzahl an Orbitalen halbiert wird (N/2). Die Gleichungen 2.149
bis 2.153 vereinfachen sich zu einem Satz an Gleichungen. Es ergibt sich die Restricted Hartree-Fock-
Gleichung

Frurd: = €i¢; (2.154)

mit dem Fock-Operator

N/2
FRHF:il'i'Z <2jj—Kj) (2.155)
J

bestehend aus den Coulomb- .J und Austauschoperatoren K. Entsprechend lassen sich die Coulomb- und

Austauschintegrale schreiben als:

(@3] Jj |di) = (Bis|dids) (2.156)
(i Kj|di) = (dichjl i) - (2.157)

2.4.2. Losung der Hartree-Fock-Gleichungen innerhalb der Atomorbitalbasis

Anstelle eines analytischen oder numerischen Ausdrucks fiir die Ortsorbitale wird im LCAO-Ansatz, wie
in Gleichung 2.32 gezeigt, eine Entwicklung der Ortsorbitale in einer endlichen Basis durchgefiihrt. Die

Verwendung dieses Ansatzes in den Hartree-Fock-Gleichungen liefert:
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UHF RHF
Die Pople-Nesbet-Gleichungen?3! lauten Die Roothaan-Hall-Gleichungen!?9:234 lauten
FeC*=8SC% " . (2.158) FC=5Ce. (2.162)

Die Elemente der Fock-Matrix sind in Atomorbital- Die Elemente der Fock-Matrix sind in Atomorbital-

basis gegeben durch: basis gegeben durch:
1
=t 3 (D5 (ol =D wolo) ) Fons =yt 3Dy (W) = 5 ol
op
(2.159) (2.163)
mit der Einelektronendichtematrix mit der Einelektronendichtematrix
Ne/2
Dt =D& + D5, ch;‘ % . (2.160) Dop=2" chicpj- (2.164)

Damit resultiert der finale UHF-Energieausdruck  Damit resultiert der finale RHF-Energieausdruck

1 1
Eunr = 3 > (Df}V [huw + F2)] Brur = 5 > " Dy [+ Fun] - (2.165)
e (2.161) o

+D5, [hw + FEVD )

Die verbleibenden Terme sind die Koeffizientenmatrix C, die Uberlappmatrix SX und die Matrix der
Orbitalenergien €.

Auch hier existiert fiir UHF ein zweiter Satz an analogen Gleichungen zur Beschreibung der S-Elektronen.
Diese sind iiber den Coulombbeitrag des Fock-Operators miteinander gekoppelt und miissen somit
gleichzeitig gelost werden. Die Losung der Roothaan-Hall- bzw. der Pople-Nesbet-Gleichungen erfolgt
mittels des iterativen SCF-Verfahrens (Self Consistent Field). Es wird eine Wahl fiir die MO-Koeffizienten
zur Darstellung der Ortsorbitale angenommen und ebendiese anschliefflend variiert, bis die Hartree-Fock-

Energie stationar ist.

2.5. Geometrieoptimierung

Wirkt ein starkes externes Magnetfeld auf ein Molekiil, so resultiert aufgrund des Einflusses der ma-
gnetischen Lorentz-Kréifte eine Verdnderung der Elektronenstruktur. Es erfolgt im Allgemeinen eine
Stabilisierung von offenschaligen Zusténden mit hohen negativen Erwartungswerten der Drehimpuls-
quantenzahl durch die Beitrage der Spin- und Orbital-Zeeman-Terme. Bindungen werden stabiler mit
wachsender Magnetfeldstarke und die Bindungsabstédnde verkiirzen sich durch die stéarkere Lokalisierung
der Elektronen an den Atomkernen.'® Dies in Verbindung mit der damit einhergehenden Verénderung der
Elektronenstruktur und Gleichgewichtsgeometrie resultiert insgesamt in einer neuen Chemie, die héufig im
Widerspruch zur {iblichen chemischen Intuition steht. Beispielsweise tritt ein neuartiger Bindungsmecha-
nismus fiir formal ungebundene Molekiile, das perpendicular paramagnetic bonding, auf, was zur Bildung

von exotischen Spezies fithren kann, welche ohne externes Magnetfeld nicht stabil sind.??

XDie AuBerdiagonalelemente der Uberlappmatrix verschwinden nicht zwangslédufig, da die Basisfunktionen im Gegensatz zu
den Molekiilorbitalen nicht orthogonal zueinander sind.
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Methoden zur Bestimmung der Gleichgewichtsgeometrie ermoglichen es, ein tieferes Verstédndnis fiir die
Chemie unter solchen Bedingungen zu erhalten. Dies wurde erstmals durch die Einfithrung der analyti-
schen HF-Gradienten von Tellgren et al.?® realisiert, wonach DFT-73:235236 ynd zunéchst numerische und
anschliefend analytische CC-Entwicklungen®3:237:238 folgten.

Die Auswertung und Speicherung der hierfiir benttigten Ableitungen der Zweielektronenintegrale nach den
Kernkoordinaten Rp; der M-Kerne ist jedoch sehr aufwéandig. Naiverweise wére somit die Berechnung von
3M Satzen an Ableitungsintegralen notig. Da jedoch die Ableitung einer Basisfunkion nur einen Beitrag

liefert, wenn sie beziiglich des Zentrums der Basisfunktion erfolgt und ansonsten verschwindet

dw,,
dR,

d(uv|op)
=0 folgt ————=
K7 ) Worats 108 dR;  Is#u,v,0p

=0, (2.166)

wird lediglich das Zwolffache des Speicherbedarfs bendtigt. Die Menge der 3M Ableitungsintegrale reduziert
sich auf ein Satz an Ableitungen nach den vier Zentren jeweils entlang der drei Raumkoordinaten

d(pvlop) | _ [d(uvlop) d(pvlop) d(uvlop) d(pv|op)
{ dRy; }_{ dR, ' dR, ' dR, ' dR, } (2.167)

Auch wenn dieser Speicherbedarf in der Praxis durch den integral-direkten Aufbau des Gradienten teilweise
verringert wird, limitiert dieser Schritt dennoch die Anwendbarkeit. In Analogie zu Abschnitt 2.3 bietet sich
die Cholesky-Zerlegung an, um diese Limitationen aufzuheben. Schon fiir die Zweielektronenintegrale zeigte
sich in der Diskussion der Abschnittes 2.3.1, dass dies vor allem im Magnetfeld effizient ist. Denn durch
die Aufhebung der Permutationssymmetrie werden viele linear abhéngige Produktdichten dem Basissatz
hinzugefligt, welche die Cholesky-Zerlegung effektiv entfernt. Im Folgenden wird die Anwendung der
Cholesky-Zerlegung auf die Ableitungsintegrale und die anschliefende Verwendung der CD-Reprisentation
der Ableitungsintegrale fiir den Aufbau des Hartree-Fock-Gradienten diskutiert. Die Ableitungsintegrale
basieren hierbei auf der Arbeit von Tellgren et al.’® und der Implementierung von Oswald et al.?3® in

dem verwendeten Modul mint?3? des Programmpakets CFOUR.240:241

2.5.1. Cholesky-Zerlegung der geometrischen Ableitungsintegrale

Die Idee der Cholesky-Zerlegung der Ableitungsintegrale iber Gauf-Funktionen geht auf die Arbeiten von
Aquilante et al.,” Oswald et al.?4? und Schnack-Petersen et al.''® zuriick. Im Zuge dieser Dissertation
erfolgt die Erweiterung auf die geometrische Ableitung von Zweielektronenintegralen iiber London-
Orbitale. Mit diesen Entwicklungen ist es moglich Geometrieoptimierungen in einem endlichen Magnetfeld

durchzufiihren.

In Anlehnung an den Zwei-Schritt-Algorithmus (Abs. 2.3.3) sind iiber die Gleichung 2.134 auch die
geometrischen Ableitungen der Integralmatrix zugénglich. Hierzu wird der Ausdruck nach den Koordinaten

der Kerne Rj; abgeleitet, womit sich

d(pvlop) _ —~d(pvlhi) -1
_1d(hplo
+ > (uwlhi) (hi|hr) 1% (2.168)
KL M

hK hL
# 3 (it b))
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ergibt. Definition des transformierten Cholesky-Vektors

Z5 =" (hihp) ™ (o) =" (uwlhy) (hplhg) ™ (2.169)
L L

liefert unter Ausnutzung der Identitét

ds™' _ o4 dS

- 2.1
dRs dRMS (2.170)

der Ableitung des Uberlapps der Cholesky-Basis Sg 1, = (hf|hz) den folgenden Ausdruck fiir die Cholesky-

Darstellung der geometrischen Ableitungsintegrale:

d(pv|op) d(uu|hK K d(hklop)
= Z
iRy~ 2= dRy +Z Ry
(2.171)

d(hg|hz)
x d\hk|nL) 1
ZZ dR), ZUp

Ableitungsintegrale sind im Prinzip auch iiber die Ableitung der Bestimmungsgleichungen 2.101 und
2.103 zugénglich, wie es in Referenz 113 diskutiert wurde. Jedoch benétigt dieser Ansatz jeweils einen
Satz an abgeleiteten Cholesky-Vektoren fiir jede Kernkoordinate. Durch diesen erhéhten Speicher- und
Rechenaufwand wird die hier vorgestellte Bestimmung iiber den Zwei-Schritt-Algorithmus innerhalb der

RI-Formulierung bevorzugt.

2.5.2. Aufbau des geometrischen Hartree-Fock-Gradienten

Um eine Geometrieoptimierung zur Bestimmung der Gleichgewichtsstruktur eines Molekiils durchzufiihren,
werden die geometrischen Gradienten der Energie benétigt. Diese sind tiber die Ableitung der HF-Energie
nach den Kernkoordinaten definiert. Da das Hellmann-Feynman-Theorem?43:244 fiir Ableitungen nach

den Kernkoordinaten nicht gilt, wird anstelle der Energie das Lagrange-Funktional minimiert

dEHF deF 8$HF Z 8$HF 8Cui
dRM dRM (9 acm' 8RM
b e—~—

=0 (2.172)

OFyr 08,
= aRM + %V: w/,u/ 8R
Hierbei wurde die energiegewichtete Dichtematrix
Wyy = Zc;l'gijcljj (2.173)
ij

und die Uberlappmatrix S, = (w,|w,) eingefiihrt. Durch diesen Ansatz kann die Ableitung der MO-
Koeffizienten nach den Kernkoordinaten umgangen werden,?4>246 da das Lagrange-Funktional aufgrund
der Variation stationdr beziiglich der MO-Koeffizienten ist (8$HF =0). Der RHF-Energieausdruck in der
AO-Basis ist gegeben als

1
ERHF = §ZDMV (huu+Fuy) (2174)
7%
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2.5. Geometrieoptimierung

mit der Definition der Fock-Matrix

1
Fow = b+ YDy (muop) - <up|ou>> . (2.175)
op

Folglich kann der Gradient als Ableitung der Energie nach den Kernkoordinaten R

OERruF _ Ohpy | OFu
OR ZD o (aRM DR (2.176)

dargestellt werden. Somit wird die Ableitung der Einelektronenintegrale h,, und der Fock-Matrix F},,

bendtigt. Letztere ergibt sich zu

OFu _ Ohu 9 (uv|op) 10 (pplov)
= E D, . 2.1
ORy  ORy * - P < ORy 2 ORy (2.177)

Insgesamt setzt sich der Gradient aus einem Ein- und Zweielektronenbeitrag zusammen

IERHF d(uvlop) 18 (pplov)
TR.s Z g gp< SRy 3 ORu ) (2.178)

na
uVUp

Die Zweielektronenbeitriage konnen jeweils als Coulomb- und Austauschbeitrag

‘9E1§HF 9 (pplov)

— DD, 2.179
aRM 'wjzgp I3 P aRM ( )
aERHF O(pv|op)

D, Dy 2.180
aRM 'u; I3 P aRM ( )

klassifiziert werden.

2.5.2.1. Cholesky-Darstellung des geometrischen Hartree-Fock-Gradienten

Durch die in dieser Arbeit eingefithrte Cholesky-Zerlegung der Ableitungsintegrale kann der Gradient
unter Verwendung von Gleichung 2.171 erstmals innerhalb der Cholesky-Darstellung aufgebaut werden.

Der Coulombbeitrag ergibt sich nach

RHF ZDwDap Z oK) i ZZKM ZZKMZL

8R Ry opt ny R wy R 7P
e a h . 1 Kah ha oo T (2.181)
ZZDGPVK KlUP) 2ZVK (ag\ L)VL,
K op KL M

wobei die Zwischengréfie VE als Kontraktion zwischen Dichtematrix und transformiertem Cholesky-
Vektor

VE=3"D,. 2k (2.182)
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2.5. Geometrieoptimierung

eingefiihrt wurde. Gleichermaflen ergibt sich der Austauschbeitrag unter Einfithrung des Cholesky-Forma-

lismus
OEfup _ 1 5 l 9 (pplh) d(hilov) 9 (hiclhr)
__ ! 20760205160 | G R+ ZZK 7K Qklhe) oo
pitvietojtpg wp wp ov
aRM 4uu0p iJ K 8RM KL aRM

Ih . . O(hkl d(hx|hr)
:_Z[ZZ DS pJZJIf W—i—ZZQcmZg ch; 811;];1/ Z 7K 8II;ML Z][;

%] K pp K ov
_ O (pplhi) - sk O( hK|UV i 9(hK|hr) hK|hL L
Tt ey e sy i
d(hklo d(hg|hy)
SR A Y P
K op
(2.183)
An dieser Stelle wurden die transformierten Cholesky-Vektoren in der MO-Basis
ZE =23 "chiZuvc, (2.184)
nv
und deren Riicktransformation
ZE =2 cuiZlicy,; (2.185)
ij
eingefiihrt. Zusammenfassend ergibt sich der Gradient der Energie zu
OERur hK|0P 9(hklhr) KL
vy ——P
e =3, Gyt 3 Pl 5 s 210
Die hier auftretenden effektiven Dichtematrizen P sind wie folgt definiert:
PR =D, Vi — 2255,, (2.187)
= ZZKZL - vaVL (2.188)

Im UHF-Formalismus ergibt sich der Gradient analog aus der Ableitung der UHF-Energie in Glei-
chung 2.161. Es wird

OEunr tot hK|UP I(hklhe) LK1
R _M “V(?R ZZ Pop % OR P (2.189)

erhalten. Die effektiven Dichtematrizen sind durch

1

PK DtOtVK—§Z£a—§Z£ﬁ, (2.190)
1

pEL = 4§ zfeozke 4 ZZ“ZW fVKVL (2.191)

ij
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definiert. Die entsprechenden Zwischengréfien lauten

vE="DizK (2.192)
na

25 =2 i Zwe; s (2.193)
na

Zoy' =D cailis ey (2.194)
ij

2.6. Zweite Quantisierung

Innerhalb der folgenden Abschnitte 2.7 und 2.8 wird eine bessere Naherung fiir die Wellenfunktion als eine
einzelne Slaterdeterminante eingefiihrt. Hierzu wird ein Ansatz gewédhlt in dem die Wellenfunktion in dem
Raum, den alle aus den Spinorbitalen der gewéihlten Basis (Hilbert-Raum) generierbaren Determinanten
(Fock-Raum) aufspannen, dargestellt wird. Um dies zu beschreiben, wird in diesem Abschnitt die zweite
Quantisierung als neuer Formalismus vorgestellt.87-230:247 Eine Slaterdeterminante kann fiir eine gegebene

Basis aus m Spinorbitalen einem Besetzungszahlvektor zugeordnet werden

1
“b>:ﬁ‘<ﬁ1~~-<ﬂN|E‘n1’~--v”2m> . (2.195)

Der Besetzungszahlvektor trégt fiir jedes Spinorbital die Besetzungszahl n,, welche jeweils angibt, ob
das jeweilige Spinorbital besetzt (n, = 1) ist oder nicht (n, = 0). Eine Verdnderung der Besetzungszahlen
kann durch die Einfiihrung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren &;; und G, welche auf einen
Besetzungszahlvektor wirken, beschrieben werden. Dies entspricht der Erzeugung bezichungsweise Vernich-
tung eines Elektrons in einem Spinorbital einer Slaterdeterminante. Beispielsweise kann aus dem Vakuum-
Zustand |vac) = |01,...,02m,) ein beliebiges Spinorbital besetzt und wieder vernichtet werden. Auf diese
Weise kann durch die Verkettung mehrerer Erzeugungsoperatoren eine Slaterdeterminante représentiert

werden. Hierbei ist die Reihenfolge der Anwendung relevant, da die folgenden Antikommutatorrelationen

gelten
ajaf] =o. (2.196)
[aptia =0 (2.197)
b L= (2.198)

welche die Antisymmetrie der Wellenfunktion gewéhrleisten. Auf diese Weise werden die fermionischen
FEigenschaften der Elektronen durch die algebraischen Eigenschaften der Operatoren sichergestellt. Im

Allgemeinen koénnen somit Einelektronenoperatoren durch

6= opglihig , (2.199)
Pq
Zweielektronenoperatoren durch
.1 itata A
i=7 > Gpgrsthihisiy (2.200)
pgars
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2.6. Zweite Quantisierung

usw. ausgedriickt werden. Diese bestehen jeweils aus einem Operator-abhéngigen Term, welcher durch das
Integral opg = (1|6|v) und gpers = (1v]|§|po) gegeben ist, und einem Term, welcher durch die Reihe an
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beschrieben ist. Der Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung
ergibt sich folglich zu

H= thqa g+ — Z (pql|rs) d & slr . (2.201)

pqrs

Ublicherweise wird jedoch als Referenz anstelle des Vakuum-Zustandes |vac) das Fermi-Vakuum verwendet.
Dieses entspricht einer Referenzdeterminante |®g), welche tiblicherweise durch die Hartree-Fock-Determi-
nante gegeben ist. Beziiglich dieser Referenz generieren die Quasiteilchenerzeugungsoperatoren &L und a;
ein Teilchen in einem virtuellen Orbital beziehungsweise ein Loch in einem besetzten Orbital. Respektive
vernichten die Quasiteilchenvernichtungsoperatoren a, ein Teilchen und &Z ein Loch. Zur Auswertung
der Erwartungswerte ist es sinnvoll, dass die Reihenfolge der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
normalgeordnet sind. Normalgeordnet bedeutet dabei, dass alle (Quasi-)Erzeugungsoperatoren links von
den Vernichtungsoperatoren stehen. Dies ist fiir den Hamiltonoperator in Gleichung 2.201 beziiglich des
Vakuum-Zustandes gegeben. Beziiglich des Fermi-Vakuums wird dies durch die Anwendung des Wickschen
Theorems realisiert.3” Dieses besagt, dass beliebige, ungeordnete Operatoren fl, 3, C'... als Summe von

normalgeordneten Termen - symbolisiert durch geschwungene Klammern {...} - ausgedriickt werden

kénnen:
[ —=
ABC..Z2={ABC..zy+ Y {ABC..2y+ Y {ABC..Z).... (2.202)
einfach zweifach
—

Die paarweise Kontraktion AB ist definiert als:

[

AB=AB—{AB}. (2.203)

Das erweiterte Wicksche Theorem beschreibt zusétzlich die Normalordnung des Produkts zweier Sétze an
schon normalgeordneter Operatoren X = {ABC...} und Y = {DEF...}. Es treten folglich ausschlieflich
Kontraktionen zwischen den beiden Operatorsiatzen jedoch nicht innerhalb der Satze selbst auf, da diese

schon normalgeordnet sind.

— ISl
XV ={XV}+ > {XV}+ Y {XV}+.... (2.204)

einfach zweifach

Der normalgeordnete Hamiltonoperator Hyx beziiglich des Fermi-Vakuums ist somit definiert als

~ R 1 A
Hy = Egr —&—prq{a;gaq}—i—z Z (pql|rs) {a ga ar} . (2.205)

pq bgrs

PN 148
Der Einfachheit halber wird im Folgenden die Hartree-Fock-Energie ausgelassen und die Kurzschreibweise

Hx =EFxn+Wn (2.206)

verwendet.
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2.7. Coupled-Cluster-Theorie

ol ol o7

Abb. (2.8): Schematische Darstellung der durch die Erzeugungsoperatoren generierten angeregten Determinanten.
2.7. Coupled-Cluster-Theorie

Innerhalb der Hartree-Fock-Theorie wird die Coulombwechselwirkung eines Elektrons mit dem mittleren
elektrostatischen Feld aller anderen Elektronen betrachtet. Bei dieser Beschreibung wird jedoch die
Abhéangigkeit vom expliziten Ort der anderen Elektronen nicht beriicksichtigt, sie bewegen sich unabhéngig

voneinander. Die Korrelationsenergie bezeichnet die Differenz der exakten (nicht-relativistischen) Energie

und der Hartree-Fock-Energie Fyqopr = Eg)fg%(t — Eyr. Es existiert eine Vielzahl von Ansétzen diese Elektro-
nenkorrelation zu berechnen. Dazu zéhlen explizit korrelierte Methoden, 2487251 st6rungstheoretische??2-256

sowie determinantenbasierte Ansétze. Letztere erfassen die explizite Korrelation durch die Linearkombina-
tion von Slaterdeterminanten. Wahrend eine einzige Slaterdeterminante eine Eigenfunktion der Summe der
Fock-Operatoren ist, stellt sie jedoch keine exakte Eigenfunktion des elektronischen Hamiltonoperators dar.
Wie Abbildung 2.8 zeigt, konnen jedoch aus der Grundzustandsdeterminante durch Besetzung der virtuel-
len Orbitale angeregte Determinanten generiert werden. Alle méglichen Slaterdeterminanten bilden dann
eine vollstdndige Basis fiir eine N-Elektronenwellenfunktion im Rahmen der Basissatzndherung, welche
die Parametrisierung der exakten Wellenfunktion und somit die Losung der Schréodingergleichung erlaubt.
Dies ist Grundlage der Configuration-Interaction- (CI-)2°7-259 sowie Coupled-Cluster-Theorie (CC).86:87

CI wihlt einen linearen Ansatz
[Wer) = er|®o) (2.207)
I

wohingegen ein exponentieller Ansatz fiir die CC-Wellenfunktion gewéhlt wird

[Wee) =e' @)

2 g3 (2.208)
=<1+T+2,+3,+...>|<1>0>.

Werden beide Entwicklungen vollstdndig durchgefiihrt, sind die Ansétze dquivalent. Sie generieren den
vollstdndigen Raum aller angeregten Determinanten und somit eine vollstdndige Basis zur Darstellung
der exakten Wellenfunktion. Der CC-Ansatz weist im Gegensatz zu CI fiir abgebrochene Entwicklungen
aufgrund des exponentiellen Ansatzes eine multiplikative Separierbarkeit auf, welche Groflenkonsistenz der

Ergebnisse gewahrleistet. Aufgrund dessen ist Letztere die bevorzugte Methode in der Quantenchemie.

Die erste Formulierung der CC-Theorie erfolgte durch Cizek und Paldus260-262 in den 1960er Jahren.

87,263-271

Seither stellt diese ein aktives Forschungsgebiet der letzten Jahrzehnte dar. In den letzten

Jahren wurde sie zudem fiir Anwendungen in endlichen Magnetfeldern erweitert.”% 7780 Durch eine Taylor-
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2.7. Coupled-Cluster-Theorie

Entwicklung ist der exponentielle Ansatz in Gleichung 2.208 als Summe von Clusteroperatoren T steigender

Potenz darstellbar. Der Clusteroperator 1" ist wiederum aus Anregungsoperatoren T, aufgebaut:

T:T1+T2+...+TN

N 1 2
— § boatal  a.an
= <n') p tf:] aaab <. G504 (2209)

Die Anregungsoperatoren bestehen aus einer Reihe von Quasiteilchenerzeugungsoperatoren fiy. Diese
wirken auf eine Referenzdeterminante |®g), welche hier als die HF-Wellenfunktion gewéhlt wird, und
generieren durch Erzeugung eines Lochs in den besetzten Orbitalen (4,7,k...) und einem Teilchen in den
virtuellen Orbitalen (a,b,c...) eine angeregte Determinante |®;). Abbildung 2.8 zeigt einige mogliche
einfach und zweifach angeregte Determinanten. In einem N-Elektronensystem ergibt sich folglich maximal
eine N-fach angeregte Determinante. Die Amplituden ¢; gewichten die angeregten Determinanten in der
Reihenentwicklung der CC-Wellenfunktion. Die auf diese Weise parametrisierte CC-Wellenfunktion |¥cc)

wird als Ansatz in der Schrodingergleichung 2.1 verwendet

Hy |[¥oc) = Ecc|Yec)

. . (2.210)
Hye" |®9) = Ecce” |®) .

Eine mogliche Losung der CC-Gleichungen erfolgt {iber einen Projektionsansatz. Hierzu wird nach
Multiplikation von e~ der shnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator H definiert. Dieser kann iiber
die Baker-Campbell-Hausdorff-Entwicklung (BCH) als Linearkombination von Mehrfachkommutatoren
des normalgeordneten Hamiltonoperators Hpy und des Clusteroperators T ausgedriickt werden:

i =T fine — i+ 71+ [, ) F)+ 3 [, ). 7). 7)
) T : (2.211)
+I[[[[HN7T]7T]3T]7T]

Die BCH-Entwicklung bricht nach dem fiinften Term natiirlich ab, da darauf folgende Terme, aufgrund
des Kommutierens des Clusteroperators T’ mit sich selbst, Null ergeben ([T, 7] = 0). Die Terme der BCH-
Entwicklung sind jedoch nicht normalgeordnet. Mithilfe des erweiterten Wickschen Theorems (Gl. 2.204)

kann fir H ein normalgeordneter Ausdruck erhalten werden, dabei gilt:

1. Die unkontrahierten Terme verschwinden, da die Normalordnung aufgrund der geraden Anzahl an

Operatoren sowohl im Cluster- als auch im Hamiltonoperator zu keinem Vorzeichenwechsel fiithrt

{HNT} —{THx}=0. (2.212)

2. Die kontrahierten Terme zwischen dem Produkt aus Clusteroperator links und normalgeordnetem
Hamiltonoperator rechts verschwinden, da dieser Term sich - aufgrund der Tatsache, dass der Clus-
teroperator ausschliefllich Quasiteilchenerzeugungsoperatoren enthélt - bereits in normalgeordneter
Form befindet

[

{THx}=0. (2.213)
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2.7. Coupled-Cluster-Theorie

Somit verbleiben ausschliefllich Terme, in denen der Hamiltonoperator links iber mindestens eine Kon-

traktion mit einem Clusteroperator rechts verbunden ist. Dies wird {iber die Definition
(A, i) = (ﬁNm) (2.214)
(&

ausgedriickt und fithrt zur connected-cluster Form des dhnlichkeitstransformierten Hamiltonoperators

() 2),7) 7) (),

Projektion auf die Grundzustandsdeterminante (®g| beziehungsweise auf den Satz der angeregten Deter-

= fige® = iyt (A7) -+ ((87) 1) + 5 () 1) 7)
' c e (2.215)

minanten (®;| liefert die Bestimmungsgleichung der Coupled-Cluster-Energie Ecc und der Amplituden ¢;

Ecc =(®o| H|®o) , (2.216)
Qr(t) =(®7| H|®o) =0. (2.217)

Die Amplitudengleichungen Q;(¢) stellen einen Satz nicht-linearer Gleichungen dar, die iterativ gelost
werden. Eine Taylor-Entwicklung um den Satz von Amplituden t(9) welche in erster Ordnung abgebrochen

wird, liefert

At;=0. (2.218)

Die an dieser Stelle auftretende erste Ableitung der CC-Gleichungen nach den Clusteramplituden ist die
CC-Jacobimatrix272:273

= (| [H,f11]|®o) - (2.219)

Umstellen der Gleichung 2.218 nach Aty =t; ft‘(]()) liefert die Definition der Newton-Gleichungen zur
iterativen Losung der Amplitudengleichung

Aty=-> Qt)A;]. (2.220)
J

Jedoch ist die Berechnung der vollen Jacobimatrix sehr aufwéndig. Dies kann durch die Einfithrung

einer approximativen Jacobimatrix umgangen werden. Kjonstad et al.2™

schlagen die Verwendung einer
Jacobimatrix einer CC-Methode niedriger Ordnung vor (vgl. Abs. 2.7.1). Alternativ konnen iiber die

Erkenntnis, dass die Jacobimatrix allgemein diagonal dominant ist, die nicht-diagonalen Beitrage

Ary = {(®|[H, ps] |®o) (2.221)

= (®1] [F, 7] |®o) +(®1| [V, 1] |®o) (2.222)

= —0rg0ey  +(@1| [V, fis] |®o) (2.223)
N——

nicht-diagonal

verworfen werden. Dies definiert ein simples Verfahren zur Aktualisierung der CC-Amplituden

At =Q#0)Ae ! (2.224)
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An dieser Stelle ist Aey die Differenz der Orbitalenergien bei Verwendung kanonischer Orbitale.

Einfachanregungen: Ae;=¢;—¢, (2.225)

Zweifachanregungen: Acj=¢;+¢;—€4—€p (2.226)

2.7.1. Abgebrochene und approximative Coupled-Cluster-Entwicklungen

Wie eingangs diskutiert, bietet es sich an, den Clusteroperator aus Gleichung 2.209 abzubrechen. Aufgrund
des Exponentialansatzes der CC-Theorie weisen auch abgebrochene CC-Wellenfunktion Groflenkonsistenz
auf. Der Term, an dem der Clusteroperator abgebrochen wird, definiert eine Hierarchie an Methoden.
Der Coupled-Cluster-Singles-Doubles-Ansatz76:77,264:265,271 (CCSD) beriicksichtigt ausschlieBlich Einfach-
und Zweifachanregungen im Clusteroperator (T =Ty +Tg), wodurch der Grofiteil der Korrelationsenergie
abgedeckt wird. Der CCSDT-Ansatz80:266-269 enthilt zusitzlich die Dreifachanregungen T3 im Clus-
teroperator. Diese Reihe kann bis Ty fortgefiihrt werden. Jedoch skalieren die Methoden zunehmend
steiler. Wihrend CCSD ein Skalierungsverhalten von O(N©) aufweist, skaliert die Berechnung von CCSDT
mit O(N®). Deshalb wird hiufig anstelle der expliziten Beriicksichtigung der Dreifachanregungen mit
CCSD(T)20 ein stérungstheoretischer Ansatz zur Beschreibung der Dreifachanregungen im Anschluss an
eine CCSD-Rechnung verwendet.

Eine konzeptionell andere Art die Beitrage der CC-Entwicklung zu klassifizieren, erfolgt in der CCn-
Reihe.83:2747277 Die Amplitudengleichungen der iibergeordneten Methoden CCSD (n = 2), CCSDT (n = 3)
usw. werden gendhert, indem tiber stérungstheoretische Argumente einzelne Terme vernachlédssigt werden.
Auf diese Weise approximiert CC227* die CCSD-Gleichungen und CC3276 die CCSDT-Gleichungen. Dies
soll im Folgenden anhand der CC2-Gleichungen gezeigt werden.

In der CCn-Reihe werden die Einfachanregungen in 0. Ordnung klassifiziert und tragen somit vollstandig

bei. Um dies zu beriicksichtigen wird zundchst der T}-transformierte Hamiltonoperator

H= efT1 Hx e — eff1 (FN + VN) eTA1 =F+V (2.227)

eingefiihrt. Unter Verwendung dessen ergeben sich die CCSD-Amplitudengleichungen zu

Qo (t) = (09 H + [fITQ] o) =0, (2.228)
Qsbe) = @+ 1,75 + 5 [[.1] ] 190y =0 (2.229)

In der CC2-Néherung behalten folglich die Gleichungen der Einfachanregungen Q¢ (t) ihre Form analog zu
CCSD bei, wihrend die Amplitudengleichungen der Zweifachanregungen Qf}’ (t) bis zur ersten Ordnung in

der Storungstheorie gendhert werden. Dies definiert

QP(t) = (@3 | H + |F, Ty |20)

o (2.230)
= (@|V + [F, T3] o) = 0.
Ausnutzen kanonischer Orbitale liefert den Ausdruck
(@7 V| ®o) — Acftil =0, (2.231)
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welcher umgestellt werden kann, um einen simplen Ausdruck zur iterativen Aktualisierung der to-Ampli-

tuden nach B
o (@7 120)
K As%’

(2.232)

zu erhalten.

Insgesamt definieren die hier vorgestellten Methoden eine Reihe an Coupled-Cluster-Methoden mit
unterschiedlichem Skalenverhalten (vgl. Tab. 2.2), welche in Abhéingigkeit der Anforderungen des zu
berechnenden Systems beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit in der Beschreibung der Elektronenkorrelation

gewahlt werden kénnen.

Tab. (2.2): Skalenverhalten der abgebrochenen und approximativen CC-Entwicklungen.
Methode CC2 CCSD CC3 CCSDT ...

Skalenverhalten N® N6 N7 N8

Ein wesentlicher Vorteil der klassischen Projektionstechnik besteht darin, dass die Amplitudengleichungen
von den Energiegleichungen entkoppelt sind und die Entwicklung des dhnlichkeitstransformierten Hamil-
tonoperators nach der Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)-Entwicklung natiirlich abbricht, wodurch ein
polynomielles Skalenverhalten erhalten wird. Jedoch kann die Wahl eines nicht-hermiteschen Ansatzes zu
komplexwertigen Energien und Eigenschaften fithren. Diese treten insbesondere bei konischen Uberschnei-
dungen von Zustinden gleicher Symmetrie oder in Gegenwart eines externen Magnetfeldes auf.81,278-280
Alternativ zur Projektionstechnik wére eine variationelle Bestimmung der Energie durch Minimierung
des Erwartungswerts nach dem Rayleigh-Ritz-Variationsverfahren moglich. Wahrend der variationelle
Coupled-Cluster-Ansatz (VCC)2817284 hermitesch ist, also reelle Energien garantiert, und iiber das Va-
riationsprinzip eine obere Schranke der exakten Energie darstellt, hat dieser Ansatz den entscheidenden
Nachteil, dass die Entwicklung der Energieerwartungswerte nicht vor dem Term N-ter Ordnung abbricht.
Infolgedessen ist die Anwendung nicht praktikabel. Eine dem VCC-Ansatz verwandte Parametrisierung
stellt der unitire Coupled-Cluster-Ansatz (UCC)285-289 dar. Dieser wihlt einen unitiren Clusteroperator,
wodurch der dhnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator hermitesch wird und somit ebenfalls reelle
Observablen garantiert. Die Losung erfolgt analog zu CC durch Projektion. Allerdings bricht die BCH- bzw.

290 ehenfalls nicht natiirlich ab. Trotz dieser unendlichen

¢ 282,283

die alternativ verwendete Bernoulli-Entwicklung
Entwicklung konvergiert UCC schneller als VCC, sodass ein friihzeitiges Abbrechen moglich is
Tabelle 2.3 zeigt einen Uberblick iiber die Eigenschaften der entsprechenden CI- und CC-Varianten.
Obwohl CC nicht hermitesch und nicht variationell ist, fithrt dies in praktischen Anwendungen héufig zu

vernachlassigbaren Fehlern, weshalb sich diese Methode durchgesetzt hat.

Tab. (2.3): Uberblick der Eigenschaften der CI und CC-Ansétze.
|CI CC VCC UCC

Grofienkonsistent | X
Hermitesch v
Polynomial v
Variationell v

*x \ X% \
AR TN
IR SN
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2.8. Beschreibung spektroskopischer Methoden mit der Coupled-

Cluster-Theorie

Die Spektroskopie ist eine der wichtigsten Methoden der Chemie, um Informationen iiber Atome und
Molekiile zu erhalten. Typischerweise kénnen durch die Wechselwirkungen zwischen Licht und Materie
Riickschliisse auf die Zustédnde und Eigenschaften eines chemischen Systems getroffen werden. Die Eigen-
schaften des eingehenden Lichts, wie Intensitét oder Polarisation, werden durch Wechselwirkungen mit dem
Molekiil und seiner chemischen Umgebung verdindert und kénnen als messbares Signal detektiert werden.
Im Folgenden sollen zwei Arten der Spektroskopie und deren theoretische Grundlagen diskutiert werden.
Zunichst wird die UV /VIS-Spektroskopie, welche Absorptions- und Emissionsprozesse im Energiebereich
des ultravioletten (UV) und sichtbaren (wvisible, VIS) Lichts untersucht, in Abschnitt 2.8.1 vorgestellt. Dies
ist im Rahmen dieser Arbeit vor allem relevant fiir die Simulation von Spektren von magnetischen weifien
Zwergen (vgl. Abs. 4.1), welche die Zuordnung von Signalen und die Detektion von bisher unentdeckten
Atomen und Molekiilen unterstiitzen soll.

Des Weiteren wird in Abschnitt 2.8.2 die Methodik des magnetischen zirkularen Dichroismus diskutiert.
Dieser beschreibt eine unterschiedliche Absorption der elektromagnetischen Strahlung in Abhéngigkeit der

Polarisationseigenschaften in Anwesenheit eines Magnetfeldes.

2.8.1. UV /VIS-Spektroskopie

Um ein optisches Spektrum zu simulieren, muss die Anregungsenergie zwischen einem initialen und
finalen Zustand beschrieben werden. Mithilfe dieser Energie und den Ubergangsdipolmomenten ist die
Vorhersage eines Spektrums moglich. Besonders fiir die Spektroskopie in der Astronomie wird eine hohe
Genauigkeit der simulierten Spektren bendtigt. Dies gilt besonders fiir magnetische weifle Zwerge, da sich
die elektronische Struktur, die Bindungsmechanismen, die Anregungsenergien und die Eigenschaften der
Atome und Molekiile in einem starken Magnetfeld erheblich verandern kénnen.
Der Equation-of-Motion (EOM) Coupled-Cluster-Ansatz272:291729 gtellt eine Moglichkeit dar, um ange-
regte Zustdnde unter Berticksichtigung der Elektronenkorrelation zu beschreiben. Als Ansatz wird ein
linearer Anregungsoperator

R=Ro+Ri+Ry+...+ Ry =) rifiy (2.233)

I

gewihlt, welcher auf die CC-Grundzustandswellenfunktion |¥cc) wirkt, und somit die Wellenfunktion

des angeregten Zustandes
[Tom) =Y Bn|Wcc) = Re” |®) (2.234)
n

parametrisiert. In Analogie zur CC-Theorie beschreibt ji; eine Reihe an Quasiteilchenerzeugungsoperatoren,
welche eine angeregte Determinante konstruieren, und r; die EOM-Amplituden, als Wichtungskoeffizienten.
Es sind viele verschiedene Anregungen denkbar (vgl. Abb. 2.9). Die einfache Anhebung eines Elektrons
in ein elektronisch angeregtes (Electronically-Excited) Niveau wird durch EOM-EE?°1:292 heschrieben.
EOM-SF?293:294 heschreibt eine analoge Anregung, bei der zugleich eine Umkehrung der Spinausrichtung
(Spin-Flip) des Elektrons stattfindet. Der entsprechende Anregungsoperator lautet

2
~EE/SF 1 At A ATa
n /SF _ (n') E E rf}’.f_‘azaiazaj.... (2.235)
’ i,j...a,b...
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P EE SF EA IP

Abb. (2.9): Schematische Darstellungen der einfach angeregten Determinanten der verschiedenen EOM-Varianten.

Soll jedoch ein Ionisierungsprozess mit dem Verlust eines Elektrons oder gegenteilig eine Anlagerung
eines Elektrons beschrieben werden, dann werden die Ansitze EOM-IP2% (Ionization-Potential) oder
EOM-EA?2% (Electron-Attachment) mit den entsprechenden nicht teilchenzahlerhaltenden Operatoren

RIF = ( ) Z Z r&deal &laba] LA (2.236)
i,j...ka,b..
REA ( ) Z Z rebcalazala;...al (2.237)
.a,b...c
herangezogen. Einsetzen der EOM-Wellenfunktion |¥gon) in die Schrédingergleichung liefert
HReT |®0) = EpomBel @) . (2.238)
Nach Abzug der CC-Grundzustandsenergie
RE T (®0) = EccRel @) (2.239)
wird die Gleichung zur Bestimmung der Anregungsenergie Fexc
(ﬁfz - szff) L |®g) = EoxeReT |®0) (2.240)

erhalten. Die Losung dieser Gleichung erfolgt erneut iiber einen Projektionsansatz durch Multiplikation
mit e~7 und Projektion auf den Satz angeregter Determinanten (®;| sowie unter Ausnutzung, dass e’

und R kommutieren

(@] (AR~ RA) T [Bo) = Eoxe (1] R|®0) o)
(@] [H,R] |®0) = Eexe (®1] 2|0) .

Der Kommutator vereinfacht sich, analog zur BCH-Entwicklung (Gl. 2.214), unter Anwendung des

erweiterten Wickschen Theorems nach

[H,R] = (HJ%)C =S " (Hps), s (2.242)
J
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wodurch verdeutlicht wird, dass ausschliefilich kontrahierte Terme beitragen. Es wird

Z <q)1| (HﬂJ)c |®O>TJ = Fexcrr
J

> Ay = Eexers (2.243)
J

Ar = Eoyer

erhalten. Hierbei entspricht A der Coupled-Cluster-Jacobimatrix aus Gleichung 2.219, welche aus der
Ableitung der Amplitudengleichung beziiglich der Clusteramplituden resultiert, und r dem Vektor der
EOM-Amplituden. Gleichung 2.243 gleicht einem CI-dhnlichen Eigenwertproblem. Die Bestimmung
der Eigenwerte des dhnlichkeitstransformierten Hamiltonoperators wird auf analoge Weise iiber einen
modifizierten Davidson-Algorithmus?*72%9 fiir nicht-hermitesche Matrizen realisiert.

Analog zur Beschreibung der CC-Grundzustandswellenfunktion werden die EOM-Gleichungen nicht
vollsténdig, sondern in abgebrochenen Entwicklungen gelost. In der Regel wird die EOM-Entwicklung in
R in derselben Ordnung wie der Clusteroperator T abgebrochen. Fiir die Beriicksichtigung der ein- und

zweifach angeregten Determinanten wird der EOM-CCSD-Ansatz erhalten

0 (®o|(Hp)e|®o) (Pol(Hfz)e|Po)\ (70 To
0 (@1 (Hp)e|®o) (P1|(Hpz)e|®o) | |71 | = Bexe [ 71 | - (2.244)
0 (Dol (Hfn)e|®o) (P2f (Hp2)c|Po)) \r2 T2

Dies definiert die Gleichungen fiir die EOM-Amplituden
Eexerr = (®7| (HR1)o | @) + (7| (HRy) . |®1) . (2.245)

Alternativ koénnen auch approximative Ansétze realisiert werden. Die Beschreibung EOM-CC2-

83,274-277

Ansatzes ist durch das Aufstellen der CC2-Jacobimatrix zuginglich, welche durch die Ableitung

der Amplitudengleichungen nach

8(21 (t) 001 (t) 00 (t)
Ary =S = (8351@ 8% (2.246)
J ot Oto

gegeben ist. Einsetzen der CC2-Amplitudengleichungen 2.228 und 2.230 liefert

Ay = <<<‘1>1|(ﬁﬂ1)c+((ﬁﬂ1)c§2) |®0) <‘I’1|(ﬁﬂ2)c|‘bo>> . (2.247)
clt2

Do (Vn)e+ (Fn) o T)

c
(&

[@0) (P2 (Ffiz)e|Po)

Dieser Ausdruck vereinfacht sich unter Verwendung von kanonischen Orbitalen (vgl. Gl. 2.226) zu

<<<I>1|<ﬁm>c+<<ﬁﬂ1 cfz>c<1>o> <<1>1|<I?ﬂ2>c|<1>o>> | (2.248)

)
Do (Viin)e|®o —Aes

Auf diese Weise bleiben die Amplituden der Einfachanregungen unverdndert im Vergleich zu CCSD. Die

Amplituden der Zweifachanregungen sind jedoch wie folgt definiert:

Bexer = (93] (VRy)c |@0) — Acibrab (2.249)

1715 >
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v (PE(VRy)c|®o)
ey = - . (2.250)
Eexc+ Aé‘ij

Die EOM-CC-Methoden erlauben die Beschreibung angeregter Zustdnde unter Beriicksichtigung der
Elektronenkorrelation. In Bezug auf die Anregungsenergien ist dieser Ansatz groflienkonsistent. Dies
gewahrleistet eine exakte Beschreibung angeregter Zusténde, die mit der Qualitét der Beschreibung Grund-
zustandes durch CC vergleichbar ist. Durch die Beriicksichtigung héherer Anregungen, wie beispielsweise

der Dreifachanregungen in EOM-CCSDT oder EOM-CC3, lisst sich die Genauigkeit der Methode zudem

systematisch verbessern.

Eine Spektrallinie ist jedoch nicht allein durch die Anregungsenergie, sondern auch durch das Linienprofil,

charakterisiert. Die Intensitét einer Anregung ist hierbei mafligeblich von der Oszillatorstérke

2 2
Fmn = 5 Eexe |Bmn (2.251)

3

abhéngig, welche von dem Betragsquadrat des Ubergangsdipolmoments |an|2 bestimmt wird. Das
Ubergangsdipolmoment ist ein Maf fiir die Wechselwirkung des Molekiils mit elektromagnetischen Wellen
und bestimmt somit die Wahrscheinlichkeit fiir die Absorption oder Emission eines Photons. Ein starkes
Ubergangsdipolmoment resultiert in einer héheren Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang und somit
einer intensiveren Spektrallinie. Ein schwaches Ubergangsdipolmoment fiihrt umgekehrt zur Abnahme der
Intensitit. Beispielsweise verschwindet das Ubergangsdipolmoment fiir symmetrieverbotene Uberginge
und somit die entsprechenden Banden im Spektrum.

Das Ubergangsdipolmoment p,,,, ist iiber den Erwartungswert des Dipoloperators fi zwischen zwei
Zustanden m und n zuginglich. Fiir EOM-CC79,86,113,292,300,301 gi]¢

= (®o| L™e™" fre” R |®o) (2.252)
7

|®o
- Z“pq (O] L™e~ T afage” R™ |0) = Z“pquzn :
Pq Pq

Das Ubergangsdipolmoment ergibt sich folglich aus der Spur des Produkts der Dipolintegrale g (Gl. 2.43)
und der reduzierten Einteilchendichtematrix p.X! Da der dhnlichkeitstransformierte Hamiltonoperator H

beziehungsweise die Jacobimatrix A nicht hermitesch sind, ist die linke EOM-Wellenfunktion durch
1TA=E. 1" (2.253)

zu demselben Eigenwert Feyx. parametrisiert. Der Operator L stellt hierbei einen linearen »#Abregungsope-
rator” dar
L=Lo+Li+Lo+..+Ly=> lip}. (2.254)
I

Wahrend die Losung der rechten EOM-Gleichung ausreichend ist, um die Anregungsenergie zu bestimmen,
ist zur Berechnung des Erwartungswerts des Dipolmoments jedoch auch die Lésung der linken EOM-
Gleichung notig. Wiirde es sich um eine hermitesche Theorie handeln, so wéren die Eigenvektoren der

rechten und linken Eigenwertgleichung r und I hermitesch konjugiert zueinander. Anstelle dessen bilden

XIDa es sich bei abgebrochenen EOM/CC-Entwicklungen um nicht exakte Wellenfunktionen handelt, sind die CC-Amplituden
und die MO-Koeffizienten nicht stationir. Die Anderung dieser beziiglich der Stérung eines elektrischen Felds wird als
Amplituden-391-303 beziehungsweise Orbitalrelaxation309 bezeichnet und an dieser Stelle vernachlissigt.
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sie einen biorthogonalen Satz an Vektoren, welcher auf eins normiert werden kann

(Do L™ R™ @) = > 177 = b - (2.255)
I

Eine Folge der nicht-hermiteschen Theorie ist, dass im Allgemeinen das Ubergangsdipolmoment der

Absorption von dem Ubergangsdipolmoment der Emission verschieden ist. Es gilt

Pornn 7 By - (2.256)

Dies ist nicht physikalisch und wird durch eine ausgeglichene Definition des Betragsquadrats

2 .
[mn]” = Bonn  Bom (2.257)

berticksichtigt, sodass |an\2 = |unm|2 gilt.

Streng genommen werden ausschlieBlich Ubergangsdipolmomente erhalten, wenn m # n gilt. Stimmen
beide Zusténde iiberein (m = n), dann definiert Gleichung 2.252 das Dipolmoment des entsprechenden
angeregten Zustandes. Gilt des Weiteren m = n = 0, dann handelt es sich um den CC-Grundzustand.
In diesem Fall ist die CC-Grundzustandsgleichung die Losung des EOM-Eigenwertproblems. Somit ist
ro = 1 und alle weiteren Amplituden verschwinden, d.h. der Beitrag angeregter Determinanten zur

Grundzustandswellenfunktion ist Null. Das Dipolmoment des Grundzustands ist folglich durch

fhoo = <O‘ﬁ0ﬁ‘0> (2.258)

16,86,304,305

definiert. Der Vergleich mit den in der Literatur geldufigen A-Gleichungen zur Bestimmung

von Eigenschaften des Grundzustandes in der CC-Theorie
00 = {0 ’(1+A)ﬂ‘ 0) (2.259)

zeigt die Aquivalenz zu EOM mit L° = (1+A). EOM-CC stellt somit eine natiirliche Erweiterung der CC-

Theorie auf angeregte Zustdnde dar.

2.8.2. Magnetischer Zirkularer Dichroismus

Die Spektroskopie des magnetischen zirkularen Dichroismus (Magnetic Circular Dichroism, MCD) ist
eine Methode zur Messung des Absorptionsverhaltens von zirkular polarisiertem Licht unter dem Einfluss
eines externen Magnetfeldes. Dadurch kénnen Informationen {iber die magnetischen Eigenschaften und die
elektronische Struktur gewonnen werden. Wahrend der konventionelle zirkulare Dichroismus ausschlief3lich
fiir chirale Molekiile verwendet werden kann, ist MCD auch fiir nicht-chirale Molekiile einsetzbar.

In der MCD-Spektroskopie wird, wie Abbildung 2.10 schematisch zeigt, linear polarisiertes Licht durch eine
Probe gestrahlt, welche einem externen Magnetfeld parallel zur Ausbreitungsrichtung des Lichts ausgesetzt
ist. Beim Durchtritt verdndern sich die Polarisationseigenschaften und es tritt elliptisch polarisiertes
Licht, dessen Polarisationsebene relativ zum eintretenden Licht gekippt ist, aus. Die Anderung der
Polarisationseigenschaften erfolgt aufgrund der Differenz in der Brechung und Absorption zwischen rechts
und links zirkular polarisiertem Licht, aus der das linear polarisierte Licht aufgebaut ist. Der Grad der

Elliptizitat wird als Messsignal, dem magnetischen zirkularen Dichroismus, erhalten.
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Linear polarisiertes
Licht

Abb. (2.10): Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus eines MCD-Experiments und der gemessenen
Parameter. Die Polarisationseigenschaften des eintretenden linear polarisierten Lichts werden durch
die Wechselwirkung mit der Probe, welche unter dem Einfluss eines externen Magnetfeldes entlang
der Ausbreitungsrichtung steht, verandert. Gezeigt ist der Querschnitt des resultierenden elliptisch
polarisierten Lichts. Dieses ist um den Winkel ¢ aus der Polarisationsebene gekippt. Die Elliptizitat
wird durch das Verhéltnis zischen Neben- und Hauptachse beschrieben und ergibt sich als tanf = 3.

Die physikalischen Grundlagen der MCD-Spektroskopie wurden eingehend von Piepho und Schatz306

sowie Stephens®07:398 heschrieben. Das elektrische Feld E des eintretenden Lichtstrahls ist durch
E — Eoe’i(wtfklnz)fknlz (2260)

gegeben. Dieses Feld beschreibt eine ebene Wellengleichung der Amplitude Eq, welche sich mit der
Kreisfrequenz w = 27v innerhalb der Zeit ¢ und der Wellenzahl k,, entlang z ausbreitet. Die Wellenzahl ist

hierbei innerhalb eines Mediums mit dem Brechungsindex n als

2rvn

K (2.261)

C

definiert, um die verringerte Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium im Vergleich zur Lichtgeschwindig-
keit ¢ zu berticksichtigen. Zusétzlich wird durch Absorption innerhalb des Mediums die Amplitude des

elektrischen Feldes exponentiell geddmpft. Dies wird durch

2mvn/

s (2.262)

C

beschrieben und skaliert mit dem Extinktionskoeffizienten n’. Durch die Definition eines komplexen

Brechungsindex nach
fi=n—in (2.263)

kann die Wellengleichung 2.260 vereinfacht werden zu
E = Eye'@Wt—kaz) | (2.264)

Im Allgemeinen kann das eintretende linear polarisierte Licht durch die Uberlagerung von rechts- (+) und
linksdrehendem (-) Licht dargestellt werden

E= %(E+ +E.). (2.265)
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Die Amplitude E( enthilt sowohl die Polarisationseigenschaften als auch die Startamplitude Eg der Welle.
Fir die zirkular polarisierten Komponenten gilt

E.= E(:)tei(wt—kﬁz) 7
Ef = %(em +iey)Eo (2.266)
mit den Einheitsvektoren des kartesischen Raums e, und e,. Scheint nun linear polarisiertes Licht durch
eine optisch aktive Probe, dann werden die rechts- und linksdrehenden Komponenten unterschiedlich
stark gebrochen (ny # n_). Optische Aktivitat wird entweder durch chirale Substanzen oder alternativ
durch das Anlegen eines externen Magnetfeldes in Ausbreitungsrichtung erzeugt. Aufgrund der Zeeman-
Wechselwirkungen kann somit eine optische Aktivitat auch in nicht-chiralen Medien erzeugt werden. Als
Folge der unterschiedlichen Brechungsindices rotiert die Ebene der Polarisation des linear polarisierten
Lichts bei dem Durchtritt durch die Probe (vgl. Abb. 2.10). Dies beschreibt den Faraday-Effekt,3% wodurch
erstmals die Wechselwirkung zwischen Licht und Magnetfeld experimentell nachgewiesen werden konnte.
Der Winkel der Rotation ist gegeben durch das Verhéltnis der - und y-Komponente des elektrischen
Felds

¢ = arctan <_Ey) _ mvlAn

2.2
= (2.267)

c

und skaliert mit der Schwingungsfrequenz des Feldes v, der Lange der Probe [ und der Differenz der
Brechungsindices An =n_ +n. Tritt nun zusétzlich eine polarisationsabhéngige Absorption n/, auf, so
werden die links- und rechtsdrehenden Komponenten unterschiedlich stark absorbiert. Als Folge dessen
geht das resultierende elektrische Feld von einer linearen zu einer elliptischen Polarisation iiber. Der

Winkel wird nun durch eine komplexe Rotation nach

N _ TvlAR

b=o—it

5 (2.268)

beschrieben. Wie in Abbildung 2.10 gezeigt, entspricht 6 der Elliptizitit, die sich aus dem Verhéltnis
zwischen Haupt- und Nebenachse der Ellipse ergibt, welche durch den Vektor des elektrischen Felds
beschrieben wird. Anhand von Abbildung 2.11 sollen die auftretenden Polarisationsverdnderungen genauer
diskutiert werden. Weist ein Medium ausschliefilich eine Differenz der Brechungsindices n_ # n4 und
keine Absorption auf, dann rotiert nach dem Faraday-Effekt (Gl. 2.267) die Polarisationsebene des linear
polarisierten Lichts mit dem Winkel ¢ (links). Wird nun im Gegensatz dazu das Licht gar nicht gebrochen,
sondern ausschlielich mit n’_ # n'+ absorbiert, dann findet keine Rotation der Polarisationsebene statt.
Anstelle dessen wird eine Elliptizitat 6 induziert und im Extremfall, in dem eine zirkular polarisierte
Komponente vollsténdig absorbiert wird, verbleibt ausschliellich die zirkulare Polarisation der zweiten
Komponente (mittig). Sind sowohl die Brechungsindices n als auch die Extinktionskoeffizienten n’ verschie-
den, so wirken beide Effekte gleichzeitig, was zu einer rotierten und elliptischen Polarisierung fithrt (rechts).
Gleichung 2.268 beschreibt den Zusammenhang zwischen zirkularem Dichroismus € und der Differenz in
der Absorption zwischen rechts- und linksdrehendem Licht An’. Letztere soll nun in Zusammenhang mit
Molekiilgrofien gebracht werden. Die Abnahme des elektrischen Feldes {iber den Extinktionskoeffizienten ist
proportional zur Abnahme der Intensitit durch Absorption. Nach I oc | E|? findet sich der Zusammenhang
zwischen dem Extinktionskoeffizienten n’ und dem Absorptionskoeffizienten
4y

f=2ky = ——. (2.269)
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Abb. (2.11): Evolution des elektrischen Feldes fiir verschiedene Werte des komplexen Brechungsindex 7 =n —in’.
Dargestellt ist das elektrische Feld in der zy-Ebene. Die Farbe der Kurven beschreibt die Ausbreitung des
Feldes entlang der z-Koordinate. Links: Rotation der Polarisationsebene von linear polarisiertem Licht
(Faraday-Effekt). Mittig: Induktion einer Elliptizitdt in linear polarisiertes Licht durch unterschiedliche
Absorption der zirkular polarisierten Komponenten. Rechts: Gleichzeitiges Auftreten der Rotation der
Polarisationsebene und der Induktion der Elliptizitéat.

Die Differenz der Absorptionskoeffizienten Ax kann folglich als zentrale Gréfle der MCD-Spektroskopie

gesehen werden. Das Lambert-Beersche Gesetz
dI

verbindet den Verlust der Intensitéit I {iber den Absorptionskoeffizienten x mit der Lénge der Probe I.
Uber diese Relation kann der Absorptionskoeffizient x bestimmt werden
1dI
=—=—. 2.271
"TTTa (2.271)
Die Intensitat der eingehenden Strahlung wird beim Durchtritt durch die Probe durch Absorption einer
Substanz abgeschwécht und durch stimulierte Emission verstéarkt:

dI

— = in(NaPﬁj — N;Pucj)

! (2.272)
=Y (Na—Nj)Passj .
aj

Spontane Emission wird in diesem Bild vernachléssigt, da diese isotrop ist und einen vernachléssighbaren
Beitrag zur Intensitdt liefert. N, und N; geben jeweils die Anzahl an Molekiilen im Grundzustand
bzw. angeregtem Zustand an und P,_,; und P, ; beschreiben die Ubergangsraten der Absorption und
stimulierten Emission. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Ubergangsraten fiir beide Prozesse
identisch sind P,_,; = Py« ;. Der Absorptionskoeffizient ergibt sich somit zu

_hv

K= Z(Na —Nj)Possj . (2.273)
aj

Zur Bestimmung von x wird ein Ausdruck fiir die Intensitit I sowie die Ubergangsrate P,_,; benotigt.
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Die Intensitit der elektromagnetischen Welle kann iiber das Zeitmittel des Poynting-Vektors S ermittelt

werden

S =¢oc?(E x B)

(2.274)
=eoc E)?
und ergibt sich, mit der elektrischen Feldkonstante g, zu
1 2
I'=(8) = ;eocEol
B (2.275)
= f47T€0|E0|2 .
8

Die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs pro Zeiteinheit wird aus der zeitabhingigen Schrédingergleichung
unter Verwendung einer sich periodisch &ndernden Stérung in Form eines oszillierenden elektrischen Feldes
der eingehenden Strahlung erhalten. Im Einklang mit den Ergebnissen von Fermis Goldener Regel319:311

ergibt sich
2
7T A .
Pasj = 151 Bol* (al iy 3)* pa (v) (2.276)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist proportional zum Betragsquadrat des Ubergangsdipolmoments
(a| fty|7) und der Amplitude des elektrischen Feldes |Eg| sowie der Zustandsdichte pq;(v). Der Index
zeigt an, dass ein externes Magnetfeld in diese Raumrichtung anliegt. Das Ubergangsdipolmoment
begriindet die Auswahlregeln fiir die MCD-Banden von AMy, = +1, also einem ganzzahligem Unterschied
im Drehimpuls der involvierten Zustéande.

Zusatzlich muss berticksichtigt werden, dass das Feld am Molekiil durch das Lésungsmittel und die
chemische Umgebung abgeschirmt wird. Es kann ein Proportionalitétsfaktor a zwischen externem und

lokalem Feld definiert werden.

Bloe = afiexs, @ =" (2.277)
Insgesamt ergibt sich der Absorptionskoeffizient zu
83y 1 o? a9
= The dneg 7 2=WNa = Ni){aliy 7)7 pa; (v) (2.278)
aj

und somit gilt fiir die Differenz der Absorptionskoeffizienten von rechts- und linksdrehendem Licht

Ak =K_ —Ky

8m3va? 1 o o
 hen Z47T€0 (Na = N;) | {al iy 15)" = (al 27 15) }Paj(V)-
aj

(2.279)

Wird davon ausgegangen, dass das Molekiil sich zunéchst ausschlieBlich im Grundzustand |0) befindet und
in einen angeregten Zustand |j) tibergeht, so reduziert sich das Spektrum auf die Summe der Beitrige
aller angeregten Zustiande. Des Weiteren ist das Magnetfeld parallel zu der Ausbreitungsrichtung der
elektromagnetischen Strahlung, hier folglich entlang der z-Koordinatenachse orientiert. Hierbei sind die

in der Losung vorliegenden Molekiile generell isotrop verteilt. Um dies zu beriicksichtigen, wird eine
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Mittelung iiber alle Raumrichtungen durchgefiihrt. Zuséatzlich wird die Identitét
1 2 a2
=2 (Ital iy 19)* = [(al 2 15)[)
5

i . oA
=32 _cay {alfial)” (Gl g la)”
aBy

(2.280)

ausgenutzt, worin v erneut die Richtung des Magnetfeldes angibt. Die Summierung erfolgt tiber die
Raumkoordinaten x, y und z, wobei das Vorzeichen der einzelnen Permutationen durch das Element des
Levi-Civita-Symbols €,4- festgelegt wird. Fiir die Differenz des Absorptionskoeffizienten folgt

8m3va? 1 i
AKZTFVO[ 7

(Na — N;) 250467 (al fia ‘]>’Y (Jl % ‘a>7paj(y) : (2.281)

hen  4meg 3
aj aBy

Im Folgenden sollen einige in der Literatur geldufige Messgréfien der MCD-Spektren diskutiert werden.
Historisch gesehen, fanden die ersten MCD-Experimente unter der Verwendung von linear polarisiertem
Licht statt, welches durch einfache Polarisationsfilter generiert wurde. Die Rotation der Polarisationsebene
und die entstehende Elliptizitdt wurde gemessen. Dies begriindet die Verwendung der Elliptizitat 6,
beziehungsweise ihr auf die Messgrofien normiertes Analogon, der molaren Elliptizitat [O]y. Die Theorie
zeigt, dass die Induktion der Elliptizitdt aufgrund der unterschiedlichen Absorption der links und rechts
zirkular polarisierten Komponenten des linear polarisierten Lichts geschieht. Diese Grofle ist heute
direkt zugénglich, indem die Probe mit entsprechend zirkular polarisiertem Licht durchleuchtet wird
und die Differenz der Absorption AA, beziehungsweise die molare Grofle Ak, gemessen wird. Wie
schon in Gleichung 2.268 zu sehen, ist die (molare) Elliptizitdt mit der Absorption AA verkniipft. Der

Zusammenhang ist gegeben durch

AA
0= —""— (2.282)
4logyg(e)
mit der Definition der Absorption
1
AA = 7A/€10g10(e)
_ 2Nam3dllogig(e) 1 i~ Na ey (2.283)
= v4mogz N D Capy (alal3)7 (il Aigla) paj(v)
aj apfy
r
wobei im letzten Schritt der Zusammenhang der Konzentration mit der Avogadro-Konstante Na
Na—Nj_Na—Nj _3~Na _3
7 =% Np-107° = N Nj -10 (2.284)

unter der Annahme, dass sich kein Molekiil im elektronisch angeregtem Zustand befindet (N; =~ 0),

ausgenutzt wurde. Die molare Elliptizitit [©]y in °Lmol *m~1G™*
[O]m = — -10% - —— (2.285)

beschreibt die komplexe Rotation in Grad unabhéngig von den experimentellen Parametern d, [ und B,

mol

welche jeweils der Konzentration der Lésung in If’l, der Pfadlénge durch die Probe in cm und der Stérke
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des Magnetfeldes in Gauss (G) entsprechen. In atomaren Einheiten ergibt sie sich zu

Ol =Tw) %R@ f(w,waj) - (2.286)
aj

An dieser Stelle entspricht w der Energie eines Photons in atomaren Einheiten und die Zustandsdichte

wird durch das Linienprofil f(w,wq;) gendhert, welche die Form der Spektrallinie modelliert. Hierbei kann

entweder eine Gauf- oder Lorentz-Funktion gewihlt werden:137:152

*(w_jaj) o 1
= 2.2
oder f(w,waj) @ —wa )7+ 0? (2.287)

flw,waj) = ﬁe

Die Linienbreite wird durch den Parameter o festgelegt. Des Weiteren ist die MCD-Stérke durch

I (alpa|d)Y (il g la)”
0 = Eafy (2.288)
47‘(‘60 3[1,]3 By B7
definiert. Sind w und R in atomaren Einheiten, dann ergibt sich der Vorfaktor zu
B 36 QJV’ 2.3
£ 36m*Noa®agup (2.289)
hen

um die korrekten Einheiten von [O]y (°Lmol 'm~'G™1) zu erhalten.'38:149:306 An dieser Stelle ist
besonders zu beachten, dass der Faktor im Bohrschen Radius a% durch die Umwandlung von R in SI-

2 2
€ ag 1 _ 31 3 . .
7, =] = lag] =m°. Die Losung der

Einheiten auftritt, denn die Einheiten bestimmen sich zu [R] = |
Gleichung 2.288 kann entweder durch eine direkte Berechnung in einem magnetischen Feld'37139:312 oder

141-152

eine storungstheoretische Behandlung erfolgen.

2.8.2.1. Storungstheoretische Beschreibung des magnetischen zirkularen Dichroismus

Der stérungstheoretische Ansatz separiert den Hamiltonoperator
H=Hy+H (2.290)

mit dem elektronischen Hamiltonoperator Hy und einem Operator H' , welcher die Stérung beschreibt. In

H’ werden lediglich lineare Terme im Magnetfeld
H' =By, mit 1, = L, 428, (2.291)

berticksichtigt. Der Index v beschreibt hierbei die Ausrichtung des Magnetfelds. Der diamagnetische Term
ist quadratisch im Magnetfeld und trégt, wenn B sehr klein ist, nicht bei und kann daher vernachlassigt
werden. Fiir geschlossenschalige Singulett-Zustéande liefert ausschliellich der Orbital-Zeeman-Term einen
Beitrag.

In der Stérungstheorie wird Gleichung 2.286 in einer Taylorreihe um ein Magnetfeld der Starke B, =0

entwickelt
9[0]m

(Ol ~ [Glu By=0 + 0By 1By=0

B,+0O(B?) (2.292)
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>

A B C

Abb. (2.12): Schematische Darstellung der Beitrage der Faraday-Terme. Rechtsdrehendes und linksdrehendes Licht
ist in Blau und Rot dargestellt.

und nach dem Term 1. Ordnung abgebrochen.'9151 Hierbei verschwindet der Term 0. Ordnung, da
ohne externes Magnetfeld die Absorption von rechts- und linksdrehendem Licht identisch ist. Es gibt drei
GroBen, die auf die externe Storung des Magnetfeldes reagieren. Die Anregungsenergien, die Ubergangsdi-

polmomente und die Besetzungszahl. Fiir die Taylor-Entwicklung folgt

O0f(w,waj) = Ng ORajBy ON, 1
MNFLUZ[ “Ra;By 637J + aé L f (w,waj) + B, Ra]Byf(wwaj)]. (2.293)

Auswertung der Ableitungen fiihrt zur Grundgleichung des storungstheoretischen Ansatzes
Of (w,w Caj
Oy = Tw Z [ fi‘”) + Baj f(w,waj) + Mf(wywaj)] (2.294)
N Owa;j B

mit den Faraday-Termen A, B und C (vgl. Abb. 2.12). Zur Auswertung des ersten Terms wird die Ableitung

des Linienprofils benotigt, welche sich aus der Kettenregel zu

Of (w,wa;) _ Of (w,wa;) Owq
0B Owa; OB,

Of (w,waj)

8waj

= s ({1 1) — (al i [a)) (2.295)

ergibt. Die Anderung der Anregungsenergie mit dem Magnetfeld ‘” ist iiber die Differenz der magne-
tischen Momente der jeweiligen Zustdnde gegeben. Folglich kann der erste Faraday-Term A definiert

werden:

Aoy i=p ({17 1) = {al iy |a) ) R; B,

i a3 Gl s 1 A (2.296)
— s D Cas (alfali) Gl g o) (Gl 15) ~ fal g )
0 afy
Der B-Term ergibt sich nach
IRa; By 9{alfialj) (il fipla)
a . 2.2
= 9B, 47T €0 3MB Z 0B, (2.297)

afy

Schlielich wird zur Bestimmung des C-Terms die Anderung der Besetzungszahl N, mit dem Magnetfeld
bendtigt. Ein entarteter Grundzustand wird durch die paramagnetischen Beitrdge des Magnetfeldes aufge-
spalten. Die einzelnen Energieniveaus sind folglich besetzt, sofern die Aufspaltung durch das Magnetfeld
im Vergleich zur kinetischen Energie (kgT') klein ist. Die Besetzungszahl ist iber die Boltzmann-Statistik
mit der Energie des Zustandes F, und dem Produkt aus Boltzmann-Konstante kg und Temperatur T’

verbunden

Ny=e¢ FT (2.298)
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4 S _— =6
N

B — =

=3 = , , g — =4
Js:1 Js:2 Js:3 j 3

=2 —_— =2
=1 —_— —_— =1

Abb. (2.13): Schematische Darstellung der Nummerierung der entarteten Zusténde.

Eine Anderung der Besetzung in Abhingigkeit von der Stirke des Magnetfeldes ergibt sich zu

ONa ON,0E, N,
0B, ~ 0E, 0B, Pkl

(a] iy |a) (2.299)

und somit gilt

1 4

Caj := —pm a1y [0) Raj By = = =3

> capy (al fra|5) (il 13 ) (al iy |a) - (2.300)
aBy

Der C-Term beschreibt also die Anregung aus einem entarteten Grundzustand. Die Beitrdge der einzelnen
entarteten Niveaus zu dem MCD-Spektrum sind iiber die Besetzungszahlen mit der Temperatur verkniipft.
Findet jedoch die Anregung aus einem nicht-entarteten Grundzustand statt, dann verschwindet der

C-Term. In diesem Fall befinden sich alle Molekiile im elektronischem Grundzustand N, ~ N und die

Besetzungszahl ist konstant beziiglich einer Anderung des Magnetfeldes %]\é“ = 0. Der A-Term tritt
wiederum ausschliellich bei der Anregung in einen entarteten Zustand auf und verschwindet in allen
anderen Féllen. Der B-Term tragt in allen Féllen bei und beschreibt die Mischung der angeregten Zusténde
unter dem Einfluss des Magnetfelds. Abbildung 2.12 fasst die Beitrdge der Faraday-Terme schematisch

zusamimen.

Wenn ein nicht-entarteter Singulett-Grundzustand vorliegt, dann vereinfacht sich die Gleichung 2.294 zu:

- Of (w,wp;
[O]m ~ sz Aoj% + Boj f(w,woj) | , (2.301)
. ¥
J
1 3 O A
Agj = Ineo3 Zf‘:aﬁ'y Z (O frc gs) (G| Ly 13s) {ds| 1 10) (2:302)
By Js
1 9(0] fra|5) (41 f110)
By — — o , 2.303
0J 4’/’(‘60 SNB ozﬁ'yg By (9B~Y ( )
Coj =0. (2.304)

Da A ausschliellich Beitridge fiir entartete Orbitale enthélt, wurde die Summe iiber alle Zustédnde j in
ein anderes Bild tberfiihrt, indem nun j {iber die Zustdnde und js iiber deren entarteten Komponenten
summiert. Zur Veranschaulichung der Summation ist die Nummerierung in Abbildung 2.13 dargestellt.
Uber den Vergleich von Gleichung 2.286 und 2.294 wird ersichtlich, dass der stérungstheoretische Ansatz
dquivalent zum Ansatz in einem endlichen Feld ist, solange die Stérung klein ist. Typische Magnetfeldstarken
von MCD-Experimenten betragen 1T bis 10 T und somit ungefihr 1-107° By, womit dieses Kriterium
erfiillt wird. Folglich kann davon ausgegangen werden, dass ausschliellich lineare Zeeman-Effekte einen

Beitrag haben und die quadratischen Terme vernachléssigbar sind.
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3. Technische Implementierung und

Validierung

Ziel dieser Arbeit ist es, hochgenaue Berechnungen in starken Magnetfeldern effizienter zu machen, sodass
eine routineméfige Anwendung von CC-Methoden fiir mehr als nur die kleinsten Molekiile beziehungsweise
Basissétze moglich wird. Dies ist insbesondere im Hinblick auf einen effizienten quantenmechanische
Berechnung beispielsweise fiir Anwendungen in der Astrophysik erforderlich. Hierbei limitieren bisher vor
allem ein prohibitiv groBer Speicheraufwand und lange Rechenzeiten die Anwendungsméglichkeiten.
Abbildung 3.1 zeigt eine Zusammenfassung iiber die Entwicklungen dieser Arbeit, welche die Limitationen
vermindern und somit das Anwendungsgebiet der fi-Methoden vergréfern. An dieser Stelle wird zwischen
algorithmischen und technischen Entwicklungen unterschieden. Der Kernpunkt der algorithmischen Ent-
wicklung stellt die Implementierung der Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegrale iiber London-
Orbitale im Integralprogramm mint?3° des Programmpakets CrOUR?4%:241 dar. Diese wurde, wie in
Abschnitt 3.1.1 bis 3.1.3 vorgestellt, in verschiedenen Varianten implementiert, u.a. als Ein-Schritt- und
Zwei-Schritt-Algorithmus. Hierzu sind jedoch, auf technischer Seite, eine effiziente Integralberechnung
durch numerisch stabile Algorithmen zur Auswertung der Boys-Funktion und ein effizientes Screening
notwendig, welche im Abschnitt 3.2 behandelt werden.

Waéhrend CrOUR die Integrale bzw. Cholesky-Vektoren und die Losung der HF-Gleichungen héndelt,
ermoglicht ein Interface zu QCUMBRES?237:313 die auf diese Weise ermittelten Cholesky-Vektoren in quan-
tenchemischen post-HF-Berechnungen zu verwenden. (QCUMBRE ist ein quantenchemisches Programmpaket
zur genauen Behandlung der Elektronenkorrelation von Atomen und Molekiilen in endlichen Magnetfeldern
mithilfe von CC-Methoden sowie der Behandlung angeregter Zustdnde mittels verschiedener EOM-CC-
Varianten. Die Implementierung der fi-(EOM)-CD-CC-Gleichungen innerhalb von QCUMBRE wird in
Kapitel 3.3 erldutert. Neben den Cholesky-Entwicklungen wurden weitere technische und algorithmische
Anderungen in QCUMBRE eingefiihrt, darunter die Ausnutzung der Permutationssymmetrie der antisym-
metrisierten Zweielektronenintegrale und CC-Amplituden (Abs. 3.4), Algorithmen zur Beschleunigung der
Konvergenz der CC-Gleichungen (Abs. 3.3.4) sowie eine OMP- und MPI-Parallelisierung (Abs. 3.3.5).

Algorithmische Entwicklungen Technische Entwicklungen
K Cholesky-Zerlegung \ / \ =
1. Ein-Schritt-Algorithmus » Effiziente Integralevaluation ( )
2. Zwei-Schritt-Algorithmus 1. Hilfs-Boys-Funktion
3. Symmetrisierte Vektoren 2. Integralscreening ( )
* ff-CD-CC-Methoden * Antisymmetrie und Tensor-Packung U
* CC Konvergenz Beschleunigung * Parallelisierung mittels OMP und MPI
1. Subiterationen & Riickkopplung der i )
Amplitud * Single-Precision-Impl ti
mplituden ingle-Precision-Implementierung g

\2. Approximative Jacobimatrizen / \ /

Abb. (8.1): Uberblick iiber die algorithmischen und technischen Entwicklungen dieser Arbeit. Die Implementierungen
wurden in den Programmpaketen QCUMBRE®® (Logo links) und Crour?4%:241 (Logo rechts) durchgefiihrt.
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Abb. (3.2): FlieBschema des Mainzer Integralprogramms (mint) das in CFOUR implementiert ist.
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3.1. Cholesky-Zerlegung

Die Implementierung der Cholesky-Zerlegung wird zunichst anhand des Ein-Schritt-Algorithmus in
Abschnitt 3.1.1 behandelt. An dieser Stelle wird zuerst der pivoting-Algorithmus als einfachste Variante zur
Bestimmung der Cholesky-Vektoren diskutiert. Mit dem partial-pivoting-Algorithmus werden anschlieffend
Modifikationen eingefiihrt, welche sich aufgrund der Schalenstruktur der Integrale ergeben. Die Aquivalenz
zwischen CD und RI/DF bildet in Abschnitt 2.3.3 die Basis fiir den effizienteren Zwei-Schritt-Algorithmus.
Sowohl der Ein-Schritt- als auch der Zwei-Schritt-Algorithmus brechen jedoch die Permutationssymmetrie
der Cholesky-Vektoren (Gl. 2.113). Um die Permutationssymmetrie zu erhalten, miissen die konjugierten
Paare der Produktdichten gleichrangig behandelt werden. Der modifizierte Ein-Schritt-Algorithmus nutzt

dazu eine symmetrische Orthogonalisierung und wird in Abschnitt 3.1.3 diskutiert.

Tab. (3.1): Liste der CFOUR -Schliisselworter zur Kontrolle der Funktionsweise der Cholesky-Zerlegung.

Schliisselwort Optionen Standardwert Funktion

ON Ein- und Ausschalten der Cho-
CHOLESKY OFF OFF lesky-Zerlegung

Abbruchkriterium der Choles-

TOL_CHOLESKY =4
OL_CHOLES 0 0 ky-Zerlegung 10~°
OLD Ein-Schritt-Zerlegung
CHOL_ALGORITHM TWOSTEP OLD Zwei-Schritt-Zerlegung
SYMCV Symmetrische Zerlegung

Abbildung 3.2 zeigt ein FlieBschema der Programmstruktur des Moduls mint des Programmpakets CFOUR.
Basierend auf den Schliisselwortern der Tabelle 3.1 kann die Funktionsweise des Integralprogramms kon-
trolliert werden. Wird die Zerlegung der Integrale angefordert (CHOLESKY), dann kann zwischen den drei
verschiedenen Algorithmen (CHOL_ALGORITHM) zur Bestimmung der Cholesky-Vektoren gewidhlt werden.
Die Genauigkeit der Zerlegung kann tiber die Wahl des Cholesky-Parameters § (TOL_CHOLESKY) dem
Problem entsprechend angepasst werden. Zuséatzlich zur Cholesky-Zerlegung der Elektronenabstoffungs-
integrale kann mit dem Zwei-Schritt-Algorithmus die Zerlegung der geometrischen Ableitungsintegrale
erfolgen.

Die Cholesky-Algorithmen bendétigen in jeder Iteration jeweils einen Satz an Integralblocken der vollstéan-
digen Integralmatrix. Diese sind tiber den Aufruf der kanonischen Algorithmen der Integralberechnung
zugénglich. Innerhalb von CFOUR wurde die Implementierung der Zweielektronenintegrale sowie deren
geometrischen Ableitungen jeweils von Gauss et al.?3? und Oswald et al.?38 realisiert. Modifikationen
dieser Implementierungen, welche von dem Autor dieser Arbeit eingefithrt wurden, werden in Abschnitt 3.2
behandelt.

Der Riickgabewert des Integralprogramms umfasst die Cholesky-Vektoren und wahlweise den geometri-
schen Energiegradient. In dem Kontext dieser Arbeit werden die Cholesky-Vektoren in ff-(EOM)-CD-CC-

Rechnungen weiterverwendet, welche Gegenstand des Abschnitts 3.3 sind.
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Bestimme Diagonalelemente

D7, = (uwlvp)

J=1

A 4

Bestimme maximales Diagonalelement

Ja
» Ende
Berechne Integralsatz
(7v|op)
A 4
Suche maximales Diagonalelement
J <
ILLVmaX
Ja

J=J+1

Berechne Cholesky-Vektor mit den Elementen

KLK*

1
I O-p‘lj’y Z Luu op
\/ Dilw

A 4

J _
L;,=

Aktualisiere Diagonalelemente

J+1 _ nJ J 7 Jx
D, =D, —L,,L,,

Abb. (3.3): FlieBschema des partial-pivoting-Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegralmatrix.
Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis aus Referenz 206 entnommen und modifiziert.
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3.1. Cholesky-Zerlegung

3.1.1. Ein-Schritt-Algorithmus

Die einfachste Art der Cholesky-Zerlegung erfolgt in einem Ein-Schritt-Verfahren, einem pivoting-
Algorithmus.?® Hierbei wird zunéchst das maximale Diagonalelement als Pivotelement der Zerlegung
festgelegt. Dieses definiert ein Indexpaar J — |uv). Mithilfe der zugehorigen Integralspalte (uv|op) kann
nach Gleichung 2.103 der Cholesky-Vektor konstruiert werden. AnschlieBend wird die Diagonale der Zwei-
elektronenintegralmatrix D,{V mit den Beitrdgen der zuvor bestimmten Vektoren nach Gleichung 2.104
aktualisiert und das nichste Pivotelement gesucht. Die Zerlegung wird beendet, sobald alle verbleibenden

Diagonalelemente kleiner als das gewédhlte Abbruchkriterium sind.

In géngigen Integralprogrammen werden die Zweielektronenintegrale jedoch in Schalen berechnet (vgl.
Abb. 2.4). Eine Schale sammelt mehrere Basisfunktionen mit gleichem Drehimpuls und Zentrum. Die
Basisfunkionen einer Schale haben somit dieselben Zwischengrofien, welche bei der Berechnung der Integrale
wiederverwendet werden kdnnen. Der Integralalgorithmus von CFOUR folgt auf diese Weise dem General-
Contraction-Schema.

Fiir die Cholesky-Zerlegung bedeutet dies, dass das néchstgréflere Pivotelement nicht zwangslaufig
innerhalb der Schale des vorherigen Pivotelements liegt und ein neuer Integralblock berechnet werden
miisste. Anstelle dessen bietet es sich an, zunéchst alle Elemente des gerade bestimmten Blocks innerhalb
einer Mikroiteration zu zerlegen, um ungiinstige Mehrfachberechnungen dieser Integralblécke zu vermeiden.
Dies geschieht im partial-pivoting-Algorithmus®#1%3 (Abb. 3.3). Die erstmalige Implementierung dieses
Algorithmus zur Zerlegung der Integrale iiber London-Orbitale erfolgte wihrend der Masterarbeit?96 des
Autors und wurde in Referenz 106 publiziert.

Idealerweise wiirde auf diese Weise der vollstdndige Integralsatz fiir ein gegebenes Schalenquadrupel zerlegt
werden. Dabei treten jedoch numerische Instabilitdten auf, weshalb ein milderes Konvergenzkriterium
7o > 7 fiir die Mikroiteration eingefithrt wird, um nur eine Teilmenge zu zerlegen. Koch et al.%4 schlagen
hierfiir die Wahl von o = Dl{l’max /1000 vor.

Bei Integralen iiber London-Orbitale kann ein zusétzlicher Schritt eingebaut werden, um mehrfache
Integralberechnungen zu vermeiden. Hierbei wird vor dem Verwerfen des Integralsatzes (uv|op) gepriift,
ob der Integralsatz des konjugierten Indexpaars J' — |vu) einen potentiellen Beitrag liefert. Im Falle
dessen wird |vu) als nichstes Pivotelement gewéhlt und der korrespondierende Integralsatz kann nach
der Permutationssymmetrie (vu|po) = (uv|op)* wiederverwendet werden. Das Indexpaar |vu) ist hierbei
nicht zwangsliufig das maximale Diagonalelement und wird diesem nur dann vorgezogen, wenn D u > T2

gilt, um analog zu den Argumenten der Mikroiteration numerische Probleme zu vermeiden.

3.1.2. Zwei-Schritt-Verfahren der Cholesky-Zerlegung

Fine effizientere Variante, die Cholesky-Vektoren zu bestimmen, findet sich im Zwei-Schritt-Verfahren.
Der erste Schritt des Zwei-Schritt-Verfahrens stellt die Bestimmung der Cholesky-Basis |h) dar. Dies
erfolgt in einem modifizierten Schema analog zu dem Ein-Schritt-Algorithmus in Abbildung 3.3, ohne die
vollstédndigen Cholesky-Vektoren zu berechnen. In einem zweiten Schritt werden daraufhin die Cholesky-

Vektoren nach Gleichung 3.6 bestimmt.

Die Bestimmung der Cholesky-Basis verlduft iiber den Algorithmus, welcher im Flieschema der Abbil-
dung 3.4 dargestellt ist. Hierbei wird zunéchst die initiale Diagonale der Zweielektronenintegrale (uv|vu)

berechnet. Mithilfe dieser werden in einer Liste P alle potentiellen Pivotelemente gesammelt. Diese
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Abb. (3.4): FlieBschema des Zwei-Schritt-Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegralmatrix.
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entsprechen den pv-Paaren, deren Diagonalelement grofier als die gewdhlte Cholesky-Schranke 7 ist. Alle
anderen Paare kénnen nie als Pivotelement gewéhlt werden und sind somit fiir die Bestimmung der
Cholesky-Basis nicht relevant. Sofern die P-Liste nicht leer ist, wird fir eine Untermenge Q an qualifi-
zierten Pivotelementen die darauf folgende Mikroiterationsschleife erstellt. Die Q-Liste enthélt hierbei
alle pv-Paare, deren Diagonalelemente groflier als das Produkt von Spannfaktor ¢ und dem maximalen

Diagonalelement D7 ist. Der Spannfaktor wird iiblicherweise auf einen Wert von o = 10~2 festgelegt.'03

max
Daraufhin werden fiir die Elemente pv innerhalb der Q-Liste die entsprechenden Integralspalten (op|uv)

berechnet und mithilfe der Beitrédge der zuvor bestimmten Cholesky-Vektoren aktualisiert

(opluv) = (oplpr) = > LI, L. (3.1)
JenB

Fir das Aktualisieren der Integralspalten wird folglich ausschliellich die Berechnung der Integrale
(uvlop) mit pre Q,opeP (3.2)

bendtigt. Anstelle dessen wird jedoch die vierfache Permutationssymmetrie ausgenutzt und der Satz an

Integralen

(nvlop) = (vpulpo)™ = (opluv) = (polvp)* mit  pv,opeP (3.3)

berechnet und abgespeichert. Ist eines der Indexpaare vu, op oder po zu einem spéateren Zeitpunkt ein
qualifiziertes Element und somit Teil der Q-Liste, dann muss dieser Integralblock nicht erneut berechnet
werden. Des Weiteren muss beachtet werden, dass die Integrale in Blocken entsprechend der Schalenstruktur
der Basisfunktionen berechnet werden. Ist beispielsweise fiir ein gegebenes Schalenquadrupel nur ein
Indexpaar ein Teil der Cholesky-Basis (im Folgenden aktiv genannt), dann wird dennoch der vollstindige
Satz an Integralen berechnet. Im Extremfall, in dem in jedem Schalenquadrupel mindestens ein aktiver
Index vorliegt, muss folglich die gesamte Zweielektronenintegralmatrix berechnet werden. Auch wenn diese
nicht vollstdndig im Speicher gehalten werden muss, ist es essentiell, dass Integrale, welche keinen Beitrag
liefern, entfernt werden, um eine effiziente Integralberechnung zu gewéhrleisten. Im Ein-Schritt-Algorithmus
besteht vor der Berechnung der Integrale keine Moglichkeit zur Vorhersage, ob ein Indexpaar uv als
Pivotelement identifiziert und der Cholesky-Basis hinzugefiigt wird. Im Zwei-Schritt-Algorithmus kénnen
jedoch alle Integrale verworfen werden, deren Produktdichten keinen aktiven Indices zuzuordnen sind.!
Dies entspricht folglich allen Elementen aufierhalb der P-Liste.'!

Im weiteren Verlauf des Algorithmus wird, sofern die Q-Liste nicht leer ist, im néchsten Schritt die
Mikroiterationsschleife durchlaufen. Im Folgenden wird zwischen der B- und C-Liste entschieden. Die B-
Liste sammelt die Indices der Cholesky-Basis. In der ersten Iteration ist die B-Liste leer und wird mit jeder
Makroiteration sukzessive gefiillt. Die C-Liste hingegen sammelt ausschlieffilich die Indices der Cholesky-
Basis innerhalb eines Blocks an Mikroiterationen. Im Laufe der Mikroiterationsschleife wird fiir jedes
Element der Q-Liste der entsprechende Cholesky-Vektor nach

KeC

1 *
Lgp == [ (op| pv)— Z LK LK (3.4)
\/ D

ITn der Praxis wird die Berechnung aller Paare an primitiven Funktionen ausgelassen, welche keinen Beitrag zu einem aktiven
Indexpaar aufweisen.
ITm Falle achtfacher Permutationssymmetrie ist das Verwerfen der Elemente auBerhalb der Q-Liste méoglich.
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3.1. Cholesky-Zerlegung

bestimmt. Anschliefend wird die Diagonale mit den Beitridgen der innerhalb der Mikroiterationen be-
stimmten Vektoren (Elemente der C-Liste) aktualisiert

DIt =Dd, — L7 L. (3.5)
Zum Schluss wird das entsprechende Element aus der OQ-Liste entfernt und der C-Liste hinzugefiigt.
Sobald keine weiteren qualifizierten Elemente mehr vorliegen und somit die Q-Liste leer ist, wird die
Mikroiterationsschleife verlassen. Alle Elemente innerhalb der C-Liste werden 5 hinzugefiigt und C wird
geleert. Daraufhin startet der néchste Schritt der Makroiteration mit der erneuten Bestimmung der
potentiellen Pivotelemente anhand der nun aktualisierten Diagonalen Diu
Der wesentliche Unterschied, aber auch Vorteil dieser Methode gegeniiber dem Ein-Schritt-Algorithmus,
) g uv € Q

und op € P berechnet werden muss, um die Cholesky-Basis zu bestimmen. Im Verlauf des Algorithmus

besteht darin, dass lediglich ein Teil der Integrale (op|ur) beziehungsweise Vektoren Lgp

wird die Anzahl an relevanten Elementen innerhalb der P- und Q-Listen kleiner, wodurch auch der
Speicherbedarf der Integrale und Vektoren drastisch sinkt. Auflerdem sinkt gleichermaflen die Anzahl
der aktiven Indices, wodurch das zugrundeliegende Screening zunehmend effizienter wird. Zudem kann
durch geschickte Buchhaltung der schon berechneten Integrale eine wiederholte Berechnung verhindert

werden.104

Wurde nun die Cholesky-Basis innerhalb des ersten Schritts bestimmt, dann kénnen, wie in Abbildung 3.2

zu sehen, entweder die Cholesky-Vektoren nach

L, = (wlhg) (M 1)k, (3.6)
K

konstruiert werden, oder es konnen alternativ - ebenfalls unter Verwendung der Cholesky-Basis der

ungestorten Vektoren |hg) - die transformierten Cholesky-Vektoren

ZE, = "(hilhp) ™ (hplpy) =Y (uvlhe) (holhg) ™ (3.7)
L L

berechnet werden, welche fiir die CD-Darstellung der geometrischen Ableitungsintegrale in Gleichung 2.171
benétigt werden. Mithilfe dieser kann wiederum der Aufbau des geometrischen HF-Gradienten nach
Gleichung 2.186 und 2.189 erfolgen. Fiir den Aufbau des Gradienten werden die Ableitungsintegrale mit

effektiven Dichtematrizen kontrahiert

dEyr d(hg |UP
T }:}: Ty PK. (3.8)

Der Term kann als nicht-orthogonaler Cholesky-Vektor der Ableitungsintegrale aufgefasst

d(hilop)
ARy,
werden und entspricht einer Teilmenge der vollen Ableitungsintegrale. Auch wenn diese Gréfle mit
12NcuN? deutlich kleiner ist als die volle Ableitungsintegralmatrix mit 12N4, ist sie dennoch mit einem
wesentlichen Speicheraufwand verbunden. Um dies zu umgehen, wird ein integral-direkter Algorithmus zur
Bestimmung des Gradienten verwendet.5?:72,73:181-183,314,315 Riiy ein Schalenquadrupel wird ein Satz an
Ableitungsintegralen berechnet, der Beitrag zu dem Gradienten bestimmt und anschlieffend vor Berechnung
des néchsten Satzes verworfen. Hierbei kann analog zu den Zweielektronenintegralen ein Screening der
inaktiven Produktdichten angewendet werden, sodass ausschliellich die Integrale berechnet werden, welche

den Elementen innerhalb der Cholesky-Basis (B-Liste) entsprechen. Dies ermoglicht es, die Berechnung
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3.1. Cholesky-Zerlegung

nicht bendétigter Ableitungsintegrale iiber die im ersten Schritt bestimmte Cholesky-Basis zu umgehen.
Zusétzlich kann
PE & Dy Do) (3.9)

ausgenutzt werden, um Beitriage zu entfernen, in denen die Dichtematrix verschwindet.!®17183 Die Werte
der Elemente der Dichtematrix fallen dabei exponentiell mit dem Abstand der Zentren der Basisfunkionen
ab. Der Abfall erfolgt jedoch lediglich mit einem kleinen Vorfaktor, sodass ein Screening der Dichte

ausschlieBlich fiir ausgedehnte Systeme lohnenswert ist.3'6

3.1.3. Symmetrisierte Cholesky-Vektoren

Die Ausnutzung der Permutationssymmetrie der Integrale ist von essentieller Bedeutung, da dies fiir Inte-
grale liber GIAOs eine vierfach geringere Speicheranforderung bedeutet. Dasselbe gilt im Prinzip auch fiir
die Cholesky-Vektoren. Die Beriicksichtigung der Permutationssymmetrie innerhalb der Implementierung
kann durch Herabsetzung der speichertechnischen Limitationen die Anwendungsgebiete potentiell deutlich
vergroBern. Die Permutationssymmetrie der Cholesky-Vektoren Lil, =L/ > welche fiir reelle Cholesky-
Vektoren der Integrale iiber Gaufl-Funktionen existiert, ist im Magnetfeld aufgehoben. Jedoch suggeriert

(wvlop) =Y L, L
J

s (3.10)
=2 _Luilia,
J

dass die Cholesky-Vektoren eine modifizierte Symmetrie aufweisen. Aus der Permutationssymmetrie folgt,

dass die Symmetrierelation
Lg;)““’) — LZUHIV#)* (311)

gilt, wobei J der Produktdichte |pr) und J’ der konjugierten Produktdichte |vu) zugeordnet wird. Tm
Folgenden wird diese Schreibweise verwendet, ohne die explizite Zuordnung zum Indexpaar zu zeigen. Die
Zerlegung im Ein- oder Zwei-Schritt-Verfahren aus Abschnitt 3.1.1 und 3.1.2 liefert Vektoren, welche eine
solche Permutationssymmetrie nicht aufweisen. Das folgt daraus, dass die konjugierten Produktdichten
durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung nicht gleichrangig behandelt werden.!™! Um eine gleichrangige
Behandlung zu gewéhrleisten, wird alternativ eine symmetrische Orthogonalisierung der Produktdichten
gewéhlt. Zum Erhalt der Permutationssymmetrie miissen folglich die Bestimmungsgleichungen der Cholesky-
Vektoren modifiziert werden. Die Einfiihrung dieses symmetrischen Ansatzes erfolgte im Rahmen der
vorliegenden Arbeit in Referenz 107 und wird im Folgenden vorgestellt. Das entsprechende Flieflschema
ist vereinfacht!V in Abbildung 3.5 dargestellt.

Zunichst verlduft der Algorithmus analog zum Ein-Schritt-Verfahren. Hierbei wird das maximale Element
der Diagonale als Pivotelement bestimmt und die zugehorige Integralspalte berechnet. Die Integralspalte
wird anschlieend durch die Beitrdge der vorher bestimmten Vektoren nach Gleichung 2.105 aktualisiert.
Dieser Schritt entspricht einer partiellen Gram-Schmidt-Orthogonalisierung beziiglich des Raums, welcher
durch die Vektoren aufgespannt wird. Im Gegensatz zum Ein-Schritt-Verfahren wird nun im néchsten

Schritt zwischen reellen und komplexen Produktdichten |ur) unterschieden. Fiir reelle Produktdichten

Ist die erste gefundene Produktdichte |uv) mit dem assoziierten Diagonalelement (uv|vu), dann hétte, aufgrund der
Aquivalenz der Diagonaleintrige, gleichermafien die Produktdichte |vu) mit (vu|uv) als Pivotelement gewihlt werden
kénnen. Wird nun der Cholesky-Vektor beziiglich J — |uv) gebildet und die Diagonale aktualisiert, dann wird im

Allgemeinen die Aquivalenz der aktualisierten Diagonalelemente aufgehoben. Es gilt (uv|vu) # (vp|uv).
IVDie tatséchliche Implementierung folgt einem partial-pivoting-Algorithmus.
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Abb. (3.5): FlieBschema zur Bestimmung symmetrisierter Cholesky-Vektoren der Zweielektronenintegralmatrix iiber
London-Orbitale.
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gilt fiir den entsprechenden Integralsatz eine achtfache Permutationssymmetrie, wihrend fiir komplexe
Produktdichten weiterhin eine vierfache Permutationssymmetrie vorliegt. Reelle Produktdichten treten

folglich auf, wenn die Identitét

(uv|vp) = (pv|uv) <1071 (3.12)
erfiillt ist. Dies kann, auch wenn im Magnetfeld im Allgemeinen eine vierfache Permutationssymmetrie
gilt, aus numerischen Griinden oder auch aus Symmetriegriinden auftreten. Hierbei ist beispielsweise die
Differenz exakt null, wenn beide Basisfunktionen w, und w, am selben Kern zentriert sind, da sich in

diesem Fall die magnetfeldabhédngigen Phasenfaktoren der London-Orbitale aufheben:
|uv) = e%BX(R“_R”)‘rXHXV eR fir R,=R,. (3.13)

Ebenfalls verschwindet die Differenz, wenn die beiden Vektoren, welche in das Kreuzprodukt eingehen,

parallel zueinander stehen:

1
kzin(RM—Ry):f 0 | x 0 =0. (3.14)
Bz R,u,z_Ru,z

Gilt eine Produktdichte nach obigen Kriterium als reell, dann wird analog zum Ein-Schritt-Algorithmus
eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung nach Gleichung 2.105 durchgefiihrt. Dies fithrt zu einem Satz an
Cholesky-Vektoren, welche die reelle Permutationssymmetrie LI‘L, = Liu aufweisen.

Fir die komplexen Produktdichten muss ein alternativer Ansatz gewéhlt werden. Wahrend die Ortho-
gonalisierung der Gleichung 2.105 die komplexen Produktdichten beziiglich aller vorher bestimmten
Produktdichten orthogonalisiert, sind sie zu diesem Zeitpunkt noch untereinander linear abhédngig. Um die
Permutationssymmetrie nicht zu brechen, muss nun das konjugierte Paar gleichrangig behandelt werden.
Eine sukzessive Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist folglich keine Option. Anstelle dessen wird eine

symmetrische Orthogonalisierung durchgefiihrt:

Lgﬂ) =51/? (“i”ff)) 3.15
(Li; (vlop)) 19

Dadurch wird ein zweiter Satz an Cholesky-Vektoren erhalten, welche die Symmetrierelation L o= LZ;*

aufweisen. Es ist zu beachten, dass die Summe bei der partiellen Orthogonalisierung nach Gleichung 2.105
beide Sétze an Cholesky-Vektoren J und J' einschlieBt. Die Orthogonalisierungsmatrix S ist gegeben
durch die Uberlappmatrix in der Coulomb-Metrik

g_ ((uwu) (IW|/W)> . (3.16)
(vplvp)  (vplpv)

Die inverse Wurzel der Uberlappmatrix ist durch Diagonalisierung zugéinglich. Es gilt

— e~ \—1/2
Sl_)%: ((W|uu)+(lw|w)> - ON s (3.17)
0 ((VMMV) = (VMW))
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Tab. (3.2): Vergleich der vorgestellten Cholesky-Algorithmen hinsichtlich der Anzahl der Vektoren und des virtuellen
Speichers (in MB), der fiir den vollstdndigen Satz an Cholesky-Vektoren erforderlich ist. Die Tabelle wurde
mit Erlaubnis der Referenz [J. Gauss et al., Mol. Phys. 121, 2101562 (2023)] entnommen und modifiziert.
© 2023 Taylor & Francis Group. Nachdruck mit Genehmigung von Informa UK Limited, handelnd unter
Taylor & Taylor & Francis Group, http://www.tandfonline.com

CD Symmetrisierte CD
Molekiil ¢ Basis (V) B/ By Ncp Speicher/MB Ncu NgH Speicher/MB
0,1 1150 364 1213 663 (54,5 %) 179
Ethan 5  cc-pVTZ (144) 0,5 1250 396 1284 640 (49,8 %) 204
1,0 1354 429 1360 610 (44,9 %) 216
Corannulen 0,1 2938 15606 3077 2425 (78,8 %) 8183
Dianion 4 Wne-ce-PVDZ (590) "y o991 5887 3147 2389 (75,9 %) 8369
Retinal 4 unc-ce-pVDZ (742) 0,1 3636 30546 3878 2946 (76,0 %) 16307

2 senkrechte Ausrichtung des Magnetfelds
b parallele Ausrichtung des Magnetfelds

Im Falle von fast reellen Paaren, in denen die Differenz im Nenner sehr klein wird, divergiert der Eigenwert.
Um diese numerischen Probleme abzufangen, wird der Eigenwert Null gesetzt, wenn die Differenz kleiner
als 10719 ist.V

Im Folgenden werden der originale Ein-Schritt-Algorithmus und der hier vorgestellte Algorithmus zur
Bestimmung der symmetrisierten Cholesky-Vektoren beziiglich ihrer Effizienz verglichen. Konkret wird die
Anzahl der benétigten Cholesky-Vektoren und der hierfiir erforderliche Speicherplatz gegentibergestellt.

Hierzu wurden zur Berechnung drei Systeme aus Referenz 106 gewéhlt: Ethan (CoHg) in der cc-pVTZ-
Basis mit einem Magnetfeld unterschiedlicher Stérke, das entlang der CC-Bindungsachse ausgerichtet
wurde, sowie das Corannulen-Dianion (CyqH;o? ") und Retinal (CyqHogO), jeweils in der unc-ce-pVDZ-
Basis. Das Préifix ,unc* bezeichnet unkontrahierte (uncontracted) Versionen der hier verwendeten korrela-

tionskonsistenten Dunning-Basissitze.??

Tabelle 3.2VT zeigt, dass fiir alle Systeme im Vergleich zum originalen Algorithmus eine etwas hohere
Anzahl an Cholesky-Vektoren erhalten wird. Dies ist grundsétzlich zu erwarten, da im Gegensatz zum
originalen Verfahren fiir jede komplexe Produktdichte |ur) auch die konjugierte Produktdichte |vu) zur
Cholesky-Basis hinzugefiigt wird. Der Anstieg ist jedoch gering und betrigt in allen Féllen lediglich wenige
Prozent.V! Die Gesamtzahl der Vektoren gegeben aus der Summe der Anzahl an reellen und komplexen
Vektoren (Ney = NgH —|—NgH) setzt sich dabei zu einem groflen Anteil aus reellen Produktdichten
zusammen. Fir Corannulen zeigt sich beispielsweise, dass mehr als 76 % der Produktdichten reell sind. Die
Speicherung der reellen Vektoren benotigt ausschliefllich die Hélfte des Speicherbedarfs, da aufgrund der
Permutationssymmetrie die Indices nach p < v begrenzt werden kénnen. Aus diesem Grund sind, obwohl
formal mehr Vektoren abzuspeichern sind, die Anforderungen an den Speicherbedarf deutlich geringer.
Folglich betrigt der Speicherbedarf, beispielsweise erneut fiir das Corannulen-Dianion, anstelle von 16 GB

nur noch etwas mehr als 8 GB. Dies vergroflert die Anwendbarkeit der Cholesky-Zerlegung, da der

VDies entspricht keinem Ubergang zu reellen Vektoren, da die Transformationsmatrizen, die Eigenvektoren von S, unverindert
bleiben.

VIDurch eine Anderung der Normierung der d-Funktionen durch Prof. Jiirgen Gauss ist die Anzahl an Vektoren in der aktuellen
Programmversion leicht gesunken. Die Resultate im Vergleich zwischen originalem und symmetrisiertem Algorithmus
bleiben jedoch giiltig.

VIIDer Symmetriebruch (uv|vp) # (vu|pv) des originalen Algorithmus fithrt dazu, dass das aktualisierte Diagonalelement

(vu]pv) kleiner als die Cholesky-Schranke werden kann und somit das Indexpaar |uv), nicht aber das Indexpaar |vu), der
Cholesky-Basis hinzugefiigt wird. Dies geschieht jedoch ausschliefllich bei Elementen, welche nahe an der Schranke liegen.
In allen anderen Fallen fiigt auch der originale Algorithmus die konjugierte Produktdichte der Cholesky-Basis zu.
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gesamte Satz von Vektoren wihrend der Laufzeit im Speicher gehalten werden kann. Dabei ist besonders
hervorzuheben, dass diese Einsparungen ebenfalls fiir korrelierte Rechnungen gelten, in denen die Cholesky-
Vektoren verwendet werden, welche in die Molekiilorbitalbasis transformiert wurden. Des Weiteren kann
festgestellt werden, dass das Verhéltnis von reellen zu komplexen Produkten zu einem signifikanten Anteil
unabhéngig von der Stdrke und Ausrichtung des angelegten Magnetfeldes ist. Beispielsweise sind, wie
oben diskutiert, die Produktdichten immer reell, wenn sie ein gemeinsames Zentrum aufweisen.

Die Ausnutzung der Permutationssymmetrie spart nicht nur Speicher, sondern besitzt zudem das Potential,
den Rechenaufwand zu reduzieren. Dies ist hier am Beispiel des Aufbaus der Fock-Matrix gezeigt. Fiir
RHF gilt

M 1
Ful/ = hm/ + § Dap ((/’LV|UP) - 2(,upou)) . (318)
op

Der Coulombanteil kann dabei im Rahmen der Cholesky-Zerlegung durch

Necn

M
FO, =L, mit f/=>"D,,L;; (3.19)
J op

bestimmt werden. Sind die Cholesky-Vektoren symmetrisiert, dann lassen sich die Integrale iiber

NE NS NS
CH CH CH , ,
(wlop) =" Li, LI+ > Lj,Lix+> L, L.* (3.20)
J J J!

darstellen und ergeben somit fiir den Aufbau der Fock-Matrix

NE NS NS
CH CH CH , ,
FL =Y Li i+ L fd+ Y L fi™, (3.21)
J J J’
M M
=23 DopLl,~> DooLl, (3.22)
o<lp o
M
£ => DspLyx. (3.23)
op

Auf diese Weise wird auch die Rechenzeit fiir den Coulombbeitrag anndhernd halbiert, da zum einen
f1 durch eine begrenzte Summation aufgebaut werden kann und zum anderen fo ausschlieBlich fiir
einen Satz an komplexen Vektoren, jedoch nicht erneut fiir das konjugierte Paar, aufgebaut werden
muss. Im Gegensatz dazu erlaubt die Ausnutzung der Permutationssymmetrie jedoch keine effizientere
Faktorisierung des Austauschbeitrags. Wihrend der Coulombbeitrag mit O(N2Ncg) durch Ausnutzung der
Permutationssymmetrie einen um einen Faktor von zwei kleineren Vorfaktor erhilt, ist der Austauschbeitrag
der limitierende Schritt, welcher weiterhin mit O(N?NcpO) skaliert. Gleiches gilt insbesondere auch fiir
die CC-Methoden, in der ausschliefilich Coulomb-é&hnliche Beitrége effizienter berechnet werden kénnen.
Insgesamt ergeben sich fiir eine Hartree-Fock-Iteration einer Rechnung am Corannulen-Dianion die
tatsichlichen Einsparungen mit einer Reduktion der Rechenzeit von 3,6s auf 3,2s.V!! Zusammenfassend
fithrt die Verwendung symmetrisierter Vektoren (auf Kosten neuer Softwareimplementierungen) zu einer

deutlichen Abnahme des Speicheraufwands und einer moderaten Verringerung des Rechenaufwands.

VIIBerechnet auf zwdlf physischen Kernen der Intel® Xeon® CPUs E5-2643 v4 @ 3,40GHz.
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Tab. (3.3): Vergleich der vorgestellten Cholesky-Algorithmen hinsichtlich der Anzahl der Vektoren.
CD Symmetrisierte CD
Molekiil 6 Basis (Npas) B/ Bo Ncu Ncu NEy

0,1 966 1233 393 (31,9 %)

Ethan (C;) 5 ce-pVTZ (144) 0,5 1062 1248 380 (30,5 %)
1,0 1196 1370 378 (27,6 %)

( )

Benzol (Cap) 5 ce-pVTZ (264) 0,1 1706 2535 269 (10,6 %

Allerdings verédndert sich die vorliegende Situation bei Verwendung der Punktgruppensymmetrie. In
Tabelle 3.3 sind fiir die symmetrischen Molekiile Ethan und Benzol erneut die Anzahl der Vektoren
aufgelistet. Bei Ersterem liegt erneut ein Magnetfeld entlang der CC-Bindungsachse und bei Letzterem
ein Magnetfeld senkrecht zu Molekiilebene an. Die Rechnungen wurden unter Beriicksichtigung der
entsprechenden Punktgruppe C; beziehungsweise Cyp, durchgefithrt. In diesen Féllen wird fiir viele reelle
Paare das Kriterium in Gleichung 3.12 gebrochen. Aufgrund dessen sind nun, im Gegensatz zu den
Ergebnissen von Tabelle 3.2, die meisten Vektoren komplex. Dies bedeutet, dass der komplexe Vektor
und sein konjugiertes Paar und damit insgesamt deutlich mehr Vektoren der Cholesky-Basis hinzugefiigt
werden. Dies hat zur Folge, dass die Cholesky-Darstellung der Integrale nicht mehr kompetitiv zum
originalen Algorithmus ist.

Eine potentielle Begriindung fiir diese Verdnderung soll anhand des Wasserstoffmolekiils H, in der
minimalen Basis gezeigt werden. Wird je ein s-Orbital pro Wasserstoffatom angenommen (s; und sg),

dann existieren in der symmetrieadaptierten Basis zwei Linearkombination
1
oy = 5(31 +s9). (3.24)

Wiéhrend zuvor die Integrale (s1s1|s1s1) aufgrund der Tatsache, dass alle Funktionen am selben Kern
zentriert sind, ein reelles Indexpaar enthielten, gilt dies nicht mehr zwangslédufig innerhalb der symmetrie-

adaptierten Basis. Beispielsweise gilt fiir das Integral (0404|0404)

2

1
(0404loyoy) = gZ(SiSj\SkSZ) (3.25)
ijkl
und somit insbesondere )
(U+J+‘O’+O’+) — = (8182‘8182) . (326)

8
Dies entspricht einer Beimischung eines Integrals, dessen Indexpaare nicht mehr am selben Kern zentriert
sind. Es wird vermutet, dass aufgrund dieser Integralstruktur nun die meisten Indexpaare komplex

werden.

Eine weitere Fragestellung, neben der Ausnutzung der Punktgruppensymmetrie, ist die Erweiterung der
hiesigen Entwicklungen auf einen Zwei-Schritt-Algorithmus, welcher aufgrund seiner Effizienz bevorzugt
wird. Die Verwendung des hier vorgestellten Algorithmus fiir den ersten Schritt ist problemlos umsetzbar.
Allerdings sind die Auswirkungen des zweiten Schritts auf die Permutationssymmetrie noch offen und

fordern im Rahmen kiinftiger Arbeiten weitere Untersuchungen.
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Die Bestimmung der Cholesky-Vektoren erfordert selbstverstindlich die Berechnung der Zweielektronen-
integralmatrix bzw. einzelner Blocke dieser. In vielen Féllen ist die Rechenzeit der Cholesky-Zerlegung
aufgrund des hohen Vorfaktors der Integralberechnung durch diese dominiert, auch wenn die Zerlegung
selbst mit (’)(N%HN 2) formal ungiinstiger skaliert. Aus diesem Grund ist eine numerisch stabile und effizi-
ente Integralberechnung ausschlaggebend. Dies wird in den zwei folgenden Implementierungsabschnitten
erldutert. Zunéchst wird die effiziente und numerisch stabile Berechnung der komplexen Boys-Funktion

vorgestellt und anschliefend werden effiziente Screening-Varianten diskutiert.

3.2.1. Auswertung der komplexen Boys-Funktion

3(2) P
D
. L
G2/Gs | 0| Ry
Fy/F;5

RA(z)

Abb. (3.6): Schematische Darstellung des Giiltigkeitsbereichs der Algorithmen zur Auswertung der Boys-Funktion.
Zusétzlich ist die Berechnung der Boys-Funktion auf einem Hilfsgitter gezeigt.

Die Auswertung der komplexen Boys-Funktion ist, wie in Abschnitt 2.2 behandelt, fiir die Berechnung
der Zweielektronenintegrale notwendig. Werden die Integrale iiber Gaufl-Funktionen berechnet, sind die
Integrale reell, das Argument der Boys-Funktion ist immer positiv und die Boys-Funktion selbst ist
beschréankt. Bei der Verwendung von London-Orbitalen hingegen gelten diese Eigenschaften nicht mehr.
Die Integrale sind komplex und das nun ebenfalls komplexe Argument der Boys-Funktion kann negativ

werden. Dies hat zwei Konsequenzen fiir die technische Implementierung:

1. Die numerischen Probleme aufgrund der negativen Argumente und der somit divergierenden Boys-

Funktion miissen umgangen werden.

2. Die Entwicklung effizienter Algorithmen zur Berechnung der Boys-Funktion innerhalb des gesamten

komplexen Zahlenraums ist erforderlich.

Die numerische Instabilitdt des ersten Punkts resultiert aus der Divergenz der Boys-Funktion fiir negative
Argumente, wéihrend gleichzeitig die Terme Kp und K¢ um dasselbe Maf sinken. Eine Multiplikation
einer sehr groflen mit einer sehr kleinen Zahl fiihrt, aufgrund der endlichen Darstellung der signifikanten
Stellen der FlieBkommazahlen, zu numerischen Ungenauigkeiten. Durch die Einfithrung der Hilfs-Boys-
Funktion kann die numerische Stabilitidt wiederhergestellt werden. Die exponentielle Skalierung wird aus
der Boys-Funktion herausgeldst und mit den Vorfaktoren Kp und K¢ verrechnet. Es ist hierbei essentiell,
dass die Exponenten zuerst addiert werden, bevor der Exponentialwert ausgewertet wird. Da insgesamt
die Ungleichung |KpKge™* ’ <1 gilt, sorgt dies fiir einen numerisch stabilen Algorithmus. Zudem ist die
Hilfs-Boys-Funktion nicht mehr divergent, sondern beschréankt, wodurch deren Berechnung numerisch

stabil wird.

(6]
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Tab. (3.4): Liste der CFOUR -Schliisselworter zur Kontrolle der Funktionsweise der Berechnung der Boys-Funktion.

Schliisselwort Optionen Standardwert Funktion

ON Ein- und Ausschalten der Verwendung
CBOYS OFF OFF der Hilfs-Boys-Funktion
oN Verwendung der Fs/Go-Algorithmen

CBOYS_GRID OFF OFF zur Berechnung der Boys-Funktion auf
einem Gitter

Der zweite Punkt - die Auswertung der Boys-Funktion - verlduft iiber numerische Integrationsverfahren.
Hierzu wurde von Ishida!™® fiir den gesamten komplexen Raum eine Reihe an Algorithmen entwickelt, wel-
che (a) numerisch stabil sind und (b) die Double-Precision-Genauigkeit gewéhrleisten. Abbildung 3.6 zeigt
die Giiltigkeitsbereiche der jeweiligen Algorithmen. Mithilfe der F-Algorithmen erfolgt die Bestimmung
der Boys-Funktion fiir positive Argumente (R(z) > 0), wihrend mithilfe der G-Algorithmen die Hilfs-
Boys-Funktion fiir negative Argumente (R(z) < 0) bestimmt wird. In Analogie zu Referenz 72 werden
die Algorithmen F5/F3 fiir 0 < $(z) <40 sowie 0 < $(z) < 40 verwendet. In allen anderen Féllen wird
der Fy-Algorithmus herangezogen. Analog hierzu gelten die Algorithmen G2/G3 innerhalb des Bereichs
0 <R(—2) <60 sowie 0 < F(—2) <60 und G7 andernfalls. AuBlerdem ist zu beachten, dass die Relation
F.(2*) = Fin(2)* gilt, was bedeutet, dass jeder Algorithmus zur Berechnung der Boys-Funktion generell

positive Imaginarteile (3(z) > 0) annehmen kann.

Ishida!™® verwendet zur Losung der numerischen Algorithmen der Boys-Funktion einen reellen Pro-
grammcode und stellt separate Gleichungen fiir Real- und Imaginérteil vor. In Anhang A.2 werden die
Gleichungen in kompakter Form in der komplexen Notation wiedergegeben. Diese Algorithmen wurden
innerhalb von CFOUR in dem Integralprogramm mint im Modul crnlm implementiert. Die Schliisselworter
zur Kontrolle des Programmablaufs sind in Tabelle 3.4 zusammengefasst. Die Schliisselworter CBOYS und
CBOYS_GRID steuern die Berechnung der Boys-Funktion. Mit CBOYS kann die Verwendung der Hilfs-Boys-
Funktion ein- oder ausgeschaltet werden. Das Schliisselwort CBOYS_GRID aktiviert die Fs/G2-Algorithmen

zur Berechnung der Boys-Funktion auf einem Gitter.

3.2.2. Integralscreening

In Abschnitt 3.2.2 wurden drei approximative Varianten zum Vorfaktor-Screening der Integrale eingefiihrt.
Diese sind das in der Literatur®® ™ bekannte Uberlapp-Screening und die in Referenz 177 vorgeschla-
genen Varianten des harmonischen und erweiterten Screenings. Diese wurden von dem Autor in dem
Programmpaket CFOUR implementiert. Die Tabelle 3.5 zeigt die entsprechenden Parameter zur Kontrolle

des Programmablaufs.

Tab. (3.5): Liste der CFOUR -Schliisselwérter zur Kontrolle der Funktionsweise des Vorfaktor-Screenings.

Schliisselwort Optionen Standardwert Funktion

OFF
PREFAC EXPONENT OFF Auswahl der Screening-Varianten
ENHANCED
PREFAC_TOL T T=12 Screening-Kriterium 10~7
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Fir die Integralberechnung nach Gleichung 2.72 werden fiir jedes Schalenpaar P, bestehend aus den Scha-
len A und B, die Zwischengréfen U p, d.h. der Uberlapp der London-Orbitale, benétigt. Typischerweise
ist die Dimension dieser Gréfe durch das Produkt der Basisfunktionen Np = NoNp gegeben. Uber das
Screening kénnen die Paare an primitiven Funktionen aus U p entfernt werden, deren Beitrag beziiglich der
nach dem Schliisselwort PREFAC gewahlten Screening-Variante bis auf das Toleranzkriterium PREFAC_TOL
vernachldssigbar ist. Dies geschieht, indem zunéchst alle relevanten Paare an primitiven Funktionen
ermittelt werden. Im Anschluss wird Up fiir diese Auswahl an primitiven Funktionen aufgebaut und
die Anzahl an primitiven Paaren Np tiberschrieben. Da die nicht-relevanten Paare verworfen wurden,
gilt im Allgemeinen Np < NyNp. Auf diese Weise kann das weitere Programmpaket ohne zusétzliche
Modifikationen fortfahren.

Eine konzeptionell &hnliche Implementierung wurde parallel hierzu von Ansgar Pausch in TURBO-

194-196

MOLE realisiert. Diese Implementierung erlaubt integral-direkte RHF- beziehungsweise DFT-

72,181-183

Rechnungen, auf welche in Abschnitt 3.2.2.1 noch naher eingegangen wird.

Im Folgenden wird zunéchst gemafl Referenz 177 die Leistungsfahigkeit der Screening-Methoden gepriift
und eine Validierung der Fehlerkontrolle vorgenommen. Hierzu wurde zunéchst ein Modellsystem einer
linearen Kette von sechs dquidistanten Heliumatomen in einem senkrecht dazu ausgerichteten Magnetfeld
gewihlt.”® Fiir jedes Heliumatom wurde der unkontrahierte, augmentierte Dunning-Basissatz unc-aug-cc-
pVTZ92:93 verwendet, welcher zusitzlich um eine primitive s-Funktion mit einem variablen Exponenten oy
erweitert wurde. Dieses System wurde so konstruiert, dass der Abstand der Atome d, das Magnetfeld B
sowie der Exponent «, variiert werden kann. Auf diese Weise ist es mdglich, das Auftreten negativer
komplexer Argumente der Boys-Funktion nach Gleichung 2.75 zu erzwingen und das Verhalten der
Screening-Varianten in diesen Féllen zu priifen. Als Ausgangsbedingungen wurde eine magnetische
Feldstéarke von B = 0,3 By, ein Abstand von d = 3ag zwischen den benachbarten Atomen und ein Exponent
von a, = 1 fiir die Zusatzfunktion gewéhlt. Dann wurden diese drei Parameter einzeln variiert, wahrend

die anderen beiden Parameter festgehalten wurden.*

Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.7 présentiert. Die obere Reihe 3.7(A.1)-(C.1) zeigt den Wert des
grofiten verworfenen Integrals und somit den maximalen Fehler, wohingegen die untere Reihe 3.7(A.2)-(C.2)
die Effizienz des Screenings iiber den Prozentsatz der verworfenen Integrale darstellt. An dieser Stelle
wurde ein unkontrahierter Basissatz verwendet. In diesem Fall wirkt das Cauchy-Schwarz-Screening und
die approximativen Screening-Varianten auf derselben Ebene, wodurch diese vergleichbar werden.

Die Studie anhand des Modellsystems verdeutlicht die in Abschnitt 3.2.2 theoretisch prognostizierten
Fehler, welche aufgrund der negativen Argumente z und des damit einhergehenden Zusammenbruchs
des Uberlapp-Screenings auftreten, in numerischer Form. Die Resultate des Uberlapp-Screenings zeigen,
dass bei allen drei variierten Parametern nicht vernachlédssigbare Integrale entfernt werden, wodurch ein

signifikanter Fehler fiir die Integrale auftritt.

Die meisten der falschlicherweise verworfenen Integrale weisen jedoch kleine Werte der entsprechenden
Elemente der Dichtematrix auf. Somit wird der Fehler in der Hartree-Fock-Energie abgeschwéacht und
auch wenn die Abweichungen der Integrale mit bis zu einer Gréfie von 1073 betréichtlich sind, hat dies
in vielen Féllen lediglich einen kleinen Einfluss auf die Energie: Auf diese Weise treten fiir das Heg-

System Fehler in der Energie von etwa 1pEy auf. Beispielsweise tritt ein Fehler von 1,540 nEy, fiir ein

IXAufgrund der astrophysikalischen Relevanz sind Heliumcluster, welche durch den senkrechten paramagnetischen Bin-
dungsmechanismus stabilisiert sind, im Rahmen quantenchemischer Untersuchungen im Bereich starker Magnetfelder von
besonderem Interesse.?2:76:236:317 Dje Bedeutung dieser Cluster wird in Kapitel 4.1.1 niher diskutiert.

XBei der Variation des Magnetfeldes B und des Abstands d wurde die unverinderte unc-aug-cc-pVTZ-Basis verwendet.

7
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Abb. (3.7): Maximaler Fehler und Prozentsatz der verworfenen Integrale einer Rechnung anhand einer linearen Kette
aus sechs Heliumatomen als Funktion der Magnetfeldstarke B, des Abstandes d und des Exponenten

oy, einer zusétzlichen s-Funktion. Die Rechnungen wurden in einer unc-aug-cc-pVTZ-Basis unter der
Verwendung eines Screening-Kriteriums von 7 = 10~12 durchgefiihrt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis
aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. ©
2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons

Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

Feld von B = 1B und einen Abstand von d = 1,5ag auf. Die Auswirkungen auf die iiber numerischen
Differentiation bestimmten Eigenschaften kénnen jedoch durchaus ausgeprigter sein. Uber numerische
Differentiation werden unter anderem magnetfeldabhéngige Eigenschaften wie Magnetisierbarkeiten,
harmonische Frequenzen und Polarisierbarkeiten gebildet. Zum Beispiel werden Magnetisierbarkeiten
in Referenz 61 uber finite Differenzen ermittelt. Unter der Voraussetzung, dass die Eigenschaft mittels
einer numerischen Methode tiber finite Differenzen anstelle eines analytischen Ansatzes bewertet werden
muss, ! lisst sich anhand der Fehlerfortpflanzung ableiten, dass eine Eigenschaft erster Ordnung mit
einem Fehler von pEy in der Energie einen Fehler in der dritten signifikanten Dezimalstelle aufweist,
wenn eine Schrittgréfe von 10~2 angenommen wird. Fiir Eigenschaften zweiter Ordnung, unabhéngig
von der Art der Stérung, resultiert dies in einem inakzeptablen Fehler. Zusammenfassend ldsst sich
festhalten, dass das Uberlapp-Screening nicht fiir Rechnungen im Magnetfeld zu empfehlen ist, wodurch

die Notwendigkeit eines stabilen Screening-Ansatzes unterstrichen wird. Im Folgenden wird daher der

Fokus auf die verbleibenden Varianten gelegt.

XIAnalytische oder gemischt analytische und numerische Ableitungen sind wahrscheinlich nicht in diesem Ausmaf$ mit

solchen Fehlern behaftet.
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Abb. (8.8): Prozentsatz an verworfenen Integralen der linearen Heg-Kette in einem senkrechten Magnetfeld. Die Wahl
der Parameter ist analog zum System der Abbildung 3.7, wurde jedoch in der kontrahierten Version der
verwendeten aug-cc-pVTZ-Basis durchgefithrt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis aus der Referenz
[S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161, 024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en).
Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC
BY) Lizenz lizenziert.

Das harmonische und das erweiterte Screening sind grofitenteils identisch, da beide unter Einbeziehung des
Uberlapps der GauB-Funktionen Up die Abhingigkeit des Integralwerts mit dem Abstand der Basisfunk-
tionen und der Gréfle des Exponenten abdecken (Abb. 3.7(B.2) und 3.7(C.2)). Der Unterschied liegt in
dem Verhalten beziiglich des Magnetfeldes. Das harmonische Screening weist keinen magnetfeldabhidngigen
Term auf und somit wird unabhéngig von der Feldstarke die gleiche Anzahl von Integralen verworfen
(vgl. Abb. 3.7(A.2)). Generell gilt jedoch, dass der Betrag der Integralwerte aufgrund der druckdhnlichen
Effekte starker Magnetfelder (vgl. Anhang A.1) sinkt. Dies kann schon anhand Abbildung 3.7(A.1) durch
sichtbare Abnahme des maximalen Fehlers des harmonischen Screenings gesehen werden. Der Fehler sinkt
hierbei nicht, weil das Screening qualitativ besser wird, sondern weil die Integralwerte abnehmen. Die
Integrale, die durch die Abnahme innerhalb des Magnetfeldes ebenfalls vernachléssighar geworden sind,
konnen durch das erweiterte Screening entfernt werden. Dieses fligt eine Magnetfeldabhéngigkeit iiber die

Hilfs-Boys-Funktion ein und verwirft infolgedessen mehr Integrale innerhalb starker Magnetfelder.

Als Referenz ist das Cauchy-Schwarz-Screening angegeben. Der grofite Fehler dessen liegt, aufgrund
des rigorosen Screening-Kriteriums, erwartungsgeméafl gerade unterhalb der gewédhlten Schranke von
10712, Es weist die grofte Effizienz und vor allem auch die implizite Beriicksichtigung des Magnetfeldes in
Abbildung 3.7(A.2) auf. Im Vergleich dazu sind das harmonische und das erweiterte Screening approximativ
und zeigen jeweils Fehler auf, welche leicht oberhalb der gewéhlten Schranke sind, aber insgesamt stabil in

Bezug auf die variierten Parameter. Der Fehler ist somit, bis auf eine Gréflenordnung, kontrollierbar.

Die bisherigen Ergebnisse suggerieren, dass das Cauchy-Schwarz-Screening die Methode der Wahl fir ein
Integralscreening ist. Denn fiir unkontrahierte Basissitze tibertrifft das Cauchy-Schwarz-Screening alle
approximativen Screening-Verfahren sowohl hinsichtlich der Fehlerkontrolle als auch der Screeningeffizienz.
Fir kontrahierte Basissétze ist dies jedoch generell nicht mehr gegeben. In diesem Fall findet das Screening
auf verschiedenen Ebenen statt (vgl. Abb. 2.4). Das Cauchy-Schwarz-Screening beriicksichtigt ganze
Schalen an Integralen, wiahrend die approximativen Screening-Techniken im Allgemeinen einzelne Paare
an primitiven Funktionen heranziehen.

In Abbildung 3.8 ist die Anzahl der verworfenen Integrale fiir das Heg-Modellsystem unter Verwendung
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Abb. (3.9): Darstellung der planaren Heliumcluster He,, He,q und Hes,. Benachbarte Atome weisen einen Bindungs-
abstand von 2ag auf.

der kontrahierten aug-cc-pVTZ-Basis aufgetragen. Das Cauchy-Schwarz-Screening entfernt einen deutlich
geringeren Anteil an Integralen als zuvor. Die Ineffizienz des Cauchy-Schwarz-Ansatzes wird deutlich,
wenn ein Integral iiber vier kontrahierte London-Orbitale, die jeweils aus zehn primitiven s-Funktionen
bestehen, angenommen wird. Dies ist beispielsweise in der ersten Schale der aug-cc-pVDZ-Basis fiir
Kohlenstoff gegeben. In diesem Fall kann der gesamte Satz an 10* Integralen durch das Cauchy-Schwarz-
Screening nicht verworfen werden, wenn mindestens ein Beitrag oberhalb des Screening-Kriteriums liegt.
Die Exponenten der primitiven Funktionen spannen dabei, wie iiblich in gdngigen Basissétzen, mehrere
Groflenordnungen auf. Die Exponenten nehmen fiir die Kohlenstoff-Basis Werte zwischen 0,0469 und
6665 an. Funktionen mit groffen Exponenten fallen jedoch stark ab, wodurch ein Grofiteil der Integrale
vernachléssigbar ist. Die zusétzliche Verwendung des harmonischen oder erweiterten Screenings kann die

primitiven Funktionen in dieser Schale entfernen und die volle Screeningeffizienz wiederherstellen.

Abschlieend wurden Benchmark-Rechnungen anhand der in Abbildung 3.9 dargestellten Heliumcluster
He,, He;g und Heg; in einem Magnetfeld von 0,5 By senkrecht zur Molekiilebene durchgefiihrt, um die
Effizienz der Screening-Techniken anhand ausgedehnter Systeme zu priifen. Hierzu wird in Tabelle 3.6
die Rechenzeit einer integral-direkten RHF-Iteration unter Verwendung des ano-pVTZ-Basissatzes3!8 fiir
die vorgestellten Screening-Varianten mit den Zeiten einer Referenzrechnung ohne jegliches Screening
verglichen. Dabei werden die Screening-Varianten sowohl unter Verwendung unkontrahierter als auch
kontrahierter Basissitze betrachtet. Zunéchst ist festzuhalten, dass, wie aufgrund der exponentiellen Ab-
standsabhéngigkeit zu erwarten, alle Screening-Verfahren mit zunehmender Systemgréfie leistungsfahiger
werden. Bei unkontrahierten Basissitzen schneiden, in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des Heg-
Modellsystems, die approximativen Screening-Verfahren insgesamt schlechter ab als das Cauchy-Schwarz-
Screening, welches in allen Féllen zu einer signifikanten Verbesserung fiihrt, die ihr Maximum bei Hes,
mit einem Geschwindigkeitszuwachs von mehr als 75 % erreicht. Im Gegensatz dazu tibertreffen die appro-
ximativen Screening-Verfahren das Cauchy-Schwarz-Screening unter Verwendung des stark kontrahierten
ano-pVTZ-Basissatzes deutlich. Wahrend das Cauchy-Schwarz-Screening quasi keine Verbesserung der
Rechenzeit aufweist, fithren sowohl das harmonische als auch das erweiterte Screening zu erheblichen
Geschwindigkeitssteigerungen. Somit lassen sich fiir Hes; durch die Anwendung einer der beiden approxi-

mativen Screening-Techniken fast 80 % der Rechenzeit einsparen. Hier bendtigen das harmonische und das

80



3.2. Integralberechnung

Tab. (3.6): Rechenzeiten einer direkten RHF-Iteration unter Verwendung des ano-pVTZ-Basissatzes fiir die planaren
Heliumcluster He,, He;q und Heg, in einem senkrecht zur Molekiilebene ausgerichteten Magnetfeld von
0,5 Bo. Die Berechnungen wurden von Ansgar Pausch auf einem einzelnen Prozessor vom Typ Intel® Xeon®
E5-2687W v4 @ 3,00GHz in einer Entwicklerversion von TURBOMOLE, 94196 welche auf Version V7.7.1
basiert, durchgefiithrt. Die Zeitangaben relativ zu einer Berechnung ohne Screening sind in Klammern
angegeben. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis aus der Referenz [S. Blaschke et al., J. Chem. Phys. 161,
024117 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Autor(en). Alle Artikelinhalte, sofern nicht anders
angegeben, sind unter der Creative Commons Attribution (CC BY) Lizenz lizenziert.

He7 Helg H637
B/ Bo Screening- Variante t/s t/s t/s
- 24 (100 %) 1337 (100 %) 19955 (100 %)
Cauchy-Schwarz 16 (66,7 %) 543 (40,6 %) 4837 (24,2 %)
unkontrahiert 0,5 Harmonisch 20 (83,3 %) 816 (61,0 %) 8953 (44,9 %)
Erweitert 20 (83,3 %) 818 (61,2 %) 8985 (45,0 %)
Cauchy + Erweitert 16 (66,7 %) 574 (42,9 %) 5064 (25,4 %)
- 62 (100 %) 4032 (100 %) 62353 (100 %)
Cauchy-Schwarz 62 (100 %) 4026 (99,9 %) 62202 (99,8 %)
kontrahiert 0,5 Harmonisch 32 (51,6 %) 1324 (32,8 %) 13419 (21,5 %)
Erweitert 32 (51,6 %) 1324 (32,8 %) 13431 (21,5 %)
Cauchy + Erweitert 32 (51,6 %) 1330 (33,0 %) 13455 (21,6 %)

erweiterte Screening vergleichbare Zeiten. Das erweiterte Screening iibertrifft das harmonische Screening
lediglich bei einem sehr starken Magnetfeld, wie Referenz 177 fiir eine Feldstérke von 2,5 Bg zeigt. Aber
selbst dann ist der Geschwindigkeitszuwachs mit etwa 0,2 % gering. Der Zeitunterschied ist folglich bei
keinem der hier vorgestellten Systeme signifikant. Letztlich schneiden beide approximativen Varianten
dhnlich gut ab.

Eine Kombination des Cauchy-Schwarz-Screenings mit einem approximativen Screenings liefert die best-
mogliche Screeningeffizienz fiir die Zweielektronenintegrale tiber London-Orbitale, unabhéngig davon,
ob ein kontrahierter oder ein unkontrahierter Basissatz verwendet wird. Wahrend Ersteres die beste
Wahl fiir unkontrahierte Basissdtze ist, konnen approximative Screening-Techniken zu einer signifikanten
Effizienzsteigerung fiir stark kontrahierte Basissétze, wie den in dieser Studie verwendeten ano-pVTZ-
Basissatz, fiihren. Aus diesem Grund ist die Kombination beider Anséitze, also die Kombination des

Cauchy-Schwarz-Screenings mit entweder dem harmonischen oder dem erweiterten Screening, bevorzugt.

Um das Kapitel abzuschlielen, folgt ein Nachwort zu den Basissétzen, die fiir Berechnungen in Gegen-
wart starker externer Magnetfelder verwendet werden. Die durch das Magnetfeld induzierte Anisotropie

76,88 Dies ist durch die standardméfig verwendeten

sollte durch den Basissatz korrekt abgedeckt werden.
Basisfunktionen generell nicht gegeben, sodass zu diesem Zeitpunkt in der Praxis daher anstelle dessen
iiberwiegend unkontrahierte Basisséitze verwendet werden, um die notwendige Flexibilitit zu gewahrleis-
ten. Unter diesen Umsténden erscheint ein Screening kontrahierter Basisséitze im Magnetfeld zunédchst
widerspriichlich. Die Vorteile der hier vorgestellten Entwicklungen zeigen sich jedoch auch in anderen

Fallen:

1. Perspektivisch kénnen zukiinftige Entwicklungen eine Einfiihrung kontrahierter anisotroper Basis-

sitze, die fiir starke Magnetfelder parametrisiert sind, ermdéglichen. 789,90

2. Die Vorteile des Screenings zeigen sich immer fiir Integralalgorithmen, welche mehrere Basisfunktionen
in einer Schale zusammenfassen, unabhéngig davon, ob der Basissatz in einer kontrahierten oder

unkontrahierten Form vorliegt.
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3.2. Integralberechnung

Der zweite Punkt wurde bereits im Abschnitt 2.2.2 aufgegriffen. Die Diskussion zeigte, dass die meis-
ten Integralalgorithmen quantenchemischer Programmpakete auf ein bestimmtes Kontraktionsschema
zugeschnitten sind, was sich wiederum in ihrer Effizienz bei der Handhabung der jeweiligen Basisséitze
widerspiegelt. Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung innerhalb von CFOUR basiert auf dem
General-Contraction-Schema. Bei diesem werden mehrere Basisfunktionen mit gleichem Drehimpuls in
einer Schale gruppiert, um die Effizienz des zugrundeliegenden Integralalgorithmus zu maximieren. Die-
se Gruppierung mehrerer Basisfunktionen in einer Schale wird dabei sowohl fiir kontrahierte als auch
unkontrahierte Basissétze durchgefithrt. Der tatséchliche Effizienzgewinn durch die Gruppierung eines
unkontrahierten Basissatzes kann anhand des Modellsystems Heg numerisch verdeutlicht werden. Dazu
wurde eine Berechnung unter Verwendung der unc-aug-cc-pVTZ-Basis mit jeweils einer Basisfunktion pro
Schale durchgefiihrt und mit einer Berechnung, bei der alle Basisfunktionen desselben Drehimpulses in
jeweils einer Schale gruppiert sind, verglichen. Die aug-cc-pVTZ-Basis (7s3p2d) besteht aus 12 primitiven
Basisfunktionen, welche drei verschiedene Drehimpulse aufweisen. Somit existieren im ersten Fall fir das
Modellsystem aus sechs Heliumatomen insgesamt 72 Schalen, deren Berechnung 178s benétigt, wiahrend
im zweiten Fall insgesamt 18 Schalen auftreten, welche eine Rechenzeit von 58s erfordern. X! Dies zeigt
zundchst, dass die Verwendung des General-Contraction-Schemas einem Segmented-Contraction-Schema
vorzuziehen ist. Zudem gelten fiir das General-Contraction-Schema, unabhéngig davon, ob ein kontra-
hierter oder unkontrahierter Basissatz verwendet wird, alle oben genannten Argumente, insbesondere die
Effizienz der approximativen Screening-Varianten, wenn mehrere Basisfunkionen in einer Schale behandelt

werden.

3.2.2.1. Integral-direktes Screening

Die hier vorgestellten Berechnungen der grofien Heliumcluster beziehen sich auf eine einzige Iteration einer
integral-direkten RHF-Rechnung, bei der alle relevanten Zweielektronenintegrale genau einmal berechnet
werden. Ein integral-direkter Algorithmus umgeht die vollstdndige Abspeicherung der Zweielektroneninte-
grale, indem eine Untermenge dieser ausschlielich bei Bedarf dynamisch berechnet wird und nach der
Bestimmung seines Beitrags wieder verworfen wird. Auf diese Weise miissen die Zweielektronenintegrale
in jeder Iteration erneut aufgebaut werden, wodurch insgesamt auf Kosten eines héheren Rechenaufwands
der Speicherbedarf reduziert wird. Eingefithrt wurde diese Idee erstmals im Rahmen der Hartree-Fock-
Theorie. Diese Idee wurde dann spiter auch fiir DFT-Rechnungen iibernommen.”? 1817183 Eg folgten
integral-direkte Algorithmen fiir die Berechnung der Mgller-Plesset-Storungstheorie zweiter Ordnung
(MP2)3! und direkte CC-Implementierungen,®!? 32! aber auch Arbeiten zu verschiedenen molekularen
Eigenschaften, wie die der geometrischen Gradienten.?9-73:99,118,315

In einem integral-direkten Algorithmus ist es zusétzlich moéglich, nicht nur die Integrale, sondern auch
das Produkt des Integrals mit den jeweiligen Elementen der Dichtematrix beziehungsweise Differenzdich-
tematrix abzuschitzen.” 817183 Auf diese Weise wird die Berechnung von Integralen, deren Beitriige
aufgrund der sehr kleinen, korrespondieren Dichtematrixelemente verschwinden, umgangen. Es existieren
zwei Moglichkeiten dies zu realisieren. Die erste Variante folgt einem Algorithmus, der zunéchst die
Zweielektronenintegrale aufstellt und anschliefend eine Tensorkontraktion mit den entsprechenden Dich-
tematrixelementen berechnet, um die Fock-Matrix im Kontext der HF- oder DFT-Ansétze aufzubauen.
Typischerweise wird dies in Kombination mit dem Cauchy-Schwarz-Screening durchgefiihrt, indem das

Produkt aus dem grofiten Integral eines gegebenen Satzes mit dem grofiten zugehorigen Dichtematrix-

XIIBerechnet auf einem Intel® Xeon® Broadwell E5-2643 v4 @ 3,40 GHz.
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element gescreent wird. Andernfalls wird der Beitrag zur Fock-Matrix addiert. Entsprechend der obigen
Erkenntnisse ist jedoch zu erwarten, dass die Effizienz des Cauchy-Schwarz-Screenings fiir kontrahierte
Basissdtze limitiert ist.

Der zweite Algorithmus, fiir welchen die approximativen Screening-Techniken an Bedeutung gewinnen,
fithrt diese beiden Schritte in umgekehrter Reihenfolge durch.??? Nach Gleichung 2.33 kann ein Integral

iiber die Kontraktionskoeflizienten in der primitiven Basis dargestellt werden
(uv)op) = Zd;mZdynZd§Sder[mn|sr] . (3.27)
m n S T

Mithilfe dieser Kontraktionskoeffizienten d kann erstens die Dichtematrix in den von den primitiven
Funktionen aufgespannten Raum zuriicktransformiert werden, zweitens der Wert eines primitiven Integrals
entweder mit dem harmonischen oder dem erweiterten Screening abgeschétzt werden, und drittens das
Integral berechnet werden, wenn das Produkt beider iiber dem Screening-Kriterium liegt. Somit kann der

Zweielektronenbeitrag der Fock-Matrix in der primitiven Basis nach

Neontr M
1 . .
From = E Dg, ([mn|sr]+2[ms|nr]) mit Dg, = E d%sDopdpr (3.28)
op

ST
bestimmt werden, welcher wiederum in die AO-Basis zuriicktransformiert werden kann

Ncontr

Fuy =hy+ Y diy Frundun . (3.29)
mn

Beide Ansitze weisen Vorteile auf. Der erste Ansatz, bei dem ein Satz an Integralen iiber kontrahierte
Funktionen zuerst aufgestellt wird, hat einen geringeren Speicherbedarf. X!l Der zweite Ansatz, bei dem
die (Differenz-)Dichtematrix in den primitiven Raum zuriicktransformiert wird, erfordert insgesamt weni-
ger Tensorkontraktionen und reduziert damit den Rechenaufwand.??? Zudem profitiert letzterer Ansatz
insbesondere von der Verwendung effizienter approximativer Screening-Techniken, da die Effizienz derer
im primitiven Raum ausgenutzt werden kann.

Abschlieflend wird die Anwendbarkeit und Relevanz der integral-direkten Methoden im Vergleich zur
Cholesky-Zerlegung eingeordnet. In der Praxis, beispielsweise bei der Berechnung einer CC-Grundzustands-
energie, ist die Cholesky-Zerlegung dem integral-direkten Ansatz iiberlegen, da die Cholesky-Vektoren
und alle relevanten Gréflen im Speicher gehalten werden kénnen. Infolgedessen wird der gewiinschte
Speichergewinn erzielt, ohne dass die Zweielektronenintegrale in jeder Iteration neu berechnet werden
missen. Dies fithrt zu einer deutlichen Reduzierung des Overheads, der durch die Neuberechnung und
die damit verbundenen I/O-Operationen entsteht. Ein weiterer Vorteil der CD-Methode besteht in der
deutlich kostengiinstigeren und effizienteren Transformation der Cholesky-Vektoren von der AO- in die
MO-Basis im Vergleich zu der Transformation der vollen Zweielektronenintegrale.

Die Relevanz der hier priasentierten Resultate des integral-direkten Screenings unter Berticksichtigung
der Dichtematrix ergibt sich insbesondere fiir geometrische Gradienten, in denen direkte Algorithmen in
Kombination mit der Verwendung der Cholesky-Vektoren eingesetzt werden.?? 118 In diesem Fall kann
die Bestimmung der Vektoren, die keinen Beitrag leisten, iibersprungen werden, da die Dichtematrix

verschwindet. Siehe hierzu auch die Diskussion im Abschnitt 3.1.2.

XIITm Allgemeinen ist die Basis der primitiven Funktionen gréBer als jene der Kontrahierten.
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3.3. f-CD-CC-Methoden

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die effiziente Berechnung und das Screening der Zweielektronen-
integrale sowie deren Cholesky-Zerlegung behandelt wurde, wird in diesem Abschnitt die Verwendung
der Cholesky-Vektoren innerhalb der Coupled-Cluster-Methoden vorgestellt. Die CC-Berechnung erfolgt
innerhalb des Programmpakets QCUMBRE. Der Programmablauf von QCUMBRE ist in Abbildung 3.10
zusammengefasst. Zunédchst wird iiber ein Interface die HF-Losung sowie die Integrale beziehungswei-
se Cholesky-Vektoren, deren Berechnung in den vorherigen Kapiteln diskutiert wurde, von CFOUR an
QCUMBRE {ibergeben. Anschlielend erfolgt eine CC-Rechnung. Die Lésung der CC-Grundzustandsgleichun-
gen verlduft iiber die Routine SubCC, welche nach dem Erstellen eines Startwerts fir die Amplituden die
Solverroutine LinsolvS zur Bestimmung der Amplituden aufruft. Ein Uberblick iiber die Schliisselworter,
welche den Programmablauf kontrollieren, ist in Tabelle 3.7 gegeben. Ist das Schliisselwort cholesky
angeschaltet, dann werden in jeder dieser Iterationen die CD-CC-Gleichungen gelost, welche im folgenden
Abschnitt 3.3.1 vorgestellt werden. Dies verlduft {iber die Routine CDCCAmplitudesS.

Fiir angeregte Zustiande und deren Eigenschaften verlauft der Programmablauf &hnlich. Die Routinen
SubEOM und SubEOMProp erstellen jeweils einen Startwert und berechnen die benétigten Zwischengrofien,
welche im Anschluss in den Solverroutinen DavidsonS und LinsolvS verwendet werden, um die rechte
und linke Seite der EOM-CD-CC-Gleichungen zu lésen. Die entsprechenden Gleichungen werden in
Abschnitt 3.3.2 diskutiert. Abschlieend erfolgt die Ausgabe der Energien und Eigenschaften.

- QCUMBRE

1
Y

/ Interface /

CC-Rechnung > Lin. Gleichungssystem [ CC-Amplituden

Nein

SubEOM @ | CDContractionEOM

EOM-Rechnung > Davidson-Solver >  EOM-Amplituden

Ja

Nein

SubEOMProp w | CDContractionEOM
a

EOM-Rechnung > Lin. Gleichungssystem [  EOM-Amplituden

Eigenschaft?

Nein l{

/ Ausgabe /

Abb. (3.10): FlieBschema des Programmpakets QCUMBRE unter Verwendung der Cholesky-Vektoren der zerlegten
Zweielektronenintegrale.

84



3.3. ff=CD-CC-Methoden

Tab. (3.7): Liste der QCUMBRE -Schliisselworter zur Kontrolle des Programmablaufs.

Schliisselwort Thema Optionen  Standardwert Funktion
cholesky interface on off Ein- und Ausschalten der Cho-
off lesky-Zerlegung

Anzahl virtueller Indices, ab

led-cl 3 .
on-the-fly coupredrciuser 3 der ein Tensor on-the-fly auf-
equation-of-motion 4 .

gebaut wird

ccsd-subiterations coupled-cluster 0-5 0 Anzahl der CCSD-Subiteratio-
nen nach Ref. 323

denominator . Aktualisierung der CC-Ampli-
newton-type coupled-cluster . denominator
yP p multimodel tuden nach Ref. 273
) . ccsd Definiert die Methode fiir die
acobian-method coupled-cluster /
J P cc2 CC-Jacobimatrix

Innerhalb von QCUMBRE wurden die Algorithmen zur Losung der ff-CD-CC2- und ff-CD-CCSD-Glei-
chungen fiir die korrelierte Beschreibung des Grundzustandes implementiert. Des Weiteren sind Anre-
gungsenergien sowie Einelektronen-Eigenschaften durch die Losung der rechten und linken Seite der
ff-EOM-CD-CCSD- (EE, SF, EA und IP) und fFEOM-CD-CC2-Gleichungen (EE) zugénglich. Ein
Uberblick der implementierten ff-CD-CC-Methoden findet sich in Tabelle 3.8. Dieses Kapitel trigt die

zugrundeliegenden Gleichungen dieser Methoden zusammen.

Tab. (3.8): Uberblick iiber die implementierten f-CD-Methoden in CFOUR und QCUMBRE.!06,204,206
CD-HF CD-MP2 CD-CC2 CD-CCSD

v v
EE EE/SF/EA/IP
EE EE/SF/EA/IP
X X

Grundzustandsenergie v
Anregungsenergie X
Einelektronen-FEigenschaften X
Geometrische-Gradienten v

*x X X \

Diese basieren auf den Publikationen der kanonischen ff-(EOM)-CC-Gleichungen der Referenzen 76, 78, 80
und 83. Ausgehend von den kanonischen ff-CC-Gleichungen erfolgt die Herleitung der ff-CD-CC-Gleichun-
gen iiber die Substitution der Zweielektronenintegrale durch die Cholesky-Darstellung in Gleichung 2.111.
Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit in Referenz 204 vorgestellt und entspricht dem Vorgehen der Referen-
zen 112 und 113, welche vergleichbare Entwicklungen fiir quantenchemische Rechnungen ohne Anwesenheit
eines externen Magnetfeldes umfassen. Infolge des Verlusts der achtfachen Permutationssymmetrie ist
hier die Symmetrie der Cholesky-Vekotren L/{V = Li;j jedoch aufgehoben, wodurch sich abweichende
Ausdriicke im Vergleich zu den Referenzen 112 und 113 ergeben. Dariiber hinaus wird, sofern moglich, eine
antisymmetrische Formulierung der Zwischengrofien gewahlt, sodass diese bei der Kontraktion mit den
Amplituden in der hier vorgestellten Implementierung ausgenutzt werden kann. Eine néhere Ausfithrung
iiber die Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie wird in Abschnitt 3.4 behandelt.

Anschlieend an die Substitution der Integrale durch die Cholesky-Vektoren erfolgt eine Refaktorisierung
der Kontraktionen. In diesem Schritt wird sichergestellt, dass die Abspeicherung von Integralen und
Zwischengrofien, die drei (VVVO) oder mehr virtuelle Indices (VVVV) haben, umgangen wird. Hier und
im Folgenden entsprechen O und V' der Anzahl der besetzten bzw. virtuellen Orbitale. Des Weiteren ist
N = 0+YV die Anzahl aller Orbitale sowie Ncp die Anzahl der Cholesky-Vektoren. Im Zuge der Refakto-
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risierung werden mit den (EOM)-CC-Amplituden transformierte Cholesky-Vektoren und Zwischengrofien
eingefiihrt, welche in den Tabellen 3.9, 3.10 und 3.11 aufgefiihrt sind. Die Notation der transformierten
Cholesky-Vektoren folgt Epifanovsky et al.''? Die Indices 1, 2 oder 3 kennzeichnen eine Kontraktion mit
Vektoren der Form L”, L;-]a beziehungsweise Lgb mit entweder einer CC-Amplitude oder einer EOM-CC-
Amplitude der rechten oder linken Seite, welche jeweils durch die Indices T', R und L beschrieben werden.
Im Folgenden werden die ff=-CD-CC-Gleichungen, welche in Referenz 204 publiziert wurden, in Ab-
schnitt 3.3.1 und 3.3.2 in nahezu identischer Form wiedergegeben. Zuséatzlich wird das Skalenverhalten
der implementierten ff-CD-CC-Gleichungen im Vergleich zu den kanonischen Implementierungen, welche
die vollstdndige Zweielektronenmatrix verwenden, diskutiert. Daraufhin erfolgt in Abschnitt 3.3.3 eine
Validierung der hier vorgestellten Implementierung sowie eine Einordnung der Performanz hinsichtlich der
Rechen- und Speicheranforderungen. Des Weiteren werden in Abschnitt 3.3.4 Methoden zur Konvergenz-
beschleunigung der CC-Gleichung vorgestellt. Abschlielend wird in Abschnitt 3.3.5 die Umsetzung einer

Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen behandelt.

3.3.1. Coupled-Cluster-Grundzustandsenergie

Mithilfe der ¢-transformierten Cholesky-Vektoren aus Gleichung 3.9 und den Zwischengrdéfien in Tabelle 3.10
resultieren die CD-CC-Energiegleichung

Ecc = Z fiatd + = ZZL M5 (3.30)

sowie die Ausdriicke fiir die CD-CCSD-Amplitudengleichungen:

b H9AY = fmeaet 1= 3ae) Z(meet + Fmi(1— 5mz)>t“

Z (M maJ+M33£ MZET) + ZMJMQT* (3.31)
+Zt;’:;l (fme - (M#m ~ L) Li:{) +ZM" M
Jn
tr: AL =W ”Zt — FinjOm;) %ngzmt“b
+ c@&){ZMiM;@* + >t (Foy = fordog) (3.32)
7 7

_ 1t *
+25 (2W7§1b21 ZM#H-MC:@ ) t?&} :

An dieser Stelle beschreiben A = fi; — foq und Ag‘;’ = fii+ fjj — faa — fop die Differenz der Diagonal-
elemente der Fock-Matrix. Unter Verwendung kanonischer Orbitale entsprechen diese der Differenz der
Orbitalenergien Aef =¢; —e4 und AE?}) =¢;+¢€j —€q —¢€p. Ebenfalls der Tabelle 3.10 zu entnehmen ist

das Skalierungsverhalten der auftretenden Terme. Insgesamt skalieren die CCSD-Gleichungen mit O(N9),
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Tab. (3.9): t-transformierter Cholesky-Vektor. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry
aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 2882828848 (2024)] entnommen und
modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution
3.0 unportierten Lizens.

2T _ J 2T _ J
MJ - ZLmetfn MJ = ZLe:ntgl
me me
17 _ J ia 1T+ J*pa
MaiJ - ZLmitm MiaJ - ZLimtm
m m
2T _ J tae 2T J* tae
MaiJ - ZLme m iaJ - ZLemtim
- ! 3T - Jxf
37T _ J * *
MaiJ - ZLafti iaJ - zf:Lfati
27T J 2T T __ Jx
MaiJ - ZLmetz{itgn Mz’aJ - ZLemtft%
me me
J _ J te J J* _ Jxge Jx
Mij = ZLietj +Lij Mji =Y L t5 +Lji
e e
J _7dJ J 1a Jx _ 1 J* Jx ta
Mab - Lab_ZLmbtm Mba - Lba _Emetm
m m
Jitia _ 3r3T 1T 2TT J Jxt1 3 r3Tx 1T* 2T T Jx
M= Mgy — Mgy — Mgy + Ly M = M7 =M, 7= M, 7" + L
J  _ At 2T Jx  _ ardeti 2T %
M%Z *MaiJ+MaiJ M%)a —.Mga +Mig]
T __ * _ae a _ ta —4a
il = 2 LenTim T = i3] + Pt
me

a Dieser Ausdruck ist dquivalent zu der Formulierung des ¢1-transformierten Hamiltonoperators
M = > Chia Ly Cui mit Gy = Criy = 37, Crimti und Cui = Cui+ Y, Cletf, welcher
in Referenz 277 eingefithrt wurde.

beziehungsweise genauer mit

Cholesky : V202 +2V3034+2V20*

Kanonisch: V*0?+3V30? +2V20*.
Dies folgt aus dem Aufbau der Zwischengroien Wézz T i(;,f; und Wg}d sowie deren Kontraktion mit den
CC-Amplituden in der Gleichung 3.32 der to-Amplituden. An dieser Stelle wurde der Einfluss der Spin-
und Punktgruppensymmetrie auf die Anzahl der Rechenoperationen vernachléssigt, da die Ausnutzung
der Symmetrie ausschliellich die Vorfaktoren beeinflusst und insgesamt das Skalierungsverhalten nicht
verdndert wird. Bei einer ersten Betrachtung scheint die CD-Variante, die eine Kontraktion des Typs

12 wobei die Rechenzeit von dem

03V3 weniger aufweist, effizienter als die kanonische Variante zu sein,
particle-particle-ladder-Term®® dhnelnden Beitrag (V40?) dominiert wird. Dies gilt jedoch streng nur im

Limit eines unendlich grofen Systems. In praktischen Anwendungen dominiert der O(N?®)-Term

Wéi)ef = Q@ZM&IeM}Ib* ) (3.33)
J
hiufig die Rechenzeit. Dieser skaliert mit V4 Ny und somit steiler, sofern Nog > O? gilt. Die direkte
Implementierung dieses Terms wiirde die Abspeicherung einer Gréfie mit vier virtuellen Indices erfordern.
Um der Philosophie einer speichereffizienten Implementierung gerecht zu werden und die Speicherung
von Tensoren mit drei oder mehr virtuellen Indices (VVVO und VVVV) zu umgehen, wurde ein direkter
Algorithmus nach Referenz 112 implementiert. Dieser baut einen Teil der Zwischengrdfie Wé?e f on-the-fly
auf, kontrahiert diesen mit den CC-Amplituden tfjf und verwirft diesen im Anschluss. Dies wird suk-
zessive wiederholt, bis alle Beitrdge beriicksichtigt wurden. Die Grofle dieses Batches wird dabei dem
verfiigbaren Speicherplatz angepasst. Dadurch kann eine optimale Nutzung des Speichers gewahrleistet

und der Overhead minimiert werden.
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Innerhalb der folgenden Abschnitte treten in den EOM-CD-CC-Gleichungen vergleichbare Grofien auf,
konkret WCSZ;/ b Wa(gj/ D sowie W,gta)l j» welche iiber einen on-the-fly-Ansatz berechnet werden kbnnen.
Fiir diese Grolen wird daher eine weitere Diskussion ausgelassen und es sei an dieser Stelle festgehalten,
dass speicherintensive Zwischengréflen mit drei oder mehr virtuellen Indices nicht vollstéandig aufgebaut
werden. Das Schliisselwort on-the-fly (vgl. Tab. 3.7) steuert hierbei die Anzahl der virtuellen Indices
der Zwischengrofle, ab welcher diese in Batches berechnet wird.

Im Prinzip sind folglich CD-CCSD-Anwendungen ausschlielich durch die Speicherkapazititen, welche
die OOV V-Groflen belegen, begrenzt. Im Vergleich zu einer kanonischen CCSD-Implementierung besteht
der Vorteil folglich darin, dass alle Tensoren im Speicher gehalten werden konnen. Daher wird das Lesen
und Schreiben auf Festplatte umgangen, das bei der kanonischen CCSD einen rechentechnischen Engpass
darstellt. Somit sind mithilfe der Verwendung der Cholesky-Vektoren im Vergleich zur kanonischen Imple-
mentierung CCSD-Berechnungen zu vergleichbaren Zeiten, aber mit deutlich reduziertem Speicherbedarf,

moglich.

Wie in Abschnitt 2.7.1 diskutiert stellt die CC2-Methode eine Naherung zu den CCSD-Gleichungen
dar. Die t1-Amplituden werden iiber den ¢;-transformierten Hamiltonoperator in unendlicher Ordnung
berticksichtigt. Aufgrund dessen bleiben die entsprechenden Amplitudengleichungen unveréindert gegeniiber
denen der CCSD-Gleichungen. Die Bestimmungsgleichungen fiir die ¢o-Amplituden vereinfachen sich

jedoch zu der Untermenge an Termen, welche ausschliefSlich t1-Beitriage aufweisen. Es gilt:

tar A =2 N MMM (3.34)
J

Der Rechenaufwand des CD-CC2-Ausdrucks skaliert deutlich vorteilhafter als die Implementierungen,

welche die volle Zweielektronenmatrix nutzen:

Cholesky : 20%V2Ncy ,
Kanonisch: OV*+802V? +80%V2+ 0%V .

Dariiber hinaus werden keine Zwischengréf3en mit drei oder mehr virtuellen Indices benétigt, wodurch
kein Overhead durch den on-the-fly-Aufbau entsteht und ein deutlich geringerer Speicherbedarf resultiert.
CD-CC2-Rechnungen sind somit ausschlielich durch den Speicheraufwand der ¢o-Amplituden (OOVV)

limitiert. X1V

3.3.2. Equation-of-Motion Coupled-Cluster-Methoden fiir angeregte Zustéinde

Angeregte Zustande kénnen auf verschiedene Arten generiert werden. Die EOM-CC-Methoden definieren
vier verschiedene Moglichkeiten. Darunter zihlen einfache elektronische Anregungen (EOM-EE) sowie
solche Anregungen unter Umkehr eines Spins (EOM-SF), aber auch die Beschreibung der Aufnahme (EOM-
EA) und des Verlusts (EOM-IP) eines Elektrons. Im Folgenden werden die rechten und linken EOM-

Gleichungen dieser Varianten vorgestellt.

XIV Auf diese Implementierung aufbauend kann im CC2-Schema der Aufbau der Amplituden in Batches erfolgen, sodass die
Cholesky-Vektoren zur limitierenden Gréfle werden.83:324
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Tab. (3.10): Liste der (EOM)-CD-CCSD-Zwischengréfien. Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of
Chemistry aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)]
entnommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

CCSD
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Fz’j - fzj +Zflete+ZMe2]7:]LJ*+%:M§TM]Ji* _JX: (sz{rn_L:L]m) M]Jrz
m
Fia - fw,"‘ZLJMzT*_Z(Mi{n_L;’]m)Lg;l
Jm
1t *
Wil = DL ZLJ Ll V308
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3.3. ff-=CD-CC-Methoden

3.3.2.1. EOM-EE- und EOM-SF-CD-CCSD und CD-CC2

Die rechten EOM-EE- beziehungsweise EOM-SF-CD-CCSD-Amplitudengleichungen zur Bestimmung der

Anregungsenergien lauten

1 *
Tro: Eexc.m0 = ZFiarg =+ 5 ZZL{aMiQaI} ) (335)
ia iwa J
T1: Boxerf =Y Faer§ =Y Fpirty+ Y Fmerit + Y MG MF™ 4 " M M
e m me J Je
J 3R 2RT 2R J as2R (3.36)
_ZMmi (Mma.]_MmaJ +Mma.]) _Zt?ﬁmZLneMnmJ ’
Jm e Jn
1
b t b —p— J Rx*
vy Boxerl =W + 3 Swih e +Pij73ab{2t§fn (Z MbermJ>
mn me J
2t _ b
3ok (a3 -l )+ s ] s
J me ¢ (3.37)

3ty - St P s it |
(S m m m
1 o (o .
St (P S arhasty 4w, )
mn J

Gleichermaflen sind die linken Amplitudengleichungen der angeregten Zustinde (lp = 0) beziehungsweise

des Grundzustandes (lp = 1) gegeben durch
ly: Eexclfz :FialO'i‘ZFealé_ZFimlgl_ZFmalNim
e m m

2t 1 t «
- Z Wi(eaznlren + 5 Z Wi(er)zml(%n + Z Mé]aMEQin]
me mne Je

(3.38)

S LGS M ST M Y My | Y LD ML
J ef Je

me mn f
o1 e -
I STEANED ST B A
Jn m mo ef
. . o . ‘ . i}
L: Bexcliy =Wt + PPy {Fialg =S WL+ Y L, (ng% — My + M5
me J

~ ~ 1 N _ .. _ .
_ ZLi)j’riLl]m - Zngleb + iLbJ] lO) } +’PabZFeblZJe +'P” ZFZml(j;l;n (339)
m e e m

1 t 1 — * |7
+ 9 ZWz(jv)nn (T;Zn + 4 Z (Pmn ZLr{zaLi)]n> lijmn .
mn mn J
Das Skalenverhalten der kanonischen und der Cholesky-Implementierung fiir die Losung beider Sétze an

Gleichungen verhilt sich wie

Cholesky : V202 +2V303 4+ 3V204,
Kanonisch: V20?2 +V303+V204.
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Tab. (3.11): r- und [-transformierte Cholesky-Vektoren sowie t-transformierte EOM-Amplituden. Diese Tabelle wurde
mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus der Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem.
Phys. 26, 28828-28848 (2024)] entnommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel
steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

EOM-EE / EOM-SF EOM-EA / EOM-IP
VIR DS il MR = S MEF = Sl M = S M
me
iy =S g =S e = S /
m e
MRy =Y Linrin M7 = EM%’;lz? MpFr =2 Lgrt Mgyt = Myl
e
e <SSugee oty =S k= Suhew,
e
MET™ = ZLi;; rith, / M = S L, M = > Ml
me
M2Es = 3Ly / / MM = S M
e m
l~" _ 1 Z lmz ef‘ Z _ _1 Z tae pmn lN _ _1 Z m tef l _ 1 Z tae mn
v 2 ef Ymj ‘ab 2 mn-eb | ef"mi 2 mn'e
- efm B mne _ <_ifm 3 mne
g = St Ty = LU0, L = U] labj = 2 lptds,
ef me ef me

Generell miissen folglich fir EOM-EE/SF-Rechnung unter Verwendung der Cholesky-Vektoren zusétzliche
Rechenoperationen durchgefithrt werden. Dies resultiert aus dem erneuten Aufbau von Zwischengréfen,
um die Abspeicherung von Tensoren mit drei oder mehr virtuellen Indices zu umgehen, sowie deren
darauf folgende Kontraktion. Die hierfir verantwortlichen Terme finden sich fiir die rechte Seite der
EOM-CD-CCSD-Gleichungen in Wz(jk:l (2V20%) und 3, M M2R% (V303) und fiir die linke Seite in
lijmn (2V20%) und limno (V3O3).

Es zeigt sich jedoch, dass die hier vorgestellte Implementierung eine Verbesserung des Skalenverhaltens im
Vergleich zu Referenz 112 beziehungsweise Referenz 113 erreicht. Dies folgt aus der Redefinition zweier

Beitrige. Der erste Beitrag, als Teil der ro-Amplitudengleichung, kann durch die Refaktorisierung

Ref. 112 Diese Arbeit
b 1 1t)
S, = S
(3.40)
b * b
0 (zszLG o) - o | STk
nf me nf J
umgeformt werden und mit weiteren auftretenden Termen gruppiert werden
2t — y— 1t *
PP i = P Yo (Wi Sarhact ) )
me

Die auf diese Weise definierte Zwischengrofie WSZ; ist unabhéngig von den EOM-Amplituden selbst und
muss somit nur einmal vor der EOM-Rechnung, aber nicht innerhalb jeder Iteration erneut aufgebaut wer-

den.®*V Somit kénnen pro Iteration O3V?3 Rechenoperationen eingespart werden. Der zweite umdefinierte

XV Aus den hier dargelegten Griinden wurde dieselbe Definition ebenfalls innerhalb der EOM-EA /TP-Gleichungen eingefiihrt,
jedoch ohne eine explizite Diskussion an dieser Stelle.
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Beitrag ist Bestandteil der [;-Amplitudengleichungen. Hier wird der Term nach

Ref. 113 Diese Arbeit
Sy, (szaM;:) s (S 2
emf ng J Jn ge mf

ligen

definiert. Der linke Ausdruck benétigt entweder das Abspeichern einer OVVV-Grofle, oder die erneute
Auswertung dieses Beitrags in jeder Iteration mit Kosten von O?V%. Im Gegensatz dazu kann die hier
vorgestellte Faktorisierung die Zahl der Rechenoperationen auf O3V? reduzieren, wobei ausschlieflich eine
zusétzliche OV OV -Zwischengrofie gespeichert werden muss. Dies dhnelt ebenfalls den Ausdriicken, welche
im Kontext von DF-CCSD durch Bozkaya und Sherrill®2® publiziert wurden.

Innerhalb des CC2-Schemas sind die Terme der EOM-CC2-Amplitudengleichungen eine Untermenge der
Terme der EOM-CCSD-Amplitudengleichungen. Analog zu den CC-Grundzustandsamplituden sind die
r1-Amplitudengleichungen unverdndert im Vergleich zu CCSD. Fiir die r2-Amplituden ergibt sich

r2: (Bexe. + Al )rfl =Py 150 fmi+ Py > foeriy
m e

(3.43)
e Y (a2 St )
J m
Im Gegensatz dazu sind fiir die linke Seite der EOM-CC2-Gleichungen sowohl die ;- als auch die lo-Am-
plitudengleichung im Vergleich zu den CCSD-Amplitudengleichungen abgeéndert. Diese ergeben sich nach
der linken EOM-Eigenwertgleichung 2.253 unter Verwendung der CC2-Jacobimatrix in Gleichung 2.248.

Es resultieren die Beitréige

Bexelly = (0] (E2¥)e [92) + (@0 (L) + (B ) o) |9) | (3.44)
1, (Poxe + Ae22) = (ol (L1 1) | B2) (3.45)

welche zu den folgenden Gleichungen ausgewertet werden kénnen

I Eexcli, = Fialo+ Y Feall =Y Finl =S W 1m 4 S" M3ELI
e m me J (3 46)
DNUAWIELIES WD WS
Jf me Jn me
.. o . N . 1 .
l2 : (Eexc + AE?;)) l;jb = Pabpij {Fiall], + ZL%]G, (ng[:] - bleJ + §L;7]J ZO) }
J (3.47)

+ Py > felile +Piy > fimlly"
e m

Beziiglich des Skalenverhaltens zeigt EOM-CD-CC2 ein dhnliches Bild wie EOM-CD-CCSD. Es gilt

Cholesky : 20%V2Ney+02V3+03V?2 |
Kanonisch: 302%V3+303V?2.

Somit ist, da O+ V = N < Nc¢y gilt, die CD-Implementierung etwas aufwendiger.
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3.3.2.2. EOM-EA-CD-CCSD

Um die Elektronenaffinitéit eines Systems zu bestimmen, miissen die EOM-EA-Gleichungen gelést werden.
Der lineare Anregungsoperator Ry, ist nicht teilchenzahlerhaltend und beschreibt das Hinzufiigen eines
Elektrons. Im Vergleich zu den EOM-EE-Gleichungen zeichnen sich die EOM-EA-Gleichungen durch das
Fehlen eines Quasiteilchenerzeugungsoperators, genauer eines Locherzeugungsoperators a;, aus. Dadurch
weisen die CD-EOM-EA-Amplituden folgende Form auf:XV!

r1:  FBexer® = ZFaere + ZFmerﬁf JrZM‘] MR (3.48)
(& me
T2t Eexc. 7’ W(EZJ) +P‘l—b{zt ZMbeMz +ZFbeTae Z GGWSIQJ
me
ZMbJ ( M3Rx — M2RT+ +M§§*> } +> <Z Frner®+ ZL;{WM(?}**> (3.49)
m e Je
St (o S D, ) - X Frt
mn m

In gleicher Weise ergeben sich die Gleichungen fiir die ;- und l3-Amplituden zu

li: Eexcla:ZFeale_ZFmaZm+ZMJM2L*
’ " (3.50)
+ZL ( > Mo — Y MJ; lefn> :

mo ef

i Bexelly, =W — Zijl Z( ngL,{laLl{,’;)ijnJer{—Fjalb
J
+ZFE,,1{;6—ZW](§,§2,L m=> "L, (M,?}* ME ZL )}
e e J

(3.51)

Die Ausdriicke kénnen als Analogon der CD-EOM-EE-Gleichungen, bei denen die Amplituden einen

besetzten Index weniger aufweisen, aufgefasst werden. Das Skalenverhalten ist insgesamt O(N®) und mit
Cholesky :  V*Ncoy +0V*+20%V3 420372,
Kanonisch: OV*40?V3

ist die Cholesky-Formulierung aufgrund des erneuten Aufbaus einiger Zwischengrofien kostspieliger als das

kanonische Pendant.

XVIEg gilt die Aquivalenz Ze MJrre = Mgf‘* — Mgf"’T*.
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3.3.2.3. EOM-IP-CD-CCSD

Auch fiir EOM-IP ist der lineare Anregungsoperator Rip nicht teilchenzahlerhaltend. Er beschreibt nun
im Gegensatz zu EOM-EA einen Ionisationsprozess, und somit den Verlust eines Teilchenerzeugungs-
operators &b im Vergleich zu den EOM-EE-Gleichungen. Die rechten und linken EOM-IP-CD-CCSD-

Amplitudengleichungen lauten jeweils

ry: Eexeri= — ZF i"m + ZFmermz ZMJ Mgn%* ) (3.52)
r2: Eexell = ZW(tl)ner T ZFberﬂ T3 ZWSZW ; Zt ZL M
J
© (3.53)
{szrm] DRI WD B
i Boxcl' = ZFzmlm +2 Z W;)ml;"" , (3.54)
mne
ly:  Boxeld = ZFebl” 4 ngm { STwE i Fyld
me (3.55)

TS (o gy - Sagi) |
m J e
Die EOM-IP-Amplituden weisen im Vergleich zu den EOM-EE-CD-CCSD-Amplituden einen virtuellen
Index weniger auf. Aufgrund dessen entfallen bei den EOM-IP-CD-CCSD-Gleichungen die Terme, welche
zuvor (vgl. Abs. 3.3.2.1) zu einem erhohten Rechenaufwand gefithrt haben. Aus diesem Grund ist das
Skalenverhalten von EOM-IP-CD-CCSD identisch mit der kanonischen Implementierung.

Kanonisch & Cholesky: O%V?2 4+ 0%V .

3.3.3. Validierung und Einordnung

Die Validierung der Implementierung kann durch einen einfachen Vergleich der Ergebnisse mit einem niedri-
gen Abbruchkriterium mit den Resultaten der kanonischen Implementierung erfolgen. In der Abbildung 3.11
ist der mittlere Fehler der CD-HF-Energie, der CD-CC-Korrelationsenergie und der EOM-CD-CC-Anre-
gungsenergie gegen den gewéhlten Cholesky-Parameter aufgetragen. Der Cholesky-Parameter ¢ definiert
ein Abbruchkriterium von 1079, Diese Analyse ist Referenz 204 entnommen und orientiert sich an einer
fritheren Arbeit'%6 des Autors, bei der derselbe Testsatz verwendet wurde. Der Testsatz umfasst die ge-
schlossenschaligen Molekiile Wasser und Ethen sowie das offenschalige Methylidin-Radikal in verschiedenen
Orientierungen des Magnetfelds und Basisséitzen.XVI! In Ubereinstimmung mit Referenz 106, welche die
CD-MP2-Implementierung validiert, beschrankt das gewéhlte Cholesky-Abbruchkriterium (schwarze Linie)
nicht nur den Fehler in den Integralen, sondern auch den Fehler in den Energien. Fiir Cholesky-Parameter
bis § =7 (rot gestrichelte Linie) bleibt der Fehler aller Methoden deutlich unterhalb der festgelegten
Genauigkeit. In diesem Bereich ist der Fehler fir (EOM)-CD-CC etwa eine Groflenordnung kleiner als
der Fehler der CD-HF-Energie. Oberhalb dieser Schwelle wird der Fehler zusétzlich durch die Wahl des
Konvergenzkriteriums begrenzt, welches sowohl fiir HF als auch fiir CC und EOM-CC auf 10~7 gesetzt

XVIIDas CH-Radikal mit dem unc-aug-cc-pV5Z-Basissatz und Ethen mit dem unc-aug-cc-pVTZ-Basissatz mit einer 45°
Ausrichtung des Magnetfeldvektors zur CC-Bindungsachse wurden aufgrund ihrer Grofle hier aus dem Testsatz entfernt.
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—— APEnr =-v- AFEgom-ccsp ¢ AEgom-cc2
AFEccsp —* AFEcc — 10°°
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Abb. (3.11): Mittlerer Fehler der ff-CD-HF-Energie (blau), ff-CD-CCSD- und f-CD-CC2-Korrelationsenergie (griin
und grau) sowie der ffEFEOM-CD-CCSD- und fi-EOM-CD-CC2-Anregungsenergie (orange und lila) als
Funktion des Cholesky-Parameters ¢. Die Konvergenzkriterien fiir HF, CCSD und EOM-CC wurden auf
10~7 festgelegt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus der Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)] entnommen und modifiziert.
© 2024 Eigentuimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

wurde. Dies fithrt dazu, dass der Fehler in den EOM-CC-Energien grofier als das Abbruchkriterium der
Cholesky-Zerlegung wird. Es wurde bestétigt, dass genauere Konvergenzkriterien dazu fithren, dass der
Fehler weiterhin unterhalb des Cholesky-Kriteriums bleibt. Es ist zu beachten, dass die Konvergenz anhand
der Amplituden beziehungsweise Molekiilorbitalkoeflizienten gemessen wird. Fiir konvergierte Amplituden
ist die Energie im Allgemeinen ein bis zwei signifikante Stellen weiter konvergiert.

In der Praxis kann folglich die Genauigkeit durch die Wahl des Cholesky-Kriteriums festgelegt werden.
Chemische Genauigkeit,325 welche 1,0 kcal/mol entspricht und somit etwa 1,59-1073 Ey, betrégt, ist schon
durch die Wahl eines Cholesky-Parameters von § = 3 —4 erreichbar. Eine héhere Genauigkeit, welche
beispielsweise fiir spektroskopische Groéflen benotigt wird, kann durch eine Wahl des Parameters von
6 =5 — 6 garantiert werden. Eine passende Auswahl ermdoglicht es, einen geeigneten Kompromiss zwischen

Rechenaufwand und Préazision zu finden.

Abschliefend wird im Folgenden die Verwendung der Cholesky-Zerlegung in CC-Berechnungen hinsicht-
lich der Rechen- und Speicheranforderungen in einem Vergleich mit den Anforderungen kanonischer
Implementierungen eingeordnet. Die Diskussion der vorherigen Abschnitte zeigte, dass ein maflgeblicher
Vorteil der CD-Implementierung darin besteht, dass die Cholesky-Vektoren im Arbeitsspeicher gehalten
werden konnen. In Kombination mit der Abwesenheit speicherintensiver Zwischengréfien, welche durch die
Refaktorisierung der Gleichungen sowie durch die on-the-fly-Berechnung von Zwischengréfien vermieden
werden kénnen, fiihrt dies zu einem drastisch reduzierten Speicherbedarf. Im Wesentlichen ist der Arbeits-
speicher lediglich durch OV OV-Groé8en, zu denen unter anderem die Amplituden selbst zéhlen, limitiert.
Im Vergleich zu den kanonischen Implementierungen, bei denen der Festplattenspeicher oft einen Engpass
darstellt, fithrt diese Eigenschaft zu einer signifikanten Erweiterung des Anwendungsbereichs.

Rechnungen an grofien Systemen sind mit kanonischen CC-Algorithmen entweder nicht méglich oder
erfordern das Abspeichern der Integrale und Zwischengroien auf der Festplatte und das erneute Einlesen,

wenn diese benotigt werden. Das Lesen und Schreiben der Integrale fithrt jedoch zu I/O-Overheads, welche

95


https://doi.org/10.1039/d4cp03103b
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

3.3. ff-=CD-CC-Methoden

Tab. (3.12): Vergleich der Rechenzeit [hh:mm:ss] und des benétigten Arbeitsspeichers der kanonischen und Cholesky-
basierten Implementierungen der ff-EOM-CCSD- und f-FEOM-CC2-Gleichungen innerhalb des QCUMBRE
-Programmpakets. Die Rechnungen wurden anhand der Molekiile Ethen und Tetrachlor-p-Benzochinon
durchgefithrt, deren Geometrien jeweils den Referenzen 106 und 312 entnommen wurden. Zuséatzlich wird
die gesamte Rechenzeit angegeben. Als Cholesky-Parameter wurde § =5 gewéahlt. Die Diskrepanz zwischen
der Gesamtrechenzeit und der Summe der einzelnen Zeiten ist zum Grofteil auf die Transformation der
Integrale in die Molekiilorbitalbasis zuriickzufiihren. Die Berechnungen wurden auf einem Kern eines
Intel® Xeon® E5-2643 v4 @ 3,40GHz Prozessors durchgefithrt und enthalten zusétzlich die Optimierungen
beztiglich der Tensorsymmetrie, welche im folgenden Abschnitt 3.4 vorgestellt wird.

System Methode tac tEOM tiot  Speicher/GB
CCSD-EE 00:38:39 00:49:39 03:31:38 299,15

CD-CCSD-EE  06:52:20 09:17:23 16:10:21 15,99
CD-CCSD-EE* 04:08:21 05:13:19 09:22:18 16,19

Ethen CCSD-EA 00:33:45  00:25:29 03:07:45  300.25
unc-aug-cc-pVQZ CD-CCSD-EA  06:50:37 06:30:39 13:21:51 16,19

(0 =8, V=370, Non = 2705) g 1p 00:33:47  00:00:48 02:43:06 300,25
CD-CCSD-IP  06:50:47 00:01:50 06:53:13 16,00

CC2-EE 00:43:55  00:09:51 02:57:14 277,11

CD-CC2-EE 00:02:36  00:04:30 00:07:44 16,19
CD-CC2-EE*  00:02:39 00:04:27 00:07:43 16,19

CCSD-EE 04:46:46  05:21:35 10:45:26 133,79
CD-CCSD-EE  04:13:00 06:01:06 10:15:40 69,58
CD-CCSD-EE* 02:29:55 03:54:09 06:25:39 62,71

Tetrachlor-p-Benzochinon CCSD-EA 04:46:38 00:46:44 06:09:33 124,73
unc-aug-cc-pVDZ CD-CCSD-EA  04:12:43 00:55:22  05:08:52 55,65

(0 =60, V=232, Nou = 1683) "ogp 1p 04:46:39 00:21:15 05:44:04 126,85
CD-CCSD-TIP  04:12:45 00:13:58 04:27:30 55,355

CC2-EE 00:49:06 01:45:33 03:11:34 114,25

CD-CC2-EE 00:12:04 01:21:53 01:35:30 56,60
CD-CC2-EE*  00:09:59 01:17:07 01:28:39 54,99

2 Diese Berechnungen wurden unter Verwendung von single-precision durchgefiihrt.

die Rechenzeiten bestimmen kénnen (siehe hierzu die Diskussion der Rechenzeiten des Programmpakets
QcHEM?2T in Referenz 112). Im Vergleich dazu kénnen durch die CD-Implementierung zusitzliche I/0-
Operationen umgangen werden und somit vergleichbare Rechenzeiten erzielt werden, auch wenn der
Vorfaktor des Skalenverhaltens im Allgemeinen ungiinstiger ist. Somit weisen CD-CC-Berechnungen
einen deutlich geringeren Speicheraufwand bei vergleichbaren Rechenzeiten im Vergleich zu traditionellen

Implementierungen auf.

Der Unterschied in der Rechenzeit und dem benétigten Arbeitsspeicher zwischen der kanonischen und der
Cholesky-basierten Implementierung der EOM-CCSD- und EOM-CC2-Gleichungen des Programmpakets
QCUMBRE wird anhand von zwei praktischen Beispielen gezeigt. Dies erfolgt anhand des Ethen-Molekiils
in der unc-aug-cc-pVQZ-Basis (N = 378) als ein elektronenarmes System (O =8, V' = 370) und anhand des
Tetrachlor-p-Benzochinons (C504Clg) in der unc-aug-cc-pVDZ-Basis (N = 292) als ein elektronenreiches
Pendant (O = 60, V = 232). Tabelle 3.12 fasst die erhaltenen Ergebnisse zusammen. Es ist hierbei zu
beachten, dass QCUMBRE alle Tensoren im Arbeitsspeicher hélt. Aufgrund dessen werden die Rechenzeiten
nicht durch einen I/O-Overhead bestimmt. Im Vergleich zu der Studie 112 werden hier folglich fiir den
kanonischen Algorithmus schnellere Rechenzeiten jedoch héhere Speicheranforderungen erwartet.

Zunéchst ist festzuhalten, dass der Speicherbedarf der CD-Implementierungen signifikant geringer ist,
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da die VVVV- und VVVO-Groflen nicht abgespeichert werden miissen. Fiir Ethen wird eine Reduktion
von 299 GB auf 16 GB erhalten. Der Speichergewinn ist fiir elektronenreiche Systeme deutlich weniger
stark ausgepragt jedoch weiterhin signifikant. So wird hier der Speicher von 134 GB auf 70 GB reduziert.
Dies ist zu erwarten, da die orbitaldominanten Vierindexgréfien (OOOO und OOOV'), welche weiterhin
innerhalb der CD-Implemetierung abgespeichert werden, stéirker ins Gewicht fallen. Die Angaben fiir den
Speicherbedarf der CD-Implementierung stellen hierbei die maximalen Anforderungen dar. Sie kénnen
jedoch potentiell niedriger sein, denn die Grofle der Batches, anhand deren die on-the-fly-Dreitensor-
kontraktion durchgefiihrt wird, wird an den verfiigbaren Speicher angepasst. In diesem Fall wurde die
Kontraktion in nur einem Batch und somit einem vollstdndigen Spin- und Symmetrieblock durchgefiihrt.
Die Aufteilung dieses Blocks in mehrere Batches kann die Speicheranforderungen weiter reduzieren,
weshalb die angegebenen Werte eine obere Grenze fiir den Arbeitsspeicher darstellen.

Eine Betrachtung der Rechenzeit der CCSD-Implementierungen zeigt, dass die theoretisch prognostizierten
Trends des Skalenverhaltens bestétigt werden. Fiir Ethen bietet die CD-CCSD-Methode keinen Vorteil.
Es werden, wie zu erwarten war, hohere Rechenzeiten erhalten. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass
bei elektronenarmen Systemen der O(N®)-Term die dominante Rechenzeitkomponente darstellt. Die
Diskussion im Abschnitt 3.3.1 zeigte, dass der on-the-fly-Aufbau der ZwischengroBe Wy s mit NcuV*
skaliert und somit teurer ist als der particle-particle-ladder-Term, welcher mit O?V* skaliert. Dies gilt
jedoch nur, sofern O? < Ny ist. Bei elektronenreichen Systemen dreht sich die Ungleichung jedoch um,
da die Anzahl der besetzten Orbitale zunimmt. Der O(N®)-Term weist einen geringeren Einfluss auf
und fiir beide Implementierungen dominiert der O?V4-Term. Aus diesem Grund sind die Rechenzeiten
der CD-CCSD-Implementierung fiir Tetrachlor-p-Benzochinon mit den Zeiten der kanonischen Versionen
vergleichbar, wihrend der Speicherbedarf deutlich geringer bleibt.

Auch CD-EOM-EA und CD-EOM-IP folgen den Erwartungen. Wahrend die Berechnung des CC-Grund-
zustandes unveréindert bleibt, skalieren EOM-IP und EOM-EA mit O(N®) und weisen somit eine deutlich
schnellere Berechnung als EOM-EE auf. Im Vergleich zu der kanonischen Implementierung wird erwar-
tungsgemaf fiir den EOM-EA-Schritt in allen Féllen eine groflere Rechenzeit erhalten. Im Gegensatz dazu
zeigt sich fiir die Losung der CD-EOM-IP-Gleichungen entsprechend der Diskussion des Abschnittes 3.3.2.3
eine vergleichbare Rechenzeit zu der kanonischen Implementierung.

Fiir die CC2-Implementierung wird unabhéngig von dem System ein Rechenzeitgewinn theoretisch vorher-
gesagt. Dies zeigt sich praktisch auch anhand der Zeiten in Tabelle 3.12. Sowohl fiir Ethen als auch fir

Tetrachlor-p-Benzochinon werden signifikante Speicher- und Rechenzeitgewinne erzielt.

Zusétzlich kann die gleichzeitige Verwendung von single-precision neben der Cholesky-Zerlegung ausgenutzt
werden, um die rechentechnischen Anforderungen der Losung der (EOM)-CC-Gleichungen weiter zu senken.
FlieSkommazahlen in single-precision bendtigen im Vergleich zu Zahlen in double-precision halb so viel
Speicher. Auflerdem werden die Rechenoperationen um denselben Faktor giinstiger. Des Weiteren kénnen
auch sekundére Effekte die Rechenzeiten beeinflussen. Zum Beispiel die effizientere Nutzung des Caches.
Die Referenzen 328 und 329 zeigen jeweils fiir CD-MP2 und EOM-CD-CC, dass die Verwendung von
single-precision ohne signifikanten Fehler moglich ist. Denn Pokhilko et al.329 stellen fest, dass die
Fehlerakkumulation bei single-precision hinreichend langsam ist und die Verwendung somit insgesamt
vernachlissigbare Fehler verursacht. Technisch ist aufgrund der endlichen Anzahl der darstellbaren
signifikanten Stellen eine Konvergenz mit einer Genauigkeit von bis zu etwa 10~7 méglich. Chemische
Genauigkeit kann folglich schon unter Verwendung single-precision erreicht werden. Wird jedoch eine héhere
Préazision benotigt, dann ist es moglich die Amplituden zunéchst in single-precision auszukonvergieren und

anschlieBend auf double-precision zu wechseln.?29330 Da es sich bei CC um einen iterativen Prozess handelt,
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konvergieren die Gleichungen erfahrungsgeméifl zu den korrekten Amplituden, solange sichergestellt wird,
dass die letzten Iterationen in double-precision durchgefiihrt werden. Daher kann dieser Ansatz fiir alle
Zwecke als Standard-CC in double-precision mit einem sehr guten Startwert fiir die Amplituden aufgefasst
werden.

Innerhalb von QCUMBRE ist dies tiber das Schliisselwort single-precision (vgl. Tab. 3.7) zuginglich,
welches steuert, ob in den CD-CC- oder EOM-CD-CC-Gleichungen oder in beiden single-precision
verwendet wird. XV Wenn single-precision eingeschaltet ist, aber eine hohere Konvergenz als 10~7
in der Eingabe eingestellt wurde, dann werden die CC-Gleichungen in single-precision gelost und dann
automatisch auf double-precision umgeschaltet, um die Amplituden auf das geforderte Kriterium zu
konvergieren. In den hier vorgestellten Rechnungen wurde ein Konvergenzkriterium von 1077 gewihlt,
sodass keine finalen double-precision-Iterationen ausgefithrt wurden.

Fiir CD-CCSD wird dadurch die Rechenzeit fast halbiert, wie Tabelle 3.12 zeigt. So sinkt beispielsweise die
Gesamtrechenzeit von Tetrachlor-p-Benzochinon von 10:15:40 auf 06:25:39. Fiir CD-CC2 limitieren andere
Schritte als die Losung der Amplitudengleichungen die Rechenzeit. In diesem Fall ist die Diagonalisierung
innerhalb des Davidsonverfahrens der zeitbestimmende Schritt. Die Diagonalisierung wird weiterhin in
double-precision durchgefiihrt, weshalb der Rechenzeitgewinn fiir CD-CC2 durch die Verwendung von
single-precision nicht sichtbar wird. Da in beiden Féllen, also sowohl fiir CC2 als auch fir CCSD, in
der aktuellen Implementierung die Schritte aulerhalb der Amplitudengleichungen weiterhin in double-

precision ausgefiihrt werden, bleibt der maximal benotigte Arbeitsspeicher unverandert.

Insgesamt zeigt die hier vorgestellte Diskussion, dass das eingangs formulierte Ziel, einer effizienten und
hochgenauen CC-Rechnung eines quantenchemischen Systems innerhalb eines externen Magnetfeldes
mithilfe des CD-Ansatzes und weiteren Optimierungen realisiert werden kann. Sowohl Rechenzeiten als
auch Speicheranforderungen konnten fiir die gingigen CC-Methoden signifikant reduziert werden. Auf diese
Weise sind korrelierte Grundzustands- und Anregungsenergien sowie Eigenschaften, wie beispielsweise die

Ubergangsdipolmomente, zugénglich.

3.3.4. Konvergenzbeschleunigung der Coupled-Cluster-Gleichungen

Neben der Cholesky-Zerlegung sind auch weitere technische Entwicklungen méglich, um die Laufzeit zu
optimieren. Beispielsweise kann dies durch die Gewahrleistung einer schnellen Konvergenz der iterativen
CC-Gleichungen erreicht werden. Hierzu wurden die Ansétze aus den Referenzen 333 und 273 auf ff-CC-
Rechnungen erweitert.

Der erste Ansatz nutzt storungstheoretische Argumente, um die Beitrage der CC-Amplituden hoherer
Ordnung zu klassifizieren. Am wichtigsten sind die ¢1- und vor allem die t3-Amplituden, da diese direkt zu
dem CC-Energieausdruck beitragen. Die Amplituden héherer Ordnung tragen lediglich indirekt bei. Eine
Beschleunigung der Konvergenz von CC-Methoden héherer Ordnung, wie beispielsweise CC3 oder CCSDT,
kann realisiert werden, indem es den t3-Amplituden frither ermoglicht wird, in einer héheren stérungs-
theoretischen Ordnung indirekt {iber die ¢1- und t2-Amplituden in die Energiegleichung beizutragen. Um
dies zu erreichen, werden fiir gegebene t3-Amplituden die ¢1- und to-Amplituden in CCSD-Subiterationen
auskonvergiert. Die Anzahl der Subiterationen kann durch das Schlisselwort ccsd-subiterations (vgl.

Tab. 3.7) festgelegt werden. Die Wahl des Parameters 0 stellt einen Spezialfall dar. Analog zu dem Vorgehen

XVIITy der aktuellen Implementierung werden die Integrale bzw. Cholesky-Vektoren und die HF-Lésung in double-precision
berechnet. Ausschliellich die Losung der Amplitudengleichungen wird in QCUMBRE in single-precision ausgefithrt.
Zukiinftige Entwicklungen sollten ebenfalls die Formulierung des DIIS-331:332 bzw. Davidsonverfahrens in single-
precision umfassen.
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Tab. (3.13): Vergleich der Rechenzeiten [hh:mm:ss], des benétigten Arbeitsspeichers sowie der benétigten Iterationen
fiir mit QCUMBRE durchgefithrte Rechnungen an Wasser auf unc-aug-cc-pVTZ/fi-CCSDT- und ff-CC3-
Niveau. Hierbei wurden jeweils die Parameter der Methoden zur Konvergenzbeschleunigung variiert. Die
Geometrie des Wassermolekiils wurde durch eine Geometrieoptimierung auf unc-aug-cc-pVTZ/CCSD-
Niveau bestimmt. Die Berechnungen wurden jeweils auf einem Kern eines Intel® Xeon® E5-2643 v4 @
3,40GHz Prozessors durchgefiihrt

CCSDT CC3

DIIS Subiterationen Iterationen tcc  Speicher/GB  Iterationen tcc Speicher/GB

0 - 38 3:02:24 7,50 37 1:03:51 5,59

0 0 38 3:02:22 7,49 37 1:03:55 5,61

0 1 22 2:07:31 7,46 20 1:01:24 5,61

0 2 18 2:00:44 7,40 15 1:03:41 5,64

0 3 17 2:06:23 7,24 12 1:05:19 5,61

10 - 18 1:28:26 15,43 15 0:27:20 5,60

10 0 18 1:28:22 15,32 15 0:27:21 5,67

10 1 13 1:15:43 14,39 10 0:31:13 5,61

10 2 12 1:20:08 15,34 10 0:41:57 5,64

10 3 11 1:21:23 15,02 10 0:51:23 5,63
DIIS Jacobimatrix Iterationen tcc Speicher/GB Iterationen tcc  Speicher/GB

0 - 38 3:02:24 7,50 37 1:03:51 5,59

0 CC2 40 3:14:55 8,39 33 1:01:22 5,99

0 CCSD 21 1:47:28 10,54 10 0:22:57 5,66

10 - 18 1:28:26 15,43 15 0:27:20 5,60

10 cC2 17 1:26:40 15,40 13 0:25:41 5,62

10 CCSD 13 1:07:29 17,50 7 0:16:44 5,57

in CC2/CC32747276 werden in der Iteration n zunichst die neuen tgn)-Amplituden durch die Amplituden

tgn_1)7 tén_l), t:(,,n_l) — tén), wie es in traditionellen CC-Implementierungen

der vorherigen Iteration
iiblich ist, und anschlieflend die unmittelbare Riickkopplung der auf diese Weise bestimmten Amplituden
der Dreifachanregungen zu denen der Einfach- und Zweifachanregung tén) — tgn), tén) beriicksichtigt. Es

werden zum Aktualisieren folglich tgn) anstelle von ti(,,nfl) verwendet. Matthews?334

erweiterte kiirzlich
diesen Ansatz auf die CC-A-Gleichungen und fiihrte einen Dadmpfungsmechanismus fiir oszillatorische

Systeme ein. Diese Erweiterungen sind jedoch nicht Teil der hier vorgestellten Implementierung.

Der zweite Ansatz basiert auf den Newton-Gleichungen 2.220 zur iterativen Losung der Amplitudengleichun-
gen. Unter Verwendung der vollen Jacobimatrix ist eine quadratische Konvergenz der Amplitudengleichung
gegeben. Aufgrund der Rechenanforderungen fiir den Aufbau der vollen Jacobimatrix ist ein solcher Ansatz
jedoch nicht praktikabel. Deshalb werden typischerweise ausschliellich die diagonalen Beitrige der Jacobi-
matrix, welche der Differenz der Orbitalenergien entsprechen, in einem Quasi-Newton-Verfahren verwendet.
Dieses weist jedoch generell keine quadratische Konvergenz mehr auf. Um eine schnellere Konvergenz zu

1.273 eine approximative Jacobimatrix einer untergeordneten Methode,

gewdhrleisten, nutzen Kjgnstad et a
beispielsweise die CCSD-Jacobimatrix fiir die CCSDT-Amplituden. Diese enthdlt nun auch nicht-diagonale
Beitrdge, wodurch das Konvergenzverhalten verbessert werden kann. Innerhalb von QCUMBRE ist das
Schema durch das Schliisselwort newton-type zugénglich, wobei iiber jacobian-method die Methode der

Jacobimatrix gewéhlt werden kann (vgl. Tab. 3.7).

Tabelle 3.13 quantifiziert die Methoden zur Konvergenzbeschleunigung fir CCSDT und CC3 anhand

einer Beispielrechnung an Wasser in der unc-aug-cc-pVTZ-Basis. Hierbei wurden die Parameter fiir die
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Schliisselworter ccsd-subiterations und jacobian-method variiert und es wurde jeweils die Anzahl der

331,332 yerwendeten Vektoren auf

fiir die DIIS-Extrapolation (Direct Inversion of the Iterative Subspace)
0 und 10 gesetzt. Ein Wert von null bedeutet an dieser Stelle, dass keine Extrapolation durchgefiihrt
wurde. Erwartungsgemaf fiihrt das Auslassen der DIIS-Extrapolation ohne die weitere Verwendung
einer Konvergenzbeschleunigung in allen Fillen zu einem grofien Anstieg in den benétigten Iterationen.
Die Ergebnisse zeigen, dass beide Methoden zur Konvergenzbeschleunigung die Anzahl der benotigten
Iterationen mindern kénnen. Fiir die Anzahl an Subiterationen empfiehlt sich ein Wert von 1 bis 2. Fiir
die Wahl der approximative Jacobimatrix zeigt sich der CC2-Ansatz als nicht wesentlich gewinnbringender
als die Verwendung der Diagonalmatrix der Differenzen der Orbitalenergien. Wird jedoch die CCSD-
Jacobimatrix verwendet, so zeigt sich ein sehr gutes Konvergenzverhalten. Der Vorteil in der Verwen-
dung einer der Methoden zur Konvergenzbeschleunigung liegt vor allem darin, dass die Konvergenz im
Allgemeinen besser als oder vergleichbar zu DIIS ist. Damit stellen diese Ansétze eine Alternative zu
DIIS dar. Dies ist besonders lohnenswert fiir CCSDT, da auf diese Weise nicht mehrfache Kopien der
Amplituden, insbesondere der Amplituden der Dreifachanregungen, abgespeichert werden miissen. Das
zeigt sich auch Anhand des benétigten Speichers in Tabelle 3.13, welcher sich fiir dieses System halbiert.
Die Speicherreduktion ist insbesondere relevant fiir CD-Anwendungen, da hier die Amplituden héufig die
speicherlimitierende Grofle darstellen. Fiir CC3 zeigt sich dieser Gewinn jedoch nicht, da in diesem Fall
innerhalb von DIIS die Amplituden der Dreifachanregungen ohnehin nicht beriicksichtigt werden.

Sowohl die CCSD-Subiterationen, als auch das Aufstellen der CCSD-Jacobimatrix, stellen einen O(N©)-
Schritt dar. Aufgrund dieses zusétzlichen Rechenaufwandes ist fiir das hier betrachtete System in vielen
Fallen trotz der Reduktion der Gesamtzahl der Iterationen kein oder nur ein geringer Rechenzeitgewinn
festzustellen. Fiir grofere Systeme sinkt jedoch das Gewicht des Overheads im Vergleich zu den O(N”)-
und O(N?®)-Schritten von CC3 beziehungsweise CCSDT und somit ist auch ein potentieller Rechenzeit-
gewinn zu erwarten. Basierend auf den hier vorgestellten Ergebnissen zeigt sich die Verwendung der
CCSD-Jacobimatrix in Kombination mit DIIS als die beste Methode, um eine schnelle Konvergenz zu

gewahrleisten.

3.3.5. MPI-Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen

Die Laufzeit eines Programms ist nicht nur durch den zugrundeliegenden Algorithmus festgelegt, sondern
auch davon abhingig davon, ob die Rechenressourcen optimal genutzt werden. Ein Beispiel dafiir ist die
Auslastung der verfiigbaren Prozessoren durch eine Parallelisierung. Im Allgemeinen kann zwischen zwei
Arten der Parallelisierung unterschieden werden.

In der ersten Variante nutzen die Prozesse einen gemeinsamen Speicher (Shared-Memory), wihrend in
der zweiten Art fiir jeden Prozess jeweils ein eigener Speicher zugewiesen ist (Distributed-Memory). Der
Vorteil des ersten Ansatzes besteht darin, dass Variablen fiir mehrere Prozesse zugénglich sind und diese
gemeinsam darauf zugreifen kénnen, ohne Kopien erstellen zu miissen. Allerdings erfordert dies eine
Cluster-Architektur, in welcher alle Prozesse an einem gemeinsamen Speicher angebunden sind, was
hardwareseitig die Anzahl der nutzbaren Prozessoren begrenzt. Ein solcher Verbund von Prozessoren, die
sich denselben Speicher teilen, wird als Knoten bezeichnet.

Bei der zweiten Art, bei der jeder Prozess iiber einen eigenen Speicher verfiigt, konnen theoretisch
unbegrenzt viele Prozessoren eines Clusters zusammenarbeiten. Da der Speicher jedoch nicht geteilt wird,
ist eine Kommunikation zwischen den Knoten notwendig, die durch das Message Passing Interface (MPI)

realisiert wird.
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Abb. (3.12): FlieBschema der MPI-Parallelisierung der EOM-CC-Gleichungen des Programmpakets QCUMBRE. Die
Anweisungen der MPI-Funktionalitdten sind in Orange hinterlegt. Das FlieBschema basiert auf der
Annahme, dass sowohl die Losung der rechten als auch der linken EOM-Eigenwertgleichung angefragt
wurde. Zum Vergleich zeigt Abbildung 3.10 in detaillierterer Weise den seriellen Ablauf von QCUMBRE.
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Je nach Problemstellung ist eine der beiden Arten der Parallelisierung vorteilhafter. MPI ist priadestiniert
flir Prozesse, die inhdrent unabhéngig voneinander ablaufen, da in solchen Féllen lediglich minimale
Kommunikation zwischen den Prozessen erforderlich ist. Dies reduziert den Overhead,X™ der durch den
Datenaustausch entsteht, und ermoglicht eine effiziente Parallelisierung. In anderen Féllen kann ein Shared-
Memory-Ansatz vorteilhafter sein. Allerdings sind auch gemischte Ansétze, die beide Parallelisierungsarten
kombinieren, méglich. Ein Beispiel hierfiir ist die Verteilung der MPI-Prozesse auf die Knoten eines Clusters,
wobei die Kerne jedes Knotens den gemeinsamen Speicher fiir eine Shared-Memory-Parallelisierung
nutzen konnen. Dieser Ansatz wurde in QCUMBRE umgesetzt, welches neben der massiven parallelen
Implementierung der EOM-Gleichungen unter Verwendung von MPI*¥ die in diesem Abschnitt behandelt
wird, auch eine Shared-Memory-Parallelisierung fiir die Tensorkontraktionen nutzt. Letztere wird im Detail
im folgenden Kapitel 3.4 behandelt.

Die MPI-Parallelisierung basiert darauf, dass jeder Eigenwert des Davidson-Algorithmus unabhéngig von
den vorherigen ist. Somit kann jeder Eigenwert durch einen eigensténdigen Prozess berechnet werden. Das
Flielschema 3.12 zeigt, wie dies fiir QCUMBRE realisiert ist. Zunachst wird die MPI-Umgebung mittels
MPI_Init initialisiert. Im Anschluss rufen alle Prozesse das Interface zu CFOUR auf, um die Integrale,
Cholesky-Vektoren und die SCF-Losung einzulesen. Daraufhin wird ausschlielich auf dem Masterprozess
eine CC-Rechnung durchgefiihrt und anschliefend werden die konvergierten CC-Amplituden ¢ mittels der
Kommunikationsroutine MPI_Bcast auf alle anderen Prozesse verteilt. Anschlieend kann jeder Prozess
einen Eigenwert des Davidson-Algorithmus durch die Losung der EOM-Gleichungen berechnen. Die
Eigenwerte werden dabei zyklisch iiber alle Prozessoren verteilt. Sobald die Arbeit aller Prozesse beendet
ist, werden die Eigenvektoren r und [ sowie die Eigenwerte Fey. durch MPI_Gather auf dem Masterprozess
gesammelt, sodass die Ausgabe der Resultate, d.h. der Anregungsenergien und Eigenschaften verschiedener
Zusténde, erfolgen kann. Zum Schluss beendet jeder Prozess die MPI-Umgebung mit dem Aufruf von
MPI Finalize.

Fiir die Implementierung wurde eine neue Header-Datei namens MPI_Utilities angelegt. Um die Ent-
wicklerfreundlichkeit der MPI-Funktionalitdten innerhalb von QQCUMBRE sicherzustellen, wurden Wrapper
eingefiihrt, welche die MPI-Syntax im Hintergrund verbergen. Auf diese Weise fungieren die Wrapper als
Blackbox-Routinen und ermoglichen eine einfache Verwendung der MPI-Funktionalitdten. Die Wrapper
beinhalten Routinen zum Senden (MPI_Send), Empfangen (MPI_Recv), Sammeln (MPI_Gather) und Ver-
teilen (MPI_Bcast) von einfachen Datentypen, wie Integer, Strings oder komplexen FlieSkommazahlen
sowie Vektoren dieser Typen, aber auch fiir ganze Klassen. Zur Veranschaulichung der Simplizitédt ist das
Verteilen der CC-Amplituden auf alle Prozesse als Beispiel gegeben, welches durch den folgenden Aufruf

realisiert wird:

// Verteile CC-Amplituden auf alle Prozesse

my_ MPI_ Bcast(tS);

XIXKommunikation bedeutet, dass Daten von einem Prozess an einen anderen iibermittelt werden. Ublicherweise miissen
der sendende und empfangende Prozess aufeinander warten. Diese impliziten Barrieren fithren zwangsldufig zu einer
Serialisierung des Programms, da die parallele Ausfithrung der Prozesse fiir die Kommunikation unterbrochen wird.

XXDije MPI-Funktionalitdten sind fiir den Anwender durch die Kompilierung unter Verwendung der Priprozessor-Flag

USE_MPI zugénglich.
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3.4. Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie in

Qcumbre

In der Quantenchemie treten Tensoren auf, welche Symmetrien beziiglich Permutationen zweier oder
mehrerer Indices aufweisen. Die hiufigsten Beispiele dafiir sind hermitesche und symmetrische Tensoren.
Im Rahmen der Coupled-Cluster-Theorie zeigen die Integrale (abl||ij), die Cluster-Amplituden t?}’ sowie
auftretende Zwischengréfen Wy, Wapes usw. ein antisymmetrisches Verhalten in Bezug auf den Tausch
zweier Indices:

10 = 120 = b0 = 197 . (3.56)

Um eine effiziente CC-Rechnung zu gewéhrleisten, ist es notwendig die Antisymmetrie der Tensoren
vollsténdig auszunutzen, dhnlich zu den Ideen, welche in den Referenzen 335 und 336 diskutiert wurden.
Fiir jede solche Grofle geniigt es, den Block mit a > b und ¢ > j zu speichern. Fiir die Implementierung
bedeutet dies, dass durch Beschriankung der Indices lediglich einen Bruchteil des vollen Tensors gespeichert
und berechnet werden muss (siehe Abb. 3.13). Im Folgenden wird der Einfachheit halber die Entwicklung
anhand der in den CCSD-Gleichungen auftretenden Terme diskutiert. Es sei jedoch erwéahnt, dass auch
flir Tensoren hoheren Rangs analoge Beziehungen existieren, welche ebenfalls implementiert sind. Ein
Beispiel hierfiir sind die t3-Amplituden t?fg und verwandte Groflen der CCSDT-Gleichungen. Fiir den
besetzten (ijk, ikj, jik, jki, kij, kji) und virtuellen (abe, acb, bac, bea, cab, cba) Block gibt es jeweils

sechs Permutationen, wodurch insgesamt der Speicherbedarf um den Faktor 36 reduziert wird.

7 7 Z
% N
%
a,b & i,j a<b & i<j a,byec & 1,5,k a<b<c &i<j<k

Abb. (3.13): Schematische Darstellung der Datenkompression eines Tensors von Rang 4 und 6.

Die vollstdndige Antisymmetrie ist aber nicht fiir jede Grofie gegeben, da beide Elektronen (a) den gleichen
Spin a oder 3 und (b) die gleiche irreduzible Darstellung A oder BXXI hesitzen sowie (c) zu dem gleichen

Quasipartikelraum gehoren miissen, um eine Permutationssymmetrie aufzuweisen:

a) Wenn die Elektronen unterschiedliche Spinausrichtungen aufweisen (fa/3), ist der Tensor beziiglich
Vertauschung beider Indices nicht antisymmetrisch. Daher kénnen die Indices nicht beschrinkt
werden und der gesamte Block muss gespeichert werden. Aber es gibt eine Spinsymmetrie zwischen

den Spinblocken selbst
afaf = Baba. (3.57)

Diese wurde schon durch die Implementation von Hampe>!? beriicksichtigt, weshalb der letzte Block

in QCUMBRE nicht gespeichert wird.

b) Wenn (bei gleichem Spin) die Basisfunktionen der Elektronen verschiedene irreduzible Darstellungen
aufweisen (ABAB), ist der Tensor beim Vertauschen der beiden Indices ebenfalls nicht antisym-

metrisch. Auf der Grundlage der irreduziblen Darstellungen muss der teilweise beschrinkte oder

XXIHijer wird eine Punktgruppe mit zwei irreduziblen Darstellungen angenommen. Die Erkenntnisse gelten jedoch fiir
Punktgruppen mit einer beliebigen Anzahl an irreduziblen Darstellungen.
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vollstandige Block gespeichert werden. Aber auch hier gibt es eine Antisymmetrie zwischen den
Symmetrieblocken:
ABAB=—-BAAB=—-ABBA=BABA. (3.58)

Drei dieser vier Blocke miissen folglich nicht abgespeichert werden. Hierfiir wurde beispielsweise
fiir den Tensor der Amplituden t;-l;’ eingefiihrt, dass ausschliellich der Block, dessen irreduzible
Darstellungen der kanonischen Ordnung (I'y < T und I'; <T;) folgen, d.h. der ABAB-Block,
behalten wird.

c¢) Die Antisymmetrie ist nicht gegeben und die Indices kénnen somit nicht beschriankt werden, wenn
sich ein Elektron in einem besetzten und eines in einem virtuellen Orbital befindet, also die beiden
Elektronen zu verschiedenen Quasipartikelrdumen gehoren. Dies gilt beispielsweise fiir die Integrale
(ab]|ci) und (ij||ka).

Je nach Spin, Symmetrie und Quasipartikelraum wird ein Block vollsténdig entfernt oder ganz bezie-
hungsweise teilweise gepackt. Abbildung 3.14 gibt einen Uberblick iiber die gepackte Blockstruktur in
Abhéngigkeit von Spin und irreduzibler Darstellung. Hier und im Folgenden wird die Notation eingefiihrt,

dass Indices, die mit i > j gepackt sind, in Klammern als (ij) bezeichnet werden.333

Sofern der entsprechende Spin- und Symmetrieblock eine Antisymmetrie aufweist, wie z.B. der totalsym-
metrische a-Block, kann dies auch in der Tensorkontraktion ausgenutzt werden. Beispielsweise fiir den

rechentechnisch aufwendigsten Term einer CCSD-Rechnung

0 = Z (abllef)t] (3.59)

welcher mit O(V40?) skaliert. Die Antisymmetrie der eingehenden und der ausgehenden Tensoren bleibt

bei der Kontraktion erhalten, sodass die entsprechenden Indexpaare gepackt bleiben kénnen
¢lab) = Z ((ab)||ef)te (3.60)
(i5) (u) ’
AuBlerdem bleibt die Antisymmetrie auch bei den Summationsindices erhalten, es gilt gleichermafien

(ab)
t(m<— Z (ab)|lef) (”)—F Z (ab)|lef)t] (”)

e>f

= (@)l
(ef)

(3.61)

Die Ausnutzung der Antisymmetrie bei den Kontraktionen erméoglicht eine Reduktion des Speicherbedarfs
aufgrund der gepackten Datenstruktur fiir die Amplituden und Integrale sowie eine Reduktion der
notwendigen Rechenoperationen durch die eingeschriankte Summation. In dem vorliegenden Beispiel des
particle-particle-ladder-Terms liegt die Reduktion des Rechenaufwandes bei einem Faktor von 6. Dieser
Term ist jedoch ein idealisiertes Beispiel. Bei anderen Kontraktionen wird die Permutationssymmetrie

jedoch gebrochen. Wie bei dieser Kontraktion zu sehen ist

(ab)
tig) <_yabZFae’fm)
(3.62)
/ab /ba

ab
=25 tl(w) E(ig) =t (ij) »
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/ Spinblock Symmetrieblock ,” Indices \‘\

| 1

(AAAA 1 (ab)(ij)) :

AABB i1 (ab)(ij) I

1 s 1

aaao ABAB i abij |
5 B 5 5 ABBA ; abij :
BABA : abij !

BAAB 1 abij . |

BBAA : (ab)(ij) packable_'md :
nonred_irrep_block < 1 1
AAAA I ADbL _ o

AABB 1 AbIj packable_irrep_ind ;

ABAB ] Ablj packed_irrep_ind |

aBaf ABBA . AbJj |
BABA | Abjj |

BAAB ; AbJj 1

BBAA : AbJj ]

\ BBBB I AbIj ) 1

'\ !

\ 7

K groupS/completeS b flex y

Abb. (3.14): Datenstruktur und Handhabung der antisymmetrischen Permutationssymmetrie innerhalb von QCUMBRE.
Als Beispiel wurden die CC-Amplituden t?jb innerhalb eines Modellsystems, welches eine Punktgruppe
mit zwei irreduziblen Darstellungen aufweist, gewédhlt. Blau gefarbt sind die nicht redundanten Sym-
metrieblocke, die redundanten Blocke sind rot gefarbt. Zusétzlich sind Blocke, deren Indices gepackt
vorliegen, in Grin dargestellt.

bleibt die Antisymmetrie fiir die Indices (i5), nicht aber fiir die Indices (ab) erhalten. Indices, wie ae und eb,
welche bei der Durchfithrung der Kontraktion nicht beschrinkt werden kénnen, werden im Folgenden als
gebrochene Indices bezeichnet. Die Permutationssymmetrie der CC-Amplituden ¢ muss implizit durch eine
Linearkombination von nicht-antisymmetrischen Zwischengréfien ¢’ wiederhergestellt werden. In einigen

Fillen bedeutet dieser Umstand sogar, dass alle Indices gebrochen sind:
(ab) o
tip PP > Winbestir,
em (3.63)

/ab /ba ,ab /ba

3.4.1. Erweiterung der Kontraktionsroutine auf gepackte Tensoren

Die Implementierung innerhalb von QCUMBRE basiert auf einer stringbasierten Tensorkontraktionsroutine.

336-338 78,313

Diese wurde in Anlehnung an fritheren Entwicklungen eingefithrt und

237

zundchst von Hampe
durch Kitsaras“>’ erweitert. Diese Version beriicksichtigt die Spin- und Punktgruppensymmetrie iiber
symmetriegeblockte Tensoren, jedoch noch nicht die Permutationssymmetrie der Tensoren, welche Teil

der Implementierung dieser Arbeit ist.

Die Erweiterungen wurden mit dem Ziel entwickelt, die Philosophie der Kontraktionsroutine in ihrer
urspriinglichen Form beizubehalten. Sie soll eine entwicklerfreundliche Struktur aufweisen, welche eine
unkomplizierte Ubersetzung von Gleichungen auf Papier in Programmcode erméglicht. Die stringbasierte
Eingabe wird hierbei durch die interne Logik in eine hocheffiziente Matrixmultiplikation {ibersetzt.

Beispielsweise wird Gleichung 3.59 durch folgenden Codeausschnitt beschrieben:
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I contract I

| unpack || | directswaES |-
Tensor 1 LS Entpack T iti
Indices ntpacken ransposition
~ 1 A\ 4
@— directswapS } [ multS |
Tensor 2 Prl.lfe Entpacken Transposition > Matrixmultiplikation
Indices

ack | swaﬁfinal I_

e & /e Packen Transposat'lon Pr}lfe
Permutation Indices

Abb. (3.15): Flieschema der innerhalb von QCUMBRE implementierten Kontraktionsroutine. Die fiir die Permutati-
onssymmetrie notwendigen Modifikationen sind in blauer Schrift markiert.

Y

Y

A

sigma.contract ("'aaaa', 0.5, IS_abcd, "ABEF', tS, "EFLI"); // fgjb ZZ abuef)f‘/
sigma . contract ("bbbb", 0.5, IS_abcd, "abef', tS, "efij"); // L“b IZ (ab|lef)t Ef
sigma.contract ("abab"', 1., IS_abcd, "AbEf", tS, "EfI[j"); // 7‘”” — Z (ab||e f}f

Die drei Tensoren IS_abcd, sigma und tS stellen jeweils die Zweielektronenintegrale und die CC-Amplitu-
den dar. Die Strings beschreiben von links nach rechts den Spinblock und die Indices der Integrale sowie
der Amplituden. Gro3buchstaben stehen fiir a-Elektronen, Kleinbuchstaben fiir S-Elektronen.

Die Funktionsweise der Kontraktionsroutine ist in Fliefischema 3.15 schematisch dargestellt. Die bisherige
Implementierung basiert auf folgendem Ablauf: Zunéchst erfolgt die Auswertung der Eingabestrings der
eingehenden Tensoren. Anhand dieser werden die korrekten Spinblocke identifiziert und entsprechende
Pointer angelegt sowie die Summationsindices und Indices des Zieltensors bestimmt. Eine intelligente
Anordnung der Indices durch Tensortranspositionen ermdglicht es, eine Kontraktion in eine Matrixmulti-

plikation umzuformulieren, welche mit effizienten BLAS-Routinen?27 (

zgemm3m) ausgewertet werden kann.
Im Anschluss an die Matrixmultiplikation erfolgt eine weitere Tensortransposition des Zwischenergebnisses,
um diese mit den Indices des Zieltensors in Ubereinstimmung zu bringen.

Folglich miissen zur Durchfithrung einer Tensorkontraktion im schlimmsten Fall drei Tensortranspositionen
durchgefiihrt werden. Auch wenn eine Transposition lediglich mit der Groe des Tensors skaliert, kann diese
aufgrund der intrinsischen Cache-Ineffizienz spiirbare Auswirkungen auf die Rechenzeit haben. Wahrend
die Kontraktionsroutine eine beliebige Reihenfolge der Eingabetensoren erlaubt, gibt es jedoch eine rechen-
technisch bevorzugte Reihenfolge. XX Ziel ist es, die Eingabe- und Zielindices giinstig zu positionieren,
um die Anzahl an erforderlichen Transpositionen und somit Rechenoperationen zu minimieren. Hierzu
wurde eine Kostenfunktion eingefiihrt, welche minimiert wird, sodass die optimale Reihenfolge der Indices

bestimmt werden kann XXI

Um die gepackte Datenstruktur innerhalb der Kontraktionen auszunutzen, miissen weitere Modifikationen

eingefiihrt werden (vgl. Modifikationen in blauer Schrift in Abb. 3.15). Zunéchst ist eine Unterscheidung

XXIBgispielsweise benotigt tfb Z (ba|lef)tS] eine, t20 5 Zef 1; (abllef) drei und t“b 5 Z (abllef)t; f keine

Ji "1
einzige Transposition.
XXIDjes ist fiir den Entwickler iiber die Préprozessor-Flag CHKC zugénglich.
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zwischen erhaltenen und gebrochenen Indices erforderlich, welche durch die Funktion find_broken

bestimmt werden. Daraus ergeben sich folgende Eckpunkte fiir die Implementierung:

e Wenn die Antisymmetrie erhalten bleibt, dann kénnen die Indices der Tensoren wahrend der
Kontraktion gepackt bleiben (vgl. Gl. 3.60).

e Wenn die Antisymmetrie der Summationsindices erhalten bleibt, dann kann die Summation

beschrankt werden, jedoch muss ein zusétzlicher Vorfaktor beriicksichtigt werden (vgl. Gl. 3.61).

e Wenn die Antisymmetrie gebrochen oder teilweise gebrochen ist, miissen die Indices der Tensoren
vor der Kontraktion entpackt werden und die Permutationssymmetrie muss implizit tiber die

Permutationsoperatoren eingefiihrt werden (vgl. Gl. 3.62 und 3.63). XXV

Um die Funktionalitdt der Kontraktionsroutinen auf antisymmetrische Tensoren zu erweitern, ist folglich
die automatische Erkennung der gebrochenen Indices und das entsprechende (teilweise) Entpacken und
Packen eines gegebenen Spin- und Symmetrieblocks sowie die automatische Bestimmung der bendtigten
Vorfaktoren anhand der Eingabestrings n6tig. Hierzu muss geméf der vorangegangenen Diskussion der
Spin, die irreduzible Darstellung sowie der Quasipartikelraum der Indices bekannt sein, um einen Tensor
von der vollstdndigen in seine antisymmetrische Darstellung zu iiberfithren. Diese Informationen werden
von den Klassen completeS und groupS und ihren jeweiligen Klassenvariablen spin, ¢rrep_ind und
quast verarbeitet. Fiir eine detaillierte Dokumentation der Klassenstruktur von QCUMBRE empfehlen
sich die Referenzen 313 und 237.

Im Rahmen der hier vorgestellten Implementierung wurden weitere Klassenvariablen hinzugefiigt, wie in
Abbildung 3.14 dargestellt. Den Klassen groupS bzw. completeS wurde die Variable nonred_irrep_block
hinzugefiigt. Diese wird bei der Initialisierung angelegt und indiziert die nicht-redundanten Symmetrieblo-
cke. Das sind jene Blécke eines Tensors, deren Indices den gleichen Spin und den gleichen Quasipartikelraum
besitzen und deren irreduzible Darstellung den Beschrénkungen I'y <T', und I'; <T'; folgen (Blau). Da
QCUMBRE lediglich die nicht-redundanten Blocke speichert, konnen die redundanten Symmetrieblécke
(Rot) verworfen werden. Anschliefend kénnen die verbleibenden Blécke beziiglich ihrer Indices gepackt
werden. Die Klassen completeS und groupS sammeln Instanzen der flex-Klasse. Diese ist eine unterge-
ordnete Klasse, welche die tatsidchlichen Daten des Tensors eines einzelnen Spin- und Symmetrieblocks
speichert. Um diesen Tensor zu packen, wurde die Klasse flex ebenfalls erweitert. Die Klassenvariablen
packable_ind und packable_irrep_ind sammeln die Indexpositionen, welche packbar sind. Die erste
Variable sammelt die Indices mit gleichem Spin, Quasipartikelraum und irreduzibler Darstellung, wahrend
die Zweite die Indices der redundanten Symmetrieblécke, also Indices mit gleichem Spin und Quasiparti-
kelraum aber unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen, sammelt. Diese Variablen beschreiben eine
Eigenschaft eines gegebenen Spin- und Symmetrieblocks und bleiben innerhalb der Laufzeit unverdndert.
Im Gegensatz dazu zeigen die analogen Variablen packed_ind und packed_irrep_ind den Status der
tatsédchlich gepackten Indices an. Dies dndert sich wahrend der Laufzeit durch das Packen und Entpacken
der Tensoren mithilfe der Funktionen pack und unpack. Zusétzlich wurde eine logische Variable packed
eingefiihrt, welche diesen Status zuriickgibt. Fiir eine bessere Ubersicht sind die neuen Klassenvariablen

und deren Datentyp in der Tabelle 3.14 aufgefiihrt.

Sind die Blécke in dem Format fiir die Matrixmultiplikation kann diese in multS durchgefiihrt werden. Fiir

jedes gepackte Paar von Summationsindices muss ein Faktor von 2 (siehe Gl. 3.61) berticksichtigt werden.

XXIVDjese Fille sind leicht zu erkennen, da diese Beitrige einen oder mehrere Permutationsoperatoren in den Gleichungen
aufweisen.
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Tab. (3.14): Uberblick der Variablen, welche zu den in QCUMBRE existierenden Klassen hinzugefiigt wurden.

Klasse Variable

groupS/completeS vector<bool> packed
vector<vector<int>> nonred_irrep_block

flex bool packed
vector<int> packable_ind
vector<int> packed_ind
vector<int> packable_tirrep_ind
vector<int> packed_tirrep_ind

Ein weiterer Faktor von 2 wird fiir jedes gepackte Paar an unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen
iibergeben. Auf diese Weise wird der Beitrag der redundanten Symmetrieblécke, welche verworfen wurden,

beriicksichtigt.

Das Ergebnis der Kontraktion ist jedoch nicht zwangsliufig antisymmetrisch (vgl. ¢’ in Gl. 3.62 und 3.63).
Um dies zu berticksichtigen, erfolgt eine implizite Antisymmetrisierung tiber eine Linearkombination der
nicht-antisymmetrischen temporéiren flex-Instanz. Dies wird tiber das wiederholte Aufrufen der swapfinal
Routine fir jede mogliche Permutation realisiert und kann iiber die Angabe des Permutationsoperators

als letzter Eingabestring bei dem Aufruf der Kontraktionsroutine kontrolliert werden.

sigma.contract('aaaa"', 1., F_ab, "AE", tS, "EBIJ", "AB"); // 2“[‘/1’ — "%abze l*‘arf/;"_;’

In Tabelle 3.15 ist die Effizienzsteigerung in Bezug auf Rechenzeit und Speicheranforderungen quantifiziert,
welche durch die Implementierung der im Rahmen dieser Arbeit eingefiihrten Optimierungen ermdéglicht
wurde. Hierzu wurde mithilfe einer Software zur Versionskontrolle das Programm auf den Ausgangszustand
vor dem Beginn der Arbeiten zuriickgesetzt und mit der aktuellen Version verglichen.**V Dies erfolgte
anhand einer CCSD-Rechnung an Ethen innerhalb der unc-aug-cc-pVQZ-Basis (378 Basisfunkionen) und
einer CCSDT-Rechnung des CH-Radikals innerhalb der unc-aug-cc-pVTZ-Basis (83 Basisfunktionen).
Die Ergebnisse zeigen, dass sowohl Speicherbedarf als auch Rechenzeit fiir CCSD mehr als halbiert
werden konnten. Fir CCSDT beléduft sich der Effizienzgewinn sogar auf einen Faktor von etwa neun.
Dies demonstriert, dass durch diese Entwicklungen lohnenswerte Fortschritte erzielt werden konnten. Die
Anwendungsmoglichkeiten konnten erweitert werden und somit ist die routineméflige Verwendung der

Methoden fiir ausgedehnten Systemen greifbarer geworden.

Tab. (3.15): Vergleich der Rechenzeit [hh:mm:ss] und des benétigten Speichers zweier Versionen des QCUMBRE -
Programmpakets. Die erste Version des Ausgangszustandes stammt aus dem Jahr 2021, also vor Beginn
der Arbeiten. Die zweite Version aus dem Jahr 2024 beinhaltet die hier vorgestellten Optimierungen.
Die Berechnungen wurden jeweils auf einem Kern des Intel® Xeon® Gold 5215M @ 2,50GHz Prozessors

durchgefiihrt.
System QCUMBRE Version Grundzustand Angeregter Zustand Speicher/GB
Ethen Alt 1:23:32 2:16:58 989,03
unc-aug-cc-pVQZ/CCSD Neu 0:38:35 0:54:20 300,30
CH Alt 1:29:29 - 27,07
unc-aug-cc-pVTZ/CCSDT Neu 0:10:53 - 3,62

XXVDer hier prasentierte Vergleich beinhaltet neben der Tensorsymmetrie auch Effekte weiterer Optimierungen. Allerdings
ist der Grofiteil der Rechenzeit- und Speicherdifferenzen auf Erstere zurtickzufiihren.
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3.4.2. Parallelisierung der Kontraktionsroutine

Die Effizienz der Kontraktionsroutine ist von entscheidender Bedeutung fiir eine moglichst optimale
Performanz quantenchemischer Rechnungen, da zahlreiche Aufrufe dieser wahrend der Laufzeit aller
in QCUMBRE implementierten Methoden erfolgen. Daher ist eine moglichst effiziente Ausfithrung erfor-
derlich. Die Antisymmetrie stellt jedoch lediglich eine von mehreren Optimierungen dar. Referenz 339
fasst solche Optimierungen etablierter quantenchemischer Pakete fiir feldfreie Berechnungen zusammen.
Eine Moglichkeit, welche in QCUMBRE eingefithrt wurde, ist die Parallelisierung der zeitaufwéandigsten
Schritte. Die Matrixmultiplikationen kénnen mithilfe von OpenMP340 iiber die entsprechenden BLAS-
Bibliotheksroutinen zgemm3m parallelisiert werden. Des Weiteren wurden die Transpositionen sowie das
Packen und Entpacken der Tensoren, die dem Schritt der Matrixmultiplikation vorausgehen, durch eine
Verteilung der Schleifen auf die Threads, parallelisiert. Hierbei handelt es sich um eine Parallelisierung
unter Verwendung eines gemeinsam genutzten Speichers (Shared-Memory).

In Ubereinstimmung mit Amdahls Gesetz341:342 lisst sich der Gewinn der Rechengeschwindigkeit, auch

als Speedup bezeichnet, durch den Quotienten
t(1
s(p) = 21 (3.6

XXVI quantifizieren. Bei idealen Systemen

mit den Rechenzeiten ¢(p) unter Verwendung von p Prozessoren
entspricht der Speedup der Anzahl an Prozessoren S(p) = p. In der Praxis sind jedoch Teile des auszufiih-
renden Programms ausschliellich seriell durchfithrbar. Es wird der serielle Anteil f eingefiihrt, welcher es
ermoglicht, die Rechenzeit in einen konstanten seriellen Teil und einen mit der Anzahl der Prozessoren

sinkenden parallelen Teil zu separieren

(1-1)

L. (3.65)

tp) = f t(1)+

Der Speedup ist somit im Limit unendlich vieler Prozessoren durch den seriellen Teil beschrankt

. o 1 _1
i S(p) = lim =iy (3.66)

Einen Ausdruck fiir den seriellen Anteil liefert das Umstellen der Gleichung 3.64:

f=—r__ (3.67)

Abbildung 3.16 zeigt den Speedup S(p) als Funktion der Zahl der verwendeten Prozessoren p. Die
Rechnungen wurden auf einem Knoten mit Intel® Xeon® Gold 5215M @ 2,50GHz Prozessoren an
Tetrachlor-p-Benzochinon auf aug-cc-pVDZ/EOM-CCSD-Niveau (292 Basisfunkionen) mittels Q CUMBRE
durchgefiihrt. Ein externes Magnetfeld von 1-10~4Bg wurde senkrecht zur Molekiilebene des Tetrachlor-p-
Benzochinons angelegt. **VII Zunichst steigt der Speedup mit der idealen Geraden an, wobei jedoch
relativ schnell eine Begrenzung durch den seriellen Teil erfolgt, welcher sich auf 15 % bis 20 % bestimmen
lasst. Fiir zwolf Prozessoren wird die Rechenzeit des CCSD- und des EOM-Schrittes jedoch signifikant um

XXVITy diesem Kontext wird der Ausdruck Prozessoren als Synonym fiir die Anzahl an Kernen verwendet.
XXVIlDjeses System wird in dieser Arbeit im Rahmen der MCD-Spektroskopie in Abschnitt 4.2 niher untersucht.
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Abb. (3.16): Darstellung des Rechenzeitgewinns als Funktion der Anzahl der Prozessoren fiir eine mittels QCUMBRE

durchgefiihrte Rechnung an Tetrachlor-p-Benzochinon auf aug-cc-pVDZ/EOM-CCSD-Niveau (292
Basisfunkionen).

etwa das Vierfache reduziert, was einem totalen Rechenzeitgewinn von 5:26 Stunden auf 1:26 Stunden

entspricht. XXV Dieser Speedup gilt zusitzlich zu den hier vorgestellten Entwicklungen zur Ausnutzung

der Permutationssymmetrie und verschiebt die Grenze der Anwendungsméglichkeiten weiter.

XXVIIEs wird weiterhin darauf hingewiesen, dass die hier vorgestellten Ergebnisse lediglich eine Einordnung der Effizienz

der Parallelisierung geben. Der Speedup kann sich im Allgemeinen in Abhéngigkeit von der Systemgrofie verdndern.
Denn Cache-Nutzung oder auch die Effizienz der BLAS-Routinen sind direkt abhéngig von der Tensorgrofe.
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4. Anwendung spektroskopischer Methoden

unter Anwesenheit externer Magnetfelder

In diesem Kapitel wird die Anwendung der hier entwickelten quantenmechanischen Methoden auf chemische
und astrophysikalische Fragestellungen vorgestellt. Hierbei liegt der Fokus auf spektroskopischen Methoden
unter Anwesenheit externer Magnetfelder. Dies wird in Abschnitt 4.1 anhand der Druckverbreiterung der
Spektrallinien des Magnesiums durch eine Heliumatmosphére auf magnetischen weiflen Zwergen diskutiert.
Hierzu wird zunéchst die Struktur der dort auftretenden Heliumatmosphére (Abs. 4.1.1) und im Anschluss
die UV/VIS-Spektroskopie unter solchen Bedingungen behandelt (Abs. 4.1.2).

Des Weiteren wird die MCD-Spektroskopie in Abschnitt 4.2 im Rahmen schwacher magnetischer Felder,
aber auch als Spektropolarimetrie in starken Magnetfeldern naher betrachtet. Abschliefend erfolgt ein
Exkurs zu ungewohnlichen Molekularstrukturen in Magnetfeldern durch Geometrieoptimierungen in
Abschnitt 4.3.

4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

Die Identifikation der Spektrallinien von Atomen und Molekiilen auf magnetischen weiflen Zwergen stellt
eine anspruchsvolle Aufgabe dar, da eine Vielzahl an Effekten beriicksichtigt werden muss. Zunéchst treten
auf weiflen Zwergen in der Regel dichte Wasserstoff- oder Heliumatmosphéren auf. Diese kénnen Dichten
von 2 bis 3gcm ™3 aufweisen. Unter solchen extremen Driicken kann eine fliissige Heliumatmosphére
vorliegen.?2:53:343 Des Weiteren weisen auch die kiihlsten weifilen Zwerge Temperaturen im Bereich von
4000 K bis 10000 K auf.>~? Druck und Temperatur sind jedoch nicht die einzigen Effekte, die die Identifi-
kation von Spektrallinien erschweren. Zusétzlich treten auf magnetischen weiflen Zwergen Magnetfelder
einer Stiirke von bis zu etwa 94000 T (~ 0,4B) auf.>10-12

In diesem Kapitel soll spezifisch der in Referenz 9 untersuchte 3p — 4s (3P — 35)-Ubergang des Tri-
plettzustandes des Magnesiumatoms auf dem magnetischen weilen Zwerg SDSS J11434-6615, welcher eine
Feldstarke von etwa 3000 T, eine effektive Temperatur von 7' < 11000K und eine durch Helium dominierte
Atmosphéare aufweist, ndher behandelt werden.

Diese extremen Bedingungen beeinflussen die Lage und Form der Spektrallinien. Auf welche Weise die
Linienprofile verdndert werden, wird im Folgenden behandelt. Hierzu werden die Effekte in vier Klassen
unterteilt:344:345

o Natiirliche Linienbreite: Nach der Heisenbergschen Unschérferelation resultiert eine Unsicherheit
der Energieniveaus aufgrund der endlichen Lebensdauer angeregter Zustédnde. Dies fiihrt zu einer
symmetrischen Verbreiterung der Spektrallinien. Dieser Effekt sorgt lediglich fiir eine sehr schmale,
symmetrische Linienverbreiterung, aber nicht fiir eine Verschiebung der Wellenldnge und kann im

Folgenden vernachléssigt werden.
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4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

e Dopplerverbreiterung: Diese entsteht durch eine Dopplerverschiebung der ausgestrahlten Wel-

lenléange aufgrund der Bewegung der emittierenden Atome. Dopplerverschiebungen kénnen nicht
nur durch die thermische Bewegung entstehen, die den Teilchen unterschiedliche Geschwindigkeiten
und damit unterschiedliche Frequenzen in der emittierten Strahlung verleiht, sondern auch durch
die relative Bewegung und Rotation des stellaren Objekts.3467350 Ersteres, also die thermische
Teilchenbewegung, ist ein statistischer Prozess und fiithrt in Abhéngigkeit von der Temperatur zu
einer symmetrischen Verbreiterung. Letzteres, die Bewegung des Sterns relativ zum Beobachter,
kann zu einer moglichen Verschiebung der beobachteten Spektrallinien fithren, sofern die Bewegung
in einer konstanten Richtung auf den Beobachter zu oder von ihm weg erfolgt und somit nicht

statistischer Natur ist.

Druckverbreiterung: Die Druckverbreiterung, in diesem Kontext auch als Stofiverbreiterung
bezeichnet, entsteht durch die Wechselwirkungen eines strahlenden Atoms A mit den Atomen der
Atmosphire B. Wihrend einer Kollision werden die Energielevel und Ubergangswahrscheinlich-
keiten in Abhingigkeit von der Distanz beider Atome verschoben. Um dies zu beschreiben, muss
die gleichzeitige Wechselwirkung mit vielen Atmosphérenatomen betrachtet werden. Wird jedoch
davon ausgegangen, dass die Wechselwirkungen zwischen A und B unabhingig von den anderen
Atmosphérenatomen ist, dann kann die Kollision durch das Wechselwirkungspotential des Dimers
AB beschrieben werden. Dies kann damit begriindet werden, dass einige Atmosphérenatome mit
dem emittierenden Atom zusammenstoflen, wihrend andere weiter entfernt sind und das System
nicht wesentlich storen. Integration iiber die radiale Verteilung liefert das Linienprofil. Auf diese
Weise wird die gleichzeitige Wechselwirkung mit mehreren Atmosphéirenatomen betrachtet, jedoch
werden die Wechselwirkungen zwischen den Atmosphirenatomen vernachlissigt.?® Bei Verwendung
dieser Naherung sind diatomare Potentiale ausreichend, um die Druckverbreiterung zu beschreiben.
Ist die Wechselwirkung attraktiv, resultiert ein bindendes Wechselwirkungspotential mit einem
lokalen Minimum. Ist sie jedoch repulsiv, dann resultiert ein ungebundenes Potential hoherer Energie.
Da generell die Energielevel eines Ubergangs, also die Energielevel des initialen und finalen Zustands,
unterschiedlich stark beeinflusst werden, ergibt sich eine Verschiebung der Spektrallinien. Zuséatzlich
resultiert eine Linienverbreiterung daraus, dass in einem realen Gas die Abstdnde zwischen dem
strahlenden Atom und den Atomen der Atmosphére statistisch um einen mittleren Abstand verteilt
sind. Ein nicht-monotoner Verlauf des Wechselwirkungspotentials fiihrt zu asymmetrischen Linien-
profilen und bei Auftreten von lokalen Extrema zu Liniensatelliten. In Abbildung 4.1 ist dies anhand
eines simplen Zweizustandsmodells dargestellt. Das System wird modelliert durch ein gebundenes
Lennard-Jones-Potential fiir den initialen Zustand und ein quasi nicht-gebundenes Potential fiir den
finalen Zustand. Wird fiir die Distanz zwischen dem Magnesiumatom und den wechselwirkenden
Atmosphérenatome eine GauB-Verteilung um einen mittleren Abstand angenommen, dann resultiert
fir diese Wahl an Potentialen eine asymmetrische Spektrallinie mit einem Liniensatelliten, welcher
aufgrund des Minimums des Grundzustands auftritt.

Ein Uberblick iiber ausgereifte Modelle, welche beispielsweise auch die Verdnderung des Ubergangs-

42 vorgestellt. Referenz 40 diskutiert

dipolmoments berticksichtigen, wird durch Allard und Kielkop
explizit das Auftreten eines Liniensatelliten in dem asymmetrischen Fliigel der Spektrallinie des
Magnesiumatoms, welche fiir das charakteristische Linienprofil des Triplettiibergangs verantwortlich
ist.

Auf weilen Zwergen treten Atmosphéren mit hohen Driicken auf, sodass starke Druckeffekte erwartet

werden konnen. Der mittlere Abstand der Atome der Atmosphére wird mafigeblich durch den
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4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

Druck und die Temperatur bestimmt, wobei breite Abstandsverteilungen zu erwarten sind, da
die gemessenen Photonen in unterschiedlichen Schichten der Atmosphére erzeugt werden kénnen.
Insbesondere aufgrund der Transparenz von Heliumatmosphéren bei niedrigen effektiven Tempe-
raturen konnen die beobachteten Photonen auch aus tieferen Atmosphérenschichten mit héheren
Dichten stammen.?948:351 Fiir solche Dichten gewinnt die Beriicksichtigung der interatomaren

Wechselwirkungen zwischen den Atmosphérenatomen zunehmend an Bedeutung.

Verbreiterte Spektrallinie mit Gauflscher Verteilung der Atmosphérenatome

—— Linienprofil
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Abb. (4.1): Linienprofil der StoBverbreiterung anhand eines Zweizustandsmodells. Der Grund- und der angeregte
12 6
Zustand werden durch ein Lennard-Jones-Potential V1,3(r) = 4e (%) - (%) der Parameter € = 100
und o = 2.7 sowie €exc = 10 und gexc = 3 beschrieben. Die mittleren Abstande der Atmosphéarenatome sind
um 7. =4 iiber eine Gauf3-Verteilung statistisch mit einer Standardabweichung von o, = 0.5 normalverteilt.
Die Energien und Intensitaten sind in willkiirlichen Einheiten aufgetragen.

¢ Feldverbreiterung: Die letzte Klasse wird hier durch den Einfluss externer Felder auf die Linien-
profile klassifiziert. Dies umfasst im Falle der magnetischen weilen Zwerge die Magnetfeldeffekte,
die iiber die lineare Zeeman-Verbreiterung hinausgehen.
Ein externes Feld bewirkt eine Aufspaltung und Verschiebung der Energieniveaus, was sich direkt in
der Lage und moglicherweise der Intensitit der Spektrallinie widerspiegelt. Dies fithrt bei starken
Feldern zu deutlichen Verdnderungen im Spektrum. Zusétzlich zeigen weifle Zwerge eine anisotrope
Oberflachenverteilung des Magnetfeldes auf. Wird ein einfacher Dipol fiir das Magnetfeld des Sterns
angenommen, dann ergibt sich ein Faktor von zwei zwischen den Feldstirken am Aquator und an
den Polen. Diese Magnetfeldverteilung sowie eine raumliche Verteilung der relativen Ausrichtung des
Magnetfeldvektors beziiglich des zu untersuchenden Systems sorgt fiir eine Linienverbreiterung. Fiir

die einfache lineare Zeeman-Aufspaltung wire die Verbreiterung symmetrisch. Die nicht-lineare An-
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4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums
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Abb. (4.2): Zuordnung der Spektrallinien des weiflen Zwergs SDSS J1143+6615. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis
aus Referenz [M. A. Hollands et al., Mon. Not. R. Astron. Soc. 520, 3560-3575 (2023)] entnommen
und modifiziert. © 2023 Autor(en). Verdffentlicht von Oxford University Press im Auftrag der Royal
Astronomical Society

derung der Anregungsenergie durch die Beriicksichtigung quadratischer Magnetfeldeffekte bedeutet

eine asymmetrische Linienverbreiterung.

Im Prinzip umfasst die Feldverbreiterung auch die Effekte eines d&ufleren elektrischen Feldes oder der
elektrischen Felder der geladenen Teilchen eines Plasmas (Stark-Verbreiterung).34% Diese werden

jedoch in dieser Arbeit nicht weiter berticksichtigt.

Die vorangehende Diskussion hat verdeutlicht, dass die Simulation der Umgebung, d.h. des Drucks, der
Temperatur und des Magnetfelds, entscheidend ist, um die Lage und Form der Spektrallinie vorhersagen
zu kénnen. Bei magnetischen weiflen Zwergen sind Druck- und Feldverbreiterung die priméren Effekte,
die bis zu einer Groflenordnung stérker sein kénnen als die natiirliche Linienverbreiterung und die

Dopplerverbreiterung.

Referenz 40 untersuchte bereits den 3p — 4s (3P — 35)-Ubergang als intensive Linie auf nicht-magnetischen
weiBen Zwergen. Als Erweiterung dieser Arbeit wurde in einer ersten Studie von Hollands et al.® der
Einfluss des Magnetfeldes auf den Triplettiibergang des Magnesiumatoms untersucht. Diese Studie fithrte
letztlich zur ersten Zuordnung eines Spektrums eines stark magnetischen weiflen Zwergs, welche in
Abbildung 4.2 (blaue Linien) gezeigt ist. Die Zuordnung erfolgt hierbei unter Zuhilfenahme von B-\-
Kurven (durchgezogene Linien), welche die Feldstérken als Funktion der Ubergangswellenléinge auftragen.
Die B-A-Kurven ermoglichen, zusétzlich zur Zuordnung der Spektrallinien, ebenfalls die Festlegung der
zuvor unbekannten Magnetfeldstirke auf etwa 3000 T (grauer Balken). Diese Arbeit stellt einen Meilenstein
dar, da erstmals Metalle auf magnetischen weiflen Zwergen nachgewiesen werden konnten, die Magnetfelder
aufweisen, welche grofer als 1000 T sind und damit auBlerhalb des linearen Zeeman-Bereichs (gestrichelte
Linien) liegen. Wie aber ebenfalls der Abbildung 4.2 zu entnehmen ist, weist die zentrale Magnesiumbande

eine aus dem feldfreien Fall bekannte®? charakteristisch asymmetrische Form mit einem blauverschobenen
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4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

Fliigel auf, welche in Referenz 9 nicht nidher beschrieben wurde. Die Form der Spektrallinie ist maf3igeblich
auf die Druckeffekte zuriickzufithren, welche in einer darauffolgenden Studie im Zuge dieser Dissertation
in Referenz 204 aufgegriffen wurden. Hierbei wurde nicht nur der Einfluss der Heliumatmosphére auf das
Magnesiumatom diskutiert, sondern auch die Verdnderung der Druckeffekte in Abhingigkeit von dem
Magnetfeld.

Zuallererst soll die Struktur und Wechselwirkungen der Heliumatmosphére in Abschnitt 4.1.1 diskutiert
werden. Im Anschluss werden in Anlehnung an Referenz 204 die Spektrallinien des Magnesiums behandelt.
Dabei wird das System schrittweise aufgebaut. Zunéchst wird das Magnesiumatom eingefithrt und die
Wechselwirkung zwischen diesem und einem Heliumatom bei einem Stofl untersucht. Abschnitt 4.1.2.1
stellt dieses System sowohl im feldfreien Fall als auch unter Anwesenheit eines endlichen Magnetfeldes vor,
wodurch die blauverschobene Spektrallinie bestétigt werden kann.

Fiir Heliumatmosphéren, welche sehr dichte Atmosphéren aufweisen, kann die Wechselwirkung zwischen
den Atmosphirenatomen nicht mehr vernachléssigt werden. In einem zweiten Schritt wird, um dies zu
berticksichtigen, in Abschnitt 4.1.2.2 zu einem expliziten Losungsmittelmodell durch die Einbettung des
Magnesiumatoms in eine starre hexagonale Struktur iibergegangen. Die umgebende Atmosphére wird

durch MgHe;,- und MgHess-Cluster in einer hep-Struktur (hezagonal close packed) modelliert.

4.1.1. Struktur von Heliumatmosphiren in starken Magnetfeldern

Helium, als Edelgas, weist eine vollstdndig gefiillte Valenzschale auf. Dies fiihrt dazu, dass ungebundene
Heliumatome im Allgemeinen stabil und inert sind. Aufgrund dieser Elektronenkonfiguration zeigen sie
weder chemische noch ionische Bindungen. Die einzige interatomare Wechselwirkung, die Helium-Cluster
stabilisiert, sind Dispersionswechselwirkungen, auch als London- oder Van-der-Waals-Wechselwirkungen
bekannt. Obwohl Dispersionswechselwirkungen wesentlich schwécher sind als chemische Bindungen, treten
ihre Effekte dennoch in den Vordergrund bei erstens hohen Driicken, bei denen aufgrund des geringen
Abstands der Heliumatome zueinander die Dispersionswechselwirkungen dominanter werden, und zweitens
bei niedrigen Temperaturen, da die thermische Energie nicht ausreicht, um die attraktiven Kréfte zwischen
den Heliumatomen zu tiberwinden. Aufgrund der schwachen attraktiven Wechselwirkungen und der hohen
Nullpunktsenergie, begriindet durch die geringe Masse des Heliumatoms, zeigt dieses ein einzigartiges
Phasendiagramm auf. Bei Umgebungsdruck gefriert selbst bei absolutem Nullpunkt Helium zu keiner
festen Struktur. Erst durch den Druck von 2,5 MPa (25 bar) erstarrt Helium in der hexagonal dichtesten
Kugelpackung (hcp).352:353

Auf magnetischen weiflen Zwergen, die starke, inhomogene Magnetfelder aufweisen, dndern sich die in-
teratomaren Wechselwirkungen zwischen den Heliumatomen erheblich. Durch das externe Magnetfeld
sind neben der Dispersionswechselwirkung weitere Stabilisierungsmechanismen, wie die senkrechte para-
magnetische Bindung,?? méglich. Dadurch kénnen Verschiebungen der Phasengrenzen resultieren und
somit der Aufbau der Atmosphéren magnetischer weiler Zwerge im Vergleich zu den nicht-magnetischen
weiflen Zwergen stark verdndert werden. Daher ist ein Verstédndnis fiir die dreidimensionale Struktur
des Heliums in magnetischen Feldern wichtig, um Modelle fiir die Atmosphére von weiflen Zwergen zu
entwickeln und das Verhalten von Materie unter diesen extremen Bedingungen zu untersuchen. In den
folgenden Abschnitten 4.1.1.1 bis 4.1.1.3 wird die Wechselwirkung zwischen den Heliumatomen in einem
externen Magnetfeld untersucht, beginnend mit dem Heliumdimer {iber zweidimensionale Schichten bis

hin zu dreidimensionalen Clustern.
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4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

4.1.1.1. Erste Dimension: Das Heliumdimer

\o\

R

Abb. (4.3): He,-Dimer

1.22 zeigen anhand von FCI-Berechnungen des Heliumdimers, dass dieses im Singulettzustand,

Lange et a
welches der Grundzustand des Systems fiir moderate magnetische Felder ist, iber den sogenannten senk-
rechten paramagnetischen Bindungsmechanismus gebunden ist. Wahrend die paramagnetische Bindung
in der senkrechten Ausrichtung am stérksten ist und sich dort folglich das Minimum der Potentialfliche
befindet, wird auch in anderen Ausrichtungen mit 6 < 90° (vgl. Abb. 4.3) ein Teil des paramagnetischen
Bindungscharakters beibehalten, bis die paramagnetische Bindung schliefllich in der parallelen Ausrichtung
verschwindet. Zusétzlich sind auch héhere Spinzustidnde, die fiir starke magnetische Felder den Grundzu-
stand des Systems darstellen, fiir verschiedene Ausrichtungen des magnetischen Feldvektors gebunden.
Austad et al.317 fanden, dass das Heliumdimer im Triplettzustand fiir sowohl eine senkrechte als auch eine
parallele Ausrichtung gebunden ist, wobei Letztere das globale Minimum darstellt. Dariiber hinaus ist das
Dimer im Quintettzustand bei einer senkrechten Ausrichtung stark gebunden und schwach gebunden bei

einem Winkel von 24°.

Die Tatsache, dass fiir alle Spinzustinde bindende Wechselwirkungen auch auflerhalb einer vollstandig
parallelen oder senkrechten Orientierung auftreten, deutet darauf hin, dass prinzipiell zweidimensionale
und insbesondere dreidimensionale Strukturen stabilisiert sein kénnen. Dieser Umstand wird weiter durch
die Beobachtung in Referenz 59 gestiitzt, bei der Geometrieoptimierungen auf HF-Niveau Stapel von
hexagonalen Heliumschichten ergaben, die senkrecht zur Achse des Magnetfeldes ausgerichtet und entlang
dieser leicht gebunden sind. Auch Referenz 236 zeigt mithilfe von Geometrieoptimierungen auf DFT-
Niveau die komplizierten Strukturen eines Heg-Clusters fiir verschiedene Feldstérken, welche in Abhéngig-
keit von Feldstiarke und Spinzustand sowohl planare hexagonale und unsymmetrische dreidimensionale
Strukturen aufweisen. Unter Berticksichtigung der folgenden Punkte baut die vorliegende Arbeit auf diesen

Untersuchungen auf:

1. Es wird eine korrelierte Beschreibung der Cluster mittels CCSD gewahlt. Denn Stopkowicz et
al.”® zeigten anhand von CCSD(T)-Berechnungen am Hes-Trimer, dass zur Beschreibung dieser
Heliumverbindungen, die vor allem durch den paramagnetischen Bindungsmechanismus stabilisiert

sind, die Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation entscheidend ist.

2. Bei der Berechnung der Wechselwirkungsenergie schwach wechselwirkender Fragmente muss der
Basissatz-Superpositionsfehler (Basis Set Superposition Error, BSSE)3%* beriicksichtigt werden. Der
BSSE beschreibt eine nicht-physikalische Verringerung der Wechselwirkungsenergien und beruht
auf der Tatsache, dass die Basissdtze eines Fragments des Dimers durch die Basisfunktionen am
zweiten Fragment in gewissem Mafle erweitert werden, was zu einer kiinstlichen Stabilisierung fiihrt.

Die erste Methode zur Minimierung des BSSE-Fehlers besteht darin, einen sehr groflen Basissatz
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(a) Singulett (b) Triplett (c) Quintett

Abb. (4.4): Potentialhyperflichen des Heliumdimers im Singulett- (4.4(a)), Triplett- (4.4(b)) und Quintettzustand
(4.4(c)) auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen Magnetfeld der Starke B = 0,5Bg und
Orientierungen von 0° —90°.

von Atomorbitalen zu verwenden, da der BSSE im Basissatzlimit verschwindet. Die zweite Methode

besteht darin, den BSSE durch die Counterpoise-Korrektur3®® zu entfernen.!

3. Die vorherigen Studien®?236 liefern iiber Geometrieoptimierungen lediglich die Parameter der
Gleichgewichtsgeometrie. Hier sollen vollstdndige Potentialhyperflichen generiert werden, um ein
Versténdnis der Wechselwirkungsenergien fiir den gesamten Parameterraum innerhalb des Clusters

zu erhalten.

Bevor die Ergebnisse fiir zwei- und dreidimensionale Cluster priasentiert werden, werden zunéchst die
Potentialhyperflichen des Heliumdimers in unterschiedlichen Spinzustidnden vorgestellt. Im Gegensatz
zu Referenz 317, welche eine Magnetfeldstirke von 1,0 By wéhlt, wird hier eine Feldstéarke von 0,5 By

verwendet.

In Abbildung 4.4 sind die entsprechenden, Counterpoise-korrigierten Potentialflichen des He,-Dimers
auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau als Funktion des Bindungsabstands und des Winkels zwischen der
Bindungsachse und dem Magnetfeldvektor (vgl. Abb. 4.3) dargestellt. Analog zu Referenz 317 befindet
sich fiir den Singulettzustand ein Minimum auf der Potentialfliche bei einer senkrechten Ausrichtung mit
einem Bindungsabstand von R = 2,18 A und einer Tiefe von —0,196 mE},. Im Triplettzustand treten, durch
die Uberschneidung zweier Potentialflichen unterschiedlicher Symmetrie, zwei Minima auf. Die erste und
bevorzugte Orientierung ist parallel zum Magnetfeld mit einem Bindungsabstand von R =1,01 A und einer
Tiefe von —0,106 Ej,. Das zweite Minimum liegt bei einer Orientierung senkrecht zur Magnetfeldachse
bei R=1,11A mit der Tiefe —0,024 E},. Hierbei ist die Beschreibung des Triplettzustandes durch eine

hohe Spinkontamination82:356:357

erschwert. Gerade im Dissoziationslimit kann CCSD die Spinzustinde
und die damit verbundene Wellenfunktion nicht korrekt beschreiben. So resultiert hier eine leicht positive
Wechselwirkungsenergie, obwohl diese physikalisch gegen null gehen miisste. Um eine angemessene
Beschreibung zu gewéhrleisten, sollte folglich entweder eine geeignete Grundzustandswellenfunktion
verwendet werden, die die Dissoziation in die verschiedenen Spinzustdnde beschreiben kann, oder auf CC-
Methoden hoherer Ordnung zuriickgegriffen werden. Da es in dieser Diskussion jedoch mafigeblich ist,
die Lage der Minima auf der Potentialfliche zu beschreiben, wurde gepriift, dass die Spinkontamination

an dieser Stelle mit etwa ~ 5-107°%#2 hinreichend gering ist, um eine Beschreibung mit CCSD zu

IDie Wechselwirkungsenergie eines Dimers AB wird nach Eint(r) = Eop(r) — Eacn)(r) — Egn(a)s(r) bestimmt. Zur
Berechnung der Energie Epqn(p)(r) des Monomers A wird ein formales Ghost-Atom (Gh(B)) an der Stelle des zweiten
Monomers eingefithrt, welches ausschliefllich die Basisfunktionen dessen tragt. Auf diese Weise werden jeweils zur Berechnung
des einen Monomers in Abhangigkeit des Bindungsabstandes die Basisfunktionen des anderen Monomers hinzugefiigt.
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Zustand R/A 6 Ei./Ey

Singulett 2,18 90° —0,196-10~3

Triplett 1,01 0° —0,106313
1,11 90° —0,024487

Quintett 2,40 26° —4,747-1073
2,67 90° —5,323-1073

Tab. (4.1): Ubersicht iiber die Lage und Tiefe der Minima der Counterpoise-korrigierten Potentialfliche des He,-
Dimers in einem externen Magnetfeld von 0,5 Bg auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau. Die Minima der
Potentialkurven eines Freiheitsgrades wurden iiber die Nullstelle einer polynomialen Regression vierten
Grades bestimmt. Fiir die Potentialhyperflichen mit zwei oder mehr Freiheitsgraden wurde das Minimum
iiber eine Interpolation auf einem Gitter bestimmt.

rechtfertigen.

Fiir den Quintettzustand zeigt sich ein schwaches Minimum bei einem Winkel von 25,8° und einem
Abstand von 2,40 A und ein zweites stirkeres Minimum bei R = 2,67 A und 90° mit einer Tiefe von jeweils
—4,747mEy, und —5,323 mE},.

Tabelle 4.1 zeigt einen Uberblick iiber die Lage und Tiefe der Minima der Counterpoise-korrigierten
Potentialfliche des Hey-Dimers. Qualitativ konnen die FCI-Ergebnisse aus Referenz 317 reproduziert
werden.!! Hierbei ist zu beobachten, dass der Singulettzustand das schwiichste Minimum aufweist. Darauf
folgt das Minimum des Quintettzustandes, welches in etwa doppelt so tief ist. Am stabilsten ist jedoch die
Bindung innerhalb des Triplett-Dimers, welches in der parallelen Ausrichtung um drei Gréflenordnungen

stirker gebunden ist. Fiir die Gesamtenergien der Heliumdimere gilt jedoch
Eiot (Singulett) < Fior(Triplett) < Fior(Quintett) (4.1)

bei einer Feldstédrke von B = 0,5Bg. Erst bei hoheren Feldstéirken werden die Zustdnde hoherer Multiplizitét
zum Grundzustand des Systems. Dies zeigt Referenz 317, welche einen Quintettzustand bei einer Feldstérke
von 1,0 By als stabilsten Zustand identifiziert. Feldstérken dieser Grole kommen jedoch auf weiflen Zwergen
nicht vor, sodass im Folgenden fiir alle Zwecke angenommen werden kann, dass der Singulettzustand der

Grundzustand der Heliumatome auf magnetischen weiflen Zwergen ist.

Um zu beurteilen, ob die Qualitit des gewédhlten Basissatzes dazu geeignet ist, die ausgedehnten Heliumsys-
teme zu untersuchen, ist die Counterpoise-korrigierte Wechselwirkungsenergie fiir das Heliumdimer bei der
Geometrie des jeweiligen globalen Minimums fiir verschiedene unkontrahierte Dunning-Basissitze?2:93:358
in Tabelle 4.2 angegeben. Zur angemessenen Beschreibung der durch das Magnetfeld eingefithrten Anisotro-
pie sind diffuse Basisfunktionen und eine sehr hohe Flexibilitdt des Basissatzes erforderlich. Standardméfig
verwendete GauB-Funktionen als Basissétze eignen sich nur bedingt, um solche exotischen Systeme zu
beschreiben.!” Unabhingig vom Spinzustand des Heliumdimers enthalten sowohl die unc-aug-cc-pVQZ-
als auch die unc-aug-cc-pV5Z-Basissitze wichtige Funktionen (f respektive g), die einen signifikanten
Einfluss auf die Beschreibung haben und somit den unc-aug-cc-pVTZ-Basissdtzen vor allem fir die
hoéheren Spinzustéinde tiberlegen sind. Die Energie des Dimers im Singulettzustand, welche mittels des
unc-aug-cc-pVQZ-Basissatzes ermittelt wurde, ist nahe an der Konvergenz des Basissatzes, da der Schritt
zu unc-aug-cc-pV5Z lediglich 0,01 mEy betrdgt. Wie zu erwarten sinkt der BSSE mit der Grofle des

'Das FCI-Minimum, das in Ref. 317 angegeben wurde, konnte quantitativ nicht reproduziert werden. Beispielsweise liegt
die Tiefe des Minimums des Quintettzustandes auf unc-aug-cc-pVTZ/FCI-Niveau bei 19,56 mEy, wihrend auf unc-aug-
cc-pVTZ/CCSD-Niveau mit Berticksichtigung des BSSE 6,196 mE;, und ohne Beriicksichtigung des BSSE 16,467 mEy,
erhalten wird. Der letztere Wert liegt hierbei wesentlich naher an der publizierten Wechselwirkungsenergie der Referenz 317,
weshalb vermutet wird, dass die Energien weiterhin BSSE behaftet ist.
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Tab. (4.2): Counterpoise korrigierte Wechselwirkungsenergie Einy sowie der BSSE fiir das Heliumdimer in der Geome-
trie des globalen Minimums fiir verschiedene unkontrahierte Basissitze.

Singulett Triplett Quintett
Basis Eint/mEh BSSE/mEh‘Eim/mEh BSSE/mEh‘Eint/mEh BSSE/mEh
aug-cc-pVTZ —0,178 0,090 —106,897 4,545 —0,668 1,029
d-aug-cc-pVTZ —0,181 0,099 —105,016 6,302 —6,655 0,992
aug-cc-pVQZ —0,196 0,055 —106,313 2,904 —5,323 0,340
d-aug-cc-pVQZ —0,201 0,070 —105,017 1,306 —7,318 0,172
aug-cc-pV5Z —0,206 0,026 —105,812 3,133 —6,322 1,541

Basissatzes. Weil er in einer vollstdndigen Basis verschwindet, ist er unter bestimmten Voraussetzungen ein
Indikator fiir den Basissatzfehler." Somit wird die Basissatzkonvergenz auch durch den geringen BSSE
von 0,055 mE}, unterstiitzt. Aufgrund der sehr schwachen Wechselwirkungsenergie des Heliumdimers macht
der BSSE, trotz seiner betragsméafig kleinen Grofie, 28% der Gesamtwechselwirkungsenergie aus. Daher
sollte der BSSE unbedingt korrigiert werden. Ebendies wird auch deutlich fiir die hheren Spinzustédnde.
Das Dimer im Triplett- oder Quintettzustand benétigt, um die ungebundenen Elektronen addquat zu
beschreiben, zusitzliche diffuse Basisfunktionen. Das war zu erwarten, da, wie schon von Stopkowicz et al.”®
beschrieben, Zustdnde mit hohem Drehimpuls besondere Anforderungen an den Basissatz stellen. Dies gilt
bereits im Limit eines verschwindenden Felds und ist innerhalb starker Magnetfelder noch ausgeprégter.
Im Gegensatz zum Singulettzustand liefern somit die unc-aug-cc-pVTZ-Basissdtze deutlich schlechtere
Ergebnisse und auch die groien aug-cc-pVQZ-Basissitze sind noch weit von der Konvergenz des Basissatzes
entfernt. Der Ubergang von unc-aug-cc-pVQZ zu unc-aug-cc-pV5Z liefert fiir den Triplettzustand eine
Energie von 0,5 mEy, und fiir den Quintettzustand eine Energie von 1,0 mEy,. Insbesondere steigt der BSSE
flir die hoheren Spinmultiplizitdten im Vergleich zum Singulettzustand um mehrere Gréflenordnungen.
Dies zeigt erneut, dass die Basis fiir Elektronen in hohen Spinzustianden, welche in diffusen Valenzschalen
liegen, noch unvollstandig ist. Tatséchlich liefert die doppelte Augmentation (d-aug) eine bessere Be-
schreibung des Systems. Die unc-d-aug-cc-pVQZ-Basis liefert eine niedrigere HF- bzw. CCSD-Energie und
einen geringeren BSSE als die Ergebnisse der unc-aug-cc-pV5Z-Basis. Fiir hohe Spinmultiplizitdten ist
folglich ein Satz an diffusen Funktionen wichtiger als ein zusétzlicher Satz von Funktionen mit hoherer

Drehimpulsquantenzahl, d.h. héherer Kardinalzahl.TV

Insgesamt liefert der unc-aug-cc-pVQZ-Basissatz fiir den Singulettzustand anndhernd konvergierte Er-
gebnisse und somit eine addquate Beschreibung der Heliumatome in der Atmosphére eines magnetischen
weiflen Zwergs. Fiir die hoheren Spinzustédnde, welche im astrophysikalischen Kontext weniger relevant
sind, sind die Ergebnisse auf eine qualitative Beschreibung limitiert. Fiir quantitative Ergebnisse ist
mindestens ein Basissatz doppelter Augmentation erforderlich. In allen Féllen zeigt sich, dass der BSSE,
welcher in den Referenzen 59 und 236 nicht beriicksichtigt wurde, aufgrund seiner relativen Gréfle im
Vergleich zur Wechselwirkungsenergie, unbedingt korrigiert werden muss. Des Weiteren stellt der hier
verwendete unc-aug-cc-pVQZ-Basissatz eine deutliche Verbesserung gegeniiber des in diesen Referenzen
verwendeten unc-aug-cc-pVTZ-Basissatzes dar, welcher fiir diese Systeme aufgrund des Fehlens diffuser

Funktionen weniger geeignet ist (vgl. Tab. 4.2).

M Generell ist der BSSE ebenfalls von dem Bindungsabstand und von der Anzahl und GréB8e der diffusen Basisfunktionen
abhéngig. Beispielsweise besitzen steil abfallende Funktionen am Kern des ersten Monomers nicht die Fahigkeit, die Basis
des zweiten Monomers zu erweitern, da solche Basisfunktionen am Kern des zweiten Monomers verschwinden. Gleiches
gilt fiir zwei sehr weit voneinander entfernte Monomere, deren Basisfunktionen aufgrund des hohen Abstandes unabhingig
vom Exponenten auf jeweils anderen Monomer veschwinden.

VEine tiefgehendere Studie der Qualitiat der LCAO-Basissétze, insbesondere fiir hohe Spinzustande in Anwesenheit sehr
starker Magnetfelder, ist in Vorbereitung.359
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4.1.1.2. Zweite Dimension: Geometrien hexagonaler Heliumschichten

In den Studien der Referenzen 59 und 236 wurden Geometrieoptimierungen an Helium-Clustern mit
bis zu sechs Atomen auf HF- und DFT-Niveau durchgefithrt. Die Ergebnisse zeigen, dass diese Cluster
bei senkrechten Feldern zur Molekiilebene planare Strukturen aus gleichseitigen Dreiecken, analog zu
Abbildung 4.5(a) und 4.5(b), ausbilden. Eine vergleichbare Studie liefert Referenz 235, welche hexagonale
Heliumschichten aus bis zu 19 Atomen untersucht (Abb. 4.5(c)).

P
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Im Folgenden sollen die kleinsten Einheiten Hes und He, auf CCSD-Niveau diskutiert werden. Jedes
Heliumatom kann dabei jeweils in zwei Spinzustédnden vorliegen (S =0 und S = 1), was in einer Vielzahl an
moglichen Spinzustinden fiir den Cluster resultiert. Hier wird sich zunéchst auf Cluster, welche entweder
im Singulettzustand (S = 0) oder vollstdndig spinpolarisiert sind (S = Nye), beschréankt. Folglich sind alle
Heliumatome ausschliefllich im Singulett bzw. Triplettzustand. Die Bindungssituation der entsprechenden
Dimere zeigt, dass beide Spezies die Fahigkeit, stabile senkrechte paramagnetische Bindung auszubilden,
teilen. Die daraus resultierenden Cluster weisen planare Strukturen auf, die innerhalb der Ebene stabilisiert
sind.

Auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau ergibt sich der Median der Gleichgewichtsgeometrie des planaren
He;-Clusters im externen Magnetfeld der Starke 0,5B¢ zu 1,265 A fiir den Singulettzustand. Die Wechsel-
wirkungsenergie betrédgt —0,589 mEy. Sind alle Heliumatome im Triplettzustand, so resultiert insgesamt
eine Spinmultiplizitdt von S = 3. Dieses System weist eine deutlich stérkere senkrechte paramagnetische
Bindung bei einem ldngeren Bindungsabstand auf, wie schon anhand der Minima der Potentialhyper-
flichen der Dimere zu erkennen ist. Dies resultiert in einem optimalen Median von 1,60 A mit einer
Dissoziationsenergie von Ejny = —17,109mE},.

Hinzufiigen eines weiteren Heliumatoms erweitert den Cluster innerhalb der Molekiilebene. Somit bildet
sich fiir den Singulettzustand des He, eine rhomboedrische Struktur, deren vollstdndige Potentialhyper-
flache auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in Abbildung 4.6(a) gegeben ist. Das Magnetfeld mit einer
Starke von 0,5 Bg ist erneut senkrecht zur Molekiilebene orientiert. Aufgrund der Csp,-Symmetrie des Mo-
lekiils ist die Potentialfliche symmetrisch und enthélt zwei dquivalente Minima. Das Minimum entspricht
R1=1,10A und Ry =1,90 A sowie einer Tiefe von —0,993 mEy,. Analog verhlt es sich fiir den vollstéandig
spinpolarisierten Cluster mit einem Gesamtspin von S =4 (vgl. Abb. 4.6(b)). In Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen fiir das Dimer im Quintettzustand, welches als Subsystem den He,-Rhombus aufbaut, sind
die Bindungsabsténde im Vergleich zum Singulett-Cluster zu groferen Abstinden verschoben (R = 1,48
und Ry = 2,31 A) und es tritt ein fast doppelt so tiefes Minimum von 30,634 mEy, auf.

Cluster, bestehend aus Heliumatomen gemischter Spinzustdnde, weisen eine andere Bindungssituation auf.
Die planaren Strukturen treten vor allem fiir die Singulett- und Quintett-Spezies auf, da diese durch die

paramagnetische Bindung bei der senkrechten Orientierung ein globales Minimum in der Potentialflache
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(a) S=0 (b) S=4

Abb. (4.6): Potentialhyperflichen des planaren He,-Rhombus auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen
Magnetfeld der Stiarke B = 0,5Bg. Das Magnetfeld ist senkrecht zur Molekiilebene orientiert.

besitzen. Das Dimer im Triplettzustand, welches als kleinste Einheit mit gemischtem Spin aufgefasst
werden kann, weist an dieser Stelle jedoch lediglich ein schwaches Minimum auf, wobei sich das globale
Minimum bei der parallelen Ausrichtung zum Magnetfeld befindet (vgl. Abb. 4.4). Um die rdumliche
Bindung von Clustern mit gemischten Spinzustédnden zu verstehen, ist die Potentialfliche eines He,-
Clusters des Gesamtspins S = 2 in Abbildung 4.7 dargestellt.V Hierbei ist der Cluster so orientiert, dass
jeweils zwei Bindungen parallel und zwei Bindungen senkrecht zum Magnetfeld liegen. Diese Anordnung
wurde gewahlt, da das Dimer im Triplettzustand jeweils zwei Minima, eines in der parallelen und eines
in der senkrechten Ausrichtung, aufweist. Die Potentialhyperfliche zeigt erneut zwei Minima auf. Diese
entsprechen jeweils einem Paar an isolierten Heliumdimeren im Triplettzustand. Da die Bindungen parallel
zum Magnetfeldvektor stabiler sind als solche senkrecht dazu, ist die parallele Anordnung der beiden
isolierten Dimere ebenfalls das globale Minimum dieser Potentialflache. Es existiert kein lokales Minimum
fiir den Cluster, weshalb die einfache Dissoziation zu zwei isolierten Heliumdimeren am stabilsten ist. Dies

erklirt die Beobachtungen von Pemberton et al.,?36

welche als Resultat einer Geometrieoptimierung in
einem Feld von B =0,8Bg, bei denen das Dimer im Triplettzustand der Grundzustand ist, das Auftreten
isolierter Dimere feststellten.

Fiir Cluster dieser Spinmultiplizitét ist folglich keine Stabilisierung von zweidimensionalen Strukturen zu
beobachten. Aus diesem Grund werden die gemischten Spinmultiplizitdten im folgenden Abschnitt zur

Diskussion dreidimensionaler Strukturen nicht beriicksichtigt.

Im Einklang mit fritheren Studien bestéitigen die hier gezeigten Ergebnisse, dass die Helium-Cluster in
hexagonalen planaren Schichten senkrecht zum Magnetfeld durch die paramagnetische Bindung stabilisiert
sind. Durch das Hinzufiigen weiterer Heliumatome werden die Fragmente eines hexagonalen Gitters
fortgebildet. Das Auftreten von zweidimensionalen hexagonalen Gittern unter dem Einfluss starker
Magnetfelder entspricht einer Schicht der hep-Kristallstruktur, welche im nachfolgenden Abschnitt ndher

diskutiert wird.

VDie Abnahme der Wechselwirkungsenergie im Dissoziationslimit ist unphysikalisch und kommt durch eine hohe Spin-
kontamination zustande. Analog zur Diskussion fiir das Dimer im Triplettzustand ist hier CCSD nicht geeignet, um die
Dissoziation zu beschreiben.
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R,

Abb. (4.7): Potentialhyperflichen des Quintettzustandes (S = 2) des viereckigen He,-Clusters auf unc-aug-cc-
pVQZ/CCSD-Niveau in einem externen Magnetfeld der Starke B = 0,5Bg. Der Cluster besteht somit
aus einem Paar an Triplett-Dimeren. Das Magnetfeld ist dabei jeweils zu zwei Bindungen senkrecht und
parallel.

4.1.1.3. Dritte Dimension: Wechselwirkung zwischen den Schichten

In Abwesenheit eines externen Magnetfeldes kann Helium bei hoher Dichte aufgrund schwacher Disper-
sionswechselwirkungen eine hexagonal dicht gepackte Struktur (hep) bilden. Die hep-Struktur ist eine
dichtest gepackte Kristallstruktur, die durch abwechselnd gestapelte hexagonale Schichten gekennzeichnet
ist. Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt, bildet Helium in einem starken Magnetfeld stabile plana-
re Strukturen senkrecht zum Magnetfeld aus, die hauptsichlich durch die senkrechte paramagnetische
Bindung stabilisiert werden und den hexagonalen Schichten der hcp-Struktur dhneln. Innerhalb der
hep-Struktur sind die gestapelten Schichten jeweils versetzt zueinander angeordnet, sodass die Atome
der zweiten Schicht den Raum oberhalb der Dreiecksflichen der ersten Schicht besetzen. Zwischen den
Atomen der ersten Schicht und den Atomen der zweiten Schicht befindet sich in Abhéngigkeit von dem
Abstand der Schichten eine Bindung, welche einen von null verschiedenen Winkel zu dem Magnetfeld
aufweist und somit Anteile der senkrechten paramagnetischen Bindung ausbildet. Somit erfolgt fiir den
Singulett- und den Quintettzustand unter Anwesenheit eines Magnetfeldes eine Erhohung der Stabilitét

der hep-Struktur. Dies soll im Folgenden genauer betrachtet werden.

Um die Wechselwirkungen in einer hep-Struktur zu modellieren, wird die kleinste dreidimensionale Einheit
untersucht, d.h. eine trigonale Pyramide, bei der drei Heliumatome eine Dreiecksfliche bilden und das
vierte Helium der oberen Schicht iiber dem Zentrum der Dreiecksfliche platziert wird. In Abbildung 4.8(b)
wird die Counterpoise-korrigierte Wechselwirkungsenergie der He,-Pyramide in Abhéngigkeit des Medians
der Dreiecksflache R; und der Entfernung zwischen der Ebene und der Spitze Ro, welche als Schichtabstand
aufgefasst werden kann, gezeigt. Auf der Potentialfliche treten zwei Minima auf. Das erste und tiefere
Minimum liegt bei einem Median von 1,28 A und einer Héhe der Pyramide von 2,33A (siehe rechte
Struktur in Abb. 4.8(b)). Durch die Annéherung des vierten Atoms aus dem Unendlichen an das planare
Hes-Trimer wird dessen Geometrie, im Vergleich zum isolierten Hes-System (vgl. Abs. 4.1.1.2), geringfiigig
zu groBeren Bindungsabstinden gestreckt und eine Bindung auflerhalb der Dreiecksebene ausgebildet. Das
Minimum hat eine Tiefe von —0,732 mEy. Davon stammen 0,585 mE},, von der Wechselwirkungsenergie
innerhalb der Ebene, welche mafigeblich durch paramagnetische Bindungen stabilisiert ist, und 0,147 mEy,
von den Bindungen auflerhalb der Ebene. Dies entspricht einer Bindungsstiarke von 1,536 nli—gl fir die
Bindungen innerhalb der Ebene und von 0,386 % zwischen den Schichten. Das Minimum ist {iber eine
Barriere mit einer Hohe von 0,333 mEy mit einem zweiten Minimum verbunden (—0,616 mE},). Diese

Struktur ist ein Spezialfall, bei der die Spitze der Pyramide in die Dreiecksebene verschoben ist, wodurch
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(b) S=0, B=0,5B0 (c) S=4, B=0,5B¢

Abb. (4.8): Potentialhyperflichen der trigonalen He,-Pyramide auf unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau. Die Referenz
ohne externes Magnetfeld ist in Abbildung 4.8(a) gezeigt. Die Abbildungen 4.8(b) und 4.8(c) zeigen die
Wechselwirkungsenergie des Singulett S =0 und Nonett S = 4 Zustands in einem externen Magnetfeld
der Starke B = 0,5Bg. Die Orientierung des Magnetfeldes ist in der rechten Graphik durch einen roten
Pfeil gekennzeichnet.

eine vollstandig planare Struktur entsteht (siehe linke Struktur in Abb. 4.8(b)), welche dquivalent zur
Diskussion in Abschnitt 4.1.1.2 stabilisiert ist. Dennoch ist das globale Minimum des He,-Systems die
planare rhomboedrische Struktur, welche anhand von Abbildung 4.6 diskutiert wurde, mit einem Minimum
der Tiefe von —0,993 mEy,.

Erneut zeigt der spinpolarisierte Cluster (S =4) eine vergleichbare Situation auf. Das Minimum der
trigonalen Pyramide liegt bei Ry = 1,61 A und Ry = 2,60A (—18,306 mEy,) und das Minimum der planaren
Struktur weist einen Abstand von Ry =2,65A (—17,103mEy,) auf. Im Vergleich zum S = 0 Cluster sind
nun jedoch die Minima nicht iiber einen leicht gebundenen, sondern einen ungebundenen Ubergangszustand

verbunden. Somit erhoht sich die Energiebarriere auf die gesamte Tiefe des Minimums.

In beiden Féllen, also fiir S =0 und S =4, treten folglich lokale Minima fiir die trigonale Pyramide auf,
welche das Auftreten der hep-Struktur im Magnetfeld ermdglichen. Inwiefern der Einfluss eines externen
Magnetfeldes die Potentialflichen beeinflusst und somit diese Struktur stabilisiert oder destabilisiert,
kann durch einen Vergleich mit der Wechselwirkungsenergie des feldfreien Falls quantifiziert werden. Die
entsprechende Potentialfliche, deren Form deutliche Unterschiede aufweist, ist in Abbildung 4.8(a) gezeigt.
Da ohne Magnetfeld die Fahigkeit eine senkrechte paramagnetische Bindung auszubilden, verloren geht,
verschwindet das Minimum der planaren Struktur. Es verbleibt das Minimum der trigonalen Pyramide,
welches bei den Abstanden Ry = 1,76 A und Rs = 2,47 A mit einer Tiefe von —0,157 mEy, liegt. Dieses
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Minimum ist die stabilisierende Wechselwirkung, welche aulerhalb eines externen Magnetfeldes zu der
Kristallisation von Helium in einer hcp-Struktur bei hohen Driicken und niedrigen Temperaturen fiihrt.

Im Vergleich hierzu ist in einem externen magnetischen Feld die Bindungsenergie der trigonalen Pyramide
fiir S =0 um das 4.7-fache héher und fiir S = 4 sogar zwei GroBenordnungen hoher, als die Bindungsenergie
im feldfreien Fall. Ebendies fithrt zu einer stabileren und kompakteren Struktur mit verkiirzten Bindungs-
abstanden innerhalb eines Feldes. Das hat entscheidende Auswirkungen auf die méglichen Strukturen von
Heliumatmosphéren. Es folgt, dass erstens dreidimensionale hexagonale Helium-Cluster in einem externen
Magnetfeld stabilisiert sind, und zweitens, dass sich die Grenzen des Phasendiagramms von Helium
verschieben. Somit wird Helium bei hoheren Temperaturen und niedrigeren Driicken fliissig bzw. fest
und die Atmosphéren auf magnetischen weiflen Zwergen vermogen eine erhéhte Nahordnung auszubilden.
Insgesamt miissen die Modelle der Atmosphéren von magnetischen weiflen Zwergen an die magnetischen

Wechselwirkungen angepasst werden.

In diesem Kapitel wurden die Wechselwirkungen in Helium-Clustern unter dem Einfluss eines externen
Magnetfeldes untersucht. Die Potentialhyperflichen der He,-Dimere zeigen zundchst das Auftreten einer
komplizierten Struktur der Potentialhyperflichen. Konkurrierende Effekte fithren zum Auftreten von Mini-
ma bei Winkeln und Absténden, die ad hoc nicht ersichtlich sind. Das Heliumdimer im Singulettzustand
bevorzugt eine senkrechte Orientierung zu dem Magnetfeld, der Triplettzustand bevorzugt eine parallele
Ausrichtung. Im Quintettzustand wird sogar ein lokales Minimum bei einem Winkel von 26° gefunden.
Insgesamt ldsst sich jedoch fur Magnetfeldstiarken, die auf magnetischen weiflen Zwergen auftreten, der
Singulettzustand als Grundzustand identifizieren.

Im Zweidimensionalen zeigen Helium-Cluster im Singulettzustand das Auftreten hexagonaler Schichten,
die durch senkrechte paramagnetische Bindung stabilisiert sind. Schliefllich konnte anhand der trigonalen
Pyramide, als kleinste Einheit einer hcp-Struktur, gezeigt werden, dass die Komponenten der paramagne-
tischen Bindung, welche einen Beitrag fiir von null verschiedene Winkel liefern, auch auflerhalb der Ebene

eine Stabilisierung bieten und somit die dreidimensionale hcp-Struktur im Feld begiinstigen.

Die Stabilitéit sehr kleiner Cluster wird hdufig aufgrund der grofien Anzahl der ungesittigten Atome
an der Oberfliche unterschétzt. Die geringere Stabilitat tritt auf, da die Wechselwirkungen zwischen
den Heliumatomen an der Oberfliche und denjenigen im Inneren des Clusters deutliche Unterschiede
aufweisen. Der néchste Schritt in der Erforschung dieses Systems besteht darin, das Verhalten groflerer
Helium-Cluster zu untersuchen und zu verstehen, wie die Anwesenheit eines Magnetfeldes ihre Stabilitét
beeinflusst. Mit zunehmender Grofle der Cluster wird das Verhéltnis von Oberfliche zu Volumen immer

kleiner. Auf diese Weise konnen Oberflacheneffekte minimiert werden.

4.1.2. Magnesium in einer Heliumatmosphare

In einem néchsten Schritt wird nun ein Magnesiumatom in das System eingebracht und die Interaktion
dessen mit der Heliumumgebung diskutiert, um die Form der Spektrallinien des Magnesiums genauer zu
verstehen. Die folgenden Ergebnisse wurden in Referenz 204, welche im Rahmen dieser Arbeit angefertigt
wurde, publiziert. Hierbei wird zunéchst in Abschnitt 4.1.2.1 die Interaktion zwischen einem Magnesium-
und einem Heliumatom anhand des Wechselwirkungspotentials diskutiert. Anschlieend erfolgt in Ab-
schnitt 4.1.2.2 die Diskussion der Druckeffekte in extrem dichten Atmosphéren durch die Einbettung eines
Magnesiumatoms in einem dreidimensionalen Helium-Cluster mit hep-Struktur.

In Abhéingigkeit der chemischen Umgebung des Magnesiums transformieren die an dem 2P — 3S-Ubergang
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beteiligten Zustinde nach verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Zum Uberblick sind in Tabelle 4.3
die entsprechenden Symbole der hier auftretenden Punktgruppen aufgelistet. Die Berechnungen der
MgHe-Systeme wurden mit den unkontrahierten (unc) und augmentierten (aug) Dunning-Basissitzen
durchgefiihrt.?293 Hierbei wurde, sofern nicht anders angegeben, die unc-aug-cc-pCVQZ-Basis®®? fiir Mg
und die unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He verwendet. In Referenz 204 wurde gezeigt, dass die Verwendung
eines groferen Basissatzes fiir Helium lediglich zu einem geringen Unterschied in der Ubergangswellenléinge

von wenigen Prozent fiihrt.

Tab. (4.3): Termsymbole der beteiligten Zustéinde des 3p — 4s-Ubergangs des Magnesiumatoms im Triplettzustand
in Abhangigkeit der Punktgruppe der hier auftretenden Systeme: Das Magnesiumatom (SO(3)), das
Magnesiumatom in einem Magnetfeld (Coop), das MgHe-Dimer (Coov), das MgHe-Dimer in einem
parallelen (C'wo) und senkrechten Feld (Cs) sowie die MgHe, 5- und MgHe4-Cluster in einem Magnetfeld
entlang der Cs-Achse (C3p). Diese Tabelle wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus
Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)] iibernommen. © 2024
Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten
Lizens.

50(3) Oooh ‘ Coo'u Coo CS ‘ CSh
3%, 3yt 3% Al A
81T, | 3m 311

3p

4.1.2.1. Stof3verbreiterung anhand des MgHe-Dimers

Wie schon eingangs diskutiert, kann die Atmosphére einen erheblichen Einfluss auf Lage und Form der Spek-
trallinie des Magnesiums haben. Hier werden spezifisch die innerhalb des weiflen Zwergs SDSS J1143+6615
auftretenden Druckeffekte, als Folge der Heliumatmosphére in einem starken Magnetfeld, auf den 3p — 4s
(3P — 35)-Ubergang des Magnesiumatoms im Triplettzustand untersucht. Zur Modellierung eines Stofies
der strahlenden Spezies und des Atmosphéirenatoms kann eine simple diatomare Potentialkurve ver-
wendet werden. Diese beschreibt in Abhéngigkeit zu dem Abstand beider Atome die Verdnderung der
elektronischen Struktur des Metallatoms durch die Polarisierung der umgebenden Atmosphére. Frithere
Studien%42-47 eines solchen Systems wurden im feldfreien Fall durchgefiihrt. Die Referenzen 40 und 7
befassen sich spezifisch mit dem Triplettiibergang des Magnesiums. Aufbauend auf diesen Arbeiten wird
im Folgenden die Verdnderung der Druckeffekte im Magnetfeld auf diesen Triplettiibergang diskutiert.
Die folgende Diskussion startet mit dem MgHe-Dimer im feldfreien Fall und behandelt anschlieend das
System innerhalb eines Magnetfeldes.

Im feldfreien Fall wird der Zustand, aus dem die Anregung stattfindet, fiir das isolierte Mg-Atom im
3 P-Zustand durch die drei entarteten p-Orbitale beschrieben. Durch die Einfithrung des Heliumatoms
in das System wird die Punktgruppe von SO(3) auf Co, herabgesetzt. Néhert sich das Heliumatom
aus dem Unendlichen an das Magnesiumatom an, so tritt es ab einem gewissen Abstand mit diesem
in Wechselwirkung. Die mittlere Graphik der Abbildung 4.9 zeigt den Einfluss auf die Energieniveaus,
demzufolge der ehemalige 2 P-Zustand in zwei entartete, bindende 3II-Zusténde und einen nicht-bindenden
3%% (3pg)-Zustand hoherer Energie aufspaltet. Diese energetische Aufspaltung ist graphisch anhand der
hochstbesetzten Molekiilorbitale (Highest Occupied Molecular Orbitals, HOMO) zu verstehen, welche
ebenfalls in Abbildung 4.9 gezeigt sind. Die bindenden 3II-Zusténde weisen HOMOs auf, welche senkrecht
zur Bindungsachse stehen, wihrend der 3%7% (3pg)-Zustand ein HOMO aufweist, welches entlang der
Bindungsachse ausgerichtet ist, und somit durch das Heliumatom destabilisiert wird.
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Abb. (4.9): Totale Energie Etot des Grundzustandes und der ersten zwei angeregten Zustiande des MgHe-Dimers im
Triplettzustand ohne ein externes Magnetfeld (Mitte) sowie innerhalb eines Magnetfeldes einer Stirke von
0,05 Bg, welches parallel (links) und senkrecht (rechts) zur MgHe-Bindung orientiert ist. Die Rechnungen
wurden auf dem unc-aug-cc-pVTZ/CC383-Niveau durchgefiihrt.® Zusétzlich sind die entsprechenden
(komplexen) Orbitale, welche mit COrbit19%237 dargestellt wurden, gezeigt. Magnesium ist in Griin und
Helium in Blau dargestellt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus
Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)] iibernommen und
modifiziert. © 2024 Eigenttimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution
3.0 unportierten Lizens.

@ Es ist zu beachten, dass eine Beschreibung auf CC3-Niveau erforderlich ist, um das Dissoziationslimit
der entarteten II- und X-Zustande qualitativ korrekt zu beschreiben.

Auf welche Weise die MgHe-Wechselwirkung die Ubergangswellenlinge der P — 3S-Anregung beeinflusst,
ist in Abbildung 4.10 zusammen mit den Energien der beteiligten 3II- und 3£+ (4s)-Zustinde aufgetragen.
Anhand dieser Abbildung ist zu sehen, dass, wihrend sich das Heliumatom einem isolierten Magnesiumatom
nihert, allméhlich eine Blauverschiebung der Ubergangswellenlinge eintritt. Bis zu einer Entfernung von
9,0 A ist die Wechselwirkung so schwach, dass die Ubergangswellenlinge um weniger als 1 A verschoben
ist. Erst dann treten die beiden Atome in gegenseitige Wechselwirkung. Die Wellenlénge sinkt mit der
Verkiirzung des MgHe-Abstands und erreicht ihr Minimum bei einem Bindungsabstand von 3,5 A mit einer
Anregungswellenlinge von 5024 A, was einer Blauverschiebung von etwa 108 A entspricht. Fiir kiirzere
Abstinde steigt die Ubergangswellenlinge wieder an. Der Grundzustand wird frither repulsiv als der
angeregte Zustand, sodass eine zunehmende Rotverschiebung resultiert.

Fiir die Anregungswellenlédnge resultiert folglich eine Kurve mit einem lokalen Minimum als Funktion des
Bindungsabstandes. Wie schon anhand von Abbildung 4.1 gezeigt, fiihrt eine nicht-monotone Anderung
der Wellenldnge zu einer asymmetrischen Spektrallinie und zu Liniensatelliten. Allerdings stammt das
Minimum jetzt nicht, wie zuvor, von dem Minimum des Grundzustandes, sondern von dem Auftreten
einer Schulter fiir kleinere Abstéinde im finalen 3¥7 (4s)-Zustand.

An dieser Stelle sollen zwei Umstinde angemerkt werden. Zunédchst wird hier der Einfluss der Spin-
Bahn-Kopplung, welcher fiir das isolierte Magnesiumatom etwa 5A bis 10 A361 betréigt, auBen vor

gelassen. Die zu beobachtenden Effekte, wie die asymmetrische Verbreiterung der Spektrallinie, kann auch

7,40VI

unter Vernachldssigung der Spin-Bahn-Aufspaltung beobachtet werden. Des Weiteren betragt in

dieser Studie die ungestérte Ubergangswellenlinge des Magnesiums 5132 A. Die Diskrepanz von 42 A zur

t,361

experimentell bestimmten Wellenlinge, welche um 5174 A zentriert is ist auf die Unvollstandigkeit

des Basissatzes und das Fehlen von Korrelationseffekten hoherer Ordnung sowie relativistischer Effekte

VIDie asymmetrische Verbreiterung weist einen um eine Grofienordnung stérkeren Effekt im Vergleich zu der Spin-Bahn-
Aufspaltung auf. AuBlerdem wird davon ausgegangen, dass die Druckeffekte auf die einzelnen Spin-Bahn-Komponenten
eine vergleichbar sind.
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Abb. (4.10): Die Ubergangswellenlinge A (311 — 3%%) und die Energie des initialen Zustands ot als Funktion
des MgHe-Abstands R, berechnet mit CD-CCSD (§ = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-
Basis fiir Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal
Society of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)]
ibernommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

zuriickzufithren. Eine vollstdndig quantitative Vorhersage benétigt die Beriicksichtigung dieser tiber
Extrapolationsschemata, wie sie beispielsweise in Referenz 80 vorgestellt wurden. Ein solches Schema ist
in der vorliegenden Studie nicht erforderlich. Hier wird sich primér mit Energieunterschieden befasst, die

voraussichtlich durch die genannten Fehler lediglich marginal beeinflusst werden.

Wirkt nun zusétzlich ein externes Magnetfeld, wird die Wechselwirkung innerhalb des MgHe-Dimers
verandert. In Abbildung 4.9 ist der Verlauf der Zusténde in einem parallelen (links) und einem senkrechten
(rechts) Feld relativ zur Bindungsachse gezeigt. Die 2 P-Zustinde des Atoms, die im feldfreien Fall entartet
sind, spalten in drei Komponenten auf. Ist das Magnetfeld parallel zur Bindungsachse orientiert, dann
verringert sich die Symmetrie weiter von Cuoy 2z Copo. Die Komponenten der bindenden 3II-Zusténde
werden in Abhéngigkeit ihres Drehimpulses stabilisiert bzw. destabilisiert. Dadurch wird der 3II_;-Zustand
zum neuen Grundzustand und der 3T ;-Zustand zum zweiten angeregten Zustand. Der nicht-bindende
3% (3pg)-Zustand weist infolge einer Drehimpulskomponente von null keinen Orbital-Zeeman-Beitrag
auf und bildet den ersten angeregten Zustand. Nimmt das Magnetfeld eine senkrechte Anordnung zu
der Bindungsachse ein, dann entféllt die Cso-Rotationsachse als Symmetrieelement und es resultiert ein
System mit der C,-Symmetrie. In diesem Fall ist der nicht-bindende 3 A’-Zustand der Grundzustand,
wihrend der bindende 3 A”-Zustand den ersten angeregten Zustand bildet.

Diese Aufspaltung findet auch fiir das isolierte Magnesiumatom statt. Unter Anwesenheit des Magnetfeldes
wird die Symmetrie von SO(3) auf Cop reduziert und es resultiert eine Aufspaltung in die Zusténde
30,1, 2Hyy1 und 3%,,.

Im Folgenden soll ein Vergleich der magnetfeldabhéngigen Ubergangswellenlinge des isolierten Magne-

siumatoms mit dem Magnesiumatom unter Einfluss des wechselwirkenden Heliumatoms vorgenommen

werden, um die Druckeffekte zu quantifizieren. V1!

VIIReld- und Druckeffekte beeinflussen ebenfalls die Ubergangsdipolmomente, was genauer in Referenz 204 gezeigt wird.
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Abb. (4.11): B-)-Kurven und Verschiebung der Anregungsenergien A Fex. fiir die Uberginge aus den drei ehemaligen
P-Zustianden. Es werden drei Fille unterschieden. Das isolierte Mg-Atom dient als Referenz (Coop,
durchgezogene Linien) und wird mit dem MgHe-Dimer in der Gleichgewichtsgeometrie im parallelen
(Coo, gepunktete Linien) oder im senkrechten (Cl, gestrichelte Linien) Magnetfeld verglichen. Berechnet
auf dem CD-CCSD-Niveau (6 =5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis fiir Mg und einer
unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He. Zuséatzlich ist auch die einfache Orbital-Zeeman-Aufspaltung (graue
Linien) dargestellt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 2882828848 (2024)] iibernommen und modifiziert.
© 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

Hierzu eignet sich der Vergleich der B-A-Kurven des Magnesiumatoms mit den Kurven des MgHe-Dimers.
Dies ist in Abbildung 4.11(a) gezeigt, in welcher die Magnetfeldstirke gegen die Ubergangswellenléinge
aufgetragen ist. An dieser Stelle wurde fiir das MgHe-Dimer dem Hauptcharakter des Ubergangs des
isolierten Magnesiumatoms gefolgt, sodass die entsprechenden B-A-Kurven vergleichbar bleiben, obwohl
formal vermiedene Kreuzungen mit anderen Zustdnden gleicher Symmetrie auftreten (vgl. Diskussion in
Ref. 204). Als MgHe-Abstand wurde die Gleichgewichtsgeometrie bei der jeweiligen Feldstirke gewéhlt.
Diese ist im Falle einer parallelen Orientierung leicht destabilisiert. In der senkrechten Orientierung wird der
Grundzustand bei Erhohung der Magnetfeldstirke zunehmend durch die Orbital-Zeeman-Wechselwirkung

gebunden.

Die Verschiebung aufgrund des Heliumatoms, definiert als die Differenz AFEexc = Fexe(Mg) — Foxe(MgHe)
zwischen der Anregungsenergie des isolierten Magnesiumatoms und des Dimers in einer parallelen oder
senkrechten Ausrichtung, ist in Abbildung 4.11(b) dargestellt. V! Die Abbildung 4.12 zeigt fiir die 3pg — 4s-
Anregung jeweils bei Feldstiarken von 3000 T und 30000 T die Potentialkurven der beteiligten Zustdnde im

parallel und senkrecht ausgerichteten Magnetfeld. Die folgenden Ergebnisse kénnen beobachtet werden:

o Parallel: In der parallelen Ausrichtung werden grofie Blauverschiebungen beobachtet (vgl.
Abb. 4.11(b)), die mit dem Magnetfeld zunehmen. Fiir ein Magnetfeld von 0,20 By wird eine
Verschiebung von 10,6 mEy, erhalten, was einer Verschiebung von 100A in der Anregungswellenlinge
entspricht. Dies wird dadurch erklart, dass, wihrend die Anfangszustdnde weitgehend unverdndert
bleiben, der 3% (4s)-Endzustand im Magnetfeld destabilisiert wird. In Analogie zum atomaren Fall,
welcher in Referenz 9 diskutiert wurde, erfolgt eine vermiedene Kreuzung des 3Y 1 (4s)-Zustands mit

dem ehemaligen 3Ag_2-Zustand, welcher nun dieselbe Symmetrie aufweist. Auf diese Weise erlangt

VI Hijerzu wird Hartree als Energieskala verwendet, da diese eine lineare Energieskala, ist. Bei der Verwendung von Angstrom
kénnen aufgrund der nicht-linearen Energieskala kleine energetische Anderungen groe Differenzen der Wellenlidnge
bedeuten, was zu einer verzerrten Darstellung der Wechselwirkungen fithren wiirde.
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Abb. (4.12): Ubergangswellenlingen A in paralleler (33 (3pg) — 33 (4s), durchgezogene Linien) und senkrechter

Orientierung (3A’ (3pg) — 3 A’ (4s), gestrichelte Linien) in einem Magnetfeld von 3000 T und 30000 T
sowie die totale Energie Fiot des initialen und finalen Zustands als Funktion des MgHe-Abstands R.
Berechnet mit CD-CCSD (6 = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis fiir Mg und der
unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He. Zusitzlich ist das HOMO des 3% (4s) (oben) und A’ (4s) (unten), welche
mit COrbit19237 visualisiert wurden, gezeigt. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society
of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 2882828848 (2024)]
ibernommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

der Endzustand einen d-Charakter, welcher sich in der Ausbildung dy-ahnlicher Orbitallappen duflert
(siehe oberes Orbitalbild der Abb. 4.12(a)). Wie anhand der mittleren Komponente der Anregung
(3% (3pg) — 3¥ (4s)) in Abbildung 4.12 gezeigt, fithrt dies in der parallelen Orientierung zu einer anti-
bindenden und damit destabilisierenden Wechselwirkung des finalen Zustands mit dem Heliumatom,
welche fiir 3000 T zu einer zunehmenden Schulter und fiir 30000 T zu einem repulsiven Verhalten
des Endzustands fiihrt. Die hohere energetische Lage des Endzustandes resultiert schliellich in einer

grofleren Blauverschiebung.

Wie Abbildung 4.11(b) zeigt, verlduft die Linienverschiebung fiir den 3¥-Zustand parallel zu den
311-Zustanden. Diese Differenz tritt schon ohne externes Magnetfeld auf und resultiert aus der
Aufspaltung der Energieniveaus aufgrund des Heliums (vgl. mittlere Graphik in Abb 4.9). Im
Vergleich zum isolierten Magnesiumatom ist der Ubergang aus den bindenden >II-Zustinden blau
verschoben, withrend der Ubergang aus dem 3% (3pg)-Zustand weniger stark beeinflusst wird. Da
die Ausgangszustéinde im parallelen Feld weitgehend unverdndert bleiben und die Verschiebungen
durch den finalen Zustand bestimmt werden, entwickelt sich die Verschiebung fiir die Ubergiinge aus

dem 3%1 (3pg)-Zustand parallel zu denen aus den 3TI-Zusténden.

Senkrecht: Bei einer senkrechten Ausrichtung des Magnetfeldes beziiglich des MgHe-Dimers
verschwinden die Verschiebungen bei hohen Magnetfeldstarken (vgl. Abb. 4.11(b)). Es verbleibt
bei einem Magnetfeld von 0,20 By lediglich eine Verschiebung von 0,2 mE},, was einer Wellenlénge

von etwa einem Angstrém entspricht. Das bedeutet, dass sich die Anregungswellenlinge des MgHe-
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Dimers der des isolierten Magnesiumatoms annahert. Folglich verschwinden die Druckeffekte des
Heliums fiir starke Magnetfelder in einer senkrechten Orientierung. Diese Entwicklung zeigt ebenfalls
Abbildung 4.12 fiir die mittlere Komponente der Anregung (3A” (3pg) — 3A’ (4s)). Die Schulter
beziehungsweise das repulsive Verhalten im Endzustand, welche im parallelen Fall zu einer grofien
Blauverschiebung fithrten, treten nicht mehr auf. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Polarisation
des 4s-Orbitals senkrecht zur MgHe-Bindung verlduft, was zu atoméahnlicheren Zustédnden fiihrt
(siehe unteres Orbitalbild der Abb. 4.12(a)). Dadurch zeigen die d-dhnlichen Orbitallappen nicht auf
die Bindungsachse, sodass keine destabilisierende Wechselwirkung auftritt, die den finalen Zustand

zu hoheren Energien verschiebt und somit eine Blauverschiebung erzeugen koénnte.

Insgesamt kann folglich eine starke Richtungsabhéngigkeit der Druckeffekte beobachtet werden. In einer
parallelen Orientierung steigt die Blauverschiebung an, wahrend sie in der senkrechten Orientierung

annahernd verschwindet.

4.1.2.2. Druckeffekte innerhalb eines MgHe-Clusters

Das Licht eines weilen Zwerges wird von seiner Photosphére emittiert. Viele aus einer Atmosphérenschicht
ausgehende Photonen erfahren zusétzliche Absorption und Streuung. Das Mafl an Wechselwirkung zwischen
den Photonen und der Atmosphére kann tiber die mittlere Rosseland-Opazitét quantifiziert werden, welche
einen gewichteten Mittelwert der Opazitét iiber alle Wellenldngen darstellt, der neben anderen Faktoren von
der Dichte, der Temperatur und der Zusammensetzung des Sterns abhingt.362 Uber die verwandte Grofie
der Rosseland optischen Tiefe 7 kann der Abfall der Strahlungsintensitit nach I = Ipe™ "R beschrieben
werden. Fiir 7p = 2/3 halbiert sich die Strahlungsintensitét annidhernd, sodass die Hilfte der emittierten
Photonen die Sternatmosphire verlassen.?** Dies definiert im Allgemeinen die Photosphire eines Sterns.
Das Spektrum eines solchen Sterns weist folglich Photonen aus unterschiedlichen atmosphérischen Schichten
auf. Die tiefsten Schichten erreichen typischerweise Dichten von n(He) a2 10?2 bis 1023 cm ™2, in denen die

Heliumatmosphire fliissigkeitsihnliches Verhalten zeigt.43:52:53,343,351

Abb. (4.13): Schematische Darstellung des Ubergangs zwischen dem MgHe-Dimer-Modellsystem und einem expliziten
Solvatationsmodell fiir grofle Dichten. Der Kollisionsquerschnitt ist als gestrichelter Kreis dargestellt
(Mg: grin, He: blau). Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz
[S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)] iibernommen und modifiziert.
© 2024 Eigentumergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0
unportierten Lizens.

Infolge der groflen Dichten ist der mittlere Abstand zwischen den Heliumatomen und dem Magnesium
kleiner als der Kollisionsquerschnitt (vgl. Abb. 4.13). Unter solchen Bedingungen erfihrt das strahlende
Magnesiumatom zahlreiche gleichzeitige Stérungen durch benachbarten Heliumatome. Zudem kann die
Wechselwirkung zwischen den Heliumatomen selbst nicht mehr vernachléssigt werden. Das MgHe-Dimer

ist unter solchen Bedingungen kein geeignetes Modell mehr. Um das System adédquat zu beschreiben, wird

130


https://doi.org/10.1039/d4cp03103b
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

4.1. Druckverbreiterung der Spektrallinien des Magnesiums

AB
vu'f&v
COUULQE
CEOELe
ut‘gtx

Abb. (4.14): Darstellung eines Mg-Atoms (griin) in einer hcp-Struktur aus He-Atomen (grau). Dargestellt sind die
ersten beiden Schalen, die einen Cluster aus MgHeq bilden, wobei sich 12 He-Atome in der ersten und
44 He-Atome in der zweiten Schale befinden. Diese Abbildung wurde mit Erlaubnis der Royal Society
of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys. 26, 28828-28848 (2024)]
ibernommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel steht unter einer Creative
Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

zu einem expliziten Solvatationsmodell iibergegangen. Hierzu wird ein Magnesiumatom in eine idealisierte,
starre hep-Struktur eingebettet. Wie anhand der vorangegangenen Diskussion des Abschnittes 4.1.1 zu
entnehmen, ist dies eine geeignete Wahl, da Helium unter hohem Druck in einer hep-Struktur kristallisiert,
welche zusétzlich durch das Magnetfeld stabilisiert wird. Uber die Gitterkonstante a der Kristallstruktur
kann dieses Modell mit der Dichte p einer Heliumatmosphire verbunden werden.!*

In der hep-Struktur weist das Magnesiumatom zwolf néchste Nachbarn auf. Anhand dieser ersten Koordi-
nationssphére sollen {iber den MgHe,,-Cluster die Druckeffekte beschrieben werden. Um sicherzustellen,
dass die erste Koordinationssphére zur Beschreibung ausreicht, wird der Beitrag der zweiten Schale
anhand des in Abbildung 4.14 dargestellten MgHesg-Clusters mittels einer ff-CD-CCSD-Berechnung unter
Verwendung der unc-aug-cc-pCVQZ-Basis fiir Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He gepriift. Um
dies zu realisieren, ist die Verwendung der Cholesky-Zerlegung essentiell. Das MgHexg-System weist 781
Basisfunktionen auf. Fiir die Speicherung der vollstédndigen Integrale in der AO-Basis wéiren etwa 6 TB
Arbeitsspeicher erforderlich, was die Beschreibung des Systems durch kanonische CC-Methoden unméglich
macht. Unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung koénnen jedoch die Speicheranforderungen drastisch
reduziert werden. Fiir die Darstellung der Integrale werden lediglich 3505 Vektoren (§ = 5) mit einem
Speicherbedarf von 34 GB benétigt.

Im Vergleich zum MgHe;,-Cluster, welcher in Abhangigkeit von der Anregung einen Shift zwischen 250
bis 340 A im Vergleich zu dem isolierten Atom hervorruft, trigt die zweite Koordinationssphire, die
aus 44 Heliumatomen besteht, lediglich eine zusétzliche Verschiebung von maximal 8 A bei. Dies ist zu
erwarten, da zum einen die Polarisation der dufleren Atome durch die erste Schale abgeschirmt wird
und zum anderen, wie in Abbildung 4.10 gezeigt, die Verschiebung mit zunehmendem Abstand zum
Magnesiumatom abnimmt. In diesem Fall wurde eine Gitterkonstante von 3 A verwendet, was einer hohen
Dichte von 6,5- 102! n(He)/cm? entspricht. Der Abstand zwischen zwei Atomen ist doppelt so grofl wie
die Gitterkonstante. Somit sind die Heliumatome der ersten und zweiten Koordinationssphére jeweils 6 A
und 12 A von dem Magnesiumatom entfernt. Folglich ist der Einfluss der zweiten Koordinationssphére
hinreichend gering, sodass die Beschreibung der ersten Koordinationssphare ausreichend ist, um die

Druckeffekte zu modellieren.

IXDas Volumen der Einheitszelle betrigt fiir ein hep-Gitter Vhep = 244/2r3, wobei sechs Atome diese Einheitszelle besetzen.

Auf diese Weise ist die Dichte tiber p = Vf zuganglich.
cp
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Abb. (4.15): Verschiebung der Anregungsenergie des Mg-Triplettiibergangs AFexc = Fexc(p — 0) — Eexc(p) (in
Hartree) in Abhéngigkeit von der Heliumdichte p des atmosphérischen Modellsystems MgHe;, (C3p) im
feldfreien Fall sowie in einem Magnetfeld von 3000 T und 30000 T, das entlang der C3-Achse orientiert
ist. Die Berechnungen wurden auf dem CD-CCSD-Niveau(d = 5) unter Verwendung der unc-aug-cc-
pCVQZ-Basis fiir Mg und der unc-aug-cc-pVDZ-Basis fiir He durchgefiihrt. Diese Abbildung wurde mit
Erlaubnis der Royal Society of Chemistry aus Referenz [S. Blaschke et al., Phys. Chem. Chem. Phys.
26, 28828-28848 (2024)] iibernommen und modifiziert. © 2024 Eigentiimergesellschaften. Der Artikel
steht unter einer Creative Commons Attribution 3.0 unportierten Lizens.

Die Druckeffekte des MgHe;,-Clusters innerhalb eines externen Magnetfeldes, welches entlang der C'3-
Achse orientiert ist, sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Diese zeigt die Verschiebung der Anregungsen-
ergien AFex als Funktion der Heliumdichte p, wobei jeweils zwei verschiedene Magnetfelder gewéhlt
wurden: ein moderates Feld einer Stéarke von 3000 T (gestrichelte Linien), welches der Magnetfeldstérke
des untersuchten weilen Zwergs entspricht, und ein sehr starkes Magnetfeld mit 30000 T (gepunktete
Linien). Als Referenz dient der feldfreie Fall (graue durchgezogene Linie).

In allen Fallen werden dhnliche Trends im Vergleich zu dem MgHe-Dimer beobachtet. Fiir kleine Dichten
(p < 1,0-10%! n(He)/cm?), welche grofien interatomaren Abstéinden entsprechen, wird die Anregungsen-
ergie und damit auch die Spektrallinie nicht signifikant verschoben. Fiir grofiere Dichten tritt, wie aus
Abbildung 4.10 zu entnehmen, eine Blauverschiebung auf, die mit abnehmendem interatomaren Abstand
wéchst.

Bei einer Stéirke von 3000 T verschiebt sich die Ubergangswellenlinge in Abhingigkeit von der Dichte um
mehrere hundert Angstrom, was dem zehn- bis dreizehnfachen der Wirkung eines einzelnen Heliumatoms
auf die Ubergangswellenldnge entspricht. Entsprechend der Linienformen von nicht-magnetischen weifien
Zwergen sind die grofien Verschiebungen nicht als verschobenes Signal in einem Spektrum sichtbar, sondern
als asymmetrische Verbreiterung.”4% Denn tiefe Atmosphirenschichten mit hoher Dichte weisen in der
Regel eine grofere mittlere Rosseland-Opazitit auf.3%2 Nur wenige Photonen entkommen der Atmosphire
und tragen zu dem Spektrum bei. Den grofiten Beitrag zum Spektrum, um dem das Signal zentriert ist,
liefern weiterhin hohere Schichten, welche eine grofiere Transparenz aufweisen. Des Weiteren nimmt das
Ubergangsdipolmoment und damit die entsprechende Oszillatorstéirke fiir diese Ubergéinge mit zunehmen-
der Dichte ebenfalls ab, wie in Referenz 204 gezeigt.

Insgesamt wird ein vergleichbarer Verlauf der Anregungsenergie als Funktion der Dichte zwischen den
Ergebnissen unter Anwesenheit eines Feldes von 3000 T und des feldfreien Falls gefunden. Fiir solche
Feldstédrken bietet sich der Ansatz an, die Druckeffekte im Feldfreien zu ermitteln und anschlieffend
als Modell fir die Linienformen im Magnetfeld zu verwenden, indem die berechnete Verschiebung zur

Anregungsenergie im Feld addiert wird. Bei einer Starke von 30000 T verédndert sich das vorliegende Bild.
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In diesem Fall ist die beobachtete Blauverschiebung deutlich geringer ausgeprégt, sodass die Druckeffekte
erst ab einer viel hoheren Dichte als zuvor signifikant werden.® Dass die Ubergangswellenléinge abnimmt,
kann in Analogie zu den in Abbildung 4.11(b) diskutierten Effekten verstanden werden. Dort werden
fiir die parallele und senkrechte Orientierung des Magnetfeldes jeweils eine zunehmende beziehungsweise
abnehmende Verschiebung festgestellt. Eine Uberlagerung dieser Effekte fiihrt schlielich fiir den MgHeo-
Cluster zu einer allgemeinen Abnahme der Druckeffekte. X! Innerhalb starker Magnetfelder kénnen die
Druckeffekte folglich nicht mehr durch den feldfreien Fall beschrieben werden. Fiir die hier vorliegenden

Uberginge konnen sie, auer bei sehr groen Dichten, jedoch vernachlissigt werden.

Abschlieflend lésst sich anhand der Ergebnisse zusammenfassen, dass die Cholesky-Zerlegung durch
eine erhebliche Verringerung des Speicherbedarfs rechentechnische Limitationen iiberwindet und somit
Untersuchungen von Systemen ermdoglicht, die zuvor nicht realisierbar waren. Mithilfe dieser Methoden-
entwicklung zeigte die Analyse des MgHe-Dimers eine starke Richtungsabhingigkeit der Druckeffekte
von der Orientierung des Magnetfeldes. Fiir dichte Atmosphéren ergab die Untersuchung des MgHe; -
Clusters, dass fur 3000 T die Druckeffekte im feldfreien Fall mit den Effekten unter Anwesenheit des
magnetischen Feldes vergleichbar sind, was die Einbeziehung von Druckeffekten aus dem feldfreien Fall
als Naherung fiir Linienformen in magnetischen Feldern rechtfertigen kann. Diese Naherung gilt jedoch
nicht fiir stdrkere Magnetfelder von beispielsweise 30000 T, bei welcher die Gréfle des Druckeffekts auf die
Anregungsenergien drastisch abnimmt.

Die Untersuchungen haben damit wesentliche Einblicke in die Druckeffekte auf magnetischen weiflen
Zwergen geliefert und ermdoglichen ein besseres Verstédndnis sowie die Vorhersage der Spektrallinien.
Gleichzeitig ergeben sich daraus interessante Perspektiven fiir zukiinftige Forschung. Insbesondere soll
eine geplante, weiterfiihrende Studie 363, aufbauend auf der hier vorgestellten statischen Einbettung, eine
dynamische Beschreibung der Atmosphére bei gegebener Temperatur und Dichte genauer untersuchen.
Eine rein quantenchemische Behandlung des Gesamtsystems wére jedoch zu aufwindig. Daher bieten sich
Multiskalenansétze an, um das System effizient zu modellieren. Dazu gehort beispielsweise der QM /MM-

Ansatz,159-161

welcher das Gesamtsystem in gekoppelte Subsysteme aufgeteilt, welche jeweils auf einem
unterschiedlichen theoretischen Level beschrieben werden. In dem hiesigen astrophysikalischen Kontext
kann fir die Atmosphére ein Ansatz der molekularen Mechanik (Molecular Mechanics, MM) verwendet
werden, in den die strahlenden Spezies, die quantenmechanisch (Quantum Mechanics, QM) beschrieben
werden, eingebettet sind. Dies ermoglicht die dynamische Beschreibung der umgebenden Atmosphéare
mittels Molekulardynamik und zeitgleich eine hochgenaue Behandlung des strahlenden Mg-Atoms im
QM-Bereich. Die gegenseitige Wechselwirkung wird durch das gewéhlte Einbettungsschema festgelegt.
Beispielsweise beschreibt die elektrostatische Einbettung die Polarisation der Partialladungen des MM-

Bereichs auf den QM-Bereich.!6!

XDie Unterschiede in der Verschiebung sind bei Ubergéngen niedriger Energien, d.h. Ubergingen mit hohen Wellenléingen
(hier besonders Ubergiéinge aus dem 3E;1—Zustand), stiarker ausgepriagt, wenn die Verschiebung in Wellenlangen als
nicht-lineare Energieskala ausgedriickt wird.

XIDa aufgrund der Geometrie des MgHe, 5-Clusters kein Heliumatom direkt auf die do-Orbitallappen des finalen Zustandes
zeigt, wird vermutet, dass dies in Kombination mit einer durch das Magnetfeld stark lokalisierten Elektronenstruktur
zu einer geringen Interaktion der Atmosphiren mit dem zentralen Magnesiumatom fithrt. Aufgrund dessen ist die
Anregungsenergie des Clusters vergleichbar mit der eines isolierten Atoms.
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4.2. MCD-Spektroskopie

Die MCD-Spektroskopie ist eine vielseitige spektroskopische Methode, um elektronische Struktu-
ren sowie magnetische und Spin-Eigenschaften zu bestimmen. Thr Anwendungsgebiet liegt beispiels-
weise bei Ubergangsmetallkomplexen sowie Metallzentren von bioanorganischen Verbindungen oder
Metalloenzymen.308:364-367 Dje MCD-Spektroskopie hat einige Vorteile gegeniiber anderen spektrosko-
pischen Methoden.308:368:369 Fin Ubergang, welcher in der Absorptionsspektroskopie von einer starken
Bande tiberlagert wird, ist im MCD-Spektrum sichtbar, da es sich um ein Differenzspektrum handelt
und somit ein gut aufgelostes Spektrum mit sowohl positiven als auch negativen Banden erhalten werden
kann. Diese Erhohung der Aufldsung ist besonders im nahen Infrarot-Bereich (IR) von Bedeutung, da
hier das Losungsmittel bzw. die Liganden der Metalloproteine starke (Schwingungs-)Absorptionsbanden
aufweisen. Zusitzlich ist die MCD-Spektroskopie eine sensitive Methode, wodurch Ubergiénge in Bereichen
sehr schwacher absoluter Absorption aufgelést werden. Uber die A- und C-Terme koénnen gleichzeitig
Informationen iiber die Entartung und den Spinzustand des Grund- und angeregten Zustands gewon-
nen werden. Im Vergleich zu verwandten Methoden zur Untersuchung von Metalloproteinen, wie dem
natiirlichen Zirkulardichroismus, der Elektronenspinresonanz-Spektroskopie (ESR)37%:37! oder auch der
Absorptions- und MéBSbauer-Spektroskopie,370:372:373 hebt sich die MCD-Spektroskopie durch geringere
experimentelle Anforderungen hervor. Der MCD-Effekt tritt auch in nicht-chiralen Proben auf und ist
zudem fiir Systeme mit ganzzahligem Spin sowie MéfSbauer-inaktive Elemente zugénglich.

In der Praxis werden die Spektren entweder in einem endlichen Magnetfeld nach Gleichung 2.286 und

141-152

2.288 oder mittels eines stérungstheoretischen Ansatzes nach Gleichung 2.294 simuliert. Letzterer

Ansatz weist jedoch einige Schwierigkeiten auf:

¢ Sowohl die eingehende elektromagnetische Welle als auch das externe Magnetfeld miissen gleichzeitig

als Storung beriicksichtigt werden.

« Die Eichursprungsinvarianz ist eine Herausforderung fiir stérungstheoretische Ansitze.l4?

¢ Die Magnetfeldeffekte sind lediglich stérungstheoretisch in erster Ordnung berticksichtigt.

Der alternative Ansatz unter Verwendung eines endlichen Magnetfeldes umgeht diese Probleme. In diesem
Fall wird das Magnetfeld explizit im Hamiltonoperator beriicksichtigt. Folglich werden fiir eine Berechnung
der Spektren ausschlieBlich die Anregungsenergien und die entsprechenden Ubergangsdipolmomente in
einem endlichen Magnetfeld, welches jeweils entlang der kartesischen Koordinaten ausgerichtet ist, bendtigt.
Somit sind Magnetfeldeffekte formal in unendlicher Ordnung einbezogen. Zur Berechnung des MCD-
Spektrums werden folglich ausschliellich die Effekte der eingehenden elektromagnetischen Wellen, also
das Ubergangsdipolmoment, als Eigenschaften erster Ordnung benétigt. Des Weiteren garantiert die
Verwendung von GIAOs die Eichursprungsinvarianz der Ergebnisse. Auf der anderen Seite fordert die
Behandlung innerhalb eines endlichen Feldes aber auch die Verwendung von komplexwertiger Algebra in
der Implementierung.

Der stérungstheoretische Ansatz und der fi-Ansatz sind fiir kleine Felder weitgehend identisch. Aufgrund
der oben genannten Argumente wird in dieser Arbeit Letzterer gewéhlt. Werden jedoch starke Magnet-
felder verwendet, dann treten nicht-lineare Magnetfeldeffekte auf, da der quadratische Term in B im
Hamiltonoperator zunehmend an Bedeutung gewinnt. In diesem Kontext kann das Magnetfeld nicht mehr
als kleine Stérung angenommen werden und die Stérungstheorie bricht zusammen. Um MCD-Spektren

unter solchen Bedingungen zu simulieren, stellt der ff-Ansatz den einzigen sinnvollen Ansatz dar.
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Erstmals wurde der ff-Ansatz von Sun et al.'3713% auf dem Niveau der zeitabhingigen HF- und DFT-
Theorie eingefithrt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Ansatz auf das Coupled-Cluster-Niveau erwei-
tert, um die Korrelationseffekte genauer zu beschreiben.'#? Insbesondere kénnen die zu diesem Zweck
entwickelten Cholesky-basierten ff-=CD-CC-Methoden ausgenutzt werden, um den Speicherengpass zu
umgehen, welcher mit den Coupled-Cluster-Methoden einhergeht. Auf diese Weise kann das zuvor limitierte
Anwendungsgebiet auf groBere Molekiile erweitert werden, was in den folgenden Abschnitten 4.2.1 und

4.2.2 anhand der MCD-Spektren in schwachen sowie starken Magnetfeldern gezeigt werden kann.

4.2.1. MCD-Spektroskopie in schwachen magnetischen Feldern

In diesem Abschnitt werden die ff-CD-CC-Methoden fiir schwache magnetische Felder behandelt. Hierbei
wird zunéchst die Verwendung der Cholesky-Zerlegung innerhalb der MCD-Spektroskopie validiert.
Anschlieflend werden représentative Beispiele simulierter Spektren von stickstofthaltigen Heterozyklen

und Chinonen vorgestellt und analysiert.

Zur Validierung wurde zunéchst der Einfluss der Cholesky-Zerlegung auf das MCD-Spektrum von Cy-
clopropan und Harnstoff gepriift. X! Das Abbruchkriterium der Zerlegung, und somit die Genauigkeit,
wurde auf § =4 — 6 festgelegt und die daraus erhaltenen Ergebnisse wurden mit den Referenzwerten, aus
Berechnungen unter Verwendung der vollen Zweielektronenintegrale, verglichen. Die Geometrien wurden

aus Referenz 152 entnommen. Die entsprechenden Spektren sind in Abbildung 4.16 dargestellt.

Die Berechnungen an Cyclopropan mit Cholesky-Parametern von § =5 und 6 kénnen das Referenzspektrum,
bis auf geringe Intensitdtsunterschiede, reproduzieren. Die Lage und Form der Banden bleibt hierbei
erhalten. Dies zeigt erneut, dass unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung Anregungsenergien und
Ubergangsdipolmomente bis auf das gewihlte Abbruchkriterium wiedergegeben werden kénnen. Bei
einem Cholesky-Parameter von § = 4 &dndert sich jedoch das Signal zwischen 8 und 9 eV drastisch. Dieses
Signal stammt aus einer Anregung aus dem Grundzustand in einen entarteten angeregten Zustand und
wird somit durch den A-Term beschrieben. In einem externen Magnetfeld der Stirke B =1-10"4B
ist die energetische Aufspaltung dieser Zustédnde durch die Zeeman-Beitrige in der Gréflenordnung des
Magnetfeldes B. Wird ein Cholesky-Parameter von § = 4 gewahlt, so ist die Energiedifferenz kleiner als die
Genauigkeit der Cholesky-Zerlegung. In diesem Fall verschwinden die Informationen der Aufspaltung im
numerischen Rauschen und es wird eine verkehrte energetische Reihenfolge der zuvor entarteten Zusténde
erhalten. Dadurch kehren sich die Vorzeichen des A-Signals um. Das durch diesen Vorzeichenwechsel
gespiegelte Signal ist jedoch nicht erkennbar, da es an dieser Stelle mit einem weiterem, negativem
B-Signal iiberlagert ist. Siehe dazu die getrennte Darstellung der A- und B-Signale in Referenz 152. Im
Vergleich dazu werden die B-Signale zwischen 9 und 10 eV auch bei einem Parameter von § =4 sehr gut
abgebildet. Unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung wird folglich das Mischen der Zusténde durch die
Symmetrieerniedrigung des Magnetfeldes weiterhin addquat beschrieben.

Dies zeigt sich auch anhand des Spektrums des Harnstoffs in Abbildung 4.16(b). Harnstoff besitzt keinen
entarteten angeregten Zustand und das MCD-Spektrum enthélt daher ausschliefllich B-Signale, welche fiir
alle gewdhlten Cholesky-Parameter reproduziert werden koénnen.

Dennoch sollte, um belastbare Ergebnisse zu erhalten, bei der Simulation eines MCD-Spektrums unter

XIDje Validierung der kanonischen ff-CC-MCD-Implementierung wurde durch den Vergleich mit stérungstheoretischen
Ergebnissen der Referenz 152 durchgefiihrt.40
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Abb. (4.16): MCD-Spektren von Cyclopropan und Harnstoff auf unc-aug-cc-pVDZ/ff-CD-CCSD-Niveau (§ =4 —6) in
einem externen Magnetfeld der Stirke 10~4 Bg. Als Referenz wurde eine Rechnung unter Verwendung

der vollen Zweielektronenintegrale verwendet.
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Abb. (4.17): MCD-Spektren von Pyrazin und Pyrimidin (rot) auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CD-CCSD-Niveau (§ = 6) in
einem externen Magnetfeld der Stirke 10~% Bg im Vergleich zum experimentellen Spektrum in n-Heptan

aus Referenz 374 (blau).
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(a) Tetrachlor-p-Benzochinon (Lorentz-Funktion, o = 0,009) (b) 1,4-Naphthochinon (Lorentz-Funktion, o = 0,006)

Abb. (4.18): MCD-Spektren von Tetrachlor-p-Benzochinon auf unc-aug-cc-pVDZ/fI-CD-CCSD-Niveau (6 = 6) und
Naphthochinon (rot) auf unc-aug-cc-pVDZ/fI-CD-CC2-Niveau (§ = 6) in einem externen Magnetfeld der
Stéirke 1074 Bg im Vergleich zum experimentellen Spektrum aus Referenz 375 (blau). Die experimentellen
Spektren wurden jeweils in Acetonitril und Cyclohexan aufgenommen. Zusétzlich sind fiir Naphthochinon
die mittels DFT simulierten Spektren aus den Referenzen 138 und 149 dargestellt (grau).
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Verwendung der Cholesky-Zerlegung das Abbruchkriterium mindestens eine Groflenordnung kleiner sein,
als das Magnetfeld. Fiir die hier verwendeten Magnetfeldstirken von 10”4 By gewdhrleistet die Wahl eines
Cholesky-Parameters von § = 6 die Berechnung von Anregungsenergien und Ubergangsdipolmomenten
mit hoher Genauigkeit und somit eine Simulation der MCD-Spektren, weshalb dieser in den folgenden
Anwendungsbeispielen verwendet wurde. Unter der Wahl dieser Parameter erméglicht die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelte Cholesky-Zerlegung die Berechnung von Systemen mittels ff-CD-CC, welche

zuvor aufgrund der hohen Rechenanforderungen nicht zugénglich waren.

Die Abbildungen 4.17 und 4.18 zeigen die MCD-Spektren von Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Ben-
zochinon und Naphthochinon. Die Geometrie von Tetrachlor-p-Benzochinon wurde aus Referenz 312
entnommen. Fiir die Molekiile Pyrazin, Pyrimidin und 1,4-Naphthochinon wurde eine feldfreie Geometrie-
optimierung auf 6-31G*/B3LYP-Niveau mittels QcHEM32” durchgefiihrt. Um die simulierten Spektren
den experimentellen Spektren zuverlédssig zuordnen zu kénnen, sollen folgende Kriterien gegeben sein:
(a) Das Vorhandensein simtlicher experimenteller Signale, (b) die Ubereinstimmung der Lage der Banden
bis auf eine konstante Verschiebung und (c) die Ubereinstimmung der relativen Intensititen der Banden
zueinander.

An dieser Stelle sollen zunéchst die Spektren der stickstoffhaltigen Heterozyklen Pyrazin und Pyrimidin
diskutiert werden. Beide Referenzspektren besitzen eine schwache positive Bande bei kleinen Wellen-
zahlen und eine benachbarte negative Bande groflerer Intensitdt. Zuséatzlich wird ein weiteres Signal bei
55-10% cm~! vorhergesagt, welches auerhalb des experimentell gemessenen Energiebereichs liegt, jedoch
zumindest fiir Pyrimidin erahnt werden kann. Generell weisen die Spektren eine sehr dhnliche Struktur

1 zueinander verschoben sind. Diese Energiedifferenz

auf, wobei die Signale jeweils um etwa 4-10% cm™
entspricht 10 mEy, und legt somit die beno6tigte Genauigkeit der Simulation fest, um diese Signale zu un-
terscheiden. Obwohl die auf dem ff-CD-CCSD-Niveau simulierten Spektren etwa um diese Gréoflenordnung
zu niedrigeren Wellenzahlen verschoben sind, kann aus der relativen Lage der Signale eine eindeutige
Zuordnung der Molekiile erfolgen. Die konstante Blauverschiebung entspringt hierbei aufgrund mehrerer
Fehlerquellen. Zunéchst wurde der Losungsmitteleffekt in der Simulation nicht berticksichtigt. Des Weiteren
muss der verbleibende Basissatzfehler und Methodenfehler korrigiert werden, um quantitative Ergebnisse
zu erhalten.

Das Spektrum fiir Tetrachlor-p-Benzochinon ldsst dhnliche Riickschliisse zu. Erneut ist eine Blauverschie-
bung derselben Grofienordnung zu beobachten, jedoch kann das Spektrum gut reproduziert werden. Auch
hier l4sst das experimentelle Spektrum ein Signal im UV-Bereich vermuten, welches in der Simulation als
Uberlagerung mehrerer B-Signale gegeben ist. 46

Das letzte untersuchte Molekiil ist 1,4-Naphthochinon. Die entsprechende Rechnung besitzt unter Verwen-
dung der unc-aug-cc-pVDZ-Basis schon 330 Basisfunktionen. Aufgrund der Systemgréfie wurde es folglich
auf dem approximativen Coupled-Cluster-Niveau via ff-CD-CC2 behandelt. Das Spektrum weist eine
komplexe Struktur mit einer Vielzahl von Signalen auf. Analog zur Diskussion der vorherigen Spektren
sind die Banden zu héheren Energien verschoben. Wiahrend CC2 die Anregungsenergie addquat wiedergibt,
zeigen sich Herausforderungen bei der Beschreibung der Ubergangsdipolmomente. Diese sind maBgeblich
fiir die Intensitat des Spektrums, welche in dieser Analyse deutlich tiberschéitzt wird. Zudem wird nicht
nur die GréBenordnung der Intensitét iberschétzt, sondern auch die relative Intensitét der ersten beiden
Signale vertauscht. Dennoch kann die Feinstruktur des Spektrums durch den gewéhlten ff-CD-CC2-Ansatz
beschrieben werden und ermoglicht eine eindeutige Zuordnung der Spektrallinien. Dies steht im klaren
Kontrast zu den DFT-Methoden, denn die in den Referenzen 138 und 149 simulierten Spektren weisen vor

allem fiir den Hochenergiebereich starke Abweichungen auf (vgl. Abb. 4.18(b)). Dieser Bereich zeichnet
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Abb. (4.19): MCD-Spektrum (Gau8, o = 0,001) des CH-Radikals auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CCSD-Niveau in einem
externen Magnetfeld. Fiir die Geometrie wurde eine Geometrieoptimierung auf aug-cc-pVQZ/CCSD-
Niveau ohne ein externes Feld durchgefiihrt.

sich durch eine hohe Zustandsdichte aus, in der viele 77*-Anregungen zu dem Spektrum beitragen.49-375

Dies unterstreicht die Relevanz der Beschreibung der Elektronenkorrelation, um experimentelle MCD-

Spektren zu reproduzieren, was im Einklang mit den Beobachtungen von Ghidinelli et al.376 steht.

Zusammengefasst konnte gezeigt werden, dass die CD-basierte Implementierung die Spektren der kanoni-
schen Implementierung reproduzieren kann. Allerdings muss darauf geachtet werden, dass die Cholesky-
Parameter so gewédhlt werden, dass die Aufspaltung der Zustdnde noch aufgelost werden kann. Hierfiir
wird ein Abbruchkriterium empfohlen, das mindestens eine Gréflenordnung grofler ist als die angelegte
Feldstéarke. Mit den hier vorgestellten Entwicklungen der CC-Methoden in Kombination mit der Cholesky-
Zerlegung konnten MCD-Spektren von grofieren Molekiilen Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Benzochi-
non und 1,4-Naphthochinon simuliert werden. Alle Spektren zeigen, abgesehen von einer verbleibenden
Verschiebung, eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen Referenzspektren, wobei die Relevanz
der Korrelationseffekte deutlich wurde. Der hier vorgestellte ff-Ansatz erméglicht somit die Berechnung
hochgenauer CC-Spektren fiir ausgedehnte Systeme, deren Groflie mit den Systemen vergleichbar ist,

welche iiber storungstheoretische Ansitze behandelt werden.376:377

Bisher wurden ausschliellich geschlossenschalige Molekiile betrachtet. Die Beschreibung offenschaliger Mo-
lekiile in fast entarteten Grundzustinden benétigt die zusitzliche Beriicksichtigung des C-Terms,306,368,378
Im Rahmen des ff-Ansatzes ist die Beriicksichtigung des C-Terms im Prinzip unkompliziert. Es wird
die Berechnung eines MCD-Spektrums fiir jeden Mikrozustand eines Systems durchgefithrt und das
endgiiltige Spektrum durch die Uberlagerung der iiber die Boltzmannstatistik gewichteten Spektren
der Mikrozusténde bei gegebener Temperatur aufgebaut.'3? Dies fithrt dazu, dass die Form des MCD-
Spektrums temperaturabhéngig ist. Die Berechnung eines temperaturabhéangigen MCD-Spektrums fiir ein
offenschaliges Molekiil soll hier anhand des CH-Radikals beispielhaft gezeigt werden. Das Radikal besitzt
ein ungepaartes Elektron in einem entarteten 2II-Grundzustand. Das entsprechende MCD-Spektrum ist in
Abbildung 4.19(a) fiir verschiedene Temperaturen dargestellt und stellt eine gewichtete Superposition
der Einzelspektren dar, in denen jeweils die Anregungen aus den besetzten 2II_;- und 211, 1-Zusténden
stattfinden. Das Gesamtspektrum ist durch zwei Banden bei 363 nm und 427 nm Wellenldngen charakteri-
siert. Durch einen Anstieg in der Temperatur und der zunehmenden Besetzung des hoherliegenden 211, ;-
Zustands sinkt die Intensitat dieser.

Die Temperaturabhéangigkeit kann generell gezielt genutzt werden, um Informationen tiber die Aufspaltung
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4.2. MCD-Spektroskopie

des Grundzustands zu gewinnen. Hiufig wird dies fiir Ubergangsmetallkomplexe verwendet, um die
Feinstruktur, die durch Aufspaltung der entarteten Niveaus durch Spin-Bahn-Kopplung verursacht wird,
aufzuklaren. Die hier vorgestellte Arbeit bildet somit einen wichtigen Grundstein fiir die Beschreibung
von offenschaligen Molekiilen und deren komplexen elektronischen Zustéanden. Insbesondere sollen weiter-
fithrende Arbeiten die Relativistik in Anwesenheit endlicher Magnetfelder genauer untersuchen, sodass die

Beschreibung solcher Systeme durch hochgenaue relativistische ff-(CD)-CC-Methoden ermoglicht wird.

4.2.2. MCD-Spektroskopie in starken Magnetfeldern

Eine Anwendung der MCD-Spektroskopie findet sich nicht nur in schwachen magnetischen Feldern, sondern
auch in starken Magnetfeldern wieder. Die erste Entdeckung eines magnetischen weiflen Zwergs basierte
auf der Auswertung der Polarisationseigenschaften dessen Lichts.?? Die zu diesem Zweck verwendete
Spektropolarimetrie’?? ist eine mit der MCD-Spektroskopie eng verwandte Methode. Durch die Beob-
achtung des Lichts entlang der Magnetfeldachse kann die Polarisation gemessen werden, welche dem
magnetischen zirkularem Dichroismus entspricht.

In den Jahrzehnten nach dem ersten Nachweis wurden zahlreiche magnetische weifle Zwerge iiber die
Spektropolarimetrie identifiziert.?:513% Hierbei wurde ausgenutzt, dass iiber die Aufspaltung der Energieni-
veaus und die damit auftretende zirkulare Polarisation die Stérke des Magnetfeldes bestimmt werden kann.
Diese Methode hat den Vorteil, dass sie aufgrund ihrer Empfindlichkeit Feldstdrken bis hinunter zu einigen
Tesla messen kann.3™ Diese Feldstirken kénnen im Gegensatz dazu mithilfe der Auswertung der Zeeman-
Aufspaltung der Banden der Absorptionsspektren nicht aufgelost werden kann. Die Arbeiten befassten sich

131,132 133

insbesondere mit der Beschreibung der H- und He-Atmosphéren,

4

aber auch mit der Beschreibung

sowie mit dem Nachweis molekularer Spezies.?%:135:136

von metallhaltigen weiBen Zwergen!3
Beispielsweise diskutieren Berdyugina et al.?® sowie Vornanen et al.'3® das Auftreten von CH-Banden in
dem MCD-Spektrum des weilen Zwergs G99-37 und bestimmen die Feldstdrke und Temperatur auf etwa
750 T und 6200 K. Die Simulation des MCD-Spektrums des CH-Radikals in diesem Feld mithilfe der in
dieser Arbeit entwickelten Methoden auf unc-aug-cc-pVTZ/ff-CCSD-Niveau ist in Abbildung 4.19(b) fiir
verschiedene Temperaturen dargestellt. Das Spektrum weist deutliche Unterschiede zu dem Spektrum des
schwachen Magnetfeldes in Abbildung 4.19(a) auf. Zunéchst ist fiir sehr kleine Temperaturen ausschlielich
das Spektrum des Grundzustandes zu sehen. Aufgrund des hoheren energetischen Abstandes beider
Energieniveaus erfolgt die Besetzung des hoherliegenden Zustandes (2I141) erst bei deutlich hoheren
Temperaturen, wodurch in Abbildung 4.19(b) fiir steigende Temperaturen weitere Signale im Spektrum
auftreten. Da bei sehr kleinen Feldstédrken die Banden der beiden Zustdnde anndhernd dieselbe Wellen-
linge aufweisen, sorgte die Besetzung des 21, ;-Zustandes aufgrund des umgekehrten Vorzeichens des
MCD-Signals zu einer Intensitdtsabnahme. Innerhalb eines Felds von 750 T werden jedoch aufgrund der
energetischen Separation zwei getrennte Signale im Gesamtspektrum aufgelost. Bei 6200 K kann das hier
simulierte Spektrum das gemessene Spektrum der zirkularen Polarisation des weiflen Zwergs G99-37 gut
reproduzieren (vgl. Abbildung 2 und 3 der Referenz 135). Dennoch ist es trotz einer Magnetfeldstérke
von 750 T moglich fiir dieses System das Spektrum durch die linearen Zeeman-Effekte zu modellieren,
wie es in Referenz 55 gezeigt wurde. Fiir stiarkere Magnetfelder gewinnt der Beitrag des diamagnetischen
Terms im Hamiltonoperator zunehmend an Bedeutung. Als Folge dessen sind die hier entwickelten ff-
Methoden zur Simulation von Spektren unter Anwesenheit stérkerer Felder unabdingbar, da der stérungs-
theoretische Ansatz zusammenbricht, wenn die Stérung nicht mehr klein ist. In welcher Art und Weise

das Magnetfeld die Struktur des MCD-Spektrums verdndert, wird im Folgenden repréasentativ anhand des
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Abb. (4.20): Darstellung des MCD-Spektrums von Cyclopropan auf aug-cc-pVDZ/CCSD-Niveau fiir verschiedene
Feldstéarken. Zuséatzlich ist ein um den Faktor 20 vergrolerter Ausschnitt des Teilspektrums dargestellt, in
dem das Magnetfeld parallel zur C3-Achse des Cyclopropans (vgl. gezeigte Molekiilstruktur) ausgerichtet
ist.

Cyclopropan-Molekiils diskutiert. Die Berechnungen wurden hierbei in Vorbereitung auf eine gemeinsame

Veroffentlichung!4? von Laura Grazioli durchgefiihrt.

Abbildung 4.20 stellt die Veranderungen des MCD-Spektrums von Cyclopropan in einem variierenden
Magnetfeld von 235 bis 7501 T (0,001 bis 0,030 Bg) dar. Ausgehend von einem schwachen magnetischen
Feld veranschaulicht diese Graphik die Entwicklung der Spektrallinien in Abhéngigkeit von der Feldstérke.
Um diese komplizierte Linienstruktur und die Auswirkungen der Magnetfeldstéirke auf das Spektrum zu
verstehen, muss der Einfluss der einzelnen Beitrige entschliisselt werden. Ein MCD-Spektrum ist gegeben
als Uberlagerung dreier Teilspektren, bei denen das Magnetfeld jeweils entlang der drei Raumkoordinaten
ausgerichtet ist. X! In diesem Fall existieren zwei Orientierungen, welche innerhalb der Molekiilebene
liegen. Zum Verstdndnis des Gesamtspektrums ist es jedoch ausreichend, nur eines der beiden Teilspektren
zu diskutieren, da die zweite Orientierung aufgrund der Symmetrie des Cyclopropan-Molekiils ein fast
identisches Teilspektrum liefert. In diesem Fall wird die Orientierung gewahlt, in der das Magnetfeld
entlang der Ca-Achse ausgerichtet ist. Die dritte Orientierung, in welcher das Magnetfeld senkrecht zur
Molekiilebene (parallel zur Cs-Achse) ausrichtet ist, ist mageblich fiir die Signale im Bereich zwischen
8eV und 10eV verantwortlich. Dieses Teilspektrum ist in Abbildung 4.20 zusétzlich als vergroferter
Ausschnitt dargestellt, welcher um den Faktor 20 skaliert wurde, und soll zunéchst diskutiert werden.
Um die Verdnderungen der MCD-Signale zu verstehen, ist es sinnvoll die Energie der entsprechenden
MCD-aktiven Zustédnde als Funktion des Magnetfeldes zu betrachten. Dies ist in Abbildung 4.21(b)
dargestellt.

Das erste auftretende Signal bei ~8,25¢eV entspricht der Uberlagerung zweier Banden der Anregungen des
Grundzustandes in die 3' B und 4! B angeregten Zustéinde. Bei Erhéhung der Magnetfeldstirke bleibt die
Anregungsenergie in den 3! B-Zustand relativ konstant, da der 3! B-Zustand und der Grundzustand um
etwa das gleiche Maf destabilisiert werden, wihrend der Ubergang zum 4! B-Zustand zu hoheren Energien
verschoben wird. Dies fiihrt zu einer Aufspaltung der sich zuvor iiberlappenden Signale in zwei Banden fiir
steigende Magnetfeldstiarken, was mit einer Abnahme der Intensitit einhergeht. Das zweite interessante
Signal bei ~9,3eV (5! B) wird dagegen zu niedrigeren Energien verschoben, bis sich die Zustinde 5B
und 4! B bei hoheren Magnetfeldstérken zu vermischen beginnen. Das ausgeprigte A-Signal bei ~9,5eV

stammt von den Zusténden 6'B und 7!B, die im Nullfeld nahezu entartet sind. Auch hier fiihrt das

XIIIEs ist zu beachten, dass in einem starken Magnetfeld nicht zu erwarten ist, dass die Molekiile isotrop im Raum verteilt
sind, da die freie Rotation durch das Magnetfeld gehindert wird. Dennoch wird an dieser Stelle angenommen, dass
Gleichung 2.286 giltig ist.
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Abb. (4.21): Darstellung der ersten MCD-aktiven angeregten Zustédnde fiir die Orientierungen parallel zu der Cs-
beziehungsweise der C2-Achse des Cyclopropans, berechnet auf aug-cc-pVDZ/CCSD-Niveau.

Auseinandergehen der Zustédnde zu einem Aufspalten des MCD-Signals mit einer Abnahme der Intensitét.
Die letzte negative Bande bei etwa ~9,85 eV stammt vom Ubergang in den 8! B-Zustand.

Die Verdanderungen der Banden dieses Spektrums lassen sich iiber die entsprechenden angeregten Zustinde
nachvollziehen. Das Magnetfeld verringert oder erh6ht die Anregungsenergie, was zu einer Verschiebung
der entsprechenden Spektrallinien und in einigen Féllen zu einer Aufspaltung der {iberlagerten Signale in

ihre Komponenten fiihrt.

Anders verhélt es sich fiir die verbleibenden Signale des Gesamtspektrums, welche aus dem Teilspektrum,
in dem das Magnetfeld entlang der Co-Achse orientiert ist, stammen. Abbildung 4.21(a) zeigt, dass der
Verlauf der Energie der angeregten Zustdnde deutlich involvierter ist, da nun vermiedene Kreuzungen
und Mischungen auftreten. Bei sehr kleinen Feldstirken koénnen vier A-Signale identifiziert werden.
Die zwei Intensiveren liegen bei ~8,3eV (2'1E’ und 2!'2E’) und ~10,43eV-10,63eV (5'1E’ und 5'2E’
sowie 61 1E’ und 6'2E"), wobei letztere Bande wiederum aus zwei sich iiberlappenden Signalen besteht.
Die beiden Schwicheren liegen bei ~9,36eV (3'1E und 3'2E’) und ~9,85eV (4'1E’ und 4'2E’) und
iberlappen mit den Signalen des zuvor diskutierten Teilspektrums. Wie anhand Abbildung 4.21(a) zu
sehen, verhalten sich die Zustédnde im Bereich niedriger Energie analog zur vorangegangenen Diskussion.
Die zuvor entarteten Zustidnde spalten in einem Magnetfeld auf und analog dazu die MCD-Signale. Die
Zustdnde im Hochenergiebereich unterliegen nun jedoch zusétzlich vermiedenen Kreuzungen. Bei etwa
0,01 By treten diese zwischen den Zustinden 3'2E’ und 4'2F’ sowie 4'1E’ und 5'1E’ auf, mit weiteren
auftretenden vermiedenen Kreuzungen fiir hohere Feldstarken. Durch das Mischen der Zustdnde kénnen
zuvor MCD-inaktive Zustinde, durch die partielle Ubernahme des Ubergangsdipolmoments, sichtbar
werden. Infolgedessen resultiert ein komplexes Spektrum verschiedener, verschobener und tiberlappender
Signale. Diese Feinstruktur kann nicht durch den simplen Vergleich mit stérungstheoretisch berechneten

Spektren vorhergesagt werden.

Insgesamt konnte anhand des CH-Radikals gezeigt werden, dass mithilfe der entwickelten ff-CC-Methoden
die spektropolarimetrischen Spektren von Molekiilen auf weiflen Zwergen als MCD-Spektrum mit moderaten
Magnetfeldstarken simuliert werden kénnen. Die Verdnderung des MCD-Spektrums fiir starke Magnetfelder
wurde am Beispiel von Cyclopropan diskutiert. Die Aufspaltung der Zusténde, vermiedene Kreuzungen und
die Mischung von Zusténden gleicher Symmetrie sowie die starke Verschiebung der Banden, durch nicht-

lineare Feldeffekte, wie sie auch fiir Absorptionsspektren auftreten, sorgen fiir ein komplexes Spektrum, in
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welchem die Signale nicht trivial zuzuordnen sind. Mit der hier vorgestellten Entwicklung der ff~-CD-CC-
Methoden wurde ein Grundstein gelegt, um Referenzspektren in starken Magnetfeldern zu generieren,
die potentiell die Entdeckung von Atomen oder sogar Molekiilen auf stark magnetischen weiflen Zwergen

unterstiitzen kann.

4.3. Exkurs: Untersuchung ungewohnlicher Molekularstrukturen

in Magnetfeldern
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Abb. (4.22): Die feldfreie Gleichgewichtsgeometrie (hellblau hinterlegt) und die ff-Gleichgewichtsgeometrie fiir die
Molekiile Benzol und Coronen in einem senkrecht zur Molekiilebene ausgerichteten Magnetfeld einer
Starke von 0,1 Bg. Die Pfeile stellen die Verdnderungen der Struktur dar und sind fiir Benzol und
Coronen um den Faktor 50 respektive 10 skaliert.

Starke Magnetfelder fithren zu einer Verdnderung der elektronischen Struktur von Molekiilen. Der dia-
magnetische Term des Hamiltonoperators hat einen druckartigen Effekt in den Richtungen senkrecht
zum Magnetfeld (vgl. Anhang A.1), wodurch die Molekiilorbitale wiederum deformiert werden.”® Des
Weiteren werden {iber den Spin-Zeeman-Term hohe Spinzustdnde stabilisiert und auch das Auftreten der
senkrechten paramagnetischen Bindung?? als neuer Bindungsmechanismus fithrt insgesamt zur Ausbildung
exotischer chemischer Strukturen im Magnetfeld, welche sich deutlich von den feldfreien Strukturen
unterscheiden konnen. Das zeigten beispielsweise die Heliumstrukturen in Abschnitt 4.1.1. Mithilfe einer
Geometrieoptimierung ist die Gleichgewichtsgeometrie eines Molekiils zugénglich.

Die ersten Entwicklungen zu analytischen Geometrieoptimierungen in starken Magnetfeldern wurden von
Tellgren et al.’ und Irons et al.” vorgestellt, welche jeweils ff-Gradienten auf HF- und DFT-Niveau
einfithrten. In dieser Arbeit erfolgt die Erweiterung auf ff-CD-HF-Gradienten durch die Cholesky-Zerlegung
der Ableitungsintegrale (siehe Abs. 2.5 und 3.1.2). Die Anwendung dieser Methode soll im Folgenden an

repriasentativen Beispielen gezeigt werden.

Zunéchst wird die Leistungsfdhigkeit des CD-Ansatzes gezeigt. Hierzu wird ein Vergleich mit der kano-
nischen Implementierung des fl-HF-Gradienten in CFoOUR3237 anhand des geschlossenschaligen Ben-
zolmolekiils (Mg = 0) in der unc-aug-cc-pVDZ-Basis (N = 276) mit einem senkrecht zur Molekiilebene
ausgerichteten Magnetfeld der Stéarke 0,1 Bg durchgefiihrt. Die Effizienz der CD-Implementierung (§ = 6)
wird direkt deutlich. Diese Version setzt die Rechenzeit fiir eine Iteration von 66 Minuten auf 39 Minu-

ten herab. Uber mehrere Optimierungszyklen bedeutet dies eine Beschleunigung um mehrere Stunden.
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Die entsprechenden Resultate der Geometrieoptimierung sind in Abbildung 4.22 dargestellt. Die Geo-
metrieoptimierung liefert eine Struktur der Cj3p-Punktgruppe mit einer Energie von —230,622521 Ey
(Abb. 4.22(a)). Im Vergleich zur feldfreien Struktur bilden sich alternierende CC-Bindungsabsténde aus,
welche von 1,389 A auf 1,359 A und 1,406 A iibergehen. Analog dazu verschieben sich die substituierenden
Wasserstoffatome. Der Grund hierfiir ist die Stabilisierung der antibindenden Orbitale des Benzols und
somit die Destabilisierung des 7-Elektronensystems. Dies fithrt ultimativ zu einer Lokalisierung des zuvor
delokalisierten Systems und der Ausbildung dreier isolierter Doppelbindungen.

Die hier erhaltenen Ergebnisse stehen im Kontrast zu fritheren Beobachtungen der Referenzen 59 und 73,
welche das System jeweils in der 6-31G**- und der hier verwendeten unc-aug-cc-pVDZ-Basis untersuchten.
Wird das System auf eine Cgp-Punktgruppe beschrinkt, dann ergibt sich das dort beobachtete Bild 4.22(b).
Unter dieser Symmetrierestriktion konnen die Ergebnisse reproduziert werden. Es resultiert eine symme-
trische Verschiebung zu kiirzeren Bindungsabstéinden. Jedoch weist die Struktur eine geringfiigig héhere
Energie von —230,622466 E}, auf und ist somit nicht die Gleichgewichtsgeometrie. XV Dies veranschaulicht
einen wesentlichen Aspekt: Die Gleichgewichtsgeometrie in Anwesenheit eines Magnetfeldes kann die
Symmetrie des feldfreien Molekiils brechen. Die Punktgruppe ist a priori nicht bekannt, weshalb es

essentiell ist, die Geometrieoptimierung von einem Zustand ohne Symmetrie zu starten.

Bis jetzt sind nach bestem Wissen des Autors die grofiten publizierten ab-initio Geometrieoptimierungen
Benzol”™ (unc-aug-cc-pVDZ-Basis), Cyclooctatetraen®? (aug-cc-pVDZ-Basis) und He;923® in der unc-aug-
cc-pVTZ-Basis. XV Hier soll das Potential der CD-Implementierung anhand der Geometrieoptimierung von
Coronen in der unc-6-31G-Basis (IV = 576) gezeigt werden. Das Magnetfeld der Stérke 0,1 By ist erneut
senkrecht zur Molekiilebene ausgerichtet. Abbildung 4.22(c) zeigt fiir Coronen eine mit dem Benzolmolekiil
vergleichbare Reaktion auf das externe Magnetfeld. Das Kerngeriist ist verhdltnismafig rigide, wird aber
zu alternierenden Bindungsabstédnden deformiert. Eine kleine Verschiebung des Kerngeriists zeigt jedoch
drastische Auslenkungen fiir die dufleren Ringsegmente und somit eine signifikant unterschiedliche Struktur
im Vergleich zur feldfreien Geometrie.

Dies veranschaulicht neben der starken Verdanderung der Bindungssituation die technischen Schwierigkeiten,
die bei Geometrieoptimierungen im Magnetfeld auftreten. Ein zentrales Problem besteht darin, dass eine
geeignete Startgeometrie und die Symmetrie des Systems unbekannt sind, was dazu fiihrt, dass, wenn
beispielsweise die feldfreie Gleichgewichtsgeometrie als Startgeometrie verwendet wird, die Optimierungs-
algorithmen in einer Position der Potentialhyperfliche starten, welche weit von dem Minimum entfernt
sein kann. Solche Startgeometrien sind anspruchsvoll fiir die zugrundeliegenden Algorithmen und sorgen
flir Instabilitdten, insbesondere da die Implementierung innerhalb von CFOUR die Hessematrix zurzeit

nicht beriicksichtigt.XV!

Perspektivisch soll weiterfithrend die Aufthebung dieser technischen Schwierigkeiten erfolgen. Eine Mog-
lichkeit ist die Beriicksichtigung der schon erwidhnten Hessematrix, um - besonders fiir sehr flache
Potentialhyperflachen - die Schrittweite eines Optimierungszyklus zu kontrollieren. Die Referenzen 236
und 380 schlagen des Weiteren die Verwendung einer Konformerensuche vor. Diese generiert viele mogliche
Strukturen, welche unabhingig von der feldfreien, chemischen Intuition erstellt werden kénnen, um das

globale Minimum der Potentialhyperfliche zu finden.

XIVTestrechnungen weisen auf eine zunehmende Stabilisierung der C3,-Geometrie in einem stirkeren Magnetfeld hin.

XVDie Optimierung groferer Systeme ist durch die semi-empirischen Methoden von Cheng und Wibowo-Teale?80 zuginglich.

XVIAufgrund dieser technischen Limitierung wurde entgegen oben genannter Punkte fiir Coronen eine Csj,-Punktgruppe
vorgegeben. Es wurde gepriift, dass diese Losung eine niedrigere Energie als eine Geometrieoptimierung innerhalb der
Cgn-Punktgruppe liefert, jedoch kann nicht ausgeschlossen werden, dass eine stabilere Geometrie niedrigerer Symmetrie
existiert.
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4.3. Exkurs: Untersuchung ungewohnlicher Molekularstrukturen in Magnetfeldern

Neben diesen Entwicklungen sind vor allem im Magnetfeld Korrelationseffekte von besonderer Bedeu-
tung fiir die Geometrie, wie dies bereits in Abschnitt 4.1.1 oder durch Referenz 76 gezeigt wurde. Die
Erweiterung der hier vorgestellten Methoden auf ff-CD-CC-Gradienten nach Schnack-Petersen et al.'!8
kann grundsétzlich ohne groflere Schwierigkeiten vorgenommen werden und ist Teil geplanter, zukiinftiger
Arbeiten.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Die Simulation von Absorptionsbanden von Atomen und Molekiilen auf stark magnetischen weiflen Zwergen
ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe. Auf magnetischen weifilen Zwergen kénnen Magnetfelder einer Starke
von bis zu etwa 94000 T auftreten.? %712 Die fiir diese Simulationen erforderlichen Berechnungen benétigen
unter der Verwendung von ff-Methoden einen groflen Speicherbedarf und Rechenaufwand, sodass Rech-
nungen, die im feldfreien Fall routinemafig durchgefithrt werden kénnen, unter Umstinden im Magnetfeld
nicht mehr umsetzbar sind. Das durch quantenchemische Rechnungen zugéngliche Anwendungsgebiet
ist insbesondere fiir die Simulation von Spektren magnetischer weifler Zwerge eingeschrinkt, da hierzu
aufgrund der benétigten Genauigkeit Coupled-Cluster-Rechnungen notwendig sind, welche ein steiles
Skalenverhalten des Rechenaufwands aufweisen. Zusétzlich treten auf weiflen Zwergen dichte Wasserstoff-
oder Heliumatmosphéren sowie sehr hohe Temperaturen auf.> Die Simulation der Umgebung, also des
Drucks, der Temperatur und des Magnetfelds, ist entscheidend, um die Lage und Form der Absorptions-
spektren modellieren zu kénnen.

Daher wurden in dieser Arbeit Methoden entwickelt, um die vorherrschenden speichertechnischen Restrik-
tionen bei ff~-CC-Berechnungen aufzuheben und somit die Vorhersage solcher Spektren auch fiir groflere
oder elektronenreichere Systeme zu ermdéglichen. Die Aufhebung der rechentechnischen Limitationen wurde
durch eine Reihe neuer Werkzeuge realisiert, d.h. durch algorithmische und technische Entwicklungen
sowie Naherungen, welche dabei die Genauigkeit im wesentlichen unverédndert lassen.

Zu diesen Entwicklungen z&hlt die Cholesky-Zerlegung der Zweielektronenintegrale {iber London-Orbitale,
welche zugleich der zentrale Ansatz ist, der in dieser Arbeit verwendet wurde. Die Cholesky-Zerlegung
besitzt den Vorteil, dass die Abspeicherung der vollen Zweielektronenintegrale sowohl in der AO- als
auch der MO-Basis durch die Représentation der Integrale {iber die Cholesky-Vektoren umgangen werden
kann. Da die Zweielektronenintegrale haufig einen Grofiteil des benétigten Speicherbedarfs beanspruchen,
resultiert dies in einer drastischen Abnahme der Rechenanforderungen und einer Zunahme der potentiel-
len Anwendungsmoglichkeiten. Aufgrund der rigorosen Fehlerkontrolle und somit einer kontrollierbaren
Genauigkeit der Naherung sowie der Flexibilitat der on-the-fly bestimmten Cholesky-Basis, welche sich an
die Verdnderung der Zweielektronenintegralmatrix aufgrund des Magnetfeldes anpasst, bewies sich die

Cholesky-Zerlegung als eine hervorragende Methode fiir die Anwendungen dieser Arbeit.

Um fir die Spektrenvorhersage die Spektrallinien von Metallen oder sogar Molekiilen zu berechnen,
wurde eine Reihe an ff-CD-Methoden implementiert, darunter die post-HF-Methoden ff-EOM-CC2 und
ff-EOM-CCSD,2%* welche die korrelierte Beschreibung der Grundzustands- und Anregungsenergien sowie
die Bestimmung von Molekiileigenschaften erméglichen. Um eine optimale Rechenzeit und Speichernutzung
der Berechnungen zu erméglichen, wurden in Kombination mit der Cholesky-Zerlegung weitere technische

Entwicklungen eingefiihrt:

¢ Die numerisch stabile und effiziente Integralberechnung konnte unter Verwendung der Hilfs-Boys-
Funktion und durch die Einfithrung von Screening-Verfahren fiir Integrale iiber London-Orbitale

sichergestellt werden.!77
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Die Shared-Memory-Parallelisierung der zeitaufwéndigsten Rechenschritte, d.h. der Matrixmultipli-
kation und -transposition, sowie eine Distributed-Memory-Parallelisierung zur Losung der EOM-

Gleichungen wurde umgesetzt.

Zwei Methoden zur Konvergenzbeschleunigung der Coupled-Cluster-Gleichungen wurden durch
Verwendung von CCSD-Subiterationen oder einer approximativen Jacobimatrix implementiert. Beide
Methoden sind kompetitive Alternativen zu DIIS, bei denen die Abspeicherung mehrerer Satze an
Amplituden umgangen werden kann, was insbesondere fiir CD-Anwendungen vorteilhaft ist, da in

diesem Fall die Amplituden die speicherlimitierenden Tensoren sind.

Die Losung der CC-Amplitudengleichungen auf single- statt double-precision-Niveau wurde eingefiihrt.
Dies ermoglicht es, ohne einen Verlust in der Genauigkeit, die Rechenzeit zur Loésung der CC-

Gleichungen annéhernd zu halbieren.

Zuletzt wurde die Ausnutzung der antisymmetrischen Tensorsymmetrie innerhalb des Programmpa-

kets QQCUMBRE realisiert.

Durch die hier vorgestellten Optimierungen wurde beispielsweise fiir eine Berechnung des Ethen-Molekiils

auf dem unc-aug-cc-pVQZ/CCSD-Niveau gezeigt, dass der benotigte Arbeitsspeicher von 989 GB auf

300 GB reduziert werden konnte. Der Einsatz der Cholesky-Zerlegung senkte diese Speicheranforderungen

weiter auf nur 16 GB. Durch diese Entwicklungen eréffnet sich die Moglichkeit in der Beantwortung vieler

spannender Fragestellungen, welche bislang aufgrund der Limitationen in Rechenzeit und Speicherbedarf

nicht fiir quantenchemische Simulationen zugénglich waren. Auf diese Weise wurde in dieser Arbeit die

Anwendung spektroskopischer Methoden unter der Anwesenheit starker Magnetfelder, insbesondere die

Simulation des Spektrums des Magnesiumatoms in einer dichten Heliumatmosphére, ermoglicht:

¢ Die Untersuchung der Struktur der Heliumatmosphére weifler Zwerge zeigt, dass fir Magnetfeldstar-

ken, die auf stark magnetischen weiflen Zwergen auftreten, der Singulettzustand den Grundzustand
des Heliumatoms darstellt. Fiir diesen Spinzustand traten durch die senkrechte paramagnetische
Bindung stabilisierte hexagonale Schichten auf. Zudem wurde anhand der trigonalen Pyramide als
Modellsystem fiir die hep-Struktur gezeigt, dass Stapel dieser hexagonalen Schichten ein stabile
dreidimensionale Struktur bilden. Hierbei zeigte sich, dass die hep-Struktur im Magnetfeld stabiler ist
als im feldfreien Fall, was mit entsprechenden Implikationen fiir die Struktur der Atmosphére weiler
Zwerge einhergeht: Es kann angenommen werden, dass aufgrund des Verschiebens der Phasengrenzen
des Heliums dieses bei hoheren Temperaturen und niedrigeren Driicken fliissig wird und deshalb die

Atmosphéren auf stark magnetischen weiflen Zwergen eine erhohte Nahordnung ausbilden.

Das Verstindnis tber die Struktur der Atmosphére zeigte sich als besonders relevant fiir die
darauffolgende Diskussion der Druckverbreiterung der 3 P — 3S-Spektrallinie des Magnesiumatoms.
Es konnte anhand des MgHe-Dimers eine starke Richtungsabhingigkeit der Druckeffekte beziiglich
der Orientierung des Magnetfeldes beobachtet werden. In einer parallelen Orientierung resultierte eine
Blauverschiebung, wihrend bei der senkrechten Orientierung die Verschiebung annéhernd verschwand.
Die Untersuchung sehr dichter Atmosphéren, fir welche zusédtzlich die Wechselwirkungen der
Heliumatome untereinander beriicksichtigt wurde, zeigte, dass fiir moderate Felder die Druckeffekte
im feldfreien Fall mit den Effekten unter Anwesenheit des magnetischen Feldes vergleichbar sind. Diese
Ahnlichkeit rechtfertigt die Einbeziehung von Druckeffekten aus dem feldfreien Fall als Niherung fiir
Linienformen in magnetischen Feldern. Diese Naherung gilt jedoch nicht fiir starke Magnetfelder, bei

welchen gezeigt wurde, dass die Grofle des Druckeffekts auf die Anregungsenergien drastisch abnimmt.
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Um diese dichten Atmosphéren zu beschreiben, wurde das Magnesiumatom statisch in die zuvor
motivierte hep-Struktur eingebettet und die Verschiebung der Anregungsenergie als Funktion der
Dichte der auf diese Weise konstruierten MgHess- und MgHe,5-Cluster ermittelt. Insbesondere wére
die Studie dieser Cluster aufgrund ihrer Groéfie ohne die in dieser Arbeit prisentierten Entwicklungen

nicht realisierbar gewesen.

Als weitere spektroskopische Methode wurde neben der UV /VIS-Spektroskopie auch die MCD-
Spektroskopie in schwachen Magnetfeldern sowie in starken Magnetfeldern diskutiert. Mit den
hier vorgestellten Entwicklungen der ff~-CD-CC-Methoden wurden hochgenaue MCD-Spektren der
Molekiile CH, Cyclopropan, Pyrazin, Pyrimidin, Tetrachlor-p-Benzochinon und 1,4-Naphthochinon
vorgestellt.

Alle vorhergesagten Spektren zeigen eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen Referenzspek-
tren. Insbesondere das Spektrum des 1,4-Naphthochinons zeigte iiber den Unterschied zu den ff-DFT-
Methoden!38:149 die Bedeutung der genauen Beschreibung der Elektronenkorrelation und somit die
Relevanz der ff-CC-Entwicklungen dieser Arbeit.

Die Beschreibung offenschaliger Molekiile in fast entarteten Grundzusténden benétigt die zusétzliche
Beriicksichtigung des C-Terms.3%6:368:378 Dies wurde anhand des CH-Radikals diskutiert, dessen
Spektrum eine Temperaturabhéngigkeit als Folge der unterschiedlichen Boltzmannbesetzung der
Energieniveaus aufwies.

In der Astrophysik wird die Auswertung der Polarisationseigenschaften des Lichts als Spektro-
polarimetrie bezeichnet und ist somit eng mit der MCD-Spektroskopie verwandt. Die in dieser
Arbeit entwickelten MCD-Methoden ermdéglichten somit die Reproduktion der CH-Banden eines
astrophysikalischen Spektrums der zirkularen Polarisation eines magnetischen weiflen Zwergs mit
einem moderaten Feld von 750T.

Innerhalb starker Felder konnte gezeigt werden, dass die Aufspaltung und Verschiebung der Ener-
gieniveaus, vermiedene Kreuzungen und das Mischen von Zustdnden gleicher Symmetrie zu einem
komplexen MCD-Spektrum fithren. Die Beschreibung mithilfe eines fi-Ansatzes ermoglichte es, die
Anderungen des Spektrums als Funktion der Magnetfeldstérke zu untersuchen.

In der Literatur wurde die Spektropolarimetrie bereits zum Nachweis von Metallen'?* sowie dem CH-

55,135,136 auf schwach magnetischen weiflen Zwergen verwendet. Mit

Radikal als molekulare Spezies
der hier vorgestellten Entwicklung der ff-CD-CC-Methoden wurde ein Grundstein gelegt, um Refe-
renzspektren in starken Magnetfeldern zu generieren, die als Ergénzung zu den klassisch verwendeten
Absorptionsspektren die Entdeckung von Atomen oder sogar Molekiilen auf stark magnetischen

weilen Zwergen unterstiitzen kann.

Abschlieend wurde die Gleichgewichtsgeometrie von Molekiilen in starken Magnetfeldern anhand
von Geometrieoptimierungen von Benzol und Coronen vorgestellt. Dies erfolgte tiber die in dieser
Arbeit entwickelten f-CD-HF-Gradienten. In der Beschreibung der beiden Molekiile zeigte sich
die Leistungsfihigkeit der CD-Implementierung und ermdoglichte eine der grofiten, bisher vorge-
stellten ab-initio Geometrieoptimierung innerhalb eines endlichen Magnetfeldes. In beiden Féllen
wurde aufgrund der Destabilisierung des w-Elektronensystems eine bevorzugte Lokalisierung des
aromatischen Systems zu drei isolierten Doppelbindungen beobachtet. Die starke Verdnderung
der Gleichgewichtsgeometrie veranschaulicht, dass die Verdnderung der elektronischen Struktur
im Magnetfeld zu Molekiilstrukturen fithren kann, die sich deutlich von den feldfreien Strukturen
unterscheiden. Das Verstédndnis der Struktur innerhalb eines Magnetfeldes ist hierbei essentiell, um

Spektren von Molekiilen auf stark magnetischen weiflen Zwergen vorherzusagen.
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Die Anwendungen dieser Arbeit zeigen, dass die Beschreibung vorher nicht zugénglicher Systeme nun
moglich ist. Gleichzeitig eroffnen sich interessante Perspektiven fiir zukiinftige Untersuchungen, welche
ihrerseits weitere Methodenentwicklungen begriinden: Der Einfluss der Atmosphire auf den 3P —3 S-
Ubergang des Magnesiumatoms wurde in dieser Dissertation durch eine statische Einbettung in einen
MgHe-Cluster untersucht. Die Beschreibung der Dynamik der Atmosphére bei gegebener Temperatur und
Dichte kann zukiinftig mithilfe eines QM/MM-Ansatzes den hier vorgestellten statischen Ansatz erweitern.
Uber die molekulardynamische Beschreibung der Umgebung kann die Verteilung der Atmosphirenatome
und deren Zusammenstofe mit dem Magnesiumatom realistisch beschrieben werden. Gleichzeitig kann
durch die quantenchemische Berechnung eine hochgenaue Beschreibung des Ubergangs im QM-Bereich
gewihrleistet werden.33

Weiterhin existieren viele noch unaufgeklarte Spektren von potentiell stark magnetischen weiflen Zwergen.
Der Nachweis unbekannter Spezies auf den entsprechenden stark magnetischen weiflen Zwergen, dar-
unter der Nachweis von schweren Elementen und Molekiilen, ist Gegenstand aktueller Forschung. Fiir
die Beschreibung schwerer Elemente gewinnen relativistische Effekte zunehmend an Bedeutung, sodass
die Beriicksichtigung dieser innerhalb der ff-Methoden essentiell fiir eine prézise Zuordnung wird. Zur
Beschreibung molekularer Spezies ist Folgendes zu beachten: Einerseits entsteht eine Abhéngigkeit von
der Orientierung des Magnetfeldvektors relativ zum Molekiil, welche bei der Simulation der Spektren
beachtet werden muss. Andererseits erfordert jede dieser Orientierungen die Bestimmung der Gleich-
gewichtsgeometrie. Aufbauend auf den vorgestellten Entwicklungen kénnen robuste Algorithmen fiir
Geometrieoptimierungen durch die Beriicksichtigung der Hessematrix zur Kontrolle der Schrittweite
entlang des geometrischen Gradienten sowie die Einfiihrung von Ansétzen zur Konformerensuche realisiert
werden. Zudem ist eine Erweiterung des hier vorgestellten ff-CD-HF-Gradienten auf das CC-Niveau

1.118 geplant, um Korrelationseffekte, welche im Magnetfeld von besonderer

nach Schnack-Petersen et a
Bedeutung sind,”® zu beriicksichtigen. Des Weiteren kann mithilfe der Betrachtung der Schwingungs- und

Rotationseffekte die Feinstruktur eines Spektrums beschrieben werden.

Die Beschreibung von Molekiilen und schweren Elementen erfordert jedoch auch zunehmend mehr
Rechenressourcen. Im Allgemeinen sind ff-CD-CC-Rechnungen trotz der eingefithrten Optimierungen
weiterhin speicher- und rechenintensiv, da sie die gleiche polynomiale Skalierung wie die kanonischen
CC-Methoden aufweisen. Die Cholesky-Zerlegung erlaubt eine effizientere Faktorisierung von Coulomb-
ahnlichen Beitragen. Austauschbeitrdge konnen jedoch nicht effizienter berechnet werden. Aufgrund dessen
wird durch die Verwendung der Cholesky-Vektoren das Skalenverhalten im Allgemeinen nicht verdndert.
Um das Skalenverhalten zu verringern sind in der Literatur fiir feldfreie Rechnungen zwei Ansétze
bekannt, welche auf das ff-Regime verallgemeinert werden kénnen: (1) Eine Methode die aufbauend auf
der Cholesky-Zerlegung die Zweielektronenintegrale durch Tensoren niedrigeren Rangs nédhert, ist die
Tensor-Hypercontraction (THC).323:381-384 \[ithilfe dieser Methode kénnen alle Orbitalindices entkoppelt
werden, sodass eine giinstigere Faktorisierung auch fiir Austauschbeitrige erreicht werden kann. Auf
diese Weise kann folglich auch das Skalenverhalten reduziert werden. Dabei muss allerdings beachtet
werden, dass der zusétzliche Fehler, welcher aus der Bestimmung der THC-N&herung der Integrale
auf einem Gitter resultiert, gut kontrolliert werden muss. (2) Ein weiterer Ansatz basiert darauf die
Amplitudengleichungen zu zerlegen, was in Kombinationen mit der Cholesky-Zerlegung der Integrale
verwendet werden kann.3857390 Dieser Ansatz hat nicht nur das Potential das Skalierungsverhalten zu
senken, sondern ermdoglicht es auch den Speicherbedarf zu reduzieren. Fiir CD-CC-Methoden sind nicht
die Cholesky-Vektoren sondern die Amplituden die speicherlimitierende Gréfle. Dies gilt insbesondere

fir CC-Methoden héherer Ordnung, welche fiir viele Anwendungen, wie beispielsweise die quantitative
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Zuordnung von Spektrallinien auf wenige Angstrom iiber Extrapolationsschemata™ benétigt werden.
Bei Coupled-Cluster-Methoden unter Beriicksichtigung der Dreifachanregungen (CCSDT) oder deren
Néherungen ist der Tensor der Amplituden grofler als der Integraltensor. Daher wére die zusétzliche

Zerlegung der Amplituden vorteilhaft.391-394

Insgesamt konnten durch die Entwicklungen dieser Dissertation zuvor rechentechnisch nicht umsetzbare
Anwendungen, insbesondere die Simulation von Spektren auf stark magnetischen weiflen Zwergen, ermog-
licht werden. Unter Verwendung der eingefithrten Methoden konnte das Verstdndnis des Forschungsgebiets
der magnetischen weiflen Zwerge erweitert sowie ein Grundstein fiir zukiinftige Forschung gelegt werden,
mit dem Ziel Molekiile auf stark magnetischen weiflen Zwergen nachzuweisen. Diese Arbeit ist somit ein
weiterer Schritt in Richtung des Verstédndnisses unseres Universums: ,observation and theory advancing
together toward the common goal of science, the structure and behavior of the physical universe in which
we live“ - Dr. Edwin Hubble (1942).
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Liste der Akronyme

aug
BCH
BSSE
cc

CC2
CCSD
CCSD(T)
CCSDT
CD

CI

DF

DFT
DIIS
EOM
EOM-EA
EOM-EE
EOM-IP
EOM-SF
ESR

FCI

GIAO
GTO
hep
HF
HOMO
I/0
IR
LCAO
MCD
MM
MO
MP2
MPI
NMR
OMP

Augmentierte (augmented) Basis
Baker-Campbell-Hausdorff

Basissatz-Superpositionsfehler (Basis Set Superposition Error)
Coupled-Cluster

Coupled-Cluster Singles and approximate Doubles
Coupled-Cluster Singles and Doubles

Coupled-Cluster Singles, Doubles and perturbative Triples
Coupled-Cluster Singles, Doubles and Triples
Cholesky-Zerlegung (Cholesky Decomposition)
Configuration-Interaction

Density-Fitting

Dichtefunktionaltheorie

Direct Inversion of the Iterative Subspace
Equation-of-Motion

EOM Electron Attachment

EOM Electronic Fxcitation

EOM Ionization Potential

EOM Spin Flip

Elektronenspinresonanz ( Eletron Spin Resonance)
Full-Configuration-Interaction

Endliches Feld (finite field)

Gauge Including Atomic Orbital

Gaussian-type Orbital

Hexagonale dichteste Kugelpackung (hezagonal close packed)
Hartree-Fock

Hochstbesetztes Molekiilorbital (Highest Occupied Molecular Orbital)

Ein- und Ausgabe (Input/Output)
Infrarot

Linear Combination of Atomic Orbitals

Magnetischer zirkularer Dichroismus (Magnetic Circular Dichroism)

Molekulare Mechanik (Molecular Mechanics)
Molekiilorbital

Mgller-Plesset Storungstheorie zweiter Ordrnung
Message Passing Interface

Kernspinresonanz (Nuclear Magnetic Resonance)

Open Multi- Processing
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Liste der Akronyme

QM
RHF
RI

Quantenmechanik (Quantum Mechanics)
Restricted Hartree-Fock
Resolution-of-Identity

ROHF Restricted Open-Shell Hartree-Fock

SCF
STO
THC
UCC
UHF
unc
Uuv
VCC
VIS

Self Consistent Field

Slater-type Orbital
Tensor-Hypercontraction

Unitéares Coupled-Cluster
unrestricted Hartree-Fock
Unkontrahierte (uncontracted) Basis
Ultraviolett

Variationelles Coupled-Cluster
Sichtbares Licht ( Visible)

176



A. Anhang

A.1. Hamiltonoperator im Magnetfeld

Ersetzen des Impulsoperators p durch den generalisierten Impulsoperator « = p+ A im Hamiltonoperator

erfordert die Bestimmung von
7A72—1A2+n4+1AQ (A1)
g P TPATHA '

O — y — O aus Elektronenkoordinate r

Fir das Vektorpotential wird A = %B x 79 mit der Differenz r
und dem Eichursprung O verwendet. Dieser Ansatz fiir das Vektorpotential gilt hierbei fiir statische,

homogene Magnetfelder und erfiillt die Bedingung der Coulomb-Eichung V- A = 0. Einsetzen liefert

72 1., 1 1
— = p?’ 4+ - (Bx7r?9)-p+-(Bxr?)2.
2 2 2 8 (A.2)
Lo LTos 1o 02 042
= ~p>+ -Bl+- (B —(B- )
5P + 5 + 3 T (B-r")
und somit unter zusétzlicher Beriicksichtigung des Spins BS den Ausdruck der Gleichung 2.14
1 1 2
H:H0+§B-L+B-s+§z(32r? _(B-r?)Q). (A.3)

i
Wird zusétzlich gefordert, dass das Magnetfeld in z-Richtung liegt, sodass B, = By, = 0 so vereinfacht sich
der Hamiltonoperator zu:

N,
~ ~ 1 A ~ 1 <= 02 02
H:H0+§BZLZ+BZSZ+§§ B2 (xl oy ) (A.4)
3

Dieser Ausdruck verdeutlicht, dass der diamagnetische Term die Orientierungen senkrecht zur Magnetfeld-

achse (hier z und y) destabilisiert.
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A.2. Numerische Algorithmen zur Berechnung der Boys-Funktion

A.2. Numerische Algorithmen zur Berechnung der
Boys-Funktion

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen zur Berechnung der Boys-Funktion, welche in CFOUR

176

implementiert wurden, nach Vorlage von Ishida'® in kompakter, komplexer Notation wiedergegeben. Der

F1-Algorithmus basiert auf der asymptotischen Entwicklung

2m —1)!! ™ — (2n—1)!!

n=0
1 N (A.5)
Em-1N[1
—expl- Z @n+ )l |22 '
n=0
Hierzu wird in Kurzschreibweise
Frn(2) = fm +bm

2m —1 (A.6)

= (Tni)fo + b

(22)™

definiert. Diese wird durch simple Rekursionsbeziehungen aufgebaut. Die Losung erfolgt mittels

1 . 1 _,
ap=—(2n—-1) (Zzan_l) mit ag= —ge , (A.7)
1 [T Jr,
fm = (Qm— 1) <22:fm_1> mit fO = E +nE:OO/n 5 (AS)
by = — e~ 4 (2m — 1) lb mit by =0 (A.9)
m — 22 22 m—1 0o— VY. .

Der Fs-Algorithmus ergibt sich durch den Quotient

o 1 Am,n
Fn(e) = 5o (A.10)

der Polynome A und B. Diese werden, bis zur Konvergenz der Entwicklung bei n = Ng, durch

Am,n(2)

m,n :Bn
" 2n—)! (n\
B (2) ;0((%){) <j>z] , (A.12)

- 2)* — (2n—j)! :
z:: 2m+2k+1 Z 2n)! <j)zj (A-13)

(Z)+(2m+1)cm7n(z) , (A.ll)

gegeben. Erneut ist die Implementierung durch Rekursionsbeziehungen moéglich. Auf diese Weise wird das

Polynom B {iber

Bn—Z(Z) s (A14)

Bo(z)=1, (A.15)
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1
Bi(z)=1+ 5% (A.16)
und das Polynom A iiber
Amm(z) = (1 +F12’) m n,l(z) + (E + FQZ) ZAm’n,Q(Z) + F323Am7n,3(z) R (Al?)
2m—+1
An1(2) = Bi(2) — 5 e (A.19)
2m+1 2m+1 )
A =B — — A2
2B = Bele) = St B s amah) (4.20)
mit den Zwischengréfien
2n—-2m—>5
= A21
YT 20@n=3)2n+2m+1)’ (A.21)
1
Fy = A.22
2T 4@n-1)(2n—3)" (4.22)
—F
Fy= ! (A.23)

4(2n—3)(2n—15)

ausgewertet. Anstelle der direkten Berechnung mittels des Fs-Algorithmus ist eine Berechnung auf
einem Gitter moglich. Aufgrund der geringeren Anzahl an Rechenoperationen kann dadurch die Effizienz
gesteigert werden. Hierzu muss jedoch das Gitter fiir feste Werte von z tabuliert sein. Die Boys-Funktion
fiir beliebige Werte von z ergibt sich, wie schematisch in Abbildung 3.6 gezeigt, durch eine Interpolation

der vier nichsten Gitterpunkte nach

4 Nr (—Az;)
F.(z)= ij Z T']Fm_,_n (z;) mit Azj=z-—2z;. (A.24)
7 n=0 ’

Die Faktoren w; gewichten den Gitterpunkt in Abhéngigkeit zum Abstand zu z. Insgesamt entspricht
Gleichung A.24 dem F3-Algorithmus.

Fir negative Werte des komplexen Arguments muss aufgrund der numerischen Stabilitidt die Berechnung der
Hilfs-Boys-Funktion G,, herangezogen werden. Hierzu existieren entsprechend die analogen Algorithmen
G1, G2 und Gj. Der G1-Algorithmus 16st die Entwicklung

2m —1)!! 2n71 I

mz‘:l (2m —1)!! { 1] )
= 2m—2n—-1)I1 | 2z
mittels der Rekursionsbeziehungen
an =(2n-1) (;zan_1> mit ag = 2—12 , (A.26)

gm = (2m—1) (—;gm_1> mit  fo = \/7 + Z an , (A.27)
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1 1 .
b =5+ (2m—1) (—zzbm_l) mit by =0. (A.28)

Der Ga-Algorithmus, anwendbar fiir kleine negative Werte von z, ergibt sich ebenfalls durch den Quotien-

ten 1A
= et A2
Hierzu werden die Polynome
2m+1)1(=22)F <~ (2n+2m+25+ 1) (n »
A 22)" A.30
min( +Z 2m+2k+1)” ;ﬁ nromron ;)" (A.30)
n
@2n+2m+2j+ 1! /n i
22)" A3l
z:: (dn+2m+ 1) J (22) ( )
benétigt, welche durch die Rekursionsbeziehungen fiir das Polynom B
Bpn(2) = Bn—1(2) (1 = F12) 4+ By n—2(2) Faz? (A.32)
Baolz) =1, (A.33)
2
= 1 .
Bpi(z) =14+ p— (A.34)
und das Polynom A
Apmon(2) = Apn—1(2) (1= F12) 4+ A n_a(2) Faz? (A.35)
Amo(z)=1, (A.36)
2
Ap1(z) =Bi(z)— P (A.37)
gelost werden. Die an dieser Stelle auftretenden Zwischengrofien sind {iber
o 2(2m+1) (A.38)
'T nt2m+D(dn+2m—3)° ‘
—1(2n+2m—1
Fy— 8(n—1)(2n+2m—1) (A.39)

(4n+2m—1)(4n+2m—3)2(4n+2m —5)

zuganglich. Schlussendlich kann auch dieser Bereich wahlweise auf einem Gitter berechnet werden. Dies

geschieht in einem G3-Algorithmus analog zur Gleichung A.24.
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