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Zusammenfassung

Atmosphérische Schwerewellen werden durch Anregungen in der Vertikalen, entgegen der Wir-
kungsrichtung der Schwerkraft, hervorgerufen. Ausloser solcher Vertikalbewegungen in der Luft-
stromung konnen unter anderem Gebirge, konvektive Ereignisse oder Frontalsysteme sein. Damit
liegt ein Grof3teil der Quellen fiir Schwerewellen in der Troposphére. Breiten sich die Wellen nach
oben aus, so durchwandern sie atmosphérische Schichten unterschiedlicher Eigenschaften, wobei
die Tropopausenregion eine zentrale Rolle spielt. Mit der Umkehr des vertikalen Temperaturgra-
dienten geht dort eine starke Anderung der statischen Stabilitit einher und der Horizontalwind
zeichnet sich durch groflie vertikale Windscherungen aus. Sowohl die statische Stabilitét als auch
Windscherungen sind entscheidende Grofien fiir die Ausbreitung von Schwerewellen, sodass die
Tropopausenregion als ein Filter oder Modulator fiir Wellen wirken kann, wenn diese dort reflek-
tiert werden, mit verdnderter Wellenldnge weiter propagieren oder brechen. All diese Prozesse,
insbesondere auch das Wellenbrechen bei abnehmender Dichte in noch gréfieren Héhen, sind ent-
scheidend fiir den atmosphérischen Energie- und Impulstransport und damit fiir das Versténdnis
der globalen Zirkulation. Die Propagation von Schwerewellen durch die Tropopausenregion wird
in dieser Arbeit mithilfe von hochaufgelésten, idealisierten Simulationen betrachtet.

Im ersten Ergebnisteil wird die Entwicklung eines Verfahrens zur Bestimmung von Transmissi-
onskoeffizienten vorgestellt, in dem die Anregung von Wellen aus zeitabhingigen Umgebungs-
zustdnden innerhalb einer Dampfungsschicht am Modellunterrand erfolgt. Damit ldsst sich die
Propagation von Wellen ohne Mehrfachreflexionen in der Troposphére simulieren. Die Untersu-
chung verschiedener Stabilitatsprofile zeigt dabei das Auftreten von Wellentunneln durch Schich-
ten reduzierter Stabilitéit, sofern diese Schichten diinn genug sind und behandelt aulerdem die
deutliche Reduktion der Transmission bei Vorhandensein einer Tropopauseninversionsschicht.

Der zweite Ergebnisteil zeigt Analysen dazu, wie sich die simulierte Anderung der Wellenléingen
bei Propagation durch eine Tropopausenschicht mit Gradienten in Stabilitdt und Windscherung
im Vergleich zu den von linearer Theorie prognostizierten Wellenldngen verhalt. Eine Studie
behandelt hier beispielsweise, wie ein Strahlstrom variierender Stirke unterhalb der thermischen
Tropopause die Propagation von Wellen beeinflusst und zeigt, dass bei groflier Windscherung
lange Wellen weiter in die Stratosphére propagieren.

Eine detaillierte Untersuchung einer Tropopauseninversionsschicht ist Bestandteil des dritten Er-
gebnisteils. Hier wird betrachtet, wie sich Schichtdicke und Inversionsstarke auf die Wellentrans-
mission auswirken. Fiir einen Teil des Wellenspektrums, insbesondere bei kleinen Wellenlangen,
zeigt sich, dass die Schichtdicke einen deutlich gréfleren Einfluss auf die Stéarke der Transmission
hat als die Inversionsstarke. Es werden hier drei verschiedene Modelle miteinander verglichen,
denen unterschiedliche Annahmen zugrunde liegen.

Ausgehend von Situationen, die bei Messungen von Schwerewellen interessante Fragen aufwar-
fen, werden im vierten Ergebnisteil die jeweils herrschenden meteorologischen Bedingungen auf
stark idealisierte Simulationen tibertragen und Teilaspekte der Wellenausbreitung betrachtet.
Ein Vergleich verschiedener Wellenldngen zeigt hier in einem Fall in Ubereinstimmung mit den
Auswertungen der Messungen nahezu lineare Propagation durch die Tropopause, wahrend in
einem anderen Fall die Anregung sekundéirer Wellen aus einer kritischen Schicht beobachtet
werden kann. Dieses Phénomen tritt fiir unterschiedliche Wellenldngen und Amplituden auf.
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Abstract

Atmospheric gravity waves are excited through vertical movement, against the direction of gra-
vity. Causes of such motions can be air flowing over mountains, convective events or frontal
systems. A major part of gravity wave sources is located in the troposphere. When such waves
travel vertically, they cross atmospheric layers of different characteristics, however, the tropo-
pause region plays a key role. Here, the reversal of the vertical temperature gradient is attended
by strong alterations of static stability and the horizontal wind exhibits strong vertical shear.
Both the static stability as well as wind shear are critical quantities for determining how gravity
waves propagate. This means that the tropopause can act as a filter or as a modulator on waves
when they are reflected, continue propagating with a modified wavelength or break in the tropo-
pause region. These processes as well as gravity wave breaking in higher altitudes due to density
decrease are crucial for the redistribution of energy and momentum in the atmosphere and the-
refore for the fundamental understanding of the global circulation. Within this work, idealized
high resolution numerical simulations are used to study gravity wave propagation across the
tropopause region.

The first chapter presents the development of a method to calculate transmission coefficients.
The waves are excited through time-dependent environmental states inside an absorbing layer
at the model bottom. This allows for the simulation of wave propagation without multiple refle-
xions inside the troposphere. Several stability profiles are studied and wave tunneling through
layers of reduced stability can be observed, as long as these layers are adequately thin compared
to the wavelength. Another comparison shows that the transmission is significantly reduced in
the presence of a tropopause inversion layer.

The second chapter shows waves propagating across a tropopause layer with gradients in stabi-
lity and wind shear and how the simulated changes in wavelength compare to the wavelength
prognosed by linear theory. One study examines how a jet stream of varying strength located
below the thermal tropopause affects wave propagation. It can be shown that long waves pro-
pagate deep into the stratosphere in the presence of a large wind shear.

A detailed investigation of a tropopause inversion layer is presented in the third chapter. The
focus there is on how the depth of the layer and the strength of the inversion affect wave transmis-
sion. These two parameters are varied independently. For a part of the wave spectrum, namely
small wavelengths, the depth of the tropopause region has a much larger influence on the trans-
mission than the strength of the inversion. Three models with different underlying assumptions
are compared.

Relating to measurements of gravity waves that raised interesting questions, aspects of wave
propagation are studied in the forth chapter. The meteorological conditions that were present
during measurements are transferred as environmental conditions to idealized simulations. A
comparison of several wavelengths shows quasi-linear propagation across the tropopause, in
agreement with the evaluation of the measurements. Another case exhibits a critical layer where
the excitation of secondary waves can be observed. This phenomenon is found to be persistent
for various wavelengths and amplitudes.
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1 Einleitung

1.1 Atmosphiarische Schwerewellen

Schwerewellen sind ein Phanomen in der Stromungsdynamik, bei dem aus einer Storung
eine Welle entsteht, wobei die riickstellende Kraft die Schwerkraft ist. Solche Wellen
konnen an der Grenzflache zweier Fluide auftreten, wie es etwa bei Wellen an der Ober-
flache eines Sees sichtbar wird, oder auch innerhalb eines Mediums, zum Beispiel im
Ozean oder in der Atmosphére. In dieser Arbeit werden solche atmosphérischen inter-
nen Schwerewellen behandelt, viele der Zusammenhéange sind aber auch auf den Ozean
tibertragbar (Kapitel 3.3 in Sutherland, 2010).

Bei der Storung, die am Anfang der Entwicklung der Welle steht, handelt es sich um
eine irgendwie geartete vertikale Auslenkung. Dies kann in der Atmosphére ein Hinder-
nis wie ein Berg sein, der von der Stromung iiberwunden werden muss, aber auch eine
Vertikalbewegung im Zusammenhang mit Frontalsystemen, Gewitterzellen oder dyna-
mischen Instabilitdten im Bereich grofler Windscherungen (Biihler et al., 1999; Fritts &
Alexander, 2003; Plougonven & Zhang, 2014).

Damit eine Schwerewelle in der Atmosphére propagieren kann, muss die Atmosphére
stabil geschichtet sein, das Luftpaket in Abbildung 1.1b wird also nach Auslenkung aus
seiner Ruhelage wieder in deren Richtung gezwungen, kann diese aufgrund seiner Trég-
heit tiberschiefen, wird wiederum in Richtung Ruhelage beschleunigt und beginnt um
diese zu pendeln. Die Stabilitat ist also ein Mafl dafiir, inwiefern ein Widerstand fiir
Aufwartsbewegungen vorhanden ist und wird tiber Vertikalgradienten in Dichte oder
Temperatur definiert. Die Ausbreitung kann in allen Raumrichtungen erfolgen, ein Bei-
spiel fiir eine vertikal propagierende Welle ist in Abbildung 1.1c gezeigt.

Schwerewellen kommen in rdumlichen Skalen von etwa 1 km—1 000 km vor und sind quasi
omniprasent in der Atmosphére. Sichtbar werden sie fiir einen Beobachter dann, wenn
sie in Regionen auftreten, in denen die Luftfeuchtigkeit nahe an der Sattigung ist. Dann
kann es vorkommen, dass in Aufwindregionen Kondensation und somit Wolkenbildung
eintritt, wahrend sich die Tropfen oder Kristalle in Abwindregionen wieder auflésen.
Berithmte Beispiele sind linsenférmige Wolken, die Leewellen hinter Bergen anzeigen und
dadurch fiir Segelflieger oft relevant sind, aber auch Wolken in anderen Hohenbereichen
der Atmosphére (siehe Abbildungen 1.1a und 1.1d).

Messbar sind Schwerewellen etwa mit flugzeuggetragenen Instrumenten, die mit den Wel-
len assoziierte Temperatur-, Druck- oder Windschwankungen detektieren. Auch Radio-
sonden messen die Schwerewellenaktivitdt direkt vor Ort. Eine grofie Bedeutung haben
zudem Fernerkundungsmethoden wie Radar, Lidar und satellitenbasierte Messsysteme.
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Abb. 1.1: Veranschaulichungen zur Entstehung und Beobachtung von Schwerewellen. (a)
Wellenwolken (Altocumulus lenticularis) iber England am 22.12.2011 ©M. Clark (aus
dem Internationalen Wolkenatlas, WMO, 2017); (b) Schemazeichnung zur Entstehung
von Auftriebsoszillationen bei Advektion von Luft iiber einen Berg, bearbeitet nach
©The COMET Program (2019); (¢) Schemazeichnung von ©ONCAR/EOL (Rockwell,
2014), (d) Satellitenaufnahme von sich tiberlagernden Wellenwolken iiber Australien
am 11.11.2003 ©ONASA /GSFC (Descloitres, 2003).

Ein Grund, sich mit Schwerewellen zu befassen ist, dass es sich bei ihnen um eine sehr
wichtige Kopplung zwischen unterer und oberer Atmosphéare handelt, ohne die die glo-
bale Zirkulation nicht ausreichend verstanden und modelliert werden kann. Viele der
Quellen von Schwerewellen liegen in der Troposphéare, wahrend die Regionen, in denen
Wellen auch brechen und ihre Energie und ihren Impuls an die Umgebungsstrémung ab-
geben, deutlich hoher liegen. Damit treiben sie die Zirkulation der mittleren Atmosphéare
entscheidend mit an (siehe Kim et al., 2003, und daraus Abbildung 1.2).

Nur ein Teil des Spektrums von Schwerewellen wird in globalen Modellen aufgelost. Fiir
kleinere Wellen sind Parametrisierungen in Gebrauch, aber doch oft mit Unzulénglichkei-
ten verbunden, beispielsweise beziiglich der Wechselwirkung von Welle und Grundstrom
(Achatz et al., 2010). Mit umfassenden Messungen, Prozessstudien mit hochauflésenden
Modellen und Erweiterungen der theoretischen Beschreibung von Schwerewellen wird
daran gearbeitet, die Parametrisierung von Schwerewellen in globalen Modellen zu ver-
bessern, um Wetter- und Klimasimulationen zu optimieren.
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Abb. 1.2: Schematische Darstellung verschiedener Prozesse zur Entstehung, Ausbreitung
und Dissipation von Schwerewellen. Das Bild zeigt ein grundlegendes Muster mit der
Troposphéare als Quellregion von Schwerewellen, die sich in der Stratosphére haupt-
séchlich weiter ausbreiten und in der oberen Stratosphare und Mesosphare haufig
brechen. Aus Kim et al., 2003 (bearbeitet).

1.2 Tropopausenregion

Verwendet man die géngige Unterteilung der Atmosphére in verschiedene Stockwerke,
handelt es sich bei der Tropopause um die Grenze zwischen den beiden untersten Schich-
ten, Troposphéare und Stratosphére.

In der bodennahen Troposphére spielen die Phasentiibergdnge von Wasser eine grofle
Rolle und das Wettergeschehen mit Wolken und Frontalsystemen findet dort statt. Kon-
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vektive Durchmischung pragt die Troposphére, was an der Konzentration verschiedener
Gase abgelesen werden kann. Aufgrund der gravitationsbedingten Abnahme von Luft-
druck und Luftdichte mit der Hohe erfihrt ein vom Boden aufsteigendes Luftpaket eine
Expansion und kiihlt sich dadurch ab. Dies fiihrt zu einem mittleren troposphérischen
Temperaturprofil mit einem negativen Gradienten von etwa —6.5 K km™. Bei niedrigeren
Temperaturen tritt schon bei einem geringeren Wasserdampfgehalt Sattigung ein und so
wird die Luft in der Troposphére bei zunehmender Héhe immer trockener. Am Oberrand
der Troposphare treten nur noch geringe Wasserdampfmengen auf. Die Strahlungsei-
genschaften von Wasserdampf fithren dann zu einer selbstverstiarkenden Riickkopplung
auf das Temperaturprofil. Die dreiatomigen Wasserdampfmolekiile absorbieren und re-
emittieren die langwellige Abstrahlung der Erdoberfliche besonders gut. Dies fithrt zu
einer Erwiarmung der bodennahen Luftschichten, in denen viele Wasserdampfmolekiile
vorhanden sind. In gréflerer Hohe hingegen trifft ein emittiertes Lichtquant oft nicht
mehr auf ein Molekiil, von dem es absorbiert werden koénnte und kann also in den Welt-
raum entweichen. Das fiithrt zu einem Netto-Energieverlust, der als Strahlungskiihlung
bezeichnet wird.

In der mittleren Stratosphére befindet sich die Ozonschicht. Kurzwellige Strahlung der
Sonne wird durch die dreiatomigen Ozon-Molekiile absorbiert, was zu einer Erwarmung
fithrt. Die Stratosphére weist dadurch eine mit der Hohe gleichbleibende oder mit der
Hohe zunehmende Temperatur auf. Ein aufsteigendes Luftpaket, das expandiert und
sich abkiihlt, wiare dadurch immer kélter als die Umgebung und wiirde in seine Aus-
gangslage zuriicksinken. In einer solchen Umgebung werden also vertikale Bewegungen
unterdriickt und die Luft wird als stabil geschichtet bezeichnet. In der Stratosphare ist
kaum Wasserdampf vorhanden und Wolken treten lediglich in seltenen Sonderformen
wie polaren Stratospharenwolken oder nachtleuchtenden Wolken auf.

Die Tropopausenregion ist gepragt von starken vertikalen Gradienten, die alle, abhén-
gig von der Fragestellung, herangezogen werden konnen, um die Lage der Tropopause
zu definieren. Die thermische Definition der Tropopause (WMO, 1957) ist dann erfillt,
wenn der vertikale Temperaturgradient einen bestimmten Wert unterschreitet. Weiter-
hin kann auch die Stabilitdt als ein Mafl herangezogen werden, ein Temperaturminimum
(engl.: cold point tropopause), die Zusammensetzung chemischer Bestandteile (beispiels-
weise Ozon oder Wasserdampf) oder ein Grenzwert fiir dynamische Eigenschaften wie die
potentielle Wirbelstirke (siehe eine Ubersicht der Methoden in Ivanova, 2013). Abbil-
dung 1.3 zeigt aus Radiosondenprofilen ermittelte Profile der Temperatur, der Stabilitéat
(hier dargestellt durch die quadrierte Brunt-Viiséili-Frequenz N2, siehe Gleichung 2.15)
und des Horizontalwindes. Alle Einzelprofile wurden an der Lage ihrer jeweiligen Tro-
popause, berechnet nach WMO (1957), orientiert und die Mittelungen erfolgten dann in
der tropopausenbasierten Hohenkoordinate. Die schwarze Linie stellt das Gesamtmittel
aller Radiosonden dar und zeigt eine Temperaturzunahme (Inversion) direkt oberhalb
der Tropopause in etwa 11 km Hoéhe, was sich in einer stark erhohten Stabilitit duflert,
N? nimmt um den Faktor acht zu. Dieses Phanomen einer Tropopauseninversionsschicht
(TIL) ist typisch fiir die mittleren Breiten und tritt in dieser Analyse von Birner et al.
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Abb. 1.3: Gemittelte Profile von Temperatur (links), quadrierter Brunt-Véiséla-Frequenz
(Mitte) und Horizontalwind (rechts) fir Miinchen. Die gelben, blauen und schwarzen
Linien stehen fiir Mittelwerte iiber Sommer, Winter und den ganzen Zeitraum (10
Jahre), respektive. Gepunktete Linien stammen aus Reanalysen des European Cen-
ter for Medium-Range Weather Forecasts (ECMWF). Gestrichpunktete Linien im
mittleren Bildteil stehen fiir zyklonische und antizyklonische Tropopausenanomalien,
respektive. Die Profile sind zeitlich gemittelt relativ zur jeweiligen Tropopausenho-
he (horizontale Linien). Die Tropopausenregion ist grau hinterlegt. Aus Birner et al.
(2002) (bearbeitet).

(2002) bei etwa 85 % aller Radiosondenprofile auf. Die Hohe der Tropopause variiert in
den Extratropen stark und befindet sich typischerweise in einem Bereich zwischen 5km
und 15km (Birner, 2006). Die absolute Windgeschwindigkeit weist fiir alle Jahreszeiten
ein deutliches Maximum unterhalb der Tropopause auf.

Im Zusammenhang mit Schwerewellen treten in der Tropopausenregion eine Reihe von
Besonderheiten auf. Da die Stabilitdt entscheidend fiir die Propagation von Schwere-
wellen ist und diese an der Tropopause starke Gradienten auweist, kann das zu einer
Transmission unter Verdnderung der Wellenldnge fithren, Wellen kénnen dort auch re-
flektiert werden, hindurch tunneln oder in einem Wellenleiter gefangen werden (Vosper,
2004; Wurtele et al., 1987). Nicht-lineare Prozesse konnen zur Generation neuer Wellen
in der Tropopausenregion fithren. Durch Vertikalbewegung in Schwerewellen ausgeloste
Wolken kénnen wiederum in Wechselwirkung mit Wellen treten, denn ihre diabatischen
Prozesse haben Einfluss auf die Stabilitdt und damit auf die Wellenausbreitung.

1.3 Ziele und Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit soll der Frage nachgegangen werden, wie sich Schwerewellen beim Durch-
gang durch eine Schicht mit starken Gradienten, eben der Tropopausenregion, verandern.
In idealisierten Modellstudien wurden dafiir Sensitivitdten der einzelnen Parameter un-
tersucht. Dabei spielen zahlreiche Merkmale der Tropopausenregion eine Rolle: Schich-
tungsstabilitdt, Windscherung sowie deren jeweilige Lage und Ausdehnung.
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In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen zur mathematischen Beschreibung
von Stromungen, Schwerewellen und ihrer Rolle in der Atmosphére dargestellt.

In Kapitel 3 werden die verwendeten Modelle und Methoden erlautert.

Die Ergebnisse werden in Kapitel 4 aufgefiithrt und sind in vier Unterkapitel unterteilt.
Abschnitt 4.1 zeigt verschiedene Herangehensweisen, Transmissionskoeffizienten zu be-
rechnen und erlautert die dabei auftretenden Herausforderungen, vor allem in Bezug auf
die Behandlung der Modellrander, und stellt Ansétze zu ihrer Losung vor.

In Abschnitt 4.2 werden Studien mit stiickweise-linearen Hintergrundprofilen vorgestellt,
wobei Stabilitat und Scherung untersucht werden und Vergleiche der Simulationsergeb-
nisse zu linearer Theorie angestellt werden.

In Abschnitt 4.3 folgt die systematische Untersuchung einer Tropopauseninversions-
schicht dahingehend, inwiefern Stérke der Inversion und Méachtigkeit der Schicht die
Propagation von Schwerewellen beeinflussen.

Einige Vergleiche von Simulationen, die durch Messungen inspiriert wurden, werden in
Abschnitt 4.4 vorgestellt.

In Kapitel 5 folgt schliefSlich eine Zusammenfassung und eine Einordnung der Ergebnisse,
sowie ein Ausblick auf weitere interessante Themenfelder, die sich an die Untersuchungen
anschliefen konnten.



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Mathematische Beschreibung atmospharischer

Stromungen

In einem trockenen, rotierenden Fluid, das einer konstanten Schwerebeschleunigung g
ausgesetzt ist, gelten die folgenden Gesetze:

Dv 1

Erhaltung des Impulses : i +-Vp—g+fxv=%F (2.1a)
p
: Do
Erhaltung der Energie : i = I (2.1b)
Dp
Erhaltung der Masse : Dt +pV-v=0 (2.1c)

Auflerdem werden noch die beiden folgenden Beziehungen bendtigt:

Ideale Gasgleichung : p=pRyT (2.1d)
Definition potentielle Temperatur : =T <p00> (2.1e)
p

Hierbei wird mit v = (u,v,w) der dreidimensionale Geschwindigkeitsvektor bezeichnet
und D/Dt = 0/0t+v-V beschreibt die materielle Ableitung einer Gréfie, wobei ¢ fiir die
Zeit, steht. Die tibrigen in den Gleichungen verwendeten Variablen bezeichnen Tempe-
ratur 7', Dichte p, Druck p und potentielle Temperatur 6. Die spezifische Gaskonstante
trockener Luft Ry = 287 Jkg ' K™' und die spezifische Wirmekapazitét trockener Luft
bei konstantem Druck ¢, = 1004.5J kg ' K™ werden in der Beziechung x = f—; ~ 2/7 ver-

wendet. Die Schwerebeschleunigung der Erde ist als g = (0,0, —g) = (0,0, —9.81) ms™
und der Coriolisparameter als f = 22 sing = 2 - (0,0, %) - sin ¢, definiert, wobei ¢
die geographische Breite und « einen Tag bezeichnen. Mit p,, wird der Druck auf ei-
nem Referenzniveau bezeichnet, meist der Boden mit p,, = 1000 hPa. In den Termen
Z und & sind alle externen Krifte wie diabatische Prozesse, Diffusion und Reibung
zusammengefasst.

Die Gleichungen (2.1a)-(2.1e) stellen fir # = % = 0 ein geschlossenes System fur
reibungsfreie Stromungen dar (Fritts & Alexander, 2003). Zusammen mit einer Erhal-
tungsgleichung fiir die spezifische Feuchte ¢ sind diese Gleichungen Bestandteil der von
Bjerknes (1904) erstmals postulierten Moglichkeit, mit einem solchen System von sieben
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Gleichungen fiir sieben Variablen (u, v, w, p, T, p, q) ein Modell zur Wettervorhersage
zu entwickeln. Allerdings konnte noch keine analytische Losung fiir dieses System ge-
funden werden und auch der Beweis, dass eine eindeutige Losung existiert, konnte noch
nicht erbracht werden. Dies brachte dem Gleichungssystem, das auch als die Navier-
Stokes-Gleichungen bekannt ist, den Rang eines von sieben Millenium-Problemen ein,
die im Jahr 2000 von der Amerikanischen mathematischen Gesellschaft ausgeschriebenen
wurden (Fefferman, 2006).

Fiir viele Anwendung werden die Gleichungen gefiltert. Es werden dadurch Prozesse
eliminiert, die fiir viele atmosphéarischen Skalen nicht relevant sind, wie beispielsweise
Schallwellen. Das kann einerseits helfen, aus den vereinfachten Gleichungen ein besseres
konzeptuelles Verstdandnis zu erlangen, andererseits erlaubt es in der Anwendung gro-
Bere Zeitschritte fir die numerische Integration (Achatz et al., 2010). Einige verbreitete
Moglichkeiten, wie ein solches Filtern durchgefiihrt wird, sollen im folgenden Abschnitt
vorgestellt werden. Im Wesentlichen wird stets eine Aufspaltung der physikalischen Gro-
Ben in einen horizontal homogenen Basiszustand (tiefergestellte 0) und einer Abweichung
von diesem Zustand (gestrichene Grofien) vorgenommen:

h(x,t) = h(2) + ¥ (x,1) (2.2)

Hierbei kann ¢ fiir verschiedene Groen stehen, beispielsweise ¢ € {p, p, 0, T, 11}, wobei
IT hier den Exner-Druck bezeichnet und als II = (p/py)* = T/6 definiert ist. Der
dreidimensionale Ortsvektor ist x = (x,y, z). Die gefilterten Gleichungssysteme werden
hier in ihrer quellfreien Form vorgestellt, % und # verschwinden also.

2.1.1 Pseudo-inkompressible Gleichungen

Dieses Gleichungssystem geht auf Durran (1989) zurtick. Es wird vorausgesetzt, dass die
Druckvariationen klein sind, I1" < II,, und dass auflerdem die lagrangesche Zeitskala T
einer Storung der Grofle L viel grofler ist als die Zeitskala von Schallwellen mit Schall-
geschwindigkeit ¢, dass also L/T < ¢, gilt. Dies vereinfacht die Kontinuitatsgleichung
und das folgende Gleichungssystem entsteht:

Dv 1
Do
— =0 2.3b
V ° (po 00 V) - O (2.3C)

Die physikalische Bedeutung dieser Annahmen ist, dass kein Austausch zwischen dem
elastischen Anteil der potentiellen Energie (Druckvariationen) und der kinetischen Ener-
gie stattfindet.
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2.1.2 Anelastische Gleichungen

Dieses Gleichungssystem geht auf Batchelor (1953), Ogura & Phillips (1962) und Lipps &
Hemler (1982) zurtick. Zunéchst wird in der Kontinuitétsgleichung (2.1c) eine stationére
Dichte p,(z) angenommen, was als anelastische Kompressibilitat bezeichnet wird. Diese
kann somit umgeschrieben werden:

V. (pv)=0 (2.4)

In der Impulsbilanz tritt ein nichtlinearer Term auf, in dem p und p gekoppelt sind. An
den Basiszustand v, in Gleichung (2.2) wird nun gefordert, dass er hydrostatisch sein
soll, dass also

d
Vo =pog & % =—py. (2.5)
z
gilt. Weiterhin werden die Naherungen
/ / 9/
Pl (2.6)
P Po 0
1 /
—=Vp =~V <p> (2.7)
P Po

verwendet (Lipps & Hemler, 1982; Nappo, 2012), womit das anelastische Gleichungssys-
tem (Ogura & Phillips, 1962) folgende Form annimmt:

Dv e o'
Ll . f = 2.
Dt+V<po>+90g+ xv=0 (2.8a)
Do
- = 2.8b
o =0 (2.8b)
V.-(pv)=0 (2.8¢)

2.1.3 Boussinesq-Gleichungen

Die Boussinesq-Naherung war fiir die Entwicklung vieler Theorien entscheidend. Sie geht
auf Boussinesq (1897) zurtick. Es wird wieder ein hydrostatischer Hintergrundzustand
angenommen (siche Gleichung 2.5), wodurch die Impulsgleichung (2.1a) so geschrieben
werden kann:

/ /

"\ D 1
<1+p> V+Vp’—pg+<1+p> fxv=0
po) Dt Lo Po Po

In der Boussinesq-Naherung wird nun angenommen, dass |%\ < 1 gilt und kleine Dichte-
unterschiede p’ nur im Auftriebsterm eine Rolle spielen. Die thermische Energiegleichung
(2.1b) lasst sich mithilfe von Gleichung (2.1d) und Gleichung (2.1e) folgendermafien um-
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schreiben: D8 D D

E:F]t)_cifizo (2.9)
Hierbei wurde die Definition der Schallgeschwindigkeit ¢? = 2—5% benutzt, in der die spe-
zifische Warmekapazitat trockener Luft bei konstantem Druck (¢,) und bei konstantem
Volumen (¢,) enthalten sind. Es kann gezeigt werden, dass DichteAnderungen, die von
lokalen Druckénderungen hervorgerufen werden, vernachlissigbar sind (Spiegel & Ve-
ronis, 1960). In diesem Fall kann also das Fluid als inkompressibel angesehen werden
und Schallwellen werden unterdriickt, weil ¢, — co. Das bedeutet, dass Gleichung (2.9)
in zwei Teile aufgespalten werden kann, die beide Null sind. In der Kontinuitatsglei-
chung (2.1c) fithrt das zum Wegfall der Dichte, womit das Boussinesq-Gleichungssystem

folgende Form hat:

Dv 1 s
L VY -l et fxv=0 2.10a
Dt p, P Pog ( )
Dp
T _9 2.10b
D (2.10b)
V-v=0 (2.10c)

2.2 Wellenausbreitung in der Atmosphiare

Periodische Schwankungen kommen in der Physik dann vor, wenn Kréfte aus dem Gleich-
gewicht sind und die Tragheit dazu fithrt, dass sich der Zeitraum verzogert, bis ein Gleich-
gewicht eintritt. Wahrend dieses Zeitraums oszilliert eine Feldgrofle um den Gleichge-
wichtszustand und breitet sich dabei in Zeit und Raum aus. Auch in der Atmosphére
gibt es verschiedene Arten von Wellen auf unterschiedlichen Skalen, in Holton (2004)
werden einige vorgestellt. Dabei konnen die verschiedenen Wellen danach unterschie-
den werden, welche riickstellende Kraft wirkt. Bei Schallwellen ist die Kompressibilitat
entscheidend, wobei fiir grofle Skalen zunehmend auch die Rotation der Erde relevant
wird, wie es auch bei planetaren Wellen der Fall ist. Auch fiir elektromagnetische Wellen
stellt die Atmosphére ein Ausbreitungsmedium dar, was natiirlich fiir die Sonnenergie
als Antrieb fir jegliche Zirkulation relevant ist, aber auch bei Erkundungsmethoden wie
Radar genutzt wird.

In dieser Arbeit soll der Fokus auf internen Schwerewellen liegen. Die Grundlage fiir
Oszillationen liefert bei diesen die Auftriebskraft, die wirkt, wenn ein Luftpaket um
eine Strecke dz von seiner Ausgangslage ausgelenkt wird, ohne dabei seine Umgebung
zu storen. Befindet sich die Umgebung mit Druck p, und Dichte p, in hydrostatischem
Gleichgewicht (Gleichung 2.5), so wird ein Luftpaket des Volumens V' mit Dichte p mit

d*02 _ Fow _ I+ Fy, _pVg—pVyg _ (f’o_”> (2.11)

a2 Vp  Vp Vop p

beschleunigt. Dabei wirken die Gewichtskraft F, und die Auftriebskraft Fj,, wobei letz-
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tere der Gewichtskraft des verdrangten Volumens mit Umgebungsdichte p, entspricht.
Es wird angenommen, dass sich der Druck instantan an die Umgebung anpasst, dass
also stets p = p, gilt, sodass mit Hilfe der Gleichungen (2.1d) und (2.1e) geschrieben

d26z Po— P T—-1T, 6—6,
a2 _g< P )‘g( T, )_g< o ) (2.12)

Es gelte nun fiir eine kleine Auslenkung 6z von der Ausgangslage z, fiir die potentielle
Temperatur der Umgebung 0,(z, + 6z) & 6,(z,) + % §z. Das Luftpaket hat vor der
Auslenkung dieselbe potentielle Temperatur wie die Umgebung, 6,(z,) = 60(z,), und
steigt dann adiabatisch auf, sodass diese erhalten bleibt und 0(z, + dz) = 0(z,) = 6,(z,)
gilt. Damit kann fiir den Zahler geschrieben werden (Holton, 2004):

werden kann:

dé dé
0—0,=10(z,+0dz) — Oy(z, + 02) = 0,(2,) — [«90(25) 4+ = 54 =262 (2.13)
dz dz
Die Bewegungsgleichung lautet damit
d*6z 1 dd,
=—g——10z=—-N?0 2.14
a 99,4 " = (2.14)
wobei die Brunt-Vaiséala-Frequenz
dé
N2=9"D 2.15
0, dz ( )

als ein Ma$ fiir die statische Stabilitat der Umgebung eingefiithrt wurde. Eine Losung von
Gleichung (2.14) lautet 6z = A exp(i N t). Falls N? > 0 ist, oszilliert das Paket um seinen
Gleichgewichtszustand (typische Perioden fiir die Troposphére sind etwa 8 min, siehe
2.7.3 in Holton, 2004), fiir N = 0 bleibt es nach der Auslenkung in seiner neuen Position
und fiir N? < 1 wichst die Auslenkung exponentiell an. Diese drei Félle entsprechen
einer statisch stabilen, neutralen und labilen Schichtung.

Treten Oszillationen auf, die miteinander in Verbindung stehen und sich in Raum und
Zeit ausbreiten, handelt es sich um eine Welle. Diese transportiert Energie, jedoch keine
Materie durch den Raum. Schwerewellen sind transversale Wellen, bei denen die einzel-
nen Luftpakete senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und damit parallel zu den Phasen-
linien oszillieren (siehe Illustration in Abbildung 2.1).

2.2.1 Die Taylor-Goldstein-Gleichung

Beginnend mit den Boussinesq-Gleichungen (2.10) fiir eine zweidimensionale (z — 2),
nicht-rotierende, reibungsfreie und nicht-wérmeleitende (= adiabatische) Atmosphére
wird im folgenden Abschnitt die Taylor-Goldstein-Gleichung hergeleitet.

Dazu werden die Gleichungen linearisiert. Das bedeutet, dass Terme, in denen mehr als
eine Variable vorkommt, entkoppelt werden. Dafiir werden die Groéflen in einen Basis-
zustand und eine Storung gemdaf Gleichung (2.2) unterteilt. Es werden nun alle Terme
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vernachlédssigt, in denen Storungen quadratisch vorkommen, was auf das linearisierte
Boussinesq-System fiihrt:

ou’ ou’ , Oug , P
. Zo=0 2.1
5 u o +w P + OV pog (2.16a)
p' ap'  ,0p
o Ty w5 =0 (2.16b)
V.u =0 (2.16¢)

Als néachstes wird der Ansatz gemacht, dass die Storgrofien eine Wellenlosung mit Fre-
quenz w und horizontaler Wellenzahl & = 27 /A, darstellen, wobei )\, die horizontale
Wellenlange ist. Thre Amplitude soll nur von der Hohe z abhéngen, sodass die Losungen
in der Form

u'(z,2,t) = u(z)exp [i(kz — wt)] (2.17a)
w'(x, z,t) = w(z)exp[i(kr — wt)] (2.17Db)
Pz, z,t) = p(z)expli(kz —wt)] (2.17¢)
p'(z,2,t) = u(p)exp[i(kz — wt)] (2.17d)

geschrieben werden konnen. Einsetzen in die Gleichungen (2.16a)-(2.16¢) fithrt auf die
Polarisationsbeziehungen (Nappo, 2012):

Tou— wW——p= (2.18a)
2 Po
ldp »p
ivw——L Ly (2.18b)
podz  po
> po
1w p~+ w=0 (2.18¢)
9
dw
ku+— =0 2.18d
i u+dz ( )

Dabei wurde die intrinsische Frequenz @ = w — u, k eingefiihrt, die im Bezugssystem
eines Beobachters gilt, der sich mit der Stromung mitbewegt und es wurde benutzt, dass
die Brunt-Vaisala-Frequenz N im Falle einer Boussinesq-Stromung als

g db, _ gdp,

N2=2L2=_2
0, dz po dz

(2.19)
geschrieben werden kann. Die Polarisationsgleichungen (2.18a)-(2.18d) konnen nun so
ineinander eingesetzt werden, dass man eine einzige Gleichung fiir eine Grofle, hier die
Vertikalgeschwindigkeit w’, erhélt. Unter der Annahme, dass die Dichte in der Atmo-
sphare exponentiell mit

po(2) = poo €XP (—[_Z[) (2.20)
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abnimmt, mit der Dichte p,, am Boden und der Skalenhéhe H, = RT,/g, die in einer
isothermen Atmosphére mit Temperatur T;,, die Hohenabnahme von Dichte und Druck
beschreibt, ergibt sich folgende Gleichung:

Eo 1 do (BPN? kdu, k1 du,
i E* @ =0 2.21
< 02 Hd2 o H, dz v (2.21)

Eine Umbenennung der Variablen

- z 0\ .
U = exp <2 Hs> W
_ zZ 0\ .
e (2 H5> v
- z 0\ .
D = exp <2 Hs> W
_ z 0\ .
p=op <2H5> o
die Schreibweise @' = % und die Einfithrung der Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k,

die sich aus einer Zeitreihe der Horizontalbewegung der Welle ergeben wiirde, fithren
schlieflich zur finalen Form der Taylor-Goldstein-Gleichung (TGE) (Gleichung 2.42
in Nappo, 2012):

2 " /
) N U, Uy 1
w + + -

— — k| =0 2.22
(c—u)? c¢—u, Hg(c—u,) 4H2 v (222)

Die genaue Zusammensetzung der Terme in der Klammer entscheidet dariiber wie die
Losung aussieht. Der erste Term stellt den Auftrieb dar. Er ist entscheidend dafiir, ob
die Welle evaneszent ist oder nicht. Der zweite Term heifit Kriimmungsterm und wird
wichtig, wenn ein Strahlstrom vorhanden ist. Der dritte Term wird als Scherungsterm
bezeichnet und ist in der unteren Atmosphéare (H, ~ (7—10) km) meist klein. Der vierte
Term wird mitunter Kompressibilitat genannt, weil er von der Dichte abhangt. Der
fiinfte Term behandelt den nicht-hydrostatische Anteil und ist nach dem Auftriebsterm
der wichtigste in der Klammer. Die ersten vier Terme werden auch als Scorer-Parameter
£? zusammengefasst (Lane et al., 2000; Scorer, 1949) und die gesamte Klammer als m?:

W0 () =0 o  @"+mPo=0 mit 2=k*+m®  (2.23)

Konstanter Hintergrund

Falls m? in Gleichung (2.22) konstant ist, stellt @ = Aexp(imz) + Bexp(—im z) mit
Konstanten A und B eine Losung dar. Dies ist dann der Fall, wenn die Windscherung
verschwindet und die Brunt-Viiséld-Frequenz N? konstant bleibt:

9 N? 1

_ 2
m = s T 1D — k2. (2.24)
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Ist m? > 0 & £% > k2, variiert @ sinusférmig mit der Hohe; eine propagierende Welle
mit vertikaler Wellenlédnge \, = 27 /m tritt auf. Falls m? < 0 ist, variiert die Amplitude
exponentiell mit der Hohe und die Welle propagiert nicht, sondern ist evaneszent. Bei
konstantem Hintergrund ist dessen Skala der vertikalen Variation gleich null und also
A, < Hg (Nappo, 2012). Damit kann der zweite Term in Gleichung (2.24) vernachlassigt
werden, sodass die Dispersionsbeziehung
N2 N2 |2 Nk
2 2 2 | 12 ~

" (¢ —u,)? e w2 “ VE? +m? (2:25)
folgt. Der Wellenvektor k = (k,m) mit seinem Betrag |k| = VA2 + m? beschreibt die
Richtung, in die sich die Wellenfronten ausbreiten. Fiir eine in positive z-Richtung pro-

pagierende Welle mit £ > 0 bestimmt die vertikale Wellenzahl

N2 1/2
nlzj%:< —1) (2.26)

@2

ob sich diese nach oben ausbreiten (m > 0) oder nach unten (m < 0). Die intrinsischen
Phasengeschwindigkeiten ¢p, = &/m und cp, = &/m bezeichnen die Geschwindigkeit,
mit der sich die Wellenfronten relativ zur Hintergrundstromung bewegen (Fritts & Alex-
ander, 2003). In Sutherland (2010) wird der Unterschied zwischen den Geschwindigkeiten
der Phasenlinien, die von einem festen Ort aus beobachtet werden und der Geschwindig-
keit, die ein Beobachter hat, der sich auf einer Wellenfront mitbewegt, aufgezeigt. Erstere
sind als ¢p, = w/k und cp, = w/m definiert und sind nicht als die Komponenten eines
Geschwindigkeitsvektors zu interpretieren (Fritts & Alexander, 2003), wahrend zweitere
durch ¢, = (wk)/k|* und ¢,, = (wm)/|k|* gegeben sind und die Komponenten der
Phasengeschwindigkeit ¢, darstellen (Sutherland, 2010). Fir die bereits in Gleichung
(2.22) eingefiihrte Phasengeschwindigkeit ¢ gilt ¢ = ¢p,. Die Gruppengeschwindigkeit
cy = (Cgu, Cg») ist mit dem Energietransport assoziiert und wird aus der Frequenz

B} Nk
w:u0k+@:u0kiNk(k2~l—m2)Vz:uokim (2.27)
berechnet, was auf die Komponenten
dw _8/a N m?
cwzgzz%iNm%W+m%W=umi|M3 (2.28)
ow 9 9\-3/ NEkm m&?

fithrt. Bei nach oben propagierenden Wellenfronten mit £ > 0 und m > 0 wird der
obere Zweig der Wurzel betrachtet, wodurch die Gruppengeschwindigkeit in positive x-
Richtung und in negative z-Richtung gerichtet ist. Energie wird also nach unten trans-
portiert. Es gilt ¢, - k = 0, der Energietransport verlauft also senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung der Wellenfronten. Auerdem kann gezeigt werden, dass c, - ¢, = 0 gilt.
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Cg, FE

Abb. 2.1: Schemazeichnung ebener Wellen mit nach oben gerichtetem Energietransport.
Dargestellt sind Gruppengeschwindigkeit und Energiefluss nach Gl. (2.44) in dunkel-
rot, der Winkel, den diese mit der Vertikalen einschlieBen (griin), der Wellenvektor
(dunkelblau), Wellenldngen (grau) und einzelne oszillierende Luftpakete (hellblau) fiir
(a) stationédre orographische Wellen bei Anstromung von links (u, > 0) mit & < 0,
m < 0 und (b) Wellen in ruhender Umgebung (u, = 0) mit k£ > 0, m < 0.

Stationdre Wellen Bei manchen Wellenarten dndert sich, vom Boden aus betrachtet,
die Lage der Wellenfronten nicht mit der Zeit. Dies ist zum Beispiel bei Wellen der
Fall, die beim Uberstromen von Bergen entstehen und es gilt w = 0 (Nappo, 2012).
Dadurch ergibt sich die intrinsische Phasengeschwindigkeit, also die Geschwindigkeit der
Wellenfronten relativ zur Stromung, zu ép, = &/k = (w—u, k)/k = —u,. Eine stationére
Welle bewegt sich also mit derselben Geschwindigkeit wie der Hintergrundwind, jedoch
in entgegengesetzte Richtung. Die Dispersionsrelation nimmt hier die Form

m? = E—zf & mit+kt= N & P =0-uk)?=uk* (2.30)
0
an. Bei positivem Hintergrundwind u, > 0 erfordert w = 0, dass in Gleichung (2.27) der
untere Wurzelzweig benutzt werden muss, fiir die vertikale Gruppengeschwindigkeit gilt
also ¢;. = N km/|k|*. Daraus wird ersichtlich, dass eine positive Gruppengeschwindig-
keit und damit ein nach oben gerichteter Energietransport dann eintritt, wenn k£ und m
dasselbe Vorzeichen haben. Ein solcher Fall ist in Abbildung 2.1a dargestellt.

Ruhende Umgebung Propagieren Wellen durch eine Atmosphére, die sich in Ruhe
befindet, verdndert sich die Dispersionsrelation mit u, = 0 zu

N? N? N2 k2
m? = — — k¥ =k ( — 1) & O = w? (2.31)

c2 w2 k2 + m?2 '

Da es physikalisch sinnvoll ist, die Frequenz w in Gleichung (2.27) positiv zu definieren,
wird dort der obere Wurzelzweig benutzt, sodass sich eine positive vertikale Gruppenge-
schwindigkeit ¢y, dann ergibt, wenn m und % unterschiedliche Vorzeichen haben, siehe
auch die Illustration in Abbildung 2.1b.
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Hydrostatische Wellen Ist die vertikale Wellenlange deutlich kleiner als die hori-
zontale Wellenldnge, kann die Dispersionsrelation mit k/m < 1 als
9 N? 2 _ N2 E?

2.2
B o N7k
m? = ——— o= m = =4 0 = —
(¢ — ) W m

(2.32)

geschrieben werden.

Leicht verdnderlicher Hintergrund

Wie in Kapitel 2.4 in Nappo (2012) beschrieben, kann auch fiir den Fall, dass der at-
mosphérische Hintergrund (N?, wu,) nicht konstant ist, also eine Gleichung der Form

&’y

2 Q ()Y =0 (2.33)
fir die Stromung gegeben ist, ndherungsweise eine Losung gefunden werden. Wenn sich
der Hintergrund, hier symbolisiert durch die Funktion (z), nur langsam éndert, kann
der Ansatz von Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) verwendet werden: Die Funktion
() = U,Q 2 exp(£i [§ Q dz), welche die Gleichung

d?y

i Q*(2)(1+d)y =0 (2.34)

16st, stellt fiir d := ﬁ‘fg — ﬁ (%)2 < 1 auch eine Losung fir die TGE (2.22) dar.
Dies tritt dann ein, wenn sich eine Welle in einem Medium ausbreitet, das verglichen mit
ihrer vertikalen Wellenldnge langsam variiert, was oft bei hydrostatischen Schwerewellen
erfiillt ist.

In der praktischen Anwendung kann dies so umgesetzt werden, dass eine Skalensepara-
tion zwischen der Skalenhohe der potentiellen Temperatur Hy = ¢, T,,/g und der Wel-
lenlédnge vorgenommen wird. Fir die Welle kann dabei (nach Bretherton, 1966; Achatz

et al., 2010; Muraschko et al., 2015) ein Ansatz der Form

(oot =3 IR {@(Z, T) exp [z ko + i@(z, T)} } (2.35)

J=0

gemacht werden. Hier steht ¢’ fiir den kleinskaligen Anteil verschiedener Grofien, hier
sind das (u/, w', ¥/, p’), und € fir einen kleinen Parameter. Mit

b=V = g0 /6, (2.36)

ist der Auftrieb definiert, wobei 6, ein konstanter Wert ist. Die Amplitude @Z héngt von
“langsamen” Hohen- und Zeitkoordinaten Z = ez und 1" = et ab, wahrend die Phase
®(Z,T)/e schneller variiert und iiber

0P 0P

m(Z,T) = 37’ w(Z,T) = ~aT (2.37)
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mit der vertikalen Wellenzahl m und der Wellenfrequenz w zusammenhéngt. Der Ansatz
kann in die linearisierten Boussinesq-Gleichungen (2.10) eingesetzt werden und die da-
durch entstehenden Terme nach dem Auftreten von € sortiert werden. Dann ergeben sich
in erster Ordnung O(1) die Dispersionsrelation (2.25) und die Polarisationsbeziehungen
(2.18a)-(2.18d) , siehe Muraschko et al. (2015). Die Polarisationsbeziehungen kénnen
auch kompakt geschrieben werden:

(ag, Wy, by, p:,) —a (—i

, 0

N? 2
5 H, —1 k2> (238)

w
m

> &

Der konstante Wert a ist dimensionslos und beschreibt die Wellenamplitude, sodass diese
fir |a| > 1 statisch instabil wird.

In der néchsten Ordnung O(¢) folgt das Gesetz fiir die Erhaltung der Wellenwirkung

od N 0(cy= )

o S =0 (2.39)

Die Wellenwirkung héngt iiber &/ := F/& mit der Wellenenergie E zusammen. Deren
Definition und Eigenschaften werden im néchsten Abschnitt 2.2.2 vorgestellt.

2.2.2 Erhaltungsgrofien

Aus der Kenntnis dartiber, welche Grofien bei einem Vorgang unter welchen Bedingun-
gen erhalten werden, lasst sich ermitteln, ob und wie ein Austausch von einer dieser
Groflen stattgefunden hat. Dabei spielt es eine Rolle, ob die Welle sich in einer ruhen-
den Umgebung ausbreitet oder ob ein Hintergrundwind, moéglicherweise mit Scherung,
vorhanden ist.

Energie

Aus den linearisierten Boussinesq-Gleichungen lésst sich eine Regel fiir die Erhaltung
der Energie ableiten. Nach Kombination der - und z-Komponenten der Impulsgleichung
(2.16a) und unter Hinzuziehen der Kontinuitatsgleichung (2.16¢) gilt (Nappo, 2012):

D 1 12 2 1 2621 _ 8 ) 8 /!

Dt{ZpO (w2 +w )+2poN§} =5, (UP) = 5 (WD) (2.40)
Dabei ist ¢ die vertikale Auslenkung eines Luftpakets aus dem Gleichgewichtszustand,
sodass w' = 9¢/0t und p' = —&dp,/dz gilt. Der Term in eckigen Klammern beschreibt
die Gesamtenergie einer Storung pro Einheitsvolumen und setzt sich aus kinetischer und
potentieller Energie zusammen:

1 2 12 22 1 12 2 blg
E’:EK+EP:§pO(u +w +N5):§p0 u? w4 (2.41)
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Die letzte Umformung zeigt, dass die Energie auch mit Hilfe des Auftriebs (2.36) geschrie-
ben werden kann, wobei die Boussinesq-Néherung (2.6) benutzt wurde. Die Gleichung
fir die Energie der Storung lautet damit

DE 0 ,,,

+ —(u'p') +

d 1N

dz
Da die Energie einer Welle periodisch in Raum und Zeit ist, kann die zeitliche Mittelung
von Gleichung (2.42) betrachtet werden. Dazu wird die mittlere Wellenenergie

-1 1 —
_ 2 2 - 2¢2
E= 5P (u’ + w’ ) + 2,00N 1 (2.43)
mit den gemittelten Druckstorungstermen in Gleichung (2.42) in Verbindung gebracht.
Letztere beschreiben den Energiefluss F g durch eine Oberfliche und kénnen fiir einen
Wellenansatz (2.17) und unter Verwendung der Gleichungen (2.18) und (2.28)-(2.29) als

1
Fp=up +uwp =p - -u = 59%(p’ u*)=c, E (2.44)

umgeschrieben werden. Damit kann Gleichung (2.42) in der horizontalen Mittelung als

DE _
o TV (csB) =0 (2.45)
ausgedriickt werden. Ohne Hintergrundwind und bei uniformer Schichtung gilt DE /Dt =
OE /Ot = OF /0t und die Wellenzahlen k und m sind konstant. Damit ist auch die
Gruppengeschwindigkeit ¢, konstant und die Energie der Wellenstorung ist erhalten -
ihre Anderungsrate wird also einzig durch die Divergenz des Energieflusses Fp = ¢, F
bestimmt: .

E _

Wellenwirkung

Im allgemeinen Fall, wenn die Umgebung nicht in Ruhe und nicht uniform geschichtet
ist, entsteht bei der Mittelung von Gleichung (2.42) ein zusétzlicher Term:

DE 0 ,—— 0 /—— —du,

Dt + 5 W)+ 5, (W) = —pw 2 (247)
Hier wird deutlich, dass sich die Energie nicht nur durch eine Divergenz des Energieflusses
andert, sondern dass auch ein vertikaler Transport von Impuls durch die Strémung eine
Anderung der Energie zur Folge hat (Sutherland, 2010). Die rechte Seite in Gleichung
(2.47) kann umgeschrieben werden zu

du, &k du, — E D,w
Tod — 0 _ 2 770 -
e o Il A s Vit

(2.48)
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wobei Dy = 0/0t+c,- V als materielle Ableitung beziiglich der Gruppengeschwindigkeit
definiert ist. Einsetzen in Gleichung (2.47) fiithrt auf eine Erhaltungsgleichung:

o (F E

Fiir die hier erhaltene Grofie o := E /@ wurde von Bretherton (1966) die Bezeichnung
Wellenwirkung (engl.: wave activity) eingefiihrt. Falls die Hintergrundstromung konstant
ist, reduziert sich Gleichung (2.49) auf Gleichung (2.46), dann ist die Energie erhalten.
Ist jedoch eine Scherung vorhanden, ist die Wellenwirkung & gemaf

oo

ot
erhalten. Dieses Ergebnis folgt auch aus der ersten Ordnung eines WKB-Ansatzes, siehe
vorheriger Abschnitt und Muraschko et al. (2015).

Pseudo-Energie

Eine weitere Grofle, die im Zusammenhang mit internen Schwerewellen betrachtet wer-
den kann, ist die Pseudo-Energie. Deren Verwendung wurde von Mclntyre (1981) vorge-
schlagen, um eine Grofle zu gebrauchen, welche die Eigenschaften einer Erhaltungsgrofe,
die Symmetrie von Energie und Zeit, erfiillt und also zeitinvariant ist (Nappo, 2012).
Fiir kleine Amplituden (Sutherland, 2010) ist sie als

Ep =w—=wd (2.51)

&

definiert. Die Pseudo-Energie hat, im Gegensatz zur Wellenwirkung, die Einheit einer
Energie und entspricht im Fall einer ruhenden Hintergrundstrémung auch der Energie.

Impuls

Die z-Komponente der Impulsgleichung (2.10a) kann fiir eine Situation ohne Rotation
unter Verwendung der Kontinuitédtsgleichung (2.10c) in Flussform

ou Ow?)  Ouw) 10dp
o or T o: poox

0 (2.52)

geschrieben werden. Horizontale Mittelung dieser Gleichung fithrt dazu, dass die Ablei-
tungen in x wegfallen und mit @ = v, + v’ = %, = u, geschrieben werden kann:

Oug 6(W)
ot~ 0z

(2.53)

Gleichung (2.53) macht deutlich, dass die Hintergrundstromung beschleunigt wird, wenn
der mittlere vertikale Transport (w’) des horizontalen Impulses pro Einheitsmasse (u')
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divergiert (Sutherland, 2010). Um eine physikalisch sinnvolle Gréflie mit den Einhei-
ten eines Impulses zu haben, kann Gleichung (2.53) wieder mit p, (hier konstant in
Boussinesq-Naherung) multipliziert werden und man erhélt:

ov __omy
ot 0z

(2.54)

Hier bezeichnet M := p,u’ den horizontalen Impuls und Fy; := p, uv'w’ dessen vertikalen
Fluss. Da die horizontalen und vertikalen Windfelder einer propagierenden Welle direkt
korreliert sind, transportieren sie Impuls. Mithilfe der Polarisationsgleichungen (2.38)
kann gezeigt werden, dass das Produkt w/w’ maximal ist fiir den Fall, dass der vertikale
Ausbreitungswinkel 8 = k/v/k2 +m?2 = 45° betrigt, dass also m = k gilt (Sutherland,
2010). Der Impulstransport ist nach oben gerichtet, wenn k& und m unterschiedliche
Vorzeichen haben.

Pseudo-Impuls

Wenn Schwerewellen sich dissipationsfrei durch ein Medium bewegen, das nur mit der
Hohe variiert, wird ihr Pseudo-Impulsfluss F 4o erhalten (Fritts & Alexander, 2003). Mit
den Polarisationsbeziehungen (2.38) und mit Gleichung (2.41) kann geschrieben werden:

pou'w =kcg, o (2.55)

Mit der Impulsflussgleichung (2.53) und der Wellenwirkungserhaltung (2.50) kann daraus

gt (potto — k) =0 (2.56)

abgeleitet werden. Damit wird der Zusammenhang zwischen dem mittleren Impuls des
Hintergrunds p, u, und dem Pseudo-Impuls der Welle #g = k of = k E /& ausgedriickt.

Eliassen-Palm-Beziehungen

Ausgehend von Gleichung (2.55) kann unter Benutzung von (2.44) geschrieben werden:

A

R O WUk
cgzw&f:Epouw =

k
<~ Frp = —(UO — C) Fyy (257)

Po W = (¢ — uy) po W’

Hierbei wurde der vertikale Energiefluss Ff := ¢, E benutzt. Gleichung (2.57) wird als
das erste Theorem von Eliassen & Palm (1961) bezeichnet. Bei Betrachten von statio-
naren orographischen Wellen gilt ¢ = 0 und somit sind dann Energie- und Impulsfluss
iiber den Hintergrundwind mit

Frp=—u, Fy (2.58)

verbunden. Anschaulich erkennt man hieran, dass flir eine nach oben propagierende
orographische Welle (¢,, > 0 und Fg > 0), die sich in einer Hintergrundstromung mit
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u, > 0 ausbreitet, der zonale Impulsfluss negativ ist, Fj; < 0.
Bei der Auswertung von Mess- oder Simulationsdaten wird dieser Zusammenhang in der
Form

1
7 /p’ w' dr = —uo%/ "w' da (2.59)

angewandt. In Gleichung (2.59) werden vertikaler Energie- und Impulsfluss iiber eine
horizontale Strecke L, zum Beispiel die Lange eines Flugpfades, ermittelt (siehe z.B.
Bramberger et al., 2017, Woods & Smith, 2010). Da die Eliassen-Palm-Beziehung aus
den linearisierten Boussinesq-Gleichungen abgeleitet wurde, gilt sie nicht immer. Sie
kann daher umgekehrt angewandt werden, um zu untersuchen, ob fiir eine bestimmte
beobachtete Situation lineare Bedingungen herrschen oder nicht.

Zur Beschreibung von Wellen wird auch der sogenannte Eliassen-Palm-Fluss verwendet
(z.B. Holton, 2004), dessen meridionale und zonale Komponenten als

) —pou'v’
F .= ( o > =—Fy (2.60)

definiert sind. Damit kann die zweite Eliassen-Palm-Beziehung mithilfe von (2.57) aus-
gedriickt werden, bei der es sich um eine Umformulierung der bereits bei der Einfiihrung
der Wellenwirkung genannten Gleichung (2.50) handelt.

oo
k - V-F=0 2.61
T (2.61a)
D
& A +dV -c,=0 (2.61b)

D

In Gleichung (2.61b) wird die zweite Eliassen-Palm-Beziehung in einer lagrangeschen
Perspektive ausgedriickt: In einem Bezugssystem, das sich mit der Gruppengeschwin-
digkeit bewegt und dabei einem Wellenpaket folgt, wird die Wellenwirkung & entweder
durch Konvergenz der Gruppengeschwindigkeit verédndert oder durch nicht-konservative
Effekte. Diese Herangehensweise, Wellenpaketen entlang der Gruppengeschwindigkeit zu
folgen, wird in der Ray-Tracing-Methode verwendet, siche Abschnitt 3.3.

2.2.3 Wechselwirkungsprozesse

Bei der Herleitung einiger wichtiger Gleichungen zur Dynamik von Schwerewellen wer-
den durch Skalenseparation und Linearisierung Schwerewellen vielfach entkoppelt und
getrennt von anderen Phanomenen betrachtet. Auch wenn dies fiir das konzeptuelle Ver-
sténdnis wichtig ist, stellt es die Realitét, in der Wechselwirkungen auf verschiedenen
Skalen ablaufen, nur in Teilen dar.

Wellen-induzierte Stromung

Die im vorherigen Abschnitt eingefithrte Impulsflussgleichung (2.53) zeigt bereits, wie
die StorgroBe w'w’ einer Welle Einfluss auf den Hintergrundwind u, nehmen kann. Diese
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Beziehung kann auch mit dem Eliassen-Palm-Fluss (2.60) ausgedriickt werden:

ou, 1
=—V_-F 2.62
B pOV (2.62)

Die Divergenz des Eliassen-Palm-Flusses hat also eine Beschleunigung der Hintergrund-
stromung zur Folge.

Nicht-Interaktions-Theorem

Die zweite Eliassen-Palm-Beziehung (2.61a) macht deutlich, dass im Falle einer statio-
niren Amplitude, wenn auch

ot |t =0 (2.63)

gilt, der Eliassen-Palm-Fluss verschwindet, V - F = 0. Gleichung (2.62) zeigt, dass in
einem solchen Fall keine Wechselwirkungen mit der mittleren Stromung auftreten. Aus
der Bedingung (2.63) folgt mit den Gleichungen (2.50) und (2.55) auch, dass der Pseudo-
Impulsfluss hohenkonstant ist, dass also

OF MP 0 (k? Cyz Ko/ )

o= =0 (2.64)

gilt. Sobald allerdings die Bedingungen hierzu verletzt sind, die Welle also nicht kon-
servativ und stationdr ist, kann eine Beschleunigung der mittleren Stromung durch die
Welle erwartet werden. Die meisten derzeit in globalen Zirkulationsmodellen benutzten
Parametrisierungen von Schwerewellen beruhen auf dieser Annahme eines stationiren
Zustands (Boloni et al., 2016). Eine Wechselwirkung zwischen Welle und Grundstrom
kann dann nur stattfinden, wenn Wellen brechen. Das stationidre Profil der Wellenwir-
kung &/ (z) kann fiir gegebene Umgebungsbedingungen N?(z) und wu,(2) direkt berechnet
werden. Dazu wird zunachst tiber die hohenabhéangige vertikale Wellenzahl

B kR2N%(z) o,
m(z) = \I(W (o)) k (2.65)

mit konstanter extrinsischer Frequenz w = kuy(2,) £ k N(2,)/4/k? + m2(z,) die Grup-
pengeschwindigkeit c,, ermittelt. Die Hohe z, stellt hierbei die Quellregion der Welle
dar, in der alle GroBen bekannt sind. Daraus kann mithilfe von Gleichung (2.64) und
Gleichung (2.29) das gesamte Profil der Wellenwirkung

d(z) = ng(Zo) A (z,) B m(z,) @3(20) L2 N2<Z)

@) RNz) m(z)ade) T (2.66)

berechnet werden. Anderungen der Bedingungen in der Hohe z, werden also sofort durch
das gesamte Hohenprofil weitergegeben und breiten sich nicht, wie es physikalisch rea-
listisch wére, mit der Gruppengeschwindigkeit aus (Boloni et al., 2016).
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Wellenbrechen

Bei einer Betrachtung und numerischen Auflosung aller Skalen entspricht Wellenbrechen
dem Ubergang von grofien Amplituden zu kleinskaliger turbulenter Bewegung. In linea-
rer Theorie werden dafiir verschiedene Bedingungen benutzt, die Informationen tiber
Schwellen fiir das Wellenbrechen liefern. Zur Bestimmung des Kriteriums fiir die so-
genannte statische Instabilitdt wird der lokale Auftriebsgradient der Welle 06'/0z
mit dem Auftrieb des Hintergrunds 06,/0z verglichen. Neutralisieren sich beide, tritt
Instabilitat auf und das Kriterium dafiir ist nach Lindzen (1981) als

00 00 do, g (00" db, N\
a—g+$<0 = 90<6?z+dz><0 = &‘FN <0 (267)

formuliert. Aus dem Ansatz (2.2.1) fiir die nullte Ordnung kann der lokale Auftrieb als

o' 0 (~ , , 0P, ~
= aiﬁ{bo(z,t) explikz +i®(z, )]} = R {2 5. } = |m| [by| (2.68)
geschrieben werden und die Energiegleichung (2.42) als
= _Po (1=~ 12 |~ 2 |F60|2 Do |50‘2
E=7 (!uo! ol + g ) = SN (2.69)

Mit Gleichung (2.68) und Gleichung (2.69) lautet das Kriterium (2.2.3):

2m*N?*FE
_— >

[l [bo|* =
Po

N* (2.70)
Niitzlich ist die Definition einer dimensionslosen Wellenamplitude a in der Art, dass
a > 1 statische Instabilitdt ausdriickt. Aus Gleichung (2.70) kann eine Bedingung fiir
die Wellenwirkung of abgeleitet werden. Wellenbrechen tritt dann auf, wenn

_E

g B[N a()

0 a?@(z) po(2) N?(2)
2m2(z) 0(2)

2k [N?(2) = @*(2)]

5= (2.71)

gilt, wobei der Parameter o die Unsicherheit bezeichnet, mit der das Kriterium behaftet
ist. Durch einen Vergleich von Gleichung (2.71) mit dem Profil der Wellenwirkung in
Gleichung (2.66) kénnen die Regionen ermittelt werden, in denen es zu Wellenbrechen
kommt.

Unter zusatzlicher Beriicksichtigung von Windscherung wurde von Howard (1961) und
Miles (1961) gezeigt, dass die Bedingung fir dynamische Instabilitat greift, wenn
die lokale Richardson-Zahl kleiner als 1/4 ist, wenn also

N2 1

W= Qe + @y < 1 (2.72)
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gilt. Dies ist jedoch eine notwendige und noch keine hinreichende Bedingung.

Beide Instabilititskriterien (2.70) und (2.72) gelten fiir Hintergrundprofile in N2 und
Uy, die ausschliefllich von der Vertikalkoordinate z abhdngen. Aulerdem beriicksichtigt
dies ausschliefflich lineare Theorie, in der Realitéit tritt Wellenbrechen héufig schon bei
geringeren Amplituden auf (Achatz, 2007).



25

3 Modelle und Methoden

In diesem Kapitel sollen die verschiedenen verwendeten Modelle vorgestellt werden, sowie
einige Methoden zur Auswertung erlautert werden.

3.1 EULAG

Die in dieser Arbeit vorgestellten Simulationen wurden zum gréfiten Teil mit dem Stro-
mungsloser EUlarian/semi-LAGrangian fluid solver (EULAG) durchgefiihrt, der von
Prusa et al. (2008) beschrieben wird. Mit diesem Computermodell lassen sich Stromun-
gen iiber eine Vielzahl von Groienskalen und fiir unterschiedliche physikalische Szenarien
simulieren. Ursrplinglich geleitet vom Forschungsinteresse an Wetter- und Klimasimula-
tionen wurde ein spezielles numerisches Verfahren entwickelt (Abschnitt 3.1.6), das auf
nicht-oszillierenden vorwérts in der Zeit berechneten Algorithmen basiert (Smolarkie-
wicz & Prusa, 2002), einen robusten elliptischen Druckloser enthélt und eine Anpassung
des Gitters durch generalisierte Koordinaten ermoéglicht. Dies fithrte zu einer Anwen-
dung von EULAG in zahlreichen Bereichen der Stromungsdynamik wie beispielsweise
die Kopplung an mikrophysikalische Modelle zur Simulation von Eiswolken (Spichtin-
ger & Gierens, 2009), Untersuchungen visko-elastischer Wellen im menschlichen Gehirn
(Cotter et al., 2002) oder Erweiterungen zur Beschreibung magneto-hydrodynamischer
Konvektion in der Sonne (Smolarkiewicz & Charbonneau, 2013).

3.1.1 Basiszustand in EULAG

In EULAG werden die physikalischen Gréflen zur Implementierung und numerischen
Losung, wie in Abschnitt 2.1 in Gleichung (2.2) beschrieben, in Basiszustand und Ab-
weichung augespalten. Die folgenden Basiszustande sind gebrauchliche Beispiele dafiir,
wie die Groflen konsistent gewahlt werden kénnen. Sie werden in EULAG 1tiber den Pa-
rameter lipps gesetzt. Als ReferenzgroBen werden 6y, = Ty = 300K, poo = 1kgm™,
Poo = Poo Ra Ty und die Stabilitit s := N?/g mit N = 0.01s™ verwendet.

lipps = 0: Boussinesq, nach Boussinesq (1897).
Po(2) = Poo
0,(2) = 9
To(z) =Too — - 2
Po(2) = Poo — Poo g 2
Maximale Hohe: 2z = 2% = 861L10°Nm *  _ g 78k

poo g 1kgm™39.81ms™2
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lipps = 1: Anelastisch, isentropisch nach Ogura & Phillips (1962).
po(2) = poo (1 = 75 2)1/" "
0o(2) =
To(z) = (1 — % ?)
po( ) = Poo (1 - LT )l/n
Maximale Hohe: 2.« = % = 70 2/7 = 24.50km
lipps = 2: Anelastisch, nach Clalk & Farley (1984).
po(2) = poo exp(—s2) [I — —L— (1 — exp(—s2))]"/"!
05(2) = boo exp(s 2)
To(z) = T00 exp(s z) [1— = Toos (1 —exp(—s2))]
Po(2) = poo [1 = s (1 — exp(—s 2))]"/"
Maximale Hohe: 20 = — 2 In(1 — 2 TOOS) = _ L In(1- 1004'5'33%11'02 10_5) —
g 1021075 m™1 :
36.87 km
lipps = 3: Anelastisch, isotherm, nach Bacmeister & Schoeberl (1989).
Po(2) = oo eXp<_% z)
0,(2) = 0y exp(s 2)
p
TO(Z) Rdoﬁ?oo .
Po(2) = Poo eXp(_FSZ)
Keine Hohenbeschrankung
40 L ‘ 40 ‘ ‘ / 40 —‘z,,m‘:sA?s 1@| 40 \
5 - /o s T T | 35
20 E \ %0 / % 2., = Inf km I w“ ‘
4 \ / I E 1
25 \ | o5t / | 255 [ 1 25! \
g \ / Y I \
= 20% \ 1 20t / 120, 1 20t \
R / : :
15 13 1 15+ {15 11 154 \
\ / 5, \
10F %\ 110 /4 1 10¢ 10k, \
R /e AN \
5 "0’. \ | ST I 11££s=;7 S I | 5 ..'~. L \ |
\\ — llpps =3 I '..k
0 : — 0 0 0 v—
0 04 08 12 300 350 400 450 O 100 200 300 400 O 250 500 750 1000
po in kgm 3 0y in K Ty in K po in hPa
Abb. 3.1: EULAG-Basisprofile fir Dichte, potentielle Temperatur, Temperatur und

Druck zur Realisierung der Boussinesq-Gleichungen (1ipps = 0, griine Kurven) und
drei Varianten zur Realisierung der anelastischen Gleichungen (lippps = 1/2/3).
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3.1.2 Umgebungszustand in EULAG

Bei einer Aufspaltung der Variablen in einen Basiszustand und eine Stérung ist es das
Ziel, die Storung moglichst klein zu halten. Nur dann kénnen etwa die Néherungen der
Gleichungen (2.6) und (2.7) angesetzt werden und die sogenannte numerische Steifheit
des Problems bleibt gering. Um dies zu ermoéglichen, wird nach der Einfithrung des Basis-
zustands in Gleichung (2.2) in einem zweiten Schritt der sogenannte Umgebungszustand
eingefiihrt, der hier mit einem tiefgestellten e (engl.: environmental state) versehen ist.
Dieser Umgebungszustand kann verschiedene Formen haben, muss beispielsweise auch
nicht hydrostatisch sein, und kann so besser an die zu behandelnde Situation angepasst
werden, was die Storungen gering halt. Eine Aufspaltung der vollen Variablen 1 in einen
Umgebungszustand 1, und ihre Abweichung 1" von diesem Zustand erfolgt gemaf

h(x,t) = ve(2) + 0" (x,1) (3.1)

wobei 9 stellvertretend fiir die GroBen p, 0, p, v steht. Es wird im Allgemeinen keine
Einschrankung dariiber gemacht, von welchen Koordinaten der Umgebungszustand ab-
héngt, auch zeitabhidngige Umgebungsvariablen . (x,t) sind méglich.

Zeitunabhingiger Umgebungszustand

Die folgende Wahl des Umgebungszustands wird klassischerweise in EULAG verwendet,
sie wird auch von Prusa et al. (2008) beschrieben. Dabei wird neben einer zeitunabhén-
gigen potentiellen Temperatur fiir den Umgebungszustand gefordert, dass ein Gleichge-
wicht zwischen Druckgradientkraft, Corioliskraft und Auftriebskraft herrscht, dass also
die Gleichungen

0, = 0,(x) (3.2)

0:_V<pep—po>_<9e6—90>g_29><ve (3.3)

erfilllt sind. Das Einsetzen dieser Bedingungen in die anelastischen Gleichungen (2.8)
fithrt in der Impulsgleichung auf

D ' ! - Vo e Yo
V:—V<p>—2g—2f2><v+v<pep>+<9 0 0>g—|—29xve
0 Po 0

=0

:_V<W>_(9—Ze+eo>g_gﬂx(v_ve)
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und in der Energiegleichung auf

Do
E—O
gt(ee+9”)+v-V(05+9”):0
00" oo
5 +v-V(0.+60")=0
Del/
Di +v-Vo, =0.

Das in dieser Weise modifizierte anelastische Gleichungssystem ist in EULAG implemen-
tiert und hat also folgende Form:

DV p// Q//
Dv P oV oy = 4
Dt+v<po> g(90 xv'=0 (3.4a)
De//
. = 4
D1 +v-VE. =0 (3.4b)
V.-(pv)=0 (3.4c)

Zeitabhangiger Umgebungszustand

Im Allgemeinen kann auch ein vollstandig orts- und zeitabhéngiger Umgebungszustand
e = e(x,t) gewahlt werden. Es werde die Existenz eines solchen Zustands gefordert,
der die generischen anelastischen Gleichungen (2.8) von Ogura & Phillips (1962) gemé&8

Deve Pe — Do 0@ - 00
= — — —2Q o )
Dt v ( o > g i, XV (3.5a)
D.0,
= 3.5b
D (3.5b)
V- (pyve) =0 (3.5¢)

mit e = 2 + v, . V erfiillt (Fusina, 2011). Nun ldsst sich untersuchen, inwiefern die
Forderung (3.5) von den in EULAG implementierten Gleichungen (3.4) abweicht. Dazu
wird das neue Gleichungssystem von den generischen anelastischen Gleichungen (2.8)
abgezogen. Man erhélt also fiir (2.8a) minus (3.5a):

120 x (V—ve)

Dv Dve  G(P=Po—petp)  0—0—0c+0
Dt Dt 8 0,

Po
Dv P—Pe 9_96 Deve
Yy _ 20 % (v— e
Dt ( P ) £70, <V ove)

1

Dv p” 0 D.v
— =-V|[—]|-g—-2axV ———
Dt <p0> 8%, “V T
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Ausgehend von Gleichung (2.8b) erhalt man auerdem fiir die Energiegleichung

DO
e
gt(ee +0")+v-V(l.+60")=0
00" 00
AN - VAL v 7 S
at—f—vV +6t+v Vio.=0
Do" 06,
i + 5 +v-Vi. =0
Do” 00
=-—v-V0, — ==,
< Dot -V ot
Also hat das Gleichungssystem nun folgende Form:
Dv P’ 0" v Deve
Do" a0,
Dt = —V: V@e —E (36b>
V. (pv)=0 (3.6¢)

Diese Gleichungen weisen im Vergleich zu den Gleichungen (3.4) zwei neue Terme auf der
rechten Seite auf (farbig markiert), die als Storungen im gesamten Modellgebiet wirken.
Dadurch beeinflusst die zeitabhéngige Dynamik der Umgebungszustande die Losung
der Gleichungen (3.6). Es wird also zu jedem Zeitpunkt und an jedem Gitterpunkt eine
bekannte Losung der anelastischen Gleichungen als ein treibender Term benutzt, sodass
die Dynamik unter dem Einfluss des sich &ndernden Umgebungszustands berechnet wird.

3.1.3 Realisierung verschiedener Gleichungssysteme

In der hier verwendeten Modellversion von EULAG konnen tiber das Setzen von Umge-
bungsvariablen folgende Gleichungssysteme ausgewéahlt werden:
ISOUNDPROOF = O : voll kompressibel
ISOUNDPROOF = 1 : nicht kompressibel
IPSINCOMP = O : anelastische Gleichungen (Ogura & Phillips, 1962)
IPSINCOMP = 1 : pseudo-inkompressible Gleichungen (Durran, 1989)

In Kapitel 4.1 werden spéater Simulationen gezeigt, die mit den Boussinesq-Gleichungen
berechnet wurden. Wie genau kann also eine Boussinesq-Behandlung der Strémung in
EULAG realisiert werden? Dazu werden iiber ISOUNDPROOF=0 und IPSINCOMP=0 die
anelastischen Gleichungen ausgewahlt. Durch die Wahl von 1ipps=0 wird dann der ent-
sprechende Basiszustand 3.1.1 ausgewéhlt, also wird p(z) = pg, in die anelastischen
Gleichungen (2.8) eingesetzt und die Naherungen (2.6) und (2.7) genutzt, was folgende
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Konsequenz hat:

Dv 1_,
Zr 4 = S — 3.7
it 8 (3.7)
Dp
— =0 3.8
V.v= (3.9)

Dies sind genau die Boussinesq-Gleichungen (2.10), siehe auch Smolarkiewicz & Szmelter
(2011). Da es neben dem Basiszustand 1, auch den Umgebungszustand v, gibt, kann
iiber diesen auch bei einem Boussinesq-Basiszustand ein variables Dichte- und Tempe-
raturprofil gewéhlt werden.

3.1.4 Modellgebiet und Parallelisierung

In den hier vorgestellten Simulationen wird ein zweidimensionales Gitter (z—z-Richtung)
verwendet. Entlang der z-Achse verteilen sich n Gitterpunkte auf L, km, was in einer
horizontalen Auflésung von Ax resultiert. Die vertikale Achse wird von [ Gitterpunkten
mit einem Abstand von jeweils Az eingeteilt. Fiir die diskretisierten Koordinaten wird
folgende Notation verwendet:

x(i) = (i—1)Axz, z(i+1) — (i) = Az, i=1,2,3,..,n
z(k) == (k—1)Az + 2, z2(k+1) — z(k) = Az, k=1,2,3,..,1

Das Modell EULAG erlaubt eine parallelisierte Berechnung des Zustands der Atmo-
sphére, was hier fiir die z-Richtung und die z-Richtung genutzt wird. Dazu werden soge-
nannte Halozellen eingefiihrt, die auf jeweils zwei benachbarten Prozessoren berechnet
werden, wodurch auch in den Gitterpunkten am Rand des von einem Prozessor berech-
neten Modellgebiets Informationen tiber die benachbarten Gitterpunkte vorliegen. Die
GroBe dieses Halo betragt hier drei Gitterpunkte.

3.1.5 Randbedingungen

In EULAG werden die Stromungsgleichungen in eine elliptische Gleichung fiir den Druck
tiberfithrt (Prusa et al., 2008). Um die Entwicklung der Stromung auf einem einge-
schrankten Gebiet zu realisieren, miissen passende Randbedingungen fiir diese Gleichung
gelten. Die physikalisch leicht einsehbare Dirichlet-Randbedingung, dass die Normalkom-
ponenten der Geschwindigkeiten am Rand verschwinden miissen, ist in eine implizite
Neumann-Randbedingung fiir die Ableitung des Drucks tiberfithrbar, die in EULAG zur
Anwendung kommt (Prusa & Smolarkiewicz, 2003). In Dirichlet-Bedingungen werden
im Allgemeinen Vorgaben zu den Funktionswerten auf dem Rand gemacht, wéihrend
Neumann-Bedingungen die Werte der Ableitung der Funktion auf dem Rand festlegt.

Dariiber hinaus lassen sich in EULAG weitere Wahlen fiir die Rander treffen. Die hier
vorgestellten Simulationen werden mit periodischen Randbedingungen in horizontaler



3.1. EULAG 31

Richtung berechnet. Auch fiir den oberen Rand des Modellgebietes wird eine Randbe-
dingung gesetzt. Dieser wird als ein undurchlassiger, fester Deckel betrachtet, fiir den
gilt, dass die Vertikalgeschwindigkeit verschwindet. Um die Einhaltung dieser Randbe-
dingungen zu gewahrleisten und trotzdem Reflexionen an den Réndern zu verhindern,
werden sogenannte Schwammschichten in das Modell eingebaut. Innerhalb dieser Re-
gionen werden die Modellvariablen an den Umgebungszustand angepasst, welcher unter
anderem einen Vertikalwind w, = 0 aufweist. Dazu wird zur Impulsgleichung (3.4a) ein
zusétzlicher Term addiert.

"

// @
-V <i>+g@—29xv"+9+a5(v—ve) (3.10)

Dv

ST
Der zusatzliche Term enthélt den Parameter ag, der die Dimension einer inversen Zeit
hat. Der Term bewirkt, dass der Geschwindigkeitsvektor v nahe der Oberrander des
Modellgebietes auf das Umgebungsprofil v, gezwungen wird. Der Verlauf von ag kann
unterschiedlich gewéhlt werden, sofern nicht anders angegeben wird ein linearer Anstieg
von « innerhalb der Schwammschicht angenommen, in Abschnitt 4.1.3 wird aber auch
ein anderer Verlauf vorgestellt. Sowohl ag als auch die Dicke der Schwammschicht sind
sehr entscheidend dafiir, ob und wie Reflexionen stattfinden. Deshalb wurden bei allen

Simulationen Tests durchgefithrt, um die richtige Wahl zu treffen, wobei die Angaben in
Klemp & Lilly (1978) als Orientierung benutzt wurden.

3.1.6 Numerische Losung

Zur Losung der Differentialgleichungen fiir die Stromung wird in EULAG der Multidi-
mensional Positive Definite Advection Transport Algorithm (MPDATA) angewandt, der
auf Smolarkiewicz & Margolin (1998) zuriickgeht.

Der advektive Transport einer Fluideigenschaft p ¥ durch die dufleren Krifte F'¥ kann
im Falle kartesischer Koordinaten durch folgende verallgemeinerte Bilanzgleichung be-
schrieben werden:

gt(p‘ll)JrV-(pV‘lf):qu’ (3.11)

Diese Darstellung wird EULER’sche Form der Erhaltungsgleichung genannt. Hierbei ist
U(x,t) eine massenspezifische Eigenschaft des Fluids, zum Beispiel

o Impuls/Masse: ¥ = v Geschwindigkeit

o Masse/Masse: U = 1 spezifische Masse

o Wasserdampfmasse/Masse: ¥ = ¢ spezifische Feuchte

Die auBeren Krifte F'¥(x,t, ¥) konnen je nach betrachteter Variable diabatische Wir-
mefliisse, Druckgradientkréafte, Reibungskrafte oder anderes umfassen und werden oft
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als forcings bezeichnet. Ausfithren der Differentiation in Gleichung (3.11) fiihrt auf

O 0+ (o) = p

ot
ov dp o
— 4+ UL 4+ UV. VU =pF
P T¥5 (pv)+pv p
=0

1\

— VU =pFY

P TPV VU =p

DU

Hier wurde im zweiten Schritt die Massenerhaltung (2.1c) benutzt. Die resultierende
Gleichung (3.12) ist dquivalent zur EULER’schen Form der Erhaltungsgleichung (3.11)
und wird auch als ihre LAGRANGE’sche Form bezeichnet. Der Name EULAG wurde
gewéahlt, weil in diesem Programm beide Formen realisiert sind. Zum Verstandnis der
Diskretisierung und numerischen Behandlung einer solchen Erhaltungsgleichung soll hier
beispielhaft der Transport eines eindimensionalen Skalares ohne Quellen und Senken
unter Annahme konstanter Dichte betrachtet werden. In diesem Fall vereinfacht sich

Gleichung (3.11) zu

oV  I(uV)
ot * Ox
Um diese Gleichung numerisch auszuwerten, wird die approximative Losung
U? = U(z;,t") von Gleichung (3.13) auf dem diskreten Gitter

= 0. (3.13)

x; € {1, 29,23, ..., Tpy } mit ;41 — x; = Az = const.
e {th 283t mit "7 — " = At = const.

gesucht, unter Anwendung von finiten Differenzen. Dies kann tiber das sogenannte up-
stream-Advektionsschema (ein einfaches forward-in-time and forward-in-space (FTFS)
scheme) erfolgen, wobei die Differentialquotienten %‘m durch Differenzenquotienten

Vi1 =Y,

X ersetzt werden:
ui

n+l __ n o
v = +Fi—% Fi—&-% (3.14)

Hierbei beschreiben die Flussfunktionen Fj, 1, definiert tber

At

Fioy = | (g + i) Wi (g = fuicy ) 0] 557 (3.15)
FH—% - [(UH% Uit L )\I’z + <Ui+§ Wil ) ‘I’z‘+1} 22; (3.16)

den Transport zwischen den Gitterpunkten. Dies ist in Abbildung 3.2 veranschaulicht.
Die vorgenommenen Diskretisierungen kénnen die urspriingliche Gleichung (3.13) bis zu
einer Ordnung O(Az?, At?) approximieren. Die auftretenden Unterschiede werden als
implizite Diffusion bezeichnet. Die Rate dieser impliziten Diffusion kann im Falle kon-
stanter Windgeschwindigkeit (u = const.) tiber eine Taylorentwicklung 2. Ordnung fiir
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x(i-1) x(i)

Abb. 3.2: Schemazeichnung des Flusses zwischen Gitterpunkten.

U um den Zustand (z;,t") abgeschitzt werden. Mit der Einschrankung fir die Wind-
geschwindigkeit und nach Einsetzen der Flussfunktionen hat Gleichung (3.14) folgende

Form:

At
2Ax
At

= G ey + o ] S5

T — g [(u+\u|)\lf 1+(u—]u|)\11”}

= W7 (ot )V o )8 - 20y (37)
FEinsetzen der Taylorentwicklungen
ou[" 1%
n+1 n il - 2 2
Pt =l +atiAt+282 At+@(Aa: At?)
n n a\Ij 2 2
ow|" 182
Ul =0 — A Az?, At?
—1 = ax 2 82 +@( T t )
in Gleichung (3.17) fithrt auf
ov|" 19?0 ov|" 1920 |"
wr At AR =g [ (\If” Ar+ =221 A 2)
o |~ e, £ |Gt ) Ry
8\1/ 102w
—(u — v A —— A 2)
(w— ful) (7 + 5 Aoy A
At
— 2u|U | —— Az3, At
u ]QA +0(Ad*, AF)
" 82 ov 1 At
=
ow|" ov " 0 |1 ovl "
il 9 Az — 2A> 1
ot | " "ox| T on [('“"” B t@x]i (3.18)
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Die analytische Entsprechung dieser Gleichung lautet

U 9T 9 (Kaqf) (3.19)

ot Tr o \Mar

mit dem impliziten Diffusionskoeffizienten K = 1/ 2(|u|AJ: — UQAt). Die diskretisier-
te Gleichung (3.14) approximiert also statt der Advektionsgleichung (3.13) vielmehr die
Gleichung (3.19) (mit einer Genauigkeit 2. Ordnung). Diese Gleichung hat die Form einer
Advektions-Diffusionsgleichung mit dem Diffusionsterm a% (K g—f). Um das eigentliche
Ziel der Diskretisierung, namlich die Approximation von Gleichung (3.13) zu erreichen,
reicht es nicht aus, den Fehlerterm abzuziehen, da er wichtig fiir die Stabilitdt des Ver-
fahrens ist. In MPDATA wird die Kompensation dieses Fehlerterms dadurch realisiert,
dass nach dem ersten Advektionsschritt mit der physikalischen Geschwindigkeit u ein
weiterer Advektionsschritt durchgefithrt wird, durch den die Diffusion umgekehrt wird:

Anfangszeitpunkt ¢™: v (3.20)
1. Schritt zum Zwischenzeitniveau t*: Ui =W — Fi_1)9 + Fi)o (3.21)
2. Schritt zum Endzeitniveau ¢+ Yt = g — Fi,l/Q + 1:—11;+1/2 (3.22)

Hierbei sind die Flussgeschwindigkeiten F' analog zu Gleichung (3.15) definiert, wobei
statt u die “Antidiffusionsgeschwindigkeit” oder “Pseudogeschwindigkeit”
10V

in ihrer diskretisierten Form

Uy, — U ;12| A — U?H/QAt

U+ Ax

Uir1/2 = (3.24)
eingeht. Diese Geschwindigkeit 4 hat keine physikalische Bedeutung. Das mehrdimensio-
nale Advektionsschema ergibt sich als eine einfache Verallgemeinerung der eindimensio-
nalen Ergebnisse (Smolarkiewicz, 1982). Durch die zeit- und ortsabhéngige Berechnung
der Pseudogeschwindigkeiten folgt im MPDATA-Schema an jedem Gitterpunkt zu jedem
Zeitpunkt eine andere stromungsabhingige Kompensation des Fehlers.

3.1.7 Wellenanregung im Modell

Fir die gezielte Anregung von Schwerewellen in EULAG, deren weitere Propagation
und Modifikation durch die Tropopause anschlieend untersucht wird, werden in diesem
Abschnitt drei verschiedene Methoden vorgestellt. Die horizontalen Randbedingungen
sind dabei in allen Fallen periodisch.
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Modifikation der Topographie

Durch Einbau eines Hindernisses in das Modellgebiet wird anstromende Luft ausgelenkt,
wodurch Schwerewellen angeregt werden konnen. Bei der Wahl einer sinusférmigen To-
pographie mit periodischen Randbedingungen, wie in Abbildung 3.3c dargestellt, entwi-
ckelt sich unter konstanter Anstromung und bei geeigneter Stabilitat eine Welle, deren
Wellenlédnge der Berglange entspricht (Nappo, 2012). Die resultierenden Vertikalwinde
nach 480 min Simulationszeit in Abbildung 3.3b weisen ein Wellenmuster auf. In diesem
Fall dndert sich die Stabilitat der Umgebung, dargestellt in Abbildung 3.3a, in einer
Héhe von z = 10km von N? = 1-10%s™2 auf N? = 41052, Dies wird hier auch
am Windfeld sichtbar: die vertikale Wellenléinge nimmt deutlich ab. Bei orographisch
angeregten Wellen handelt es sich um ein stationidres Phanomen. Solange die Umge-
bungsbedingungen zeitkonstant sind, ist die Phasengeschwindigkeit ¢ = 0, siehe auch
Gleichung (2.30).

(2) N —
B 3 40
20 20+ Zeit: 480 min 30
20 =
g 15 E 15 4 10 E
n n e —————— 10 =
5 o — — S— o — — —a ] —20 3
0 0 — — — — — — -30
— L —— L — L _40
1 3 _5 C) [ ! ! 50 S g
N?in 10572 o =
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
r in km

Abb. 3.3: Wellenanregung im Modell durch Topographie bei Anstromung mit
u, = 3ms ', (a): Profil der Brunt-Viisila-Frequenz N2, (b): Vertikales Windfeld w,
ausgelost durch (c¢) sinusférmige Topographie.

Fiir eine sinusférmige Orographie kann bei konstantem Hintergrundwind wu, und konstan-
ter Brunt-Viisili-Frequenz N? eine analytische Lésung fir die Stromung berechnet
werden. Haben die Berge eine Wellenliange A\, = 27/ky und eine Hohe H, wird auch
genau diese Wellenldnge angeregt. Erfiillen die Hintergrundbedingungen die Propagati-
onsbedingung, ist also m € R, gilt fiir verschiedene physikalische Groflen, die iiber die
Polarisationsbezichungen (2.18) verkniipft sind (Nappo, 2012):

w(z,z) = —uy Hk sin(kxz +mz) (3.25a)
u(z,z) = uy Hm sin (kx + m 2) (3.25Db)
p(z,2) = —pou2 Hm sin (kx +m z2) (3.25¢)
O(x,z)=H d6 cos(kx+mz) (3.25d)

dz



36 3. MODELLE UND METHODEN

Initialisierung von Wellenpaketen

e —— Wahrend orographisch angeregte Wellen, wie

- ann im vorherigen Abschnitt beschrieben, ein sta-

5 ~—_ _yZaominl tiondres Phénomen sind, gilt das bei der Pro-
\ T oo pagation von Wellenpaketen nicht. Im Mo-

dell kann ein Wellenpaket beispielsweise durch

20r >< Vorschreiben einer Welle im Wind- und Tem-
/ peraturfeld zum Anfangszeitpunkt entstehen.

EN Dabei miissen die vorgegebenen Felder Losun-
i / gen des verwendeten Gleichungssystems sein.
Abbildung 3.4 zeigt ein Wellenpaket zu ver-

10 \\ schiedenen Zeitpunkten. Nach Rieper et al.
\> £2()13) wird eine Einhiillende fiir den Auftrieb

5 bo(2) = a - N*/mg exp {— ((Z*Zc)/L/Q)Z} verwen-
/ det und daraus werden iiber einen Ansatz

‘ (2.17) die ibrigen Felder «', w', 6" gemaf der

0 Eg’-FluSS I3 2 —poil w’1i?1 N2 15 polarisationsbeziehungen (2.38) bestimmt. Die

Anfangshohe des Wellenpakets betragt hier
Abb. 3.4: Wellenpaket (Einhiillende) zu -, = 6000 m und die anderen GréSen a = 0.1,
verschiedenen Zeitpunkten. A, = A, = 4000m und L ~ 5700 m.

Zeitabhangige Umgebungszustinde

Auch wenn die Rénder eines numerischen Modells so gewéhlt werden konnen, dass sie
moglichst wenig Einfluss auf die zu untersuchende Stromung haben, bleiben sie doch
vorhanden und machen es schwierig, manchen Fragestellungen nachzugehen. Um das
Auslosen von nach oben propagierenden Wellen am Unterrand zu implementieren und
gleichzeitig eine Reflexion von Wellen zu verhindern, die sich von oben dem Unterrand
ndhern, wurden zeitabhéngige Umgebungsbedingungen genutzt. Die formalen Hinter-
griinde sind in Abschnitt 3.1.2 und dort im Gleichungssystem (3.6) vorgestellt und eine
Anwendung folgt in Abschnitt 4.1.3.

3.2 Mehrschichtenmodell

In dieser Arbeit werden Simulationen aus EULAG auch mit einem Mehrschichtenmodell
verglichen, das von Piitz et al. (2018) entwickelt wurde. In diesem Modell wird Wel-
lenpropagation durch eine diinne Schicht, beispielsweise die Tropopause, betrachtet. Da
eine explizite Losung der Taylor-Goldstein-Gleichung (2.22) nur fiir konstanten Hinter-
grund gegeben ist, werden Regionen, die Gradienten in der Stabilitdt oder der horizon-
talen Windgeschindigkeit aufweisen, in viele diinne Schichten zerlegt, sodass stiickweise
konstante Profile fiir N? und w, betrachtet werden kénnen, die den tatséichlichen Hin-
tergrundzustand approximieren. Fiir die Boussinesq-Gleichungen ohne Hintergrundwind
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wird in jeder Schicht j mit j =1, ..., J eine Differentialgleichung fiir den Vertikalwind

d2w: N2
R <w§ _ 1) w; =0 (3.26)

gelost. Dies ist, mit der vertikalen Wellenzahl m; = —k /N;/w? — 1, durch eine Welle
w;i(z) = Aj exp(im; z) + B; exp(—im; z) (3.27)

gegeben. Eine negative vertikale Wellenzahl m; bedeutet nach oben gerichteten Ener-
gietransport (siehe Gleichung (2.26) in Abschnitt 2.2.1). Die Losungen miissen an den
Grenzflaichen z; zwischen zwei benachbarten Schichten stetig sein, fiir den Vertikalwind
und seine Ableitung muss

w;(2j) = wjr1(z)) und dw;(z;)/ dz = dwjy1(z;)/ dz (3.28)

gelten. Daraus folgt eine Bedingung fiir die Amplituden der Welle

Ajn ) _ 4,
( Bjn ) - M ( B; ) (8.28)

Die Komponenten der Matrix M, setzen sich im Wesentlichen aus den Wellenzahlen m;
und m;;; der Schichten zusammen (siehe Piitz et al., 2018). Wird dies fiir alle Teilschich-
ten so durchgefiihrt, erhdlt man in Kombination eine Gleichung, die die Amplituden der
transmittierten Welle aus der Schicht J 4+ 1 mit der inzidenten Welle aus der Schicht 1 in
Verbindung bringt. Randbedingungen fiir die Amplituden in der obersten Schicht J + 1
fithren schlieflich auf ein System, das durch

AJ+1 B det(M)
Al M2,2

(3.30)

gelost werden kann. Hier steht M fiir die Matrix, die durch Multiplikation aller Matrizen
M, der einzelnen Schichten entstanden ist und Ms o fiir einen ihrer Eintrage (2. Zeile,
2. Spalte). Gleichung (3.30) liefert also das Verhéaltnis der Amplitude der nach oben
propagierenden Welle oberhalb der in J Teilschichten zerlegten Region nicht-konstanter
Stabilitét (Ayi1) zur Amplitude der nach oben gerichteten Welle direkt unterhalb dieser
Region (A;). Dies kann benutzt werden, um Transmissionskoeffizienten zu berechnen,
siehe Kapitel 4.1 und 4.3.

3.3 Ray-Tracing-Modell

Die in Abschnitt 2.2.2 erwdhnte Herangehensweise, Wellenpaketen entlang der Grup-
pengeschwindigkeit zu folgen, wird in Ray-Tracing-Modellen angewandt. Bei dieser mit
Strahlverfolgung iibersetzbaren Methode wird untersucht, wie sich die Welleneigenschaf-
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ten entlang von Strahlpfaden verdndern. In Kapitel 4.3 werden EULAG-Simulationen
mit einem Ray-Tracing-Modell verglichen, das von Muraschko et al. (2015) und Boloni
et al. (2016) entwickelt wurde. Dort gelten, mit der materiellen Ableitung im Bezugs-
system der Gruppengeschwindigkeit D,/Dt = 0/0t + ¢,.0/0z, folgende prognostische

Gleichungen:
S )
D}gtw _ i ddlio (3.31¢)
D]gff _ _ dﬁgzz (3.31d)

Bei der Losung des Gleichungssystems (3.31) koénnen Probleme auftreten, wenn sich
mehrere Strahlen schneiden. In der WKB-Annahme gibt es an jedem Punkt genau ei-
ne lokale Phase und Amplitude. Schneiden sich mehrere Strahlen, die dann an einem
Punkt verschiedene Werte fiir m, w, & und also auch c,, haben, ist die rechte Seite der
Gleichung (3.31d) nicht mehr definiert.

Dieses Problem kann umgangen werden, wenn die Strahl-Gleichungen zu einer Trans-
portgleichung fiir die Wellenwirkungsdichte .4 im Ort-Wellenzahl-Phasenraum umge-
formt werden (Hertzog et al., 2002). Dabei ist die Wellenwirkungsdichte eine Uberlage-
rung einzelner WKB-Felder mit Index o € R, die nicht miteinander interagieren:

N (z,m,t) = /%(z, £)8[m — ma(z,t) da (3.32)
R

Mit der Transportgleichung der Wellenwirkungsdichte 4" im Ort-Wellenzahl-Phasenraum

oN N 0(cgz N) N A(m N
ot 0z om

kann aus einer Anfangsverteilung ./, (z, m) ihre weitere zeitliche Entwicklung berechnet

=0 (3.33)

werden. Zur Interpretation der physikalischen Bedeutung der Ergebnisse konnen mithilfe
der Gleichungen (2.53) und (2.55) Impulsfluss, durch die Welle induzierter Hintergrund-
wind und Energie aus der Wellenwirkungsdichte ermittelt werden:

1 7
v = — / kcg, N(m,z,t) dm (3.34)
Po I

ou, 0 (1 by
% — 5 (PO_ZO kcg. N (m,z,t) dm) (3.35)

E= / N (m, 2, 1) & dm (3.36)
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3.4 Analysemethoden

3.4.1 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation erlaubt es, kontinuierliche, nicht-periodische Signale oder
Funktionen in ein kontinuierliches Spektrum zu zerlegen, welches durch die Spektral-
funktion beschrieben wird. Einer Funktion f(z) wird ihre kontinuierliche Fourier-Trans-
formierte (Spektralfunktion) F'(k) tber die Integrale

+00 . +o0 .
F(k) = / fl@)e 2™ *ody  und  f(x) = / F(k)e2™ b dk.  (3.37)
zugeordnet (siehe Butz, 2012; Weisstein, 2019). Aus diesen kontinuierlichen Funktionen
konnen durch Diskretisierung der Frequenz F' (k) als F'(k,) =: F,, mitn =0,1,..., N — 1
und durch Diskretisierung des Ortes f(z) als f(z;) =: f; mit j =0,1,..., N — 1 ermit-
telt werden (mathworks.com, 2019):

1 N-1

N-1
Fn = Z fj e—?wijn/N und f] - N Z Fn 627rijn/N (338)
7=0

n=0

In Abbildung 3.5 sind drei Beispiele
| f(z) f fir Schwingungen f(z) und ihre Fourier-
Transformierten F'(k) dargestellt. Im obe-
ren Bildteil erkennt man, dass das Frequenz-
spektrum F'(k) einer Schwingung f(z), die
auf einen Ortsbereich begrenzt ist, dem Ver-
lauf des Beugungsmusters an einem Spalt
folgt (Gerthsen, 2006). Dieser Zusammen-
hang gilt genau umgekehrt auch fir die
Riicktransformation (Mitte): Ein begrenztes
Intervall im Frequenzraum resultiert in ei-

ner Schwingung mit mehreren Maxima, de-

= =5

ren Einhiillende dem Beugungsmuster an ei-
nem Spalt entspricht. Die unteren Bilder zei-

gen eine durch eine Gauf}-Kurve modulierte

Abb. 3.5 Beispiele fiir Fourier- Sinusschwingung f(z), welche im Frequenz-
Transformationen, aus Gerthsen raum ebenfalls durch eine Gau-Kurve F'(k)
(2006) (bearbeitet). beschrieben wird.

3.4.2 Wavelet-Transformation

Mithilfe der Wavelet-Transformation kénnen aus einer Datenreihe nicht nur die auftre-
tenden Frequenzen extrahiert werden, sondern auch Informationen dariiber, in welchen
Abschnitten der Datenreihe welche Frequenzen dominant sind. Als Basisfunktionen wer-
den dabei raumlich lokalisierte Wellen, sogenannte Wavelets, verwendet.



40 3. MODELLE UND METHODEN

Im Folgenden wird die Wavelet-Analyse anhand einer Datenreihe f(z) erldutert, die ent-
lang einer raumlichen Achse z variiert. Dabei wird auf die Beschreibung in Torrence &
Compo  (1998) zurick gegriffen. Die Autoren stellen auf der Website
http://atoc.colorado.edu/research /wavelets/ Software zur Anwendung der Wavelet-Ana-
lyse zur Verfligung, die in dieser Arbeit verwendet wurde.

Hier wurde das Morlet-Wavelet 1,(n) benutzt, das von einem dimensionslosen Ortspa-
rameter n abhéngt und als

Wy(n) = 7 /A etwon ¢/ (3.39)

definiert ist. Real- und Imaginérteil von v, sind in Abbildung 3.6a dargestellt. Wird
f(#) als eine Datenreihe f; diskretisiert, die bei konstanter Intervallgréfie Az auf einem
Gitter mit Index j = 0, ..., N-1 definiert ist, kann daraus die kontinuierliche Wavelet-
Transformation W), (s) ermittelt werden. Diese ist definiert als Faltung von f; mit einer
skalierten und verschobenen Version der Wavelet-Funktion:

(' —j)Az]

: (3.40)

N—-1
Wi(s) = 3 Sy [
7/=0

Hierbei ist ¢* = [(Asz)lﬂ wo} ' die komplex konjugierte normierte Wavelet-Funktion 1),.
Indem die Wavelet-Skala s variiert und * entlang des Ortsindex j verschoben wird,
kann ein Bild rekonstruiert werden, das sowohl die Amplitude einzelner Merkmale des
Signals zeigt als auch die Variation der Amplitude mit dem Ort.

Fiir jede Skala s muss Gleichung (3.40) N-mal angewandt werden, damit die kontinu-
ierliche Wavelet-Transformation approximiert wird. Diese Berechnung erfolgt deutlich
schneller im Fourier-Raum, wo die Wavelet-Transformation gleichzeitig fiir alle N durch-
gefithrt werden kann. Fiir die Skalen s empfiehlt sich eine Wahl von M Skalen, die als
Vielfache von 2 ausgedriickt werden:

Sm= 52" mit m=0,1,...M und M = Am™" logy(N Am/s,)

Die kleinste Skala s, sollte dabei so gewéhlt werden, dass die entsprechende Fourier-
Periode etwa 2 Az betragt. Aus der komplexen Wavelet-Transformierten W;(s) kann
das reelle Wavelet-Leistungsspektrum |WW;(s)| berechnet werden. Bei der Interpretation
dieses Spektrums muss beachtet werden, dass bei der Fourier-Transformation eine An-
nahme beziglich zyklischer Daten gemacht wird, die nicht unbedingt erfillt ist. An den
Réandern des Datensatzes konnen deshalb Fehler auftreten. Der Einflusskegel (engl.: cone
of influence) gibt an, in welchen Bereichen des Spektrums Randeffekte wichtig werden.
Er ist definiert als e-Abklingzeit 7, der Wavelet-Leistung zu jeder Skala s und fiir das
Morlet-Wavelet gilt 7, = /2 .

Im rechten Bildteil von Abbildung 3.6¢ ist ein Wavelet-Leistungsspektrum dargestellt,
in dem auch der Einflusskegel als weifle Linie markiert ist. Die schwarze Kontur gibt
ein Konfidenzniveau von 95 % an, bezogen auf ein Spektrum roten Rauschens mit lag-
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Abb. 3.6: (a) Morlet-Wavelet aus Torrence & Compo (1998), (b) vertikales Windfeld mit
Markierung des Schnitts (rot-gestrichelt), (¢) normierter Vertikalwind w (links) und
zugehoriges Wavelet-Leistungsspektrum (rechts).

1-Koeffizient 0.72 (siehe Torrence & Compo, 1998). Es zeigt die Wavelet-Analyse ei-
nes Profils des Vertikalwinds (mittlerer Bildteil von Abbildung 3.6¢) aus einer EU-
LAG-Simulation. Der Vertikalschnitt durch das Windfeld ist in Abbildung 3.6b als
rot-gestrichelte Linie dargestellt. Im Wavelet-Leistungsspektrum, das mit dem Morlet-
Wavelet (Abbildung 3.6a) erstellt wurde, konnen einzelne Bereiche als dominante Signale
ausgemacht werden. Im unteren Bereich bis zu einer Hohe von z = 10km ist eine ver-
tikale Wellenlange A, zwischen etwa 2000 m und 3 000 m verstarkt vorhanden, wahrend
in grofferen Hohen kleinere Wellenlangen von unter 1000 m das Spektrum bestimmen.
Dieser Fall ist in Abschnitt 4.2.1 ausfiihrlich besprochen.
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4 Ergebnisse

4.1 Zur Bestimmung von Transmissionskoeffizienten

Eine Frage, der im Zusammenhang mit der Ausbreitung von Schwerewellen durch die
Tropopause nachgegangen werden kann, ist, inwiefern eine Welle durch diese Region voll-
stdndig hindurch propagiert oder ob ein Anteil der Welle woméglich reflektiert wird. In
Abbildung 4.1 ist die Transmission und Reflexion einer Welle illustriert, die sich von einer
Schicht 7 in eine Schicht j+1 ausbreitet, wobei in beiden Schichten jeweils eine konstante
Brunt-Vaisala-Frequenz herrscht, die sich an ihrer Schnittstelle sprunghaft éndert. Die
Berechnung von Transmissionskoeffizienten bietet eine Moglichkeit, fiir eine Wellenpro-
pagation durch eine bestimmte Schicht den reflektierten und transmittierten Anteil zu
quantifizieren. Dabei wird eine Grofie benutzt, die bei der Wellenpropagation ohne Refle-
xion und andere Verluste erhalten ist und ermittelt, zu welchem Anteil die Grofle in der
zu untersuchenden Situation tatséchlich erhalten wird. Fiir ebene Wellenlosungen der
; Boussinesq-Gleichungen (2.10) kénnen Transmissionsko-
effizienten in einem Mehrschichtenverfahren ermittelt

werden, siehe zum Beispiel Sutherland & Yewchuk (2004)

¢ und Piitz et al. (2018). Dabei wird ausgenutzt, dass sich
die aus den Boussinesq-Gleichungen abgeleitete Taylor-

J Goldstein-Gleichung (2.22) fiir konstanten Hintergrund-
r wind u, und konstante Brunt-Viisila-Frequenz N ana-

i lytisch losen lésst. In diesem Kapitel werden Ergebnisse
aus einem solchen Mehrschichtenverfahren mit hochauf-

gelosten EULAG-Simulationen verglichen. Dabei werden

|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
J
T

2 Wellen betrachtet, die in der z-z-Ebene durch eine in
Nj2 Nj2+1 Ruhe befindliche Atmosphére propagieren und dabei ei-
Abb. 4.1: Skizze einer Welle ne Schicht nicht-konstanter Stabilitdt durchlaufen. Die-
i, die einfallend (engl.: in-
cident) aus einer Schicht j
in eine Schicht j + 1 pro-
pagiert - ein Teil der Welle
wird reflektiert (), ein Teil
wird transmittiert ().

se Schicht repréasentiert die Tropopausenregion und ihre
Dicke wird im Folgenden mit d bezeichnet. Wird sie in
geniigend viele Teilschichten j zerlegt, kann man in jeder
dieser Schichten N; als konstant annehmen und Losungen
fiir die Teilschichten bestimmen, welche durch Kopplung
und Anpassen der Randbedingungen eine asymptotische
Losung fir den gesamten Propagationsvorgang darstellen. In Ptitz et al. (2018) ist erldu-
tert, welche Genauigkeit aus welcher Anzahl an Teilschichten j = (1,...,J) folgt. Ohne
Dissipation und Hintergrundstréomung ist die mittlere Energie E einer Schwerewelle er-
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halten, siehe Gleichung (2.46) in Abschnitt 2.2.2. In einer stationdren Situation gilt fiir

den vertikalen Energiefluss ¢y, I/ = const., was sich mit
— muw 1

3

N? 9
Poﬁ|w| =

ausdriicken lasst. Hierbei sind & und m horizontale und vertikale Wellenzahlen, w ist
die Frequenz der Welle und |w|? die Amplitude des Vertikalwinds. Der Hintergrund
weist die Brunt-Vaisala-Frequenz N und die Dichte p, auf, fiir welche hier angenommen
wird, dass sie sich iiber die Tropopause hinweg kaum andert und deshalb als konstant
angesehen werden kann. Damit kann der Wellenenergiefluss ober- wie unterhalb der
Region nicht-konstanter Brunt-Vaisaléd-Frequenz in ein Verhaltnis gesetzt werden, das
als Transmissionskoeffizient T'C' definiert ist und hier als

2

o e B)y pmet eP) @R, mg s mau,

(ng E)l (2 k2)J+1 (pO mwg ‘w‘2>1 B my |/wl|2 B Mg ’U)ts‘2

(4.2)

berechnet wird. Hierbei wird auch angenommen, dass sich weder die horizontale Wel-
lenzahl k& noch die Frequenz w dndern und im letzten Umformungsschritt aulerdem die
Schicht 1 mit der Ursprungsregion der Welle, der Troposphéare mit konstanter Brunt-
Viisila-Frequenz Ny = N,, assoziiert und die Schicht J + 1 mit der Stratosphére und
konstantem N, die auf die J Schichten der Tropopausenregion folgt. Vollstandige Trans-
mission fithrt zur Erhaltung der Energie und T'C' = 1, wéhrend niedrigere Werte darauf
schlieffen lassen, dass ein Teil der Energie reflektiert wurde und nicht in der oberen
Schicht ankommt. Dieser Teil ldsst sich durch den Reflexionskoeffizienten RC' := TC —1
beschreiben.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Sensitivitdtsstudien der Transmission hinsichtlich der
Parameter w/N, und d/\, durchzufithren. Dabei wird einerseits die Frequenz der Welle
w zur Eigenfrequenz der Umgebung der Ursprungsregion der Welle NV, ins Verhaltnis
gesetzt und andererseits die horizontale Wellenlange A\, mit der Tropopausenschichtdicke
d verkniipft. Dabei kann das Frequenzverhaltnis w/N, mit Gleichung (2.31) tiber

k k w

w
cos(V¥) = = = — & ¥ = arccos () 4.3
) VR Em2 N2k jw? N No 4

mit der Ausbreitungsrichtung der Welle in Verbindung gebracht werden, was auch in

)
90 80 70 60 50 40 30 2010

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
w/NU

Abb. 4.2: Zusammenhang zwischen Frequenzverhéltnis w/N, und Ausbreitungswinkel 9.
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Abbildung 4.2 illustriert ist. Der Winkel ¥ beschreibt dabei den Winkel, den die Pha-
senlinien der Welle mit der Vertikalen einschlieflen, siehe auch Abbildung 2.1. In diese
Richtung ist auch die Gruppengeschwindigkeit ¢, und damit der Energietransport ori-
entiert, siche Abschnitt 2.2.1.

Bei der Berechnung von Transmissionskoeffizienten aus EULAG-Simulationen, die di-
rekt mit dem Mehrschichtenmodell von Ptz et al. (2018) in Zusammenhang gebracht
werden sollen, kamen interessante Fragen zur Vergleichbarkeit der Ergebnisse auf. Ein
grundlegender Unterschied des Mehrschichtenansatzes zu numerischen Simulationen ist
es, dass bei letzteren mit einem fest definierten Gebiet mit Réndern gearbeitet wird,
wihrend das Mehrschichtenmodell die Analyse einer Welle vorsieht, die aus dem Unend-
lichen kommt und ins Unendliche geht. Es werden nun verschiedene Anséitze vorgestellt,
um zu illustrieren, wie das schliefilich gewéhlte Vorgehen zustande kam.

4.1.1 Wellenpaket

Der erste Ansatz, um die Propagation einer Welle durch eine ruhende Atmosphére zu
untersuchen, war es, zu Beginn der Simulation ein Wellenpaket vorzuschreiben, das aus-
gehend von der Troposphére nach oben propagiert und dabei eine Region mit einem
Gradienten in N durchlduft. Ausschnitte von Momentaufnahmen einer solchen Simu-
lation sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Das Modellgebiet betragt L, = 10km und
L. = 50km mit einer rdumlichen Auflésung von Az = Az ~ 50 m und einer zeitlichen
Auflosung At = 5s. Es werden die Boussinesq-Gleichungen gelost, was durch die Wahl
des anelastischen Gleichungssystems mit Basiszustand 1ipps=0 realisiert ist, siehe Ab-
schnitt 3.1.3. Der Umgebungszustand weist in einer Hohe von z;, = 11km eine lineare
Anderung der Brunt-Viisili-Frequenz auf, die dort innerhalb einer Schicht der Ausdeh-
nung d = 1000m von N2 =1-10"s?2 auf N2 = 4-10™s? zunimmt, wie ganz links in
Abbildung 4.3 illustriert:

2 - d
N2, fir 2 < 2p — 5
2 NZ—N2 -
No(z) = { NZ + —=——&= (z—[ztp—gD, futhp_g<Z<th+% (4.4)
N2, fiir 2p + 4 < 2

Das Wellenpaket weist bei einer Frequenz w = 0.0098s™! eine horizontale Wellenzahl
ky=2m/\, =27/(2000m) auf und hat damit geméf Gleichung (2.31) eine vertikale
Wellenzahl von m, = —27/\, = —27/(9850m). Die tiefgestellte 0 steht fiir die Ur-
sprungsregion des Wellenpakets und ist hier mit der Troposphére gleichzusetzen. Es
wird m, < 0 und damit eine Welle mit nach oben gerichtetem Energietransport gewahlt,
siche Abbildung 2.1. Mit der Brunt-Viisili-Frequenz in Bodennihe N, = N = 0.01s™
ergibt sich fir die Quotienten d/A, = 0.5 und w/N, = 0.98, das Wellenpaket breitet
sich also nahezu vertikal mit 9 = 11° aus, sieche Abbildung 4.2. Alle Gréflen des Wellen-
feldes sind mit einer Fermifunktion 1/(exp[sf (z — z.)/L.] + 1) gewichtet und damit zu
Simulationsbeginn bei ¢, auf den Bereich unterhalb von z. = 8 000 m beschrankt, wobei
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die Abnahme hin zu Null weich ist und durch den Parameter s; = 50 charakterisiert
wird. Wahrend der Simulation kann das Wellenpaket dann frei nach oben propagieren.
Die Fermifunktion ist in die Amplitude des Auftriebs b eingeschrieben, genauso wie die
dimensionslose Amplitude a, die ein MaB dafiir ist, wie weit b von der Schwelle der sta-
tischen Instabilitat by = %3 (siche Gleichungen 2.38 und 2.70) entfernt ist. Diese betréigt

hier @ = 0.01 und die Definition des Wellenpakets orientiert sich an Rieper et al. (2013):

A N2
b(z) = 8% (4.52)
my €Xp [sf %] + m,
u(z, z,ty) = %%B cos (k:ox +myz — g) (4.5b)
o Vg
w(z, z,t,) = % b cos (ko T +mez+ ;T) (4.5¢)
0
0. ~
O(x,z) = — b cos (kyx + m, 2) (4.5d)
g

Die Zeitreihe des Vertikalwindes in Abbildung 4.3 zeigt, wie das Wellenpaket nach 1h
in die Stratosphére eintritt und dort mit einer deutlich kleineren vertikalen Wellenldnge
weiter propagiert. Aus der Dispersionsrelation (2.31), hier m; = —kgy/N ]2 Jw? — 1, ergibt
sich das Wellenzahlverhaltnis mg/mys =~ 8.8, wobei fir N; entweder die Brunt-Véaisala-
Frequenz der Stratosphéire Ny oder die der Troposphéire N, eingesetzt wird.

Anhand der veranderten Neigung der Phasenlinien in der Troposphére nach 3h Simu-
lationszeit ist ersichtlich, dass dort der an der Tropopause reflektierte Anteil der Wel-
le in Richtung Boden propagiert. Nach 6h Simulationszeit wird die Welle wiederum
am Boden reflektiert und propagiert erneut nach oben. Dies deckt sich mit der nach
Gleichung (2.29) errechneten vertikalen Gruppengeschwindigkeit fir die Troposphére
Cor ~ 2.2km h™, wonach es ungefahr 5h dauert, bis die Welle die Strecke von 11km
zwischen Boden und Tropopause zuriick gelegt hat. Nach 9h findet erneut Transmission
eines nun bereits am Boden reflektierten Anteils des Wellenpakets in die Stratosphére
statt. Der in die Stratosphéare transmittierte Teil des Wellenpakets propagiert ab t = 2h
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Abb. 4.3: Propagation eines Wellenpakets durch eine Tropopause mit linearer Stabili-
tatszunahme in der Hohe 2z, = 11 km, fiir das w/N, = 0.98, d/\, = 0.5 und a = 0.01
gilt. Dargestellt ist das Profil der Brunt-Vaisélé-Frequenz (links) sowie Ausschnitte
aus dem vertikalen Windfeld zu verschiedenen Simulationszeiten.
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Abb. 4.4: Transmissionskoeffizienten fiir die Propagation von Wellenpaketen durch ei-
ne Tropopause mit linearer Stabilitdtszunahme in der Hohe 2z, = 11km, fir die
w/N, = 0.98 und d/\, = 0.5 gilt. Dargestellt ist der Zeitverlauf der Transmissi-
onskoeffizienten fiir verschiedene Amplituden a, die die Abweichung zur statischen
Instabilitiat b, = N2 /m, beschreiben. Ergebnisse aus der Simulation in Abbildung 4.3
sind als gelbe Kreise dargestellt.

weiter bis an den Modelloberrand, wobei sowohl die Amplitude des Wellenpakets als
auch seine Ausdehnung immer weiter abnehmen.

Zur Berechnung der Transmissionskoeffizienten nach Gleichung (4.2) wird fir jeden Zeit-
punkt die Amplitude |wg(t)| in der Stratosphéire mit der Amplitude in der Troposphére
zu Beginn der Simulation |ws(t,)| ins Verhéltnis gesetzt. Die Amplituden werden dabei
als das Maximum der absoluten vertikalen Windgeschwindigkeit innerhalb zweier Re-
gionen jeweils ober- und unterhalb der Tropopause ermittelt. Die vertikale Ausdehnung
jeder dieser Schichten betragt A, = 4km. In Abbildung 4.4 sind die Transmissionsko-
effizienten der in Abbildung 4.3 dargestellten Simulation als gelbe Kreise gezeigt, neben
den Transmissionskoeffizienten von drei weiteren Simulationen, die sich lediglich in der
Amplitude a voneinander unterscheiden.

Die Transmissionskoeffizienten weisen eine starke Abhéngigkeit vom betrachteten Zeit-
punkt auf. Zwischen ¢ = 2h und ¢ = 4 h werden die hochsten Werte erreicht, in diesem
Zeitraum durchlauft das Wellenpaket die Tropopausenregion (Abbildung 4.3). Allerdings
iibersteigen die Werte bei t = 3h und ¢t = 4 h den physikalisch eigentlich maximal mogli-
chen Wert von T'C' = 1 deutlich, Werte bis 2.55 werden erreicht. Dieses Verhalten wurde
in verschiedenen Konfigurationen fiir diesen Simulationstyp so beobachtet und trat auch
auf, wenn nicht |ws(t,)| sondern |w(t)| zur Berechnung der Transmissionskoeffizienten
benutzt wurde.

Ein Grund hierfiir kénnte die Form des Wellenpakets sein. Wéhrend der obere Rand
durch die Fermifunktion (siehe Gleichung 4.5a) begrenzt wird, stellt sich der untere
Rand, sobald die Welle zu propagieren beginnt, als ein Sprung der Einhiillenden von 1
auf 0 dar. Eine derart rdumlich begrenzte Schwingung entspricht im Frequenzraum einer
Verteilung mit einem Hauptmaximum und mehreren Nebenmaxima bei verschiedenen
Wellenzahlen, siche Abschnitt 3.4.1 und dort die oberen beiden Bilder in Abbildung
3.5. Die Schwingung setzt sich also aus unterschiedlichen, weit voneinander entfernt
liegenden Wellenzahlen zusammen, wodurch die Dispersion erhoht wird. Unterschiedli-
che Komponenten breiten sich unterschiedlich schnell aus, konnen dadurch aufeinander
auflaufen und so eine Verzerrung des Wellenpakets bewirken. Tatsédchlich weist der Ver-
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Abb. 4.5: Oben: Wie Abb. 4.3, aber mit Amplitude a = 0.1. Unten: Anfanglich initiali-
sierter Umgebungswind u, = 0m/s (hellblau) und horizontal gemittelter Horizontal-
wind (dunkelblau) fiir verschiedene Zeitpunkte.

tikalwind nach 1h in einer Hohe von etwa 5km hohere Geschwindigkeiten auf als zu
Simulationsbeginn, was damit zusammen hangen kénnte. Auflerdem kénnen auch be-
reits einsetzende partielle Reflexion des Wellenpakets an der Tropopause und die Uber-
lagerung der initialen und reflektierten Amplituden eine Rolle spielen. Das Maximum
bei z = 5 km propagiert vertikal und kann zu einem spéateren Zeitpunkt, etwa nach 3h
oder 4 h, durch die Tropopause transmittiert werden. In der unteren Stratosphéire wer-
den dann Amplituden detektiert, die durch Dispersion und Uberlagerung ungewohnlich
hoch sind, wodurch Transmissionskoeffizienten auftreten kénnen, die grofler als 1 sind.

Wird der Zeitpunkt ¢ = 2 h betrachtet, zu dem das Wellenpaket bereits in die Tropopau-
senregion eingedrungen ist, aber die Reflexion noch nicht sehr weit fortgeschritten ist,
ergibt sich als Mittelwert iiber alle vier Simulationen T'C' = 0.66. Das Mehrschichtenver-
fahren aus Piitz et al. (2018) zeigt fiir die hier gezeigte Konfiguration von Wellenlange
und Frequenz einen Wert von TC =~ 0.7. Die beiden Methoden scheinen also, zumin-
dest fiir eine Momentaufnahme, dhnliche Werte zu liefern. Allerdings ist die Wahl des
richtigen Zeitpunkts, zu dem die Transmission betrachtet wird, nicht eindeutig moglich.

Generell weisen die drei Simulationen mit geringen Amplituden sehr dhnliche Werte auf.
Lediglich die Simulation mit a = 0.1 zeigt eine deutliche Abweichung hin zu kleineren
Werten fiir T'C'. Diese Simulation ist in Abbildung 4.5 im Zeitverlauf dargestellt. Neben
Ausschnitten aus dem vertikalen Windfeld ist auch das horizontal gemittelte Profil des
Horizontalwindes u gezeigt.

Der Verlauf der vertikalen Windgeschwindigkeit in der Stratosphéare zeigt, dass nach
t = 2h ein Teil der Welle durch die Tropopause transmittiert wird und weiter nach oben
propagiert (¢ = 3h). Bei t = 4h ist erneut eine Wellenstruktur in der unteren Strato-
sphére vorhanden, wiahrend oberhalb von etwa 17 km Hohe kein Signal mehr zu sehen ist.

m/s
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Diese erneute Transmission der Welle in die Stratosphéare kann auch mit der Form des
Wellenpakets zusammenhéngen, wie bereits oben mithilfe der Fourier-Transformation
und Dispersion erldutert. Das Windfeld w in Abbildung 4.5 zeigt nach t = 1h zwischen
starkeren Maxima und Minima in etwa 4 km und 9 km Hoéhe einen Bereich mit etwas
niedrigeren Werten |w|. Die erneut auftretende Transmission in die untere Stratosphéare
nach 4h kann durch das Eintreten des unteren Maximums (bei ¢ = 1h in 4 km Hohe) in
die Stratosphére erkldrt werden.

An beiden Variablen ist ablesbar, wie bereits nach ¢ = 1 h nicht-lineare Effekte auftreten
und die Welle bricht. Zu spateren Zeitpunkten kann beobachtet werden, dass die Welle
weder in der Tropopsphére noch in der Stratosphére fiir einen lingeren Zeitraum weiter
propagiert. Schnell werden alle Amplituden sehr klein, verglichen mit der Ausgangsam-
plitude zum Zeitpunkt ¢, = Oh. Auf den Grundstrom hat das brechende Wellenpaket
hier jedoch eine deutliche Auswirkung (Abbildung 4.5) - im Vergleich zum Simulations-
beginn, als u, = 0 im gesamten Modellgebiet galt, gibt es auch nach 9h Bereiche mit
erhohtem mittleren Horizontalwind .

Es wurde deutlich, dass hier eine grofle Schwankung der Transmissionskoeffizienten mit
der Zeit auftrat, sodass diese Herangehensweise nicht ideal mit den Ergebnissen aus
dem Mehrschichtenmodell vergleichbar ist. Es wurden verschiedene weitere Simulationen
durchgefiihrt, in denen die Ausdehnung des Wellenpakets relativ zu seiner Wellenldnge
sehr hoch war und diese Simulationen wurden fiir sehr weit in z-Richtung ausgedehnte
Modellgebiete erstellt. Dennoch war das Ergebnis nicht zufriedenstellend, sodass ein
sinnvoller Vergleich nicht durchgefithrt werden konnte.

4.1.2 Vorschreiben der Welle am Unterrand

Eine Moglichkeit, einen stationdren Zustand anzustreben, der eine vergleichbare Be-
rechnung von Transmissionskoeffizienten zulésst, ist es, die gewiinschte Losung zu jedem
Integrationsschritt in einer Schicht am Unterrand des Modellgebiets vorzuschreiben, also
eine standige Quelle fiir Schwerewellen zu definieren.

Ein Beispiel einer solchen Simulation ist in Abbildung 4.6 gezeigt. Die Brunt-Viisala-
Frequenz erfihrt nun keine Zunahme bei zunehmender Hohe, sondern ist konstant bis
auf eine Schicht mit verringerter Stabilitiat. Auch wenn die Stabilitat dort so gering
ist, dass nach linearer Theorie keine Propagation von Wellen stattfinden konnte, ist es
doch moglich, dass Wellen eine solche Schicht tiberwinden Dieses Phanomen wird als
Wellentunneln bezeichnet und kommt in verschiedenen Bereichen der Physik vor. Die
theoretischen Grundlagen fiir die Atmosphére wurden beispielsweise von Fritts & Yuan
(1989) und Sutherland & Yewchuk (2004) untersucht und gehen dabei auf Erkenntnisse
iiber den Ozean von Eckart (1961) zurtick. Wellentunneln ist nicht spezifisch mit der
Tropopause verkniipft, dort findet fiir gewohnlich eine Zunahme der Stabilitdat statt.
Jedoch kénnen solche Schichten erniedrigter Stabilitéit in verschiedenen Hohenbereichen
der Atmosphéare auftreten, weshalb auch ein solches Phanomen hier untersucht werden
soll.
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Das Modellgebiet hat eine rdumliche Ausdehnung von L, = 10km und L, = 50 km mit
einer Auflésung von Ax = Az ~ 50 m und die Simulationen werden mit einer zeitlichen
Auflésung von At = 5s durchgefiihrt. Es werden die Boussinesq-Gleichungen gelést,
was durch die Wahl des anelastischen Gleichungssystems mit Basiszustand 1ipps=0
realisiert ist, sieche Abschnitt 3.1.3. Das Umgebungsprofil der Brunt-Vaisila-Frequenz
ist in Abbildung 4.6 illustriert. Es ist konstant bei N2 = N2 = N2 = 1057 bis auf eine
Schicht von d = 500 m Dicke in einer Hohe von z; = 16 km, innerhalb der die Stabilitat
auf N2. = 0.25-10"*s™2 zuriick geht:

min

N2, fir z < ztp - %
Nt25+nu2711\7§ (z— [ztp—gD, fur ztp— 2 < zp — do
N?*(z) = N2, fir 2z, — dy < 2 < 2z + da (4.6)
N2, + ]\[02;7]1\[3‘“‘ (z = [2p + o)), filr zp +do < 2 < 2 + &
N2, fiir zp 4+ 2 < 2

Hier gilt d; = 0.2-d, do = 0.3 -d und d = 2(d; + dy). Das Vorschreiben der Welle am
Unterrand dhnelt der Definition des Wellenpakets in 4.5a-4.5d, beinhaltet jedoch eine
Abhéngigkeit von der Zeit ¢:

2
b= a g (4.7a)
myg
u(z, z,t) = %%bcos <k: x—i—moz—g—wt) (4.7b)
w T
w(z, z,t) = Nz b cos (kzox—l—moz+ 5 —wt) (4.7¢)
0
0. ~
O(x,2) = — b cos (ky x4 my 2) (4.7d)
g

Die initiale Welle hat eine horizontale Wellenzahl von k, = 27/, = 27/(5000m)
und eine vertikale Wellenzahl von m, = =27/, ~ —27/(6670m), was gemafi der
Dispersionsrelation (2.31) eine Wellenfrequenz von w = 0.008s™ bedeutet. Damit gilt
w/N, = 0.8, ¥ ~ 37° und d/\, = 0.1. Die Amplitude betragt a = 0.01. Die oben
genannten Groflen werden zu Beginn der Simulation im gesamten Modellgebiet vorge-
geben und im Laufe der Zeitintegration fiir alle z < 2000 m weiter vorgeschrieben. Die
ebenfalls oszillierenden Felder fiir Druck p und Dichte p werden im Modell durch den
Druckléser bestimmt, im Einklang mit dem gewéhlten Gleichungssystem. Das Windfeld
in Abbildung 4.6 zeigt, dass die Welle auch oberhalb der Region reduzierter Stabilitat
deutlich ausgepragt ist, es tritt also Wellentunneln auf. Da die Brunt-Vaiséila-Frequenz
hier sowohl ober- als auch unterhalb der Tropopause denselben Wert annimmt, gilt fiir
das Verhéltnis der vertikalen Wellenzahlen my/ms = 1. Fiir das Amplitudenverhéltnis
wurde zu jedem Zeitpunkt jeweils das Maximum der Amplitude des Vertikalwindes w
in einer Schicht der Dicke A,, = 1700 m ober- und unterhalb der Tropopause bestimmt,
2

um den Quotienten |wgs(#)]?/|wis(t)|? zur Berechnung des Transmissionskoeffizienten zu
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Abb. 4.6: Propagation einer standig am Modellunterrand vorgeschriebenen Welle durch
eine Schicht reduzierter Brunt-Vaisala-Frequenz in der Hohe zy, = 16km, fir das
w/N, = 0.8, d/A\; = 0.1 und a = 0.01 gilt. Dargestellt ist das Profil der Brunt-
Viisala-Frequenz (links) sowie das vertikale Windfeld nach 300 min Simulationszeit
(rechts).

berechnen. Die so ermittelten Werte aus einer Reihe von Simulationen mit variierender
Schichtdicke d sind in Abbildung 4.7a aufgetragen, neben einer Darstellung aus Piitz
et al. (2018) zu Werten vergleichbarer Wellenkonfigurationen aus dem Mehrschichten-
ansatz (Abbildung 4.7b). Die Variation der Werte d/\, erfolgt durch das Vorschreiben
verschiedener Schichtdicken d € {500m, 750m, 1000m,...,2500m}.

Zum Zeitpunkt £, = 0 min nehmen die Transmissionskoeffizienten alle den Wert TC' = 1
an, was daran liegt, dass die Wellenlésung aus Gleichung (4.7) zum Startzeitpunkt der
Simulation im gesamten Modellgebiet initialisiert wird und also die durch die schwach
stabile Schicht beeinflusste Welle erst nach einiger Zeit in die Berechnung der Amplitude
|wgs|* eingeht. Tm weiteren zeitlichen Verlauf ist zunéchst eine Abnahme der Transmissi-
onskoeffizienten in allen Simulationen erkennbar, nach ¢ = 180 min wird die Spannbreite
der erreichten Werte deutlich gréfer und der Bereich zwischen 0 und 1 wird weitgehend
vollstdndig abgedeckt. Zum Ende der Simulationszeit hin nimmt die zeitliche Variabi-
litdt der Transmissionskoeffizienten ab. Die Reihenfolge der Simulationen dndert sich
selten, so weist zumeist die Simulation mit dem kleinsten Wert fiir d/\, die hochste
Transmission auf und bei groBlen d/\, wird nur ein geringer Teil transmittiert. Dar-
in dhnelt die Verteilung der Transmissionskoeffizienten aus EULAG der Verteilung aus
dem Mehrschichtenmodell wenigstens qualitativ: diinnere Schichten erlauben eine hohere
Transmission. Es fillt auf, dass die Transmissionskoeffizienten auch hier teilweise grofier
als 1 sind. Dieses Verhalten kénnte mit Reflexionen der Welle am Boden zusammen-
hangen. Legt man die vertikale Komponente der Gruppengeschwindigkeit zugrunde, die
hier laut Gleichung (2.29) ¢g, ~ 11km/ h betragt, ergibt sich, dass die Welle etwa 87 min
braucht, um die Strecke zwischen Boden und gering stabiler Schicht bei z; = 16 km zu

durchlaufen. Die beobachtete Erhéhung der T'C' geschieht ziemlich genau nach der dop-
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Abb. 4.7: Wellentunneln. (a) Zeitverlauf der mit EULAG berechneten Transmissions-
koeffizienten fir w/N, = 0.8 und verschiedene d/\, sowie Transmissionskoeffizienten
aus dem Mehrschichtenmodell (bunte Ringe). (b) Mit dem Mehrschichtenmodell be-
rechnete Transmissionskoeffizienten aus Piitz et al. (2018) (bearbeitet), bunte Ringe
stellen die Konfigurationen aus (a) dar, wobei das rote Kreuz die Simulation in 4.6
markiert, schwarze Ringe stellen die Konfigurationen aus 4.8b dar, wobei das schwarze
Kreuz die Simulation in 4.8a markiert.

pelten Zeit. Ein Erklarungsansatz ergibt sich beim Vergleich der vertikalen Windfelder
zu den verschiedenen Zeitpunkten (nicht abgebildet). Die Wirkung der schwach stabi-
len Schicht scheint sich dort zunéchst nach unten zu entfalten, wird dann am Boden
reflektiert und dringt also erst nach ¢ = 2 - 16km/(11km/h) ~ 180 min wieder durch
die schwach stabile Schicht und geht damit in die Berechnung der Transmissionskoeffi-
zienten ein. Ab diesem Zeitpunkt handelt es sich also bei der einfallenden Welle um die
Uberlagerung der inzidenten Welle und einem an der Tropopause und wiederum am Bo-
den reflektierten Anteil. Es wird vermutet, dass dies auch bei der zeitlichen Variabilitat
der Transmissionskoeffizienten eine Rolle spielt.

Problematisch ist, dass der reflektierte Anteil der Wellen am Oberrand der Schicht, in
der zu jedem Zeitpunkt der Simulation die Welle vorgeschrieben wird (bei z = 2km), an
ein hartes Hindernis stot. Auch wenn die Grenze weniger hart gestaltet wurde, sondern
durch einen sanften Abfall der Einhillenden implementiert wurde, blieb dieses Verhal-
ten so bestehen. Auch bei einer Erhohung der Simulationszeit ergab sich kein klares
Bild dartiber, dass beispielsweise die Konvergenz der Transmissionskoeffizienten gegen
konstante Grenzwerte zeigen wiirde.

In einer weiteren Simulationsreihe wurden die Vorgaben und Einschrankungen, die das
Boussinesq-System mit sich bringt, starker in den Fokus geriickt. Die Hintergriinde sind
in Abschnitt 3.1.1 erldutert. Dies bedeutet auch, dass die Basisprofile nur bis zu einer
Hohe von etwa 8.8 km so gewdhlt werden kénnen, wie es in Abbildung 3.1 gezeigt ist.
Es wurde deshalb ein deutlich flacheres Modellgebiet gewahlt und die zu analysierende
Schicht mit der Anderung in der Stabilitit auf eine Hohe von 3km gelegt. Dies ent-
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Abb. 4.8: (a) Profil der Brunt-Vaiséld-Frequenz (links) und zugehoriges Vertikalwindfeld
nach 15h Simulationszeit (rechts) fur w/N, = 0.6 und d/\, = 0.3.  (b) Transmissi-
onskoeffizienten fiir unterschiedliche %b, berechnet aus numerischen Simulationen als

9 h-Mittel (rote Kreise, mit Standardabweichung) und mit der Mehrschichtenmethode
(schwarze Ringe), der Pfeil markiert die Konfiguration aus 4.8a.

spricht zwar nicht unbedingt einer Tropopausenhohe, wie sie in der Natur vorkommt,
um aber Transmissionskoeffizienten durch eine Schicht zu bestimmen, ist deren Lage bei
Boussinesq-Néherung nicht entscheidend, wenn die vertikale Ausdehnung der Schicht
und damit die Gradienten in den Hintergrundbedingungen ausreichend klein bleiben.
Abbildung 4.8a zeigt wieder eine Simulation, in der Wellentunneln auftritt, diese weist
nun allerdings eine andere Konfiguration fir w und d auf. Das Modellgebiet betréigt hier
L, = 10km und L, = 8.5km mit einer raumlichen Auflésung von Ax = Az =~ 50 m
und einer zeitlichen Auflosung At = 2.5s. Es werden die Boussinesq-Gleichungen gelost,
was durch die Wahl des anelastischen Gleichungssystems mit Basiszustand 1ipps=0 rea-
lisiert ist, sieche Abschnitt 3.1.3. Die Brunt-Viisald-Frequenz erfihrt in einer Hohe von
2p = 3km innerhalb einer Schicht der Ausdehnung d = 600 m von ihrem sonst kon-
stanten Wert N2 = N2 = N2 = 1052 eine Abnahme hin zu N2, = 0.25- 107572,
geméfd Gleichung 4.6. Die Welle hat eine horizontale Wellenlénge von A, = 2000 m, eine
vertikale Wellenldnge von A, =~ 6670m und eine Frequenz von w = 0.006, was einem
Ausbreitungswinkel ¢ ~ 53° entspricht. Dieses Wellenfeld ist in EULAG in die Zeit-
schleife eingebaut und wird dort im untersten Bereich in einer Schicht der Dicke 1 km zu
jedem Zeitschritt vorgeschrieben. Auch in diesem Fall, in dem das Verhéltnis d/), im
Vergleich zu Abbildung 4.6 von 0.1 auf 0.3 erhoht ist, tritt Wellentunneln auf. Unterhalb
der Region erniedrigter Brunt-Vaiséla-Frequenz befindet sich ein mit einem Schachbrett



4.1. Zur Bestimmung von Transmissionskoeffizienten 53

vergleichbares Muster der Auf- und Abwinde, das die Uberlagerung der reflektierten und
inzidenten Welle sichtbar macht. Die Berechnung der Transmissionskoeffizienten erfolgte
wieder genauso wie zu Abbildung 4.7 erlautert, hier wurde allerdings eine zeitliche Mit-
telung der Transmissionskoeffizienten iiber einen Zeitraum von 9 h durchgefithrt. Solche
zeitgemittelten Transmissionskoeffizienten sind in Abbildung 4.8b fiir verschiedene Fre-
quenzverhéltnisse w/N, aufgetragen. Die eingezeichneten Fehlerbalken markieren den
Wert der Standardabweichung. Die grundsétzliche Struktur mit hoher Transmission bei
niedrigen Wellenfrequenzen w, also hohen Winkeln ¢ und damit flacherer Ausbreitungs-
richtung der Gruppengeschwindigkeit, wird mit beiden Methoden erfasst. Allerdings gibt
es eine besonders grofie Abweichung fir den Wert bei w/N, = 0.1, was mit der endlichen
Auflésung in EULAG zusammen hangen kénnte. Die Fehlerbalken sind sehr klein, was
dafiir spricht, dass sich ein stationdrer Zustand herausbildet.

Dennoch bleibt fraglich, welche Transmission durch die Koeffizienten tatsachlich dar-
gestellt wird, da wiederholte Reflexionen an der Tropopause und am Modellunterrand
moglich sind. Der Oberrand der Schicht, in der die Wellenl6sung zu jedem Zeitschritt
vorgeschrieben wird, stellt aulerdem womoglich eine zu starke Diskontinuitat im Modell
dar. Die EULAG-Simulationen zeigen durchgehend deutlich niedrigere Transmission als
die mit dem Mehrschichtenansatz berechneten Werte. Auch diese Tatsache spricht da-
fiir, dass es eine grundlegende Abweichung in der Behandlung der Wellentransmission
in beiden Modellen gibt.

4.1.3 Welle in zeitabhangigem Umgebungszustand

Eine numerische Simulation, welche die Propagation einer Welle abbildet, die aus dem
unendlichen Raum kommt und wieder in ihm verschwindet, kann nur gelingen, wenn
Reflexionen an den Réndern verhindert werden. In horizontaler Raumrichtung kann
dies durch periodische Randbedingungen realisiert werden und am oberen Rand des
Modellgebiets kann eine Schwammschicht eingebaut werden, wodurch die Strémung auf
den Umgebungszustand relaxiert wird, wie in Abschnitt 3.1.5 beschrieben. Nun sollen
auch Reflexionen am unteren Rand des Modellgebiets verhindert werden, gleichzeitig
aber auch eine Quelle zur Wellenanregung in Bodennéhe realisiert werden. Das Einfithren
eines zeitlich verdanderlichen Umgebungszustands erfiillt diese Anforderungen. Stellt der
Umgebungszustand in einer Schicht am Unterrand des Modellgebiets eine in Ort und Zeit
oszillierende Welle dar, so kann durch eine Schwammschicht in dieser Region veranlasst
werden, dass die Stromung dieser Wellenlosung folgt. Eine derart angeregte Welle kann,
nachdem sie die Schicht verlassen hat, frei nach oben propagieren. Erfihrt sie weiter oben
Reflexion, so wird der nach unten propagierende reflektierte Anteil der Welle jedoch nicht
erneut am Boden reflektiert, sondern er wird beim Eintritt in die Schwammschicht auf
den Umgebungszustand, also die initiale Welle, geddmpft. Indem der Umgebungszustand
so gewahlt wird, dass er auflerhalb des Bereichs der unteren Schwammschicht zeitlich
konstant ist, wird erreicht, dass der transmittierte Teil der Welle am Oberrand des
Modellgebiets gedampft wird und damit verschwindet.
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Schwammschicht am Ober- und Unterrand

Fir das genaue Wirken der Schwammschicht ist es einerseits entscheidend, wie der Um-
gebungszustand definiert ist und andererseits, wie der Dampfungsparameter ag ver-
lauft, siehe auch Abschnitt 3.1.5. Dieser Parameter sollte sicherstellen, dass an den
Modellrindern der Umgebungszustand herrscht, dort ist sein Wert ag = 1s™. AuBer-
halb der Schwammschicht kann sich die Strémung frei entfalten, dort gilt ag = 0s7™.

Ein stetiger und weicher Ubergang zwischen zwei Werten

kann durch eine Kombination der folgenden Funktionen ¢,

%f ] 1 und ¢, erreicht und gut angepasst werden.
a, —¢,(z:a,a,)1 exp (—722__601) , fir z > ¢
——0(ziby.b,) v1(z) = 0 1 ) ,
, sons
b, 1 ca—ci E
exp (2=2), firz<c
pa(2) =4 7 (£ ? (4.8)
0, sonst
B | Ga(z;c1,02) = a , O(z501,02) = i
0 1 P11+ 2 w1+ P2
¢

Die Funktion ¢,(2;c,cy) stellt somit einen Ubergang von
Abb. 4.9: Hutfunktion

zur Definition der
Schwammschicht.

0 auf 1 innerhalb der Grenzen ¢; und ¢y dar, mit ¢; < co,
wihrend die Funktion ¢y(z; ¢1, ¢z) einen Ubergang von 1 auf
0 in denselben Grenzen beschreibt.

In Abbildung 4.9 ist dies illustriert. Fiir die Definition der Schwammschicht wird der
Parameter ag iiber Gleichung 4.8 bestimmt und es gilt
1

= — N 0 a
aS(Z) Tabl ¢b(za ' bl) * Tabu

¢a(z; Zabu; Lz) (49)

Hierbei ist z,,; der Oberrand der Schwammschicht am Boden und z,y,, ist der Unterrand
der Schwammschicht am Modelloberrand. Die Zeitkonstanten 7, = Tape bestimmen
die Wirksamkeit der Dampfung. Fir die in diesem Abschnitt vorgestellten Simulatio-
nen gilt L, = 8500m, 2,5 = 3400m, z,y, = 6800m und 7 = Tapu = 250s. Die
Schwammschicht umfasst damit also unten 40 % des Modellgebiets und oben 20 % des
Modellgebiets.

Umgebungs- und Basiszustand

Der Umgebungszustand folgt einer Welle, ahnlich wie in Abschnitt 4.1.2. Die Wirkung
des zeitabhangigen Umgebungszustands auf die Modellgleichungen (siehe Gleichungen
3.6) macht deutlich, dass neben den Windfeldern auch deren zeitliche Ableitungen im-
plementiert werden missen. Die Amplitude der Windvariablen v, und w, ist mit ¢,
gewichtet, was iiber Gleichung (4.8) als ¢, = ¢4(2;0, z,,) mit 2z, = 4000 m definiert ist.
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Abb. 4.10: N2-Profile einer Tropopause mit Schichtdicke d = 1000 m fiir (a) Wellentun-
neln, (b) lineare Zunahme und (c) Inversionsschicht.

AuBerhalb dieser Schicht befindet sich die Umgebung also in Ruhe.

5(2)::¢wczggi (4.10a)

0
u(z,2,t) = ZO %IA} sin(k,z +myz —wt) (4.10Db)
w.(z, z,t) = ZO %B sin(koz +myz —wt) (4.10c¢)
(Zie(x,z,t) = —wzojéf) cos(kox +myz —wt) (4.10d)
ddl;e (x,2,t) = WZL(:) %I; cos(kyx +myz—wt) (4.10e)

Die anféngliche Amplitude der Welle muss sehr klein gewahlt werden, da die Bedingun-
gen fir die Boussinesq-Naherung erfiillt sein miissen, und es gilt hier a = 0.01, wobei
a < 1 wieder den Parameter darstellt, der angibt, zu welchem Anteil die Schwelle der
statischen Instabilitét erreicht wird (siehe Gleichungen 2.38 und 2.70).

Die potentielle Temperatur der Umgebung 6, wird als zeitlich konstant angenommen
und iiber diese wird die Schicht charakterisiert, deren Transmissionseigenschaften un-
tersucht werden sollen. Dies steht tiber Gleichung (2.15) in direktem Zusammenhang
mit der Brunt-Viiséli-Frequenz N2, deren Verlauf fiir die drei hier betrachteten Félle in
Abbildung 4.10 illustriert ist: Bildteil 4.10a zeigt die bereits in Abschnitt 4.1.1 und 4.1.2
vorgestellten Profile mit einer Schicht d innerhalb der ein Minimum N2

=i durchlaufen
wird, durch welches Wellentunneln erfolgen kann und Bildteil 4.10b zeigt ein Profil, in
dem eine lineare Zunahme von N? erfolgt. Das dritte Profil in Bildteil 4.10c stellt einen
in der Atmosphére hdufig beobachteten Verlauf mit einer Inversionsschicht dar (siche
Abschnitt 1.2 und Abb. 4.10c). Der Unterrand der Tropopause ist hier fiir alle Profile
in einer Hohe von z, = 5000m und die Schicht ist unterschiedlich weit nach oben hin
ausgedehnt, d nimmt Werte zwischen 500 m und 1000 m an. Dies wurde so gewéhlt, um
einen ausreichenden Abstand der Tropopause von der Schwammschicht am Unterrand
zu erreichen und fiir alle Simulationen den gleichen Bereich vorzugeben, in dem die Welle

nach oben propagiert, bevor sie auf die Schicht mit einem Gradienten in N? trifft.



56 4. ERGEBNISSE

Das Modell wird mit den Boussinesq-Gleichungen betrieben, wie in Abschnitt 3.1.3 er-
lautert, die Basiszustinde p, und 6, werden also auf konstante Werte gesetzt.

Rechentechnische Einstellungen

Die Rechnungen werden auf einem z-z-Gebiet mit periodischen Réndern in xz-Richtung
durchgefiihrt. Das Modellgebiet reicht bis auf L, = 8500m in der Hohe und hat eine
horizontale Ausdehunung von L, = \,, die der horizontalen Wellenldnge entspricht und
zwischen 1000m und 3000 m variiert. Die Auflésung betrégt fiir beide Raumrichtungen
Ax = Az ~ 10.5m und der Zeitschritt betragt At = 2.5s. Die vertikale Ausdehnung
des Modellgebiets wird durch die Boussinesq-Basiszustéande limitiert, damit diese physi-
kalisch sinnvoll bleiben (siche Abbildung 3.1).

Berechnung der Transmissionskoeffizienten

Die Definition des Transmissionskoeffizienten aus Gleichung (4.2) wird hier so ange-
wandt, dass die transmittierte Amplitude |wg|? als das Maximum der absoluten verti-
kalen Windgeschwindigkeit in einer Schicht oberhalb der Region von Interesse bestimmt
wird, wihrend die Amplitude |ws|* aus einer Referenzsimulation mit konstanter Stabili-
tat N2 berechnet wird und dort aus der vertikalen Windgeschwindigkeit in einer Schicht
unterhalb der Tropopausenhéhe ermittelt wird. Die Dicke dieser Schichten betragt fiir
die hier gezeigten Fille jeweils etwa A, = 1km. Dies ist ausreichend, da horizontale
und vertikale Wellenldngen klein genug sind, um jeweils ein Maximum oder Minimum
in diesem Gebiet aufzuweisen. Da fiir die Transmission einer ebenen Welle geringer Am-
plitude durch eine Tropopausenschicht eine stationédre Situation erwartet wird, werden
die Simulationen bis zu einer Simulationszeit von 15h durchgefithrt, wenn die Strémung
sich schon lange stabilisiert hat und nur sehr geringe zeitliche Anderungen in den Groen
zeigt, die hier von Interesse sind. Der Transmissionskoeffizient wird dann als gemittelte

GroBe TC fiir die Wellenfelder im Zeitraum zwischen 8 h und 15 h berechnet.

Wellentunneln

In dieser Simulationsreihe nimmt die Brunt-Vaisala-Frequenz ausgehend von einem Wert
N2 = N2 = N2 =105 innerhalb einer Schicht der Dicke 0.2-d zunéchst linear ab auf
einen Wert N2, = (0.25-10s72, iiber einen Hohenbereich der Dicke 0.6 - d wird dieser
Wert beibehalten und schliefllich nimmt die Brunt-Véisila-Frequenz in einem Bereich
0.2 - d wieder auf N? zu. Dieses N%-Profil wird mit Gleichung (4.6) berechnet und ist in
Abbildung 4.10a dargestellt. Es werden Simulationen mit verschiedenen Schichtdicken d
durchgefiihrt, fiir die d € {2000, 1000, 400, 200} m gilt. Die Abnahme von N? beginnt
stets bei z;, = 5000m. Bei der in den Umgebungszustand eingeschriebenen Welle gilt
fiir die Wellenldingen A, = A, = 2000m, damit w/N, = 1/v/2 ~ 0.7071 und ¢ = 45°.
Fiir die initiale Welle gilt m, = kqy/(N,/w)? — 1 und im Falle m, = k, ergibt sich fir die
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d/). | 01 02 05 1|
TC 0.8648 0.5846 0.0916 0.0028 || Mehrschichtenmodell
0.8732 0.5659 0.1137 0.0521 EULAG

Tabelle 4.1: Transmissionskoeffizienten fiir die Propagation einer ebenen Welle durch
eine Schicht reduzierter Stabilitdt der Dicke d, mit horizontaler Wellenldnge A\, =
A, = 2000m, w/N, = 1/v/2 =~ 0.7071 und ¥ = 45°. Werte wurden aus EULAG-

Simulationen und mit einem Mehrschichtenmodell (Piitz et al., 2018) berechnet.

Frequenz w? = N2 /2, was eingesetzt in die Dispersionsrelation auf

N2, N2, 7
i = kg g g o fmin g [ L gy
" w? N2 8 ¢

fithrt. Eine Welle ist also bei Anwendung linearer Theorie evaneszent unter den hier

beschriebenen Konditionen, demnach ware hier keine Propagation moglich.

Die ermittelten Transmissionskoeffizienten aus EULAG-Simulationen und dem Mehr-
schichtenansatz sind in Tabelle 4.1 dargestellt und in Abbildung 4.11 illustriert. Sie
zeigen, dass Wellentunneln stattfindet und dass dieser Vorgang stark von der Konfigura-
tion abhéngt. Bei zunehmender Schichtdicke d nimmt die Transmission deutlich ab. Eine
diinne Schicht von 200 m mit d/\, = 0.1 lésst eine Transmission von iiber TC' = 0.85
zu, wihrend im Fall der dicksten Schicht mit d/\, = 1 die Transmission geringer ausfallt
und ein kleiner Anteil von T'C' < 0.06 durch die Schicht reduzierter Stabilitit tunnelt.
Die Fehlerbalken aus der zeitlichen Mittelung sind so klein, dass sie in diesen Plots nicht
sichtbar waren und wurden deshalb nicht eingezeichnet. Die zeitliche Variabilitdat der
Transmissionskoeffizienten ist also sehr gering. In der in Abbildung 4.7b gezeigten Gra-
phik, die Wellentunneln im Mehrschichtenmodell zeigt, entsprechen die Konfigurationen
aus Tabelle 4.1 einem vertikalen Schnitt bei w/N, = 0.7071. Bei gleichbleibendem Win-
kel ¥ nimmt hier also die Transmission ab. Eine Verkleinerung von d/\, hat zur Folge,
dass die Wellenlange deutlich grofler ist als die Schichtdicke und die Welle die Schicht
dadurch, bildlich gesprochen, nicht “sieht” und folglich auch nicht darauf reagiert, dass
die Stabilitdt der Umgebung die Propagationsbedingung verletzt. Dieses Phénomen ist
auch aus anderen Bereichen der Physik bekannt, beispielsweise beim Riickstreuverhalten
von Aerosolen oder bei der Frage, bis zu welcher Objektgrofie Kameras auflosen konnen

0.8 - ‘
‘Q 0.6 - \. A, = 2000 l’n
So4- « EULAG-Simulation
: > Mehrschichtenmodell
0.2 N
o °
0 ‘ o
200 400 1000 2000

din m

Abb. 4.11: Transmissionskoeffizienten aus Tabelle 4.1 (Wellentunneln), mit A\, = 2000 m.
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und weshalb Atome nicht fotografiert werden konnen. Anhand der in Gerthsen (2006)
(S. 519) genannten Analogie wird das verdeutlicht: “Ein Kind stellt sich hinter einen
Baum und ruft "Such mich!” (...) Warum hért man das Kind, sieht es aber nicht?” Auch
dabei ist das Verhaltnis zwischen Wellenlange, hier die von Licht und von Schall sowie
dem Objekt, hier dem Baum, relevant.

Beide Methoden, die Berechnungen mit EULAG und dem Mehrschichtenmodell, zeigen
eine sehr gute Ubereinstimmung, Wellentunneln ist fiir die hier betrachteten Konfigura-
tionen von beiden Modellen also sehr dhnlich dargestellt.

Lineare Zunahme von N?

Uber Gleichung (4.4) wird ein N2-Profil berechnet, in dem eine lineare Zunahme inner-
halb einer Tropopausenschicht erfolgt (Abbildung 4.10b). Die Schichtdicke der Tropo-
pause betragt hier d = 1000m. Die horizontale Wellenldnge wird variiert im Bereich
zwischen den Werten A\, = 1000m und A, = 3000m und es werden dafiir jeweils zwei
Simulationen mit A, = 1000m und A\, = 2000 m durchgefiihrt. Die verschiedenen Kom-
binationen sind zusammen mit den sich daraus ergebenden Verhéltnissen d/\, in der
Kopfzeile von Tabelle 4.2 aufgelistet. Aus den Werten k, = 27/\, und my, = =27/,
ergibt sich nach Gleichung (2.25) die Frequenz w = N, k,/\/m2 + k2 und fiir das Verhalt-
nis von Wellenfrequenz zu Eigenfrequenz der Umgebung w/N, gelten so die in Tabelle
4.2 grau unterlegten Werte. Auflerdem ist der nach Gleichung (4.3) berechnete Winkel
¥ mit angegeben. Die Transmissionskoeffizienten aus den EULAG-Simulationen wer-
den, wie im vorherigen Abschnitt erlautert, mithilfe einer Referenzsimulation berechnet
und sind in Tabelle 4.2 aufgefiihrt, zusammen mit Ergebnissen aus dem Mehrschichten-
modell. Abbildung 4.12 visualisiert den Verlauf der Transmissionskoeffizienten und die
Abweichung zwischen beiden Methoden.

Die Ubereinstimmung zwischen beiden Verfahren ist fiir den Fall A, = 1000 m sehr hoch,
siehe Abbildung 4.12a. Beide Methoden zeigen nahezu vollstandige Transmission fiir die
hier gewéhlte Kombination von Schichtdicke, Wellenldngen und Frequenzen. Keiner der
ermittelten Transmissionskoeffizienten liegt unter TC' = 0.97. Die Werte aus dem Mehr-
schichtenansatz zeigen eine kontinuierliche Zunahme der Transmission fiir grofler wer-
dende Wellenléngen. Dies ist bei den Transmissionskoeffizienten aus EULAG weitgehend
auch der Fall. Fir eine vertikale Wellenlange A\, = 2000 m weisen beide Reihen einen
deutlicheren Anstieg auf: Bei grofier werdenden Wellenldngen nimmt die Transmission
zu. Eine zunehmende horizontale Wellenldnge A\, bedeutet hier ein kleiner werdendes
Verhéltnis w/N, und dadurch einen grofieren Winkel . Der Gruppengeschwindigkeits-
vektor ist also immer mehr in Richtung Horizontale ausgerichtet. Die senkrecht zur
Gruppengeschwindigkeit verlaufenden Wellenfronten treffen bei zunehmendem 1 immer
senkrechter auf die Grenzflache, was die Transmission begiinstigt. In der Optik ist dieses
Phédnomen durch die Fresnel-Gleichungen beschrieben (Gerthsen, 2006). Die Transmissi-
onskoeffizienten aus den beiden Modellen zeigen hier also, dass dieser Zusammenhang bei
Schwerewellen in &hnlicher Art auftritt - eine Welle wird umso vollstdandiger transmit-
tiert, je senkrechter ihre Wellenfronten auf die Schicht treffen, an der sich das Medium
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A;inm | 1000 1500 2000 2500 3000
A | 1 06 05 04 03

A, In m

0.7071 0.5547 0.4472 0.3714 0.3162 || w/N,

45° 26° 63° 68° 72° v
0.9950 0.9964 0.9979 0.9985 0.9988 || T'C' Mehrsch.-modell
0.9727 0.9832 0.9828 0.9881 0.9982 | TC EULAG
0.8944 0.8  0.7071 0.6247 0.5547 || w/N,

27° 37° 45° o1° 56° v
0.9560 0.9799 0.9884 0.9892 0.9894 || T'C' Mehrsch.-modell
0.8119 0.8390 0.8829 0.9106 0.9297 || T'C' EULAG

1000

2000

Tabelle 4.2: Transmissionskoeffizienten fiir die Propagation einer ebenen Welle durch
eine Schicht mit linearem Anstieg der Stabilitéit in einer Schichtdicke von d = 1000 m.
Werte wurden aus EULAG-Simulationen und mit einem Mehrschichtenmodell (Piitz
et al., 2018) berechnet.

andert.

Es wurden zwei Simulationspaare durchgefiihrt, in denen ¥ gleich bleibt, aber ein anderes
Verhéltnis d/\, gilt. Diese Simulationen sind in Abbildung 4.12 mit gelben (J = 45°)
und blauen (¢ = 56°) Ringen markiert. Fiir ¥ = 45° weist die Simulation mit d/\, =1
einen hoheren Transmissionskoeffizienten auf als die Simulation mit d/\, = 0.5 und fur
¥ = 56° weist die Simulation mit d/X, = 0.6 einen hoheren Transmissionskoeffizienten
auf als die Simulation mit d/\, = 0.3. Bei gleichbleibendem Ausbreitungswinkel der
Welle ist also eine Transmission bei grofileren Werten von d/\, begilinstigt. Hier werden
bei festem d also kleinere Wellenldngen besser transmittiert. Diese Wellen kénnen sich
bei einer Anderung der Umgebung besser daran anpassen.

Die Abweichung zwischen beiden verwendeten Modellen ist fiir A, = 2000m groler als
fiir die kleinere vertikale Wellenlange A, = 1000 m. Bei allen verschiedenen Werten fiir
e liegt die Transmission der mit EULAG durchgefithrten Simulationen unter der mit
dem Mehrschichtenmodell berechneten. Die Abweichung ist insbesondere bei kleineren
horizontalen Wellenldngen A\, ausgepriagter, wenn die Wellenfronten in einem flacheren
Winkel auf die Tropopause treffen. Dies kann damit zusammen hangen, dass aufgrund
der endlichen vertikalen Ausdehnung die Anderung der Hintergrundbedingung in EU-
LAG abrupter geschieht und dies insbesondere auf grofie vertikale Wellenldngen, die sich
langsamer an den Hintergrund anpassen, eine groflere Auswirkung hat.



60 4. ERGEBNISSE

(a) 1 o . . L »
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: < Mehrschichtenmodell
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‘(_) 0.6
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Abb. 4.12: Transmissionskoeffizienten aus Tabelle 4.2 (lineare Zunahme von N? in ei-
ner Schicht der Dicke d = 1000m), mit (a) A, = 1000m und (b) A, = 2000m.
Gelbe/blaue Kreise markieren Simulationen mit 9 = 45°/56°.

Inversionsschicht

In diesem Abschnitt werden Transmissionskoeffizienten einer Inversionsschicht unter-
sucht. In der Brunt-Vaiséla-Freqenz wird eine solche dabei durch einen scharfen Anstieg
des troposphérischen Wertes N2 auf einen Wert N2 und einen langsameren Abfall zum

stratosphérischen Wert N2 gekennzeichnet. Dies wird stiickweise als

NZ, fir 2 < 2,
N2 + L]V‘Sz—z, fir z, <2< 2, +d
N%(z) = st a) ’ b (4.11)
p1 22+ po 2+ ps, fir zp, +dy < 2 < z, + d
N2, fir 2, +d < z

definiert. Es gilt hier d; = 0.1 - d, dy = 0.9 - d, d1+d2:dundp1 = Wund

pe = —2(z + d) “‘a"2 NZ und p3 = Ny + (2 + d)? axf Die Schichtdicke wird
auf d = 1000m festgelegt und d1e Zahlenwerte der Brunt? Viisila-Frequenz betragen
N2 =10"s2 N2 =9-10%s% und N2 = 4-10s72. Diese Funktion ist in Abbil-
dung 4.13 links aufgetragen, neben einer Zeitreihe des vertikalen Windfeldes. Fiir die
dargestellte Konfiguration gilt d = A\, = 1000m und A, = 2000m. Nach 1h Simula-
tionszeit hat die Welle die Inversionsschicht noch nicht erreicht. Nach 2h ist ein Teil
der Welle durch die Inversionsschicht hindurch transmittiert worden und zeigt in der
Stratosphére eine deutlich geringere Amplitude und eine kleinere vertikale Wellenldn-
ge, bedingt durch die erhohte Stabilitdt. Die Momentaufnahmen nach 3h und nach
15h zeigen ein sehr ahnliches Windfeld, es scheint sich also ein stationédrer Zustand
eingestellt zu haben. Die Abfolge der Auf- und Abwindgebiete ist jedoch eine ande-

re, die Wellen sind zueinander phasenverschoben. Die horizontale Gruppengeschwindig-
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keit fiir dieses Szenario kann nach Gleichung (2.28) berechnet werden und betrigt hier

Cor = Nom?2/ /K2 + m33 ~ 1.02km/h. Das bedeutet also, dass die Welle zwischen ¢ = 3h
und ¢ = 15h die Strecke ¢y, - 12h = 12.3km zurtickgelegt hat und damit die Phasenli-
nien in der Momentaufnahme nach 15h gegeniiber der Momentaufnahme nach 3h um
etwa 300 m nach rechts verschoben sind. Dies deckt sich mit dem Verhalten der Welle
in Abbildung 4.11. Das vertikale Windfeld lasst sich fiir die beiden Momentaufnahmen
nach 3h und 15h, wenn davon ausgegangen werden kann, dass der stationére Zustand
schon erreicht wurde, in drei Bereiche unterteilen: In den untersten 2 km iiber dem Bo-
den wird das Stromungsfeld tiber die in den Umgebungszustand eingeschriebene ebene
Welle bestimmt, deren Einfluss bis zu einer Hohe von z = 4 km stetig nachlasst, gemaf
der in Gleichung (4.8) definierten Funktion. Im Hohenintervall zwischen z = 2km und
z = 5 km findet eine Uberlagerung von initialer Welle und dem an der Inversionsschicht
reflektierten Anteil statt. Direkt oberhalb von z = 5km ist ein Bereich erkennbar, in
dem die vertikale Wellenldnge ihre kleinsten Werte annimmt, rechnerisch miisste dort
A, = )\x/\/(]\fmax/(,u)2 — 1~ 310m gelten. Weiter oben in der Stratosphére sind es dann
A, (Ng) ~ 500m. Es wurden neben dem in Abbildung 4.13 gezeigten Fall noch weitere
Simulationen fir A\, = L, € {1000m, 1500m, 2000m, 2500m, 3000m} durchgefiihrt,
jeweils fiir vertikale Wellenléngen von A\, = 1 000m und A\, = 2000 m. Die verschiedenen
Kombinationen sind, zusammen mit den sich daraus ergebenden Verhéltnissen d/\,, in
der Kopfzeile von Tabelle 4.3 aufgelistet. Aulerdem sind das Verhéltnis w/N, und der
Winkel ¥ nach Gleichung (4.3) in den grau unterlegten Zellen aufgefithrt. Die Transmis-
sionskoeffizienten aus den EULAG-Simulationen werden, wie im vorherigen Abschnitt
erldutert, mithilfe einer Referenzsimulation berechnet und sind in Tabelle 4.3 aufgelistet,
zusammen mit Ergebnissen aus dem Mehrschichtenmodell.

Abbildung 4.14 visualisiert den Verlauf der Transmissionskoeffizienten und die Abwei-
chung zwischen beiden Methoden. Auch hier sind die Fehlerbalken so klein, dass sie
nicht sichtbar waren und wurden deshalb nicht eingezeichnet. Bei grofler werdender ho-
rizontaler Wellenldnge A\, und damit kleiner werdendem Quotienten d/\, werden hier
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Abb. 4.13: Propagation einer iiber den Umgebungszustand innerhalb einer Schwamm-
schicht am Modellunterrand angeregten Welle durch eine Tropopause mit Inversions-
schicht in der Hohe z, = bkm. Es gilt A, = 1000m, A, = 2000m, w/N, = 0.8944,
Y =27°,d/)\, = 1 und a = 0.01. Dargestellt ist das Profil der Brunt-Viisila-Frequenz
(links) sowie das vertikale Windfeld zu verschiedenen Simulationszeiten.
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A inm | 1000 1500 2000 2500 3000
d/h, | 1 06 05 04 03

A, in m

0.7071 0.5547 0.4472 0.3714 0.3162 || w/N,

1000 | 45° 26° 63° 68° 72° v

0.7858 0.8010 0.8095 0.8151 0.8185 || T'C' Mehrsch.-modell
0.7884 0.8084 0.8169 0.8224 0.8367 || T'C' EULAG

0.8944 0.8  0.7071 0.6247 0.5547 || w/N,

2000 | 27° 37° 45° 51° 56° 9

0.5635 0.6237 0.6620 0.6913 0.7113 || T'C' Mehrsch.-modell
0.5559 0.5912 0.6248 0.6565 0.6814 | T'C' EULAG

Tabelle 4.3: Transmissionskoeffizienten fiir die Propagation einer ebenen Welle durch eine
Inversionsschicht der Dicke d = 1000 m. Werte wurden aus EULAG-Simulationen und
mit einem Mehrschichtenmodell (Piitz et al., 2018) berechnet.

die Transmissionskoeffizienten immer grofler. Dies kann bei beiden gezeigten vertikalen
Wellenlangen A, und fiir beide verwendeten Modelle beobachtet werden. Zunehmende
d/A; gehen hier mit abnehmenden w/N, und daher einem groferen Winkel ¢ einher. Die
Wellenfronten sind also immer starker gegeniiber der Vertikalen geneigt. Hier kann also,
wie auch schon im Fall der linearen Zunahme von N2, beobachtet werden, dass senkrech-
tes Auftreffen der Wellenfronten die Transmission begtinstigt (vergleiche Abbildung 4.4).
Auch die anderen bei linearer Stabilitdtszunahme beobachteten Zusammenhénge treten

08 ® . . . .
o, 0.6
‘& 0.4 A, = 1000 m
0.2 * EULAG-Simulation
‘ < Mehrschichtenmodell
0
1000 1500 2000 2500 3000
Az in m
(b) 1
0.8
S 06 ¢ r's . . X
S04 A, = 2000 m
0.2 » EULAG-Simulation
' “Mehrschichtenmodell
0
1000 1500 2000 2500 3000
Ay in m

Abb. 4.14: Transmissionskoeffizienten aus Tabelle 4.3 (Inversionsschicht der Dicke
d =1000m), mit (a) A, = 1000m und (b) A, = 2000 m. Gelbe/blaue Kreise markie-
ren Simulationen mit ¥ = 45°/56°.
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hier wieder auf: Eine kleinere vertikale Wellenldnge fiihrt zu einer erhohten Transmission.
In Abbildung 4.14a sind die Werte von T'C' durchweg grofler als fiir die entsprechenden
Simulationen mit A\, = 2000m in Abbildung 4.12b. Auflerdem fiihrt bei gleichbleiben-
dem Winkel 9 (in Abbildung 4.14 mit gelben und blauen Ringen markiert) ein grofer
werdendes Verhéltnis d/\, zu einer Erhohung der Transmission. Kleinere Wellen kon-
nen sich also besser an die starken Anderungen der Umgebung anpassen und werden
transmittiert.

Ein Unterschied zu der Studie mit linearer Stabilitdtszunahme besteht darin, dass hier
sowohl fiir A, = 1000m als auch fiir A, = 2000 m beide Modelle eine sehr hohe Uber-
einstimmung zeigen. Der scharfe Sprung in der Stabilitat wirkt hier gleichermaflen auf
kiirzere und langere vertikale Wellenlangen.

Einfluss der Inversionsschicht auf die Transmission

Um zu quantifizieren, wie das Vorhandensein einer Inversionsschicht zwischen Tropo-
sphére und Stratosphére die Transmission beeinflusst, werden die Ergebnisse mit Inver-
sionsschicht mit den Ergebnissen aus den Simulationen mit linearer Zunahme von N2
verglichen. Dazu werden die Transmissionskoeffizienten T'Cy; aus Tabelle 4.3 und die
Transmissionskoeffizienten T'Cy;, aus Tabelle 4.2 ins Verhéltnis gesetzt. Dieser Quotient
TCy /T Chyy ist in Abbildung 4.15 dargestellt und nimmt Werte zwischen 0.58 und 0.84
an.

Der Einfluss der Inversionsschicht ist am starksten, wenn Wellen mit grofler vertikaler
Wellenlange A., kleiner horizontaler Wellenldnge A, und damit einem kleinen Winkel ¢
auftreten, wenn die Wellenfronten also eher senkrecht auf die Tropopause eintreffen. Bei
gleichbleibendem Winkel ¢ und Schichtdicke d werden Wellen mit groflem Verhéltnis
d/ )\, starker von der Inversionsschicht an der Propagation gehindert.

Auflerdem ist auffillig, dass die Transmission im Fall des Mehrschichtenmodells stéarker
durch die Inversionsschicht reduziert wird als bei EULAG-Simulationen.

0.8 @ 2 2 . 2
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S ]
S 07) = m L
& o
= @ ). = 1000 m (EULAG)
S 0.6 S A = 1000 m (multi)
' D A. = 2000 m (EULAG)
A, =2000 m (multi)
0.5 ! \ ‘ J
1000 1500 2000 2500 3000
A, in m

Abb. 4.15: Vergleich der Transmissionskoeffizienten mit und ohne TIL. Gelbe/blaue Krei-
se markieren Simulationen mit J = 45°/56°.
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4.1.4 Zusammenfassung

In diesem Ergebnisteil wurde vorgestellt, wie bei der Berechnung von Transmissionskoef-
fizienten vorgegangen wurde. Das Ziel dieser Untersuchung war es, die Ausbreitung einer
ebenen Welle durch eine Umgebung zu untersuchen, in der die Stabilitdt innerhalb einer
Schicht eine Anderung erfihrt. Eine solche Anderung kann fiir die Tropopausenregion
stehen. Die Berechnung von Transmissionskoeffizienten erlaubt eine Aussage dariiber,
welcher Anteil der Welle durch eine betreffende Schicht propagiert und welcher Anteil
reflektiert wird.

Transmissionskoeffizienten aus EULAG-Simulationen sollten mit solchen aus einem Mehr-
schichtenmodell verglichen werden. Als problematisch stellte sich dabei heraus, dass die
Existenz von Modellrdndern in EULAG die Vergleichbarkeit mit dem Mehrschichten-
modell, das eine Betrachtungsweise ohne Rénder vorsieht, erschwerte. Es wurden drei
verschiedene Profile der Brunt-Viiséla-Frequenz analysiert und verglichen. Ein Profil
beinhaltet eine Schicht mit reduzierter Stabilitat, in der nach linearer Theorie keine
Wellenpropagation stattfindet. Ist diese Schicht jedoch diinn genug, kann Wellentunneln
auftreten. Aulerdem wurden zwei N?-Profile untersucht, bei denen die Zunahme von
einem konstanten Wert im unteren Bereich (Troposphére) auf einen hoheren konstanten
Wert im oberen Bereich (Stratosphére) einmal linear erfolgt und einmal durch einen
scharfen Anstieg auf ein Maximum an der Tropopause und einer langsameren Abnahme
in der unteren Stratosphéare beschrieben wird. Letzteres ist eine Inversionsschicht.
Zunachst wurde die Propagation von Wellenpaketen und von ebenen Wellen, die am Mo-
dellunterrand zu jedem Zeitschritt vorgeschrieben wurden, untersucht. Dabei konnten ei-
nige zusatzliche interessante Phdnomene beobachtet werden. Die Wahl unterschiedlicher
Amplituden zeigte Félle von Wellenbrechen und dabei eine deutliche Riickwirkung auf
den Hintergrundstrom. Auch der nicht-lineare Vorgang des Wellentunnelns konnte be-
obachtet werden. Die Analyse der Transmissionskoeffizienten zeigte aber in allen Féllen
eine deutliche Abhangigkeit der Werte von der Zeit. Somit war keine verléssliche Aussage
dazu moglich, welcher Wert zu welchem Zeitpunkt nun der relevante Transmissionskoef-
fizient ist. Es traten Reflexionen zwischen Tropopause und Boden auf, sodass es zu einer
Uberlagerung verschiedener Wellenkomponenten kam, die dann die an der Tropopause
einfallende Welle ergaben. Auch das erschwerte die Vergleichbarkeit der Ergebnisse.
Um diesen Problemen zu begegnen, wurden zeitabhédngige Umgebungszustande einge-
fithrt. Innerhalb einer zuséatzlichen Schwammschicht am Unterrand des Modellgebiets
wurde die Stromung auf eine zeitabhangige Wellenlosung hin relaxiert. Dadurch wurde
ein an der Tropopause reflektierter Anteil der Welle nicht am Boden reflektiert, sondern
vorher gedampft und so entfernt. Dies erhohte die Vergleichbarkeit der Werte fiir die
Transmissionskoeffizienten und die Resultate zeigten eine sehr hohe Ubereinstimmung.
Fiir Simulationen mit dieser Methode wurden Transmissionskoeffizienten berechnet und
dabei die Auswirkung der Variation der Parameter w/N, und d/\, untersucht.

Fir das Profil mit einer Schicht erniedrigter Stabilitdt, in dem Wellentunneln beob-
achtet werden konnte, zeigte sich, dass eine Vergroferung der betreffenden Schicht das
Wellentunneln unterbindet und mit geringeren Transmissionskoeffizienten einhergeht.
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Bei einem kleinen Verhéltnis d/A, von 0.1 wurde ein GroBteil der Welle transmittiert,
der Transmissionskoeffizient betrug T'C' > 0.85. Im Gegensatz dazu wiesen Simulationen
mit einem Verhéaltnis von d/A, = 1 Transmissionkoeffizienten von 7'C' < 0.05 auf, es
fand also fast keine Transmission statt.

Fiir das Profil mit linearer Zunahme der Stabilitat konnte beobachtet werden, dass klei-
nere vertikale Wellenldngen eine hohere Transmission aufwiesen als groflere vertikale
Wellenléngen. Auflerdem wurde ersichtlich, dass Wellen dann immer besser transmit-
tiert wurden, wenn ihre Wellenfronten annéhernd senkrecht auf die Tropopausenschicht
treffen. Bei gleichbleibendem Eintreffwinkel und fester Schichtdicke ist hier die Trans-
mission kleinerer horizontaler Wellenlangen verstarkt gegeniiber grofleren horizontalen
Wellenlangen.

All diese Tendenzen konnten auch bei der Untersuchung von Wellentransmission durch
eine Inversionsschicht beobachtet werden. Im Vergleich zum linearen N2-Ubergang wa-
ren die Transmissonskoeffizienten hier zwischen 58 % und 84 % niedriger. Der transmis-
sionshemmende Effekt der Inversionsschicht war hier besonders stark fiir grofle vertikale
Wellenldngen, die eher senkrecht auf die Tropopause auftreffen. Im Gegensatz dazu wer-
den Wellen mit niedrigeren vertikalen Wellenlangen, die eher flach auf die Grenzschicht
auftreffen, weniger stark von der Inversion an der Tropopause beeinflusst.

Die Ubereinstimmungen zwischen EULAG und Mehrschichtenmodell sind hoch, beide
Modelle sind also dhnlich gut geeignet, Transmission zu beschreiben und erfassen auch
nicht-lineare Prozesse.
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4.2 Orographische Wellen in stiickweise linearen

Umgebungsprofilen

In diesem Unterkapitel werden eine Reihe von Simulationen vorgestellt, die mit dem
Stromungsloser EULAG, siehe Abschnitt 3.1, durchgefithrt wurden. Die Anregung der
Schwerewellen im Modell erfolgt durch sinusférmige Orographie, wie in Abschnitt 3.1.7
erlautert, sodass ebene, monochromatische Wellen entstehen. Diese Wellen propagieren
durch ein zweidimensionales z-z-Modellgebiet. Die Umgebungsprofile des Horizontal-
winds u, und der potentiellen Temperatur 6, werden so angepasst, dass verschiedene
Tropopausenkonfigurationen entstehen. Dabei erfolgt die Definition des Temperatur-
profils iiber die Brunt-Viisila-Frequenz N? = ?{%- Die Profile sind abschnittsweise
konstant, sodass die fiir orographisch angeregte Wellen gliltige Dispersionsrelation 2.30
abschnittsweise benutzt werden kann. Es werden die anelastischen Gleichungen (3.4)

gelost und der Basiszustand wird iiber 1ipps=2 gesetzt.

4.2.1 Gradienten in der Stabilitat bei konstantem
Hintergrundwind

Zunichst wird die Variation allein auf das Stabilititsprofil N? beschrinkt, um Sensitivi-
téaten in diesem herausarbeiten zu konnen. Die Simulationen in diesem Teil werden mit
einer rdumlichen Auflésung von Ax = Az = 50 m und einer zeitlichen Auflosung At = 5s
auf einem Modellgebiet der Grofle L, = 9km und L, = 22km berechnet. Das Modell
hat periodische Rénder in z-Richtung und am Oberrand eine absorbierende Schicht mit
einer Dampfungskonstante von 7 = 100s, die in einer Hohe 2,1, = 19.5 km beginnt. Die
maximale Berghohe am Unterrand betragt H = 50 m. Die gezeigten Analysen werden
fiir einen Zeitpunkt 8 h nach Simulationsbeginn durchgefiihrt.

Sprunghafte Erhohung der Stabilitat an der Tropopause

Das in Abschnitt 3.4.2 bei der Einfiihrung der Wavelet-Transformation in Abbildung
3.6 veranschaulichte Beispiel soll hier noch einmal aufgegriffen werden. Die Stabilidt
folgt hier dem Verlauf der US-Standardatmosphare (USSA) (NOAA/NASA/U.S. Air
Force, 1976), die keine Inversionsschicht an der Tropopause aufweist und in dieser Form
héufig in idealisierten Studien als Hintergrund verwendet wird (Birner, 2006). In der
Troposphire herrscht eine konstante Brunt-Viisild-Frequenz N2 = 1-10s72, die in
einer Hohe von z, = 10km sprunghaft auf N2 = 4 - 105 ansteigt. Es wird eine
Simulation mit konstanter Anstréomung u, = u, = 3ms ' durchgefiihrt. Der Abstand
der Maxima im Sinus-Bergprofil betrdgt A\, = 3000m. Diese horizontale Wellenldnge
Az = A entspricht in linearer Theorie geméf Gleichung (2.30) einer vertikalen Wellen-
linge von A.;s ~ 2430m in der Troposphare und A, ~ 990m in der Stratosphére.
In Abbildung 4.16 ist neben dem Hintergrundprofil der Brunt-Viisilid-Frequenz N? ein
Profil des normierten Vertikalwinds w, bei festem x (hier z = 500m) gezeigt, sowie
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Abb. 4.16: Wellenpropagation bei sprunghafter Erhohung der Stabilitdt (USSA). Brunt-
Viisilid-Frequenz N2, aus dem Vertikalwindfeld extrahiertes normiertes Profil w, und
dessen Wavelet-Analyse (von links nach rechts). Im rechten Bildteil umschlieBt die
schwarze Kontur die Bereiche, in denen das Leistungsspektrum signifikant erhéht
ist (Konfidenzniveau grofier als 95 %), die weile Linie ist der “Cone of influence”:
Werte rechts der weiflen Linie werden durch Randeffekte aufgrund der endlichen Lange
des analysierten Datensatzes beeinflusst. Die gelb-gestrichelte Linie zeigt die aus der
Dispersionsrelation fiir lineare Theorie berechnete vertikale Wellenldnge.

eine Wavelet-Analyse dieses Profils (Erklarung der Methode in Abschnitt 3.4.2). Die
Wavelet-Analyse zeigt zwei klar voneinander getrennte Bereiche, die vom Konfidenzni-
veau (schwarze Kontur) eingeschlossenen sind. In der Tropopausenregion sind erhéhte
Werte im Leistungsspektrum auch zwischen diesen beiden Bereichen (A, ~ 1000m bis
A, ~ 2400 m) erkennbar. Tropospharische lange Wellenldngen von ungefahr A, = 2400 m
zeigen auch oberhalb der Tropopause bis ungeféihr in 12 km Hoéhe erhohte Werte im Leis-
tungsspektrum.

Im Bereich unterhalb von z = 10 km ist die dominante vertikale Wellenlange weitgehend
konstant und fallt sehr genau mit der aus linearer Theorie berechneten Wellenlange zu-
sammen. Auch oberhalb von 10 km Hoéhe liegen die dort deutlich kleineren dominieren-
den Wellenldangen im Bereich der aus der Dispersionsrelation berechneten Wellenlange.
In groBlerer Hohe, ab etwa z = 14km, zeigt die Simulation jedoch vermehrt kleinere
Wellenlédngen als aus der linearen Theorie erwartet. Dies kann mit der Schwammschicht
(Abschnitt 3.1.5) zusammenhéangen, die bei einer Héhe von 19.5 km Hoéhe einsetzt und
das Windfeld dadurch beeinflussen kann.
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Abb. 4.17: Vertikales Windfeld w (oben) fiir das USSA-N2-Profil wie in Abb. 4.16,
Topographie resultierend aus Uberlagerung von Sinuswellen mit jeweils 2, 3 oder 4
Bergen im Modellgebiet (unten).

Aufgrund des Superpositionsprinzips, das auch dem Fourieransatz zugrunde liegt, kann
eine Welle als eine Uberlagerung von mehreren anderen Wellen dargestellt werden. Um
zu untersuchen, ob sich dies auch durch eine Uberlagerung von Topographien realisieren
ldsst, wurden mit demselben N2-Profil wie in Abbildung 4.16 Simulationen mit einem
entsprechenden Bergprofil durchgefithrt. In Abbildung 4.17 ist im unteren Bildteil dar-
gestellt, welche Topographie bei Uberlagerung von Einzelprofilen mit jeweils 2, 3 oder 4
Bergen im Modellgebiet zustande kommt. Der obere Bildteil zeigt das daraus resultie-
rende Feld des Vertikalwinds nach 5h Simulationszeit.

Eine Analyse dieses Windfeldes ist in Abbildung 4.18 gezeigt. Hier wurde das Modellge-
biet in Troposphére (bis 10 km Hohe, Bildteil 4.18a) und Stratosphéare (ab 10 km Hohe,
Bildteil 4.18b) unterteilt und eine Fouriertransformation von p, - w berechnet (siche Ab-
schnitt 3.4.1). Die Dichte wurde hier mit einbezogen, um die Zunahme der Amplitude
bei abnehmender Dichte zu kompensieren und zu vermeiden, dass Bereiche in grofie-
rer Hohe stiarker gewichtet werden. Da die Topographie aus der Uberlagerung einzelner
Sinus-Bergprofile der Wellenldngen A, € {4500m, 3000m, 2250 m} zusammengesetzt
ist, werden auch im Windfeld diese horizontalen Wellenléngen erwartet. Die theore-
tisch aus der Dispersionsrelation (2.30) resultierenden vertikalen Wellenldngen fir den
hier dargestellten Wellenlangenbereich sind mit einer schwarzen Linie markiert und die
durch die drei einzelnen Sinus-Komponenten angeregten Wellenléngen A, sind zusétzlich
mit roten Kreuzen gekennzeichnet.

Die Maxima der Fouriertransformation stimmen alle sehr genau mit diesen Wellenldngen
iiberein. Allerdings gibt es fiir die vertikalen Wellenlédngen eine gréfiere Streuung als fiir
die horizontalen Wellenldngen. Eine mogliche Erklarung dafiir konnte sein, dass die end-
liche vertikale Ausdehnung des analysierten Bereichs (jeweils 10 km in Troposphére und
Stratosphére) die vertikal periodischen Signale in w in einer festen Hohe abschneidet. In
z-Richtung sind die angeregten Wellen genau periodisch mit der Modelllange L, und es
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Abb. 4.18: Fouriertransformation von p, - w der durch die Topographie in Abb. 4.17 und
das USSA-Profil in Abb. 4.16 angeregten Wellen (Konturen), nach linearer Theorie
berechnete vertikale Wellenldngen (schwarze Linie) und erwartete Wellenlédngen (rote
Kreuze). (a) Troposphére und (b) Stratosphére.

gehen also immer volle Zyklen in die Fouriertransformation ein. Auflerdem kénnte es eine
Rolle spielen, dass die Wellen teilweise an der Tropopause reflektiert werden und so die
vertikale Wellenldnge immer wieder von einer Uberlagerung der urspriinglich angeregten
und der reflektierten Wellenlangen beeinflusst wird.

Nach demselben Prinzip der Uberlagerung einzelner Sinus-Komponenten wie eben ge-
zeigt, wird in einer anderen Simulation eine groflere Anzahl von verschiedenen Wellenléan-
gen angeregt. Dies ist in Abbildung 4.19 illustriert. Aus der Uberlagerung von 21 verschie-
denen Sinusfunktionen mit Wellenldngen zwischen A, pin ~ 2570m und \; max = 6 000m
entsteht die im unteren Bildteil von Abbildung 4.19 dargestellte Topographie. Eine An-
stromung mit den Umgebungsprofilen wie in Abbildung 4.16 fithrt zur Anregung von
Wellen. Die Fouriertransformation des mit der Dichte gewichteten Vertikalwinds ergibt,
wieder unterteilt in Troposphéire und Stratosphére, die in Abbildung 4.20 gezeigten
Spektren. Auch hier zeigt die schwarze Linie die theoretische, nach linearer Theorie
berechnete Wellenldnge. Die roten senkrechten Linien markieren den Bereich zwischen
den hier angeregten minimalen und maximalen Wellenlangen. In der Tat kommen al-
le horizotalen Wellenldngen im erwarteten Bereich vor. Allerdings unterscheiden diese
sich sehr stark in ihrer Haufigkeit. Insbesondere das Maximum in der Troposphére bei
A = 3000m ist dominant ausgepréagt, doch auch ein weiteres bei A\, = 4500m ist er-
kennbar. Dies hangt damit zusammen, dass es sich hier um “resonante” Wellenlangen
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Abb. 4.19: Aufbau der Topographie bei Uberlagerung von 21 Sinusfunktionen mit Wel-
lenléngen zwischen A, yin = L;/3.5 ~ 2570m und A\, max = L, /1.5 = 6000 m.
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Abb. 4.20: Fouriertransformation von p, - w der durch die Topographie in Abb. 4.19 und
das USSA-Profil in Abb. 4.16 angeregten Wellen (Konturen), nach linearer Theorie
berechnete vertikale Wellenlangen (schwarze Linie) und erwartbarer Bereich (einge-
grenzt durch rote Linien). (a) Troposphére und (b) Stratosphare.
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handelt, also solche, die einen ganzzahligen Teiler fiir die Linge des Modellgebiets dar-
stellen. Es ist auffallig, dass in der Troposphére kleinere Wellenlangen als A, jin kaum
auftreten, wahrend Wellenlédngen, die grofler als A\; max sind, haufiger auftreten. In der
Stratosphare ist das Spektrum sehr stark ausgeschmiert. Die Begrenzung auf bestimmte
vertikale Wellenléngen ist jedoch viel mehr gegeben als in der Troposphére.

Inversionsschicht mit variierender Starke

In der Tropopausenregion kann haufig eine Inversionsschicht (TIL) beobachtet werden
(Abschnitt 1.2). Um der Frage nachzugehen, wie sich eine TIL im Gegensatz zu einer
sprunghaften Zunahme von N? auf die Propagation von Wellen auswirkt, wird hier ein
Vergleich durchgefiihrt. Dazu sind in Abbildung 4.21 zwei Wavelet-Analysen gezeigt - ne-
ben dem bereits behandelten Fall der sprunghaften Zunahme von N? an der Tropopause
(Abbildung 4.21a) auch ein Fall mit Inversionsschicht (Abbildung 4.21b). Das N2-Profil
weist bei letzterem zwischen dem konstanten troposphérischen Wert N2 = 1107 g™
und dem stratosphirischen Wert N2 = 4-10s™ im Hohenbereich zwischen 10 km und
10.5km eine stark erhohte Stabilitdt von N2 = 8-10™s™ auf.

Die Analysen der Verteilung der Wellenléingen zeigen weitgehend grofe Ahnlichkeiten
und die dominanten Wellenldngen in Troposphére und Stratosphére sind klar voneinan-
der getrennt. Es treten jedoch auch Unterschiede auf. Die Separation der dominanten
Wellenlangen in einen troposphérischen und einen stratosphérischen Bereich ist bei der
Simulation mit Inversionsschicht wesentlich klarer ausgeprigt. Der im Fall des USSA-
Profils vorhandene Ubergangsbereich in der Tropopausenregion, in dem alle Wellen-
langen zwischen der troposphérisch dominanten und der stratosphérisch dominanten
Wellenlange erhohte Werte zeigen, ist bei der Inversion weniger stark ausgebildet. In
der Wavelet-Analyse der Simulation mit TIL ist in der Stratosphére eine Tendenz der
Wellenldngen zu etwas kleineren Werten erkennbar, als sie theoretisch erwartbar sind.
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Abb. 4.21: Brunt-Vaiséla-Frequenz (links) und Wavelet-Analyse wie in Abb. 4.16
(rechts), jeweils fiir (a) einen sprungweisen Anstieg von N? (USSA) und (b) eine
Inversionsschicht mit N2, = 8- NZ.

max
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Auch hier konnte die bei 2,1, = 19.5 km einsetzende Schwammschicht damit in Verbin-
dung stehen. Die aus linearer Theorie errechnete kleinskalige Struktur der vertikalen
Wellenlédngen im Bereich der Inversion wird in der Wavelet-Analyse nicht exakt abge-
bildet. Dennoch ist im Bereich der rein rechnerisch an der Stelle maximaler Stabilitit
erwartbaren Wellenldnge A, ~ 680 m eine Erhéhung der Wavelet-Leistung zu sehen.

Tropopausenschicht mit variierender Dicke

Bei den hier vorgestellten Simulationen vervierfacht sich die quadrierte Brunt-Vaiséla-
Frequenz N? in einem linearen Anstieg von einem konstanten troposphérischen Wert
N2 = 1-10"s? auf einen konstanten stratosphérischen Wert N2 = 4 - 10™s™2. Die
Dicke der Schicht, in der dies geschieht, betrdgt in den drei hier betrachteten Fallen
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Abb. 4.22: Brunt-Vaisild-Frequenz (links) und Wavelet-Analyse wie in Abb. 4.16
(rechts), jeweils fiir Tropopausenschichtdicke (a) 1000 m, (b) 2000 m und (¢) 3000 m.
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d € {1km, 2km, 3km}. In Abbildung 4.22 sind Wavelet-Analysen von Vertikalwindpro-
filen w(z) aus den drei Simulationen gezeigt. Von Abbildung 4.22a nach Abbildung 4.22¢
nimmt die Tropopausenschichtdicke d zu. Dabei weisen immer mehr der zwischen tropo-
spharischer Wellenlange A, s und stratospharischer Wellenldnge A, 4 liegenden Wellen-
langen hohe Wavelet-Leistungen auf. Das Konfidenzniveau zeigt bei d = 2000 m und bei
d = 3000m keine voneinander getrennten Bereiche fiir Troposphéare und Stratosphare,
sondern einen graduellen Ubergang der dominanten Wellenldngen von Azts ZU A, g¢. Die
dominanten Wellenléngen aus der Wavelet-Analyse entsprechen weitgehend den theo-
retisch berechneten vertikalen Wellenldngen. Allerdings ist es auch hier auffillig, dass
in der Stratosphéire alle drei Wavelet-Analysen geringere Wellenldngen zeigen, als sie
sich durch die Dispersionsrelation ermitteln lassen. Dies kénnte damit erklart werden,
dass der Rand des Modellgebiets bereits eine Rolle spielt und sich auch die Wirkung der
Schwammschicht entfaltet.

4.2.2 Gradienten in Hintergrundwind und Stabilitat

In diesem Abschnitt wird die Propagation von Wellen durch eine thermische Tropopau-
se (USSA-Profil) bei gleichzeitigem Auftreten eines Strahlstroms (Jet) betrachtet. Der
Strahlstrom wird dabei tiber eine Scherschicht im Hintergrundwind u, verwirklicht. Um
die Simulationen ndher an die Realitat anzupassen, wird der Horizontalwind in Anleh-
nung an Ergebnisse aus den mittleren Breiten (sieche Abbildung 1.3 aus Birner et al.,
2002) im Vergleich zu den in Abschnitt 4.2.1 vorgestellten Simulationen deutlich erhoht.
Deshalb werden auch langere Wellenlangen betrachtet, die die Propagationsbedingung
fir die vertikale Wellenzahl, m? > 0, nicht verletzen. Es werden EULAG-Simulationen
in einem Modellgebiet der Grofle L, = 100km und L, = 30km durchgefiihrt, wobei
die horizontale Wellenldnge iiber A\, = L, gegeben ist. Die raumliche Auflésung betréigt
Azx = 100m, Az = 50m und die zeitliche Auflosung At = 2.5s. Das Modell hat peri-
odische Réander in z-Richtung und am Oberrand eine absorbierende Schicht mit einer
Déampfungskonstante von 7 = 100, die in einer Hohe z,p,, = 23 km beginnt. Die maxi-
male Berghthe am Unterrand betrdgt H = 250 m. Die gezeigten Analysen werden fiir
einen Zeitpunkt 16 h nach Simulationsbeginn durchgefiihrt.

Variierende Hohenlage des Strahlstroms

In Abbildung 4.23 sind Ergebnisse aus drei Simulationen gezeigt, bei denen die Stabilitét
N? dem USSA-Profil entspricht, also einen konstanten Wert N2 = 1-10"s2 in der Tro-
posphére und einen konstanten Wert N2 = 4-10™s™ in der Stratosphére aufweist. Die
Anstromgeschwindigkeit u, betragt iiber weite Hohenbereiche 10 ms™, mit Ausnahme
einer Schicht von 4km Dicke, in der u, linear auf einen Maximalwert ue max = 26m s
zunimmt und dann wieder linear auf 10ms™' abnimmt. Das entspricht einer Scherung
von du./dz = 8-103s™. Die Lage des Strahlstroms zj, wird variiert - in Abbildung
4.23a befindet sich das Windmaximum unterhalb der Tropopause in einer Héhe von
8km, in 4.23b fallen Windmaximum und Tropopause in einer Hohe von 10 km zusam-
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men und in Abbildung 4.23c befindet sich das Windmaximum oberhalb der Tropopause
in einer Hohe von 12km. Dies ist in Abbildung 4.23 jeweils in den ganz links dargestell-
ten Bildteilen (grines Profil) veranschaulicht. Die jeweils mittleren Bildteile illustrieren
den Verlauf von N? (rotes Profil), wihrend die rechts dargestellten Bildteile in Abbil-
dung 4.23 Wavelet-Analysen eines Vertikalwindprofils zeigen. Die angeregte Wellenlédnge
Az = 100km resultiert bei einem Wind von 10ms™ in Bodennihe nach der Dispersions-
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Abb. 4.23: Hintergrundwind (links), Brunt-Vaiséla-Frequenz (Mitte) und Wavelet-
Analyse wie in Abb. 4.16 (rechts), jeweils fiir eine Scherschicht (a) unter, (b) an
und (c) tiber der thermischen Tropopause.
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relation (2.30) in einer vertikalen Wellenlénge von A, ~ 6.3 km. In allen drei Situationen
lassen sich zwei Bereiche dominanter Wellenldngen ausmachen, in der Troposphére liegt
dieser bei etwa 6 000 m und in der Stratosphére bei etwa 2 500 m. Befindet sich der Strahl-
strom unterhalb der Tropopause (Abbildung 4.23a), sind troposphérisch und stratosphé-
risch dominante Wellenldngen voneinander abgegrenzt, das Konfidenzniveau (schwarze
Kontur) umschlieit zwei voneinander getrennte Bereiche. Treten Tropopause und Strahl-
strom in derselben Hohe auf (Abbildung 4.23b), umschlieBt das Konfidenzniveau in der
Tropopausenregion einen grofferen Bereich von Wellenléngen und zeigt einen graduellen
Ubergang von langen zu kurzen Wellenléingen. Auch im Fall eines Strahlstroms oberhalb
der Tropopause (Abbildung 4.23c) enthilt das schwarz markierte Konfidenzniveau in
der Tropopausenregion auch die Wellenléngen, die zwischen A, 4 und A, g liegen. Alle
drei Wavelet-Analysen zeigen, dass troposphérische Wellenldngen A, s auch in der unte-
ren Stratosphére auftreten. Der Bereich, in dem solche Wellen als dominant detektiert
werden, reicht im Fall eines Strahlstroms oberhalb der Tropopause am weitesten in die
Stratosphare hinein, bis in etwa 18 km Hohe. Die nach linearer Theorie berechneten
vertikalen Wellenldngen, fiir die nun auch der Scherungsterm in der Taylor-Goldstein-
Gleichung (2.22) berticksichtigt wurde, sind in Abbildung 4.23 als gelb-gestrichelte Lini-
en eingezeichnet. Thr Profil zeigt einen von sehr starken Gradienten geprigten Verlauf.
In der Wavelet-Analyse sind diese kleinskaligen Strukturen nicht deutlich abgebildet,
die vom 95 %-Konfidenzniveau eingeschlossenen Strukturen sind deutlich glatter und
im Wellenldngenbereich weniger stark lokalisiert. Die theoretisch méglichen sehr grofien
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Abb. 4.24: Horizontal gemittelter (a) Impulsfluss F; und (b) Energiefluss Fg fiir die
Simulationen aus Abbildung 4.23. Lage des Strahlstroms unter (rosa), an (rot) und
iber (schwarz) der thermischen Tropopause.
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Wellenlangen (Spitzen des gelb-gestrichelten Profils) werden weder in Abbildung 4.23a
noch in Abbbildung 4.23b innerhalb des 95 %-Konfidenzniveaus gefithrt (schwarze Kon-
tur). Aus den Wind- und Druckfeldern der Simulationen wurden die vertikalen Kompo-
nenten des horizontal gemittelten Impulsflusses Fi; = p, v/ w’ (Gleichung 2.54) und des
Energieflusses Fz = p/w’ (Gleichung 2.44) berechnet. Diese sind in Abbildung 4.24 dar-
gestellt. Befindet sich der Strahlstrom in der Stratosphére, so weist die Simulation mit
einem Strahlstrom unterhalb der Tropopause (rosa) mit etwa —0.12Nm ™ den stirksten
Impulsfluss in der Troposphéare auf. Befindet sich der Strahlstrom auf Héhe der Tropo-
pause, bleibt der Impulsfluss iiber weite Hohenbereiche anndhernd konstant bei einem
Wert von etwa —0.04Nm™. Bei der Simulation mit einem Strahlstrom oberhalb der
Tropopause iibersteigt der Impulsfluss ab einer Hohe von etwa 16 km die Impulsfliisse
der anderen beiden Félle. Die Energiefliisse in Abbildung 4.24b zeigen auf der Hohe der
Maxima des Strahlstroms jeweils auch ein lokales Maximum. In der Troposphére treten
hier im Fall zje; < 2, die hochsten Energiefliisse auf.

Variierende Starke des Strahlstroms

Fiir den Fall eines Strahlstroms unterhalb der Tropopause werden noch weitere Simu-
lationen betrachtet, die sich in der Stérke des Strahlstroms unterscheiden. In Abbil-
dung 4.25 sind vier Falle gezeigt, in denen die maximale Horizontalwindgeschwindig-
keit zwischen e max = 10ms™ und Ue,max = 26 ms ! liegt und die Scherung die Werte
du./dz € {0, 2.5, 5,8} - 103s™ annimmt. Die Leistungsspektren in Abbildung 4.25
zeigen alle wieder wie in Abbildung 4.23 einen dominanten Wellenléngenbereich in der
Troposphare bei etwa 6000 m und einen dominanten Wellenléngenbereich in der Stra-
tosphare bei etwa 3000 m. In der Tropopausenregion treten die Wellenlangen zwischen
diesen beiden Bereichen fiir schwéchere Strahlstrome ebenfalls vermehrt auf und wer-
den von der 95 %-Konfidenz-Kontur umschlossen (Abbildungen 4.25a und 4.25b). Bei
stéarkeren Strahlstromen tritt hingegen in der Tropopausenregion eine Liicke im Wel-
lenlangenspektrum auf (Abbildung 4.25d). Die langen Wellenlédngen von etwa 6000 m
sind in allen vier Fallen auch in der unteren Stratosphére persistent. Bei groflerer Wind-
scherung kommen sie noch weit in die Stratosphére hinein vor, die 95 %-Kontur zeigt
lange Wellenldngen in eine Héhe von bis zu etwa 19km (Abbildung 4.25d). Um dieses
Verhalten genauer zu quantifizieren, sind in Abbildung 4.26b die maximalen Werte auf-
getragen, die im Wavelet-Leistungsspektrum in verschiedenen Sektoren vorkommen. Die
Einteilung der Sektoren ist in Abbildung 4.26a veranschaulicht. Sie erfolgt im Spektral-
bereich bei einer Wellenldnge von A, ~ 4000m und im Ortsbereich in einer Hohe von
z = 10 km, also beim Ubergang von N2 zu NZ2.

Sektor IV zeigt den Bereich grofler Wellenldngen in der Troposphére. Hier nimmt die
Wavelet-Leistung bei zunehmender Windscherung zu. In Sektor I ist dargestellt, welche
Leistung in der Stratosphare auf kiirzere Wellenlangen entfallt. Dabei ist im Vergleich
mit Sektor IV ein umgekehrter Verlauf zu beobachten: Bei grofierer Windscherung sind
kurze Wellenléngen unterhalb von 4000m weniger dominant als ohne Windscherung.
Die Persistenz grofler Wellenldangen bis in die Stratosphére ist in Sektor II gezeigt. Wird
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Abb. 4.25: Hintergrundwind (links), Brunt-Vaiséla-Frequenz (Mitte) und Wavelet-
Analyse wie in Abb. 4.16 (rechts), jeweils fiir einen Strahlstrom mit einer Scherung
du./dz von (a) 0-103s7L, (b) 2.5-103s7L, (¢) 5-102s™ und (d) 8- 1073 s7L.
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Abb. 4.26: (a): Hlustration zur Einteilung eines Wavelet-Spektrums in vier Sektoren I-IV
(schwarz-gepunktete Linien bei z = 10km und bei A\, ~ 4000m) und verschiedene
Hohenbereiche (farbige Linien). (b): Maximale Wavelet-Leistung der Simulationen
aus Abbildung 4.25 mit Scherungen du./dz € {0, 2.5, 5, 8} - 103 s™! in verschiedenen
Hohenbereichen (farbige Linien) fiir die Sektoren I-IV.
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der gesamte Bereich z > 10km betrachtet, zeigen die Maxima einen ahnlichen Verlauf
wie in der Troposphére (Sektor IV), jedoch leicht nach unten verschoben. Es werden
zwischen 60 % und 74 % der Werte aus der Troposphére (IV) angenommen. Wird der
betrachtete Bereich in Sektor II verkleinert, so nehmen die Werte in allen Simulationen
bis z > 16 km immer mehr ab, zeigen aber weiter einen ahnlichen qualitativen Verlauf.
Beim Verschieben der Grenze nach noch weiter oben tritt fiir du/dz = 0s™! keine Ande-
rung des Maximums mehr auf. Dies ist in Abbildung 4.25a daran zu erkennen, dass die
Wavelet-Leistung in Sektor II ab einigen Kilometern Abstand von der Tropopause sehr
homogen ist. Sektor IIT umfasst den Bereich kleinerer Wellenldngen mit A, < 4000 m in
der Troposphére. Wird der kleinste Hohenbereich betrachtet (z < 6 km), erreichen die
Maxima niedrige Werte und ihr Verlauf ahnelt dem in den Sektoren IT und IV. Werden
die Hohenbereiche direkt unterhalb der Tropopause hinzugenommen (hellrote und oran-
ge Linie in Sektor III, Abbildung 4.26b), kehrt sich dieser Verlauf um. Es treten dann
bei grofer werdender Windscherung die niedrigeren Wavelet-Leistungen auf. Dies liegt
daran, dass der Wellenldngenbereich zwischen A, s und A, ¢ bei grolen Windscherungen
weniger stark ausgepragt ist, wie bereits an den Konfidenz-Konturen in den Wavelet-
Spektren aus Abbildung 4.25 erldutert wurde. Ein starker Strahlstrom unterhalb der
Tropopause verschiebt die Wellenldngen in der Tropopausenregion, in Ubereinstimmung
mit linearer Theorie, hin zu groffen Wellenldngen. Im Wellenldngenbereich A, < 4000 m
werden deshalb nur noch niedrige Wavelet-Leistungen erreicht.

Interessant ist auch der Vergleich von Abbildung 4.25a mit Abbildung 4.16: Die Umge-
bungsprofile weisen denselben Verlauf auf, jedoch sind die angeregte Wellenlénge und
die Stiarke der Anstromung in Abbildung 4.25a beide deutlich grofler. Die Wellenlédnge
betragt A\, = 100km im Vergleich zu A, = 3km und die Anstromung u, = 10ms™
statt u, = 3ms . Das Resultat ist ein deutlich verdanderter Einfluss der Tropopause
auf die Wellenldnge. Im Falle der grofleren Windgeschwindigkeiten und Wellenlangen
bleiben die troposphérischen Wellenléngen auch deutlich in der unteren Stratosphére
erkennbar und tiber einen Hohenbereich zwischen etwa 9km und 13 km gibt es eine bi-
modale Verteilung. Die beiden dominanten Wellenldngen, die von der troposphérischen
Brunt-Viisili-Frequenz N2 und von der stratosphérischen Brunt-Viisila-Frequenz N2
gepréagt sind, kénnen bei grofler Wellenldnge und Anstromung (Abbildung 4.25a) bei
Betrachtung des 95 %-Konfidenzniveaus nicht mehr so klar unterschieden werden wie
bei niedrigerer Wellenldnge und Anstromung in Abbildung 4.16.

4.2.3 Zusammenfassung

Im zweiten Ergebnisteil wurden orographisch angeregte Wellen und ihr Durchgang durch
Schichten mit Anderung in Stabilitit und Umgebungswind vorgestellt. Hierbei sollten
insbesondere auch Ubereinstimmungen und Abweichungen zwischen den Simulationen
und der linearen Theorie betrachtet werden.

Es wurde ein Stabilitdtsprofil verwendet, das dem Temperaturverlauf in der US-Stan-
dardatmosphére entspricht: Von einem konstanten tropospharischen Wert nimmt die



4.2. Orographische Wellen in stiickweise linearen Umgebungsprofilen 79

Stabilitdt sprunghaft auf einen konstanten stratosphérischen Wert zu.

Zunéchst wurde der Umgebungswind als konstant angenommen. Es konnte dabei be-
obachtet werden, dass eine ebene Welle dem in linearer Theorie vorhergesagten Verlauf
weitgehend folgte, eine Wavelet-Analyse zeigte zwei diskrete vertikale Wellenldngen in
Troposphare und Stratosphére, die durch die dort jeweils vorherrschende Stabilitét be-
stimmt wurden. Allerdings erfolgte die Anderung der Wellenlinge an der Tropopause
nicht instantan, sondern auch lange troposphérische Wellen propagierten noch in die
untere Region der Stratosphire. Durch Festlegen eines Bergprofils, das aus der Uberla-
gerung unterschiedlicher Wellenldngen zusammengesetzt ist, konnte auch im Frequenz-
raum eine Uberlagerung festgestellt werden. Im Fourierspektrum waren mehrere diskrete
Wellenléngen analysierbar. Dabei war aufféllig, dass die Streuung der vertikalen Wel-
lenlange in der Troposphare deutlich gréfler war als in der Stratosphére. Hierbei spielte
womdglich die Uberlagerung von an der Tropopause reflektierten Anteilen eine Rolle.
Das Stabilitdtsprofil aus der US-Standardatmosphére wurde mit einer Tropopausen-
inversionsschicht verglichen. Dabei war auch eine konstante Stabilitat in Troposphére
und Stratosphére vorherrschend, jedoch befand sich dazwischen noch eine sehr schmale
Schicht mit deutlich erhéhter Stabilitdt. In diesem Fall war die Trennung der vertikalen
Wellenldngen an der Tropopause noch deutlicher ausgepragt als ohne die Inversions-
schicht.

Es wurden auflerdem Simulationen betrachtet, in denen sich die Tropopausenregion iiber
eine Schicht erstreckt, innerhalb der eine lineare Zunahme der Stabilitdt von einem kon-
stanten troposphérischen auf einen konstanten stratosphérischen Wert erfolgt. Die Dicke
dieser Schicht wurde variiert. Dabei konnte beobachtet werden, dass bei groeren Schicht-
dicken in der Wavelet-Analyse eine kontinuierliche Anderung der Wellenldnge detektiert
wurde und die Ubereinstimmung mit der linearen Theorie immer grofer wurde.

Die Kombination von Anderungen in der Stabilitit und in der Windscherung wurde in ei-
ner weiteren Studie betrachtet. Hier wurde wieder das Profil der US-Standardatmosphé-
re gewahlt und ein Strahlstrom implementiert, dessen Lage sich relativ zur thermischen
Tropopause veranderte. Diese Simulationen wurden mit deutlich erhohter Anstromge-
schwindigkeit und Wellenldnge gegeniiber der vorherigen Simulationen durchgefiihrt.
Hier wies die nach linearer Theorie berechnete Wellenlange eine feinskalige Struktur mit
starken Gradienten auf. Dies wurde in den Simulationen so nicht wiedergegeben. Befand
sich der Strahlstrom oberhalb der Tropopause, so fiihrte dies zu einer weiteren Persistenz
langer Wellen in die untere Stratosphére hinein. Befand sich der Strahlstrom unterhalb
der Tropopause, so hatte das hohere Impuls- und Energiefliisse zur Folge als wenn er an
der Tropopause oder dartiber lag.

Fiir diesen Fall eines Strahlstroms unterhalb einer Tropopause nach US-Standardat-
mosphére wurde auch die Stiarke des Strahlstroms variiert. Dabei waren generell lange
Wellen auch iiber weite Teile der Stratosphére sichtbar. Auch hier wurde im Vergleich zu
vorherigen Simulationen mit hoheren Windgeschwindigkeiten angeregt, was dieses Ver-
halten vermutlich verstarkte. Der stiarkste Strahlstrom hatte die grofite Transmission
langer tropospharischer Wellenldngen in die Stratosphére zur Folge. Gleichzeitig nahm
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die Dominanz kurzer Wellen in der Stratosphére in diesem Fall am starksten ab.

Zusammenfassend kann also gesagt werden, dass in den meisten Hohenbereichen eine
Ubereinstimmung zwischen den analysierten vertikalen Wellenlingen mit den aus linea-
rer Theorie ermittelten Werten gefunden werden kann. Der Ubergang von langen tro-
posphérischen Wellenléngen zu kiirzeren stratospharischen Wellenléngen erfolgt jedoch
nicht unmittelbar an der Tropopause, sondern lange Wellenlangen sind auch noch in der
unteren Stratosphare sichtbar - umso mehr, je hoher die horizontale Windgeschwindig-
keit ist. Zudem konnte in fast allen Féllen beobachtet werden, dass die Simulationen
in der mittleren Stratosphéare kleinere Wellenlange zeigten als durch die lineare Theorie
ermittelt. Dies trat sowohl bei den Simulationen mit niedriger Anstromung als auch bei
jenen mit hoherer Anstromung auf.



4.3. Orographische Wellen in einer Tropopauseninversionsschicht 81

4.3 Orographische Wellen in einer

Tropopauseninversionsschicht

4.3.1 Aufbau und Ziel der Untersuchung

In dieser Studie soll systematisch untersucht werden, wie orographisch angeregte Schwe-
rewellen durch eine Tropopauseninversionsschicht propagieren. Es werden hierfiir ver-
schiedene Wellenldngen betrachtet, sowie die Struktur der Tropopause variiert. Das
betrifft einerseits die vertikale Ausdehnung der Tropopausenschicht und andererseits
die Starke der Inversion. Die Implementierung der Tropopauseninversionsschicht erfolgt
durch eine hyperbolische Funktion fiir N2, die den Ubergang der Brunt-Viisili-Frequenz
von einem konstanten troposphérischen Wert N2 = 1-10™ s zu einem konstanten stra-
tosphérischen Wert N2 = 4 .10 s™ beschreibt. Es werden zwei Parameter variiert, um
verschiedene Konfigurationen zu realisieren:

N2 - N} -
N2<Z; c, d’ th) = <N1?2S+882ts . |:1+tanh (T)}) .

<1 +(c—1) - sech? (Z_dztp» (4.12)

Der Parameter d beschreibt die Dicke der Tropopauseninversionsschicht und der Parame-
ter ¢ beschreibt die Starke der Inversion. Die Hohe der Tropopause betrégt z, = 11 km.
Aus c € {1, 2, 3,4, 5, 6} und d € {200m, 350 m, 500 m, 650 m, 800 m, 950 m} ergeben
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Abb. 4.27: Profile der Brunt-Viisila-Frequenz N? gemifl Gleichung (4.12), Variation der
Parameter fiir die Inversionsstérke ¢ und die Schichtdicke d - (a) getrennt voneinander
und (b) kombiniert zu 36 Profilen.
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sich 36 verschiedene Kombinationen, wie in Abbildung 4.27 illustriert ist.

Diese Tropopausenkonfigurationen werden mit drei verschiedenen Modellen dahingehend
untersucht, welche Transmissionseigenschaften sie fiir Schwerewellen haben. Die Modelle
unterscheiden sich in ihrer Herangehensweise und in ihren Annahmen stark, was einen
Vergleich interessant macht.

Zunéchst soll dafir das bereits in Abschnitt 3.1 beschriebene Modell EULAG in ho-
her Auflésung verwendet werden, womit ein moglichst nah an der Realitéit befindliches
Ergebnis angestrebt wird. Im Modell werden Schwerewellen direkt simuliert, allerdings
werden kleinskalige Prozesse wie Turbulenz parametrisiert. Die Wellenanregung erfolgt
durch Anstromung einer sinusférmigen Orographie und die Wellen erfiillen die anelasti-
schen Gleichungen (2.8).

AuBlerdem wird das Mehrschichtenmodell von Pritz et al. (2018) verwendet, das in Ab-
schnitt 3.2 vorgestellt wurde. Hier werden die Boussinesq-Gleichungen (2.10) herange-
zogen, um die Propagation von ebenen Wellen zu beschreiben.

Des Weiteren wird ein Ray-Tracing-Modell von Muraschko et al. (2015) und Boloni et
al. (2016) verwendet, das vor allem zur Untersuchung der Interaktion zwischen Welle
und Grundstrom entwickelt wurde. Dieses Modell wurde bereits in Abschnitt 3.3 kurz
erlautert und wird auch in der Boussinesq-Néherung betrieben.

In den folgenden Abschnitten 4.3.2, 4.3.3 und 4.3.4 werden die Ergebnisse und Me-
thoden bei der Benutzung der einzelnen Modelle vorgestellt. Dabei ist es insbesondere
interessant, die jeweils auftretenden Unterschiede mit den Eigenheiten und den getroffe-
nen Annahmen der verschiedenen Modelle in Relation zu setzen. Dies wird im Vergleich
der Modelle in Abschnitt 4.3.5 ndher erldutert.

4.3.2 Ergebnisse aus EULAG

Es wird der Stromungsloser EULAG (Prusa et al., 2008) verwendet, dessen Eigen-
schaften in Kapitel 3.1 bereits beschrieben wurden. Der Basiszustand v, wird iiber die
Wahl 1ipps=3 auf das isotherme Bacmeister-Schoeberl-Profil festgelegt (siche Abschnitt
3.1.1), da nur so die erforderliche hohe vertikale Ausdehnung gewéahrleistet werden kann,
die iiber die Tropopause hinaus reicht. Im Umgebungszustand 1. wird das hyperbolische
N2-Profil fiir die Definition von 6, benutzt und der Hintergrundwind wie in Abbildung
4.28 gezeigt gewahlt. Es wird im Modellgebiet stets eine Wellenlange dargestellt, es gilt
also fiir die ModellgebietsgroBe L, = A\, und die Auflésung betriagt in beide Raumrich-
tungen Ax =~ Az ~ 10m und in der Zeit At = 1s.

Ausbreitungsbedingung orographischer Wellen

Bei den hier diskutierten orographischen Wellen gilt die Dispersionsrelation (2.30), aus
der ersichtlich wird, wann die Wellen propagieren und wann sie evaneszent sind. Dabei
ist entscheidend, ob die vertikale Wellenzahl m einen imaginidren Anteil hat. Bei einer
durch die Orographie festgelegten horizontalen Wellenldnge A, ergibt sich durch die Wahl
der Anstromgeschwindigkeit u, die vertikale Wellenzahl. Abbildung 4.28 illustriert den



4.3. Orographische Wellen in einer Tropopauseninversionsschicht 83

Zusammenhang von horizontaler Wellenldnge, Anstromgeschwindigkeit und vertikaler
Wellenldnge. Im farbig konturierten Bereich des Diagramms kann Wellenpropagation
stattfinden. Die Markierungen beziehen sich auf Konfigurationen, die in den folgenden
Abschnitten betrachtet werden.
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14 24
n |22
keine Propagation 120
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g X 116~
=8 X 1147
g X 1127
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Abb. 4.28: Ausbreitungsbedingung orographischer Wellen geméfi Gleichung (2.30) mit
N? = 1052, Die Konfigurationen fiir A\, = A, sind mit Kreuzen markiert, die Kon-
figurationen mit A\, = 2km mit Kreisen.

Bestimmung von T'C' - Welches N? verwenden?

Wie zu Beginn von Abschnitt 4.1 erldutert wurde, lassen sich Transmissionskoeffizienten
in einer Situation ohne Windscherung iiber die Erhaltung der Energie berechnen. Nach
Gleichung (4.2) kann ein Transmissionskoeffizient fiir die Propagation einer Welle von
einer Schicht j in eine Schicht j+1 tiiber

Y Niafui — k2 |w\?+1
— N — B [wf?

berechnet werden. Er gibt an, inwiefern das Verhalten von vollsténdiger Transmission
abweicht und kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen.

Mjt1 |w|§+1

TC =

(4.13)
m; |w|?

Die Amplituden |w|? werden aus EULAG-Simulationen ermittelt, wobei hier jeweils das
absolute Maximum in einer bestimmten Schicht ober- und unterhalb der Tropopau-
senregion benutzt wird. Bei der Berechnung der vertikalen Wellenzahlen m; wird fiir
die jeweilige Schicht mit konstanter Brunt-Vaiséla-Frequenz N; die Dispersionsrelation
verwendet. Betrachtet man hierbei die Tropopause als eine Schicht, in der die Brunt-
Viisala-Frequenz nicht konstant ist und untersucht, wie eine Welle von der Troposphéare
in die Stratosphéare propagiert, kann die in der unteren Schicht konstante Brunt-Vaiséla-
Frequenz mit N2 und die in der oberen Schicht konstante Brunt-Viisila-Frequenz mit
N2 bezeichnet werden.

Mochte man ein Zweischichtenmodell, wie es in Abbildung 4.29a dargestellt ist, auf
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Abb. 4.29: (a) Ilustration eines Profils der Brunt-Viisili-Frequenz N2, die in zwei
Schichten jeweils einen konstanten Wert hat. (b) Profil mit einer Inversionsschicht
und unterschiedlichen Werten N2 und N2.

max

einen Fall iibertragen, in dem die Anderung von N? nicht nur sprunghaft auftritt, son-
dern N? iiber eine groBere Schicht der Dicke d geméB Gleichung (4.12) variiert, stellt
sich die Frage, welcher Wert der Brunt-Vaisédla-Frequenz bei der Berechnung der verti-
kalen Wellenzahl in Gleichung (4.13) relevant ist. Zwar ist in dieser Betrachtungsweise
in der Stratosphire die konstante Brunt-Viisili-Frequenz N2 vorherrschend, allerdings
ist es auch denkbar, dass wahrend der Propagation die Signatur der Tropopause mit der
charakteristischen Inversion mit Brunt-Véisila-Frequenz N2, von noch grofierer Bedeu-

max

tung ist. Die Lage dieser spezifischen Frequenzen ist in Abbildung 4.29b dargestellt.

Bevor weitere Uberlegungen dazu angestellt werden, soll zunéchst eine Darstellungs-
weise der verschiedenen Tropopausenkonfigurationen eingefithrt werden, die im weiteren
Verlauf dieses Abschnitts verwendet wird. Dabei werden die Ergebnisse in einer Matrix
dargestellt, wobei die einzelnen Zellen jeweils den Wert einer Grofle aus der Auswertung
einer Simulation mit einer bestimmten Tropopausenkonfigurationen enthalten und die
Anordnung derjenigen in Abbildung 4.27b entspricht. In Abbildung 4.30 ist beispielhaft
das Amplitudenverhéltnis von Stratosphére zu Troposphére fiir Wellen mit Wellenldngen
A, = A, = 2km in dieser Darstellungsweise gezeigt.

Abbildung 4.31 illustriert, wie daraus Transmissionskoeffizienten berechnet werden kon-
nen. Dort zeigt der erste Bildteil das Amplitudenverhéltnis |wg|*/|wis|?, wobei hier je-
weils das Maximum der absoluten Windamplitude in einer Schicht von 3 km Dicke ober-
und unterhalb der Tropopause zugrunde liegt. Das Amplitudenverhéltnis erreicht Werte
zwischen etwa 0.2 bis 0.5. Die niedrigsten Amplitudenverhéltnisse ergeben sich im Fall
einer schmalen, scharfen TIL (unten links) und die h6chsten Werte fiir eine breite Tropo-

pause ohne TIL (oben rechts). Es verlduft ein Gradient von unten links nach oben rechts
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Abb. 4.30: Veranschaulichung der Zuordnung der N2-Profile mit verschiedener Tropo-
pausenschichtdicke d und Inversionsstiarke ¢ in einer Matrix. Hier gezeigt fiir das
Amplitudenverhéltnis |wg|?/|wis|?, das aus dem jeweiligen Maximum innerhalb einer
Schicht oberhalb der Tropopause zu einer Schicht unterhalb der Tropopause (Dicke
jeweils 3km) ermittelt wird. Die Datengrundlage sind EULAG-Simulationen mit oro-
graphischer Anregung von Wellen mit A\, = A\, = 2km.
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durch die Matrix. Der zweite Bildteil von 4.31 zeigt das Wellenzahlverhaltnis mis/mpax
bei Verwendung von N2, . Dieses ist fiir jede Zeile mit ¢ € {1,2,3,4,5,6} konstant und

max -

wird mit M.y = Niax/u2 — k2 berechnet. Der dritte Bildteil zeigt das Wellenzahlver-
héltnis mys/mgs bei Verwendung von N2. Hier ergibt sich fiir alle Komponenten dasselbe
Wellenzahlverhéltnis und es gilt N2, (c = 1) = N2. Fiir k = m gilt u? = N?/(2k?) und

mit N2 = 4 N2 kann das Verhéltnis der vertikalen Wellenzahlen in Stratosphére und
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Abb. 4.31: Wellentransmission fiir Wellenldngen A\, = A\, = 2km: Amplitudenverhalt-

nis |wss|?/|wes|?, Wellenzahlverhiltnis my/mupyax bei Verwendung von N2 Wellen-

zahlverhaltnis mys/mgs bei Verwendung von N, 2 Transmissionskoeffizient T'C .y bei

Ss?

Verwendung von N?2_  und Transmissionskoeffizient T'Cy; bei Verwendung von N2 in

zwei Farbschemata (von links nach rechts).
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Troposphére tiber die entsprechenden Dispersionselationen zu
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berechnet werden. Der vierte Bildteil zeigt die mit N2, errechneten Transmissionsko-
effizienten T'C\,.y, die entstehen, wenn man die Werte aus der ersten Matrix durch die
Werte aus dem zweiten Bildteil teilt. Der fiinfte Bildteil zeigt die jeweiligen Transmis-

sionskoeffizienten T'Cy, bei Verwendung von N2

ss?

die sich ergeben, wenn man die Werte
aus der ersten Matrix durch die Werte aus dem dritten Bildteil dividiert.

Der funfte Bildteil zeigt damit das gleiche Muster wie der erste, es ist lediglich um
einen konstanten Faktor umskaliert. Auch der sechste Bildteil (ganz rechts) zeigt dieses
Verhaltnis, hier wurde lediglich ein anderes Farbschema gewéhlt, das dem Wertebereich
dieser Transmissionskoeffizienten besser entspricht und um die Vergleichbarkeit mit den
nachfolgenden Untersuchungen zu vereinfachen.

Beim Vergleich der Transmissionskoeffizienten, denen die beiden unterschiedlichen Be-
rechnungsmethoden zugrunde liegen (7'Cly.y in Bildteil 4 und T'Cy in Bildteil 5), fallt auf,
dass die jeweils obersten Reihen der Matrix (¢ = 1) identisch sind - hier gilt N2 = NZ.
AuBlerdem befinden sich in beiden Féllen die niedrigsten Transmissionen am linken Rand
der Matrix, also bei geringer Tropopausenschichtdicke d. Die genaue Struktur ist jedoch
recht unterschiedlich. Generell sind die errechneten Transmissionskoeffizienten T'Clax
deutlich grofler als die Transmissionskoeffizienten T'Cy, sie iiberschreiten auch den ei-
gentlich theoretisch maximal moglichen Wert von 1 deutlich mit Werten von bis zu
2.5. Die Transmissionskoeffizienten T'Cy fallen geringer aus, tibertreffen mit maximalen
Werten bis zu 1.3 allerdings auch die theoretisch zu erwartenden Werte. Die hochs-
ten Transmissionskoeffizienten befinden sich im ersten Fall (Verwendung von N2, ) am
rechten unteren Rand der Matrix (grofie Schichtdicke und starke Inversion), wéhrend
sie im zweiten Fall (Verwendung von NZ2) am rechten oberen Rand (grofie Schichtdi-
cke und schwache Inversion) zu finden sind. Der Unterschied zwischen beiden Varianten
ist am unteren Rand der Matrix jeweils am deutlichsten, denn dort ist auch der Un-
terschied zwischen N2

interessantes Mafl dafiir sein, inwiefern die Transmissionskoeffizienten von solchen aus

und NSZS am grofiten. Die Zahlenwerte von T'Ch. konnen ein

einem Zweischichtenfall abweichen. Im Anhang ist in Abbildung A.2 ein Vergleich fiir
weitere Wellenldngen dargestellt. Allerdings sind auch die hohen Werte sehr deutlich
iitber T'C' = 1 ein Indikator dafiir, dass ihre physikalische Plausibilitdt in Frage gestellt
werden sollte. Die Erhaltung der Wellenenergie, auf der die Berechnung fufit, gilt jeweils
im Vergleich von einzelnen Regionen, in denen dann alle entsprechenden Vergleichsgro-
Ben (hier m und |w|?) berechnet werden. Da im Falle von N2 die Berechnung der
Windamplitude in der Stratosphéire und die Berechnung der vertikalen Wellenzahl di-
rekt an der Tropopause erfolgt, ist das nicht gegeben. In den folgenden Untersuchungen

wird deshalb die Verwendung von T'Cy der Verwendung von T'Cl,., vorgezogen.
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Wellentransmission fir A\, = )\,

In dieser Simulationsreihe sind die horizontale und die vertikale Wellenlénge identisch.
Die gewiinschte horizontale Wellenldnge wird hierbei durch eine sinusférmige Orographie
mit entsprechenden Bergabstédnden erreicht, wéahrend sich eine bestimmte vertikale Wel-
lenlédnge iiber die Wahl einer geeigneten Anstromung u, realisieren lasst. Fiir m = k gilt
in der Dispersionsrelation (2.30) u, = Nis/(v/2 k). Die entsprechenden Horizontalwind-
geschwindigkeiten sind in Abbildung 4.28 als Kreuze markiert. In Abbildung 4.32 sind
die Ergebnisse dieser Simulationsreihe in Form von Transmissionkoeffizienten gezeigt. Es
handelt sich dabei um die Transmissionskoeffizienten T'Cy, die im Folgenden nur noch
mit T'C bezeichnet werden. Fir die Wellenldngen A\, = A\, € {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} km wur-
den jeweils 36 Simulationen mit den verschiedenen TIL-Konfigurationen aus Abbildung
4.27 durchgefiihrt.

Fir A\, = A\, = 2km findet bei fast allen Tropopausenkonfigurationen nahezu vollstén-
dige Transmission statt, nur im Fall der schmalsten Tropopausenschichtdicke d = 200 m
sind die Werte von T'C' deutlicher reduziert. Bis zu einer Wellenlange von 5km ist die
Transmission vor allen Dingen am linken Rand der Matrix, also bei den geringsten Tro-
popausenschichtdicken, eingeschréankt. Ab einer Wellenldnge von 6 km &ndert sich diese
Struktur und die Transmission ist auch vermehrt am unteren Rand der Matrix reduziert,
also bei starken Inversionen (grofie ¢). Die Transmissionskoeffizienten weisen dann einen
Gradienten auf, der von der unteren linken Ecke hin zur oberen rechten Ecke durch die
Matrix verlauft. Die Abhéangigkeit der Transmission von ¢ und d ist jedoch nicht genau
gleich ausgeprigt. Betrachtet man etwa bei der groffiten Wellenlédnge A\, = A\, = 8 km den
Rand der Matrix und folgt dem Verlauf der Tranmissionskoeffizienten, ausgehend vom
Minimum in der linken unteren Ecke, so bleiben diese am linken Rand der Matrix, also
bei d = 200m und einer Anderung in ¢, alle unter einem Wert von T'C' ~ 0.55. Entlang
des unteren Randes der Matrix, also bei ¢ = 6 und zunehmender Schichtdicke d ist die
Anderung in T'C deutlich gréfer und die Transmission nimmt bis auf TC' ~ 0.75 zu. Der
Winkel, unter dem die Wellenfronten auf die Tropopause treffen, ist mit A, = A, fir alle
Wellenldngen gleich und betragt v = 45°.

Eine Ubersicht der Transmissionskoeffizienten ist auch in Abbildung 4.33 gegeben. Hier
werden aus den Matrizen in Abbildung 4.32 jeweils die Extremwerte und der Mittelwert

2km 3km 4km 5km 6 km 7km 8km
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Abb. 4.32: Transmissionskoeffizienten fiir A\, = A\, € {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} km.
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Abb. 4.33: Ubersicht Transmissionskoeffizienten fiir A\, = \,. Mittelwert und Extrem-
werte wurden aus den Matrizen in Abbildung 4.32 berechnet.

bestimmt. Imsgesamt nimmt die Transmission beim Ubergang von kleinen zu grofen
Wellenlangen ab. Betrachtet man die Mittelwerte, so starten diese bei einer Transmissi-
on von etwa 1 fiir die Wellenldngen 2 km und 3 km und nehmen dann bis auf einen Wert
von etwa (.65 ab. Das Maximum der Transmission, das sich in allen Matrizen im rech-
ten oberen Eck befindet (keine TIL, groBe Schichtdicke), bleibt bei allen Wellenldngen
oberhalb von 1, also bei vollstindiger Transmission. Fiir das Ubertreffen von TC > 1
konnten mogliche Mehrfachreflexionen zwischen Tropopause und Boden ein Grund sein.
Das Minimum der Transmission, das sich in allen Matrizen im linken unteren Eck befin-
det (starke TIL, geringe Schichtdicke), zeigt ein Maximum bei A, = A, = 3km und fallt
dann auf einen Wert von etwa 0.2 ab. Eine schmale und starke Inversionsschicht stellt
also fiir grofler werdende Wellen eine zunehmende Barriere fiir die Transmission dar.

Wellentransmission fiir A\, = 2km

In dieser Simulationsreihe werden dieselben horizontalen Wellenlangen verwendet wie
in der vorherigen, jedoch werden die Anstromgeschwindigkeiten dahingehend verdndert,
dass die vertikale Wellenldnge konstant bleibt und A, = 2km fiir alle Félle gilt. Die
dafir erforderlichen Werte von u, sind in Abbildung 4.28 als Kreise markiert. Fiir das
Verhaltnis der Wellenzahlen bedeutet das hier:

2
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In Tabelle 4.4 sind diese Wellenzahlverhéltnisse aufgelistet. Auflerdem ist der Winkel 9
aufgefiihrt, den die Wellenfronten mit der Vertikalen einschliefien (siehe Illustration in

Abbildung 2.1). Bei zunehmender horizontaler Wellenldnge nimmt der Winkel zu, die
Wellenfronten befinden sich also zunehmend senkrecht zur Tropopause.

Abbildung 4.34 zeigt die mit diesen Wellenzahlverhaltnissen und mit den Windamplitu-
den |w|? aus EULAG-Simulationen errechneten Transmissionskoeffizienten. Auch wenn
die vertikale Wellenldnge A, konstant bleibt, hat hier die horizontale Wellenlange A,
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Abb. 4.34: Transmissionskoeffizienten fiir A, = 2km, A\, € {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} km.

offenbar einen entscheidenden Einfluss auf die Transmission, es werden Werte zwischen
0.3 und 1.4 erreicht. Bei horizontalen Wellenldngen von A, = 4km und )\, = 5km findet
nahezu vollstandige Transmission statt. Bei kleineren und gréferen Wellenlédngen treten
allerdings Bereiche reduzierter Transmission auf. Wahrend fiir die kleinste horizontale
Wellenléinge A\, = 2 km das Minimum der Transmission bei dem N2-Profil mit der ge-
ringsten Ausdehnung d und der stérksten Inversion ¢ liegt (in der Matrix unten links),
befindet sich das Minimum im Fall von A\, = 8km zwar auch bei der stiarksten Inver-
sion ¢ = 6, aber bei groferen Schichtdicken d (in der Matrix unten rechts). Treffen die
Wellen also unter einem grofleren Winkel auf die Tropopause, so wird die Transmission
insbesondere dann reduziert, wenn die Tropopausenschichtdicke grofi und die Inversion
stark ist. Dabei kommt wahrscheinlich zum Tragen, dass die grofSeren Wellen durch eine
kleinere Tropopausenschicht d propagieren konnen. Wenn diese deutlich kleiner ist als
die Wellenlénge, werden die Wellen kaum von ihr beeinflusst.

Aus jeder Matrix wurden wieder die Extremwerte und der Mittelwert der Transmissions-
koeffizienten bestimmt. Diese sind in Abbildung 4.35 dargestellt. Alle drei Kenngrofien
zeigen einen Verlauf, der die starkste Transmission fiir eine mittlere Wellenldnge von
4km und 5km aufweist. Die Bandbreite der Transmissionskoeffizienten bleibt fiir alle
Wellenldngen &hnlich, zwischen Maximum und Minimum liegen ungefahr 0.5.

" == Maximum ]

== Mittel
=&=Minimum

1.4¢
1.2¢

O 08¢
&~
0.6 - 1
0.4r 1
0.2r ]

0 L 1 L L L 1 L
2 3 4 5 6 7 8

A in km

Abb. 4.35: Ubersicht Transmissionskoeffizienten aus EULAG fiir A\, = 2km. Mittelwert
und Extremwerte wurden aus den Matrizen in Abbildung 4.34 berechnet.
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Az ‘ 2km 3km 4km 5S5km 6km T7km 8km
mys/Mmss | 0.38 043  0.46 047 048 0.49 0.49
0 45° 56° 63° 68° 72° 74° 76°

Tabelle 4.4: Wellenzahlverhaltnisse Tropo-/Stratosphére fiir A, = 2km und versch. A, .

Amplitudenvariation

Wie eine Welle durch eine Schicht mit starken Gradienten propagiert, hiangt auch von
ihrer Amplitude ab. Deshalb wurden in einem Vergleich die Transmissionen durch die
Tropopause bei unterschiedlicher Amplitude untersucht. Wenn eine Wechselwirkung der
Welle mit dem Hintergrund stattfindet, kann dadurch auch die Stabilitdt der Umge-
bung beeinflusst werden. Die Anderung der Brunt-Viiséli-Frequenz N? wurde deshalb
als Maf} dafiir herangezogen, wie stark die Wechselwirkung ist. Dazu wurden Simula-
tionen durchgefiihrt, die im Vergleich zu den bisher gezeigten Studien eine verdoppelte
Amplitude haben. In Abbildung 4.36a ist dargestellt, wie sich das N2-Profil nach 7h
Simulationszeit im Vergleich zum Simulationsbeginn verédndert hat, wenn eine Welle mit
starkerer Amplitude durch die Tropopause propagiert. Die Profile werden dabei aus den
horizontal gemittelten Werten von 6 berechnet. Fiir die Differenz der beiden N2-Profile

AN? = N?(t = Th) — N?(t = 0h) wird dann iiber

1 k2 1 k2
S(AN?) = | ———— 3 |AN2(k) — p|2 mit  p= S AN?(K)
ky—k — 1,5 =

(4.15)
die Standardabweichung in der Tropopausenregion berechnet. Uber den Index k wird die
vertikale Achse diskretisiert und die betrachtete Region befindet sich zwischen
2(k1) ~ 10km und z(ks) ~ 12km. Aus der Standardabweichung fiir jede der 36 unter-
schiedlichen Tropopausenkonfigurationen werden Matrizen erstellt, wie sie in Abbildung
4.36b und 4.36¢ gezeigt sind. In beiden Fallen gilt fir die Wellenléngen A\, = A\, = 4km.
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Abb. 4.36: (a) Propagation von Wellen mit A\, = A, = 4km. Standardabweichung von
AN? = N2(t = 7h) — N%(t = 0h) in der Tropopausenschicht bei (b) einer Berghéhe
von 50m und (c) einer Berghohe von 100 m (verdoppelte Amplitude).
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Bei Abbildung 4.36b handelt es sich um orographische Wellen, die bei einer Berghohe
von H = 50 m angeregt werden (zugehorige Tranmissionskoeffizienten sind in Abbildung
4.32 gezeigt) und die Werte in Abbildung 4.36¢ wurden aus Simulationen berechnet, die
orographische Wellen einer Sinus-Bergkette mit H = 100 m zeigen. Nach Gleichung 3.25a
ist eine Anderung der Berghohe direkt mit der Wellenamplitude |w| verkniipft.

In beiden Féllen herrscht ein Gradient, der von der linken oberen Fcke zur rechten
unteren Ecke der Matrix verlduft. Die grofte Anderung in N2 kann fiir die stérkste
und breiteste TIL beobachtet werden. Eine Verdopplung der Amplitude fiihrt dazu,
dass sich die Standardabweichung in AN? stéirker verindert. Wahrend fir H = 50m
die maximale Abweichung 1.2 - 10%s™ betragt, steigt dieser Wert fiir H = 100m auf

5.4-10%s72 an.
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4.3.3 Ergebnisse aus Mehrschichtenmodell

In dem in Ptz et al. (2018) vorgestellten Modell werden die bekannten Zusammenhénge
der Wellenausbreitung fiir ein Medium mit konstanter Stabilitat N = const. benutzt und
Gradienten durch Schichten mit stiickweise konstanten Werten approximiert. Dies ist in
Abschnitt 3.2 nidher erldutert. Das Modell wurde fiir die Boussinesq-Gleichungen entwi-
ckelt. Es werden neben Konfigurationen, die mit den EULAG-Simulationen direkt ver-
gleichbar sind, ndmlich einer Reihe von Wellenlédngen A, € {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} km,
auch grofere Wellen A, € {20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100} km betrachtet und auch
deren Transmission durch die Tropopause untersucht. Fiir diese 18 horizontalen Wel-
lenldngen wird der Fall A\, = A\, betrachtet, sowie A, = const. fiir verschiedene verti-
kale Wellenléngen von 2km, 10km und 20km. In Abbildung 4.37 ist illustriert, unter
welchem Winkel die Wellen bei diesen Wellenléngen jeweils propagieren. Der Winkel
¥ = arccos (k/ Vk2 4+ m2> = arccos (W/N,) liegt zwischen den Wellenfronten und der
Vertikale und kann mit der Dispersionsrelation (2.25) ermittelt werden.

Im Fall A\, = A\, gilt ¥ = 45° fiir alle Wellenlangen. Wird die vertikale Wellenldnge
bei A\, = 2km festgehalten, bewegt sich der Winkel bei kleinen Wellenldngen (4.37a)
zwischen 45° und 79° und bei groen Wellenlangen zwischen 84° und 89° (4.37b). Ist die
vertikale Wellenldange grofier, bei A, = 10km, werden bei kleinen Wellenlédngen (4.37a)
Winkel von 11° bis 45° und bei grofen Wellenlédngen (4.37b) Winkel von 63° bis 84°
angenommen. Bei einer vertikalen Wellenldange von A, = 20km, liegt ¥ bei kleinen
horizontalen Wellenldngen (4.37a) zwischen 6° und 27° und bei grofen horizontalen
Wellenléngen (4.37b) zwischen 45° und 79°.
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401 ... A, = 2 km 1 407 ...\, =2km
I A, = 10 km | I A, = 10 km
20+ : \ 20+ ?
==X, =20 km \‘ =X, =20 km
0  ————ef-o 0 -,
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 07 08 09 1
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Abb. 4.37: Winkel 9, den Wellenfronten mit der Vertikalen -einschlieffen, bei
horizontalen Wellenldngen von (a) A\, € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} km und von
(b) Az € {20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100} km.



4.3. Orographische Wellen in einer Tropopauseninversionsschicht 93

Wellentransmission fir A\, = )\,

Fiir die Untersuchung von Wellen mit gleicher Wellenldnge in x- und in z-Richtung

wurden mit dem Mehrschichtenmodell Matrizen der Transmissionskoeflizienten fiir eine

Reihe kleinerer Wellenldngen im Bereich bis 10km und fiir groflere Wellenldngen im
Bereich bis 100 km berechnet. Die Wellenldngen von 2km bis 10 km sind in der linken
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4.38: T'C fir A\, = \,.

Spalte von Abbildung 4.38 dargestellt, die Wellen-
langen von 20 km bis 100 km in deren rechten Spal-
te. Bei den kleineren Wellenldngen bis etwa 6 km
kann beobachtet werden, dass die Gradienten in-
nerhalb der Matrix vor allem entlang der horizon-
talen Achse auftreten, auf der die Schichtdicke d
aufgetragen ist. Fiir einen festen Wert der Schicht-
dicke ist die Variation des Transmissionskoeffizien-
ten geringer als umgekehrt bei einem festen Wert
fiir ¢; die Stérke der Inversion hat also einen kleine-
ren Einfluss. Dieses Verhalten dndert sich allerdings
bei langeren Wellen und bei 10 km Wellenlénge ist
die Anderung am linken Matrixrand auch in ver-
tikaler Richtung stark. Das Minimum der Trans-
mission liegt dann im linken unteren Eck, also bei
einer schmalen Tropopausenschicht mit starker In-
version. Am rechten Rand der Matrix, also bei di-
ckeren Schichten, werden Wellen bis 10 km Wellen-
lénge sehr gut transmittiert, unabhangig von der
Stéarke der Inversion.

In der rechten Spalte von Abbildung 4.38 wer-
den keine Werte oberhalb von T'C' = 0.9 mehr
erreicht. Im Verlauf der Erhéhung der Wellen-
lange von 10km in Schritten von 10km auf
100 km verschiebt sich das Minimum der Trans-
mission vom linken unteren Rand der Matrix
nach rechts, hin zu groéferen Schichtdicken. Auch
wird die gesamte Matrix fiir besonders hohe

= Maximum =g-Mittel == Minimum

O 0.8
< 06
0.4
0.2
O 1 1 1 L 11
2 4 6 8 10 20 40 60 80100
Az in km

Abb. 4.39: Ubersicht TC fiir \, = \,.
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Wellenlangen von 100 km immer homogener, die Streuung der Transmissionskoeffzienten
ist geringer, jedoch auf einem niedrigen Niveau von 0.5 — 0.8. Dies kann auch gut an der
Reihe der Extrem- und Mittelwerte aus den Matrizen gesehen werden, die in Abbildung
4.39 aufgetragen sind. Die Spannbreite der Transmissionskoeffizienten nimmt zunéchst
bis zu einer Wellenlédnge A\, = A, = 10 km zu. Fiir grofler werdende Wellenldngen nahern
sich Minimum und Maximum immer weiter an, wobei interessanterweise das Minimum
der Transmissionskoeffizienten fiir den gesamten Bereich zwischen etwa 8 km und 60 km
annahernd konstant bei TC' = 0.4 oder knapp darunter liegt. Dies betrifft den Bereich,
in dem sich die Lage des Maximums vom linken unteren Rand der Matrix an den rechten
unteren Rand der Matrix verschiebt.

Wellentransmission fiir A\, = 2km

Fiir den mit EULAG simulierten Fall einer konstant bleibenden vertikalen Wellenlénge
von 2 km wurden auch mit dem Mehrschichtenmodell Berechnungen fiir die horizontalen
Wellenléngen A\, € {2, 3, 4,...,10, 20, 30,...100} km durchgefithrt. Dabei ergab sich,
dass alle betrachteten Wellenldngen bei allen Tropopausenkonfigurationen etwa gleich
gut und nahezu vollsténdig transmittiert werden. Der Ausbreitungswinkel 9 liegt hier
zwischen 45° bei A\, = 2km und 89° bei A\, = 100 km. Damit treffen die Wellenfronten
bei zunehmender Wellenlédnge also zunehmend senkrecht auf die Tropopause.

Die minimalen und maximalen Transmissionskoeffizienten fiir jede Wellenldnge sowie
der mittlere Transmissionskoeffizient sind in Abbildung 4.40 dargestellt. Maximum und
Mittelwert zeigen keine Abhéngigkeit von der Wellenldnge. Es ist lediglich eine sehr
leichte Abnahme des Minimums (blaue Linie) zu erkennen.

Da die Variation so gering ist, werden die Transmissionskoeffizienten lediglich im Ver-
gleich der Methoden in Kapitel 4.3.5 in der Matrix-Darstellung gezeigt.

1.04 -

= Maximum == Mittel == Minimum |
1.02 B
)
&~
0.98 o . B
0.96 - B
2 4 6 8 10 20 40 60 80100
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Abb. 4.40: Ubersicht T'C fiir A\, = 2km.
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Wellentransmission fiir A\, = 10 km

Da die Berechnungen mit dem Mehrschichtenmodell bei einer konstant bleibenden ver-
tikalen Wellenlénge von 2km bei allen Tropopausenkonfiguration nur sehr geringe Un-
terschiede in der Wellentransmission zeigten, wurde diese Reihe mit einer deutlich gro-
Beren konstanten vertikalen Wellenlange von A, = 10 km wiederholt. In Abbildung 4.41

sind Transmissionskoeffizienten fir kleinere hori-

1
Ag : : zontale Wellenlangen zwischen 2km und 10 km in
221611111/11 Q; der linken Spalte gezeigt und Transmissionskoeffi-
6 ' zienten fiir groflere horizontale Wellenldngen zwi-
A, - ;i schen 20 km und 100 km in der rechten Spalte. Im
3km/ o7 Fall A, = 2km zeigt sich eine geringe Abhéngig-
30km . keit der Tranmissionskoeffizienten von der Inver-
f “““ sionsstéirke ¢, jedoch eine grofle Abhéngkeit von
Ag 2 der Schichtdicke d. Bei groer werdender horizonta-
dkm/ < ler Wellenlédnge nimmt auch die Abhéngigkeit von
A0km . der Inversionsstiarke zu. Bei A, = A\, = 10km fin-
6 €T z
) ) "IN det sich eine Verteilung, in der das Minimum der
5T{m / o° Transmission von 7'C' ~ 0.4 in der linken unteren
50km . Ecke der Matrix, bei der schmalsten und starksten
f Inversionsschicht liegt, wahrend grofiere Schichtdi-
Ay 2 cken durchweg hohe Transmissionen aufweisen. Be-
6km/ <7 trachtet man groflere horizontale Wellenlangen, wie
60 Jan . . in der rechten Spalte von Abbildung 4.41 darge-
1 stellt, so verandert sich die Verteilung von 7'C' ab
;\Qf{m / Qii A; = 30km kaum noch. Lediglich das Minimum
70 km Z steigt leicht an auf T'C' ~ 0.5. Die aus den Matrizen
6 ._ generierten Mittelwerte und die Maxima in Abbil-
A, . dung 4.42 zeigen keine Abhéangigkeit von der Wel-
8km/ lenléange. Bei allen Wellenlédngen gibt es Tropopau-
80 km ; . senkonfigurationen, die eine vollstindige Transmis-
T N sion der Wellen zulassen. Das Minimum der Trans-
g"f{m / : mission variiert hingegen und zeigt seinen niedrigs-
90km . ten Wert bei Wellenlangen von 6 km bis 8 km.
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Abb. 4.41: TC fur A, = 10km. Abb. 4.42: Ubersicht T'C' fiir A, = 10 km.
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Wellentransmission fiir A\, = 20km

Wird die vertikale Wellenldnge noch weiter auf A\, = 20 km erhoht, stellt sich die Ver-
teilung der Transmissionskoeffizienten so dar, wie in Abbildung 4.43 gezeigt ist. Wie-

der ist erkennbar, dass im Falle der beiden niedrigsten horizontalen Wellenldngen von

A = 2km und A, = 3km die Abhingigkeit der Transmission lediglich relativ zur
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Abb. 4.43: TC fir A\, = 20km.

Schichtdicke existiert und nicht relativ zur Inversi-
onsstirke. Im Falle von A, = 10km ist eine Ver-
teilung vorhanden, in der die niedrigsten Werte
von T'C' bei der schmalsten Schicht mit der starks-
ten Inversion liegen. Betrachtet man die grofieren
Wellenlangen A, im Bereich zwischen 20km und
100 km (rechte Spalte in Abbildung 4.43), so ver-
schiebt sich das Minimum der Verteilung bei zu-
nehmender Wellenldnge hin zu gréoBeren Schichtdi-
cken. Das Minimum verbleibt aber im Gegensatz
zu der Simulationsreihe mit A, = A, (Abbildung
4.38) am mittleren unteren Rand der Matrix, al-
so bei mittleren Schichtdicken von 500 m — 650 m.
Abbildung 4.44 zeigt die Extrem- und Mittelwerte
aus den einzelnen Matrizen fiir die verschiedenen
Wellenlédngen. Im Gegensatz zum Fall A\, = 10km
wird fiir keine der untersuchten Wellenldngen voll-
stdndige Transmission TC' = 1 gezeigt. Die Mini-
ma liegen auch deutlich niedriger als in Abbildung
4.42, bei bis zu TC' ~ 0.2. Die Spannbreite der
Transmissionskoeffizienten ist fiir die Wellenléngen
Az < 10km deutlich groBer als fiir A, > 20 km. Der
Winkel 9, den die Wellenfronten mit der Vertika-
len einschliefen, erreicht Werte von maximal 79°
bei A, = 100 km.
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Abb. 4.44: Ubersicht T'C' fiir A, = 20 km.
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Lage der Transmissionsminima und -maxima

In Abbildung 4.45 ist eine Ubersicht zur Lage der Transmissionsminima und -maxima
bei den in diesem Abschnitt vorgestellten Berechnungen mit dem Mehrschichtenmodell
gezeigt. In dieser Darstellung liegt die c-d-Matrix in der Horizontalen, wihrend die verti-
kale Achse verschiedene horizontale Wellenldngen markiert. Die blauen Kreise befinden
sich im Matrixsegment mit der minimalen Transmission bei der jeweiligen Wellenlange
und die roten Kreise an der Stelle der maximalen Transmission.

Im Fall A, = ), ist in Abbildung 4.45a erkennbar, dass sich das Maximum der Trans-
mission stets im Bereich dicker Tropopausenschichten von d = 850m oder d = 900 m
befindet. Fiir eine Grofizahl der Wellenldngen, insbesondere fiir lange Wellenlédngen, liegt
es bei ¢ = 1, wenn also keine Inversion besteht. Lediglich bei den Wellenldngen 2km,
4km und 5km tritt die maximale Transmission bei anderen ¢ auf. Die Lage des Mini-
mums dndert sich starker. Fiir Wellenldngen zwischen 2km und 10km befindet es sich
stets in der Spalte der diinnsten Inversionsschicht, bei d = 200 m, und verschiebt sich
dabei bei zunehmender Wellenlédnge von kleinen Inversionsstéarken zu grofien Inversions-
starken. Fiir Wellenldngen iiber 10 km bleibt das Minimum bei ¢ = 6, also der starksten
Inversionsschicht, wihrend es sich von der linken Reihe zur rechten Reihe bewegt - von
d=200m zu d = 950 m.

Bei den Berechnungen mit konstanter vertikaler Wellenlénge A, = 10km, die in Abbil-
dung 4.45b dargestellt sind, liegt das Maximum der Transmission stets im selben Matrix-
Segment, bei ¢ = 1 und d = 950 m. Das Minimum der Transmission verbleibt fiir alle
Wellenléngen bei derselben Schichtdicke von d = 200 m. Bei Zunahme der Wellenldnge
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Abb. 4.45: Lage der minimalen (blau) und der maximalen (rot) Tranmissionskoeffizienten
in der c-d-Matrix. Ergebnisse aus dem Mehrschichtenmodell fiir (a) A\, = A, fur
(b) A, = 10km und fir (c) A\, = 20km.
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von 2 km auf 6 km verschiebt sich seine Lage von ¢ = 2 hin zu grofieren Inversionsstarken
von ¢ = 6, wo sie fiir gréffere Wellenldngen verbleibt.

Eine Erhohung der konstanten vertikalen Wellenlédnge auf 20 km (Abbildung 4.45¢) fithrt
zu einer Anderung der Lage der Maxima und Minima in den c-d-Matrizen. Hier be-
findet sich die maximale Transmission bei kleinen Wellenléngen bis 6 km im Segment
d = 950m und ¢ = 6. Bei grofleren Wellenldngen befindet sich das Maximum bei dersel-
ben Inversionsschichtdicke d, jedoch bei niedrigerer Inversionsstarke ¢ = 1. Die Minima
von T'C zeigen, genauso wie in den beiden anderen in den Bildteilen 4.45a und 4.45b
gezeigten Verldufen, zunéchst innerhalb der Spalte d = 200m eine Verschiebung von
c =1Dbei \; = 2km hin zu ¢ = 6 bei A\, = 5km. Bei Wellenldngen ab 10km erfolgt
dann bei weiter zunehmender Wellenldnge eine Verlagerung des Minimums zu gréfSeren
Schichtdicken bis d = 500 m, wéihrend keine Verschiebung mehr in c-Richtung erfolgt.
Dieser Verlauf ist auch bei A\, = A, in Abbildung 4.45a in dhnlicher Art zu beobachten:
Bei konstant bleibendem c erfolgt eine Verschiebung der Lage der minimalen Transmis-
sion in d-Richtung. Dieses Verhalten lasst sich mit dem Verhéltnis d/), in Verbindung
bringen, das die Tropopausenschichtdicke mit der ho-

2 rizontalen Wellenldnge in Beziehung setzt und be-

3 reits in Abschnitt 4.1 benutzt wurde. Die Werte von

4 d/); sind in Abbildung 4.46 dargestellt. Die verti-
kale Achse steht dort fiir verschiedene Wellenlén-

E 5 gen A, also beispielsweise fiir verschiedene Matri-
g6 zen in der linken Spalte der Abbildungen 4.38, 4.41
< oder 4.43 oder fiir einen Vertikalschnitt entlang der

d-Achse in Abbildung 4.45. Auf der horizontalen Ach-
se von Abbildung 4.46 sind die unterschiedlichen
Werte fiir die Tropopausenschichtdicke d aufgetra-
gen. Abbildung 4.46 lasst sich auch auf die Reihe der

]
0 grofleren Wellenlangen zwischen 20km und 100 km

200 350 500 650 800 950

tbertragen. Das Verhéltnis d/), ist dann um den

Py
o Faktor zehn kleiner. Der Farbverlauf wére also dersel-
o ot o2 03 o4 o5 Dbe wenndie Farbskala entsprechend verschoben wiir-

d/ N, de. Die Isolinien mit konstantem Verhéltnis d/\, ver-

Abb. 4.46: Verhaltnis d/), fiir die laufen in dieser Darstellung diagonal von links oben

hier benutzten Léngen nach rechts unten und folgen damit dem Verlauf der

minimalen Transmission, die in Abbildung 4.45a und
4.46¢ gezeigt ist. Es kann also vermutet werden, dass fiir die minimale Transmission hier
ein bestimmtes Verhéltnis d/\, ein entscheidender Schwellwert ist.
Generell ist bei Abbildung 4.45 zu beachten, dass nur sehr geringfiigig unterschiedliche
Transmissionskoeffizienten zu einer Zuordnung der Maxima und Minima in unterschied-
liche Matrix-Segmenten fithren kann. So kénnen beispielweise die starken Anderungen
der Lage der Maxima in 4.45a und 4.45¢ entstehen.
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4.3.4 Ergebnisse aus Ray-Tracing-Modell

In diesem Abschnitt werden Simulationen vorgestellt, die mithilfe des Ray-Tracing-
Modells von Muraschko et al. (2015) in der Erweiterung von Boloni et al. (2016) durchge-
fithrt wurden. In Abschnitt 3.3 sind die diesem Modell zugrunde liegenden Gleichungen
erlautert. Es wurden Berechnungen mit einem Boussinesq-Hintergrund durchgefiihrt in
denen die Stabilitdt geméa dem hyperbolischen N2-Profil aus Gleichung (4.12) verlauft.
Es wird kein Umgebungswind vorgegeben. In diesem Hintergrundzustand wird ein Wel-
lenpaket mit horizontaler Wellenzahl k und vertikaler Wellenzahl m, initiiert, dessen
Einhiillende einer Gauf3-Funktion

b(z) =a N exp {—(2_20)2} (4.16)

my 202,

folgt, hier ausgedriickt fiir den Auftrieb b. Die dimensionslose Amplitude betrigt a = 0.1
und der Parameter o, ist mit der vertikalen Ausdehnung des Wellenpakets A, tiber
Ayp = 5oy, verkniipft (Boloni et al., 2016). In den hier gezeigten Simulationen gilt
owp = Dkm und zu Simulationsbeginn ist das Wellenpaket um die Hohe z, = 9km
zentriert. Um sicherzustellen, dass das Wellenpaket auch in der Troposphére noch eine
ausreichend lange Strecke propagieren kann, bevor es auf die Tropopause trifft, wird die
Tropopause hier auf eine groffere Hohe von 20 km gelegt. Da die Berechnung mit den
Boussinesq-Gleichungen durchgefiihrt wird, in denen sich die Dichte nicht mit der Hohe
andert und auflerdem bei der Bestimmung von Transmissionskoeffizienten Verhéltnisse
von Groflen betrachtet werden, andert sich dadurch das Ergebnis nicht. Das Modellgebiet
im Ortsraum umspannt vertikal 40 km, was bei 801 Gitterpunkten zu einer Auflosung
von Az = 50m fiihrt. Die Simulationszeit betrdagt 20000s ~ 5.5h bei einem Zeitschritt
von At = 1s. Rund um die initiale Wellenzahl m, werden in einem Intervall von Am,
fiir jedes der 400 Hohenniveaus zwischen z = Okm und z = 20km je 35 Strahlen in-
itialisiert. Wahrend der Simulation andern sich Wellenzahl und Position der Strahlen

Az=2 km, \,=2 km, c=1, d=200 m Ax=10 km, A\,=10 km, c=1, d=200 m
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Abb. 4.47: Tmpulsfluss p, w'w’ fir (a) A, = A\, = 2km und fir (b) A\, = A\, = 10km.
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geméaf der Gleichungen (3.31). Zur Berechnung der Transmissionskoeffizienten wird nun
benutzt, dass der vertikale Fluss des horizontalen Impulses p, w/w’ erhalten ist. Dies
folgt aus den Gleichungen (2.50) und (2.55). Die Berechnung des Impulsflusses erfolgt
im Modell als Integration iiber alle Wellenzahlen nach Gleichung (3.34). Das Ergebnis
zweier Simulationen ist in Abbildung 4.47 dargestellt, in der ein Zeit-Ort-Diagramm die
zeitliche Entwicklung des Impulsflusses zeigt. Die Parameter ¢ = 1 und d = 200 m bezie-
hen sich auf ein hyperbolisches N2-Profil nach Gleichung (4.12), wobei die Wellenlingen
in Bildteil 4.47a A\, = A, = 2km und in Bildteil 4.47b A, = A, = 10km betragen.

Die Bestimmung der Transmission durch die Tropopause (2, = 20km) erfolgt nun
aus dem Vergleich des Impulsflusses zu zwei verschiedenen Zeitpunkten, an denen das
Zentrum des Wellenpakets bestimmte Hohen erreicht hat. Diese Hohenniveaus werden
jeweils 3.5km unter- und oberhalb der Tropopausenhohe gesetzt, sie liegen also bei
Zsm = 16.0km und zg, = 23.5km. Um zu bestimmen, an welchem Zeitpunkt ein
Wellenpaket diese Hohenniveaus passiert, wird fiir jede Kombination aus N2-Profil und
Wellenzahlen m, und k die theoretisch zu erwartende vertikale Gruppengeschwindigkeit
nach Gleichung (2.29) berechnet. In Abbildung 4.48 sind die aus der Gruppengeschwin-
digkeit bestimmten Hohenlagen des Zentrums des Wellenpakets fiir ¢ = 6, d = 950 m und
verschiedene Wellenléngen gezeigt. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeitpunkte,
zu denen die Stratosphére (griner Hohenbereich) erreicht wird. Diese Zeitpunkte sind
auch in Abbildung 4.47 durch dunkelgraue Linien (Troposphére) und hellgraue Linien
(Stratosphére) markiert.

Die weitere Vorgehensweise bei der Berechnung der Transmissionskoeffizienten ist in
Abbildung 4.49 illustriert. Die vier gezeigten Félle entsprechen den Tropopausenkonfi-
gurationen an den Eckpunkten der Matrix in Abbildung 4.27b. Aus den Profilen des
Impulsflusses zu den Zeitpunkten, an denen die Hohen zig, und 24 m vom Wellenpaket
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Abb. 4.48: Theoretische Lage des Zentrums des Wellenpakets fiir ein festes N2-
Hyperbelprofil und verschiedene Wellenlédngen.
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Abb. 4.49: Impulsfluss-Schnitte und Impulsfluss-Zeitverlauf fiir A, = A\, = 4km.

erreicht werden, wird der Transmissionskoeffizient als Quotient der Minima berechnet.
Im hier gezeigten Fall ergeben sich so Werte zwischen T'C' = 0.76 und T'C' = 0.89.
Diese Werte werden wieder in einer Matrix aufgetragen. Das Ergebnis fiir verschiedene
Wellenlédngen zwischen 2 km und 10 km ist in Abbildung 4.50 gezeigt. Die Transmissions-
koeffizienten liegen hier zwischen etwa T'C' = 0.76 und T'C' = 0.95 und die Verteilung in
der Matrix ahnelt sich fiir alle Wellenléangen stark. Die geringste Transmission findet bei
einer breiten und stark ausgeprigten Tropopauseninversionsschicht statt (rechte untere
Ecke in der Matrix), wahrend am linken Rand der Matrix, wenn die Tropopauseninver-
sionsschicht sehr schmal ist, hohere Transmissionen moglich sind.

In Abbildung 4.51 sind die Transmissionskoeffizienten aus Ray-Tracing-Simulationen mit
konstanter vertikaler Wellenlénge A\, = 2 km dargestellt. Auch hier ist die Transmission
fiir breite und stark ausgepréigte Inversionsschichten besonders niedrig und ihre Ver-
teilung weist eine geringe Abhéngigkeit von der Wellenlénge )\, auf. Es werden Werte
zwischen T'C' = 0.79 und T'C' = 0.9 angenommen. Damit ist die Bandbreite der Trans-
missionskoeffizienten noch ein wenig kleiner als im Fall \, = \,. Ein direkt sichtbarer
Unterschied zwischen den Simulationsreihen in 4.50 und 4.51 tritt nicht auf.
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Abb. 4.50: Matrix-Darstellung der Transmissionskoeffizienten, berechnet aus dem Ver-
haltnis des Impulsflusses fiir Ray-Tracing-Simulationen mit A\, = A,.
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Abb. 4.51: Matrix-Darstellung der Transmissionskoeffizienten, berechnet aus dem Ver-
héltnis des Impulsflusses fiir Ray-Tracing-Simulationen mit A, = 2km.

In einer vergleichenden Simulationsreihe wurde auch untersucht, wie sich diese Trans-
missionskoeffizienten verandern, wenn nicht mit einem Boussinesq-Hintergrund sondern
mit einem mit der Hohe abnehmenden Dichte-Verlauf gerechnet wird. Dabei wurde
das hyperbolische Profil von N? durch Integration von Gleichung (2.19) auch auf das
Dichteprofil tibertragen. Diese Simulationen zeigen einen sehr dhnlichen Verlauf wie im
Boussinesg-Fall in den Abbildungen 4.50 und 4.51, die Bandbreite der ermittelten Trans-
missionskoeffizienten und ihre Verteilung in der c-d-Matrix sind vergleichbar.

4.3.5 Vergleich der verschiedenen Modelle

In den Abbildungen 4.52 und 4.53 sind die Transmissionskoeffizienten gezeigt, die mit
den drei verschiedenen Methoden - EULAG, Mehrschichtenmodell und Ray-Tracing -
berechnet wurden. Dabei handelt es sich in Abbildung 4.52 um Wellen mit Wellen-
langen A\, = A\, € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} km und in Abbildung 4.53 um die horizontalen
Wellenlédngen A\, € {2,3,4,5,6,7,8} km bei fester vertikaler Wellenldnge A\, = 2km.
Fiir die Berechnungen, in denen die Wellenlangen in z- und z-Richtung gleich sind, zeigen
die Simulationen mit EULAG (linke Spalte in Abbildung 4.52) die niedrigsten Werte,
insbesondere fiir grofle Wellenldngen. Auch in den mit dem Mehrschichtenmodell berech-
neten Transmissionskoeffizienten (mittlere Spalte in Abbildung 4.52) ist eine Abnah-
me der Transmission bei grofler werdenden Wellenldngen erkennbar. Allerdings sind die
Transmissionskoeffizienten dabei durchweg grofier als die aus den EULAG-Simulationen
ermittelten Werte. Bei grofier Schichtdicke (jeweils rechter Rand der Matrix) liegt die mit
dem Mehrschichtenmodell ermittelte Transmission fiir alle hier gezeigten Wellenldangen
nahezu bei T'C' = 1. Bei den Transmissionskoeffizienten, die mit dem Ray-Tracing-Modell
berechnet wurden (rechte Spalte in Abbildung 4.52), liegt das Minimum der Transmissi-
on hingegen am rechten unteren Rand der Matrix, wird also bei einer breiten und stark
ausgepragten Inversionsschicht erreicht.

Im Fall einer festen vertikalen Wellenldnge von A, = 2 km unterscheiden sich die Trans-
missionskoeffizienten aus den drei Modellen deutlicher voneinander (Abbildung 4.53):
Mit EULAG ist bei Zunahme der horizontalen Wellenlange von 6km auf 7km eine
Verschiebung des Minimums von kleinen Schichtdicken d hin zu gréfieren Schichtdicken
beobachtbar. Das Mehrschichtenmodell zeigt fiir alle Wellenlangen gleichermaflen eine
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Abb. 4.52: Transmissionskoeffizienten aus EULAG-Simulationen (links), dem Mehr-
schichtenmodell (Mitte) und aus dem Ray-Tracing-Modell (rechts) fir A, = A,.
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Abb. 4.53: Transmissionskoeffizienten aus EULAG-Simulationen (links), dem Mehr-
schichtenmodell (Mitte) und aus dem Ray-Tracing-Modell (rechts) fur A\, = 2km.

sehr hohe Transmission von T'C' > 0.95 fiir alle Tropopausenkonfigurationen. Das Ray-
Tracing-Modell weist wieder, wie im Falle einer variierenden vertikalen Wellenlénge .,
fiir alle Wellenléngen eine sehr dhnliche Verteilung der Transmission auf, in der sich das
Minimum der Transmission in der unteren rechten Ecke, also bei einer stark ausgepragten
und dicken Inversionsschicht, befindet.

Ein grundlegender Unterschied zwischen dem Ray-Tracing-Modell und den beiden an-
deren Verfahren liegt darin, dass im Ray-Tracing-Modell keine unendlich ausgedehnten
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ebenen Wellen betrachtet werden, sondern dass diese raumlich begrenzt als Wellenpaket
behandelt werden. Dies fiihrt dazu, dass mit der vertikalen Ausdehnung des Wellen-
pakets Ay, eine zusétzliche Lénge eingefiihrt wird. Bei unterschiedlichen Wellenldngen
nehmen dann also auch die Verhéaltnisse zwischen A,,, und A verschiedene Werte an. Ge-
gen eine Auswirkung dieses Zusammenhangs auf die Transmission spricht allerdings die
Tatsache, dass die tatsdchlich ermittelte Verteilung der Transmissionskoeffizienten sich
nur sehr wenig unterscheidet, wenn unterschiedliche Wellenldngen betrachtet werden.
Die Zeitverlaufe der Impulsfliissse in Abbildung 4.49 zeigen, in der gewédhlten Farbskala,
keine Reflexion an der Tropopause. Es findet zwar eine Beeinflussung des Wellenpakets
durch die Inversionsschicht statt, die Ausbreitungsrichtung &dndert sich, jedoch offenbar
in anderer Art und Weise als dies in EULAG der Fall ist. Bei einer Erhéhung der Ampli-
tuden andert sich dieses Verhalten nicht grundlegend. Weiterhin fallt auf, dass die Ver-
teilung der Transmissionskoeffizienten im Ray-Tracing-Modell an die Auswirkungen der
Wellenpropagation bei Amplitudenvariation auf das Stabilitdtsprofil in Abbildung 4.36
erinnert. Hier wird also unter Umstanden nicht die Reflexion der Welle detektiert, son-
dern eine Grofle, die mit einer Beeinflussung des Hintergrundzustands vergleichbar ist.
Zu Vergleichszwecken wurde eine Simulation mit konstanter Brunt-Viisili-Frequenz N2
durchgefiihrt. Diese zeigte einen Transmissionskoeffizienten von T'C' = 0.96. Diese Ab-
nahme kann durch die Dispersion des Wellenpakets zustande kommen. Es besteht auch
die Moglichkeit, dass lediglich durch die Verschiebung des Zeitpunkts, der fiir den Ver-
gleich herangezogen wird, die Struktur der Transmissionskoeffizienten in der c-d-Matrix
zustande kommt. Bei der Berechnung des Zeitpunkts geht die Annahme ein, dass sich
die Ausbreitung mit linearer Theorie beschreiben lasst, was eigentlich nur fiir konstante
Stabilitat N gilt. Ein Vergleich der berechneten Ausbreitung des Wellenpakets mit den
Daten aus dem Ray-Tracing-Modell zeigt jedoch, dass die Zeitpunkte augenscheinlich
gut getroffen werden.

4.3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Propagation orographischer Wellen durch eine Tropopausen-
inversionsschicht untersucht. Die Inversionsschicht wurde dabei iiber eine hyperbolische
Funktion fiir die Brunt-Vaisild-Frequenz N? definiert, wobei zwei Parameter fiir die
Schichtdicke und die Inversionsstéirke variiert wurden. Es wurden Transmissionskoeffi-
zienten flir insgesamt 36 verschiedene Kombinationen von Schichtdicke und Inversions-
stiarke berechnet. Dies wurde fiir verschiedene Wellenldngen und mit drei verschiedenen
Modellen durchgefiihrt.

In EULAG-Simulationen (Prusa et al., 2008) wurden zunéchst Wellen mit horizontalen
Wellenlangen bis A, = 10 km untersucht, fir die A\, = A, gilt. Die Transmissionskoeffizi-
enten variierten tiber den gesamten Bereich zwischen 0 und 1 und waren umso geringer, je
grofler die Wellenldnge war. Es konnte fiir alle Wellenléingen beobachtet werden, dass ge-
ringe Transmission bei einer schmalen und stark ausgeprégten Inversionsschicht auftrat
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und hohe Transmission bei einer breiteren und schwécher ausgeprégten Inversionsschicht.
Diese Verteilung trat bei allen untersuchten Wellenldngen auf. Fiur kleine Wellenldngen
zeigte sich, dass die Abhédngigkeit von der Inversionsstiarke schwach war, wihrend eine
Anderung der Schichtdicke einen deutlich gréBeren Einfluss auf die Transmissionkoeffi-
zienten hatte. In vergleichbarer Weise wurde auch eine Simulationsreihe mit konstanter
vertikaler Wellenldnge bei variierender horizontaler Wellenlange untersucht. Die vertika-
le Wellenldnge war hier stets kleiner als die horizontale Wellenlédnge, fiir den am stéarksten
hydrostatischen Fall um ein fiinffaches. Die Lage der minimalen und maximalen Trans-
mission in der c-d-Matrix war nicht mehr so eindeutig wie im Fall A, = \,. Fir grofer
werdende A\, verschob sich das Minimum der Transmission von kleinen Schichtdicken hin
zu groBeren Schichtdicken. Die Transmission fiir alle Tropopausenkonfigurationen war
generell bei mittleren Wellenldngen von A, ~ (4—5) km am stérksten ausgepragt. Durch
eine schmale Tropopauseninversionsschicht propagierten kurze Wellen schlechter als mit-
tellange Wellen und die ldngsten Wellen wurden wiederum schlechter transmittiert. In
einem weiteren Vergleich wurde die Amplitude variiert, indem die Berghohe des Profils
verdoppelt wurde, um zu untersuchen, inwiefern dies Einfluss auf die Umgebungsprofile
hat. Fiir den Fall der breitesten, starksten Inversionsschicht gab es die grofite Beeinflus-
sung der Hintergrundstabilitat beim Durchgang einer Welle.

Mit einem Mehrschichtenmodell (Piitz et al., 2018), in dem Transmissionskoeffizienten
asymptotisch berechnet werden, wurden dieselben Konfigurationen und weitere unter-
sucht. In den vergleichbaren Wellenléngen bis A\, = 10km zeigte das Mehrschichten-
modell fir A\, = A\, eine dhnliche Verteilung der Transmission wie EULAG. Fir grofier
werdende horizontale Wellenléngen verschob sich jedoch das Minimum der Transmission
hin zu dickeren Schichten. Ein Grund hierfiir kann sein, dass die kleinsten Schichtdicken
fiir groflere Wellen ein weniger starkes Hindernis darstellten, sodass dort die Transmissi-
on anstieg, was zu einer Verschiebung des Minimums fithren konnte. Ein grundlegender
Unterschied zu den EULAG-Simulationen trat im Fall einer konstant gehaltenen ver-
tikalen Wellenlange von A, = 2km auf. Hier zeigte das Mehrschichtenmodell fiir alle
Tropopausenkonfigurationen und Wellenldngen eine nahezu vollstdndige Transmission
von TC' ~ 1. Es wurden deshalb weitere Simulationsreihen mit einer konstant gehal-
tenen vertikalen Wellenlange A, = 10km durchgefiihrt. Im ersten Fall befand sich das
Minimum der Transmission stets im Bereich schmaler und scharfer Inversionsschichten
und bei Erhohung der Wellenlénge fand keine Verschiebung seiner Lage statt. Bei kleinen
Wellenlangen waren die Gradienten vornehmlich entlang der d-Achse orientiert und eine
Anderung in der Inversionsstirke fiel im Gegensatz zu einer Anderung in der Schichtdi-
cke deutlich weniger stark ins Gewicht. Ab einer Wellenlédnge von A\, = 30 km zeigte sich
zudem, dass die Transmission kaum mehr abhingig von der Wellenldnge war. Im ande-
ren Fall, in dem die vertikale Wellenldnge auf A\, = 20 km erhoht wurde, ergab sich ein
dhnlicher Verlauf, jedoch fand eine Verschiebung der Lage der minimalen Transmission
hin zu breiteren Inversionsschichten statt.
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Als dritte Methode wurde ein Ray-Tracing-Modell (Muraschko et al., 2015) benutzt, um
auch damit die Konfigurationen zu testen. Die Berechnung der Transmissionskoeffizien-
ten erfolgte dabei iber den Vergleich der Impulsfliisse zu den Zeitpunkten, an denen die
Wellenpakete sich in einem festen Hohenbereich ober- und unterhalb der Tropopause
befanden. In der ¢-d-Matrix befanden sich die Minima der Transmission fir A, = A, bei
allen Wellenlangen auch im Bereich der starksten Inversion, jedoch hier bei der dicksten
Schicht und nicht wie bei den Ergebnissen der beiden anderen Methoden bei der diinns-
ten Schicht. Diese Verteilung trat bei allen Wellenldngen so auf und generell konnte
eine geringe Wellenldngenabhéngigkeit der Transmissionskoeffizienten festgestellt wer-
den. Die Streubreite der Transmissionskoeffizienten war auflerdem deutlich geringer als
in den beiden anderen Methoden und befand sich fiir alle untersuchten Wellenléngen-
kombinationen und Tropopauseninversionsschichten zwischen 0.76 und 0.95.

Im Vergleich der Modelle kann zusammengefasst werden, dass im Fall A\, = A\, die quali-
tative Verteilung der Transmissionskoeffizienten fiir EULAG und das Mehrschichtenmo-
dell ahnlich ist. Aus dem Mehrschichtenmodell ergeben sich generell grofiere Transmissi-
onskoeffizienten, was daran liegen kann, dass dort keine numerische Diffusion behandelt
wird, die im Fall von EULAG eine zuséitzliche Energieabnahme im System darstellen
konnte. Das Ray-Tracing-Modell zeigt generell hohe Transmissionen und eine andere
Verteilung der Transmissionskoeffizienten in der c-d-Matrix. Hier wird die Propagati-
on von Wellenpaketen betrachtet und deren endliche vertikale Ausdehnung koénnte das
Ergebnis verdndern.

Fiir eine feste vertikale Wellenlénge A\, = 2 km lassen sich die Ergebnisse aus dem Mehr-
schichtenmodell schlecht mit den beiden anderen Methoden vergleichen, da die Trans-
mission stets bei T'C' ~ 1 liegt.

In den numerischen Simulationen mit EULAG werden Schwerewellen in den hier vor-
gestellten Féllen starker von einer Tropopauseninversionsschicht beeinflusst als bei den
beiden anderen Verfahren.
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4.4 Durch Messungen inspirierte Studien

In diesem Teil der Arbeit werden Studien vorgestellt, die durch Beobachtungen von
Schwerewellen in der Tropopausenregion inspiriert wurden, welche einen Vergleich der
Situation mit idealisierten Simulationen sinnvoll erscheinen lieflen.

Die Idee ist hierbei, die Anstromungsbedingungen vom Zeitpunkt der Beobachtung in
EULAG zu benutzen und durch gezielte Anregung verschiedener Wellenldngen zu testen,
wie diese durch die Tropopause propagieren und ob ein Zusammenhang mit den Mess-
daten hergestellt werden kann. Es wird dabei so vorgegangen, dass der atmosphérische
Hintergrundzustand, in dem Wellenerscheinungen auftraten, in EULAG als Anstromung
verwendet wird. Die Daten hierzu stammen aus ECMWF-Reanalysen.

Im stidhemispherischen Winter 2014 fand in Neuseeland die Messkampagne Deep Propa-
gating Gravity Wave Experiment (DEEPWAVE) statt. Das Ziel des Vorhabens war es,
die Entwicklung von Schwerewellen zu quantifizieren - von ihren Quellen in der unteren
Atmosphére tiber ihre Ausbreitung und Wechselwirkung mit dem Grundstrom und mit-
einander bis hin zu ihrer Dissipation in der oberen Atmosphére (Fritts et al., 2016). Die
Geographie und die Lage Neuseelands bieten fiir dieses Vorhaben gute Voraussetzungen,
denn mit den neuseeléndischen Alpen existiert eine relativ isoliert liegende und steile
Erhebung im Ozean, wodurch eine hohe Aktivitat von Schwerewellen verursacht wird.
Betrachtet werden drei ausgewahlte Situationen:

Situation 1 am 4. 7. 2014: Lineare Zunahme der Stabilitit in der Tropopausenregi-
on, Windmaximum an der Tropopause, dariiber Windabnahme bis z = 25 km.

Situation 2 am 11. 7. 2014: Moderat ausgepragte Tropopauseninversionsschicht, kri-
tische Schicht oberhalb der TIL, bei der Horizontalwind auf u, = 0ms™ abfillt,
sodass Wellenbrechen zu erwarten ist.

Situation 3 am 12. 7. 2014: Stark ausgepragte und breite Tropopauseninversions-
schicht, Windmaximum bei z = 15km, potentiell Spurenstofftransport tiber die
Tropopause hinweg, deshalb Betrachtung von passiven Tracern in EULAG

4.4.1 Situation 1

Waéhrend der Messkampagne wurde immer wieder beobachtet, dass relativ geringe tro-
posphérische Wellenanregung zeitgleich mit sehr groen Wellenamplituden in der Meso-
sphére auftrat (Fritts et al., 2016). Eine mogliche Ursache dieses Zusammenhangs kann
sein, dass durch schwache Anstromung Wellen geringer Amplitude in der Troposphére
angeregt werden, die dann anndhernd linear vertikal propagieren und dabei trotz Am-
plitudenzunahme noch nicht in den Bereich konvektiver Instabilitat kommen. Dies wird
von Bramberger et al. (2017) in einer Fallstudie fiir den 4. Juli 2014 untersucht, dem
Tag, an dem die hochsten Energiefliisse der Kampagne gemessen wurden. Die Studie legt
nahe, dass die Wellen fast linear durch die Tropopause propagieren. Eine Analyse der
Wellenlangenbereiche zeigt auflerdem, dass die starksten Energiefliisse durch kurze bis
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mittellange horizontale Wellenldngen im Bereich A\, ~ (10 — 60) km hervorgerufen wer-
den. In der Troposphére sind auch Wellenldngen von etwa A, ~ 80km stark vertreten,
die jedoch in der Stratosphare nicht mehr gemessen werden.

Umgebungsbedingungen

Abbildung 4.54 zeigt als diinne Linien Profile fiir Horizontalwind und Brunt-Viisala-
Frequenz, die als Mittel iiber mehrere stromaufwérts der neuseeldndischen Alpen gelege-
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der Dicke d = 2 km, zentriert bei z = 9km.

Modelleinstellungen

In einem Modellgebiet der Ausdehnung L, = 90km in horizontaler Richtung werden
durch eine sinusférmige Orographie der Hohe H = 50m und eine Anstromung mit
dem in Abbildung 4.54 links gezeigten Windprofil Schwerewellen angeregt. Es befinden
sich zwischen einer und fiinf Perioden im Modellgebiet, was horizontale Wellenlangen
von A\, € {90, 45, 30, 22.5, 18} km ergibt. In der Vertikalen erstreckt sich das Modell bis
L. = 30km, hat eine raumliche Auflosung Az ~ Az ~ 95m und eine zeitliche Auflosung
von At = 1s. Die gesamte Simulationszeit betrdgt T = 8h. Am oberen Rand erfolgt
eine Dampfung der Wellen innerhalb einer Schwammschicht, die bei zg = 23 km beginnt
und einen Dampfungskoeffizienten von ag = 1/(100s) aufweist.
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Windamplituden

Nach einer Simulationszeit von 8 h finden sich die in Abbildung 4.55 dargestellten Oszilla-

tionen im vertikalen Windfeld.
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Abb. 4.55: Vertikalwind w nach 8h.
Anstromung mit Profilen aus Abb.

4.54, verschiedene Wellenlédngen.

In allen Féllen neigen sich die Wellenfronten

mit zunehmender Hohe immer weiter. Der
abnehmende Hintergrundwind wu, ist iiber
m = \/(N/u,)? — k? (Dispersionsrelation 2.30) mit

einer Abnahme der vertikalen Wellenldnge verbun-
den, solange eine Anderung in N dem nicht ent-
gegen wirkt. Die Wellen werden mit zunehmen-
der Hohe also zunehmend hydrostatisch. Eine Ab-
schatzung fiir die vertikale Wellenldnge, die beim
Windminimum von u, = 10ms™ in 25km Hoé-
he herrscht, ergibt damit A, ~ 3km, fiir die ein-
zelnen Falle verschiedener horizontaler Wellenlan-
gen A, liegt dieser Wert nur etwa 50 m auseinan-
der. Die Wellenléngenverhéaltnisse lauten demnach
Ae/N. € {29,14,9,7,5}. Die vertikalen Wellen-
lingen in Bodennihe betragen mit u, = 15ms!
A, € {12.7, 13.1, 13.8, 15.1, 17.6} km, was einem
Wellenlédngenverhaltnis von A\, /A, € {7,3,2,1,1}
am Boden entspricht. In Tabelle 4.5 sind in der
vorletzten Zeile die tatsachlich erreichten maxima-
len vertikalen Windgeschwindigkeiten |w| aufgelis-
tet. Auflerdem sind dort auch die theoretisch in
Bodennéhe ausgelosten Amplituden bei konstan-
ten Umgebungsbedingungen |wp| genannt. Diese
Zahlen ergeben sich aus den in Gleichung (3.25)
aufgefithrten analytischen Losungen der Taylor-
Goldstein-Gleichung fiir konstante Anstréomung ei-
nes sinusféormigen Bergprofils in einem Boussinesq-
Medium. In diesem Fall hangt die Amplitude des
Vertikalwinds tiber

lwp| = |uo H k| (4.17)
mit Anstromung u,, Berghohe H und Wellenzahl
k zusammen. Mit Propagation der Welle durch ei-
ne in diesem Fall rdumlich veranderliche Hinter-
grundstromung und Stabilitdt weicht die Ampli-
tude in den Simulationen von diesen Werten na-
turlich ab, was an den Unterschieden zwischen |w|
und |wp| deutlich wird. Die Werte in Tabelle 4.5
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Wellenlange A, in km | 90 45 30 22.5 18
Amplitude (stat. inst.) |ws| in ems™ | 157.9 321.3 496.4 691.9 921.9
Amplitude (theoretisch) |wy| in ems™ | 5.2  10.5 157 209 26.2
Verhaltnis a; = [wy|/|ws| | 0.033 0.033 0.032 0.030 0.028

Amplitude (erreicht) |w| in ems™ | 9.1 152 157 15.0 14.9
Verhaltnis a, = |w|/|ws| | 0.058 0.047 0.032 0.022 0.016

Tabelle 4.5: Verschiedene Kenngrofien zu den Simulationen in Abbildung 4.55.

zeigen, dass hier bei allen Simulationen, auler der mit den lingsten Wellenldngen von
Az = 90km, sehr dhnliche Amplituden |w| erreicht werden. Fir die Simulation mit einer
horizontalen Wellenldnge von A\, = 45km ist die positive Abweichung gegeniiber der
theoretischen Anfangsamplitude |wp| am grofiten.

AuBerdem kann noch der Frage nachgegangen werden, inwiefern die statische Instabilitét
in den Simulationen relevant wird. Deren Wert fiir den Auftrieb by = %2 (Achatz et al.,
2010) lésst sich durch die Polarisationsbeziehungen (2.38) tiber w = ib&/N? mit w in
Verbindung setzen, sodass sich die vertikale Windamplitude fiir statische Instabilitat zu

_ |l

lw—ug k| N*
] = L = BT

N* o m|

|bs] = (4.18)

uok‘

m

ergibt. Hierbei wurde benutzt, dass im Fall von stationdren Wellen w = 0 gilt. Die
somit errechneten Amplituden |wg|, bei denen fiir u, und m stets die Werte am Boden
verwendet wurden, welcher hier u, = 20ms™ betrigt, finden sich in Tabelle 4.5. Der
Quotient a; zeigt an, wie sich diese theoretisch in Bodennédhe angeregten Ampituden zur
statischen Instabilitiat verhalten. Die Werte fallen sehr klein aus, die Situation ist also
theoretisch noch weit von statischer Instabilitidt entfernt. Auch der zweite in der Tabelle
aufgefithrte Quotient a,, der die tatsachlich erreichten Amplituden mit der statischen
Instabilitiat vergleicht, nimmt kleine Werte a, < 0.06 an. Anhand der Messdaten, die
an diesem Tag aufgenommen wurden, kommen Bramberger et al. (2017) ebenfalls zu
dem Schluss, dass die Propagation der Wellen weitgehend linear durch die Tropopause
erfolgt sein muss. Um dies auch fiir die EULAG-Simulationen zu tiberpriifen, wurden
verschiedene Fliisse berechnet.
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Fliisse

Zur Berechnung von Impulsfluss und Energiefluss werden die Definitionen aus Abschnitt
2.2.2 benutzt, wobei diese fiir die hier auf einem Modellgitter vorliegenden Daten als

Fu(k) = ;ﬁ;po(z’,k) u' (i, k) w'(i, k) Ax (4.19)
Fu(k) = Ll i D0, k) w'(i, k) A (4.20)

T

@
I
—

diskretisiert werden. Hierbei beziehen sich die Indizes ¢« und k auf die Horizontalkoordina-
te (i) = (1), ..., x(n) und auf die kartesische Vertikalkoordinate z.(k) = z.(1), ..., z.(1),
auf die alle Felder vor der horizontalen Mittelung interpoliert werden. Bei der Berechnung
von horizontalen Mittelwerten muss eine solche Interpolation vorgenommen werden, da
die Modellkoordinaten in EULAG dem Gelédnde folgen und so die Mittelung entlang der
vertikalen Koordinate im Modell besonders in der Néhe des unteren Randes nicht auf
einer festen Hohe erfolgen wiirde. Die gestrichenen Groflen bezeichnen Abweichungen
vom Umgebungszustand und p, steht fiir die Dichte des Basiszustands, die hier iiber
lipps=3 gewahlt wurde, sieche Abschnitt 3.1.1. In Abbildung 4.56 sind die berechneten
Profile fiir verschiedene Fliisse gezeigt. Der Impulsfluss ist hohenkonstant fiir statio-
nére Wellen, die sich linear und nicht-dissipativ in einem Medium ausbreiten (Eliassen
& Palm, 1961). In den hier gezeigten Féllen trifft dies fir den Hohenbereich zwischen
z = 5km und z = 15km weitgehend zu. Insbesondere die beiden kleinsten Wellenlan-
gen A\, = 22.5km und )\, = 18 km weisen dort konstanten Impulsfluss auf. Am oberen
Rand des Modellgebiets verschwindet der Impulsfluss, dort wird die Stromung durch die
Schwammschicht auf den Umgebungszustand relaxiert. Der Unterrand der Schwamm-
schicht bei z = 23km féllt hier mit dem Auftreten von Oszillationen zusammen. Die
dabei erscheinenden vertikalen Wellenlangen im Impulsfluss sind umso grofler, je grofer
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Abb. 4.56: Impulsfluss F);, Energiefluss Fr, Produkt aus Impulsfluss und mittlerem
Horizontalwind @ - Fi; und Quotient —Fg/(u- Fyy) fiir die Simulationen in Abbildung
4.55.
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die horizontale Wellenlange A, ist. Moglicherweise werden Schwerewellen hier an der
Schwammschicht reflektiert, wobei eine Uberlagerung der nach oben und nach unten
propagierenden Wellen im Impulsfluss sichtbar wird. Der Impulsfluss nimmt bei einer
horizontalen Wellenldnge A\, = 45km die hochsten Werte an. Auch der Energiefluss ist
fir diese Wellenlénge iiber den gesamten Hohenbereich hinweg am grofiten. Oberhalb
von z = 8km nimmt der Energiefluss fiir alle Wellenlangen ab. Dies féllt mit der Zu-
nahme von N? und der Abnahme von u, bei 8 km Hohe zusammen. Der dritte Bildteil
von Abbildung 4.56 zeigt das Produkt aus gemitteltem Horizontalwind @ und Impuls-
fluss Fj;. Nach Eliassen & Palm (1961) ist dieser Fluss im Fall linearer Propagation
von stationdren Wellen betragsméfig gleich dem Energiefluss Fig, siche Abschnitt 2.2.2.
In Abbildung 4.56 zeigen diese beiden Fliisse auch einen recht &hnlichen Verlauf. Der
Quotient der beiden, der ganz rechts in Abbildung 4.56 aufgetragen ist, fallt fir alle
Wellenlédngen sehr ahnlich aus. Zwischen z = 5km und z = 20 km, abseits der Réander,
erscheint er sehr glatt und dndert sich nur langsam mit der Hohe, kleinskalige Abwei-
chungen treten nicht auf. Jedoch ist eine stetige Abnahme zu sehen und der erwartete
konstante Wert von 1 wird nur im Hohenbereich von z ~ 8 km durchlaufen. Auch hier
handelt es sich wieder um die Hohe, in der die groiten Gradienten in u, und N? auftreten.

Die Abweichung von einem konstanten Wert von 1 kénnte auch damit zusammenhén-
gen, dass hier dissipative Prozesse aufgrund der endlichen Auflésung und der Existenz
der Modellrdnder auftreten. Jedoch legen die dhnlichen Verlaufe von Impulsfluss und
dem Produkt aus Horizontalwind und Energiefluss nahe, dass hier lineare Propagation
stattfindet. Ware dies nicht der Fall, lieflen sich Nichtlinearitdten wohl auch an einem
Einbruch oder Ausbruch eines der Fliisse feststellen.
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4.4.2 Situation 2

Diese Untersuchung bezieht sich auf die Umgebungsbedingungen in Neuseeland wenige
Tage spéter, am 11. Juli 2014. Die synoptische Situation ist allerdings verdndert (Gisinger
et al., 2017), was sich auch an den hier verwendeten Umgebungsprofilen erkennen lasst.

Umgebungsbedingungen

Aus ECMWEF-Reanalysedaten wurden Profile fiir den Zustand des Hintergrunds gewon-
nen, die aus einer Mittelung mehrerer in Anstromungsrichtung der neuseelédndischen Al-
pen liegenden Gitterpunkte stammen. Abbildung 4.57 zeigt Profile fiir die senkrecht zur

Bergkette ausgerichtete Komponente des Horizontal-
30 | windes wus und die Brunt-Viisila-Frequenz N?, wo-
> bei diinne Linien das Ergebnis aus dem ECMWEF-
25+ 1T 1 Modell darstellen, wahrend dicke Linien eine stiickwei-
se lineare Naherung illustrieren. Die so approximier-
20, ten Profile werden in EULAG als Umgebungszustan-
de genutzt und es gilt u, = u, = us. Das Windpro-
fil weist in der Troposphére eine quasi hohenkonstan-
te Geschwindigkeit u, = 20ms™ auf. Ab einer Hohe

von z = 11km nimmt der Wind in Anstromungsrich-

15¢

2z in km

10¢ tung ab und verschwindet schlieflich bei z = 13 km.
Ab einer Hohe z = 21km nimmt der Wind negati-
ve Werte an, bis auf u, = —20ms™ bei 2 = 30km.
Das Profil der Brunt-Vaisala-Frequenz zeigt konstante
Werte in Troposphéire (N2 = 1-10s2) und Strato-

sphire (N2 = 4-10™s™?), dazwischen liegt eine In-

%0 0 2040 0246810
1 N2 in 104¢2  versionsschicht: Zwischen z = 10km und z = 13km
nimmt die Stabilitit erst auf N2  =7-10s7
Abb. 457 ECMWF—Reanalyse—' zu und dann wieder auf den stratosphérischen
g(&)ﬁzn f;rUlr\Ir%lsiIela_nd’ tlll Jug Wert N2 ab. Der verschwindende Wind zwischen
i LOTZONATWING 3 1m und 22km bedeutet, dass sich dort ei-

us (links) und Brunt-Vaisala- o ) ) )
ne kritische Schicht befindet, in der Wellen nicht

Frequenz N? (rechts).
propagieren konnen und moglicherweise brechen.

Us in Ms”

Modelleinstellungen

Die Simulationen werden auf einem Modellgebiet der Grofle L, = 90km, L, = 30km
gerechnet, mit einer Auflosung Az ~ 95m in horizontaler und Az =~ 40 m in vertikaler
Richtung. Der Zeitschritt betrdgt At = 1s und die Simulationszeit insgesamt 7" = 8 h.
Die Wellen werden iiber eine sinusféormige Orographie mit Berghohe H = 50 m angeregt.
Die Schwammschicht am Oberrand des Modells beginnt bei zg = 23 km, und weist eine
Démpfungskonstante von ag = 1/(100s) auf.
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Windamplituden

In Abbildung 4.58 ist der Vertikalwind fir fiinf verschiedene Wellenldngen dargestellt.
In der Stratosphare, oberhalb einer Hohe von z = 12km, sind lange Wellen der jeweils
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Abb. 4.58: Vertikalwind w nach 8h.
Anstromung mit Profilen aus Abb.

4.57, verschiedene Wellenldangen.

angeregten Wellenlénge zwischen 18 km und 90 km
nicht mehr zu sehen. Unterhalb der Tropopause ist
ein alternierendes Muster von Auf- und Abwindre-
gionen erkennbar, das auf eine Uberlagerung der
Welle mit einer an der Tropopause reflektierten
Komponente schlieffen lasst. In der Tropopausen-
region, bei Erreichen der kritischen Schicht, fin-
den sich kleinskalige Ostzillationen. Insbesondere
im Fall der kleinsten Wellenlange, A\, = 18km,
treten solche Oszillationen auch in groflerer Ho-
he in der Stratosphére auf. Dies kann ein Anzei-
chen fir die Anregung von sekundéaren Wellen sein.
Das Brechen von orographisch angeregten Schwe-
rewellen bei Eindringen in eine kritische Schicht
und die damit verbundene Entstehung sekundarer
Wellen wurde in zahlreichen Messungen und nu-
merischen Studien untersucht (z.B. Chun & Kim,
2008; Woods & Smith, 2011; Bossert et al., 2017
und Liu et al.; 2019). Abbildung 4.59 zeigt in ei-
nem Ausschnitt des Modellgebiets den Vertikal-
wind fur die Simulation mit A, = 18 km im Zeit-
verlauf, nun auch mit einer gednderten Farbska-
la. Nach etwa 1h Simulationszeit hat die ange-
regte Welle die kritische Schicht erreicht, nach 4 h
sind die ersten kleinskaligen Strukturen oberhalb
von z ~ 12km zu sehen. Wenn die Wellen be-
reits ausgebildet sind, wird im Vergleich der letz-
ten drei gezeigten Zeitpunkte in Abbildung 4.59
auch sichtbar, dass es sich bei den sekundéaren Wel-
len, im Gegensatz zu den anregenden stationaren
orographischen Wellen, um transiente Strukturen
handelt. Thre horizontale Wellenldnge betragt et-
wa 700 m und die vertikale Wellenlange etwa 2 km.
Ihre Amplitude variiert horizontal, was laut Abbil-
dung 4.58, in der fiinf Maxima ausgemacht werden
konnen, mit der horizontalen Wellenlénge der tro-
posphérischen Wellen zusammenhangt. Das Ein-
treffen einer bestimmten Wellenphase in die kri-
tische Schicht kann hier also mit der Anregung
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Abb. 4.59: Zeitverlauf des Vertikalwinds in der Tropopausenregion fiir A\, = 18 km.

sekundarer Wellen zusammenhéngen. In Abbildung 4.60 wird auch eine Wechselwirkung
mit dem Umgebungszustand erkennbar. Dort sind die Profile der Brunt-Vaisald-Frequenz
nach 0 h und nach 8 h Simulationszeit gezeigt. Die Profile wurden dabei aus der horizon-
tal gemittelten potentiellen Temperatur @ erstellt. In allen Féllen tritt am Oberrand der
Inversionsschicht, in der Hohe, in der der Hintergrundwind verschwindet, eine Stérung
auf. Dies ist umso deutlicher sichtbar, je kleiner die Wellenlédnge A, ist. Eine kleinere
Wellenldnge geht laut Gleichung (4.17) mit einer grofileren angeregten Amplitude |wy|
einher. Diese Werte sind in Tabelle 4.6 aufgefithrt. Grole Amplituden begiinstigen hier
wahrscheinlich die Anregung der sekundéren Wellen. Allerdings ist das Verhaltnis dieser
Amplitude |w,| zur Schwelle der statischen Instabilitét |wg| fur kleine Wellenléngen nicht
grofler, wie in Tabelle 4.6 an den Werten a; abgelesen werden kann. Daraus lédsst sich
schlieflen, dass statische Instabilitiat hier also nicht der entscheidende Prozess fir das
Wellenbrechen ist. Um die Stirke des Einflusses der Welle auf N? zu quantifizieren, wur-
de zunichst aus der mit dem vollen 6 berechneten Brunt-Viisilid-Frequenz N? und der
tiber den Umgebungszustand 6, berechneten Brunt-Viisila-Frequenz N? die Differenz
AN? = N?(z.) — N2(z.) ermittelt. Fiir diese wurde dann iiber die kartesische vertikale
Koordinate z., die von k = kq, ..., [ diskretisiert ist, die Standardabweichung

l
S(AN?) = Jl_ : > JAN2(k) — pn]? mit Z AN?(k (4.21)
k=k1

kk1

berechnet. Die Summation startet bei k;, was der zugehorige Index fiir die Hohe ist, ab
der die Topographie nicht mehr ins Modellgebiet ragt. Die so ermittelten Werte sind in
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Abb. 4.60: Profil der nach 8 h Simulationszeit aus # errechneten Brunt-Viisila-Frequenz
N? (dunkelrot) und der anféinglichen Brunt-Viisila-Frequenz N? (hellrot) fir Wel-
lenlédngen A, € {90, 45, 30, 22.5, 18} km (von links nach rechts).
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Wellenlange A\, in km 90 45 30 22.5 18
Amplitude (stat. inst.) |ws| in cms™ | 282.0 581.6 922.6 1346.6 1950.2
Amplitude (theoretisch) |wy| in ecms™ | 7.0 14.0 20.9 27.9 34.9
Verhaltnis a; = [wy|/|ws| | 0.025  0.024 0023 0021  0.018
Amplitude (erreicht) |w| in ems™ | 5.0 29.0 334 549 68.2
Verhaltnis a, = |w|/|ws| | 0.018 0.050 0.036 0.041  0.035
Verhéltnis a, = |w|/|ws| | 0.7143 2.0714 1.5981 1.9677 1.8482
S(AN?)in 10%s2 | 0.020 0.079 0.078 0.090 0.130

Tabelle 4.6: Verschiedene Kenngrofien zu den Simulationen in Abbildung 4.58.

Tabelle 4.6 in der untersten Zeile eingetragen. Insgesamt nehmen fast alle dargestellten
Groflen zu, wenn die Wellenldange A, abnimmt und sowohl die errechneten als auch
die simulierten Amplituden |wp| und |w| sind weit von den Amplituden der statischen
Instabilitat entfernt.

Fliisse

In Abbildung 4.61 sind die horizontal gemittelten Profile fiir den Impulsfluss Fy;, den
Energiefluss Fz und das Produkt w - F); dargestellt. Die Wellenpropagation durch die
kritische Schicht ist klar unterdriickt und unterhalb dieser Schicht befindet sich ein Wel-
lenleiter (engl.: trapped wave), in dem sich die Welle vornehmlich aufhéalt. Der Impulsfluss
ist deutlich grofleren Fluktuationen unterworfen als der Energiefluss. Oberhalb der kri-
tischen Schicht lassen sich im Impulsfluss die kleinskaligen Oszillationen der sekundér
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Abb. 4.61: Impulsfluss F);, Energiefluss Fr und Produkt aus Impulsfluss und mittlerem
Horizontalwind @ - Fj; fir die Simulationen in Abbildung 4.58.
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generierten Wellen erkennen. Ein Vergleich des zweiten Bildteils von Abbildung 4.61
(Fg) mit ihrem dritten Bildteil (@ - Fj;) macht schnell deutlich, dass hier die Abwei-
chungen erheblich grofler sind als in der weiter oben diskutierten Situation 1. Dieses
Szenario ist also weiter von linearer Propagation orographischer Wellen entfernt und die
Eliassen-Palm-Beziehung (2.58) gilt nicht.

Erhéhung der Amplitude

Um zu analysieren, wie die Bildung von sekundéren Wellen in dieser Situation von der
Amplitude der angeregten Welle abhangt, wurden weitere Simulationen durchgefiihrt.
Dabei wurde fiir eine horizontale Wellenlénge )\, = 18 km, die am stéirksten zur Entste-
hung von sekundaren Wellen fithrte, die Modellorographie erhoht. Exemplarisch ist das
Windfeld fir die Berghohe H = 200 m in Abbildung 4.62 gezeigt. Dort ist die Amplitude
gegeniiber der in den Abbildungen 4.58 (unten) und 4.59 gezeigten Simulation vervier-
facht. Im Vergleich dazu ist die Entwicklung von sekundaren Wellen bei der hoheren
Windamplitude in Abbildung 4.62 horizontal homogener verteilt und die Uberlagerung
von fiinf Regionen verstéirkter sekundérer Wellen in der Stratosphére, wie sie in Abbil-
dung 4.58 erkennbar ist, hier nicht so deutlich zu sehen. Eine Analyse der Wellenlangen
der sekundaren Wellen folgt im iiberndchsten Abschnitt. Auch hier wird ersichtlich,
wie die kritische Schicht auch die Umgebung beeinflusst. Es sind in diesem Fall nicht
nur Anderungen in der Stabilitdt wirksam, sondern auch im horizontalen Windprofil.
In Abbildung 4.63 ist der Ausschnitt der Tropopausenregion fir die vier verschiedenen
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Abb. 4.62: (a): Horizontal gemittelter Horizontalwind (¢t = 8h) (dunkelblau) und
anfénglicher Horizontalwind wu. (hellblau), (b): Vertikales Windfeld w(t = 8h) fiir
A; = 18km und H = 200m, (c): Horizontal gemittelte Brunt-Viisili-Frequenz N2
nach ¢t = 8h (dunkelrot) und anfiangliche Brunt-Viisili-Frequenz N? (hellrot).
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Berghohe H in m 50 100 150 200
Amplitude (stat. inst.) |ws| in ems™ | 1950.2  1950.2 1950.2 1950.2
Amplitude (theoretisch) |wy| in cms™ | 34.9 69.8  104.7 139.6
Verhaltnis a; = |wp|/|ws| | 0.018  0.036  0.054  0.072

Amplitude (erreicht) |w| in ems™ | 68.2 2509 248.8  454.8
Verhéltnis a, = |w|/|ws| | 0.035 0.129 0.128  0.233

S(AN?) in 1052 | 0.130  0.322 0378  0.447

S(Au)in ms? | 0280 1.209 1.599  1.980

Tabelle 4.7: Verschiedene Kenngrofien zu Simulationen mit A, = 18 km und verschiede-
nen Berghohen H € {50m, 100m, 150 m, 200 m}.

Amplituden dargestellt. Die Abweichung zwischen den Umgebungsprofilen und den nach
8 h Simulationszeit durch horizontale Mittelung berechneten Profilen ist umso grofler, je
grofler die Amplitude ist. In Abbildung 4.63a ist eine deutliche Verscharfung der Inver-
sionsschicht zu erkennen. Einerseits wird das Maximum von N? erhéht und andererseits
wird die Schicht schmaler. Es tritt eine starke Variation in N? auf, insbesondere folgt
hier auf das Maximum ein rapider Abfall auf einen niedrigeren Wert. Fiir alle Bergh6hen
nimmt auch die Windscherung zu, im Fall H = 200 m ist sie etwa verdopppelt im Ver-
gleich zum anfénglichen Profil (Abbildung 4.63b). In Tabelle 4.7 sind in den untersten
beiden Zeilen die Standardabweichungen S(AN?) nach Gleichung (4.22) und S(Au) mit
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Abb. 4.63: (a): Profil der nach ¢t = 8h aus @ errechneten Brunt-Viisili-Frequenz N2
(dunkelrot) und der anféinglichen Brunt-Véisila-Frequenz N? (hellrot) sowie (b): ho-
rizontal gemittelter Wind @ (dunkelblau) wie auch anfianglicher Umgebungswind .
fir Wellenlangen A, = 18km und H € {50m, 100 m, 150 m, 200 m} (von links nach
rechts).
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Abb. 4.64: Impulsfluss F};, Energiefluss Fp und Produkt aus Impulsfluss und mittlerem
Horizontalwind @ - F); fir A\, = 18 km und verschiedene Berghohen H.

Au = u(t = 8h) — u, aufgefiihrt. Die Standardabweichung S(Au) wurde dabei als

l 1 l
S(Au) = J - > |Au(k) — pu > mit g =7 dA (4.22)
B k=k1

k=k1

berechnet. Auflerdem wurden wieder verschiedene Amplituden ermittelt, um zu ver-
gleichen, wie sich die Félle zur statischen Stabilitdt und zur urspriinglich angeregten
initialen Amplitude verhalten. Hier fallt auf, dass im Fall der groften Berghohe das Ver-
héltnis a, = |w|/|ws|, bei dem die erreichte Amplitude mit der Amplitude der statischen
Stabilitdt verglichen wird, schon deutlich héhere Werte erreicht als in den anderen bis-
her gezeigten Fallen. Die sekundér generierten Wellen sind auch in den in Abbildung
4.64 dargestellten Fliissen sichtbar. Der Impulsfluss verschwindet hier nicht oberhalb
von 12 km, wenn die kritische Schicht erreicht wird. Fir die grofite Berghohe H = 200 m
weist der Impulsfluss dort die groffiten Werte auf. Der Impulsfluss wechselt bei Eintritt in
die kritische Schicht sein Vorzeichen, die Gruppengeschwindigkeit der sekundéren Wellen
in der Stratosphére ist also nach unten gerichtet. In der Troposphére treten unterhalb
von z ~ 5km bei der grofiten Berghohe H = 200m positive Impulsfliisse und nega-
tive Energiefliisse auf. Auch hier ist also die Gruppengeschwindigkeit der Wellen nach
unten gerichtet. Dies kann an der Wirkung der Tropopause als Wellenleiter liegen. Bei
Reflexion an der Tropopause propagiert die Welle nach unten und moéglicherweise iiber-
wiegen zum Zeitpunkt der Mittelung (¢ = 8h) in der Uberlagerung der verschiedenen
Wellenkomponenten in der Troposphére jene, die nach unten gerichtet sind.
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Vergleich mit Simulation ohne Inversionsschicht

Abbildung 4.65 zeigt die Simulation mit der starksten Anregung, also mit einer Bergho-
he von H = 200m, die hier mit einem modifizierten Stabilitdtsprofil wiederholt wurde.
Die Brunt-Viiséla-Frequenz N2 nimmt nun in einer Schicht von 1km Dicke linear vom
troposphérischen auf den stratospharischen konstanten Wert zu und weist keine Tropo-
pauseninversionsschicht mehr auf wie in Abbildung 4.57. Dieses Profil ist in 4.65¢ durch
die hellrote Linie dargestellt. Dort ist auch erkennbar, dass das aus der horizontalen Mit-
telung von (¢t = 8h) generierte Profil, dargestellt als dunkelrote Linie, deutlich davon
abweicht. Auch im Profil des Horizontalwindes und im vertikalen Windfeld (4.65a und
4.65b) ist die Entwicklung sekundérer Wellen zu sehen.

Die Standardabweichungen fiir die Differenz der aktuellen Umgebungsprofile und
der initialen Umgebungsprofile kénnen hier fiir Stabilitit und Horizontalwind zu
S(AN?) =0.415-107s2 und S(Au) = 2.155ms™" errechnet werden. Mit TIL betragen
diese Werte S(AN?) = 0.447 - 10 s und S(Au) = 1.980ms™ (siche Tabelle 4.7). Fiir
die Stabilitdt N? liegen die Abweichungen also in einem #hnlichen Bereich, fiir den Hori-
zontalwind u sind die Abweichungen ohne TIL leicht erhoht. Die Auswirkungen auf die
Umgebungsbedingungen sind hier also ahnlich und es macht keinen grofien Unterschied,
ob eine starke Inversionsschicht vorhanden ist oder nicht. Eine Waveletanalyse der ho-
rizontalen Wellenléngen auf einer festen Hohe von z = 14 km ergibt hier ein Maximum
der Wavelet-Leistung bei A\, ; = 2790 m. Gegeniiber der direkt vergleichbaren Situation
ohne TIL ist hier die horizontale Wellenlange der sekundaren Wellen etwas langer.
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Abb. 4.65: (a): Horizontal gemittelter Horizontalwind (¢t = 8h) (dunkelblau) und
anfénglicher Horizontalwind w,. (hellblau), (b): Vertikales Windfeld w(¢ = 8h) fur
A, = 18km und H = 200m, (c): Horizontal gemittelte Brunt-Véisild-Frequenz N2
nach ¢t = 8 h (dunkelrot) und anféngliche Brunt-Viisili-Frequenz N? (hellrot).
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Einfluss der Scherschichtdicke

Um der Frage nachzugehen, was die genaue Struktur der sekundér generierten Wellen
pragt, wurde betrachtet, wie sich eine Anderung der Scherschichtdicke d, auf die Wel-
lenldnge auswirkt. Dafiir wurden Wavelet-Analysen durchgefiihrt, wie in Abbildung 4.66
beispielhaft anhand der in Abbildung 4.62 dargestellten Simulation gezeigt ist. Die ho-
rizontale Wellenlédnge der Sinus-Bergkette betrégt hier A\, = 18 km bei einer Hohe von
H = 200m und der Horizontalwind u, nimmt zwischen z = 11km und z.4 = 13km
von u, = 20ms™ auf u, = Oms™ ab (vergleiche Abbildung 4.57), die Scherschicht-
dicke betrigt also d, = 2000m. Die Konturen zeigen das Leistungsspektrum fiir den
Vertikalwind innerhalb der kritischen Schicht, in einer Héhe von z = 14 km. Der Wellen-
langenbereich zwischen etwa A\, ; = 1000 m und A, s = 3000 m weist erhohte Werte auf,
deren genaue Struktur ist jedoch horizontal inhomogen. Es sind verschiedene Maxima
bei einer Wellenlange von A, s ~ 2000 m erkennbar, drei davon liegen oberhalb des Kon-
fidenzniveaus (schwarze Linie). Zwei weitere Bereiche mit hoheren Werten finden sich
bei x ~ 20km und x ~ 57 km. Die Zahl der Maxima kénnte im Zusammenhang mit der
Anzahl von Sinus-Bergen im Modellgebiet stehen, die hier L,/\, = 90/18 = 5 betragt.
Demnach wiirden sekundare Wellen priméar dort generiert, wo eine bestimmte Phase der
Welle auf die kritische Schicht trifft. Es wurden weitere Simulationen durchgefiihrt, in de-
nen die Windscherung unterhalb der kritischen Schicht variiert wurde. Die Lage der Hohe
Zait Wurde verdndert, sodass die Scherschichtdicke zwischen d,, = 500 m und d,, = 2000 m
und die Scherung damit zwischen du./dz = —0.04s™ und du./dz = -0.01s™" lag. Fiir
diese Simulationen wurden Wavelet-Leistungsspektren wie in Abbildung 4.67 berech-
net und diese horizontal gemittelt und in Abbildung 4.67 dargestellt. Dabei erfolgte die
Berechnung stets auf einer Hohe z.; + 1km, was hier Héhen von 12.5km, 13 km und
14 km entspricht. Um die Kurven besser unterscheidbar zu machen, wurden sie um einen

25
100

0
g 55 %
£ &
§ 500 210 B
< =1
) =
2 1000 PR
& 3
() o
B 2-25 é
5000 - N 230 5

10000 . ! 235

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
z in km

Abb. 4.66: Wavelet-Analyse bei z = 14 km fiir Scherschichtdicke d, = 2000 m, Wellen-
lange A\, = 18 km und Berghohe H = 200 m.
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festen Wert von 22 gegeneinander verschoben. Alle gemittelten Leistungsspektren wei-
sen ein Maximum auf, markiert durch die gepunkteten Linien. In der Simulation mit
der dicksten Scherschicht d,, = 2000 m dominiert eine Wellenldnge von A\, 3 ~ 1900m,
wahrend in der Simulation mit der diinnsten Scherschicht d,, = 500 m eine etwas grofere
Wellenlange von A, s ~ 2390 m verstarkt auftritt.

Die Variation ist nicht grof, dennoch gibt es hier eine Tendenz fiir einen Zusammenhang
zwischen der Dicke der Scherschicht und der sekundéar angeregten Wellenldnge A, :
Bei hoherer Scherung du,/dz, also geringerer Scherschichtdicke d,,, werden groBere Wel-
lenlangen A, s angeregt.
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Abb. 4.67: Gemittelte Wavelet-Spektren fiir unterschiedliche Scherschichtdicken d,,.
Diese Schichtdicken entsprechen bei einer Abnahme um 20ms™ Scherungen von
due/dz € {-0.04s,-0.02s7!, -0.01s7'}. Das zu d, = 500m gehorige Profil ist an
seiner Ursprungslage, die anderen Profile sind jeweils um 22 nach rechts verschoben.
Gepunktete Linien zeigen die Lage des Maximums des Spektrums.
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4.4.3 Situation 3

Am 12. 7. 2014 fanden Messungen im Rahmen von DEEPWAVE statt, bei denen die
Verteilung verschiedener Spurengase Hinweise darauf gaben, dass moglicherweise irre-
versibler Massenaustausch iiber die Tropopause hinweg stattgefunden hatte. Dieses Ver-
halten ist oft im Zusammenhang mit brechenden Wellen beobachtbar.

Modelleinstellungen

Das Modellgebiet betragt hier L, = 100 km in horizontaler Richtung und L, = 50km in
vertikaler Richtung, bei einer rdumlichen Auflésung von Az ~ Az ~ 50m. Mit einem
Zeitschritt von At = 0.25s werden 7" = 10h simuliert. Die sinusférmige Orographie
am Modellunterrand weist eine Héhe von H = 200 m auf. Am Modelloberrand befindet
sich eine Schwammschicht ab einer Hohe von zg = 44 km, innerhalb der die Strémung
mit einer Dampfungskonstante von ag = 1/(500s) auf den Umgebungszustand relaxiert
wird. Zur Untersuchung von Austauschprozessen wird ein Tracer chm initialisiert, der im
Modell passiv advehiert wird. Mit der Tropopausenhohe 2z, = 10 km wird die Verteilung
des Tracers zu Beginn der Simulation durch folgende Funktion beschrieben:

L s <
chm(z)_{’ HES A (4.23)

0, firz> 2,

Umgebungsbedingungen und Windfeld

In Abbildung 4.68a und 4.68c sind die Umgebungsprofile gezeigt. Der Umgebungswind
nimmt in der Troposphéire von u, = 0ms™ am Boden auf u, = 30ms™ in 15km Hohe
zu. Nach einer Abnahme bis auf u, = 13ms™ in 22 km Hohe steigt die Geschwindigkeit
wieder an. Die Brunt-Vaisala-Frequenz hat in der Troposphéare einen konstanten Wert
von N2 = 10757 bis zu einer Hohe von 2y, = 10 km. Dort nimmt ihr Wert innerhalb von
500m auf N? = 7-10%s™ zu. Nach einer Abnahme auf N2 =3-10s7? in 16 km Hohe
nimmt der Wert der Brunt-Vaisala-Frequenz wieder zu, bis er ab einer Hohe von 21 km
konstant bei N2 = 4-10™*s72 bleibt. Das vertikale Windfeld in 4.68b zeigt in Bodennihe
einen deutlich anderen Verlauf als es in den Situationen 1 und 2 (Abbildungen 4.55
und 4.58) der Fall ist. Da der Hintergrundwind fir z = 0Okm verschwindet, befindet
sich unmittelbar am Boden eine kritische Schicht und die Propagationsbedingung fiir
Schwerewellen ist erst bei zunehmender Hohe erfiillt. Wahrend in linearer Theorie eine
Anregung von Wellen hier nicht méglich wire, zeigt die Simulation, in Ubereinstimmung
mit den Beobachtungen, dass Wellen in der Troposphire propagieren. Beim Uberstrémen
der Sinus-Bergkette erfolgt hier eine vertikale Auslenkung nicht nur direkt am Boden,
sondern auch in den Hohenlagen dariiber, sodass auch von dort aus Wellen angeregt
werden kénnen. Dies hat jedoch die kleinskalige Struktur in Bodennéhe zu verantworten.
In groBer Hohe ist eine stindige Anderung der Wellenldngen zu beobachten.
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Abb. 4.68: Sinus-Bergprofil mit H = 200m (a): Horizontal gemittelter Horizontalwind
u(t = 4h) (dunkelblau) und anfianglicher Horizontalwind w, (hellblau), (b): Vertikales
Windfeld w(t = 4h) fir A, = 25km und H = 200m, (c): Horizontal gemittelte
Brunt-Viiséld-Frequenz N2 nach ¢ = 4h (dunkelrot) und anfingliche Brunt-Viisilé-
Frequenz N? (hellrot).

Spurenstofftransport

Abbildung 4.69 zeigt eine horizontale Mittelung der Abweichung des Tracers zur An-
fangsverteilung, A chm = chm(t) — chm(t = 0h), zu verschiedenen Zeitpunkten. Nach
2h hat der Wert von chm oberhalb von z = 10 km bereits abgenommen, wahrend er un-
terhalb von z = 10 km zugenommen hat. Im Verlauf der Zeit wird sichtbar, wie sich die
Schicht, in der Anderungen von chm gegeniiber der Anfangsverteilung auftreten, immer
weiter verbreitert.

Dieser Versuchsaufbau wurde mit verschiedenen Wellenléngen zwischen A\, = 14.3km
und A\, = 100 km wiederholt. Dabei traten nur geringe Unterschiede in der Verteilung
von chm auf. Es konnte also mit diesem Vorgehen keine genauere Eingrenzung dazu
erfolgen, bei welchen Wellenldngen der Massenaustausch besonders stark ist.

Die Tracerverteilung zeigt hier eine grofere Anderung gegeniiber ihrem Anfangszustand
als eine vergleichende Simulation mit konstanten Umgebungsprofilen. Der Transport des
Spurenstoffs geht in Abbildung 4.69 also tiber reine Diffusion hinaus. Dennoch finden
die Anderungen in einem raumlich eingeschrinkten Bereich von wenigen 100m um die
Tropopausenregion herum statt und fallen aulerhalb dieser Region schnell ab.
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Abb. 4.69: Verteilung des passiven Tracers chm zu verschiedenen Zeitpunkten. Dar-
gestellt ist eine horizontale Mittelung der Differenz zur anfénglichen Verteilung
A chm = chm(t) — chm(t = 0h). Es handelt sich um eine Simulation mit horizontaler
Wellenlange A\, = 25 km bei einer Berghohe H = 200 m.

4.4.4 Zusammenfassung

Ausgehend von einigen Fallen, die bei der Messkampagne DEEPWAVE interessante Wel-
lenerscheinungen zeigten, wurden numerische Simulationen durchgefiihrt, um einzelnen
Teilaspekten aus den Beobachtungen nachzugehen. Dafiir wurden die atmosphérischen
Bedingungen zu einem Zeitpunkt, an dem Messungen durchgefiihrt wurden, als Umge-
bungsbedingungen zur orographischen Anregung von Wellen in EULAG herangezogen.

Der erste untersuchte Fall wies wahrend der Messkampagne die hochsten beobachteten
Energiefliisse auf. Numerische Simulationen fiir verschiedene Wellenlangen zeigten, dass
diese, wie es auch Erklarungsansitze aus der Analyse der Messdaten nahelegten, an-
néhernd linear durch die Tropopause propagierten. Die Wellenldngen, die die starksten
Energiefliisse verursachten, konnten durch diese Betrachtung in einem Bereich von etwa
A, = 40 km lokalisiert werden.

Im zweiten untersuchten Fall wies das horizontale Windprofil eine kritische Schicht auf, in
der die Windgeschwindigkeit verschwand. In den numerischen Simulationen fand keine
Propagation langer Wellen durch diese Schicht statt. Bei kiirzeren Wellen war jedoch
die Entwicklung sekundéarer Wellen sichtbar. Das Stabilitatsprofil der Umgebung wurde
im Bereich der Wellengeneration deutlich beeinflusst und ein Test der Eliassen-Palm-
Beziehung zeigte nicht-lineares Verhalten. Bei Erhohung der Anfangsamplitude erhéhte
sich diese Wechselwirkung mit dem Hintergrund und es waren auch im Horizontalwind
deutliche Einfliisse erkennbar. Die Inversionsschicht erfuhr dadurch eine Verscharfung
und die Scherung eine Zunahme auf etwa den doppelten Wert.

Weiterhin wurde eine Anderung des initialen Stabilitdtsprofils bei gleichbleibender kri-
tischer Schicht vorgenommen. Dabei zeigte sich, dass die zunéchst vorhandene Inversi-
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onsschicht keine grundséitzliche Anderung der Entstehung sekundérer Wellen bewirkte.
Die Auswirkungen auf den Hintergrundstrom in der Simulation ohne Inversionsschicht
waren in einem dhnlichen Groflenbereich wie bei der Existenz der Inversionsschicht.
Die horizontale Wellenlinge der sekundéren Wellen betrug A, ~ 2km und eine Anderung
der Dicke der Scherschicht, innerhalb der die kritische Windgeschwindigkeit Null erreicht
wurde, bewirkte eine Anderung dieser Wellenléinge. Die Abhéngigkeit war schwach, zeigte
hier jedoch, dass geringe Schichtdicken die Entstehung groflerer sekundarer Wellen zur
Folge hatten.

Es wurde auflerdem getestet, ob die Entstehung sekundérer Wellen auch bei dreidimen-
sionalen Simulationen stattfindet und ob die Auflésung relevant ist (nicht gezeigt). In
beiden Fallen wurden sehr ahnliche Ergebnisse erzielt, das Phanomen ist also kein nu-
merisches Artefakt aufgrund der Auflésung oder der Betrachtung in zwei Dimensionen.

Eine weitere Untersuchung zeigte den Transport von Spurenstoffen durch die Tropopau-
senregion. Ein kiinstlicher Tracer, der passiv mit der Stromung advehiert wurde, anderte
im Modell beim Durchgang einer Welle sein Profil gegentiiber dem Anfangszustand. Auch
in den Messungen wurde in diesem Fall irreversibler Massenaustausch beobachtet.
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5 Fazit und Ausblick

Im ersten Kapitel wurde die Entwicklung eines Verfahrens vorgestellt, das es erlaubt,
Transmissionskoeffizienten weitgehend unabhéngig von Reflexionen an Modellrandern zu
untersuchen. Die Wellenanregung in EULAG (Prusa ct al., 2008) erfolgte dabei durch
zeitabhingige Umgebungszustande in einer Absorptionsschicht am Modellunterrand. Es
wurden Transmissionskoeffizienten fiir unterschiedliche Tropopausenkonfigurationen be-
stimmt. Dabei konnte im Fall einer Schicht mit reduzierter Stabilitdt Wellentunneln
beobachtet werden, solange diese Schicht deutlich kleiner als die Wellenlange war. Bei
Wellenpropagation durch eine Schicht mit linear zunehmender Stabilitdt in der Tro-
popausenregion zeigte sich, dass Wellen dann starker transmittiert werden, wenn ihre
Wellenfronten annahernd senkrecht auf die Tropopausenschicht treffen. Bei gleichblei-
bendem Eintreffwinkel war die Transmission kleinerer horizontaler Wellenlangen stérker
als bei grofleren horizontalen Wellenldngen. Auch eine kleinere vertikale Wellenldnge
resultierte in einer Erhohung der Transmission. Bei einer Tropopauseninversionsschicht
konnten dieselben Tendenzen beobachtet werden wie bei einer Schicht mit linearer Sta-
bilitdtszunahme. Hier waren jedoch die Transmissionen durchweg niedriger als bei einer
einfachen Zunahme der Stabilitdt ohne Inversion und betrugen teilweise nur etwa 60 %
des Wertes ohne Inversion.

Die Berechnungen mit EULAG wurden mit einem Mehrschichtenansatz (Putz et al.,
2018) verglichen und zeigten dabei sehr hohe Ubereinstimmungen. Sowohl das quali-
tative als auch das quantitative Verhalten konnten in jedem der Testfille reproduziert
werden. Wenn kleine Unterschiede auftraten, so konnte in den hier untersuchten Féllen
kein bestimmtes Gefille ausgemacht werden: Weder war die Abweichung des Mehrschich-
tenmodells gegeniiber den EULAG-Simulationen stets negativ noch positiv.

Diese Ergebnisse erlauben es, das vorgestellte Verfahren weiter auszubauen und auf
weitere Félle zur Simulation von Schwerewellen ohne Reflexionen am Boden anzuwen-
den. Die hohe Ubereinstimmung mit dem Mehrschichtenmodell in der hier gezeigten
Boussinesq-Nédherung kann genutzt werden, um beispielsweise zu tberpriifen, welche
Ubereinstimmung das Mehrschichtenmodell mit den anelastischen oder voll kompres-
siblen Gleichungen aufweist, wenn entsprechende EULAG-Simulationen als Referenzen
verwendet werden.

Im zweiten Ergebnisteil wurden orographisch angeregte Wellen und ihr Durchgang durch
Schichten mit Anderungen in Stabilitit und Umgebungswind vorgestellt. Hierbei sollten
insbesondere auch Ubereinstimmungen und Abweichungen zwischen den Simulationen
und der linearen Theorie betrachtet werden. Es wurde deutlich, dass bei geringen Am-
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plituden die Ubereinstimmung der vertikalen Wellenlingen mit den aus linearer Theorie
ermittelten Werten sehr hoch ist. Bei Zunahme der Stabilitdt an der Tropopause erfolg-
te ein Ubergang von troposphirischen langen Wellenlingen auf stratosphérische kiirzere
Wellenléngen. Dieser befand sich allerdings in den Simulationen nicht unmittelbar an
der Tropopause, auch wenn die Stabilitét eine sprunghafte Anderung durchlief. Stattdes-
sen konnte die Propagation der troposphéarisch bestimmten langen Wellenldngen auch
noch in die untere Stratosphére hinein beobachtet werden. Dies trat umso starker auf,
je hoher die horizontale Windgeschwindigkeit war.

Eine Erweiterung dieser Simulationen auf die Betrachtung grofierer Amplituden ist denk-
bar. Gerade die gezielte Uberlagerung einzelner Wellenlingen kann zeigen, wie die Ener-
gieverlagerung im Fall von Wellenbrechen und Interaktion zwischen den einzelnen Wel-
len erfolgt. Aulerdem kann die Thematik der Windscherungen noch weitreichender be-
handelt werden, hier kénnen beispielsweise auch andere Formen von Windprofilen zum
Einsatz kommen oder das Zusammenwirken von Scherschichten und Inversionsschichten
untersucht werden.

Der dritte Ergebnisteil behandelte die Propagation von orographischen Wellen durch
eine Tropopauseninversionsschicht. Letztere wurde durch ein hyperbolisches Profil in
der Brunt-Vaisild-Frequenz definiert, bei dem die Schichtdicke der Tropopausenregion
und die Stérke der Inversion durch zwei Parameter unabhéngig voneinander variiert
wurden. Die Untersuchung wurde mit drei verschiedenen Modellen durchgefithrt: Mit
dem Stromungsloser EULAG, der auch in allen anderen Teilen dieser Arbeit zum Einsatz
kam, mit einem Mehrschichtenmodell, das auch im ersten Ergebnisteil zu einem Vergleich
herangezogen wurde und mit einem Ray-Tracing-Modell (Muraschko et al., 2015), in dem
die Entwicklung von Wellenpaketen im Orts-Frequenzraum behandelt wird.

Es wurde eine Studie durchgefiihrt, in der die horizontale und die vertikale Wellenlange
gleich waren. Dabei zeigte sich, dass sowohl die mit EULAG als auch die mit dem
Mehrschichtenmodell berechneten Transmissionskoeffizienten eine &dhnliche Verteilung
aufwiesen. Die Transmission war hier am geringsten bei schmalen und stark ausgepréigten
Inversionsschichten. Mit dem Mehrschichtenmodell wurden aulerdem noch verschiedene
Simulationsreihen mit jeweils konstanter vertikaler Wellenldnge durchgefiihrt. Durch die
Anderung des Verhéltnisses der Wellenldngen lagen die Konfigurationen hier teilweise
im Bereich hydrostatischer Wellen. Im Falle der kleinsten Wellenldnge von 2km trat
nahezu vollstdndige Transmission auf, wahrend bei grofleren vertikalen Wellenldngen
nur fiir einen Teil der Konfigurationen die Transmission begiinstigt war. Hier zeigte sich
eine Verschiebung der Lage des Minimums bei zunehmender horizontaler Wellenlédnge
dahingehend, dass die Transmission von langen Wellen durch eine diinne und stark
ausgepragte Inversionsschicht zunahm und gleichzeitig fiir dickere Schichten abnahm.
Diese Beobachtung konnte mit dem Verhéltnis d/)\,, das Tropopausenschichtdicke und
horizontale Wellenldange in Beziehung setzt, in Zusammenhang gebracht werden. Das
Ray-Tracing-Modell zeigte durchgehend hohe Transmissionen und kaum Reflexionen und
auch eine deutlich geringere Abhéngigkeit der Transmission von der Wellenlange.
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Eine Erweiterung der hier gezeigten Untersuchungen kénnte darin bestehen, dass grofiere
Schichtdicken betrachtet werden. Hier kann insbesondere der Bereich analysiert werden,
in dem Tropopausenschichtdicke und Wellenldnge einen ahnlichen Wert aufweisen. Die
EULAG-Simulationen konnten beispielsweise auch dahingehend erweitert werden, dass
die Behandlung der Transmission durch eine Inversionsschicht mit verschiedenen Glei-
chungssystemen vorgenommen und verglichen wird.

Ein Verkniipfung zwischen Messungen von Schwerewellen und EULAG-Simulationen
wurde im vierten Ergebnisteil hergestellt. Die atmospharischen Hintergrundbedingun-
gen, bei denen auf einer Messkampagne Schwerewellenaktivitidt beobachtet wurde,
dienten hier als Ausgangspunkt idealisierter Simulationen. Dabei konnte gezielt unter-
sucht werden, wie sich einzelne Wellenlangen bei gegebenen Umgebungsprofilen von Ho-
rizontalwind und Temperatur verhielten. Fiir eine Situation, in der hohe Energiefliisse
in der mittleren Atmosphére detektiert wurden, zeigte sich, dass dort die Wellen an-
nahernd linear durch die Tropopause propagieren konnten, sodass ihre Amplitude sich
immer weiter verstirkte. Dies stand in Ubereinstimmung mit Ergebnissen aus der Ana-
lyse der Messungen. In einem anderen Fall konnte die Anregung sekundérer Wellen in
einer kritischen Schicht beobachtet werden. Dieses Phanomen trat fiir unterschiedliche
Wellenléngen und Amplituden auf. Durch Variation einzelner Parameter konnte aufler-
dem festgestellt werden, dass ein umgekehrt proportionaler Zusammenhang zwischen der
Dicke der Scherschicht und der Wellenlange der sekundaren Wellen bestand. Weiterhin
wurde in diesen Fallen eine starke Riickwirkung auf die Hintergrundstabilitat in der
Entstehungsregion der sekundiren Wellen beobachtet. Eine weitere betrachtete Situati-
on wurde dahingehend untersucht, ob irreversibler Spurenstofftransport stattfand. Dazu
wurde ein passiver Tracer in das Modell integriert, der nach einigen Stunden Simulati-
onszeit auch einen Transport tiber die Tropopause hinweg zeigte.

Aus diesen Studien ergibt sich als Ansatzpunkt fiir weitere mégliche Untersuchungen
die genauere Beleuchtung der Frage, unter welchen Bedingungen die sekundaren Wellen
auftreten konnen. Auch in Bezug auf den gezeigten Spurenstofftransport kann vertiefend
untersucht werden, inwiefern héhere Amplituden in den initial angeregten Wellen den
Austausch begiinstigen.

Die hier vorgestellten Studien zeigen Teile der vielfaltigen Dynamik von Schwerewellen
in der Tropopausenregion. Fiir einen Teil der moglichen Parameter, durch die Schwe-
rewellenpropagation beeinflusst wird, konnten in dieser Arbeit Erkenntnisse iiber die
Starke der Abhéngigkeit und die Wechselwirkung mit andere Gréflen hinzugewonnen
werden. Es wurde deutlich, wie kleine Anderungen in den Gradienten fiir Stabilitiat oder
Wind zur Folge haben konnen, dass die Propagation von Schwerewellen durch die Tro-
popause beglinstigt oder verhindert wird. Durch die grofie Bedeutung von Schwerewellen
fiir den Energie- und Impulstransport in der Atmosphére kann die Interaktion zwischen
Schwerewellen und der Tropopause Auswirkungen auf der globalen Skala haben.
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A: Anhang

Gauf-Wellenpaket

In Abbildung A.1 ist illustriert, welche Breiten in einem Gauf}-Wellenpaket, das zum
Beispiel in Abschnitt 4.3.4 verwendet wird, vorkommen. Mit der Formel

o) =t e {-E 0 (A1)

my 202,

ergeben sich fiir verschiedene Bruchteile von 1/2 bis 1/20 unterschiedliche Breiten. Die ge-
samte Breite des Wellenpakets entspricht in etwa seiner 1/20-Breite und es gilt Ay, ~ 5 oyyp.

40
s\
30
e — —b(2)
E 257 | =——1/2-Breite: 11.8 km
o 20 1 1/e-Breite: 14.1 km
N 15| | 1/10-Breite: 21.5 km
“/7_ 1/20-Breite: 24.5 km
10 + zg =20km
5 /’ Owp =5km
0 L L L L
0 1 2 3 4 5

2

bin ms™ %1078

Abb. A.1:: Illustration Breite Wellenpaket.

Bestimmung von Transmissionskoeffizienten

In Abschnitt 4.3.2 wird illustriert, wie aus EULAG-Simulationen Transmissionskoeffizi-
enten bestimmt werden. Dies ist in Abbildung A.2 fir weitere Wellenldngen

A=A €1{2,3,4,5,6,7,8,9, 10} km dargestellt. Die einzelnen Spalten zeigen von
links nach rechts: Amplitudenverhéltnis |wgs|?/|wis|?, Wellenzahlverhéltnis mys /miumax bei

Wellenzahlverhéltnis my/mgs bei Verwendung von N2, Trans-

ss)

Verwendung von N2

max’

missionskoeffizient T'Cpax bei Verwendung von N2 und Transmissionskoeffizient T'Cig

max

bei Verwendung von N2.
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Wavelet-Kospektren

Energiefliisse von Wellen kénnen auch iiber Wavelet-Kospektren bestimmt werden (Bram-
berger et al., 2017; Woods & Smith, 2010). Diese sind ein Maf dafiir, inwiefern zwei
Variablen voneinander abhéngig sind. Fiir die Simulationen aus Abschnitt 4.4.1 wurden
Wavelet-Analysen p/,,(s;) und w’y(s;) fiir Druck p’ und Vertikalwind w’ durchgefiihrt,
wobei s; hier die Wavelet-Skala zur Wellenzahl j ist (Torrence & Compo, 1998). Damit
kann das Kospektrum

EFy(s;) = R { Pa(s;) Wi(s;)} (A.2)

berechnet werden. Hierbei handelt es sich um ein zweidimensionales Feld, dessen Indizes
n fur das Gitter in a-Richtung und j fir die Wavelet-Skala stehen (siehe Abschnitt
3.4.2). Um diese Grofle in eine physikalisch sinnvolle Zahl umzurechnen, muss sie noch
umskaliert werden zu

Aj Az EF n(85)
05 Sj )
Hierbei bezeichnet A; die Auflésung der Wellenzahlen in der Wavelet-Berechnung, Az

EF(n,j) = (A.3)

die horizontale Auflosung im Modellgebiet und Cs = 0.776 einen speziellen Rekonstrukti-
onsfaktor fiir das hier verwendete Morlet-Wavelet (siche auch Torrence & Compo (1998)
und Abschnitt 3.4.2). In Abbildung A.3 sind Wavelet-Kospektren fiir Situation 1 aus
Abschnitt 4.4.1 gezeigt. Der linke Bildteil bezieht sich auf eine Hohe in der Troposphére
(z = 7.5km), der rechte auf eine Hohe in der Stratosphére (z = 11.5km). Es wird deut-
lich, dass der Energiefluss in der Stratosphére gegeniiber den troposphéarischen Werten
abnimmt, wie es auch in Abbildung 4.56 gezeigt ist. Verglichen mit den Energieflusspro-
filen in Abbildung 4.56 zeigt dieses Verfahren auch sehr d&hnliche Werte.
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Abb. A.3:: Energiefluss aus Wavelet-Kospektren Situation 1.
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Abkiirzungsverzeichnis

DEEPWAVE Deep Propagating Gravity Wave Experiment

DKRZ
ECMWF
EULAG
MPDATA
TGE

TIL
USSA
WKB

Deutsches Klimarechenzentrum

European Center for Medium-Range Weather Forecasts
EUlarian/semi-LAGrangian fluid solver

Multidimensional Positive Definite Advection Transport Algorithm
Taylor-Goldstein-Gleichung

Tropopause Inversion Layer

US-Standardatmosphére

von Wentzel, Kramers und Brillouin entwickelte Naherung zur Losung

von linearen Differentialgleichungen
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Symbolverzeichnis

Cpy

Cs

AN?
Au

Dimensionslose Wellenamplitude, a > 1: statische Instabilitat
Wellenwirkung

Dampfungsparameter

Grenzwert der Auftriebsbeschleunigung fiir statische Instabilitat, by, =
N?2/m

Auftriebsbeschleunigung

Winkel zwischen Wellenvektor k und der Horizontalen

Parameter fiir die Stiarke der Tropopauseninversionsschicht
Gruppengeschwindigkeit, mit Komponenten ¢y, und ¢, in 2- und z-
Richtung

Phasengeschwindigkeit, mit Komponenten c¢,, = wk/|k[* und
¢p. = wm/|k|? in z- und 2-Richtung, entspricht der Geschwindigkeit,
die ein Beobachter hat, der sich auf einer Wellenfront mitbewegt
Spezifische Warmekapazitit von Luft bei konstantem Druck
~ 1004.5J kg K™

Phasengeschwindigkeit ¢ = ¢p, = w/k, entspricht Geschwindigkeit der
Phasenlinien, von einem festen Ort aus beobachtet
Phasengeschwindigkeit c¢p, = w/m, entspricht Geschwindigkeit der
Phasenlinien, von einem festen Ort aus beobachtet
Schallgeschwindigkeit

Tag

Parameter fiir die Dicke der Tropopauseninversionsschicht
Abweichung von N? vom Umgebungsprofil AN? = N?(t) — N2

Abweichung von u vom Umgebungsprofil Au = u(t) — u,



136 SYMBOLVERZEICHNIS

Ayp  Vertikale Ausdehnung Wellenpaket, bei GauB-Funktion gilt
Aywp = 50wy

A,  Vertikale Ausdehnung der Schicht, die fiir Mittelung zur Berechnung
von T'C' benutzt wird

At Zeitliche Auflésung

Az Réaumliche Auflsung in z-Richtung

Az Raumliche Auflésung in z-Richtung

0z Kleine vertikale Strecke

E Wellenenergie

& Pseudo-Energie

€ Kleiner Parameter

F Externe Kréfte in der Impulserhalung

FY Externe Kréfte in der allgemeinen Advektionsgleichung
f Coriolisparameter f = 2Q sin(¢), f = |f]

Ey Betrag der Auftriebskraft

Fg Energiefluss, mit Vertikalkomponente Fg

F Eliassen-Pam-Fluss

Y Betrag der Gravitationskraft

F);  Impulsfluss, mit Vertikalkomponente F),

F % Vertikalkomponente des Pseudo-Impulsflusses

g Schwerebeschleunigung der Erde, g = (0,0, —g) = (0,0, —9.81) ms™
H Externe Kréfte in der Energieerhaltung

H, Skalenhoéhe: H, = 7000 m

H, Skalenhohe der Dichte und des Drucks: H, = RT,,/g

Hy Skalenhohe der potentiellen Temperatur: Hy = ¢, Ty /g

K Diffusionskoeffizient

k| Betrag des Wellenvektors |k| = |(k,1,m)| = VA2 + 12 + m?2

k Horizontale Wellenzahl in z-Richtung
[ Horizontale Wellenzahl in y-Richtung
Ab Wellenldange der Berge bei sinusférmiger Orographie

A Horizontale Wellenlange A\, = 27 /ky, = 27/ k? + 2
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I

~
N}

Horizontale Wellenldnge in z-Richtung, A\, = 27 /k
Vertikale Wellenlédnge in z-Richtung, A\, = 27/m
Typische Groflenskala einer Storung
Modellgebietsgrofie in z-Richtung

ModellgebietsgroBe in z-Richtung

Vertikale Wellenzahl in z-Richtung

Impuls

Pseudo-Impuls

Arithmetisches Mittel von AN?

Arithmetisches Mittel von Au

Brunt-Vaisala-Frequenz

Brunt-Viisila-Frequenz in anfénglicher Hohe (meist Boden)
Brunt-Vaisald-Frequenz in der Stratosphare
Brunt-Vaisala-Frequenz in der Troposphéare
Extrinsische Frequenz

Intrinsische Frequenz & = w — u, k
Winkelgeschwindigkeit der Erde, 2 = (0,0, 27/2)
Druck

Referenzdruck

Geographische Breite

Wellenphase

Kreiszahl (3.1412...)

Exner-Druck: IT =T'/6

Stellvertretende Bezeichung fiir Grofle die in Basiszustand ), und Ab-
weichung 1" aufgespalten wird: ¢ = v, + ¢
Stellvertretende Bezeichung fiir massenspezififsche Eigenschaft eines
Fluids

Leicht veranderlicher Hintergrund, WKB-Theorie
Reflexionskoeffizient

Spezifische Gaskonstante trockener Luft: 287 J kg™ K
Richardson-Zahl
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p Dichte

Poo Referenzdichte

s Stabilitit s = N?/g

5f Parameter fiir Steilheit der Abnahme in Fermifunktion

owp  Vertikale Ausdehnung Wellenpaket

t Zeit

T Démpfungsparameter (Schwammschicht) 7 =1/ag
T Typische Lagrangesche Zeitskala

T Temperatur

Too Referenztemperatur

TC Transmissionskoeffizient

0 Potentielle Temperatur

9 Winkel zwischen Phasenlinien und Vertikale

u Zweidimensionaler Windvektor (u,w)

% Dreidimensionaler Windvektor (u, v, w)

u Zonale Komponente des Horizontalwinds (2-Richtung)

v Meridionlae Komponente des Horizontalwinds (y-Richtung)
V Volumen

w Vertikalwind

W, normierter Vertikalwind

Zabl Oberrand der Schwammschicht am Modellunterrand
Zabu ~ Unterrand der Schwammschicht am Modelloberrand
Ze Anféngliche Hohe des Wellenpakets (Zentrum)

Ziet Hoéhe des Strahlstroms

Ztp Hohe der Tropopause
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