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Kapitel 1
Einleitung
Der Begri� Tomographiemethoden (von grie
his
h τoµη = S
hnitt) umfasstin seiner ursprüngli
hen Bedeutung vers
hiedene bildgebende Verfahren, mitdenen das Innere eines Körper s
heib
henweise ausgemessen werden kann,und wird heute allgemein für Verfahren verwendet, mit denen das Innere ei-nes Körpers dur
h Messungen an seiner Ober�ä
he dargestellt werden kann.Dazu wird der Körper einem physikalis
hen Experiment unterzogen, z. B.wird Li
ht, S
hall oder Strom dur
h den Körper geleitet und die austretendeMenge gemessen. Auÿer zu medizinis
hen Zwe
ken am mens
hli
hen Körperlassen si
h sol
he Methoden au
h für andere ni
htdestruktive Untersu
hun-gen, etwa des Erdbodens, oder zur Qualitätssi
herung in der Produktioneinsetzen.Mit dem Begri� direktes Problem oder Vorwärtsproblem bezei
hnet man da-bei das Problem, für einen Körper mit bekannten physikalis
hen Eigens
haf-ten den Ausgang des Experiments vorherzusagen, z. B. wie ein eingespeisterStrom dur
h einen Körper mit bekannter Leitfähigkeitsverteilung hindur
h-�ieÿen wird. Das inverse Problem dazu ist das Problem der Tomographieund besteht darin, aus dem Ausgang eines oder mehrerer Experimente aufdie physikalis
hen Eigens
haften im Inneren des Körpers zu s
hlieÿen, und da-mit z. B. in der Impedanztomographie dur
h Messung von Strom-Spannungs-Paaren ein Bild der Leitfähigkeitsverteilung im Inneren des Körpers zu er-stellen.Mathematis
h lassen si
h viele sol
her Experimente dur
h partielle Di�e-rentialglei
hungen bes
hreiben, in die die physikalis
hen Eigens
haften desInneren des Körpers als Koe�zienten eingehen. Das direkte Problem bestehtdann darin, die Di�erentialglei
hung zu lösen, während das inverse Problemdarin besteht, aus der Kenntnis von Lösungen (genauer gesagt von Rand-1



KAPITEL 1. EINLEITUNG
werten von Lösungen auf der Ober�ä
he des Körpers) die Koe�zienten derDi�erentialglei
hungen zu rekonstruieren.Typis
herweise werden diese Rekonstruktionen umso s
hwieriger, je gröÿerdie Wellenlänge der verwendeten Li
ht- oder S
hallwellen ist, glei
hzeitig wirdaber die Belastung für den Körper bei gröÿerer Wellenlänge, also niedrigererFrequenz, geringer. Der Strom�uss in der Impedanztomographie kann dabeials Grenzfall elektromagnetis
her Wellen von unendli
h langer Wellenlängeangesehen werden, vgl. [45, 13℄ und ist deshalb mathematis
h von besonde-rem Interesse. S
hon die 1980 von Calderon gestellte Frage, ob es überhauptmögli
h ist, die Leitfähigkeitsverteilung dur
h Randmessungen von Strom-Spannungs-Paaren zu rekonstruieren, wurde erst vor kurzem von Astala undPäivärinta in [5℄ für den zweidimensionalen Fall positiv beantwortet und istfür allgemeine Leitfähigkeiten im Dreidimensionalen no
h o�en.In der praktis
hen Anwendung besteht das Ziel häu�g darin, Gebiete zu �n-den, in denen die physikalis
hen Parameter sprunghaft von einem ansonstenbekannten Referenzzustand abwei
hen. So haben etwa Tumorzellen eine deut-li
h höhere Leitfähigkeit als gesundes Gewebe, und ein vergrabenes magne-tis
hes Objekt besitzt eine sehr viel höhere Permeabilität als der umgebendeErdboden. Diese Problematik lässt si
h unter dem Begri� der Gebietserken-nung zusammenfassen, die gesu
hten Gebiete werden au
h als Eins
hlüssebezei
hnet.Der naheliegende Ansatz, sol
he Gebietserkennungsprobleme praktis
h zu lö-sen, besteht darin, die gesu
hten Eins
hlüsse geeignet zu parametrisieren unditerativ zu bestimmen. Dabei wird ausgehend von einer Startnäherung in je-dem Iterationss
hritt die Näherung so verändert, dass simulierte Messungenzu dur
h die neue Näherung bes
hriebenen Eins
hlüssen besser mit den rea-len Messungen übereinstimmen. In jedem Iterationss
hritt ist also (minde-stens) eine numeris
he Lösung des Vorwärtsproblems erforderli
h. Für groÿeWellenlängen sind die inversen Probleme s
hle
ht gestellt, d. h. kleine Fehlerin den Messungen haben groÿe Konsequenzen für die rekonstruierten physi-kalis
hen Eigens
haften im Inneren. Dies ma
ht zusätzli
he Regularisierungund eine hohe Anzahl an Iterationss
hritten notwendig. Für die Anwendungiterativer Verfahren mö
hten wir exemplaris
h auf den Übersi
htsartikel zurImpedanztomographie [46℄ von Lionheart verweisen.Gegenstand dieser Arbeit ist ein relativ neues, ni
ht-iteratives Verfahren zurGebietserkennung, die sogenannte Faktorisierungsmethode. Sie basiert auf ei-ner 1996 in [15℄ bes
hriebenen Idee von Colton und Kirs
h, wird 1998 vonKirs
h in [38℄ für akustis
he Streuprobleme entwi
kelt, mit Grinberg undArens auf unters
hiedli
he Randbedingungen des Streukörpers, auf Streukör-2



per im Halbraum und auf periodis
he Strukturen erweitert [29, 31, 30, 28, 4℄und s
hlieÿli
h au
h auf elektromagnetis
he Streuprobleme angewendet [39℄.Ein Bu
h von Grinberg und Kirs
h zur Anwendung der Faktorisierungsme-thode bei Streuproblemen ist in Vorbereitung.Brühl und Hanke verallgemeinern die Methode in [10, 11℄ auf das ellipti-s
he Problem der Impedanztomographie, und Hähner überträgt sie in [37℄auf ein inverses Problem in der Elektrostatik. Sie wird erfolgrei
h auf weitereelliptis
he Probleme übertragen: von Hyvönen in [35℄ auf die optis
he To-mographie, von Bal in [6℄ auf singuläre S
hi
hten in der Impedanz- und deroptis
hen Tomographie, von Hanke in [33℄ und Hyvönen in [36℄ auf vers
hie-dene Elektrodenmodelle in der Impedanztomographie. S
happel erweitert siein [57℄ auf Halbraumprobleme in der Impedanztomographie, Kirs
h in [40℄auf komplexe anisotrope Di�usionsprobleme, und in [43, 44℄ leitet Kress siefür vektorharmonis
he Felder her.Die Faktorisierungsmethode verglei
ht die Ergebnisse von Messungen an ei-nem Körper mit Eins
hlüssen mit denen eines Referenzkörpers ohne Ein-s
hlüsse. Dur
h eine Faktorisierung der Di�erenz der Messungen wird derBildraum eines virtuellen Messoperators bestimmt. Der Eins
hluss wird danndadur
h 
harakterisiert, dass gewisse singuläre Funktionen genau dann zudiesem Bildraum gehören, wenn ihre Singularität im Inneren des Eins
hlussesliegt. Auf diese Weise liefert die Methode sowohl das theoretis
he Ergebnis,dass der Eins
hluss dur
h die Messungen eindeutig bestimmt ist, als au
h einnumeris
h implementierbares Verfahren, um den Eins
hluss zu lokalisieren.Die Haupts
hwierigkeit in der Anwendung der Faktorisierungsmethode aufneue Probleme liegt im Beweis einer Bildraumidentität, mit der si
h derBildraum des virtuellen Messoperators aus den realen Messungen bestim-men lässt. In den zitierten Arbeiten ist dieser Beweis s
heinbar nur dur
hAusnutzung sehr spezieller Eigens
haften der betra
hteten Probleme mög-li
h. Eine einheitli
he Theorie darüber, wel
he Art von Eins
hlüssen dur
hdie Faktorisierungsmethode gefunden werden kann, existiert bisher ni
ht.In dieser Arbeit entwi
keln wir zunä
hst im zweiten Kapitel eine sol
he Theo-rie für allgemeine reelle elliptis
he Probleme und demonstrieren an mehrerenBeispielen, wie diese sowohl bereits bekannte als au
h neue Anwendungen alsSpezialfälle enthält.Im dritten Kapitel untersu
hen wir ausführli
h eine neue Anwendung derMethode: die Lokalisierung von Objekten dur
h niederfrequente elektroma-gnetis
he Strahlung, etwa bei der humanitären Minensu
he oder der Me-talldetektion. Wir zeigen, dass si
h die zugrundeliegende Wellenglei
hung inguter Näherung dur
h die elliptis
hen Glei
hungen der Magnetostatik appro-3



KAPITEL 1. EINLEITUNG
ximieren lässt. Dur
h Anwendung unserer allgemeinen Theorie demonstrierenwir dann, wie magnetis
he oder perfekt elektris
h leitende Objekte mit derFaktorisierungsmethode aus Randmessungen geortet werden können.Im vierten Kapitel gehen wir über die elliptis
hen Glei
hungen hinaus und be-tra
hten eine Anwendung mit expliziter Zeitabhängigkeit. Die Lokalisierungvon Eins
hlüssen verglei
hsweiser hoher Wärmekapazität dur
h thermis
heRandmessungen führt auf eine parabolis
h-elliptis
he Di�erentialglei
hung.Wir zeigen die eindeutige Lösbarkeit dieser Glei
hung und erweitern die Fak-torisierungsmethode auf die Behandlung dieses Problems.
Abgrenzung des eigenen BeitragsTeile dieser Arbeit entstanden in Zusammenarbeit mit anderen Doktoranden:Die numeris
hen Ergebnisse in Abs
hnitt 3.4 wurden von Christoph S
hnei-der erstellt, der ebenfalls an der Johannes Gutenberg-Universität Mainz beiProf. Dr. Martin Hanke-Bourgeois promoviert. Das vierte Kapitel entstand inZusammenarbeit mit Florian Frühauf, Doktorand an der Leopold-Franzens-Universität Innsbru
k, und seinem Betreuer Prof. Dr. Otmar S
herzer. Dabeierstellte i
h die Abs
hnitte 4.1, 4.2 über das direkte und das inverse Problem,während Florian Frühauf das in Abs
hnitt 4.3 verwendete numeris
he Ver-fahren zur Lösung des direkten Problems entwi
kelte und die dort gezeigtennumeris
hen Rekonstruktionen erstellte.
Bereits verö�entli
hte ErgebnisseDie im zweiten Kapitel entwi
kelte Faktorisierungsmethode für reelle ellipti-s
he Probleme wurde bereits in der Zeits
hrift für Analysis und ihre Anwen-dungen verö�entli
ht [26℄.Die Ergebnissse des vierten Kapitels wurden dem SIAM Journal on Nume-ri
al Analysis zur Verö�entli
hung eingerei
ht [25℄. Eine Ents
heidung überdie Annahme zur Publikation liegt no
h ni
ht vor.

4



Kapitel 2
Die Faktorisierungsmethode fürreelle elliptis
he Probleme
In diesem Kapitel entwi
keln wir eine allgemeine Theorie, um die Faktorisie-rungsmethode auf reelle elliptis
he Probleme anzuwenden, und zeigen, dassbereits unter verglei
hsweise s
hwa
hen Voraussetzungen an das betra
hte-te Problem die benötigte Bildraumidentität gilt. Insbesondere geben wir eineinfa
hes Kriterium dafür an, wie die Eins
hlüsse vom Referenzkörper ab-wei
hen müssen. Dieses Kriterium lässt si
h lei
ht in Bedingungen an dieKoe�zienten einer gegebenen reellen elliptis
hen Di�erentialglei
hung über-setzen.Obwohl dur
h unsere sehr abstrakte Betra
htung des Problems die verwen-deten Räume und Operatoren ihre ans
hauli
he Bedeutung verlieren, könnendie Beweise einfa
her und elementarer als in den in der Einleitung zitiertenspeziellen Anwendungen der Methode geführt werden.Im Abs
hnitt 2.1 demonstrieren wir die Faktorisierungsmethode an einer ein-fa
heren Version der Di�usionsglei
hung aus [40℄. Dieses Beispiel dient unsdann als ans
hauli
he Motivation, um in Abs
hnitt 2.3 reelle elliptis
he Pro-bleme auf Gebieten mit Eins
hlüssen in abstrakten Hilberträumen zu formu-lieren. Randmessungen werden wir dort mittels abstrakter Spuroperatorenund reelle elliptis
he Probleme über ihre zugehörigen symmetris
hen undkoerziven Bilinearformen de�nieren.Im Abs
hnitt 2.4 formulieren und beweisen wir das Hauptresultat dieses Ka-pitels: Die Bildraumidentität gilt, wenn die Di�erenz zwis
hen der den Ein-s
hluss bes
hreibenden Bilinearform und der den Referenzkörper bes
hreiben-den Bilinearform koerziv ist. Auÿerdem entwi
keln wir eine Erweiterung fürden Fall, in dem die Di�erenz eine kompakte Störung einer koerziven Bili-5



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
nearform ist, und beweisen die Bildraumidentität au
h für isolierende undperfekt absorbierende Eins
hlüsse. Der Eins
hluss wird dabei ni
ht als zu-sammenhängend vorausgesetzt, die Begri�e �Eins
hluss� und �Eins
hlüsse�benutzen wir synonym.Am Beispiel aus Abs
hnitt 2.1 zeigen wir, wie si
h unsere allgemeinen Re-sultate auf ein gegebenes Problem anwenden lassen. In Abs
hnitt 2.5 de-monstrieren wir kurz an fünf anderen Anwendungen, wie diese in unserenallgemeinen Resultaten enthalten sind. Die ersten vier Anwendungen wur-den dabei s
hon von anderen Autoren behandelt, das fünfte Beispiel ist eineneue Anwendung für die Faktorisierungsmethode.
2.1 Motivation: Gebietserkennung dur
h Di�u-sionsprozesse
Wir demonstrieren die Faktorisierungsmethode an einer einfa
heren Versionder Di�usionsglei
hung aus einer Arbeit von Kirs
h [40℄:Beispiel 2.1 (Di�usionsglei
hung)Sei B ⊂ Rn ein bes
hränktes Gebiet mit C1-Rand S := ∂B. Treten Teil
henmit einer Flussdi
hte g ∈ H− 1

2 (S) in dieses Gebiet ein, so führt dies zu einer(stationären) Teil
hendi
hte u0 ∈ H1(B), die die Di�usionsglei
hungen
−div (κ gradu0) + cu0 = 0 in B, (2.1)

κ∂νu0|S = g auf S (2.2)löst. Dabei sind κ, c ∈ L∞
+ (B) die Di�usions- und Absorptionsparameter imGebiet B, ν ist die äuÿere Normale an S, und mit L∞

+ bezei
hnen wir denRaum der L∞-Funktionen mit positiven wesentli
hen In�ma.Messungen der Teil
hendi
hte u0 auf S für alle mögli
hen Werte von g werdenbes
hrieben dur
h den Neumann-Diri
hlet-Operator
Λ0 :

{

H− 1

2 (S) → H
1

2 (S),
g 7→ u0|S,

u0 ∈ H1(B) löst (2.1), (2.2).
Wir stellen uns dabei Messungen an einem homogenen Gebiet vor, in demz. B. κ und c konstant sind, und bezei
hnen Λ0 im Folgenden au
h als Refe-renzmessungen.Be�ndet si
h hingegen in B ein Eins
hluss mit abwei
henden Di�usions-und Absorptionsparametern, so unters
heiden si
h in der Regel die Messer-gebnisse von diesen Referenzmessungen. Sei etwa Ω eine o�ene Menge mit6



2.1. MOTIVATION: DIFFUSIONSPROZESSE

PSfrag repla
ements
B = Q ∪ Ω

Ω

S

Σ

ν

ν

Abbildung 2.1: Gebietsskizze
C1-Rand Σ := ∂Ω, Ω ⊂ B, in der die Di�usions- und Absorptionsparameterum κ1 bzw. c1 geringer sind als im Fall der Referenzmessungen, und derenKomplement Q := B \ Ω zusammenhängend ist, vgl. Abbildung 2.1 für eineGebietsskizze. Bezei
hnen wir mit χΩ die 
harakteristis
he Funktion von Ωund setzen no
h κ− κ1χΩ, c − c1χΩ ∈ L∞

+ (B) voraus, dann löst die resultie-rende Teil
hendi
hte u1 ∈ H1(B) die Glei
hungen
−div ((κ− κ1χΩ) gradu1) + (c− c1χΩ)u1 = 0 in B, (2.3)

κ∂νu1|S = g auf S, (2.4)und Randmessungen werden bes
hrieben dur
h
Λ1 :

{

H− 1

2 (S) → H
1

2 (S),
g 7→ u1|S,

u1 ∈ H1(B) löst (2.3), (2.4).
Wir betra
hten das Problem, den Eins
hluss dur
h Verglei
h der Randmes-sungen Λ1 mit den Referenzmessungen Λ0 zu �nden, also χΩ aus Λ1 und Λ0zu bere
hnen. Dazu führen wir zunä
hst den Hilfsoperator

L :

{

H− 1

2 (Σ) → H
1

2 (S),
ψ 7→ u|Sein, wobei u ∈ H1(Q), die Lösung ist von

−div (κ gradu) + cu = 0 in Q, (2.5)
κ∂νu|Σ = −ψ auf Σ, (2.6)
κ∂νu|S = 0 auf S, (2.7)

7



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
und ν auf Σ die äuÿere Normale bezügli
h Ω bezei
hnet. L bes
hreibt virtuelleMessungen der Teil
hendi
hte, die dur
h Einspeisung eines Teil
hen�ussesvon innerhalb der Inklusion in das Komplement Q der Inklusion resultierenwürde. Der Operator L wird also Informationen über Q und damit über dieLage von Ω enthalten. In der Tat lässt si
h zeigen, dass unter zusätzli
henGlattheitsannahmen an die Koe�zienten κ und c der Eins
hluss Ω dur
h denBildraum von L eindeutig bestimmt ist. Für die Details verweisen wir auf[40℄. Die Idee besteht darin, zu Punkten z ∈ B Lösungen Gz von κ∂νGz = 0auf S und

−div (κ gradGz) + cGz = 0 in B \ {z} (2.8)zu verwenden, die in z eine so starke Singularität besitzen, dass sie ni
htzu einer Lösung auf ganz B fortgesetzt werden können. Ist z ∈ Ω, so isto�ensi
htli
h Gz|S ∈ R(L), da Gz|Q dann ja (2.5)�(2.7) löst. Ist die Lösungauÿerdem eindeutig dur
h ihre Cau
hy-Randwerte auf S bestimmt, dann lässtsi
h au
h die Umkehrung zeigen, also
z ∈ Ω genau dann, wenn Gz|S ∈ R(L). (2.9)Die Hauptaussage der Faktorisierungsmethode besteht nun darin, dass untergeeigneten Voraussetzungen an κ1 und c1 der Bildraum von L (den virtuellenMessungen) aus Λ1 und Λ0 (den wahren Messungen) bestimmt werden kanndur
h die Bildraumidentität

R((Λ1 − Λ0)
1/2) = R(L). (2.10)Zur Bildung der Wurzel von Λ1 −Λ0 bedienen wir uns der Einfa
hheit halberder eigentli
h nur für L2-Räume gebräu
hli
hen Konvention, den Hilbert-raum H

1

2 (S) mit seinem Dualraum H− 1

2 (S) zu identi�zieren. Eine analogeBildraumidentität gilt na
h geeigneter Abänderung der Operatoren tatsä
hli
hau
h in L2(S), vgl. Bemerkung 2.15.Der Eins
hluss kann nun dann dadur
h gefunden werden, dass Gz für jedenPunkt z ∈ B bere
hnet und dann überprüft wird, ob
Gz|S ∈ R(L) = R((Λ1 − Λ0)

1/2)gilt, vgl. die Abs
hnitte 3.4 und 4.3 für die numeris
he Implementierung einessol
hes Bildraumtests mittels des Pi
ardkriteriums.
Wir werden in diesem Kapitel die Bildraumidentität (2.10) für allgemeine re-elle elliptis
he Probleme beweisen und dabei zur Motivation unserer Annah-men und Verans
hauli
hung unserer Ergebnisse immer wieder zu Beispiel 2.1zurü
kkehren.8



2.2. FUNKTIONALANALYTISCHE HILFSMITTEL
H1 H1 H ′

1

H2 H2 H ′
2

?

A

-
ιH1

-
ιH2

6
A∗

6
A′

Abbildung 2.2: Beziehung zwis
hen dualem und adjungiertem Operator
2.2 Funktionalanalytis
he Hilfsmittel
Wir führen zunä
hst einige Notationen und Bezei
hnungen aus der Funk-tionalanalysis ein, die in der Literatur ni
ht überall einheitli
h verwendetwerden. Für das Skalarprodukt eines reellen oder komplexen Hilbertraumes
H verwenden wir runde Klammern (·, ·), den Antidualraum bezei
hnen wirmit H ′, und die antiduale Paarung auf H ′ × H s
hreiben wir mit e
kigenKlammern 〈·, ·〉. Wir verwenden dabei die Konvention, dass das Skalarpro-dukt und die antiduale Paarung jeweils in der ersten Komponente linear undin der zweiten Komponente antilinear sind.Mit ιH : H → H ′ bezei
hnen wir die Isometrie, die �H mit seinem Antidual-raum identi�ziert�, d. h.

〈ιHu, ·〉 := (u, ·) für alle u ∈ H.Zu einem stetigen linearen Operator A ∈ L(H1, H2) zwis
hen zwei Hilbert-räumen H1, H2 bezei
hnen wir den dualen Operator mit A′ und den adjun-gierten Operator mit A∗. Dabei gilt A∗ = ι−1
H1
A′ιH2

, vgl. Abbildung 2.2.Entspre
hend unserer Konvention für Skalarprodukte und antiduale Paarun-gen sind Sesquilinearformen in dieser Arbeit stets in der ersten Komponentelinear und in der zweiten Komponente antilinear. Eine Sesqui- bzw. Biline-arform
a : X ×X → C bzw. a : X ×X → Rauf einem re�exiven Bana
hraum X heiÿt hermites
h bzw. symmetris
h,wenn a(u, v) = a(v, u) für alle u, v ∈ X. Eine hermites
he Sesquilinearformbzw. eine symmetris
he Bilinearform bezei
hnen wir als positiv semide�nit,falls a(u, u) ≥ 0 für alle u ∈ X, und als koerziv, falls ein α > 0 existiert, sodass a(u, u) ≥ α ‖u‖2 für alle u ∈ X.Dur
h eine stetige Sesqui- bzw. Bilinearform a wird auf kanonis
he Weise einOperator A ∈ L(X,X ′) induziert. Dieser ist de�niert dur
h

〈Au, ·〉 := a(u, ·) für alle u ∈ X. 9
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Umgekehrt induziert jeder Operator A ∈ L(X,X ′) eine stetige Sesqui- bzw.Bilinearform a dur
h

a : (u, v) 7→ 〈Au, v〉.Ein Operator A ∈ L(X,X ′) heiÿt hermites
h bzw. symmetris
h, positiv se-mide�nit oder koerziv, falls die von ihm induzierte Sesqui- bzw. Bilinearform
a es ist. Für hermites
he bzw. symmetris
he Operatoren A,B ∈ L(X,X ′)s
hreiben wir au
h A ≥ 0, falls A positiv semide�nit ist, und A ≥ B, wenn
A−B ≥ 0 ist. Falls X ein Hilbertraum ist, verwenden wir dieselben Bezei
h-nungen au
h für den Operator Ã := ι−1

X A ∈ L(X,X). O�enbar ist in diesemFall ein hermites
her bzw. symmetris
her Operator selbstadjungiert.Die folgenden zwei Lemmata fassen die für uns wi
htigen Aussagen des Satzesvon Lax-Milgram und der Fredholm-Alternative zusammen:Lemma 2.2Sei X ein komplexer oder reeller re�exiver Bana
hraum und A ∈ L(X,X ′)sei hermites
h bzw. symmetris
h. Dann gilt:(a) Ist A koerziv, so ist A bijektiv und damit stetig invertierbar.(b) Ist A bijektiv und A ≥ 0, dann ist A koerziv.Beweis:Die Behauptung (a) ist ein Spezialfall des Satzes von Lax-Milgram, vgl. z. B.[19, VI, �3, Theorem 7℄. Behauptung (b) �ndet si
h z.B. in [24, Corolla-ry A.55℄. �Lemma 2.3Sei X ein komplexer oder reeller re�exiver Bana
hraum, A ∈ L(X,X ′) seibijektiv und K ∈ L(X,X ′) sei kompakt. Dann ist der Kern von A+K end-li
hdimensional, und falls A+K injektiv ist, so ist A+K bijektiv.Beweis:Die Behauptung wird au
h als Fredholm-Alternative bezei
hnet. Sie folgt ausdem Satz von Riesz-S
hauder, vgl. z. B. [59, Satz VI.2.1℄. �

Wir zeigen no
h einen Zusammenhang zwis
hen der De�nitheit von A − Bund der von A−1 −B−1:Lemma 2.4Sei X ein komplexer oder reeller re�exiver Bana
hraum und A,B ∈ L(X,X ′)hermites
h bzw. symmetris
h. Ist A koerziv, dann ist
BA−1B − B ≥ B − A. (2.11)10



2.2. FUNKTIONALANALYTISCHE HILFSMITTEL
Ist B bijektiv, so folgt hieraus

A−1 −B−1 = B−1(BA−1B −B)B−1 ≥ B−1(B − A)B−1,insbesondere impliziert B ≥ A also A−1 ≥ B−1.Beweis:Sei w ∈ X und setze v := A−1Bw. Es ist
−1

2
〈Av, v〉 =

1

2
〈Aw,w〉 − 1

2
〈A(w − v), (w − v)〉 − 〈Av,w〉

≤ 1

2
〈Aw,w〉 − 〈Av,w〉 =

1

2
〈Aw,w〉 − 〈Bw,w〉,und damit

−1

2
BA−1B ≤ 1

2
A−B,woraus (2.11) folgt. �Das folgende Lemma wurde von Brühl zur Erweiterung der Faktorisierungs-methode auf ni
ht-konstante Leitfähigkeiten in der Impedanztomographiegebrau
ht, vgl. [9, Satz 4.9℄. Wir s
hreiben es in der Form, in der es von derGruppe Bourbaki in [8, pp. 355�358℄ als 14. �important property of Bana
hspa
es� bezei
hnet wird, geben der Einfa
hheit halber aber einen elementarenBeweis an:Lemma 2.5Seien X, Y zwei Bana
hräume, A ∈ L(X,Y ) und x′ ∈ X ′. Dann ist

x′ ∈ R(A′) genau dann, wenn ∃C > 0 : |〈x′, x〉| ≤ C ‖Ax‖ ∀x ∈ X.Beweis:Ist x′ ∈ R(A′), dann existiert ein y′ ∈ Y ′, so dass x′ = A′y′. Es folgt, dass
|〈x′, x〉| = |〈y′, Ax〉| ≤ ‖y′‖ ‖Ax‖ für alle x ∈ X,die Behauptung gilt also mit C = ‖y′‖.Nun sei x′ ∈ X ′, und es existiere ein C > 0, so dass |〈x′, x〉| ≤ C ‖Ax‖ füralle x ∈ X. De�nieren wir

f(z) := 〈x′, x〉 für alle z = Ax ∈ R(A),dann ist f o�enbar ein wohlde�niertes, stetiges antilineares Funktional mit
‖f(z)‖ ≤ C ‖z‖. Aus dem Satz von Hahn-Bana
h (vgl. z. B. [1, Satz 4.15℄)folgt, dass ein y′ ∈ Y ′ existiert, so dass y′|R(A) = f . Für alle x ∈ X gilt dann

〈A′y′, x〉 = 〈y′, Ax〉 = f(Ax) = 〈x′, x〉und damit x′ = A′y′ ∈ R(A′). �11
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Als nützli
he Folgerung erhalten wir so auf elementarem Wege eine für dieFaktorisierungsmethode grundlegende Aussage:1Lemma 2.6Seien Xi Bana
hräume mit Normen ‖·‖i, X ein dritter Bana
hraum und
Ai ∈ L(X,Xi), i = 1, 2.(a) Existiert ein C ′ > 0 mit ‖A1x‖1 ≤ C ′ ‖A2x‖2 für alle x ∈ X, so ist

R(A′
1) ⊆ R(A′

2).(b) Sind X, X1 und X2 Hilberträume, und existiert eine Konstante C ′ > 0mit ‖A1x‖1 ≤ C ′ ‖A2x‖2 für alle x ∈ X, so ist
R(A∗

1) ⊆ R(A∗
2).Insbesondere folgt aus A∗

1A1 = A∗
2A2

R(A∗
1) = R(A∗

2),vgl. Abbildung 2.3.Beweis:(a) Sei y′ ∈ R(A′
1). Aus Lemma 2.5 erhalten wir, dass ein C > 0 existiert,so dass

|〈y′, x〉| ≤ C ‖A1x‖1 ≤ CC ′ ‖A2x‖2 für alle x ∈ X,und dur
h no
hmalige Anwendung von Lemma 2.5 folgt y′ ∈ R(A′
2).(b) Aus (a) erhalten wir R(A′

1) ⊆ R(A′
2) und für Hilberträume X, X1 und

X2 folgt aus der Bijektivität der Operatoren ιX , ιX1
und ιX2

damit au
h
R(A∗

1) ⊆ R(A∗
2). �

2.3 Abstrakte Formulierung des Problems
2.3.1 Abstrakte Lösungsräume und SpuroperatorenUm die Faktorisierungsmethode auf reelle elliptis
he Glei
hungen zu verall-gemeinern, benötigen wir ni
ht nur den Raum der Lösungen H(B) der Glei-
hung auf B (wie H1(B) für Beispiel 2.1), sondern wir müssen die Lösungen1vgl. [23, Prop. 2.18℄ für einen spektraltheoretis
hen Beweis oder [40, Lemma 2.4℄ füreinen Beweis für injektive und kompakte Operatoren12
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X1

X X
X2

��)
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1
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��)
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Abbildung 2.3: Skizze zu Lemma 2.6
au
h auf den Eins
hluss Ω, auf sein Komplement Q und auf die Ränder Sund Σ eins
hränken können. Hierfür benötigen wir geeignete Funktionenräu-me H(Ω), H(Q), H(Σ) und H(S), im Di�usionsbeispiel etwa die Räume
H1(Ω), H1(Q), H 1

2 (Σ) und H 1

2 (S) mit den bekannten Eins
hränkungs- undSpuroperatoren.Bemerkung 2.7Zur besseren Lesbarkeit dieses Abs
hnittes und als Mögli
hkeit, das Hauptre-sultat in Abs
hnitt 2.4 au
h ohne Einstieg in die te
hnis
hen Details zu ver-stehen, fassen wir in dieser Bemerkung kurz die ans
hauli
he Bedeutung derim Hauptresultat verwendeten Operatoren und Bilinearformen zusammen:Für die in Abbildung 2.1 skizzierten Mengen stellen wir uns E(·) und γ(·)→(·)als die Eins
hränkungs- und Spuroperatoren auf den angegebenen Teilmengenund Rändern vor. Von zwei reellen elliptis
hen Di�erentialoperatoren Ai, dieden Körper mit Eins
hlüssen (i = 1) beziehungsweise den Referenzkörper(i = 0) bes
hreiben, nehmen wir an, dass sie auf Q übereinstimmen, abersi
h auf Ω unters
heiden. Die entspre
henden Eins
hränkungen bezei
hnenwir dann mit AQ bzw. AΩ,i und die dazugehörigen Bilinearformen mit a(·).
Im Allgemeinen müssen H(·) keine Räume von Funktionen oder Distributio-nen auf den Mengen B, Ω, Q, Σ oder S sein. Wir behandeln deshalb B, Ω,
Q, Σ und S nur no
h als Indizes für abstrakte reelle Hilberträume, zwis
hendenen abstrakte Eins
hränkungs- und Spuroperatoren existieren. Dur
h die-se Verallgemeinerung ist es mögli
h, au
h Faktorräume (etwa in Anwendung2.5.1) oder den Fall S 6= ∂B (in Anwendung 2.5.4) zu behandeln.Voraussetzung und De�nition 2.8Seien H(B), H(Q), H(Ω), H(S) und H(Σ) reelle Hilberträume mit Skalar-produkten (·, ·)H(·), zwis
hen denen die folgenden stetigen linearen Operatorengegeben seien:

γQ→S : H(Q) → H(S), EQ : H(B) → H(Q),

γQ→Σ : H(Q) → H(Σ), EΩ : H(B) → H(Ω),

γΩ→Σ : H(Ω) → H(Σ).

13



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
Wir de�nieren damit die stetigen linearen Abbildungen

γB→S : H(B) → H(S), γB→S := γQ→SEQ,

γB→Σ : H(B) → H(Σ), γB→Σ := γQ→ΣEQund nehmen an, dass die folgenden Voraussetzungen erfüllt seien:(V1) Es existiert ein k > 0, so dass für alle u ∈ H(B)

(u, u)H(B) ≤ k
(

(EQu,EQu)H(Q) + (EΩu,EΩu)H(Ω)

)

,d. h. zusammen mit der Stetigkeit von EQ und EΩ ist die Bilinearform
(u, v) 7→ (EQu,EQv)H(Q) + (EΩu,EΩv)H(Ω)ein Skalarprodukt auf H(B), das eine äquivalente Norm induziert.(V2a) Es gilt

γQ→ΣEQ = γΩ→ΣEΩ.(V2b) EΩ und EQ besitzen stetige Re
htsinversen E−
Ω und E−

Q mit der Ei-gens
haft, dass für alle u ∈ H(Ω) und v ∈ H(Q)

EQE
−
Ωu = 0, falls γΩ→Σu = 0,

EΩE
−
Qv = 0, falls γQ→Σv = 0.

(V3) γQ→Σ und γΩ→Σ besitzen stetige Re
htsinversen γ−Q→Σ und γ−Ω→Σ.Wie s
hon erwähnt können beim Di�usionsbeispiel die folgenden Räume ge-wählt werden:2
H(B) := H1(B), H(S) := H

1

2 (S),

H(Q) := H1(Q), H(Σ) := H
1

2 (Σ),

H(Ω) := H1(Ω).

EQ und EΩ sind dabei die Eins
hränkungen auf die Teilmengen Q bzw. Ω,und γ(·)→(·) sind die Spuroperatoren auf S und Σ. Dann ist die Voraussetzung(V1) trivial, (V2b) folgt z. B. aus [55, Lemma 6.85℄ und [55, Theorem 6.88℄.(V3) steht z. B. in [55, Theorem 6.108℄ und (V2a) lässt si
h lei
ht dur
hApproximation mit einer Folge glatter Funktionen zeigen.2vgl. Bemerkung 2.15 für die Wahl von H(S)14
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Lemma 2.9(a) Wenn (V1) und (V3) gelten, dann sind (V2a) und (V2b) äquivalent zu(V2*) Zu gegebenem uQ ∈ H(Q) und uΩ ∈ H(Ω) existiert genau dannein u ∈ H(B) mit uQ = EQu und uΩ = EΩu, wenn

γQ→ΣuQ = γΩ→ΣuΩ.Insbesondere können E−
Ω und E−

Q so gewählt werden, dass
EQE

−
Ω = γ−Q→ΣγΩ→Σ und EΩE

−
Q = γ−Ω→ΣγQ→Σ. (2.12)Wir werden dies von nun an voraussetzen.(b) Sind E−

Ω und E−
Q entspre
hend (2.12) gewählt, so ist

E−
Qγ

−
Q→Σ = E−

Ωγ
−
Ω→Σ.Beweis:(a) (i) Es gelten (V1), (V2a), (V2b) und (V3). Seien uQ ∈ H(Q) und

uΩ ∈ H(Ω).(α) Wenn ein u ∈ H(B) existiert mit uQ = EQu und uΩ = EΩu,dann folgt aus (V2a)
γQ→ΣuQ = γQ→ΣEQu = γΩ→ΣEΩu = γΩ→ΣuΩ.(β) Sei umgekehrt γQ→ΣuQ = γΩ→ΣuΩ, dann erfüllt
u := E−

QuQ − E−
Ω

(

EΩE
−
QuQ − uΩ

)

∈ H(B)die Bedingung EΩu = uΩ, und aus (V2a) erhalten wir
γΩ→Σ

(

EΩE
−
QuQ − uΩ

)

= γQ→ΣEQE
−
QuQ − γΩ→ΣuΩ = 0,so dass mit (V2b) folgt

EQE
−
Ω

(

EΩE
−
QuQ − uΩ

)

= 0und damit EQu = uQ.(ii) Nun gelten (V1), (V2*) und (V3), dann ist (V2a) trivial.Um (V2b) zu beweisen, bemerken wir zunä
hst, dass wegen (V2*)zu jedem uΩ ∈ H(Ω) ein u ∈ H(B) existiert, so dass
EΩu = uΩ und EQu = γ−Q→ΣγΩ→ΣuΩ. 15
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De�nieren wir damit

E−
Ω : H(Ω) → H(B), E−

ΩuΩ := u,so ist dies wegen (V1) eine stetige Abbildung.De�nieren wir no
h analog E−
Q , dann sieht man lei
ht, dass E−

Ω und
E−

Q (V2b) und (2.12) erfüllen.(b) Mit (2.12) erhalten wir
EΩ

(

E−
Qγ

−
Q→Σ

)

= γ−Ω→ΣγQ→Σγ
−
Q→Σ = γ−Ω→Σ = EΩ

(

E−
Ωγ

−
Ω→Σ

)

,

EQ

(

E−
Qγ

−
Q→Σ

)

= γ−Q→Σ = γ−Q→ΣγΩ→Σγ
−
Ω→Σ = EQ

(

E−
Ωγ

−
Ω→Σ

)

,und zusammen mit (V1) ergibt dies E−
Qγ

−
Q→Σ = E−

Ωγ
−
Ω→Σ. �

2.3.2 Bilinearformen und OperatorenBeispiel 2.10 (Fortsetzung des Di�usionsbeispiels)Eine äquivalente variationelle De�nition für den Neumann-Diri
hlet-Opera-tor
Λ1 : H− 1

2 (S) → H
1

2 (S)ist Λ1g = u|S, wobei u ∈ H1(B) die Lösung ist von
a1(u, v) = 〈g, v|S〉H−

1
2 (S)×H

1
2 (S)

für alle v ∈ H1(B) (2.13)mit
a1(u, v) :=

∫

B

{(κ− κ1χΩ)∇u · ∇v + (c− c1χΩ)uv} dx.Aufgrund unserer Annahmen an die Koe�zienten ist dabei die Bilinearform
a1 stetig, koerziv und symmetris
h auf H1(B).Der gemäÿ Abs
hnitt 2.2 induzierte Operator

A1 : H1(B) → (H1(B))′, A1u := a1(u, ·)ist koerziv und damit stetig invertierbar, d. h. es existiert eine eindeutigeLösung von (2.13), und diese hängt stetig von g ab. Mit diesem Operatorkann Λ1 ges
hrieben werden als
Λ1 = γB→SA

−1
1 γ′B→S. (2.14)16
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Analoges gilt für Λ0 mit der Bilinearform

a0(u, v) :=

∫

B

{κ∇u · ∇v + cuv} dx.

a0 und a1 stimmen für Funktionen, deren Träger in Q liegt, überein. Es gilt
a0(u, v) = aQ(u|Q, v|Q) + aΩ,0(u|Ω, v|Ω), (2.15)
a1(u, v) = aQ(u|Q, v|Q) + aΩ,1(u|Ω, v|Ω), (2.16)wobei

aQ(u, v) :=

∫

Q

{κ∇u · ∇v + cuv} dx,

aΩ,0(u, v) :=

∫

Ω

{κ∇u · ∇v + cuv} dx,

aΩ,1(u, v) :=

∫

Ω

{(κ− κ1)∇u · ∇v + (c− c1)uv} dx.

Um die Faktorisierungsmethode zu verallgemeinern, postulieren wir die Exi-stenz von koerziven Bilinearformen aQ, aΩ,0 und aΩ,1 und benutzen diese,um a0 und a1 entspre
hend (2.15) und (2.16) zusammenzusetzen. Mit ih-nen de�nieren wir dann (abstrakte) Neumann-Diri
hlet-Operatoren gemäÿ(2.14):Voraussetzung und De�nition 2.11Seien
aQ : H(Q) ×H(Q) → R,

aΩ,0, aΩ,1 : H(Ω) ×H(Ω) → Rstetige, koerzive und symmetris
he Bilinearformen. De�niere
ai : H(B) ×H(B) → R (i = 0, 1)dur
h

ai(u, v) := aQ(EQu,EQv) + aΩ,i(EΩu,EΩv) für alle u, v ∈ H(B). (2.17)Wegen (V1) sind au
h dies stetige, koerzive und symmetris
he Bilinearfor-men, und mit den gemäÿ Abs
hnitt 2.2 induzierten Operatoren AQ, AΩ,i, Ailässt si
h (2.17) au
h s
hreiben als
Ai = E ′

QAQEQ + E ′
ΩAΩ,iEΩ (i = 0, 1). (2.18)S
hlieÿli
h seien die Operatoren Λi : H ′(S) → H(S) (i = 0, 1) de�niertdur
h

Λi := γB→SA
−1
i γ′B→S. (2.19)

17
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2.4 Die Bildraumidentität für reelle elliptis
heProbleme
2.4.1 Die BildraumidentitätSatz 2.12Es gelten die Voraussetzungen und De�nitionen 2.8 und 2.11. Ist zusätzli
h
aΩ,0 − aΩ,1 koerziv, dann gilt

R((Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S))
1/2) = R(L),wobei L : H ′(Σ) → H(S) gegeben ist dur
h L := γQ→SA

−1
Q γ′Q→Σ.

Für das Di�usionsbeispiel 2.1 und 2.10 stimmt diese De�nition von L o�enbarmit (2.5)�(2.7) überein, und aΩ,0 − aΩ,1 ist koerziv, falls κ1, c1 ∈ L∞
+ (Ω).Also folgt unter dieser Bedingung aus Satz 2.12 die Bildraumidentität (2.10).(Häu�g wird in Anwendungen ιH(S) der Einfa
hheit halber weggelassen, alsoni
ht zwis
hen H(S) und seinem Dualraum H ′(S) unters
hieden.)Um Satz 2.12 zu beweisen, zerlegen wir zunä
hst Λ1−Λ0 in drei Operatoren:3Lemma 2.13Es gelten die Voraussetzungen und De�nitionen 2.8 und 2.11. Dann gilt

Λ1 − Λ0 = LFL′,wobei F : H(Σ) → H ′(Σ) gegeben ist dur
h
F := (γ−Q→Σ)′AQEQ

(

A−1
1 − A−1

0

)

E ′
QAQγ

−
Q→Σ.Beweis:Dur
h einfa
he Umformungen erhalten wir

(

A−1
1 − A−1

0

)

E ′
QAQ

=
(

A−1
1 − A−1

0

)

E ′
QAQEQE

−
Q

(2.18)
=
(

A−1
1 (A1 − E ′

ΩAΩ,1EΩ) − A−1
0 (A0 − E ′

ΩAΩ,0EΩ)
)

E−
Q

=
(

A−1
0 E ′

ΩAΩ,0 − A−1
1 E ′

ΩAΩ,1

)

EΩE
−
Q

(2.12)
=
(

A−1
0 E ′

ΩAΩ,0 − A−1
1 E ′

ΩAΩ,1

)

γ−Ω→ΣγQ→Σ.3Dies ist die Faktorisierung, na
h der die Methode benannt ist.18
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Also ist

(

A−1
1 − A−1

0

)

E ′
QAQγ

−
Q→ΣγQ→Σ =

(

A−1
1 − A−1

0

)

E ′
QAQ.Kombinieren wir diese Glei
hung mit ihrer dualen, so erhalten wir die Be-hauptung aus der De�nition von γB→S, F und L. �

Der Operator F ist o�enbar symmetris
h, und seine De�nitheit hängt imWesentli
hen von dem Faktor A−1
1 −A−1

0 ab. Mit Lemma 2.4 können wir dieDe�nitheit von A−1
1 −A−1

0 auf die von AΩ,0−AΩ,1 bzw. aΩ,0−aΩ,1 zurü
kführenund damit die Koerzivität von F zeigen:Lemma 2.14Es gelten die Voraussetzungen und De�nitionen 2.8 und 2.11. Ist aΩ,0 − aΩ,1koerziv, dann ist au
h F koerziv.Beweis:Aus Lemma 2.4 folgt
A−1

1 − A−1
0 ≥ A−1

0 (A0 − A1)A
−1
0 = A−1

0 E ′
Ω(AΩ,0 − AΩ,1)EΩA

−1
0 .Es gilt also für alle φ ∈ H(Σ)

〈Fφ, φ〉H′(Σ)×H(Σ) ≥ 〈(AΩ,0 − AΩ,1)v, v〉H′(Ω)×H(Ω) , (2.20)wobei v := EΩA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σφ ist.Da aΩ,0 − aΩ,1 und damit AΩ,0 −AΩ,1 koerziv ist, folgt die Behauptung, fallsder Operator EΩA

−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ eine stetige Linksinverse besitzt. Eine sol
heLinksinverse ist gegeben dur
h

γQ→ΣA
−1
Q (E−

Q)′E ′
ΩAΩ,0 + γΩ→Σ,denn es ist

(

γQ→ΣA
−1
Q (E−

Q)′E ′
ΩAΩ,0 + γΩ→Σ

) (

EΩA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ

)

= γQ→ΣA
−1
Q (E−

Q)′ (E ′
ΩAΩ,0EΩ)A−1

0 E ′
QAQγ

−
Q→Σ

+ γΩ→ΣEΩA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ

= idH(Σ) − γQ→ΣEQA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ + γΩ→ΣEΩA

−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ

= idH(Σ),wobei wir (2.18) benutzt haben, um den Term (E ′
ΩAΩ,0EΩ) zu ersetzen, undim letzten S
hritt Voraussetzung (V2a) verwendet haben. �19



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
Nun können wir Satz 2.12 beweisen:Beweis von Satz 2.12: Aus Lemma 2.13 folgt

Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S) = LιH(Σ)ι
−1
H(Σ)FL

′ιH(S).

Na
h Lemma 2.14 ist der Operator F̃ := ι−1
H(Σ)F ∈ L(H(Σ), H(Σ)) selbstad-jungiert und koerziv, er besitzt also eine bijektive selbstadjungierte Wurzel

F̃ 1/2 (vgl. z. B. [56, Theorem 12.33℄).Setzen wir no
h L̃ := LιH(Σ) ∈ L(H(Σ), H(S)), so ist L̃∗ = L′ιH(S) unddamit
Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S) = L̃F̃ L̃∗ = L̃F̃ 1/2(F̃ 1/2)∗L̃∗.Daher ist Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S) selbstadjungiert und positiv semide�nit, besitztalso ebenfalls eine selbstadjungierte Wurzel (Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S))

1/2. Aus Lem-ma 2.6 folgt
R((Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S))

1/2) = R(L̃F̃ 1/2) = R(LιH(Σ)F̃
1/2).Da ιH(Σ) und F̃ 1/2 surjektiv sind, folgt die Behauptung. �Bemerkung 2.15(a) Dur
h einfa
hes Vertaus
hen von Λ1 und Λ0 können wir die Behauptungvon Satz 2.12 erweitern zu folgender Aussage:Wenn aΩ,1 − aΩ,0 oder aΩ,0 − aΩ,1 koerziv ist, dann ist

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L), (2.21)wobei der Betrag eines Operators A ∈ L(H) in einem reellen Hilbertraum
H dur
h |A| = (A∗A)1/2 de�niert wird.4Für das Di�usionsbeispiel 2.1, 2.10 gilt also die Bildraumidentität (2.21),falls κ1, c1 ∈ L∞

+ (Ω) oder −κ1,−c1 ∈ L∞
+ (Ω).(b) Es wurde ni
ht vorausgesetzt, dass die Operatoren γQ→S und γB→S sur-jektiv sind. Im Di�usionsbeispiel können wir also au
h H(S) = L2(S)wählen. Identi�zieren wir L2(S) mit seinem Dualraum, so bedeutet dies,dass der De�nitionsberei
h von Λ0 und Λ1 von H− 1

2 (S) auf L2(S) einge-s
hränkt und der Werteberei
h der Operatoren Λ0, Λ1 und L als Teilmen-ge von L2(S) statt von H
1

2 (S) aufgefasst wird. Mit diesen Änderungenan Λ0, Λ1 und L gilt die Bildraumidentität (2.10) also au
h in L2(S).4Hier ist o�enbar |Λ1ιH(S) −Λ0ιH(S)| entweder (Λ1 −Λ0)ιH(S) oder (Λ0 −Λ1)ιH(S), daeiner der beiden Ausdrü
ke positiv semide�nit ist.20



2.4. DIE BILDRAUMIDENTITÄT
Wird für H(S) ein Raum von Funktionen gewählt, die nur auf einem Teildes Randes de�niert sind, so bes
hreiben Λ1 und Λ0 Messungen mit ein-ges
hränktem Messberei
h. Au
h für diese gilt also die Bildraumidentitätaus Satz 2.12, vgl. [33℄, [57℄ für entspre
hende Resultate in der Impe-danztomographie.

2.4.2 Erweiterungen2.4.2.1 Kompakte StörungenWenn im Di�usionsbeispiel der Eins
hluss nur einen abwei
henden Di�usi-onskoe�zienten besitzt, der Absorptionskoe�zient aber auf ganz B glei
h cist, dann ist
〈(AΩ,0 − AΩ,1)u, u〉 =

∫

Ω

κ1 ∇u · ∇u dx.

AΩ,0 − AΩ,1 ist nun ni
ht mehr koerziv, aber der Operator
AΩ,0 − AΩ,1 + I ′ιL2(Σ)Iist es, wobei I die kompakte Einbettung vonH 1

2 (Σ) in L2(Σ) ist. Die folgendeErweiterung von Satz 2.12 ermögli
ht es, au
h sol
he kompakten Störungenvon koerziven Operatoren zu behandeln.Satz 2.16Es gelten die Voraussetzungen 2.8 und 2.11. Existiert ein kompakter undsymmetris
her Operator K : H(Ω) → H ′(Ω), so dass AΩ,0 − AΩ,1 + Kkoerziv ist, und ist γΩ→Σ(A−1
Ω,1 − A−1

Ω,0)γ
′
Ω→Σ injektiv, dann gilt

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L wie in Satz 2.12 de�niert ist.Beweis:Dieser Beweis wurde inspiriert von dem Beweis von Theorem 3.3 in [40℄.Aus Lemma 2.13 folgt die Faktorisierung Λ1 − Λ0 = LFL′, und wenn wirgenau wie im Beweis von Lemma 2.14 vorgehen, erhalten wir die Koerzivitätvon F +K2 mit einem kompakten und symmetris
hen K2 : H(Σ) → H ′(Σ).Na
h Lemma 2.3 ist der Operator F also bijektiv, wenn er injektiv ist.Um zu zeigen, dass aus der Injektivität von γΩ→Σ(A−1
Ω,1−A−1

Ω,0)γ
′
Ω→Σ die Injek-tivität (und damit Bijektivität) von F folgt, de�nieren wir die Hilfsoperatoren

Fi := (γ−Q→Σ)′
(

AQEQA
−1
i E ′

QAQ − AQ

)

γ−Q→Σ (i = 0, 1). 21



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
Es ist

AQEQA
−1
i E ′

QAQ − AQ = AQEQA
−1
i (Ai − E ′

ΩAΩ,iEΩ)E−
Q − AQ

= −AQEQA
−1
i E ′

ΩAΩ,iEΩE
−
Q

(2.12)
= −AQEQA

−1
i E ′

ΩAΩ,iγ
−
Ω→ΣγQ→Σ,also

(

AQEQA
−1
i E ′

QAQ − AQ

)

γ−Q→ΣγQ→Σ = AQEQA
−1
i E ′

QAQ − AQ (2.22)und
FiγQ→ΣA

−1
Q γ′Q→Σ = (γ−Q→Σ)′AQEQA

−1
i E ′

Qγ
′
Q→Σ − idH′(Σ).Auÿerdem ist

FiγΩ→ΣA
−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ

(2.12)
= (γ−Q→Σ)′AQEQA

−1
i E ′

QAQEQE
−
ΩA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ − (γ−Q→Σ)′AQEQE

−
ΩA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ

(2.18)
= (γ−Q→Σ)′AQEQA

−1
i (Ai − E ′

ΩAΩ,iEΩ)E−
ΩA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ

− (γ−Q→Σ)′AQEQE
−
ΩA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ

= −(γ−Q→Σ)′AQEQA
−1
i E ′

Ωγ
′
Ω→Σ = −(γ−Q→Σ)′AQEQA

−1
i E ′

Qγ
′
Q→Σ,also

Fi

(

γQ→ΣA
−1
Q γ′Q→Σ + γΩ→ΣA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ

)

= −idH′(Σ),und zusammen mit der Symmetrie der Operatoren folgt, dass Fi bijektiv istund
F−1

i = −γQ→ΣA
−1
Q γ′Q→Σ − γΩ→ΣA

−1
Ω,iγ

′
Ω→Σ. (2.23)Damit ist

F = F1 − F0 = F1

(

F−1
0 − F−1

1

)

F0 = F1γΩ→Σ

(

A−1
Ω,1 − A−1

Ω,0

)

γ′Ω→ΣF0,und die Injektivität (und damit Bijektivität) von F folgt tatsä
hli
h aus dervorausgesetzten Injektivität des Operators γΩ→Σ(A−1
Ω,1 − A−1

Ω,0)γ
′
Ω→Σ.Genau wie im Beweis von Satz 2.12 erhalten wir Λ̃ := (Λ1−Λ0)ιH(S) = L̃F̃ L̃∗mit bijektivem selbstadjungiertem F̃ , das nun die Summe eines koerzivenselbstadjungierten und eines kompakten selbstadjungierten Operators ist.Sei E die Spektralzerlegung von Λ̃, vgl. z. B. [56, Theorem 12.23℄, und setze

P− := E(] −∞, 0[), P+ := E([0,∞[),22



2.4. DIE BILDRAUMIDENTITÄT
dann ist |Λ̃| = Λ̃(P+ − P−).Da 〈F̃ v, v〉 < 0 für alle v ∈ R(L̃∗P−) ist, ist der Raum R(L̃∗P−) endli
hdi-mensional. Also ist er abges
hlossen und es existiert ein c > 0, so dass

〈F̃ v, v〉 ≤ −c ‖v‖2 für alle v ∈ R(L̃∗P−).

Aus 〈F̃ v, v〉 ≥ 0 für alle v ∈ R(L̃∗P+) folgt nun R(L̃∗P+) ∩R(L̃∗P−) = {0}.Da R(L̃∗P+) +R(L̃∗P−) abges
hlossen ist, vgl. z. B. [56, Theorem 1.42℄, exi-stiert z. B. na
h [56, Theorem 5.16℄ eine stetige Projektion
Q− : R(L̃∗P+) + R(L̃∗P−) → R(L̃∗P−) mit N (Q−) = R(L̃∗P+).Dur
h Nullsetzung auf dem orthogonalen Komplement kann Q− zu einerstetigen Projektion auf H(Σ) fortgesetzt werden. Setzen wir no
h

Q+ := idH(Σ) −Q−,so erhalten wir L̃∗P− = Q−L̃
∗ und L̃∗P+ = Q+L̃

∗. Damit ist
|Λ̃| = Λ̃(P+ − P−) = L̃F̃ (Q+ −Q−)L̃∗,wobei F̃ (Q+ − Q−) bijektiv, selbstadjungiert (da P+ und P− mit Λ̃ ver-taus
hen) und positiv ist. Die Behauptung folgt nun wie im Beweis vonSatz 2.12. �

Für das Di�usionsbeispiel mit c1 = 0 bleibt no
h die Injektivität von
γΩ→Σ(A−1

Ω,1 − A−1
Ω,0)γ

′
Ω→Σzu zeigen, was gerade die Di�erenz der Neumann-Diri
hlet-Operatoren aufdem Eins
hluss ist. Sei also g ∈ H− 1

2 (Σ) im Nullraum dieses Operators. Na
hLemma 2.4 gilt
A−1

Ω,1 − A−1
Ω,0 ≥ A−1

Ω,0(AΩ,0 − AΩ,1)A
−1
Ω,0,und da der Nullraum von (AΩ,0 − AΩ,1) nur konstante Funktionen enthält,muss die Funktion A−1

Ω,0γ
′
Ω→Σg konstant sein, woraus lei
ht g = 0 gefolgertwerden kann. 23
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2.4.2.2 Isolierende Eins
hlüsseIm Di�usionsbeispiel haben wir bisher vorausgesetzt, dass der Eins
hlusszwar abwei
hende Di�usions- bzw. Absorptionseigens
haften besitzt, dassaber no
h immer Teil
hen hindur
hdi�undieren können. Ist dies ni
ht mög-li
h, so spri
ht man von isolierenden Eins
hlüssen oder Hohlräumen. Im Dif-fusionsbeispiel ist dann Λ1 gegeben dur
h Λ1g = u|S, wobei u die Lösung istvon

div (κ grad u) − cu = 0 in Q, κ∂νu =

{

0 auf Σ,
g auf S.Die elliptis
he Glei
hung, die die Di�usion in so einem Körper mit Hohl-räumen bes
hreibt, ist also nur auf dem Komplement Q des Eins
hlussesde�niert. Wir können die Idee des Hohlraumes auf unsere abstrakte Formu-lierung übertragen, indem wir die Bilinearform aΩ,1 in Voraussetzung 2.11weglassen und die De�nition von Λ1 ersetzen dur
h

Λ1 := γQ→SA
−1
Q γ′Q→S.Die Bildraumidentität kann nun analog zu Satz 2.12 bewiesen werden.Satz 2.17Gegeben seien Hilberträume H(·) wie in Voraussetzung 2.8 und Bilinearfor-men aQ, aΩ,0 wie in Voraussetzung 2.11. Seien AQ und AΩ,0 die dazugehörigenOperatoren. De�niere

Λ0 := γB→SA
−1
0 γ′B→S und Λ1 := γQ→SA

−1
Q γ′Q→S.Dann gilt

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R((Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S))
1/2) = R(L),wobei L wie in Satz 2.12 de�niert ist.Beweis:Es ist

Λ1 − Λ0

= γQ→SA
−1
Q γ′Q→S − γB→SA

−1
0 γ′B→S = γQ→S

(

A−1
Q − EQA

−1
0 E ′

Q

)

γ′Q→S

= γQ→SA
−1
Q (E−

Q)′
(

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

)

E−
QA

−1
Q γQ→S.Dur
h zweimalige Anwendung von E ′

QAQEQ = A0 − E ′
ΩAΩ,0EΩ kann dereingeklammerte Ausdru
k ges
hrieben werden als

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

= E ′
QAQEQA

−1
0 E ′

ΩAΩ,0EΩ = E ′
ΩAΩ,0EΩ − E ′

ΩAΩ,0EΩA
−1
0 E ′

ΩAΩ,0EΩ,

24
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also ist

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

= E ′
Ω(E−

Ω )′
(

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

)

E−
ΩEΩ,und damit folgt die Faktorisierung

Λ1 − Λ0

= γQ→SA
−1
Q (E−

Q)′E ′
Ω(E−

Ω )′
(

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

)

E−
ΩEΩE

−
QA

−1
Q γ′Q→S

(2.12)
= γQ→SA

−1
Q γ′Q→Σ(γ−Ω→Σ)′(E−

Ω )′
(

E ′
QAQEQ − E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

QAQEQ

)

E−
Ωγ

−
Ω→ΣγQ→ΣA

−1
Q γ′Q→S

= L(γ−Ω→Σ)′(E−
Ω )′E ′

QAQ

(

A−1
Q − EQA

−1
0 E ′

Q

)

AQEQE
−
Ωγ

−
Ω→ΣL

′

(2.12)
= LFL′,wobei nun

F := (γ−Q→Σ)′AQ

(

A−1
Q − EQA

−1
0 E ′

Q

)

AQγ
−
Q→Σ.Wenden wir Lemma 2.4 auf A−1

Q und EQA
−1
0 E ′

Q an, so erhalten wir
EQA

−1
0 E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

Q − EQA
−1
0 E ′

Q ≥ EQA
−1
0 E ′

Q − A−1
Qund damit

A−1
Q − EQA

−1
0 E ′

Q ≥ EQA
−1
0 E ′

Q − EQA
−1
0 E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

Q.Für F folgt damit
F ≥ (γ−Q→Σ)′AQ

(

EQA
−1
0 E ′

Q − EQA
−1
0 E ′

QAQEQA
−1
0 E ′

Q

)

AQγ
−
Q→Σ

= (γ−Q→Σ)′AQEQA
−1
0

(

A0 − E ′
QAQEQ

)

A−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ

= (γ−Q→Σ)′AQEQA
−1
0 E ′

ΩAΩ,0EΩA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σ.Im Beweis von Lemma 2.14 zeigten wir, dass die Abbildung

EΩA
−1
0 E ′

QAQγ
−
Q→Σeine stetige Linksinverse besitzt. Deshalb folgt aus der Koerzivität von AΩ,0die Koerzivität von F , und der Rest der Beweises ist identis
h mit dem Beweisvon Satz 2.12. �25
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2.4.2.3 Perfekt absorbierende Eins
hlüsseNeben den isolierenden Eins
hlüssen sind au
h vollständig absorbierende Ein-s
hlüsse von Bedeutung. Im Di�usionsbeispiel sind dies Gebiete, in denen dieTeil
hendi
hte stets Null beträgt. Λ1 ist dann gegeben dur
h Λ1g = u|S, wo-bei u die Lösung ist von

div (κ gradu) − cu = 0 in Q, u|Σ = 0 und κ∂νu|S = g.

Eine äquivalente variationelle Formulierung ist, dass u ∈ H0(Q) die Lösungist von
aQ(u, v) = 〈g, v|S〉H−1/2(S)×H1/2(S) für alle v ∈ H0(Q), (2.24)wobei H0(Q) := {v ∈ H1(Q) : v|Σ = 0} ist, und die eindeutige Lösbarkeitvon (2.24) aus der Koerzivität der Eins
hränkung von aQ auf H0(Q) folgt.Um au
h sol
he Eins
hlüsse in unserer abstrakten Formulierung behandelnzu können, führen wir den Raum

H0(Q) := N (γQ→Σ) = {u ∈ H(Q) : γQ→Σu = 0}ein und bezei
hnen seine Einbettung in H(Q) mit I : H0(Q) → H(Q). DieEins
hränkung der Bilinearform aQ auf den Raum H0(Q) induziert dannden koerziven Operator I ′AQI. Wie in Abs
hnitt 2.4.2.2 lassen wir nun dieBilinearform aΩ,1 in Voraussetzung 2.11 weg und ersetzen die De�nition von
Λ1 dur
h

Λ1 := γQ→SI(I
′AQI)

−1I ′γ′Q→S.Au
h für diesen Fall erhalten wir die Bildraumidentität:Satz 2.18Gegeben seien Hilberträume H(·) wie in Voraussetzung 2.8 und Bilinearfor-men aQ, aΩ,0 wie in Voraussetzung 2.11. Seien AQ und AΩ,0 die dazugehörigenOperatoren. De�niere
Λ0 := γB→SA

−1
0 γ′B→S und Λ1 := γQ→SI(I

′AQI)
−1I ′γ′Q→S.Dann gilt

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R((Λ0ιH(S) − Λ1ιH(S))
1/2) = R(L),wobei L wie in Satz 2.12 de�niert ist.
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Beweis:Wir de�nieren wie im Beweis von Satz 2.16

F0 := (γ−Q→Σ)′
(

AQEQA
−1
0 E ′

QAQ − AQ

)

γ−Q→Σund verwenden die dort gezeigten Beziehungen (2.22) und (2.23). Auÿerdemde�nieren wir
F1 := (γ−Q→Σ)′

(

AQI(I
′AQI)

−1I ′AQ − AQ

)

γ−Q→Σ.O�enbar ist (AQI(I
′AQI)

−1I ′AQ − AQ) v = 0 für alle v ∈ R(I), also giltinsbesondere
(

AQI(I
′AQI)

−1I ′AQ − AQ

) (

idH(Q) − γ−Q→ΣγQ→Σ

)

= 0

und damit
(

AQI(I
′AQI)

−1I ′AQ − AQ

)

γ−Q→ΣγQ→Σ = AQI(I
′AQI)

−1I ′AQ − AQ. (2.25)
Wegen γQ→ΣI = 0 ist au
h I ′γ′Q→Σ = 0. Aus (2.25) erhalten wir deshalb

F1γQ→ΣA
−1
Q γ′Q→Σ = −idH′(Σ),und zusammen mit der Symmetrie der Operatoren folgt hieraus die Bijekti-vität von F1 sowie

F−1
1 = −γQ→ΣA

−1
Q γ′Q→Σ. (2.26)

Aus (2.22) und (2.25) erhalten wir nun die Faktorisierung
Λ0 − Λ1 = L(F0 − F1)L

′,

und wegen Lemma 2.4 ist
F0 − F1 ≥ F1(F

−1
1 − F−1

0 )F1 = F1γΩ→ΣA
−1
Ω,0γ

′
Ω→ΣF1,wobei wir (2.23) und (2.26) verwendet haben. Da γ′Ω→Σ und F1 stetige Links-inversen besitzen, folgt hieraus die Koerzivität von F0 − F1 und damit wieim Beweis von Satz 2.12 die Behauptung. �
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2.5 Anwendungen
Wir haben bereits gesehen, dass aus unserem allgemeinen Resultat die Bild-raumidentität für eine einfa
he Form der Di�usionsglei
hung folgt, die vonKirs
h in [40℄ bewiesen wurde. In diesem Abs
hnitt leiten wir no
h fünf an-dere Anwendungen aus unserer abstrakten Formulierung ab. Die Bildraum-identität ist für die ersten vier bereits bekannt: die erste Anwendung (Impe-danztomographie) wurde von Brühl in [10℄ behandelt, die zweite (optis
heTomographie) von Hyvönen in [35℄, der au
h in [36℄ ein ähnli
hes Faktori-sierungsresultat für die dritte Anwendung (vollständiges Elektrodenmodellin der Impedanztomographie) zeigte. Bei der vierten Anwendung (Elektro-statik) erweitert unser allgemeines Resultat das von Hähner, der in [37℄ denFall eines geerdeten Eins
hlusses behandelte. Die fünfte Anwendung (lineareElastizität) ist eine bisher ni
ht bekannte Anwendung der Faktorisierungs-methode.Wir bes
hränken uns dabei auf eine kurze Herleitung der Bildraumidentität,mit der R(L) aus den Messungen bestimmt werden kann. Für die Frage,wie der Eins
hluss Ω mit Hilfe singulärer Funktionen aus R(L) rekonstruiertwerden kann, verweisen wir auf die oben und in der Einleitung genanntenArbeiten über die Faktorisierungsmethode und auf das dritte und vierte Ka-pitel dieser Arbeit, in denen wir uns jeweils ausführli
h einer praktis
henAnwendung widmen und au
h numeris
he Ergebnisse präsentieren.
2.5.1 ImpedanztomographieIn der Impedanztomographie wird ein elektris
her Strom g am Rand S ei-nes Körpers B mit Eins
hluss Ω angelegt. Dies führt zu einem elektris
henPotential u, das die folgenden Glei
hungen löst, vgl. z. B. [13℄:

div ((κ− κ1χΩ) gradu) = 0 in B, (2.27)
κ∂νu = g auf S. (2.28)Dabei ist κ die Leitfähigkeit in B, und κ1 ist die Änderung der Leitfähigkeitin dem Eins
hluss.Der Eins
hluss Ω soll lokalisiert werden, indem das Potential u auf dem Randfür vers
hiedene angelegte Ströme gemessen wird, und zwar sowohl an demKörper mit Eins
hluss als au
h an einem Referenzkörper ohne Eins
hluss.Gegeben sind also die Messoperatoren Λi : g 7→ ui|S, wobei ui die Lösungist von (2.27), (2.28) mit dem Term κ1χΩ (i = 1) bzw. ohne diesen Term(i = 0).28



2.5. ANWENDUNGEN
Dabei seien B,Ω ⊂ Rn bes
hränkte, o�ene Mengen mit Ω ⊂ B. B besitzeeinen C1-Rand S := ∂B, und B sowie Q := B \ Ω seien zusammenhän-gend. Die Menge Ω bestehe aus m Zusammenhangskomponenten Ωj mit C1-Rändern Σj := ∂Ωj, j = 1, . . . ,m. Die Mengen Ωj seien paarweise disjunkt,und es sei Σ := ∂Ω.Für den angelegten Strom gelte ∫

S
g dσ = 0. Die Leitfähigkeit erfülle

κ ∈ L∞
+ (B), κ− κ1 ∈ L∞

+ (Ω).

Die geeigneten Lösungsräume sind
H(B) := H1(B)/span{1B},
H(Q) := H1(Q)/span{1Q},
H(S) := L2(S)/span{1S},
H(Ω) := H1(Ω)/span{1Ωj

: j = 1, . . . ,m},
H(Σ) := H

1

2 (Σ)/span{1Σj
: j = 1, . . . ,m},

wobei 1X die konstante Funktion u(x) = 1 ∀x ∈ X bezei
hnet.Diese Faktorräume sind isomorph zu den orthogonalen Komplementen ihrerFaktoren in den dazugehörigen H1- bzw. L2-Räumen und erhalten dadur
hihre Hilbertraumstruktur, etwa
(u+ span{1B}, v + span{1B})H(B) = (P

1
⊥

B
u, P

1
⊥

B
v)H1(B),

wobei P
1
⊥

B
die orthogonale Projektion von H1(B) auf span{1B}⊥ ist.Die Eins
hränkungs- und Spuroperatoren aus dem Di�usionsbeispiel (vgl.unsere Bemerkung unter De�nition 2.8) können kanonis
h auf diese Räumeeinges
hränkt werden, etwa
EΩ(u+ span{1B}) := u|Ω + span{1Ωj

: j = 1, . . . ,m}.

Voraussetzung (V1) folgt dann aus der Poin
arés
hen Unglei
hung. Die Vor-aussetzungen (V2a),(V2b) und (V3) lassen si
h lei
ht aus dem Di�usionsbei-spiel übertragen.Wir s
hreiben im Folgenden Restklassen wie Funktionen, also etwa u statt
u + span{1B}. Die Bilinearformen für die variationelle Formulierung von29
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(2.27), (2.28) lauten

aQ(u, v) :=

∫

Q

κ∇u · ∇v dx für u, v ∈ H(Q), (2.29)
aΩ,0(u, v) :=

∫

Ω

κ∇u · ∇v dx für u, v ∈ H(Ω), (2.30)
aΩ,1(u, v) :=

∫

Ω

(κ− κ1)∇u · ∇v dx für u, v ∈ H(Ω), (2.31)
wobei wir den Gradienten kanonis
h auf die obigen Faktorräume übertragenhaben.Mit unserer Voraussetzung an die Koe�zienten erfüllen diese bekanntli
hVoraussetzung 2.11. Falls κ1 ∈ L∞

+ (Ω) oder −κ1 ∈ L∞
+ (Ω) gilt, so ist aΩ,0 −

aΩ,1 oder aΩ,1 − aΩ,0 koerziv, und Satz 2.12 bzw. Bemerkung 2.15(a) liefertdie von Brühl in [10, Abs
hnitt 4.2℄ gezeigte Bildraumidentität:
R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L : H(Σ)′ → H(S) gegeben ist dur
h Lψ = u|S mit der Lösung

u ∈ H(Q) von
−div (κ gradu) = 0 in Q,

κ∂νu|Σ = −ψ auf Σ,

κ∂νu|S = 0 auf S.Für den Fall eines isolierenden Eins
hlusses ergibt si
h die Bildraumidentitätaus Satz 2.17 und für den Fall eines geerdeten Eins
hlusses aus Satz 2.18.Brühl zeigt in [10, Abs
hnitt 4.3℄, wie für κ = 1 der Eins
hluss Ω mit Hilfevon geeigneten singulären Funktionen aus R(L) rekonstruiert werden kann.Wir werden diesen Funktionen im vierten Kapitel bei einem anderen inversenProblem begegnen.
2.5.2 Optis
he TomographieDie Ausbreitung von Li
ht im nahezu infraroten Berei
h in einem stark streu-enden Medium kann dur
h die Di�usionsglei
hung mit Robin-Randbedin-gungen modelliert werden, vgl. [34, 35℄:

−div ((κ− κ1χΩ) gradu) + (c− c1χΩ)u = 0 in B, (2.32)
u+ κ∂νu = g auf S. (2.33)
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2.5. ANWENDUNGEN
Die Koe�zienten und Lösungsräume können dabei wie im Di�usionsbeispielgewählt werden. Der Einfa
hheit halber haben wir Konstanten in der Robin-Randbedingung ausgelassen, so dass au
h dieselben Bilinearformen verwen-den werden können.Die Randmessungen in der optis
hen Tomographie können bes
hrieben wer-den dur
h die Operatoren Λi : g 7→ ui|S, wobei ui die Lösung ist von (2.32),(2.33) mit den Termen κ1χΩ, c1χΩ (i = 1) bzw. ohne diese Terme (i = 0).Für Λ1 − Λ0 ma
ht es dabei keinen Unters
hied, ob wir g auf u|S oder aufdie physikalis
h relevantere Gröÿe u|S − κ∂νu|S abbilden.Wir ma
hen dieselben Voraussetzungen an B, Ω, Q := B \ Ω, κ, κ − κ1, cund c− c1 wie im Di�usionsbeispiel 2.1. Die Robin-Randbedingungen lassensi
h dur
h einen zusätzli
hen Randintegralterm in der variationellen Formu-lierung von (2.32), (2.33) behandeln. aΩ,0 und aΩ,1 werden wie im Di�usions-beispiel 2.10 gewählt. aQ wird ergänzt zu
aQ(u, v) :=

∫

Q

(κ∇u · ∇v + cuv) dx+

∫

S

u|S v|S dσ für u, v ∈ H(Q).

O�enbar ist die Voraussetzung 2.11 dann no
h immer erfüllt. AΩ,0 −AΩ,1 istkoerziv, falls κ1, c1 ∈ L∞
+ (Ω) ist, bzw. eine kompakte Störung eines koerzivenOperators, falls die zweite Forderung dur
h c1 = 0 ersetzt wird. Entspre-
hendes gilt für AΩ,0 −AΩ,1, falls −κ1,−c1 ∈ L∞

+ (Ω) bzw. −κ1 ∈ L∞
+ (Ω) und

c1 = 0 ist. Die zusätzli
he Voraussetzung für Satz 2.16 ist dieselbe wie für dasDi�usionsbeispiel und wurde bereits in Abs
hnitt 2.4.2 gezeigt. Für sol
heEins
hlüsse liefert also die Anwendung von Satz 2.12 und Bemerkung 2.15bzw. Satz 2.16 die Bildraumidentität
R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L : H(Σ)′ → H(S) gegeben ist dur
h Lψ := u|S mit der Lösung

u ∈ H(Q) von
−div (κ gradu) + cu = 0 in Q,

κ∂νu|Σ = −ψ auf Σ,

u+ κ∂νu|S = 0 auf S.
Dies entspri
ht bis auf unwesentli
he Details der von Hyvönen in [35, Lem-ma 6.2℄ gezeigten Bildraumidentität. Für κ, c ∈ C∞(B) kann mit den in [35℄de�nierten Testfunktionen Ω aus R(L) rekonstruiert werden. 31



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
2.5.3 Vollständiges Elektrodenmodell in der Impedanz-tomographieEine Erweiterung des Modells der Impedanztomographie resultiert aus derAnnahme, dass elektris
he Ströme in das Gebiet B über perfekt leitendeElektroden eingespeist werden, die an Stü
ken Sk des Randes S mit positivemKontaktwiderstand z befestigt sind.Die Glei
hungen (2.27), (2.28) werden dann zu dem sogenannten vollständi-gen Elektrodenmodell der Impedanztomographie ergänzt, vgl. [58, 36℄:

div ((κ− κ1χΩ) gradu) = 0 in B,
κ∂νu = g auf S0,

u+ zκ∂νu = Uk1Sk
auf Sk,

∫

Sk

κ∂νu dσ = Ik, k = 1, . . . ,K. (2.34)
Dabei ist in (2.34) Ik der Strom, der in die k-te Elektrode eingespeist wird,und Uk ist das gemessene Potential auf der k-ten Elektrode. Die Messungensind dann gegeben dur
h die Operatoren

Λi : (g, I1, . . . , IK) 7→
(

ui|S0
, U

(i)
1 , . . . , U

(i)
K

)

,wobei i = 1 wieder den Fall mit Eins
hlüssen (also mit dem Term κ1χΩ) und
i = 0 den Fall ohne Eins
hlüsse (also ohne diesen Term) bes
hreibt.Wir ma
hen dabei dieselben Voraussetzungen an B, Ω, Q := B \ Ω, κ und
κ− κ1 wie in Abs
hnitt 2.5.1. Zusätzli
h sei S unterteilt in K + 1 disjunkte,o�ene Stü
ke S = S0 ∪ S1 ∪ . . . ∪ SK und z ∈ L∞

+ (S).Die Lösungsräume müssen dann um die unbekannten Potentiale (Uk)k ∈ RKerweitert werden:
H(B) := (H1(B) ×RK)/span{(1B, 1, . . . , 1)},
H(Q) := (H1(Q) ×RK)/span{(1Q, 1, . . . , 1)},
H(S) := (L2(S0) ×RK)/span{(1S0

, 1, . . . , 1)},
H(Ω) := H1(Ω)/span{1Ωj

: j = 1, . . . ,m},
H(Σ) := H

1

2 (Σ)/span{1Σj
: j = 1, . . . ,m},wobei die erweiterten Räume und ihre Faktorräume kanonis
h mit einer Hil-bertraumstruktur ausgestattet und die Eins
hränkungs- und Spuroperatoren32



2.5. ANWENDUNGEN
entspre
hend erweitert werden, etwa

γB→S : (u, U1, . . . , UK) + span {(1B, 1, . . . , 1)}
7→ (u|S0

, U1, . . . , UK) + span {(1S0
, 1, . . . , 1)} .Voraussetzungen (V1), (V2a), (V2b) und (V3) können dann wie in Abs
hnitt2.5.1 gezeigt werden. Die Bilinearformen aΩ,0 und aΩ,1 werden wie in Ab-s
hnitt 2.5.1 gewählt und aQ ist die kanonis
he Restriktion von

((u, (Uk)k), (v, (Vk)k)) 7→
∫

Q

κ∇u · ∇v dx+
K
∑

k=1

∫

Sk

1

z
(Uk − u)(Vk − v) dσ

auf den Faktorraum H(Q).Mit den getro�enen Voraussetzungen an die Koe�zienten erfüllen die Biline-arformen Voraussetzung 2.11. Falls κ1 ∈ L∞
+ (Ω) oder −κ1 ∈ L∞

+ (Ω) gilt, soist aΩ,0−aΩ,1 oder aΩ,1−aΩ,0 koerziv, und Satz 2.12 bzw. Bemerkung 2.15(a)liefert die Bildraumidentität
R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L : H(Σ)′ → H(S) gegeben ist dur
h Lψ := (u|S0

, U1, . . . , UK) mitder Lösung (u, U1, . . . , UK) ∈ H(Q) von
div (κ gradu) = 0 in Q,

κ∂νu|Σ = −ψ auf Σ,

κ∂νu|S0
= 0 auf S0,

u+ zκ∂νu = Uk1Sk
auf Sk,

∫

Sk

κ∂νu dσ = 0, k = 1, . . . ,K.

In [36℄ beweist Hyvönen für κ = 1 ein ähnli
hes Resultat und zeigt damit,wie die Eins
hlüsse ohne Messungen auf S0 aus einer Grenzwertbetra
htungfür K → ∞ rekonstruiert werden können.
2.5.4 ElektrostatikDas elektrostatis
he Potential u von Ladungen auf einer ges
hlossenen Flä
he
S ⊂ R3 mit Ladungsdi
hte g(y), y ∈ S, löst

div ((ǫ− ǫ1χΩ) gradu) = 0 in R3 \ S, (2.35)
− [ǫ∂νu]S = g auf S, (2.36)
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KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME
wobei ǫ die Dielektrizität in R3 und ǫ1 die Änderung der Dielektrizität inEins
hlüssen Ω ist, die von S ums
hlossen seien. [ǫ∂νu]S ist die Di�erenzzwis
hen der von auÿen und der von innen ausgewerteten Normalenableitungauf S.Um die Eins
hlüsse zu lokalisieren, messen wir das Potential auf S für ver-s
hiedene Ladungsdi
hten. Unsere Messungen sind also gegeben dur
h dieOperatoren Λi : g 7→ ui|S , wobei wieder ui die Lösung ist von (2.35), (2.36)mit dem Term ǫ1χΩ (i = 1) bzw. ohne diesen Term (i = 0).Dabei nehmen wir an, dass Ω ⊂ B := R3 eine bes
hränkte, o�ene Menge istund bezei
hnen ihren Rand mit Σ := ∂Ω. Q := R3\Ω sei zusammenhängend,und Ω bestehe aus m Zusammenhangskomponenten Ωj mit C1-Rändern Σj(j = 1, . . . ,m). Die Mengen Ωj seien paarweise disjunkt, und S sei die Ober-�ä
he einer Kugel, die Ω enthält (hier ist also S 6= ∂B), ǫ ∈ L∞

+ (R3) und
ǫ− ǫ1 ∈ L∞

+ (Ω).Die passenden Lösungsräume sind (vgl. [21, XI, Part B℄):
H(B) :=

{

u ∈ D′(R3) : (1 + |x|2)− 1

2u ∈ L2(R3),∇u ∈ L2(R3;R3)
}

,

H(Q) :=
{

u ∈ D′(R3) : (1 + |x|2)− 1

2u ∈ L2(Q),∇u ∈ L2(Q;R3)
}

,

H(S) := L2(S),

H(Ω) := H1(Ω)/span{1Ωj
: j = 1, . . . ,m},

H(Σ) := H
1

2 (Σ)/span{1Σj
: j = 1, . . . ,m}.Dabei ist D′(R3) der Raum der Distributionen auf R3. Die Voraussetzungen(V1)�(V3) bleiben erfüllt, wenn die Eins
hränkungs- und Spuroperatoren wiein Anwendung 2.5.1 gewählt werden.Au
h die Bilinearformen werden wie in (2.29)�(2.31) gewählt. (aQ ist nundur
h das Integral über das unbes
hränkte Gebiet Q = R3 \ Ω de�niert.) Inden genannten Räumen erfüllen sie Voraussetzung 2.11, vgl. [21, XI, Part B℄.Wieder ist aΩ,0 − aΩ,1 koerziv, wenn ǫ1 ∈ L∞

+ (Ω), und aΩ,1 − aΩ,0 ist koerzivfür −ǫ1 ∈ L∞
+ (Ω). Unter diesen Bedingungen folgt also aus Satz 2.12 undBemerkung 2.15(a)

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L : H(Σ)′ → H(S) gegeben ist dur
h Lψ := u|S mit der Lösung
u ∈ H(Q) von

−div (ǫ gradu) = 0 in Q,
ǫ∂νu|Σ = −ψ auf Σ.
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Für den Fall eines geerdeten Eins
hlusses ergibt si
h die Bildraumidentitätaus Satz 2.18. Für diesen Fall bewies Hähner in [37℄ bereits die Bildraum-identität für ǫ = 1 und zeigte, wie Ω mit geeigneten singulären Funktionenaus R(L) rekonstruiert werden kann. Unsere allgemeinen Resultate bestä-tigen, dass die von ihm vorges
hlagene Rekonstruktionsmethode au
h aufdur
hlässige Eins
hlüsse angewendet werden kann.
2.5.5 Lineare ElastizitätstheorieWir beenden dieses Kapitel mit einer neuen Anwendung der Faktorisierungs-methode: einem inversen Problem in der linearen Elastizität.5Werden Kräfte g auf den Rand S eines elastis
hen Körpers B ⊂ R3 ausgeübt,so ergibt si
h eine Vers
hiebung u = (ui)

3
i=1, die im Glei
hgewi
htszustanddie linearen Elastizitätsglei
hungen löst, vgl. [14, Se
t. 6.3℄:

div ((λ− λ1χΩ)(Spur e(u))I + 2(µ− µ1χΩ)e(u)) = 0 in B, (2.37)
(λ(Spur e(u))I + 2µe(u)) ν = g auf S. (2.38)

Dabei sind λ und µ die Lamé-Konstanten und ν der äuÿere Normalenvektorauf S. Der Verzerrungstensor e(u) ist dur
h e(u)ij = 1
2
(∂iuj + ∂jui) und dieEinheitsmatrix I dur
h Iij = δij de�niert (i, j = 1, 2, 3). Die Divergenz einerMatrix ist der Vektor, dessen Einträge die Divergenzen der transponiertenZeilenvektoren der Matrix sind.Um den Eins
hluss Ω zu lokalisieren, üben wir vers
hiedene Kräfte g aufden Rand des Körper aus und messen die resultierenden Vers
hiebungen amRand. Dies lässt si
h bes
hreiben dur
h die Operatoren Λi : g 7→ u(i)|S,wobei u(i) die Lösung der Glei
hungen (2.37), (2.38) mit den Termen λ1χΩ,

µ1χΩ (i = 1) bzw. ohne diese Terme (i = 0) ist.Wir ma
hen dieselben Voraussetzungen an B, Ω und Q := B \ Ω wie inAbs
hnitt 2.5.1. Für die Lamé-Konstanten gelte
λ, µ ∈ L∞

+ (B), λ− λ1, µ− µ1 ∈ L∞
+ (Ω).

Für ein Gebiet X ⊂ R3 de�nieren wir den Raum der sogenannten Starrkör-perdeformationen auf X als
NX :=

{

u : X → R3 : u(x) = a+ b ∧ x ∀x ∈ X , a, b ∈ R3
}5Verglei
he au
h [7℄, wo das inverse Problem, Hohlräume in einem elastis
hen Mediumzu lokalisieren, mit Level-Set-Methoden behandelt wird. 35
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(dies ist gerade der Raum aller u mit e(u) = 0). Die passenden Lösungsräumesind dann

H(B) := H1(B;R3)/NB, H(Ω) := H1(Ω;R3)/
m
⊕

j=1

NΩj
,

H(Q) := H1(Q;R3)/NQ, H(Σ) := H
1

2 (Σ;R3)/
m
⊕

j=1

NΣj
,

H(S) := L2(S;R3)/NS.Voraussetzungen (V1), (V2a), (V2b) und (V3) können dann analog zum Dif-fusionsbeispiel gezeigt werden (mit der Korns
hen Unglei
hung anstelle derPoin
arés
hen Unglei
hung).Die Bilinearformen zu (2.37), (2.38) sind
aQ(u, v) :=

∫

Q

(λ Spur e(u) Spur e(v) + 2µe(u) : e(v)) dx,

aΩ,0(u, v) :=

∫

Ω

(λ Spur e(u) Spur e(v) + 2µe(u) : e(v)) dx,

aΩ,1(u, v) :=

∫

Ω

((λ− λ1) Spur e(u) Spur e(v) + 2(µ− µ1)e(u) : e(v)) dx,wobei B : C das Skalarprodukt ∑ij bijcij zweier Matrizen B, C bezei
hnet,und wir e(·) kanonis
h auf die oben angegebenen Faktorräume übertragenhaben.Mit den obigen Voraussetzungen an die Koe�zienten folgt aus der Korns
henUnglei
hung, dass die Bilinearformen Voraussetzung 2.11 erfüllen, und dass
aΩ,0 − aΩ,1 koerziv ist, wenn λ1 ≥ 0 und µ1 ∈ L∞

+ (Ω). Genauso ist aΩ,1 − aΩ,0koerziv, falls λ1 ≤ 0 und −µ1 ∈ L∞
+ (Ω) gilt. Unter diesen Bedingungenliefert also die Anwendung von Satz 2.12 mit Bemerkung 2.15 die gewüns
hteBildraumidentität

R(|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|1/2) = R(L),wobei L : H(Σ)′ → H(S) gegeben ist dur
h Lψ := u|S mit der Lösung
u ∈ H(Q) von

div (λ(Spur e(u))I + 2µe(u)) = 0 in B,
(λ(Spur e(u))I + 2µe(u)) ν = −ψ auf Σ,

(λ(Spur e(u))I + 2µe(u)) ν = 0 auf S.Der Fall von Hohlräumen wird wieder von Satz 2.17 und der Fall eines un-vers
hiebbaren Eins
hlusses von Satz 2.18 abgede
kt.
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Kapitel 3
Lokalisierung von Objekten dur
hniederfrequente Strahlung
In diesem Kapitel untersu
hen wir ausführli
h eine neue Anwendung der Fak-torisierungsmethode: die Lokalisierung von Objekten dur
h niederfrequenteelektromagnetis
he Strahlung. Ein wi
htiges Beispiel für dieses Problem istdie humanitäre Minensu
he. Abbildung 3.1 zeigt ein einfa
hes Modell einesMetall- oder Minendetektors. In einer an einer Stange befestigten S
heibe Sverlaufen Spulen, in die We
hselströme mit (komplexer) Amplitude J undFrequenz ω eingespeist werden. Hierdur
h entsteht im umgebenden Raumein zeitharmonis
hes elektromagnetis
hes Feld mit Amplitude (Eω, Hω), daswiederum dur
h Spulen in S gemessen werden kann. Das erzeugte Feld löstdie zeitharmonis
hen Maxwellglei
hungen und hängt sowohl vom erzeugen-den Strom J als au
h von den physikalis
hen Eigens
haften des umgebendenRaumes ab. So wird si
h etwa ein anderes Feld einstellen, wenn si
h wie inAbbildung 3.1 ein magnetis
hes oder perfekt elektris
h leitendes Objekt Ωin der Nähe des Messgerätes be�ndet. Wir setzen dabei Ω ni
ht als zusam-menhängend voraus, so dass der Begri� �Objekt� au
h immer synonym fürmehrere Objekte steht.Gegenstand dieses Kapitels ist das Problem, ein sol
hes Objekt zu lokalisie-ren, indem zu vers
hiedenen Strömen das resultierende elektromagnetis
heFeld auf S gemessen wird. Wir betra
hten dabei den idealisierten Fall, dass
S eine zweidimensionale Flä
he ist, in die ein beliebiger Flä
henstrom J ein-gespeist und auf der überall die Tangentialkomponente des elektris
hen Fel-des Eω gemessen werden kann. In der Praxis sind die mögli
hen Anregungenund Messungen dur
h Anzahl und Form der dur
h S verlaufenden Spulenbegrenzt. 37
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PSfrag repla
ements S

ΩAbbildung 3.1: Skizze der Problemstellung
Die hier bes
hriebenen Messungen bezei
hnet man als Nahfeldmessungen undunters
heidet sie von Fernfeldmessungen, bei denen das asymptotis
he Ver-halten der vom Objekt Ω gestreuten Felder für |x| → ∞ gemessen wird (vgl.z. B. [51, Chp. 9.5℄ für eine exakte De�nition des Fernfeldes).Kirs
h zeigte in [39℄, dass mit der Faktorisierungsmethode das Objekt Ωaus Fernfeldmessungen rekonstruiert werden kann. Im Rahmen des BMBF-Projektes �HuMin/MD � Metal dete
tors for humanitarian demining � Deve-lopment potentials in data analysis methodology and measurement� entstandeine gemeinsame Arbeit mit Hanke, Kirs
h, Muniz und S
hneider [27℄, in derwir ein perfekt elektris
h leitendes Objekt aus Nahfeldmessungen mittels dersogenannten Linear-Sampling-Methode rekonstruierten. Wie bei der Fakto-risierungsmethode wird bei dieser Methode die Tatsa
he ausgenutzt, dass,falls eine bestimmte, in einem Punkt singuläre Funktion im Bildraum einesmit den Messungen zusammenhängenden Operators liegt, der Ort der Singu-larität im Inneren des Objektes liegen muss. Im Unters
hied zur Faktorisie-rungsmethode gilt jedo
h ni
ht der Umkehrs
hluss, so dass (in der Theorie)nur eine (mögli
herweise leere) Teilmenge von Ω gefunden wird. Eine rigo-rose Anwendung der Faktorisierungsmethode auf Nahfeldmessungen gelangbisher ni
ht.In diesem Kapitel entwi
keln wir die Faktorisierungsmethode für eine Nie-derfrequenzapproximation der Nahfeldmessungen und erhalten damit eine(für niedrige Frequenzen) theoretis
h abgesi
herte Methode zur Rekonstruk-tion eines magnetis
hen oder perfekt elektris
h leitenden Objektes. Handels-übli
he Minendetektoren arbeiten mit Frequenzen im unteren zweistelligen38



kHz-Berei
h, der �Foerster Minex 2FD 4.500� verwendet z. B. die Frequen-zen 2,4 kHz und 19,2 kHz, vgl. [32, p. 82℄. 19,2 kHz entspri
ht (im Vakuum)einer Wellenlänge von über 15 km. Im Verglei
h zu den gesu
hten Objekten,deren Dur
hmesser im Berei
h weniger cm liegt, �nden die Messungen alsotatsä
hli
h mit sehr groÿen Wellenlängen bzw. sehr niedrigen Frequenzen ωstatt.Der Grenzwert des elektromagnetis
hen Feldes für niedrige Frequenzen, d. h.für ω → 0, wurde für konstante Dielektrizität und Permeabilität von Wer-ner in [60, 61℄ und für allgemeine Koe�zienten von Pi
ard in [53℄ mit Hil-bertraummethoden untersu
ht. In [54℄ studieren Ramm und Somersalo dasinverse Problem, aus dem Niederfrequenzverhalten elektromagnetis
her Fel-der Abwei
hungen in der Dielektrizität und der Permeabilität von konstan-ten Referenzwerten zu rekonstruieren, und setzen diese dabei als zweimalstetig di�erenzierbar voraus. Für eine feste einfallende Welle leiten Am-mari und Nédéle
 in [3℄ mit variationellen Methoden die höheren Termeeiner asymptotis
hen Entwi
klung des elektris
hen und magnetis
hen Fel-des her und beweisen ihre Konvergenz. Dabei werden die Koe�zienten derMaxwell-Glei
hungen ledigli
h als so glatt vorausgesetzt, dass die Maxwell-Glei
hungen eindeutig lösbar sind. Für weitere Arbeiten zur Niederfrequenz-asymptotik verweisen wir auf die in [3℄ zitierte Literatur.In diesem Kapitel übertragen wir die Ergebnisse von Ammari und Nédéle
,um den Term führender Ordnung der asymptotis
hen Entwi
klung einesdur
h Flä
henströme angeregten elektris
hen Feldes zu bestimmen. Dabeizeigen wir mit Hilfe einer neuen variationellen Formulierung, dass au
h oh-ne zusätzli
he Glattheitsannahmen die Maxwell-Glei
hungen für hinrei
hendkleine Frequenzen eindeutig lösbar sind, und dass die betra
hteten Nahfeld-messungen in guter Näherung mit Messungen magnetostatis
her Felder über-einstimmen. Magnetostatis
he Felder werden dur
h reelle elliptis
he Glei-
hungen bes
hrieben, die eng verwandt sind mit den vektorharmonis
henGlei
hungen, für die Kress in [43, 44℄ die Faktorisierungsmethode entwi
kelt.Wir erhalten die Faktorisierungsmethode für das si
h asymptotis
h ergebendemagnetostatis
he Problem aus unseren allgemeinen Ergebnissen in Kapitel 2.Im ersten Abs
hnitt motivieren wir unsere Ergebnisse dur
h eine forma-le asymptotis
he Entwi
klung der Maxwell-Glei
hungen und interpretierenden führenden Term physikalis
h als magnetostatis
hes Potential. In Ab-s
hnitt 3.2 geben wir zunä
hst den ohne elektris
h leitende Eins
hlüsse auf-tretenden Glei
hungen eine mathematis
h präzise Bedeutung und zeigen dieeindeutige Lösbarkeit der magnetostatis
hen Glei
hungen. Mit Hilfe der äu-ÿeren Calderon-Abbildungen für die Maxwell- und die magnetostatis
henGlei
hungen reduzieren wir diese Glei
hungen auf bes
hränkte Gebiete und39
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beweisen die dur
h die formalen Überlegungen motivierte Asymptotik ma-thematis
h rigoros. Dabei erhalten wir insbesondere die eindeutige Lösbar-keit der Maxwell-Glei
hungen für hinrei
hend kleine Frequenzen. S
hlieÿli
herweitern wir unsere Ergebnisse auf den Fall perfekt elektris
h leitender Ein-s
hlüsse.In Abs
hnitt 3.3 zeigen wir, wie dur
h Anwendung unserer allgemeinen Theo-rie aus Kapitel 2 der Ort eines magnetis
hen oder perfekt elektris
h leitendenObjektes mit der Faktorisierungsmethode aus magnetostatis
hen Messungen(und damit aus niedrigfrequenten elektromagnetis
hen Messungen) rekon-struiert werden kann.Abs
hnitt 3.4 zeigt die von Christoph S
hneider mit dieser Methode erzieltennumeris
hen Ergebnisse (vgl. Abgrenzung des eigenen Beitrags in Kapitel 1).
3.1 Formale asymptotis
he Analysis
Die komplexen Amplituden Eω, Hω der dur
h We
hselströme mit (komple-xer) Amplitude J und Frequenz ω erzeugten elektris
hen und magnetis
henFelder lösen in Abwesenheit elektris
h leitfähiger Materialien die zeitharmo-nis
hen Maxwellglei
hungen, vgl. [51, Se
t. 1.2℄:

rotHω + iωǫEω = J, (3.1)
−rotEω + iωµHω = 0, (3.2)

div (ǫEω) = 0, (3.3)
div (µHω) = 0, (3.4)zusammen mit einer Abfallbedingung im Unendli
hen, der sogenannten Sil-ver-Müller-Ausstrahlungsbedingung. Hierbei ist ǫ die Dielektrizität und µ diePermeabilität des umgebenden Raumes, und wir nehmen an, dass auÿerhalbeines bes
hränkten Gebietes ein Vakuum herrs
he.Wie angekündigt vers
hieben wir die mathematis
h rigorose Behandlung die-ser Glei
hungen auf den nä
hsten Abs
hnitt und bemerken an dieser Stelleledigli
h, dass J eine Distribution sein wird, deren Träger in der zweidimen-sionalen Flä
he S liegt. Bilden wir formal die Divergenz von Glei
hung (3.1)und benutzen (3.3), so erhalten wir als notwendige Bedingung für die Lösbar-keit der Glei
hungen div J = 0. Physikalis
h bedeutet dies die Quellenfreiheitdes Stroms, d.h. die Abwesenheit von Ober�ä
henladungen, und wir werdendiese von nun an voraussetzen.40



3.1. FORMALE ASYMPTOTISCHE ANALYSIS
Eliminieren wir Hω aus den Glei
hungen (3.1)�(3.4), so erhalten wir

rot

(

1

µ
rotEω

)

− ω2ǫEω = iωJ, (3.5)
div (ǫEω) = 0. (3.6)Aufgrund unserer Annahme an J ist dabei die Glei
hung (3.6) redundant,da sie dur
h Divergenzbildung aus (3.5) folgt.Wenn wir mit relativen Parameterwerten arbeiten, d. h. Eω und Hω so nor-mieren, dass ǫ und µ im Vakuum glei
h 1 sind, vgl. [51, Se
t. 1.2℄, so entspri
hteine Frequenz von 20 kHz dem Wert ω ≈ 4 × 10−4m−1. Es ers
heint daherangebra
ht, Terme höherer Ordnung in ω zu verna
hlässigen. Entwi
keln wir

Eω in eine Potenzreihe in ω, also
Eω = E0 + ωE1 + ω2E2 +O(ω3),so ergeben si
h dur
h Koe�zientenverglei
h aus (3.5) und (3.6) die Glei
hun-gen

rot

(

1

µ
rotE0

)

= 0, (3.7)
div (ǫE0) = 0, (3.8)

rot

(

1

µ
rotE1

)

= iJ, (3.9)
div (ǫE1) = 0, (3.10)

rot

(

1

µ
rotE2

)

− ǫE0 = 0, (3.11)
div (ǫE2) = 0. (3.12)O�enbar werden die ersten und letzten beiden Glei
hungen von E0 = 0 und

E2 = 0 gelöst. Au
h wenn wir im Rahmen dieser rein formalen Motivationni
ht auf die Abfall- bzw. Ausstrahlungsbedingungen für |x| → ∞ eingehen,ers
heint es do
h plausibel, dass E0 = 0 und E2 = 0 die eindeutigen Lösungenvon (3.7), (3.8) bzw. (3.11), (3.12) sein werden. S
hreiben wir no
h abkürzend
E := −iE1, so ist

Eω = iωE +O(ω3),d. h. für kleine Frequenzen ω kann in guter Näherung die Maxwell-Glei
hung(3.5) dur
h die einfa
here Version (3.9) ersetzt werden. 41
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Die Glei
hungen (3.9), (3.10) besitzen eine eigenständige physikalis
he Be-deutung. Setzen wir B := rotE, dann löst B die Glei
hungen

rot
1

µ
B = J, divB = 0.Dies ist gerade das Ampères
he Gesetz, mit dem si
h das von einem Glei
h-strom J erzeugte magnetostatis
he Feld B bere
hnet.Wegen B = rotE ist also E ein Vektorpotential dieses magnetostatis
henFeldes. Ein sol
hes Vektorpotential ist nur bis auf die Addition eines rota-tionsfreien Feldes A : R3 → C3, rotA = 0 eindeutig bestimmt, also bisauf Addition von A = gradϕ mit einem skalaren Feld ϕ : R3 → C. Dur
hdie Glei
hung (3.10) wird (zumindest für ǫ = 1) divE = 0 und damit ∆ϕfestgelegt. Mit dieser Forderung (der sogenannten Coulomb-Ei
hung) ist dasVektorpotential E eindeutig bestimmt.Zusammengefasst gilt also:Messungen des dur
h We
hselströme niedriger Frequenz erzeugten elektroma-gnetis
hen Feldes entspre
hen in guter Näherung Messungen des magnetosta-tis
hen Feldes (bzw. des zugehörigen Vektorpotentials) von Glei
hströmen.

3.2 Das direkte Problem und sein magnetosta-tis
her Grenzfall
In Abs
hnitt 3.1 motivierten wir formal, dass

Eω = iωE +O(ω3),wobei Eω die Lösung der Maxwell-Glei
hungen und E die Lösung der magne-tostatis
hen Glei
hungen ist. In diesem Abs
hnitt werden wir diese Tatsa
hemathematis
h rigoros beweisen.Für den Rest dieses Kapitels sei S ein bes
hränktes, relativ o�enes Teilgebietder zweidimensionalen Ebene, also
S ⊂ R3

0 = {x ∈ R3 : x · e3 = 0}, e3 := (0, 0, 1)T ∈ R3,und S besitze als zweidimensionales Gebiet einen Lips
hitz-Rand. Die Dielek-trizität und die Permeabilität ǫ, µ ∈ L∞
+ (R3;R) seien identis
h 1 auÿerhalbeines bes
hränkten Gebiets, etwa

supp (ǫ− 1), supp (µ− 1) ⊂ Brfür eine o�ene Kugel Br mit Radius r > 0, die S enthalte. Auÿerdem sei ǫ ineiner Umgebung von S konstant.42



3.2. DAS DIREKTE PROBLEM
3.2.1 Mathematis
he Formulierung des direkten Pro-blems3.2.1.1 Funktionenräume für das direkte ProblemZur mathematis
hen Formulierung des direkten Problems benötigen wir ne-ben den bereits im zweiten Kapitel verwendeten Standard-Sobolevräumenno
h Räume von Funktionen mit quadratis
h integrierbarer Rotation oderDivergenz. Auf einer o�enen Menge O ⊆ R3 sei D(O;C3) der Raum derunendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger in O undWerten in C3. Auÿerdem sei

D(O;C3) := {u|O : u ∈ D(R3;C3)},und D′(O;C3) sei der Raum der Distributionen auf O mit Werten in C3. Dawir Funktionen und Distributionen mit Werten in C, C3, R und R3 verwen-den, geben wir in diesem Kapitel bei Funktionen- und Distributionenräumenden Werteberei
h stets dur
h ein Semikolon abgetrennt mit an.Wir de�nieren die Räume
H(rot,O;C3) := {u ∈ L2(O;C3) : rotu ∈ L2(O;C3)},
L2

loc(O;C3) := {u ∈ D′(R3;C3) : u|O′ ∈ L2(O′;C3)für alle o�enen, bes
hränkten O′ ⊆ O},
Hloc(rot,O;C3) := {u ∈ L2

loc(O;C3) : u|O′ ∈ H(rot,O′;C3)für alle o�enen, bes
hränkten O′ ⊆ O},wobei für u ∈ L2(O;C3) die Rotation im distributionellen Sinne gebildetwird.Ist O eine bes
hränkte, o�ene Menge mit C2-Rand ∂O, dann bezei
hnenwir mit TL2(∂O;C3) bzw. mit THs(∂O;C3) den Teilraum der L2- bzw. Hs-Funktionen, deren Normalenkomponente (fast überall) vers
hwindet. Genau-so de�nieren wir TL2(S;C3).Für Funktionen ϕ ∈ D(O;C) und Vektorfelder u ∈ D(O;C3) mit Spurwerten
ϕ0 = ϕ|∂O bzw. Tangentialkomponenten u0 = (ν ∧ u|∂O) ∧ ν de�nieren wirden Flä
hengradienten und die Flä
henrotation dur
h

∇∂O ϕ0 := (ν ∧ (∇ϕ)|∂O) ∧ ν und rot∂O u0 := ν · (rotu)|∂O,wobei ν der äuÿere Normalenvektor auf ∂O sei. Es lässt si
h zeigen, dassdiese Operatoren tatsä
hli
h nur von den Spurwerten ϕ0 bzw. u0 abhängen,43
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und dass sie stetig fortgesetzt werden können zu

∇∂O : H
1

2 (∂O;C) → TH− 1

2 (∂O;C3),

rot∂O : TH
1

2 (∂O;C3) → H− 1

2 (∂O;C).Der negative antiduale Operator des Flä
hengradienten wird als Flä
hendi-vergenz
div∂O : TH

1

2 (∂O;C3) → H− 1

2 (∂O;C)bezei
hnet. Den negativen antidualen Operator der Flä
henrotation kenn-zei
hnen wir der Notation in [12℄ folgend mit einem Vektorpfeil
−→
rot∂O : H

1

2 (∂O;C) → TH− 1

2 (∂O;C3).Für eine ausführli
here Einführung dieser Operatoren und die dazugehörigenBeweise verweisen wir auf [12, Chp. 2℄.Wir benötigen no
h den Spurraum
TH− 1

2 (rot, ∂O;C3) =
{

u ∈ TH− 1

2 (∂O;C3) : rot∂O u ∈ H− 1

2 (∂O;C)
}

,der de�niert wird als Abs
hluss von TH 1

2 (∂O;C3) bezügli
h der Norm
‖u‖2

TH−
1
2 (rot,∂O;C3)

:= ‖u‖2

TH−
1
2 (∂O;C3)

+ ‖rot∂O u‖2

H−
1
2 (∂O;C)

.Analoge Notationen verwenden wir für die Fälle, dass die Rotation dur
h dieDivergenz ersetzt wird, oder die Funktionen reellwertig sind.Wir fassen nun kurz die für uns wesentli
hen Spursätze und Greens
hen For-meln zusammen:Satz 3.1Sei O ⊆ R3 eine bes
hränkte, o�ene Menge mit C2-Rand ∂O und bezei
hnemit ν den äuÿeren Normalenvektor an ∂O.(a) Die für u ∈ D(O;C3) dur
h
γt : u 7→ ν ∧ u|∂O, γτ : u 7→ (ν ∧ u|∂O) ∧ ν, γν : u 7→ ν · u|∂Ode�nierten Spurabbildungen können fortgesetzt werden zu stetigen Abbil-dungen

γt : H(rot,O;C3) → TH− 1

2 (div, ∂O;C3),

γτ : H(rot,O;C3) → TH− 1

2 (rot, ∂O;C3),

γν : H(div,O;C3) → H− 1

2 (∂O;C).

44
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Die Fortsetzungen besitzen stetige Re
htsinversen. Au
h die Eins
hrän-kungen von γt und γτ auf den Raum

{u ∈ H(rot,O;C3) : div u = 0}besitzen stetige Re
htsinversen.(b) Es gelten die Greens
hen Formeln
∫

O

rotu · v dx−
∫

O

u · rot v dx = 〈ν ∧ u|∂O, (ν ∧ v|∂O) ∧ ν〉 ,
∫

O

w · gradφ dx+

∫

O

(divw)φ dx = 〈ν · w|∂O, φ|∂O〉

für alle u, v ∈ H(rot,O;C3), w ∈ H(div,O;C3) und φ ∈ H1(O;C).Dabei bezei
hnet in der ersten Glei
hung 〈·, ·〉 die antiduale Paarung auf
TH− 1

2 (div, ∂O;C3) × TH− 1

2 (rot, ∂O;C3)und in der zweiten Glei
hung die auf H− 1

2 (∂O;C) ×H
1

2 (∂O;C).Beweis:Dies wird in [51, Theorem 3.24℄ und [51, Theorem 3.31℄ gezeigt. Die be-nötigten Glattheitsvoraussetzungen an ∂O und die Tatsa
he, dass au
h dieEins
hränkungen von γt und γτ auf die divergenzfreien Funktionen surjektivsind, �nden si
h in [12, Chp. 2℄. �

Entspre
hende Aussagen gelten für bes
hränkte o�ene Mengen, die aus end-li
h vielen C2-berandeten Zusammenhangskomponenten mit paarweise dis-junkten Abs
hlüssen bestehen, und für die Komplemente sol
her Mengen,vgl. [20, IX, �1, Theorem 1,2℄.Ist eine Funktion auf beiden Seiten des Randes de�niert, so verwenden wirden Index �−�, wenn die Spur von innen und den Index �+�, wenn die Spurvon auÿen gebildet wird. Den Sprung der Spur bezei
hnen wir wie in Ab-s
hnitt 2.5.4 mit [·]∂O, es ist also z. B.
[ν ∧ u]∂O = ν ∧ u+|∂O − ν ∧ u−|∂O.Sind innere und äuÿere Spur identis
h, so lassen wir den Index weg, wenn esder Lesbarkeit dient. 45
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Zur Diskussion der magnetostatis
hen Glei
hungen benötigen wir auÿerdemden s
hon in Anwendung 2.5.4 verwendeten gewi
hteten Sobolevraum

W 1(O;C3) := {u ∈ D′(O;C3) :

(1 + |x|2)−1/2u ∈ L2(O;C3), ∇u ∈ L2(O;C3,3)}auf einer o�enen Menge O ⊆ R3, wobei diesmal ∇u die Ja
obi-Matrix von ubezei
hnet.Ist O bes
hränkt, so stimmt dieser Raum o�enbar (bis auf den Übergangzu einer äquivalenten Norm) mit H1(O;C3) überein. Ist O ein Gebiet mitbes
hränktem Komplement, so ergibt si
h (bis auf eine äquivalente Norm)na
h [20, IX, �1, Remark 7℄ und [21, XI, �2, Remark 2℄ gerade der Beppo-Levi-Raum, der dur
h Abs
hluss von D(O;C3) bezügli
h der Norm
u 7→ ‖∇u‖L2(O;C3,3) (3.13)entsteht.Insbesondere liegt in beiden Fällen D(O;C3) di
ht in W 1(O;C3) und für einGebiet O mit bes
hränktem Komplement de�niert (3.13) eine äquivalenteNorm auf W 1(O;C3).Einen nützli
hen Zusammenhang zwis
hen Gradient, Rotation und Divergenzeines Vektorfeldes liefert das folgende Lemma:Lemma 3.2Sei O ⊆ R3 eine o�ene, bes
hränkte Menge mit C2-Rand ∂O. Dann existiertein C > 0, so dass

∫

O

|∇u|2 dx =

∫

O

{

|rotu|2 + |div u|2
}

dx+ I∂O, |I∂O| ≤ C

∫

∂O

|u|2 dσ

für alle u ∈W 1(O;C3) mit ν ∧ u|∂O = 0 oder ν · u|∂O = 0.Beweis:Die Behauptung wird in dieser Form im Beweis von [20, IX, �1, Theorem 3℄gezeigt. Sie ist ein Spezialfall einer allgemeinen Formel, die z. B. in [52, Lem-ma 5.4.2℄ bewiesen wird. �

Hieraus folgt:11Verglei
he au
h [20, IX, �1, Remark 1℄ für (a), [20, IX, �2℄ für (b) und [20, IX, �1,Remark 2℄ für (
).46
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Korollar 3.3(a) Seien O1,O2 ⊆ R3 o�ene, bes
hränkte Mengen mit O2 ⊂ O1. Dannexistiert ein C > 0, so dass für alle u ∈ H(rot,O1;C3) ∩H(div,O1;C3)gilt:

u|O2
∈ H1(O2;C3),

‖u‖H1(O2;C3) ≤ C
(

‖u‖L2(O1;C3) + ‖rotu‖L2(O1;C3) + ‖div u‖L2(O1;C)

)

.

(b) Die Abbildung
(u, v) 7→

∫R3

1

µ
rotu · rot v dxde�niert eine koerzive Sesquilinearform auf dem Hilbertraum

{u ∈ W 1(R3;C3) : div u = 0}.

(
) Lemma 3.2 gilt au
h für bes
hränkte o�ene Mengen, die aus endli
h vie-len C2-berandeten Zusammenhangskomponenten mit paarweise disjunk-ten Abs
hlüssen bestehen, und für die Komplemente sol
her Mengen.S
hlieÿli
h zeigen wir no
h eine lei
hte Verallgemeinerung der Tatsa
he, dassVektorfelder dur
h Addition eines Gradienten eines skalaren Feldes diver-genzfrei gema
ht werden können:Lemma 3.4Seien O,O′ o�ene, bes
hränkte Mengen mit C2-Rändern und O′ ⊂ O. Au-ÿerdem erfülle ǫ̃ ∈ L∞
+ (R3;R) die Bedingung supp (ǫ̃− 1) ⊂ O′.Dann existiert ein C > 0, so dass für jedes Vektorfeld

u ∈ L2
loc(R3;C3) mit supp (div (ǫ̃u)) ⊂ O′

ein skalares Feld ϕ ∈ W 1(R3;C) existiert mit
div (ǫ̃(u+ ∇ϕ)) = 0 und ‖ϕ‖W 1(R3;C) ≤ C ‖u‖L2(O;C3) .Auÿerdem ist

∇ϕ|R3\O ∈W 1(R3 \ O;C3) und ‖∇ϕ‖W 1(R3\O;C3) ≤ C ‖u‖L2(O;C3) .Beweis:Es ist div u = 0 in O\O′ und damit u ∈ H(div,O\O′;C3). Dur
h Multipli-kation von u mit einer unendli
h oft di�erenzierbaren Abs
hneidefunktion,die in einer Umgebung von ∂O glei
h eins ist und in einer Umgebung von47
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O′ vers
hwindet, erhalten wir aus Satz 3.1, dass ν · u ∈ H− 1

2 (∂O;C) ist undstetig von u|O ∈ L2(O;C3) abhängt.Aus dem Satz von Lax-Milgram folgt die Existenz eines ϕ ∈ W 1(R3;C), sodass
∫R3

ǫ̃∇ϕ · ∇ψ dx = −
∫

O

ǫ̃u · ∇ψ dx+ 〈ν · u|∂O, ψ|∂O〉für alle ψ ∈W 1(R3;C) gilt, und ϕ stetig von u|O ∈ L2(O;C3) abhängt. Mansieht lei
ht, dass damit div (ǫ̃(u+ ∇ϕ)) = 0 erfüllt ist.In einer Umgebung von R3 \ O gilt rot (∇ϕ) = 0 und div (∇ϕ) = 0. MitKorollar 3.3(a) erhalten wir, dass ν · ∇ϕ|∂O ∈ H
1

2 (∂O;C) ist und stetigvon u|O ∈ L2(O;C3) abhängt. Aus [52, Theorem 2.5.21℄ folgt damit, dass
∇ϕ|R3\O ∈W 1(R3 \ O;C3) ist und stetig von u|O ∈ L2(O;C3) abhängt. �

3.2.1.2 Die Maxwell-Glei
hungenNa
h diesen Vorbereitungen können wir nun den Maxwell-Glei
hungen (3.1)�(3.4) eine mathematis
he Bedeutung geben. Eine physikalis
h sinnvolle For-derung an die Felder Eω und Hω ist, dass sie lokal endli
he Energie besitzen,d. h. Eω, Hω ∈ L2
loc(R3;C3). Interpretieren wir no
h rot und div im distribu-tionellen Sinne, so ma
hen die Glei
hungen (3.1)�(3.4) Sinn und sind o�enbaräquivalent zu (3.5), (3.6):Bemerkung 3.5Sei J ∈ D′(R3;C3).

(a) Lösen die Funktionen Eω, Hω ∈ L2
loc(R3;C3) die Glei
hungen (3.1)�(3.4), dann ist Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) und Eω löst (3.5), (3.6).(b) Ist umgekehrt Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) eine Lösung von (3.5), (3.6), dannlösen Eω und Hω := 1

iωµ
rotEω ∈ L2

loc(R3;C3) die Glei
hungen (3.1)�(3.4).
Wir fordern von dem Flä
henstrom, dass J ∈ TL2

⋄(S;C3), wobei
TL2

⋄(S;C3) :=

{

v ∈ TL2(S;C3) :

∫

S

v · ∇ϕ dσ = 0 ∀ϕ ∈ D(R3;C)

}

.

O�enbar ist dies ein abges
hlossener Unterraum von TL2(S;C3) und damitselbst ein Hilbertraum. Na
h [20, IX, �1, Prop. 1℄ ist die Bedingung in derDe�nition von TL2
⋄ äquivalent zu der Forderung, dass die Flä
hendivergenz48
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von J auf S vers
hwindet und J auf dem eindimensionalen Rand von S inR3

0 vers
hwindende Normalenkomponenten besitzt.Wir unters
heiden dabei aus Gründen der Lesbarkeit ni
ht zwis
hen derFunktion J ∈ TL2
⋄(S;C3) und der zugehörigen Distribution

J ∈ D′(R3;C3), J(ϕ) :=

∫

S

Jϕ dσ ∀ϕ ∈ D(R3;C).

Die Bedingung in der De�nition von TL2
⋄ bedeutet für diese Distribution,dass div J = 0 ist, d. h. (3.6) ist bereits in (3.5) enthalten.Wir benötigen auÿerdem no
h die bereits erwähnte Silver-Müller-Ausstrah-lungsbedingung, vgl. z. B. [51, Se
t. 1.3℄:

∫

∂Bρ

|ν ∧ rotEω + iωEω|2 dσ → 0 für ρ→ ∞. (3.14)
Zusammengefasst su
hen wir also zu gegebener Frequenz ω > 0 und gege-benem Flä
henstrom J ∈ TL2

⋄(S;C3) eine Lösung Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3)der Maxwell-Glei
hungen (3.5), (3.14). Unter zusätzli
hen Glattheitsannah-men an ǫ und µ kann die eindeutige Lösbarkeit dieses Problems wie in [51,Se
t. 10℄ gezeigt werden. Wir werden in Satz 3.24 beweisen, dass für hin-rei
hend kleine Frequenzen au
h ohne weitere Glattheitsforderungen jeweilseindeutige Lösungen existieren und diese stetig von J abhängen.
3.2.1.3 Die magnetostatis
hen Glei
hungenAu
h die magnetostatis
hen Glei
hungen

rot

(

1

µ
rotE

)

= J, (3.15)
div (ǫE) = 0 (3.16)ma
hen Sinn für E ∈ Hloc(rot,R3;C3), wenn die Ableitungen im distributio-nellen Sinne interpretiert werden. Glei
hung (3.15) ist äquivalent zu

∫R3

1

µ
rotE · rotw dx =

∫

S

J · w dσ für alle w ∈ D(R3;C3). (3.17)
Aufgrund der Divergenzfreiheit von J ist (3.17) für Testfunktionen der Form
w = ∇ϕ, ϕ ∈ D(R3;C) immer erfüllt. Dur
h stetige Fortsetzung und An-wendung von Lemma 3.4 mit ǫ̃ = 1 folgt deshalb, dass es genügt, (3.17) fürdivergenzfreie Testfunktionen na
hzuprüfen: 49



KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN
Korollar 3.6
E ∈ Hloc(rot,R3;C3) erfüllt (3.15) genau dann, wenn

∫R3

1

µ
rotE · rotw dx =

∫

S

J · w dσ

für alle w ∈ D(R3;C3) mit divw = 0 gilt.
Zusammen mit Korollar 3.3(b) folgt dur
h Anwendung von Lax-Milgram fürden Fall konstanter Dielektrizität die eindeutige Existenz einer Lösung dermagnetostatis
hen Glei
hungen (vgl. au
h [20, IX, �2℄):Korollar 3.7Es existiert genau eine Lösung Ẽ ∈ W 1(R3;C3) von (3.15) mit div Ẽ = 0.Diese hängt stetig von J ∈ TL2

⋄(S;C3) ab.
Für den hier betra
hteten Fall, dass die Dielektrizität ǫ auÿerhalb einer Kugel
Br konstant eins ist, motiviert dies als Abfallbedingung im Unendli
hen dieForderung

E|R3\Br
∈W 1(R3 \Br;C3). (3.18)Mit dieser Abfallbedingung lässt si
h zeigen:Satz 3.8Zu jedem J ∈ TL2

⋄(S;C3) existiert genau eine Lösung E ∈ Hloc(rot,R3;C3)von (3.15) und (3.16), die die Abfallbedingung (3.18) erfüllt.Für jedes bes
hränkte Gebiet O existiert eine Konstante C > 0, so dass füralle J ∈ TL2
⋄(S;C3)

‖E|O‖L2(O;C3) + ‖rotE‖L2(R3;C3) ≤ C ‖J‖TL2
⋄(S;C3) . (3.19)Beweis:Wir zeigen zuerst die Existenz einer Lösung. Na
h Korollar 3.7 existiert eineLösung Ẽ ∈ W 1(R3;C3) von (3.15) mit div Ẽ = 0, und diese hängt stetigvon J ab. Es folgt, dass zu jedem Gebiet O ein C ′ > 0 existiert, so dass füralle J ∈ TL2

⋄(S;C3)
∥

∥

∥
Ẽ|O

∥

∥

∥

L2(O;C3)
+
∥

∥

∥
rot Ẽ

∥

∥

∥

L2(R3;C3)
≤ C ′ ‖J‖TL2

⋄(S;C3) .

Da div (ǫẼ) auÿerhalb von Br vers
hwindet, existiert na
h Lemma 3.4 ein
ϕ ∈W 1(R3;C), so dass div (ǫ(Ẽ + ∇ϕ)) = 0 ist, also erfüllt

E := Ẽ + ∇ϕ ∈ Hloc(rot,R3;C3)50
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die Glei
hungen (3.15) und (3.16).Da ϕ ∈ W 1(R3;C) stetig von Ẽ|Br ∈ L2(Br;C3) und damit von J abhängt,erfüllt E die Glei
hung (3.19), und wegen ∇ϕ|R3\Br

∈ W 1(R3 \ Br;C3) giltfür E au
h die Abfallbedingung (3.18).Um die Eindeutigkeit der Lösung zu zeigen, sei E eine Lösung von (3.15),(3.16) und (3.18) mit J = 0. Dur
h Anwendung von Lemma 3.4 mit ǫ̃ = 1erhalten wir dann ein ψ ∈W 1(R3;C), so dass
Ẽ := E + ∇ψ ∈ Hloc(rot,R3;C3)die Glei
hungen (3.15) und (3.18) mit div Ẽ = 0 erfüllt.Da Ẽ, rot Ẽ und div Ẽ lokal quadratis
h integrierbar sind, folgt aus Korol-lar 3.3(a) Ẽ ∈ H1

loc(R3;C3). Zusammen mit Ẽ|R3\Br
∈ W 1(R3 \ Br;C3)erhalten wir also Ẽ ∈ W 1(R3;C3). Wegen Korollar 3.7 ist dann aber Ẽ = 0und damit

div (ǫ∇ψ) = −div (ǫE) = 0.Es ist also ψ = 0 und damit E = Ẽ −∇ψ = 0. �

3.2.2 Äuÿere Calderon-Abbildungen3.2.2.1 Einige spezielle FunktionenWir werden wie in [41, 42, 3, 51℄ mit Hilfe von äuÿeren Calderon-Abbildungendie Maxwellglei
hungen und die magnetostatis
hen Glei
hungen auf die be-s
hränkte Kugel Br reduzieren. Dafür benötigen wir einige spezielle Funk-tionen. Für ihre Eigens
haften verweisen wir auf [16, Se
t. 2.3, 2.4℄ und [52,Se
t. 2.4℄.De�nition 3.9(a) Für l ∈ N0 heiÿt
Pl(t) :=

(−1)l

2ll!

dl

dtl
(1 − t2)ldas Legendre-Polynom der Ordnung l.(b) Für l,m ∈ N0, m ≤ l heiÿt

Pm
l (t) := (1 − t2)m/2 dm

dtm
Pl(t)die m-te zugeordnete Legendre-Funktion der Ordnung l. 51
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(
) Die Funktionen Y m

l : ∂B1 → C, l ∈ N0, −l ≤ m ≤ l,
Y m

l (x̂) =

√

2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (cos θ)eimϕ,

heiÿen Kugel�ä
henfunktionen oder einfa
h Kugelfunktionen. Dabei sei-en θ und ϕ die Winkel in der Polarkoordinatendarstellung des Vektors x̂auf der Einheitssphäre ∂B1, d. h. x̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)T .(d) Die Funktionen Gm
l , R

m
l : ∂Br → C3, l ∈ N, −l ≤ m ≤ l,

Gm
l (x) =

1
√

l(l + 1)
∇∂Br Y

m
l (x̂),

Rm
l (x) = x̂ ∧Gm

l (x), x̂ =
x

|x| ,heiÿen Vektorkugelfunktionen.(e) Für n ∈ N0 heiÿen jn : R→ R, yn : ]0,∞[→ R,
jn(t) =

∞
∑

l=0

(−1)ltn+2l

2l l! 1 · 3 · · · (2n+ 2l + 1)
und

yn(t) = −(2n)!

2nn!

∞
∑

l=0

(−1)lt2l−n−1

2l l! (−2n+ 1)(−2n+ 3) · · · (−2n+ 2l − 1)sphäris
he Besselfunktionen n-ter Ordnung und sphäris
he Neumann-funktionen n-ter Ordnung.Die Funktion
h(1)

n : ]0,∞[→ C, h(1)
n := jn + iynheiÿt sphäris
he Hankelfunktion n-ter Ordnung 1. Art.Satz 3.10(a) Die Funktionen 1

r
Y m

l (x̂), l ∈ N0, −l ≤ m ≤ l, bilden ein vollständi-ges Orthonormalsystem in L2(∂Br;C). Jedes f ∈ Hs(∂Br;C) kann ent-wi
kelt werden in
f(x) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

αm
l

Y m
l (x̂)

r
, x̂ =

x

|x| . (3.20)
Eine äquivalente Norm auf Hs(∂Br;C) ist gegeben dur
h

‖f‖2
Hs(∂Br ;C) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

(l + 1)2s|αm
l |2. (3.21)
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(b) Die Funktionen Gm

l , Rm
l , l ∈ N, −l ≤ m ≤ l, bilden ein vollständi-ges Orthonormalsystem in TL2(∂Br;C3). Jedes f ∈ THs(∂Br;C3) kannentwi
kelt werden in

f(x) =
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

αm
l G

m
l (x) + βm

l R
m
l (x). (3.22)

Eine äquivalente Norm auf THs(∂Br;C3) ist gegeben dur
h
‖f‖2

THs(∂Br;C3) =
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

(1 + l(l + 1))s (|αm
l |2 + |βm

l |2
)

. (3.23)
Dasselbe gilt für TH− 1

2 (div, ∂Br;C3) und TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) mit
‖f‖2

TH−
1
2 (div,∂Br ;C3)

=
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

√

1 + l(l + 1) |αm
l |2 +

|βm
l |2

√

1 + l(l + 1)
,

‖f‖2

TH−
1
2 (rot,∂Br ;C3)

=
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

|αm
l |2

√

1 + l(l + 1)
+
√

1 + l(l + 1) |βm
l |2.

Beweis:Bis auf den Übergang zu äquivalenten Normen wird Behauptung (a) in [52,Se
t. 2.5℄ und Behauptung (b) in [51, Se
t. 9.3.3℄ gezeigt. Die dabei benutztenEigens
haften der Kugelfunktionen werden in [52, Se
t. 2.4℄ bewiesen. �

3.2.2.2 Calderon-Abbildungen für die Maxwell-Glei
hungenFür die tangentiale Komponente eines Vektorfeldes u auf der Ober�ä
he derKugel Br s
hreiben wir im Folgenden kurz
γτu := (ν ∧ u|∂Br) ∧ ν,wobei ν = x̂ = x

|x|
die äuÿere Normale im Punkt x ∈ ∂Br bezei
hnet.Wir geben zunä
hst die äuÿeren Calderon-Abbildungen für die Maxwell-Glei
hungen an:De�nition und Satz 3.11Zu g ∈ TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) sei Eω ∈ Hloc(rot,R3 \Br;C3) die Lösung von
rot (rotEω) − ω2Eω = 0 in R3 \Br, (3.24)

γτE
ω = g auf ∂Br, (3.25)

∫

∂Bρ

|ν ∧ rotEω + iωEω|2 dσ → 0 für ρ→ ∞. (3.26)
53
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Damit de�nieren wir die äuÿeren Calderon-Abbildungen für die Maxwell-Glei
hungen

Γτ
ω :

{

TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) → TH− 1

2 (div, ∂Br;C3),
g 7→ ν ∧ rotEω|∂Br ,

(3.27)
Γν

ω :

{

TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) → H− 1

2 (∂Br;C),
g 7→ ν · Eω|∂Br .

(3.28)
(3.24)�(3.26) sind dabei eindeutig lösbar, Γτ

ω und Γν
ω sind stetig, und für jedes

g(x) =
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

αm
l G

m
l (x) + βm

l R
m
l (x) ∈ TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3)

ist
Γτ

ωg =
∞
∑

l=1

m=l
∑

m=−l

{

ω2r

γl(ωr)
αm

l G
m
l − γl(ωr)

r
βm

l R
m
l

}

,

Γν
ωg =

∞
∑

l=1

m=l
∑

m=−l

√

l(l + 1)

γl(ωr)
αm

l

Y m
l

r
,

wobei
γl(ωr) := 1 + ωr

(h
(1)
l )′(ωr)

h
(1)
l (ωr)

.

Beweis:Die Behauptung wird für Γτ
ω in [51, Se
t. 9.4.1℄ gezeigt, die explizite Formvon Γν

ω �ndet si
h in [3, p. 842℄. Da unsere Notationen lei
ht von den dortverwendeten abwei
hen, geben wir die wesentli
hen Zwis
henergebnisse fürdie expliziten Darstellungen an:Für l ∈ N, −l ≤ m ≤ l lösen die Funktionen
Mm

l (x) := rot
(

xh
(1)
l (ω|x|)Y m

l (x̂)
)

, Nm
l (x) :=

1

iω
rotMm

l (x)

die Maxwell-Glei
hungen (3.24) und (3.26). Sie besitzen die Randwerte
ν ·Mm

l |∂Br = 0,

γτM
m
l = −rh(1)

l (ωr)
√

l(l + 1)Rm
l (x),

ν ∧ rotMm
l |∂Br =

(

h
(1)
l (ωr) + ωr(h

(1)
l )′(ωr)

)

√

l(l + 1)Rm
l

54



3.2. DAS DIREKTE PROBLEM
und

ν ·Nm
l |∂Br =

l(l + 1)

iω
h

(1)
l (ωr)

Y m
l (x̂)

r
,

γτN
m
l =

1

iω

(

h
(1)
l (ωr) + ωr(h

(1)
l )′(ωr)

)

√

l(l + 1)Gm
l ,

ν ∧ rotNm
l |∂Br = −iωrh

(1)
l (ωr)

√

l(l + 1)Gm
l .Es ist also

Γτ
ωG

m
l (x) =

ω2r

γl(ωr)
Gm

l (x), Γν
ωG

m
l (x) =

√

l(l + 1)

γl(ωr)

Y m
l (x̂)

r
,

Γτ
ωR

m
l (x) = −γl(ωr)

r
Rm

l (x), Γν
ωR

m
l (x) = 0,und die explizite Darstellung folgt mit Hilfe von Satz 3.10. �

3.2.2.3 Calderon-Abbildungen für die MagnetostatikZur De�nition der äuÿeren Calderon-Abbildungen für die magnetostatis
henGlei
hungen zeigen wir zuerst die eindeutige Lösbarkeit des Auÿenraumpro-blems in R3 \Br:Lemma 3.12Zu jedem g ∈ TH
1

2 (∂Br;C3) existiert genau ein E ∈ W 1(R3 \ Br;C3), dasdie magnetostatis
hen Glei
hungen
rot (rotE) = 0 in R3 \Br, (3.29)

divE = 0 in R3 \Br, (3.30)
γτE = g auf ∂Br, (3.31)

∫

∂Br

ν · E dσ = 0 auf ∂Br (3.32)
löst. E hängt stetig von g ab.Beweis:(a) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sei dazu E ∈ W 1(R3 \Br;C3) eineLösung von (3.29), (3.30) und (3.32) mit γτE = 0. Aus der Greens
henFormel folgt

∫R3\Br

rotE · rot v dx = −〈ν ∧ rotE|∂Br , γτv〉
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für alle v ∈ D(R3 \ Br;C3) und, da beide Seiten stetig in v sind, au
hfür alle v ∈ W 1(R3 \Br;C3). Insbesondere folgt für v := E

∫R3\Br

|rotE|2 dx = −〈ν ∧ rotE|∂Br , γτE〉 = 0,

also ist rotE = 0 in R3 \Br.Aus dem Satz von Lax-Milgram erhalten wir die Existenz einer Lösung
ϕ ∈ W 1(R3;C) des Di�raktionsproblems

∆ϕ = 0 in R3 \ ∂Br, [∂νϕ]∂Br = ν · E|∂Br .Setzen wir E dur
h Null auf Br fort, so gilt für E −∇ϕ

rot (E −∇ϕ) = 0 in R3 \ ∂Br, [(ν ∧ (E −∇ϕ)) ∧ ν]∂Br = 0,

div (E −∇ϕ) = 0 in R3 \ ∂Br, [ν · (E −∇ϕ)]∂Br = 0und damit (vgl. z. B. [12, Se
t. 2.2℄)
rot (E −∇ϕ) = 0 und div (E −∇ϕ) = 0 in R3.

Insbesondere ist na
h Korollar 3.3(a)
Ẽ := E −∇ϕ ∈ H1

loc(R3;C3).

Da ϕ in einer Umgebung von R3 \B2r harmonis
h ist, folgt wie in Lem-ma 3.4
∇ϕ|R3\B2r

∈W 1(R3 \B2r;C3).Insgesamt erhalten wir Ẽ ∈ W 1(R3;C3), und aus Korollar 3.3(b) folgtdamit Ẽ = 0, also E = ∇ϕ.Aus E|Br = 0 folgt nun, dass ϕ|∂Br konstant ist. Wegen (3.32) ist also
∫R3

|∇ϕ|2 dx = −
∫

∂Br

[∂νϕ]∂Br ϕ dσ = −
∫

∂Br

ν · E|∂Br ϕ dσ = 0

und damit E = 0.(b) Um die Existenz zu zeigen, betra
hten wir die Sesquilinearform
a(u, v) :=

∫R3\Br

rotu · rot v dx
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auf dem Raum

H :=

{

u ∈W 1(R3 \Br;C3) : div u = 0, γτu = 0,

∫

∂Br

ν · u dσ = 0

}

,

der als abges
hlossener Unterraum vonW 1(R3 \Br;C3) ein Hilbertraumist.Aus Lemma 3.2 folgt, dass eine Konstante c > 0 existiert, so dass
a(u, u) ≥ ‖u‖2

H − c ‖ν · u‖2
L2(∂Br ;C) für alle u ∈ H.Auÿerdem ist a(u, u) ≥ 0 für alle u ∈ H, und ist a(u, u) = 0 für ein

u ∈ H, so folgt aus (a) u = 0.Wir bezei
hnen mit A ∈ L(H,H ′) den dur
h a induzierten Operator undmit K ∈ L(H,L2(∂Br;C)) die kompakte Spurabbildung
K : u 7→ ν · u|∂Br ∈ L2(∂Br;C) für alle u ∈ H.Auÿerdem sei ι(·) die in Abs
hnitt 2.2 eingeführte Isometrie zwis
heneinem Hilbertraum und seinem Antidualraum. Dann ist A injektiv,A ≥ 0und A+K ′ιL2(∂Br ;C)K koerziv. Aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3 erhaltenwir, dass A stetig invertierbar ist. Zu jedem l ∈ H ′ existiert also eineeindeutige Lösung u ∈ H von

a(u, v) = l(v) für alle v ∈ H, (3.33)und diese stetig hängt von l ab.Na
h [20, IX, �1, Remark 8℄ existiert eine stetige Re
htsinverse
γ−τ : TH

1

2 (∂Br;C3) →W 1(R3 \Br;C3)des Spuroperators A 7→ (ν ∧ A|∂Br) ∧ ν mit
ν ·
(

γ−τ f
)

|∂Br = 0, div (γ−τ f) = 0 für alle f ∈ TH
1

2 (∂Br;C3),d. h. γ−τ ordnet vorgegebenen Tangentialkomponenten f eine divergenz-freie Funktion γ−τ f ∈W 1(R3\Br;C3) mit diesen Tangentialkomponentenund vers
hwindenden Normalenkomponenten auf Br zu.Sei nun E0 ∈ H die Lösung von (3.33) zu
l(v) := −a(γ−τ g, v) für alle v ∈ H. 57
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Dann hängt E := E0 + γ−τ g stetig von g ab und erfüllt o�enbar (3.30)�(3.32). S
hlieÿli
h folgt wie in Lemma 3.4 und Korollar 3.6, dass

∫R3\Br

rotE · rot v dx = 0 für alle v ∈ D(R3 \Br;C3).

E löst also au
h Glei
hung (3.29). �

De�nition 3.13Zu gegebenem g ∈ TH
1

2 (∂Br;C3) sei E ∈ W 1(R3 \ Br;C3) die Lösung von(3.29)�(3.32) aus Lemma 3.12. Damit de�nieren wir die äuÿeren Calderon-Abbildungen für die magnetostatis
hen Glei
hungen
Γτ : TH

1

2 (∂Br;C3) → TH− 1

2 (∂Br;C3), g 7→ ν ∧ rotE|∂Br ,

Γν : TH
1

2 (∂Br;C3) → H
1

2 (∂Br;C), g 7→ ν · E|∂Br .Lemma 3.14Für jedes
g(x) =

∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

αm
l G

m
l (x) + βm

l R
m
l (x) ∈ TH

1

2 (∂Br;C3)

ist
Γτg =

∞
∑

l=1

m=l
∑

m=−l

l

r
βm

l R
m
l und Γνg =

∞
∑

l=1

m=l
∑

m=−l

−
√
l + 1√
l

αm
l

Y m
l

r
.

Insbesondere kann Γτ stetig fortgesetzt werden zu einer stetigen, symmetri-s
hen Abbildung
Γτ : TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) → TH− 1

2 (div, ∂Br;C3)und Γν zu einer stetigen Abbildung
Γν : TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3) → H− 1

2 (∂Br;C).Beweis:Man re
hnet lei
ht na
h, dass für l ∈ N, −l ≤ m ≤ l die Funktionen
M̃m

l (x) := rot

(

x

|x|l+1
Y m

l (x̂)

)

, Ñm
l (x) := rot M̃m

l (x)
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in W 1(R3 \Br;C3) liegen und die Glei
hungen (3.29) und (3.30) lösen. IhreRandwerte auf ∂Br sind

ν · M̃m
l |∂Br = 0,

γτM̃
m
l = −r−l

√

l(l + 1)Rm
l (x),

ν ∧ rot M̃m
l (x)|∂Br = −lr−(l+1)

√

l(l + 1)Rm
l (x)und

ν · Ñm
l |∂Br = l(l + 1)

Y m
l (x̂)

rl+2
,

γτÑ
m
l = −lr−(l+1)

√

l(l + 1)Gm
l ,

ν ∧ rot Ñm
l |∂Br = 0.Es ist also

ΓτGm
l (x) = 0, ΓνGm

l (x) =
−
√
l + 1√
l

Y m
l (x̂)

r
,

ΓτRm
l (x) =

l

r
Rm

l (x), ΓνRm
l (x) = 0,und die Behauptung folgt aus Satz 3.10. �Lemma 3.15Für alle Lösungen ϕ ∈W 1(R3 \Br;C) von

∆ϕ = 0 in R3 \Br mit 〈∂νϕ|∂Br ,1∂Br〉 = 0gilt Γνγτ∇ϕ = ∂νϕ|∂Br und Γτγτ∇ϕ = 0. Dabei ist 1∂Br die konstante Funk-tion x 7→ 1 für alle x ∈ ∂Br.Beweis:Bekanntli
h besitzt
∆ϕ = 0 in R3 \Br, ϕ|∂Br = g auf ∂Br (3.34)für jedes g ∈ H

1

2 (∂Br;C) genau eine Lösung ϕ ∈W 1(R3 \Br;C) und ϕ und
∂νϕ|∂Br hängen stetig von g ab. Da au
h γτ∇ = ∇∂Br , Γτ und Γν stetigeAbbildungen sind, genügt es, die Aussagen für die Basisfunktionen Y m

l (x̂) zuzeigen.Die Lösung von (3.34) zu g = Y m
l (x̂) ist ϕ(x) = rl+1

|x|l+1Y
m
l (x̂), vgl. z. B. [52,Theorem 2.5.1℄. Wegen 〈∂νϕ|∂Br ,1∂Br〉 = 0 genügt es deshalb die Aussagenfür Y m

l (x̂) mit l ≥ 1 zu zeigen, und für diese gilt
∂νϕ|∂Br = − l + 1

r
Y m

l (x̂) = Γν(
√

l(l + 1)Gm
l (x)) = Γν(∇∂BrY

m
l (x̂)),und Γτ (∇∂BrY

m
l (x̂)) = Γτ (

√

l(l + 1)Gm
l (x)) = 0. �
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KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN
3.2.2.4 Reduktion auf ein bes
hränktes GebietMit den äuÿeren Calderon-Abbildungen können wir die Probleme nun aufdas bes
hränkte Gebiet Br reduzieren.Lemma 3.16(a) Löst Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) die Maxwell-Glei
hung (3.5) mit Ausstrah-lungsbedingung (3.14), dann löst Eω|Br ∈ H(rot, Br;C3)

rot

(

1

µ
rotEω

)

− ω2ǫEω = iωJ in Br, (3.35)
div (ǫEω) = 0 in Br, (3.36)
Γτ

ωγτE
ω = ν ∧ rotEω|∂Br , (3.37)

Γν
ωγτE

ω = ν · Eω|∂Br . (3.38)Umgekehrt kann jede Funktion aus H(rot, Br;C3), die (3.35) und (3.37)löst, fortgesetzt werden zu einer Lösung Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) der Max-well-Glei
hungen (3.5), (3.14). Die Glei
hungen (3.36) und (3.38) sindin diesem Sinne redundant.(b) Löst E ∈ Hloc(rot,R3;C3) das magnetostatis
he Problem (3.15), (3.16)mit Abfallbedingung (3.18), dann löst E|Br ∈ H(rot, Br;C3)

rot

(

1

µ
rotE

)

= J in Br, (3.39)
div (ǫE) = 0 in Br, (3.40)

ΓτγτE = ν ∧ rotE|∂Br , (3.41)
ΓνγτE = ν · E|∂Br . (3.42)Umgekehrt kann jede Funktion aus H(rot, Br;C3), die (3.39)�(3.42) löst,fortgesetzt werden zu einer Lösung E ∈ Hloc(rot,R3;C3) der magneto-statis
hen Glei
hungen (3.15), (3.16) und (3.18).Beweis:(a) Aus der De�nition der äuÿeren Calderon-Operatoren folgt sofort, dassjede Lösung der Maxwell-Glei
hungen auf R3 die Glei
hungen (3.35)�(3.38) löst.Umgekehrt kann jede Lösung Ẽω ∈ H(rot, Br;C3) der reduzierten Max-well-Glei
hungen (3.35) und (3.37) dur
h die Lösung von (3.24)�(3.26)in De�nition und Satz 3.11 mit g := (ν ∧ Ẽω|∂Br) ∧ ν zu einer Funktion60
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Eω ∈ Hloc(rot,R3 \ ∂Br;C3) fortgesetzt werden, für die gilt

rot

(

1

µ
rotEω

)

− ω2ǫEω = iωJ in R3 \ ∂Br,

[(ν ∧ Eω) ∧ ν]∂Br = 0 auf ∂Br,

[ν ∧ rotEω]∂Br = 0 auf ∂Br.Hieraus folgt (vgl. z. B. [12, Se
t. 2.2℄) Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) und
rot

(

1

µ
rotEω

)

− ω2ǫEω = iωJ in R3.

Eω löst also die Maxwell-Glei
hungen (3.5), (3.14) (und damit insbeson-dere au
h (3.36) und (3.38)).(b) Jede Lösung E der magnetostatis
hen Glei
hungen erfüllt wegen (3.16)au
h die Glei
hung (3.32) in Lemma 3.12, also folgt aus der De�nition deräuÿeren Calderon-Operatoren, dass E|Br die Glei
hungen (3.39)�(3.42)löst.Umgekehrt kann au
h hier jede Lösung Ẽ ∈ H(rot, Br;C3) der redu-zierten magnetostatis
hen Glei
hungen (3.39)�(3.42) dur
h die Lösungvon (3.29)�(3.32) mit g := γτ Ẽ fortgesetzt werden zu einer Funktion
E ∈ Hloc(rot,R3 \ ∂Br;C3), die (3.18) erfüllt, und für die gilt

rot

(

1

µ
rotE

)

= J in R3 \ ∂Br,

div (ǫE) = 0 in R3 \ ∂Br,

[(ν ∧ E) ∧ ν]∂Br = 0 auf ∂Br,

[ν ∧ rotE]∂Br = 0 auf ∂Br,

[ν · E]∂Br = 0 auf ∂Br.Hieraus folgt (vgl. z. B. [12, Se
t. 2.2℄) E ∈ Hloc(rot,R3;C3) und
rot

(

1

µ
rotE

)

= J in R3,

div (ǫE) = 0 in R3.

E löst also die magnetostatis
hen Glei
hungen (3.15) und (3.16). �
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KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN
3.2.3 Asymptotik für niedrige Frequenzen
In diesem Abs
hnitt beweisen wir, dass die Maxwell-Glei
hungen für kleineFrequenzen ω eindeutig lösbar sind und tatsä
hli
h

Eω = iωE +O(ω3)gilt.
3.2.3.1 Asymptotik der Calderon-AbbildungenLemma 3.17Für ω → 0 konvergiert Γτ

ω gegen Γτ und Γν
ω gegen Γν. Es gilt

Γτ
ω − Γτ = O(ω2) in L(TH− 1

2 (∂Br;C3), TH− 1

2 (div, ∂Br;C3)),

insbesondere also au
h in L(TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3), TH− 1

2 (div, ∂Br;C3)). Au-ÿerdem ist
Γν

ω − Γν = O(ω2) in L(TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3), H
1

2 (∂Br;C)).

Beweis:Wir benutzen zwei Abs
hätzungen aus [51, Lemma 9.20℄ und [3, Lemma 2.4℄2:Es existieren ein ω0 > 0 und Konstanten C1, C2, C3 > 0, so dass für alle
0 < ωr < ω0 und alle l ∈ N gilt

C1l ≤ |γl(ωr)| ≤ C2l und ∣

∣

∣

∣

1

γl(ωr)
+

1

l

∣

∣

∣

∣

≤ C3

l2
ω2r2.

Mit den expliziten Darstellungen von Γτ
ω und Γτ erhalten wir ein C > 0, sodass für jedes

g(x) =
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

αm
l G

m
l (x) + βm

l R
m
l (x) ∈ TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3)

2Die Aussage von [3, Lemma 2.4℄ lautet ∣∣
∣

1
γl(z) + 1

l

∣

∣

∣
≤ C3

l2
z, bewiesen wird dort jedo
hdas hier verwendete ∣∣

∣

1
γl(z) + 1

l

∣

∣

∣
≤ C3

l2
z2.
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die folgende Abs
hätzung gilt:

‖(Γτ
ω − Γτ )g‖2

TH−
1
2 (div,∂Br ;C3)

=
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

{

√

1 + l(l + 1)

∣

∣

∣

∣

ω2r

γl(ωr)
αm

l

∣

∣

∣

∣

2

+
1

√

1 + l(l + 1)

∣

∣

∣

∣

γl(ωr) + l

r
βm

l

∣

∣

∣

∣

2
}

≤ C
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

{

ω4r2

√

1 + l(l + 1)
|αm

l |2 +
ω4r2

√

1 + l(l + 1)
|βm

l |2
}

= Cω4r2 ‖g‖2

TH−
1
2 (∂Br ;C3)

.

Γτ
ω − Γτ kann also stetig auf TH− 1

2 (∂Br;C3) fortgesetzt werden und dieFortsetzung erfüllt
Γτ

ω − Γτ = O(ω2)in L(TH− 1

2 (∂Br;C3), TH− 1

2 (div, ∂Br;C3)).Die zweite Behauptung wird au
h in [3, Lemma 2.7℄ bewiesen. Mit den Rei-henentwi
klungen für Γν
ω und Γν erhalten wir ein C ′ > 0, so dass

‖(Γν
ω − Γν)g‖2

H
1
2 (∂Br;C)

=
∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

(l + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

√

l(l + 1)

γl(ωr)
+

√

l(l + 1)

l

∣

∣

∣

∣

∣

2

|αm
l |2

≤ C3

∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

l(l + 1)2ω4r4

l4
|αm

l |2

≤ C ′ω4r4

∞
∑

l=1

l
∑

m=−l

1
√

1 + l(l + 1)
|αm

l |2

≤ C ′ω4r4 ‖g‖2

TH−
1
2 (rot,∂Br ;C3)

,

also Γν
ω − Γν = O(ω2) in L(TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3), H
1

2 (∂Br;C)). �

3.2.3.2 Variationsformulierung des magnetostatis
hen ProblemsAus der expliziten Form von Γν in Lemma 3.14 folgt, dass unser Γν mitdem von Ammari und Nédéle
 in [3, Lemma 2.7℄ de�nierten Operator Dübereinstimmt, so dass wir zwei Lemmata aus [3℄ benutzen können: 63
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Lemma 3.18Das Randwertproblem

rotu = 0 in Br,

div (ǫu) = 0 in Br,

ν · u|∂Br = Γνγτuhat in H(rot, Br;C3) nur die Lösung u = 0.Beweis:[3, Lemma 5.1℄ �

Lemma 3.19Der Raum
V := {u ∈ H(rot, Br;C3) :

div (ǫu) = 0, ν · u|∂Br − Γνγτu ∈ H
1

2 (∂Br;C)},
‖u‖V := ‖u‖H(rot,Br ;C3) + ‖ν · u|∂Br − Γνγτu‖H

1
2 (∂Br ;C)ist kompakt eingebettet in L2(Br;C3).Beweis:[3, Lemma 5.2℄ �

Für das folgende Lemma benötigen wir unsere Voraussetzung, dass ǫ in einerUmgebung von S konstant ist.Lemma 3.20Sei O eine Umgebung von S. Jedes v ∈ H(rot,O;C3) mit div (ǫv) = 0 kannzerlegt werden in v = v1 + v2, wobei v2 ∈ H(rot,O;C3) in einer Umgebungvon S vers
hwindet und v1 ∈ H1
0 (O;C3). v1 (und damit au
h v2) hängt dabeistetig von v ab.Insbesondere ist die Auswertung der Tangentialkomponente auf S, d. h.

v 7→ (ν ∧ v|S) ∧ ν,eine kompakte Abbildung von
{v ∈ H(rot,O;C3) : div (ǫv) = 0} na
h TL2(S;C3).
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Beweis:Sei O1 ⊂ O ein Gebiet mit S ⊂ O1 und der Eigens
haft, dass ǫ auf O1konstant ist. Seien O2 und O3 zwei weitere Gebiete mit S ⊂ O3, O3 ⊂ O2und O2 ⊂ O1. Dann existiert eine Abs
hneidefunktion

ϕ ∈ D(O;R) mit ϕ =

{

0 auf O \ O2,
1 auf O3.Jedes v ∈ H(rot,O;C3) mit div (ǫv) = 0 lässt si
h dur
h v1 := ϕv und

v2 := (1 − ϕ)v zerlegen in v = v1 + v2, wobei o�enbar v2 ∈ H(rot,O;C3) in
O3 vers
hwindet.Aus Korollar 3.3 erhalten wir ein C > 0, so dass für alle v ∈ H(rot,O;C3)mit div (ǫv) = 0

v|O2
∈ H1(O2;C3), ‖v|O2

‖H1(O2;C3) ≤ C ‖v|O1
‖H(rot,O1;C3) .Es existieren also C1, C2 > 0, so dass für alle sol
hen v gilt

v1 = ϕv ∈ H1
0 (O;C3),und

‖v1‖H1
0
(O;C3) = ‖ϕv‖H1

0
(O;C3) = ‖(ϕv)|O2

‖H1(O2;C3) ≤ C1 ‖v|O2
‖H1(O2;C3)

≤ C2 ‖v‖H(rot,O;C3) ,womit die Behauptung folgt. �De�nieren wir zu J ∈ TL2
⋄(S;C3) das antilineare Funktional

l : V → C, v 7→
∫

S

J · v dσ,dann erhalten wir aus Lemma 3.20, dass l ∈ V ′ ist und stetig von J abhängt.Wir de�nieren no
h die Sesquilinearform a : V × V → C dur
h
a(u, v) :=

∫

Br

1

µ
rotu · rot v dx+ 〈Γτγτu, γτv〉

+ (ν · u|∂Br − Γνγτu, ν · v|∂Br − Γνγτv)H
1
2 (∂Br ;C)für alle u, v ∈ V , wobei (·, ·)

H
1
2 (∂Br ;C)

das Skalarprodukt auf H 1

2 (∂Br;C)bezei
hne.Damit können wir eine äquivalente Variationsformulierung des magnetosta-tis
hen Problems angeben. 65
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Lemma 3.21Die Sesquilinearform a ist koerziv. E ∈ Hloc(rot,R3;C3) löst genau dann dasmagnetostatis
he Problem (3.15), (3.16) und (3.18), wenn E|Br ∈ V ist und

a(E|Br , v) = l(v) für alle v ∈ V. (3.43)Beweis:O�enbar ist a eine stetige Sesquilinearform auf V . Sei A ∈ L(V, V ′) der dur
hsie induzierte Operator (vgl. Abs
hnitt 2.2) und K die na
h Lemma 3.19kompakte Einbettung von V na
h L2(Br;C3). Aus der expliziten Darstellungin Lemma 3.14 erhalten wir Γτ ≥ 0 und damit A ≥ 0. Bezei
hnen wirwieder mit ι(·) die in Abs
hnitt 2.2 eingeführte Isometrie zwis
hen einemHilbertraum und seinem Antidualraum, dann existiert ein c > 0, so dass
〈

(A+K ′ιL2(Br ;C3)K)u, u
〉

V ′×V

=

∫

Br

1

µ
|rotu|2 dx+ 〈Γτγτu, γτu〉 + ‖ν · u|∂Br − Γνγτu‖2

H
1
2 (∂Br ;C)

+ ‖u‖2
L2(Br ;C3)

≥ c ‖u‖2
V .Auÿerdem folgt für jedes u ∈ N (A) aus a(u, u) = 0

ν · u|∂Br − Γνγτu = 0 und rotu = 0 in B,also mit Lemma 3.18 u = 0.Insgesamt ist also A injektiv, A ≥ 0 und A + K ′ιL2(Br ;C3)K koerziv. AusLemma 2.3 erhalten wir, dass A bijektiv ist, und aus Lemma 2.2 folgt, dass
A sogar koerziv ist. Insbesondere besitzt also (3.43) eine eindeutige Lösung.Sei nun E ∈ Hloc(rot,R3;C3) eine Lösung des magnetostatis
hen Problems(3.15), (3.16) und (3.18). Aus Lemma 3.16 erhalten wir

ν · E|∂Br − ΓνγτE = 0,also insbesondere E|Br ∈ V , und dass für alle v1 ∈ H1
0 (Br;C3) und alle

v2 ∈ H(rot, Br;C3), die in einer Umgebung von S vers
hwinden, gilt
l(v1) =

∫

S

J · v1 dσ =

∫

Br

1

µ
rotE · rot v1 dx = a(E|Br , v1),

l(v2) = 0 =

∫

Br

1

µ
rotE · rot v2 dx+ 〈ν ∧ rotE|∂Br , γτv2〉 = a(E|Br , v2).Na
h Lemma 3.20 erfüllt E|Br also (3.43), und da sowohl (3.15)�(3.18) alsau
h (3.43) eindeutig lösbar sind, folgt daraus au
h, dass umgekehrt jedeLösung der Variationsglei
hung (3.43) zu einer Lösung des magnetostatis
henProblems (3.15)�(3.18) fortgesetzt werden kann. �
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3.2.3.3 Variationsformulierung der Maxwell-Glei
hungenAu
h für die Maxwell-Glei
hungen können wir auf V eine äquivalente Varia-tionsformulierung angeben. Hierfür benötigen wir no
h das folgende Lemma.Lemma 3.22Es existiert ein ω0 > 0, so dass für alle 0 < ω < ω0 zu jedem u ∈ D(Br;C3)ein ϕ ∈ H1(Br;C) existiert mit

div (ǫ∇ϕ) = div (ǫu) in Br und ν · ∇ϕ|∂Br − Γνγτ∇ϕ = ω2ϕ|∂Br .(3.44)Insbesondere ist u−∇ϕ ∈ V .Beweis:Man sieht lei
ht, dass ϕ ∈ H1(Br;C) genau dann (3.44) löst, wenn
ϕ ∈ H :=

{

ψ ∈ H1(Br;C) :

∫

∂Br

ψ dσ = 0

}

und
∫

Br

ǫ∇ϕ · ∇ψ dx−
∫

∂Br

ω2ϕ|∂Br ψ|∂Br dσ − 〈Γνγτ∇ϕ, ψ〉 =

∫

Br

ǫu · ∇ψ dx(3.45)für alle ψ ∈ H erfüllt.Aus der expliziten Darstellung von Γν in Lemma 3.14 folgt, dass
−〈Γνγτ∇ψ, ψ〉 ≥ 0 für alle ψ ∈ H.Für hinrei
hend kleine ω ist also aufgrund der Poin
arés
hen Unglei
hungdie linke Seite von (3.45) eine koerzive Sesquilinearform auf H, und die Be-hauptung folgt aus dem Satz von Lax-Milgram. �

Für hinrei
hend kleine ω ist na
h Lemma 3.17 für alle u ∈ V

ν · u|∂Br − Γν
ωγτu = ν · u|∂Br − Γνγτu− (Γν

ω − Γν)γτu ∈ H
1

2 (∂Br;C)und wir können die Sesquilinearform aω : V × V → C de�nieren dur
h
aω(u, v) :=

∫

Br

(

1

µ
rotu · rot v − ω2ǫu · v

)

dx+ 〈Γτ
ωγτu, γτv〉

+ (ν · u|∂Br − Γν
ωγτu, ν · v|∂Br − Γνγτv)H

1
2 (∂Br;C)für alle u, v ∈ V . 67
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Lemma 3.23Es existiert ein ω0 > 0, so dass für alle Frequenzen 0 < ω < ω0 eine Funktion
Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) genau dann die Maxwell-Glei
hungen (3.5), (3.14)löst, wenn Eω|Br ∈ V ist und

aω(Eω|Br , v) = iωl(v) für alle v ∈ V. (3.46)Beweis:Wähle ω0 > 0 so klein, dass Lemma 3.22 gilt, und gemäÿ Lemma 3.17
Γν

ω − Γν ∈ L(TH− 1

2 (rot, ∂Br;C3), H
1

2 (∂Br;C)).

Sei 0 < ω < ω0 und Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) eine Lösung der Maxwell-Glei
hungen. Dann folgt aus Lemma 3.16
ν · Eω|∂Br − Γν(γτE

ω) = (Γν
ω − Γν)(γτE

ω) ∈ H
1

2 (∂Br;C)und div (ǫEω) = 0. Es ist also Eω ∈ V .Für alle v1 ∈ H1
0 (Br;C3) ist

iωl(v1) =

∫

S

iωJ · v1 dσ =

∫

Br

(

1

µ
rotEω · rot v1 − ω2ǫEω · v1

)

dx

= aω(Eω|Br , v1),und für alle v2 ∈ H(rot, Br;C3), die in einer Umgebung von S vers
hwinden,ist
iωl(v2) = 0

=

∫

Br

(

1

µ
rotEω · rot v2 − ω2ǫEω · v2

)

dx+ 〈ν ∧ rotEω|∂Br , γτv2〉

= aω(Eω|Br , v2).Na
h Lemma 3.20 erfüllt Eω|Br also (3.46).Sei nun umgekehrt Ẽω ∈ V eine Lösung von (3.46) mit 0 < ω < ω0. Wirzeigen, dass Ẽω dann (3.35) und (3.37) aus Lemma 3.16 erfüllt. Dazu sei
u ∈ D(Br;C3) gegeben, und ϕ ∈ H1(Br;C) sei gemäÿ Lemma 3.22 dieLösung von

div (ǫ∇ϕ) = div (ǫu) und ν · ∇ϕ|∂Br − Γνγτ∇ϕ = ω2ϕ|∂Br .68
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Dann ist u−∇ϕ ∈ V und aus (3.46) folgt

iω

∫

S

J · u dσ

=

∫

Br

(

1

µ
rot Ẽω · rotu− ω2ǫẼω · u

)

dx+

∫

Br

ω2ǫẼω · ∇ϕ dx

−
〈

Γτ
ωγτ Ẽ

ω, γτ∇ϕ
〉

−
(

ν · Ẽω|∂Br − Γν
ωγτ Ẽ

ω, ω2ϕ|∂Br

)

H
1
2 (∂Br ;C)

.

Wegen div (ǫẼω) = 0 ist
∫

Br

ω2ǫẼω · ∇ϕ dx = ω2
〈

ν · Ẽω|∂Br , ϕ|∂Br

〉

und aus γτ∇ϕ = ∇∂Br ϕ (vgl. [12, Se
t. 2.3℄) und der expliziten Darstellungvon Γτ
ω und Γν

ω in De�nition und Satz 3.11 folgt
〈

Γτ
ωγτ Ẽ

ω, γτ∇ϕ
〉

= ω2
〈

Γν
ωγτ Ẽ

ω, ϕ|∂Br

〉

.

Kombinieren wir diese drei Glei
hungen, so erhalten wir
iω

∫

S

J · u dσ =

∫

Br

(

1

µ
rot Ẽω · rotu− ω2ǫẼω · u

)

dx.

Ẽω löst also (3.35).Mit der Greens
hen Formel ergibt (3.46) nun für alle v ∈ V

〈

ν ∧ rot Ẽω − Γτ
ωγτ Ẽ

ω, γτv
〉

=
(

ν · Ẽω|∂Br − Γν
ωγτ Ẽ

ω, ν · v|∂Br − Γνγτv
)

H
1
2 (∂Br;C)

.
(3.47)

Sei δ > 0 so klein, dass supp (ǫ − 1) ⊂ Br−δ. Zu vorgegebenen Normalen-komponenten f ∈ H
1

2 (∂Br;C) mit ∫
∂Br

f dσ = 0 existiert na
h [20, IX, �1,Remark 8℄ ein v ∈ H1(Br \Br−δ;C3), so dass div v = 0 in Br \Br−δ,
ν · v|∂Br = f, γτv = 0 und v|∂Br−δ

= 0.Setzen wir v dur
h 0 auf Br−δ fort, so ist v ∈ V , und wir erhalten aus (3.47)
(

ν · Ẽω|∂Br − Γν
ωγτ Ẽ

ω, f
)

H
1
2 (∂Br ;C)

= 0

69
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für alle f ∈ H

1

2 (∂Br;C) mit ∫
∂Br

f dσ = 0. Hieraus folgt, dass die Funktion
ν · Ẽω|∂Br − Γν

ωγτ Ẽ
ω auf ∂Br konstant ist. Wegen div (ǫẼω) = 0 und derexpliziten Darstellung von Γν

ω in De�nition und Satz 3.11 ist auÿerdem
∫

∂Br

(

ν · Ẽω|∂Br − Γν
ωγτ Ẽ

ω
)

dσ = 0.

Es ist also ν · Ẽω|∂Br = Γν
ωγτ Ẽ

ω.Analog erhalten wir für jedes g ∈ TH
1

2 (∂Br;C3) ein v ∈ V mit ν · v|∂Br = 0und γτv = g. Aus (3.47) folgt also
〈

ν ∧ rot Ẽω − Γτ
ωγτ Ẽ

ω, g
〉

= 0 für alle g ∈ TH
1

2 (∂Br;C3)

und damit (3.37). �

3.2.3.4 Existenz und Asymptotik der Maxwell-LösungenSatz 3.24Es existieren ω0 > 0 und C > 0, so dass zu jeder Frequenz 0 < ω < ω0 und je-dem Flä
henstrom J ∈ TL2
⋄(S;C3) genau eine Lösung Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3)der Maxwell-Glei
hung (3.5) mit Ausstrahlungsbedingung (3.14) existiert,und für diese Lösung gilt

‖Eω|Br − iωE|Br‖H(rot,Br ;C3) ≤ Cω3 ‖J‖TL2
⋄(S;C3) .

Dabei ist E ∈ Hloc(rot,R3;C3) die Lösung des magnetostatis
hen Problems(3.15), (3.16) zum Flä
henstrom J mit Abfallbedingung (3.18).Insbesondere hängen die Lösungen der Maxwell-Glei
hung stetig von J ab.Beweis:Seien A,Aω ∈ L(V, V ′) die dur
h die Sesquilinearformen a und aω induziertenOperatoren. De�nieren wir Bω := Aω − A, dann gilt für alle u, v ∈ V

〈Bωu, v〉 = −
∫

Br

ω2ǫu · v dx+ 〈(Γτ
ω − Γτ )γτu, γτv〉

+ ((Γν − Γν
ω)γτu, ν · v|∂Br − Γνγτv)H

1
2 (∂Br;C)und aus Lemma 3.17 folgt

‖Bω‖L(V,V ′) = O(ω2).70
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Glei
hung (3.46) in Lemma 3.23 ist äquivalent zu

(A+ Bω)Eω|Br = iωl,wobei A na
h Lemma 3.21 koerziv, also insbesondere stetig invertierbar ist,und A−1l = E|Br die Lösung des magnetostatis
hen Problems ist.Dur
h Darstellung als Neumanns
he Reihe, vgl. z. B. [1, Satz 3.7, 3.8℄, erhal-ten wir die Existenz eines ω0 > 0 und eines C ′ > 0, so dass für alle 0 < ω < ω0der Operator A+Bω invertierbar ist und
∥

∥(A+Bω)−1 − A−1
∥

∥

L(V ′,V )
≤ C ′ω2.

Da l stetig von J abhängt, existiert also ein C > 0, so dass
‖Eω|Br − iωE|Br‖H(rot,Br ;C3) ≤ ‖Eω|Br − iωE|Br‖V ≤ Cω3 ‖J‖TL2

⋄(S;C3)für alle 0 < ω < ω0 und alle J ∈ TL2
⋄(S;C3). �

3.2.3.5 Behandlung perfekt leitender ObjekteSatz 3.24 gilt ohne weitere Glattheitsannahmen an ǫ oder µ. Er umfasstinsbesondere au
h den in der Einleitung angespro
henen Fall, dass si
h einmagnetis
hes Objekt in der Nähe der Messebene S be�ndet, die Permeabilitätalso in einem bes
hränkten Gebiet sprunghaft erhöht ist. Wir zeigen nun,wie unser Ergebnis au
h auf den Fall perfekt elektris
h leitender Objekte
Ω ausgedehnt werden kann. Auf der Ober�ä
he Σ := ∂Ω sol
her Objektevers
hwindet die tangentiale Komponente des elektris
hen Feldes. Das dur
heinen Flä
henstrom J ∈ TL2

⋄(S;C3) erzeugte elektris
he Feld löst also dieGlei
hungen
rot

(

1

µ
rotEω

)

− ω2ǫEω = iωJ in Q := R3 \ Ω, (3.48)
ν ∧ Eω|Σ = 0 auf Σ = ∂Ω, (3.49)zusammen mit der Austrahlungsbedingung (3.14).Dabei ist ν die äuÿere Normale auf Σ, und wir setzen voraus, dass Ω eine o�e-ne, bes
hränkte Menge ist, die aus endli
h vielen Zusammenhangskomponen-ten Ωj mit C2-Rändern Σj := ∂Ωj (j = 1, . . . ,m) und paarweise disjunktenAbs
hlüssen besteht. Auÿerdem sei Ω ⊂ Br und Ω sei derart, dass∇H1(Ω;C)ein abges
hlossener Unterraum von L2(Ω;C3) ist. Die letzte Voraussetzungist insbesondere dann erfüllt, wenn die Zusammenhangskomponenten von71
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Ω einfa
h zusammenhängend sind oder dur
h endli
h viele reguläre S
hnit-te in einfa
h zusammenhängende Gebiete überführt werden können. Für denBeweis dieser Tatsa
he, die Voraussetzungen an die S
hnitte und den Zusam-menhang zwis
hen ∇H1(Ω) und dem Raum der rotationsfreien Funktionenverweisen wir auf [20, IX, �1℄.Lemma 3.25Jede Lösung Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3) von (3.48) erfüllt

div (ǫEω) = 0 in Q, (3.50)
〈

ν · ǫEω|Σj
,1Σj

〉

= 0 für alle j ∈ {1, . . . ,m}, (3.51)wobei 1Σj
die konstante Funktion x 7→ 1 für alle x ∈ Σj bezei
hnet.Beweis:Glei
hung (3.50) folgt dur
h Divergenzbildung aus (3.48). Zum Beweis von(3.51) sei j ∈ {1, . . . ,m} und ϕ ∈W 1(Q;C) eine Funktion mit bes
hränktemTräger und den Eigens
haften

ϕ|Σj
= 1, suppϕ ∩ S = ∅ sowie suppϕ ∩ Ωk = ∅ für alle k 6= j.Dann gilt

−
〈

ν · ǫEω|Σj
,1Σj

〉

=

∫

Q

ǫEω · ∇ϕ dx =
1

ω2

∫

Q

rot

(

1

µ
rotEω

)

· ∇ϕ dx

=
1

ω2

∫

Q

1

µ
rotEω · rot (∇ϕ) dx+

1

ω2

〈

ν ∧ 1

µ
rotEω|Σj

, (ν ∧∇ϕ|Σj
) ∧ ν

〉

= 0,und damit (3.51). �

Wir werden (für hinrei
hend kleine Frequenzen ω) die eindeutige Existenzder Lösungen Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3) und die Konvergenz von 1
iω
Eω gegen dieLösung E ∈ W 1(Q;C3) des entspre
henden magnetostatis
hen Problems

rot

(

1

µ
rotE

)

= J in Q, (3.52)
div (ǫE) = 0 in Q, (3.53)
ν ∧ E|Σ = 0 auf Σ, (3.54)

〈

ν · ǫE|Σj
,1Σj

〉

= 0 für alle j ∈ {1, . . . ,m} (3.55)
72
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mit Abfallbedingung (3.18) zeigen.Für die dazugehörigen variationellen Formulierungen de�nieren wir

V0 := {v ∈ V : v|Ω = ∇ϕ mit einem ϕ ∈ H1(Ω;C)}.Aus der vorausgesetzten Abges
hlossenheit von ∇H1(Ω;C) in L2(Ω;C3) er-halten wir, dass V0 ein abges
hlossener Unterraum von V ist.Lemma 3.26Es existiert eine stetige, lineare Abbildung
α : V0 → W 1(R3;C),so dass für alle v ∈ V0

∇(αv) = v in Ω,

div (ǫ∇(αv)) = 0 in Q,
〈

ǫ∂ν(αv)
+|Σj

,1Σj

〉

= 0 für alle j ∈ {1, . . . ,m}.Beweis:Zu v ∈ V0 wählen wir ϕ ∈ H1(Ω;C) derart, dass
∇ϕ = v|Ω und ∫

Σj

ϕ dσ = 0, j = 1, . . . ,m.

Dann folgt aus der Poin
arés
hen Unglei
hung, dass ϕ stetig von v abhängt.Dur
h ϕ|Q := ϕ̃ mit der Lösung ϕ̃ ∈W 1(Q;C) von
div (ǫ∇ϕ̃) = 0 in Q,

ϕ̃|Σ = ϕ|Σ auf Σ,können wir ϕ zu einer Funktion inW 1(R3;C) fortsetzen, die stetig von v ∈ V0abhängt und
∇ϕ = v in Ω, sowie div (ǫ∇ϕ) = 0 in Qerfüllt.Für j ∈ {1, . . . ,m} existiert genau ein χj ∈W 1(R3;C) mit

div (ǫ∇χj) = 0 in Q und χj = δjk in Ωk, k ∈ {1, . . . ,m}.Dur
h
β(χj) :=

(〈

ǫ∂νχ
+
j |Σk

,1Σk

〉)m

k=1
∈ Cm

73
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de�nieren wir eine lineare Abbildung β : span{χj : j = 1, . . . ,m} → Cm.Ist β(ψ) = 0 für eine Funktion ψ ∈ span{χj : j = 1, . . . ,m}, so ist

∫

Q

ǫ|∇ψ|2 dx = −
m
∑

k=1

〈ǫ∂νψ
+|Σk

, ψ|Σk
〉 = 0

und damit ψ = 0. β ist also eine injektive lineare Abbildung zwis
hen endli
h-dimensionalen Vektorräumen glei
her Dimension und besitzt deshalb einestetige Inverse. Die Funktion
α : v 7→ ϕ− β−1

(〈

ǫ∂νϕ
+|Σk

,1Σk

〉)m

k=1ist somit stetig und besitzt o�enbar die gewüns
hten Eigens
haften. �

Wir gehen nun analog zu dem Fall magnetis
her Eins
hlüsse vor und zeigenzunä
hst eine Variationsformulierung für das magnetostatis
he Problem. Da-zu s
hränken wir die in Abs
hnitt 3.2.3.2 de�nierte Sesquilinearform a unddas antilineare Funktional l auf V0 ein, und erhalten so
ã : V0 × V0 → C und l̃ : V0 → C.Lemma 3.27Die Sesquilinearform ã ist koerziv. E ∈ Hloc(rot, Q;C3) löst genau dann dasmagnetostatis
he Problem (3.52)�(3.55) mit Abfallbedingung (3.18), wenn

E|Br∩Q = (Ẽ −∇(αẼ))|Br∩Q mit der Lösung Ẽ ∈ V0 von
ã(Ẽ, v) = l̃(v) für alle v ∈ V0. (3.56)

Insbesondere ist das magnetostatis
he Problem eindeutig lösbar und die Lö-sung E|Br∩Q ∈ H(rot, Br ∩Q;C3) hängt stetig von J ∈ TL2
⋄(S;C3) ab.Beweis:Die Koerzivität von ã folgt sofort aus der von a (vgl. Lemma 3.21), und mitdemselben Beweis wie in Lemma 3.16 erhalten wir, dass E ∈ Hloc(rot, Q;C3)genau dann das magnetostatis
he Problem (3.52)�(3.55) mit Abfallbedingung(3.18) löst, wenn E|Br∩Q die Glei
hungen (3.52) und (3.53) in Br ∩Q, sowiedie Randbedingungen (3.54),(3.55) auf Σ und (3.41), (3.42) auf ∂Br erfüllt.Sei nun E ∈ Hloc(rot, Q;C3) eine Lösung des magnetostatis
hen Problems(3.52)�(3.55) mit Abfallbedingung (3.18) und ϕ ∈ W 1(R3;C) die Lösung von

div (ǫ∇ϕ) = 0 in R3 \ Σ, [ǫ∂νϕ]Σ = −ν · ǫE|Σ.74
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Setzen wir E dur
h 0 auf Ω fort und de�nieren Ẽ := E+∇ϕ, dann folgt ausLemma 3.15, dass Ẽ ∈ V0 ist, und aus der De�nition von α, dass

E|Br∩Q = (Ẽ −∇(αẼ))|Br∩Q.Für alle v ∈ V0 erhalten wir wie im Beweis von Lemma 3.21
l(v) =

∫

S

J · v dσ =

∫

S

J · (v −∇(αv)) dσ

=

∫

Q∩Br

1

µ
rotE · rot (v −∇(αv)) dx+ 〈ΓτγτE, γτ (v −∇(αv))〉

=

∫

Br

1

µ
rot Ẽ · rot v dx+

〈

Γτγτ Ẽ, γτv
〉

,

wobei wir im letzten S
hritt verwendet haben, dass aus der Symmetrie von
Γτ und Lemma 3.15 folgt

〈ΓτγτE, γτ∇(αv)〉 = 0 und 〈

Γτγτ∇(αẼ), γτv
〉

= 0.Auÿerdem folgt aus Lemma 3.15
ν · Ẽ|∂Br − Γνγτ Ẽ = ν · E|∂Br − ΓνγτE = 0.

Ẽ löst also (3.56)Es sei nun umgekehrt Ẽ ∈ V0 eine Lösung von (3.56), und
E|Br∩Q := (Ẽ −∇(αẼ))|Br∩Q ∈ H(rot, Br ∩Q;C3).Dann folgt aus den De�nitionen von V0 und α sofort (3.53) auf Br ∩Q, sowie(3.54) und (3.55).Da zu jedem v ∈ D(Br ∩Q;C3) ein ψ ∈W 1(R3;C) existiert mit

div (ǫ∇ψ) = −div (ǫv)und damit wegen Lemma 3.15 v + ∇ψ ∈ V0 gilt, folgt aus (3.56)
∫

S

J · v dσ

= l̃(v + ∇ψ) = ã(Ẽ, v + ∇ψ)

=

∫

Q∩Br

1

µ
rotE · rot v dx+

〈

Γτγτ Ẽ, γτ∇ψ
〉

+
(

ν · Ẽ|∂Br − Γνγτ Ẽ, ν · ∇ψ|∂Br − Γνγτ∇ψ
)

H
1
2 (∂Br ;C)
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für alle v ∈ D(Br ∩ Q;C3). Aus der Symmetrie von Γτ und Lemma 3.15erhalten wir

〈

Γτγτ Ẽ, γτ∇ψ
〉

= 0, ν · ∇ψ|∂Br − Γνγτ∇ψ = 0

und damit rot
(

1
µ

rotE
)

= J in Br ∩Q. (3.41) und (3.42) folgen nun genausowie im Beweis von Lemma 3.23. �

Zur variationellen Behandlung der Maxwell-Glei
hungen s
hränken wir dieSesquilinearform aω aus Abs
hnitt 3.2.3.3 ni
ht nur auf V0 ein, sondern er-setzen sie (für hinrei
hend kleine ω) dur
h
ãω(ũ, ṽ) :=

∫

Br

(

1

µ
rot ũ · rot ṽ − ω2ǫu · v

)

dx+ 〈Γτ
ωγτu, γτv〉

+ (ν · u|∂Br − Γν
ωγτu, ν · ṽ|∂Br − Γνγτ ṽ)H

1
2 (∂Br ;C)für alle ũ, ṽ ∈ V0, wobei u := ũ − ∇(αũ) und v := ṽ − ∇(αṽ). Dabei ver-wenden wir, dass na
h Lemma 3.15 und Lemma 3.17 für hinrei
hend kleineFrequenzen ω

ν · u|∂Br − Γν
ωγτu = ν · ũ|∂Br − Γνγτ ũ− (Γν

ω − Γν)γτu ∈ H
1

2 (∂Br;C)ist. Wir können nun eine Variationsformulierung von (3.48), (3.49) angeben:Lemma 3.28Es existiert ein ω0 > 0, so dass für alle 0 < ω < ω0 E
ω ∈ Hloc(rot, Q;C3)genau dann die Maxwell-Glei
hungen (3.48), (3.49) und (3.14) löst, wenn

Eω|Br∩Q = (Ẽω −∇(αẼω))|Br∩Q mit einer Lösung Ẽω ∈ V0 von
ãω(Ẽω, ṽ) = iωl̃(ṽ) für alle ṽ ∈ V0. (3.57)Beweis:Au
h hier erhalten wir mit demselben Beweis wie in Lemma 3.16, dass

Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3) genau dann die Maxwell-Glei
hungen (3.48), (3.49)und (3.14) löst, wenn Eω|Br∩Q die Glei
hung (3.48) in Br ∩ Q, sowie dieRandbedingungen (3.49) auf Σ und (3.37) auf ∂Br erfüllt.Sei nun Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3) eine Lösung der Maxwell-Glei
hungen (3.48),(3.49) und (3.14). Wie im Beweis von Lemma 3.27 sei ϕ ∈ W 1(R3;C) dieLösung von
div (ǫ∇ϕ) = 0 in Q, [ǫ∂νϕ]Σ = −ν · ǫEω|Σ,76
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und wir setzen Eω dur
h 0 auf Ω fort. Da für hinrei
hend kleine ω gilt, dass
ν · Eω|∂Br − Γν

ωγτE
ω ∈ H

1

2 (∂Br;C) ist (vgl. Abs
hnitt 3.2.3.3), erhalten wirwieder aus Lemma 3.15, dass Ẽω := Eω + ∇ϕ ∈ V0, und aus der De�nitionvon α, dass ϕ = αẼω, also
Eω|Br∩Q = (Ẽω −∇(αẼω))|Br∩Q.

Wie im Beweis von Lemma 3.23 folgt für alle ṽ ∈ V0 mit v := ṽ −∇(αṽ)

iωl(ṽ) =

∫

S

iωJ · ṽ dσ =

∫

S

iωJ · v dσ

=

∫

Q∩Br

(

1

µ
rotEω · rot v − ω2ǫEω · v

)

dx+ 〈Γτ
ωγτE

ω, γτv〉

=

∫

Br

(

1

µ
rot Ẽω · rot ṽ − ω2ǫEω · v

)

dx+ 〈Γτ
ωγτE

ω, γτv〉.

und damit
ãω(Ẽω, ṽ) = iωl̃(ṽ) für alle ṽ ∈ V0.Wenden wir Lemma 3.22 auf ein u ∈ D(Q;C3) an, so erhalten wir eineFunktion ψ ∈ H1(Br;C) mit

div (ǫ∇ψ) = div (ǫu) in Br , ν · ∇ψ|∂Br − Γνγτ∇ψ = ω2ψ|∂Brund u −∇ψ ∈ V0. Die Rü
kri
htung folgt deshalb wie im Beweis von Lem-ma 3.23. �Satz 3.29Es existieren ω0 > 0 und C > 0, so dass zu jeder Frequenz 0 < ω < ω0 und je-dem Flä
henstrom J ∈ TL2
⋄(S;C3) genau eine Lösung Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3)der Maxwell-Glei
hungen (3.48), (3.49) und (3.14) existiert, und für dieseLösung gilt

‖Eω|Br∩Q − iωE|Br∩Q‖H(rot,Br∩Q;C3) ≤ Cω3 ‖J‖TL2
⋄(S;C3) .

Dabei ist E ∈ Hloc(rot, Q;C3) die Lösung des magnetostatis
hen Problems(3.52)�(3.55) zum Flä
henstrom J mit Abfallbedingung (3.18).Insbesondere hängen die Lösungen der Maxwell-Glei
hung stetig von J ab.
77
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Beweis:Für hinrei
hend kleine Frequenzen ω erhalten wir aus Lemma 3.17 ein C1 > 0,so dass

|ãω(ũ, ṽ) − ã(ũ, ṽ)| =

∣

∣

∣

∣

−
∫

Br

ω2ǫu · v dx+ 〈(Γτ
ω − Γτ )γτu, γτv〉

+ ((Γν − Γν
ω)γτu, ν · ṽ|∂Br − Γνγτ ṽ)H

1
2 (∂Br ;C)

∣

∣

∣

≤ C1ω
2 ‖u‖H(rot,Br ;C3) (‖v‖H(rot,Br ;C3) + ‖ṽ‖V0

)für alle ũ, ṽ ∈ V0, u := ũ−∇(αũ) und v := ṽ −∇(αṽ).Mit Lemma 3.26 folgt, dass u, v ∈ H(rot, Br;C3) stetig von ũ, ṽ ∈ V0 abhän-gen, es existiert also ein C2 > 0, so dass
|ãω(ũ, ṽ) − ã(ũ, ṽ)| ≤ C2ω

2 ‖ũ‖V0
‖ṽ‖V0

für alle ũ, ṽ ∈ V0.Wie in Satz 3.24 folgt damit, dass für hinrei
hend kleine ω die Glei
hung(3.57) genau eine Lösung Ẽω ∈ V0 besitzt, und eine Konstante C3 > 0 exi-stiert, so dass
∥

∥

∥
Ẽω − iωẼ

∥

∥

∥

V0

≤ C3ω
3 ‖J‖TL2

⋄(S;C3) ,wobei Ẽ ∈ V0 die Lösung von (3.56) ist. Die Behauptung folgt dann ausLemma 3.27, Lemma 3.28 und der Stetigkeit von α. �

3.2.4 Die MessoperatorenWir kehren zurü
k zu der zu Beginn des Kapitels ges
hilderten Problem-stellung, auf S elektris
he Felder zu vers
hiedenen Flä
henströmen festerFrequenz ω > 0 zu messen. Dies wird bes
hrieben dur
h den Messoperator
Λω : TL2

⋄(S;C3) → TL2(S;C3), J 7→ (ν ∧ Eω|S) ∧ ν,wobei zu J ∈ TL2
⋄(S;C3) wieder Eω die Lösung der Maxwell-Glei
hungenmit Frequenz ω sei, d. h. Eω ∈ Hloc(rot,R3;C3) löse (3.5) und (3.14) (oh-ne perfekt leitende Objekte) bzw. Eω ∈ Hloc(rot, Q;C3) löse (3.48), (3.49)und (3.14) (mit perfekt leitenden Objekten Ω und den Voraussetzungen ausAbs
hnitt 3.2.3.5).Na
h Lemma 3.20 und Satz 3.24 bzw. Satz 3.29 ist Λω für hinrei
hend kleineFrequenzen ω ein wohlde�nierter, kompakter Operator, und die Messungenstimmen in guter Näherung mit entspre
henden magnetostatis
hen Messun-gen überein, wenn diese mit glei
hen Parametern ǫ und µ dur
hgeführt wer-den.78
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Die Dielektrizität ǫ tritt bei den magnetostatis
hen Messungen jedo
h le-digli
h in den Normierungsbedingungen (3.16) bzw. (3.53) und (3.55) auf.Ist E das magnetostatis
he Potential zur Dielektrizität ǫ und Ẽ dasjenigezur konstanten Dielektrizität ǫ̃ = 1, so folgt für den Fall ohne perfekt lei-tende Objekte aus der Eindeutigkeit des magnetostatis
hen Problems undLemma 3.4, dass E = Ẽ + ∇ϕ ist, wobei ϕ ∈ W 1(R3;C) die Glei
hung
div (ǫ∇ϕ) = −div (ǫẼ) löst (vgl. au
h den Beweis von Satz 3.8). Analogesgilt in Anwesenheit eines perfekt leitenden Objektes mit einem ϕ, das aufdem Rand des Objektes lokal konstant ist. Aufgrund unserer Annahme, dass
ǫ in einer Umgebung von S konstant ist, ist in beiden Fällen ϕ in einerUmgebung von S analytis
h.Bezei
hnen wir mit NS(C3) den Abs
hluss von

{(ν ∧∇ϕ|S) ∧ ν : ϕ ∈ D(R3;C)} ⊂ TL2(S;C3)bezügli
h der TL2(S;C3)-Norm, dann unters
heiden si
h die magnetosta-tis
hen Messungen zu unters
hiedli
hen Dielektrizitäten also ni
ht in demFaktorraum TL2(S;C3)/NS(C3), den wir mit dem Antidualraum des ortho-gonalen Komplementes von NS(C3), also mit TL2
⋄(S;C3), identi�zieren kön-nen.3Wir de�nieren den Messoperator des magnetostatis
hen Problems deshalbals Abbildung in diesen Faktorraum und erhalten so die na
h Lemma 3.20kompakte Abbildung

Λ : TL2
⋄(S;C3) → TL2(S;C3)/NS(C3), J 7→ (ν ∧ E|S) ∧ ν +NS(C3),wobei E die Lösung des magnetostatis
hen Problems (3.15), (3.16) und (3.18)(ohne perfekt leitende Objekte) bzw. (3.52)�(3.55) und (3.18) (mit perfektleitenden Objekten) ist. Dur
h diese De�nition hängt Λ ni
ht von ǫ ab, wirkönnen also ǫ = 1 setzen, ohne dass si
h die Restklasse (ν∧E|S)∧ν+NS(C3)ändert.Ohne die Notation zu ändern s
hränken wir au
h den Messoperator Λω aufdiesen Faktorraum ein, betra
hten ihn also als Abbildung von TL2

⋄(S;C3)na
h TL2(S;C3)/NS(C3). Damit erhalten wir aus Satz 3.24 bzw. Satz 3.29,dass
Λ =

1

iω
Λω +O(ω2) in L(TL2

⋄(S;C3), TL2(S;C3)/NS(C3)),wenn Λ und Λω zu Messungen mit derselben Permeabilität µ aber ni
htnotwendigerweise derselben Dielektrizität ǫ gehören.3Verglei
he au
h [20, IX, �1, Prop. 1℄ für andere mögli
he orthogonale Zerlegungen von
TL2(S;C3) ∼= L2(S;C2) in Gradientenfelder und divergenzfreie Felder. 79
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Anstelle des Problems, magnetis
he Objekte dur
h niederfrequente elektro-magnetis
he Messungen Λω zu lokalisieren, können wir im Folgenden also dasProblem betra
hten, den Ort dieser Objekte aus magnetostatis
hen Messun-gen Λ zu rekonstruieren. Dabei spielt die Dielektrizität ǫ der Objekte unddes umgebenden Raumes keine Rolle. Insbesondere muss ǫ weder glatt no
hbekannt sein, sondern ledigli
h unsere zu Beginn dieses Abs
hnitts geforder-te Voraussetzung erfüllen, dass es konstant in einer Umgebung von S undauÿerhalb eines bes
hränkten Gebietes glei
h eins ist.Die magnetostatis
hen Glei
hungen sind reelle Di�erentialglei
hungen, wirverlieren deshalb keine Information, wenn wir von nun an Λ als Operatorzwis
hen reellen Hilberträumen reellwertiger Funktionen betra
hten, d. h.

Λ : H(S) → H ′(S)mit H(S) := TL2(S;R3)/NS und H ′(S) := TL2
⋄(S;R3), wobei NS der ana-log NS(C3) de�nierte reelle Raum ist. O�enbar gelten die Ergebnisse ausAbs
hnitt 3.2.1 au
h für die entspre
henden Räume reellwertiger Funktio-nen.Für den praktis
hen Umgang mit H(S) bemerken wir no
h, dass für jedes

u ∈ TL2
⋄(S;R3) und jede Funktion v ∈ TL2(S;R3), die in einer Restklasse

v +NS ∈ H(S) liegt, gilt
〈u, v +NS〉H′(S)×H(S) =

∫

S

u · v dσ.

Wir s
hreiben im Folgenden wie in Abs
hnitt 2.5 Restklassen wie Funktionen,also z. B. v statt v +NS.
3.3 Das inverse Problem
Wir betra
hten nun das inverse Problem, den Ort eines magnetis
hen oderperfekt leitenden Objektes dur
h Messungen des elektris
hen Feldes zu ver-s
hiedenen angelegten Flä
henströmen J zu ermitteln. Wie in Abs
hnitt 3.2untersu
hen wir dabei zunä
hst den Fall ohne perfekt leitende Objekte.
3.3.1 Magnetis
he ObjekteWährend die bisherigen Ergebnisse für allgemeine Permeabilitätsverteilungengalten, bes
hränken wir uns jetzt auf den Spezialfall, dass die Permeabilität80
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auÿerhalb eines magnetis
hen Objektes Ω homogen und innerhalb dieses Ob-jektes um einen Anteil µ1 erhöht ist:4

µ(x) = 1 + χΩ(x)µ1(x), µ1 ∈ L∞
+ (Ω).

Ω sei dabei eine o�ene, bes
hränkte Menge, die aus endli
h vielen Zusam-menhangskomponenten Ωj mit C2-Rändern Σj := ∂Ωj (j = 1, . . . ,m) undpaarweise disjunkten Abs
hlüssen besteht. Auÿerdem setzen wir voraus, dass
Ω ein zusammenhängendes Komplement Q := R3 \ Ω besitzt, und dass si
h
Ω unterhalb der Messebene S be�ndet, also

Ω ⊂ R3
− := {x ∈ R3 : x · e3 < 0}.Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu �nden, um Ω aus elektromagneti-s
hen Messungen niedriger Frequenz zu rekonstruieren. Da si
h aufgrund derErgebnisse des letzten Abs
hnitts aus diesen elektromagnetis
hen Messun-gen (näherungsweise) die Ergebnisse magnetostatis
her Messungen bere
h-nen lassen, können wir stattdessen das Problem betra
hten, Ω aus magneto-statis
hen Messungen zu bestimmen, d. h. aus dem Operator

Λ1 : H ′(S) → H(S), J 7→ (ν ∧ E1|S) ∧ ν,wobei E1 ∈ W 1(R3;R3) die Lösung ist von
rot

(

1

µ(x)
rotE1

)

= J, divE1 = 0.Auf dieses Problem können wir unsere allgemeine Theorie aus Kapitel 2 fürdie Faktorisierungsmethode anwenden. Dazu bezei
hnen wir wieder mit Λ0den Messoperator zu Referenzmessungen ohne das gesu
hte Objekt Ω, also
Λ0 : H ′(S) → H(S), J 7→ (ν ∧ E0|S) ∧ ν,wobei E0 ∈ W 1(R3;R3) die Lösung ist von

rot (rotE0) = J, divE0 = 0.Neben dem s
hon de�nierten reellen Hilbertraum H(S) benötigen wir no
hdie Räume
H(B) := {u ∈W 1(R3;R3) : div u = 0},
H(Q) := {u ∈W 1(Q;R3) : div u = 0, ν · u|Σ = 0}/NQ,

H(Ω) := {u ∈W 1(Ω;R3) : div u = 0, ν · u|Σ = 0}/NΩ,

H(Σ) := TH
1

2 (Σ;R3)/NΣ,4Analoge Ergebnisse erhalten wir au
h für den Fall verminderter Permeabilität, vgl.Bemerkung 2.15. 81
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wobei ν die äuÿere Normale auf Σ bezei
hnet und die Faktorräume gebildetwerden bezügli
h

NQ := {u ∈W 1(Q;R3) : div u = 0, rotu = 0, ν · u|Σ = 0},
NΩ := {u ∈W 1(Ω;R3) : div u = 0, rotu = 0, ν · u|Σ = 0},
NΣ := {g ∈ TH

1

2 (Σ;R3) : rotΣ g = 0}.

Wir de�nieren den Eins
hränkungsoperator
EQ : H(B) → H(Q), u 7→ u|Q −∇ϕ,wobei ϕ ∈W 1(Q;R) die Lösung ist von

∆ϕ = 0 auf Q, ∂νϕ|Σ = ν · u|Σ.Mit [52, Theorem 2.5.21℄ folgt aus ν ·u|Σ ∈ H
1

2 (Σ;R), dass ∇ϕ ∈W 1(Q;R3)ist und stetig von ν · u|Σ, also au
h von u ∈ H(B), abhängt. EQ ist alsostetig. Da für alle u ∈ H(B) gilt, dass ∫
Σ
ν · u dσ = 0 ist, können wir analogau
h den Eins
hränkungsoperator EΩ : H(B) → H(Ω) de�nieren.Funktionen aus NQ sind rotationsfrei und stimmen daher in einer Umgebungvon S mit Gradientenfeldern überein (vgl. [20, IX, �1, Lemma 4℄). Es giltalso

(ν ∧ u|S) ∧ ν ∈ NS für alle u ∈ NQ,so dass der Spuroperator u 7→ (ν ∧ u|S) ∧ ν eine stetige Abbildung
γQ→S : H(Q) → H(S)zwis
hen den Faktorräumen H(Q) und H(S) induziert. Analoges gilt auf-grund der De�nition von NΣ für die Spuroperatoren von Q und Ω auf Σ, sodass wir die Spuroperatoren

γQ→Σ : H(Q) → H(Σ) und γΩ→Σ : H(Ω) → H(Σ)erhalten. Die Operatoren
γB→S := γQ→SEQ und γB→Σ := γQ→ΣEQstimmen dann o�enbar mit den Eins
hränkungen der Spuroperatoren auf Sbzw. Σ auf die Faktorräume H(S) bzw. H(Σ) überein.82
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Auÿerdem de�nieren wir die Bilinearformen

aQ(u, v) =

∫R3\Ω

rotu · rot v dx für alle u, v ∈ H(Q),

aΩ,0(u, v) =

∫

Ω

rotu · rot v dx für alle u, v ∈ H(Ω),

aΩ,1(u, v) =

∫

Ω

1

µ1(x)
rotu · rot v dx für alle u, v ∈ H(Ω).

Lemma 3.30Die Hilberträume H(S), H(Σ), H(B), H(Ω) und H(Q) mit den Operato-ren EQ, EΩ, γQ→S, γQ→Σ und γΩ→Σ erfüllen die Bedingungen (V1)�(V3) inVoraussetzung und De�nition 2.8.Die Bilinearformen aQ, aΩ,0 und aΩ,1 erfüllen die Bedingungen in Vorausset-zung und De�nition 2.11.Beweis:Na
h Lemma 3.2 und Korollar 3.3(
) existiert ein C > 0, so dass
∫

Q

|∇u|2 dx ≤
∫

Q

|rotu|2 dx+ C

∫

Σ

|(ν ∧ u|Σ) ∧ ν|2 dσ

für alle u ∈W 1(Q;R3) mit div u = 0 und ν · u|Σ = 0. Da die Abbildung
u 7→ (ν ∧ u|Σ) ∧ ν ∈ L2(Σ;R3)kompakt ist, folgt aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3, dass aQ eine koerziveBilinearform aufH(Q) ist. Genauso folgt, dass aΩ,0 und aΩ,1 aufH(Ω) koerzivsind.Na
h Korollar 3.3(b) ist au
h die Bilinearform

(u, v) →
∫R3

rotu · rot v dx

in H(B) koerziv, und wir erhalten insbesondere, dass (V1) erfüllt ist.Aus [20, IX, �1, Remark 8℄ und der De�nition von NΣ folgt, dass γQ→Σ und
γΩ→Σ stetige Re
htsinversen besitzen, (V3) ist also erfüllt. O�enbar gilt au
h

γQ→ΣEQ = γΩ→ΣEΩ.Um (V2*) zu zeigen, seien uQ ∈ H(Q) und uΩ ∈ H(Ω) mit
γQ→ΣuQ = γΩ→ΣuΩ. 83
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Dann existiert na
h De�nition von H(Σ) ein g ∈ TH

1

2 (Σ;R3) mit rotΣ g = 0und
(ν ∧ uQ|Σ) ∧ ν = (ν ∧ uΩ|Σ) ∧ ν + g.Aus Korollar 3.3 und dem Satz von Lax-Milgram folgt, dass eine Funktion

v ∈W 1(R3;R3) existiert, so dass div v = 0 und
∫R3

rot v · rotw dx =

∫

Σ

g · (ν ∧ w|Σ) dσ (3.58)
für alle w ∈ W 1(R3;R3) mit divw = 0. Für alle ϕ ∈ W 1(R3;R) gilt
ν ∧ ∇ϕ|Σ =

−→
rotΣ ϕ|Σ (vgl. z. B. [12, Chp. 2, Lemma 4℄), deshalb folgt ausLemma 3.4, dass (3.58) für alle w ∈ D(R3;R3) gilt. Es ist also

rot rot v = 0 in R3 \ Σ.Insbesondere löst v komponentenweise die homogene Lapla
e-Glei
hung ineiner Umgebung von R3 \Br, so dass wie im Beweis von Lemma 3.4 aus [52,Theorem 2.5.21℄ folgt, dass rot v ∈W 1(R3 \Br;R3).Dur
h Anwendung der Greens
hen Formel in Q und Ω erhalten wir
[(ν ∧ rot v) ∧ ν]Σ = −g.De�nieren wir die Funktion u : R3 → R3 dur
h u|Ω := uΩ + rot v|Ω und

u|Q := uQ + rot v|Q, dann gilt deshalb
rotu|Ω ∈ L2(Ω;R3), div u = 0 in Ω, [ν · u]Σ = 0,

rotu|Q ∈ L2(Q;R3), div u = 0 in Q, [(ν ∧ u) ∧ ν]Σ = 0,also rotu ∈ L2(R3;R3) und div u = 0 in R3. Mit u ∈ W 1(R3 \ Br;R3) undKorollar 3.3 erhalten wir daraus u ∈ W 1(R3;R3), und aus rot rot v = 0 inR3 \ Σ folgt
EQu = uQ und EΩu = uΩ.(V2*) ist also erfüllt. �

Bezei
hnen wir wieder mit AQ, AΩ,0 und AΩ,1 die von den Bilinearformen aQ,
aΩ,0 und aΩ,1 induzierten Operatoren und de�nieren

Aj := E ′
QAQEQ + E ′

ΩAΩ,jEΩ, j = 0, 1, (3.59)so gilt o�enbar Λj = γB→SA
−1
j γ′B→S. Wir können also das Hauptresultat ausKapitel 2 anwenden und erhalten die Bildraumidentität:84
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Satz 3.31Es gilt

R
(

(

Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)

)1/2
)

= R(L),mit dem Operator
L : H(Σ) → H(S), L = γQ→SA

−1
Q γ′Q→Σ,also L(ψ) = (ν ∧ E|S) ∧ ν, wobei E ∈ H(Q) die Lösung ist von

rot (rotE) = 0 in R3 \ Ω, ν · E|Σ = 0 auf Σ,

divE = 0 in R3 \ Ω, ν ∧ rotE|Σ = ψ auf Σ.Beweis:Dies folgt aus Lemma 3.30 und Satz 2.12. �

3.3.2 Perfekt leitende ObjekteWir betra
hten nun den Fall, dass Ω ein perfekt leitendes Objekt ist. Für Ωgelte dabei zusätzli
h zu den in Abs
hnitt 3.3.1 getro�enen Voraussetzungenno
h, dass ∇H1(Ω;R) ein abges
hlossener Unterraum von L2(Ω;R3) ist (vgl.Abs
hnitt 3.2.3.5). Die De�nition von Λ1 muss dann ersetzt werden dur
h
Λ1 : H ′(S) → H(S), J 7→ (ν ∧ E1|S) ∧ ν,wobei E1 ∈ W 1(Q;R3) die Lösung ist von

rot rotE1 = J in Q, ν ∧ E1|Σ = 0 auf Σ,

divE1 = 0 in Q, 〈

ν · E1|Σj
,1Σj

〉

= 0 für alle j ∈ {1, . . . ,m}.Es sei wieder ϕ ∈ W 1(Q;R) die Lösung von
∆ϕ = 0 auf Q, ∂νϕ|Σ = ν · E1|Σ.Dann folgt wie bei der De�nition des Eins
hränkungsoperators auf Q, dass

∇ϕ ∈W 1(Q;R3) und
rot rot (E1 −∇ϕ) = J in Q, rotS ((ν ∧ (E1 −∇ϕ)) ∧ ν) = 0,

div (E1 −∇ϕ) = 0 in Q, ν · (E1 −∇ϕ) = 0.

Es ist also
E −∇ϕ ∈ H0(Q) := {u ∈ H(Q) : γQ→Σ = 0}. 85
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Bezei
hnen wir wie in Abs
hnitt 2.4.2.3 mit I die Einbettung von H0(Q)na
h H(Q), so erhalten wir AQI(E −∇ϕ) = γ′Q→SJ und damit

Λ1 = γQ→SI(I
′AQI)

−1I ′γ′Q→S.Au
h für diesen Fall erhalten wir also aus unseren Ergebnissen in Kapitel 2die Bildraumidentität:Satz 3.32Es gilt
R
(

(

Λ0ιH(S) − Λ1ιH(S)

)1/2
)

= R(L),wobei L wie in Satz 3.31 de�niert ist.Beweis:Dies folgt aus Lemma 3.30 und Satz 2.18. �

3.3.3 Rekonstruktion der ObjekteWir zeigen nun wie Ω aus R(L) und damit aus Λ1 −Λ0 rekonstruiert werdenkann. Die folgenden Ergebnisse gelten dabei glei
hermaÿen für magnetis
heObjekte gemäÿ Abs
hnitt 3.3.1 und für perfekt leitendes Objekte gemäÿ Ab-s
hnitt 3.3.2. Insbesondere setzen wir keine Kenntnis darüber voraus, ob diegesu
hten Objekte magnetis
h oder perfekt leitend sind. Es müssen jedo
hentweder alle gesu
hten Objekte magnetis
h oder alle Objekte perfekt leitendsein.Wir verwenden zur Rekonstruktion Vektorpotentiale von magnetis
hen Di-polen, d. h. die Funktionen
Gz,d(x) := rot (Φz(x)d) , x 6= z,wobei d ∈ R3, |d| = 1 ein beliebiger Ri
htungsvektor und

Φz(x) :=
1

4π|x− z| , x 6= z

die Fundamentallösung der Lapla
e-Glei
hung ist. Gz,d(x) ist auf R3 \ {z}analytis
h, und für x 6= z gilt
rotGz,d(x) = grad div (Φz(x)d) ,

rot rotGz,d(x) = 0,

divGz,d(x) = 0.

86
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Wir bezei
hnen no
h die Tangentialkomponenten von Gz,d auf S mit

gz,d := (ν ∧Gz,d|S) ∧ ν ∈ H(S).Damit gilt:Lemma 3.33Für alle z ∈ R3
− und alle d ∈ R3, |d| = 1 gilt
z ∈ Ω genau dann, wenn gz,d ∈ R(L).Beweis:Sei zuerst z ∈ Ω und sei ϕ ∈W 1(Q;R) die Lösung von
∆ϕ = 0 auf Q, ∂νϕ|Σ = ν ·Gz,d|Σ.Wie in der De�nition von EQ folgt ∇ϕ ∈ W 1(Q;R3). Auÿerdem ist

ν ∧ rotGz,d|Σ = ν ∧ grad div (Φz(x)d) |Σ =
−→
rotΣ div (Φz(x)d) |Σ ∈ H ′(Σ)(vgl. z. B. [12, Chp. 2, Lemma 4℄), und o�enbar löst Gz,d −∇ϕ ∈ H(Q) dieGlei
hungen in der De�nition von L(ν ∧ rotGz,d)|Σ.Zusammen mit (ν ∧∇ϕ|S) ∧ ν ∈ NS erhalten wir also

gz,d = (ν ∧Gz,d|S) ∧ ν ∈ R(L).

Sei nun umgekehrt z ∈ R3
− und (ν ∧ Gz,d|S) ∧ ν ∈ R(L), dann existiert ein

E ∈ W 1(Q), so dass rot (rotE) = 0, divE = 0 in Q und
(ν ∧ (E −Gz,d)|S) ∧ ν ∈ NS. (3.60)Wir gehen nun ähnli
h wie in [27, Theorem 3.2℄ vor. Da sowohl E als au
h

Gz,d in Q \ {z} analytis
h sind, ist es au
h
w := rot (E −Gz,d).Aus (3.60) folgt, dass eine Folge (ϕn) ⊂ D(R3;C) existiert mit

(ν ∧∇ϕn|S) ∧ ν → (ν ∧ (E −Gz,d)|S) ∧ ν in TL2(S;C3),also e1 · ∇ϕn → e1 · (E − Gz,d) und e2 · ∇ϕn → e2 · (E − Gz,d) in L2(S;C).Damit folgt im distributionellen Sinne
∂x(e2 · (E −Gz,d)) − ∂y(e1 · (E −Gz,d)) = 0. 87
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Da E − Gz,d analytis
h ist, existieren die Ableitungen au
h im klassis
henSinne und stimmen mit den distributionellen Ableitungen überein, es ist also
w · e3 = 0 auf S. Da w · e3 analytis
h auf der zweidimensionalen Ebene R3

0ist, erhalten wir daraus w · e3 = 0 auf ganz R3
0.Spiegeln wir w|R3

+
von dem oberen Halbraum R3

+ an der Ebene R3
0 in denunteren Halbraum, so erhalten wir die Funktion

w̃(x) :=

{

w(x) für x · e3 ≥ 0,
α(w(α(x))) für x · e3 < 0,wobei die Spiegelung α gegeben ist dur
h

α : R3 → R3, x 7→ x− 2(x · e3)e3.Es ist w̃ ∈ L2(R3;R3), und aus divw = 0 und rotw = 0 in R3
+ erhalten wir

div w̃ = 0, rot w̃ = 0 in R3 \R3
0.Da per De�nition die Tangentialkomponente und wegen (w · e3)|R3

0
= 0 au
hdie Normalkomponente auf R3

0 stetig ist, folgt
div w̃ = 0, rot w̃ = 0 in R3.Aus dem Poin
arés
hen Lemma (vgl. z. B. [20, IX, �1, Lemma 4'℄) erhaltenwir, dass ein u ∈ W 1(R3;R3) existiert mit w̃ = rotu. Dieses u löst dann aber

rot (rotu) = 0 und div u = 0 auf R3, so dass aus Korollar 3.7 u = 0, alsoau
h w̃ = 0 und damit w|R3
+

= 0 folgt.Mit der Analytizität von w folgt damit w = 0 in Q \ {z}, also
rotGz,d = rotE in Q \ {z}.Wäre z 6∈ Ω, dann würde dies wegen

rotE ∈ L2(Q \ {z}) aber rotGz,d 6∈ L2(Q \ {z})zum Widerspru
h führen. Es ist also z ∈ Ω. �Aus Satz 3.31 bzw. Satz 3.32 und Lemma 3.33 erhalten wir das Eindeutig-keitsresultat, dass das Objekt aus den Messungen rekonstruiert werden kann:Korollar 3.34Die Menge Ω ist dur
h Kenntnis von Λ1 und Λ0 eindeutig bestimmt. Fürjedes d ∈ R3 mit |d| = 1 gilt
Ω =

{

z ∈ R3
− : gz,d ∈ R

(

∣

∣Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)

∣

∣

1/2
)}

.
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Zur praktis
hen Umsetzung dieses Resultats folgen wir der Vorgehensweisevon Hanke und Brühl in [33℄ und formulieren die Bildraumbedingung in einenKonvergenztest um. Dafür benötigten wir no
h das folgende Lemma.Lemma 3.35Der Operator |Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S)| ist kompakt und injektiv. Sein Bildraum liegtdi
ht in H(S).Beweis:
|Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S)| stimmt für magnetis
he Objekte mit Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S) undfür perfekt leitende Objekte mit Λ0ιH(S)−Λ1ιH(S) überein. Die Kompaktheitfolgt deshalb aus Lemma 3.20.Es genügt nun, die Injektivität von L′ zu zeigen, da dann R(L) di
ht in
H(S) liegt und aus Satz 3.31 bzw. Satz 3.32 und der Symmetrie des Opera-tors ∣∣Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)

∣

∣

1/2 die Injektivität von |Λ1ιH(S) −Λ0ιH(S)| folgt. Ausdessen Symmetrie folgt dann wiederum, dass der Bildraum di
ht liegt.Sei also J ∈ H ′(S) mit γQ→ΣA
−1
Q γ′Q→SJ = L′J = 0. Dann existiert einElement u ∈W 1(Q;R3) in der Restklasse A−1

Q γ′Q→SJ ∈ H(Q), so dass
rot (rotu) = J in Q, ν · u|Σ = 0 auf Σ,

div u = 0 in Q, ν ∧ rotu|Σ = 0 auf Σund rotΣ ((ν ∧ u|Σ) ∧ ν) = 0. Wie im Beweis von Lemma 3.30 erhalten wirein v ∈W 1(R3;R3) mit rot v ∈W 1(R3 \ Σ;R3),
rot rot v = 0 in R3 \ Σ und [(ν ∧ rot v) ∧ ν]Σ = −(ν ∧ u|Σ) ∧ ν.

Setzen wir u dur
h Null auf Ω fort, dann erfüllt ũ := u+ rot v ∈W 1(R3;R3)

div ũ = 0 und rot (rot ũ) = 0 auf R3 \ S.

ũ ist also analytis
h auf R3 \ S. Aus rot ũ = 0 auf Ω folgt deshalb rot ũ = 0auf R3 \ S, und mit rot ũ ∈ L2(R3;R3) erhalten wir rot ũ = 0 auf R3 unddamit J = 0. �

Aus Lemma 3.35 erhalten wir, dass eine Orthonormalbasis (vk)k∈N von Ei-genfunktionen von |Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S)| mit zugehörigen positiven Eigenwerten
(σk)k∈N existiert, vgl. [59, Theorem IV.3.2℄. Mit dieser Spektralzerlegung unddem Pi
ard-Kriterium (vgl. [23, Theorem 2.8℄) können wir Korollar 3.34 um-formulieren: 89
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Korollar 3.36Für jedes d ∈ R3 mit |d| = 1 und z ∈ R3

− ist
z ∈ Ω genau dann, wenn ∑

k∈N (gz,d, vk)
2
H(S)

σk

<∞.

Aus Korollar 3.36 ergibt si
h ein (theoretis
her) Algorithmus, um Ω aus denMessoperatoren Λ1 und Λ0 zu bere
hnen. Dafür wird zuerst die Spektral-zerlegung (vk, σk)k∈N des Operators |Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)| gebildet und dann(mit einem beliebig gewählten d) für jeden Punkt z ∈ R3
− getestet, ob diePi
ardreihe konvergiert.In praktis
hen Anwendungen wird jedo
h ni
ht der komplette (unendli
hdi-mensionale) Messoperator |Λ1ιH(S)−Λ0ιH(S)| bekannt sein, sondern es werdennur Messungen von endli
h vielen Informationen über das elektris
he Feld zuendli
h vielen vers
hiedenen Flä
henströmen vorliegen. Um einen numeris
himplementierbaren Algorithmus zu erhalten, bezei
hnen wir mit

j : Rn → H(S)die injektive Abbildung, die einem endli
hdimensionalen Vektor seine Bedeu-tung als kontinuierli
he Funktion in H(S) zuordnet, und nehmen an, dass dieErgebnisse der Messungen so in einer Matrix M dargestellt sind, dass
M ≈ j∗|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|j.O�enbar ist j∗j : Rn → Rn selbstadjungiert, positiv semide�nit und bijek-tiv, besitzt also eine bijektive selbstadjungierte Wurzel. Ist R := (j∗j)−1/2die Inverse dieser Wurzel und sind (σ̃k)

n
k=1 die Eigenwerte und (ṽk)

n
k=1 dieEigenvektoren von RMR, so ist

jRRj∗ : H(S) → H(S)die orthogonale Projektion auf den endli
hdimensionalen Unterraum R(j)von H(S) und (σ̃k)
n
k=1 und (jRṽk)

n
k=1 sind Näherungen an die Eigenwerteund Eigenvektoren der Galerkin-Projektion

jRRj∗|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|jRRj∗ : H(S) → H(S)von |Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)| auf den Raum R(j).Verwenden wir deshalb die (endli
h vielen) (σ̃k)
n
k=1 und (jRṽk)

n
k=1 als Nähe-rung an die (unendli
h vielen) Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators90
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Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S), so erhalten wir eine endli
he Summe als Näherung an dieunendli
he Pi
ardreihe in Korollar 3.36. Dabei sollten nur diejenigen Eigen-werte verwendet werden, die gröÿer sind als die Spektralnorm des Messfehlers

δ =
∥

∥Rj∗|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|jR −RMR
∥

∥ (3.61)in den praktis
hen Messungen. Ob die Pi
ardreihe konvergiert, muss dannanhand dieser endli
h vielen Summanden mit Hilfe eines (empiris
h zu be-stimmenden) S
hwellenwertes C > 0 abges
hätzt werden. Zur Normierungvon gz,d teilen wir dabei die Pi
ardreihe no
h dur
h eine Näherung an
‖gz,d‖2

H(S) =
∑

k∈N (gz,d, vk)
2
H(S) .

Mit (gz,d, jRṽk)H(S) = (Rj∗gz,d) · ṽk erhalten wir dann:Algorithmus 3.37Gegeben sei die injektive Abbildung j : Rn → H(S), die einem endli
hdi-mensionalen Vektor seine Bedeutung als kontinuierli
he Funktion zuordnet.Auÿerdem sei R := (j∗j)−1/2, und M sei eine n-dimensionale, symmetris
heMatrix, die (im Sinne von (3.61)) den Operator j∗|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|j miteiner Genauigkeit von δ > 0 approximiert.(i) Bere
hne die Eigenwerte (σ̃k)
n
k=1 und Eigenvektoren (ṽk)

n
k=1 von RMR.(ii) Auf einem Gitter von Punkten zl ∈ R3

−, l = 1, 2, . . ., markiere zl, falls
∑

{k : σ̃k>δ}

|(Rj∗gzl,d) · ṽk|2
σ̃k

/

∑

{k : σ̃k>δ}

|(Rj∗gzl,d) · ṽk|2 < C. (3.62)
Dabei kann d ∈ R3, |d| = 1 beliebig gewählt sein, und C > 0 muss empiris
hbestimmt werden.Wir bemerken no
h, dass (abgesehen von der Normierung) (3.62) die Pi
ard-reihe zu

Rj∗gzl,d ∈ R
(

(RMR)1/2
)

darstellt. Dur
h Anwendung von Lemma 2.6 können wir (3.62) deshalb au
hals näherungsweise Überprüfung von
Rj∗gzl,d ∈ R

(

(

Rj∗|Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)|jR
)1/2
)

= R
(

Rj∗
∣

∣Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)

∣

∣

1/2
)
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KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN
anstelle von

gzl,d ∈ R
(

∣

∣Λ1ιH(S) − Λ0ιH(S)

∣

∣

1/2
)

interpretieren.Bemerkung 3.38Mit Algorithmus 3.37 kann der Eins
hluss Ω aus magnetostatis
hen Mes-sungen rekonstruiert werden. Unser eigentli
hes Ziel in diesem Kapitel warjedo
h die Rekonstruktion von Ω aus elektromagnetis
hen Messungen niedri-ger Frequenz. Diese elektromagnetis
hen Messungen liefern aber gemäÿ Ab-s
hnitt 3.2 eine gute Näherung an die magnetostatis
hen Messungen. Be-zei
hnet Λω
k (k = 0, 1) den analog Λk de�nierten Messoperator zu elektroma-gnetis
hen Messungen bei Anwesenheit (k = 1) bzw. Abwesenheit (k = 0)des Objektes Ω, so gilt na
h Abs
hnitt 3.2.4 Λk ≈ 1

iω
Λω

k . Eine endli
hdimen-sionale Näherung M an 1
iω

(Λω
1 − Λω

0 ) ist deshalb eine endli
hdimensionaleNäherung an Λ1−Λ0 und kann in Algorithmus 3.37 verwendet werden. Dabeiist zu bea
hten, dass M nur näherungsweise eine reelle symmetris
he Matrixsein wird. Zur Anwendung von Algorithmus 3.37 muss deshalb M dur
h densymmetris
hen Anteil der Matrix ersetzt werden, deren Einträge die Realtei-le der Einträge von M sind, oder die Eigenwertzerlegung muss dur
h eineSingulärwertzerlegung ersetzt werden.
3.4 Numeris
he Ergebnisse
Das in diesem Kapitel entwi
kelte Verfahren wurde von Christoph S
hneidermit simulierten Daten aus dem BMBF-Projekt �HuMin/MD � Metal dete
-tors for humanitarian demining - Development potentials in data analysismethodology and measurement� implementiert. Zur Simulation der Messun-gen wurde ein im Rahmen dieses BMBF-Projekts von Klaus Erhard erstelltesProgramm verwendet, das die Maxwell-Glei
hungen mit einer Randintegral-methode löst.Das Programm simuliert die dur
h einen magnetis
hen Dipol erzeugten elek-tromagnetis
hen Felder zu vers
hiedenen Frequenzen ω bei Anwesenheit einesperfekt leitenden Objektes Ω, vgl. [27℄. Dabei wird direkt das vom Objektzurü
kgestreute sogenannte Sekundärfeld bere
hnet, d. h. die Lösung Eω von

rot rotEω − ω2Eω = 0 in Q, (3.63)
ν ∧ Eω|Σ = −ν ∧ rot (iωΦω

z e3)|Σ auf Σ, (3.64)
92
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wobei

Φω
z (x) =

1

4π

eiω|x−z|

|x− z|die Fundamentallösung der Helmholtz-Glei
hung ist.Wegen
rot rot rot (Φω

z e3) − ω2rot (Φω
z e3) = −rot(δze3)ist dies gerade die au
h für die Faktorisierungsmethode benötigte Di�erenzzwis
hen dem von

Jz = −rot(δze3) = (−∂yδz, ∂xδz, 0)T

erzeugten Feld in Anwesenheit des perfekt leitenden Objektes und dem vondiesem Strom erzeugten Feld, das si
h ohne Objekt ergeben würde.Wir unterteilen die quadratis
he Messebene S in m×m glei
h groÿe Quadra-te und bere
hnen zu den Mittelpunkten (zl,k)
m
l,k=1 ⊂ S die dur
h die Ströme

Jzl,k
erzeugten Felder Eω. Die Normalenkomponente der dazugehörigen ma-gnetis
hen Felder e3 · 1

iω
rotEω werten wir in den Gitterpunkten (zl,k)

m
l,k=1 ausund sammeln sie spaltenweise in der Matrix Mω ∈ Cm2,m2.Es sei

j̃ : Rm2 → TL2
⋄(S;R3), v 7→ −→

rotS V (x)eine Abbildung, die einem endli
hdimensionalen Vektor v ∈ Rm2 die Flä
hen-rotation einer (hinrei
hend glatten) skalaren Funktion V (x) zuordnet, derenFunktionswerte in den Gitterpunkten gerade die Einträge des Vektors v sindund die auf den Rand von S vers
hwindet. Ist umgekehrt U(x) ∈ TL2
⋄(S;R3)eine (hinrei
hend glatte) Funktion und urot ∈ Rm2 der Vektor, dessen Ein-träge die Auswertungen von rotS U(x) in den Gitterpunkten sind, dann giltfür alle v ∈ Rm2

(j̃∗U) · v =

∫

S

U(x) · −→rotS V (x) dσ = −
∫

S

(rotSU(x))V (x) dσ ≈ −curot · v,

wobei c := 1
m2 |S| das Gewi
ht der (zweidimensionalen) Mittelpunktsregel fürdas Integral über S ist. Es ist also j̃∗U ≈ −curot und j̃∗j̃ ordnet einem Vektor

v ∈ Rm2 die Auswertungen von −rotS
−→
rotS V (x) in den Gitterpunkten zu.Wir approximieren −j̃∗j̃ dur
h den diskreten Lapla
e-Operator D, der dur
hAnwendung zentraler Di�erenzen in den Gitterpunkten (zl,k)

m
l,k=1 entsteht.Der Vektor cMωu besteht (näherungsweise) aus den Auswertungen der Nor-malenkomponente des dur
h J = −−→

rotS U(x) = −j̃u erzeugten magnetis
hen93
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Feldes in den Gitterpunkten (zl,k)

m
l,k=1, und für alle u, v ∈ Rm2 gilt

(

ι−1
H(S)j̃v, ((Λ1 − Λ0)ιH(S)ι

−1
H(S)j̃u)

)

H(S)

=

∫

S

(j̃v) · ((Λ1 − Λ0)j̃u) dσ ≈ 1

iω

∫

S

(j̃v) · ((Λω
1 − Λω

0 )j̃u) dσ

=
1

iω

∫

S

−→
rotS V (x) · ((e3 ∧ Eω) ∧ e3) dσ

= − 1

iω

∫

S

V (x) rotS((e3 ∧ Eω) ∧ e3) dσ ≈ −c2v · (Mωu).

Mit j := ι−1
H(S)j̃, R := (j∗j)−1/2 ≈ (−D)−1/2 ist also

j∗(Λ0 − Λ1)ιH(S)j ≈ c2Mωund wir können gemäÿ Bemerkung 3.38 in Algorithmus 3.37 die (komplexe)Matrix c2RMωR als Näherung an die (reelle) Matrix Rj∗(Λ0 − Λ1)ιH(S)jRverwenden, wenn wir die Eigenwertzerlegung dur
h eine Singulärwertzerle-gung ersetzen. Für die Implementierung von (3.62) bemerken wir no
h, dass
j∗gz,d ≈ −cgrot,wobei der Vektor grot ∈ Rm2 die Auswertungen von

rotS gz,d = e3 · grad div (Φz(x)d)in den Gitterpunkten enthält.Für die numeris
hen Beispiele verwenden wir ein 12 × 12 Punkte-Gitter aufeiner Messebene S der Gröÿe 44 cm × 44 cm. Als Objekt verwenden wir zu-erst eine mittig unter der Messebene liegende Kugel mit Radius 4 cm, derenMittelpunkt si
h 15 cm unter S be�ndet.Wir simulieren die Messungen Mω für vers
hiedene Frequenzen ω und über-prüfen numeris
h das asymptotis
he Verhalten. In Abbildung 3.2 ist in rotdie relative Abwei
hung
1

‖RM0R‖
‖RMωR −RM0R‖der simulierten Messungen Mω für vers
hiedene Werte der Frequenz ω in derSpektralnorm aufgetragen. FürM0 verwenden wir dabei die simulierten Mes-sungen für ω = 10−7 m−1. Die dur
hgezogenen Linien zeigen zum Verglei
hdie Funktionen

ω 7→ C1ω, ω 7→ C2ω
2 und ω 7→ C3ω

3,94
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Abbildung 3.2: Konvergenzges
hwindigkeit für niedrige Frequenzen
wobei C1, C2 und C3 so gewählt wurden, dass die Funktionen im re
htenRandpunkt der Abbildung mit der relativen Abwei
hung übereinstimmen.Die beoba
htete Konvergenzges
hwindigkeit stimmt sehr gut mit der theore-tis
h erwarteten Ges
hwindigkeit O(ω2) überein.Der relative Fehler in den simulierten Messungen wurde über einen in [27℄bes
hriebenen Symmetrietest ges
hätzt. Unabhängig von ω beträgt er etwa
3×10−4. Au
h unterhalb dieser Fehlers
hranke stimmt die beoba
htete Kon-vergenzges
hwindigkeit mit der theoretis
h erwarteten überein. Dies weistdarauf hin, dass die für die Simulation der Messungen verwendete Rand-integralmethode unabhängig von ihrem Diskretisierungsfehler das ri
htigeKonvergenzverhalten für ω → 0 besitzt.Abbildung 3.3 zeigt die numeris
he Rekonstruktion der Kugel, die mit Algo-rithmus 3.37 und der Wahl d = e3 erzielt wurde. Auf der re
hten Seite derAbbildung ist der S
hnitt dur
h die horizontale Ebene in 15 cm Tiefe darge-stellt. Die Frequenz beträgt 19, 2 kHz, also ω ≈ 4× 10−4 m−1. Der ges
hätzteFehler von etwa 3 × 10−4 führt dazu, dass wir 8 Singulärwerte verwenden.Den S
hwellenwert C wählen wir für dieses Beispiel so, dass die Rekonstruk-tion mögli
hst gut mit dem gesu
hten Objekt übereinstimmt. In praktis
henAnwendungen muss dieser Wert empiris
h bestimmt oder ein anderes Kon-vergenzkriterium für die Pi
ardreihe verwendet werden (vgl. Abs
hnitt 4.3).Abbildung 3.4 zeigt die Rekonstruktion einer Kugel derselben Gröÿe, diesi
h nun aber 20 cm unter der Messebene be�ndet, und den S
hnitt dur
hdie horizontale Ebene in 20 cm Tiefe. Der ges
hätzte Fehler beträgt wiederetwa 3×10−4, was au
h diesmal zur Verwendung von 8 Singulärwerten führte.95
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Kapitel 4
Ein parabolis
h-elliptis
hesProblem
Bisher bekannte Anwendungen der Faktorisierungsmethode (vgl. z. B. un-sere Übersi
ht in Kapitel 1) bes
hränken si
h auf Fernfeldmessungen derHelmholtz- bzw. Maxwell-Glei
hungen und auf elliptis
he Probleme. EineAnwendung der Methode auf ein Problem mit expliziter Zeitabhängigkeit,etwa ein parabolis
hes Problem, gelang bisher ni
ht.In diesem Kapitel entwi
keln wir eine Erweiterung der Faktorisierungsme-thode, mit der dur
h parabolis
he Di�erentialglei
hungen bes
hriebene Ein-s
hlüsse in einem dur
h elliptis
he Di�erentialglei
hungen bes
hriebenen Ge-biet gefunden werden können. Dazu betra
hten wir als Musterproblem dieWärmeleitungsglei
hung

∂t(c(x)u(x, t)) − div (κ(x) gradu(x, t)) = 0 in B×]0, T [, (4.1)in einem Gebiet B ⊂ Rn mit (räumli
h variierender) Wärmekapazität c(x)und Leitfähigkeit κ(x). Wir verwenden dabei im gesamten Kapitel die Kon-vention, dass si
h Divergenz und Gradient nur auf die räumli
hen Koordina-ten beziehen.Den hier untersu
hten Spezialfall erhalten wir, wenn die Wärmekapazität
c(x) auÿerhalb eines Eins
hlusses Ω verna
hlässigbar klein ist. Der Einfa
h-heit halber nehmen wir an, dass c(x) = χΩ(x) die 
harakteristis
he Funk-tion von Ω ist. Die Evolutionsglei
hung (4.1) ergibt dann das parabolis
h-elliptis
he Problem

∂tu(x, t) − div (κ(x) gradu(x, t)) = 0 in Ω×]0, T [, (4.2)
div (κ(x) gradu(x, t)) = 0 in Q×]0, T [, (4.3)
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Abbildung 4.1: Gebietsskizze
zu dem no
h geeignete Übergangsbedingungen auf Σ := ∂Ω hinzukommen,und wieder Q := B \ Ω ist.Wir verwenden dabei für die betra
hteten Mengen dieselben Notationen wiein Beispiel 2.1. Abbildung 4.1 zeigt no
h einmal die Gebietsskizze aus diesemBeispiel. Wie in den vorherigen Kapiteln setzen wir ni
ht voraus, dass derEins
hluss Ω zusammenhängend ist, und verwenden die Begri�e �Eins
hluss�und �Eins
hlüsse� au
h weiterhin synonym.Das inverse Problem, den Eins
hluss aus Randmessungen zu lokalisieren,besteht darin, aus der Neumann-Diri
hlet-Abbildung

κ∂νu|S 7→ u|S, S := ∂B (4.4)die Menge Ω zu rekonstruieren.Zur Motivation dieses parabolis
h-elliptis
hen Musterproblems betra
htenwir no
h einmal die in Kapitel 3 behandelte Aufgabe, Objekte dur
h nieder-frequente elektromagnetis
he Strahlung zu lokalisieren. Besitzen diese Ob-jekte eine endli
he elektris
he Leitfähigkeit σ, so induziert ein si
h zeitli
händerndes Magnetfeld in ihnen Wirbelströme. Ammari, Bu�a und Nédéle
zeigen in [2℄, dass in diesem Fall ein dur
h niedrigfrequente Ströme J erzeug-tes elektris
hes Feld E dur
h die parabolis
h-elliptis
he Glei
hung
∂t(σE) − rot

1

µ
rotE = −∂tJ, (4.5)bes
hrieben werden kann, wobei µ wie in Kapitel 3 die Permeabilität ist, unddie Leitfähigkeit σ auÿerhalb eines bes
hränkten Gebietes, d. h. auÿerhalb des98
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gesu
hten Objektes Ω, vers
hwindet. Die hier untersu
hte Glei
hung (4.1) mit
c = χΩ ist also ein skalares Musterproblem für die Su
he na
h (ni
ht per-fekt) elektris
h leitenden Objekten in einer ni
ht-leitenden Umgebung dur
hniedrigfrequente elektromagnetis
he Strahlung.Auÿerdem tritt (4.1) mit c = χΩ au
h als zweidimensionale Version von (4.5)auf, die Wirbelströme in unendli
h langen Zylindern bes
hreibt. Für denFall B = R2 und κ = 1 wird dieses Problem von Ma
Camy und Sury in [50℄und von Costabel, Ervin und Stephan in [18℄ behandelt. In beiden Arbeitenwerden Randintegraloperatoren dazu benutzt, die Lapla
e-Glei
hung im Au-ÿengebiet R2 \Ω dur
h eine ni
ht-lokale Randbedingung für die parabolis
heGlei
hung in Ω zu ersetzen. Das resultierende Problem wird dann mit einerGalerkin-Methode gelöst. In [17℄ verwendet Costabel au
h zur Lösung desresultierenden inneren Problems Randintegraloperatoren.Wir behandeln das Problem in Abs
hnitt 4.1 mit allgemeiner Leitfähigkeit
κ ∈ L∞

+ (B) in einem bes
hränkten Gebiet B mit vorgegebenen Neumann-Randwerten auf S. Indem wir die Glei
hung (4.1) im distributionellen Sinneinterpretieren, können wir die Glei
hungen (4.2), (4.3) zusammen mit na-türli
hen Übergangsbedingungen auf Σ herleiten (diese müssten ansonstenpostuliert und physikalis
h begründet werden). Auÿerdem können wir zei-gen, dass die s
hwa
he Formulierung in geeigneten Sobolevräumen äquiva-lent ist zu (4.1). Wir zeigen die Existenz einer eindeutigen Lösung mit demProjektionslemma von Lions.Im Abs
hnitt 4.2 betra
hten wir das inverse Problem und zeigen, dass, wenndie Wärmeleitfähigkeit im Inneren von Ω höher ist als im Auÿenberei
hQ, diePunkte innerhalb des Eins
hlusses mit einer Variante der Faktorisierungsme-thode 
harakterisiert werden können. Bei der Su
he na
h elektris
h leitendenObjekten würde die höhere Wärmeleitfähigkeit einer geringeren Permeabili-tät, also einem diamagnetis
hen Material wie Kupfer, entspre
hen.Abs
hnitt 4.3 zeigt die von Florian Frühauf mit dieser Methode erzieltennumeris
hen Ergebnisse (vgl. Abgrenzung des eigenen Beitrags in Kapitel 1).
4.1 Das direkte Problem
Für den Rest dieses Kapitels sei T > 0. Ω, B ⊂ Rn, n ≥ 2 seien zwei be-s
hränkte, o�ene Mengen mit Ω ⊂ B. B besitze einen C1-Rand S := ∂B, und
B sowie Q := B \Ω seien zusammenhängend. Die Menge Ω bestehe aus end-li
h vielen C1-berandeten Zusammenhangskomponenten, deren Abs
hlüssepaarweise disjunkt seien, und es sei Σ := ∂Ω. 99
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4.1.1 Funktionenräume für das direkte ProblemZur Untersu
hung der parabolis
h-elliptis
hen Glei
hung benötigen wir Räu-me von Funktionen, die eine andere Regularität in der Orts- als in der Zeit-koordinate besitzen. Wir de�nieren die anisotropen Sobolevräume für r, s ≥ 0und X ∈ {B,Ω, Q, S,Σ} dur
h

Hr,s(X ) := L2(0, T,Hr(X )) ∩Hs(0, T, L2(X ))und für s < 1
2
und X ∈ {S,Σ} dur
h

H−r,−s(X ) := (Hr,s(X ))′ .

Für eine ausführli
he Diskussion dieser Sobolevräume verweisen wir auf [49,Se
t. 4.2℄ und fassen hier nur kurz die Eigens
haften der Neumann- undDiri
hletspuroperatoren im für uns wi
htigen Spezialfall von Lösungen derLapla
e- und der Wärmeleitungsglei
hung zusammen.Mit ν bezei
hnen wir dabei wieder die äuÿere Normale auf S bzw. auf Σ, undverwenden wie in Kapitel 3 auf dem Rand Σ die Indizes �−� bzw. �+� um zukennzei
hnen, ob die Spur von innerhalb oder von auÿerhalb des Eins
hlussesgebildet wird.Auÿerdem de�nieren wir
D
(

Q× [0, T [
)

:=
{

ϕ|Q×]0,T [ : ϕ ∈ D (Rn × ]−∞, T [)
}

und verwenden analoge Notationen für andere Räume von Testfunktionen,die auf Teilen des Randes ni
ht-vers
hwindende Randwerte besitzen.Satz 4.1(a) Die dur
h
v 7→ v|S und v 7→ v+|Σ, v ∈ D(Q×]0, T [)de�nierten Spurabbildungen können stetig fortgesetzt werden zu Abbil-dungen von H1,0(Q) na
h H 1

2
,0(S) bzw. na
h H 1

2
,0(Σ). Die Fortsetzungenbesitzen stetige Re
htsinversen.Das Glei
he gilt für die Spurabbildung H1,0(Ω) → H

1

2
,0(Σ), v 7→ v−|Σ.(b) Die Neumann-Spurabbildungen

v 7→ κ∂νv|S und v 7→ κ∂νv
+|Σ100



4.1. DAS DIREKTE PROBLEM
werden für jede Lösung v ∈ H1,0(Q) der Glei
hung

div (κ grad v) = 0 in Q×]0, T [ (4.6)de�niert dur
h
〈κ∂νv|S, f〉 :=

∫ T

0

∫

Q

κ∇v · ∇vf dx dt,

〈

κ∂νv
+|Σ, φ

〉

:= −
∫ T

0

∫

Q

κ∇v · ∇vφ dx dt

für alle Funktionen f auf S und alle Funktionen φ auf Σ, die Fortset-zungen vf , vφ ∈ D(Q×]0, T [) besitzen mit
vf |S = f, v+

f |Σ = 0 bzw. vφ|S = 0, v+
φ |Σ = φ.

Die Neumann-Spurabbildungen können stetig fortgesetzt werden zu Ab-bildungen vom Unterraum der Lösungen von (4.6) (ausgestattet mit der
H1,0(Q)-Norm) na
h H− 1

2
,0(S) bzw. H− 1

2
,0(Σ).(
) Die Neumann-Spurabbildung

v 7→ κ∂νv
−|Σwird für jede Lösung v ∈ H1,0(Ω) der Glei
hung

∂tv − div (κ grad v) = 0 in Ω×]0, T [ (4.7)de�niert dur
h
〈

κ∂νv
−|Σ, φ

〉

:=

∫ T

0

∫

Ω

κ∇v · ∇vφ dx dt−
∫ T

0

∫

Ω

v ∂tvφ dx dt

für alle Funktionen φ auf Σ, die Fortsetzungen vφ ∈ D(Ω×]0, T [) besitzenmit vφ|Σ = φ.Die Neumann-Spurabbildung kann stetig fortgesetzt werden zu einer Ab-bildung vom Unterraum der Lösungen von (4.7) (ausgestattet mit der
H1,0(Ω)-Norm) na
h H− 1

2
,− 1

4 (Σ).Beweis:Die Behauptungen (a) und (b) sind einfa
he Folgerungen aus den klassi-s
hen Spursätzen auf H1. Für (
) verweisen wir auf [17, Lemma 2.15 undProp. 2.18℄. �101
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Aus den klassis
hen Spursätzen auf H1 folgt au
h die Existenz einer stetigenRe
htsinversen γ−Σ : H

1

2
,0(Σ) → H1,0(B \Σ) des Spuroperators v 7→ v+|Σ mitden speziellen Eigens
haften, dass

(γ−Σh)|S = 0 und (γ−Σh)|Ω = 0 für alle h ∈ H
1

2
,0(Σ).

γ−Σ ordnet also vorgegebenen äuÿeren Spurwerten h auf Σ eine Funktionin H1,0(B \ Σ) mit diesen äuÿeren Spurwerten auf Σ und vers
hwindendenSpurwerten auf S zu, die auÿerdem auf Ω vers
hwindet. Insbesondere gilt
[γ−Σh]Σ = h, wobei wir wieder die Bezei
hnungen

[v]Σ := v+|Σ − v−|Σ und [κ∂νv]Σ := κ∂νv
+|Σ − κ∂νv

−|Σverwenden.Lösungen der parabolis
h-elliptis
hen Glei
hung werden in Ω eine Ableitungbezügli
h der Zeit besitzen. Wir bezei
hnen deshalb bezügli
h des Gelfandtri-pels H1(Ω) →֒ L2(Ω) →֒ H1(Ω)′ mit
W := W (0, T,H1(Ω), H1(Ω)′)den Raum der Funktionen u ∈ L2(0, T,H1(Ω)) mit vektorwertiger distribu-tioneller Zeitableitung u′ ∈ L2(0, T,H1(Ω)′), vgl. [22, XVIII, �1℄.Lemma 4.2(a) Es ist W ⊂ C0([0, T ];L2(Ω)).(b) Für alle u, v ∈ W gilt die Greens
he Formel

∫ T

0

〈u′(t), v(t)〉 dt+

∫ T

0

〈v′(t), u(t)〉 dt =

∫

Ω

(u(T )v(T ) − u(0)v(0)) dx.

Beweis:Die Behauptungen (a) und (b) werden in [22, XVIII, �1, Theorem 1+2℄ be-wiesen. �

Wir benötigen s
hlieÿli
h no
h eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram, mit der au
h parabolis
he Probleme1 behandelt werden können:das Projektionslemma von Lions.Lemma 4.3 (Projektionslemma von Lions)Sei H ein reeller Hilbertraum und Φ ein Unterraum von H. Auÿerdem sei
a : H × Φ → R eine Bilinearform mit den folgenden Eigens
haften:1Verglei
he au
h [17, Lemma 2.3℄, wo mit diesem Lemma die Lösbarkeit der Wärme-leitungsglei
hung gezeigt wird.102
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a) Für jedes ϕ ∈ Φ ist die Linearform u 7→ a(u, ϕ) stetig auf H.b) Es existiert ein α > 0, so dass a(ϕ,ϕ) ≥ α ‖ϕ‖2

H für alle ϕ ∈ Φ.Dann existiert zu jeder stetigen Linearform l ∈ H ′ ein u0 ∈ H, so dass
a(u0, ϕ) = 〈l, ϕ〉 für alle ϕ ∈ Φ und ‖u0‖H ≤ 1

α
‖l‖H′ .Beweis:Wir übernehmen den Beweis aus [47, III, Théorème 1.1℄:Aus der Voraussetzung (a) und dem Rieszs
hen Darstellungssatz folgt, dasszu jedem ϕ ∈ Φ ein Kϕ ∈ H existiert mit

(u,Kϕ) = a(u, ϕ) für alle u ∈ H.

Dies de�niert einen linearen (mögli
herweise unbes
hränkten) Operator
K : Φ → V := K(Φ) ⊆ H.Aus Voraussetzung (b) folgt die Injektivität von K, er besitzt also eine alge-brais
he Inverse R0 : V → Φ. Wiederum mit (b) folgt, dass

‖R0v‖2 ≤ 1

α
a(R0v,R0v) =

1

α
(R0v, v) ≤

1

α
‖R0v‖ ‖v‖ ,und damit ‖R0v‖ ≤ 1

α
‖v‖. Der Operator R0 kann also stetig fortgesetztwerden auf den Abs
hluss V von V . Bezei
hnen wir diese Fortsetzung mit

R0, so erhalten wir einen stetigen Operator R0 : V → Φ.
Φ ist als abges
hlossener Unterraum des Hilbertraums H selbst ein Hilbert-raum. Wenden wir den Rieszs
hen Darstellungssatz auf Φ an, so erhalten wirein ξl ∈ Φ mit

l(ϕ) = (ξl, ϕ) für alle ϕ ∈ Φ.S
hlieÿli
h sei P : H → V die orthogonale Projektion auf V , dann besitzt
u0 := P ∗R0

∗
ξl die gewüns
hten Eigens
haften. �

4.1.2 Lösungstheorie für das direkte ProblemWir untersu
hen nun das parabolis
h-elliptis
he Problem
∂t(χΩ(x)u(x, t)) − div (κ(x) gradu(x, t)) = 0 in B×]0, T [, (4.8)103
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und setzen dabei κ ∈ L∞

+ (B) voraus.Wie s
hon in Abs
hnitt 3.2.1 verwenden wir einen distributionellen Ansatzund bemerken zunä
hst, dass die linke Seite von (4.8) eine mathematis
heBedeutung für jedes u ∈ H1,0(B) = L2(0, T,H1(B)) besitzt, wenn die Ab-leitungen im Sinne (skalarwertiger) Distributionen interpretiert werden. DieGlei
hung (4.8) ist äquivalent zu
∫ T

0

∫

Ω

u(x, t)∂tϕ(x, t) dx dt−
∫ T

0

∫

B

κ(x)∇u(x, t) ·∇ϕ(x, t) dx dt = 0 (4.9)
für alle ϕ ∈ D(B×]0, T [).Wir zeigen in diesem Abs
hnitt, dass die Glei
hung (4.8) (zusammen mitgeeigneten Rand- und Anfangsbedingungen) eine eindeutige Lösung in demRaum H1,0(B) besitzt. In Satz 4.7 geben wir eine äquivalente variationelleFormulierung der Glei
hung an.Wir s
hreiben (4.8) zunä
hst als Di�raktionsproblem:Lemma 4.4
u ∈ H1,0(B) löst genau dann Glei
hung (4.8), wenn u ∈ H1,0(B \Σ) ist, und
u die folgenden Glei
hungen löst:

∂tu− div (κ gradu) = 0 in Ω×]0, T [, (4.10)
div (κ gradu) = 0 in Q×]0, T [, (4.11)

[κ∂νu]Σ = 0, (4.12)
[u]Σ = 0. (4.13)

Insbesondere implizieren (4.11) und (4.12), dass κ∂νu
−|Σ stetig fortgesetztwerden kann zu einem Element von H− 1

2
,0(Σ).Beweis:Wie im zeitunabhängigen Fall (vgl. unsere Bemerkung unter Voraussetzungund De�nition 2.8) gilt genau dann u ∈ H1,0(B), wenn u ∈ H1,0(B \ Σ)ist und u die Bedingung (4.13) erfüllt. Die Behauptung folgt dann aus denDe�nitionen der distributionellen Ableitung und der Neumann-Spurwerte.�

Für die Behandlung des inversen Problems werden wir au
h Di�raktionspro-bleme mit inhomogenen Sprungbedingungen benötigen und ersetzen deshalbim Folgenden (4.12) und (4.13) dur
h entspre
hende inhomogene Versionen.Im nä
hsten Lemma zeigen wir die Eindeutigkeit der Lösung für das Di�rak-tionsproblem mit Neumann-Randwerten und einer Anfangsbedingung auf Ω.104
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Lemma 4.5Sei u ∈ H1,0(B \ Σ) eine Lösung von (4.10), (4.11) und

[κ∂νu]Σ = ψ ∈ H− 1

2
,0(Σ), (4.14)

[u]Σ = f ∈ H
1

2
,0(Σ), (4.15)

κ∂νu|S = g ∈ H− 1

2
,0(S). (4.16)Dann ist u|Ω ∈ W , und u ist eindeutig bestimmt dur
h ψ, f , g und dieAnfangsbedingung

u(x, 0) = 0 auf Ω. (4.17)Beweis:Wieder impliziert (4.14), dass κ∂νu
−|Σ stetig fortgesetzt werden kann zu ei-nem Element vonH− 1

2
,0(Σ). Wir können also w ∈ L2(0, T,H1(Ω)′) de�nieren,indem wir für jedes t ∈]0, T [ und v ∈ H1(Ω)

〈w(t), v〉 :=
〈

κ∂νu
−(t)|Σ, v−|Σ

〉

−
∫

Ω

κ∇u(t) · ∇v dxsetzen. Damit ist
∫

Ω

(

−
∫ T

0

u ∂tϕ dt

)

v dx

=

∫ T

0

〈κ∂νu
−|Σ, v−|Σ〉ϕ dt−

∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇v dxϕ dt

=

〈
∫ T

0

wϕ dt, v

〉

für alle v(x)ϕ(t) ∈ D(Ω×]0, T [), also dur
h stetige Fortsetzung au
h für alle
v ∈ H1(Ω), ϕ ∈ D(]0, T [). Im Sinne vektorwertiger Distributionen gilt also

w = (u|Ω)′ bezügli
h H1(Ω) →֒ L2(Ω) →֒ H1(Ω)′und damit u|Ω ∈W .Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei u eine Lösung zu f = 0, ψ = 0, g = 0und (4.17). Aus der Greens
hen Formel in W (vgl. Lemma 4.2) erhalten wir
1

2

∫

Ω

|u(T )|2 dx =

∫ T

0

〈u′(t), u(t)〉dt

=

∫ T

0

〈κ∂νu
−|Σ, u−|Σ〉dt−

∫ T

0

∫

Ω

κ|∇u|2 dx dt

= −
∫ T

0

∫

B

κ|∇u|2 dx dt.
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Hieraus folgt, dass u(x, t) = c(t) ist, wobei c ∈ C0([0, T ]; span{1B}) dieGlei
hungen c′ = 0 und c(0) = 0 erfüllt. Also ist u = 0. �

Wir zeigen die Existenz einer Lösung des parabolis
h-elliptis
hen Di�rakti-onsproblems (4.10), (4.11), (4.14)�(4.17) unter der zusätzli
hen Bedingung,dass g und ψ vers
hwindendes Integralmittel besitzen. Für X ∈ {S,Σ} de�-nieren wir dazu die Räume
H

− 1

2
⋄ (X ) :=

{

g ∈ H− 1

2 (X ) : 〈g,1X 〉 = 0
}

,

H
− 1

2
,0

⋄ (X ) := L2(0, T,H
− 1

2
⋄ (X )).Dies sind o�enbar abges
hlossene Unterräume von H− 1

2 (X ) bzw. H− 1

2
,0(X ),also selbst Hilberträume.Lemma 4.6Zu jedem

g ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (S), f ∈ H
1

2
,0(Σ) und ψ ∈ H

− 1

2
,0

⋄ (Σ)existiert eine Lösung u ∈ H1,0(B \ Σ) von (4.10), (4.11), (4.14)�(4.17).
u hängt stetig von g, f und ψ ab und erfüllt

∫

Ω

u(x, t) dx = 0 für t ∈ [0, T ] f. ü.
Beweis:Wir benutzen das Projektionslemma von Lions (Lemma 4.3). Dafür setzenwir uf := γ−Σf ∈ H1,0(B \ Σ) und de�nieren die Räume

H1
�(B) :=

{

v ∈ H1(B) :

∫

Ω

v dx = 0

}

,

H := L2(0, T,H1
�(B)),

Φ :=

{

ϕ ∈ D([0, T [×B) :

∫

Ω

ϕ dx = 0

}

.

Auÿerdem de�nieren wir für alle v ∈ H und ϕ ∈ Φ

a(v, ϕ) :=

∫ T

0

∫

B

κ∇v · ∇ϕ dx dt−
∫ T

0

∫

Ω

v ∂tϕ dx dt,

〈l, v〉 := −
∫ T

0

∫

Q

κ∇uf · ∇v dx dt+

∫ T

0

〈g, v|S〉dt−
∫ T

0

〈ψ, v|Σ〉dt.
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H ist als abges
hlossener Unterraum von H1,0(B) selbst ein Hilbertraum.O�enbar ist Φ ⊂ H, und für jedes ϕ ∈ Φ ist die Linearform v 7→ a(v, ϕ)stetig auf H.Aus der Poin
arés
hen Unglei
hung folgt, dass v 7→

(∫

B
|∇v|2 dx

)1/2 eineäquivalente Norm auf H1
�
(B) de�niert, es existiert also ein α > 0, so dass füralle ϕ ∈ Φ gilt

a(ϕ,ϕ) =

∫ T

0

∫

B

κ|∇ϕ(x, t)|2 dx dt+
1

2

∫

Ω

|ϕ(0, x)|2 dx

≥
∫ T

0

∫

B

κ|∇ϕ(x, t)|2 dx dt ≥ α ‖ϕ‖2
H .Auÿerdem folgt aus der Stetigkeit von γ−Σ und der des Spuroperators dieExistenz eines C > 0, so dass

〈l, v〉 ≤ C
(

‖g‖
H−

1
2

,0(S)
+ ‖f‖

H
1
2

,0(Σ)
+ ‖ψ‖

H−
1
2

,0(Σ)

)

‖v‖H1,0(B)

= C

(

‖g‖
H

−
1
2

,0
⋄ (S)

+ ‖f‖
H

1
2

,0(Σ)
+ ‖ψ‖

H
−

1
2

,0
⋄ (Σ)

)

‖v‖H

für alle g ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (S), f ∈ H
1

2
,0(Σ), ψ ∈ H

− 1

2
,0

⋄ (Σ) und v ∈ H. Es ist also
l ∈ H ′ und

‖l‖H′ ≤ C

(

‖g‖
H

−
1
2

,0
⋄ (S)

+ ‖f‖
H

1
2

,0(Σ)
+ ‖ψ‖

H
−

1
2

,0
⋄ (Σ)

)

.

Aus dem Projektionslemma von Lions (Lemma 4.3) folgt die Existenz einerLösung ũ ∈ H von
∫ T

0

∫

B

κ∇ũ · ∇ϕ dx dt−
∫ T

0

∫

Ω

ũ ∂tϕ dx dt

= −
∫ T

0

∫

Q

κ∇uf · ∇ϕ dx dt+

∫ T

0

〈g, ϕ|S〉dt−
∫ T

0

〈ψ, ϕ|Σ〉dt

(4.18)
für alle ϕ ∈ Φ, und dass ũ stetig von l (und damit stetig von g, f und ψ)abhängt.De�nieren wir u := ũ+uf ∈ H1,0(B\Σ), dann erfüllt u die Sprungbedingung(4.15) und es existieren Konstanten C ′, C ′′ > 0, so dass

‖u‖H1,0(B\Σ) ≤ C ′
(

‖ũ|Ω‖H1,0(Ω) + ‖ũ|Q‖H1,0(Q) + ‖uf‖H1,0(B\Σ)

)

≤ C ′′
(

‖ũ‖H + ‖uf‖H1,0(B\Σ)

)

.
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u hängt also stetig von g, f und ψ ab.Wegen ∫

Ω
ũ(x, t) dx = 0 für t ∈ [0, T ] f. ü. vers
hwindet die linke Seite von(4.18) für alle räumli
h konstanten Testfunktionen

ϕ(x, t) = c(t) ∈ D([0, T [×B).Aufgrund unserer zusätzli
hen Annahme an g und ψ vers
hwindet au
h diere
hte Seite von (4.18) für sol
he ϕ. Die Glei
hung (4.18) ist also erfülltfür alle ϕ ∈ Φ und für alle ϕ(x, t) = c(t). Damit folgt, dass (4.18) für alle
ϕ ∈ D([0, T [×B) gilt, und wir erhalten, dass u die Glei
hungen (4.10), (4.11),(4.14) und (4.16) löst.Sei ϕ ∈ D([0, T [×Ω). Aus Lemma 4.5 folgt, dass ũ|Ω = u|Ω ∈W . Wir könnenalso die Greens
he Formel anwenden und erhalten

−
∫

Ω

u(0)ϕ(0) dx =

∫ T

0

∫

Ω

u ∂tϕ dx dt+

∫ T

0

〈u′, ϕ〉dt.Aus (4.18) erhalten wir aufgrund der Bedingung an den Träger von ϕ
∫ T

0

∫

Ω

u ∂tϕ dx dt =

∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇ϕ dx dt.Auÿerdem ist (vgl. Beweis von Lemma 4.5)
∫ T

0

〈u′, ϕ〉dt = −
∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇ϕ dx dt.Insgesamt erhalten wir also
∫

Ω

u(0)ϕ(0) dx = 0 für alle ϕ ∈ D([0, T [×Ω),

und da D(Ω) di
ht in L2(Ω) liegt, folgt damit u|Ω(0) = 0. �Wir fassen die Ergebnisse dieses Abs
hnitts in einer variationellen Formulie-rung des Problems in Sobolevräumen zusammen:Satz 4.7Seien
g ∈ H

− 1

2
,0

⋄ (S), f ∈ H
1

2
,0(Σ), ψ ∈ H

− 1

2
,0

⋄ (Σ)und uf := γ−Σf ∈ H1,0(B \ Σ).Für u ∈ H1,0(B \ Σ) sind die folgenden drei Aussagen äquivalent. Es gibtgenau ein u ∈ H1,0(B \ Σ), das diese Aussagen erfüllt, dieses hängt stetigvon g, f und ψ ab, und es gilt ∫
Ω
u(x, t) dx = 0 für t ∈ [0, T ] f. ü.108
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(a) u löst

∂tu− div (κ gradu) = 0 in Ω×]0, T [, (4.19)
div (κ gradu) = 0 in Q×]0, T [, (4.20)

[κ∂νu]Σ = ψ, (4.21)
[u]Σ = f, (4.22)

κ∂νu|S = g, (4.23)
u(x, 0) = 0 in Ω. (4.24)(b) u erfüllt u|Ω ∈W , u(x, 0) = 0 in Ω, und ũ := u− uf löst

∫ T

0

〈(ũ|Ω)′, v|Ω〉dt+

∫ T

0

∫

B

κ∇ũ · ∇v dx dt

=

∫ T

0

〈g, v|S〉dt−
∫ T

0

〈ψ, v|Σ〉dt−
∫ T

0

∫

Q

κ∇uf · ∇v dx dt

(4.25)
für alle v ∈ H1,0(B).(
) ũ := u− uf löst

∫ T

0

∫

B

κ∇ũ · ∇v dx dt−
∫ T

0

〈(v|Ω)′, ũ|Ω〉dt

=

∫ T

0

〈g, v|S〉dt−
∫ T

0

〈ψ, v|Σ〉dt−
∫ T

0

∫

Q

κ∇uf∇v dx dt

für alle v ∈ H1,0(B) mit v|Ω ∈W und v(x, T ) = 0 auf Ω.Beweis:Die eindeutige Lösbarkeit der Glei
hungen in (a) und die Eigens
haften derLösung haben wir in Lemma 4.5 und Lemma 4.6 gezeigt. Wir müssen alsonur no
h die Äquivalenz der Aussagen (a), (b) und (
) beweisen.Wir beginnen mit der Implikation von (a) na
h (b). Dazu sei u ∈ H1,0(B \Σ)eine Lösung der Glei
hungen in (a) und ũ := u− uf . Dann gilt ũ ∈ H1,0(B),
κ∂νu

−|Σ ∈ H− 1

2
,0(Σ) und wegen Lemma 4.5 au
h ũ|Ω = u|Ω ∈W .Es genügt, (4.25) für alle v ∈ D(]0, T [×B) zu zeigen. Aus (4.19) und (4.20)folgt, dass

0 =

∫ T

0

〈(ũ|Ω)′, v|Ω〉dt−
∫ T

0

〈div (κ gradu|Ω) , v|Ω〉dt

=

∫ T

0

〈(ũ|Ω)′, v|Ω〉dt−
∫ T

0

〈κ∂νu
−|Σ, v|Σ〉dt+

∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇v dx dt
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und

0 =

∫ T

0

〈div (κ gradu|Q) , v|Q〉dt

=

∫ T

0

〈κ∂νu|S, v|S〉dt−
∫ T

0

〈κ∂νu
+|Σ, v|Σ〉dt−

∫ T

0

∫

Q

κ∇u · ∇v dx dt.

Subtrahieren wir diese zwei Glei
hungen und benutzen (4.21) und (4.23), soerhalten wir
0 =

∫ T

0

〈(ũ|Ω)′, v|Ω〉dt+

∫ T

0

〈ψ, v|Σ〉dt−
∫ T

0

〈g, v|S〉dt

+

∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇v dx dt+

∫ T

0

∫

Q

κ∇u · ∇v dx dt.

Nun folgt (4.25) aus
∫ T

0

∫

Ω

κ∇u · ∇v dx dt+

∫ T

0

∫

Q

κ∇u · ∇v dx dt

=

∫ T

0

∫

B

κ∇ũ · ∇v dx dt+

∫ T

0

∫

Q

κ∇uf · ∇v dx dt.

Die Implikation von (b) na
h (
) ergibt si
h aus der Greens
hen Formel auf
W , und die Implikation von (
) na
h (a) folgt dur
h Einsetzen von Test-funktionen und Anwendung der Greens
hen Formel wie im Beweis von Lem-ma 4.6. �

4.1.3 Randmessungen und ein ReferenzproblemWir nehmen an, dass der Eins
hluss Ω ni
ht nur eine höhere Wärmekapazität,sondern au
h eine höhere Leitfähigkeit κ als der homogene Hintergrund Qbesitzt, und setzen von nun an voraus, dass
κ|Q = 1 und κ|Ω − 1 ∈ L∞

+ (Ω).Wir de�nieren den Messoperator
Λ1 : g 7→ u1|S,wobei u1 ∈ H1,0(B) die Glei
hung (4.8) mit ∂νu1|S = g und u1(x, 0) = 0 auf

Ω löst. Mit den Ergebnissen aus Abs
hnitt 4.1.2 folgt, dass Λ1 ein stetigerlinearer Operator von H− 1

2
,0

⋄ (S) na
h H 1

2
,0(S) ist.110
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Um den Eins
hluss Ω zu lokalisieren, verglei
hen wir wieder Λ1 mit Rand-messungen an einem Gebiet ohne Eins
hlüsse, d. h. mit dem Messoperator

Λ0 : g 7→ u0|S,wobei u0 die Glei
hung ∆u0(x, t) = 0 in B×]0, T [ mit ∂νu0|S = g löst. Ausdem Satz von Lax-Milgram folgt, dass u0 ∈ H1,0(B) bis auf Addition einerräumli
h konstanten Funktion u(x, t) = c(t) ∈ L2(0, T, span{1B}) eindeutigbestimmt ist, und dass Λ0 ein stetiger linearer Operator
Λ0 : H

− 1

2
,0

⋄ (S) → H
1

2
,0

⋄ (S) := L2(0, T,H
1

2
⋄ (S))ist, wobei der Faktorraum H

1

2
⋄ (S) := H

1

2 (S)/span{1S} o�enbar identi�ziertwerden kann mit dem Dualraum von H− 1

2
⋄ (S) und H

1

2
,0

⋄ (S) mit dem Dual-raum von H− 1

2
,0

⋄ (S).Analog de�nieren wir Faktorräume auf B, Q und Σ, wobei wir au
h fürni
ht-zusammenhängende Eins
hlüsse den Faktorraum H
1

2
⋄ (Σ) bezügli
h deseindimensionalen Raumes der auf Σ konstanten Funktionen und ni
ht bezüg-li
h des mehrdimensionalen Raumes der lokal konstanten Funktionen bilden.Wie in den Abs
hnitten 2.5 und 3.3 verwenden wir für die Elemente derFaktorräume dieselben Bezei
hner wie für Funktionen.Ohne die Notation zu ändern, s
hränken wir mit dem kanonis
hen Epimor-phismus Λ1 auf den Raum des Referenzproblems ein. Wir betra
hten also dieMessoperatoren als Abbildungen

Λ0, Λ1 : H
− 1

2
,0

⋄ (S) → H
1

2
,0

⋄ (S).

4.2 Das inverse Problem
Wir betra
hten in diesem Abs
hnitt das inverse Problem, den Eins
hluss Ωaus den Messoperatoren Λ0 und Λ1 zu lokalisieren. Dazu erweitern wir dieFaktorisierungsmethode auf dieses parabolis
h-elliptis
he Problem und fak-torisieren zunä
hst wie in Abs
hnitt 2.4.1 die Di�erenz der Messoperatoren
Λ0 − Λ1 in das Produkt

Λ0 − Λ1 = L(F0 − F1)L
′,vgl. Abbildung 4.2, wobei der Operator L wieder virtuellen Messungen aufdem Komplement Q der Inklusion entspri
ht und sein Bildraum Informatio-nen über Q und damit über die Lage von Ω enthält. 111
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H

− 1

2
,0

⋄ (S) H
1

2
,0

⋄ (S)

H
1

2
,0

⋄ (Σ) H
− 1

2
,0

⋄ (Σ)

HHHHjL′

-Λ0−Λ1

-
F0−F1

����*
L

Abbildung 4.2: Faktorisierung von Λ0 − Λ1

Im Unters
hied zu den beiden vorherigen Kapiteln und bisherigen Anwendun-gen der Faktorisierungsmethode können wir jedo
h ni
ht mehr den gesamtenBildraum R(L) aus den Messungen Λ0 − Λ1 bere
hnen. Mit einem neuenAnsatz können wir aber zeigen, dass alle Funktionen aus R(L) mit hinrei-
hender Zeitregularität bestimmt werden können, und dass dies genügt, um
Ω zu rekonstruieren.
4.2.1 Faktorisierung der MessoperatorenWir de�nieren den virtuellen Messoperator

L : H
− 1

2
,0

⋄ (Σ) → H
1

2
,0

⋄ (S), Lψ := v|S,wobei v ∈ H1,0
⋄ (Q) die Lösung ist von

∆v = 0 in Q×]0, T [, ∂νv =

{

−ψ auf Σ,
0 auf S. (4.26)

Wir benötigen auÿerdem die beiden Operatoren
F0 : H

1

2
,0(Σ) → H− 1

2
,0(Σ), F0φ := ∂νv

+
0 |Σ,

F1 : H
1

2
,0(Σ) → H− 1

2
,0(Σ), F1φ := ∂νv

+
1 |Σ,wobei v0, v1 ∈ H1,0(B \ Σ) Lösungen sind von

∆v0 = 0 in (Q ∪ Ω)×]0, T [, [∂νv0]Σ = 0,

∂νv0|S = 0, [v0]Σ = φ
(4.27)

und
∆v1 = 0 in Q×]0, T [, [κ∂νv1]Σ = 0,

∂tv1 − div (κ grad v1) = 0 in Ω×]0, T [, [v1]Σ = φ, (4.28)
v1(x, 0) = 0 in Ω, ∂νv1|S = 0.
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4.2. DAS INVERSE PROBLEM
O�enbar ist F0 wohlde�niert, obwohl v0 na
h dem Satz von Lax-Milgramdur
h (4.27) nur bis auf Addition einer räumli
h konstanten Funktion be-stimmt ist. Dur
h Anwendung der Greens
hen Formel auf Q folgt, dass dieBildräume von F0 und F1 in dem Raum H

− 1

2
,0

⋄ (Σ) enthalten sind. Da auÿer-dem ihr Kern o�enbar den Raum L2(0, T, span{1Σ}) enthält, betra
hten wirsie von nun an als Operatoren
F0, F1 : H

1

2
,0

⋄ (Σ) → H
− 1

2
,0

⋄ (Σ).Wir bemerken no
h, dass F0 und F1 den im Beweis von Satz 2.16 eingeführtenOperatoren entspre
hen.Satz 4.8Für die Di�erenz der Messoperatoren gilt
Λ0 − Λ1 = L(F0 − F1)L

′. (4.29)Die Operatoren L und L′ sind injektiv.Beweis:Sei g ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (S). Na
h dem Satz von Lax-Milgram existiert eine Lösung
w ∈ H1,0

⋄ (Q) von
∆w = 0 in Q×]0, T [ mit ∂νw =

{

0 auf Σ,
g auf S.

Sei auÿerdem ψ ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (Σ), und v ∈ H1,0
⋄ (Q) sei die Lösung von (4.26) inder De�nition von Lψ. Dann gilt

〈ψ,L′g〉 = 〈g, Lψ〉 = 〈∂νw|S, v|S〉 =

∫ T

0

∫

Q

∇w · ∇v dx dt

=
〈

−∂νv
+|Σ, w+|Σ

〉

=
〈

ψ,w+|Σ
〉

,also L′g = w+|Σ.Seien nun v0, v1 ∈ H1,0(B \ Σ) die Lösungen von (4.27) und (4.28) aus denDe�nitionen von F0w
+|Σ und F1w

+|Σ. Wir de�nieren u0, u1 ∈ H1,0(B \ Σ)dur
h ui|Ω := −vi|Ω und ui|Q := w − vi|Q (i = 0, 1). Für die so de�niertenFunktionen gilt u0, u1 ∈ H1,0(B), und u0, u1 lösen die Glei
hungen in derDe�nition von Λ0g und Λ1g. Es ist also
(Λ0 − Λ1)g = (u0 − u1)|S = −(v0 − v1)|S. 113
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Da ∆(v1 − v0) = 0 in Q×]0, T [ und ∂ν(v1 − v0)|S = 0 ist, gilt au
h

L(∂ν(v
+
0 − v+

1 )|Σ) = −(v0 − v1)|Sund damit
(Λ0 − Λ1)g = L(∂ν(v

+
0 − v+

1 )|Σ) = L(F0 − F1)w
+|Σ = L(F0 − F1)L

′g,womit (4.29) gezeigt ist.Um die Injektivität von L′ zu zeigen, sei L′g = 0 mit einem g ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (S).Dann existiert aufgrund der obigen Charakterisierung von L′ eine Lösung
w ∈ H1,0(Q) von

∆w = 0 in Q×]0, T [, w+|Σ = 0 und ∂νw =

{

0 auf Σ,
g auf S.Setzen wir w dur
h 0 auf Ω×]0, T [ fort und bezei
hnen diese Fortsetzung mit

w̃ ∈ H1,0(B \ Σ), so gilt
∆w̃ = 0 in (B \ Σ)×]0, T [, [w̃]Σ = 0, [κ∂νw̃]Σ = 0,also w̃ ∈ H1,0(B) und ∆w̃ = 0 auf B×]0, T [. Für t ∈]0, T [ f.ü. ist w̃(·, t)daher analytis
h. Da w̃ auf Ω vers
hwindet und B zusammenhängend ist,folgt w = w̃ = 0 auf Q und damit g = 0. L′ ist also injektiv.Die Injektivität von L folgt mit denselben Argumenten, wenn die Funktionaus der De�nition von L dur
h 0 auf (R2 \B)×]0, T [ fortgesetzt wird. Da Qzusammenhängend ist, ist au
h R2 \ Ω zusammenhängend. �

Wie in Abs
hnitt 2.4.1 benötigen wir no
h eine Koerzivitätsbedingung fürden Operator F0−F1. Um diese zu zeigen, führen wir die Operatoren λ1 und
λ ein, die zu Messungen im Eins
hluss bzw. im Komplement gehören.Wir de�nieren

λ1 : H
− 1

2
,0

⋄ (Σ) → H
1

2
,0(Σ), λ1ψ := u−1 |Σ,

λ : H
− 1

2
,0

⋄ (Σ) → H
1

2
,0

⋄ (Σ), λψ := u+|Σ,wobei u1 ∈ W die Lösung ist von
∂tu1 − div (κ gradu1) = 0 in Ω×]0, T [, (4.30)

κ∂νu
−
1 |Σ = ψ auf Σ, (4.31)

u1(x, 0) = 0 auf Ω (4.32)
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und u ∈ H1,0

⋄ (Q) die Lösung ist von
∆u = 0 in Q×]0, T [ mit ∂νu =

{

−ψ auf Σ,
0 auf S. (4.33)

Dabei besitzt die Glei
hung in der De�nition von λ wieder na
h dem Satz vonLax-Milgram eine eindeutige Lösung. Die eindeutige Lösbarkeit von (4.30)�(4.32) wird in [17, Corollary 3.17℄ sogar für ψ ∈ H− 1

2
,− 1

4 (Σ) bewiesen. Für diehier betra
hteten Neumann-Randdaten kann sie au
h analog zu Lemma 4.5und Lemma 4.6 gezeigt werden.Wieder verwenden wir den kanonis
hen Epimorphismus, um λ1 auf dieselbenRäume wie λ einzus
hränken, d. h. wir betra
hten λ1 als Operator
λ1 : H

− 1

2
,0

⋄ (Σ) → H
1

2
,0

⋄ (Σ).Lemma 4.9
λ1 ist koerziv bezügli
h H− 1

2
,− 1

4 (Σ), d. h. es existiert ein c > 0, so dass
〈ψ, λ1ψ〉 ≥ c ‖ψ‖2

H−
1
2

,− 1
4 (Σ)

für alle ψ ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (Σ). (4.34)Beweis:O�enbar löst jede Lösung u1 ∈ W von (4.30)�(4.32) dur
h Nullfortsetzungauf Q die Glei
hungen (4.19), (4.20) und (4.24) in Satz 4.7(a), sowie
[κ∂νu1]Σ = −ψ, [u1]Σ = −λ1ψ und κ∂νu1|S = 0.Es gilt also ∫

Ω
u1(x, t) dx = 0 für t ∈ [0, T ] f. ü. und mit uf := −γ−Σλ1ψerhalten wir für ũ := u1 − uf aus der Variationsformulierung in Satz 4.7(b)

∫ T

0

〈(ũ|Ω)′, ũ|Ω〉dt+

∫ T

0

∫

B

κ|∇ũ|2 dx dt =

∫ T

0

〈ψ, ũ|Σ〉dt

−
∫ T

0

∫

Q

κ∇uf · ∇ũ dx dt.

Mit ũ|Σ = λ1ψ, uf |Ω = 0 und u1|Q = 0 ergibt si
h
〈ψ, λ1ψ〉 =

∫ T

0

〈(u1|Ω)′, u1|Ω〉dt+

∫ T

0

∫

Ω

κ|∇u1|2 dx dt.

Wegen ∫
Ω
u1(x, t) dx = 0 für t ∈ [0, T ] f. ü. folgt deshalb aus der Poin
aré-s
hen Unglei
hung die Existenz eines c′ > 0, so dass

〈ψ, λ1ψ〉 ≥ c′ ‖u1‖2
H1,0(Ω) ,und mit der Stetigkeit des Neumann-Spuroperators in Satz 4.1(
) folgt dieBehauptung. �115
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Nun können wir die Koerzivitätsbedingung für F0 − F1 zeigen:Lemma 4.10Es existiert ein c′ > 0, so dass

〈(F0 − F1)φ, φ〉 ≥ c′ ‖F1φ‖2

H−
1
2

,− 1
4 (Σ)

für alle φ ∈ H
1

2
,0

⋄ (Σ).

F1 ist bijektiv, und es ist F−1
1 = −λ− λ1.

Beweis:Zu gegebenem φ ∈ H
1

2
,0(Σ) seien v0, v1 ∈ H1,0(B \ Σ) die Lösungen von(4.27) und (4.28) in der De�nition von F0 und F1. Auÿerdem sei vφ := γ−Σφ.Dann lösen ṽi := vi − vφ (i = 0, 1)
∫ T

0

∫

B

∇ṽ0 · ∇w dx dt = −
∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇w dx dt,

∫ T

0

〈(ṽ1|Ω)′, w|Ω〉dt+

∫ T

0

∫

B

κ∇ṽ1 · ∇w dx dt = −
∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇w dx dt

für alle w ∈ H1,0(B), vgl. Satz 4.7 für die zweite Glei
hung. Aus dem Satzvon Lax-Milgram folgt, dass ṽ0(·, t) für t ∈]0, T [ f. ü. das Funktional
w 7→ 1

2

∫

B

|∇w(x)|2 dx+

∫

Q

∇vφ(x, t) · ∇w(x) dx

in H1(B) minimiert, es ist also insbesondere
−1

2

∫ T

0

∫

B

|∇ṽ0|2 dx dt

=
1

2

∫ T

0

∫

B

|∇ṽ0|2 dx dt+

∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇ṽ0 dx dt

≤ 1

2

∫ T

0

∫

B

|∇ṽ1|2 dx dt+

∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇ṽ1 dx dt

=
1

2

∫ T

0

∫

B

|∇ṽ1|2 dx dt−
∫ T

0

∫

B

κ|∇ṽ1|2 dx dt−
∫ T

0

〈(ṽ1|Ω)′, ṽ1|Ω〉 dt.

Aus unserer Annahme κ|Ω − 1 ∈ L∞
+ (Ω) folgt die Existenz eines cκ > 0, so116
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dass

〈(F0 − F1)φ, φ〉 =
〈

∂νv
+
0 |Σ, φ

〉

−
〈

∂νv
+
1 |Σ, φ

〉

=

∫ T

0

∫

Q

∇v1 · ∇vφ dx dt−
∫ T

0

∫

Q

∇v0 · ∇vφ dx dt

=

∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇ṽ1 dx dt−
∫ T

0

∫

Q

∇vφ · ∇ṽ0 dx dt

=

∫ T

0

∫

B

|∇ṽ0|2 dx dt−
∫ T

0

∫

B

κ|∇ṽ1|2 dx dt−
∫ T

0

〈(ṽ1|Ω)′, ṽ1|Ω〉 dt

≥
∫ T

0

∫

Ω

(κ− 1)|∇ṽ1|2 dx dt+

∫ T

0

〈(ṽ1|Ω)′, ṽ1|Ω〉 dt

≥ cκ
〈

κ∂ν ṽ
−
1 |Σ, λ1

(

κ∂ν ṽ
−
1 |Σ
)〉

= cκ
〈

∂νv
+
1 |Σ, λ1

(

∂νv
+
1 |Σ
)〉

= cκ 〈F1φ, λ1F1φ〉 ,

für alle φ ∈ H
1

2
,0(Σ) und damit au
h für alle φ ∈ H

1

2
,0

⋄ (Σ) gilt. Der erste Teilder Behauptung folgt nun aus Lemma 4.9.Um die Surjektivität von F1 zu zeigen, sei ψ ∈ H
− 1

2
,0

⋄ (Σ) gegeben, und esseien u ∈ H1,0(Q), u1 ∈W die Funktionen aus den De�nitionen von λψ und
λ1ψ. Wir de�nieren v1 ∈ H1,0(B \Σ) dur
h v1 := −u in Q und v1 := u1 in Ω.Dann löst v1 die Glei
hungen in der De�nition von F1 mit [v1]Σ = (−λ−λ1)ψ.Es ist also

F1(−λ− λ1)ψ = ∂νv
+
1 |Σ = ψ.

Es bleibt no
h die Injektivität von F1 zu zeigen. Hierfür sei F1φ = 0 mit einem
φ ∈ H

1

2
,0

⋄ (Σ), und v1 ∈ H1,0(B \ Σ) sei die Funktion aus der De�nition von
F1. Dann löst v1 die Lapla
e-Glei
hung in Q und die Wärmeleitungsglei
hungin Ω, jeweils mit vers
hwindenden Neumann-Randwerten. v1 vers
hwindetalso auf Ω und ist räumli
h konstant auf Q, womit φ ∈ L2(0, T, span{1Σ})folgt. �

4.2.2 Bildraumabs
hätzung
Wir s
hreiben den symmetris
hen Anteil der Faktorisierung (4.29) in Satz 4.8mit adjungierten Operatoren. Mit den Abkürzungen

ιS := ι
H

1
2

,0
⋄ (S)

und ιΣ := ι
H

1
2

,0
⋄ (Σ) 117
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(vgl. Abs
hnitt 2.2) setzen wir

Λ := Λ0 −
1

2
(Λ1 + Λ′

1), Λ̃ := ΛιS,

F := F0 −
1

2
(F1 + F ′

1), F̃ := ι−1
Σ F.

Aus Lemma 4.10 folgt, dass F̃ positiv semide�nit ist, und damit, dass au
h
Λ̃ es ist. Sie besitzen also selbstadjungierte Wurzeln F̃ 1/2 und Λ̃1/2 (vgl. [56,Theorem 12.33℄). Wie im Beweis von Satz 2.12 erhalten wir aus der Faktori-sierung einen Zusammenhang zwis
hen den Bildräumen dieser Wurzeln.Lemma 4.11Es gilt

R(Λ̃1/2) = R(LιΣF̃
1/2).Beweis:Dur
h Anwendung von Satz 4.8 erhalten wir

Λ̃1/2Λ̃1/2 = Λ̃ = LιΣF̃L
′ιS = (LιΣ) F̃ (LιΣ)∗ = (LιΣ) F̃ 1/2F̃ 1/2 (LιΣ)∗ .Die Behauptung folgt also aus Lemma 2.6. �

Wäre F koerziv bezügli
h des Raumes H− 1

2
,0

⋄ (Σ), so wäre F̃ 1/2 surjektiv undwir erhielten die Bildraumidentität R(Λ̃1/2) = R(L). Hier haben wir jedo
hnur die s
hwä
here Koerzivitätsbedingung aus Lemma 4.10. Der nä
hste Satzzeigt aber, dass aus dieser s
hwä
heren Bedingung immer no
h folgt, dass
R(F̃ 1/2) alle Funktionen mit einer gewissen Zeitregularität enthält.Satz 4.12Es gilt

R(Λ̃1/2) ⊆ R(L) = L
(

H
− 1

2
,0

⋄ (Σ)
)

, (4.35)
R(Λ̃1/2) ⊇ L

(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

. (4.36)
Beweis:Glei
hung (4.35) folgt direkt aus Lemma 4.11.Bezei
hnen wir mit

j1 : H
− 1

2
,0

⋄ (Σ) →֒ H− 1

2
,0(Σ) und j2 : H− 1

2
,0(Σ) →֒ H− 1

2
,− 1

4 (Σ)118
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die entspre
henden Einbettungsoperatoren und benutzen Lemma 4.10, dannfolgt mit j := j2j1 die Existenz eines c′ > 0, so dass für alle φ ∈ H

1

2
,0

⋄ (Σ)

∥

∥

∥
F̃ 1/2φ

∥

∥

∥

2

H
1
2

,0
⋄ (Σ)

= (F̃ φ, φ)
H

1
2

,0
⋄ (Σ)

≥ c′ ‖jF1φ‖2

H−
1
2

,− 1
4 (Σ)

.

Mit F ∗
1 j

∗ = ι−1
Σ F ′

1j
′ι

H−
1
2

,− 1
4 (Σ)

erhalten wir aus aus Lemma 2.6
R
(

F̃ 1/2
)

⊇ R(F ∗
1 j

∗) = R
(

ι−1
Σ F ′

1j
′
)

und aus Lemma 4.11
R(Λ̃1/2) = R(LιΣF̃

1/2) ⊇ R(LF ′
1j

′).

O�enbar ist j′2 der Einbettungsoperator von H 1

2
, 1
4 (Σ) na
h H 1

2
,0(Σ) und j′1ist der kanonis
he Epimorphismus von H 1

2
,0(Σ) auf H 1

2
,0

⋄ (Σ). Der Bildraumvon j′ = j′1j
′
2 besteht also aus allen Restklassen in H 1

2
,0

⋄ (Σ), die einen Reprä-sentanten aus H 1

2
, 1
4 (Σ) besitzen, d. h. es ist R(j′) = H

1

2
, 1
4

⋄ (Σ) mit2
H

1

2
, 1
4

⋄ (Σ) :=
(

H
1

2
, 1
4 (Σ) + L2(0, T, span{1Σ})

)

/

L2(0, T, span{1Σ})

⊂ H
1

2
,0

⋄ (Σ).

Aus Lemma 4.10 erhalten wir (F ′
1)

−1 = −λ′−λ′1, und aus [17, Corollary 3.17℄folgt die Existenz eines C > 0, so dass
‖λ1ψ‖

H
1
2

,0
⋄ (Σ)

≤ C ‖jψ‖
H−

1
2

,− 1
4 (Σ)

.

Na
h Lemma 2.6 gilt also R(λ′1) ⊆ R(j′) = H
1

2
, 1
4

⋄ (Σ).O�enbar ist λ = λ′. Wir müssen nun nur no
h zeigen, dass
λ
(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

⊆ H
1

2
, 1
4

⋄ (Σ), (4.37)
denn dann folgt (F ′

1)
−1
(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

⊆ H
1

2
, 1
4

⋄ (Σ) = R(j′), und damit
L
(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

= LF ′
1(F

′
1)

−1
(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

⊆ R(LF ′
1j

′) ⊆ R(Λ̃1/2).2Dur
h diese De�nition ist H
1

2
, 1

4

⋄ (Σ) isomorph zu H
1

2
, 1

4 (Σ)/H
1

4 (0, T, span{1Σ}). 119
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Zum Beweis von (4.37) bezei
hnen wir mit λ die ni
ht-zeitabhängige Neu-mann-Diri
hlet-Abbildung, also

λ : H
− 1

2
⋄ (Σ) → H

1

2
⋄ (Σ), ψ 7→ u+|Σ,wobei u ∈ H1

⋄ (Q) die Lösung ist von
∆u = 0 in Q, ∂νu =

{

−ψ auf Σ,
0 auf S.

Dann gilt für alle ψ ∈ H1(0, T,H
− 1

2
⋄ (∂Ω)) und ϕ ∈ D(]0, T [)

−
∫ T

0

(λψ)ϕ′ dt = −λ
(
∫ T

0

ψϕ′(t) dt

)

= λ

(
∫ T

0

ψ′ϕ(t) dt

)

=

∫ T

0

(λψ′)ϕ dt ∈ H
1

2
⋄ (Σ).

Es ist also λψ ∈ H1(0, T,H
1

2
⋄ (Σ)) mit (λψ)′ = λ(ψ′), d. h. λ ist ni
ht nur einstetiger Operator von L2(0, T,H

− 1

2
⋄ (Σ)) na
h L2(0, T,H

1

2
⋄ (Σ)), sondern au
hvon H1(0, T,H

− 1

2
⋄ (Σ)) na
h H1(0, T,H

1

2
⋄ (Σ)).Dur
h Interpolation (vgl. [48, Chp. 1, Theorem 5.1 und Remark 9.5℄) folgt,dass λ au
h ein stetiger Operator ist von

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ)) na
h H

1

4 (0, T,H
1

2
⋄ (Σ)) ⊂ H

1

2
, 1
4

⋄ (Σ).Es gilt also (4.37) und damit die Behauptung. �

4.2.3 Charakterisierung der Eins
hlüsseDur
h Hintereinanderausführung der Zeitintegration und der (kompakten)Einbettung H 1

2
⋄ (S) →֒ L2

⋄(S) := L2(S)/span{1S} erhalten wir den kompak-ten Operator
I : H

1

2
,0

⋄ (S) → L2
⋄(S), u 7→

∫ T

0

u(·, t) dt.

Identi�zieren wir L2
⋄(S) mit seinem Dualraum, so ist

IΛ̃I∗ = IΛI ′, (4.38)120
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wobei I ′ : L2

⋄(S) → H
− 1

2
,0

⋄ (S) o�enbar gegeben ist dur
h
I ′v = w mit w(·, t) = v(·) für alle t ∈ [0, T ] f. ü.Der Operator IΛI ′ bes
hreibt das Einspeisen eines zeitli
h konstanten Wär-me�usses in einen Körper und die Messung von Zeitintegralen der resultie-renden Ober�ä
hentemperatur.Lemma 4.13Der Operator IΛI ′ ist kompakt, symmetris
h und injektiv. Der Bildraum von

IΛI ′ liegt di
ht in L2
⋄(S).Beweis:Die Symmetrie und Kompaktheit folgen direkt aus der De�nition. Um dieInjektivität zu zeigen, sei IΛI ′g = 0 mit einem g ∈ L2

⋄(S). Dann erhalten wiraus der Faktorisierung in Satz 4.8
〈FL′I ′g, L′I ′g〉 = 〈ILFL′I ′g, g〉 = 0,und aus Lemma 4.10 folgt L′I ′g = 0. Da L′ na
h Satz 4.8 injektiv ist und I ′o�enbar ebenfalls, muss g = 0 sein. IΛI ′ ist also injektiv. Die Di
htheit desBildraums folgt wegen der Symmetrie aus der Injektivität. �Um die Lage des Eins
hlusses Ω aus den Messungen IΛI ′ zu bestimmen,können wir dieselben Dipolfunktionen verwenden, die Brühl und Hanke fürdie Impedanztomographie in [10, 11℄ benutzen. Für eine Ri
htung d ∈ Rn,

|d| = 1 und einen Punkt z ∈ B de�nieren wir
Dz,d(x) :=

(z − x) · d
|z − x|n .

Dann ist Dz,d(x) analytis
h und ∆Dz,d(x) = 0 in Rn \ {z}. Für eine Kugel
Bǫ(z) mit Mittelpunkt z und so kleinem Radius ǫ > 0, dass Bǫ(z) ⊂ B ist,gilt

∫

S

∂νDz,d(x)|S dσ =

∫

∂Bǫ(z)

∂νDz,d(x)|∂Bǫ(z) dσ = 0,

also ist ∂νDz,d|S ∈ H
− 1

2
⋄ (S).Na
h dem Satz von Lax-Milgram existiert eine Lösung vz,d ∈ H1(B) von

∆vz,d = 0 in B und ∂νvz,d|S = −∂νDz,d|S auf S.Die Funktion Gz,d := Dz,d + vz,d ist harmonis
h (und damit analytis
h) in
B \ {z}. Sie erfüllt ∂νGz,d|S = 0, und es ist Gz,d /∈ L2(B \ {z}). 121



KAPITEL 4. EIN PARABOLISCH-ELLIPTISCHES PROBLEM
Der Ort des Eins
hlusses kann nun dur
h die Randwerte

gz,d := Gz,d|S ∈ H
1

2
⋄ (S)
harakterisiert werden.Satz 4.14Für jedes d ∈ Rn, |d| = 1 und jedes z ∈ B gilt

z ∈ Ω genau dann, wenn gz,d ∈ R
(

(IΛI ′)1/2
)

.Beweis:Aus Lemma 2.6 und (4.38) folgt, dass R ((IΛI ′)1/2
)

= R(IΛ̃1/2). Wir erhal-ten also aus Satz 4.12, dass
R
(

(IΛI ′)1/2
)

⊆ IL
(

H
− 1

2
,0

⋄ (Σ)
)

,

R
(

(IΛI ′)1/2
)

⊇ IL
(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

.Sei zuerst z ∈ Ω, dann de�nieren wir w ∈ H1,0
⋄ (Q) dur
h

w(x, t) :=
1

T
Gz,d(x) für t ∈ [0, T ] f. ü.Die Funktion w ist in einer Umgebung von Q×[0, T ] analytis
h, insbesondereist −∂νw

+|Σ ∈ H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ)). Auÿerdem löst w die Glei
hung (4.26) inder De�nition von L, also ist

gz,d = Iw|S = IL(−∂νw
+|Σ) ∈ IL

(

H
1

4 (0, T,H
− 1

2
⋄ (Σ))

)

⊆ R
(

(IΛI ′)1/2
)

.

Um die Rü
kri
htung zu zeigen, sei gz,d ∈ R
(

(IΛI ′)1/2
)

⊆ IL(H
− 1

2
,0

⋄ (Σ)).Dann stimmt gz,d mit dem Integral über die Randwerte einer Lösung derLapla
e-Glei
hung auf Q mit vers
hwindenden Neumann-Randwerten über-ein. Dur
h Integration dieser Lösung erhalten wir, dass gz,d = w|S ist, wobei
w ∈ H1

⋄ (Q) eine Lösung ist von
∆w = 0 in Q und ∂νw|S = 0 auf S.In der Restklasse Gz,d − w ∈ H1

⋄(Q) liegt daher ein Element v ∈ H1(Q) mit
∆v = 0 in Q \ {z}, ∂νv|S = 0 und v|S = 0.Aus den vers
hwindenden Cau
hy-Randdaten auf S folgt, dass die Fortset-zung von v dur
h Null auf R3 \B die homogene Lapla
e-Glei
hung auf ganz122
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R3 \ (Ω ∪ {z}) löst, dort also analytis
h ist. Da R3 \ (Ω ∪ {z}) zusammen-hängend ist, folgt

v = 0 in Q \ {z}.Wäre z /∈ Ω, so führte dies zu dem Widerspru
h, dass w ∈ L2
⋄(Q \ {z}), aber

Gz,d /∈ L2
⋄(Q \ {z}). Es ist also z ∈ Ω. �Da IΛI ′ kompakt, symmetris
h und injektiv ist, existiert eine Orthonormal-basis (vk)k∈N von Eigenfunktionen mit zugehörigen positiven Eigenwerten

(σk)k∈N , vgl. [59, Theorem IV.3.2℄. Wie in Kapitel 3 können wir diese Spek-tralzerlegung benutzen, um Theorem 4.14 mit dem Pi
ard-Kriterium (vgl.[23, Theorem 2.8℄) umzuformulieren:Korollar 4.15Für jedes d ∈ Rn, |d| = 1 und z ∈ B ist
z ∈ Ω genau dann, wenn ∑

k∈N 1

σk

(
∫

S

gz,d vk dσ

)2

<∞.

Wir können daher wie in Kapitel 3 den Eins
hluss Ω aus realen oder simulier-ten Messungen dur
h Anwendung des Algorithmus 3.37 numeris
h bestim-men.
4.3 Numeris
he Ergebnisse
Die in diesem Kapitel bes
hriebene Faktorisierungsmethode wurde von Flori-an Frühauf implementiert und getestet. Zur Simulation der Messungen wurdedie parabolis
h-elliptis
he Glei
hung numeris
h dur
h eine Kopplung von �-niten Elementen mit Randelementen ähnli
h wie in [18℄ gelöst. Die Detailswerden in [25, Se
t. 4℄ bes
hrieben.Wir betra
hten den Fall, dass κ|Ω = 2 und B der Einheitskreis in R2 ist.Für orthonormierte trigonometris
he Funktionen fk ∈ L2

⋄(S), k = 1, . . . ,mwerden die Entwi
klungskoe�zienten von IΛI ′fk bezügli
h derselben Funk-tionen spaltenweise in einer Matrix M gesammelt. Sei j : Rm → L2
⋄(S) dieFunktion, die den k-ten Einheitsvektor auf fk abbildet. Dann ordnet j∗ einerFunktion aus L2

⋄(S) ihre Entwi
klungskoe�zienten bezügli
h der Funktionen
(fk)

m
k=1 zu. Entspre
hend ist j∗j die Einheitsmatrix und M ≈ j∗IΛI ′j.Die Funktion gz,d kann für diese Wahl von B explizit angegeben werden(vgl. [10, Example 3.2℄):

gz,d(x) =
1

π

(z − x) · d
|z − x|2 .
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Abbildung 4.3: Eigenwerte σ̃k von A und der Ein�uss von Messfehlern aufdie (gemittelten) Eigenwerte
Wir bere
hnen gemäÿ Algorithmus 3.37 die Eigenfunktionen (ũk)

m
k=1 undEigenwerte (σ̃k)

m
k=1 von M und setzen ṽk := j∗ũk, k = 1, . . . ,m. In Algorith-mus 3.37 wird über die Konvergenz der (aus unendli
h vielen Summandenbestehenden) Pi
ard-Reihe ents
hieden, indem geprüft wird, ob der Wert derendli
hen Summe

m
∑

k=1

(∫

S
gz,d ṽk dσ

)2

σ̃k
(4.39)

über einem empiris
h zu bestimmenden S
hwellenwert C liegt. Einen sol
henS
hwellenwert verwenden wir hier ni
ht, sondern benutzen ein alternativesKriterium aus der Dissertation von Brühl [9℄. Numeris
he Beispiele zeigen,dass Zähler und Nenner der Reihe in (4.39) etwa exponentiell abfallen, unddass jeweils zwei Eigenwerte näherungsweise denselben Wert haben, vgl. dielinke Seite von Abbildung 4.3. Wie in [9℄ verglei
hen wir deshalb die Steigungder Ausglei
hsgeraden dur
h
h1(k) = log

(

√

σ̃2k−1σ̃2k

)

mit der dur
h
h2(k) = log

(

1

2

(
∫

S

gz,d ṽ2k−1 dσ

)2

+
1

2

(
∫

S

gz,d ṽ2k dσ

)2
)

.

Wir nehmen an, dass ein Punkt z im Eins
hluss liegt, falls h1 langsamerfällt als h2. Abbildung 4.4 demonstriert dieses Vorgehen für zwei Testpunk-te. Die re
hte Seite zeigt die Ausglei
hsgeraden dur
h h2(k) für einen Punkt124
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Abbildung 4.4: Verglei
h der Steigungen der Ausglei
hsgeraden

innerhalb (�△�) und auÿerhalb (�▽�) des Eins
hlusses im Verglei
h zur Aus-glei
hsgeraden dur
h h1(k) (�·�). Wenden wir diese Methode für eine groÿeMenge von Punkten an, so ergibt si
h die s
hwarze Flä
he auf der linkenSeite von Abbildung 4.4 als Rekonstruktion des gestri
helt eingezei
hnetenEins
hlusses.Die Anzahl der für diesen Rekonstruktionsalgorithmus verwendeten Eigen-werte und Fourierkoe�zienten wählen wir gemäÿ Algorithmus 3.37 in Ab-hängigkeit von dem ges
hätzten Messfehler δ > 0. Auf der linken Seite vonAbbildung 4.3 liegt δ im Berei
h der Re
hengenauigkeit. Auf der re
hte Seitevon Abbildung 4.3 sind die exakten (�·�) und die mit einem relativen Fehlervon 0,1% gestörten (�◦�) gemittelten Eigenwerte eingezei
hnet.Als erstes Beispiel zeigen wir die Rekonstruktion eines Kreises im Innerenvon B in der linke Seite von Abbildung 4.4. Der Ort von Ω (gestri
helteingezei
hnet) wird erkannt, aber die Gröÿe etwas unters
hätzt.Im zweiten Beispiel verwenden wir vier Eins
hlüsse unters
hiedli
her Grö-ÿe. Abbildung 4.5 zeigt die erzielte Rekonstruktion. Position und Gröÿe derEins
hlüsse werden erkannt.Unser letztes Beispiel verwendet einen ni
ht-konvexen, mondförmigen Ein-s
hluss. Die linke Seite von Abbildung 4.6 zeigt die dazugehörige Rekon-struktion. Die Form des Eins
hlusses wird erkannt, aber die Gröÿe etwasunters
hätzt. Die re
hte Seite der Abbildung zeigt die Rekonstruktion zuMessdaten, die dur
h Addition eines 0,1%-igen Raus
hens verfäls
ht wur-den. Die Position des Eins
hlusses wird no
h immer erkannt, jedo
h ni
htmehr seine genaue Form.
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Abbildung 4.5: Rekonstruktion von vier Eins
hlüssen
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Abbildung 4.6: Rekonstruktion eines ni
ht-konvexen Eins
hlusses (gestri
hel-te Linie), links: mit exakten Daten, re
hts: mit verraus
hten Daten
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Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wird die Faktorisierungsmethode zur Erkennungvon Gebieten mit sprunghaft abwei
henden Materialparametern untersu
ht.Dur
h eine abstrakte Formulierung beweisen wir die der Methode zugrun-de liegende Bildraumidentität für allgemeine reelle elliptis
he Probleme unddeduzieren bereits bekannte und neue Anwendungen der Methode.Für das spezielle Problem, magnetis
he oder perfekt elektris
h leitende Ob-jekte dur
h niederfrequente elektromagnetis
he Strahlung zu lokalisieren, zei-gen wir die eindeutige Lösbarkeit des direkten Problems für hinrei
hend klei-ne Frequenzen und die Konvergenz der Lösungen gegen die der elliptis
henGlei
hungen der Magnetostatik. Dur
h Anwendung unseres allgemeinen Re-sultats erhalten wir die eindeutige Rekonstruierbarkeit der gesu
hten Objekteaus elektromagnetis
hen Messungen und einen numeris
hen Algorithmus zurLokalisierung der Objekte.An einem Musterproblem untersu
hen wir, wie dur
h parabolis
he Di�erenti-alglei
hungen bes
hriebene Eins
hlüsse in einem dur
h elliptis
he Di�erenti-alglei
hungen bes
hriebenen Gebiet rekonstruiert werden können. Dabei be-weisen wir die eindeutige Lösbarkeit des zugrunde liegenden parabolis
h-elliptis
hen direkten Problems und erhalten dur
h eine Erweiterung der Fak-torisierungsmethode die eindeutige Rekonstruierbarkeit der Eins
hlüsse sowieeinen numeris
hen Algorithmus zur praktis
hen Umsetzung der Methode.
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