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Kapitel 1

Einleitung

Der Begriff Tomographiemethoden (von griechisch 7oun = Schnitt) umfasst
in seiner urspriinglichen Bedeutung verschiedene bildgebende Verfahren, mit
denen das Innere eines Korper scheibchenweise ausgemessen werden kann,
und wird heute allgemein fiir Verfahren verwendet, mit denen das Innere ei-
nes Korpers durch Messungen an seiner Oberfliche dargestellt werden kann.
Dazu wird der Korper einem physikalischen Experiment unterzogen, z. B.
wird Licht, Schall oder Strom durch den Kérper geleitet und die austretende
Menge gemessen. Aufer zu medizinischen Zwecken am menschlichen Kérper
lassen sich solche Methoden auch fiir andere nichtdestruktive Untersuchun-
gen, etwa des Erdbodens, oder zur Qualitétssicherung in der Produktion
einsetzen.

Mit dem Begrift direktes Problem oder Vorwdrtsproblem bezeichnet man da-
bei das Problem, fiir einen Koérper mit bekannten physikalischen Eigenschaf-
ten den Ausgang des Experiments vorherzusagen, z. B. wie ein eingespeister
Strom durch einen Korper mit bekannter Leitfahigkeitsverteilung hindurch-
fliefen wird. Das wnverse Problem dazu ist das Problem der Tomographie
und besteht darin, aus dem Ausgang eines oder mehrerer Experimente auf
die physikalischen Eigenschaften im Inneren des Korpers zu schliefien, und da-
mit z. B. in der Impedanztomographie durch Messung von Strom-Spannungs-
Paaren ein Bild der Leitfahigkeitsverteilung im Inneren des Koérpers zu er-
stellen.

Mathematisch lassen sich viele solcher Experimente durch partielle Diffe-
rentialgleichungen beschreiben, in die die physikalischen Eigenschaften des
Inneren des Korpers als Koeffizienten eingehen. Das direkte Problem besteht
dann darin, die Differentialgleichung zu 16sen, wahrend das inverse Problem
darin besteht, aus der Kenntnis von Losungen (genauer gesagt von Rand-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

werten von Losungen auf der Oberfliche des Korpers) die Koeffizienten der
Differentialgleichungen zu rekonstruieren.

Typischerweise werden diese Rekonstruktionen umso schwieriger, je grofer
die Wellenldnge der verwendeten Licht- oder Schallwellen ist, gleichzeitig wird
aber die Belastung fiir den Korper bei grofserer Wellenlédnge, also niedrigerer
Frequenz, geringer. Der Stromfluss in der Impedanztomographie kann dabei
als Grenzfall elektromagnetischer Wellen von unendlich langer Wellenldnge
angesehen werden, vgl. [45, 13] und ist deshalb mathematisch von besonde-
rem Interesse. Schon die 1980 von Calderon gestellte Frage, ob es iiberhaupt
moglich ist, die Leitfahigkeitsverteilung durch Randmessungen von Strom-
Spannungs-Paaren zu rekonstruieren, wurde erst vor kurzem von Astala und
Péivérinta in [5] fiir den zweidimensionalen Fall positiv beantwortet und ist
fiir allgemeine Leitfdhigkeiten im Dreidimensionalen noch offen.

In der praktischen Anwendung besteht das Ziel hiufig darin, Gebiete zu fin-
den, in denen die physikalischen Parameter sprunghaft von einem ansonsten
bekannten Referenzzustand abweichen. So haben etwa Tumorzellen eine deut-
lich hohere Leitfahigkeit als gesundes Gewebe, und ein vergrabenes magne-
tisches Objekt besitzt eine sehr viel hohere Permeabilitit als der umgebende
Erdboden. Diese Problematik lisst sich unter dem Begrift der Gebietserken-
nung zusammenfassen, die gesuchten Gebiete werden auch als Einschliisse
bezeichnet.

Der naheliegende Ansatz, solche Gebietserkennungsprobleme praktisch zu 16-
sen, besteht darin, die gesuchten Einschliisse geeignet zu parametrisieren und
iterativ zu bestimmen. Dabei wird ausgehend von einer Startndherung in je-
dem Iterationsschritt die Naherung so verdndert, dass simulierte Messungen
zu durch die neue Ndherung beschriebenen Einschliissen besser mit den rea-
len Messungen iibereinstimmen. In jedem Iterationsschritt ist also (minde-
stens) eine numerische Losung des Vorwértsproblems erforderlich. Fiir grofe
Wellenléngen sind die inversen Probleme schlecht gestellt, d. h. kleine Fehler
in den Messungen haben grofse Konsequenzen fiir die rekonstruierten physi-
kalischen Figenschaften im Inneren. Dies macht zusédtzliche Regularisierung
und eine hohe Anzahl an Iterationsschritten notwendig. Fiir die Anwendung
iterativer Verfahren méchten wir exemplarisch auf den Ubersichtsartikel zur
Impedanztomographie [46] von Lionheart verweisen.

Gegenstand dieser Arbeit ist ein relativ neues, nicht-iteratives Verfahren zur
Gebietserkennung, die sogenannte Faktorisierungsmethode. Sie basiert auf ei-
ner 1996 in [15] beschriebenen Idee von Colton und Kirsch, wird 1998 von
Kirsch in [38] fiir akustische Streuprobleme entwickelt, mit Grinberg und
Arens auf unterschiedliche Randbedingungen des Streukorpers, auf Streukor-



per im Halbraum und auf periodische Strukturen erweitert |29, 31, 30, 28, 4]
und schliefslich auch auf elektromagnetische Streuprobleme angewendet [39].
Ein Buch von Grinberg und Kirsch zur Anwendung der Faktorisierungsme-
thode bei Streuproblemen ist in Vorbereitung.

Briihl und Hanke verallgemeinern die Methode in [10, 11| auf das ellipti-
sche Problem der Impedanztomographie, und Héhner iibertragt sie in [37]
auf ein inverses Problem in der Elektrostatik. Sie wird erfolgreich auf weitere
elliptische Probleme iibertragen: von Hyvénen in [35] auf die optische To-
mographie, von Bal in [6] auf singuldre Schichten in der Impedanz- und der
optischen Tomographie, von Hanke in [33] und Hyvonen in [36] auf verschie-
dene Elektrodenmodelle in der Impedanztomographie. Schappel erweitert sie
in [57] auf Halbraumprobleme in der Impedanztomographie, Kirsch in [40]
auf komplexe anisotrope Diffusionsprobleme, und in [43, 44| leitet Kress sie
fiir vektorharmonische Felder her.

Die Faktorisierungsmethode vergleicht die Ergebnisse von Messungen an ei-
nem Korper mit Einschliissen mit denen eines Referenzkorpers ohne Ein-
schliisse. Durch eine Faktorisierung der Differenz der Messungen wird der
Bildraum eines virtuellen Messoperators bestimmt. Der Einschluss wird dann
dadurch charakterisiert, dass gewisse singuldre Funktionen genau dann zu
diesem Bildraum gehoren, wenn ihre Singularitit im Inneren des Einschlusses
liegt. Auf diese Weise liefert die Methode sowohl das theoretische Ergebnis,
dass der Einschluss durch die Messungen eindeutig bestimmt ist, als auch ein
numerisch implementierbares Verfahren, um den Einschluss zu lokalisieren.

Die Hauptschwierigkeit in der Anwendung der Faktorisierungsmethode auf
neue Probleme liegt im Beweis einer Bildraumidentitdt, mit der sich der
Bildraum des virtuellen Messoperators aus den realen Messungen bestim-
men ldsst. In den zitierten Arbeiten ist dieser Beweis scheinbar nur durch
Ausnutzung sehr spezieller Eigenschaften der betrachteten Probleme mog-
lich. Eine einheitliche Theorie dariiber, welche Art von Einschliissen durch
die Faktorisierungsmethode gefunden werden kann, existiert bisher nicht.

In dieser Arbeit entwickeln wir zunéchst im zweiten Kapitel eine solche Theo-
rie fiir allgemeine reelle elliptische Probleme und demonstrieren an mehreren
Beispielen, wie diese sowohl bereits bekannte als auch neue Anwendungen als
Spezialfille enthilt.

Im dritten Kapitel untersuchen wir ausfiihrlich eine neue Anwendung der
Methode: die Lokalisierung von Objekten durch niederfrequente elektroma-
gnetische Strahlung, etwa bei der humanitdren Minensuche oder der Me-
talldetektion. Wir zeigen, dass sich die zugrundeliegende Wellengleichung in
guter Ndherung durch die elliptischen Gleichungen der Magnetostatik appro-
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ximieren lasst. Durch Anwendung unserer allgemeinen Theorie demonstrieren
wir dann, wie magnetische oder perfekt elektrisch leitende Objekte mit der
Faktorisierungsmethode aus Randmessungen geortet werden konnen.

Im vierten Kapitel gehen wir iiber die elliptischen Gleichungen hinaus und be-
trachten eine Anwendung mit expliziter Zeitabhingigkeit. Die Lokalisierung
von Einschliissen vergleichsweiser hoher Warmekapazitat durch thermische
Randmessungen fiihrt auf eine parabolisch-elliptische Differentialgleichung.
Wir zeigen die eindeutige Losbarkeit dieser Gleichung und erweitern die Fak-
torisierungsmethode auf die Behandlung dieses Problems.

Abgrenzung des eigenen Beitrags

Teile dieser Arbeit entstanden in Zusammenarbeit mit anderen Doktoranden:

Die numerischen Ergebnisse in Abschnitt 3.4 wurden von Christoph Schnei-
der erstellt, der ebenfalls an der Johannes Gutenberg-Universitit Mainz bei
Prof. Dr. Martin Hanke-Bourgeois promoviert. Das vierte Kapitel entstand in
Zusammenarbeit mit Florian Friihauf, Doktorand an der Leopold-Franzens-
Universitét Innsbruck, und seinem Betreuer Prof. Dr. Otmar Scherzer. Dabei
erstellte ich die Abschnitte 4.1, 4.2 iiber das direkte und das inverse Problem,
wahrend Florian Frithauf das in Abschnitt 4.3 verwendete numerische Ver-
fahren zur Losung des direkten Problems entwickelte und die dort gezeigten
numerischen Rekonstruktionen erstellte.

Bereits veroffentlichte Ergebnisse

Die im zweiten Kapitel entwickelte Faktorisierungsmethode fiir reelle ellipti-
sche Probleme wurde bereits in der Zeitschrift fiir Analysis und ihre Anwen-
dungen verdffentlicht [26].

Die Ergebnissse des vierten Kapitels wurden dem SIAM Journal on Nume-
rical Analysis zur Veroffentlichung eingereicht [25]. Eine Entscheidung {iber
die Annahme zur Publikation liegt noch nicht vor.



Kapitel 2

Die Faktorisierungsmethode fiir
reelle elliptische Probleme

In diesem Kapitel entwickeln wir eine allgemeine Theorie, um die Faktorisie-
rungsmethode auf reelle elliptische Probleme anzuwenden, und zeigen, dass
bereits unter vergleichsweise schwachen Voraussetzungen an das betrachte-
te Problem die benétigte Bildraumidentitat gilt. Insbesondere geben wir ein
einfaches Kriterium dafiir an, wie die Einschliisse vom Referenzkorper ab-
weichen miissen. Dieses Kriterium lasst sich leicht in Bedingungen an die
Koeffizienten einer gegebenen reellen elliptischen Differentialgleichung tiber-
setzen.

Obwohl durch unsere sehr abstrakte Betrachtung des Problems die verwen-
deten Rdume und Operatoren ihre anschauliche Bedeutung verlieren, kénnen
die Beweise einfacher und elementarer als in den in der Einleitung zitierten
speziellen Anwendungen der Methode gefiihrt werden.

Im Abschnitt 2.1 demonstrieren wir die Faktorisierungsmethode an einer ein-
facheren Version der Diffusionsgleichung aus [40]. Dieses Beispiel dient uns
dann als anschauliche Motivation, um in Abschnitt 2.3 reelle elliptische Pro-
bleme auf Gebieten mit Einschliissen in abstrakten Hilbertrdumen zu formu-
lieren. Randmessungen werden wir dort mittels abstrakter Spuroperatoren
und reelle elliptische Probleme iiber ihre zugehoérigen symmetrischen und
koerziven Bilinearformen definieren.

Im Abschnitt 2.4 formulieren und beweisen wir das Hauptresultat dieses Ka-
pitels: Die Bildraumidentitit gilt, wenn die Differenz zwischen der den Ein-
schluss beschreibenden Bilinearform und der den Referenzkdrper beschreiben-
den Bilinearform koerziv ist. Auerdem entwickeln wir eine Erweiterung fiir
den Fall, in dem die Differenz eine kompakte Stérung einer koerziven Bili-
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KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME

nearform ist, und beweisen die Bildraumidentitat auch fiir isolierende und
perfekt absorbierende Einschliisse. Der Einschluss wird dabei nicht als zu-
sammenhingend vorausgesetzt, die Begriffe ,Einschluss” und ,Einschliisse”
benutzen wir synonym.

Am Beispiel aus Abschnitt 2.1 zeigen wir, wie sich unsere allgemeinen Re-
sultate auf ein gegebenes Problem anwenden lassen. In Abschnitt 2.5 de-
monstrieren wir kurz an fiinf anderen Anwendungen, wie diese in unseren
allgemeinen Resultaten enthalten sind. Die ersten vier Anwendungen wur-
den dabei schon von anderen Autoren behandelt, das fiinfte Beispiel ist eine
neue Anwendung fiir die Faktorisierungsmethode.

2.1 Motivation: Gebietserkennung durch Diffu-
sionsprozesse

Wir demonstrieren die Faktorisierungsmethode an einer einfacheren Version
der Diffusionsgleichung aus einer Arbeit von Kirsch [40]:

Beispiel 2.1 (Diffusionsgleichung)
Sei B C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand S := 0B. Treten Teilchen

mit einer Flussdichte g € H_%(S) in dieses Gebiet ein, so fihrt dies zu einer
(stationdren) Teilchendichte ug € H'(B), die die Diffusionsgleichungen

—div (kgradug) + cup =0  in B,
KOyugls =g  auf S

lost. Dabei sind r,c € LY (B) die Diffusions- und Absorptionsparameter im
Gebiet B, v ist die dufSere Normale an S, und mit L bezeichnen wir den
Raum der L*>-Funktionen mit positiven wesentlichen Infima.

Messungen der Teilchendichte ug auf S fiir alle méglichen Werte von g werden
beschrieben durch den Neumann-Dirichlet-Operator

H3(S) — Hz(S) . .
A : ’ ug € H(B) lost (2.1), (2.2).

o { FE 2 o€ H'(B) lost (2.1), (2.9
Wir stellen uns daber Messungen an einem homogenen Gebiet vor, in dem
2. B. k und ¢ konstant sind, und bezeichnen Ay im Folgenden auch als Refe-
renzmessungen.

Befindet sich hingegen in B ein Finschluss mit abweichenden Diffusions-
und Absorptionsparametern, so unterscheiden sich in der Regel die Messer-
gebnisse von diesen Referenzmessungen. Sei etwa () eine offene Menge mit
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2.1. MOTIVATION: DIFFUSIONSPROZESSE

Abbildung 2.1: Gebietsskizze

C'-Rand ¥ := 092, Q C B, in der die Diffusions- und Absorptionsparameter
um k1 bzw. ¢ geringer sind als im Fall der Referenzmessungen, und deren
Komplement Q := B\ Q zusammenhingend ist, vgl. Abbildung 2.1 fiir eine
Gebietsskizze. Bezeichnen wir mit xq die charakteristische Funktion von €2
und setzen noch k — Ki1xa, ¢ — cixa € LY(B) voraus, dann lost die resultie-
rende Teilchendichte u; € H'(B) die Gleichungen

—div ((k — k1xq) grad uy) + (¢ — c1xo)ur =0 in B, (2.3)
kO,uils =g  auf S, (2.4)

und Randmessungen werden beschrieben durch
H2(S) — Hz(S) ) i}
A ’ uy € H(B) lost (2.83), (2.4).
G { S L€ H'(B) lost (2.3), (2.4

Wir betrachten das Problem, den Finschluss durch Vergleich der Randmes-
sungen Ay mit den Referenzmessungen Ao zu finden, also xq aus Ay und Ay
zu berechnen. Dazu fiihren wir zundchst den Hilfsoperator

DR HE)
{1

ein, wobei u € HY(Q), die Losung ist von

—div (kgradu) + cu =0 in Q, (2.5)
KOyuly = =1 auf X, .
kOyuls =0 auf S, (2.7)
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und v auf ¥ die duflere Normale beziiglich ) bezeichnet. L beschreibt virtuelle
Messungen der Teilchendichte, die durch Finspeisung eines Teilchenflusses
von innerhalb der Inklusion in das Komplement () der Inklusion resultieren
wiirde. Der Operator L wird also Informationen tiber () und damit tiber die
Lage von ) enthalten. In der Tat lisst sich zeigen, dass unter zusdtzlichen
Glattheitsannahmen an die Koeffizienten k und c der Einschluss ) durch den
Bildraum von L eindeutig bestimmt ist. Fiir die Details verweisen wir auf
[40]. Die Idee besteht darin, zu Punkten z € B Losungen G, von k0,G, =0
auf S und

—div (kgradG,) + ¢G, =0 in B\ {z} (2.8)

zu verwenden, die in z eine so starke Singularitat besitzen, dass sie nicht
zu einer Losung auf ganz B fortgesetzt werden kénnen. Ist z € €2, so ist
offensichtlich G,|s € R(L), da G,|qg dann ja (2.5)-(2.7) lost. Ist die Losung
auflerdem eindeutig durch ihre Cauchy-Randwerte auf S bestimmt, dann ldsst
sich auch die Umkehrung zeigen, also

2€Q genau dann, wenn G.|s € R(L). (2.9)

Die Hauptaussage der Faktorisierungsmethode besteht nun darin, dass unter
geeigneten Voraussetzungen an ki und ¢, der Bildraum von L (den virtuellen
Messungen) aus Ay und Ao (den wahren Messungen) bestimmt werden kann
durch die Bildraumidentitéat

R((Ar = Ao)'?) = R(L). (2.10)

Zur Bildung der Wurzel von Ay — Ay bedienen wir uns der Einfachheit halber
der eigentlich nur fiir L*-Rdume gebriuchlichen Konvention, den Hilbert-
raum H2(S) mit seinem Dualraum H~2(S) zu identifizieren. Eine analoge
Bildraumidentitdt gilt nach geeigneter Abanderung der Operatoren tatsdchlich
auch in L*(S), vgl. Bemerkung 2.15.

Der FEinschluss kann nun dann dadurch gefunden werden, dass G, fiir jeden
Punkt z € B berechnet und dann tberprift wird, ob

G.ls € R(L) = R((Ay — Ag)'?)

gilt, vgl. die Abschnitte 3.4 und 4.3 fir die numerische Implementierung eines
solches Bildraumtests mittels des Picardkriteriums.

Wir werden in diesem Kapitel die Bildraumidentitdt (2.10) fiir allgemeine re-
elle elliptische Probleme beweisen und dabei zur Motivation unserer Annah-
men und Veranschaulichung unserer Ergebnisse immer wieder zu Beispiel 2.1
zuriickkehren.
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LHy ,
H1 Hl - " Hl
A} A*‘ ‘A’
LHy
H2 HQ - Hé

Abbildung 2.2: Beziehung zwischen dualem und adjungiertem Operator
2.2 Funktionalanalytische Hilfsmittel

Wir fiihren zunichst einige Notationen und Bezeichnungen aus der Funk-
tionalanalysis ein, die in der Literatur nicht iiberall einheitlich verwendet
werden. Fiir das Skalarprodukt eines reellen oder komplexen Hilbertraumes
H verwenden wir runde Klammern (-,-), den Antidualraum bezeichnen wir
mit H’, und die antiduale Paarung auf H’ x H schreiben wir mit eckigen
Klammern (-,-). Wir verwenden dabei die Konvention, dass das Skalarpro-
dukt und die antiduale Paarung jeweils in der ersten Komponente linear und
in der zweiten Komponente antilinear sind.

Mit ¢y : H — H' bezeichnen wir die Isometrie, die ,, H mit seinem Antidual-
raum identifiziert”, d. h.

(typu,-) == (u,-) fir alle uw € H.

Zu einem stetigen linearen Operator A € L(H,, Hy) zwischen zwei Hilbert-
raumen H,, H, bezeichnen wir den dualen Operator mit A’ und den adjun-
gierten Operator mit A*. Dabei gilt A* = LB}A,LHQ, vgl. Abbildung 2.2.

Entsprechend unserer Konvention fiir Skalarprodukte und antiduale Paarun-
gen sind Sesquilinearformen in dieser Arbeit stets in der ersten Komponente
linear und in der zweiten Komponente antilinear. Eine Sesqui- bzw. Biline-
arform

a: XXX —-C bzw. a: X xX—=R

auf einem reflexiven Banachraum X heilst hermitesch bzw. symmetrisch,
wenn a(u,v) = a(v,u) fiir alle u,v € X. Eine hermitesche Sesquilinearform
bzw. eine symmetrische Bilinearform bezeichnen wir als positiv semidefinit,
falls a(u,u) > 0 fir alle v € X, und als koerziv, falls ein a > 0 existiert, so
dass a(u,u) > o ||ul|® fir alle u € X.

Durch eine stetige Sesqui- bzw. Bilinearform a wird auf kanonische Weise ein
Operator A € L(X, X’) induziert. Dieser ist definiert durch

(Au,-) == a(u,-) fir alle u € X.
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Umgekehrt induziert jeder Operator A € £(X, X') eine stetige Sesqui- bzw.
Bilinearform a durch
a: (u,v)— (Au,v).

Ein Operator A € £(X, X’) heiflt hermitesch bzw. symmetrisch, positiv se-
midefinit oder koerziv, falls die von ihm induzierte Sesqui- bzw. Bilinearform
a es ist. Fiir hermitesche bzw. symmetrische Operatoren A, B € L(X, X')
schreiben wir auch A > 0, falls A positiv semidefinit ist, und A > B, wenn
A— B > 0 ist. Falls X ein Hilbertraum ist, verwenden wir dieselben Bezeich-
nungen auch fiir den Operator A := 13'A € £(X, X). Offenbar ist in diesem
Fall ein hermitescher bzw. symmetrischer Operator selbstadjungiert.

Die folgenden zwei Lemmata fassen die fiir uns wichtigen Aussagen des Satzes
von Lax-Milgram und der Fredholm-Alternative zusammen:

Lemma 2.2
Sei X ein komplexer oder reeller reflexiver Banachraum und A € L(X, X')
sei hermitesch bzw. symmetrisch. Dann gilt:

(a) Ist A koerziv, so ist A bijektiv und damit stetig invertierbar.
(b) Ist A bijektiv und A > 0, dann ist A koerziv.

Beweis:

Die Behauptung (a) ist ein Spezialfall des Satzes von Lax-Milgram, vgl. z. B.
[19, VI, §3, Theorem 7|. Behauptung (b) findet sich z.B. in [24, Corolla-
ry A.55]. O

Lemma 2.3

Sei X ein komplezer oder reeller reflexiver Banachraum, A € L(X, X') sei
bijektiv und K € L(X, X') sei kompakt. Dann ist der Kern von A+ K end-
lichdimensional, und falls A+ K injektiv ist, so ist A+ K bijektiv.

Beweis:
Die Behauptung wird auch als Fredholm-Alternative bezeichnet. Sie folgt aus
dem Satz von Riesz-Schauder, vgl. z. B. [59, Satz VI.2.1]. O

Wir zeigen noch einen Zusammenhang zwischen der Definitheit von A — B
und der von A~! — B~

Lemma 2.4
Sei X ein komplezer oder reeller reflexiver Banachraum und A, B € L(X, X')
hermitesch bzw. symmetrisch. Ist A koerziv, dann ist

BA'B—-B>B- A (2.11)

10
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Ist B bijektiv, so folgt hieraus
At - B '=BYBA'B-B)B'>BB-AB",

insbesondere impliziert B > A also A= > B~1.

Beweis:
Sei w € X und setze v := A~'Bw. Es ist
1 1 1
—§(Av,v> = 5(Aw,w> — §<A(w — ), (w—v)) — (Av,w)
1 1
< §<Aw7w> o <AU,U)> = §<Aw7w> o <Bw7w>7
und damit . .
——BA'B< -A- B,
2 2
woraus (2.11) folgt. O

Das folgende Lemma wurde von Briihl zur Erweiterung der Faktorisierungs-
methode auf nicht-konstante Leitfahigkeiten in der Impedanztomographie
gebraucht, vgl. |9, Satz 4.9]. Wir schreiben es in der Form, in der es von der
Gruppe Bourbaki in [8, pp. 355-358| als 14. ,important property of Banach
spaces” bezeichnet wird, geben der Einfachheit halber aber einen elementaren
Beweis an:

Lemma 2.5
Seien X, Y zwei Banachrdume, A € L(X,Y) und 2’ € X'. Dann ist

' € R(A")  genau dann, wenn  3C >0 : |(2/,z)| < C||Az| Vz € X.

Beweis:
Ist 2’ € R(A’), dann existiert ein y' € Y’, so dass 2’ = A'y/. Es folgt, dass

(', o) = [, Az)| < [ly'l| [[Az]|  fiir alle z € X,

die Behauptung gilt also mit C' = ||y/|.

Nun sei 2’ € X', und es existiere ein C' > 0, so dass |(z/, z)| < C'|| Az fiir
alle x € X. Definieren wir

f(z) = (2',x) fiir alle z = Az € R(A),

dann ist f offenbar ein wohldefiniertes, stetiges antilineares Funktional mit
lf(2)|| < Cz||. Aus dem Satz von Hahn-Banach (vgl. z.B. [1, Satz 4.15])
folgt, dass ein y' € Y existiert, so dass y'|g(a) = f. Fiir alle 2 € X gilt dann

(Ay,z) = {, Ax) = f(Az) = (/. )
und damit 2’ = A’y € R(A'). O

11
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Als niitzliche Folgerung erhalten wir so auf elementarem Wege eine fiir die
Faktorisierungsmethode grundlegende Aussage:!

Lemma 2.6
Seien X; Banachriume mit Normen |-||,, X ein dritter Banachraum und

A€ L(X, X)), i=1,2.
(a) Ezistiert ein C' > 0 mit |Ayz||, < C"||Agz||, fir alle x € X, so ist

R(A}) € R(AY).

(b) Sind X, X; und Xy Hilbertraume, und existiert eine Konstante C' > 0
mit ||Ayx||, < C"||Agzl], fir alle x € X, so ist

R(A7) € R(A).

Insbesondere folgt aus AjA; = ASAy
R(A7) = R(A3),
vgl. Abbildung 2.35.

Beweis:
(a) Sei y' € R(A}). Aus Lemma 2.5 erhalten wir, dass ein C' > 0 existiert,
so dass

(s2)] < C 1Al < CC' [ Asa]l,  fiir alle z € X,
und durch nochmalige Anwendung von Lemma 2.5 folgt v/ € R(A)).

(b) Aus (a) erhalten wir R(A}) € R(A)) und fir Hilbertrdume X, X; und
X5 folgt aus der Bijektivitdt der Operatoren ¢y, tx, und tx, damit auch
R(AT) C R(AY). OJ

2.3 Abstrakte Formulierung des Problems

2.3.1 Abstrakte Losungsraume und Spuroperatoren

Um die Faktorisierungsmethode auf reelle elliptische Gleichungen zu verall-
gemeinern, benétigen wir nicht nur den Raum der Losungen H(B) der Glei-
chung auf B (wie H'(B) fiir Beispiel 2.1), sondern wir miissen die Lésungen

lygl. |23, Prop. 2.18] fiir einen spektraltheoretischen Beweis oder [40, Lemma 2.4] fiir
einen Beweis fiir injektive und kompakte Operatoren

12
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P
> S ¢
AT Xy T A

Abbildung 2.3: Skizze zu Lemma 2.6

auch auf den Einschluss €2, auf sein Komplement () und auf die Rander S
und Y einschranken kénnen. Hierfiir bendtigen wir geeignete Funktionenrdu-
me H(Q), H(Q), H(X) und H(S), im Diffusionsbeispiel etwa die Raume
HY(Q), HY(Q), H2(X) und H2(S) mit den bekannten Einschrankungs- und
Spuroperatoren.

Bemerkung 2.7

Zur besseren Lesbarkeit dieses Abschnittes und als Mdéglichkeit, das Hauptre-
sultat in Abschnitt 2.4 auch ohne Einstieg in die technischen Details zu ver-
stehen, fassen wir in dieser Bemerkung kurz die anschauliche Bedeutung der
im Hauptresultat verwendeten Operatoren und Bilinearformen zusammen:

Fiir die in Abbildung 2.1 skizzierten Mengen stellen wir uns E.y und y.)—()
als die Einschrinkungs- und Spuroperatoren auf den angegebenen Teilmengen
und Rdndern vor. Von zwei reellen elliptischen Differentialoperatoren A;, die
den Koérper mit Einschlissen (i = 1) beziehungsweise den Referenzkiorper
(i = 0) beschreiben, nehmen wir an, dass sie auf () tbereinstimmen, aber
sich auf 0 unterscheiden. Die entsprechenden Einschrankungen bezeichnen
wir dann mit Ag bzw. Aq; und die dazugehorigen Bilinearformen mit ag.y.

Im Allgemeinen miissen H(-) keine R4ume von Funktionen oder Distributio-
nen auf den Mengen B, €2, ), ¥ oder S sein. Wir behandeln deshalb B, €2,
@, > und S nur noch als Indizes fiir abstrakte reelle Hilbertraume, zwischen
denen abstrakte Einschrankungs- und Spuroperatoren existieren. Durch die-
se Verallgemeinerung ist es moglich, auch Faktorrdume (etwa in Anwendung
2.5.1) oder den Fall S # 0B (in Anwendung 2.5.4) zu behandeln.

Voraussetzung und Definition 2.8

Seien H(B), H(Q), H(Q), H(S) und H(X) reelle Hilbertrdume mit Skalar-
produkten (-, ) (), zwischen denen die folgenden stetigen linearen Operatoren
gegeben seien:

Yo—s: H(Q)— H(S), Eo: H(B)— H(Q),

Yo-x - — H(E), EQ : H(B) — H(Q),
Yoox @ H(Q)— H(Y).

=
L

13



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME

Wir definieren damit die stetigen linearen Abbildungen

VB—s: H(B) — H(S), VB—s = V1Q-sEq,
Vs : H(B)— H(X), VB-x = Yo-xlio

und nehmen an, dass die folgenden Voraussetzungen erfillt seien:
(V1) Es existiert ein k > 0, so dass fir alle w € H(B)
(u,u)(py < k ((EQu, Equ)nq) + (Equ, EQU)H(Q)) ,
d. h. zusammen mit der Stetigkeit von Eq und Eq ist die Bilinearform
(u,v) = (Equ, Equ) ) + (Equ, Equ) @)
ein Skalarprodukt auf H(B), das eine dquivalente Norm induziert.

(V2a) Es gilt
Yo-xEg = va—xla.

(V2b) Eq und Eq besitzen stetige Rechtsinversen Eq und Eg mit der Ei-
genschaft, dass fir alle w € H(Q) und v € H(Q)

EqEqu =10, falls vo_.xu =0,
EqEqu =0, falls vg—xv = 0.

(V3) vg—x und yq_yx besitzen stetige Rechtsinversen Yoz und Yo .

Wie schon erwdhnt konnen beim Diffusionsbeispiel die folgenden Raume ge-
wihlt werden:?

H(B):= H'(B),  H(S):= H?(S),
H(Q) = H'(Q), H(X):= H3(%),
H(Q) = H'(Q).

Eq und Eq sind dabei die Einschréankungen auf die Teilmengen () bzw. €,
und 7(._( sind die Spuroperatoren auf S und ¥. Dann ist die Voraussetzung
(V1) trivial, (V2b) folgt z.B. aus [55, Lemma 6.85] und |55, Theorem 6.88].
(V3) steht z. B. in |55, Theorem 6.108] und (V2a) ldsst sich leicht durch
Approximation mit einer Folge glatter Funktionen zeigen.

2yvgl. Bemerkung 2.15 fiir die Wahl von H ()

14



2.3. ABSTRAKTE FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Lemma 2.9
(a) Wenn (V1) und (V3) gelten, dann sind (V2a) und (V2b) dquivalent zu

(V2*) Zu gegebenem ug € H(Q) und ug € H(QY) existiert genau dann
ein u € H(B) mit ug = Equ und uq = Equ, wenn

TQ-xUQ = TQ—-xUQ-
Insbesondere konnen Eq und Ej so gewdhlt werden, dass
EqQEq =g_sY0—x und EoEgj =175 570-s- (2.12)
Wir werden dies von nun an voraussetzen.
(b) Sind E;, und Eg entsprechend (2.12) gewdhlt, so ist

Beweis:

(a) (i) Es gelten (V1), (V2a), (V2b) und (V3). Seien ug € H(Q) und

(a) Wenn ein u € H(B) existiert mit ug = Egu und ug = Equ,
dann folgt aus (V2a)

Yo—sug = Yo—xlqu = ya_sFEou = yo_xuq.
(B) Sei umgekehrt vo_sug = yo—xuq, dann erfiillt
u:= Equg — Eq (EqEgug — uq) € H(B)
die Bedingung Equ = ugq, und aus (V2a) erhalten wir
Yoz (EaEquqg — ug) = yo-xEqEguqg — yo—suq = 0,
so dass mit (V2b) folgt
EqEq (EQEéuQ — uQ) =0
und damit Egu = ug.
(ii) Nun gelten (V1), (V2*) und (V3), dann ist (V2a) trivial.

Um (V2b) zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass wegen (V2¥)
zu jedem ug € H(Q)) ein v € H(B) existiert, so dass

Fou=1uq und FEgu= Vg Yo—nUo.

15



KAPITEL 2. REELLE ELLIPTISCHE PROBLEME

Definieren wir damit
Eq : H(Q) — H(B), Equq == u,

so ist dies wegen (V1) eine stetige Abbildung.

Definieren wir noch analog E,, dann sieht man leicht, dass Eq, und
Eg (V2b) und (2.12) erfiillen.

(b) Mit (2.12) erhalten wir
Eq (Egvg_s) = Yo—sYo—sVo-x = Ya—s = Fa (Eq1a_x) ;

und zusammen mit (V1) ergibt dies E,v, s = Egvg 5 O

2.3.2 Bilinearformen und Operatoren

Beispiel 2.10 (Fortsetzung des Diffusionsbeispiels)
FEine dquivalente variationelle Definition fiir den Neumann-Dirichlet-Opera-
tor

Ay : H 2(S) — Hz(S)

ist A1g = u|g, wobei uw € H'(B) die Lisung ist von

ar(u,v) = (g,v|S>H_%(S)XH%(S) fiir alle v € H'(B) (2.13)

ar(u,v) := /B {(k — k1xa) Vu - Vv + (c — c1xo)uv} dz.

Aufgrund unserer Annahmen an die Koeffizienten ist dabei die Bilinearform
ay stetig, koerziv und symmetrisch auf H'(B).

Der gemaj$ Abschnitt 2.2 induzierte Operator
Ay HY(B) — (HY(B)), Ay = ay(u,-)

15t koerziv und damit stetig invertierbar, d.h. es existiert eine eindeutige
Losung von (2.13), und diese hangt stetig von g ab. Mit diesem Operator
kann Ay geschrieben werden als

A =p_sAT Vs (2.14)
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Analoges gilt fiir Ay mit der Bilinearform
ag(u,v) := / {kVu-Vov+ cuv} dz.
B
ag und a; stimmen fir Funktionen, deren Trager in Q) liegt, tiberein. Es gilt
ao(u,v) = aq(ulg, vlq) + ago(ula, vla), (2.15)

a1(u,v) = ag(ulg,vlg) + ag(ul, vle), (2.16)

wobei

ag(u,v) = / {kVu-Vv+ cuv} dz,
Q
ago(u,v) = / {kVu-Vv+ cuv} dz,
0
a1 (u,v) = / {(k — k1) Vu- Vv + (¢ — ¢;)uww} dx.
0

Um die Faktorisierungsmethode zu verallgemeinern, postulieren wir die Exi-
stenz von koerziven Bilinearformen ag, ago und aq; und benutzen diese,
um ao und a; entsprechend (2.15) und (2.16) zusammenzusetzen. Mit ih-
nen definieren wir dann (abstrakte) Neumann-Dirichlet-Operatoren geméfs
(2.14):

Voraussetzung und Definition 2.11

Seien

ag: H(Q)x H(Q) — R,
anp, an1: H(Q)x HQ) — R

stetige, koerzive und symmetrische Bilinearformen. Definiere
a;: HB)x HB)— R (i=0,1)
durch
a;(u,v) = ag(Equ, Equ) + aqi(Equ, Equ)  fir alle u,v € H(B). (2.17)

Wegen (V1) sind auch dies stetige, koerzive und symmetrische Bilinearfor-
men, und mit den gemdf Abschnitt 2.2 induzierten Operatoren Ag, Aq., A;
lasst sich (2.17) auch schreiben als

Schlieflich seien die Operatoren A; : H'(S) — H(S) (i = 0,1) definiert
durch
Ai = s AT B (2.19)
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2.4 Die Bildraumidentitat fiir reelle elliptische
Probleme

2.4.1 Die Bildraumidentitat

Satz 2.12
Es gelten die Voraussetzungen und Definitionen 2.8 und 2.11. Ist zusdtzlich
ag,o — aq,1 koerziv, dann gilt

R((Arersy — Aotaes)?) = R(L),

wobei L . H'(X) — H(S) gegeben ist durch L := 7Q—>SA(D_917£2_>2-

Fiir das Diffusionsbeispiel 2.1 und 2.10 stimmt diese Definition von L offenbar
mit (2.5) (2.7) iiberein, und aqp — aq; ist koerziv, falls k1,1 € LT(Q).
Also folgt unter dieser Bedingung aus Satz 2.12 die Bildraumidentitét (2.10).
(Haufig wird in Anwendungen ¢ (s) der Einfachheit halber weggelassen, also
nicht zwischen H(S) und seinem Dualraum H'(S) unterschieden.)

Um Satz 2.12 zu beweisen, zerlegen wir zunéchst A; — Ay in drei Operatoren:?

Lemma 2.13
Es gelten die Voraussetzungen und Definitionen 2.8 und 2.11. Dann gilt

Al - AO - LFL/,
wobei F': H(X) — H'(X) gegeben ist durch
= (1g-x) 40 Eq (A = 4y") EgAqig-.s:-

Beweis:
Durch einfache Umformungen erhalten wir

(AT! = Ag1) EgAq

= (A - 457) By Ao Ry
2 (AT (AL - Ao, o) — A7 (Ay — By AaoBa)) By
= (Ag'EGAqp — AT EqAqy) EoE,

2.12 _ _ _
212 (Ao 1EézAﬂ,o — A 1E§2AQ,1) To-xV7Q—x-

3Dies ist die Faktorisierung, nach der die Methode benannt ist.
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Also ist
(Al_l — Aal) Eé?AQ’Yé_@'VQ—@ = (Al_l — Aal) Eé?AQ.

Kombinieren wir diese Gleichung mit ihrer dualen, so erhalten wir die Be-
hauptung aus der Definition von y5_g, F' und L. U

Der Operator F' ist offenbar symmetrisch, und seine Definitheit hingt im
Wesentlichen von dem Faktor A;7' — Aj' ab. Mit Lemma 2.4 kénnen wir die
Definitheit von Al_l—Aa1 auf die von Aq o—Aq 1 bzw. ago—aq,; zuriickfiihren
und damit die Koerzivitdt von F' zeigen:

Lemma 2.14
Es gelten die Voraussetzungen und Definitionen 2.8 und 2.11. Ist ago — aq,
koerziv, dann ist auch F' koerziv.

Beweis:
Aus Lemma 2.4 folgt

AT = AGt > AT (Ag — A)) Agt = AJTEG(Agp — Aa) EoAgt.
Es gilt also fiir alle ¢ € H(X)

(Fo,0)msyxu) = (Ao — A1)V, V) mr@)xm(©) » (2.20)

wobei v 1= EQAglEéAnyé_)Egzﬁ ist.

Da aqp — ag,1 und damit Agy — Ag koerziv ist, folgt die Behauptung, falls
der Operator EQAo_lE/QAQ’YCS_)Z eine stetige Linksinverse besitzt. Eine solche
Linksinverse ist gegeben durch

Yo—3Ag' (Eq) EgAap + Yo—s,

denn es ist

(o—sAG (E5) EqAap + Ya-x) (EaAy ' EhAgvo_x)
= yo—sAg (Eg) (EQAaEa) Ay EgAgg_y
+ %zazEQAElEéAQ’YéQZ
= idp(m) — Yo-uEQAy EGAQYg—_x + Ya—sEaAy ' EgAgig_y
= idy(y),

wobei wir (2.18) benutzt haben, um den Term (E{,Aq¢Fq) zu ersetzen, und
im letzten Schritt Voraussetzung (V2a) verwendet haben. 4
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Nun konnen wir Satz 2.12 beweisen:

Beweis von Satz 2.12: Aus Lemma 2.13 folgt

A1LH(5) — AOLH(S) = LLH(Z)LBI(E)FL,LH(S).

Nach Lemma 2.14 ist der Operator £ := Ll}l(E)F € L(H(X),H(X)) selbstad-
jungiert und koerziv, er besitzt also eine bijektive selbstadjungierte Wurzel
F'2 (vgl. z.B. [56, Theorem 12.33]).

Setzen wir noch L = Ligsy € L(H(X),H(S)), so ist L* = L'izs und
damit

A1LH(5) - AOLH(S) = Z;FE* = £F1/2<F1/2)*E*
Daher ist Ajg(s) — Aotr(s) selbstadjungiert und positiv semidefinit, besitzt
also ebenfalls eine selbstadjungierte Wurzel (AlLH(S) — AOLH(S))1/2. Aus Lem-
ma 2.6 folgt

R((Miens) = Dovrs) ) = R(LEY?) = R(Ly s F'V?).
Da tp(x) und F'/2 surjektiv sind, folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 2.15
(a) Durch einfaches Vertauschen von Ay und Ay kénnen wir die Behauptung
von Satz 2.12 erweitern zu folgender Aussage:

Wenn ag1 — aqo oder agoy — aq1 koerziv ist, dann ist
R(|Avemcs) — Notaes)|V?) = R(L), (2.21)

wobei der Betrag eines Operators A € L(H) in einem reellen Hilbertraum
H durch |A| = (A*A)Y? definiert wird.*

Fiir das Diffusionsbeispiel 2.1, 2.10 gilt also die Bildraumidentitat (2.21),
falls k1, c1 € L(Q) oder —k1, —c1 € LE(Q).

(b) Es wurde nicht vorausgesetzt, dass die Operatoren yo_.s und yp_.g Sur-
jektiv sind. Im Diffusionsbeispiel kénnen wir also auch H(S) = L*(S)
wihlen. Identifizieren wir L*(S) mit seinem Dualraum, so bedeutet dies,
dass der Definitionsbereich von Ay und Ay von H=2(S) auf L2(S) einge-
schrinkt und der Wertebereich der Operatoren Ny, A1 und L als Teilmen-
ge von L*(S) statt von H%(S) aufgefasst wird. Mit diesen Anderungen
an Ao, Ay und L gilt die Bildraumidentitit (2.10) also auch in L*(S).

4Hier ist offenbar |A1em(s)y — Aotr(s)| entweder (Ay — Ag)eg sy oder (Ao — Aq)tp(s), da
einer der beiden Ausdriicke positiv semidefinit ist.
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Wird fiir H(S) ein Raum von Funktionen gewdhlt, die nur auf einem Teil
des Randes definiert sind, so beschreiben Ay und Ay Messungen mit ein-
geschranktem Messbereich. Auch fiir diese gilt also die Bildraumidentitdt
aus Satz 2.12, vgl. [33], [57] fiir entsprechende Resultate in der Impe-
danztomographie.

2.4.2 Erweiterungen
2.4.2.1 Kompakte Storungen

Wenn im Diffusionsbeispiel der Einschluss nur einen abweichenden Diffusi-
onskoeflizienten besitzt, der Absorptionskoeffizient aber auf ganz B gleich ¢
ist, dann ist
((Ago — Aq1)u,u) = / k1 Vu - Vudax.
Q
Aq o — Agq, ist nun nicht mehr koerziv, aber der Operator

AQ70 - AQ,I + I/LLQ(E)I

ist es, wobei I die kompakte Einbettung von H2 () in L2() ist. Die folgende
Erweiterung von Satz 2.12 ermoglicht es, auch solche kompakten Stérungen
von koerziven Operatoren zu behandeln.

Satz 2.16

Es gelten die Voraussetzungen 2.8 und 2.11. Existiert ein kompakter und
symmetrischer Operator K : H(Q) — H'(), so dass Agg — Ag1 + K
koerziv ist, und ist 'YQHE<A5’11 — Asfz,lo)%pz injektiv, dann gilt

R(|Arencs) — Notaes)|V?) = R(L),

wobei L wie in Satz 2.12 definiert ist.

Beweis:
Dieser Beweis wurde inspiriert von dem Beweis von Theorem 3.3 in [40].

Aus Lemma 2.13 folgt die Faktorisierung A; — Ag = LFL’, und wenn wir
genau wie im Beweis von Lemma 2.14 vorgehen, erhalten wir die Koerzivitét
von F' + K5 mit einem kompakten und symmetrischen K, : H(3) — H'(Y).
Nach Lemma 2.3 ist der Operator F' also bijektiv, wenn er injektiv ist.

Um zu zeigen, dass aus der Injektivitéit von yo_x(Ag} —Ag )76y die Injek-

tivitat (und damit Bijektivitat) von F folgt, definieren wir die Hilfsoperatoren
Fi = (1g-s) (AeEQAT 'EgAq — Ag) 1g—x  (1=0,1).
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Es ist

AQEQAT'EQAg — Aq = AQEQAT' (Ai — EQAaEq) By — Ag

= —AQEqQA;'E(AgEqE,
) AQEQ AT B An i gz,

also

(A@EQAT ' EgAq — Ag) 1gsa—s = AgEQAT EgAq — Aq  (2.22)
und

Frig-»Aq s = (Tg—s) AeBo AT By — idm(s).

Aufserdem ist

—1,.7
E’YQHEAQ,Z"VQ—E)

(212) , _ _ o _ _ -
= (VQ—E)/AQEQAi 1Eé2AQEQEQ AQ,lz"Y;Z—E - (VQ—@),AQEQEQ AQ}N&—@

(218) , _ _ o
= (P)/QHE)/AQEQAi ! (A; — EézAQzEQ) Eq AQ,lﬂfpz

— (Vg—x)AQEQEq Agiva 5
= —(1g—x)A0EQA ' EQvo s = —(1gx) A0EQA;  EGr s,
also

F; (Yg-sAg' 05 + Ye—sAgio_yx) = —idai(s),

und zusammen mit der Symmetrie der Operatoren folgt, dass F; bijektiv ist
und

Fh = —y0-345" -2 — Ya—sAg 0 s (2.23)
Damit ist
F=F—F=F(F'-F")F=Fye_s (41 — Aqp) 10_xFo,
und die Injektivitdt (und damit Bijektivitéit) von F' folgt tatsdchlich aus der
vorausgesetzten Injektivitét des Operators Yo_x(Ag — Ago) 765

Genau wie im Beweis von Satz 2.12 erhalten wir A := (A —Ao)res)y = LFL*
mit bijektivem selbstadjungiertem F', das nun die Summe eines koerziven
selbstadjungierten und eines kompakten selbstadjungierten Operators ist.

Sei F die Spektralzerlegung von A, vgl. z. B. [56, Theorem 12.23], und setze

P :=E(—00,0), P:=E([0,00]),
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dann ist |[A| = A(P, — P_).
Da (Fv,v) < 0 fiir alle v € R(L*P_) ist, ist der Raum R(L*P_) endlichdi-

mensional. Also ist er abgeschlossen und es existiert ein ¢ > 0, so dass
(Fv,v) < —c||v||® fiir alle v € R(L*P_).

Aus (Fuv,v) > 0 fiir alle v € R(L*P,) folgt nun R(L*P,) N R(L*P_) = {0}.

Da R(L*P,) + R(L*P_) abgeschlossen ist, vgl. z. B. [56, Theorem 1.42|, exi-
stiert z. B. nach |56, Theorem 5.16] eine stetige Projektion

Q_: R(L*P,)+R(L*P.) — R(L*P_) mit N(Q_) = R(L*P,).

Durch Nullsetzung auf dem orthogonalen Komplement kann )_ zu einer
stetigen Projektion auf H(Y) fortgesetzt werden. Setzen wir noch

Q4 =idpyrx) — Q-,
so erhalten wir L*P_ = Q_L* und L*P, = Q. L*. Damit ist
Al =A(Py — P) = LE(Q — Q)"
wobei ﬁ(QJr — () bijektiv, selbstadjungiert (da P, und P_ mit A ver-

tauschen) und positiv ist. Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von
Satz 2.12. O

Fiir das Diffusionsbeispiel mit ¢; = 0 bleibt noch die Injektivitat von

’YQ—>E(A{_)711 - Aé}o)%}-ﬁ

zu zeigen, was gerade die Differenz der Neumann-Dirichlet-Operatoren auf
dem Einschluss ist. Sei also ¢ € H~2(3) im Nullraum dieses Operators. Nach
Lemma 2.4 gilt

Agh — Ago = Ago(Aao — Aaa)Ag,
und da der Nullraum von (Agp — Ag1) nur konstante Funktionen enthélt,

muss die Funktion Ag}o’yé_@g konstant sein, woraus leicht g = 0 gefolgert
werden kann.
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2.4.2.2 Isolierende Einschliisse

Im Diffusionsbeispiel haben wir bisher vorausgesetzt, dass der Einschluss
zwar abweichende Diffusions- bzw. Absorptionseigenschaften besitzt, dass
aber noch immer Teilchen hindurchdiffundieren kénnen. Ist dies nicht mog-
lich, so spricht man von isolierenden Finschliissen oder Hohlrdumen. Im Dif-
fusionsbeispiel ist dann A; gegeben durch A;g = u|g, wobei u die Losung ist
von

0 auf,

div(kgradu) —cu=0 in Q, KO, U = { g aufS.

Die elliptische Gleichung, die die Diffusion in so einem Korper mit Hohl-
rdumen beschreibt, ist also nur auf dem Komplement () des Einschlusses
definiert. Wir kénnen die Idee des Hohlraumes auf unsere abstrakte Formu-
lierung tibertragen, indem wir die Bilinearform aq; in Voraussetzung 2.11
weglassen und die Definition von A; ersetzen durch

Al = ’YQ_>SAC§1’Yé2_>S.
Die Bildraumidentitdt kann nun analog zu Satz 2.12 bewiesen werden.

Satz 2.17

Gegeben seien Hilbertraume H(-) wie in Voraussetzung 2.8 und Bilinearfor-
men ag, ano wie in Voraussetzung 2.11. Seien Ag und Aq o die dazugehorigen
Operatoren. Definiere

A = VB—>SA517§3_>5 und Ay = 7@—»5/15217é2~5~
Dann gilt
R(IMem(s) — Do) ') = R((Arems) — Movies))'?) = R(L),

wobei L wie in Satz 2.12 definiert ist.

Beweis:
Es ist

Ay — Ao
= V0-54q Vg5 — V=54 Vp_s = To-s (Ag' — EoAy Eg) 15
= ’)/QHAgz‘l(j?1 (Eé)l (EbAQEQ — EbAQEQAalEbAQEQ) E(;A(jgl’yQHS.
Durch zweimalige Anwendung von EpAqEq = Ay — EqAqoEq kann der
eingeklammerte Ausdruck geschrieben werden als
EGAgEq — EGAQEQA; EGAgEq
= EyAqEqQAy EGAaoEq = EgAqoEq — EgAqoEqAy' EGAqoEa,
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also ist
EGAqEg — EqAqEQAT ' EyAqEq
= Eo(Eq) (EgAqEq — EgAqEqAy' EgAqEq) Eq Eo,
und damit folgt die Faktorisierung
A — Ay
= Yo-s4q' (Eq) Eo(Eq) (EqAqEq — EgAqEQAy" EgAqEQ)
EqEqEL AL o s
"2 o5 Ag e s w) (Bg) (BgAqEq — EyAqEqAy' EyAqEo)
Eqva_sYe-sA5" -5
= L(vg-x)'(Eq) EQAq (Ag' — EQAy Ep) AqEqEq Y .xL'
(2.12)

=" LFL,
wobei nun
F = (7g-x)'"Aq (A" — EoAy' Eg) Agig—s-

Wenden wir Lemma 2.4 auf Aél und EQAglEb an, so erhalten wir

EQA ' EQAQEQAL E — EQAY'E > EQAy By — A
und damit

Ag' — EQAG Ep > EQAy B — EQAyEGAQEQA; Eyp.
Fiir F' folgt damit

F > (1g_s)Aq (EQAy ' Ey — EQAL ' EGAGEQAL EG) Agvo s
= (Vg—x) A0 EeAy" (Ao — EgAqEg) Ay EgAqig—s
= (g—x) A0 EQAy Eq Ao Ea Ay EqAgrg s

Im Beweis von Lemma 2.14 zeigten wir, dass die Abbildung
EqAy ' EgAQig—s

eine stetige Linksinverse besitzt. Deshalb folgt aus der Koerzivitit von Ag
die Koerzivitiat von F', und der Rest der Beweises ist identisch mit dem Beweis
von Satz 2.12. U
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2.4.2.3 Perfekt absorbierende Einschliisse

Neben den isolierenden Einschliissen sind auch vollstdndig absorbierende Ein-
schliisse von Bedeutung. Im Diffusionsbeispiel sind dies Gebiete, in denen die
Teilchendichte stets Null betriagt. A; ist dann gegeben durch Ayg = ulg, wo-
bei u die Losung ist von

div (kgradu) —cu =0 in Q, uly =0 und kKOuls =g.

Eine dquivalente variationelle Formulierung ist, dass u € Hy(Q) die Losung
ist von

aq(u,v) = (g,v[s) g-1r2(5)x /25y~ fiir alle v € Hy(Q), (2.24)
wobei Hy(Q) := {v € H(Q) : v|y = 0} ist, und die eindeutige Losbarkeit
von (2.24) aus der Koerzivitat der Einschrankung von ag auf Hy(Q) folgt.

Um auch solche Einschliisse in unserer abstrakten Formulierung behandeln
zu konnen, fithren wir den Raum

Hy(Q) := N(1g-x) = {u € H(Q) : 1g-zu=0}

ein und bezeichnen seine Einbettung in H(Q) mit [ : Hy(Q) — H(Q). Die
Einschriankung der Bilinearform ag auf den Raum Hy(()) induziert dann
den koerziven Operator I’Agl. Wie in Abschnitt 2.4.2.2 lassen wir nun die
Bilinearform ag; in Voraussetzung 2.11 weg und ersetzen die Definition von

Ay durch
Ay =05l (I'AgD) ™ 'y s

Auch fur diesen Fall erhalten wir die Bildraumidentitat:

Satz 2.18

Gegeben seien Hilbertraume H(-) wie in Voraussetzung 2.8 und Bilinearfor-
men ag, ano wie in Voraussetzung 2.11. Seien Ag und Aq o die dazugehorigen
Operatoren. Definiere

Ao = posAg vps  und Ay =y sI(I'AQD) ™ 'y s
Dann gilt
R(A A 1/2) = R((A —A V2 = R(L
(|A1ers) — Notrs)| ) ((Aotm(s) 1La(s)) ) (L),

wobei L wie in Satz 2.12 definiert ist.
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Bewelis:
Wir definieren wie im Beweis von Satz 2.16

Fy = (1—x) (AeEAs ' EgAq — Ag) 1g—x

und verwenden die dort gezeigten Beziehungen (2.22) und (2.23). Auferdem
definieren wir

Fi = (1g-s) (AeI(I'AgI) ™' I'Aq — Ag) Yg—s-

Offenbar ist (Agl(I'Agl)™'I'Ag — Ag)v = 0 fiir alle v € R(I), also gilt
insbesondere

(AQI(I'AgI) ™ I'Aq — Ag) (idr(g) — 1g-xVa—x) =0
und damit

(AQI([/AQI)_lllAQ - AQ) ’YC;_)E’}/Q_,E = AQI([/AQI)_lllAQ - AQ. (225)

Wegen gzl = 0 ist auch I'y; 5, = 0. Aus (2.25) erhalten wir deshalb

Fl’YQ—i]Aélfy(/QHE = —idpg/(x),

und zusammen mit der Symmetrie der Operatoren folgt hieraus die Bijekti-
vitat von F| sowie

Fit = —g-s45"6 5 (2.26)
Aus (2.22) und (2.25) erhalten wir nun die Faktorisierung
Ao — Ay = L(Fy,— Fy)L,
und wegen Lemma 2.4 ist
Fo— R > R(FT = Fy YR = FoyaesAggvo—s 1,

wobei wir (2.23) und (2.26) verwendet haben. Da 7¢,_ s, und F} stetige Links-
inversen besitzen, folgt hieraus die Koerzivitidt von Fy — F; und damit wie
im Beweis von Satz 2.12 die Behauptung. g
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2.5 Anwendungen

Wir haben bereits gesehen, dass aus unserem allgemeinen Resultat die Bild-
raumidentitét fiir eine einfache Form der Diffusionsgleichung folgt, die von
Kirsch in [40] bewiesen wurde. In diesem Abschnitt leiten wir noch fiinf an-
dere Anwendungen aus unserer abstrakten Formulierung ab. Die Bildraum-
identitét ist fiir die ersten vier bereits bekannt: die erste Anwendung (Impe-
danztomographie) wurde von Briihl in [10] behandelt, die zweite (optische
Tomographie) von Hyvonen in [35|, der auch in [36] ein &hnliches Faktori-
sierungsresultat fiir die dritte Anwendung (vollstdndiges Elektrodenmodell
in der Impedanztomographie) zeigte. Bei der vierten Anwendung (Elektro-
statik) erweitert unser allgemeines Resultat das von Hahner, der in [37] den
Fall eines geerdeten Einschlusses behandelte. Die fiinfte Anwendung (lineare
Elastizitét) ist eine bisher nicht bekannte Anwendung der Faktorisierungs-
methode.

Wir beschranken uns dabei auf eine kurze Herleitung der Bildraumidentitét,
mit der R(L) aus den Messungen bestimmt werden kann. Fiir die Frage,
wie der Einschluss 2 mit Hilfe singuldrer Funktionen aus R(L) rekonstruiert
werden kann, verweisen wir auf die oben und in der Einleitung genannten
Arbeiten iiber die Faktorisierungsmethode und auf das dritte und vierte Ka-
pitel dieser Arbeit, in denen wir uns jeweils ausfiihrlich einer praktischen
Anwendung widmen und auch numerische Ergebnisse présentieren.

2.5.1 Impedanztomographie

In der Impedanztomographie wird ein elektrischer Strom g am Rand S ei-
nes Korpers B mit Einschluss 2 angelegt. Dies fiihrt zu einem elektrischen
Potential u, das die folgenden Gleichungen 16st, vgl. z. B. [13]:

div ((k — ki1xq)gradu) =0 in B, (2.27)
kOyu=g¢g auf S. (2.28)

Dabei ist & die Leitfihigkeit in B, und &, ist die Anderung der Leitfihigkeit
in dem Einschluss.

Der Einschluss 2 soll lokalisiert werden, indem das Potential v auf dem Rand
fiir verschiedene angelegte Strome gemessen wird, und zwar sowohl an dem
Koérper mit Einschluss als auch an einem Referenzkorper ohne Einschluss.
Gegeben sind also die Messoperatoren A; : ¢ — u;|s, wobei u; die Losung
ist von (2.27), (2.28) mit dem Term x1xq (¢ = 1) bzw. ohne diesen Term
(1=0).
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Dabei seien B, C R” beschrinkte, offene Mengen mit Q C B. B hesitze
einen C'-Rand S := OB, und B sowie Q := B\ Q seien zusammenhiin-
gend. Die Menge (2 bestehe aus m Zusammenhangskomponenten ; mit C*-
Réndern ¥, := 0€);, j = 1,...,m. Die Mengen Q—j seien paarweise disjunkt,
und es sei X := 0f2.

Fiir den angelegten Strom gelte fsgda = 0. Die Leitfdhigkeit erfiille
k€ LY(B), k—r €LT(Q).

Die geeigneten Losungsrdaume sind

H(B) := H'(B)/span{13},
H(Q) := H'(Q)/span{1q},
H(S) := L*(S) /span{1s},
H(Q) :Hl(Q)/Span{lgj cj=1,...,m},
H(Y) :H%(E)/span{lg]. cj=1,...,m},

wobei 1y die konstante Funktion u(x) = 1 Vo € X bezeichnet.

Diese Faktorrdume sind isomorph zu den orthogonalen Komplementen ihrer
Faktoren in den dazugehérigen H'- bzw. L2:-Riumen und erhalten dadurch
ihre Hilbertraumstruktur, etwa

(u+span{lp}, v+ span{lp})nm) = (Priu, P1Lo)ms),

wobei P 1 die orthogonale Projektion von H'(B) auf span{1p}* ist

Die Einschridnkungs- und Spuroperatoren aus dem Diffusionsbeispiel (vgl.
unsere Bemerkung unter Definition 2.8) kénnen kanonisch auf diese Rdume
eingeschrankt werden, etwa

Eq(u +span{1p}) := ulqg +span{lg, : j=1,...,m}.

Voraussetzung (V1) folgt dann aus der Poincaréschen Ungleichung. Die Vor-
aussetzungen (V2a),(V2b) und (V3) lassen sich leicht aus dem Diffusionsbei-
spiel iibertragen.

Wir schreiben im Folgenden Restklassen wie Funktionen, also etwa u statt
u + span{1g}. Die Bilinearformen fiir die variationelle Formulierung von
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(2.27), (2.28) lauten

ag(u,v) = / kVu - Vode fir u,v € H(Q), (2.29)
Q

ago(u,v) = / kVu - Vodr fir u,v € H(Q), (2.30)
Q

a1 (u,v) = /(/@ — k1) Vu-Vodr  fir u,v € H(Q), (2.31)
Q

wobei wir den Gradienten kanonisch auf die obigen Faktorrdume iibertragen
haben.

Mit unserer Voraussetzung an die Koeffizienten erfiillen diese bekanntlich
Voraussetzung 2.11. Falls k1 € L°(€2) oder —k; € LP(N2) gilt, so ist ago —
a1 oder ag; — agp koerziv, und Satz 2.12 bzw. Bemerkung 2.15(a) liefert
die von Briihl in [10, Abschnitt 4.2| gezeigte Bildraumidentitit:

R(|Aremsy — Motars)|'?) = R(L),

wobei L : H(X) — H(S) gegeben ist durch Ly = u|g mit der Ldsung
u € H(Q) von
—div (kgradu) = 0 in Q,
KOyuly = —1¢  auf X,
kO,u|s =0 auf S.
Fiir den Fall eines isolierenden Einschlusses ergibt sich die Bildraumidentitéat

aus Satz 2.17 und fiir den Fall eines geerdeten Einschlusses aus Satz 2.18.

Briihl zeigt in [10, Abschnitt 4.3], wie fiir K = 1 der Einschluss 2 mit Hilfe
von geeigneten singulidren Funktionen aus R(L) rekonstruiert werden kann.
Wir werden diesen Funktionen im vierten Kapitel bei einem anderen inversen
Problem begegnen.

2.5.2 Optische Tomographie

Die Ausbreitung von Licht im nahezu infraroten Bereich in einem stark streu-
enden Medium kann durch die Diffusionsgleichung mit Robin-Randbedin-
gungen modelliert werden, vgl. [34, 35|

—div ((k — k1x) gradu) + (¢ —c1xo)u =0 in B, (2.32)
u+rO,u=g aufs. (2.33)
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Die Koeffizienten und Losungsrdume konnen dabei wie im Diffusionsbeispiel
gewihlt werden. Der Einfachheit halber haben wir Konstanten in der Robin-
Randbedingung ausgelassen, so dass auch dieselben Bilinearformen verwen-
den werden konnen.

Die Randmessungen in der optischen Tomographie kénnen beschrieben wer-
den durch die Operatoren A; : g — u;|s, wobei u; die Losung ist von (2.32),
(2.33) mit den Termen k;xq, cixq (i = 1) bzw. ohne diese Terme (i = 0).
Fiir Ay — Ag macht es dabei keinen Unterschied, ob wir g auf u|s oder auf
die physikalisch relevantere Grofe u|g — k0, ul|g abbilden.

Wir machen dieselben Voraussetzungen an B, Q, Q := B\ Q, k, k — k1, ¢
und ¢ — ¢; wie im Diffusionsbeispiel 2.1. Die Robin-Randbedingungen lassen
sich durch einen zuséitzlichen Randintegralterm in der variationellen Formu-
lierung von (2.32), (2.33) behandeln. ag o und ag; werden wie im Diffusions-
beispiel 2.10 gewahlt. agp wird ergénzt zu

ag(u,v) = / (k Vu - Vv + cuw) dx+/u\sv|5da fir u,v € H(Q).
Q s

Offenbar ist die Voraussetzung 2.11 dann noch immer erfiillt. Agg— Aq ist
koerziv, falls k1, ¢; € L(Q) ist, bzw. eine kompakte Stérung eines koerziven
Operators, falls die zweite Forderung durch ¢; = 0 ersetzt wird. Entspre-
chendes gilt fiir Agy — Aq 1, falls —k1, —c; € LE(Q) bzw. —kry € LT(2) und
c1 = 0 ist. Die zusétzliche Voraussetzung fiir Satz 2.16 ist dieselbe wie fiir das
Diffusionsbeispiel und wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 gezeigt. Fiir solche
Einschliisse liefert also die Anwendung von Satz 2.12 und Bemerkung 2.15
bzw. Satz 2.16 die Bildraumidentitét

R(|A1encs) — Notues)|V?) = R(L),

wobei L : H(X) — H(S) gegeben ist durch Ly := u|s mit der Losung
u e H(Q) von

—div (kgradu) + cu =0 in Q,
ROyuly = —1  auf X,
u+ kO,ulg =0 auf S.

Dies entspricht bis auf unwesentliche Details der von Hyvonen in [35, Lem-
ma 6.2] gezeigten Bildraumidentitit. Fiir x,c € C*°(B) kann mit den in [35]
definierten Testfunktionen 2 aus R(L) rekonstruiert werden.
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2.5.3 Vollstandiges Elektrodenmodell in der Impedanz-
tomographie

Eine Erweiterung des Modells der Impedanztomographie resultiert aus der
Annahme, dass elektrische Strome in das Gebiet B iiber perfekt leitende
Elektroden eingespeist werden, die an Stiicken S}, des Randes S mit positivem
Kontaktwiderstand z befestigt sind.

Die Gleichungen (2.27), (2.28) werden dann zu dem sogenannten vollsténdi-
gen Elektrodenmodell der Impedanztomographie erganzt, vgl. [58, 36]:

div ((k — k1xq) gradu) =0 in B,
KO,U = g auf Sp,
u+ zrOu = Uilg, auf Sy,
/ kO,udo = I, E=1,..., K. (2.34)
Sk

Dabei ist in (2.34) I der Strom, der in die k-te Elektrode eingespeist wird,
und Uy ist das gemessene Potential auf der k-ten Elektrode. Die Messungen
sind dann gegeben durch die Operatoren

Nt (0t (il U0, 0),

wobei ¢ = 1 wieder den Fall mit Einschliissen (also mit dem Term r4xq) und
i = 0 den Fall ohne Einschliisse (also ohne diesen Term) beschreibt.

Wir machen dabei dieselben Voraussetzungen an B, Q, Q := B\ Q, x und
Kk — k1 wie in Abschnitt 2.5.1. Zusitzlich sei S unterteilt in K + 1 disjunkte,
offene Stiicke S = Sy US1 U...U Sk und z € LY(5).

Die Losungsrdume miissen dann um die unbekannten Potentiale (Uy);, € R
erweitert werden:

H(B) := (H'(B) x R¥)/span{(1p,1,...,1)},
H(Q) := (H(Q) x R¥)/span{(1¢g,1,...,1)},
H(S) := (L*(So) x R¥)/span{(1s,,1,...,1)},
H(Q) := H'(Q)/span{lq, : j=1,...,m},
H(X):= H3(S)/span{ly, : j=1,...,m},

wobei die erweiterten Rdume und ihre Faktorrdume kanonisch mit einer Hil-
bertraumstruktur ausgestattet und die Einschrénkungs- und Spuroperatoren
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entsprechend erweitert werden, etwa

Yp—s : (u,Un, ..., Ug) +span{(1p,1,...,1)}
— (ulsy, U, ..., Ur) +span{(1s,, 1,...,1)}.

Voraussetzungen (V1), (V2a), (V2b) und (V3) kdnnen dann wie in Abschnitt

2.5.1 gezeigt werden. Die Bilinearformen aqo und aq; werden wie in Ab-
schnitt 2.5.1 gewahlt und ag ist die kanonische Restriktion von

((u, (U), (0, (Vi |—>//<:Vu Vvdx—i—Z/ Uy —u) (Ve —v)do

auf den Faktorraum H(Q)).

Mit den getroffenen Voraussetzungen an die Koeffizienten erfiillen die Biline-
arformen Voraussetzung 2.11. Falls x; € LF(Q) oder —k; € L(Q) gilt, so
ist ago—aq,1 oder ag 1 —ag o koerziv, und Satz 2.12 bzw. Bemerkung 2.15(a)
liefert die Bildraumidentitét

R(|A1ersy — Motaes)|V?) = R(L),

wobei L : H(X) — H(S) gegeben ist durch Ly := (ulg,, Uy, ..., Ux) mit
der Losung (u, Uy, ..., Uk) € H(Q) von

div (kgradu) =0 in Q,
KO, uly = —1 auf X,
kO, uls, =0 auf S,

u+ zk0,u = Upls,  auf Sg,
/ kO,udo = 0, k=1,..., K.
Sk
In [36] beweist Hyvonen fiir K = 1 ein dhnliches Resultat und zeigt damit,

wie die Einschliisse ohne Messungen auf Sy aus einer Grenzwertbetrachtung
fiir K — oo rekonstruiert werden konnen.

2.5.4 Elektrostatik

Das elektrostatische Potential u von Ladungen auf einer geschlossenen Fléache
S C R3 mit Ladungsdichte g(y), y € S, 16st

div ((e — €1xq) gradu) =0 in R*\ S, (2.35)
—[edyulg =g auf S, (2.36)
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wobei € die Dielektrizitit in R® und ¢, die Anderung der Dielektrizitit in
Einschliissen 2 ist, die von S umschlossen seien. [ed,u]y ist die Differenz
zwischen der von aufen und der von innen ausgewerteten Normalenableitung

auf S.

Um die Einschliisse zu lokalisieren, messen wir das Potential auf S fiir ver-
schiedene Ladungsdichten. Unsere Messungen sind also gegeben durch die
Operatoren A; : g — u;|s, wobei wieder wu; die Losung ist von (2.35), (2.36)
mit dem Term €;xq (i = 1) bzw. ohne diesen Term (i = 0).

Dabei nehmen wir an, dass Q C B := R? eine beschrinkte, offene Menge ist
und bezeichnen ihren Rand mit ¥ := 9. Q := R3\ Q sei zusammenhiingend,
und 2 bestehe aus m Zusammenhangskomponenten 2; mit C*-Réndern %,
(j=1,...,m). Die Mengen Q_] seien paarweise disjunkt, und S sei die Ober-
fliiche einer Kugel, die Q enthélt (hier ist also S # dB), e € LY(R?) und
€ —e € LT(Q).

Die passenden Losungsrdume sind (vgl. |21, XI, Part B]):

H(B) = {u e D(R%) : (1+]|z?) u € L*(R?), Vu € LA(R; R3)} ,
H(Q) = {u e D'(R?) : (1+]af’) *u € L*Q), Vu € INQ: R},
H(S) := L*S),

H(Q):= H'(Q)/span{lq, : j=1,...,m},

H() = H2(%)/span{ls, : j=1,...,m}.

Dabei ist D'(IR?) der Raum der Distributionen auf R?. Die Voraussetzungen
(V1)—(V3) bleiben erfiillt, wenn die Einschrankungs- und Spuroperatoren wie
in Anwendung 2.5.1 gewihlt werden.

Auch die Bilinearformen werden wie in (2.29)-(2.31) gewéhlt. (aq ist nun
durch das Integral iiber das unbeschriinkte Gebiet @ = R? \ Q definiert.) In
den genannten Réumen erfiillen sie Voraussetzung 2.11, vgl. [21, XI, Part B|.

Wieder ist aqo — aq koerziv, wenn ¢ € LF(Q2), und a1 — aq, ist koerziv
fir —e; € LP(Q2). Unter diesen Bedingungen folgt also aus Satz 2.12 und
Bemerkung 2.15(a)

R(|A1emes) — AobH(S)|1/2) =R(L),

wobei L : H(X) — H(S) gegeben ist durch Lt := u|s mit der Lésung
u € H(Q) von

—div (egradu) =0 in Q,
edyuly = —1p  auf X.
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2.5. ANWENDUNGEN

Fiir den Fall eines geerdeten Einschlusses ergibt sich die Bildraumidentitét
aus Satz 2.18. Fiir diesen Fall bewies Héhner in [37] bereits die Bildraum-
identitdt fiir e = 1 und zeigte, wie {2 mit geeigneten singuldren Funktionen
aus R(L) rekonstruiert werden kann. Unsere allgemeinen Resultate besté-
tigen, dass die von ihm vorgeschlagene Rekonstruktionsmethode auch auf
durchléssige Einschliisse angewendet werden kann.

2.5.5 Lineare Elastizitatstheorie

Wir beenden dieses Kapitel mit einer neuen Anwendung der Faktorisierungs-
methode: einem inversen Problem in der linearen Elastizitit.’

Werden Krifte g auf den Rand S eines elastischen Kérpers B C R? ausgeiibt,
so ergibt sich eine Verschiebung u = (u;)?_,, die im Gleichgewichtszustand
die linearen Elastizititsgleichungen 16st, vgl. |14, Sect. 6.3]:

div (A — Aixa)(Spure(u)) +2(pn — pixa)e(uw)) =0 in B, (2.37)
(A(Spure(u))l +2ue(u))v =g auf S. (2.38)

Dabei sind A und i die Lamé-Konstanten und v der duflere Normalenvektor
auf S. Der Verzerrungstensor e(u) ist durch e(u);; = 3(d;u; + 9;u;) und die
Einheitsmatrix / durch I;; = §;; definiert (i, j = 1,2,3). Die Divergenz einer
Matrix ist der Vektor, dessen Eintrdge die Divergenzen der transponierten
Zeilenvektoren der Matrix sind.

Um den Einschluss 2 zu lokalisieren, {iben wir verschiedene Kréfte g auf
den Rand des Korper aus und messen die resultierenden Verschiebungen am
Rand. Dies lasst sich beschreiben durch die Operatoren A; : g — u(i)lg,
wobei u(® die Losung der Gleichungen (2.37), (2.38) mit den Termen ), xq,
pixa (¢ = 1) bzw. ohne diese Terme (i = 0) ist.

Wir machen dieselben Voraussetzungen an B, Q und Q := B\ Q wie in
Abschnitt 2.5.1. Fiir die Lamé-Konstanten gelte

)‘7“61’3-0(3)7 )\_)\17“_/“ ELT(Q)

Fiir ein Gebiet X C R? definieren wir den Raum der sogenannten Starrkér-
perdeformationen auf X als

Ny:={u: X >R’ : u(z)=a+bAz VzeX, abecR’}

Vergleiche auch [7], wo das inverse Problem, Hohlriume in einem elastischen Medium
zu lokalisieren, mit Level-Set-Methoden behandelt wird.
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(dies ist gerade der Raum aller u mit e(u) = 0). Die passenden Losungsraume
sind dann

H(B) := H'(B;R*)/Np, H(Q) = H1<Q;R3)/éNQj,

H(Q) = HY(Q:R) N, H(D) = HH SR/ D N,

H(S) := L*(S;R*)/Ns.

Voraussetzungen (V1), (V2a), (V2b) und (V3) kénnen dann analog zum Dif-
fusionsbeispiel gezeigt werden (mit der Kornschen Ungleichung anstelle der
Poincaréschen Ungleichung).

Die Bilinearformen zu (2.37), (2.38) sind
ag(u,v) == / (ASpur e(u) Spur e(v) + 2ue(u) : e(v)) dz,
Q
agpo(u,v) = / (ASpure(u) Spur e(v) + 2ue(u) : e(v)) dz,
Q

a1 (u,v) = /Q ((A = A1) Spure(u) Spure(v) + 2(p — p1)e(u) : e(v)) dz,

wobei B : C' das Skalarprodukt Zij bijc;j zweier Matrizen B, C bezeichnet,
und wir e(-) kanonisch auf die oben angegebenen Faktorraume iibertragen
haben.

Mit den obigen Voraussetzungen an die Koeffizienten folgt aus der Kornschen
Ungleichung, dass die Bilinearformen Voraussetzung 2.11 erfiillen, und dass
aa,0 — an, koerziv ist, wenn Ay > 0 und p; € L(Q2). Genauso ist a1 — aq
koerziv, falls Ay < 0 und —p; € L3°(Q2) gilt. Unter diesen Bedingungen
liefert also die Anwendung von Satz 2.12 mit Bemerkung 2.15 die gewiinschte
Bildraumidentitét

R(|A1tacs) — Notaes)|V?) = R(L),

wobei L : H(X) — H(S) gegeben ist durch L := u|s mit der Lésung
u € H(Q) von

div (A(Spure(u)) + 2pe(u)) =0 in B,
(A(Spure(u))l 4+ 2ue(u))v = —1p  auf 3,
(A(Spure(u))l + 2ue(u)) v =0 auf S.

Der Fall von Hohlrdumen wird wieder von Satz 2.17 und der Fall eines un-
verschiebbaren Einschlusses von Satz 2.18 abgedeckt.
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Kapitel 3

Lokalisierung von Objekten durch
niederfrequente Strahlung

In diesem Kapitel untersuchen wir ausfiihrlich eine neue Anwendung der Fak-
torisierungsmethode: die Lokalisierung von Objekten durch niederfrequente
elektromagnetische Strahlung. Ein wichtiges Beispiel fiir dieses Problem ist
die humanitédre Minensuche. Abbildung 3.1 zeigt ein einfaches Modell eines
Metall- oder Minendetektors. In einer an einer Stange befestigten Scheibe S
verlaufen Spulen, in die Wechselstrome mit (komplexer) Amplitude J und
Frequenz w eingespeist werden. Hierdurch entsteht im umgebenden Raum
ein zeitharmonisches elektromagnetisches Feld mit Amplitude (E“, H*), das
wiederum durch Spulen in S gemessen werden kann. Das erzeugte Feld 16st
die zeitharmonischen Maxwellgleichungen und hingt sowohl vom erzeugen-
den Strom J als auch von den physikalischen Eigenschaften des umgebenden
Raumes ab. So wird sich etwa ein anderes Feld einstellen, wenn sich wie in
Abbildung 3.1 ein magnetisches oder perfekt elektrisch leitendes Objekt €2
in der Ndhe des Messgerites befindet. Wir setzen dabei €2 nicht als zusam-
menhéngend voraus, so dass der Begriff ,Objekt” auch immer synonym fiir
mehrere Objekte steht.

Gegenstand dieses Kapitels ist das Problem, ein solches Objekt zu lokalisie-
ren, indem zu verschiedenen Stromen das resultierende elektromagnetische
Feld auf S gemessen wird. Wir betrachten dabei den idealisierten Fall, dass
S eine zweidimensionale Fliche ist, in die ein beliebiger Flichenstrom J ein-
gespeist und auf der iiberall die Tangentialkomponente des elektrischen Fel-
des £ gemessen werden kann. In der Praxis sind die moglichen Anregungen
und Messungen durch Anzahl und Form der durch S verlaufenden Spulen
begrenzt.
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/ﬂ\

Q

Abbildung 3.1: Skizze der Problemstellung

Die hier beschriebenen Messungen bezeichnet man als Nahfeldmessungen und
unterscheidet sie von Fernfeldmessungen, bei denen das asymptotische Ver-
halten der vom Objekt 2 gestreuten Felder fiir || — oo gemessen wird (vgl.
z.B. [51, Chp. 9.5] fiir eine exakte Definition des Fernfeldes).

Kirsch zeigte in [39], dass mit der Faktorisierungsmethode das Objekt
aus Fernfeldmessungen rekonstruiert werden kann. Im Rahmen des BMBF-
Projektes ,HuMin/MD Metal detectors for humanitarian demining Deve-
lopment potentials in data analysis methodology and measurement” entstand
eine gemeinsame Arbeit mit Hanke, Kirsch, Muniz und Schneider [27], in der
wir ein perfekt elektrisch leitendes Objekt aus Nahfeldmessungen mittels der
sogenannten Linear-Sampling-Methode rekonstruierten. Wie bei der Fakto-
risierungsmethode wird bei dieser Methode die Tatsache ausgenutzt, dass,
falls eine bestimmte, in einem Punkt singuldre Funktion im Bildraum eines
mit den Messungen zusammenhéngenden Operators liegt, der Ort der Singu-
laritdt im Inneren des Objektes liegen muss. Im Unterschied zur Faktorisie-
rungsmethode gilt jedoch nicht der Umkehrschluss, so dass (in der Theorie)
nur eine (moglicherweise leere) Teilmenge von 2 gefunden wird. Eine rigo-
rose Anwendung der Faktorisierungsmethode auf Nahfeldmessungen gelang
bisher nicht.

In diesem Kapitel entwickeln wir die Faktorisierungsmethode fiir eine Nie-
derfrequenzapproximation der Nahfeldmessungen und erhalten damit eine
(fiir niedrige Frequenzen) theoretisch abgesicherte Methode zur Rekonstruk-
tion eines magnetischen oder perfekt elektrisch leitenden Objektes. Handels-
iibliche Minendetektoren arbeiten mit Frequenzen im unteren zweistelligen
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kHz-Bereich, der ,Foerster Minex 2FD 4.500” verwendet z.B. die Frequen-
zen 2,4kHz und 19,2kHz, vgl. [32, p. 82]. 19,2kHz entspricht (im Vakuum)
einer Wellenldnge von iiber 15km. Im Vergleich zu den gesuchten Objekten,
deren Durchmesser im Bereich weniger cm liegt, finden die Messungen also
tatsdchlich mit sehr grofsen Wellenldngen bzw. sehr niedrigen Frequenzen w
statt.

Der Grenzwert des elektromagnetischen Feldes fiir niedrige Frequenzen, d. h.
flir w — 0, wurde fiir konstante Dielektrizitdt und Permeabilitdt von Wer-
ner in |60, 61| und fiir allgemeine Koeffizienten von Picard in [53] mit Hil-
bertraummethoden untersucht. In [54| studieren Ramm und Somersalo das
inverse Problem, aus dem Niederfrequenzverhalten elektromagnetischer Fel-
der Abweichungen in der Dielektrizitdt und der Permeabilitit von konstan-
ten Referenzwerten zu rekonstruieren, und setzen diese dabei als zweimal
stetig differenzierbar voraus. Fiir eine feste einfallende Welle leiten Am-
mari und Nédélec in [3] mit variationellen Methoden die héheren Terme
einer asymptotischen Entwicklung des elektrischen und magnetischen Fel-
des her und beweisen ihre Konvergenz. Dabei werden die Koeffizienten der
Maxwell-Gleichungen lediglich als so glatt vorausgesetzt, dass die Maxwell-
Gleichungen eindeutig 16sbar sind. Fiir weitere Arbeiten zur Niederfrequenz-
asymptotik verweisen wir auf die in [3] zitierte Literatur.

In diesem Kapitel {ibertragen wir die Ergebnisse von Ammari und Nédélec,
um den Term fiihrender Ordnung der asymptotischen Entwicklung eines
durch Flachenstrome angeregten elektrischen Feldes zu bestimmen. Dabei
zeigen wir mit Hilfe einer neuen variationellen Formulierung, dass auch oh-
ne zuséitzliche Glattheitsannahmen die Maxwell-Gleichungen fiir hinreichend
kleine Frequenzen eindeutig 16sbar sind, und dass die betrachteten Nahfeld-
messungen in guter Naherung mit Messungen magnetostatischer Felder tiber-
einstimmen. Magnetostatische Felder werden durch reelle elliptische Glei-
chungen beschrieben, die eng verwandt sind mit den vektorharmonischen
Gleichungen, fiir die Kress in [43, 44| die Faktorisierungsmethode entwickelt.
Wir erhalten die Faktorisierungsmethode fiir das sich asymptotisch ergebende
magnetostatische Problem aus unseren allgemeinen Ergebnissen in Kapitel 2.

Im ersten Abschnitt motivieren wir unsere Ergebnisse durch eine forma-
le asymptotische Entwicklung der Maxwell-Gleichungen und interpretieren
den fithrenden Term physikalisch als magnetostatisches Potential. In Ab-
schnitt 3.2 geben wir zunéchst den ohne elektrisch leitende Einschliisse auf-
tretenden Gleichungen eine mathematisch prazise Bedeutung und zeigen die
eindeutige Losbarkeit der magnetostatischen Gleichungen. Mit Hilfe der du-
fseren Calderon-Abbildungen fiir die Maxwell- und die magnetostatischen
Gleichungen reduzieren wir diese Gleichungen auf beschrinkte Gebiete und
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beweisen die durch die formalen Uberlegungen motivierte Asymptotik ma-
thematisch rigoros. Dabei erhalten wir insbesondere die eindeutige Losbar-
keit der Maxwell-Gleichungen fiir hinreichend kleine Frequenzen. Schlieflich
erweitern wir unsere Ergebnisse auf den Fall perfekt elektrisch leitender Ein-
schliisse.

In Abschnitt 3.3 zeigen wir, wie durch Anwendung unserer allgemeinen Theo-
rie aus Kapitel 2 der Ort eines magnetischen oder perfekt elektrisch leitenden
Objektes mit der Faktorisierungsmethode aus magnetostatischen Messungen
(und damit aus niedrigfrequenten elektromagnetischen Messungen) rekon-
struiert werden kann.

Abschnitt 3.4 zeigt die von Christoph Schneider mit dieser Methode erzielten
numerischen Ergebnisse (vgl. Abgrenzung des eigenen Beitrags in Kapitel 1).

3.1 Formale asymptotische Analysis

Die komplexen Amplituden £, H¥ der durch Wechselstrome mit (komple-
xer) Amplitude J und Frequenz w erzeugten elektrischen und magnetischen
Felder 16sen in Abwesenheit elektrisch leitfahiger Materialien die zeitharmo-
nischen Maxwellgleichungen, vgl. [51, Sect. 1.2]:

rot HY + iweE” = J, (3.1)
—rot B 4+ iwpH* = 0, (3.2)
div (eE¥) = 0, (3.3)

div (uH*) =0, (3.4)

zusammen mit einer Abfallbedingung im Unendlichen, der sogenannten Sil-
ver-Miiller- Ausstrahlungsbedingung. Hierbei ist € die Dielektrizitat und p die
Permeabilitat des umgebenden Raumes, und wir nehmen an, dass auferhalb
eines beschriankten Gebietes ein Vakuum herrsche.

Wie angekiindigt verschieben wir die mathematisch rigorose Behandlung die-
ser Gleichungen auf den néchsten Abschnitt und bemerken an dieser Stelle
lediglich, dass J eine Distribution sein wird, deren Triger in der zweidimen-
sionalen Fldche S liegt. Bilden wir formal die Divergenz von Gleichung (3.1)
und benutzen (3.3), so erhalten wir als notwendige Bedingung fiir die Losbar-
keit der Gleichungen div J = 0. Physikalisch bedeutet dies die Quellenfreiheit
des Stroms, d.h. die Abwesenheit von Oberflichenladungen, und wir werden
diese von nun an voraussetzen.
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Eliminieren wir H* aus den Gleichungen (3.1)-(3.4), so erhalten wir

1
rot (— rot E“’) — Wl =iwlJ, (3.5)
o

div (eE¥) = 0. (3.6)

Aufgrund unserer Annahme an J ist dabei die Gleichung (3.6) redundant,
da sie durch Divergenzbildung aus (3.5) folgt.

Wenn wir mit relativen Parameterwerten arbeiten, d. h. E“ und H*“ so nor-
mieren, dass € und g im Vakuum gleich 1 sind, vgl. [51, Sect. 1.2|, so entspricht
eine Frequenz von 20kHz dem Wert w ~ 4 x 10~*m~!. Es erscheint daher
angebracht, Terme héherer Ordnung in w zu vernachléssigen. Entwickeln wir
E* in eine Potenzreihe in w, also

B = E(] + CUEl + w2E2 + O(w?’),

so ergeben sich durch Koeffizientenvergleich aus (3.5) und (3.6) die Gleichun-
gen

rot (% rot EO) =0, (3.7)

div (eEp) = 0, (3.8)

rot (% rot El) =1iJ, (3.9)

div (eEy) = 0, (3.10)

rot (i rot Eg) —eby =0, (3.11)
div (eBy) = 0. (3.12)

Offenbar werden die ersten und letzten beiden Gleichungen von Ey = 0 und
E5 = 0 gelost. Auch wenn wir im Rahmen dieser rein formalen Motivation
nicht auf die Abfall- bzw. Ausstrahlungsbedingungen fiir |x| — oo eingehen,
erscheint es doch plausibel, dass £y = 0 und E5 = 0 die eindeutigen Losungen
von (3.7), (3.8) bzw. (3.11), (3.12) sein werden. Schreiben wir noch abkiirzend
E = —iF;, so ist

E¥ =iwE + O(w?),

d. h. fiir kleine Frequenzen w kann in guter Ndherung die Maxwell-Gleichung
(3.5) durch die einfachere Version (3.9) ersetzt werden.
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Die Gleichungen (3.9), (3.10) besitzen eine eigensténdige physikalische Be-
deutung. Setzen wir B := rot F/, dann 16st B die Gleichungen

1
rot —B = J, div B = 0.
1

Dies ist gerade das Ampéresche Gesetz, mit dem sich das von einem Gleich-
strom J erzeugte magnetostatische Feld B berechnet.

Wegen B = rotl ist also E ein Vektorpotential dieses magnetostatischen
Feldes. Ein solches Vektorpotential ist nur bis auf die Addition eines rota-
tionsfreien Feldes A : R?® — C3, rot A = 0 eindeutig bestimmt, also bis
auf Addition von A = grad ¢ mit einem skalaren Feld ¢ : R* — C. Durch
die Gleichung (3.10) wird (zumindest fiir € = 1) div £ = 0 und damit Ay
festgelegt. Mit dieser Forderung (der sogenannten Coulomb-Eichung) ist das
Vektorpotential I eindeutig bestimmt.

Zusammengefasst gilt also:

Messungen des durch Wechselstrome niedriger Frequenz erzeugten elektroma-
gnetischen Feldes entsprechen in guter Niherung Messungen des magnetosta-
tischen Feldes (bzw. des zugehdrigen Vektorpotentials) von Gleichstromen.

3.2 Das direkte Problem und sein magnetosta-
tischer Grenzfall

In Abschnitt 3.1 motivierten wir formal, dass
E¥ =iwE + O(w?),

wobei £ die Losung der Maxwell-Gleichungen und F die Losung der magne-
tostatischen Gleichungen ist. In diesem Abschnitt werden wir diese Tatsache
mathematisch rigoros beweisen.

Fiir den Rest dieses Kapitels sei S ein beschréinktes, relativ offenes Teilgebiet
der zweidimensionalen Ebene, also

SCRy={reR’ : z-e3=0}, e5:=(0,0,1)" € R?,

und S besitze als zweidimensionales Gebiet einen Lipschitz-Rand. Die Dielek-
trizitit und die Permeabilitit €, 4 € LP(R?; R) seien identisch 1 auerhalb
eines beschrinkten Gebiets, etwa

supp (e — 1), supp (u — 1) C B,

fiir eine offene Kugel B, mit Radius r > 0, die S enthalte. Aukerdem sei € in
einer Umgebung von S konstant.
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3.2.1 Mathematische Formulierung des direkten Pro-
blems

3.2.1.1 Funktionenraume fiir das direkte Problem

Zur mathematischen Formulierung des direkten Problems benotigen wir ne-
ben den bereits im zweiten Kapitel verwendeten Standard-Sobolevridumen
noch Rdume von Funktionen mit quadratisch integrierbarer Rotation oder
Divergenz. Auf einer offenen Menge O C R3 sei D(O;C?) der Raum der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in O und
Werten in C3. Auferdem sei

D(0;C°) :={ulo : ue D(R*C’)},

und D’'(O; €?) sei der Raum der Distributionen auf O mit Werten in C?. Da
wir Funktionen und Distributionen mit Werten in C, C?, R und R? verwen-
den, geben wir in diesem Kapitel bei Funktionen- und Distributionenrdumen
den Wertebereich stets durch ein Semikolon abgetrennt mit an.

Wir definieren die Raume

H(rot, O; C*) := {u € L*(O;C?) : rotu € L*(O;C*)},
L} (0;C%) = {u € D'(R* C?) : u|o € L*(O;C?)
fiir alle offenen, beschrinkten 0" C O},
Hyo(rot, O; C?) := {u € L2 (O;C?) : u|p € H(rot,0'; C?)

loc

fiir alle offenen, beschrinkten O’ C O},

wobei fir u € L?(O;C?) die Rotation im distributionellen Sinne gebildet
wird.

Ist O eine beschrinkte, offene Menge mit C?-Rand 00, dann bezeichnen
wir mit TL?(00; C?) bzw. mit TH*(0O; C?) den Teilraum der L*- bzw. H*-

Funktionen, deren Normalenkomponente (fast iiberall) verschwindet. Genau-
so definieren wir T'L%(S; C?).

Fiir Funktionen ¢ € D(O; C) und Vektorfelder u € D(O; C?) mit Spurwerten
vo = ¢|oo bzw. Tangentialkomponenten uy = (v A ulgo) A v definieren wir
den Flachengradienten und die Fliachenrotation durch

Voowo:= (VA (V)oo) Av  und  rotye ug := v - (rot u)|so,

wobei v der dufiere Normalenvektor auf 0O sei. Es lisst sich zeigen, dass
diese Operatoren tatséchlich nur von den Spurwerten g bzw. uy abhédngen,
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und dass sie stetig fortgesetzt werden kénnen zu
Voo:  H2(00;C)— TH :(00;C?),
rotoo : THZ(00;C%) — H™2(00; C).

Der negative antiduale Operator des Flachengradienten wird als Flachendi-
vergenz

diveo : TH2(00;C*) — H2(00;C)

bezeichnet. Den negativen antidualen Operator der Fléchenrotation kenn-
zeichnen wir der Notation in [12]| folgend mit einem Vektorpfeil

=

rotgo :  H2(00;C) — TH 2(00; C?).

Fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung dieser Operatoren und die dazugehorigen

Beweise verweisen wir auf [12, Chp. 2].

Wir benétigen noch den Spurraum
TH™} (rot, 90, C%) = {u € TH3(00; C%) : totpou € H3(O; @)} ,

der definiert wird als Abschluss von THz(9O; C3) beziiglich der Norm

2
[l

Cp— 2 2
TH™ % (rot,00,C3) "~ HUHTH*%(E)O;@‘)

+ Hl"Otao UHH7%(8(9;®) .

Analoge Notationen verwenden wir fiir die Fille, dass die Rotation durch die
Divergenz ersetzt wird, oder die Funktionen reellwertig sind.

Wir fassen nun kurz die fiir uns wesentlichen Spursétze und Greenschen For-
meln zusammen:

Satz 3.1
Sei O C R? eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand 0O und bezeichne
mit v den dufSeren Normalenvektor an 00.

(a) Die fiir u € D(O; C?) durch
Ve o u— v AUlyo, Yo ou— (VA ul|go) A v, O TR VRN V1 PV}

definierten Spurabbildungen konnen fortgesetzt werden zu stetigen Abbil-
dungen

v H(rot,O;C?) — TH_%(diV,a(Q; C?),
Yo H(rot, O; C?) — TH_%(rot,é?O; C?),
v, 0 H(div,0;C?) — H_%((()O; C).

44



3.2. DAS DIREKTE PROBLEM

Die Fortsetzungen besitzen stetige Rechtsinversen. Auch die Einschrdn-
kungen von ~y; und v, auf den Raum

{u € H(rot,0; C?) : divu = 0}
besitzen stetige Rechtsinversen.

(b) Es gelten die Greenschen Formeln

/rotu-@dx—/u-rotﬁdx:(V/\u]a@,(u/\v]a@)/\y>,
@ @

/ w - grad ¢ dz + / (divw)pdr = (v - w|so, d|so)
o

@]

fiir alle u,v € H(rot, O; C?), w € H(div,O; C3) und ¢ € H'(O; ).

Dabei bezeichnet in der ersten Gleichung (-,-) die antiduale Paarung auf
TH™2(div, 00; C*) x TH™ 2 (rot, 00; C?)
und in der zweiten Gleichung die auf H~2(90; C) x Hz(00; C).

Beweis:

Dies wird in [51, Theorem 3.24| und |51, Theorem 3.31] gezeigt. Die be-
notigten Glattheitsvoraussetzungen an 0O und die Tatsache, dass auch die
Einschrankungen von v; und v, auf die divergenzfreien Funktionen surjektiv
sind, finden sich in [12, Chp. 2|. O

Entsprechende Aussagen gelten fiir beschriankte offene Mengen, die aus end-
lich vielen C?-berandeten Zusammenhangskomponenten mit paarweise dis-
junkten Abschliissen bestehen, und fiir die Komplemente solcher Mengen,
vgl. [20, IX, §1, Theorem 1,2].

Ist eine Funktion auf beiden Seiten des Randes definiert, so verwenden wir
den Index ,,~”, wenn die Spur von innen und den Index ,,™”, wenn die Spur
von aufsen gebildet wird. Den Sprung der Spur bezeichnen wir wie in Ab-
schnitt 2.5.4 mit [-]so, es ist also z. B.

7

[V N u]a@ =V A u+|a@ — 1//\u_|3@.

Sind innere und duflere Spur identisch, so lassen wir den Index weg, wenn es
der Lesbarkeit dient.
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Zur Diskussion der magnetostatischen Gleichungen bendtigen wir aufserdem
den schon in Anwendung 2.5.4 verwendeten gewichteten Sobolevraum

WHO;C? = {u e D(0;C? :
(1+ |2z Y2u € L*(0;C?), Vu € L*(0;C*%)}

auf einer offenen Menge O C R?, wobei diesmal Vu die Jacobi-Matrix von u
bezeichnet.

Ist O beschriinkt, so stimmt dieser Raum offenbar (bis auf den Ubergang
zu einer dquivalenten Norm) mit H'(O;C?) iiberein. Ist O ein Gebiet mit
beschrianktem Komplement, so ergibt sich (bis auf eine dquivalente Norm)
nach |20, IX, §1, Remark 7| und |21, XI, §2, Remark 2| gerade der Beppo-
Levi-Raum, der durch Abschluss von D(O; C?) beziiglich der Norm

u = [Vl 20,08 (3.13)

entsteht.

Insbesondere liegt in beiden Féllen D(O; C?) dicht in W*(O; C?) und fiir ein
Gebiet O mit beschrinktem Komplement definiert (3.13) eine dquivalente
Norm auf W'(O; C3?).

Einen niitzlichen Zusammenhang zwischen Gradient, Rotation und Divergenz
eines Vektorfeldes liefert das folgende Lemma:

Lemma 3.2
Sei O C R? eine offene, beschrinkte Menge mit C*-Rand 0O. Dann existiert
ein C >0, so dass

/ |Vul?dz :/ {|rot ul* + |divu|*} dz + Iyo, [0 < C/ lu|? do
@ o 20

fiir alle w € WHO; C?) mit v A ul|go = 0 oder v - u|gpo = 0.

Beweis:

Die Behauptung wird in dieser Form im Beweis von [20, IX, §1, Theorem 3]
gezeigt. Sie ist ein Spezialfall einer allgemeinen Formel, die z. B. in |52, Lem-
ma 5.4.2] bewiesen wird. O

Hieraus folgt:!

Wergleiche auch [20, IX, §1, Remark 1] fiir (a), [20, IX, §2] fiir (b) und |20, IX, §1,
Remark 2] fiir (c).
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Korollar 3.3 o

(a) Seien O1,05 C R? offene, beschrinkte Mengen mit Oy C O. Dann
existiert ein C' > 0, so dass fiir alle u € H(rot, Oy; C*) N H(div, Oy; C?)
qilt:

ulo, € H(Oy; C?),

H““Hl(oz;m) <C <HU||L2((91;<DS) + ||r0tUHL2(01;®3) + HdiVUHL2(01;®)) :

(b) Die Abbildung

1 -
(u,v) — —rotu-rotvdx
R3 M

definiert eine koerzive Sesquilinearform auf dem Hilbertraum
{u e WHR? C?) : divu = 0}.

(c) Lemma 3.2 gilt auch fiir beschrinkte offene Mengen, die aus endlich vie-
len C?-berandeten Zusammenhangskomponenten mit paarweise disjunk-
ten Abschliissen bestehen, und fiir die Komplemente solcher Mengen.

Schliefslich zeigen wir noch eine leichte Verallgemeinerung der Tatsache, dass
Vektorfelder durch Addition eines Gradienten eines skalaren Feldes diver-
genzfrei gemacht werden koénnen:

Lemma 3.4 B
Seien O, offene, beschrinkte Mengen mit C*-Réindern und O’ C O. Au-
Berdem erfille € € L (R R) die Bedingung supp (€ — 1) C O'.

Dann ezistiert ein C' > 0, so dass fiir jedes Vektorfeld
ue LY (R*C? mit supp (div (éu)) C O
ein skalares Feld o € W' (R?; C) existiert mit
div(€(u+ V) =0 und  [[ollyrgac) < Cllullr2 000 -

Auflerdem ist
Veélrao € WHRP\ O;C°)  und  [[Vollyigaoaesy < C llull p2i0.00 -

Beweis:

Es ist divu = 0 in O\ O’ und damit v € H(div, O\ O’; C?). Durch Multipli-
kation von u mit einer unendlich oft differenzierbaren Abschneidefunktion,
die in einer Umgebung von 0O gleich eins ist und in einer Umgebung von
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O’ verschwindet, erhalten wir aus Satz 3.1, dass v-u € H*%@O; C) ist und
stetig von u|p € L*(O; C?) abhingt.

Aus dem Satz von Lax-Milgram folgt die Existenz eines ¢ € W1(R?; C), so
dass

/ €V¢-V—@szx:_/gu'V—@Ddx+(u-UIaO,¢|ao>
IRS

@
fiir alle ¢» € W (R3; C) gilt, und ¢ stetig von u|p € L*(O; C?) abhingt. Man
sieht leicht, dass damit div (€(u 4+ V)) = 0 erfiillt ist.

In einer Umgebung von R3 \ O gilt rot (V) = 0 und div (V) = 0. Mit
Korollar 3.3(a) erhalten wir, dass v - Vg|so € Hz(0O;C) ist und stetig
von u|p € L*(0;C?) abhingt. Aus [52, Theorem 2.5.21] folgt damit, dass
Vilrao € WHR? \ O; C?) ist und stetig von ulo € L*(O; C?) abhangt. [

3.2.1.2 Die Maxwell-Gleichungen

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Maxwell-Gleichungen (3.1)—
(3.4) eine mathematische Bedeutung geben. Eine physikalisch sinnvolle For-
derung an die Felder £“ und H* ist, dass sie lokal endliche Energie besitzen,
d.h. E¥, H* € L} (R?; C?). Interpretieren wir noch rot und div im distribu-

tionellen Sinne, so machen die Gleichungen (3.1)-(3.4) Sinn und sind offenbar
dquivalent zu (3.5), (3.6):

Bemerkung 3.5
Sei J € D'(R?; C?).

(a) Lésen die Funktionen E* H* € L2 (R? C?) die Gleichungen (3.1)-

loc

(3.4), dann ist E¥ € Hy.(rot,R3; C3) und E¥ lost (5.5), (5.6).

(b) Ist umgekehrt E“ € Hy,.(rot, R?; C?) eine Losung von (3.5), (5.6), dann
losen E¥ und HY = ﬁrot Ev € L} _(R? C3) die Gleichungen (3.1)-
(3.4).

Wir fordern von dem Flichenstrom, dass J € T'L2(S; C?), wobei
TL2(S;C?) := {v c TL*(S;C?) : /v Vedo=0 Vype D(R3;C)} :
S

Offenbar ist dies ein abgeschlossener Unterraum von 7'L%(S; C3) und damit
selbst ein Hilbertraum. Nach [20, IX, §1, Prop. 1] ist die Bedingung in der
Definition von T'L? dquivalent zu der Forderung, dass die Flichendivergenz
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von J auf S verschwindet und J auf dem eindimensionalen Rand von S in
R} verschwindende Normalenkomponenten besitzt.

Wir unterscheiden dabei aus Griinden der Lesbarkeit nicht zwischen der
Funktion J € TL2(S; C?) und der zugehérigen Distribution

JeD'(R%;C),  J(p):= / Jodo VYo € DR C).
S

Die Bedingung in der Definition von T'L? bedeutet fiir diese Distribution,
dass divJ = 0 ist, d. h. (3.6) ist bereits in (3.5) enthalten.

Wir bendtigen auflerdem noch die bereits erwédhnte Silver-Miiller- Ausstrah-
lungsbedingung, vgl. z. B. [51, Sect. 1.3|:

/ lv Arot B +iwE*|* do — 0 fiir p — oc. (3.14)
9B,

Zusammengefasst suchen wir also zu gegebener Frequenz w > 0 und gege-
benem Flichenstrom J € TL2(S;C3) eine Losung E¥ € Hy,.(rot, R?; C?)
der Maxwell-Gleichungen (3.5), (3.14). Unter zusétzlichen Glattheitsannah-
men an € und g kann die eindeutige Losbarkeit dieses Problems wie in |51,
Sect. 10| gezeigt werden. Wir werden in Satz 3.24 beweisen, dass fiir hin-
reichend kleine Frequenzen auch ohne weitere Glattheitsforderungen jeweils
eindeutige Losungen existieren und diese stetig von J abhéngen.

3.2.1.3 Die magnetostatischen Gleichungen

Auch die magnetostatischen Gleichungen

1
rot (; rot E) =J, (3.15)
div (eE) =0 (3.16)

machen Sinn fiir £ € Hy,.(rot, R?; C?), wenn die Ableitungen im distributio-
nellen Sinne interpretiert werden. Gleichung (3.15) ist dquivalent zu

1
/ —rot B -rotwdzr = / J-wdo fiir alle w € D(R? C?). (3.17)
R3 M s

Aufgrund der Divergenzfreiheit von J ist (3.17) fiir Testfunktionen der Form
w = Vi, p € D(R3 C) immer erfiillt. Durch stetige Fortsetzung und An-
wendung von Lemma 3.4 mit € = 1 folgt deshalb, dass es geniigt, (3.17) fiir
divergenzfreie Testfunktionen nachzupriifen:
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KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN

Korollar 3.6
E € Hy.(rot, R C3) erfillt (3.15) genau dann, wenn

1
/ —rotE-rotwdx:/J-wda
R3 M s

fiir alle w € D(R3; C?) mit divw = 0 gilt.

Zusammen mit Korollar 3.3(b) folgt durch Anwendung von Lax-Milgram fiir
den Fall konstanter Dielektrizitit die eindeutige Existenz einer Losung der
magnetostatischen Gleichungen (vgl. auch |20, IX, §2]):

Korollar 3.7 . .
Es existiert genau eine Lésung E € W (R?; C?) von (3.15) mit div E = 0.
Diese hingt stetig von J € TL2(S;C?) ab.

Fiir den hier betrachteten Fall, dass die Dielektrizitét e aufserhalb einer Kugel
B, konstant eins ist, motiviert dies als Abfallbedingung im Unendlichen die
Forderung

Elgs\z; € WHR®\ B,; C?). (3.18)

Mit dieser Abfallbedingung lasst sich zeigen:

Satz 3.8
Zu jedem J € TL2(S; C?) ezistiert genau eine Losung E € Hy(rot, R3; C?)
von (3.15) und (3.16), die die Abfallbedingung (3.18) erfillt.

Fiir jedes beschrinkte Gebiet O ezistiert eine Konstante C > 0, so dass fiir

alle J € TL(S; C?)
HE’OHB(O;@S) + ||rOtEHL2(IR,3;<DS) <cC ||JHTL§(S;<D3) : (3.19)

Beweis:

Wir zeigen zuerst die Existenz einer Losung. Nach Korollar 3.7 existiert eine
Losung £ € W'(R3 C?) von (3.15) mit div £ = 0, und diese hiingt stetig
von J ab. Es folgt, dass zu jedem Gebiet O ein C' > 0 existiert, so dass fiir
alle J € TL2(S; C?)

+

/
P, < C' | llrrzesicn) -

|1

rot E‘

L2(R3;C3)

Da div (¢£) auferhalb von B, verschwindet, existiert nach Lemma 3.4 ein
© € WHIR3; €), so dass div (e(E + V)) = 0 ist, also erfiillt

E = E 4 Vg € Hy.(rot, R®; C?)
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die Gleichungen (3.15) und (3.16).

Da ¢ € W'(RR?; C) stetig von E|p, € L*(B,; C*) und damit von J abhéngt,
erfilllt E' die Gleichung (3.19), und wegen Vi|ga\ 5 € WHR?\ B,; C?) gilt
fiir £ auch die Abfallbedingung (3.18).

Um die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen, sei E eine Losung von (3.15),
(3.16) und (3.18) mit J = 0. Durch Anwendung von Lemma 3.4 mit é = 1
erhalten wir dann ein ¢ € W!(IR?; C), so dass

E := E+ Vi € Hy(rot, R C?)

die Gleichungen (3.15) und (3.18) mit div £ = 0 erfiillt.

Da F, rot F und div E lokal quadratisch integrierbar sind, folgt aus Korol-
lar 3.3(a) E € HL.(R? C?). Zusammen mit E~’|]R,3\B_,« e WI(R?3\ B,;C?
erhalten wir also E € W (R3; C?). Wegen Korollar 3.7 ist dann aber E=0
und damit

div (eVe)) = —div (eE) = 0.
Es ist also ¢ = 0 und damit E = E — Vi) = 0. O

3.2.2 Aufere Calderon-Abbildungen

3.2.2.1 Einige spezielle Funktionen

Wir werden wie in [41, 42, 3, 51| mit Hilfe von &uferen Calderon-Abbildungen
die Maxwellgleichungen und die magnetostatischen Gleichungen auf die be-
schrankte Kugel B, reduzieren. Dafiir benotigen wir einige spezielle Funk-

tionen. Fiir ihre Eigenschaften verweisen wir auf [16, Sect. 2.3, 2.4] und [52,
Sect. 2.4].

Definition 3.9
(a) Firl e Ny heift

(1" d 21
B(t) = 1—1t
0= @ =)
das Legendre-Polynom der Ordnung (.
(b) Firl,m € No, m <1 heifst
P = (1= £ S R()
: dtm

die m-te zugeordnete Legendre-Funktion der Ordnung [.
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(¢) Die Funktionen Y™ : 0By — C, | € Ny, — <m </,

)/l (l‘) - \/ A (l + |m|)|‘Pl (COSQ)e )

heiffen Kugelflichenfunktionen oder einfach Kugelfunktionen. Dabei sei-
en 0 und ¢ die Winkel in der Polarkoordinatendarstellung des Vektors x
auf der Einheitssphire OBy, d. h. & = (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos )7 .

(d) Die Funktionen GI", R™: 0B, — C3 1€ N, -l <m </,

1
G (1) = ———— oy Y™(2),
z() l(l+1) dBrl()
RM(z) = & A G (), g}:%,

heiffen Vektorkugelfunktionen.
(e) Firn € Ng heiffen j, : R — R, y, : ]0,00[— R,

n(t) = Z (=1 und

£ 2113 (2n+ 2 + 1)

)& (=)t
2l = 210 (=20 +1)(=2n +3) - (=2n + 21 — 1)

yn<t) =

sphérische Besselfunktionen n-ter Ordnung und sphérische Neumann-
funktionen n-ter Ordnung.

Die Funktion
thl) : ]07 OO[—> (D7 hg) = jn + lyn

heifit sphérische Hankelfunktion n-ter Ordnung 1. Art.
Satz 3.10
(a) Die Funktionen +Y;™(1), | € Ny, —I
ges Orthonormalsystem in L*(0B,; C).
wickelt werden in

m [, bilden ein vollstindi-

=m <
Jedes f € H*(0B,;C) kann ent-

Fa) =3 ap BT (3)

r ||
=0 m=—1

FEine dquivalente Norm auf H*(0B,; C) ist gegeben durch

) l

Heonae) = O Y (L1 o, (3.21)

=0 m=—1

1f1
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(b) Die Funktionen G*, R, | € N, —I < m < [, bilden ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem in TL*(OB,; C3). Jedes f € TH*(0B,; C?) kann

entwickelt werden in

Z Z "G (x) + BRI (). (3.22)

=1 m=—1

FEine dquivalente Norm auf TH*(0B,; C?) ist gegeben durch

[e%S) l
Hng“HS(aBT;(Iﬁ) = Z Z L+ 1+ 1) (Jo" 1 +1677) - (3.23)

=1 m=—1

Dasselbe gilt fir TH~ (dlv OB,; C?) und TH~ (rot OB,; C?) mit

0o l mi12
2 m |ﬁl |
Hf”TH‘%(div,E)BT;([ﬁ) - Z Z VI +1) o] * + ’

I=1 m=—1 1+1(l+1)

[e9) l
2 _ o |? VI +1) 2
L e ; 2_: T + 1+ 11+ 1) 8™

Beweis:

Bis auf den Ubergang zu #quivalenten Normen wird Behauptung (a) in |52,
Sect. 2.5] und Behauptung (b) in [51, Sect. 9.3.3| gezeigt. Die dabei benutzten
Eigenschaften der Kugelfunktionen werden in [52, Sect. 2.4| bewiesen. [

3.2.2.2 Calderon-Abbildungen fiir die Maxwell-Gleichungen

Fiir die tangentiale Komponente eines Vektorfeldes u auf der Oberflache der
Kugel B, schreiben wir im Folgenden kurz

Yru = (v A ulgp,) A v,
wobel v =1 = % die duflere Normale im Punkt x € 0B, bezeichnet.

Wir geben zunichst die dufleren Calderon-Abbildungen fiir die Maxwell-
Gleichungen an:

Definition und Satz 3.11
Zu g € TH™z2(vot, 0B,; C?) sei E, € Hyo(rot, R®\ B,; C?) die Lésung von

rot (rot B¥) —w?EY =0  in R*\ B,, (3.24)

v EY =9  auf 0B,, (3.25)

/ lv Arot E¥ +iwE“|* do — 0 fiir p — oc. (3.26)
9B,
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Damit definieren wir die duferen Calderon-Abbildungen fiir die Maxwell-
Gleichungen

TH~z(div, 0B,; C3),

3
I TH=2(rot, 037«,@) — (3.27)
— v Arot E¥gp,,
P { TH*(rot, aBT,G?’) — H73(05,;0), (3.28)
g — v-FKE ‘BBT-

(3.24)-(3.26) sind dabei eindeutig losbar, I'T, und I'Y, sind stetig, und fiir jedes

[e%S) l

=3 N a"Gr(e) + B R (x) € TH™3(rot, 0B,; C°)
=1 m=-—1
15t
oo m=l 2
w3r (wr) }
FZ; — m m mRm ,
=% X i
oo m=l
I(1+1) f
Fil;g = m—7
22 Lo
wobei 0
(hy") (wr)
0 =1+wr
) B (wr)
Beweis:

Die Behauptung wird fiir I'” in [51, Sect. 9.4.1| gezeigt, die explizite Form
von IV findet sich in |3, p. 842]. Da unsere Notationen leicht von den dort
verwendeten abweichen, geben wir die wesentlichen Zwischenergebnisse fiir
die expliziten Darstellungen an:

Fir [ € N, —1 < m <[ 16sen die Funktionen

My (@) = rot (xhf) (Wl )Y"(2)) . N7'(x) = Lot Mm(2)

1w

die Maxwell-Gleichungen (3.24) und (3.26). Sie besitzen die Randwerte

V- Mlm|8B,« = O,
v M" = —rh(l) (wr) Il +1)R(z)
v Arot M["|ap, = <h( (wr) + wr( h( ) VIL+ 1R

54



3.2. DAS DIREKTE PROBLEM

und
" (l+1 Y™ (&
- N'os, = LD 0y TG
iw r
1
Nt = = (hP(wr) +wr (V) (r)) VITF DG
v Arot N["|op, = —iwrhl(l)(wr)\/ (14 1)G}".
Es ist also
2 I(L+1) Y™z
i) = ), o) = YA DN,
Y(wr) nlwr) o
rorp() = - R, R =0
r
und die explizite Darstellung folgt mit Hilfe von Satz 3.10. U

3.2.2.3 Calderon-Abbildungen fiir die Magnetostatik

Zur Definition der dufseren Calderon-Abbildungen fiir die magnetostatischen
Gleichungen zeigen wir zuerst die eindeutige Losbarkeit des Auflenraumpro-
blems in R?\ B,:

Lemma 3.12 o
Zu jedem g € THz(9B,; C3) ezistiert genau ein E € WY (R? \ B,; C?), das
die magnetostatischen Gleichungen

rot (rot B) =0 in R*\ B,, (3.29)

divE=0 inR*\B, (3.30)

wE =g auf 0B, (3.31)

/ v-Edo=0 aufdB, (3.32)
0By

lost. E hdngt stetig von g ab.

Beweis:

(a) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Sei dazu E € W' (R? \ B,; C?) eine
Losung von (3.29), (3.30) und (3.32) mit v, £ = 0. Aus der Greenschen
Formel folgt

/ rot B -rotvde = — (v Arot E|gp,, 1)
R3\B,
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fiir alle v € D(R? \ B,; C?) und, da beide Seiten stetig in v sind, auch
fiir alle v € W*(IR3\ B,; C?). Insbesondere folgt fiir v := F

/ rot E[*dz = — (v Aot E|sp,, 1 E) = 0,
RS\ B,

also ist rot £ = 0 in R?\ B,.

Aus dem Satz von Lax-Milgram erhalten wir die Existenz einer Losung
o € WI(R3; C) des Diffraktionsproblems

Ap=0 inR*\0B,, [0,¢lon, = v - Elgp,.

Setzen wir £ durch Null auf B, fort, so gilt fiir £ — V¢

rot (B —Vg) =0 in R*\ 0B, (VAN (E—=V)) Avlop, =0,
div(E — V) =0 in R*\0B,, [v-(E—Vp)ss, =0
und damit (vgl. z. B. [12, Sect. 2.2])

rot (E —Ve)=0 und div(E—Vyg)=0 in R’

Insbesondere ist nach Korollar 3.3(a)

E:=E—Vypc H. (R?C?.

Da ¢ in einer Umgebung von R?\ By, harmonisch ist, folgt wie in Lem-
ma 3.4 -
Volgag, € WHR?\ By; C°).

Insgesamt erhalten wir E € WY(R? C?), und aus Korollar 3.3(b) folgt
damit £ =0, also E = V.
Aus E|p, = 0 folgt nun, dass ¢|sp, konstant ist. Wegen (3.32) ist also
/ Vp|* dz = —/ [0v¢lop, pdo = —/ v-FElop, pdo=0
R3 OB, OB,

und damit £ = 0.

(b) Um die Existenz zu zeigen, betrachten wir die Sesquilinearform

o6

a(u,v) = / rot u - rot v dx
R3\B,
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auf dem Raum

H = {u c WHR?*\ B,;C?) : divu=0, v,u=0,

/ V’UdO’IO},
OB,

der als abgeschlossener Unterraum von W!(R?\ B,; C?) ein Hilbertraum
ist.

Aus Lemma 3.2 folgt, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
alu,w) 2 lully = clly - ulPgpp,c  fir alle u € H.

Auferdem ist a(u,u) > 0 fiir alle v € H, und ist a(u,u) = 0 fiir ein
u € H, so folgt aus (a) u = 0.

Wir bezeichnen mit A € £(H, H') den durch a induzierten Operator und
mit K € L(H, L*(0B,;C)) die kompakte Spurabbildung

K: ur v-ulpp, € L*(0B,;C) fiir alleu € H.

Auferdem sei () die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Isometrie zwischen
einem Hilbertraum und seinem Antidualraum. Dann ist A injektiv, A > 0
und A+ K'tp29p,.0)K koerziv. Aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3 erhalten
wir, dass A stetig invertierbar ist. Zu jedem [ € H’ existiert also eine
eindeutige Losung v € H von

a(u,v) =1(v) firallev € H, (3.33)

und diese stetig hidngt von [ ab.

Nach [20, IX, §1, Remark 8| existiert eine stetige Rechtsinverse
v« TH(9B,;C%) — W'(R*\ B,: C°)
des Spuroperators A — (v A Algp,) A v mit
v-(v7f)lop, =0, div(y f)=0 firalle f e TH%(ﬁBT; C?),

d.h. 7 ordnet vorgegebenen Tangentialkomponenten f eine divergenz-
freie Funktion v f € W1(R?\ B,; C3?) mit diesen Tangentialkomponenten
und verschwindenden Normalenkomponenten auf B, zu.

Sei nun Fy € H die Losung von (3.33) 7zu

[(v) := —a(y, g,v) fiir alle v € H.
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KAPITEL 3. LOKALISIERUNG VON OBJEKTEN

Dann héngt E := Ejy + v, g stetig von ¢g ab und erfiillt offenbar (3.30)—
(3.32). Schlieflich folgt wie in Lemma 3.4 und Korollar 3.6, dass

/ rot £ -rotvdr =0 fiir alle v € D(R?\ B,; C?).
R3\ B,
E 16st also auch Gleichung (3.29). O

Definition 3.13

Zu gegebenem g € THz(0B,; C3) sei E € WY(R3\ B,; C?) die Lisung von
(3.29)-(3.32) aus Lemma 3.12. Damit definieren wir die duferen Calderon-
Abbildungen fiir die magnetostatischen Gleichungen

rr: TH%((?BT; C* — TH_%((()BT; C?), g— v Arot E|gp,,

rv: TH%(E?BT;®3)—>H%(8BT;®), g—v-Elgp,.
Lemma 3.14
Fiir jedes
[e'S) l )
g(x) =Y > af"Gy'(x) + f{"Rj"(x) € TH(05,; C?)
=1 m=—1

15t

co m=l I oo m=l . /—l ym
g = Z Z ;B[”le und g = Z Z T;LlozlmlT.

=1 m=—l I=1 m=—I

Insbesondere kann I'™ stetig fortgesetzt werden zu einer stetigen, symmetri-

schen Abbildung
I": TH 2 (rot, 0B,; C*) — TH_%(div, 0B,; C?)
und I'V zu einer stetigen Abbildung
I TH 2 (rot,0B,;C*) — H 2(8B,:C).
Beweis:
Man rechnet leicht nach, dass fiir [ € N, — < m < [ die Funktionen

M (z) = rot (M%Y/”(io . N™(z) = rot M (x)
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in WYR?\ B,; C?) liegen und die Gleichungen (3.29) und (3.30) 16sen. Ihre
Randwerte auf 0B, sind

v Mlm|8Br = 07
WM = ==L+ DR (2)
v Arot M™(z)|op, = —lr~ VD \/1(1 + 1)R™ ()

und
- Nios, = 10+ 1) L)
7Nt = =l OV )G
v Arot N/™|op, = 0.

Es ist also

LGP () =0, PG (a) - L),

V1 r

RPN = R, TURP() =0,
und die Behauptung folgt aus Satz 3.10. U
Lemma 3.15

Fiir alle Losungen p € W(R?\ B,; C) von
Ap=0 inR*\B, mit (0,0|o5,,1s5,) =0
qilt T,V = 0,0lop, und '™,V = 0. Dabei ist 1pp, die konstante Funk-
tion x +— 1 fiir alle x € 0B,.
Beweis:
Bekanntlich besitzt
Ap=0 inR*\ B, ¢lop, =g auf 0B, (3.34)

fiir jedes g € H2(9B,;C) genau eine Lésung ¢ € W'(R?\ B, C) und ¢ und
0,¢|sp, hingen stetig von g ab. Da auch v,V = Vg, I'" und I'V stetige
Abbildungen sind, geniigt es, die Aussagen fiir die Basisfunktionen Y;*(Z) zu
zeigen.

Die Losung von (3.34) zu g = Y () ist ¢(x) = J%YZ’"(@), vgl. z. B. [52,
Theorem 2.5.1]. Wegen (0,¢|a5,, 1op,) = 0 geniigt es deshalb die Aussagen
fiir Y,"(z) mit [ > 1 zu zeigen, und fiir diese gilt

111
0,0lom. = —iym — (V1T + DGP () = T (Vos, Y(2)),

und I'"(Vyp, Y™ =I"(/I(l+ )G (z)) = O
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3.2.2.4 Reduktion auf ein beschranktes Gebiet

Mit den duferen Calderon-Abbildungen kénnen wir die Probleme nun auf
das beschrankte Gebiet B, reduzieren.

Lemma 3.16
(a) List E* € Hy(rot, R3; C3) die Mazwell-Gleichung (3.5) mit Ausstrah-
lungsbedingung (3.14), dann lost E¥|p, € H(rot, B,; C?)

1

rot (— rot Ew) —WreEY = iwJ in By, (3.35)
o

div (eE¥) = 0 in B, (3.36)

[T~ EY = v Arot EY|gp,, (3.37)

IV~ EY = v- E°gp,. (3.38)

Umgekehrt kann jede Funktion aus H(rot, B,; C?), die (3.35) und (5.37)
lost, fortgesetzt werden zu einer Lisung E* € Hioo(rot, R3; C3) der Maz-
well-Gleichungen (3.5), (3.14). Die Gleichungen (3.36) und (3.38) sind

in diesem Sinne redundant.

(b) List E € Hy,.(rot, R? C?) das magnetostatische Problem (3.15), (3.16)
mit Abfallbedingung (5.18), dann lést E|p, € H(rot, B,; C?)

1
rot (— rot E) =J in B,, (3.39)
o
div(eF) = 0 in B, (3.40)
[~ E = v Arot Elsg,, (3.41)
Vv E = v- Elgp,. (3.42)

Umgekehrt kann jede Funktion aus H (rot, B,; C?), die (3.39)—(3.42) lost,
fortgesetzt werden zu einer Losung E € Hie(rot, R3; C3) der magneto-
statischen Gleichungen (3.15), (3.16) und (3.18).

Beweis:

(a) Aus der Definition der duferen Calderon-Operatoren folgt sofort, dass
jede Losung der Maxwell-Gleichungen auf R? die Gleichungen (3.35)—
(3.38) lost.

Umgekehrt kann jede Lésung E¥ € H(rot, B,; €?) der reduzierten Max-
well-Gleichungen (3.35) und (3.37) durch die Lésung von (3.24)—(3.26)
in Definition und Satz 3.11 mit g := (v A E¥|gp,) A v zu einer Funktion
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E* € Hy(rot, R?\ OB,; C?) fortgesetzt werden, fiir die gilt

1

rot (— rot E“’) —w?eEY =iwJ in R\ 0B,

i
(VAN E“)AV|gp, =0 auf 0B,,

[v Arot E¥)pp, =0 auf 0B,.

Hieraus folgt (vgl. z.B. [12, Sect. 2.2]) E* € Hoc(rot, R*; C?) und

1
rot (— rot E“’) — W?E¥ =iwJ in R3.
1

E“ 16st also die Maxwell-Gleichungen (3.5), (3.14) (und damit insbeson-

dere auch (3.36) und (3.38)).

(b) Jede Losung E der magnetostatischen Gleichungen erfiillt wegen (3.16)
auch die Gleichung (3.32) in Lemma 3.12, also folgt aus der Definition der
aufkeren Calderon-Operatoren, dass E|p, die Gleichungen (3.39)-(3.42)

16st.

Umgekehrt kann auch hier jede Losung E e H(rot, B,; C?) der redu-
zierten magnetostatischen Gleichungen (3.39)—(3.42) durch die Lésung
von (3.29)-(3.32) mit g := ., E fortgesetzt werden zu einer Funktion

E € Hy(rot, R?\ 0B,; C?), die (3.18) erfiillt, und fiir die gilt

1
rot (— rot E) =J inR’\0B,,
i

div(eE) =0 in R*\0B,,
[(vANE)Av]gg, =0 auf 0B,,
v Arot Elgp, =0  auf 0B,,
v Elop, =0 auf 0B,.

Hieraus folgt (vgl. z. B. [12, Sect. 2.2]) E € Ho(rot, R3; C?) und

1
rot (— rot E) =J in R?,
1

div(eE) =0 in R’

E 16st also die magnetostatischen Gleichungen (3.15) und (3.16).
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3.2.3 Asymptotik fiir niedrige Frequenzen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass die Maxwell-Gleichungen fiir kleine
Frequenzen w eindeutig l6sbar sind und tatsédchlich

E¥ =iwE + O(w?)

gilt.

3.2.3.1 Asymptotik der Calderon-Abbildungen

Lemma 3.17
Fiir w — 0 konvergiert I'T, gegen I'" und I'”, gegen I'V. Es gilt

" —I7=0(w?) in L(TH 2(8B,;C*),TH 2(div,0B,; C*)),

insbesondere also auch in L(TH 2 (rot,dB,; C3), TH2(div, dB,; C?)). Au-

BSerdem st
I —T" =0(w?) inL(TH™ (rot 0B,; C*), H %(aBr; C)).

Beweis:

Wir benutzen zwei Abschétzungen aus [51, Lemma 9.20] und [3, Lemma 2.4|%:
Es existieren ein wy > 0 und Konstanten C4,C5y,C3 > 0, so dass fiir alle
0 <wr <wyund alle [ € N gilt

C'3 2,2
< 3
~yi(wr) l’ - ler

Cil < |y(wr)| < Cyl und

Mit den expliziten Darstellungen von I'7 und I'7 erhalten wir ein C' > 0, so
dass fiir jedes

Z Z a"GM(x) + BRI (x) € TH™ 2 (rot, 0B,; C?)
=1 m=—1
“Die Aussage von [3, Lemma 2.4] lautet 'n%Z) + %’ < %z, bewiesen wird dort jedoch
das hier verwendete "y ot ‘ < C* 22.
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die folgende Abschitzung gilt:

ITE = T84 v 0,00

00 l u)2r 2
— (1 m
> 5 {vremen]
1 7(w7‘)+lﬁ
1+ 1(I+1) :

4,.2
<C o' me\?}
;mz{\/lJrlHl B ) R

I — I'" kann also stetig auf TH_%(E)BT;@S) fortgesetzt werden und die
Fortsetzung erfiillt

[T —T7 = O(w?)
in L(TH 2(8B,;C?), TH2(div, dB,; C?)).
Die zweite Behauptung wird auch in [3, Lemma 2.7] bewiesen. Mit den Rei-
henentwicklungen fiir I'’, und I'” erhalten wir ein C’ > 0, so dass

00 l
vt g2 VIT+1) ¢l<l+1) m2
[Ty =T )g”H%(aBT;@) - Z Z (+1) Yi(wr) i l i
=1 m=—1
0o l
11+ 12wt
<Gy %| of[
=1 m=—1

4 4 m2
< Cuwr ZZ \/1+zz+1 'l

< C'whr

/ 4
||g||TH*%(rot,aBr;®3) ’

also I, — IV = O(w?) in L(TH™z2(rot, dB,; C*), H2(0B,; C)). O

3.2.3.2 Variationsformulierung des magnetostatischen Problems
Aus der expliziten Form von I'V in Lemma 3.14 folgt, dass unser I' mit

dem von Ammari und Nédélec in |3, Lemma 2.7| definierten Operator D
tibereinstimmt, so dass wir zwei Lemmata aus |3] benutzen kénnen:
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Lemma 3.18
Das Randwertproblem

rotu =0 n B,
div (eu) =0 in By,

v-ulgp, = Tvu
hat in H(rot, B.; C*) nur die Lisung u = 0.

Beweis:
[3, Lemma 5.1] O

Lemma 3.19

Der Raum
V = {u € H(rot, B,; C*) :
div (eu) =0, v - ulgp, — [y,u € H%(ﬁBr; C)},
ist kompakt eingebettet in L*(B,;C?).
Beweis:
[3, Lemma 5.2] O

Fiir das folgende Lemma benétigen wir unsere Voraussetzung, dass € in einer
Umgebung von S konstant ist.

Lemma 3.20

Sei O eine Umgebung von S. Jedes v € H(rot, O; C3) mit div (ev) = 0 kann
zerlegt werden in v = vy + vy, wobei vy € H(rot, O; C?) in einer Umgebung
von S verschwindet und vy € H}(O;C?). vy (und damit auch vy) hingt dabei
stetig von v ab.

Insbesondere ist die Auswertung der Tangentialkomponente auf S, d. h.
v~ (VAvlg) A,
eine kompakte Abbildung von

{v € H(rot,0;C*) : div(ev) =0} nach TL*(S;C).
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Beweis: B
Sei O; C O ein Gebiet mit S C O; und der Eigenschaft, dass € auf O,

konstﬂl‘c ist. Seien O, und O3 zwei weitere Gebiete mit S C O3, O3 C O,
und Oy C O;. Dann existiert eine Abschneidefunktion

_{ 0 auf O\ O,

¢ € D(O;R) mit | auf O

Jedes v € H(rot,O;C?) mit div (ev) = 0 ldsst sich durch v; := ¢v und
vy := (1 — p)v zerlegen in v = vy + vy, wobei offenbar v, € H(rot, O; C?) in
O3 verschwindet.

Aus Korollar 3.3 erhalten wir ein C' > 0, so dass fiir alle v € H(rot, O; C?)
mit div (ev) =0
v]o, € H1<O23 (Dg)a HU’(DQHHl(OQ;GS) <C HU’(%HH(rot,Ol;CS) .
Es existieren also C, Cy > 0, so dass fiir alle solchen v gilt
v = pv € Hy(O; C?),

und

ot o) = levllmyoen = 1@)loullmones < Clvloallm oo
<0, ||U||H(rot,o;®3) g

womit die Behauptung folgt. O
Definieren wir zu J € TL2(S; C?) das antilineare Funktional
[:V—C, UH/J-EdJ,
s

dann erhalten wir aus Lemma 3.20, dass [ € V' ist und stetig von J abhéangt.

Wir definieren noch die Sesquilinearform a : V' x V' — C durch

1 -
a(u,v) = / —rotu - rotvdx + (I, u, v,v)
T

+ (v - ulop, — T vru,v - vlop, — FV%U)H%(BBT,@)

fir alle u,v € V, wobei (-,-) das Skalarprodukt auf H%(('?Br;@)

H3 (0B,;C)
bezeichne.

Damit konnen wir eine dquivalente Variationsformulierung des magnetosta-
tischen Problems angeben.
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Lemma 3.21
Die Sesquilinearform a ist koerziv. E € Hyo(rot, R3; C?) ldst genau dann das
magnetostatische Problem (3.15), (3.16) und (3.18), wenn E|p. € V ist und

a(E|p,,v) =1(v) firalleveV. (3.43)

Beweis:

Offenbar ist a eine stetige Sesquilinearform auf V. Sei A € L£(V, V") der durch
sie induzierte Operator (vgl. Abschnitt 2.2) und K die nach Lemma 3.19
kompakte Einbettung von V nach L?*(B,; C?). Aus der expliziten Darstellung
in Lemma 3.14 erhalten wir I'” > 0 und damit A > 0. Bezeichnen wir
wieder mit () die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Isometrie zwischen einem
Hilbertraum und seinem Antidualraum, dann existiert ein ¢ > 0, so dass

(At K'tpagen K)u, u>V’><V

1 . y 2
= [ lrotu?de (T30 + o, Tl

X
2
+ ullze(s,.09)

2
> CHUHV

Auferdem folgt fiir jedes u € N(A) aus a(u,u) =0
v-ulgg, —T"v%u=0 und rotu=0 in B,
also mit Lemma 3.18 v = 0.

Insgesamt ist also A injektiv, A > 0 und A + K'tz2p,.¢3)K koerziv. Aus
Lemma 2.3 erhalten wir, dass A bijektiv ist, und aus Lemma 2.2 folgt, dass
A sogar koerziv ist. Insbesondere besitzt also (3.43) eine eindeutige Losung.

Sei nun £ € Hyy(rot, R3: (D3) eine Losung des magnetostatischen Problems
(3.15), (3.16) und (3.18). Aus Lemma 3.16 erhalten wir
v Elos, — "7 E =0,

also insbesondere F|p, € V. und dass fiir alle v; € HJ(B,;C?) und alle
vy € H(rot, B,; C?), die in einer Umgebung von S verschwinden, gilt

1 -
l<U1>:/J'U_1dO':/ —rot E - rotv; dox = a(E|p,,v1),
s . M

1 S
l(ve) =0 = / —rot E - rotvgdx + (v Arot E|sp,., v-v2) = a(F|p,, v2).
. M

Nach Lemma 3.20 erfiillt E|p, also (3.43), und da sowohl (3.15)—(3.18) als
auch (3.43) eindeutig losbar sind, folgt daraus auch, dass umgekehrt jede
Losung der Variationsgleichung (3.43) zu einer Losung des magnetostatischen
Problems (3.15)—(3.18) fortgesetzt werden kann. O
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3.2.3.3 Variationsformulierung der Maxwell-Gleichungen

Auch fiir die Maxwell-Gleichungen kénnen wir auf V' eine dquivalente Varia-
tionsformulierung angeben. Hierfiir bendtigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 3.22
Es existiert ein wy > 0, so dass fiir alle 0 < w < wy zu jedem u € D(B,; C?)
ein p € H'(B,; C) existiert mit

div (V) =div(eu) in B, und v-Volos, — Ve =wolss,.

(3.44)
Insbesondere ist u — Vo € V.
Beweis:
Man sieht leicht, dass ¢ € H'(B,;C) genau dann (3.44) 15st, wenn

¢eH:{¢eH%&£»:/ ¢®:o}
OB
und
/ eV - Vi da —/ w¢lop, ¥lop, do — (T"V,. Vi, 1) = / eu- Vb da
. OB, .
(3.45)

fiir alle ¢ € H erfiillt.

Aus der expliziten Darstellung von I'” in Lemma 3.14 folgt, dass

— (I, Vi, 1p) >0 fiir alle v € H.

Fiir hinreichend kleine w ist also aufgrund der Poincaréschen Ungleichung
die linke Seite von (3.45) eine koerzive Sesquilinearform auf H, und die Be-
hauptung folgt aus dem Satz von Lax-Milgram. U

Fiir hinreichend kleine w ist nach Lemma 3.17 fiir alle u € V'
v-ulop, — Ty = v-ulop, — [yu — (I = T")yu € H2(9B,; C)

und wir kdnnen die Sesquilinearform a,, : V' x V' — C definieren durch

1 N

a,(u,v) == / (— rot u - rot v — w?eu - E) dz + (I v,u, ,v)
A\

+ (v - ulop, — Toyru, v -vlos, — PV%U)H%((?BT_C)

fiir alle u,v € V.
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Lemma 3.23
Es existiert ein wy > 0, so dass fiir alle Frequenzen 0 < w < wy eine Funktion

E¥ € Hy(rot,R3; C?) genau dann die Mazwell-Gleichungen (3.5), (3.14)
lost, wenn E¥|p, € V ist und

a,(E¥|p,,v) =iwl(v)  fir allev e V. (3.46)

Beweis:
Wihle wy > 0 so klein, dass Lemma 3.22 gilt, und geméaf Lemma 3.17

I —T" e L(TH 2(rot,0B,; C*), H2(B,; T)).

Sei 0 < w < wp und E¥ € Hy(rot, R? C3) eine Losung der Maxwell-
Gleichungen. Dann folgt aus Lemma 3.16

v E®lop, — (7. B¥) = (T, — I")(3,E*) € H?(0B,; C)

und div (eE£¥) = 0. Es ist also E¥ € V.
Fiir alle v; € Hj(B,; C?) ist

1 -
wl(vy) = /in-v_lda = / (—rotE“’~rotvl —wZGE“’~U_1> dx
S - \ M
= aw(Ew’Brvvl)v

und fiir alle v, € H(rot, B,; C?), die in einer Umgebung von S verschwinden,
ist

iwl(ve) = 0

1 -
= / (— rot B - rot vy — w?e B - U_2> dz + (v Arot E®|gp, , ¥rv2)
- \H

= aw(Ew|Br,, UQ).
Nach Lemma 3.20 erfiillt E“|p, also (3.46).

Sei nun umgekehrt £ € V eine Losung von (3.46) mit 0 < w < wy. Wir
zeigen, dass £ dann (3.35) und (3.37) aus Lemma 3.16 erfiillt. Dazu sei
u € D(B,;C?) gegeben, und ¢ € H'(B,;C) sei gemif Lemma 3.22 die
Losung von

div (V) =div (eu) und v-Velsp, — IV = w?olss, .
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Dann ist u — Vi € V und aus (3.46) folgt

iw/J-ﬂda
s

1 L . o
= / (— rot B - rotu — w?eE¥ - U) dx + / w?eE¥ - Vopdx
r M r
- <FL%E“,%V¢> - (V - E|op, — FZ%EW,w%bBT) : :
H?2(0Br;C)

Wegen div (e£*) = 0 ist

/ w2eE” Vodr = w? <l/ : Ew|8BT7 90|8BT>

T

und aus 7.V = Vg, ¢ (vgl. [12, Sect. 2.3]) und der expliziten Darstellung
von I'7, und I'Y, in Definition und Satz 3.11 folgt

<FL%E“’, %Vs0> =’ <FZ%E“’7 @Iagr> :

Kombinieren wir diese drei Gleichungen, so erhalten wir

1 . .
iw/J-ﬂda:/ (—rotE‘“~rotu—w26E‘“~ﬂ> dz.
S - \ M

E¥ 15st also (3.35).
Mit der Greenschen Formel ergibt (3.46) nun fiir alle v € V
<1/ Atot E¥ — FZJ%EW, %v>

i i (3.47)
= (1/ - E°op, — TV E° v -vl|sp, — FV%-U)

H3(0B,;C)

Sei 0 > 0 so klein, dass supp (e — 1) C B,_s. Zu vorgegebenen Normalen-
komponenten [ € H%((?Br; C) mit faBr fdo = 0 existiert nach |20, IX, §1,
Remark 8] ein v € H' (B, \ B,_s;C?), so dass divv =0 in B, \ B,_s,

v-vlgs, = f, Yv=0 und v|pp,_, =0.

Setzen wir v durch 0 auf B,_s fort, so ist v € V', und wir erhalten aus (3.47)

 E¥|pp, — TV, B2, ) —0
<V lop, — Ty f JEp—
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fiir alle f € H%@Br; C) mit [,, fdo = 0. Hieraus folgt, dass die Funktion

v E®|gp, — Iy, E¥ auf 0B, konstant ist. Wegen div (e£*) = 0 und der
expliziten Darstellung von I'}, in Definition und Satz 3.11 ist aullerdem

/ (1/ . E“’|@BT — FZ%E“’> do = 0.
0B,

Es ist also v - E“[aBT = FZ%E”.
Analog erhalten wir fiir jedes g € THz(9B,; C?) ein v € V mit v - v]yp, =0
und v,v = g. Aus (3.47) folgt also

<1/ Aot B¥ — F;%Ew,g> =0 firallege TH%@BT; C?)

und damit (3.37). O

3.2.3.4 Existenz und Asymptotik der Maxwell-Losungen

Satz 3.24

Es existieren wy > 0 und C' > 0, so dass zu jeder Frequenz 0 < w < wy und je-
dem Flichenstrom J € TL2(S; C?) genau eine Losung E* € Hy,.(rot, R3; C?)
der Mazwell-Gleichung (3.5) mit Ausstrahlungsbedingung (3.14) existiert,
und fiir diese Losung gilt

1E* |5, = iWE|B, | gt 5,109 < C9° 1l ps(si09) -

Dabei ist E € Hy,.(rot, R?; C?) die Lisung des magnetostatischen Problems
(8.15), (3.16) zum Fldchenstrom J mit Abfallbedingung (3.18).

Insbesondere hdangen die Losungen der Mazwell-Gleichung stetig von J ab.

Beweis:
Seien A, A, € L(V, V") die durch die Sesquilinearformen a und a,, induzierten
Operatoren. Definieren wir B, := A, — A, dann gilt fiir alle u,v € V

(Byu,v) = —/ wieu -vdx + (T — I7)yru, v,0)

T

+ ((FV - FZ;)’YTU7 v- U|aBr - FV/YTU)H%(@BT;C)

und aus Lemma 3.17 folgt

HBWHL(V,V’) = O(w?).
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Gleichung (3.46) in Lemma 3.23 ist dquivalent zu
(A —|— BW)EW|BT = iwl,

wobei A nach Lemma 3.21 koerziv, also insbesondere stetig invertierbar ist,
und A~!l = E|p_die Lésung des magnetostatischen Problems ist.

Durch Darstellung als Neumannsche Reihe, vgl. z. B. |1, Satz 3.7, 3.8|, erhal-
ten wir die Existenz eines wy > 0 und eines C’ > 0, so dass fiir alle 0 < w < wy
der Operator A + B,, invertierbar ist und

”(A +B,)7" - A_IHE(V’,V) < CW

Da [ stetig von J abhéngt, existiert also ein C' > 0, so dass
HEW|BT - iWE|Br||H(rot,Br;(D3) < ||EW,BT - iu1E|BTHV < Cw’ ||JHTL<2>(S;<D3)

fiir alle 0 < w < wp und alle J € TL2(S; C?). O

3.2.3.5 Behandlung perfekt leitender Objekte

Satz 3.24 gilt ohne weitere Glattheitsannahmen an e oder p. Er umfasst
insbesondere auch den in der Einleitung angesprochenen Fall, dass sich ein
magnetisches Objekt in der Ndhe der Messebene S befindet, die Permeabilitat
also in einem beschriankten Gebiet sprunghaft erhéht ist. Wir zeigen nun,
wie unser Ergebnis auch auf den Fall perfekt elektrisch leitender Objekte
2 ausgedehnt werden kann. Auf der Oberfliche ¥ := 02 solcher Objekte
verschwindet die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes. Das durch
einen Flichenstrom J € TL2(S; C?) erzeugte elektrische Feld 15st also die
Gleichungen

1 _
rot (; rot E“) — WY =iwJ inQ:=R*\Q, (3.48)

vAE“ls =0 auf ¥ = 010, (3.49)

zusammen mit der Austrahlungsbedingung (3.14).

Dabei ist v die &uflere Normale auf X, und wir setzen voraus, dass € eine offe-
ne, beschriankte Menge ist, die aus endlich vielen Zusammenhangskomponen-
ten ; mit C*-Réndern ¥, := 9%, (j = 1,...,m) und paarweise disjunkten
Abschliissen besteht. Aukerdem sei 2 C B, und ) sei derart, dass VH!(2; C)
ein abgeschlossener Unterraum von L?(§2; C?) ist. Die letzte Voraussetzung
ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Zusammenhangskomponenten von
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Q2 einfach zusammenhingend sind oder durch endlich viele regulére Schnit-
te in einfach zusammenhingende Gebiete iiberfithrt werden kénnen. Fiir den
Beweis dieser Tatsache, die Voraussetzungen an die Schnitte und den Zusam-
menhang zwischen VH'(Q2) und dem Raum der rotationsfreien Funktionen
verweisen wir auf |20, IX, §1].

Lemma 3.25
Jede Lisung E* € Hyc(rot, Q; C3) von (3.48) erfiillt
div(eE“) =0 inQ, (3.50)
(v-€eE”|s,,15,) =0  fir alle j € {1,...,m}, (3.51)

wobei 1x, die konstante Funktion x w1 fiir alle x € ¥; bezeichnet.

Beweis:

Gleichung (3.50) folgt durch Divergenzbildung aus (3.48). Zum Beweis von
(3.51)seij € {1,...,m} und p € W(Q; C) eine Funktion mit beschréinktem
Tréger und den Eigenschaften

ols, =1, suppp NS =10 sowie supppnQ, =0 fiir alle k # ;.
Dann gilt
(Bl 1)

_ 1 1 _
= / ebEY - Vodr=— [ rot (— rot E“’) -Vpdr
Q Q

w? 1

1 -

1 1
= g ;rotE“’ -rot (V) dz + = <V A ;rotE”|g]., (v AVols,) A l/>

=0,
und damit (3.51). O
Wir werden (fiir hinreichend kleine Frequenzen w) die eindeutige Existenz

der Losungen E¥ € Ho.(rot, Q; C3) und die Konvergenz von %E“’ gegen die
Losung E € W(Q; C?) des entsprechenden magnetostatischen Problems

1
rot (; rot E) =J inQ, (3.52)
div(eE) =0 in Q, (3.53)
VAElg=0 aufX, (3.54)
(v-€El|s,,15,) =0 fiiralle j € {1,...,m} (3.55)
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mit Abfallbedingung (3.18) zeigen.
Fiir die dazugehorigen variationellen Formulierungen definieren wir
Voi={veV : vlg=Vy miteinem p € H(Q;C)}.

Aus der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von VH!(2; C) in L?(Q; C?) er-
halten wir, dass V[, ein abgeschlossener Unterraum von V' ist.

Lemma 3.26
Es existiert eine stetige, lineare Abbildung

a: Vo — Wl(]Rg;(D),

so dass fiir alle v € V;

V(av) =v in €,
div (eV(aw)) =0 in Q,
(e, (aw)T|s,;, 1s,) =0 fir alle j € {1,...,m}.

Beweis:
Zu v € V wihlen wir ¢ € H'(Q; C) derart, dass

Vo =v|g und /gpdazO, j=1,....,m.
E,

J

Dann folgt aus der Poincaréschen Ungleichung, dass ¢ stetig von v abhéngt.
Durch ¢|g := ¢ mit der Losung ¢ € W(Q; C) von

div (V@) =0 in Q,
Pls =ply  auf X,

koénnen wir ¢ zu einer Funktion in W1(IR3; C) fortsetzen, die stetig von v € V;
abhingt und

Ve=v inQ, sowie div(eVy)=0 inQ

erfiillt.
Fiir j € {1,...,m} existiert genau ein y; € W' (R?; C) mit

div(eVyx;) =0 in@ und x;=40d; iny ke{l,....m}

Durch
Blx) = ((0x] |z 1s,)),, € C™
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definieren wir eine lineare Abbildung 3 : span{y, : j=1,...,m} — C™.
Ist () = 0 fiir eine Funktion ¢» € span{x; : j =1,...,m}, so ist

[ VP s = =3 (@0 s vls) =0
Q

k=1

und damit ¢» = 0. [ ist also eine injektive lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen gleicher Dimension und besitzt deshalb eine
stetige Inverse. Die Funktion

a: v p— 7! (<58V90+’2k7 12k>>71::1

ist somit stetig und besitzt offenbar die gewiinschten Eigenschaften. 0

Wir gehen nun analog zu dem Fall magnetischer Einschliisse vor und zeigen
zunéchst eine Variationsformulierung fiir das magnetostatische Problem. Da-
zu schrinken wir die in Abschnitt 3.2.3.2 definierte Sesquilinearform a und
das antilineare Funktional [ auf Vj ein, und erhalten so

a: VoxVog—C und [: V,— C.

Lemma 3.27

Die Sesquilinearform a ist koerziv. E € Hy,.(rot, Q; C?) lést genau dann das
magnetostatische Problem (8.52)-(3.55) mit Abfallbedingung (3.18), wenn
E|p,ng = (E —V(aE))|p,ng mit der Lisung E € Vi von

a(E,v) =1(v)  fir allev e V. (3.56)

Insbesondere ist das magnetostatische Problem eindeutig losbar und die Lo-
sung E|p,.ng € H(rot, B, N Q; C?) hingt stetig von J € TL2(S;C?) ab.

Beweis:

Die Koerzivitiat von a folgt sofort aus der von a (vgl. Lemma 3.21), und mit
demselben Beweis wie in Lemma 3.16 erhalten wir, dass £ € Hy,.(rot, Q; C?)
genau dann das magnetostatische Problem (3.52)-(3.55) mit Abfallbedingung
(3.18) 16st, wenn E|p g die Gleichungen (3.52) und (3.53) in B, N (), sowie
die Randbedingungen (3.54),(3.55) auf ¥ und (3.41), (3.42) auf 0B, erfiillt.

Sei nun E € Hy,(rot, Q; C?) eine Losung des magnetostatischen Problems
(3.52)-(3.55) mit Abfallbedingung (3.18) und ¢ € W!(RR?; C) die Lésung von

div (eVp) =0 in R*\ %, (€D pls = —v - €Bs.
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Setzen wir £ durch 0 auf 2 fort und definieren E := E+ Ve, dann folgt aus
Lemma 3.15, dass E € Vj ist, und aus der Definition von «, dass

Els,nq = (E = V(aE))|s,ne.
Fiir alle v € V}, erhalten wir wie im Beweis von Lemma 3.21
[(v) :/Jﬂdo:/J~ (v—V(av))do
S s

_ / Lot B ot (v = V(a0)) dz + (I B, . (v — V(av)))
QNB, M

1 Lo -
= / —rot F/ - rotvdx + <FT'yTE,’yTv> ,
- M

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass aus der Symmetrie von
I'" und Lemma 3.15 folgt

(I E, v V(aw)) =0 und <FT%V(04E),%U> = 0.
Auferdem folgt aus Lemma 3.15
v-Elop, — TV E=v-El|sp, — Vv, E=0.

E 16st also (3.56)
Es sei nun umgekehrt £ € Vj eine Losung von (3.56), und

E’BTOQ = (E — V(QEN))’BTQQ - H(l"Ot, BT N Q; @3)

Dann folgt aus den Definitionen von Vj und « sofort (3.53) auf B, NQ), sowie
(3.54) und (3.55).

Da zu jedem v € D(B, N Q; C?) ein v € W(R?; C) existiert mit
div (eV)) = —div (ev)

und damit wegen Lemma 3.15 v + Vi € V gilt, folgt aus (3.56)

-vdo

[
N

I(v+ V) = a(E,v+ Vi)

1 - -
—rot E - rotvdx + <FT%E, %V¢>
QnB, M

+ (v Blop, = "% E,v - Vilop, - T3 V) |
H2(0B,;C)
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fir alle v € D(B, N Q;C?). Aus der Symmetrie von I'" und Lemma 3.15
erhalten wir

(T B, V) =0, v Vilap, — T3,V =0

und damit rot <% rot E) = Jin B,NQ. (3.41) und (3.42) folgen nun genauso
wie im Beweis von Lemma 3.23. U

Zur variationellen Behandlung der Maxwell-Gleichungen schrinken wir die
Sesquilinearform a,, aus Abschnitt 3.2.3.3 nicht nur auf Vj ein, sondern er-
setzen sie (fiir hinreichend kleine w) durch

1 -
a,(U,v) := / (— rot i - rot ¥ — w?eu - U) dz + (T v, v,v)
. \ M

_'_ (V ’ u|aBr - FZ)VT“” v- 6‘831« - FV’YT,&)H%(aBT;@)

fir alle @,0 € Vp, wobei u := @ — V(au) und v := 0 — V(a®). Dabei ver-
wenden wir, dass nach Lemma 3.15 und Lemma 3.17 fiir hinreichend kleine
Frequenzen w

v-ulos, — Tu = v-dlog, — i — (1% — T¥)yu € H2(9B,; C)

ist. Wir kénnen nun eine Variationsformulierung von (3.48), (3.49) angeben:

Lemma 3.28

Es exzistiert ein wy > 0, so dass fiir alle 0 < w < wy E¥ € Hy(rot, Q; C?)
genau dann die Mazwell-Gleichungen (3.48), (3.49) und (3.14) lést, wenn
E¥|p.ro = (B — V(aE®))|p.no mit einer Losung E € Vi von

o (E*,0) = iwl(0)  fiir alle v € V. (3.57)

Beweis:

Auch hier erhalten wir mit demselben Beweis wie in Lemma 3.16, dass
E* € Hy(rot, Q; C?) genau dann die Maxwell-Gleichungen (3.48), (3.49)
und (3.14) 16st, wenn E¥|p g die Gleichung (3.48) in B, N Q, sowie die
Randbedingungen (3.49) auf ¥ und (3.37) auf 0B, erfiillt.

Sei nun E¥ € Hy,.(rot, Q; C3) eine Losung der Maxwell-Gleichungen (3.48),
(3.49) und (3.14). Wie im Beweis von Lemma 3.27 sei o € W!(R?;C) die
Losung von

div(eVp) =0 in Q, (€0 p)s = —v - eEY]y,
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und wir setzen E“ durch 0 auf €2 fort. Da fiir hinreichend kleine w gilt, dass
v E¥gp — Ty E* € H2(9B,; C) ist (vgl. Abschnitt 3.2.3.3), erhalten wir
wieder aus Lemma 3.15, dass E¥ := E* + Vg € Vp, und aus der Definition
von «, dass ¢ = aF¥, also

E*|p,nq = (E* = V(aE*))|5,nq-
Wie im Beweis von Lemma 3.23 folgt fiir alle v € Vj mit v := 9 — V()
iwl(0) :/in~5da = /in-ﬁda
s s

1 .
= / (—rot E“ -totv — w?eE" - ﬂ) dz + (Tl E¥, vv)
QNB, \ M

1 -
= / (—rot E“ 10t 0 — w?eB¥ ﬂ) dz + (T~ E¥, v,v).
- \ M

und damit

G (E“,0) = iwl(v) fiir alle ¢ € V.

Wenden wir Lemma 3.22 auf ein u € D(Q;C?) an, so erhalten wir eine
Funktion ¢ € H'(B,; C) mit

div (eVy) = div (eu) in B, , v-Vlos, — IV = w*ih|ss,

und v — Vi € V. Die Riickrichtung folgt deshalb wie im Beweis von Lem-
ma 3.23. U

Satz 3.29
Es existieren wy > 0 und C' > 0, so dass zu jeder Frequenz 0 < w < wy und je-
dem Flichenstrom J € TL2(S; C?) genau eine Lésung E¥ € Hy,.(rot, Q; C?)
der Mazwell-Gleichungen (3.48), (3.49) und (3.14) existiert, und fir diese
Losung gilt

||Ew|BmQ - iWE|BmQ||H(rot,BmQ;<r:3) < Cuw’ ”‘]HTL%(S;W) :
Dabei ist E € Hy,o(rot, Q; C?) die Lisung des magnetostatischen Problems

(8.52)—(3.55) zum Fldachenstrom J mit Abfallbedingung (3.18).

Insbesondere hingen die Losungen der Mazxwell-Gleichung stetig von J ab.
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Beweis:
Fiir hinreichend kleine Frequenzen w erhalten wir aus Lemma 3.17 ein C'; > 0,
so dass

|a,, (@, 0) — a(a, )| = ‘—/ wreu - vdr + (T — 7))y, vo0)

r

T = T2, Blom, — W) 43 g,

< Cw? HuHH(rot,BT;CS) (HUHH(rot,BT;CS) + H@HVO)
fir alle ,0 € Vj, u =0 — V(at) und v := 0 — V(ad).

Mit Lemma 3.26 folgt, dass u,v € H(rot, B,; C?) stetig von @, 0 € V{ abhiin-
gen, es existiert also ein Cy > 0, so dass

|G, (1, D) — a(@, 0)| < Cow? iy, 1olly, — fiir alle 4,9 € Vj.

Wie in Satz 3.24 folgt damit, dass fiir hinreichend kleine w die Gleichung
(3.57) genau eine Losung E“ € Vj besitzt, und eine Konstante C3 > 0 exi-
stiert, so dass

B~ iwE|| < Gt Wlusgsion
0

wobei E € V, die Losung von (3.56) ist. Die Behauptung folgt dann aus
Lemma 3.27, Lemma 3.28 und der Stetigkeit von «. 0

3.2.4 Die Messoperatoren

Wir kehren zuriick zu der zu Beginn des Kapitels geschilderten Problem-
stellung, auf S elektrische Felder zu verschiedenen Flichenstrémen fester
Frequenz w > 0 zu messen. Dies wird beschrieben durch den Messoperator

A TL2(S;C%) — TL*(S;C%),  Jw— (vAE¥|g) A,

wobei zu J € TL%(S;C?) wieder E¥ die Losung der Maxwell-Gleichungen
mit Frequenz w sei, d.h. E“ € Hy(rot, R?; C?) 16se (3.5) und (3.14) (oh-
ne perfekt leitende Objekte) bzw. E¥ € Hi(rot, Q; C?) 16se (3.48), (3.49)

und (3.14) (mit perfekt leitenden Objekten €2 und den Voraussetzungen aus
Abschnitt 3.2.3.5).

Nach Lemma 3.20 und Satz 3.24 bzw. Satz 3.29 ist A“ fiir hinreichend kleine
Frequenzen w ein wohldefinierter, kompakter Operator, und die Messungen
stimmen in guter Ndherung mit entsprechenden magnetostatischen Messun-
gen iiberein, wenn diese mit gleichen Parametern € und p durchgefiihrt wer-
den.
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Die Dielektrizitdt e tritt bei den magnetostatischen Messungen jedoch le-
diglich in den Normierungsbedingungen (3.16) bzw. (3.53) und (3.55) auf.
Ist £ das magnetostatische Potential zur Dielektrizitiit ¢ und E dasjenige
zur konstanten Dielektrizitdt ¢ = 1, so folgt fiir den Fall ohne perfekt lei-
tende Objekte aus der Eindeutigkeit des magnetostatischen Problems und
Lemma 3.4, dass E = E + Vi ist, wobei ¢ € W'(R?; C) die Gleichung
div (V) = —div (¢E) 16st (vgl. auch den Beweis von Satz 3.8). Analoges
gilt in Anwesenheit eines perfekt leitenden Objektes mit einem ¢, das auf
dem Rand des Objektes lokal konstant ist. Aufgrund unserer Annahme, dass
¢ in einer Umgebung von S konstant ist, ist in beiden Féllen ¢ in einer
Umgebung von S analytisch.

Bezeichnen wir mit Ng(C?) den Abschluss von
{(vAVols)Av : o€ D[R, C)} c TL*S;C?

beziiglich der TL*(S; C*)-Norm, dann unterscheiden sich die magnetosta-
tischen Messungen zu unterschiedlichen Dielektrizitdten also nicht in dem
Faktorraum T'L?(S; C?)/Ng(C?), den wir mit dem Antidualraum des ortho-
gonalen Komplementes von Ng(C?), also mit T'L2(S; C?), identifizieren kin-

nen.3

Wir definieren den Messoperator des magnetostatischen Problems deshalb
als Abbildung in diesen Faktorraum und erhalten so die nach Lemma 3.20
kompakte Abbildung

A TLA(S;C%) — TL*(S;C?)/Ns(C?), J— (v A Els) Av+ Ng(C?),
wobei E die Losung des magnetostatischen Problems (3.15), (3.16) und (3.18)

(ohne perfekt leitende Objekte) bzw. (3.52)—(3.55) und (?;.18) (mit perfekt
leitenden Objekten) ist. Durch diese Definition héngt A nicht von € ab, wir
konnen also € = 1 setzen, ohne dass sich die Restklasse (v A E|g) Av+ Ng(C?)

andert.

Ohne die Notation zu dndern schrianken wir auch den Messoperator A“ auf
diesen Faktorraum ein, betrachten ihn also als Abbildung von T'L2(S; C?)
nach T'L?(S; C?)/Ng(C?). Damit erhalten wir aus Satz 3.24 bzw. Satz 3.29,
dass
1
A=A+ 0W? in L(TLYS;C?), TL*S;C*)/Ng(C?)),

1w

wenn A und A“ zu Messungen mit derselben Permeabilitdt g aber nicht
notwendigerweise derselben Dielektrizitat e gehoren.

3Vergleiche auch |20, IX, §1, Prop. 1] fiir andere mdgliche orthogonale Zerlegungen von
TL?(S; C?) = L?(S; C?) in Gradientenfelder und divergenzfreie Felder.
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Anstelle des Problems, magnetische Objekte durch niederfrequente elektro-
magnetische Messungen A zu lokalisieren, konnen wir im Folgenden also das
Problem betrachten, den Ort dieser Objekte aus magnetostatischen Messun-
gen A zu rekonstruieren. Dabei spielt die Dielektrizitiat e der Objekte und
des umgebenden Raumes keine Rolle. Insbesondere muss € weder glatt noch
bekannt sein, sondern lediglich unsere zu Beginn dieses Abschnitts geforder-
te Voraussetzung erfiillen, dass es konstant in einer Umgebung von S und
auferhalb eines beschrinkten Gebietes gleich eins ist.

Die magnetostatischen Gleichungen sind reelle Differentialgleichungen, wir
verlieren deshalb keine Information, wenn wir von nun an A als Operator
zwischen reellen Hilbertrdumen reellwertiger Funktionen betrachten, d. h.

A: H(S)— H/(S)

mit H(S) := TL*(S;R*)/Ns und H'(S) := TL2(S;R?), wobei Ng der ana-
log Ng(C?) definierte reelle Raum ist. Offenbar gelten die Ergebnisse aus
Abschnitt 3.2.1 auch fiir die entsprechenden Raume reellwertiger Funktio-
nen.

Fiir den praktischen Umgang mit H(S) bemerken wir noch, dass fiir jedes
u € TLZ(S;R?) und jede Funktion v € TL?(S;RR?), die in einer Restklasse
v+ Ng € H(S) liegt, gilt

<U,U+NS>HI(S)><H(5):/U'Uda.
S

Wir schreiben im Folgenden wie in Abschnitt 2.5 Restklassen wie Funktionen,
also z. B. v statt v + Ng.

3.3 Das inverse Problem

Wir betrachten nun das inverse Problem, den Ort eines magnetischen oder
perfekt leitenden Objektes durch Messungen des elektrischen Feldes zu ver-
schiedenen angelegten Fliachenstromen J zu ermitteln. Wie in Abschnitt 3.2
untersuchen wir dabei zunéchst den Fall ohne perfekt leitende Objekte.

3.3.1 Magnetische Objekte

Wiéhrend die bisherigen Ergebnisse fiir allgemeine Permeabilitdtsverteilungen
galten, beschrinken wir uns jetzt auf den Spezialfall, dass die Permeabilitét
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aufserhalb eines magnetischen Objektes (2 homogen und innerhalb dieses Ob-
jektes um einen Anteil z; erhoht ist:?

ple) =1+ xo(@)m(z),  me LT(Q).

() sei dabei eine offene, beschrankte Menge, die aus endlich vielen Zusam-
menhangskomponenten 2; mit C*-Réndern %; := 9Q; (j = 1,...,m) und
paarweise disjunkten Abschliissen besteht. Aufserdem setzen wir voraus, dass
Q) ein zusammenhiingendes Komplement @ := R? \ Q besitzt, und dass sich
Q) unterhalb der Messebene S befindet, also

QCR? ={zeR’: x-e3 <0}

Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zu finden, um 2 aus elektromagneti-
schen Messungen niedriger Frequenz zu rekonstruieren. Da sich aufgrund der
Ergebnisse des letzten Abschnitts aus diesen elektromagnetischen Messun-
gen (ndherungsweise) die Ergebnisse magnetostatischer Messungen berech-
nen lassen, konnen wir stattdessen das Problem betrachten, €2 aus magneto-
statischen Messungen zu bestimmen, d. h. aus dem Operator

Ay H'(S) — H(S), J— (VA Eils) Av,
wobei E; € W(R? R?) die Losung ist von

1
rot ( rot El) =J, div By, = 0.
p(z)

Auf dieses Problem koénnen wir unsere allgemeine Theorie aus Kapitel 2 fiir
die Faktorisierungsmethode anwenden. Dazu bezeichnen wir wieder mit Ag
den Messoperator zu Referenzmessungen ohne das gesuchte Objekt €2, also

Ao: H'(S)— H(S), J = (VA Eyls) Av,
wobei Ey € W(R?; R?) die Losung ist von
rot (rot Ey) = J, div Ep = 0.

Neben dem schon definierten reellen Hilbertraum H(S) bendtigen wir noch
die Raume

H(B) = {u e W' R*R?) : divu = 0},

H(Q) :={ue W Q;R? : divu=0, v-ulg=0}/Ng,

H(Q) :={uec WY %R : divu=0, v-uly=0}Ng,

H(S) = TH?(3; R*)/Ny,

4Analoge Ergebnisse erhalten wir auch fiir den Fall verminderter Permeabilitit, vgl.
Bemerkung 2.15.
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wobei v die dufsere Normale auf ¥ bezeichnet und die Faktorrdume gebildet
werden beziiglich

Ng :={ue WHQ;R?) : divu=0, rotu=0, v-uly=0},
Ng = {uc WHQ;R?) : divu=0, rotu=0, v-ulg=0},
Ny :={g € THZ(S;R?) : roty g = 0}.

Wir definieren den Einschrankungsoperator
Eq: H(B) = H(Q),  u—ulg—Vep,
wobei p € W!(Q;R) die Losung ist von
Ap =0 auf Q, Opls =v-uls.

Mit [52, Theorem 2.5.21] folgt aus v-u|s € H2(X;R), dass Vi € W(Q; R?)
ist und stetig von v - uly, also auch von u € H(B), abhingt. Eg ist also
stetig. Da fiir alle u € H(B) gilt, dass fz v-udo = 0 ist, kdnnen wir analog
auch den Einschrénkungsoperator Eq : H(B) — H(f2) definieren.

Funktionen aus N sind rotationsfrei und stimmen daher in einer Umgebung
von S mit Gradientenfeldern iiberein (vgl. [20, IX, §1, Lemma 4]). Es gilt
also

(v Auls) Nv e Ng  fiir alle u € Ny,

so dass der Spuroperator u +— (v A u|g) A v eine stetige Abbildung

Yo—s : H(Q) — H(S)
zwischen den Faktorrdumen H(Q) und H(S) induziert. Analoges gilt auf-
grund der Definition von Ny fiir die Spuroperatoren von () und €2 auf ¥, so
dass wir die Spuroperatoren
toos: HQ) — H(D) wnd 5oy H(Q) — H(S)
erhalten. Die Operatoren
YB—s = Vq-sbkg und gy :=79-xEq

stimmen dann offenbar mit den Einschriankungen der Spuroperatoren auf S
bzw. ¥ auf die Faktorrdume H(S) bzw. H(X) iiberein.
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Auflerdem definieren wir die Bilinearformen

ag(u,v) = / rot u - rot v dx fir alle u,v € H(Q),
RO
agpo(u,v) = / rot u - rot vdae fiir alle u,v € H(2),
Q
1
agq(u,v) = / ——rotu-rotvdx fir alle u,v € H(Q).
o ti(z)

Lemma 3.30

Die Hilbertraume H(S), H(X), H(B), H(?) und H(Q) mit den Operato-
ren Eq, Eq, 79—s, Yo—x und yo_yx erfillen die Bedingungen (V1)-(V3) in
Voraussetzung und Definition 2.8.

Die Bilinearformen ag, aqo und aq 1 erfillen die Bedingungen in Vorausset-
zung und Definition 2.11.

Beweis:
Nach Lemma 3.2 und Korollar 3.3(c) existiert ein C' > 0, so dass

/|Vu|2dx§/|rotu|2dx—|—C'/|(V/\u\g)/\y|2da
Q Q b

fiir alle v € W(Q; R?) mit divu = 0 und v - uly, = 0. Da die Abbildung
ur— (vAuls) Av e L*(3;R?)

kompakt ist, folgt aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3, dass ag eine koerzive
Bilinearform auf H(Q)) ist. Genauso folgt, dass aq o und aq auf H($2) koerziv
sind.

Nach Korollar 3.3(b) ist auch die Bilinearform

uU,v) — rotu - rotvdz
(u, v)
R3

in H(B) koerziv, und wir erhalten insbesondere, dass (V1) erfiillt ist.

Aus |20, IX, §1, Remark 8] und der Definition von Ny, folgt, dass oy und
Yoy stetige Rechtsinversen besitzen, (V3) ist also erfiillt. Offenbar gilt auch

Yo-xEg = vaonla.
Um (V2*) zu zeigen, seien ug € H(Q) und ug € H(2) mit
VQ-xUQ = Yo-xUQ.
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Dann existiert nach Definition von H(X) ein g € THz(%; R3) mit roty, g = 0
und
(I//\UQ|2)/\V: (V/\UQ’g)/\I/—i‘g.

Aus Korollar 3.3 und dem Satz von Lax-Milgram folgt, dass eine Funktion
v € WHR? R?) existiert, so dass dive = 0 und

/ rotv-rotwdx:/g-(l//\w|g)da (3.58)
R3

3

fir alle w € W'R?* R?) mit divw = 0. Fiir alle o € WHR*R) gilt
—

v A Vyl|s = rots ¢|s (vegl. z.B. [12, Chp. 2, Lemma 4]), deshalb folgt aus

Lemma 3.4, dass (3.58) fiir alle w € D(IR?; R?) gilt. Es ist also

rotrotv =0 in R*\ 2.

Insbesondere 16st v komponentenweise die homogene Laplace-Gleichung in
einer Umgebung von R?\ B,, so dass wie im Beweis von Lemma 3.4 aus [52,
Theorem 2.5.21] folgt, dass rotv € WH(R? \ B,; R3).

Durch Anwendung der Greenschen Formel in () und €2 erhalten wir
(v Arotv) A vy = —g.

Definieren wir die Funktion u : R? — R?® durch u|q := uq + rotv|q und
ulg := ug + rotv|g, dann gilt deshalb

rot ulg € L*(§; R?), divu =0 in Q, [v-uly =0,

rot ulg € L*(Q;R?), divu =0 in Q, (v Au) Av]y =0,
also rotu € L2(R3 R?) und divu = 0 in R®. Mit v € W'(R?\ B,;R?) und
Korollar 3.3 erhalten wir daraus u € W!'(R? R?), und aus rotrotv = 0 in

R3\ ¥ folgt
FEou=wug und FEqu = uq.

(V2*) ist also erfiillt. O

Bezeichnen wir wieder mit Ag, Aq und Ag; die von den Bilinearformen ay,
aq,o und aq, induzierten Operatoren und definieren

Aj = EégAQEQ + E&AQ’J'EQ, 7 =0,1, (359)

so gilt offenbar A; = 73_,514]-_17%_)5. Wir konnen also das Hauptresultat aus
Kapitel 2 anwenden und erhalten die Bildraumidentitét:
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Satz 3.31
Es gilt

R ((Alew) - AoLH<s>)1/2) = R(L),

mit dem Operator
L:H(Z)— H(S), L=v-s4"% 5

also L(¢) = (v A\ Els) A v, wobei E € H(Q) die Losung ist von

rot (rot B) =0 in R*\ Q, v-Els=0 aufx,
divE=0 inR*\Q, vArot Els =1  auf X.
Beweis:
Dies folgt aus Lemma 3.30 und Satz 2.12. O

3.3.2 Perfekt leitende Objekte

Wir betrachten nun den Fall, dass €2 ein perfekt leitendes Objekt ist. Fiir 2
gelte dabei zusétzlich zu den in Abschnitt 3.3.1 getroffenen Voraussetzungen
noch, dass VH'(Q; R) ein abgeschlossener Unterraum von L?(Q2; R?) ist (vgl.
Abschnitt 3.2.3.5). Die Definition von A; muss dann ersetzt werden durch

Ay H'(S) — H(9), J— (VA Eils) Av,
wobei F; € W(Q; R?) die Lésung ist von

rotrot £y =J in Q, vAElgy =0 aufX,
divE, =0 inQ, (v-Eils,,1x,) =0 fiir alle j € {1,...,m}.

Es sei wieder ¢ € W!(Q;R) die Losung von
Ap=0 auf Q, Oypls = v Eis.

Dann folgt wie bei der Definition des Einschrinkungsoperators auf (), dass

Vo € WHQ;R?) und

rotrot (E; — Vo) =J in Q, rots (v A (E1 — Vo)) Av) =0,
div (El - VQO) =0 in Q, v - (El - VQO) = 0.

Es ist also
E—-Vype Hy(Q) ={ue HQ) : vg—x =0}.
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Bezeichnen wir wie in Abschnitt 2.4.2.3 mit [ die Einbettung von Hy(Q)
nach H(Q), so erhalten wir AgI(E — V) = v, _,¢J und damit

Ar = yg-sI(I'AgD) ™ Mg

Auch fiir diesen Fall erhalten wir also aus unseren Ergebnissen in Kapitel 2
die Bildraumidentitét:

Satz 3.32
Es gilt
2
R ((AOLH<S> — M) ) = R(L),
wobei L wie in Satz 3.31 definiert ist.

Beweis:
Dies folgt aus Lemma 3.30 und Satz 2.18. 0

3.3.3 Rekonstruktion der Objekte

Wir zeigen nun wie 2 aus R(L) und damit aus A; — Ag rekonstruiert werden
kann. Die folgenden Ergebnisse gelten dabei gleichermafsen fiir magnetische
Objekte gemaft Abschnitt 3.3.1 und fiir perfekt leitendes Objekte geméifs Ab-
schnitt 3.3.2. Insbesondere setzen wir keine Kenntnis dariiber voraus, ob die
gesuchten Objekte magnetisch oder perfekt leitend sind. Es miissen jedoch
entweder alle gesuchten Objekte magnetisch oder alle Objekte perfekt leitend
sein.

Wir verwenden zur Rekonstruktion Vektorpotentiale von magnetischen Di-
polen, d. h. die Funktionen

G a(z) =10t (D, (2)d), T # z,
wobei d € R3, |d| = 1 ein beliebiger Richtungsvektor und

B 1
 Anlx — 2|

(I)z<x) . f#z

die Fundamentallssung der Laplace-Gleichung ist. G, 4(z) ist auf R®\ {z}
analytisch, und fiir x # 2 gilt

rot G, 4(z) = grad div (¢, (z)d) ,
rotrot G, 4(x) = 0,
divG, 4(x) = 0.
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Wir bezeichnen noch die Tangentialkomponenten von G, 4 auf S mit
9zd = (l/ VAN Gz,d|S) ANV € H(S)

Damit gilt:

Lemma 3.33
Fiir alle 2 € R® und alle d € R?, |d| =1 gilt

z€Q  genau dann, wenn g, 4 € R(L).

Beweis:
Sei zuerst z € Q und sei ¢ € W(Q;R) die Lésung von

Ap=0 auf Q, ool =v- Gz,d\z-
Wie in der Definition von Fg folgt Vi € W(Q; R?). Auferdem ist
v Arot G, 4]y, = v A grad div (®,(z)d) |s = roty, div (D.(z)d) |x € H(X)

(vgl. z.B. [12, Chp. 2, Lemma 4]), und offenbar 16st G, 4 — Vi € H(Q) die
Gleichungen in der Definition von L(v Arot G, 4)|s.

Zusammen mit (v A Vp|g) A v € Ng erhalten wir also

Gza = (VA Gz,d|S) Av € R(L).

Sei nun umgekehrt z € R® und (v A G, 4]s) Av € R(L), dann existiert ein
E € W(Q), so dass rot (rot F) =0, div £ = 0 in @ und

(l/ VAN (E — Gz,d)|S) Av € Ng. (3.60)

Wir gehen nun dhnlich wie in [27, Theorem 3.2] vor. Da sowohl E als auch
G.qin @\ {z} analytisch sind, ist es auch

w:=rot (F — G,4).

Aus (3.60) folgt, dass eine Folge (p,) C D(R?; C) existiert mit
(VAV@uls) ANv— (WA (E—G.a)ls) Av in TL*(S; C?),

also e; - Vi, — e1- (E—G.4) und ez - Vo, — ez - (E — G, 4) in L(S; C).
Damit folgt im distributionellen Sinne

(‘)x(eg . (E — Gz,d)) — 8y(61 . (E — Gz,d)) = 0.
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Da E — G, 4 analytisch ist, existieren die Ableitungen auch im klassischen
Sinne und stimmen mit den distributionellen Ableitungen iiberein, es ist also
w-e3 =0 auf S. Da w - e3 analytisch auf der zweidimensionalen Ebene ]Rg
ist, erhalten wir daraus w - e3 = 0 auf ganz R},

Spiegeln wir w|g: von dem oberen Halbraum R? an der Ebene R3 in den
unteren Halbraum, so erhalten wir die Funktion

oy w(x) fiir z-e3 > 0,
w(z) = { a(w(a(x))) fir z-e3 <0,

wobei die Spiegelung o gegeben ist durch
a:R®— R3, T x—2(x-e3)es.

Es ist w € L*(R* R?), und aus divw = 0 und rot w = 0 in R? erhalten wir
divio =0, totw =0 in R*\ RS

Da per Definition die Tangentialkomponente und wegen (w - 63)|IR8 = 0 auch
die Normalkomponente auf R} stetig ist, folgt

divio =0, rotw =0 in R?

Aus dem Poincaréschen Lemma (vgl. z. B. 20, IX, §1, Lemma 4’|) erhalten
wir, dass ein u € W!(RR3; R?) existiert mit 1 = rot u. Dieses u 16st dann aber
rot (rotu) = 0 und divu = 0 auf R?, so dass aus Korollar 3.7 u = 0, also
auch w = 0 und damit wlgs = 0 folgt.

Mit der Analytizitat von w folgt damit w = 0 in @ \ {z}, also
rotG,q,=rot £  in Q\ {z}.
Wire 2z ¢ (), dann wiirde dies wegen

rot B € L*(Q\ {z}) aber 10tG..¢& L*(Q\ {2})

zum Widerspruch fiihren. Es ist also z € (). O

Aus Satz 3.31 bzw. Satz 3.32 und Lemma 3.33 erhalten wir das Eindeutig-
keitsresultat, dass das Objekt aus den Messungen rekonstruiert werden kann:

Korollar 3.34
Die Menge ) ist durch Kenntnis von Ay und Ay eindeutig bestimmt. Fiir
jedes d € R® mit |d| =1 gilt

0= {Z S ]R?i D 0zd € R <‘A1LH(S) — AOLH(S)‘1/2>} .
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Zur praktischen Umsetzung dieses Resultats folgen wir der Vorgehensweise
von Hanke und Briihl in [33]| und formulieren die Bildraumbedingung in einen
Konvergenztest um. Dafiir benotigten wir noch das folgende Lemma.

Lemma 3.35
Der Operator |Aiep(s)—ANotr(s)| ist kompakt und injektiv. Sein Bildraum liegt
dicht in H(S).

Beweis:

|Aver(s)—Aotr(s)| stimmt fiir magnetische Objekte mit A;¢p(g)—Aotm(s) und
fiir perfekt leitende Objekte mit Agip(s) — A1a(s) liberein. Die Kompaktheit
folgt deshalb aus Lemma 3.20.

Es geniigt nun, die Injektivitdt von L' zu zeigen, da dann R(L) dicht in
H(S) liegt und aus Satz 3.31 bzw. Satz 3.32 und der Symmetrie des Opera-
tors ‘AlLH(S) — AOLH(S)’UQ die Injektivitat von [Ajep gy — Aotm(s)| folgt. Aus
dessen Symmetrie folgt dann wiederum, dass der Bildraum dicht liegt.
Sei also J € H'(S) mit VQ—EAC_gl%)HSJ = L'J = 0. Dann existiert ein
Element u € W'(Q;R?) in der Restklasse Ag'~(, g/ € H(Q), so dass

rot (rotu) =J in @, v-uly =0 auf X,
divu=0 in Q, vArotuly =0 auf ¥

und roty, ((¥ A ulg) Av) = 0. Wie im Beweis von Lemma 3.30 erhalten wir
ein v € W(R3; R?) mit rotv € WHR?\ Z; R?),

rotrotv =0 inR*\Y und [(vArotv)Avlg=—(vAulg)Av.

Setzen wir u durch Null auf € fort, dann erfiillt @ := u +rotv € W!(R3; R?)
divii=0 wund rot(rotd) =0 auf R*\S.

u ist also analytisch auf R?\ S. Aus rot@ = 0 auf Q folgt deshalb rota = 0
auf R?\ S, und mit rota € L*(R?; R?) erhalten wir rota = 0 auf R? und
damit J = 0. U

Aus Lemma 3.35 erhalten wir, dass eine Orthonormalbasis (vg)gen von Ei-
genfunktionen von |Ayip(s) — Aot (s)| mit zugehorigen positiven Eigenwerten
(0% )ken existiert, vgl. [59, Theorem IV.3.2]. Mit dieser Spektralzerlegung und
dem Picard-Kriterium (vgl. |23, Theorem 2.8]) konnen wir Korollar 3.34 um-
formulieren:
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Korollar 3.36
Fiir jedes d € R® mit |d| =1 und z € R? st

z€Q  genau dann, wenn < 00.

2
Z (gz,dy Uk)H(S)

ag
keN k

Aus Korollar 3.36 ergibt sich ein (theoretischer) Algorithmus, um €2 aus den
Messoperatoren A; und Ay zu berechnen. Dafiir wird zuerst die Spektral-
zerlegung (vy, oy )ren des Operators [Aqep(s) — Aotm(s)| gebildet und dann
(mit einem beliebig gewiihlten d) fiir jeden Punkt 2 € R? getestet, ob die
Picardreihe konvergiert.

In praktischen Anwendungen wird jedoch nicht der komplette (unendlichdi-
mensionale) Messoperator |Aj¢p(s)—Aotw(s)| bekannt sein, sondern es werden
nur Messungen von endlich vielen Informationen tiber das elektrische Feld zu
endlich vielen verschiedenen Flachenstrémen vorliegen. Um einen numerisch
implementierbaren Algorithmus zu erhalten, bezeichnen wir mit

j:R"— H(SY)

die injektive Abbildung, die einem endlichdimensionalen Vektor seine Bedeu-
tung als kontinuierliche Funktion in H(.S) zuordnet, und nehmen an, dass die
Ergebnisse der Messungen so in einer Matrix M dargestellt sind, dass

M =~ j*|A1LH(5) — AOLH(S)U-

Offenbar ist j*j : R® — R" selbstadjungiert, positiv semidefinit und bijek-
tiv, besitzt also eine bijektive selbstadjungierte Wurzel. Ist R = (j*j)~'/?
die Inverse dieser Wurzel und sind (6%)}_, die Eigenwerte und (7y);_, die
Eigenvektoren von RM R, so ist

JRRj* . H(S) — H(S)

die orthogonale Projektion auf den endlichdimensionalen Unterraum R(j)
von H(S) und (6y)}_; und (jR0)}_; sind Niaherungen an die Eigenwerte
und Eigenvektoren der Galerkin-Projektion

von |Aitp(s) — Aotr(s)| auf den Raum R(j).

Verwenden wir deshalb die (endlich vielen) (64)7_; und (jR0;)}_, als Nihe-
rung an die (unendlich vielen) Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators
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Aitpes) — Motr(s), so erhalten wir eine endliche Summe als Nidherung an die
unendliche Picardreihe in Korollar 3.36. Dabei sollten nur diejenigen Eigen-
werte verwendet werden, die grofer sind als die Spektralnorm des Messfehlers

0= HRj*’AILH(S) — AOLH(S)UR — RMRH (3.61)

in den praktischen Messungen. Ob die Picardreihe konvergiert, muss dann
anhand dieser endlich vielen Summanden mit Hilfe eines (empirisch zu be-
stimmenden) Schwellenwertes C' > 0 abgeschétzt werden. Zur Normierung
von g, 4 teilen wir dabei die Picardreihe noch durch eine Naherung an

2 2
lg=allfrisy = D (920 vk)ir(s)
kEEN

Mit (92,0, JR0k) g5y = (RJ"gz,a) - U erhalten wir dann:

Algorithmus 3.37

Gegeben sei die injektive Abbildung j : R™ — H(S), die einem endlichdi-
mensionalen Vektor seine Bedeutung als kontinuierliche Funktion zuordnet.
Auferdem sei R := (j*5)~/2, und M sei eine n-dimensionale, symmetrische
Matriz, die (im Sinne von (8.61)) den Operator j*|Aitps)y — Notr(sy|i mit
einer Genauigkeit von 6 > 0 approximiert.

(i) Berechne die Eigenwerte (Gy)}_, und Eigenvektoren (0y,)}_, von RMR.

(ii) Auf einem Gitter von Punkten z € R®, 1 =1,2,..., markiere z, falls

Ri*.. ) - . ) i

s B gna) 0 /Y R g 0P <O (362)
Ok

{k:5k>(5} {k:5k>5}

Dabei kann d € R?, |d| = 1 beliebig gewdihlt sein, und C' > 0 muss empirisch
bestimmt werden.

Wir bemerken noch, dass (abgesehen von der Normierung) (3.62) die Picard-
reihe zu

Rj*gzl,d € R ((RMR>1/2)

darstellt. Durch Anwendung von Lemma 2.6 kénnen wir (3.62) deshalb auch
als niherungsweise Uberpriifung von

Rj*g.,4 €R ((Rj*\Ale(S) — AOLH(S)UR) 1/2)

=R <Rj* ‘Ale(S) - AOLH(S)‘1/2>
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anstelle von

1/2
924 €R <}A1LH(5) — Aotris)| / )

interpretieren.

Bemerkung 3.38

Mit Algorithmus 3.37 kann der Einschluss €2 aus magnetostatischen Mes-
sungen rekonstruiert werden. Unser eigentliches Ziel in diesem Kapitel war
jedoch die Rekonstruktion von ) aus elektromagnetischen Messungen niedri-
ger Frequenz. Diese elektromagnetischen Messungen liefern aber gemdfl Ab-
schnitt 3.2 eine gute Naherung an die magnetostatischen Messungen. Be-
zeichnet AY (k= 0,1) den analog Ay definierten Messoperator zu elektroma-
gnetischen Messungen bei Anwesenheit (k = 1) bzw. Abwesenheit (k = 0)
des Objektes 2, so gilt nach Abschnitt 3.2.4 A\;, ~ iAUkJ Eine endlichdimen-
stonale Naherung M an %(A‘f — Ay) ist deshalb eine endlichdimensionale
Naherung an Ay — Ay und kann in Algorithmus 3.37 verwendet werden. Dabei
15t zu beachten, dass M nur ndherungsweise eine reelle symmetrische Matrix
sein wird. Zur Anwendung von Algorithmus 3.37 muss deshalb M durch den
symmetrischen Anteil der Matriz ersetzt werden, deren Fintrige die Realtei-
le der FEintrdge von M sind, oder die Figenwertzerlequng muss durch eine
Singuldrwertzerlegung ersetzt werden.

3.4 Numerische Ergebnisse

Das in diesem Kapitel entwickelte Verfahren wurde von Christoph Schneider
mit simulierten Daten aus dem BMBF-Projekt ,HuMin/MD — Metal detec-
tors for humanitarian demining - Development potentials in data analysis
methodology and measurement” implementiert. Zur Simulation der Messun-
gen wurde ein im Rahmen dieses BMBF-Projekts von Klaus Erhard erstelltes
Programm verwendet, das die Maxwell-Gleichungen mit einer Randintegral-
methode 16st.

Das Programm simuliert die durch einen magnetischen Dipol erzeugten elek-
tromagnetischen Felder zu verschiedenen Frequenzen w bei Anwesenheit eines
perfekt leitenden Objektes €, vgl. [27]. Dabei wird direkt das vom Objekt
zuriickgestreute sogenannte Sekundérfeld berechnet, d. h. die Losung E“ von

rot rot B — w?E¥ =0 in @, (3.63)
v\ E®y = —v Arot (iwdles)|s auf X, (3.64)
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wobei
1 eiw|x—z|

P2 () =

T drw |z — 2
die Fundamentallosung der Helmholtz-Gleichung ist.

Wegen
rot rot rot (®¥es) — w?rot (®¥es) = —rot(d,e3)

ist dies gerade die auch fiir die Faktorisierungsmethode benétigte Differenz
zwischen dem von

J, = —rot(d.e5) = (—0,0., 0,0., 0)"

erzeugten Feld in Anwesenheit des perfekt leitenden Objektes und dem von
diesem Strom erzeugten Feld, das sich ohne Objekt ergeben wiirde.

Wir unterteilen die quadratische Messebene S in m x m gleich grofe Quadra-
te und berechnen zu den Mittelpunkten (24)],—, C S die durch die Stréme
J,,, erzeugten Felder £¥. Die Normalenkomponente der dazugehorigen ma-
gnetischen Felder ej - %rot E“ werten wir in den Gitterpunkten (zl,k)l’f’;gzl aus

. . . . 2 2
und sammeln sie spaltenweise in der Matrix M, € C™"™" .

Es sei
~ —_
j:R™ — TLX(S;R?), v — rotg V()

eine Abbildung, die einem endlichdimensionalen Vektor v € R™ die Flichen-
rotation einer (hinreichend glatten) skalaren Funktion V' (x) zuordnet, deren
Funktionswerte in den Gitterpunkten gerade die Eintriage des Vektors v sind
und die auf den Rand von S verschwindet. Ist umgekehrt U(x) € TL2(S; R?)
eine (hinreichend glatte) Funktion und wu,,; € R™ der Vektor, dessen Ein-

trage die Auswertungen von rotg U(z) in den Gitterpunkten sind, dann gilt
fiir alle v € R™

(*U) v = /SU(x) . Tots V(z)do = — /S(roth(x))V(x) do & —Clyes * v,

wobei ¢ := —|5| das Gewicht der (zweidimensionalen) Mittelpunktsregel fiir
das Integral iiber S ist. Es ist also j*U ~ —cu,o; und j*; ordnet einem Vektor
v € R™ die Auswertungen von —rotgrotg V (x) in den Gitterpunkten zu.
Wir approximieren —;*j durch den diskreten Laplace-Operator D, der durch
Anwendung zentraler Differenzen in den Gitterpunkten (z;,)7}_, entsteht.

Der Vektor c¢M,u besteht (ndherungsweise) aus den Auswertungen der Nor-
__) ~
malenkomponente des durch J = —rotg U(x) = —ju erzeugten magnetischen
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Feldes in den Gitterpunkten (z;)7%_,, und fiir alle u,v € R™" gilt

(517{1(5)37)7 ((Al - AO)LH(S)L;&S)EU)>

H(S)
=[G (= Ao = L [ (o) (7 — M) do
S S
= % Sl%_t)s V(z)-((es AN E¥) Aes)do
1

=—— [ V(x)rots((es A E¥) Aes)do ~ —c*v - (M u).
W Jg

Mit j := L;(S)}, R := (j*j)Y? =~ (—=D)~/? ist also
35 (Mo — M)emsyd = M,

und wir kénnen geméf Bemerkung 3.38 in Algorithmus 3.37 die (komplexe)
Matrix ¢?RM,R als Néherung an die (reelle) Matrix Rj*(Ag — A1)ep(s)jR
verwenden, wenn wir die Eigenwertzerlegung durch eine Singuldrwertzerle-
gung ersetzen. Fiir die Implementierung von (3.62) bemerken wir noch, dass

j*gz,d ~ —Clrot,
wobei der Vektor g,o; € R™ die Auswertungen von
rots g. 4 = e3 - grad div (®,(z)d)

in den Gitterpunkten enthilt.

Fiir die numerischen Beispiele verwenden wir ein 12 x 12 Punkte-Gitter auf
einer Messebene S der Grofse 44 cm x 44 cm. Als Objekt verwenden wir zu-
erst eine mittig unter der Messebene liegende Kugel mit Radius 4 cm, deren
Mittelpunkt sich 15 cm unter S befindet.

Wir simulieren die Messungen M, fiir verschiedene Frequenzen w und iiber-
priifen numerisch das asymptotische Verhalten. In Abbildung 3.2 ist in rot
die relative Abweichung

1
——— ||[RM,R — RMyR
Tk ”
der simulierten Messungen M, fiir verschiedene Werte der Frequenz w in der
Spektralnorm aufgetragen. Fiir M, verwenden wir dabei die simulierten Mes-
sungen fiir w = 107" m™!. Die durchgezogenen Linien zeigen zum Vergleich
die Funktionen

w — Clw, wi— Cow? und  w— Cyw?,
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10° b

107 ¢

107 F

10° F

107 ¢

10° b O (w?’)

10 10° 107 107

Abbildung 3.2: Konvergenzgeschwindigkeit fiir niedrige Frequenzen

wobei C, Cy und C5 so gewéhlt wurden, dass die Funktionen im rechten
Randpunkt der Abbildung mit der relativen Abweichung tibereinstimmen.
Die beobachtete Konvergenzgeschwindigkeit stimmt sehr gut mit der theore-
tisch erwarteten Geschwindigkeit O(w?) iiberein.

Der relative Fehler in den simulierten Messungen wurde iiber einen in [27]
beschriebenen Symmetrietest geschitzt. Unabhéngig von w betragt er etwa
3 x 107%. Auch unterhalb dieser Fehlerschranke stimmt die beobachtete Kon-
vergenzgeschwindigkeit mit der theoretisch erwarteten iiberein. Dies weist
darauf hin, dass die fiir die Simulation der Messungen verwendete Rand-
integralmethode unabhéngig von ihrem Diskretisierungsfehler das richtige
Konvergenzverhalten fiir w — 0 besitzt.

Abbildung 3.3 zeigt die numerische Rekonstruktion der Kugel, die mit Algo-
rithmus 3.37 und der Wahl d = e3 erzielt wurde. Auf der rechten Seite der
Abbildung ist der Schnitt durch die horizontale Ebene in 15 cm Tiefe darge-
stellt. Die Frequenz betrigt 19, 2kHz, also w ~ 4 x 1074 m™!. Der geschitzte
Fehler von etwa 3 x 10~% fiihrt dazu, dass wir 8 Singulirwerte verwenden.
Den Schwellenwert C' wéahlen wir fiir dieses Beispiel so, dass die Rekonstruk-
tion moglichst gut mit dem gesuchten Objekt iibereinstimmt. In praktischen
Anwendungen muss dieser Wert empirisch bestimmt oder ein anderes Kon-
vergenzkriterium fiir die Picardreihe verwendet werden (vgl. Abschnitt 4.3).

Abbildung 3.4 zeigt die Rekonstruktion einer Kugel derselben Grofe, die
sich nun aber 20 cm unter der Messebene befindet, und den Schnitt durch
die horizontale Ebene in 20 cm Tiefe. Der geschitzte Fehler betrigt wieder
etwa 3 x 1074, was auch diesmal zur Verwendung von 8 Singulirwerten fiihrte.
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Abbildung 3.3: Rekonstruktion einer 15 cm tief liegenden Kugel

Abbildung 3.4: Rekonstruktion einer 20 cm tief liegenden Kugel
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Kapitel 4

Ein parabolisch-elliptisches
Problem

Bisher bekannte Anwendungen der Faktorisierungsmethode (vgl. z. B. un-
sere Ubersicht in Kapitel 1) beschrinken sich auf Fernfeldmessungen der
Helmholtz- bzw. Maxwell-Gleichungen und auf elliptische Probleme. Eine
Anwendung der Methode auf ein Problem mit expliziter Zeitabhéngigkeit,
etwa ein parabolisches Problem, gelang bisher nicht.

In diesem Kapitel entwickeln wir eine Erweiterung der Faktorisierungsme-
thode, mit der durch parabolische Differentialgleichungen beschriebene Ein-
schliisse in einem durch elliptische Differentialgleichungen beschriebenen Ge-
biet gefunden werden koénnen. Dazu betrachten wir als Musterproblem die
Wiérmeleitungsgleichung

O(c(x)u(z,t)) — div (k(z) grad u(z,t)) =0 in Bx]0,T7, (4.1)

in einem Gebiet B C R™ mit (rdumlich variierender) Warmekapazitét c¢(x)
und Leitfahigkeit x(z). Wir verwenden dabei im gesamten Kapitel die Kon-
vention, dass sich Divergenz und Gradient nur auf die rdumlichen Koordina-
ten beziehen.

Den hier untersuchten Spezialfall erhalten wir, wenn die Warmekapazitit
¢(x) auferhalb eines Einschlusses € vernachlissigbar klein ist. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass c¢(z) = yq(x) die charakteristische Funk-
tion von (2 ist. Die Evolutionsgleichung (4.1) ergibt dann das parabolisch-
elliptische Problem

Oyu(x,t) — div (k(z) grad u(z, t))
div (k(x) grad u(z, t))

in Qx]0, 77, (4.2)

=0
=0 in Qx]0, 7], (4.3)
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Abbildung 4.1: Gebietsskizze

zu dem noch geeignete Ubergangsbedingungen auf ¥ := 9 hinzukommen,

und wieder Q := B\ Q ist.

Wir verwenden dabei fiir die betrachteten Mengen dieselben Notationen wie
in Beispiel 2.1. Abbildung 4.1 zeigt noch einmal die Gebietsskizze aus diesem
Beispiel. Wie in den vorherigen Kapiteln setzen wir nicht voraus, dass der
Einschluss 2 zusammenhéngend ist, und verwenden die Begriffe , Einschluss”
und ,,Einschliisse” auch weiterhin synonym.

Das inverse Problem, den Einschluss aus Randmessungen zu lokalisieren,
besteht darin, aus der Neumann-Dirichlet-Abbildung

KO, uls — ulg, S :=0B (4.4)

die Menge ) zu rekonstruieren.

Zur Motivation dieses parabolisch-elliptischen Musterproblems betrachten
wir noch einmal die in Kapitel 3 behandelte Aufgabe, Objekte durch nieder-
frequente elektromagnetische Strahlung zu lokalisieren. Besitzen diese Ob-
jekte eine endliche elektrische Leitfdhigkeit o, so induziert ein sich zeitlich
dnderndes Magnetfeld in ihnen Wirbelstrome. Ammari, Buffa und Nédélec
zeigen in [2], dass in diesem Fall ein durch niedrigfrequente Stréme J erzeug-
tes elektrisches Feld £ durch die parabolisch-elliptische Gleichung

1
O(oE) — rot;rotE = —0,J, (4.5)

beschrieben werden kann, wobei p wie in Kapitel 3 die Permeabilitat ist, und
die Leitfahigkeit o auflerhalb eines beschriankten Gebietes, d. h. aufterhalb des
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gesuchten Objektes €2, verschwindet. Die hier untersuchte Gleichung (4.1) mit
¢ = xq ist also ein skalares Musterproblem fiir die Suche nach (nicht per-
fekt) elektrisch leitenden Objekten in einer nicht-leitenden Umgebung durch
niedrigfrequente elektromagnetische Strahlung.

Auferdem tritt (4.1) mit ¢ = xq auch als zweidimensionale Version von (4.5)
auf, die Wirbelstrome in unendlich langen Zylindern beschreibt. Fiir den
Fall B = R? und k = 1 wird dieses Problem von MacCamy und Sury in [50]
und von Costabel, Ervin und Stephan in [18] behandelt. In beiden Arbeiten
werden Randintegraloperatoren dazu benutzt, die Laplace-Gleichung im Au-
fengebiet R?\ Q2 durch eine nicht-lokale Randbedingung fiir die parabolische
Gleichung in €2 zu ersetzen. Das resultierende Problem wird dann mit einer
Galerkin-Methode geldst. In |17] verwendet Costabel auch zur Lésung des
resultierenden inneren Problems Randintegraloperatoren.

Wir behandeln das Problem in Abschnitt 4.1 mit allgemeiner Leitfahigkeit
k € L°(B) in einem beschrinkten Gebiet B mit vorgegebenen Neumann-
Randwerten auf S. Indem wir die Gleichung (4.1) im distributionellen Sinne
interpretieren, konnen wir die Gleichungen (4.2), (4.3) zusammen mit na-
tiirlichen Ubergangsbedingungen auf ¥ herleiten (diese miissten ansonsten
postuliert und physikalisch begriindet werden). Aufserdem konnen wir zei-
gen, dass die schwache Formulierung in geeigneten Sobolevriaumen &quiva-
lent ist zu (4.1). Wir zeigen die Existenz einer eindeutigen Losung mit dem

Projektionslemma von Lions.

Im Abschnitt 4.2 betrachten wir das inverse Problem und zeigen, dass, wenn
die Wirmeleitfahigkeit im Inneren von €2 hoher ist als im Aufenbereich @), die
Punkte innerhalb des Einschlusses mit einer Variante der Faktorisierungsme-
thode charakterisiert werden konnen. Bei der Suche nach elektrisch leitenden
Objekten wiirde die hohere Warmeleitfahigkeit einer geringeren Permeabili-
tat, also einem diamagnetischen Material wie Kupfer, entsprechen.

Abschnitt 4.3 zeigt die von Florian Frithauf mit dieser Methode erzielten
numerischen Ergebnisse (vgl. Abgrenzung des eigenen Beitrags in Kapitel 1).

4.1 Das direkte Problem

Fiir den Rest dieses Kapitels sei T" > 0. 2, B C R", n > 2 seien zwei be-
schrinkte, offene Mengen mit Q) C B. B besitze einen C'-Rand S := 9B, und
B sowie Q := B\ Q seien zusammenhiingend. Die Menge 2 bestehe aus end-
lich vielen C'-berandeten Zusammenhangskomponenten, deren Abschliisse
paarweise disjunkt seien, und es sei > := 0f2.
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4.1.1 Funktionenraume fiir das direkte Problem

Zur Untersuchung der parabolisch-elliptischen Gleichung benotigen wir Rau-
me von Funktionen, die eine andere Regularitéit in der Orts- als in der Zeit-
koordinate besitzen. Wir definieren die anisotropen Sobolevrdume fiir ;s > 0

und X € {B,Q,Q, S, X} durch
H™(X) = L*(0, T, H" (X)) N H*(0, T, L*(X))
und fiir s < 5 und X € {S, 2} durch

H™"75(X) = (H™ (X)) .

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieser Sobolevraume verweisen wir auf |49,
Sect. 4.2] und fassen hier nur kurz die Eigenschaften der Neumann- und
Dirichletspuroperatoren im fiir uns wichtigen Spezialfall von Losungen der
Laplace- und der Warmeleitungsgleichung zusammen.

Mit v bezeichnen wir dabei wieder die dufere Normale auf S bzw. auf 3, und
verwenden wie in Kapitel 3 auf dem Rand X die Indizes ,,”” bzw. ,,*” um zu
kennzeichnen, ob die Spur von innerhalb oder von auferhalb des Einschlusses
gebildet wird.

Auflerdem definieren wir

D (Q x [0,T]) := {eloxor; : v €D(R" x]—00,T[)}

und verwenden analoge Notationen fiir andere Rdume von Testfunktionen,
die auf Teilen des Randes nicht-verschwindende Randwerte besitzen.

Satz 4.1
(a) Die durch

vi—vls  und v oTly, v e D@x]0,T])
definierten Spurabbildungen konnen stetig fortgesetzt werden zu Abbil-

dungen von H"°(Q) nach Hz°(S) bzw. nach H=°(X). Die Fortsetzungen
besitzen stetige Rechtsinversen.

Das Gleiche gilt fiir die Spurabbildung H™0(Q) — H22(X), v — v~ |s.
(b) Die Neumann-Spurabbildungen

v KOs und v KOV |y
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(¢)

werden fiir jede Losung v € H0(Q) der Gleichung
div(kgradv) =0 in @x]0,T (4.6)

definiert durch
(kO,v|s, f) / / k Vv - Vo dz dt,

(kO,v % s, @) ::—/ /KVU-vasdmdt
0 JQ

fiir alle Funktionen f auf S und alle Funktionen ¢ auf 3, die Fortset-
zungen v, vy € D(Qx]0,T) besitzen mit

vils=f, vfle =0 baw. wyls=0, vlls=0.

Die Neumann-Spurabbildungen kénnen stetig fortgesetzt werden zu Ab-
bildungen vom Unterraum der Lésungen von (4.6) (ausgestattet mit der

H™(Q)-Norm) nach H=2°(S) bzw. H2°(%).
Die Neumann-Spurabbildung
v = KO |x
wird fiir jede Lisung v € HY°(Q) der Gleichung
O —div (kgradv) =0  in Qx]0,T] (4.7)

definiert durch

T T
</<;8,,v’|g,¢>> ::/0 /QFLVU'VW,dxdt—/O /Qv(‘?tvgsdmdt

fiir alle Funktionen ¢ auf X, die Fortsetzungen v, € D(Qx]0,T|) besitzen
mit U¢|2 = (b
Die Neumann-Spurabbildung kann stetig fortgesetzt werden zu einer Ab-

bildung vom Unterraum der Losungen von (4.7) (ausgestattet mit der
H™(Q)-Norm) nach H™2~1(%).

Beweis:

Die Behauptungen (a) und (b) sind einfache Folgerungen aus den klassi-
schen Spursiitzen auf H'. Fiir (c) verweisen wir auf [17, Lemma 2.15 und
Prop. 2.18|. O
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Aus den klassischen Spursitzen auf H' folgt auch die Existenz einer stetigen

. _ 1 .
Rechtsinversen vy, : H2%(X) — H"?(B\ X) des Spuroperators v — v ™ |5 mit
den speziellen Eigenschaften, dass

(72h)ls =0 und (y5h)lq =0 firalleh e H2O(%).

75, ordnet also vorgegebenen &uferen Spurwerten h auf X eine Funktion
in H%°(B \ X) mit diesen duferen Spurwerten auf 3 und verschwindenden
Spurwerten auf S zu, die auferdem auf ) verschwindet. Insbesondere gilt
[vs hls = h, wobei wir wieder die Bezeichnungen

g :=vT g —v |y und [kdv]x = kO |y — KOV |x

verwenden.

Losungen der parabolisch-elliptischen Gleichung werden in 2 eine Ableitung
beziiglich der Zeit besitzen. Wir bezeichnen deshalb beziiglich des Gelfandtri-
pels H'(Q) — L*(Q) — H'(Q) mit

W= W(0,T, H'(Q), H(Q))

den Raum der Funktionen u € L?(0,T, H'(Q)) mit vektorwertiger distribu-
tioneller Zeitableitung v’ € L*(0,T, H'(Q)), vgl. |22, XVIII, §1].

Lemma 4.2
(a) Esist W C C°([0,T]; L*(2)).

(b) Fiir alle u,v € W gilt die Greensche Formel

/0 (1), v(t) i + /O (W (t), u(t)) dt = /Q (w(T)o(T) — u(0)v(0)) de.

Beweis:
Die Behauptungen (a) und (b) werden in |22, XVIII, §1, Theorem 1+2]| be-
wiesen. 0J

Wir benétigen schlieflich noch eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-
Milgram, mit der auch parabolische Probleme! behandelt werden kénnen:
das Projektionslemma von Lions.

Lemma 4.3 (Projektionslemma von Lions)
Sei H ein reeller Hilbertraum und ® ein Unterraum von H. Auferdem sei
a: Hx® — R eine Bilinearform mit den folgenden Figenschaften:

Vergleiche auch [17, Lemma 2.3], wo mit diesem Lemma die Losbarkeit der Wirme-
leitungsgleichung gezeigt wird.
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a) Fiir jedes p € ® ist die Linearform u — a(u, ) stetig auf H.

b) Es existiert ein o > 0, so dass a(p, ) > a||@|% fir alle p € .

Dann existiert zu jeder stetigen Linearform | € H' ein ug € H, so dass

. 1
aug, ) = {l,p) firalepe® und uolly < — |-

Beweis:
Wir {ibernehmen den Beweis aus [47, III, Théoréme 1.1]:

Aus der Voraussetzung (a) und dem Rieszschen Darstellungssatz folgt, dass
zu jedem o € ¢ ein Ky € H existiert mit

(u, Ko) = a(u,p) fir alleuw € H.

Dies definiert einen linearen (mdoglicherweise unbeschriankten) Operator
K:d—-V:=K(@) CH.

Aus Voraussetzung (b) folgt die Injektivitit von K, er besitzt also eine alge-
braische Inverse Ry : V — ®. Wiederum mit (b) folgt, dass

1 1 1
1Rov]|* < ~a(Rov, Rov) = ~(Rov, v) < — || Rov|| [Jo]l,
a a a
und damit |[Rov|| < I [v|. Der Operator Ry kann also stetig fortgesetzt

werden auf den Abschluss V' von V. Bezeichnen wir diese Fortsetzung mit
Ry, so erhalten wir einen stetigen Operator Ry : V — .

® ist als abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums H selbst ein Hilbert-
raum. Wenden wir den Rieszschen Darstellungssatz auf ® an, so erhalten wir
ein & € ® mit

I(p) = (&,p) fiir alle p € .

Schlieklich sei P: H — V die orthogonale Projektion auf V', dann besitzt
uy := P*Ry & die gewiinschten Eigenschaften. U

4.1.2 Losungstheorie fiir das direkte Problem

Wir untersuchen nun das parabolisch-elliptische Problem
O (xa(x)u(z,t)) — div (k(x) gradu(z,t)) =0 in Bx]0,T], (4.8)
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und setzen dabei k € LY (B) voraus.

Wie schon in Abschnitt 3.2.1 verwenden wir einen distributionellen Ansatz
und bemerken zunéchst, dass die linke Seite von (4.8) eine mathematische
Bedeutung fiir jedes u € H'(B) = L*(0,T, H'(B)) besitzt, wenn die Ab-
leitungen im Sinne (skalarwertiger) Distributionen interpretiert werden. Die
Gleichung (4.8) ist Aquivalent zu

/ / u(z,t)0pp(x, t dxdt—/ / x)Vu(z,t)-Vo(z,t)dedt =0 (4.9)

fiir alle p € D(Bx]0,T7).

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass die Gleichung (4.8) (zusammen mit
geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen) eine eindeutige Losung in dem
Raum H'?(B) besitzt. In Satz 4.7 geben wir eine fdquivalente variationelle
Formulierung der Gleichung an.

Wir schreiben (4.8) zunéchst als Diffraktionsproblem:

Lemma 4.4
u € HYO(B) lést genau dann Gleichung (4.8), wenn u € H"°(B\ X) ist, und
u die folgenden Gleichungen lost:

Ou — div (kgradu) =0 in Qx]0,T7, (4.10)
div(kgradu) =0  in Qx]0,T7, (4.11)
[kO,u]s =0, (4.12)

[u]s; = 0. (4.13)

Insbesondere implizieren (4.11) und (4.12), dass kO,u”|x stetig fortgesetzt
werden kann zu einem Element von H~20(3).

Beweis:

Wie im zeitunabhéngigen Fall (vgl. unsere Bemerkung unter Voraussetzung
und Definition 2.8) gilt genau dann v € H'Y(B), wenn v € H"Y(B \ X)
ist und u die Bedingung (4.13) erfiillt. Die Behauptung folgt dann aus den
Definitionen der distributionellen Ableitung und der Neumann-Spurwerte.[]

Fiir die Behandlung des inversen Problems werden wir auch Diffraktionspro-
bleme mit inhomogenen Sprungbedingungen bendtigen und ersetzen deshalb
im Folgenden (4.12) und (4.13) durch entsprechende inhomogene Versionen.

Im néchsten Lemma zeigen wir die Eindeutigkeit der Losung fiir das Diffrak-
tionsproblem mit Neumann-Randwerten und einer Anfangsbedingung auf (2.
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Lemma 4.5
Seiw € HYW(B\ X) eine Lisung von (4.10), (4.11) und

[kOyuls =1 € H2(), (4.14)
uly, = f € H2(Z), (4.15)
kO u|s = g € H™20(S). (4.16)

Dann ist u|lq € W, und u ist eindeutig bestimmt durch v, f, g und die
Anfangsbedingung

u(z,0) =0  auf Q. (4.17)

Beweis:
Wieder impliziert (4. 14) dass k0,u" |x stetig fortgesetzt werden kann zu ei-
20(2

nem Element von H~2%(3). Wir kénnen alsow € L?(0, T, H'(Q)’) definieren,
indem wir fiir jedes ¢t €]0,7[ und v € H*(Q)

(w(t),v) == (kOyu~(t)|s,v"|g) — /Q kVu(t) - Vudx

setzen. Damit ist

T
/(—/ uatgodt)vdx
T
/(m@u s, v [m)pdt — / //{Vu Vodr edt
0

T
/ wep dt, v>

fiir alle v(z)p(t) € D(Q2x]0,T]), also durch stetige Fortsetzung auch fiir alle
ve HY(Q), ¢ € D(]0,T[). Im Sinne vektorwertiger Distributionen gilt also

w = (ulq)’ beziiglich H'(Q) — L*(Q) — H'(Q)
und damit ulg € W.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei u eine Losung zu f =0, ¢ =0, 9 =0
und (4.17). Aus der Greenschen Formel in W (vgl. Lemma 4. 2) erhalten wir

AL |2da:—/< (), ut)) dt
:/0 <K,a,,u_|2,u_|2>dt—/OT/QI{|VU|2C].£L‘dt
—/OT/BR|Vu|2dxdt.
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Hieraus folgt, dass u(z,t) = c(t) ist, wobei ¢ € C°[0,T];span{1p}) die
Gleichungen ¢ = 0 und ¢(0) = 0 erfiillt. Also ist u = 0. O

Wir zeigen die Existenz einer Losung des parabolisch-elliptischen Diffrakti-
onsproblems (4.10), (4.11), (4.14)—(4.17) unter der zusétzlichen Bedingung,
dass ¢ und v verschwindendes Integralmittel besitzen. Fiir X € {S, 3} defi-
nieren wir dazu die Rdume

2 (x) = {g € HH(X) © (g,14) =0},
Ho#(X) = L0, T, Hy (X)),

Dies sind offenbar abgeschlossene Unterrdume von H_%(X) bzw. H_%’O(X),
also selbst Hilbertraume.

Lemma 4.6
Zu jedem

_1 1 _1
ge H?'(S), feHX(S) und o e H, (%)

existiert eine Losung u € H'YO(B\ X) von (4.10), (4.11), (4.14)-(4.17).
u hdngt stetig von g, f und ¥ ab und erfillt

/u(m,t)dsz firt €[0,7) f.d
Q

Beweis:
Wir benutzen das Projektionslemma von Lions (Lemma 4.3). Dafiir setzen
wir uy =5 f € H*°(B\ X) und definieren die Rédume

HY(B) = {v € H'(B) : /dezc :o},
H = L*(0,T, Hy(B)),

O = {@ED([O,T[XE) : /Qgpdx:()}.

Auflerdem definieren wir fiir alle v € H und ¢ € ®

a(v, @) / /an Vgpdxdt—/ /vﬁtgodxdt
T

(lv) == — / /mVuf Vvdxdt—i—/ (g,v\5>dt—/ (1, v|x) dt.
0
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H ist als abgeschlossener Unterraum von H'?(B) selbst ein Hilbertraum.
Offenbar ist ® C H, und fiir jedes ¢ € ® ist die Linearform v — a(v,p)
stetig auf H.

Aus der Poincaréschen Ungleichung folgt, dass v — ([, [Vv|*dz) 2 gine
fdquivalente Norm auf HY(B) definiert, es existiert also ein a > 0, so dass fiir
alle p € © gilt

T 1
alip, 0) = / / K[ V(e )P dedt + © / 0(0,)]? da
0 B 2 Q
T
> / / KV o(z, )2 dadt > a ol
0 B

Auferdem folgt aus der Stetigkeit von 75, und der des Spuroperators die
Existenz eines C' > 0, so dass

(4,0) < C (9l -yog) + I hosy + 10 -3y ) 10l mn0cs)

(R P T I

fiir alle g € H, 2(S), f € H¥(X), ¢ € Hy >°(2) und v € H. Es ist also
[l € H und

1< € (ol s, + 1ty + 161, 30 )

Aus dem Projektionslemma von Lions (Lemma 4.3) folgt die Existenz einer
Lésung u € H von

/ //{Vu Vgpdxdt—/ /uatgpdl‘dt
T
/ /KVUf Vgpdxdt-I-/ (g, 0|s)dt — /<¢»¥7|E>dt
0

fiir alle ¢ € ®, und dass @ stetig von [ (und damit stetig von ¢, f und )
abhangt.

(4.18)

Definieren wir u := t+u; € H*°(B\X), dann erfiillt u die Sprungbedingung
(4.15) und es existieren Konstanten C’,C” > 0, so dass

el sy < € (I3lalmoa) + Nlalmog) + Nusll o)

< C" (Nl + lusllmogms)) -
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u hingt also stetig von g, f und ¢ ab.
Wegen [, (x,t)dz = 0 fiir t € [0, 7] f. 1. verschwindet die linke Seite von
(4.18) fiir alle rdumlich konstanten Testfunktionen

o(z,t) = c(t) € D([0, T[x B).

Aufgrund unserer zusitzlichen Annahme an g und v verschwindet auch die
rechte Seite von (4.18) fiir solche . Die Gleichung (4.18) ist also erfiillt
fiir alle ¢ € ® und fiir alle p(z,t) = ¢(t). Damit folgt, dass (4.18) fiir alle
¢ € D([0, T[x B) gilt, und wir erhalten, dass u die Gleichungen (4.10), (4.11),
(4.14) und (4.16) 16st.

Sei p € D([0, T[xS2). Aus Lemma 4.5 folgt, dass u|o = ulg € W. Wir kénnen
also die Greensche Formel anwenden und erhalten

_/Qu(oyp(()) dx:/OT/QuatgodxdtJr/OTw’,@ dt.

Aus (4.18) erhalten wir aufgrund der Bedingung an den Triger von ¢

T T
/ /u@tcpdxdt:/ /nVu-Vgpdxdt.
0

Auferdem ist (vgl. Beweis von Lemma 4.5)

T
/ / //{Vu Ve dazdt.
0

Insgesamt erhalten wir also
/ u(0)p(0)dxr =0 fiir alle ¢ € D([0,T[xQ),
Q
und da D(Q) dicht in L*(Q) liegt, folgt damit u|q(0) = 0. O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in einer variationellen Formulie-
rung des Problems in Sobolevrdumen zusammen:

Satz 4.7
Seien

ge H,7'(S),  feH(R), ¢eH (D)
und uy =y f € HO(B\ ).

Fiir u € HYY(B\ X) sind die folgenden drei Aussagen dquivalent. Es gibt
genau ein v € HYY(B\ Y), das diese Aussagen erfiillt, dieses hingt stetig
von g, f und 1 ab, und es gilt [, u(x,t)dx =0 firt e [0,T] f. .
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(a) u lést

Owu — div (kgradu) =0 in Qx]0,T7, (4.19)
div(kgradu) =0  in Qx]0,T7, (4.20)
[kOus =¥, (4.21)
[u]s = f, (4.22)
kOyuls = g, (4.23)
u(z,0) =0 in Q. (4.24)

(b) w erfiillt ulq € W, u(xz,0) =0 in Q, und @ = u — uy lost

T T
/ {(alg)',v|q)dt —i—/ / kVu - Vodz dt

‘ P (4.25)

T T T
:/ (g,v\g>dt—/ <¢,v\z>dt—/ /liVuf~Vvdxdt
0 0 0 Q

fiir alle v € HYY(B).

(¢) @ :=u—uys lost

T T
/ //{Vﬁ-Vdedt—/ ((v|a), u]q) dt
0o JB 0
T T T
= [ovlsiar— [walsya- [ [ wvuvoara
0 0 0 Q

fiir alle v € HY(B) mit v|q € W und v(z,T) = 0 auf Q.

Beweis:

Die eindeutige Losbarkeit der Gleichungen in (a) und die Eigenschaften der
Losung haben wir in Lemma 4.5 und Lemma 4.6 gezeigt. Wir miissen also
nur noch die Aquivalenz der Aussagen (a), (b) und (c) beweisen.

Wir beginnen mit der Implikation von (a) nach (b). Dazu sei u € H'9(B\X)
eine Losung der Gleichungen in (a) und @ := u — uy. Dann gilt a € H"%(B)
kO,u" |y € H-2°(X) und wegen Lemma 4.5 auch g = ulg € W.

Es geniigt, (4.25) fiir alle v € D(]0, T[x B) zu zeigen. Aus (4.19) und (4.20)
folgt, dass

3

O:/o <(ﬂ|g)',v|g)dt—/0 (div (k grad ulq) , v|q) dt

T T T
:/ ((alg)",v|a) dt—/ <Iiayu_|z,v|2>dt+/ /ﬁVu-Vvdxdt
0 0 o Ja
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und

T
0:/ (div (k grad ulg) , v|g) dt
0

T T T
:/ (/i&,u]g,v]g>dt—/ (nﬁyu+|g,v\g>dt—/ /ﬁVu-Vvdxdt.
0 0 0 JQ

Subtrahieren wir diese zwei Gleichungen und benutzen (4.21) und (4.23), so
erhalten wir

0—/T<(a|g) u|9>dt+/T<z/z,v|z>dt /T<g,v!s)

/ //iVu Vvdxdt—i—/ /HVU Vo dxdt.

Nun folgt (4.25) aus

/ //{Vu Vvd:z:dt—l—/ /%Vu Vodzdt
:/ /mVﬁ-Vudxdt—i—/ //QVquVvdxdt.
0 B 0 Q

Die Implikation von (b) nach (c) ergibt sich aus der Greenschen Formel auf
W, und die Implikation von (c) nach (a) folgt durch Einsetzen von Test-
funktionen und Anwendung der Greenschen Formel wie im Beweis von Lem-
ma 4.6. O

4.1.3 Randmessungen und ein Referenzproblem

Wir nehmen an, dass der Einschluss €2 nicht nur eine héhere Warmekapazitét,
sondern auch eine hohere Leitfahigkeit x als der homogene Hintergrund @)
besitzt, und setzen von nun an voraus, dass

klo=1 und klg—1¢€ LT (Q).

Wir definieren den Messoperator
At g s,

wobei u; € H"Y(B) die Gleichung (4.8) mit d,u;|s = g und wu(x,0) = 0 auf
Q 16st. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.2 folgt, dass A; ein stetiger

linearer Operator von H, 2°(S) nach H3°(S) ist.
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Um den Einschluss 2 zu lokalisieren, vergleichen wir wieder A; mit Rand-
messungen an einem Gebiet ohne Einschliisse, d. h. mit dem Messoperator

Ao : g = U0|57

wobei uy die Gleichung Aug(z,t) = 0 in Bx]0,T[ mit d,up|s = ¢ 16st. Aus
dem Satz von Lax-Milgram folgt, dass uy € H"?(B) bis auf Addition einer
rdumlich konstanten Funktion u(z,t) = ¢(t) € L*(0,T,span{1p}) eindeutig
bestimmt ist, und dass Ag ein stetiger linearer Operator

No: Hy2O(8) — HE(S) = L2(0, T, HZ(S))

ist, wobei der Faktorraum HZ2(S) := Hz2(S)/span{1lg} offenbar identifiziert
_1 1

werden kann mit dem Dualraum von H, *(S) und H¢ ’O(S) mit dem Dual-

raum von HQ_E’O(S).

Analog definieren wir Faktorrdume auf B, () und X, wobei wir auch fiir
1

nicht-zusammenhéngende Einschliisse den Faktorraum HZ (X)) beziiglich des
eindimensionalen Raumes der auf > konstanten Funktionen und nicht beziig-
lich des mehrdimensionalen Raumes der lokal konstanten Funktionen bilden.
Wie in den Abschnitten 2.5 und 3.3 verwenden wir fiir die Elemente der
Faktorrdume dieselben Bezeichner wie fiir Funktionen.

Ohne die Notation zu dndern, schrianken wir mit dem kanonischen Epimor-
phismus A; auf den Raum des Referenzproblems ein. Wir betrachten also die
Messoperatoren als Abbildungen

Ao, A HZ0(S) — HZO(S).

4.2 Das inverse Problem

Wir betrachten in diesem Abschnitt das inverse Problem, den Einschluss (2
aus den Messoperatoren Ay und A; zu lokalisieren. Dazu erweitern wir die
Faktorisierungsmethode auf dieses parabolisch-elliptische Problem und fak-
torisieren zunéchst wie in Abschnitt 2.4.1 die Differenz der Messoperatoren
Ao — Ay in das Produkt

AO - A1 - L(F(] - Fl)LI,

vgl. Abbildung 4.2, wobei der Operator L wieder virtuellen Messungen auf
dem Komplement () der Inklusion entspricht und sein Bildraum Informatio-
nen iiber () und damit iiber die Lage von €2 enthélt.
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_1lp Ao—A1

10
X) Fom Ho (X))
Abbildung 4.2: Faktorisierung von Ag — Ay

Im Unterschied zu den beiden vorherigen Kapiteln und bisherigen Anwendun-
gen der Faktorisierungsmethode konnen wir jedoch nicht mehr den gesamten
Bildraum R(L) aus den Messungen Ay — A; berechnen. Mit einem neuen
Ansatz kénnen wir aber zeigen, dass alle Funktionen aus R(L) mit hinrei-
chender Zeitregularitdt bestimmt werden kénnen, und dass dies geniigt, um
Q) zu rekonstruieren.

4.2.1 Faktorisierung der Messoperatoren
Wir definieren den virtuellen Messoperator
_170 1o
L: H,*> (X)) — HZ (9), L :=v|s,

wobei v € H}Y(Q) die Losung ist von

P | =y auf X
Av =0 in @x]0,T7, o,v = { 0 auf S, (4.26)
Wir benoétigen aufserdem die beiden Operatoren
Fo: H'S) — H2°(%),  Fy¢ = 0o,
F: HPS) — H2Y(%),  Fi¢ =07,
wobei vg,v; € H"(B \ ¥) Losungen sind von
Avg=0 in (QUO)X]0,T[,  [Dyuels =0,
v in (QUQ)x]0,T[,  [Dywols (4.27)
aVUO|S = Oa [UO]E - ¢
und
Av; =0 in QX]07 T[7 ["iauvl]z =0,
Oy —div (kgradvy) =0 in Qx]0,T7, [v1]x = o, (4.28)
v1(2z,0) =0 in Q, d,v1ls = 0.
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Offenbar ist F wohldefiniert, obwohl vy nach dem Satz von Lax-Milgram
durch (4.27) nur bis auf Addition einer rdumlich konstanten Funktion be-
stimmt ist. Durch Anwendung der Greenschen Formel auf () folgt, dass die

_1
Bildraume von f{ und £} in dem Raum H, 2’0(2) enthalten sind. Da aufier-
dem ihr Kern offenbar den Raum L?(0, 7T, span{1x}) enthélt, betrachten wir
sie von nun an als Operatoren

1
3.0

_1
Fo, Fy o HZO(S) — Hy, (D).
Wir bemerken noch, dass F und F; den im Beweis von Satz 2.16 eingefiihrten
Operatoren entsprechen.
Satz 4.8
Fiir die Differenz der Messoperatoren gilt
AO - Al - L(FO - Fl)LI. (429)

Die Operatoren L und L' sind injektiv.

Beweis: | .
Sei g € H, 2" (S). Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert eine Losung
w € HY(Q) von

0 auf X,

Aw=0in @x]0,T[ mit 6,,w={g auf S.

1
Sei auferdem ) € H, 2’0(2), und v € H}°(Q) sei die Losung von (4.26) in
der Definition von L. Dann gilt

T
(W, L'g) = (g, L)) = (D,uls, vls) = / /Q V- Vodedt

= <_8uv+‘27w+‘2> = <w7w+‘2>7

also L'g = wt|s.

Seien nun vy, v; € H'Y(B \ X) die Losungen von (4.27) und (4.28) aus den
Definitionen von Fyw™ |y und Fyw™|s. Wir definieren ug,u; € H°(B \ X)
durch w;|q = —v;lq und w;|g := w — v;|g (: = 0,1). Fiir die so definierten
Funktionen gilt ug,u; € HYY(B), und ug, u; lésen die Gleichungen in der
Definition von Agg und A;g. Es ist also

(Ao —A1)g = (uo —wr)|s = —(vo — v1)]s-
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Da A(vy —vp) =0 in @x]0,7[ und 9,(v; — vg)|s = 0 ist, gilt auch
L(0,(vy = vi)ls) = —(vo — v1)ls
und damit
(Ao — A1)g = L(9y(vg — o) )|s) = L(Fy — Fr)w'|s = L(Fy — F1)L'g,
womit (4.29) gezeigt ist.

_1
Um die Injektivitat von L’ zu zeigen, sei L'g = 0 mit einem g € H, 2’O(S).
Dann existiert aufgrund der obigen Charakterisierung von L’ eine Losung
w € HY(Q) von

0 auf

- . ) _
Aw =0 in @x]0,T], w'ly =0 und &,w—{g auf S.

Setzen wir w durch 0 auf 2x]0, 7' fort und bezeichnen diese Fortsetzung mit
w e HY(B\X), so gilt

AD=0 in(B\Z)x]0,T, [d)y=0,  [kd,d]s =0,

also w € H"(B) und Aw = 0 auf Bx|0,T[. Fiir t €]0, T f.ii. ist @(-,1)
daher analytisch. Da w auf ) verschwindet und B zusammenhéngend ist,
folgt w = w = 0 auf ) und damit g = 0. L’ ist also injektiv.

Die Injektivitat von L folgt mit denselben Argumenten, wenn die Funktion
aus der Definition von L durch 0 auf (R?\ B)x]0, T[ fortgesetzt wird. Da Q
zusammenhingend ist, ist auch R? \ Q zusammenhingend. UJ

Wie in Abschnitt 2.4.1 bendtigen wir noch eine Koerzivititsbedingung fiir
den Operator Fy— F;. Um diese zu zeigen, fiihren wir die Operatoren \; und
A ein, die zu Messungen im Einschluss bzw. im Komplement gehoren.

Wir definieren

A HPUE) - HAOE),  Myo= s,
1 1
N HDPU(D) - HEUR), M=ty
wobei u; € W die Losung ist von
Owuy —div (kgraduy) = 0 in Qx]0, 77, (4.30)
kOyuy s = ¢ auf X, (4.31)
uy(z,0) = 0 auf Q (4.32)
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und u € H°(Q) die Losung ist von

Au=0 in@Qx]0,T7[ mit Ju= { —y auf, (4.33)

0 auf S.

Dabei besitzt die Gleichung in der Definition von A wieder nach dem Satz von
Lax-Milgram eine eindeutige Losung. Die eindeutige Losbarkeit von (4.30)—
(4.32) wird in [17, Corollary 3.17] sogar fiir » € H~21(%) bewiesen. Fiir die
hier betrachteten Neumann-Randdaten kann sie auch analog zu Lemma 4.5
und Lemma 4.6 gezeigt werden.

Wieder verwenden wir den kanonischen Epimorphismus, um \; auf dieselben
Raume wie A einzuschrianken, d.h. wir betrachten \; als Operator

—1p 1o
A Ho 27 (X)) — HE (D).
Lemma 4.9
A1 ist koerziv beziiglich H_%’_%(Z), d. h. es existiert ein ¢ > 0, so dass

.. -10
(1, M) > ¢ \|¢y|j{,%,,%(z) fiir alle v € Hy 27 (). (4.34)

Beweis:
Offenbar 16st jede Losung u; € W von (4.30)-(4.32) durch Nullfortsetzung
auf () die Gleichungen (4.19), (4.20) und (4.24) in Satz 4.7(a), sowie

(KO, uq |y = —1), [ur]s = —A\1¢p und  KkO,uy|s = 0.

Es gilt also [,ui(z,t)dz = 0 fir ¢t € [0,T] f.ii. und mit uy = —y5 M9
erhalten wir fiir @ := w; — uy aus der Variationsformulierung in Satz 4.7(b)

/OT<(ﬂ|Q)/,ﬂ|Q>dt+/OT/Bm|Va|2dxdt:/0T<¢7g|z>dt

T
—/ /HVuf-Vﬂdxdt.
0 Q

Mit @|y, = M¢, uslo = 0 und wy|g = 0 ergibt sich

T T
(6, M) = / (o) wao) dt + / /Q oV P .

Wegen [, ui(x,t)de = 0 fiir t € [0,7] f.1i. folgt deshalb aus der Poincaré-
schen Ungleichung die Existenz eines ¢’ > 0, so dass

(0, M) = ¢ w0

und mit der Stetigkeit des Neumann-Spuroperators in Satz 4.1(c) folgt die
Behauptung. U
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Nun kénnen wir die Koerzivitidtsbedingung fiir Fjy — F zeigen:

Lemma 4.10
Es existiert ein ¢ > 0, so dass

.. 1.0
(Fy— F)o,¢) > ¢ HFMHZ—%,—%@) fiir alle ¢ € HZ" (%),
F ist bijektiv, und es ist Fl_1 =—-A— ).

Beweis:

Zu gegebenem ¢ € H2O(X) seien vy, vy € HY(B\ ¥) die Lésungen von
(4.27) und (4.28) in der Definition von F{ und Fj. Auferdem sei v, 1= 75 ¢.
Dann 16sen 9; 1= v; — v, (i = 0,1)

T T
/ /Vf)o-dexdt:—/ /Vv¢-dexdt,
0 JB 0 JQ

T T T
/ (1]), wlq) dt —|—/ / kV; - Vwdzdt = —/ / Vg - Vwdz dt
0 o JB o Jg

fiir alle w € H'Y(B), vgl. Satz 4.7 fiir die zweite Gleichung. Aus dem Satz
von Lax-Milgram folgt, dass vy(-, ) fiir ¢ €]0, T {. . das Funktional

1
w 5/ (Vw(z)? dx—f—/ Vug(z,t) - Vw(z) dx
B Q

in H'(B) minimiert, es ist also insbesondere

1 T
——/ /|Vf}0|2dxdt
2)y JB
1 [T T
:—/ /|Vf}o|2d$dt+/ /V%'V@odxdt
2)y JB o Jo
1 /7 T
—/ /!V61\2dxdt+/ /V%'Vﬁldxdt
1 [T T .

Aus unserer Annahme xlg — 1 € L3°(Q) folgt die Existenz eines ¢, > 0, so

IN
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dass

((Fo — F1)¢,8) = (0,vf |5, @) — (90T |5, 0)

/ /Vvl Vg dxdt — / /VUO Vg da dt
:/ /Vv¢~V171dxdt—/ /VU¢-V@0dxdt
0 Q 0 Q
T T T
:/ /|V60|2dxdt—/ /n|V61|2dxdt—/ (B1]a), T1l) dt
0 B 0 B 0
T T
2/ /(m—l)\Vﬁ1|2dxdt+/ CAREARE
0 Q 0

Z Cx </€au771_’27/\1 (’iauﬁl_‘E)> = Cx <8VU1~_|27)‘1 (8V/Uii_|2)>
= Cg <F1¢7 )\1F1¢> )

1
fiir alle ¢ € H2°(%) und damit auch fiir alle ¢ € HZ O(E) gilt. Der erste Teil
der Behauptung folgt nun aus Lemma 4.9.

Um die Surjektivitdt von F} zu zeigen, sei ¢ € H;%’O(E) gegeben, und es
seien u € H'°(Q), u; € W die Funktionen aus den Definitionen von \¢) und
A11p. Wir definieren v; € HY(B\ X) durch v; := —u in Q und v; := u; in .
Dann 16st v; die Gleichungen in der Definition von F} mit [v1]y; = (—=A—X\1)1.
Es ist also

Fl(—)\ — )\1)’& = 8,,Uf_|2 == @ZJ

Es bleibt noch die Injektivitat von F} zu zeigen. Hierfiir sei ;¢ = 0 mit einem

NS HQ%’O(Z), und v; € H'Y(B \ X)) sei die Funktion aus der Definition von
Fi. Dann 16st vy die Laplace-Gleichung in () und die Wérmeleitungsgleichung
in €, jeweils mit verschwindenden Neumann-Randwerten. v; verschwindet
also auf Q und ist rdumlich konstant auf @, womit ¢ € L*(0,T,span{1x})
folgt. U

4.2.2 Bildraumabschatzung

Wir schreiben den symmetrischen Anteil der Faktorisierung (4.29) in Satz 4.8
mit adjungierten Operatoren. Mit den Abkiirzungen

lg =1L 1 und  tx =1t 2
H2"(9) H2(%)
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(vgl. Abschnitt 2.2) setzen wir

1 ~
Ai=Ao—S(A+A), A=A,

1 -
F:=F — 5(Fl + F)), F = 'F.

Aus Lemma 4.10 folgt, dass F positiv semidefinit ist, und damit, dass auch
A es ist. Sie besitzen also selbstadjungierte Wurzeln F'/2 und A'/2 (vgl. |56,
Theorem 12.33|). Wie im Beweis von Satz 2.12 erhalten wir aus der Faktori-
sierung einen Zusammenhang zwischen den Bildrdumen dieser Wurzeln.

Lemma 4.11
Es gilt
R(AYV?) = R(Lig F'?).

Beweis:
Durch Anwendung von Satz 4.8 erhalten wir

AVZAY2 = A = Lig FLvg = (Lig) F (Liy)* = (Luy) FY2FY2 (Liy)*

Die Behauptung folgt also aus Lemma 2.6. U

Wire F koerziv beziiglich des Raumes HQ_%’O(E), so wire /2 surjektiv und
wir erhielten die Bildraumidentitit R(AY?) = R(L). Hier haben wir jedoch
nur die schwéchere Koerzivititsbedingung aus Lemma 4.10. Der néchste Satz
zeigt aber, dass aus dieser schwicheren Bedingung immer noch folgt, dass
R(F’ 1/2) alle Funktionen mit einer gewissen Zeitregularitit enthilt.

Satz 4.12
Es gilt
11/2 _ —350
R(AY2) € R(L) = L (H:*°(%)). (4.35)
R(AY?) D L (0T, Hy %(z))> . (4.36)
Beweis:

Gleichung (4.35) folgt direkt aus Lemma 4.11.

Bezeichnen wir mit
. -10 _1y . _1y _1_1
J1: Ho?"(X) = H 2°(X) und jo: H 2°(X) — H 27 1(X)
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die entsprechenden Einbettungsoperatoren und benutzen Lemma 4.10, dann

1
folgt mit j := joj; die Existenz eines ¢ > 0, so dass fiir alle ¢ € HZ ’O(Z)

|77

~ o
= (F9.6) 3y, = ¢ [7F015 4y

2
12O =)

Mit F}j* = LglF{j/LH,%y,i(z) erhalten wir aus aus Lemma 2.6

R (F'/%) 2 R(FI5) = R (15" Flf)
und aus Lemma 4.11

R(A?) = R(LigFY?) D R(LE)').

Offenbar ist j, der Einbettungsoperator von H21(X) nach H29(2) und j
ist der kanonische Epimorphismus von H2°(%) auf HO%’O(E). Der Bildraum
von j' = jij5 besteht also aus allen Restklassen in Hé’O(Z), die einen Repri-
sentanten aus H2i () besitzen, d. h. es ist R(j') = HQ%’%(E) mit?

Hévi(g) — (H%’i(g) + L2(0,T, span{lz})) JL?(0,T,span{1x})

Aus Lemma 4.10 erhalten wir (F])~' = =X —\|, und aus [17, Corollary 3.17]
folgt die Existenz eines C' > 0, so dass

||>\1@/J||H§,o(2) <C “MJHH*%*%(E) '

11
Nach Lemma 2.6 gilt also R(\]) C R(j') = H'*(X).

Offenbar ist A = A’. Wir miissen nun nur noch zeigen, dass

1 11
A (HAO, T HTH(E)) € HE(D), (4.37)
denn dann folgt ()~ (H' (0,7, Hy %(z))) C HZ() = R('), und damit

L (R0 T, H () = LE(F) ™ (B3 (0,7, 1,2 ()
C R(LEJ) €

2Durch diese Definition ist Hé’%(E) isomorph zu Hz'1(X)/H7 (0, T, span{1s}).
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Zum Beweis von (4.37) bezeichnen wir mit A die nicht-zeitabhiingige Neu-
mann-Dirichlet-Abbildung, also

Jun

N HA(R) - HE(S), gt

wobei u € H}(Q) die Losung ist von

_ . [ = auf X,
Au=0 in Q, &,U—{ 0 aufS

Dann gilt fiir alle & € H'(0,7, Hy 2 (%)) und ¢ € D(]0, T])

= 3([ )3 ( [ o)

/ (W) dt € HE(S).
0

Es ist also A € H'(0,T, HZ(X)) mit (\)' = A1), d. h. X ist nicht nur ein
stetiger Operator von L*(0,T, H, * (Z)) nach L*(0, T, H<> (X)), sondern auch
von HY(0,T, H, (Z)) nach H'(0,T, HZ(E))

Durch Interpolation (vgl. [48, Chp. 1, Theorem 5.1 und Remark 9.5|) folgt,
dass A auch ein stetiger Operator ist von

MIH
,MH

Hi(0,T, Hy (X)) mach HY(0,T, HZ(Y)) C HE(%).

Es gilt also (4.37) und damit die Behauptung. O

4.2.3 Charakterisierung der Einschliisse

Durch Hintereinanderausfithrung der Zeitintegration und der (kompakten)

1
Einbettung HZ(S) «— L2(S) := L?*(S)/span{1g} erhalten wir den kompak-
ten Operator

~

T
°(8) = 1(S), u [
0
Identifizieren wir L2(S) mit seinem Dualraum, so ist
TIAI* = IAT, (4.38)
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_1
wobei I': L2(S) — H, 2’O(S) offenbar gegeben ist durch

I'v=w mit w(,t)=v(-) firallete[0,T]f i

Der Operator IAI' beschreibt das Einspeisen eines zeitlich konstanten Wér-
meflusses in einen Korper und die Messung von Zeitintegralen der resultie-
renden Oberflichentemperatur.

Lemma 4.13
Der Operator INI' ist kompakt, symmetrisch und injektiv. Der Bildraum von
IAI' liegt dicht in L2(S).

Beweis:

Die Symmetrie und Kompaktheit folgen direkt aus der Definition. Um die
Injektivitit zu zeigen, sei IAI’g = 0 mit einem g € L2(S). Dann erhalten wir
aus der Faktorisierung in Satz 4.8

(FL'I'g,L'T'g) = (ILFL'I'g,g) = 0,

und aus Lemma 4.10 folgt L'I’g = 0. Da L' nach Satz 4.8 injektiv ist und [’
offenbar ebenfalls, muss g = 0 sein. A’ ist also injektiv. Die Dichtheit des
Bildraums folgt wegen der Symmetrie aus der Injektivitit. U

Um die Lage des Einschlusses ) aus den Messungen [Al’ zu bestimmen,
konnen wir dieselben Dipolfunktionen verwenden, die Briihl und Hanke fiir
die Impedanztomographie in [10, 11] benutzen. Fiir eine Richtung d € R",
|d| = 1 und einen Punkt z € B definieren wir

(z—x)-d

Dz7d(ZL’) = |Z — $|n .

Dann ist D, 4(x) analytisch und AD, 4(z) = 0 in R™ \ {z}. Fiir eine Kugel
Bc(z) mit Mittelpunkt 2z und so kleinem Radius € > 0, dass B.(z) C B ist,
gilt

/ 0,D..4(a)]s do = / 0,D..4(x) o5, (2) do = 0,
S 9B (=)

also ist 9, D, 4|s € Ho *(95).

Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert eine Losung v, 4 € H'(B) von
A’Uz’d =0 in B und 81,1)2761’5 = —81,Dz’d|s auf S.

Die Funktion G, 4 := D, 4+ v, 4 ist harmonisch (und damit analytisch) in
B\ {z}. Sie erfiillt 9,G, 4|s =0, und es ist G, 4 ¢ L*(B\ {z}).
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Der Ort des Einschlusses kann nun durch die Randwerte
1
Gz = G.als € H3(S)

charakterisiert werden.

Satz 4.14
Fiir jedes d € R", |d| = 1 und jedes z € B gilt

z € genau dann, wenn g,q € R (([A[’)l/z) .

Beweis: .
Aus Lemma 2.6 und (4.38) folgt, dass R ((IAI')'/?) = R(IA'/?). Wir erhal-
ten also aus Satz 4.12, dass

R (A1) € 11 (1 *°(5)),
R ((IAF)'2) 2 1L (H(0.T, HJ%(Z))) .
Sei zuerst z € , dann definieren wir w € H°(Q) durch
w(a, ) = %Gz,d(:g) fiir ¢ € [0,7] £ it

Die Funktion w ist in einer Umgebung von ) x [0, T'] analytisch, insbesondere
1

ist —0,wt|s € H1(0,T, Hy *(3)). AuRerdem 16st w die Gleichung (4.26) in
der Definition von L, also ist

gea = Twls = IL(~0,uw*|s) € 1L (HH(0,T, HS %<2>>) C R ((IAI)'?).

Um die Riickrichtung zu zeigen, sei g.4 € R ((IAI')"/?) C IL(H;%’O(E)).
Dann stimmt ¢, ; mit dem Integral {iber die Randwerte einer Losung der
Laplace-Gleichung auf () mit verschwindenden Neumann-Randwerten tiber-
ein. Durch Integration dieser Losung erhalten wir, dass g, 4 = w|g ist, wobei
w € H!(Q) eine Losung ist von

Aw=0 in@ und Jw|g=0 aufsS.
In der Restklasse G, 4 —w € H(Q) liegt daher ein Element v € H'(Q) mit
Av=0 1inQ\{z}, Olsg =0 und v|g=0.

Aus den verschwindenden Cauchy-Randdaten auf S folgt, dass die Fortset-
zung von v durch Null auf R?\ B die homogene Laplace-Gleichung auf ganz
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R3\ (QU {z}) Iost, dort also analytisch ist. Da R?\ (U {z}) zusammen-
héangend ist, folgt

v=0 inQ\{z}.
Wiire z ¢ ), so fiihrte dies zu dem Widerspruch, dass w € L2(Q \ {z}), aber
G.a¢ L2(Q\{z}). Esist also z € Q. O

Da IAI' kompakt, symmetrisch und injektiv ist, existiert eine Orthonormal-
basis (vk)ren von Eigenfunktionen mit zugehdrigen positiven Eigenwerten
(0% )ken, vgl. [59, Theorem IV.3.2]. Wie in Kapitel 3 kénnen wir diese Spek-
tralzerlegung benutzen, um Theorem 4.14 mit dem Picard-Kriterium (vgl.
[23, Theorem 2.8]) umzuformulieren:

Korollar 4.15
Fiir jedes d € R", |d| =1 und z € B ist

1 2
z € genau dann, wenn Z — (/ 92.d Vg da) < 0.
ken Tk \JS

Wir kénnen daher wie in Kapitel 3 den Einschluss €2 aus realen oder simulier-
ten Messungen durch Anwendung des Algorithmus 3.37 numerisch bestim-
men.

4.3 Numerische Ergebnisse

Die in diesem Kapitel beschriebene Faktorisierungsmethode wurde von Flori-
an Frithauf implementiert und getestet. Zur Simulation der Messungen wurde
die parabolisch-elliptische Gleichung numerisch durch eine Kopplung von fi-
niten Elementen mit Randelementen &hnlich wie in [18] geldst. Die Details
werden in [25, Sect. 4| beschrieben.

Wir betrachten den Fall, dass k|o = 2 und B der Einheitskreis in R? ist.
Fiir orthonormierte trigonometrische Funktionen f;, € L%(S), k = 1,...,m
werden die Entwicklungskoeffizienten von A’ f;, beziiglich derselben Funk-
tionen spaltenweise in einer Matrix M gesammelt. Sei j : R™ — L2(S) die
Funktion, die den k-ten Einheitsvektor auf f; abbildet. Dann ordnet j* einer
Funktion aus L2(S) ihre Entwicklungskoeffizienten beziiglich der Funktionen
(fx)i; zu. Entsprechend ist j*j die Einheitsmatrix und M ~ j*IAI'j.

Die Funktion g,, kann fiir diese Wahl von B explizit angegeben werden
(vgl. [10, Example 3.2|):
1(z—2)-d

9:.a(t) = T |z —zf?
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Abbildung 4.3: Eigenwerte 6, von A und der Einfluss von Messfehlern auf
die (gemittelten) Eigenwerte

Wir berechnen geméft Algorithmus 3.37 die Eigenfunktionen ()7, und
Eigenwerte ()7, von M und setzen ¥y := j*u, k = 1,...,m. In Algorith-
mus 3.37 wird iiber die Konvergenz der (aus unendlich vielen Summanden
bestehenden) Picard-Reihe entschieden, indem gepriift wird, ob der Wert der
endlichen Summe

= (J deﬁkdU)Q

P (4.39)

o

k=1
iiber einem empirisch zu bestimmenden Schwellenwert C' liegt. Einen solchen
Schwellenwert verwenden wir hier nicht, sondern benutzen ein alternatives
Kriterium aus der Dissertation von Briihl [9]. Numerische Beispiele zeigen,
dass Zéhler und Nenner der Reihe in (4.39) etwa exponentiell abfallen, und
dass jeweils zwei Eigenwerte ndherungsweise denselben Wert haben, vgl. die
linke Seite von Abbildung 4.3. Wie in [9] vergleichen wir deshalb die Steigung
der Ausgleichsgeraden durch

(k) = log (/a7

mit der durch

1 | 2
ha(k) = log (5 (/S 9z.d Uak—1 dU) + 3 </s Gz Dok da) ) )

Wir nehmen an, dass ein Punkt z im Einschluss liegt, falls A; langsamer
fallt als hy. Abbildung 4.4 demonstriert dieses Vorgehen fiir zwei Testpunk-
te. Die rechte Seite zeigt die Ausgleichsgeraden durch hy(k) fiir einen Punkt
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Abbildung 4.4: Vergleich der Steigungen der Ausgleichsgeraden

innerhalb (,,A”) und auferhalb (,,57”) des Einschlusses im Vergleich zur Aus-
gleichsgeraden durch hy(k) (,,”). Wenden wir diese Methode fiir eine grofte
Menge von Punkten an, so ergibt sich die schwarze Fldche auf der linken
Seite von Abbildung 4.4 als Rekonstruktion des gestrichelt eingezeichneten
Einschlusses.

Die Anzahl der fiir diesen Rekonstruktionsalgorithmus verwendeten Eigen-
werte und Fourierkoeffizienten wihlen wir geméf Algorithmus 3.37 in Ab-
héangigkeit von dem geschétzten Messfehler 9 > 0. Auf der linken Seite von
Abbildung 4.3 liegt § im Bereich der Rechengenauigkeit. Auf der rechte Seite
von Abbildung 4.3 sind die exakten (,,-”) und die mit einem relativen Fehler
von 0,1% gestorten (,,0”) gemittelten Eigenwerte eingezeichnet.

Als erstes Beispiel zeigen wir die Rekonstruktion eines Kreises im Inneren
von B in der linke Seite von Abbildung 4.4. Der Ort von ) (gestrichelt
eingezeichnet) wird erkannt, aber die Grofe etwas unterschétzt.

Im zweiten Beispiel verwenden wir vier Einschliisse unterschiedlicher Gro-
fe. Abbildung 4.5 zeigt die erzielte Rekonstruktion. Position und Grofse der
Einschliisse werden erkannt.

Unser letztes Beispiel verwendet einen nicht-konvexen, mondférmigen Ein-
schluss. Die linke Seite von Abbildung 4.6 zeigt die dazugehorige Rekon-
struktion. Die Form des Einschlusses wird erkannt, aber die Grofe etwas
unterschétzt. Die rechte Seite der Abbildung zeigt die Rekonstruktion zu
Messdaten, die durch Addition eines 0,1%-igen Rauschens verfilscht wur-
den. Die Position des Einschlusses wird noch immer erkannt, jedoch nicht
mehr seine genaue Form.
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Abbildung 4.5: Rekonstruktion von vier Einschliissen

-0.8
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Abbildung 4.6: Rekonstruktion eines nicht-konvexen Einschlusses (gestrichel-
te Linie), links: mit exakten Daten, rechts: mit verrauschten Daten
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Faktorisierungsmethode zur Erkennung
von Gebieten mit sprunghaft abweichenden Materialparametern untersucht.
Durch eine abstrakte Formulierung beweisen wir die der Methode zugrun-
de liegende Bildraumidentitét fiir allgemeine reelle elliptische Probleme und
deduzieren bereits bekannte und neue Anwendungen der Methode.

Fiir das spezielle Problem, magnetische oder perfekt elektrisch leitende Ob-
jekte durch niederfrequente elektromagnetische Strahlung zu lokalisieren, zei-
gen wir die eindeutige Losbarkeit des direkten Problems fiir hinreichend klei-
ne Frequenzen und die Konvergenz der Losungen gegen die der elliptischen
Gleichungen der Magnetostatik. Durch Anwendung unseres allgemeinen Re-
sultats erhalten wir die eindeutige Rekonstruierbarkeit der gesuchten Objekte
aus elektromagnetischen Messungen und einen numerischen Algorithmus zur
Lokalisierung der Objekte.

An einem Musterproblem untersuchen wir, wie durch parabolische Differenti-
algleichungen beschriebene Einschliisse in einem durch elliptische Differenti-
algleichungen beschriebenen Gebiet rekonstruiert werden kénnen. Dabei be-
weisen wir die eindeutige Losbarkeit des zugrunde liegenden parabolisch-
elliptischen direkten Problems und erhalten durch eine Erweiterung der Fak-
torisierungsmethode die eindeutige Rekonstruierbarkeit der Einschliisse sowie
einen numerischen Algorithmus zur praktischen Umsetzung der Methode.
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