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etwas Unwandelbares.?

“Frei nach B. Brechts ,Die Ausnahme und die Regel* (1929/1930).
Aus: Die Gedichte von Bertolt Brecht in einem Band, Suhrkamp Verlag,
Frankfurt am Main, 10. Aufl. (1999), S. 1155.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorwort

Das fundamentale Prinzip der Penningfalle, d. h. die Erhéhung der Ver-
weildauer von geladenen Teilchen in einem raumlich begrenzten Volumen
durch den Einsatz eines statischen elektrischen Feldes und eines axialen ho-
mogenen Magnetfeldes, geht zuriick auf eine Verodffentlichung aus dem Jahre
1936 von F. M. Penning [231] iiber ,,die Glimmentladung bei niedrigem Druck
zwischen koazialen Zylindern in einem axialen Magnetfeld “. Er beobachte-
te, dass bei einem geniligend starken Magnetfeld, ,,Eleftronen weldye von dem duferen
Iulinder alg Kathode emittiert werden”, nicht mehr auf die Anode auftreffen, sondern
zur Kathode zuriickkehren und dass somit ,,ber dnodenftrom auf null [herabsinkt]®,
wenn die Starke des Magnetfeldes einen kritischen Wert tibersteigt. Penning
fahrt fort in der Beschreibung des Effektes: ,, 38t jedody ein wenig Gas in der Ribre
anmwesend, fo werden die Eleftronen, bevor fie sur Kathode suriidtebren, teilweide mit einer Gasmolefel
sufammenitofen; verliert da8 Elettron dabei einen Energiebetrag grifer al8 die Austritt3arbeit, fo wird
oadurdy |eine| Suriidtehr ur Kathode unmdglidy. Daf Elettron legt dann einen viel grdferen Weg
suriid und ionisiert viel biufiger al8 obne Magnetfeld.

Im vorgestellten Auszug ist zwar bereits die Hauptidee der heutigen Pen-
ningfalle beschrieben und, wenn man zwischen den Zeilen lesen will, sogar
andeutungsweise der Einsatz von Puffergas als eine Kiihltechnik fiir gespei-
cherte Ionen, doch die erste vollstdndige Beschreibung des Speichermechanis-
mus’ muss J. R. Pierce zugesprochen werden. In seiner Abhandlung [233] aus
dem Jahre 1949 beschreibt er nicht nur das Potential, das notwendig ist, um
Elektronen zu speichern, sondern auch, wie es mit hyperbolischen Elektroden
realisiert werden kann. Auferdem bestimmt er die notwendigen Stabilitéts-
bedingungen fiir die Speicherung, die besagen, dass die abstofsende Kraft
in radialer Richtung, verursacht durch das elektrische Quadrupolpotential,
kompensiert werden muss durch ein homogenes, statisches Magnetfeld in
axialer Richtung, das eine Begrenzung der lonenbewegung in radialer Rich-
tung bewirkt. Mit Pierces theoretischen und technischen Grundlagen waren
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providing end hats as shown in Fig. 4.6, which increase the
radins at which electrons from the central emitting portion of
the cathode would have to travel to move away in the z di-
rection, while assuring that these electrons will not have en-
ergy enough to attain that radius.

In some types of oscillating magnetrons it is desirable to
have the electrons reach the anode. This can be accomplished

Fic. 4.6—By use of end hats the electron flow in the magnetron can be limited in an
axial direction.

by tilting the field with respect to the axis of the magnetron.
The electrons can then, in effect, run out along magnetic lines
of force.

We see from the above example that a strong magnetic field
can “trap” electrons so that they can move only so far in
either the » or the z directions. There is one particular field
which perhaps merits individual attention; a charge-free re-
gion in which the electric potential is given by
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magnetic field of strength B in the z direction. There can be
no magnetic forces in the z direction, so the equation of motion
in this direction is

E= —w’ (4.30)
This implies a sinusoidal oscillation of radian frequency wo.
If it were not for the magnetic field, electrons would escape in
the  direction. We see that,
remote from the axis, the maxi-
mum potential (that at z = o}
is closely given by
wolr?

V=

(4.31)

From (4.28), remote from the
axis the cutoff potential ap-
proaches

w.r? Fi6. 4.7—Electron motion between hy-
s {4.32)  perbolic electrodes may be limited to a
ul certain region by use of an axial magnetic

field.

V=

Thus, the condition under which
electrons cannot get indefinitely far away from the axis is that

we > V2w (4-33)

We see that it is possible to obtain a pure sinusoidal motion of
electrons trapped in this combination of electtic and magnetic

fields.

4.5. Radius of Curvature; Focusing Due to Electric Deflection

We can evaluate, if we like, the radius of curvature of an
electron path. This is of use chiefly when the electron moves
in a plane, and we will consider here two-dimensional deflect-
ing fields only. The radius of curvature of the path has a
value R such that the centrifugal force »R6° is just balanced

#)+ 7 (429)

V= ‘L"z (Cz -

an'\2
This field can be produced by hyperbolic electrodes indicated
in cross-section in Fig. 4.7. Suppose we have also a uniform

Abb. 1.1: Auszug aus der Verdffentlichung von Pierce tiber ,Theory and Design of
Electron Beams* [233], der die Ionenspeicherung in einer Penningfalle beschreibt.

somit die Voraussetzungen geschaffen, Penningfallen fiir Problemstellungen
in der experimentellen Atomphysik einzusetzen. Erste mogliche Experimen-
te wurden 1953 von Bloch in Veroffentlichungen vorgeschlagen [22] und fast
zeitgleich wurden von Frisch [48] erste Erfahrungen mit den Eigenschaften
solcher Kombinationen von elektromagnetischen Feldern gesammelt, deren
Form in Pierces Buch beschrieben wird (siche Abb. 1.1). Im Laufe der Zeit
konnten atomare Systeme untersucht und vermessen werden, die H. G. Deh-
melt als Geonium atom |64] bezeichnet hat, d. h. die in der Falle gespeicherte
Ionenwolke kann als Analogon zu einem einzelnen Atom mit mehreren Hiil-
lenelektronen angesehen werden, wobei der Atomkern dem &ufteren, durch
die Elektrodenkonfiguration vorgegebenen Speicherpotential entspricht. Die
durch die duferen elektromagnetischen Felder eingefangenen Teilchen sind
somit iiber die Falle und die Vakuumapparatur mit der Erde verbunden.

Experimente an einem solchen ionischen System haben jedoch nur einen
begrenzten wissenschaftlichen Wert, wenn es keine Mdoglichkeit gibt, ausge-
wihlte atomare Zustinde in diesem System zu priparieren und Uberginge
zwischen den einzelnen Zustdnden zu induzieren. In dieser Hinsicht muss das
Aufkommen des Lasers als eine sehr grofse Bereicherung fiir die Fallenphysik
betrachtet werden. Es ist keine Ubertreibung, wenn man behauptet, dass die
Erfindung des Lasers zusammen mit der Erfindung und Entwicklung der Io-
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nenfallen zu den grofsten Errungenschaften in der modernen Quantenphysik
des letzten Jahrhunderts gezihlt werden miissen!. Ionenfallen, und speziell
Penningfallen haben eine bis dahin nicht fiir moglich geglaubte Prézision in
der Bestimmung von physikalischen Grofen wie g-Faktoren gebundener Elek-
tronen und Atomkerne, Energieaufspaltungen (sprich Zeeman-, Feinstruktur-
und Hyperfeinstrukturaufspaltungen), Lebensdauer metastabiler Zusténde
usw. ermoglicht und der Atomspektroskopie sozusagen eine ’terra incognita’
erschlossen. Die Messung dieser physikalischen Grofsen gehort heute zu den
klassischen Anwendungen der Spektroskopie?, speziell der Laser- und Mi-
krowellenspektroskopie. Man bedenke nur was fiir ein weiter Weg seit dem
ersten Stern-Gerlach-Aufbau (zur Bestimmung des Spins und des magneti-
schen Momentes des Elektrons) oder seit der Atomstrahlresonanz-Apparatur
nach Rabi (Erweiterung des Stern-Gerlach-Experimentes zur Bestimmung
von Zeemanaufspaltungen) zuriickgelegt worden ist.

Der Vorteil, den eine Penningfalle einer Stern-Gerlach- oder einer Rabi-
Apparatur im Wesentlichen voraus hat, ist die Tatsache, dass die geladenen
Teilchen fiir einen undefiniert langen Zeitraum einem &ufleren elektromagne-
tischen Feld ausgesetzt sind und mit diesem wechselwirken kénnen, weil sie
in einem rdumlich begrenzten Volumen eingesperrt sind. Aufgrund der gel-
tenden Heisenbergschen Energie-Zeit-Unschiarfe AEAt > it kénnen, wenn
At gentigend grof ist, durch die Anregung von ionischen Fein- und Hyper-
feinzustdnden hochauflésende Atomspektra vermessen werden.

1.2 Motivation

Neugier ist die ureigene Triebfeder der menschlichen Natur; es ist die
Sehnsucht nach dem Unbekannten, die das menschliche Herz von Kind auf
beherbergt. Diese Neugier erwéchst aus der Verwunderung, aus dem Erstau-
nen, d. h. aus dem Bewusstsein des Nichtwissens. Plato sagt, unser Auge habe
uns ,,des Anblicks der Sterne, der Sonne und des Himmelsgewélbes teilhaftig

!Somit ist es nicht verwunderlich, dass 1964 den Physikern N. G. Basov, A. M. Prokho-
rov und C. H. Townes fiir Leistungen auf dem Gebiet des Masers/Lasers (genauer Wort-
laut: ,,For fundamental work in the field of quantum electronics, which has led to the
construction of oscillators and amplifiers based on the maser-laser principle”) und 1989
den Wissenschaftlern H. G. Dehmelt, W. Paul und N. Ramsey der Nobelpreis verlichen
wurde. Ersteren fiir die Entwicklung von Ionenfallen und Letzterem fiir neue Methoden
im Bereich des Wasserstoff-Masers und der Atomuhren (genauer Wortlaut: ,For the de-
velopment of the ion trap technique“ und ,for invention of the separated oscillatory fields
method and its use in the hydrogen maser and other atomic clocks®).

2Es sei erwihnt, dass auf diesem Gebiet 1981 den Physikern N. Bloembergen,
A. L. Shawlow (,For their contribution to the development of laser spectroscopy®) und
K. M. Siegbahn (,,For his contribution to the development of high-resolution electron spec-
troscopy®) der Nobelpreis zugesprochen wurde.

fwobei AE die Unsicherheit in der Energiebestimmung eines atomaren Uberganges und
At die Wechselwirkungs- bzw. die Beobachtungszeit ist. /i ist das reduzierte Plancksche
Wirkungsquantum.
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werden lassen und dieser Anblick habe uns ,,den Trieb zur Untersuchung des
Alls gegeben®. Sich wundern dréngt, den Durst nach Erkenntnis zu stillen,
die zum Wissen fiihrt. Doch das Wissen, das um seiner selbst willen existiert,
stellt die Frage nach dem praktischen Nutzen z. B. nach dem der Erforschung
des Makrokosmos’. Dies gilt natiirlich auch fiir das andere Ende der Langens-
kala, fiir den Mikrokosmos. Man fragt sich auch hier etwa, welchen Sinn es
habe, sich mit dem Aufbau von Atomen und der Wechselwirkung zwischen
Atombhiille und Atomkern, und zwischen Materie und Licht zu beschéftigen.
Die Kritik der angewandten Wissenschaft an der Grundlagenforschung setzt
meistens an dieser Stelle an.

Auf dem Weg von der Freude an der Erkenntnis hin zum praktischen
Nutzen gibt es speziell in der Experimentalphysik viele Zwischenschritte. Im
Laboralltag, z.B. wihrend einer Messreihe in einem speziellen Gebiet der
Atomphysik, der Laserspektroskopie, kann der praktische, gemeine Endnut-
zen der Forschungsarbeit meistens noch nicht gesehen, sondern héchstens nur
erahnt werden und stellt daher ein fernes Handlungsmotiv dar. Die greifbaren
Motive? der Arbeit sind hier viel spezifischerer Art: Ionische Grundzustands-
, Feinstruktur- und Hyperfeinstrukturaufspaltungen und elektronische sowie
Kern-g-Faktoren in Penningfallen zu messen, ermoglicht es zum einen, fun-
damentale Theorien, etwa die Quantenelektrodynamik?, zu iiberpriifen und
zum anderen atomare Ortswellenfunktionen zu bestimmen. Liest man in dem
bereits 1989 von S. Weinberg veroffentlichten Artikel [316] zwischen den Zei-
len, so kann man Ionenfallen bei grundlegenden Fragestellungen der moder-
nen Physik, etwa bei der Frage nach der Linearitdt der Quantenmechanik,
einsetzen. Weinberg weist darauf hin, dass ,,it seems long overdue to find pre-
cision tests of quantum mechanics itself, that would be more stringent than
existing tests of specific quantum-mechanical theories. One sensitive way to
test the linearity of quantum mechanics is to look for detuning phenomenon
characteristic of any system of nonlinear oscillators. Die nichtlinearen Oszil-
latoren, von denen im letzten Satz des Zitates die Rede ist, konnen mit dem
Vorhandensein von Anharmonizitéiten in den Ionenbewegungen gespeicher-
ter Teilchen identifiziert werden. Diese Nichtlinearitéten rithren daher, dass
die im Labor verwendete Ionenfalle nicht ideal ist®. In diesem Zusammen-
hang stellen sich Ionenkéfige und speziell Penningfallen als aufsergewohnliche
Werkzeuge heraus. Zum einen bieten diese 'Teilchencontainer’ die Moglich-
keit atomphysikalische Prazisionsmessungen durchzufiithren und zum ande-
ren konnen mit diesem Werkzeug auch nichtlineare dynamische Prozesse un-
tersucht werden. Beide Anwendungsmoglichkeiten wurden im Rahmen dieser
Arbeit, verwirklicht.

In einem ersten Teil der vorliegenden Arbeit wurde ein erdalkalidhnliches

3Im wortlichen Sinne von ,Beweggriinde®
“Die quantenphysikalische Theorie der elektromagnetischen Wechselwirkung
Swie der Ausdruck ,nicht ideal* zu verstehen ist, wird im Unterabschnitt 2.2 erldutert.
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System (*°Ca*) mit Hilfe der optischen Mikrowellen-Doppelresonanzmetho-
de spektroskopisch untersucht und der elektronische g-Faktor des Grundzu-
standes mit einer Genauigkeit von 4.2 - 10~ bestimmt. Damit konnte ei-
ne weitere Liicke in der Reihe der bereits ermittelten g,-Faktoren der zu
den Alkaliatomen Li, Na, K, Rb und C's jeweils gehorenden isoelektrischen
Erdalkali-Tonen geschlossen werden. Die Messung an solchen einfach positiv
geladenen Erdalkali-ITonen ist dabei besonders geeignet, da man ein soge-
nanntes A-level als Termschema hat, in dem die (n — 1)D-Zusténde energe-
tisch zwischen dem S-Grundzustand und den ersten angeregten P-Niveaus
der n-Schale liegen. Ein weiteres Charakteristikum des Niveau-Schemas ist,
dass die D-Zusténde iiber eine fiir atomare Verhéltnisse ungewohnlich lange
Lebensdauer verfiigen (z.B. 7(Ca*t,3D3/5) ~ 1 sec). Der S — P-Ubergang
liegt meist in Wellenldngenbereichen, die mit handelsiiblichen Lasern erreicht
werden koénnen. Bei ungeraden Isotopen, die einen nichtverschwindenden
Kernspin besitzen, konnen wegen der zusétzlichen Zeemanaufspaltung im
Magnetfeld Hyperfeinstrukturaufspaltungen und Kern-g-Faktoren bestimmt
werden. Ist dabei die Zeemanaufspaltung grofier als die Dopplerbreite des
optischen Uberganges, so kann mit einem schmalbandigen Laser selektiv ein
Zeeman-Unterniveau angeregt und komplett entvolkert werden.

Vom theoretischen Standpunkt stellt das ionische Ca-System ein inter-
essantes Untersuchungsobjekt dar. Aufgrund des wasserstoffahnlichen Auf-
baus - man hat eine abgeschlossene Schale und nur ein Valenzelektron in
der aufseren Hiille - spielen Kerneffekte eine wichtige Rolle. Das vom Valen-
zelektron induzierte elektrische Feld fiihrt zu einer Polarisation des Kernvo-
lumens. Das somit gednderte elektrische Feld des Kerns beeinflusst riickwir-
kend das gebundene Elektron in der &ufseren Schale. Diese Effekte lassen sich
durch unterschiedliche Ansétze theoretisch beschreiben. Die beiden wichtig-
sten Theorien sind die auf dem Variationsprinzip beruhende 'Multiconfigu-
ration Dirac-Fock’-Methode (MCDF) und die auf einer Stérungsrechnung
fiir Vielteilchensysteme aufbauende "Relativistic Many-Body Perturbation’-
Theorie (RMBPT). Beide Theorien ermoglichen die Bestimmung von Landé-
g,-Faktoren, sowie auch die Berechnung von Lebensdauern metastabiler und
angeregter Zustinde, Ubergangsraten und Zeemanaufspaltungen. Uber den
Vergleich von theoretischen Vorhersagen mit experimentell bestimmten phy-
sikalischen Grofen erhdlt man die Moglichkeit, qualitative Aussagen iiber
die verwendeten Theorien zu machen und gegebenenfalls neue Denkanstofe
zu geben, die zu einer Erweiterung bzw. Modifikation der Theorien fiihren
koénnen.

In einem zweiten Teil der Arbeit wurde ein sehr viel schwereres ioni-
sches System (2% Pb*) in einer Penningfalle gespeichert und die Grundlagen
(sowohl experimentell als auch theoretisch) gelegt, um mit der gleichen spek-
troskopischen Methode den Kern-g-Faktor von 297 Pbt zu bestimmen. Dies
wéare dann die erste optische Mikrowellen-Doppelresonanzmessung, die an so
schweren ionischen Systemen durchgefiihrt wird. Damit konnte zum einen
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die Diskrepanz zwischen den theoretischen Vorhersagen und dem in einem
Speicherring an hochgeladenen wasserstoffihnlichen Blei-Ionen (81fach po-
sitiv geladenes Blei-207) gemessenen Wert® aufgelést werden. Zum anderen
konnte der bereits 1998 in einem Artikel von Gustavsson und Martensson-
Pendrill ausgesprochenen Notwendigkeit einer ,Neumessung* von magneti-
schen Kernmomenten Rechnung getragen werden [112|. Die Autoren schlagen
hierbei vor, das experimentelle Potential von Ionenfallen auszunutzen, die
hochprézise spektroskopische Messungen an ionischen Systemen ermoglichen
(,,One possible method would be to perform the measurements on closed-shell
ions in ion traps “).

Ebenfalls in diesem zweiten Teil wurde die Dynamik einer gespeicher-
ten Elektronenwolke untersucht, unter dem Einfluss einer duferen periodi-
schen Anregung der axialen Eigenbewegung der Teilchen. Hierbei wurde das
Phénomen beobachtet, dass ab bestimmten kritischen Teilchendichten die
gespeicherten Teilchen kollektive Eigenschaften manifestieren, die sich in ei-
ner beobachtbaren kohérenten Schwerpunktsbewegung der Elektronenwol-
ke bemerkbar machen. Die Forderung nach Erhaltung der Symmetrie bei
einer Zeittranslation des Schwerpunktes der Teilchenwolke hat zur Folge,
dass diese ,Synchronisation der Oszillatoren bistabil ist in Bezug auf die
Phase zwischen dufserer Anregung und Antwortverhalten des Systems. Die-
ses selbstorganisierte kollektive Verhalten der Elektronenwolke, die sich auf-
grund der periodischen dufseren Erregung weit weg von einem thermischen
Gleichgewicht befindet, tritt nur dann auf wenn die Amplitude der parame-
trischen Anregung eine bestimmte Schwelle iiberschreitet. Desweiteren tau-
chen mit zunehmender Anregungsamplitude zusétzliche Instabilitidten in der
Elektronenbewegung auf, die im axialen Anregungsspektrum bei bestimm-
ten gebrochenrationalen Vielfachen der axialen Eigenbewegung w, auftreten.
Wiéhrend bei der parametrischen Anregung eines einzelnen Elektrons Mog-
lichkeiten wie die Konstruktion eines ,,1-bit-Speichers® [304] oder die Durch-
flihrung von stringenteren Tests zur QED einfacher zu realisieren sind, bietet
ein groferes Ensemble von wechselwirkenden ’quantenmechanischen Oszil-
latoren’ gentigend Komplexitat, um nichttriviale Effekte der nichtlinearen
Dynamik untersuchen zu koénnen, wie z. B. Hysterese-Verhalten, Bistabili-
tét, Phasenspriinge oder Schwellenverhalten. Letztgenannter Effekt wurde
im Rahmen der durchgefiihrten Messungen an gespeicherten Elektronen ge-
nauer untersucht und lieferte interessante Ergebnisse, die theoretisch mit
Hilfe der geddmpften Mathieuschen Differentialgleichung beschrieben und
verstanden werden kénnen.

5Siehe hierzu den Artikel im Spektrum der Wissenschaft, Dossier: Laser in neuen An-
wendungen 2/1998, S. 82 ff. und [267].
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Ionenspeicherung in einem
Penningkafig

Es existiert eine Vielzahl von Moglichkeiten, Ionen einzufangen und diese
fiir eine unbestimmte Zeit an ein rdumlich begrenzten Volumen zu binden.
Die Unterschiede liegen dabei in der Form und in der Betriebsart der Falle.
Im Folgenden wird nur auf die hyperbolisch geformte Falle eingegangen, die
im sogenannten 'Penningmodus’ betrieben wird. Die Falle besteht aus drei
Elektroden: aus der Ringelektrode, die in der Form Ahnlichkeit mit der In-
nenflache eines Torus’ besitzt, und aus zwei Endkappen, die wie zwei Halb-
kugeln sich oberhalb bzw. unterhalb der Ringebene befinden. Im Idealfall
sind die Oberflichen dieser Elektroden rotationssymmetrische Hyperboloide
(siehe Abb. 2.1), die folgende parametrische Form haben:

2 52

— -5 = *+1 fiir die Ringelektrode

o 20

2 52

— - = -1 fiir die Endkappen (Kalotten),
7o 20

mit Aquipotentialoberfliichen, die einem idealen Quadrupolpotential folgen.
Durch Anlegen einer Gleichspannung U zwischen Ring und Kalotten! erfihrt
das Ion eine in z-Richtung liegende und zum Zentrum der Falle gerichtete
elektrische Kraft, die proportional und entgegengerichtet zur Verschiebung
des geladenen Teilchens vom Ursprung ist: F  —zé.. Dadurch vollfithrt das
Ton harmonische Oszillationen in axialer Richtung und ist somit in dieser Be-
wegung eingefangen (axiale Bewegung). In der radialen Ebene dagegen (d. h.
x- und y-Richtung) ist die Bewegung instabil, da diese Kraft auf das Ion

!Bei Speicherung von positiv geladenen Teilchen werden die Endkappen auf einer ge-
geniiber dem Ring positiv gehaltenen Spannung gelegt. Praktisch sieht dies so aus, dass
auf die Ringelektrode eine negative Spannung gegeben wird und die Kalotten demzufolge
geerdet werden.
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obere Kalotte

V4

Ringelektrode

untere Kalotte

Hyperbolische Elektroden im Penningmodus

1

2

Abb
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abstofend ist. Doch durch das zusétzliche Anlegen eines statischen, homo-
genen Magnetfelds in z-Richtung werden die Ionen, beim Versuch sich vom
Fallenzentrum zu entfernen, auf Epizykloidenbahnen gelenkt (Zyklotronbe-
wegung). Auferdem erfahren die Ionen noch ein inhomogenes elektrisches
Feld, das sich aus dem Kreuzprodukt zwischen elektrischem und magneti-
schem Feld, (E X E), ergibt. Dieses inhomogene elektrische Feld fiihrt einer-
seits zu einer Prazessionsbewegung der Teilchen um das Zentrum der Falle
(Magnetronbewegung) und zum anderen zu einer Verschiebung der Frequenz
der Zyklotronbewegung (reduzierte Zyklotronbewegung). Man erreicht also
durch die Superposition zweier elektromagnetischer Felder (bei der Penning-
falle sind es ein elektrostatisches Feld und ein homogenes, statisches Ma-
gnetfeld) eine dreidimensionale Speicherung von geladenen Teilchen. Anders
formuliert bedeutet dies, dass das notwendige rdumliche Potentialminimum
nicht allein mit einem statischen, elektrischen Feld realisiert werden kann
(Eearnshaw Theorem).

Im Folgenden wird kurz auf die ideale Penningfalle eingegangen, sowohl
um die drei harmonischen Bewegungen herzuleiten, da diese fiir den expe-
rimentellen Teil der Arbeit von fundamentaler Bedeutung sind, als auch
um h#ufig in der Literatur auftretende Inkonsistenzen zu kldren, die sich
in falschen Vorzeichen und widerspriichlichen Definitionen duftern. Die fol-
gende Herleitung basiert auf dem Lagrangeformalismus und beschreibt ein
positiv geladenes Teilchen in einem hyperbolisch geformten Quadrupolkéfig,
der im ’Penningmodus’ betrieben wird. Das Hauptaugenmerk richtet sich
dann aber sogleich auf die reale Penningfalle, wie sie in den Labors vorzu-
finden ist, mit allen ihren konstruktionstechnisch bedingten Beschrinkungen
und Imperfektionen sowie mit den storenden duferen Einfliissen.

2.1 Die Bewegungsmoden in einer idealen Penning-
falle

In einer idealen Falle ist die axiale Bewegung beschrankt durch das zwi-
schen Ring und Kalotten angelegte elektrostatische Feld. Die Anwesenheit
eines homogenen magnetischen Feldes in axialer Richtung zwingt fiir sich be-
trachtet das geladene Teilchen? auf kreisihnliche Zyklotronbahnen und bin-
det es radial an das Fallenzentrum. Erst die Kombination aus magnetischem
und elektrischem Feld fithrt zu einer Speicherung in allen drei Raumrich-
tungen, da sie eine dritte harmonische Bewegung einfiihrt, und wandelt die
Teilchentrajektorie in der x — y-Ebene von einer Kreisbahn zu einer Epizy-
kloidenbahn.

Fiir ein geladenes Teilchen der Masse m und der Ladung e > 0, das sich in
einem elektromagnetischen Feld aufhélt, kann man folgendes Viererpotential

2Der Einfachheit halber wird im Folgendem von einem einzelnen Ion gesprochen.
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einfiithren,
Pd=(D,A)
das sich aus dem skalaren Quadrupolpotential?
Uo 22 2 2 - 2., .2 2
@:m(—x —y°+2(z° — z%)) mit “+y =r

und dem Vektorpotential®

o 14 = o1
A= §B X T mit B = Bé, ~ A= §B(—yéx + zé,)
zusammensetzt. Die Lagrangefunktion fiir ein massives, geladenes Teilchen,
das sich in einer Penningfalle bewegt, setzt sich zusammen aus der kineti-
schen Energie T und der potentiellen Energie V = —e®, d.h. X =T -V,

und hat folgende Form:

-,

Z = P+ eA)? + ed

o
RIS INA N W o Sy R (2.1)
=5+ (P P+ 5 :

Der Term %[f? = [ dV 4 ist der diamagnetische Anteil der Lagrangefunk-
tion, d.h. fir ® = 0, und kann fiir die folgende theoretische Berechnung
vernachléssigt werden. Mit der Tatsache, dass die Vektoroperatoren p und A
miteinander kommutieren® erhélt man - A+ A. = 24 - P =mDB(xy — y)
und man kann die Lagrangefunktion folgendermafen umschreiben:

er

2 2 2 2
———— 5 \Z + _2 - 22

m, .o .o . eB, .
L = 5(3:2+y2+22)+7(xy—yx)—
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann aus den Euler-Lagrange-Glei-
chungen:

doZ 0%

dt dg;  dq;
wobei ¢; € {z,y,z} und ¢; € {,9, 2} respektive die kanonischen Orts- und
Impulskoordinaten sind.

(2.3)

Fiir die z-Komponente ergibt sich:

eB 2€U0
P g0 = 2.4
Ty * m(ro? + 2202)3: (2:4)

3wobei die Vorzeichen so gewiihlt sind, dass ein positiv geladenes Teilchen gespeichert
wird, d.h. die Ringelektrode liegt auf negativem Potential und die Kalotten sind geerdet:
P(z=0,y=0,2=20) =0und ®(r =7r9,2=0) = -Uy

“Man kann sich iiberzeugen, dass diese Darstellung ein gleichférmiges Magnetfeld B
beschreibt, indem man die Rotation bzw. die Divergenz von A bildet. Es gilt ndmlich:
VxA=1IVx(Bx7)=BundV-A=0.

°[p, A] = 2 B(~iy + ya) — 2 B(~yi +ay) = ZB([g,z] + [y, 4]) = 0
=0 =0
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Abb. 2.2: Geometrie der Elektrodenoberflichen in einer Schnittzeichnung bei der
speziellen Wahl des axialen und des radialen Kifigshalbdurchmessers ro = \/2zy. Die
gestrichelten Geraden sind die Asymptoten mit einer Steigung zur radialen Ebene
von tana = % Der rot eingezeichnete Kreis veranschaulicht das mazximal mdg-

liche Speichervolumen, wobei natirlich die besten Speicherbedingungen nahe dem
Kifigursprung sind.

In &hnlicher Weise folgt fiir die y-Komponente:

.  eB. 2el
— ———5-y =0 2.5
v+ mx+m(roz+2202)y (25)

Schlieflich erhélt man fiir die z-Komponente:

4eUy

——2=0 2.6
m(ro? + 2202)z (2.6)

5 —
Im Allgemeinen ist die Stabilitéit der Speicherung fiir den idealen Kéfig (d. h.
unendlich ausgedehnte Elektrodenoberflichen) unabhéngig von der Wahl des
Kafighalbdurchmessers rg und der Kéfighohe zg, doch fiir den speziellen Fall
ro = /220 [152] konnen die Beitriige hoherer Ordnungen zum Quadrupolpo-
tential minimiert werden. Dies liegt daran, dass die gemeinsamen Asympto-
ten von r und z die Liicke zwischen den Elektroden halbieren, was bei einer
anderen Wahl erst im Unendlichen erreicht wird (siehe Abb. 2.2).
Die Gleichung (2.6) ist eine gewohnliche harmonische Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit der Losung

z(t) = |A;| cos(w,t + ) + |A | sin(w,t + @) (2.7)

und der Eigenfrequenz der axialen Bewegung

2ely
- 2

Wy =

mro
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Definiert man nun die Zyklotronfrequenz w. := €2, so kann man die Glei-

m
chungen (2.4) und (2.5) umschreiben zu

i—w—twiz=0 (2.9)

J+wed — swly=0 (2.10)
Um diese beiden DGL zu entkoppeln geht man in die komplexe Ebene, indem
(2.10) mit der imagindren Einheit ¢ multipliziert wird und anschliefsend (2.9)
und (2.10) addiert werden®. Definiert man zusiitzlich noch u := x + iy, so
ergibt sich:

i + iwel — sw? u =0 (2.11)

Mit dem Ansatz u(t) = e~®* erhiilt man die charakteristische Gleichung
w? — Wew + %wQ 0

. =

mit den beiden Losungen

2 2
We w w
=— 44/ - = 2.12
T 12 (2.12)
wobel wy = W, die reduzierte Zyklotronfrequenz und w_ = w,, die Magne-

tronfrequenz ist. Die allgemeine Losung von (2.11) ist dann:
u(t) = Ape @+t 4 A et

Wihlt man Ay = |Ai|e’”* mit beliebigen Phasen ¢, so erhiilt man die
zeitlich veranderlichen Trajektorien der z- und y-Bewegung:

z(t) = [A|cos(wit + 1) + |A_| cos(w—_t + ¢-)
y(t) = —|Ay[sin(wit + ¢y ) = [A_|sin(w_t + @) (2.13)

Hierbei ist | A4 | der Radius der reduzierten Zyklotronbewegung und |A_| der
Radius der Magnetronbewegung.

Aus den hergeleiteten Gleichungen in (2.7) und (2.13) sieht man, dass ein
massives, geladenes Teilchen in einem idealen, hyperbolisch geformten Pen-
ningkiifig ein multiperiodisches System darstellt, das sich aus einer Uberlage-
rung von drei harmonischen Bewegungen (die axiale, die Magnetron- und die
reduzierte Zyklotronbewegung) zusammensetzt (siehe Abb. 2.3). Geht man
in ein rotierendes Bezugssystem Sq, das sich in Bezug auf das Laborsystem
mit einer Winkelgeschwindigkeit 2 = —%¢ dreht, so ist die hyperbolisch-
geformte Penningfalle Aquivalent zu einem dreidimensionalen Oszillator, der
in der x — y-Ebene mit der Frequenz %(w+ — w_) und in axialer Richtung
mit w, schwingt.

Diese Konvention wurde erstmals von Byrne und Farago [48] eingefiihrt.
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Abb. 2.3: Idealisierte raumliche Trajektorie eines einzelnen Ions in einem Pen-
ningkdfig. Die schwarze Linie stellt die langsame Magnetronbewegung dar, der die
schnelle reduzierte Zyklotronbewegung (rote Kurve) und die vom Kifigpotential ab-
héingige axiale Bewegung (grine Kurve) iberlagert sind.

WYV
s g DO
0. 002 “;‘/Q “J ‘. {' ‘\ ""0 "/)(‘/':%""
0. 001 Q/*W’ )'4 “" .}t }»r‘{\"‘%f
Z o ;;Q\hhi\ l ' \QL\ ’;%;;‘/%;g
~0. 001 \‘ ”M
~0. 002 Q / ‘O"’)
3 , i
_0. 002 ‘Q \s’» ) 'g'

0,4‘

0. 002

Radi al e Ebene

Abb. 2.J: Realistische Bewegung eines einzelnen Ions in einem Penningkdfig. Au-
Ber den Parametern ro = /2 - 9mm, U = —23.9V, B = 1.43T und m = 40a.m.u.
wurden folgende Annahmen fir die Radien der einzelnen Eigenbewegungen gemacht:
ry = 100pum; r— = 2,5mm und r, = 2,12mm. Diese ergeben sich aus den klassi-
schen Radien (siehe Unterabschnitt 6.1.2.)
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Die Energie, die in der Zyklotronbewegung steckt ist hauptsachlich kine-
tisch; in der Magnetronbewegung steckt hingegen zum gréfsten Teil potentiel-
le Energie und die axiale Bewegung schliellich oszilliert zwischen kinetischer
und potentieller Energie. Eine Reduktion der Energie der axialen und der
Zyklotronbewegung fiihrt zu einer Verkleinerung der Bewegungsamplitude
beider Bewegungen: Die Bewegungsmoden sind somit stabil. Im Gegensatz
hierzu ist die Magnetronbewegung ungebunden, und jeder dissipative Prozess
fihrt unweigerlich dazu, dass sich der Magnetronradius aufweitet. Bildlich
gesprochen rollt das Teilchen den radialen Potentialberg hinunter. Da jedoch
die Dampfungszeit fiir die Magnetronbewegung in der Groéfenordnung von
Jahren liegt, kann die Bewegung als metastabil angesehen werden. Ein Ener-
gietransfer zwischen den einzelnen Bewegungsmoden ist durch zusétzliches
Einstrahlen von sogenannten Seitenbandfrequenzen, d.h. von Linearkombi-
nationen der Eigenfrequenzen, moglich. Fine wichtige Seitenbandfrequenz ist
die reine Zyklotronfrequenz w,, die die direkte Summe aus reduzierter Zyklo-
tronfrequenz und Magnetronfrequenz ist (w. = w4 +w_). Diese Frequenz ist
von fundamentaler Bedeutung im Zusammenhang mit dem Puffergaskiihlen,
das als Kiihltechnik in den durchgefiihrten Messungen verwendet wurde. Man
erzielt zum einen eine Reduktion in der Bewegungsamplitude der gespeicher-
ten Teilchen, was zum Kiihlen der Tonenwolke und somit zu einer Erhohung
der Verweildauer in der Falle sowie zu einem besseren raumlichen Uberlapp
mit dem Laser fithrt. Zum anderen kann die Lebensdauer von metastabilen
Zustanden drastisch verkiirzt werden, so dass in einem A-Niveausystem der
Pumpzyklus nicht fiir einige Zeit unterbrochen wird. Im Unterabschnitt 2.2.3
wird in aller Ausfiihrlichkeit auf diesen Sachverhalt eingegangen.

Abschliefsend sei noch erwéhnt, um auf die Bewegung eines Teilchens in
einem Penningkéfig zuriickzukommen, dass sich bei iiblichen Betriebsbedin-
gungen, wie etwa rg = V2-9mm; U = —23.9V; B = 1.43T; m = 40a.m.u.
~ we = 27 - 550.6kHz; w, = 27 - 134.3kHz; wy = 27 - 533.7kHz; und
w_ = 27 - 16.9kHz folgende Beziehung zwischen den einzelnen Frequenzen
ergibt:

wo K w, K wy R we (2.14)

Diese Relation spielt eine entscheidende Rolle bei der Bestimmung des Ma-
gnetfeldes durch Messung der Zyklotronfrequenz gespeicherter Elektronen.

2.2 Die reale Penningfalle

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene ideale Penningfalle tragt
vielen Abweichungen und Stérungen nicht Rechnung, die bei einer realen
Falle, wie sie im Labor eingesetzt wird, auftreten. Die endlich ausgedehn-
ten Elektrodenoberflichen und die zusétzlich vorhandenen Lécher und Boh-
rungen in der Ringelektrode (zur Durchfithrung des Laserstrahls) und in
den Endkappen (die obere Kalotte ist durch ein Drahtnetz ersetzt, um die
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Fluoreszenz der angeregten Ionen detektieren zu kénnen und die Ofen zur
Erzeugung der Ionen befinden sich in Bohrungen in der unteren Kalotte)
fiihren zu einer Verformung des elektrischen Quadrupolpotentials und zum
Auftauchen von sogenannten nichtlinearen Resonanzen, d.h. von Speicher-
bedingungen, die zu Instabilitdten in den Teilchenbewegungen bis hin zum
Teilchenverlust fithren kénnen. Diese Storterme, zuséatzlich verursacht durch
die Raumladungseffekte der Ionenwolke (mit den untereinander wechselwir-
kenden Teilchen) fiihren zu Verschiebungen in den drei Eigenfrequenzen der
Bewegung. Inhomogenitéiten des Magnetfeldes, die durch die konstruktions-
technischen Vorgaben des supraleitenden Magneten sowie durch Suszepti-
bilitdit und Magnetisierung des verwendeten Fallenmaterials gegeben sind,
konnen sich ebenso storend auf die Bewegungsmoden der Ionen auswirken.
Aufserdem koénnen Storungen durch Verkippung der Fallenachse (z-Achse)
gegeniiber der axialen Magnetfeldrichtung verursacht werden. Sind die bis
jetzt aufgelisteten Einfliisse unerwiinscht und nur bedingt zu meistern bzw.
zu kompensieren, so konnen Stérungen auch absichtlich gewollt sein, indem
z. B. Puffergas in die Vakuumapparatur, wo sich die Penningfalle befindet,
eingelassen wird und extern ein zusétzliches Hochfrequenzfeld an die Ring-
elektrode angelegt wird. Diese sogenannte Puffergaskiihlung mit Seitenban-
danregung wird im Rahmen der realen Falle theoretisch abgehandelt.

Die Notwendigkeit fiir den Einsatz von Puffergas und eines Hochfrequenz-
feldes erwéchst aus dem Termschema des in dieser Arbeit spektroskopisch
untersuchten “°Ca*-Ions (siche Abb. 3.1). Nach Anregung des Systems mit
einem Laser aus dem Grundzustand in das erste angeregte Niveau, zerfillt
dieses in ein metastabiles Niveau, das sich wiederum nach einer Sekunde
durch elektrische Quadrupolstrahlung in den Grundzustand abregt. Nach ei-
nigen optischen Pumpzyklen sammeln sich die Ionen somit in einem Zustand
an, der auf einer atomphysikalischen Zeitskala betrachtet, sich fiir sehr lan-
ge Zeit der Messung im Grundzustand entzieht und den Zyklus unterbricht.
FEin Zuriickpumpen der Ionen mit zusétzlichen Lasern aus dem metastabilen
Zustand in das angeregte Niveau ist wegen der grofsen Zeemanaufspaltung
des D-Niveaus und der somit benétigten Vielzahl an Lasern praktisch nicht
durchfithrbar. Eine Alternative bietet die stoffinduzierte Reduzierung der
Lebensdauer des Zustandes durch das Betreiben der Penningfalle in einer
Puffergasatmosphére. Das Zulassen der Stofe fiihrt jedoch zum Verlust der
Tonen, da sich die Magnetronbahn aufweitet und die Bewegungsmode insta-
bil wird. Doch indem eine Seitenbandfrequenz der Ioneneigenbewegungen,
namlich wy + w_ = w,, tiber eine viergeteilte Ringelektrode eingestrahlt
wird”, hat man einen Mechanismus zur Verfiigung, der einem erlaubt, die
Magnetronbewegung durch Anbindung an die gedampfte reduzierte Zyklo-
tronbewegung zu kiihlen.

"Diese Idee wurde urspriinglich von Brown und Gabrielse im berithmten Artikel ,,Geo-
nium Theory: Physics of a Single Electron or Ion in a Penning Trap “[43] vorgeschlagen.
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G. Bollen hat im Rahmen von Experimenten zur Massenspektrometrie
in Penningfallen gezeigt, dass durch das zusétzliche Einstrahlen eines qua-
drupoléhnlichen Hochfrequenzfeldes in radialer Ebene die unterschiedlichen
Bewegungsmoden in der Falle miteinander gekoppelt werden. Die Bahnen
der Ionen werden dann nicht nur stabilisiert, sondern in ihrer Bewegungs-
amplitude reduziert, d.h. die Teilchen werden gekiihlt [257, 28]. C. Lichten-
berg hat erstmals diesen Kiihlmechanismus in der optischen Spektroskopie
an gespeicherten Ba™-Tonen angewandt und untersucht [184].

Weitere positive Effekte dieser Seitenbandkiihlung sind eine Zentrierung
der Tonenwolke im Fallenzentrum, was zu einem groReren raumlichen Uber-
lapp mit einem Laserstrahl und somit zu einer Erhohung der Nachweiswahr-
scheinlichkeit von Fluoreszenzphotonen fithrt. Weiterhin werden eine Verlan-
gerung der Verweildauer der Ionen im Penningkifig und eine Kiihlung der
Ionen auf Puffergastemperatur (d. h. im Regelfall Zimmertemperatur) erzielt.
Letzteres fiihrt zu einer Reduzierung der Dopplerbreite und somit zu einer
Erhohung des spektralen Uberlapps der Ionenwolke mit einem schmalbandi-
gen Laser. Im experimentellen Abschnitt der Arbeit wird der Leser jedoch
sehen, dass dieser Mechanismus nicht vollsténdig verstanden ist. Die Theorie
weist noch Unzuladnglichkeiten auf, zumal der Prozess der Puffergaskiihlung
mit Seitenbandanregung nur fiir ein einzelnes Teilchen und nicht fiir ein Teil-
chenensemble beschrieben wird. Ausgangspunkt dieses Abschnittes ist eine
gegeniiber Glg. (2.1) erweiterte Lagrangefunktion, die alle erwidhnten St6-
rungen berticksichtigt [98]:

Z = (pie(A+6A)) +esd
—%<p+e( + )) +e

+ei| - U0

U(t)
22’02 + 7“02

1 2202 - T02
2 2202 + T02

(2022 — %) — (2 + ) — (® — o) }

Vi > k
+ 62pf2 cos(Qt + ayp)z -y — Fel(t) Z Ck (2) Py (cos ©) + /dV,,%
0 k=0,2,...

Fiir 64 = 0, 6® = 0, Ay = 1, U(t) = Uy, € = 0, 0% = 222, Vs = 0 und
Cr, = 0 erhilt man die Lagrangefunktion fiir ein ideales System.
2.2.1 Storung des Viererpotentials

Betrachtet werden dufiere storende Einfliisse, die zu zuséatzlichen Termen
im skalaren Potential ® und im Vektorpotential A fiihren,

 =®+60 und A = A+5A (2.15)

d. h. es werden die endlichen Ausdehnungen der Elektrodenoberflaichen und
die Magnetfeldinhomogenitédten beriicksichtigt. Mit diesem Ansatz erhélt
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man den gestorten Hamiltonoperator

A = % [ﬁ+e(ff+5/f)]2—e(q>+5¢>)

62

:ﬁﬂ+% (ﬁ+ eff) 6A+ (M)Z—eacb (2.16)

m

wobei € = T + V der Hamiltonoperator des ungestorten Systems ist.
Da die Storung durch dufere Einfliisse verursacht wird und nicht durch
Raumladungseffekte der Ionenwolke, erfiillen die Stérungsterme in (2.15) die
Laplace-Gleichung:

V2(6®) =0 und VZ(5A4) =0

Weiterhin, unter der Annahme, dass diese Stérungen keine Singularitdt im
Fallenzentrum besitzen, kénnen diese in Potenzreihen von sphérisch harmo-
nischen Kugelflichenfunktionen entwickelt werden:

0o l ,
. 47 2 2 o\ l/2 L
6@—;;; oy 1@+ + 2 Y

Die Multipolmomente @y, (t) bilden hierbei keinen vollstandigen Satz, der
zu einer orthonormalen Basis fiithrt. Durch die Forderung, dass ® z. B. reell
sein muss, ergibt sich Q; _,(t) = (=1)"QJ,,(t). Weiterhin wird die Zahl der
unabhéngigen Multipolmomente durch die Annahme einer symmetrischen
Storung reduziert. Eine zeitunabhéngige Storungsrechnung ergibt dann [162]:

# = () + — Q) <J—+ - £>

m2Vwe? — 2w,? w, \wy  w-
3eQuo (Jzz Ay =) J24J - 4J+J)

+ 2m? B

w2 Vw2 — 2w,? w, we2 — 2w,?

wobei
Ji = 5= P pidgy
_ 1
J_ = 3; p_dq_

J, = % p.dq, . (2.17)

Diese sind konjugierte Drehimpulskoordinaten, die sich aus den kanonischen
Orts- und Impulskoordinaten

1/4
¢x = +vmlw? — 20,2 | Ay | cos(wat + o)

1/4 .
Pt = FVm(we? — 2w.?) / |Ay|sin(wit + 1)
gz = +y/mw, |A;| cos(w.t + @)
Py = —y/mw; |A;|sin(w.t + @)



18 KAPITEL 2

ergeben. Die Integrale in (2.17) erstrecken sich tiber eine volle Periode der
jeweiligen harmonischen Bewegung, so dass man die Drehimpulskoordinaten
folgendermafien schreiben kann:

2w
Jom e [ TR o 4

= %m\/ We? — 2w22\A+\2
J_ = —imyw? — 2w.2|A_|* und

J, = %mwzzz

Mit der Beziehung

oH .
—w;, 1=+,—,2
0J; ‘ v
erhélt man folgende verschobene Eigenfrequenzen:
3(eQa2)” 3eQao
w/:w+ + A2+2A_2—2A2
e e 0o | amyer e (M AT 24
3(e 2 3e
o = — (eQ22) n Q40 (—2/AL 2 — |A_|> — 2]A.P)

m?2 we w_Vwe2 —2w,?2  2myvw.2 — 2w, ?
3eQuo
w, = w, + [ (—2\A+]2 —2|A_* + \Azlz)
mw,
Im Falle einer Quadrupolanregung der Zyklotronbewegung ist die Ringelek-

trode in vier gleich grofse Segmente unterteilt. Ist 2 die Frequenz des Hoch-
frequenzfeldes mit Q;; = Cj; cos Qt, so ergibt sich:

eCas We. 2w
wi'=wy+3 — +
* * mvwe? — 2w,? w2 = 4w, ? -2

/ eCa 2 We 2w_
w_' =w_+3 — 5
myvwe? — 2w,? w2 —02 4w ?2-Q2
2.2.2 Axialsymmetrische Storungen

Die Abweichung des realen Fallenpotentials vom idealen Quadrupolpo-
tential kann wegen der geforderten Rotationssymmetrie des Potentials in eine
Potenzreihe von Legendrepolynomen entwickelt werden:

Uy ~— r\F
b =— — | P 2.1
;> o (Z) Puteost) (2.18)

Im Folgenden wird nur der quadratische Anteil (k = 2) betrachtet. Das
elektrostatische Potential in einer asymmetrischen Falle hat dann folgende
Form:

Uo

_ 2 2 2 2 2 2
= ol 222 (2(z2 —20°) — (@* +y*) —e(z® —y?)), el <1 (2.19)
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wobei € ein Mafs fiir die Abweichung des Potentials von der Quadrupolsym-
metrie ist.

FEine Verkippung des Magnetfeldes gegeniiber der z-Achse der Falle kann
man durch folgenden allgemeinen Ansatz beriicksichtigen:

Bsin 0 cos ¢
Bsinfsin ¢
Bcosf

B = (2.20)
Setzt man (2.19) und (2.20) in die Lagrangefunktion (2.1) ein so erhélt man:
L = %(mQ + 92 + 22) — %mwzz [2(z2 — 202) — (ac2 + y2) —e(2? - yz)}

B
+ % (z@ sin @ sin ¢ — ya: cos 6 + 7 cos 0
— zysinf cos p + yzsinf cos p — xZsin O sin )

Wendet man nun, analog zum Abschnitt 2.1 die Euler-Lagrangegleichungen
in (2.3) an, so erhdlt man folgenden Satz an gekoppelten Differentialglei-
chungen:

& — we(ycosf — Zsinfsing) = %w} z(1+¢)
§j — we(—Fcosf + Zsinfsinp) = 2w,” y(1 —¢)
% — we(dsinfsinp — gsinfcos ) = —w,? 2

Fiir & = 0 und £ = 0 ergeben sich die Differentialgleichungen fiir den idealen
Fall. Mit dem Ansatz x = zge ™!, y = yoe ™! und 2z = zpe ™! erhilt
man einen Satz von drei homogenen algebraischen Gleichungen, die in einer
Matrixdarstellung folgende Form haben:

w? + %wﬁ (1+¢) —iww, cos 0 fww, sin @ sin T
Tww, cos w? + %wf(l —¢€) —lww,sinf cos p Yo =0
—iwwesinfsinp  iww, sin 6 cos w? — w,? 20
=D(w?)
(2.21)

Eine nicht-triviale Losung ergibt sich, wenn die Determinante von D(w?)
identisch null ist. Sind @,, @_ und @4 respektive die axiale, die Magnetron-

und die reduzierte Zyklotronfrequenz der realen Falle, so kann man ansetzen:
D(W?) = (w?* - &) (W? — &?) (W —&7) (2.22)

Ein Koeffizientenvergleich von (2.21) mit (2.22) liefert die Beziehungen:

D22 0% = tw,%(1 - €% (2.23)

D207 + 20t + 010 = wlw,? (1 — 3sin® 0 — Lesin® 0 cos 29)
— 3w (14 3% (2.24)
D2+ + 0 =w? (2.25)
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Die Beziehung (2.25) ist, als sogenanntes Invarianz-Theorem, von grofer
Bedeutung. Es besagt, dass man die reine Zyklotronfrequenz aus den Ei-
genfrequenzen der nicht-idealen Falle bestimmen kann, unabhéngig von den
Verkippungswinkeln (6, ¢) und dem Asymmetrieparameter e. Fiir den i. A.
immer auftretenden Fall &Ji > @2 > &2 ergibt sich aus den Gleichungen
(2.23), (2.24) und (2.25) fiir kleine Stérungen:

\/1— £ sin 0 1+%80082<p)

O_ ~ 1—62(1——s1n 0 (1+ 3ecos2p)) 3/2

2(.U+
5.\ 2 5o\ 4 -1
z 9 z 2 2.2
() () o)

2.2.3 Ionentrajektorien in Anwesenheit von Puffergas und
eines Quadrupol-Hochfrequenzfeldes

Wi =

Die Ostzillationsfrequenzen der Zyklotronbewegung von Ionen mit Massen
m = (10 — 200)a.m.u. liegen typischerweise im kHz/MHz-Bereich und kén-
nen somit iiber die Ringelektrode mit einem Frequenzgenerator eingekoppelt
werden. Wird die Ringelektrode in vier gleich groke Segmente aufgeteilt und
werden paarweise diametral gegeniiberliegende Ringviertel mit einem azi-
mutalen Hochfrequenzfeld verbunden, so kann man mit dieser sogenannten
Quadrupolanordnung die radialen Moden der Bewegung anregen. Fiihrt man
nun zusétzlich Puffergas ein, was fiir sich betrachtet zum lonenverlust wegen
der instabilen Magnetronbewegung fiihrt, so erhédlt man eine Wechselwir-
kung der gespeicherten Ionen mit den Dipolmomenten der Puffergasatome
oder -molekiile. Die daraus resultierende Kraft ist im Falle von Puffergasato-
men proportional zu 1/r* und fillt somit schneller ab als die repulsiven
Kréfte elastischer Stofe der Ionen untereinander. Die ITonen wechselwirken
somit stdndig mit den sie umgebenden Puffergasatomen, so dass man sa-
gen kann, das Puffergas wirke wie ein viskoses Medium. Dies fiihrt zu einer
Reibungskraft F = —’ymf?, wobei der Dampfungskoeffizient v ausgedriickt

werden kann als:
gl p

m- dO Pnorm

lg| bzw. m sind hierbei respektive die Ladung bzw. die Masser der lonen,
dy die ITonenmobilitdt, p der Puffergasdruck und pporm der Normaldruck.
Die Ionenmobilitit® dy ist definiert durch die Driftgeschwindigkeit der Ionen

Hiir homonukleare Molekiile (z.B. Na) ist diese Kraft oc 72, fiir heteronukleare Mole-
kiile sogar oc 72

8Eine Herleitung der Feldabhiingigkeit in Form von Niherungsformeln auf der Basis
heuristischer Argumente findet sich in [339]. Eine mathematisch strengere Herleitung auf

der Grundlage der gaskinetischen Theorie wurde dagegen 1975 von Viehland und Mason
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in einem neutralen Gas in Einheiten von 100" und durch das angelegte

elektrische Feld E: dy = 4.
In den Euler-Lagrange-Gleichungen wird der Reibungsterm als holonome

Nebenbedingung berticksichtigt:
doz 02
dt 6(]@ 8qi

mit der verallgemeinerten Zwangskraft Qi(z) = —'ymf"’

= Q% (2.26)

Das extern angelegte Quadrupol-Hochfrequenzfeld erweitert die Lagrange-
funktion gegeben in (2.2) um den folgenden Term:

v

E,,=A-xz-y mit A= 2—rf2 cos(Qx + ©rr) (2.27)
4

wobei 2 bzw. ¢,¢ die Frequenz bzw. die Phase des azimutalen Hochfrequenz-

feldes sind und V;; das maximale Potential des Quadrupolhochfrequenzfeldes

in einem Radius pp vom Fallenzentrum. Die Grofse

v
apg = 5 rf2

Po
wird als Hochfrequenzamplitude bezeichnet und besitzt die Dimension einer
elektrischen Feldstédrke. Man hat also folgende modifizierte Lagrangefunkti-
on:

(2.28)

B U
L= D@ AP )+ (@ yi) -

5 5 m($2+92—2(22—2’02))+1‘1w

(2.29)
Hieraus ergibt sich folgende Differentialgleichung fiir die z-Komponente:
.. o1 A .
I=w.y+ 5(»33: + Y= (2.30)
Analog folgt fiir die y-Komponente:
j = R j (2.31)
j=-wed+gwiyt —r—7j .

Mit den Beziehungen w, = w4 + w+ und wy2 = 2wiw lésst sich (2.30)
umschreiben zu:

I —wsy = wi(y + wsz) + klwy —w)y —F(wy —w-)i (2.32)
Hierbei wurden folgende Definitionen gemacht:

Vir e 1

0 COS( + SOT’f) mi 0 2p02 m ((,d+ o wi)

T
(Wi —w-)

[338] entwickelt. Tabellierte Werte von dy fiir Ionen in unterschiedlichen Puffergasmedien
sind in [340, 341] zu finden.

und v =
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Um die Rechnung im Weiteren zu vereinfachen, definiert man einen Ge-
schwindigkeitsvektor

+
S o Vot =2 — wry
VZi=rtwse, x17m { Vi — i+ wee
Dann folgt fiir die Gleichung (2.32):
s+ N - _
Vi =wiV,E+k(Vet = Vo) = F(wi Ve —w_V37) (2.33)
In analoger Weise erhélt man auch die y-Komponente:

Vyi - _wivzi + k(Vy_ - Vy+) - '_Y(W+Vy+ - W—Vy_) (2-34)

Die Glg. (2.33) und (2.34) kénnen mit dem Ansatz VE = Vie[il(witﬂ"i)]
gelost werden. Im Resonanzfall, d. h. Q ~ w, und ky < w_, beobachtet man
eine langsame Anderung in der Amplitude Voi, der schnelle Modulationen
mit den Frequenzen Q, w. und (Q + w,.) tiberlagert sind. Vernachldssigt man
diese hoherfrequenten Terme, so lassen sich (2.33) und (2.34) umformen zu:

. , ki . _
Vow = Fiws Vo +wi Vo, F EOVJE@M(Q A w Vi (2.35)

und

. k
Voo = Fiws Vg, —wi Ve + OVqE EilQmwe )t A 1 30, Vi (2.36)

mit Ay =@ — (4 — )

Unter der Annahme kreisformiger Bahnen und eines negativen Drehsinns von
V'~ kann man, mit der sich hieraus ergebenden Bezichung Vojg = :I:iVOj; =
+iV;" die Gleichungen (2.35) und (2.36) schlieRlich umformen zu:

ot = _%ez’[(mwc)wmp} Vi — 5w, Vi
. k ]
Vo = +70671[(wac)t+mp] Vit 4w Vi (2.37)

An den DGL in (2.37) sieht man bereits, dass in Abwesenheit des Quadrupol-
Hochfrequenzfeldes, d.h. bei kg = 0, der Radius der Zyklotronbewegung ex-
ponentiell zusammenschrumpft, wihrend der Magnetronradius unabhéingig
davon exponentiell anwéchst. In Abwesenheit von Puffergas, d.h. bei ¥ = 0,
sind die Zyklotron- und die Magnetronbewegung dagegen miteinander ge-
koppelt. Die allgemeine Losung von (2.37) ergibt sich mit dem Ansatz:

Vit = fi(t)e_%tei%(g_%)t (2.38)
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Durch Einsetzen von (2.38) in (2.37) und Koeffizientenvergleich, kann man
die Funktion f*(t) eindeutig bestimmen. Mit der Definition

Ap = Vi (wr —w-)

erhélt man schlieklich als Losung fiir die Halbdurchmesser der radialen Kom-
ponenten9:

Aj:(t) —
{Ai(o) cosh(wpe®t) T %A:I:(O)('_ch +i(Q —we)) + A5 (0)k .

wpeid
sinh (u)Bewt> }e; 3(Q-we)t (2.39)
mit k‘g = koet™™¢. Die Frequenz w und die Phase # sind hierbei gegeben
durch:
wBZ\/wE'wg, 21\/ —we)? + (Jwe F ko)?
und

Q—w
0=210,+6_), 6 =arctan | ——-
5(04 +0_), 0 =arctan (’ywc$ko)

Man kann (2.39) fiir den hier interessierenden Fall 2 = w, = wy + w_

(~ 0 =0; wp = 31/72w? — kZ ) umschreiben zu:

AL (t) = e 3wt
A+ (0) wpt —wpt 1 Ai(o)fywc + A$(O)k0 wpt —wpt
{ 5 (e +e ) F 5 n (e e )

Fiir den Fall ky > Aw, geht wp iiber in iwp und die Losugen beschreiben dann
die Uberlagerung einer periodischen Konversion zwischen Zyklotron- und
Magnetronbewegung mit einer Dampfung, deren Zeitkonstante —(w+ —w_)
ist:

AL(t) = (2.40)
e~ 3 (Wi —wo)t {A+(0) coswpt — TweA+(0) + koA (0) sin wBt}

2wp
A (1) = (2.41)
o= 3 wr—wo)t {A_(o) coswpt + WCA(OQ)WZICOA+(O) sin wBt}

Eine Computersimulation ergibt die in Abb. 2.5 dargestellte Trajektorie.

Die Trajektorien in der (z — y)-Ebene ergeben sich durch Einsetzen der jeweiligen
Losungen fiir |A+(t)] in die kartesischen Losungen (Glg. (2.13)), wobei fiir den Betrag der
Radialkomponenten |A+ ()] = A+(t) - A+"(t) gilt.
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Abb. 2.5: Ionentrajektorie eines einzelnen Teilchens in der radialen Ebene bei
Anwesenheit einer Puffergasatmosphdre und zusdtzlich eingestrahlter Seitenband-
anregqung, die sich durch Einsetzen der Losungen (2.40) und (2.41) in (2.13) ergibt.

Man sieht, dass man eine Kiihlung sowohl der Zyklotron- als auch der Ma-
gnetronbewegung erreicht. Aufgrund der Kopplung der beiden Bewegungen
wird nach einer Zeit ¢ Energie von der Magnetronbewegung in die Zyklo-
tronbewegung transferiert, was zu einem Aufweiten der Zyklotronbahn fiihrt.
Doch durch die Anwesenheit des Puffergas wird diese Zunahme an kineti-
scher Energie geddmpft. Man erhélt ein periodisches Wechselspiel von Kiihl-
und Aufheizphasen.

Abschliefsend sollen die Effekte der Seitenbandanregung und des Puffer-
gaskiihlens getrennt betrachtet werden. Zunéchst zur Anwesenheit des Hoch-
frequenzfeldes: Setzt man in (2.39) v =0, ¥ = 0, so erhélt man

Ax(t) =
. N |
{Ai(o) cos(wpt) F 1 A:(0)(€2 — we)) + A5 (O)ky Sin(wBt)} 3 (Q-we)t

2 wpB

mit wp = 3/(Q — we)? + kZ und kot = ko €A%, Setzt man die Resonanz-
bedingung © = w, ein (d. h. strahlt man ein Seitenband der Eigenfrequenzen
ein), so folgt schlieflich:

Ax(t) = AL(0) cos <%t) F A+(0)eF A% sin <%t) (2.42)

Abb. 2.6 veranschaulicht die zur Glg. (2.42) zugehorigen Computersimu-
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Abb. 2.6: lonentrajektorie eines Ions in der radialen Ebene in Anwesenheit eines
Quadrupol-Hochfrequenzfeldes ohne Puffergasatmosphdre, d.h. v = 5 = 0. Darge-
stellt ist der Resonanzfall Q = w,.

lation. Man sieht, dass nur die Anwesenheit der Seitenbandanregung nicht
zu einer Kiihlung beider Bewegungsmoden fithrt. Betrachtet man nun die
Spezialfille A4 (0) =0 und A_(0) = Ag so ergibt sich:

; k
AL (t) = Ape BT gin (EOZL) und

0= e (20)

Man erkennt, dass die gekoppelten Zyklotron- und Magnetronbewegungen,
ihre Amplituden in einem periodischen Intervall von % "austauschen’. Die
Zeit fir eine komplette Konversion zwischen den beiden Bewegungsmoden
ist dann tp = i—g

Nun der Effekt des Puffergaskiihlens: Setzt man in (2.39) ky = 0, so

erhélt man wiederum im Resonanzfall (~ 6 = 0 und wp = 7%):

~

A (t) = Ax(0) {cosh <:Y%t) + sinh (7;’%) bedt (2a3)

bzw. durch einsetzen von w, = w4 + w_ und Umformung:

As(t) = As(0)e "o (2.44)

Man sieht an dieser Gleichung zweierlei. Einerseits erkennt man, dass der Ra-
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Abb. 2.7: Ionentrajektorie eines Ions in der radialen Fbene in Anwesenheit von
Puffergas ohne Quadrupol-Hochfrequenzfeld, d.h. ko = 0, wie sie aus Glg. (2.44)
folgt. Dargestellt ist der Resonanzfall Q) = w,.

dius der Zyklotronbewegung in Abwesenheit der Seitenbandanregung expo-
nentiell abnimmt, wihrend der Radius der Magnetronbewegung exponentiell
zunimmt. Da w; > w_ ist andererseits die Rate, mit der die Amplitude der
Zyklotronbewegung abnimmt, grofer als die Rate, mit der die Magnetron-
bewegung zunimmt, weil in Anwesenheit der Quadrupolanregung Energie
periodisch von einer Bewegungsmode in die andere tiberfiithrt wird und so-
mit die Magnetronbewegung iiber die Kopplung mit der Zyklotronbewegung
gekiihlt wird. Wenn nach einem periodischen Zyklus die Bahn der Zyklotron-
bewegung durch die Zunahme an kinetischer Energie sich aufweitet, wird sie
durch die Stoke mit den Puffergasatomen geddmpft. Dieser konkurrierende
Prozess setzt sich solange fort, bis die Ionen sich im thermischen Gleichge-
wicht mit dem Puffergas befinden.

Beim Einsatz der Seitenbandfrequenz w, ist die in Glg. (2.28) definierte
Grofe ag wichtig. In diesem Zusammenhang unterscheidet man drei Fille:

1. Ist die Dampfung der Bewegung grofer als die Kopplung zwischen
Zyklotron- und Magnetronbewegung (ausgedriickt durch ag), so ist
der Verlust der potentiellen Energie in der Magnetronbewegung (ver-
ursacht durch die Stéfe mit dem Puffergas) grofer als die Zunahme
durch das Einstrahlen des Quadrupol-Hochfrequenzfeldes. Dies fiihrt
zu einem Aufweiten der Magnetronbahn und schliefslich zum Ionenver-
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lust. m
a0<\/§wz-fy-g

2. Fir den Fall
m

m
ﬁwz-v-g<ao<wc~'y-?

erreicht man zwar eine Abnahme der Amplitude der Magnetronbewe-
gung, jedoch bestimmt die Anregungsamplitude ag die Zeitkonstante
der Kiihlung.

3. Im dritten Fall
m

a0>wc.fy._
q

erreicht man wie im Fall 2 eine Kiihlung der Magnetronbewegung, die
Zeitkonstante der Dampfung héngt jedoch nicht mehr von der Anre-
gungsamplitude der externen Quadrupolanregung ab.






Kapitel 3

Atomphysikalische Grundlagen
von YCa™ und 2Pyt

bzw. 207 ppt

Im folgenden Kapitel werden die beiden ionischen Systeme beschrieben,
die im Rahmen der Arbeit untersucht wurden. Aufter auf die chemischen und
physikalischen soll auch auf die atomphysikalischen Eigenschaften, wie z. B.
Energieniveau-Schema und Zeemanaufspaltungen, eingegangen werden.

3.1 Das *°Ca-Isotop

Das Element Calcium® ist ein silbrig weies Metall und gehért zur I1.
Hauptgruppe des Periodensystems, zu den sogenannen Erdalkalimetallen.
Aufgrund der groferen Kernladung besitzt jedes Metall dieser Hauptgruppe
einen kleineren Atomradius als das entsprechende Metall der ersten Haupt-
gruppe derselben Periode. Da die Atome der Gruppe Ila kleiner sind und
zwei Valenzelektronen anstelle von nur einem besitzen, haben diese Metalle
hohere Schmelz- und Siedepunkte sowie grofere Dichten als die Metalle der
Gruppe la. Jedes der Erdalkalimetalle weist eine Elektronenkonfiguration
auf, die aus einem Edelgaskern und zwei s-Elektronen im &ufseren Valenzni-
veau besteht. Im Falle von Calcium ist der Edelgaskern Argon und die zwei
Valenzelektronen halten sich in der 4s-Schale auf:

[Ar]ds® = 15225%2p%35%3p° 452

Der Verlust eines der beiden Valenzelektronen fiihrt zu einem Ion, das iso-
elektrisch zum Ia-Metall-Atom derselben Periode, ndmlich Kalium, ist. We-
gen der bereits erwidhnten groferen Kernladung der Erdalkalimetallionen ist

11808 von Sir Humphrey Davis entdeckt

29



30 KAPITEL 3

Atomgewicht 40.08 a.m.u
Kernladungszahl 20
Elektronenkonfiguration (Atom) | [Ar]4s?
Elektronenkonfiguration (Ion) [Ar]ds
Schmelzpunkt [°C] 839
Siedepunkt [°C] 1484
Dichte [g-em™ bei 20° C] 1.55
Atomradius [A] 1.97
Kristallstruktur kubisch seitenzentriert
1. Tonisierungsenergie [eV] 6.11
Tonenradius von Cat [A] 1.18

Tab. 3.1: Physikalische Figenschaften von Calcium

| Atomgewicht A | nat.Vorkommen|%| | Kernspin I |

40 96.941 0
42 0.647 0
43 0.135 /o
44 2.086 0
46 0.004 0
48 0.187 0

Tab. 3.2: Im natirlichen Gemisch vorkommende stabile Isotope

das Verhiltnis von Ionenladung zu Ionenradius im Vergleich zu den Metallio-
nen der Gruppe la betréachtlich grofter. In der Tabelle 3.1 sind die wichtigsten
physikalischen Eigenschaften fiir das C'a-Atom zusammengefasst. Weiterhin
weist das Element Calcium im natiirlichen Isotopengemisch insgesamt sechs
Isotope auf, wobei nur *Ca einen nichtverschwindenden Kernspin aufweist
(siehe Tabelle 3.2). Auferdem existieren 11 instabile Isotope, von denen die
langlebigsten C'a — 41, C'a — 45 und C'a — 47 sind.

3.2 Die Zeeman-Aufspaltung der Feinstruktur im
0Ca*-Ton

Die Elektronenkonfiguration des Ca*t-Ions (Call) ist wasserstoffihnlich,
d. h. sie entspricht einer abgeschlossenen Edelgasschale mit nur einem Va-
lenzelektron in der 4s-Schale. 4°Ca™ ist somit isoelektrisch zu Kalium und
das Energieniveau-Schema entspricht dem des isoelektrischen Alkaliatoms
mit einer Absenkung des D-Zustandes der letzten ,gefiillten Schale. Das
Valenzelektron befindet sich im leeren 3D-Zustand. Wegen der Spin-Bahn-
Kopplung spalten die P- und die D-Zustéande jeweils in zwei Unterniveaus
auf mit dem entsprechenden Hiillendrehimpuls j = [ + s (siche Abb. 3.1).
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42P3/2 )

42})1/2 854.2

393.4 396.9

4’8

Abb. 3.1: Feinstruktur-Termschema von Call; die Ubergangswellenlingen sind in
nm angegeben. Die durchgezogenen Linien stellen elektrische Dipoliberginge (E1)
und die gestrichelten Linien elektrische Quadrupoliiberginge (E2) dar. Das ,inne-
re‘ A-Niveau-System 451 3 — 4Py /o —3D3 /5 ist, da fiir die weiteren Untersuchungen
wichtig, farbig hervorgehoben.

Die Relaxation der D-Niveaus in den Grundzustand ist nur iiber elektri-
sche Quadrupolstrahlung moglich, da das zugehorige Matrixelement erheb-
lich kleiner als das eines elektrischen Dipoliiberganges ist. Diese D-Zusténde
besitzen demnach eine fiir atomare Niveaus ungewohnlich lange Lebensdauer
in der Grofenordnung von 1s. Aus diesem Grund werden diese Niveaus auch
als metastabil bezeichnet. Diese Eigenschaft des Termschemas ist ein Grund
fir den Einsatz der Puffergaskiihlmethode mit Seitenbandanregung (siehe
Unterabschnitt 2.2.3), da hierdurch die effektive Lebensdauer der metastabi-
len Zusténde erheblich verkiirzt werden kann. Die Erhéhung der Quenchrate
in Anwesenheit des Puffergases ist jedoch fiir die beiden D-Niveaus durchaus
verschieden, da die Hiillenstruktur der beiden Drehimpulszustinde, die die
Wechselwirkung mit dem ’Quenchgas’ beeinflusst, unterschiedlich ist. Auf-
grund der folgenden Verzweigungsverhiltnisse?:

2 2
4°Py, — 4 51/2

42P1/2 — 32D3/2 = 1588:1
PPy — 85, 150.8 : 1
42Py, — 37Ds, '
Ply =85y, 17.6 : 1

42]33/2 — 32D5/2

2Quelle: [183] und [275]
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wurde mit einem Laser bei einer Wellenlinge von 396.9nm der optische Uber-
gang 425, /2 — 4P, /2 angeregt und der Zerfall ins 32D4 /2-Niveau detektiert,
der unter Aussendung von Photonen bei 866.2nm erfolgt (man spricht in die-
sem Fall von einem indirekten Nachweis).

Der direkte Nachweis, d. h. die Detektion der Fluoreszenz auf der gleichen
Wellenlédnge wie die Anregung (42P1/2 — 4251/2 bzw. 42P3/2 — 4251/2), ist
nur mit einem gréfseren technischen Aufwand zu realisieren, indem entweder
das Laserstreulicht, das in der Falle durch Streifen an den Eintritts6ffnungen
in der Ringelektrode entsteht, drastisch reduziert wird, oder zwischen Pho-
tonen der Laseranregung und Fluoreszenzphotonen, mit Hilfe einer Shutter-
technik, zeitlich diskriminiert wird.

Legt man nun ein duferes, homogenes Magnetfeld an, so zeigt das 4°Ca™*-
Ion die sogenannte Zeemanaufspaltung der Feinstruktur? auf. Diese Aufspal-
tung der Energieniveaus, die aus der Wechselwirkung zwischen dem durch
den Spin verursachten magnetischen Moment des Hiillenelektrons und dem
dukeren Magnetfeld resultiert kann durch ein quantenmechanisches Einteil-
chenmodell* beschrieben werden. Der relativistische Gesamt-Hamilton-Ope-
rator, der sich aus der Dirac-Gleichung ergibt, setzt sich aus dem ungestorten
Hamilton-Operator, dem Anteil, der aus der Spin-Bahn-Kopplung resultiert
und dem Anteil, der die Présenz eines dufteren Magnetfeldes beriicksichtigt,
zusammen und hat folgende Form:

1 N 2 oL
‘%eeman = = (ﬁ+ eA) + mC2 — C(P(’r‘) + S . B

e
2m m

e 10® /., - -
om2c2 r or (T x (0t 6A)> o
+ 8m2c2v ®(r) - 8m3c2 ((p +ed) 42 S B)

Fiir die Energieverschiebung der beobachteten Ubergéinge im #ufieren Feld
sind hierbei nur solche Terme des Gesamt-Hamilton-Operators relevant, die
nicht invariant sind unter einer Drehung im Orts- und Spinraum. Durch
einen Separationsansatz in der Schrodingergleichung lassen sich die radia-
len Ausdriicke durch Erwartungswertintegrale iiber den Radialanteil W(r)
der Wellenfunktion ersetzen. Wegen der vorausgesetzten Axialsymmetrie der
Anordnung ist die z-Komponente J, des Gesamtdrehimpulses J=L+S ei-

-2
ne Erhaltungsgrofse und m eine ,,gute® Quantenzahl. J = ist dann erhalten,
wenn im Magnetfeld die Kopplungsenergie -5 %%—?L - S ausreichend ist,
um die beiden magnetischen Momente /iy, und fis zu einem Gesamtmoment

iiy zu koppeln. Der Hamilton-Operator reduziert sich dann auf:

—

<%Eee'm,an = _ﬁJ : B mlt ﬁJ = _M?B(E + geg) (3]‘)

3Es sei historisch erwithnt, dass bereits 1896 P. Zeeman die Aufspaltung von Spektral-
linien in einem &ufteren Magnetfeld beobachtete.
4denn man hat nur ein Valenzelektron in der dufieren 4s-Schale
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wobei up = 2;20 das Bohrsche Magneton und g, der Landé-Faktor des freien

FElektrons ist, der nach der Dirac-Theorie den Wert g. = 2 hat.

Fiir das in diesem Teil des Experimentes vorhandene magnetische Feld
von B = 1437 ist die Zeemanaufspalung sehr klein gegen die Wechsel-
wirkungsenergie des Elektronenspins S mit dem Bahndrehimpuls E, d. h.
AE, emen < AFEpg. Somit ist es gerechtfertigt, die Zeemanaufspaltung in
der Storungsrechnung nur bis zur ersten Ordnung anzugeben. Unter Benut-
zung des Wigner-Eckart-Theorems® erhilt man fiir B = Bé,:

J 1 J
o _1\J—my .
<SLJmJ’%eeman’SLJmJ> - 'LLBB( 1) ( —my 0 myj >

(SLJ||Lz + geS:||SLJT)
Das Ausmultiplizieren des reduzierten Matrixelementes ergibt:

J 1 J

—-my 0 my

(SLIM | Hyeoman| SLIMy) = ppB(—1)7 ™7 ( > (27 +1) -

cosen ] g bz va{ 5 G ] fesiss)

Wiederum lassen sich mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems die reduzierten
Matrixelemente umformen entsprechend der folgenden Beziehung:

J 1 J
— — (_1)\/—ms .
m\ gy = my = (- (0 G ) )

_ J J 1 :<71)J—m‘] 2m
my —my 0 V(2J+2)(2J+1)2J

~ () =V @T 4+ 1) (T +1)J

Somit folgt fiir das zu berechnende Matrixelement:

my(2J +1) S+L+J+1
SLImj| 7 eemanSLImy) = ugB -1 3.2
( Il 7= VI +1)(2J +1)J =) (32)

Hi ] ;}¢(2L+1)(L+1)L +ge{g ! é}\/(2s+1)(s+1)s

®Dieses ist eines der wichtigsten Theoreme der Tensoralgebra. Es besagt, dass das
Matrixelement eines Tensoroperators Tq(k) k-ter Stufe geschrieben werden kann als:

J kJ

B 7ag — (1M
(@IM|TPa’ T M) = (—1) (_M . M

) T e’ )

Man erhélt also eine Separation des geometrischen Teils des Matrixelementes (ausgedriickt
durch das 3j-Symbol) vom physikalischen Teil (ausgedriickt durch das reduzierte Matrix-
element von T(k)). Die reduzierten Matrixelemente werden stets mit doppelten vertikalen
Strichen geschrieben. a, o beschreiben zusitzliche Quantenzahlen, die zur Charakterisie-
rung der Zustdnde notig sind.
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Die 65-Symbole® liefern:

{J J 1 }:{S L J}:(_l)SHH 209(S+1)— L(L+1)—J(J+1)]

L L S 1 J L V2L(2L +1)(2L + 2)2J(2J + 1)(2J +2)

{J J 1 }:{L S J}:(_l)L+S+J 2L(L+1)—S(S+1)—J(J+1)]
5 5 L 1 J s V25(25 +1)(2S +2)2J (2 + 1)(2J + 2)

Einsetzen in (3.2) ergibt nach weiteren Umformungen:

(SLJmJ]%eeman]SLJmJ> = UuB - B - mj
. [J(J—i— D4+ LL+1) =SS +1)+g.(J(J+1)—L(L+1)+ S(S+1))
2J(J +1)

=9J

so dass man schliefslich fiir die Energieverschiebung erhélt:

<SL<]mJ|%eeman|SL<]mJ> = A-E]Zee'm,an = ,LLB . B . mJ . QJ

mit dem Landé-Faktor gy =1+ (g — 1) J(‘]H)_QLJ((LJTB)—FS(SH)

Wendet man die hergeleitete Beziehung auf die Zeemanaufspaltung der Fein-
struktur des Ca™-Ions an, so bekommt man das in Abb. 3.2 dargestellte
Energienivauschema. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird nur der fiir das
Experiment wichtige Teil dargestellt. Die Auswahlregeln elektrischer Dipol-
iiberginge” zwischen den Feinstrukturtermen ergeben sich zu: Aj = 0, +1;
Al = +1 und Amy; = 0=+ 1. Hierbei sind linear polarisierte Ubergiinge
(sogenannte 7-Ubergéinge) mit Amj; = 0 verkniipft, wihrend rechts- und
linkszirkular polarisierte Uberginge respektive mit Am; = +1 (sogenannte
ot-Komponente) und Amj; = —1 (sogenannte ¢~ -Komponente) verkniipft
sind. Die im Energieniveau-Schema Abb. 3.2 eingetragenen Aufspaltungsfre-
quenzen sind jedoch unter einer nicht exakten Annahme bestimmt worden.
Bereits Resultate der Rabischen Atomstrahlresonanzmethode haben einen
Hinweis dafiir geliefert, dass im 25, s2-Zustand gebundene Elektronen einen
um ca. 1%o0 groferen gj-Faktor besitzen als den durch die relativistische
Quantenmechanik geforderten Wert von gy = 2. Dehmelt hat in dem be-
rithmten (g-2)-Ezperiment® eindrucksvoll bewiesen, dass sogar der g-Faktor

SDarstellungen finden sich z. B. in [277], [214]

"d. h. die Wechselwirkung niedrigster Ordnung des elektromagnetischen Feldes mit dem
ionischen System

8In diesem Experiment wurde bei der Temperatur des fliissigen Heliums im UHV ein
einzelnes Elektron in einer Penningfalle gespeichert und die induzierten magnetische Di-
poliibergénge zwischen den beiden Spinzusténden mit Hilfe einer magnetischen Flasche
nachgewiesen. Dabei wurden die Frequenzen der axialen und der orbitalen Zyklotronbe-
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Abb. 3.2: Graphische Darstellung der Zeemanaufspaltung der Feinstruktur von
40Cat. Die eingezeichneten Aufspaltungsfrequenzen ergeben sich fir B = 1.43T,
97(481)2) =2, g7(4Py)2) = /3 und g;(3D1/2) = 4/5. Die Auswahlregeln elektrischer
Dipoliiberginge zwischen den Feinstrukturtermen ergeben sich zu: Aj = 0, +1;
Al = £1 und Amy= 0+ 1. Hierbei sind linear polarisierte Uberginge (sogenannte
7-Uberginge) mit Am ;=0 verkniipft, wihrend rechts- und linkszirkular polarisierte
Uberginge respektive mit Amy = +1 (sogenannte o -Komponente) und Amj = —1
(sogenannte o~ -Komponente) verkniipft sind.
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des freien Elektrons einen vom exakten Wert 2 verschiedenen Wert besitzt,
némlich 66]:

g9¢™" = 2(1 + ag™)
— 2.002 319 304 376 8(86)
mit der g-Faktor-Anomalie af* = 0.001 159 652 188 4(43)

Der Grund fiir das anomale magnetische Moment des Elektrons liegt in der
Wechselwirkung desselbigen mit seinem eigenen Strahlungsfeld und findet
seine Erklarung in der Theorie der Quantenelektrodynamik. Der theoretische
Wert [121] ergibt sich dann als Reihenentwicklung von Potenzen in &, wo a

die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ist:

theo

g (1+ & —0.328478965% + 1.181241456%5 — 1.5098%; £ ...)

=2
= 2(1+a"°) mit a"° =0.001 159 652 188
Hieraus folgt eine Ubereinstimmung zwischen experimentellem und theore-
tischem Wert von ~ 107!2, was die beeindruckende Genauigkeit, mit der die
QED Strahlungseffekte beschreibt, zum Ausdruck bringt.

Ein Teilziel dieser Arbeit war die Bestimmung des g-Faktors des gebun-
denen Elektrons im 25, /2—Grundzustand des ionischen 4OCaJr—Systems.

3.3 Die Isotope 2*®Pb und *"Pb

Blei wurde bereits in prahistorischer Zeit von den Menschen genutzt. Es
ist ein silbrig-grau glianzendes, duktiles Metall und findet sich hauptséchlich
in dem Erz Galena, d.h. Blei(II)-Sulfid (PbS), das in Form grauer, kubi-
scher Kristalle hdufig zusammen mit Zinkblende vorkommt. Blei gehort zur
IV. Hauptgruppe, der sogenannten Kohlenstoffgruppe. Das einfach ionisierte
PbT hat im Grundzustand folgende Elektronenkonfiguration:

1522522p53523p53d104524p5 4410552554 £ 1454106526 (2P1 /2>

= [Xe]4f145d1065%6p (2P1 /2)

wegung des Elektrons an die Frequenzen der magnetischen Dipoliibergédnge angebunden.
Die hohe Prézision konnte durch die lange Verweildauer des Elektrons im elektrostati-
schen Quadrupolfeld der Falle erreicht werden. Auflerdem wurde die Anomalie indirekt
iiber Frequenzverhéltnisse bestimmt, d.h. das Problem der Genauigkeit wurde auf die
prizise Bestimmung von Frequenzverhéltnissen verschoben. Die Vermessung der verschie-
denen Typen von Frequenzen (d.h. die axiale Frequenz v., die Zyklotronfrequenz v. und
die Frequenz des magnetischen Dipoliiberganges v,) bestimmte den g.-Faktor nach der

Beziehung
2 1/22
Je — 2 _ _ Va 2vc
T T Qe = T/ %

2 Va,2 + Vz
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Atomgewicht (nat. Gemisch) 207.2 a.m.u
Kernladungszahl 82
Elektronenkonfiguration (Atom) | [Xe]4f'454'°6s26p?
Elektronenkonfiguration (Ion) [Xe]dfl45d1065%6p
Schmelzpunkt [°C] 327.5
Siedepunkt [°C] 1740
Dichte [g-em™ bei 20° C] 11.35
Atomradius [A] 1.75
Kristallstruktur kubisch flichenzentriert
1. Tonisierungsenergie [eV] 7.42
Tonenradius von Pb* [A] 0.84

Tab. 3.3: Physikalische Figenschaften von Blei

‘ Atomgewicht A ‘ nat.Vorkommen|%)| ‘ Kernspin I ‘
204 1.4 0
206 24.1 0
207 22.1 1
208 52.4 0

Tab. 3.4: Im natirlichen Gemisch vorkommende stabile Isotope

Das 6p Elektron ist verantwortlich fiir die Quantenzahlen des Grundzustan-
des. Die Grundzustandskonfiguration entspricht somit der Elektronenkonfi-
guration des neutralen Thallium-Atoms.

In der Ubersicht Tabelle 3.3 sind die wichtigsten physikalischen Eigen-
schaften des Bleiatoms zusammengefasst. Das in der Natur vorkommende
Blei ist ein Isotopengemisch bestehend aus den Anteilen, die in Tabelle 3.4
aufgefiithrt sind. Aufserdem existieren noch acht radioaktive Isotope (siehe
Tabelle 3.5). Die drei am haufigsten vorkommenden Bleiisotope sind, kern-
physikalisch betrachtet, das Endprodukt einer natiirlichen o-Zerfallskette

‘ Atomgewicht A ‘ Zerfallszeit T /9 ‘ Kernspin I ‘

202 5.3-10°a 0
203 2.16d 5/
205 1.5-107a 5/
209 3.25h 92
210 22.3a 0
211 36.1min 92
212 10.64h 0
214 27main 0

Tab. 3.5: Instabile Isotope
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von schwereren Mutterkernen. 298 Pb ist hierbei aus dem Zerfall von 232Th
(11 2 = 14.05 - 10%a) entstanden und wird deshalb auch als Thoriumblei be-
zeichnet. Die Isotope 2°7Pb bzw. 2°Pb sind dagegen aus dem Zerfall der
Kerne 23°U (T12 = 0.7+ 10%a) bzw. 28U (T2 = 4.47 - 10%a) entstanden.
Das gerade Bleiisotop 206 triagt aus diesem Grund héufig die Bezeichnung
Uranblei.

Es sei am Rande angemerkt, dass diese Tochterkerne (2°8Pb, 207 Pb,
206 pp) zusammen mit ihren radioaktiven Mutterkernen eine wichtige Rolle
in der Nukleokosmochronologie, d. h. bei der Bestimmung des Alters der che-
mischen Elemente, spielen. Wegen der sehr langen Zerfallszeiten, die sich in
der Gréfenordnung des Zeitalters des Sonnensystems bewegen (= 4.6-10%a),
konnen die radioaktiven Trans-Bismuth-Kerne und die daraus entstandenen
Bleiisotope als sog. Stundengliiser bzw. Aeon-Gliser? dienen und somit Ein-
blick in den chronologischen Ablauf der Nukleosynthese jenseits von Eisen
geben.

Das Bleiisotop 207 Pb besitzt als einziges stabiles Isotop einen nichtver-
schwindenden Kernspin von I = 1/5. Dies wurde erstmals von H. Kopfermann
angenommen, aufgrund der Befunde, die die Analyse der Hyperfeinstruktur
(Hfs) der einzelnen Bleilinien ergaben. Er schreibt: ,, Wihrend die Linien
M\ =4058, 4242, 4245 und 53734, bei Aufnahmen mit gewdhnlichem Blei
eine aus 4 Komponenten bestehende Hyperfeinstruktur zeigen, sind diessel-
ben Linien des Uranbleis alle einfach® [156|. Kopfermann beobachtete aufer-
dem noch eine starke Isotopieverschiebung zwischen den Linien des 2°®Pb
und des 296 Pb. Die Hyperfeinstruktur des ungeraden, stabilen Isotops wurde
erstmals von Rose und Granath vollstdndig untersucht, wobei als Quelle ei-
ne Paschen-Schiiler-Réhre benutzt wurde. Die Analyse der Hyperfeinstruktur
von Pbl und PbII fiir gewohnliches Blei, d. h. fiir das im natiirlichen Isoto-
pengemisch am héufigsten vorkommende Isotop, und fiir Uranblei erfolgte
mit zwei Lummer-Gehrcke Quarzplatten [243].

3.4 Die Hyperfeinstruktur des Ions 2'"Pb*

Wie bereits erwihnt besitzt 207 PbT einen halbzahligen Kernspin (I =
12). Aus diesem Grund sind die Feinstrukturzustéinde P/, und Py in die
Hyperfeinkomponenten F' = J +% und F = J —% aufgespalten. Das Grotrian-
Diagramm in Abb. 3.3 gibt einen ersten Uberblick iiber die Termlagen des
einfach ionisierten 297 Pb+ wieder.

Der fiir die Spektroskopie interessante Ubergang!'® 62P; 12— 62 Py /2 1st

quantenmechanisch betrachtet in 1. Ndherung verboten, da sich beim Uber-

9Der Begriff wurde entnommen aus dem Buch von C. E. Rolfs and W. S. Rodney
,, Cauldrons in the Cosmos®, University Press of Chicago, Chicago and London (1988).

19Zuerst beobachtet von F. M. Walters (BS Sci. Pap. 17, 161 (1922)) und spiter von
C. D. Cole identifiziert und eingehend untersucht (Bull. Am. Phys. Soc. 6, 64 (1961)).
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6°Ds),
6°Ds)

Abb. 3.3: Grotrian-Diagramm von_'207Pb+. Die eingezeichneten Uberginge sind in
nm angegeben. Aus Grinden der Ubersichtlichkeit sind nur die Hfs-Aufspaltungen
der interessierenden Niveaus 62P1/2 und 62P3/2 eingezeichnet. Die Aufspaltungs-

faktoren haben dabei die folgenden Werte ([82], [84]): A (P3/2) = 0.580(3)GHz und
A(Prj3) = 12.968 180 604 61(22)GHz. Die eingezeichneten Aufspaltungen sind
nicht majistabsgetreu.

gang die Paritdt nicht andert. Da jedoch dieser Dipoliibergang in den ho-
heren Multipolordnungen nach theoretischen Berechnungen zu etwa 3% aus
elektrischer Quadrupolstrahlung (E2) und zu etwa 97% aus magnetischer Di-
polstrahlung (M1) besteht, kann er mit einem entsprechend leistungsstarken
Laser induziert werden. Das Intensitidtsverhaltnis aus der reinen Quadrupol-
strahlung zur gesamten Intensitéat, d. h. die Mischung aus E2 und M1, wurde
experimentell bestimmt zu [84]:

162P1/2<—>62P3/2 (E2)
IG2P1/2<—>62P3/2 (Ml + E2)

= 7.8(6)%

Garstang hat fiir die beiden Strahlungsanteile Ubergangsraten bestimmt [95]:

W5 (M1) = 25Hz Fehler: =~ 20%
W5 (E2) = 1.3Hz Fehler: > 20%

Hieraus kann man die effektive Lebensdauer des 62 P /2-Zustandes bestim-
men zU Tiheo = 38(7)ms, was in guter Ubereinstimmung mit dem experi-
mentell ermittelten Wert von 7eg, = 41.2(5)ms [247| steht.

Bevor im einzelnen auf die Hyperfeinstruktur bei einer magnetischen
Dipol- bzw. elektrischen Quadrupolwechselwirkung eingegangen wird, sei
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Abb. 3.4: Graphische Darstellung der Hyperfeinstruktur-Aufspaltung von 207 Pbt.
FEingezeichnet sind die vom Schwerpunkt aus gerechneten Aufspaltungen der einzel-
nen Hyperfeinniveaus. Die Intensititsverhdltnisse der Uberginge a:b:d=1:5:2
fir M1 unda:b:e=>5:3:2 fir E2 ergeben sich aus empirischen Regeln, die von
Ornstein, Burger und Dorgelo bestimmt wurden.

noch einmal das Termschema — auf die fiir den weiteren Verlauf wichti-
gen Zustidnde reduziert — dargestellt (siehe Abb. 3.4). Eingetragen sind die
vom Schwerpunkt aus gerechneten Aufspaltungen der einzelnen Hyperfein-
niveaus. Die Intensititsverhiltnisse der Ubergiinge fiir M1 und E2 ergeben
sich aus von Ornstein, Burger und Dorgelo empirisch ermittelten Formeln
([227], |228], [229]).

3.4.1 Die magnetische Dipol-Wechselwirkung der Hyperfein-
struktur

Bereits 1924 postulierte Pauli einen Kernspin I fiir den Atomkern. Un-
ter dieser Annahme resultiert dann die Hfs aus der magnetischen Wechsel-
wirkung zwischen Atomkern und dem sich in der Atombhiille bewegenden
Elektron. Beim Blei-Ion 207 PbT fiihrt deshalb das existierende magnetische
Dipolmoment des Kerns fi; zu einer Hfs-Aufspaltung der beiden Zustédnde
6P, /2 und 62P; /2. Das magnetische Dipolmoment steht in Beziehung mit
dem Kernspin iiber folgende Relation:

. I
MIZQI'MK'ﬁ

wobei g; der Kern-g-Faktor und p; das Kernmagneton und A das reduzierte
Planck’sche Wirkungsquantum sind.
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Voraussetzung fiir die folgende theoretische Herleitung ist, dass das Pb™-
Ton als wasserstoffahnliches System betrachtet wird. Dies ist auch in er-
ster Naherung gerechtfertigt, da das Blei-lon nur ein Elektron in der &ufse-
ren Schale besitzt und somit die Energiezustinde des Gesamtsystems durch
die Quantenzahlen dieses Hiillenelektrons bestimmt werden. Der Hamilton-
Operator setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen:

%:%""%\/ﬂ

Der storungsfreie Hamilton-Operator ergibt sich aus der Dirac-Gleichung fiir
ein Ein-Elektronen-System und hat folgende Form:

Zer p? 54 1 1dV(r) - = n? [ Ze?
_ze p___p - (T)L.S_i_ﬂ_ ZC 5(7)
dregr  2m  8m3c?  2m2c2r dr 2m2c2 \ 4meg

%:

mit dem durch den Kern und den Hiillenrumpf erzeugten Zentralpotential
Vi(r)=—Z e:O 1. Die magnetische Dipolwechselwirkung zwischen Elektronen-
hiille und Atomkern wird als Stérung behandelt und ist dargestellt durch den
Operator J7/,,. Die Aufspaltungsenergien der Hfs ergeben sich dann durch
zeitunabhéngige Storungsrechnung erster Ordnung und sind die Erwartungs-
werte des Storoperators J#,,,. Dieser setzt sich wiederum aus zwei Anteilen
zusammen, wobei die Wechselwirkung des magnetischen Feldes sowohl mit
dem Drehimpuls L als auch mit dem Spin S des Atomelektrons beriicksich-

tigt wird:

jfz»/u = %;FS + %};QFS (3'3)

Im Folgenden werden nun Ausdriicke fiir diese beiden Terme hergeleitet.
Ausgangspunkt fiir den ,,L-Anteil* ist:

Lo Ho - oo (L = (1
Hifrs = AP mit A(F) = (i < 7) = - (Mz x V <;>)
Hierbei steckt im Vektorpotential die Annahme, dass sich der Dipol punkt-
formig am Ursprung befindet. Umformungen ergeben als erstes Teilergebnis:

1 5 o
grpk L - 1 (3.4)

L _ Mo
Hurs = o3

Aus Gleichung (3.4) sieht man, dass %%, ¢ nur in Zustéinden mit L # 0 nicht-
verschwindende Matrixelemente hat, d.h. der durch den Bahndrehimpuls L
und das Kernmoment fij; erzeugte Term verschwindet fiir s-Zusténde. Der
zweite Term in (3.3) hat die Form:

%ﬁng = —Hs - B (3.5)

mit dem magnetischen Moment des Elektrons jig = —gsu B% und dem Ma-
gnetfeld B, das iiber die Beziehung B =V x A mit dem Vektorpotential des
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Kerns zusammenhéngt. Setzt man beide Ausdriicke in (3.5) ein, so ergibt
sich nach einiger Umformung:

T (S | R |

Wegen V2 (%) = —4md(r) ist der erste Term in der geschweiften Klammer
fir » = 0 nur relevant fiir s-Zustédnde (I = 0), da die Wellenfunktion des
wasserstoffahnlichen Systems sich proportional zu ! verhilt. Fiir  # 0 ver-
schwindet der Term. Ausmultiplizieren des {ibriggebliebenen zweiten Terms
liefert schlieflich:

3(8-7)(I-7
fo 9. L g 7 ( ) ( )
Hpps = _Eh_;glﬂKﬂBﬁ S-I— 2 (3.6)

Einsetzen von (3.4) und (3.6) in (3.3) ergibt somit fiir den Stéroperator:

, po 11 L. Lo 3(57“)([7“)
o = 1 72 3kt § 2L 1= 9sS - I+ gs (3.7)

Setzt man g, = 2 und definiert G = L — S + 3%, so kann man (3.7)
kompakter schreiben:

Ho = 7
Ay = o723 JIHE LB G-1

Fiihrt man nun die Quantenzahl F=T+7J ein, die den Gesamtdrehimpuls
beschreibt, so ergibt sich die Energieverschiebung aufgrund der Stérung 77,
in der neuen Basis |[LSJIFmp) zu:

2 - =
AEN = Z_;ﬁ JINK B (LSJIFmF]r%G -I|[LSJIFmp)

Setzt man voraus, dass das Matrixelement zwischen gleichen J-Quanten-
zahlen genommen wird, so kann man das Skalarprodukt ausdriicken als

Mit F2=T2+4+2] J+J?2 folgt:

ABML = 0 90D (o) gy 1) - g4 ) (3G

EJ(J+ 1)h? >LSJIFmF
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Nach einigen Umrechnungen erhélt man fiir den noch vorhandenen Erwar-
tungswert:

1A 7 _ 2/1
<r_3G.J>LSJIFmF = L(L+1)h <r_3>LSJ1FmF
Z3
a®nd L(L+ 3)(L+1)

= L(L+1)h?

nz?
B a®nd (L+3)

mit a, = ao%, wobei p die reduzierte Masse des Systems bestehend aus

Atomkern und Elektron und a¢ der Bohrsche Radius sind.
Schliefslich ergibt sich fiir die Energieverschiebung der magnetischen Dipol-
Hyperfeinstruktur:

M1 _ Mo A

AFE g = a5 I+ DI+ %){F(F—i—l) I(I4+1)—J(J+1)} (3.8)
Aus dieser Gleichung sieht man, dass fiir einen gegebenen Atomkern mit der
Kernspinquantenzahl I die Feinstruktur-Energieniveaus des Atoms mit den
festen Quantenzahlen L und J in Hyperfeinstrukturkomponenten aufgespal-
ten werden, die durch die Quantenzahl F' beschrieben sind. Da die Energie-
korrektur nicht von mpg abhéngt ist jeder dieser Hyperfeinstrukturzustinde
(2F + 1)-fach entartet, wobei F' die Werte |I — J|,|I — J| +1,.... 1+ J
annehmen kann. Konventionsméfig definiert man eine Grofe, den sog. Hy-
perfeinstrukturaufspaltungsfaktor A, die unabhéngig von F' ist:

A= e 22
4 a®nd J(J+1)(L+3)

Gleichung (3.8) ldsst sich dann umschreiben zu:

AEML — g{F(F +1)—I(I+1) = JJ+1)}

Betrachtet man zwei benachbarte Hfs-Niveaus, so ergibt sich fiir die Ener-
giedifferenz die Intervallregel:

Bezogen auf 297 PbT erhilt man fiir die beiden P-Zustéinde:

6°Prjg:  ABEups(F=1)— AEyps(F=0) = A(6°P))
6°Pyjg: AEups(F=2)— AEus(F=1) = 2-A(6°Ps)

Man sieht, dass beim P3/5-Niveau die Hyperfein-Separation gleich dem dop-
pelten A-Faktor ist.
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Abb. 3.5: Graphische Darstellung der Aufspaltung der Feinstruktur in 28 PbT aquf-
grund der Anwesenheit eines dufleren homogenen Magnetfeldes. Die eingezeichne-
ten Uberginge folgen aus den Auswahlregeln fiir einen magnetischen Dipolibergang.
Weiterhin ergeben sich die eingetragenen Aufspaltungsfrequenzen fir ein Magnet-
feld B = 2.87T, wobei g; (62P1/2) = 2/3 und g (62P3/2) = 4/3 eingesetzt wurde.
Die Aufspaltungen ergeben sich zu C = 28.6GHz und A = 53.6GH z und sind nicht
mafstabsgetreu eingezeichnet.

3.5 Die Zeemanaufspaltung der Feinstruktur von
28 pp*T und der Hyperfeinstruktur von 207 Pb+

Bevor auf die kompliziertere und theoretisch weitaus schwieriger zu be-
handelnde Zeemanaufspaltung der Zustinde im Blei-Ton 27 Pbt eingegangen
wird, soll kurz die Zeemanaufspaltung der Feinstruktur von 28 Pb* behan-
delt, die formal wie die Zeemanaufspaltung von “°Ca* zu berechnen ist (siche
Abschnitt 3.2). Die Ausmessung der Grundzustandsaufspaltung des gera-
den Isotops ist hierbei von grofter Wichtigkeit, denn um den Kern-g-Faktor
durch Bestimmung einzelner Zeeman-Hfs-Aufspaltungen im Grundzustand
von 207Pbt zu ermitteln, muss die Kenntnis des elektronischen g-Faktors
des geraden Bleiisotops vorausgesetzt werden.

Im Falle von 2%8 Pb* hat man also bei Anwesenheit eines dukeren Magnet-
feldes eine Aufhebung der Entartung in den beiden P-Zusténden. Es gelten,
wie bereits bekannt, die Auswahlregeln fiir magnetische Dipoliibergénge (in
1. Ordnung): Al =0, Aj = 0,£1, Amy = 0,£1. In Abbildung 3.5 sind die
moglichen Ubergiinge graphisch dargestellt.

Nun zur Zeeman-Hfs-Aufspaltung der Zustinde von 297 PbT. Die bereits
erwihnte (2F + 1)-fache Entartung jedes F-Unterniveaus wird durch das
angelegte Magnefeld aufgehoben. Da nun der Kern ebenfalls ein magneti-
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sches Moment ji; = gI,uK% besitzt, folgt durch Erweiterung des Hamilton-
Operators in Gleichung (3.1) (siche Abschnitt 3.2):

—

jfZeeman = _ﬁJB_ﬁfg

:”—B(E+ge§> B-g T B (3.9)
h h

Das Vorzeichen der beiden Momente ist entgegengesetzt, da konventionsmaé-
kig das magnetische Moment des Kerns in gleicher Richtung wie I steht, das
der Hiille aber wegen der negativen Ladung des Elektrons entgegengesetzt
zu J ist. Wiihlt man 0. B.d. A. B = Bé,, so kann man (3.9) umschreiben zu:

jfZeeman = ,U'BB {(Lz + gesz) - gI/Iz} mit gll = QIZ—};

Zur Berechnung der Energieverschiebung muss wiederum folgendes Matrix-
element bestimmt werden:

AEHES (0 JIFmp| #yeeman | IFmp)

Zeeman

wobei a die SL-Kopplung charakterisiert. Unter Verwendung des Wigner-
Eckart-Theorems erhélt man:

_ F 1 F
AE?efn?an - MBB(_]‘)F o < —mpg 0 mpg > .

95 {{@JIF||]||a ] IF) = 5 (JIF||L||aJIF)} mit 7=

In analoger Weise zur Berechnung der Zeemanaufspaltung der Feinstruktur,
wobei nun die Operatoren S, L und J ’ersetzt’ sind durch J, I und F', erhilt
man:

ARHFS — ppp— ZEXUME ey
VIF+1)2F + )F

[{f; r }}<J||JZ||J>—7{I; T }1}””]2””]

was schliefslich zur endgiiltigen Energieverschiebung fiir die Zeemanaufspal-
tung der Hfs fiihrt:

AEHES — - B-mp-gr (3.10)

Zeeman
mit
F(F4+1)+J(J+1)—I(I+1)
2F(F + 1)
px F(F+1)+I(I+1)— J(J +1)

R 2F(F + 1)

gr =49J

(3.11)
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Der zweite Term in (3.11) ist, wegen Z—}; o TTZ—; R~ 1836’ bei schwachen Fel-
dern zu vernachléssigen, so dass die Energieverschiebung jedes Hyperfein-
unterniveaus |SJIFmp) allein durch den ersten Term bestimmt wird. Die
Aufspaltung im schwachen Feld ist proportional zu B und erfolgt in (2F +1)
dquidistanten Komponenten. Man spricht vom sog. linearen Zeemaneffekt,
solange die Nebendiagonalelemente vernachléssigt werden kénnen.

Beim sogenannten Paschen-Back-Effekt der Hfs-Aufspaltung (in der Li-
teratur findet man haufig auch die Bezeichnung Back-Goudsmit-Effekt) ist
die magnetische Zeemanaufspaltung grofs gegeniiber der Hfs-Aufspaltung. Da
das duflere Magnetfeld eine starke Einwirkung auf das magnetische Moment
der Elektronenhiille hat, prazedieren der Kernspin I und der Gesamtdrehim-
puls J der Elektronenhiille unabhéngig voneinander mit unterschiedlichen
Geschwmdlgkelten um die Magnetfeldachse. F ist somit keine gute Quanten-
zahl mehr (d.h. T und J sind entkoppelt) und die Rlchtungsquantlslerung
erfordert somit getrennte Einstellungen von J und I mit den Komponenten
my und my, deren Summe wieder eine gute Quantenzahl mp = mjy + my
bildet.

Der Fall mittlerer Felder, in dem die Zeemanaufspaltung von der glei-
chen Gréfenordnung ist wie die Hfs-Aufspaltung, ldsst sich i. A. nur mit Hil-
fe komplizierter quantenmechanischer Naherungsmethoden berechnen. Der
62P1/2—Zustand des Blei-Tons 27 PbT mit F = I + % stellt jedoch einen Son-
derfall dar und der Verlauf der Zeeman-Hfs-Aufspaltung in Abhingigkeit
vom Magnetfeld kann in analytisch geschlossener Form angegeben werden.
Die Bestimmung der Energieveschiebung besteht darin, einen Eigenwertpro-
blem fiir eine (2 x 2)-Matrix zu 16sen, wobei die Hauptdiagonalelemente die
Summe der Matrixelemente der reinen Hfs und der Zeeman-Hfs (Gleichung
(3.10)) sind, und die nicht mehr vernachlédssigbaren Nebendiagonalelemente
sich ergeben zu:

(JTFmp| Hyeeman|a I(F — 1)mp) = gsjup B/ (F +mp)(F —mp) -
\/(I+J+F+1)(I+F—J)(J+F—I)(I+J+1—F) ( gj,u,K>

AF2(2F +1)(2F — 1)

Das Vorhandensein der Nichtdiagonalelemente fiihrt zum Mischen benach-
barter Hyperfein-Niveaus mit gleicher Magnetquantenzahl mg. Die Matrix,
deren Eigenwerte es zu bestimmen gilt, hat folgende Form:

| F=I1+1% F=1I1-1p
F=1+1 M1 M2
F=1-1} M M2

Da die Eigenwerte der Matrix eine physikalische Observable darstel-
len, und reell sein miissen, gilt #19 = #5, = Mo, so dass effektiv nur
drei Matrixelemente berechnet werden miissen. Die Energieverschiebungen
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AEHFS (F =T+1h,mp) = E ergeben sich also durch Losen der folgenden

Zeeman
Sakulargleichung:
.//11 —F //12 >
det =0 3.12
< //12 //22 - F ( )

mit

I 1-21
M = (A§ +9JMBmFB27fY)

(I + Yh)
Moz = <—AL; D + gJﬂBmFB(_lng_(i_Il—/;)l)’Y))
M2 = gupB(1+7) \/(I;([l/j_)i/;)mﬁ

Aus der Gleichung (3.12) ergibt sich somit:

A
AEJES (F=1%1hmp)=—=—g - px-mp-B

Zeeman

4
 um M 2 2 2
i%\/{A(I-i-%)‘f'gJ Z.B+ 1/; B(’Y-i—l)} +(9J'NB'B)2(7+1)2[(I—i_([1/2_|_)1/2)2 r
=—§—91-MK'mF'B

1
jE§\/142(1' + 1) + 2Amp (9rpx + 9spB)B + (g1 + grpB)*B?

Mit der Substitution AEy = A(I+1/4)* und der Definition = = W
erhélt man schliefslich:

AFE
ABZES (F =1+ 1hmp)= —m —gr-pg -mp-B
N ; (3.13)
0 mp
+ 250/ T+ a2
2 tor T

In der Literatur ist Gleichung (3.13) unter dem Namen Breit-Rabi-Formel*!
bekannt. Fir den Fall mp = (I + 15) & mp = £F (d. h. fir die dulersten
Aufspaltungen) ergibt sich aus 3.13:

1 1 1
AEHFS 0~y U AE <= - IV B B
Zeeman 2(21+1) 2 0 2ng'l’B gIIU’K X

d.h. die Energiceigenwerte sind linear in B. Fiir [mp| < F gilt dies nicht mehr.
Bezieht man dies speziell auf Pb™, so bedeutet dies bei einer Auspaltung der

tAEy ist die Aufspaltungsenergie der Hyperfeinstruktur, die fiir 2°"Pb* von X. Feng
[84] experimentell bestimmt wurde.

1Es sei erwahnt, dass die Formel erstmals 1931 in einem , Letter to the Editor publiziert
wurde [34].



48 KAPITEL 3

Hyperfeinzustdnde F' = 0 und F' = 1 (siche Abb. 3.4) fiir den Fall mp = 0,
dass sich Glg. (3.13) auf

AEIFS (P =T4 1p) = _AE %\/H;ﬂ

Zeeman 4 2

reduziert. Bei einer Taylorentwicklung des Wurzelausdrucks erhilt man eine
quadratische Abhéngigkeit von B.

In Abwesenheit des duferen Magnetfeldes reduziert sich die Breit-Rabi-
Formel auf den ungestorten Fall:

AEHFS

Zeeman

AFE, AFE .

AL AE s
~apfty M fxF=1-1p

und fiir 297 Pyt mit T + 15 erhélt man die bereits in Abschnitt 3.4.1 berech-
nete Aufspaltungsfrequenz des Grundzustandes 62P, /2-



Kapitel 4

Der Auftbau des Experimentes

Im Rahmen dieser Promotionsarbeit wurden zwei dufserlich unterschied-
liche Apparaturen verwendet. Grund hierfiir war, dass nach Abschluss der
Messungen an gespeicherten C'a™-Ionen das Magnetfeld von ca. 1.43T auf die
doppelte magnetische Flussdichte gedindert wurde!. Demzufolge war auch die
Mikrowellenfrequenz, die notwendig ist, um die Zyklotronfrequenz von ge-
speicherten Elektronen anzuregen, doppelt so grof wie vorher. Die urspriing-
liche Apparatur, die im Folgenden als Ca-Apparatur bezeichnet wird, hatte
keine Vorrichtung, um die neue Mikrowellenfrequenz (~ 80GHz) iiber einen
Hohlleiter in die Falle einzukoppeln. Deshalb wurde eine bereits bestehende
Apparatur mit einigen Verdnderungen und Verbesserungen neu zusammen-
gebaut. Diese wird im folgenden Text als Pb-Apparatur bezeichnet werden.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit bezieht sich der Text, in dem nicht expli-
zit auf die Ca-Apparatur bzw. die Pb-Apparatur verwiesen wird, auf beide
Apparaturen, zumal die Unterschiede nicht von fundamentaler Natur sind.
Lediglich bei Abweichungen zwischen den beiden Apparaturen wird kenntlich
gemacht, worauf sich der Unterschied bezieht.

4.1 Der Gesamtaufbau

Der apparative Aufbau besteht aus einer Anordnung von Ultrahochvakuum-
(UHV)-tauglichen zylindrischen Edelstahlrohren, deren Flansche zur Auf-
nahme séamtlicher Anschliisse dienen und, aus einem einseitig plan abge-
schlossenen Glasrohr?, das sowohl bei der Ca-Apparatur als auch bei der Pb-
Apparatur 60cm lang ist. Dieses Rohr ist {iber einen Glas-Metalliibergang
mit einem NW100 Conflat-Flansch an der Stirnseite der Anordnung befe-

'Wie in Abschnitt 8.1 ausfiithrlich beschrieben wird, wire eine Speicherung von Pb™-
Tonen bei einem Magnetfeld von 1.437T nicht mdglich gewesen, da die Instabilitdten in der
Penningfalle (d.h. Bereiche in denen keine Speicherung moglich ist) zu dicht zusammen-
lagen.

2bestehend aus fused silica

49
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Abb. 4.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus

stigt. Das Zentralrohr hat hierbei einen Innendurchmesser von 100mm. Das
Herzstiick der Apparatur - der Tonenkéfig - befindet sich am Ende des Glas-
rohres ca. 47cm vom diesem Glas-Metalliibergang entfernt. Der Ionenkiifig
wird im Falle der Ca-Apparatur von einem aus vier VA-Stangen bestehenden
Arm gehalten. Bei der Pb-Apparatur besteht der Tréger aus einem Alumini-
umrohr. Beide Haltevorrichtungen sind am Vakuumtopf befestigt. Die elek-
trischen Zufiihrungen bestehen aus einer Kupfer-Beryllium Legierung und
sind durch Oxid-Keramik (Frialit) voneinander elektrisch isoliert und kon-
zentrisch um die Haltevorrichtung angeordnet. Als letztes Verbindungsstiick
zwischen den rigiden Kupfer-Beryllium-Stangen und den einzelnen Fallentei-
len werden flexible Kupferdrihte verwendet, die ebenso mit elektrisch isolie-
rendem Material (Macor) ummantelt sind. Die elektrischen Durchfiihrungen
sind am Vakuumtopf mit BNC-Vakuumdurchfiithrungen verbunden, die es
ermoglichen, abgeschirmte BNC-Kabel direkt an diese Durchfithrungen an-
zuschlieffen, so dass sichere elektrische Verbindungen hergestellt werden. Der
Ubergang ins Vakuum erfolgt iiber vakuumtaugliche Keramikkopfe.

Am Flansch gegeniiber dem Glasrohr befindet sich ein Quarzfenster, das
den fiir die Spektroskopie notwendigen Laserstrahl in die Apparatur bis zur
Penningfalle durchlasst. Die Eintrittsfliche des Fensters ist um den Winkel
von 56° (sog. Brewsterwinkel) gegen die Laserstrahlachse geneigt. Hierdurch
wird gewahrleistet, dass der zuriicklaufende Laserstrahl wieder vollstéandig
die Apparatur verldsst ohne an der Innenseite des Brewsterfensters nochmals
reflektiert zu werden. Auferdem sind am zentralen Rohr noch weitere NW
35 CF-Flansche angebracht, um ein Dosierventil fiir das gezielte Einlassen
von Puffergas, einen lonisationsmesskopf zur Druckmessung und ein FEck-
ventil zum Anschluss einer Turbomolekularpumpe aufzunehmen. Im Falle
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der Pb-Apparatur ist ein weiterer Flansch zur Aufnahme einer rechteckigen
E-Band Mikrowellendurchfihrung aus Kupfer vorgesehen, die im Innern des
Hohlleiters durch ein Glimmerfenster unterbrochen ist und den Ubergang
von atmosphérischem Druck zum Ultra-Hochvakuum kennzeichnet. Der Mi-
krowellenhohlleiter wird bis zur Ringebene der Falle gefiihrt, so dass die Fre-
quenz direkt durch ein Loch in der Ringelektrode in die Falle eingekoppelt
wird. Bei der Ca-Apparatur wird die Mikrowellenfrequenz iiber ein semi-
rigid-Mikrowellenkabel eingespeist. Dieses Kabel ist zwar aus diamagneti-
schem Material hergestellt, jedoch nicht fiir den Einsatz im UHV geeignet,
da es nicht ausgeheizt werden kann. Aus diesem Grund ragt ein mit einer
Mikrowellenvakuumdurchfithrung versehenes Rohr bis kurz vor die Falle in
die Apparatur hinein. Im Vakuum werden dann die Mikrowellen {iber einen
der Ofendrdhte, die sich in der unteren Kalotte befinden, ins Falleninnere
gefiihrt.

Das in der Apparatur herrschende Vakuum von ca. 2 - 10~ ?mbar wird
durch mehrtagiges Ausheizen erreicht. Dabei wird die gesamte Apparatur
bei gleichzeitiger Evakuierung durch eine Turbomolekularpumpe auf eine
Temperatur von ca. 200° erhitzt. Eine hohere Temperatur, die den Evaku-
ierungsvorgang beschleunigen konnte, fithrt zur Verformung der elektrischen
Durchfithrungen und konnte sich kritisch auf die Glas-Metall-Ubergiinge aus-
wirken, wegen den unterschiedlichen Warmeausdehnungskoeffizienten an den
Grenzschichten. Nachdem die Appparatur wieder auf Umgebungstemperatur
abgekiihlt und das Eckventil geschlossen wird, hélt eine Ionengetterpumpe,
die tiber einen NW 100 CF-Flansch am unteren Ende mit dem Stahltopf ver-
bunden ist, bei einer Saugleistung von ca. 50 s das Hochvakuum aufrecht.
Ein supraleitender Solenoid, in dessen Raumtemperaturbohrung das Glas-
rohr geschoben wird, erzeugt das notwendige Magnetfeld, dessen z-Achse
sich entlang der Bohrung befindet.

Das Laserlicht mit der jeweils benttigten Wellenlénge wird {iber Spiegel,
mit Hilfe von Blenden und einer Sammellinse fokussiert, durch die Vakuum-
apparatur gelenkt. Hier trifft es nach ca. 130c¢m auf den ersten Spiegel, der
an der unteren Ringhélfte der Falle montiert ist. Dieser lenkt das Laserlicht
in das Fallenzentrum um und ein zweiter Spiegel, der sich auf der gegeniiber-
liegenden Seite der Ringelektrode befindet, reflektiert das Licht zuriick. Das
Fluoreszenzlicht der angeregten Ionenwolke, das senkrecht zur Laserstrahl-
richtung in z-Richtung beobachtet wird, wird iiber einen Lichtwellenleiter zu
einem Photomultiplier geleitet. Der Lichtleiter, bestehend aus Plexiglas mit
planpolierten Endflachen erstreckt sich von der Ionenfalle aus gemessen etwa
1m iiber die Raumtemperaturbohrung hinaus bis in ein Gebiet, wo das Ma-
gnetfeld auf 10737 abgefallen ist. Uber Verstirker und NIM/TTL-Module
wird das Signal weiterverarbeitet und zur Datenaufnahme an einen Rechner
weitergeleitet. Dieser PC steuert tiber eine von S. Trapp [302| entwickelte
Software den Laser und die Mikrowellenanlage.
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4.2 Der Ionenkafig

Die Penningfalle ist aus sauerstofffreiem Kupfer gefertigt (OFHC, engl.
ozygen free high-conductivity copper). Die Wahl des Materials garantiert
eine geringe magnetische Suszeptibilitdt und ist aufserdem UHV-tauglich.
Die Kafiganordnung besteht aus vier gleichgrofien, hyperbolisch geformten
Ringsegmenten?®, zwei ebenfalls hyperbolisch geformten Endkappen (obere
und untere Kalotte) - wobei die obere Kalotte, um die Detektion des Fluo-
reszenzlichtes zu ermoglichen, aus einem Kupfernetz mit einer Transmission
von 72% besteht - und zwei Korrekturelektroden®. Die einzelnen Fallenteile
werden durch 2mm dicke Kupferberyllium-Stangen, die mit elektrisch isolie-
render Oxidkeramik umkleidet sind, zusammengehalten. Sehr prézise gefer-
tigte Frialit-Abstandshalter isolieren zusétzlich die Endkappen, die Korrek-
turelektroden und die segmentierte Ringelektrode voneinander. Uber dem
hyperbolisch geformten Kupfernetz befinden sich zwei Plankonvexlinsen (&
40mm), die mit einer Gesamtbrennweite von 23mm eine Punkt-zu-Parallel
Abbildung des Fallenzentrums bewirken.

Die untere Kalotte enthélt einen austauschbaren Einsatz mit zwei Boh-
rungen (@ 5mm), in welche man zylindrische Oxidkeramiken mit vier 1mm
grofien Langslocher einfithrt. Durch die Locher wird ein 0.15mm dicker Rhe-
niumdraht gefadelt. Durch Heizen des Drahtes werden dann die gewiinsch-
ten neutralen Atome aus der Probe, die sich ebenfalls in den Lochern der
Keramikzylinder befindet, abgedampft. Durch die gleichzeitig vom Rheni-
umdraht emittierten Elektronen werden die Atome ionisiert und in der Falle
eingefangen. In der Mitte des Kalotteneinsatzes befindet sich eine weitere
runde Offnung (@ 2mm), die dazu dient, dass die in einiger Entfernung
durch Heizen eines 0.1mm dicken thorierten Wolframdrahtes® emittierten
Elektronen den Magnetfeldlinien folgend in die Falle gelangen. Bei der Ca-
Apparatur befindet sich dieser Wolframdraht in ca. 15¢m Entfernung und ist
iiber dem Loch einer Macorscheibe gespannt, die liber eine Edelstahlscheibe
an den Haltestangen montiert und auf die Fallenmitte ausgerichtet ist. Im
Falle der Pb-Apparatur ist die sogenannte Elektronenkanone Teil des Kalot-
teneinsatzes. Der Wolframdraht befindet sich in 10cm Enfernung und wird
durch ein Kupferrohrchen, das durch eine Macorscheibe elektrisch vom Ein-

3Zum Anlegen der azimutalen Quadrupolanregung.

4Zur Kompensation von elektrischen Stértermen héherer Ordnung, die eine Abweichung
vom idealen Quadrupolpotential bewirken. Die Elektroden sind dabei so angeordnet, dass
die Fallenasymptoten mittig durch sie hindurchgehen. Das Verhéltnis aus dem Abstand der
Korrekturelektroden vom Fallenzentrum zur Dicke der Elektroden ist so gewéhlt worden,
dass ihre Form keinen Einfluss auf das elektrische Quadrupolfeld im Fallenzentrum hat.
Solche Kompensationselektroden wurden erstmals von Van Dyck in einem Experiment
eingesetzt und finden Erwdhnung in der Verdffentlichung von R. S. Van Dyck Jr., D.
J. WINELAND, P. A. EksTrROM AND H. G. DEHMELT, ,, High mass resolution with a new
variable anharmonicity Penning trap®, Appl. Phy. Lett. 28, 446 (1976).

599.4% Wolfram; 0.6% Thoriumoxid
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Abb. 4.2: Schnittzeichnung des Ionenkifigs, der bei den Messungen an Ca™ wver-
wendet wurde.
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Abb. 4.3: Schnittzeichnungen des Ionenkdfigs, der bei den Messungen an Pbt
verwendet wurde. Die beiden Schnitte sind senkrecht zueinander.
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satz isoliert ist, auf Abstand gehalten. Der Grund fiir diesen beabsichtigten
Abstand des Drahtes vom Fallenzentrum liegt darin, dass bei der Elektron-
Zyklotron-Resonanz-Messung (siehe Unterabschnitt 6.1.1) der Wolframdraht
permanent geglitht wird. Dies konnte sich storend auf die Homogenitat des
Magnetfeldes am Ort der Elektronen auswirken, da nach dem Biot-Savart-
Gesetz ein stromdurchflossener Leiter einen magnetischen Fluss erzeugt.

Im unteren Ringviertel befindet sich eine 3mm grofe Bohrung, durch
die das Laserlicht, {iber einen 90°-Spiegel gefiihrt, senkrecht zur Beobach-
tungsrichtung durch das Fallenzentrum geschickt wird. Auf der gegeniiber-
liegenden Seite befindet sich ebenfalls eine Bohrung im Ring mit einem 180°-
Spiegel, der das Licht wieder auf den bereits erwédhnten Spiegel zuriickreflek-
tiert. Beide Spiegel sind auf Kupferhalterungen fixiert, so dass nach Ausrich-
tung und Justage der Spiegel eine Verschiebung von der optimierten Positi-
on vermieden wird. Der Ionenkéfig der Pb-Apparatur besitzt aufterdem noch
seitlich eine dritte Offnung in Ringebene zum Einkoppeln der Mikrowellen,
die mit Hilfe eines Hohlleiters zur Falle hin transportiert werden (siche Abb.
4.3).

4.3 Der Magnet

Das Magnetfeld wird durch einen Solenoiden mit supraleitenden Spulen
erzeugt. Die Spulen befinden sich dabei in einem fliissigen Heliumbad, das
von einem mit fliissigem Stickstoff gefiillten Stahlmantel umgeben ist. Dieser
Behélter befindet sich seinerseits, zur Isolation vor der Raumtemperatur, in
einem Vakuummantel. Der Magnet besitzt eine horizontale Raumtempera-
turbohrung (@ 89mm, [ = 870mm), in die das Glasrohr mit dem Ionenkéfig
an die homogenste Stelle geschoben wird.

Neben den Hauptspulen verfiigt der Magnet tiber weitere Nebenspulen,
die sogenannten Korrekturspulen, mit denen die rdumliche Inhomogenitét
vermindert werden kann’. Da jedoch der Teil der Apparatur, der in den
Magneten hineinragt (Falle, elektrische Durchfiihrungen, Fallenhalterung)
eine Restsuszeptibilitdt aufweist, verschlechtert sich dieser Wert. Damit die
gespeicherten ITonen so wenig Einfluss wie moglich von dieser Magnetfeldin-
homogenitét erfahren, was sich auf die Linienbreiten im Spektrum auswirkt,
versucht man die rdumliche Ausdehnung der Ionenwolke auf ein moglichst
kleines Volumen zu begrenzen.

Abgesehen von dieser raumlichen Inhomogenitit unterliegt das Magnet-
feld auch zeitlichen Verdnderungen. Zum einen hat man eine Langzeitdrift

5Die homogenste Stelle befindet sich hierbei nicht in der geometrischen Mitte der Boh-
rung sondern liegt bei ca. 450mm von der Seite aus gemessen in die das Glasrohr hinein-
gefiihrt wird (siche Abb. 4.1).

"Die mit diesen Korrekturspulen erreichbare relative Inhomogenitit ist < 1-1077 T
iiber einem Volumen von V = 7 - % -z = Z.(3mm)? - (10mm) am Ort des héchsten
magnetischen Flusses.
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zu kleineren Magnetfeldern hin von ca. —10_10%, was aber wegen der kurzen

Zeitspanne, in der die Messungen durchgefiihrt wurden (36A) nicht beobacht-
bar war. Zum anderen ist das Magnetfeld statistischen Kurzzeitschwankun-
gen unterworfen, die im Bereich von 107%T liegen. Da diese Fluktuationen
zu einer Linienverbreiterung fiihren, muss gewéhrleistet werden, dass das
Magnetfeld im Zeitraum der Messungen stabil bleibt. Solche Schwankungen
wurden in der Tat beobachtet und als Ursache wurde aufter dem stochastisch
bedingten Auftreten auch das Verschieben von ferromagnetischen Werkzeu-
gen und Gegenstdnden im Labor erkannt.

4.4 Das Lasersystem fiir Ca™

Bei den spektroskopischen Messungen an C'a™-Ionen wurde ein Lasersy-
stem verwendet, das sich aus einem Argon-lonen-Laser als Pumplaser und
einem frequenzverdoppelten Titan-Saphir-Laser (Ti:Sa) als Ringlaser zusam-
mensetzt. Der Argon-lonen-Laser besteht im Wesentlichen aus einer Gas-
entladungsrohre in einem optischen Resonator. Durch eine kontinuierliche
Gasentladung entstehen in dieser R6hre hochangeregte Argon-lonen, welche
unter Aussendung von Photonen sich wieder in ihren Grundzustand abregen.
Mit verschiedenen Spiegelsidtzen konnen im Resonator einzelne Spektralbe-
reiche selektiert werden. Zum Pumpen des Ti:Sa-Lasers wird ein Spiegelsatz
fiir sichtbares Licht verwendet. Die Pumpleistung ist auf ca. 15W stabilisiert.
Im Ringlaser befindet sich ein Titan-Saphir-Kristall (Al;O3 : Ti3*), der als
Lasermedium dient. Damit kann ein Bereich von 700nm bis 825nm durchge-
stimmt werden. Auferdem befindet sich im Strahlengang des Ringlasers ein
optisch einachsiger doppelbrechender Lithium-Jodat-Kristall® (LiJO3), der
fiir die Frequenzverdopplung zusténdig ist und somit Laserlicht im Bereich
von ca. 380nm bis 400nm zur Verfiigung stellt. Durch frequenzselektive Bau-
teile kann die Linienbreite des frequenzverdoppelten Laserlichtes auf weniger
als 1MHz eingeschrankt werden.

Um zu gewéhrleisten, dass der Ringlaser im gewiinschten Wellenlén-
genbereich nur auf einer Mode oszilliert, muss der Verstarkungsbereich des
Titan-Saphir-Kristalls eingeengt werden. Dazu werden aufler der Wahl der
Spiegel drei optische Elemente fiir den Einmodenbetrieb eingesetzt: ein dop-
pelbrechender Filter, bestehend aus drei Platten, und ein dickes bzw. diinnes
Etalon mit einem freien Spektralbereich (FSR) von 10GHz bzw. 280MHz. Ei-
ne optische Diode legt die Umlaufrichtung innerhalb des Ringresonators fest.
Die Laserfrequenz wird aktiv auf ein thermisch- und druckstabilisiertes Eta-
lon geregelt. Fiir langsam verdnderliche Abweichungen von der Sollfrequenz

8Die Phasenanpassung erfolgt durch Anderung des Einstellwinkels, wobei der Winkel
zwischen optischer Achse und Laserstrahlachse so eingestellt wird, dass sich Grund- und
Oberwelle mit gleicher Ausbreitungsgeschwindigkeit fortpflanzen. Der LiJO3-Kristall hat
weiterhin senkrecht geschnittene Endflichen und ist zur Minimierung von Reflektionsver-
lusten mit einer Antireflektionsschicht fiir die Fundamentalmode versehen.
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Abb. 4.4: Schematische Darstellung des mit Hilfe eines Argon-Ionen Lasers ge-
pumpten Tita-Saphir-Ringlasers mit resonatorinterner Frequenzverdopplung.

wird die Resonatorlénge durch Drehen einer Glasplatte mit Hilfe eines Gal-
vanometerantriebes gedindert. Hoherfrequente Stérungen werden iiber einen
piezogesteuerten Spiegel durch Verénderung der Strahllénge ausgeregelt. Zur
Durchstimmung der Laserfrequenz &ndert man die optische Weglédnge im Re-
ferenzresonator mit Hilfe einer Glasplatte, die iiber einen Galvanometeran-
trieb angesteuert wird. Uber die Regelschleife folgt der Laser dann diesem
"Fehlersignal’.

Der Laser wurde zur Aufnahme der optischen Ubergéinge im Ca®-Ion in
einem Wellenlédngenbereich von 396.84nm bis 396.88nm durchgestimmt (ent-
spricht einem Frequenzbereich von ~ 76GHz). Die Wellenlénge wurde hierbei
mit Hilfe eines Wavemeters bestimmt indem die Fundamentalmode mit ei-
nem Prisma riumlich von der SHG? getrennt und in das Geriit eigefidelt
wurde. In dem Gerdt wurde dann die Wellenlénge des Ti:Sa-Lasers mit der
Wellenlénge eines unstabilisierten Helium-Neon-Lasers verglichen. Die ma-
ximale Ausgangsleistung des frequenzverdoppelten Laserstrahls betrug ca.
3mW. Da der Laser starke Leistungsschwankungen zeigte, musste die Lei-
stung durch einen zusétzlich in den Strahlengang gestellten Laser Intensity
Stabilizer (sog. noise eater) stabilisiert werden, so dass sich die maximale
Leistung auf ca. 1.5mW reduzierte. Doch fiir die durchgefithrten Messungen
war bereits eine Laserleistung von 20uW vollkommen ausreichend. Dazu ist
zu sagen, dass diese Leistung kurz hinter dem noise eater gemessen wurde.

“Der frequenzverdoppelte Strahl (engl. Second Harmonic Generation).
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Abb. 4.5: Schematischer Aufbau zur Funktionsweise des moise eater.

Das Laserlicht wurde dann iiber zwei Umlenkspiegel, durch ein %—Pléttchen
(Laufstrecke bis jetzt ca. 50cm) auf eine Sammellinse gelenkt und schliefs-
lich auf einen ca. 1.5m entfernten 90°-Spiegel der Falle fokussiert. Man kann
vermuten, dass hochstens die Hélfte der Laserleistung effektiv zur Anregung
der Tonen zur Verfiigung stand.

4.4.1 Der Laser Intensity Stabilizer

Der noise eater besteht im Wesentlichen aus einem elektro-optischen Mo-
dulator, aus einer Referenzdiode mit Strahlteiler und aus einer elektronischen
Kontrolleinheit (siche Abb. 4.5). Der elektro-optische Modulator setzt sich
zusammen aus einer Pockelszelle, einer Fliissigkristall-Zelle und einem Pola-
risator. Die Hauptaufgabe der Pockelszelle ist, das linear polarisierte Licht
in der Schwingungsebene zu drehen, was iiber eine angelegte variable Span-
nung gesteuert werden kann. Somit kénnen hochfrequente Modulationen in
der Laserintensitét weggefiltert werden. Die optisch in Serie positionierte
Fliissigkristall-Zelle verhalt sich wie die Pockelszelle mit dem einzigen Un-
terschied, dass sie niederfrequente Intensitdtsschwankungen eliminiert. Nach-
dem der Laserstrahl die beiden Zellen passiert hat, fallt er auf einen Pola-
risator. Der Transmissionskoeffizient des Modulators 71" ist somit gegeben
durch

T = COS2(‘I’Polarisator - ‘I’Stmhl)

wobel D poorisator der Winkel des Polarisators in Bezug auf die Tischebene und
Dg,0n der Drehwinkel, mit welchem der Laserstrahl den elektro-optischen
Modulator verléasst. Durch Variation der Spannung an der Pockelszelle dndert
man Pp,urisarer Und somit den Transmissionskoeflizienten.
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Nach dem Polarisator fallt das Laserlicht auf einen Strahlteiler. Dieser
zweigt 3% des Laserstrahls, der den noise eater verldsst, ab und schickt
diesen kleinen Anteil auf eine Referenz-Photodiode. Ein direkt angeschlos-
sener hochauflésender Hochgeschwindigkeits-Vorverstéarker wandelt den von
der Photodiode erzeugten Strom in eine Spannung um. Zur Vermeidung von
thermischen Drifts in der Dioden-Responsivitit wird die Photozelle tempe-
raturgeregelt (bei ca. 33°C'). Die anschliefslende Servo-Kontrolleinheit ver-
gleicht das Signal der Referenz-Photodiode mit dem manuell eingestellten
Transmissionswert am Modulator und regelt gegebenenfalls nach. Der in der
Einheit enthaltene Mikroprozessor iibernimmt die Auswahl der optimalen
Verstarkung und der optimalen Servo-Parameter. Weiterhin wirkt er wie ei-
ne Servo-Sperre falls der Laserstrahl voriibergehend geblockt wird.

4.5 Das optische Nachweissystem

Die Fluoreszenzphotonen der durch das Laserlicht angeregten Ionenwol-
ke werden durch das Linsensystem in der oberen Kalotte abgebildet und
iiber einen Lichtwellenleiter (bestehend aus Plexiglas) und eine sich dahinter
befindende Sammellinse auf die photoempfindliche Kathode eines Gallium-
Arsenid-Photomultipliers geleitet. Die Photonen treffen somit auf die erste
Dynode des Multipliers und die Elektronen aus der Photokathode 16sen dann
iiber eine Dynodenkaskade eine Sekundérelektronenlawine aus. Die erzeugten
elektrischen Pulse werden verstérkt und als Strom an der Anode des Pho-
tomultipliers abgenommen. Ein schneller Hochfrequenz-Vorverstiarker ver-
starkt zusétzlich diese Pulse und ein dahinter angeschlossener A /D-Wandler
gibt sie schlieflich als TTL-Signale aus. Diese Signale werden dann mit einer
Mehrfachzéhlerkarte erfasst und ausgewertet.

Um jedoch tiberhaupt einzelne Photonen detektieren zu konnen, wird der
Photomultiplier auf eine Temperatur von ca. —20°C' gekiihlt. Die Dunkel-
rausch-Zahlrate betrdgt dann 4 bis Teps (counts per second). Der Multi-
plier befindet sich hierzu in einem Kiihler (siche Abb. 4.6), der aus einem
Kihlmantel und zwei Anschliissen aus Kupfer besteht. Durch die vertika-
len Bohrungen des Kiihlmantels wird kalter, gasformiger Stickstoff geleitet,
indem mit Hilfe einer Vorpumpe fliissiger Stickstoff aus einem Behélter her-
ausgesaugt wird. Wegen der langen Wegstrecke zwischen dem Stickstoffbe-
hélter und den Anschliissen des Kiihlers verdampft der urspriinglich fliissige
Stickstoff auf dem Weg zum Photomultiplier. Die Spannungskaskade fiir die
Dynoden des Multipliers befindet sich ebenfalls in einem abgeschlossenen Be-
hélter innerhalb des Kiihlmantels, um eine Erwérmung des Photomultipliers
durch die Steckkontakte zu vermeiden. Auferdem kann sich durch die An-
ordnung kein Kondenswasser auf den hochspannungsfiithrenden Kontakten
bilden, was zu Kurzschliissen fithren konnte.

Auf der lichtempfindlichen Seite des Multipliers befindet sich eine Sam-
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Kupferrohr zum Einlassen
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Abb. 4.6: Technische Schnittzeichnung des Kiihlers fiir den Photomultiplier.

mellinse, die das einfallende Licht auf die Photokathode fokussiert. Zwischen
Lichtwellenleiter und Linse sorgt zum einen ein Interferenzfilter'® mit einem
Transmissionskoeffizienten von 32.5%!! dafiir, dass kein Laserstreulicht zur
photoempfindlichen Schicht des Detektors gelangt; zum anderen gewéhrlei-
stet ein mechanischer, manuell auslosbarer Photoverschluss den Schutz vor
einer Blendung der Photokathode beim Gliithen der Ofendréahte zur Ionener-
zeugung.

Da der Vervielfacher durch axiale Magnetfelder an Effizienz verliert, be-
findet sich im Kiihlmantel eine magnetische Abschirmung (u-Metall). Zudem
wird der Detektor 1m hinter der Offnung der Raumtemperaturbohrung des
Magneten betrieben. Um den auf dieser langen Strecke auftretenden Verlust
an Fluoreszenzphotonen zu minimieren, wurde deshalb der Plexiglaslicht-
leiter verwendet. Dieser befindet sich in einem Kunststoffrohr und schirmt
somit den Lichtwellenleiter vor Streulicht aus der Umgebung ab.

4.6 Die Mikrowellenanlagen

Da, wie bereits am Anfang dieses Kapitels erwéhnt, nach Abschluss der
Messungen an Cat die Feldstirke des supraleitenden Magneten gedindert
wurde, musste eine weitere Mikrowellenanlage aufgebaut werden, die eine
andere Frequenz zur Verfiigung stellte. Somit wurden zwei im Aufbau und
im Funktionsprinzip dhnliche jedoch in der Mikrowellenfrequenz unterschied-
liche Anlagen verwendet. Im Falle der Spektroskopie an C'a™*-Ionen betrug

10\ = (866 & 15)nm
HMit Hilfe einer Laserdiode gemessen, die Licht bei A\ = 866nm emittiert.
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Abb. 4.7: Schematische Darstellung der Mikrowellenanlage. Die Frequenzen in
runden Klammern beziehen sich auf die A0GHz-Mikrowellenanlage’.

das Magnetfeld ca. 1.43T, so dass eine Frequenzquelle von ca. 40GHz ge-
braucht wurde, sowohl zur Induktion der Zeeman-Grundzustandsaufspaltung
des ionischen C'a-Systems als auch zur Anregung der Zyklotronfrequenz von

gespeicherten Elektronen'?.

Vor Beginn der Untersuchungen an gespeicherten Pb*-Ionen wurde das
Magnetfeld auf 2.877 gedndert. Um nun die Zyklotronbewegung der Elek-
tronen anzuregen ist eine Frequenzquelle von ca. 80GHz notwendig. Im Fol-
genden wird der Aufbau der "40GHz-Mikrowellenanlage’ beschrieben, die bis
auf wenige Unterschiede dhnlich zur '80GHz-Mikrowellenanlage’ ist. Auf die
Unterschiede wird an den entsprechenden Stellen explizit hingewiesen.

Das Kernstiick der Mikrowellenanlage besteht im Wesentlichen aus einem
Reflexklystron!?, das Mikrowellen in einem Frequenzbereich von 38 — 42GHz

12Da fiir eine Laser-Mikrowellen-Doppelresonanzmessung die genaue Kenntnis des Ma-
gnetfeldes am Ort der Ionen bendtigt wird.

131938 von Russell und Siegurd Varian erfunden. Das Klystron besteht aus einer Ca-
vity, dem sog. Resonator. Elektronen, die diesen Resonator durchqueren induzieren darin
ein Radiofrequenzfeld und werden ,gebuncht’. Wird nun der Elektronenstrahl mit Hilfe
einer geeigneten negativ geladenen Reflektorelektrode wieder durch die Cavity geschickt,
so erhoht man die Energie des Radiofrequenzfeldes. Vorausgesetzt natiirlich, dass die Ge-
schwindigkeit des Elektronenstrahls und der Abstand des Reflektors von der Cavity geeig-
net gewahlt sind. Das Reflexklystron wird somit zu einem Oszillator. Eine detailliertere
Beschreibung findet sich in [301] und in D. R. Hamirron, J. K. Knipp AND J. B.
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erzeugt mit einer Ausgangsleistung von ca. 40mW 4. Ein Teil der vom Kly-
stron erzeugten Mikrowellenstrahlung (= 10%) wird {iber einen Richtkopp-
ler abgezweigt und in einem Mischer phasenstarr an die von einem Syn-
thesizer erzeugten Frequenz angebunden. Die in diesem Mischer befindliche
Mischerdiode leitet das entsprechende Differenzsignal an einen Synchrimina-
tor weiter, der die unstabilisierte Frequenz des Reflexklystrons fest an die
dritte Oberwelle'® des Synthesizers anbindet. Der Synchriminator benétigt
hierzu ein 30MHz-Differenzsignal. Bei Schwankungen des Differenzsignals
regelt der Synchriminator die Frequenz nach indem er die Reflektorspan-
nung am Reflexklystron é&ndert. Aufgrund der phasenstarren Anbindung des
Klystrons an den Synthesizer kann man somit die Frequenz des Klystrons
durch Verstimmen der Frequenz am Synthesizer dndern, wobei die Stabili-
tdt in der Frequenz des Klystrons durch die des Synthesizers bestimmt ist.
Die Kurzzeitinstabilitiit des Synthesizers betrigt hierbei £5 - 1071 /d. Zur
Verringerung dieser Instabilitat wird der Synthesizer phasenstarr an ein kurz-
zeitstabiles Rubidium-Kleinatom-Frequenznormal angebunden (Schwankun-
gen £5 - 107! /s). Zur Langzeitstabilisierung wird dieses Frequenznormal
per Langwelle iiber ein vom Normsender DCF77 empfangenes Signal mit
dem Casium-Standard der PTB Braunschweig verglichen und gegebenenfalls
nachgeregelt.

Die somit stabilisierte und durchstimmbare Mikrowellenfrequenz wird
iiber einen Hohlleiter und ein semi-rigides Mikrowellenkabel in die Apparatur
eingespeist. Im Falle der 80GHz-Mikrowellenanlage wird der Hohlleiter direkt
bis zur Ringelektrode der Falle durch die Vakuumapparatur gefiihrt. Der
Ubergang in das Vakuum erfolgt mittels einer diinnen Glimmerscheibe.

4.7 Das elektronische Nachweissystem der gespei-
cherten Teilchen

Sinn des elektronischen Nachweises ist es, Information tiber die Art und
die Anzahl der im Kéfig gespeicherten Ionen zu geben. Die prinzipielle Funk-
tionsweise dieses elektronischen Ionennachweises beruht auf der Moglichkeit,
die Energie der Ionen durch Anregung einer lonen-Eigenbewegung, ndm-
lich der axialen Bewegung, innerhalb des Pennigkéfigs kurzfristig zu erho-
hen. Diese Anregung erfolgt durch ein von aufen angelegtes Wechselfeld.
Der Energieverlust, der sich aufgrund der Erhohung der Bewegungsamplitu-
de der Teilchen bemerkbar macht, vollzieht sich in einem Nachweisschwing-
kreis. Dieser Nachweisschwingkreis besteht aus den parasitiaren Kapazitéaten

H. KuPER, Klystrons and Microwave Triodes, MIT Radiation Laboratory Series, Vol. 7,
McGraw-Hill Book Company, Inc., NY (1948)

Im Falle der 80GHz-Mikrowellenanlage umfasst der Durchstimmbereich die Frequen-
zen 79.5 — 82.5GHz bei einer Ausgangsleistung von ca. 400mW .

5Tm Falle der 80GHz-Mikrowellenanlage ist es die fiinfte Oberwelle.
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Abb. 4.8: Schematische Darstellung des elektronischen Ionen- und Elektronen-
nachweises. Durch die geometrische Anordnung der kupfernen Kifigelektroden ei-
nerseits und Zuleitungskapazitdten andererseits, entstehen parasitire Kapazitdten.
Dies fiihrt zu einer kapazitiven Kopplung der oberen und der unteren Kalotte und
ist analytisch durch eine Ersatzkapazitit C darstellbar (linkes Bild).

Schaltet man parallel, zur Kompensation dieser Kapazitdt, eine geeignete Induktivi-
tit L, so hat man den Nachweisschwingkreis mit w, = 1/v/L - C. Im Resonanzfall
w ~ wye wird dem gespeicherten Teilchen tber die ariale Bewegung Energie zuge-
fihrt, die sich in einer Energieabnahme im Nachweisschwingkreis bemerkbar macht
(rechtes Bild).

des Kiéfigs und den elektrischen Zuleitungen - die man durch eine Kapa-
zitét geeigneter Grofe darstellen kann - sowie aus der Induktivitdt, die so
gewahlt werden muss, dass die Resonanzfrequenz w, mit der Schwingungs-
frequenz der Teilchen bei einer festen Speicherspannung zusammenfillt. Die
Anregungsfrequenz wird tiber einen Anrequngsschwingkreis induktiv einge-
koppelt. Dieser Schwingkreis ist mit der oberen und der unteren Kalotte
verbunden und regt die Schwingung der Ionen in axialer Richtung an. Wie
bereits in Abschnitt 2.1 hergeleitet, ist die Frequenz dieser Ioneneigenbewe-

gung gegeben durch:
2qUo
Wy =4/— 5
mro

wobei Uy die Speicherspannung ist, die zwischen Ringelektrode und Kalot-
ten anliegt, g der Ringradius in der Fallenmitte und m, ¢ Masse und Ladung
des gespeicherten Teilchens. Variiert man nun bei konstant gehaltener Nach-
weisfrequenz w, . sigezahnférmig die Speicherspannung, so kann man mas-
senselektiv die Art der Teilchen bestimmen (vorausgesetzt, dass es sich um
einfach geladene Teilchen handelt), da abhiangig von der Masse verschiedene
Teilchen bei verschiedenen Spannungen in Resonanz mit dem Anregungs-
schwingkreis gelangen. Dies macht sich in einer Modulation der Amplitude
des Nachweisschwingkreises bemerkbar: Die Ionen nehmen im Resonanzfall
w, ~ w;c Energie auf, weil die Kalotten fiir die geladenen Teilchen nur noch
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einen ohmschen Widerstand bilden und somit den Strom vermindern, der
durch die Spule flieft. Dieser relativ kleine Stromeinbruch wird durch zwei
Verstérker (Vor- und Hauptverstérker) und einem Demodulator auf einem
Ostzilloskop sichtbar gemacht. Aus der Spannung, bei der die Resonanz auf-
tritt, kann man auf die Masse schliefen und die Tiefe des Stromeinbruchs
stellt ein Mals fiir die Anzahl der gespeicherten Ionen dar.

Wegen des grofsen Massenunterschiedes zwischen einfach positiv gelade-
nen Ionen und Elektronen, benétigt man zwei verschiedene Nachweisverstar-
ker mit unterschiedlichen Resonanzfrequenzen. Beim Ionennachweis im Falle
von gespeicherten Ca*t-Ionen' betrigt die Frequenz w; - ~ 27 -92kHz, beim
Elektronennachweis ist dagegen w; o ~ 27 - 12MHz

4.8 Die Ansteuerung der einzelnen Komponenten
und die Datenaufnahme

Um groftmogliche Flexibilitdt in der Anderung von Messvorschriften
(z.B. zeitlichen Abldufen der Messzyklen) zu haben, wurde die Steuerung
des Experimentes von einem Personal-Computer iibernommen, wobei die
Steuerungssoftware in der Programmiersprache C*+ von S. Trapp im Rah-
men von spektroskopischen Messungen an gespeicherten Eut-Tonen [302] er-
stellt wurde. Der PC ist dabei mit einem [FEFE/88-Interface zur Steuerung
von Frequenzgeneratoren (etwa des Synthesizers), einer Mehrfachzdhlerkarte
zur Aufnahme der von der Nachweiselektronik in TTL-Pulsen umgewandel-
ten Photonensignalen, sowie mit einer Multi-IO-Karte ausgestattet. Letztere
steuert einerseits den Laser und iibernimmt andererseits das Timing und die
Datenaufnahme beim Elektronennachweiszyklus. Im Folgenden werden kurz
die Prozeduren der beiden Messaufgaben beschrieben:

Messung des optischen Spektrums und der Mikrowellen-Dop-
pelresonanz

Das fiir die Untersuchung an C'a™*-Ionen verwendete Lasersystem muss
mit einer Spannungsrampe verstimmt werden. Dazu wird ein D/A-Wandler
der Multi-IO-Karte benutzt. Die am Photomultiplier ankommenden Pho-
tonenimpulse werden von der Zidhlkarte erfasst. Diese enthélt mehrere 16-
Bit-Zéhlerbausteine, die iiber die Software kaskadiert und logisch miteinan-
der verkniipft werden koénnen. Dabei nehmen zwei miteinander kaskadier-
te Zahler die Photonenimpulse auf, wihrend ein weiterer Zahler mit Start-
wert und fester Frequenz bestimmt, wie lange die beiden Zahler Photonen

16Bei der Speicherung von Pb*-Tonen wurde die Resonanzfrequenz durch zusitzliches
Anlegen von parallelen Kapazitdten zwischen den Zuleitungen zur oberen und unteren
Kalotte verstimmt.
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Abb. 4.9: Screenshot der graphischen Benutzeroberfliche der Ansteuerungssoft-
ware zur Aufnahme eines optischen Spektrums. Uber eine Eingabemaske lisst sich
selektiv der Scanbereich, die Frequenzschrittweite, die Messzeit pro Kanal und die
Frequenzrichtung der Durchstimmung des Lasers bestimmen.

zéhlen sollen. Nach einer iiber die Eingabemaske (siehe Abb. 4.9) des Pro-
gramms frei wihlbaren Zeit wird der Laser in der Frequenz verstimmt!'” und
von neuem die Anzahl der ankommenden Photonen gezéhlt. Im Falle der
Doppelresonanz-Messungen wird der Laser zum Peak der optischen Fluores-
zenzkurve verstimmt und auf der festen Wellenldnge gehalten, wihrend der
Synthesizer der Mikrowellenanlage in der Frequenz verstimmt wird.

Messung der Elektronen-Zyklotron-Resonanz

Zur Steuerung des Zeitablaufs beim Elektronen-Nachweiszyklus (d. h. Ein-
schuss der Elektronen in die Falle, Absenken des Speicherpotentials, Star-
ten der Spannungsrampe zur Detektion des Stromeinbruchs im demodu-
lierten Signal, Sichtbarmachung und Auswertung des Absorptionssignals im
Messfenster, Aufnahme des Datenpunktes) werden vier digitale Ausginge
der Multi-IO-Karte benutzt. Ein D/A-Wandler dieser Karte steuert iiber
einen nachgeschalteten Verstarker die an der Ringelektrode anliegende Span-
nung, wahrend ein weiterer Digitalausgang fiir den Start der Nachweisrampe

""Der Durchstimmbereich des Lasers wird vorher manuell an der Control-Box festge-
legt und anschlieffend iiber das Steuerprogramm in 4095 Kanéle unterteilt, so dass die
kleinstmégliche Schrittweite, mit der der Laser verstimmt werden kann, vorgegeben ist.
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Abb. 4.10: Screenshot der graphischen Benutzeroberfliche der Ansteuerungsoft-
ware zur Aufnahme der FElektronen-Zyklotron-Resonanz. Das im kleinen Fenster
sichtbare Signal stellt das demodulierte Nachweissignal dar. Die Auswertung die-
ses elektronischen Signals wird dann im grofSen Fenster graphisch dargestellt, wobei
mafgeblich die absolute Signaltiefe im Bezug auf den Mittelwert der Rauschens ist.

benutzt wird. Der dritte Ausgang steuert den Einschuss der Elektronen in
die Falle, indem {iiber eine sog. Elektronen-Umschaltbox zwischen einer ne-
gativen Beschleunigungsspannung und einer positiven Haltespannung - die
beide an der Elektronenkanone liegen - zu festgesetzten Zeiten hin- und her-
geschaltet wird. Schlieklich digitalisiert ein A /D-Wandler das Nachweissignal
vom Elektronen-Nachweisverstiarker. Somit kann dieses Absorptionssignal
am Bildschirm des PCs sichtbar gemacht und die Auswertung des Signals
verdndert werden (siche Abb. 4.10). Gleichzeitig wird iiber die IEEE/8S-
Schnittstelle, die mit dem Synthesizer verbunden ist, die Verstimmung der
Mikrowellenfrequenz angesteuert.






Kapitel 5

Messungen an Ca™

5.1 Die Speicherung von Cat-Ionen

Bevor sowohl die Verweildauer der Ca™-Ionen als auch die Quenchrate
des metastabilen Niveaus mit Hilfe von Puffergas und dem zusétzlichen Anle-
gen eines azimutalen Quadrupol-Hochfrequenzfeldes erhoht werden konnten,
mussten vorab geeignete Speicherbedingungen, wie Wahl des Speicherpo-
tentials, Dauer der lonenerzeugung und Wert des Glithstroms durch den
Ofendraht bestimmt werden. Diese Untersuchungen wurden im UHV bei ei-
nem Druck von 2-10"?mbar durchgefiihrt. Bei einem anfinglichen tiefen
Potentialtopf von Uy = —60V konnte man am Oszilloskop durch Gliithen des
Ofendrahtes®, bei einem Strom von I = 0.74 (Dauer des Gliihens ~ 10s)
das in Abbildung 5.1 dargestellte demodulierte Signal des onennachweisver-
stirkers beobachten. Man sieht mehrere Stromeinbriiche, die davon herriih-
ren, dass unterschiedliche Massen beim Verfahren einer Spannungsrampe?
wegen v, < /Up/m in Resonanz mit dem &uferen Anregungsschwingkreis
gelangen und Energie tiber die axiale Bewegung abgeben. Durch Kenntnis
der Frequenz des Nachweisschwingkreises kann man, wenn man den Schnitt-
punkt des Stromeinbruchs mit der Spannungsrampe ermittelt, auf die Masse
der gespeicherten Ionen schliefsen. Wegen der niedrigen Giite des Ionennach-
weisverstarkers von ca. Q ~ 70 konnten jedoch benachbarte Massen am
Oszilloskop nicht aufgelost werden. Der grofte Einbruch konnte deshalb ei-
ner Masse mit m = (40 =+ 2)a.m.u. zugeordnet werden und lieft zunéchst die
Ungewissheit, ob es sich um Ca™, KT oder um beide Ionensorten handelte.
Die kleineren, links davon liegenden Einbriiche konnten mit m ~ 56 a.m.u.
bzw. m ~ 43 a.m.u. als CaO™" bzw. CaH™" identifiziert werden. Diese An-
nahme wurde durch die Tatsache gestiitzt, dass metallisches Calcium an
der Luft sehr schnell mit einer Oxidschicht iiberzogen wird (der Einbau der
Ofen in die untere Kalotte dauerte bis zum Beginn der Evakuierung der Ap-

!Bestehend aus einem Rheniumfilament
2Dargestellt durch das annihernd sigezahnformige Signal im unteren Teil der Abb. 5.1
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Abb. 5.1: Das demodulierte Signal des Ionennachweisverstirkers beim Verfahren
der Spannungsrampe, die durch den anndhernd sdgezahnformigen Verlauf der un-
teren Kurve dargestellt ist.

paratur durch die Turbomolekularpumpe immerhin 20 Minuten). Aufserdem
kann Sauerstoff, wie auch Wasserstoff und Stickstoff als Restgas in der UHV-
Apparatur vorhanden sein, die mit Ca eine chemische Verbindung eingehen
koénnen.

Diese beiden Peaks verschwanden jedoch nach mehrmaligem Gliihen iiber
einige Tage, so dass nur das grofere Absorptionssignal iibrigblieb. Die noch
kurze Speicherzeit von ca. 5—10 min. erhdhte sich bei einer Reduzierung des
Speicherpotentials. Bei einem Wert von Uy = —23.9V konnte eine Verweil-
dauer der Ionen in der Falle von ungefihr 2h registriert werden. Ein weiteres
Absenken des Potentials verschlechterte wieder die Speicherzeit. Die Abbil-
dung 5.2 zeigt die unterschiedlich schnelle Abnahme der gespeicherten Ionen-
zahl in Abhéangigkeit von der Zeit. Hierbei wurde als Maf fiir die Anzahl der
Tonen die Tiefe des Stromeinbruchs am Oszilloskop genommen. Exemplarisch
sind nur die Messungen bei ,optimalem‘ (Abb. 5.2 rechtes Bild) Speicher-
potential und bei einer niedrigeren Speicherspannung (Abb. 5.2 linkes Bild)
dargestellt.

Der néchste Schritt bestand nun in der Wahl des Puffergases. Aus Er-
gebnissen von fritheren Messungen an Ba™ [185] wussten wir, dass homonu-
kleare Molekiile, wie z. B. Na, wegen der zusétzlich auftretenden Rotations-
und Vibrationszustdnde, einen gegeniiber Edelgasen um zwei Grofenord-
nungen groferen Wirkungsquerschnitt haben, was sich auf die Quenchraten
niederschligt?. Praktisch bedeutet dies, dass beim Einsatz von Edelgas? als
Puffergas bei einem ca. 100 mal hoheren Druck gearbeitet werden muss, um
die gleiche Quenchrate wie bei Verwendung von Ny zu erhalten. Die Wahl fiel
somit erstmal auf Stickstoff. Desweiteren musste der Puffergasdruckbereich

3Fiir Ca™ geben Knoop et al. [153] folgende Werte an:
To(He) = (1.05 4 0.42) - 1072 em®s™! To(Ne) = (0.9 +£0.7) - 107 2em®s™" und
To(N2) = (1.74£0.2) - 107 9em?s™!

“Im Falle von Ca’ kommt nur He oder Ne in Frage.
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Abb. 5.2: Speicherzeitmessung bei zwei unterschiedlichen Potentialen. Das linke
Bild wurde bei Uy = —18V aufgenommen. Die Speicherzeit betrug T = 211s. Das
rechte Bild hingegen wurde bei ‘optimalem’ Speicherpotential von Uy = —23.9V
aufgenommen mit T = 1547s.

sorgféltig gewahlt werden, da uns auch aus vorangegangenen Messungen an
Ba™ und Fu'-Ionen bekannt war, dass das Quenchen des metastabilen D-
Niveaus durch die Stéfe mit dem Puffergas einen konkurrierenden Prozess
zu den Relaxationen darstellt, die sich zwischen den Zeeman-Unterniveaus
des Grundzustandes eines ionischen oder atomaren Systems ereignen. In ei-
nem optischen Mikrowellen-Doppelresonanzexperiment (siehe Abschnitt 5.3)
wird das hoherliegende Zeeman-Niveau des Grundzustandes mit einem La-
ser selektiv angeregt und entvolkert. Durch dieses optische Pumpen wird ei-
ne Besetzungszahldifferenz zwischen den beiden Unterzusténden geschaffen,
die zu einer detektierbaren Uberhohung der Fluoreszenzlichtintensitit fiihrt,
wenn man Mikrowellen einstrahlt, die Ubergéinge zwischen den Zeemanun-
terniveaus induzieren. Eine Erhéhung der Relaxationsrate vom energetisch
héheren ins energetisch tiefere Zeeman-Niveau, verursacht durch die Stofe
mit Puffergasmolekiilen, fiihrt zu einer Zerstorung dieses optischen Pumpef-
fektes. Man muss somit ein Gleichgewicht finden, indem durch das Vorhan-
densein von Puffergas eine erhohte Besetzungszahldichte im Grundzustand
erzielt wird (durch Quenchen des metastabilen Niveaus), ohne durch stofin-
duzierte Grundzustandsrelaxation in das energetisch tiefer liegende Zeeman-
Unterniveau Signal zu verlieren.

Aufgrund sowohl dieser Voriiberlegungen als auch fritherer Erfahrungen
wurde die Vakuumapparatur mit Stickstoff auf 5 - 10~>mbar ,abgepuffert’
und bei einer eingestrahlten Quadrupolfrequenz von v, = 557kHz (Anre-
gungsamplitude 10V,,) konnte am Oszilloskop fiir mehrere Stunden ein Ab-
sorptionssignal beobachtet werden. Die experimentell bestimmte Seitenband-
frequenz wich hierbei vom theoretischen Wert ab. Die Tabelle 5.1 zeigt eine
Ubersicht der Ioneneigenfrequenzen von Cat und K+, wobei fiir die Ma-
gnetfeldstirke B ~ 1.4342T eingesetzt wurde.
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Bewegungsmode | Ca™ [kHz] | KT [kHz] |

Ve 550,593 | 564,771
vt 134,269 | 135,980
v_ 16,890 16,874
N 533,703 | 547,897

Tab. 5.1: Ioneneigenfrequenzen von Cat und K+

Trotz mehrmaliges Verstimmens des Lasers {iber den vermuteten Wellen-
lingenbereich konnten keine optischen Ubergéinge beobachtet werden. Die
logische Schlussfolgerung dieser Beobachtung war, dass das sichtbare Signal
am Oszilloskop entweder kein Ca™ war oder das Absorptionssignal ein Ge-
misch aus zwei benachbarten Massen ,beinhaltete’, wobei die gewiinschten
Ca™-Tonen den kleineren Anteil bildeten und deshalb nur sehr wenig Fluo-
reszenzphotonen emittierten. In beiden Féllen bedeutete dies, dass das in
makroskopischen Mengen in die Keramikofen gefiillte metallische Calcium
beim Glithen der Ofendréhte eine chemische Verbindung mit Stickstoff ein-
ging.® Auferdem wurde, wie sich nach Abschluss der Messungen an Ca®
zeigte, aus dem Rheniumfilament® in gréferen Mengen Kalium freigesetzt,
das in der Falle gespeichert wurde. Die folgende Beobachtung bestérkt die
letztgenannte Vermutung: Nach Einschalten der Ionengetterpumpe wurden
im UHV Ionen erzeugt. Zu sehen war am Oszilloskop das demodulierte Si-
gnal in Abb. 5.3 (linkes Bild). Anschlieftend wurde in einer Dipolanordnung
— d. h. zwei benachbarte Ringsegmente wurden zusammengeschlossen — in
radialer Ebene die reduzierte Zyklotronfrequenz von KT eingestrahlt. Nach
einigen Zyklen, d. h. einigen Durchldufen der Spannungsrampe, sah man am
Ostzilloskop das rechtsstehende Bild von Abb. 5.3. Der Absorptionsdip auf
der ansteigenden Spannungsflanke ist fast vollstédndig verschwunden und das
Signal” hat sich zu einer etwas héheren Masse verschoben (d.h. im rech-
ten Bild ist das Absorptionssignal gegeniiber dem Signal im linken Bild nach
links gewandert). Uber die eingestrahlte Hochfrequenz wurde Energie in eine
der Toneneigenbewegungen von KT iibertragen, die zum Ionenverlust dessel-
bigen fithrte. Was an Signal nach diesem Vorgang {ibrigblieb identifizierten
wir als Ca™, dessen Ionenanzahl jedoch zu gering war, um es durch Laser-
anregung optisch beobachten zu konnen. Nach Einstrahlen der reduzierten

hei einer Speicherspannung von Uy = —23.9V

®Bei hohen Temperaturen findet eine chemische Umwandlung von Calcium in Calci-
umnitrid statt: 3Ca + No — CasNs + 432.1kJ

5Aus dem Katalog der Firma Goodfellow entnimmt man, dass das 99, 97% reine Rheni-
um durch Wasserstoffreduktion des Kalium-Perrhenatsalzes gewonnen wird, das seinerseits
durch die Ausfillung des Perrhenat-Ions (ReO4)~ aus einer oxidierten Losung extrahiert
wird.

"Der Stromeinbruch auf der abfallenden Flanke ist gleich dem Signal auf der ansteigen-
den Flanke. Er erscheint lediglich schmaler, da der Spannungsbereich schneller mit einer
steileren Steigung in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird.
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Abb. 5.3: Demoduliertes elektronisches Nachweissignal. Das rechtsstehende Bild
entstand nach einer dipolartigen Anrequng der zu K+ gehérenden reduzierten Zy-
klotronbewegung.

Zyklotronfrequenz von Cat(vy = 534kHz) verschwand auch dieser Peak.
Die in der Penningfalle gespeicherte Ionenwolke von ca. 105 — 107 Teilchen
bestand somit aus mehr als zwei lonensorten, die jedoch mengenmiéfig in ei-
nem disporportionalen Verhéltnis zueinander standen, zu Gunsten der nicht
erwiinschten Teilchensorte K. Aus erst spiter einsichtigen Griinden® konn-
ten die K "-Tonen nicht dauerhaft von den Ca™-Ionen separiert werden. Die
kleinere Anzahl an vorhandenen C'a™*-Ionen wurde vielmehr bei einer Seiten-
bandfrequenz von v, = 557kHz sympathetisch mit den K "-Ionen gekiihlt.
Dabei konnte die Anregungsamplitude der Quadrupolanregung bis auf 0.5V},
herabgesenkt werden, ohne dass am Oszilloskop eine Verdnderung zu beob-
achten war oder sich die Speicherzeit &nderte. Man beachte hierbei, dass
die experimentell ermittelte optimale Seitenbandfrequenz® genau zwischen
dem theoretischen Wert fiir Ca™ (v, &~ 550kHz) und demjenigen fiir K™
(v, =~ 564kHz) lag.

Auch der Versuch, durch zusétzliches Einstrahlen der Magnetronfrequenz
alle in der Falle gespeicherten Ionensorten zu destabilisieren und (bei stén-
diger Tonenerzeugung) mit Hilfe der jrichtigen‘ Seitenbandfrequenz die ge-
wiinschten Ca*-Ionen in der Falle zu akkumulieren, schlugen fehl, denn K+
wurde bei jedem Glithen des Ofendrahtes in grofsen Mengen produziert.

Die Verwendung von Helium als Puffergas konnte zwar das ,Kaliumpro-
blem*‘ nicht 16sen, doch blieb wenigstens die chemische Reaktion aus, so dass
mehr Ca™-Ionen in die Falle gelangten. Diese Vermutung stiitzt sich auf die

8Vermutlich ist die Puffergas-Seitenbandanregung-Kiihlmethode nicht vollstindig ver-
standen. Die theoretische Grundlage beschreibt nicht ein Ensemble von Ionen, die sich
aufgrund der Coulombwechselwirkung gegenseitig beeinflussen, sondern nur ein einzelnes
Teilchen.

9Bei v. = 557kHz war die Verweildauer der gespeicherten Teilchen in der Falle maximal.
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Tatsache, dass sich die eingestrahlte Zyklotronfrequenz von v, = 557kHz auf
ve = 554kHz (Anregungsamplitude 7V},,) herabsenkte, d. h. nun néher an
dem theoretisch ermittelten Wert (siche Tabelle 5.1) lag. Bei einem Druck
von 8 - 103 mbar konnten die Ionen fiir einige Stunden gespeichert werden
und es konnten erstmals die vier optischen Ubergéinge vom Grundzustand
des ionischen Calciums in das erste angeregte P-Niveau beobachtet werden.
Das Speicherpotential betrug nun Uy = —18V. Am Oszilloskop sah man bei
diesem hohen He-Puffergasdruck ein verbreitertes Absorptionssignal. Dies
bedeutet, dass sich die Ionenwolke aufweitet und somit in anharmonische
Bereiche des elektrischen Quadrupolpotentials gelangt. Dadurch wird der
Spannungsbereich, in dem die Ionen durch den Nachweisschwingkreis Energie
aufnehmen, grofser.

Mit diesen neuen Speicherparametern (d. h. p = 8 - 10~ 3mbar He, v, =

554kHz, A,y = TVp, und Uy = —18V) konnten zwar im optischen Spek-
trum bei den stéirkeren o-Ubergéingen Zihlraten von 50 — 60Hz erreicht wer-
den, doch war dieser Umstand im Hinblick auf die durchzufiihrende opti-
sche Mikrowellen-Doppelresonanz-Messung aus zweierlei Griinden nicht zu-
friedenstellend:
Zum einen hatte sich die Verweildauer der Ionen durch die erhdhte Stof-
rate mit dem Puffergas drastisch verkiirzt und zum anderen trat nun ei-
ne Erhéhung der bereits erwdhnten Grundzustands-Relaxationsrate ein, so
dass sich eine Einbufte in der Fluoreszenzlichtintensitat des Grundzustands-
Zeemaniiberganges abzeichnete. Ein Ausweg aus diesem Dilemma bestand in
der Reduzierung des He-Puffergasdruckes auf p = 3-10~%mbar, was zwar die
ohnehin schon schlechte Quenchrate weiter verschlechterte (die Zéhlrate im
optischen Spektrum sank auf 20 — 30Hz'0 bei einer Dunkelrausch-Zahlrate
von 4—T7Hz). Die dafiir gewonnene Verlangerung der Speicherzeit auf ca. 24h
erlaubte jedoch, die Fluoreszenzphotonen des Mikrowellenspektrums iiber
einen erheblich lingeren Zeitraum zu akkumulieren. Bei diesem niedrigen
Puffergasdruck sah das demodulierte Signal des Nachweisverstérkers folgen-
dermafien aus (siche Abb. 5.4): Das Absorptionssignal wurde schmaler und
es tauchte zusétzlich eine Doppelstruktur auf, wobei der Einbruch bei der
betragsmiifig kleineren Spannung !, nach einer Weile kleiner wurde. Der
grofere Stromeinbruch stammte jedoch nicht vollstdndig von den gespei-
cherten C'a™-Ionen, da auch bei einer zeitlichen Abnahme des elektronischen
Signals die optische Fluoreszenzrate sich nicht wesentlich verringerte.

0%ei einer Laserleistung von ca. 20uW
1. h. leichtere Ionenmasse
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Abb. 5.4: Am  Oszilloskop sichtbar gewordene Doppelstruktur im Ionen-
Nachweissignal.

5.2 Die Aufnahme des optischen Spektrums von

Ca™

Zur Aufnahme der vier elektrischen Dipoliibergéinge von 425, /2 nach
42p; /2 wurde der Ti:Sa-Laser iiber ein Frequenzintervall von etwa 7T0GHz"?
verstimmt. Der optische Nachweis geschieht indirekt durch Beobachtung des
Zerfalls aus dem angeregten 42P; /2 In das metastabile 32D, s2-Niveau. Die
beiden duferen Signaliiberhohungen in den Abb. 5.5 und 5.6 entsprechen den
o*-Ubergéngen:

4251/2,771] = :E% — 42P1/2,mJ = :F% mit Amy = +£1,

die +27GHz vom Schwerpunkt des Systems' entfernt liegen, und die inneren
Resonanzen sind die 7-Uberginge:

4251/2,mJ = :I:% — 42P1/2,mJ = :I:% mit Amy = %0,

die in einem Abstand von +13GHz vom Schwerpunkt liegen.

Man kann alle vier moglichen Ubergéinge beobachten, da sich im Strahlen-
gang des Lasers, bevor er auf das Brewsterfenster fallt und zur Falle gelangt,
ein sog. ,,%—Pléttchen“ befindet. Dieses diinne Plédttchen besteht aus einem
optisch zweiachsigen Kristall (z. B. Glimmer oder Quarz) und zerlegt das
einfallende Laserlicht bei richtiger Wahl der Achse in zwei senkrecht zuei-
nander oszillierende linearpolarisierte Wellenbiindel mit verschiedener Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit. Die Dicke des Pléttchens ist so gewidhlt, dass der
Gangunterschied zwischen beiden Biindeln bei Austritt % betrédgt. Da in die-
sem speziellen Fall das linearpolarisierte Licht des Ti:Sa-Lasers nicht unter
einem Winkel von 45° auf das %—Pléittchen trifft, betrdgt die Phasendifferenz
nicht exakt 7, und man erhélt somit elliptisch polarisiertes Licht, das sowohl

2hezogen auf die frequenzverdoppelte Wellenlinge
13d.h. der Ubergang 42 Si/2 — 42P1/2 in Abwesenheit eines Magnetfeldes
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Abb. 5.5: Optisches Spektrum des Uberganges 4251/2 — 42P1/2 bei einer Laserlei-
stung von P = 400uW .

| [ 42 Piyp(m, = —1f) [ P Prp(m, = + 1) |
428, 1o(my; = +14) || 396, 84845(6) 396, 86889(12)
428, ;5(m, = — 1) || 396, 85655(10) 396, 87766(6)

Tab. 5.2: Die Wellenlingenangaben sind in nm ohne Korrektur des Brechungs-
indexes fir den Ubergang Luft- Vakuum. Die farbig unterlegten Werte sind die o-
Uberginge. Die in den runden Klammern angegebenen Fehler sind die Mittenfehler
der an die optischen Spektra angepassten GaufSkurven.

linear als auch zirkular-polarisiertes Licht enthélt. Das Vorhandensein der
Beidhandigkeit des zirkular-polarisierten Lichtes (d. h. sowohl links- als auch
rechts-zirkular) ist auf die Reflexion des Laserlichtes am 180°-Spiegel der Fal-
le (siehe Abb. 4.2 bzw. 4.3) zurtickzufiithren. Da jedoch diese Polarisationen
nicht zu gleichen Anteilen entstehen, erhalten wir ein optisches Spektrum
mit unterschiedlichen Peakhthen'®. Die Tabelle 5.2 fasst die Ubergangswel-
lenldngen zusammen, die sich aufgrund der Eichung des durchgestimmten
Frequenzbereiches mit Hilfe eines Wavemeters ergeben.

Die Linienbreite der Uberginge wird hauptsichlich durch die Laserlei-
stung und die Dopplerbreite bestimmt, da die spektrale Breite des Lasers mit
< 1MHz zu vernachléssigen ist. Das Intensitétsprofil der Doppler-verbreiter-

1Es sei am Rande bemerkt, dass dieses Phinomen der Resonanzfluoreszenz, d.h.
die Wechselwirkung von Licht und Atomen/Ionen bereits in den zwanziger Jahren von
R. W.Wood entdeckt wurde.
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Abb. 5.6: Optisches Spektrum des Uberganges 4251/2 — 42P1/2 bei einer Laser-

leistung von P = 20puW. Es wurden hierbei vier Durchliufe aufaddiert, d.h. die
Zahlrate im Mazimum der o-Ubergdinge betrug ca. 30Hz.

ten Spektrallinie hat in erster Néherung ein Gaufprofil: '

C(W—wo)}2

I(w) = I(wo)e_[ wovw
: - S 2kT
mit der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit v, =1/ ——
m

Die Dopplerbreite entspricht der Halbwertsbreite (FWHM) und lésst sich

ausdriicken als:
8KkT In2
Avp = @\/4 n2 v, = @\/ oF” ne
c c m

Durch Umformen ergibt sich fiir die mittlere kinetische Energie der Teilchen:

Avp? - Xo®-m

Eii,=k-T=
kin 81In2

(5.1)
Aus den angefitteten Gaufkurven erhilt man eine Linienbreite der Resonan-
zen in Abb. 5.5 von im Mittel 9.7GHz. Nach Reduktion der Laserleistung
von urspriinglich P = 400uW auf P = 20uW verschmaélerten sich die Lini-
enbreiten auf 6.9GHz (Abb. 5.6). Ein weiteres Absenken der Laserleistung

Eine genauere Betrachtung zeigt, dass eine Doppler-verbreiterte Spektrallinie kein
reines Gaufsprofil darstellt, sondern eine Faltung aus einem Lorentz- und einem Gaufsprofil
ist, ein sog. Voigt-Profil.
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fiihrte zu keiner zusétzlichen Verkleinerung der Linienbreite; lediglich das
Signal-zu-Rausch-Verhéltnis verschlechterte sich. Deshalb kann man davon
ausgehen, dass die Breite der optischen Ubergéinge in Abb. 5.6 hauptsiich-
lich auf dem Dopplereffekt beruht. Setzt man in Glg. (5.1) A\g = 396.86nm
und m = 40u ein, so ergibt sich eine mittlere kinetische Energie der Ionen
von By, ~ 0.5eV 16, die ca. 20-mal hoher liegt als die Energie der Puffer-
gasatome bei Umgebungstemperatur, namlich %ev. Dies bedeutet, dass das
Seitenbandkiihlen in Puffergasatmosphére nicht effizient genug war: es funk-
tionierte schlechter als von den theoretischen Berechnungen erwartet. Der
Grund hierfiir liegt vermutlich bei dem bereits erwéhnten ,Kalium-Problem®.
Dadurch, dass zusitzlich zu Ca™ mindestens noch eine weitere Ionensorte
gespeichert wurde lag, die Seitenbandfrequenz v, die effektiv iiber die Ring-
elektrode eingestrahlt wurde, bei 554kHz, d. h. um ca. 4kHz gegeniiber dem
theoretischen Wert fiir Ca™-Ionen zu hoheren Frequenzen verschoben. An-
dererseits lag die Frequenz auch 10kHz unterhalb des Wertes fiir K "-Ionen.
Somit konnte effizient keine Ionensorte gekiihlt werden und Aufheizeffekte,
die z. B. K-Ionen betrafen, iibertrugen sich durch die Coulombwechselwir-
kung sympathetisch auf die C'a™-Ionen.

Im folgenden Unterabschnitt soll die Anzahl der in der Penningfalle ge-
speicherten Ca™-Ionen mit Hilfe der Zihlrate aus dem optischen Spektrum
abgeschitzt werden. Um die Gesamtzahl der Ionen aus der Intensitdt im
ersten Maximum der in Abb. 5.6 gezeigten laserinduzierten Uberginge zu
bestimmen, miissen folgende Informationen bekannt sein:

e Die Dichteverteilung der in der Penningfalle gespeicherten C'a™*-Ionen,
um hieraus den Anteil der vom Laserstrahl getroffenen Ionen abschét-
zen zu konnen. Denn nur die Ionen, die mit dem Laserstrahl wech-
selwirken, emittieren die nachweisbaren Photonen auf der Wellenlénge
866nm.

e Die Effizienz der optischen Detektion. Dies schliefit die Berticksichti-
gung von Verlusten an Fluoreszenzphotonen auf ihrem Weg vom Fal-
lenzentrum zum Photomultiplier ein.

e Der Umsetzungsfaktor der am Photomultiplier angeschlossenen Nach-
weiselektronik und der A/D-Wandelkarte im Computer.

Die drei aufgelisteten Punkte werden nun in umgekehrter Reihenfolge
behandelt.
Umsetzungsfaktor der Nachweiselektronik

Ausgangspunkt ist die Anzahl der Fluoreszenzphotonen N, die im Pho-
tomultiplier einen bestimmten Multiplierstrom erzeugen. Dieser wird durch

S Entspricht einer Temperatur von T ~ 6354K.
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die ADC-Zahlkarte in eine Zahlrate N, umgewandelt, die man am Computer-
Bildschirm beobachtet. Somit kann man folgenden funktionalen Zusammen-
hang ansetzen:

NADC - nelektronik : N’y (52)

Der Umsetzungsfaktor der Elektronik 7).;cpronie S€tzt sich zusammen aus der
Quantenausbeute der Photokathode des Multipliers 7,, aus dem Verstér-
kungsfaktor des Photomultipliers V' und aus der Wandelrate des ADC n,pc.
Es gilt somit:

Netektronik = Tg * V-e- Nabc

wobei e die Elementarladung darstellt. Die einzelnen Groéfsen kénnen aus
den technischen Datenbléttern fiir den Photomultiplier (Modell 943-02 von
Hamamatsu) und fiir die ADC-Zahlkarte (Modell ME260(D) von Meilhaus)
entnommen werden. Mit den Werten

no = 10% (bei einer Wellenldnge von A = 866nm)
V = 2-10° (bei einer Betriebsspannung von U, = 1750V)
Nabe = 1014071

erhélt man fiir den Umsetzungsfaktor:

nelek:t'ronik - 32

Effizienz der optischen Abbildung

Ausgangspunkt ist hier zunéchst einmal die Bestimmung des Raumwinkel-
anteils, der von den beiden sich oberhalb der oberen Kalotte befindenden
Plankonvexlinsen erfasst wird. Dieser Anteil ist durch die Geometrie der
Penningfalle vorgegeben. Aus der Zeichnung ergibt sich fiir den Winkel a:

15
o = arctan [ — | =~ 0.69rad
18 [—— 30mm —

Somit folgt fiir den Raumwinkelanteil:

Q 2« N L

il 11%.
Verfolgt man diesen Anteil an nachweisba-
ren Photonen mit Hilfe des Gesamtaufbaus
in Abb. 4.1, so ergeben sich durch das Drahtnetz (obere Kalotte), die zwei
Plankonvexlinsen, die Endflachen des Glasriissels, den Plexiglasstab, den In-
terferenzfilter und durch die sich vor dem Photomultiplier befindende Sam-
mellinse Transmissionen, die in der folgenden Tabelle aufgefiihrt sind:
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Transmission durch die obere Kalotte 2%
Transmission nach Abzug der Verluste an 10 Oberflachen

(2 Linsen, Glasriissel, Plexiglasstab, Sammellinse), 60%
wobei der Verlust mit jeweils 4% angesetzt wird.

Transmission durch den Interferenzfilter 32.5%

Somit ergibt sich eine Gesamteffizienz der optischen Detektion von
noptik - 15%

Anteil der Fluoreszenzphotonen aus dem Ubergang 4%P;,, — 3?Dj/,

In dieser letzten Teilbetrachtung gehen wir von einer ellipsoidalen Ver-
teilung der Ionenwolke aus, die rotationssymmetrisch bzgl. der z-Achse ist.
Dieses geometrische Modell, dass die Ionen nach schneller Thermalisierung
durch Ion-Ion-Stofe ein in guter Naherung homogen geladenes Rotationsel-
lipsoid bilden, wurde eingehend von Jeffries [133, 134] und Knight [151] durch
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen erprobt. Als eine obere Abschét-
zung fiir die Ausdehnung der Tonenwolke in z-Richtung kann man trivialer-
weise den Abstand zwischen oberer und unterer Kalotte, also 2- zy, ansetzen.
Die Ausdehnung in radialer Richtung wird begrenzt durch den Durchmesser
des zylindrischen Keramikofens (siehe Abb. 4.2), da nur an dem Ort, wo auch
Elektronen vom glithenden Rheniumfilament emittiert werden, auch neutral
abgedampfte Ca-Atome ionisiert werden konnen. Ist es moglich einen funk-
tionalen Zusammenhang fiir die Dichteverteilung der lonen anzugeben, so
kann man mit dieser Kenntnis auf den Anteil der vom Laserstrahl erfassten
Tonen schlieffen.

Als Ansatz fiir ein einfaches Ionenmodell kann man sich ein Modell vor-
stellen, in dem die Ionenwolke durch eine thermodynamische Gréfe, ndmlich
die Temperaturverteilung, beschrieben wird. Die Puffergasatome stellen so-
mit ein Wéarmereservoir dar, das sich auf einer Temperatur T befindet. Geht
man davon aus, dass die Ionen nach der Erzeugung relativ schnell im ther-
mischen Gleichgewicht sind, so kann man die Wahrscheinlichkeit, in einem
Raum- bzw. Geschwindigkeitsbereich d¥ bzw. d% ein Ion mit den Koor-
dinaten 7 und der Geschwindigkeit ¢ zu finden, mit Hilfe der kanonischen
Verteilung beschreiben:

P(7,0)d% d* o e~ S & d
Die Energie E(7,7) setzt sich hierbei folgendermafen zusammen:
E(7,7) = $mv? + eU
Nimmt man zunéchst ein zylindersymmetrisches Speicherpotential an, so
kann man U schreiben als:

U=V, + V.
Z
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V. bzw. V, sind die Potentialtopfe in radialer bzw. axialer Richtung. Somit
ergibt sich fiir die Verteilungfunktion f(7,%)

3 3 2 2 r2eV, 22V
N 86 m ‘/7’ ‘/;3 . _T;va_TOQk;_ZOQk; (53)
7“022’02 (27TkT)3

f(7,0) =
Der Vorfaktor ergibt sich aus der Normierungsbedingung:
/ fFO)dPrd’v = N
Q

wobei N die Gesamtzahl der gespeicherten lonen ist integriert iiber das Fal-
lenvolumen 2. Um nun die Dichteverteilung der Ionen zu erhalten muss (5.3)
iiber d?v integriert werden:

n(F) = /f(F,zT)d% :477/000 f(7,0) - v*dv

Definiert man folgende ,Breiten der rdumlichen Tonenverteilung"

kT
A, =
To 6%
kT
A, = —_
20 GVZ
so folgt:
2 2 2 00
n(7.5) = TN VEmVV | —(£0) (&) / Ve
? 2,2 3
r0%20% /8 (7kT) 0
—_—
= ﬁ3/2
4(2tr)
bzw.

L N 4 /63‘/7‘2‘/3 . e*(ALT)Qf(ALZ>2

n(r,v) 7“022’02 (7Tk‘T)3

(5.4)

Man sieht aus Glg. (5.4), dass die Ladungsverteilung sowohl radial als auch
axial gaufsformig ist. Macht man die zusétzliche vereinfachende Annahme,
dass das Speicherpotential rotationssymmetrisch sei, so kann man V, =V, =
U ansetzen. Hieraus folgt fiir die Dichteverteilung in (5.4)

n(r,z) =A- eﬁ(_é_ﬁ) (5.5)

kT N 3
wobei A :=zpt/— und A:= ( U >
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Somit kann man schlieflich den Anteil P, der vom Laserstrahl angeregten
Tonen angeben iiber die Beziehung:

[[n(r,2)d3rd®z

Fy= [[ n(r,z)d3rd3z
Q

wobei die Integrationsbereiche w bzw. € die vom Laserstrahl erfassten Ionen
bzw. das Fallenvolumen sind. Setzt man U = 18V und T = 6354K ein, so
ergibt sich:

1.5 /5 ) 2
f (f GW(T% ) -r2dr) 22dz

—1.5 \0
P = ~ (.
7 9 V29 1 r2_ o v
/ | ezi6s9610-F (72" p2gr | 2242
-9 \-v29

Dieser erhaltene Wert muss um den Faktor des Verzweigungsverhéltnisses
(P — S)/(P — D) = 15.88 skaliert werden, da nur die Fluoreszenzphotonen
bei A = 866nm nachgewiesen werden. Man erhélt somit fiir die Anzahl der
in der Falle gespeicherten C'a™-Ionen

_ P
N’Y - noptik . PP—>D . Nlonen Hllt PP—»D — ﬁ ~ 3.15% (56)

N, ist aus Glg. (5.2) bekannt. Deshalb folgt als Gesamtergebnis:

N
Nlonen = ADC (57)
No - V-e- Napc Noptik * Pr_p
~—_——

=Nelektronik

bzw. nach Einsetzen der Zahlenwerte:

Nignen = 210 (pro em?)

Man sieht somit, dass nur ein sehr kleiner Anteil an Ca™ fiir die Spektro-
skopie zur Verfiigung stand.

5.3 Das Messprinzip der optischen Mikrowellen-Dop-
pelresonanz

Die Methode, in welcher die in Abschnitt 5.2 vorgestellte optische Reso-
nanzfluoreszenz mit der Hochfrequenz- oder Mikrowellentechnik kombiniert
wird, nennt man optische Mikrowellen-Doppelresonanztechnik. Sie wurde ur-
spriinglich von J. Brossel und F. Bitter 1949 vorgeschlagen und 1952 in einem
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Abb. 5.7: Darstellung der optischen Mikrowellen-Doppelresonanzmethode zur Be-
stimmung der Zeemanaufspaltung im Grundzustand von *°Cat. Aus Grinden der
Ubersichtlichkeit sind die Zeemanaufspaltungen im metastabilen D-Niveau nicht
eingetragen, sondern lediglich durch die eingezeichnete FEllipse angedeutet. Der
Nachweis der Resonanzfluoreszenz erfolgt indirekt durch Beobachtung des Zerfalls
42P1/2 — 32D3/2, der unter Aussendung von Fluoreszenzphotonen bei A = 866nm
geschieht.

Pionierexperiment am Quecksilber-Zustand 63 P; durchgefiihrt [38]. Die Me-
thode beruht darauf, dass mit Hilfe linear polarisierter Resonanzeinstrahlung
betrachtliche Besetzungsunterschiede angeregter magnetischer Unterniveaus
der Atome erreicht werden konnen. Ein Ausgleich der Besetzungsunterschie-
de durch magnetische Dipoliibergénge im angeregten Zustand kann anschlie-
fend durch Beobachtung der Anderung der Polarisation der Resonanzfluores-
zenz nachgewiesen werden. Zur Messung von atomaren Gréfsen des Grund-
zustandes, wie z.B. Zeeman-Aufspaltung und gj-Faktor, wird diese opti-
sche Methode der Hochfrequenztechnik um die sog. Technik des optischen
Pumpens erweitert. Das Wort ,Pumpen‘bedeutet hierbei, dass Elektronen
in einem atomaren oder ionischen System von einem magnetischen Unter-
zustand in einen anderen transferiert, , gepumpt®, werden. Dies wird mittels
der Polarisationseigenschaft der Resonanziibergéinge zwischen dem Grund-
und dem angeregten Zustand erreicht. Das optische Pumpen ist somit eine
effektive Methode, um in Atomen oder Ionen Besetzungsunterschiede in ver-
schiedenen Quantenzustéanden zu erzeugen und aufrecht zu erhalten. Dieser
Sachverhalt soll, wie folgt, am Energie-Niveauschema von Ca™ (sieche Abb.
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+

Abb. 5.8: Polarisationsschema fir o= - und n-Uberginge. Die magnetischen Zu-
stinde der Unterniveaus my sind als schwarze Punkte dargestellt und die Zahlen
in den Kreisen geben die relativen Ubergangswahrscheinlichkeiten an.

5.7) eingehender erldutert werden. Zunéchst wird durch resonante Einstel-
lung der Laserwellenlinge auf den o~-Ubergang das Zeeman-Unterniveau
4251/2 (my = —1—%) nach 42P1/2 (my = —%) gepumpt. Aufgrund der kurzen Le-
bensdauer von 7ns [135] zerfallen die Ionen spontan vom angeregten Zustand
entweder zuriick in den Grundzustand oder in das metastabile D-Niveau mit
einem Verzweigungsverhéltnis von 15 : 1. Durch die Anwesenheit von Puf-
fergas wird der D-Zustand jedoch wieder entvolkert und die Ionen zerfallen
durch Stofrelaxation in die beiden Zeemanunterzustidnde des Grundniveaus.
Da nun das (mj = +%)—Unterniveau des Grundzustandes stédndig optisch ge-
pumpt wird, entsteht ein Unterschied in der Besetzungszahldichte der beiden
Zeeman-Niveaus (425, 2, My = :I:%), d.h. das untere Zeeman-Niveau wird
mit der Zeit starker bevolkert und immer weniger Ionen nehmen am Pump-
zyklus teil, was sich in einer Abnahme des detektierten Fluoreszenzlichtes
bemerkbar macht. Wird jedoch der (4251/2, my = —% )-Zustand an das la-
sergepumpte obere Zeeman-Niveau des Grundzustandes durch Einstrahlung
des resonanten (Am; = 1)-Mikrowelleniiberganges angebunden, so &dndert
man die Besetzungszahldifferenz und mehr Ionen nehmen wieder am opti-
schen Pumpzyklus teil. Dies macht sich in einer Erhohung der Fluoreszenz-
lichtrate aus dem Zerfall vom P- ins D-Niveau bemerkbar. Man erhélt somit
bei Verstimmung der Mikrowellenfrequenz eine magnetische Resonanzkurve
des Uberganges 4251/2, my = +% — 4251/2, my = —%. Diese Methode der
Laser-Mikrowellen-Doppelresonanz hat somit folgende Vorteile: Durch das
optische Pumpen kann die Differenz in der Besetzungszahldichte der bei-
den durch die Mikrowellen angebundenen Zeeman-Niveaus grofer gemacht
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werden, als dies bei einer thermischen Besetzung moglich wére. Somit er-
hélt man, selbst wenn nur ein Bruchteil der Ionen ins angeregte P-Niveau
gepumpt wird, eine griéfere Absorption der Mikrowellen. Im thermischen
Gleichgewicht ist bekanntlich das Verhéltnis der Besetzungsdichten N;, N
zweier Niveaus |i > und |k >, die respektive die Energien E; und Ej mit
FE; < B} besitzen, gegeben durch:

Ne g _mw
L 5.8
Ni g (5.8)

mit hr = Ek — Ez

wobei der Index k£ den Grundzustand und der Index i einen angeregten Zu-
stand darstellen. Fir die in diesem Teil des Experimentes verwendete Mikro-
wellenfrequenz von v ~ 40GHz'" ist der Exponent in (5.8) bei Zimmertem-
peratur (kT = %CV) sehr klein und man kann deshalb die Absorption der
Mikrowelle iiber eine Strecke Ax geméfs dem Beerschen Gesetz der linearen
Absorption fiir den Fall g; = g, schreiben als

h
Al = —I()UikAx(Ni — Nk) ~ —IoaikAxNié
Da Z—; ~ 1073, bedeutet dies, dass die Absorption der Mikrowelle um den

Faktor 10® ansteigt, wenn die Besetzungsdichte N;, durch optisches Pumpen
so reduziert wird, dass Np ~ N; gilt. D.h. die Besetzung des angeregten
Zustandes |k) wird auf einen Wert gebracht, welcher einer Besetzung des
Grundzustandes |7) nahekommt, wie sie im thermischen Gleichgewicht vor-
zufinden ist, wihrend alle tibrigen Niveaus im angeregten Zustand (in diesem
Fall 4°P, J25 My = —i—%) thermisch kaum besetzt sind. Da man zudem noch
durch die spektral aufgeloste Messung der Laser-induzierten Fluoreszenz das
optisch gepumpte Niveau kennt, kdnnen die Mikrowelleniibergédnge bei kom-
plexeren ionischen Systemen wie z. B. Eu™ leicht identifiziert werden, weil
die Ubergéinge vom oder zum optisch gepumpten Niveau wesentlich grofere
Intensitaten haben. Es sei in diesem Zusammenhang bemerkt, dass sich die 7-
Ubergéinge (Amy = 0) in der Absorption aus dem Grundzustand nicht zum
optischen Pumpen eignen, da sie vollig symmetrisch durch spontane Uber-
giange in den Grundzustand zuriickfallen. Lediglich bei einer Bestrahlung des
atomaren oder ionischen Systems mit den zirkular-polarisierten Komponen-
ten o oder 0~ kommt eine Besetzungdifferenz der beiden Grundzustands-
niveaus zustande.

5.4 Die Aufnahme einer Resonanzkurve

Bei dem im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Prozess — beste-
hend aus der Praparation eines spinpolarisierten Zustandes durch das op-
tische Pumpen und anschliefender Zerstorung des Polarisationsgrades der

"Dies entspricht einer Energie von ca. 1.65 - 10~ %eV/.



84 KAPITEL 5

benachbarten Zeeman-Unterniveaus durch Einstrahlung von resonanten Mi-
krowellen — spielt die Anwesenheit von Puffergas eine wichtige Rolle. Zu-
sitzlich zur Entvolkerung der im Magnetfeld aufgespaltenen metastabilen
D-Niveaus bewirkt es ein Mischen der Zeemanzustédnde. Dies verhindert ei-
ne vollkommene Entleerung des optisch gepumpten (mj; = —i—%)—Niveaus im
Grundzustand. Dadurch stellt sich ein dynamisches Gleichgewicht ein, das
fiir eine konstante Rate von Ionen sorgt, die in das obere Zeeman-Niveau
des Grundzustandes gelangen. Entscheidend ist hierbei die Grofe des Puf-
fergasdruckes, denn ein zu hoher Druck erlaubt ein {iberméfiges Mischen der
Zeemanzustande, weshalb die Mikrowellen-Anbindung des benachbarten Zu-
standes an den Laser-gepumpten Zustand zu keiner weiteren Erhchung der
Resonanzfluoreszenz fiihrt. Ein zu niedriger Druck bewirkt hingegen kein
ausreichend gutes Mischen der Zeemanzustdnde im Grundzustand und ei-
ne schlechte Quenchrate der D-Zusténde. Als Folge hat man ein schlechtes
Signal-zu-Rausch-Verhéltnis in den aufgenommenen Resonanzkurven, das
nur durch lange Integrationszeiten, d.h. die Aufsummierung von mehreren
Kurven iiber einen langeren Zeitraum, verbessert werden kann. Abb. 5.9 zeigt
eine solche magnetische Resonanzkurve, die bei einem He-Puffergasdruck von
3-10~%mbar aufgenommen wurde. Wie bereits in Abschnitt 5.1 erwithnt wur-
de eine, im Gegensatz zu einem Druck von 8 - 10~ 3mbar schlechtere Quen-
chrate und ebensolche Mischung der Zeeman-Grundzustandsniveaus in Kauf
genommen zu Gunsten einer ldngeren Speicherzeit der Ionen im Penningka-
fig. Der daraus resultierende Nachteil einer sehr niedrigen Zahlrate wurde
durch lange Integrationszeiten kompensiert. Die dargestellte Resonanzkurve
ist das Ergebnis von 20 Durchléufen.

Das Mikrowellenspektrum ist in erster Ordnung Doppler-frei, da die Am-
plitude der Ioneneigenbewegungen sehr viel kleiner als die Wellenldnge der
eingestrahlten Mikrowellen'® ist, so dass das sog. Dicke-Kriterium erfiillt
ist [69]. Die Verbreiterung von 817kHz ist somit vorwiegend auf die ho-
he Mikrowellenleistung zuriickzufiihren. Beim Durchlegen einer an die Mes-
spunkte angepassten Gauffunktion sieht man, dass die aufgenommene Re-
sonanzkurve eine leichte Asymmetrie aufweist. Die Mittenfrequenz des Mi-
krowellenspektrums ist hierbei gegeniiber dem Maximum der durchgelegten
symmetrischen Kurve etwas nach rechts, d.h. zu hoheren Frequenzen, ver-
schoben und die linke Flanke der Kurve fallt weniger steil ab als die ent-
sprechende rechte Flanke. Der Grund fiir diese asymmetrische Linienform
der Mikrowellenresonanz liegt im optischen Pumpen. Vernachlissigt man
zunichst die Mikrowellen, so wird durch optische Anregung des Ubergan-
ges (4251/2,mJ = +1h) — (42P1/2,mJ = —1/) ein Pumpzyklus gestartet,
der nach einiger Zeit zu einem Pumpgleichgewicht fiihrt. Dieses Gleichge-
wicht ergibt sich aus den Ubergangsraten S < P, P « D und D < S
sowie aus der Laseranregungsrate und der Quenchrate (siche Abb. 5.10).

8Bei einer Frequenz von 40GHz betrigt die Wellenlinge 7.5mm.
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Abb. 5.9: Graphische Darstellung einer Mikrowellen-Resonanzkurve. Insgesamt
wurden 20 Durchliufe aufaddiert, d. h. die Zdihlrate im Maximum der Kurve betrug
pro Durchlauf ca. 5Hz. Die Resonanzkurve wurde mit negativen Frequenzschrittwei-
ten aufgenommen, d. h. von héheren zu niedrigeren Frequenzen.

Strahlt man nun die Mikrowellen ein, so wird dieses Pumpgleichgewicht ge-
stort, da im Falle von resonanter Einstrahlung magnetische Dipoliibergénge
in die durch den Laser geleerten Zeeman-Unterniveaus des Grundzustandes
angeregt werden und somit verstarkt optisches Pumpen in den metastabilen
Zustand stattfindet. Verstimmt man dabei das Hochfrequenzfeld schneller
als die Zeitkonstante des optischen Pumpens, so ldsst man den Ionen keine
Zeit, um aus dem D-Niveau in die beiden Zeeman-Unterzustinde des Grund-
niveaus zu relaxieren. Die Folge hiervon ist, dass die Besetzungszahl wie
im anfinglichen Pumpgleichgewicht'® nicht mehr erreicht wird. Dies fiihrt
schlieflich zu einer Verringerung der Signaliiberhéhung und zu einer Ver-
schmierung der hoherfrequenten Flanke im Mikrowellenspektrum, da beim
néchsten Frequenzschritt nach Erreichen des Maximums weniger Ionen im
(425, 20 My = —%)—Zustand vorhanden sind. Auferdem verschiebt sich in
diesem Fall das Maximum der Resonanzkurve zu einer kleineren Frequenz
hin. Andert man die Richtung der Frequenzverstimmung, d.h. geht man mit
negativen Frequenzschrittweiten durch die Resonanz von grofsen zu kleinen
Frequenzen, so taucht die Verschmierung auf der niederfrequenten Flanke
auf. Diese Asymmetrie verschwindet, wenn man entweder die Laserleistung
reduziert und somit das optische Pumpen verringert oder beim Durchstim-

Y2.B. (42812, my = +3) = 10%, (42512, ms = —3) = 90%
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men der Mikrowellen von einem Frequenzschritt zum néchsten geniigend lan-
ge wartet, bis das anfdnglich, vor dem Einstrahlen des Hochfrequenzfeldes,
vorhandene Pumpgleichgewicht wieder hergestellt wird. Diese experimen-
tell beobachtete Dynamik des optischen Pumpens und der Zerstorung der
Grundzustandspolarisation durch die eingestrahlten Mikrowellen lasst sich
theoretisch durch die Losungen der Ratengleichungen fiir das in Abb. 5.10(a)
dargestellte Pumpschema beschreiben. Setzt man die ermittelten numeri-
schen Losungen in die Formel, die die Ubergangswahrscheinlichkeit von Mi-
krowelleniibergangen zwischen zwei benachbarten Zustinden beschreibt, ein,
so kann man bei Variation der Laseranregungsrate, der Mikrowellenleistung
(ausgedriickt durch die Mikrowelleniibergangsrate) und der Durchstimmge-
schwindigkeit die Asymmetrie in der Linienform erklaren. Ausgangspunkt
sind die Ratengleichungen, die ganz allgemein folgende Form besitzen:

m
f”&iz E Yig c Ty mit i=1,...,m
j=1

wobei n; bzw. n; die Besetzungszahl des Zustandes i bzw. j ist und ~;;
die Ubergangsrate zwischen den beiden beteiligten Zustinden darstellt. Die
Verzweigungsverhéltnisse in die einzelnen Zeeman-Unterniveaus (siche Abb.
5.10(b)) ergeben sich aus dem Betragsquadrat der Clebsch-Gordan Koeffi-
zienten des jeweiligen Uberganges: Nach dem Wigner-Eckhart-Theorem ist
die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen elektrischen oder magnetischen
Ubergang von einem Zustand |.J, m; > in einen Zustand |J', m’;, > proportio-
nal zur von m unabhingigen Ubergangswahrscheinlichkeit multipliziert mit
dem zugehorigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Der Ubergang |.J >2 |J >
verzweigt sich somit in die (2J" + 1)-Zusténde |J',m/;, > wie die zugeho-
rigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten und fiir die Ubergangsrate ’yjs.j/, die die
spontane Emission vom Zustand mit der Energie E; in den Zustand mit der
Energie E’; beschreibt, ergibt sich [35]:

1 5 . g T 2
Vi = ene el - (el T Dlas Jmy) | (5:9)

Das skalare Produkt aus Polarisationsvektor € und elektrischem Dipolmo-
ment D kann in sphérischen Koordinaten folgendermafen ausgedriickt wer-

den:
e D= Y b,
q=0,£1
Somit ldsst sich (5.9) umschreiben zu:

1 1 3 2
— W€
2whed 4meg 7

Vi = (o, J',m/y| Dylex, J,m ) 2 (5.10)

sl TAmal T ml) 2 - (T [Dla,g) |2
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Abb. 5.10: (a) Zu den Ratengleichungen zugehoriges Pumpschema. Die Vezwei-
gungsverhdltnisse (b) ergeben sich aus dem Betragsquadrat der Clebsch-Gordan Ko-
effizienten des jeweiligen Uberganges. Diese sind im Anhang D berechnet.
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wobei flir Dipoliibergénge A = 1, fiir Quadrupoliibergénge A\ = 2, usw. gilt
und ¢ € [—A, A]. Aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten (J, A, m,q|J",m’;)
ergeben sich folgende Auswahlregeln fiir den Fall eines elektrischen Dipol-
iiberganges:
Amy; = 0,£1
AJ = 0,£1 mit J=0+«< J =0 verboten.

An Gleichung (5.10) sieht man, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit nur
dann einen nichtverschwindenden Beitrag besitzt, wenn die Zustande |J >
und |J” > unterschiedliche Paritét haben, da unter einer Paritétsoperation
das Dipolmoment D das Vorzeichen éndert und zudem die atomaren Zustin-
de Eigenzustande des Paritatsoperators sind (Laporte-Regel). Fiir elektrische
Multipoliibergénge dndert sich die Paritét fiir ungerades A und éndert sich
nicht fiir gerades \. Fiir magnetische Multipoliibergénge bleibt dagegen die
Paritét fiir ungerades A erhalten und &ndert sich nur fiir gerades A. Man
kann somit die Auswahlregeln fiir jeden Multipoliibergang angeben:

Amy; = 0,41 VA

AT = MA=1,A—=2...,0 mit J+J >\
Mit dem bisher Gesagten erhdlt man die in Abb. 5.10(b) eingezeichneten
Ubergiinge mit den jeweiligen Verzweigungsverhiltnissen?. Kombiniert man
diese Erkenntnis mit dem in Abb. 5.10(a) dargestellten Pumpschema, so
erhélt man fiir Ca™ folgendes Ratengleichungssystem:
fs_ = —v0 ns_ + 370 ns, + 371 np_ + 2(vs +7¢) np
s, = +3% NS_ — 370 NS, — VL NS, + %71 np_ 4L np_ + 5(vs + Q) np
np. =+YLns, —Y2Mp. — Y1 Np_ —YL Np_
np = +y2np_ — (vs +7Q) np

Diese Gleichungen lassen sich kompakter schreiben in der Matrixdarstellung:

ns_ — 10 +1/2% +15m Ya(vs + Q) ns_
nsy | _| +tw —C(kw+) et Yelis 1) ns,
np_ 0 YL —(m+7+1) 0 np_
hp 0 0 Y2 —(vs +7q) np

Hierbei sind:

Yo : Relaxationsrate zwischen den Zeemanunterniveaus des Grundzustandes

v : Quenchrate von D — S

v : Ubergangsrate der gesamten spontanen Emission von P — S

72 : Ubergangsrate der gesamten spontanen Emission von P — D

vs : gesamte spontane Ubergangsrate von D — S

vz, ¢ induzierte Emission und Absorption durch den resonant eingestrahlten Laser

20Eine explizite Berechnung der Verzweigungsverhiltnisse findet sich in Anhang D.
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Die Ubergangsraten 1,7, sind bestimmt durch die Lebensdauer des (42 P, /2)-
42 Py j5—428 9
42P) ;9—32 D3y
beriicksichtigt werden, das von Liaw [183] zu 15.88 bestimmt wurde. Mit der
von Jin [135] angegebenen Lebensdauer von 7(Ca™,4%P, ;) = 7.098(20)ns

erhalt man:

Zustandes. Zuséatzlich muss noch das Verzweigungsverhaltnis

71

=8.9-10°H.
hag o 107Kz

vy =14-108Hz und 7 =

Die Ubergangsrate D — S ergibt sich zu yg ~ 0.9Hz, wenn man eine mitt-
lere Lebendauer des metastabilen Niveaus 3%2Ds /2 von 1113ms [8] ansetzt.
Weiterhin werden fiir die Relaxationsrate vy und die Laseranregungsrate 7z,
Folgendes angenommen:

7 = 0.01Hz und ~7 = (10> — 10%)Hz

Schlieklich ergibt sich yg mit Hilfe der Beziehung?!

_p _p _ p [8KT
Yo = qp Y= gp <vnr 00 >= gm0

wobei fiir den Puffergasdruck p = 3 - 107%Pa eingesetzt wurde bei einer
TIonentemperatur von 7 = 6354K% und einem Wirkungsquerschnitt von
o(He) =2-107% m? [153]:
Yo =4-10""Hz
Mit Hilfe des Programms MATHEMATICA® erhélt man folgende numeri-
sche Losungen fiir die einzelnen Besetzungszahldichten, wobei fiir die La-
seranregungsrate v, = 10?2 Hz gewithlt wurde und als Anfangsbedingungen
TLS_(t = O) = ns+(t = O) = %, Np_ (t = 0) = nD(t — 0) =0 eingesetzt wurde:
ns_ (t) = 0.99889 4 1.05241 - 1077 ¢~ 148910% _ () 41717 374013t
817257 - 102 ¢ 0-830795¢
ns, (t) = 1.43858 - 1074 4+ 2.10483 - 1077 e~ 1:489:10% 4 (y 49887 ¢ —37-4013t
+9.86952 - 104 ¢~ 0-830795¢
np (t) =2.75277 1077 — 3.35795 - 107 e 1489-10% | 3 o797 . 1()=T —37-4013t
— 6.05455 - 10—7 6—0.830795t
np(t) = 9.61718 - 10~ + 2.00710 ¢~ 143910% _ 8 16992 . 1072 ¢ 3740131
+8.07373 - 1072 ¢~ 0-830795¢

Die Abb. 5.11 gibt diesen zeitlichen Verlauf fiir die beiden Zeemanunternive-

211, ist hierbei die reduzierte Masse des Ca™t-Puffergas-Systems, vr die Relativgeschwin-
digkeit der Ionen beziiglich der Puffergasatome und ' die Quenchrate.
f Abgeschitzt durch die Linienbreiten der optischen Ubergéinge in Abschnitt 5.2.
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Abb. 5.11: Graphische Darstellung der zeitlichen Verdnderung der Besetzungszah-
len des Grundzustandes (oberes Bild) und des metastabilen Niveaus (unteres Bild)
von Ca™, die sich aus den numerischen Lisungen der Ratengleichungen ergeben.
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aus des Grundzustandes und fiir das metastabile D-Niveau graphisch wieder.
Bei einer Erhéhung der Laserintensitéit auf A = 10° Hz wird das Pumpgleich-
gewicht frither erreicht. Die Entvilkerung des D-Zustandes bleibt jedoch —
so wie man es erwartet — unberiihrt davon. Nach einer Zeit t = t; wer-
den nun Mikrowellen eingestrahlt (in der Abb. 5.10(a) ist dies durch die
Ubergangsrate 7,y dargestellt). In der Ausdrucksweise der Quantenmecha-
nik kann man diesen Vorgang als eine ,oszillatorische Storung® betrachten,
die Ubergéinge zwischen den Zeemanzustinden 425, ,,m; = +3) = |¢) und

428, ,,,my = —%) = |p) induziert mit den respektiven Eigenenergien E, und
/ 2 q
E,. Diese Storung hat als Matrix ausgedriickt folgende Form:
0 h’)’ eiwt
YV = <h’YMw€_M MBV ) (5.11)

Setzt man fiir das System (p, q) als Wellenfunktion

v = (i)

an, so ergibt sich fiir die zeitabhéngige Schrédingergleichung:

ih%\lf = (W + 7)Y

wobei s der Hamilton-Operator des ungestorten Systems ist mit

— EP
- (3o

Einsetzen von (5.11) in die Schrodingergleichung ergibt ein Differentialglei-
chungssystem von zwei gekoppelten DGL erster Ordnung;:

d

'Lh%Cp(t) = EpCp(t) + h’)/]wweiwth(t)

L d —iw

ZhECq(t) - h’)’]\,jwe th(t) + Equ(t)

bzw. mit den Definitionen p := =% und q := +*

d ; - iwt

%C’p(t) = —ipCp(t) — ivawe Cy(t) (5.12)
d : —iw ,

%Cq(t) = —iyywe “ICy(t) —iqCy(t) (5.13)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit Wpq bzw. W, fiir den Ubergang vom Zu-
stand p nach ¢ bzw. vom Zustand ¢ nach p erhalt man durch Bildung des
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Betragsquadrates der Koeffizienten Cy(t) bzw. C)p(t). Ziel ist also, das Glei-
chungssystem (5.12), (5.13) mit den Anfangsbedingungen

Cy(t = 0) = ns_ (to)

Cp(t =0) =ns_(to) (5.14)
zu 16sen. Wenn man o.B.d. A. die Losung fiir C,(t) hat, so folgt tiber die
Normierungsbedingung |Cy(t)|> + |Cp(¢)|> = 1 unmittelbar die Losung fiir
Cp(t).

Die beiden DGL (5.12) und (5.13) konnen in eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung {iberfithrt werden, die jeweils nur von Cy(t) oder Cy(t)

abhéngt. Differenziert man etwa (5.13) nochmal nach der Zeit und eliminiert
die vorhandenen C,(t) mit Hilfe von (5.12) und (5.13) selbst, so erhélt man:

d? . d
@Cq(t) +i{w+p+ Q}ECq(t) +{vuw —w-qg—p-q}Cy(t) =0 (5.15)

Die Losung dieser DGL ergibt sich nach [104] zu:
C,(t) = A- Mt 4 B . ekt (5.16)

so dass man schlieflich durch Einsetzen von (5.16) in (5.13) und Auflésen
nach Cp(t) die weitere Losung erhélt:

C,(t) = —e™! {

A1/2 sind hierbei die Losungen des sich aus (5.15) ergebenden charakteristi-
schen Polynoms:

A , A ,
AT it + a+ A2 -Bel)‘Qt} (5.17)

Yvw Yvw

Mitiw+p+gA+ W —w-q—p-q)=0

mit

(w+p+q)
2
wobei die Resonanzfrequenz wy = EQ;LE” = g — p eingefiihrt wurde. Durch
Einsetzen der Anfangsbedingungen (5.14) in (5.16) und (5.17) folgen Aus-

driicke fiir die Integrationsparameter A und B:

1
A2 = — + 5\/(‘00 —w)? + (27uw)?

s (to)Yarw + N, (to) {%(WO —w) — %} n
n
ns_(to)yuw + ns, (to) {%(wo —w) + %} 7
n
Hier wurde die Abkiirzung n = M =2 = /(wo — w)2 + (27aw)? eingefiihrt.
Somit folgt schlieflich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit von |p) nach |g):

Wy =|Cq(t)]? = A%+ B*+2ABcos(nt)

= A2+ B*+24B (1 — 2sin? <%nt>)

A=

(5.18)

B= (5.19)
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bzw. nach Einsetzen von A und B aus den Gleichungen (5.18) und (5.19):
B {Q’YMWns, (to) + Ns, (to)(wo — w)}Q —MNs, (750)2 ((WO - W)Q + (2’YMW)2)
(WO - w)Q + (2'YMW)2

. sin2 <%\/(&)0 — w)2 + (Q’YMW)2> + ng_ (750)2

qu

(5.20)

Fiir den Spezialfall C;(0) = 0 und Cp(0) = 1 zum Zeitpunkt ¢t =ty =0 —
d. h. wenn wir von einem Pumpgleichgewicht ausgehen, in dem das Zeeman-
Unterniveau |q) = |4251/2, mj = +3) durch den Laser vllig entleert ist und
sich alles im unteren Zustand |p) = |4251/2,mJ = —1) angesammelt hat —
erhalten wir die Rabi-Formel [235, 237]:

2 2 t

Voo = (wo — ((U)ZJ:W()Q’YMW)Q sin’ <§\/(wo Teptt (2’YMW)2> 5:21)

In einem letzten Schritt wird nun der Parameter ¢ durch die Mikrowel-
lenfrequenz w ausgedriickt, so dass die Ubergangswahrscheinlichkeit Wpq nur
von einem Laufparameter abhéngt. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢y werden die Mikro-
wellen von einer Frequenz w, < wp aus gestartet und linear durchgestimmt.
Bezeichnet [ die Frequenz-Schrittweite der Mikrowellenverstimmung und At
die Zeit, die von einem Frequenzschritt zum néchsten gewartet wird, so ist
der Zusammenhang gegeben durch

w= ﬁ(t—to) + wy.

Weiterhin gilt
B Aw
Wy = Wy — T
wenn man o. B. d. A. voraussetzt, dass die Resonanz in der Mitte des Messfen-
sters liegt. Eine Kombination dieser beiden Beziehungen liefert somit als

gesuchten Zusammenhang zwischen ¢ und w:
Aw ) At
t = (UJ—OJQ)+— — + 1
2 l
Hiermit &ndert sich die Gleichung (5.20) folgendermafien:
- {Q’YMwns_ (t) + s, (t)(wo - W)}2 —Nsy (t)2 ((WO - w)2 + (2’YMW)2)
(wo — w)? + (27mw)?
) 1 Aw) At
- sin? (5 {{(w —wp) + 7} -t to} V(o —w)? + (2fyMW)2> +ng (t)?

(5.22)

qu

Variable Grofsen sind hierbei At, ~,w und tg. Die festen Parameter ha-
ben z.B. im Falle der in Abb. 5.9 dargestellten Messkurve die Werte Aw =
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Abb. 5.12: Ergebnis der numerischen Simulation, die die spektrale Linienform fir
den Ubergang |p >= |q > beschreibt, wenn alle Teilchen die gleiche Verweildauer
im Oszillationsfeld haben. Die schwarze Kurve ist hierbei die bekannte Ubergangs-
wahrscheinlichkeit, die sich aus der Rabi-Formel in (5.21) ergibt. Die rote Kurve
hingegen veranschaulicht, wie nach Glg. (5.22) die Ubergangswahrscheinlichkeit mo-
difiziert wird.

2.7TMHz, At = 4s und [ = 15kHz. In Resonanz, d.h. fiir w = wy reduziert
sich die Ubergangswahrscheinlichkeit zu:

Wpq = {ns_(t)*> — ns, (t)*} - sin® ({ At;‘” n to} WW) g (1)

Abb. 5.12 stellt das Ergebnis der numerischen Simulation graphisch dar. Die-
se Simulation beschreibt die spektrale Linienform fiir den Ubergang |p) =
lg), wenn alle Teilchen die gleiche Verweildauer im Oszillationsfeld haben.
Die schwarze Kurve ist hierbei die bekannte Ubergangswahrscheinlichkeit,
die sich aus der Rabi-Formel in (5.21) ergibt. Die rote Kurve hingegen veran-
schaulicht, wie nach Glg. (5.22) die Ubergangswahrscheinlichkeit modifiziert
wird, wenn wir die Besetzungszahlen, die sich aus den Ratengleichungen er-
geben, und die Durchstimmgeschwindigkeit der Mikrowellenfrequenz bertick-
sichtigen. In diesem Fall wurden die Mikrowellen von hoheren zu niederen
Frequenzen verstimmt.

Beide Ubergangswahrscheinlichkeiten gelten jedoch nur unter der Annah-
me, dass alle Teilchen in der Ionenwolke die gleiche Geschwindigkeit besit-
zen. In Wirklichkeit haben die Tonen eine Geschwindigkeitsverteilung, die mit
einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschrieben werden kann. Vom physi-
kalischen Standpunkt betrachtet bedeutet dies, dass man an eine mittlere
Ubergangswahrscheinlichkeit W—pq interessiert ist, die eine Mittelung der her-
geleiteten Ubergangswahrscheinlichkeiten in (5.21) und in (5.22) iiber die
Geschwindigkeitsverteilung < v > in der Ionenwolke darstellt. Mathematisch
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kann man dies in der folgenden Formel festhalten:

Wpg = Wpg - <v> (5.23)
wobei
<v>= /(p(v) ~v dv (5.24)
0

ist mit der auf 1 normierten Maxwell-Boltzmann-Verteilung:

2 m 3 7m1:2
o(v) = \/; (ﬁ) 2 2= 90T (5.25)

Definiert s = v - t die Weglédnge der Teilchen im Oszillationsfeld, so ist im
symmetrischen Fall folgendes Integral zu 16sen:

S 7 2 /7m\3 _mov? (2’YMW)2
W. — / \/j Y7k 1)3@ 2kT
pa / T (kT) (wo —w)? + (2vuw)? (5.26)

X sin? (% V(wo —w)2 + (2’yMW)2) dv

Definiert man folgende Grofien:

2T
a = —
m
v
y = -
«
Wy —w
€T e
2b
2sb
fo = —
«

B = Bov1+a?

so ldsst sich Glg. (5.26) umformen zu:

— kT 27 2 .
Wyoe = 4/ — 2 (%) /yge_y sin? (%) dy

0
CE@ ) e
mit
1(8) = /y3ey2 cos (g) dy (5.28)

0
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Abb. 5.13: Graphisches Ergebnis der simulierten Linienform unter Bericksichti-
gung der Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung der lonen fiir den symme-
trischen Fall (schwarze Punktkurve). Diese Kurvenform kann durch eine Gauf$kurve
approzimiert werden, wie die rote durchgezogene Kurve zeigt. Lediglich die untere

Zone der abfallenden Flanken der simulierten Kurve weicht von einem gaujfSihnli-
chen Profil ab.

Das Computeralgebrasystem MATHEMATICA® liefert als Losung fiir das In-
tegral in (5.28) die sog. Meijer G-Funktion

VT 420 (82 3
e (5 1-2.0.-3) (5.29)

die folgendermafen definiert ist [109]:

. [IT®;—s) [IT(1—a;+s)
m,n ai,..,apy\ Jj=1 j=1 s
Gy (2o b ) = 2—m/ a 0 z*ds (5.30)
[I T(t—bj+s) II Tla;—s)
Jj=m+1 j=n+1

Die Abb. 5.13 stellt dieses Ergebnis graphisch dar. Man sieht, dass das
Ergebnis von W, fiir den symmetrischen Fall recht gut durch eine Gauf-
Funktion angenadhert werden kann. Lediglich die untere Zone der abfallenden
Flanken der simulierten Kurve weicht von einem gauféhnlichen Profil ab.

In analoger Weise geht man mit der Losung aus Glg. (5.22) vor, die
jedoch in (5.23) eingesetzt einen komplizierteren und ldnglicheren mathe-
matischen Ausdruck liefert als Glg. (5.27). Die Abb. 5.14 zeigt die Losung
dieser Rechnung, zusammen mit der symmetrischen Spektrallinie. Man sieht
also, dass mit einem einfachen Modell das experimentell beobachtete Pha-
nomen in mathematisch analytisch geschlossener Form beschrieben werden
kann, wobei die dazu notwendigen Ratengleichungen numerisch gelost wur-
den, unter Verwendung von experimentell bekannten Ubergangsraten und
Lebendauern der relevanten Zustande.
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Abb. 5.14: Graphische Uberlagerung der simulierten Linienform im symmetri-
schen (schwarze Punktkurve) und im asymmetrischen (rote Punktkurve) Fall. Die
symmetrische Kurvenform ergibt sich hierbei durch Bildung von W—pq mit Hilfe des
in Glg. (5.21) dargestellten Ausdruckes, wohingegen im Falle der asymmetrischen
Kurve in die Glg. (5.23) der Ausdruck (5.22) eingesetzt wurde.

Die Lage der Asymmetrie hangt hierbei von der Richtung ab, mit der die
Frequenz iiber die Mikrowellen-Resonanz durchgestimmt wird. Im Falle von
Abb. 5.9 wurde auf der hoherfrequenten Seite gestartet und demzufolge die
Mikrowellen zu kleineren Frequenzen hin verstimmt. Stimmt man dagegen
die Mikrowellen mit zunehmender Frequenz durch, beginnend bei kleineren
Frequenzen, so taucht die steilere Flanke auf der niederfrequenten Seite auf
und die hoherfrequente Seite ist verschmiert. In diesem Fall ist das Maximum
der Resonanzkurve zu etwas kleineren Frequenzen hin verschoben, bezogen
auf eine symmetrische Kurvenanpassung an die Messpunkte. Das Saulen-
diagramm in Abb. 5.15 veranschaulicht diesen Effekt. Es wurden Resonanz-
kurven bei auf- bzw. absteigender Durchstimmung der Mikrowellenfrequenz
aufgenommen. Anschliefend wurden die Positionen der Resonanzmaxima in
einem Graphen zusammengetragen. Erstellt man ein Haufigkeitsdiagramm,
so sieht man, dass sich zwei Haufungspunkte bilden, die etwa 30kHz vonein-
ander entfernt liegen. Dies bedeutet, dass bei einer Verstimmung der Fre-
quenz in positiver Richtung das Maximum der Resonanzkurve um —15kHz
gebeniiber einer symmetrisch angenommenen Kurve verschoben ist. Entspre-
chend erhélt man eine Verschiebung von +15kHz bei einer Verstimmung in
negativer Richtung.

Die weiteren fiir die Bestimmung des Landé-g-Faktors relevanten Mes-
sungen wurden bei reduzierter Laserleistung und einer groferen Wartezeit
bei der Verstimmung der Mikrowelle von einem Frequenzschritt zum néch-
sten aufgenommen. Somit konnten die Resonanzkurven mit symmetrischen
Fitfunktionen angepasst werden und systematische Fehler, die sich aus Ver-
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Abb. 5.15: Haufigkeitsdiagramm der Frequenzpositionen der Resonanzmazxima. Die
beiden Hdaufungspunkte sind hierbei nicht gleich hoch, da die Anzahl der aufgenom-
menen Kurven mit positiver und negativer Frequenzschrittweite unterschiedlich war.

schiebungen der Resonanzmaxima aufgrund asymmetrischer Kurvenformen
ergaben, entfielen. Bevor jedoch eine solche Messung vorgestellt wird, sei
noch erwahnt, dass bei einer Reduzierung der Mikrowellenleistung Seitenbén-
der sichtbar wurden, die nur teilweise aufgelost werden konnten, da eine Ver-
ringerung der Leistung auch zu einer Abnahme des Fluoreszenzsignals und
somit zu einer Verschlechterung des Signal-zu-Rausch-Verhéltnisses fiihrte.
Diese Seitenbandstruktur der Zeeman-Resonanz hat ihren Ursprung in den
eingestrahlten Mikrowellen, die im Inneren des Penning-Kéfigs aufgrund der
rdumlichen Abgeschlossenheit der Falle stehende Wellen bilden. Durch die
oszillatorischen Eigenbewegungen, die die gespeicherten Ionen besitzen, se-
hen die Teilchen ein frequenz- und amplituden-moduliertes Hochfrequenz-
feld. Dieses duflert sich in einem zentralen Peak, um welchen symmetrisch
in periodischen Abstidnden Seitenbénder gruppiert sind. Anders formuliert
bedeutet dies, dass wegen der Erfiillung des Dickekriteriums [69] — d.h. die
Wellenlénge der Mikrowellen Ag ist sehr viel grofer als die Bewegungsam-
plituden der Ionen in r- und z-Richtung — der Doppler-Effekt 1. Ordnung
zur Sichtbarmachung der Seitenbandstruktur fiithrt. Dies hat weiterhin zur
Folge, dass die zentrale Resonanz lediglich erst ab der 2.0rdnung Doppler-
verschoben ist.

Dieses Phanomen?2

wurde in fritheren Messungen an Ba™-Ionen beob-

22eine shnliche Seitenbandstruktur von gespeicherten Ionen in einer Paulfalle wurde von

Schuessler beobachtet [264].
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achtet [299] und lésst sich mit Hilfe des Korrelationsfunktions-Mechanismus’
theoretisch beschreiben ([197], [172]). Hierbei wird das Mikrowellenfeld als
Korrelationsfunktion ausgedriickt. Das Resonanzspektrum, das sich in Fol-
ge des induzierten Mikrowelleniiberganges zwischen den beiden Zeeman-
Unterniveaus |p) = [425 5, my = —1h) < |q) = [425] )5, m; = +1/2) ergibt,
berechnet sich dann unter Zuhilfenahme des Wiener-Khintchine-Theorems
([318, 146]). Fiir das eigentliche Ziel dieser Messung, namlich die Bestimmung
des elektronischen g-Faktors des Grundzustandes im ionischen C'a™*-System,
ist nur der zentrale Peak von Bedeutung, so dass die aufgetretenen Seiten-
bénder nur als Randeffekt eine Rolle spielten. Um jedoch allen beobachteten
Effekten Rechnung zu tragen, werden im Anhang C die Frequenzpositionen
der Seitenbénder theoretisch hergeleitet.

Das Mikrowellenfeld, das sich im Innern des Ionenkéfigs ausbildet, be-
sitzt sicherlich auch eine fortlaufende Komponente, die jedoch gegeniiber
der stehenden Komponente weitaus schwécher ausgebildet ist. Diese Aussa-
ge wird durch die Tatsache bestéatigt, dass keine Seitenbénder bei wy+1-w,,
[ € N, zu sehen sind, wie sie aber theoretisch vorhergesagt werden. Die fort-
laufende Komponente der Mikrowellen kénnte jedoch zu einer Verschiebung
der Hauptresonanz im Dopplermodulierten Spektrum fiihren, falls die ge-
speicherten Ionen eine zusétzliche, rein translatorische Bewegung besitzen,
deren Zeit in der Grofenordnung der inversen Linienbreite liegt [210, 263].
Dies kann der Fall sein, wenn die Ionen in einem Teil der Falle erzeugt wer-
den und in einem anderen Teil relaxieren. Wegen der langen Speicherzeiten
kann man davon ausgehen, dass solche Asymmetrien in unserem Experiment
ausgemittelt sind.

Die Abb. 5.16 und 5.17 stellen solche experimentell beobachteten Seiten-
bénder im Mikrowellenspektrum graphisch dar, wobei Abb. 5.16 aus Mes-
sungen an Ca™-Ionen stammt, wohingegen Abb. 5.17 frithere Messungen an
Ba™-Tonen darstellt. Letztere Messungen wurden im Rahmen der im Anhang
C entwickelten Theorie neu ausgewertet. Die in runden Klammern angege-
benen Zahlen sind die Frequenzabstéinde in kHz vom zentralen Peak aus
jeweils zur hoher- bzw. niederfrequenten Seite hin gemessen. Die Tabellen
5.3 und 5.4 stellen nochmals die Positionen der experimentell bestimmten
Seitenbénder zusammen und ordnen diese den theoretischen berechneten Po-
sitionen zu. Die recht gute Ubereinstimmung zwischen den experimentellen
Daten und den theoretisch hergeleiteten Werten unterstiitzt die Annahme,
dass sich das Mikrowellenfeld im Inneren des Ionenkéafigs hauptséchlich in
der T'Ey13-Mode ausbildet.

Bei einer weiteren Abschwichung der Mikrowellenleistung konnte die zen-
trale Uberhéhung mit einer Halbwertsbreite (FWHM) von ca. 3kHz aufge-
16st werden. Die Abbildung 5.18 zeigt eine solche aufgenommene Messkur-
ve, die die Aufsummierung von vier Durchldufen darstellt. Das Signal ist
sehr schwach und fast von der gleichen Groéfsenordnung wie das Rauschen.
Aufgrund erheblicher Leistungsschwankungen der Mikrowellenanlage, die sich
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Abb. 5.16: Seitenbandstruktur im Zeemanspektrum von Cat. Die Zahlen in run-
den Klammern geben den Frequenzabstand in kH z, vom zentralen Peak aus gemes-
sen, an. Wegen des schlechten Signal-zu-Rauschverhiltnisses konnte die Mikrowel-
lenleistung nicht weiter reduziert werden, weshalb die Seitenbinder nur als kleine
Uberhéhungen an den Flanken der Resonanzkurve sichtbar sind.
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Abb. 5.17: Seitenbandstruktur im Zeemanspektrum von Ba™*. Die Zahlen in run-
den Klammern geben den Frequenzabstand in kH z, vom zentralen Peak aus gemes-
sen, an.
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Position |kHz|
# H Experiment ‘ Theorie Kombination
[5] 298(25) 289 (vy —v_) —2u,
[4] 771(19) 753 (vy —v_)+2u,

Tab. 5.8: Tabellarische Ubersicht der theoretischen und experimentell bestimmten
Seitenbinder im Zeemanspektrum von Ca™. Die in runden Klammern angegebe-
nen Fehler ergeben sich aus den durch die Seitenbinder angefitteten GaufSkurven.
Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf die in Anhang C aufgelisteten
Kombinationen von Ioneneigenfrequenzen, bei denen theoretisch ein Seitenband zu
erwarten 1st.

Position [kHz|
# H Experiment ‘ Theorie Kombination
5] 80(1) 82 5(vy —v_) — 6y,
[7] 125(2) 132 6(vy —v_)—Tv,
[5] 201(1) 200 vy —v_) —4u,
[7] 240(2) 232 8(vy —v_) =9,

Tab. 5.4: Tabellarische Ubersicht der theoretischen und experimentell bestimmten
Seitenbinder im Zeemanspektrum von Bat. Die in runden Klammern angegebe-
nen Fehler ergeben sich aus den durch die Seitenbdnder angefitteten GaufSkurven.
Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf die in Anhang C aufgelisteten
Kombinationen von Ioneneigenfrequenzen, bei denen theoretisch ein Seitenband zu
erwarten 1st.
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Abb. 5.18: Zentrale Uberhéhung der Zeeman-Resonanzkurve mit einer Halbwerts-
breite (FWHM) von ca. 3kHz.

bei niedrigen Leistungen deutlicher auszeichneten, konnten keine weiteren
Kurven mit dhnlicher Linienbreite aufgenommen werden, da etwa bei einer
darauffolgenden Messung die Leistung soweit abgenommen hatte, dass kein
Fluoreszenzsignal mehr zu sehen war. Hinzu kam, dass pro Durchlauf nur
ca. 2-4Hz hinzuaddiert wurde. Eine Erhohung der Messzeit unter diesen Be-
dingungen hétte zu keinem deutlich besseren Signal-zu-Rausch-Verhéltnis
gefiihrt. Deshalb haben wir entschieden, die Resonanzkurven bei erhohter
Mikrowellenleistung aufzunehmen, wobei mehrere Durchlidufe?® pro Kurve
mit alternierender Richtung der Frequenzverstimmung durchgefiihrt wurden.
Abbildung 5.19 gibt eine exemplarische Messkurve wieder, deren Halbwerts-
breite 630kHz betragt. Die durchgefithrten 24 Einzelmessungen wiesen eine
dhnliche FWHM auf und der Fehler der Resonanzmaxima lag im Schnitt
bei 9kHz. Aufgrund der geringen Streuung der Einzelmessungen um einen
gemeinsamen Haufungspunkt konnte durch Bildung eines gewichteten Mit-
telwertes der Fehler statistisch auf etwas weniger als 2kHz reduziert werden.
Somit konnte die Zeemanaufspaltung mit einer relativen Genauigkeit von
~ 4 -107® angegeben werden, was ungefihr eine Gréfenordnung besser ist
als vorangegangene Messungen, die im Rahmen einer Diplomarbeit in unse-
rem Labor durchgefiihrt wurden [232].
Uber die Beziehung

h- VZeeman = AEZeeman(42SI/2v Aszl) =4J HUB- B (531)

2Die Zahl liegt zwischen 10 und 28
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Abb. 5.19: Zentrale Uberhéhung der Zeeman-Resonanzkurve mit einer Halbwerts-
breite (FWHM) von ca. 630kHz.

kann, bei Kenntnis der Magnetfeldstéirke am Ort der gespeicherten Ionen
der gj-Faktor bestimmt werden, wobei die gewiinschte Genauigkeit in der
Bestimmung von B mindestens in der gleichen Grofsenordnung liegen muss,
falls man den Landé-g-Faktor mit einer Genauigkeit im Bereich von 10~® an-
geben will. Die Magnetfeldbestimmung erfolgt hierbei durch Messung der re-
duzierten Zyklotronfrequenz von Elektronen, die in der gleichen Penningfalle
durch Umpolen der Speicherspannung gespeichert werden. Eine detaillierte
Abhandlung erfolgt im néchsten Kapitel.






Kapitel 6

Der elektronische g-Faktor des
Grundzustandes von Ca™

6.1 Die Bestimmung des Magnetfeldes

Wie bereits am Ende des vorangegangenen Kapitels angedeutet, muss zur
Bestimmung des gj-Faktors im Grundzustand des C'a™-Systems die Magnet-
feldstarke am Ort der gespeicherten Ionen bekannt sein. Eine naheliegende
Losung wiére, die Messung des Magnetfeldes iiber eine der beiden radia-
len Toneneigenfrequenzen durchzufiihren, d.h. entweder iiber die reduzierte
Zyklotronfrequenz oder iiber die Magnetronfrequenz, da beide Frequenzen
geméf Gl. (2.12) von B abhéngen. Gleichzeitig hédngen aber vy und v_ vom
Speicherpotential ab, weshalb eine Extrapolation auf verschwindendes Uy
notig ist. Betrachtet man einen nicht harmonischen Ionenkéfig so héngen
die beiden Eigenfrequenzen auch von der Energie der gespeicherten Ionen
ab. Als Alternative wire die Messung der reinen Zyklotronfrequenz v, mog-
lich, die nur vom Magnetfeld abhéngt. In diesem Fall aber besteht das Pro-
blem, dass v. keine Eigenfrequenz des Systems ist und — falls {iberhaupt
—, dann nur als Seitenbandfrequenz im Frequenzspektrum auftaucht. Ledig-
lich mit Hilfe des Invarianztheorems (Gleichung (2.25)) wére die Moglichkeit
einer Bestimmung der Zyklotronfrequenz durch die gleichzeitige Messung al-
ler drei Eigenfrequenzen der Ionenbewegung geboten. Wegen der niedrigen
Giite des verwendeten lonennachweisverstéirkers fiir die Raumtemperatur-
Apparatur miissen, damit man ein sichtbares demoduliertes Signal des Nach-
weisschwingkreises erhélt, grofere Teilchenzahlen (ca. 1- 105%) gespei-
chert werden. Aufgrund der Coulombwechselwirkung hat man jedoch in der
Tonenwolke Stofeffekte. Hinzu kommen Raumladungseffekte, da wegen der
elektrischen Feldfehler und axialsymmetrischen Storungen die Ladungsver-
teilung nicht rotationselliptisch ist. Diese Effekte fiihren zur Verbreiterung
und Verschiebung der loneneigenfrequenzen und limitieren die Genauigkeit
in der Bestimmung von z.B. v, auf 1079, so dass auch die Prizision der

105
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Magnetfeldstirke auf 107¢ beschrinkt ist. Diese die Genauigkeit begrenzen-
den Faktoren haben bei Elektronen wenig oder gar keine Relevanz. Unter-
suchungen von M. Hubrich [120] an gespeicherten Elektronen ergaben, dass
Stofeffekte zu einer Verschiebung der Zyklotronfrequenz im Bereich von 10~
fiihren, die bei der angestrebten Prizision 10~ in diesem Teil des Experimen-
tes von nicht berticksichtig zu werden brauchen. Zwar hat die Raumladung
keinen Einfluss auf die Bewegungsmoden der Elektronen, die Energie der
Elektronen kénnte jedoch aufgrund der Coulombabstofsung von ihrer Anzahl
abhéngig sein. Hinzu kommt, dass wegen der kleinen Ruhemasse von Elektro-
nen relativistische Effekte, die ebenfalls energieabhéngig sind, zur Verschie-
bung der reduzierten Zyklotronfrequenz fiihren. Dies hat zur Konsequenz,
dass bei Verwendung von Elektronen zur Bestimmung des Magnetfeldes im
Inneren des Penning-Kifigs die kinetische Energie dieser Elementarteilchen
reduziert werden muss. Aufserdem hat man das zusétzliche Problem, dass es
keine Gewissheit gibt, ob sich die Elektronen und die Ionenwolke im Mittel
am selben Ort aufhalten, da das Vorzeichen des Speicherpotentials je nach
Vorzeichen der Teilchenladung geédndert werden muss. Es ist daher erfor-
derlich, dass die Magnetfeldhomogenitit — zumindest iiber die Ausdehnung
beider Teilchenwolken — von der gleichen Grofsenordnung wie die angestreb-
te Messgenauigkeit sein sollte. Bevor jedoch auf diese Punkte einzeln néher
eingegangen wird, sollen im folgenden Unterabschnitt das Messprinzip und
der Messzyklus, die zur Aufnahme einer sog. Zyklotronresonanz von gespei-
cherten Elektronen fithren, dargestellt werden.

6.1.1 Das Messprinzip und der Messzyklus einer Elektronen-
Zyklotronresonanz

Die Bestimmung der Magnetfeldstarke erfolgt also durch Detektion der
reduzierten Zyklotronfrequenz gespeicherter Elektronen. Diese Eigenfrequenz
wird durch Einstrahlen eines Hochfrequenzfeldes in Form von Mikrowellen
angeregt, da im Falle einer resonant eingestrahlten Mikrowellenfrequenz, die
bei v,., = vy liegt, die Elektronen Energie aufnehmen und durch Stéfie unter-
einander bzw. aufgrund der Anharmonizitdten der Penningfalle in die beiden
anderen Eigenbewegungen koppeln. Das Aufweiten der Bewegungsamplitude
in radialer Richtung fiihrt somit zu einem Aufweiten der axialen Bewegungs-
amplitude. In diesem Resonanzfall ist die Anzahl der sich noch im Kéfig be-
findenden und somit nachweisbaren Elektronen minimal. Voraussetzung ist
eine gleichméfige Durchstimmung der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz
iiber die theoretisch berechnete reduzierte Zyklotronfrequenz und eine re-
produzierbare gleichgrofie Anzahl gespeicherter Elektronen pro Messzyklus.
Die Verminderung der Teilchenzahl wird iiber einen Nachweiszyklus (siehe
Abschnitt 4.7) quantitativ erfasst. Die Abbildung 6.1 zeigt schematisch den
zeitlichen Ablauf eines Messzyklus’ zur Aufnahme eines Datenpunktes der
Zyklotronresonanz.
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Abb. 6.1: Messzyklus zur Aufnahme eines Datenpunktes im Elektronen-
Zyklotronresonanz-Spektrum. Das Finschusspotential betrug +20V .

Zunichst werden wéhrend einer Zeitdauer von tgp = 400ms bei einer
Spannung an der Ringelektrode von Ur = +20V durch Anlegen einer negati-
ven Beschleunigungsspannung zwischen Elektronenquelle und unterer Kalot-
te von Up = —18V aus dem glithenden Wolframdraht emittierte Elektronen
zum Penning-Kéfig hin beschleunigt. Im Falleninneren angelangt, geben die
Elektronen entweder Energie iiber Stofse mit dem Restgas ab, um selbst ge-
speichert zu werden, oder sie erzeugen durch Restgasionisation energiedrmere
Elektronen, die dann gespeichert werden. Diese beiden Vermutungen werden
durch die Tatsache bekréaftigt, dass das demodulierte Signal des Nachweis-
verstarkers am Oszilloskop erst ab einem Druck in der Vakuumapparatur
von 10~ "mbart auftauchte. Durch die ebenfalls zwischen Elektronenkanone
und Kalotte angelegte Gegenspannung von Uy = +12V (sogenannte Hal-
tespannung) verhindert man, dass stédndig Elektronen in den Kéfig eindrin-
gen, da der Wolframdraht permanent auf einem konstanten Heizstrom von
I = 1.16 A gehalten wird.

Anschliefend ldsst man den Elektronen Zeit (t,,1 = 3000ms), um bei
nicht resonantem Hochfrequenzfeld iiber Strahlungsddmpfung, d.h. durch
Emission von Synchrotronstrahlung, Energie abzugeben und zu thermalisie-
ren. Dieser radiative Zerfall ist fiir die Zyklotronbewegung von Elektronen in

fHierzu wurde die Tonengetterpumpe ausgeschaltet. Der Druck lief in der Apparatur
im Laufe einiger Stunden bis auf ca. 2.6 - 10~ %mbar hoch und stabilisierte sich bei diesem
Wert.
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‘ Up [V] ‘ v, [kHz] ‘ v_ [kHz] ‘ vy [kHZ] ‘ Ve [kHz] ‘
1 7 416,317 0,685 | 40 146 819,294 | 40 146 819,979
15 28 723,271 10,275 | 40 146 809,704 | 40 146 819,979

Tab. 6.1: Elektronen-Figenfrequenzen fiir zwei unterschiedliche Speicherspannun-
gen. Das Magnetfeld betrigt B = 1.4342T .

einem starken dufseren Magnetfeld der Hauptmechanismus, der zur Kiihlung
der Teilchen fiihrt. Aus diesem Grund soll kurz, bevor die Beschreibung des
Messzyklus’ fortgesetzt wird, auf diesen Sachverhalt eingegangen werden.
Nach der klassischen Elektrodynamik strahlt jede beschleunigte Ladung
elektromagnetische Wellen ab. Die abgestrahlte Leistung ergibt sich nach der
Larmorformel und hat in der Lorentz-invarianten Verallgemeinerung folgende

Form!:
p_ 2¢? dp, dp"
-~ 3-dmweg-m2c3 \ dr  dr

wobei p* der Viererimpuls ist. Eine Umformung ergibt fiir die abgestrahlte
Energie:
dE 22

S 6.1
dt 127reoc3r (6.1)

FEinsetzen der kinetischen Energie £ = %mf“Q und die Annahme einer gleich-
mépigen Kreisbewegung, d.h. # = w, - 7, in (6.1) ergibt eine DGL

E = _PYCEv
deren Losung ein exponentielles Zerfallsgesetz ist:
E(t) = Ege <

wobei die Zyklotronddmpfungskonstante . gegeben ist durch:

e2w.?

e = 3megme’d

Eine quantenmechanische Rechnung, wie sie in [43] zu finden ist, liefert fiir
die reduzierte Zyklotrondampfungskonstante ., :

62W+2 W4

T 3megmed wy —w_

Bei einem Magnetfeld von B = 1.4342T erhéalt man mit Hilfe der in Tabelle
6.1 berechneten Eigenfrequenzen sowohl fiir die reine als auch fiir die redu-
zierte Zyklotronfrequenz eine Dampfungszeit von ca. v.~ ! ~ v, ! ~ 1.25s.

!Siehe z.B. J. D. Jackson ,Classical Electrodynamics®, 2% Ed., Wiley & Sons, NY
(1975)
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Man sieht somit, dass bzgl. der Zyklotronstrahlungsdampfung eine entspre-
chend lange Wartezeit notwendig ist, um die Elektronen auf Umgebungstem-
peratur mit einer Energie von Fy;, = %OeV abzukiihlen.

In einer auf das Strahlungskiihlen folgenden Zeit von ts = 1200ms wird
die Spannung an der Ringelektrode auf das sog. Kiihlpotential von U = 1V
herabgesetzt. Ist die Elektronentemperatur nahe der Raumtemperatur, so
bleiben die Teilchen in dem flachen Potentialtopf gefangen. Besitzen jedoch
die Elektronen bei resonant eingestrahlten Mikrowellen aufgrund der Ener-
gieaufnahme eine hohere kinetische Energie, so verlassen die energiereiche-
ren Teilchen den Potentialtopf. Man nennt diesen Mechanismus evaporati-
ves Kiihlen, da die Elektronen aus dem Potentialtopf jherauskochen‘. Die
gespeicherten Teilchen haben energetisch gesehen eine Maxwell-Boltzmann-
Verteilung mit einer oberen Schranke fiir die kinetische Energie, die etwa
gleich dem halben Speicherpotential ist, d. h. F,;,"** = 0.5eV . Beendet wird
dieser Abschnitt des Zyklus’, indem in einer zweiten Wartezeit to = 20ms
das Ringpotential wieder auf Ur = +20V heraufgesetzt wird. Die Elektro-
nen konnen wieder eine grofere mittlere Energie aufnehmen, so dass die
Wahl der Kiihlspannung und der Grad der Aufheizung durch das resonante
Hochfrequenzfeld keine Auswirkung auf den anschliefenden Nachweis ha-
ben. Abgeschlossen wird der Messzyklus dadurch, dass die Spannung an der
Ringelektrode sagezahnformig bis unter OV erniedrigt wird, um durch die
vollstéindige Entleerung des Penningkifigs gleiche Anfangsbedingungen fiir
den néchsten Zyklus zu schaffen (man arbeitet, quantenmechanisch gespro-
chen, mit Elektronen, die sozusagen kein ,Gedéchtnis‘ haben).

Durch den rampenformigen Abfall des Ringpotentials (bei einer Ram-
pensteigung von ~ —10%) wird die z-Frequenz der Elektronen variiert, die
im Resonanzfall dem Anregungsschwingkreis (v, = 11,915MHz mit einer
Anregungsamplitude von A = 32,3mV’) Energie entzichen, was sich in einer
kurzzeitigen Abnahme der Spannungsamplitude des Nachweisverstirkersi-
gnals bemerkbar macht. Die Tiefe des demodulierten Nachweissignals gibt
dann Auskunft iiber die relative Zahl der noch vorhandenen Elektronen bei
einer resonanten Einstrahlung der Mikrowellen. Die Leistung des Hochfre-
quenzfeldes wird hierbei iiber einen variablen Abschwicher soweit reduziert,
dass die Elektronen in Resonanz nicht den Kifig verlassen, sondern sich ledig-
lich die Bewegungsamplituden aufweiten. Dies erhoht die Wahrscheinlichkeit,
dass sich die Elektronen im Mittel am selben Ort wie die Ca'-Ionen auf-
halten. Zur Aufnahme einer Zyklotron-Resonanzkurve, wie sie im folgenden
Abschnitt besprochen wird, wird die Mikrowellenfrequenz nach jedem Mes-
szyklus um eine {iber die Ansteuerungssoftware frei wahlbare Schrittfrequenz
verstimmt.
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Abb. 6.2: Aufnahme eines Elektronen-Zyklotronresonanz-Spektrums mit aufgeld-
sten Seitenbandstrukturen.

6.1.2 Die Messung der Zyklotron-Resonanzkurve von gespei-
cherten Elektronen

Durch die Variation der permanent eingestrahlten Mikrowellenfrequenz
erhélt man ein von der Amplitude des am Oszilloskop sichtbaren Absorp-
tionssignals abhédngiges Resonanzspektrum, das in Abb. 6.2 dargestellt ist.
Man sieht hierbei nicht nur eine Verringerung der Elektronenzahl bei der
vermuteten reduzierten Zyklotronfrequenz selbst, sondern es treten aufgrund
des Dicke-Effektes symmetrisch um v angeordnete Seitenbénder auf, die im
Abstand von +k-w,, k € Ny liegen. Dies wird durch die Beobachtung bestérkt,
dass bei einer Variation der Speicherspannung diese von der axialen Bewe-
gung herrithrenden Seitenbénder sich verschieben oder sogar verschwinden.
Die Abstédnde der Seitenbdnder, gegeben durch

2€U0

Aw =k 3
mro

entsprechen ungefihr den Frequenzen, die sich fiir eine Speicherspannung
von Uy = 40V ergeben. In Abbildung 6.2 ist das Seitenband bei k = 1
zu sehen. Zusétzlich zu den ganzzahligen Vielfachen der axialen Frequenz,
treten auch Seitenbénder bei gebrochen-rationalen Vielfachen auf, etwa bei
%wz, %wz und ng.

Bei einer naheren Betrachtung erkennt man aufserdem eine Asymmetrie
in der Resonanzkurve von v,, die auf Kéfiganharmonizititen (z. B. kein idea~
les Quadrupol-Speicherpotential) zurtickzufiihren ist. Der zentrale Signalein-
bruch ist aufgrund der hohen Mikrowellenamplitude mit einer Halbwertsbrei-
te von ca. 1.6MHz noch leistungsverbreitert. Bevor auf die Auflosung des
zentralen Signaleinbruchs bei reduzierter Mikrowellenleistung eingegangen



DER ELEKTRONISCHE ¢g-FAKTOR DES GRUNDZUSTANDES VON Ca™ 111

wird, sollen im folgenden Unterabschnitt die im Resonanzspektrum aufge-
tretenen Linienformen theoretisch behandelt werden.

Theoretische Linienform im Elektronen-Zyklotron-Resonanz-
spektrum

Es sind im Wesentlichen drei Effekte, die zur Beobachtung der in Abb.6.3
und Abb. 6.4 dargestellten Linienformen des Elektronen-Zyklotron-Resonanzspek-
trums fiithren. Diese Effekte bedingen sich gegenseitig und haben ihren Ur-
sprung in der Relativistik.

e Die gespeicherten Elektronen besitzen eine kinetische Energie, die sich
zum einen aus der Beschleunigungsspannung, die an der Elektronen-
kanone anliegt, und zum anderen aus dem vorhandenen Speicherpo-
tential, das bei Eintritt der Elektronen im Penningkéfig vorliegt, zu-
sammensetzt. Diese resultierende kinetische Energie bestimmt somit
die Breite und das Maximum der Maxwell-Boltzmann-édhnlichen Ener-
gieverteilung der Elektronen. Die sich hieraus ergebende relativistische
Massenkorrektur fithrt zu einer Frequenzverschiebung.

e Desweiteren nehmen die Elektronen vornehmlich in axialer Richtung
Energie aus dem eingestrahlten Mikrowellenfeld auf. Wegen der rela-
tivistischen Effekte ist diese Energieaufnahme grofter bei Frequenzen
der Mikrowelle, die kleiner als die reduzierte Zyklotronfrequenz sind.
Die Folge ist eine asymmetrische Linienform, wie sie bei einem anhar-
monischen Oszillator mit erzwungener duféerer Anregung vorkommt.

e Schliefslich verursacht die Inhomogenitét des Magnetfeldes je nach Schwin-
gungsamplitude der axialen Elektronenbewegung eine Frequenzverschie-
bung und ebenfalls eine Asymmetrie in der Linienform.

Frequenzverschiebung aufgrund relativistischer Massenzunahme

Bezeichnet mgy die Ruhemasse, so folgt fiir die effektive Masse m der
Elektronen, die eine Relativgeschwindigkeit v in Bezug auf ruhende Teilchen
besitzen:

m=————="ymy (6.2)

Als kinetische Energie T' wird die Differenz aus der Energie der bewegten
Masse und seiner Ruheenergie bezeichnet:

2

T =mc® —moc? = moc® | ——— — 1 (6.3)
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Abb. 6.3: Vergrifserte Darstellung des Signaleinbruchs des in Abb. 6.2 dargestellten
Elektronen-Zyklotronresonanz-Spektrums bei k = 1.
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Abb. 6.4: Vergroflerte Darstellung des zentralen Signaleinbruchs des in Abb. 6.2
dargestellten Elektronen-Zyklotronresonanz-Spektrums.
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Im klassischen Fall, d.h. v < ¢, lasst sich der Wurzelausdruck in (6.3) nach
der Taylorformel entwickeln und man erhélt:

102 30t 102 1
szoc2 <1+§C—2+§c—4i---—1) %moc2-§c—2:§mov2:Ekm

Die effektive Masse in (6.2) lésst sich dann schreiben als:

mo
1 — 2EBkin

moc2

Bezeichnet nun
e-B

mo

We =

die freie Zyklotronfrequenz der Elektronen in Anwesenheit eines dufieren ho-
mogenen Magnetefeldes im nichtrelativistischen Grenzfall, so erhélt man im
relativistischen Fall eine Frequenzverschiebung:

Betrachtet man nun das geladene relativistische Teilchen in einem zusétzli-
chen duferen statischen elektrischen Feld, so erhélt man nach [174] folgende
Bewegungsgleichung:

d U(t) P Lo
I\ T | T et X o(t) + JWs x(t) (6.5)

Diese DGL ist in Analogie zu den Gleichungen (2.4), (2.5) und (2.6) zu se-
hen. Die Information iiber die Anwesenheit des elektrostatischen Quadrupol-
Speicherpotentials und des homogenen Magnetfeldes steckt in der reduzier-
ten Zyklotronfrequenz.

Bevor nun mit der Rechnung begonnen wird, miissen an (6.5) einige Mo-
difikationen vorgenommen werden. Zum einen kann aufgrund des starken
dukeren Magnetfeldes der axiale Beitrag der elektrischen Speicherfeldstérke
vernachléssigt werden. Wéhlt man, geméf dem experimentellen Aufbau, die
Ausbreitungsrichtung der Mikrowellenfront entlang der z-Achse, wobei diese
Front in Drehrichtung der Zyklotronbewegung zirkular polarisiert sein soll,
so kann man folgenden Ausdruck fiir das Mikrowellenfeld ansetzen:

8(t) = Byueir=F2) (6.6)

FEy.. und w sind hierbei respektive die Amplitude und die Frequenz des Mi-
krowellenfeldes. Kompliziert wird der Ausdruck in (6.6) zunéchst dadurch,
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dass aufgrund der axialen Schwingung der Elektronen diese ein frequenz-
und amplitudenmoduliertes Mikrowellenfeld sehen:

(oﬁ(t) = EONei(wthTW-Zo Cos(wthrst))

21z 27z

= Epe™" {COS [ X 0 cos(wt + SOZ)} — ¢ -sin [ 3 0 cos(w,t + sz):| }
(6.7)

Da die Schwingungsamplitude zy der Elektronen sehr viel kleiner ist als die
Wellenlénge der Mikrowellen A, reduziert sich der Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer auf 1 und man erhalt

&(t) = Ege™! (6.8)

Schlieflich muss noch die Synchrotronstrahlung beriicksichtigt werden, die
zum Energieverlust der sich im Kreis bewegenden Elektronen fiihrt. Man
hat somit einen Reibungsterm —3~.@(t). Die DGL (6.5) hat nun folgende
endgiiltige Form:

d v(t . R B eFo~
4 7<_>£ = wee. X 3(t) = 3o 10) + T2 (69)
c2
Betrachtet man nur die radiale Ebene, so folgt mit der Definition
V = vg(t) + 1 vy(t)
aus (6.9)
d v(t) R eEo~ ;
E 7’02 = We€y X V(t) — %"}/c V(t) + Tezwt (610)
=
Mit Hilfe der in [174] definierten Vierergeschwindigkeit
_dx(t) v? , dx(t)
u(t) = o 1- 2 mit  |u(t)| = o
ergibt sich fiir die transformierte Geschwindigkeit
v(t ; d v(t du(t ;
( ) — u(t)ezwt ~ — ( ) — ( ’lzl(t) +jw u(t)> ezwt

- () - ()

Hieraus erhélt man fiir die transformierte DGL in (6.10):

iu(t)—i—z‘ w—wey 1 — (M>2 u(t)—i—lfycu(t) 1_ (IU(t)|>2 _ ¢Eop.

dt c 2 c m
(6.11)
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Die Differentialgleichung in (6.11) dhnelt der erzwungenen Schwingung eines
geddmpften, anharmonischen Oszillators. Hierbei iibernimmt die Mikrowelle
die Rolle der duferen antreibenden Kraft und die Dadmpfung des Systems
ergibt sich aus dem dissipativen Prozess der Synchrotronstrahlung. Da beim
vorliegenden Experiment w. > ., werden zur weiteren Rechnung die Wur-
zelausdriicke in (6.11) unterschiedlich weit entwickelt. Dabei wird im Falle
der reduzierten Zyklotronfrequenz der Ausdruck bis zur 2. Ordnung ent-
wickelt, wihrend im Falle der Strahlungsddmpfungskonstante der Ausdruck
bereits nach der 1. Ordnung abgebrochen wird. Weiterhin ist nur der statio-
ndre Zustand, d.h. %u(t) = 0 von Interesse. Deshalb reduziert sich (6.11)

i {w — We [1 — % <]u(ct)]> ] }u(t) + %’ycu(t) = ejio; (6.12)

Im Resonanzfall w = w,. erhilt man den maximalen Ubertrag und aus (6.12)
ergibt sich:

2¢Fo. 2¢ \?
Una = 0 |umaz|2=( e) | B ? (6.13)
Yt Vel

Die definierte Grofe |u,,.,|? kann als Maf fiir die maximale Amplitude des
schwingungsfahigen Systems betrachtet werden. 1. A. ist es sinnvoll, die Am-
plitude des Systems auf |u,,,,|?> zu normieren:

2
WP C (6.14)

|umaz|2

Mit Hilfe der Beziehungen (6.13) und (6.14) kann man (6.12) umformen zu:

2
w—we 1we|ul? 1
144 —+———7F =— 6.15

" { Ve +270 c? w ( )

Definiert man die dimensionslose Grofie

N COR U

27 c2

so erhalt man schlieflich

W — We 2 1
1+4 -N -wp =—
Ye w

bzw.

W =

(6.16)

2
1+4{$§£—N-W}
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Abb. 6.5: Theoretisch berechnete Linienform der Elektron-Zyklotronresonanzkurve.

Im nicht-relativistischen Grenzfall |umm|2 < ¢ geht N — 0 und man erhalt
aus (6.16) das bekannt Lorentzprofil:

2
W= 1 %2 (%)

Lt al e e’ -+ (%)

(6.17)

Loést man (6.16) nach dem normierten Amplitudenquadrat auf, so erhalt
man drei Losungen, die als Graphik in Abhéngigkeit von der Mikrowellen-
frequenz w aufgetragen den in Abb. 6.5 dargestellten Kurvenverlauf erge-
ben. Die asymmetrische Elektronen-Zyklotronresonanz-Kurve lasst sich ge-
maéfs den erhaltenen Losungen in drei Frequenzbereiche unterteilen:

Bereich 0 : w < |we + wol
Bereich 0 : |w. 4+ wo| <w < |we + wy]
Bereich 0 : w > |we + w1

Hierbei hat man keine eineindeutige Losung in den Bereichen O und .

Asymmetrische Linienform aufgrund der axialen Bewegung

Der zweite zu beschreibende Effekt ergibt sich als Folge des ersten Ef-
fektes bzw. ist zumindest damit korreliert. Aufgrund der hohen kinetischen
Energie besitzen die Elektronen ebenso eine grofse axiale Amplitude. Somit
sehen die Teilchen ein zeitlich gemitteltes Magnetfeld, dessen Feldstérke von
der z-Schwingungsamplitude abhéngt. Deshalb muss man beriicksichtigen,
dass die Zyklotronfrequenz von der axialen Position abhéngt, da eine unter-
schiedliche Magnetfeldstérke zu einer anderen Elektronen-Zyklotronresonanz
fiihrt. Definiert man zur Vereinfachung der Schreibweise w.y := wq als die
tatséchliche Zyklotronfrequenz und w, := w = w(z) als die von der axialen
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Position abhéngige Frequenz, so kann man folgenden Ansatz fiir die letztge-
nannte Frequenz machen:

w(z) = wp (1 +(2(t))?) (6.18)

wobei € ein dimensionsloser Parameter ist, der die Magnetfeldinhomogenitét
berticksichtigt. Die harmonische axiale Bewegung ist nun mit einem externen
Schwingkreis verbunden. Dieser wirkt zum einen als ein Wérmereservoir,
beschrieben durch die Temperatur 7"

1 1
§mw22 < 2(t)? >= §kT (6.19)

bzw. ausgedriickt durch die Linienbreite der Resonanz:

Aw=wpe < z(t)* > (6.20)

und zum anderen als ein Ddmpfungsmechanismus ausgedriickt durch die
axiale Dampfungskonstante v, die in Beziehung zur Impedanz des Anre-
gungsschwingkreises steht. Man kann deshalb fiir die axiale Bewegung fol-
gende Bezichung aufstellen:

2(t)? oc e cos? (w,t) (6.21)

Das Linienprofil ergibt sich dann durch Fouriertransformation der folgenden
Korrelationsfunktion [41]:

t
—iwi 2(t")2dt’
o] > (6.22)

x(t) = e ™! <e 0

Nach einer ldnglichen Rechnung (in [41] durchgefiihrt), die auf dem quanten-
mechanischen Problem der Streuung von Teilchen an einem Kastenpotential
beruht, erhalt man als Endergebnis:

e—iwot

=1 (6.23)
% fiir t <0
wobei
1 1. 1.
PO =25 [(7’ +7)2e20770 — (3 — )220 (6.24)

ist mit v = /42 + 4iyAw. Das Linienprofil ergibt sich somit iiber die

Fourier-Beziehung:
[e.9]

() = % / (D) dt (6.25)

(e 9]
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Abb. 6.6: Simulation zum asymmetrischen Linienprofil der im Elektronen-

Zyklotronspektrum sichtbar gewordenen axialen Seitenbinder. Aufgetragen ist die
Fouriertransformierte Funktion x(w) aus Glg. (6.26).

mit dem Ergebnis:

oy =2 W = )
x( )—Wme (’Y"f”Y)QngO(n-l-%)’)”—%’)’—i(w—wo) (6.26)

Mit Hilfe von MATHEMATICA® kann man die komplizierte Funktion (6.26)
graphisch darstellen. Man erhélt dhnlich wie im vorangehenden Unterab-
schnitt eine asymmetrische Linienform mit einem steilen Anstieg auf der
niederfrequenten Flanke und einem sanften Abfall auf der hoherfrequenten
Flanke (siche Abb. 6.6).

Abschliefsend sollen zwei Grenzfille beriicksichtigt werden: als Erstes eine
schwache Kopplung der axialen Bewegung z(t) an den Anregungsschwing-
kreis, d.h. v < Aw. Aus (6.23) folgt dann:

e*iwot
)= —
X0 = TR0
Die Fouriertransformation ergibt:
O(w — wp) 7(%>
= -7 w 6.27
x(w) AL ¢ (6.27)

mit ©(w—wy) der Heaviside-Sprungfunktion. Eine Simulation der Linienform
ist in Abb. 6.7 dargestellt.

Im zweiten Grenzfall soll eine starke Kopplung, d.h. v > Aw, betrach-
tet werden. In diesem Fall werden die Elektronen iiber den Nachweis stark
gedampft und verlieren den grofsten Teil ihrer kinetischen Energie. Demzu-
folge erwartet man ein gleiches Linienprofil wie im nicht-relativistischen Fall
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Abb. 6.7: Theoretische Linienform der azialen Seitenbinder der Elektronen-
Resonanzkurve im Falle schwacher Kopplung. Aufgetragen ist die Fouriertransfor-
mierte Funktion x(w) aus Glg. (6.27).

(sieche Abb. 6.8). Wiederum aus (6.23) folgt:

() = e(fATwQ [t ~i(wo+Aw)t)

so dass man mit Hilfe von (6.25) das bekannte Lorentzprofil erhélt, das zu-
sétzlich um Aw verschoben ist:

Aw?
x(@) = = (%) (6.28)

T (w—wo— Aw)? + (ATwQ)Q

Eine Reduzierung der Mikrowellenleistung mit Hilfe eines regelbaren Ab-
schwéchers an der Mikrowellenanlage und eine Einengung des durchgestimm-
ten Frequenzintervalls ergibt die in Abbildung 6.10 dargestellte Resonanz-
kurve. Die Linienbreite ist mit 21kHz (FWHM) deutlich kleiner geworden,
man erkennt jedoch eine Substruktur. Eine weitere Reduzierung der Hoch-
frequenzleistung fiihrt zur erstmaligen Auflosung der reduzierten Zyklotron-
frequenz vy und der im Frequenzspektrum wegen der Kopplung der ein-
zelnen Bewegungsmoden als Seitenband auftauchenden reinen Zyklotronfre-
quenz v, (sieche Abb. 6.11). Beide Frequenzen liegen aufgrund der Beziehung
wy +w_ = w, & w, —wy = w_ gerade um den Betrag der Magnetronfre-
quenz auseinander, die bei dieser aufgenommenen Resonanzkurve aufgrund
der vorliegenden Speicherspannung von Uy = 15V bei v ~ 10kHz liegt.
Wegen der geringen Ruhemasse des Elektrons von 5111952\/ spielen relativisti-
sche Effekte eine groke Rolle. Aufgrund der Einsteinschen Beziehung fiihrt
eine nichtverschwindende kinetische Enegie der Teilchen zu einer Massenzu-
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Abb. 6.8: Theoretische Linienform der azialen Seitenbinder der Elektronen-
Resonanzkurve im Falle starker Kopplung. Aufgetragen ist die Fouriertransformier-
te Funktion x(w) aus Glg. (6.28).
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Abb. 6.9: Graphische Uberlagerung der in den Abb. 6.6, 6.7 und 6.8 dargestellten
Linienformen. Man sieht, dass die, je nach Kopplung an den Nachweisschwing-
kreis unterschiedliche kinetische Energie der Elektronen zu einer Verschiebung der
Linienmitte fihrt.
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Abb. 6.10: Graphische Darstellung einer Elektronen-Zyklotron-Resonanzkurve.
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Abb. 6.11: Auflosung der reduzierten Zyklotronfrequenz w!, und der im Spektrum
als Seitenband auftauchenden reinen Zyklotronfrequenz w.. Der Frequenzabstand
betragt gerade den Betrag der Magnetronfrequenz.
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Abb. 6.12: Elektronen-Zyklotron-Resonanzkurve mit einer Halbwertsbreite von
12kHz.

nahme, die gegeben ist durch:

T 2

m  mc
Dies fiihrt weiterhin zu einer Verschiebung der Zyklotronfrequenz geméfs der

Beziehung:
Av, Ekin
T2

= (6.29)

Ve me
Um diese Verschiebung moglichst klein zu halten, ist man bemdiiht, die ki-
netische Energie der Elektronen, die im Wesentlichen durch das Speicherpo-
tential bestimmt ist, moglichst klein zu halten. Durch Absenken der Spei-
cherspannung auf Uy = 1V kann man somit sagen, dass bei resonant einge-
strahlten Mikrowellen die kinetische Energie der Elektronen in z-Richtung
maximal Ep;, = %er = 0.5eV ist. Jedoch haben nur wenige Elektronen
wirklich die maximale Energie zum Verlassen des Kifigs und die mittlere
Energie der Ortsverteilung der Elektronen wird durchaus niedriger liegen.
Aus Unkenntnis iiber die genaue Energieverteilung wird eine relativistische
Frequenzverschiebung angenommen, die gleich der Hélfte der maximalen ki-
netischen Energie ist. Somit miissen die experimentell ermittelten Mittenfre-
quenzen zu hoéheren Frequenzen hin korrigiert werden, indem der durch Glg.
(6.29) bestimmte Wert fiir Av,. hinzuaddiert wird. Abb. 6.12 zeigt eine Re-
sonanzkurve, die bei einem Speichertopf von Uy = 1V aufgenommen wurde.
Bei diesem niedrigen Speicherpotential konnte das Seitenband v, nicht mehr
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| Radien [mm] | e | Ca™ |
Ty 3,73-107%] 0,1
r_ 0,5 2,5
. 2,01 2,12

Tab. 6.2: klassische Radien der Teilchenbewegungen fir e~ und Ca™t. Hierbei
wurde By . ~ 45V und Up(e™) = 1V, |Up|(Ca™) = 18V eingesetzt, wobei
ro = V2 - 9mm und B = 1.43T benutzt wurde.

aufgelost werden, da nach Tabelle 6.1 der Abstand zwischen reduzierter und
reiner Zyklotronfrequenz lediglich 685Hz betrégt.

Desweiteren muss der Tatsache Rechnung getragen werden, dass unter
Umstéanden die Elektronen sich nicht am selben Ort wie die Ionen aufhalten.
Dies fithrt zur Frage nach der Magnetfeldhomogenitét und der zeitlichen Sta-
bilitdt des Magnetfeldes. Diesbeziiglich wurde von S. Trapp [302| am selben
Magneten die Abhéngigkeit der aufgenommenen Zyklotron-Resonanzkurven
vom Ort der Falle in der Raumtemperaturbohrung des supraleitenden Ma-
gneten untersucht. Dazu wurde die Falle von der homogensten Stelle aus
entlang der Magnetfeldrichtung verschoben und in Abstdnden von 1mm die
Zyklotronfrequenz gemessen. Das Ergebnis war, dass in einem Bereich von
+2mm um die homogenste Stelle die Schwankungen kleiner als 10~8 wa-
ren und somit die in dieser Arbeit angestrebte Genauigkeit nicht gefihr-
deten. Eine Uberpriifung der Homogenitit in radialer Richtung konnte aus
Platzgriinden nicht durchgefiihrt werden, da der Glasriissel fast den gleichen
Aufendurchmesser hat wie der Innendurchmesser der Raumtemperaturboh-
rung. Um die Bahnradien der Teilchenbewegungen abzuschétzen, kann man
die Energiecigenwerte der Teilchen im Penningkéfig benutzen:

E(ny,n_,n,) = Ekn— Er 4 Eb»
1 1 1
(n++§>hw+— (n_+§> hw_+<nz+§>hwz

die iiber folgende Beziehungen im Zusammenhang mit den klassischen Bahn-

f Abgeschiitzt durch den Radius der Bohrung in der unteren Kalotte. Die Elektronen,
die vom Wolframdraht emittiert werden, gelangen durch das im Durchmesser 1mm grofse
Loch ins Falleninnere. Deshalb kann man davon ausgehen, dass die radiale Ausdehnung
nicht gréfer sein wird als dieser Durchmesser.

 Abgeschitzt durch den Radius des Keramikofens. Die aus dem Keramikrohrchen abge-
dampften C'a-Atome werden hauptséchlich von Elektronen ionisiert, die gleichzeitig beim
Glithen des Rheniumfadens emittiert werden. Aus diesem Grund kann man davon ausge-
hen, dass hochstens ein Volumen an Atomen von der Ausdehnung des Durchmessers des
Keramikofens ionisiert wird.
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Abb. 6.13: Graphische Auswertung der Untersuchung zeitlicher Schwankungen der
Magnetfeldstirke verursacht durch dufSere Finfliisse wie das Verschieben von ferro-
magnetischen Werkzeugen und Gegenstinden im Labor. Als Maf fir das Magnetfeld
diente die Mittenfrequenz der Elektronen-Zyklotron-Resonanzkurve.

radien stehen:

kin kin
R O ) L e Ry e -3
MW\ o
ot ot
rt o= <n+ ; %) hm(w+2—w ) a E; i 2E:U0r02
mw_\/ 5 — 3
1 2 2E¥"  EFopg?
' o= <n2+§>hmwz B muZJE - ZeUOO

Man sieht aus Tabelle 6.2, dass die radiale Ausdehnung der Ladungsver-
teilungen von gespeicherten Elektronen nicht signifikant ist?.

Was die Langzeitdrift des Magnetfeldes betrifft, so kann sie unberiick-
sichtigt bleiben, da die Messungen in einem Zeitraum von 36h durchgefiihrt
wurden. Statistische Kurzzeitschwankungen der magnetischen Flussdichte
konnten nicht beobachet werden, lediglich das Verschieben von ferromagne-
tischen Werkzeugen und Gegensténden im Labor fiihrte zu diskreten Spriin-
gen in der Zyklotronfrequenz (siche Abb. 6.13). Die Spriinge lagen hierbei
im Bereich von ca. 30kHz, was einer relativen Schwankung von 8- 10~7 ent-
spricht.

2Wobei die radiale Inhomogenitt des Feldes bekannt ist, wenn die axiale Inhomogenitét
gemessen wurde. Dies folgt aus der Maxwell-Gleichung V - B = 0.
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6.2 Der Landé-g;-Faktor von Ca™

Mit der Kenntnis des Magnetfeldes am Ort der gespeicherten C'a™-Ionen
ist es nun moglich, den elektronischen Landé-g-Faktor des Elektrons gebun-
den im Grundzustand des ionischen Ca-Atoms anzugeben. Ersetzt man in
Glg. (5.31) das B-Feld durch die Beziehung v, = 525~ und beriicksichtigt die

2
eh ™m

Definition up = 5>, so heben sich die physikalischen Konstanten e und h auf

und der gj-Faktor héngt nur von der Zeeman-Resonanz- und der Elektronen-
Zyklotronfrequenz ab:

gr=2- VZeeman
VZyklotron

Als gewichteter Mittelwert aus 24 Einzelmessungen, die wiederum jeweils
Aufsummierungen von im Schnitt 10 bis 28 Durchldufen iiber den aufge-
nommenen Frequenzbereich sind, ergibt sich fiir die Mittenfrequenz der Mi-
krowellenresonanz:

Vgeoman = 40 192 811,9(17) kHz

Der Fehler entspricht einer relativen Ungenauigkeit von 4.2 - 1078, Der ge-
wichtete Mittelwert der Elektronen-Zyklotronresonanz ergibt sich dagegen
Zu:

Vgyhiotron = 40 147 512,7(2) kHz

wobei die relative Ungenauigkeit in der Angabe des gemittelten Wertes fiir
die Mittenfrequenz bei 4.3-107 liegt. Die 18 Einzelmessungen wurden hier-
bei kurz vor bzw. nach der optischen Mikrowellen-Doppelresonanzmessung
durchgefiihrt. Die Abb. 6.14 zeigt eine Haufigkeitsverteilung der Zyklotron-
Messungen. Die Breite der Streuung betragt in etwa 2kHz.

Aus diesen beiden Frequenzen folgt schlieflich fiir den gj-Faktor® von
Ca™:

97 (428 )9, Ca™) = (—)2,002 256 64(9)

wobei sich der Fehler aufgrund der Gaufischen Fehlerfortpflanzung ergibt:

A > (A 2
AgJ — :I:gJ i \/( VZeeman) + ( Z/Zyklot'ron>
I/Zeeman I/Zyklotron
Die relative Ungenauigkeit ist somit 4.3 - 1078, Man kann diesen ermittelten
Wert in die tabellarische Ubersicht 6.3 einfiigen, die bereits experimentell

bestimmte Landé-gj-Faktoren der Alkali-Atome und der zugehorigen iso-
elektrischen Ionen beinhaltet.

3Will man bzgl. der theoretischen Physik korrekt sein, so muss der elektronische g-
Faktor stets negativ angegeben werden, da iiblicherweise wegen der konventionsméfig
definierten negativen Ladung des Elektrons das magnetische Moment der Hiille entgegen-
gesetzt zur Richtung des Gesamtdrehimpulses J ist. Das negative Vorzeichen ist jedoch
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Abb. 6.14: Sdulendiagramm zur Darstellung der statistischen Streuung der
Zyklotron-Messungen. Die Breite der Streuung betrigt in etwa 2kHz.

‘ Atom ‘ gj-Faktor ‘ Ref. H Ton ‘ gj-Faktor ‘ Ref.
H 2, 002 283 845(26) | [294] || He™ | 2, 002 177 40(60) [136]
Li 2, 002 301 42(80) | [116] || Bet | 2, 002 262 36(32)% | [329]
Na | 2, 002 295 63(16) | [16] Mgt | 2, 002 254 09(30) [29]
K |2 002294 15(16) | [15] || Cat | 2, 002256 64(9) | diese Arbeit
Rb | 2,00233109(16) | [15] Sr* | nicht gemessen
Cs | 2, 002540 32(20) | [9] Ba™ | 2, 002 491 92(3) [204]

Tab. 6.3: Elektronische g-Faktoren der Alkali-Atome und der zugehdrigen isoelek-
trischen Ionen der Erdalkali- Gruppe.
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Abb. 6.15: Graphische Darstellung der elektronischen Landé-g-Faktoren der
Alkali-Atome angeordnet nach der Hauptquantenzahl n. An die Punkte wurde ein
Polynom 5. Ordnung angepasst. Bei n = T lisst sich ein Wert fiir den g;-Faktor
von Fr angeben.

Man stellt auf den ersten Blick fest, dass die Landé-g;-Faktoren der
Alkali-Atome alle grofser sind als die entsprechenden gj-Faktoren der zuge-
horigen isoelektrischen Tonen. Trégt man in einem Graphen die Hauptquan-
tenzahl n, wobei zu n = 1 H bzw. He™, zu n = 2 Li bzw. Be™, usw. gehort,
gegen den g -Faktor auf, so ergibt sich fiir beide ,g-Faktor-Reihen‘ein hy-
perbeldhnlicher Verlauf. Legt man durch die Messpunkte eine polynomiale
Fitfunktion dritter bzw. fiinfter Ordnung, so kann man bein =5und n =7
folgende Werte fiir die gj-Faktoren von Sr™, Fr und Ra™ angeben:

g7(SrT) = 2,002 30524
gs(Fr) = 2,003 250 36
gs;(Ra™) = 2, 00287217

Diese numerischen Werte sind jedoch mit Vorsicht zu betrachten, da jegliche
theoretische Grundlage fehlt, die einen Kurvenverlauf in den Abbildungen
6.15 und 6.16 vorhersagen kénnte. Deshalb ist es nicht sinnvoll, einen Fehler
anzugeben. Auffillig ist, dass die Anderung des g-Faktors in der Alkali- bzw.

in Klammern gesetzt, weil es vom experimentalphysikalischen Standpunkt inkorrekt er-
scheint, dass der Quozient aus zwei messbaren Frequenzen eine negative Zahl ergibt.

Dieser Wert ergibt sich aus dem in [329] angegeben Wert von g; = 2, 002 262 06(42),
wenn man fir die dort benutzten Massenverhéltnisse m,/m. = 1836,152 701(37) und
m(°Be™)/m, = 8,946 534 45(41) aktuellere Zahlen einsetzt. Diese Werte sind aus folgen-
der Quelle entnommen worden: ,, Fundamental Physical Constants‘ compiled by E. R. Co-
hen and B. N. Taylor, J. Res. Natl. Bur. Stand. 92, 85 (1987).
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Abb. 6.16: Graphische Darstellung der elektronischen Landé-g-Faktoren der zu
den Alkali- Atomen isoelektrischen Ionen angeordnet nach der Hauptquantenzahl n.
Durch die Punkte wurde ein Polynom 3. Ordnung gelegt. Bein =5 bzw. n =7 ldsst
sich ein Wert fiir den gs-Faktor von Sr* bzw. Ra™ angeben.
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Abb. 6.17: Graphische Darstellung der Differenz zwischen den elektronischen
Landé-g-Faktoren der Alkali-Atomen und den zugehdrigen isoelektrischen Ionen an-

geordnet nach der Hauptquantenzahl n. Durch die Punkte wurde ein Polynom 4.
Ordnung gelegt.
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Erdalkali-Reihe mit zunehmender Hauptquantenzahl einem nicht trivialen
Gesetz unterworfen zu sein scheint. Selbst die Auftragung der Differenz zwi-
schen den g-Faktoren des atomaren und des isoelektrischen ionischen Systems
in Abhéngigkeit von der Hauptquantenzahl n, wie in Abbildung 6.17 gezeigt,
ergibt wenig Aufschluss. Man kann lediglich sagen, dass die Messpunkte ei-
ner Funktion f(x) oc ¥ mit k = 2m, m € N Am > 2 zu folgen scheinen.
Abschliefsend soll im folgenden Abschnitt ein theoretisches Modell vorge-
stellt werden, das als Grundlage fiir die Berechnung von Landé-gj-Faktoren
atomarer und ionischer Systeme dient.

6.3 Theoretische Berechnung von g;-Faktoren ge-
bundener Elektronen in ionischen Systemen

Die Elektronen in den Orbitalen des ionischen Ca™-Systems (Ordnungs-
zahl Z = 19) bewegen sich mit einer Geschwindigkeit von etwa 3,5% der
Lichtgeschwindigkeit*. Bei theoretischen Berechnungen von Landé-gj-Faktoren,
die mindestens eine Genauigkeit von 1075 erreichen sollen, miissen relati-
vistische Effekte beriicksichtigt werden. Will man jedoch ein Viel-Teilchen-
System relativistisch behandeln, so kann dies — je nach Ansatz — die Verwen-
dung der QED implizieren. Ein direkter theoretischer Gebrauch der , Bound-
State-QED* (BSQED) ist fiir Systeme mit mehr als zwei Elektronen un-
praktikabel. Lediglich sehr einfache schwere Systeme (wie z.B. hochgela-
dene wasserstoffahnliche Systeme mit grofem Z) lassen sich mit Hilfe der
BSQED beschreiben. Der Grund hierfiir ist, dass das sog. ,ladder appro-
ximation‘ Feynman-Diagramm mit (n + 1) Photonenlinien (in Abb. 6.18
durch die Wellenlinie angedeutet) im Vergleich zu einem Diagramm &hn-
licher Struktur mit n Photonenlinien nur von der Ordnung !/z ist [130].
Deshalb ist fiir leichte atomare oder ionische Systeme die direkte Anwen-
dung des QED-Formalismus’ zur Bestimmung der Energiebeitrdge hoherer
Ordnung mit einem grofen rechnerischen Aufwand verbunden. Aus diesem
Grund haben sich in den letzten Jahren im Wesentlichen zwei Ndherungs-
methoden herauskristallisiert, mit deren Hilfe Korrelations- und relativisti-
sche Effekte durch Verwendung von angenéherten, aus der QED abgeleiteten
Hamilton-Operatoren beschrieben werden kénnen. Zum einen gibt es die auf
dem Variationsprinzip beruhende , Multiconfiguration Dirac-Fock‘-Methode
(MCDF) und zum anderen die von H. P. Kelly [145] anfang der 60er Jahre
auf die Atomphysik tibertragene ,relativistic Many-body perturbation theo-
ry (RMBPT). Letztere beruht auf der Rayleigh-Schrodinger Storungsrech-
nung fiir Vielteilchensysteme, die erstmals von Goldstone beschrieben wurde
[103].° Eine Erweiterung der RMBPT stellt die , coupled-cluster single and
double excitation method (CCSD) dar.

dv o NV Z o~ 119
cRan N s =0,035

Eine detaillierte Beschreibung findet sich z. B. in [86].
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® M + M + o
Abb. 6.18: ’Ladder approximation’ (a) und ’crossed ladder approximation’ (b)

Diagramme. Die Wellenlinie stellt die Austauschteilchen der elektromagnetischen
Wechselwirkung, die Photonen, dar.

Die hier aufgefithrten sog. Viel-Teilchen-Methoden sind dabei nicht als
disjunkte Theorien zu betrachten, sondern sie werden kompetitiv bei der Be-
handlung von atomphysikalischen Problemstellungen, wie etwa Berechnung
von Energie-Niveaus, Lebensdauer angeregter Zustdnde oder g¢j-Faktoren
eingesetzt. Bevor die beiden Methoden vorgestellt werden, sollen zunéchst die
Haupteffekte beschrieben werden, die zu den Abweichungen des gj-Faktors
von der in Abschnitt 3.2 hergeleiteten Landé-Formel fiithren.

6.3.1 Korrelations- und relativistische Effekte

Ausgangspunkt der MCDF und RMBPT ist der Dirac-Coulomb-Hamilton-
Operator fiir ein Ein-Elektronen-System:

2
Z
c z (6.30)

Hp = cd - j+ Pmc? —
dmeg T

Die Dirac-Gleichung liefert mit diesem Hamilton-Operator aufler einem un-
endlichen Satz von gebundenen Energiezustédnden noch ein positives (E >
mc?) und ein negatives (E < —mc?) Energiekontinuum. Da nun die Uber-
gangswahrscheinlichkeit eines Elektrons aus dem positiven Energiekontinu-
um bzw. aus den positiv gebundenen Energiezustianden in das negative Ener-
giekontinuum nicht verschwindet, wird als Ausweg die Lochertheorie einge-
fithrt. Diese besagt, dass im Vakuum (auch als Fermi-See bezeichnet) alle
Zustande negativer Energie besetzt sind. Diese Eigenschaft ist jedoch nicht
im mathematischen Ausdruck der Dirac-Gleichung enthalten und deshalb,
wie bereits 1951 Brown und Ravenhall [39] bemerkten, fiihrt die Existenz
des (E < —mc?)-Kontinuums bei der Konstruktion eines relativistischen
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Analogons zur Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung zu nicht normierbaren Ei-
genfunktionen, d. h. die Viel-Teilchen-Dirac-Gleichung

1 e2
I (r; - v = FEU
Yoy S g

1,5 (i<5)

besitzt keine stabilen gebundenen Energiezustinde. Desweiteren wird eine
klare Beschreibung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch das Vor-
handensein von moglichen virtuellen Paarprozessen (wie Paarbildung und
Paarvernichtung) getriibt. Einen Ausweg aus diesem Dilemma fand 1980
Sucher [285] mit Hilfe der BSQED. Dabei wird der sog. , no-pair‘-Hamilton-
Operator® eingefiihrt, der den Dirac-Hamilton-Operator um den aus den
Ein-Photonen-Austauschdiagrammen der QED stammenden Operator %;;
erweitert:

AP = Z%D ) + Z (|ri — (6.31)
1<J

Dieser Operator, der die Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschreibt, wird
von Projektions-Operatoren A;r verziert, die die Elektronen zwingen, im po-
sitiven Teil des Energiespektrums zu bleiben. Fiir N Teilchen haben die
Projektionsoperatoren folgende Form:

N
= 3 L W () {8 )

n+ =1

wobei n+ eine positive Energielosung der Ein-Elektronen-Dirac-Gleichung
ist. Der Operator #;; hat somit die Form:

Wy = NFATVEA AT

mit
1 e? 1 d; -
Vi = —5— 4 — - (6.32)
247T€0 Tz‘j Tij
N~ ——

(a) (b)

@ - O Wy T 2 G 008 (FE) — 1
e (cos (T) —1) + (- Vi) - V)

. 2 .
i Wi Ty

5Dieser Hamilton-Operator fithrt nur zu exakten Ergebnissen, wenn die Energie der
Hiillenelektronen klein ist gegeniiber der Paarerzeugungsenergie 2moc?.
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Dabei ist 7 = |r; — 75| der Abstand zwischen zwei Elektronen, wj ist die
Energie des zwischen den Elektronen ausgetauschten Photons und «; sind die
Dirac-Matrizen. Der Term (a) in (6.32) stellt die regulidre Coulombwechsel-
wirkung dar, der Term (b) ist die magnetische (Gaunt-)Wechselwirkung und
(c) ist schlieflich die Verzogerungswechselwirkung. Fiir den Fall w’]—c”] <1
lassen sich die Terme (b) und (¢) entwickeln und man erhélt den Breit-

Wechselwirkungsterm:

1 1 YV . (Y AR S Ve . .
By — L & (& rlj)ga] 5) (6.33)
2 4meg T T

Der Breit-Term beinhaltet somit den fithrenden Verzogerungsterm in der
Ordnung C% und ist die Summe aus Gaunt-Wechselwirkung und Breit-Verzo-
gerung. Der relativistische Hamilton-Operator fiir das ionische System Ca™,
das einem #ufseren homogenen Magnetfeld ausgesetzt ist, kann somit folgen-
dermafen geschrieben werden:

19

Hiel = Z<007i’ﬁi+ﬂim02_ e ) (6.34)

i=1

1 e Y1 Ela-a (@ -rmNa -
+= Z__ i J+(Z ZJigJ i) s

Der Zeeman-Effekt wird durch den formal einfachen Ein-Elektron-Hamilton-
Operator

19
S = ey i A7) (6.35)
i=1

= 5B A Al + 5 Bi{oi- Aigi- i) (636)

2me

e Lo L
+—1[6ici - Ai, Y Wy(|ri —rj])]

2me —t
1<)

dargestellt, wobei das duftere angelegte Feld durch A= %(é X 7') beschrieben
ist. Eine Reduzierung von (6.34) auf das erste Pauli-Limit ergibt den iiblichen
Zeeman-Hamilton-Operator:

<;fzoeeman = %(‘E + geg) ' g
der nur die Strahlungskorrektur einschliefst, ausgedriickt durch den g-Faktor
des freien Elektrons. Die Reduktion dagegen auf das zweite Pauli-Limit fiihrt
zu den sog. Abragam-Van Vleck-Korrekturtermen, die im Folgenden aufge-
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listet sind:

_ _& ] Ellfm T
0 =~ B;—mc2 L; (6.37)
— B k;zn . Q. )
5. Z — S (6.38)
__MBZG = (1Y 1l &
= S 5, (L) 6
“362 Z{ (T ) X 2} - (S; +29)) (6.40)
il
N (7 - A) (0 - 1))
_ A1
05 2hm c3 Z < T?j (6.41)

Eine Trennung des Systems in eine translatorische und eine innere Bewegung
flihrt weiterhin zu einem zusétzlichen Korrekturterm aufgrund der Mitbewe-
gung des Atomkerns:

5‘%:_271;@% Zﬁx@-+zrzx@- B (6.42)
7 1<)
mit M gleich der Masse des Kerns. Die Terme (6.37) und (6.38) ergeben
sich aufgrund der relativistischen Massendnderung des Elektrons und die
Summe von 654 und §.74 wird iiblicherweise als Breit-Margenau-Korrektur
bezeichnet. Der Term (6.39) und der Teil von 6.77, der den Faktor S; bein-
haltet, haben ihren Ursprung in der Reduktion des Coulombpotentials in
Glg. (6.34). Der restliche Teil von 8., der den Term 2S; umfasst, findet
sich in der Literatur hdufig unter dem Namen diamagnetische Korrektur
wieder und zusammen mit Term (6.41) bildet er die Breit-Wechselwirkung,
die die verzogerte geschwindigkeitsabhéngige Wechselwirkung zwischen den
Elektronen darstellt. Die Terme (6.37)-(6.42) sind somit verantwortlich fiir
die Abweichung des g¢j-Faktors von der Landé-Formel. Die sich ergeben-
den Korrekturen haben zwei Hauptquellen: zum einen Strahlungseffekte, die
beim freien Elektron etwa zur Schwinger-Korrektur von ungefahr —0.002 319
fiihren; zum anderen relativistische Effekte fiir ein gebundenes Elektron. Bei
leichten Elementen sind diese Effekte, die mit (Za?) skalieren, in der Gro-
fenordnung von 10~% — 1075, Schlieklich hat man noch die Strahlungseffekte
gebundener Zustéinde, die in der Gréfenordnung 107° — 1076 liegen.
Abschliefsend soll der Beitrag, der sich aus dem Vorhandensein negati-
ver Energiezustidnde ergibt behandelt werden. Der in (6.31) eingefiihrte no-
pair-Hamilton-Operator mit dem auf positive Energiezustinde projizierten
Coulombpotential beriicksichtigt nicht negative Energielésungen der Dirac-
Gleichung. Wie sich aber im Folgenden zeigen wird, muss positiven und nega-
tiven Energiezustanden Rechnung getragen werden. Der Operator in (6.36),
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der die Wechselwirkung mit dem &uferen Magnetfeld beschreibt, ist nicht-
diagonal bzgl. der kleinen und grofsen Komponente der relativistischen Wel-
lenfunktion. Um sich zu verdeutlichen, wie sich diese Tatsache auf die Sto-
rungsreihe auswirkt, betrachte man die Brueckner-Goldstone-Diagramme”
in Abb. 6.19: Man fiigt eine zweite Stérung ein und betrachtet die Coulomb-

(a) (b) (c)

Abb. 6.19: Diese Brueckner-Goldstone Diagramme beriicksichtigen eine zweite zu-
sdtzliche Storung. Die waagerechte durchgezogene Linie mit dem leeren Dreieck an
einem Ende reprdasentiert die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld und die gestri-
chelte Linie stellt die Elektron-FElektron Coulomb- Wechselwirkung dar. Diagramm
(a) schliefit die Energiezustinde mit positiver Energie ein (angedeutet durch die
nach oben gerichteten Pfeile), wie sie durch die Eigenzustinde des ungestiorten
Hamilton-Operators definiert sind. Die Diagramme (b) und (c) entsprechen negati-
ven Energiezustinden, die die Erzeugung von respektive einem oder zwei virtuellen
Elektron-Positron-Paaren miteinschlieffen.

wechselwirkung mit einem zweiten Elektron. Wie in (6.19) (b) und (6.19)(c)
dargestellt, kann man eine Mischung von negativen Energiezustanden zum
ungestorten Hamilton-Operator erhalten. Wegen der ,nicht-diagonalen Na-
tur‘ des magnetischen Wechselwirkungsoperators tragt Diagramm (6.19)(b)
zur Ordnung (a?Z) bei. Aufgrund der Abwesenheit von nicht-relativistischen
Korrekturen zu den gebundenen Zusténden sind die Beitrége von (6.19)(a)
zu dgy in der gleichen Grokenordnung wie die Beitrdge der Diagramme in
(6.19)(b) und (6.19)(c). Werden die negativen Energiezustinde in der Sto-
rungsrechnung héherer Ordnung nicht beriicksichtigt, so liegt der Fehler, der
sich hieraus ergibt in der Gréfenordnung (Za)?2.

Um nun zu sehen, wie sich die Beriicksichtigung von (E < —mc?)-Zustén-
den auf den relativistischen Hamilton-Operator in (6.34) auswirkt soll der
letzte Kommutator in Glg. (6.36) betrachtet werden. Aus Griinden der Uber-
sicht wird zun#chst einmal nur die Coulomb-Wechselwirkung betrachtet.

"Auch RPA-Diagramme (engl. ramdom phase approzimation diagrams) genannt
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Dann folgt fiir den letzten Term in (6.36):

€ [ga. A ATAT—€ ATAH] =

% |:5zaz AuAZ' Aj Amegry AZ A]} - (643)
€ + 8.0 A A | —€ A+AT 2 AFAT €2 - g.a - Al At
e {0 [ AT S ATAT + AT 5 [A7 B A A7

wobei die Tatsache benutzt wurde, dass die Beziehung AT + A~ = 1 (mit
dem Projektionsoperator auf negative Energiezustdnde A~) gilt und dass %

—,

bzw. (Bd - A) miteinander kommutieren. Bildet man den Erwartungswert
von (6.43) bzgl. Eigenzustédnden von (6.34) (ohne Breit-Wechselwirkung), so
erhélt man als Beitréige zu den negativen Energiezusténden |s; >:

S wt
2me

s

e2

Is77) (57 1Bics - Ag|0T) + kRS (6.44)

4meqry;

Die Anwesenheit des konjugiert-komplexen Terms folgt aus dem ersten
Term auf der rechten Seite von Glg. (6.43). Da (3@ - A) anti-Hermitesch ist
tragt dieser Term mit entgegengesetztem Vorzeichen bei. Weiterhin fithren
die Beitriige, die sich aus der Erzeugung von (e~ — e™)-Paaren ergeben, zur
Addition von weiteren Termen zu (6.44):

s L
<\I]++‘47Ti01"7;j |57 ) (s |eedi - A;|UT)

> o3 + kk (6.45)

S

Bis zur Ordnung (Za?) bewirkt die Anwesenheit von 3 in (6.44) nur einen
Vorzeichenwechsel, so dass sich die Beitrége in (6.44) und (6.45) gegenseitig
wegheben.

Betrachtet man abschliefend die Breit-Wechselwirkung wie sie in (6.33)
dargestellt ist, so haben die Beitréage zu den negativen Energiezustanden die
Form:

Z (U |Byls; ) (s; |cedi - Ai0HT)

2mc?

k. k. (6.46)

S

Der Ausdruck ist von der Ordnung o?. Die Diagramme in Abb. 6.20 stellen
Korrekturen zweiter Ordnung zum Potential dar, unter Einbeziehung der
Breit-Wechselwirkung.

6.3.2 Die RMBP-Theorie

Die RMBPT weist in ihrer Struktur Ahnlichkeiten mit der BSQED auf.
Der Hauptunterschied ist, dass als Referenzzustand nicht mehr das Vakuum,
sondern ein atomarer Zustand genommen wird, in der Regel ein Hartree-
Fock-Zustand mit abgeschlossener Schale (sog. Hartree-Fock closed-core state).

tHermitesch konjugiert-komplex.
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Abb. 6.20: Brueckner-Goldstone Diagramme. Die Breit- Wechselwirkung ist sym-
bolisch durch die Linie mit dem Kreis angedeutet. Die Diagramme (a) und (c) sind
Kreuzterme aufgrund der Coulomb- und der Breitwechselwirkung. Die Diagramme
(¢) und (d) schlieflen negative Energiezustinde (angedeutet durch die nach untern
gerichteten Pfeile) ein. Das Diagramm (a) ist von der Grofenordnung (Za)?, wéh-
rend die iibrigen Diagramme (b)-(d) von der Grifenordnung (Za)* sind.

Das fiir die Stérungsrechnung angesetzte Potential ist dann die Differenz aus
dem , no-pair‘-, dem Ein-Photonen Elektron-Elektron Wechselwirkungs- und
dem Hartree-Fock-Potential. Ausgangspunkt der Berechnung ist der relativi-
stische Hamilton-Operator in (6.34), der die Summe aus Coulomb- und Breit-
wechselwirkung beinhaltet. Das Problem besteht dann darin, Naherungen zu
der exakten Wellenfunktion ¥( zu finden, die folgende Eigenwertgleichung
erfiillt:

Ha¥Yo = BV

In der Viel-Teilchen-Stérungstheorie erhélt man somit einen Hamilton-Opera-
tor nullter Ordnung, indem die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den N
Elektronen durch die Potentiale der einzelnen Teilchen V; ersetzt wird:

N
— — 2
Ay = (e fi+ Bime? — 2o + V)
=1

Der Beitrag erster Ordnung ®( zu ¥y ist demzufolge eine Slater Determi-
nante von N Einteilchen-Wellenfunktionen ¢,,, welche Losungen sind von:

— — 2 — —
(Cai - P; + Bimc® — 47rz£mj + Vz) Gn(77) = endn(77)

Der Rest des Wechselwirkungsterms in (6.34) wird als Stérung behandelt.
Fiir die Wellenfunktion Wy und den dazugehorigen Energieeigenwert E er-
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geben sich schlieklich die sog. ,linked cluster Ausdriicke:

1 n
Uy, = —— | P
o Slam)
1

E = (Pg|p|P Oo|H | =———" | |
(@aliftn) + 3 (0o (gt 120
mit ' = A, — ) und Summation iiber die Schalen L.
Mit der iterativen Methode CCSD ist es moglich, Klassen von Korrela-

tionseffekten zu allen Ordnungen n zu berechnen.

6.3.3 Die MCDF-Methode

Die ,Multiconfiguration Dirac-Fock‘-Methode ist im Gegensatz zur RMB-
PT eine Theorie, die auf dem Variationsprinzip beruht und N&herungslo-
sungen zum relativistischen Viel-Teilchen-Problem liefert, die {iber die Ein-
Teilchen-Naherung hinausgehen. Die Gesamt-Wellenfunktion des Atoms bzw.
Tons wird dabei durch eine ,Testfunktion® beschrieben, die so konstruiert
wird, dass sie den groftmoglichen funktionalen Raum der zum entsprechen-
den Hamilton-Operator gehérenden Losung aufspannt. Die Variationsme-
thoden unterscheiden sich demzufolge in der Wahl dieser Testfunktion. Ei-
ne mogliche Wahl besteht darin, die Testfunktion als Linearkombination
von Slater-Determinanten anzusetzen, die lediglich von den Ein-Elektronen-
Koordinaten |r;| abhéngen, nicht aber von den relativen Koordinaten 7.
Anschliefsend wird die Gesamtenergie nach dem Variationsprinzip minimiert.
Schrankt man die Variationsparameter auf die Mischungskoeffizienten ¢,
ein, so wird die Methode Relativistic Configuration Interaction (RCI) ge-
nannt. Werden hingegen zusétzlich die Ein-Elektronen-Wellenfunktionen (die
sog. Ein-Elektronen Orbitale) optimiert, so spricht man von der eigentlichen
MCDF-Methode.

Die zu berechnende atomare Gesamt-Wellenfunktion erfiillt die Glei-
chung

HPU M, ry) = Engm Vi m(r, ..y, (6.47)

die einen Satz von Testfunktionen (¢rial functions) darstellt. Diese Funk-
tionen sind Eigenfunktionen des Paritdtsoperators II und des Gesamtdre-
himpulses J? mit Eigenwert J und dessen Projektion auf die z-Achse J,
mit Eigenwert M. Die Gesamtwellenfunktion Wy jas(...,7,...) ergibt sich
dann als Superposition von Konfigurations-Zustandsfunktionen (CSF, engl.
configuration state function):

Ui gar) = > ¢ [VILIM)

v=1
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Die CSFs sind demzufolge ebenfalls Eigenfunktionen von J?, .J, und M.
Der Index v steht fiir die iibrigen Quantenzahlen (Hauptquantenzahl, Spin-
quantenzahl usw.), die notig sind, um die Konfigurations-Zustandsfunktionen
eindeutig zu definieren. Fiir ein N-Elektronensystem ist die CSF eine Linear-
kombination von Slater-Determinanten von Dirac Vierer-Spinoren:

N T W)
=gl
=LWi(ry) L U (ry)

mit
i g Pi()X”l(Qsﬁ)
oeul7) = (z%( e w))

wobei Y% (6, ¢) ein 2-dimensionaler sphirischer Pauli-Spinor ist. Die Wellen-
funtionen W, () erfiillen die Beziechung

{8 L+ D)} wilr) = n0i(r)

und P! (r) bzw. Q' (r) sind die grofen bzw. kleinen Radialkomponenten
der Wellenfunktion. Die Koeffizienten d; lassen sich unter der Bedingung
bestimmen, dass die CSFs Eigenzustinde von J? und J, secien.

Man erhélt nun die fundamentale Gleichung der MCDF-Methode, indem
nach Umschreiben von (6.47) zu

(Wr1gm | 20"\ g 0)
(Ut m | Yrn,0,00)

Engm =

auf die Koeffizienten ¢, und auf die groffen und kleinen Radialkomponenten
der Wellenfunktion das Variationsprinzip angewendet wird. Die Forderung

OFEm,;m

=0
dc,

fiihrt zu einer Hamiltonmatrix, dessen Diagonalisierung die Koeffizienten c¢,
liefert. Weiterhin ergibt eine zweite Forderung

OEm, jm
ofi(r)

einen Satz von gekoppelten Integro-Differentialgleichungen:

=0 mit f(r) = P'(r),Q"(r)

nk + 47reo7“ - VD C(dir - g) Py (T) — Py (T)
( —c (% — 5) € + 2mc? + - Vb (Qfm(r)> = 0 (Qfm(r)

47reor

)

=(¥0 )*ZA“(Q:M ) o
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Methode ‘ ‘ 97 — Grrec|107°] ‘ g, ‘
Coulomb
Dirac-Fock —4.851 2.0022708
Anzahl der s-Orbitale

RCI 20 —5.342 2.0022659
RCI 25 —5.305 2.002 266 2
RCI 30 —5.399 2.002 2653
RMBPT —5.280 2.002 266 5
Dirac-Fock —5.178% 2.0022675

‘ Insgesamt ‘ ‘ —b5.726* 2.0022620 ‘

Tab. 6.4: RMBPT und MCDF Ergebnisse fiir den Ca™ Landé-Faktor [130)].

Vp ist der direkte Beitrag zum Dirac-Fock-Potential, (X4 (r), X} (r)) sind die
Austauschpotentiale zu den grofen bzw. kleinen Komponenten. J\;; ist der
Lagrange-Diagonal-Parameter, der eine Normierbarkeit der Wellenfunktion
erzwingt und J; ; sind die Lagrange-Nichtdiagonal-Parameter, die fiir eine
Orthogonalisierung zwischen Orbitalen mit gleichem & sorgen:

/{ r) + Q. (r)QL(r)} dr = 8(ki, ;)3 (i, my)

Die Dirac-Fock Eigenwerte ¢,,. ergeben sich durch eine sog. , frozen-orbital-
approximation’ zur Bindungsenergie eines Elektrons, das sich in einer Un-
terschale (n, ) aufhélt. Losungen von (6.48) erhalt man durch Einsatz von
numerischen Rechenverfahren, die &hnlich sind zu den nicht-relativistischen
Hartree-Fock Berechnungen und sich z.B. in Arbeiten von Indelicato [127],
Desclaux® und Grant® finden. Eine angestrebte hohe Genauigkeit mit Hilfe
der RCI-Methode impliziert die Berechnung einer sehr groffen Anzahl von
CSF. Deshalb eignet sich diese Methode vor allem fiir atomare bzw. ionische
Systeme mit kleinem Z.

6.3.4 Erste Ergebnisse theoretischer Berechnungen zum
Landé-g;-Faktor von °Ca*t

Die theoretischen Berechnungen sind von P. Indelicato et al. am Labo-
ratoire Kastler-Brossel in Paris Cedex durchgefiihrt worden. In diesem ab-
schliefenden Unterabschnitt werden erste vorlaufige Ergebnisse prisentiert,
denn, wie sich im Laufe der theoretischen Arbeit herausstellte, beanspru-

8]J. P. Desclaux, Comp.Phys. Comm. 9, 31 (1975)

°L. P. Grant, B. J. McKenzie and P. H. Norrington, Comp. Phys. Comm. 21, 207 (1980)
fEinschlieRlich des Breit-Beitrages

“Einschlieflich des Breit-Beitrages+RCI Coulomb
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chen die Computer-Berechungen in den héheren Ordnungen, die die Beitra-
ge hoherer Schalen einschliefien, einen sehr grofien Zeitaufwand. Die bisher
gemachten Berechnungen schlieften die Coulomb-Breit Korrelation fiir *outer
shell states’ und ’double excited states’ ein fiir alle s, p und d Orbitale bis
zu n = 5. Um jedoch unter Umstinden eine bessere Konvergenz zwischen
theoretischen Daten und experimentellem Wert zu erreichen, miissen noch
die ’single excited states’ beriicksichtigt werden, die zwar keinen Einfluss auf
die Bindungsenergie des Systems haben, jedoch auf dem RPA Level zum
Landé-Faktor beitragen.

—ae— Coul. I<1
—m— Coul. I<2
-5 _ —x— Coul. I<3
-4,0x10 —x— Coul.+Br. I<1
—eo— Coul.+Br. <2
—A— Coul.+Br. I<3
Experiment

-4,5x107° S

. -5,0x10°
>
I‘:
52 -5
-5,5x10 " 7
-6,0x107°
-6,5x10° 1 . - .
3 4 5
N

Abb. 6.21: Graphische Darstellung der theoretischen Landé-Faktoren fiir Ca™, die
sich aus den verschiedenen theoretischen Ansdtzen ergeben. N bezeichnet die Anzahl
der beriicksichtigten Schalen.

Wie man an Abb. 6.21 sieht, wére es interessant, den Beitrag zu 6d zu
bestimmen. Die Breit-Wechselwirkung spielt dabei eine entscheidende Rolle,
da hier das 4s-Orbital bereits als angeregt betrachtet werden muss. Da im
Verfahren Energiecigenwerte minimiert werden miissen, besteht beim Hinzu-
fligen der single excited states das Problem, dass sich diese Eigenwerte u. U.
kaum &ndern und somit das Optimierungverfahren nur schwach konvergiert.
Die unendlich vielen Kombinationen, die sich ergeben, kénnen sich unter
Umstéanden gegenseitig kompensieren. Folge ist, dass man zu gleichen Ener-
gien konvergiert, aber unterschiedliche gj-Faktoren erhélt. Tab. 6.4 fasst die
numerischen Ergebnisse zusammen, wobei Korrelationen héherer Ordnung
unberiicksichtigt sind. Die Abb. 6.21 stellt die zum Zeitpunkt der Fertigstel-
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lung der Arbeit aktuellsten Werte!® graphisch dar. Man sieht, dass sich eine
Konvergenz zwischen theoretischen Werten und gemessenem Wert andeutet.

Yprivate Mitteilung von P. Indelicato






Kapitel 7

Vorbereitende Messungen und
Berechnungen an Pb"

Das nun folgende Kapitel beinhaltet zum einen die Beschreibung von ge-
troffenen Maffnahmen und ausgefiihrten Messungen, die notwendig waren,
um die Bedingungen zu schaffen, die notwendig waren fiir die Speicherung
von PbT-Ionen in einer Penningfalle. Zum anderen wurden Simulationen der
Feinstruktur von 2 Pb* und der Hyperfeinstruktur von 207 Pb+ in Anwe-
senheit eines dufieren Magnetfeldes durchgefithrt. Ein erster Schritt bestand
darin, die Feldstéarke des supraleitenden Magneten zu erhohen.

7.1 Verdopplung der magnetischen Flussdichte im
supraleitenden Magneten

Kurze Zeit nachdem die magnetische Flussdichte im supraleitenden Ma-
gneten (SUMA) durch Anderung des Stroms, der durch die Spulen fliefit,
erhoht wurde, erfolgte eine vorldufige Bestimmung derselbigen mit lediglich
einer Genauigkeit von ca. 1077, Dies war zum Zeitpunkt dieser ersten Mes-
sung ausreichend, da nur sichergestellte werden sollte, dass der tiber einen
Stromgenerator eingestellte Wert des Magnetfeldes im Durchstimmbereich
der Frequenz des Klystrons lag. Die Graphiken in den Abb. 7.1 und 7.2 zei-
gen Elektronen-Zyklotronresonanzen, die bei unterschiedlichen Mikrowellen-
leistungen aufgenommen wurden. Bevor erste Prézisionsmessungen im Be-
reich von 1078 durchgefiihrt werden konnten, musste dem supraleitenden
Magneten Zeit gelassen werden um sich zu stabilisieren. Dies war in der
Tat notwendig, da fiir eine kurze Zeitspanne nach dem Hochfahren des Fel-
des ein erhohter Heliumverbrauch konstatiert wurde. Die erhohten zeitlichen
Fluktuationen waren jedoch nicht hinderlich bei der Speicherung sowohl von
Blei-Ionen als auch von Elektronen.

Nach etwa 9 Monaten erfolgte eine erste Préazisionsmessung des Magnet-
feldes. Hierbei wurde die Magnetfeldstirke durch Aufnahme der reduzierten

143
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Abb. 7.1: Elektronen-Zyklotronresonanz bei woller Mikrowellenleistung (rote
Punktkurve). Das Signal ist tibersattigt, d. h. die Elektronen werden fir ein grofies
Frequenzintervall vollstindig aus der Penningfalle entfernt. Bei einer Reduzierung
der Mikrowellenleistung werden Seitenbinder sichtbar (schwarze Punktkurve).
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Abb. 7.2: Elektronen-Zyklotronresonanz bei deutlich reduzierten Mikrowellenlei-
stung. Man sieht, dass das Signal immer noch gesdttigt ist. Das Magnetfeld wurde
am 26.04.01 mit einer Genawigkeit von 6.5-107% zu B = 2,873588T bestimmt. Dies
war als vorliufige Messung ausreichend, da wir lediglich sicher stellen wollten, dass
das verdnderte Magnetfeld im gewiinschten Bereich lag.
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Abb. 7.3: Untersuchung des zeitlichen Verlaufs des Magnetfeldes.
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Abb. 7.4: Graphische Darstellung der Homogenitit des Magnetfeldes. Durch Auf-
nahme der FElektronen-Zyklotron-Resonanzkurve bei unterschiedlichen in horizon-
taler Richtung liegenden Positionen der Fallenapparatur, wurde sichergestellt, dass
sich die homogenste Stelle bei x = 43.5¢m. durch Hochfahren des Magnetfeldes nicht

verdndert hatte.
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Zyklotronsfrequenz gespeicherter Elektronen iiber einen Zeitraum von 2 Ta-
gen beobachtet. Ziel war zum einen die Untersuchung der zeitlichen Stabi-
litdt des Magnetfeldes, die wichtig ist fiir die zukiinftigen Doppelresonanz-
messungen an den Bleiisotopen 2% PbT und 2°7PbT. Zum anderen wurde
durch horizontales Verfahren der Vakuumapparatur in der Raumtempera-
turbohrung des SUMA, die Zyklotronresonanz der gespeicherten Elektronen
an unterschiedlichen Orten im Magnetfeld aufgenommen. Hiermit sollte si-
chergestellt werden, dass die bereits bei fritheren Messungen [302| ermittelte
homogenste Stelle des Magnetfeldes sich nicht verschoben hatte.

7.2 Die Erzeugung und die Speicherung von Pb™-
Ionen

Zur Untersuchung des Speicherverhaltens von Pb*-Ionen wurde #hnlich
vorgegangen wie bei den in Abschnitt 5.1 beschriebenen Untersuchungen an
Ca™-Ionen. Es bestanden lediglich einige, wenn man so sagen kann, ,Aufier-
liche Unterschiede:

Zum einen sollten die PbT-Ionen bei einem doppelt so starken Magnet-
feld gespeichert werden. Aufgrund der gednderten schweren Masse von Blei
musste die Frequenz des Nachweisschwingkreises angepasst werden. Dies ge-
schah durch zusétzliches Léten von Styroflex-Kapazitéten, die am Ausgang
des Nachweisverstéarkers in paralleler Schaltung zwischen den elektrischen
Zuleitungen lagen, die zu den beiden Endkappen der Falle fiihrten. Durch
Variation der Kapazitdt im Bereich von 10pF — 300pF konnte auf diese
Weise die urspriingliche Nachweisfrequenz von ca. 97kHz bis auf 42kH z
reduziert werden, womit die (beschréinkte) Freiheit gegeben war, einige sta-
bile Speicherpunkte (siehe Abb. 8.1) einzustellen. Zum anderen wurde ein in
den Dimensionen gleicher Ionenkifig wie bei den Messungen an C'a™t-Ionen
verwendet, der jedoch in der Ringebene eine zusitzliche Offnung zum Ein-
koppeln von Mikrowellenstrahlung besaf.

Zur FErzeugung der Blei-Ionen existieren im Wesentlichen zwei unter-
schiedliche Methoden, die sich sowohl aus Arbeiten auf dem Gebiet der lo-
nenerzeugungstechnik |67, 46, 322, 337| als auch aus frither gemachten Erfah-
rungen in der Arbeitsgruppe [245, 3, 84| herauskristallisiert haben. Die eine
Methode beruht auf der Technik der Elektronenstoffionisation von atomarem
Blei, das von einer metallischen Probe abgedampft wird. Die Elektronen, die
den lonisierungsprozess vollziehen, werden vom glithenden Ofendraht emit-
tiert. In der anderen Methode hingegen wird das atomare Blei chemisch mo-
difiziert, so dass es als ionische Losung auf die Ofendrdhte draufgetraufelt
wird. Durch Heizen der Filamente werden dann die Blei-Ionen freigesetzt.
Die Methode, die auf der Ionisation durch Elektronenstofte beruht, geht mit
dem verwendeten Isotop verschwenderischer um und ist weniger effektiv als
das zweitgenannte Verfahren. Die Praparation der lonenquelle ist jedoch we-
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Abb. 7.5: Am Oszilloskop sichtbar gewordenes Nachweissignal. Das Auftreten des
elektronischen FEinbruchs bei einer Nachweisspannung von U = —63V deutet auf
eine Masse von m =~ 208u hin.

niger aufwendig, da die metallische Probe des jeweils verwendeten Isotops
einfach nur in die vorhandenen Locher der Keramikofen hineingestopft wird.

Fiir erste Vorabmessungen wurde zunéchst die Technik der Elektronen-
stoflionisation von atomarem Blei benutzt. Die Probe bestand aus 99,999%
natiirlich vorkommendem Blei, dessen Isotopenzusammensetzung sich aus
Tab. 3.4 ergibt. Bei einem Speicherpotential von U = —84V und einem Puf-
fergasdruck von 5 - 10~°mbar mit Stickstoff als Puffergas und zusitzlich ein-
gestrahlter Seitenbandfrequenz, deren Wert aus der Kenntnis des gemessenen
Magnetfeldes bestimmt worden ist, konnte durch Glithen des Rheniumfila-
mentes auf 2.34 Pb* erzeugt und und gespeichert werden. Abb. 7.5 zeigt
das elektronische Signal, das bei einer Nachweisspannung von U = —63V
sichtbar wurde. Uber die angelegte Nachweisfrequenz von v = 96,025k H 2
konnte die Masse zu m = 208u bestimmt und somit eindeutig als Pb* iden-
tifiziert werden. Nach ca. 30 min. waren noch die Hélfte der Blei-lonen vor-
handen. Dieser anfangliche Erfolg erwies sich jedoch als ,Eintagsfliege‘. An
den darauffolgenden Tagen konnte die Speicherung von Pb* nicht reprodu-
ziert werden. Auch die Anderung der Speicherbedingungen (Erzeugung im
UHV, Variation des Speicherpotentials) brachten keinen Erfolg. Wie sich erst
spiter, nach dem Offnen der Vakuumapparatur herausstellte, war die Blei-
Probe fast vollstandig verdampft und hatte sich als grau-schwarze Schicht
auf die Elektrodenoberflichen und auf die Sammellinse hinter dem Draht-
gitter abgesetzt. Nur der Bruchteil an atomarem Blei, der beim allerersten
Gliithen des Ofendrahtes ionisiert wurde, blieb durch die Anwesenheit des
Puffergases, das die kinetische Energie der Ionen reduzierte, gespeichert. Da
der Keramikofen somit leer war, wurde durch Glithen der Rheniumfilamente
eine leichte Masse bei m = 39u ionisiert, die iiber Stunden gespeichert wer-
den konnte. Die Abb. 7.6 gibt das beobachtete elektronische Signal wieder,
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Abb. 7.6: Elektronisches Nachweissignal von Pb* (kleiner Peak) mit einem zu-
satzlichen Signal bei einer leichteren Masse (grofier Peak), wobei es sich vermutlich
um KT handelt. Die Spannungsrampe wurde mehrmals duchfahren, weshalb der
Pb-Peak zweimal und der K-Peak dreimal auftaucht.

dessen Einbruch bei einer Nachweisspannung von ca. U = —12V liegt und als
K™ identifiziert wurde. Bestirkt wurde die Annahme zum einen durch die
Tatsache, dass die Ionen beim Einstrahlen der Seitenbandfrequenz fiir K+
ldnger gespeichert blieben. Zum anderen kommt das Element Kalium in der
chemischen Zusammensetzung des Rheniumfilamentes vor. Der kleine Ein-
bruch, der ebenfalls auf der Spannungsrampe sichtbar ist, stammt von Pb™.
Das Signal war jedoch nur einen Nachweiszyklus am Oszilloskop-Bildschirm
zu sehen und verschwand dann. Anscheinend waren noch kleine Mengen im
Keramikofen iibriggeblieben, oder die vom Rheniumdraht emittierten Elek-
tronen mit der héchsten kinetischen Energie sputterten die Bleiatome aus der
Metallschicht, die sich auf der Linse abgelegt hatte, ab und ionisierten diese.
In den darauffolgenden Tagen verschwand jedoch das Blei-Signal génzlich
und nur K *-Tonen blieben beim Gliihen der Ofendrihte gespeichert.

Die Vermutung, dass Blei verdampft bevor es ionisiert werden kann wur-
de in einem Gesprach mit Herrn Todt vom MPI fiir Chemie bestétigt [297].
Unter seiner Anleitung wurde die zweite Methode als alternativer Weg einge-
schlagen, die sog. Silicagel-Methode. Diese Methode hat sich in der Bleispek-
trometrie als Standardverfahren etabliert und wurde 1957 von Akishin et al.!
entwickelt. Diese fanden heraus, dass die Erzeugung von Blei-Ionen weitaus
gesteigert werden konnte, indem die Blei-Probe auf ein Silica-Zirconia-Gel
implementiert wurde. Schwierigkeit hierbei war jedoch, das Gel in ausreichen-
der reiner Form herzustellen. Bei sehr kleinen Mengen der Bleiprobe macht
sich dies durch die Anwesenheit von Kohlenwasserstoffen im Massenspek-

'P. A. Akishin, O. T. Nikitin and G. M. Panchenkov, Geochemistry (USSR) No. 5, 500
(1957)
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trum storend bemerkbar. 1969 verfeinerten Cameron et al.? diese Methode,
indem sie entdeckten, dass das Zirkon weggelassen werden konnte. Das Silica-
Gel war anschliefiend genauso effektiv wie die Gelmischung und leichter in
geniigend reiner Form herzustellen. Eine Beschreibung des 'Kochrezeptes’
findet sich in der als Fufsnote erwdhnten Verdffentlichung von Cameron und
Mitarbeiter. Der entscheidende Unterschied ist, dass die Bleiprobe nach dem
Anwenden des Verfahrens in ionischer Form vorliegt und auf Rheniumbénder
implementiert wird, von deren Oberfliche die Blei-lonen freigesetzt werden.

Die Bleiprobe wurde zunéchst in 6n HC!I aufgelost. Durch schwaches,
gleichmiéiftiges Heizen der Salzsédure kann der Auflésungsprozess beschleu-
nigt werden. Anschliefsend wurde die entstandene Bleichlorid-Losung soweit
erhitzt, dass die Fliissigkeit verdampfte und am Bodensatz des Reagenzgla-
ses das kristalline, pulverdhnliche PbC'ls iibrigblieb. Diese Substanz wurde
anschliefsend mit Perchlorsdure gemischt, damit sie sich in einem Punkt sam-
melt. Um nun das in ionischer Form in der Lésung vorhandene Blei auf die
Rheniumfédden zu bringen, wurde die Losung schlieflich im Verhéltnis 1:1
mit Silica-Gel® gemischt. Die fertige PbT-Losung wurde mit einer Pipette
auf die Rheniumfaden getraufelt. Durch Heizen der Faden auf schwache Rot-
glut verdampfte die Fliissigkeit und nach mehrmaligem Wiederholen dieses
Vorganges legte sich auf die Rheniumbénder ein weifer, mattschimmern-
der Belag ab. Die Pb*-Tonen sind somit in dem Silica-Gel eingeschlossen
wie in einer Glasmatrix. Dadurch wird beim Glithen der Rheniumbénder
die Emission von Blei-Ionen dosiert, da das Silica-Gel die restlichen Blei-
Tonen ’zuriickhélt’. Die Silica-Gel-Methode ist sehr effizient und die Anzahl
der auf den Fiden angesammelten Ionen (ca. 107 Teilchen) reicht fiir ei-
ne sehr grofe Zahl von Abdampfvorgingen aus. Beim Heizen der Rheni-
umfiaden muss auf der einen Seite die Tatsache beriicksichtigt werden, dass
die Silica-Matrix ab einer Temperatur von 1650°C" zerstort wird und so-
mit das Pb* vollstindig verdampft [297]. Auf der anderen Seite wird das
Silica-Gel erst ab einer Temperatur von ca. 1250°C' ’halbdurchléssig’ fiir die
PbT-Ionen. Um den minimalen und den maximalen Gliithstrom zu ermitteln,
wurde mit einem Pyrometer die Temperatur des glithenden Rheniumfila-
mentes bestimmt. Beim verwendeten Rheniumband mit den Abmessungen
I xbxd=>5mm x2mm x 0.015mm betrug der Strom ab dem ein elek-
tronisches Signal von Pb*-Ionen am Bildschirm des Oszilloskops sichtbar
werden sollte ca. TA. In der Tat wurde bei einem Heizstrom von knapp iiber
7A, bei einem Puffergasdruck® von 1 - 10~®mbar und einem Speicherpoten-
tial von U = —65V fiir mehrere Nachweiszyklen eine Masse bei m =~ 210u
gespeichert.

2A. E. Cameron, D. H. Smith and R. L. Walker, ,, Mass Spectrometry of Nanogram-Size
Samples of Lead“, Analytical Chemistry 41(3), 525 (1969)

3H3PO, - SiOs - 2H20. Das Gel wird durch Mischen von verdiinnter 85%iger Phos-
phorsiure mit Siliziumoxid (SiO2)im Verhéltnis 1:1 hergestellt.

4Ny als Puffergas
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Abb. 7.7: Elektronisches Nachweissignal von Pb* kurz nach der Erzeugung.
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Abb. 7.8: Elektronisches Nachweissignal von PbT nach 4 Zyklen.
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Abb. 7.9: Elektronisches Nachweissignal von PbT nach 8 Zyklen.
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Die Abb. 7.7 bis 7.9 zeigen Momentaufnahmen kurz nach der Erzeu-
gung, nach 4 Zyklen und nach 8 Zyklen. Aufier dieser Masse wurde keine
weitere (leichte) positive Masse gespeichert. Der Erzeugungsvorgang konn-
te mehrmals, auch an unterschiedlichen Tagen, wiederholt werden, jedoch
war es nicht moglich, die Speicherdauer der Blei-lonen entscheidend iiber 4
Minuten zu erhéhen. Hierbei wurde der Erzeugungsvorgang bei unterschied-
lichen Driicken (10*7 —10~®mbar) und unterschiedlichen Speicherpotentia-
len (U = —12.7V; —29.2V; —80V') durchgefiihrt. Damit sollte sichergestellt
werden, dass die erzeugten PbT-Tonen zum einen geniigend kinetische Ener-
gie verloren, um gespeichert zu werden und zum anderen nicht an einem
Arbeitspunkt nahe einer Instabilitét eingefangen wurden. Hinzu kam, dass
nach einiger Zeit keine Blei-Ionen mehr erzeugt wurden. Man war somit kei-
nen Schritt weiter gekommen im Vergleich zur Methode der Ionisation von
metallischem Blei durch Elektronenstofse. Hierfiir konnen hauptséchlich zwei
Griinde verantwortlich sein: Einerseits konnte es sein, dass das Rheniumband
nicht homogen gegliiht hat, weil an den gepunkteten Stellen der Filamente,
die auf den Stahlfiifen der Ofenhalterung lagen, die Wéarme schneller dis-
sipierte. Die Folge hiervon war, dass lokale Stellen der Ofenbénder heifser
wurden als andere und somit unter Umstédnden die kritische Temperatur,
ab der das Silica-Gel verdampft, tiberschritten wurde. Aufferdem wurde bei
Erhohung des Fadenstroms eine retardierende Wirkung beim Aufglithen des
Ofens konstatiert. Andererseits besteht die Moglichkeit, dass aus der Silica-
Matrix auch negativ geladene ionische Bleiverbindungen® abgedampft wer-
den. Da das Speicherpotential fiir positive lonen ausgelegt ist, werden diese
negativ geladenen Ionen destabilisiert, und {iber die Coulombwechselwirkung
werden auch die PbT-Ionen aus der Penningfalle entfernt. Das Auftreten
dieser Bleiverbindungen wurde auch in der Paulfalle beobachtet [245]. Da
die Paulfalle aufser mit einem statischen elektrischen Potential auch mit ei-
nem rf-Wechselfeld betrieben wird, kénnen Ionen entgegengesetzter Ladung
gleichzeitig gespeichert werden. Zudem erweist sich die Paulfalle als massen-
selektiver und nicht erwiinschte Ionensorten kénnen durch geeignete Wahl
des Arbeitspunktes am Rande des Stabiltétsbereiches entfernt werden. Diese
Massenselektivitéit hat ihr Analogon bei der Penningfalle im Puffergaskiihlen
mit Seitenbandanregung. Jedoch hat es sich als dufserst schwierig erwiesen,
diesen Mechanismus bei einer Ionenwolke kontrolliert anzuwenden. Natiir-
lich kénnen auch weitere Griinde, aufser den zwei angefiihrten, fiir das Nicht-
funktionieren der dauerhaften Erzeugung und Speicherung von Blei-lonen
vorhanden sein. Solange jedoch keine Anldufe mit verbesserten Ansétzen
durchgefiihrt werden, bleiben weitere Annahmen reine Spekulation.

"mogliche Kandidaten kénnen PbO~ oder PbCI™ sein [297]
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7.3 Simulation der Zeemanspektren von 2*Pb™ und
207 Pbt

Im nun folgenden Unterabschnitt werden mit Hilfe des Wigner-Eckharts-
Theorems Formeln fiir die Stdrke von Multipoliibergéngen hergeleitet, die
es dann ermoglichen relative Intensitdten von Feinstruktur- und Hyperfein-
strukturmultipletts zu berechnen. Auf dieser Grundlage, bei Kenntnis der
Grofse der Zeemanaufspaltung, konnen Zeemanspektren erstellt werden. Die
anschliefende Berechnung der Zeemanspektren von 2% Pb* und 207 Pbt wird
ausfiihrlich behandelt, da diese Spektren bei den geplanten spektroskopi-
schen Untersuchungen an den genannten Blei-Isotopen als Anhaltspunkt die-
nen konnen. Aufserdem kann man sich im Vorfeld ein Bild machen, welche
Laserbreiten maximal zuléssig sind, um noch eindeutige Zuordnungen in den
Spektren vornehmen zu kénnen. Fangen wir also mit den Herleitungen der
relativen Intensitédten an.

Die Linienstéarke eines Multipoliiberganges ist gegeben durch das Betrags-
quadrat des Matrixelementes eines Tensoroperators Tq(k), der physikalisch
betrachtet fiir einen Multipolmoment-Operator steht [278]:

S(a,a'J) = > [(aJM|T,P|a/ T M) | = | (a]||TW| |/ T * (7.1)
MM’

Die folgende Rechnung beschrinkt sich auf magnetische Dipoliiberginge, da

diese den groften prozentualen Anteil des Uberganges 62P 2 — 62P3/2

im Blei-Spektrum ausmachen. Weiterhin wird die Feinstruktur betrachtet

in der LS-Kopplung® mit der Basis |aSLJ >. Die einzelnen Ausdriicke

zur Hyperfeinstruktur ergeben sich in analoger Weise durch die Ersetzung
(S,L,J) — (J,I,F). Mit dieser Pramisse folgt aus Gl. (7.1):

S(aSLJ,o/S'L'J) = | (aSLJ|AM o/ S'L' J') |? (7.2)

Uber die bekannte Beziehung des magnetischen Dipolwechselwirkungsope-
rators mit den gekoppelten Drehimpulsoperatoren L und S folgt fiir das
Matrixelement:

<OzSLJ’¢%ﬁMI‘O/S/L,J/> _ (_1)S+L+J’+1) <04LH%MIHO/L/> .

L J S
\/(2J+1)(2J’+1){ I }535,

Einsetzen dieser Beziehung in (7.2) ergibt:
S(aSLJ,/S'L'J) = |(aL||ls™|d'L'Y|?- (7.3)
L J S }2

(2J+1)(2J’+1){ 71

5Russell-Saunders-Kopplung. Geeignet zur Beschreibung von Aufspaltungen in schwa-
chen und mittleren Feldern.



VORBEREITENDE MESSUNGEN UND BERECHNUNGEN AN Pbt 153

Ubergang ‘

I,(mp—mp—1)=1,- ‘

~

U(mF—>mF—|—1) = I+

VF —A'F

1(F+mp)(F+1—mp)

F—mp)(F+1+mp)

yF —+/(F —1)

1(F+mp)(F —1+mp)

N

(
(F — mF)(F -1 mF)

yF — ' (F+1)

1(F+1—mp)(F+2—mp)

%(F—i—l—i—mp)(F—i-Q—i-mp)

Tab. 7.1: Relative Intensititen von Zeemankomponenten der Hyperfeinstruktur
fiir o-Ubergdnge. Die Linienstirken fir die Zeemankomponenten der Feinstruktur
folgen mit Hilfe der Substitution (F,mpg) — (J,my).

‘ Ubergang ‘ I ‘

~F —~'F mp?
vF — ~'(F =1) F? —mp?
VE — A (F+1) | (F+1)?2 —mg?

Tab. 7.2: Relative Intensititen von Zeemankomponenten der Hyperfeinstruktur
fiir w-Ubergdnge. Die Linienstirken fir die Zeemankomponenten der Feinstruktur
folgen mit Hilfe der Substitution (F,mpg) — (J,my).

0.B.d. A. ist es sinnvoll, relative Intensitdten einzufiithren, die man folgen-

dermafsen definieren kann:

S(aSLJ, o/ S'L'.J")
S(aSL,a/S'L")

Q(aSLJ, ' S'L'J) = (7.4)

wobei
S(aSL,o/S'L') =Y "S(aSLJ,o’'S'L'T) (7.5)
JJ!

die totale Linienstéirke des M1-Uberganges bezeichnet. Mit Hilfe der Sum-
menregel fiir 6j-Symbole |54, 277]

oy L
: : JuoJz2 ) J3 o J2 ]

27 +1)(25" +1 AR A e
;(‘7 (2] ){J:«: Ja }{]1 J4 J"} 7
folgt aus (7.5) durch Einsetzen von (7.3):

S(aSL,a/S'L') = (28 + 1)| (aL||#||o/L') |2

und somit fir die relative Intensitat:

N ¢ e S [ A VI A
Q(aSLJ,a'S'L'J") = 25+ 1) {J’ Iy 1} (7.6)

Aus dieser Gleichung lassen sich Formeln fiir die relativen Intensitéten in
Fein- und Hyperfeinstrukturmultipletts gewinnen. Diese sind in den Tabellen
7.1, 7.2 und 7.3 zusammengestellt. Kommen wir nun zur Zeemanaufspaltung
der Feinstruktur von 2% Pb+. Mit der Nomenklatur von Abb. 3.5 ergeben sich
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| V| F | Q(IJEJI'JF)=Q(I'JF alJF) |
T P {J(J+D)+F(F+)-I(I+1)}?(2F+1)
4J(J+D)RJFDHF(F+1)(21+1)
71 I THIFF+)(J+F—DU+J—F)I+F—J+1)(2F+1)
AF(F+D)(2J—D(2J+1)J(2I+1D)
T F_1 T+J+F+O)(J+F—D{I+F=D)(J+I+1-F)
4J(J+1)(2J+1)F(2I+1)
T_1|F_-1 (JH I+ (JH I+ FA D) (J+F—T-1)(J+F—-1)
4(2J-1)J(2J+1)F(21+1)
J+1]| F—1 IF=—J-DI+F- NI+ F+)I+J-F+ DI +J-F+2)
42J+1D)(J+1)(2J+3)F(21+1)

Tab. 7.3: Relative Intensititen von Ubergingen J' — J, F' — F. Tabellierte
numerische Werte fir I und J zwischen /o und 94 finden sich bei White und
Eliason [323].

die relativen Intensitdten der einzelnen Zeemankomponenten mit Hilfe der
Tab. 7.1 und 7.2 zu:

O0:.0:.0000=1:4:3:3:4:1

Weiterhin ergeben sich ebenfalls mit den Bezeichnungen in Abb. 3.5 folgende,
der Grofse nach geordnete relative Frequenzpositionen:

O: ¢ 34
2 2

O: x—g—é
2 2

cC A

0 ~z_ 2
x+2 5

cC A

f _z 42
Tty

cC A

0 Z .2
x—|—2+2

C 34

f _c.2a
Tyt

Wiéhlt man 0. B.d. A. x = 76.1GHz, so erhilt man das Zeemanspektrum
in Abb. 7.10, wobei die Laserbreite 1.2G H z betrigt. Bevor nun das weitaus
kompliziertere Zeemanspektrum der Hyperfeinstruktur von 297 Pb+ berech-
net wird, soll kurz das Hyperfeinstrukturspektrum in Abwesenheit eines du-
fseren Magnetfeldes betrachtet werden. Die Intensitétsverhéltnisse, die be-
reits von Burger, Ornstein und Dorgelo empirisch ermittelt wurden, lassen
sich nun mit Hilfe der Ausdriicke in Tab. 7.3 exakt angeben. Man erhilt fiir
die reine magnetische Dipolstrahlung, wobei die Nomenklatur aus Abb. 3.4
entnommen werden kann:

(@):(b):(d)=1:5:2
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Abb. 7.10: Zeemanspektrum der Feinstruktur von 2°® PbT. Die angenommene spek-
trale Breite des Lasers betrigt 1.2GHz. Der Nullpunkt der Frequenzskala ist will-
ktirlich festgelegt.

Die Ubergiinge (a), (b) und (e) sind in héherer Multipolordnung durch elek-
trische Quadrupolstrahlung (FE2) erlaubt. Diese Intensitéitsverhéltnisse erge-
ben sich zu:

(@):(b):(e)=5:3:2

Mit den folgenden ermittelten Frequenzpositionen ldsst sich somit das Spek-
trum simulieren:

208Pb+ (62P1/2 — 62P3/2) : x
206 pyt (6P jg — 6°Py)0) x4+ 0.333GHz

(a): x —3.967TGHz
TPyt (6°Prjg — 6°Py0) S (b) 1 @ —2.807TGH=
(d) : x4+ 9.001GHz

Die Abb. 7.11 stellt das simulierte Spektrum der Hyperfeinstruktur von
Blei-207 graphisch dar, wobei zudem noch die beiden Isotopieverschiebun-
gen Ap297208 — 10311GH 2" und Ap?°6:208 — _0.333G H z beriicksichtigt
wurden. Die einzelnen Graphen in Abb. 7.12 stellen sequentiell die Ent-
wicklung des Hyperfeinstrukturspektrums bei unterschiedlichen spektralen
Breiten des Lasers dar.

Kommen wir schlieflich zur Simulation des Zeemanspektrums der Hy-
perfeinstruktur von 2°7 Pb+. Die Bereiche schwacher und mittlerer Magnet-
felder auf der einen Seite und starker Magnetfelder auf der anderen werden
gesondert behandelt, da fiir die Basisvektoren unterschiedliche Ansétze ge-
macht werden miissen.

"Dies bildet das Schwerpunkt des Systems.
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Abb. 7.11: Spektrum der Hyperfeinstruktur von 2°7 Pbt. Die senkrechten blauen
Linien geben die Intensitdtsverhdltnisse fiir eine reine magnetische Dipolstrahlung
wieder, die mit Hilfe der Ausdriicke in Tab. 7.3 berechnet werden kénnen. Die an-
genommene spektrale Laserbreite betrdigt 1.2GH z.
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Abb. 7.12: Spektrum der Hyperfeinstruktur von 297 Pbt. Die Abbildungen zeigen
eine sequentielle Aufnahme, wobei die spektrale Laserbreite von 0.5GH z bis 1.3GH z
kontinuierlich variiert wurde. O. B.d. A. wurde x = 6.967GH z gewdhlt.
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Im Falle schwacher und mittlerer Felder wahlt man die gekoppelte Dar-
stellung, in der F' = I + J eine guten Quantenzahl ist mit den zugehdrigen
Basisvektoren |IJFmp). Der Hamiltonoperator hat folgende Form:

Fiir die Matrixelemente in der Hauptdiagonalen ergeben sich folgende For-
meln:

I(I+1)—J(J+1)+ F(F +1)

(IJFmp|L|IJFmp) = SF(F+1) “mp
 JJ ) I +1) + F(F +1)

(IJFmp|J|IJFmp) = SF(F+1) mp

(IJFmp|T - JIJFmp) = Y(F(F4+1) = I(I+1)+ J(J +1))

bzw. fiir die Matrixelemente in der Nebendiagonalen:

(IJFmp|LIIJ(F = Vmg) = (IJ(F — )mp|L|IJFmp) =

N (F—I+J)F+I1-D)({I+J+1+F)I+J+1—F)(F2—mp?)
4F2(2F —1)(2F +1)

(IJFmp|J|IJ(F —1)mp) = (IJ(F — 1)mp|J.|IJFmp) =

(F—I+ ) F+1—J)I+J+1+F)I+J+1—F)(F?—mp2)
+ AFZ(2F —1)(2F + 1)

Somit setzt sich die Energiematrix des 62P3/2—Niveaus aus den folgenden
Eintragen zusammen, wobei zur besseren Ubersicht folgende Abkiirzungen
definiert werden:

m = %(39J'MB + 91 - px)B

N2 1= @(QJ “uB —gr - pr)B

n3 = (597 - uB — 91 - pr) B
= %(QJ pB = g1 - jik)B

—_

Im Fall starker Magnetfelder ist F' keine gute Quantenzahl mehr und man
geht in die entkoppelte Darstellung iiber. In dieser Darstellung mit den Ba-
sisvektoren |mym I.J) ist mp = my+my eine gute Quantenzahl. Man erhélt
somit in den Hauptdiagonalen folgende Matrixelemente:

<m1mJIJ\IZ]m1mJIJ> = my

<m[mJIJ\JZ]m1mJIJ> = my
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mp 2 o1 T 0 0 1 F1 T2
F 2 2 1 2 1 2 1 2
2 2 SA+m 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 A+ Im N2 0 0 0 0 0
1 1 0 N2 —2A+mng 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 3A N4 0 0 0
0 1 0 0 0 N4 —-2a 0 0 0
+1 2 0 0 0 0 0 3A—1Im 2 0
+1 1 0 0 0 0 0 N2 —2A—n3 0

+2 2 0 0 0 0 0 0 0 3A-m

Tab. 7.4: Energiematriz des 62P3/2—Nz"ueaus von 2°"Pb™T fiir den gekoppelten Fall.

so dass die Hauptdiagonalemente des Hamiltonoperators in (7.7) folgende
Form annehmen:

Zeeman

Die Nebendiagonalelemente lassen sich mit Hilfe der folgenden Beziehungen
bestimmen:

my + V)myIJ|Limrm 1J
mr £ 1)myIJ |1, \mim;1J
mr(my £ V) IJ|Jg|mmyIJ
mr(my £ 1) IJ|Jg|mmyIJ

— %\/ ITFmp) (I x£mr+1)0m,41,m,

= FiVUIFm)I £mr+1)0m,1,m,
= VI Fm)(J £my+ Dom,11.m,
= FiVITFmy)J £my+ 1)0m,t1,m,

((
((

)

)
( )
( )
Als Eintrage der Energiematrix erhélt man somit mit den abkiirzenden De-
finitionen:

(397 - B — 91 - 1 )B
(97 B+ 91 - ux)B

N5 =

1
2
1
6 ‘= 3

Mit Hilfe von MATHEMATICA® lassen sich die Energieeigenwerte der Ma-
trizen in Abb. 7.4 und Abb. 7.5 bestimmen und man erhélt sowohl fiir den
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T T I I I T I T
my -1 +5 -3 +3 -7 +3 -7 +3
m ,é ,é ,i ,i +i Jri Jré Jré
J 2 2 2 2 2 2 2 2
L 3 3
-1 -3 3A+m 0 0 0 0 0 0 0
1 -3 0 —3A+ns EEDN 0 0 0 0 0
-1 -1 0 B4 14406 0 0 0 0 0
+i -1 0 0 0 —TA+ A 0 0 0
I 1 I
- +1 0 0 0 A —Ta—m, 0 0 0
+3 41 0 0 0 0 0 14— ng By 0
1 3 V3 3
-1 +3 0 0 0 0 0 3 A —2A s 0
+3  +3 0 0 0 0 0 0 0 A-m

Tab. 7.5: Energiematriz des 62 Ps /o-Niveaus von 2" Pb™ fiir den entkoppelten Fall.

my — 1/ +1/2 —1/2 +1/2

my —1/2 —1/2 +1/2 +1/2

(97+91)
-+ -3 1A+ 490 B 0 0 0
+1 -1 0 —1a4 G190, +14 0
1 (9y—91)

-3+ 0 +34 —3A- g upB 0
+1 43 0 0 0 14— (“UziI)MBB

Tab. 7.6: Energiematriz des 62P1/2 -Niveaus von 207 Pb* fiir den entkoppelten Fall.

gekoppelten als auch fiir den entkoppelten Fall:

vi =1 (3A+ 3By - uB + 91 - pi)B)

v =13 <_iA +9s- 1B — $3/4A% + B(gsup — g1 - 11k ) (—2A + Blgsps — g1 - MK)))
vs =7 (‘iA +gs - ueB+ 3\AA% + Blgyup — g1 - 1k )(—2A + Blgsus — g1 - MK))>
vy =g <—iA — 5442+ B2 (g5 — g1 - MK)2>

vs =+ <—iA +3V/4A% + BX g5 — 91 - MK)2>

v =7 <_i14 — gy - 1B — 3\/4A2 + B(gsup — g1 - 1) (2A + Blgypn — g1 - MK)))
v =13 <—iA — g7 - BB+ 33/4A2 + B(gsup — g1 - i) (2A + Blgspn — g1 - uK))>
vs =1 (2A—3(39s - uB + 91 - kK)B)

In analoger Weise geht man beim Aufstellen der ge- und entkoppelten Ener-
giematrizen fiir den 62P; s2-Zustand vor. Um die Geduld des Lesers nicht
iberméfig zu strapazieren wird nur der entkoppelte Fall (siche Tab. 7.6)
dargestellt.

Die erlaubten Ubergéinge zwischen dem 62 P; s2— und dem 62P; /2—Niveau
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Abb. 7.13: Zeemanaufspaltung von 2°7 Pbt des Zustandes 62P1/2 in Abhdngigkeit
vom Magnetfeld fir schwache Magnetfelder.
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Abb. 7.14: Zeemanaufspaltung von 2°" Pbt des Zustandes 62P1/2 in Abhdngigkeit
vom Magnetfeld fiir mittlere bis starke Magnetfelder.
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Abb. 7.15: Zeemanspektrum der Hyperfeinstruktur von 2°" Pbt bei einem Magnet-
feld von B = 2.8736T. Die rote und die grine Kurve beziehen sich auf zwei unter-
schiedliche spektrale Laserbreiten (1.2 GHz und 2.2 GHz). Die senkrechten blauen
Striche hingegen geben die Position der Ubergangsfrequenzen mit dem zugehérigen
relativen Intensitdtsverhaltnis an. Die Zahlen in runden Klammern entsprechen den
auf der Seite 163 aufgelisteten Ubergingen.
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Abb. 7.16: Zeemanspektrum der Hyperfeinstruktur von *°" Pb* bei einem Magnet-
feld von B = 2.8736T (rote Kurve). Zum Vergleich ist das Hfs-Spektrum in Abwe-
senheit eines dufleren Magnetfeldes graphisch iberlagert (schwarze Kurve).
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Abb. 7.17: Graphische Darstellung der Evolution des Zeemanspektrums der Hy-
perfeinstruktur von 2°7 Pbt bei einer kontinuierlichen Variation des Magnetfeldes
von B = 1.4342T bis B = 2.8736T in Schrittweiten von 0.11995T.
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ergeben sich aus den folgenden Auwahlsregeln:

AF =
AmJ =

Am] =

0,+1
0,+1
0

Somit erhélt man das in Abb. 7.15 dargestellte Zeemanspektrum der Hy-
perfeinstruktur von Blei-207. Die Zahlen in runden Klammern entsprechen

den folgenden aufgelisteten Ubergéngen:

(1) F=1—-F=1;
(2) F=1—-F=1;
(3) F=1—-F=2;
(4) + F=1—-F=2
(5) F=0—-F=1;
(6) F=0—-F=1;
(7) F=0—-F=1;
(8) F=1—-F=2
(9) F=1—F=2;
(10) F=1—-F=2
(11) F=1—-F=2
(12) F=1—-F=2

mrp=1—-mp=0
mp=1—-mp=1
mp=1—-mp=2
mp=—-1—mp=20
mp=0—mp=-1
mp=0—mp=0

mF:0—>mF:1

mp=—1—mp= -2
mp=—1—mp=-1
mp=0—mp=-1

mp=0—mp=0

mp=0—-mprp=1

Im entkoppelten Fall kénnen die Ubergéinge zu gleichem m; zusammenge-
fasst werden und mit Hilfe der Tab. 7.1 und 7.2 erhélt man die entsprechen-

den Intensitaten.

) 2 S =tho =8k
) 2 S =tho =8k
11) = J=1h— J =3/
) o J =1 J =3k
) =1h — J = 3p;
) o J=1h—J=3p

my=—1lh—mj=—3h
my =+l —my=—1h
my =+l —my =+

my =+l —my; =43k
my=—lh—my=+1p
my=—l—>my=—1p

7.4 Analytische Auflosung der Breit-Rabi-Formel
nach dem Kern-g-Faktor und diamagnetische

Korrektur

Mit Hilfe der in Abschnitt 3.5 hergeleiteten Breit-Rabi-Formel ist es mog-
lich, bei Kenntnis des Landé-gj-Faktors, durch Messung eines der in Abb.
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7.18 dargestellten fiinf erlaubten Mikrowelleniibergénge, den Kern-g-Faktor
zu bestimmen. Hierzu sind die folgenden kompakten Formeln hilfreich, die
durch analytische Auflésung der Breit-Rabi-Formel nach g; gewonnen wur-
den:

h(Bg,up2v — vo) + 2hv(—v + 1))

. b : — :
Ubergang vo1 : g, Bk (2Bg, s + h(—2v + 1)) )

Ubergang vog:  ¢; = — (7.10)

1 ( hv/v? — 1/02>
gk — —F
1% B

.. h(Bg;pup(2v + 1) — 2hw (v + 1))
Ubergang v_ig : = e
gang v—10: i Bug(2Bg,pup — h(2v + 1)) i

.. h(Bgapn(=2v + vo) + 2hv(—v + )
. N _ 7.12
ergang vo-1: g Buk(2Bg s + h(2v + 19)) i

.. h(Bgspus(2v —vp) + 2hv(—v + 1p))
b = 1
Ubergang vy, Jr B (2Bgrpin + h(—2v + 1)) (7.13)

Die Auswahlregeln erfiillen hierbei die Bedingungen:
(]) Amy=+1ANAm;=0
(2) Amy=0AAm; = =+1

Man hat somit analytische Ausdriicke, die einem erlauben, bei Messung
eines Zeemaniiberganges im 62 P, s2-Niveau, sofort den Kern-g-Faktor anzuge-
ben. Dieser gj-Faktor, der aus einer Doppelresonanzmessung gewonnen wird,
muss jedoch korrigiert werden, da wegen der Wechselwirkung zwischen Hiille
und Kern der sog. Breit-Rosenthal-Effekt und der Bohr-Weisskopf-Effekt in
Betracht gezogen werden miissen.® Ersterer behandelt den Einfluss der rium-
lichen Kernladungsverteilung. Diese wird durch das Eintauchen der Hiillen-
elektronen in das Kernvolumen verdndert, da die Elektronen am Kernort
ein zuséatzliches Magnetfeld bewirken. Letzterer berticksichtigt die raumliche
Verteilung des magnetischen Dipolmomentes {iber das Kernvolumen; ein ge-
wisser Teil der magnetischen Dipolwechselwirkung kommt hierbei von den
Elektronen, die in den Kern eindringen.

Waihrend die Kernladungsverteilung hinreichend genau beschrieben wer-
den kann, lasst sich die Verteilung der Magnetisierung, die sich in der dia-
magnetischen Abschirmung des Atomkerns duflert, nur unzulédnglich erfassen.

8Eine tiefergehende Betrachtung dieser beiden Effekte findet sich in der Monographie
von S. Biittgenbach, ,, Magnetic Hyperfine Anomalies”, Hyperfine Interactions 20, pp. 1-64
(1984).
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Abb. 7.18: Zeemanaufspaltung des Grundzustandes 62P1/2. FEingezeichnet sind die
nach den Auswahlregeln erlaubten Mikrowelleniberginge in einem Doppelresonanz-
experiment.

Bereits 1941 schrieb Lamb in einer Verdffentlichung [173|, dass ein &duferes
magnetisches Feld eine diamagnetische Stromdichte in der Elektronenhiille
des Atomkerns induziert. Dies fithrt dann zu einer induzierten magnetischen
Flussidichte B’(0) am Kernort, die dem &ufseren Magnetfeld entgegengerich-
tet ist. Das Magnetfeld am Kernort B wird sozusagen ,abgeschirmt” und ist
um den induzierten Beitrag B’(0) reduziert:

B = By — B'(0) = By (1 - %@) (7.14)

wobei By das duftere Magnetfeld bezeichnet. Fiihrt man, wie in der Literatur
B'(0)

iiblich, den magnetischen Abschirmungsfaktor o = B, ¢in, so lésst sich
(7.14) umschreiben zu:

By

5 =(l-0) " i=x (7.15)

Dies bedeutet, dass der experimentell bestimmte magnetische Kerndipolmo-
ment durch Multiplikation mit dem Faktor s korrigiert werden muss. Mit
einfachen Annahmen lasst sich ein analytischer Ausdruck fiir den diamagne-
tischen Abschirmungsfaktor o herleiten. Als Ausgangspunkt betrachtet man
ein Atom, das eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung p'(0) der Hiille be-
sitzt. Weiterhin betrachtet man als Teilvolumen dieser , Kugelladung” einen
Ring, dessen Achse durch den Kern parallel zum &duferen Magnetfeld By
verlduft. Die Ladung, die in diesem Ring mit dem Volumen 2772 sin dfdr
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o k=(1-0)! Theorie | Referenz
Atom Ton ) Atom Ton il
0,01136 - 1,01149 - FTM * [173]
0,00998 - 1,01008 - HF 3 [70]
0,01004 | 0,00967 | 1T [ 1,01014 | 1,00976 | 1F HF [198]
0,01684 | 47 1,01713 | 4T .

0,02055 0.01686 | 2F 1,02098 LOTTi5 | 27 RHFS [81]

- 0,0121 | 72% - 1,0122 | 72F | RPA ** [155]

Tab. 7.7: Tabellierte theoretische Werte der diamagnetischen Abschirmung und
des diamagnetischen Korrekturfaktors.
vorhanden ist, ist dann gegeben durch:

s 2mr?p(0) sin@dOdr — p(0)
p(0)= 2 == sin 0dOdr

Da die Ladung im Ringvolumen mit der Larmorfrequenz prézediert, wird
folgender Strom induziert:

eBy p(0)
4dtme 2

dl = — sin @dfdr (7.16)

Die so entstandene Stromschleife produziert ihrerseits, nach dem Biot-Savart-
Gesetz, ein magnetisches Feld dB’(0) am Kernort:

B 27dI sin? 6@
- rec

dB'(0) (7.17)

Einsetzen des Ausdruckes fiir den induzierten Schleifenstrom in (7.17) ergibt:

/ i o
510) = ¢ / sin® Hdﬁ/ @dr
0 0 r

By  4dme?

ol

bzw. wenn man das am Kernort durch die Hiillenelektronen verursachte elek-
o0

trostatische Potential V'(0) := [; @dr definiert:

B'(0) e
= 0 = —
By 3mc?

V(0) (7.18)

Honisierungsgrad

*Relativistic Hartree-Fock-Slater Methode
**Relativistic Random Phase Approximation
fFermi-Thomas Modell

$Hartree-Fock Methode
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In Tab. 7.7 sind bis jetzt bekannte theoretische Werte fiir die diamagnetische
Abschirmung bzw. fiir den diamagnetischen Korrekturfaktor von atomarem
und ionischem Blei zusammengestellt. Man sieht, dass verschiedene Ansétze
Werte ergeben, die sich um ca. 10% unterscheiden. Da der gesamte Effekt
etwa 1072 betriigt, haben alle Kernmomente eine Unsicherheit von ca. 1073
(siehe hierzu [112]).






Kapitel 8

Die Untersuchung des
Speicherverhaltens von
Elektronen

8.1 Instabilititen in der Penningfalle

Die Teilchenbewegung in einem idealen Penningkéfig spielt in der Fal-
lenphysik eine entscheidende Rolle, die vergleichbar ist mit der Rolle, die
das Wasserstoffatom in der Atomphysik spielt [162]. Aus diesem Grunde
ist es wichtig zu untersuchen, wie das reale System!, das im Laboralltag
vorkommt auf Stérungen reagiert. Diese anharmonischen Stérungen kénnen
hierbei statischer und zeitverinderlicher? Natur sein. Die statischen Stérun-
gen haben ihren Ursprung im nicht-idealen Speicherpotential. Konstrukti-
onstechnische Beschrankungen der Penningfalle, wie etwa nicht unendlich
ausgedehnte Elektrodenoberflichen, nicht exakt hyperbolisch geformte Ober-
flachen und die Anwesenheit von Léchern in den Kalotten und in der Ring-
elektrode, fithren dazu, dass das ideale Quadrupolpotential Anteile hoherer
Ordnungen besitzt3. Desweiteren fithren auch Inhomogenititen des Magnet-
feldes sowie eine schiefe Lage zwischen Magnetfeldachse und z-Achse der
Penningfalle zu Abweichungen vom idealen Quadrupolpotential. Diese vor-
handenen Anharmonizitaten fithren zu sog. Instabilitdten in der Penningfalle,
d. h. Bereichen bei bestimmten Werten der angelegten Speicherspannung, in
denen die Teilchen in ihrer Bewegung destabilisiert werden und den Kafig
verlassen. Mit Hilfe der klassischen Hamiltonschen Storungsrechnung kénnen
diese Instabilitdten auf eine elegante Weise beschrieben werden. Die nun fol-
gende theoretische Abhandlung beruht auf Berechnungen, die von M. Kretz-
schmar durchgefithrt wurden [161]. Ausgangspunkt ist der bereits in Glg.

bestehend aus geladenen Teilchen und Falle
2 Auf diesen Fall wird in Abschnitt 8.2 eingegangen.
3Wie z. B., um nur einige zu nennen, Hexapol-Anteil und Oktupol-Anteil.
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(2.16) (Abschnitt 2.2.1) dargestellte gestorte Hamilton-Operator

H =+ V (8.1)
mit der Storung
V="S(p+ed) sA+ 6—2(5&2—@5@ (8.2)
~m?P 2m ’

Wegen der ebenfalls in Abschnitt 2.2.1 erwdhnten physikalischen Griinde
kann das Storpotential in (8.2) in eine Dyson-Reihe [252] entwickelt werden:

V= i A"V, (8.3)
0

die eine Potenzreihe mit den kanonischen Orts- und Impulskkoordinaten
{z,y, 2z} und {pg, py, p-} beschreibt. A"V}, ist hierbei die Summe aller Terme
n-ter Ordnung, d.h. aller Terme der Form z™y"22"3p,"p,"5p." mit der
Bedingung Z?:l n; = n.
Als n#chster Schritt werden nun verallgemeinerte Variablen eingefiihrt,
mit denen
H' = S+ Vo + AV NV + N335 + .. (8.4)
T

umgeschrieben werden kann. Zum einen definiert man die sogenannten Dreh-
impulskoordinaten Ji mit k € {+,—,z}, die in Glg. (2.17) stehen. Zum
anderen definiert man noch Drehwinkelkoordinaten ¢, k € {+, —, z}:

er(t) = wy-t+oy
o_(t) = w_-t+a_
QOZ(t) = w; t+a, (85)

Die Phasen ay, a_, o, kdnnen o. B.d. A. identisch null gesetzt werden, wenn
man die Anfangsbedingungen dementsprechend wahlt. Somit folgt fiir den
Hamilton-Operator nullter Ordnung;:

% = CU+<]+ +w_J_+ (UZJZ (86)
und die Stérung in (8.3) ldsst sich als folgende Fourier-Reihe schreiben:

AV, = Z AE’RLJZ(JJ”L’JZ).ei[€+¢+(t)+€—@—(t)H’chz(t)} (8.7)
AN

wobei 4, 0_, 0, € Zg positive oder negative ganze Zahlen sind (einschlieflich
der Null), die nach Konstruktion die Einschréankung

[+ -]+ [€:] <m (8.8)
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erfiillen. In der angewandten Storungsmethode geht es nun darum, neue
Drehimpuls- und Winkelkoordinaten J;, ¢} so zu konstruieren, dass der
Gesamthamilton-Operator in (8.1) als Funktion dieser neuen Variabeln ge-
schrieben werden kann:

jf’ = jf’(‘]-/l—’ ‘]I—’ ‘],;’ 30/—1—’ 90,—’ SOlz) = %/(J/) + Z )‘nvn(@/a J,) (89)

n=2

Dies kann erreicht werden, indem eine kanonische Transformation mit Hilfe
einer erzeugenden Funktion [104| durchgefiihrt wird:

ST I T e ) = > N (L T Ll 9l)  (8.10)
n=0

wobei S = ¢/, J\ + ¢ J + ¢LJ. die erzeugende Funktion des Identitéts-

z
operators 1 ist. Somit haben die kanonischen Variablen folgende Gestalt:

0.7 - B,
= == n__—_ 11
Ok o7 ¢k+n§1/\ aJkYn(%J) (8.11)
0 = 0
J, = —=J,+ > N'—(p,J 8.12
b= g e LN g o) (8.12)

wobei k € {+, —, z} ist und als vereinfachende Abkiirzung
yn:yn(J+7J—7J27‘P+7¢—v@z) (813)
gesetzt wurde. Setzt man nun (8.12) in (8.9) ein, so ergibt sich:

0,

A9, J) = A (0, T) + Y N wi
n=1 k
+) A, <<p, T+ > Amaaﬂ>
n=2 ¥

Andererseits kann man (8.9) als Taylor-Reihe entwickeln und man erhélt:

(8.14)

D) = AT+ SN A) (3.15)

An dieser Stelle ist es entscheidend anzumerken, dass jeder Term auf der
rechten Seite von (8.14) nicht von ¢',, ¢’ , ¢, abhéngt, was zur Folge hat,
dass J#'(J) stationdr ist*. Weiterhin ist der lineare Term in A gemiR der

“Die einzige Zeitabhingigkeit steckt in ¢y, iiber die Beziehungen in (8.5).
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Konstruktion in (8.4) eliminiert worden. Somit fangen alle Summen in (8.14)
mit n = 2 bzw. m = 2 an und es muss

0.7
— =0 mit ke{+,—, 2
9o { }

sein. Fithrt man einen Koeffizientenvergleich zwischen (8.14) und (8.15) durch,
so erhdlt man fiir A = 2:

0.
Ha(J) :ZwkwljJrVQ(%J) (8.16)
k

Analog zum Storpotential V' kann die erzeugende Funktion . ebenfalls in
eine Fourierreihe entwickelt werden

M= S B, (Jy d T elleer Ot toe Ot te O] (517)
bl L,

mit der zugehorigen ersten Ableitung

\n a%k Fn= S il BY, , (Ja, Jo, T - el O 0 e0)
RVEA
(8.18)
Alle Terme in (8.18) sind zeitabhéngig, d.h. es muss (¢4,¢_,¢,) # (0,0,0)
gelten. Setzt man schlieklich (8.18) in (8.16) ein, so erhélt man fiir die ersten
nichtverschwindenden Fourierkoeffizienten in (8.7) und (8.17):

A5 o) = N2 Aa() = 45(J) (8.19)

und

B(2) J) =i Aéi),z_,ez(t]) . .
£+7£_7£Z( ) = U e e s mit ({4, ¢_,¢,) # (0,0,0) (8.20)

In [161] sind weitere Fourierkoeffizienten fiir Ordnungen bis A = 6 berech-
net, sowie eine detailliertere Betrachtung der hier vorgestellten Rechnung
mit Anwendungsbeispielen. Fiir den Zweck dieses Abschnittes ist es ausrei-
chend sich nur die Koeffizienten der Ordnung A = 2 anzuschauen, zumal
die Entwicklungskoeffizienten Béj?gﬂ& der héheren Ordnung eine &hnliche
Struktur wie in (8.20) aufweisen. Anhand des Ergebnisses in (8.20) kann
nun die Bedingung, die zur Lokalisierung von instabilem Verhalten in der
Teilchenbewegung dient, abgelesen werden, denn fiir

‘€+w+ +l w_ +lw, = O‘ (8.21)

AANAYY/
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besitzt die Fourierreihe in (8.7) bzw. (8.17) eine Singularitét.

Die hergeleitete Instabilitdtsbedingung in Glg. (8.21) lésst sich umfor-
men, und man erhélt nach Einsetzen der Ausdriicke fiir wy (siehe Abschnitt
2.1) und einmaliges Quadrieren:

(402 +2(0- —00)) w2 + 4y + ) wew, +4 64 0- w2 =0

Das Losen dieser Gleichung mit Hilfe der pg-Formel fiithrt zu folgender Be-

ziehung:
mit nekR (8.22)

—(l_ ), £ (2 =200, )0y — L)
n = (0 + L)l £ /(2 +) (4 ) (8.23)
(b— —04)2+202
Setzt man in (8.22) die Ausdriicke fiir die reduzierte und freie Zyklotron-
frequenz, so erhélt man folgenden Ausdruck, der einen funtionalen Zusam-
menhang zwischen den beiden bei der Penningfalle vorhandenen statischen

Speicherfeldern herstellt.

wobei

Up(B) = + 90 2. 2 8.24
o(B) = om n- (8.24)
Das positive Vorzeichen bezieht sich hierbei auf negativ geladene gespei-
cherte Teilchen, wiahrend sich das negative Vorzeichen auf positiv geladene
gespeicherte Teilchen bezieht. Fiir jeden mdglichen Wert von n, der sich
aufgrund der Kombination der Zahlentripel (¢4,¢_,¢,) ergibt, erhdlt man
parabelférmige Kurven. Die Wahl von Wertepaaren (Uy, B), die auf diesen
Kurven liegen, fiihrt zu instabilen Bewegungen in der Teilchentrajektorie bis
hin zum Teilchenverlust. Die Abb. 8.1 und 8.2 stellen solche Instabiltatskur-
ven fiir den speziellen Fall gespeicherter Pb"-Ionen und Elektronen graphisch
dar. Fine Speicherung der Teilchen ist nur in den Bereichen zwischen den
Parabelédsten moglich. Die farbig hervorgehobenen Kurven beziehen sich ex-
emplarisch auf einige Kombinationen von Zahlentripeln (¢4,¢_,¢,) (siehe

Tab. 8.1):

rot : (b, l_,0,) =(1,-3,-3)

griin : (b, 0_,0,) =(1,-2,-3)

blau : (b, 0_,0,) =(1,—-1,-3)
gelb : (b4, 0_,0,) = (1,0,-3)
magenta : (by,0_,0,) =(1,1,-3)

Die Grenze des Stabilitdtsbereiches wird durch die Forderung der Positivitat
der Wurzel in Glg. (2.12) bestimmt:

o N

w
4

&

>0 & |w. < (8.25)
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Abb. 8.1: Instabilititslinien innerhalb des Speicherbereichs einer Penningfalle fiir
Pbt-Tonen in Abhingigkeit vom Magnetfeld. Die farbigen Kurven beziehen sich auf
unterschiedliche Zahlentripel ((4,0_,L,), die exemplarisch auf Seite 173 aufgefiihrt
sind.
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Abb. 8.2: Instabilititslinien innerhalb des Speicherbereichs einer Penningfalle fiir
Elektronen in Abhdngigkeit vom Magnetfeld. Die farbigen Kurven beziehen sich auf
unterschiedliche Zahlentripel (€1,0_,¢,), die ezemplarisch auf Seite 173 aufgefiihrt
sind.



exakt : num (by, € L2)
1/v2 0.707 (1, -1, 0 2,2, 0)
12/17 0.706 | (0, -3, 2)
(3v5+1)/11 | 0.701 (2, -1, -1)
(2V7+1)/9 | 0.699 (1,-3,1)
2v/3/5 0.693 (2,-3,0
2/3 0.667 | (0,-2,1) | (1,2,-2) | (1,0,-1) | (1,-2,0) | (2,2,-3) | (2,0,-2) | (2,-2,-1)
(5v/13 —1)/27 | 0.631 (2,-3,-1)
(6v2+2)/17 | 0.617 (2, -1, -2)
V6/4 0.612 (1,-3,0)
(V5+9)/19 | 0.591 (2,1, -3)
1/V3 0.577 (1, -1, -1) (2,-2,-2)
6/11 0.545 | (0,-3, 1) (2,0,-3) | (2,-3,-2)
(3/v/5—1)/11 | 0.519 (1,-2,-1)
(V13+1)/9 | 0.512 (2, -1,-3)
1/2 0.500 (1, 1, -2)
2/V17 0.485 (2, -2, -3)
(2V7-1)/9 | 0477 (1,-3,-1)
(5v/21 — 3)/43 | 0.463 (2, -3, -3)
4/9 0.444 (1,0, -2)
1/V6 0.408 (1,-1,-2)
(6 —+/3)/11 | 0.388 | (1, 3, -3)
(62 —2)/17 | 0.381 (1,-2,-2)
(vV10—1)/6 | 0.360 (1, -3,-2)
(9—+5)/19 | 0356 | (1,2, -3)
1/3 0.333 | (1, 1,-3)
6/19 0.316 | (1,0, -3)
1/V11 0.302 | (1, -1, -3)
(V13 -1)/9 | 0.290 | (1,-2,-3)
(215 —3)/17 | 0.279 | (1, -3, -3)

Tab. 8.1: Tabellierte numerische Werte fiir n. mit den dazugehdrigen Kombinationen von 04, £_ und (.

GLT NUNOYLMHTH NOA SNHLIVHYHAHHHOIHdS SHA ONNHONSYHLN() dIJ
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Fiir Elektronen, d. h. fiir positive Speicherspannung erhélt man als Speicher-

grenzen
eB2r2
0<Uy< 0

(8.26)

wihrend fiir positiv geladene Tonen, etwa Pb™, die Speichergrenzen gegeben
sind durch
GBQ’I“g
4m
Aus Glg. (8.25) erhélt man die Information, dass n aus Glg. (8.23) maximal
den Wert % annehmen kann, da die zu diesem Wert zugehorige parabel-

<Up<0 (8.27)

formige Kurve die Grenze zum instabilen Bereich bildet. Einige numerische
Werte von n(f4,0_,¢,) fir /1 =0,1,2 und |[(_| <3, || < 3 sind in Tabelle
8.1 in absteigender Ordnung aufgelistet®.

8.2 Die Untersuchung von anharmonischem Ver-
halten gespeicherter Elektronen bei einer pa-
rametrischen Anregung

Die in den folgenden Unterabschnitten vorgestellten Messungen betref-
fen die Untersuchung nichtlinearer, anharmonischer Bewegungen gespeicher-
ter Elektronen, die iiber die nichtharmonischen elektrostatischen und die
inhomogenen magnetischen Felder hinaus auch mit einer periodisch erzwun-
genen, parametrischen Anregung wechselwirken. Die beobachteten Phéno-
mene demonstrieren, dass Ionenfallen sich als ,Labors fiir Chaos*|26] eignen,
da sie Aufschliisse {iber nichtlineare Dynamik und nichtdeterministische Be-
wegung geben konnen. Die Anwesenheit von nichtlinearen Resonanzen im
Bewegungspektrum eines schwingungsfihigen Systems wurde bereits im vor-
angegangenen Abschnitt am Beispiel von beobachteten Instabilitaten in der
Teilchenbewegung ausfiihrlich behandelt. Wahrend diese Stérung durch kon-
struktionstechnische Beschrankungen der Penningfalle verursacht wird, die
sich in einer Abweichung des Speicherpotentials vom reinen Quadrupolpo-
tential manifestiert, behandelt dieser Abschnitt nichtlineare Dynamik. Letz-
tere wird durch eine Storung herbeigerufen, die von aufsen kommt und dem
schwingungsfahigen System sozusagen aufoktroyiert wird in Form einer pe-
riodischen erzwungenen Schwingung. Zur Einfiihrung soll ein kurzer histori-
scher Abriss dienen, der auch eine Begriffsbildung beinhaltet. Die Ausdriicke,
die eingefiihrt werden, sind hierbei wichtig fiir das Verstédndnis der anschlie-
fsenden Unterabschnitte.

Beginnen wir mit einem historisch liangst bekannten Sachverhalt: Wird
ein Parameter eines schwingungsfihigen Systems mit einer Frequenz ange-
regt, die doppelt so grof ist wie die Eigenfrequenz des Systems, etwa 2w, so

Sprivate Mitteilung von Prof. M. Kretzschmar.
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antwortet das System selber mit einer Oszillation bei einer Frequenz w.® Fiir
dieses Phéanomen wird in der Literatur hdufig der Ausdruck parametrische
Anregung verwendet. Er hebt die Tatsache hervor, dass die auf das System
einwirkende Storung ein Parameter, d.h. eine charakteristische Grofe, des
Systems selbst ist. Dabei ist es wichtig zu betonen, dass sich dieses parametri-
sche Resonanzphdnomen grundlegend von linearen erzwungenen Schwingun-
gen unterscheidet, da es ein Instabilitatsphdnomen ist. Ein weiterer wesent-
licher Unterschied zwischen linearen und nichtlinearen erzwungenen Schwin-
gungen besteht darin, dass bei letzteren nicht nur periodische Schwingungen
mit der Kreisfrequenz w der Erregung, sondern auch periodische Schwingun-
gen bei den gebrochenen Frequenzen =, n € N\ {0} auftreten. Diese Subhar-
monischen bilden das fundamentale Charakteristikum nichtlinearer Systeme.
Eine grundlegende Untersuchung der Theorie der subharmonischen Reso-
nanzen mit den dazugehorenden experimental-physikalischen Implikationen
wurde in den 30er Jahren von Mandelstam und Papalexi [200, 201] unter-
nommen, die weitesgehend auf Poincarés Traktaten zur Himmelsmechanik
fut”. Das von ihnen verwendete System war ein selbstgebauter ,parame-
trischer Generator, der aus einem elektrischen Schwingkreis zusammen mit
einem variablen Parameter® bestand.

Eine prinzipielle Verallgemeinerung in Form einer mathematischen Me-
thode wurde von Ljapunow? ausgearbeitet, die nicht speziell an konservative
Systeme gebunden war. Die Ljapunow’sche Stabiltétstheorie behandelt aufser
linearen auch nichtlineare Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizi-
enten. Hat man als periodischen Koeffizienten eine zeitabhingige Kosinus-
funktion, so erhalt man als Spezialfall fiir eine lineare Differentialgleichung
die in der Literatur sehr ausfiihrlich behandelte gewohnliche Mathieusche
Differentialgleichung |213]. Mit Hilfe des Floquet-Theorems [213, 212| erhalt
man einen Satz von stabilen und instabilen Losungen, die sich graphisch
in einem Strutt’schen Diagramm darstellen lassen. Dieses Diagramm besitzt
stabile und instabile Zonen in seinem 'Parameterraum’ (a, ¢). Mathematisch
ghnlich zu behandeln ist die geddmpfte Mathieusche DGL, die zusétzlich noch

®In der zweiten Hilfte des 19. Jhd. wurde das Phinomen der parametrischen Anregung
von Melde und Lord Rayleigh beobachtet und untersucht: F. E. Melde, Pogg. Annalen 108,
508 (1859); Lord Rayleigh, Phil. Mag. 15, 5" series, 229 (1883). Eine Beschreibung des
mechanischen Systems, das z. B. Rayleigh verwendete, findet sich bei McLachlan [212].

"H. Poincaré, ,Méthodes nouvelles de la mécanique céleste, tome 1, p. 79, Gauthier-
Villars, Paris (1892). Die von Poincaré benutzte asymptotische Methode (beruhend auf der
Storungstheorie) erwies sich in der Himmelsmechanik als sehr niitzlich und wurde spéter
sogar auf die Quantenmechanik tibertragen. Jedoch ist diese Methode speziell fiir konser-
vative dynamische Systeme ausgearbeitet, die durch kanonische Gleichungen beschrieben
werden. Die Mehrzahl der nichtlinearen Schwingungssysteme sind nicht konservativ, da sie
Quellen sowohl fiir Energiezufuhr als auch fiir Energieabfuhr enthalten. Eine alternative
Methode, ebenfalls asymptotische Methode genannt, wurde von Krylow, Bogoljubow und
Mitropolsky entwickelt [27].

8Entweder aus einer Kapazitit C' oder aus einer Induktivitit L

[191]; eine sehr gute Einfiihrung findet sich bei Hagedorn [114].
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ein lineares Dampfungsglied besitzt. Erste quantitative theoretische Berech-
nungen des Einflusses, den das Dampfungsglied auf die instabilen Bereiche
im Strutt-Diagramm hat, wurden von Kotowski [160] durchgefiihrt. Wie im
Unterabschnitt 8.2.4 gezeigt wird ist die geddampfte Mathieusche DGL der
richtige Ansatz, um ein nichtlineares, parametrisch angeregtes, schwingungs-
fahiges System sowohl quantitativ als auch qualitativ zu erfassen. Das wich-
tigste qualitative Ergebnis ist, dass das lineare Ddmpfungsglied die Instabi-
litatsbereiche verkleinert und zwar derart, dass die Instabilitéit erst oberhalb
bestimmter Schwellenwerte, die u. a. von der Anregungsamplitude der dufse-
ren periodischen Erregung abhéngen, eintritt. Bevor jedoch dieser hier nur
kurz angedeutete Sachverhalt ausfiihrlich theoretisch ausgeleuchtet wird, soll
im folgenden Unterabschnitt zunéchst einmal auf die experimentellen Beob-
achtungen eingegangen werden.

8.2.1 Aufnahme eines axialen Anregungsspektrums und Auf-
16sung von Subharmonischen zur 2w.-Resonanz

Die nun vorgestellten Messungen wurden an gespeicherten Elektronen
durchgefiihrt. Der experimentelle Aufbau entspricht somit demjenigen, der
zur Aufnahme der Elektronen-Zyklotronresonanz verwendet wurde, mit le-
diglich zwei Modifikationen: Zum einen sieht der Messzyklus zur Aufnahme
eines Datenpunktes einfacher aus, da es bei diesem Experiment nicht rele-
vant ist, die kinetische Energie der Elektronen zu minimieren. Das bedeu-
tet, dass bei einem hoheren Kiihlpotential gearbeitet werden konnte. Um
ein definiertes Potential zu haben, das eine Bestimmung der axialen Fre-
quenz der Elektronen ermdoglichte, wurden Einschuss- und Kiihlpotential auf
gleichen Wert gesetzt. Zum anderen musste die parametrische Anregung in
die Penningfalle eingekoppelt werden. Hierzu wurde einer der nichtverwen-
deten Ofendréhte benutzt. Da die Ofendréhte iiber eine Masseverbindung
des Nachweisschwingkreises sowohl mit der oberen als auch mit der unte-
ren Kalotte verbunden sind, wird die axiale Bewegung der Elektronen in
einer Quadrupolanordnung parametrisch angeregt. Das Steuerprogramm er-
moglichte es, den hierzu verwendeten Frequenzgenerator in der Frequenz
durchzustimmen und somit ein axiales Anregungsspektrum aufzunehmen.
Auferdem konnte die Amplitude der Erregung variiert werden, so dass Fre-
quenzbereiche, in denen Resonanzen zu beobachten waren, in Abhéngigkeit
von der Anregungsamplitude untersucht werden konnten. Die Abb. 8.3 zeigt
ein Anregungsspektrum bei einer Amplitude der Erregung von +18.1dBm.
Man erkennt eine verwirrend groffe Anzahl von breiten und schmalen, star-
ken und schwachen Einbriichen. Der sehr breite Einbruch bei ca. 40M Hz
ist die axiale Eigenfrequenz der gespeicherten Elektronen. Der experimentell
beobachtete Wert von w, weicht vom theoretischen Wert, der sich bei einem
Speicherpotential von U = +40V ergibt, ab. Die experimentell bestimmten
Frequenzen sind um einige MH z zu niedrigeren Frequenzen hin verschoben.
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Abb. 8.3: Aziales Anregungsspektrum. Man sieht die gebrochenen Resonanzen bis
zur Ordnung n = 10. Die mit einem Fragezeichen versehenen Signaleinbriiche sind
zusdtzlich beobachtete Resonanzen, fiir die es noch keine Theorie gibt.

Grund hierfiir ist die relativistische Massenzunahme, die die Elektronen in
der Penningfalle wegen der hohen kinetischen Energie, die sie besitzen, er-
fahren. Weiterhin fiithrt die Raumladung wegen der grofen Elektronenwolke
zu einer Absenkung des Speicherpotentials und somit ebenfalls zu einer Er-
niedrigung der axialen Frequenz. Nimmt man die Lage der w,-Resonanz als
Referenzpunkt, so lassen sich viele Einbriiche quantitativ zuordnen. Man be-
obachtet!? gebrochene Resonanzen bei %wz, %wz, %wz, %wz, %wz, %wz, %wz
und fw,, allgemein bei w = 22 wobei n € N\{0} ist. In Abb. 8.3 sind
diese gebrochenen Resonanzen mit n = 2,3,4,...,10 gekennzeichnet. Die
Resonanz hochster Ordnung fiir n = 1 wurde ebenfalls beobachtet, wird
aber gesondert behandelt, weil bei ihrer Bestimmung interessante Effekte
auftauchten. Aufler den Subharmonischen zu 2w, tauchen Resonanzen auf,
fiir die es nach der Theorie, die im Unterabschnitt 8.2.4 vorgestellt wird,
keine Erklarung gibt. Diese Einbriiche wurden wiederholt an unterschiedli-
chen Tagen gemessen, so dass dufere, hauptséichlich elektronische Stérungen
ausgeschlossen werden konnten. Diese Resonanzen sind in Abb. 8.3 mit ei-
nem Fragezeichen versehen. Lediglich die Ursache des breiten Einbruches bei
ca. 13M H z konnte geklart werden. Und zwar ist dies die Frequenz, mit der

0djes zum ersten Mal an gespeicherten Elektronen in einem Penningkiifig bei einem
starken Magnetfeld von B = 2.87T
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der Elektronen-Nachweisschwingkreis angeregt wird!'!. Diese 'Resonanz des
Nachweises’ wirkte sich dadurch storend aus, dass in ihrer niederfrequenten
Flanke die Subharmonischen n = 7 und n = 8 lagen. Die Stérung konnte
zwar nicht beseitigt, doch zumindest eingeschrinkt werden: Einerseits wur-
de die Anregungsamplitude des Nachweises soweit reduziert, dass die Breite
der Resonanz minimiert wurde. Andererseits wurde durch Wahl des Spei-
cherpotentials von U = +40V sichergestellt, dass die meisten gebrochenen
Resonanzen auf der hoherfrequenten Seite der Nachweisresonanz lagen.

8.2.2 Die individuelle und die kollektive Bewegung im axia-
len Anregungsspektrum

Wie bereits erwihnt erfolgt die parametrische Anregung in Form einer
Quadrupolanregung, d.h. die mit einem Frequenzgenerator erzeugte peri-
odische Kraft liegt gleichphasig an beiden Endkappen des Penningkéfigs. Die
Quadrupolanordnung bewirkt, dass die 2w,-Resonanz am stirksten angeregt
wird. Um mit geringeren Anregungsamplituden im Bereich von nur einigen
dBm arbeiten zu kénnen, wurde fiir die folgenden Messungen das Speicher-
potential auf U = +3V herabgesenkt. Die Frequenz der 2w,-Resonanz lag bei
~ 25MH z und somit weit genug weg von der axialen Nachweisfrequenz des
Verstarkers. Abb. 8.4 zeigt ein Anregungsspektrum, das im Frequenzbereich
von 18 — 30MHz um den theoretisch berechneten Wert herum aufgenom-
men wurde. Man sieht zundchst eine breite asymmetrische Resonanzkurve
(Aw =~ 3MH z) und eine zusitzliche schmale Resonanz auf der hoherfrequen-
ten Seite (Aw ~ 200k H z). Die asymmetrische Linienform mit einem parabe-
ldhnlichen Anstieg auf der niederfrequenten Flanke und einem sprunghaften
Abfall auf der hoherfrequenten Flanke, die nicht nur bei der breiten Reso-
nanz auftritt (siche Abb. 8.5), ist charakteristisch fiir einen parametrisch
angeregten, anharmonischen Oszillator. Die Ursache fiir die zusétzliche Re-
sonanz, die auf der niederfrequenten Flanke auftritt, ist ungeklart. Da sie an
unterschiedlichen Tagen beobachtet wurde, kann eine Storung ausgeschlos-
sen werden, zumal sich diese Resonanz, bei Variation der Anregungsampli-
tude, dhnlich wie die 2w,-Resonanz verhélt (siche Abb. 8.6 und 8.7). Die
Theorie, die die beobachtete Linienform erklért, ist seit langem bekannt und
wird z. B. bei Landau und Lifschitz [175] beschrieben. Diese Theorie macht
keine Aussagen {iber das Auftreten von zwei Resonanzen, die sich durch
die Breite unterscheiden. Auferdem erscheint die schmale Resonanz, wenn
die Anzahl der gespeicherten Elektronen eine kritische Teilchendichte tiber-
schreitet. Dieses Phinomen wurde 1965 von Rettinghaus'? an gespeicherten
N2+ -Molekiilen in einer Paulfaulle beobachtet. Bestétigt durch spétere Un-
tersuchungen von Jungmann et al. an gespeicherten Ho'- und Er*-Ionen

HDje exakte Frequenz des Nachweises lag bei v.°®¢ = 13,176M Hz mit einer Anre-
gungsamplitude von A¢yc = 132mV.
2Promotion, Universitit Bonn. Der Hinweis findet sich in [4].
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Abb. 8.4: 2w,-Resonanz mit Kollektivbewegung. Der zusdtzliche Signaleinbruch auf
der niederfrequenten Seite der individuellen Resonanz wurde wiederholt beobachtet.
Die Ursache dieser zusdtzlichen Resonanz ist jedoch ungekldrt. Interessant ist, dass
diese Resonanz auch ein Schwellenverhalten aufweist (siehe hierzu die Abb. 8.6 und
8.7).
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Abb. 8.5: Vergréflerte Aufnahme der zur 2w,-Resonanz zugehorigen Kollektivbe-
wegung.



182 KAPITEL 8

[142] und von Vedel et al. an gespeicherten N -Tonen [308], deutete Retting-
haus die Beobachtung als ,synchrone Schwingung* der Teilchen. Anders aus-
gedriickt, handelt es sich bei der schmalen Resonanz um eine parametrische
Anregung der Schwerpunktsbewegung der Elektronenwolke. Die gespeicherte
Teilchenwolke verhélt sich wie ein kollektives Ensemble, das unter dem Ein-
fluss der axialen Anregung anharmonisches, instabiles Verhalten zeigt. Aus
diesem Grund spricht man von der Kollektivbewegung. Die breite Resonanz
dagegen hat ihre Ursache in der inkohérenten Bewegung der individuellen
Elektronen in der Wolke. Da jedes einzelne Elektron das Raumladungspo-
tential der anderen Elektronen, die sich in der Néhe befinden, spiirt, ist die
Lage dieser individuellen Bewegung abhéngig von der Anzahl der gespeicher-
ten Teilchen. Die kollektive Bewegung hingegen ist wegen der sehr schwachen
Ton-Ton-Wechselwirkung weitesgehend unabhéngig von der Raumladung und
somit keiner Frequenzverschiebung bei Anderung der Teilchenzahl unterwor-
fen. Dieser Sachverhalt wurde von Alheit et al. [4] experimentell bestétigt.
Die Beobachtung von kollektiven Resonanzen ist auch in Penningfallen
nichts Neues. Erste Indizien, die zur Annahme eines solchen Phdnomens
fithrten, stammen von Wineland und Dehmelt, die aus Messungen an gespei-
cherten Elektronen hervorgegangen sind [327|. Detailliertere Untersuchungen
wurden spiter von Paasche et al.'? ebenfalls an Elektronen durchgefiihrt mit
dhnlichen Ergebnissen wie bei den Messungen in den Paulfallen. Sowohl die
Messungen von Wineland et al. als auch von Paasche et al. wurden hierbei bei
einem vergleichsweise schwachen Magnetfeld durchgefiihrt'*. Das Schwache
Magnetfeld wirkte sich insofern als Nachteil aus, als Vielfache der Magnetron-
frequenz und der reduzierten Zyklotronfrequenz im selben Frequenzbereich
wie die gebrochenen Frequenzen der 2w,-Resonanz lagen. Somit tiberlagerten
diese starken Resonanzen — da sie Eigenfrequenzen des Systems sind — die
Subharmonischen. Da in unserem Experiment das Magnetfeld 2.877 betrug,
lagen die Frequenzen der radialen Eigenbewegungen entweder weit unterhalb
bzw. weit oberhalb des MHz-Bereichs. Aufgrund dieser giinstigen Bedingun-
gen konnten zum ersten Mal in der Penningfalle die kollektiven Bewegungen
auch bei den Ordnungen n = 2 und n = 6 der Subharmonischen beobachtet
werden, deren Form Ahnlichkeiten mit der in Abb. 8.5 dargestellten Kur-
ve aufwies. Es sei am Rande erwdhnt, dass das Phédnomen der kollektiven
Bewegung gespeicherter Teilchen in Ionenkéfigen Parallelen zu den Plasma-
Oszillationen, wie sie in einem neutralen Plasma vorzufinden sind, aufweist.
Schermann [261] beschreibt, dass ab bestimmten kritischen Teilchendichten
das System Plasma-Figenschaften erwirbt, in dem Grofien wie die Debyelén-

ge A\p = \/601.“562 und die Plasmafrequenz wy, = 4/ 202::1 eine wichtige Rolle

spielen.

Variiert man nun die Amplitude der quadrupoldhnlichen axialen Erre-

Beingereicht an Eur. Phys. J. D
14Bej Wineland: B ~ 800mT'; bei Paasche: B < 10mT.
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parametrischen Anregung. Man sieht, dass mit zunehmender Anregungsamplitude
die individuelle Resonanz breiter und asymmetrischer wird, bis sie mit der kollek-
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gung, so beobachtet man zum einen, wie sich sowohl die individuelle als auch
die kollektive Resonanz bei Erhohung der Anregungsamplitude verstérken,
wobei die Breite der kollektiven Resonanz im Verhéltnis zur individuellen
Resonanz wesentlich schneller zunimmt. Zum anderen erhélt man die Er-
kenntnis, dass ein bestimmter, kritischer Schwellenwert der Amplitude der
parametrischen Erregung noétig ist, um sowohl die individuelle als auch die
kollektive Resonanz sichtbar werden zu lassen, wie sich etwa aus Messungen
der Resonanzbreite bei unterschiedlichen Anregungsamplituden ergibt (siehe
Abb. 8.10). Diese Schwelle wéchst mit zunehmender Ordnung der gebroche-
nen Resonanzen an. Wihrend die erste Beobachtung fast schon intuitiv ein-
sichtig ist, so ist letztere a priori nicht zu verstehen. Rein experimentalphy-
sikalisch intepretiert legt die beschriebene Beobachtung den Schluss nahe,
dass dieses Schwellenverhalten die Existenz eines Ddmpfungsmechanismus,
der auf die Elektronenwolke einwirkt, fordert, so dass eine Mindestamplitu-
de der Anregung erforderlich ist, um diese Dampfung zu iiberwinden.

Bevor jedoch diese Annahme im folgenden Unterabschnitt ausfiihrlicher
dargelegt wird, soll zum Abschluss dieses Teilabschnittes eine kurze theore-
tische Uberlegung vorgestellt werden, mit deren Hilfe es moglich ist, auf der
Grundlage der gemessenen Resonanzen in den Abb. 8.4 und 8.5, quantitati-
ve Aussagen iiber die Grofe der Entwicklungskoeffizienten hoherer Ordnung
von Ausdruck (2.18) zu machen, die eine Abweichung des Speicherpoten-
tials vom idealen Quadrupolpotential beschreiben. Betrachtet werden nur
die Legendre-Koeffizienten Cy und Cg. Die bestimmten Werte sind jedoch
mit Vorsicht zu betrachten, wegen der sehr einfachen Annahme, die in die
Berechnung einflieffen wird.

Wie bereits gesagt, wird die axiale Elektronenbewegung durch ein &ufse-
res angelegtes periodisches Wechselfeld parametrisch angetrieben, in diesem
Falle bei der Frequenz:

wqg = 2(w, + ¢€), (8.28)
wobeil ¢ € w, die Anregung darstellt. Fiir die Bewegungsgleichung kann

man folgenden Ansatz machen, der sowohl fiir die individuelle als auch fiir
die kollektive Bewegung formal dhnlich ist:

5.t wiz 4+ Mw?2® 4+ Aw?2® = kw? cos wgt (8.29)

7, bezeichnet hierbei die axiale Ddmpfungskonstante und k die parametrische
Anregungsamplitude. Weiterhin stehen A4 und Ag in folgendem Zusammen-
hang mit den oben erwéhnten Entwicklungskoeffizienten [89, 90]:

2Cy und 3Cs

)\ — )\ =
4 14 Co 0 14 Cs

(8.30)

Man kann Cy = 1 setzen, da dieser Koeffizient im Ausdruck des Speicherpo-
tentials als Legendre-Reihe (siche Glg. (2.18)) den reinen Quadrupolanteil
darstellt. Startet man in (8.29) mit einer schwachen axialen Anregung, d. h.
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z < 1, so konnen die nichtlinearen Glieder vernachlissigt werden und man
erhélt die gewohnliche Mathieusche DGL mit Dampfung. In der Nahe der
Resonanz bei 2(w, + ¢) wichst die Antwortfunktion des angeregten Systems
exponentiell an, wenn die Amplitude k eine kritische Schwelle k., iiberschrei-
tet, die gegeben ist durch [290, 303]:

27,
I (8.31)

Wz

Fiir einen festen Wert k > k,,, befindet sich die parametrische Anregung in
einem Frequenzintervall e_ < ¢ < €4 mit wohldefinierten scharfen Kanten:

e = i% K2 — k2 (8.32)

Die nichtlinearen Terme \qw?z% und w22 bewirken nun, dass die exponen-
tiell anwachsende angeregte Bewegung beschrankt bleibt und ein stationérer
Zustand erreicht wird. Mit dem Ansatz

z(t) = A(t) cos ((wz + )t + (1)) (8.33)

— wobei angenommen wird, dass die Amplitude A(¢) und die Phase ¢(t),
die sich zwischen der Anregung und der Antwortfunktion des Systems er-
gibt, zeitlich nur schwachverénderliche Grofsen sind — erhélt man mit den
Bedingungen ¢ < w, und v, < w, aus (8.29) folgende zwei gekoppelte
Differentialgleichungen:

dA s k.

E = —EA {1 — k‘thr SID(QSO)} (834)
de 1 3 2, 9 4

priaia + 4hwz cos(2¢p) + 8)\4sz + 16)\6sz (8.35)

Die Losungen fiir die Bewegung im stationédren Zustand ergeben sich, wenn in
den Differentialgleichungen die Zeitableitungen verschwinden. Wir erhalten
somit:

k
sin(2¢p) = Zw (8.36)
ShewsA* 3w, A?
6 T35t (e —e)=0 (8.37)
wobei die Beziehung cos(2¢) = /1 —sin?(2¢) und Gl. (8.32) verwendet

wurden. Aus Gl. (8.36) lasst sich die Bistabilitdt der Phase ablesen, da
man wegen Gl. (8.28) zwei Losungen erhilt, die sich gerade um 180° un-
terscheiden. Weiterhin kann man aus Gl. (8.37) die Koeffizienten A4 und Ag
bzw. C4 und Cg gewinnen, wenn man an die parametrische Linienform der
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Abb. 8.8: Die 2w, -Resonanz mit Kollektivbewegung dargestellt mit quadrierter re-
lativer Elektronenzahl.
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lativer Elektronenzahl.
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2w,-Resonanzen eine parabelférmige Funktion ,anfittet’. Man erhélt aus den
Graphen in den Abb. 8.8 und 8.9 fiir die individuelle Resonanz

Cy ~ —9,8-107°
Cs ~ 3,8-107°

und fir die kollektive Resonanz

Cy ~ —7,5-1072
Ce ~ 2,8-1074

Es sei bemerkt, dass die Werte im Falle der kollektiven Resonanz um ei-
ne Grofenordnung grofer sind als diejenigen der individuellen Resonanz.
Dies lasst sich vermutlich darauf zuriickfithren, dass sich bei der stochasti-
schen inkoharenten Bewegung der Elektronenwolke die axialsymmetrischen
Storungen, die die Elektronen spiiren, iiberlagert sind vom Coulombpoten-
tial der nachsten Nachbarn. Die Elektronen sind besser abgeschirmt gegen
die Storung, zumal diese Storung teilweise durch das Potential, das aus der
Coulomb-Wechselwirkung erwéchst, kompensiert werden kann. Bewegen sich
die Teilchen jedoch als ein kollektives Ensemble, so spiirt das ,kollektive Ion“
die Abweichungen des Speicherpotentials vom idealen Quadrupolpotential
deutlicher. Auferdem ist die Coulomb-Wechselwirkung nicht mehr vorhan-
den.

8.2.3 Schwellenverhalten bei Anregung der 2w.-Resonanz und
der Subharmonischen

Unter Zuhilfenahme des Anregungsspektrums in Abb. 8.3, das die In-
formation iiber die Position der einzelnen Subharmonischen im Frequenz-
spektrum lieferte, wurde aufer fiir n = 1 das Schwellenverhalten fiir die
Ordnungen n = 2,3,4,5,6 untersucht und &hnliche Kurven, wie in Abb.
8.10 dargestellt, aufgenommen. Unter der Annahme eines in erster Ordnung
linearen Zusammenhangs zwischen Amplitude der Anregungsfrequenz und
Halbwertsbreite der gebrochenen Resonanzen (wobei die Anregungsamplitu-
de logarithmisch aufgetragen ist, d. h. man hat eine halb-logarithmische Dar-
stellung), wurde ein linearer Fit durch die Messpunkte gelegt. Der Schnitt-
punkt der Geraden mit der Abszissenachse (d.h. bei Extrapolation auf ver-
schwindende Halbwertsbreite) bildet den sogenannten Schwellenwert, ober-
halb welchem die Resonanz im Anregungsspektrum sichtbar wird. Tragt man
anschliefsend den reziproken Wert der Ordnung n gegen den logarithmischen
Wert der Schwelle Vi, auf, so erhélt man die in Abb. 8.11 dargestellte Gra-
phik. Man kann somit fiir die Resonanzen gerader und ungerader Ordnung
folgenden funktionalen Zusammenhang angeben, der in Landau und Lifschitz
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Abb. 8.12: Graphische Darstellung der Aufnahme der 2w,-Resonanz bei unter-
schiedlichen Puffergasdriicken. Als Puffergas wurde hierbei No verwendet. Man
sieht, dass auch bei einer Variation des Druckes tiber mehrere Griffenordnungen
keine signifikante Anderung des Schwellenwertes zu beobachten ist.

[175] ohne Herleitung angeben wird!5:
Vj, x 4 (8.38)

wobei 7 eine konstante lineare Dampfung des Systems bezeichnet. Beide
Kurven reproduzieren sehr gut den Zusammenhang in (8.38). Was jedoch
verwunderlich ist, ist die Tatsache, dass die Resonanzen gerader und unge-
rader Ordnung unterschiedliche Schwellenwerte besitzen, wobei diese Werte
um einige Gréfsenordnungen voneinander differieren. Dieses Phédnomen wur-
de bereits in einer Paulfalle an gespeicherten ]\72Jr - und H;r -Molekiilen beob-
achtet [239]. Eine Erklarung fiir dieses, wie es bezeichnet wurde, even-odd-
staggering konnte bisher nicht gefunden werden. Auch Erklarungsversuche
iiber die Natur bzw. die Ursache des Dampfungsmechanismus’ blieben wei-
testgehend unvollstandig und liefsen noch Fragen offen. Alheit et al. schlugen
als mogliche Erklarung fiir die Ddmpfung des Systems die Kollision der ge-
speicherten Teilchen mit dem Restgas vor [4]. Jedoch zeigt sich im Falle von
gespeicherten Elektronen keine signifikante Abhéngigkeit des Schwellenwer-
tes vom Puffergasdruck (siehe Abb. 8.12). Hierzu wurde Nj iiber ein vor-
handenes Dosierventil in die Vakuumapparatur eingelassen und der Druck
iiber zwei Grofsenordnungen variiert. Somit fallen die dissipativen Stofspro-
zesse mit Stickstoffmolekiilen als Erklarung fiir die Dampfung der axialen

5Eine Herleitung mit Hilfe der asymptotischen Néherung fiir kleine Werte des charak-
teristischen Parameters ¢ findet sich bei Bogoljubow [27].
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Elektronenbewegung aus. Die Ursache der Dampfung muss somit in der Be-
wegung der Elektronen selber liegen, die im abgeschlossenen System der Pen-
ningfalle mit dem an den Endkappen angeschlossenen Nachweisschwingkreis
wechselwirken. Die Elektronen, die in axialer Richtung eine oszillatorische
Bewegung vollfiihren, induzieren auf beide Endkappen alternierend Spiegel-
ladungen [90, 43]. Diese erzeugen ihrerseits einen Wechselstrom I'6, der iiber
einen im Nachweisschwingkreis vorhandenen Widerstand R abfliefst. Somit
wird eine Spannung U; = R - I zwischen Kalotten und Ringelektrode in-
duziert, deren Potential im Fallenzentrum ein axiales elektrisches Feld der

Grofe I
Ej=r——e, (8.39)

220

erzeugt, wobei 2zy den Abstand der beiden Endkappen darstellt und s ei-
ne dimensionslose Konstante ist. Diese Konstante beriicksichtigt die Abwei-
chung der Endelektroden von zwei planparallelen Platten und die Anwesen-
heit der Ringelektrode. Wiirden sich die Elektronen in einem Plattenkon-
densator befinden, so wire x = 1. Das elektrische Feld in (8.39) impliziert
wiederum eine axiale Kraft, die der Bewegung der gespeicherten Teilchen

entgegenwirkt:

- T
F[:—Iie R

2 8.40
S (3.0

Somit verringert sich die Energie der Elektronen mit einer Rate von 2 - Fy,
d. h. die Bewegung wird geddmpft. Diese Energie wird {iber den Widerstand
R dissipiert:

—%-Fy=1I*-R. (8.41)

Einsetzen der Kraft aus (8.40) in (8.41) liefert:

€
=kt 8.42
Ko (8.42)

Man erhalt also einen induzierten Strom, der proportional zur Geschwindig-
keit der Elektronen ist. Somit ist die in (8.40) ausgedriickte Kraft dissipativ.
Definiert man als neue Grofe die axiale Dampfungskonstante v, [43]:

b - (E)Q B (8.43)

220 ) m
lasst sich Glg. (8.40) umschreiben zu:

Fr = —my.3é, (8.44)

%Bereits Ende der 40er Jahre fanden Shockley (J. appl. Phys. 9, 635 (1938)) und Ramo
(Proc. I. R. E. 27, 584 (1939)) heraus, dass bewegte Ladungen Stréome induzieren. Eine
alternative Herleitung dieser in der sog. Shockley-Ramo-Gleichung implizierten Beobach-
tung, basierend auf Energiebetrachtungen, findet sich bei Sirkis [273].
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Abschliefsend soll noch die parametrische Anregung in dieser Betrachtung
beriicksichtigt werden. In Abb. 8.13 ist dieser Effekt durch V; dargestellt.
Ausgangspunkt ist die geddmpfte axiale Bewegungsgleichung der Elektronen:

2
m{§%+qa%+w£}z@%:F@) (8.45)

F(t) stellt die nicht-dissipative Kraft dar, die auf die Elektronen einwirkt,

z-Richtung
_

7

T

L v.
_—©°

'AY v,

Abb. 8.13: Elektronischer Schaltkreis zur Veranschaulichung des Ddmpfungsme-
chanismus’ bei der Elektronenbewequng verursacht durch Spiegelladung.

und lésst sich analog zur Glg. (8.40) schreiben als:

Re

F(t) (Va—Va) (8.46)

N 220

Weiterhin ist das Signal, das man als demoduliertes Spannungssignal zwi-
schen Ring und Kalotten detektiert, gegeben durch:

V,=Vo+R-I=V,+ "R (8.47)
22’0

Aus (8.46) folgt dann:

er er
Fit)=—WV;—-Vs——R-2 8.48

(6) = 5V = Vo= 3R 2) (8.49)

Man ist nun daran interessiert, wie das Signal, die sog. Antwortfunktion, im
Frequenzbereich aussieht. Hierzu bildet man, wie es in der Regelungstechnik
tiblich ist, die Fouriertransformierte der Differentialgleichung in (8.45). Man

erhélt somit flir die Losung im Frequenzbereich:

Z(w):( er > Va(w) — Va(w) (8.49)

220m ) w2 —w? —iwy,
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bzw. fiir das demodulierte Spannungssignal:

w,? — WV (w) — iwy, Va(w)
w,2 — w? —iwy,

Vilw) = ¢ (8.50)
Bei Variation der parametrischen Anregung Vy(w) ergibt sich eine Lorentz-
dhnliche Antwortfunktion, deren Halbwertsbreite gleich der axialen D&mp-
fungskonstante ist. Auferdem erkennt man, dass im Resonanzfall w = w,
das Rauschen im Nachweissignal reduziert wird.'” Eine detailliertere Be-
schreibung dieses axialen Rauschens, dessen Ursache das thermische Nyquist-
Johnson Rauschen V,, des ohmschen Widerstandes R ist, findet sich im
"Geonium-paper’ von Brown und Gabrielse [43]. Fiir eine Vertiefung dieses
Sachverhaltes wird somit auf die eben erwidhnte Verdffentlichung verwiesen.

8.2.4 Theoretische Erklarung des Schwelleneffektes

Die Mathieusche Differentialgleichung (MDG) wurde von E. Mathieu ein-
gefiihrt, als besagter die Schwingungen einer elliptisch geformten Membrane
untersuchte [208|]. Die Standardform ist durch folgende Differentialgleichung
gegeben:

d*y

a2t (a —2qcos2z)y =0 (8.51)
Seit ihrer Veroffentlichung im Jahre 1868 ist die MDG sehr ausfiihrlich
beschrieben und analysiert worden. Standardwerke, die sich ausschlieflich
mit der MDG befassen sind die Biicher von McLachlan [212] und Meix-
ner/Schifke [213]. Als Spezialfall der Hill’schen Differentialgleichung!® findet
die MDG in vielen sowohl mechanischen als auch elektrischen Beispielen ih-
re Verwendung [213]. Die Anwendung wird jedoch haufig dadurch erschwert,
dass die Losungen durch mathematische Naherungsverfahren bestimmt wer-
den missen, die dann nur fiir bestimmte Bereiche der charakteristischen
Parameter a und ¢ giiltig sind. Dieses Manko bemerkten bereits Whittaker
[325] (,their actual analytical determination presents great difficulties”) und
Sips [272] (,les fonctions de Mathieu restent d’un emploi difficile, principa-
lement par suite de 'impossibilité de les représenter analytiquement d’une
maniére simple et maniable®).

Im Folgenden wird kurz die Losung von Gl. (8.51) fiir kleine Werte des
Parameters ¢ dargestellt. Fiir den Wert ¢ = 0 und a = 2 ergeben sich die

Dieser ,short-out,, oder ,noise-shorting®, wie Wineland und Dehmelt [328] diesen Ef-
fekt nannten, lisst sich erkléren, wenn man die axiale Bewegung der Teilchen in Analogie
zu einem seriellen Schwingkreis mit ohmschem Widerstand betrachtet, der die beiden End-
kappen verbindet. Im Resonanzfall heben sich die Kapazitiat und die Induktivitéit dieses
Schwingkreises auf und die Endkappen werden sozusagen kurzgeschlossen.

8G. W. Hill ,On the part of motion of the lunar perigree, which is a function of the
mean of the sun and the moon“, Acta Math. 8, 1 (1886). Eine ausfiihrliche Einfithrung in
die Hill’sche Differentialgleichung findet sich bei Whittaker/Watson [325] und McLachlan
[212].
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trivialen Losungen y; = cos(rz) und ys = cos(rz). Aus diesem Grund ist es
sinnvoll fiir Gl. (8.51) folgenden Ansatz zu wihlen:

cer(z,q) = cos(rz)+ )Y ¢ (2)¢"  kosinus-elliptisch ~ (8.52)

ser(z,q) = sin(rz)+ ) s (2)¢*  sinus-elliptisch (8.53)

wobei ¢y = cos(rz) und sy = sin(rz) festgesetzt werden mit r € Rj. Die
charakteristischen Werte a (fiir ce,) und b (fiir se,) kann man somit auch als
Reihe beschreiben:

ar = ap(ce,) =12+ Z al(:)qk (8.54)
k=1

b = bo(ser) =12+ > B¢ (8.55)
k=1

Die Entwicklungskoeffizieten oz](;) und ﬂ](:) ergeben sich aus der Forderung,

dass die elliptischen Funktionen ce,(z,q) und se,(z,q) periodisch in z sein
sollen. Da die Mathieuschen Funktionen dariiberhinaus eine 7- und 27-
Periodizitat aufweisen, muss r auf die ganzen Zahlen Z beschrénkt werden.
Setzt man die Gleichungen (8.52), (8.53) und (8.54), (8.55) in die MDG
(8.51) ein, so erhélt man Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten ¢ und

Sk:

d? k—1
—d;zk +r?ep — 2cos(22) -1 + ZZ; ap_ic; =0 (8.56)
d?s k—1
szk + 128y, — 2c08(22)s3-1 + ; Br—151=10 (8.57)

wobei k > 1 gilt. O.B.d. A. kann man folgenden Losungsansatz fiir (8.56)
machen [88]:

L5
ok = Z Ag cos(r + &)z (8.58)

i=—14)

mit & = 4i — 2k + 4| %], wobei |4] = max{\ € Z|\ < £} die néchstkleinere
ganze Zahl zu g ist. Geht man mit diesem Ansatz in (8.56), so ergibt sich
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durch Koeffizientenvergleich fiir Algi:

( ht1—|rdi| k—li|
2 . 2 .
1 k—1 k—1 o 4 k—2+1 k—2j
4i(r+1) _AQH—Q - AZi—Q + 'Zl 052]711422‘_27, + Zl OZQJA%
J= 7=
k _
Az =
k—li]
1 k—1 k-1 2 k—2j
Li(r41) _A2i+2 — Ay + '21 agjAs; , r ungerade
]:

(8.59)
wobei |i| <k und k > 1 ist. Fiir |i| > k wird A%, = 0 gesetzt, da in diesem
Fall die Koeffizienten auferhalb des Indexbereiches von (8.58) liegen. Fiir
den speziellen Fall i = k bzw. ¢ = —k erhélt man folgende nicht-rekursive
Formeln:

~-DF T(r+1)
a5, = CUT .
2 R T +1+k) (8.60)

-k ra-
(41%)! : F(l(_i% k < r A r ungerade

Ak, = (8.61)

0 k> r A r gerade

Da der Nenner in (8.59) fiir ¢ = 0 und i = —r verschwindet, kénnen die
Koeffizienten Alg und A% o, frei gewdhlt werden'®. Durch analoge Rechnung
fir s, mit dem Ansatz:

L5
Sp = Z Bg sin(r 4+ &;)z (8.62)

i=—14

erhélt man entsprechende rekursive Gleichungen fiir die Koeffizienten BZ:

( k1—|ri| ki
2 . 2 .
1 k—1 k—1 , k—2j+1 pk—2j
4i(r+1) =By o — Byio + 21 Boj-1By; 5, " + '21 B2 By,
J= Jj=
k _
B =
k—lil
1 k—1 k—1 2 k—2j
2i(r+1) —Byiio — By o + ‘21 B2 By, , r ungerade
j:

(8.63)
wobei BS, = 0 fiir |i| > k ist, BY = B*, = 0 und BJ = 1. Man sieht, dass
fiir i = k B, gleich A%, ist. Um eine Losung der DGL in (8.56) und (8.57)
angeben zu konnen, miissen noch die Werte fiir a, und §i bestimmt werden.
Hierzu setzt man (8.58) bzw. (8.62) in die Gleichungen (8.56) bzw. (8.57)

9McLachlan [212] benutzt z. B. die Konvention Ak = Ak, =o0.

, r gerade

, r gerade
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ein. Unter der Voraussetzung, dass die Losungen der MDG periodisch sein
miissen, erhdlt man fiir ungerade und gerade ay:

Agj_ _22 + A2_j2__22r, r ungerade
g1 = (8.64)
0, r gerade

Agj_l + A%jQ_l + Agj:zi + A%jQ_JQT, r # 0 gerade
a9 = (8.65)

Agj Ty Az_j;l, r ungerade
und entsprechend fiir ungerade und gerade F:

—BSJ,EE - Bz];z%’ r ungerade
Poj—1 = (8.66)
0, r gerade

By '+ B¥ - By, — B 1 #0 gerade
Boj = (8.67)
322]71 + B%];l, r ungerade

Man sieht an den Losungen fiir oy, und Gy, dass fiir 7 ungerade a,(—q) = b,(q)
ist. Weiterhin ist fiir r gerade a,(—q) = ar(¢) und b,(—q) = b,(g). Diese
Beziehungen sind wichtig bei der graphischen Darstellung der charakteristi-
schen Kurven.

Zur Behandlung von (8.51) fiir groke Werte von ¢ gibt es zwei Entwick-
lungsverfahren, die sich bewéhrt haben. Das eine Verfahren basiert auf der
asymptotischen Entwicklung von trigonometrischen Funktionen und das an-
dere Verfahren auf der asymptotischen Entwicklung von parabolischen Zylin-
derfunktionen. Um die Geduld des Lesers nicht unnétig zu strapazieren wird
fiir diese Berechnungen auf die ausfiihrlichen Beschreibungen in (88, 212]
verwiesen.

Man erhélt das sog. Struttsche Diagramm fiir die charakteristischen Kur-
ven a,(q) = a,(cey(z,q)) und b.(q) = b.(ser(z,q)), das in Abb. 8.14 gra-
phisch dargestellt ist. Die griinen Kurven beziehen sich hierbei auf b,(¢) und
die roten Kurven auf a,(q). Physikalisch sinnvoll sind nur positive g-Werte.
Die (a, q)-Ebene weist weiterhin stabile bzw. instabile Bereiche auf, d.h. Be-
reiche, in denen die Losungen der MDG beschrankt und periodisch bzw.
divergent und unperiodisch sind. Dies hangt vom charakteristischen Expo-
nenten ab, der sich aus dem Floquetschen Theorem [213] ergibt. In Abb. 8.15
sind die instabilen Bereiche mit blauer Farbe hervorgehoben. In diesen Zonen
ist der charakteristische Exponent p € C und die Losung der MDG diver-
giert gegen +oo fiir z — 4o00. Mit Hilfe der in Abramowitz [1| angegebenen
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Abb. 8.1/ : Strutt-Diagramm fiir positive und negative q- Werte. Die griimen Kurven
beziehen sich auf b,.(q) und die roten Kurven auf a,(q)



DiE UNTERSUCHUNG DES SPEICHERVERHALTENS VON ELEKTRONEN 197

Abb. 8.15: Strutt-Diagramm fir positive q- Werte. Die blaugefdrbten Bereiche re-
prasentieren instabile Bereiche, d. h. fir diese Wertepaare (a,q) besitzt die MDG
divergente unperiodische Lisungen. Der zugehérige charakteristische Exponent i ist
komplex.



198 KAPITEL 8

104

0,14

1E-34

Breite der Instabilitatszungen

1E-5 T T T T T T T 1

Ordnung n’=a

Abb. 8.16: Relative Breite der Instabilititszungen bis zur Ordnung n = 6 im Falle
der ungedimpften MDG.
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r—1

kann man die relative Anderungen der Instabilitéitszungen mit zunehmendem
r bestimmen. Die Abb. 8.16 gibt dieses Ergebnis graphisch wieder.

Zur theoretischen Auswertung der in Abschnitt 8.2.3 dargestellten Er-
gebnisse ist es von grofsem Interesse zu analysieren, wie sich diese Insta-
bilitatsbereiche unter dem Einfluss einer konstanten Dampfung verhalten.
Diesbeziiglich wird die sog. geddmpfte Mathieusche Differentialgleichung be-
trachtet, die gegeniiber (8.51) ein lineares Dampfungsglied besitzt:

d2y
dz?

Mit der einfachen Substitution y(z) = e~ 2%u(z) lisst sich (8.68) in die Stan-
dardform der MDG {iberfiihren

d
+ ’ydy + (a — 2gcos2z)y =0 (8.68)

d2y
2 + (@ —2qcos2z)y =0 (8.69)
mit dem modifizierten Parameter @ = a — Z-. Man sieht hieran, dass die

Dampfung zum einen die Anfangspomtlon der Inbtablhtatszungen bei ¢ =0
auf der a-Achse verschiebt. Zum anderen, wie im Folgenden gezeigt wird,
verkleinert die lineare Dampfung diese Instabilitétsbereiche und zwar der-
art, dass die Instabilitdt erst oberhalb bestimmter Schwellenwerte eintritt.
Zusitzliche nichtlineare Glieder 6 - 4% bzw. quadratische Dampfungsglieder
A - %sgn(y), die die Glg. (8.68) erweitern zu

d2

- 2—1—5 y® 4+ X g?sgn(y) + (a — 2gcos2z)y = 0 (8.70)
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haben in erster Ordnung keinen Einfluss auf die Begrenzung der Instabi-
litdtsbereiche, wie aus den Arbeiten von Bogoljubow und Mitropolski [27]
und Hagedorn [113] hervorgeht. Somit beschrianken sich die nachfolgenden
Berechnungen auf die DGL in (8.68) bzw. auf die formal &dhnliche Stan-
dardform in (8.51). Ziel ist es, sog. p-Isokurven im Instabilitdtsbereich des
Struttschen Diagramms zu bestimmen, d. h. die Menge aller komplexen cha-
rakteristischen Exponenten pu, die zum gleichen Wert der Dampfung ~ ge-
horen. Eine elegante numerische Methode bietet die Berechnung von g mit
Hilfe der Hillschen Determinante. Ausgangspunkt ist eine verallgemeinerte
Differentialgleichung, die sog. Hillsche DGL:

d? -
d—;; + (00 +2 Z 0, cos 2nz> u=0 (8.71)

n=1

Die MDG ergibt sich als Spezialfall hieraus mit den expliziten Koeffizienten
0p = a, 01 = —q und 6, = 0 Vn > 2. Die 0, sind i. A. bekannte konstante
Grofken und es ldsst sich zeigen, dass > 6, absolut konvergiert [212].
Wahlt man o.B.d. A. #_,, = 0,,, so kann man folgenden Ansatz machen:

u(z) = et* Z bpe?n# (8.72)

n=—oo

Einsetzen in (8.71) ergibt folgendes Gleichungssystem:

Z (u+2ni)2bn€(”+2”i)z+ ( Z 9n62niz> ( Z bne(u-i—Zm')z) -0

n=-—o00 n=-—o0o n=-—00
(8.73)
bzw. umgeformt

(o]
—(ipn — 2n)2b,, + Z Obp—m =0 fir n={..,-2-1,0,1,2,...}
n=—oo
(8.74)
Eliminiert man nun die Koeffizienten b,, # 0, indem man durch (fy — 4n?)
dividiert, so erhélt man die bekannte Hillsche Determinante

(ip+4)? o _ 0 03 04
420 42795) 420 426, 420,
01 (ip+2) 01 02 03
220 220 (22)—290 220 220
- 02 01 i 01 02
A(ZM) - T 02—0, 02—0, 02—0, 02_99 02—0, e (875)
__ 03 ) __ 0 (ip—2) 01
220 220 220 220 22793
_ 04 __0s __0 __ 0 (ip—4)
420y 420y 420y 420, 420




200 KAPITEL 8

FEine nichttriviale Losung dieser unendlichen Determinante ergibt sich fiir
Aip) =0 (8.76)

Weiterhin kann die Hillsche Determinante durch folgende kompakte Form
dargestellt werden?V:

A(in) = A0) — (8.77)

Mit Hilfe der Bedingung in (8.76) erhélt man

sin’ Gmp) = A(0) sin® Gw\/%> =: £(6,) (8.78)

Diese Gleichung kann als Funktionenschar von Isokurven interpretiert wer-
den. Man kann somit zu jedem charakteristischen Exponenten bei Kenntnis
der Hill-Determinante A(0) einen funktionalen Zusammenhang zwischen den
Koeflizienten 60, angeben. Bezogen auf den speziellen Fall der MDG bedeutet
dies, dass man fiir alle gleichen p eine Isokurve

f(a,q) = A(0) - sin? (%m@ (8.79)

ausrechnen kann, die sich innerhalb eines Instabilitétsbereiches des Strutt-
Diagramms befindet. Die Hill-Determinante hat im Falle der MDG folgende
spezielle Form:

1 ap 0
a1 1 aq 0
0 aj—9 1
1 a2 0 0 O
aq 1 aq 0 0
A= 0 0 ap 1 a O -~ - 0

00a11a1
0 0 0 ax 1

1 aj—9 0
0 a1 1 a
0 ay 1
(8.80)

Fine Herleitung findet sich bei Whittaker und Watson [325]
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wobei die Notation A(0) := A; = llim Ay € M 2141)x(2141) und die abkiir-
— 0
zende Schreibweise a; = ﬁ eingefithrt wurden. Entwickelt man die De-

terminante nach der 0. Zeile?', so erhélt man mit Hilfe der Determinanten-
Rechenregeln und der Cramerschen Regel folgenden Zusammenhang:

Ay = A? — 2apa1 A By (8.81)
mit
1 a; 0
a1 1 a 0
0 aj—o 1
1 as 0
0 a 1 a9
0 al 1
und
1 a; 0
a1 1 aq - 0
0 aj—9 1
B = " (8.83)
1 aq 0
0 s as 1 as
0 as 1

Durch Entwicklung dieser beiden Determinanten nach der 1. Zeile erhalt man
folgende Rekursionsformeln:

Al = Al,l—alal,lAl,z (884)
Bl = Bl,l—alal,lBl,g (885)

wobei Ay = Ag =1, By = 1 und By = 0 ist. Mit Hilfe von MATHEMATICA®
lassen sich auf der Grundlage der Rekursionsformeln, Rechenkapazitéit vor-
ausgesetzt, fiir beliebige Ordnung [ die Hill-Determinanten 4; analytisch

*'Tn (8.80) durch den linksgerichteten Pfeil gekennzeichnet.
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losen. Fiir Determinanten bis [ = 3 erhalt man z. B. die Ausdriicke:

2¢°
Ay =1+——
! * (4—a)a
2(1_ i
A 2q (1 (47a)(167a)> (1o ¢ ?
2 (4—a)a (4—a)(16 — a)

2¢° (1 - W) (1 - (47a)q(2167a) - (16—;)1?36%))

A = (4—a)a

'S 'S ?
* <1 S (A—a)(16—a) (16 —a)(36 —a))

Bevor man nun die Isokurven f(a,q,l) = A;- sin? (%\/E) ausrechnen kann,
muss der Ausdruck sin? (%z,u) bestimmt werden. Hierzu ist fiir den charak-
teristischen Exponenten der Ansatz p = (v + i - n) sinnvoll, wobei v die
Démpfung und n € N sind. Nach Anwendung des trigonometrischen Additi-
onstheorems fiir die sin-Funktion erhélt man:

sin (zg('y +i- n)) = isinh (g'y) cos (gn) — cosh (g'y) sin (gn) (8.86)
An dieser Stelle muss eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden. Fiir den
Fall n = 2m, m € N, gerade ergibt sich:

cos (gn> = cos (mm) = (—1)™

sin (gn> = sin (7m) = 0,

sodass . -
A, - sin? (5\/5) — _ sinh? (57) (8.87)
folgt. Fiir den Fall n = 2m+1 ungerade erhélt man durch analoge Rechnung:
A - sin? (gﬁ) = cosh? (%’y) (8.88)

Bei Vorgabe eines Wertes fiir die Dampfung ~ lésst sich eine eindeutige Kur-
ve f(a,q) fir eine beliebige Genauigkeit [ der Hill-Determinante berechnen.
Die Abb. 8.17 bis 8.22 zeigen exemplarisch solche Isokurven fiir fiinf un-
terschiedliche Dampfungswerte fiir Ordnungen der charakteristischen Kur-
ven n = 1,...,6, wobei n? = a gilt mit a dem charakteristischen Wert
des Strutt-Diagramms. Die Dampfungswerte lagen im Falle der dargestell-
ten Graphen zwischen v = 0.02 und v = 0.09. Durch Bildung der Tangente
am Wendepunkt der Isokurven zu gleichem Dampfungswert kann man den
zugehorigen Schwellenwert bestimmen. Die Abb. 8.23 und 8.24 zeigen das
Ergebnis der Berechnungen fiir unterschiedliche Werte der Dampfung, wo-
bei der quantitativ bestimmte Schwellenwert auf einer logarithmischen Skala
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Abb. 8.17: Isokurven der gedimpften Mathieuschen DGI fir den zun = 1 gehd-
rigen Instabilitdtsbereich. Die fiinf eingezeichneten Isokurven, die auch in den Ab-
bildungen 8.18 bis 8.22 zu sehen sind, beziehen sich, nach aufsteigenden q- Werten
geordnet, auf folgende Werte fiir die Dampfung: 0.02, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09.

aufgetragen wurde. Man sieht dass bei kleinen Dampfungen (in Abb. 8.23
ist v = 107%) ein even-odd-staggering auftaucht, wie es auch experimentell
bereits beobachtet wurde. Erhéht man den Dampfungswert, so erhéhen sich
die Schwellenwerte und die Kurven zu gerader und ungerader Ordnung ver-
schmelzen zu einer exponentiell abfallenden Kurve (siehe Abb. 8.24). Dies
kann man in gewisser Weise auch intuitiv einsehen, wenn man bedenkt, dass
fiir grofsere Dampfungen die p-Isokurven immer weiter nach auften zu grofse-
ren g-Werten gedrangt werden. In diesem Bereich haben die Kurven der Sta-
bilitdtsgrenzen der ungeddmpften MDG in etwa die gleiche Steigung, d. h. die
individuelle Form der Instabilitdtszungen, wie man sie bei kleinen g-Werten
beobachtet, verschwindet immer mehr. Collings und Douglas [58] haben dhn-
liche Untersuchungen an Ionen in einer linearen Paulfalle unternommen. Sie
beobachteten ebenfalls das Schwellenverhalten sahen aber nicht das even-
odd-staggering. Vermutlich weil die Ionen in der Paulfalle stirker gedampft
waren, sprich das schwingungsfihige System eine héhere Dampfung besaf.

Vergleicht man die Simulationen mit den experimentell bestimmten Da-
ten, die in Abb. 8.11 zu sehen sind, so stellt man als Erstes fest, dass die
simulierten Werte nicht auf einer Geraden liegen. Dies bedeutet, dass der Zu-
sammenhang in (8.38) nur als eine erste Nédherung betrachtet werden muss.

Die Berechnungen wurden unter der einfachsten Annahme einer konstan-
ten linearen Dampfung als dissipative Storung durchgefiihrt. Diese Annahme
ist zwar in erster Ordnung gerechtfertigt. Da man es mit einer realen Falle
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Abb. 8.18: Isokurven der geddimpften Mathieuschen DGI fiir den zu n = 2 gehdri-
gen Instabilitdtsbereich.

Abb. 8.19: Isokurven der geddmpften Mathieuschen DGI fiir den zu n = 3 gehdri-
gen Instabilititsbereich.
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Abb. 8.20: Isokurven der geddimpften Mathieuschen DGI fiir den zu n = 4 gehdri-
gen Instabilitdtsbereich.

Abb. 8.21: Isokurven der geddmpften Mathieuschen DGI fiir den zu n =5 gehdri-
gen Instabilititsbereich.
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Abb. 8.22: Isokurven der geddimpften Mathieuschen DGI fiir den zu n = 6 gehdri-
gen Instabilitdtsbereich.
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Abb. 8.23: Theoretisch berechnetes Schwellenverhalten fiir v = 10~*. Die y-Achse
ist logarithmisch. Aufgetragen sind die Ordnungen n =1 bisn = 8.
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Abb. 8.24: Theoretisch berechnetes Schwellenverhalten fiir unterschiedliche Ddamp-
fungen v = 0.02 bis v = 3. Die y-Achse ist logarithmisch. Aufgetragen sind die
Ordnungen n =1 bis n = 6.

zu tun hat, sind nichtlineare Glieder und quadratische Dampfungsglieder bei
einer realistischeren Betrachtung des schwingungsfihigen Systems ebenfalls
zu berticksichtigen.

Abschliefsend sollen noch einige Betrachtungen zur Genauigkeit der Be-
rechnungen angestellt werden. Streng genommen gelten die hergeleiteten Be-
ziehungen in (8.87) und (8.88) fiir [ — oo. Praktisch muss man natiirlich die
Determinante irgendwo abschneiden. Diesbeziiglich wurde beobachtet, dass
fiir grofse Dampfungswerte - in diesem Fall liegen die p-Isokurven bei grofsen
g-Werten - bereits kleine Ordnungen von [T der Hill-Determinante ausrei-
chend sind, um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen. D.h. es wurde
solange die Dimension der Determinante erhéht, bis die berechneten Isokur-
ven innerhalb der Stabilitétsgrenzen der ungeddmpften MDG lagen und sich
nicht mehr &dnderten (siche Abb. 8.25 und 8.26). Mit zunchmend kleiner wer-
dendem Dampfungswert musste die Dimension der Matrix auf [ = 30 erhoht
werden. Die Isokurven lagen jedoch immer noch aufserhalb der Stabilitéts-
grenzen der ungedampften MDG. Die Abb. 8.27 und 8.28 stellen den spezi-
ellen Fall a = n? = 9 fiir Ordnungen der Hill-Determinante von [ = 6, 8, 10
und 12 dar. Die zusétzlich eingezeichneten farbigen Kurven sind die Stabi-
litatsgrenzen der ungedampften MDG, wie sie mit dem in MATHEMATICA®
implementierten Code beliebig genau bestimmt werden kénnen.

"Die Dimension der Hill-Determinante betrigt (20 + 1) x (20 4 1) = 13 x 13.
fDies wurde beschrinkt durch die Rechenkapazitit des zur Verfiigung stehenden Com-
puters.
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Abb. 8.25: Isokurven der geddimpften Mathieuschen DGI fiir den zun =1 gehdri-
gen Instabilititsbereich bei einer Dimension der Hill-Determinante von | = 6.

1.001}

1.0005¢

0.9995¢

0.999¢

0  0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 O.001
q

Abb. 8.26: Isokurven der gedimpften Mathieuschen DGI fiir den zun =1 gehori-
gen Instabilitdtsbereich bei einer Dimension der Hill-Determinante von [ = 12.
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Abb. 8.27: Isokurven der geddimpften Mathieuschen DGI fiir den zu n = 3 gehdri-
gen Instabilitdtsbereich bei einer Dimension der Hill-Determinante von | = 6 und
I = 8. Die spitz zulaufende Isokurve stellt den Fall v = 0 dar und verdeutlicht somit
die Diskrepanz zu den Stabilitdtsgrenzen, wie sie in Abb. 8.1} dargestellt sind.
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Abb. 8.28: Isokurven der gedampften Mathieuschen DGI fir den zu n = 3 gehd-
rigen Instabilitdtsbereich bei einer Dimension der Hill-Determinante von | = 10
und | = 12. Die spitz zulaufende Isokurve stellt den Fall v = 0 dar und verdeutlicht
somit die Diskrepanz zu den Stabilititsgrenzen, wie sie in Abb. 8.14 dargestellt sind.



Kapitel 9

Zusammenfassung und
Ausblick

Im Rahmen der vorgestellten wissenschaftlichen Abhandlung konnte der
Leser sich davon iiberzeugen, welche wichtige Rolle der Penningfalle als au-
fergewohnlichem Werkzeug in der Atom- und Teilchenphysik zukommt. Mit
diesem "Teilchencontainer’ ist man zum einen in der Lage, physikalische Gro-
flen mit sehr hoher Prézision zu bestimmen. Diese Genauigkeit, die bis in
den ppb-Bereich hineinragt, erlaubt u.a. fundamentale physikalische Theo-
rien, wie z. B. die QED, auf den Priifstein zu stellen. Zum anderen kann der
Tonenkéafig als ’schwingungsfiahiges System’ bestehend aus gekoppelten quan-
tenmechanischen Oszillatoren betrachtet werden, das uns Zutritt zum Gebiet
des ,Chaos’“ bzw. der ,nichtlinearen Dynamik® verschafft. Beide Einsatz-
moglichkeiten wurden in der vorliegenden Arbeit genutzt.

Im ersten Teil der durchgefithrten Experimente wurde mit der in der
Atomphysik etablierten Methode der optischen Mikrowellen-Doppelresonanz
Spektroskopie der elektronische Landé-Faktor des Grundzustandes vom io-
nischen C'a™-System bestimmt. Der numerische Wert kann mit einer Genau-
igkeit von 4 - 10~® angegeben werden zu

97(428 )9, Ca™) = (—)2,002 256 64(9)

Die erzielte Genauigkeit ist vergleichbar mit fritheren Messungen am schwere-
ren erdalkali-ihnlichen Ba™-System, das bis dato die priziseste Messung des
elektronischen gj-Faktors in einem gebundenen System darstellt, welcher mit
Hilfe der Mikrowellenspektroskopie bestimmt wurde. Es konnte somit eine
weitere Liicke in der Bestimmung der Landé-gj-Faktoren der Grundzustéande
von erdalkali-dhnlichen Tonen geschlossen werden. Die Reihe wire mit Sr™
(Hauptquantenzahl n = 5) und Ra™* (Hauptquantenzahl n = 7) komplett.
Beim Auftragen der gj-Faktoren von He™, Be™, Mg"™, Ca’ und Ba™ gegen
die zugehorigen Hauptquantenzahl hat sich jedoch bereits ein Zusammen-
hang ergeben, der von der trivialen Annahme einer linearen Abhéingigkeit

211
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abweicht. Es wére in dieser Hinsicht interessant, theoretische Modellierungen
durchzufiihren, um herauszufinden, ob die Entwicklung des Landé-g j-Faktors
mit zunehmender Ordnungszahl bzw. Hauptquantenzahl der isoelektrischen
Reihe der II. Hauptgruppe im Periodensystem einem tiefgreifenden Gesetz
folgt. Hierzu konnte man im Rahmen des angenommenen theoretischen Mo-
dells Vorhersagen fiir die gj-Faktoren von Sr* und Ra™ machen und diese
Daten mit Doppelresonanzexperimenten an den jeweiligen Isotopen verglei-
chen.

Hinsichtlich der Untersuchungen zur nichtlinearen Dynamik von parame-
trisch angeregten gespeicherten Elektronen konnten interessante Phéanomene
studiert werden, die teilweise auch theoretisch verstanden sind. Mit zuneh-
mender Ordnung auf der a-Achse des Struttschen Diagramms wird nicht nur
die Schwelle grofser, ab der instabiles Verhalten sichtbar wird, — was bedeu-
tet, dass der charakteristische Exponent fiir das (a, ¢)-Paar imagindr wird
— sondern dieses Schwellenverhalten ist bei kleinem Wert der Dampfung
nach gerader und ungerader Ordnung n differenziert. Bei hoheren Damp-
fungen verschwindet dieses ’even-odd-staggering’ und alle Ordnungen liegen
auf einer Kurve. Das bereits in Messungen an gespeicherten ]\72Jr - und H;r -
Molekiilen in einer Paulfalle beobachtete even-odd-staggering konnte somit
als ein bei der quadrupoléhnlichen parametrischen Anregung eines schwin-
gungsfdhigen Systems vorhandenes Charakteristikum bei kleinen Dampfun-
gen bestéatigt werden. Dariiberhinaus konnte dieses Phédnomen, wie schon
erwihnt, durch eine detaillierte Analyse der Losungen der geddmpften Ma-
thieuschen Differentialgleichung auch theoretisch begriindet werden.

Schlieklich wurden die theoretischen Grundlagen gelegt, auf die bei den
geplanten Doppelresonanz-Experimenten zur Bestimmung sowohl des Landé-
gs-Faktors des geraden Blei-Isotops 2°® Pb* als auch des Kern-gr-Faktors von
207 ppt zuriickgegriffen werden kann. Die durchgefiihrten Simulationen der
Zeemanspektren sowohl der Feinstruktur (im Falle von Blei-208) als auch
der Hyperfeinstruktur (im Falle von Blei-207) sowie die Herleitung von ana-
lytischen Ausdriicken zur Bestimmung des Kern-g-Faktors, bei Kenntnis der
Ubergangsfrequenz und des ¢;-Faktors, sind als Hilfe zu den experimentellen
Durchfithrungen im Labor zu betrachten. Eine wesentliche Voraussetzung fiir
die Doppelresonanzmessungen, namlich die Speicherung von Blei-lonen im
Penningkéfig iiber einen Zeitraum von mindestens 24h, konnte im Rahmen
dieser Arbeit nicht geschaffen werden, obwohl zwei generell unterschiedli-
che Methoden bei der Ionenerzeugung angewandt wurden. Mogliche Griinde,
die vermutlich rein technischer Natur! sind, bleiben vorwiegend Spekulation
und koénnen nur durch weitere modifizierte Anldufe geklart werden. Als eine
Hauptaufgabe bleibt zu kléaren, wie sich nicht gleichméfiges Heizen der Rhe-

'Die Frage bei der Silicagel-Methode ist z. B., ob die Temperatur, die zum Austritt der
Blei-Ionen aus der Glasmatrix nétig ist, vom Mengenverhéltnis zwischen Blei-Lésung und
Matrix selber abhéngt.
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niumbénder auf die Emission von PbT-Ionen auswirkt und welchen Einfluss
hierbei die Menge an geloster ionischer Bleilosung in der Silicagel-Matrix
hat.
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Nachwort

Im Laufe der Forschungsarbeit stellt uns jede neue Erkenntnis vor neue
Fragen. Der Mensch — in diesem Fall der Naturwissenschaftler — muss im-
mer wieder feststellen, dass sich ihm jeweils nur ein Teil der materiellen
Wirklichkeit erschliefst. Es ist als wire unser 'Erkenntnishorizont” durch den
Schein einer Laterne gegeben, die jeder von uns in sich tragt. Man erleuchtet
immer nur den Teil des dunkles Raumes, in dem man sich befindet, vermag
aber nicht die Dunkelheit des ganzen Raumes zu durchdringen. Man koénnte
nun aber mit etwas Geduld schrittweise den Raum mit der Laterne abta-
sten und sich so, am Ende der Miihe, ein Gesamtbild des Raumes machen.
Der Mensch stellt jedoch recht bald fest, dass der Raum komplexer ist als
er gedacht hat und dass er sich schwertut, die gesammelten Bruchstiicke zu
einem einheitlichen Ganzen zusammenzufiigen. Er kénnte zum Schluss ge-
langen, dass der Raum womdglich keine Grenzen hat und dass die Erfassung
des ganzen Raumes in eine unerreichbare Ferne riickt. Die Frage, die sich
natiirlich dem Menschen stellt, ist, ob es trotzdem einen Sinn hat, sich auf
ein solches Unterfangen einzulassen.

Die Antwort hierauf muss ’ja’ lauten, denn auch wenn unser Wissen stets
Stiickwerk sein wird, so liegt das Bediirfnis, Antworten auf die ihn drangen-
den Fragen zu finden und nach dem Unendlichen zu greifen in der Physiologie
des Menschen. Gerade in diesem Streben begreift sich der Mensch als solcher.
Gerade dieses Streben unterscheidet ihn vom Tier.

Considerate la vostra semenza:
Fatti non foste a viver come bruti,
Ma per sequir virtute e canoscenza.*

fDante Alighieri, ,La Divina Commedia“, Inferno, Canto XXVI: , Bedenket welchem
Samen ihr entsprossen:// Man schuf euch nicht zu leben wie die Tiere,//sondern zu streben
nach Tugend und Wissen.*
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Anhang A

Technisches Datenblatt der
verwendeten Komponenten

Tonenkiifig!

Material der Hyperboloide sauerstofffreies Kupfer (OFHC)
Montagestangen Kupfer-Beryllium Legierung
Isolationsmaterial MACOR

Geometrie des lonenkéafigs zo = 9mm; rg = 12.7mm
Bohrung fiir Laserstrahl @ 3mm (& 4mm)
Transmission der oberen Kalotte T ~ 72%

Linsen in der oberen Kalotte plankonvex aus Kronglas

@ 30mm, f =23mm
(@ 50mm, f = 24mm)

Ionenquelle Ca™

Ofenmaterial zylindrische Oxidkeramik, @ 5mm
mit 4 Lochern, @ 1mm

Ofendraht Rheniumdraht @ 0.15mm

Strom zur Ionenerzeugung I=[15...23]A

Form des Isotopes metallisches Calcium, Reinheit 99,97%
4OCa

Ionenquelle Pb™

Ofenmaterial Stahlfiiffe auf einer
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Ofendraht

Strom zur Ionenerzeugung
Form des Isotopes

Elektronenquelle
Glithdraht

Heizstrom
Entfernung von der unteren Kalotte

elektronischer Nachweis fiir Elektronen
und Ionen

Nachweisfrequenz fiir Elektronen
Nachweisfrequenz fiir Ionen
Frequenzgenerator fiir Nachweisverstarker
Frequenzgenerator fiir Seitenbandanregung

Optischer Nachweis

Photomultiplier

Material der Photokathode
Verstarkung der Multipliers
Quanteneffizienz bei 866nm
Photomultiplierspannung
Dunkelzéhlrate

Erfasster Raumwinkel
Abstand der Photokathode
vom Fallenzentrum
Interferenzfilter

Gesamteflizienz der optischen

ANHANG 2

MACOR-Scheibe montiert
Rheniumbénder
Ixbxd=5x2x0.015mm3
I=[4...7TA

metallisches Blei (natiirliches Gemisch)
Reinheit 99,999% 208 Pb

thorierter Wolfram, @ 0.1mm
W: 99.4%, Th: 0.6%
I=[11...14A

15¢m (10em)

v, ~ 11.9MHz

v, ~ [62...97kHz

Rhode & Schwarz SMY 01
DS340, Stanford Research

Hamamatsu R943-02
GaAs(Cs)

V ~ 107

~ 10%

U= —-1750V

4 — Teps

8.8 — 10% von 47

[~ 1.6m
A = (866 + 15)nm
Thow = 37.5%
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Abbildung

Mikrowellenanlage fiir 40GHz

Reflexklystron
Frequenzbereich

max. Leistung
Synchriminator
Mikrowellen-Synthesizer
Frequenzbereich

Rubidium-Standard
DCF77-Empfanger

Mikrowellenanlage fiir 80GHz

Reflexklystron
Frequenzbereich
max. Leistung

supraleitender Magnet (SUMA)

Modell

max. Flussdichte
verwendete Magnetfelder
Inhomogenitét

zeitliche Drift
Raumtemperaturbohrung
Kiihlmittelverbrauch:
fliissiger Stickstoff
fliissiges Helium

Lasersystem fiir Ca™

(1) Pumplaser

219

1.5%

OKIT 40V10

(38 — 42)GHz

20mwW

DS — 30, Schomandl
1720B, Systron Donner

(2 — 18)GHz

kleinste Schrittweite 0.1 Hz
FRK, Efratom

EFR, Efratom

VRB-2111A, Varian
(80.25 — 82.5)GHz
300mW

MAGNEX Scientific

B~ 6.99T

B ~ 1.4342T und B ~ 2.8736T
<1-10""em™3 bei @ 3mm und [ = 10mm
<10710/p

@ 89mm, [ = 90cm

~ 14l pro Tag
~ 8l pro Woche

Coherent Innova 200
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Laserart

max. Leistung des Pumplasers
(2) Laser

Laserart

Verdopplungskristall

max. Leistung bei 397nm
spektrale Bandbreite

Laser Intensity Stabilizer

Modell

Abmessungen
Spannungsversorgung
Maximaler Input an Laserleistung
Apertur fiir Laserstrahl
optische Transmission bei
325nm

442nm

minimale Transmission
DC Stabilitat

AC Rauschuntergrund

iDie Daten beziehen sich auf die fiir die Messungen an Ca™ verwendete Falle. In runden

ANHANG 2

Argon-lonen Laser, cw
15W

Coherent 899-21

Titan Saphir Laser, cw
LiJOs

3mW

< 1MHz

LS-PRO

11”7 x 3,5” x 4,25" inch
18V AC, 500mA
25mW

g 2mm

60%

68%

< 5% der optischen Transmission
< 0,025% rms tiber 8h
—132dB/\/E relativ zu einem
10mW He-Ne-Laserstrahl

Klammern stehen bei Abweichung die Daten, die sich auf die *Pb™-Falle’ bezichen.



Anhang B

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Im Folgenden sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten zur Bestimmung der
Verzweigungsverhiltnisse bei den Ubergingen im Cat-Niveauschema be-
rechnet. Die Tabelle, die dieser Rechnung zugrunde liegt findet sich z. B
bei Condon und Shortley [60]. Lediglich folgende Umbenennungen der Para-
meter sind bei einem eventuellen Vergleich vorzunehmen:

Jeq  Jei Aelh
my < my;; my e m; g ma
Ausgangspunkt ist die von Wigner berechnete Tabelle fiir Dipoliibergéinge
(siehe Tabelle B.1), d.h. A = 1.
Der 4?P;/; — 4281/2-ﬂ'bergang

Feste Parameter sind J = %, A=1,J = % und my = —%. Dann folgt
fiir die eingezeichneten Ubergiinge:

J’ g=1 q=0 qg=-—1
J1 (J+m/;)(J+m/,+1) (J—m/})(J+m/;+1) (J—m/))(J—m/;+1)
2J+1)(2J+2) @2J+D)(J+1) 2J+1)(27+2)
J _\/ J+m/))(J—m/;+1) m’, (J—m/})(J+m/;+1)
2J(J+1) J(J+1) 2J(J+1)
(J—m/))(J—m/;+1) (J—m/})(J+m’}) (J+m/,+1)(J+m/;)
J—1 \/ 2(J](2J+1)J _\/ J(§J+1) - 23(2J+1) -

Tab. B.1: Von Wigner hergeleitete Clebsch-Gordan-Koeffizienten
(J,1,myz,q|J',m/;) fiir Dipoliiberginge.
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(b) fiir m/; =—3%,¢=0 X
= <%717_%70’%7_%> = 2 = \/g

-——2—
\/ 3(3+1)
Hieraus ergibt sich fiir das Verzweigungsverhaltnis:

T S ON PRTET TS\

Der 4°Pq/5 — 32D3/2-ﬂ'bergang

Feste Parameter sind J = %, A=1,J =2 und my = —
fiir die eingezeichneten Ubergéinge:

(a) fiirmf,:%,qzl

(b) fiir m/; = —1,
q=20
T (L (L 1,
- G- - (SR
(c) fiir m/), =-3,g=-1

(z+2)(5+3+1) _ /3

1 1 3 3\ s 2)\& <2 ) __ 2
= <§717_§7_1‘§’_§> - \/(2,%+1) (2.%+2> o 3

Hieraus ergibt sich fiir das Verzweigungsverhaltnis:

a:b:c:%:%:%@‘a:b:c:1:2:3‘

Der 3?°Dj/» — 4281/2-ﬂ'bergang

(a) fiir m, =3, my=3,¢=-1
3,1 3,1
Loeos o [t (Gra) Jh
2002 22 2.%(2%“ 2

1\/3, 1
31 1L 1y—_ /(TE)(§+§) __ /1
:><2717270’272>_ %(2.%+1) - 3
(c) furmf]—%,mJ:—%,qzl
3 1 3 1
50 1y GG
:><2717 271’272>_ 2.%(2.%+1) - 6

ANHANG B

. Dann folgt
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Hieraus folgt fiir die Verhéltnisse der beiden Verzweigungsgruppen:

a:b:c=

d:e: f=

= N[

W= W=
N|—= O

& ‘a:b:c:3:2:1‘ und
& ‘d:e:f:1:2:3‘







Anhang C

Theoretische Beschreibung der
Seitenbandstruktur im
Zeeman-Resonanzspektrum

Das Wiener-Khintchine-Theorem besagt, dass die sog. spektrale Leistungs-
dichte P(w, wg) durch Fouriertransformation der Korrelationsfunktion Gy (7)
folgt:

1 T ;
P(w,wo):;/qu(T)eMOTdT (C.1)

mit
E,-E,
h
die Mikrowellen-Resonanzfrequenz des induzierten Zeemaniiberganges. Die

Korrelationsfunktion in (C.1) ist definiert durch:
Gop(T) = Agp < H(t+T7)H(L) > (C.2)

9(t) ist das Mikrowellenfeld und Ag, ist eine Konstante, die die Matrixele-
mente der magnetischen Dipolmomente der gespeicherten Ionen beschreibt.
Anschaulich kann man sich die in (C.2) definierte Korrelationsfunktion fol-
gendermafsen plausibel machen: Man schaut sich zwei Momentaufnahmen in
der Bewegung der Ionen an, die zeitlich um 7 versetzt sind und fragt dann,
wie diese beiden Momente zusammenhangen, miteinander korreliert sind.

Aufgrund der speziellen Geometrie der Penningfalle bildet sich das Mi-
krowellenfeld als zylindrische TEy;,, Mode aus, wobei n = 3 ist [263|. Die
axiale und die radiale Komponente des Mikrowellenfeldes hat dann folgende
Form [197]:

wo =

H,=H; - Jo(k1-r)cos(ks - z)coswt (C.3)
H, = Hy - Jy(ky - 7)sin(ks - z) cos wt (C.4)
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Hierbei sind Jy, J; die Besselfunktionen 1. Art mit ganzem Index [104]

B 0 (=1)F 2\ n+2k
Iul@) = kg kl(n + k). (5)

und kq bzw. k3 stehen in Beziehung zu den geometrischen Abmessungen der
sich im Innern des Kéfigs ausgebildeten Mikrowellen-cavity r. und z., die
sich aus den Randbedingungen des stehenden Mikrowellenfeldes ergeben:

=20 und k= o©

Te 22

mit zo die erste Nullstelle von Ji ().
Das Mikrowellenfeld folgt dann als Superposition des axialen und des
radialen Anteiles:

H(t) = H, + H, (C.5)

Die Bewegung der Ionen ist gegeben durch die bereits in Abschnitt 2.1 her-
geleiteten Beziehungen:

z = |A;|{cos(w,t) + sin(w,t)} (C.6)

und

r= Ve P = VIR F A + 2 AL [A cosl(wy —w )l (C.7)

wobei 0. B.d. A. ¢ = ¢_ = 0 gewdhlt wurde. Mit diesen Vorgaben erhélt
man fiir die Korrelationsfunktion in (C.2)

A A .|
G = Ay [das] [dA] [ da] 5@+ (AL AL 1A
0 0 —|A;|

(C.8)
Da man annimmt, dass nach einer endlichen Speicherzeit die Ionen im ther-
mischen Gleichgewicht mit der Umgebung sind, wird fir n die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung angesetzt:

1 [(mlwy —w_)? €V,
DAL AL |AL]) = no - eap {—— (M n 7) (A2 + 1A P%)

KT >
2
+ (mwz + ev;) \AZP]
20

2
Bevor nun die Fouriertransformierte berechnet wird, werden die Ausdriicke
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n (C.3) und (C.4) mit Hilfe des Neumannschen Additionstheorems [109]
Jo(ki-7) = Jo(k - [A])Jo(ka - [A-])
¥ 2ZJ AL Tnlr - AL - cosf(ws — )]
Ji(ky-r) = Ju(k - [A4]) Ju (k- [A-])

+2ZJ L LA T (B - JAZ) - sinf(n 4 1) (wy — w0 )]

und der Darstellung der trigonometrischen Funktionen als Fourier-Bessel-
Reihen [104, 109]

cos (k3| A;|sinw.t) = Jo(k3|A|) + 2 Z Jon (k3| Az]) cos(2nw,t)

n=1

sin (k3| A, |sinw,t) = 2 Z Jon—1(ks|A;])sin((2n — 1)w,t)

n=1

cos (k3| A.|cosw,t) = Jo(ks|A.|) —1—22 )" Jon (k3| Az|) cos(2nw,t)

n=1
9]

sin (kg|Az| coswzt) =2 (=1)" ' Jop 1 (ks| A.]) cos((2n — 1)w.t)

umgeschrieben. Es folgt dann fiir den axialen bzw. radialen Anteil des Mi-
krowellenfeldes:

H. = H1{J0(k‘1 A4 ])Jo (k1 - [A-])
+QZ Jn (k1 - [Ag]) In (k1 - [A-]) - cos[n(wy — w)t]}

{[JO ks A.|) —1—22 )" Jon (k3] Az|) cos(2nw,t )]

n=1

(C.9)

n=1

. [JO(kglAz\) +2 Z Jon (k3| AL|) cos(2nwzt)]
~ [2 > (=1 o (ks|Azl) cos((2n — 1)wzt)]
n=1

: [2 io: Jon—1(ks|A,|) sin((2n — 1)wzt)] } - cos wt

n=1
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und

H, = ﬁl{Jl(kl AL T (k- |A])
+22J AL Jnga (k- [A-]) - sinf(n + 1) (wy —w—)t]}

X { [2 Z(—l)”_ljgn_l(kg\AZ]) cos((2n — 1)wzt)]

=t . (C.10)
. [J()(k‘3|AZ|) + 2 Z Jzn(k‘3|Az|) COS(QTZu)Zt)]

n=1

+ | Jo(ks|Az)) +2Z 1) Jon (k3| A,|) cos(2nw.t )]

n=1

12 i Jon—1(ks|A,|) sin((2n — 1)wzt)] } - cos wt

n=1

O.B.d. A. kann man in Gl (C.8) t = 0 withlen. Weiterhin ist es ausreichend
nur das Integral iber 7 auszufiithren, da man lediglich an den Positionen der

Seitenbénder im Frequenzspektrum interessiert ist. Aus Gl. (C.1) ergibt sich
somit:

) [Ay] |[A_| [A]
P(w,w0) = = / dlA,] / dIA_| / dIAL] $(0) 7 / B(r)e dr
0 0 —|A.|
) [At] [A_| |Az]
L [ga, / dA_| / dJA,] 5(0) 7
0 0 Y
x / {<H1J0<k1rA+r>Jo<k1\A_DJo(kgrAz\)

+ 2H Jo (k| Ay ) Jo (R |A-]) D (1) Jon (k3| Az|) cos(2nw.T)
n=1
+2J0 (ks| A=) Y~ T (ki | Ay )T (ka|A-|) cos(n (w+—w)7')>
n=1

. <J0(k3]A ) —1—22 ) Jon (k3| Az|) cos(2nw,T ))
n=1
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— 4H Jo (k1A |)Jo (k1| A-])

X Z (=1)" o1 (k3| Az|) Jom—1 (k3| Az]) cos((2n — 1w, 7) sin((2m — 1)w.T)

n,m=1

-8 Z T (k| A ) T (Rt | A= [) Jam—1 (ks A=) (= 1) Jora (ks | Az))

n,m,l=1
cos(n(wy —w_)7)cos((2m — 1)w,7)sin((2l — 1)w,7)
+ 2ff1<]1(1€1|14+|)Jl(’<?1|J‘L|)<]c)(1€:3|f4z|)

X Z )" o1 (k3] AL|) cos((2n — 1)w.T)
+4H1J1(k1|A+|)J1(k:1|A,|)

X Z (= 1) a1 (k3| AL|) Jom (k3| AL|) cos((2n — 1)w,7) cos(2mw,T)

n,m=1

+4Jo(ks|Al) D Ta(ka| Ay ) Jugr (Ba|A-)(=1)™ " Jag 1 (ks| A)

n,m=1

-sin((n + 1)(wy —w_)7)cos((2m — 1)w.7)

+8 Y Tulka|Ag )T ([ A (=)™ Tam1 (k| Az |) Jau (s | A )

n,m,l=1

sin((n + 1)(wy — w_)7) cos((2m — 1)w,7) cos(2lw,T)

+ 2Jo (k3| Az)) Y Jon-1 (ks A.]) sin((2n — 1)w,7)

n=1

+4 Z ) Jon (k3| Az|) Jam—1(ks|Az|) cos(2nw,T) sin((2m — 1)wZT)} - cos(wr) - 0T dr
n,m=1

(C.11)

Bezeichnet F(w) = Z|[f(z)] die Fouriertransformierte einer Funktion f(z)
so lassen sich die Fouriertransformationen der trigonometrischen Funktionen
in (C.11) mit Hilfe der folgenden Hilfsformeln berechnen:

Flsin(a - z)] = .7 | lim sin(a - z)e "®

p—o0

bzw. hieraus folgend

Fle"] =V2rd(w+¢) mit c€eR,
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und man erhalt schliefflich mit der Definition

|4+ |A_| ||

A:@ Jaial [aay [ aaiso

0 0 —|Az|

das Endergebnis:

P(w,wo) = A [HlJo(kllAH)Jo(k‘llAI)Jo{(Jo(kslAzl))25(w — o)

+ (2J0(1€3|Az|)ZJ4n(k3|Az|)+4 D (1) o (ks A ) o (k3| Az

n=1 n,m=1

—4 Z (—1)”7{]2",1(k‘3|Az|)J2m,1(k‘3|Az|))(5(&) - (UJ() + 27%02))}

n,m=1
+2(Jo(k3|A21))? % D (=1)" Tan (k1 |A]) Jon (K1 |A—])
n=1

X 0(w — (wo £ n(wy —w-)))

+ {4Jo(k3|Az|) Y (D" (k| A ) T (R [ A ]) Jam (K3 Az

n,m=1

+8 ) JalkiA]) Ja(ka| A=) (1) Jom (k3| Az|) Joy (k3| A1)

n,m,l=1

-8 ) Jn(k‘1|A+|)Jn(’<¢1|A|)(—1)m1J2m1(k3|Az|)le—1(k3|Az|)}

n,m,l=1

X <5(w — (wo £ n(wy —w-) £2nw,)) + 6w — (wo Fn(ws —w-_) + 2nwz))>

e}

+ 2Jo(k3Az){fflJl(k1|A+|)J1(k1|A|) D (=1 g (ks Azl

n=1

+ Z JQn—l(kB‘Az’)}é(w - (WO + (27l - 1)wz))

n=1
9]

+ {4ﬁ1J1(1€1|A+|)J1(’<?1|A|) > (1" an-1(ksl Azl) Jam (k3| Azl)

n,m=1

+4 Z (—1)n_1JQn(k53|Az|)JQm1(k3|Az|)}

n,m=1

X (5(w —(wox(2n+m) —Dw,)) + d(w — (wo F (2(n +m) — 1)wz))>
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+4Jo(ks|A) D Ta(kal Ay ) Jnia (Ba| A ) (=1)™ " Jam 1 (k3| Az))

n,m=1

X (5(w —(woE(n+1)(wy —w_) £(2m — 1w,))
+ 0w —(woF (n+1)(wy —w_)+(2m — l)wz))>

+8 Y Tk Ay )i (ki A (=1 Jom 1 (ks Az ) Jou (s | A

n,m,l=1
X {5(w —(wot(n+1)(wy —w_) £ 2(Mm+1) — 1)w,))

0w — (w0 F (n 4+ 1)ws — w0 ) % (2(m +1) — 1)ws)
0w — (o F (1 4+ 1wy —w ) F (2m 1) — Dws))
60— (0 F (14 1wy —w ) F (2(m +1) — Dws))
+ow—(woxt(n+1)(wy —w_) F2(m—1) — 1)w,))
+o(w—(wot(n+1)(wyr —w_) £ 2(m—1) — 1)w,))
0w — (o (n 4+ 1)ws —w ) F (2m +1) — 1w2)

T 6w — (wo F (n+ Dwy —w_) £ (2(m — 1) - 1>wz>>}]
(C.12)

Die wichtigen Terme, auf die man in der Losung (C.12) das Augenmerk
richten sollte, sind die d-Distributionen. Nach Zusammenfassung der redun-
danten Ausdriicke, erhélt man als Ergebnis fiir die Positionen der im Mikro-
wellenspektrum auftretenden Seitenbénder folgende Ausdriicke:

[1] w=wp £ 2nw,

2] w=wyx (2n - 1w,

[3] w=wyEtn(wy —w_)

[4] w=wyEtn(wy —w_)+x2mw,

5] w=wyFn(wy —w_)+2mw,

6] w=wyEtn(lwy —w_)x(2m — 1w,
[7] w=wyFnlwy —w_)x(2m — 1w,

mit n,m e N\ {0}






Anhang D

Herleitung der
Bewegungsgleichung fiir die
Kollektivbewegung einer
Elektronenwolke in einer realen
Penningfalle

Im Folgenden wird die Bewegungsgleichung eines Ensembles von gespei-
cherten Elektronen in einem realen Penningkéfig betrachtet, in Anwesenheit
einer parametrischen Anregung gegeben durch eine periodische sich auf die
axiale Schwingung auswirkende Kraft. Das elektrostatische Potential, das die
Elektronen in einer realen Penningfalle erfahren, kann als Multipolentwick-
lung einer Legendre-Reihe angesetzt werden:

[e’e) r k
®(|7]) = Uol;(?k (E) Py(cos 0) (D.1)

wobei Uy > 0 ist, da negative Teilchen gespeichert werden. Das Speicher-
potential unterscheidet sich gegeniiber dem in Glg. (2.18) insofern, als dass
nun auch ungeradzahlige Ordnungen zum Quadrupol-Speicherpotential be-
riicksichtigt werden. Bricht man nach dem Oktupol-Anteil ab, so folgt fiir
die Bewegungsgleichung:

R e -
mog | Y =Fp+Fo+Fy+Fo=F (D.2)
z

wobei die Indizes respektive fiir die Dipol- ('D’), Quadrupol- (’Q’), Hexapol-
("H’) und Oktupol-Anteile ("O’) stehen. Nach einiger Rechnung erhélt man
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fiir die einzelnen Anteile die nachfolgenden Ausdriicke:

0
— C
Fp=—eUy—= | 0 (D.3)
T0 1
. C *
Fy=—elUp—2 | v (D.A4)
"o —2z
- c 2
Fy = _36U07“_§ 2y (D.5)
S\ L@y - 22
o %sz — %x(:ﬁ + %)
Fo = —4elp— sy2? — 2y(z? +y?) (D.6)
0 Sa2(x? 4+ y?) — 28

Fiigt man nun noch die duftere Anregung Vj coswt zur statischen Speicher-

spannung Uy hinzu, so erhélt man mit der {iblichen Transformation 7 = %

2
folgende Bewegungsgleichung;:
d? x a 0 >
2|l v ]= (5 — g cos 27') roCi| 0 | +2C2 | 4
z 1 —z
1 2x
+ —3C3 2y (D.7)
T
0 %(xz +y?) — 22
1 %sz — %x(xz + %)
+—40y | 592 — y(=® + ¢?) },
o %z(mQ +y?) = 23
wobei folgende dimensionslose Parameter eingefiithrt wurden:
8ely 4eVp
= = D.8
“ mw?r} 1 mw?r} (D8)

Diese Gleichung bezieht sich nur auf ein einzelnes Elektron. Bei einem En-
semble aus N Teilchen muss noch die Coulomb-Wechselwirkung berticksich-
tigt werden:

il R N G hls)
) — D.J9
Tz | Y dreg Z |7 = g (D-9)
i,j=1
i#£j

1

Es ergibt sich also fiir die vollstdndige Differentialgleichung, die die Bewe-
gung von N Elektronen in einem realen Quadrupolkéfig beschreibt, wobei als
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Storung zum idealen Quadrupolpotential die Ordnungen k£ = 3 und k£ = 4

berticksichtigt werden:

2 T 0 z
d a 2
= A B (5 — g cos 27') roC1 | 0 | +2Cy 5
1 -z
1 2T
+ 7“_303 X 2y
0 5(362 4 y2) _ z2
3,52 _ 83..0,2 4 2
1 swzt — ga(z® +y°) N (7 — 7))
+ 40| gy - Wt ty?) | e Y A
0 10?4 y?) - 2 =R
1<)
(D.10)
mit der Definition « := Wlorg. Will man nun zusétzlich Dampfungen
0

bertiicksichtigen, so kommen in erster Linie drei Terme in Frage:

(1)

(2)

(9)

Nichtlineares Glied: ¢

d
Lineare Dampfung;: T
-

Quadratische Démpfung: 7| ¢

€y
Yi
2
3
i
3
i
3
i
@2 @
2 |sgn| v
22 z

Nach Hagedorn [113] hat das nichtlineare Glied keinen Einfluss auf die Breite
der Instabilitdtsbereiche, wihrend die lineare Dampfung die Instabilitétsbe-
reiche verkleinert, und zwar derart, dass die Instabilitdt erst oberhalb eines
bestimmten Schwellenwertes eintritt. Weiterhin hat die quadratische Damp-
fung in erster Ordnung ebenfalls keinen Einfluss auf die Begrenzung der
Instabilitdtsbereiche der Mathieuschen Differentialgleichung.

Fiir die weitere Rechnung wollen wir uns auf die Schwerpunktsbewe-
gung, d. h. die Kollektivbewegung der gespeicherten Elektronen beschréanken.
Weiterhin betrachten wir nur die axiale Bewegung (d.h. X =Y = 0). Die
Schwerpunktskoordinaten der Teilchenwolke ist definiert als:

R=

X

(D.11)
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die mit den Relativkoordinaten in folgender Beziehung stehen:

&i ; X .
m |=1wv |-|Y |=ri—-R (D.12)
Gi Zi z
Definitionsgeméf ist
N &
Sl m | =0 (D.13)
=1\ G

Bei Betrachtung der Kollektivbewegung verschwindet der Coulomb-Wechsel-
wirkungsterm. Aus Gl. (D.10) ergibt sich somit, wenn man die radiale Ab-
messung der Penningfalle ry als Einheitsmaf nimmt:

3
2+ N\ = (— —qcos27') {Cl —205Z + 503 < ,02 > —3C3 < 22 >

2
(D.14)
+6Cy < zp® > —4Cy < 2° > }
wobei folgende Abkiirzungen bzw. Definitionen eingefiihrt wurden:
| N
W)= tat ) = 3 oot (.15)
1 X
(2p?) = 5 Db} (D.16)
i=1
1 X
=5 > 7 (D.17)
i=1
| N
=+ > # (D.18)
i=1

Fiihrt man nun die sog. rms-Radien der Elektronenwolke in der z-, y- und
z-Richtung mit Hilfe der Relativkoordinaten in (D.12) ein

2 1 Y 2
2 1 §N 2
2 1 Y 2
r, = N Z':E : C’L (D21)
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wobei
1N
2o LS @) D.22)
i=1

so konnen die Gleichungen (D.15)—(D.18) umgeschrieben werden:

(%) =17 (D.23)
N N
(2p%) =Zr}+> GG+ D} (D.24)
i=1 =1
() =2 +72 (D.25)
N
(%) =2%+32r2+> ¢ (D.26)
=1

Um die Glg. (D.24) und (D.26) weiter umzuformen sollen folgende Annah-
men gemacht werden: Zum einen soll die Elektronenwolke symmetrisch genug
sein, dass

gilt. Zum anderen sei die Bewegung der Teilchen in allen drei Raumrichtun-
gen unkorreliert, d. h. die Relativbewegung der Elektronen in der Wolke soll
in radialer und axialer Richtung unabhéngig sein:

N N N N N N
DNEG=D =) Ga=>_Cn=> m&=> n¢=0
=1 =1 =1 i=1 =1 =1

Somit erhélt man fiir die Glg. (D.14), wenn man nach Potenzen von Z ordnet:
.. . a Tg 2
7402 = (5 —qcosQT) CL+3Cs £~

2
. <202 — 120, <%” . r2>> Z - 30572 - 40423}

Aufgrund der geometrischen Form der im Experiment verwendeten Penning-
falle und dem sich hieraus ergebenden Quadrupolpotential lassen sich folgen-
de Annahmen machen:

(D.27)

Ci=0
Cy=1

r, =

g
Sl
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so dass man als Endergebnis fiir die Bewegungsgleichung der Kollektivbewe-
gung in axialer Richtung angeben kann:

2+72 = (§ - qeos27) {22 - 3Cy2* — 4C4Z°) (D.28)

Man erkennt, dass sich bei Vernachlassigung der nichtlinearen Terme in Z
die gedampfte gewohnliche Mathieusche Differentialgleichung ergibt:

Z+ N = (—a+2qcos2r)Z (D.29)
wobel mit den Definitionen wg = —2¢% ypd F = 29 fiir die Parameter a
mro m’r‘o
und ¢
<2wz)2 oF
a=|— und ¢ =—
w

folgt.
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erforschen die Libido eines VVokals,

ermitteln die Liebhaberwerte unserer Konsonanten?

MuB ich

mit dem verhagelten Kopf,

mit dem Schreibkrampf in dieser Hand,
unter dreihundertnéchtigem Druck
einreillen das Papier,

wegfegen die angezettelten Wortopern,
vernichtend so: ich du und er sie es

wir ihr?
(Soll doch. Sollen die anderen.)

Mein Teil, es soll verloren gehen.®
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