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Zusammenfassung

Mischphasenwolken sind durch die Koexistenz von flüssigen Wassertropfen und Eiskris-
tallen gekennzeichnet. Da flüssiges Wasser und Eis verschiedene Sättigungsdampfdrücke
besitzen, ist diese Mischung thermodynamisch nicht stabil. Es findet eine Wechselwirkung
zwischen den Hydrometeoren durch Diffusion von Wasserdampf sowie Wärmeleitung
statt. Hierbei können die vorhandenen Eiskristalle auf Kosten der Tropfen anwachsen,
was als Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozess bezeichnet wird. Dieser Prozess tritt in
Mischphasenwolken häufig auf und kann zur Bildung von Niederschlag beitragen, was
dessen physikalisch konsistente Modellierung erforderlich macht.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine physikalisch konsistente Parametrisierung des Wegener-
Bergeron-Findeisen-Prozesses zu entwickeln, die sich in grob aufgelösten Modellen zur
Wettervorhersage einsetzen lässt. Zunächst werden hierzu die Wachstumsgleichungen
untersucht, welche das Diffusionswachstum eines einzelnen Hydrometeors modellieren.
In der klassischen Maxwell-Theorie werden diese Wachstumsgleichungen durch weitere
Annahmen vereinfacht, weshalb die Maxwell-Theorie rekapituliert und die getroffenen
Annahmen herausgestellt werden. Schliesslich wird eine asymptotische Lösung der
Wachstumsgleichungen beschrieben.

Der nächste Schritt besteht in der Formulierung der notwendigen Modellgleichungen,
welche die Interaktion der Hydrometeore durch Diffusion beschreiben. Für einen Spezial-
fall wird die Existenz einer eindeutigen Lösung der Modellgleichungen gezeigt. In einem
Referenzmodell werden die Modellgleichungen numerisch approximiert. Hierbei wird zur
räumlichen Diskretisierung eine Finite-Elemente-Methode auf einem an die Hydrome-
teore angepasstem Tetraedergitter verwendet. Die Interaktion der Hydrometeore wird
durch Simulationen mit dem Referenzmodell veranschaulicht. Um die Anpassung des
Tetraedergitters an die Hydrometeore zu vermeiden, wird eine räumliche Diskretisierung
mit der verallgemeinerten Finite-Elemente-Methode vorgeschlagen. Aus konzeptioneller
Sicht werden hierbei zusätzliche Funktionen in den Approximationsraum der Finite-
Elemente-Methode eingefügt, welche die gesuchte Lösung in der Nähe der Hydrometeore
approximieren.
Mithilfe von Simulationsresultaten des Referenzmodells wird eine Parametrisierung

des Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozesses für Bulk-Mikrophysik Parametrisierungen
entwickelt. Diese berücksichtigt die inhärente Lokalität des Prozesses und trägt daher
zur physikalisch konsistenten Repräsentation bei. Die Parametrisierung wird in ein
Luftpaketmodell integriert, womit idealisierte Simulationen durchgeführt werden. Es
zeigen sich ähnliche Effekte wie in der Literatur dokumentiert, beispielsweise ist der
Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozess in Abwinden deutlicher ausgeprägt als in Auf-
winden. Zuletzt werden die weiteren Schritte zur Eingliederung der Parametrisierung
in ein grösseres Modell zur Wettervorhersage skizziert, das die Mikrophysik in einem
statistischen Sinne berücksichtigt.
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Abstract

Mixed-phase clouds are characterized by the coexistence of liquid water droplets and
ice crystals. This composition is thermodynamically unstable because liquid water and
ice have different saturation vapour pressures and diffusion of water vapour as well as
heat conduction occurs. This allows ice crystals to grow at the expense of the droplets,
which is called Wegener-Bergeron-Findeisen-process. This process is frequently active
in mixed-phase clouds and may contribute to precipitation. Therefore, a physically
consistent modelling is necessary.
The goal of this thesis is the development of a physically consistent parametrisation

of the Wegener-Bergeron-Findeisen-process, which may be employed in models for
weather forecasts with coarse resolution. To achieve this goal, first the growth equations
describing the diffusional growth of a hydrometeor are analysed. Because those equations
are simplified in classical Maxwellian theory, the theory is reviewed and the assumptions
are emphasized. Finally, an asymptotic solution of the growth equations is derived.

In the next step, the governing model equations are formulated describing the interac-
tion of hydrometeors by diffusion. Existence and uniqueness of an exact solution is shown
for a special case. Within a reference model the model equations are approximated
numerically. For the spatial descritization a finite element method is utilised on a tetra-
hedron mesh which is fitted to the hydrometeors. The interaction of the hydrometeors
is illustrated by simulation results obtained with the reference model. In order to avoid
the fitting of the mesh to the hydrometeors, a spatial discretization with the generalised
finite element method is proposed. This method consists in adding special function
into the approximation space of the finite element method, approximating the solution
locally around the hydrometeors.

With the help of simulation results obtained by the reference model, a parametrization
for the Wegener-Bergeron-Findeisen-process in bulk parametrizations is developed. It
includes the locality of the process and therefore contributes to its physically consis-
tent representation. The parametrization is introduced into a parcel model. Parcel
model simulation results show a similar behaviour as previous studies report, e.g. the
Wegener-Bergeron-Findeisen-process is more pronounced in downdraughts compared
to updraughts. Finally, the next steps for an integration of the parametrization in a
larger model for weather forecasts are outlined, which represents microphysics only in a
statistical sense.
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Kapitel 1

Einleitung

Dem Anwenden muss das
Erkennen vorausgehen.

(Max Planck, 1858 – 1947)

Wolken sind ein vertrautes Phänomen in der Atmosphäre. Sie treten sehr häufig auf und
bedecken zu einem grossen Anteil die Erde (Hobbs, 1993, Kapitel 4). Die Wolke selbst ist
ein Gemisch, bestehend aus kleinen Partikeln kondensierten Wassers in der Luft (Wang,
2013, Kapitel 1). Das kondensierte Wasser ist hierbei aufgeteilt auf flüssige Tropfen und
Eispartikel. Daher lassen sich Wolken in drei Typen unterteilen: Wasserwolken, Eiswolken
und Mischphasenwolken. Eine Wasserwolke besteht lediglich aus Tropfen von flüssigem
Wasser, eine Eiswolke aus Eiskristallen und in einer Mischphasenwolke sind sowohl
flüssige Tropfen als auch Eiskristalle vorhanden. Der Sammelbegriff für Wolkenpartikel,
die mehrheitlich aus flüssigem Wasser oder Eis bestehen, ist Hydrometeor.
Die genannten Wolken treten in der unteren Schicht der Erdatmosphäre auf, der

Troposphäre. Diese enthält über 99 % des gesamten atmosphärischen Wassers und damit
auch die Wolken. Abhängig von der geographischen Breite, besitzt die Troposphäre eine
Höhe zwischen 8 km und 16 km (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 2.3.1). Sie zeichnet
sich durch einen Temperaturabfall mit zunehmender Höhe aus. Die nächsthöhere atmo-
sphärische Schicht heisst Stratosphäre und die Grenze zwischen diesen beiden Schichten
wird durch ein Temperaturminimum ausgezeichnet, denn in der Stratosphäre steigt
die Temperatur mit der Höhe wieder an (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 2.3.1). In
höheren Schichten oberhalb der Troposphäre können ebenfalls wolkenähnliche Strukturen
existieren, beispielsweise polare Stratosphärenwolken. Diese bestehen allerdings nicht
hauptsächlich aus Wasser (Wang, 2013, Kapitel 1.2).

Aufgrund der Temperaturabnahme mit zunehmender Höhe in der Troposphäre, treten
Wasserwolken im unteren Teil und Eiswolken im oberen Teil der Troposphäre auf. Da
Mischphasenwolken sowohl flüssige Tropfen als auch Eiskristalle enthalten, treten diese
im mittleren Teil der Troposphäre auf, zumeist in Höhen oberhalb der Temperaturgrenze
von 0 ◦C. Mischphasenwolken sind auf der Erde ein häufiges Phänomen (Zhang u. a., 2010;
Korolev u. a., 2003). In der Arktis machen diese Wolken im Sommer sogar einen Anteil
von 50 % aus (Mioche u. a., 2015). Der Fokus dieser Arbeit liegt auf Wachstumsprozessen
von Hydrometeoren in Mischphasenwolken.

Obwohl in Mischphasenwolken die Temperatur üblicherweise unter 0 ◦C liegt, ent-
halten sie einen wesentlichen Anteil flüssiger Tropfen. Tatsächlich kann Wasser bis zu
einer Temperatur von knapp über −40 ◦C flüssig bleiben. Flüssiges Wasser mit einer
Temperatur unter 0 ◦C wird unterkühltes Wasser genannt. Dieser Zustand ist allerdings
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ein metastabiler Zustand, denn die thermodynamisch stabile Phase in diesem Tempera-
turbereich ist die Eisphase (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 6). Je näher die Temperatur
von unterkühltem Wasser bei −40 ◦C liegt, desto höher ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sich im flüssigen Wasser ein stabiler Eiskeim bildet, welcher das flüssige Wasser gefrieren
lässt. Ein solcher Eiskeim ist durch eine zufällige, eisähnliche Anordnung der Wassermo-
leküle oder eine andere Substanz gegeben (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 9). Je grösser
die vorhandene Wassermenge ist, desto wahrscheinlicher wird die Bildung eines Eiskeims
und damit auch das Gefrieren des flüssigen Wassers. Dies erklärt, dass beispielsweise ein
See bereits ab 0 ◦C eine Eisschicht ausbildet, denn die zur Verfügung stehende Wasser-
menge ist um ein Vielfaches grösser als die eines Wolkentropfens. Entsprechend hoch
ist die Wahrscheinlichkeit für die Bildung eines Eiskeims. Die Wassermenge in einem
Wolkentropfen hingegen ist deutlich kleiner und der Tropfen kann lange als unterkühlter
Tropfen existieren. Aus diesem Grund kann eine Wolke auch bei Temperaturen unter
0 ◦C viel flüssiges Wasser in Form von Tropfen enthalten.

Eine wesentliche Motivation für das Studium von Wolken ist die Erklärung und Vorher-
sage von Niederschlag. Es ist bekannt, dass ein Teil des Niederschlags aus Wasserwolken
fällt (Devenish u. a., 2012). Dieser wird als warmer Niederschlag bezeichnet, da bei
dessen Entstehung kein Eis beteiligt war. In den Tropen erreicht der Anteil des warmen
Niederschlags sogar einen Anteil von 70 % (Lau und Wu, 2003). Für die Entstehung
von warmem Niederschlag ist die Bildung von Regentropfen notwendig, die im Vergleich
zu Wolkentropfen um den Faktor 100 grösser sind. Regentropfen entstehen durch das
Kollidieren und anschliessende Zusammenfliessen von kleineren Tropfen (Rogers und
Yau, 1989, Abbildung 6.1 und Kapitel 8).

Im Gegensatz zu warmem Niederschlag, kann Niederschlag auch unter Beteiligung
von Eis gebildet werden. Offensichtlich ist bei Schneefall oder Niederschlag in Form
von Graupel die Eisphase beteiligt. Allerdings kann auch flüssiger Regen durch fallende
Eiskristalle verursacht werden, wenn diese beim Fallen zwischen der Wolkenunterkante
und dem Erdboden schmelzen. Durch die Beteiligung des Eises sind die möglichen
Entstehungsmechanismen für den Niederschlag vielfältiger. Daher wird vermutet, dass
dieser den Anteil des weltweiten Niederschlags dominiert, was die Bedeutung von
Mischphasenwolken unterstreicht. Ein Hinweis für die Richtigkeit dieser Vermutung für
den Niederschlag über den Kontinenten wird in Mülmenstädt u. a. (2015) gegeben.
Auch für die Niederschlagsbildung über die Eisphase ist die Bildung von grossen

Hydrometeoren entscheidend, die durch ihr Gewicht nach unten ausfallen. Hierbei
kann der Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozess (WBF) helfen, der die Interaktion von
Eiskristallen und Tropfen durch Diffusion beschreibt. Dieser Prozess steht im Fokus
dieser Arbeit. Die physikalischen Hintergründe dieses Prozesses werden in Abschnitt 1.2
erläutert, nachdem in Abschnitt 1.1 die allgemeine Entwicklung einer Wolke skizziert
wurde.

1.1 Entwicklung einer Wolke

Am Anfang der Wolkenentstehung steht die Bildung der Hydrometeore. Damit diese
in der Atmosphäre entstehen können, sind Aerosole nötig. Dies sind flüssige oder feste
Schwebstoffe in der Luft, an die sich Wasser aus der Gasphase anlagern kann. Der Vorgang
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der Entstehung eines Tropfens wird Aktivierung genannt, im Fall eines Eiskristalls
Nukleation. Die Aktivierung von flüssigen Tropfen findet bei einer relativen Feuchte
bezüglich Wasser RH von knapp über 100 % statt. Der exakte Wert der benötigten
relativen Feuchte hängt von den Eigenschaften des Aerosols ab (Wang, 2013, Kapitel 6).
Die genaue Definition der relativen Feuchte erfolgt in Abschnitt 1.2. Die Nukleation von
Eiskristallen an Aerosolen verläuft analog, sobald die relative Feuchte bezüglich Eis RHi
bei 100 % liegt. Neben der Nukleation von Eis an einem Aerosol, kann auch Eis durch
das Gefrieren von flüssigen Tropfen neu entstehen (Hoose und Möhler, 2012). In dieser
Arbeit wird die Nukleation von Hydrometeoren nicht betrachtet.

Nach der Nukleation sind die entstandenen Hydrometeore üblicherweise sehr klein. Ein
neu nukleierter Tropfen besitzt einen typischen Radius zwischen 0.1 µm und 1 µm (Rogers
und Yau, 1989, Kapitel 6). Ist die relative Feuchte bezüglich Wasser höher als 100 %, so
diffundiert Wasserdampf zum Tropfen und kondensiert, wodurch der Tropfen anwächst.
Durch das Diffusionswachstum kann der Tropfen bis zu einem Radius von ungefähr
20 µm anwachsen, bevor die Diffusion von Wasserdampf zum Tropfen zu langsam wird
(Khain u. a., 2000, Abschnitt 2.1.2). Ein typischer Wolkentropfen ist kugelförmig mit
einem Radius zwischen 10 µm und 15 µm (Pruppacher und Beard, 1970; Pruppacher und
Klett, 1997, Kapitel 2.1.3). Daher ist die Diffusion der entscheidende Prozess für dessen
Entstehung. Das weitere Wachstum bis hin zur Grösse eines typischen Regentropfens
von 1000 µm, erfolgt durch Kollisionen sowie das Einsammeln von kleineren Tropfen
durch fallende grössere Tropfen (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 8).
Die möglichen Grössen und Formen von Eiskristallen sind ungleich vielfältiger, im

Vergleich zu denen der Tropfen. Abhängig von der Temperatur und der verfügbaren
Wasserdampfmenge in der Umgebung, bilden sich sechseckige Eiskristalle in Plättchen-
oder Nadelform, an deren Ecken sich zusätzlich Dendriten ausbilden können (Libbrecht,
2001). Bei einer Kollision der Eiskristalle werden diese, im Gegensatz zu Tropfen, nicht
zusammenfliessen, sondern an einer Stelle zusammengefrieren. Deshalb ergeben sich
viele verschiedene mögliche Formen von Eiskristallen. Die Grössen der Eiskristalle sind
ebenfalls sehr unterschiedlich. Die Durchmesser der plättchenförmigen sowie die Längen
der nadelförmigen Eiskristalle bewegen sich zwischen 20 µm und 2 mm (Pruppacher und
Klett, 1997, Kapitel 2.2.1). Ein typischer Durchmesser für in einer Mischphasenwolke
schwebende plättchen- und nadelförmige Eiskristalle ist 300 µm (Auer und Veal, 1970).
Analog zum Wachstum von Tropfen durch Kollisionen, können auch Eiskristalle anwach-
sen. Hierbei kann in einer Mischphasenwolke ein Eiskristall nicht nur mit einem anderen
Eiskristall kollidieren, sondern auch mit Tropfen. Ein Eiskristall hat bei einer Kollision
auch nicht notwendigerweise eine Plättchen- oder Nadelform, sondern kann auch in Form
von Hagel, Graupel oder einer Schneeflocke vorliegen. Daher sind eine Vielzahl verschie-
dener Kollisionen möglich (Khain u. a., 2000, Abschnitt 4.5). Die Vielfalt der möglichen
Formen und Wechselwirkungen der Eiskristalle macht deren korrekte Repräsentation
in Modellen, nicht nur bei der Berücksichtigung von Kollisionen, schwierig. So hängen
beispielweise die Fallgeschwindigkeit und die Strahlungseigenschaften von der Form der
Eiskristalle ab (Heymsfield und Iaquinta, 2000; Wendisch u. a., 2007). Als Kompromiss
zwischen der Formvielfalt in der Natur und einer praktikablen Modellierung, werden in
Modellen ellipsoidförmige Eiskristalle angenommen (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel
8.3.5).
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Der üblicherweise zur Beschreibung des Diffusionswachstums von Hydrometeoren
verwendeten Maxwell-Theorie liegt die Annahme über eine genügend grosse Distanz
zwischen den Hydrometeoren zugrunde, vergleiche Kapitel 2. Ist der Abstand zwischen
den Hydrometeoren gross genug, so kann von einem unabhängigen Diffusionswachs-
tum ausgegangen werden. Innerhalb einer Wolke ist die Luft jedoch sehr turbulent,
das heisst es bilden sich viele zerfallende Verwirbelungen (Bodenschatz u. a., 2010).
Aus Laborexperimenten ist bekannt, dass sich Tropfen aufgrund der Turbulenz nicht
gleichmässig anordnen, sondern sich in bestimmten Bereichen häufen (zum Beispiel
Wood u. a., 2005). In diesen Bereichen ist das Wachstum nicht unabhängig und es
müssen die lokalen Interaktionen berücksichtigt werden, was bereits in Srivastava (1989)
angemerkt wurde. Ein Ansatz, den Wettbewerb der Hydrometeore um den zur Verfügung
stehenden Wasserdampf zu modellieren, findet sich in Fukuta (1992). In Marshall und
Langleben (1954) wird ein Modell für die Interaktion zwischen Tropfen und Eiskristallen
vorgeschlagen. In Kapitel 5 werden Anregungen aus den genannten Arbeiten kombiniert,
um ein neues Modell für die lokale Interaktion zwischen Tropfen und Eiskristallen zu
formulieren. Dieses Modell ist speziell auf die Modellierung des WBF zugeschnitten,
vergleiche Abschnitt 1.2.

Die Turbulenz innerhalb der Wolke wirkt sich nicht nur auf das Diffusionswachstum
der Hydrometeore aus. Beispielsweise wird in einer Wasserwolke die Kollisionseffizienz
eines Tropfens durch die Turbulenz erhöht. Dies beschleunigt den Prozess zur Bildung
grosser Tropfen, die letztendlich Niederschlag erzeugen (Devenish u. a., 2012, Abschnitt
4.2.7). Da die Turbulenz auf alle Hydrometeore einwirkt, wird in Mischphasenwolken
auch die Wahrscheinlichkeit von Kollisionen zwischen Eiskristallen und Tropfen erhöht
(Khain u. a., 2000, Abschnitt 4.5.2).

Die Anhäufung von Tropfen durch die Turbulenz wurde einerseits durch Laborexperi-
mente und andererseits durch numerische Simulationen gezeigt. Letztere sind jedoch nur
eingeschränkt auf den Fall einer realen Wolke übertragbar, denn die in den Simulationen
verwendeten Reynoldszahlen, welche die Intensität der Turbulenz beschreiben, waren
weit unter den Werten einer realen Wolke (Vaillancourt und Yau, 2000, Abschnitt 3).
Direkte Beobachtungen von Tropfenanhäufungen in realen Wolken sind nicht vorhanden,
jedoch zeigen Auswertungen von Messgeräten deren Existenz (Kostinski und Shaw,
2001). Daher liegt die Vermutung nahe, dass ähnliche Anhäufungen von Tropfen und
Eiskristallen in Mischphasenwolken existieren, die den WBF begünstigen.
Ein weiterer lokaler Effekt durch die Anhäufung von Hydrometeoren kann die Ab-

schirmung einzelner Hydrometeore sein, die hierdurch schneller oder langsamer durch
die Diffusion wachsen können (Castellano und Avila, 2011). Die Anhäufungen können
durch röhrenartige Wirbel hervorgerufen werden, welche durch die Turbulenz entstehen
und an deren Rändern sich die Hydrometeore ansammeln. Innerhalb dieser Röhren kann
sich eine hohe relative Feuchte ausbilden, die sogar Nukleation neuer Hydrometeore
verursacht (Shaw u. a., 1998). Die unklaren aber zentralen Fragen für das Zusammenspiel
zwischen Turbulenz und den vorgestellten Effekten lauten:

• Wie häufig treten Anhäufungen von Hydrometeoren auf?

• Wie lange bleiben Anhäufungen von Hydrometeoren bestehen?
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Mit anderen Worten sind die typischen Längen- und Zeitskalen der Anhäufungen
unklar. Die Antworten auf diese Fragen entscheiden über die Relevanz der lokalen
Effekte auf die Entwicklung einer gesamten Wolke. In Vaillancourt u. a. (2001) und
Vaillancourt u. a. (2002) wurde mithilfe einer numerischen Simulation das Verhalten von
Tropfen in einer turbulenten Umgebung untersucht. Auch hier wurden Anhäufungen
von Tropfen beobachtet, allerdings hatten diese nur eine geringe Auswirkung auf das
Diffusionswachstum der gesamten Tropfenpopulation. Dieses Resultat deutet auf einen
vernachlässigbaren Effekt der Turbulenz auf das Diffusionswachstum in Wasserwolken
hin. Die Rahmenbedingungen dieser Simulationen entsprechen dem inneren Kern einer
Wolke. In der Einmischzone am Rand der Wolke, in der trockene Umgebungsluft in die
Wolke eingemischt wird, sind die Rahmenbedingungen deutlich inhomogener. In dieser
Zone könnte der lokale Effekt eine weitaus grössere Rolle spielen, worauf idealisierte
Simulationen von Celani u. a. (2005) und Celani u. a. (2007) hindeuten. Die Simulationen
sind aber aufgrund der verwendeten Vereinfachungen sowie Rahmenbedingungen nur
mit Vorsicht auf den Fall einer realen Wolke übertragbar (Grabowski und Wang, 2013,
Abschnitt 3.3). Die genannten Studien beziehen sich auf den Fall einer Wasserwolke.
In einer Mischphasenwolke kann sich die Situation durch die Präsenz der Eiskristalle
jedoch ändern. Die aufgeworfenen Fragen über das Zusammenspiel von Turbulenz und
Diffusionswachstum sowie nach der Relevanz für die Gesamtentwicklung einer Wolke
lassen sich im Moment nicht definitiv beantworten und bedürfen weiterer Forschung.

1.2 Der Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozess

Wir betrachten eine ebene Oberfläche von reinem, flüssigem Wasser. In der Luft ober-
halb der Wasseroberfläche sei Wasserdampf mit einem Partialdruck pv vorhanden. Auf
molekularer Ebene betrachtet, findet an der Wasseroberfläche ein ständiger Austausch
von Wassermolekülen zwischen dem gasförmigen und flüssigen Zustand statt (Lamb und
Verlinde, 2011, Abschnitt 3.1). Falls mehr Wassermoleküle aus der flüssigen Phase in die
Gasphase wechseln, so verdampft das flüssige Wasser. Wechseln mehr Wassermoleküle
aus der Gasphase in die flüssige Phase, so kondensiert Wasserdampf. Diese Szenarien
lassen sich mit dem Partialdruck pv des Wasserdampfes in Verbindung bringen. Beim
Verdampfen des Wassers ist der Partialdruck pv niedrig, bei der Kondensation hingegen
hoch. Es gibt einen Druck pl,∞ des Wasserdampfes, bei dem exakt die gleiche Menge an
Wassermolekülen verdampft wie kondensiert. Dieser Druck heisst Sättigungsdampfdruck
und hängt von der Temperatur T des flüssigen Wassers ab. Hat der Wasserdampf den
Partialdruck pl,∞(T ), so sind das flüssige Wasser und der Wasserdampf im thermo-
dynamischen Gleichgewicht und es findet kein Nettoaustausch von Wassermolekülen
zwischen den beiden Phasen des Wassers statt. Das Konzept des Sättigungsdampfdrucks
lässt sich auch auf den Fall einer ebenen Eisoberfläche übertragen. Den zugehörigen
Sättigungsdampfdruck über Eis notieren wir mit pi,∞. Parametrisierungen dieser Sät-
tigungsdampfdrücke, in Abhängigkeit von der Temperatur des flüssigen Wassers oder
des Eises, finden sich in Abschnitt C.7. Die entscheidende Beobachtung für den WBF
ist, dass der Sättigungsdampfdruck von unterkühltem Wasser höher ist als der Sätti-
gungsdampfdruck von Eis, vergleiche Abbildung 1.1a. Die Differenz pl,∞(T )− pi,∞(T )
der Sättigungsdampfdrücke ist bei ungefähr −11.7 ◦C maximal, siehe Abbildung 1.1b.
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Abbildung 1.1: Vergleich der Sättigungsdampfdrücke von flüssigem Wasser und Eis
im Temperaturbereich von −40 ◦C bis 0 ◦C.

Wir betrachten wie zuvor ein System, in dem sich flüssiges Wasser, Eis und Wasser-
dampf bei einer Temperatur zwischen −40 ◦C und 0 ◦C befinden. Ist der Wasserdampf-
druck pv höher als der Sättigungsdampfdruck pl,∞(T ) des flüssigen Wassers, so liegt
eine Übersättigung bezüglich Wasser und Eis vor und es kondensiert Wasserdampf in
die flüssige und feste Phase. Diese Situation kann durch die Sättigungsverhältnisse S∞
bezüglich Wasser und S∞,i bezüglich Eis beschrieben werden, die durch

S∞ := pv
pl,∞(T ) und S∞,i := pv

pi,∞(T ) (1.1)

definiert sind. Ein Wert der Sättigungsverhältnisse über 1 bedeutet eine Übersättigung
bezüglich der jeweiligen Phase und ein Wert unter 1 eine Untersättigung. Beträgt der
Wert des Sättigungsverhältnisses genau 1, so liegt ein Gleichgewicht bezüglich der
jeweiligen Phase vor. In der Meteorologie wird dies auch durch die relativen Feuchten
RH bezüglich Wasser und RHi bezüglich Eis ausgedrückt, die durch (1.1) definiert sind,
aber als prozentuale Angabe

RH := S∞ · (100 %) und RHi := S∞,i · (100 %) (1.2)

ausgedrückt werden. Die obige Situation kann daher durch S∞ > 1 und S∞,i > 1 charak-
terisiert werden. Ist der Wasserdampfdruck pv niedriger als der Sättigungsdampfdruck
pi,∞(T ), gilt also S∞ < 1 und S∞,i < 1, so liegt eine Untersättigung bezüglich Wasser
und Eis vor und beide kondensierte Phasen verdampfen. Die dritte Möglichkeit ist
eine Untersättigung bezüglich Wasser und eine Übersättigung bezüglich Eis, das heisst
es gilt S∞ < 1 und S∞,i > 1. In diesem Fall verdampft das flüssige Wasser und es
findet eine Kondensation auf das Eis statt. Flüssiges Wasser und Eis können ausserhalb
des Tripelpunktes T = 273.16 K, p = 611.657 Pa niemals thermodynamisch stabil ko-
existieren. Durch Verdampfen einer Phase wird der Partialdruck pv erhöht und durch
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Abbildung 1.2: Experimentelle Veranschaulichung des Wegener-Bergeron-Findeisen-
Prozesses von Libbrecht (o.D.). Der niedrigere Sättigungsdampfdruck des Eises sorgt in
der Umgebung eines Eiskristalls für eine Untersättigung bezüglich Wasser und lässt die
Tropfen lokal verdampfen. Hierdurch können die Eiskristalle auf Kosten der Tropfen
anwachsen.

Kondensation vermindert. Ist beispielsweise eine Sättigung bezüglich flüssigem Wasser
erreicht, so gilt zwar S∞ = 1 bezüglich dem flüssigen Wasser, aber S∞,i > 1 bezüglich des
Eises. Es liegt daher eine Übersättigung bezüglich Eis vor, was eine Kondensation von
Wasserdampf auf das Eis verursacht. Hierdurch entsteht eine Untersättigung bezüglich
des flüssigen Wassers und es beginnt zu verdampfen. Dies ist der physikalische Grund
für die thermodynamische Instabilität eines Systems in dem sich unterkühltes Wasser
und Eis befinden, die als WBF bekannt ist.
Eine Veranschaulichung des WBF ist in Abbildung 1.2 dargestellt. Die Eiskristalle

haben gemäss Abbildung 1.1 einen niedrigeren Sättigungsdampfdruck als die umgeben-
den Tropfen. Daher verursachen sie in ihrer Umgebung eine Untersättigung bezüglich
Wasser, was die Tropfen dort verdampfen lässt. Die Eiskristalle können auf Kosten
der umgebenden Tropfen anwachsen. Dieser Mechanismus wurde von Wegener (1911),
Bergeron (1949) und Findeisen (1938) im Zusammenhang mit der Niederschlagsbildung
durch die Eisphase in Mischphasenwolken beschrieben. Die Eiskristalle befinden sich
in einer bezüglich Eis übersättigten Umgebung, wodurch diese anwachsen können, was
die Bildung der für Niederschlag benötigten grossen Eiskristalle unterstützt. Eine weite-
re Auswirkung des WBF auf eine Mischphasenwolke ist deren allmähliche Vereisung,
das heisst das flüssige Wasser wird kontinuierlich durch die Eiskristalle verdampft, bis
letztlich nur noch Eiskristalle vorhanden sind (Wang, 2013, Abschnitt 4.12; Korolev,
2007).
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In Abbildung 1.2 ist die Lokalität des WBF klar ersichtlich. In der direkten Umgebung
des Eiskristalls bildet sich eine Untersättigung bezüglich Wasser, welche die dortigen
Tropfen verdampfen lässt. Durch die Kondensation des Wasserdampfes auf die Eiskris-
talle, wird der Wasserdampfdruck pv jedoch auch insgesamt geringer, was eine globale
Auswirkung des WBF repräsentiert. Üblicherweise wird in Modellen ausschliesslich die-
ser globale Effekt berücksichtigt, was in der direkten Anwendung der Maxwell-Theorie
auf das Diffusionswachstum der Hydrometeore begründet liegt. Konzeptionell wird die
räumliche Variation des Wasserdampfdrucks und des Sättigungsverhältnisses vernachläs-
sigt. Die Hydrometeore reagieren ausschliesslich auf den gemittelten, globalen Wert. In
Abbildung 1.2 wird der globale Wert des Sättigungsverhältnisses S∞ bezüglich flüssigen
Wassers bei 1 liegen. Die Eiskristalle sind eine Senke für den Wasserdampf und daher
besitzt S∞ in deren Umgebung einen Wert unter 1.
Wie im vorangegangenen Abschnitt angedeutet, kann die Turbulenz für eine An-

häufung von Hydrometeoren sorgen, was die Betrachtung der lokalen Variation der
Sättigungsverhältnisse erfordert. Mit anderen Worten kann die Relevanz der lokalen In-
teraktion der Hydrometeore für das Diffusionswachstum durch die Turbulenz zunehmen.

1.3 Zielsetzung und Struktur der Arbeit

In den vorherigen Abschnitten wurde die mögliche Bedeutung der lokalen Interaktion
auf das Diffusionswachstum von Hydrometeoren in Mischphasenwolken angedeutet. Ziel
der Arbeit ist es, eine Beschreibung der lokalen Interaktion durch Diffusion zwischen
Eiskristallen und den umgebenden Tropfen zu finden. Das weitere Ziel besteht darin,
diese Beschreibung in eine Form zu bringen, die potentiell in einem grösseren Modell
verwendet werden kann, beispielsweise einem Large-Eddy-Simulation-Modell (LES) oder
einem Modell für die Wettervorhersage.

In Kapitel 2 werden zunächst die Wachstumsgleichungen für das Diffusionswachstum
eines einzelnen Hydrometeors vorgestellt und untersucht. Hierbei wird auf die Berech-
nung des Sättigungsdampfdrucks für einen Hydrometeor eingegangen, denn durch die
Oberflächenkrümmung des Hydrometeors werden die Werte im Vergleich zum Fall einer
ebenen Oberfläche verändert. Anschliessend wird die klassische Maxwell-Theorie zur
Beschreibung des Diffusionswachstums eines Hydrometeors rekapituliert und die hierbei
getroffenen Annahmen und Vereinfachungen hervorgehoben. Abschliessend wird eine
asymptotische Lösung der Wachstumsgleichungen hergeleitet. Diese ist zwar keine exakte
Lösung der Gleichungen, erfasst jedoch die wichtigsten Eigenschaften.
Kapitel 3 beschäftigt sich mit der Formulierung und Entdimensionalisierung der

Gleichungen, welche die Interaktion zwischen den Hydrometeoren durch die Diffusion
beschreiben. Zudem wird für einen Spezialfall die Existenz und Eindeutigkeit einer
exakten Lösung der Modellgleichungen gezeigt.

Die Modellgleichungen aus Kapitel 3 werden implementiert und numerisch gelöst, um
die lokale Interaktion mithilfe eines Referenzmodells studieren zu können. Die relevante
Numerik wird in Kapitel 4 beschrieben. Die Modellgleichungen werden im Referenzmodell
mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) gelöst. Zudem wird die Verallgemeinerte
Finite-Elemente-Methode („Generalized finite element method“) (GFEM) als alternative
numerische Methode zur Lösung der Modellgleichungen vorgestellt.
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1.3 Zielsetzung und Struktur der Arbeit

In Kapitel 5 wird ein neues Modell beschrieben, das die Berücksichtigung der lokalen
Interaktion erlaubt und potentiell in ein LES-Modell integriert werden kann. Damit ist
eine physikalisch konsistente Repräsentation des WBF möglich.
Abschliessend folgt in Kapitel 6 eine Zusammenfassung des Inhalts der Arbeit sowie

ein Ausblick, wie die in dieser Arbeit gezeigten Themen weiter vertieft werden können.
In Anhang C werden die physikalischen Parametrisierungen aufgelistet, die in den

Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit verwendet wurden.
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Kapitel 2

Betrachtung eines einzelnen Hydrometeors
In diesem Kapitel betrachten wir das Verhalten eines einzelnen Hydrometeors bezüglich
der Diffusion von Wasserdampf und Wärmeleitung. In Abschnitt 2.1 werden zunächst
die Gleichungen angegeben, die das Diffusionswachstum eines Hydrometeors bestimmen.
In Abschnitt 2.2 beleuchten wir den Effekt einer gekrümmten Oberfläche auf den
Sättigungsdampfdruck. Abschnitt 2.3 ist der klassischen Theorie von Maxwell über das
Wachstum von Hydrometeoren gewidmet. Da die Maxwell-Theorie in der Praxis meist
zur Beschreibung des Wachstums von Hydrometeoren benutzt wird, werden wir diese
Theorie rekapitulieren und zusätzlich die getroffenen Annahmen und Vereinfachungen
herausstellen. Im Rahmen der Maxwell-Theorie wird die Temperaturgleichung aus
dem System der Wachstumsgleichungen eliminiert. Daher wird in Abschnitt 2.4 das
vollständige Gleichungssystem angegeben. In Abschnitt 2.5 konstruieren wir, unter
gewissen Annahmen, eine asymptotische Näherung der Wachstumsgleichungen. Zuletzt
gehen wir in Abschnitt 2.6 auf eine Regularisierung der Wachstumsgleichungen ein, die
für den Fall eines verdampfenden Hydrometeors singulär sind.

2.1 Wachstumsgleichungen
Wir bezeichnen mit ω einen Hydrometeor, also einen Wassertropfen oder einen Eiskristall,
bestehend aus reinem Wasser oder reinem Eis. Dieser Hydrometeor befindet sich in
einer Umgebung aus feuchter Luft, das heisst einem Gasgemisch aus Wasserdampf
und trockener Luft. Die feuchte Luft definiert durch ihre Temperatur zusätzlich ein
Temperaturfeld in der Umgebung des Hydrometeors. Wir bezeichnen die Dichte des
Wasserdampfes mit ρv und die Temperatur mit T . Die Gleichungen, welche die Interaktion
des Hydrometeors mit dem umgebenden Wasserdampf- und Temperaturfeld beschreiben,
sind durch

dmω

dt = αω

∫
∂ω

D(ρv, T )〈∇ρv, N〉 dσ, (2.1a)

mωcp,ω
dTω
dt = Lω

dmω

dt +
∫
∂ω

K(ρv, T )〈∇T,N〉dσ (2.1b)

gegeben, wobei mω die Masse und Tω die Temperatur des Hydrometeors ω bezeichnen.
Darüber hinaus bezeichnet αω den Akkomodationskoeffizienten, welcher die Effektivität,
mit der Wassermoleküle aus der Dampfphase in den Hydrometeor aufgenommen werden,
angibt und einen Wert im Intervall [0, 1] besitzt (Davis, 2006), D die Diffusivität, K die
thermale Konduktivität, cp,ω die spezifische Wärmekapazität und Lω die latente Wärme



Kapitel 2 Betrachtung eines einzelnen Hydrometeors

eines Phasenübergangs. Der Vektor N bezeichnet die Oberflächennormale von ω. Die
Integranden aus (2.1) ergeben sich aus dem Fickschen Gesetz über die Diffusion und
dem Fourierschen Gesetz über die Wärmeleitung (Lebon u. a., 2008, Kapitel 2.1).

Die Gleichung (2.1a) beschreibt die Kontinuitätsgleichung für die Wassermasse, (2.1b)
repräsentiert die Energieerhaltung, die wie nachfolgend beschrieben aus der Thermo-
dynamik resultiert. Die aufgrund eines Phasenübergangs verursachte Wärmeänderung
dQPhasenübergang ist durch

dQPhasenübergang = Lω(Tω) dmω (2.2)

gegeben. Ferner wird durch die Wärmeleitung Wärme vom Tropfen, gemäss dem Fou-
rierschen Gesetz, wegtransportiert. Die entstehende Wärmeänderung durch Konduktion
sei dQKonduktion und ist durch

dQKonduktion
dt =

∫
∂ω

K(ρv, T )〈∇T,N〉dσ (2.3)

gegeben. Das bedeutet, die Gesamtwärmeänderung des Tropfens ist

dQ = dQPhasenübergang + dQKonduktion = Lω(Tω) dmω + dQKonduktion. (2.4)

Da der Phasenübergang isobar ist, folgt aus dem ersten Hauptsatz der Thermody-
namik, welcher die Energieerhaltung beschreibt, die Gleichung dQ = cp,ω(Tω)mω dTω
(Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel 2.2). Zusammen mit (2.2) und (2.4) folgt

cp,ω(Tω)mω dTω = Lω(Tω) dmω + dQKonduktion. (2.5)

Das Bilden der zeitlichen Ableitung von (2.5) liefert mit (2.3) die Temperaturgleichung
(2.1b). Wir bemerken bereits an dieser Stelle, dass die Gleichungen (2.1) in mω = 0
singulär sind. Dies werden wir in Abschnitt 2.6 genauer diskutieren.

2.2 Oberflächenkrümmung
In diesem Abschnitt beschreiben wir den Einfluss einer gekrümmten Oberfläche auf den
Sättigungsdampfdruck eines Hydrometeors. Der Sättigungsdampfdruck ist derjenige
Druck des Wasserdampfes, welcher benötigt wird, damit der aus Wasser bestehende
Hydrometeor weder anwächst noch verdampft. Tatsächlich stellt sich ein „dynami-
sches Gleichgewicht“ ein. Das bedeutet, es gehen genauso viele Wassermoleküle von
der Dampfphase in die entsprechende kondensierte Phase des Hydrometeors über wie
umgekehrt.

Die Krümmung eines Hydrometeors bewirkt eine Änderung des Sättigungsdampfdrucks
gegenüber dem Sättigungsdampfdruck über einer entsprechenden ebenen Wasserober-
fläche. Im Folgenden zeigen wir, dass der Sättigungsdampfdruck über einer konvexen
Wasseroberfläche höher ist als über einer ebenen Wasseroberfläche. Dieser Krümmungs-
effekt lässt sich durch das chemische Potential beschreiben. In dieser Darstellung folgen
wir im Wesentlichen Wang (2013, Kapitel 5).
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Die Gibbs-Duhem-Gleichung aus der Thermodynamik (Kondepudi und Prigogine,
1998, Kapitel 5.2) liefert

∂µ

∂p
= Vmol, (2.6)

falls die Temperatur konstant ist und keine Änderung in den Stoffmengen auftritt. Hierbei
bezeichnen µ das chemische Potential, p den Druck und Vmol das molare Volumen. Durch
(2.6) kann das chemische Potential von flüssigem Wasser und Wasserdampf berechnet
und daraus der Krümmungseffekt abgeleitet werden. Wir betrachten den Fall eines
Tropfens. Da die Gibbs-Duhem-Gleichung allgemein gilt, überträgt sich die folgende
Diskussion direkt auf den Fall eines Eispartikels. Speziell für den Fall eines Eiskristalls
können jedoch auch die Wulff-Gleichungen verwendet werden, um die Abhängigkeit des
Sättigungsdampfdrucks von den Oberflächeneigenschaften zu beschreiben (Defay u. a.,
1966, Kapitel XVII, 4).

Für flüssiges Wasser verwenden wir einen Index „l“. Aus der Inkompressibilität von
flüssigem Wasser folgt die Konstanz des molaren Volumens Vmol,l und aus (2.6) ergibt
sich das chemische Potential

µl(pl, Tl) = µl,0(Tl) + plVmol,l (2.7)

für flüssiges Wasser. Für den Wasserdampf gilt die ideale Gasgleichung pvVmol,v = R∗Tv
(Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel 1.3) mit der universellen Gaskonstante R∗,
dem Wasserdampfpartialdruck pv, dem molaren Volumen von Wasserdampf Vmol,v und
der Temperatur Tv des Wasserdampfes. Setzen wir die ideale Gasgleichung in (2.6) ein
und integrieren nach pv, ergibt sich für das chemische Potential des Wasserdampfes

µv(pv, Tv) = µv,0(Tv) +R∗Tv log(pv). (2.8)

Für die Ableitungen der chemischen Potentiale (2.7) und (2.8) gilt

dµl = ∂µl,0
∂Tl

(Tl) dTl + Vmol,l dpl, (2.9a)

dµv =
(
∂µv,0
∂Tv

(Tv) +R∗ log(pv)
)

dTv + R∗Tv
pv

dpv. (2.9b)

Mit pl − pv = ∆p für die Druckdifferenz erhalten wir dpl = dpv + d (∆p). Damit kann
(2.9a) zu

dµl = ∂µl,0
∂Tl

(Tl) dTl + Vmol,l dpv + Vmol,l d (∆p) (2.10)

umgeschrieben werden. Da es im thermodynamischen Gleichgewicht keine Wärmeleitung
gibt, ist Tv = Tl =: T konstant, insbesondere gilt dT = 0. Das thermodynamische Gleich-
gewicht ist durch dµl = dµv charakterisiert (Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel
7.1; Job und Herrmann, 2006, Abschnitt 9). Aufgrund dieser Gleichgewichtsbedingung
folgt aus (2.9) und (2.10)

Vmol,l d (∆p) + Vmol,l dpv = R∗T

pv
dpv = Vmol,v dpv. (2.11)

13
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Hierbei wurde die ideale Gasgleichung angewendet. Nach einer Äquivalenzumformung
ergibt sich

Vmol,l d (∆p) = (Vmol,v − Vmol,l) dpv ≈ Vmol,v dpv = R∗T

pv
dpv = R∗T d (log(pv)) ,

(2.12)
wobei die übliche Approximation Vmol,v − Vmol,l ≈ Vmol,v verwendet wurde, denn das
Volumen von einem Mol Wasserdampf ist um ein Vielfaches grösser als das Volumen
von einem Mol flüssigem Wasser oder auch Eis. Der Effekt der Krümmung auf den
Sättigungsdampfdruck ergibt sich aus (2.12) bei einer Integration vom „flachen Zustand“
zum „gekrümmten Zustand“. Dazu sei pl,∞ der Sättigungsdampfdruck von Wasser über
einer ebenen Oberfläche. Es folgt

log
(

pv
pl,∞(T )

)
=

pv∫
pl,∞(T )

d log(p′v) =
∆p∫
0

Vmol,l
R∗T

dp′ = Vmol,l∆p
R∗T

(2.13)

beziehungsweise
pv = pl,∞(T ) exp

(
Vmol,l∆p
R∗T

)
. (2.14)

Im letzten Schritt verwenden wir für die Druckdifferenz ∆p die Formel von Laplace
(Defay u. a., 1966, Kapitel I, 3)

∆p = σl(κ1 + κ2). (2.15)
Hierbei bezeichnet σl die Oberflächenspannung von Wasser sowie κ1, κ2 die Hauptkrüm-
mungen der Oberfläche. Die Formel von Laplace gilt auch allgemeiner, zum Beispiel für
eine Eisoberfläche, wenn die Oberflächenspannung entsprechend ersetzt wird. Da die
Hauptkrümmungen vom Ort auf der Oberfläche abhängen, ist der Druckunterschied
∆p ebenfalls vom Ort auf der Oberfläche abhängig. Durch Einsetzen der Formel von
Laplace in (2.14) ergibt sich

pv = pl,∞(T ) exp
(
Vmol,lσl(T )

R∗T
(κ1 + κ2)

)
= pl,∞(T ) exp

(
σl(T )

Rvρl(T )T (κ1 + κ2)
)
,

(2.16)
wobei Rv die spezielle Gaskonstante für Wasserdampf und ρl die Dichte von Wasser
bezeichnen. Im letzten Schritt wurden die Gleichungen ρlVmol = Mmol, mit der molaren
Masse Mmol von Wasser, sowie RvMmol = R∗ verwendet. Beide Gleichungen folgen
direkt aus den Definitionen.

Die Konsequenz aus (2.16) ist ein grösserer Sättigungsdampfdruck über einem konvexen
Hydrometeor im Vergleich zu einer ebenen Wasseroberfläche. Folglich benötigt ein
Tropfen einen höheren Wasserdampfdruck als eine ebene Wasseroberfläche, um nicht zu
verdampfen, vergleiche Abschnitt 2.2.2.

In der gesamten Diskussion des Krümmungseffekts wurde stets ein Kontinuum ange-
nommen, sowohl für die Dampfphase als auch für die kondensierte Phase des Hydrome-
teors. Diese Annahme trifft jedoch für sehr kleine Hydrometeore nicht zu, insbesondere
wenn der Hydrometeor lediglich aus wenigen Molekülen besteht. In diesem Fall wird
beispielsweise bereits die Definition des Begriffs der Oberflächenspannung problematisch.
Letztlich muss hier die etwas philosophische Frage beantwortet werden, ab wie vielen
Molekülen ein Molekülverband als ein Hydrometeor angesehen werden kann.
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2.2.1 Hauptkrümmungen für Rotationsflächen

Als Modell für einen Tropfen oder ein Eispartikel werden Rotationskörper verwendet.
Ein Tropfen wird als Kugel und ein Eispartikel als Ellipsoid modelliert. Aus diesem
Grund berechnen wir in diesem Abschnitt die Hauptkrümmungen einer beliebigen
Rotationsfläche.
Sei I ⊂ R ein Intervall und γ : I → R2 eine differenzierbare, injektive Kurve mit

γ′(t) 6= 0 und Koordinatendarstellung γ(t) = (a(t), b(t)). Die zugehörige Rotationsfläche
wird durch

ϕ : I ×
(
−π2 ,

π

2

)
→ R3

(t, θ) 7→


a(t) · cos(θ)
a(t) · sin(θ)

b(t)

 (2.17)

parametrisiert (Lee, 1997, Exercise 3.3). Durch die Tangentialvektoren

∂

∂x1
:= ∂ϕ

∂t
=


a′(t) cos(θ)
a′(t) sin(θ)

b′(t)

 und ∂

∂x2
:= ∂ϕ

∂θ
=


−a(t) sin(θ)
a(t) cos(θ)

0

 (2.18)

wird eine Basis der Tangentialräume definiert. Aus diesen Basisvektoren ergibt sich
durch Anwendung des Vektorprodukts der nicht normierte Normalenvektor

Ñ := ∂

∂x1 ×
∂

∂x2 = a(t)


−b′(t) cos(θ)
−b′(t) sin(θ)

a′(t)

 . (2.19)

Wegen ‖Ñ‖2 = a(t)2 [b′(t)2 + a′(t)2] =: a(t)2g(t) ist

N := Ñ∥∥∥Ñ∥∥∥ = 1√
g(t)


−b′(t) cos(θ)
−b′(t) sin(θ)

a′(t)

 (2.20)

ein normierter Normalenvektor.
Mithilfe der zweiten Fundamentalform der Fläche kann der sogenannte „Form-

Operator“ s definiert werden. Dieser liefert für jeden Punkt q der Fläche einen Endo-
morphismus sq auf dem Tangentialraum der Fläche am Punkt q. Die Eigenwerte des
Endomorphismus sq sind die Hauptkrümmungen der Fläche am Punkt q (Lee, 1997,
Kapitel 8). Die Darstellung des Formoperators in der Basis (2.18) des Tangentialraums
wird durch die Weingarten-Gleichung (Lee, 1997, Gleichung 8.3) ermöglicht. Diese besagt

sq

(
∂

∂x1

)
q

= −∂N
∂t

(t0, θ0) und sq

(
∂

∂x2

)
q

= −∂N
∂θ

(t0, θ0), (2.21)
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mit q = ϕ(t0, θ0). Führen wir die entsprechenden Berechnungen durch, ergibt sich

∂N

∂t
= 1
g(t)


−(b′′(t)

√
g(t)− b′(t)f(t)) cos(θ)

−(b′′(t)
√
g(t)− b′(t)f(t)) sin(θ)

a′′(t)
√
g(t)− a′(t)f(t)

 und ∂N

∂θ
= 1√

g(t)


b′(t) sin(θ)
−b′(t) cos(θ)

0


(2.22)

mit

f(t) := d
dt

(√
g(t)

)
= b′′(t)b′(t) + a′′(t)a′(t)√

g(t)
. (2.23)

Damit ergibt sich

s

(
∂

∂x1

)
= −∂N

∂t
= b′′(t)

√
g(t)− b′(t)f(t)
a′(t)g(t)

∂

∂x1
(2.24)

für das Bild des ersten Basisvektors. Die Gleichheit in den ersten beiden Komponenten
ist offensichtlich. Für die dritte Komponente lässt sich das mit (

√
g(t) )2 = a′(t)2 + b′(t)2

einfach nachrechnen. Das Bild des zweiten Basisvektors ist

s

(
∂

∂x2

)
= −∂N

∂θ
= b′(t)
a(t)

√
g(t)

∂

∂x2
. (2.25)

Aufgrund von (2.24) und (2.25) ist der Form-Operator s bereits in jedem Punkt diagonal
und die Hauptkrümmungen sind

κ1 = b′′(t)
√
g(t)− b′(t)f(t)
a′(t)g(t) = . . . = b′′(t)a′(t)− b′(t)a′′(t)

g(t) 3
2

,

κ2 = b′(t)
a(t)

√
g(t)

.

(2.26)

2.2.2 Sättigungsdampfdruck über einem kugelförmigen Tropfen

Das gängige Modell für einen Wolkentropfen ist eine Kugel. Dieses Modell stimmt für
Tropfen mit einem Radius unter 140 µm mit der Realität überein. Für grössere Tropfen,
wie beispielsweise Regentropfen, ist dieses Modell aber ungeeignet (Pruppacher und
Beard, 1970). Da ein typischer Wolkentropfen einen Radius von 10 µm besitzt, ist die
Annahme einer Kugelform berechtigt.

Wir berechnen nun den Sättigungsdampfdruck für einen kugelförmigen Tropfen mit
Radius rd. Dessen Oberfläche ist eine Sphäre, welche die Rotationsfläche eines Kreises
mit gleichem Radius ist. Der Kreis wird durch

γ :
(
−π2 ,

π

2

)
→ R2

t 7→ (rd cos(t), rd sin(t))
(2.27)
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(a) Plättchenförmiger Eiskristall (b) Nadelförmige Eiskristalle

Abbildung 2.1: Reale plättchen- und nadelförmige Eiskristalle von Libbrecht (o.D.).
Für den nadelförmigen Eiskristall wurde eine mögliche Approximation eingefügt.

parametrisiert, das heisst es gilt a(t) = rd cos(t) und b(t) = rd sin(t) in der Notation von
Abschnitt 2.2.1. Für die Hauptkrümmungen folgt aus (2.26)

κ1 = −rd sin(t) · (−rd) sin(t)− rd cos(t) · (−rd) cos(t)
(r2
d)

3
2

= 1
rd
,

κ2 = rd cos(t)
rd cos(t)

√
r2
d

= 1
rd
.

(2.28)

Daraus ergibt sich mit (2.16) die Sättigungsdampfdruckformel

pv = pl,∞(T ) exp
( 2σl(T )
Rvρl(T )Trd

)
. (2.29)

Aus (2.29) folgt die Unabhängigkeit des Sättigungsdampfdrucks vom Ort auf der Ku-
geloberfläche. Zusätzlich zeigt die Formel, dass der Sättigungsdampfdruck für kleine
Radien sehr gross wird.

2.2.3 Sättigungsdampfdruck über einem ellipsoidförmigen Eiskristall
In der Atmosphäre treten sehr viele verschiedene Formen von Eiskristallen auf. Aller-
dings gibt es, abhängig von den aktuellen Umgebungsbedingungen, zwei sehr typische
Formen, dünne Plättchen und lange Nadeln (Libbrecht, 2005). Ein üblicher Kompromiss
für die Modellierung von Eiskristallen ist die Ellipsoidform. Durch das Verhältnis der
Halbachsen des Ellipsoides lassen sich sowohl die plättchenförmigen als auch die nadel-
förmigen Eiskristalle annähern, vergleiche Abbildung 2.1. Daher werden wir ebenfalls
ellipsoidförmige Eiskristalle betrachten. Wir nehmen ausserdem an, dass zwei der drei
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Halbachsen des Ellipsoides gleich lang sind und modellieren den Ellipsoid als Rotations-
körper einer Ellipse um die z-Achse im R3. Die Halbachsen in der x-y-Ebene besitzen
die gleiche Länge Lb. Die Länge der Halbachse in z-Richtung sei La. Die Ellipse, die in
der x-z-Ebene liegt und die Grundkurve des Ellipsoides darstellt, kann durch

γ :
(
−π2 ,

π

2

)
→ R2

t 7→ (Lb cos(t), La sin(t))
(2.30)

parametrisiert werden. Es gilt a(t) = Lb cos(t) und b(t) = La sin(t) in der Notation aus
Abschnitt 2.2.1. Für die Hauptkrümmungen ergibt sich mit (2.26)

κ1 = −La sin(t) · (−Lb) sin(t)− La cos(t) · (−Lb) cos(t)
(L2

b sin2(t) + L2
a cos2(t)) 3

2
= LaLb

(L2
b sin2(t) + L2

a cos2(t)) 3
2
,

κ2 = La cos(t)
Lb cos(t)

√
L2
b sin2(t) + L2

a cos2(t)
= La

Lb
√
L2
b sin2(t) + L2

a cos2(t)
.

(2.31)
Offensichtlich hängen die Hauptkrümmungen vom Ort auf der Oberfläche des Ellipsoides
ab. Mit (2.16) folgt für den Sättigungsdampfdruck, mit dem Parametrisierungsparameter
t, die Formel

pv(t) = pi,∞(T ) exp
(

σi(T )
Rvρi(T )T (κ1(t) + κ2(t))

)
mit −π2 < t <

π

2 . (2.32)

Hierbei ist σi die Oberflächenspannung von Eis, pi,∞ der Sättigungsdampfdruck über
einer ebenen Eisoberfläche und ρi die Dichte von Eis.

2.2.4 Gemittelter Sättigungsdampfdruck über einem ellipsoidförmigen
Eiskristall

Wir betrachten nun speziell prolate Ellipsoide, das heisst die Halbachse La entlang
der z-Achse ist länger als die Halbachse Lb. Das liefert „langgezogene“ Ellipsoide, die
als Modell eines nadelförmigen Eiskristalls dienen, vergleiche Abbildung 2.1b. Da die
Sättigungsdampfdruckformel aus 2.2.3 vom Ort auf der Oberfläche abhängt, wird in
diesem Abschnitt eine Formel für den Sättigungsdampfdruck hergeleitet, die als ein
Mittelwert der ortsabhängigen Formel angesehen werden kann. Tatsächlich kann die
Diskussion dieses Abschnitts auch analog für oblate Ellipsoide durchgeführt werden, das
heisst für Ellipsoide mit La < Lb.
Zum prolaten Ellipsoid definieren wir die Exzentrität ε als

ε :=

√
1−

(
Lb
La

)2
. (2.33)

Das Volumen V und die Oberfläche A des Ellipsoides sind durch

V (La, Lb) = 4
3πLaL

2
b und A(La, Lb) = 2πL2

b

(
1 + La

Lb

arcsin(ε)
ε

)
(2.34)
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gegeben. Um einen mittleren Dampfdruck zu erhalten, verwenden wir die freie Helmholtz-
Energie aus der Thermodynamik (Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel 5.1). Dazu
nehmen wir an, dass sich der Eiskristall in einem abgeschlossenen Kasten im Gleich-
gewicht mit Wasserdampf befindet. Das gesamte System habe das Volumen Vtot und
das Volumen des Wasserdampfes sei V ′′ = Vtot − V . Zudem sei die Temperatur kon-
stant und das System befinde sich im Gleichgewicht. Für eine infinitesimale Verschie-
bung der Oberfläche sind die Hauptsätze der Thermodynamik durch T diS = −σi dA,
mit der Oberflächenspannung σi und dem irreversiblen Anteil der Entropie diS sowie
T deS = dQ = dU + pdVtot gegeben (Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel 5.1).
Durch Addition erhalten wir

T dS = T (deS + diS) = dU + p dVtot − σi dA (2.35)

oder umgeschrieben

dU = T dS − p dVtot + σi dA
= T dS − pi dV − pv dV ′′ + σi dA,

(2.36)

wobei pi der Druck im Inneren des Partikels und pv der Wasserdampfdruck ist. Mit der
Definition der freien Helmholtz-Energie F = U − ST ergibt sich

dF = dU − T dS − S dT
= T dS − pi dV − pv dV ′′ + σi dA− T dS
= −pi dV − pv dV ′′ + σi dA.

(2.37)

Hierbei wurde dT = 0 benutzt, denn die Temperatur ist konstant.
Das Gleichgewicht wird durch das Minimum der freien Helmholtz-Energie F charak-

terisiert (Kondepudi und Prigogine, 1998, Kapitel 5.1), daher muss die Minimierungs-
bedingung dF = 0 gelten. Deshalb betrachten wir eine irreversible Kontraktion oder
Expansion des Volumens V in Richtung Gleichgewicht. Da Vtot = V + V ′′ konstant ist,
ergibt sich für die Ableitung dV ′′ = −dV . Mit ∆p = pi − pv folgt für das Differential
der freien Helmholtz-Energie

dF = −∆p dV + σi dA. (2.38)

Im Folgenden werden wir die Differentiale von V = V (La, Lb) und A(La, Lb) berechnen,
um das Differential (2.38) mithilfe der Längen La und Lb zu schreiben. Aufgrund der
Minimierungsbedingung dF = 0 gilt für (2.38) im Gleichgewicht

0 = −∆p dV + σi dA (2.39)

und es folgt ein Ausdruck für die Druckdifferenz ∆p.
Mit den Ableitungen

∂ε

∂La
= L2

b

εL3
a

und ∂

∂La
(arcsin(ε)) = 1√

1− ε2
∂ε

∂La
= L2

b

L3
aε
√

1− ε2 (2.40)
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folgt für die partielle Ableitung der Oberfläche A
∂A

∂La
= 2πLb

(arcsin(ε)
ε

+ La
∂

∂La

(arcsin ε
ε

))
= 2πLb

arcsin ε
ε

+ 2πLaLb
ε2

(
L2
bε

L3
aε
√

1− ε2
− arcsin(ε) L

2
b

εL3
a

)

= 2πLb
(

1− L2
b

ε2L2
a

)
arcsin(ε)

ε
+ 2πL3

b

ε2L2
a

√
1− ε2

.

(2.41)

Aus den Ableitungen
∂ε

∂Lb
= − Lb

L2
aε

und ∂

∂Lb
(arcsin(ε)) = − Lb

L2
aε
√

1− ε2 (2.42)

ergibt sich
∂A

∂Lb
= 4πLb + 2πLa

arcsin(ε)
ε

+ 2πLaLb
ε2

(
− Lbε

L2
aε
√

1− ε2
+ arcsin(ε) Lb

L2
aε

)

= 4πLb + 2π
(
La + L2

b

ε2La

)
arcsin(ε)

ε
− 2πL2

b

Laε2
√

1− ε2
.

(2.43)

Für die Ableitungen des Volumens gilt
∂V

∂La
= 4

3πL
2
b und ∂V

∂Lb
= 8

3πLaLb. (2.44)

Durch Einsetzen der Ableitungen (2.41) und (2.43) der Oberfläche sowie (2.44) des
Volumens in die Minimierungsbedingung (2.39) ergibt sich

0 = −∆p4
3πL

2
b dLa −∆p8

3πLaLb dLb

+ σi

(
2πLb

(
1− L2

b

ε2L2
a

)
arcsin(ε)

ε
+ 2πL3

b

ε2L2
a

√
1− ε2

)
dLa

+ σi

(
4πLb + 2π

(
La + L2

b

ε2La

)
arcsin(ε)

ε
− 2πL2

b

Laε2
√

1− ε2

)
dLb.

(2.45)

Aus (2.45) folgen die zwei unabhängigen Bedingungen

∆p4
3πL

2
b = 2σiπLb

(
1− L2

b

ε2L2
a

)
arcsin(ε)

ε
+ 2σiπL3

b

ε2L2
a

√
1− ε2

, (2.46a)

∆p8
3πLaLb = 4σiπLb + 2σiπ

(
La + L2

b

ε2La

)
arcsin(ε)

ε
− 2σiπL2

b

Laε2
√

1− ε2
. (2.46b)

Addieren von (2.46a) zum Doppelten von (2.46b), ergibt für die Druckdifferenz

3∆p = 3σi
2Lb

(
1− L2

b

ε2L2
a

)
arcsin(ε)

ε
+ 3σi

2ε2L2
a

√
1− ε2

+ 3σi
2La

+ 3σi
4LaLb

(
La + L2

b

ε2La

)
arcsin(ε)

ε
− 3σiLb

4L2
aε

2
√

1− ε2

= 3σi
La

+ 3σi
Lb

arcsin(ε)
ε

(2.47)
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und schliesslich
∆p = σi

La
+ σi
Lb

arcsin(ε)
ε

. (2.48)

Wird (2.48) in die generische Dampfdruckformel (2.14) eingesetzt, folgt die gemittelte
Dampfdruckformel

pv = pi,∞(T ) exp
(

σi(T )
Rvρi(T )T

( 1
La

+ 1
Lb

arcsin(ε)
ε

))
. (2.49)

Ist das Verhältnis der Längen von kurzer Halbachse Lb zu langer Halbachse La konstant,
ist die Exzentrität ε ebenfalls konstant, vergleiche (2.33).
Im Spezialfall der Sphäre gilt La = Lb sowie ε = 0. Aus limε→0

arcsin(ε)
ε = 1 folgt für

die gemittelte Dampfdruckformel (2.49)

pv = pi,∞(T ) exp
( 2σi(T )
Rvρi(T )TLa

)
. (2.50)

Das entspricht dem Resultat der genaueren Betrachtung aus Abschnitt 2.2.1.

2.2.5 Grössenordnung und Vergleiche
In diesem Abschnitt diskutieren wir die Grössenordnung des Krümmungseffektes sowie
die Güte der Mittelung aus Abschnitt 2.2.4. Hierzu wird angenommen, dass die Hy-
drometeore im Gleichgewicht mit dem umgebenden Wasserdampf sind. In diesem Fall
ist der Wasserdampfdruck pv identisch mit dem benötigten Sättigungsdampfdruck. Die
Übersättigung

sx := pv
px,∞(T ) − 1, (2.51)

mit x ∈ {l, i}, gibt die Intensität des Krümmungseffekts an.
Für einen kugelförmigen Tropfen oder Eiskristall ist der Korrekturfaktor im Exponen-

ten der Exponentialfunktion von (2.29), (2.32) und (2.49) von der Gestalt

σx(T )
Rvρx(T )T . (2.52)

Der relevante Temperaturbereich für Mischphasenwolken ist −40 ◦C ≤ T ≤ 0 ◦C. Daher
wird der Korrekturfaktor (2.52) im Folgenden in diesem Temperaturbereich betrachtet.
In Abbildung 2.2 ist der Korrekturfaktor für den Fall von flüssigem Wasser (Abbildung
2.2a) sowie von Eis (Abbildung 2.2b) abgebildet.
In beiden Fällen sind die Werte ähnlich und der Wert des Korrekturfaktors ist bei

T = −40 ◦C am grössten. In Abbildung 2.3 ist die Übersättigung sl für einen Tropfen
bei einer Temperatur T = −40 ◦C im Radienbereich 0.5 µm ≤ rd ≤ 20 µm = 20 · 10−6 m
abgebildet. Da bei dieser Temperatur der Korrekturfaktor gemäss Abbildung 2.2a ma-
ximal ist, gibt Abbildung 2.3 den maximalen Effekt der Krümmung für verschiedene
Tropfenradien an. Mit abnehmendem Radius steigt die Übersättigung sl an. Für einen
Radius von 1 µm gilt sl ≈ 1.7 · 10−3, was vernachlässigbar ist. Da ein typischer Wolken-
tropfen einen Radius von 10 µm besitzt (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 6), kann der
Krümmungseffekt für Tropfen vernachlässigt werden.
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Abbildung 2.2: Temperaturabhängigkeit des Krümmungsfaktors (2.52) für den Fall
von flüssigem Wasser und Eis.
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Abbildung 2.3: Übersättigung sl aus (2.51) für verschiedene Tropfenradien bei
T = −40 ◦C. Die vertikale Linie kennzeichnet einen Tropfenradius von 10 µm.

Für den Eiskristall ergibt sich ein ähnliches Bild, denn gemäss Abbildung 2.2 sind die
Korrekturfaktoren für einen Tropfen und einen Eiskristall sehr ähnlich. Daher können wir
die Krümmung für einen kugelförmigen Eiskristall ab einem Radius von 1 µm ebenfalls
vernachlässigen.

Vor dem Vergleich der Mittelungsformel für den ellipsoidförmigen Eiskristall aus
Abschnitt 2.2.4 mit der exakten Formel aus Abschnitt 2.2.3 sei darauf hingewiesen, dass
in der exakten Formel die Ortsvariation lediglich vom Parameter t abhängt, vergleiche
(2.32). Die Parameterwerte

t→ −π2 und t→ π

2 (2.53)

entsprechen den „Spitzen“ des nadelförmigen Eiskristalls. In Abbildung 2.4 ist der
Wert der Übersättigung si für eine Temperatur von T = −40 ◦C dargestellt, denn der
Korrekturfaktor wird bei dieser Temperatur maximal (Abbildung 2.2b). Das Verhältnis
der Längen der Halbachsen zueinander ist in einem Fall Lb : La = 1 : 3 und im
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(b) Lb : La = 10 µm : 150 µm

Abbildung 2.4: Vergleich der Übersättigung si, berechnet mit der Mittelung (2.49)
(blaue Kurve), zur exakten Dampfdruckformel (2.32) (rote Kurve) entlang des Eisellip-
soides, parametrisiert durch t bei konstanter Temperatur T = −40 ◦C.

anderen Fall Lb : La = 1 : 15. In beiden Fällen ist eine erhöhte Übersättigung an den
Spitzen des Eisellipsoides gegenüber der Mitte (Parameterwert t = 0) erkennbar. Die
Mittelungsformel liefert tatsächlich einen mittleren Wert für die Übersättigung. Die
Änderung des Sättigungsdampfdrucks aufgrund des Krümmungseffekts ist jedoch auch
in diesem Fall klein und kann vernachlässigt werden.

2.3 Maxwell-Theorie

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir die Maxwell-Theorie, die das Wachstum eines
bereits vorhandenen Hydrometeors, unter der Annahme eines räumlichen Gleichgewichts,
beschreibt. Im Zuge der schrittweisen Darstellung, werden die dabei getroffenen An-
nahmen explizit herausgestellt. Die Maxwell-Theorie gründet auf einer Diskussion des
Feuchtkugelthermometers von Maxwell (Maxwell, 1877). Darin verwendet er das Konzept
eines ausgedehnten Wasserdampf- und Temperaturfeldes. Mithilfe dieser Feldvorstellung
kann auch das Wachstum von Hydrometeoren beschrieben werden, weshalb dieser Artikel
als Grundstein der Maxwell-Theorie angesehen wird.

2.3.1 Tropfen

Wir werden zunächst die Maxwell-Theorie für das Diffusionswachstum eines Tropfens
darstellen. Dabei folgen wir der klassischen Herleitung aus Rogers und Yau (1989, Kapitel
7). Der Tropfen wird mit ωd bezeichnet.

Die Ausbreitung von Wasserdampf und Wärme erfolgt durch Diffusion gemäss dem
Fickschen und Fourierschen Gesetz. Mathematisch bedeutet dies, dass das Wasserdampf-
und Temperaturfeld ausserhalb eines Hydrometeors jeweils der partiellen Differential-
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gleichung
∂ρv
∂t

= div (D(ρv, T )∇ρv) ,

ρfcp,f
∂T

∂t
= div (K(ρv, T )∇T )

(2.54)

genügt, vergleiche auch Abschnitt 3.1.1. Hierbei bezeichnet ρf die Dichte und cp,f die
spezifische Wärmekapazität von feuchter Luft. Die partiellen Differentialgleichungen
(2.54) sind parabolische Gleichungen, weshalb sie eine instantane Informationsausbrei-
tung erlauben (Evans, 1998, Kapitel 2.3.1(b)). Dieses unphysikalische Verhalten kann
durch den Cattaneo-Ansatz umgangen werden (Cattaneo, 1958). Im vorliegenden Fall
wird diese Modifikation allerdings nicht betrachtet, da die relevanten Abstände der
Hydrometeore klein sind und die Werte der Koeffizienten D, K eine sehr schnelle
Informationsausbreitung rechtfertigen.

Annahme 1
Sei ωd ⊂ R3 ein einzelner Tropfen, repräsentiert durch eine Kugel. Der Tropfen
hat für alle Zeiten dieselbe Form. Ausserdem ist der R3 isotrop und das gesamte
System ausserhalb des Tropfens ist zu jedem Zeitpunkt im thermodynamischen
Gleichgewicht.

Aufgrund dieser Annahme hat der Tropfen keinerlei andere Objekte in endlicher
Reichweite und wechselwirkt ausschliesslich mit den Umgebungswerten im Unendlichen.
Die Form eines realen Wolkentropfens ist in sehr guter Näherung kugelförmig (Pruppacher
und Beard, 1970), was die getroffene Annahme über die Form rechtfertigt. Um die
Gleichungen (2.54) zu vereinfachen, wird eine weitere Annahme getroffen.

Annahme 2
Die Diffusivität D, die thermale Konduktivität K, die Dichte der feuchten Luft ρf
und die spezifische Wärmekapazität der feuchten Luft cp,f sind konstant.

Der konstante Wert der Diffusivität wird mit D0 und der konstante Wert der thermalen
Konduktivität mit K0 bezeichnet. Durch diese Annahme können die Gleichungen (2.54)
umgeschrieben werden zu

∂ρv
∂t

= D0∆ρv,

ρfcp,f
∂T

∂t
= K0∆T.

(2.55)

Aufgrund der Isotropie aus Annahme 1 sind die Lösungen der Gleichungen (2.55)
rotationssymmetrisch. Aus Annahme 1 folgt auch, dass die Zeitableitungen verschwinden,
denn zu jedem einzelnen Zeitpunkt befindet sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht. Dies bedeutet allerdings nicht, dass die Randwerte ebenfalls zeitlich
konstant sind. Insbesondere können sich die Bedingungen an der Tropfenoberfläche
zeitlich ändern. Jedoch bewirkt jede solche Änderung eine instantane Reaktion der
Felder auf den jeweiligen räumlichen Gleichgewichtszustand.

24



2.3 Maxwell-Theorie

Da die zeitlichen Ableitungen in (2.55) verschwinden, ergeben sich zwei Laplace-Glei-
chungen

0 = ∆ρv, (2.56a)
0 = ∆T, (2.56b)

welche die Felder für die Wasserdampfdichte und die Temperatur beschreiben. Ohne Ein-
schränkung diskutieren wir im Folgenden nur die Gleichung für die Wasserdampfdichte,
da die Temperaturgleichung die identische Struktur besitzt. Da die Lösungen von (2.56)
rotationssymmetrisch sind, folgt für die exakte Lösung von (2.56a) die Darstellung

ρv(R) = c1 −
c2
R
, (2.57)

wobei R die radiale Koordinate vom Tropfenmittelpunkt bezeichnet und c1, c2 reelle
Konstanten sind. Sei ρv,∞ die Wasserdampfdichte im Unendlichen und ρv,d die konstante
Wasserdampfdichte an der Oberfläche des Tropfens ωd (Isotropie aus Annahme 1). Aus
(2.57) folgt die exakte Lösung

ρv(R) = ρv,∞ −
rd
R

(ρv,∞ − ρv,d) (2.58)

von (2.56a) mit dem Tropfenradius rd.
Nun behandeln wir die Randbedingung für die Wasserdampfdichte. Diese ist wegen

Abschnitt 2.1 gegeben durch

dmd

dt = αd

∫
∂ωd

D(ρv, T )〈∇ρv, N〉 dσ, (2.59)

wobei md die Masse des Tropfens ωd und αd den Akkomodationskoeffizienten bezeichnet.
Der Akkomodationskoeffizient kann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, mit der
ein Wassermolekül aus der Gasphase beim Auftreffen auf die Tropfenoberfläche in die
flüssige Phase übergeht (Fukuta und Walter, 1970). Aufgrund der Isotropie aus Annahme
1 ist der Integrand entlang ∂ωd konstant. Wegen der Sphärenform des Tropfens ergibt
sich

dmd

dt = αdD0

∫
∂ωd

〈∇ρv, N〉 dσ = αdD04πr2
d

dρv
dR (rd). (2.60)

Die auftretende Ableitung in (2.60) kann aus der obigen Lösung (2.58) der Laplace-
Gleichung berechnet werden:

dρv
dR (R) = rd(ρv,∞ − ρv,d)

R2 . (2.61)

Auswerten von (2.61) an der Stelle R = rd und Einsetzen in (2.60) ergibt für die
Änderungsrate der Tropfenmasse

dmd

dt = 4παdrdD0(ρv,∞ − ρv,d). (2.62)

25



Kapitel 2 Betrachtung eines einzelnen Hydrometeors

Analog erhalten wir für die exakte Lösung der Temperaturgleichung

T (R) = T∞ −
rd
R

(T∞ − Td), (2.63)

wobei Td die konstante Temperatur des Tropfens und T∞ die Umgebungstemperatur
bezeichnen.

Annahme 3
Die Temperatur innerhalb des Tropfens ist uniform. Zusätzlich ist der Temperaturaus-
tausch an der Tropfenoberfläche so effizient, dass jede Erwärmung oder Abkühlung
des Tropfens sofort durch die Umgebung ausgeglichen wird.

Der erste Teil von Annahme 3 besagt, dass der Tropfen eine wohldefinierte Temperatur
besitzt. Andernfalls müsste die Wärmeleitung innerhalb des Tropfens berücksichtigt
werden. Aufgrund der schnellen Wärmeleitung innerhalb des Tropfens, kann diese
vernachlässigt werden (Squires, 1952).

Aus dem zweiten Teil von Annahme 3 folgt, dass die zeitliche Ableitung der Temperatur
in (2.1b) verschwindet, denn jegliche Wärmeänderung durch Phasenübergänge wird
sofort durch die Konduktion ausgeglichen. Die spezifische Wärmekapazität und die
latente Wärme aus (2.1) werden an der Tropfentemperatur Td ausgewertet (Isotropie
aus Annahme 1). Der Integrand im Oberflächenintegral ist wiederum konstant. Mit der
latenten Wärme Llv für den Übergang von flüssigem Wasser in Dampf ergibt sich aus
(2.1b)

Llv(Td)
dmd

dt = −
∫
∂ωd

K(ρv, T )〈∇T,N〉 dσ

= −K0

∫
∂ωd

〈∇T,N〉 dσ

= −K0
T∞ − Td

rd
4πr2

d = 4πrdK0(Td − T∞)

(2.64)

und schliesslich mit (2.62)

ρv,∞ − ρv,d
Td − T∞

= K0
αdLlv(Td)D0

. (2.65)

Die Wasserdampfdichte ρv,d an der Oberfläche des Tropfens erhalten wir aus der Gleich-
gewichtsforderung in Annahme 1, das heisst die Dichte ρv,d ist entlang der Oberfläche
durch die Sättigungsdampfdichte gegeben, die in Abschnitt 2.2.2 bestimmt wurde. Mit-
hilfe der idealen Gasgleichung pv = ρv,dRvTd folgt aus der Sättigungsdampfdruckformel
(2.29)

ρv,d = pl,∞(Td)
RvTd

exp
( 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
. (2.66)

Mit (2.65) erhalten wir eine implizite Gleichung

K0
αdLlv(Td)D0

(Td − T∞) = ρv,∞ −
pl,∞(Td)
RvTd

exp
( 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
, (2.67)
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die numerisch nach Td gelöst werden muss.
Um die zeitliche Evolution eines Tropfens anhand der Maxwell-Theorie zu berechnen,

muss die Differentialgleichung (2.62) mit der algebraischen Nebenbedingung (2.67) gelöst
werden. In der Praxis wird stattdessen eine weiter vereinfachte Form der Wachstums-
gleichungen verwendet, die wir in Abschnitt 2.3.2 diskutieren werden.

Die getroffenen Annahmen der Maxwell-Theorie sind in einer realen Wolke nie erfüllt.
Beispielsweise besteht eine Wolke nach Definition aus vielen Tropfen – im Gegensatz zu
Annahme 1, in der die Situation eines einzelnen Tropfens gefordert wird. Die gängige
Rechtfertigung für die Anwendung der Maxwell-Theorie auf eine reale Wolke besteht
darin, dass die Abstände der Tropfen im Mittel untereinander gross genug sind, um die
Tropfen als unabhängig betrachten zu können (Squires, 1952; Pruppacher und Klett, 1997,
Kapitel 2.1.5). Allerdings gibt es Hinweise auf „Anhäufungen“ von Tropfen in einer realen
Wolke, die durch Turbulenz entstehen (Kostinski und Shaw, 2001; Pinsky und Khain,
2003; Lehmann u. a., 2007). Diese Anhäufungen können die Umgebungsbedingungen
einzelner Hydrometeore ändern und damit auch deren Wachstum (Castellano und Avila,
2011). Es bleibt allerdings die Frage bestehen, ob die Auswirkungen gross genug sind,
um das gesamte Tropfenspektrum einer Wolke zu beeinflussen (Shaw, 2003; Vaillancourt
und Yau, 2000).

Die weiteren Annahmen der Maxwell-Theorie implizieren, dass sich die lokale Tropfen-
umgebung nicht abrupt ändert. Bei schnellen Änderungen der Umgebungsbedingungen
liefert die Maxwell-Theorie tatsächlich falsche Änderungsraten für das Tropfenwachstum
(Nix und Fukuta, 1973). In der Realität können abrupte Änderungen der Umgebungsbe-
dingungen, beispielsweise in Gewitterwolken, durch starke Auf- oder Abwinde auftreten
(Bott, 2012, Kapitel 13.1.1).

2.3.2 Herleitung der approximierten Form am Beispiel des Tropfens
Die Differentialgleichung (2.62) für die Massenänderung des Tropfens enthält die eben-
falls unbekannte Temperatur Td des Tropfens. Die Tropfentemperatur ist durch die
implizite Gleichung (2.67) bestimmt. Mit weiteren Vereinfachungen ist es möglich diese
Nebenbedingung zu eliminieren und die gängige Gleichung

dmd

dt = 4πrd(S∞ − 1)(
Llv(T∞)
RvT∞

− 1
)
Llv(T∞)
K0T∞

+ RvT∞
αdD0pl,∞(T∞)

(2.68)

für die Massenänderung eines Tropfen herzuleiten. Hierbei bezeichnet

S∞ := ρv,∞
ρv,l,∞(T∞) = ρv,∞RvT∞

pl,∞(T∞) (2.69)

das Umgebungssättigungsverhältnis. In Anhang A wird die detaillierte Herleitung von
(2.68) dargestellt. Die wesentliche Beobachtung hierbei ist, dass die Tropfentemperatur Td,
die als Lösung von (2.67) bestimmt ist, aufgrund von Annahme 3 der Gleichgewichtstem-
peratur entspricht. Für die Approximation wird daher die eigentliche Tropfentemperatur
durch die Gleichgewichtstemperatur ersetzt. Da die Tropfentemperatur sehr schnell auf
die Gleichgewichtstemperatur relaxiert, liefert dieses Vorgehen gute Resultate, vergleiche
die Beispielrechnungen aus Abschnitt 2.4. Der physikalische Grund für die schnelle
Relaxation der Temperatur ist die effiziente Wärmeleitung in der Luft.
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Ein Zwischenresultat in der Herleitung von (2.68) ist

dmd

dt =
4πrd ρv,l,∞(T∞)

ρv,l,∞(Td)

(
1− S∞ + S∞

2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
(
1− Llv(T∞)

RvT∞

)
Llv(Td)
K0Td

− 1
αdD0ρv,d

. (2.70)

Aus diesem Zwischenresultat folgt (2.68) durch die Approximation Td ≈ T∞, das heisst
die Tropfentemperatur wird durch die Umgebungstemperatur ersetzt. Diese Approxima-
tion ist ebenfalls wegen der effizienten Wärmeleitung durch die Luft gerechtfertigt. In
der Herleitung von (2.70) wurde die Approximation

exp
(
− 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
≈ 1− 2σl(Td)

Rvρl(Td)Tdrd
(2.71)

durchgeführt, um die Exponentialfunktion aus der Sättigungsdampfdruckformel (2.29)
zu eliminieren, siehe (A.11). Diese Approximation ist lediglich für kleine Argumente der
Exponentialfunktion anwendbar. Allerdings ist das Argument der Exponentialfunktion in
diesem Fall nicht unbedingt klein, da für kleine Tropfen der Radius rd klein ist und daher
das Argument gross. Vielmehr ist das Argument für rd → 0 unbeschränkt. Mit anderen
Worten ist dieser Approximationsschritt nur für genügend grosse Tropfen anwendbar.
Für kleine Tropfen wird die Approximation (2.71) beliebig schlecht. Dennoch wird die
resultierende Massengleichung (2.68) angewandt, um das Verdampfen von Tropfen zu
beschreiben. Im Endresultat (2.68) wurde der Term (2.71) komplett durch 1 ersetzt und
somit der Krümmungseffekt vernachlässigt.
Aus der in der Literatur gebräuchlichen Herleitung von (2.68), welche in Anhang

A beschrieben wird, ist das genaue Vorgehen nicht klar ersichtlich. Eine wesentlich
transparentere Darstellung findet sich in Srivastava und Coen (1992). Die Autoren zeigen,
dass die Herleitung aus Anhang A der Berechnung der Temperaturdifferenz Td − T∞
durch eine Taylorapproximation der Wasserdampfdichten entspricht: Die Rechnung

ρv,∞ − ρv,d = ρv,l,∞(T∞)S∞ − ρv,l,∞(Td) exp
( 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
(∗)
≈ ρv,l,∞(T∞)S∞ − ρv,l,∞(Td)
(∗∗)
≈ ρv,l,∞(T∞)S∞ − ρv,l,∞(T∞)− dρv,l,∞

dT (T∞) (Td − T∞)

= ρv,l,∞(T∞) (S∞ − 1)− dρv,l,∞
dT (T∞) (Td − T∞) ,

(2.72)

wobei bei (∗) die Krümmung vernachlässigt und bei (∗∗) die Taylorentwicklung von
ρv,l,∞ um T∞ bis zum linearen Term durchgeführt wurde, liefert einen Ausdruck für die
Differenz der Wasserdampfdichten mithilfe der Temperaturdifferenz. Wird die Differenz
der Wasserdampfdichten in (2.65) durch (2.72) ersetzt, folgt die Gleichung

Td − T∞ = αdLlv(Td)D0ρv,l,∞(T∞)
K0 + αdLlv(Td)D0

dρv,l,∞
dT (T∞)

(S∞ − 1) (2.73)

für die Tropfentemperatur. Wird die Temperaturdifferenz in (A.6b) mit (2.73) ersetzt
und die Ableitung

dρv,l,∞
dT (T∞) (2.74)
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mithilfe der Clausius-Clapeyron-Gleichung (A.1) berechnet, ergibt sich ebenfalls das
Resultat (2.68). Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dass erkennbar wird, wie
sich genauere Approximationen konstruieren lassen. Wird in (2.72) die Taylorreihe
nicht nach dem linearen Term, sondern beispielsweise nach dem quadratischen Term
abgebrochen, lässt sich eine genauere Approximation konstruieren (Srivastava und Coen,
1992).

2.3.3 Eiskristall
Für den Fall eines Eiskristalls werden dieselben Annahmen wie im Fall des Tropfens in
Abschnitt 2.3.1 getroffen. Lediglich die Annahme 1 wird modifiziert, um die komplizierte
Geometrie eines Kristalls zu berücksichtigen.

Annahme 1, Fall Eis
Sei ωi ⊂ R3 ein einzelner Eiskristall. Der Eiskristall hat für alle Zeiten dieselbe
Form. Die Oberfläche des Eiskristalls bildet eine Isofläche für die Wasserdampfdichte
und die Temperatur. Zu jedem Zeitpunkt ist das gesamte System ausserhalb des
Eiskristalls im thermodynamischen Gleichgewicht.

Diese Annahme ermöglicht es, eine Analogie zur Elektrostatik zu ziehen und damit
letztlich die Wachstumsgleichung für die Masse des Eiskristalls zu finden (Jeffreys, 1918).
Eine derartige Analogie zur Elektrostatik hat bereits Maxwell in seinem Artikel über
das Feuchtkugelthermometer gezogen (Maxwell, 1877).

Wir werden im Folgenden kurz auf die Berechnung der Kapazität eines Kondensators
eingehen. In der anschliessenden Beschreibung der Analogie wird der Kondensator dem
Eiskristall entsprechen.

Ein Kondensator ω̃ ist in der Elektrostatik durch zwei räumlich voneinander getrennte
Leiter mit gleicher Ladungsmenge und unterschiedlichem Vorzeichen der Ladungen
definiert (Küpfmüller u. a., 2008, Kapitel 12.1). Zwischen den Elektroden entsteht ein
elektrisches Feld E, das pro Punkt proportional zur Spannungsdifferenz diff(U) ist.
Daraus folgt, dass der elektrische Fluss ebenfalls proportional zur Spannungsdifferenz ist,
was letztlich impliziert, dass die Ladung Q selbst proportional zur Spannungsdifferenz
ist (Küpfmüller u. a., 2008, Kapitel 7 und 12.1). Die Proportionalitätskonstante heisst
Kapazität Ce, also diff(U)Ce = Q. Ein einzelner Leiter kann immer noch als ein
Kondensator angesehen werden. Hierzu wird angenommen, dass sich der zugehörige
zweite Leiter im Unendlichen befindet.
Wir betrachten nun den Fall eines einzelnen Leiters. Sei γ ein Weg, der im Un-

endlichen startet und an einem Punkt p auf der Leiteroberfläche ∂ω̃ endet. Da das
elektrische Feld ein totales Differential ist (Küpfmüller u. a., 2008, Kapitel 6), folgt für
die Spannungsdifferenz

diff(U) =
∫
γ

E ds =
∫
γ

dU = U(∞)− U(p). (2.75)

Weil die Leiteroberfläche eine Isofläche für das Potential U ist, gilt

diff(U) = U(∞)− U∂ω̃, (2.76)
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wobei mit U∂ω̃ das konstante Potential entlang der Oberfläche ∂ω̃ bezeichnet wird. Aus
dem Gauss-Gesetz (Küpfmüller u. a., 2008, Kapitel 7) folgt

Ce
(
U∞ − U∂ω̃

)
= Q = ε0

∫
∂ω̃

〈E,N〉 dσ, (2.77)

mit der elektrischen Feldkonstante ε0 (Permettivität von Vakuum).
Nun betrachten wir die Analogie. Hierzu wird der Leiter ω̃ als Eiskristall ωi und

die elektrische Spannung U als die Wasserdampfdichte ρv interpretiert, das heisst ∇ρv
entspricht dem elektrischen Feld E (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 8.3.1; Pruppacher
und Klett, 1997, Kapitel 13.3). Aus (2.77) folgt, mit Annahme 2 über die Konstanz der
Diffusivität,

4πCD0(ρv,∞ − ρv,i) =
∫
∂ωi

〈D0∇ρv, N〉 dσ. (2.78)

Zudem wurde die Kapazität C des Eiskristalls durch

C := Ce
4πε0

(2.79)

definiert und ρv,i bezeichnet die Wasserdampfdichte an der Oberfläche des Eiskristalls
ωi. Mithilfe dieser Analogie erhalten wir die Änderungsgleichung für die Masse mi des
Eiskristalls

dmi

dt = αi

∫
∂ωi

〈D0∇ρv, N〉 dσ = 4παiCD0(ρv,∞ − ρv,i), (2.80)

wobei wir den Akkomodationskoeffizienten αi für den Eiskristall eingefügt haben. Wir
nehmen diesen als eine Konstante an. Für reale Eiskristalle hängt der Akkomodations-
koeffizient von der Temperatur Ti und der lokalen Übersättigung an der Oberfläche des
Eiskristalls ab (Libbrecht, 2005).
Für das Oberflächenintegral der Temperatur gilt analog∫

∂ωi

〈∇T,N〉 dσ = 4πC(T∞ − Ti), (2.81)

mit der Temperatur Ti des Eiskristalls. Wie im Fall des Tropfens, folgt die Gleichge-
wichtsbedingung

ρv,∞ − ρv,i
Ti − T∞

= K0
αiLiv(Ti)D0

(2.82)

mit der latenten Wärme Liv für den Phasenübergang von Eis zu Wasserdampf. Bei
einem kugelförmigen Eiskristall ist die Kapazität durch C = ri gegeben, also durch den
Radius ri der Eiskugel. Insbesondere nimmt (2.80) in diesem Fall die gleiche Form an
wie die Massenänderungsgleichung eines Tropfens, vergleiche dazu (2.62).

Eine wichtige Bemerkung, zur hier präsentierten Theorie von Maxwell für das Wachs-
tum von Eiskristallen, betrifft die Form der Eiskristalle. Diese wird durch eine festge-
schriebene Kapazität vorausgesetzt (Mason, 1953), vergleiche Annahme 1. Daher kann
mit dieser Theorie keine Formänderung eines wachsenden Eiskristalls beschrieben werden.
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Es gibt Erweiterungen zu dieser Theorie, in welcher simultan zu den hier dargelegten
Wachstumsgleichungen auch eine Gleichung für die Kapazität gelöst wird. Damit wird
auch eine Änderung der Eiskristallform zugelassen (Chen und Lamb, 1994).

Annahme 1 für den Eiskristall besagt, dass die Wasserdampfdichte entlang der Ober-
fläche konstant ist. Diese Annahme ist jedoch in der Realität nicht erfüllt. Einen ersten
Hinweis darauf gab es in Abschnitt 2.2.3, denn bereits im einfachen Ellipsoidmodell
war die Sättigungsdampfdichte abhängig vom Ort. Tatsächlich ist gerade die Orts-
abhängigkeit der Sättigungsdampfdichte verantwortlich für die Ausbildung der vielen
faszinierenden Formen, in die sich Eiskristalle entwickeln (Libbrecht, 2005). In der
Modellstudie Wood u. a. (2001) wurden Übersättigungen entlang der Oberfläche eines
hexagonalen nadelförmigen Eiskristalls direkt berechnet. Das Resultat dieser Modellstu-
die zeigt ebenfalls eine ortsabhängige und daher nicht konstante Übersättigung entlang
der Oberfläche.

2.3.4 Korrekturen der Maxwell-Theorie
In diesem Abschnitt werden wir kurz gängige Korrekturen der Maxwell-Theorie anspre-
chen. Diese Korrekturen bestehen aus zusätzlichen Faktoren in der Massengleichung
(2.62) für einen Tropfen oder (2.80) für einen Eiskristall. Das Ziel dieser Korrekturen
besteht darin, physikalische Prozesse zu berücksichtigen, die zum Beispiel durch die in
der Theorie getroffenen Annahmen ausgeschlossen wurden.

Thermaler Akkomodationskoeffizient
In der Differentialgleichung (2.1a) für die Änderung der Masse eines Hydrometeors
ω haben wir den Akkomodationskoeffizienten αω berücksichtigt. Dieser kann als die
Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, mit der ein Wassermolekül aus der Dampfphase
in die kondensierte Phase übergeht.
Für die Temperaturgleichung (2.1b) kann ebenfalls ein solcher Effizienzfaktor βω

eingeführt werden. Die Definition dieses Faktors ist (Fukuta und Walter, 1970)

βω = T ′ω − T∞
Tω − T∞

. (2.83)

Hierbei bezeichnet T ′ω die Temperatur der Wassermoleküle, welche die kondensierte
Phase verlassen. Daher gibt βω die Effizienz an, mit der die von der kondensierten Phase
in die Dampfphase übergehenden Moleküle ihre Energie beibehalten können. Der gängige
Wert dieses Koeffizienten in der Literatur sowohl für Tropfen als auch für Eiskristalle ist
βω = 1, obwohl direkte Messungen schwierig und mit grossen Unsicherheiten behaftet
sind (Fukuta und Walter, 1970; Hall und Pruppacher, 1976; Shaw und Lamb, 1999;
Wang, 2013, Kapitel 9.1.2).

Diskrete Schicht
In der Maxwell-Theorie dominiert die Vorstellung eines Kontinuums aus Wassermolekülen
bis an die Oberfläche eines Hydrometeors. Experimentelle Beobachtungen hingegen
deuten die Existenz einer dünnen Schicht über dem Hydrometeor an, in welcher die
diskrete Natur der Gasteilchen berücksichtigt werden muss (Langmuir, 1918). Werden
diese Ideen detailliert ausgeführt (zum Beispiel Squires, 1952; Fukuta und Walter,
1970; Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 13.1.1), ergeben sich Korrekturfaktoren
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für die Massengleichung, die von den Akkomodationskoeffizienten und dem Radius
abhängen. Für einen typischen Wolkentropfen mit einem Radius rd = 15 µm sind die
Korrekturfaktoren sehr nahe bei 1 und werden daher oft vernachlässigt.

Ventilationskoeffizient
Eine zentrale Annahme der Maxwell-Theorie besteht in der Existenz ungestörter Felder
für die Wasserdampfdichte und die Temperatur um einen Hydrometeor. Da diese An-
nahme in der Realität nie erfüllt ist, wird ein Ventilationskoeffizient als Faktor in die
Massengleichung aufgenommen. Dieser ist als das Verhältnis der Massenänderung eines
Hydrometeors in einer gestörten Umgebung zur Massenänderung in einer ungestörten
Umgebung definiert (Wang, 2013, Kapitel 9.3 und 9.4.1). Der Ventilationskoeffizient
hängt von der Schmidt- und der Reynoldszahl ab, die Eigenschaften der Luftströmung
um den Hydrometeor beschreiben.

Aerosol
Ein typischer Hydrometeor besteht nicht aus reinem Wasser, sondern enthält noch andere
Stoffe. Diese verändern vornehmlich den Sättigungsdampfdruck des Hydrometeors. In
Abschnitt 2.6 werden wir auf diesen Aspekt weiter eingehen.

2.4 Die vollständigen Wachstumsgleichungen für einen
Tropfen

Bei der Herleitung der Wachstumsgleichungen für einen Tropfen in Abschnitt 2.3.1
wurde explizit Annahme 3 benutzt, welche die Zeitableitung in der Tropfentemperatur-
gleichung eliminiert. Wir lassen diese Annahme nun fallen und beschreiben zusätzlich
die Differentialgleichung für die Tropfentemperatur, die sich aus den Grundgleichungen
für das Hydrometeorwachstum aus Abschnitt 2.1 ergibt.
Aus der Temperaturgleichung (2.1b) folgt, mit gleicher Behandlung des Oberflächen-

integrals wie bei der Herleitung der Massengleichung in Abschnitt 2.3.1,

mdcp,l(Td)
dTd
dt = Llv(Td)

dmd

dt +
∫
∂ωd

K(ρv, T )〈∇T,N〉 dσ

= Llv(Td)
dmd

dt +K0
dT
dR (rd)4πr2

d

= Llv(Td)
dmd

dt + 4πrdK0(T∞ − Td),

(2.84)

wobei cp,l die spezifische Wärmekapazität von Wasser bezeichnet. In (2.84) wurde
ausgenutzt, dass der Tropfen kugelförmig ist. Ersetzen wir die Änderungsrate der Masse
durch (2.62) und verwenden

md = 4
3πρl(Td)r

3
d (2.85)

in (2.84), ergibt sich aus (2.1) das folgende System von gewöhnlichen Differentialglei-
chungen

dmd

dt = 4παdD0

( 3
4πρl(Td)

) 1
3
m

1
3
d (ρv,∞ − ρv,d) , (2.86a)
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dTd
dt = 4π

cp,l(Td)

( 3
4πρl(Td)

) 1
3
m
− 2

3
d (αdLlv(Td)D0 (ρv,∞ − ρv,d) +K0 (T∞ − Td))

(2.86b)

für die zeitliche Entwicklung eines Tropfens. Die Wasserdampfdichte an der Oberfläche
ist wegen Abschnitt 2.2.2 gegeben durch

ρv,d(rd, Td) = pl,∞(Td)
RvTd

exp
( 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)

= pl,∞(Td)
RvTd

exp

 2σl(Td)
Rvρl(Td)Td

(4πρl(Td)
3

) 1
3
m
− 1

3
d

 . (2.87)

Hierbei sind die Diffusivität und die thermale Konduktivität aus den Umgebungsbedin-
gungen durch D0 = D(p∞, T∞) und K0 = K(ρv,∞, T∞), mit dem Umgebungsgesamt-
druck p∞, gegeben. Insgesamt sind diese Gleichungen auch für einen kugelförmigen
Eiskristall gültig, wenn die physikalischen Parametrisierungen für das Eis angepasst
werden.

Wir bemerken auch hier, dass (2.86) eine Singularität für verschwindende Massen
aufweist. Das heisst, mit diesen Gleichungen kann kein vollständiges Verdampfen eines
Hydrometeors beschrieben werden. Auf diesen Punkt werden wir in Abschnitt 2.6
zurückkommen.
An zwei numerischen Beispielen wird nun die Lösung der approximativen Wachs-

tumsgleichung (2.68) mit dem Verlauf der Lösung der vollständigen Wachstumsgleichun-
gen (2.86) verglichen. Wir betrachten einen Tropfen bei einer Umgebungstemperatur
T∞ = −15 ◦C, einem Umgebungsgesamtdruck p∞ = 650 hPa und einem Sättigungsver-
hältnis von S∞ = 1.01. Die Anfangstemperatur des Tropfens betrage Td(0) = −14.5 ◦C.
Im ersten Beispiel wird das Wachstum eines Tropfens mit Anfangsradius rd(0) = 10 µm
gezeigt, siehe Abbildung 2.5. Aus der Abbildung ist erkennbar, dass die Lösung der
Tropfenmasse der approximativen Gleichung gut mit der Lösung der genaueren Glei-
chung übereinstimmt (Abbildung 2.5a). Die Tropfentemperatur relaxiert sehr schnell
auf die Gleichgewichtstemperatur, die in der approximativen Gleichung implizit benutzt
wird (Abbildung 2.5b).

Im zweiten Beispiel habe der Tropfen einen Anfangsradius von rd(0) = 30 µm und
ansonsten identische Bedingungen wie zuvor, siehe Abbildung 2.6. In diesem Beispiel ist
die Relaxationszeit der Tropfentemperatur auf die Gleichgewichtstemperatur grösser
(Abbildung 2.6b) im Vergleich zum kleineren Tropfen. Dies erklärt die anfängliche
Abweichung in der Tropfenmasse (Abbildung 2.6a). Nachdem die Temperatur auf ihren
Gleichgewichtswert relaxiert hat, sind die Steigungen der beiden Kurven für die Masse
gleich.

2.5 Asymptotische Betrachtung
In diesem Abschnitt werden wir die Wachstumsgleichungen aus Abschnitt 2.4 zunächst
entdimensionalisieren, um die Struktur dieser Gleichungen besser zu erkennen. In Ab-
schnitt 2.5.5 werden wir eine asymptotische Näherung der Wachstumsgleichungen, unter
gewissen Annahmen, herleiten. Hierzu wird ein kleiner Parameter ε eingeführt und das
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Abbildung 2.5: Vergleich der vollständigen Wachstumsgleichungen mit der approxi-
mativen Wachstumsgleichung für einen Tropfen mit Anfangsradius 10 µm.
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Abbildung 2.6: Vergleich der vollständigen Wachstumsgleichungen mit der approxi-
mativen Wachstumsgleichung für einen Tropfen mit Anfangsradius 30 µm.
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ursprüngliche Problem in Teilprobleme, gemäss der Ordnungen in ε, zerlegt. Falls diese
Teilprobleme lösbar sind, kann aus deren Lösung eine asymptotische Näherung der
Lösung des ursprünglichen Problems konstruiert werden. Wir werden diesen Formalis-
mus auf die Wachstumsgleichungen anwenden und die ersten beiden Ordnungen der
asymptotischen Näherung berechnen.

2.5.1 Entdimensionalisierung
In den Wachstumsgleichungen (2.86) besitzen alle vorkommenden Variablen eine physika-
lische Dimension. Um Variablen mit einer physikalischen Dimension von dimensionslosen
zu unterscheiden, notieren wir jede Variable mit physikalischer Dimension mit ^. Die
einzigen Ausnahmen stellen die Referenzgrössen und die Gaskonstante Rv dar. Für
die Referenzgrössen md,c, Td,c, tc der Masse, Temperatur und Zeit wählen wir typische
Grössen. Für die Entdimensionalisierung selbst sind die konkreten Werte der Referenz-
grössen unwichtig. Erst bei Konstruktion der asymptotischen Näherung werden diese
Werte wichtig. Da die Referenzgrössen typische Werte des betrachteten Systems besitzen
sollten, werden wir die Referenztemperatur als die Umgebungstemperatur wählen, also
Td,c = T̂∞. Die Referenzmasse eines Tropfens sei diejenige Masse, die sich für einen Trop-
fenradius von 15 µm ergibt, was einem typischen Tropfenradius entspricht (Pruppacher
und Klett, 1997, Kapitel 2.1.3; Wang, 2013, Kapitel 2.5). Die Referenzzeit sei tc = 1 s.
Die Umgebungsbedingungen des Systems seien gegeben durch die Umgebungstemperatur
T̂∞ und die Wasserdampfdichte ρ̂v,∞ in der Umgebung. Das Sättigungsverhältnis ist als

S∞ = ρ̂v,∞RvT̂∞

p̂l,∞(T̂∞)
= p̂v,∞

p̂l,∞(T̂∞)
(2.88)

definiert. Mithilfe der Referenzgrössen definieren wir die dimensionslosen Grössen durch

md := m̂d

md,c
, Td := T̂d

Td,c
, t := t̂

tc
(2.89)

und erhalten damit für die Ableitungen

dmd

dt = d
dt

(
m̂d(t̂ )
md,c

)
= tc
md,c

dm̂d

dt̂
sowie dTd

dt = tc
Td,c

dT̂d
dt̂

. (2.90)

Nach der Entdimensionalisierung ergeben sich aus (2.86) die Gleichungen

dmd

dt = α̃1m
1
3
d − α̃2

m
1
3
d pl,∞(Td)
Td

exp

 α

Tdm
1
3
d

 ,
dTd
dt = β̃1

1

m
2
3
d

− β̃2
pl,∞(Td)

Tdm
2
3
d

exp

 α

Tdm
1
3
d

− β̃3
Td

m
2
3
d

.

(2.91)

Hierbei wurden die dimensionslose Funktion

pl,∞(T ) = p̂l,∞(Td,cT )
p̂l,∞(T̂∞)

(2.92)
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sowie die Bezeichnung

r̂d =
(

3m̂d

4πρ̂l(T̂d)

) 1
3

=: ĈKm̂d
1
3 (2.93)

eingeführt. Die dimensionslosen Koeffizienten in (2.91) sind durch

α(T̂d) = 2σ̂l(T̂d)

Rvρ̂l(T̂d)ĈKTd,cm
1
3
d,c

,

α̃1(p̂∞, T̂∞, S∞) = 4παdD̂0ĈKtc · p̂l,∞(T̂∞)

RvT̂∞m
2
3
d,c

S∞,

α̃2(p̂∞, T̂∞) = 4παdD̂0ĈKtc · p̂l,∞(T̂∞)

RvTd,cm
2
3
d,c

,

β̃1(T̂d, p̂∞, T̂∞, S∞) = 4πĈKtc
ĉp,l(T̂d)Td,cm

2
3
d,c

(
αdL̂lv(T̂d)D̂0p̂l,∞(T̂∞)

RvT̂∞
S∞ + K̂0T̂∞

)
,

β̃2(T̂d, p̂∞, T̂∞) = 4παdL̂lv(T̂d)D̂0ĈKtc · p̂l,∞(T∞)

ĉp,l(T̂d)RvT 2
d,cm

2
3
d,c

,

β̃3(T̂d, T̂∞) = 4πK̂0ĈKtc

ĉp,l(T̂d)m
2
3
d,c

(2.94)

gegeben. Damit sind die Wachstumsgleichungen (2.86) entdimensionalisiert. Bei den
dimensionslosen Koeffizienten handelt es sich teilweise noch um Funktionen der gesuchten
Tropfentemperatur. Daher werden wir alle Koeffizienten an der Umgebungstempera-
tur T̂∞ auswerten. Lediglich die Parametrisierung für den Sättigungsdampfdruck wird
beibehalten, vergleiche (2.92). Würde diese ebenfalls an der Umgebungstemperatur
ausgewertet, dann führte dies zu systematischen Fehlern, vergleiche hierzu Abbildung
2.7. In dieser Abbildung sind die Lösungen der Wachstumsgleichungen (2.91) aufge-
tragen, einmal mit variablen Koeffizienten und einmal mit konstanten Koeffizienten.
Die Umgebungs- und Anfangsbedingungen sind identisch mit der Berechnung von Ab-
bildung 2.5. Im Fall der konstanten Koeffizienten wurde insbesondere (2.92) an der
Umgebungstemperatur ausgewertet. Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass dies einen
systematischen Fehler verursacht, sowohl in der Tropfenmasse (Abbildung 2.7a) als
auch in der Tropfentemperatur (Abbildung 2.7b). Obwohl der Fehler in der Tropfen-
temperatur klein ist, verursacht dieser einen Fehler in der Tropfenmasse. Der Grund
hierfür liegt darin, dass die Tropfenmasse äusserst sensitiv von der Differenz ρ̂v,∞ − ρ̂v,d
abhängt, vergleiche (2.86a). Durch den Fehler in der Tropfentemperatur wird auch die
Differenz ρ̂v,∞− ρ̂v,d verändert, was die Abweichung in der Tropfenmasse erklärt. Werden
lediglich die Koeffizienten (2.94) an der Umgebungstemperatur ausgewertet, aber (2.92)
variabel belassen, so ist die zugehörige Lösungskurve nicht von der exakten Kurve zu
unterscheiden.
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Abbildung 2.7: Verlauf der Tropfenmasse und der Tropfentemperatur gemäss der
Wachstumsgleichung (2.91) mit an den Umgebungsbedingungen ausgewerteten dimen-
sionslosen Koeffizienten (2.94). Die rote Kurve zeigt die Lösung mit variablem Sätti-
gungsdampfdruck, die blaue Kurve die Lösung mit konstantem Sättigungsdampfdruck
ausgewertet an der Umgebungstemperatur.

2.5.2 Approximation des Sättigungsdampfdrucks

Um die entdimensionalisierten Wachstumsgleichungen (2.91) analytisch weiter betrachten
zu können, wird eine Approximation des Sättigungsdampfdrucks in (2.92) benötigt, die
analytisch besser zugänglich ist als die Referenzparametrisierung (C.19) aus Murphy und
Koop (2005). Eine einfache polynomielle Approximation an die Werte von log(pl,∞(T ))
wie in Abschnitt B.1 ist problematisch und führt nicht unbedingt zu zufriedenstellenden
Resultaten, vergleiche dazu Abschnitt B.2.
Eine Alternative wird durch Srivastava und Coen (1992) motiviert, die bereits in

Abschnitt 2.3.2 angedeutet wurde. Hierzu wird der Sättigungsdampfdruck p̂l,∞ um
die Umgebungstemperatur T̂∞ in eine Taylorreihe entwickelt und diese nach dem
quadratischen Term abgebrochen. Die benötigten Ableitungen werden mithilfe der
Clausius-Clapeyron-Gleichung (A.1) berechnet. Aus der Clausius-Clapeyron-Gleichung
folgt

p̂l,∞
′(T̂∞)

p̂l,∞(T̂∞)
= L̂lv(T̂∞)

RvT̂∞
2 . (2.95)

Mithilfe der Quotientenregel ergibt sich daraus für die zweite Ableitung

p̂l,∞
′′(T̂∞)

p̂l,∞(T̂∞)
= L̂lv(T̂∞)

RvT̂∞
3

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 2
)
. (2.96)

Wir bemerken noch, dass in der Herleitung von (2.96) die Annahme gemacht wurde, dass
die latente Wärme nicht von der Temperatur abhängt. Diese Annahme ist gerechtfertigt,
da die Differenz der Temperaturen T̂∞, T̂d sehr klein und die latente Wärme eine
differenzierbare Funktion ist. Daher gilt L̂lv(T̂d) ≈ L̂lv(T̂∞).
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Die Entwicklung von p̂l,∞ in (2.92) bis zum quadratischen Term ergibt

pl,∞(Td) = p̂l,∞(Td,cTd)
p̂l,∞(T̂∞)

≈ 1 + p̂l,∞
′(T̂∞)

p̂l,∞(T̂∞)
(Td,cTd − T̂∞) + p̂l,∞

′′(T̂∞)
2p̂l,∞(T̂∞)

(Td,cTd − T̂∞)2

= C0 + C1Td + C2T
2
d ,

(2.97)

mit den dimensionslosen Koeffizienten

C0 := 1 + L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

(
L̂lv(T̂∞)
2RvT̂∞

− 2
)
,

C1 := L̂lv(T̂∞)Td,c
RvT̂∞

2

(
3− L̂lv(T̂∞)

RvT̂∞

)
,

C2 :=
L̂lv(T̂∞)T 2

d,c

2RvT̂∞
3

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 2
)
.

(2.98)

Da die Clausius-Clapeyron-Gleichung allgemein gilt, insbesondere auch für den Fall
von Eis, folgt für den Sättigungsdampfdruck über Eis die gleiche Approximation, wenn
die physikalischen Parametrisierungen in (2.98) bezüglich des Eises notiert werden.

2.5.3 Entdimensionalisierung mit approximiertem Sättigungsdampfdruck

Wir setzen nun in die entdimensionalisierten Wachstumsgleichungen (2.91) die durch
(2.97) approximierte dimensionslose Funktion (2.92) ein. Dies ergibt die Gleichungen

dmd

dt = α1m
1
3
d −

(
α2
Td
− α3 + α4Td

)
m

1
3
d exp

 α

Tdm
1
3
d

 ,
dTd
dt = β1

m
2
3
d

−
(
β2
Td
− β3 + β4Td

) 1

m
2
3
d

exp

 α

Tdm
1
3
d

− β5
Td

m
2
3
d

(2.99)
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mit den finalen dimensionslosen Koeffizienten

α1 = α̃1 = 4παdD̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)S∞
RvT̂∞m

2
3
d,c

,

α2 = α̃2C0 = 4παdD̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)

RvTd,cm
2
3
d,c

(
1 + L̂lv(T̂∞)

RvT̂∞

(
L̂lv(T̂∞)
2RvT̂∞

− 2
))

,

α3 = −α̃2C1 = 4παdD̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)L̂lv(T̂∞)

R2
vT̂∞

2
m

2
3
d,c

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 3
)
,

α4 = α̃2C2 = 2παdD̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)L̂lv(T̂∞)Td,c
R2
vT̂∞

3
m

2
3
d,c

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 2
)
,

β1 = β̃1 = 4πĈKtc
ĉp,l(T̂∞)Td,cm

2
3
d,c

(
αdL̂lv(T̂∞)D̂0p̂l,∞(T̂∞)

RvT̂∞
S∞ + K̂0T̂∞

)
,

β2 = β̃2C0 = 4παdL̂lv(T̂∞)D̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)

ĉp,l(T̂∞)RvT 2
d,cm

2
3
d,c

(
1 + L̂lv(T̂∞)

RvT̂∞

(
L̂lv(T̂∞)
2RvT̂∞

− 2
))

,

β3 = −β̃2C1 = 4παdL̂lv(T̂∞)2D̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)

ĉp,l(T̂∞)R2
vTd,cT̂∞

2
m

2
3
d,c

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 3
)
,

β4 = β̃2C2 = 2παdL̂lv(T̂∞)2D̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)

ĉp,l(T̂∞)R2
vT̂∞

3
m

2
3
d,c

(
L̂lv(T̂∞)
RvT̂∞

− 2
)
,

β5 = β̃3 = 4πK̂0ĈKtc

ĉp,l(T̂∞)m
2
3
d,c

.

(2.100)
Aufgrund von

d
dt

(3
2m

2
3
d

)
= m

− 1
3

d

dmd

dt (2.101)

bietet sich die Substitution
x(t) := 3

2md(t)
2
3 (2.102)

an. Einsetzen von (2.102) in (2.99) liefert das transformierte System

dx
dt = α1 −

(
α2
Td
− α3 + α4Td

)
exp

(√
3
2

α

Tdx
1
2

)
,

2
3x

dTd
dt = β1 −

(
β2
Td
− β3 + β4Td

)
exp

(√
3
2

α

Tdx
1
2

)
− β5Td.

(2.103)

Vernachlässigen der Krümmung, das heisst Ersetzen des Exponentialterms durch 1,
ergibt

Td
dx
dt = −γ1T

2
d − γ2 + γ3Td, (2.104a)
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xTd
dTd
dt = −δ1T

2
d − δ2 + δ3Td (2.104b)

mit den Koeffizienten
γ1 := α4, δ1 := 3

2(β4 + β5),

γ2 := α2, δ2 := 3
2β2,

γ3 := α1 + α3, δ3 := 3
2(β1 + β3).

(2.105)

Das Vernachlässigen des „Krümmungsterms“ in (2.103) ist gemäss Abschnitt 2.2.5
für Hydrometeore ab einem Radius von 1 µm gerechtfertigt. Im Folgenden wird stets
angenommen, dass die Hydrometeore gross genug sind, um die Krümmung zu vernachläs-
sigen. Alle dimensionslosen Koeffizienten (2.105) hängen von der Umgebungstemperatur
T̂∞ und dem Umgebungsdruck p̂∞ ab, wobei der Druck ausschliesslich in den Wert
D̂0 für die Diffusivität eingeht. Die Koeffizienten γ3 und δ3 hängen zusätzlich vom
Umgebungssättigungsverhältnis S∞ ab.

2.5.4 Gleichgewichtsverhalten
Aus den Abbildungen 2.5 und 2.6 ist bereits ersichtlich, dass die Tropfentemperatur
auf eine Gleichgewichtstemperatur relaxiert. Eine solche Gleichgewichtstemperatur ist
durch das Verschwinden der rechten Seite von (2.104b) charakterisiert. Das bedeutet,
alle Gleichgewichtstemperaturen lösen die Gleichung

0 = −δ1T
2
GG − δ2 + δ3TGG. (2.106)

Die Lösungen dieser quadratischen Gleichung sind

TGG =
δ3 +

√
δ2

3 − 4δ1δ2

2δ1
und T ′GG =

δ3 −
√
δ2

3 − 4δ1δ2

2δ1
. (2.107)

Für relevante atmosphärische Werte sind diese Lösungen immer reell und verschieden,
denn die Diskriminante verschwindet nicht, vergleiche Abbildung 2.8a. Für diese Abbil-
dung wurde das Sättigungsverhältnis S∞ = 0.5 gewählt, um eine untere Abschätzung
für die Diskriminante zu erhalten. Dieses Sättigungsverhältnis ist deutlich niedriger als
beobachtete Werte in Wolken (Korolev und Isaac, 2006). Für den Fall eines kugelförmi-
gen Eiskristalls ist die Diskriminante ebenfalls grösser als 0, siehe Abbildung 2.8b. Da
die Werte der Diskriminante durch die Referenzwerte der Masse und Temperatur des
Hydrometeors lediglich skaliert werden, ist die konkrete Wahl der Referenzwerte für das
Vorzeichen der Diskriminante unwichtig. Für Abbildung 2.8 wurden die Referenzwerte
Td,c = 0 ◦C und 3md,c = 4πρ̂l(Td,c)(10 · 10−6 m)3 für den Tropfen sowie Ti,c = −15 ◦C
und 3mi,c = 4πρ̂i(Ti,c)(100 · 10−6 m)3 für den Eiskristall gewählt.
Mithilfe von (2.106) sehen wir, dass die zugehörige Parabel nach unten geöffnet

ist, denn δ1 > 0. Daher ist die grössere Gleichgewichtstemperatur TGG ein positiver
Attraktor und die kleinere Gleichgewichtstemperatur T ′GG ein negativer Attraktor für die
Temperaturgleichung (2.104b). Die kleinere Lösung T ′GG ist für relevante atmosphärische
Werte im Vergleich zur Umgebungstemperatur sehr klein, wie Abbildung 2.9 zeigt.
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Abbildung 2.8: Untere Schranke für die Diskriminante von (2.106) für die Umgebungs-
drücke 1013 hPa (rote Kurve) und 100 hPa (blaue Kurve). Für das Sättigungsverhältnis
wurde S∞ = 0.5 als untere Schranke verwendet.

Dies ist der Grund dafür, dass im Folgenden nur die Lösung TGG verwendet wird. In
Abbildung 2.9 ist die dimensionsbehaftete kleinere Lösung T̂ ′GG dargestellt, denn die
dimensionsbehafteten Gleichgewichtstemperaturen sind unabhängig von der Wahl der
Referenzwerte für die Masse und Temperatur der Hydrometeore.

Aus dieser Diskussion kann, wegen der Struktur von (2.104a), eine konstante „Grenz-
massenänderungsrate“ ermittelt werden. Da die Temperatur sehr schnell auf TGG rela-
xiert, gilt nach der Relaxation für die Änderungsrate von x

dx
dt = −γ1TGG −

γ2
TGG

+ γ3. (2.108)

Dies bedeutet, dass sich x nach kurzer Zeit wie eine affin-lineare Funktion verhält,
vergleiche dazu auch Abbildung 2.6. Ausgedrückt mit der Masse md, ergibt sich das
einfache Potenzgesetz

dmd

dt =
(
−γ1TGG −

γ2
TGG

+ γ3

)
m

1
3
d . (2.109)

Für einen kugelförmigen Eiskristall, der ebenfalls gross genug ist um die Krümmung zu
vernachlässigen, gilt mutatis mutandis dasselbe Potenzgesetz. Ein solches Potenzgesetz
für die Masse ist für grössere Wetter- und Klimamodelle nützlich, in denen die Mikro-
physik mithilfe der Momentenmethode berechnet wird (für den Fall von Eis siehe zum
Beispiel (Koenig, 1971; Spichtinger und Gierens, 2009); vergleiche auch Abschnitt 5.3).

2.5.5 Asymptotische Approximation

Nach der Entdimensionalisierung werden wir nun die asymptotische Approximation der
entdimensionalisierten Wachstumsgleichungen (2.104) konstruieren. Anzumerken ist,
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Abbildung 2.9: Kleinere Lösung T̂ ′GG von (2.106) für die Umgebungsdrücke 1013 hPa
(rote Kurve) und 100 hPa (blaue Kurve) im Vergleich zur Umgebungstemperatur. Die
schwarze Kurve kennzeichnet die Identität. Für das Sättigungsverhältnis wurde S∞ = 0.5
als untere Schranke verwendet.

dass in (2.104a) die gesuchte Funktion x auf der rechten Seite nicht mehr vorkommt.
Daher lässt sich die exakte Lösung als

x(t) = x(0) +
t∫

0

dx
dt (s) ds

= x(0) +
t∫

0

(
−γ1Td(s)−

γ2
Td(s)

+ γ3

)
ds

= x(0) + γ3t− γ1

t∫
0

Td(s) ds− γ2

t∫
0

1
Td(s)

ds

(2.110)

schreiben. Einsetzen der exakten Lösung (2.110) in die Temperaturgleichung aus (2.104)
liefert

dTd
dt = Z(t)

N(t) (2.111)

mit den Funktionen

Z(t) = −δ1T
2
d − δ2 + δ3Td,

N(t) = (x(0) + γ3t)Td − γ1Td

t∫
0

Td(s) ds− γ2Td

t∫
0

1
Td(s)

ds.
(2.112)

Aus Abschnitt 2.5.4 ist bekannt, dass die Lösung der Temperaturgleichung auf die
Gleichgewichtstemperatur TGG relaxiert. Darüber hinaus folgt aus numerischen Simu-
lationen der Wachstumsgleichungen, dass diese Gleichgewichtstemperatur nur wenig
von der Anfangstemperatur abweicht, zumindest in den für die Atmosphäre relevanten
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Fällen, vergleiche auch Abbildungen 2.5 und 2.6. Wir machen daher den folgenden
Ansatz (Holmes, 2013, Kapitel 6): Die Anfangsbedingung von Gleichung (2.111) sei
gegeben durch

Td(0) = TGG + ε. (2.113)
Die Gleichgewichtstemperatur TGG erfüllt (2.106), daher ist für ε = 0 die exakte Lösung
von (2.111) durch die konstante Funktion Td(t) = TGG gegeben.

Für die gesuchte Lösung machen wir den Ansatz

Td(t) = T0(t) + εT1(t) +O(ε2). (2.114)

Dieser Ansatz wird in (2.111) eingesetzt, um eine approximative Lösung für Td zu
erhalten. Wegen (2.110) liefert diese ebenfalls eine approximative Lösung für x. Die
Integrale im Nenner von (2.111) werden termweise ausgewertet. Mit der Entwicklung

1
Td

=
(
T0 + εT1 +O(ε2)

)−1
= 1
T0
− ε T1

T 2
0

+O(ε2) (2.115)

folgt für diese Integrale
t∫

0

Td(s) ds =
t∫

0

T0(s) ds+ ε

t∫
0

T1(s) ds+O(ε2), (2.116a)

t∫
0

1
Td(s)

ds =
t∫

0

1
T0(s) ds− ε

t∫
0

T1(s)
T 2

0 (s) ds+O(ε2). (2.116b)

Einsetzen von (2.116a) und (2.116b) in den Nenner N aus (2.111) liefert die Entwicklung

N = (x(0) + γ3t)Td − γ1Td

t∫
0

Td(s) ds− γ2Td

t∫
0

1
Td(s)

ds

=

(x(0) + γ3t)T0 − γ1T0

t∫
0

T0(s) ds− γ2T0

t∫
0

1
T0(s) ds


+ ε

(x(0) + γ3t)T1 − γ1T0

t∫
0

T1(s) ds− γ1T1

t∫
0

T0(s) ds

−γ2T1

t∫
0

1
T0(s) ds+ γ2T0

t∫
0

T1(s)
T 2

0 (s) ds

+O(ε2)

=: N0 + εN1 +O(ε2).

(2.117)

Für den Zähler Z von (2.111) folgt mit der Darstellung

T 2
d = T 2

0 + ε2T0T1 +O(ε2) (2.118)

die Entwicklung
Z = −δ1T

2
d − δ2 + δ3Td

=
(
−δ1T

2
0 − δ2 + δ3T0

)
+ ε (−2δ1T0T1 + δ3T1) +O(ε2)

=: Z0 + εZ1 +O(ε2).

(2.119)
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Der gesamte Quotient Z
N lässt sich in

Z

N
=
(
Z0 + εZ1 +O(ε2)

)
·
( 1
N0
− εN1

N2
0

+O(ε2)
)

= Z0
N0

+ ε

(
Z1
N0
− Z0

N1
N2

0

)
+O(ε2)

(2.120)

entwickeln. Da wir eine reguläre Entwicklung (2.114) angesetzt haben, erhalten wir eine
Entwicklung der linken Seite von (2.111) als

dTd
dt = dT0

dt + ε
dT1
dt +O(ε2). (2.121)

Um die Funktionen T0 und T1 zu berechnen, werden nacheinander die Probleme der
führenden Ordnung O(1) sowie der ersten Ordnung O(ε) betrachtet.
In der führenden Ordnung O(1) ergibt sich das Problem

dT0
dt = Z0

N0
= −δ1T

2
0 − δ2 + δ3T0

(x(0) + γ3t)T0 − γ1T0
t∫

0
T0(s) ds− γ2T0

t∫
0

1
T0(s) ds

(2.122)

mit der Anfangsbedingung T0(0) = TGG. Wie zuvor bemerkt, wird dieses Problem durch
die konstante Funktion T0(t) = TGG eindeutig gelöst. Insbesondere gilt wegen (2.106)

Z0(t) = −δ1T
2
GG − δ2 + δ3TGG = 0 (2.123)

sowie

N0(t) = (x(0) + γ3t)TGG − γ1T
2
GGt− γ2t = x(0)TGG +

(
γ3TGG − γ1T

2
GG − γ2

)
t

=: x(0)TGG +Qt
(2.124)

mit
Q := γ3TGG − γ1T

2
GG − γ2. (2.125)

Zuerst wird der Fall Q 6= 0 betrachtet und anschliessend der Fall Q = 0.
In Ordnung O(ε) erhalten wir das Problem

dT1
dt = Z1

N0
− Z0

N1
N2

0
= Z1
N0

= −2δ1TGG + δ3
x(0)TGG +Qt

T1 (2.126)

mit der Anfangsbedingung T1(0) = 1, das durch

T1(t) = exp

 t∫
0

−2δ1TGG + δ3
x(0)TGG +Qs

ds

 (2.127)

gelöst wird. Das Integral im Argument der Exponentialfunktion lässt sich zu
t∫

0

−2δ1TGG + δ3
x(0)TGG +Qs

ds = −2δ1TGG + δ3
Q

log
(

1 + Q

x(0)TGG
t

)
(2.128)
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berechnen. Damit folgt für (2.127) die Darstellung

T1(t) = exp
(−2δ1TGG + δ3

Q
log

(
1 + Q

x(0)TGG
t

))
. (2.129)

Insgesamt erhalten wir eine Approximation an Td der Ordnung 1 durch

Td(t) = T0(t) + εT1(t) +O(ε2)

= TGG + ε exp
(−2δ1TGG + δ3

Q
log

(
1 + Q

x(0)TGG
t

))
+O(ε2).

(2.130)

Aus (2.110) lässt sich hieraus eine Approximation der Ordnung 1 an x gewinnen. Durch
Einsetzen folgt

x(t) = x(0) + γ3t− γ1

t∫
0

Td(s) ds− γ2

t∫
0

1
Td(s)

ds

= x(0) + γ3t− γ1

t∫
0

T0(s) ds− εγ1

t∫
0

T1(s) ds− γ2

t∫
0

1
T0(s) ds

+ εγ2

t∫
0

T1(s)
T0(s)2 ds+O(ε2)

= x(0) + Q

TGG
t+ ε

γ2 − γ1T
2
GG

T 2
GG

t∫
0

T1(s) ds+O(ε2).

(2.131)

Das auftretende Integral lässt sich auswerten zu
t∫

0

T1(s) ds =
t∫

0

exp
(−2δ1TGG + δ3

Q
log

(
1 + Q

x(0)TGG
s

))
ds

= x(0)TGG

(
x(0)TGG+Qt
x(0)TGG

)Q+δ3−2δ1TGG
Q − 1

Q+ δ3 − 2δ1TGG
.

(2.132)

Eingesetzt in (2.131), ergibt sich

x(t) = x(0) + Q

TGG
t+ ε

γ2 − γ1T
2
GG

T 2
GG

x(0)TGG

(
x(0)TGG+Qt
x(0)TGG

)Q+δ3−2δ1TGG
Q − 1

Q+ δ3 − 2δ1TGG
+O(ε2)

= x(0) + Q

TGG
t+ εx(0)γ2 − γ1T

2
GG

TGG

(
x(0)TGG+Qt
x(0)TGG

)Q+δ3−2δ1TGG
Q − 1

Q+ δ3 − 2δ1TGG
+O(ε2).

(2.133)
Wir erkennen, dass die Funktion x in führender Ordnung eine affin-lineare Funktion ist,
was zur Schlussfolgerung aus Abschnitt 2.5.4 passt. Aufgrund der Transformation (2.102),
verhält sich die Masse md in führender Ordnung wie eine Potenzfunktion. Die Tempe-
raturapproximation (2.130) erklärt die schnelle Relaxation auf den Gleichgewichtswert
TGG.
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Die eben hergeleitete Approximation basiert auf der Annahme Q = γ3TGG− γ1T
2
GG−

γ2 6= 0, denn diese Grösse steht im Nenner von (2.128). Wir betrachten nun den Fall
Q = 0 und diskutieren zunächst, unter welchen Umständen dieser Fall eintritt. Hierzu
sei Q die Funktion

Q(T ) := −γ1T
2 + γ3T − γ2. (2.134)

Es muss daher die Frage geklärt werden, unter welchen Bedingungen Q(TGG) = 0 gilt.
Aus den Definitionen der dimensionslosen Koeffizienten (2.105), (2.94) und (2.100) folgt

Q(T ) = −γ1T
2 + γ3T − γ2 = −α4T

2 + (α1 + α3)T − α2

= −α̃2
(
C2T

2 + C1T + C0
)

+ α̃1T

= 4παdD̂0ĈKtcp̂l,∞(T̂∞)

Rvm
2
3
d,c

(
−C2T

2 + C1T + C0
Td,c

+ S∞

T̂∞

)
.

(2.135)

An dieser Stelle verwenden wir erstmals die konkrete Wahl der Referenzgrössen. Aufgrund
der Wahl Td,c = T̂∞ folgt aus (2.135) die Bedingung

S∞ = C2T
2 + C1T + C0 (2.136)

für eine Nullstelle von Q. Zusätzlich schreiben wir die definierende Gleichung (2.106) für
TGG ebenfalls mithilfe der Definitionen der entdimensionalisierten Koeffizienten (2.105),
(2.94) und (2.100) als

0 = −δ1T
2
GG − δ2 + δ3TGG = 3

2
(
− (β4 + β5)T 2

GG − β2 + (β1 + β3)TGG
)

= 3
2
(
−
(
β̃2C2 + β̃3

)
T 2

GG − β̃2C0 +
(
β̃1 − β̃2C1

)
TGG

)
= 3

2
(
−β̃2

(
C2T

2
GG + C1TGG + C0

)
− β̃3T

2
GG + β̃1TGG

)
.

(2.137)

Nehmen wir nun an, dass Q(TGG) = 0 gilt. Auswerten von (2.136) an der Stelle TGG
und Einsetzen in (2.137) liefert

0 = β̃2S∞ + β̃3T
2
GG − β̃1TGG

= 4πĈKtc
ĉp,l(T̂∞)m

2
3
d,c

(
αdL̂lv(T̂∞)D̂0p̂l,∞(T̂∞)S∞

RvT̂∞
2 (1− TGG) + K̂0TGG(TGG − 1)

)

= 4πĈKtc
ĉp,l(T̂∞)m

2
3
d,c

(
αdL̂lv(T̂∞)D̂0p̂l,∞(T̂∞)S∞

RvT̂∞
2 − K̂0TGG

)
(1− TGG).

(2.138)
Diese Bedingung kann nur für TGG = 1 oder

TGG = αdL̂lv(T̂∞)D̂0p̂l,∞(T̂∞)S∞
RvK̂0T̂∞

2 (2.139)

erfüllt werden. Tatsächlich ist die Lösung (2.139) nicht relevant, denn für atmosphärische
Werte, bei welchen Mischphasenwolken auftreten, ist diese zu klein. In Abbildung 2.10 ist
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Abbildung 2.10: Obere Schranke für den Ausdruck in (2.139), multipliziert mit einer
maximalen Referenztemperatur von 10 ◦C für relevante atmosphärische Werte, bei
welchen Mischphasenwolken auftreten.

eine obere Schranke für den Ausdruck in (2.139) für Temperaturen −40 ◦C ≤ T̂∞ ≤ 10 ◦C
dargestellt. Hieraus folgt, dass (2.139) durchgängig unter 100 K liegt und daher im Fall
von Mischphasenwolken nicht auftreten kann. Für die Abbildung wurde die Diffusivität
D̂0 für den kleinsten relevanten Umgebungsdruck p̂∞ = 250 hPa ausgewertet (für andere
Umgebungsdrücke ist D̂0 kleiner). Für das Umgebungssättigungsverhältnis wurde S∞ =
1.1 angenommen, was für die Atmosphäre sehr hoch wäre (Rogers und Yau, 1989, Kapitel
6; Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 2.2.1). Wir folgern daher, dass Q(TGG) = 0
nur für TGG = 1 auftreten kann. Aufgrund unserer Wahl der Referenztemperatur folgt
T̂GG = Td,cTGG = Td,c = T̂∞. Mithilfe der Konstruktion der Approximation für den
Sättigungsdampfdruck (2.97) und (2.136) folgern wir

S∞ = C2T
2
GG + C1TGG + C0 = C2 + C1 + C0 = 1. (2.140)

Daher kann der Fall Q(TGG) = 0 nur dann eintreten, falls TGG = S∞ = 1 gilt. Mit
diesen Vorbereitungen zeigen wir auch für den Fall Q(TGG) = 0 eine asymptotische
Näherung, indem die Herleitung der Näherung für den Fall Q(TGG) 6= 0 entsprechend
angepasst wird. In (2.124) ergibt sich für den Nenner N0 die Darstellung

N0(t) = x(0)TGG = x(0). (2.141)

Mit (2.141) vereinfacht sich (2.126) für die erste Ordnung der Temperaturentwicklung
zu

dT1
dt = −2δ1TGG + δ3

x(0)TGG
T1 = −2δ1 + δ3

x(0) T1. (2.142)

Die Anfangsbedingung ist wie zuvor T1(0) = 1. Dieses Problem besitzt die Lösung

T1(t) = exp
(−2δ1 + δ3

x(0) t

)
. (2.143)

Daher gilt für die Temperatur die asymptotische Näherung

Td(t) = TGG + ε exp
(−2δ1 + δ3

x(0) t

)
+O(ε2). (2.144)

47



Kapitel 2 Betrachtung eines einzelnen Hydrometeors

Verwenden wir (2.131), setzen dort Q = 0 sowie (2.143) ein, erhalten wir eine Approxi-
mation von Ordnung 1 an x:

x(t) = x(0) + ε
γ2 − γ1T

2
GG

T 2
GG

t∫
0

exp
(−2δ1 + δ3

x(0) s

)
ds+O(ε2)

= x(0) + ε (γ2 − γ1) x(0)
−2δ1 + δ3

(
exp

(−2δ1 + δ3
x(0) t

)
− 1

)
+O(ε2).

(2.145)

Aus den asymptotischen Approximationen (2.145) und (2.144) geht hervor, dass beide
ein schnelles Abklingen auf einen konstanten Wert beschreiben. Dies ist auch physika-
lisch plausibel, denn für den hier betrachteten Fall mit Q(TGG) = 0 gilt insbesondere
(2.140). Nach Konstruktion der Approximation des Sättigungsdampfdrucks in Abschnitt
2.5.2 und wegen TGG = 1 sowie T̂GG = Td,cTGG = T̂∞ bedeutet (2.140), dass die
Umgebungssättigung S∞ mit dem Sättigungsverhältnis

pl,∞(Td,cTGG)
pl,∞(T̂∞)

(2.146)

an der Oberfläche des Tropfens übereinstimmt. Mit anderen Worten: Sobald die Trop-
fentemperatur ihren Gleichgewichtswert erreicht hat, verschwindet die rechte Seite von
(2.104a) und die Masse des Tropfens ändert sich nicht mehr, da er sich im Gleichgewicht
mit der Umgebung befindet.
Wir illustrieren die Güte der hergeleiteten asymptotischen Näherung anhand von

zwei Beispielen. Beide Male wählen wir eine Umgebungstemperatur von T̂∞ = −15 ◦C,
einen Umgebungsgesamtdruck p̂∞ = 650 hPa, ein Sättigungsverhältnis S∞ = 1.01
und einen Anfangsradius von r̂d(0) = 10 µm für den Tropfen. Abbildung 2.11 zeigt
den Verlauf der numerischen Lösung der entdimensionalisierten Wachstumsgleichungen
(2.104) und der asymptotischen Näherung für den Fall einer Anfangstemperatur von
T̂d(0) = T̂∞ + 0.5, also ε = 0.5. Die Lösung von (2.104) wurde numerisch mit dem
klassischen Runge-Kutta-Verfahren (Hairer u. a., 1993, Kapitel II.1, Tabelle 1.2), mit
einem Zeitschritt von ∆t = 1 · 10−3 s, berechnet. Die abgebildeten Lösungskurven sind
nicht zu unterscheiden. Tatsächlich liegt der relative Fehler unter 1.1 · 10−6, wobei der
Fehler in der Masse der grössere ist. Der relative Fehler zur numerischen Lösung der
vollständigen Wachstumsgleichungen (2.86) ist kleiner als 3.5 · 10−3.

Die Herleitung der asymptotischen Näherung basiert auf der Annahme, dass ε =
Td(0) − TGG klein ist. Auch wenn dies nicht erfüllt ist, ergibt sich eine gute Approxi-
mation, wie Abbildung 2.12 mithilfe des obigen Beispiels illustriert. Hierzu wurde die
Anfangstemperatur des Tropfens 20 ◦C oberhalb der Umgebungstemperatur gewählt,
also ε = 20. Selbst in diesem Fall ist der relative Fehler der asymptotischen Näherung zu
den entdimensionalisierten Gleichungen (2.104) kleiner als 1.7 · 10−3. Auch diesmal ist
der Fehler in der Masse der grössere. Der relative Fehler zur Lösung der vollständigen
Gleichungen (2.86) ist kleiner als 5.5 · 10−3.

2.5.6 Der Fall des Eiskristalls
In Abschnitt 2.5.5 haben wir die asymptotische Approximation der Wachstumsgleichun-
gen für den Fall eines kugelförmigen Tropfens betrachtet. Nirgendwo wurde hierbei
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Abbildung 2.11: Vergleich der numerischen Lösung von (2.104) (rote Kurve) mit der
asymptotischen Näherung für ε = 0.5 (blaue Kurve).
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Abbildung 2.12: Vergleich der numerischen Lösung von (2.104) (rote Kurve) mit der
asymptotischen Näherung für ε = 20 (blaue Kurve).
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allerdings eine spezielle Eigenschaft des Tropfens benutzt. Daher sind die hergeleiteten
Näherungslösungen (2.133) und (2.130) beziehungsweise (2.145) und (2.144) auch für
einen kugelförmigen Eiskristall gültig. In diesem Fall müssen lediglich alle Parametrisie-
rungen bezüglich Eis benutzt werden.

2.6 Regularisierung

Wir haben bereits in Abschnitt 2.1 bemerkt, dass die von uns in dieser Form betrachte-
ten Wachstumsgleichungen (2.1) singulär werden, wenn die Masse des Hydrometeors
verschwindet. Insbesondere deshalb kann mit diesen Gleichungen nicht das komplette
Verdampfen eines Hydrometeors beschrieben werden. Der Grund für diese Singularität
liegt darin, dass die Wachstumsgleichungen aus Abschnitt 2.1 auf einer Herleitung
beruhen, die ein Kontinuum voraussetzt. Für einen verdampfenden Hydrometeor wird
allerdings ab einem gewissen Punkt die diskrete Natur wichtig und das Modell aus (2.1)
ist nicht länger in der Lage den betrachteten physikalischen Prozess zu beschreiben. Von
dort an ist ein anderes Modell nötig. Auch der Krümmungseffekt, der in Abschnitt 2.2
betrachtet wurde, basiert auf einer Kontinuumsannahme. Das heisst, es wird angenom-
men, dass „genügend“ Wassermoleküle vorhanden sind – was für kleine Hydrometeore
nicht erfüllt ist.
Die nachfolgende Bemerkung betrifft die Stabilitätseigenschaften des Hydrometeors

aufgrund des Krümmungseffekts. Betrachten wir beispielsweise einen Tropfen, dann
muss der Partialdruck pv des Wasserdampfes an der Tropfenoberfläche mit dem Sät-
tigungsdampfdruck (2.29) übereinstimmen, damit der Tropfen im Gleichgewicht ist.
Dies ist allerdings ein instabiles Gleichgewicht. Falls der Druck pv ein wenig kleiner ist,
beginnt der Tropfen zu verdampfen, da er sich in einem untersättigten Umfeld befindet,
siehe (2.62) für die Masse. Folglich wird der Tropfenradius noch kleiner und wegen
(2.29) wiederum, müsste der Wasserdampfdruck noch höher sein, um den Tropfen zu
stabilisieren. Der Tropfen wird daher immer weiter verdampfen (Wang, 2013, Kapitel
5.11). Übertragen auf die Realität folgt hieraus, dass es in der Atmosphäre sehr grosse
Übersättigungen geben müsste, damit die Tropfen nicht verdampfen und sich Wolken
bilden oder halten können. Passend grosse Übersättigungen werden allerdings nicht
beobachtet (Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 2.1.1).
Die Erklärung dafür, dass doch Wolken beobachtet werden, obwohl die benötigten

Übersättigungen in der Atmosphäre nicht erreicht werden, liefern Aerosole. Das sind
Schwebepartikel wie zum Beispiel Salz, Staub oder Schwefelsäuretropfen. An diesen
bilden sich die Hydrometeore (Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 9; Howell, 1949).
Durch die Anwesenheit des Aerosols im Hydrometeor wird der Sättigungsdampfdruck
verändert („Raoult-Effekt“; Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 4.6). Diese Ände-
rung des Sättigungsdampfdrucks stabilisiert den Hydrometeor, wodurch das eingangs
beschriebene Problem der Singularität in den Wachstumsgleichungen umgangen wird.
Mathematisch wird die für verschwindende Massen nach oben unbeschränkte Sättigungs-
dampfdruckkurve eines aus reinem Wasser bestehenden Hydrometeors (gestrichelte rote
Linie in Abbildung 2.13) durch eine nach oben beschränkte Sättigungsdampfdruckkurve
ersetzt (durchgezogene rote Linie in Abbildung 2.13).
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Tatsächlich entstehen die meisten Hydrometeore an einem Aerosol und bestehen daher
nicht aus reinem Wasser (Howell, 1949). Insofern ist es gerechtfertigt Hydrometeore zu
betrachten, die nicht nur aus reinem Wasser bestehen, um die Wachstumsgleichungen zu
stabilisieren. Allerdings wird hierdurch die Singularität in den Wachstumsgleichungen für
reine Wasserpartikel nicht behoben, denn das fundamentale Problem der Konstruktion
eines Modells, welches vom Kontinuum bis zur diskreten Skala gültig ist, bleibt ungelöst.
Im Folgenden wird das Konzept eines Aerosols innerhalb eines Hydrometeors präzisiert.

Zunächst gehen wir auf den stabilisierenden Effekt des Aerosols ein, da es den Krüm-
mungseffekt abschwächt. Das Aerosol ändert die Gleichung für den Sättigungsdampfdruck
insofern, als dass die allgemeine Gleichung für den Sättigungsdampfdruck (2.16) zu

pv = pl,∞(T )aw exp
(

σl(T )
Rvρl(T )T (κ1 + κ2)

)
(2.147)

modifiziert wird. Hierbei ist aw die Aktivität des Aerosols. Diese hängt vom konkreten
Aerosol sowie der Konzentration des Aerosols im Hydrometeor ab (Pruppacher und
Klett, 1997, Kapitel 6.5). Es gibt verschiedene Ansätze die Aktivität zu beschreiben
(Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 3.5.3). Wir benutzen hier die „κ-Köhler Theorie“,
denn diese hat den Vorteil, dass der Typ des Aerosols lediglich in Form eines einzelnen
Parameters κ eingeht. Für die Aktivität gilt gemäss dieser Theorie

1
aw

= 1 + κ
Va
Vl
, (2.148)

wobei Va das Volumen des Aerosols und Vl das Volumen des Wassers bezeichnen (Petters
und Kreidenweis, 2007). Für das Sättigungsverhältnis

S = pv
pl,∞(T ) = aw exp

(
σl(T )

Rvρl(T )T (κ1 + κ2)
)

(2.149)

resultieren Kurven, wie in Abbildung 2.13 für den Fall eines Tropfens angedeutet. Eine
solche Kurve heisst „Köhlerkurve“ und beschreibt eine Gleichgewichtskurve (Köhler,
1936). Ein Tropfen definiert durch seinen aktuellen Radius rd und Sättigungsverhältnis S
einen Punkt im Diagramm aus Abbildung 2.13. Liegt dieser Punkt auf der Köhlerkurve,
beispielsweise am Punkt A, ist der Tropfen im Gleichgewicht. Verdampft ein kleiner Teil
des Tropfens, so ist der zugehörige Punkt B nicht mehr auf der Köhlerkurve. Der Punkt
B befindet sich unter der Köhlerkurve, weshalb sich der Tropfen in einer untersättigten
Umgebung befindet. Er wird solange weiter verdampfen, bis er wieder ein Gleichgewicht
erreicht. Übertragen auf das Diagramm aus Abbildung 2.13 heisst das, der Punkt B
bewegt sich solange horizontal nach links, bis die Köhlerkurve erreicht ist. In diesem
Sinne ist der Bereich rechts des Extremwertes der Köhlerkurve instabil, denn jede
kleine Abweichung von der Köhlerkurve bewirkt ein Entfernen des zugehörigen Punktes
im Diagramm von der Kurve. Hingegen ist der Bereich links des Extremwertes der
Köhlerkurve in diesem Sinne stabil, denn jede kleine Abweichung von der Köhlerkurve
resultiert in einer erneuten Annäherung des Punktes an die Kurve. Der physikalische
Grund liegt darin begründet, dass, bei einem kleinen Masseverlust, der Tropfen sich in
einer übersättigten Umgebung befindet und daher wieder anwächst.

Die Existenz des Aerosols wird auch dazu verwendet, um die Singularität der Wachs-
tumsgleichungen zu umgehen. Die zugehörige Modellvorstellung des Tropfens ist in
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pv
pl,∞

rd

AB

Abbildung 2.13: Die durchgezogene Linie zeigt den Einfluss der Aktivität aw auf
das Sättigungsverhältnis. Die gestrichelte Linie gibt den reinen Krümmungseffekt an
(vergleiche Wang, 2013, Abbildung 5.8).

Aerosol

Wasser
ra

rd

Abbildung 2.14: Konzeptionelle Modellvorstellung eines Tropfens ωd mit Radius rd,
der ein Aerosol enthält.

Abbildung 2.14 angedeutet. Der (Lösungs-)Tropfen ωd besteht aus einem „Aerosolkern“,
umgeben von flüssigem Wasser. Sei rd der Tropfenradius, ra der Radius des Aerosolskerns
im Tropfen sowie rw := rd − ra ≥ 0 die „Dicke“ der Wasserschicht auf dem Aerosolkern.
Ausserdem sei ma die Aerosolmasse und mw die Masse des Wassers des Tropfens. Zur
Modellvorstellung aus Abbildung 2.14 treffen wir die folgende Annahme:

Annahme
Der Tropfen ωd besitzt eine uniforme Temperatur und interagiert ausschliesslich
über das Tropfenwasser mit der Umgebung.
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2.6 Regularisierung

Der erste Teil der Annahme schliesst insbesondere eine Wärmeleitung im Inneren des
Tropfens aus. Für die neuen Wachstumsgleichungen ergibt sich

dmw

dt = αd

∫
∂ωd

D(ρv, T )〈∇ρv, N〉dσ,

(macp,a +mwcp,l)
dTd
dt = Llv

dmw

dt +
∫
∂ωd

K(ρv, T )〈∇T,N〉 dσ,
(2.150)

wobei cp,a die spezifische Wärmekapazität des Aerosols bezeichnet. Für den Fall eines
Eiskristalls wird eine analoge Modellvorstellung benutzt. Ein ähnliches Bild wird auch
verwendet, um das Schmelzen von Eiskristallen zu beschreiben (Wang, 2013, Kapitel
10.10; Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 8.4).

Für die Aktivität (2.148) folgt in diesem Modell

aw = r3
d − r3

a

r3
d + (κ− 1) r3

a

, (2.151)

was die Dampfdruckformel

pv = pl,∞(Td)
(rw + ra)3 − r3

a

(rw + ra)3 + (κ− 1) r3
a

exp
( 2σl(Td)
Rvρl(Td)Td (rw + ra)

)
(2.152)

liefert.
Die entdimensionalisierten Wachstumsgleichungen (2.150), für den Fall eines Tropfens

wie in Abbildung 2.14, sind

dmw

dt = α1 (mw + α2)
1
3

(
1− mwpl,∞(Td)

(mw + α3)α4Td
exp

(
α5

Td (mw + α2)
1
3

))
,

dTd
dt = (mw + α2)

1
3

mw + β1

(
β2 −

β2mwpl,∞(Td)
(mw + α3)α4Td

exp
(

α5

Td (mw + α2)
1
3

)
+ β3 (β4 − Td)

)
.

(2.153)
Die Notation ist analog zu derjenigen aus Abschnitt 2.5.1. Hierbei ist

pl,∞(T ) = p̂l,∞(TcT )
p̂l,∞(T̂∞)

(2.154)

die dimensionslose Sättigungsdampfdruckfunktion aus (2.92). Mit

Ĉl(T̂d) =
(

3
4πρ̂l(T̂d)

) 1
3

(2.155)

und

ρ̂v,∞ = p̂l,∞(T̂∞)
RvT̂∞

S∞ (2.156)
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sind die dimensionslosen Koeffizienten durch

α1(T̂d, p̂∞, T̂∞, Ŝ∞) = 4παdD̂0tcĈlp̂l,∞(T̂∞)

RvT̂∞m
2
3
c

S∞,

α2(T̂d) = 4πr̂a3ρ̂l(T̂d)
3mc

,

α3(T̂d) = κ
4πr̂a3ρ̂l(T̂d)

3mc
= κα2,

α4(T̂∞, Ŝ∞) = Tc

T̂∞
S∞,

α5(T̂d) = 2σl(T̂d)

Rvρ̂l(T̂d)ĈlTcm
1
3
c

,

β1(T̂d) = m̂aĉp,a(T̂d)
mcĉp,l(T̂d)

,

β2(T̂d, p̂∞, Ŝ∞) = 4παdD̂0tcĈlL̂lv(T̂d)p̂l,∞(T̂∞)

ĉp,l(T̂d)RvTcT̂∞m
2
3
c

S∞,

β3(T̂d) = 4πK̂0Ĉltc

ĉp,l(T̂d)m
2
3
c

,

β4(T̂∞) = T̂∞
Tc

(2.157)

gegeben, wobei die Masse
m̂a = 4

3πρ̂a(T̂d)r̂a
3 (2.158)

des Aerosols verwendet wurde und ρ̂a die Dichte des Aerosols bezeichnet. In den Glei-
chungen (2.153) ist der Fall eines komplett verdampfenden Hydrometeors enthalten.
Physikalisch bedeutet dies, dass, falls der Tropfen komplett verdampft ist, das trockene
Aerosol zurück bleibt. Tatsächlich tritt im Modell der Gleichungen (2.153) kein kom-
plettes Verdampfen des Wassers ein, denn das Verdampfen des Hydrometeors wird im
stabilen Bereich der Köhlerkurve gestoppt. Daher bleibt in dieser Beschreibung beim
Verdampfen nicht das trockene, sondern ein „aufgequollenes“ Aerosol, also ein Dunst-
partikel, zurück. Die Existenz solcher Dunstpartikel wird oft beobachtet (zum Beispiel
McFiggans u. a., 2006; Koren u. a., 2007; Guibert u. a., 2003; Kaaden u. a., 2009).
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Kapitel 3

Beschreibung des Modells
In Kapitel 2 wurden die Modellgleichungen für einen einzelnen Hydrometeor eingeführt
und analysiert. In diesem Kapitel wird das Modell um die dazugehörigen Diffusionsglei-
chungen erweitert, die innerhalb der feuchten Luft zwischen den Hydrometeoren gelten.
In Abschnitt 3.1 wird zunächst das gesamte Modell formuliert und auf die getroffenen
Vereinfachungen eingegangen, bevor in Abschnitt 3.2 die Gleichungen entdimensionali-
siert werden, um sie in Kapitel 4 numerisch zu lösen. In Abschnitt 3.3 wird die Frage
der exakten Lösbarkeit der Modellgleichungen erörtert.

3.1 Formulierung des Modells
3.1.1 Modellgleichungen
In diesem Abschnitt wird das physikalische Modell formuliert, welches die Interaktion der
Hydrometeore durch Diffusion beschreibt. Hierzu sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet, das
ein Luftpaket modelliert. Zunächst wird der Fall eines einzelnen Hydrometeors ω ⊂⊂ Ω
im Luftpaket betrachtet, vergleiche Abbildung 3.1. Die Geometrie des Hydrometeors ω
hängt von der Zeit ab, also ω = ω(t), denn der Hydrometeor kann anwachsen, verdampfen
oder seine Position ändern. Das Luftpaket besteht ansonsten aus feuchter Luft. Da die
Interaktion zwischen den Hydrometeoren durch Änderungen im Wasserdampffeld ρv und
Temperaturfeld T stattfindet, werden im Folgenden diese Felder betrachtet. Sowohl der
Wasserdampf als auch die Wärme breiten sich durch Diffusion aus (Lebon u. a., 2008,
Kapitel 2.4). Daher erfüllen die zugehörigen Felder die Diffusionsgleichungen

∂ρv
∂t

= div (D(ρv, T )∇ρv) + fρv , (3.1a)

f(ρv, T )∂T
∂t

= div (K(ρv, T )∇T ) + fT (3.1b)

im Gebiet Ω \ ω(t) der feuchten Luft, mit f(ρv, T ) = ρfcp,f . Die Funktionen fρv , fT
modellieren extern verursachte Quellen und Senken. Bei einem adiabatisch aufsteigenden
abgeschlossenen Luftpaket wären

fρv = 0 und fT = −gρfw(t), (3.2)

mit der Erdbeschleunigung g und der vertikalen Auftriebsgeschwindigkeit w, vergleiche
dazu Unterabschnitt 5.2.1.
Entlang des äusseren Randes ∂Ω des Luftpaketes seien entweder die Dirichlet-Rand-

bedingungen
ρv = ρv,∞, T = T∞, (3.3)
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Ω

Ω \ ω

∂Ω
ω ∂ω

Abbildung 3.1: Schematisches Bild eines Luftpaketes Ω, das einen Hydrometeor ω
enthält.

oder die homogenen Neumann-Randbedingungen

〈D(ρv, T )∇ρv, NΩ〉 = 0, 〈K(ρv, T )∇T,NΩ〉 = 0 (3.4)

vorgegeben, wobei die Dirichlet-Randbedingungen auch zeitabhängig sein können. Hierbei
bezeichnet NΩ den äusseren Normalenvektor an Ω.
Das Gebiet Ω \ ω(t) der feuchten Luft wird zusätzlich durch die Oberfläche ∂ω des

Hydrometeors berandet. Entlang dieser Oberfläche seien Dirichlet-Randbedingungen
vorgegeben, die sich aus der Hydrometeormasse mω sowie der Hydrometeortemperatur
Tω ergeben. Die zugehörigen Gleichungen

dmω

dt = αω

∫
∂ω

D(ρv, T )〈∇ρv, Nω〉dσ, (3.5a)

mωcp,ω
dTω
dt = Lω

dmω

dt +
∫
∂ω

K(ρv, T )〈∇T,Nω〉 dσ (3.5b)

für die Hydrometeormasse und -temperatur wurden bereits in Abschnitt 2.1 angegeben.
Aus der Temperaturgleichung (3.5b) folgt direkt die Dirichlet-Randbedingung für die
Temperaturgleichung (3.1b) entlang des Randes ∂ω des Hydrometeors. Die Dirichlet-
Randbedingung für die Wasserdampfdichte ist hingegen abhängig von der Geometrie
von ω, vergleiche Abschnitt 2.2.

Bisher wurde das Modell lediglich für einen einzelnen Hydrometeor formuliert. Die
Verallgemeinerung auf mehrere Hydrometeore ist allerdings offensichtlich, sofern keine
Kollisionen der Hydrometeore und keine Sedimentation auftreten. Dies wird im Folgenden
stets angenommen. Für einen typischen Radius der Wolkentropfen von 10 µm, ist die
Wahrscheinlichkeit einer Kollision gering, sofern die Umgebung nicht vollständig turbulent
ist (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 9; Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 14).
Das beschriebene Modell besteht im Wesentlichen aus zwei Diffusionsgleichungen.

Die Schwierigkeiten resultieren aus der Kopplung dieser Diffusionsgleichungen an die
Eigenschaften der Hydrometeore sowie verschiedener involvierter Längenskalen. Ein
typischer Eiskristall ist meist mindestens um den Faktor 10 grösser als ein typischer
Tropfen. Die Kopplung der Diffusionsgleichungen an die Eigenschaften der Hydrometeore
wird durch ihre zeitlich veränderliche Geometrie erschwert. In der Realität ist die
Geometrie der Hydrometeore nicht nur abhängig von der Zeit, sondern auch von der
gesuchten Lösung selbst, das heisst von den lokalen Eigenschaften der Hydrometeore.
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3.1.2 Annahmen und Vereinfachungen

Um einige der zuvor beschriebenen Schwierigkeiten zu umgehen, werden in diesem
Unterabschnitt Vereinfachungen des Modells aus 3.1.1 diskutiert.

Form der Hydrometeore

Bei unserer Behandlung des Modells wird die Form der Hydrometeore vorgegeben.
Konkret wird ein Wassertropfen durch eine Kugel und ein Eiskristall durch einen prolaten
oder oblaten Ellipsoiden repräsentiert. Eine Grössenänderung der Hydrometeore wird
zugelassen. Im Fall der Kugel ändert sich der Radius und im Fall des Ellipsoiden ändern
sich die Längen der Halbachsen. Hierbei wird das Verhältnis der langen zur kurzen
Halbachse konstant gehalten, um die Form des Ellipsoiden nicht zu verändern.
Im vollständigen Modell hingegen muss die Form der Hydrometeore mitberechnet

werden, das bedeutet, die Position und die Form ihrer Oberfläche sind unbekannt.
Ein solches Problem fällt in die Klasse der „Stefan-Probleme“ (zum Beispiel Oleinik
u. a., 1993). Diese Probleme sind, insbesondere von einem numerischen Standpunkt aus
betrachtet, nicht einfach zu lösen, denn die Oberfläche kann sich in komplizierte Formen
entwickeln. In letzter Zeit wurden hierfür die Level-Set-Methode in Kombination mit der
erweiterten Finite-Elemente-Methode benutzt, die ein Spezialfall der GFEM ist (Sethian,
1999; Chessa u. a., 2002; Zabaras u. a., 2006). Für einen Eiskristall ist allerdings bereits
die Formulierung der physikalischen Prozesse an der Oberfläche, die für deren zeitliche
Entwicklung verantwortlich sind, unklar und Gegenstand der Forschung (Libbrecht, 2005;
Langer, 1980). Für die Beschreibung der Interaktion zwischen den Hydrometeoren ist die
genaue Form der Oberfläche vermutlich weniger wichtig. Bereits in kurzer Entfernung
vom Hydrometeor, stimmen die Felder der Wasserdampfdichte sowie der Temperatur
beinahe mit den Feldern eines kugelförmigen Hydrometeors überein (Lamb und Verlinde,
2011, Kapitel 8.3.4).

Eigenschaften der Hydrometeore

Analog zur Annahme 3 der Maxwell-Theorie aus Abschnitt 2.3.1, sei die Temperatur
eines Hydrometeors ω uniform. Insbesondere ist Tω entlang des Randes ∂ω konstant.
Die Wasserdampfdichte ρv,ω entlang des Randes ∂ω sei durch die Sättigungsdampfdichte
gegeben, die sich aus dem Sättigungsdampfdruck ergibt, vergleiche Abschnitt 2.2. Falls
eine nicht-uniforme Temperaturverteilung im Hydrometeor zugelassen wird, muss auch
die Wärmeausbreitung innerhalb des Hydrometeors berechnet werden, um konsistent zu
bleiben.

Koeffizienten

In (3.1) treten die Koeffizientenfunktionen f, D und K auf, die ihrerseits von den
gesuchten Lösungen abhängen. Wir werden diese Abhängigkeit ignorieren und die
Funktionen an den Umgebungsbedingungen auswerten. Diese Annahme ist insofern
gerechtfertigt, als dass sich die Werte der Koeffizientenfunktionen im relevanten Bereich
nur wenig ändern.
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Position der Hydrometeore

In den numerischen Simulationen mit dem Referenzmodell werden die Positionen der
Hydrometeore fixiert, um den Rechenaufwand zu verringern. Allerdings wird an den ent-
sprechenden Stellen darauf hingewiesen wie der Fall von sich bewegenden Hydrometeoren
berücksichtigt werden kann.

3.2 Entdimensionalisierung
In diesem Abschnitt werden die Modellgleichungen aus Unterabschnitt 3.1.1 entdimen-
sionalisiert, wobei zunächst die Diffusionsgleichungen und danach die Wachstumsglei-
chungen der Hydrometeore betrachtet werden.
Analog zur Notation aus Unterabschnitt 2.5.1 werden dimensionsbehaftete Grössen

mit dem Symbol ^ gekennzeichnet. Um die Entdimensionalisierung durchzuführen, sei
lc eine Referenzlänge und tc eine Referenzzeit. Die räumliche Variable sei x̂ und die
zeitliche Variable t̂. Mithilfe der Referenzgrössen definieren wir die dimensionslosen
Variablen

x = x̂

lc
und t = t̂

tc
. (3.6)

Zusätzlich seien ρv,c und Tc Referenzgrössen für die Wasserdampfdichte und die Tempe-
ratur. Die zugehörigen dimensionslosen Lösungsfunktionen sind durch

ρv(x, t) = ρ̂v(x̂, t̂ )
ρv,c

und T (x, t) = T̂ (x̂, t̂ )
Tc

(3.7)

gegeben. Für die Entdimensionalisierung wurden Referenzwerte für jede auftretende
physikalische Grösse individuell gewählt. In einer Dimensionsanalyse hingegen werden
lediglich Referenzwerte für die Basisgrössen gewählt. Die entsprechenden Referenzwerte
für abgeleitete Grössen ergeben sich daraus. Bei der Dimensionsanalyse werden daher die
Verhältnisse der beteiligten Grössen erhalten, was bei unserer Entdimensionalisierung
nicht notwendigerweise zutrifft. Vielmehr werden in unserem Fall die Werte der physi-
kalischen Grössen homogener gestaltet, was bei numerischen Rechnungen von Vorteil
ist.

3.2.1 Gleichungen in Luft
Zunächst werden die zeitlichen Ableitungen der dimensionslosen Variablen (3.7) be-
stimmt. Für die Wasserdampfdichte gilt

∂ρv
∂t

(x, t) = ∂

∂t

(
1
ρv,c

ρ̂v(x̂, t̂ )
)

= 1
ρv,c

∂ρ̂v∂x̂ (x̂, t̂ ) ∂x̂
∂t︸︷︷︸
=0

+∂ρ̂v

∂t̂
(x̂, t̂ )∂t̂

∂t


= tc
ρv,c

∂ρ̂v

∂t̂
(x̂, t̂ )

(3.8)

und analog für die zeitliche Ableitung der Temperatur

∂T

∂t
(x, t) = tc

Tc

∂T̂

∂t̂
(x̂, t̂ ). (3.9)
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3.2 Entdimensionalisierung

Da in den Diffusionsgleichungen (3.1) der Laplace-Operator auftritt, werden die
ersten beiden räumlichen Ableitungen der dimensionslosen Grössen (3.7) benötigt. Die
Berechnungen werden ebenfalls beispielhaft anhand der Wasserdampfdichte durchgeführt.
Für die erste Ableitung in Richtung xi ergibt sich

∂ρv
∂xi

(x, t) = ∂

∂xi

(
1
ρv,c

ρ̂v(x̂, t̂ )
)

= 1
ρv,c

∂ρ̂v
∂x̂i

(x̂, t̂ )∂x̂i
∂xi

= lc
ρv,c

∂ρ̂v
∂x̂i

(x̂, t̂) (3.10)

und für die zweite Ableitung

∂2ρv
∂x2

i

(x, t) = ∂

∂xi

(
lc
ρv,c

∂ρ̂v
∂x̂i

(x̂, t̂ )
)

= l2c
ρv,c

∂2ρ̂v

∂x̂i
2 (x̂, t̂ ). (3.11)

Für die Temperatur gilt analog

∂T

∂xi
(x, t) = lc

Tc

∂T̂

∂x̂i
(x̂, t̂ ) und ∂2T

∂x2
i

(x, t) = l2c
Tc

∂2T̂

∂x̂i
2 (x̂, t̂ ). (3.12)

In den Vereinfachungen aus Unterabschnitt 3.1.2 wurde die Konstanz der Koeffi-
zientenfunktionen f, D und K aus (3.1) angenommen. Wir notieren die zugehörigen
Konstanten mit f̂0, D̂0 und K̂0. Mithilfe der eben berechneten Ableitungen lässt sich
die dimensionslose Form von (3.1a) als

∂ρv
∂t

(x, t) = tc
ρv,c

∂ρ̂v

∂t̂
(x̂, t̂ ) = tc

ρv,c
D̂0∆x̂ρ̂v(x̂, t̂ ) + tc

ρv,c
f̂ρv(x̂, t̂ )

= tcD̂0
ρv,c

3∑
i=1

∂2ρ̂v

∂x̂i
2 (x̂, t̂ ) + tc

ρv,c
f̂ρv(x̂, t̂ )

= tcD̂0
ρv,c

3∑
i=1

ρv,c
l2c

∂2ρv
∂x2

i

(x, t) + tc
ρv,c

f̂ρv(x̂, t̂ )

= tcD̂0
l2c

∆xρv(x, t) + tc
ρv,c

f̂ρv(x̂, t̂ )

= tcD̂0
l2c

∆xρv(x, t) + fρv(x, t)

(3.13)

darstellen, wobei
fρv(x, t) := tc

ρv,c
f̂ρv(x̂, t̂ ) (3.14)

gesetzt wurde. Das entsprechende Resultat für die Temperaturgleichung lautet

∂T

∂t
(x, t) = tcK̂0

l2c f̂0
∆xT (x, t) + fT (x, t) (3.15)

mit
fT (x, t) := tc

Tcf̂0
f̂T (x̂, t̂ ). (3.16)

Damit sind die Gleichungen, die in der feuchten Luft zwischen den Hydrometeoren
gelten, entdimensionalisiert.
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3.2.2 Randbedingungen an den Hydrometeoren

Der nächste Schritt der Entdimensionalisierung betrifft die Oberflächenintegrale in den
Randbedingungen (3.5) der Hydrometeore. Um die Entdimensionalisierung der Integrale
durchzuführen, wird ein etwas allgemeinerer Standpunkt eingenommen. Sei dazu S ⊂ R3

eine zweidimensionale, kompakte, differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand, die
abgeschlossen und orientierbar ist. Sei F : R3 → R3 die Streckung p 7→ p/lc. Diese ist ein
Diffeomorphismus auf R3 mit inverser Abbildung F−1(p) = lcp. Die Differentiale der
beiden Abbildungen in einem Punkt p ∈ R3 (in den Koordinaten des R3) sind durch

(DF )p = 1
lc

Id und (D(F−1))p = lc Id (3.17)

gegeben. Neben der Fläche S betrachten wir die gestreckte Fläche F (S) sowie eine
differenzierbare Funktion h : S → R. Um die Funktion h über die Fläche integrieren zu
können, wird noch die Volumenform dσ von S benötigt. Diese Volumenform gehöre zur
Riemannschen Metrik auf S, die durch Einschränkung der euklidischen Metrik von R3

auf die Fläche entsteht. Für die Transformation des Integrals von h über die Fläche gilt
(Boothby, 1975, Kapitel VI.2, Theorem 2.2)

∫
S

h dσ =
∫

F−1(F (S))

hdσ =
∫

F (S)

(h ◦ F−1)(F−1)∗dσ, (3.18)

wobei (F−1)∗ die Zurückholungsabbildung für Tensorfelder bezüglich F−1 bezeichnet
(Boothby, 1975, Kapitel V.5, Theorem 5.5). Nach Definition der Zurückholung der
Volumenform für einen Punkt p ∈ S und Tangentialvektoren X,Y ∈ TF (p)F (S) gilt

(
(F−1)∗dσ

)
F (p)

(X, Y ) = (dσ)F−1(F (p))
(
(D(F−1))F (p)X, (D(F−1))F (p)Y

)
= l2c · (dσ)p (X, Y ) .

(3.19)

Der letzte Schritt ist formal nicht ganz korrekt, denn die Differentialform dσ ist nur für
Vektoren aus dem Tangentialraum TpS definiert. Wir benutzen diese Notation dennoch,
denn der Isomorphismus (DF−1)F (p) : TF (p)F (S)→ TpS ist wegen (3.17) bis auf eine
Konstante die Identitätsabbildung. Formal müssten wir die Identitätsabbildung aus
(3.17) mithilfe von lokalen Koordinaten neu ausdrücken. Zu beachten ist hier, dass der
Streckfaktor l2c berücksichtigt wurde. Letztlich ergibt sich die Aussage, dass bei einer
Integraltransformation, durch die Zurückholung der Volumenform (3.19), der Faktor l2c
hinzukommt.

In unserem Fall ist die Fläche durch die Oberfläche des Hydrometeors ω̂ gegeben, wobei
das Symbol ^ eine Darstellung mit dimensionsbehafteten Koordinaten kennzeichnet. Die
Transformation F entspricht der Entdimensionalisierung (3.6) und daher gilt x = F (x̂)
sowie ω = F (ω̂). Für die Wasserdampfdichte ist die über ∂ω̂ zu integrierende Funktion
wegen (3.5a) durch

D̂
(
ρ̂v, T̂

)
〈∇x̂ρ̂v, N

ω̂〉 (3.20)
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gegeben. Verknüpfen dieser Abbildung mit F−1 und Verwenden von (3.7) sowie (3.10)
ergibt die Umrechnung(

D̂
(
ρ̂v, T̂

)
〈∇x̂ρ̂v, N

ω̂〉 ◦ F−1
)

(x)

= D̂
(
ρ̂v(F−1(x)), T̂ (F−1(x))

)〈ρv,c
lc
∇xρv(x), N ω̂(F−1(x))

〉
= D̂

(
ρ̂v(x̂), T̂ (x̂)

) ρv,c
lc
〈∇xρv(x), Nω(x)〉

= D̂ (ρv,cρv(x), TcT (x)) ρv,c
lc
〈∇xρv(x), Nω(x)〉.

(3.21)

Wird dieses Resultat, zusammen mit der Darstellung der durch F−1 zurückgeholten
Volumenform (3.19), in die Integraltransformation (3.18) eingesetzt, folgt für das Ober-
flächenintegral∫

∂ω̂

D̂
(
ρ̂v, T̂

)
〈∇x̂ρ̂v, N

ω̂〉 d̂σ = ρv,clc

∫
∂ω

D̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xρv, Nω〉dσ. (3.22)

Die eben durchgeführte Herleitung ist analog auch für das Oberflächenintegral der
Temperatur anwendbar und liefert∫

∂ω̂

K̂
(
ρ̂v, T̂

)
〈∇x̂T̂ , N

ω̂〉 d̂σ = Tclc

∫
∂ω

K̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xT,Nω〉 dσ. (3.23)

Mit dem Transformationsverhalten der Oberflächenintegrale (3.22) und (3.23), wer-
den die Randbedingungen (3.5) an der Oberfläche des Hydrometeors dimensionslos
geschrieben. Mit der Referenzmasse mω,c des Hydrometeors ω gilt für die Änderung der
Masse

dmω

dt = d
dt

(
m̂ω

mω,c

)
= tc
mω,c

αω̂

∫
∂ω̂

D̂
(
ρ̂v, T̂

)
〈∇x̂ρ̂v, N

ω̂〉d̂σ

= tcαω̂ρv,clc
mω,c

∫
∂ω

D̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xρv, Nω〉dσ
(3.24)

und für die Temperaturänderung

mω,cmω ĉp,ω̂
Tc
tc

dTω
dt = L̂ω̂

mω,c

tc

dmω

dt + Tclc

∫
∂ω

K̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xT,Nω〉dσ, (3.25)

die zu

dTω
dt = lctc

Tcmω,cmω ĉp,ω̂

L̂ω̂αω̂ρv,c ∫
∂ω

D̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xρv, Nω〉 dσ

+Tc
∫
∂ω

K̂ (ρv,cρv, TcT ) 〈∇xT,Nω〉dσ

 (3.26)

umgestellt werden kann.
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3.3 Analytische Betrachtung
Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer exakten
Lösung für ein generisches Problem, das in Unterabschnitt 3.3.1 beschrieben wird.
Mithilfe der eindeutigen Lösbarkeit des generischen Problems wird die Existenz und
Eindeutigkeit einer exakten Lösung in einem Spezialfall des Modells aus Abschnitt 3.1
gefolgert.
Das generische Problem aus 3.3.1 wird mittels einer Iteration auf einem Banach-

Raum gelöst. Die Definition des zugehörigen Iterationsoperators erfolgt in 3.3.2. In
Unterabschnitt 3.3.3 wird gezeigt, dass dieser Operator für kleine Zeiten eine Kontraktion
auf einem Banach-Raum ist. Der Fixpunktsatz von Banach (Schweizer, 2013, Theorem
16.1) garantiert die Existenz und Eindeutigkeit einer exakten Lösung des generischen
Problems für kleine Zeiten. Abschliessend wird der Fall beliebig langer Zeiten in 3.3.4
betrachtet. Die Übertragung der Lösbarkeit des generischen Problems auf das Modell aus
Abschnitt 3.1 erfolgt in 3.3.5. Diese Übertragung erfordert zusätzliche Annahmen. Die
Diskussion möglicher Abschwächungen dieser Annahmen findet in Unterabschnitt 3.3.6
statt. Die hier angewandte Beweisstrategie, mit einer Iteration auf einem Banach-Raum,
findet sich in der Literatur, um die eindeutige Existenz einer Lösung für nichtlineare
Reaktions-Diffusionsgleichungen zu zeigen (Schweizer, 2013, Kapitel 16.2; Evans, 1998,
Kapitel 9.2).
Nachfolgend werden Notationen sowie Resultate aus der Literatur für den Beweis

zusammengestellt. Mit L2 (U) wird der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf
einem Gebiet U ⊂ Rn bezeichnet. Das Gebiet habe einen lipschitzstetigen Rand, das
heisst der Rand kann stückweise durch eine lipschitzstetige Funktion dargestellt werden
(Dobrowolksi, 2010, Kapitel 6.1). In diese Klasse fallen insbesondere Gebiete mit einem
stückweise glatten Rand. Der Raum L2 (U) ist ein Banach-Raum bezüglich der Norm

‖f‖2L2(U) =
∫
U

|f |2 dx (3.27)

und ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u, v)L2(U) :=
∫
U

uv dx. (3.28)

Darauf aufbauend werden die Sobolev-Räume H l (U) für l ≥ 0 in R benötigt, die
Unterräume von L2 (U) sind (Dobrowolksi, 2010, Kapitel 5.3 und 6.10). Die Sobolev-
Räume sind ebenfalls Banach-Räume und die Norm auf H1 (U) ist durch

‖f‖2H1(U) = ‖f‖2L2(U) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥2

L2(U)
(3.29)

gegeben. Die auftretenden Ableitungen sind im schwachen Sinne zu verstehen (Evans,
1998, Abschnitt 5.2.1): Existiert eine Funktion h ∈ L2 (U) so, dass∫

U

f(x) ∂ϕ
∂xi

(x) dx = −
∫
U

h(x)ϕ(x) dx (3.30)
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für alle Testfunktionen

ϕ ∈ C∞0 (U) := {ϕ : U → R | ϕ ∈ C∞ (U) hat kompakten Träger in U} (3.31)

erfüllt ist, so heisst h die schwache Ableitung von f (in die i-te Koordinatenrichtung)
und wir schreiben

∂f

∂xi
:= h. (3.32)

Mit H1
0 (U) wird der Unterraum aller Funktionen aus H1 (U) bezeichnet, die auf dem

Rand ∂U des Gebiets U verschwinden (zum Beispiel Dobrowolksi, 2010, Definition 6.9).
Es gelten die stetigen Einbettungen

H1 (U) ↪→ L2 (U) ↪→ H−1 (U) , (3.33)

wobei H−1 (U) =
(
H1

0 (U)
)′ den Dualraum von H1

0 (U) bezeichnet.
Wir betrachten schwache Lösungen von partiellen Differentialgleichungen. Eine schwa-

che Lösung einer gegebenen partiellen Differentialgleichung ist eine Sobolev-Funktion,
welche die Gleichung im distributionellen Sinn erfüllt (Dobrowolksi, 2010, Kapitel 9.1;
Schweizer, 2013, Kapitel 3.3). Konkret bedeutet dies, dass die auf einem Gebiet U
definierte partielle Differentialgleichung mit einer Testfunktion ϕ ∈ C∞0 (U) multipliziert
und anschliessend integriert wird, um die distributionelle Darstellung zu erhalten. Am
Beispiel der Poisson-Gleichung

−∆u = k auf U ,
u = 0 auf ∂U

(3.34)

ergibt dieses Vorgehen, mit dem Integralsatz von Gauss (Amann und Escher, 2008,
Kapitel XII, Theorem 3.15), die schwache Form∫

U

〈∇u,∇ϕ〉 dx =
∫
U

kϕ dx, (3.35)

die für alle ϕ ∈ C∞0 (U) erfüllt sein soll (Evans, 1998, Kapitel 6.2). An Stelle der
starken Form (3.34) die schwache Form (3.35) der partiellen Differentialgleichung zu
betrachten hat mehrere Vorteile. Die Anforderungen an die Glattheit der Lösung werden
abgeschwächt, denn in der schwachen Form muss die Lösung lediglich eine integrierbare
erste Ableitung besitzen, wohingegen die starke Form die punktweise Existenz einer
zweiten Ableitung erfordert. Für die Existenz von Lösungen der starken Form werden
relativ starke Annahmen an die Regularität des Randes ∂U sowie der rechten Seite
k benötigt (Schweizer, 2013, Kapitel 5.2), das heisst der Rand muss lokal immer als
Graph einer mindestens stetig differenzierbaren Funktion dargestellt werden können. Die
Existenz einer schwachen Lösung hingegen erfordert eine weitaus geringere Regularität
(Schweizer, 2013, Theorem 6.10).

Da wir uns mit zeitabhängigen Gleichungen beschäftigen, werden zeitabhängige
Funktionenräume benötigt, die sogenannten Bochner-Räume (Schweizer, 2013, Kapitel
10). Sei Y ein Banach-Raum und s > 0 eine reelle Zahl. Der zeitabhängige L2-Raum ist
durch

L2 (0, s; Y ) :=

f : [0, s]→ Y

∣∣∣∣∣∣
s∫

0

‖f(t)‖2Y dt <∞

 (3.36)
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mit der Norm

‖f‖2L2(0,s;Y ) :=
s∫

0

‖f(t)‖2Y dt (3.37)

gegeben. Für eine Funktion f ∈ L2 (0, s; Y ) wird die zeitliche distributionelle Ableitung
benötigt (Schweizer, 2013, Definition 10.6). Dazu sei ϕ ∈ C∞0 ((0, s)) eine beliebige
Testfunktion, also eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Träger in
(0, s). Die Y -wertige Distribution〈

∂f

∂t

〉
: C∞0 ((0, s))→ Y

ϕ 7→
s∫

0

f(t)ϕ′(t) dt
(3.38)

heisst distributionelle (Zeit-)Ableitung von f . Kann diese Distribution durch ein Element
g ∈ L2 (0, s; Y ) dargestellt werden, gilt

s∫
0

f(t)ϕ′(t) dt = −
s∫

0

g(t)ϕ(t) dt (3.39)

für alle ϕ ∈ C∞0 ((0, s)), so heisst die Distribution (3.38) regulär und g die schwache
(Zeit-)Ableitung von f . In diesem Fall notieren wir

∂f

∂t
:= g. (3.40)

Der zeitabhängige Sobolev-Raum H1 (0, s; Y ) ist durch

H1 (0, s; Y ) =
{
f ∈ L2 (0, s; Y )

∣∣∣∣ 〈∂f∂t
〉

ist regulär
}

(3.41)

mit der Norm
‖f‖H1(0,s;Y ) = ‖f‖L2(0,s;Y ) +

∥∥∥∥∂f∂t
∥∥∥∥
L2(0,s;Y )

(3.42)

definiert.
Darüber hinaus wird der Spuroperator T : H1 (U)→ H

1
2 (∂U) benötigt. Dieser ist die

eindeutige stetige Fortsetzung des Einschränkungsoperators von C∞(U) auf H1 (U), der
eine stetige Funktion auf dem Gebiet U auf den Rand ∂U einschränkt. Hierbei bezeichnet
H

1
2 (∂U) den gebrochenen Sobolev-Raum auf dem Rand des Gebiets U (Dobrowolksi,

2010, Kapitel 6.10). Der Spuroperator T ist zwischen den angebenen Räumen stetig
und surjektiv. Zusätzlich gibt es einen stetigen Operator E : H 1

2 (∂U) → H1 (U), der
rechtsinvers zu T ist, das heisst er erfüllt (Dobrowolksi, 2010, Satz 6.41)

T ◦ E = Id
H

1
2 (∂U)

. (3.43)

Zu einer Funktion ξ ∈ H 1
2 (U) sei E [ξ] ∈ H1 (U) die durch E fortgesetzte Funktion

und uξ ∈ H1 (U) die eindeutige schwache Lösung des Dirichlet-Problems

∆uξ = 0 in U ,
uξ = E [ξ] auf ∂U .

(3.44)
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Die Lösung erfüllt die Abschätzung (Schweizer, 2013, Theorem 6.10)
‖uξ‖H1(U) ≤ C ‖E [ξ]‖H1(U) ≤ C ‖ξ‖H 1

2 (∂U)
. (3.45)

Wir definieren den linearen Operator E : H 1
2 (∂U)→ H1 (U) durch E [ξ] := uξ. Wegen

Abschätzung (3.45) ist E stetig. Der Operator E setzt eine Funktion vom Rand ∂U des
Gebiets harmonisch in das Innere U fort.
Um später darauf verweisen zu können, wird an dieser Stelle ein Satz über die

Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lösung der Diffusionsgleichung angegeben.
Eine matrixwertige Funktion A ∈ C1(U , Rn×n) heisst hierbei elliptisch, falls es eine
Konstante γ > 0 gibt, so dass für alle Vektoren ξ ∈ Rn und Punkte x ∈ U die Ungleichung

〈ξ, A(x)ξ〉Euklidisch ≥ γ ‖ξ‖2Euklidisch (3.46)
erfüllt ist (Schweizer, 2013, Kapitel 6.1).
Satz 3.3.1. Sei U ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, u0 ∈ L2 (U) und
TEnde > 0. Sei L ein elliptischer Differentialoperator, definiert durch

L [u] = −div (A∇u) + 〈b,∇u〉Euklidisch + cu (3.47)
mit einem elliptischen A ∈ C1(U , Rn×n) und Koeffizienten b, c ∈ L∞ (U). Randbedin-
gungen seien durch eine Funktion G ∈ L2 (0, TEnde; H1 (U)

)
∩ H1 (0, TEnde; H−1 (U)

)
gegeben. Für alle f ∈ L2 (0, TEnde; H−1 (U)

)
besitzt das Problem

∂u

∂t
+ L [u] = f in U × (0, TEnde) ,

u = T [G] auf ∂U × (0, TEnde) ,
u(0) = u0 in U

(3.48)

eine eindeutige Lösung

u ∈ L2
(
0, TEnde; H1 (U)

)
mit ∂u

∂t
∈ L2

(
0, TEnde; H−1 (U)

)
. (3.49)

Zudem hat u einen stetigen Repräsentanten u ∈ C0 ([0, TEnde] ; L2 (U)
)
.

Beweis. Siehe Schweizer (2013, Theorem 11.8).

Da die exakte Lösung gemäss Satz 3.3.1 einen stetigen Repräsentanten hat, ist für
diesen die Anfangsbedingung im klassischen Sinne erfüllt. Im Fall A = Id und b = c = 0
in (3.47) ergibt sich der Laplace-Operator L = −∆.

Aus Evans, 1998, Kapitel 7.1.2 entnehmen wir, dass die exakte Lösung von (3.48) der
Abschätzung

‖u‖L2(0,TEnde;H1(U)) +
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

≤ C
(
‖f‖L2(0,TEnde;H−1(U))

+ ‖G‖L2(0,TEnde;H1(U)) +
∥∥∥∥∂G∂t

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

+ ‖u0‖L2(U)

)
,

(3.50)
mit einer Konstanten C, genügt. Insbesondere besagt diese Abschätzung, dass die Lösung
stetig von den Anfangs- und Randbedingungen sowie der rechten Seite abhängt. In
diesem Kapitel wird durch C generell eine generische Konstante bezeichnet, deren Wert
sich von einem Schritt zum nächsten ändern kann.
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3.3.1 Ein generisches Problem

In diesem Unterabschnitt wird das generische Problem vorgestellt und Satz 3.3.2 über
dessen eindeutige Lösbarkeit formuliert. Zusätzlich wird der Lösungsraum X definiert
und gezeigt, dass dieser ein Banach-Raum ist.
Zu einer reellen Zahl TEnde > 0 betrachten wir das generische Problem

∂u

∂t
= D∆u in U mit 0 < t < TEnde,

u(0) = u0 in U ,
u(t) = g(t) auf ∂U mit 0 < t < TEnde

(3.51)

auf einem beschränkten Gebiet U ⊂ Rn mit lipschitzstetigem Rand. Hierbei bezeichnet
D > 0 eine Konstante und u0 ∈ H1 (U) einen gegebenen Anfangswert.
Die Funktion g : [0, TEnde]→ H

1
2 (∂U) sei die Lösung der gewöhnlichen Differential-

gleichung
dg
dt = F [g, u] ,

g(0) = T [u0]
(3.52)

und
F : H

1
2 (∂U)×X → H

1
2 (∂U) (3.53)

sei eine lipschitzstetige Funktion mit der Lipschitzkonstanten L.
Der Raum X sei durch

X :=
{
u ∈ L2

(
0, TEnde; H1 (U)

) ∣∣∣∣ ∂u∂t ∈ L2
(
0, TEnde; H−1 (U)

)}
(3.54)

definiert und mit der Norm

‖u‖X := ‖u‖L2(0,TEnde;H1(U)) +
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

(3.55)

versehen. Tatsächlich gilt die stetige Einbettung X ↪→ C0 ([0, TEnde] ; L2 (U)
)
(Schweizer,

2013, Proposition 10.8). Mit anderen Worten besitzt jedes Element in X einen stetigen
Repräsentanten mit Werten in L2 (U).
Es sei angemerkt, dass die Probleme (3.51) und (3.52) gekoppelt sind. Die exakte

Lösung der partiellen Differentialgleichung (3.51) geht als Parameter in die gewöhnliche
Differentialgleichung (3.52) ein, während die exakte Lösung von (3.52) die Randbedin-
gung für (3.51) liefert. Das Problem (3.51) ist ein Analogon zur Modellgleichung (3.1)
und die gewöhnliche Differentialgleichung (3.52) auf dem Rand ist das Analogon zu den
Randbedingungen (3.5) der Modellgleichungen. Es ist möglich in Gleichung (3.51) den
zusätzlichen Summanden cu, mit einer Funktion c ∈ L∞ (0, TEnde; L∞ (U)), zu betrach-
ten. Auch Quellterme wie in (3.1) können berücksichtigt werden. Die nachfolgenden
Argumente übertragen sich auch auf diese Fälle.

In den Unterabschnitten 3.3.2 bis 3.3.4 dieses Kapitels wird der nachfolgende Satz
über die Lösbarkeit des beschriebenen generischen Problems gezeigt.
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Satz 3.3.2. Sei U ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit einem Lipschitz-Rand. Seien
u0 ∈ H1 (U) sowie TEnde > 0 eine reelle Zahl. Sei F aus (3.53) eine lipschitzstetige
Funktion, das heisst es existiert ein L > 0 in R so, dass

‖F [g1, w1]− F [g2, w2]‖
H

1
2 (∂U)

≤ L
(
‖g1 − g2‖

H
1
2 (∂U)

+ ‖w1 − w2‖X
)

(3.56)

für alle (g1, w1), (g2, w2) ∈ H 1
2 (∂U)×X erfüllt ist. Dann haben die Gleichungen (3.51)

und (3.52) eine eindeutige Lösung im Raum X.

Im Beweis des Satzes wird ein Iterationsoperator auf dem Raum X betrachtet, der
in Unterabschnitt 3.3.2 definiert wird. Das Ziel ist die Anwendung des Fixpunktsatzes
von Banach. Hierfür muss sichergestellt werden, dass der Raum X ein Banach-Raum
bezüglich der Norm (3.55) ist, was im Folgenden gezeigt wird.

Sei (uk)k∈N eine Cauchyfolge in X. Nach Definition der Norm von X ist (uk)k∈N eine
Cauchyfolge in L2 (0, TEnde; H1 (U)

)
und die Folge der zeitlichen Ableitungen(

∂uk
∂t

)
k∈N
∈ L2

(
0, TEnde; H−1 (U)

)
(3.57)

eine Cauchyfolge in L2 (0, TEnde; H−1 (U)
)
. Beide Räume sind Banach-Räume (Schwei-

zer, 2013, Theorem 10.1), daher existieren ein u ∈ L2 (0, TEnde; H1 (U)
)
und ein

v ∈ L2 (0, TEnde; H−1 (U)
)
mit

uk → u für k →∞ in L2
(
0, TEnde; H1 (U)

)
,

∂uk
∂t
→ v für k →∞ in L2

(
0, TEnde; H−1 (U)

)
.

(3.58)

Angesichts der stetigen Einbettungen (3.33) sind uk, u auch Funktionen mit Werten
in H−1 (U). Wir zeigen, dass u zeitlich schwach differenzierbar ist und die zeitliche
Ableitung ∂u

∂t mit v übereinstimmt. Daraus folgt unmittelbar die Konvergenz uk → u in
X. Sei dazu ϕ ∈ C∞0 ((0, TEnde)) eine beliebige Testfunktion.
Einerseits gilt wegen der Beschränktheit von ϕ′ und den Einbettungen (3.33)∥∥∥∥∥∥∥
TEnde∫
0

u(t)ϕ′(t) dt−
TEnde∫
0

uk(t)ϕ′(t) dt

∥∥∥∥∥∥∥
H−1(U)

=

∥∥∥∥∥∥∥
TEnde∫
0

(u(t)− uk(t))ϕ′(t) dt

∥∥∥∥∥∥∥
H−1(U)

≤ max
0≤t≤TEnde

∣∣ϕ′(t)∣∣ TEnde∫
0

‖u(t)− uk(t)‖H−1(U) dt

≤ C max
0≤t≤TEnde

∣∣ϕ′(t)∣∣ TEnde∫
0

‖u(t)− uk(t)‖H1(U) dt→ 0

(3.59)
und daher für k →∞

TEnde∫
0

uk(t)ϕ′(t) dt→
TEnde∫
0

u(t)ϕ′(t) dt (3.60)
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in H−1 (U). Andererseits gilt wegen der Beschränktheit von ϕ∥∥∥∥∥∥∥
TEnde∫
0

∂uk
∂t

(t)ϕ(t) dt−
TEnde∫
0

v(t)ϕ(t) dt

∥∥∥∥∥∥∥
H−1(U)

=

∥∥∥∥∥∥∥
TEnde∫
0

(
∂uk
∂t

(t)− v(t)
)
ϕ(t) dt

∥∥∥∥∥∥∥
H−1(U)

≤ max
0≤t≤TEnde

|ϕ(t)|
TEnde∫
0

∥∥∥∥∂uk∂t (t)− v(t)
∥∥∥∥
H−1(U)

dt→ 0

(3.61)
und daher für k →∞

TEnde∫
0

∂uk
∂t

(t)ϕ(t) dt→
TEnde∫
0

v(t)ϕ(t) dt (3.62)

in H−1 (U). Da alle uk zeitlich schwach differenzierbar sind, ergibt sich für k →∞
TEnde∫
0

u(t)ϕ′(t) dt←
TEnde∫
0

uk(t)ϕ′(t) dt = −
TEnde∫
0

∂uk
∂t

(t)ϕ(t) dt→ −
TEnde∫
0

v(t)ϕ(t) dt

(3.63)
in H−1 (U). Die Testfunktion ϕ war beliebig, deshalb folgt mit Definition (3.39) die
schwache Differenzierbarkeit von u mit schwacher Ableitung v. Damit ist X ein Banach-
Raum.

3.3.2 Definition des Iterationsoperators
Im Folgenden wird der Iterationsoperator A : X → X definiert und gezeigt, dass dieser
tatsächlich in den Raum X abbildet.

Sei w ∈ X ein beliebiges Element. Zu dieser Funktion betrachten wir im ersten Schritt
die exakte Lösung g ∈ C1

(
[0, TEnde] ; H 1

2 (∂U)
)
von (3.52) mit dem Parameter w. Daher

erfüllt die Funktion g die Gleichung

dg
dt = F [g, w] ,

g(0) = T [u0] .
(3.64)

Die rechte Seite F wurde als lipschitzstetig angenommen. Dies impliziert die eindeutige
Lösbarkeit des Problems (3.64) auf dem gesamten Intervall [0, TEnde] (Amann, 1990,
Propositionen 7.6 und 7.8).
Im zweiten Schritt sei u ∈ X die exakte Lösung von

∂u

∂t
= D∆u auf U mit 0 < t < TEnde,

u(0) = u0 auf U ,
u(t) = g(t) auf ∂U mit 0 < t < TEnde.

(3.65)

Der Operator A wird durch A [w] := u definiert und nach Definition ist ein Fixpunkt
des Operators A eine Lösung des generischen Problems (3.51) und (3.52). Um Satz 3.3.2
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zu beweisen, muss daher die eindeutige Existenz eines Fixpunkts von A in X gezeigt
werden.

Wir werden nun zeigen, dass der Operator A in den Raum X abbildet, das heisst
für ein Element w ∈ X gilt A [w] ∈ X. Wegen Satz 3.3.1 entspricht der Raum X
dem Lösungsraum für parabolische Gleichungen (3.65). Um die Aussage A [w] ∈ X
zu beweisen, reicht es daher aus, die Voraussetzungen von Satz 3.3.1 zu überprü-
fen. Die zu überprüfende Voraussetzung betrifft die Existenz einer Funktion G ∈
L2 (0, TEnde; H1 (U)

)
∩H1 (0, TEnde; H−1 (U)

)
, die nach Einschränkung auf den Rand

∂U des Gebiets gerade g ergibt. Sei die Funktion G : [0, TEnde]→ H1 (U) durch

G(t) := E [g(t)] (3.66)

definiert, mit dem stetigen harmonischen Fortsetzungsoperator E. Wegen

‖G(t)‖2L2(0,TEnde;H1(U)) =
TEnde∫
0

‖E [g(t)]‖2H1(U) dt

≤ C
TEnde∫
0

‖g(t)‖2
H

1
2 (∂U)

dt ≤ CTEnde < +∞,

(3.67)

ist G ∈ L2 (0, TEnde; H1 (U)
)
. Es wurde hierzu die Beschränkheit der stetigen Funktion g

auf dem kompakten Intervall [0, TEnde] benutzt. Mithilfe der stetigen Einbettungen (3.33)
folgt aus (3.67) direkt G ∈ L2 (0, TEnde; H−1 (U)

)
. Es bleibt zu zeigen, dass G in der

Zeit schwach differenzierbar ist und diese Ableitung ebenfalls in L2 (0, TEnde; H−1 (U)
)

liegt. Dazu sei ϕ ∈ C∞0 ((0, TEnde)) eine beliebige Testfunktion. Für die distributionelle
Zeitableitung von G gilt

〈dG
dt

〉
[ϕ] =

TEnde∫
0

G(t)ϕ′(t) dt =
TEnde∫
0

E [g(t)]ϕ′(t) dt

=
TEnde∫
0

E
[
g(t)ϕ′(t)

]
dt (∗)= E

 TEnde∫
0

g(t)ϕ′(t) dt


= −E

 TEnde∫
0

F [g(t), w]ϕ(t) dt

 (∗)= −
TEnde∫
0

E [F [g(t), w]]ϕ(t) dt.

(3.68)

An den Stellen (∗) wurde jeweils die Stetigkeit von E benutzt. Die Funktion

t 7→ E [F [g(t), w]] (3.69)

ist in L2 (0, TEnde; H1 (U)
)
enthalten, da g eine in t stetige Funktion über einem kom-

pakten Intervall ist. Damit ist die distributionelle Zeitableitung regulär und es folgt
die gewünschte Aussage G ∈ L2 (0, TEnde; H1 (U)

)
∩ H1 (0, TEnde; H−1 (U)

)
sowie die

Wohldefiniertheit des Operators A.
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3.3.3 Kontraktionseigenschaft für kleine Zeiten

Nach der Definition des Iterationsoperators A, wird in diesem Unterabschnitt die
Abschätzung (3.86) gezeigt. Ist die Zielzeit TEnde > 0 genügend klein, ergibt sich aus
dieser Abschätzung die gewünschte Kontraktionseigenschaft für den Operator A.
Seien w1, w2 beliebige Elemente aus X. Die Funktionen A [w1] , A [w2] ∈ X sind

Lösungen der partiellen Differentialgleichung (3.65), mit den zugehörigen Randfunktionen
g1, g2, die jeweils eine Gleichung vom Typ (3.52) mit den Parametern w1, w2 ∈ X erfüllen.
Wir definieren die Differenz u := A [w1] − A [w2] ∈ X. Diese Differenz wird letztlich
in der Norm von X durch ‖w1 − w2‖X abgeschätzt. Mindestens im Distributionssinn
erfüllt die Differenz u die Gleichung

∂u

∂t
= ∂A [w1]

∂t
− ∂A [w2]

∂t
= D∆A [w1]−D∆A [w2] = D∆u auf U × (0, TEnde) ,

u(t) = A [w1] (t)−A [w2] (t) = g1(t)− g2(t) auf ∂U × (0, TEnde) ,
u(0) = u0 − u0 = 0 auf U .

(3.70)
Mit anderen Worten ist u die exakte Lösung einer Diffusionsgleichung. Durch die
Definition v := u− (G1 −G2) wird die inhomogene Randbedingung in (3.70) eliminiert.
Die Funktion v erfüllt wegen (3.70) und (3.66) die Gleichung

∂v

∂t
= D∆v +D∆ (G1 −G2)− ∂ (G1 −G2)

∂t
=: D∆v + f auf U × (0, TEnde) ,

v(0) = u(0)− (G1(0)−G2(0)) = −E [T [u0]− T [u0]] = 0 auf U × (0, TEnde) ,
v = 0 auf ∂U

(3.71)
mit

f(t) := −∂ (G1 −G2)
∂t

(t). (3.72)

Aufgrund von (3.68) ist f eine Funktion f : [0, TEnde] → H−1 (U). Wir schätzen f(t)
durch

‖f(t)‖H−1(U) =
∥∥∥∥∂ (G1 −G2)

∂t
(t)
∥∥∥∥
H−1(U)

= ‖E [F [g1(t), w1]]− E [F [g2(t), w2]]‖H−1(U)

≤ C ‖E [F [g1(t), w1]]− E [F [g2(t), w2]]‖H1(U)

≤ C ‖F [g1(t), w1]− F [g2(t), w2]‖
H

1
2 (∂U)

≤ CL
(
‖g1(t)− g2(t)‖

H
1
2 (∂U)

+ ‖w1 − w2‖X
)

≤ CL (L1 ‖w1 − w2‖X + ‖w1 − w2‖X)
= C ‖w1 − w2‖X ,

(3.73)

mit einer Konstanten L1 > 0, ab. In dieser Abschätzung wurden nacheinander die
folgenden Tatsachen benutzt: Die Einbettung H1 (U)→ H−1 (U) ist stetig, die Stetigkeit
des Operators E, die Lipschitzeigenschaft von F sowie die lipschitzstetige Abhängigkeit
der Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung (3.64) vom Parameter, bei identischem
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Anfangswert (Amann, 1990, Theorem 8.4 und Bemerkung 8.5)

‖g1(t)− g2(t)‖
H

1
2 (∂U)

≤ L1 ‖w1 − w2‖X . (3.74)

Aus (3.73) ergibt sich insbesondere die Abschätzung

‖f‖L2(0,TEnde;H−1(U)) =

 TEnde∫
0

‖f(t)‖2H−1(U) dt


1
2

≤

C2
TEnde∫
0

‖w1 − w2‖2X dt


1
2

= CT
1
2

Ende ‖w1 − w2‖X .
(3.75)

Multiplikation von (3.71) mit der exakten Lösung v liefert für ε > 0 die Abschätzung
1
2

d
dt ‖v(t)‖2L2(U) +D ‖∇v(t)‖L2(U) = f(t) [v] ≤ ‖f(t)‖H−1(U) ‖v(t)‖H1(U)

≤ 1
2ε ‖f(t)‖2H−1(U) + ε

2 ‖v(t)‖2H1(U)

= 1
2ε ‖f(t)‖2H−1(U) + ε

2 ‖v(t)‖2L2(U) + ε

2 ‖∇v(t)‖2L2(U) .

(3.76)

Wird ε > 0 klein genug gewählt, kann die Gültigkeit der Ungleichung
d
dt ‖v(t)‖2L2(U) + C1 ‖∇v(t)‖2L2(U) ≤ C2 ‖v(t)‖2L2(U) + C3 ‖f(t)‖2H−1(U) (3.77)

mit positiven Konstanten C1, C2, C3 sichergestellt werden. Anwendung der Gronwall-
Ungleichung (Amann und Escher, 2006, Kapitel VII, Lemma 1.15) ergibt für t ∈ [0, TEnde]

‖v(t)‖2L2(U) ≤ exp (C2t)

‖v(0)‖2L2(U) + C3

TEnde∫
0

‖f(s)‖2H−1(U) ds


≤ C

(
‖v(0)‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,TEnde;H−1(U))

)
= C ‖f‖2L2(0,TEnde;H−1(U))

≤ CTEnde ‖w1 − w2‖2X ,

(3.78)

wobei v(0) = 0 sowie die Abschätzung aus (3.75) verwendet wurden.
Aufgrund von (3.77) folgt mit v(0) = 0 ausserdem die Ungleichung

‖v(t)‖2L2(U) + C1

t∫
0

‖∇v(s)‖2L2(U) ds ≤ C2

t∫
0

‖v(s)‖2L2(U) ds+ C3

t∫
0

‖f(s)‖2H−1(U) ds

(3.79)
und wegen (3.78) sowie (3.75) schliesslich

TEnde∫
0

‖∇v(s)‖2L2(U) ds ≤ C2

TEnde∫
0

‖v(s)‖2L2(U) ds+ C3

TEnde∫
0

‖f(s)‖2H−1(U) ds

≤ C
(
T 2

Ende + TEnde
)
‖w1 − w2‖2X

= CTEnde ‖w1 − w2‖2X .

(3.80)
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Nach diesen Vorbereitungen kann die Differenz A [w1]−A [w2] = u = v + (G1 −G2)
abgeschätzt werden. Für die X-Norm von u gilt

‖u‖X = ‖u‖L2(0,TEnde;H1(U)) +
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

≤ ‖v‖L2(0,TEnde;H1(U)) + ‖G1 −G2‖L2(0,TEnde;H1(U))

+
∥∥∥∥∂v∂t

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

+
∥∥∥∥ ∂∂t (G1 −G2)

∥∥∥∥
L2(0,TEnde;H−1(U))

.

(3.81)

Wir benutzen die vorbereiteten Abschätzungen, um jeden der vier Terme in (3.81)
einzeln durch ‖w1 − w2‖X nach oben zu beschränken.
Für den ersten Term gilt mit (3.78) und (3.80)

‖v‖2L2(0,TEnde;H1(U)) =
TEnde∫
0

‖v(s)‖2L2(U) ds+
TEnde∫
0

‖∇v(s)‖2L2(U) ds

≤ C
(
T 2

Ende ‖w1 − w2‖2X + TEnde ‖w1 − w2‖2X
)

= CTEnde ‖w1 − w2‖2X .

(3.82)

Mithilfe von (3.67) und (3.74) ergibt sich für den zweiten Term die Abschätzung

‖G1 −G2‖2L2(0,TEnde;H1(U)) ≤ C
TEnde∫
0

‖g1(s)− g2(s)‖2
H

1
2 (∂U)

ds

≤ CTEnde ‖w1 − w2‖2X .

(3.83)

Mit Abschätzung (3.50) sowie v(0) = 0 und (3.75) folgt für den dritten Term∥∥∥∥∂v∂t
∥∥∥∥2

L2(0,TEnde;H−1(U))
≤ C ‖f‖2L2(0,TEnde;H−1(U))

≤ CTEnde ‖w1 − w2‖2X .
(3.84)

Für den vierten Term werden (3.68), die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators, die
Lipschitzstetigkeit von F sowie (3.74) verwendet. Dies ergibt∥∥∥∥ ∂∂t (G1 −G2)

∥∥∥∥2

L2(0,TEnde;H−1(U))
=

TEnde∫
0

∥∥∥∥ ∂∂t (G1 −G2)
∥∥∥∥2

H−1(U)
ds

≤ C
TEnde∫
0

‖E [F [g1(s), w1]− F [g2(s), w2]]‖2H1(U) ds

≤ C
TEnde∫
0

‖F [g1(s), w1]− F [g2(s), w2]‖2
H

1
2 (∂U)

ds

≤ CL2
TEnde∫
0

‖g1(s)− g2(s)‖2
H

1
2 (∂U)

+ ‖w1 − w2‖2X ds

≤ CTEnde ‖w1 − w2‖2X .
(3.85)
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Einsetzen der einzelnen Abschätzungen (3.82), (3.83), (3.84) und (3.85) in (3.81)
liefert

‖A [w1]−A [w2]‖X = ‖u‖X ≤ CT
1
2

Ende ‖w1 − w2‖X . (3.86)

Dies bedeutet, dass der Operator A für TEnde <
1
C2 eine Kontraktion auf dem Banach-

Raum X ist. Die Stetigkeit des Operators folgt aus der stetigen Abhängigkeit der
Lösungen von (3.51) und (3.52) von den jeweiligen Anfangs- und Randbedingungen
sowie den Parametern.

Der Fixpunktsatz von Banach (Schweizer, 2013, Theorem 16.1) garantiert für TEnde <
1
C2 die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts u ∈ X. Damit haben wir die Existenz
einer eindeutigen Lösung für das Problem (3.51) und (3.52) für kleine Zeiten TEnde
gezeigt.

3.3.4 Grosse Zeiten
Im vorangegangenen Unterabschnitt wurde der Beweis von Satz 3.3.2 für genügend
kleine TEnde > 0 erbracht. Für ein beliebiges TEnde > 0 wird das Zeitintervall [0, TEnde]
in kleinere Intervalle unterteilt, für die mit dem vorherigen Argument die Lösbarkeit
gefolgert werden kann. Dazu sei T1 <

1
C2 . Auf dem Teilintervall [0, T1] ist das generische

Problem (3.51) und (3.52) lösbar. Für das Teilintervall [T1, 2T1] sei u(T1) der Startwert
für das generische Problem. Da die Länge dieses Teilintervalls ebenfalls genügend klein
ist, ergibt sich durch die obige Argumentation eine Lösung auf dem Intervall [0, 2T1].
Induktiv wird auf diese Weise das komplette Zeitintervall [0, TEnde] in endlich vielen
Schritten ausgeschöpft.

Wie bei der Diskussion des maximalen Existenzintervalls bei gewöhnlichen Differenti-
algleichungen, ergibt sich auch hier die Eindeutigkeit auf dem gesamten Zeitintervall.
Dieses Vorgehen wird auch in Schweizer (2013) im Beweis von Theorem 16.4 benutzt, um
die Existenz und Eindeutigkeit einer exakten Lösung der Reaktions-Diffusionsgleichung
auf dem gesamten Zeitintervall zu beweisen.
Damit ist Satz 3.3.2 vollständig gezeigt.

3.3.5 Anwendung auf das Modell
In diesem Unterabschnitt wird auf die Anwendung des analytischen Resultats aus Satz
3.3.2 auf das in Abschnitt 3.1 beschriebene Modell eingegangen. Für eine zeitlich unver-
änderliche Geometrie, das heisst für räumlich fixierte und in der Grösse unveränderliche
Hydrometeore, wird der Satz über die eindeutige Lösbarkeit direkt übertragen. Im folgen-
den Unterabschnitt 3.3.6 wird die Verallgemeinerung auf sich bewegende Hydrometeore
diskutiert.
Das Modell aus Abschnitt 3.1 besteht aus einem System von partiellen Differential-

gleichungen, gekoppelt mit einem System von gewöhnlichen Differentialgleichungen für
die Randwerte. Das Resultat aus Satz 3.3.2 hingegen wurde nicht für ein System von
Gleichungen formuliert. Allerdings wurde im Beweis nirgends verwendet, dass es sich
lediglich um eine einzelne Funktion handelt. Daher überträgt sich die Aussage auch auf
das System von Gleichungen.
Für die Übertragung der analytischen Resultate bezeichne U das Luftpaket ohne

die Hydrometeore. Entlang des äusseren Randes des Luftpaketes sind Dirichlet- oder
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Neumann-Randbedingungen vorgegeben. Eine inhomogene Dirichlet-Randbedingung
kann in die gewöhnliche Differentialgleichung für die Randwerte integriert werden.
Eine Neumann-Randbedingung modifiziert lediglich die rechte Seite der partiellen
Differentialgleichung durch einen weiteren additiven Term. Der restliche Rand des
Gebiets U besteht aus Rändern der Hydrometeore. Entlang dieser Ränder werden die
Randbedingungen durch (3.5) bestimmt.
Die gewöhnliche Differentialgleichung (3.5) für die Randwerte eines Hydrometeors

ω reduziert sich im Modell zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung im R2, denn es
wurde eine uniforme Temperaturverteilung im Hydrometeor vorausgesetzt, vergleiche
3.1.2. Die Temperatur Tω(t) des Hydrometeors ω definiert zu jedem Zeitpunkt eine
Funktion ∂ω 3 x 7→ Tω(t). Da diese Funktion entlang ∂ω konstant ist, liegt sie in
H

1
2 (∂ω) und damit auch in H 1

2 (∂U). Die Wasserdampfdichte entlang der Oberfläche
∂ω eines Hydrometeors stimmt aufgrund der Annahmen aus Unterabschnitt 3.1.2 mit
der Sättigungsdampfdichte überein. Wegen Abschnitt 2.2 gilt für Punkte x ∈ ∂ω

ρv,ω(x) = py,∞(Tω)
RvTω

exp
(

σy(Tω)
Rvρy(Tω)Tω

(κ1(x) + κ2(x))
)
, (3.87)

wobei y ∈ {l, i} den Aggregatzustand des Hydrometeors angibt, σy die Oberflächenspan-
nung, ρy die Dichte und κ1, κ2 die Hauptkrümmungen bezeichnen. Letztere werden von
der Form des Hydrometeors bestimmt.

Im Allgemeinen lässt die Kenntnis der Masse mω keinen Rückschluss auf die Form des
Hydrometeors zu. Hat ω jedoch eine Kugelform, so bestimmt die Masse deren Radius
rω durch

mω = 4
3πρy(Tω)r3

ω (3.88)

und (3.87) vereinfacht sich, gemäss Unterabschnitt 2.2.2, zu

ρv,ω = py,∞(Tω)
RvTω

exp
(

2σy(Tω)
Rvρy(Tω)Tωrω

)
. (3.89)

Insbesondere ist in diesem Fall ρv,ω entlang ∂ω konstant. Wird für den Hydrometeor
eine Ellipsoidform angenommen, so sind die Hauptkrümmungen nicht mehr konstant,
aber beschränkt, vergleiche Unterabschnitt 2.2.3.
Damit die in Abschnitt 2.6 angesprochene Singularität der Gleichung (3.5) kein

Problem darstellt, können die regularisierten Wachstumsgleichungen (2.150) anstelle
von (3.5) verwendet werden.

Eine Alternative zur Verwendung der regularisierten Wachstumsgleichungen bietet
die Tatsache, dass ein physikalisches Problem betrachtet wird. Als solches sind lediglich
Massen und Temperaturen in einem Rechteck R := [mmin, mmax]× [Tmin, Tmax] ⊂ R2

relevant, wobei 0 < mmin < mmax und 0 < Tmin < Tmax gilt. Auf dem Rechteck R ist
die rechte Seite aus (3.5) beliebig oft differenzierbar und beschränkt. Wird die rechte
Seite von (3.5) mit einer Abschneidefunktion multipliziert, ergibt sich ebenfalls eine neue
rechte Seite, die in R2 beschränkt ist. Eine Abschneidefunktion ist hierbei eine beliebig
oft differenzierbare Funktion, die auf dem Rechteck R konstant 1 ist und ausserhalb
schnell auf 0 abfällt.
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Es bleibt die Interpretation der Normalenableitungen, die in den Integralen über
den Rand ∂ω eines Hydrometeors in (3.5) auftreten. Die Interpretation wird für die
Lösung u des generischen Problems aus Unterabschnitt 3.3.1 diskutiert. Zunächst wird
die Dirichlet-Randbedingung des generischen Problems (3.51) durch die Definition
v := u−G mit G(t) := E [g(t)] in eine rechte Seite kodiert. Wie in (3.71), erfüllt diese
Funktion die Gleichung

∂v

∂t
= D∆u− ∂G

∂t
= D∆v +D∆G− ∂G

∂t
= D∆v − ∂G

∂t
, (3.90)

denn E ist die harmonische Fortsetzung. Wegen (3.68) gilt ∂G
∂t (t) ∈ H1 (U), was die

verbesserte Regularität

v ∈ L∞
(
0, TEnde; H1 (U)

)
und ∂v

∂t
∈ L2

(
0, TEnde; L2 (U)

)
(3.91)

der Lösung v impliziert (Schweizer, 2013, Proposition 11.12). Aufgrund von

∂u

∂t
(t) = ∂v

∂t
(t)− ∂G

∂t
(t) ∈ L2 (U) (3.92)

überträgt sich diese Regularität auf u.
Für die Lösung u bedeutet dies einerseits u(t) ∈ H1 (U) und andererseits

∆u(t) = 1
D

∂u

∂t
(t) ∈ L2 (U) . (3.93)

Mit Hu (2008, Theorem 2.1) ergibt sich, aufgrund von (3.93), die Existenz eines Funktio-
nals µ(t) ∈ H− 1

2 (∂U) =
(
H

1
2 (∂U)

)′
, das eine Verallgemeinerung der Normalenableitung

auf dem Rand des Gebiets ist und die Greensche-Formel∫
U

〈∇u(t),∇ϕ〉 dx = µ [T [ϕ]]−
∫
U

∆u(t)ϕ dx (3.94)

für alle ϕ ∈ H1 (U) erfüllt. In diesem Sinne können die in den Randbedingungen
auftretenden Randintegrale verstanden werden. Das Randintegral∫

∂U

〈∇u,N〉dσ (3.95)

wird als die Anwendung des Funktionals µ auf die konstante Funktion 1 ∈ H 1
2 (∂U)

interpretiert, demnach als µ [1].
Für die Existenz einer verallgemeinerten Normalenableitung, die eine Greensche-Formel

(3.94) erfüllt, ist mindestens die Regularität ∆u(t) ∈
(
H1 (U)

)′ erforderlich (Hu, 2008,
Bemerkung 2.1). Für ein beliebiges Element η ∈ H1 (U) ist diese Regularitätsanforderung
im Allgemeinen nicht erfüllt, denn es gilt lediglich ∆η ∈ H−1 (U) =

(
H1

0 (U)
)′. Damit

∆η ∈
(
H1 (U)

)′ erfüllt ist, muss das Funktional ∆η von H1
0 (U) stetig auf H1 (U)

fortgesetzt werden. Eine derartige Fortsetzung ist wegen des Satzes von Hahn-Banach
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immer möglich, jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig (Dobrowolksi, 2010, Korollar
3.13).

Damit wurde das generische Problem auf das Modell aus Abschnitt 3.1 angewandt und
das Resultat aus Satz 3.3.2 über die eindeutige Lösbarkeit überträgt sich auf das Modell.
Die Voraussetzung ist allerdings, dass sich das Gebiet der feuchten Luft zeitlich nicht
verändert. Insbesondere dürfen sich auch die Grössen der Hydrometeore nicht verändern.
Der Satz zeigt daher die Existenz und Eindeutigkeit einer exakten Lösung, wenn die
Annahme 1 der Maxwell-Theorie aus Unterabschnitt 2.3.1 über die Unveränderlichkeit
der Geometrie der Hydrometeore angewandt wird.

3.3.6 Verallgemeinerungen
Im vorangegangenen Unterabschnitt wurde aus der Kenntnis der eindeutigen Lösbarkeit
des generischen Problems auf die eindeutige Lösbarkeit der Modellgleichungen geschlos-
sen. Dabei war die Voraussetzung einer zeitlich unveränderlichen Geometrie wichtig.
Diese Voraussetzung wird im Folgenden etwas abgeschwächt und eine Bewegung der
Hydrometeore zugelassen.

In Unterabschnitt 3.1.2 wurde angenommen, dass keine Kollisionen der Hydrometeore
auftreten. Zusätzlich wird auch die Annahme über die Unveränderlichkeit der Grössen
der Hydrometeore beibehalten. Solange keine Hydrometeore das Luftpaket verlassen, ist
das Gebiet U(t0) der feuchten Luft zum Zeitpunkt t0 diffeomorph zum Gebiet U(0) =: U0
der feuchten Luft zu Beginn. Mit anderen Worten existiert ein Diffeomorphismus

φ : U0 × [0, TEnde]→ V, (3.96)

der das Gebiet der feuchten Luft U(t) zum Zeitpunkt t diffeomorph auf U0 abbildet.
Hierbei sei

V :=
⋃

0≤t≤TEnde

(U(t)× {t}) . (3.97)

Dieser Diffeomorphismus ist unabhängig von der gesuchten Lösung, denn die Bewegung
der Hydrometeore wird durch das Geschwindigkeitsfeld der umgebenden Luft bestimmt.
Hierbei wird jede Rückkopplung der Hydrometeore auf die Luftbewegung vernachlässigt.
Durch den Diffeomorphismus φ werden die Diffusionsgleichungen, die auf dem de-

formierten Gebiet V definiert sind, in elliptische Gleichungen auf dem Referenzgebiet
U0×[0, TEnde] transformiert. Auch die Randbedingungen (3.5) werden auf ∂U0×[0, TEnde]
transformiert. Auf die transformierten Gleichungen kann das Existenz- und Eindeu-
tigkeitsresultat angewandt werden. Durch den Diffeomorphismus (3.96) ergibt sich die
eindeutige Existenz einer Lösung auf dem deformierten Gebiet V (Límaco u. a., 2002,
Theorem 2.2). Hierbei ist entscheidend, dass in der Herleitung von Satz 3.3.2 an keiner
Stelle die spezielle Struktur der Gleichung verwandt wurde. Es war lediglich von Be-
deutung, dass der Hauptteil elliptisch ist. Diese Bemerkung ist für die transformierte
Gleichung insofern wichtig, als dass diese im Hauptteil zusätzliche Terme aufgrund der
Transformation durch den Diffeomorphismus enthält. Damit haben wir den Fall von sich
bewegenden, aber in ihrer Form und Grösse unveränderlichen sowie nicht kollidierenden
oder ausfallenden Hydrometeoren behandelt.

Eine weitere Abschwächung der Voraussetzungen, um auch eine Grössenänderung der
Hydrometeore zuzulassen, ist mit dem vorgeführten Beweis nicht einfach zu realisieren.
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Prinzipiell wäre es möglich auch für diesen Fall einen Iterationsoperator A, wie in
Unterabschnitt 3.3.2, auf dem Raum

X :=
{
u ∈ L2

(
0, TEnde; H1 (Ω)

) ∣∣∣∣ ∂u∂t ∈ L2
(
0, TEnde; H−1 (Ω)

)}
, (3.98)

mit dem Luftpaket Ω, zu definieren. Die Schwierigkeiten ergeben sich beim Nachweis
der Kontraktionseigenschaft. Zu zwei Elementen w1, w2 ∈ X muss hierzu die Norm
von A [w1] − A [w2] klein sein. Da die Felder w1, w2 jedoch völlig unterschiedliche
Wachstumseigenschaften der Hydrometeore hervorrufen können, ist der Vergleich der
Bilder unter A schwierig.
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Kapitel 4

Numerische Betrachtung

In diesem Kapitel werden die Modellgleichungen aus Abschnitt 3.1 numerisch gelöst.
Es wird ein Referenzmodell beschrieben, das zur räumlichen Diskretisierung die FEM
verwendet. Mithilfe des Referenzmodells wird die lokale Interaktion durch Diffusion
studiert. Entsprechende Simulationsbeispiele finden sich in Abschnitt 4.3. In Abschnitt
4.1 wird zunächst die schwache Formulierung der Modellgleichungen hergeleitet. Diese
stellt die Basis für die FEM dar. Da die FEM einem Galerkin-Verfahren entspricht,
wird dieses in Unterabschnitt 4.1.1 allgemein beschrieben und in Unterabschnitt 4.1.2
die zeitliche Diskretisierung der Modellgleichungen erläutert. Abschnitt 4.2 enthält die
Beschreibung der FEM. In Abschnitt 4.4 wird auf die Verbindung der exakten Lösung
einer Diffusionsgleichung zur entsprechenden Gleichgewichtslösung eingegangen. Dieser
Zusammenhang wird in Abschnitt 4.5 für die GFEM verwendet, die als alternative
räumliche Diskretisierung vorgeschlagen wird.

4.1 Schwache Form der Modellgleichungen
Sowohl die FEM als auch die GFEM bauen auf der schwachen Formulierung einer
partiellen Differentialgleichung auf. Infolgedessen wird in diesem Abschnitt die schwache
Formulierung der Modellgleichungen (3.1) angegeben. Zusätzlich wird die zeitliche und
räumliche Diskretisierung beschrieben, wobei die räumliche Diskretisierung generisch
durch ein Galerkin-Verfahren erfolgt.
Gemäss der Annahmen aus Abschnitt 3.1.2, werden die Koeffizientenfunktionen der

Modellgleichungen (3.1) als konstant angenommen. Die zugehörigen Werte seien D0, K0
und f0. In starker Form sind die Modellgleichungen durch

∂ρv
∂t

= D0∆ρv + fρv auf U mit 0 ≤ t < TEnde, (4.1a)

f0
∂T

∂t
= K0∆T + fT auf U mit 0 ≤ t < TEnde (4.1b)

gegeben. Hierbei bezeichnet U das Gebiet der feuchten Luft. In den durchgeführten
Simulationen wurde stets fρv = fT = 0 gesetzt. Im Rahmen einer übersichtlichen
Darstellung werden zu jedem Zeitpunkt 0 ≤ t ≤ TEnde die Dirichlet-Randbedingungen

ρv(t) = ρv,∞(t), T (t) = T∞(t) (4.2)

entlang ∂U vorgegeben und zu fast jedem Zeitpunkt sei ρv,∞(t), T∞(t) ∈ H1 (U) er-
füllt. Neumann-Randbedingungen werden in der schwachen Form durch einen weiteren
Summanden der rechten Seite berücksichtigt.
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Für einen Zeitpunkt t werden (4.1a) und (4.1b) jeweils mit einer Testfunktion ϕ ∈
C∞0 (U) multipliziert und anschliessend über das Gebiet U integriert. Mit dem Integralsatz
von Gauss folgen für jede Testfunktion ϕ die Gleichungen∫

U

∂ρv
∂t

(t, x)ϕ(x) dx+D0

∫
U

〈∇ρv(t, x),∇ϕ(x)〉 dx =
∫
U

fρv(t, x)ϕ(x) dx, (4.3a)

f0

∫
U

∂T

∂t
(t, x)ϕ(x) dx+K0

∫
U

〈∇T (t, x),∇ϕ(x)〉 dx =
∫
U

fT (t, x)ϕ(x) dx. (4.3b)

Damit diese Gleichungen Sinn ergeben, wird von den Lösungen die Glattheit

ρv, T ∈ L2
(
0, TEnde; H1 (U)

)
und ∂ρv

∂t
,
∂T

∂t
∈ L2

(
0, TEnde; H−1 (U)

)
(4.4)

gefordert (Evans, 1998, Kapitel 7.1.1.b). Damit lautet die schwache Formulierung von
(4.1) und (4.2): Finde Funktionen ρv, T : [0, TEnde]→ H1 (U) mit der Regularität (4.4),
die für beliebige Testfunktionen ϕ ∈ C∞0 (U) und fast alle Zeitpunkte t die Identitäten
(4.3a) und (4.3b) sowie

ρv(t)− ρv,∞(t), T (t)− T∞(t) ∈ H1
0 (U) (4.5)

erfüllen. Mit der letztgenannten Eigenschaft wird die Einhaltung der Dirichlet-Randbe-
dingungen (4.2) sichergestellt.
Aufbauend auf der schwachen Formulierung, werden die Modellgleichungen diskreti-

siert. Dazu ist eine Diskretisierung sowohl im Raum als auch in der Zeit erforderlich, die
im Folgenden separat ausgeführt werden. Um die schwachen Gleichungen übersichtlich
darzustellen, wird noch eine zusätzliche Notation eingeführt. Zum Gebiet U sei die
Bilinearform aU durch

aU : H1 (U)×H1 (U)→ R

(u, v) 7→
∫
U

〈∇u,∇v〉 dx (4.6)

definiert. Mit dieser Notation lassen sich die schwachen Gleichungen (4.3) für beliebiges
ϕ ∈ C∞0 (U) kurz als(

∂ρv
∂t

(t), ϕ
)
L2(U)

+D0 · aU (ρv(t), ϕ) = (fρv(t), ϕ)L2(U) (4.7a)

f0

(
∂T

∂t
(t), ϕ

)
L2(U)

+K0 · aU (T (t), ϕ) = (fT (t), ϕ)L2(U) (4.7b)

schreiben, wobei (·, ·)L2(U) das Skalarprodukt von L2 (U) bezeichnet.

4.1.1 Galerkin-Verfahren
Zur räumlichen Diskretisierung von (4.7) werden sowohl die FEM als auch die GFEM
verwendet, was beides verschiedene Ausprägungen eines Galerkin-Verfahrens sind. Aus
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diesem Grund wird zunächst das Galerkin-Verfahren allgemein beschrieben (zum Beispiel
Temam, 1977, Kapitel 1 § 3.1; Hackbusch, 1996, Kapitel 8.1.1). Einen geschichtlichen
Hintergrund zum Galerkin-Verfahren bis hin zur FEM bietet Gander und Wanner (2012).
Seien X,Y Banach-Räume, A : X → Y ein gegebener Operator und f ∈ Y ein

gegebenes Element. Gesucht ist ein Element u ∈ X, das die Operatorgleichung

A [u] = f (4.8)

erfüllt. Sei S ⊂ X ein endlichdimensionaler Unterraum und P : X → S ein Projek-
tionsoperator. Mittels des Operators P wird die Gleichung (4.8) auf den Unterraum
S projiziert und dort gelöst. Dies liefert eine Lösung uS ∈ S von (4.8), falls das auf
S projizierte Problem lösbar ist. Die Lösung uS ∈ S ist eine Approximation an die
gesuchte Lösung u ∈ X des vollständigen Problems. Die Approximationsgüte von uS an
die exakte Lösung u wird durch den Abstand von u zum Unterraum S bestimmt.

Die Konstruktion der approximativen Lösung uS ∈ S erfolgt durch die Projektion des
Problems auf einen Unterraum. Der Operator A bleibt hierbei unverändert. Dies ist ein
grundlegender Unterschied zum Verfahren der finiten Differenzen für partielle Differenti-
algleichungen. In diesem Fall entspricht der Operator A einem Differentialoperator und
die auftretenden Ableitungen werden durch finite Differenzenausdrücke ersetzt (Braess,
2013, Kapitel 1 § 3), wodurch insbesondere der Operator verändert wird.

Im Folgenden nehmen wir die Existenz einer aufsteigenden Folge von Unterräumen
Sn ⊂ X an, das heisst es gilt

Sn ⊂ Sn+1 (4.9)
für alle n ∈ N. Die Vereinigung aller Unterräume sei dicht in X:⋃

n∈N
Sn = X. (4.10)

Zu jedem Unterraum Sn existiere ein Projektionsoperator Pn : X → Sn. Mit diesem
Projektionsoperator lässt sich das Problem (4.8), wie zuvor für den einzelnen Unterraum
S, auf den zugehörigen Unterraum Sn projizieren und dort lösen, sofern die projizierten
Probleme lösbar sind. Es ergibt sich eine Folge uSn ∈ Sn von approximativen Lösungen.
Dieses Vorgehen wird als Galerkin-Verfahren bezeichnet.
Aufgrund der Bedingungen (4.9) und (4.10), kann die Konvergenz der Folge uSn der

Approximationen gegen die gesuchte exakte Lösung u von (4.8) erwartet werden. Ob
das Galerkin-Verfahren, so wie es beschrieben wurde, zum Erfolg führt, hängt von den
konkreten Eigenschaften des Raumes X, der Folge von Unterräumen Sn sowie den
Eigenschaften der involvierten Operatoren A und Pn ab. In der Numerik wird die Folge
der Unterräume an einem Index m abgebrochen und die zugehörige approximative
Lösung uSm ∈ Sm als numerische Approximation definiert.

Die vorangegangene Beschreibung des Galerkin-Verfahrens ist sehr abstrakt gehalten
und bietet keine konkrete Anleitung zur Lösung eines gegebenen Problems, da die
Wahl der Unterräume nicht spezifiziert wurde. Diese Flexibilität ist allerdings eine
Stärke des Verfahrens, denn es kann nicht nur in der Numerik eingesetzt werden,
sondern auch um die Existenz von kontinuierlichen Lösungen zu beweisen. So wird
das Galerkin-Verfahren in den Existenzbeweisen der Diffusionsgleichung (Evans, 1998,
Kapitel 7.1.2) oder den Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt (Temam, 1977). Im Fall
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der Diffusionsgleichung wird ausgenutzt, dass der Raum X ein separabler Hilbert-
Raum ist, was auch die Stetigkeit der Projektionsoperatoren Pn sicherstellt. Um die
endlichdimensionalen Unterräume Sn zu definieren, wird eine Basis aus Eigenfunktionen
des Operators verwendet, was letztlich die Bedingung (4.10) impliziert.
Im restlichen Teil des Abschnitts wird ein Schritt des Galerkin-Verfahrens für den

Spezialfall eines linearen Operators A : X → X ′ auf einem Banach-Raum X beschrieben,
der in den Dualraum X ′ von X abbildet. In diesem Fall kann, anstelle von (4.8), auch
die variationelle Formulierung

(A [u]) [ϕ] = f [ϕ] (4.11)

für alle ϕ ∈ X verwendet werden. Diese Sichtweise reflektiert insbesondere die schwachen
Gleichungen (4.7). Sei S ⊂ X ein endlichdimensionaler Unterraum der Dimension N
mit Basis e1, . . . , eN . Die Projektion von (4.11) auf den Unterraum S ist durch die
Einschränkung von (4.11) auf Testfunktionen ϕ ∈ S gegeben. Die gesuchte Lösung
uS ∈ S besitzt eine Basisdarstellung

uS =
N∑
j=1

xjej (4.12)

mit unbekannten Koeffizienten x1, . . . , xN ∈ R. Einsetzen von (4.12) in (4.11) ergibt

N∑
j=1

xj (A [ej ]) [ϕ] = f [ϕ] (4.13)

für beliebige ϕ ∈ S. Aufgrund der Linearität reicht es aus, (4.13) nacheinander mit den
Basisvektoren e1, . . . , eN von S zu testen. Das liefert das lineare Gleichungssystem

N∑
j=1

(A [ej ]) [ei] = f [ei] für 1 ≤ i ≤ N. (4.14)

Mit der Matrix
M :=

(
(A [ej ]) [ei]

)
i,j∈{1,...,N}

(4.15)

sowie den Vektoren

b := (f [e1] , . . . , f [eN ])T und x := (x1, . . . , xN )T (4.16)

schreibt sich das Gleichungssystem (4.14) in kompakter Matrixnotation als Mx = b. Der
Vektor x enthält die unbekannten Koeffizienten der approximativen Lösung uS ∈ S. Der
eben beschriebene lineare Fall ist im Fall der Modellgleichungen (4.7) relevant, da diese
einen linearen Operator definieren.

4.1.2 Zeitliche Diskretisierung
In diesem Abschnitt wird die zeitliche Diskretisierung der schwachen Gleichungen (4.7)
beschrieben. Sei M eine natürliche Zahl und τ > 0 eine Schrittweite. Das zeitliche
Gitter wird durch 0 = t0 < t1 < . . . < tM = TEnde mit tk+1 − tk = τ für alle

82



4.1 Schwache Form der Modellgleichungen

0 ≤ k ≤ M − 1 definiert. Die numerischen Näherungen an ρv(tk) und T (tk) seien mit
ρkv und T k bezeichnet. Zur zeitlichen Diskretisierung wird das implizite Verfahren von
Euler verwendet. Die zugehörige Diskretisierung von (4.7) ist(

ρk+1
v − ρkv
τ

, ϕ

)
L2(U)

+D0 aU (ρk+1
v , ϕ) =

(
fk+1
ρv , ϕ

)
L2(U)

, (4.17a)

f0

(
T k+1 − T k

τ
, ϕ

)
L2(U)

+K0 aU (T k+1, ϕ) =
(
fk+1
T , ϕ

)
L2(U)

(4.17b)

oder umgestellt(
ρk+1
v , ϕ

)
L2(U)

+ τD0 aU (ρk+1
v , ϕ) =

(
ρkv , ϕ

)
L2(U)

+ τ
(
fk+1
ρv , ϕ

)
L2(U)

, (4.18a)

f0
(
T k+1, ϕ

)
L2(U)

+ τK0 aU (T k+1, ϕ) = f0
(
T k, ϕ

)
L2(U)

+ τ
(
fk+1
T , ϕ

)
L2(U)

(4.18b)

für beliebiges ϕ ∈ H1
0 (U). Sind die Näherungslösungen zu einem Zeitpunkt tk bekannt,

so ist (4.18) ein System von elliptischen Problemen für die Lösung zum nachfolgenden
Zeitpunkt tk+1.
Das implizite Verfahren von Euler ist ein Runge-Kutta-Verfahren. Es besitzt die

Ordnung 1 und weist sehr gute Stabilitätseigenschaften auf, da es ein L-stabiles Ver-
fahren ist (Hairer und Wanner, 1996, Kapitel IV.3). Die L-Stabilität ist durch zwei
Eigenschaften charakterisiert. Einerseits ist das Verfahren A-stabil und andererseits
werden „hochfrequente“ Lösungskomponenten gedämpft. Diese Dämpfung bewirkt, dass
mögliche unphysikalische Oszillationen in der Lösung entweder sofort unterdrückt oder
zumindest stark gedämpft werden. Die A-Stabilität des Verfahrens bedeutet, dass die
numerische Lösung der Dahlquistschen Testgleichung, selbst für grosse Zeitschritte, stets
beschränkt bleibt (Hairer und Wanner, 1996, Kapitel IV, Definition 2.1). Hierdurch wird
eine Einschränkung an die zeitliche Schrittweite τ aus Stabilitätsgründen vermieden.

Es ist möglich, anstelle des impliziten Verfahrens von Euler, ein anderes Runge-Kutta-
Verfahren zur zeitlichen Diskretisierung zu verwenden, um eine höhere Ordnung zu
erzielen. Wichtig ist, ein A-stabiles Verfahren zu wählen, da die aus der räumlichen
Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung resultierende gewöhnliche Differenti-
algleichung y′ = F (y) für gewöhnlich sehr steif ist (Hanke-Bourgeois, 2009, Beispiel 77.11).
Die Steifigkeit einer gewöhnlichen Differentialgleichung verursacht Schwierigkeiten bezüg-
lich der Stabilität bei deren numerischen Lösung. Damit ein Runge-Kutta-Verfahren eine
stabile numerische Lösung erzeugt, muss im Allgemeinen eine Schrittweitenbegrenzung
eingehalten werden. Lediglich für A-stabile Verfahren entfällt diese Schrittweitenbe-
grenzung und das Verfahren erzeugt auch für grosse Schrittweiten eine stabile Lösung
(erstes Erscheinen des Begriffs „Steifigkeit“: Curtiss und Hirschfelder, 1952; numerische
Behandlung steifer Differentialgleichungen: Hairer und Wanner, 1996). Der Grund für die
auftretende Steifigkeit liegt in unserem Fall darin begründet, dass der Laplace-Operator
unbeschränkt grosse, negative Eigenwerte besitzt (Evans, 1998, Kapitel 6.5). Dies über-
trägt sich auf die gewöhnliche Differentialgleichung y′ = F (y), die aus der räumlichen
Diskretisierung entsteht und das Differential von F besitzt sehr grosse negative Eigen-
werte. Eigenwerte des Differentials mit grossem, negativen Realteil sind nicht die einzige
Quelle für Steifigkeit bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. Dies ist ein Grund dafür,
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dass bisher keine umfassende, exakte Definition des Begriffs „Steifigkeit“ gegeben wurde
(Söderlind u. a., 2014; eine rigorose Definition über Asymptotik: Marschalik, 2015).

Es verbleibt die zeitliche Diskretisierung der Randbedingungen (3.5) an den Hydro-
meteoren. Zu den Approximationen mk

ω und T kω , an die Masse und die Temperatur
des Hydrometeors ω zum Zeitpunkt tk, werden die neuen Approximationen für den
Zeitpunkt tk+1 explizit durch

mk+1
ω = mk

ω + ταωD0

∫
∂ω

〈∇ρk+1
v , Nω〉 dσ,

T k+1
ω = T kω + τ

mk
ωcp,ω

Lωmk+1
ω +K0

∫
∂ω

〈∇T k+1, Nω〉dσ

 (4.19)

berechnet.
Ausgehend vom Zeitpunkt tk, werden zunächst die neuen Felder ρk+1

v , T k+1 zum
Zeitpunkt tk+1 aus (4.18) bestimmt. Anschliessend werden die Masse und Temperatur
der Hydrometeore gemäss (4.19) aktualisiert. Mithilfe von mk+1

ω und T k+1
ω werden

die für den nächsten Zeitschritt benötigten Randbedingungen an der Oberfläche des
Hydrometeors ω für die elliptischen Gleichungen (4.18) berechnet.

Formal wurde ein Operatorsplitting durchgeführt, bei dem abwechselnd das Wasserdampf-
und Temperaturfeld sowie die Eigenschaften der Hydrometeore berechnet werden. Ein
solches Operatorsplitting wurde bereits im Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer
exakten Lösung in Abschnitt 3.3 verwendet.

Alternativ zur hier beschriebenen Reihenfolge der Diskretisierung, kann auch vor der
zeitlichen eine räumliche Diskretisierung mit einem Galerkin-Verfahren durchgeführt
werden. Hierbei ergeben sich dieselben Gleichungen wie in (4.18). Die approximativen
Lösungen ρk+1

v und T k+1 sind dann allerdings nicht in den kontinuierlichen Räumen

Xρv =
{
u ∈ H1 (U)

∣∣∣ u− ρv,∞(t) ∈ H1
0 (U)

}
,

XT =
{
u ∈ H1 (U)

∣∣∣ u− T∞(t) ∈ H1
0 (U)

}
,

(4.20)

sondern in entsprechenden endlichdimensionalen Unterräumen Sρv ⊂ Xρv und ST ⊂ XT

enthalten.

4.2 Standard Finite-Elemente-Methode
Für die räumliche Diskretisierung wird in diesem Abschnitt die Standard Finite-Elemente-
Methode beschrieben. Die räumliche Diskretisierung der Modellgleichungen mit dieser
Methode ergibt das Referenzmodell, mit dem die auftretenden Effekte der lokalen
Interaktion zwischen den Hydrometeoren studiert werden.

Die Konstruktion der FEM involviert ein Gitter, welches das Gebiet U ausschöpft, in
dem die gestellten Gleichungen zu lösen sind. Hierzu wird ein zulässiges Tetraedergitter
verwendet. Die Zulässigkeit bedeutet, dass sich zwei verschiedene, aber schneidende Te-
traeder lediglich in einem gemeinsamen Eckpunkt oder in einer kompletten gemeinsamen
Seitenfläche treffen (Knabner und Angermann, 2003, Definition 3.19). Die Eckpunk-
te der Tetraeder des Gitters seien mit p1, . . . , pN bezeichnet. Die Konstruktion des
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endlichdimensionalen Unterraums S in der FEM beruht darauf, pro Tetraeder einen
Polynomraum zu wählen. Der Unterraum S besteht aus allen Funktionen auf dem
Gitter, die stückweise ein Element des gewählten Polynomraums definieren, das heisst
die Einschränkung auf ein Tetraeder ergibt ein Element des zugehörigen Polynomraums.
Ein Tetraeder, zusammen mit dem gewählten Polynomraum, heisst „finites Element“
(Braess, 2013, Kapitel II, Definition 5.8). Die für das Galerkin-Verfahren benötigte Folge
von Unterräumen wird durch Verfeinerungen des Tetraedergitters gewonnen.

Wir wählen auf jedem Tetraeder den Polynomraum bestehend aus Polynomen von
Grad 1. Ein Element aus S ist eine stetige Funktion auf dem Gitter, deren Einschränkung
auf ein Tetraeder eine affin-lineare Funktion ist. Eine Basis von S ergibt sich aus den
stückweise linearen Funktionen ei, die durch die Bedingung ei(pj) = δij definiert sind.
Die Funktion ei hat den Wert 1 am Knoten pi und den Wert 0 an jedem anderen Knoten
des Gitters. Formal ist S durch S = span{ei | 1 ≤ i ≤ N} definiert. Da die Funktionen
e1, . . . , eN linear unabhängig sind, hat der Raum S die Dimension N , was der Anzahl der
Eckpunkte des Gitters entspricht. Jede der Funktionen ei ist stetig und liegt daher im
Raum H1 (U), insbesondere gilt S ⊂ H1 (U) (Braess, 2013, Satz 5.2). Sei h der maximale
Durchmesser der Tetraeder im verwendeten Gitter. Durch wiederholte Verfeinerungen
des Gitters, kann h → 0 erreicht werden. Die zugehörige Familie von Unterräumen
sei mit Sh bezeichnet. Die FEM ist das Galerkin-Verfahren mit der Familie Sh von
Unterräumen.

Aus der Konvergenztheorie für die FEM folgt die Konvergenz der numerischen Appro-
ximationen gegen die exakte Lösung. Parametrisiert durch den Gitterparameter h und
gemessen in der Sobolevnorm, ist die Ordnung der Konvergenz 1. Für die L2-Norm kann
sogar die Ordnung 2 gezeigt werden (Knabner und Angermann, 2003, Theorem 3.29).
Diese Konvergenzordnung ist ausreichend, denn das zur Zeitdiskretisierung verwendete
implizite Euler-Verfahren besitzt ebenfalls die Konvergenzordnung 1. Der komplette
Algorithmus besitzt die Konvergenzordnung 1, was das Minimum der Konvergenzord-
nungen der räumlichen und zeitlichen Diskretisierung ist (Knabner und Angermann,
2003, Satz 6.13). Die angegebenen Konvergenzordnungen setzen eine gewisse Regularität
der exakten Lösung voraus. Die Fehleranalyse für die FEM benötigt die Regularität
H2 (U) der exakten Lösung im Raum. Diese Forderung ist erfüllt, sofern der Rand des
Gebietes ein Lipschitzrand ist (Schweizer, 2013, Proposition 11.12), was in unserem
Problem gegeben ist.
In der bisherigen Diskussion der FEM wurde angenommen, dass das Tetraedergitter

das Gebiet U ausschöpft. Dies ist nur dann möglich, wenn der Rand des Gebiets U
stückweise durch Ebenen berandet wird. In unserem Fall ist die Oberfläche eines Hydro-
meteors, der einen Teil des Randes der feuchten Luft U ausmacht, durch die Oberfläche
eines Ellipsoiden gegeben und daher nicht stückweise eben. Dieser Rand wird nicht exakt
aufgelöst, sondern durch eine stückweise ebene Approximation ersetzt. Die Approxima-
tion des Randes ergibt sich durch die Näherung mit Seitenflächen der Tetraeder des
Gitters. Die Knoten der „Randtetraeder“ liegen auf der Oberfläche des betreffenden
Ellipsoiden. Durch diese Randapproximation können die Oberflächenintegrale aus (3.5)
einfach berechnet werden. Eine exakte Anpassung der Seitenflächen der Tetraeder an die
Oberfläche des Ellipsoiden wäre durch sogenannte isoparametrische Elemente möglich
(Braess, 2013, Kapitel III § 2). Die Verwendung solcher Elemente resultiert allerdings in
einem erhöhten Aufwand bei der Implementation und dem Rechenaufwand.
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Um eine Neukonstruktion des Gitters in jedem Zeitschritt aufgrund des Wachstums
der Hydrometeore zu vermeiden, werden die Position sowie die Grösse der Hydrometeore
im Referenzmodell vorab fixiert. Die Grössenänderung der Hydrometeore wird daher
nicht als eine geometrische Grössenänderung, sondern durch die Änderung der Masse
mω berücksichtigt.

4.3 Beispielsimulationen

In diesem Abschnitt werden Simulationen mit dem Referenzmodell vorgestellt. In jedem
der Fälle wurde ein unstrukturiertes Tetraedergitter verwendet, das mit dem frei ver-
fügbaren Programm „TetGen“ erzeugt wurde (Si, 2015). Das jeweilige Gitter ist an die
Grösse der Hydrometeore angepasst, so dass die Hydrometeore durch das Gitter aufgelöst
werden. In allen Beispielen beträgt die Umgebungstemperatur T∞ = −15 ◦C, was eine
Dirichlet-Randbedingung für die Temperaturgleichung (4.18b) entlang des Aussenrandes
des Luftpaketes ist. Die Dirichlet-Randbedingung für die Wasserdampfdichte ergibt sich
aus dem Sättigungsverhältnis S∞ bezüglich Wasser oder S∞,i bezüglich Eis der Umge-
bung. Die Temperatur und Wasserdampfdichte an den Oberflächen der Hydrometeore
zu Beginn der Simulation sind durch die Umgebungswerte gegeben. Zusätzlich nehmen
wir fρv = fT = 0 in (4.18) an.

Die Skalierung der räumlichen Variablen erfolgt in allen Simulationen durch lc =
1 · 10−4 m, vergleiche Abschnitt 3.2. Das zeitliche Integrationsintervall ist in allen Fällen
[0 s, 5 s] mit dem Zeitschritt τ = 1 · 10−3 s. Die Darstellung der Felder erfolgt durch
Konturlinien entlang eines zweidimensionalen Schnittes durch das Gebiet auf der Höhe
z = 0. In den Unterabschnitten 4.3.1 und 4.3.2 ist das Gebiet des Luftpaketes stets
[−20, 20]3 ⊂ R3, in Unterabschnitt 4.3.3 das Gebiet [−25, 25]3 ⊂ R3. Die unskalierten
Gebiete sind daher [−0.002 m, 0.002 m]3 und [−0.0025 m, 0.0025 m]3. Die Tropfenradien
betragen stets 10 µm, was einem skalierten Radius von 0.1 entspricht.

4.3.1 Einzelner Hydrometeor

Wir werden zwei Simulationen mit jeweils einem Hydrometeor betrachten, wobei der
Hydrometeor in einem Fall ein Tropfen und im anderen Fall ein Eiskristall mit langer
Halbachse 150 µm und kurzer Halbachse 10 µm ist. Die skalierten Längen der Halbachsen
des Eiskristalls sind 1.5 und 0.1. In beiden Fällen wird am Rand des Gebiets eine Übersät-
tigung bezüglich Wasser von 1 % vorgegeben. Dies entspricht dem Sättigungsverhältnis
S∞ = 1.01 beziehungsweise S∞,i ≈ 1.169.

Der Tropfen befindet sich in einer bezüglich Wasser übersättigten Umgebung, weshalb
er anwächst. Es bietet sich ein Vergleich der zeitlichen Entwicklungen der Tropfenmasse
und Tropfentemperatur aus diesem Referenzmodell mit der Lösung der vollständigen
Wachstumsgleichungen aus Abschnitt 2.4 sowie der asymptotischen Lösung aus Abschnitt
2.5 an. In Abbildung 4.1 sind die relativen Abweichungen zur Lösung des Referenzmodells
dargestellt. Die Abweichungen in der Temperatur sind sehr klein, siehe Abbildung 4.1b.
Hingegen wird die Abweichung in der Masse mit der Zeit grösser, siehe Abbildung 4.1a.
Dies könnte durch die nicht geometrisch berücksichtigte Grössenänderung des Tropfens
in der FEM-Simulation verursacht werden.
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Abbildung 4.1: Relative Abweichungen der Lösung der vollständigen Wachstumsglei-
chungen (2.86) (rote Kurve) sowie der asymptotischen Näherung aus Abschnitt 2.5
(blaue Kurve) vom Referenzmodell für einen einzelnen Tropfen.

In Abbildung 4.2 ist die Übersättigung S∞,i − 1 bezüglich Eis um den Eiskristall
dargestellt. Der Eiskristall befindet sich in einer bezüglich Wasser übersättigten Um-
gebung, wodurch er eine starke Senke für den Wasserdampf darstellt und anwächst.
Bemerkenswert ist der rasche Übergang des Wasserdampffeldes von der Ellipsoidform
zur Kugelform, der auch in der Literatur dokumentiert ist (zum Beispiel Libbrecht, 2005,
Abschnitt 2.4; Lamb und Verlinde, 2011, Abbildung 8.24). Für einen Hydrometeor in
der Nähe des Eiskristalls bedeutet dies, dass die konkrete Form des Eiskristalls für die
lokale Interaktion nicht relevant ist, solange ein Mindestabstand zum Eiskristall nicht
unterschritten wird.

4.3.2 Interaktion zwischen zwei Hydrometeoren
Die Interaktion zwischen einem kugelförmigen Eiskristall und einem Tropfen in einer
bezüglich Wasser übersättigten Umgebung mit S∞ = 1.01 ist in Abbildung 4.3 veran-
schaulicht. Aufgrund der Differenz der Sättigungsdampfdrücke von Eis und flüssigem
Wasser ist die Umgebung auch bezüglich Eis übersättigt. Der Eiskristall mit Mittelpunkt
(0, 0, 0) ist eine Senke für den Wasserdampf, was eine lokale Untersättigung um den
Tropfen mit Mittelpunkt (8.5, 0, 0) zur Folge hat, vergleiche Abbildung 4.3a. Obwohl
die Umgebung bezüglich Wasser übersättigt ist, beginnt der Tropfen zu verdampfen,
vergleiche Abbildung 4.3b. Dies verdeutlicht den lokalen Charakter der Interaktion
zwischen den Hydrometeoren.
In einer bezüglich Eis untersättigten Umgebung kann die Nähe eines Tropfens zum

Eiskristall auch eine Verzögerung beim Verdampfen bewirken, da durch den Einfluss
des Eiskristalls als Wasserdampfquelle die Untersättigung um den Tropfen vermindert
wird. Für ein Sättigungsverhältnis S∞ = 0.86 (entspricht dem Sättigungsverhältnis
S∞,i ≈ 0.995 bezüglich Eis) ist in Abbildung 4.4a, für dieselbe Konfiguration der
Hydrometeore wie zuvor, die Übersättigung bezüglich Eis dargestellt. Wegen S∞,i < 1
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Abbildung 4.2: Übersättigung S∞,i−1 bezüglich Eis in der Umgebung eines Eiskristalls
mit langer Halbachse 150 µm und kurzer Halbachse 10 µm zum Zeitpunkt 5 s in einer
bezüglich Wasser übersättigten Umgebung mit S∞ = 1.01.
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Abbildung 4.3: Übersättigung S∞ − 1 bezüglich Wasser zum Zeitpunkt 5 s zwischen
einem kugelförmigen Eiskristall bei (0, 0, 0) und einem Tropfen bei (8.5, 0, 0) mit S∞ =
1.01 (linkes Bild) sowie die zeitliche Entwicklung der Tropfenmasse (rechtes Bild).

ist die Umgebung bezüglich Eis untersättigt und der Eiskristall beginnt zu verdampfen.
Der freigesetzte Wasserdampf diffundiert auch in Richtung des Tropfens und mindert
auf diese Weise die Untersättigung um den Tropfen. Dies verlangsamt die Verdampfung
des Tropfens im Vergleich zur Situation ohne den Eiskristall, siehe Abbildung 4.4b.

4.3.3 Interaktion zwischen mehreren Hydrometeoren
Um die Interaktion zwischen einem Eiskristall und mehreren Tropfen in seiner Umge-
bung zu veranschaulichen, werden 38 Tropfen um einen kugelförmigen Eiskristall mit
Mittelpunkt (0, 0, 0) im Abstand 8.5 platziert. Die Mittelpunkte der Tropfen entspre-
chen den Integrationspunkten der Lebedev-Integrationsformel, denn diese sind auf einer
Sphäre gleichmässig verteilt (Lebedev, 1976). Zusätzlich werden sechs weitere Tropfen
mit grösserem Abstand zum Eiskristall platziert. Fünf Tropfen oberhalb des Eiskristalls
bilden eine lokale Ansammlung von Tropfen und ein einzelner Tropfen befindet sich weit
rechts des Eiskristalls, vergleiche die rötlichen Punkte in Abbildung 4.5a.
Zunächst sei die Umgebung bezüglich flüssigem Wasser und Eis untersättigt, mit

dem Sättigungsquotienten S∞ = 0.86 (beziehungsweise S∞,i ≈ 0.995 bezüglich Eis).
In Abbildung 4.5a ist die Übersättigung S∞,i − 1 bezüglich Eis dargestellt. Wie auf-
grund der bezüglich Wasser untersättigten Umgebung zu erwarten, verdampfen alle
Tropfen in der Umgebung des Eiskristalls, siehe Abbildung 4.6a. Da ein verdampfender
Hydrometeor Wasserdampf freisetzt, wird lokal um den betreffenden Hydrometeor die
Wasserdampfkonzentration erhöht. In Abbildung 4.5a ist der lokale Anstieg der Was-
serdampfkonzentration anhand der rötlichen und grünlichen Farben um die Tropfen zu
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Abbildung 4.4: Übersättigung S∞,i−1 bezüglich Eis zum Zeitpunkt 5 s zwischen einem
kugelförmigen Eiskristall bei (0, 0, 0) und einem Tropfen bei (8.5, 0, 0) mit S∞ = 0.86
(linkes Bild) sowie die zeitliche Entwicklung der Tropfenmasse (rechtes Bild). Die rote
Kurve zeigt die Entwicklung der Tropfenmasse im Referenzmodell mit Eiskristall und
die blaue Kurve ohne den Eiskristall.
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erkennen. Die beiden inneren Tropfen der Tropfenanhäufung oberhalb des Eiskristalls,
mit Mittelpunkten (2, 10, 0) und (4, 10, 0), profitieren vom freigesetzten Wasserdampf
der umgebenden Tropfen. Durch die lokal erhöhte Wasserdampfkonzentration befinden
sich die inneren Tropfen der Tropfenanhäufung in einem weniger untersättigten Umfeld
und verdampfen daher langsamer (rote Kurven in Abbildung 4.6a). Dies ist ein Abschir-
meffekt, denn die umgebenden Tropfen schirmen die inneren Tropfen von der massiven
Untersättigung der Umgebung ab. Ähnliche Abschirmeffekte werden auch in anderen Stu-
dien beobachtet (Castellano u. a., 2004; Castellano und Avila, 2011). Durch die Präsenz
und das Verdampfen der 38 sphärisch um den Eiskristall angeordneten Tropfen, wird
die Wasserdampfkonzentration um den von den Tropfen umgebenen Eiskristall erhöht.
Die Konzentration um den Eiskristall wird soweit erhöht, dass sich sogar eine leichte
Übersättigung bezüglich Eis um den Eiskristall bildet. Dies erlaubt es dem Eiskristall
anzuwachsen, vergleiche Abbildung 4.5b, obwohl die Umgebung auch bezüglich Eis
untersättigt ist. Der einzelne Tropfen mit Mittelpunkt (15, 0, 0) bleibt vom Einfluss des
Eiskristalls weitestgehend unberührt (blaue Kurve in Abbildung 4.6a), da die 38 sphä-
risch um den Eiskristall angeordneten Tropfen die Wirkung des Eiskristalls abschirmen.
Dieser Abschirmeffekt kann durch das Entfernen der sphärisch angeordneten Tropfen
veranschaulicht werden. In diesem Fall verdampfen alle verbleibenden Tropfen schneller,
vergleiche Abbildung 4.6b. Der zeitliche Verlauf der Masse des einzelnen Tropfens bleibt
jedoch weitestgehend unverändert, was den Abschirmeffekt des Eiskristalls durch die
sphärisch angeordneten Tropfen belegt. Der Abschirmeffekt der kleinen Tropfenanord-
nung oberhalb des Eiskristalls hingegen bleibt bestehen. Die beiden Tropfen innerhalb
dieser Anhäufung mit Mittelpunkten (2, 10, 0) und (4, 10, 0) verdampfen langsamer (rote
Kurven in Abbildung 4.6b), im Vergleich zum einzelnen Tropfen (blaue Kurve). Die
inneren Tropfen wurden wiederum von der massiven Untersättigung bezüglich Wasser
der Umgebung abgeschirmt.

Für dieselbe Hydrometeorkonfiguration wie zuvor, zeigt Abbildung 4.7 die Übersätti-
gung bezüglich Wasser, wenn die Umgebungsbedingung zu S∞ = 1.01 geändert wird,
was einer Übersättigung bezüglich Wasser und Eis entspricht. Hier zeigt sich ein weit
geringerer Einfluss der Tropfen auf das Wasserdampffeld. Im zeitlichen Verlauf der
Tropfenmassen zeigen sich dieselben Abschirmungseffekte wie zuvor, siehe Abbildung 4.8.
Aufgrund der Übersättigung wächst der Eiskristall an und deformiert das Wasserdampf-
feld in seiner Umgebung. Insbesondere wird lokal um den Eiskristall eine Untersättigung
bezüglich Wasser verursacht. Die 38 sphärisch um den Eiskristall angeordneten Tropfen
befinden sich innerhalb der lokalen Untersättigung, die vom Eiskristall verursacht wird.
Dies erklärt das Verdampfen der Tropfen, vergleiche die grünen Kurven in Abbildung 4.8.
Der Tropfen weit rechts des Eiskristalls mit Mittelpunkt (15, 0, 0) bleibt vom Einfluss des
Eiskristalls weitestgehend unberührt, weshalb er aufgrund der übersättigten Umgebung
anwächst (blaue Kurve in Abbildung 4.8). Mit anderen Worten haben die den Eiskristall
umgebenden Tropfen dessen Einfluss vermindert, was dem bereits zuvor beschriebenen
Abschirmeffekt entspricht. Im Vergleich zum Tropfen weit rechts des Eiskristalls, ist das
Wachstum der beiden Tropfen innerhalb der Tropfenanhäufung deutlich vermindert (rote
Kurven in Abbildung 4.8 im Vergleich zur blauen Kurve). Der Grund liegt wiederum in
einem Abschirmeffekt. In diesem Fall werden die inneren Tropfen der Tropfenanhäufung
von der Übersättigung in der Umgebung abgeschirmt.
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Abbildung 4.5: Übersättigung S∞,i − 1 bezüglich Eis zum Zeitpunkt 5 s in der Um-
gebung eines kugelförmigen Eiskristalls mit Radius 100 µm in einer eisuntersättigten
Umgebung mit S∞ = 0.86. Der Eiskristall ist von 38 Tropfen umgeben, die auf einer
Sphäre angeordnet sind. In der Schnittebene sind zusätzlich 6 weitere Tropfen vorhanden
(linkes Bild). Zeitlicher Verlauf der Eismasse (rechtes Bild).
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Abbildung 4.6: Entwicklung der Tropfenmassen bei 38 gleichmässig auf einer Sphäre
um den Eiskristall verteilten Tropfen (grüne Kurven) sowie einem einzelnen Tropfen
bei (15, 0, 0) des Eiskristalls (blaue Kurve). Die roten Kurven kennzeichnen die Tropfen-
massen der beiden Tropfen mit Mittelpunkten (2, 10, 0) und (4, 10, 0) innerhalb einer
Tropfenanhäufung oberhalb des Eiskristalls.
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Abbildung 4.7: Übersättigung S∞−1 bezüglich Wasser zum Zeitpunkt 5 s in derselben
Konfiguration wie in Abbildung 4.5a mit S∞ = 1.01.
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Abbildung 4.8: Wie in Abbildung 4.6, jedoch bei einem Sättigungsverhältnis S∞ =
1.01.

Die in diesem Unterabschnitt gezeigten Simulationen illustrieren die vielfältigen
Möglichkeiten der lokalen Interaktion zwischen den Hydrometeoren. Kommen sich die
Hydrometeore genügend nahe, so wird das Sättigungsverhältnis der Umgebung un-
wichtig und es dominieren die lokalen Effekte. Hierzu zählen auch Abschirmeffekte
durch Anhäufungen von Hydrometeoren, bei denen die inneren Hydrometeore von den
Umgebungsbedingungen oder dem Einfluss anderer Hydrometeore abgeschirmt werden.
Je nach Umgebungsbedingungen können die Abschirmeffekte einen positiven oder ne-
gativen Einfluss auf die Wachstumsrate der abgeschirmten Hydrometeore haben. In
gängigen Wettermodellen werden diese lokalen Effekte allerdings nicht berücksichtigt.
Vielmehr wird in den Modellen die in Abschnitt 2.3 beschriebene Maxwell-Theorie für
das Diffusionswachstum der Hydrometeore verwendet. Daher können die Hydrometeore
ausschliesslich über die Umgebungsbedingungen S∞ und T∞ miteinander interagie-
ren und die jeweiligen Wachstumsraten sind allein durch die Umgebungsbedingungen
bestimmt.

4.4 Betrachtung des lokalen Gleichgewichts
Die exakte Lösung einer Diffusionsgleichung konvergiert lokal sehr schnell gegen die
Gleichgewichtslösung. Diese Konvergenz ist der Gegenstand dieses Abschnitts und wird
im nachfolgenden Abschnitt 4.5 bei der Konstruktion der GFEM angewandt.

Um die Darstellung übersichtlich zu gestalten, wird die Diffusionsgleichung des gene-
rischen Problems aus Abschnitt 3.3.1

∂u

∂t
= D∆u in γ × (0, TEnde) ,

u(0) = u0 in γ,

u(t) = g auf ∂γ × (0, TEnde) ,

(4.21)

auf einem beschränkten Gebiet γ mit glattem Rand betrachtet. Hierbei ist D > 0 eine
positive Konstante und g ∈ H1 (γ). Die „Gleichgewichtsversion“ von (4.21) ist durch die
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zeitunabhängige Gleichung
0 = D∆v in γ,

v = g auf ∂γ
(4.22)

gegeben. Beide Gleichungen besitzen eine eindeutige Lösung (vergleiche Satz 3.3.1
und Schweizer, 2013, Theorem 6.10). Die Funktion f sei durch f(t) := ‖u(t)− v‖2L2(γ)
definiert, die mindestens im schwachen Sinne differenzierbar ist. Aufgrund von

T [u(t)− v] = T [u(t)]− T [v] = g − g = 0 (4.23)

ist die Differenz u(t)− v für jeden Zeitpunkt im Raum H1
0 (γ) enthalten und es gilt die

Poincaré-Ungleichung

‖u(t)− v‖2L2(γ) ≤ s
2 ‖∇(u(t)− v)‖2L2(γ) , (4.24)

wobei s die Kantenlänge eines Würfels bezeichnet, der U enthält (Braess, 2013, Kapitel II,
§ 1, Satz 1.5). Mit der Poincaré-Ungleichung (4.24) wird die Ableitung von f abgeschätzt

df
dt (t) = 2

∫
γ

(u(t)− v) ∂
∂t

(u(t)− v) dx = 2
∫
γ

(u(t)− v) ∂u
∂t

(t) dx

= 2D
∫
γ

(u(t)− v) ∆u(t) dx = 2D
∫
γ

(u(t)− v) ∆ (u(t)− v) dx

= −2D
∫
γ

|∇ (u(t)− v)|2 dx = −2D ‖∇ (u(t)− v)‖2L2(γ)

≤ −2D
s2 ‖u(t)− v‖2L2(γ) = −2D

s2 f(t).

(4.25)

Mithilfe der Gronwall-Ungleichung (Amann und Escher, 2006, Kapitel VII, Lemma 1.15)
ergibt sich die Abschätzung

‖u(t)− v‖2L2(γ) = f(t) ≤ f(0) exp

 t∫
0

−2D
s2 dz

 = ‖u0 − v‖2L2(γ) exp
(
−2D
s2 t

)
.

(4.26)
Diese Abschätzung impliziert eine exponentielle Konvergenzgeschwindigkeit in L2 (γ)
der Lösung der Diffusionsgleichung (4.21) gegen die Gleichgewichtslösung von (4.22).

Gemäss der Regularitätstheorie für elliptische und parabolische Gleichungen (Schwei-
zer, 2013, Theoreme 6.14 und 11.12), haben die Lösungen u und v die Regularität

u ∈ L2
(
0, TEnde; H2 (γ)

)
und v ∈ H2 (γ) , (4.27)

was die Regularität u − v ∈ L2 (0, TEnde; H2 (γ)
)
der Differenz impliziert. Aufgrund

der Glattheitsannahmen an das Gebiet γ, ergibt sich durch ein Interpolationsargument
(Adams und Fournier, 2003, Theorem 5.2) für fast alle Zeitpunkte

‖u(t)− v‖H1(γ) ≤ C ‖u(t)− v‖
1
2
H2(γ) ‖u(t)− v‖

1
2
L2(γ) . (4.28)
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Mit (4.26) folgt aus (4.28) die Abschätzung

‖u(t)− v‖2H1(γ) ≤ C ‖u(t)− v‖H2(γ) ‖u(t)− v‖L2(γ)

≤ C ‖u0 − v‖L2(γ) ‖u(t)− v‖H2(γ) exp
(
−D
s2 t

)
.

(4.29)

Die auftretende H2 (γ)-Norm der Differenz u0 − v lässt sich mit der Regularitätstheorie
durch Normen der Anfangs- und Randwerte beschränken. Es folgt die Konvergenz in
H1 (γ) der Funktion u gegen die Gleichgewichtslösung v mit exponentieller Geschwin-
digkeit.

4.5 Verallgemeinerte Finite-Elemente-Methode
Neben der klassischen FEM aus Abschnitt 4.2, wird die GFEM als alternative räumliche
Diskretisierungsmethode vorgeschlagen. In Unterabschnitt 4.5.1 wird die GFEM und
in Unterabschnitt 4.5.2 die Einbettungsmethode vorgestellt. Die Anwendung dieser
Verfahren auf die Modellgleichungen aus Abschnitt 4.1 wird in Unterabschnitt 4.5.3
diskutiert. Der wesentliche Vorteil der GFEM gegenüber der FEM besteht darin, dass
nicht bereits in der Formulierung des Verfahrens auf ein Gitter zurückgegriffen wird,
was eine Adaption des Gitters an die Hydrometeore erübrigt. Für die Darstellung der
GFEM in Unterabschnitt 4.5.1 folgen wir Babuška u. a. (2004).

4.5.1 Idee der verallgemeinerten Finite-Elemente-Methode
In Unterabschnitt 4.1.2 wurde gezeigt, dass zur Lösung der zeitdiskreten Modellglei-
chungen in jedem Zeitschritt ein elliptisches Problem gelöst werden muss. Aus diesem
Grund wird die GFEM anhand des generischen elliptischen Problems

L [u] = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω

(4.30)

präsentiert. Hierbei sei Ω ein beschränktes Gebiet und L ein elliptischer Differential-
operator. In der schwachen Form von Gleichung (4.30) ist ein u ∈ H1

0 (Ω) gesucht, das
L [u] = f im Distributionssinn erfüllt.

Die Konstruktion der GFEM erfolgt über eine Aufteilung des Gebiets Ω in Teilgebiete.
Es wird angenommen, dass auf jedem dieser Teilgebiete Funktionen bekannt sind,
welche die gesuchte Lösung in einer gewählten Norm gut approximieren. Die lokalen
Approximationen auf den Teilgebieten werden anschliessend mithilfe einer Teilung der
Eins zu einer globalen Approximation der gesuchten Lösung zusammengesetzt. Diese
Konstruktion wird im Folgenden beschrieben.
Seien γ1, . . . , γm offene Teilgebiete von Ω mit

γi ⊂ Ω und Ω =
m⋃
i=1

γi. (4.31)

Aufgrund der zweiten Bedingung bilden die Teilgebiete eine offene Überdeckung von Ω.
Zusätzlich sei eine Familie {φi}mi=1 von Funktionen mit den Eigenschaften

φi(x) = 0 für x ∈ Ω \ γi und 1 ≤ i ≤ m, (4.32)
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m∑
i=1

φi(x) = 1 für alle x ∈ Ω, (4.33)

‖φi‖L∞(Ω) ≤ C1 für 1 ≤ i ≤ m, (4.34)

‖∇φi‖L∞(Ω) ≤
C2

diam(γi)
für 1 ≤ i ≤ m (4.35)

gegeben. Diese Familie von Funktionen bildet eine Teilung der Eins zur offenen Überde-
ckung {γi}mi=1 des Gebiets Ω. Die Frage nach der Existenz von Teilgebieten sowie der
zugehörigen Teilung der Eins sind unkritisch. Zu einer Wahl von Teilgebieten kann stets
eine Teilung der Eins konstruiert werden (Melenk und Babuška, 1996, Abschnitt 3.5).

Zu jedem Teilgebiet γi und einer Zahl n(i) ∈ N seien ξi,1, . . . , ξi,n(i) ∈ H1
0 (Ω) gegebene

Funktionen. Für das Teilgebiet γi wird der lokale Ansatzraum durch

Si := span{ξij | 1 ≤ j ≤ n(i)} ⊂ H1
0 (Ω) (4.36)

definiert. Durch eine entsprechende Wahl der erzeugenden Funktionen von Si, kann
Vorwissen über die gesuchte Lösung u auf dem Teilgebiet γi in den lokalen Ansatzraum
eingefügt werden (Babuška u. a., 2004, Abschnitt 5).

Der globale Ansatzraum, das heisst der endlichdimensionale Unterraum des Galerkin-
Verfahrens, wird mithilfe der Teilung der Eins durch

S :=
{

m∑
i=1

φiξi

∣∣∣∣∣ ξi ∈ Si
}

(4.37)

aus den lokalen Ansatzräumen Si konstruiert. Der globale Ansatzraum ist im kontinu-
ierlichen Lösungsraum von Gleichung (4.30) enthalten, das heisst es gilt S ⊂ H1

0 (Ω)
(Babuška u. a., 2004, Theorem 3.1). Entsprechend der Definition des globalen Ansatz-
raumes (4.37), ist die globale approximative Lösung durch eine Linearkombination der
Funktionen φiξij mit 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n(i) gegeben, die den Raum S aufspannen.
Die GFEM ist das Galerkin-Verfahren mit dem endlichdimensionalen Raum S aus

(4.37). Im Gegensatz zur Beschreibung des Galerkin-Verfahrens aus Abschnitt 4.1.1,
wurde hier keine Familie von endlichdimensionalen Unterräumen angegeben und damit
auch Konvergenzfragen ausgeblendet. In der Praxis wird der Unterraum S meist mithilfe
eines Gitters definiert und so, wie in der FEM, eine Familie von Unterräumen erzeugt. Die
Ansatzfunktionen der FEM auf dem Gitter werden hierbei durch passende Funktionen
lokal ergänzt (Fries und Belytschko, 2010). Diesen Ansatz werden wir in Unterabschnitt
4.5.3 ebenfalls verfolgen.

Die wesentliche Stärke der GFEM besteht darin, dass jegliche Vorabinformation über
die gesuchte Lösung, durch eine geschickte Wahl der lokalen Ansatzräume, berücksichtigt
werden kann. Weist die Lösung beispielsweise eine Singularität auf, so kann in den lokalen
Ansatzraum eine Funktion aufgenommen werden, die diese Singularität modelliert. In der
Literatur wird diese Flexibilität dazu benutzt, um beispielsweise das Verhalten von Rissen
in Materialien zu beschreiben. Entlang des Risses wird in den lokalen Ansatzraum eine
Sprungfunktion aufgenommen, denn es ist vorab bekannt, dass die Werte der gesuchten
Lösung entlang des Risses springen (Belytschko u. a., 2009). Dies kann sehr elegant
formuliert werden und ist unter dem Begriff „XFEM“ (extended finite element method)
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bekannt (Fries und Belytschko, 2010). Insbesondere muss, im Vergleich zur FEM, kein
Gitter an die zeitlich veränderliche Position des Risses angepasst werden, was deutlich
aufwändiger ist. In Unterabschnitt 4.5.3 werden wir Gleichgewichtslösungen um die
Hydrometeore in den Ansatzraum einfügen.
In der vorgeführten Darstellung der GFEM wurde bereits die Rolle der lokalen

Ansatzräume betont. Diese sollten so gewählt werden, dass sie lokal, also auf dem
betreffenden Teilgebiet, eine möglichst gute Näherung an die gesuchte Lösung darstellen.
Die Güte der lokalen Approximation überträgt sich aufgrund des folgenden Satzes auf
die globale Lösung (siehe Babuška u. a., 2004, Theorem 3.2).

Satz 4.5.1. Sei u die exakte Lösung des elliptischen Problems (4.30) auf einem Gebiet
Ω. Sei {γi}mi=1 eine offene Überdeckung von Ω mit zugehöriger Teilung der Eins {φi}mi=1
wie in (4.31), mit den Eigenschaften (4.32) - (4.35). Auf jedem Teilgebiet γi enthalte
der lokale Ansatzraum Si ein Element ξi ∈ Si mit der Approximationseigenschaft

‖u− ξi‖L2(γi) ≤ ε1(i), (4.38)
‖u− ξi‖H1(γi) ≤ ε2(i). (4.39)

Dann gelten für ξ =
m∑
i=1

φiξi die Abschätzungen

‖u− ξ‖2L2(Ω) ≤ C
m∑
i=1

ε1(i)2, (4.40)

‖u− ξ‖2H1(Ω) ≤ C1

m∑
i=1

ε1(i)2

diam (γi)
+ C2

m∑
i=1

ε2(i)2. (4.41)

Die Norm in (4.39) und (4.41) kann durch die zugehörige Energienorm der schwachen
Formulierung des elliptischen Problems (4.30) ersetzt werden. In unserem Fall ist die
Energienorm zur Norm von H1 (Ω) äquivalent. Die Bedeutung von Satz 4.5.1 liegt in
der Verknüpfung der lokalen und globalen Approximationseigenschaft.

Die GFEM enthält die klassische FEM als einen Spezialfall. Anwenden von Satz 4.5.1
auf diesen Spezialfall ergibt ein Konvergenzresultat für die FEM. Allerdings ist die auf
diese Weise erhaltene Konvergenzordnung nicht notwendigerweise optimal (Babuška
u. a., 2004, Abschnitt 4).

4.5.2 Einbettungsmethode
In der Formulierung des Modells wurde die Gültigkeit der Modellgleichungen im Gebiet
der feuchten Luft U innerhalb des Luftpaketes Ω gefordert. Mit einem Hydrometeor
ω ⊂ Ω hängen diese Gebiete durch

Ω = U ∪ ω (4.42)

zusammen. Die Erweiterung auf mehrere Hydrometeore ist offensichtlich. Aufgrund der
Hydrometeore ist das Gebiet U der feuchten Luft durchsetzt mit kleinen Teilgebieten,
auf denen die Modellgleichungen nicht gelten. Um eine numerische Approximation mit
der FEM zu erhalten, wird das Gebiet U durch ein Tetraedergitter diskretisiert. Um die
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kleinen Hydrometeore aufzulösen, muss das Gitter an diese angepasst werden, was zu
sehr kleinen Tetraedern in der Umgebung der Hydrometeore führt. Um die Anpassung
zu vermeiden, wird das Gebiet U zum Gebiet Ω des gesamten Luftpaketes erweitert, bei
welchem die Hydrometeore ω = Ω\U nicht ausgespart werden. Mit anderen Worten wird
das ursprüngliche Gebiet U , auf dem die Modellgleichungen gelten, durch das fiktive
Gebiet ω = Ω\U erweitert. Diese Sichtweise trägt in der Literatur den Namen „Fictitious
Domain Method“ oder „Embedding Domain Method“ (Glowinski und Pan, 1992; Zhou
und Saito, 2013; Angot u. a., 1999). Durch die Kombination mit einem Strafterm, der
mit einem kleinen Parameter ε > 0 eingeführt wird, werden die gestellten Gleichungen
vom ursprünglichen Gebiet U auf das grössere Gebiet Ω übertragen. Im Grenzwert ε→ 0
ergibt sich die gesuchte Lösung auf dem ursprünglichen Gebiet U .

Die in jedem Zeitschritt auf dem erweiterten Gebiet Ω zu lösenden Gleichungen haben
die Form (Angot, 2005)(

Mερ
k+1
v , ϕ

)
L2(Ω)

+ τD0 aΩ(Mερ
k+1
v , ϕ) =

(
Mερ

k
v , ϕ

)
L2(Ω)

+ τ
(
Mεf

k+1
ρv , ϕ

)
L2(Ω)

,

(4.43a)

f0
(
MεT

k+1, ϕ
)
L2(Ω)

+ τK0 aΩ(MεT
k+1, ϕ) = f0

(
MεT

k, ϕ
)
L2(Ω)

+ τ
(
Mεf

k+1
T , ϕ

)
L2(Ω)

(4.43b)

für beliebige ϕ ∈ H1
0 (Ω) mit

Mε(x) :=
{

1 falls x ∈ U
1
ε falls x ∈ Ω \ U

. (4.44)

Diese Gleichungen unterscheiden sich in ihrer Form von den ursprünglichen Gleichungen
(4.18) auf U lediglich durch die Funktion Mε sowie der Verwendung des gesamten
Luftpaketes Ω anstatt U . Die Funktionen fk+1

ρv und fk+1
T stimmen auf U mit den

gegebenen rechten Seiten fk+1
ρv und fk+1

T überein. Innerhalb eines Hydrometeors ω ⊂ Ω\U
gelte

fk+1
ρv = ρv,ω und fk+1

T = Tω, (4.45)

wobei ρv,ω, Tω ∈ H1 (ω) Fortsetzungen der Randwerte entlang der Oberfläche ∂ω des
Hydrometeors in das Innere ω bezeichnen. Die elliptischen Probleme (4.43) sind für
jedes ε > 0 lösbar und die entsprechenden Lösungen konvergieren auf U für ε→ 0 gegen
die Lösung des ursprünglichen Problems (4.18) (Angot, 2005, Theorem 3.1).

4.5.3 Anwendung auf das Modell
In diesem Unterabschnitt wird die Anwendung der beschriebenen Verfahren auf die
Modellgleichungen (4.18) diskutiert. Durch die Einbettungsmethode sind auf dem Gebiet
Ω, das als Vereinigung des Gebiets der feuchten Luft U sowie der Hydrometeore entsteht,
für jedes ε > 0 die Gleichungen (4.43) zu lösen. Zur räumlichen Diskretisierung von
(4.43) wird die GFEM verwendet. Hierzu wird ein Tetraedergitter auf Ω betrachtet, das
aus einem kartesischen Punktgitter entsteht. Analog zur FEM seien stückweise lineare,
stetige Funktionen auf dem Gitter gegeben. Deren Träger definieren Teilgebiete von Ω,
wie sie in der Definition der GFEM gefordert werden, vergleiche Unterabschnitt 4.5.1.
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Die exakten Lösungen der Diffusionsgleichungen relaxieren lokal sehr schnell auf die
Gleichgewichtslösung, vergleiche Abschnitt 4.4. Daher wird lokal um die Hydrometeore
eine Gleichgewichtslösung in den Ansatzraum eingefügt. Wir nehmen die Hydrometeore
als Kugeln an. Ähnlich zu Abschnitt 2.3.1, kann in diesem Fall für die Gleichgewichts-
lösung der Diffusionsgleichungen, lokal um den Hydrometeor, eine explizite Formel
angegeben werden. Innerhalb einer Kugelschale mit innerem Radius rd > 0, der dem
Radius des Hydrometeors entspricht, und äusserem Radius r∞ > rd, ist die Lösung von
∆ξ = 0 durch

ξ(R) = ξ∞r∞ − ξdrd
r∞ − rd

− ξ∞ − ξd
r∞ − rd

rdr∞
R

(4.46)

gegeben, wobei R die radiale Koordinate mit Ursprung im Mittelpunkt der Kugel ist.
Entlang des inneren Randes nimmt ξ den Wert ξd an, entlang des äusseren Randes den
Wert ξ∞. Der durch die stückweise linearen Ansatzfunktionen der FEM aufgespannte
Raum wird für jeden Hydrometeor durch eine solche Gleichgewichtslösung für die
Wasserdampfdichte und die Temperatur erweitert.

Die stückweise linearen Ansatzfunktionen seien mit Ñj bezeichnet, wobei j ∈ J die
Menge der Gitterknoten durchläuft. Die Menge aller Hydrometeore sei L. Für einen
Hydrometeor ωl mit l ∈ L, sei φ̃l die Funktion, die innerhalb der Kugel mit Radius r∞
um den Hydrometeor konstant 1 ist und anschliessend linear auf 0 abfällt. Weiter sei für
alle x ∈ Ω

B(x) :=
∑
j∈J

Ñj(x) +
∑
l∈L

φ̃l(x) = 1 +
∑
l∈L

φ̃l(x), (4.47)

dann bilden die Funktionen

Nj := Ñj

B
und φl := φ̃l

B
(4.48)

eine Teilung der Eins. Die numerische Approximation der GFEM ist durch∑
j∈J

ajNj(x)

︸ ︷︷ ︸
FEM-Anteil

+
∑
l∈L

blφl(x)ξl(x) (4.49)

gegeben, wobei aj und bl unbekannte, reelle Koeffizienten sind, die von der Zeit abhän-
gen. Der erste Teil der Approximation (4.49) entspricht einem FEM-Anteil auf dem
groben Gitter, der zweite Teil berücksichtigt die Erweiterungsfunktionen. Anhand der
Approximation (4.49) wird klar, dass zu den |J | Freiheitsgraden des FEM-Anteils noch
|L| Freiheitsgrade hinzukommen, was der Anzahl der Hydrometeore entspricht. Da die
Funktionen φl lokal um den Hydrometeor den konstanten Wert 1 besitzen, stimmt der
Summand φlξl in (4.49) dort mit der entsprechenden Gleichgewichtslösung ξl überein.
In jedem Zeitschritt wird die Gleichgewichtslösung gemäss der aktuellen Werte der
Wasserdampfdichte und Temperatur an der Oberfläche des Hydrometeors angepasst.
Die Werte ξd an der Oberfläche der Hydrometeore ergeben sich aus den Eigenschaften
der Hydrometeore. Um die Werte ξ∞ zu bestimmen, wird die numerische Lösung an
den Lebedev-Punkten, die auf der Sphäre mit Radius r∞ um den Hydrometeor liegen,
ausgewertet und gemittelt.
Die auftretenden Integrale über den Rand, der als kugelförmig angenommenen Hy-

drometeore, werden mithilfe der Lebedev-Integration berechnet (Lebedev, 1976). Die
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numerische Approximation der in der Massen- und Steifigkeitsmatrix auftretenden In-
tegrale, erfolgt mittels Gauss-Integrationsformeln für Tetraeder (Gellert und Harbord,
1991). Um eine ausreichend gute Approximation dieser Integrale sicherzustellen, werden
die Tetraeder, die nahe an einem Hydrometeor liegen, für die Berechnung der Integrale
weiter unterteilt und die gewählte Gauss-Integrationsformel in jedem der entstehenden
Teiltetraeder angewandt. Die Konvergenz der vorgeschlagenen GFEM, für sukzessive Ver-
feinerungen des Tetraedergitters, ist durch Satz 4.5.1 sichergestellt, da der FEM-Anteil
in (4.49) eine immer genauere Approximation liefert.
Aufgrund der prinzipiellen Unabhängigkeit der GFEM von einem Gitter, kann auch

eine Bewegung der Hydrometeore zugelassen werden. Es muss jedoch sichergestellt
werden, dass keine Kollisionen der Hydrometeore auftreten und sich kein Hydrometeor
aus dem Gebiet bewegt. Diese Fälle bedürfen einer gesonderten Untersuchung.

Beispielsimulationen

In den folgenden Beispielsimulationen wird stets ein Tetraedergitter auf dem Gebiet
[−20, 20] ⊂ R3 verwendet, das sich aus einem kartesischen Punktgitter mit Punktab-
stand 1 ergibt. Die Umgebungstemperatur sei T∞ = −15 ◦C, der Umgebungsdruck
p∞ = 650 hPa, das Sättigungsverhältnis S∞ = 1.01 und der Skalierungsfaktor für die
räumlichen Variablen lc = 1 · 10−4 m. Das Zeitintervall sei [0 s, 5 s] und die zeitliche
Schrittweite τ = 1 · 10−2 s. Der Radius r∞ in der Gleichgewichtslösung (4.46) wurde
als r∞ = rd + 1.1d angesetzt, wobei d den maximalen Durchmesser der Tetraeder des
Gitters bezeichnet.
Analog zu Unterabschnitt 4.3.2 seien ein kugelförmiger Eiskristall mit Mittelpunkt

in (0, 0, 0) und Radius 100 µm sowie ein Tropfen mit Mittelpunkt in (8.5, 0, 0) und
Radius 10 µm gegeben. In Abbildung 4.9 ist die Übersättigung S∞ − 1 bezüglich Wasser
dargestellt. Die Gitterpunkte innerhalb der Schnittebene sind durch schwarze Punkte
markiert. Insbesondere werden die Hydrometeore nicht durch das Gitter aufgelöst.
Obwohl die räumliche Auflösung in der vorliegenden Simulation sehr grob ist, zeigt sich
eine qualitativ gute Übereinstimmung zum Resultat des Referenzmodells aus Abbildung
4.3, in dem die Hydrometeore durch das Gitter aufgelöst wurden. Mit der vorliegenden
groben räumlichen Auflösung werden die Hydrometeore nicht aufgelöst. Vielmehr wird
deren Präsenz lediglich durch die in den Ansatzraum eingefügte Gleichgewichtslösung
berücksichtigt. Dennoch zeigt sich im zeitlichen Verlauf der Hydrometeormassen eine
qualitativ gute Übereinstimmung, vergleiche Abbildung 4.10.
Dieses Beispiel illustriert die Möglichkeit, mit der vorgeschlagenen GFEM die lokale

Interaktion von Hydrometeoren auf einem groben Gitter zu simulieren. Eine genaue
quantitative Übereinstimmung mit Resultaten aus dem Referenzmodell kann hierbei
aufgrund der groben Auflösung nicht erwartet werden. Ungeachtet dessen werden die
wesentlichen Eigenschaften der Lösung erfasst.

Das zweite Beispiel schliesst einen sich bewegenden Hydrometeor ein. Ein Eiskristall
mit Radius 100 µm bewegt sich entlang einer geraden Linie von (−10,−10, 0) in 5 s zum
Punkt (10, 10, 0). Zusätzlich ist ein Tropfen an der Stelle (2.5,−2.5, 0) mit Radius 10 µm
vorhanden, der sich nicht bewegt. Abbildung 4.11 zeigt die Übersättigung bezüglich
Wasser zu verschiedenen Zeitpunkten. Anhand der Tropfenmasse lässt sich die Passage
des Eiskristalls deutlich erkennen, vergleiche Abbildung 4.12. Zunächst ist der Einfluss
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Abbildung 4.9: Übersättigung S∞ − 1 bezüglich Wasser um einen Tropfen und einen
Eiskristall zum Zeitpunkt 5 s, berechnet mit der GFEM mit S∞ = 1.01. Die schwarzen
Punkte zeigen die Position der Gitterpunkte in der Schnittebene.
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Abbildung 4.10: Zeitlicher Verlauf der Massen des Tropfen (linkes Bild) und des Eises
(rechtes Bild). Die roten Kurven zeigen das Resultat der GFEM-Simulation, die blauen
Kurven das Resultat des Referenzmodells.
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Abbildung 4.11: Übersättigung S∞ − 1 bezüglich Wasser, um einen sich entlang einer
geraden Linie an einem an (2.5,−2.5, 0) fixierten Tropfen vorbei bewegenden Eiskristall.
Die obere Zeile zeigt die Übersättigung zu den Zeitpunkten 2 s (links) und 3 s (rechts),
die untere Zeile zu den Zeitpunkten 4 s (links) und 5 s (rechts).

des Eiskristalls nur gering. Je weiter er sich dem Tropfen nähert, desto langsamer wächst
der Tropfen an. In der Zeitspanne von 3 s bis 4 s verdampft er sogar aufgrund der durch
den Eiskristall hervorgerufenen Untersättigung. Dies illustriert die bereits angedeutete
Möglichkeit, mit der GFEM auch sich bewegende Hydrometeore zu berücksichtigen.

Im abschliessenden Beispiel wird die räumliche Konvergenzordnung des beschriebenen
Verfahrens geschätzt. Hierzu werden auf dem Gebiet [−2, 2]3 ⊂ R3 verschieden feine
Tetraedergitter betrachtet, die aus einem regelmässigen Punktgitter mit Punktabstand
h entstehen. Im Gebiet [−2, 2]3 ist ein einzelner Tropfen mit Anfangsradius 10 µm
und Mittelpunkt (0, 0, 0) vorhanden. Die numerische Lösung wird mit einer zeitlichen
Schrittweite τ = 1 · 10−4 s berechnet. Die numerischen Lösungen werden zum Zeitpunkt
1.1 · 10−3 s miteinander verglichen, was 11 Zeitschritten entspricht. Um die räumliche
Konvergenzordnung in der Norm ‖·‖Y eines Raumes Y ∈ {L2 (Ω) , H1 (Ω)} zu schätzen,
nehmen wir einen Zusammenhang

‖uh − u‖Y = Chp +O(hp+1) (4.50)

an. Hierbei sei u die exakte Lösung, uh die mit einem Punktabstand h berechnete
numerische Lösung und C eine von h unabhängige Konstante. Der Zusammenhang
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Abbildung 4.12: Zeitlicher Verlauf der Tropfenmasse bei sich vorbei bewegendem
Eiskristall.

(4.50) bedeutet, dass das numerische Verfahren mit der Ordnung p konvergiert. Da
wir die exakte Lösung nicht kennen, können wir lediglich numerische Approximationen
miteinander vergleichen. Seien uh, uh/2, uh/4 numerische Approximationen für jeweils
feinere Gitter. Für die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden Approximationen gilt
wegen (4.50) ∥∥∥uh − uh/2∥∥∥

Y
≤ ‖uh − u‖Y +

∥∥∥uh/2 − u∥∥∥
Y

= Chp + C

(
h

2

)p
+O(hp+1)

= Chp
(

1 + 1
2p +O(h)

)
.

(4.51)

Für den Quotient zweier solcher Differenzen kann wegen (4.51) das Verhalten∥∥∥uh − uh/2∥∥∥
Y∥∥∥uh/2 − uh/4∥∥∥
Y

∼
Chp

(
1 + 1

2p +O(h)
)

C
(
h
2

)p (
1 + 1

2p +O(h)
) = 2p

1 + 1
2p +O(h)

1 + 1
2p +O(h)

∼ 2p (4.52)

für kleine h erwartet werden. Die räumliche Konvergenzordnung p wird deshalb durch
die experimentelle Konvergenzordnung

EOCY := 1
log(2) log


∥∥∥uh − uh/2∥∥∥

Y∥∥∥uh/2 − uh/4∥∥∥
Y

 (4.53)

geschätzt. Tabelle 4.1 zeigt die Resultate für verschiedene Punktabstände h. Für h→ 0
deutet sich eine etwas bessere Konvergenzordnung der GFEM im Vergleich zur FEM
an, welche die Ordnung 1 in der Sobolevnorm und Ordnung 2 in der Norm von L2 (Ω)
besitzt.
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h
∥∥∥uh − uh/2∥∥∥

H1(Ω)
EOCH1(Ω)

∥∥∥uh − uh/2∥∥∥
L2(Ω)

EOCL2(Ω)

1 0.017035 – 0.008332 –
1/2 0.011362 0.584274 0.003323 1.326296
1/4 0.007353 0.627806 0.001899 0.806890
1/8 0.002761 1.413332 0.000251 2.918179

Tabelle 4.1: Experimentelle Konvergenzordnung für die GFEM bei abnehmendem
Abstand h der Gitterpunkte.
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Kapitel 5

Bulk-Modell

In Kapitel 3 wurde ein Modell für die Beschreibung der Interaktion von Hydrometeoren
vorgestellt, das jeden Hydrometeor explizit einbezieht. Die Interaktion zwischen den
Hydrometeoren ergab sich dabei aus der Diffusion von Wasserdampf und Wärme durch
die Luft, welche die einzelnen Hydrometeore umgibt. Der Vorteil dieses Modells besteht
darin, dass es auf grundlegenden physikalischen Prinzipien beruht. Aus praktischer Sicht
ist diese Art der Beschreibung lediglich für das Studium der Interaktion von wenigen
Hydrometeoren nutzbar, denn sobald die Zahl der Hydrometeore ansteigt, wird der
Aufwand für eine numerische Simulation immens.

Im Hinblick auf Modelle für die Wettervorhersage oder Klimaprognose, kann die-
se detaillierte Beschreibung schon deshalb nicht verwendet werden, da die relevanten
Raum- und Zeitskalen nicht aufgelöst werden können. Darüberhinaus wird in diesen
Modellen die Mikrophysik in einem statistischen Sinne behandelt. Die Hydrometeore
werden mithilfe einer Grössenverteilung beschrieben – ein „spektrales Modell“. Hierbei
werden, neben der in dieser Arbeit betrachteten Diffusion, viele weitere Wechselwir-
kungen zwischen Hydrometeoren berücksichtigt, beispielsweise Kollisionsprozesse. Die
Grössenverteilung der Hydrometeore erfüllt eine partielle Differentialgleichung vom Typ
einer Erhaltungsgleichung. Aus der Grössenverteilung ergeben sich die physikalisch
relevanten Grössen durch Integration der Verteilung, die sogenannten Momente (Khain
u. a., 2015, Abschnitt 2). Für die numerische Lösung der partiellen Differentialgleichung
der Grössenverteilung werden sowohl Standardverfahren wie finite Volumen als auch
weiter spezialisiertere Methoden verwendet (zum Beispiel Berry und Reinhardt, 1974;
Bott, 1998). Da in einem Modell zur Wettervorhersage in jedem diskreten Volumen des
Modells eine separate Grössenverteilung für die Hydrometeore benötigt wird, ist der
Aufwand für diesen Ansatz, das heisst die numerische Berechnung der Grössenverteilung,
sehr gross.
Anstatt die zeitliche Evolution der Grössenverteilung zu berechnen, wird die „Mo-

mentenmethode“ verwendet (Hulburt und Katz, 1964). Hierbei werden aus der partiel-
len Differentialgleichung der Grössenverteilung durch Integration die entsprechenden
Gleichungen für die relevanten Momente gewonnen und anschliessend gelöst. Das Glei-
chungssystem für die physikalisch relevanten Momente enthält im Allgemeinen weitere
Momente und muss künstlich geschlossen werden (Tzivion u. a., 1987; Feingold u. a.,
1988). Mit der Vorgabe des Typs der Grössenverteilung kann das Schliessungsproblem
umgangen werden (Seifert und Beheng, 2001; Seifert und Beheng, 2006). Da sich al-
lerdings der Typ der Grössenverteilung mit der Zeit aufgrund von Kollisionsprozessen
ändert (Warner, 1969; Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 2.1.3), ergibt sich ein Fehler
durch die Festlegung eines Typs der Verteilung. Um den Fehler zu vermindern, wird
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das Massenspektrum der Hydrometeore in verschiedene Klassen eingeteilt und für jede
Klasse eine Verteilung festgelegt (zum Beispiel Seifert und Beheng, 2006; Sant u. a.,
2013).

Da Hydrometeore in einem Bulk-Modell lediglich durch eine statistische Grössenver-
teilung beschrieben werden, sind Informationen über deren räumliche Verteilung nicht
verfügbar, zumindest nicht im betrachteten diskreten Volumen. Aus diesem Grund kann
der WBF von diesen Modellen nicht als Resultat der direkten, lokalen Interaktion von
Eispartikeln und Tropfen erfasst werden. Es ist nur eine indirekte Interaktion über das
Hintergrundfeld möglich (Korolev, 2007; Korolev und Mazin, 2003; Pinsky u. a., 2015).
In diesem Kapitel werden wir ein Modell beschreiben, das eine direkte Interaktion

zwischen Eiskristallen und Tropfen, auch in einer statistischen (Bulk-)Beschreibung,
berücksichtigen kann. In Abschnitt 5.1 wird dieses Modell hergeleitet und veranschaulicht,
während in Abschnitt 5.2 die Integration dieses Modells in ein Box-Modell beschrieben
wird. Abschliessend wird in Abschnitt 5.3 auf die Formulierung des Modells im Kontext
der Momentenmethode eingegangen.

5.1 Herleitung des Modells

5.1.1 Das lokale Eiskristall-Tropfen-System

Wir betrachten einen Eiskristall sowie einen Tropfen in einer Konfiguration wie in
Abbildung 5.1 skizziert. Der kugelförmige Eiskristall befinde sich in der Mitte und habe
den Radius Ri. Die Dampfdichte und die Temperatur an der Oberfläche des Eiskristalls
seien mit ρv,i und Ti bezeichnet. In einer Entfernung Rd, dem „Interaktionsradius“, vom
Mittelpunkt des Eiskristalls befinde sich der Tropfen mit Radius rd. Die Dampfdichte und
die Temperatur an der Tropfenoberfläche seien ρv,d und Td. Der Radius RE vom Mittel-
punkt des Eiskristalls bezeichne den „Einflussradius“ des Eiskristalls. Dies ist derjenige
Radius, innerhalb dessen der Eiskristall das Wasserdampf- und Temperaturfeld nicht
vernachlässigbar beeinflusst. Die zugehörige Kugel mit Radius RE um den Eiskristall
bezeichnen wir als „Einflusskugel“ des Eiskristalls. Analog sei rE der Einflussradius des
Tropfens und die Kugel mit Radius rE um den Tropfenmittelpunkt sei die Einflusskugel
des Tropfens. Die Werte für die Wasserdampfdichte und die Temperatur am Rand der
Einflusskugel des Eiskristalls seien durch die Umgebungswerte ρv,∞ und T∞ gegeben.
Die entsprechenden Werte am Interaktionsradius seien ρv,∗ für die Wasserdampfdichte
und T∗ für die Temperatur. Die beiden Hydrometeore werden durch die Werte ρv,∗ und
T∗ am Interaktionsradius gekoppelt.
Zusätzlich wird angenommen, dass beide Hydrometeore eine gewisse Menge Aerosol

enthalten, um die Singularität in den Wachstumsgleichungen zu umgehen, vergleiche
Abschnitt 2.6. Hierzu wird die Modellvorstellung aus Abbildung 2.14 verwendet, das
heisst die Aufteilung des Hydrometeors in einen trockenen Aerosolkern umgeben von
Wasser. Die zugehörigen Aerosolradien seien ra für den Tropfen und Ra für den Eiskristall.

Um die Eigenschaften des Eiskristalls und des Tropfens besser unterscheiden zu können,
werden in diesem Kapitel grosse Buchstaben für Massen und Radien verwendet, die sich
auf den Eiskristall beziehen. Kleine Buchstaben für Massen und Radien beziehen sich
hingegen auf den Tropfen.
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ρv,d, Td
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Abbildung 5.1: Modellvorstellung der lokalen Anordnung eines Eiskristall-Tropfen-
Systems. Innerhalb der Einflusskugel mit Radius RE des Eiskristalls befindet sich der
Tropfen. Der Interaktionsradius ist Rd, die dortigen Werte der Wasserdampfdichte und
der Temperatur sind ρv,∗ und T∗, mit deren Hilfe die Kopplung der Hydrometeore
erfolgt. Hierbei beziehen sich Grossbuchstaben auf Eigenschaften des Eiskristalls und
Kleinbuchstaben auf Eigenschaften des Tropfens.

In diesem Modell betrachten wir sowohl das Wasserdampf- als auch das Temperaturfeld
der Hydrometeore als sphärisch-symmetrisch innerhalb der jeweiligen Einflusskugeln.
Hierbei akzeptieren wir, dass implizit nicht genau die Situation aus Abbildung 5.1 vorliegt.
Vielmehr wird der in Abbildung 5.1 am Interaktionsradius lokalisierte Tropfen durch
die Symmetrieannahme zu einer Sphäre um den Eiskristall „verschmiert“, das bedeutet
der Tropfen wird zu einer kontinuierlichen Quelle oder Senke für den Wasserdampf.
Die Idee dieses Modells besteht darin, dass der Eiskristall durch seine Anwesenheit

ein Wasserdampf- und Temperaturfeld erzeugt und damit am Interaktionsradius Rd
Werte vorgibt. Da sich der Tropfen am Interaktionsradius befindet, definieren die vom
Eiskristall vorgegebenen Werte die Umgebungswerte des Tropfens am Rand der Ein-
flusskugel des Tropfens. Dies bedeutet konzeptionell, dass die Sphäre um den Eiskristall
mit Interaktionsradius Rd zu einer künstlichen Kugelschale der Dicke 2rE erweitert
wird. Innerhalb dieser Kugelschale sind die Werte für die Wasserdampfdichte und die
Temperatur konstant mit den Werten ρv,∗ und T∗. Abhängig von diesen Werten wächst
oder verdampft der Tropfen, wodurch wiederum die Wasserdampfdichte und Temperatur
am Interaktionsradius verändert werden. Im Folgenden wird diese Idee umgesetzt.
Die exakten Lösungen der Laplace-Gleichungen (2.56) für den Eiskristall innerhalb

der Einflusskugel sind durch

ρv(R) = ρv,∞RE − ρv,iRi
RE −Ri

+ (ρv,i − ρv,∞)RiRE
RE −Ri

1
R
,

T (R) = T∞RE − TiRi
RE −Ri

+ (Ti − T∞)RiRE
RE −Ri

1
R

(5.1)
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gegeben, wobei R die radiale Koordinate mit Ursprung im Mittelpunkt des Eiskristalls
bezeichnet. Die Felder aus (5.1) geben die ungestörten Felder an, die der Eiskristall durch
seine Anwesenheit erzeugt. Die Werte der ungestörten Felder am Interaktionsradius sind
daher ρv(Rd) für die Wasserdampfdichte und T (Rd) für die Temperatur.
Analog gilt für die exakten Lösungen von (2.56) innerhalb der Einflusskugel des

Tropfens
ρ̂v(r) = ρv,∗rE − ρv,drd

rE − rd
+ (ρv,d − ρv,∗)rdrE

rE − rd
1
r
,

T̂ (r) = T∗rE − Tdrd
rE − rd

+ (Td − T∗)rdrE
rE − rd

1
r
,

(5.2)

wobei r die radiale Koordinate mit Ursprung im Mittelpunkt des Tropfens bezeichnet.
Wir verwenden die regularisierten Wachstumsgleichungen (2.150), um das Wachstum

der Hydrometeore zu beschreiben. Wie in der Herleitung der Maxwell-Gleichung in den
Abschnitten 2.3.1 und 2.4, ergeben sich aus der Darstellung der Felder (5.2) um den
Tropfen die Wachstumsgleichungen

dmw

dt = 4παdD0rdrE
ρv,∗ − ρv,d
rE − rd

,

dTd
dt = 4πrdrE (Llv(Td)αdD0(ρv,∗ − ρv,d) +K0(T∗ − Td))

(macp,a,d(Td) +mwcp,l(Td)) (rE − rd)

(5.3)

für den Tropfen. Die Diffusivität und die thermale Konduktivität wurden hierbei als
konstant angenommen, mit den Werten D0 und K0 der Umgebung. Aufgrund der
Modellvorstellung aus Abbildung 2.14, gilt für die Aerosolmasse im Tropfen

ma = 4
3πρa,d(Td)r

3
a und mw = 4

3πρl(Td)
(
r3
d − r3

a

)
(5.4)

für die Wassermasse des Tropfens, wobei cp,a,d die spezifische Wärmekapazität und ρa,d
die Dichte des im Tropfen vorhandenen Aerosols bezeichnen.
Für den Eiskristall ergeben sich analog die Wachstumsgleichungen

dMw

dt = 4παiD0RiRd
ρv,∗ − ρv,i
Rd −Ri

,

dTi
dt = 4πRiRd (αiD0Liv(Ti) (ρv,∗ − ρv,i) +K0 (T∗ − Ti))

(Macp,a,i(Ti) +Mwcp,i(Ti)) (Rd −Ri)
,

(5.5)

wobei in diesem Fall als äussere Randwerte die Bedingungen ρv,∗ und T∗ am Interakti-
onsradius Rd verwendet wurden. Die Gesamtmasse des Eiskristalls ist Mw +Ma, mit der
WassermasseMw in Form von Eis und der AerosolmasseMa. Wie für den Tropfen, ergibt
die Modellvorstellung aus Abbildung 2.14 für die einzelnen Massen die Gleichungen

Ma = 4
3πρa,i(Ti)R

3
a und Mw = 4

3πρi(Ti)
(
R3
i −R3

a

)
. (5.6)

Hierbei ist cp,a,i die spezifische Wärmekapazität und ρa,i die Dichte des im Eiskristall
enthaltenen Aerosols.
Zur Kopplung beider Hydrometeore müssen Gleichungen für die Wasserdampfdichte

ρv,∗ und die Temperatur T∗ am Interaktionsradius angegeben werden. Wie in der
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Maxwell-Theorie nehmen wir für die Temperatur an, dass Wärmefluktuationen sehr
schnell ausgeglichen werden und setzen

T∗(t) := T (Rd). (5.7)

Hierbei ist T (Rd) der Wert des ungestörten Temperaturfeldes (5.1) am Interaktionsra-
dius Rd. Aus der Definition (5.7) folgt zum einen, dass die Umgebungstemperatur für
den Tropfen der Temperatur entspricht, welche der Eiskristall durch sein ungestörtes
Temperaturfeld vorgibt. Zum anderen verursacht der Tropfen keine Temperaturänderung
am Interaktionsradius. Dieser Punkt wird in Unterabschnitt 5.1.4 nochmals aufgegriffen.
Für die zeitliche Ableitung von (5.7) gilt

dT∗
dt = d

dt

(
T (Rd)

)
. (5.8)

Nachfolgend wird die Kopplung der Wasserdampfdichte beschrieben. Diese Kopplung
ist eine Kombination aus drei Komponenten. Die erste Komponente besteht aus der
Vorgabe der Wasserdampfdichte durch das ungestörte Wasserdampffeld (5.1) des Eis-
kristalls. In der zweiten Komponente wird die Modifikation des Vorgabewertes durch
den Tropfen berücksichtigt. Die dritte Komponente beschreibt die Diffusion des Wasser-
dampfes vom Interaktionsradius in die Umgebung. Die einzelnen Komponenten werden
nacheinander beschrieben und schliesslich zu einer Gleichung für die Änderungsrate von
ρv,∗ zusammengefügt.

Der Vorgabewert des Eiskristalls ist, wie im Fall der Temperatur, durch die Auswertung
des ungestörten Feldes der Wasserdampfdichte als ρv(Rd) gegeben. Die zugehörige
Änderungsrate des Vorgabewertes ρv(Rd) ist

d
dt

(
ρv(Rd)

)
. (5.9)

Um die Modifikation durch den Tropfen zu erfassen, berechnen wir zunächst die Rate
Jd, mit der Wasserdampf über den Rand der Einflusskugel bE des Tropfens ausgetauscht
wird. Diese Rate ist, wegen der Darstellung des Wasserdampffeldes (5.2), durch

Jd = −
∫
∂bE

〈D0∇ρ̂v, N〉 dσ = −D0
ρv,∗ − ρv,d
rE − rd

rd
rE

4πr2
E = −4πD0rdrE

ρv,∗ − ρv,d
rE − rd

(5.10)
gegeben. Hierbei bezeichnet N den äusseren Normalenvektor der Kugel bE . Der von
einem verdampfenden Tropfen freigesetzte Wasserdampf soll sich in einer typischen
Zeitspanne uniform in ein Volumen V ausbreiten. Die konkrete Wahl von V wird in Kürze
präzisiert werden. Die als uniform angenommene Wasserdampfdichte ρv,∗ innerhalb der
künstlichen Kugelschale wird daher durch die Rate Jd/V beeinflusst. Durch die Annahme
der Kugelsymmetrie muss diese Rate entsprechend skaliert werden, denn gemäss der
Modellvorstellung aus Abbildung 5.1 soll sich der Tropfen lediglich an einer einzelnen
Stelle befinden. Hierzu sei

Vk :=
4
3π
(
(Rd + rE)3 − (Rd − rE)3

)
4
3πr

3
E

= (Rd + rE)3 − (Rd − rE)3

r3
E

, (5.11)
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was als die Anzahl von Tropfeneinflusskugeln angesehen werden kann, die in die künstliche
Kugelschale um den Eiskristall passen. Skalieren der Rate Jd/V durch (5.11) ergibt Jd/VkV .
Diese Form erlaubt sofort die Erweiterung auf Nd gleiche Tropfen, die sich alle am
Interaktionsradius Rd befinden. In diesem Fall wird die Rate Jd/VkV zu

Nd
Jd
VkV

(5.12)

abgeändert. Der Fall von Nd beliebig platzierten Tropfen innerhalb der Einflusskugel des
Eiskristalls lässt sich durch die Definition einer Durchschnittsmasse auf den zuvor disku-
tierten Fall zurückführen. Hierzu seienNd Tropfen mit den Massenmd,1, md,2, . . . , md,Nd

vorhanden. Die Durchschnittsmasse sei durch das arithmetische Mittel

md := 1
Nd

Nd∑
k=1

md,k (5.13)

definiert. Anschliessend werden die Nd Tropfen als gleiche Tropfen der Masse md am
Interaktionsradius Rd behandelt. Mit anderen Worten werden die Nd gegebenen Tropfen
durch Nd Tropfen ersetzt, die alle gleiche Masse md, Menge und Typ von Aerosol sowie
den gleichen Abstand zum Eiskristall besitzen. Diese Form der Berücksichtigung mehrerer
Tropfen ignoriert jede Interaktion zwischen den Tropfen. Dies ist streng genommen
inkonsistent. Um zusätzlich die Interaktion zwischen den Tropfen einzubeziehen, sind
genaue Informationen über die relativen Positionen der Tropfen zueinander sowie zum
Eiskristall nötig. Diese Art von Information ist allerdings weder für reale Wolken noch
in Modellen vorhanden. Darüberhinaus müsste zu jedem Zeitpunkt, für eine beliebige
Tropfenanordnung, analytisch eine Laplace-Gleichung in der Einflusskugel des Eiskristalls
gelöst werden. Da dies nicht möglich ist, wird die Interaktion zwischen den Tropfen
vernachlässigt. Der so entstehende Fehler kann im Allgemeinen nicht abgeschätzt werden.
Je ähnlicher sich die Tropfen in ihren Eigenschaften sind, desto kleiner ist jedoch der
Fehler, der durch die Mittelung der Massen entsteht.
Für die dritte Komponente der Wasserdampfkopplung betrachten wir die Diffusion

von Wasserdampf vom Interaktionsradius in die Umgebung. Die Idee des Modells basiert
auf der Vorgabe eines ungestörten Wasserdampffeldes (5.1) durch den Eiskristall, das
aufgrund der Anwesenheit des Tropfens verändert wird. Da das ungestörte Feld einen
Gleichgewichtszustand beschreibt, kann der Wert ρv(Rd) als Referenz angesehen werden.
Ist der aktuelle Wert ρv,∗ beispielsweise höher als der Gleichgewichtswert ρv(Rd), so
findet eine Diffusion von Wasserdampf statt, um die Differenz auszugleichen und der
aktuelle Wert ρv,∗ relaxiert auf den Gleichgewichtswert.
Motiviert durch das Ficksche Gesetz über die Diffusion, sei

−
∫
∂Bd

D0
ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

dσ = −4πR2
dD0

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd (5.14)

die Rate, mit der Wasserdampf aus Bd austritt, wobei Bd die Kugel um den Eismittel-
punkt mit Radius Rd bezeichnet. Die Änderung der Kopplungsdichte ρv,∗ durch Diffusion
von der Kugel Bd in die Umgebung ist daher durch

−
∫
∂Bd

D0
ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

dσ 1
4
3πR

3
d

= −3D0
1
Rd

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

(5.15)
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gegeben. Die Wahl der Rate (5.14) als Koeffizient von ρv,∗ − ρv(Rd) in (5.15) ist eine
Möglichkeit für die Skalierung von ρv,∗ − ρv(Rd), also für die Relaxationsrate von ρv,∗
auf den Gleichgewichtswert ρv(Rd). Diese sollte durch eine direkte Messung überprüft
und gegebenenfalls korrigiert werden.

Die vollständige Änderungsrate für die Kopplungsdichte ρv,∗ wird durch die Kombina-
tion der einzelnen Komponenten (5.9), (5.12) und (5.15) als

dρv,∗
dt = d

dt

(
ρv(Rd)

)
+Nd

Jd
VkV

− 3D0
Rd

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

(5.16)

definiert.
Um diese Gleichungen zu verwenden, muss das Volumen V spezifiziert werden, das

heisst das Volumen in welches sich der Wasserdampf eines verdampfenden Tropfens in
einer typischen Zeit uniform verteilt. Um diese Definition einfacher zu gestalten, wird
zuvor noch eine zweite Interpretation der Rate Jd/VkV angegeben. Mit dem Volumen

VKS = 4
3π
(
(Rd + rE)3 − (Rd − rE)3

)
(5.17)

der künstlichen Kugelschale um den Eiskristall, gilt für (5.11)

Vk = VKS
4
3πr

3
E

(5.18)

und daher
Jd
VkV

= Jd
VKS

4
3πr

3
E

V
. (5.19)

Der erste Faktor beschreibt die Änderung der Wasserdampfdichte in der Kugelschale,
wenn der gesamte freigesetzte Wasserdampf darin aufgenommen wird. Der zweite Faktor
entspricht einer Skalierung und gibt den Anteil an, der tatsächlich in die Kugelschale
übergeht.
Für das Volumen V wählen wir

V := 4
3π (nrE)3 = 4

3πn
3r3
E (5.20)

mit einer reellen Zahl n, deren Wahl in Abschnitt 5.1.2 präzisiert wird. Dies bedeutet,
in der ersten Interpretation, dass der freigesetze Wasserdampf des Tropfens in einer
typischen Zeit uniform auf eine Kugel mit dem n-fachen Einflussradius des Tropfens
aufgeteilt wird. Im Rahmen der zweiten Interpretation entspricht

4
3πr

3
E

V
=

4
3πr

3
E

4
3πn

3r3
E

= 1
n3 (5.21)

einem Skalierungsfaktor und es geht lediglich der 1/n3-fache Teil des vom Tropfen
freigesetzen Wasserdampfs in die Kugelschale über, um die dortige Wasserdampfdichte
ρv,∗ zu beeinflussen.
Im Folgenden werden die Abstände RE , rE und Rd genauer erläutert. Die ersten

beiden Grössen sind die Einflussradien eines Eiskristalls oder eines Tropfens. Für die
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Abhängigkeit der Einflussradien vom jeweiligen Hydrometeorradius nehmen wir einen
konstanten Abstand an und definieren

RE := Ri +Di,
rE := rd +Dd,

(5.22)

wobei Di, Dd die entsprechenden konstanten Abstände sind. Analog wird der Einflussra-
dius als

Rd := Ri +D0 (5.23)
mit einer Konstanten D0 definiert, die 0 < D0 < Di erfüllt.

Aus diesen Betrachtungen folgt die komplette Modellbeschreibung für die Wechselwir-
kung des Eiskristalls mit dem Tropfen als System von gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen in den Variablen

x = (mw, Td, Mw, Ti, ρv,∗, T∗) (5.24)
durch

dmw

dt = 4παdD0rdrE
ρv,∗ − ρv,d
rE − rd

, (5.25a)

dTd
dt = 4πrdrE (αdD0Llv(Td) (ρv,∗ − ρv,d) +K0 (T∗ − Td))

(macp,a,d(Td) +mwcp,l(Td)) (rE − rd)
, (5.25b)

dMw

dt = 4παiD0RiRd
ρv,∗ − ρv,i
Rd −Ri

, (5.25c)

dTi
dt = 4πRiRd (αiD0Liv(Ti) (ρv,∗ − ρv,i) +K0 (T∗ − Ti))

(Macp,a,i(Ti) +Mwcp,i(Ti)) (Rd −Ri)
, (5.25d)

dρv,∗
dt = d

dt

(
ρv(Rd)

)
+Nd

Jd
VkV

− 3D0
Rd

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

, (5.25e)

dT∗
dt = d

dt

(
T (Rd)

)
. (5.25f)

Um das Gleichungssystem (5.25) vollständig darzustellen, müssen die zeitlichen Ablei-
tungen

d
dt

(
ρv(Rd)

)
und d

dt

(
T (Rd)

)
(5.26)

der Hintergrundfelder (5.1) am Interaktionsradius berechnet werden. Da die Darstel-
lungen des Wasserdampf- und Temperaturfeldes in (5.1) ähnlich sind, reicht es aus, die
Ableitung des Wasserdampffeldes zu berechnen. Die Ableitung des Temperaturfeldes
wird analog berechnet. Durch Auswerten des Wasserdampffeldes am Interaktionsradius
Rd folgt

ρv(Rd) = ρv,∞RE − ρv,iRi
RE −Ri

+ (ρv,i − ρv,∞)RiRE
(RE −Ri)Rd

, (5.27)

was aufgrund der zeitabhängigen Radien Ri, Rd, RE und Oberflächendichte ρv,i eine
Funktion von der Zeit t ist. Nach den Definitionen (5.22) und (5.23) unterscheiden sich
die auftretenden Radien lediglich um eine Konstante vom Radius Ri des Eiskristalls und
es folgt

dRE
dt = dRd

dt = dRi
dt . (5.28)
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Die zeitliche Ableitung von ρv(Rd) ist durch

d
dt

(
ρv(Rd)

)
= RE
RE −Ri

(
1− Ri

Rd

) dρv,∞
dt + Ri

RE −Ri

(
RE
Rd
− 1

) dρv,i
dt

+ ρv,i − ρv,∞
RE −Ri

(
RE +Ri
Rd

− RiRE
R2
d

− 1
)

dRi
dt

(5.29)

gegeben. Für die zeitliche Ableitung von T (Rd) ergibt sich

d
dt

(
T (Rd)

)
= RE
RE −Ri

(
1− Ri

Rd

) dT∞
dt + Ri

RE −Ri

(
RE
Rd
− 1

) dTi
dt

+ Ti − T∞
RE −Ri

(
RE +Ri
Rd

− RiRE
R2
d

− 1
)

dRi
dt .

(5.30)

Die Umgebungsbedingungen ρv,∞ und T∞ werden hier als konstant angenommen,
weshalb die zeitlichen Ableitungen dieser Grössen in (5.29) und (5.30) verschwinden.
In Abschnitt 5.2 hingegen wird ein Luftpaket betrachtet, das seine Höhe ändert. In
diesem Fall sind die Umgebungsbedingungen nicht länger konstant und die Ableitungen
müssen berücksichtigt werden, können aber direkt aus der vertikalen Bewegung abgeleitet
werden.

Zur Vervollständigung der Darstellungen (5.29) und (5.30) fehlt noch die Berech-
nung der zeitlichen Ableitungen der Oberflächendichte ρv,i und der Temperatur Ti des
Eiskristalls. Zur Berechnung der Ableitung der Oberflächendichte ρv,i werden sowohl
die Krümmung als auch der Einfluss des Aerosols vernachlässigt. Damit folgt für die
Oberflächendichte

ρv,i = pi,∞(Ti)
RvTi

aw,i exp
( 2σi(Ti)
Rvρi(Ti)TiRi

)
≈ pi,∞(Ti)

RvTi
. (5.31)

In (5.31) kann nicht einfach die Temperatur Ti des Eiskristalls durch die Umgebung-
stemperatur T∞ ersetzt werden, da sich sonst systematische Fehler ergeben, vergleiche
hierzu die Diskussion in Unterabschnitt 2.5.1. Die Ableitung dieser approximierten Form
kann mithilfe der Clausius-Clapeyron-Gleichung (A.1) berechnet werden und es ergibt
sich

dρv,i
dt ≈

d
dt

(
pi,∞(Ti)
RvTi

) dTi
dt = pi,∞(Ti)

RvT 2
i

(
Liv(Ti)
RvTi

− 1
) dTi

dt . (5.32)

Aufgrund der Modellvorstellung aus Abbildung 2.14 für den Eiskristall berechnet sich
die zugehörige Wassermasse als

Mw = 4
3πρi(Ti)

(
R3
i −R3

a

)
. (5.33)

Wird die Abhängigkeit der Eisdichte von der Temperatur vernachlässigt, folgt aus (5.33)
dMw

dt ≈
4
3πρi(Ti)

d
dt
(
R3
i −R3

a

)
= 4πρi(Ti)R2

i

dRi
dt . (5.34)

Umstellen dieser Gleichung, Verwendung der Konstanz des Aerosolradius Ra sowie
(5.25c), liefert für die zeitliche Ableitung des Eiskristallradius

dRi
dt = 1

4πρi(Ti)R2
i

dMw

dt = αiD0
ρi(Ti)

Rd
Ri

ρv,∗ − ρv,i
Rd −Ri

. (5.35)
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Für den zweiten Summanden in der Änderungsrate der Kopplungsdichte (5.25e)
wird im Folgenden eine weitere Darstellung aufgezeigt, die für konkrete Berechnungen
praktikabler ist. Hierzu wird die Definition der Rate Jd aus (5.10) sowie Gleichung
(5.25a) für die Änderung der Wassermasse des Tropfens verwendet. Für die Rate Jd
ergibt sich damit

Jd = −4πD0rdrE
ρv,∗ − ρv,∞
rE − rd

= − 1
αd

dmw

dt . (5.36)

Mit (5.36) folgt für (5.25e) die Darstellung

dρv,∗
dt = d

dt

(
ρv(Rd)

)
− Nd

αdVkV

dmw

dt −
3D0
Rd

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

. (5.37)

5.1.2 Parameterwahl
Das in Unterabschnitt 5.1.1 beschriebene Modell besitzt die Parameter Di, Dd, D0, Nd

aus (5.22) und (5.23) sowie n aus (5.20). Der Parameter Nd gibt die Anzahl der Tropfen
an, die sich innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls befinden.

Der Parameter Di bestimmt die Grösse der Einflusskugel des Eiskristalls. Für grössere
Werte von Di vergrössert sich das Volumen der Einflusskugel des Eiskristalls. In diesem
Fall sollte auch die Anzahl Nd der Tropfen innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls
vergrössert werden, da eine grössere Einflusskugel mehr Tropfen enthalten wird. Die
Parameter D0 und n steuern die Stärke der Interaktion zwischen dem Eiskristall und
den Tropfen. Wird D0 vergrössert, das heisst der Abstand der Tropfen vom Eiskristall
erhöht, so verringert sich die Stärke der Interaktion. Den gegenteiligen Effekt hat eine
Erhöhung des Parameters n. Es ist zu beachten, dass der Parameter n kubisch in das
Gleichungssystem eingeht, vergleiche (5.21). Insbesondere wird die Interaktionsstärke
bereits durch eine moderate Erhöhung von n stark vermindert.
In diesem Unterabschnitt wird eine mögliche Wahl dieser Parameter beschrieben.

Dazu werden nicht systematisch alle Kombinationen der Parameterwerte im Rahmen
einer Parameterstudie betrachtet. Vielmehr soll eine mögliche realistische Wahl der Para-
meter anhand von typischen Umgebungsbedingungen innerhalb einer Mischphasenwolke
aufgezeigt werden. Für diesen Fall sei die Umgebungstemperatur T∞ = −15 ◦C, der
Umgebungsgesamtdruck p∞ = 650 hPa und das Sättigungsverhältnis bezüglich flüssigem
Wasser S∞ = 1.01, was der Umgebungswasserdampfdichte ρv,∞ ≈ 1.622 · 10−3 kg m−3

entspricht. Wir betrachten bei diesen Umgebungsbedingungen ein Eiskristall-Tropfen-
System wie in Unterabschnitt 5.1.1 beschrieben. Der Eiskristall habe einen Radius von
Ri = 100 µm und der Tropfen einen Radius von rd = 10 µm. Die Temperatur beider
Hydrometeore entspreche der Umgebungstemperatur.

Parameter D0 für den Tropfenabstand

Der Parameter D0 aus (5.23) gibt den Abstand des Interaktionsradius von der Oberfläche
des Eiskristalls an. Um diesen Parameter abzuschätzen, wird eine perfekte uniforme
Tropfenverteilung angenommen. Sei N die Anzahl Tropfen pro Kubikmeter Luft. Die
perfekte uniforme Verteilung liegt vor, wenn die Tropfen an den Eckpunkten kleiner
Kuben positioniert sind, die das betrachtete Volumen ausschöpfen, vergleiche die Sche-
mazeichnung in Abbildung 5.2. Die Kantenlänge lK eines kleinen Kubus beträgt in
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Luftpaket

lK

Abbildung 5.2: Schematische Aufteilung eines kubusförmigen Luftpaketes in kleinere
Kuben für eine perfekte uniforme Verteilung der Tropfen.

diesem Fall
lK = 1

3√N − 1
. (5.38)

Der Eiskristall sei in der Mitte eines solchen kleinen Kubus. Dann hat der Eiskristall den
maximalen Abstand von den Tropfen. Der Abstand vom Mittelpunkt des Eiskristalls
zum Mittelpunkt des nächsten Tropfens beträgt

√
3

2 lK =
√

3
2

1
3√N − 1

. (5.39)

Dieser Wert kann als Abschätzung für R0 = Ri+D0 verwendet werden. Ein Wert für die
Tropfenanzahl in Mischphasenwolken ist durch N = 1000 cm−3 = 1 · 109 m−3 gegeben
(Korolev und Mazin, 2003). Mit diesem Wert ergibt sich für den eingangs beschriebenen
typischen Fall ein Eis-Tropfen-Abstand von D0 ≈ 7.67 · 10−4 m, was ungefähr 7.5 Eisra-
dien entspricht. Wir verwenden diesen Wert für N , auch wenn dieser grösser ist als ein
typischerweise zu beobachtender Wert von N = 70 cm−3 in Mischphasenwolken (Korolev
u. a., 2003; Zhao und Lei, 2014), mit dem sich D0 ≈ 20 · 10−4 m ergibt, was ungefähr
20 Eisradien entspricht. Der Grund für die Verwendung des grösseren Wertes für N
liegt darin, dass der Fokus der Arbeit auf einer lokalen Anhäufung von Tropfen um den
Eiskristall liegt. In diesem Fall ist die Annahme über die perfekte uniforme Tropfen-
verteilung in der gesamten Wolke nicht mehr erfüllt. Innerhalb der lokalen Anhäufung
der Tropfen ist die Anzahlkonzentration N höher. Um diesen Effekt zu berücksichtigen,
wurde für die obige Abschätzung der grössere Wert für N verwendet.

Parameter Di und Dd für die Einflussradien

Die Parameter Di und Dd beschreiben einen konstanten Abstand für die Oberflächen
der Hydrometeore zu den Rändern der Einflusskugeln. Mithilfe der klassischen Maxwell-
Theorie aus Abschnitt 2.3, lassen sich Werte für diese Parameter abschätzen. Das
ungestörte Feld der Wasserdampfdichte um den kugelförmigen Eiskristall ist durch

ρv(R) = ρv,∞ −
Ri(ρv,∞ − ρv,i)

R
(5.40)
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gegeben. Sei ξ > 0 eine vorgegebene Toleranz für die maximale relative Abweichung von
ρv(R) vom uniformen Hintergrundfeld ρv,∞. Gesucht ist RE derart, dass für die relative
Abweichung die Ungleichung

|ρv(R)− ρv,∞|
ρv,∞

≤ ξ (5.41)

für R ≥ RE erfüllt ist. Mit (5.40) folgt hierfür die Bedingung

Ri
ξρv,∞

|ρv,∞ − ρv,i| ≤ RE . (5.42)

Um die Oberflächendichte ρv,i abzuschätzen, wird die Krümmung vernachlässigt sowie
die Sättigungsdampfdichte

ρv,i = pi,∞(T∞)
RvT∞

(5.43)

der Umgebung angesetzt. Der benötigte Abstand wird schliesslich aus Di = RE − Ri
berechnet.
Unter den Bedingungen des eingangs beschriebenen typischen Falles, folgt für die

Toleranz ξ = 10−3 der Wert Di ≈ 0.0144 m, was ungefähr 144 Eisradien entspricht. Bei
analogem Vorgehen folgt für den Tropfen Dd = rE − rd(0) ≈ 8.9 · 10−5 m, was etwa 9
Tropfenradien entspricht.

Anzahlparameter Nd

Um eine typische Anzahl von Tropfen innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls
abzuschätzen, verwenden wir die charakteristische Anzahlkonzentration N = 70 cm−3

(Korolev u. a., 2003; Zhao und Lei, 2014). Mit Di = 144Ri folgt für die Anzahl der
Tropfen innerhalb der Einflusskugel

Nd = N 4
3π(Ri +Di)3 = N 4

3π(145 ·Ri)3 ≈ 894. (5.44)

Nicht alle dieser Tropfen besitzen den Abstand Rd vom Mittelpunkt des Eiskristalls.
Insbesondere ist der Einfluss der Tropfen geringer, je weiter sie vom Eiskristall entfernt
sind. Wir nehmen heuristisch an, dass die Tropfen im Abstand Rd/3 den grössten Einfluss
auf den Eiskristall haben und dritteln den Radius der Einflusskugel. Dies ergibt die
Anzahl

Nd = N 4
3π
(
Ri +D0

3

)3
= N 4

3π
(145

3 Ri

)3
≈ 32. (5.45)

Mit diesen Annahmen ist die Wahl Nd = 40 gerechtfertigt. Durch die mit der Turbulenz
verbundenen Anhäufungen von Hydrometeoren kann die Anzahl jedoch stark variieren.

Verteilungsparameter n

Der Parameter n aus (5.20) ist der kritische Parameter des Systems, denn dieser bestimmt
bei festem Interaktionsradius die Stärke der Interaktion zwischen dem Eiskristall und
dem Tropfen. Gemäss der zweiten Interpretation aus (5.21) gibt dieser Parameter an, wie
viel des von einem verdampfenden Tropfen freigesetzen Wasserdampfs in die künstliche
Kugelschale übergeht und damit die Kopplungsdichte ρv,∗ beeinflusst. Im Fall n = 1
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Abbildung 5.3: Vergleich der zeitlichen Entwicklung der Hydrometeormassen, berech-
net mit dem Bulk-Modell (gestrichelt) und dem Referenzmodell (durchgezogen) bei
Nd = 14 Tropfen innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls und den Feuchteregimen
RH = 86 % (rot), RH = 99 % (blau) und RH = 101 % (grün).

geht der gesamte Wasserdampf in die Kugelschale über, im Fall n > 1 der 1/n3-fache
Anteil des vom Tropfen freigesetzten Wasserdampfs. Der restliche Anteil wird an die
Umgebung abgegeben. Wir wählen für unsere Berechnungen n = 1.8. Dieser Wert wird im
Folgenden durch den Vergleich zu FEM-Simulationen begründet. Idealerweise sollte der
Wert dieses Parameters jedoch aus Beobachtungen der tatsächlichen lokalen Interaktion
zwischen Eiskristallen und Tropfen bestimmt werden. Allerdings sind entsprechende
Beobachtungsdaten nicht bekannt.

Um den gewählten Verteilungsparameter zu begründen, wird ein Vergleich des Modells
aus Abschnitt 5.1.1 mit dem Referenzmodell durchgeführt. Hierbei werden die zeitlichen
Entwicklungen der Tropfen- und Eiskristallmasse verglichen. Als Umgebungsbedingungen
werden die eingangs beschriebenen Werte verwendet. Als Tropfenanzahl werden die
Werte Nd = 14 sowie Nd = 38 verwendet und die Tropfen sind beide Male 7.5 Eisradien
von der Oberfläche des Eiskristalls entfernt. Die Konfiguration der FEM-Simulation
entspricht derjenigen aus Unterabschnitt 4.3.3, wobei in diesem Fall nur die Nd Tropfen
an den Lebedev-Punkten um den Eiskristall vorhanden sind.
In Abbildung 5.3a sind die zeitlichen Entwicklungen der Tropfenmasse für die drei

Feuchteregime RH = 86 %, RH = 99 % und RH = 101 % bei Nd = 14 umgebenden
Tropfen abgebildet, die mit dem Bulk-Modell sowie dem Referenzmodell berechnet
wurden. Es zeigt sich, dass mit der Parameterwahl n = 1.8 eine zufriedenstellende
Übereinstimmung erreicht wird. Dabei werden die Tropfenmassen vom Modell etwas
unterschätzt, die Eiskristallmassen hingegen überschätzt, siehe Abbildung 5.3b. Wird
die Anzahl der Tropfen innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls auf Nd = 38 erhöht,
ergibt sich ein ähnliches Bild, vergleiche Abbildung 5.4. Bei numerischen Experimenten
zeigt sich, dass die Überschätzung in der Eismasse durch einen anderen Wert für n
reduziert werden kann. Allerdings wird in diesem Fall die Übereinstimmung für die
Tropfenmassen schlechter.
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Abbildung 5.4: Wie in Abbildung 5.3 mit Nd = 38 Tropfen innerhalb der Einflusskugel
des Eiskristalls.

5.1.3 Illustration des Modells

In diesem Abschnitt illustrieren wir das Verhalten des entwickelten Modells (5.25)
anhand einer Beispielsituation. Hierzu sei die Umgebungstemperatur T∞ = −15 ◦C
und der Umgebungsdruck p∞ = 650 hPa. Alle Hydrometeore haben zu Beginn Um-
gebungstemperatur und die Anfangsradien für die Tropfen und den Eiskristall seien
rd(0) = 10 µm und Ri(0) = 100 µm. Die restlichen Parameter haben die im vorangegan-
genen Abschnitt 5.1.2 beschriebenen Werte. Wir werden nacheinander die Feuchteregime
RH = 85 %, RH = 93.2 % und RH = 101 % betrachten. Das erste Regime ist untersättigt
und das letzte übersättigt, jeweils bezüglich flüssigem Wasser und Eis. Das Feuchteregime
RH = 93.2 % ist übersättigt bezüglich Eis, aber untersättigt bezüglich flüssigem Wasser.
Die Differentialgleichungen (5.25) wurden mit dem BDF2-Verfahren (Hairer u. a., 1993,
Kapitel III.1 Gleichung 1.22’) und der Schrittweite ∆t = 1 · 10−3 s gelöst.

Der zeitliche Verlauf der Tropfen- und Eismasse im untersättigten Regime RH = 85 %
ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Aus der Abbildung ist erkennbar, dass die Tropfen
verdampfen und der Eiskristall anwächst. Dies illustriert die lokale Interaktion zwischen
den Hydrometeoren. Gemäss der klassischen Maxwell-Theorie aus Abschnitt 2.3, das
bedeutet ohne jegliche direkte Interaktion der Hydrometeore, müssten sowohl die Tropfen
als auch der Eiskristall verdampfen, da sich das gesamte System in einer untersättigten
Umgebung befindet. Wird jedoch die direkte Interaktion berücksichtigt, so reicht der
freigesetzte Wasserdampf der verdampfenden Tropfen aus, um für den Eiskristall lokal
eine Übersättigung zu schaffen und diesen hierdurch anwachsen zu lassen. Der lokale
Charakter dieser Interaktion kann deutlicher gezeigt werden, wenn die Anzahl der
Tropfen in der Einflusskugel des Eiskristalls von Nd = 40 auf Nd = 5 reduziert wird, siehe
Abbildung 5.6. Die Tropfen sind nach 9 s verdampft, siehe Abbildung 5.6a. Hierdurch
entfällt die lokale Wasserdampfquelle für den Eiskristall. Wegen der Relaxation in
(5.25e), wird der Eiskristall nun den Umgebungsbedingungen ausgesetzt und beginnt,
aufgrund der Untersättigung in der Umgebung, zu verdampfen, siehe Abbildung 5.6b.
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Abbildung 5.5: Zeitlicher Verlauf der Tropfen- und Eiskristallmasse für das Bulk-
Modell bei RH = 85 % und Nd = 40 Tropfen.
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Abbildung 5.6: Zeitlicher Verlauf der Tropfen- und Eiskristallmasse für das Bulk-
Modell bei RH = 85 % und Nd = 5.
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Abbildung 5.7: Zeitlicher Verlauf der Tropfen- und Eiskristallmasse für das Bulk-
Modell bei RH = 93.2 % (rote Kurve) und RH = 101 % (blaue Kurve).

In den Feuchteregimen RH = 93.2 % und RH = 101 % sind die zeitlichen Verläufe der
Tropfen- und Eismassen qualitativ gleich, siehe Abbildung 5.7. In beiden Fällen ist die
Umgebung bezüglich Eis übersättigt. Im Fall RH = 101 % ist auch eine Übersättigung
bezüglich flüssigem Wasser vorhanden und gemäss der Maxwell-Theorie wird ein An-
wachsen der Tropfen erwartet. Die Tropfen sind jedoch genügend nahe am Eiskristall
und beginnen zu verdampfen, siehe Abbildung 5.7a, denn durch den lokalen Einfluss
verursacht der Eiskristall eine Untersättigung bezüglich Wasser.

5.1.4 Diskussion des Modellansatzes

Bereits Srivastava (1989) kritisierte die Verwendung der Maxwell-Theorie für die Be-
schreibung des Tropfenwachstums. Es wurde die Notwendigkeit einer lokalen Betrachtung
herausgestellt, da die Wasserdampfdichte in einem Luftpaket räumlich variabel ist und
das Tropfenwachstum entscheidend von dieser abhängt. Mit der lokalen Betrachtungs-
weise können diese Variationen besser berücksichtigt werden. Der Bezug des lokalen
Wertes zum globalen Wert der Wasserdampfdichte wird durch eine Relaxation des
lokalen Wertes auf den globalen Wert sichergestellt. Diese Ideen wurden im Modell
aus Abschnitt 5.1.1 ebenfalls verwendet. Im vorgestellten Modell wurde explizit ein
lokales Volumen um den Eiskristall definiert und der Effekt, der sich darin befindlichen
Tropfen, auf die Wasserdampfdichte einbezogen. Ein ähnliches Konzept findet sich in
Marshall und Langleben (1954). Die Autoren betrachten ebenfalls ein lokales Volumen
um einen Eiskristall. Der Effekt der Tropfen wird hingegen durch eine kontinuierliche
Tropfenverteilung modelliert. Hierdurch werden separate Wachstumsgleichungen für die
Tropfen innerhalb des lokalen Volumens vermieden. Der Modellansatz aus Abschnitt
5.1.1 kombiniert diese Ideen. Zusätzlich wurde bei der Konstruktion des Modells dar-
auf geachtet mit den Informationen auszukommen, die üblicherweise in numerischen
Modellen verfügbar sind.
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Tropfen- Umgebungs- Tropfen- Asymptotische Relative
anzahl feuchte temperatur Gleichgewichtstemperatur Abweichung
Nd = 14 RH = 86 % 257.6269 K 257.6272 K 1.16 · 10−6

Nd = 14 RH = 99 % 258.1159 K 258.1128 K 1.20 · 10−5

Nd = 14 RH = 101 % 258.1907 K 258.1871 K 1.39 · 10−5

Nd = 38 RH = 86 % 257.6276 K 257.6272 K 1.55 · 10−6

Nd = 38 RH = 99 % 258.1160 K 258.1128 K 1.24 · 10−5

Nd = 38 RH = 101 % 258.1907 K 258.1871 K 1.39 · 10−5

Tabelle 5.1: Vergleich der Grenztemperatur der Tropfen in den FEM-Simulationen mit
der asymptotischen Gleichgewichtstemperatur aus (2.106).

Im Gegensatz zur Kopplungsgleichung (5.25e) für die Wasserdampfdichte ρv,∗, wer-
den lokale Effekte der Tropfen in der Kopplungsgleichung (5.25f) für die Temperatur
T∗ nicht berücksichtigt. In der Herleitung des Modells wurde dies durch die effiziente
Wärmeleitung in der Luft begründet. Um dies zu verdeutlichen, werden die Grenztempe-
raturen der Hydrometeore in der Beispielsituation aus Unterabschnitt 5.1.3 betrachtet.
Es wird die Gleichgewichtstemperatur aus der direkten FEM-Simulation durch das
Referenzmodell mit der asymptotischen Gleichgewichtstemperatur (2.106) verglichen.
Unterscheiden sich diese Temperaturen wesentlich, ist das ein Hinweis auf eine lokale
Interaktion zwischen den Hydrometeoren, denn die asymptotische Gleichgewichtstempe-
ratur wird ausschliesslich durch die Umgebungswerte bestimmt. In diesem Fall sollte die
lokale Interaktion in der Temperaturgleichung (5.25f) berücksichtigt werden. Da in den
FEM-Simulationen jeweils 14 oder 38 Tropfen um den Eiskristall verteilt sind, wurden
deren individuelle Grenztemperaturen arithmetisch gemittelt. Wichtig hierbei ist, dass
sich die Grenztemperaturen der einzelnen Tropfen nie mehr als 1 · 10−4 K voneinander
unterscheiden. Tabelle 5.1 enthält die gemittelten Grenztemperaturen der Tropfen sowie
die zugehörige asymptotische Gleichgewichtstemperatur. Es zeigen sich nur geringe
absolute und relative Abweichungen. In Tabelle 5.2 sind die analogen Werte für den
Eiskristall aufgetragen. Auch in diesem Fall zeigen sich nur geringe absolute und relative
Abweichungen. Aus diesen Resultaten schliessen wir, dass keine weiteren Terme in der
Kopplungsgleichung für die Temperatur T∗ erforderlich sind.

Abschliessend wird die Wahl der Parameter aus Abschnitt 5.1.2 näher beleuchtet. In
diesem Abschnitt wurde auf die Unsicherheiten bei der Parameterwahl hingewiesen, da
entsprechende Beobachtungsdaten nicht verfügbar sind. Allerdings können Extremfälle
betrachtet werden, die den möglichen Effekt der lokalen Interaktion bei Verwendung
des vorgeschlagenen Modells veranschaulichen. Hierzu wird die Interaktionsgleichung
(5.37) in die generische Form

dρv,∗
dt = d

dt

(
ρv(Rd)

)
− Nd

VkV

dmw

dt − C (ρv,∗ − ρv(Rd)) , (5.46)

mit einem Parameter C > 0, gebracht. Für den Parameter C bieten sich die zwei
Extremfälle

(1) C = 0,
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Tropfen- Umgebungs- Eiskristall- Asymptotische Relative
anzahl feuchte temperatur Gleichgewichtstemperatur Abweichung
Nd = 14 RH = 86 % 258.1393 K 258.1338 K 2.13 · 10−5

Nd = 14 RH = 99 % 258.6582 K 258.6575 K 2.71 · 10−6

Nd = 14 RH = 101 % 258.7374 K 258.7375 K 3.87 · 10−7

Nd = 38 RH = 86 % 258.1466 K 258.1338 K 4.95 · 10−5

Nd = 38 RH = 99 % 258.6593 K 258.6575 K 6.96 · 10−6

Nd = 38 RH = 101 % 258.7376 K 258.7375 K 3.86 · 10−7

Tabelle 5.2: Vergleich der Grenztemperatur des Eiskristalls in den FEM-Simulationen
mit der asymptotischen Gleichgewichtstemperatur aus (2.106).

(2) C →∞

an. Der erste Extremfall entspricht der Vernachlässigung der Relaxation der Kopp-
lungsdichte ρv,∗ auf den Gleichgewichtswert ρv(Rd). Konzeptionell wird hierbei die
Diffusion von Wasserdampf vom Interaktionsradius in die Umgebung vernachlässigt.
Die Wasserdampfdichte am Interaktionsradius kann daher nur durch das Anwachsen
oder Verdampfen der Hydrometeore verändert werden. Im zweiten Extremfall wird eine
instantane Relaxation auf den Gleichgewichtswert betrachtet. Dies kommt der Sichtweise
der Maxwell-Theorie nahe. Der Unterschied zur Maxwell-Theorie, also der Vernach-
lässigung der lokalen Interaktion, besteht in der Verwendung der Kopplungswerte ρv,∗
und T∗, an Stelle der Umgebungswerte ρv,∞ und T∞ in den Wachstumsgleichungen der
Tropfen (5.25a) und (5.25b). Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 5.8 die zeitlichen
Entwicklungen der Tropfen- und Eiskristallmasse, zusammen mit den entsprechenden
Extremfällen abgebildet, wobei das Szenario aus Unterabschnitt 5.1.3 mit RH = 85 %
und Nd = 40 verwendet wurde. Da gerade im bezüglich Wasser untersättigten Bereich
die lokale Interaktion wichtig sein kann, zeigen die Graphen der Extremfälle einen
entsprechend grossen Abstand zueinander.

5.1.5 Approximative Gleichungen

In Unterabschnitt 2.3.2 wurde eine Möglichkeit aufgezeigt, die Wachstumsgleichungen
eines Hydrometeors zu vereinfachen. Hierbei wurde die Temperaturgleichung des Hydro-
meteors eliminiert. Analog dazu können die Temperaturgleichungen (5.25b) und (5.25d)
eliminiert werden. Werden die entsprechenden Berechnungen wie in Abschnitt 2.3.2
ausgeführt, ergibt sich die approximative Gleichung

dmw

dt = 4π(
Llv(T∞)
RvT∞

− 1
)
Llv(T∞)aw
K0T∞

+ RvT∞aw
αdD0pl,∞(T∞)

rdrE
rE − rd

(S∗ − aw)

=: Gl
rdrE
rE − rd

(S∗ − aw)
(5.47)
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Abbildung 5.8: Zeitlicher Verlauf der Tropfen- und Eiskristallmasse für das Bulk-
Modell bei RH = 85 % und Nd = 40 (rote Kurve). Die möglichen Extremfälle entsprechen
C = 0 (blaue Kurve) und C →∞ (grüne Kurve) in der Kopplungsgleichung (5.46).

für die Änderung der Tropfenmasse und
dMw

dt = 4π(
Liv(T∞)
RvT∞

− 1
)
Liv(T∞)Aw
K0T∞

+ RvT∞Aw
αiD0pi,∞(T∞)

RiRd
Rd −Ri

(S∗,i −Aw)

=: Gi
RiRd
Rd −Ri

(S∗,i −Aw)
(5.48)

für die Änderung der Eiskristallmasse. Mit aw wird die Aktivität des Aerosols im Tropfen
und mit Aw die Aktivität des Aerosols im Eiskristall bezeichnet. Die Sättigungsverhält-
nisse S∗ und S∗,i sind durch

S∗ = ρv,∗RvT∞
pl,∞(T∞) sowie S∗,i = ρv,∗RvT∞

pi,∞(T∞) (5.49)

gegeben.
Zusätzlich zur Eliminierung der Temperaturgleichungen der Hydrometeore werden wir

Gleichung (5.25f) für die Kopplungstemperatur T∗ ignorieren, denn diese beschreibt le-
diglich die zeitliche Entwicklung des Vorgabewertes der Temperatur durch den Eiskristall.
Da jedoch die Kopplungstemperatur in Gleichung (5.25e) der Kopplungsdichte im Vor-
gabewert ρv(Rd) des Eiskristalls enthalten ist, muss die Berechnung des Vorgabewertes
angepasst werden. Eine Anpassung ist auf zwei Arten möglich:

(1) Approximation der Oberflächendichte,

(2) Grenzfall RE →∞.

Für die erste Möglichkeit werden dieselben Gleichungen (5.27) und (5.29) verwendet
und die Oberflächendichte ρv,i durch

ρv,i ≈
pi,∞(Ti)
RvTi

≈ pi,∞(T∞)
RvT∞

(5.50)
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approximiert. Hierbei wurde, analog zu (5.31), zunächst der Einfluss der Krümmung und
des Aerosols vernachlässigt und anschliessend die Temperatur Ti des Eiskristalls durch
die Umgebungstemperatur T∞ ersetzt. Hierdurch ergibt sich eine direkte Übertragung
der ursprünglichen Gleichung für die Kopplungsdichte und die Kopplung ist unverändert.
Allerdings bleibt die Gleichung für die Kopplungsdichte ρv,∗ weiterhin kompliziert.

Die zweite Möglichkeit zur Approximation des Vorgabewertes ρv(Rd) liefert eine etwas
einfachere Gleichung für die Kopplungsdichte ρv,∗. Hierzu wird der Grenzfall RE →∞
in (5.27) betrachtet. Mit derselben Approximation an die Oberflächendichte ρv,i wie in
der ersten Möglichkeit, ergibt sich für den Vorgabewert

ρv(Rd) ≈ ρv,∞ + (ρv,i − ρv,∞) Ri
Rd

= ρv,∞ +
(
pi,∞(Ti)
RvTi

Aw exp
( 2σi(Ti)
Rvρi(Ti)TiRi

)
− ρv,∞

)
Ri
Rd

≈ ρv,∞ +
(
pi,∞(Ti)
RvTi

− ρv,∞
)
Ri
Rd

≈ ρv,∞ +
(
pi,∞(T∞)
RvT∞

− ρv,∞
)
Ri
Rd

.

(5.51)

Für die Berechnung der zeitlichen Ableitung werden (5.35) sowie die Clausius-Clapeyron-
Gleichung wie in (5.32) verwendet. Damit folgt

d
dt

(
ρv(Rd)

)
≈
(

1− Ri
Rd

) dρv,∞
dt + Ri

Rd

d
dt

(
pi,∞(T∞)
RvT∞

)
+
(
pi,∞(T∞)
RvT∞

− ρv,∞
)
Rd −Ri
R2
d

dRi
dt

=
(

1− Ri
Rd

) dρv,∞
dt + Ri

Rd

pi,∞(T∞)
RvT 2

∞

(
Liv(T∞)
RvT∞

− 1
) dT∞

dt

+
(
pi,∞(T∞)
RvT∞

− ρv,∞
)
Rd −Ri
R2
d

dRi
dt

=
(

1− Ri
Rd

) dρv,∞
dt + Ri

Rd

pi,∞(T∞)
RvT 2

∞

(
Liv(T∞)
RvT∞

− 1
) dT∞

dt

+
(
pi,∞(T∞)
RvT∞

− ρv,∞
)

Rd −Ri
4πρi(T∞)R2

iR
2
d

dMw

dt .

(5.52)

Auch in diesem Fall werden die zeitlichen Ableitungen der Umgebungswasserdampfdichte
ρv,∞ und der Umgebungstemperatur T∞ als 0 angenommen. Diese Ableitungen werden
hingegen bei der Betrachtung eines Luftpaketes in Abschnitt 5.2 relevant.
Zusammenfassend besteht das vereinfachte Modell aus den prognostischen Variablen

x = (mw, Mw, ρv,∗) (5.53)

und den zugehörigen Gleichungen

dmw

dt = Gl
rdrE
rE − rd

(S∗ − aw) , (5.54a)
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Abbildung 5.9: Zeitlicher Verlauf der Tropfen- und Eiskristallmasse berechnet mit dem
vollständigen Modell (rote Kurve) und den vereinfachten Gleichungen (blaue Kurve). In
(5.54c) wurde hierbei der letzte Summand entfernt.

dMw

dt = Gi
RiRd
Rd −Ri

(S∗,i −Aw) , (5.54b)

dρv,∗
dt = d

dt

(
ρv(Rd)

)
− Nd

αdVkV

dmw

dt −
3D0
Rd

ρv,∗ − ρv(Rd)
RE −Rd

. (5.54c)

Sowohl die Vorgabedichte ρv(Rd) des Eiskristalls als auch deren zeitliche Ableitung
können entweder mit denselben Gleichungen wie im vollständigen Modell (zuvor dis-
kutierte erste Möglichkeit) oder mit den weiter vereinfachten Gleichungen (5.51) und
(5.52) berechnet werden (zuvor diskutierte zweite Möglichkeit).

Das vereinfachte Modell besitzt, neben den Variablen mw und Mw für die Wassermas-
sen des Tropfens und des Eiskristalls, noch eine dritte Variable für die Wasserdampfdichte
am Interaktionsradius. Wünschenswert wäre ein vereinfachtes Modell, das lediglich die
Variablen für die Wassermassen beinhaltet. Wäre in (5.54c) der Relaxationsanteil, das
heisst der dritte Summand, nicht vorhanden, so könnte die rechte Seite dieser Gleichung
– approximativ – als eine Zeitableitung geschrieben werden. In diesem Fall wäre die
Elimination dieser Gleichung ebenfalls möglich. Tatsächlich kann dieser Summand nicht
entfernt werden, da dies zu unphysikalischem Verhalten führt. Wir illustrieren dieses
unphysikalische Verhalten anhand des Beispiels aus Abschnitt 5.1.3 mit RH = 85 %
und Nd = 5 Tropfen. In Abbildung 5.9 ist die Lösung des vollständigen Gleichungssys-
tems (5.25) sowie die Lösung des vereinfachten Systems (5.54) abgebildet, wobei der
letzte Summand in (5.54c) entfernt wurde. Dies entspricht dem Extremfall C = 0 aus
dem vorangegangenen Abschnitt 5.1.4. Zu Beginn verdampft der Tropfen und setzt
hierbei Wasserdampf frei. Da der Eiskristall als alleinige Senke diesen Wasserdampf
nicht genügend schnell abbaut, kann sich der Tropfen stabilisieren und verdampft nicht
weiter, siehe Abbildung 5.9a. Die Kopplungsdichte ρv,∗ wurde durch das anfängliche
Verdampfen des Tropfens erhöht und bewirkt ein schnelleres sowie länger andauerndes
Wachstum des Eiskristalls, siehe Abbildung 5.9b.
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mw Möglichkeit (1) Möglichkeit (2)
RH = 101 % 1.04 · 10−3 5.37 · 10−3

RH = 93.2 % 2.31 · 10−3 2.76 · 10−3

RH = 85 % 1.55 · 10−2 1.92 · 10−2

Mw

RH = 101 % 1.24 · 10−4 1.27 · 10−4

RH = 93.2 % 9.94 · 10−5 1.01 · 10−4

RH = 85 % 7.31 · 10−5 7.27 · 10−5

Tabelle 5.3: Relative Fehler der approximativen Gleichungen in der Wassermasse mw

der Tropfen und der Wassermasse Mw des Eiskristalls im Vergleich zur Lösung des
vollständigen Modells. Die Spalten entsprechen den im Unterabschnitt 5.1.5 vorgestellten
Möglichkeiten zur Approximation von ρv(Rd).

Beispiel für die Approximationsgüte

Um die Güte der approximativen Gleichungen zu illustrieren, verwenden wir das in
Unterabschnitt 5.1.3 beschriebene Beispiel und geben die relativen Fehler in der Was-
sermasse mw der Tropfen sowie in der Wassermasse Mw des Eiskristalls an. Tabelle
5.3 enthält die relativen Abweichungen in mw und Mw der Lösung der approximativen
Gleichungen zur Referenzlösung von (5.25). Die jeweiligen Lösungen wurden numerisch
mit dem BDF2-Verfahren (Hairer u. a., 1993, Kapitel III.1 Gleichung 1.22’) mit einem
Zeitschritt ∆t = 1 · 10−3 s auf dem Zeitintervall [0 s, 15 s] berechnet. Da im vorangegange-
nen Abschnitt zwei Möglichkeiten zur Approximation vorgestellt wurden, sind in Tabelle
5.3 die relativen Abweichungen für beide Möglichkeiten angegeben. Es zeigt sich, dass
Möglichkeit (1), das heisst die Approximation der Oberflächendichte des Eiskristalls,
etwas genauere Resultate liefert als Möglichkeit (2).
In diesen Fällen tritt kein vollständiges Verdampfen von Tropfen auf. Dies wird

hingegen in den Box-Modell Simulationen in Abschnitt 5.2.2 auftreten und nach einer
kompletten Verdampfung kann die Approximationsgüte schlechter sein als in Tabelle 5.3
gezeigt. Der Grund liegt möglicherweise im Auftreten von systematischen Fehlern bei der
einfachen Approximation der Wasserdampfdichte an der Oberfläche der Hydrometeore,
vergleiche die Diskussion in Unterabschnitt 2.5.1.

5.2 Box-Modell

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das Modell aus Abschnitt 5.1 in ein sogenann-
tes „Box-Modell“ eingebettet werden kann. Einem Box-Modell liegt die Idee eines
thermodynamisch abgeschlossenen Luftpaketes zugrunde, das eine vorgegebene adia-
batische Vertikalbewegung ausführt. Thermodynamische Abgeschlossenheit bedeutet,
dass kein Massen- oder Energieaustausch des Luftpaketes mit der Umgebung stattfindet.
Das Box-Modell wird dazu verwendet, die zeitlichen Verläufe der Konzentrationen der
verschiedenen Formen des Wassers zu berechnen. Aus diesem Grund eignet sich ein
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Box-Modell zum Studium des Verhaltens einer einzelnen Wolke (Wang, 2013, Kapitel
12; Rogers und Yau, 1989, Kapitel 3).

Für das Box-Modell betrachten wir im Folgenden ein thermodynamisch abgeschlossenes
Luftpaket. Die Temperatur T∞ und der Druck p∞ der feuchten Luft im Luftpaket
seien uniform. Das Wasser im Luftpaket sei aufgeteilt auf Wasserdampf, Tropfen und
Eispartikel. Die zugehörigen Massen seien Mv für den Dampf, Ml für das flüssige
Tropfenwasser und Mi für das feste Eiswasser. Zudem befinde sich trockene Luft der
Masse Mt im Luftpaket. Aufgrund der Abgeschlossenheitsannahme sind die Masse der
trockenen Luft Mt sowie die Gesamtwassermasse Mv +Ml +Mi konstant.

5.2.1 Beschreibung des Box-Modells
Luftpaket

Die Atmosphäre befindet sich in guter Näherung im hydrostatischen Gleichgewicht
(Holton, 2004, Kapitel 2.3.4), weshalb die vertikale Druckänderung durch

dp∞
dz = −gρ∞ (5.55)

beschrieben werden kann. Hierbei bezeichnet g die Erdbeschleunigung und ρ∞ die Dichte
der feuchten Luft. Besitzt das Luftpaket die Vertikalgeschwindigkeit w(t), folgt aus
(5.55) die Druckgleichung

dp∞
dt = dp∞

dz
dz
dt = −gρ∞w(t) = −g p∞

RT∞
w(t), (5.56)

wobei die ideale Gasgleichung für feuchte Luft verwendet wurde. Die spezielle Gaskon-
stante R für die feuchte Luft ist durch

R = Rt

(
1 + 1− ε

ε

qv
1 + qv

)
(5.57)

gegeben (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 2). Das Mischungsverhältnis qv des Wasser-
dampfes sowie die Konstante ε, die das Verhältnis der speziellen Gaskonstante Rt von
trockener Luft zur speziellen Gaskonstante Rv von Wasserdampf angibt, sind durch

qv = Mv

Mt
und ε = Rt

Rv
≈ 0.622 (5.58)

definiert.
Wegen der Vertikalbewegung ändert sich neben dem Druck auch die Temperatur T∞.

Solange keine Kondensation im Luftpaket auftritt, folgt aus der Energieerhaltung die
Gleichung (Pruppacher und Klett, 1997, Kapitel 12; oder Wang, 2013, Kapitel 12)

cp,f dT∞ − α dp∞ = 0. (5.59)

Das in (5.59) auftretende spezifische Volumen α der feuchten Luft ist durch αρ∞ = 1
definiert und die spezifische Wärmekapazität cp,f der feuchten Luft ist als

cp,f = cp,t

(
1 +

(
cp,v
cp,t
− 1

)
qv

1 + qv

)
(5.60)
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gegeben (Rogers und Yau, 1989, Kapitel 2). Hierbei ist cp,t die spezifische Wärmeka-
pazität von trockener Luft. Mit der Druckgleichung (5.56) ergibt sich aus (5.59) die
Differentialgleichung

dT∞
dt = α

cp,f

dp∞
dt = −g α

cp,f
ρ∞w(t) = − g

cp,f
w(t) (5.61)

für die Temperaturänderung im Luftpaket ohne Kondensation.
Wird die Kondensation mit einbezogen, so muss neben der Temperaturänderung,

aufgrund der Vertikalbewegung des Luftpaketes, auch die latente Wärme beim Anwachsen
oder Verdampfen der Hydrometeore berücksichtigt werden. Gemäss Abschnitt 2.1 ändert
sich die Temperatur Tk eines Hydrometeors ωk nach der Gleichung

cp,kmk
dTk
dt = L

dmk

dt +
∫
∂ωk

K〈∇T,N〉dσ, (5.62)

wobei cp,k die spezifische Wärmekapazität des Hydrometeors ωk bezeichnet, mk seine
Masse, L die latente Wärme, K die thermale Konduktivität und N den Normalenvektor
an die Oberfläche ∂ωk. Insbesondere ist die Wärmemenge, die vom Hydrometeor an
das Luftpaket abgegeben wird, nur durch die thermale Konduktion bestimmt, also dem
zweiten Summanden auf der rechten Seite von (5.62). Mit anderen Worten ist die vom
Hydrometeor ωk abgegebene Wärmemenge −dQKonduktion an das Luftpaket durch die
Rate

− dQKonduktion
dt =

∫
∂ωk

K〈∇T,N〉 dσ (5.63)

bestimmt. Für die Wärmeänderung des Luftpaketes durch Konduktion gilt

cp,f (Mv +Mt) dT∞ = −dQKonduktion (5.64)

und mit (5.63) ergibt sich die Rate

dT∞
dt = − 1

cp,f (Mv +Mt)

∫
∂ωk

K〈∇T,N〉 dσ. (5.65)

Da die Wärmeänderungen des Luftpaketes durch den Aufstieg und durch Konduktion
unabhängig sind, ergibt sich die Gesamtwärmeänderung als die Summe von (5.61) und
(5.65) zu

dT∞
dt = − g

cp,f
w(t)− 1

cp,f (Mv +Mt)
∑
k

∫
∂ωk

K〈∇T,N〉 dσ. (5.66)

Die Summe in (5.66) erstreckt sich über alle im Luftpaket enthaltenen Hydrometeore.
In der Literatur wird für die Temperaturänderung die Gleichung

dT∞
dt = − g

cp,f
w(t) + 1

cp,f (Mv +Mt)
∑
k

L
dmk

dt (5.67)

anstelle von Gleichung (5.66) angegeben, siehe beispielsweise Pruppacher und Klett
(1997, Gleichung 12.15; mit angepasster Notation). Gleichung (5.67) wird unter der
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Annahme eines räumlichen und zeitlichen thermodynamischen Gleichgewichts hergeleitet.
Tatsächlich geht die hier hergeleitete Gleichung (5.66) in diesem Fall in (5.67) über, denn
im Gleichgewicht muss die von einem Hydrometeor abgeführte Wärme durch Konduktion
gerade der zugeführten Wärme durch die Kondensation oder Verdampfung entsprechen.
In diesem Fall verschwindet die linke Seite in (5.62) und es folgt die Äquivalenz von
(5.66) und (5.67). In Kapitel 2 wurde auf die schnelle Relaxation der Temperatur eines
Hydrometeors auf die entsprechende Gleichgewichtstemperatur hingewiesen. Daher
verschwindet die zeitliche Ableitung der Temperatur des Hydrometeors in (5.62) sehr
schnell und (5.67) ist eine adäquate Approximation an (5.66).

Hydrometeore innerhalb des Luftpaketes

Für die Einbettung des Modells aus Abschnitt 5.1 in das Box-Modell, wird zuerst die
Beschreibung der Wassermassen präzisiert. Die Gesamtmasse der flüssigen Tropfen
sei Ml. Diese Gesamtmasse teilen wir auf in die Gesamtmasse M i

l aller Tropfen, die
sich innerhalb einer Einflusskugel eines Eiskristalls befinden, und in die Gesamtmasse
Ma
l aller Tropfen, die sich ausserhalb jeder Einflusskugel von Eiskristallen befinden.

Die Gesamtmasse aller Eiskristalle sei Mi. Entsprechend der Massen werden auch die
Temperaturen der Hydrometeore in T id, T ad und Ti aufgeteilt.

Wir nehmen ab jetzt monodisperse Massenverteilungen an. Wie in Abschnitt 5.1, sei
Nd die Anzahl der Tropfen innerhalb jeder Einflusskugel eines Eiskristalls, Ni die Anzahl
Eiskristalle pro Kilogramm trockener Luft und N a

d die Anzahl Tropfen pro Kilogramm
trockener Luft ausserhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle. Für die Gesamtmasse der
Eiskristalle gilt Mi = NiMw, wobei Mw die Masse eines einzelnen Eiskristalls bezeichnet,
vergleiche Abschnitt 5.1.1. Zusätzlich sind die Mischungsverhältnisse qal für alle Tropfen
ausserhalb von Eiseinflusskugeln und qil für alle Tropfen innerhalb von Eiseinflusskugeln
durch

qal := Ma
l

Mt
und qil := M i

l

Mt

(5.68)

definiert. Mit diesen Definitionen ergeben sich die Gleichungen

qi = NiMw sowie ql = qal + qil = N a
dm

a
w +NdNimi

w. (5.69)

Wie in Abschnitt 5.1.1, werden stets kugelförmige Hydrometeore angenommen. Da-
her lassen sich die Oberflächenintegrale in (5.66) wie in (2.60) berechnen. Für die
Temperaturgleichung (5.66) ergibt sich damit

dT∞
dt = − g

cp,f
w(t)− 1

cp,f (Mv +Mt)
(N a

dMt4πradK0(T∞ − T ad )

+NdNiMt4πridK0(T∞ − T id) +NiMt4πRiK0(T∞ − Ti))

= − g

cp,f
w(t)− 4πK0Mt

cp,f (Mv +Mt)
(N a

d r
a
d(T∞ − T ad )

+NdNirid(T∞ − T id) +NiRi(T∞ − Ti))

= − g

cp,f
w(t)− 4πK0

cp,f (1 + qv)
(N a

d r
a
d(T∞ − T ad )

+NdNirid(T∞ − T id) +NiRi(T∞ − Ti)).

(5.70)

131



Kapitel 5 Bulk-Modell

Hierbei wurde ausgenutzt, dass beispielsweise NiMt die Anzahl der Eiskristalle im
Luftpaket angibt und dass

Mt

Mv +Mt
= 1

1 + Mv
Mt

= 1
1 + qv

, (5.71)

mit dem Mischungsverhältnis qv des Wasserdampfes, gilt. Für die Gleichgewichtsversion
(5.67) der Temperaturgleichung folgt analog

dT∞
dt = − g

cp,f
w(t) + 1

cp,f (Mv +Mt)

(
N a
dMtLlv(T ad )dma

w

dt

+NdNiMtLlv(T id)
dmi

w

dt +NiMtLiv(Ti)
dMw

dt

)

= − g

cp,f
w(t) + 1

cp,f (1 + qv)

(
N a
d Llv(T ad )dma

w

dt

+NdNiLlv(T id)
dmi

w

dt +NiLiv(Ti)
dMw

dt

)
.

(5.72)

Aufgrund der thermodynamischen Abgeschlossenheit des Luftpaketes und der damit
verbundenen Massenerhaltung innerhalb des Paketes, sind die Grössen Mt und Mv +
Ml +Mi konstant. Folglich gilt für das Mischungsverhältnis qv des Wasserdampfes

dqv
dt = −dqal

dt −
dqil
dt −

dqi
dt = −N a

d

dma
w

dt −Ni
(
Nd

dmi
w

dt + dMw

dt

)
. (5.73)

Gleichungen des Box-Modells

Mit den beiden vorangegangenen Unterabschnitten haben wir alle notwendigen Glei-
chungen für das Box-Modell beschrieben. Die Gleichung (5.56) für die Druckänderung,
zusammen mit der Gleichung (5.70) für die Temperaturänderung, beschreiben die Effekte
der Vertikalbewegung des Luftpaketes sowie den Einfluss der latenten Wärme bei der
Kondensation. Insbesondere in der Darstellung der Temperaturgleichung wurde die
Annahme über monodisperse Massenverteilungen verwendet.

Die Differentialgleichungen der Mischungsverhältnisse der Hydrometeore sind wegen
(5.69) durch

dqi
dt = Ni

dMw

dt , (5.74a)
dqal
dt = N a

d

dma
w

dt , (5.74b)

dqil
dt = NdNi

dmi
w

dt (5.74c)

gegeben. Das Mischungsverhältnis des Wasserdampfes erfüllt (5.73). Die Entwicklung
der Eismasse Mw und die Masse mi

w der Tropfen innerhalb der Einflusskugeln von
Eiskristallen sind durch die Modellgleichungen (5.25) aus Abschnitt 5.1.1 bestimmt. Die
Tropfen ausserhalb der Einflusskugeln werden durch die Maxwell-Theorie beschrieben,
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das heisst ma
w und T ad erfüllen (2.86). Damit sind die prognostischen Variablen des

Box-Modells

x =
(
p∞, T∞, Nd, qv, m

a
w, T

a
d , m

i
w, T

i
d, Mw, Ti, ρv,∗, T∗

)
. (5.75)

Wir werden in den Berechnungen stets voraussetzen, dass Nd konstant ist. Falls für Nd

allerdings auch eine Gleichung angegeben werden kann, modelliert diese den Austausch
von Tropfen aus den Einflusskugeln der Eiskristalle in die Umgebung. Eine passende
Gleichung für diesen Austausch muss aus Informationen gewonnen werden, die nicht in
diesem Modell enthalten sind. Konkret ist eine Kopplung an die Intensität der Turbulenz
denkbar, denn diese ändert die Positionen der Hydrometeore oder bewirkt eine Häufung
von Hydrometeoren in gewissen Bereichen (Vaillancourt und Yau, 2000; Grabowski
und Wang, 2013). Zusätzlich zur Vernachlässigung des Tropfenaustausches werden im
beschriebenen Box-Modell die Nukleation sowie die Sedimentation von Hydrometeo-
ren nicht berücksichtigt. Mit Nukleation wird die Neuentstehung von Hydrometeoren
beschrieben und mit Sedimentation deren Ausfallen aus dem Luftpaket.

Weitere Zusammenhänge für das Box-Modell

Im letzten Teil dieses Abschnitts werden weitere, insbesondere für die Implementierung,
relevanten Gleichungen angegeben. Durch die Vorgabe des Umgebungssättigungsver-
hältnisses S∞ bezüglich Wasser gilt für den Partialdruck pv,∞ des Wasserdampfes
pv,∞ = S∞pl,∞(T∞). Aus dem Daltonschen Gesetz kann der Partialdruck pt,∞ der
trockenen Luft aus der Vorgabe des Gesamtdrucks p∞ durch

pt,∞ = p∞ − pv,∞ = p∞ − S∞pl,∞(T∞) (5.76)

berechnet werden. Die zugehörigen Dichten folgen mithilfe der idealen Gasgleichung als

ρv,∞ = pv,∞
RvT∞

= S∞pl,∞(T∞)
RvT∞

und ρt,∞ = pt,∞
RtT∞

. (5.77)

Die in (5.77) benötigten Partialdrücke lassen sich auch aus der Kenntnis des Wasser-
dampfmischungsverhältnisses qv gewinnen. Sei hierzu V ein beliebiges Volumen, dann
gilt wegen der idealen Gasgleichung

qv = Mv

Mt
=

Mv
V
Mt
V

=
pv,∞
RvT∞
pt,∞
RtT∞

= Rt
Rv

pv,∞
pt,∞

= ε
pv,∞
pt,∞

. (5.78)

Aufgrund des Daltonschen Gesetzes folgt mit (5.78) für den Gesamtdruck

p∞ = pt,∞ + pv,∞ = ε
pv,∞
qv

+ pv,∞ =
(
ε

qv
+ 1

)
pv,∞ (5.79)

und daher für den Partialdruck des Wasserdampfs sowie die Wasserdampfdichte

pv,∞ = p∞qv
ε+ qv

und ρv,∞ = pv,∞
RvT∞

= p∞qv
RvT∞ (ε+ qv)

. (5.80)
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Sind der Flüssigwassergehalt („liquid water content“) (LWC) und der Eiswassergehalt
(„ice water content“) (IWC) bekannt, so können über

qi = IWC
ρt,∞

und ql = LWC
ρt,∞

(5.81)

die Mischungsverhältnisse für das Eis und das flüssige Wasser berechnet werden. Wird
die Anzahl Nd von Tropfen in den Einflusskugeln der Eiskristalle sowie die Radien der
Hydrometeore vorgegeben, ergibt sich aus der Kenntnis des LWC und IWC mit (5.81)

Ni = qi
Mw

und N a
d = qal

ma
w

= ql −NdNimi
w

ma
w

. (5.82)

Die zeitlichen Verläufe der Sättigungsverhältnisse bezüglich flüssigem Wasser S∞ und
bezüglich Eis S∞,i können aus den Modellvariablen durch

S∞ = pv,∞
pl,∞(T∞) = p∞ − ρt,∞RtT∞

pl,∞(T∞) und Si,∞ = S∞
pl,∞(T∞)
pi,∞(T∞) (5.83)

berechnet werden.
In Gleichung (5.29) für die Änderungsrate der Kopplungsdichte ist die zeitliche

Ableitung der Umgebungsdichte ρv,∞ enthalten. Diese lässt sich aus der Darstellung
(5.80) mit den Modellvariablen berechnen als

dρv,∞
dt = qv

RvT∞ (ε+ qv)
dp∞
dt + εp∞

RvT∞ (ε+ qv)2
dqv
dt −

p∞qv
RvT 2

∞ (ε+ qv)
dT∞
dt . (5.84)

5.2.2 Beispielsimulationen mit dem Box-Modell
In diesem Abschnitt werden Resultate von Simulationen des zuvor beschriebenen Box-
Modells gezeigt. Für die durchgeführten Simulationen wurden verschiedene Parameter
variiert:

• Der Interaktionsradius Rd durch verschiedene Wahlen für den Parameter D0 aus
(5.23), nämlich

D0 ∈ {5Ri, 15Ri, 30Ri, 50Ri, 100Ri} (5.85)
mit dem Anfangsradius Ri = 100 µm der Eiskristalle.

• Die Anzahl Nd der Tropfen innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle, nämlich

Nd ∈ {40, 100, 200, 500}. (5.86)

• Das Sättigungsverhältnis S∞ bezüglich Wasser, nämlich

S∞ ∈ {0.847, 0.932, 1.01}. (5.87)

Diese Werte entsprechen den Sättigungsverhältnissen

S∞,i ∈ {0.98, 1.079, 1.169} (5.88)

bezüglich Eis.
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• Die Vertikalgeschwindigkeit w des Luftpaketes, nämlich

w ∈ {0 m s−1, −1 m s−1, 1 m s−1}. (5.89)

Gemäss der Diskussion in Unterabschnitt 5.1.2, ist eine Abschätzung der möglichen
Parameterwerte schwierig, denn entsprechende Beobachtungsdaten sind nicht verfügbar.
Insbesondere die Abschätzung der Anzahl Nd von Tropfen innerhalb der Eiseinflussku-
geln unterliegt einer sehr grossen Unsicherheit, da die kleinskalige Turbulenz für die
Anhäufungen der Hydrometeore verantwortlich ist. Daher ist jeder Wert zwischen den
in Unterabschnitt 5.1.2 abgeschätzten Nd = 30 bis Nd = 800 Tropfen möglich, was die
Parameterwahl aus (5.86) erklärt.
Aufgeteilt nach den verwendeten Vertikalgeschwindigkeiten, werden diese Resultate

im Folgenden diskutiert und abschliessend zusammengefasst. Zuvor wird noch die Wahl
von typischen Werten für den LWC und IWC sowie von typischen Radien für die
Hydrometeore diskutiert.
Ergebnisse von direkten Beobachtungsstudien in Mischphasenwolken finden sich

beispielsweise in Fleishauer u. a., 2002; Hobbs u. a., 2001; Pinto u. a., 2001; Noh u. a.,
2013; Zhao und Lei, 2014; Lloyd u. a., 2015; Verlinde u. a., 2007. In Korolev u. a. (2003)
wurden Daten aus verschiedenen Messflügen gesammelt und analysiert. In allen Studien
zeigt sich eine deutliche Streuung der mikrophysikalischen Parameter, insbesondere in
den Werten des LWC und IWC. Als typische Werte verwenden wir LWC = 0.045 g m−3

(Korolev u. a., 2003) sowie IWC = 0.013 g m−3 (Fleishauer u. a., 2002). Der Wert für den
IWC ist etwas kleiner als der durchschnittliche Wert von 0.04 g m−3 aus Korolev u. a.
(2003). Es ist allerdings zu beachten, dass in diesen Durchschnittswert auch Messdaten
von Flüssigwasserwolken eingegangen sind. Ein typischer Wert aus den vorgenannten
Studien für die Radien der Tropfen ist 10 µm. Die Variabilität in den Grössen der
Eiskristalle ist hingegen grösser. Aus den Studien geht hervor, dass die Eiskristalle
in Mischphasenwolken häufig kleiner sind als in Eiswolken (Korolev u. a., 2003). Ein
mittlerer Radius für einen Eiskristall von 100 µm scheint angebracht.
Für die Temperatur T∞ sowie den Gesamtdruck p∞ des Luftpaketes zu Beginn der

Simulationen wurden T∞ = −15 ◦C und p∞ = 650 hPa gewählt. In den Abbildungen der
gezeigten Resultate werden stets auch Extremfälle gezeigt, um die mögliche Intensität
der lokalen Interaktion zu verdeutlichen. Die Extremfälle sind durch C = 0, was der in
Abschnitt 5.1.4 beschriebenen Vernachlässigung der Relaxation der Kopplungsdichte auf
den Gleichgewichtswert entspricht, sowie der klassischen Berechnung, ohne die Berück-
sichtigung der lokalen Interaktion, gegeben. Die zugehörigen Kurven der Extremfälle
werden in den Abbildungen durch „ohne Relaxation“, für den Fall C = 0, und „klassisch“,
für den Fall der Vernachlässigung der lokalen Interaktion, referenziert.

Vertikalgeschwindigkeit w = 0 m s−1

Zuerst wird ein Luftpaket mit verschwindender Vertikalgeschwindigkeit betrachtet. Dieses
kommt der Sichtweise aus der Herleitung des Modells in Abschnitt 5.1 am nächsten.
Im ersten Fall seien Nd = 40 Tropfen in der Einflusskugel von jedem Eiskristall vor-

handen. Der Abstand der Tropfen vom Eiskristall sei D0 = 5Ri = 5 · 100 µm und für die
Umgebungssättigung gelte S∞ = 0.847, was einem Sättigungsverhältnis von S∞,i = 0.98
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Abbildung 5.10: Box-Modell Simulation mit w = 0 m s−1, Nd = 40 Tropfen in jeder
Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 0.847 und einem
Tropfenabstand von D0 = 5Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das vollständige
Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne Relaxation“
(cyan).

bezüglich Eis entspricht. Insbesondere ist die Umgebung bezüglich Eis und Wasser
untersättigt. Die zeitliche Entwicklung des Mischungsverhältnisses qi bezüglich Eis und
des Mischungsverhältnisses ql bezüglich Wasser sind in Abbildung 5.10 dargestellt. Die
Bandbreite der möglichen Werte, die durch die Kurven der beiden Extremfälle markiert
wird, ist in diesem untersättigten Regime sehr gross. Die Kurve für das Mischungsverhält-
nis des Eises verläuft solange entlang der Kurve für den Extremfall „ohne Relaxation“,
bis alle Tropfen innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle verdampft sind, vergleiche
Abbildung 5.10a. Beim ersten Knick der Kurve für das Mischungsverhältnis ql des Was-
sers in Abbildung 5.10b, sind alle Tropfen ausserhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle
verdampft, es gilt qal = 0. Beim zweiten Knick dieser Kurve sind auch alle Tropfen
innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle verdampft, es gilt zusätzlich qil = 0. Durch
die Präsenz der Eiskristalle wird die lokale Wasserdampfdichte ρv,∗ im Vergleich zur
Umgebungswasserdampfdichte ρv,∞ erhöht, da die Umgebung bezüglich Eis untersättigt
ist. Die Tropfen innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle befinden sich daher in einem
etwas weniger untersättigten Umfeld und verdampfen langsamer. Dieser Effekt wurde
bereits in Unterabschnitt 4.3.2 beschrieben. Die Tropfen ausserhalb der Einflusskugeln
sind der massiven Untersättigung der Umgebung ausgesetzt und verdampfen schneller.
Der Knick in der Kurve des Eismischungsverhältnisses qi in Abbildung 5.10a fällt mit
dem Zeitpunkt der vollständigen Verdampfung der Tropfen innerhalb der Einflusskugeln
zusammen. Hierdurch entfällt die lokale Wasserdampfquelle für die Eiskristalle und
sie wachsen langsamer an. Die verdampften Tropfen haben dem Luftpaket genügend
Wasserdampf zugeführt, so dass sich eine Übersättigung bezüglich Eis gebildet hat,
vergleiche Abbildung 5.11. Aus diesem Grund wachsen die Eiskristalle weiter an, obwohl
das Luftpaket zu Beginn der Simulation bezüglich Eis untersättigt war.
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Abbildung 5.11: Zeitliche Entwicklung des Sättigungsverhältnisses S∞,i bezüglich Eis
für dieselbe Simulation wie in Abbildung 5.10.

In einer bezüglich Wasser übersättigten Umgebung mit S∞ = 1.01, ist der lokale
Effekt in den Massenmischungsverhältnissen nur wenig sichtbar. Lediglich für kleine
Entfernungen der Tropfen in den Einflusskugeln vom jeweiligen Eiskristall ist ein Effekt zu
beobachten. Der lokale Effekt tritt unter diesen Umgebungsbedingungen typischerweise
für D0 = 5Ri auf. Falls eine moderate Entfernung von D0 = 30Ri der Tropfen vom
Eiskristall vorgeschrieben wird, so ist selbst mit der hohen Tropfenanzahl von Nd = 500
der lokale Effekt bei S∞ = 1.01 vernachlässigbar, wie Abbildung 5.12 demonstriert. Die
Kurven für die Mischungsverhältnisse weichen nur wenig von den Kurven des Extremfalles
„klassisch“ ab, welche dem Vernachlässigen der lokalen Interaktion entsprechen. In
Abbildung 5.13 ist der zeitliche Verlauf der Temperatur T∞ des Luftpaketes dargestellt.
Im Vergleich zur klassischen Simulation, in welcher der lokale Effekt vernachlässigt
wird, ist das Luftpaket durch die Berücksichtigung der lokalen Effekte wärmer. Diese
Erwärmung wird durch das Freisetzen von latenter Wärme beim Diffusionswachstum
der Hydrometeore verursacht. Die Erwärmung des Luftpaketes hält auch nach 100 s an,
wenn die Tropfenmasse bereits abnimmt und die Tropfen durch ihre Verdampfung das
Luftpaket kühlen. Daher wird die beobachtete Erwärmung durch das Anwachsen der
Eiskristalle hervorgerufen.
Der in den durchgeführten Simulationen grösste Temperatureffekt trat bei einem

Sättigungsverhältnis S∞ = 1.01 bezüglich Wasser in der Umgebung sowie Nd = 500
Tropfen in jeder Eiseinflusskugel mit einem Tropfenabstand D0 = 5Ri auf, vergleiche
Abbildung 5.14a. Das Flüssigwassermischungsverhältnis nimmt bereits nach kurzer Zeit
wieder ab, vergleiche Abbildung 5.14b. Dies zeigt erneut, dass die beobachtete Erwärmung
durch die erhöhte Wachstumsrate der Eiskristalle hervorgerufen wird. Die Erhöhung der
Wachstumsrate wird durch die Anzahl Nd der Tropfen in jeder Eiseinflusskugel sowie
dem Umgebungsmischungsverhältnis beeinflusst. Ist das Luftpaket zu Beginn bezüglich
Wasser übersättigt, so erzeugt der Eiskristall lokal eine Untersättigung bezüglich Wasser
und die verdampfenden Tropfen innerhalb der Einflusskugel erhöhen die Wachstumsrate
des Eiskristalls. Ist das Luftpaket zu Beginn bezüglich Wasser untersättigt, so existieren
aus Sicht der Tropfen in den Einflusskugeln zwei Wasserdampfsenken, nämlich der
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Abbildung 5.12: Box-Modell Simulation mit w = 0 m s−1, Nd = 500 Tropfen in
jeder Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 1.01 und
einem Tropfenabstand von D0 = 30Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das
vollständige Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne
Relaxation“ (cyan).
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Abbildung 5.13: Zeitliche Entwicklung der Temperatur des Luftpaketes für dieselbe
Simulation wie in Abbildung 5.12.
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Abbildung 5.14: Box-Modell Simulation mit w = 0 m s−1, Nd = 500 Tropfen in
jeder Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 1.01 und einem
Tropfenabstand von D0 = 5Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das vollständige
Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne Relaxation“
(cyan).

Eiskristall und die Umgebung. Daher wird die Wachstumsrate der Eiskristalle nicht so
stark erhöht wie im Fall einer bezüglich Wasser übersättigten Umgebung. Mit anderen
Worten ist eine Auswirkung der lokalen Interaktion auf die Temperatur des Luftpaketes
in bezüglich Wasser übersättigten Umgebungen zu erwarten.

Vertikalgeschwindigkeit w = −1 m s−1

In einem Abwind der Geschwindigkeit w = −1 m s−1 nimmt die Sättigung aufgrund der
Abwärtsbewegung des Luftpaketes ab. Daher wird ein Verdampfen der Hydrometeore er-
wartet. Im Fall eines Tropfenabstands von D0 = 5Ri, einer Tropfenanzahl von Nd = 200
und einem Sättigungsverhältnis S∞ = 1.01, ergeben sich die Kurven für die Mischungs-
verhältnisse aus Abbildung 5.15. Aus dem Verlauf des Mischungsverhältnisses des Eises
in Abbildung 5.15a wird deutlich, dass die Eiskristalle im Vergleich zum Extremfall
„klassisch“ länger existieren können. Durch den lokalen Effekt können auch die Tropfen
innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle länger existieren, was die Knicke in der
Kurve von Abbildung 5.15b erklärt. Durch das lokale Feld der Wasserdampfdichte um
den Eiskristall befinden sich die Tropfen innerhalb der Einflusskugel in einem weniger
untersättigten Umfeld als die Tropfen ausserhalb der Einflusskugeln. Der erste Knick
kennzeichnet das vollständige Verdampfen der Tropfen ausserhalb aller Einflusskugeln
und der zweite Knick das vollständige Verdampfen der Tropfen innerhalb der Einfluss-
kugeln. Die Nähe zu den Eiskristallen ermöglicht den Tropfen in diesem Beispiel bis
zu 100 s länger zu existieren. Wird der Abstand D0 der Tropfen von den Eiskristallen
vergrössert, so wird der Effekt geringer.

Für eine Entfernung der Tropfen vom Eiskristall von D0 = 30Ri, dem Sättigungsver-
hältnis S∞ = 1.01 und Nd = 500 Tropfen, ist der lokale Effekt auch für eine moderate
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Abbildung 5.15: Box-Modell Simulation mit w = −1 m s−1, Nd = 200 Tropfen in
jeder Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 1.01 und einem
Tropfenabstand von D0 = 5Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das vollständige
Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne Relaxation“
(cyan).

Entfernung der Tropfen vom Eiskristall sichtbar, vergleiche Abbildung 5.16. Wichtig für
die Sichtbarkeit des lokalen Effekts ist hierbei die Erhöhung der Anzahl von Tropfen
innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle. Auch in diesem Fall verzögert sich das
komplette Verdampfen der Tropfen innerhalb der Einflusskugeln um ungefähr 50 s,
vergleiche Abbildung 5.16b.

Die Änderung der Temperatur T∞ des Luftpaketes ist in den durchgeführten Simula-
tionen mit negativer Vertikalgeschwindigkeit vernachlässigbar. Im Fall einer verschwin-
denden Vertikalgeschwindigkeit wurde erklärt, dass ein sichtbarer Temperatureffekt nur
in bezüglich Wasser übersättigten Umgebungen zu erwarten ist. Durch den Abstieg des
Luftpaketes nehmen die Sättigungsverhältnisse jedoch kontinuierlich ab und nach kurzer
Zeit ist das Luftpaket bezüglich Wasser untersättigt.

Vertikalgeschwindigkeit w = 1 m s−1

Für Aufwinde ist der lokale Effekt in den durchgeführten Simulationen nicht signifikant
sichtbar. Selbst für das bezüglich Wasser massiv untersättigte Regime S∞ = 0.847
mit einem geringen Tropfenabstand von D0 = 5Ri und einer hohen Tropfenanzahl
von Nd = 500, ist der lokale Effekt für die Eiskristalle klein, vergleiche Abbildung
5.17a. Durch den Aufstieg kühlt sich das Luftpaket kontinuierlich ab, wodurch das
Sättigungsverhältnis erhöht wird. Bemerkenswert ist, dass die Tropfen innerhalb der
Einflusskugeln die Zeit bis zur Sättigung des Luftpaketes bezüglich Wasser überbrücken
können, während alle Tropfen ausserhalb der Einflusskugeln bereits durch die anfängliche
Untersättigung bezüglich Wasser verdampft sind. Die Sättigung bezüglich Wasser tritt
nach ungefähr 200 s ein, vergleiche Abbildung 5.18. Da in diesem Box-Modell keine
Nukleation berücksichtigt wird, nimmt das Sättigungsverhältnis monoton zu. Dies führt
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Abbildung 5.16: Box-Modell Simulation mit w = −1 m s−1, Nd = 500 Tropfen in
jeder Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 1.01 und
einem Tropfenabstand von D0 = 30Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das
vollständige Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne
Relaxation“ (cyan).

zu unrealistisch hohen Übersättigungen bezüglich Wasser von 10 % nach ungefähr 350 s.
In der Realität werden solche Übersättigungen durch die Aktivierung neuer Tropfen und
anschliessendem Anwachsen schnell abgebaut (Lamb und Verlinde, 2011, Kapitel 10).
Betrachten wir hingegen ein Luftpaket mit anfänglichem Sättigungsverhältnis S∞ =

1.01, das heisst einer Übersättigung bezüglich Wasser. Mit einem Tropfenabstand von
D0 = 5Ri sowie Nd = 500 Tropfen pro Eiseinflusskugeln, ergeben sich die zeitlichen
Verläufe der Mischungsverhältnisse aus Abbildung 5.19. Die Eiskristalle weisen ein
leicht erhöhtes Wachstum auf, im Vergleich zum Fall ohne Berücksichtigung der lokalen
Interaktion, wohingegen die Tropfen weniger stark anwachsen. Dennoch reicht das leicht
erhöhte Wachstum der Eiskristalle aus, um die Temperatur des Luftpaketes um ungefähr
0.25 K zu erhöhen, vergleiche Abbildung 5.20a. Hierbei bleibt das Sättigungsverhältnis
bezüglich Wasser in einem realistischen Rahmen, vergleiche Abbildung 5.20b. Innerhalb
der mit der Vertikalgeschwindigkeit 1 m s−1 durchgeführten Simulationen entspricht
dieser Fall dem ausgeprägtesten Temperatureffekt.

Zusammenfassung der Simulationen

Mit den durchgeführten Simulationen wurde gezeigt, dass der Effekt der lokalen Inter-
aktion zwischen den Hydrometeoren umso deutlicher wird, je kleiner der Abstand der
Tropfen vom Eiskristall ist und je mehr Tropfen innerhalb der Einflusskugeln der Eiskris-
talle vorhanden sind. Mit anderen Worten wird der Effekt der lokalen Interaktion durch
eine Verminderung von D0 oder eine Erhöhung von Nd verstärkt. Diese Abhängigkeit
von den Parametern konnte aufgrund der Konstruktion des lokalen Interaktionsmodells
in Abschnitt 5.1.1 erwartet werden und ist unabhängig von den anderen Parametern. Die
Simulationen wurden stets mit einem Eiskristallradius von Ri = 100 µm durchgeführt.
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Abbildung 5.17: Box-Modell Simulation mit w = 1 m s−1, Nd = 500 Tropfen in jeder
Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 0.847 und einem
Tropfenabstand von D0 = 5Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das vollständige
Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne Relaxation“
(cyan).
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Abbildung 5.18: Zeitliche Entwicklung des Sättigungsverhältnisses S∞ bezüglich
flüssigem Wasser für dieselbe Simulation wie in Abbildung 5.17.
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Abbildung 5.19: Box-Modell Simulation mit w = 1 m s−1, Nd = 500 Tropfen in
jeder Einflusskugel der Eiskristalle bei einer Umgebungssättigung S∞ = 1.01 und einem
Tropfenabstand von D0 = 5Ri. Die Kurven entsprechen dem Resultat für das vollständige
Modell (rot), dem Extremfall „klassisch“ (blau) sowie dem Extremfall „ohne Relaxation“
(cyan).
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Abbildung 5.20: Zeitliche Entwicklung der Temperatur T∞ des Luftpaketes sowie des
Sättigungsverhältnisses S∞ bezüglich Wasser für dieselbe Simulation wie in Abbildung
5.19.

143



Kapitel 5 Bulk-Modell

Ein veränderter Eiskristallradius ändert lediglich die Änderungsrate der Eiskristallmasse
und damit die generelle Intensität und Dauer der lokalen Interaktion, aber nicht den
qualitativen Einfluss der Parameter D0 und Nd.
Führt das Luftpaket keine Vertikalbewegung aus, so bewirkt die lokale Interaktion

die Verstärkung des Wachstums der Eiskristalle, insbesondere in einer bezüglich Wasser
untersättigten Umgebung. Dies passt zur Simulation des Referenzmodells mit mehreren
Hydrometeoren in einer bezüglich Wasser und Eis untersättigten Umgebung, vergleiche
Unterabschnitt 4.3.3. Im Vergleich zur Simulation mit einer Wasserübersättigung in der
Umgebung, ist hier die lokale Interaktion deutlicher ausgeprägt.

Durch eine Abwärtsbewegung wird eine vormals bezüglich Wasser übersättigte Umge-
bung, aufgrund der durch den Abstieg verbundenen adiabatischen Erwärmung, untersät-
tigt. Die lokale Interaktion bewirkt in diesem Fall eine Verzögerung beim Verdampfen der
Hydrometeore. Wichtig für einen deutlich ausgeprägten Effekt der lokalen Interaktion ist
hierbei eine Übersättigung des Luftpaketes bezüglich Wasser zu Beginn des Abstiegs. Auf
diese Weise diffundiert nur sehr wenig des von den Tropfen innerhalb der Einflusskugeln
freigesetzten Wasserdampfs in die Umgebung und der Eiskristall kann lange anwachsen.
Ist das Luftpaket hingegen bereits zu Beginn des Abstiegs untersättigt, so verdampfen
die Tropfen innerhalb der Einflusskugeln der Eiskristalle sehr schnell. Da die Umgebung
bezüglich Wasser untersättigt ist, wird ein grosser Anteil des von den verdampfenden
Tropfen freigesetzten Wasserdampfs, aufgrund des Relaxationsterms (5.25e), aus den
Einflusskugeln der Eiskristalle an die Umgebung abgegeben. Aus diesem Grund können
die Eiskristalle nicht lange von dem freigesetzten Wasserdampf profitieren und der Effekt
der lokalen Interaktion ist gering.
In einer Aufwärtsbewegung ist der Effekt der lokalen Interaktion kaum sichtbar.

Diese Beobachtung passt ebenfalls zu den Ergebnissen der Simulationen mit dem
Referenzmodell in Unterabschnitt 4.3.3, bei welchen die lokale Interaktion in einer
bezüglich Wasser übersättigten Umgebung nur wenig sichtbar ist.

Eine deutliche Ausprägung der lokalen Interaktion wird primär durch die Abstände der
Tropfen von den Eiskristallen sowie der Anzahl der Tropfen innerhalb der Einflusskugeln
der Eiskristalle gesteuert. Zusätzlich können die lokalen Effekte durch den Abstieg eines
bezüglich Wasser übersättigten Luftpaketes verstärkt werden.
Diese Schlussfolgerungen stimmen mit der theoretischen Arbeit von Korolev (2008)

überein. In dieser Arbeit wurden verschiedene Wachstumsregime der Hydrometeore in
einer Mischphasenwolke identifiziert und mit Vertikalgeschwindigkeiten in Verbindung
gebracht, bei welchen diese auftreten. Zur Identifikation der Regime wurde ein Box-
Modell mit monodisperser Grössenverteilung der Hydrometeore betrachtet. Lokale
Interaktionen zwischen den Hydrometeoren wurden nicht berücksichtigt. Es wurde
gezeigt, dass der WBF nur in Abwinden aktiv ist und seine maximale Effizienz bei einer
Vertikalgeschwindigkeit um w = 0 m s−1 besitzt. Obwohl die Schlussfolgerungen mithilfe
des idealisierten Falles eines Luftpaketes gezogen wurden, scheinen diese allgemein zu
gelten. Hierauf deuten Simulationen mit einem LES von realen, in Messkampagnen
vermessenen Wolken hin (Fan u. a., 2011).

Der lokale Effekt zeigt sich auch in einer Modifikation der Temperatur T∞ des
Luftpaketes. Hierbei ist ein Einfluss der lokalen Interaktion vor allem im Fall einer
verschwindenden Vertikalgeschwindigkeit erkennbar. Ist das Luftpaket bezüglich Wasser
übersättigt, so können die Eiskristalle von den Tropfen in ihren Einflusskugeln profi-
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tieren und ihre Wachstumsrate erhöhen. Hierbei wird mehr latente Wärme durch die
erhöhte Wachstumsrate der Eiskristalle freigesetzt, welche das Luftpaket erwärmt. Ist
das Luftpaket bezüglich Wasser untersättigt, so diffundiert der von den verdampfenden
Tropfen innerhalb der Eiseinflusskugeln freigesetzte Wasserdampf nicht ausschliesslich
zum Eiskristall, sondern zusätzlich in die Umgebung. Die Eiskristalle steigern ihre
Wachstumsrate nicht wie im zuvor diskutierten Fall und der Effekt der latenten Wärme
ist geringer.

Da die Erwärmung des Luftpaketes durch die lokale Interaktion auf einer gesteigerten
Freisetzung von latenter Wärme durch die Eiskristalle beruht, hängt dieser Effekt von der
Wachstumsrate der Eiskristalle sowie deren Anzahl ab. Die Wachstumsrate wird durch
eine erhöhte Anzahl Tropfen innerhalb der Einflusskugel erhöht, die sich möglichst nahe
am Eiskristall befinden. Im Fall einer nichtverschwindenden Vertikalgeschwindigkeit ist
eine Änderung der Luftpakettemperatur durch die lokale Interaktion lediglich in einem
Aufwind mit einer hohen Anzahl Tropfen innerhalb der Einflusskugeln feststellbar, die
sich nahe am Eiskristall befinden.

Die durchgeführten Simulationen zeigen eine Beeinflussung der Temperatur des Luftpa-
ketes vor allem in einem Luftpaket mit verschwindender Vertikalgeschwindigkeit. Da die
Temperatur eines Luftpaketes direkt mit dem Auftrieb in Verbindung steht (Rogers und
Yau, 1989, Kapitel 3), kann selbst eine kleine Temperaturänderung ausreichen, um eine
Vertikalbewegung auszulösen. Ob die in den vorangegangenen Beispielen beobachtete
Temperaturänderung des Luftpaketes ausreicht, hängt von der Schichtungsstabilität der
Atmosphäre ab. In einer labilen Schichtung wäre eine leichte Modifikation der Tempe-
ratur ausreichend, um eine Vertikalbewegung auszulösen. In einer stabil geschichteten
Atmosphäre hingegen ist das nicht möglich.

5.3 Umsetzung für eine Bulk-Beschreibung

In der Einleitung dieses Kapitels wurde angedeutet, dass in Wetter- oder Klimamodellen
die Mikrophysik mittels der Momentenmethode in einem statistischen Sinne berücksich-
tigt wird. Die zugrunde liegende Gleichung dieser Methodik wird im Folgenden für das
Modell aus Abschnitt 5.1 entwickelt. Die Darstellung orientiert sich an Hulburt und
Katz (1964).
Die Beschreibung eines Eiskristall-Tropfen-Systems, wie in Abschnitt 5.1.1, erfolgt

in der vereinfachten Version über die Variablen mw, Mw, ρv,∗ und Nd, also über die
Wassermasse des Tropfens, die Wassermasse des Eiskristalls, die Wasserdampfdichte am
Interaktionsradius und die Anzahl Tropfen innerhalb der Einflusskugel des Eiskristalls,
vergleiche Abschnitt 5.1.5. Sind die Werte dieser Variablen bekannt, so ist der Zustand
des Eiskristall-Tropfen-Systems ebenfalls bekannt. Mit anderen Worten definiert jedes
Eiskristall-Tropfen-System genau einen Punkt im Phasenraum, der durch die Variablen
mw, Mw, ρv,∗, Nd aufgespannt wird. Die zeitliche Entwicklung des Systems definiert
eine Kurve in diesem Phasenraum.
Die zentrale Annahme besteht darin, dass so viele Eiskristall-Tropfen-Systeme vor-

handen sind um die, durch diese Systeme repräsentierten, zugehörigen Punkte im
Phasenraum als ein Kontinuum zu betrachten. In diesem Fall können die einzelnen
Punkte sinnvoll durch eine gemeinsame Verteilungsfunktion f beschrieben werden. Sei
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genauer
f(t,mw,Mw, ρv,∗, Nd) dmw dMw dρv,∗ dNd (5.90)

die Anzahl Punkte zum Zeitpunkt t im Quader

[mw, mw + dmw]× [Mw, Mw + dMw]× [ρv,∗, ρv,∗ + dρv,∗]× [Nd, Nd + dNd]. (5.91)

Der Wert f(t,mw,Mw, ρv,∗, Nd) der Verteilungsfunktion gibt die Anzahl der Eiskristall-
Tropfen-Systeme zum Zeitpunkt t an, deren Eigenschaften durch (mw,Mw, ρv,∗, Nd)
gegeben sind. Die Gesamtzahl N(t) aller Systeme zum Zeitpunkt t ist

N(t) =
∫
R4

f(t,mw,Mw, ρv,∗, Nd) d(mw,Mw, ρv,∗, Nd). (5.92)

Durch Normierung von f mit (5.92) ergibt sich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Mit den vereinfachten Gleichungen (5.54) ist die zeitliche Entwicklung eines einzelnen

Eiskristall-Tropfen-Systems durch ein System

dmw

dt = ηd(mw,Mw, ρv,∗, Nd), (5.93a)
dMw

dt = ηi(mw,Mw, ρv,∗, Nd), (5.93b)
dρv,∗

dt = ηr(mw,Mw, ρv,∗, Nd), (5.93c)
dNd

dt = ηN (mw,Mw, ρv,∗, Nd) (5.93d)

von gewöhnlichen Differentialgleichungen beschrieben, wobei eine Gleichung für die
Entwicklung von Nd eingefügt wurde. Aus der Erhaltung der repräsentierenden Punkte
der Eiskristall-Tropfen-Systeme im Phasenraum, folgt mit (5.93) für die Verteilung f
die partielle Differentialgleichung

∂f

∂t
+ ∂

∂mw
(ηdf) + ∂

∂Mw
(ηif) + ∂

∂ρv,∗
(ηrf) + ∂

∂Nd
(ηNf) = 0. (5.94)

Bereits in Abschnitt 5.2.1 wurde angemerkt, dass Gleichung (5.93d) nicht aus der
Betrachtung der einzelnen Eiskristall-Tropfen-Systeme gewonnen werden kann. Daher
wird im Folgenden stets ηN = 0 angenommen. Für die kollektive Beschreibung aller
Eiskristall-Tropfen-Systeme muss also die partielle Differentialgleichung

∂f

∂t
+ ∂

∂mw
(ηdf) + ∂

∂Mw
(ηif) + ∂

∂ρv,∗
(ηrf) = 0 (5.95)

nach f gelöst werden. Ist (5.95) nach f gelöst, so ist die Entwicklung aller Eiskristall-
Tropfen-Systeme in einem statistischen Sinne bekannt. Beim Übergang von der Einzel-
beschreibung der Systeme (5.93) zur gemeinsamen Beschreibung über die Verteilung f ,
geht die individuelle „Geschichte“ der Systeme verloren. Die Verteilung f gibt lediglich
an, wie viele Systeme einer gewissen Konfiguration zum Zeitpunkt t vorhanden sind,
jedoch nicht, welche Entwicklung der Systeme zu diesem Zustand geführt hat.
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5.3 Umsetzung für eine Bulk-Beschreibung

Wir formulieren das Problem der Bulk-Beschreibung (5.95) präziser. Seien 0 < ad <
Ad, 0 < bi < Bi, 0 < c < C reelle Zahlen und Ω := [ad, Ad] × [bi, Bi] × [c, C] der
zugehörige Quader. Sei f0 : R3 → R eine gegebene, nichtnegative Funktion mit Träger
in Ω. Zu einer gegebenen Maximalzeit T > 0 ist eine Funktion

f : [0, T )× R3 → [0,∞) mit f(t, ·) = f0(·) (5.96)

und Träger in Ω gesucht, die Gleichung (5.95) erfüllt. Durch Übergang zur schwachen
Formulierung von (5.95), können die Anforderungen an die Differenzierbarkeit von f
abgeschwächt werden.
Bei Beobachtungen werden die Gesamtmassen ql der Tropfen und qi der Eiskristalle

gemessen. Diese hängen mit der Verteilungsfunktion f über

ql(t) =
∫
R3

mwf(t,mw,Mw, ρv,∗) d(mw,Mw, ρv,∗) =: µ(1, 0, 0)(t), (5.97a)

qi(t) =
∫
R3

Mwf(t,mw,Mw, ρv,∗) d(mw,Mw, ρv,∗) =: µ(0, 1, 0)(t), (5.97b)

zusammen, wobei für reelle Zahlen k1, k2, k3 ≥ 0 das (k1, k2, k3)-te Moment von f
durch

µ(k1, k2, k3)(t) :=
∫
R3

xk1
1 x

k2
2 x

k3
3 f(t, x1, x2, x3) d(x1, x2, x3) (5.98)

definiert ist. Das nullte Moment ergibt wegen (5.92) die Gesamtanzahl der Eiskristall-
Tropfen-Systeme, also N(t) = µ(0, 0, 0)(t). Da die Verteilung f kompakten Träger hat,
existieren alle Momente für (k1, k2, k3) ∈ N3. Die zeitliche Entwicklung der Gesamtmasse
ql ist mit (5.95), dem Satz von Fubini, partieller Integration sowie der Notation x :=
(mw,Mw, ρv,∗) durch

dµ(1, 0, 0)
dt = dql

dt =
∫
R3

d
dt (mwf) dx =

∫
R3

mw
∂f

∂t
dx

= −
∫
R3

mw
∂

∂mw
(ηdf) dx−

∫
R3

mw
∂

∂Mw
(ηif) dx−

∫
R3

mw
∂

∂ρv,∗
(ηrf) dx

(∗)= −
∫
R3

mw
∂

∂mw
(ηdf) dx

= −
∫
R2

∫
R

mw
∂

∂mw
(ηdf) dmw

 d(Mw, ρv,∗)

= −
∫
R2

[mwηdf ]mw→∞mw→−∞ −
∫
R

ηdf dmw

 d(Mw, ρv,∗)

=
∫
R3

ηdf dx

(5.99)
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gegeben. An der Stelle (∗) wurde benutzt, dass die hinteren beiden Integrale verschwinden.
Für das mittlere Integral beispielsweise gilt aufgrund des Satzes von Fubini

∫
R3

mw
∂

∂Mw
(ηif) dx =

∫
R2

mw

∫
R

∂

∂Mw
(ηif) dMw

 d(mw, ρv,∗)

=
∫
R2

mw [ηif ]Mw→∞
Mw→−∞ d(mw, ρv,∗) = 0.

(5.100)

Dieses Argument lässt sich entsprechend auch auf das dritte Integral anwenden. Analog
zur Berechnung (5.99) der zeitlichen Ableitung von ql gilt

dqi
dt =

dµ(0, 1, 0)
dt =

∫
R3

ηif dx und dρv,∗
dt =

dµ(0, 0, 1)
dt =

∫
R3

ηrf dx. (5.101)

Werden die Funktionen ηd, ηi, ηr in (5.99) und (5.101) eingesetzt und die entstehenden
rechten Seiten mithilfe weiterer Momente ausgedrückt, ergibt sich ein System von ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen für die drei ersten Momente µ(1, 0, 0), µ(0, 1, 0), µ(0, 0, 1),
wobei die ersten beiden dieser Momente beobachtbare Grössen repräsentieren. Falls dieses
System, durch eventuelle Zunahme von weiteren Momenten, geschlossen wird, so kann
die Lösung der partiellen Differentialgleichung (5.95) komplett umgangen werden. Ob
dieser Fall eintritt, hängt von der konkreten Struktur der Funktionen ηd, ηi, ηr ab. Der
Ansatz beruht auf der Tatsache, dass die Kenntnis aller Momente einer Verteilung auf
dem Quader Ω die Verteilung selbst bereits eindeutig bestimmt (Existenz: Stockbridge,
2003; Eindeutigkeit: Dvurečenskij u. a., 2002, Abschnitt 3).

5.4 Fazit
Obwohl die partielle Differentialgleichung (5.95) das Modell für das Diffusionswachstum
der Hydrometeore ist, wird diese in Wetter- oder Klimamodellen aus rechentechnischen
Gründen nicht gelöst. Vielmehr werden die aus (5.95) gewonnenen Gleichungen der
Momente gelöst, vergleiche (5.99) und (5.101). Da das resultierende Gleichungssystem
für die Momente im Allgemeinen nicht geschlossen ist, muss eine Schliessung künstlich
erfolgen. Eine gängige Möglichkeit besteht in der Vorgabe des Typs der Verteilung
(Seifert und Beheng, 2001). Allerdings ändert sich im Allgemeinen der Typ der exakten
Lösung von (5.95) mit der Zeit (zum Beispiel Beheng und Herbert, 1986) und es ergeben
sich systematische Fehler durch die Vorgabe des Typs der Verteilung. Gleichwohl zeigt
sich in Anwendungen eine zufriedenstellende Übereinstimmung mit Modellen, welche die
partielle Differentialgleichung für die Grössenverteilung lösen, wie die Beispielrechnungen
von Seifert u. a. (2006) zeigen.

In diesem Kapitel wurde ein neues Bulk-Modell entwickelt, das eine Berücksichtigung
der lokalen Interaktion zwischen einem Eiskristall und umgebenden Tropfen erlaubt. Das
Bulk-Modell bietet die Möglichkeit, den WBF als direkte Interaktion zwischen einem
Eiskristall und den Tropfen einzubeziehen, im Gegensatz zur ausschliesslichen Interaktion
über ein Hintergrundfeld. Damit kann der WBF physikalisch konsistent berücksichtigt
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werden. Es wurde aufgezeigt, wie das Bulk-Modell im Kontext der statistischen Bulk-
Beschreibung von Hydrometeoren durch die partielle Differentialgleichung (5.95) und der
Momentenmethode verwendet werden kann. Dies erlaubt eine Integration im Rahmen
eines LES und damit das Studium der Auswirkungen der lokalen Interaktion von
Hydrometeoren auf eine ganze Wolke. Als Vorstufe wurde das entwickelte Bulk-Modell
in ein Box-Modell integriert, das den Aufstieg eines Luftpaketes modelliert und einige
Simulationen präsentiert. In diesen zeigt sich ein Einfluss der Berücksichtigung der
lokalen Interaktion auf das Diffusionswachstum der Hydrometeore sowie die Temperatur
des Luftpaketes. Das Bulk-Modell enthält Parameter, deren Werte momentan nicht aus
direkten Beobachtungen abgeleitet werden können. Deshalb wurde eine mögliche Wahl
dieser Parameter diskutiert.

Das beschriebene Box-Modell berücksichtigt lediglich eine monodisperse Verteilung der
einzelnen Hydrometeorklassen. In einem zukünftigen Schritt sollten nicht-monodisperse
Verteilungen verwendet werden. Hierbei muss jedoch eine Verteilung gewählt werden,
die mindestens von der Eismasse Mw und der Masse mi

w der Tropfen innerhalb der
Einflusskugeln der Eiskristalle abhängt. Würden separate Verteilungen für die Eiskristalle
und die Tropfen innerhalb der Einflusskugeln gewählt, so ginge jegliche Kopplung der
Hydrometeore verloren. In der in Abschnitt 5.3 präsentierten Formulierung hängt die
Verteilung f sogar noch zusätzlich von der Kopplungsdichte ab.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Mache die Dinge so einfach wie
möglich – aber nicht einfacher.

(Albert Einstein, 1879 – 1955)

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Beschreibung der lokalen Interaktion durch Diffusion
zwischen Eiskristallen und Tropfen, das heisst dem WBF. Der physikalische Hintergrund
dieser Interaktion wurde in Kapitel 1 erläutert. Die Interaktion zwischen den beiden
kondensierten Formen des Wassers wurde bereits früh beschrieben (Wegener, 1911;
Bergeron, 1949; Findeisen, 1938). In diesen Studien wurde dem WBF eine zentrale Rolle
bei der Niederschlagsbildung beigemessen, da das erhöhte Wachstum der Eiskristalle die
schnellere Bildung von grossen Hydrometeoren ermöglicht, was eine Voraussetzung für
Niederschlag ist. Allerdings ist der WBF nicht ständig in einer Mischphasenwolke aktiv,
sondern hängt von den Vertikalgeschwindigkeiten der einzelnen Luftpakete in der Wolke
ab (Korolev, 2008; Fan u. a., 2011).

In beinahe allen Betrachtungen wird die Lokalität des WBF vernachlässigt und durch
eine nicht-lokale Interaktion ersetzt. Dies entspricht einer Mittelung der Bedingungen in
einem Luftpaket und jeder Hydrometeor wächst oder verdampft als Reaktion auf die
aktuellen, gemittelten Werte der Wasserdampfdichte und der Temperatur. Insbesondere
wird hierbei angenommen, dass jeder einzelne Hydrometeor im betreffenden Luftpaket
denselben Bedingungen ausgesetzt ist (Srivastava, 1989). Dies ist solange gerechtfertigt,
wie der mittlere Abstand zwischen den einzelnen Hydrometeoren genügend gross ist, was
aus der Annahme einer gleichmässigen Verteilung der Hydrometeore folgt (Squires, 1952,
Abschnitt II(a)). Durch Beobachtungen und theoretische Überlegungen zur Rolle der
Turbulenz in Wolken, wird die Annahme einer gleichmässigen Verteilung der Hydrome-
teore jedoch fragwürdig, da sie eine Anhäufung von Hydrometeoren in einigen Bereichen
bewirkt (Kostinski und Shaw, 2001; Wood u. a., 2005). In diesen Anhäufungen ist die
gegenseitige Beeinflussung der Hydrometeore nicht zu vernachlässigen, insbesondere auch
nicht die Interaktion durch Diffusion. Ob die lokalen Effekte allerdings die Entwicklung
der gesamten Wolke signifikant ändern, hängt von der Häufigkeit und Lebensdauer der
turbulenten Strukturen ab, welche die Anhäufungen der Hydrometeore verursachen
(Devenish u. a., 2012, Abschnitt 4).

In der Literatur werden oft die Anhäufungen von Tropfen betrachtet. In einer Misch-
phasenwolke sind zusätzlich Eiskristalle vorhanden und es liegt die Vermutung nahe,
dass ebenfalls Anhäufungen von Tropfen um Eiskristalle entstehen. Auch in diesen Fällen
stehen jedoch direkte Beobachtungen in realen Wolken aus. Ein Eiskristall stellt übli-
cherweise eine starke Senke für den Wasserdampf dar, weshalb eine grosse Auswirkung
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auf das Wachstum der umgebenden Tropfen in einer Anhäufung erwartet wird. Diese
Beeinflussung findet tatsächlich statt, was im Rahmen dieser Arbeit gezeigt wurde.
In Kapitel 2 wurden zunächst die Wachstumsgleichungen eines einzelnen Hydrome-

teors untersucht. Diese Wachstumsgleichungen beschreiben die zeitliche Entwicklung der
Masse und Temperatur eines Hydrometeors in Abhängigkeit von den Umgebungsbedin-
gungen. Zusätzlich wurde die Herleitung der gängigen Maxwell-Gleichung rekapituliert,
welche die zeitliche Entwicklung der Masse eines Hydrometeors in Abhängigkeit der
Umgebungssättigung beschreibt. Hierbei wurden die in der Herleitung getroffenen An-
nahmen herausgestellt sowie die Verbindung der Maxwell-Gleichung zu den vollständigen
Wachstumsgleichungen aufgezeigt. Es wurde eine asymptotische Lösung der vollständi-
gen Wachstumsgleichungen für den Fall eines sphärischen Hydrometeors hergeleitet, die
eine gute Approximation an die exakte Lösung ist. Anhand der asymptotischen Lösung
lassen sich die wesentlichen Eigenschaften der exakten Lösung ablesen. Zuletzt erfolgte
eine Diskussion der Singularität der Wachstumsgleichungen. Die Singularität ergibt
sich aus der Kontinuumsannahme, die den Wachstumsgleichungen zugrunde liegt. Hier
wäre die Entwicklung eines erweiterten Modells wünschenswert, das den physikalisch
korrekten Übergang von der Kontinuumsbeschreibung zur diskreten Beschreibung, auf
Basis von Molekülwechselwirkungen, ermöglicht. Mit einem derartigen Modell könnte das
komplette Verdampfen eines Hydrometeors physikalisch konsistent beschrieben werden.
In Kapitel 3 wurden die Wachstumsgleichungen der einzelnen Hydrometeore durch

Diffusionsgleichungen für die Wasserdampfdichte und Temperatur ergänzt. Diese be-
schreiben die räumliche und zeitliche Verteilung des Wasserdampfes sowie der Wärme
um die Hydrometeore und damit deren Interaktion durch die Diffusion. Die Modellglei-
chungen wurden entdimensionalisiert sowie die Existenz und Eindeutigkeit einer exakten
Lösung in einem Spezialfall gezeigt. Die Annahmen in diesem Spezialfall bestehen darin,
dass die Hydrometeore ihre Grösse nicht verändern dürfen und keine Veränderungen in
der Anzahl der Hydrometeore auftreten. Letzteres schliesst Nukleation, Sedimentation
sowie Kollisionen aus. Der Beweis stützt sich auf die Anwendung des Fixpunktsatzes von
Banach. Das gezeigte Resultat sollte weiter verallgemeinert werden, um die im Spezialfall
vernachlässigten Prozesse mit einzuschliessen. Bereits die Berücksichtigung einer Grös-
senänderung der Hydrometeore erfordert wahrscheinlich eine veränderte Beweisstrategie
und wäre ein interessantes zukünftiges Projekt.
Kapitel 4 befasst sich mit der numerischen Lösung der in Kapitel 3 vorgestellten

Modellgleichungen, für den Fall sich nicht bewegender Hydrometeore. Hierzu wurde
das implizite Verfahren von Euler in der Zeit sowie die FEM im Ort verwendet. Die-
se Implementierung dient als Referenzmodell, um die möglichen Effekte der lokalen
Interaktion zu studieren. Es stellt sich heraus, dass durch die lokale Interaktion das
Wachstumsverhalten eines Hydrometeors deutlich verändert wird. Beispielsweise kann
ein Eiskristall in einem bezüglich Eis untersättigten Umfeld durch das Verdampfen von
Tropfen in seiner Umgebung für begrenzte Zeit stabilisiert werden. Er wird hierdurch
länger vor dem Verdampfen bewahrt oder wächst sogar an. Zudem sind Abschirmeffekte
zu beobachten, die das Diffusionswachstum einzelner Hydrometeore beeinflussen.
Im Hinblick auf die numerische Approximation der vorgestellten Modellgleichungen,

wurde für die räumliche Diskretisierung, neben der FEM, die GFEM vorgeschlagen.
Diese zeichnet sich im Gegensatz zur FEM durch den Verzicht auf ein Gitter bei der
Beschreibung des Verfahrens aus und gehört daher zur Klasse der gitterfreien Verfahren
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(Babuška u. a., 2003). In einer konkreten Berechnung wird jedoch ein Gitter meist als
Hilfskonstruktion verwendet. Das Ziel der Anwendung der GFEM auf die in dieser
Arbeit betrachteten Modellgleichungen besteht darin, ein grobes Gitter zu verwenden,
das die Hydrometeore nicht explizit auflöst. Dies erlaubt auch die Erweiterung auf
sich bewegende Hydrometeore bei vertretbarem Rechenaufwand, was in dieser Arbeit
jedoch nicht weiter ausgeführt wurde. Interessant wäre hier eine Quantifizierung der
Approximationsgüte auf einem groben Gitter im Kontrast zu Konvergenzresultaten, die
ein beliebiges Verfeinern des Gitters voraussetzen. Werden ausschliesslich kugelförmige
Hydrometeore betrachtet, so motiviert die Kombination der FEM in Verbindung mit der
asymptotischen Lösung der Wachstumsgleichungen ein weiteres Approximationsverfahren.
Mit der FEM, auf einem nicht an die Hydrometeore angepassten Gitter, werden die
Felder der Wasserdampfdichte und Temperatur im Raum approximiert. Durch einen
Quellen- oder Senkenterm erfolgt die Ankopplung der Hydrometeore. Die asymptotische
Lösung wird hierbei im Quellen- oder Senkenterm verwendet, um die verschiedenen
Längenskalen zu überbrücken. Ein ähnlicher Ansatz findet sich in Zhang und Prosperetti
(2005).

Zuletzt wurde in Kapitel 5 ein neues Bulk-Modell entwickelt, das die lokale Interaktion
zwischen einem Eiskristall und umgebenden Tropfen berücksichtigt, was eine zentrale
Zielsetzung innerhalb der Arbeit ist. Der WBF wird hierdurch physikalisch konsistent
als ein räumlich lokaler Prozess repräsentiert. Das Bulk-Modell unterscheidet sich
von den direkten Simulationen aus Kapitel 4 durch eine statistische Betrachtung der
Hydrometeore. Bei der Konstruktion des Bulk-Modells wurde darauf geachtet, nicht mehr
Informationen zu verwenden, als in einem grösseren numerischen Modell typischerweise
verfügbar sind, zum Beispiel in einem LES. Die im Bulk-Modell enthaltenen Parameter
können weiter angepasst und verfeinert werden. So ist eine Erweiterung der Parameter
dahingehend denkbar, den momentanen Zustand des Systems zu berücksichtigen und
Abhängigkeiten von der Temperatur oder der Grösse der Hydrometeore einzuführen.
Allerdings wäre in erster Linie der Vergleich zu direkten Beobachtungen der lokalen
Interaktion in Wolken wünschenswert. Des Weiteren wurde das Bulk-Modell in die
Beschreibung eines adiabatisch aufsteigenden Luftpaketes integriert. Hierbei wurden
analoge Beobachtungen wie in Korolev (2008) bezüglich des WBF gemacht. Die lokale
Interaktion der Hydrometeore ist in Abwinden ausgeprägter als in Aufwinden. Zudem
ist sie bei einem stillstehenden Luftpaket am besten ausgeprägt, das heisst bei einer
Vertikalgeschwindigkeit von 0 m s−1. Im nächsten Schritt sollte die Integration des Bulk-
Modells in ein LES erfolgen. Damit könnte die Auswirkung der Berücksichtigung der
lokalen Interaktion auf eine ganze Wolke in einem realistischeren Rahmen studiert
werden.

Diese Arbeit stellt einen Beitrag zu den verschiedenen Aspekten der Modellierung
des Diffusionswachstums von Hydrometeoren dar. Die relevanten Aspekte wurden in
den einzelnen Kapiteln betrachtet, wobei stets die Interaktion zwischen einem Eiskris-
tall und Tropfen im Vordergrund steht, da diese den WBF kennzeichnet. Die direkte
Modellierung der lokalen Interaktion resuliert in einem Mehrskalenproblem, denn die
Grössen eines Eiskristalls und eines Tropfens sind sehr unterschiedlich. Dies macht die
numerische Lösung der Modellgleichungen schwierig. Zugleich ist dieser Zugang nicht
zur Simulation einer kompletten Wolke geeignet. Mit dem entwickelten Bulk-Modell
kann die lokale Interaktion zwischen Eiskristallen und Tropfen in wolkenauflösenden

153



Kapitel 6 Zusammenfassung und Ausblick

Modellen berücksichtigt werden, insbesondere wenn die Hydrometeore räumlich nicht
homogen verteilt sind. Auch wenn der WBF in Mischphasenwolken nicht ständig aktiv
ist, stellt die Interaktion zwischen Eiskristallen und Tropfen einen wichtigen Prozess dar,
der die Entwicklung der Wolke beeinflusst. Das entwickelte Bulk-Modell liefert daher
einen Beitrag zur physikalisch konsistenten Modellierung von Mischphasenwolken.
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Anhang A

Approximierte Form am Beispiel des
Tropfens

Dieser Anhang enthält die detaillierte Herleitung der Maxwell-Gleichung (2.68) für einen
Tropfen aus der in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten Theorie. Für die Darstellung folgen wir
Rogers und Yau (1989, Kapitel 7).
Ein wichtiges Element der Herleitung ist die Clausius-Clapeyron-Gleichung (Rogers

und Yau, 1989, Kapitel 2)

dpv,∞
pv,∞

= d(log(pv,∞)) = L(T )
RvT 2 dT. (A.1)

Diese Gleichung beschreibt den Sättigungsdampfdruck pv,∞ eines Gases. Mit L wird die
latente Wärme dieses Stoffes für den Phasenübergang vom flüssigen oder festen Zustand
in den gasförmigen Zustand bezeichnet.
Die Clausius-Clapeyron-Gleichung wird für den Fall von flüssigem Wasser, mit dem

Sättigungsdampfdruck pl,∞ und der latenten Wärme Llv, angewandt. Mit der idealen
Gasgleichung pl,∞ = ρv,l,∞RvT , wobei ρv,l,∞ die Sättigungsdampfdichte über einer
ebenen Oberfläche aus flüssigem Wasser bezeichnet, gilt für (A.1)

d (log(ρv,l,∞)) = dρv,l,∞
ρv,l,∞

= Llv(T )
Rv

dT
T 2 −

dT
T
. (A.2)

Nach einer Integration der Gleichung (A.2) von der Tropfentemperatur Td bis zur
Umgebungstemperatur T∞, ergibt sich

log
(
ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

)
= Llv(T∞)

Rv

T∞ − Td
T∞Td

− log
(
T∞
Td

)
. (A.3)

Bei dieser Integration wurde die Unabhängigkeit der latenten Wärme Llv von der
Temperatur angenommen. Für Wasser ist diese Annahme im Allgemeinen problematisch,
vergleiche Murphy und Koop (2005).

Wir treffen die Annahme T∞ ≈ Td. Das bedeutet, die Tropfentemperatur ist nahe
der Umgebungstemperatur. Aus diesem Grund ist das Vernachlässigen der Tempe-
raturabhängigkeit der latenten Wärme bei der Integration von (A.2) gerechtfertigt.
Mit

ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

= 1 + ρv,l,∞(T∞)− ρv,l,∞(Td)
ρv,l,∞(Td)

sowie T∞
Td

= 1 + T∞ − Td
Td

(A.4)
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und der Approximation log(1 + x) ≈ x für kleine x, ergibt sich aus (A.3)
ρv,l,∞(T∞)− ρv,l,∞(Td)

ρv,l,∞(Td)
= Td − T∞

Td

(
1− Llv(T∞)

RvT∞

)
. (A.5)

Nun verwenden wir die Wachstumsgleichung (2.62) für die Masse sowie Gleichge-
wichtsbedingung (2.65) für die Temperatur und erhalten

dmd

dt = 4παdrdD0(ρv,∞ − ρv,d) (A.6a)

= 4πrdK0
Llv(Td)

(Td − T∞) (A.6b)

= 4πrdK0Td

Llv(Td)
(
1− Llv(T∞)

RvT∞

) ρv,l,∞(T∞)− ρv,l,∞(Td)
ρv,l,∞(Td)

, (A.6c)

wobei im letzten Schritt die Temperaturdifferenz mit (A.5) ersetzt wurde. Umgeschrieben
lautet diese Gleichung(

1− Llv(T∞)
RvT∞

)
Llv(Td)

4πK0rdTd

dmd

dt = ρv,l,∞(T∞)− ρv,l,∞(Td)
ρv,l,∞(Td)

. (A.7)

Aus der Wachstumsgleichung (2.62) folgt mit der Sättigungsdampfdruckformel (2.29)

1
4παdD0rdρv,d

dmd

dt = ρv,∞ − ρv,d
ρv,d

=
ρv,∞ − ρv,l,∞(Td) exp

(
2σl(Td)

Rvρl(Td)Tdrd

)
ρv,l,∞(Td) exp

(
2σl(Td)

Rvρl(Td)Tdrd

)
=
ρv,∞ exp

(
− 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
− ρv,l,∞(Td)

ρv,l,∞(Td)
.

(A.8)

Subtraktion dieser Gleichung von (A.7) liefert

1
4πrd

((
1− Llv(T∞)

RvT∞

)
Llv(Td)
K0Td

− 1
αdD0ρv,d

)
dmd

dt

=
ρv,l,∞(T∞)− ρv,∞ exp

(
− 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
ρv,l,∞(Td)

.

(A.9)

Die rechte Seite von (A.9) kann mit dem Umgebungssättigungsquotienten (2.69) sowie
ρv,∞

ρv,l,∞(Td)
= ρv,∞
ρv,l,∞(T∞)

ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

= S∞
ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

(A.10)

weiter zu

ρv,l,∞(T∞)− ρv,∞ exp
(
− 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
ρv,l,∞(Td)

= ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

(
1− S∞ exp

(
− 2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

))
≈ ρv,l,∞(T∞)

ρv,l,∞(Td)

(
1− S∞

(
1− 2σl(Td)

Rvρl(Td)Tdrd

))
= ρv,l,∞(T∞)

ρv,l,∞(Td)

(
1− S∞ + S∞

2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
(A.11)
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umgeformt werden. Hierbei wurde die Approximation exp(x) ≈ 1 + x verwendet. Dieser
Approximationsschritt wird in Abschnitt 2.3.2 diskutiert. Durch Kombination von (A.9)
mit (A.11) folgt das Zwischenresultat

dmd

dt =
4πrd ρv,l,∞(T∞)

ρv,l,∞(Td)

(
1− S∞ + S∞

2σl(Td)
Rvρl(Td)Tdrd

)
(
1− Llv(T∞)

RvT∞

)
Llv(Td)
K0Td

− 1
αdD0ρv,d

. (A.12)

Die Maxwell-Gleichung (2.68) ergibt sich aus dem Zwischenresultat (A.12) und den
folgenden weiteren Schritten. Im Nenner von (A.12) wird die Tropfentemperatur Td durch
die Umgebungstemperatur T∞ substituiert. Ausserdem wird die Sättigungsdampfdichte
ρv,d an der Tropfenoberfläche durch die Sättigungsdampfdichte

ρv,l,∞(T∞) = pl,∞(T∞)
RvT∞

(A.13)

einer ebenen Wasseroberfläche bei Umgebungstemperatur ersetzt. Der Zähler von (A.12)
wird durch

ρv,l,∞(T∞)
ρv,l,∞(Td)

= 1 (A.14)

weiter vereinfacht, was mit der bereits angedeuteten Approximation Td ≈ T∞ begründet
wird. Der Term

S∞
2σl(Td)

Rvρl(Td)Tdrd
(A.15)

wird vernachlässigt. Der Faktor
σl(Td)

Rvρl(Td)Td
(A.16)

ist tatsächlich sehr klein, vergleiche Abbildung 2.2a. Für kleine Tropfenradien rd wächst
der Term (A.15) allerdings an, was letztlich die Approximation verschlechtert.
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Anhang B

Approximation an den
Sättigungsdampfdruck

Dieser Anhang ist der Herleitung von Approximationen an die Parametrisierungen der
Sättigungsdampfdrücke über flüssigem Wasser und Eis gewidmet. Abschnitt B.1 enthält
die Herleitung der Approximationen sowie Fehlerbetrachtungen. In Abschnitt B.2 wird
gezeigt, dass die Nutzung dieser Approximationen jedoch zu systematischen Fehlern
führt, wenn sie in Verbindung mit den Wachstumsgleichungen von Hydrometeoren
angewandt werden.

B.1 Approximation
Die Parametrisierungen für die Sättigungsdampfdrücke pl,∞ und pi,∞ über einer ebenen
Wasser- und Eisoberfläche, sind in Abschnitt C.7 angegeben. Beide Parametrisierun-
gen sind auf einem grossen Temperaturbereich gültig, haben jedoch auch eine sehr
komplizierte Gestalt. Schränken wir den Temperaturbereich ein, lassen sich einfachere
Approximationen der Gestalt

exp(q(T )), (B.1)

mit einem Polynom q, an die Sättigungsdampfdrücke pl,∞(T ) aus (C.19) und pi,∞(T )
aus (C.20) konstruieren. Betrachte hierzu die in Abbildung B.1 gezeigten „Exponen-
ten“ log(pl,∞(T )) und log(pi,∞(T )) der Sättigungsdampfdrücke. Der Temperaturbereich
wurde im Fall des flüssigen Wassers auf 233.15 K ≤ T ≤ 293.15 K und im Fall des Eises
auf 173.15 K ≤ T ≤ 273.15 K eingeschränkt. In beiden Fällen ist aus Abbildung B.1
erkennbar, dass die Exponenten einen polynomiellen Verlauf aufweisen. Daher werden
wir die Funktionen log(pl,∞(T )) und log(pi,∞(T )), auf den jeweiligen eingeschränkten
Temperaturbereichen, durch ein quadratisches beziehungsweise kubisches Polynom ap-
proximieren. Die Berechnung der Koeffizienten des Polynoms q aus (B.1) erfolgt mittels
der Methode der kleinsten Quadrate (Hanke-Bourgeois, 2009, Kapitel 11).

Für den Fall des Sättigungsdampfdrucks über flüssigem Wasser ergibt sich im Tempe-
raturbereich 233.15 K ≤ T ≤ 293.15 K die Näherung

pl(T ) ≈ exp
(
a0T

2 + a1T + a2
)

(B.2)

mit den Koeffizienten
a0 = −0.000342045714592,
a1 = 0.259792809556930,
a2 = −39.020396811911112.

(B.3)
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Abbildung B.1: Verlauf der „Exponenten“ log(pl,∞(T )) und log(pi,∞(T )) der Parame-
trisierungen der Sättigungsdampfdrücke (C.19) und (C.20) für einen eingeschränkten
Temperaturbereich.

In Abbildung B.2 sind die Fehler der Approximation (B.2) dargestellt. Der absolute
Fehler ist kleiner als 33 Pa, vergleiche Abbildung B.2a und der relative Fehler ist kleiner
als 0.02, vergleiche Abbildung B.2b. Im Fall von Mischphasenwolken ist lediglich der
Temperaturbereich 233.15 K ≤ T ≤ 273.15 K, also −40 ◦C ≤ T ≤ 0 ◦C relevant. Für
diesen Temperaturbereich ist der absolute Fehler kleiner als 3.9 Pa und der relative
Fehler kleiner als 0.018.

Im Fall des Sättigungsdampfdrucks über Eis, ergibt sich für Temperaturen 173.15 K ≤
T ≤ 273.15 K die Approximation

pi(T ) ≈ exp
(
b0T

3 + b1T
2 + b2T + b3

)
(B.4)

mit den Koeffizienten
b0 = 0.000002552944884,
b1 = −0.002283497521822,
b2 = 0.761143656120302,
b3 = −83.131589944390697.

(B.5)

Die Fehler der Approximation (B.4) an die Parametrisierung für den Sättigungsdampf-
druck über Eis sind in Abbildung B.3 aufgetragen. Der absolute Fehler ist in Abbildung
B.3a dargestellt und kleiner als 9 Pa. Der relative Fehler aus Abbildung B.3b ist kleiner als
0.02. Im für Mischphasenwolken relevanten Temperaturbereich 233.15 K ≤ T ≤ 273.15 K
ist der absolute Fehler kleiner als 9 Pa und der relative Fehler kleiner als 0.015.

B.2 Wachstumsgleichung mit approximiertem
Sättigungsdampfdruck

In Abschnitt 2.5.2 wurde der Sättigungsdampfdruck, der in den Wachstumsgleichungen
(2.91) vorkommt, mithilfe der Clausius-Clapeyron-Gleichung approximiert. Es wurde
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Abbildung B.2: Absoluter und relativer Fehler der Approximation (B.2) im Tempera-
turbereich 233.15 K ≤ T ≤ 293.15 K.
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Abbildung B.3: Absoluter und relativer Fehler der Approximation (B.4) im Tempera-
turbereich 173.15 K ≤ T ≤ 273.15 K.
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Abbildung B.4: Verlauf der Tropfenmasse und der Tropfentemperatur, wenn in der
Wachstumsgleichung (2.91) die Referenzparametrisierung (rote Kurve) oder die Appro-
ximation (blaue Kurve) für den Sättigungsdampfdruck benutzt wird.

darauf hingewiesen, dass eine einfachere Approximation nicht unbedingt zu zufrieden-
stellenden Resultaten führt. Dies wird nun, anhand der im vorhergehenden Abschnitt
B.1 hergeleiteten Approximation, illustriert.
Hierzu betrachten wir einen Tropfen bei einer Umgebungstemperatur T∞ = −5 ◦C,

einem Umgebungsdruck p∞ = 650 Pa und einem Umgebungssättigungsverhältnis (bezüg-
lich flüssigem Wasser) S∞ = 1.01. Der Tropfen habe einen Anfangsradius von 10 µm und
die Anfangstemperatur entspreche der Umgebungstemperatur. Die Wachstumsgleichun-
gen (2.91) werden numerisch gelöst, wobei einmal die Referenzparametrisierung (C.19)
und einmal die Approximation (B.2) für den Sättigungsdampfdruck verwendet werden.
Die Resultate sind in Abbildung B.4 dargestellt. Sowohl im Verlauf der Tropfenmasse
(Abbildung B.4a) als auch in der Tropfentemperatur (Abbildung B.4b) sind deutliche
Abweichungen erkennbar.

Diese Abweichungen haben ihren Ursprung in der grossen Abweichung der Approxima-
tion (B.2) von der Referenz (C.19), vergleiche hierzu die Fehlerkurve in Abbildung B.2a
an der Stelle −5 ◦C. Betrüge die Umgebungstemperatur beispielsweise T∞ = −10 ◦C,
wären die Abweichungen in den Resultaten geringer, da bei dieser Temperatur die
Approximation besser ist.
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Anhang C

Physikalische Parametrisierungen

In diesem Anhang werden die in dieser Arbeit verwendeten physikalischen Parametri-
sierungen und Konstanten aufgelistet. Eine physikalische Parametrisierung bezeichnet
hierbei einen funktionalen Zusammenhang, welcher den Wert einer physikalischen Grösse
in Abhängigkeit anderer physikalischer Grössen beschreibt. Diese funktionalen Zusam-
menhänge sind empirische Formeln, die an verfügbare Messergebnisse angepasst wurden.
Alle hier zitierten Parametrisierungen und Konstanten wurden auf SI-Einheiten gebracht.

C.1 Konstanten
Die verwendeten Konstanten sind der Tabelle C.1 zu entnehmen. Die speziellen Gaskon-
stanten für Wasserdampf Rv und trockene Luft Rt wurden, gemäss ihren Definitionen,
berechnet durch

Rv = R∗

Mmol
und Rt = R∗

Mmol,t
. (C.1)

C.2 Diffusivität
In Hall und Pruppacher (1976) wird für die Diffusivität D von Luft die Parametrisierung

D(p, T ) = 2.11 · 10−5
(
T

T0

)1.94 p0
p

(C.2)

angegeben, die im Temperaturbereich 193.15 K bis 313.15 K gültig ist. Sie liefert Werte
in der SI-Einheit m2 s−1 und es gilt T0 = 273.15 K, p0 = 101 325 Pa. Hierbei bezeichnet
p den Gesamtdruck.

C.3 Thermale Konduktivität
C.3.1 Thermale Konduktivität von trockener Luft
Die thermale Konduktivität Kt(T ) von trockener Luft wird in Kannuluik und Carman
(1951) untersucht. Dort wird die Formel

Kt(T ) = 418.68 · 5.75 · 10−5 · (1 + 0.00317(T − 273.15)− 0.0000021(T − 273.15)2) (C.3)

angegeben, welche im Temperaturbereich 90.15 K bis 491.15 K Gültigkeit hat. Die
Werte von (C.3) haben die Einheit cal cm−1 sec−1 ◦C−1. Der Umrechnungsfaktor auf
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Symbol Wert Einheit Beschreibung Quelle
Mmol 0.01801528 kg mol−1 Molare Masse von Wasser Picard u. a. (2008)
Mmol,t 0.02896546 kg mol−1 Molare Masse von tro-

ckener Luft
Picard u. a. (2008)

R∗ 8.314472 J mol−1 K−1 Universelle Gaskonstante Picard u. a. (2008)
Rv 461.52333 m2 s−2 K−1 Spezielle Gaskonstante für

Wasserdampf
–

Rt 287.04781 m2 s−2 K−1 Spezielle Gaskonstante für
trockene Luft

–

σi 0.109 kg s−2 Oberflächenspannung von
Eis

Ketcham und
Hobbs (1969)

cp,t 1005 m2 s−2 K−1 Spezifische Wärmekapazi-
tät von trockener Luft

Rogers und Yau
(1989)

Tabelle C.1: Verwendete physikalische Konstanten. Die speziellen Gaskonstanten
wurden gemäss (C.1) berechnet.

SI-Einheiten ist

1 cal cm−1 sec−1 ◦C−1 = 418.68 W m−1 K−1 = 418.68 kg m s−3 K−1. (C.4)

C.3.2 Thermale Konduktivität von feuchter Luft

Aus Pruppacher und Klett (1997, Gleichung 13-18c) ergibt sich für die Konduktivität K
der feuchten Luft die Parametrisierung

K(ρv, T ) = Kt(T ) ·
(

1−
(

1.17− 1.02K̃v(T )
K̃t(T )

)
qv

qv + ε

)
. (C.5)

Die Werte besitzen die SI-Einheit W m−1 K−1 = kg m s−3 K−1. Hierbei sind

K̃t(T ) = Kt(T )
418.68 ,

K̃v(T ) = (3.78 + 0.02 · (T − 273.15)) · 10−5,

ε = Rt
Rv

(C.6)

mit dem Wasserdampfmischungsverhältnis qv. Der Quotient aus (C.5) kann mit qv =
εpv/pt zu

qv
qv + ε

=
εpvpt

εpvpt + ε
=

pv
pt

pv
pt

+ 1 = pv
pv + pt

(C.7)

angepasst werden, wobei pv den Partialdruck des Wasserdampfes und pt den Partialdruck
von trockener Luft bezeichnen.
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C.4 Dichten
C.4.1 Dichte von Wasser
Für den Temperaturbereich von 239.74 K bis 283.15 K findet sich in Hare und Sorensen
(1987) für die Dichte ρl von flüssigem Wasser die Parametrisierung

ρl(T ) = 999.86 + 6.69 · 10−2(T − 273.15)− 8.486 · 10−3(T − 273.15)2

+ 1.518 · 10−4(T − 273.15)3 − 6.9484 · 10−6(T − 273.15)4

− 3.6449 · 10−7(T − 273.15)5 − 7.497 · 10−9(T − 273.15)6.

(C.8)

Diese Parametrisierung liefert Werte in der zugehörigen SI-Einheit kg m−3. Für den
Temperaturbereich von 273.15 K bis 423.15 K wird in Kell (1975) die Parametrisierung

ρl(T ) = F (T )
1 + 16.87985 · 10−3(T − 273.15) (C.9)

angegeben, wobei die Funktion F durch

F (T ) = 999.8395 + 16.945176(T − 273.15)− 7.9870401 · 10−3(T − 273.15)2

− 46.170461 · 10−6(T − 273.15)3 + 105.56302 · 10−9(T − 273.15)4

− 280.54253 · 10−12(T − 273.15)5
(C.10)

gegeben ist. Auch (C.9) liefert Werte in der SI-Einheit kg m−3.

C.4.2 Dichte von Eis
Die Parametrisierung

ρi(T ) = 916.7− 0.175(T − 273.15)− 0.0005(T − 273.15)2 (C.11)

für die Dichte ρi von Eis ist in Bogdan (1997) für Temperaturen von 228 K bis 273.15 K
angegeben. Sie liefert Werte in der SI-Einheit kg m−3.

C.5 Spezifische Wärmekapazitäten
C.5.1 Spezifische Wärmekapazität von Wasser
In Pruppacher und Klett (1997, Formeln 3-15 und 3-16) werden zwei Parametrisie-
rungen für die spezifische Wärmekapazität cp,l von flüssigem Wasser für verschiedene
Temperaturbereiche angegeben. Für den Temperaturbereich von 236.15 K bis 273.15 K

cp,l(T ) = 4186.8 ·
(
1.000983− 2.7052 · 10−3(T − 273.15)− 2.3235 · 10−5(T − 273.15)2

+4.3778 · 10−6(T − 273.15)3 + 2.7136 · 10−7(T − 273.15)4
)

(C.12)
und für den Temperaturbereich von 273.15 K bis 308.15 K

cp,l(T ) = 4186.8·
(
0.9979 + 3.1 · 10−6(T − 238.15)2 + 3.8 · 10−9(T − 238.15)4

)
. (C.13)
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In dieser Form liefern beide Parametrisierungen Werte in der SI-Einheit J kg−1 K−1 =
m2 s−2 K−1, denn wir haben den folgenden Umrechnungsfaktor eingefügt:

1 cal g−1 ◦C−1 = 4186.8 J kg−1 K−1 = 4186.8 m2 s−2 K−1. (C.14)

C.5.2 Spezifische Wärmekapazität von Eis
Eine Parametrisierung für die molare Wärmekapazität cp,i,mol(T ) von Eis wird in Murphy
und Koop (2005) für Temperaturen über 20 K angegeben als

cp,i,mol(T ) = −2.0572 + 0.14644T + 0.06163T exp
(
−
(

T

125.1

)2
)
. (C.15)

Die spezifische Wärmekapazität cp,i ergibt sich aus (C.15) nach Division mit der molaren
Masse Mmol von Wasser, vergleiche Tabelle C.1. Die entstehende Parametrisierung
besitzt die SI-Einheit J kg−1 K−1 = m2 s−2 K−1.

C.5.3 Spezifische Wärmekapazität von feuchter Luft
Für die spezifische Wärmekapazität cp,f von feuchter Luft verwenden wir die Parametri-
sierung

cp,f = cp,t

(
1 + 0.9ρv

ρd

)
(C.16)

aus Rogers und Yau (1989), die bereits Werte in der SI-Einheit J kg−1 K−1 = m2 s−2 K−1

liefert. Hierbei wird eine Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärmekapazität cp,t
von trockener Luft vernachlässigt.

C.6 Latente Wärme
C.6.1 Latente Wärme von Wasser
Die Parametrisierung

Llv,mol(T ) = 56579− 42.212 · T + exp (0.1149 · (281.6− T )) (C.17)

für die molare latente Wärme von Wasser entnehmen wir Murphy und Koop (2005).
Diese ist gültig für Temperaturen von 236 K bis 273.16 K. Die latente Wärme Llv mit
der SI-Einheit J kg−1 = m2 s−2 folgt nach einer Division von (C.17) durch die molare
Masse Mmol, vergleiche Tabelle C.1.

C.6.2 Latente Wärme von Eis
Aus Murphy und Koop (2005) ergibt sich die Parametrisierung

Liv,mol(T ) = 46782.5 + 35.8925T − 0.07414T 2 + 541.5 exp
(
−
(

T

123.75

)2
)

(C.18)

für die molare latente Wärme von Eis. Diese Parametrisierung ist gültig für Temperaturen
ab 30 K. Durch Division von (C.18) mit der molaren Masse Mmol von Wasser, siehe
Tabelle C.1, folgt eine Parametrisierung mit der SI-Einheit J kg−1 = m2 s−2.
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C.7 Sättigungsdampfdruck

C.7 Sättigungsdampfdruck
C.7.1 Sättigungsdampfdruck über Wasser
Der Sättigungsdampfdruck pl,∞ über einer ebenen Wasseroberfläche kann nach Murphy
und Koop (2005) parametrisiert werden durch

log(pl,∞(T )) = 54.842763− 6763.22
T

− 4.21 log(T ) + 0.000367 · T

+ tanh (0.0415 · (T − 218.8)) ·
(

53.878− 1331.22
T

− 9.44523 · log(T ) + 0.014025 · T
)
.

(C.19)
Diese Parametrisierung liefert Werte in der SI-Einheit Pa = kg m−1 s−2 und ist gültig
im Temperaturbereich von 123 K bis 332 K.

C.7.2 Sättigungsdampfdruck über Eis
Der Sättigungsdampfdruck pi,∞ über einer ebenen Eisoberfläche kann nach Murphy und
Koop (2005) durch

log(pi,∞(T )) = 9.550426− 5723.265
T

+ 3.53068 · log(T )− 0.00728332 · T (C.20)

parametrisiert werden. Diese Parametrisierung liefert Werte in der SI-Einheit Pa =
kg m−1 s−2 und ist gültig für Temperaturen ab 110 K.

C.8 Oberflächenspannung von Wasser
Mit zusätzlichen Messdaten hat Prof. Borrmann die Koeffizienten der Parametrisierung
aus Pruppacher und Klett (1997, Formel 5-12) angepasst zu

σl(T ) = 0.001 ·
(
75.7901− 0.139649(T − 273.15)− 4.62016 · 10−4(T − 273.15)2

− 2.92323 · 10−5(T − 273.15)3 + 1.29287 · 10−6(T − 273.15)4

−1.70799 · 10−8(T − 273.15)5 + 7.25066 · 10−11(T − 273.15)6
)
.

(C.21)
Diese Parametrisierung liefert Werte in der SI-Einheit N m−1 = kg s−2 und ist gültig im
Temperaturbereich von 233.15 K bis 373.15 K.
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Abkürzungsverzeichnis

FEM Finite-Elemente-Methode

GFEM Verallgemeinerte Finite-Elemente-Methode („Generalized finite element
method“)

IWC Eiswassergehalt („ice water content“)

LES Large-Eddy-Simulation-Modell
LWC Flüssigwassergehalt („liquid water content“)

WBF Wegener-Bergeron-Findeisen-Prozess
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Symbolverzeichnis

αi Akkomodationskoeffizient des Eiskristalls
αd Akkomodationskoeffizient des Tropfens
αω Akkomodationskoeffizient des Hydrometeors ω
aw Aktivität eines Aerosols im Hydrometeor

ρv Dichte des Wasserdampfes
ρv,∗ Wasserdampfdichte in der Entfernung des Interaktionsradius vom Mit-

telpunkt des sphärischen Eiskristalls
ρi Dichte von Eis
ρf Dichte der feuchten Luft
ρl Dichte von flüssigem Wasser
ρ∞ Dichte der feuchten Luft in der Umgebung
ρv,i Wasserdampfdichte an der Oberfläche eines Eiskristalls
ρv,ω Wasserdampfdichte an der Oberfläche eines Hydrometeors ω
ρv,d Wasserdampfdichte an der Oberfläche eines Tropfens
ρv,∞ Umgebungswasserdampfdichte
D Diffusivität der feuchten Luft
D0 Konstanter Wert der Diffusivität von feuchter Luft
pt,∞ Partialdruck der trockenen Luft in der Umgebung
p∞ Gesamtdruck in der Umgebung
pv,∞ Partialdruck des Wasserdampfes in der Umgebung
pv Partialdruck des Wasserdampfes

f0 Konstanter Wert der Koeffizientenfunktion f der Temperaturgleichung

g Erdbeschleunigung
R Spezielle Gaskonstante von feuchter Luft
Rv Spezielle Gaskonstante von Wasserdampf
Rt Spezielle Gaskonstante von trockener Luft
R∗ Universelle Gaskonstante

ωi Eiskristall



Symbolverzeichnis

ω Hydrometeor
ωd Tropfen

K Thermale Konduktivität von feuchter Luft
K0 Konstanter Wert der thermalen Konduktivität von feuchter Luft

Liv Latente Wärme für einen Phasenübergang von Eis zu Wasserdampf
Llv Latente Wärme für einen Phasenübergang von flüssigem Wasser zu

Wasserdampf
Lω Latente Wärme für einen Phasenübergang der kondensierten Phase

des Hydrometeors ω in Wasserdampf

ma Masse des Aerosols in einem Tropfen
mi Masse des Eiskristalls
mω Masse des Hydrometeors ω
md Masse des Tropfens
mw Masse des Wassers in einem Tropfen der Aerosol enthält
Mv Gesamtmasse des Wasserdampfes im Luftpaket
Mi Gesamtmasse des Eises im Luftpaket
Mt Gesamtmasse der trockenen Luft im Luftpaket
Ml Gesamtmasse des flüssigen Wassers im Luftpaket
Ma
l Gesamtmasse der Tropfen im Luftpaket, die nicht in einer Eiseinfluss-

kugel enthalten sind
M i
l Gesamtmasse der Tropfen im Luftpaket, die sich innerhalb einer Ei-

seinflusskugel befinden
qal Mischungsverhältnis der Tropfen ausserhalb aller Eiseinflusskugeln
qil Mischungsverhältnis der Tropfen innerhalb aller Eiseinflusskugeln
qv Mischungsverhältnis des Wasserdampfes

σi Oberflächenspannung von Eis
σl Oberflächenspannung von Wasser
D0 Abstandsparameter für den Interaktionsradius des Eiskristalls
Dd Abstandsparameter für den Einflussradius des Tropfens
Di Abstandsparameter für den Einflussradius des Eiskristalls

RE Einflussradius des Eiskristalls
rE Einflussradius des Tropfens
Rd Interaktionsradius: Abstand des Tropfens vom Mittelpunkt des sphäri-

schen Eiskristalls
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Symbolverzeichnis

Ra Radius des Aerosolkerns in einem Eiskristall
ra Radius des Aerosolkerns in einem Tropfen
ri Radius des kugelförmigen Eiskristalls
rd Radius des kugelförmigen Tropfens

pi,∞ Sättigungsdampfdruck über einer ebenen Eisoberfläche
pl,∞ Sättigungsdampfdruck über einer ebenen Wasseroberfläche
S∞,i Sättigungsverhältnis der Umgebung bezüglich Eis
S∞ Sättigungsverhältnis der Umgebung bezüglich flüssigem Wasser

T ad Temperatur eines Tropfens, der sich nicht in einer Eiseinflusskugel
befindet

T id Temperatur eines Tropfens, der sich in einer Eiseinflusskugel befindet
TGG Dimensionslose Gleichgewichtstemperatur
Ti Temperatur des Eiskristalls
T∗ Temperatur in der Entfernung des Interaktionsradius vom Mittelpunkt

des sphärischen Eiskristalls
Tω Temperatur des Hydrometeors ω
Td Temperatur des Tropfens
T Temperatur
T∞ Umgebungstemperatur in grosser Entfernung eines Hydrometeors

cp,a Spezifische Wärmekapazität von Aerosol
cp,i Spezifische Wärmekapazität von Eis
cp,f Spezifische Wärmekapazität von feuchter Luft
cp,ω Spezifische Wärmekapazität des Hydrometeors ω
cp,t Spezifische Wärmekapazität von trockener Luft
cp,l Spezifische Wärmekapazität von flüssigem Wasser
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