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Zusammenfassung

Mit dem HFz-Hubbardmodell meinen wir das iibliche Hubbardmodell fiir alle Dimensionen mit der
Einschréankung auf die Menge der Slaterdeterminanten, wobei allerdings die Spinwellen dieser Sla-
terdeterminanten nur Bewegung parallel zur z-Richtung haben.

Fiir dieses Modell mit kleiner Fiillung ist es uns gelungen zu beweisen, dass der Ferromagnetismus
fiir grofle, aber endliche Kopplung entsteht.

Von einem mathematischen Gesichtspunkt aus wird das obige Resultat wesentlich aus folgender
unteren Schranke mit Randterm an dem folgenden nichtlinearen Energiefunktional £“* abgeleitet:

8“;”(5:77) > Eferro(,u) + f(u,,u) |8&’2€| (*)
mit F(u,p) > 0 vorausgesetzt, die Kopplung u > u (1), wobei u (1) endlich fiir alle Fiillungen
0<p<1ist.

Hierbei ist Eferro(pt) (die ferromagnetische Energie) selbst eine obere Schranke beziiglich v an der
Minimumenergie:

E%(1) := min &M .
() (g,g)ngE & n)

Das HF'z-Energiefunktional E“* und sein Definitionsbereich K fiir das HFz-Hubbardmodell sind ge-
geben durch:

W(E,n) = Te{(-A - p)(E+m} + v (ol a) (alna) (HF-Energie-)
zEA
bzw.
K:=K(A) x K(A) (Varationsmenge)

Hierbei ist K(A) die Menge aller |A| x |A| komplexen Matrizen &, die 0 < £ < 1 als quadratische
Form erfiillen. Weiterhin ist das Gitter A durch (Z/LZ)? (d € N die Dimension) gegeben, dessen
Kantenlénge L hinreichend gro8 (L > L. (u, d)) sein muss. Schliefilich ist —A der diskrete Laplacian-
Operator auf dem Gitter A.

Die Menge ) in (¥) ist eine Teilmenge des Gitters A und hiingt von einem kleinen Parameter
0 < 6er(it,d) < 1 ab, ndmlich:

Qe={zeA|{zlfr) < ds(p,d)}-
Aus (x) folgt

1. Der Minimumwert des Energiefunktionals dndert sich nicht mehr, wenn die Kopplung
U > Uer (1, d) ist, ndmlich:

E*(1t) = Eferro(p) fiir alle  u > e (4, d) mit ue. (1, d) endlich !

2. Wenn u > u. (1, d) ist, dann gibt es nur und genau zwei Klassen von Minimierenden (&,,7,) fiir
das HFz-Energiefunktional, ndmlich:



Entweder (f*,T]*) = (f* € Fferro; 0) oder (f*,n*) = (O, N € 11ferr0) 3

Hierbei ist (I'ferro, 0) C K die Menge aller vollpolarisierten Matrizen (Zusténde) mit kleinster
Energie, die in diesem Fall die ferromagnetische Energie Ftero(t, d) ist, ndmlich:

Eferro(pt; d) = I “H(E, 0
ferro (14, d) (gr,g)ngE (&,0)

Die Folgerungen 1. und 2. bedeuten genau, dass Ferromagnetismus fiir grofe, aber endliche Kopplung
entsteht.

Zusammenfassend beweisen wir in dieser Arbeit die untere Schranke (x) fiir das HFz-Hubbardmodell.

P.S. Die Veréffentlichung dieser Dissertation in Form eines Artikels (paper) ist eine Zusammenarbeit
mit Prof. Volker Bach und Prof. Elliott Lieb ([BLT 05]), die im Internet
(http://tw.arxiv.org/pdf/cond-mat/0506695) am 27.06.2005 unter dem Titel

“Ferromagnetism of the Low-Density Hubbard Model in the Hartree-Fock Approrimation“ erschienen
ist.



Schluss

Mit dem HFz-Hubbardmodell konnten wir mathematisch bestétigen, dass Ferromagnetismus einen
reinen quantenmechanischen Ursprung hat, ndmlich:

Das Zusammenspiel zwischen der Bewegung - ¢ - und der Kopplung - u - von Elektronen in
einem Festkorper verursacht den Ferromagnetismus, wenn v hinreichend grof}, aber endlich und die
Fiillung p hinreichend klein ist. Erinneren wir uns, dass der Hamiltonoperator fiir das Standard-
Hubbardmodell folgendermafen gegeben ist:

I:T(t, u,p) = —t Z C’lUC’yU + u annu + (2d—p) Z Ngt + Ny
oe{t,l} zeA zEA
z-y|=1

Neu!!! : Ferromagnetismus entsteht schon mit endlicher Kopplung w.

Graphisch haben wir Folgendes:

E’u

Min.
Energie E" = FEferro

E" < Eferro

Uer < OO u

und

entweder --- 11 ---

Die Minimierenden sind

oder -l -

Die Abhéngigkeit von u., beziiglich des chemischen Potentials ; und der Dimension d ist durch das
folgende Phasendiagramm gegeben:






Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodell

log,, ter (1, d)

I
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Abb.: Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodell.
Oberhalb jeder Kurve der jeweiliegen Dimension ist
die Existenz der ferromagnetischen Phase gesichert.
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Bemerkung: Fiir praktische Zwecke kénnen wir u,, (i, d) folgendermaflen setzen:

1
o (,LL, d)

Hierbei ist &;(p, d) folgendermaflen definiert:

3.62
Uer(p, d) = ( ) fiir alle 0< p <1 und d=1, 2 und 3.

2+d
~ L 1— IS, | 2
& (p,d) = (1+ 35) @iy ((Ald—lﬁ)% @n)d <M/2)

Die Interpretation von d&;(p,d) zeigt sich als eine untere Schranke mit Randterm an folgendem
Lokalisationsfehler: Fiir alle beliebigen Teilmengen (2 von A := (Z / LZ)d gilt Folgendes:

Yu@ + Ye®) - Y e@uat=a) > awd ool
ej<0 e; <0 €j <0
Lokalisationsfehler

Hierbei sind Q¢ := A\ ©, €;(Q2) und ¢;(Q°) die Eigenwerte von Po(—A — ul)Pq € B(£*(A)) bzw.
Pae(—A — pl)Poe € B(£2(A)).

Weiterhin ist & (u,d) > 0 (positiv!) und unabh#ngig von Q, vorausgesetzt

24d

0O<pu<1 und L > LEV(y d):=4rd (Q/M)T.

[Sal

Hierbei ist |S;| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel. Fiir Details iiber diesen Lokalisa-
tionsfehler siehe das Kapitel 5.

Mit dieser Bemerkung beenden wir unseren Schluss.
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Abstract

By HFz-Hubbard Model we mean the usual Hubbard Model for any dimensions restricted to
the set of Slater determinants (Hartree-Fock states), whose spin-waves don’t have a spiral motion
w.r.t. the lattice, but they stay parallel to the z-direction. For this model with small filling we proved
in this work that the ferromagnetism takes place for large enough, but finite coupling.

From a mathematical point of view the above result comes essentially from the following lower bound
with a boundary term for a nonlinear energy functional £** defined on a convex set K:

gU,N(§7 77) > Eferro(lj’) + F(U, :U’) ‘aQ§| with ‘F(unu’) > Oa (*)

provided that the coupling u > u. (1) with u.(p) finite for all filling 0 < p < 1.

Here Ffeo(1) (ferromagnetic energy) is itself an upper bound w.r.t. u for the Minimum-Energy:

E¥(p) := min EWH .
() o &)

The HFz-energy functional E“* and its domain K for the HFz-Hubbard Model are given by:

E4H(E,m) = Tr{(-A—p1)(E+n)} + u)_(zl¢x) (ln) (Igjciﬁ)e;gly)
T€EA
K := K(A) x K(A) (Var%téitonal)

where K (A) is the set of |A| x |A| complex matrices £ which satisfy 0 < ¢ < 1 in quadratic form
sense, the lattice A is given by (Z/LZ)% (d € N the dimension) whose length size L must be large
enough (L > L..(u,d)) and —A is the discreet Laplacian on the lattice A.

The set ) in (*) is a subset of the lattice A and it depends on a small parameter 0 < 6. (u, d) < 1,
namely:

Q= {a e | (@l€a) < du(nd)}.
From (x) follows that

1. The minimum value of energy functional doesn’t change when the coupling u > ue(u, d),
namely:

E"(11) = Eferro(pt) for all  u > e (p, d) with ue,(u, d) finite !

2. If u > e (p, d) then there are only and exactly two classes of minimizers (&, 7.) for HFz-energy
functional, namely:

Either (f*,n*) - (6* € Fferro; O) or (5*77)*) == (0: N« S Pferro) )

where (T'ferro, 0) C K is the set of the full polarized matrices (states) with smallest energy, which
in this case is the ferromagnetic energy Eteo(p, d), namely:

FErterro(pt, d) = in EYH(&,0
ferro (14, @) oin (&,0)

13



The consequences 1 and 2 mean exactly that ferromagnetism takes place for large enough, but finite
coupling.

Summarizing we prove in this work the lower bound (x) for the HFz-Hubbard Model.
P.S. The publication of this PhD thesis in form of a paper consists in a cooperation with Prof. Volker
Bach and Prof. Elliott Lieb ([BLT 05]). This paper is already available in Internet

(http://tw.arxiv.org/pdf/cond-mat/0506695) since 27th June 2005 with the following title:
“Ferromagnetism of the Low-Density Hubbard Model in the Hartree-Fock Approximation®.

14



Conclusion

With the HFz-Hubbard Model we could mathematically confirm that ferromagnetism has a
pure quantum mechanical origin, namely:

The interplay between the motion - ¢ - and the coupling - u - of the electrons in a solid causes
ferromagnetism if u is big enough, but finite, and the filling © is small enough. Recall that the
Hamiltonian Operator for the full (not HFz) Hubbard model is given by:

ﬁ(ta u, /.,L) = -t Z C;acya + u Z NztTg) + (2d - /'l’) Z Nzt + Ngy
o€e{T,d} TEA TEA
z—yl=1

New!!! : Ferromagnetism takes place already for finite coupling wu.

Graphically we have the following:

Eu

Min.
Energy EY = Eferro

E* < Eferro

Uer < OO u

and

either - 1411 - -
R R

The minimizers are

The dependence of u.. w.r.t. the chemical potential ;2 and the dimension d is given by the following
phase diagram:

15



16



Phase diagram for the HFz-Hubbard Model
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Figure: Phase Diagram for the HFz-Hubbard Model.
Above each curve is the existence of
the ferromagnetic phase assured for the respective dimension.
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Remark: For practical purposes we can set u., (i, d) as following:

1
o (:ua d)

3.62
Uer (p, d) = ( ) forall 0<p<1andd=1, 2 and 3.

where &, (p, d) is given by
24d
~ L 1 1S, 2
& (p,d) = (1+ 35) iy ((4(171 3 @n)d ( /2)

The interpretation of &;(u, d) is given as a lower bound with boundary term for the following Loca-
lization Error: For any subset Q) of A := (Z/ LZ)d the following holds:

S @ + e - Se@uor=A) > @ d]on)
e;<0 e; <0 e; <0

Localization Error

where Q¢ := A\ ©Q, ;(Q) and ¢;(Q2°) are the eigenvalues of Po(—A — pl)Po € B(¢2(A)) and
Pac(—A — pl)Poe € B(£2(A)) respectively.

Further &;(u, d) is positive! and does not depend on €2, provided that

2+d

0<p<1l and L >LEV(sd):=drd %" ( m )

Here |Sy| is the volume of the d-dimensional unit sphere. For details about this Localization Error
see chapter 5.

With this remark we end our conclusion.
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1 Einleitung

Es ist eine der groflen Herausforderungen zu erkldren, wie der Magnetismus mit der Beweglichkeit
der Elektronen in einem Festkorper vertriglich ist. Diese Art von Magnetismus ist in der Literatur
als “itinerant magnetism” bekannt.

Nach Meinung vieler Wissenschaftler (siehe z.B. [Faz 99]) ist das Hubbardmodell ([H 63], [K 63],
[G 63]) das einfachste Vielteilchenmodell, in dem die folgenden zwei konkurrierenden Aspekte in
Systemen mit schmalen Béndern (Elektronen in der 3d-Schale in z.B. Eisen und Nickel) sinnvoll
beschrieben sind:

e Kinetische Energie zustéindig fiir die Delokalisierung der Elektronen.

e Elektron-Elektron-Wechselwirkung zusténdig fiir ihre Lokalisierung.

Das Zusammenspiel zwischen diesen beiden konkurrierenden Aspekten sollte den Magnetismus be-
weglicher Elektronen erkliren.

Das Hubbardmodell beschreibt N Elektronen auf einem Gitter A = (Z/LZ)¢ (L,d € N). In diesem
Modell kénnen die Elektronen sich bewegen, und zwar von einem Gitterplatz zu dem néchsten Gitter-
platz mit einer Wahrscheinlichkeit . Und wenn sich zwei Elektronen (mit verschiedenen Spins) auf
einem Gitterplatz befinden, erfahren sie eine Coulomb-Abstoung (Kopplung) mit dem Wert u > 0.

Der Hamiltonoperator fiir dieses Modell lautet:

H(t,u) = —tz ey + uanTnu (1.1)

oe{t,I} zeA
T,YEN:
lz—y|=1

Dieser Hamiltonoperator wirkt auf den N-Teilchen-Hilbertraum H™) = /\fV:1 ‘H (erzeugt durch den
1-Teilchen-Hilbertraum H = C!A' @ C'*l = komplexe spinwertige Funktionen auf das Gitter A), und
ferner sind hier ¢! _, ¢,, und ng, := ¢l c, die Erzeugungs-, Vernichtungs- bzw. Besetzungszahlope-
ratoren.

Diese Operatoren erfiillen die kanonischen Anti-Vertauschungsrelationen: {c;,,cyr} = {cl,, ¢}, } =0

und {cz,, C;LT} = 0gy0y7, und ferner sind die Eigenwerte der Besetzungszahloperatoren 0 oder 1.

Der groflere Teil der Untersuchung des Hubbardmodells besteht darin, sein Hamiltonoperator (eine
riesige Matrix (2]|<,\|) X (2%\') oder sogar 44 x 414 im Fall einer nicht festen Anzahl von Elektronen) zu
diagonalisieren, und vor allem seine Grundzustinde zu bestimmen, wodurch sich physikalische Eigen-
schaften des Systems bei tiefen Temperaturen - wie z.B. Ferromagnetismus, Antiferromagnetismus
und Metall-Tsolator-Ubergang - ablesen lassen.

Bis jetzt sind die exakten Grundzustéinde des Hubbardmodells (fiir allgemeine Anzahl von Gitter-
pléitze) nur fiir eindimensionale Gitter gefunden (siehe [LW 68]). Dort konnte gezeigt werden, dass
die Grundzustéinde fiir endliches u Isolator-Eigenschaft besitzen, aber keine antiferromagnetische
langreichweitige Ordnung vorliegt. In mehreren Dimensionen gibt es kaum exakte Resultate (siehe
[Lieb 93]).

Im Extremfall u = oo besagt das Nagaoka-Theorem ([Nag 66], [T 65]) andererseits, dass die Grund-
zusténde fiir alle Dimensionen (d > 2) ferromagnetisch sind, wobei allerdings eine iiberraschende Be-
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dingung fiir die Anzahl der Elektronen bzgl. der Anzahl von Gitterplitzen erfiillt sein muss, ndmlich:
N=|A|-1

Erweiterungen des Nagaoka-Theorems fiir endliches v und/oder N # |A| — 1 sind seit seinem
Artikel im Jahr 1966 bis heute oft untersucht worden (siehe z.B. das review [Tsa-r1 97]).

In der Hartree-Fock-Approximation (siehe Kapitel 2) haben Bach, Lieb und Solovej [BLS 94| das
Theorem von Nagaoka fiir 1 < N < |A| erweitert. Bei dieser Erweiterung bleibt u jedoch unendlich.
D.h. unter den Bedingungen 1 < N < |A] und u = oo sind die HF-Grundzusténde des Hubbardmo-
dells ferromagnetisch.

23



1.1 Beitrag dieser Dissertation

In dieser Arbeit wird das HF-Hubbardmodell vereinfacht. Diese Vereinfachung des HF-Hubbard-
modells wird in dieser Dissertation HFz-Hubbardmodell genannt. Fiir dieses vereinfachte Modell ist
es uns gelungen zu beweisen, dass seine HF-Grundzusténde im Fall einer geniigend groflen, aber end-
lichen Abstoflung u ferromagnetisch sind. D.h. fiir dieses vereinfachte Modell gibt es eine Erweiterung
des Nagaoka-Theorems fiir endliche u. An dieser Stelle ist es wichtig zu erwéhnen, dass dieser Wert
von u - ab dem der Ferromagnetismus vorliegt - auch im Fall |A| — oo endlich bleibt. Diese Tatsache
ist von der Physik her erwartet (Thermodynamischer Limes).

1.1.1 Beispiel eines allgemeineren mathematischen Problems

Von einem reinen mathematischen Gesichtspunkt aus befasst sich diese Dissertation mit einem Bei-
spiel von folgendem allgemeineren mathematischen Problem:

Problem: Sei £%! ein nichtlineares Funktional auf einer konveren Menge K
E'z) = tT(x) + uW(z) , z€eK (1.2)

wobei die Funktionale T (linear) und W > 0 (nichtlinear) zwei konkurrierende Aspekte eines Modells
darstellen und die Parametert > 0 und v > 0 die Intensitit der jeweiligen Aspekte messen.

Seien weiterhin folgende Minimumwerte definiert:

EY :=min{ £“=!(z) |z € K} (1.3)

und
E*® :=min{T(z) |z € K mit W(z)=0}. (1.4)

Nun stellt sich die Frage, ob ein kritischer Wert u., < oo existiert, so dass
E" = E* fir alle ue <u < oo (1.5)

gilt ¢ Graphisch kann man diese Frage folgendermafSen verstehen:

EU

E" = E™

E* < E*®

Uer < 007 U
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Die Antwort auf die Frage (1.5) ist Ja ! im Fall unseres Beispiels; ndmlich des HFz-Energiefunktionals.
Kurz beschrieben sind die Menge K und das Funktional £, in diesem Beispiel des HFz-Funktionals
gegeben durch:

o K :={(7,7) € B(C™) x B(CAN | 0 < ,,7, < 1als quadratische Form } (1.6)

mit

B(C™) die Menge aller |A|x|A| komplexen Matrizen und A = A, 4 := (Z/LZ)* fiir feste L,d € N

bzw.
° g#f(”)’p%) = Tu(%a%) + “W(’YTa’h) (1.7)

mit

3 (Linearer Teil)
Tl = T=A=pl) ) + THEA =B (Kinetische Energie)

(1.8)

(Nichtlinearer Teil)

W) = Z D()(x) D(,)(2) (e-e-Wechselwirkung)

TEA

Hierbei sind D(v,)(z) und D(v,)(z) die Elemente in der z-Stelle der Diagonalen der Matrix -y,
bzw. der Matrix v, und ferner ist 0 < p < 1 ein Parameter, der physikalisch die Anzahl von
Elektronen kontrolliert, welche im Gitter A bleiben.

Physikalisch ist

e K eine echte Teilmenge von Elektronendichtematrizen® (eine Eins-zu-Eins-Relation zwischen
Elektronendichtematrizen und HF-Zustéinde ist im Kapitel 2 prisentiert) und

o &} das HF-Energiefunktional fiir das Hubbardmodell auf dieser Menge K (siehe Kapitel 2 fiir
die Ableitung des HF-Energiefunktional fiir das Hubbardmodell).

1.1.2 Hauptergebnis

Das Hauptergebnis dieser Dissertation besteht darin, die Frage in (1.5) fiir das Funktional in (1.7)
auf der Menge K in (1.6) zu bejahen. Dies fassen wir in Form eines Theorems zusammen.

Theorem Ferro (Siehe Kapitel 3) Fiir alle 0 < p < 1 und d € N existiert eine kritische Kantenlinge
L. (p,d) < 0o und eine kritische Kopplung ue.(p,d) < 0o, so dass

Epy=Er 7" fir alle Le(p,d) < L und uer(p,d) <u < oo

gilt.

IDie Menge der Elektronendichtematrizen oder Einteilchendichtematrizen ist gegeben durch:

1PDM := { v € B(C?l) | 05ja| < v < 154, als quadratische Form }
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Physikalisch bedeutet dies, dass das System ferromagnetisch ist (siehe Kapitel 2, Unterkapitel 2.1).
Die Tatsache, dass u. nicht von der Kantenlinge L (vorausgesetzt L > L..(u1,d)) abhéngt, ist sehr
wichtig, weil dadurch wu,, endlich bleibt, auch wenn L — oo (Thermodynamischer Limes).

Explizite Ausdriicke fiir L. (1, d) und ., (u, d) befinden sich im Kapitel 3 und die Abhéngigkeit
von (i, d) bzgl. des chemischen Potentials 1 und der Dimension d ist durch das folgende Phasen-
diagramm gegeben:
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Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodell

ferromagnetische
35 Phase

L1

IS8
I

w

11
—_——

Abb.: Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodell.
Oberhalb jeder Kurve der jeweiligen Dimension ist
die Existenz der ferromagnetischen Phase gesichert.
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Im Unterkapitel 3.7 wird dieses Phasendiagramm diskutiert.

Unabhiéngig von dem Theorem Ferro kénnen wir zumindest fiir d > 3 das asymptotische Verh&ltnis
1 —>0 = ug(p,d) — oo im Phasendiagramm durch folgendes Kriterium erkléiren:

Proposition (Ein quantitatives Stoner-Kriterium, siehe Unterkapitel 3.7 , Proposition 3.1)
Damit Ferromagnetismus entsteht, muss folgendes Kriterium erfillt werden.:

— oner . oner 2 4 2
M% u > C’éSt ) mit? C(gSt ) = S ( \/_) > 0 (1.9)

Dieses Kriterium gilt als eine Ergdnzung zum Theorem Ferro im folgenden Sinn: Das Theorem Ferro
bewaltigt die schwierige Aufgabe, eine hinreichende Bedingung in u fir die Entstehung des Ferro-
magnetismus’ zu liefern. D.h. das Theorem Ferro liefert eine Kurve u.,. versus 1, wobei oberhalb dieser
Kurve der Ferromagnetismus gesichert ist. Andererseits liefert das Kriterium (1.9) eine notwendige
Bedingung zur Entstehung des Ferromagnetismus’. D.h. dieses Kriterium liefert eine Kurve u,, versus
1, unterhalb welcher die Abwesenheit des Ferromagnetismus’ gesichert ist.

Bemerkung: Das Kriterium in (1.9) gilt sowohl fiir das HF- als auch fiir das HFz-Hubbarmodell
und steht in Ubereinstimmung mit dem sogenannten Stoner-Kriterium?® fiir das HF-Hubbardmodell
zur Entstehung des Ferromagnetimus’.

2Hierbei ist |Syq| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel.

3Kurz lautet das Stoner-Kriterium: p(en) u >> 1 wobei p(ey) die Zustandsdichte an der Fermikante ep ist. p(e) ist proportional zu
d=2

©~ 2 . Fiir mehr Details {iber das Stoner-Kriterium siehe z.B. [Faz 99].
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1.1.3 Methoden und Nebenergebnisse

Motivation: Analogie zur Segregation im Falicov-Kimball-Modell

Die Inspirationsquelle zum Beweis des Ferromagnetismus im HFz-Hubbardmodell ist den Ideen aus
dem aktuellen Artikel [FLU 02] iiber die Segregation im Falicov-Kimball-Modell (FK-Modell) zu
verdanken. In dem FK-Modell werden Teilmengen €2 des Gitters A mit fester Anzahl von Elementen
Q| statt Grundzustinde ® € H®™) gesucht. Diese gesuchten Teilmengen © von A minimieren das
FK-Energiefunktional (ein nichtlineares Funktional) auf dem Gitter A:

N
Eqn = Zej(—AA + u Z 1,) mit fest Q| (1.10)
j=1 zeA\Q

Physikalisch lasst sich das FK-Modell folgendermaflen interpretieren: Die Punkte von 2 sind leer
und die Punkte von Q°¢ := A\ Q sind mit Ionen besetzt und der Parameter v > 0 kontrolliert
die AbstoBung zwischen den Ionen (fest auf dem Gitter) und den Elektronen (bewegliche Teilchen).
Weiterhin ist die Energie von N Elektronen auf einem Gitter A unter der Wirkung einer Konfiguration
Q mit N; = |Q°| Tonen gegeben durch Eg v in (1.10). D.h. die Summe der N ersten Eigenwerte von

—Ap+u ), g0 1z € B(2(A)).
Unter den Bedingungen
e u(n,d) hinreichend grofi und
e 0<n:=N/|Q <1
wurde im Artikel [FLU 02]* bewiesen, dass die Ionenkonfigurationen, die das FK-Energiefunktional
minimieren, segregiert sind.

Man sagt, dass eine Ionenkonfiguration 2 C A mit einer festen Anzahl von Ionen |Q¢| segregiert ist,
wenn ihre Q¢ Ionen auf dem Gitter A so verteilt sind, dass der Rand dieser Konfiguration, 09 :=
{z € Q|dist(z,2°) = 1}, moglichst klein ist. Mit anderen Worten: Unter den obigen Bedingungen
ist die Bildung von "Klumpen” von Ionen bevorzugt zur Minimierung der Energie des gesamten
Systems.

Wesentlich besteht die Methode aus [FLU 02] zum Beweis der Segregation im FK-Modell darin,
folgende zwei Abschitzungen nach unten mit Randterm (|0€2|) zu erhalten:

e Fiir hinreichend grofles u gilt:

C(FLU)
Egy > B - du 109 (1.11)

e Fiir 0 < n < 1 gilt Folgendes fiir alle Konfigurationen €2 im Gitter A:

N
Eo N = Zej(PQ(—AA)PQ) > eza(n) | 4+  ai(n,d) |09 mit o (n,d) >0
j=1
(1.12)
Hierbei sind eza(n) die Energie pro Gitterplatz fiir eine Dichte n = N/|Q)| von Elektronen in

dem unendlichen Gitter Z¢ und C(gFLU) eine Konstante, die nur von der Dimension d abhéngt.
Weiterhin ist «q(n, d) relativ klein aber echt positiv und unabhéngig von der Konfiguration €.

4Der erste Beweis der Segregation im FK-Modell wurde bereits von P. Lemberger [Lemb 92] verdffentlicht. Dazu hat er Methoden der
Stérungstheorie angewandt, wobei allerdings nur der Fall d = 1 explizit behandelt wurde.
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Unsere Methode und Nebenergebnisse

Unsere Methode zum Beweis des Ferromagnetismus in HFz-Hubbardmodell (1.6)-(1.8) besteht we-
sentlich darin, die unteren Schranken (1.11) und (1.12) dem HFz-Hubbardmodell anzupassen. Diese
Anpassung wurde, wie wir sehen werden, in einer nicht trivialen Weise erhalten.

In unserer Methode ist das Analogon im HFz-Hubbardmodell zu einer Konfiguration von Ionen 2 im
FK-Modell gegeben durch:

Q=04 = {z €A | DE)@)=(0,]£5,) <3} (1.13)

wobei § € (0,1] und € € K(A) :={v € B(CM)|0, <y <1,} (eine konvere Menge®).

Und die gezielte Ungleichung, die das Theorem Ferro unmittelbar beweist, zeigt sich mit dieser
Definition von € folgendermafen:

Theorem Ferro I (siehe Kapitel 3) Seien 0 < u <1 und d € N fest.
Fiir alle 0 < VY, <1 gilt Folgendes:

Eralmm) 2 Epg + Flu,p,d) 09, ay,, | mit Flu,p,d) >0 (1.14)

vorausgesetzt, u > e (p, d) und L > L, (u,d) gelten.

Diese gezielte Ungleichung (1.14) ist das Hauptresultat dieser Dissertation und der Beweis dieser
Ungleichung beruht auf folgenden drei Zwischenergebnissen, die wir als Theorem A, Theorem B
und Theorem C zusammenfassen.

Im Folgenden beschreiben wir kurz diese drei Zwischenergebnisse.
Mit der Definition von 2 in (1.13) zeigt sich das Analogon zu (1.11) folgendermafen:
Theorem A (V. Bach, siehe Kapitel 4) Fiir alle 0 <6 <1, £ € K(A) und u > p/d gilt

C(FB)
To{(H]-) > T [RHR)} - o) (1.15)
wobei H = H}l, := —A — pl +uD(§), [A- := min{}, 0}, Q@ = Qs¢ wie in (1.13), Py = 1g und

oY =4a2.

Dieses erste Nebenergebnis dieser Dissertation wurde durch die Feshbach-Projektion-Methode® (siehe
Kapitel 4) erhalten.

In der Dissertation ist das Analogon zu (1.12) gegeben durch:

5Bemerke, dass folgende Beziehung zwischen K (in (1.6) definiert) und K (A) gilt: K = K(A) x K(A).

6Die Techniken von [FLU 02] zum Beweis von (1.11) fiir das FK-Modell lassen sich nicht auf das HFz-Hubbardmodell iibertragen, da
sie auf einer starken Tatsache des FK-Modells beruhen, ndmlich: Im FK-Modell nimmt das Potential D(£)(x) entweder den Wert 1 (d.h.
die Stelle z ist mit einem Ion besetzt) oder 0 (d.h. die Stelle z ist leer) an. Im Gegensatz darf D(§)(z) im HF-Hubbardmodell alle Werte
im Intervall [0,1] annehmen.
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Theorem B (FLU Groflkanonische Ensemble-Version, siehe Theorem 5.1)
Seien 0 < p < 1 und d € N. Fir alle beliebigen Teilmengen ) des Gitters A gilt Folgendes:

B = Tia{[Po(-A —i)Pel } > W)+ au(p,d) |00 (1.16)

mit
PR G 1.17
011(,11:, )_ (4d)2 (4d_u)4( eA(:u’)) ( : )

wobei ep(u) = ﬁTrA{[—A — pl]_} <0 (die Energie pro Gitterplatz in A) ist.
Bemerke, dass a1(u,d) > 0 (positiv!) und unabhdngig von 2 ist.

Eine wichtige Konsequenz aus diesem Theorem ist die Existenz einer positiven unteren Schranke mit
Randterm an folgendem Energiedefizit (oder Lokalizationsfehler), ndmlich:

Fiir alle beliebigen Teilmengen Q0 des Gitters A gilt:
Eo> + Egol — Eaiae, > oa(p,d) |09 (1.18)
mit
b (pyd) = (1+ 55) cua(p, d) (1.19)

Mit anderen Worten: Das Energiedefizit, das durch die Lokalisierung des Operators —A — pl auf €2
und auf Q° := A\ Q entsteht, ist nach unten durch é;(p, d)|02| abgeschitzt. Auferdem hingt &, (u, d)
nicht von Q ab. Fir Details iber &;(u,d) siehe Korollar 5.2 .

Dieses zweite Nebenergebnis dieser Dissertation wurde durch die Ubertragung der Techniken aus
[FLU 02] zum Beweis von (1.12) (der Fall des Kanonischen Ensemble - n) auf den Fall des groBka-
nonischen Ensemble - 4 (siehe Kapitel 5) erreicht.

Ein weiteres Nebenergebnis dieser Arbeit, das wir zum Beweis des Theorems Ferro anwenden,
bezieht sich auf eine untere Schranke an der Dichtematrix eines diskreten Schidinger-Operators, der
auf eine beliebige Teilmenge €2 des Gitters A eingeschrankt ist, ndmlich:

Sei ) eine beliebige Teilmenge von A := (Z/LZ)%, L,d € N und H := —A + V, € B(*(A))
ein diskreter Schrodinger-Operator auf dem Gitter A, wobei das Potential V' : A — R folgende
Eigenschaft besitzt:

—p<V(z) < —p/2 firalle z€e A mit 0<p<l (1.20)

Seien weiterhin Hy, , , := ByHE, € B({*(A)) mit Po = ¥, 1, Projektion auf Q und {p;}/*, eine
ON-Basis von Eigenfunktionen zu Eigenwerten \; von Hq € B(¢*(A)).
D.h. Hﬂ,u,d Y; = Aj(pj ,j = 1, ceey |A‘ = Ld.

Die Dichte an der Stelle x € A fiir Hg ,, 4 ist definiert durch:

Al
D[ V,d)(@) = Y lei@) = (2] 1ip,np <0 ) (1.21)

A;<0

Nun sind wir in der Lage, das dritte Nebenergebnis dieser Dissertation zu prisentieren:
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Theorem C (Untere Schranke ~ u®¢ an der Dichte an einer Stelle z des Gitters A;
Anwendung der Trotter-Formel-Methode, siehe Kapitel 6)

Fiir alle 0 < p < 1, d € N, existiert eine endliche Halbkantenlinge M, = M,(j,d) < oo, so dass
Folgendes gilt:

Fir alle beliebigen Teilmengen Q des Gitters A := (Z/LZ)* mit L > 2 M,(p,d) + 1 und fiir alle
Potentiale V: A - R mit —u <V < —pu/2 gilt

D_[Q,—p <V < —p/2,d)(x) = (x|l a+ v)p,<q®) > Alp,d) >0, (1.22)

vorausgesetzt, x € Q, so dass die Box(x) :={-M,+x,...,2,..., 0+ M,}?% in Q bleibt.

Die positive Funktion A(u,d) hingt weder von Q noch von V' ab und verhdlt sich im Limes y — 0

folgendermafen:
, 1 1\1Y 1 [erf’(m)\"
it () 2 G)| -5 ()

Ezplizite Ausdriicke fiir A(p, d) und M,(u,d) befinden sich im Theorem 6.1.
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1.2 Gliederung der Arbeit

Das Kapitel 2 hat wesentlich zwei Hauptziele:
(i) Die Definition von Ferromagnetismus einzufiihren;

(ii) Das Modell, das wir in dieser Arbeit betrachten (HFz-Hubbardmodell), aus dem urspriinglichen
Hubbardmodell abzuleiten.

Weiterhin werden in diesem Kapitel zwei bekannte Ergebnisse prisentiert: Das Nagaoka-Theorem
[Nag 66] und eine seiner Erweiterungen im Fall der HF-Approximation [BLS 94|. Zur Erreichung
des Zieles (ii) werden die Hartree-Fock-Approximation und ihre dazugehorigen Begriffe, wie z.B.
Einteilchendichtematrizen, eingefiihrt. Ferner wird das HF- und HFz-Energiefunktional fiir das Hub-
bardmodell abgeleitet.

Wenn man nicht an den physikalischen Hintergriinden des Modells interessiert ist, kann man direkt
mit dem Kapitel 3 anfangen’.

Im Kapitel 3 wird das Hauptergebnis (Theorem Ferro) dieser Dissertation bewiesen. Der Beweis
dieses Theorems beruht auf drei Nebenergebnissen. Diese Nebenergebnisse sind voneinander un-
abhéingig und jedes von ihnen hat seine eigene Wichtigkeit, da jedes von diesen Nebenergebnissen
eventuell in einem anderen Modell bzw. in einer anderen Situation angewandt werden kann.

In den Kapiteln 4, 5 und 6 wird jeweils ein Nebenergebnis bewiesen: in Kapitel 4 das Theorem A,
in Kapitel 5 das Theorem B und in Kapitel 6 das Theorem C.

Um die Beweise der Theoreme {ibersichtlich zu gestalten, werden die Beweise ihrer Lemmata in
der Regel unter Zuhilfenahme von Behauptungen durchgefiihrt, die gesondert bewiesen werden. Das
Ende eines Behauptungsbeweises zeigt ein Dreieck (A) an.

7Von einem mathematischen Gesichtspunkt aus wird in dieser Dissetation die Rigiditit der Losung eines Minimierungsproblems beziiglich
des Kopplungsparameters bewiesen.
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Das folgende Schema fasst den Inhalt der vorliegende Dissertation zusammen:

Einleitung

Kapitel 1

Motivation

Grundkonzepte

Kapitel 2

Theorem A
(Feshbach)

Kapitel 4

Theorem B
(FLU-u)

Kapitel 5

Theorem Ferro

Kapitel 3

Hauptergebnis Theorem C

(Trotter)
Kapitel 6

Nebenerbegnisse

In dem obigen Schema stehen in Klammern die Abkiirzungen fiir die im jeweiligen Kapitel ange-
wandten Methoden. Ndmlich: (Feshbach) steht fiir die Feshbach-Projektion-Methode, (FLU-px) steht
fiir die grofkanonische Ensemble-Version aus dem Artikel [FLU 02] und (Trotter) steht fiir die Me-
thode der Trotter-Formel, einer Formel zur Berechnung der Exponentialfunktion der Summe zweier

Operatoren.
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2 Grundlegende Konzepte und HF-Theorie fiir das Hubbardmodell

In diesem Kapitel geht es wesentlich um zwei Punkte: die Definition von Ferromagnetismus ein-
zufiihren und das HFz-Hubbardmodell aus dem urspriinglichen Hubbardmodell abzuleiten.
2.1 Ferromagnetismus und Nagaoka-Theorem

Magnetismus ist von einem ersten physikalischen Gesichtspunkt aus ein kooperatives Phéinomen
der Elektronenspins (Tréger der elementaren magnetischen Momente).

Fiir unseren Zweck ist es wichtig, eine formale Definition des Magnetismus zu haben, die mit
unserem Ausgangspunkt (dem Hamiltonoperator in (1.1)) verbunden ist. Dazu werden zuerst die
Gesamtspinoperatoren eingefiihrt®:

s —ZS(Q) mit S Z cwa Mch a=1,23. (2.1)

TEA o,7="4

wobei p(®) € M;(C) die Pauli-Matrizen sind, néimlich:

m_ (01 @_( 0 ¢ @_(1 0
b _<1 0) P _<—i0) P _<0—1

Wie bei dem Hamiltonoperator (1.1) wirken diese drei Gesamtspinoperatoren auf den N-Teilchen-
Hilbertraum H#®). Thre quadratische Summe wird als der vierte Gesamtspinoperator definiert:

Sz, = (S + (S2)° + (S8)°

Ferner gelten folgende Vertauschungsrelationen:

82,8 =0, a=1,2,3. Aber [S® 8P=¢ , 80  aBy=123 (2.2

a,Byy

AuBerdem vertauschen diese vier Gesamtspinoperatoren mit H, so dass H, 82, und S2, (oder
eine andere Komponente) gleichzeitig diagonalisiert werden kénnen. Mit anderen Worten besitzt der

Hubbard-Hamiltonoperator H die Spinrotationsinvarianz oder Spinrotationssymmetrie.
Die Eigenwerte des Gesamtspinoperators S2, : #H(™) — H®™) sind gegeben durch:

0,1,..., (Smaz = N/2) falls N gerade ist
Stot(Stot +1)  mit Sy =
1/2,3/2,...,(Smaz = N/2) falls N ungerade ist
Die Beziehung zwischen der Spinrotationsinvarianz (2.2) und dem Eigenwert Sy (Sior + 1) zeigt sich
folgendermafien:

Seien E ein fester Eigenwert von H und Siot(Sior + 1) ein fester Eigenwert von S?ot. Falls es einen
U € H™) mit der Eigenschaft gibt, dass ¥ ein Eigenzustand zu dem Eigenwert E und gleichzeitig
ein Eigenzustand zu dem Eigenwert S, (St + 1) ist, dann kann man noch 2 Sy, weitere (zueinander
und zu ¥ orthogonale) Eigenzustéinde mit dieser Eigenschaft finden. Diese Tatsache nennt man die
2 Sior + 1 triviale Entartung.

Ist nur der Eigenwert S;,;(Si + 1) fest, dann haben wir die folgende wichtige Definition:

8 ,Gesamt* wurde in ,, Gesamtspinoperatoren“ mit fetten Buchstaben geschrieben, um die Beziehung mit , kooperatives Phinomen*
zu betonen.
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Definition 2.1. (Die kleinste Energie fir ein festes Syo)
E¢ (N, |Al, Stor) := min{ (| Hy) [ € H™ mit 8,00 = Syor(Shor + 1) } (2.3)
Die Zustinde ¢ € H™Y), die E;‘S(N o |A|, Stor) mit Syor = Sz realisieren, sind wichtig, weil in diesem

Fall die folgende Proposition gilt:
Proposition 2.1.

By (N, |A]; Spnaz) = min{ (¥|He) [ € HY mit Nyyp =0} (2.4)

wobei Ny =3,y Ny -
Andererseits ist es nicht so schwierig, die rechte Seite der Gleichung (2.4) auszurechnen, ndmlich
qilt:

N
min{ (¥|Hy) [ € HY mit Ny =0} =Y " e;(t) (2.5)
7j=1
wobei e1(t) < ex(t) < ... < e (t) die Eigenwerte der Hipfenmatriz t € B(CIY) sind.
Wegen dieser Proposition definiert man Folgendes:

Definition 2.2. (gesdttigte ferromagnetische Energie Egerro(N, |Al))

Fiir alle 0 < N < |A| wird die (gesdttigte) ferromagnetische Energie von N Elektronen auf dem
Gitter A folgendermajfen definiert:

N
Esferro N |A| Ze]
j=1

Nach (2.4) und (2.5) existieren Zustinde v € HWN) mit Energie Esero(N,|A|) und Gesamtspin
Stot = Smaz- D-h. der Gesamtspin erreicht seinen Mazimumwert. Daher kommt der Name ,gesdttigt*.

Auperdem befindet sich unter diesen Zustinden der folgende vollpolarisierte (ferromagnetisch) Zu-
stand:

N
Dterro = ( H c]:pj,T) | Vakuum) (26)
j=1
wobei {@;}}., N orthonormale Eigenvektoren zu den Eigenwerten e;(t), ea(t), ..., en(t) sind.

Weil dieser Zustand die Energie Zjvzl e;(t) und den Gesamtspin Spa,(= N/2) besitzt und weiterhin

vollpolarisiert ist, spricht man von gesdttigter ferromagnetischer Energie fir Z i=1€j (t).

Nun haben wir den folgenden Auszug von Tasaki aus [Tsa-r2 97]:

. --- When we discuss magnetism of the system, the most important issue is to determine the value of
Sior in the ground state(s). If the total spin of the ground state grows proportionally to the number
of sites |A| as we increase the size of A, we say that the system exhibits ferromagnetism in a broad
sense. This roughly means that the system behaves as a magnet. If the total spin of the ground
state(s) coincides with the maximum possible value Sy,q., we say that the system exhibits saturated
ferromagnetism... “
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Definition 2.3. (gesdttigter Ferromagnetismus)

Man sagt, dass ein Hubbard-Modell H = ﬁ(N < |Al,u) gesdttigten Ferromagnetismus besitzt, wenn
jeder Grundzustand von H den Gesamtspin St = Spmaz(= N/2) hat.

Nach dieser Definition ist Ferromagnetismus in dieser Dissertation gemeint.

D.h. in dieser Arbeit bedeutet Ferromagnetismus ,gesattigter Ferromagnetismus“.

Kommentar: (Schwache Version des geséttigten Ferromagnetismus)

In vielen Fillen kann man leider nicht zeigen, dass ein Hubbardmodell in strikten Sinn der Definition
2.8 gesdttigten Ferromagnetismus besitzt, sondern nur, dass sich der vollpolarisiert ferromagnetische
Zustand Perro (2-6) mit Gesamtspin Siop = Simaz (= N/2) unter den Grundzustinden befindet.

Als Konsequenz der Definition 2.3, (2.3), (2.4) und (2.5) erhalten wir folgende Proposition:
Proposition 2.2. (gesittigter Ferromagnetismus = Ef; = Esterro 0der dquivalenterweise gesdttigter
Ferromagnetismus = Pggerro st ein Grundzustand)

Besitzt ein Hubbard-Modell H = H (N < |A|,u) gesdttigten Ferromagnetismus, dann ist seine Grund-

zustandenergie Eg gleich der gesdttigten ferromagnetischen Energie Z;VZI e;(t) =t Esferro, was dqui-

valent dazu ist, dass sich der Zustand Pgerro (2.6) unter den Grundzustinden befindet.

Bemerke, dass fiir alle Hubbardmodelle E}; < Egter, immer gilt, da {9 € HN) | N¢¢ =0} CcHW
und Esferro = mm{ <\IJ‘}AI‘II> ‘ v e H(N) mit N&ﬁ =0 }

Kommentar: D. h. die Tatsache, dass ®serro €in Grundzustand ist, ist nur eine notwendige Be-
dingung, damit ein Hubbardmodell gesdttigten Ferromagnetismus besitzt. In vielen Fillen kann man
leider nicht zeigen, dass ein Hubbardmodell im strikten Sinn der Definition 2.8 gesdttigten Ferro-
magnetismus besitzt, sondern nur, dass diese notwendige Bedingung fiir dieses Hubbardmodell erfiillt
wird.

Nun fassen wir diese notwendige Bedingung als eine Definition zusammen.

Definition 2.4. (schwache Version des gesittigten Ferromagnetismus)

Man sagt, dass ein Hubbard-Modell H = I:I(N < |A|,u) schwachen gesdittigten Ferromagnetismus
besitzt, wenn Pgperro €tn Grundzustand ist.

Die Definition 2.4 ist nicht so schwach, wie man prinzipiell denkt, da folgende Bemerkung gilt:

Bemerkung 2.1. Die Definition 2.4 fihrt zu der Definition 2.3, falls man zusdtzlich folgende Tat-
sache beweist:

sDer Zustand Pperro ist bis auf die triviale (25,4, + 1)-fach Entartung der einzige Grundzustand“
(2.7)

Diese Bedingung (2.7) kann man zum Beispiel mit Hilfe eines Perron-Frobenius- Arguments (“connectivity
condition“) beweisen.
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2.1.1 Nagaoka-Theorem

Das Nagaoka-Theorem besagt, dass das Hubbardmodell H = H(N = |A] — 1,u = oo) gesiittig-
ten Ferromagnetismus besitzt. Hierbei versteht man unter dem Limes v = oo im Hubbardmodell
Folgendes:

Definition 2.5. (H(N,u = o), EX*(N, |A), T (N))

FI(N, U =00):= Pni( Z Clgcya) : 7'[1(1]1\[) — Hr(ljlv)

oce{ti},
T,yEeA:
lz—y[=1

Hierbei sind
HNY) S Hﬁflv) := ker( Amt) ={V¥e HN) |I7A[mt\I’ =0} mit Hyy. = annﬂ
T€EA

und

P, € B(H™) die Projektion auf den Untervektorraum HI(IJIV) :

Die Bezeichnung ,ni“ kommt aus dem Englischen und bedeutet “no interaction”.

Weiterhin ist E;->°(N, |A|) folgendermafien definiert:
u=00 — mi & _ (N) s _
EGS> (N, [A]) »= min{ (| H(N,u = 00) ¢) |4 € Hy; ' mit V]| =1} (2.8)

Die Vektoren ¥ € HY | die E{7°(N, |A[) realisieren, heiffen Grundzustinde zu H(N,u = c0) und

ni

werden mit Voo (N) bezeichnet.

Bemerkung 2.2. Die Definition von E;7*°(N,|A|) steht in Ubereinstimmung mit folgender Tatsa-
che:

Ey (N, |A]) < E5 (N, |A]) fir w<u
Weiterhin wird die folgende erwartete Tatsache
Tim 3 (N, |A]) = B (V, A
durch das nachfolgende Argument begriindet:

5. Die FEigenzustinde von ﬁ(N, u) = ﬁhop + uI:Imt c HWN) 5 HWN) lassen sich in zwei ver-
schiedene Typen klassifizieren, ndmlich: in diejenigen mit divergierender Energie (wenn u — 00)
und in diejenigen mit endlicher Energie (wenn u — oo). Selbstverstindlich sind wir nur an dem
zweiten Typ von FEigenzustinden interessiert. Sei W mit Energie E ein Figenzustand vom zweiten
Typ. Nehmen wir an, dass sowohl ¥(u) als auch E(u) durch u stetig parametrisiert sind. Bemer-
ke, dass PV — U wenn u — oo gilt, da sonst E(u) in diesem Limes divergieren wirde. Damit
geht die Eigenwertgleichung E(u)U(u) = (Hpop + u Hing)W(u) im Limes u — oo in die Eigenwert-
gleichung E(u)PuW (u) = Pri(Hpop 4+ u Hing) Pai¥(u) iiber. Diese letzte Eigenwertgleichung ist dann
gleich E(u) Py (u) = PyiHpopPai¥(u), da uHypy Py = 0% (Zitat aus [Tsa-r1 97]).
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Theorem 2.1. (Nagaoka) Fir das Hubbardmodell H = H(N = |A| — 1,u = o0), (auf dem Gitter
A = (Z/L7)* mit Hiipfenmatriz t = > lo—yl=1 102)(0y|) gilt Folgendes:

1. Bgferro (Mit Gesamtspin Spee = N/2) ist ein Grundzustand.
2. Dstorro 15t bis auf die triviale (2S00 +1)-fach Entartung der einzige Grundzustand ® (fallsd > 2).

Als Konsequenz von 1.und 2. gilt weiterhin Folgendes:

3.

Erfullt ¥ € HI(IJIV) die FEigenwertgleichung HU = E;‘S:"O\Il , dann gilt (étot)qu = %(% + 1)
(2.9)

Mit anderen Worten: Unter den Bedingungen N = |A| — 1 und u = oo (und d > 2) besitzt das
Hubbardmodell gesdttigten Ferromagnetismus.

E;Ls:oo( |A| -1, |A|) sferrO( = |A| -1, |A|) (2-10)

D.h. im Fall N = [A| — 1 gilt

min{ (¢|Hnopth) |0 € H™) mit Hipgtp = 0} = min{ (1| Hnopt)) |9 € HV mit Ny =0} (2.11)

Bem.: Im Allgemeinen gilt ,<* in (2.10) und (2.11), da Nytp =0 = Hip) = 0.

Kommentar: Erstaunlicherweise sind die zwei Bedingungen, v = co und N = |[A| — 1 (genau ein
Loch), fiir das Nagaoka-Theorem so speziell, dass es bis jetzt (sofern wir wissen) keine Erweiterung
iiber u = oo und N = |A| — 1 hinaus fiir die iiblichen Gitter A = (Z/LZ)? mit ihren entsprechenden
iiblichen Hiipfenmatrizen t = -, _, [0:){d| gibt.

Im Fall festes u = oo, aber fiir N = |A| — 2 (zwei Locher) (siehe [SA 91] und [TB 91]) oder fiir
N < 0.51|A| (siehe [SKA 90]) haben die Grundzustinde Gesamtspin Sy, nicht gleich Spa. = N/2.
Somit liegt in diesen Fillen kein (gesittigter) Ferromagnetismus vor.

Wie wir schon erwihnt haben, werden von Anfang an in dieser Dissertation die iiblichen Gitter
A = (Z/LZ)? mit ihren entsprechenden iiblichen Hiipfenmatrizen ¢t = > z—y/=1 102)(dy| betrachte.
Betrachtet man “kiinstlerischere® Gitter und Hiipfenmatrizen, dann haben wir Folgendes:

Fiir sehr besondere Gitter (wie z.B. Kagomé-Gitter) und sehr besondere Hiipfenmatrizen (flat-Band-
Dispersion) hat Milke [Mil 91], [Mi2 92] fiir bestimmte N < |A| die Erweiterung des Nagaoka-
Theorems fiir alle 0 < u < oo gezeigt. Hierbei sind das Gitter A und die Hiipfenmatrix ¢ so beson-
ders'?, dass das schwierige Problem des Wettkampfs zwischen Hhop und Hmt nicht stattfindet. Wegen
dieser Besonderheit war eine solche Erweiterung fiir alle 0 < u < oo moglich.

Ferner hat Tasaki [Tasl 94|, [Tas2 95], [Tas3 95| und [Tas4 03] (near-flat-Band-Dispersion) fiir be-
stimmte N < |A| besondere Hiipfenmatrizen (mit nichtnull-Hiipfenparametern fiir die iibernéichsten
Nachbarn) konstruiert, so dass das schwierige Problem des Wettkampfs zwischen flhop und ﬁint statt-
findet. Unter der Bedingung, dass die Hiipfenparameter der iibernéichsten Nachbarn geniigend klein
sind, konnte er immerhin ein geniigend grofies u finden, ab dem der (gesittigte) Ferromagnetismus
entsteht.

9Man kann die “connectivity condition® nur fiir d > 2 sichern.
10A und ¢ sind so ausgewihlt, dass e1(t) = --- = ey (t). Daher kommt der Name flat-Band-Dispersion.
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2.2 Hartree-Fock-Theorie fiir das Hubbardmodell
Dieses Unterkapitel basiert auf der Referenz [Poelchau 95] (siehe auch [Bach 92] und [Bach 93]).

Die Approzimation von Hartree-Fock (mit HF abgekiirzt) besteht darin, den Hamiltonoperator in
(1.1) auf die folgende Teilmenge von H™) einzuschriinken:

SDy ={pi A ANpx=® € HI | {p;}X, € H mit {p;]p;) = i } (2.12)

Im Rahmen dieser Approximation werden die Minimierenden ®, € SD, des HF-Energiefunktionals
untersucht:

E(®) = (®| H(u) ®), ®eSDy. (2.13)

Kurz erklirt: Die Menge SD, C H) besteht aus allen normierten Vektoren ®, die sich als antisym-
metrisierte Tensorprodukte von N zueinander orthonormalen Vektoren ¢ aus H = H") darstellen
lassen, namlich:

1 7T
Q=i A Aoy = N Z (1) @1y ® * ® @r() (2.14)

TES N

Hierbei ist Sy die Permutationsgruppe von N Elementen.

Die Elemente der Menge SD, heiflen Slaterdeterminanten und die HF-Grundzustandenergie ist fol-
gendermaflen definiert:

Ep(N) := min{ (®|H(u) ®) | ® € SDy }. (2.15)
Wir nennen &, € SDy einen HF-Grundzustand (oder einen Minimierenden), wenn &, die Gleichung

Epy(N) = (®. [ H(u) ®.)
erfiillt.

2.2.1 Slaterdeterminanten & Fermionische Dichtematrizen

Im Folgenden ist {f;|i € A x {1,1} } C H eine beliebige, aber feste orthonormale Basis von A und
weiterhin ist

dim H

F(H) = PHW (2.16)

der Fockraum zu dem Ein-Teilchen-Hilbertraum 7. Hierbei sind ") = H, H® ~ C und dim#H =
2|Al.

Definition 2.6. Sei ¥ € F(H) mit ||¥|| £, = 1. Man definiert einen beschrinkten Operator vy auf
H folgendermajlen:

VeF — g :=Z (O] (i) c(fm) ©) | Fnd (]

k,m

vy heifit die Finteilchendichtematriz (1-pdm) zu V.

Weiterhin definiert man einen beschrinkten Operator I'y, nun auf H @ H folgendermafien:
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VeF +— Ty= > (U(f) M (fe) c(fm) c(fa) U) | fn ® Fu) (i ® fil

k,lym,n

[y heifit die Zweiteilchendichtematriz (2-pdm) zu V.

Einige direkte Eigenschaften der 1- und 2-pdm sind:
Proposition 2.3. Fir alle V € F(H) mit || V|5, =1 gilt

0<7yy=7 <1 , 0<Ty=T} <Tr{ly}1,

Tr{ve} = (T |N®) , Tr{y} = (¥|N(N -1)¥).

Hierbei ist N = > zer Ny der Gesamtbesetzungszahloperator. Bemerke Folgendes: Im Spezialfall
oe{t{}

TeH™ Gt NU = NU.
Im Spezialfall einer Slaterdeterminante ® € SD, C H™ lisst sich diese Eigenschaften erheblich
vereinfachen, némlich:

Proposition 2.4. (Charakterisierung der Slaterdeterminanten durch Projektionen)

1. Falls ® € H™) eine Slaterdeterminante ist, dann ist ihre dazugehdrige 1-pdm Yo = Vo eine
orthogonale Projektion von Rang Tr{vs} = N.

2. Sei andererseits v = v = 4% eine orthogonale Projektion von Rang Tr{vs} = N, dann ezistiert
eine Slaterdeterminante ® € SDy, so dass v = 7

3. Falls ® € HW) eine Slaterdeterminante ist, dann ist ihre dazugehorige 2-pdm durch Ty =
Yo ® Yo — Ex(75 ® vp) gegeben. Hierbei ist Ex : f @ g — g ® f der Austauschenoperator auf
HOH .

2.2.2 Das Hartree-Fock-Energiefunktional fiir das Hubbardmodell

In diesem Unterkapitel wird das HF-Energiefunktional fiir das Hubbardmodell £}/ (®) := (@ | H(u) ®)
mit Hilfe der Proposition 2.4 durch Einteilchendichtematrizen v statt Slaterdeterminanten ® als Va-
riable ausgedriickt. Den gesuchten Ausdruck fiir £;(7y) werden wir in (2.20) und (2.21) erhalten.

Proposition 2.5. Fiir ® = ¢, A--- Aoy = [1o, ¢l (0k)|Q) € SDy (1 € H) gilt

N N
Exs(®) = (®[H(u) @) = > (o[t @ Ly 06) + 5 D {0k © @tl Vigunr @ 1) — {2k ® 01l Vit ® 03)
k=1 kl=1
(2.17)
wobet
Vi == (1, ®1,) Q)(1,®1,) € BAHH) (2.18)
TEA
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Bemerkung:

1. Fiir Vg, € B(H © H) gilt

LAT (Viwy) = D Nt gy € B(F),

TEA

wobei dI'(V) fiir ein allgemeines V € B(H ® H) folgendermafBien definiert ist:

ZE: L/Iclmn (jk) (fm)‘(f%) mit L%hnnzzz<jkcgmﬁ|‘/j%1691%>'

k,lym,n

2. Firt® 1, € B(H) gilt

dl(t®1,) = Y tycl,c,, €B(F),

Ty€eA
ore{t{}

wobei dI'(h) fiir ein allgemeines h € B(H) folgendermaflen definiert ist:
h) =Y hic(f)e(f)  mit ki = (il hey).

D.h. H(u) lisst sich beziiglich dT'(¢) und dI'(Viupp) folgendermaBen kurz schreiben, nimlich:

H(uw) = dl(t®1,) + uldl (Vi) € B(F)

Proposition 2.6. Fiir ® = ¢, A--- Aoy = [[n, ¢/ (0r)|Q) € SDy (o € H) gilt Folgendes:
1.

N
D {erlt®1,08) = Try{(t ® 12)75}
k=1

N

Z(@k ® @1 Virabb 0k ® 1) — (0 @ 01 Virawn 01 ® 0k) = Traga{ Vi (1 — Ex) (76 ® 74)}
ki=1

1 1 . .
pe () := (<I>|§(n$¢+nu)<b> = §Tr{(1m®12)’y¢} =: p, () FElektronendichte am Gitterplatz ©

= (P|= ZJTTC;TCM ) —Tr{(1w®6’)’yq,} =: 5’% (x) Spindichte am Gitterplatz x
wobei vy die Einteilchendichtematriz zu der Slaterdeterminante ® gemdf$ der Definition 2.6 und

(1) (%) (4
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Eine Formel, die physikalisch leichter zu interpretieren ist, erhdlt man, wenn man den Wechsel-
wirkungsanteil des HF-Energiefunktionals (®| Y, ngt ng) ®) beziiglich Elektronen- und Spindichte
umschreibt, ndmlich:

Proposition 2.7. Der Wechselwirkungsanteil des HF-Energiefunktionals lisst sich beziiglich der
Elektronen- und Spindichte folgendermafen bestimmen:

eV (1~ Ex) (3 @760} = 3 {24(2) — |55(2)/*)

T€EA

D.h. nach den Propositionen 2.5, 2.6 und 2.7 gilt

Enp(®) = Tr{(t@ L)ye} +u-Y_{n, (@) - IS, (@)}

TEA

Weiterhin gilt nach der Aquivalenz zwischen Slaterdeterminanten ® und Projektionen
(Proposition 2.4) Folgendes:

Eip(N) =inf{&(7) | 7€ BCM @ C?), vy =9"=+* Tr{y} = N} (2:19)
wobei
£ty ) = Tt )+ u T {40) - 18,1} (2.20)
mit
p(@) = STH{(L,®1L)7)  md &) = JTr{(1, ®5)) (2.21)

Dank dem nachfolgenden Theorem kann man die nicht-konvexe Menge {y € B(CN @ C?) |y =4t =
7%, Tr{y} = N } durch die konvexe Menge {7y € B(C* ® C?)|0 <y <1, Tr{y} = N} ersetzen,
um den Minimumwert Ej;(N) in (2.19) zu bestimmen, némlich:

Theorem 2.2. (Liebsches Variationsprinzip [Lieb 81])
Biy(N) = inf{ £1(7) | 7€ BV @€, 0 <7< 1, Tr{7} = N} (222

Fiir einen einfachen Beweis dieses Theorems siehe auch [Bach 92].
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2.2.3 Zusammenfassung

Die Untersuchung der Hartree-Fock-Grundzustidnde fiir das Hubbardmodell stellt sich mathematisch
folgendermaflen dar:

Auf der folgenden konvexen Menge (siehe (2.22))

K(N,2lA):={veBC*aC™) |0<y<1;Tn{y}=N}, (0<N<24) (223
soll das Hartree-Fock-Energiefunktional (siehe (2.20))

&) =Ty) + uw-W() , u=0 (2.24)
minimiert werden. Hierbei sind die Funktionale 7'(y) und W () gegeben durch:

1) T(y) := Tri{(—t & —t)vy} ist der Einteilchenenergieanteil oder die Hiipfenenergie von v €
K(N, 2|A]), wobei t € B(CA) die ,,Hopping-Matriz“ ist. In dieser Dissertation wird ¢ als

_ _ d Diskreter Laplace-Operator
b= ZA [6:)(0] A=(Z/Lz) ohne diagonale Elemente (2.25)
z,y€
lz—y|=1

festgelegt.

2) W) =3 oea Wa() = X oea{py(2)? — [13,(2)]|?} ist der Wechselwirkungsanteil, wobei

(2.26)
1 . 1 .
pol@) = T{(L@ 1)y} wnd 5,(2) = S Tr{(1. ®3))
die Elektronendichte bzw. Spindichte am Gitterplatz x € A sind. Weiterhin entspricht ¢ =
(01, 09,03) den drei Pauli-Matrizen.

Die Elemente der Menge K(N, 2|A|), die das HF-Energiefunktional £} als Definitionsbereich hat,
sind als Finteilchendichtematrizen oder 1-pdm bekannt.

Einen Minimumwert von &y, auf K(N, 2|A[) bezeichnet man mit E}; (HF-Grundzustandenergie)
und seine entsprechenden Minimierenden mit -y, (Die Einteilchendichtematrix des
HF-Grundzustandes).

Die (echte) Grundzustandenergie des Standard-Hubbardmodells (nicht in der HF-Approximation)
bezeichnet man mit EJ,. Selbstversténdlich gilt Eg; < Ej,.

2.3 Bekannte Resultate

Direkt aus (2.24) ist die HF-Grundzustandenergie bei unendlicher Kopplung folgendermaflen defi-
niert:

Definition 2.7. (HF-Grundzustandenergie bei unendlicher Kopplung)
ERre (N, [A]) := inf{ T'(y) [y € K(N, 2|A[)und W(7) =0} (2.27)
Die Minimierenden von (2.27) heiffen HF-Grundzustinde bei unendlicher Kopplung.

Im nachfolgenden Theorem geht es um eine Erweiterung des Nagaoka-Theorems (siehe Unterkapitel
2.1) beziiglich der Fiillung N. Bei dieser Erweiterung bleibt die Kopplung u jedoch unendlich.
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Theorem 2.3. (Ferromagnetismus bei unendlicher Kopplung u fir das HF-Hubbardmodell [BLS 94])
Fiir alle 0 < N < |A| gilt Folgendes:

Eg?oo(N’ |A|) = Eferro(N, |A|) (228)
Hierbei sind Ej> (N, [A|) und Eterro(N, |A]) durch die Definition 2.7 bzw. durch SV e,(t) gegeben
(siehe Definition 2.2).

Fine Familie von Minimierenden ~y,, die den (gesdttigten) ferromagnetischen Zustinden entspricht,
15t gegeben durch:

wobei w eine beliebige SU(2)-Matriz und xn(t) die Spektralprojektion auf die Eigenvektoren zu den
Eigenwerten e; < ey < --- < ey sind.

FEin Kriterium (bestimmte “Connectivity condition®) dafiir, dass alle HF-Grundzustinde durch diese
Familie gegeben sind, befindet sich in [BLS 94].

Die Gleichung (2.28) enthélt genau die erste Aussage des Nagaoka-Satzes (Ey;*°(N = [A| -1, |A[) =
Esterro(N = |A| — 1, |A|)). Genauer besagt die Gleichung (2.28), dass in der HF-Approzimation diese
Aussage des Nagaoka-Theorems nicht nur fiir N = |[A| — 1, sondern auch fiir alle N < |A] gilt.

In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit der Erweiterung des Nagaoka-Theorems fiir endliche, aber
hinreichend grofie Kopplung v und kleine Fiillung (N < |A]).

Beenden wir dieses Unterkapitel mit einer Beweisskizze des Theorems 2.3.
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Beweisskizze des Theorems 2.3:

Jedes v € K(N, 2|A|) ldsst sich durch f;, g; € CAl,i=1,...,N folgendermafien ausdriicken:

N
2 )]
= 2.29
i ; ‘( 9i 9i ( )
wobei 0 < (fi|f;) + (gilg;) < dij. Weiterhin definiert man v € B(C/A!) fiir jedes v € K(N, 2|A|) folgendermaBen:

v :=F + @G (2.30)

wobei F'= 3. [fi)(fil, G = 22, 19:)(9il-
Offensichtlich gilt nach (2.29) und (2.30) Folgendes:

Troa{7} = Tra{y'} = N (2.31)
Analog gilt Folgendes fiir die Hiipfenenergie von ~:
T(7) := Teyp {(t © t)7} = Trp {t7'} (2.32)

Andererseits lasst sich die Wechselwirkungsenergie von v ( W(y) = >_ 1 Wa(7) siehe (2.26)) beziiglich f; und g;
folgendermaflen ausdriicken:

We) = Walfing) = (L 1@P) (Xla@P) ~ | X @) gito)

‘2 (2.33)

Im Prinzip ist schon 0 <+ < 2-1 und die Methode von [BLS 94] besteht wesentlich darin, Folgendes zu zeigen:

W(y) =0 (entspricht u = 00) 239 gi = Af; mit einem normalen Operator A € B(CA))

(2.34)
= (V)<Y = 0921

Nun sind wir in der Lage den Beweis des Theorems 2.3 zu schlieflen, n&dmlich:

Ererro(N, [A]) > ER7=(N,|A])  (da Yeerro © O eine Probezustande mit W (7gerro © 0) = 0 ist.)
= min{Te{(t®t)7}|y€ BCHMN o C*);0<y<1; Tr{y} =N; W(y) =0}
_ fiir ein gewisses v, € B(C!Al @ CIA)
= T{tot)r} mit 0 < v, <1, Tr{7«} = N und W(v.) =0
- p . ... mit 0 <+! <1 nach (2.34)
= Tr{tv,} dieses wegen (2.32) und weiterhin und Tr{y} = Tr{7.} = N nach (2.31)
> min{Tr{tn}[0<n<1;Tr{n} =N}
N
= Z ej (t) = Eferro(N7 |A|)
j=1

Also gilt B> (N, |A]) = E,

ferro

(IV, [A]).
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2.4 Das Grofikanonische Ensemble

Betrachtet man das Hubbardmodell mit variabler Anzahl von Elektronen (Groflkanonisches Ensem-
ble) ' lautet sein Hamiltonoperator:

H(u,p) = — Z clacyg + uanTnu - [ Znﬂ—i-nu (2.35)
oe{td} z€eA z€eA
T,YEAN:
z—yl=1
Dieser Hamiltonoperator wirkt nun auf den Fockraum F() := @u=r =29 yu dem Ein-

Teilchen-Hilbertraum H = C/*l @ C* und der zusitzliche Parameter i € R (Chemisches Potential)
kontrolliert die Anzahl von Elektronen, die im Gitter A = (Z/LZ)? bleiben.

Das HF-Energiefunktional
Ev4(®) = (@ H(u, 1) ) (2:36)

wirkt nun auf die Slaterdeterminanten ohne feste Anzahl N wvon Faktoren in antisymmetrischem
Produkt (vergleiche (2.12)):

SD:={p1N---Npoy=D € HM) | {p: ), € H mit (pilp;) = dijund N < 2|A|} (2.37)

Kurz erkldrt: Die Menge SD C F(H) := i‘,MO H™) besteht aus allen normierten Vektoren ®, die
sich als antisymmetrisierte Tensorprodukte von maximal 2|A| zueinander orthonormalen Vektoren ¢
aus H = H darstellen lassen, némlich:

1
P=pi A Npn = Nl Z (=1)"r1) @ - @ Pr() - 0 < N <2[A (2.38)

TES

Nun wird das HF-Energiefunktional in der Schreibweise von Einteilchendichtematrizen
v € B(C" ® C?) im GroBkanonischen Ensemble leicht verindert und lautet (vgl. (2.20) und (2.21)):

Enf () =Tu(7) + u-W(y) (2.39)

Weiterhin wirkt dieses Funktional nun auf die Menge der Einteilchendichtematrizen ohne feste Spur
(vgl. Definition (2.23)), némlich:

KA :={yeBCM @ CM) | 0, <7<1,}. (2.40)

Hierbei sind p := i + 2d festgelegt und 7,(y) und W (y) folgendermaflen definiert:

Tu(7) = Troa{(—A — p1a & —A — pdp)7} = Tra{(=A — pl) 3} + Tra{(—A —pl)y}  (2.41)

bzw.

(leicht zu
I*

2N oy (@) |5, (@) o) ety D dlyed) — [z tlyz J)P

TEA TEA

(2.42)

11D, h. das System steht im Elektronenaustausch mit der Umgebung.
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Hierbei ist

—A=—-Ap:=2d1y — ty = 2d1, — Z lz)(y| € B(C™ (Diskreter Laplace-Operator)

T,yEA
lz—y|=1

(2.43)

Im Gegensatz zu ¢ besitzt der Operator —A den Vorteil, positiv zu sein, genauer: Sein Spektrum
befindet sich auf dem Intervall [0, 4d).

Auch fiir das Groflkanonische Ensemble gilt das Theorem 2.3 aus [BLS 94] (Ferromagnetismus bei
unendlicher Kopplung fiir das HF-Hubbardmodell), da sich alle seine Beweisschritte unmittelbar
auf den Fall des Groflkanonischen Ensembles iibertragen lassen. Namlich lautet die grofkanonische
Version des Theorems 2.3:

Theorem 2.4. (Ferromagnetismus bei unendlicher Kopplung u fiir das HF-Hubbardmodell im Grofs-
kanonischen Ensemble [BLS 94])

Seien e; < ey < -+ < 0 und @1, @2, --- die negativen Eigenwerte von —A — p bzw. ihre dazu-
gehorigen Eigenvektoren, dann gilt Folgendes:

1.
E;:f:oo(,u, ‘AD = Eferro(,ula ‘AD
wober
E'=>(u,|A]) ;== min &%
A = min | ()
W(y)=0
und

Al

ferromagnetische Energie ) iy
Z ¢; = Ererro(h1; A) (zm Grofkanonischen Ensemble (vgl. Definition 2.2)

el<0

2. Unter den Minimierenden des HF-Energiefunktionals £} () auf K(2|A[) befindet sich folgende
FEinteilchendichtematriz:

Yeerro ® 0 € K (2|A]) € B(C* @ C*) (Ferromagnetische Finteilchendichtematriz)
mat

Al

VYterro ‘= Z |QOJ><90J|

e; <0
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2.5 Das in dieser Dissertation zu betrachtende Modell
(Vereinfachung des HF-Funktionals zum HFz-Funktional)

In dieser Dissertation betrachten wir den Hamiltonoperator im Groflkanonischen Ensemble H (u, @)

(siehe (2.35)) und schréinken das HF-Energiefunktional £;7(®) := (| I:T(u, w) @) mit Definitionsbe-
reich SD (siehe (2.37)) auf folgende Teilmenge von SD ein:

SD, .= { b= AN---Npy €SD | {(pi}ijil c CMN'® C? sina Eigenfunktionen der Matrix St(cft) } (2.44)

Hierbei ist die Matrix S € B(C" ® C?) definiert durch:

Si=3Y e =1y e ) =nue () {,)cBChach) (245

TEA TEA

Das auf SD, eingeschrinkte HF-Energiefunktional &£,7(®) = (2| H (u, 1) ®) wird
HFz-Energiefunktional genannt.

Physikalisch lédsst sich diese Einschrinkung von SD auf SDz fiir das HF-Energiefunktional durch
folgende Behauptung interpretieren:

Behauptung 2.1. Ist ® = ¢ A--- A pn ein Vektor von SD,, dann gilt Folgendes:

1. Seine dazugehdrige Finteilchendichtematriz vg = Zf\;l loi){wi| € B(CW ® C?) hat auferhalb
der Diagonale verschwindende Matrizelemente, wenn man g als eine 2 X 2 Matriz ansieht,
ndamlich:

(xo|lyvpgyr) =0, es sei denn 0 =T. (2.46)

2. Sein Spinoperator-Erwartungswert an einer Stelle x € A ist immer parallel zur z-Richtung,
ndmlich:

—

(S)e @) = (@80 @), @5V @), (@157 @) ) = (0,0, (@S P))  (247)

wobei S € B(F(H)) mit o = z,y,z in (2.1) definiert sind.

Anschaulich gemacht bedeutet (2.47) Folgendes:
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(S)e (x) ®eSD HF-Theorie:

Spirale Bewegung
ist zugelassen

A A :UEA
<_‘>q> (z) ®cSD, HFz-Theorie:

Nur Bewegung parallel
zur z-Richtung
ist zugelassen

Abb.: Physikalische Interpretation fiir die HFz-Theorie
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Zwei direkte Konsequenzen aus (2.46) sind:

1. Die dazugehorigen Einteilchendichtematrizen aus SD, bilden nun folgende Teilmenge von K (2|A|)
(siehe (2.40)):

K:={y€BCY®C") | 05 <y <1pundy= (g )} (2.48)

Ferner gilt fiir die Menge K Folgendes:
K=KAMA)xK(A) mit KA):={ceBC") |0,<e<1,}, (2.49)
Der Grund fiir diese Zerlegung von K in K(A)x K(A) ist Folgendes:

v = () erfiillt 0gp <y = (31 (;i‘) < 155 genau dann, wenn v, und 7, 0p <3 < 14

und 0p <y < 1, erfiillen.

2. Auf dieser Menge K wird das HF-Energiefunktional £,/ = T),(v) + W (y) (siehe (2.39)) folgen-
dermaflen vereinfacht:

2.1 Der nichtlineare Teil W (7) in (2.42) wird nun auf K vereinfacht '?, nimlich:
W) =( the Nz Lva ) (2.50)

2.2 Der lineare Teil T),(7) in (2.41) bleibt auf K erhalten.

D.h. in dieser Dissertation betrachten wir folgendes Energiefunktional mit folgender
konvexen Menge (1-pdm) als Definitionsbereich:

HFz-Hubbardmodell:

EF((r7) = Traf(=A — p1) 1} + Tra{(—A - p1) 7} + Toealaly o) (@l @)
mit (2.51)

(7,7) EK=K(A)xK(A)  wobei K(A):={feB(CH") |0,<e<1,}.

und wie immer ist das Gitter A := (Z/LZ)* mit L,d € N.

12Tn der Tat kann man leicht zeigen, dass

Wire) = 302, (@) = 5, (m)H2 QY R,@- (@) = Yt her 1)@ Lea 1) silt, wenn & € SD. .
zEA rEA rEA

Die Tatsache, dass nur die z-Komponente der Spindichte in (e) iibrig bleibt, begriindet weiterhin den Namen HFz-Hubbardmodell.
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Auch fiir das HFz-Hubbardmodell haben wir als Konsequenz des Theorems 2.4 aus [BLS 94| Ferro-
magnetismus bei unendlicher Kopplung, ndmlich:

Korollar 2.1. (Ferromagnetismus bei unendlicher Kopplung u fir das HFz- Hubbardmodell, [BLS 94])

Seien e, < ey < -+ < 0 und @1, @2, --- die negativen Eigenwerte von —A — p bzw. ihre dazu-
gehorigen Eigenvektoren, dann gilt Folgendes:

1.
Eiqztf:zoo(,ua ‘AD = Eferro(,ula ‘AD (252)
wobes
EYS2 (u, |A)) = min EXE (s,
hre (s A (77, )EK (M) X K (A): hfz(% ")
W(y)=0
und
|A]

_. ferromagnetische Energie ) .
; € = Eierro(t, A) (zm Grofikanonischen Ensemble (vgl. Definition 2.2)
J_

€i<(5

2. Unter den Minimierenden des HFz-Energiefunktionals £,7,(v4,v,) auf K(A) x K(A) befindet
sich folgende FEinteilchendichtematriz:

(Yeerro, 0) € K (A) x K(A) C B(C @ €M) (Ferromagnetische Einteilchendichtematriz)
mat

|A|
VYterro ‘= Z |(p]><§0]|
7j=1

e;<0
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2.6 Ziel dieser Dissertation

Das von uns in dieser Dissertation angestrebte Ziel ist es zu zeigen, dass nach dem HFz-Hubbardmodell
Ferromagnetismus (siehe Definition 2.3) entsteht, wenn die Kopplung u hinreichend grof, aber endlich
1st. Namlich:

Seien 0 < ;4 < 1 und d € N fest, dann werden wir in dieser Arbeit Folgendes zeigen:

1. Es existieren eine endliche Kopplung ., (i, d) und eine endliche Kantenlinge L., (u, d) des
Gitters A, so dass

Eyi, (1) = Efero(pt, d, L) fir alle u > u(p,d) und firalle L > L. (p,d) (2.53)

gilt. Hierbei ist E};, (1) der Minimumwert des HFz-Energiefunktionals 5#}’2(@) mit ® € SD,.
D.h. die Gleichung (2.52) besteht fort, wenn die Kopplung u hinreichend gro8, aber endlich ist.
Insbesonders beweist dies, dass der HF-Zustand

1
ij,T = (pj@ (0> € ClAl ®C2

und {;}¥,Eigenvktoren zu den
negativen Eigenwerten von —A-—u

(I)ferro = P1p JANRIERIVAN PNy wobei

sich unter den Minimierenden dieses Energiefunktionals befindet, wenn v > ue (p,d) und L >
Ler(pt, d).

Dies zeigt physikalisch, dass der Ferromagnetismus im schwachen Sinn (siehe Definitionen 2.4
und 2.3) in einem HFz-Hubbardmodell mit L > L., (u, d) fiir u > u.(u, d) entsteht.

2. Weiterhin sollte Folgendes gezeigt werden: Die einzigen Minimierenden (£.,7.) von &%, auf
K = K(A) x K(A) sind im Fall u > wu..(¢,d) und L > L, (1, d)

entweder (&,7) = (& € Tterro, 0) oder  (&,m:) = (0, s € Tterro ) - (2.54)

Hierbei ist (Cferro, 0) C K (A) x K (A) die Menge aller vollpolarisierten Einteilchendichtematrizen
mit kleinster Energie, die in diesem Fall die ferromagnetische Energie Ffero (1, d) ist, ndmlich:

in £Y#(¢,0) = min Tr{(—A — p)€} =: Ererro(1t, d
min £4(€,0) = min Tr{( 1€} =: Elerro (1, d)

(£,0)eK

Die Bedingung (2.54) entspricht der Eindeutigkeit (bis auf die Spinrotationssymmetrie (siehe
Unterkapitel 2.1)) des HF-Grundzustandes ®rero-

Nach den obigen Punkten 1 und 2 und nach Bemerkung 2.1 folgt, dass Ferromagnetismus (im starken
Sinn, siehe Definition 2.3) im HFz-Hubbardmodell fiir hinreichend grofie, aber endliche Kopplung u
entsteht.

Im Kapitel 3 werden die Punkte 1 und 2 bewiesen (siche Theorem 3.1).
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Bemerkung 2.3. Fine dhnliche Vereinfachung von HF zum HFz, d.h. nur die Komponente z zu

betrachten, befindet sich z.B. in folgendem Hamiltonoperator aus dem aktuellen Artikel [FU 04],
ndamlich:

Im " 2-band Hund-Hubbard-Hamiltonoperator "

B = 33 Y de@)anls) + DD Ua D nar(@)na (@)

a=12 o=1,l =z,Y€EA a=1,2 TEA
z-y|=1
+ U Y m@n(z) — J> S(z)-Sa(z)
TEA TEA

wird der Term Sy (x)-Sq(z) durch S§3) (x) -5’53) ersetzt. Fir Details iber diesen Hamiltonoperator siehe
[FU 04].
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2.7 Ubrige Beweise dieses Kapitels: Beweis der Behauptung 2.1 und Korollar 2.1

Beweis der Behauptung 2.1:
Zu 1. :

Es ist leicht zu sehen, dass das Spektrum der Matrix St((ft) € B(C'Ml @ C?) (siehe (2.45)) besteht nur aus zwei Punkten,
néimlich 1/2 und —1/2. Daher gibt es zwei Klassen von Eigenvektoren ¢ € C!Al @ C2, némlich:

Ist ¢ € CIAl @ €2 ein Eigenvektor der Matrix S, dann erfiillt ¢

(i) entweder

S = 1o = px,])=0 firale z€A (2.55)
(if) oder
Sy = -3¢0 = ¢(z,1) =0 firale z€A. (2.56)
Die Implikationen (2.55) und (2.56) sind leichter zu verstehen, wenn man S ol Jals 1, ® (162 _f /2) ansieht.

Um den Punkt 1 zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass sowohl im Fall (¢) als auch im Fall (i) (zo|yvsy7) = 0 gilt,
wenn o # T.

In der Tat

2

j=1

N N
(@olygyr) = (o (ZI%)(WI) lym) = D (zole)eilyr) = D 0ilx,0)B;(y,7)
Jj=1 Jj=1

Also gilt
(TolyeyT) Zcpj ,0)%;(y,7) (2.57)

Ist ® € SD,, dann gilt nach (2.55) und (2.56), dass es fiir jedes j =1, --- , N entweder

(i)
<pj (.'L', U) @j (y7 T) = 6{17:']*} QOJ (.TE, U) wj (y7 T) 6{7—:1*}

oder
(ii)
pj(z,0)P;(y,7) = 5{a:¢} vj(z,0)P;(y,7) J{T:u
zutrifft.

D. h. fiir alle j = 1,---, N und fiir sowohl den Fall (i) als auch den Fall (i) gilt @;(z,0)®;(y,7) = 0, wenn o # 7.
Dabher folgt nach (2.57), dass (z o |vp y7) = 0, wenn o # 7. Dies beweist (2.46).

Zu dem Punkt 2. :
Ist ® € SD,, dann gilt Folgendes:
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(S)a(@) = ((@I5) @), (2|0 @), (2|5 3) )

= ( 1Ty { (1w ® a(”)) Yo } , +Tr { (]-av ® a(y)) Yo } , 5 Tr { (1w ® "(Z)) e } ) (tigicg.ffi)g)fr?li_zi)

= (ethes D+ iotheat), i thes ) —daihest), Hatheat) =3l lwa i)

= (0,0,3@ ezt —3!l|rezl)) nach (2.46)

= (0, 0, (®|5) <I>)) (nach Proposition 2.6 Punkt 4)

Beweis des Korollars 2.1:

Da (1[_a—pu1<0),0) € K(A) x K(A) ist, gilt

Efel‘l‘o(/lfa da L) = T\rA{(_A - ,U,].) 1[—A—u1<0]} = g}q;,fl:(l[—A—y,1<0]70) fir alle u >0

> i s fiir all >
> Osgl’yrigfhfz(%,%) ir alle «4 >0

Nach der Tatsache
Entirpr) = Ef(yy @)  fiiralle 0a <7y, <1
gilt andererseits, dass

min & > min &Y fiir alle « >0
0A<73,7, <1 hfz('VT"YL) T 047 <10n M @ -

Nach (2.58) und (2.59) folgt:

Eferr L)> i Unft > i Ut fiir alle w >
ferro (14, d, L) > 0nsl o1, Enty () > 0, 2n, &y (y)  fiiralle uw>0

daher

Eferro (/‘L7 d7 L) Z lim { min g;;}l; (7T7 ’YJ,) } Z lim { min 5}1:}“ (7) }

uU—00 0AS7T77¢51A uU—00 024 <7y<12x

aber nach Theorem 2.3 gilt

lim { min g};}” (’Y) } = Eferro (N; da L)

u—00 | 02A<7y<1l2p

Nach (2.61) und (2.62) folgt unmittelbar, dass
Ererro(p,d, L) = lim { min 5;:}’;(%,%)} ,

U—>00 OAS'YT :'Y_LSIA

was das Korollar 2.1 beweist.
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3 Ferromagnetismus bei endlicher Kopplung im HFz-Hubbardmodell
(Hauptresultat der Dissertation)

In diesem Kapitel wird das Hauptresultat (Theorem 3.1) dieser Dissertation bewiesen.

3.1 Problemstellung

Durch das folgende Modell’® werden Elektronen auf einem Gitter A = A, , := (Z/LZ%), wobei
L,d € N unter einem chemischen Potential ;4 > 0 beschrieben.

Definition 3.1. (das HF-Energiefunktional nur mit z-Spinkomponente oder das HFz- Energiefunktional)

5}{,’5(%7 ’Y¢) = Tra{(=A — pl) ’YT} + Tra{(—=A — p1) ’h} +u- ZD(’YT)(@") D(’h) (z)

TEA
wobet
7, € K(A):={¢€ BC*"Y|0<¢<1} (Dichtematrizen),
B D 1 D(7,) (@)1, € B clAl Diagonalantesl
) = Z (1) (@)1, Z (7)(2)1, € B(C™) von v, bzw. von vy,
TEA z€eA
D. h
D(y)(@) == (e [116c) ,  D(y)(@) :=(0c |74 02 ) -

Weiterhin ist

A =— Z 102)(0y] + 2d1 = —t + 2d1 (Diskreter Laplace-Operator)

Definition 3.2. (HFz-Grundzustandenergie)

Ef a(p) == min{ E15 (v, 7)) [ 74,7, € K(A) }

und unter E7 () versteht man

Eg,:doo(ﬂ) = lim E} d(ﬂ)

U—00

Da u > 0 und ) ., D(v)(x) D(v,)(x) > 0 fiir 7,7, € K(A) sind, folgt, dass E} ,(1) monoton
steigend beziiglich u ist, ndmlich:

EY,(u) > E¥y(p)  wenn ' >u>0

und damit ist E7°(u) die kleinste obere Schranke an EY 4(u1) beziiglich u. Selbstversténdlich ist
diese obere Schranke unabhingig von wu.

Eine andere obere Schranke an EY ;(u1), die auch von u unabhéingig ist, ist gegeben durch:

13Physikalische Hintergriinde und die Ableitung dieses Modells aus dem Standard-Hubbardmodell befinden sich im Kapitel 2.
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Definition 3.3. (ferromagnetische Energie und ferromagnetische Dichtematrizen)
Die ferromagnetische Energie ist definiert durch:

die Summe der negativen
Bterro(p, d, L) = Z ej(=A — p1) (Eigenwerte von —g - ,ul) (3.1)
e;<0

und unter einer ferromagnetischen Dichtematriz 0p < Yipo < 1o versteht man eine Minimierende
des linearen Minimierungsproblems:

min £/4(£,0) = min Tra{ (-A—pul)¢}, (3.2)

0A<E<TI)y 0,<E<T)

dessen Minimumwert Freo (i, d, L) ist.
Die Menge solcher Minimierenden bezeichnet man mit I'y, ., C K(A).

Bem.: Die Bezeichnungen ,ferromagnetische Energie” und ,ferromagnetische Dichtematrizen® sind
mm Unterkapitel 2.1 motiviert.

In der Tat ist E,,(u,d, L) eine obere Schranke beziiglich u an E} ;(11), némlich

Etorro(p,d, L) > EY (1) fiir alle u» >0, (3.3)
da

Eferro(:ua da L) = Z ej(_A - iu]') = TI'{(—A - N1)1[7A7u1<0]}

e;<0

= 65:5(1[—A—u1<0] 3 O)

v

ngly?%l 52:5(%: %) = Eg,d(.“)

0<y, <1

D.h. (3.3) besagt nichts anderes, als dass (1j—a—1<0),0) ein Probezustand mit dem Energiewert
Eferro(lu‘a da L) ist.

Da E75°(p) die kleinste obere Schranke an E7 ;(u) ist, gilt offensichtlich, dass

Eg’:doo('u) S Eferro(:ua d7 L) : (34)

Aber andererseits ist uns folgendes Resultat bekannt:
Kontext: Bach, Lieb und Solovej [BLS 94] haben gezeigt, dass die Gleichheit'* in (3.4) tatsfichlich
gilt, ndmlich:

Theorem (/BLS 94/, Ferromagnetismus bei unendlicher Kopplung im HFz-Hubbardmodell)
Folgendes gilt im Limes u — oo:

Eg,:doo(:u’) = Eferro(:u‘a d7 L) (35)

14Piir das Standard-Hubbardmodell, d.h. nicht in der HF- oder HFz- Approximation, gilt die Gleichheit in (3.4) im Allgemeinen nicht! Nur
in dem iiberraschenden Fall N = |A| —1 ist es bekannt, dass die Gleichheit fiir das Standard-Hubbardmodell gilt. Dies ist die Hauptaussage
des sogenannten Nagaoka-Theorems. Fiir Details siehe Unterkapitel 2.1.
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sieche Theorem 2.3, Theorem 2.4 und Korollar 2.1 fiir Details iiber dieses bekannte Resultat aus
[BLS 94].

Ziel dieser Dissertation:

Unser angestrebtes Ziel ist es zu zeigen, dass (3.5) nicht nur fiir u = oo, sondern auch fiir hinreichend
grofles, aber endliches u gilt. Mit anderen Worten wollen wir zeigen, dass ein endlicher kritischer
Wert . (d, 1) < oo existiert, so dass

E} 4(#) = FErerro(pt,d, L) fir alle  u > ue(p,d) (3.6)

gilt. Weiterhin sollte u..(d, ) < oo fiir hinreichend grofie, aber endliche Gitterkantenlinge L, un-
abhéingig von L sein. Diese Unabhéngigkeit von u..(u,d) beziiglich der Gitterkantenlinge L ist von
der Physik her erwartet (Thermodynamischer Limes).
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3.2 Hauptresultat der Dissertation (Theorem 3.1)

Das Hauptresultat dieser Arbeit fassen wir in Form eines Theorems zusammen:

Theorem 3.1. (Ferromagnetismus bei endlicher Kopplung im HFz-Hubbardmodell)

Fiir alle 0 < p < 1 und d € N exzistiert eine endliche Kopplung u,,(u, d) und eine endliche Kan-
tenlinge L. (u,d), so dass folgende Abschitzung mit Randterm fir das HFz-Energiefunktional gilt:

Fir alle 0 < 7,7, <1 gilt

quL:S(fYTa’7¢) Z Eferro(u’ La d) + F(U’a ,U,, d) |8Q¢5cr(u,d),'yT‘ mZt f(u: ,U’a d) > 0 (37)
vorausgesetzt, u > e (p, d) und L > L, (u,d).
Hierbet 1st

de(“’dmT ={z € A (x| 7) < der(pt,d) } mit 0 < O (p,d) <1 (3.8)

Da Eferro(p; L, d) selbst eine obere Schranke an EY ,(u) ist, folgen aus der Ungleichung (3.7) un-
mittelbar diese beiden Aussagen: Fir L > L. (u,d) gilt Folgendes:

1. Der Minimumwert des Energiefunktionals dndert sich nicht mehr, wenn die Kopplung
U > Uer(p, d) ist, namlich:

EY 4(11) = Eerro(11) fir alle  u > ue (1, d) mit ue (u, d) endlich ! (3.9)

2. Wenn u > ug(u,d) ist, dann gibt es nur und genau zwei Klassen von Minimierenden (&,,n.)
fiir das HFz-Energiefunktional, ndamlich:

Entweder (&.,m) = (&« € Terro, 0)  oder (&,mi) = (0, Ny € Tterro ) - (3.10)

Hierbei ist (T'erro, 0) C K die Menge aller vollpolarisierten Matrizen (Zustinde) mit kleinster
Energie, die in diesem Fall die ferromagnetische Energie Egero(u, d) ist, namlich:

Eferro (,U'; d) = ({IBI)ISK g%“ (57 O)

Die Folgerungen 1. und 2. bedeuten genau, dass Ferromagnetismus'® fiir grofe, aber endliche Kopp-
lung entsteht.

FEzplizite Ausdriicke fir ue (u,d), L. (@, d), 8 (1, d) und F(u, p, d) befinden sich im Unterkapitel 3.5.

15Dje Definition von Ferromagnetismus befindet sich im Unterkapitel 2.1, Definition 2.3.
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Graphisch versteht man dieses Theorem folgendermafen:

E’u

A

E* = FE* = Eferro

E* < Eferro

Uer < 0O U

Die Minimierenden sind
in diesem Bereich von u
entweder ce TTTT ce
. co LU -

Physikalische Interpretation:

Fiir alle 4 € (0,1) (man befindet sich also im Fall p kleiner als halbe Fiillung!) ist die HF-
Grundzustandenergie pro Gitterplatz des Systemes im thermodynamischen Limes (L — oo) fiir
endliche Kopplung u (hier ue (i, d) < u < 0o) schon gleich die ferromagnetische Energie pro Gitter-
platz. Mathematisch ausgedriickt:

E} Efero(L, d
e*(u,d) ;== lim ALid('u) = lim Bterro (L, d, 1) =: €ferro(lt, d) fiir alle u > uer(p,d)  (3.11)
L—oo |AL,d| L—oo |AL,d|

Und die Minimierenden sind in diesem Bereich von u entweder spinaufwérts-vollpolarisiert oder
spinabwirts-vollpolarisiert (Ferromagnetismus im starken Sinn, sieche Unterkapitel 2.1).
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3.3 Umformung des HFz-Energiefunktionals

Lemma 3.1. (A'quivalentes Minimierungsproblem,)
Im Folgenden ist K(A) die konvexe Teilmenge {& € B(CM)|0 < ¢ < 1} von B(CMN) und ist
A=A, das Gitter (Z/LZ)*.

Das urspriingliche Minimierungsproblem

Minimiere Ex*(v;,7,) auf (v3,7,) € K(A) x K(A) }
MP :

mit  EX7(13,7y) = Tra{(=A = pd) 7} + Tea{(=A —pd) v, } + u- 3,0 D(vp)(2) D(7)(2)

st dquivalent zu dem Minimierungsproblem

Minimiere ~ £¥#(€) auf &€ K(A)
MP :

mit £ (€) i= Tra{ (A —p1) &} + Tra{[-A - pl + uD()] }

im folgenden Sinn:

(a) Ist & € K(A) ein Minimierender (oder eine Lisung) von MP, dann sind

(é-* ) 1[—A—/J,1+u D(¢4)<0] ) und ( 1[—A—p,1+u D(¢4)<0]» 5* )
Minimierenden (oder Lisungen) von MP.

(b) Ist (as,b.) € K(A) x K(A) ein Minimierender (oder eine Lisung) von MP, dann sind sowohl
a, als auch b, Minimierende (oder Lésungen) von MP.

und weiterhin sind die Minimumuwerte von MP (bezeichnet mit E}((,u) ) und von MP (bezeichnet mit
EY(n)) gleich. D. h.

E%(p) :== min E""(&) = min  E"*(v,, =: E¥(u).
A (1) e A ) ()€ A (’YT ’h) A (1)
K(A)xK(A)

Wegen dieser Aquivalenz werden wir uns im Folgenden nur auf das Energiefunktional

EVH(E) =TrA{ (A — p1) €} + Tr{[-A—p1 + uD()]-} (3.12)
konzentrieren.

Weiterhin nennen wir Tr { (—A — 1) £} und Try{[—A — pl + uD(&)]_} den linearen Anteil bzw.
den nichtlinearen Anteil des HFz-Energiefunktionals.
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3.4 Beweis des Theorems 3.1

In diesem Unterkapitel wird das Theorem 3.1 bewiesen. Der Beweis dieses Theorems wurde in ei-

ne Folge von Lemmata aufgespalten, um die Ubersichtlichkeit zu gewiihleisten. Der Beweis dieser
Lemmata befindet sich im Unterkapitel 3.8.

Definition 3.4. (Teilmengen des Gitters A := (Z/LZ)? nach § € (0,1), £ € K(A) und M € N)
Die Teilmenge Q2 = Q¢ des Gitters A ist folgendermaflen definiert:

Q=Qe={z €A |(0:]8d)<d} (3.13)
Ihre Komplementdirmenge ist explizit gegeben durch:

Q= Q¢ = {zeA|(5,]E6,) >0} (3.14)

Die folgenden Teilmengen von €2 werden hier folgendermafen definiert:
0N :={zeQ|disty(z,Q) =1} (Rand von Q) (3.15)
und

Qpr = Qs pp = {z € Q| disty (z,Q°) > M} (3.16)
Hierber versteht man unter dist, Folgendes:
disty(z, A) := mij{l dist(z, y) wobei € A,ACA
ye

wobei
d
diStl(x:y) = ”'T - y”l = Z |‘/EI/ - yu| T,y € A= (Z/Lz)d
v=1

Bem.: Ist x ein Element von Qy, dann gilt selbstvertindlich B%)M(ac) C 2, wober

By (x) = {y € A|dist, (z,y) < M}

Die folgenden zwei Lemmata liefern untere Schranken an dem linearen bzw. nichtlinearen Anteil des
HFz-Energiefunktionals:
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Lemma 3.2. (Untere Schranke an dem linearen Anteil des HFz-Energiefunktionals)
Fiir alle p € (0,1), d€ N, LEN, § € (0,1], 0y <& <1, und M € N gilt folgende untere Schranke

an Tra{(—A — p1) &} :

Tra{(=A —p1)¢} =

TTA{[PQg,g(—A—Ml)PQg,J,} — (bGa(M) 6 + 4d\/5) 0Qs5¢| — 1 Z D(&)(x),

CCEQg,é,M
(3.17)
wobei Gg(M) eine beliebige obere Schranke an DN | et Zum Beispiel:
)
(1+2(M—1), falls d = 1
144 QLM falls d = 2
Gd(M) = 9 (318)

14 2(M — 1) 4 4 MZUMEMZD - )15 g = 3

(14 2(M —1))4, lisst sich grob setzen, falls d > 4.

\

Lemma 3.3. (V. Bach)
(Untere Schranke mit Randterm an dem nichtlinearen Anteil des HFz-Energiefunktionals mit Hilfe
der Feshbach-Abbildung-Methode, siehe Kapitel 4)

Fiir alle p € (0,1), d €N, L€ N, 6 € (0,1], 04 <& <15 undu > & gilt Folgendes:

Cd(FB)
ud — i

Ten{[~A—pl + uDE)} > Tra{[ Py, (~A—pd + uD()) Py |-} - 00,] (3.19)

wobei

c\™ = 4 (3.20)

Als néchstes Ziel wird der Summand Tr{] Pﬂég( —A—pul + uD(E) )PQ& ]-} in (3.19) nach unten

abgeschitzt. In dieser Abschétzung sollte ein zusitzlicher positiver Summand auf Q,; auftauchen. Der
Grund dafiir ist: Der negative Summand — ) _, D(&)(z) in (3.17) soll durch diesen zusétzlichen
positiven Summanden kompensiert werden.

€Qs,e, M1

Um dieses Ziel zu erreichen, fithren wir folgende Potentiale (Funktionen auf dem Gitter A nach R)
ein:
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Definition 3.5. (Die Potentiale D(€, i, u) und Vap: A —=R)

D(€,u, p)(z) := min{ D(€)(z), % Y, zeA (3.21)
Veuu(®) == —p + uD( pu)(z),  z €A (3.22)

Es folgt unmittelbar nach Definition von D(E, p,u) und Vuu(z), dass

D, pu)(z) < D(E)(x) firalle z€A, 04 <E<1p,u>0undp>0 (3.23)

und

—p < Veuu(x) < —p/2 firallex € A, 0p <E<1p, u>0und p>0 (3.24)
gelten.

Lemma 3.4. Umgekehrt bzgl. (3.23) gilt fir alle p >0, 6 € (0,1] und 05 < & < 1, Folgendes:

uD(E, p,u)(z) > Qid D(&)(z) worausgesetzt, dass x € Q5. und u>p/d. (3.25)

Als eine unmittelbare Konsequenz der Definiton von D(€, s, ) in (3.21) haben wir

Te{[ P, (~A — p + uD(€))Po, |-} > Tr{[Po, (~A — j1 + uD(E,p,u))Po,, -} (3.26)

Kombinieren wir (3.26) mit (3.19), erhalten wir
Lemma 3.5. Fiir alle € (0,1), de N, LeN, § € (0,1), 05 << 1y undu > & gilt:

C(FB)

Tea{[~A —pl + uD(E)]-} > Te{[Po, (~A — p1 + uD(€, p,u))Pa, ]} ~ |02 |

(3.27)

d
ud —

Andererseits ldsst sich der Summand Tr{[Pq_ (—-A — ul + uD(€, 1, u) )Pq,, ]- in (3.27) mit Hilfe
von (3.25) folgendermafien nach unten abschiitzen:

Lemma 3.6. Fiir alle € (0,1), de N, LeN, § € (0,1), 0y <& <1, und u > § gilt Folgendes:

T{[ Py, (= A= p1)Po ]} + 55 3 DE@)DISE u,m dl(2)

weﬂg,é,M
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wobes

D_[(Saga U, 4, d]( ) <$ | 1 Py (—A- pl4uD(&,pu)) P, <0 .’L‘) (329)

5,6 Qs.¢

Kombiniert man das Lemma 3.5 mit dem Lemma 3.6, erhélt man die gewiinschte untere Schranke
an dem nichtlinearen Anteil des HFz-Energiefunktionals:

Lemma 3.7. (Untere Schranke an dem nichtlinearen Anteil des HFz-Energiefunktionals mit einem
positiven Summanden auf Qpr)

Fiir alle p € (0,1), deN, L€ N, 6 € (0,1), 04 <& <15 undu > & gilt Folgendes:

Te{[-A — pl + uD()]-} >

C(FB)
Te{[ Py, (—A—p1)Py 1} — 00 + 2= > D)) DISE u, pd](a)
, , 'UI £C€Q5§ M
(3.30)
wobei
D—[&fa“’a Hs d]( ) <$|1 —A—pl+uD(€,u,u))P, 5 <0] .l‘) (331)

,€

Das gesamte HFz-Energiefunktional (3.12) ist nach (3.17) fiir den linearen Anteil und nach (3.30)
fiir den nichtlinearen Anteil folgendermaflen nach unten abgeschétzt:

EXNE) = T {(—A—p1)&} + Tra{[-A—pl +uD(E)] }
> TrA{[Pg?g(—A —pl)Pas ]} + Tr{[PQJ,g( —A—pl )PQM -}

C(FB)

- (de(M)(S + 4dV § + u%u> |09 |

(3.32)
. Qz{p[agw 7) — 26} D)) ,

fiir alle g € (0,1), L, M,d € N, 0y <& < 14,0 € (0,1] und u > pu/6 .

Die ersten zwei Summanden in (3.32) werden mit Hilfe eines Ergebnisses aus [FLU 02] durch Fgey,
plus einen positiven Randterm nach unten abgeschitzt, ndmlich:
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Lemma 3.8. (Korollar der FLU Grofkanonische Ensemble-Version, [FLU 02], siehe Kapitel 5)

Seien 0 < u < 1 und d € N. Fir alle beliebigen Teilmengen S des Gitters A := (Z/LZ)d gilt folgende
Abschdtzung:

Tr{[Pa(—A— 1) Pl } + Try{[Poc (A=) Poc] } — Tryd[—A—pu1] } > ,(,d) |09 (3.3
mat
&y (p,d) > 0 positiv ! und unabhiingig von (2 (3.34)

vorausgesetzt,
0<p<1l und L>LFYd) (3.35)

Hierbei sind

2+4d
~ . s 2 .
& (p, d) == (1 + ﬁ) (43)2 (Elldfg) % (‘Q;)L (,u/?) >0 firalle 0 < p <1 (3.36)
und
.2\ 5
LEFYY) (4, d) = 47Td—(|2;;)‘ (—) 7 < firalle 0 < p <1 (3.37)
U

Nach (3.32), nach Definition von Eferro(pt, L, d) := Try{[—A — p1]_} und nach Lemma 3.8 erhalten
wir Folgendes:

Fiir alle g € (0,1), d € N, L > LY (u,d), M € N, 0, < £ < 14,6 € (0,1] und u > p/6 gilt

EXM(E) = T {(—A—p1)&} + Tr{[—A —pl + uD(E)]-}

(FB)
> Eferro(,U':L:d) + [&l(uad) - (:u’Gd(M)é + 4d\/5 + i’(l&_u>:| |aQJ,§‘

+ 2 S DB g pd@) - 25} DE).,
e (3.38)

wobei

D—[éa ga U, d] (iI?) = <37 | 1[Ple §(fAfu1+ulN7({,u,u))PQ(s §<0] € >
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Als néchstes Ziel zeigen wir, dass der letzte Summand in (3.38),

2_,u5 {Df[é,{,u,,u,d](m) - 25} D(€)(z) ,

CL‘EQ(;’&M

nicht negativ ist, wenn wir M hinreichend grofl und ¢ hinreichend klein auswihlen.

Sei nun Vg, , = —pl + uD(&, i, u), wie in (3.22) definiert, dann lisst sich D [6, €, u, u, d](x) folgen-
dermaflen ausdriicken:

DI[6,&, u, i, dl(z) = DQs¢, Ve, dl(z) = ($|1[P96,€(—A+‘g,u,u)P05,§<o]$>

Wie schon in (3.24) erwihnt wurde, gilt —u/2 < Ve, ,(z) < —p/2 fiir alle z € A. Diese Tatsache ist
eine Voraussetzung fiir folgendes wichtiges Lemma:

Lemma 3.9. (Untere Schranke ~ u®¢ an der Dichte an einer Stelle z des Gitters A; Anwendung
der Trotter-Formel-Methode, siehe Kapitel 6, Theorem 6.1)

Fir alle 0 < pp < 1, d € N, ezistiert eine endliche Halbkantenlinge M, = M (u,d) < oo, so dass
Folgendes gilt:

Fiir alle beliebigen Teilmengen Q des Gitters A := (Z/LZ)* mit L > 2M,(u,d) + 1 und fiir alle
Potentiale V: A - R mit —p <V < —pu/2 gilt

D2, —p <V < —p/2,d](z) = (2 [ Lpy-a + v)Py<o)Z) 2 Alp,d) >0, (3.39)
vorausgesetzt, x € §2, so dass die
Box(z) := {-M,+z,...,2,...,M,+z}* in Q bleibt. (3.40)

Die positive Funktion A(u,d) hingt weder von € noch von V ab und verhdlt sich im Limes u — 0

folgendermafen:
. 1 N\ 1 [erf?(n)\*
At [ () w ()] =56 (5r)

Ezxplizite Ausdriicke fir A(p, d) und M,(u,d) befinden sich im Theorem 6.1.

Lemma 3.10. (Die Voraussetzung (3.40) fir Lemma 3.9 wird fir x € Qu mit M = d M, (u,d)
erfillt)

Ist x Element von Qs¢ pr—anm,, dann bleibt die Box(z) :== {—M, + z,...,z,..., M, +z}% in Qsie -
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Nach Lemma 3.10 und Lemma 3.9 folgt

Lemma 3.11. Sei 6¢1(p, d) := 5.A(1, d) definiert. Ist 0 < 8 < 0¢r1 (1, d), dann gilt's

+ S {Pleumde) - 26} DE@) > 0 (3.41)

TESs,¢,M=d Mo (n,d)

i
24

firalle0 <pu<1l,deNund 0 < ¢ < 1.

Setze man M = d M,(u, d), folgt nach (3.38) und Lemma 3.11, dass

EVI(E) = T { (A —u1)€} + Try{[~A—pl + uD(€)]-}
- c(F®
> Eremo(tt; Lyd) + | &y(p,d) — | pGy(d Mo(p,d))d + 445 + uis_u ‘aQJ,g‘
(3.42)
fiir alle g € (0,1), d € N, L > Ler(pt,d), 04 < E < 1p, u > p/d und 0 < § < b1 (p, d) gilt.
Hierbei wird L., (u, d) folgendermafien definiert:
Ler (1, d) := max{ LI (, d) , 2Mo(ps, d) + 1} (3.43)

Definition 3.6. Seien

Mo(p,d) = pGy(d My(u, d)) und  F(p,d,0) = dq(p,d) — Mo(p,d)d — 4dV6E  (3.44)
definiert.

Lemma 3.12. Fiir alle 0 < p <1 und d € N existiert ein echt positiver Wert

< 2
dorz (1) 1= G [saé?fﬁ) Mond) ~ " (345)
, so dass
ai(p,d) > F(p,d,8) > sa1(p,d) >0  firalle 0 <6 < dea(p,d) (3.46)
gilt.

16Wir konnten hier selbstverstandlich d¢p1(u, d) := %A(u, d) optimal setzen, damit der Audruck (3.41) nicht negativ bleibt. Wir haben
trotzdem dcr1(u,d) := %A(u, d) gesetzt, damit {Df[&,ﬁ,u,u,d}(:c) — 26} echt positiv bleibt. Diese Tatsache wird spéter bei dem Beweis
der Eindeutigkeit des Minimierenden (siehe (3.10)) eine Rolle spielen.

70



Nun definieren wir

Nach (3.42), Definition von M (u,

607‘ (l’l" d)

:= min{ 0,1 (p, d) , dera(p,d) } (3.47)

d) und F(u,d,d) in (3.44) und Lemma 3.12 gilt Folgendes:

EXME) = Trn{(=A—-pu1)&} + Try{[-A - pul + uD(€)]-}

fiir alle p
min{d.1 (1

v

= Eferro(,u'a La d) +

= Eferro(/'[/a La d) +

Y

EferrO(,Ua L, d) +

F(p,d,6) —

Eferro(ﬂ'aLad) + % (,u, d) - idd N

(FB)
i) = (Ml)s + 40V5 + G| jom

ud—p

) = Ml d)s — 40V5 — G 00

c( B)
} 90 |

(FB)
— } 09 ¢ (nach Lemma 3.12)

(3.48)

€ (0,1), d € N, L > L. (p4,d), 04 < & < 1p, u > p/dund 0 < § < 0gr(p,d) =

’ d)’ 5CT2(:U'a d)}

71



Abschlieflend wird das gesuchte ue(u,d) bestimmt, so dass

C\FB) \
e 1z I B I . s
Fu,p,d) == | 5a1(p,d) oo d) — 1 0 mit e (i, d) := min{de1 (14, d), dera(p, d) }
(3.49)
gilt.
D.h. das gesuchte uc(p, d) ist gegeben durch:
9 C(FB) i
Uer (1, d) 2= 4 + < (3.50)
D = S e anund) * o d

Bemerke, dass dieses uc (14, d) in (3.50) tatséchlich endlich ist und die Bedingung u > p/d in (3.48)
automatisch erfiillt wird. Daher folgt nach (3.48) fiir § = 6.,.(u,d), u > ue(p,d) und L > L, (1, d),
dass

EVtE) = Try{(—A—p1)&} + Try{[—A—pl + uD(€)]-}

Cd(FB)
uler(p,d) — p

1.
Z Eferro (M: L: d) + 5051 (,LL, d) |aQ5er (1,d),€

= FEferro(pts L, d) + F(u, p,d) |8Q¢5¢r(u,d),§| mit F(u, u,d) > 0, da u > v (1, d),
(3.51)

fir alle 0 < & < 1 gilt.
Mit der Ungleichung (3.51) und der Tatsache
EX () > EX4 (v Lmampruniry)<0)) = €1t ()
folgt
E1% (117 > Ererropt, Ly d) + Flu,p1,d) 09, oy, | mit Flu, p,d) >0

fiir u > ue (4, d) und L > L, (11, d).

Damit schlieflen wir den Beweis der wichtigen unteren Schranke mit Randterm (3.7) in
Theorem 3.1.
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Zum Beweis von FEg,,, als Minimumwert und der Eindeutigkeit der Minimierenden

Zum Beweis von (3.9) und (3.10) im Theorem 3.1 haben wir Folgendes:

Sei u > e (@, d) und L > L. (1, d) := max{ L) (u,d), 2M,(p, d) +1 } und sei weiterhin (a., by) €

K(A) x K(A) ein Minimierender des Energiefunktionals £}, dann gilt selbstversténdlich
Efa(p) = €rg(a., b.) (3.52)
Nun gilt einerseits

FEerro(1t,d, L) > EY 4(11) fiir alle u >0, (3.53)
da Eterro(p, d, L) eine obere Schranke an EY ,(u) ist (siehe (3.3)).

Andererseits gilt nach der schon bewiesenen Ungleichung (3.7)

52:5(%, b*) 2 Eferro(/»l'a d7 L) + f(u; H, d) |896c,(u,d),a*

mit  F(u, p,d) >0 (3.54)

Kombiniert man (3.52), (3.53) und (3.54) miteinander, erhdlt man

Eterro (1, dy L) > EY 4(11) > Etero(pt, d, L) + F(u, p, d) 095, (udpa.|  mit  F(u,p,d) >0 (3.55)

Da F(u, p,d) > 0 folgt unmittelbar nach (3.55), dass
1. Ef 4(1) gleich Efero(p, d, L) sein muss. Dies beweist (3.9).
2. [0, () 0.
Dies heifit, es gibt nur zwei Moglichkeit fiir die Menge €25, (4,d),q.
2.1. Entweder ist Q5 (ya)0. = 0. D.h. D(a.)(x) > 6, (p,d) fiir alle z € A (siehe Def. 3.4)
2.2. oder ist Qs (4,d)0. = A.  D.h. D(a.)(x) < der (1, d) fiir alle z € A (siehe Definition 3.4)

gleich 0 sein muss.

Bevor wir mit den Fallen 2.1 und 2.2 anfangen, bemerken wir, dass fiir diese beiden Fille Folgendes
gilt:
Nach der Tatsache, dass E} 4(1t) = Eferro(1, d, L) gilt, folgt

Eferro(ﬂ7 d7 L) = Ez,d(:u)
= S}f:g(a*, bs)
= Tr{(-A - pa.} + Tr{(=A - wb.} + u_ D(as)(z) D(b)(z)

zEA

= Tr{(-A-pla} + Tr{(-A - p+uD(as))bs}

\Y%

Tr{(-A - pa.} + Tr{[-A - p+uD(a.)]-}

D.h.

Eferro(:u’ da L) > TI"{(—A - ,U‘)a*} + TI‘{[—A —u+ UD(CL*)]—} (356)
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Im Fall 2.1. (D(a.)(x) > der(p, d) fiir alle x € A)  folgt

>
FA—ptuD@)- 2 [FA-ptuda(ud). (%P 2 %l d)
> [=A = p+ Uer(p, d)er (1, d)] - (da u > uer)
(3.57)
9 C(FB)
= [-A-— 4 _ h (3.
[ ht e d T pl-  (nach (3.50))
2 0\FB) 9 CFB)
— —A d = —A> " d >
[—A+ (. d) d)] 0 (da > 0und Z- > 0)
D.h. im Fall 2.1. gilt Tr{[—A — u + uD(a,)]-} = 0 daher folgt,
Eterro(p, d, L) 2 Tr{(-=A = p)a.} + Te{[-A —p+wuD(a.)]l-}  (nach (3.56))
= Tr{(-A—-pa.} + 0 (nach (3.57))
> Tl"{[—A - ,U«]—} = Eferro(,ua d, L)
D.h
Eferro(,ua d; L) 2 TI'{(—A - /L)a*} 2 Eferro(,ua da L)
und damit ist Tr{(—A — p)a.} = Eferro(1t, d, L), was a, € [gerro bedeutet.
Also gilt a, € e im Fall 2.1.
Im Fall 2.2. (D(a.)(z) < 0cr(1, d) fiir alle z € A)  folgt
Eterro(pt,d, L) > Tr{(—-A — p)a.} + Tr{[—A — p+uD(a,)]_} (nach (3.56))
> —pu ZD(a*)(m) + Tr{[-A — p+uD(a,)]_} (da —A >0)
TEA
> —pu ZD(a*)(x) + Tr{[-A — p+uD(a,)]_} (da D < D)
€A
(3.58)
wobei
3 — .
D(a.)(z) = mln{D(a*)(x), 2u} (3.59)
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Die Ungleichung (3.58) ldsst sich weiter nach unten abschéitzen, ndmlich:

Brerro(,d, L) > —p Y D(a.)(z) + Tr{[-A—p+uD(a.)] }
TEA

= TH ZD(G*)(w) +Tr{(_A_N+Ub(a*))l[,A,u+uf)(a*)<0]}
TEA

= —u Z;\D(a*)(x) + T{(=A =1 A rubiay<o) T uz;\f)(a*)(x) @11 A yubiany<o @
T€ TE

> —u Y D)@ + T{-A—pl-} + u Y D)@ @l 5 e ®)
TEA z€EA

= —pu ZD(a*)(w) + Tr{[-A—p]-} + qu)(a*)(x)D_[QzA,V](w) (3.60)
TEA z€EA

wobei

D [Q=AV](z) = (x| py—atvipa<o) T) = (] _atv<g T) mit V= —p+uD(a,) (3.61)

Nach Lemma 3.4 mit Q; , », = A3z (da es sich um den Fall 2.2. héindelt) und v > u (g, d) >
/e (11, d) (siehe Definition von ue (i, d) in (3.50)) folgt, dass

= 1% ..
uD(a,)(x) > %o d) D(a.)(x) fir alle 2 € Q5 (04, =A (3.62)

Setze man (3.62) in (3.60) ein, erhdlt man:

Brerro(p,d, L) > —p Y D(a.)(w) + Tr{[-A—p] } + ZD ax)(z) D-[Q2 = A, V](z)
TEA ’
= T8y} + g5 Y D) {D [@=A,V](@) — 2ur(pd) }
= Brerro(p,d, L) + ZD a)(@){ D[ = A, V](@) — 26er(n.d) } (3.63)

Nach definition von D(a,) in (3.59) folgt, dass V in (3.61) —u < V < —p/2 erfiillt. Daher gibt es
nach Lemma 3.9 eine endliche Halbkantenlinge M,(u, d), so dass

D_[Q=AV](z) > A(u,d) > 0 (3.64)
vorausgesetzt, r € 2 = A, so dass die
Box(z) :={-My+x, ... 2 ... z+ M,(ps,d) } in Qbleibt. (3.65)

Die Bedingung (3.65) ist fiir alle x € A := (Z/LZ)? immer erfiillt, da Q = A (da es sich um den Fall
2.2. hdndelt) und L > 2M,(u,d) + 1 vorausgesetzt ist.

Nach Definition von 6., (u, d) in (3.47) und nach Definition von 0.1 (1, d) im Lemma 3.11 gilt 6., (u, d) <
der1(p, d) := 3.A(p, d) und weiterhin mit (3.64) folgt
2 1
{D10=AVI@) — 2a(d) | > Apd) — S AGd) = 5 A(wd) >0, (3.66)
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was mit (3.63) zu D(a,)(x) = 0 fiir alle z € A fiihrt. Aber dies bedeutet, dass '7 a, = 0.
Also gilt a, = 0 im Fall 2.2.

In allen Fillen (gleichgiiltig ob man sich im Fall 2.1 oder im Fall 2.2 befindet) gilt Folgendes:
Ist (a.,bs) ein Minimierender von Sz:g, dann st entweder a, € I'gero oder a, = 0.

Da &7 (ax, bs) = 174 (bs, ax) gilt, haben wir nach (3.55) auch

Eferro(lu', da L) Z E%,d(,u) 2 Eferro(,ul, d, L) + .7:(11,, °2 d) |3QJCT(u,d),b*

mit  F(u, pu,d) >0 (3.67)

und daher genauso wie beim Fall mit a, gibt es auch nur zwei Moglichkeit fiir b,, ndmlich: entweder
by € I'ferro 0der b, = 0.

Damit haben wir nur vier mégliche Minimierenden, ndmlich:

(0,0)
(asx € Iferro  bs € Tferro )
(ax € Tterro, 0)
(0, by € I'ferro )

a
b
c

)
)
)
d)

Andererseits ist es einfach nachzupriifen, dass a) und b) keine Minimierenden sein diirfen und ¢) und
d) tatséchlich Minimierenden von &; sind. Daher sind c) und d) die einzigen Minimierenden, was
(3.10) beweist.

Damit beenden wir den Beweis des Theorems 3.1.

() (®)
Rir alle 7,y € A gilt:  [(yla«z)|? < (y|y){(axz|as z) = (z]a? z) < (z|ax =) := D(a.)(z).
Im (o) und (e) haben wir Cauchy-Schwarz-Ungleichung bzw. 0 < ax < 1 benutzt.
Daher folgt:  D(ax)(z) =0firallex € A = (ylaxz) =0 firalez,y €A = a«=0.
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3.5 Zusammenfassung des Hauptergebnisses (Ausdruck fiir u..(u,d))

Seien 0 < p < 1 und d € N fest, dann existiert eine endliche Kopplung u..(u, d) und eine endliche
Kantenlidnge L,.(u,d), so dass Folgendes gilt:

52,’5(%: 7¢) Z Az:g(fYT) Z Eferro(lj'a da L) + '7:(“’ s d) |Q¢5w(u,d),'yT‘ mit f(u: H, d) >0 (368)

vorausgesetzt, u > ue (u, d) und L > L, (i, d) gelten.

Die expliziten Ausdriicke fiir ue(u, d), L., (@, d), 0cr (12, d) und F(u, u, d) sind unten gegeben. An der
rechten Seite neben jedem Ausdruck steht das jeweilige Kapitel, in dem dieser Ausdruck bewiesen
wurde. Fiir eine graphische Darstellung von u..(j, d) siehe Unterkapitel 3.6.

9 C(FB) u
(p,d) == d Kapitel
verlbo ) = S ) & d) T Samd) © (Kapitel )
und
Ler(u,d) = max{L(()FLU)(p,d) . 2M,(p,d) + 1 } (Kapitel 3)
wobei
1)
Ocr (i, d) := min{der1 (i, d) , dera(p,d)} > 0 (Kapitel 3)
1la)
ber1 (p,d) := 3 A(p,d) > 0 mit (Kapitel 3)
C(Trotter)
A(p,d) == y d y fiir alle d < 23 (Kapitel 6)
(l) In —oae—
m C‘(iTrotter) P
oder
C(Trotter)
A(p,d) == - d y fiir alle d € N (Kapitel 6)
(%) [max{lnm,X(d) }:|
wobei
1 (erf*(m) ¢
(Trotter)  _ L .
C; = 16 ( 39, ) (Kapitel 6)
1b)
[dl (N,d)]2 .
T ) = » ~ K 1
Ser(d) = ot S G () Mo d) (Kapitel 3)
wobei
Mo(p,d) = pGa(dMo(p,d)) (Kapitel 3)
mit
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(1+2(M 1), falls d = 1

144 MM falls d = 2
Ga(M) = | (Kapitel 3)
142(M — 1) 44 MEUMEMZD) & fo)is g = 3
[ (1+2(M -1))?, lsisst sich grob setzen, falls d > 4
und
1
My(p,d) = [ 563(,3* (u,d),d) — 1-‘ €N (Kapitel 6)
wobei
2d 4 2m
" = — — Kapitel
(5. ), ) max{ 2 B (erf(ﬂ) d ) .1, d) } (Kapitel 6)
und
=2 | ! fiir all itel
/B* (ll,, d) = ; n W ir alle d S 23 (Kaplte 6)
oder
2 1 y .
Bi(it,d) := —max<{ In ~Tvotter) g’ X(d) fir alle deN (Kapitel 6)
H Cy 7

Die in 1a) und 1b) aufgetauchte Funktion X (d) der Dimension d des Gitters ist folgendermaflen definiert:

e~ 2,71828 falls d =1, 2.
X(d) = (3.69)
implizit definiert durch X(d) = dln X(d) mit X(d) > e fallsd=3,4,...
2)
24d
< _ 2 .
&y (p,d) == (1+ 4%1) (4,11)2 ((41,1,‘:3) % (Lid)ld (,u/z) (Kapitel 5)
3)
) 24d
LEFLY (u,d) := 4 d (\2;;\ (Q/M) > <o (Kapitel 5)
Die in 2) und 3) aufgetauchte Funktion |S4| der Dimension d des Gitters ist das Volumen der d-dimensionalen
o - a/2
Einheitskugel, ndmlich: |S4| = m
4)
C’;FB) = 4d? (Kapitel 4)
5)
) Cd(FB)
= [1la SR < E— Kapitel
Flusd) = [§ar(nd) — ot ] (Kapitel 3)
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3.6 Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodel

loglo Uer (1, d)

ferromagnetische
i Phase

Abb.: Phasendiagramm fiir das HFz-Hubbardmodell.
Oberhalb jeder Kurve der jeweiligen Dimension ist
die Existenz der ferromagnetischen Phase gesichert.
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3.7 Diskussion des Phasendiagramms und Erginzung zum Theorem Ferro

Ahnliche Phasendiagramme haben [Penn 66] (d = 3 HF-Hubbardmodell) und [Hirsch 85] (d = 2 HF-
Hubbardmodell) erhalten. Diese zwei Studien haben eine dhnliche Kurve im Bereich p < 1 gezeigt,
wobei solche Kurven eine Separation zwischen der ferromagnetischen Phase und der paramagne-
tischen Phase'® liefern.

Fiir d > 3 konnen wir das asymptotische Verhéltnis 4 — 0 = u¢- (14, d) — oo in unserem Phasen-
diagramm durch das sogenannte Stoner-Kriterium fiir Ferromagnetismus im HF-Hubbardmodell er-
klart. Dieses Kriterium lautet:

Zur Entstehung des Ferromagnetismus’ ist es notwendig, dass

plep) u > 1 (3.70)

wobei p(ep) die Zustandsdichte an der Fermikante e ist. In unserem Fall ist die Temperatur 7" — 0
und daher ist ep gleich das chemische Potential u. Diese Zustandsdichte ist in der Variablen u gegeben
durch (siehe [Faz 99]):

1 (82E°\ !
o= (5 ) (3.71)
Hierbei sind
[A] 9 [A]
n = na(p, d) = |A|Z o< wd B =2(—en)(nd) =~ 3 (A~ p)
j=1:
e;<0

die Fiillung oder Dichte fiir ein festes chemisches Potential x4 bzw. die Minimum-Energie pro Gitter-

platz des Hamiltonoperators H = 3" syen (—A)g,Cl Oy fiir eine feste Dichte n. Der Faktor 5 in
oe{t}
(3.71) kommt wegen des Spins.

Da ny(p,d) ~ p?/? (siehe Lemma 3.13) und —ey(n,d) = pE (sieche Lemma 3.14) gilt, folgt nach
(3.71), dass

d—2

pler) = p(p) ~ p 2 (3.72)

Damit lautet das Stoner-Kriterium fiir Ferromagnetismus beziiglich p (nicht mehr bzgl. p(er) ):

M% u > 1 Qualitatives Stoner-Kriterium fiir x und u (3.73)

Dies erklart fiir d > 3 das asymptotische Verhéltnis des Phasendiagramms, wobei allerdings hier das
HF- und nicht das HFz-Hubbardmodell betrachtet wurde.

18 Paramagnetische Zustéinde sind diejenigen, die das Energiefunktional mit u = 0 minimieren. Sie haben die Energie 2 Eferro(u, d)-
Bemerke, dass Epara(t,d) = 2 Eferro (4 d) < Eferro(tt,d) < 0.
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Andererseits konnen wir eine quantitative Version des Stoner-Kriteriums sowohl fiir das HF-Hubbard-
modell als auch fiir das HFz-Hubbardmodell ableiten, die lautet:

Proposition 3.1. (Ein quantitatives Stoner-Kriterium fiir Ferromagnetismus im HF- und im HFz-
Hubbardmodell; fir kleine Fillung entsteht der Ferromagnetismus nur mit sehr grofler Kopplung

(d=3))

Damit der Ferromagnetismus entsteht, muss folgendes Kriterium erfillt werden:

a2 2=+ (2y2\"
pmou > O i o) = 2 [ 222 5 0 (3.74)
Sal \ 7
vorausgesetzt'®
Td (2)F %
L> L (u,d) = max{ L9 (u,d) = 4nd -2 (—) . L (p,d) = 2d (—)
1Sal \ p "

Der Beweis der Proposition 3.1 befindet sich im Unterkapitel 3.9.

Dieses Kriterium gilt als eine Ergidnzung zum Theorem Ferro im folgenden Sinn: Das Theorem Ferro
bewdltigt die schwierige Aufgabe, eine hinreichende Bedingung in u fiir die Entstehung des Ferromag-
netismus’ zu liefern. D.h. das Theorem Ferro liefert eine Kurve u.,. versus p, wobei oberhalb dieser
Kurve der Ferromagnetismus gesichert ist. Andererseits liefert die Proposition 3.1 eine notwendige
Bedingung zur Entstehung des Ferromagnetismus’. D.h. die Proposition 3.1 liefert eine Kurve u,,
versus p, unterhalb welcher die Abwesenheit des Ferromagnetismus’ gesichert ist (siehe néchsten
Graphen).

19Hierbei ist |S4| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel und |T4| = (27)% (Torus).
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Phasendiagramm fiir das dreidimensionale HFz-Hubbardmodell;
Vergleich mit dem Stoner-Kriterium

ferromagnetische

Phase

Abb.:

a) Graph log . (1, d = 3) versus —log  p.

Oberhalb dieser Kurve ist die Anwesenheit der
ferromagnetischen Phase gesichert.

b) Graph log us(u,d = 3) versus —log  p.

Unterhalb dleser Kurve ist die Abwesenheit der
ferromagnetischen Phase gesichert.

Hierbei ist ug(u,d) = Césmner)u22d
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Im Folgenden vergleichen wir die Funktion u..(u, d) (sieche Unterkapitel 3.5) mit der Funktion &; (u, d)
(siehe Kapitel 5).

Interessanterweise sind die Kurven & (u, d) versus p fiir d = 1,2 und 3 dhnlich wie die Kurven u, (i, d)

versus p fiir die jeweilige Dimension d. Dies ist im nichsten Graphen présentiert. Um eine quantitative

10310 Ucr (N:d)
—log, , 61 (u,d)
p fiir die jeweilige Dimension d angefertigt (siehe den iibernéchsten Graphen). In diesem Graphen
ist es interessant zu bemerken, dass diesmal die Kurven mit der Dimension d abnehmen!?® Wegen
dieser Tatsache konnen wir fiir praktische Zwecke u..(u, d) folgendermaflen setzen:

Information dieser Ahnlichkeit zu bekommen, haben wir den Graphen der Kurve versus

1 3.62
~7> firalle 0<pu<lundd=1,2,3.
011(,11:, d)

Uer (1, d) = (

Diese Annahme fiir u.,(u, d) ist nicht nur praktisch, sondern auch tiefliegend, da é&;(u, d) eine schéne
Interpretation als Lokalisationsfehler hat (siehe Kapitel 5).

1 er(p,d . . . . .
20T eider wurde spiter festgestellt, dass die Kurven % versus g nur von d = 1 bis d = 4 mit der Dimension d tats&dchlich
10 ’

abnehmen.
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Graph der Funktion —log, &, (u,d)

d=1_~

o

0, 2 0, 4 0,6 0,8
mu

Abb.: Graph —log &, (u,d) versus p.
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loglo Uer (,Lt,d)
—log, , &1 (p,d)

w

w
ol

w

- w

IS -
LRy a9y gy 3 1P

w

R log Ucr(ﬂad)
Graph der Funktion “Tog,, i (ad)

. log,  uer(p,d)
Abb Graph W versus U .
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3.8 Beweis einiger Lemmata fiir das Theorem 3.1

Der Beweis des Theorems 3.1 beruht auf den Lemmata 3.1 bis 3.12. In diesem Unterkapitel werden
die Lemmata 3.1, 3.2, 3.4, 3.6, 3.10, 3.11 und 3.12 bewiesen. Das Lemma 3.5 und das Lemma 3.7
wurden schon im Unterkapitel 3.4 bewiesen. Die iibrigen Lemmata 3.3, 3.8 und 3.9 werden jeweils in
einem eigenen Kapitel bewiesen und zwar in den Kapiteln 4, 5 bzw. 6.

Beweis des Lemmas 3.1:

Zuerst zeigen wir, dass die Minimumwerte von MP und MP gleich sind.
EX(p) = min {EX" (v, 7)) | (1p,7,) € K(A) x K(A)}

= min {TrA{(_A —p) 1} + Tea{(=A —p1) 7, } + u- > D(y)(@) D(v)(@) | (3,7,) € K(A) x K(A) }
zEA

= min {TrA{(—A —p) i} + Tea{(=A —pl + u ) D)} | (,7) € K(A) x K(A) }
TEA

=  min { min {TFA{(_A_//J)’YT} + Tra{(—A —pl + UZD(VT))%}} }

K(A K(A
1 E€K(A) | v, eK(A) =

=  min {Tr,\{(—A—pl)'yT}+ min {’I‘rA{(—A—u1+uZD(7¢))7¢}}}

1, €K (A) v, EK(A) =

= min {TrA{(—A —pD) ) + Teaf[-A —pl + UZD(%)]—}}

’YTEK(A) zEA
— H g"u,p, — Au
(uin EX(E) = Ex(w)
Also gilt
E{(n) = E}(u) (3.75)
Sei nun &, ein Minimierender von MP. D. h.
. Su, i . Su,u _ pu
Jmin E4(©O) = EVM(E) = B (3.76)
dann folgt:
Ei(n) = E{(w  (nach3.75)

= &£¥"(,)  (nach 3.76)
= Try{(-A—-pl) &} + Trp{[-A—pl + uD(&)]-}
= Trpa{(=A—p1)&} + Tra{(—A—pl + uD(&)) l—a—p1+uD(e) <0}

= Tra{(-A—pl)&} + Traf (=2 — pl)l_apipune <o} + ¢ Y D(E) (@)D _a—p14un(e.) <o) (@)
zEA

= EVM(6, 1A p1tuD(e) <0])
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EX (p’) = g}\hﬂ (E*: 1[—A—;¢1+uD(E*) < 0]) (377)

Aus (3.77) folgt unmittelbar, dass (&, 1[—A—p1+uD(e.) <0]) € K(A) X K(A) ein Minimierender von £, ist.

Da £ (a,b) = E4°* (b, a) fiir alle a,b € K(A) gilt, folgt, dass auch (1[_a_u1+uD(e,)<0],§+) €in Minimierender von
EYF ist. Damit ist (a) bewiesen.

Der Beweis zu (b) folgt dhnlicherweise. Namlich:

Sei nun (ax,bs) ein Minimierender von MP. D. h.

dann folgt:

. U, L _ Uy b —_ u
ouin ExF(a,b) = ExF(anb.) = ER(p), (3.78)

E{(u)  (nach 3.75)

EY"(ay,b.)  (nach 3.78)

Tra{ (A —pl)a} + Try{(-A—pl)b} + u %D(a*)(w)D(b*)(x)
Tra{ (—A —pl)a.} + Tra{(—A—pl + uD(a,))b.}

Te{ (<A - 1)@} + Try{[~A - pul + uD(a.)]-}

Et (a.)

~

B (n) > Ex*(an) (3.79)

Aus (3.79) folgt unmittelbar, dass a. € K(A) ein Minimierender von EX” ist.

Analog

E{(u)  (nach 3.75)

Ev*(aw,by)  (nach 3.78)

Trp{(-A—-pl)a.} + Trp{(-A-pl) b} + %D(a*)(w)D(b*)(w)
Tra{ (A —p1) b} + Tra{(—A—pl + uD(b.))a.}

Tro{ (~A = p1) b} + Tra{[~A -yl + uD(b.)]}

it (b.)

~

By () > Ep*(by) (3.80)

Aus (3.80) folgt unmittelbar, dass b, € K(A) ein Minimierer von £ ist.
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Beweis des Lemmas 3.2:

Um die Notation zu vereinfachen, filhren wir zum Beweis dieses Lemmas P := PQ“ und Q := PQ;E ein. Selbst-
verstéindlich gilt P+ @ =1 und PQ =0 = QP. ’

Tra{(-A-p1) &} = Tra{(-A-p)(Q+P)E(Q+P)}
= Te{(-A-p1)QEQ} + Tea{(-A—u1) PEP)
+ Tra{(—t)QEP} + Tra{(—t) PE{EQ} (Bem.: —A = 2d1 —t)

= Tra{(-A-p1)QEQ} + Tra{(-A—pul) PEP} + 2Re{Tra{(-t)QEP}}

> Tra{(-A—p1)QEQ} — uTra{PEPY + 2Re{ Tra{(-t)QEP}} (da—A >0)

= Ta{(-A-u1)QEQ} - uze;D(e)(m) + 2Re{ Tra{(-t) Q€ P}

= Ta{Q(-A-m)QE} — kT DO6) + Me(Taf(-0QP}} TGN

> Tra{lQ(-A-pu1)Q-} - M%D(f)(x) + 2Re{ Tra{(~t) Q€ P} } (3.81)

Behauptung 3.1. Der vorletzte Summand in (3.81) lisst sich folgendermaflen nach unten abschdtzen:
Fiir alle M € N gilt Folgendes:

— Y D@ > - pGaM)3 109 - p Y DE@) (3.82)

z€eQ TEQ M

Behauptung 3.2. Der letzte Summand in (3.81) lisst sich folgendermaflen nach unten abschitzen:

2Re{ Tra{(~t) QEP}} > —4d V5 99| (3.83)

Nach (3.81), (3.82) und (3.83) folgt

Tra{(-A - p1)€} > Tra{[Q (A - pu1) Ql-} — (nGa(M)S + 4dV5)|09| — Y D(O)(x),

TEQM

was bis auf Behauptungen 3.1 und 3.2 den Beweis des Lemmas 3.2 schliefit. Unten beweisen wir diese beiden Be-
hauptungen.

Beweis der Behauptung 3.1:

Zuerst zerlegen wir Q in Q \ Qpr und Qpy:

—uY DE)@) ==n Y DE@) —n Y DE@) (3.84)

z€Q z€Q\Qym z€Q M

Der erste Summand in (3.84) schitzen wir folgendermafien nach unten ab:

—u Y DO@ > —ps Y = - pslo\Qu|  (daze Q= DE)E) <)
ze€Q\Qm zeQ\Qm
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—uy DE@) > —pd|2\ Q| — p Y DE)(@) (3.85)
zeQ T€Qn
Nach Definition von Qp gilt
Q\ Qu = {z € Q] dist(z,Q°) < M} (3.86)
Behauptung 3.3. (obere Schranke mit Randterm an |Q\ Qpr|)
Es gilt Folgendes:
O\ Qy = {z € Q|dist(z, Q) < M} C UyEBQB,EgM_I(y) (3.87)
Hierbei ist
Bp(y) = {z € A|dist: (z,y) < R} (3.88)
Weiterhin gilt
0\ Qu| < 109/ [BL,,_,(0)] < 09| Ga(M) (3.89)
mit Gq(M) eine obere Schranke an |B£1S)M71(0)|, die 2.B. folgendermafen ausgewdihlt werden kann:
1+2(M - 1), falls d = 1
Ga(M) = |By 1 (0)] = 1+4MEUM falls d = 2 (3.90)
1+2(M —1) +4 MDMEMD - ) g = 3
oder kann man einfach
Ga(M) = (2M = 1) = BT}, 1(0)] > By 4(0), (3.91)
als eine grobere Schranke setzen.
Nach (3.89) folgt
—pd|Q\ Qu| > —pdGa(M)|09]
was mit (3.85) die Behauptung 3.1 beweist.
A
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Beweis der Behauptung 3.2:

2Re{ Tra{(-t)QEP}}

Erinneren wir uns, dass hier P := Py und @ := Pye sind.

= —2Re{ TrA{thP}} = —2Re Z tzyQyz&szu}w
z’y7z’w
SN
p
= —2Re( Z tzyé-zw = —2Re Z tzyé-yz
y=2€0° y=2€Q°
\ z=weRN T=wEeN
(
= —2ReX Z 5[yegc] &y 5[w€9] = =2 Z 6[yeQC] Re {{yo } 5[weQ]
z,y€A: z,yEA:
I2"yl=1 eyl=1
> -2 Z 5[yeQC] |§yz| 5[zeﬂ]
w,yEA:
lz—y|=1

Andererseits nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung

diyeae] |€yel Opzeq)

Oyeae) [WIED O peq) < Ojyene V WIYIV(TE§ T) Ojycqp  (nach CS-Ungl.)
5[yegc] 1 AV4 <$|£2 .’E) 5[$69] S 5[y€Qc] AV (.’IJ|E.’E) 6[.7569]

(da g2 <& weil0<ELT)

S 6[1/69“] \/S 5[$€Q] (nach Deﬁnition von Q = 05,5)
Also gilt
Re{ Tra{(—) QEP}} > —2V6 D dpycoqdmeny (3.92)
z,y€EA:
lz—y|=1
Andererseits
D Oyeoiduen) = D Sorecoqfpen  (setrey =z +e)
z,yEA: T,e€A:
lz—y|=1 le|=1
= Z Z Olgtece] (nach Definition von 92)
z€dQ e€A:
le|]=1
< Z #{z+elee Aundle| =1} = Z 2d = 2d|09Q|
z€Q z€Q
Also gilt
2Re{ Tra{(—t) QEP}} > —4dV5 |9Q) (3.93)
A
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Beweis der Behauptung 3.3:

Sei z € Q\ Qp = {x € Q] dist(z,Q°) < M }, dann existiert ein w € Q°, so dass dist;(z,w) < M und daher existiert
auch ein y € 99, so dass disty (z,y) = dist1(z,w) =1 < M —1.D.h. z € B%)Mfl(y) und daher z € UyeagB%)Mfl(y).

Dies beweist (3.87).
Der Beweis von (3.91) ist trivial und der Beweis von (3.90) beruht auf folgender Tatsache:

|B7(~1§)Nd |_]‘+Z|Br a0

und

2 falls d = 1;
1B, .(0)] =

e n1 | gD W
2y 1B a1 O]+ B, 4 1 (0)] falls d > 2
mit |B£ )0 4(0)] =1 fiir alle d € N. Damit beenden wir den Beweis der Behauptung 3.3.

Und damit beenden wir auch den Beweis des Lemmas 3.2.

(3.94)

(3.95)

93



Beweis des Lemmas 3.4:
Seien 0 <6 <1,0<E<1, u>0,und u > p/é.
Ist z € 2; ¢, dann treten nach Definition von D(&, p,u)(z) := min {D()(z), & } die folgenden zwei Fille auf:

1. Fall: D(&, p, u)(z) = D(¢)()
In diesem Fall folgt, dass

uD(& p,u)(@) = uD(E) ()

v

%D(f) (x) (nach Voraussetzung) u > p/d

v
gl=
]
)
&

2. Fall: D(&, p,u)(z) = &

T 2u

Wiederum treten zwei Fille auf:

2.1. Unterfall: D(§)(z) # 0, dann folgt

D(¢ nu)() = D pu)(@)

(nach Voraussetzung) z € Q5 = D(£)(z) < 6

%
-]
™
F
£
&
(«%)

wDE, mu)(z) > 2~ D(E)(2)

2.2. Unterfall: D(£)(z) = 0, dann folgt unmittelbar u D(£, p, u

~—

(#) 20 = 75 D(&)(x)

Also gilt in allen Fillen u D(&, p,u)(z) > #% D(§)(x) und damit beenden wir auch den Beweis des Lemmas 3.4.

Beweis des Lemmas 3.6:
Sei u > p/d. Nun ist jedoch

TrA{[PQJ’E( _A_M]- + uﬁ(ﬁ,,u,u))PQ ]—} =

8,€

TYA{PQJ,f( —A—/,L]. + uD(€7N7u))P95’€ l[P —A—u1+ub(§,u,u) P <0]} Z
Q. ¢

TrA{[PQM( —A—MI)PQM]—} + uTrA{PQJ)ED(&Hyu)PQMl[PQ“(—A—u1+ uD({,u,u))P95€<0]}

Tr{[PQJ’E ( —A-pl )PQM -} + u- Z ﬁ(g,u,u)(x) (02 | 1[P06 E(fAful-i-uf)(f,p,u))Pns <0l Oz) =
TE€EQs¢ ' '
Tr{[PQJ,E( —A-pl )PQJ,,E -} + u- Z f)(f,u,u)(x) (0z | 1[P05 E(—A—u1+ub(§,u,u))Pns (<0l 62 )
z€Qs.¢ M ’ '
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TrA{[PQJ’E( _A_IU/]- + UD(&I%“))R) ]—} >

5,¢

Tr{[PQM( _A_Nl)PQM]—} + u- Z D(¢, p,u)(x) (5 |1 (A= ultuD(€ ,u,u))P06€<0]6z>

z€Qs,e,. M

(3.96)

Wegen = € Q56 C Q¢ und u > p/8 erhilt man nach (3.25) u D(€, p,u)(x) > 35 D(£)(x) und daher gilt nach (3.96)
Folgendes:

Trl\{[PQJ,E( —A _:ul + UE(&P’:“))PQ‘LE]*} 2

I
Tr{[PQS’E( -A-pl )P _5 Z (0z |1[P (—A—p1+u[~)(§,p,u))P96£<O] 0z )
s ,
(3.97)
was das Lemma 3.6 beweist.
O
Beweis des Lemmas 3.10 :
Ist z € Q5,6 m=q M, , dann folgt nach Definition von €25¢ ar, dass
£1<)dM () C Qs.e,m=d M, (3.98)
Andererseits gilt
B2, (@) C By, (@) (3.99)
Nach (3.99) und (3.98) folgt umittelbar Box(z) = £°<°J)u C Q; ¢, was das Lemma 3.10 beweist. _

Beweis des Lemmas 3.11:

Da D(§)(z) > 0 ist, reicht es zu zeigen, dass D [6, &, u, 4, d](x) — 26 > 0, wenn & € Q¢ m=qnm, und 0 < § < d¢p1 (11, d)
mit depq (i, d) := L A(p, d) gelten.

Tatséchlich:

Nach Lemma 3.10 Nach Lemma 3.9
—4 B—x

€ Vs nr—an, Box(z) = B!}, C Oy D6, u,p,d|(z) > Alp,d)  (3.100)

und daher

Db, &u,p,d(x) — 26 > DS Eu,p,d(x) — 200m(p,d) (da0<é < der1(p,d))

2
D[6,&, u, p,d)(z) — 3 A(p, d) (nach Definition von d¢p1(u,d))

\Y

IDf[(sa ga u, i, d]($) - .A(M, d)

\Y

0 (nach (3.100)) ,

was das Lemma, 3.11 beweist.
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Beweis des Lemmas 3.12:

Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir A := M,(u,d) > 0, B :=4d > 0 und C := a3 (p,d) > 0. Somit ist nun
die in (3.44) definierte Funktion F'(u,d,d) gebeben durch:

und das in (3.45) definierte dcr2(p,d) in dieser Notation lautet:

Nun ist es zu zeigen, dass F(u,d,d) > % C gilt, falls 0 < § < dera(p, d) ist.

Tatséchlich:

F(0 < d < dera)

In (e) haben wir benutzt, dass —/B2? + 2AC > — B~ !(AC + B?), da

-V B? +2AC

v

Damit beenden wir den Beweis des Lemmas 3.12.
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F(u,d,8):=C — BV — AS (3.101)
02
Ser2(p, d) = 4(B? + 240) (3.102)
= C - BV§ — Ab
S B BC B AC?
- 2VB2 +24C  4(B? +2A0)
_ 40(B? +2AC) — 2BCVB? +2AC — AC?
B 4(B? + 2AC)
(9 4C(B? +2AC) — 2BC(B~'(B% + AC)) — AC?
= 4(B? 4+ 2AC)
_ 4CB? 4+ 8AC? — 20B* — 2AC? — AC?
B 4(B? + 2AC)
_ 20B? + 5AC? [232 + 5AC
C A(B%2+24C) 4B? +8AC
2B% + 4AC 1
> [4Bz+sA0] =3¢
—VB2+2AC + VB? — VB2
naﬁhﬂMittte_lwert}slatz der
2AC — VB? mitB? < £ < B+ 2AC ( Hir die B lpion 8 )
fO) =-vx
24C — VB?
= — B YAC + B?
O



3.9 Beweis der Proposition 3.1 (Quantitatives Stoner-Kriterium)

Der Beweis der Proposition 3.1 beruht auf den folgenden drei Lemmata:

Lemma 3.13. (obere Schranke an der Elektronenanzahl pro Gitterplatz n,(u,d) auf dem Gitter Ap q := (Z/LZ)d)

Folgende obere Schranke gilt:

ny(p, d) = ﬁTrA{l[—A—,u<0]} < O ut
mit
d
e 2l (3
vorausgesetzt,
4
L>IM(ud) = 2d (%) ’

Lemma 3.14. (obere Schranke an der Energie pro Gitterplatz ea(p,d) auf dem Gitter Ar 4 := (Z/LZ)d)

Folgende untere Schranke gilt:

1 o) 2+d
—eand) o=~ T {l-A—ul-} 2 CY s
mit
) . LISal (p\H
Ca = 3 T4l (2)
vorausgesetzt,

Ty 44
L>LO(ud) = 4 d|—dZ
> L (ud) i= dmd [ (2n)

Lemma 3.15. (Vgor,o = 1[—A_p<o] hat konstante Elektronendichte beziiglich des Gitterplatzes)
Fiir jeden Gitterplatz x € A gilt:

1
("E"Yferro m) = nA(/‘L7 d) = WHA{I[—A—u<O]}

Beweis der Proposition 3.1:
Sei

L™, d) == max{ LY (u, d) , LY (u,d) }
Weiterhin sei

Differenz(u, p,d, L) := Eferro(pt,d, L) — EF. 4(p)
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Folgendes gilt fiir Differenz = Differenz(u, u,d, L) :

Differenz := Eferro (/vLJ da L) - Ez,d(#)

v

Etoro(ptsd) — E¥*(Ypara)  (da Ypara = Yeerro D Yerro €in Probezustand ist)
= Eferro(/J'Jd) - gu’”('}’ferroa')’ferro)

= TI'{(—A - N)’Yferro} - ( TI‘{(—A - p’)'Yferro} + TI'{(—A - N)'Yferro} +u Z(wh/ferro $> <$|’7ferr0 IL') )

zEA
= —Tr{(—A — @) Yerro} — u Z na(p, d) na(p, d) (nach Lemma 3.15)
zEA
= —TI‘{[—A—,U,]_} - UZTLA(/J/,d) na(p,d)
zEA

= |Al(~ea(p,d)) — wl|Aln}(p,d)
(nach Lemma 3.14 und Lemma 3.13,

2
A CS u*2° — A (C(g") pl/? ) da die Voraussetzung dieser Lemmata fiir
|A|Y4 = L > L™ (i, d) erfiillt werden)

= e {cl - u(q‘[")%%}éo

A%

Also ist Eferro — E%(,d) > 0 (d.h. der Ferromagnetismus liegt nicht vor), wenn

da—2 Cc(ie) L C(Stoner)

o
Hiebei wurde C’(Smner) als =1 gesetzt, was man nach (3.104) und (3.107) Folgendes erhilt:

()
C(Stoner) E 2\/_ > 0
|Sal

Damit beenden wir (bis auf die Lemmata 3.13, 3.14 und 3.15) den Beweis der Proposition 3.1.

Bem.: Der obige Probezustand ypara = Yterro ® Yterro €rfiillt Folgendes beziiglich des Wechselwirkungsanteils des HF-
bzw. HFz-Energiefunktionals (siehe (2.42) und (2.50)):

Witk (para) @) = @ T Fpara 2 1) @ 4 para 2 4) = (] 1 Ypars 2 4) @ 4 para 2 1)
= (&[¥erro T} (€| Vterro ) — 0 =: Warr, (Ypara) (2)
Fiir den Kinetische-Energie-Anteil haben wir auch
Tor (Ypara) = Traa{(=A — ) © (=A = 1) Vpara}
= Ta{(=A = W¥erro}  +  Tra{(=A = 1) Verro}

=: Thr, (7para)

Daher gilt der Beweis der Proposition 3.1 nicht nur fiir das HFz-, sonder auch fiir das HF-Hubbardmodell.
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Beweis der Lemmata 3.13 und 3.14 :

Der Beweis dieser Lemmata wird dhnlich wie im Unterkapitel 5.3 gefiihrt.

Beweis des Lemmas 3.15:

Der Beweis dieses Lemmas beruht auf folgender Tatsache:

d
Yoo = O loiMoel  mit  BZ:= ([-mm)n F7)
keEBZ:
e(k)<p
und
1 d
o(x) == me”” und  e(k) 22(2 — 2cos(k,))
v=1
Daher folgt
) |eik~w|2 1
('Tl’)/ferrow> = Z |<,0k(1')| = Z |A| = W Z 1
keEBZ: k€EBZ: keEBZ:
e(k)<p e(k)<p e(k)<p

1
= mTrA{1[7A7p<0]} = ny(p,d)

fiir alle x € A.
Damit schlieffen wir den Beweis des Lemmas 3.15.

Und damit beenden wir den Beweis der Proposition 3.1.
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4 Fehlerabschitzung mit Randterm fiir die Summe der negativen
Eigenwerte eines lokalisierten diskreten Schréodinger-Operators
mit Hilfe der Feshbach-Projektion-Methode

In diesem Kapitel wird der durch die Lokalisierung entstehende Fehler fiir die Summe der negativen
Eigenwerte eines diskreten Schrédinger-Operators H abgeschitzt, ndmlich:

Theorem 4.1. (V. Bach) Fiir alle 0 < < 1,0 < 6 <1 und € € B(C*) mit 0 < ¢ < 1 gilt
Folgendes:

C(FB)
Te([-A il D@} 2 Tr{{Pay, (-2 4+t +u- D)o, ]} — 2190,
vorausgesetzt, u > /0.
oder kiirzer durch Vereinfachung der Notation:
C(FB)
T{[H]} > T{[PHP] ) — (09 (4.1)

Hierbei sind

Definition 4.1. (Einteilchen-Hamiltonoperator)

Auf dem Gitter A := (Z/LZ)%, L € N (Kantenlinge), d € N (Dimension des Gitters) sei folgender
Schrodinger-Operator definiert:

H=H""¢:=_A—pl+u-D() ¢ BC*Y u>0, u>0 €¢eBC*) mito<e<

wobes
~Ac=—t+2d1 mit  t:= Y |a)y]
z,y€A:
le—y|=1
und

D(¢) := Z(x\fm) |z)(z| (Diagonaloperator)

TEA

Definition 4.2. (Bulkterm, Randterm und ihre entsprechenden Projektionen)
Fiir 6 € (0,1] und 0 < & < 1 definiert man

Q=Qs,:={ze A0 (z[lz) <J} (Bulkterm)

0N =00, ={r€Q[F2€Q°: [z—z/=1} (Randterm)

Die entsprechenden Projektionen auf den obigen Mengen sind tblicherweise definiert durch:

Py = Zlm und Py = Z 1,

e €N

Um die Notation zu vereinfachen, werden wir in diesem Kapitel P, einfach mit P be-
zeichnen.
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Schliefllich ist C’d(FB) eine Konstante, die nur von der Dimension des Gitters abhéngig ist. Je nach d
ist C’d(FB) gegeben durch:

3, fallsd =1
C’d(FB) =
2+42d, fallsd=2,3,4,5,...

Bemerkung 4.1. (Lokalisierung) Unter dem auf Q lokalisierten Hamiltonoperator versteht man

Offensichtlich gilt Tr{[Hox|-} > Tr{[H]-} D. h. die Summe der negativen Eigenwerte nimmt zu,
wenn man H lokalisiert **. Die Aussage des Theorems 4.1 besteht darin, dass Tr{[H.]_} nicht

(FB)
grofer als Te{[H]_} + % o 109 sein darf.

ud—

Bemerkung 4.2.
1. Ist Q = Qgq, eine Schachbrettkonfiguration (siehe Abbildung unten), dann gilt

00N =0 (02 hat die grifite Anzahl der Elemente)
2. Ist Q = Qqe, eine Segregierte Konfiguration (siehe Abbildung unten), dann gilt

dimoQ =d—1 (0N hat die kleinste Anzahl der Elemente)

Wie man aus 1. und 2. ersehen kann, sind die Konfigurationen Sy, und sy gegensdtzlich.
Weiterhin entspricht die Konfiguration Qg dem Fall halber Fiillung®® fiir alle Kopplung u > 0
und die Konfiguration S, sollte dem Fall kleiner als halbe Fillung (u hinreichend klein) mit
hinreichend grofier Kopplung u entsprechen.

Schachbrettkonfiguration versus Segregierte Konfiguration

®e O e O e O ® ¢ ¢ O O O

cC e O e O e e ¢ ¢ O O O

e O e O e O e ¢ ¢ O O O

cC e O e O e e ¢ ¢ O O O

e O e O e O e ¢ ¢ O O O

C e O e O e e ¢ ¢ O O O
Schachbrettkonfiguration Segregierte Konfiguration

Abb.: Beispiel einer Schachbrettkonfiguration und einer Segregierten Konfiguration.
Hierbei ist L = 6, d = 2 und || = 18.

21Tn der Tat
®
Tr{[PHP|_} = in Tr{PHP¢} = in Tr{H(P¢(P)} > in Tr{Hn} =Tr{[H]_}.
{[PHP]-} = min Tr{ ¢ = min T{H(PEP)} > min Tr{Hn} {{H#]-}
Im (o) haben wir 0 < ¢ <1 = 0 < P{(P <1 benutzt.
22{Jber die Tatsache, dass die Schachbrettkonfiguration im Fall halber Fiillung und beliebiger Kopplung u > 0 energiegiinstiger als andere

Konfigurationen ist, siehe [KL 86] fiir das Falicov-Kimball-Modell und [BLS 94] — [BP 96] fiir das Analogon im HF-Hubbardmodell. Unter
diesem Analogon im HF-Hubbardmodell verteht man den Antiferromagnetismus.
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4.1 Beweis des Theorems 4.1
Der Beweis des Theorems 4.1 wird in Lemmata aufgespalten und diese Lemmata werden in dem
néichsten Unterkapitel bewiesen.

Wesentlich beruht der Beweis dieses Theorems auf der Isospektralitit der Feshbach-Abbildung,
nédmlich:

Lemma 4.1. (Isospektralitit der Feshbach-Abbildung wie in [BFS 98])
Seien H ein endlich dimensionaler Hilbertraum, H € B(M), P € B(H) eine Projektion (P* = P)
und X € C. Sei weiterhin P := 1 — P die Komplemente zu P.

Unter der Voraussetzung, dass

P(H +)\1)P auf PH

wnvertierbar ist, gilt fiir die hier definierte

Fo(H+ A1) := P(H+A1)P — [P(H + ) 1)P][(P(H +A1)P)™' @ 0|py][P(H + A1) P]
Feshbach-Abbildung zu H + A1 Folgendes:

(a) Der Operator Fp(H + A1) ist invertierbar auf PH = Bild P genau dann, wenn H + A1 inver-
tierbar auf H ist. In diesem Fall gilt:

(}"P(H + A1)|P%)_1 — P(H + \1)P|py

(b) Falls HY = (=\)¢ fir einen Vektor 0 # ¢ € H, dann ist der projizierte Vektor Py nicht der
Nullvektor und erfillt:

Fo(H+A1)Pyp =0

(c) Falls Fp(H + A1) = 0 fiir einen Vektor 0 # ¢ = P € PH, dann ist der folgende Vektor
Y = Pp — [(P(H + M)P)"'@0]P(H + M)Pyp € PH nicht der Nullvektor und erfiillt die
Gleichung Hy = (— )

(d)

dimKer[H + A1]| = dimKer [ Fp(H + A1)|py | (4.2)

Bem.: Ist P € B(H) zusitzlich eine orthogonale (P = P') Projektion, dann gilt Bild P L Bild P.
Daher bezeichnet man in diesem Fall P mit P+. In unserem Fall ist P = Py := Y, 1, tatsdchlich
eine orthogonale Projektion.
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Lemma 4.2. (Erfillung der Voraussetzung fiir die Feshbach-Abbildung-Methode)
Der Operator Py (H + A1) Py mit X\ > 0 ist invertierbar auf PoH, wenn

W
>_
s

Genauer gilt im Fall u > % Folgendes auf PaH :
Py (H+M)Py > (ud — p)Py > Opiy

Hierbei versteht man unter (ud — p) Py > Opiy, dass alle Eigenwerte von (ud — W) Pe- strikt positiv
sind.

Nach Lemma 4.1 ist also Fp(H + A1) auf Bild P fiir alle A > 0 und u > £ invertierbar und damit ist
die Isospektralitdt von Fp(H + A1) beziiglich H + A1 gesichert. Weiterhin gilt folgende Abschétzung
nach unten fiir Fp(H + A1):

Lemma 4.3. (Untere Schranke an Fp(H + A1) ohne Randterm)
Fiir u > % und alle A > 0 gilt, dass

Fp(H+ A1) > P(H + A1)P — s (P(=A)P+)(PH(-A)P)

Lemma 4.4. (D. Ueltschi) Fiir alle beliebigen Teilmengen ) des Gitters A gilt Folgendes:
Po(~8)Ps Pa (=8)Py < G Pag
Hierbei ist Py schon in der Definition 4.2 definiert. Die Matrizelemente von Psq sind gegeben durch:
1, falls z,y € Q, x =y und ezistiert z € Q°, so dass |z —z| =1

(|Pyqy) ==
0 , sonst

Und C’d(FB) st eine Konstante, die nur von der Dimension d des Gitters abhdngig ist, ndmlich:

o = 4d?

Nach Lemma 4.3 und Lemma 4.4 folgt unmittelbar folgendes Lemma:

Lemma 4.5. (Untere Schranke an Fp(H + A1) mit Randterm) Fir alle A > 0 gilt

Cd(FB)
fP(H-i-Al) > P(H—i-/\l—éi_PaQ)P ’

, R u /’L S
nicht linearin A linearin A
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Lemma 4.6. (Anwendung der Isospektralitit der Feshbach-Abbildung)
Sei definiert

B C:i(FB) A
H=H - *—P,, €B(C 4.
Su o ( )’ ( 3)
dann gilt Folgendes:

Lemma 4.7. Die rechte Seite der Ungleichung (4.4) ldsst sich nach unten folgendermaflen abschitzen:

(FB)
To{[PHPLY > Tof(PHPL} = o0

Der Beweis des Theorems 4.1 folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.6 und aus dem Lemma 4.7.
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4.2 Beweise der Lemmata fiir das Theorem 4.1
Beweis des Lemmas 4.1:
Der Beweis dieses Lemmas befindet in dem Unterkapitel 4.3.

Beweis des Lemmas 4.2:
PSJZ-(H+/\1)P§- = Pd-(—A+()\—u)1 +u-D(§))P§- (A>0)
> Pd-(()\—,u)l)Pd- + u-Pé-(D(‘f))Pd- da — A > 0ist
(A—p)Py + udPqy

> (Wd—-pPy dar>0

(U(s - :u) 1Pi7{
N——
>0

Also ist Py (H + M1)Pg auf PgH = Py M invertierbar, wenn u > £.

In (e) haben wir benutzt, dass

Py(D(€))Py = Poe(D(€))Poe = Y (wléa)1s > 6 D 1, =6Pg. = 6Py (v € Q= Qs 28 (g)¢z) < 6)
rEQ° TEQN*C
O

Beweis des Lemmas 4.3:

Seien A|p., = PH(H + A1)P*, B|p.,, = PH((0u — p)1)P+ und C := P(H + A1)P~*. Dann ldsst Fp(H + A1)
folgendermaflen durch A, B und C' darstellen:

Fp(H+ A1) = P(H+A)P — [P(H+A1)PL[(PL(H + A\1)PL)~1 @ 0|py] [PL(H + A1) P]

= PH+M)P — C[(Alpry) ' ®0|py]Ct

Q
> P(H+ )P — C[(B|piy) * ® 0|p]Ct

= P(H+M)P — [P(H + AP [ PL][PL(H + A1) P]

= P(H+M)P — = [P(H+\)P*|[P(H + A1)P],

wobei wir in () Folgendes benutzt haben:
Nach Lemma 4.2 sind sowohl A|p1y als auch B|piy invertierbar und gilt A|piy; > B|piy > 0|piy, wenn u > &. In
diesem Fall gilt weiterhin, dass

Alpiy > Blpiy > O|piy 9 (Blpiy) ™" > (Alpy)™ > 0|piy
= _(B|PJ-’H)_1 < _(A|PJ-’H)_1 < O|pry
= [=(Blpuy) 7 1©0lpn < [—(Alpry) " 1® 0|y < 0|pasy @ O] py
= —Cl(Blpiy) ' ®0|pu]CT < —C[(Alpiy) ' ®0[p]CT < 0
In (o) haben wir die Tatasche benutzt, dass f(z) = 1/x, = > 0 eine operator antimonotone Funktion ist. Man sagt,

dass eine Funktion f : Rt — R operator antimonotone ist, wenn 0 < B < A = f(B) > f(A) (siehe z.B. [Bathia 97]).
O
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Beweis des Lemmas 4.4:

Fiir y € Q¢ und f € C*! folgt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichungen, dass

(fIPAL AP f) = | Y f@)

z€0Q,|z—y|1=1

< (X ) X 1) =22 ¥ P

z€ed,|z—y|1=1 z€EA,|z—y|1=1 z€dQ,|lz—y[1=1

Nun summiert man iiber alle y € ¢, erhilt man

(fl Pag APqr AP f) = > (f| Pao A1, APaq f)
yeQe
<uy {f@r-( X 1)}
z€0Q yEA,Jz—y|1=1
< 4d® Y |f@) = 4d° (f| P f)
T EON

D. h. nach (4.6):

Psq (—A) Py Py (—A) Pag < 4d” Pag

Damit ist das Lemma 4.4 bewiesen.

Beweis des Lemmas 4.5:

Der Beweis des Lemmas 4.5 folgt unmittelbar nach Lemma 4.3 und Lemma 4.4.

Beweis des Lemmas 4.6:

Try{[H]-} = > y50(—A)-dimKer(H + A1)

_ Z,\zo(_)‘) - dim Ker(Fp(H + A1)|pyy) (nach Feshbach—Satz)

Lemma 4.1
= Yaso(=A) -dimKer(Fp(H + A1) |py + Alpy — Alpy)
= Trpy{[Fp(H + A1) - A]_}

C(FB)

! nach Lemma, 4.5 und
2 Tren[PHAX = G Poa) P = APL} <AZB¢Tr{[A]—}Z“{[B]—}>
Cﬁpm
> Trpu{[P(H — §i= Ppo ) P}
; B o®
= Trpy{[PHAP]_} (hlerlstH::H - (;&—_Mpm)

= Try{[PHP]_} (daTrp.y{[PHP]_} =0)

106



Beweis des Lemmas 4.7:

N oF®)
Try{[PHP]-} = Tru{[P(H — 5i= Py ) P]-}
(FB)
= Tey{[PHP - §2— PPy,P]_} (4.7)
(;) C(FB)

Tru{[PHP — 3= Pool-}

wobei wir in (e) benutzt haben, dass P Py, P = Psq gilt, da P = P und 092 C Q.
Weiterhin gilt fiir die rechte Seite von (4.7) :

o . ciF®

O(FB)
= Oggl{TrH{PHPn} - 5;_NTrH{PBQn}}
O(FB)

> s {matrren)) o s (- ) |
Y min {TrH{PHPn} } - d(FB) max {TrH{P n}}

0<n<1 Su — p 0<n<1 o0
© min {Ten{pPHPY}} - A 19|

0<n<1 ou—p

O(FB)

= Tru{[PHP]-} - 55—# 109

(FB)

In (%) haben wir %k_u > 0 benutzt, da nach Voraussetzng u > & ist. In (o) haben wir benutzt, dass

Oglnaicl{TrH{PaQn}} = Tryp{ Poo X(Poq > 0) } = Try{ Pyg Poq } = Try{ Pyg } = [09]

Damit ist das Lemma 4.7 bewiesen O. Und damit ist das Theorem 4.1 bewiesen O.
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4.3 Anhang zum Kapitel 4 (Detaillierter Beweis der Isospektralitit der Feshbach-
Abbildung)

Beweis des Lemmas 4.1 (Isospektralitit der Feshbach-Abbildung wie in [BFS 98]):

Zu (a) ,, < ¢
Angenommen, der Operator H + A1 ist invertierbar auf H, dann folgt

Fp(H+X)PH+X1)"'P = P(H+A)PP(H +\1)~!
— [P(H + X1)P][(P(H +X1)P)"! © 0| py,] [P(H + A\1)P|P(H + A1)~ !
P(H+X1)1 -P)(H+ 1) !
— [P(H + X1)P][(P(H + \1)P)"' @ 0|py] [P (H + ,\1)] (1 —P)(H+A1)™!
= PH+M)H+M)'P - P(H+ ,\1) (H+ A1)t
— [P(H +X1)P][(P(H +X1)P)"! © 0| py| P(H + Al)(H + >\1)—1
P][(P

—_ o~

+ [P(H+A)P][(P(H +A1)P)™' @0|py] P(H + A1)P(H + A1)~"
= P - PH+M)PH+A)'P
— [P(H+A1)P][(P(H+A1)P)"' ®0|py| PP
+ [P(H+ X)P][(P(H 4+ \1)P)"' ®0|py| P(H + A\1)P P(H + 21)~*
= P — PH+MN)PH+X)'P
+ [P(H+A1)P][1®0|py] P(H+ A1)t
= P — PH+MN)PH+A)'P + P(H + A)P(H + A1)7!
= P=1py,

D. h. Fp(H + A1) besitzt eine rechte Inverse auf PH. Ahnlicherweise gilt

P(H + M1)7'PFp(H + A1) P(H + A\1)PP(H + \1)~!
— P(H+M)"'P[P(H + M1)P][(P(H + X1)P) ! © 0| py,| [P(H + A1) P]
PH+ 1)1 -P)(H+x1)!
— P(H+X)"'(1-P)[(H +  \1)P][(P(H + /\1) ) ® 0| py] [P(H + A1) P]
P(H + \1)(H + ,\1) 'P — P(H+\)P(H + /\1)
— PH+AN)(H+M)P|[(P(H+X)P) e 0|PH] [P(H + A1)P]
+ P(H+X)"'P[(H+ ,\1)_] [(P(H + A1)P)™ @ 0|py] [P(H + A1) P]
P — P(H+M)P (H+/\1)
— PP[P(H+)P)! @0|PH] [P(H + A1)P]
+ [P(H + X\1)7'P|[P(H + \1)P][(P(H + A1)P)™' @ 0| py,| [P(H + A1) P]
H+1)'P
1

]
= P — PH+M)P(
+ [P(H+X1)"'P][10|py] [P(H + A1)P]
= P — PH+M)PH+A)'P + [PH+M)"'P(H+ \)P]
= P=1py

D. h. Fp(H + A1) besitzt eine linke Inverse auf PH.

Zu (a) ,, = ¢

Angenommen, der Operator Fp(H + A1) ist invertierbar auf PH. Da BildP N BildP = {0} (d. h. H = PH & PH) gilt,
ist ein Operator R auf H wohldefiniert, wenn man R auf den folgenden Sektoren definiert.

Sei R auf ‘H definiert durch
R— PRP PRP
~ \ PRP PRP

mit
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PRP := [(P(H +_,\1)F)—1 | 0]
+ [(P(H+A)P)"' @ 0][P(H + A1)P][0 ® Fp(H + A1) "' [P(H + A\1)P)[(P(H + \1)P) ' @ 0]
PRP = — [(P(H+X1)P)"'@0][P(H+A1)P][0® Fp(H + A1)
PRP = — [00F(H+ A1) Y[P(H+\1)P][(P(H + \1)P)"! @ 0]
PRP = [0® Fp(H +A1)7"]

Es bleibt nun zu zeigen, dass (H + A1)R =1 und R(H + A1) = 1 gilt.
Tatséchlich

(H+X1)R = [P(H+A1)P+P(H+A)P+P(H+A)P+P(H+A)P|[PRP+ PRP + PRP + PRP]
= P(H+\1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + A\1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) +
P(H + X\1)P(PRP) + P(H + A\1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) +
P(H + X\1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) +

P(H + M\1)P(PRP) + P(H + A\1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + A\1)P(PRP)

< P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + A1) P(PRP) + P(H + \)P(PRP) +
P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + A\1)P(PRP) + P(H + \)P(PRP)
= P(H + A\1)P(PRP) + P(H + A1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \)P(PRP) +

P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \1)P(PRP) + P(H + \)P(PRP)

(4.8)
wobei wir in (e) benutzt haben, dass PP = PP = 0.
Behauptung 4.1. Folgendes gilt
P(H+ )P (PRP) + P(H+\)P(PRP) = P 4.9)
P(H + \1)P (PRP) + P(H+X)P(PRP) = 0 (4.10)
P(H 4+ A\)P(PRP) + P(H+A)P(PRP) = 0 (4.11)
P(H + A\)P(PRP) + P(H+A)P(PRP) = P (4.12)
Nach (4.8) und Behauptung 4.1 folgt, dass (H +A1)R = P+ P = 1. Ahnlicherweise zeigt man R(H+\1) = P+P = 1.

Es bleibt nun nur die Behauptung 4.1 zu beweisen damit wir den Beweis von (a) schlieen. Der Beweis der Behauptung
4.1 befindet sich am Ende dieses Anhangs.
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Zu (b)
Angenommen, es gilt (H + A1)y = 0, dann folgt:
Fp(H+AL)PYy = P(H+1)Py — P(H + A1)P[(P(H + A\1)P) '@0]P(H + A1) Py
= P(H+A)(1—-P)yp — P(H+ M)P[(P(H +X1)P)"'@0]P(H + A\1)(1 — P)y
= PH+A)Y — P(H+A)Py +
P(H + \)P[(P(H + \1)P) "' @0]P(H + A1)y
P(H + M\1)P[(P(H + X\1)P) '@0]P(H + A1) Py
= 0 — P(H+A)PY — 0 + P(H+A)P[(P(H +A1)P)"'®0]P(H + A1) Py

= —PH+A)Py + P(H+X)PPy=

Es bleibt zu zeigen, dass Py # 0 wenn ¢ # 0.
Tatséchlich: Angenommen, ¢ # 0 aber Py = 0, dann ist

Pp=9p—PY=1)#0 (4.13)
Andererseits ist ¥ ein Eigenvektor von H zu dem Eigenwert —A und daher folgt
0=(H+ M) =0=PH+ ) (4.14)
Nach (4.14) und (4.13) folgt
0=P(H+ X)) =P(H+A)Py=[P(H+A)P|Pyp mit Py #0,
was zum Widerspruch bzgl. der Invertierbarkeit von P(H + A1)P auf P fiihrt.
Zu (c)

Angenommen, es gibt 0 # ¢ = Py € PH, der Fp(H + A1) = 0 erfiillt, dann setze
¢ := Py — [(P(H + A\1)P)"1@0]P(H + A1) Pyp. Mit dieser Wahl von 1 folgt:

PH+ M)y = P(H+A)Pp—P(H+ A1)[(P(H+ A1)P)"'®0]P(H + A\1)Pyp
= P(H + )Py —P(H + A\1)P[(P(H + \1)P)~'@0]P(H + \1) Py

= P(H+A)Pp—PP(H+X)Pp=0
(4.15)

und
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PH+ M)y = P(H+M)Pyp—P(H+A)[(P(H+1)P)'@0]P(H + \1)Pyp
= P(H+ )Py — P(H + A\)P[(P(H + \1)P) "' @0]P(H + A1) Py
= {JFp(H+A) + P(H+\)P[(P(H+A1)P)"'@0/P(H + \1)P }p +

— P(H + M\1)P[(P(H + A\1)P) '@®0]P(H + M\1)Pyp

—~
L]
—

0 + P(H+ M1)P[(P(H + X\1)P) ' @0]P(H + A\1)Pyp

— P(H + M\)P[(P(H + A\1)P) ' @0]P(H + A1) Py

(4.16)

Wobei wir in (o) die Voraussetzung Fp(H + A1)¢ = 0 benutzt haben.

Nach (4.15) und (4.16) folgt das gewiinschte (H + A1)y = 0, da némlich
0=PH-+ )¢+ PH+X)yp=(P+P)(H+ )= (H+ )y

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ # 0, wenn ¢ = Py # 0.
Tatséchlich: Angenommen, ¢ = Py # 0 aber 0 = 4 := Py — [(P(H + A1)P)"'@0]P(H + A1) Py, dann ist
Py = [(P(H + A\1)P)"'@0]P(H + A1) Py (4.17)

Multipliziere man beiden Seiten von (4.17) mit [(P(H + A1)P)@®0], erhalte man
0=[(P(H+M)P)®0] Py = [(P(H+ X 1)P)®0][(P(H + A\1)P)"*®0]P(H + A\1)Py
= PP(H+A)Pp = P(H+)\1)Py
Also gilt

P(H + AX1)Pp =0 (4.18)

Setze man (4.18) in (4.17) ein, erhalte man Py = 0 aber Py = ¢ und daher ist auch ¢ = 0, was ein Widerspruch ist.
Zu (d)
Dies folgt unmittelbar nach (b) und (c).

Beweis der Behauptung 4.1:
Zu (4.9)
P(H + \1)P (PRP) + P(H + A\1)P (PRP) =
P(H +A1)P{ [(P(H +A1)P) 1 & 0]
+[(P(H+ A1)P)~' ® 0] [P(H + A\1)P] [0 & Fp(H + A1)~ [P(H + A1)P][(P(H + A1)P)"* © 0] }
— P(H+M)P[0® Fp(H + A1)"'][P(H + A\1)P][(P(H + A\1)P)~' @ 0]
=P+ PP(H + A1)P[0 & Fp(H + A1) !][P(H + A1)P][(P(H + A1)P) 1 @ 0]

P
— P(H+ )P[0 @ Fp(H + X\1)"Y[P(H + \1)P][(P(H + \1)P)"* @ 0] = P
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Zu (4.10)
P(H + \1)P (PRP) + P(H + A\1)P (PRP) =
—P(H +\1)P[(P(H+X1)P)"' @ 0][(P(H + A\1)P][0® Fp(H + A1)~ '] + P(H+A1)P[0® Fp(H + A1) =
—P(P(H+AL)P)[0® Fp(H +A1)7Y] + P(H+AL)P[0® Fp(H + A1)7]
=0

Zu (4.11)

P(H + A\1)P(PRP) + P(H +A\1)P(PRP) =
P(H + A1)P (PRP) + {Fp(H + A1) + P(H + \1)P[(P(H + \1)P)~"'©0]P(H + \1)P}(PRP) (nﬁﬁ%}?f-;ﬁn)
= P(H + \1)P (PRP) -
{Fo(H+X1) + P(H+A)P[(P(H + ) 1)P)"'®0]P(H + \1)P}
x{[0®Fp(H + A\1)~'|P(H + A\1)P[(P(H + \1)P)~' 0]}
= P(H+A1)P(PRP) — PP(H+A)P[(P(H + A1)P)~'00] —
P(H + A1)P[(P(H + X\1)P) ' @0]P(H + A1) P[0® Fp(H + A1) "'|P(H + A\1)P[(P(H + X\1)P) ' ®0]
P(H +\)P{(PRP) - [[(P(H +\1)P)~' &)
+[(P(H + \1)P)~ ' @0]P(H + A1) P[0& Fp(H + A1)~!|P(H + A1) P[(P(H + \1)P)~ @0]]}
= P(H + A\1)P{ (PRP) — (PRP)} =0
Zu (4.12)
P(H +\1)P (PRP) + P(H + \1)P (PRP) =
P(H +A1)P (PRP) + {Fp(H + A1) + P(H + A\1)P[(P(H + \1)P)"'®0]P(H + A\1)P}(PRP)
= P(H + A\1)P(PRP) + {Fp(H + A1) + P(H + A\1)P[(P(H + A\1)P) "' @0]P(H + A1) P}[0® Fp(H + A1)~"]
P(H + X\1)P(PRP) + P + P(H + A\1)P[(P(H + A1)P) "' @0]P(H + A1) P[0& Fp(H + A1)7']
P(H 4+ A1)P(PRP) + P + P(H + A\1)P(—PRP) =

Damit ist die Behauptung 4.1 bewiesen und daher haben wir den Beweis des Lemmas 4.1 beendet.
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5 FLU Grof3kanonisches Ensemble-Version

In diesem Kapitel wird ein wichtiges Resultat im Kanonischen Ensemble aus [FLU 02] (siehe (1.12))
auf den Fall des Groflkanonischen Ensembles iibertragen. Das Hauptresultat dieses Kapitel zeigt sich
folgendermafien:

Hauptresultat dieses Kapitels (siche Korollar 5.2) Fir alle Teilmengen 2 des Gitters Ap, 4 :=
(Z/LZ)" gilt folgende Abschitzung (Lokalisationsfehler):

Eﬂ,u + E LN EA > dl(p”d)‘ag‘

yr
wobes

Eqo, = Trp{[Po(—A — p)Py] } = Summe der negativen Eigenwerte von Po(—A — p) P,
mat
aq(p,d) > 0 positiv! und unabhdngig von
vorausgesetzt, dass
0<pu<l1 und L > LF"Y(u,d)

wobes

2+d
5 . 1— [S,| 2
&y (p,d) = (1+ 45) (4;)2 ((z;df,:))% o) (“/2)

und

(Z/M)Q;_d

Hierbei ist |Sq| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel.

T d
LEY) (4, d) := 4r d (‘253‘

Im Folgenden wird das obige Hauptresultat bewiesen.
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5.1 Beweis des Hauptresultats dieses Kapitels (Korollar 5.2)
Im Folgenden betrachten wir das Gitter A := (Z/LZ)% und () eine beliebige Teilmenge von A.

Definition 5.1. (Energie einer Konfiguration Q)

Fiir ein gegebenes chemisches Potential p > 0 und eine Konfiguration Q0 C A definierte man die
Energie von dieser Konfiguration durch

EQ,u = Trp{[Po(—A — p1)Py] }

Hierbei ist P =) o1

rxeQl ~x

Das heifit

Al
Eo, = Z €

j=1
ej<0

, wobei die e; das Eigenwertproblem

e;9; = Po(—A - MI)PQ%' mit ¥; € Z2(1\) und <(pi|(pj>€2(A) = 5ij (5.1)

erfiillen. Dieses Eigenwerteproblem auf A ldsst sich komponentenweise folgendermafien umschreiben:

6j€0j(37) = (2d - N)5we(290j(33) - Z5xeﬂ‘5|y7w|:15yeﬂﬁpj(y) ) T €A (5.2)

yeA

Da der Kommutator [ Po(—A — ul)P,, Py] = 0 und die Eigenwerte von P, entweder 0 oder 1
sind, kénnen wir die Eigenvektoren ¢; zu Po(—A — pl) P, wihlen, so dass fiir alle j = 1,2,...,[A]
entweder

Erster Fall: Pop; = ¢; oder
Zweiter Fall: Pop; =0 gilt.

Im ersten Fall ldsst sich (5.2) fiir alle j =1,2,...,|A| mit Pyp,; = ¢, folgendermaflen umschreiben:

(Pﬂwj)(x)ej = (Qd_ru’)émeﬂ(pj(x) - Zéxeﬂé\y—z\zléyeﬂgpj(y)

yeEA

= (2d = 1)(Pag))(@) = D dready o1 (Par;) ()

yeEA

= (2d — p)(Poy;)(z) — Z Ozend|e=1(Pap;)(z +¢€) Setze y=zx+e

eEA:
el=1

= (2d - p)(Pop;)(x) = D (1= b,eqe)(Par;)(@ +¢)

e€EA:
le[=1

= (2d — p)(Poy;)(z) — Z(PQ%)(@" +e) + Ozene Z(PQ%)(@" +e)
& =
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D. h. im ersten Fall gilt

(Powj)(@)e; = (2d—p)(Papy) (@) — D (Pow;)@+e) + S,cqe  (Pop;)(@+e), €N,  j:Pop;=y;
e€A: e€A:
le|= le|= 53

Im zweiten Fall (Pyp; = 0) folgt nach (5.1), dass e;¢; = 0, und da ¢; # 0 folgt wiederum, dass
e; = 0 und daher ist in diesem Fall die linke Seite der Gleichung (5.3) gleich Null. Die rechte Seite
der Gleichung (5.3) ist im zweiten Fall auch gleich Null, da P,p; = 0 ist. Also gilt die Gleichung
(5.3) fiir beide Félle. Somit schreiben wir

(Paw;)(@)e; = (2d—p)(Paw;)(@) — Y (Pawy)(@+e) + Gpeqe D (Pop;)(@+e), €A,  j=1,2,...,]4
e€A: e€A:
le|=1 le]=1

(5.4)

Lemma 5.1. (Ausdruck fir die Energie einer Konfiguration Q0 durch eine Dichte auf der Brillouin-
Zone BZ)

Folgender Ausdruck gilt:

EQ,M = Trp{[Po(-A —pl)Py]-} = % Z Pn,u(k) (5.5)
wobet
IA|
Pa,u (k) = Z |Pog; (K)[? (5.6)

Und unter " versteht man die Fouriertransformierte eines Vektors f von £2(A), die folgendermafen
definiert ist:

. d
= Z fz)e*® | ke BZ := ([—71’,71’) N 2%Z) (Brillouin-Zone) (5.7)
TEA
Weiterhin gilt die folgende Isometrie (Plancharel-Satz):
Af | 9)ew) = (FlDenz) = Z (5.8)

€BZ

Lemma 5.2. Flir die in (5.6) definierte Dichte auf der Brillouin-Zone BZ gilt Folgendes:

A ,
0 < po, (k) = |2 — Z‘Pﬂ% ‘ < || firale ke BZ.

e>0
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Definition 5.2. (Energie pro Gitterplatz in A)
Fiir ein gegebenes chemisches Potential ;1 > 0 definierte man die Energie pro Gitterplatz in A durch

el) = HTe{l-A -] } = & 3 (e(k) - ) (5.9
s
wober
k) :=2d — Qicos(ku) , ke BZ (5.10)

Bemerke, dass (k) € [0, 4d] fir alle k € BZ, und e, (p) nicht positiv ist, ndmlich:
=0 falls <0,
ea() 4 <0 falls 0 < p<4d, (5.11)

= —pu+2d <-2d <0 falls p>4d.

Als Folgerung einer oberen Schranke an der in (5.6) definierten Dichte pq , auf BZ, erhalten wir:

Korollar 5.1. (Abschitzung nach unten fir Eq , durch einen Bulkterm)
Folgende untere Schranke an Eq, , gilt:

Equ = Tra{ [Po(=A —pl)Pol-} > ex(p)[Q

Bewelis:

Eou = Z 1) po (k) (nach Lemma 5.1)
€BZ
- 1
> me;g%fBZ): T (e(k) — p)m(k) (nach Lemma 5.2)
o<m<la  keBZ
= i D (k) — w)m.(k) (5.12)
keBZ
= i D (e(k) = ) [Qlx(e(k) — p < 0)
keBZ
= Qg Y (k) —p) = er(w) Q]
kEBZ:
e(k)<p
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Hierbei ist der Minimierende m, € ¢*(BZ) in (5.12) durch das unten erklirte ,, Badewannenprinzip*
gegeben, nimlich:

Q| falls e(k) < p,
m, (k) = |Q|x(e(k) —p <0) = (5.13)
0 sonst.

Lemma 5.3. (Das ,Badewannenprinzip“ (siehe auch [LS 01]))

Ist p(k) > 0 eine obere Schranke an pg , auf BZ (d. h. 0 < pq (k) < p(k) fir alle k € BZ), dann
gilt fir Eq , folgende untere Schranke:

Boy = 37 () = 1) pa(k) = 1 3 (c(k) = ) k) x(e(k) — < 0)

keEBZ keBZ

Beweis: Trivial.
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5.1.1 Lower Bound Involving the Boundary

»--- In the previous we showed that Eq, , is bounded below by its bulk term. Now we strengthen this
inequality and prove that Ey, , also includes a term proportional to the boundary of €2 “ (Zitat aus
[FLU 02]).

Unser Ausgangspunkt ist das folgende Lemma (siehe auch [Gb 02]):
Lemma 5.4. (Ausgangspunkt: obere Schranke an P, ouf der Brillouin-Zone BZ)

Es gilt folgende obere Schranke an pq , auf BZ:

|A]
Pouk) < 191 = D Gl 00 |¢)) e fir adle ke BZ (5.14)

j=1:
€; >0

Hierbei ist b, (0Q2) € (*(A) der Randvektor, dessen Komponenten durch:

b (09)(z) = x0(7) e ™ Z e ke | x €A (5.15)

eEA:
e]=1
T+e€eN’

gegeben sind.

Daher folgt nach dem Lemma 5.1 und nach dem ,Badewannenprinzip® (Lemma 5.8):

Al

B = Qe 2 4 3 {—c) Y sl 0D [ 0,000 ) (5:36)
keEBZ: j=1:
e(k)<u e;>0

Lemma 5.5. (Folge von Ungleichungen um eine untere Schranke an den Summanden von (5.16) zu erhalten)

(a) Fiir olle pp € [0, 4d] gilt

—pn<e <4d—p , da ej € 0(Po(—A — pl)Py) C [—p, 4d — ] (5.17)
(b)
|A] A
Z by, (09) | ; )eZ(A)|2 ej = (b, (090) | Po(—A — ul)Pq b,(99) )zZ(A) ; da Po(=A —pl)Pop; = e;p;
j=1
(5.18)
(c)
da Trd
(0, (00) | Po(=A — p1)Po b (0) )2y = (0 (0) | (=A — p1) b (89) )2ay b:(aﬂﬁgg’"a“g‘;"c o (619
(@) 2
(b () | (~A) 5, (090)) gy > [IBe(OD)[a)  » obwohl —A ¥1 (5.20)
(e)
15O Eaa) > 41001, wenn ko < 7/3 (5.21)

(f) Ist 0 < u < 1, dann gilt

(5 (09) ] (—A = p1) b, (0D Ypray > (L= WE[OQ,  wenn |kl < /3 (5.22)

(9)
{keBZ|e(ky<p}c{keBZ||kl,<Z}, falls 0<p<e((%,0,...,0))=1 (5.23)
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Lemma 5.6. (Untere Schranke an den Summaden von (5.16))

Ist
0 < p < min{l,¢((5,0,...,0))} =1, (5.24)
dann gilt
|A]
1—
S { =) Y e | GO 0o} > apdEhiioel S (k)
kEBZ: j=1: kEBZ:
e(k)<p ;>0 e(k)<p
= G Gy 1199 (—e(n)) (5.25)

Theorem 5.1. (FLU Grofikanonisches Ensemble-Version)
Ist 0 < p < 1, dann gilt

Eou > ea(w)|Q + ay(p) [09 (5.26)

mit

ay (,LL) = {a)y (4d7u)i (_eA(M)) (5'27)

Bemerke, dass a(p) >0, falls 0 < p < 1.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Lemma 5.4 (Ungleichung (5.16)) und aus dem Lemma
5.6.
O

Bemerkung 5.1. Es ist zweckmdf$ig (1) nach unten durch ein Potenzgesetz in p abzuschditzen.
Dazu benutzen wir folgende Abschitzung fir —e,(u):

2+d
—ey(p) > 27r)d |Sd|(,u/2> i 2nd fiir alle >0 (5.28)

Hierbei ist |Sy| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel. Der Beweis von (5.28) befindet sich
im Anhang (siehe Unterkapitel 5.3).

Nach (5.28) konnen wir

2+d
_ s - ..
o, () = (4;)2 ((41(1—%_[ 15| ( /2) E— 2L—d] firalle 0 < p <1 (5.29)
setzen. Nun bemerke Folgendes: Fiir alle L > L™ (1) gilt weiter, dass a;(p) >0, falls 0 < p < 1.

Hierbei ist L(() ( ) durch die Aufiésung der folgenden Gleichung gegeben:

24d 2+d

S 2 - S 2




2+d
LEY) (1) := 4n d |2;r)|‘i (2//1) 2 firalle 0 < p <1 (5.30)
und in diesem Fall konnen wir nun
2+d
s 2 .
o (p) = (4;)2 ((41d ‘L)) 1 (| 4 (,u/Q) firalle 0 < p <1 (5.31)

setzen.

Als Korollar von Theorem 5.1 erhalten wir eine strikt positive Fehlerabschitzung mit Randtermen
fiir die Summe der negativen Eigenwerte, wenn man (—A — p1) in zwei disjunkten Gebieten (2 # ()
und Q¢ # ()) lokalisiert.

Korollar 5.2. (Abschdtzung fiir den Lokalisationsfehler)
Sei L > LYY (1) wie in (5.50).
Fiir alle beliebigen Teilmengen Q2 des Gitters A gilt

TP Pl Tl (PP} = Tl (=81l 2 o) (091 + 1097

d. h.

Eou + Eqep — By, 2 on(p) (109] +(09°) (5.33)

Es ist zweckmdfig, die untere Schranke fir den Lokalisationsfehler in (5.38) allein durch |0S2| ab-
zuschdtzen. Dazu nutzen wir die Tatsache, dass 4d|0Q¢| > |02 gilt. Daher folgt

Eou + Eacy — Epy a(p) (109] + |092°])

>
> on(p) (109 + £5109]) = (14 45) 01 (w) [09] = & (n) [0

D. h.

EQ,u + EQC,M - EA Z dl(ﬂ) ‘aQ‘ (534)

K

wobei &, (1) :== (14 77) ay (k). D. h. &,(p) ist gegeben durch:

2+d

ay() = (1+ &) @St ode (n/2) * firale 0<p<1 (5.35)
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Beweis des Korollars 5.2: Bemerke, dass E, , = Try{[-A — pl1]_} = e, (u)|A[, daher folgt nach

Theorem 5.1, dass

Eq, + Eﬂc,u - EA,M

v

sH

ea(m| + a () [09] + ex(w) Q] + ay ()09 — ex()[A|

= ealp) (19 + [92) + a; () (109 + [02°]) — ex(w)]A]

= ea(w) Al + ay(p) (109 + [02]) — er(w)|A]

= () (109 + 99)

Bemerkung 5.2. Man kann ohne grofie Miihe zeigen, dass

Tey{[Po(~A — u1)Py]_} + Try{[Poe(—A — )Py ]} — Try{[-A - p1] } > 0

gilt.

(5.36)

Der Clou an dem Korollar 5.2 ist jedoch, dass diese leichtere Abschditzung in (5.36) durch einen
Randterm verbessert wird. Weiterhin ist dieser Randterm durch é;(u) |02 gegeben, wobei & (u)

postiv und unabhiingig von (2 ust.

Zum Beweis dieser leichteren Abschéitzung in (5.36) bemerken wir, dass £2(A) ~ £2(Q) @ £2(Q°), da
A

A = QUQ° ist. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir im Folgenden H := —

- /j’]-a

Tr{[PoHFol-} + Tr{[Po-HPo:] -} — Tr{[H] }

—

)

Te{PHPYpyp} + Tr{QHQvono} — Tr{[H] }
T{ (GhF 688) (7767 2qne ) } = T{IH]-}
T{H(Ypup ® voug)} — Tr{[H]-}

inf Tr{H¢}

Te{H(Yprp © Youg)} — 0oty

>0

wobei wir in (e) benutzt haben, dass 0 < (vpup @ Youg) < 1 gilt.
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5.2 Beweise der Lemmata fiir das Theorem 5.1

Beweis des Lemmas 5.1: Sei H := —A — ul € B(¢?(A)) definiert.

IA| [A| [A|
Eq, = ej(PQHPQ) = Z <<Pj|PQHPQ Soj)eZ(A) = Z (‘ijQ | HPgq SOj)e2(A)
= = =0
(%) a A .
= k2 AP HPy0) sz = 1 249 Pal My Pa i )e sz
= =
|A‘ e ——— ‘Al —
-+ Py p;(k) (e(k) — p) Py oy (k) = & (e(k) — 1) | P 5 (k)2
j=1: keBZ j=1: ke BZ
€; <0 €; <0
[A|
= (k) —p) > [Py (B) = T (e(k) — 1) po,u (k)
keBZ j:l(:) keBZ
e.<

In () haben wir benutzt, dass die Fouriertransformation ~ eine Isometrie zwischen ¢2(A) und ¢?(BZ) ist. Siehe
Gleichung (5.8). Und unter M__,, versteht man den Multiplikationsoperator mit & — u, der auf einen Vektor von
(?(BZ) wirkt.

O
Beweis des Lemmas 5.2:
Behauptung 5.1. Fir alle k € BZ gilt:
PQ,u(k) = (f(k) | P f(k) )152(1\): (5.37)
wobes
' |A]
[fwy) = D Gseqe™ 7|2y € #(A)  und  P_:= Y l;)p;| € B(P(A)) (5.38)
TEA j=1:
e;<0
Behauptung 5.2.
1 fxyll2(a) = 1921 (5.39)

Nach Behauptungen 5.1, 5.2 und nach der Tatsache, dass 1424) = Zlﬁl lp;){p;| gilt, folgt
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pQ,u(k)

= Uwlfwlen — UnlA

(fy | = fydezny = (fay 11— (1 = P

)] iy e

P) fiey dexqa

IA|
= 19 = (fipl Z lo) @5l iy deeqay
gjzzlé
[A| IA|
= |9 - Z(f(kﬂ%)(%”(k) >£2(A) = Q] - Z| f(k)|80])52(A)|
gj_zlo g >10
A , A
= 19 — Z‘Zaxege jm)‘ =19 - Z‘Ze’kzPng] i
j=1: z€A j=1: z€A
e >0 e >0
me
= o - Y |[Fag0)| < o
2o

Beweis der Behauptung 5.1

: Fiir alle k € BZ gilt:

|A] - |A]
pau®) = Y [Pap; (k) Z Po; (k) Pow; (k) = D (D2 (Pag)) (@) ™) (32 (Pop,) ) eitv)
20 I 20 et vel
|A] . [A] .
= Y ) (Pop) @) e* Pop)) @) e ™ = 3 > G,c0p;(@) €6, c0p;(y) e
j=1: z,yeA j=1: z,yeA
e; <0 e; <0
_ |A] _ |A]
= Y 6™ DD wi@e; W) deae Y = D (fylzd D D (elei o)l )
zEA yEA j=1: TEA yEA j=1:
e; <0 e; <0
|A] |A]
= k)|(Z|x 37|) Z le;){e;] (Zh/ y|)|f(k) f(k ( Z le;){w; )lf(k)) = <f(k)|P— f(k))
zEA yeEA
eJ<0 eJ<0

Beweis der Behauptung 5.2:

”f(k)”%Q(A) = Z |f(k)($) 2

zEA

Beweis des Lemmas 5.4:

Zum Beweis der oberen Schranke (5.14) mit Randvektor in (5.15) greifen wir auf das Lemma 5.2 zuriick.

Das Lemma, 5.2 besagt Folgendes:

= Z 020 e_ilm|2 = Z dpeq = 9|

zEA zEA

A
pou(k) = 19 - Z [Py ‘ fiir alle k € BZ
e >0

Weiterhin wird der Summand iiber j in (5.40) mit Hilfe der Gleichung (5.4)

123

(5.40)



(Paw;)(@)e; = (2d— p)(Pow;)(z) — Z (Pow;)(@+e) + 6ycqe Z (Pow;)(z+e), TeEA, J=1,2,...,]|A]
ecA: eCA:
le|=1 le|=1

nach unten abgeschitzt, ndmlich:

Behauptung 5.3. Multipliziert man mit e** und summiert iiber x € A beide Seiten der Gleichung (5.4), dann erhdlt
man

e; Pop; (B) = (e(k) — 1) Py (k) + D dpcae O (Pow;) (x+e) e, j=1,2,.|A (5.41)
zEA ee
le|=1

Hierbei versteht man unter = die Fouriertransformierte (2(BZ) > {(k) = Y eea V(@) €*T von ¢ € L2(A), A =
d
(2/LZ)%, BZ := <[—7r, N %ﬂz) und e(k) := 2d — S, 2 cos(k,).

Weiterhin gilt folgende Identitit fir den letzten Summanden in (5.41)

S becar 3 (Pow))@ + )€ = (0,00)[9)pny =120, Al (5.42)
TzEA le‘E_A1

mit b, (0Q) € (*(A) fir jedes k € BZ. Der Vektor b, (0Q) € (*(A) heifit Randvektor und seine Komponenten sind
gegeben durch:

b, (09Q)(z) := xpq(z) e *® Z e ke z €A (5.43)
eEA:
le|]=1
z+e€cQ’
Nach (5.41) und (5.42) gilt
(e(k) =1 — €)[Paw; (B> = [0 (0D, §=1,2,...,]Al (5.44)

Offensichtlich gilt e(k) — p € [—p, 4d — p], wenn k € BZ. Dies gilt auch fiir die Eigenwerte e; von Po(—A — pl)F,,
némlich:

Behauptung 5.4. Fiir alle beliebigen Teilmengen Q des Gitters A und p € [0, 4d] gilt

e; € Spec( Po(—A — pl) Py : (A = A(N) C [—p,4d—p] fir alle j=1,2,...,]A| (5.45)

Daher folgt fiir alle k € BZ und alle j =1,2,...,|A|, dass

(ek) —p — ¢ ) < max{(a — f)”|(a,p) €[~p,4d—p]x[~p,4d—p]} (nach (5.45))
———r ~—

= —

—~
L]
—

max{ [(4d — p) — (4d — W), [(4d — p) = (=), (=) = (4d = p)]*, [=p = (~p)]* }
= max{0, (4d)?, (—4d)*, 0} = (4d)* (5.46)
In (e) haben wir die folgende Tatsache benutzt: Zur Bestimmung des Maximumwerts einer konvexen Funktion
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f(a,8) = (a — B)* auf einer konvexen Menge [—p,4d — p] x [—p, 4d — p] reicht es, die Extrempunkte dieser
konvexen Menge zu analysieren.

Nach (5.44) und (5.46) erhalten wir

(4d)*[Pow; (R)* > [(0(0D)ep)l* . 5=1,2,...,]A|.
und daher
A |A|
Z [Pow; (F)° > Z e |0 (0D ()
¢,20 o
Diese letzte Ungleichung mit (5.40) beweist (5.14) und (5.15).
Zum Beweis von (5.16) haben wir
Eq, —exWQ = & D (k) = 1) pau(k) — ea(w)|Q  nach (5.5)
kE€BZ
IA] nach (5.14) und
> kY W -m {12 = X @rl®u@) 9w} — eIl dem Badewannen-
kEBZ: j=1: prinzip
e(k)<p e; >0
|A]
= Y =) Y |00 [0l + Y ) - w2l — ey(w)I9
k€EBZ: j=1: k€BZ:
e(k)<p e; >0 e(k)<p
~;
IA] nach Definition von e, (1)
= ﬁ Z (1 —e(k)) Z ﬁubk(ag) |‘Pj>e2(A)|2 siche Gleichung (5.9)
keEBZ: j=1:
e(k)<p €; >0

Nun beweisen wir die Behauptungen 5.3 und 5.4, um den Beweis des Lemmas 5.4 abzuschlieflen.
Beweis der Behauptung 5.3:

Der Ubergang von (5.4) in (5.41) lisst sich leicht nachvollziehen, némlich:

Fiir alle j =1,2,...,|A] gilt

ej Y (Papy)(@)e™™ = (2d—p) ) (Pop;)(@)e™™ = Y Y (Paw)(@+e)e™ + 3 b.cqe D (Pap))(a+e)e™

zEA zEA TEA e€A: zEA ecA:
le|=1 le|=1
e Pop; () = (2d—pPap; (k) — D Y (Pow)®) e* =9 + 376, co. S (Pow)) (@ +e) et
YyEA e€A: zEA e€A:
/=1 =1
= Qd=Php; (k) = (X e7™) Y (Paw)@) e + 3 docar Y (Paw))(a +e) e
|e‘EAi yEA TEA |e?1\1
el= e|l=

= (2d- wPyyp, (k (Z:zcos ) 00 (K) + > bpcar Y (Pow))(@ +e) et

TEA ecA:
le]=1
= (e(k) — WP, (k) + Y 0pcqe Y (Powy)(w +e) et
T€EA |B$A1
e|l=
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Zum Beweis von (5.42) und (5.43): Fiir alle j = 1,2,...,|A| gilt

Z dzeqe Z (Pay;)(z +e) et = Z Z dzcqe (Pow;)(T +e) et = Z Z Oy + (—e)ene (Paop;)(y) etkly (=l

zEA ec e€EA zEA ==
le[=1 le)=1 ek
- ik[y+(—e
= Z Z (5y+(—e)ch 5y€Q Wj(y) eikly+(—e)]
eEA yeA
lel=1
- Z Z 6 EeNe 5 %] (y) eik{y+‘é] da e = —eN
y+E€Qe Oycq Py und |e| = |&] =1
EEA yeA
|&|=1
= ike iky _ iké i
= Z € Z5y+éegc Sycap;(y)e™ = Z e Z‘syeag 0, () e
EEA yeA < D
o |é]=1
y+EEN”

= 3 (Geme™ T e )pi) = 5OV 0
veA |%|E:Al
y+écQe

m

Beweis der Behauptung 5.4:

Wir kénnen die Behauptung 5.4 unmittelbar aus folgendem Lemma beweisen.

Lemma 5.7. Seinen A = At € B(?(A)) und P = Pt = P2 € B(£?(A)). Seien weiterhin e,(A) und e;(PAP) der
kleinste Eigenwert von A bzw. von PAP und e|A|(A) und €y (PAP) der griéfite Eigenwert von A bzw. von PAP, dann
gilt Folgendes:

(trivial)

(i9) (3)
min{0, e;(4)} < e (PAP) < e, (PAP) < max{0,e,(4)}

Beweis: Seien die Mengen

B, = {¢pel)]|yll=1}

&
IA+
o

I

{velfWlo<|yll<1}

&
A
Il

{velW|lyll <1} =BE u{0}

und nehmen wir die allgemein bekannte Tatsache an, dass e, (4) = sup,¢p, (¢|Ap) = SUP,ept, (p|Ap) und e, (A) =
inf,ep, (p|Ap) fiir alle A = Al gilt.

Zu (i)

126



e (PAP) = sup (p|PAPyp) = sup ((Py)|A(Py))

+ +
peBZ, peBZ,

= sup{ (¢|A¢y) | ¢ € Bild von P auf BZ, }

< sup{(¢[Ay) | Y € B¢, }

= max{0, sup (Y[4y)} da B =B, U{0}
szB;rl

= max{0, e (4)}

In (o) haben wir benutzt, dass ||¢|| = [|Pell < [|Pllllell < llel] < 1 fir ¢ € B; (wobei ||P|| die Operatornorm von P
ist, die 0 oder 1 ist). D. h. ||¢|| < 1, wenn ¢ € B;l (In diesem Fall kann ||¢|| auch gleich Null sein).

Zu (i): Da im Allgemeinen e, (A) = inf,ep, (p|Ap) # inf(peBzr1 (p|Ap) (z.B. A =1) ist, geht der Beweis zu (i) nicht

analog zu (i), sondern benutzt man ,inf = —sup —...“ und danach (i), néimlich:
e)(PAP) = inf (p|PAPy) = — sup —(p|PAPyp) = — sup (p|P(—A)Pyp)
¥v€eB, peB, peB,
> —max{0, e} (-4)} nach () fiir den Operator (—A)

= —max{0, —e1(4)} = min{-0,e;(A4)} = min{0, e;(4)}

O
Verwende man das Lemma fiir A = —A — p1 und P = F, folgt
min{0, e;(—A —p) } < e (PAP)=:e; <e =€, (PAP) <max{0, e, (-A—p)},
genauer
min{0, —p} < e (PAP) =:e; <ey =€, (PAP) <max{0,4d—p} (5.47)
Also ist 0 < p < 4d, dann konnen wir direkt aus (5.47) ablesen, dass e; € [—p, 4d — p] fiir alle j =1,2,--- ,|A| gilt.
A
Dies beweist die Behauptung 5.4 und damit beenden wir den Beweis des Lemmas 5.4.
O
Beweis des Lemmas 5.5:
Zu (a): Siehe Behauptung 5.4.
Zu (b): da Po(—A — pl)Pop; = e;¢p; gilt, folgt
ej 0ij = (p; | Po(—A — p1) Py ¢;) (5.48)

und daher
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|A|

Z (b, (09)) | P )lZ(A)|2 €;

=1

|A] |A]
= Z(bk(aﬂ) |<Pj) €; <‘Pj [b,(0Q0)) = Z (b (09) |90j> €; dij (p; [0,(00))

|A]
= Y (B@D19;) (o5 | Pa(=A = ji)Po 03) (s b(09))  mach (5.48)
|A] |A|
= () (X 193) tes 1) Pal=A = u)Pa (L l1) (il ) 10600

= (0,(0Q) | Po(—A — p1) P, b, (09) )zZ(A)

Zu (c): Das Resultat folgt aus der Tatsache, dass der Triger des Vektors b, (09) in 92 (09 C ) enthalten ist. Somit
gilt Py b,(09) = b,(09) = b,(09) P,.

Zu (d):

(0, (0) [(=A) ,(09))

v

ST |0:(09) (@) — b8 () |

z,yEA:
lz—y|=1

SN |0(09) (2) — b,09) (@ +e) |
TEAN e€A:
le/=1

S 0Y |0(09) (@) — 0,(09) (@ +e) |’
€N ecA:

le]=1

e4+zEeN”

SN 00 @) [ da ztedQ > ztedd > b(9) (@ +e) =0

z€ON e€A:
le]=1
e+z€EN®

Y #{ecA:le|=1lunde+z €0} [5,(09) (2)| ¢ S |5,(09) (@) |

€00 TEON

>1

Z | b, (09) (z) |2 = || 5,(09) ||?2(A) da der Trager des Vektors b, (0R) in 01 ist.
zEA

In (e) haben wir die Definition von 99 benutzt, ndmlich: Ist z € 912, dann existiert mindestens ein e € A mit |e| = 1,

so dass x + e € Q°.

Zu (e): Dieser Beweis basiert auf der Tatsache, dass

ceey

k| < Z = cos(k,) = cos(—k,) > 5 firalle ve{l,...,d} (5.49)
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Ist |k|o, < %, dann gilt Folgendes:

[ 05(89) lI2(a)

Z | bk(aﬂ)(w) |2 — Z |XBQ($) e~k Z o—ike |2

TEA TEA e€A:
lel=1
z+ecQ®

2 ok
- Y| T e

z€dQ  (v,0)€B,

2

_ Z| Z: o—ike

€0 eEA

Z f{e{efi”kl'})2 + Z( z Im{efidk”})2

(v,0)EB, z€0Q (v,0)€EB,

Z cos(alc,,))2 + Z( Z Sin(aku))

2€09  (v0)EB,

2

cos (ok,) )2

v

]

nach (5.49)

v
—~ —~ —~ —~ —~
g

2
|B,| %) > Z 1 =109 da |B;| > 1, wenn z € 99

Hierbei ist

B, :={(v,o) e {1,...,d} x{-1,1} |2+ (0,0, o ,0,0)€Q°}
v-te Stelle

Zu (f): Das Resultat folgt unmittelbar aus (5.20) und (5.21), nidmlich:
Sei p € [0, 1], dann gilt:

(be (O [ (=A = p1) b (09)) = (B0 [ (=A) b(BR)) — pllb(OD)[[}>a)

Y

166 (0) [22(a) — mll0x(09) [[72a)  mach (5.20)

= (1= w15.09) [I72a)

Zu (g): Es reicht zu zeigen, dass

{kel[-mm?|elk) <e((Z,0,0,...,00) =1} C {ke[-mn)*| |kl < T}

Tatséichlich, angenommen, wire k € [—m,7]% und |k|o, > Z, dann existiert ein 1, € {1,2,...d}, so dass

klo = k,|=|k
oo =, max [k, = I,
Weiterhin gilte
|k, | > 5 = —2cos(k, ) > —2cos(3) = -1

Somit folgt unter der Annahme |k|,, > %, dass

129
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d
e(k) = 2d-2 Z cos(k,) = 2d—2 Z cos(k,) —2cos(k, )
> 2d—2(d—1) —2cos(k,)

> 2d—2(d-1) -1 nach (5.51)

was (5.50) zeigt.

O
Beweis des Lemmas 5.6:
Fiir alle pp € [0, 4d] und fiir alle k € BZ gilt
|A] |A]
(4d — p) Z | (b, (0D |0;)* > Z (b (0D)|;)|? ¢; dadd—p>e; >0 siehe (5.17)
750
|A|
> > 000 ¢
j=1
Also gilt
[A|
(4d — p) Z (b, (02)];) Y2 > (0,(09) | Po(—A — pl)Pg b, (09)) uw€[0,4d] und fiir alle k € BZ (5.52)
20
Daher nun fiir alle 4 € [0, 1] und k|, < F gilt
[A] |A|
Z (b, (092) |90] 2 = (4d)2(14d—u) (4d — p) Z |<bk(60)|90j)|2
Jj=1: j=1:
€; >0 e; >0
> mwk(an) | Po(—A — p1)Pg b,(09))  nach (5.52)
_ 1 AL da der Tréger von b, (8Q) coQce
- (4d)2(4d—u)<bk(aﬂ)|( A —pl) b (09)) d. h. b,c(é)Q)PQ:bk(BQI)C:PQbk(aQ)
siehe die Voraussetzungen
>yt (1= w1109 nach (5:22) g1 ynd k], < /3
Also gilt
|A|
COE Z | (0D ;) * > aytza—s (1 - w3109, falls pe[0,1] und [k, <3 (5.53)
120
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Ist 0<p<e((3,0,...,0)) =1, dann folgt nach (5.23), dass

{keBZ|e(k)<p} Cc {keBZ||kl, <3}

Und daher darf man die Ungleichung (5.53) ohne die Einschrankung [k|,, < % in die nachfolgende Summe {iber
{k € BZ|e(k) < pu } einsetzen, wenn 0 < p <min{ 1, ¢((3,0,0,...0)) = 1} = 1 ist. Némlich erhalten wir Folgendes

[A]
S {u-ch) Y bl @ ool } > e 00 Y (u-ch) . fllso<u<i,
keBZ : j=1: keBZ :
e(k)<p e; >0

e(k)<p

was das Lemma 5.6 beweist.
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5.3 Anhang zum Kapitel 5 (Potenzgesetz pt fiar & (u,d))

Erinneren wir uns, dass

5 — 1 (A-p1

& (n, d) = (1 + 45) (1d)? (4dfl;¢) i(—ea(w).
In diesem Anhang schitzen wir die Energie pro Gitterplatz ey(u) (siehe Definition 5.2) durch ein
Potenzgesetz in p ab, ndmlich:
Proposition 5.1. Fir alle L,d € N und p > 0 gilt folgende Abschditzung:

2+d
—ealw) > ot (w/2) = B firale p>0, (5.54)

wobei ep (1) (siehe Definition 5.2) gegeben ist durch:

()=~ Tn{A—ptl = = Y w—elh)
[A| [A|
und weiterhin

d d
A=Apg= (Z/LZ) (Gitter) und BZ = BZ, ,:= ([—7r,7r) N 2%Z) (Brillouin-Zone)

Bemerke, dass |A| = |BZ| = L°.

Der Beweis der Proposition 5.1 folgt unmittelbar aus den folgenden zwei Lemmata.

Lemma 5.8. (Abweichung vom thermodynamischen Limes)
Fiir alle L und d € N gilt

2rd
(e = Gz o =N EE] = [ Y o) = Gl [ (- e) k] < 20
e(k)<p keBZp 4: e(k)<p
e(k)<p
(5.55)
Lemma 5.9. (Potenzgesetz fiir den thermodynamischen Limes)
Fiir alle p > 0 gilt
" 24d
d s 2
@n? Ae(_m]d:(u —e(k)d'k > 54 ( 5) (5.56)
e(k)<p
Hierbei ist |Sq| das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel, namlich:
/2
|Sd|=/c o A=, d>1
\kebﬁi (5 +1)
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Beweis des Lemmas 5.8:

Fiir £ € T4 := [—m,7]¢ sei definiert

= T - = - i .
QO = (k€T | b=t = max [k, = <r} mitr>0

Nach Definition der Brillouin-Zone gilt Folgendes, wenn r = 127

127 _ m.
2L ~ L'
(a)
Q%(ﬁ) n Q%(‘fz) =0 falls &,§&2 € BZ, 4 und & #&
(5.57)
(b) ) ]
Td .= U Q- (& c T¢ und das Lebesgue-MaB  pu; o, (T? = T¢) = 0
¢eBz,,

Nach (a) ist die folgende Funktion ¢ : T — BZ 1.4 Wohldefiniert:

§(k):={£€BZ,4|keQz(f)} (5.58)

Behauptung 5.5. Sei eine Funktion g : T — R, dann lisst sich ihr Mittel auf der Brillowin-Zone durch ein Integral
iiber T¢ folgendermafen ausdriicken:

& X o = e [ acm)

(5.59)
neBZ; ,
Behauptung 5.6. Folgende Abschitzung gilt:
(en)) = i fy_pu =) d| = [ (—en)w) = [ ] lx(elh) < ] |
e(k)<p T?
< g [ =@l x(e(©) <] — [u—e®)]x(ek) < p)]|dk
(EBZ; Q%(E)
(5.60)
Behauptung 5.7.

Fiir alle § € BZ 4 und k € Q% (&) gilt

.61
7 (5.61)
Nun folgt der Beweis des Lemmas 5.8 unmittelbar aus den Behauptungen 5.6 und 5.7, némlich:

[l = <O =©) < ] = [ = (R Ix(e®) <] | < 22

(e = i [, o (n= ek |

S ﬁ 2w d ddk‘

e(k)<p €€BZ, ; Q%(ﬁ)
_ 1 2rd _ 1 d(2x\92xd _ 2rnd
= W|BZL,d||Q%(§)|T = e L' (F) % = ¢

Damit wir den Beweis des Lemmas 5.8 schliefien, bleibt es nur die Behauptungen 5.5-5.7 zu zeigen.
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Beweis der Behauptung 5.5:

i | gemyae @ | gewatt €k W dtk @ oL
i [ ate®) G0 "3 / o 2 © [ o
= S| X @)Y=k Y q0=% > 9©
¢€BZ, , ¢eBZ, , ¢eBZ,

In (e) und (o) haben wir den Punkt (b) aus (5.57) benutzt, nimlich dass pren(T¢—T%) = 0 bwz. T¢ := Ueenz  Qx (§)-
L,d T

In (%) haben wir die wohldefinierte Funktion (5.58) benutzt.

A
Beweis der Behauptung 5.6:
Verwende man die Behauptung 5.5 fiir g(k) = [u — e(k)][x(x < &(k)], k € T%, namlich:
(—ea)) = i L w—ckdk| = | & 3 [u—e®)] - 7o [x(e (k) < o) d|
A T [ keTe . Al .
e(k)<p kEBZ, 4
e(k)<p
= | Y - e®E®) < w) - Iw‘/ [ — ()] x(e(k) < )] 'K |
keBZy ;:
= |5 X 9 - i/ o a'k|
neBZ, , T
ol dp. 1 4, | nach Behauptung 5.5
B / 9N dk — o] ok)d Y| ) = b SRk < )
< i [, |atewy = o]t
- / |9(€(k) — g(k)|d'k  mach Punkt (5) aus (5.57)
¢eBZ %(5)
= ﬁ ‘g(f) -9 ‘ddk nach (5.58)
£EBZ, Qr (§)
A
Beweis der Behauptung 5.7 :
Ist k € Q% (¢) c T :=[—7,7]? mit £ € BZ;, ; dann treten 4 Fille auf, namlich:
[ = (@) Ix(e() <w)] — [1—e®)] [x(e(k) < p)] ‘ =
(0 Jfalls () > p und e(k) > p  1.Fall
| (w—e(&) — (u—-e(k)) | Jdfalls e(§) < p und e(k) < p  2.Fall
=Y [0 (u—ek)| falls £(6) > p und e(k) < p 3.Fall
| (p—e(©) — 0] falls e(k) < p und e(k) >p  4.Fall
\

Nun zeigen wir, dass in allen diesen 4 Fillen die Ungleichung (5.61) erfiillt wird, wenn k € Q« (£).
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Zum 1. Fall gibt es nichts zu beweisen, da die Ungleichung (5.61) automatisch erfiillt ist.

Zum 2. Fall benutzen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.10. Sei vy :[0,1] — R ein stetiger und differenzierbarer Weg auf (0,1). Ist |v'(t)| < M fir alle t € (0,1)

dann gilt:

Iy(1) = v(0)| < M(1-0) =M

Beweis: Es folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnug.

Verwende man dieses Lemma mit y(t) :=

|7 ()]

‘Z Do (=0 + th) - (k, ‘ Z|

e((1—t)& + tk), erhélt man

d

(1=t + tk) Hk,, ;‘

v=1

IN

v=

d
- Z‘2sin((1—t)§, + k)| =
v=1

d
Z‘ (1=t + th)

T dakeQa(§)
L

1

R
u

S
h

2nd

Also konnen wir das Lemma 5.10 mit M = =3¢ verwenden und dabei erhalten wir:

| (—e(€)) — (w—ek)| = |e(€) — e(k)| =|~(0) —~(Q)| <M = 22,

was den Beweis des 2. Falls schliefit.

Zum 3. Fall bemerke, dass in

10 — (u

diesem Fall gilt

—e(k))| = p—e(k) dae(k)<p (3. Fall)

< p—elk) +e@)—p  dae(§) >p (3. Fall)

= p—ck) — (p—e() = [p—e€) - (u—ek)|

IA

2rd nach (5.62)

Zum 4. Fall: Dieser Fall ist analog zum 3. Fall, ndmlich:

| (n—e(9))

_0|

u—e(§) dae(€) < p (4. Fall)

IN

p—e(&) + k) —p dae(k) > pu (4. Fall)

= p—e) — (u—ek) = |[p—e€) — (u—e(k))|

< 2 nach (5.62)

Damit sind die Behauptungen 5.5 — 5.7 gezeigt, und daher ist das Lemma 5.8 bewiesen.
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Beweis des Lemmas 5.9:

1

d d d
iﬂ?ﬁqﬂﬂaw_fwndk = ﬁ?ﬁgﬁﬂﬁm_gw»dkz @wﬁaﬂwﬂﬂ_ﬁdk

e(k)<u e(k)<h e(k) <&
_ /2 d
- (g'n')d ke(—m,m]®: d°k
e(k)<h

(5.63)

Aber nun gilt
d
d a2 ._ 2 - d g 2
-1 = R 2 v > >
{k € (—m,m)%ek) <up/2}D{ke (—m,n]||K| Zk <u/2} da fiir alle k € R* gilt e(k) < |k|3
v=1

daher folgt

w/2 d B/2 d
(2m)d ﬁe(—w,w]d: d°k > (2m)d /;E( e d’k
e(k)<5 mv<”

R_\/_|_

d/2

_ u/2

2)"|s8] =

al

2+d

(5.64)
Nach (5.63) und (5.64) ist das Lemma 5.9 bewiesen.
0O
Und daher ist die Proposition 5.1 bewiesen.
O
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6 Eine positive untere Schranke an der Dichte
D_[Q, V, d](.ﬁﬂ) = <$ | ]—[PQ(—A+V)PQ<0] £U> mit —u < V< —% <0 und
r€Box:={z—-M,...,z,....,.2+M}¥*CQCA

6.1 Problemstellung

Ziel: Sei Q) eine beliebige Teilmenge von A := (Z/LZ)%, L,d € N und H := —A +V € B(f2(M))
ein diskreter Schrodinger-Operator auf dem Gitter A, wobei das Potential V : A — R folgende
Eigenschaft besitzt:

—pu<V(z)<—p/2 firalle ze A mit 0<p<l (6.1)

Seien weiterhin Hy, := RyHE, € B({*(A)) mit P, = 3, 1, Projektion auf Q und {goj}lez‘l eine
ON-Basis von Eigenfunktionen zu Eigenwerten \; von Hq € B(¢*(A)).

Die Dichte an der Stelle x € A fiir Hq ist definiert durch:
A
D[, p,dl(x) = Y lo;(@)* = (&|ljmy<o @) (6.2)
=
Das angestrebte Ziel dieses Kapitels ist es, eine endliche Halbkantenléinge M, = M,(u,d) < oo und

eine positive untere Schranke A(u,d) an D_[Q, u, d](x) zu finden, vorausgesetzt = € €2, so dass die
Box:={z—-M,,...,z,...,x + M} in Q bleibt.

Notation: In diesem Kapitel reservieren wir den Buchstaben P fiir die Projektion auf der obigen
Box. D.h. P= Py, =) 1

Box z€Box ~I*
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6.2 Ergebnis dieses Kapitels (Theorem 6.1)
Das Hauptresultat dieses Kapitels fassen wir in Form eines Theorems zusammen:

Theorem 6.1. (Untere Schranke ~ u®¢ an der Dichte an einer Stelle x des Gitters A;
Anwendung der Trotter-Formel)

Fiir alle 0 < p < 1, d € N ezistiert eine endliche Halbkantenlinge M, = M, (u,d) < oo, so dass
Folgendes gilt:

Fiir alle beliebigen Teilmengen Q des Gitters A := (Z/LZ)* mit L > 2 M,(u,d) + 1 und fir alle
Potentiale V: A - R mit —p <V < —pu/2 gilt

D—[Qa —H < Vv < _/'[’/21 d](l‘) = <‘T | 1[PQ(_A + V)P,<0] $> > A(,LL, d) > 05 (63)
vorausgesetzt, x € €1, so dass die

Box(z) :={-M,+=x,...,z,...,M,+2}* in  bleibt. (6.4)

Die positive Funktion A(u,d) hingt weder von Q noch von V' ab und verhdlt sich im Limes yu — 0

folgendermafen:
) 1 1 d_ 1 [erf?(m) 4
it () 2 G)] -5 ()

Ezplizite Ausdriicke fir A(u,d) und My(u,d) sind gegeben durch:

C(T‘rotter)

A(p,d) = d fiir alle d < 23 (6.5)

1 d 1
(ﬁ) ln CSTrotter) Nd

oder
C(T‘rotter)
A(p,d) = - d y fiir alle d € N (6.6)
(i) {maX{]nm, X(d) }:|
wobet
1 [erf’(m) a
cfrrotten) .= % < o ) fir alle d € N (6.7)

Weiterhin st die Halbkantenlinge M, der um x zentrierten Box gegeben durch:

M, (u,d) = [ %&(ﬁ*(u, d),d) — 1} €N (6.8)
wobei
03(8,d) := max{ % B, (eri?w) 2% ) ﬁ} (6.9)
und
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2 1 .
B*(,U,, d) = ; In W fur alle d < 23 (610)
oder
Be(pt, d) := 2 1 ! X(d ir alle d € N 6.11
< (1, ).—;max nm, (d) fir alle d € (6.11)

Die in (6.6) und (6.11) aufgetauchte Funktion X (d) ist folgendermafen definiert:

e~ 2,71828 falls d =1, 2.
X(d) = (6.12)
implizit definiert durch X (d) = dln X(d) mit X(d) > e fallsd=3,4,...

Bem.: Im Fall p — 0 sind A(p, d) und B,(u, d) fir alle d € N gegeben durch (6.5) bzw. (6.10).

Bemerkung 6.1. Man kann auch bessere Potenzgesetze in u — wie z.B. ~ p%? — fir die untere
Schranke an D[, —pu <V < —u/2,d)(x) erhalten. Dies gilt allerdings z.B. fiir d =1 nur im Bereich
u> 0,4, fiir d =2 nur im Bereich y > 0,8 und fiir d = 3 nur im Bereich u > 1,4 .
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6.3 Beweis des Theorems 6.1 durch das Theorem 6.2 und das Theorem 6.3

Der Beweis des Theorems 6.1 beruht auf folgenden zwei Zwischenergebnissen:

e (Theorem 6.2)(E. Lieb) Seien > 0, d € N und Q C A := (Z/LZ)* fest gegeben.

Ist z der Mittelpunkt einer Box, d. h. Box = {-M +x,--- ,z,---2 + M} fiir einige M € N,
und Box C 2, dann gilt Folgendes:

|Box|

D_[Q, p, d](z) > e F | L Tr, {8} — e_%ﬁ] fiir alle 8 > 0,

wobei A, = Py APy definiert ist.

Box Box
Der Beweis dieses Zwischenergebnisses befindet sich im Unterkapitel 6.4 (siehe Theorem 6.2).

e (Theorem 6.3) Fiir alle 8 > 1 und Kantenlinge der Box
> t5(8,d)=max{ 25, (2 /% ) 5} gilt Folgendes:

Bow] Thaoe {€7 2} > (ezi(f))d (%>d/2

Der Beweis dieses Zwischenergebnisses befindet sich im Unterkapitel 6.6 (siehe Theorem 6.3).

Beweis des Theorems 6.1 durch das Theorem 6.2 und das Theorem 6.3 :

Kombiniert man das Theorem 6.2 mit dem Theorem 6.3, erhilt man fiir alle g > 0 Folgendes:

D_[Q,u,d(z) > e [— (erfﬁ_) )d (B)d/z - e_%”] , (6.13)
falls 8 > 1, die Kantenléinge der Box £ > {43(3,d) { % ( er‘;zrw) ﬁ ) B }, z die Mittelpunkt der Box

und Box C Q.

Im Folgenden wird ein passendes S«(u,d) > 1 ausgesucht, so dass die rechte Seite von (6.13) mit dieser Wahl von
B« (u, d) eine echt positive Funktion von p und d wird.

Setze nun
B 1 [erf(m)\®
o= 7” und  K(p,d) = 3 (4\/(2_72 2, (6.14)

dann lisst sich (6.13) folgendermaflen umschreiben:

D de) > e [EUld o] (6.15)

Wihle nun a, (i, d) > 0 die grofiere Losung der transzendenten Gleichung;:
1
5 K(wd) = e a®?  firalle 0<p<1lunddeN (6.16)

oder #qiiivalenterweise,

1
na] firalle 0<p<1lunddeN (6.17)

a

=3
/N
=
~~
T
Y
S—
N——
I
Q
—
—
I
N
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Behauptung 6.1. (Uber die Lisung o, (u,d))

1. Eine solche Lisung a.(u,d) existiert tatsdchlich fir alle 0 < p < 1 und fiir alle d € N. Weiterhin ist o, (u,d)
eindeutig.

2. Nach (6.14) wird das gesucht 8. (u,d) gegeben durch B« (p,d) := 2 a*T”’d). Wir behaupten hier, dass dieses B+ (u, d)

die Bedingung B.«(p,d) > 1 erfillt. Somit wird die Voraussetzung zu (6.13) mit dieser Wahl von B.(u,d) nicht
verletzt.

Nach Definition von a.(p,d) und (6.15) folgt

1
D—[Qauad](x) > em2on(md) = ZKz(uad) a:d(p’ad) (618)

Behauptung 6.2. Sei X = X(d) gleich e = 2.718... fir d = 1,2 und definiert als die einzige reelle Lisung der
folgenden transzendenten Gleichung: 23

In X 1
— = = it X > ird=3,4,5,... 1
X 7 mit >e, fird=3,4,5, (6.19)

Uber das obig definierte X (d) gilt Folgendes fiir alle d € N:

TPELLLN

1
— > .
5 2 30 falls = > X(d) (6.20)

Nun treten zwei Fille fiir die Losung a.(u,d) auf. Entweder ist au(p,d) > X (d) oder ist a.(u,d) < X(d).

1. Fall: a.(u,d) > X(d)
Da a.(u,d) die transzendente Gleichung (6.17) erfiillt, gilt

n(ﬁ) - a*(u,d)[l - g%] firalle 0<p<1unddeN (6.21)
und nach (6.20) mit a.(u,d) > X(d), gilt dass
2(wog) = |t - §ESD ] > o] (6.22)
D.h
—d
a; 4 p,d) > [2 In (%) ] (6.23)

Nach (6.18) und (6.23) gilt in diesem Fall (a.(u,d) > X (d)), dass

DI, p, d|(z) > in,d) [21n (K(z,d))]_d (6.24)

2. Fall: a..(u,d) < X(d)
Nach (6.18) folgt unmittelbar in diesem Fall, dass

D [0 pd(r) > 3K (nd) X-() (6.25)

gilt.

23Uber die Gleichung (6.19) ist es zu bemerken:

o Diese Gleichung hat keine reelle Losung fiir d = 1 und d = 2. Dies weil max{"%X | X >0} = 1.
e Fiir d = 3,4,... hat diese Gleichung zwei reelle Losungen: Eine im Bereich (1,e) und die Andere im Bereich [e, 00).

Wir werden hier nur die grofiere Losung betrachten.
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Also folgt nach (6.24) und (6.25), dass fiir alle 0 < g < 1 und fiir alle d € N

D0, p,d)(z) > iK?(u,d) min{ [21n (ﬁ) ]d , Xd(d)} (6.26)

gilt.

Nach (6.22) fiir den 1. Fall (a.(p,d) > X(d)) und nach der Tatsache a.(u,d) < X(d) fiir den 2. Fall gilt Folgendes:

a.(p,d) < maX{Z In (ﬁ

Damit erhilt man folgende obere Schranke an S, (u,d) := % ax(p, d):

Bu(u,d) < % max { 21n (ﬁ) , X(d) } (6.28)

Die Ausdriicke (6.26) und (6.28) lassen sich im Fall d < 23 vereinfachen, da die folgende Behauptung gilt:

> ,X(d)} firalleO0 < gy <lund de€N (6.27)

Behauptung 6.3. Fiir alle 0 < u < 1 und fiir alle d < 23 gilt

2 2
max 21n(7>,Xd} =2ln( ) 6.29
{20 (zpg) - x@ K(urd) (629
Andererseits ist d > 24, dann gibt es ein [, in der Niher von 1, so dass
a {2 1 ( 2 ) X(d) } X(d) (6.30)
max n{————-1», = .
K (px, d)

Nach Definition von K (u,d) in (6.14), nach (6.26) und nach (6.29) folgt, dass fiir alle d < 23 gilt:

D pd(e) > K d [”(ﬁ)]d

C((iTrotter)

1 d 1
(ﬁ) In olTretten) a

Hierbei ist

(%K(’i’ ) 1 (erf2<7r))

C((iTrotter) L _ o

W T 16

Und B, (i, d) kann nach (6.28) folgendermafien gesetzt werde:

Bu(uyd) = %max{Zln(ﬁ),X(d)}:%max{ln(K(lT))z,X(d)}

2 1
= = In—————, X
m max{ n CL(iTrotter) ,ud ? (d) }



Abschlieflend wird das gesuchte Halbkantenliinge M, der um z zentrierten Box folgendermaflen gesetzt:
1
M,(u,d) = [ 553(6*(u,d),d) — 1-‘ €N

Und die Kantenlénge ¢35 wird durch

(8. (s ), ) = max{ 22 B d) (% 2—”) ﬂ*(u,d)}

(&

gesetzt, damit die Voraussetzung des Theorems 6.3 erfiillt wird.

Damit beenden wir (bis auf den Beweis der Behauptungen 6.1 — 6.3) den Beweis des Theorems 6.1 durch das Theorem
6.2 und das Theorem 6.3.
O

Beweis der Behauptung 6.1 — 6.3:
Beweis der Behauptung 6.1:

1. Zum Beweis der Existenz einer reellen Losung fiir die transzendente Gleichung 3 K(u,d) = e™*a%/2, a > 0 in
(6.16) sei f4: Ry — R durch fi(a) := e *a%?2. Da f4(0) = 0 und max{ fs(e) |a > 0} = fi(d/2) reicht es nach
dem Zwischenwertsatz zu zeigen, dass 3 K(u,d) < fq(d/2) fiir alle d € N und fiir alle 0 < p < 1 gilt. Tatséchlich
gilt Folgendes fiir alle d € N und fiir alle 0 < p < 1:

1 1 1 erf
> —— =4/ \/
2¢ ~ 327 26 4\/271- 26 4\/277 26 4\/277

fd<d/2)=<\/g>d>(jj§f_;)d " g > (S0) o

d
fataf2) > 5 (S92) it D faldf2)> Kl

Damit ist die Existenz gezeigt.

In der Tat existieren zwei reelle Losung fiir diese Gleichung: Eine im Bereich [0,d/2] und die Andere (die
Groflere) im Bereich (d/2,00). Dies kann man deutlich durch die Ableitung von f; sehen. Nédmlich f}(a) =
e *a?/? (£ — 1). Wir werden hier nur die grofere Losung betrachten. Da f}(a)|a>q4/2 < 0 gilt, ist die grofiere
Losung eindeutig.

2. Da diese Losung a.(u,d) > d/2 fiir alle (u,d) € (0,1) x N ist, folgt, dass fiir alle (u,d) € (0,1) x N gilt:

2
/8*(/1’7 d) = ;a*(u,d) > Z >1

T
T

Damit wird die Voraussetzung (8. (u, d) > 1) zu (6.13) mit dieser Wahl von S, (i, d) nicht verletzt.

Beweis der Behauptung 6.2: Bemerke, dass folgende Tatsachen gelten:

1. X(d) > efiir alled € N (nach Definition von X(d)).

2. Die Funktion —I“Tz ist monoton steigende im Bereich x > e, da

Inz\’ 1—-Inz
<_ ) |w2€ = - D) |$Z€ Z 0.
T T
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Daher folgt, dass fiir alle d € N und = > X (d) gilt:

dnz d In X(d)
N > X(d) >
21~ 7 x@ erzX@ze
g & fird=345, .
= 1-—=- (nach Definition von X (d) siehe (6.19))
2L fard=1,2
> - fir alled € N
A
Beweis der Behauptung 6.3:
d
Sei Y(d):=In16 + dIn (er‘gﬁ) definiert. Dann folgt nach Definition von K (u,d) := 1 (%) , dass
2
2 In <7) > Y(d) firalle 0<p<1 und deN (6.31)
K(p,d)
gilt. Dies, weil
2 4 32
21 = In{———] = Inl6 + dln{——
! (K(u,d)> ' (K“’(u,d)) ! ! (erfz(w);)
327
> In16 + din(—or)=Y(d) da O<p<l (6.32)
erf(m)

Andererseits ist die Funktion X (d), die durch %X = I (siehe (6.19)) implizit gegeben ist, nach unten durch dIn(dIn(dInd))
beschréinkt 24 . D. h.

X(d) > din(dln(dlnd)) > dln(dlnd) > dlnd > d  firalle d=3,4,... (6.33)

und wegen der Tatsache In X < v/X fiir X > e folgt nach % =1/d, dass
X(d) < d*> firalle d=3,4,... (6.34)
AuBlerdem kann man mit Hilfe des Satzes der impliziten Funktion auch ihre Ableitung ausrechnen und nach unten

abschéitzen. Némlich: Sei H(d, X) := 2% — L dann ist X (d) durch H(d, X(d)) = 0 mit X(d) > e implizit definiert.
Daher ist ihre Ableitung X'(d) fiir alle d > 3 gegeben durch:

8q _ X(d) (6.19) X(d)

OH In X(d _ _d
o0X d2 [ X(c(i)) - %] d X(d)

(6.35)
dIn(dIn(d1n d))

Weiterhin direkt aus der Gleichheit in (6.35) und (6.19) kann man die zweite Abbleitung von X (d) ausrechnen und
man erhilt Folgendes:

X2(d) (6.33) X?2(d) 5
— > — (X(d)—2 ———— (dlnd -2 fiir all >24 .
d(X(d)—d)3( (d—2d) > 5 (dlnd-2d) > 0 iralle d>24>e¢ (6.36)
—

positiv

Xll(d) —

24Benutze, dass In X(d) > Ine = 1 in X(d) = dInX(d) = X(d) > d = X(d) > dlnd = X(d) > dIn(dlnd) = X(d) >
dln(d1n(d1nd)).
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Nun haben wir folgende Tatsachen:
1. Y(d) > X(d) fur alle d = 1,2, 3,4, ...,23. (numerisch getestet)
22Yd=24)<X(d=24) fird=24 (numerisch getestet)
3. X'(d>24) > X'(d =24) (Dies folgt nach (6.36))

(6.35)
4. X'(d=24) > GG & 484 > 4,61 ~ 1n( 827 )=Konstante=Y’(d224)

erf2(m)

Nach 1. — 4., (6.31) und (6.32) folgt der Beweis von (6.29) und (6.30).

Und damit ist der Beweis des Theorems 6.1 durch das Theorem 6.2 und das Theorem 6.3 beendet.
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6.4 Anwendung der Trotter-Formel (Beweis des Theorems 6.2)

Eine Methode, um unser Ziel zu erreichen, besteht darin, die Diagonalelemente der Halbgruppe
(r|e PRl 1) B > 0 durch die Trotter-Formel abzuschétzen.

Sei {(pj}‘jﬂl eine ON-Basis von Eigenfunktionen zu Eigenwerten \; von Hg = Py H Py.

1. Schritt: (Benutze —ul <V)

[A] |A] [A]
(@|e PRy = N (z]e PRl ) (p|z) = Ze (@ |oj){psle) = Ze il ()
Jj=1
[A| |A|
= 2 eMe@P + 3 e i@
j=1: j=1:
;<0 A, >0
[A| |A|
< Z eMilpi@)P + Y i@
j=1:
/\ <0 ,{jzo
[A] [A] |A]
< Z e Pilpi@)” + Dlei@f = D e g’ + 1
j=1 j=1":
,\ <0 ! f\j<0
|A]
Bl a2 (daV>-pl=H>-pl= BHE,>—pul
S zl € |(,DJ(.Z')| + 1 = A] Z —p = 676/\7' S eﬁp)
Jj=1:
;<0

= D [ pdE) + 1

Also gilt
D[ pd@) + 1 > (w|e Pl ) (6.37)
oder

D_[Qp,dl(z) > e P*(z|ealltag)  — ok (6.38)
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2. Schritt: (Benutze V' < —£1)

Andererseits lisst sich (z | e #faf%a 1) durch die Trotter-Formel folgendermafen ausdriicken:

B 8 " n
(@] e PRt gy = (| e B RARARVE) 7)) — nh—>n§o<$| (e—ﬂ(—PQAPQ) e—;PQVPn> z) = nli_{gon(/,s)z(i’faw?ﬂ)
(6.39)
wobei
(n)
Kyo(z,z;8) = Y. Koal(w,zi;8/n) Kog(z1,2;8/n) ... Koa(n 2,20 1;8/n) Kog(@n_1,2; 8/n)
T1yeeeyn—1
(6.40)
x e ~B/nlV(@)+ I V()]
mit
Koo(z,y; ) = (| e/by) (6.41)
Es ist wichtig zu bemerken, dass Kyqo(z,y;8) = (z|effatfay) > 0 fiir alle 2,y € 2. Dieses da

A =t — 2d1 gilt, und daher

BR,AR, —B2dR, oBRatRy o) da [RytRy, By2d1R,] =0

(z|e y = (z]e

S (ale 2T ) (2| HFatty)
2€Q

= e 28 (g|Pathay) da (z|e 2% 2) = §,—,cq

®© Ak
e 3 D a (RtRy) )
k=0
und

(z|(PytR)"y) >0 firalle ke N, denn die Eintriiger der Matrix ¢ sind 1 oder 0.

Somit sind die Summanden in (6.40) nicht negativ.

Da Box := Bﬁf}w(x) C Q (Voraussetzung des Thorems 6.2) und die Summanden in (6.40) nicht

negativ sind, geht (x| e=#*a z) nach unten, wenn man _, o durch > e,z Box i (6.40)
ersetzt. Namlich:
(wle P a) > lim Ky (s, 23 6) (6.42)
n—00 ’
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Weiterhin benutzen wir die Voraussetzung, dass V nach oben durch —p/2 beschrinkt ist, und die
Tatsache, dass die Funktion exp(—/4 -) monoton fallend ist. Namlich:

(n)

Kypo(@z;B) > > Koalz,z1;8/n) Kool x2;8/n) ... Koo(@n_2,2n_1;8/n) Koo(zn_1,2; B/n)
Z1,---,Tn—1
€Box

% e~ al-w/2+ 15 —p/2]

Bp
2 Z Koo(z,z1;8/n) Ko.o(z1,22; 8/n) ... Ko,o(Tn—2,Zn_1;8/n) Ko o(zn_1,2;8/n)
L1y 3Ln—1

€Box

= e

= eﬁT” Z <$|eﬁ/"PQAPn 351)(3:1 eP/nFa ARy ~'L'2) . <$n_2|eﬁ/"PnAPn xn_1)<$n_1|eﬂ/nPQAP9 .'L')

L1yeeeyTn—1

€Box
= F (g]f/mAB (N o) (aa]) /A LAY Janii)@na]) €677 00)
eBox EBox
(wobei
e (z| eB/nNFa AR, Pryy eBINBAR, o B/nRAR, Pryy eBINF AR, x) Ic’laizxr;rzoﬁgﬁg(g(yl
auf Box ist)
= & (o] P/ a0 Py )(P/MAT Py ) L (P00 By, ) €8I0 AT )
n—lvMale
= 6% ($|(€B/HPQAPQ PBOx)SPBox eﬂ/nPQAPQ PBox) s (PBox eﬁ/nPQAPQ PBox)J (PBoxeﬁ/nPQAPQ) .’L') da P]_g;ox = PBox
n—2YMa1e
zegox e% (ZL'|(‘F)Boxeﬁ/nPnAPn PBox) S PBOX eﬁ/nPnAPn PBOX) s (PBOX eﬂ/nPnAPn PBOX)J (PBoxeﬂ/nPnAPnPBox) .'If)
n—;Male
= &% (z| (Pef/m2a P)(Pef/nle Py | (PePInBa p)(Pef/miap) g) (6.43)
n ‘I\Zale
Also folgt nach (6.39), (6.41), (6.42) und (6.43), dass
(x|ePHag)y > e lim (x| (PegAQ P)" ), (6.44)
n—0o0

Hierbei sind P := }, g, [4){y| die Projektion auf Box {z — M,...,=,...,z + M}? und Aq := B,AR, € B(£2(A)).
Nach (6.38) und(6.44) folgt

D_[Qp,d)(z) > e ¥ (z|e Pollfag) — 7K
> e e lim (w|(Pe§A“P)" )y — e PH
n—oo
= e 7 lim (az|(Pe§A“P)" )y — e PH
n—oo
Y- 5Aq pyn -
= e > [nlgréo<m|(Pe P)" z) e 2]
D.h
DO, pu,d(z) > e F [ lim (z] (Pe?® P)" z) - e_%li] (6.45)
n—oo
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Andererseits ldsst sich der Limes lim, (x| (PegAQ P)"™ z) in einer leichteren Form ausdriicken.
Néamlich:

Lemma 6.1. (Ausdruck fir den Limes lim,, (2 | (PegAﬂ P)"z))
Fiir alley € Box := {z—M, ..., z,...,z+M}* konvergiert die numerische Folge (y | (PegAQ P)n Y)

gegen (y|e’PPaly) = (y|e’Booxy).
Bemerke, da PR, = FyP = P gilt, da Box C Q2 und P = Ppey

Daher gilt insbesonders fiir die Mittelpunkt x der Box, dass

lim (z|(Per® P)"z) = (z]|eflrox g) (6.46)

n—oo

Lemma 6.2. (Grifiter Wert wird am Mittelpunkt der Box angenommen,)
Fiir alley € Box :={x — M,...,z,...,x+ M} gilt

(x| P gy > (y]ef Beox y) (6.47)
und daher
1
(@8 a) 2 o S ([ ) = gl Ty, () (6.49)
yEBox

Der Vorteil von @ Tr{ef®8} im Gegensatz zu (x | e® 2B 1) ist es, dass wir wichtige Ungleichungen

benutzen konnen, in denen die Spur auftaucht, wie z.B. die Jensen-Ungleichung.
Kombiniert man (6.45) mit (6.46) und (6.48), erhilt man das folgende Theorem:

Theorem 6.2. Seien >0, d €N und Q C A :=(Z/L/Z)? fest gegeben.
Ist x der Mittelpunkt einer Box und Box C 2, dann gilt

Tr, {8} — e fir alle B >0

Br
|Box|

D [Qa K, d](x) > e

Wichtige Bemerkung: Ferner werden wir ‘TrBox{eﬂABox} nach unten abschétzen. Dazu ver-

1
Box
gleichen wir zuerst die Laplace-Operatoren al‘lf der Box mit freien Randbedingungen —Apgy, und
mit zyklischen Randbedingungen —Apg.z miteinander. Der Grund dafiir ist: Es gibt eine allgemeine
Formel zur Diagonalisierung von —Agz, aber zur Diagonalisierung von —Ag,y gibt es leider keine
allgemeine Formel.

1

Zur Behandlung des Ausdrucks Tr,  {e?Box } kénnen wir Box durch Box — z ersetzen, da

|Box|
(y]| P oeon gy = (y — x| P OBoxe y — )
und daher
A
e T, {00} = LTy, {eP s}

Aus diesem Grund werden wir im Folgenden eine Box, die um 0 zentriert ist, betrachten, und wir
werden Apox = PAP = Py APgyy nicht mehr als einen Operator von B(¢?(A)), sondern nur als
einen Operator von B(¢?*(Box)) betrachten.
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6.4.1 Beweis der Lemmata fiir das Theorem 6.2
Schlieflen wir das Unterkapitel 6.4 mit dem Beweis der Lemmata 6.1 und 6.2 fiir das Theorem 6.2.
Beweis des Lemmas 6.1:

Sei R, Rest der Taylorreihenentwicklung der Exponentialfunktion, folgendermaBen definiert:

Fiir R := PRP gilt Folgendes:
(Per22P)" = [P+iPaop+LpPRP]" 2 [P+éPaP+SPRP|" = [PO+28)P+4R]
(6.50)

In (e) haben wir die Tatsache benutzt, dass PR, = R,P = P gilt, da Box C @ und P = Pgox. Daher PAqP =
PR,AR,P = PAP.

Weiterhin gilt nach (6.50) folgende Teleskopsumme:

(Per2aP)" = [P + £2)P + &R
= {[pa + txp + SR — [Pa+ 2ap + LR [Pa+ 2a)P]}
+{[pa + 2np + SR [P0+ 2a)P] - [P + 20)P + ZR]" [P+ 22)P])
+{[Pa + 2a)p + ﬁ—iR]"_Q[Pu + gA)Pr - [Pa+ 2a)P + Q—ZR]H[PQ + %A)P]S}
N
+{[Pa + 2P + ZR[Pa + gA)P]”_1 - [Pa+ 2a)P]"}
+ [P+ éA)P]"
= iM}’“ + [pa + gA)p]"
D. h
(Petaer)" = Su + [P+ 2pap] (6.51
wobei B
M™ = [Pa + 2A)P + ZR "7(’71)[ ﬁA)P]Fl - [Pa + 2a)p + Q—ZR]H[ (1 + 22)P]



Weiterhin liisst sich die Norm (Operatornorm) des Operators 2?21 M ;") folgendermaflen nach oben abschiitzen.

Behauptung 6.4. (Obere Schranke an der Norm von Z}Ll Mj(n))

2
< ¢ Durp wna RI< S (6.53)

n
S

Nach der Tatsache, dass || R|| < Konstante fiir alle n € N gilt, und nach (6.51) und (6.53) folgt:
n n
H(PegA“ P) - [P + gpAP] H —50  wenn n — 0o (6.54)

Da P = Pgoy ist, gilt |Py) = 1|y) fiir alle y € Box und daher folgt

wl[P + 2PAP]"y) = I[P + £PAP]...[P + 2£PAP]y)
- <y|[1 + QPAP}---[l + gpAp]y) da y € Box

= |1+ 2rar]'y)

A [P + gmp] y) = {y| [1 + gmp] y)  falls y € Box (6.55)

Andererseits nach dem Spektralsatz (Stetiger Funktionalkalkiil) gilt

n .
[1 4 BPAP T inNogm  SPAP (6.56)

n

da die Funktionsfolge f,(z) = (1+z/n)" gleichmifig auf dem Kompaktum o(BPAP) C [—-4df3, 0] gegen die Funktion
e® konvergiert.

Nach (6.54), (6.55) und (6.56) folgt unmittelbar im Fall y € Box, dass

lim (y| (P ehda P)ny)

n—o0

lim (y| [P+ 2222]"y)  (nach (6.54))

n—oo n

lim (y| [1 4 EPAP ]ny) (nach (6.55) und da y € Box)

n

= (y|e’P2Py) = (y|e’Pexy)  (nach (6.56)),

was das Lemma 6.1 bis auf die Behauptung 6.4 beweist.

Beweis der Behauptung 6.4 zum Lemima 6.1: Nach (6.52) gilt:
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Zum Beweis von ||R|| < "/;ﬁ haben wir Folgendes:

Nach Definition von R in (6.49) folgt unmittelbar, dass

R=(3) [ere

und daher

X

1Bl

+
ST
>
QD
SN—
I
ey
WIS

gﬁ (2) o

) el lra

n2

]|

SRl P + 2ayp|

n—j {32 j—1
pefdep| g HP(I + gA)PHJ (nach 6.50)
n
i B2 i1
Rl [+ 24

(e1200)™ Eymy (1 + 2ga)”

(da [|Ag]l < [IA[])

8 i-1
(en ||A||)
n

3 s Al

Jj=1

52
el

n 2
S A TR (da Al < BllA]| = 518 < el

siay B s1q B
e ;”RH = e ;HRH (da [|A]| = 4d)

— 1+ %AQ)] (6.57)

>4 ()" oy

ﬂ k—2
(ﬁ 4d)*  dalldall = IRARI < IBIIANIR < |A]l = 4d

oo ,8 k—2 X
< Sh(2) < X4
k=2 k=2
< iﬁ(ﬂ)“(‘ld)k (dan>1)
k=2
- %Z%(ﬂ)k@ld)k < %Z%(ﬁ)’“@d)’“ - ﬂiﬁ
k=2 k=0

Und nach Definition von R := PRP folgt

~ ~ ~ e
B[l = [|[PRP|| < ||P[[[|E[[[|P|| < [|B]| < Vi

1dg
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und damit beenden wir den Beweis der Behauptung 6.4.

Und damit ist das Lemma 6.1 bewiesen.
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6.5 Vergleich zwischen den Laplace-Operatoren auf einer Box mit freien
Randbedingungen —Ag,, und mit zyklischen Randbedingungen —Ag.

Definition 6.1. ( Box = Boxy,(0) mit Kantenlinge £ := 2M + 1 um 0 zentriert; Teilmenge von
AL,d = (Z/LZ)d)
Fir 2M + 1 < L sei definiert

Box := {—M,...,0,...,M}* C Ap4

Da Ap 4 mit der Operation Summe + komponentenweise ein Vektorraum ist, ermoglicht es uns die
folgenden Operatoren —Ap,y, Apoxz aus B(¢2(Box)) zu definieren:

Definition 6.2. (Die Operatoren —Apox und —Apexz)

~Apox = 2d1pe  — > [8,)(5 (6.58)

y,2€Box:
JecR;1(0) so,
dass z=y+e

und

Aoz = 2d1ge  — Y |5,)(5 (6.59)

y,2€Box:
JdecR1(0) so,
dass [z]=[y+e€]

Hierbei ist:

R1(0):={e € Box||le]i:=lerl] + ... + les) =1} (die Ecken einer Raute in d = 2)

Und unter [-] (die in (6.59) auftaucht) versteht man die Aquivalenzklasse mod 2M + 1. Néimlich:
Seien y,z € A 4, dann

y=[z] == dm, €Z,v=1,...,d so,dassy,—z,=m,(2M+1), v=1,...,d. (6.60)
Weiterhin bezeichnen wir mit R die Differenz zwischen —Agox und —Apexz -

R = _ABOX — (_ABOXZ) (661)

Definition 6.3. (Die Funktion ,Return to the Boz“r : A — Box)

Fiir gegebenes y € A, ist r(y) € Box als das einzige Element der Box definiert, so dass [r(y)] = [y]
gilt.

Definition 6.4. (Zyklische Translation)
Fiir jedes y € Box sei seine zyklische Translation U, € B(£*(Box)) folgendermafen definiert:

Uy = Z |52><5r(z+y)| (662)

z€Box

156



Nun kommt eine wichtige Propositon, die besagt, dass R und der zyklische Laplace-Operator durch
unitdre Konjugation miteinander verkniipfen sind. Namlich:

Proposition 6.1. (Unitire Konjugation von R)
Folgende Formel gilt:

S U, RUS = [Box )| (Apows + 2d15,) = [Box@ V|t

yEBox

wobei |Box“ V| = (2M + 1)%! das Volumen der d — 1 dimensionalen Boz ist, und tg,, durch
Apoxz + 2d 1y, definiert ist.

Da die unitidre Konjugation trace-preserving ist, wird die Proposition 6.1 bei Abschitzung von

Box] Lino {€7250x } eine wichtige Rolle spielen.

Beweis der Proposition 6.1:
Zur Vereinfachung der Notation fithren wir tgox und tgoxz ein:

tBox 1= z Z |5y)<6z+e| tBoxz 1= Z Z |6y)<6r(z+e)| (663)

z€Box eeR1(0): z€Box e€ R1(0)
z+e€Box

Offensichtlich gﬂt tBox = ARox + 2d1pox Und tRoxz = ARoxz + 2d1Box-

Fiir den Fall d = 1 kann man den folgenden anschaulichen Beweis leicht nachvollziehen:

0 --- 1
R := _ABox - (_ABOXZ) = —tBox + tBoxz = mit £ = |BOX| =2M +1
1 0 xt
und die Wirkung unter Konjugation durch die unitiren Matrizen Uy, Us,...,Us_1, U, zeigt sich folgendermaflen:
01 0 0 00 0 0 0
10 0 01
U,RUf = , LRUf=| 0 10 , U, RUI =
' 01
0 0 xt 0 0 [22¢4 0 10 [2¢4
und U,RU} =R da U, = 1,,.
Daraus ergibt sich Folgendes:
010 1
1 01
¢ 010
S urUf = Y ULRUL = . = thoy = Aboxz + 2d1pox,
yEBox =1 )
1
1 1 0 It

was die Proposition 6.1 fiir den Fall d = 1 beweist.
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Fiir den Fall d > 2 benutzen wir folgende Behauptung:

Behauptung 6.5. (Umformung des Differenzoperators R )

Weiterhin ldsst sich der Operator R folgendermajfen umschreiben:

Z Z r(z—i—e)l

2€0Box e€R;(0):
z+e¢Box

(6.64)

Nach dieser Behauptung gilt

> U,RU}

yEBox yEBox

a€Box z€0Box feR1(0):

z+f¢Box

beBox

a,bEBox yEBox z€0Box fER1(0)
z+f¢Box

S Fla,b) 162)(

a,bEBox

wobei

> (2 |aa><ar<a+y>|) S Y b (2 )6

Z |6a) Z Z Z r(a+y)||6 <r(z+f)||6T(b+y)) (e

)

Z Z Z Or(a+9)l10:)(0r oy ) llOr(b1y)) = Z Z Z Ot r(aty)=2} Ofr(z41)=r(b+y)}

yEBox z€8Box fcR1(0): yEBox z€8Box fcR1(0):
z+f¢Box z+ f¢Box
(6.65)
Somit bleibt es nur zu zeigen, dass
[Box{~Y|, falls a,b € Box mit r(b—a) = e € R;(0)
F(a,b) =
0, sonst
Behauptung 6.6. Folgendes gilt fiir die Summanden in (6.65):
Otr(aty)=2} OUr(z+N=r(b+)} = r(atn)=z} Or(z+ N =r(b+2)}Or b-0)=1} (6.66)
Nach (6.65) und nach dieser Behauptung gilt
Y2 2 Sty St n=rori} OG- w=11 (6.67)

yEBox z€8Box feR1(0):
z+f¢Box

was F(a,b) =0 im Fall (b — a) ¢ R;(0) beweist.
Ist Andererseits r(b — a) = e fiir ein festes e € R1(0), dann gilt nach (6.67)
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F(a7 b) = Z Z 6{r(a+y)=z} 5{r(z+e)=r(b+y)}

yEBox z€0Box:
z+e¢Box

= Y D rarn=st Srero=r(trn)

2€0Box: yeBox
z+e¢Box

= > DD SR T S

2€0Box: y€EBox:
z+e¢Box r(y+a)=z

Aber nur ein einziges y € Box existiert, so dass r(y + a) = z fiir ein festes gegebenes z, und zwar y = r(z — a). Daher
folgt:

F(a7 b) = Z 6{r(z+e):7‘(b + r(z—a))} (668)

2€0Box:
z+e¢Box

aber nun ist 6. Lo 4 o))y = LElirr(b—a) =e,dar(b + r(z—a))=r( + z—a+tm)=r(b—atz+m)=
rle+n+z+m)=r(z+e+m+n)=r(z+e), wobeim = (m1,...,mqg) und n = (ny,...,nq) mit m,,n, € 2M +1)Z
und v € {1,...,d}.

Dieses zeigt, dass Folgendes im Fall r(b — a) = e gilt:

F(a,b) |[{z € OBox|z + e ¢ Box }|

[{z € Box|(z — Mel|e) =0} = |Fe| (siehe nichste Abbildung)
= |[Box{4Y)]

wobei F, := {z € Box|(z — Me|e) = 0} (die Fliche der Box, deren Normale n zu dem Einheitsvektor e parallel ist).
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0

0Box 3 z

]

Abbildung zur Erklirung, warum {z € 0Box|z+ e ¢ Box} = {# € Box| (2 — Me|e) =0} =: F, gilt.

Genauer sind die Elemente von F, gegeben durch:

= {z€Box|z,=0M}

wobei

e=e

F, = {z€eBox|(z— Mele)=0} = {z € Box|(z|e)

v,0

(0,0, o ,0,0)

~~
v-te Stelle

mit v € {1,

= {z2=(2,",%29) |2, €{-M,---,0,--- ,M} firalle k #v und 2z, = oM }

und daher ist es leichter zu sehen, dass |F,| = (2M + 1)4~1 = |Box{?~ Y| gilt.

Abschlieflend beweisen wir die Behauptungen 6.5 und 6.6
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Beweis der Behauptung 6.5:

R := —Apox — (—ABoxz) = tBoxz —tBox  (nach 6.63)

= > > el - X D 18,

z€Box e€R1(0) z€Box e€R1(0):

z+e€EBox

= 2 D 18

2€Box e€ R4 (0):

z+e¢Box

= Z Z (Oztel (nach Definition von 0Box 3Je € R;(0), so dass z + e ¢ Box),

2€0Box e€ R1(0):

z+e¢Box

was die Behauptung 6.5 beweist.
Beweis der Behauptung 6.6:

Ofr(atn)=} UG+ =rb4n)} = Or(aty+N=r(z+1} Hr(+H=r(b+1)}

= Ofr(atyt H=r(z+H)} Ofr(z4F)=r(b-+y)} Or(aty+$)=r(y+b)}
= Ofr(aty)=2} Or(etf)=r(v+3)} Hr(aty+h)=r(y+6)}

= Or(aty)=2} Mr(atf)=r(b+1)} Hr(f)=r(v-0)}

= Ofr(aty)=2} Mr(et =r(b+1)} O7=r(b-a)} >

was die Behauptung 6.6 beweist.

Damit beenden wir den Beweis der Proposition 6.1.
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6.6 Untere Schranke an =.-Tr, {¢’®sx} (Theorem 6.3)

|Box| ~ "Box

Theorem 6.3. Fiir alle § > 1 und Box mit Kantenlinge £ > fl3(8,d) := max{ %5 , (er%ar) ,/27” )B} gilt

Folgendes:

Tr, {eP28ex} > %(eﬂ? )d (%)d/ ’ (6.69)

1
|Box|

Der Beweis des Theorems 6.3 folgt unmittelbar aus den folgenden drei Lemmata:

Lemma 6.3. (Anwendung der Jensen-Ungleichung)

Fiir eine Box mit Kantenlinge £ gilt Folgendes:

2d 1
A — z : —Be(k
@TrBox{eﬁ Box} Z € /3 ¢ (|B0X| kEB ‘ ’ () ), B >0 (6.70)
€Box*

Hierbei sind Box™ die Brillouin-Zone (oder reziprokes Gitter) zur Box und (k) die Dispersionsrelation von —A,__,
gegeben durch:

d
Box® := ( [—m,7) N 227 ) , £=2M+1 (6.71)
bzw.
d
ek) ==Y 2 —2cos(k), k=(k,...,ka) € [-m,m)* (6.72)
v=1
Bemerkung 6.2. Wire |;TxlTrBox{eﬁABm(Z} statt ‘;TxlTrBox{eﬁABox} in (6.70), dann hditten wir
L Tr, {e#Peoxz} = (L Z e Be(k) ) (6.73)
[Box]| ~Bex ~ \|Box] s ’ '
€Box*

da die Eigenvektoren von —A, , im Gegensatz zu —A,_  bekannt sind.
(némlich: o, (z) = e'*® mit Bigenwert e(k), k € Box*).

Ferner bemerken wir, dass die Tatsachen
2d
() e?7T 1 wenn l - .
(ii) Box ~ BoxZ wenn £ — 0.
in Ubereinstimmung mit (6.70) und (6.73) stehen.
2d
Lemma 6.4. Ist die Kantenlinge £ der Box hinreichend grof8, kinnen wir e PT  durch % ersetzen. Namlich:
Fiir alle B > 0 gilt
LTy fePAea) > 1 (L ~Be(k) s £ 0(8,d) =
|B0x| I‘Box{e ox} - 5 (|BOX| Z € ) fa’ S el l(ﬂi )_

keBox*

24 4

T (6.74)

Lemma 6.5. Ist die Kantenlinge £ der Box weiterhin hinreichend grofS, kénnen wir eine untere Schranke an
(ﬁ > keBox* e Pek) ) unabhdngig von £ erhalten. Namlich:

Fiir alle 8> 1 gilt

(@ 5 e-ﬁs<k>)2(e;f¢(?)d (%)d” falls ezw,d)::(e;f% 2—”>ﬁ (6.75)

keBox*
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6.6.1 Beweis der Lemmata zum Theorem 6.3
Beweis des Lemmas 6.3:

Der Beweis des Lemmas 6.3 beruht auf der Proposition 6.1 und der Anwendung der Jensen-Ungleichung
(siche Lemma 6.6) fiir die konvexe Funktion f()\) = e #A.

Lemma 6.6. (Jensen-Ungleichung) Seien A, B Matrizen und f : R — R eine konveze Funktion, dann gilt
T{f(l-a)A + aB)} < (A-ao)T{f(A)} + aT{f(B)} firalle 0<a<1

Eine unmittelbare Konsequenz ist Folgendes: Im Allgemeinen gilt fiir {A;}Y., Matrizen Folgendes:

N
Tr{f(%ZAZ)} < NZTr{f )} fiir alle N €N

Fiir einen Beweis siehe z.B. [S 79].

Verwenden wir nun die Jensen-Ungleichung zum Beweis des Lemmas 6.3. Namlich:

TI‘ {e B(— ABoxz+’R)} (naCh Definition von

1 BAL1  — 1 —B(-Ag,,)
o Doy, {e75mox } Tr,,. {e b= R in (6.61))

|Box|

\B0x|

= \B})x\ [ Iggil T, {6_5(_AB°*Z+R)}]

_B(—A R da unitire Konjugation
N TrBox{Uye B~ Aozt >U;} ( jug

[Box] = trace-preserving ist)
yeBox
- \B%)x\ [ Z Tty {efﬁ(_U i Bpor sl + URUT)} ] (da jedes U, unitér ist)

yeBox

o —B(~A,., + U, RUT)} (da A,__, invariant gegeniiber
IBOXI % T { B einer zyklischen Translation U, ist)
yE€Box

(Nach Anwendung der

r 1
> _1 TrB e_ﬂ[ |B0x‘ ZyEBox(_ABon + Uy'RU;{T)] Jensen Ungl mlt
—  [Box] | der konvemen Funktion
F)=e="Y)
1
= \Box\ TrBox {eﬂ[AB‘”‘Z + Box| 2 yenox UyRUJ] }
(d=1)
1 _ﬁ[_AB"XZ + %(ABoxz—i_zdlBox)] .
= Box T, e (nach Proposition 6.1)
|B0x ‘ 1
— 1 —Ble(k) + T@d (k)] _ 1 —Be(k) + L(2d—e(k))]
—\BOX\Ze [Box] —‘X‘Ze 7
kcBox* kEBox*
= ¢ B% < 1 Z —B[ 471 1e(k) )
= e 7 e 7
|Box| k€Box*
_g2d . B
2 e <|BOX| Ze‘”k)) (da 454 < 1)
keBox*
_pg2d 1 _
= e B% - Z e~Bek)
| Z| keBox*
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Beweis des Lemmas 6.4:

Ist die Kantenlinge £ > ¢1(3,d) := 24 3, dann gilt

~— In2/
2d _g—2d
el > e PnB.d — exp ( _ ﬁiﬁ) = 2 = 1
In2
was mit dem Lemma 6.3 den Beweis des Lemmas 6.4 schliefit.
O
Beweis des Lemmas 6.5:
Der Beweis des Lemmas 6.5 beruht auf den folgenden drei Lemmata:
Lemma 6.7. (Reduktion auf den eindimensionalen Fall)
1 1 2N d
~Be(k) > ( —Br ) _
[Box] 2 - > (orsr 2 ¢ (6.76)

k€Box* KEBZ2M+1

Hierbei ist BZ,

2M+1
durch:
BZ,p 2= [—7,m) N 532557
Damit gilt selbstverstindlich, dass
* L d
Box"* := BZ}, .,

Lemma 6.8. (Abweichung vom thermodynamischen Limes)
Fiir alle M € N gilt

1 2 1 g 2 2 T
‘2M+1 2. © o) € wl <\ (aarrr) VP
KEBZyn41

Lemma 6.9. (Potenzgesetz in (3 fiir den thermodynamischen Limes)
Fiir alle B > 1 gilt

1 [7 B g > (erf(ﬂ)) 1

o, 2y / /B
Hierbei ist erf(z) die Errorfunktion, die folgendermaflen definiert ist:
1 [ _p
erf(z) := — e " dt, erf(r) ~ 0,9999911239
VE -

die eindimensionale Brillouin-Zone zu dem eindimensionalen Gitter {—M, . .

5,0,..., M} definiert

(6.77)

(6.78)

(6.79)
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Beweis des Lemmas 6.5 nach Lemmata 6.7, 6.8 und 6.9 :

d
Die Voraussetzung (¢ = (2M + 1)? = |Box| > |Box]|2(8,d) := (er%% e ) B? ist dquivalent zu:

(Y s 2 (i) VB 050

d
Weiterhin gilt fiir alle 8> 1 und M € N mit (2M + 1)¢ = [Box| > [Box|»(3,d) := (e;;g;) JE ) 5% Folgendes:

1 2 1 (" 2 2 T
—Br > —Br _ z
ST 1 EBZZ e 2 o) e drk \/; <2M " 1) VB (nach Lemma, 6.8)
K 2M+1
erf(m) 1 \/5 ™
> — — - h L . >1
> (2\/7?)\/3 e(2M+1)\/B (nach Lemma 6.9, 8 > 1)
erf(m) 1 1/ erf(m) 1
> — - = — .
= (2\/7?)\/3 2( 2\/7?)\/3 (nach 6.80)
_ erf(m) 1
B ( 4/m ) VB >0
D. h. unter den obigen Bedingungen gilt
1 B2 erf(7r) 1
Bk > =
Al > = (4\/7?)\/3 > 0, (6.81)
KEBZonr 41
was mit dem Lemma 6.7 den Beweis des Lemmas 6.5 schliefit. Namlich:
<L Z ePek) ) > ( L Z e B )d (nach Lemma 6.7)
B, 22, > a2
erf(m) \4 1\4/2
> ( W ) (E) (nach 6.81)
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Beweis des Lemmas 6.7:

1 1 d
—pe(k)  _ -8 3°4_, 2-2c0s(k.)
Box] 2 © ~ Box 2 © '
keBox* keBox*
1 gsd e A
> Box| Z e P =1k (da 2 — 2cos(z) < x2, x € R)
keBox*
1 2 2 2 2
— —Bky =Bz ... g=Bka_1 oLk
= (2M + l)d Z e 1 e 2 e d—1 e d

(kly---ykd)EBzsz+1

- m D > > D R L IR PP Sl

k1€BZ ko€BZ, kq_1€EBZ kq€BZ

2M+1 2M+1 2M+1 2M+1
]. 2 2 2 2
= - - . —Bki o—Bkz ... o—Bka_1 —Bkg
s Y% D P R D
k1€BZ2M+1 k2€BZ2M+1 kd_1€BZ2M+1 kdEBZ2M+1
1 2\d
— —Br
B ( 2M +1 Z ¢ )
K'EBZZM+1
O
Beweis des Lemmas 6.8:
Fiir £ € T := [—n, 7] seien folgende offene Intervalle in T definiert:
(&) ={keT||k-¢<r}, r>0
Nach Definition der eindimensionalen Brillouin-Zone gilt Folgendes, wenn r = %2 13[’_7‘_1 = 3E7T°
(a)
I2J+1(51) OIMZIFH(@) =0 falls  &;,& € BZamin und & # &
(6.82)
(b) i i
T:= U IMLI(f) cT und das Lebesgue-Mafl o, (T—T) =0
§E€BZy 041
Nach (a) ist die folgende Funktion £ : T — BZ,y,,, wohldefiniert:
E&k) ={€BZomp | k€T _xn_(§)} (6.83)

M1

Behauptung 6.7. Sei eine Funktion g : [-7,7] — R, dann ihr Mittel auf der eindimensionalen Brillouin-Zone lisst
sich durch ein Integral iber T folgendermafen ausdriicken:

1 1 (7
2M + 1 UEB% 9) = oo | 9(&(k))dr (6.84)

Verwende man die Behauptung 6.7 fiir g(x) = e=P%* erhilt man:

Behauptung 6.8.

™
e Y e - & / k| < LS e — =P | dx (6.85)

- T
KEBZyy 4y Q EE€EBZypyi 2J+1(£)

166



Behauptung 6.9. Fiir alle £ € BZ,y,4, und k € IZJ+1(£) gilt

< \/g (2M7r+ 1) VB (6.86)

e—BE _ o—BK

Nun folgt der Beweis des Lemmas 6.8 unmittelbar aus den Behauptung 6.8 und 6.9, namlich:

K
_1 -8k _ 1 L (n. Beha.uptungen)
‘2M+1 Z € 27r/ € d’“‘ < / \/7 2M+1 \/_d'i 6.8 u. 6.9
EEBZZM—H - 56B22M+1 M (ﬁ)
— da der Integrand
- |BZ2M+1| |I VB (von # unabhingig ist)

= 5 @M+ Gt \/g(ZMﬂ+1) VB
V2 ) V2

Damit wir den Beweis des Lemmas 6.8 schlieflen, bleibt es nur die Behauptungen 6.7-6.9 zu zeigen.

Beweis der Behauptung 6.7:

1 [7 o 1 o) 1 1
o [ aenan @ [ genas Q- / pae® o Y g [
- T €€EBZypr1q 1 €€B 7,041 121\/71r+1 @
1 27 1
= %[ > g<£)]<2M—|—1):2M—|—1 >, 9©
§€BZyp 40 §€BZypr 4

In (¢) und (o) haben wir den Punkt (b) in (6.82) benutzt, néimlich, dass pr.e,(T—T) = 0bwz. T := Ueenz

s
2M+1 SMF1

In () haben wir die wohldefinierte Funktion (6.83) benutzt.

Beweis der Behauptung 6.8:
Verwende die Behauptung 6.7 fiir g(k) = e P ke [—7, 7). Namlich:

K K
et _ L [T sy ‘ _ 1 _ 1 d |
Tl 2 om ) € ¥ vl 2 I8 — g ) ek
KE M+1 g KE M+1 g
= ‘2#/ (6 dn - _/
1 ™

IN

27

= r X [ et - o las (" T 0))

1
- o Z 9(§) — g(n)‘dm (nach (6.83))
EEBZQJ\/I_+_1 121\/7[r+1(§)
- 1 =B _ B | g
g §EBZ, 4 12A/7[r+1(§) A
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Beweis der Behauptung 6.9:

Fiir alle { € BZypyaund K € Z 2 (&) gilt

2
2 a2 de Pr h dem Mittelwertsat
e — e < ma {5 ((-nem) [} e -k (RapiERatEaY)
™

< max {| 5 P la-nerem)|) oy @arelz ()

@ joe )‘ m

- 10k * 2M +1

_ 36*[3( L)‘ om

B Ok 28 2M +1

_2[3(:l:\/%)e_ﬁ(i\/%)2
- Vi

™ ™
= = /2 -1/2 %
oM +1 B e oM + 1

wrr1) VP

g2
In (e) haben wir benutzt, dass die Funktion | fe . (k) ‘ auf ganz R beschrinkt ist. Némlich:

-BK?
‘_|Be K ‘ fiir alle k €R,

_Br2
wobei Kk, = £, /% die einzigen Losungen der Extremalbedingung gig s (Ks) < 0 sind.

Damit sind die Behauptungen 6.7-6.9 gezeigt, und daher ist das Lemma 6.8 bewiesen.

Beweis des Lemmas 6.9:
Fiir alle g > 1 gilt

1 g 2
— —Bk d
2 e K

-

v

vV

1
e~ (VBr)?
27‘(’ \/_ \/_dli
1 1 [V, Y.
— — e ¥ dx Variablensubstitution z := K
2w \/B —7mv/B ( )
1 1 & 2
- -z >1
37 VB e " dx (da g >1)
1 1 erf(m) 1
= £ — _—
o \/Bﬁer(”) ( 2ﬁ) JB

Somit ist das letzte Lemma (Lemma 6.5) zum Theorem 6.3 bewiesen.
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