
Fixpunktmengen von halbeinfachen Automorphismen 
in halbeinfachen Lie-A1gebren 

Klaus Pommerening 
Fachbereich Mathematik der Johannes-Gutenberg-Universität, Saarstraße 21, D-6500 Mainz, 
Bundesrepublik Deutschland 

Einleitung 

Das Ziel dieser Arbeit ist die Bestimmung aller Fixpunktmengen halbeinfacher 
Automorphismen von halbeinfachen Lie-Algebren über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper der Charakteristik 0, Die Ergebnisse werden auf folgende 
Probleme über beschränkte symmetrische Gebiete ("BS-Gebiete") angewandt: 

1) die Bestimmung aller Fixpunktmengen von analytischen Automorphismen 
in BS-Gebieten; 

2), die Bestimmung aller Spiegelungen in BS-Gebieten, für die es bereits ver-
schiedene (weniger durchsichtige) Methoden gibt [2, 7, 8J; 

3) eine von E. Freitag gestellte Frage: Gegeben ein BS-Gebiet D und ein 
Automorphismus c5 von D. Wann läßt sich ein Automorphismus der Fixpunkt-
menge DO zu einem von D fortsetzen? . 

Zur Bezeichn~ng: Ich nenne die Automorphismen einer Lie-Algebra oder 
eines BS-Gebietes, die in der Zusammenhangskomponente der Identität liegen, 
innere Automorphismen, die übrigen dann äußere. Die Bezeichnung "konjugiert" 
bezieht sich immer auf eine Operation der inneren Automorphismengruppe. 

§ 1. Die inneren Fixpunkt-Algebren 

Sei K stets eine algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0, 9 eine 
halbeinfache K-Lie~Algebra. 9 heiße in Standard-Dressing, wenn gewählt sind: 
a) eine Cartan-Unteralgebra 9 von g, b) eine Basis LI = {lXI'" .,IXz} des Wurzelsystems 
tP von 9 bezüglich 9, c)ein Standard-Erzeugendensystem{hi,xi'YiI1 ~i~l} [4]. 

Sei also 9 in Standard-Dressing. Jeder Automorphismus T von g, der 9 element-
weise festläßt, bildet alle Wurzelräume in sich ab, ist inner und als lineare Ab-
bildung halbeinfach [4, 6J; ein solcher Automorphismus heißt Diagonal-Auto­
morphismus (von 9 bezüglich 9) und ist durch das Koeffizienten-l-Tupel 
(f11, ... ,f1JEK X

[ mit T(XJ=f1iXi eindeutig bestimmt. Für lX=kllXl + ... +k[IX[EtP sei 
dann stets f1a:= f11' ... f1~1. Jeder Automorphismus des Dynkin-Diagramms von 9 
induziert einen sogenannten Diagramm-Automorphismus von g; ein solcher wird 
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also durch eine Permutation n von {1, .. . ,t} beschrieben. Jeder halbeinfache 
Automorphismus von 9 ist konjugiert zu einem der Form 11 = (JOT, wobei (J ein 
Diagramm-Automorphismus (zur Permutation n) und T ein Diagonal-Auto-
morphismus [zu (,ul'''' ,,ul)] ist und ,ui = ,u"(i) für i = 1, ... , I gilt (Gantmachers 
kanonische Form [6]). Insbesondere ist (J°T=T°(J und I1h)=(Jh,. Ist S der durch n 
induzierte Automorphismus von I/J, so gilt ferner ,us. =,u", für alle !XE I/J. 

Um alle Fixpunkt-AJgebren von halbeinfachen Automorphismen bis auf Kon-
jugation zu bestimmen, genügt es also, Automorphismen in Gantmachers kano-
nischer Form zu untersuchen. 

Nach [6] ist die Fixpunkt-Algebra g~ eines halbeinfachen Automorphismus 11 
von 9 reduktiv in g; ist 11 inner, so ist g~ sogar von maximalem Rang, d. h., enthält 
eine Cartan-Unteralgebra von g. 

Sei 9a der Wurzel raum zu !XEI/J, h",E[g",g_",]~1) mit !X(h",)=2. Ist IJ ein Auto-
morphismus von 9 mit 11(1))= 1), so sei IJ*:I)*-->I)* die transponierte Abbildung. 
Es ist 11*(I/J)=1/J und lJ(h",)=h~'-l(",). 

Eine Unteralgebra g' von g, die I) enthält, ist stets regulär, d. h., von der Form 
g' = I)EB EB g", mit I/J' ~ I/J [1; S. 152]. g' ist genau dann reduktiv, wenn I/J' ein 

(lEcD' 

Untersystem von I/J ist. 
Ist g" eine weitere reduktive Unteralgebra mit I) ~ g" zu I/J" ~ I/J, so sind äqui-

valent: (i) Es g;ibt einen inneren Automorphismus T von 9 mit T(g')= g". (ii) Es 
gibt ein T aus der Weyl-Gruppe von I/J mit T(I/J')=I/J". 

Ist IJ ein Diagonal-Automorphismus von 9 bezüglich 1), so ist 

ein Untersystem von I/J, und die Fixpunkt-Algebra g~ von 11 ist die zu I/J~ gehörige 
reguläre reduktive Unteralgebra von g. 

Lemma 1. Sei g' eine reduktive Unteralgebra von 9 mit I) ~ g' zum Untersystem 
I/J' von I/J. Dann sind äquivalent: 

(Fix 1) Es gibt einen Diagonal-Automorphismus IJ von g" dessen Fixpunkt­
Algebra g' ist. 

(Fix 2) Es gibt einen Gruppen-Homomorphismus f: 7L1/J-->K x mit I/J' = I/Jn ker f 
(7L1/J als Untergruppe von 1)*.) 

Beweis. '1 ist durch das Koeffizienten-I-TupeJ (,u I, ... , ,ul) bestimmt. Die be-
hauptete Äquivalenz folgt, wenn man ,ui = f(!XJ setzt. Q.E.D. 

Lemma 2. Sei I/J' ein Untersystem von I/J, I/J":= I/Jn<QI/J'. Dann gilt: 
(i) Jede Basis von I/J" ist zu einer Basis von I/J ergänzbar. 

(ii) (Fix 2), und damit (Fix 1), ist äquivalent zu: 
(Fix3) Es gibt einen Homomorphismus g:7LI/J"-->K x mit I/J'=I/J"nkerg. 
(iii) Ist 7L1/J" /7LI/J' eine endliche zyklische Gruppe, so ist (Fix 3) erfiillt. 

Beweis. (i) Sei {ßI, ... ,ßr} eine Basis von I/J"; diese werde durch I'r+l, ... , 
I' I E <QI/J zu einer Basis des <Q-Vektorraums <QI/J ergänzt. Sei -< die lexikographische 
Ordnung in <QI/J bezüglich der geordneten Basis (I'r+I, ... ,I'I,ßI, ... ,ßr)' Die 
-< -unzerlegbaren Elemente >-0 von I/J bilden eine Basis von I/J, und dazu gehören 
auc~ PI'" .,ßr, wie man leicht (indirekt) sieht. 
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(ii) ,,(Fix 2)=(Fix 3)": trivial mit g:= fLu>". 
,,(Fix 3)=(Fix 2)',': Da Z<P'~kerg, ist Z<P"/kerg endlich, also (als Untergruppe 

von K X) zyklisch. Daher gibt es einen Homomorphismus f: Z<P ...... K x mit ker f = 
kerg. Es folgt: <P' = <P"nkerg= <PnZ<P"nkerf= <Pnkerj. / 

(iii) Es gibt einen Homomorphismus g: Z<P" ...... K x mit Z<P' = kyr g, also 
<Pnkerg= <P'. Q.E.D. 

Das Untersystem <pli = <Pn<Q<P' heiße die <Q-Hülle von <p'; <P' heiße <Q-ab­
geschlossen, wenn es mit seiner <Q-Hülle übereinstimmt. Ist <P' <Q-abgeschlosse,n, 
so ist (Fix 2) erfüllt. 

Die Schwierigkeit bei der Anwendung von (Fix 3) ist, daß nicht unbedingt 
ker g = Z<P' sein muß. Im folgenden Lemma wird etwas Allgemeinheit geopfert, 
um ein übersichtlicheres Kriterium zu erhalten. Dieses erfaßt allerdings trotzdem 
noch fast alle Spezialfalle. 

Lemma 3. Sei<P ein irreduzibles ffUrzelsystem, <P' ein Untersystem vom gleichen 
Rang. Es gelte zusätzlich: Z<P /Z<P' ~ Z~ = Z2 (j) ... tBZ2. Dann sind äquivalent: 

(i) (Fix 3), d. h., es gibt einen Homomorphismus f: Z<P ...... K x mit <P' = <Pn ker j. 
(ii) Es gibt einen Homomorphismus f:Z<P ...... K x mit ker f =Z<P'. 

(iii) k=Ooderk=1. 

Beweis. Es ist nur ,,(i) = (ii)" zu zeigen: Klar ist, daß Z<P' ~ ker f und daß 
2exE Z<P' für jedes exE <P - <P' und somit f(ex) = -1. 

Sei ,1 eine Basis vori <P, ex, ßE ,1- <P'. Dann ist ex + ßEZ<P' (man sieht das leichter 
ein, wenn man zuerst annimmt, daß alle Elemente zwischen ex und ß im Dynkin-
Diagramm zu <P' gehören). Daher liegt eine ganzzahlige Linearkombination der 
Elemente von ,1-<P' genau dann in Z<P', wenn die Summe der Koeffizienten 
gerade ist. 

Ich zeige jetzt, daß ker f ~ Z<P': 
Sei xEker f Reduktion modulo Z<P' ergibt YEker f der Gestalt y=ex1 + ... +exm 

mit exiE,1- <P'. Da f(y) = 1, ist m gerade, also YEZ<P', also auch XEZ<P'. Q.E.D. 

Ein Untersystem von <P ist durch eine Basis bestimmt. Diese erhält man aus 
einer geeigneten Basis von <P durch eine endliche Folge von elementaren Ab­
änderungen (d. h., man ersetzt endlich oft ein Basiselement einer irreduziblen 
Komponente durch die niedrigste Wurzel dieser Komponente). Die Anzahl der 
benötigten elementaren Abänderungen ist im allgemeinen nicht eindeutig 
bestimmt. 

Satz 1. Sei 9 eine halbeinfache Lie-Algebra, g' eine Unteralgebra von g. Dann 
sind die folgenden Aussagen (A) und (B) äquivalent: 

(A) g' ist Fixpunkt-Algebra eines halbeinfachen inneren Automorphismus von g. 
(B) g' ist reduktive Unteralgebra von 9 und enthält eine Cartan-Unteralgebra 

~ von g; ist <P das Wurzelsystem von 9 bezüglich ~, <P' das zu g' gehörige Untersystem, 
<pli die <Q-Hülle von <p', so gilt: 

(Fix 4) <P' entsteht aus <pli durch je höchstens eine elementare Abänderung in 
jeder irreduziblen Komponente von <Pli. -

Beweis. Zunächst ist klar, daß man o.B.d.A. 9 als einfach und <P= <pli an-
nehmen kann. 
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r 

,,(Fix 4)=(Fix 3)": Sei {O(l' ""O(r} eine Basis von cP, y= I CjO(j die höchste 
j= I 

Wurzel von cP. cP' habe {O(I""'O(r-l' -y} als Basis. Dann ist lLcP/lLcP' zyklisch von 
der Ordnung Cr =1= 0, also die Behauptung nach Lemma 2 (iii) erfüllt. 

" ,,(Fix\3) = (Fix 4)": Ich verfolge alle möglichen Serien von echten elementaren 
Abänderungen cP = cPo, cP l , cP 2 , ...• cP 1 erfüllt natürlich (Fix 3) und (Fix 4). Falls 
k~2 und lLcP/lLcPk zyklisch ist, so gilt (Fix 3) nach Lemma 2 (iii); es ist dann zu 
zeigen, daß cPk auf einem anderen Wege durch eine einzige elementare Abänderung 

. gewonnen werden kann. Falls k ~ 2 und lLcP /lLcPk nicht zyklisch ist, so brauche 
ich nur zu beweisen, daß (Fix 3) nicht gilt. 

1. Fall: cP vom Typ A" B" C, oder D,. Dann folgt die Behauptung aus 
Lemma 3, da lLcP /lLcPk ~ lL~ für alle k; das beweist man leicht mit Hilfe folgender 
Überlegungen: 

a) Bei jeder elementaren Abänderung erhält man wieder nur irreduzible 
Komponenten der Typen A-D. 

b) In der Basis-Darstellung der höchsten Wurzel treten jeweils nur die Koef-
fizienten 1 und 2 auf. 

2. Fall: cP vom Typ E 6 oder G 2' Dann ist die maximale Länge der Serien 
von echten elementaren Abänderungen 1; es ist also nichts zu beweisen. 

3. Fall: cP vom Typ E7 . Es ist stets lLcP/lLcPk~lL~ für k~2, außer bei der Serie 
E7 ,D6 uA I , 2A 3 uA 1 . Dieser Fall ist aber auch klar, da 2A 3 uA I (bis auf Kon-
jugation mit der Weyl-Gruppe) auf anderem Wege durch eine einzige elementare 
Abänderung erreichbar ist. 

4. Fall: cP vom Typ F4 . Wie bei E7 . 

5. Fall: cP vom Typ Es. Fast wie bei E7 - es bleiben zwei Sonderfälle: 
a) Die Serie Es, E6 uA 2 , cP2 =4A 2 • 

b) Die Serie Es, DsuA 3 , cP 2 =2A 3 u2A j • 

In beiden Fällen führt aber die Annahme eines Homomorphismus g:lLcP-+K x 

mit cP 2 = cPnkerg sofort auf einen Widerspruch, wenn man versucht, die g-Bilder 
der Wurzeln auszurechnen. Q.E.D. 

Aus den Tab. 9 und 11 von [1] kann man nun z. B. ablesen: 

Korollar. Die Fixpunkt-Algebren der halbeiY!fachen inneren Automorphismen der 
Algebra 

(i) A" E6 oder G2 sind genau die reduktiven Unteralgebren vom maximalen 
Rang; 

(ii) B, sind genau diejenigen reduktiven Unteralgebren vom maximalen Rang, 
die höchstens einen Summanden vom Typ D enthalten; 

(iii) C, bzw. D, sind genau diejenigen reduktiven Unteralgebren vom maximalen 
Rang, die höchstens zwei Summanden vom Typ C bzw. D enthalten. 

§ 2. Die äußeren Fixpunkt-Algebren 

Seien 9 und g' halbeinfache Lie-Algebren, 9 und 9' Cartan-Unteralgebren davon. 
Für einen Homomorphismus f: g' -+g mit f(9')~ 9 sei stets f*: 9*-+9'* die zu fh), 
transponierte Abbildung. Sind cP~ 9* und cP' ~9'* die Wurzel systeme und ist f 
injektiv, so ist f*(cP)~cP'. 



Fixpunktmengen in Lie-Algebren 49 

Die Bestimmung der Fixpunkt-Algebren wird wie folgt auf den Fall ,,9 einfach" 
zurückgeführt: 

Sei 9=911EB ... EB9lm,EB ... EB9rlEB ... EB9rm r die Zerlegung von 9 in einfache 
Ideale, wobei 9ij~ 9hk genau dann, wenn i = h. Die Gruppe Auto 9: = Aut9ll x ... x 
Aut 9rmr und das Produkt!/': = !/'m, x ... x !/'mr der vollen symmetrischen Gruppen 
~ operieren auf natürliche Weise auf 9, und Aut 9 =!/'. Auto 9 semidirekt. 

Ist nun IJEAut9, 1J=((wr mit ((JE!/', ,E Auto 9, so betrachte ich eine Bahn 
9l, ... ,9m der Operation von ((J auf den einfachen Idealen von 9, also ((J(9i)=9i+l 
für i = 1, ... ,rn-i, ((J(9m) = 91' Sei Ti: = ,lg,EAut9i' Ist XiE9i' so wird (Xl"" ,Xm)E 
91 EB ... EB 9m von IJ also auf ('m(Xm)" 1 (Xl)"'" 'm-l (xm- l )) abgebildet. Mit 
'O:='mO ... O'l ist also 

und 9~ ist direkte Summe von Idealen dieses Typs. 
Sei jetzt 9 halbeinfach in Standard-Dressing und IJ = (Ja, ein Automorphismus 

in Gantmachers kanonischer Form, (J durch die Permutation n und·, durch 
(J.1l"'" J.11) beschrieben. S: = IJ* -1 ist der durch n induzierte Automorphismus des 
Wurzelsystems rlJ und lJ(ha)=hsa, 1J(9a)=9sa für jede Wurzel a. Sei r(a)ElN= 
{O, 1,2, ... } minimal mit sr(a)+la=a. Natürlich ist r(a)=r(-a) und 

Aus der Form des charakteristischen Polynoms folgt sofort: 
IJ hat auf 9a + ... + 9sr(a)a höchstens einmal den Eigenwert 1. Das ist genau 

dann der Fall, wenn IJr(a)+l auf 9a die Identität ist, oder wenn IJ auf 9-a+'" + 
9sr(a)( -al den Eigenwert 1 hat. Ein Eigenvektor zu 1 ist dann ua: = Xa + lJ(xa) + ... + 
IJr(a)(xj mit XaE9a- {O}. Sei 'P~~rlJ ein Vertreter system derjenigen Bahnen 
{a, ... , sr(a) a} von rlJ unter S, für die IJ auf 9a + ... + 9sr(a)a den Eigenwert 1 hat. Sei 
(ill, ... ,ilm,). .. (irl, ... ,irmJ die Zykel-Zerlegung von n. Ich schreibe kurz ajk := aijk 

usw. Dann bilden h;: = hll + ... + hlm" ... , h~: = hrl + ... + hrmr eine Basis von 
l)<1=l)~. 9~ hat also die Basis {h'l, ... ,h~}u{ualaE'P~}. 

Lemma 4. (i) l)~ ist Cartan-Unteralgebra der reduktiven Lie-Algebra 9~· 
(ii) Die Wurzelraum-Zerlegung von 9~ bezüglich l)~ ist 

9~=l)~EB EB Kua , 

(XE'?", 

die Wurzeln sind die al~" = Sal~" = ... mit aE 'P". 

Beweis. l)~ ist abelsch und reduktiv in 9~. Da man für jedes Ua ein hEl)~ findet 
mit [huaJ =1=0, ist l)~ maximal abelsch. Der Rest ist klar. Q.E.D. 

Für aE rlJ sei stets a' : = al~a. Bekanntlich ist 9<1 halbeinfach·(sogar einfach, wenn 
9 einfach), und die a;l' i = 1, ... ,r, bilden eine Basis des Wurzel systems rlJ<1 von 9<1 
bezüglich l)<1. Ist (Jr(a) + llga= va·llga für aErlJ, so ist a ' ErlJ<1 zu va=l äquivalent. 

Es ist 1J(9<1) = 9"; IJlga ist Diagonal-Automorphismus bezüglich l)" und be-
stimmt IJ eindeutig (mit der Bedingung J.1"(i) = J.1J 
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Sei cI>~ ~ (l)~)* = (l)")* das Wurzel system von g~ bezüglich l)~; man beachte, daß 
selbst im Fall cI>~ ~ cI>" nicht unbedingt cI>~ Untersystem von cI>" sein muß. g" ng~ 
ist die Fixpunkt-Algebra von I]lga; sei cI>"'~ das zugehörige Untersystem von cI>". 
Im allgemeinen ist cI>"'~ =l= cI>" ncI>~, aber natürlich stets cI>"'~ ~ cI>~. Die Möglichkeiten 
für cI>"'~ kann man aus § 1 vollständig entnehmen. Um die sämtlichen äußeren 
Fixpunkt-Algebren zu bestimmen, fehlt also noch ein Verfahren, mit dem man zu 
jedem cI>"'~ alle möglichen cI>~ errechnen kann. Der erste Schritt ist: 

Für eine Wurzel (XE cI> gilt (x' E cI>~ genau dann, wenn eine der drei Möglichkeiten 
(i) a'EcI>"'\ (ii) a'EcI>"ncI>~,a'rf:cI>"'~, (iii) a'EcI>~, a'rf:cI>" zutrifft. Diese drei Alter-
nativen lassen sich durch die oben eingeführten Koeffizienten J1.a und Va be-
schreiben: 

(i) va=l, J1.a=1. 
(ii) Va = 1, J1.a =l= 1, J1.:<a) + 1 = 1. 

(iii) va=l=1, J1.a=l=1, J1.:<a)+1=1/va. 
Ich betrachte von jetzt an nur noch den einfachsten, aber wichtigsten Spezial-

fall, nämlich, daß (]"2 = 1I.g und (x' E cI>" für alle aE cI> ist. Damit sind die drei Fälle 
9 = E 6' A 2r -1 mit r ~ 2 und D 1 mit I ~ 5 erfaßt. Die beiden übrigen, A 2rmit r ~ 1 
und D 4 , erfordern zusätzliche individuelle Überlegungen ähnlicher Art. 

In dem betrachteten Spezialfall entfällt oben die Alternative (iii), es ist stets 
r(a)=O oder 1, und außerdem läßt sich der Diagonal-Automorphismus I]2lga von 
g" mit seiner Fixpunkt-Algebra g",~2 ins Spiel bringen. Das zugehörige Unter-
system von cI>" ist cI>",~2: = {a' E cI>"1 J1.a = ± 1}. . 

1. Schritt. Bestimme alle Möglichkeiten für cI>",~l aus cI>" nach § 1. 
2. Schritt. Bestimme alle Möglichkeiten für cI>"'~ aus cI>",~2 mit Hilfe der fol-

genden Bemerkung: I] bildet g",~2 auf sich ab und ist dort Involution (oder die 
Identität). Also entsteht cI>"'~ aus cI>",~2 auf folgende Weise: Man nehme aus jeder 
Komponente von cI>",~2 je ein maximales Untersystem der Charakteristik 0 oder 2 
oder die volle Komponente und bilde davon die Vereinigung [11; S.555, 556, 
560,569]. 

3. Schritt. cI>~ ist dann eindeutig bestimmt, nämlich 

cI>~ = cI>"'~u {a' E cI>",~2Ir(a) = 1} . 

Natürlich genügt es, die Möglichkeiten für cI>",~2 bis auf Konjugation mit der 
Weyl-Gruppe von cI>" und die Möglichkeiten für cI>0',~ bis auf Konjugation mit der 
Weyl-Gruppe von cI>",~2 in Betracht zu ziehen. 

Ich will als Beispiel den Fall A 2r - 1 etwas genauer andeuten: 
Da cI>" vom Typ Cr ist, ist cI>",~2 (und ebenso cI>"'~) vom Typ cI>",~2 = lJ' 1 ~ lJ' 2 

mit lJ' 1 =Ar, ~ ... ~Arm und lJ' 2 = 0, Cs oder Cs , ~ CS2 (mit geeigneter Einschrän-
kung der Indizes ri, sund sJ Natürlich ist cI>"'~ = (lJ' 1 ncI>"'~)~(lJ' 2ncI>"'~), und man 
sieht leicht, daß cI>~ = lJ'1 ~(lJ' 2ncI>~), wobei lJ'2ncI>~ = (lJ'2ncI>"'~)u {a' E '1'2Ir(a)= 1}. 
Es sind also nur noch alle Möglichkeiten für lJ' 2ncI>~ zu bestimmen. Dabei ist 
lJ'2ncI>"'~ als Untersystem von '1'2 von dem in ,,2. Schritt" beschriebenen Typ. 

a) Im Falle lJ' 2 = 0 ist cI>~ = cI>(T,~\ g~ also die reguläre Unteralgebra 

Kr-r,- ... -rmEBAr,EB ... EBA rm (m~O, r1 + ... +rm+m~r) 
von g"=Cr• 
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b) Im Falle 'l'2=Cs (s~1) gibt es drei Möglichkeiten: 
b 1) 'l'2nt!>(1,~=Cs' Dann istt!>~=t!>(1,~2 und g~ die reguläre Unter algebra 

Kr-r,- ... -rm-sEBAr,EB .. . EBArmEBCs (m~O, s~1, s+r1 + ... +rm+m~r) von g(1 = Cr. 
b2) 'l'2nt!>(1'~=As_1' Falls s=1, führt das auf den Fall a. Ist s~2, so ist 

'l'2nt!>~ vom Typ Ds' wie man durch Hinschreiben der Wurzeln sieht. g~ ist also 
vom Typ K r-" - ... -rm-SEBA"EB ... EBArmEBDs (m~O, s~2, s+r1 + ... +rm+m~r). 
Die einfachen Ideale Ar, sind wie bei a in 9 eingebettet, Ds ist als 50(2s)~5I(2s) 
in die reguläre Unteralgebra A 2s-1 von 9 eingebettet. . 

b3) 'l' 2 nt!>(1,~ = Cs, \.:JC S2 (SI + S2 = s~ 2, SI' S2 ~ 1). Dann ist t!>~ = t!>(1,~2 und g~ 
wie in b 1 . . 

c) Im Falle 'l'2=CS,\.:JCS2 (SI' S2~1) ist stets 'l'2nt!>(1'~=F'l'2 und =FA st - 1\.:J 
A s2 - 1. Es bleibt also o.B.d.A. als einzige neue Möglichkeit t!>(1'~=Cst\.:JAs2-1 
(s2~2). Das führt auf g~=Kr-"- ... -rm-st-S2EBA,,EB ... EBAr2EBCstEBDs2 (m~O, 
sl~1, s2~2, SI +S2+r1 + ... +rm+m~r), wobei die Ar, wie ina, Cs, wie in b( 
und D S2 wie in b2 in 9 eingebettet sind. 

Zur Anwendung in § 3 will ich noch die Ergebnisse im Fall D[ (I ~ 5) angeben: 
Die äußeren Fixpunkt-Algebren sind genau die Algebren der Typen 

mit m~O, Si~O, SI +S2 +r1 + ... +r m+m~I-1. Dabei sind die Ai reguläre Unter-
algebren von D[, und Bst EBB s2 ist als 50(2s1 + 1)EB50(2s2 + 1) kanonisch in die 
reguläre Unteralgebra Ds,+s2+ 1 =50(2s 1 +2s2+2) von D[ eingebettet. 

§ 3. Fixpunktmengen in BS-Gebieten 
Ich verwende für die irreduziblen BS-Gebiete die folgenden Bezeichnungen: Typ 
Ip,q=llv'lp,q (1 ~p~q), Typ IIr= ll'r (5~r), Typ IIIr=§r (2~r), Typ IVn=ILn (5 ~n), 
und IEi6 bzw. IE27 für das 16- bzw. 27-dimensionale Ausnahme-Gebiet. 

Q(D) ist stets die Gruppe aller analytischen Automorphismen des BS-Gebiets 
D~ <Cn, G die Zusammenhangskomponente der Lie-Gruppe Q(D), die die identische 
Abbildung lI.D enthält. Es sei stets OED, l:(D) die Stabilitätsgruppe von 0 in Q(D), 
K:= l:(D)nG. Es darf o.B.d.A. l:(D)~<GILn(<C) angenommen werden. Mit UJ(1) 
wird immer der Einheitskreis {zE<Cllzl = 1} bezeichnet. 

Da die Reduktion auf den Fall "D irreduzibel" ganz analog wie bei den Lie-
Algebren geht, will ich von jetzt an stets D als irreduzibel annehmen. 

Seien 9 und f~g die Lie-Algebren von G und K, f) eine Cartan-Unteralgebra 
von f, g-, rund f)- die Komplexifizierungen. g- sei in Standard-Dressing bezüglich 
f)-. Jeder Automorphismus bEl:(D) induziert auf kanonische Weise. einen so-
genannten (H2)-Automorphismus [9] von g-, nämlich IJ = Adb. IJ ist trivialerweise 
halbeinfach. 

Lemma 5. (i) Die Fixpunktmenge Da ist hermitescher symmetrischer Unterraum 
von D (d. h., BS-Gebiet im 1-Eigenraum der linearen Abbildung b). Ist bEK, so ist 
Da regulär (d. h., die zugehörige Unteralgebra von 9 ist regulär). 

(ii) Die Fixpunkt-Algebra (g7 hat eine direkte Zerlegung (gl~=aEBg'EBg", 
wobei a abelsch, g' ng kompakte halbeinfache JR-Lie-Algeora und g" ng nicht-
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kompakte halbeinfache IR-Lie-Algebra ist. Dabei ist g" ng die zur Fixpunktmenge 
Db gehörige, (H1)-eingebettete Unteralgebra von g. 

Beweis. Einfache Routine-Überlegungen. Q.E.D. 
Sei ()(l die nicht-kompakte Basis-Wurzel und t/Jo das von Ll- {()(d erzeugte 

Untersystem von t/J. Jeder (H2)-Automorphismus ist sogar mit AdK~ Autg- auf 
Gantmachers kanonische Form transformierbar. Ein Automorphismus '1 in 
Gantmachers kanonischer Form erfüllt offensichtlich genau dann (H2 ), wenn 
S()(l = ()(l und Illal = 1 für alle ()(E t/J (S und Ila in der üblichen Bedeutung zu '1 ge-
hörig). (Fix 2) ist offenbar äquivalent zu 

(Fix 2') Es gibt einen Gruppen-Homomorphismus 

g:71t/J~lIJ(l) mit t/J'=t/Jnkerg. 

Daher ist fast unmittelbar klar: 
Satz 2. Man findet alle "inneren" Fixpunktmengen in dem BS-Gebiet D bis auf 

Konjugation, indem man im zugehörigen Wurzelsystem t/J alle diejenigen nicht­
kompakten Untersysteme bis auf Konjugation mit der Weyl-Gruppe von t/Jo heraus­
sucht, die (Fix 4) erjUlien. 

(Dabei heißt ein Untersystem nicht-kompakt, wenn jede irreduzible Kom-
ponente nicht-kompakte Wurzeln enthält.) 

Für "äußere" Fixpunktmengen gilt ein ähnlicher Satz. Unter Verwendung der 
Ergebnistabellen in [5] und [9] folgt: 

Korollar 1. Außer der leeren Menge und den einelementigen Teilmengen sind die 
Fixpunktmengen der analytischen Automorphismen der BS-Gebiete 

(i) Ilv'Ip,q (1 ~ p < q), ILn (n ~ 5 ungerade), 1E16, 1E27, lfr (5 ~ r ~ 8) und §2 genau die 
regulären her mit eschen symmetrischen Unterräume (und deren Konjugierte) ; 

(ii) lf r (r ~ 9) bzw. §r (r ~ 3) genau diejenigen hermiteschen symmetrischen 
Unterräume (und deren Konjugierte), die höchstens zwei irreduzible Komponenten 
vom Typ lf k (3 ~ k~ r- 6) bzw. §k (1 ~ k~ r- 2) besitzen. 

Korollar 2. Außer der leeren Menge und den einelementigen Teilmengen sind 
die Fixpunktmengen 

(i) der inneren analytischen Automorphismen der BS-Gebiete Ilv'Ip,p (2~p) und 
ILn (n~6 gerade) genau die regulären hermiteschen symmetrischen Unterräume (und 
deren Konjugierte) ; 

(ii) der äußeren analytischen Automorphismen von Ilv'Ip,p (2~p) diejenigen her­
miteschen symmetrischen Unterräume (und deren Konjugierte), 

a) die regulär in §p ~ Ilv'Ip,p sind und höchstens einen irreduziblen Faktor vom 
Typ §s (1 ~ s ~p) besitzen, 

b) die regulär in lfp~Ilv'Ip,p sind und höchstens einen irreduziblen Faktor vom 
Typ lfs (3~s~p) besitzen, 

c) die vom Typ D' x lfs sind, wobei D' regulär in §p-s von dem in a beschriebenen 
Typ ist; 

(iii) der äußeren analytischen Automorphismen von ILn (n ~ 6 gerade) die her-

mit eschen symmetrischen Unterräume vom Typ Ilv'I1 , r (1 ~ r ~ ~ - 1) oder ILm 
(m ungerade mit 1~~~n-1) (und deren Konjugierte), 
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Insbesondere sind in ILn (n ~ 5) alle hermiteschen symmetrischen Unterräume 
Fixpunktmengen von analytischen Automorphismen. 

Ich will die gefundenen Ergebnisse nun auf das Problem der Bestimmung aller 
Spiegelungen in BS-Gebieten anwenden. 

Da die Gebiete INlp,q (2 ~ p, 3 ~ q), lf, (r ~ 5), §, (r ~ 3), IE16 und IE27 keine 
hermiteschen symmetrischen Unterräume, also erst recht keine Fixpunktmengen, 
der Codimension 1 besitzen, müssen sie spiegelungsfrei sein. 

Ein Beispiel für ein positives Ergebnis: !Ln (n ~ 5 ungerade) hat eine Kon-
jugationsklasse von Fixpunktmengen der Co dimension 1, nämlich ILn - 1 . Das zu 
ILn gehörige Wurzel system I[> hat eine Basis {oc 1 , ... , ocl} (mit 1 = (n + 1)/2), in der OC 1 
die nicht-kompakte Wurzel ist. Das zu ILn - 1 gehörige Untersystem 1[>' hat etwa 
die Basis {oc 1, ... ,OCI - 1,ß} mit ß=OCI - 1 +2ocI [9; S. 289]. Ein (H2 )-Diagonal-Auto-
morphismus 1] zum Koeffizienten-l-Tupel (P1" ",PI)E 1IJ(lY erfülle I[>n = 1[>'. Dann 
ist notwendig P1 = ... = PI-1 = 1, PI = -1; 1] ist somit eindeutig bestimmt und 
induziert tatsächlich eine Spiegelung, denn die Eigenwerte des zugehörigen 
(linearen) Automorphismus von ILn sind P1' P1P2," "P1'" PI' In !Ln (n ungerade) 
gibt es also genau eine Konjugationsklasse von Spiegelungen. 

Genau so mühelos findet man auch alle anderen Spiegelungen in den BS-
Gebieten. 

Für die Lösung des Fortsetzungsproblems aus der Einleitung benütze ich die 
folgenden Bezeichnungen: D, g, f, g-, ... seien wie bisher, D' ein regulärer her-
mitescher symmetrischer Unterraum von D mit g', f', ... (für nicht reguläre Unter-
räume kann man analoge Überlegungen anstellen). D' sei durch das Untersystem 
1[>' von I[> definiert. 1[>0 sei die Menge der kompakten, p+ die Menge der positiven 
nicht-kompakten Wurzeln. Sei (J ein (H 2)-Automorphismus von g'-, OJ der zu-
gehörige Automorphismus von D'. Da die Fortsetzung von inneren Automor-
phismen trivialerweise immer möglich ist, interessiert nur der Fall, daß ~ Dia-
gramm-Automorphismus ist. S: = (J* -1 werde als Automorphismus von 1[>' auf-
gefaßt. Eine leichte Überlegung zeigt, daß folgende Aussagen äquivalent sind: 

(i) OJ ist zu einem Automorphismus von D fortsetzbar. 
(ii) (J ist zu einem (H2)-Automorphismus von g- fortsetzbar. 

(iii) S ist zu einem Automorphismus T von I[> mit T( 1[>0) = 1[>0 und T(P+) = p+ 
fortsetz bar. 

Darüber hinaus ist die Fortsetzung von OJ zu einem inneren Automorphismus 
von D genau dann möglich, wenn Tin (iii) aus der Weyl-Gruppe von I[> gewählt 
werden kann. Man kann daher alle Einzelfälle durch elementare Rechnungen in 
den Wurzel systemen entscheiden; die Ergebnisse sind nicht gut systematisch zu 
formulieren. Als Beispiel führe ich an: 

Korollar 3. Sei D ein irreduzibles BS-Gebiet vom Typ ILn (n~5), IE16 oder IE27 
und<> ein innerer Automorphismus von D. Dann ist jeder analytische Automorphismus 
von Da zu einem (inneren) Automorphismus von D Jortsetzbar außer in den drei 
Fällen 

(i) D = IE16, Da ~ ILs ; (ii) D = IE27, DO ~ 1L10 ; (iii) D = IE27, Da~ INl1 ,1 X 1L10. 
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