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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Bestimmung aller Fixpunktmengen halbeinfacher
Automorphismen von halbeinfachen Lie-Algebren iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper der Charakteristik 0. Die Ergebnisse werden auf folgende
Probleme tiber beschrinkte symmetrische Gebiete (,,BS-Gebiete®) angewandt:

1) die Bestimmung aller Fixpunktmengen von analytischen Automorphismen
in BS-Gebieten;

2). die Bestimmung aller Spiegelungen in BS-Gebieten, fiir die es bereits ver-
schiedene (weniger durchsichtige) Methoden gibt [2, 7, 8];

3) eine von E. Freitag gestellte Frage: Gegeben ein BS-Gebiet D und ein
Automorphismus 0 von D. Wann 148t sich ein Automorphismus der Fixpunkt-
menge D° zu einem von D fortsetzen?

Zur Bezeichnung: Ich nenne die Automorphismen einer Lie-Algebra oder
eines BS-Gebietes, die in der Zusammenhangskomponente der Identitit liegen,
innere Automorphismen, die iibrigen dann dufiere. Die Bezeichnung ,konjugiert”
bezieht sich immer auf eine Operation der inneren Automorphismengruppe.

§ 1. Die inneren Fixpunkt-Algebren

Sei K stets eine algebraisch abgeschlossener Koérper der Charakteristik 0, g eine
halbeinfache K-Lie-Algebra. g heile in Standard-Dressing, wenn gewdhlt sind:
a) eine Cartan-Unteralgebra [y von g, b) eine Basis 4 = {«,,...,a; } des Wurzelsystems
@ von g beziiglich b, c) ein Standard-Erzeugendensystem {h, x,;y,|1 i <1} [4].

Sei also g in Standard-Dressing. Jeder Automorphismus 7 von g, der b element-
weise festlaBt, bildet alle Wurzelrdume in sich ab, ist inner und als lineare Ab-
bildung halbeinfach [4, 6]; ein solcher Automorphismus heillt Diagonal-Auto-
morphismus (von g beziiglich h) und ist durch das Koeffizienten-I- Tupel
(1, - ,,u,)eK mit r(x) w;x; eindeutig bestimmt. Fir o=k o, + ... +ko,e P sei
dann stets p,:= u¥*... uf'. Jeder Automorphismus des Dynkin-Diagramms von g
induziert einen sogenannten Diagramm- Automorphismus von g; ein solcher wird
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also durch eine Permutation n von {l1,...,I} beschrieben. Jeder halbeinfache
Automorphismus von g ist konjugiert zu einem der Form #=a01, wobeil ¢ ein
Diagramm-Automorphismus (zur Permutation n) und t ein Diagonal-Auto-
morphismus [zu (uy,...,)] ist und p;=p,, fir i=1,...,] gilt (Gantmachers
kanonische Form [6]). Insbesondere ist got=100 und nly=oly. Ist S der durch n
induzierte Automorphismus von &, so gilt ferner pug, = u, fiir alle ac®.

Unm alle Fixpunkt-Algebren von halbeinfachen Automorphismen bis auf Kon-
jugation zu bestimmen, geniigt es also, Automorphismen in Gantmachers kano-
nischer Form zu untersuchen.

Nach [6] ist die Fixpunkt-Algebra g" eines halbeinfachen Automorphismus #
von g reduktiv in g; ist # inner, so ist g” sogar von maximalem Rang, d. h., enthilt
eine Cartan-Unteralgebra von g.

Sei g, der Wurzelraum zu ae®, h,e[g,8_,]<h mit a(h,)=2. Ist n ein Auto-
morphismus von g mit #(h)=Dh, so sei p*:h* ->h* die transponierte Abbildung.
Es ist n*(®)=® und n(h,) = hye- 1.

Eine Unteralgebra ¢’ von g, die b enthilt, ist stets regulér, d. h., von der Form
g=H® P g, mit ¥CP [1; S. 152]. g ist genau dann reduktiv, wenn ¢’ ein

aed’
Untersystem von @ ist.

Ist g” eine weitere reduktive Unteralgebra mit hCg” zu &” <&, so sind dqui-
valent: (i) Es gibt einen inneren Automorphismus 7 von g mit t(g’)=g". (ii) Es
gibt ein T aus der Weyl-Gruppe von @ mit T(¢')=".

Ist # ein Diagonal-Automorphismus von g beziiglich b, so ist

= {oe Plnl,, =1}

ein Untersystem von &, und die Fixpunkt-Algebra g" von  ist die zu @" gehorige
‘reguldre reduktive Unteralgebra von g.

Lemma 1. Sei g’ eine reduktive Unteralgebra von g mit hC o' zum Untersystem
@' von @. Dann sind dquivalent :

(Fix 1) Es gibt einen Diagonal- Automorphlsmus n von @, dessen Fixpunkt-
Algebra g ist.

(Fix 2) Es gibt einen Gruppen Homomorphismus [:Z$—K*™ mit ' =Pnker f.
(Z® als Untergruppe von h*.)

Beweis. n ist durch das Koeffizienten-I-Tupel (uy,..., 1) bestimmt. Die be-
hauptete Aquivalenz folgt, wenn man p,= f(«,) setzt. . Q.ED.

Lemma 2. Sei &' ein Untersystem von @, ®":= &nQP'. Dann gilt :
(1) Jede Basis von @" ist zu einer Basis von @ ergdnzbar.
(1) (Fix 2), und damit (Fix 1), ist dquivalent zu:
(Fix 3) Es gibt einen Homomorphismus g:ZP"— K™ mit ' = P"nkeryg.
(iii) Ist ZP"/ZP' eine endliche zyklische Gruppe, so ist (Fix 3) erfiillt.

Beweis. (i) Sei {B,,...,B,} eine Basis von &”; diese werde durch y,,,...,
y,€Q® zu einer Basis des Q-Vektorraums Q@ erginzt. Sei < die lexikographische
Ordnung in Q@ beziiglich der geordneten Basis (7, ,...,71 B1s....58,). Die
<-unzerlegbaren Elemente >0 von @ bilden eine Basis von @, und dazu gehoren
auch f,,... /3,, wie man leicht (indirekt) sieht.
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(i) ,,(Fix 2)=>(Fix 3)“: trivial mit g:= f|z¢-

AFix 3)=(Fix 2)¢: Da Z&' Ckerg, ist Z®"/kerg endlich, also (als Untergruppe
von K ™) zyklisch. Daher gibt es einen Homomorphismus f:Z®— K™ mit ker f =
kerg. Es folgt: &' =®"nkerg=DPnZP"nker f =Pnker f. Vs

(iii) Es gibt einen Homomorphismus ¢:Z®"—-»K* mit Z@ =kefg, also
dnkerg=9'. Q.E.D.

Das Untersystem &' =®nQ¢ heille die Q-Hiille von &'; ¢' heile Q-ab-
geschlossen, wenn es mit seiner Q-Hiille iibereinstimmt. Ist ¢ ®@-abgeschlossen,
so ist (Fix 2) erfiilit.

Die Schwierigkeit bei der Anwendung von (Fix 3) ist, daB} nicht unbedingt
kerg=7Z%' sein mufl. Im folgenden Lemma wird etwas Allgemeinheit geopfert,
um ein Uibersichtlicheres Kriterium zu erhalten. Dieses erfal3t allerdings trotzdem
noch fast alle Spezialfille.

Lemma 3. Sei @ ein irreduzibles Wurzelsystem, &' ein Untersystem vom gleichen
Rang. Es gelte zusitzlich: Z® |2 =75 =7,® ... ®Z,. Dann sind dquivalent :

(i) (Fix 3), d. h., es gibt einen Homomorphismus [ ZP—K™ mit &' = P ker f.

(ii) Es gibt einen Homomorphismus f:Z®—K™ mit ker f =ZP'.

(i) k=0oder k=1. '

Beweis. Es ist nur ,(i)=(ii)* zu zeigen: Klar ist, dal Z&'Cker f und daB
2ueZQ’ fiir jedes ae P — @' und somit f(a)= —1.

Sei A eine Basis von @, a, fe 4 — @'. Dann ist a + fe Z¢’ (man sieht das leichter
ein, wenn man zuerst annimmt, daB alle Elemente zwischen « und f im Dynkin-
Diagramm zu &' gehoren). Daher liegt eine ganzzahlige Linearkombination der
Elemente von 4—¢ genau dann in Z¢’, wenn die Summe der Koeffizienten
gerade ist.

Ich zeige jetzt, daB ker f CZP":

Sei xeker f. Reduktion modulo Z@' ergibt yeker f der Gestalt y=o, +... +a,,
mit a;e A—@'. Da f(y)=1, ist m gerade, also ye Z¢', also auch xe Zd'. Q.E.D.

Ein Untersystem von @ ist durch eine Basis bestimmt. Diese erhilt man aus
einer geeigneten Basis von @ durch eine endliche Folge von elementaren Ab-
dnderungen (d.h., man ersetzt endlich oft ein Basiselement einer irreduziblen
Komponente durch die niedrigste Wurzel dieser Komponente). Die Anzahl der
benotigten elementaren Abdnderungen ist im allgemeinen mcht eindeutig
bestimmt.

Satz 1. Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, o eine Unteralgebra von g. Dann
sind die folgenden Aussagen (A) und (B) dquivalent :

(A) ¢ ist Fixpunkt-Algebra eines halbeinfachen inneren Automorphismus von g.

(B) ¢ ist reduktive Unteralgebra von g und enthdlt eine Cartan-Unteralgebra
b von g; ist @ das Wurzelsystem von g beziiglich ), &' das zu o gehorige Untersystem,
@" die Q-Hiille von &', so gilt :

(Fix 4) @ entsteht aus @" durch je hichstens eine elementare Abanderung in
]eder irreduziblen Komponente von @”.

Beweis. Zunidchst ist klar, da man o0.B.d.A. g als einfach und ¢=¢" an-
nehmen kann.
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«Fix 4)=(Fix 3)“: Sei {«,,...,,} ecine Basis von &, y= ) cu; die hdchste

i=1
Wurzel von @. @ habe {,,...,a,_,, —7} als Basis. Dann ist Z®/Z®’ zyklisch von
der Ordnung ¢,#0, also die Behauptung nach Lemma 2 (iii) erfallt.

" (Fix,3)=(Fix 4): Ich verfolge alle méglichen Serien von echten elementaren
Abidnderungen @ =@, &,, d,,.... @, erfiillt natiirlich (Fix 3) und (Fix 4). Falls
k=2 und Z&/Z P, zyklisch ist, so gilt (Fix 3) nach Lemma 2 (iii); es ist dann zu
zeigen, daB} ¢, auf einem anderen Wege durch eine einzige elementare Abidnderung

. gewonnen werden kann. Falls k=2 und Z¢/Z$, nicht zyklisch ist, so brauche
ich nur zu beweisen, da} (Fix 3) nicht gilt.

1. Fall: @ vom Typ A, B, C, oder D, Dann folgt dic Behauptung aus
Lemma 3, da Z®/Z P, =75 firr alle k; das beweist man leicht mit Hilfe folgender
Uberlegungen:

a) Bei jeder elementaren Abidnderung erhidlt man wieder nur irreduzible
Komponenten der Typen A—D.

b) In der Basis-Darstellung der héchsten Wurzel treten jeweils nur die Koef-
fizienten 1 und 2 auf.

2. Fall: ® vom Typ E4 oder G,. Dann ist die maximale Linge der Serien
von echten elementaren Abdnderungen 1; es ist also nichts zu beweisen.

3. Fall: & vom Typ E,. Es ist stets Zd/Z P, =75 fir k=2, auBer bei der Serie
E..DgwA,, 2A5;0A,. Dieser Fall ist aber auch klar, da 24,0 A (bis auf Kon-
jugation mit der Weyl-Gruppe) auf anderem Wege durch eine einzige elementare
Abinderung erreichbar ist.

4. Fall: @ vom Typ F,. Wie bei £,. .

S. Fall: @ vom Typ Eg4. Fast wie bei £, — es bleiben zwei Sonderfille:

a) Die Serie £g, EqwA,, ,=4A,.

b) Die Serie £5, D A5, @, =2A,02A4,.

In beiden Fillen fiihrt aber die Annahme eines Homomorphismus g:Z¢d— K™
mit ¢, =Pd~kerg sofort auf einen Widerspruch, wenn man versucht, die g-Bilder
der Wurzeln auszurechnen. - Q.E.D.

Aus den Tab. 9 und 11 von [1] kann man nun z. B. ablesen:

Korollar. Die Fixpunkt-Algebren der halbeinfachen inneren Automorphismen der

Algebra
() A, E¢ oder G, sind genau die reduktiven Unteralgebren vom maximalen

Rang; :
(ii) B, sind genau diejenigen reduktiven Unteralgebren vom maximalen Rang,
die hichstens einen Summanden vom Typ D enthalten;

(i) C, bzw. D, sind genau diejenigen reduktiven Unteralgebren vom maximalen
Rang, die hichstens zwei Summanden vom Typ C bzw. D enthalten.

§ 2. Die dufleren Fixpunkt-Algebren

Seien g und g halbeinfache Lie-Algebren, ) und ¥ Cartan-Unteralgebren davon.
Fiir einen Homomorphismus f:g'—g mit f(§")Ch sei stets f*:h*>bh™* die zu f|,
transponierte Abbildung. Sind ¢Ch* und ¢ Cly* die Wurzelsysteme und ist f
injektiv, so ist f*(P)2 ¢’
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Die Bestimmung der Fixpunkt-Algebren wird wie folgt auf den Fall ,,g einfach*
zuriickgefiihrt:

Sei g=6;1®D... DGy, @ DG D...®G,m, die Zerlegung von g in einfache
Ideale, wobei g; ;2 g, genau dann, wenn i=h. Die Gruppe Aut, g: = Autg;; X ... X
Autg,, und das Produkt &¥:= ¢, x ... x %, der vollen symmetrischen Gruppen
&, operieren auf natiirliche Weise auf g, und Aut g=%-Aut, g semidirekt.

Ist nun neAutg, n=¢@°1 mit e, teAut,g, so betrachte ich eine Bahn
8»-.-,9,, der Operation von ¢ auf den einfachen Idealen von g, also ¢(g,)=g;+
fir i=1,...,m—1, @(g,)=4g;. Sei 7;:= 1|, ,€Autg, Ist x;eg; so wird (x;,...,x,)€
8, ®..@g, von n also auf (1,(x,), T;(X1)s-.., Tm_1(xn—,)) abgebildet. Mit
To:=T,°...oT, ist also

8" (8 ®@... D) = {(X 1,1 (X1 )y s T 1 -+ Ta(X0))| X €07}
=gy,

und ¢" ist direkte Summe von Idealen dieses Typs.

Sei jetzt g halbeinfach in Standard-Dressing und = ¢°7 ein Automorphismus
in Gantmachers kanonischer Form, ¢ durch die Permutation = und t durch
(415- .., ) beschrieben. S:=n*~1 ist der durch = induzierte Automorphismus des
Waurzelsystems @ und n(h,)=hg, n(a,)=gs, fiir jede Wurzel o. Sei r(a)e N=
{0,1,2,...} minimal mit $*®*'x=¢. Natiirlich ist #(o)=r(—a) und

NGyt -+ Gsrwg) =G+ . + Ggriarg -

Aus der Form des charakteristischen Polynoms folgt sofort:

n hat auf g,+ ...+ g, hOchstens einmal den Eigenwert 1. Das ist genau
dann der Fall, wenn #™®*! auf g, die Identitit ist, oder wenn n auf g_,+...+
s+ (—q den Eigenwert 1 hat. Ein Eigenvektor zu 1 ist dann u,:= x,+#%(x,)+...+
7" (x,) mit x,eg,—{0}. Sei ¥,Cd ein Vertretersystem derjenigen Bahnen
{«,...,8@q} von @ unter S, fiir die n auf g,+ ... + gg-w, den Eigenwert 1 hat. Sei
(iy15--sigmy)--- (s s Bpm,) die Zykel-Zerlegung von n. Ich schreibe kurz o= a;,
usw. Dann bilden hy:=h +...+hy,,,....H:=h,+...+h, eine Basis von
h?=h". g" hat also die Basis {h},...,h}ju{u,lac ¥ }.

Lemma 4. (i) §" ist Cartan-Unteralgebra der reduktiven Lie-Algebra g".
(i) Die Wurzelraum-Zerlegung von g" beziiglich §" ist

gr’:‘b”® @ K”a P
ae¥y,
- die Waurzeln sind die aly,=Saly,=... mit ae ¥,

Beweis. B ist abelsch und reduktiv in g". Da man fiir jedes u, ein he}” findet
mit [hu,] 0, ist h” maximal abelsch. Der Rest ist klar. Q.ED.

Fiir e @ sei stets o := aly,.. Bekanntlich ist g” halbeinfach-(sogar einfach, wenn
g einfach), und die «;,, i=1,...,r, bilden eine Basis des Wurzelsystems ¢’ von g¢°
beziiglich b, Ist ¢"®* |, =v, -1, fir xed, so ist a'e P’ zu v,=1 dquivalent.

Es ist 7(g”)=g; #le ist Diagonal-Automorphismus beziiglich h* und be-
stimmt # eindeutig (mit der Bedingung ;= pt,).
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Sei @"C(H")* =(h?)* das Wurzelsystem von ¢" beziiglich §7; man beachte, dal
selbst im Fall ¢"C @° nicht unbedingt ¢" Untersystem von &° sein mul}. g°ng"
ist die Fixpunkt-Algebra von #|,.; sei ¢°" das zugehdrige Untersystem von @°.
Im allgemeinen ist %"+ @°N@", aber natiirlich stets $77C @". Die Moglichkeiten
fir 7" kann man aus § 1 vollstindig entnehmen. Um die simtlichen duBeren
Fixpunkt-Algebren zu bestimmen, fehlt also noch ein Verfahren, mit dem man zu
jedem @™ alle moglichen @" errechnen kann. Der erste Schritt ist:

Fiir eine Wurzel ae @ gilt o’ € @" genau dann, wenn eine der drei Mdglichkeiten
(1) '@, (il) a'e "MD", o' ¢ D", (1i1) a'e D", o' ¢ D° zutrifft. Diese drei Alter-
nativen lassen sich durch die oben eingefithrten Koeffizienten u, und v, be-
schreiben:

@ v,=1, p,=1.
(i) v=1, pFL g P =1

(i) v, &1, pF1, w2 1 =1/y,.

Ich betrachte von jetzt an nur noch den einfachsten, aber wichtigsten Spezial-
fall, ndmlich, daf3 62=]19 und o'e @’ fiir alle ae@® ist. Damit sind die drei Fille
a=E4 A,,_; mit r=2 und D, mit [ =5 erfalt. Die beiden {ibrigen, A,, mit r=1
und D,, erfordern zusitzliche individuelle Uberlegungen dhnlicher Art.

In dem betrachteten Spezialfall entfillt oben die Alternative (iii), es ist stets
r(®)=0 oder 1, und auBerdem l4Bt sich der Diagonal-Automorphismus 7?|,. von
g mit seiner lepunkt -Algebra ¢ ins Spiel bringen. Das zugehdrige Unter—
system von &7 ist &%= {o'c Py, = + 1}. ,

1. Schritt. Bestimme alle Moglichkeiten fiir @°" aus @° nach § 1.

2. Schritt. Bestimme alle Moglichkeiten fiir ¢°" aus %" mit Hilfe der fol-
genden Bemerkung: » bildet g”"" auf sich ab und ist dort Involution (oder die
Identitit). Also entsteht &% aus &> auf folgende Weise: Man nehme aus jeder
Komponente von ¢%" je ein maximales Untersystem der Charakteristik 0 oder 2
oder die volle Komponente und bilde davon die Vereinigung [11; S. 555, 556,
560, 569].

3. Schritt. @" ist dann eindeutig bestimmt, namlich
P"=d7 MU {a e 7 o) =1} .

Natiirlich geniigt es, die Moglichkeiten fiir " bis auf Konjugation mit der
Weyl-Gruppe von @7 und die Moglichkeiten fiir 7 bis auf Konjugation mit der
Weyl-Gruppe von &> in Betracht zu ziehen.

Ich will als Beispiel den Fall A,,_; etwas genauer andeuten:

Da ¢° vom Typ C, ist, ist > (und ebenso &°") vom Typ &"" =¥, u ¥,
mit ¥, =A, v...vA, und ¥,=6, C, oder C,wC,, (mit geeigneter Einschrdn-
kung der Indlzes Fi S und s;). Natiirlich ist @%"=(¥,n®”Nu(¥,NnP""), und man
sieht leicht, dafl ¢"=Y¥,W(¥,nP"), wobei ¥,NP"=(¥,nd""u{a e V,|rx)=1}.
Es sind also nur noch alle Mdglichkeiten fir ¥,n®" zu bestimmen. Dabei ist
¥,n®%" als Untersystem von ¥, von dem in ,,2. Schritt“ beschriebenen Typ.

a) Im Falle ¥, =0 ist ®"=0>", g" also die regulire Unteralgebra

K= @A, @ @A, (m20, r+.. 41, +m=r)
von g°=C,. '
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b) Im Falle ¥,=C, (s=1) gibt es drei Moglichkeiten:
b,) 'szdi” M=C. Dann ist @=@>" und g" die regulire Unteralgebra
Kn - "m3QA, ®..0A, ®C,(m=20,s=21,s+r +...+1,+m=r)vong’=C,.
b,) ¥,n®>"=A _,. Falls s=1, filhrt das auf den Fall a. Ist s=2, so ist
¥,n®" vom Typ D, wie man durch Hinschreiben der Wurzeln sicht. g” ist also
vomTyp K" ™" 7 " @A, ®.. A, @D, (m=0,5=22, s+r +... +1,+mZr).
Die einfachen Ideale A, sind wie bei a in g eingebettet, D, ist als so(2s)Csl(2s)
in dle reguldre Unteralgebra A,._; von g eingebettet.
by) ¥,n@®"=C, uC, (s;+s,=522, 5y, 5,21). Dann ist ®"= "7 und g"
wicin b;. A
¢) Im Falle ¥,=C, wC,, (s, 5,=1) ist stets ¥,n®*"+ ¥, und +A _ v
A,,_,. Es bleibt also o0.B.d.A. als eln21ge neue Moglichkeit @°"=C WA, _,
(s,=2). Das fiihrt auf g"=K""" 7 "mTUT20A @ .. @A,ZCBCSICJBDS2 (m=0,
5,21, 5,22, s1+52+r1+...+rm+m§r), wobei die A, wie in a, C;, wie in b,
und D, wie in b, in g eingebettet sind.
Zur Anwendung in § 3 will ich noch die Ergebnisse im Fall D, (I=5) angeben:
Die dulieren Fixpunkt-Algebren sind genau die Algebren der Typen

Kl—l—rl—...j‘rm*slwsz@Arl@.“ @Arm@Bn@Bsm

mit m=0, 5,20, s{+s,+r, +...+r,+m=I—1. Dabei sind die A, regulire Unter-
algebren von D,, und B, @B, ist als so(2s; +1)@s0(2s, +1) kanonisch in die
regulidre Unteralgebra D ., ,; =s0(2s, +2s,+2) von D, eingebettet.

§ 3. Fixpunktmengen in BS-Gebieten

Ich verwende firr die irreduziblen BS-Gebiete die folgenden Bezeichnungen: Typ
L,=M,, (1=p=q), Typ IL,=T,(5=r), Typ lIL,=S, (2=r), Typ IV,=L, (5=n),
und [E; ¢ bzw. [E,, fiir das 16 bzw 27- dlmensmnale Ausnahme Geblet

Q(D) ist stets die Gruppe aller analytischen Automorphismen des BS-Gebiets
DC ", G die Zusammenhangskomponente der Lie-Gruppe (D), die die identische
Abbildung 1, enthilt. Es sei stets 0e D, (D) die Stabilititsgruppe von 0 in (D),
K:=X(D)nG. Es darf 0.B.d.A. Z(D)SGIL,(€) angenommen werden. Mit U(1)
wird immer der Einheitskreis {zeC||z|=1} bezeichnet.

Da die Reduktion auf den Fall ,,D irreduzibel* ganz analog wie bei den Lie-
Algebren geht, will ich von jetzt an stets D als irreduzibel annehmen.

Seien g und Cg die Lie-Algebren von G und K, §) eine Cartan-Unteralgebra
von {, g, ¥ und i die Komplexifizierungen. g” sei in Standard-Dressing beziiglich
b~ Jeder Automorphismus deZ(D) induziert auf kanonische Weise einen so-
genannten (H,)-Automorphismus [9] von ¢, ndmlich n=Adé. u ist trivialerweise
halbeinfach.

Lemma 5. (i) Die Fixpunktmenge D° ist hermitescher symmetrischer Unterraum
von D (d. h., BS-Gebiet im 1-Eigenraum der linearen Abbildung 6). Ist e K, so ist
D? regulir (d. h., die zugehérige Unteralgebra von g ist reguldr).

(i) Die Fixpunkt-Algebra ()" hat eine direkte Zerlegung (§)'=a@q' ®g’,
wobei a abelsch, g'ng kompakte halbeinfache R-Lie-Algebra und §"'ng nicht-




52 K. Pommerening

kompakte halbeinfache R-Lie-Algebra ist. Dabei ist g'Ng die zur Fixpunktmenge .
- D? gehérige, (H,)-eingebettete Unteralgebra von g.

Beweis. Einfache Routine-Uberlegungen. QED.

Sei a, die nicht-kompakte Basis-Wurzel und @, das von 4—{x,} erzeugte
Untersystem von . Jeder (H,)-Automorphismus ist sogar mit AdK ¢ Autg™ auf
Gantmachers kanonische Form transformierbar. Ein Automorphismus # in
Gantmachers kanonischer Form erfiillt offensichtlich genau dann (H,), wenn
So; =0, und |u,|=1 fiir alle ae® (S und g, in der tiblichen Bedeutung zu n ge-
hérig). (Fix 2) ist offenbar dquivalent zu

(Fix 2} Es gibt einen Gruppen-Homomorphismus

g Zd-U(l) mit P'=dnkerg.
Dabher ist fast unmittelbar klar:

Satz 2. Man findet alle inneren” Fixpunktmengen in dem BS-Gebiet D bis auf
Konjugation, indem man im zugehorigen Wurzelsystem @ alle diejenigen nicht-
kompakten Untersysteme bis auf Konjugation mit der Weyl-Gruppe von &, heraus-
sucht, die (Fix 4) erfiillen. :

(Dabei heiBt ein Untersystem nicht-kompakt, wenn jede irreduzible Kom-
ponente nicht-kompakte Wurzeln enthalt.)

Fiir ,,duBere” Fixpunktmengen gilt ein dhnlicher Satz. Unter Verwendung der
Ergebnistabellen in [5] und [9] folgt:

Korollar 1. Aufier der leeren Menge und den einelementigen Teilmengen sind die
Fixpunktmengen der analytischen Automorphismen der BS-Gebiete

() M,,(1=p<q), L, (n=5 ungerade), [E; ¢, Ey,, T, (S Sr=8) und S, genau die
reguldren hermiteschen symmetrischen Unterrdume (und deren Konjugierte);

i) T, r=9) bzw. S, (r=3) genau diejenigen hermiteschen symmetrischen
Unterrdume (und deren Konjugierte), die hichstens zwei irreduzible Komponenten
vom Typ T, B3LkZr—6) bzw. S, (1= k=<r—2) besitzen.

Korollar 2. Aufler der leeren Menge und den einelementigen Teilmengen sind

die Fixpunktmengen
(i) der inneren analytischen Automorphismen der BS-Gebiete M, , (2<p) und

IL, (n=6 gerade) genau die reguldiren hermiteschen symmetrischen Unterrdume (und
deren Konjugierte);

(ii) der dufSeren analytischen Automorphismen von M, , (2<p) diejenigen her-
miteschen symmetrischen Unterrdume (und deren Konjugierte),

a) die reguldr in S,CIM, , sind und hochstens einen irreduziblen Faktor vom
Typ S, (1 =s=p) besitzen,

b) die reguldr in T,CIM,, , sind und hichstens einen irreduziblen Faktor vom
Typ T, (3=sZp) besitzen,

c) die vom Typ D' x T sind, wobei D' reguldir in S ,_; von dem in a beschriebenen
Typ ist;

(iii) der cuferen analytischen Automorphismen von 1L, (n=6 gerade) die her-

n
miteschen symmetrischen Unterrdume vom Typ MM, , (1 <r= 7~ 1) oder 1L,
(m ungerade mit 1 £ 1'11§n —1) (und deren Konjugierte).
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Insbesondere sind in 1L, (n=5) alle hermiteschen symmetrischen Unterrdume
Fixpunktmengen von analytischen Automorphismen.

Ich will die gefundenen Ergebnisse nun auf das Problem der Bestimmung aller
Spiegelungen in BS-Gebieten anwenden.

Da die Gebiete M, ,(2<p,3=<q), T, (r=5), S,(r=3), E;s und [E,, keine
hermiteschen symmetrischen Unterrdume, also erst recht keine Fixpunktmengen,
der Codimension 1 besitzen, miissen sie spiegelungsfrei sein.

Ein Beispiel fiir ein positives Ergebnis: IL, (n=5 ungerade) hat eine Kon-
jugationsklasse von Fixpunktmengen der Codimension 1, ndmlich IL,_,. Das zu
IL, gehorige Wurzelsystem @ hat eine Basis {o;,...,0} (mit [=(n+ 1)/2), in der o,
die nicht-kompakte Wurzel ist. Das zu IL,_,; gehorige Untersystem ¢ hat etwa
die Basis {a,,...,0;,_, f} mit f=a,_, + 20, [9; S. 289]. Ein (H,)-Diagonal -Auto-
morphismus # zum Koeffizienten-I-Tupel (4,,...,u4,)e U(1) erfiille ¢*=¢’. Dann
ist notwendig u,=...=p_,;=1, gy=—1; n ist somit eindeutig bestimmt und
induziert tatsdchlich eine Spiegelung, denn die Eigenwerte des zugehorigen
(linearen) Automorphismus von I, sind u, s, ..., ¢y ... i In 1L, (n ungerade)
gibt es also genau eine Konjugationsklasse von Spiegelungen.

Genau so miihelos findet man auch alle anderen Spiegelungen in den BS-
Gebieten. » :

Fiir die Losung des Fortsetzungsproblems aus der Einleitung beniitze ich die
folgenden Bezeichnungen: D, g, [, d,... seien wie bisher, D’ ein regulirer her-
mitescher symmetrischer Unterraum von D mit ¢, ¥,... (fiir nicht reguldre Unter-
riume kann man analoge Uberlegungen anstellen). I’ sei durch das Untersystem
@' von @ definiert. @, sei die Menge der kompakten, Y™ die Menge der positiven
nicht-kompakten Wurzeln. Sei o ein (H,)-Automorphismus von ¢~, w der zu-
gehdrige Automorphismus von D'. Da die Fortsetzung von inneren Automor-
phismen trivialerweise immer moglich ist, interessiert nur der Fall, daB ¢ Dia-
gramm-Automorphismus ist. S:=¢*~! werde als Automorphismus von ¢ auf-
gefaBBt. Eine leichte Uberlegung zeigt, daB folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) w ist zu einem Automorphismus von D fortsetzbar.
(i) o ist zu einem (H,)-Automorphismus von ¢ fortsetzbar.
(iii) S ist zu einem Automorphismus T von @ mit T(®,)=®, und T(¥*)=¥"
fortsetzbar.

Dariiber hinaus ist die Fortsetzung von ¢ zu einem inneren Automorphismus
von D genau dann mdglich, wenn T in (iii) aus der Weyl-Gruppe von ¢ gewihlt
werden kann. Man kann daher alle Einzelfille durch elementare Rechnungen in
den Wurzelsystemen entscheiden; die Ergebnisse sind nicht gut systematisch zu
formulieren. Als Beispiel fithre ich an:

Korollar 3. Sei D ein irreduzibles BS-Gebiet vom Typ 1L, (n=5), IE,¢ oder [E,
und.d ein innerer Automorphismus von D. Dann ist jeder analytische Automorphismus
von D zu einem (inneren) Automorphismus von D fortsetzbar auPer in den drei
Fillen '

(i) D=E,q D’=1Lg; (i) D=IE,,, D°x1,,; (i) D=E,,, D6§M1,1 XLy,
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