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Diese Arbeit ist die noch fehlende Ergénzung zu [1]. In
(1] nat E.Gottschling die Bedeutung von Spiegelungen
komplexer Mannigfaltigkeiten ausfiihrlich dargelegt und
das Problem der Bestimmung aller Spiegelungen in be-
schrénkten symmetrischen Gebieten vollstindig geldst
bis auf die Fdlle der beiden irreduziblen Ausnahmege-
biete der Dimension 16 und 27. Das Ergebnis der vorlie-
genden Arheit ist:

Beide irreduzible beschrénkte symmetrische Ausnahme-
gebiete besitzen keine Spiegelungen.

Das 16-dimensionale Gebiet R16 wird mit Hilfe der kano-
nischen Realisierung nach M.Ise ([4] und [5]) behandelt.
Dabei kommt es nicht auf die in [5] gegebene explizite
Form des Gebiets an, sondern nur auf den Séﬁﬂ von Ise/
Yokonuma iiber die Automorphismen von besdhréﬁkten sym-
metrischen Gebieten in ihrer kanonischen Realisierung
([4], s.123/124). Daraus 148% sichraeriéiﬂen:

Die Stabilititsgruppe des Punktes O € R, < € ° be-

steht genau aus den linearen Abbildungen

z—>h-p(s)z :Mrzemm,

wobei A€ C, Al =1, s € Spin(10,R) und ¢ eine der bei-
den Halbspin-Darstellungen von Spin(10,C) ist.

Die Anwendung der klassischen Spinoren-Theorie (etwa
nach Chevalley) auf dieses Zwischenresultat ergibt, daB
R16 keine Spiegelungen haben kann.

Das 27-dimensionale Ausnahmegebiet R27 ist vom Kegel—
Typ (d.h., analytisch isomorph zu einem Siegelschen
Halbraum 1.Art). Die Gebiete dieses Typs samt ihren Au-
tomorphismen lassen sich nach U.Hirzebruch ([2] und [3])
sehr Ubersichtlich du;ch formal-reelle Jordan-Algebren



beschreiben. Wit Hilfe dieser Beschreibung gelingt es,
eine geschlossene Theorie der Spiegelungen dieser Gebiete
zu geben, die einen Teil der Ergebnisse von Gottschling
unabhingig von [1] enthdlt. Das Haupthilfsmittel dieser
Theorie sind die Idempotente der betrachteten Jordan-Al-
gebren: Es ist die Wirkung von Spiegelungen auf diese zu
untersuchen. Bezeichnet man wie iiblich die maximale Lange
r eines vollstédndigen Orthogonalsystems von Idempotenten
in einer formal-reellen Jordan-Algebra als Grad dieser
Algebra, so lautet das Ergebnis:

Ist r = 1, so hat das zugehdrige Gebiet Spiegelungen
beliebiger Ordnung.
-Ist = 2, so.hat das Gebiet genhau eine Konjugations-

klasse von Spiegelungen; diese haben die Ordnung 2.
Ist r > 3, so hat das Gebiet keine Spiegelungen.

Das Gebiet 327 gehort zur formal-reellen Ausnahme-Jordan-
Algebra. Da diese den Grad 3 hat, ist das Gebiet spiege-
lungsfrei. ' ‘
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BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONEN

[m! Ende eines Beweises

N= {0, 1,2, ...} , N = {m, m+1, m+2, ...}

&, ¢ Teilmenge bzw. echte Teilmenge

1y identische Abbildung auf der Menée M

f{M}, £ —1[N] Bild bzw. Urbild einer Menge M bzw. N un-

ter der Abblldung f
18 (K) Menge der (p,q)-Matrizen iliber dem Korper K
1 (r,r)-Einheitsmatrix

zur Matrix X transponierte Matrix

tr X Spur der Matrix oder linearen Abbildung X

X>0 Die hermitesche Matrix oder Abbildung X ist posi-

B tiv-definit | |

LZ% = Z/mZ =zyklische Gruppe der Ordnung m

Uu(1) = {zeCI Z27Z = 1} Rand des komplexen Einheitskrei-
' ses

M, M° abgeschlossene Hiille bzw. offener Kern der Teil-

menge M eines topologiéchen Raumes

Bei einer assoziativen Algebra A mit 1 iiber einem Korper-
‘K wird stets identifiziert K€ A. Bei Jordan-Algebren
heiBt das Einselement stets e. Lie-Gruppen werden mit
groBen lateinischen Buchstaben G, ... , GL(n,t), so(n,R),
... , die zugehdrigen Lie-Algebren (meistens) mit den
entsprechenden kleinen deutschen Buchstaben g, D e ,J

‘%ﬂ(nam), 4o (n,R), ... Dbezeichnet.

Alle weiteren Bezeichnungen und Konventionen sind Stan-
dard.




O. EINLEITUNG

Diese Arbeit ist die noch fehlende Ergénzung zu [3]. In
[3] hat E.Gottschling das Problem der Bestimmung aller
Spiegelungen in beschrénkten symmetrischen Gebieten voll-
stédndig geldst bis auf die Fdlle der beiden irreduziblen
Ausnahmegebiete der Dimension 16 und 27. Das Ergebnis

der vorliegenden Arbeit ist:

Die beiden irreduziblen beschrinkten symmetrischen
Ausnahmegebiete besitzen keine Spiegelungen.

In Kapitel I wird das 16-dimensionale Gebiet mit Hilfe
der kanonischen Realisierung nach M.Ise behandelt. Haupt-
hilfsmittel ist dabei ein Satz von M.Ise und T.Yokonuma
liber die Automorphismengruppe der kanonischen Realisie-
rung eines beschrédnkten symmetrischen Gebiets.

Kapitel II gibt-eine allgemeine Theorie fir die Spiege-
lungen der beschrdnkten symmetrischen Gebiete vom Kegel-
Typ (die analytisch isomorph zu Siegelschen Halbriumen
1.Art sind und zu denen das 27-dimensionale Ausnahmege-
biet gehdrt) mit Hilfe des von U.Hirzebruch gefundenen
Zusammenhangs dieser Gebiete mit den formal-reellen Jor-
dan-Algebren. Das Kapitel ist in sich abgeschlossen und
ergibt von [3] unabhingige Beweise der dortigen Ergebnis-
se, eingeschrdnkt auf dié hier betrachteten Gebiete.

Ohne weiteren Verweis werden in dieser Arbeit die Anfangs-
griinde der Funktionentheorie in mehreren Verdnderlichen
und der Theorie der Lie-Gruppen beniitzt. Alles dariiber
Hinausgehende ist mit Literaturverweisen versehen. Die
wichtigsten Tatsachen iliber beschrédnkte symmetrische Ge-
biete, Spiegelungen und JOrdan—Algebren werden in den
folgenden Paragraphen dieser Einleitung zusammengestellt.
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Ich danke Herrn Professor Gottschling fiir die Anregung
zu dieser Arbeit und fiir manchen wertvollen Rat.

§1. BESCHRANKTE SYMMETRISCHE GEBIETE

Flir einen (komplex-) analytischen Raum M sei )(M) stets
die Gruppe der analytischen Automorphismen von M.

DEFINITION 1: (i) Ein beschrinktes Gebiet M in einem end-
lich-dimensionalen komplexen Vektorraum V % O heiét sSym-
metrisch, wenn es zu jedem Punkt zeM eine Abbildung we€
0O(M) mit o = 1, eibt, die z als isolierten Fixpunkt
hat.

(ii) Ein Gebiet M€V heiBt reduzibel, wenn es analytisch
isomorph zu einem cartesischen Produkt foM2 zweier Ge-
biete der Dimension 21 ist; andernfalls heiflt M irredu-
zibel.

Aﬁﬁiﬁiﬁi&} Ein beschrinktes symmetrisches Gebiet ist
stets homogen, d.h., L£L(M) operiert transitiv auf MTj
([4], s.170). '

Je&es beschrénk%@ symmetrische Gebiet M ist analytisch
isomorph zu einem Produkt irreduzibler beschrédnkter sym-
metrischer Gebiete, |

M = M14X ;_.. XMSQ
wobei die M; bis auf die Reihenfolge und bis auf analy-

tische Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Ist M ein Gebiet mit O€M, so bezeichne »_(M) stets die
Stabilit&dtsgruppe von 0 in £)L(M), also



(M) := {wEQ(M)I »(0) = 0}

DEE&NITION 2: Wenn fir ein beschrénktes symmetrisches
. Gebiet McV gilt:s

(1) oei,

(ii) M ist gleich (nicht nur analytisch isomorph) einem
cartesischen Produkt irreduzibler beschrédnkter symmetri-
scher Gebiete,

(iii) Q2(M) enthidlt alle Abbildungen zw—sAz mit AcU(1)
(d.h., M ist ,kreisformig"),

(iv) alle Abbildungen in Z (M) sind linear (d. h., 2 (M)
CGL(V) ),

s0 s0ll M ein Gebiet in Normalform genannt werden.

Jedes beschrankte symmetrische Gebiet 148t sich durch
einen analytischen Isombrphismus in Normalform bringen
({31, s.703/704)

Die irreduziblen beschrénkten symmetrischen Gebiete sind
von E.Cartan vollstédndig klassifiziert worden. Die fol-
gende Aufzdhlung gibt von jedem Isomorphietyp dieser Ge-
biete einen Vertreter in Normalform an, n&mlich die ,ka-
nonische Realisierung" im Sinne von [9]5 die fiir die Ty-
pen I - IV auf E.Cartan und C L.Siegel zuruckgeht (vgl.
[3], S.696-698).

I. Fiir beliebige p, qu1, p4<q, ist
M, o t= {2€my (0)] 1 - 2%2 > 0]}

ein irreduzibles beschrinktes symmetrisches Gebiet der

Dimension pq,,w




ITI. Sei rENB. Dann ist

v, i= {ze®, ()] 3" = -2, 1 - 2%2 >0}

ein irreduzibles beschrénktes symmetrisches Gebiet der
Dimension %-r-(f?ﬁ).

IIT. Fir I‘EN2 ist

‘ , R &
s, = {zem, _(o0)]| 2" =2, 1 -2"2>0]

ein irreduzibles beschrédnktes symmetrisches Gebiet der
Dimension %-r-(r+1). '

IV. Piir neN3 ist

L, := {zﬁ@n"lztzl< 1, 25%7 < 1 + \zﬁz|2}
ein irreduzibles beschridnktes symmetrisches Gebiet der
~Dimension n. Dabei ist L; ¥ S, und I, ¥ M, , (14}, s.
352; in der dortigen Bezeichnungsweise ist Ip: =
BD I (p=n; q=2), S, = C I (n=2), M, ,= A,TTT{(p=q=2)
V. und VI. Die pnkanonischen" Modelle fiir das 16- bzw. 27-
dimensionale Ausnahmegebiet, R16 bzw. R27, sind erst |

kiirzlich von M.Ise gefunden worden (s. etwa [9]). Da wir

ihre explizite Beschreibung nicht benotigen und diese

doch recht kompliziert ist, wird sie hier nicht angegeben.

Bis auf die unter IV. angegebenen Isomorphien sind die
aufgezéhlten Gebiete paarweise nicht analytisch isomorph.

Die hiervon (zum Teil) verschiedene Realisierung der be-
schrédnkten symmetrischen Gebiete vom Kegel-Typ nach U.
Hirzebruch mit Hilfe von Jordan-Algebren wird in Kapitel
II bendtigt und dort auch beschrieben.

Eine explizite Beschréibung der Automorphismengruppen
der Typen I - IV (in der kanonischen Realisierung) fin-
det man in [3] und ferner das Ergebnis:




(A) Ist M ein beschrinktes symmetrisches Gebiet,
k -k

1x ...><M S

M= M1

seine Zerlegung in irreduzible Gebiete mit k 21 und
My $ M filr 1 ¥ j, S(k ) die volle symmetrlsche
Gruppe der Permutatlonen der k isomorphen Faktoren
My als Untergruppe von £2.(M), so gilt:
Das direkte Produkt der Gruppen S(ki),

S‘iﬁa:: S(k )X LI Y XS(k ),
ist Untergruppe, das direkte Produkt

N D _oaack

(mit der naheliegenden Identlflkatlon) Normalteiler
von .Qu(M), und QM) ist das semidirekte Produkt von
L0 und S°'.

§2. SPIEGELUNGEN IN KOMPLEXEN MANNIGFALTIGKEITEN

DEFINITION 3: Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, zell,
wE€LL(M) . @ heiBt Spiegelung in z, wenn gilt:

(1) ol = 1;; fir ein meN_;
(ii) w(z) = z;

(iii) die Fixpunktmenge von.e (die eine analytische Teil-
menge von M ist) hat in z die (komplexe) Codimension 1.

BEMERKUNGEN: 1.) (iii) ist &quivalent zu: Die (totale)
Ableitung De(z) von w in z, die ein linearer Automorphis-
mus des Tangentialraums von M in z ist, hat genau einen
Eigenwert + 1. Wegen (i) ist Dw(z) sogar diagonalisier-
bar, und der Eigenwert * 1 ist eine m-te Einheitswurzel.




Ist M ein Gebiet eines komplexen Vektorraums V, so trifft
das gleiche auf den Automorphismus von V zu mit dem Do(z)
kaﬁ&nisch identifiziert wird.

2.) Ist wef2(M) Spiegelung in z&M, wbeﬁl(M) beliebig, so

0
“es, Spiegelungen bis auf Konjugation in L (M) zu bestim-

ist G%;Qo&) Spiegelung intno(z). Insbesondere geniigt
men. Gibt es Spiegelungen und hat man diese nur bis auf
Konjugation bestimmt, so gehdrt zur vollstdndigen Kennt-
nis aller Spiegelungen von M auch die vollstédndige Kennt-
nis der Automorphismengruppe von M.

3.) Ist M ein beschrédnktes symmetrisches Gebiet in Nor-
malform, so genligt es nach 2. wegen der Transitivitat '
von L)(M) sogar, die Spiegelungen (bis auf Konjugation)
in der linearen Gruppe EZ(M) zu bestimmen.

In [3], S.693/694, ist ausfiihrlich beschrieben, welche
Bedeutung die Spiegelungen. einer komplexen Mannigfaltig-
keit haben: Der Quotient der Mannigfaltigkeit>M nach ei-
ner diskontinuierlichen Gruppe von Automorphismen ist ein
komplexer Raum mit gewissen Eigenschaften. Die Kenntnis
der Spiegelungen von M gestattet eine genauere Untersu-
chung der Automorphismengruppe dieses komplexen Raumes
und eine Beschreibung seiner Singularitdten. Damit ist
das Problem motiviert, die-gﬁiegelungen komplexer Mannig-
faltigkeiten zu bestimmen.‘Gottschling selbst beweist
ﬁber die Spiegelungen der beschrinkten symmetrischen Ge-
biete die folgenden Sitze:

(B) Sei M ein beschrinktes symmetrisches Gebiet, zerlegt

© iwie in (A). Dann gilt:

Ist w€e€Q(M) eine Spiegelung mit w€L', so muB @ auf




(c)
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allen Faktoren bis auf einen die Identitdt und auf

diesem einen Faktor eine Spiegelung sein.

Ist «w€fUM) eine Spiegelung mit w¢§l', so miissen min-

destens zwei Faktoren die Dimension 1 haben (und so-

mit analytisch isomorph zur Einheitskreisscheibe M1 1
b

)t

€ ¢ sein), etwa dim M1 =1, k12 2. w ist dann kon-
jugiert zu der Abbildung
(z Z z z )t»———>(z z z z
1’ 2’ 3’ ¢ o0 b n v2’ 1’ 3’ e e sy n
von M, wobei z, und Z, iber M1 laufen. (Diese Abbil-
dung ist trivialerweise Spiegelung in Q(M).)
Es gibt keine Spiegelungen in den Gebieten
M fiir 3<p£q oder 2 = p<aq,
bsQ _
Tr fir r=25, Sr fiir r;B. o
Es gibt Spiegelungen in den Gebieten My 5 My fhr
, T

9 q I

alle g¢ N,, S, und L fiir alle ne N3'

Jede Spiegelung in M2 5 ist konjugiert zu der Abbil-
9

Z Z Z Z
11 712 1721

(z Z ; > (z Z )
21 722 ’ 12 7221 .

ist konjugiert zu einer der

dung

Jede Spiegelung in M
Abbildungen

1,9

(Z1’ 22’ e s 0 ] Zq)\—"H(AZ,], 22, s o @ ’ Zq)
mit einer beliebigen Einheitswurzel N# 1.

Jede Spiegelung in S2 ist konjugiert zu der Abbildung

(?ﬂ Z12) (jﬂ ‘212)
212, P22 ~Z12 Zool -
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Jede Spiegelung in‘Qb, n>3, ist konjugiert zu
t
)*? ).

(Z1, Z2, o e 0 ) V4 |__5(“Z1, 22, o o 0 9 Zn

n
(Die angegebenen Abbildungen sind trivialerweise
Spiegelungen in L2.(M).)

ANMERKUNG: Die Aussage fiir L3 und L4

se aus der Isomorphie! L3 =5, und L4 = M2,2 und dar-

folgt trivialerwei-

aus, daBB es in diesen Gebieten jeweils nur eine Konjuga-
tionsklasse von Spiegelungen gibt. DaB dievGebiete‘L3
und L4 im Gegensatz zu [3] hier iiberhaupt aufgefiihrt
werden, liegt daran, daB sie sich aus technischen Grin-
~den besser in die Theorie von Kapitel II fiigen, s.S.44L

Mit diesen beiden S&tzen sind die Spiegelungen aller be-
schrinkten symmetrischen Gebiete bekannt, soweit sie
kein Ausnahmegebiet als Faktor enthalten. Die Ausnahme-
gebiete R,o und R,, werden in {3) nicht behandelt.

§3. JORDAN-ALGEBREN

Obwohl viele der folgenden Aussagen auch allgemeiner gel-
ten, beschrinken wir uns von vornherein auf K =R oder
K =€ als GrundkGrper. AuBerdem werden nur kommutative
Jordan-Algebren betrachtet.

|

Sei also A stets eine (kommutative) Jordan-Algebra iiber
K. L(x)€ Endp(A) sei die Multiplikation mit x€A, also
L(x)y := xy. L(x) ist im allgemeinen nur linear, kein
Algebren-Homomorphismus. Weiter sei

P:'A—-—>EndK(A), P(x) := 2L(X)2 - L(Xz)r

die quadratische Darstellung.
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Die Jordan-Algebra A heiBt einfach, wenn sie keine nicht-
trivialen Ideaﬁe hat. A heiBt halbeinfach, wenn das (ge-

eignet zu definierende) Radikal von A Null ist ([1], S.

35). Jede halbeinfache Jordan-Algebra ist in eine direk-

te Summe von einfachen Idealen zerlegbar ([1], S.55).

Eine Jordan-Algebra liber R heiflt formal-reell, wenn

x> +3°=0 => x=y=0.

Eine formal-reelle Jordan—Algebra ist stets halbeinfach
und hat ein Einselement e (—D], S.319). Jede halbeinfa-
che komplexe Jordan- Algebra ist Komplexifizierung einer
formal-reellen Jordan-Algebra ( [1], S.331) und hat somit
auch ein Einselement e. Die einfachen komplexen JordanQ
- Algebren sind dabei gerade die Komplexifizieruﬁgen der
einfachen formal-reellen Jordan-Algebren.

Von jetzt an sind alle betrachteten Jordan-Algebren for-
mal-reell oder halbeinfach komplex.

Fiir ein Idempotent c€A (o.B. d A. stets ¢ %¥0e) hat L(c)
hdochstens die Eigenwerte O, 2, 1. L(c) ist diagonali:1
sierbar, und die Zerlegung in die zugehOrigen Elgenraumb

A =4 (c)®@Agle) ®ac), Alc):i= {xea|cx = vx}1
fﬁr vV = O’ §’ 1,

heiBt die Peirce-Zerlegung von A beziiglich c¢ ([1], S. 47-
50). Ao(c) und A1(c) sind‘Unteralgebren; die sich gegen-
seitig annullieren, A%KC) ist keine Unteralgebra, falls
es # 0 ist. Ist A,(c) = 0, so sinE\Ao(c) und A1(c) sogar
Ideale, und die Peirce-Zerlegung gibt eine direkte Zer-
legung in diese. Insbesondere muB flir einfaches A der
Summand Aq(c) ¥ 0 sein. Ist ¢ ein primitives Idempotent,
so ist A,(c) = Ke ({115 s.156, satz 5.12; S.3%20, Lemma
3.%;.5.119, Satz 7.4; S.316, Abschnitt 1 von XI.§2).
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Flir ein vollstédndiges Orthogonalsystem von Idempotenten
oder vollstédndiges Orthonormalsystem {01, oo cs}
(vollsténdig heiBt dabei: Cy + eew + g = e) gibt es
ebenfalls eine Peirce~Zerlegung

A = @Aij,

1=

wobel A, = A1(Ci) und Aij = A%(ci)zw Aﬁxcj) fir i % j.
Die zu dieser direkten Zerlegung gehSrigen Projektionen
sind '

Cii 1= P(ci) -~ und Cij
(1], s.239). Ist A einfach und sind alle c; primitiv,
+ 0 ([1], s.244, satz 3.4).

= 4-L(Cl)°L(Cj‘) fir i*J

so sind alle Aij
Pir jedes x€A ist die von x erzeugte Unteralgebra K([x]

eine kommutative assoziative Algebra mit e als Einsele-
ment ([1], S.141), hat also nur endlich viele primitive

Idempotente c cee 3y Cyy die paarweise orthogonal sind

17
und ein vollst&ndiges Orthonormalsystem von A bilden (in
A brauchen sie natiirlich nicht primitiv zu sein). x ist

dann eindeutig darstellbar als

X = §1c1 + eee + Escs’
wobéi §1, ey Es gerade die verschiedenen Eigenwerte
von.L(x)|K[x] sind ([1}, S.22, Satz 4.2). Diese Darstel-
lung heifit die Minimalzerlegung von x.

Da A eine formal-reelle oder halbeinfache komplexe Jor-
dan-Algebra ist, hat jedes vollstdndige Orthogonalsystem
von primitiven Idempotenten dieselbe Lénge r; r heifBt der
Grad dieser Jordan-Algebra ([1],5.120, $.328).

Plir u€A ist P(u) genau dann ein Algebra-Automorphismus
von A, wenn ul = e (011, s. 157/158). Ist A einfach, und
sind {01, cen cr}, {d1, cees dr} vollsténdige Orthonor-
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malsysteme, so gibt es ein Produkt W von Automorphismen
P(u) mit wl = e, so da Wey =d, fir i=1, ..., r
(1), s.273, und [7], S.343 und S.344).

Die Strukturgruppe " (A) von A ist die Menge der WEGL(4),
fiir die es ein W¥eGL(A) gibt mit

P(Wx) = WoP(x)eWT fiir alle X€A.
Ist W Algebra-Automorphismus von A (das bedeutet insbeson-
dere We = e), so ist We T (A) mit WF = w™'
bares yeA ist P(y)e ["(A) mit P(yd# = P(y) (1, S.156,
S. 90/91).

; fir invertier-

§4. DIE EINFACHEN FORMAL-REELLEN UND KOMPLEXEN JORDAN-
ALGEBREN

Sei H die nicht-kommutative R-Algebra der Quaternionen,
0 die (weder kommutative noch assoziative) R-Algebra der

Oktonionen oder Cayley-Zahlen iiber R, E¢ und ®<B ihre Kom-
plexifizierungen. ‘

Sei r2 3 und

a) M;(K) ) : [ quadratischen r-reihi-

gen Matrizen iiber K,

b) Sr(K) y die K-Algebra der < symmetrischen gquadra-
' tischen r-reihigen Ma-
trizen iliber K,

c) Hr(C) ] hermiteschen quadrati-
schen r-reihigen Matri-
zen iiber der K—Algebra'_f
C mit der kanonischen

| Involution Xr—3X,
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wobei fiir K = R: C = €, H oder 0, fir K = ¢: C = H@L/
oder ®®/ einzusetzen ist, jeweils mit der Mﬁ%tiplikation

~—

]
Xy := 5'(Xey + YoX),
wobel o das ilibliche Matrizenprodukt bezeichnet.

S (B), H (C) und H GH) sind einfache formal- reelle Jor-
dan Algebren vom Grad r, H3(®) ist eine solche vom Grad
3, M (C), S (®) und H, (Eﬁ) sind einfache komplexe Jordan-
Algebren vom Grad r, H (® ) eine solche vom Grad 3. Das
Einselement ist Jewewls die Einheitsmatrix. ([1], S5.33%1
und $.309). |

Ferner definieren wir auf K fiir n 23 noch folgendermafien
. -~ n ’

die Algebra [K ,H,e11

Sei M K?x K'— K die nicht-ausgeartete symmetrische

Bilinearform

= t t
"L((X‘l’ 1X2\’1l"--7 Xn) ’ (Y»], Tos ceey yn) )
' ='x1y1 = Xp¥p = oeee - XV

und e, = (1, 0, ..., O)t. Dann wird die Multiplikation

1
n [KH,V,eJ durch
xy = p(x,e )y + p(y,eﬂ-x - wx,y)eey,

also
X y (XaFa + eee + X ¥
1 1 : 177 n’n
X2l (Y2 - Y2 T V%0 <§§)
Xn In X9In * I1%n

erklart. [?n,v, ] ist eine K-~Jordan-Algebra mit dem
Einselement €. [ n,v, 1] ist einfach formal-reell vom
Grad 2, [&n,v,eﬂ einfach vom Grad 2. ([1], $.331 und

$.309.)
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LEMMA 1: (i) Die Abbildungen

t : t
(X.], X2, XB, 0 09 Xn) }“‘)(Xﬂﬂ, —X2, XB, e s 0y Xn)

t _ : 4
und (x1, Xpy eee g X ) F———a(x1, ~Xpy eee —xn)

n
sind Algebra-Automorphismen von [Kn’P’ell'

(ii) Die Elemente

1

1 1 t 1 t
0;1 = (?, E’ O’ e s 0y O) und 02 = (?, —'2_, O, * 00y O)

bilden ein vollstédndiges Orthonormalsystem in A = [Kn,H,eJ .
Ist A = A11 e A12 D A13 die Peifq
{01, 02}, so ist A11 = Ko1, Ay = Kcz,
t
A12 = {(O, O, XB, o« e 0y Xn) IXB’ .« 0o sy XHEK} ]

und die beiden Automorphismen W aus (i) werden gerade

e-Zerlegung bezliglich

durch
We, = c We, = ¢ wi, =+ 1
1 2 2 T’ IA12 A12
beschrieben. :
Beweis: trivial mit €D ' - O

BEMERKUNG:'Der zweite Automorphismus aus (i) ist die ka-
nonische Involution x+—sX voOn [?H,V,e1] ([1], s.193).

Mit den bisher aufgezdhlten Jordan-Algebren gilt:

SATZ 1°KKlassifikation der einfachen formal-reellen Jor-
dan-Algebren): Jede einfache formal-reelle Jordan-Algebra
vom Grad r ist isomorph zu einer der Algebren

(A) R (falls r = 1),

2),

(B) ﬁRp,P,e1] mit n>3 (falls r



- 16 =

(€) «) S.(R),

P) Hr(G), (falls r 2 3) s
y) H(H)
(D) H3(®) | (falls r = 3).

(11, s.331)

SATZ 2 (Klassifikation der einfachen komplexen Jorda@}
Algebren): Jede einfache komplexe Jordan-Algebra vom
Grad r ist isomorph zu einer der Algebren

(4) € : (falls r = 1),
(B) [(Bn,tx,e ] mit n23 (falls r = 2),
(€) «) (),
B) M*(@), (falls r > 3),
y) H. (u?) B
(D) Hy 0% [(falls = 3).
(11, s5.309)

KOROLLAR: Die in Satz 2 unter A, B, C«, CX und D aufge-
fiihrten einfachen komplexen Jordan-Algebren sind die Kom-
plexifizierungen der unter dem gleichen Buchstaben in
Satz 1 aufgefiihrten einfachen formal-reellen Jordan-Al-
gebren. Ferner ist M;(@) isomorph zur Komplexifizierung
der formal-reellen Jordan-Algebra Hr(m).

({11, s.331)

Noch einige Bemérkungen zur ,Ausnahme-Algebra" H3(C) iiber

K =R bzw. €, wobei C = ® bzw. ®m.
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T wv) .
Das Element {w m u} wird in der Form (?,'rz,g; U, V,W)
v uc

geschrieben (vgl. [1], S.227; dort ist auch die Multi-
plikationsregel fiir diese Schreibweise angegeben). Durch

tr(g yMs 3 U,v,w) := E+m+%

ist eine assoziative Linearform. tr: HB(C)——eK gegeben
' 1 .
({13, s.225).

Alle noch in dieser Arbeit vorkommenden Idempotente von

Jordan-Algebren sollen ¥ e und # O sein.
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KAPITEL I. DIE SPIEGELUNGSFREIHEIT DES 16-DIMENSIONALEN
AUSNAHMEGEBIETS

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, daB das Gebiet R16
keine Spiegelungen besitzt. Dabei gehen wir wie folgt vor:

Die benttigten Ergebnisse von [9] werden in §2 aufgefiihrt;
daraus wird in Anlehnung an den in [10] vorgezeichneten
Weg in §3 die Stabilitdtsgruppe 2:(R16) berechnet.

Damit ist die Bestimmung der Spiegelungen auf die Unter-
suchung der Halbspin-Darstellungen einer Spin-Gruppe 2zu-
riickgefiihrt. Alle zu dieser Untersuchung benttigten Hilfs-
mittel sind in dem Buch [2] von Chevalley zu finden; sie

werden in §1 zusammengestellt.

Der §4 enthdlt dann die Ausréchnung der Spiegelungsfrei-
heit. | | '

§1. SPIN-GRUPPEN UND SPIN-DARSTELLUNGEN

Sei K ein Korper der Charakteristik + 2, V ein n-dimensio-
naler K-Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten symmetri-
schen Bilinearform 6. Die zugehorige Clifford—Algebra

c(6) tragt eine natiirliche @2—Graduierung c(e) =

cts) @ C‘(@);ﬁzdie Unterafgkbra C+(§) heiBt die gerade
oder zweite Clifford-Algebra ([2],VSL37).

V ist auf natiirliche Weise in C(6), und zwar in C (s),

"eingebettet und erzeugt C(6) als K-Algebra mit 1: Sei
{x1, ceey Xn} eine K-Basis von V; fir
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M:{i i tefn, coanl, 1 e <, sed
Xy = J ...~‘X- €C(6), insbesondere Xy = 1. pann ist
{XM !M {1, «..yn} eine K-Bﬁsis von C(6), insbesonde-
re ist dimC(6) = 2" ([2], sl 38-40). Die x; mit
0 (mod 2) bilden eine K-Basis von C'(s), dle\mlt
1 (mod 2) eine K-Basis von C () (2], s. 41/42).

m

n

m

Il

Pir eine Einheit s€C(5) sgﬁ'X(a) der innere Automorphis- , .
ms x+—ssxs~ | von c(s). Die;Clifford-Gruppe T(e) ist
die Menge der Einheiten seC(6) mit X(s)[V] ¢ V. X in-
duziert somit die "Vekﬁor-Darstellung"

X: M(g)—>06), s+—X(s)|y,

in die orthogonale Gruppe von V bezuglich.ﬁ‘k[é], §.49).
Die gerade d&er spezielle Clifford-Gruppe ist f"+k6):

= (&) ~nc*(s); es ist X[M*(e)] = sos) ([2],8.51).
C(&) trdgt den "Haupt—Antiautomorphismus"‘m.mit * |y = 1y
und i‘jp((y1 cee Yg) =Y eee ¥, fUr oy, ey Y€V

([2l, s.38). 7Pir seT 7 (6) ist o(s)-s €K* ¢ ¢(6); wir
erhalten so den ,Norm-=Homomorphismus"

N: H(e): SKX, sr—ot(s)es

([2], s.52; dort A statt N). Es ist Spin(s) := ker N
die Spin-Gruppe von 6 (in [2] heiBt sie reduzierte Clif-

ford-Gruppe r;*?
Ist nun n gerade, so gilt der Struktursatz:
C(6) ist eine zentral-einfache K-Algebra.

(Eé], S.42) Damit besitzt C(6) ' (bis auf Aquivalenz)
genau eine irreduzible Darstellung

P CK6)-~m€>EndKS

mit einem (endlich-dimensionalen) K-Vektorraum S.
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? heiBt die Spin-Darstellung von C(&). Auch die Einschrén-
kungen von p auf c*@®), T(6), T1(®) und Spin(6) heiBen
Spin-Darstellungen.

Hat @ weiter deilmaximalen‘lndex< r = %, so gilt zus&tz-
lich:

C+(6) ist die direkte Summe zweier einfacher!ﬂdeale,
die Spin-Darstellung @ zerfdllt auf ¢t (@) in zwei
!

nicht-dquivalente irreduzible!Darstellungen

. + 3 —_ ' —_
2FE C (6)—~—~>EndKSi, i=1, 2, S, @ S2 =9
([2}, s.44, s.56, 5.70/71). ¢, und @, heiBen die Halb-
sp@b—Darstellungen von C+(6); ihre Einschré@nkungen auf

f“*(e) und Spin(6) heiBen ebenfalls_Halbspin—Darstellun—
gen.

Ist noch spezieller r = 1 (mod 2), so sind die beiden
Halbspin-Darstellungen von Spin(6) zueinander kontragre-
dient ([2], S. 77-79; die Aussage folgt sdﬂort aus dem
Verhalten der bilinearen Invarianten F nach III.2.1 und
I1T1.2.3; s.a.5.22/23%). Weiter gilt:

SATZ 3: (i) Die Darstellung
P@®@: Spin(6)——>End (Se8)

ist dquivalent zu X: Spin(6)——Aut C(6&).

(ii) Werden SeS und C(&) nach (i) identifiziert, so gilt
fir r = 1 (mod 2)

-

-

c*(s) (5,®5,) @ (5,88,),
CT(8) = (5,85;) ® (5,85,).

(zu (i): [2], $.84 - (i) gilt auch fiir gerades r; zu (ii):
[2], 5.95 unad s.91)

)
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Ist K ein Oberkorper von KX, ¥ := W@KK, € die Fortsetzung
von € auf V, so ist

c(e) ¢ C(@), M) ¢ T (6), Spin(e) ¢ Spin(g)‘,

und fiir die Vektor-Darstellungen X: "(6)—>0(&) und
a4

X V(@) —0@) gilt
| X(s) = K(s)|y fir alle s€eU(&)
(2], 5.60/61).

Ist V = K%, & durch

6((§1, cees ?n)t, 0q1, ,,,,q?n)t) = ffﬁ1 teoot E@Wn

.definiert, so bezeichnet man die Gruppe Spin(®) mit
Spin(n,K).

Ist ganz speziell V =R'", ¥ =¢' nit den oben be~ |

1
- . » . b —
schriebenen ,kanonischen" Bilinearformen & und &, also

Spin(@) = Spin(10,R) und Spin(&) = Spin(10,€),
P Spin(10,®)————aGLm(S)

die Spin-Darstellung, dann ist dim,S = 32, da nach [2],

S.42, C(@E) ”611}32 32(cc) Sind

X Spin(10,¢) —-e»GL'(s ), i=1, 2,

€

die Halbspln Darstellungen, so ist d1m®s1 = d1m®S2 = 16,

da C (6) die direkte Summe zweier einfacher Ideale wvon

jeweils der Dimension 08 1st die zu'm%16 16(G!) isomorph
sein miissen ([2] S.71 und Su45)

Ubrigens sind die beiden Halbspin-Darstellungen von
Spin(10,€) injektiv ([2], S.101; das Element z aus III.
e et Xy wobedl {x1, ooy X1O}

6.1 ist ndmlich 2z = i<x,s
T 10
ist).

die kanonischen Basis des R

Die Halbspin-Darstellungen der Lie-Algebra 4&(10,@) sind
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die durch die Halbspin-Darstellungen der zugehdrigen ein-
fach zusammenhingenden Lie-Gruppe Spin(10,¢) ([14], S.35)

1ndu21erten

§2. DIE KANONISCHE REALISIERUNG DER BESCHRANKTEN -SYMME-
TRISCHEN GEBIETE

SATZ 4: (i) Sei M ein irredﬂzibles beschrédnktes symmetri-
sches Gebiet, G die Zusammenhangskomponente der Idenfitét
in der reellen Lie-Gruppe L1(M), K die Stabilitdtsgruppe
eines (beliebigen festen) Punktes von M in G. Dann gilt:

G ist eine zusammenhéngende, nicht;kompakte einfache re-
elle Lie-Gruppe mit trivialem Zentrum, K ist eine maxi-

male kompakte Untergruppe von G mit nicht-diskretem Zen-
trum.

(ii) Ist umgekehrt G eine'zusammenhéngende, nicht-kom-
pakte einfache reelle Lie-Gruppe mit endlichem Zentrum,

K eine maximale kompakte Untergruppe von G mit nicht-dis-
kretem Zentrum, die das Zentrum von G enthdlt, so besitzt
der Raum G/K eine G-invariante komplexe Struktur, so dafl
G/K analytisch isomorph zu einem irreduziblen beschrink-
ten symmetrischen Gebiet M ist; die dadurch induzierte
Operation von G auf M liéfert gerade die Zusammenhangs-
komponente der Identitdt von L2(M) und die Operation von
K die Stabilitétsgruppe in G des Punktes K/K in G/X.

- ([4], Q 311, TMeorem 7.1, S.310, Theorem 6.1 (i) und
ferner [14], S.15)

Sei nun M ein irreduzibles beschrénktes symmetrisches
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Gebiet %‘dle Lie-Algebra der reellen Lie- G%uppe Qw),
» % die ng Algebra der Stabllltatsgruppe elnes Punk-
tes von M, % die Komplexifizierung von % <h. % die
Komplexifizierung von R. Sei weiter Gm die zu g? gehori-
ge einfach-zusammenhingende komplexe Lie-Gruppe, KC, G,
kK ¢ ¢® jeweils die zur Unteralgebra K, %,4k &,%C geho-

rige Untergruppe.

SATZ 5ikMatsushima/Murakami): Sei V ein komplexer end-
lich-dimensionaler Vektorraum,

P Gm————aGL¢(V)

eine nicht-triviale irreduzible analytische Darstellung.
Dann ist die eingeschridnkte Darstellung ?‘Kg vollstandig
reduzibel, also

V=V, ®...0 Vg s ?|K¢

‘mit! Darstellungen

P, i~

(wobei die Vi auf ganz bestimmte Weise definiert sind

€4 e ... & Ps

H
-
L]
0]

—-%>GL®(Vi),' i

und die Numerierung filir die folgenden Anwendungen nicht
abgedndert werden darf).

({91, s.119)

ANMERKUNG: @, ist dabei irreduzibel, @5, ..., @ konnen
eventuell noch weiter reduzierbar sein.

Setzt man dimyV, = p, dimyV, =r, dlmc(VQQ ce @VS)

= q, S0 erhdlt man hieraus mit einer Identifizierung
Endwz =‘m&p+q,p+q(m) beziiglich einer geeigneten Basis
von V:
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SATZ 6 (Ise/Yokonuma): Das irreduzible beschriénkte sym-

metrische Gebiet M ist analytisch isomorph zu einem Ge-

biet M! in'mﬂp »(€), auf dem G folgendermaBen operiert:
b

. _{A B o
Ist weG, plw) = (c D) e'mtp+q’p+q(«:) = EndV,

wobei Ae (€) = EndgVv,, Bemp q( ), CeTh, p(@f)', De
b
q (q:) =" End (Vge...eV ), ZeM! c.’m (a:), so ist

w(Z) = (AZ + B)(CZ + D)
(Dabei ist Wp,r(“’) s'mp’q(e:) durch

Zyq +ee Zqp Zaq cee Zqy 0 ... 0
Zp1 o o 0 Zpr Zp1 . - Zpr O ¢ e O

identifiziert.)

([9), s.123/124)

KOROLLAR: Die Untergruppe K operiert dabei als Stabili-
tdtsgruppe (in G) von O€M' folgendermalBlen:

Fiir w€K ist B = 0, C = O, A= g (w),

o )
D = Fz(w)' . v polw) € T, (€) = EndV,,
' 0 "§s(w) ,
und (z) = AT = (@) Zpy(w)”  rfir zem' € W _(¢)

v p,T
(¢ M (¢) wie oben).
bsa

Beweis: folgt unmlttelbar aus, den Satzen 5 und 6 { und [9],

— PR —-

S. 120 erste Zeile. O

- DEFINITION 4: Ist % eine nicht-triviale analytische Dar-
stellung von G® von minimaler Dimension, so heiBt das
Gebiet M' aus Satz 6 eine kanonische Realisierung von M.
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ANMERKUNG: Die kanonische Realisierung ist durch Defini-
tion 4 nicht eindeutig bestimmt: Sie hingt von der kon-
kfeten Wahl der Darstellung minimaler Dimension ab; au-
Berdem kann es mehrere nicht-dquivalente Darstellungen
minimaler Dimension geben. Wenn von der kanonischen Rea-
lisierung die Rede ist, so soll stets eine irgendwie fest
gewdhlte gemeint sein.

§3. DIE STABILITATSGRUPPE VON Ryg

Die eben aufgefiihrten Ergebnisse aus [9] kOnnen nuny, wie
in [10] skizziert, auf das 16-dimensionale Ausﬁahmegebiet
in seiner kanonischen Realisierung R16 angewendet werden.
Da in [10] jedoch keine Beweise angegeben sind und das
fiir die Bestimmung der Automorphismen von R16 entschei-
dende Ergebnlﬁ Proposition 4 auf 5.235, nicht genau ge-
nug formuliert ist, sollen hier bis auf eine Ausnahme in
Satz 8 vollstidndige Beweise durchgefiihrt werden.

Die Komplexifizierung der Lie-Algebra von“SZ(R16) ist
nach [4], S.354, die Ausnahme-Algebra Ec. Ist A =H (® )
die 27-dimensionale komplexe Ausnahme—Jordan—Algebra,

Der A ihre Derivationen-Algebra und A' = {XéA \tr X = 0},
so wird E6 iblicherweise realisiert als die Unteralgebra
£ := Der A ® L[A'] von %?(A) ([12], s.23, oder [1],
5.281, Satz 3.1, und $.293). Dabei ist filir D€ Der A und
X€EA: [D,L(X)J = L(ij, und fiir xeA' auch DxéA' ([11,
S.277 und S5.58, Satz 14.5).

Die identische Darstellung 2°—~90§(A) von B auf A ist
eine der beiden irreduziblen Darstellungen kleinster Di-
mension von Eg ([14], s.45, Zeile 5 und 6 von unten),
flihrt also tats8chlich auf das kanonische Modell R16 des
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16-dimensionalen Ausnahmegebiets.

Fiir das Idempotent c¢ = c, = (1,0,0; 0,0,0) von A sei
A= A, (c) ® A (c) ® A (]) die Peirce—Zerlegung. Weiter
se1=3 die Lie- Unteralgebra ) I {DeDer A|Dc = O} von
Der A (nach [11], 5.91, 1ist D = 2 4o(9,C) ),

Viz At (A, ()@ (c)), R := L[v] c th A); die Ded
und die L(x)eéﬁ erhalten die Peirce-Komponenten A1(c),
y(c) und A (c), wie man leicht nachrechnet (s.a. [11,
5.155). ’R. J)ef. ist eine Lie-Unteralgebra von £;

es gilt [:D,,’b] D (da D einfach), [‘fo"fo]
[2,2 ] « & ([1], 5.293 und 289), also (kK]

de [d2] .

Unser Ziel 1st zu zeigen, daB k die Komplexifizierung
der Lie- Algebra der Stabilit&tsgruppe S:(R16) ist.

Fir das folgende ,technische" Lemma wird c¢ = o durch
c, = (0,1,0; 0,0,0) und Cy = (0,0,1; 0,0,0) =zu einem
vollsténdigen Orthonormalsystem von A ergénzt; A:=€DIL

sel die zugehSrige Peirce-Zerlegung. AuBerdem sei

W=V aAaa(e)={xea(e)|trx=0}y= 1 |
%Rc -'Rc + yl NEC, yeAZB} Sei v die kanonische
(nlcht ausgeartete) Bilinearform der Cayley Algebra 0°
(11, s.221/222). Damit ist das Produkt von x =
(0,0,0; u,0,0) und y = (0,0,0; v,0,0) € Ayg, U, VEO

gegeben durch xy = v(u,v)o(c2 + 03) (11, s.227).

¢
’

LEMMA 2: (i) Flir 2z = (0,0,0; w,0,0) , y = (0,0,0; v,0,0)
EA23, AeC ist

[L(c2),L(z)](A02 - hc‘ +y) = —-v(w v)-(c, - c3) -‘%@z.

(ii) PFiir z_‘;éA23 ist die innere Derivation [L(cg),L(zﬁ
in D.

(iii) Piir jedes y€&w-{0} gibt es ein Dedmit Dy # O.
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(iv) Pir jedes x€W gibt es Dedund yeW mit x = Dy.

(v) Bs ist V = €(3c-e) @ W, und fur Ded ist D[V] ¢ w.

02-(z~(kc2-k03 +y)) - z»(c2»(k02—103+y))
=_02f(%kz - %Rz + v(w,v)'(02+03)) - z-'(?xc2 + %y)
= v(w v)-c2 - l%z - lv(w v)-(02+03)
- 1
= v(w V) ey - v(w V )ie Cq - 2AZ..q
(11) [L(cg) L(zﬂ- = 02(z01) - z(cng) = ¢,0 - z-0 = 0.
(iii) Sei y = 02 - Rc3 +y'y Ne¢, y'= (0,0,0; v,0,0)
€A23. Ist v #+ O, so wdhlen wir weo® mit viw,v) # 0,
z = (0,0,0; w,0,0) und D = [L(c,),L(z)]. Ist v =0,
also A4 0, so wdhlen wir zeA23—{O} beliebig und
D = [L(cg),L(ZH .
(lV) Seli x = \LCZ - lACB + x', x' = (01090; HQO’O)€A23,
MEC. Ist u.= O, pw# O, wahlen wir w, v €0 mit
v(w v) = QV’ z = (0,0,0; w, O,O)éiA23, y = (0,0,0; v,0,0) :
€Ay €W, D = [L 5)s L(z)] Sonst wihlen wir ve0® mit |
v(u,v) = 2u, y = (o -2,2; v,0,0), D = [L(c,),L(x")].
In beiden F&dllen ist nach (i) Dy = x.

(v) klar ‘ ' | L]

LEMMA 3: (i) Das Zentrum 3 von R ist €-L(3c-¢e).
(1) Mit 2! := 1[w] gilt [k,N%] = De 2!.
(1i1) k= 3@ [kK].
Bewels{ (i) sei D, + L(x )6:3 mit D _ed, x €V. Dann ist
1nsbesondere fiir alleIDea
0=|D, D+L(x )| = [D,D] + L(Dx)
[ '’ To 0 ] A[ ’ o} : or’_
eD » cl,
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also [D,DO1 = 0 und Dx| = 0. Da J einfach ist, folgt
sofort D = O. | |

Ist x_ = A-(3c-e) + Yy, mit y €W, so ist 0 = Dx_ = Dy,
fiir alle D€D und somit nach Lemma 2 (iii) Yy, = 0, also
x = A(%c-e). Damit ist gezeigt 3 < ¢-L(3c-e).

Umgekehrt ist. L(Bc—e)efé, denn fiir Ded ist
[D,L(Bc—e)] = L(D(3c-e)) = 0,

und fiir - x = X(Bc—é)-+3r€V’ mit yéW ist y(cz) - c(yz)
= 0 fiir alle zZ€A (c), A, (c) und Ao(c) also

[L(x),L(3c-e)] = [B(y),D(3c- e)] - 3~[L<y> L<c>]

(ii) BEs ist nur noch zu. zelgeh [$ b ]

Da ED L(xi] = L(Dx) e £ flr De$ xeV nach Lemma 2 (v),
ist [% 2,] i' Nach Lemma 2 (iv) spannen die Dy mit
DeD und yev ganz W auf, also ist [$ f‘].~1£'

(1ii) trivial, da io =2 e 3- ' L]

f

Die symmetrische Bilinearform (%Ly)k—etr(éyb von A ist
nicht-ausgeartet ( [1], S.225); die Peirce-Zerlelgung
A= A, (c) ® A, ( ) ® A, (c) 4dist trivialerweise eine Ortho-
gonalzerleﬂung Also tragt A (c) die nicht- ausgeartete
symmetrische Bilinearform & mlt 6(x,y) := 5 tr(xy)
die Zerlegung Ao(c)-z C-eo'e W 6—orthogonal ist (eO =
e-c ist das Einselement von Ao(c)), ist 6 auf W nicht-
ausgeartet. A (c) trdgt also die weitere nicht-ausgear-
tete symmetrlsche Bilinearform P.mlt

rﬂdeo+x, Feo+y):= a@ - 6(x,y) fiir o, Fe@ X, y €W,

T

Wie man leicht nachrechnet, ist filir x, y €W Xy = '
6(x,y)-e , also

@xeo+x)-(Feo+y) = (dFA+6(x,y))~eo + Fm_+<xy.
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- (Man ersieht hieraus librigens ohne weiteres, da8 Ao(c)
die Jordan-Algebra [¢'° e e,] ist.) Fir DeP, oe o *XER (0)
ist - D(oceo+ x) = Dx €W (Lemma 2 (v)).

5ATZ 7: (i) [R/R] = Ao(10,0).
(ii) k= ¢ @A (10,0).

(iii) 4 ist die Komplexifizierung der Lie-Algebra von
z(R16) in 8.

Beweis: (i) Wir realisieren 40(10 ¢) als 40( ), also als
die Lie-Algebra der tx-schlefen ¢- Endomorphlsmen von A (c)

Fiir Ded ist nun (da tr D(xy) = 0O!)

H(D(o(eoﬂc), {Zeo+y) = tx(]jx, Fleo+y) = -6(Dx,y)

und fiir ze&w

p(L(z) (e +x), Peoﬂr)
6(z, X)-P - «-6(z,y)

tx(@(z,x)aeo + AZ, Peo +y)

Il
]

—lu(o(eo+x, 6(z,y)-eo + (Ez)

—f.A.(oce + x, L(z)({%e +y)).

Also haben wir die Abbildung CI) [AQ 'R]——————}/(Ar( ),
T&—-—-aflA (e)* Sei nun D + L(x) [Azlh] - Da li' mit

D + L(x)‘A (¢) = 0. Dann ist insbesondere = (D+L(x))e
)
= x, also schon DIA (¢c) = 0 und somit Dc, = Dcz, De
= 0 und auch DIA = 0. Nach [12], s.18, Prop 6 bllaéﬁ"
23

die Derivationen von A, die auf Cqs 02 und 03 verschwin-
den, eine zu 1‘0(8 ¢) isomorphe Lie-Algebra, Wobel| der

Isomorphismus z.B. durch DI———>DlA geliefert w1rd Da-
23
mit folgt D = 0 und die Injektivitdt von aP Da

ding(DeX!) = dimghe(9,€) + dimgW = 36 + 9 = 45 =

=) ~3tr(Dx+y) = ptr(x-Dy) = &(x,Dy) = -ploce g +x, D(Bety) )

|
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dimcﬁy(10,®), ist Q)ein Isomorphismus.
(ii) folgt aus (i) und Lemma 3 (i),(iii), da 3 x ¢

(iii) Nach [4], S.354, ist die zu §:(R16) gehorige Lie-
Unteralgebra der Lie-Algebra o = f6(_14) von SQ(R16)
isomorph zu R @ 4&(10 R) Also ist & die Komplex1f1—
zierung der Lie Algebra elner maximalen kompakten Unter-
gruppe von §:<R16) Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.

1

KOROLLAR: Die Operation von [R,KR] auf A_(c) ist Hquiva-
lent zur identischen Darstellung von 40(10,@).

LEMMA 4: Die Operation von Ehyh] auf A,(c) ist Hquivalent
zu einer Halbspin-Darstellung von 4e(10,€).

Beweis:‘ﬂ%k& ist einfach, A%(c) ein endlich-dimensiona-.
ler Pkyk]—Modul, also halbeinfach ([14], S.7). Die Dimen-
sionen der halbeinfachen.4«(10,@)-Modgln sind 10, 16, 45,
120, Vielfachprodukte'dieser Zahled und N-Linearkombina-
tionen dieser Vielfachprodukte ([14], 5.8 und S.36, Zei-
le 4). Also kann Av$c) nur einer der beiden Halbspin-Mo-

duln und muB insbesondere einfach sein. []

SATZ 8: Sei p die identische Darstellung von £ auf A.
Dann ist th vollstéandig redu21bel die Zerlegung von A
in einfache R-Moduln ist gerade die Peirce-Zerlegung A =
A1(c) e Avéc) e Aé(c). Die Darstellungen ©,, ©,, 3
(nach Satz 5) von R=¢ & 4(10,¢) auf A1(c)) Ayéc) und
Ao(c) sind gegeben durch

P, a:@/k(m,cc)-———wy%(c) z @, (A, T2,

Pyt Coo(10,6)——sof A, (c) = of(16,8), (A, 1>l +eR(T),
Py @ek(m,q})——-—mxuo(c) gh(10,8), (A, 2)>-AL,+1,

trd

n
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wobei g); eine der Halbspin-Darstellungen von Aa{10,¢)
ist. '

Beweis: Sei stets TED&*& AEC.

I. Operatlon Euf A (c)]--1 Cec:
Da T =D + L(x) mlt De® er'CA.(c), ist Tc¢ = 0, also
(T + AL(3c-e))c = 3xc - Ac = 2%0, also ?1(A ) =

II. Operation auf Aﬂ(c)
(T + AL(3c- e))z = Tz + )c—z -Az = Tz + %Az fir zéAﬁ(c),
also ?2(7\ T) = 7\.’\.16 + ?ﬁ(T)

III. Operation auf A (c):
(T + AL(3c-e))z = Tz - Az fir zeA (c),
. -"‘ —‘j .b 1A
also ?3 = _5;110 1
Insbesondere folgt aus I - IIT die Elnfachhelt der A-Mo-
duln A, (¢), A%J c), Ao(c)

Uber die Reihenfolge P10 Too ?3 188t sich folgendes sagen:

Nach dem Korollar zu Satz 6 ist 16 = dim R16 = dlm?1 dlmgé,
daher ist PB aus Dimensionsgriinden richtig gewsdhlt, und

es ist nur noch iiber die Keihenfolge 91, o 2u entschei-

" den. Das ist nicht schwer, aber etwas langwierig, und

so0ll hier nicht ausgefiihrt werden. (In der Bezeichnungs-
weise von [12], 5.36, wire wegen 9], $.119, Lemma 2 (ii),
zu zeigen, daB sowohl der irreduzible Q—M&@ul A als auch
der irreduzible R-Modul A1(c) die Linearform KS als hoch-
stes Gewicht hat.) ' []

Sei nun A = H3(®) die 27-dimensionale formal-reelle
Ausnahme-Jordan-Algebra, als reelle Form von A aufgefaflt;
Al i= A = {xea | tr x =0}, B, ¢= {Ded |DlaJeat,

VO HE Vr\AO, Wo t= WrwAO. Damit gilt:
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LEMMA 5: (i) Die kompakte reelle Form QO von @ ist
QO 1= Der AO D i-L[Aé].

(ii) Die Lie-Algebra von 2(R,.) ist Ak, =9 e i.L[V ]
(*R @ fo(10,R) ). |

(iii) Die Darstellungen P1s P2 ?3 haben auf k% die Form:
¢ Redo(10,R)—>€, (t,T ) —>2it,
0, BW(10,]R)———~—>0})2(16,®), (t,T)i——>—;-it-l16 + gﬁ(T),

Pj: 13940(10,}11)———%%2(10,@), (t,T)P———)—it-l + T.

10
Beweis: (i) Nach der in [ﬂ , S.292, angegebenen Formel
fiir die Killing-Form W\ von & ist

2 2

W(D+L(x),D+L(x)) = 4+Spur D° + 12.tr x°,

und Spur D2 ist ein Vielfaches der Killing-Form von Der A.
Da Der A ¥ 4u(9,R) (vgl. [8], $.389), also kompakt, ist
die Form Spur D2 auf Der AO negativ-definit. Nach [1],
S.330, ist die durch tr induzierte Bilinearfbﬁm auf A
positiv-definit. Daher ist die Killing-Form %on'ﬁo nega-
tiv-definit, Qo also kompakt.

(ii) folgt sofort, weil die Lie—Algebra von Z(ﬁim)
'krw@o ist. Der Isomorphismus in (ii) hat auf dem Zentrum
R der Algebra die Form tr—>itL(3c-e). Daraus folgt un-
mittelbar (iii). ‘ O

ANMERKUNG: 4s(10,R) ist als Unteralgebra von k_  die Al-
gebra derf¢—schiefen.BrEndomorphismen des reellen Vek-
torraums Imeo e iWo, auf dem H_positiv—definit ist.

Damit 1&8t sich jetzt §:(R16) ausrechnen: Die einfach
zusammenhédngende Lie-Gruppe zu R @ &v(10,R) ist
(R,+) > Spin(10,R). ¢, und ¢, induzieren darauf die Dar-
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stellungen
91 : R Sp'in-(10,IR)—-—->(IIx, (t,s)h—sexp(2it),
9, B%Spin(10,R)——>GL(16,0), (t,5h—sexp(git): 01 (s),

wobei 9ﬁ eine der Halb%pin—Darstellungen von Spin(10,¢)
2 Spin(10,R) ist. (<2 und g2 sind iiber R—U(1),
tk—aexp(%it), faktorisierbar, induzieren also

o1 U(1)X Spin(10,R)—>0C%, | (’Q,S)H"I4’

£
¥2:'U(1)><Spin(10;m)———~>GL(16,®), Oq,s)h—aarg%(s)

Nach [13] s.121, ist SL(R ) zusammenhidngend, d.h., die
Operation von U(1)x.Sp1n(1O'EJ auf R,  ergibt die volle
Stabllltafépruppe EEIR16) Damit ist nach dem Korollar zu

Satz 6 bew1esen, daB jeder Automorphismus von R1621W§,16(G)‘

die Form

Z——>T2- 9 (s)” -

hat mithéU(T), s€Spin(10,R), On (bis auf Abulvalenz)
eine der Halbspln -Darstellungen von Spln(10 €¢). Wir iden-
tifizieren noch qu 16((1}) = @16 durch Transponieren, und
well die beiden Halbspln Darstellungen ?h und ®n zueinan-
der kontragredient sind, "erhalten w1r~

THEOREM 1: Die Stabilitdtsgruppe E:(R16) der kanonischen

16

Realisierung R16 < ¢ des 16-dimensionalen Ausnahmege-

biets besteht gerade aus den Abbildungen

Z—>1)- ?h(s)z

mittqu(1 und s€Spin(10,R), wobei n eine der beiden
Halbspin-Darstellungen von Spin(10,C) ist. Insbesondere
hat R16 Normalform im Sinne von Definition 2.
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ANMERKUNGEN: 1.) Man kann leicht ausrechnen, daB der Kern
der Operation von U(1)xSpin(10,R) auf Ry die Diagonale
iiber der in beiden Gruppen U(1) und Spin(10,R) enthalte-

[
[

nen Untergruppe {i,—1,~i, 1} £ Z4 ist.

2.) Vermutung: Die kanonische Realisierung von M.Ise fiir
das 16-dimensionale Ausnahmegebiet stimmt mit der von U.
Hirzebruch in [8] §3, konstrulerten iiberein (zumindest
wenn 4 d1e Identlflkatlon.fmg {O(QN '_ ®16 als. Identifika-

tion EndyA (e) = A (¢) gedeutet w1rd)

§4. DIE SPIEGELUNGEN VON Rig

Seien jetzt stets
p: 8pin(10,8)—>GLy(8), ¢ Spin(10,€)—>GLg (S, ),

i=1,2, die Spin-Darstellung bzw. die beiden Halbspin-
Darstellungen.

| . . .
Wir nehmen nun an, eine der in Theorem 1 beschriebenen

Abblldungen T 95 (s)E,GL (S ) sei Spﬂegelung 1n10 (wo-

13!

- bei wir aufgrunq

unserer Herleltung nlcht Wlssen, ob i =

1 oder 2). Dann muB fiir dieses seSpin(10,R) f&(s) dia-
gonalisierbar sein mit dem 15-fachen Eigenwert 1/Q und
dem einfachen Eigenwert A/m mit A + 1, A" = 1. Da p,

und @, kontragredient sind, folgt:

LEMMA 6: Gibt es in ZEKR eine Spiegelung mit dem Ei-
genwert A + 1, so gibt es eln seSpin(10,R), so daB ?(s)
dlagonallslerbar‘lst mit den Elgenwerten

M und 1ﬁq 15-fach, q/k und x/q 1-fach

(nicht notwendig alle verschieden).
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Die Anwendung von Satz 3 ergibt nun:

LEMMA 7: Gibt es in 2:(R16) eine Spiegelung mit dem Ei-
genwert X+1, so gibt es ein seSpin(10,R), so daB X(s)
diagonalisierbar ist und auf CY(§) die Eigenwerte

1  452-fach, A 30-fach, 1/A 30-fach,
auf C (&) die Eigenwerte (mit §:=ﬂf)

C 225-fach, 1/ 225-fach,
S/A 30-fach, A/  30-fach,
$/p:  1-fach, NXfe 1-fach

hat (die natiirlich nicht notwéndig alle verschieden sein

miissen).

Beweis: klar, denn ist {21, ooy Z16} eine Eigenbasis
von 91(8), {z{, ey z{6} eine von ?2(8)’ so erhdlt man
aus den Tensorprodukten Eigenbasen von ?@?(c) auf S@S,,
5,®5,, S,®, und S @S, . 1
Damit haben wir aus der vorgegebenen Spiegelung mit sé&
Spin(10,R) auf dem Weg iiber Spin-Darstellung und Tensor-
produkt einen Automorphismus von C(8) mit einer bestimm-
ten Eigenwertverteilung konstruiert.

Es gibt aber noch einen andern Weg,.von s ausgehend zu
demselben Automorphismus X(s) zu gelangen: iliber die Vek-
tor-Darstellung und anschlieBende Fortsetzung auf C(8);
diese Fortsetzung ist wegen der uhiversellen Eigenschaft
der Clifford-Algebra eindeutig bestimmt ([2], S.39).

Es ist veVec (&) und X(s)lv.eso(a) = SO0(10,R). Also
hat 'X(s)lv fiinf (nicht notwendig verschiedene) Paare

von zueinander inversen Eigenwerten M PQ = 1/F4, ooy



bor Wo = ik

Ist ix1, ey x101 eine zugehbrige Eigenbasis von ﬁ, SO
ist {XMI M< {1, ..., 10?} eine Eigenbasis von C(&) be-
ziiglich X(s); X(s) hat also die Eigenwerte

By 1= Pyreeepy o M= i coes i3eh, ..., 10§,

wobei i1<... <im. Insbesondere ist Vﬁ = 1. Auf C+(g)
‘hat X(s) die Eigenwerte

VM mit m

auf C7(&) die Eigenwerte

0 (mod 2),

PM mit m = 1 (mod 2).

Es ist also nur noch festzustellen, ob bei den verschie-
denen Moglichkeiten fiir PT’ F3’ VB’ V7’ vg die in Lemma 7
geforderte Verteilung der Eigenwerte auf C(§) herauskom-

men kann. Dazu geniigt es, fiir v1, vs, P5’ 37, Pg die Werte
1/?9 7\/§’ >\z/§

" (den letzten héchstens einfach) zuzulassen.

LEMMA 8: Der Fall vj = V3 = r5 = v7 = Tg ist nicht mog-
lich.

Beweis: Sei P~= P o= eee Die Eigenwerte VM auf C(8)
sind dann

W (WP)-racn tir v=o0, ..., 10,

wie man leicht nachrechnet, und zwar entféllt -V fir
ungerades v auf G (&), fiir gerades v auf cT(@\&). X(s)
hat also auf CT(§) die Eigenwerte

rﬁ* 10~fach, PZ 120-fach, 1 252-fach,

1/t8 120-fach, 1/‘ﬁ 10-fach.
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Damit die 1 452-fach zusammenkommt, miiBte ‘.LQ = 1 oder
1/2 = 1 sein. Dann sind "a‘ber alle Eigenwerte auf ¢V (&)
glelch 1 und keiner glelch A oder 1/A. Widerspruch. D

LEMMA 9: K‘ommt der Eigenwert >\/§ auf V vor, so muB er
gleich einem der librigen auf C () méglichen Eigenwerte

T /¢, Mg, A sein.
Beweis: Sei etwa P9 = 73/@ Dann kommt 73/«‘; auf C¢7(8)
aulerdem noch als ‘ ‘
’ 2 2 Y Y
bir,2, 01" h.1/rk1-7\/§ = A/¢ und ebenso 53,4, = /e
vor, alsc mindestens 3-fach. Daher. folgt die Behauptung
mit Lemma 7. ' D

Nach Lemma 8 und 9 bleiben nun nur noch die folgenden
Fdlle zu untersuchen:

I. = = = 1/ und
MR s N
a) t*'? 1/§, t*g = A/§9 b) ‘*7

II. t.Lj = t.LS = A und

1

\~A9 = R/§;

a) V’? = MG pg = 18 P) g =g = 1

LEMMA 10: Der Fall I ist unmdglich.

. _ . c
Beweis: Da tﬁ 13 = Mg 1/€, treten als M mit M &

{1, ceey 6}] folgende Eigenwerte auf:
Cf"’ (v)—fach fir v =0, ..., 6,

&
und zwar fiir ungerades v auf C_+\.(8), fiir gerades v auf
¢ (&), also

auf ¢t (&): §2 und 1/I§’2 6-fach, 1 20-fach,
auf ¢~ (&): §'3 und 1/§3 1-fach, T und 1/€ 15-fach.
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a) Im Falle Ky = 1/¢ sind die W, mit M&{1, ..., 8}
gegeben durch '

g4 (§)-racn  fiir v =o0, ..., 8,

also insbesondere auf C (§) ¢ und 1/ 56-fach. Da wei-
ter g = R/g, Wi 0= C/A, kommen aisJAM insgesamt (unter
anderem) Aund 1/A je 56~fach auf C' (&) vor, Widerspruch

zu Lemma 7.
b) Im Falle p, = A/Z sind diepy mit MS{1, ..., 7}
auf C¢T(&): ";’2 und 1/§2 6-fach, =~ 1 20-fach,

)\§2 und 7\/§4- 1-fach, A und >\/§?~ 15-fach,

auf C7(&): §3 und 1/§3 1-fach, Tund 1/€ 15-fach,
AT und 7\/§3 6-fach, A/c  20-fach.
Da weiter pg = T/A, sind die py mit ME{1, ..., 8]

“auf ¢T(&) unter anderem A und 1/A 15-fach,
auf C7(&) unter anderem T und 1/§ 30-fach.

Weiter ist g = A/, und als M mit M S{1, ..., 9}
kommen unter anderem vor

auf ¢T(&): A 45-fach, 1/Xx 15-fach,
auf ¢ (&): 1/&  45-fach.

Da wegen t*'l() = f/?\ auch unter den i‘kM mit 10eM der Wert
1/A vorkommt, scheidet die Mdglichkeit A = 1/A aus.
Damit kommt aber A auf CY(&) schon zu oft vor. |

LEMMA 11: Der Fall II ist unmodglich.

Beweis: Bs ist 1= tLB‘-itﬁ% = 7\/§; also sind die W,
mit M <{1, ..., 6] dieses Mal '

auf ¢*(&): X/cund /A 6-fach, 1  20-fach,
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auf C (8): ‘i?%sund §§%? 1-fach, A/S und §/A 15-fach.

a) Ist auch iy = A/G, so sind die py mit U <f1, ..., 8}
unter anderem

auf 07(8): 'A/g und §/X  56-fach.

Da yg= 1/ A = ergeben sich insgesamt als
Kg= /S 1o =5 e78 & M
unter anderem

auf CY(&): N und 1/A mindestens 56-fach.

Das ist (é@er zu oft.

b) Ist é7 = 1ﬁ§, so kommen als py mit M’£{1, ceey 7}
insbesondere vor

auf ¢T(&): A/§2 und  1/A 15-fach,

auf C7(6): N/ und T/A  15-fach.

Weiter ist g =%, also sind die pu mit M £{1, 1
unter anderem ‘

auf ¢(8): A und 1/A 15-fach,

auf CQ(g): A/ und S/A  30-fach.

Da eig = ﬁ?k; sind unter dentAM mit M 5{1, ey 93 un-—
-ter anderem

“auf ¢V (8): A 15-fach, 1/A 45-fach.

Da A auch als p mit 10€M vorkommt, kann nicht A= 1/A
sein; also kommt 1/A zu oft vor. ]

Mit Lemma 8 - 11 ist gezeigt, daB fiir ein s€Spin(10,R)
die in Lemma 7 geforderte Verteilung der Eigenwerte von
X(s) auf C(6) nicht moglich ist. Also:

THEOREM 2: Das 16-dimensionale irreduzible. beschrinkte |
symmetrische Ausnahmegebiet besitzt keine Sﬁiegeluﬁgen.
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KAPITEL II. SPIEGELUNGEN IN BESCHRANKTEN SYMMETRISCHEN
GEBIETEN VOM KEGEL,—TY?PJ

Dieses Kapitel enth&dlt eine in sich geschlossene Theorie
de; Spiegelungen der Gebiete vom Kegel-Typ, die .auf ihrer
Bes%hreibung durch Jordan-Algebren beruht. Dabei wird
sich herausstellen, daBl auch das 27-dimensionale Ausnah-
megebiet spiegelungsfrei ist.

Hier eine kurze Ubersicht:

In §1 wird die Konstruktion der beschrédnkten symmetri-
schen Gebiete vom Kégel-Typ aus formal—reelleq Jordan-
Algebren nach U.Hirzebruch beschrieben. In deh Paragra-
phen'2 und 3 werden dann die Spiegelungen dieser Gebiete
berechnet, und zwar werden in §2 die moglichen Spiegelun-
gen in 4 Typén eingeteilt, in §3 wi:gldann ausgerechnet,
welche Typen von Spiegelungen in welcpen Gebieten auf-
treten. Das Haupthilfsmittel dabei bilden vollsténdige
Orthogonalsysteme von Idempotenten und die zugehdrigen
Peirce-Zerlegungen.

§1. DIE KONSTRUKTION BESCHRANKTER SYMMETRISCHER GEBIETE
' AUS FORMAL-REELLEN JORDAN~ALGEBREN

Sei A eine formal-reelle Jordan-Algebra mit dem Einsele-
ment e. )

G6: AxA—>R, S(x,y) := Spur L(xy),

ist dann eine pqsgtiv—definite symmetrische Bilinear-
form auf A ([1],MS.32O, Satz 3.4). Da © eine assoziative
Bilinearform ist, ist L(x) fiir jedes x€A beziiglich €
selbstad jungiert. Ist W ein Algebra-Automorphismus von
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A, s0 gilt
L(Wx)y = Wx.y = W(X.W—1y) = WoL(x)oW—1y
fiir alle x, y€ A, also

& (Wx,Wy) = Spur L(Wx.Wy) = Spur L(W(xy))
= Spur(WoL(xy)oW—1) = Spur Lixy) = 6(x,5);

daher ist W bezliglich 6 eine orthogdnale Abbildung.

Eine Teilmenge Y eines endlich-dimensionalen reellen Vek-
torraums V heiflt Positivit&tsbereich, wenn gilt:

(i) Y ist offen und nicht leer;

(ii) es gibt eine positiv-definite symmetrische Bilinear-
form P auf V mit
a) {&(y,z) > 0 fiir alle y, z €Y,
b) fiir jedes xe€V-Y gibt es ein ye¥ {O}mlt (%X,y)<»0

f3he18t die Charakteristik des P031t1v1tabsberelchs Y“
(und 1st|als solche nicht elndeutlg bestlmmt) Ein POSl—
tivititsbereich Y heiBt homogen, wenn die lineare Auto-
morphismengruppe

3(v) := {ween(v) | wl¥] = 4
transitiv auf Y operiert.

Flir unsere formal-reelle Jordan-Algebra A sei A¥ die
Menge der invertierbaren Elemente, A: die Zusammenhangs-
komponente von AX, in der e liegt (AX ist offen in A);
fiir eine Teilmenge B £ A sei B° = {x2| xeB}, B° der offe-

ne Kern von B. Damit gilt: Die Menge

n-J

Y = AL = (4%)° = (4%)2 = {xeAl L(x)>0 bzgl.e}
ist ein homogener P031t1v1tats@erelch mit der Charakte-
ristik © (D] S. 315-323). Man erhidlt auf diese Weise

alle homogenen Positivitdtsbereiche ([6], §2, §3). (Man
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erhdlt allerdings nicht alle mdglichen Charakteristiken:
siehe die ausfiihrliche Untersuchﬁ%g dieser Frage in [5].)

Sei A& := AR® = A + 1A die Komplexifizierung von A. Die
Menge ' »

H := A + iY ¢ A

heiBt Halbraum. H ist ein Gebiet in A mit ie€H ([6],
- 400/401). Die Abbildung

y: Bk, z—>(z-ie) (z+ie) T,

ist ein analytischer Isomorphismus von H auf ein beschrink-
tes symmetrisches Gebiet M := Y[H] in X ([6], $.401/402).
Dabei geht der Punkt ie€H in den Punkt O€M iiber.

DEFINITION 5: (;) Das eben konstruierte beschrédnkte sym-
metrische Gebib# M heiBt das zu A gehdrige beschrénkte
symmetrische Gebiet.

- (ii) Ein beschranktes symmetrisches Gebiet heiBt vom Ke—_
gel-Typ, wenn es 1somorph zu einem zu einer formal- reel - 1
len Jordan-Algebra gehorigen beschrénkten symmetrlschen

Gebiet ist.

‘Die Bezelchnung]"Kegel ~Typ" ist dadurch motiviert, daB
P081t1v1tatsberelche wpositive Kegel" im Sinne von Ord-

nungsrelationen in Vektorr&umen sind.

SATZ 9: Sei A eine formal-reelle Jordaﬁ}Algebra, M das

zug@@érige beschrénkte symmetrische Gebiet. Dann gilt:
(i) M ist genau dann irreduzibeﬂ, wenn A einfach ist.

(ii) Ist A = A1 D ... B AS die Zerlegung von A in ein-

- fache Ideale und Mi das zu Ai gehtrige Gebiet, so ist
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M = M1
biete.

X ooeX MS eine Zerlegung von M in irreduzible @}—

Beweis: Es ist zu zeigen: Ist A = A1 @® A2 eine direkte
Zerlegung von A in zwei Ideale, Mi fir i = 1, 2 das zu
Ai gehorige Gebiet, so ist M = M1x M2.

Der erste Schritt ist: Flir die zugehOrigen Positivitdts-
bereiche Y, Y,, ¥, ist Y = Y1><Y
mit der Aussage

o o Das ist aber trivial

JEY & y = x2 fiir ein xe®

und mit den Rechenregeln fiir direkte Summen von Algebren
(siehe auch [5], §4).

Daraus folgt unmittelbar fiir die zugehOrigen Halbridume H,

H;, H,, daB H = H, XH, (siehe auch [6], §11).

Die Aussage fiir die beschridnkten symmetrischen Gebiete
folgt nun wieder einfach daraus, daB in direkten Summen
die Bildung von inversen Elementen und die Multiplika-
tion komponenﬁenweise ausgefﬁhft werden, mit der Defini-
tion von %4A~Fﬁr z€H, z = z, + z, mit zieK;, ist w&z)
= Y(Z1);1'KF2)'

Zur Vollstéﬁdigkeit des Beweises fehlt noch die Umkehrung
von (i), n#mlich ,A einfach => M irreduzibel". Dieser
Schluf ergibt‘sich am einfachsten aus der umseitig fol-
genden Tabelle. ‘ ]

Der Zerlegung des Gebiet%;M in irreduzible Gebiete ent-
spricht also genau die Zerlegung der Jordan-Algebra A in
einfache Algebren. Insbesondere:

KOROLLAR: Ein beschrénktes symmetrisches Gebiet ist genau
dann vom Kegel-Typ, wenn alle seine irreduziblen Faktoren
- vom Kegel-Typ sind.
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Die Zuordnung zwischen den'einfachen formal-reellen Jor-
dan-Algebren und den irreduziblen beschrédnkten symmetri-
schen Gebieten vom Kegel—Tyb ist -in der folgenden Tabelle
wiedergegeben (nach [6], 5.396. In [6] ist der Beweis nur
fir Ln durchgefiihrt, in [8] der Beweis flir das Ausnahme-
gebiet, auf das es uns hauptsédchlich ankommt. Die fehlen-
den Beweise sind, wie in [6] bemerkt, nicht schwer. Die
Zuordnung ist iliberdies aus Dimensionsgriinden plausibel.)
In der Spalte A stehen die formal-reellen Algebren, un-
ter A ihre Komplexifizierungen. Unter M steht das zuge-
horige Gebiet. Dabei ist zu beachten, daB einige derjék-
biete mit den gleich bezeichneten aus §1 der Einleitung
nicht Ubereinstimmen, sondern nur derselben Isdmorphie—
klasse angehdren. '

A x Dimension | Grad M
R ¢ 1 1 My
[BHWMeJ &nwhed “p'23 2 Ln
S.(R) s_(¢) sr(rs1) | r 23 |s_
H_(C) 15 (¢)” r? r23 |,
H,(H) 1, (8") r(er-1) | r 23 | T,
Hy(0) HB((D(D) 27 3 Rpo

®) nur bis auf Isomorphie, vgl. [1], S.331, Beweis von
Satz 5.6.

Nach den Anmerkungen -auf Seite 10 und Seite 6 sind alle
aufgefiihrten Gebilete paarweise nicht analytisch isomorph.
Die Bezeichnungen fiir die Gebiete werden im Rest dieses
Kapitels stets im Sinne dieser Tabelle und nicht im Sin-
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ne von §1 der Einleitung verwendet.

Der Ausgangspunkt flir die Bestimmung der Spiegelungen
ist der folgende Satz iliber die analytischen Automorphis-
men des Gebiets M:

THEOREM 3 (U.Hirzebruch): Sei A eine formal-reelle Jor-
dan-Algebra, M das zugehOrige beschrinkte symmetrische
Gebiet. Ferner sei

U ; {ueA | utt = e} ¢ XK.

Dann besteht die Stabilititslgruppe 2 (M) von O€M in der
Automorphismengruppe5£2(M) genau aus den Abbildungen
P(u)eW, wobei ue€U uﬂd W ein reeller Automorphismus der
Algebra R ist (d.h., die Foi&setzung eines Automorphis-
mus von A auf RX). o '

([6], s.408, Satz 4 und Satz 5, und [1], S.327, Satz| |
4.5 c) -

BEMERKUNGEN: 1.) Im eindimerisionalen Fall A = R, & = C,
ist U = U(1), d.h., der Rand des Einheitskreises.

2.) Nach [6], S.407/408, kann man die Menge U charakte-
risieren als die Menge aller Linearkombinationen

MNqcq + «-o +M o , wobei die qer(1) und {01, ceey ng
ein beliebiges vollsté@ndiges Orthonormalsystem von A ist.

3.) Man sieht leicht, daB das Gebiet M Normalform im
Sinne von Definition 2 hat: Fir (iii) etwa ist u = e

und W = lK zu wihlen.

4.) Ist w=me, + ... +Mc €V, X = Engij die

e e

e e e e

[
‘ ’
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Peirce-Zerlegung beziiglich {c1, .oy cé} mit den Projek-
tionen Cij (vgl. Einleitung, §3, S.12), so gilt natiir-
lich

P(u) = 1«—% NiMC15°

§2. KLASSIFIKATION DER SPIEGELUNGEN IN BESCHRANKTEN SYM-
. METRISCHEN GEBIETEN VOM KEGEL-TYP

Sei stets A eine formal-reelle Jordan-Algebra und M das
zugehdrige bescﬂménkte symmetrische Gebiet, S giP(u)OW
(mit den Bezeichnungen aus Theorem 3) eine Spiegelung
aus 2(M) im Punkte O€M mit dem einfachen Eigenwert A I
¥+ 1. Das Adgektlv sreell" bezieht sich immer auf die fa— N
ste reelle Form A von A pnSpiegelung" heiflit immer Spiege-
lung von M in O.

Die drei folgenden S&dtze gpben eine Elntellung aller vor-
kommenden Splegelungen in vier Klassen A —/ .

SATZ 10: (i) Ist S = P(u)eW Spiegelung, so ist entweder
u2 = e, oder u2 - e 1ist BEigenvektor zum Eigenwert A.
2

(ii) Ist u® = e, so ist S reeller Automorphismus von A.
Beweis: (ii) Es ist u = wt o= u, also u reell und somit
P(u) reell. Da wl = e, ist P(u) Automorphismus.

(i) Sei u? # e. Dann ist Se = P(u)We = P(u)e = u2 e,
also e nicht. im Eigenraum K1 von S zum Eigenwert 1 ent-

halten; damit gilt A =G0 A1.
vektor zu A. Dann hat z; nach Multiplikation mit einem

Sei nun z, ein Eigen-

skalaren Faktor o.B.d.A. die Gestalt ZA = e + z, mit

.ng1.
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Nun ist
2 +> = vl + = Se + Sz, = Szy = Azy,
u - e Z)\ = U Z1 = e Z»] = A = )\7

also ist ul-e = (%-1)ZA Eigenvektor zum Eigenwert’K.[j

Wir behandeln zun&chst den Fall u2 = e gesondert:

SATZ 11: Ist S ein reeller Automorphismus von A und
Spiegelung von M, so ist A = -1, und es tritt einer
der beiden folgenden F&dlle ein:

A) Es gibt ein vollstidndiges Orthonormalsystem'{d1,d2,d3}
von A mit

Sd d Sd, = d Sd, = d.

17 Yo 2 17 3 3
B) Es gibt ein vollstédndiges Orthonormalsystem {d1, d2}
von A mit
od 234

= d d

1 2° 2 - 1°

Beweis: Hat A den Grad 1, so ist A = R, und es gibt nur
den Automorphismus %R; der auf 4 = € zu lC fortgesetzt
wird. Dieser ist aber keine Spiegelung. Wir konnen also
0.B.d.A. annehmen, daB A mindestens zwei orthogonale
Idempotente besitzt. '

Da S A beziiglich der positiv-definiten symmetrischen Bi-
linearform & von A aus §1 eine orthogonale Abbildung ist,
muB mit A auch 1/\ Eigenwert von S sein. Das geht aber

bei einer Spiegelung nur, falls A = -1; insbesondere ist
2 .
dann S = lK'

Zu dem reellen Eigenwert -1 gibt es einen reellen Eigen-
vektor x€A, also Sx = -x. Sei

X = §1d1 + oeee + gsds (notwendig s €r = Grad A)
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die Minimalzerlegung mit den Idempotenten d1, o ey dsé
R[x] = R[-x], die die s@mtlichen primitiven Idempotente
dieser Unteralgebra sind. Sx = -x hat dann die Minimal-
zerlegung

-5,44 - ... -fsds = -x = 5x = §,84; + ... + §_8d_,
‘wobei die Sd. wieder sdmtliche primitiven Idempotente der

Unteralgebra R[x] = R[-x] sein miissen. Wegen der Ein-
deutigkeit der Minimalzerlegung folgt daraus (o0.B.d.A.)

-84y = dpy ey Bdpy g = oy

£1= ~%ps we s opq =y mit k= [5],

und falls s ungerade, ‘fs = 0, Sd = d_. Insbesondere

Sd

ist der Fall s = 1 unmdglich, da dann x = 0 folgen wiirde.

Ware nun s 2AL so gidbe es zum Eigenwert -1 die linear un-
abhidngigen Eigenvektoren d1—d2 und d3-d4, Widerspruch.
Es ist daher s = 3 oder s = 2, unakwir haben den Fall A
oder B erhalten. B L]
Zur Behandlung des Falles u2 ¥ e sind die beiden fol-
genden Lemmata notig (wobei weiter stets vorausgesetzt
wird, dé@ S = P(u)oW Spiegelung mit dem Eigenwert A # 1
ist).

ILEMMA 12: Ist u° % e, so gilt W(uz—e) = X(é—ﬁz)a und
W bildet die assoziative Unteralgebra C[ug]auf sich W._TW

selbst ab.

Beweis: Anwendung von P(u) = P(u—1) = P(u)-1 auf die
Gleichung P(u)W(u®-e) = A(u°-e) ergibt

VJ(uZ—e) = AP(T)(ul-e) = N(e-T°).
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nach [1], §.142, Satz 2.1,

C[uzj -¢l@g =c¢ [u2-‘e] = «)[ﬁZ-e] . )

Sei nun {01, ceey cr} ein vollstdndiges Orthonormalsy-
stem von A, so daB nach der Bemerkung 2 zu Theorem 3
u die Form

U =M,c, + oee. + Wrcr - mit Mqs eees WI?EIK1)
hat. (Da r der Grad der Algebra ist, sind die c; primi-
tiv; die'q:.L sind nicht notwendig verschieden.) Damit ist
2 2 : 2 |
u = th1 + eee + ﬂrcr.
. 2 2
Seien o.B.d.A.‘q1, ...,W]S
unter denqu. Dann sind die

(mit s4r) die verschiedenen

d. := ZE: c fir j =1, ¢eey 8
J e k
TS ”E

nach [1], S5.22, Satz 4.2, gerade die primitiven Idempo-
tente der assoziativen Algebra &[u%].

LEMMA 13: W operiert als Permutation W der Ordnung 2 auf
der Menge {1, ey s} der Indizes von d1, ceey @
zwar gilt

. _ 2 . =2
Beweis: Der Automorphismus Wl&[u2] der Unteralgebra C[u ]

" und

erh8lt die Eigenschaft ,primitives Idempotent". Daher ist
W[{diu‘,...,dsﬂ = {a,, ooy ad.

Sei al . = LN . i
el also nun WdJ dﬂ(J) Dann ist

(’q?—1)d.rr(1) + oo + (’Ylg—'])d-ﬂ(s) = W(ug—e)
:Me-ﬁz) = 7\(1-«7\‘12)611 teee t %(1-«F!§)ds.
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Da diese Zerlegung wieder (nach [1], S.22, Satz 4.2) ei-
ne eindeutige Minimalzerlegung ist, folgt '

2 -2
Wiy = dpegy = dp = M5 -1 = MI-TR).

Damit gilt aber auch
1=82 _ %(m2 2 . y(q.=2
1gﬂ& = XQWJ—1), also M -1 = A(1"nj)’

also Wad. = dj und somiﬂ o= ﬂ’1. 1

ﬁlimLﬁJ — — -
BEMERKUNGEN: 1.);q§ -1 kann_gpchstens giir|ein § Ivor-

k

kommen, da :ja q1, ...,57 verschieden sein sollten, in

diesem Fall gilt naturllch WdJ = dj'

. 2
2.) ?ur jedes j = 1, veey S ist P(u)dj = thj.

SATZ 12: Ist S = P(u)eW Spiegelung von M, so tritt ei-
ner der folgenden Fdlle ein:

A) BEs gibt ein volléténdiges Orthonormalsystem id1,d2,d3§

von A, so daB

= §d1 + ?BZ + d3 mit geU(1) und

1 0 o = dqs 3 = dge
B) Es gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem {d,, d,}

wa, = d Wa, = d wWa., = 4

von A, so daf
2 - . -
= ¢d, + ¢d, mit 965%1) und

wa, = d Wwa, = 4d

1 2! 2 1° v
In den Fdllen A und B ist A= -1.

C) Es gibt ein vollstiéndiges O?Fhonormalsystem §d1 , dz}
von A, so daB ' )

=Ad, +d, und Wd, =4

2 1 1 2~
D) Es ist u’=Ae, d.h., P(u)=Aly, P(u)eW = AW.

wa e
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_ Beweis: Falls u2 = e, haben wir schon in Satz 11 gesehen,
daB Fall A oder B (mit ¢=1) eintreten muB. Sei also von
jetzt an u2 $ e. Wir greifen auf Lemma 13 zurilick und
unterscheiden zwei Fdlle:

I. Es gibt ein j¥k mit de = d,. Dann islt
P(u)oW('dej + nkdk) P(u)Onjdk i’nkdj)
- 2 '
= Py i’?kﬁédj 25385 £ M) -

Es sind also ivjnk Eigenwerte von S. Damit ist gezeigt:

]

Der Fall de = dk mit j#k kann nur einmal vorkommen, und

das auch nur bei A=-1. Es muB dann‘ﬁj?k = +1, also
2m2 N
ﬂjﬂk = 1 sein.
Alle Ubrigen dl werden von W auf sich selbst abgebildet,
also

_ 2 et .
P(u)Wdl = P(u)dl —lnldl fir 1 % j, k,
also ﬂ§=1, da der Eigenwert #*1 schon vergeben ist. Die-
ser Fall kann nach der Bemerkung‘ﬂ'zu'Lemma 1% also auch
|

htchstens einmal vorkommen. Daher ist s = 2 oder 3 (denn
s=1 scheidet durch die Voraussetzung I aus).

Im Pall I kann also nur gelten (mit ?=q§#1 und bei geeig—
neter Numerierung): -

ul = pd, + ?dg + d3 oder u° =.@d, + ?dg.
Damit tritt der Fall A d@er B ein.

~II. Fiir alle j =1, ..., s gilt de = dy. Da nun stets
P(u)de =?q§d3L sind alléiqi Eigenwerte von S. Da es
davon nur zwel verschiedene gibt und ug#e, mufl einer der

beiden Fille C, D eintreten. E]
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§3. EXPLIZITE BESTIMMUNG ALLER SPIEGELUNGEN IN BESCHRANK‘
TEN SYMMETRISCHEN GEBIETEN VOM KEGELLEYP

In den folgenden vier S&tzen werden die Pgdlle A - D ein-
zeln behandelt. Die Ergebnisse werden abschlieBend in
zwel Theoremen zusammengefalit.

SATZ 13 (Pall A): Sei A eine formal-reelle Jordan-Alge-
bra, M das zugehorige beschrénkte symmetrlsche Gebiet.
Sei weiter W ein reeller Automorphismuslvon A ueld mit

W= ?d + pdy + dg,

wobei 96U(1), {d1,d' } ein vollsténdiges Orthonormal-
system von A und Wd, = d2, Wd, =d,, st = d3 ] = P(u)eW
sel Spiegelung. '

‘Dann ist M ein reduzibles Gebiet, M = M, My, wobei S auf

M2 die Identitdt ist und auf M1'der Fall B eintritt.
Beweis: Sei 65 AfJ die Peirce Zerlegung von X ve-

zliglich {d1,d2,d ? Dann s1eht man sofort aus der Defi-

|
nition de; A1J

Wik 1 = Bypy wlA,,) = By, W[Ag] = Egs,
WLA12]L=? Lo w5 = Kpuy Wiyl = Ky,

ferner P(u)[Aij] = Aij fliir alle i, j nach der Bemer-

]

kung 4 zu Theorem 3.

S 148t aﬂso1 i,k 0%, = KO(dB), Kz0 Xpp = ()
und A33 = A (d ) fest, wobei der Eigenwert -1 auf
(d ) angenommen wird. Auf A‘(d3) kann S daher nur den
blgenwert 1 haben, S muB also hier die Identit&t sein
(da diagonalisierbar). Das geht aber wegen S[K1BI= K23
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nur, falls K13 = A23 0, also Kh(dB) = 0.
Damit ist A& = A (d ) @ A (d ) eine direkte Zerlegung
1n~Ideale, wobe1 S auf A (d ) die Identitdt ist und auf
A (d ) der Fall B elntrltt D1e Behauptung folgt mit
Satz 9, _ _ []

SATZ 14 (Fall B): Sei A eine formal-reelle Jordan—Aigebra
vom Grad r, M das zugehdrige beschrankte symmetrisché Ge-
biet. Sei weiter W ein reeller Automorphismus von K, hKK

ot

mit

2 ~
= fdy + §dp,
wobei peU(1), {d1,_d2] ein vollstidndiges Orthonormal-
system von A und Wd, = d,, Wd, =d,. S = P(u)eW sei
Spiegelung.
Dann sind d, und d, primitive Idempotente, d.h., r = 2,

also M & M1 1><M1 ; oder M =TI, und S hat die Form

Sd ?dz, Sd = ?d,], SIA (d ) = lX"z(d1).
Diese Abbildung ist tatsédchlich Spiegelung in 2 (M).

Beweis: Sei A = A11® A12® A22 ‘die Peirce-Zerlegung von
A beziiglich {d1, 2}. Dann ist wieder unmittelbar klar,

dafd
W[ T = K WEyl= Ky, w(E,]
o ~
P(u)[Aij]= Ay, fur alle 1, j.
Also ist S auf A12

A11® A22 pnaufgebragucht" wird. Wdre nun d1m®A11 2, SO

gédbe es zwel linear unabhdngige Vektoren z1,z2€;A11, al-

die Identitédt, da der Elgenwert -1 1n

so. die beiden linear unabhingigen Eigenvektoren z1-Sz1
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und 22—822 Zum Eigenwert -1. Also ist A11 = ®d1, ebenso

A22 = ®d2; damit sind d1 und d2 primitiv, und r=2 ist

bewiesen.

Es ist also nur noch zu zeigen, daBl die angegebene Ab-
bildung tatsdchlich in 2ZZ(M) liegt:

Wir wihlen MeU(1) mit m°=¢,
reellen Automorphismus W-vbn A mit wa, = d,, Wd, = d,,

2 <

= qd1vi 05 und einen

W Aﬁé = +lA12 DaB és diesen Automorphismus gibt, ist
flﬁ%ﬁéiiéi ASR®R trivial, da dann d1 und Qz
zigen Idempotente von A sind (%#e). Andernfalls sei

0.B.d.A. A .—.[an (u e,] . Fir das spezielle Orthonormal-

system ‘&:;a = sC steht der gesuchte Automorphis-
i1 2 1 2

die ein-

muS/ln Lemma 1; ist {d d2} ein. anderes vollstandiges Or-

1
thonormalsystem von A, so sei Wo'ein Automorphismus von
A mit Wd, =c,, W d, = C2. Die Konjugation des passen-
den Automorphismus aus Lemma 1 mit Wo ergibt den gesuch-

ten Automorphismus. ‘ ~ ' ' [

SATZ 15 (Fall.C): Sei A eine formal-reelle Jordan-Algebra,
M das zugehorige beschrénkte symmetriséhe Gebiet, W ein
reeller Automorphismus von K, u€k. Es sei {d s d E ein
vollstdndiges Orthonormalsystem von A mit Wd1 = d1 Wd,

= dy. S = P(n)oW sei Spiegelung mit dem Eigenwert A#1,
und es sei

2
u® = Rd1 + dye.
Dann ist M ein reduzibles Gebiet, M = M1><M2, wobel S

auf M2 die Identitdt ist und auf M1 der Fall D eintritt.

Beweis: Sei A = A11 ® A12 ® A22 die Peirce-Zerlegung
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beziiglich {d1,d2} Da S[AIJ] ij fiir alle i,j und der
Eigenwert A in A11 vorkommt (Sd %d1!), geniigt es wie-

~

der zu zeigen: A12 = 0.

u hat die Gestalt

u=me, -me, + Cz = Cy mit q2 = A,
wobei die c. eA 1dempotent oder O sind und c1+c2 = d1,
c3+c4 (Bewels Beim Quadrieren der in der Bemerkung
2 zu Theorem 3 nach ,Zusammenfassung glelcher Koeffizien-
ten” gegebenen Minimalzerlegung von u muB u2-7\d1+d2 her-
auskommen). Damit ist

P(u) = A[P(cy)+P(cy)—4L(c)Lle,)] + Bley)+Bley)-4L(cs)Llc,)
o+ 4/11[11(0 )L(c5)-TI(c ) L(c,)-I(c,)L(es)+Lic,)L(e, )]
=- lD + D +’WD3,
wobei 1\A = 0, Dle =0 und nD3\112 = P(u)\K12.
Da 01,02,03,04 reell, ist D, reell. AuBerdem ist guch W
reell und S|~ =1y . Da S|~ = P(u)eWlsy -
| =P \A12 lA1 | 127

mufl entweder A12 = 0 oder M reell, alSO’n— +1 sein und

somit A= 1, Widerspruch.

Also ist A, = O. - L]
SATZ 16 (PFall Di: Sei A eine formal-reelle Jord&h—Algebra;
vom Grad r, M das zugehdrige beschriénkte symmetrische Ge-
biet, W ein reeller Automorphismus von A, u€h. S = P(u)eW
sei Spiegelung mit dem Eigenwert X#1, und es sei

u2 = Ae.

Dann ist entweder
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(i) r=1, also M ¥ M1 1 und S hat die Form z+—>A2Z,
’ _ ‘ .
oder

(ii) r=2; dann ist A=-1, und eé’ergibt sich der Fall B

In diesen beiden Fdllen ist S tatsdchlich Spiegelung in

2(M).

Bewels Ist u -%e, so ist (ﬁu) e mlt ﬂ =N also —
P(nu) (u) ein Automorphlsmus von A da auch (ﬁu)(ﬁu)
= e, 1st =u reell, also —P(u) ein reeller Automorphis-
mus. Somit ist vP(u)oW = AW, mit einem reellen A}
tomorphismus W von A der den elnfachen Eigenwert 1 und
sonst hochstens den Eigenwert % X hat,

Ist r=1, so ergibt sich sofort (i); andernfalls kommt
der Eigenwert A von W, wirklich vor. Da W  eine orthogo-
nale Abbildung ist,tfgﬁ also A=-1 und insbesondere Wgzlx.

Der Eigenraum zum einfachen Eigenwert 1 von W, ﬁprd von
e aufgespannt. Da WO reell ist, gibt es einen Eigenvek-
tor x€A mit W x = -x. Sei x = {,du+ ... +“§SdS die Mi-
nimalzerlegung. WOX = =X hat dann die Minimalzerlegung

‘—§1d15 coe =88 = -x = W x = § W A+ ..+ W d
Sei o0.B.d.A. ¥,%0 (da x%0); dann ist Wwod, % d4, also
o.B.d.A. Wod1 = d2 und somit auch WodZ = d1. Damit ist
Wo(d1+d2) = d1 d2, glso d1+d2 Eigenvektor zum Eigenwert
1 und somit

mit WE€R. Es muB also s = 2 (und|4=1) sein.

Also ist u2 = Ae = —d1-d2, und wir befinden uns im Fall

B. Insbesondere muB3 nach Satz 14 r=2 sein. [j
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Vor der abschlieBenden Zusammenfassung bringen wir die
Aussagen filir r=2 noch auf eine etwas ilibersichtlichere
Form: ‘

LEMMA 14: Die in Satz 14 konstruierten Spiegelungen S
sind in 22(M) -zu der Abbildung S, mit

Spdq = dp, Sydy =4y, SOIK = 1A12

konjugiert.

Beweis: Wir wdhlen u_ mit ug = d1 + gdg. Dann ist

~ ~ -4 . _ .
P(u )[X, = X,, und P(u )eSP(u) T, =
U -1 _ -1y -2 _ =
Ferner . ist P(uo) = P(go\) und u_® = d, + pd,, also

]

1>(uo)s:9(uo)"1d1 - P(uo)"Sd1

-1 ~
ebenso P(uO)SP(uO) d, = d

Pw)pdp = g7, = 4,
1s  also insgesamﬁ

P(u )eseB(u )™ = S . .

A

KOROLLAR: (1) Die Spiegelungen vom Typ B in M1 1 <M,
- ’

sind alle in Z:(M1 1><M1 1) ‘zu
(21722)‘_'%(Z29z1)
konjugiert.
(ii) Die Spiegelungen in L, sind alle in Z:(Ln) Zu
t
(%) (Z1’Z2’..-’Zn> \-——é(—Z1,Z2,..-,Zn)

konjugiert.

Beweis: (i) klar, da R @ R nur die beiden Idempotente
(1,0)%und (0,1) hat.

(ii) Konjugiert man die in Lemma 14 gefundene Form noch
mit einem reellen Automorphismus von [&n,p,e1], der
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{d1,d2} in das vollstédndige Orthonormalsystem {01,02}
aus Lemma 1 (ii) iiberfiihrt, so erhdlt man, daB alle
Spilegelungen zu
t . t

(**) (Z1922,23a“-9zn) (Z1,—Z2,Z3,-..,Zn)
konjugiert sind (in Z(Ln)). Die Abbildung (%) ist in
2.(M), ndmlich gleich P(u)eW, wobei W die kanonische In-~
volution von A (siehe Anmerkung zu Lemma 1) und u = ie
ist. Da die Abbildung (%) trivialerweise Spiegelung ist,
liegt sie guch in derselben Konjugationsklasse wie (3¢3¢) .
THEOREM 4 (Spiegelungen in irreduziblen beschrénkten
symmetrischen Gebieten vom Kegel-Typ):
Sei A eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra vom
Grad r, M das zugehOrige irreduzible beschridnkte sym-

metrische Gebiet. Dann gilt:

(i) Ist r > 3, so hat M keine Spiegelungen.

(ii) Ist‘ri= 2, so ist M & (n>3) . M hat nur Spie-
gelungen der Ordnung 2; dlese 51nd alle zuelnander kon-
jugiert. Die Spiegelungen in" 2 (M) ‘sind genau dle 1h Satz
14>beschr1ebenen Abbildungen.

(iii) Ist r = 1, so ist M = M, ;. M hat Spiegelungen
=21 .
beliebiger Ordnung; jede Spiegelung in Z (M) hat die

Form 2z+—sAz mit einer Einheitswurzel A.

KOROLLAR: (i) Es gibt keine Spiegelungen in den Gebietlen

S, (r23), Mr,r (r23), _T2r (r23), R27.

(ii) In L, (n23) gibt es Spiegelungen der Ordnung 2.
Diese sind s&émtlich zur Abbildung (%) konjugiert.
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THEOREM 5 (Spiegelungen in reduziblen beschriénkten sym-
metrischen Gebieten vom Kegel-Typl):
Sei M ein beschrinktes symmetriséhes Gebiet vom Kegel-
Typ, M = M1x ...><MS eine Zerlegung in irreduzible be-
schriankte symmetrische Gebiete voml Kegel-Typ. Fiir eine

Spiegelung S von M gibt es genau die beiden Moglichkei -
i

.

ten:

(i) ™ enthidlt einen Faktor = M, oder L, ; auf diesem
’

Faktor ist S Spiegelung, auf den ilibrigen die Identitét.

o.B.d.A. M, = M, =

(ii) M enthidlt zwei Paktoren §'M1 19 1 5
]

M1 19 und S ist konjugiert zu der Abbildung
’
. t ' t
(z1,z2,23,...?zn) E«—é(zz,z1,za,...,zn) .
Insbesondere hat M keine Spiegelungen, wenn kein Faktor

~

= M1’1 oder Ln ist.

ANMERKUNG: Ein Vergleich mit der Einleitung zeigt, daB
Theorem 5 dem Satz (B) und das Korollar zu Theorem 4
dem Satz (C) von Gottschling entspricht. Das Analogon
von Satz (A) filir die Gebiete vom Kegel-Typ ist schom
in [6], S.414, bewiésen. |
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