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D i e s e A r b e i t ist die n o c h f e h l e n d e E r g ä n z u n g zu [l ] . In 

[1] hat E . G o t t s c h l i n g die B e d e u t u n g v o n S p i e g e l u n g e n 

k o m p l e x e r M a n n i g f a l t i g k e i t e n a u s f ü h r l i c h d a r g e l e g t und 

das P r o b l e m der B e s t i m m u n g a l l e r S p i e g e l u n g e n in be-

s c h r a n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e n v o l l s t ä n d i g g e l ö s t 

bis auf die Fälle der b e i d e n i r r e d u z i b l e n A u s n a h m e g e -

biete der D i m e n s i o n 16 und 2 7 . Das E r g e b n i s der v o r l i e -

g e n d e n ' A r b e i t ist: 

Beide i r r e d u z i b l e b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e A u s n a h m e -

g e b i e t e b e s i t z e n keine S p i e g e l u n g e n . 

Das 1 6 - d i m e n s i o n a l e G e b i e t R^ g w i r d mit Hilfe d e r kano-

n i s c h e n R e a l i s i e r u n g n a c h M.Ise ( [4J und [5]) b e h a n d e l t . 

D a b e i kommt es n i c h t auf die in [5] g e g e b e n e explizite 

Form des G e b i e t s a n , s o n d e r n nur auf den Satz' v o n I s e / 

Y o k o n u m a ü b e r die A u t o m o r p h i s m e n v o n b e s c h r ä n k t e n sym-

m e t r i s c h e n G e b i e t e n in ihrer k a n o n i s c h e n R e a l i s i e r u n g . 

([4], S . 123/1 2 4 ) . D a r a u s läßt sich
1
 hjer.leit'en: 

J " 16 
Die S t a b i l i t ä t s g r u p p e des Punktes 0 £ R . j g £ ( C be-
steht g e n a u aus den l i n e a r e n A b b i l d u n g e n 

1 
z i -f (s ) z für z €. <D , 

w o b e i A6(D, j x) = 1 , s € Spin( 10,R) und ^ eine der bei-

d e n H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n v o n Spin(lO,<D) i s t . 

Die A n w e n d u n g der k l a s s i s c h e n S p i n o r e n - T h e o r i e (etwa 

n a c h C h e v a l l e y ) auf dieses Z w i s c h e n r e s u l t a t e r g i b t , daß 

R^g keine S p i e g e l u n g e n h a b e n k a n n . 

Das 2 7 - d i m e n s i o n a l e A u s n a h m e g e b i e t R ^
 v o m

 Kegel-

Typ (d.h., a n a l y t i s c h i s o m o r p h zu einem S i e g e i s c h e n 

H a l b r a u m I . A r t ) . Die Gebiete dieses Typs samt ihren Au-

t o m o r p h i s m e n lassen sich n a c h U . H i r z e b r u c h ( [ 2 ] und [ 3 ] ) 

sehr ü b e r s i c h t l i c h d u r c h f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r e n 



b e s c h r e i b e n . Mit Hilfe d i e s e r B e s c h r e i b u n g g e l i n g t es, 

eine g e s c h l o s s e n e T h e o r i e der S p i e g e l u n g e n d i e s e r Gebiet 

zu g e b e n , die einen Teil der E r g e b n i s s e v o n G o t t s c h l i n g 

u n a b h ä n g i g v o n [l] e n t h ä l t . Das H a u p t h i l f s m i t t e l d i e s e r 

Theorie sind die I d e m p o t e n t e der b e t r a c h t e t e n J o r d a n - A l -

g e b r e n : Es ist die W i r k u n g v o n S p i e g e l u n g e n auf diese zu 

u n t e r s u c h e n . B e z e i c h n e t m a n wie ü b l i c h die m a x i m a l e Läng 

r eines v o l l s t ä n d i g e n O r t h o g o n a l s y s t e m s v o n I d e m p o t e n t e n 

in einer f o r m a l - r e e l l e n J o r d a n - A l g e b r a als Grad d i e s e r 

A l g e b r a , so lautet das E r g e b n i s : 

Ist r = 1, so hat das z u g e h ö r i g e Gebiet S p i e g e l u n g e n 

b e l i e b i g e r O r d n u n g . 

'
 r

 ~ so,hat das Gebiet g e n a u eine Konjugations-

klasse v o n S p i e g e l u n g e n ; d i e s e h a b e n die O r d n u n g 2 . 

Ist r > 3, so hat das G e b i e t keine S p i e g e l u n g e n . 

Das Gebiet R ^ g e h ö r t ' z u r f o r m a l - r e e l l e n A u s n a h m e - J o r d a n 

A l g e b r a . Da dies.e den Grad 3 h a t , ist das G e b i e t spiege-

l u n g s f r e i . 
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B E Z E I C H N U N G E N UND K O N V E N T I O N E N 

0 Ende eines B e w e i s e s 

N = {0, 1, 2, ...} , N m = { m , m + 1 , m + 2 , . . 

C T e i l m e n g e b z w . echte T e i l m e n g e 

1 M i d e n t i s c h e A b b i l d u n g auf der Mengie M 

f [ M ] , f ~
1
[ N ]

 :
 Bild b z w . Urbild einer M e n g e M b z w . N un-

ter d e r A b b i l d u n g f 

Ufifc (K) M e n g e der ( p , q ) - M a t r i z e n ü b e r dem K ö r p e r K 
P > Q. 

1 ( r , r ) - E i n h e i t s m a t r i x 

X ^ zur M a t r i x X t r a n s p o n i e r t e M a t r i x 

tr X Spur der M a t r i x oder l i n e a r e n A b b i l d u n g X 

X > 0 Die h e r m i t e s c h e M a t r i x oder A b b i l d u n g X ist posi-

t i v - d e f i n i t 

i Z)m = 2Z/m2 zyklische G r u p p e der O r d n u n g m 

U ( 1 ) = [z£C | zz = Rand des k o m p l e x e n E i n h e i t s k r e i -

ses 

M ~ , M° a b g e s c h l o s s e n e Hülle b z w . o f f e n e r K e r n der Teil-

m e n g e M eines topologi.sjchen R a u m e s 

B e i einer a s s o z i a t i v e n A l g e b r a A m i t 1 ü b e r einem Körper• 

K wird stets i d e n t i f i z i e r t K £ A . B e i J o r d a n - A l g e b r e n 

h e i ß t das E i n s e l e m e n t stets e . L i e - G r u p p e n w e r d e n m i t 

, g r o ß e n l a t e i n i s c h e n B u c h s t a b e n G , ... , G L ( n , € ) , S 0 ( n , E ) , 

... , die z u g e h ö r i g e n L i e - A l g e b r e n ( m e i s t e n s ) m i t _ d e n ^ 

e n t s p r e c h e n d e n k l e i n e n d e u t s c h e n B u c h s t a b e n oj, ... » j 

< ^ ß . ( n , ® ) , /ftr(n,K), ... b e z e i c h n e t . 

Alle w e i t e r e n B e z e i c h n u n g e n und K o n v e n t i o n e n sind Stan-

dard . 
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0 . E I N L E I T U N G 

D i e s e A r b e i t ist die n o c h f e h l e n d e E r g ä n z u n g zu [3(] • In 

[3] hat E . G o t t s c h l i n g das P r o b l e m der B e s t i m m u n g a l l e r 

S p i e g e l u n g e n in b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e n voll-

ständig g e l ö s t bis auf die Fälle der b e i d e n i r r e d u z i b l e n 

A u s n a h m e g e b i e t e der D i m e n s i o n 16 und 2 7 . Das E r g e b n i s 

d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t ist: 

Die b e i d e n i r r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n 

A u s n a h m e g e b i e t e b e s i t z e n keine S p i e g e l u n g e n . 

In K a p i t e l I wird das 1 6 - d i m e n s i o n a l e G e b i e t m i t H i l f e 

d e r k a n o n i s c h e n R e a l i s i e r u n g n a c h M . I s e b e h a n d e l t . Haupt-

h i l f s m i t t e l ist d a b e i ein Satz v o n M . I s e und T . Y o k o n u m a 

ü b e r die A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e der k a n o n i s c h e n R e a l i s i e -

rung eines b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t s . 

K a p i t e l II g i b t eine a l l g e m e i n e T h e o r i e für die Spiege-

l u n g e n der b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e v o m K e g e l -

Typ (die a n a l y t i s c h i s o m o r p h zu S i e g e i s c h e n H a l b r ä u m e n 

1.Art sind und zu d e n e n das 2 7 - d i m e n s i o n a l e A u s n a h m e g e -

biet g e h ö r t ) mit Hilfe des v o n U . H i r z e b r u c h g e f u n d e n e n 

Z u s a m m e n h a n g s d i e s e r Gebiete mit den f o r m a l - r e e l l e n Jor-

d a n - A l g e b r e n . Das K a p i t e l ist in sich a b g e s c h l o s s e n und 

ergibt v o n "[3] u n a b h ä n g i g e B e w e i s e der d o r t i g e n E r g e b n i s -

s e , e i n g e s c h r ä n k t auf die h i e r b e t r a c h t e t e n G e b i e t e . 

Ohne w e i t e r e n V e r w e i s w e r d e n in d i e s e r A r b e i t die A n f a n g s -

g r ü n d e der F u n k t i o n e n t h e o r i e in m e h r e r e n V e r ä n d e r l i c h e n 

und der Theorie der L i e - G r u p p e n b e n ü t z t . A l l e s d a r ü b e r 

H i n a u s g e h e n d e ist m i t L i t e r a t u r v e r w e i s e n v e r s e h e n . Die 

w i c h t i g s t e n T a t s a c h e n ü b e r b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e Ge-

b i e t e , S p i e g e l u n g e n und J o r d a n - A l g e b r e n w e r d e n in den 

f o l g e n d e n P a r a g r a p h e n d i e s e r E i n l e i t u n g z u s a m m e n g e s t e l l t . 
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Ich danke H e r r n P r o f e s s o r G o t t s c h l i n g für die A n r e g u n g 

zu d i e s e r A r b e i t und für m a n c h e n w e r t v o l l e n R a t . 

§1. B E S C H R Ä N K T E S Y M M E T R I S C H E G E B I E T E 

Für einen ( k o m p l e x - ) a n a l y t i s c h e n R a u m M sei j Q ( M ) stets 

die Gruppe der a n a l y t i s c h e n A u t o m o r p h i s m e n v o n M . 

D E F I N I T I O N 1: (i) E i n b e s c h r ä n k t e s Gebiet M in einem end-

l i c h - d i m e n s i o n a l e n k o m p l e x e n V e k t o r r a u m V * 0 h e i ß t sym-

m e t r i s c h , w e n n es zu jedem Punkt z£M eine A b b i l d u n g t*> € 

p 

i l ( M ) mit co = g i b t , die z als i s o l i e r t e n F i x p u n k t 

h a t . 

(ii) Ein G e b i e t M £ V h e i ß t r e d u z i b e l , w e n n es a n a l y t i s c h 

i s o m o r p h zu einem c a r t e s i s c h e n P r o d u k t M ^ x M 2 zweier Ge-

b i e t e der D i m e n s i o n > 1 ist; a n d e r n f a l l s heißt M irredu-

z i b e l . 

ANMERKUNG.': E i n b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t ist 

stets h o m o g e n , d . h . , £ X ( M ) o p e r i e r t t r a n s i t i v auf M -

([4], S . 1 7 0 ) . 

Je.&'es b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e G e b i e t M ist a n a l y t i s c h 

i s o m o r p h zu einem P r o d u k t i r r e d u z i b l e r b e s c h r ä n k t e r sym-

m e t r i s c h e r G e b i e t e , 

M M r x . . . x M s , 

w o b e i die M ^ bis auf die R e i h e n f o l g e und bis auf analy-

tische I s o m o r p h i e e i n d e u t i g b e s t i m m t s i n d . 

Ist M ein G e b i e t m i t 0 £ M , so b e z e i c h n e H ( M ) stets die 

S t a b i l i t ä t s g r u p p e v o n 0 in S l ( M ) , also 
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X ( M ) := { o j € H ( M ) | w ( 0 ) = 0'} . 

D E F I N I T I O N 2: W e n n für ein b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s 

G e b i e t M £ V gilt: 

(i) oeia, 

(ii) M ist g l e i c h (nicht n u r a n a l y t i s c h i s o m o r p h ) einem 

c a r t e s i s c h e n P r o d u k t i r r e d u z i b l e r b e s c h r ä n k t e r s y m m e t r i -

scher G e b i e t e , 

(iii) JCX(M) enthält alle A b b i l d u n g e n z\—*Az m i t X ^ U ( l ) 

(d.h., M ist „ k r e i s f ö r m i g " ) , 

(iv) alle A b b i l d u n g e n in 2L(M) sind l i n e a r (d.h., X ( M ) 

£ G L ( V ) ), 

so soll M ein G e b i e t in N o r m a l f o r m g e n a n n t w e r d e n . 

Jedes b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e G e b i e t läßt sich d u r c h 

einen a n a l y t i s c h e n I s o m o r p h i s m u s in N o r m a l f o r m b r i n g e n 

([3], S . 7 0 3 / 7 0 4 ) . 

Die i r r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e sind 

v o n E . C a r t a n v o l l s t ä n d i g k l a s s i f i z i e r t w o r d e n . Die fol-

gende A u f z ä h l u n g g i b t v o n jedem I s o m o r p h i e t y p d i e s e r Ge-

biete einen V e r t r e t e r in N o r m a l f o r m a n , n ä m l i c h die „ka-

n o n i s c h e R e a l i s i e r u n g " im Sinne v o n [9], die für die Ty-

pen I - IV auf E . C a r t a n und C . L . S i e g e l z u r ü c k g e h t (vgl. 

[3], S . 6 9 6 - 6 9 8 ) . 

I. Für b e l i e b i g e p , q. € N ^ , p ^ q , ist 

\ , q : = I \ " > 
ein i r r e d u z i b l e s b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s Gebiet der 

D i m e n s i o n pq.i 
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II. Sei D a n n ist 

T r : = {Z',€lf5lr>r((j;) | Z
t
 = - Z , l r - Z

t
Z > O } 

ein i r r e d u z i b l e s b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t d e r 
1 '1 

D i m e n s i o n ^••r-(r-p). 

I I I . Für r 6 N 2 ist 

s r := { z e m r > r ( ® ) | Z
t
 = Z, i r - z H > 0 } 

ein i r r e d u z i b l e s b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t der 
-1 

D i m e n s i o n 

I V . Für ist 

L n := {z€<D
n
| |z

t
z| < 1, 2 z

t
z < 1 + I z ^ z t

2
] 

e i n i r r e d u z i b l e s b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t der 

D i m e n s i o n n . D a b e i ist L ^ = S 2 und L ^ M ^ 2 ('[4] , S . 

352; in der d o r t i g e n B e z e i c h n u n g s w e i s e ist = 

BD I (p=n, q = 2 ) , S 2 = G I (n=2), M 2 2 = A
,
.IIl!(p=q=2) ') 1 

V . und V I . Die „kanonischen" M o d e l l e für das 16- b z w . 27-

d i m e n s i o n a l e A u s n a h m e g e b i e t , R^g b z w . R 2 y > sind erst 

k ü r z l i c h v o n M.Ise g e f u n d e n w o r d e n (s. etwa [9]). Da w i r 

ihre explizite B e s c h r e i b u n g nicht b e n ö t i g e n und d i e s e 

d o c h recht k o m p l i z i e r t i s t , wird sie h i e r n i c h t a n g e g e b e n . 

Bis auf die u n t e r I V . a n g e g e b e n e n I s o m o r p h i e n sind die 

a u f g e z ä h l t e n G e b i e t e p a a r w e i s e n i c h t a n a l y t i s c h i s o m o r p h . 

Die h i e r v o n (zum T e i l ) v e r s c h i e d e n e R e a l i s i e r u n g der be-

s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e v o m K e g e l - T y p n a c h U . 

H i r z e b r u c h m i t Hilfe v o n J o r d a n - A l g e b r e n wird in K a p i t e l 

II b e n ö t i g t und dort a u c h b e s c h r i e b e n . 

E-ine explizite B e s c h r e i b u n g der A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e n ' 

der T y p e n I - IV (in der k a n o n i s c h e n R e a l i s i e r u n g ) fin-

det m a n in [3] und f e r n e r das E r g e b n i s : 
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(A) Ist M ein b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t , 
k
1

 k
s 

M = M 1 x . . . X M S 
I s 

seine Z e r l e g u n g in i r r e d u z i b l e G e b i e t e m i t k ^ > 1 und 

M . ^ M . für i + j, S ( k . ) die v o l l e s y m m e t r i s c h e 
.cJ _ 

Gruppe'; d\er P e r m u t a t i o n e n der k^ i s o m o r p h e n P a k t o r e n 

M ^ als U n t e r g r u p p e v o n i l ( M ) , so g i l t : 

Das direkte P r o d u k t der G r u p p e n S ( k ^ ) , 

S i , := S ( k 1 ) x ... x S ( k ), 

ist U n t e r g r u p p e , das d i r e k t e P r o d u k t 

H ' : = -Q(lvL )
 1
 X ... x H ( M J

 s 

(mit der n a h e l i e g e n d e n I d e n t i f i k a t i o n ) N o r m a l t e i l e r 

von~.£l(M), und il(M) ist das s e m i d i r e k t e P r o d u k t v o n 

X I ' und S '. 

§2. S P I E G E L U N G E N IN K O M P L E X E N M A N N I G F A L T I G K E I T E N 

D E F I N I T I O N 3: Sei M eine k o m p l e x e M a n n i g f a l t i g k e i t , z € M , 

cj£Ü1(m) . o> h e i ß t S p i e g e l u n g in z, w e n n g i l t : 

(i) W = für ein m € ; 

(ii) o ( z ) = z; 

(iii) die F i x p u n k t m e n g e v o n a j (die eine a n a l y t i s c h e Teil 

m e n g e v o n M i s t ) hat in z die ( k o m p l e x e ) C o d i m e n s i o n 1. 

B E M E R K U N G E N : 1.) (iii) ist ä q u i v a l e n t zu: Die (totale) 

A b l e i t u n g Dco(z) v o n gj in z, die ein l i n e a r e r A u t o m o r p h i s 

mus des T a n g e n t i a l r a u m s v o n M in z i s t , h a t g e n a u einen 

E i g e n w e r t * 1. W e g e n (i) ist D « ( z ) sogar d i a g o n a l i s i e r -

b a r , und der E i g e n w e r t 4= 1 ist eine m - t e E i n h e i t s w u r z e l . 
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Ist M ein G e b i e t eines k o m p l e x e n V e k t o r r a u m s V , so trifft 

das g l e i c h e auf den A u t o m o r p h i s m u s v o n V zu m i t dem Ito(z) 

k a n o n i s c h i d e n t i f i z i e r t w i r d . 

2 . ) Ist C O £ . Q ( M ) S p i e g e l u n g in z £ M , CO € L L ( M ) b e l i e b i g , so 
— 1 o 

ist <oo°(o°cjo~ S p i e g e l u n g in a> Q(z). I n s b e s o n d e r e genügt 

es, S p i e g e l u n g e n bis auf K o n j u g a t i o n in M ) zu b e s t i m -

m e n . Gibt es S p i e g e l u n g e n und hat m a n d i e s e nur bis auf 

K o n j u g a t i o n b e s t i m m t , so g e h ö r t zur v o l l s t ä n d i g e n Kennt-

nis a l l e r S p i e g e l u n g e n v o n M auch die v o l l s t ä n d i g e Kennt-

nis der A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e v o n M . 

3.) Ist M ein b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t in Nor-

m a l f o r m , so g e n ü g t es n a c h 2 . w e g e n der T r a n s i t i v i t ä t 

v o n -Cl(M) s o g a r , die S p i e g e l u n g e n (bis auf K o n j u g a t i o n ) 

in der l i n e a r e n G r u p p e X ( M ) zu b e s t i m m e n . 

In [3], S . 6 9 3 / 6 9 4 , ist a u s f ü h r l i c h b e s c h r i e b e n , w e l c h e 

B e d e u t u n g die S p i e g e l u n g e n . e i n e r k o m p l e x e n M a n n i g f a l t i g -

keit h a b e n : D e r Q u o t i e n t der M a n n i g f a l t i g k e i t M n a c h ei-

n e r d i s k o n t i n u i e r l i c h e n Gruppe v o n A u t o m o r p h i s m e n ist ein 

k o m p l e x e r R a u m m i t g e w i s s e n E i g e n s c h a f t e n . Die K e n n t n i s 

der S p i e g e l u n g e n v o n M g e s t a t t e t eine g e n a u e r e U n t e r s u -

chung der A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e d i e s e s k o m p l e x e n Raumes 

und eine B e s c h r e i b u n g s e i n e r S i n g u l a r i t ä t e n . D a m i t ist 

das P r o b l e m m o t i v i e r t , die S p i e g e l u n g e n k o m p l e x e r M a n n i g -

f a l t i g k e i t e n zu b e s t i m m e n . G o t t s c h l i n g selbst b e w e i s t 

ü b e r die S p i e g e l u n g e n der b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n Ge-

b i e t e die f o l g e n d e n Sätze: 

(B) Sei M ein b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t , zerlegt 

/ w i e in (A). D a n n g i l t : 

Ist CO£.Q(M) eine S p i e g e l u n g m i t , so muß CO auf 
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a l l e n F a k t o r e n bis auf einen die Identität und auf 

d i e s e m einen F a k t o r eine S p i e g e l u n g s e i n . 

Ist c o C I K m ) eine S p i e g e l u n g m i t co^Xl' > so m ü s s e n min-

d e s t e n s zwei F a k t o r e n die D i m e n s i o n 1 h a b e n (und so-

m i t a n a l y t i s c h i s o m o r p h zur E i n h e i t s k r e i s s c h e i b e M^ ^ 

£ (D s e i n ) , etwa dim M 1 = 1, k 1 > 2 . co ist d a n n kon-

jugiert zu der A b b i l d u n g 

(z^, z 2 , z ^ , ... , z n )
t
» > ( z 2 , z-|» z y ..., z n )

t 

v o n M , w o b e i z^ und z 2 ü b e r M^ l a u f e n . (Diese A b b i l -

dung ist t r i v i a l e r w e i s e S p i e g e l u n g in .Q.(M).) 

(C) Es gibt keine S p i e g e l u n g e n in den G e b i e t e n 

M für 3 ̂  p - q o d e r 2 = p < q , 
P » OL 

T r für r > 5 , S r für r > 3 . 

Es g i b t S p i e g e l u n g e n in d e n G e b i e t e n M 9 9 , M 1 für; 
» » " v .. _; 

alle q€ » S 2 und L n für alle n t W ^ . 

Jede S p i e g e l u n g in M 2 2 i
s _ t

 k o n j u g i e r t zu der A b b i l -

dung 

l
Z
 11

 Z
1 2 \ ^ /

Z
1 1

 Z
2 1 \ 

\
Z
2 1

 Z
2 2 / ' \ 12

 Z
2 2 / . 

Jede S p i e g e l u n g in M 1 ist k o n j u g i e r t zu einer der 
' > H 

A b b i l d u n g e n 

( z 1 ? zg, ... , z^)\ > (Az 1 , z 2 , ... , z^) 

m i t einer b e l i e b i g e n E i n h e i t s w u r z e l X + 1 . 

Jede S p i e g e l u n g in S 2 ist k o n j u g i e r t zu der A b b i l d u n g 

f
Z
1 1

 Z
12\ /

 Z
1 1 ~

Z
1 2 \ 

V^12
 Z

22» V "
2
1 2

 z
22» — 
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Jede S p i e g e l u n g in i ^ , n > 3 , ist k o n j u g i e r t zu 

(z-, ,
 z
2 » ••• *

 z
n ) ' ^ (

—
 ̂  i '

 z
2 » * * * '

 z
n ) * 

(Die a n g e g e b e n e n A b b i l d u n g e n sind t r i v i a l e r w e i s e 

S p i e g e l u n g e n in X 1 ( M ) . ) 

A N M E R K U N G : Die A u s s a g e für L^ und L ^ folgt t r i v i a l e r w e i -

se aus der Isomorphlej L ^ = Sg und L ^ = M ^ 2
 u n <

i dar-

a u s , daß es in d i e s e n G e b i e t e n jeweils nur eine K o n j u g a -

t i ö n s k l a s s e v o n S p i e g e l u n g e n g i b t . Daß die G e b i e t e L ^ 

und L ^ im G e g e n s a t z zu [3] h i e r ü b e r h a u p t a u f g e f ü h r t 

w e r d e n , liegt d a r a n , daß sie sich aus t e c h n i s c h e n Grün-

den b e s s e r in die Theorie v o n K a p i t e l II f ü g e n , s.S.44'. 

Mit d i e s e n b e i d e n S ä t z e n sind die S p i e g e l u n g e n a l l e r be-

s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e b e k a n n t , soweit sie 

k e i n A u s n a h m e g e b i e t als P a k t o r e n t h a l t e n . Die A u s n a h m e -

g e b i e t e R^g und w e r d e n in [ 3 ] n i c h t b e h a n d e l t . 

§ 3. J O R D A N - A L G E B R E N 

O b w o h l v i e l e der f o l g e n d e n A u s s a g e n auch a l l g e m e i n e r gel-

t e n , b e s c h r ä n k e n w i r uns v o n v o r n h e r e i n auf K = IR oder 

K = <D als G r u n d k ö r p e r . A u ß e r d e m w e r d e n n u r k o m m u t a t i v e 

J o r d a n - A l g e b r e n b e t r a c h t e t . 

Sei also A stets eine ( k o m m u t a t i v e ) Jord'äjn-Algebra ü b e r 

K . L ( x ) € E n d K ( A ) sei die M u l t i p l i k a t i o n mit x £ A , also 

L ( x ) y := x y . L ( x ) ist im a l l g e m e i n e n nur l i n e a r , k e i n 

A l g e b r e n - H o m o m o r p h i s m u s . W e i t e r sei 

P: A > E n d K ( A ) , P ( x ) := 2 L ( x )
2
 - L ( x

2
) , 

die q u a d r a t i s c h e D a r s t e l l u n g . 
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D i e J o r d a n - A l g e b r a A h e i ß t e i n f a c h , w e n n sie k e i n e n i c h t -
. i 

t r i v i a l e n Ideal',e h a t . A h e i ß t h a l b e i n f a c h , w e n n das (ge-

e i g n e t zu d e f i n i e r e n d e ) R a d i k a l v o n A N u l l ist ( [ll , S . 

3 5 ) . Jede h a l b e i n f a c h e J o r d a n - A l g e b r a ist in eine d i r e k -

te S u m m e v o n e i n f a c h e n I d e a l e n z e r l e g b a r ( [1] , S . 5 5 ) . 

E i n e J o r d a n - A l g e b r a ü b e r TR h e i ß t f o r m a l - r e e l l , w e n n 

2 2 
x + y = 0 x = y = 0 . 

E i n e f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a ist s t e t s h a l b e i n f a c h 

und h a t e i n E i n s e l e m e n t e ,(-[l] , S . 3 1 9 ) . Jede h a l b e i n f a -

che k o m p l e x e J o r d a n - A l g e b r a ist K o m p l e x i f i z i e r u n g e i n e r 

f o r m a l - r e e l l e n J o r d a n - A l g e b r a ( [1] , S . 3 3 1 ) und h a t s o m i t 

a u c h e i n E i n s e l e m e n t e . D i e e i n f a c h e n k o m p l e x e n J o r d a n -

A l g e b r e n sind d a b e i g e r a d e die K o m p l e x i f i z i e r u n g e n d e r 

e i n f a c h e n f o r m a l - r e e l l e n J o r d a n - A l g e b r e n . 

V o n jetzt a n sind alle b e t r a c h t e t e n J o r d a n - A l g e b r e n for-

m a l - r e e l l o d e r h a l b e i n f a c h k o m p l e x . 

Für ein I d e m p o t e n t c€A ( o . B . d . A . s t e t s c *0,e) h a t L ( c ) 
1 

h ö c h s t e n s die E i g e n w e r t e 0 , T,» • L(°) d i a g o n a l i - ^ 

s i e r b a r , und die Z e r l e g u n g in die z u g e h ö r i g e n Eigenräu'mle, 

A = A (c) © A^( c ) © A 1 (c ), A w (c ) : = |xeA | cx = v x } 

f ü r v = 0 , 1 , 

h e i ß t die P e i r c e - Z e r l e g u n g v o n A b e z ü g l i c h c ( [l] , S . 47-

5 0 ) . A q(C) und A ^ ( c ) sind U n t e r a l g e b r e n , die s i c h g e g e n -

s e i t i g a n n u l l i e r e n , A ^ c ) ist k e i n e U n t e r a l g e b r a , f a l l s 

es t 0 i s t . Ist A 4 &(c) = 0 , so s ihd*, A (c )• und A ^ ( c ) s o g a r 

I d e a l e , und die P e i r c e - Z e r l e g u n g g i b t eine d i r e k t e Zer-

l e g u n g in d i e s e . I n s b e s o n d e r e m u ß f ü r e i n f a c h e s A d e r 

S u m m a n d A ^ c ) * 0 s e i n . Ist c ein p r i m i t i v e s I d e m p o t e n t , 

so ist A^ (c) = Kc ( [1] } S . 1 5 6 , Satz 5.12; S . 3 2 0 , L e m m a 

3 . 3 ; . S . 1 1 9 , Satz 7.4; S . 3 1 6 , A b s c h n i t t 1 v o n XI.§2). 
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F ü r ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o g o n a l s y s t e m v o n I d e m p o t e n t e n 

o d e r v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m { c ^ , ... , 

( v o l l s t ä n d i g h e i ß t d a b e i : c 1 + ... + c = e) g i b t es 
I s 

e b e n f a l l s eine P e i r c e - Z e r l e g u n g 

A = © A 
isj 

w o b e i A ± i = A ^ c ^ und A ^ = A ^ c ^ r\ A ^ c ^ )
 f ü r

 i * j • 

D i e zu d i e s e r d i r e k t e n Z e r l e g u n g g e h ö r i g e n P r o j e k t i o n e n 

sind 

G
i i

 P ( c
i

) u n d G
i j

 : =
 4 - L ( G i ) o L ( c >;) f ü r i*j 

( D l » S . 2 3 9 ) . Ist A e i n f a c h und sind a l l e c.^ p r i m i t i v , 

so sind a l l e A . . * 0 ( [l] , S . 2 4 4 , S a t z 3 . 4 ) . 

F ü r jedes x € A ist d i e v o n x e r z e u g t e U n t e r a l g e b r a K [x] 

eine k o m m u t a t i v e a s s o z i a t i v e A l g e b r a m i t e als E i n s e l e -

m e n t ( [1] , S . 1 4 1 ) , h a t also n u r e n d l i c h v i e l e p r i m i t i v e 

I d e m p o t e n t e c 1 , ... , c , d i e p a a r w e i s e o r t h o g o n a l sind 
I s 

u n d e i n v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m v o n A b i l d e n (in 

A b r a u c h e n sie n a t ü r l i c h n i c h t p r i m i t i v zu s e i n ) , x ist 

d a n n e i n d e u t i g d a r s t e l l b a r als 

x = + ... + 5 s C 8 , 

w o b e i ^ , ..., ^ g e r a d e d i e v e r s c h i e d e n e n E i g e n w e r t e 

v o n -L(x) j K ^ sind ( [1] , S . 2 2 , S a t z 4 . 2 ) . D i e s e D a r s t e l -

l u n g h e i ß t die M i n i m a l z e r l e g u n g v o n x . 

D a A eine f o r m a l - r e e l l e o d e r h a l b e i n f a c h e k o m p l e x e J o r -

d a n - A l g e b r a i s t , h a t jedes v o l l s t ä n d i g e O r t h o g o n a l s y s t e m 

v o n p r i m i t i v e n I d e m p o t e n t e n d i e s e l b e L ä n g e r; r h e i ß t d e r 

Grad d i e s e r J o r d a n - A l g e b r a ( [1] , '"ö,. 1 2 0 , S..328). 

F ü r u £ A ist P ( u ) g e n a u d a n n ein A l g e b r a - A u t o m o r p h i s m u s 
ö 

v o n A , w e n n u = e ( [1] , S . 1 5 7 / 1 5 8 ) . Ist A e i n f a c h , u n d 

sind , ..., c r | , ^ d ^ , ..., d ^ v o l l s t ä n d i g e O r t h o n o r -
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m a l s y s t e m e , so gibt es ein P r o d u k t W v o n A u t o m o r p h i s m e n 
2 

P ( u ) mit u = e, so daß W c ^ = d^ für i = 1, ..., r 

( [1] , S . 2 7 3 , und [7], S.343 und S . 3 4 4 ) . 

Die S t r u k t u r g r u p p e P ( A ) v o n A ist die M e n g e der W € G L ( A ) , 

für die es ein W * € G L ( A ) gibt mit 

P ( W x ) = W » P ( x ) » W * für alle x £ A . 

Ist W A l g e b r a - A u t o m o r p h i s m u s v o n A (das b e d e u t e t i n s b e s o n -

dere We = e), so ist W 6 P ( A ) mit W* = W ~
1
; für i n v e r t i e r -

b a r e s y £ A ist P(y)£ P ( A ) m i t P ( y f = P ( y ) ( [1] , 3:. 156, 

S . 9 0 / 9 1 ) . 

§4. D I E E I N F A C H E N F O R M A L - R E E L L E N UND K O M P L E X E N J O R D A N -

A L G E B R E N 

Sei IH die n i c h t - k o m m u t a t i v e B - A l g e b r a der Q u a t e r n i o n e n , 

® die (weder k o m m u t a t i v e n o c h a s s o z i a t i v e ) IR-Algebra der 
(D (ß 

O k t o n i o n e n oder C a y l e y - Z a h l e n ü b e r B , IH und (D ihre Kom-

plexif i z i e r u n g e n . 

Sei r * 3 und 

a ) 

b) 

c) 

M (K) 

S r ( K ) 

H (C) 

t die K - A l g e b r a der 

q u a d r a t i s c h e n r - r e i h i -

g e n M a t r i z e n ü b e r K , 

s y m m e t r i s c h e n q u a d r a -

t i s c h e n r-rei'higen M;a-

t r i z e n ü b e r K , 

h e r m i t e s c h e n q u a d r a t i -

schen r - r e i h i g e n Matri-

zen ü b e r der K - A l g e b r a 

C m i t d e r k a n o n i s c h e n 

I n v o l u t i o n x>—— 
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w o b e i für K H ® E : C = C , H oder © , für K = <C: G 

oder 7 e i n z u s e t z e n ist,^ jeweils m i t der M u l t i p l i k a t i o n 

xy := 2" • (xoy + y « x ) , 

w o b e i o das ü b l i c h e M a t r i z e n p r o d u k t b e z e i c h n e t . 

S (R), H (C) und H (H) sind einfache f ormal-reellie Jor-
r r r _j 

d a n - A l g e b r e n v o m Grad r , EU((D) ist eine solche v o m Grad 

3 . M+(«J), S (C) und H (H*) sind e i n f a c h e k o m p l e x e Jordan-
r jj, 

A l g e b r e n v.om Grad r , ) eine s o l c h e v o m . Grad 3- Das 

E i n s e l e m e n t ist jeweils die E i n h e i t s m a t r i x . ( [11 , S.331 

und S . 3 0 9 ) . 

F e r n e r d e f i n i e r e n w i r auf K
n
 für n > 3 n o c h f o l g e n d e r m a ß e n 

die A l g e b r a : 

u : r x r die n i c h t - a u s g e a r t e t e s y m m e t r i s c h e 

T<D 

Sei m : K
n
x K

n 

B i l i n e a r f o r m 

x - -v :..' 1, 
1»

 x
2 '

 x
n

}
 ' ^ 2 '

 } 

= x l Y l - x 2 y 2 - x y 
n

J
n 

und e^ = ( 1 , 0 , ..., 0) . D a n n w i r d die M u l t i p l i k a t i o n 

in e^J d u r c h 

xy := p-(x, e^ )• y + ^ ( y . e ^ . x - jji(x,y)}. e., , 

also 

;1 

X 
V. n. 

e r k l ä r t . 

E i n s e l e m e n t e 

y 2 
Xiy- + 1-M 

x ^ 2 + y ^ 2 

x
i y n

 +
 y i

x 

+ x
n y n 

1 n 

ist eine K - J o r d a n - A l g e b r a mit dem 

[ E
n

f p , e i ] ist e i n f a c h f o r m a l - r e e l l v o m 

Grad 2, ĵ (C
n
,|ji, e ^ e i n f a c h v o m Grad 2 . ( [l] , S.331 und 

S . 3 0 9 . ) 
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L E M M A 1: (i) Die A b b i l d u n g e n 

(
x
-| >

 x
q » > • • • »

 X
v, ) ' (X-, — Xq , X ^ , . . . f X ^ ) _
n' " " *~

T
'TJ ~~z' ' ' n' 

und (x.,, x 2 , ... , x n )
t
 i——^(x , - x 2 , ... , - x n )

t 

sind A l g e b r a - A u t o m o r p h i s m e n v o n . 

(ii) Die E l e m e n t e 

C;1 : = u n d °2 := '"*' 
n 

b i l d e n ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m in A = K ,|a,< 

Ist A = A 1 1 © A 1 2 © A ^ die Peircje-Zerlegung b e z ü g l i c h 

[ c 1 , c 2 } , so ist A 1 1 = K c ^ , A 2 2 = K C 2, 

t 1 2 (0, 0 , x 5 , ..., x n ) X-^, . . . , x n C K [ f 

und die b e i d e n Automorphi'smen W aus (i) w e r d e n gerade 

d u r c h 

W c
1 =

 c
2 '

 W c
2

 = C
1 *

 W
| A V 12 

b e s c h r i e b e n . 

B e w e i s : t r i v i a l mit • 
B E M E R K U N G : D e r zweite A u t o m o r p h i s m u s aus (i) ist die ka-

n o n i s c h e I n v o l u t i o n xi—>x v o n K
n
, p , e -J ( [1], S . 1 9 3 ) . 

Mit d e n b i s h e r a u f g e z ä h l t e n J o r d a n - A l g e b r e n g i l t : 

SATZ 1 '(Klassifikation der e i n f a c h e n f o r m a l - r e e l l e n Jor-

d a n - A l g e b r e n ) : Jede einfache f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a 

v o m Grad r ist i s o m o r p h zu einer der A l g e b r e n 

(A) K (falls r = 1 ), 

(B) [E
n
,(a,e.,] mit n > 3 (falls r = 2 ) , 
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(G) „ 0 S (K), 
r 

p ) H r ( C ) , (falls r > 3/), 

)f ) H r ( H ) 

(D) H 5 ( ® ) (falls r = 3 ) . 

( [l], S.331 ) 

SATZ 2 ( K l a s s i f i k a t i o n der e i n f a c h e n k o m p l e x e n Jordan'-

A l g e b r e n ) : Jede einfache k o m p l e x e J o r d a n - A l g e b r a v o m 

Grad r ist i s o m o r p h zu einer der A l g e b r e n 

(A) ® (falls r = 1 ), 

(B) [®
n
,|A,e 1J mit n > 3 (falls r = 2 ) , 

(C) oc) SJjC«), 

p ) M ' j U ) , (falls r > 3 ) , 

H r ( H ® ) 

H 3 ( © ® ) 

( [1] , S . 3 0 9 ) 

(D) H3'(©"') ! (falls!
 r
 = 3 ) . 

K O R O L L A R : Die in Satz 2 u n t e r A , B , Cc*, C ^ und D aufge-

f ü h r t e n e i n f a c h e n k o m p l e x e n J o r d a n - A l g e b r e n sind die Kom-

plexif i z i e r u n g e n der u n t e r dem g l e i c h e n B u c h s t a b e n in 

Satz 1 a u f g e f ü h r t e n e i n f a c h e n f o r m a l - r e e l l e n J o r d a n - A l -

g e b r e n . F e r n e r ist M*(<C) i s o m o r p h zur K o m p l e x i f i z i e r u n g 

der f o r m a l - r e e l l e n J o r d a n - A l g e b r a H ((D). 

( [1] , S.331 ) 

Noch einige B e m e r k u n g e n zur „ A u s n a h m e - A l g e b r a " H , ( C ) ü b e r 
ff* 

K = IR b z w . (C, w o b e i C = ® b z w . 
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Das E l e m e n t 
j w v 
w 02 u 
{ y u qj 

w i r d in der Form u , v , w ) 

g e s c h r i e b e n (vgl. , S.227; dort ist a u c h die M u l t i -

p l i k a t i o n s r e g e l für diese S c h r e i b w e i s e a n g e g e b e n ) . 'Durch 

ist eine a s s o z i a t i v e L i n e a r f o r m tr: H^(C)-

([Vi], S . 2 2 5 ) . 

-»K g e g e b e n 

Alle n o c h in d i e s e r A r b e i t v o r k o m m e n d e n Idempotente vojn 

J o r d a n - A l g e b r e n sollen # e und + 0 s e i n . 
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K A P I T E L I. DIE S P I E G E L U N G S F R E I H E I T DES 1 6 - D I M E N S I O N A L E N 

A U S N A H M E G E B I E T S 

In diesem K a p i t e l soll g e z e i g t w e r d e n , daß das Gebiet R^g 

keine S p i e g e l u n g e n b e s i t z t . D a b e i g e h e n w i r wie folgt v o r : 

Die b e n ö t i g t e n E r g e b n i s s e v o n [9"} w e r d e n in §2 auf g e f ü h r t ; 

daraus wird in A n l e h n u n g an den in j j o } v o r g e z e i c h n e t e n 

Weg in §3 die S t a b i l i t ä t s g r u p p e jEKR-jg) b e r e c h n e t . 

D a m i t ist die B e s t i m m u n g der S p i e g e l u n g e n auf die Unter-

suchung der H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n einer S p i n - G r u p p e zu-

r ü c k g e f ü h r t . Alle zu d i e s e r U n t e r s u c h u n g b e n ö t i g t e n Hilfs-

m i t t e l sind in dem B u c h [2] v o n C h e v a l l e y zu finden; sie 

w e r d e n in §1 z u s a m m e n g e s t e l l t . 

D e r §4 enthält dann die A u s r e c h n u n g der S p i e g e l u n g s f r e i -

h e i t . 

§1. S P I N - G R U P P E N UND S P I N - D A R S T E L L U N G E N 

Sei K ein Körper der C h a r a k t e r i s t i k * 2, V ein n - d i m e n s i o -

n a l e r K - V e k t o r r a u m mit einer n i c h t - a u s g e a r t e t e n symmetri-

schen B i l i n e a r f o r m 6 . Die zugehörige C l i f f o r d - A l g e b r a 

C ( 6 ) trägt eine n a t ü r l i c h e Z 0 - G r a d u i e r u n g C ( 6 ) = 
+ — 1 + 

C (s) © C (©);': j die Unteral'gjebra C (ö) heißt die gerade 

oder zweite C l i f f o r d - A l g e b r a ([2], s|.37). 
V ist auf n a t ü r l i c h e Y/eise in C ( 6 ) , und zwar in C ~ ( © ) , 

e i n g e b e t t e t und erzeugt C ( e ) als K - A l g e b r a mit 1: Sei 

[x^ , ..., x^j eine K-Basis v o n V; für 
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M = i m | £ [1, ..., n j , i 1 < ... < ' l m , sei 

x M := X-, • ... • X: 6 0 ( 6 ) , insbesondere x ~ = 1 . D a n n ist 
M Jtf 

l
x
M

 M
 ~ ^ * •••'

n
}j

 e
i

n e
 K - B a s i s v o n G(§), insbesonde-

re ist d i m K C ( 6 ) = 2
n
 ([2], Sl. 3 8 - 4 0 ) . Die x M mit 

m = 0 (mod 2) b i l d e n eine K-Basis v o n C
+
( © ) , d i 3 imit 

m = 1 (mod 2) eine K - B a s i s v o n C"(©)) ([2], S . 4 1 / 4 2 ) . 

F ü r eine E i n h e i t s€C(©) se/i "X(s) der innere Automorphis— 
— 1 -i—• — 

mus xi »sxs v o n C ( 6 ) . Die C l i f f o r d - G r u p p e P ( 6 ) ist 

die Menge der E i n h e i t e n s£C(©) mit "X(s)[v] C V . "X in-

duziert somit die „ V e k t o r - D a r s t e l l u n g " 

X : f(<5) > 0 ( 6 ) , si > X ( s ) | v , 

in die o r t h o g o n a l e Gruppe v o n V b e z ü g l i c h 6; j( £2] , S . 4 9 ). 

Die gerade o^ler spezielle G l i f f o r d - G r u p p e ist P +
( 6 ) : 

= P ( © ) ^ C
+
( e ) ; es ist X [ R , + ( 6 ) ] = S O ( 6 ) ([2],S.51). 

C(ö') trägt den „ H a u p t - A n t i a u t o m o r p h i s m u s " c*. mit <*jy
 =
 ly 

und _pC(y1 ... y m ) = y ... y 1 für y 1 , ..., y m € V 

([2], S . 3 8 ) . Für s £ P * ( 6 r ) ist ot(s)..s£K* £ C(c); w i r 

e r h a l t e n so den „ N o r m - H o m o m o r p h i s m u s " 

N : P + ( 6 ) ' 5>K x
, SI C*(s)«s 

([2], S.52; dort X statt N ) . Es ist S p i n ( © ) := ker N 

die Spin-Gruppe v o n 6 (in [2] heißt sie reduzierte Clif-

. ford-Gruppe P0 +)' , . 

Ist n u n n g e r a d e , so gilt der S t r u k t u r s a t z : 

C(§) ist eine z e n t r a l - e i n f a c h e K - A l g e b r a . 

([2], S.42) D a m i t b e s i t z t C ( 6 ) (bis auf Ä q u i v a l e n z ) 

genau eine irreduzible D a r s t e l l u n g 

p: C ( e ) • - > E n d K S 

mit einem ( e n d l i c h - d i m e n s i o n a l e n ) K - V e k t o r r a u m S . 
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h e i ß t die S p i n - D a r s t e l l u n g v o n C ( e ) . A u c h die E i n s c h r ä n -

k u n g e n v o n p auf C
+
( © ) , r ( ö ' ) , n

+
( < 5 ) und S p i n ( © ) h e i ß e n 

S p i n - D a r s t e l l u n g e n . 

Hat <ö w e i t e r den
1
, m a x i m a l e n Index r = so gilt zusätz-

lich: 

C
 +
 (<o) ist die d i r e k t e Summe zweier e i n f a c h e r [ijdeale, 

die S p i n - D a r s t e l l u n g p zerfällt auf C
 +
 (^) in zwei 

n i c h t - ä q u i v a l e n t e i r r e d u z i b l e D a r s t e l l u n g e n 

<p±: C
+
( 6 ) > E n d K S i , i = 1, 2, S 1 © S 2 = S 

([2], S . 4 4 , S . 5 6 , S . 7 0 / 7 1 ) . p 1 und ^ 2 h e i ß e n die Halb-

sp'i|n-Darstellungen v o n G
+
( © ) ; ihre E i n s c h r ä n k u n g e n auf 

r
 +
 (<ö) und Spin(6 ) h e i ß e n ebenfalls H a l b s p i n - D a r s t e l l u n -

g e n . 

Ist n o c h s p e z i e l l e r r = 1 (mod 2 ) , so sind die b e i d e n 

H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n v o n S p i n ( © ) z u e i n a n d e r k o n t r a g r e -

dient ( [2] , S . 77-79; die A u s s a g e folgt so',fjort aus dem 

V e r h a l t e n der b i l i n e a r e n I n v a r i a n t e n p n a c h III.2.1 und 

III.2.3; s . a . S . 2 2 / 2 3 ) . W e i t e r g i l t : 

SATZ 3: (i) Die D a r s t e l l u n g 

S p i n ( 6 ) > E n d K ( S ® S ) 

ist ä q u i v a l e n t zu K : S p i n ( ^ ) > A u t C ( 6 ) . 

(ii) jye^dejn S®S und c ( e ) n a c h (i) i d e n t i f i z i e r t , so gilt 

für r = 1 (mod 2) 

C + ( < O ) - Ö S ^ S G ) © ( S G F C S . , ) , 

G " ( ^ ) = ( S 1 ® S 1 ) © ( S 2 ® S 2 ) . 

(zu (i): [2^, S.84 - (i) gilt a u c h für g e r a d e s r; zu (ii) 

[2] , S.95 und S.91 ) 
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Ist K ein O b e r k ö r p e r v o n K , V := V<2>KK, © die F o r t s e t z u n g 

v o n © auf V , so ist 

c ( s ) r ( 6 ) & r ( 6 ) , S p i n ( ß ) 1 S p i n ( e ) , 

und für die V e k t o r - D a r s t e l l u n g e n "X: P (S) >0(€>) und 

% P ( £ ) > o ( g ) g i l t 

X ( s ) = T t ( s ) j y für alle s € P ( 6 ) 

( [2] , S.60/61 ). 

Ist V = K
n
, e d u r c h 

d e f i n i e r t , so b e z e i c h n e t m a n die G r u p p e S p i n ( Ö ) mit 

S p i n ( n , K ) . 

10 ~ 10 1 
Ist g a n z s p e z i e l l Y = K , V = $ m i t den oben b e r j 

#ss•
 1

 "
 : 

s c h r i e b e n e n „ k a n o n i s c h e n " B i l i n e a r f o r m e n © und also 

Spin(<o) = S p i n ( l O , E ) und Spin(§) = S p i n ( l O , ® ) , 
• p : Spin( 10,©) > G L £ ( S ) 

die S p i n - D a r s t e l l u n g , d a n n ist d i m ^ S = 32, da n a c h [2] , 

S . 4 2 , C ( £ ) = 3 2 ( C ) . Sind 

<?±: S p i n ( l O , ® ) > G L ( C ( S i ) , i = 1, 2, 

die H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n , so ist dim^S^ = d i m ( S S 2 = 16, 

da C
+
( © ) die 

d i r e k t e Summe z w e i e r e i n f a c h e r Ideale v o n 

jeweils der D i m e n s i o n 2® i s t , die zu TRib̂  g i s o m o r p h 

sein m ü s s e n ([2], S.71 und
 r
Sj. 4 5 ) . 

Ü b r i g e n s sind die b e i d e n H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n v o n 

S p i n ( l O , ® ) i n j e k t i v ([2], S.101; das E l e m e n t z aus I I I . 

6.1 ist n ä m l i c h z = i« X^ * ... * X^ q , w o b e i ,
 x

-JQ} 

die k a n o n i s c h e n Basis des B ^ i s t ) . 
Die H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n der L i e - A l g e b r a ^ ( 1 0 , ® ) sind 
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die d u r c h die H a l b s p p n - D a r S t e l l u n g e n der z u g e h ö r i g e n ein-

fach z u s a m m e n h ä n g e n d e n L i e - G r u p p e Spin(lO,(C) ( [14] , S . 3 5 ) 

i n d u z i e r t e n . 

§2. D I E K A N O N I S C H E R E A L I S I E R U N G DER B E S C H R Ä N K T E N -SYMME-

T R I S C H E N G E B I E T E 

SATZ 4: (i) Sei M ein irredüjzibles b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i -

sches G e b i e t , G die Z u s a m m e n h a n g s k o m p o n e n t e der I d e n t i t ä t 

in der r e e l l e n L i e - G r u p p e _ Q ( M ) , K die S t a b i l i t ä t s g r u p p e 

eines (beliebigen f e s t e n ) P u n k t e s v o n M in G . D a n n g i l t : 

G ist eine z u s a m m e n h ä n g e n d e , n i c h t - k o m p a k t e einfache re-

elle L i e - G r u p p e mit t r i v i a l e m Z e n t r u m , K ist eine m a x i -

male k o m p a k t e U n t e r g r u p p e v o n G m i t n i c h t - d i s k r e t e m Zen-

t r u m . 

(ii) Ist u m g e k e h r t G eine z u s a m m e n h ä n g e n d e , n i c h t - k o m -

pakte einfache reelle L i e - G r u p p e mit e n d l i c h e m Z e n t r u m , 

K eine m a x i m a l e k o m p a k t e U n t e r g r u p p e v o n G m i t n i c h t - d i s -

k r e t e m Z e n t r u m , die das Zentrum v o n G e n t h ä l t , so b e s i t z t 

der R a u m G/K eine G - i n v a r i a n t e k o m p l e x e S t r u k t u r , so daß 

G / K a n a l y t i s c h i s o m o r p h zu einem i r r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k -

ten s y m m e t r i s c h e n Gebiet M ist; die d a d u r c h i n d u z i e r t e 

O p e r a t i o n v o n G auf M l i e f e r t g e r a d e die Z u s a m m e n h a n g s -

k o m p o n e n t e der Identität v o n M ) und die O p e r a t i o n v o n 

K die S t a b i l i t ä t s g r u p p e in G des P u n k t e s K / K in G / K . 

(.QU, S .311, T h e o r e m 7 . 1 , S . 3 1 0 , T h e o r e m 6.1 (i) und 

V;lf I. § 4 auf S.301 ff.; f e r n e r [1 4"] , S . 1 5 ) 

Sei n u n M ein i r r e d u z i b l e s b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s 
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G e b i e t , Oj die L i e - A l g e b r a der r e e l l e n L i e - G r u p p e _0.(M), 

c Ol die L i e - A l g e b r a d e r S t a b i l i t ä t s g r u p p e eines Punk-

tes v o n M , 0| die K o m p l e x i f i z i e r u n g v o n >k £ oj die 

K o m p l e x i f i z i e r u n g v o n k . Sei w e i t e r G® die zu Qj® g e h ö r i -
C 

ge e i n f a c h - z u s a m m e n h ä n g e n d e k o m p l e x e L i e - G r u p p e , K , G , 
CJ <E (jj 

K £ G jeweils die zur U n t e r a l g e b r a M, , £ gehö-

rige U n t e r g r u p p e . 

SATZ 5 j(Matsushima/Murakami): Sei V ein k o m p l e x e r end-

l i c h - d i m e n s i o n a l e r V e k t o r r a u m , 

f: ^ ^ ( V ) 

eine n i c h t - t r i v i a l e i r r e d u z i b l e a n a l y t i s c h e D a r s t e l l u n g . 

D a n n ist die e i n g e s c h r ä n k t e D a r s t e l l u n g pj^c v o l l s t ä n d i g 

r e d u z i b e l , also 

V = V 1 © ... © V g , p j ^ = f © • • • © f s 

•mit D a r s t e l l u n g e n 

K® > G L ( B ( V i ) , 1 = 1, 

(wobei die V ^ auf ganz b e s t i m m t e W e i s e d e f i n i e r t sind 

und die N u m e r i e r u n g für die f o l g e n d e n A n w e n d u n g e n n i c h t 

a b g e ä n d e r t w e r d e n d a r f ) . 

([91, S . 1 1 9 ) 

A N M E R K U N G : ^ ist d a b e i i r r e d u z i b e l , ^ , ..., k ö n n e n 

e v e n t u e l l n o c h w e i t e r r e d u z i e r b a r s e i n . 

Setzt m a n dim^V^ = p, dim^Vg = r, d i m ^ V g © ... ® V g ) 

= q., so erhält m a n h i e r a u s m i t einer I d e n t i f i z i e r u n g 

E n d ß V = p + q ( ® ) b e z ü g l i c h einer g e e i g n e t e n Ba.sis 

v o n V: 
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SATZ 6 ( I s e / Y o k o n u m a ) : Das i r r e d u z i b l e b e s c h r ä n k t e sym-

m e t r i s c h e G e b i e t M ist a n a l y t i s c h i s o m o r p h zu .einem Ge-

biet M ' in (®), auf dem G f o l g e n d e r m a ß e n o p e r i e r t 

p, r 

Ist coeG, f>(co) = 
A B 
C D , (C) = End^Vj 

w o b e i A G U Ö k p ^ C O = EndßV.,, (®), C6UÜV (®>, D e 

m 
q > q ( ® ) = E n d ( C ( V 2 © . . . ® V s ) , ZGM' c 1 p > r ( ( C ) , so ist 

w ( Z ) ' = (AZ + B ) (CZ + D ) 
- 1 

(Dabei ist Ufö (<D) C ^ (C) d u r c h 
p , r

v 1
 P,q. 

'11 

z, .. . 
I P1 

'1 r 

pr 

'11 . . 0 . . . 0 

i_
z
p1

 Z
p r

 0 0 

i d e n t i f i z i e r t . ) 

( [9] , S . 123/1 24) 

K O R O L L A R : Die U n t e r g r u p p e K o p e r i e r t d a b e i als Stabili-

tätsgruppe (in G ) v o n 0 € M
!
 f o l g e n d e r m a ß e n : 

f 2(co) € ,(C) = E n d ^ V Q , 

Für oo£K ist B =j 0, 0 = 0 , A = ^ ( w ) , 

po(co) 0 

D = 

l 0 

und co(zj) = A Z D "
1
 = ^ (co) • Z• p 2(o>)"

1
 für ZfeM' C ^ 

(S. Tföl: „ ( « ) wie o b e n ) . P» Q. 
I L_,. 

B e w e i s : folgt u n m i t t e l b a r aus den S ä t z e n 5 und 6 | und 

S . 1 2 0 , erste Zeile. 

D E F I N I T I O N 4: Ist O eine n i c h t - t r i v i a l e a n a l y t i s c h e Dar, 
(E 

S t e l l u n g v o n G v o n m i n i m a l e r D i m e n s i o n , so h e i ß t das 

Gebiet M ' aus Satzi 6 eine k a n o n i s c h e R e a l i s i e r u n g v o n M 
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A N M E R K U N G : Die k a n o n i s c h e R e a l i s i e r u n g ist d u r c h D e f i n i -

tion 4 n i c h t e i n d e u t i g b e s t i m m t : Sie h ä n g t v o n der kon-

k r e t e n W a h l der D a r s t e l l u n g m i n i m a l e r D i m e n s i o n ab; au-

ßerdem k a n n es m e h r e r e n i c h t - ä q u i v a l e n t e D a r s t e l l u n g e n 

m i n i m a l e r D i m e n s i o n g e b e n . W e n n v o n der k a n o n i s c h e n Rea-

l i s i e r u n g die R e d e i s t , so soll stets eine i r g e n d w i e fest 

g e w ä h l t e g e m e i n t s e i n . . 

§3. D I E ;S|TABILITÄTSGRUPPE V O N R 1 g 

Die eben a u f g e f ü h r t e n E r g e b n i s s e aus [9} k ö n n e n nun,^ wie 

in [10] s k i z z i e r t , auf das 1 6 - d i m e n s i o n a l e A u s n a h m e g e b i e t 

in seiner k a n o n i s c h e n R e a l i s i e r u n g R^g a n g e w e n d e t w e r d e n . 

Da in [lO] jedoch keine B e w e i s e a n g e g e b e n sind und das 

für die B e s t i m m u n g der A u t o m o r p h i s m e n v o n R^g entschei-

dende Ergebnis], P r o p o s i t i o n 4 auf S . 2 3 5 , n i c h t g e n a u ge-

nug f o r m u l i e r t i s t , sollen h i e r bis auf eine A u s n a h m e in 

Satz 8 v o l l s t ä n d i g e B e w e i s e d u r c h g e f ü h r t w e r d e n . 

Die K o m p l e x i f i z i e r u n g der L i e - A l g e b r a v o n X l ( R ^ g ) ist 

n a c h [ 4 ] , S . 3 5 4 , die A u s n a h m e - A l g e b r a E g . Ist A = H ^ ® ® ) 

die 2 7 - d i m e n s i o n a l e k o m p l e x e A u s n a h m e - J o r d a n - A l g e b r a , 

D e r A ihre D e r i v a t i o n e n - A l g e b r a und A ' = ^xcA | tr x = o ] , 

so wird Eg ü b l i c h e r w e i s e r e a l i s i e r t als die U n t e r a l g e b r a 

£ := D e r A © L [ A Q v o n tp(A) ( [12] , S . 2 3 , oder [l] , 

S . 2 8 1 , Satz 3 . 1 , und S . 2 9 3 ) . D a b e i ist für D € D e r A und 

x € A : [D,L(x)] = L ( D x j , und für x e A ' a u c h D x £ A ' ([l], 

S.277 und S . 5 8 , Satz 1 4 . 5 ) . 

Die i d e n t i s c h e D a r s t e l l u n g Z
c
 >oj^(A) v o n £ auf A ist 

eine der b e i d e n i r r e d u z i b l e n D a r s t e l l u n g e n k l e i n s t e r Di-

m e n s i o n v o n Eg ( [14], S . 4 5 , Zeile 5 und 6 v o n u n t e n ) , 

f ü h r t also t a t s ä c h l i c h a u f das k a n o n i s c h e M o d e l l R 1 C des 
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16-dimensionalen A u s n a h m e g e b i e t s . 

Für das Idempotent c = c^ = (1,0,0; 0,0,0) v o n A sei 

A = A 1 ( c ) © A^(c) © A (
!
c ) die P e i r c e - Z e r l e g u n g . W e i t e r 

sei «2J die L i e - U n t e r a l g e b r a 2) := ^D6Der A | De = OJ von 

Der Äj (nach [*11] , S.91, ist 3) s ^r(9,C) >, 

V:= A ' n (A 1 ( c ) ® A Q ( c ) ) , := L [v] C o^(A); die D 

und die L(X)€.^£ erhalten die P e i r c e - K o m p o n e n t e n A ^ ( c ) , 

A ^ ( c ) und A (c), wie man leicht nachrechnet (s.a. [l], 
• o 

S . 1 5 5 ) . Ac := <2)©J60 ist eine L i e - U n t e r a l g e b r a von g; 

es gilt [j),a>] = 3) (da e i n f a c h ) , ^ A 

[ A , X 0 ] c X 0 ([1], s.293 und 289), also [ M Q = 

J © . 

Unser Ziel ist; jzu zeigen, daß die Komplexifizierung 

der L i e - A l g e b r a der Stabilitätsgruppe i s t . 

Für das folgende „technische" Lemma wird c = c^ durch 

cg = (0,1,0; 0,0,0) und c^ = (0,0,1; 0,0,0) zu einem 

v o l l s t ä n d i g e n Orthonormalsystem v o n A ergänzt; A = A . . 
isj

 1 3 

sei die' zugehörige P e i r c e - Z e r l e g u n g . Außerdem sei 

W : = V O A Q ( C ) = J X € A Q ( C ) | t r x = o ] = F 7 j 

^ÄCg - A c ^ + y J > € ® , y e A g ^ . Sei v die kanonische 

(nicht-ausgeartete) Bilinearform der C a y l e y - A l g e b r a 

([1], S . 2 2 1 / 2 2 2 ) . Damit ist das Produkt von x = 

(0,0,0; u , 0 , 0 ) und y = (0,0,0; v , 0 , 0 ) £ A 2 5 > u , v € ®
€
, 

gegeben durch xy = v ( u , v ) » ( c 2 + c^) ( [1"] , S . 2 2 7 ) . 

LEMMA 2: (i) Für z = (0,0,0; w , 0 , 0 ) , y = (0,0,0; v , 0 , 0 ) 

€ A 2 3 » ist 

[ L ( C 2 ) , L ( Z ) ] ( A C 2 - A C 5 + y) = J - v ( w , v ) . ( c 2 - c^) 

(ii) Für Z;6A23 ist die innere D e r i v a t i o n [L(c 2),L(z)J 

in 3X 

(iii) Für jedes y € W - { o ] gibt es ein De2) mit Dy * 0 . 
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(iv) Für jedes x<&W gibt es D € $ und y&W mit x = D y . 

(v) Es ist V = C(3c-e) ® W , und für D € D isjt D [v] £. W . 

Beweis: (i) [L(c^j,L(z)] (AC 2 - A c ^ + y ) 

= c 2 • ( z « ( A c g - X c ^ +y)) - z • ( c 2 « ( X c 2 - X e ^ + y ) ) 

1 1 1 
= C 2 » ( 2 A z - tj-Xz + v ( w , v ) • ( c 2 + c ^ ) ) - z « ( X c 2 + ^-y) 

1 1 
= v ( w , v ) - c 2 - -^Xz - 2 v ( w , v ) • ( c 2 + c ^ ) 

1 1 1 
= 7>v(w,v).c 2 - 2V>(w, v);- c^ - TJÄZ. 

(ii) [ L ( C 2 ) ,L(z)J c 1 = c 2 (zc ̂  ) - z(c 2c' i 1) = c ^ O - z-0 = 0 

(iii) Sei y = X c ? - A c , + y ' , X e <D, y'= (0,0,0; v , 0 , 0 ) 

^ ^ • X s "t 

v * 0, so wählen w i r w£® mit v(w,v) 4= 0 , 

z = (0,0,0; w , 0 , 0 ) und D = [L(c 2),L(z)] . Ist v = 0, 

also A 4 0, so w ä h l e n w i r z e ^ ^ - ^ O ] beliebig und 

D = [ L(c 2),L(z)] . 

(iv) Sei x = ~ [
x c
3 +

 x
' > x ' = (0,0,0; u , 0 , 0 ) £ A 2 ^ , 

Ist u.= 0, 0,. w ä h l e n w i r w , v €. ®® mit 

v(w,v) = 2 ^ , z = (0,0,0; w , 0 , 0 ) 6 . A 2 3 , y = (0,0,0; v , 0 , 0 ) 

£A 2 5 C.W, D = [ L ( c 2 ) , L ( z ) ] . Sonst w ä h l e n wir v€®® mit 

v(u,v) = 2^, y = (0,-2,2; v , 0 , 0 ) , D = [L( C 2 ) , L( x ' )] . 
In beiden Fällen ist nach (i) Dy = x . 

(v) klar • 

LEMMA 3: (i) Das Zentrum J von k ist ® - L ( 3 c - e ) . 
(ii) Mit ^ : = L[w] gilt Qfe,-fct] = JD ® 

(iii) h.= g © . 

Beweist: (i) Sei D + L(x ) t q mit D x Dann ist 
< 0 0 ^ 0 0 

insbesondere für alle 

0 = 
> ' V

L ( x
o

}
] = M o ] + 

.v 



- 28 -

also [ D » D 0 ] = 0 u n d DX q = 0 . D a 5) e i n f a c h i s t , f o l g t 

s o f o r t D = 0 . 
o 

Ist x Q = X - ( 3 c - e ) + y Q m i t y 0 £ W , so ist 0 = DX q = D y Q 

für alle D€JÖ und somit n a c h L e m m a 2 (iii) y Q = 0 , also 

x = A ( 3 c - e ) . D a m i t ist g e z e i g t ^ S. ® * L ( 3 c - e ) . 

U m g e k e h r t ist. L ( 3 c - e ) e ^ , d e n n f ü r DQÜ) ist 

[D,L(3c-e)J = L (D ( 3 c - e )) = 0 , 

und f ü r x = X ( 3 c - e ) + y €.V m i t yfeW ist y ( c z ) - c ( y z ) 

= 0 für alle z € A ^ ( c ) , AA/J,c) und A (c), also 

[L(x),L(3c-e)] = [L(y),L(3c-e)j = 3 • [l(y), L( c )] = 0 . 

(ii) Es ist n u r n o c h zu ..zeigein: | [ ^ » ^ J = 

D a [D,L(X)] = L ( D x ) € für D&2), X£V n a c h L e m m a 2 (v) 

ist ^ dC^. N a c h L e m m a 2 (iv) s p a n n e n die D y m i t 

D£3> und y £ V g a n z W a u f , also ist [ ß ^ J M 

(iii) t r i v i a l , da £ q = © ^ . • 

r-- 1 
i 1 

D i e s y m m e t r i s c h e B i l i n e a r f o r m (x|,y)t—>tr(xy
J
) v o n A ist 

nicht-ausgeartejt ( [l] , S . 2 2 5 ) ; die P e i r c e - Z e r l e g u n g 

A = A . ( c ) © A.,(c) © A (c) ist t r i v i a l e r w e i s e eine Ortho 
1 o 

g o n a l Z e r l e g u n g . Also t r ä g t A (c) die n i c h t - a u s g e a r t e t e 
o -J 

s y m m e t r i s c h e B i l i n e a r f o r m e m i t 6 ( x , y ) := ^ t r ( x y ) . D a 

die Z e r l e g u n g A q ( C ) = <C*eQ © W 6 - o r t h o g o n a l ist ( e Q = 

e-c ist das E i n s e l e m e n t v o n A (c)), ist ® auf W n i c h t -

ä u s g e a r t e t . A q ( C ) trägt also die w e i t e r e n i c h t - a u s g e a r -

tete s y m m e t r i s c h e B i l i n e a r f o r m p. m i t 

|d(c*eo+x, p e Q + y ) : = cxjS - © ( x , y ) f ü r <X,p€<D, x , y £ W . 

Wie m a n l e i c h t n a c h r e c h n e t , ist für x , y £ W x y =
 1 

© ( x , y ) i e 0 , also 

(oce Q+x) • ( p e Q + y ) = (<*p + 6 ( x , y ) ) « e Q + |3x + oty-
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(Man e r s i e h t h i e r a u s ü b r i g e n s ohne w e i t e r e s , daß A Q ( C ) 

die J o r d a n - A l g e b r a | ®
1 0
, u , e T ist.r) Für D 6 Ö , <xe+x0k(c) V. \ f 0J O O 

ist - D(cxe 0+ x ) = D x e w (ijemma 2 (v)). 

SATZ 7: (i) = /|<r( 1 0 , ® ) . 

(ii) k £ ® ©/ftr(lO,®). 

(iii) ^ ist die K o m p l e x i f i z i e r u n g d e r L i e - A l g e b r a v o n 

2 L ( R 1 6 ) in J^. 

B e w e i s : (i) W i r r e a l i s i e r e n ^ ( 1 0 , ® ) als , also als 

die L i e - A l g e b r a d e r ^.-schiefen ® - E n d o m o r p h i s m e n v o n A Q ( C ) 

F ü r D&3) ist n u n (da tr D ( x y ) = 0 ! ) 

|jL(D(<Xeo+x), p e Q + y ) = ^ ( D x , p e Q + y ) = - s ( D x , y ) 

=, - l t r ( D x . y ) = l t r ( x » D y ) = 6(x,Dy) = -|*(<xe 0+x,D(p%+y)) 

und für z6W 

^.(L(z)(o<.e o+x), j3e Q+y) = ^(<5(z,x).e Q + o ( z , p e Q + y ) 

= 6(z,x)-p - oC-e(z,y) = -^.(oie0+x, 6 ( z , y ) . e Q + p z ) 

= -p-(oteo+ x , L ( z ) ( p e Q + y ) ) . 

A l s o h a b e n w i r die A b b i l d u n g : 

T» | A Sei n u n D + L ( x ) £ 

D + L ( X ) | a = 0 . D a n n ist i n s b e s o n d e r e 0 = ( D + L ( x ) ) e 
- 4 o 

= x , also; s c h o n D A / \ = 0 und s o m i t D e . = D c 0 = De-, !
 | A 0 ( c ) 1 2'- 3 

= 0 und a u c h D l . = 0 . N a c h [l 2] , S . 1 8 , Prop.6 b i l d e n 
' 23 

die D e r i v a t i o n e n v o n A , die auf c. , c 0 und c-, v e r s c h w i n -
i * n 

d e n , eine zu /ycr(8,®) i s o m o r p h e L i e - A l g e b r a , wobei
!
 d e r 

I s o m o r p h i s m u s z . B . d u r c h Dl—>Di. g e l i e f e r t w i r d . Da-
23 

m i t f o l g t D = 0 und die I n j e k t i v i t ä t v o n <p. D a 

dim^(3)©«^) = d i m - ^ e - O , ® ) + d i m W = 36 + 9 = 45 = 

->/f<r(jA) 

= r m i t 
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dimc'j<r( 1 0 , ® ) , ist ein I s o m o r p h i s m u s . 

(ii) folgt aus (i) und L e m m a 3 ( i ) , ( i i i ) , da ^ = 

(iii) N a c h [4| , S . 3 5 4 , ist die zuS-'C^R^g) g e h ö r i g e Lie-

U n t e r a l g e b r a der L i e - A l g e b r a oj v o n ^ I ( R ^ g ) 

i s o m o r p h zu E © Also ist die! B o m p l e x i f i -

zierung cler L i e - A l g e b r a einjer m a x i m a l e n k o m p a k t e n U n t e r -

g r u p p e v o n 2l(R 1 (r). Die B e h a u p t u n g f o l g t n u n aus Satz 4 . 16 n 

K 0 R 0 L L A R : Die O p e r a t i o n v o n auf A Q ( c ) ist ä q u i v a -

lent zur i d e n t i s c h e n D a r s t e l l u n g v o n /j«0r( 1 0 , ® ) . 

L E M M A 4: Die O p e r a t i o n v o n auf i j c ) ist ä q u i v a l e n t 

zu einer H a l b s p i h - D a r s t e l l u n g ' v o n /^or(lO,€). 

B e w e i s : ist e i n f a c h , A ^ c ) ein e n d l i c h - d i m e n s i o n a -

ler ,4z] - M o d u l , also h a l b e i n f a c h ( [l 4] , 3 . 7 ) . Die D i m e n -

s i o n e n der h a l b e i n f a c h e n / U r ( 1 0 , ® ) - M o d u l n sind 10, 16, 4 5 , 
i . , 

1 2 0 , V i e l f a c h p r o d u k t e d i e s e r Z a h l e n und H - L i n e a r k o m b i n a -

tionen d i e s e r V i e l f a c h p r o d u k t e ( [l 4] , S.8 und S . 3 6 , Zei-

le 4 ) . Also k a n n A„. (c) n u r einer der b e i d e n H a l b s p i n - M o -12. 
d u l n und muß i n s b e s o n d e r e e i n f a c h s e i n . j | 

SATZ 8: Sei p die i d e n t i s c h e D a r s t e l l u n g v o n £ auf A . 

D a n n ist v o l l s t ä n d i g r e d u z i b e l ; die Z e r l e g u n g v o n A 

in einfache ^ - M o d u l n ist g e r a d e die P e i r c e - Z e r l e g u n g A = 

A^c) © ^(c) ® Die Dars"bellunSen f 1 » f2' ?3 

(nach Satz 5) v o n 4*.= ® © >|<5-(10,®) auf A ^ c ) ,
 A

^ ( c ) und 

A Q ( C) sind g e g e b e n d u r c h 

f 1 : ® @ ^ t ( 1 0 , ® ) » o j j A ^ c ) ~ « , (A, T)»—»2*, 

p 2 : ®©4CT(10,®) * $ A „ / 2 ( C ) = 0 ^ ( 1 6 , ® ) , ( A , T ) ^ 1 > 1 1 6 + ^ ( T ) , 

p 3 : ®©/fc(lO,®) >0^.A o(c) = 0 ^ ( 1 0 , ® ) , ( A , T ) H > - A 1 1 0 + T , 
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w o b e i eine d e r H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n v o n /Jcr(lO,(C) 

ist-.—J 

B e w e i s : S e i s t e t s Ttjjfe/k] , A£(C. 

I . Operatio.n jauf A ^ c )
 !

=j®c: 

D a T = D + L ( x ) m i t DGS), x 6 W £ A (c), ist Tc = 0 , also 

(T + A - L ( 3 c - e ) ) c = 3Xc - X c = 2 X c , also = 2 A . 

I I . O p e r a t i o n auf A ^ c ) : 

(T + X - L ( 3 c - e ) ) z = Tz + A ' f z - X z = Tz + ^ A z f ü r z e A ^ ( c ) , 

also < ^ 2 ( A , T ) - + 

I I I . O p e r a t i o n a u f A (c): 

(T + A - L ( 3 c - e ) ) z = Tz - X z f ü r z 6 A Q ( c ) , 

also f 3 (X, T ) = - A.1. K ) > T . | 

I n s b e s o n d e r e f o l g t aus I - III d i e E i n f a c h h e i t d e r M - M o -

d u l n A ^ c ) , A ^ ( c ) , A Q ( C ) . 

Ü b e r d i e R e i h e n f o l g e , ^> 2, f j l ä ß t s i c h f o l g e n d e s s a g e n : 

N a c h dem K o r o l l a r zu S a t z 6 ist 16 d i m R-jg = d i m ^ - dim^> 2; 

d a h e r ist p ^ aus D i m e n s i o n s g r ü n d e n r i c h t i g g e w ä h l t , und 

es ist n u r n o c h ü b e r d i e R e i h e n f o l g e p ^ , p 2 zu e n t s c h e i -

d e n . D a s ist n i c h t s c h w e r , a b e r e t w a s l a n g w i e r i g , und 

s o l l h i e r n i c h t a u s g e f ü h r t w e r d e n . (In d e r B e z e i c h n u n g s -

w e i s e v o n [l2j, S . 3 6 , w ä r e w e g e n [9], S . 119» L e m m a 2 ( i i ) , 
—i 

zu z e i g e n , daß s o w o h l d e r i r r e d u z i b l e £ - l o d u l A als a u c h 

d e r i r r e d u z i b l e 'fe.-Modul A ^ ( c ) d i e L i n e a r f o r m A ^ als h ö c h -

s t e s G e w i c h t h a t . ) Q 

S e i n u n A q = H ^ ( ® ) d i e 2 7 - d i m e n s i o n a l e f o r m a l - r e e l l e 

A u s n a h m e - J o r d a n - A l g e b r a , a l s r e e l l e F o r m v o n A a u f g e f a ß t ; 

A
o

 : = A
'

o A
o

 =
 i

x € A
o I

 t r x =
 { S p D I D C A J C A ^ , 

YQ : = V O A Q , WQ : = W O A q . D a m i t g i l t : 
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LEMMA 5: (i) Die kompakte reelle Form v o n ß ist 

l := D e r A ^ © i - L f A ' ] . O O t o
J 

(ii) Die L i e - A l g e b r a v o n Z ( ß 1 6 ) ist Az Q := 3>0 © i . L [ V Q ] 

(= IR © Z ^
1 0

' ® ) )• ' 

(iii) Die D a r s t e l l u n g e n ^ , fj h a b e n auf 4?0 die Form: 

p» : R © > f t r ( l O , ^ ) ( t , T > » 2 i t , 

f 2 : E©^OT(10,E) 1 6,<B) , (t,T)l + f * ( T ) . 
E©/fty( 1 0,1R) 1 0 , C ) , (t,T> ^ - i t - l 1 0 + T . 

B e w e i s : (i) Nach tijer in [l] , S . 2 9 2 , a n g e g e b e n e n F o r m e l 

für die K i l l i n g - F o r m VC v o n 4 ist 

vc(D+L(x),D+L(x)) = 4* Spur D
2
 + 12*tr x

2
, 

? 
und Spur D ist ein V i e l f a c h e s der K i l l i n g - F o r m v o n D e r A . 

Da D e r A = 4 ^ ( 9 , 1 0 (vgl. [8], S . 3 8 9 ) , also k o m p a k t , ist 
0
 2 r i 

die Form Spur D auf D e r A Q n e g a t i v - d e f i n i t . Nach [1J,. 

S . 3 3 0 , ist die durch tr induzierte Bilinearf'oirm auf A q 

p o s i t i v - d e f i n i t . Daher ist die K i l l i n g - F o r m v o n nega-

tiv-def init, Z Q also k o m p a k t . 

(ii) folgt s o f o r t , w e i l die L i e - A l g e b r a v o n ZZ(R|-|g) 

kl.c\Zo i s t . Der Isomorphismus in (ii) hat auf dem Zentrum 

TR der A l g e b r a die Form ti—>itL(3c-e). D a r a u s folgt un-

m i t t e l b a r (iii). |~t 

A N M E R K U N G : /f»(lO,E) ist als U n t e r a l g e b r a v o n die Al-

gebra der j a-schief en IR-Endomorphismen des r e e l l e n Vek-

torraums IRe o © i W Q , auf dem JA p o s i t i v - d e f init i s t . 

Damit läßt sich jetzt 2Z(R^g) a u s r e c h n e n : Die einfach 

z u s a m m e n h ä n g e n d e L i e - G r u p p e zu IR © ^<r(lO,K) ist 

(!R, + ) x Spin(lO,IR). ^ und ^ i n d u z i e r e n darauf die Dar-
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Stellungen 

: E>e Spin(10,lR) > ®
x
, (t,s)i—>exp(2it), 

E X S p i n ( l O , E ) *GL(16,<C), (t,s)i—»expC^it )• ), 

w o b e i fy eine der Halbjspin-Dars tellungen von Spin(lO,<D) 

2. Spin(10,B) i s t . ^ und £ 2 sind über E—> U ( 1 ), 

ti—>exp(^-it), f a k t o r i s i e r b a r , induzieren also 

A : U(1 ) X Spin(lO,K) >(C* , , s )»—^or^
4
, 

£ 2 : U(1 ) XSpin(lO,3R) > G L ( 1 6 , ® ) , (»rj, s )i—s-flTJ.Ĵ C s ). 

Nach S . 1 2 1 , i s t ^ T i ( R 1 g ) z u s a m m e n h ä n g e n d , d . h . , die 

Operation von U( 1 ) x Spin( 10,TR) auf R^g ergibt die volle 

Stabilitätsjgruppe Xl(R-]g)« Damit ist nach dem Korollar zu 

Satz 6 b e w i e s e n , daß jeder A u t o m o r p h i s m u s v o n R^gl'591] -]5(®) 

die Form 

ZI 

hat m i t o | £ U ( l ) , s£Spin( 1 0 , E ) , ^ (bis auf 'Äquivalenz) 

eine der Halb'sjpin-Darstellungen von S p i n ( l Ö , ® ) . Wir iden-

tifizieren noch = d u r c h T r a n s p o n i e r e n , und 

w e i l die beiden H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n und ^ zueinan-

der kontragredient sind,'erhalten wir: 

THEOREM 1 : Die Stabilitätsgruppe ^ ( R ^ ) der kanonischen 

R e a l i s i e r u n g R^g des 16-dimensionalen Ausnahmege-

biets besteht gerade aus den A b b i l d u n g e n 

z v *<J-f h(s)z 

mitorj£U(l) und s £ S p i n ( 1 0 , R ) , w o b e i ^ eine der beiden 

H a l b s p i n - D a r s t e l l u n g e n von Spin(lO,®) ist. Insbesondere 

hat R^g Normalform im Sinne v o n D e f i n i t i o n 2 . 
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A N M E R K U N G E N : 1.) M a n k a n n l e i c h t a u s r e c h n e n , daß d e r K e r n 

d e r O p e r a t i o n v o n U ( 1 ) x S p i n ( 1 0 , R ) auf die D i a g o n a l e 

ü b e r d e r in b e i d e n G r u p p e n U ( 1 ) und S p i n ( l O , R ) e n t h a l t e -

n e n U n t e r g r u p p e [ i , - 1 , - i , ij = Z^ i s t . j 

2 . ) V e r m u t u n g : D i e k a n o n i s c h e R e a l i s i e r u n g v o n M . I s e f ü r 

das 1 6 - d i m e n s i o n a l e A u s n a h m e g e b i e t s t i m m t m i t d e r v o n U . 

H i r z e b r u c h in [8], §3, k o n s t r u i e r t e n ü b e r e i n ( z u m i n d e s t 

toenriTie I d e n t i f i k a t i o n / Ä in(®!)! i= ®
1 6
 als. I d e n t i f i k a -

— i. 7 LJL-UL—J V ! 
t i o n End-^A o(c) = A o ( c ) g e d e u t e t w i r d ) . 

§4. D I E S P I E G E L U N G E N V O N R 1 ß 

S e i e n jetzt s t e t s 

f>: S p i n ( l O , C ) > G L ( C ( S ) , p. : Spin( 1 0 , C ) — ^ G L ( ß ( S 1 ) , 

i = 1, 2 , die S p i n - D a r s t e l l u n g b z w . die b e i d e n H a l b s p i n -

D a r s t e l l u n g e n . 

W i r n e h m e n . n u n a n , eine d e r in T h e o r e m 1 b e s c h r i e b e n e n 

A b b i l d u n g e n nj. ̂  (s ) €L G L ^ (S^ ) sei S p i e g e l u n g in 0 (wo-

b e i w i r aufgrunläj u n s e r e r H e r l e i t u n g n i c h t w i s s e n , ob i = 

1 o d e r 2 ) . D a n n "muß f ü r d i e s e s s€Spin( 10,1R) fj_(
s
) dia-

g o n a l i s i e r b a r s e i n m i t dem 1 5 - f a c h e n E i g e n w e r t 1/rj und 

d e m e i n f a c h e n E i g e n w e r t A/rj m i t X * 1 , = 1 . D a p 1 

und >̂2 k o n t r a g r e d i e n t s i n d , f o l g t : 

L E M M A 6: G i b t es in 2 Z ( R ^ g ) eine S p i e g e l u n g m i t d e m Ei-

g e n w e r t X * 1, so g i b t es e i n s£Spin( 10,1R), so daß p ( s ) 

d i a g o n a l i s i e r b a r j ist m i t d e n E i g e n w e r t e n 

TJ und 1 /tj 1 5 - f a c h , tfj/A und A/f| 1 - f a c h 

(nicht n o t w e n d i g alle v e r s c h i e d e n ) . 
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Die A n w e n d u n g v o n Satz 3 ergibt nun: 

L E M M A 7: Gibt es in Z1(R eine S p i e g e l u n g m i t dem Ei-

g e n w e r t , so gibt es ein s£Spin( 10,]R) , so daß X ( s ) 

d i a g o n a l i s i e r b a r ist und auf C
 +
 (e>) die E i g e n w e r t e 

1 4 5 2 - f a c h , X 3 0 - f a c h , 1 / A 3 0 - f a c h , 
— ~ ? 

auf C (<s) die E i g e n w e r t e (mit = ) 

£ 2 2 5 - f a c h , 2 2 5 - f a c h , 

3 0 - f a c h , A/s 3 0 - f a c h , 

1 - f a c h , X / ^ 1 - f a c h 

h a t (die n a t ü r l i c h n i c h t n o t w e n d i g alle v e r s c h i e d e n sein 

m ü s s e n ) . 

B e w e i s : k l a r , d e n n ist (
z
-|> •••»

 z
-\ß] eine E i g e n b a s i s 

v o n p^(s), [z:j, ..., eine v o n ^ ( s ) »
 s 0 e r

h ä l t m a n 

aus d e n Tensorprpdukt (ten E i g e n b a s e n v o n <p<g>p(c) auf S ^ S ^ , 

S 2 ® S 2 , u n d " s 2 ® s r " O 

D a m i t h a b e n w i r aus d e r v o r g e g e b e n e n S p i e g e l u n g m i t s £ 

S p i n ( l O , E ) auf dem W e g ü b e r S p i n - D a r s t e l l u n g und Tensor-

p r o d u k t einen A u t o m o r p h i s m u s v o n C ( e ) m i t einer b e s t i m m -

ten E i g e n w e r t v e r t e i l u n g k o n s t r u i e r t . 

Es gibt a b e r n o c h einen a n d e r n W e g , v o n s a u s g e h e n d zu 

d e m s e l b e n A u t o m o r p h i s m u s "X(s) zu g e l a n g e n : ü b e r die Vek-

t o r - D a r s t e l l u n g und a n s c h l i e ß e n d e P o r t s e t z u n g auf C(e); 

diese P o r t s e t z u n g ist w e g e n der u n i v e r s e l l e n E i g e n s c h a f t 

der G l i f f o r d - A l g e b r a e i n d e u t i g b e s t i m m t ([2j, S . 3 9 ) . 

Es ist y c v c G - ( § ) und X(s) v ;£S0(6r) = S 0 ( 1 0 , K ) . Also 

h a t ~X.(s)j^ fünf (nicht n o t w e n d i g v e r s c h i e d e n e ) Paare 

v o n z u e i n a n d e r i n v e r s e n E i g e n w e r t e n jĵ  , jj^ = , ..., 
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f-9' h o
 = 1 /

I V 

Ist » • ••»
 e

i
n e
 z u g e h ö r i g e E i g e n b a s i s v o n V , so 

ist | x M | M £ jl , 103] eine E i g e n b a s i s v o n C(8r) be-

z ü g l i c h ~X( s); X ( s ) hat also die E i g e n w e r t e 

p-M
 : = M =

 " v 

w o b e i i 1 < . . . < i m . I n s b e s o n d e r e ist ^ = 1. Auf C
 +
 (€>) 

'hat'X(s) die E i g e n w e r t e 

^ m i t m E 0 (mod 2 ) , 

auf C~(€r) die E i g e n w e r t e 

m i t m = 1 (mod 2 ) . 

Es ist also n u r n o c h f e s t z u s t e l l e n , ob bei den v e r s c h i e -

d e n e n M ö g l i c h k e i t e n für ^ , J J^, ^ , die in L e m m a 7 

g e f o r d e r t e V e r t e i l u n g der E i g e n w e r t e auf C(§) h e r a u s k o m -

m e n k a n n . D a z u g e n ü g t es, für ^ , die W e r t e 

1/^, X V q 
r-j 

(den l e t z t e n h ö c h s t e n s e i n f a c h ) zuzulassen.| 

L E M M A _ 8 : Der Fall ^ = = = ^ = u.^ ist n i c h t mög-

l i c h . ' ' 

B e w e i s : Sei = ^ = ... . Die E i g e n w e r t e ^ C(§) 

sind d a n n 

^ 5 - v (
1
v°)_f a c h f ü r v = 0 , ..., 10, 

5-v 

wie m a n leicht n a c h r e c h n e t , und zwar e n t f ä l l t |A für 

u n g e r a d e s v auf C
+
(§), für g e r a d e s v auf! C ~ ( © ) . 'X(s) 

h a t also auf C
+
(§) die E i g e n w e r t e 

1 0 - f a c h , ^k2
 1 2 0 - f a c h , 1 2 5 2 - f a c h , 

1 2 0 - f a c h , 1/jA 1 0 - f a c h . 
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2 
D a m i t die 1 4 5 2 - f a c h z u s a m m e n k o m m t , m ü ß t e = 1 oder 

1/jjf = 1 s e i n . D a n n sind äjber alle E i g e n w e r t e auf C
 +
 (§) 

g l e i c h 1 und k e i n e r g l e i c h X oder 1 / X . W i d e r s p r u c h . • 

L E M M A 9
:
 Kjommt der E i g e n w e r t auf V v o r , so muß er 

g l e i c h einem der ü b r i g e n auf C ~ ( © ) m ö g l i c h e n E i g e n w e r t e 

M } ' ^ A s e i n . 

B e w e i s : Sei etwa = D a n n kommt auf C ~ ( 6 ) 

a u ß e r d e m n o c h als 

ftl,2,9} = = ^ U n d e b e n S 0 l X ^ 3 , 4 , 9 } = % 
v o r , also m i n d e s t e n s 3 - f a c h . Daher^ folgt die B e h a u p t u n g 

mit L e m m a 7 . jZH 

N a c h L e m m a 8 und 9 b l e i b e n n u n nur n o c h die f o l g e n d e n 

Fälle zu u n t e r s u c h e n : 

I
* .1*1

 =
 ^ 3

 = = U n
r^ 

a) ^ = 1 / ^ , |A9 = X/co, b ) = |Ag = A / ^ ; 

I I . ^ = y ^ .= = X / g und 

a) = A / ^ , jxg = 1/^, b ) = = 

L E M M A 10: Der F a l l I ist u n m ö g l i c h . 

B e w e i s : Da ^^ = ^ = ^ = treten als ^ mit M 

, ..., 6} | f o l g e n d e E i g e n w e r t e auf: 

(v)-fach für y = 0 , ..., 6, 

und zwar für u n g e r a d e s V auf C i(€5), für g e r a d e s v auf 

G~(©
:
), also 

auf 0
+
(§): und 1/^* 6 - f a c h , 1 2 0 - f a c h , 

auf C ~ ( e ) : und 1/^3 i _ f a c h , ^ und 1/i- 1 5 - f a c h . 
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a) Im Falle ^ = 1 / ^ sind die m i t M , ..., 8} 

g e g e b e n d u r c h 

(5)-fach für V = 0 , 8 , 

also i n s b e s o n d e r e auf C ~ ( © ) ^ und l/<£ 5 6 - f a c h . Da wei-

ter jjLg = V"10
=
 ^ ^ ' k o m m e n als i n s g e s a m t (unter 

a n d e r e m ) A. und 1 / X je 5 6 - f a c h auf G + ( e ) v o r , W i d e r s p r u c h 

zu L e m m a 7 . 

b ) Im F a l l e = X / £ sind die jjiM m i t M £ [l , . . . , 7 } 

auf C
+
( g ) : g

2
 und 1 /<-a 6 - f a c h , 1 2 0 - f a c h , 

X^ 2 und 1 - f a c h , A und 1 5 - f a c h , 

auf C " ( S ) : ^ und 1 - f a c h , ^ und 1 / q 1 5 - f a c h , 

A ^ und A/i^
3
 6 - f a c h , A / g 2 0 - f a c h . 

Dja w e i t e r sind die m i t M £ , ..., 8] 

auf C
 +
 (£) u n t e r a n d e r e m A und 1 / A 1 5 - f a c h , 

auf C~(€r) u n t e r a n d e r e m ^ und 1/® 3 0 - f a c h . 

W e i t e r ist = A / ^ , und als | a m m i t M ..., 9} 

k o m m e n u n t e r a n d e r e m v o r 

auf C
+
( & ) : A 4 5 - f a c h , l / X 1 5 - f a c h , 

auf C~(§): 4 5 - f a c h . 

D a w e g e n |JL 1 q = ^ / X auch u n t e r den |JLm m i t 10£M der W e r t 

1 / A v o r k o m m t , s c h e i d e t die M ö g l i c h k e i t X = 1 / X a u s . 

D a m i t kommt aber X auf G + ( 6 ) s c h o n zu oft v o r . Q 

also sind die y*^ 
\ 

2 0 - f a c h , 

L E M M A 11: D e r F a l l II ist u n m ö g l i c h . 

B e w e i s : Es ist U^ = jjû  = = ; 

mit i . .., 6j dieses Mal! 

auf G
+
( e ) : A V ^ u n d ^ X

1
 6 - f a c h , 1 
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auf G (S) s A
5
/efund ^ A

3
 1 - f a c h , A / g und 15-fach. 

a) Ist auch = A / ^ , s o sind die mit M ^ , .. •» 

u n t e r anderem 

auf C~(6): und ^ / A 5 6 - f a c h . 

1/^» ergeben sich insgesamt als Da 

u n t e r b ä n d e r e m 

auf G
+
(§): X und 1 / A mindestens 5 6 - f a c h . 

Das ist
 1
 abjer zu o f t . 

b) Ist ^ = so kommen als mit M 

insbesondere vor 

auf C
+
(§): A / ^

2
 und 1 / A 15-fach, 

auf C ~ ( § ) : und ^ / A 1 5 - f a c h . 

Weiter ist p.g = ^ , also sind die mit M , ..., 

unter anderem 

auf C
+
( 6 ) : X und 1 / A 15-fach, 

auf C ^ e ) : A / £ und C^/A 3 0 - f a c h . 

Da p.g = l/i^» sind unter den mit M , ..., 9^ 

ter anderem 

un-

auf C
+
( g ) : X 1 5-fach, 1 /A 4 5 - f a c h . 

Da A auch als JJL^ mit 10&M v o r k o m m t , kann nicht A = 1 / A 
sein; also kommt 1 / A zu oft v o r . CU 

Mit Lemma 8 - 1 1 ist g e z e i g t , daß für ein s £ S p i n ( l O , R ) 

die in Lemma 7 geforderte Verteilung der Eigenwerte von 

X ( s ) auf C(©) nicht m ö g l i c h ist. Also: 

THEOREM 2: Das 16-dimensionale irreduzible ; beschränkte 

symmetrische Ausnahmegebiet besitzt keine S p i e g e l u n g e n . 
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K A P I T E L I I . S P I E G E L U N G E N IN B E S C H R Ä N K T E N S Y M M E T R I S C H E N 

G E B I E T E N V O M K E G E L - T Y P 

D i e s e s K a p i t e l enthält eine in sich g e s c h l o s s e n e T h e o r i e 

der S p i e g e l u n g e n der G e b i e t e v o m K e g e l - T y p , die auf ihrer 
~ i 

BeSichreibung d u r c h J o r d a n - A l g e b r e n b e r u h t . D a b e i w i r d 

sich h e r a u s s t e l l e n , daß a u c h das 2 7 - d i m e n s i o n a l e A u s n a h -

m e g e b i e t s p i e g e l u n g s f r e i i s t . 

Hier eine k u r z e Ü b e r s i c h t : 

In §1 wird die K o n s t r u k t i o n der b e s c h r ä n k t e n symmetri-

schen G e b i e t e v o m K e g e l - T y p aus f o r m a l - r e e l l e n Jordan-

A l g e b r e n n a c h U . H i r z e b r u c h b e s c h r i e b e n . In de'nj P a r a g r a -

phen 2 und 3 w e r d e n dann die S p i e g e l u n g e n d i e s e r G e b i e t e 

b e r e c h n e t , und zwar w e r d e n in §2 die m ö g l i c h e n S p i e g e l u n -

gen in 4 T y p e n e i n g e t e i l t , in §3 wi r d d a n n a u s g e r e c h n e t , 

w e l c h e Typen v o n S p i e g e l u n g e n in welcjhen G e b i e t e n auf-

t r e t e n . Das H a u p t h i l f s m i t t e l d a b e i b i l d e n v o l l s t ä n d i g e 

O r t h o g o n a l s y s t e m e v o n I d e m p o t e n t e n und die z u g e h ö r i g e n 

P e i r c e - Z e r l e g u n g e n . 

§1. D I E K O N S T R U K T I O N B E S C H R Ä N K T E R S Y M M E T R I S C H E R G E B I E T E 

AUS P O R M A L - R E E L L E N J O R D A N - A L G E B R E N 

Sei A eine f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a mit dem E i n s e l e -

m e n t e. 

<5: A x A >IR, <S(x,y) := Spur L ( x y ) , 

ist d a n n eine p ö s i t i v - d e f i n i t e s y m m e t r i s c h e B i l i n e a r -

form auf A ( [1] » S . 3 2 0 , Satz 3 . 4 ) . Da <5 eine a s s o z i a t i v e 

B i l i n e a r f o r m i s t , ist L ( x ) für jedes xfeA b e z ü g l i c h ^ 

s e l b s t a d f u n g i e r t . Ist W ein A l g e b r a - A u t o m o r p h i s m u s v o n 
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A , so gilt 

L(Wx)y = Wx.y = W ( x . W ~
1
y ) = W = L ( x ) o W "

1
y 

für alle x , y e A , also 

e ( W x , W y ) = Spur L ( W x - W y ) = Spur L(¥(xy)) 

= Spur(WoL(xy)°W~
1
 ) = Spur L(xy) = 6"(x,y); 

i 
daher ist W bezüglich 6 eine orthogo'nale A b b i l d u n g . 

Eine Teilmenge Y eines endlich-dimensionalen reellen Vek-

torraums V heißt P o s i t i v i t ä t s b e r e i c h , w e n n gilt: 

(i) Y ist offen und nicht leer; 

(ii) e|s gibt eine positiv-definite symmetrische Bilinear-

form p auf V mit 

a) |2>(y,z) > 0 für alle y , z 6 Y , 

b) für jedes xeV-Y gibt es ein y € Y ~ - { o ] m i t p(x,y )•£.(). 

ßjheißt die Charakteristik des Positivität'S.bereichs Y ' j 

('und ist als solche nicht eindeutig b e s t i m m t ) . Ein Posi-

tivitätsbereich Y heißt h o m o g e n , w e n n die lineare Auto-

m o r p h i s m e n g r u p p e 

H ( Y ) := Jw<EGL(V) | W [ Y ] = Y ] 

transitiv auf Y o p e r i e r t . 

Für unsere formal-reelle J o r d a n - A l g e b r a A sei A * die 

Menge der invertierbaren E l e m e n t e , A* die Zusammenhangs-

komponente von A*", in der e liegt (A* ist offen in A); 

für eine Teilmenge B - A sei B
2
 = [ x

2
 | x € B ^ , B° der offe-

ne Kern von B . Damit gilt: Die Menge 

Y :•=; A* = ( A
2
)

0
 = ( A * )

2
 = j x £ A L ( x ) > 0 b z g l . e ] 

ist ein h o m o g e n e r Positivität'sjbereich mit der Charakte-

ristik <5 ( [l] , S . 3 1 5 - 3 2 3 ) . Man erhält auf diese Weise 

alle h o m o g e n e n Positivitätsbereiche ([6], §2, §3). (Man 
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erhält a l l e r d i n g s n i c h t alle m ö g l i c h e n C h a r a k t e r i s t i k e n : 

siehe die a u s f ü h r l i c h e U n t e r s u c h u n g d i e s e r Frage in .) 

*•* • i 
Sei A := AS^flJ = A + iA die K o m p l e x i f iziierung v o n A . Die 

M e n g e 

H := A + iY £: A 

h e i ß t H a l b r a u m . H ist ein Gebiet in A mit i e 6 H ([6], S . 

4 0 0 / 4 0 1 ) . Die A b b i l d u n g 

vp: H- >A, zi z-ie ) ( z+ie-)
-
'

1
 , 

ist ein a n a l y t i s c h e r I s o m o r p h i s m u s v o n H auf ein beschränk-

tes s y m m e t r i s c h e s Gebiet M := V|/[H] in A ([6], S . 4 0 1 / 4 0 2 ) . 

Dabei g e h t der Punkt ie€.H in den Punkt 0€M ü b e r . 

D E F I N I T I O N 5: (i) Das eben k o n s t r u i e r t e b e s c h r ä n k t e sym-
~ • i 

m e t r i s c h e Gebi'ejt M h e i ß t das zu A g e h ö r i g e b e s c h r ä n k t e 

s y m m e t r i s c h e G e b i e t . 

(ii) E i n b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s Gebiet h e i ß t v o m Ke-

g e l - T y p , w e n n es i s o m o r p h zu einem zu einer formal-reell -

len J o r d a n - A l g e b r a g e h ö r i g e n b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n 

G e b i e t i s t . 

Die B e z e i c h n u n g „Kegel-Typ" ist d a d u r c h m o t i v i e r t , daß 

P o s i t i v i t ä t s b e r e i c h e „positive Kegel" im Sinne v o n Ord-

n u n g s r e l a t i o n e n in V e k t o r r ä u m e n s i n d . 

—i 

SATZ 9: Sei A eine f o r m a l - r e e l l e Jordanj-Algebra, M das 

zugehörige b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e G e b i e t . D a n n g i l t : 

(i) M ist g e n a u d a n n irreduzib'e.li, w e n n A e i n f a c h i s t . 
j-

(ii) Ist A = A 1 ® ... © A die Z e r l e g u n g v o n A in ein-
I s 

fache Ideale und M ^ das zu A ^ g e h ö r i g e G e b i e t , so ist 
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M = M 1 X . .. x M g eine Z e r l e g u n g v o n M in i r r e d u z i b l e feje-

b i e t e . 

B e w e i s : Es ist zu zeigen: Ist A = A^ © A 2 eine d i r e k t e 

Zerlegung v o n A in zwei I d e a l e , M ^ für i = 1, 2 das zu 

A± g e h ö r i g e G e b i e t , so ist M = l i ^ M j . 

Der erste Schritt ist: Für die z u g e h ö r i g e n P o s i t i v i t ä t s -

b e r e i c h e Y , Y ^ , Y 2 ist Y = Y 1 X Y 2 . Das ist a b e r t r i v i a l 

m i t der A u s s a g e 

y £ Y y = X 2 für ein x£A* 

und mit den R e c h e n r e g e l n für d i r e k t e S u m m e n v o n A l g e b r e n 

(siehe a u c h [5~], §4). 

D a r a u s folgt u n m i t t e l b a r für die z u g e h ö r i g e n H a l b r ä u m e H , 

H 1 , H 2 , daß H = H^ X H 2 (siehe auch [6], §11). 

Die A u s s a g e für die b e s c h r ä n k t e n s y m m e t r i s c h e n Gebiete 

folgt n u n w i e d e r e i n f a c h d a r a u s , daß in d i r e k t e n S u m m e n 

die B i l d u n g v o n i n v e r s e n E l e m e n t e n und die M u l t i p l i k a -

tion k o m p o n e n t e n w e i s e a u s g e f ü h r t w e r d e n , m i t der D e f i n i -

tion v o n vp: Für z £ H , z = z^ + z 2 m i t ist y ( z ) 

= ^(z-,) ?! ( z 2 ) • 

Zur V o l l s t ä n d i g k e i t des B e w e i s e s f e h l t n o c h die U m k e h r u n g 

v o n (i), n ä m ä i c h „A e i n f a c h M i r r e d u z i b e l " . D i e s e r 
i 

Schluß ergibt sich am e i n f a c h s t e n aus der u m s e i t i g fol-

g e n d e n T a b e l l e . Q 

D e r Z e r l e g u n g des Gebiet-a M in i r r e d u z i b l e Gebiete ent-

s p r i c h t also g e n a u die Z e r l e g u n g der J o r d a n - A l g e b r a A in 

einfache A l g e b r e n . I n s b e s o n d e r e : 

K O R O L L A R : E i n b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t ist g e n a u 

dann v o m K e g e l - T y p , w e n n alle seine i r r e d u z i b l e n F a k t o r e n 

v o m K e g e l - T y p s i n d . 
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Die Z u o r d n u n g z w i s c h e n den e i n f a c h e n f o r m a l - r e e l l e n Jor-

d a n - A l g e b r e n und den i r r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k t e n symmetri-

schen G e b i e t e n v o m K e g e l - T y p ist in der f o l g e n d e n Tabelle 

w i e d e r g e g e b e n (nach [6], S . 3 9 6 . In [6] ist der Beweis nur 

für L ^ d u r c h g e f ü h r t , in [8]j der B e w e i s für das A u s n a h m e -

g e b i e t , auf das es uns h a u p t s ä c h l i c h a n k o m m t . Die fehlen-

d e n B e w e i s e s i n d , wie in [ö]| b e m e r k t , n i c h t s c h w e r . Die 

Z u o r d n u n g ist ü b e r d i e s aus D i m e n s i o n s g r ü n d e n p l a u s i b e l . ) 

In der Spalte A s t e h e n die f o r m a l - r e e l l e n A l g e b r e n , un-

ter A ihre K o m p l e x i f i z i e r u n g e n . U n t e r M steht das zuge-

h ö r i g e G e b i e t . D a b e i ist zu b e a c h t e n , daß einige der "G-je-

biete m i t den g l e i c h b e z e i c h n e t e n aus §1 der E i n l e i t u n g 

n i c h t ü b e r e i n s t i m m e n , s o n d e r n nur d e r s e l b e n Isomorphie-

k l a s s e a n g e h ö r e n . 

A 
r-
A D i m e n s i o n Grad M 

JR ® 1 1 M
1 , 1 

[ n > e i ] n > 3 2 L
n 

S r ( R ) s r ( « ) Jjr(r+1) r > 3 S
r 

H r ( C ) Mj(<D)*> 
2 

r r > 3 M 
r,r 

H r ( K ) H r ( H ® ) r ( 2 r - 1 ) r > 3 T
2 r 

H 3 ( O ) H 3 ( 0 ® ) 27 3 R
2 7 

nur bis auf I s o m o r p h i e , v g l . [l], S . 3 3 1 , Beweis v o n 

Satz 5 . 6 . 

N a c h den A n m e r k u n g e n auf Seite 10 und Seite 6 sind alle 

a u f g e f ü h r t e n Gebiete p a a r w e i s e n i c h t a n a l y t i s c h i s o m o r p h . 

Die B e z e i c h n u n g e n für die G e b i e t e w e r d e n im R e s t d i e s e s 

Kapitels, stets im Sinne d i e s e r Tabelle und n i c h t im Sin-
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ne v o n §1 der E i n l e i t u n g v e r w e n d e t . 

D e r A u s g a n g s p u n k t f ü r die B e s t i m m u n g der S p i e g e l u n g e n 

ist der f o l g e n d e Satz ü b e r die a n a l y t i s c h e n A u t o m o r p h i s -

m e n des G e b i e t s M: 

T H E O R E M 3 ( U . H i r z e b r u c h ) : Sei A eine f o r m a l - r e e l l e Jor-

d a n - A l g e b r a , M das z u g e h ö r i g e b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e 

G e b i e t . F e r n e r sei 

U :=j (uGA | uü = e] £ , A . 

D a n n b e s t e h t die Stabilitäts'gruppe 2I(M) v o n 0 6 M in der 

A u t o m o r p h i s m e n g r u p p e -Q-(M) g e n a u aus d e n A b b i l d u n g e n 

P ( u ) o W , w o b e i u € ü und W ein r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s der 

A l g e b r a A ist (d.h., die F o r t s e t z u n g eines A u t o m o r p h i s -

mus v o n A auf A ) . 

( [6j , S . 4 0 8 , Satz 4 und Satz 5, und [l] , S.327., Satz 

4.5 c) 

B E M E R K U N G E N : 1.) Im e i n d i m e n s i o n a l e n Fall A = 1R, A = 

ist U = U ( 1 ) , d . h . , der Rand des E i n h e i t s k r e i s e s . 

2.) N a c h [6], S . 4 0 7 / 4 0 8 , k a n n m a n die M e n g e U charakte-

r i s i e r e n als die Menge a l l e r L i n e a r k o m b i n a t i o n e n 

i^c-j + ...
 + q r

l s
c
s i w o b e i die T|j£.U( 1 ) und {c-|> •••» c 

ein b e l i e b i g e s v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m v o n A ist 

3.) M a n sieht l e i c h t , daß das G e b i e t M N o r m a l f o r m im 

Sinne v o n D e f i n i t i o n 2 hat: Für (iii) etwa ist u = X
a
e 

und W = zu w ä h l e n . 

4 . ) Ist u = T^C-j + ... + ^ s c g £ U , A = die 
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P e i r c e - Z e r l e g u n g b e z ü g l i c h {c^, ..., c s } mit d e n P r o j e k -
t i o n e n C . . (vgl. E i n l e i t u n g , §3, S . 1 2 ) , so gilt n a t ü r -

t) 
lieh 

§2. K L A S S I F I K A T I O N D E R S P I E G E L U N G E N IN B E S C H R Ä N K T E N SYM-

. M E T R I S C H E N G E B I E T E N V O M K E G E L - T Y P 

Sei stets A eine f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a und M das 
11

 ~ / 
zugehörige b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e G e b i e t , S ;s=J P(u)°W 

(mit den B e z e i c h n u n g e n aus Theorem 3) eine S p i e g e l u n g 

aus 2Z(M) im Punkte 0€M mit dem e i n f a c h e n E i g e n w e r t X 

4= 1. Das Ajdjektiv „reell" b e z i e h t sich immer auf die fei-

ste reelle Form A v o n A , „Spiegelung" h e i ß t immer Spiege 

lung v o n M in 0 . 

Die drei f o l g e n d e n Sätze 'gjeben eine E i n t e i l u n g a l l e r v o r 

k o m m e n d e n S p i e g e l u n g e n in v i e r K l a s s e n A 

SATZ 10: (i) Ist S = P(u)eVtT S p i e g e l u n g , so ist e n t w e d e r 
2 2 

u = e, oder u - e ist E i g e n v e k t o r zum E i g e n w e r t X . 

2 
(ii) Ist u = e, so ist S r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s v o n A . 

— — 1 
B e w e i s : (ii) Es ist u = u = u , also u r e e l l und somit 

o 
P ( u ) r e e l l . D a u = e, ist P ( u ) A u t o m o r p h i s m u s . 

(i) Sei u
2
 * e. . D a n n ist Se = P ( u ) W e = P(u)e = u

2
 * e 

also e nicht., im E i g e n r a u m A^ v o n S zum E i g e n w e r t 1 ent-

h a l t e n ; damit gilt A = ®e © A ^ . Sei n u n z^ ein E i g e n -

v e k t o r zu X . D a n n hat z^ n a c h M u l t i p l i k a t i o n m i t einem 

s k a l a r e n F a k t o r o . B . d . A . die G e s t a l t z^ = e + z^ mit 
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N u n ist 

2 2 
u - e + z^ = u + z ^ = S e + Sz^ = S z ^ = X z ^ , 

2 » 
also ist u -e = (\-1 E i g e n v e k t o r zum E i g e n w e r t X . D 

2 
W i r b e h a n d e l n zunächst den F a l l u = e g e s o n d e r t : 

SATZ 11: Ist S ein r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s v o n A und 

S p i e g e l u n g v o n M , so ist X = - 1 , und es tritt einer 

der b e i d e n f o l g e n d e n Fälle ein: 

A ) Es gibt ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m [d 1 , d ^ » d ^ 

v o n A mit 

Sd^ = d ^ , Sdg = d ^ , Sd^ = d ^ . 

B) Es g i b t ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m [d^, dg^ 

v o n A m i t 

Sd^ = , S d 2 = d ^ . 

B e w e i s : Hat A den Grad 1 , so ist A = 1R, und es g i b t nur 

den A u t o m o r p h i s m u s der auf A = ® zu f o r t g e s e t z t 

w i r d . D i e s e r ist aber keine S p i e g e l u n g . W i r k ö n n e n also 

o . B . d . A . a n n e h m e n , daß A m i n d e s t e n s zwei o r t h o g o n a l e 

Idempotente b e s i t z t . 

Da S b e z ü g l i c h der p o s i t i v - d e f i n i t e n s y m m e t r i s c h e n Bi-

l i n e a r f o r m S" v o n A aus §1 eine o r t h o g o n a l e A b b i l d u n g i s t , 

muß m i t X a u c h 1 / \ E i g e n w e r t v o n S s e i n . Das geht aber 

bei einer S p i e g e l u n g n u r , falls \ - -1; i n s b e s o n d e r e ist 
2 

dann S = 

Zu dem r e e l l e n E i g e n w e r t -1 gibt es einen r e e l l e n Eigen-

v e k t o r x € A , also Sx = - x . Sei 

x = + ... + (notwendig s £ r = Grad A ) 
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die M i n i m a l z e r l e g u n g mit den I d e m p o t e n t e n d 1 , ..., d £ 
' s 

R [ x J = E [ - x ] , die die s ä m t l i c h e n p r i m i t i v e n Idempotente 

d i e s e r U n t e r a l g e b r a s i n d . Sx = -x hat d a n n die M i n i m a l -

z e r l e g u n g 

- f 1 d 1 - ' . . . - f s d s = -x = Sx = f 1 S d 1 + ... + ^ s S d s , 

w o b e i die Sd^ w i e d e r s ä m t l i c h e p r i m i t i v e n I d e m p o t e n t e der 

U n t e r a l g e b r a B [ x ] = IR[-x] sein m ü s s e n . Wegen der Ein-

d e u t i g k e i t der M i n i m a l z e r l e g u n g folgt daraus ( o . B . d . A . ) 

ri 
- Sd^ = dg> ••• ,

 =
 '^2k' 

h = " V ' = ~^2k m i t k = [ f l » 
und f a l l s s u n g e r a d e , X = 0 , Sd = d . I n s b e s o n d e r e D J

 s ' s s 
ist der F a l l s = 1 u n m ö g l i c h , da d a n n x = 0 f o l g e n w ü r d e . 

W ä r e n u n s > ;4l, so gäbe es zum E i g e n w e r t -1 die l i n e a r un-

a b h ä n g i g e n E i g e n v e k t o r e n d^-dg und d ^ - d ^ , W i d e r s p r u c h . 

Es ist d a h e r s = 3 oder s = 2, un&j w i r h a b e n d e n F a l l A 

oder B e r h a l t e n . Q 

2 
Zur B e h a n d l u n g des Falles u 4= e sind die b e i d e n fol-

g e n d e n L e m m a t a n ö t i g (wobei w e i t e r stets v o r a u s g e s e t z t 

w i r d , daßj S = P(u)°W Sp i e g e l u n g m i t dem E i g e n w e r t X * 1 

i s t ) . 

L E M M A 12: Ist u
2
 4= e, so g i l t W ( u

2
- e ) = "\(e-ü

2
), und 

W b i l d e t die a s s o z i a t i v e U n t e r a l g e b r a C [u
2
] auf sich ' 

selbst a b . 

— —1 1 
B e w e i s : A n w e n d u n g v o n P ( u ) = P(u ) = P(u)~ auf die 

2 2 
G l e i c h u n g P ( u ) W ( u - e ) = A ( u - e ) ergibt 

W ( u
2
- e ) = A P ( ü ) ( u

2
- e ) = X ( e - Ü

2
) . 
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1
 l . 2 2 1 

Die 'gjweite B e h a u p t u n g f o l g t d a r a u s , daß w e g e n u = (u 

n a c h [1] , S . 1 4 2 , Satz 2.1 , 

® [u
2
] = € [ü

2
] = C [u

2
-e] = C [ü

2
-e] . • 

Sei n u n {c^, ..., c ] ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y -

stem v o n A , so daß n a c h der B e m e r k u n g 2 zu Theorem 3 

u die Form 

u = ff|1c1 + ... + T f r c r m i t /rj1 , . .. , rrjr £ U ( 1 ) 

h a t . (Da r der Grad der A l g e b r a i s t , sind die c^ primi-

tiv; die sind, n i c h t n o t w e n d i g v e r s c h i e d e n . ) D a m i t ist 

2 2 2 
u = + ... + f)Jc r. 

2 2 
S e i e n o . B . d . A . ^ , . . . , Tj (mit s £ r ) die v e r s c h i e d e n e n 

u n t e r d e n ^
2
. D a n n sind die 

d . := 5 Z c v für j = 1, ..., s 
J -'J2 ? 

n a c h [l], S . 2 2 , Satz 4 . 2 , g e r a d e die p r i m i t i v e n Idempo-
2 

tente der a s s o z i a t i v e n A l g e b r a ® [u ] . 

L E M M A 13: W o p e r i e r t als P e r m u t a t i o n TT der O r d n u n g 2 auf 

der M e n g e {1, ..., s] der Indizes v o n d ^ , ..., d Q , und 

zwar gilt 

W d . = d k T}
2
 - 1 = >.(1 - *j

2
). 

2 
B e w e i s : Der A u t o m o r p h i s m u s

 w
|(jj[ u

2
]

 d e r
 U n t e r a l g e b r a c[u ] 

erhält die E i g e n s c h a f t „primitives I d e m p o t e n t " . D a h e r ist 
W 
[{

d
i!' • • • '

d
s 9

 =
 f

d
V

 d
s l -

Sei also n u n Wd . = c L , . D a n n ist 
J ^ U ) 

( n f
] ? -

l )
V l ) + ••• + ^ s "

1
)

d
T r ( s )

 = W ( u 2
"

e ) 

= " M e - ü
2
) = M l - ? q

2
) d 1 + ... + X ( i - ^ j

2
) d £ 
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Da diese Zerlegung w i e d e r (nach [l], S . 2 2 , Satz 4 . 2 ) ei-

ne e i n d e u t i g e M i n i m a l z e r l e g u n g i s t , folgt 

M
j

 = d
TT(j)

 = d
k ^ -

 1 = 

D a m i t gilt aber auch 

also = A ( 1 - ^ ) , . 

also Wd, = d . und somit! TT = TT
- 1
 . d 

O-- — - ^ 
B E M E R K U N G E N : 1 . ) ; lin = 1 k a n n h ö c h s t e n s für ein j Ivor-

ü - ( : '• •. -.j 
k o m m e n , da ja r ^ ^ . . . , ^f ' v e r s c h i e d e n sein s o l l t e n ; in 

d i e s e m F a l l g i l t n a t ü r l i c h W d . = d . . 
J J 

2 
2.) Für jedes j = 1, .. . , s ist P ( u ) d . = ^ d . . 

J J J 

SATZ 12: Ist S = P(u)°W S p i e g e l u n g v o n M , so tritt ei-

ner der f o l g e n d e n Fälle ein: 

A ) Es g i b t ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m jd.j,d 2,d.^ 

v o n A , so daß 

2 — 
u = ^>d1 + f d 2 + d^ mit ^£U( 1 ) und 

W d j = d 2 , W d 2 = d v W d ^ = d ^ . 

B ) Es gibt ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m , d 2 ^ v o n A , so daß 

2 — -""i 
u = + f d 2 mit 1 ) und 

W d 1 = d 2 , V/d2 = d 1 . 

In den F ä l l e n A und B ist A = -1 . 

G) Es g i b t ein v o l l s t ä n d i g e s O'rjthonormalsystem ^d^ , d 2 ] 

v o n A , so daß 
p 

u = A d 1 + d 2 und Wd^ = d 1 , W d 2 = d 2 > 

D ) Es ist u
2
= A e , d . h . , P ( u ) = A l * , P(u)°W = A W . 
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2 
B e w e i s : Falls u = e, h a b e n w i r schon in Satz 11 g e s e h e n , 

daß Fall A oder B (mit p=1) eintreten m u ß . Sei also von 
2 

jetzt an u 4= e. W i r greifen auf Lemma 13 zurüc-k und 

u n t e r s c h e i d e n zwei Fälle: 
I. Es gibt ein mit Wd . = d v . D a n n islt 

P(u).w(^.d ; j ± a f e d k ) = P ( u ) ( ^ d k ± % d . ) 

= ± ^ j f d . = V j ± - ° l k d k ) ' 
Es sind also Eigenwerte v o n S . Damit ist gezeigt: 

Der Fall W d . = d, mit j£k kann nur einmal v o r k o m m e n , und 
J & 

das auch nur b e i A = - 1 . Es muß dann ^ ^ = ±1 » also 

i h * = 1 s e i n
-

Alle ü b r i g e n d^ w e r d e n von W auf sich selbst a b g e b i l d e t , 

also 

Im Fall I kann also nur gelten, (mit >̂ = ̂ .+1 und bei geelig-

P ( u ) W d 1 = P ( u ) d 1 = n
r
|

2
d 1 für 1 * j, k , 

2 
also > da der Eigenwert 4=1 schon v e r g e b e n i s t . Die-

ser Fall kann nach der Bemerkung f
1
 zu Lemma 13 also auch j 

höchstens einmal v o r k o m m e n . Daher ist s = 2 oder 3 (denn 

s=1 scheidet durch die V o r a u s s e t z u n g I a u s ) . 

fr 
neter Numerierung): 

2 - 2 -
u = ^d^ + ^d2 + d^ oder u

 =
„^

,
d 1 + ^ d g . 

Damit tritt der Fall A o'djer B e i n . 
• j 

II. Für alle j = 1, ..., s' gilt Wd . = d . . Da nun stets 
/ \ - 2 -- '-2 ^ ^ 

P ( u J W d . = r) • d .j, sind alle f). Eigenwerte v o n S . Da es 
J 'J J' 2 

davon nur zwei verschiedene gibt und u 4:e, muß einer der 

beiden Fälle C, D e i n t r e t e n . • 
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§3. EXPLIZITE BESTIMMUNG ALLER SPIEGELUNGEN IN BESCHRÄNK-^ 

TEN SYMMETRISCHEN GEBIETEN VOM KEGELETYP 

In den folgenden vier Sätzen w e r d e n die Fälle A - D ein-

zeln b e h a n d e l t . Die Ergebnisse w e r d e n abschließend in 

zwei Theoremen z u s a m m e n g e f a ß t . 

SATZ 1 5' i(Fall A) : Sei A eine formal-reelle Jordan-Alge-

b r a , M das zugehörige beschränkte symmetrische G e b i e t . 

Sei w e i t e r W ein reeller Auto'morphismust v o n A , ueA mit 

2 
u =

 P
d
i + ?

d
2

 + d
3 ' 

w o b e i ^>€U(1), [ d ^ d g j d ^ ein vollständiges Orthonormal-

'system von A und W d 1 = d g , W d 2 = d 1 , W d ^ = d̂ i.j S = P(u)°W 

sei S p i e g e l u n g . i 

D a n n ist M ein reduzibles G e b i e t , M = M ^ x M 2 , w o b e i S auf 

M 2 die Identität ist und auf M^ der Fall B e i n t r i t t . 

B e w e i s : Sei A = e Ai. . die Peirce-Zerlegung von A be-
f 

züglich ( d ^ , d 2 , d 3 j . Dann sieht man sofort aus der Defi-

nition d:e|r A . .: 

W
P l l l

 = 5
2 2 '

 W
 P 2 2 I .

 = S
1 1 ' ^ 3 3 }

 =
 h v 

w p 1 2 J = A 1 2 , W [ A 1 3 ] = A 2 3 , w [ I 2 3 ] = A 1 3 , 

ferner P ( u ) | Ä . .T = A . . für alle i, n n a c h der Bemer-L I J J ' J 

kung 4 zu Theorem 3 . 

S läßt also A ^ © ' A 1 2 ® A 2 2 = A Q ( d 3 ) , A 1 3 © A 2 3 = A ^ d ^ ) 

und A 3 3 = A ^ ( d 3 ) f e s t , w o b e i der Eigenwert -1 auf 

A Q ( d 3 ) angenommen w i r d . Auf A ^ d ^ kann S daher nur den 

Eigenwert 1 h a b e n , S muß also hier die Identität sein 

(da d i a g o n a l i s i e r b a r ) . Das geht aber w e g e n S[A^ 3|= A „ 3 
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n u r , falls A.., = A 0 , = 0, also A ( d x ) = 0 . 
' 1 3 23 V 3 

D a m i t ist A = A Q ( d ^ ) © A ^ ( d ^ ) eine d i r e k t e Z e r l e g u n g 

in, I d e a l e , w o b e i S auf A ^ ( d ^ ) die I d e n t i t ä t ist und auf 

A Q ( d ^ ) der Fall B e i n t r i t t . Die B e h a u p t u n g folgt m i t 

Satz 9 . • 

SATZ 14- (Fall B): Sei A eine f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a 

v o m Grad r , M das zugehörige b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e Ge-

b i e t . Sei w e i t e r W ein r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s v o n A , ju|£A 

mi't 

U
2
 = 5>d1 4- f d 2 , 

w o b e i ^>£U(1), {d^ , d 2 ] ein v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l -

system v o n A und Wd^ .= d 2 , W d 2 = d^ . S = P(u)«W sei 

S p i e g e l u n g . 

D a n n sind d^ und d 2 p r i m i t i v e I d e m p o t e n t e , d . h . , r = 2, 

also M = IL , x ML , oder M ~ L , und 'S hat die Form 
1,1 1,1 n ' 

S d
1 = ?

d
2 '

 S d
2 = ?

d
1 '

 S
| y d l ) = ^ ( c ^ ) / 

D i e s e A b b i l d u n g ist t a t s ä c h l i c h S p i e g e l u n g in H ( M ) . 

B e w e i s : Sei A = A ^ © ^ 1 2 ®
 A

2 2
 d i e

 ^ e i r c e - Z e r l e g u n g v o n 

A b e z ü g l i c h {d^, d ^ . D a n n ist w i e d e r u n m i t t e l b a r k l a r , 

daß 

W
[

A
1 l ]

 = A
2 2 '

 W = A
1 1 ' ^ [^12I

 = A
1 2 ' 

P ( u ) [~A. .~j = A . . für alle i, j . 
L 1

J
J 1

J 

Also ist S auf A 1 ? die I d e n t i t ä t , da der E i g e n w e r t -1 in 

A 2 2 „aufgebraucht" w i r d . W ä r e n u n d i m ^ A ^ ^ - 2 , so 

gäbe es zwei l i n e a r u n a b h ä n g i g e V e k t o r e n z ^ , z 2 £ A ^ , al-

so die b e i d e n l i n e a r u n a b h ä n g i g e n E i g e n v e k t o r e n z^-Sz^ 
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und Zg-Szg zum E i g e n w e r t - 1 . Also ist A ^ = , ebenso 

Agg = ®dg; damit sind d^ und dg p r i m i t i v , und r=2 ist 

b e w i e s e n . 

Es ist also n u r n o c h zu z e i g e n , daß die a n g e g e b e n e Ab-

b i l d u n g t a t s ä c h l i c h in 2T(M) l i e g t : 

p 
W i r w ä h l e n T|GJ(1) m i t ^ =j?, u = <r|d| + rjdg und einen 

r e e l l e n A u t o m o r p h i s m u s W v o n A m i t Wd^ = d g , Wdg = d ^ , 

Wie- = . Daß es d i e s e n A u t o m o r p h i s m u s g i b t , ist 
. l-X2. ..... 12 

_im_Palle] A = B © E t r i v i a l , da dann d'̂  und d ^ die ein-

zigen Idempotente v o n A sind (#e). A n d e r n f a l l s sei 

o . B . d . A . A =[E
n
,^JL,e 1| . Für das s p e z i e l l e O r t h o n o r m a l -

system [d 1 jdg^ = steht der g e s u c h t e Automorphis-

mus | in L e m m a 1; ist e i n . a n d e r e s v o l l s t ä n d i g e s Or-

t h o n o r m a l s y s t e m v o n A , so sei W Q ein A u t o m o r p h i s m u s v o n 

A mit = c ^ , W Q d g = C g . Die K o n j u g a t i o n des passen-

d e n A u t o m o r p h i s m u s aus L e m m a 1 m i t W ergibt den g e s u c h -

ten A u t o m o r p h i s m u s . I l 

SATZ 15 (Fall C): Sei A eine f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a , 

M das z u g e h ö r i g e b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e G e b i e t , W ein 

r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s v o n A , u £ A . Es sei [d^,dg^ ein 

v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m v o n A mit Wd^ = d ^ , Wdg 

= d g . S = P(,u)°W sei S p i e g e l u n g m i t dem E i g e n w e r t 

und es sei 

u 2 = Ad^ + dg . 

D a n n ist M ein r e d u z i b l e s G e b i e t , M = M ^ x M g , w o b e i S 

auf Mg die Identität ist und auf M^ der F a l l D e i n t r i t t . 

B e w e i s : Sei A = A^^ © A^g © Agg die P e i r c e - Z e r l e g u n g 
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b e z ü g l i c h [d-pdp]. D a S [ A . .] = A. . für alle i,j und der 

E i g e n w e r t X in A ^ v o r k o m m t (Sd^ = Xd.|!), genügt es wie-
1 

der zu zeigen: A ^ = 0 . 

u hat die G e s t a l t 

2 
u = = T|c^ - TjCg + 0 , - 0 , mit ^ = 

w o b e i die c^e.A i d e m p o t e n t oder 0 sind und c ^ + c 2 = d^ , 
c
3

+ c
4

 = d
2 ( ®

e w e : i
-

s :
 B e i m Q u a d r i e r e n der in

1
 der B e m e r k u n g 

2 zu T h e o r e m 3 n a c h „Zusammenfassung g l e i c h e r K o e f f i z i e n -
ii 2 

t e n " g e g e b e n e n M i n i m a l z e r l e g u n g v o n u muß u =Xd^+dp her-
a u s k o m m e n ) . D a m i t ist 

P ( u ) = A [ P ( c 1 ) + P ( C 2 M L ( C 1 ) L ( C 2 ) ] + P ( C 3 ) + P ( C ! 4 | ) - 4 L ( C 3 ) L ( C 4 ) 

+ 4o|[l(c 1 ) L ( C 3 ) - L ( C 1 ) L ( C 4 ) - L ( C 2 ) L ( C 3 ) + L ( C 2 ) L ( C 4 ) ] 

= AD«, + D 2 + 

w o b e i D 1 r = 0 , D 0 r = 0 und 17D J = P ( u ) 1 7 
' 2 12 I 12 1 1 2 

D a c ^ , c 2 , c 3 , c 4 r e e l l , ist D 3 r e e l l . A u ß e r d e m ist a u c h W 

A » 12, 
r e e l l und S l v = k . Da S = P ( u ) « W h = t|D^<»W 

' 12 12
 1

 12 ' 12
 1 0 

muß e n t w e d e r = 0 oder r e e l l , a l s o + 1 sein und
 1 

somit X = 1, W i d e r s p r u c h . 

Also ist 1 = 0 . O 

SATZ 16 (Fall D ) : Sei A eine f o r m a l - r e e l l e Jord'ajn-Algebra j 

v o m Grad r , M das z u g e h ö r i g e b e s c h r ä n k t e s y m m e t r i s c h e Ge-

b i e t , W ein r e e l l e r A u t o m o r p h i s m u s v o n A , u £ A . S = P(u)°W 

sei S p i e g e l u n g mit dem E i g e n w e r t X + 1 , und es sei 

u
2
 = X e . 

D a n n ist e n t w e d e r 
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(i) r=1 , also M = M^ ^ , und S hat die Form z\—*Xz, 

oder 

(ii) r=2; dann ist A=-1 , und es ergibt sich der Fall B 

mit p = - 1 . 

In diesen beiden Fällen ist S tatsächlich Spiegelung in 

H ( M ) . 

2 1 2 2 
Beweis: Ist u =Ae, so ist (^u) = e mit ft) = A, also 

-j >| ( ^ -j 

P(T^u) = ^ P ( u ) ein Automorphismus v o n A; da auch (^u)(^ju) 

= e, ist r e e l l , also ^ P ( u ) ein reeller Automorphis-

m u s . Somit ist S ;=
:
 P(u)oW = AW q mit einem r e e l l e n Au-

tomorphismus W Q von A , der den einfachen Eigenwert 1 und 

sonst höchstens den Eigenwert r- = X h a t . A 
Ist r = 1 , so ergibt sich sofort (i); andernfalls kommt 

der Eigenwert X von W w i r k l i c h v o r . Da W eine orthogo-
o __ 2 

nale Abbildung ist, |ist' also A = - 1 und insbesondere W 
O A 

D e r Eigenraum zum einfachen Eigenwert 1 v o n W Q wjird v o n 
e a u f g e s p a n n t . Da W Q reell ist, gibt es einen Eigenvek-
tor x€A mit W x = - x . Sei x = T-id..+ ... +T d die Mi-

o j 1 1 j s s 
n i m a l z e r l e g u n g . W Q x = -x hat dann die Minimalzerlegung 

d 1 - ... - F d o = -x = W x = ^ W d> + ... + ^ e W _ d . 3
1 1 js s o ->1 o 1 O S 

Sei o . B . d . A . (da x*0); dann ist W d 1 4 d 1 , also 

o . B . d . A . W d.. = d 0 und somit auch W d 0 = d . . Damit ist 
0 1 ^ O Z 1 

W ^ d ^ + d g ) = d-j+dg, äl,so d^+dg Eigenvektor zum Eigenwert 

1 und somit 

d
1 +

 d
2
 = =

 t ^ ^ l + ••• +
 d

s ) 

mit |Ji£R. Es muß also s = 2 (und 1 ) s e i n . 

2 
Also ist u = A e = - d ^ - d g , und w i r b e f i n d e n uns im Fall 

B. Insbesondere muß nach Satz 14 r=2 s e i n . TH 
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V o r der a b s c h l i e ß e n d e n Z u s a m m e n f a s s u n g b r i n g e n w i r die 

A u s s a g e n für r=2 n o c h auf eine etwas ü b e r s i c h t l i c h e r e 

F o r m : 

L E M M A 14: Die in Satz 14 k o n s t r u i e r t e n S p i e g e l u n g e n S 

sind in 2l(M) ZU der A b b i l d u n g S Q mit 

s od 1 = d 2 , s o d 2 = d 1 f s( 
rss — 

Ä
1 2

 A
1 2 

k o n j u g i e r t . 

2 
B e w e i s : W i r w ä h l e n u_ mit u Q = d^ + ^ d 2 < D a n n ist 

P ( U Q ) [ A I 2 ] = A 1 2 und P(u o)°SoP(u o)
: 

A ~ 1X 
1 2 12 

r
 • - —1 _ 1 2 — 

F e r n e r : ist P ( u Q ) ~ = P ( u Q ) und u~ = d^ + p d 2 , also 

P ( u 0 ) S P ( u 0 ) ~
1
d 1 = P ( u o y S d 1 = P(ui 0)fd 2 = f f d 2 = d 2 , 

— 1 
ebenso P ( u Q ) S P ( u 0 ) d 2 = d ^ , also insgesamt; 

P(u 0)*SoP(u 0r
1
 = s o . • 

K O R O L L A R : (i) Die S p i e g e l u n g e n v o m Typ B in M 1 ^ ^ 1 

sind a l l e i n ^ x M ^ jzuj 

( z 1 ? z 2f\ >(z2,z1f 

k o n j u g i e r t . 

(ii) Die S p i e g e l u n g e n in L n sind alle in Z K ^ n ) zui 

($;) ( z^ , z 2 , • • • » z ) \ ^ 2 » • • • >
Z
jj) 

k o n j u g i e r t . 

B e w e i s : (i) k l a r , da E © R nur die b e i d e n I d e m p o t e n t e 

(1,0 f u n d ( 0 , 1 f h a t . 

(ii) K o n j u g i e r t m a n die in Lemma' 14 g e f u n d e n e F o r m n o c h 

mit einem r e e l l e n A u t o m o r p h i s m u s v o n [®
n
,fs e-|] , der 
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{ d - p C ^ in das v o l l s t ä n d i g e O r t h o n o r m a l s y s t e m {c., >.c2] 

aus Lemma 1 (ii) ü b e r f ü h r t , so erhält m a n , daß alle 

S p i e g e l u n g e n zu 

(fc^O (
z
-| > > z^, ... , z n ) (^i . . . 

k o n j u g i e r t sind, (in 2L(L )). Die A b b i l d u n g (*-) ist in 

Z1(M), n ä m l i c h g l e i c h P ( u ) « W , w o b e i W die k a n o n i s c h e In-

v o l u t i o n v o n A (siehe A n m e r k u n g zu Lemma 1) und u = ie 

i s t . Da die A b b i l d u n g (*-) trivialerweise Spiegelung i s t , 

liegt sie g.uch in d e r s e l b e n K o n j u g a t i o n s k l a s s e wie (**). • 
T H E O R E M 4 (Spiegelungen in i r r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k t e n 

s y m m e t r i s c h e n G e b i e t e n v o m K e g e l - T y p ) : 

Sei A eine einfache f o r m a l - r e e l l e J o r d a n - A l g e b r a v o m 

Grad r, M das zugehörige irreduzible b e s c h r ä n k t e sym-

m e t r i s c h e G e b i e t . D a n n g i l t : 

(i) Ist r ^ 3j, so hat M keine S p i e g e l u n g e n . 

(ii) Ist (rj = 2, so ist M = L n ( n > 3 ) . - /
M
 hat nur Spie-

g e l u n g e n der Ordnung 2; diese sind alle z u e i n a n d e r kon-

j u g i e r t . Die S p i e g e l u n g e n i n ' ^ C m J ^ & T n ä g e n a u die in Sät 

14 b e s c h r i e b e n e n ; A b b i l d u n g e n . 

(iii) Ist r = 1, so ist M ^ M 1 1 . M hat S p i e g e l u n g e n 

b e l i e b i g e r Ordnung; jede Spiegelung in H ( M ) hat die 

Form zi—>Az mit einer E i n h e i t s w u r z e l A . 

KORÖLLAR: (i) Es g i b t keine S p i e g e l u n g e n in den Gebietien 

S r ( r > 3 ) , M r j r ( r > 3 ) , T 2 r ( r * 3 ) , R 2 ? . 

(ii) In L n ( n > 3) gibt es S p i e g e l u n g e n der Ordnung 2 . 

Diese sind sämtlich zur A b b i l d u n g k o n j u g i e r t . 
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T H E O R E M 5 ( S p i e g e l u n g e n in r e d u z i b l e n b e s c h r ä n k t e n sym-

m e t r i s c h e n G e b i e t e n v o m Kegel-Typ!): 

Sei M ein b e s c h r ä n k t e s s y m m e t r i s c h e s G e b i e t v o m Kegel-

T y p , M = M 1 x ... x M eine Z e r l e g u n g in i r r e d u z i b l e be-
i s 

schränkte s y m m e t r i s c h e Gebiete voml K e g e l - T y p . Für eine 

S p i e g e l u n g S v o n M gibt es g e n a u die b e i d e n M ö g l i c h k e i -

ten: 

(i) M e n t h ä l t einen P a k t o r = M^ ^ oder L n ; auf d i e s e m 

P a k t o r ist S S p i e g e l u n g , auf d e n ü b r i g e n die I d e n t i t ä t . 

(ii) M enthält zwei P a k t o r e n ^ M 1 1 , o . B . d . A . M 1 = M 2 = 

M^ ^, und S ist k o n j u g i e r t zu der A b b i l d u n g 

(
z
-| »

Z
2

, Z
3 ' • • *»

 z
n ) '

 z
2 '

z
i

, z
3 ' " " *

, z
n ^ * 

I n s b e s o n d e r e h a t M k e i n e S p i e g e l u n g e n , w e n n k e i n P a k t o r 

= M 1 1 oder L i s t . 
i ^ i n 

A N M E R K U N G : E i n V e r g l e i c h m i t der E i n l e i t u n g z e i g t , daß 

T h e o r e m 5 dem Satz (B) und das K o r o l l a r zu Theorem 4 

dem Satz (C) v o n G o t t s c h l i n g e n t s p r i c h t . Das A n a l o g o n 

v o n Satz (A) für die G e b i e t e v o m K e g e l - T y p ist s c h o n 

in [ö], S . 4 1 4 , b e w i e s e n . 
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