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Zusammenfassung

Ist f: X — S eine glatte Familie von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten der Dimension m
iiber einer quasiprojektiven Kurve, so tragt nach einem Resultat von Zucker die erste
L?-Kohomologiegruppe H (12)(S, R™ f,.Cx) eine reine Hodgestruktur vom Gewicht m + 1.
In dieser Arbeit berechnen wir die Hodgezahlen solcher Hodgestrukturen fiir m = 1,2, 3
und verallgemeinern dabei Formeln aus einem Artikel von del Angel, Miiller-Stach, van
Straten und Zuo auf den Fall, in dem die lokalen Monodromiematrizen bei Unendlich
nicht unipotent, sondern echt quasi-unipotent sind. Wir verwenden dazu den L2-Higgs-
Komplex nach Jost, Yang und Zuo. Fiir Familien von Kurven fiihrt dies auf eine bereits
bekannte Formel von Cox und Zucker. Schlieflich wenden wir die Ergebnisse im Fall
m = 3 auf 14 Familien von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten an, die eine Rolle in der
Spiegelsymmetrie spielen, sowie auf eine von Rohde konstruierte Familie ohne Punkte
mit maximal unipotenter Monodromie.

Abstract

We consider a smooth family f : X — S of Calabi—Yau m-folds over a quasi-projective
curve. In this situation, a result due to Zucker states that the first L?-cohomology group
H (12)(5, R™f,Cx) carries a pure Hodge structure of weight m + 1. The aim of this thesis
is to compute the Hodge numbers of such Hodge structures in the cases m = 1,2, 3.
Thereby we generalize formulae of an article by del Angel, Miiller-Stach, van Straten
and Zuo from the case of unipotent local monodromy matrices around infinity to the
quasi-unipotent case. To this end, we use the L?-Higgs complex from the work of Jost,
Yang and Zuo. In the case of families of curves, we obtain a formula already known by
Cox and Zucker. Finally, we apply the results to 14 families of Calabi—Yau threefolds
which play a role in mirror symmetry, and to Rohde’s family of Calabi-Yau threefolds
without points of maximal unipotent monodromy.
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Einleitung

Diese Arbeit widmet sich der Berechnung der Hodgezahlen von Hodgestrukturen auf
L?-Kohomologiegruppen mit Werten in lokalen Systemen, die von der Kohomologie von
Familien von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten kommen. Eine Calabi- Yau-Mannigfaltigkeit
ist eine kompakte Kahlermannigfaltigkeit X, deren kanonisches Biindel trivial ist und
deren Hodgezahlen h*0(X) fiir 0 < k < dim X alle verschwinden. In dieser Arbeit
betrachten wir die folgenden Klassen von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten:

(a) dim X = 1: Kurven mit trivialem kanonischen Biindel haben Geschlecht g = 1 und
sind somit gerade die elliptischen Kurven.

(b) dim X = 2: In Dimension zwei fithrt die Definition (triviales kanonisches Biindel
und verschwindende erste Kohomologie) zu den K3-Fldchen.

(c¢) dim X = 3: Die dreidimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten spielen eine zen-
trale Rolle in der Spiegelsymmetrie. Wir untersuchen einige spezielle Familien von
dreidimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten.

Fiir solche niedrigdimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten ist aufgrund der Defini-
tion und des Hard-Lefschetz- Theorems vor allem die mittlere Kohomologie interessant,
daher betrachten wir im Folgenden nur diese. Ist also f : X — S eine glatte Familie
von m-dimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten, so liefern die m-ten Kohomologie-
gruppen der Fasern X; = f71(t), t € S, das lokale System R™f.Cx auf S, und die
Hodgestrukturen auf den m-ten Kohomologiegruppen der Fasern setzen sich zu einer
Variation von Hodgestrukturen (vom Gewicht m) zusammen.

Ist die Basis S nicht kompakt, so treten hierbei zwei interessante Phdnomene auf, zum
einen Degenerationen der Fasern und der zugeordneten Hodgestrukturen, zum anderen
Monodromie. Beides sind lokale Phénomene, und fiir die Beschreibung beider ist es niitz-
lich anzunehmen, dass die Basis eindimensional ist (eine Bedingung, die wir spéter fiir die
Verwendung der Resultate sowohl von Simpson als auch von Zucker ohnehin benétigen).
Hinsichtlich der Degeneration der Fasern nutzen wir aus, dass eine glatte Familie von
Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten {iber einer eindimensionalen Basis S automatisch eine
Fortsetzung zu einer flachen Familie iiber der Kompaktifizierung S hat. Dies bedeutet
insbesondere, dass alle Fasern die gleiche Dimension haben.

In Bezug auf die Monodromie zitieren wir das Monodromietheorem von Borel und Land-
man, das besagt, dass die bei einer Degeneration von Kéhlermannigfaltigkeiten auftre-
tenden Monodromiematrizen auf der Kohomologie einer glatten Faser in der Ndhe einer
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Singularitit stets quasi-unipotent sind. Im Artikel [8] von del Angel/Miiller-Stach/van
Straten/Zuo wurden diese lokalen Monodromien als unipotent vorausgesetzt. In der vor-
liegenden Arbeit zeigen wir, dass man diese Annahme fallen lassen kann und dennoch
dhnliche Resultate erhilt.

Grundlegend fiir diese Arbeit ist Zuckers Hauptresultat aus [39], dass die erste L2-
Kohomologiegruppe einer quasiprojektiven Kurve mit Werten in dem lokalen System (zur
Familie von m-dimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten), das der (polarisierten) Va-
riation von Hodgestrukturen vom Gewicht m zugrunde liegt, eine (reine) Hodgestruktur
vom Gewicht m + 1 tragt.

Um nun die Hodgezahlen solcher Hodgestrukturen zu berechnen, wechseln wir die Sicht-
weise und gehen von lokalen Systemen via der Simpsonkorrespondenz zu Higgsbiindeln
iiber.

Die Simpsonkorrespondenz, eine Aussage iiber nicht-abelsche Kohomologie, ist eine 1:1-
Korrespondenz zwischen lokalen Systemen bzw. Vektorbiindeln mit flachem Zusammen-
hang einerseits und Higgsbilindeln andererseits. Damit kénnen wir Resultate von Zucker
iiber die Existenz einer Hodgestruktur auf den L?-Kohomologiegruppen von quasiprojek-
tiven Kurven mit Werten in gewissen lokalen Systemen umformulieren zu einer Aussage
iiber die Existenz einer Hodgestruktur auf der L2?-Kohomologie mit Werten in einem
Higgsbiindel. Letztere 1asst sich gut mit Hilfe eines gewissen Komplexes berechnen, dem
L?-Higgs-Komplex, fiir dessen Definition man nur die Gewichtsfiltrierungen zu den loka-
len Monodromiematrizen braucht. Dieser Komplex dhnelt von der Gestalt her dem ent-
sprechenden Komplex aus Zuckers Arbeit, hat aber {iberdies den Vorteil, dass er in direkte
Summanden zerfillt. Dies hat zur Folge, dass die Hyperkohomologiespektralfolge beson-
ders einfach ist. In der Anwendung der Simpsonkorrespondenz auf die L?-Kohomologie
folgen wir Artikeln von Jost/Yang/Zuo, wobei wir die Gestalt des L2-Higgs-Komplexes
im quasi-unipotenten Fall einer Notiz von Ye verdanken.

Bei der Berechnung der Hodgezahlen ist im Fall dreidimensionaler Fasern (hier hat die
untersuchte Hodgestruktur Gewicht 4) insbesondere das Nichtverschwinden der mittleren
Hodgezahl h?? von Bedeutung, da der Raum H?? via der Leray-Spektralfolge und der
Hodgevermutung in Zusammenhang zur zweiten Chowgruppe des Totalraumes steht, und
deren Nichtverschwinden garantiert die Existenz rationaler Zykel.

Die Arbeit ist folgendermafsen gegliedert:

In Kapitel 1 werden lokale Systeme und Variationen von Hodgestrukturen auf den zu-
gehorigen Vektorbiindeln eingefithrt. Die Simpsonkorrespondenz iiber kompakter Basis
wird behandelt; diese ordnet einem lokalen System ein Higgsbiindel und der zugehorigen
Variation von Hodgestrukturen ein System von Hodgebiindeln zu.

Kapitel 2 verallgemeinert die Begriffe und Satze aus Kapitel 1 auf den nichtkompakten
Fall. Dies ist im Allgemeinen nur moglich, falls die Basis eine Kurve ist. Der Satz {iber
halbstabile Reduktion wird vorgestellt sowie der Satz von Borel/Landman, eine Aussage
iiber die Monodromiematrizen einer Familie iiber nichtkompakter Basis. Des Weiteren
wird die Degeneration zu einer gemischten Hodgestruktur behandelt, welche im Allgemei-
nen in nichtkompakten Féllen auftritt, sowie logarithmische Pole eines Zusammenhangs
und die Deligne-Fortsetzung von Vektorbiindeln. Schliefllich wird die Simpsonkorrespon-
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denz iiber nichtkompakten Kurven vorgestellt, dafiir werden filtrierte reguléare Higgsbiin-
del eingefiihrt.

Im Zentrum des dritten Kapitels steht Zuckers Resultat der Existenz einer reinen Hodge-
struktur vom Gewicht m + 1 auf der L?-Kohomologiegruppe H (12)(5, V) fiir den Fall, dass
V ein lokales System ist, das einer polarisierten Variation von Hodgestrukturen vom Ge-
wicht m zugrunde liegt. Dieses wird dann nach Jost/Yang/Zuo [19, 20| umformuliert zu
einer Aussage iiber die Kohomologie mit Werten in Higgsbiindeln.

In Kapitel 4 werden schliefslich konkret Hodgezahlen berechnet. Dies sind die neuen Re-
sultate dieser Arbeit, die im Preprint [18] schon teilweise veroffentlicht wurden und hier
genauer ausgefithrt werden. Das Higgsbiindel kommt dabei vom lokalen System der m-ten
Kohomologiegruppen einer Familie von m-dimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
und der Variation von Hodgestrukturen darauf. Im Fall von Familien von Kurven erhal-
ten wir als Resultat unserer Berechnungen eine Formel, die mit fritheren Resultaten
von Cox/Zucker iibereinstimmt. Im Fall von Familien dreidimensionaler Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeiten konnen wir in den im Artikel [8] von del Angel/Miiller-Stach/van
Straten/Zuo begonnenen Tabellen von Hodgezahlen einige Leerstellen fiillen. Dort wer-
den 14 Familien, die gewissen Calabi-Yau-Operatoren zugeordnet sind (siehe Datenbank
von Almkvist/van Enckevort/van Straten/Zudilin [1]), betrachtet. Schlieflich wenden wir
unsere Methode noch auf eine Familie dreidimensionaler Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
an, die von Rohde in [30] konstruiert und bereits von Garbagnati/van Geemen [14, 13]
untersucht wurde.
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Kapitel 1

Reine Hodgestrukturen und
Higgsbundel auf kompakten
Kahlermannigfaltigkeiten

1.1 Lokale Systeme und der Gaufs-Manin-Zusammenhang

Wir folgen im ersten Abschnitt Kulikov [24, Abschnitt 2.5] und erinnern an einige Fakten
zu lokalen Systemen. Auferdem fithren wir den Gaufs-Manin-Zusammenhang ein.

Sei S ein zusammenhéngender, lokal zusammenhéngender topologischer Raum. Eine lokal
freie Garbe von C-Vektorraumen V auf S (das heift, eine Garbe, die lokal zur konstanten
Garbe C™ fiir ein n € N isomorph ist) heift lokales System auf S.

Satz 1.1. Die Fundamentalgruppe m1(S,to), to € S, operiert auf der Faser V;, = C".
Der Funktor V — Vy liefert eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der lokalen Systeme
auf S und der Kategorie der komplezwertigen Darstellungen der Gruppe m1(S,to).

Nun sei S spezieller eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Satz 1.2. Sei V ein lokales System auf S. Wir betrachten die lokal freie Garbe V' der
holomorphen Schnitte von'V, also V = V®cOg. Dann existiert ein Zusammenhang V auf
V, fiir den die Garbe der flachen Schnitte mit V zusammenfdllt, KerV = V. Man nennt
diesen den kanonischen Zusammenhang auf V. Er ist durch die Formel V(gs) = dgs
definiert, wo g und s Schnitte von Og bzw. V sind. Dieser kanonische Zusammenhang
ist flach, das heifst, es gilt VoV = 0.

Umgekehrt gilt: Sei V ein Zusammenhang auf einer lokal freien Garbe V. Wir setzen
V=KerV = {s € V; Vs = 0}. Ist V flach, so ist V ein lokales System auf S und
V =V®cOg.

Insgesamt liefern die Funktoren

(a) ein lokales System V +—— die Garbe V=V ®@c Og und der kanonische Zusammen-
hang V

11
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und
(b) eine lokal freie Garbe V' mit einem flachen Zusammenhang V +—— V = Ker V

eine Aquivalenz der Kategorie der lokalen Systeme auf S und der Kategorie der lokal
freien Garben mit flachem Zusammenhang.

Beispiel 1.3. Sei f : X — S eine glatte Familie von kompakten Kéhlermannigfaltigkeiten,
also eine eigentliche submersive holomorphe Abbildung zwischen komplexen Mannigfal-
tigkeiten, wobei X kahlersch ist und alle Fasern glatt sind. Die hohere direkte Bildgarbe
V = R"f,Cx ist ein lokales System mit Koeffizientengruppe H" (X, C). (Dies ist un-
abhingig von ¢, da nach dem Satz von Ehresmann die Fasern von f alle zueinander
diffeomorph sind.) Mit anderen Worten ist der Halm V; gerade H" (X, C).

Der zugehorige flache holomorphe Zusammenhang V auf V = V® Og heifit Gaufi-Manin-
Zusammenhang.

1.2 Variationen von Hodgestrukturen

Definition 1.4. Eine (Q-)Hodgestruktur vom Gewicht n ist ein endlichdimensionaler
Q-Vektorraum Hg zusammen mit einer Zerlegung seiner Komplexifizierung

H=HyeoC= @ H""
ptg=n

in komplexe Unterrdume mit der Eigenschaft HP¢ = H?P. Die Hodgezahlen sind die
Dimensionen der Hodgekomponenten, hP? = dim HP4.

Beispiel 1.5 (geometrische Situation). Sei X eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit oder
eine glatte vollstandige (nicht notwendig projektive) algebraische Varietét iber C. Dann
tragen die Kohomologiegruppen H"(X, Q) jeweils eine Hodgestruktur vom Gewicht n.

Bemerkung 1.6. In Kapitel 3 treten Hodgestrukturen auf Kohomologiegruppen mit Wer-
ten in lokalen Systemen auf. Es ist das Ziel dieser Arbeit, die Hodgezahlen solcher Hodge-
strukturen auszurechnen.

Bemerkung 1.7. Zu einer gegebenen Hodgestruktur vom Gewicht n ist die Hodgefiltrie-
rung die abnehmende Filtrierung F' auf H, die durch

n

P — @ Fkn—k

k=p

gegeben ist. Die Hodgefiltrierung hat fiir jedes p die Eigenschaft H = FP @ Fn—p+1 Ist
umgekehrt eine abnehmende Filtrierung F' mit dieser Eigenschaft gegeben, so erhédlt man
die Hodgezerlegung zuriick, indem man jeweils

HP"P — FP N Fn—r

setzt.
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Beispiel 1.8. Wir betrachten wieder eine glatte Familie f : X — S von kompakten K&h-
lermannigfaltigkeiten und n € N. Dann tragt jede Faser des holomorphen Vektorbiindels
V = R"f,C ® Og eine Hodgefiltrierung, und dies liefert eine Hodgefiltrierung von V'
durch Unterbiindel

V=F'D>FlD...0F" D Ftl =,

welche holomorphe Unterbiindel von V' sind. Des Weiteren erfiillt der Gaufs-Manin-
Zusammenhang die Griffithstransversalitdit

VFPc Frrleal.

Dies ist ein geometrisches Beispiel fiir eine Variation von Hodgestrukturen im Sinne der
folgenden Definition:

Definition 1.9. Eine Variation von Hodgestrukturen ist ein Quadrupel (S,V = Vg ®
C,V,F) mit einer komplexen Mannigfaltigkeit S, einem lokalen System V auf S mit
Koeffizientengruppe C" fiir ein h € N, und einem flachen Zusammenhang V auf dem
holomorphen Vektorbiindel V' = V ® Og derart, dass die Schnitte von V flach sind
beziiglich V. Schlieflich ist F eine Hodgefiltrierung auf V, die auf jedem Halm V; eine
Hodgefiltrierung induziert und die Griffithstransversalitat erfiillt.

Bemerkung 1.10. Ist eine Variation von Hodgestrukturen gegeben, so induziert der Gauf-
Manin-Zusammenhang auf den Hodgebiindeln FP/FPT! Abbildungen

GrP V : FP/FPH — 7Pl 7P @ Qg

die Og-linear sind. Die Hodgebiindel spielen eine wichtige Rolle bei der Simpsonkorre-
spondenz (siehe Abschnitte 1.5 und 2.5).

Bemerkung 1.11. Die rationale Struktur Vg C V ist beispielsweise in den geometrischen
Situationen automatisch gegeben (durch die Kohomologie mit rationalen Koeffizienten).
In der Simpsonkorrespondenz spielt sie jedoch keine Rolle, weswegen wir sie in spéteren
Abschnitten haufig weglassen werden.

1.3 Polarisierte Hodgestrukturen

Das verwendete Material in diesem Abschnitt findet sich in Peters/Steenbrink [29, Ab-
schnitte 1.2.2 und 2.1.2], Carlson/Miiller-Stach/Peters [5, Abschnitt 2.3|, Griffiths [16]
und Voisin [37, Abschnitt 7.1.2].

Definition 1.12. Sei (Hg, F') eine Hodgestruktur vom Gewicht n. Eine Polarisierung
ist eine Bilinearform @ : H x H — C mit den Eigenschaften

(a) @ nimmt auf Hg rationale Werte an,
(b) @ ist (—1)"-symmetrisch,

(c) das orthogonale Komplement von FP ist F" P+l
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(d) die durch Q(C -,~) gegebene hermitesche Form auf H ist positiv definit. Dabei ist
C der Weiloperator, der auf HP? durch Multiplikation mit v/—1" ¢ operiert.

Beispiel 1.13 (geometrische Situation). Sei X eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit der
komplexen Dimension m, deren Kéhlerform w rational ist (die also komplex-projektiv
ist). Wir bezeichnen mit L den Operator, den man durch Anwendung des Cupproduktes
mit der Kéhlerform erhélt. Nach dem Hard-Lefschetz-Theorem liefert die (m — k)-fache

Iteration von L jeweils einen Isomorphismus H*(X, Q) = H>™F(X,Q).
Sei nun k < m. Die primitive k-te Kohomologie ist definiert durch

HE(X,Q) = ker(L™ 1 H¥(X,Q) — H*™*2(X,Q)).

Fiir k > m setzt man H*. (X,Q) = 0. Damit erhélt man die Lefschetz-Zerlegung

prim
(X @) prlm(X Q) ©® LHI:lfrlri(X Q) & LQHII;:HIZ;(X Q)
Diese ist mit der Hodgestruktur vertriglich, das heift, fir
—p—q+1 . 17D, —g+1,m—p+1 ..
HpS L (X) = ker(LMP7000 s HPA(X) — H™-OHmPHU(X) - (fiie p+ g < m)

gilt

prlm(X Q ®C— @ ng?m ) und

pt+q=k
1,g-1 2,q—2
Hp’q(X) H[I))ri]m(X) @ LHIZ))rlmq (X) @ LQH;Z:rlmq (X) @ e

Die Hodge-Riemann-Bilinearrelationen stellen nun sicher, dass die primitiven Kohomolo-
giegruppen einer kompakten Kéhlermannigfaltigkeit polarisierte Hodgestrukturen tragen.
Die Polarisierung ist die Hodge-Riemann-Bilinearform

k(k—1)

Q(al, 18)) = (-1)"5" /X aABAWTF o], [8] € HY(X, Q).

Bemerkung 1.14. Ist X eine dreidimensionale Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit, so erhdlt man
aus der Lefschetz-Zerlegung, dass die dritte Kohomologie insgesamt primitiv ist, da die
erste (und somit auch die fiinfte) Kohomologie nach Voraussetzung verschwindet.

Definition 1.15. Eine polarisierte Variation von Hodgestrukturen besteht aus einer Va-
riation von Hodgestrukturen (S,V,V, F) und einer Polarisierung darauf, genauer, einer
Abbildung Q : V x V — C, die horizontal ist (das heift, die VQ = 0 erfiillt) und faser-
weise eine Polarisierung der Hodgestrukturen auf den Fasern bildet. (Hierbei ist C das
konstante lokale System mit Koeffizientengruppe C.)
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1.4 Von Variationen von Hodgestrukturen zu Systemen von
Hodgebiindeln

Definition 1.16. Sei S eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit. Ein System von Hodge-
biindeln auf S ist eine direkte Summe von holomorphen Vektorbiindeln =P, _,, EP?
zusammen mit Abbildungen ¢ : EP4 — EP~Latl g Q}q, die ¥ A9 = 0 erfiillen.

Beispiel 1.17. Wir fithren Bemerkung 1.10 fort. Sei eine Variation von Hodgestruktu-
ren (S,V,V,F) vom Gewicht n gegeben. Nach Voraussetzung erfiillt der Gauf-Manin-
Zusammenhang die Griffithstransversalitét

ViFP = FFrle Q.
Betrachtet man die dadurch induzierten Abbildungen auf den Hodgebiindeln
GV : FP /P~ — PP FP @ Qy

und bezeichnet diese alle mit ¥, so erhélt man ein System von Hodgebiindeln, wenn man
EPnP = FP/FP~L getzt. Die Bedingung 9 A9 = 0 ist erfiillt, da der Gauk-Manin-
Zusammenhang flach ist. Kommt die Variation von Hodgestrukturen von einer glatten
Familie von Varietédten f : X — S und deren n-ter Kohomologie, so sind die Hodgebiindel
von der Gestalt EP"~P = R"7P f*Q§( /50 und das Higgsfeld erhélt man durch Anwendung
des Cup-Produktes mit der Kodaira-Spencer-Klasse.

Bemerkung 1.18. Das vorige Beispiel enthélt Resultate von Griffiths. Diese wurden spé-
ter von Simpson verallgemeinert, wie im folgenden Abschnitt dargestellt. Er untersuchte
allgemein Korrespondenzen zwischen Darstellungen der Fundamentalgruppe von S und
gewissen holomorphen Objekten auf S, den Higgsbiindeln. Insbesondere konstruierte er
umgekehrt mit Hilfe von nichtlinearer Analysis Variationen von Hodgestrukturen ausge-
hend von Higgsbiindeln.

1.5 Die Simpsonkorrespondenz im kompakten Fall

Definition 1.19. Ein Higgsbiindel auf einer kompakten Kéhlermannigfaltigkeit S ist
ein Paar (E,4), wobei E ein holomorphes Vektorbiindel ist und ¢ : £ — E ® Q}g eine
endomorphismenwertige 1-Form mit 9 A ¥ = 0.

Nun passen wir Mumfords Begriff der Stabilitdt eines Vektorbiindels auf die Situation der
Higgsbiindel an. Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass der Grad eines Vektorbiindels
E auf S gegeben ist durch deg(F) = chi(E) - [w]"~!, wobei n die Dimension von S ist,
ch; (E) die erste Chernklasse des Vektorbiindels E bezeichnet und w die Kéhlerform auf
S ist. Der Quotient des Grades durch den Rang des Vektorbiindels heifst Steigung von
E, in Formeln p(F) = deg £/ rank E.

Definition 1.20. Ein Higgsbiindel E heiftt stabil bzw. halbstabil, falls fir jedes durch
¥ erhaltene Unterbiindel M C E mit 0 < rank M < rank E stets u(M) < p(E) bzw.
w(M) < p(E) gilt. Ein Higgsbiindel heifst polystabil, falls es die direkte Summe von
stabilen Higgsbiindeln der gleichen Steigung ist.
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Das folgende Resultat (Simpsonkorrespondenz) bzw. dessen Verallgemeinerung auf den
nichtkompakten Fall spielt eine wichtige Rolle fiir die spateren Kapitel:

Theorem 1.21 (Simpson [34, Theorem 1]). Sei S eine glatte projektive Varietit.
Dann steht die Menge der stabilen Higgsbindel E auf S mit verschwindenden Chern-
klassen in 1:1-Korrespondenz zur Menge der irreduziblen Darstellungen der Fundamen-
talgruppe von S. Eine Darstellung trdigt genau dann eine Variation von Hodgestrukturen
(mit Hilfe der Identifikationen aus Abschnitt 1.1), wenn das zugehdrige Higgsbiindel ein
System von Hodgebiindeln zuldsst. In diesem Fall wurde die Korrespondenz im vorigen
Abschnitt beschrieben.

Theorem 1.22 (Simpson [35, Korollar 1.3]). Sei S eine kompakte Kihlermannigfal-
tigkeit. Die Kategorie der halbeinfachen Vektorbindel mit flachem Zusammenhang auf
S ist dquivalent zur Kategorie der polystabilen Higgsbiindel auf S mit verschwindenden
Chernklassen.

Zum Beweis dieser Aquivalenz definiert Simpson harmonische Metriken und eine Katego-
rie der harmonischen Biindel (also Vektorbiindel mit harmonischer Metrik). Anschlieftend
zeigt er, dass die beiden in Theorem 1.22 genannten Kategorien zu dieser isomorph sind.
Dies geschieht mit Hilfe des folgenden Theorems:

Theorem 1.23 (Simpson [35, Theorem 1]). (a) Ein flaches Vektorbindel V hat ge-
nau dann eine harmonische Metrik, wenn es halbeinfach ist.

(b) Ein Higgsbiindel E hat genau dann eine hermitesche Yang-Mills-Metrik, wenn es
polystabil ist. Fine solche Metrik ist genau dann harmonisch, wenn

chy(E) - [w]¥™5~1 = 0 und chy(E) - [w]i™9-2 =0

gelten.



Kapitel 2

Degenerationen von
Hodgestrukturen und harmonische
Biindel auf nichtkompakten Kurven

2.1 Gemischte Hodgestrukturen
Betrachtet man Varietéten, die nicht notwendigerweise kompakt und glatt sind, so fiihrt

dies zu gemischten Hodgestrukturen auf der Kohomologie:

Theorem 2.1 (Deligne [10, 11], zitiert nach Durfee [12]). Sei X eine quasiprojek-
tive algebraische Varietdt. Dann tragen die Kohomologiegruppen eine gemischte Hodge-
struktur, das heif§t, zu jedem m ezistieren eine (aufsteigende) Gewichtsfiltrierung

0=W_1CWyC...C Wy, =H"(X;Q)
auf der rationalen Kohomologie von X und eine (absteigende) Hodgefiltrierung
H™(X;C)=F'>F'>...oF" > F™tl =0

auf der komplexen Kohomologie von X mit der Eigenschaft, dass die durch F' auf den [-ten
graduierten Quotienten Ger = Wy /Wi_1 der Gewichtsfiltrierung induzierte Filtrierung
eine Hodgestruktur vom Gewicht | induziert.

Dabei gilt: Die Kohomologiegruppen von projektiven Varietdten haben Gewichte O bis m,
die von glatten Varietdaten Gewichte m bis 2m.

2.2 Degenerationen

2.2.1 Halbstabile Reduktion und das Theorem von Borel und Land-
man

Wir folgen Kulikov/Kurchanov |25, Kap. 1, §10 und Kap. 5, §1] bzw. Morrison |15, Kap.
VI|. Alle Betrachtungen in diesem Abschnitt sind lokal iiber der Einheitskreisscheibe.

17
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Definition 2.2. Sei A die Einheitskreisscheibe und X eine Kéhlermannigfaltigkeit. Wir
nennen eine eigentliche flache holomorphe Abbildung 7 : X — A Degeneration mit de-
generierter Faser Xo = n~1(0), falls fiir alle ¢ # 0 die Fasern X; = 7~ !(¢) nichtsinguléire
komplexe Varietdten sind. Eine Degeneration heifst halbstabil, falls die degenerierte Faser
ein Divisor mit normalen Uberkreuzungen ist.

Sei « : A — A eine holomorphe Selbstabbildung der Kreisscheibe A mit der Eigen-
schaft «(0) = 0. Ausgehend von einer Degeneration m : X — A erhalten wir eine neue
Degeneration m, = pra : Xo = X XA A — A mittels des Basiswechsels «.

Theorem 2.3 (Halbstabile Reduktion, Mumford [22, Kap. II]). Sei7: X — A
eine Degeneration. Dann existiert ein Basiswechsel a : A — A, definiert durch t — tF
fiir ein k € N, eine halbstabile Degeneration v : Y — A und ein Diagramm

mit der Eigenschaft, dass Y — f>Xa eine bimeromorphe Abbildung ist, die man durch
Hintereinanderausfihrung von Auf- und Niederblasungen von nichtsinguldren Unterman-
nigfaltigkeiten der degenerierten Faser erhilt.

Sei nun 7 : X — A eine Degeneration und 7* : X* — A* die Einschrankung auf die
punktierte Einheitskreisscheibe. Wir fixieren eine glatte Faser Xy,. Die Gruppe 71 (A*; o)
ist isomorph zu Z und wird von einer Rotation um 0 im positiven Sinn erzeugt. Dieser
Erzeuger liefert fiir jedes n einen Isomorphismus 7' : H"(X;,,Q) — H"(Xy,,Q), die
Picard-Lefschetz- Transformation oder Monodromietransformation der Familie 7.

Theorem 2.4 (Borel/Landman [26]). Sei 7 : X — A eine Degeneration. Ferner sei
T: H" (X4, Q) = H™"(X4,, Q) die Picard-Lefschetz-Transformation. Dann gilt:

(a) T ist quasi-unipotent mit Unipotenzindex hichstens n, das heifit, es existiert ein
k>0 mit (TF — )"+ = 0.

(b) Ist w eine halbstabile Degeneration, so ist T unipotent (k =1).

Definition 2.5. Wir nennen eine Familie X — A von m-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten mazimal unipotent in 0, falls die Monodromietransformation 7' : H™(X,,,Q) —
H™(X},,Q) unipotent ist mit Unipotenzindex m, das heifst, falls (7" — I)™ # 0 gilt.

2.2.2 Degenerationen von Hodgestrukturen

Die Darstellung hier folgt Gross [17, Kap. 16]. Alle wesentlichen Resultate in diesem
Abschnitt gehen auf Schmid [31] zuriick und finden sich auch in [15, Kap. IV und VIJ.
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Ist T unipotent mit Unipotenzindex n, so definieren wir den Logarithmus der Monodro-
mie mit Hilfe der Taylorreihe, die nach n Summanden abbricht:

N =log(T) = (T~ 1) - @_21)2 4o (—1)n+1(T;I)n.

Dieses N ist offensichtlich nilpotent, daher kénnen wir es verwenden, um die Monodro-
miegewichtsfiltrierung auf H"(X,, Q) zu definieren:

Fiir einen nilpotenten Operator N : H — H auf einem Vektorraum H mit N"t! = 0,
n € N, existiert ndmlich eine Filtrierung

0CWyC---C Wy, =H,

welche
N(W;) C Wi

und N
N* Wi/ Waiho1 = W/ Wikt

erfiillt. Um diese zu konstruieren, bemerken wir zunéchst, dass
N™: Wap [Wan—1 = Wo

gilt, also

Wop_1 = Ker N® and Wy=ImN".
Wir fahren induktiv fort, indem wir H' = Wh,,_1/Wj setzen. Dann induziert N wegen
N(Wy) = 0 einen Operator N’ auf H'. Es gilt (N')" = 0. Somit erhalten wir induktiv
eine Filtrierung

0 C WO’ C C Wénfz = H'
Wy /Wy € - C Wop—1/Wp.

Also sind Wa,,_o und W die Urbilder von W3, 5 bzw. W{ unter der Projektion Wa,,_1 —
H'. Dieser Prozess lasst sich fortfiihren und liefert die gewiinschte Filtrierung auf H in
eindeutiger Weise.

Definition 2.6. Ist N = log(T') der Logarithmus der Picard-Lefschetz-Transformation
auf H = H"(Xy,,Q), so nennt man die oben konstruierte Filtrierung W die Monodro-
miegewichtsfiltrierung.

Bemerkung 2.7. Bei Jost/Yang/Zuo [19] und del Angel/Miiller-Stach/van Straten/Zuo
[8] wird die Monodromiegewichtsfiltrierung in 0 zentriert. Wir wéhlen hier allerdings fiir
die Monodromiegewichtsfiltrierung auf der n-ten Kohomologiegruppe das Zentrum n, um
in Ubereinstimmung mit Abschnitt 2.1 Gewichte von 0 bis 2n zu erhalten.

Das allgemeine Existenzresultat ist nun
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Theorem 2.8 (Schmid [31, Theorem 6.16]). Ist f : X — A eine Familie von kom-
pakten Kdhlermannigfaltigkeiten mit unipotenter Monodromie, dann existiert eine Grenz-
Hodgefiltrierung

H"(X4,,C)=F% D>---DF"

die zusammen mit der Monodromiegewichtsfiltrierung
WO g e g WQTL — Hn(XtoaQ)
eine gemischte Hodgestruktur bildet.

Bemerkung 2.9. Mit Hilfe der Clemens-Schmid-Sequenz kann man die gemischte Hodge-
struktur aus diesem Theorem mit der gemischten Hodgestruktur auf der singuldren Faser
in Relation setzen. Siehe dazu Morrison |15, Kapitel VI|.

2.3 Logarithmische Pole

Wir definieren den logarithmischen De-Rham-Komplex sowie Zusammenhénge mit loga-
rithmischen Polen und folgen dabei Voisin [37, Abschnitt 8.2.2] bzw. Peters/Steenbrink
[29, Kap. 11]

Fiir ein Paar (S,%) mit einem einfachen Divisor mit normalen Uberkreuzungen ¥ in
einer komplexen Mannigfaltigkeit S definieren wir den holomorphen De-Rham-Komplex
mit logarithmischen Singularititen entlang 3:

Sei Qf(log¥) die Untergarbe der Garbe Q% (+X) der meromorphen Formen auf S, die
holomorph auf S\ ¥ sind und der folgenden Bedingung gentigen: Ist a eine meromorphe
Differentialform auf U, holomorph auf U \ SN U, so ist a € Q% (log )|y, falls o und da
einen Pol hochstens erster Ordnung entlang (jeder Komponente von) ¥ haben.

Wir kénnen den logarithmischen De-Rham-Komplex lokal wie folgt beschreiben: Seien
Z1,...,%n lokale Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U von S, auf der ¥ N U durch
die Gleichung 21 - ...- 2, = 0 gegeben ist. Dann ist Q%(log¥)|y die Garbe der freien
Op-Moduln, mit der Basis dzzl—_ill AN CZ” Ndzj N ... Ndz;, (fir is < r, js > r und
[ +m=k). l

Sei nun U das Komplement von ¥ in S, V ein holomorphes Vektorbiindel auf S und V
ein Zusammenhang auf V'|;;. Man sagt, V hat logarithmische Pole entlang X, falls es sich
zu einem Morphismus V : V — V @04 Q4(log ) fortsetzen lisst, der die Leibnizregel
erfiillt.

2.4 Die Deligne-Fortsetzung

Wir zitieren zunéchst zwei Resultate von Deligne [9], um die sogenannte Deligne-Fortset-
zung zu definieren. Hier ist S eine komplexe Mannigfaltigkeit, die eine Kompaktifizierung
S besitzt mit der Eigenschaft, dass das Komplement ¥ = S\ S ein Divisor mit normalen
Uberkreuzungen ist.
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Satz 2.10 (aus Deligne [9, Prop. 5.2]). Sei V' ein Vektorbindel mit flachem Zusam-
menhang auf S mit unipotenter Monodromie entlang 3. Dann existiert eine eindeutige
Fortsetzung V des Vektorbiindels V' zu einem Vektorbiindel auf S mit den folgenden Ei-
genschaften:

(a) Die Matriz des Zusammenhangs von V hat in jeder lokalen Basis von V hdichstens
einen logarithmischen Pol entlang X.

(b) Das Residuum des Zusammenhangs entlang jeder Komponente von ¥ ist nilpotent.
Definition 2.11. Man nennt V die kanonische Fortsetzung von V.

Bemerkung 2.12. Ist V nicht unipotent entlang 3., so héngt die Konstruktion der Fort-
setzung von der vorherigen Wahl eines Schnittes 7 der Projektion von C nach C/Z
ab. Eine Wahl von 7 lauft auf die Wahl einer Logarithmusfunktion hinaus; man setzt
log, (2) = 2mir (5% log 2). Eine geeignete Wahl ist etwa 0 < Re(r) < 1.

Satz 2.13 (Deligne [9, Prop. 5.4]). Sei V ein Vektorbindel mit flachem Zusammen-
hang auf S und ™ wie in Bemerkung 2.12 gewdhlt. Es existiert eine eindeutige Fortsetzung

V() des Vektorbiindels V' zu einem Vektorbiindel auf S, die die folgenden Bedingungen
erfillt:

(a) Die Matriz des Zusammenhangs von V hat in jeder lokalen Basis von V(1) héchs-
tens einen logarithmischen Pol entlang 3.

(b) Das Residuum des Zusammenhangs entlang jeder Komponente von ¥ hat FEigen-
werte im Bild von .

Die Fortsetzung V (1) von V ist funktoriell und exakt in V.

Definition 2.14. Definiert man 7 wie in Bemerkung 2.12, so nennt man V(1) quasi-
kanonische Fortsetzung von V.

Bemerkung 2.15. Eine Fortsetzung der Form V(1) hat die Eigenschaft, dass die Matrix
des Zusammenhangs in einer geeigneten Basis von V(7) die Form I' = )", Fidz—? hat,
wobei die I'; konstante, jeweils miteinander kommutierende Matrizen sind.

Wir wenden diese Resultate nun wieder auf unsere geometrische Situation an und folgen
dazu Miiller-Stach [27], allerdings verzichten wir auf die Einschriankung auf unipotente
lokale Monodromien.

Sei f: X — S ein glatter projektiver Morphismus zwischen quasiprojektiven Mannigfal-
tigkeiten. Dabei sei S eindimensional und habe eine glatte Kompaktifizierung S. Somit
ist das Komplement ¥ = S\ S automatisch ein Divisor mit normalen Uberkreuzungen,
da es nur aus endlich vielen Punkten besteht. Ferner lasse sich f zu einer flachen Familie
iiber S fortsetzen.

Wir betrachten die m-ten Kohomologiegruppen H™(X;,C) und das zugehorige lokale
System V = R™ f,C. Wie in Abschnitt 1.2 liefert V ein Vektorbiindel V =V ® Og auf S,
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und die Hodgefiltrierung V = F° > F! O ... definiert eine Flagge von Untervektorbiin-
deln. Die infinitesimale Monodromie ist wieder durch den Gauf-Manin-Zusammenhang
gegeben, und dieser liefert (wie in Bemerkung 1.10) Og-lineare Abbildungen auf den
Hodgebiindeln F?/FP*!1. In Peters |28, Abschnitt 2.1] wird die quasikanonische Fortset-
zung der Vektorbiindel V und F? ausfiihrlich dargestellt. Die obigen Sétze 2.10 und 2.13
liefern dann:

Theorem 2.16 (,,Deligne-Fortsetzung*[9], zitiert nach Miiller-Stach [27]). V
und die Unterbiindel FP haben als Vektorbiindel Fortsetzungen auf S mit der Eigenschaft,
dass

Gr? V. FP/FPHl — FP1 7P @ QL (log B)

weiterhin Abbildungen von Vektorbiindeln sind. Um Eindeutigkeit zu garantieren, fordern
wir analog zu Bemerkung 2.12, dass die Realteile der Eigenwerte der lokalen Monodro-
mien im Intervall [0,1) liegen.

Mit Hilfe der Deligne-Fortsetzung lasst sich also das System von Hodgebiindeln

E=PE = r /!

auf S fortsetzen, zusammen mit den Homomorphismen ¢ = Gr? V : EP4 — Ep~Latl g
Q%(log ¥)). In Analogie zu Abschnitt 1.4 und Definition 1.19 motiviert dies die folgende
Definition:

Definition 2.17. Ein logarithmisches Higgsbiindel (E,¥) auf S besteht aus einem ho-
lomorphen Vektorbiindel £ zusammen mit einer Og-linearen Abbildung ¥ : £ - E ®
Q}S—,(log Y)), dem Higgsfeld.

Bemerkung 2.18. Da es sich bei S um eine Kurve handelt, ist die Bedingung 9 A 9 = 0,
die man zuséatzlich an ein Higgsfeld stellt, automatisch erfiillt.

Im Fall quasi-unipotenter Monodromien braucht man zuséatzlich zu der logarithmischen
aukerdem noch eine parabolische Struktur, also die eines filtrierten Vektorbiindels, wie
im folgenden Abschnitt beschrieben.

2.5 Die Simpsonkorrespondenz fiir nichtkompakte Kurven

Wir folgen Simpsons Artikel tiber harmonis_che Biindel [33]. Stets sei S eine quasiprojek-
tive Kurve mit glatter Vervollstdandigung S. Wir bezeichnen das Komplement von S in
S wieder mit X.

Definition 2.19. Ein filtriertes Vektorbiindel ist ein algebraisches Vektorbiindel E zu-
sammen mit einer Sammlung von Fortsetzungen {Eq s }acr in die Punktierungen s € ¥
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) die Fortsetzungen bilden eine absteigende linksstetige Filtrierung:
E,s C Eg, fir a > fund Ey_. s = Fq s fiir kleine € > 0, und
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(b) fiir eine lokale Koordinate z, die in s in erster Ordnung verschwindet, gilt
EaJrl,s = ZEa,s-

Bemerkung 2.20. Die Filtrierung wird bereits durch die v zwischen 0 und 1 beschrieben.
Sei E das Vektorbiindel auf X, das man erhilt, wenn man in allen Punktierungen Ey.s
nimmt. Dann ist die Faser E(s) ein Vektorraum mit einer Filtrierung E,(s), die durch
0 < a < 1 indiziert ist.

Definition 2.21. Der parabolische Grad eines filtrierten Vektorbiindels ist definiert als

deg, E = deg E + Z Z adim(Grq (E(s))).
seX 0<ax<l1

Definition 2.22. Ein filtriertes requldres Higgsbiindel besteht aus einem filtrierten Vek-
torbiindel F und einer Abbildung ¥ : £ — E® Q}g von Garben von Og-Moduln, die eine
Regularitétsbedingung beziiglich der Filtrierungen erfiillen: ¥ : By s = Ey s ® Q%(log s).
Der (parabolische) Grad von E ist einfach der parabolische Grad des filtrierten Vek-
torbiindels. E heifst stabil, wenn fiir jedes Unterbiindel M C E (mit der induzierten
Filtrierung), das von 9 erhalten wird, die Ungleichung

deg M < deg F
rank M  rank F

gilt.

Definition 2.23. Ein filtriertes lokales System ist ein lokales System L zusammen mit
Filtrierungen {Lg s}ger auf den Halmen Lg, s € 3, mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Die Filtrierungen sind abnehmend und linksseitig stetig in 3.
(b) Lg, wird von der Monodromietransformation erhalten.

Der Grad eines filtrierten lokalen Systems ist definiert als

deg L = ) Bdim(Grg(Ly)).
s B

Ein filtriertes lokales System heift stabil, falls fiir jedes Untersystem M C L (mit der
induzierten Filtrierung)

deg M deg L

rank M < rank L

gilt.

Theorem 2.24 (Simpson [33, Theorem aus der Einleitung]). Uber jeder quasipro-
jektiven Kurve S g¢ibt es eine natirliche 1:1-Korrespondenz zwischen stabilen filtrierten
requldren Higgsbiindeln vom (parabolischen) Grad Null und stabilen filtrierten lokalen
Systemen vom Grad Null.
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Ahnlich wie im kompakten Fall zeigt Simpson diese Korrespondenz, indem er harmoni-
sche Biindel (hier mit einer Zusatzeigenschaft, der Zahmheit) definiert und Aquivalenzen
zu dieser Kategorie zeigt.

Definition 2.25. Ein harmonisches Biindel auf S besteht aus einer Darstellung der
Fundamentalgruppe 71 (S, z) — GL(n,C) zusammen mit einer harmonischen Abbildung
von der universellen Uberlagerung S in den symmetrischen Raum GL(n, C)/U(n) derart,
dass die harmonische Abbildung dquivariant ist beziiglich der Wirkung der Fundamental-
gruppe auf beiden Seiten. Das harmonische Biindel ist érreduzibel, wenn die Darstellung
nicht in eine direkte Summe zerlegt werden kann, die mit der harmonischen Abbildung

vertraglich ist.

Man beachte dabei, dass die harmonische Abbildung Irreduzibilitdt erzwingen kann,
selbst wenn die Darstellung reduzibel ist.
Das Konzept der Zahmbheit héngt mit dem Wachstum der harmonischen Abbildung in
der Ndhe der Punktierungen zusammen:

Definition 2.26. Ein harmonisches Biindel heifst zahm, falls entlang eines jeden Strahls
in eine Punktierung ein Lift der harmonischen Abbildung zu einer Abbildung nach
GL(n,C) existiert, der hochstens polynomiell im euklidischen Abstand zur Punktierung
wachst.

Nach Simpson liefert nun ein irreduzibles zahmes harmonisches Biindel ein stabiles fil-
triertes lokales System vom Grad Null und ein stabiles filtriertes reguldres Higgsbiin-
del vom Grad Null. Beide Konstruktionen sind Eins-zu-Eins. Die Monodromiedarstel-
lung des lokalen Systems ist die selbe wie die Darstellung des harmonischen Biindels,
und andererseits liefert das Higgsfeld des Higgsbiindels im Wesentlichen die Ableitung
der harmonischen Abbildung. In beiden Fillen tragen die Objekte, lokale Systeme oder
Higgsbiindel, glatt variierende hermitesche Metriken, definiert iiber S. Diese harmoni-
schen Metriken erfiillen nichtlineare partielle Differentialgleichungen. Die Filtrierungen
messen das Wachstum der Metriken an den Punktierungen.

Definition 2.27. Ein filtriertes requldres Sytem von Hodgebiindeln ist ein filtriertes regu-
lares Higgsbiindel, das eine Zerlegung E = @ EP'? von filtrierten Vektorbiindeln besitzt,
derart, dass 9 den Bigrad (—1,1) in dieser Graduierung hat: o : EP4 — EP~Latl @ QL
(wobei ¥ auch die Regularitéitsbedingungen in Bezug auf die Filtrierung erfiillt).

Bemerkung 2.28. Unter der Simpsonkorrespondenz entsprechen die harmonischen Biin-
del, die von irreduziblen komplexen Variationen von Hodgestrukturen kommen, den sta-
bilen filtrierten reguldren Systemen von Hodgebiindeln vom Grad Null.

Zusammengefasst lautet Simpsons Resultat:

Theorem 2.29 (Simpson [33, Main Theorem|). Die Kategorie der zahmen har-
monischen Biindel ist natirlich dquivalent zu den Kategorien der direkten Summen von
stabilen filtrierten requldren Higgsbindel vom (parabolischen) Grad Null und von direkten
Summen von stabilen filtrierten lokalen Systemen vom Grad Null.



Kapitel 3

L-Kohomologie

3.1 Der L?*-Komplex nach Zucker

In diesem Abschnitt stellen wir Resultate von Zucker vor. Startpunkt seiner Arbeit [39]
ist das folgende nicht publizierte Resultat von Deligne:

Theorem 3.1 (Deligne, zitiert nach Zucker [39, Theorem 2.9]). Sei S nichtsingu-
lare projektive Varietat (kompakte Kdihlermannigfaltigkeit) und sei V ein lokales System
von komplexen Vektorrdumen, das einer polarisierbaren Variation von Hodgestrukturen
vom Gewicht m iiber S zugrunde liegt. Dann tragt H'(S,V) eine natirliche Hodgestruktur
vom Gewicht i +m, und diese ist zur Variation von Hodgestrukturen assoziiert.

Dieses Resultat wird anschliefend vom projektiven auf den quasiprojektiven Fall verall-
gemeinert, was allerdings nur fiir den Fall moglich ist, dass S eine Kurve ist. Folglich
sind Zuckers Ergebnisse fiir uns nur fiir ¢ = 1 relevant, weswegen wir hier nur diesen Fall
behandeln.

Zucker benutzt in seiner Arbeit Resultate von Schmid [31] zu allgemeinen Variationen von
Hodgestrukturen. Wir interessieren uns in der vorliegenden Arbeit allerdings nur fiir den
geometrischen Fall, also den einer Variation von Hodgestrukturen, die durch die m-te Ko-
homologie entlang der Fasern einer glatten Familie f : X — S von komplex-projektiven
Varietédten gegeben ist. Hier ist V = R™ f,C das lokale System der Kohomologie entlang
der Fasern und V = Og ®¢ V das zugehorige Kohomologiebiindel iiber S. Der Gauf-
Manin-Zusammenhang V liefert den Komplex Q%(V) = Q% ®@c V = Q% ®og V, und
definiert man die Hodgefiltrierung auf Q% (V) durch FPQ(V) = Q5 (FP™"), so liefert dies
eine Filtrierung {FPQ(V)} von Q% (V) durch Unterkomplexe.

Nun sei also S eine quasiprojektive Kurve mit projektiver Kompaktifizierung S, und wir
bezeichnen die Inklusion mit j : S — S. Ist s € S ein Basispunkt, so erhilt man durch
Fortsetzung von Elementen von Vg horizontal um eine Singularitdt die Monodromietrans-
formation T wie in Abschnitt 2.2.

Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem T unipotent ist. Hier kbnnen wir wie in Defi-
nition 2.6 die Monodromiegewichtsfiltrierung W = {W;,} auf V; definieren. Diese liefert
eine Filtrierung von V durch lokal konstante Garben, die wir wieder mit W bezeichnen.

25
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Wie in Abschnit‘L 2.4 Dbeschrieben hat das Vektorbiindel V' nach Deligne eine kanoni-
sche Fortsetzung V auf S (=jokqa A), und ebenso induziert die Gewichtsfiltrierung durch
kanonische Fortsetzung eine Filtrierung {Wj} auf V. Damit erhilt man

Theorem 3.2 (Zucker [39, Prop. 4.1]). Seij: S — S die Inklusion, und liege V einer
Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht m auf S zugrunde. Dann ist die folgende
Sequenz exakt:

v dt
OAj*V%[Wm+tV]z>?®[Wm,2+tV]H0.

Bemerkung 3.3. Dies ist als wohldefinierte Extension der exakten Sequenz von Garben
auf S

00—V = 0s(V) = Q5(V) =0

auf S aufzufassen, und ergibt global Sinn, indem man zu jedem singuliren Punkt die
entsprechende Extension macht. Dabei ist ¢ jeweils eine komplexe im singuldren Punkt
zentrierte Koordinate.

Wir definieren mittels Og(V) () := [Wp, 4+ tV] und Qg(V) ) := % ® [Wm—2 +tV] einen
Komplex

Q5(V)(2) = [05(V)(2) = Qs(V) ).

Es folgt:

Theorem 3.4 (Zucker [39, Theorem 4.8]). Ist V das lokale System einer polarisierten
Variation von Hodgestrukturen dber einer algebraischen Kurve S mit unipotenter lokaler
Monodromie, so gilt

H'(S,j:V) 2 H'(S, Q5(V)(2).

Nun betrachten wir den Fall rein quasi-unipotenter lokaler Monodromie. Hier hat V nach
Deligne eine quasikanonische Fortsetzung V', und wir erhalten das folgende Resultat:

Theorem 3.5 (Zucker [39, Prop. 6.9]). Hat V quasi-unipotente Monodromie ohne
unipotenten Anteil, so gilt Os(V)g) =V und Q§(V)(9) = % ® V. Der dadurch definierte
Zwei-Term-Komplex QQ(V)@) liefert eine Auflésung von j.V. Beachte dabei, dass j.V
bei t = 0 den Nullhalm hat.

Insgesamt erhélt man die beiden folgenden Resultate:

Theorem 3.6 (Zucker [39, Theorem 7.15]). In der geometrischen Situation
X—X
"
S J S,

mit f und f projektiv, f glatt diber der Kurve S, gibt es natiirliche polarisierbare Hodge-
strukturen vom Gewicht m + 1 auf den Kohomologiegruppen H(S, j.R™ f.C).
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Theorem 3.7 (Zucker [39, Theorem 11.6]). Ist V die lokal konstante Garbe, die ei-
ner (iber R definierten) polarisierbaren Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht m
auf der glatten algebraischen Kurve S zugrundeliegt, so existiert eine zugehirige (funk-
torielle) Hodgestruktur vom Gewicht m + 1 auf H'(S,j.V) = H'(S,Q%(V)()), und die
Hodgefiltrierung wird von der Hodgefiltrierung auf dem Komplex Q%(V) ) induziert.

Bemerkung 3.8. Die Bedingung, dass die Variation von Hodgestrukturen iiber R definiert
ist, ist im geometrischen Fall eines iiber Z definierten lokalen Systems automatisch erfiillt.

Bemerkung 3.9. Da man die Kohomologiegruppen, die in diesem Theorem vorkommen,
auch mit Hilfe eines Komplexes von L2-Differentialformen berechnen kann (siche da-
zu Abschnitt 6 in Zucker [39]), spricht man von L?-Kohomologie und schreibt auch
H(12)(S, V) statt H(S,j.V).

3.2 Anwendung auf elliptische Flichen nach Cox/Zucker [7]

Eine Fldache X heifst elliptische Fliche, falls sie eine elliptische Faserung zuldsst, also eine
eigentliche zusammenhéngende holomorphe Abbildung f : X — S auf eine Kurve S mit
der Eigenschaft, dass die allgemeine Faser X; eine nicht-singulére elliptische Kurve ist.
Sei nun f : X — S eine minimale elliptische Faserung mit nicht-konstanter j-Invariante,
die einen Schnitt hat. (Minimal bedeutet frei von (—1)-Kurven.) Wir bezeichnen die
Inklusion S < S wieder mit j. Dann lisst sich die Gruppe & der Schnitte von f mit der
Gruppe der rationalen Punkte der generischen Faser identifizieren.

Cox und Zucker verwenden nun die Resultate von Zucker [39] und zeigen damit das
folgende

Theorem 3.10 (Cox/Zucker [7, Prop. 3.22], nach Shioda [32, Cor. 2.7]). Wir
bezeichnen mit v den Rang von &, mit g das Geschlecht von S, mit v die Gesamtan-
zahl der singuldren Fasern, mit v1 die Anzahl der Fasern vom Typ I in der Kodaira-
Klassifikation, und mit py(= dim H*>%(X)) das geometrische Geschlecht von X. Dann
gilt fiir die Hodgezahlen h*° und h''' der Hodgestruktur auf H'(S,j.R' f.C):

r§4g—4+21/—1/1—2pg:4g—4+2u—yl—2h2’0:h1’1.

Auf dieses Resultat werden wir spéter (in Abschnitt 4.2) zuriickkommen.

3.3 Der L*-Higgs-Komplex und L?-Higgs-Kohomologie

Wir tibertragen jetzt Zuckers Resultate aus Abschnitt 3.1 auf die entsprechenden Higgs-
Versionen. Die Hauptreferenz hierfiir ist der Artikel [19] von Jost/Yang/Zuo, die Verall-
gemeinerung auf quasi-unipotente Monodromie folgt einer Notiz von Ye [38].

Betrachte die folgende Situation: Sei (E,¥) ein logarithmisches Higgsbiindel auf einer
Kurve S, und sei P € ¥ ein Randpunkt. Ist die Monodromie um P unipotent, so stimmt
das Residuum Resp ¢ des Higgsfeldes mit der logarithmischen Monodromie logTp = Np
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iiberein und ist iiberdies nilpotent. Wie in Abschnitt 2.2, Definition 2.6 kénnen wir die
zugehorige Monodromiegewichtsfiltrierung W definieren.

Sei E ein Higgsbiindel, das die Struktur eines Systemes von Hodgebilindeln tragt und
dessen zugehorige Variation von Hodgestrukturen Gewicht m hat.

Definition 3.11. Wir definieren einen Komplex {AEQ)(E),D” } feiner Garben auf S

wie folgt: Sei U C S offen. Dann ist .AZ@(E)(U ) definiert als Menge der j,.E-wertigen
i-Formen 7 auf U N S mit messbaren Koeffizienten und messbarer dufierer Ableitung on
derart, dass n und D5 endliche L?-Norm auf K NS haben fiir jede kompakte Teilmenge

K C U. Dabei ist D" = 0 + ¢ mit der holomorphen Struktur 0 und dem Higgsfeld 4.

Bemerkung 3.12. {AZZ) (E), D"} ist in der Tat ein Komplex aufgrund der Higgsbedingung
(D")? = 0.

Definition 3.13. Wir nennen die Hyperkohomologie des Komplexes {‘AZ2) (E),D"} die

L?-Higgs-Kohomologie von S mit Werten im Higgsbiindel £ und bezeichnen sie mit
H ;2)(5, E).

Man kann die L?-Higgs-Kohomologie einfacher mit Hilfe eines anderen Komplexes be-
rechnen, dem L2-Higgs-Komplex. Dieser ist wie folgt definiert:

Definition 3.14. Der L?-Higgs-Komplez ist ein Zwei-Term-Komplex

0 (B) = 190 (B) % 0L (B)],

bestehend aus Q(()Q)(E) C E und Q%Q)(E) C E® Qg (logX):

Ist die Monodromie in einem Punkt P = {t = 0} € ¥ unipotent, so sind die Untergar-
ben in der Ndhe von P mit Hilfe der Monodromiegewichtsfiltrierung W definiert durch
Oy (E) := Wiy +tE und Qfy) (E) := (W2 + tE) ® Qg (log T).

In den Punkten P € S (also aukerhalb von X)) ist der L2-Higgs-Komplex einfach durch

den Komplex [E LYE® Q%(log ¥)] gegeben.

Theorem 3.15 ([8]). Nach Jost/Yang/Zuo [19, 20] gilt, falls alle Monodromien unipo-
tent sind:

Dabei folgt die erste Gleichheit aus den Kdhleridentititen fiir harmonische Biindel.

Fiir den Fall quasi-unipotenter Monodromie haben wir aufferdem das folgende Resultat,
das uns von Ye mitgeteilt wurde:

Satz 3.16 (Ye [38]). Theorem 3.15 bleibt auch im Fall quasi-unipotenter Monodromien

richtig, falls man in solchen Punkten lokal Q?z)(E) = F und 9%2)(E) =2 @ F setzt.



Kapitel 4

Hodgezahlen fur die Kohomologie

lokaler Systeme vom
Calabi-Yau-Typ

4.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse des Preprints [18] vor. Wir verallgemeinern
Methoden und Resultate von del Angel/Miiller-Stach/van Straten/Zuo [8] vom Fall uni-
potenter Monodromie auf den Fall, dass die Monodromie in Unendlich quasi-unipotent
ist. (Man beachte aber die einschrankenden Annahmen 4.7 und 4.13 unten.)

Ist V ein lokales System, welches einer Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht

m iiber einer glatten, quasiprojektiven Kurve S mit glatter Vervollstindigung S NS
zugrunde liegt, so trigt (nach Theorem 3.7) die erste L2-Kohomologiegruppe H(12) (S,V) =
H'(S,5.V) eine reine Hodgestruktur vom Gewicht m + 1.

Wir betrachten nur die geometrische Situation, in der V von der Form V C R™ f,C ist
fiir eine glatte projektive Familie von m-dimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
f: X — S iiber einer glatten Kurve S mit glatter Kompaktifizierung S, und wir bezeich-
nen mit f : X — S die Fortsetzung von f zu einer flachen Familie iiber S.

Ferner nehmen wir an, dass alle Hodgezahlen der Hodgestrukturen auf den Fasern von
V C R™f,C gleich 1 sind. Solche Situationen treten auf

o fiir die erste Kohomologie von Familien elliptischer Kurven

e fiir die transzendente (zweite) Kohomologie von K3-Flachen mit generischer Pi-
cardzahl 19

e und fiir die dritte Kohomologie gewisser Familien von dreidimensionalen Calabi-

Yau-Mannigfaltigkeiten, wie sie etwa bereits im Artikel [8] untersucht wurden. In
Rohdes Artikel [30] findet sich ein weiteres Beispiel einer solchen Familie.

29
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In diesen Féllen ist das zugeordnete Higgsbiindel vom Typ (1,1,...,1), das heifst, jeder
Summand EP™7P von F ist ein Geradenbiindel.

Wir berechnen nun die Hodgezahlen auf den L?-Kohomologiegruppen mit Hilfe der Dege-
nerationsdaten, also der Monodromiematrizen der Familie f, zunéchst allgemein fiir die
Félle m = 1, 2 und 3. Anschliefend konkretisieren wir die Formeln auf die 14 Beispiele
aus dem Artikel [8] und berechnen schlieflich die Hodgezahlen fiir Rohdes Beispiel.
Dabei benutzen wir, dass f lokal um jeden Punkt von ¥ = S\ S eine Degeneration ist, wir
also die Ergebnisse aus Abschnitt 2.2 verwenden konnen: Theorem 2.4 (Borel/Landman)
besagt, dass die Monodromie in allen Punkten von X quasi-unipotent ist, und in den
Punkten mit unipotenter Monodromie liefert Definition 2.6 die Monodromiegewichtsfil-
trierung. Mit Hilfe dieser Filtrierung definieren wir den L?-Higgs-Komplex (QZQ) (E),9).
Nach Theorem 3.15 und Satz 3.16 berechnet dessen erste Hyperkohomologie die L?-
Kohomologie H (12)(5, V).

Wir untersuchen jeweils zunichst die lokale Struktur des L?-Higgs-Komplexes. Fiir die
Punkte P € ¥ muss man dafiir verschiedene Félle unterscheiden, je nachdem, welche
Jordansche Normalform des Endormorphismus N (bzw. T") vorliegt.

Wie bereits von del Angel/Miiller-Stach/van Straten/Zuo in [8] bemerkt wurde, besteht
der Vorteil der L2-Higgs-Kohomologie darin, dass man die Hodgezerlegung darauf recht
explizit beschreiben kann: Die durch FP := P>, E?m=% definierte (Hodge-)Filtrierung
auf E liefert durch Durchschnittbildung mit dem L2-Unterkomplex QZQ)(E) eine Filtrie-
rung, und die zugehorige Hyperkohomologiespektralfolge degeneriert bei £ und induziert
so eine Hodgestruktur auf H(IQ)(S, E).

Konkret induziert die Zerlegung

PG
p=0
eine Zerlegung
Q) (E) = P Q) (B 7
p=0

durch
Qo) (B)PP = Q) (E) N EP™P,
Qo) (EYP7P = Qo (B) N P~ P+ @ QL (log X),
und die F-graduierten Anteile haben die folgende Form:
Grp ™ Q%) (B) = [0 — Q) (B)™)
m e m,0 ¥ m—
Gr 0y (E) = [Q(()z)(E) 05 Q%2)(E) b
[ ] m— 9 m
Grpp 0y (E) = [9?2)(E)1’ P Q%z)(E)O’ ]
. m v
Grly Oy (B) = [y (B)*™ = 0],
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Wir benétigen noch folgendes Resultat aus dem Artikel [8] von del Angel, Miiller-Stach,
van Straten und Zuo:

Satz 4.1 ([8, Prop. 3.6]). Sei V ein nicht-triviales irreduzibles lokales System iiber
einer Kurve S. Dann gilt fiir die Dimensionen h*(V) := dim H*(S, j.V):

(a) RO(V) = h2(V) = 0.
(b) Die Dimension h*(V) = dim H'(S, j.V) ldsst sich wie folgt berechnen:

hY(V) = (29(5) — 2) rank(V) + Y R(P).
pPex

Dabei ist R(P) := rank(V) —dim(V'?) der Verzweigungsindex im Punkt P und Tp
die lokale Monodromie um den Punkt P.

Beweis. Zu (a): Nach Voraussetzung gilt h° = 0, da V keinen Schnitt hat. Zu h?: Aus
der exakten Sequenz
0— 5V —45V—-i,V-=0

mit der Inklusion i : ¥ < S erhiilt man H?(S,;V) = H?(S,;.V), und wegen der
Poincarédualitat weiter

H*(S,5V) = H2(S,V) = H(S,V*)*.

Die Behauptung ergibt sich nun aus H%(S, V*) = 0.

Zu (b): Dies wurde bereits in [8] bewiesen. Dabei benutzt man, dass die Eulercharak-
teristik x(j«V) = (V) — RY(V) + h%(V) multiplikativ fiir Faserbiindel und additiv auf
disjunkten Vereinigungen ist. O

4.2 Familien elliptischer Kurven

Wir betrachten zunédchst den Fall m = 1. Sei also f : X — S eine glatte Familie ellipti-
scher Kurven iiber einer quasiprojektiven Kurve. Die unterschiedlichen Moglichkeiten fiir
die Gestalt der singuléren Fasern {iber ¥ = S\ S wurden durch Kodaira in [23] klassifiziert
und sind beispielsweise in Barth/Hulek/Peters/van de Ven [2, Abschnitt V.7] dargestellt.
In dieser Klassifikation sind nur die Fasern vom Kodaira-Typ I, b > 0, stabil (also re-
duziert, mit hochstens Doppelpunkten als Singularitdten, ohne enthaltene (—1)-Kurven)
und haben daher unipotente lokale Monodromie. Alle anderen singuldren Fasern haben
rein quasi-unipotente lokale Monodromie. (Gemischte Fille konnen nicht auftreten, da
die Monodromiematrizen stets in SLa(Z) liegen.)

Nun bezeichne I die Menge aller Punkte mit unipotenter Monodromie und II die Menge
der verbleibenden nicht-unipotenten singuldren Punkte. In den Punkten vom Typ I ist
die Jordansche Normalform der lokalen Monodromiematrix 7" durch

11
= 1)
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gegeben, in den Punkten vom Typ II ist T zu

(A1 (MO
TH—<O )\> oder TH_(O )\2)

aquivalent fiir passende Einheitswurzeln A, \; # 1.

Im ersten (unipotenten) Fall ist N = logT = <8 é), und wir erhalten fiir die Mono-

dromiegewichtsfiltrierung
V=Wy,D>W;=kerN=Wy=BildN DW_; =0.

Definition 3.14 liefert dann Q?Q) (E) = Wi +tE und 9%2) (E) = (W_1 +tE) @ QL(log )
lokal in einem Punkt P = {t = 0} € I, und es folgt Q?Q)(E) = tEY @ E% sowie
Q%Q)(E) =tE® ng(log Y).

Im zweiten Fall gilt nach Satz 3.16: Q(()Q)(E) = F und Q%Q)(E) =F® Qé—,(log Y).

Wir bezeichnen mit Og(—1I) und Og(—1II) die Idealgarben der Punkte vom Typ I bzw.
II. Damit erhalten wir:

Theorem 4.2. Der L?-Higgs-Komplex fiir E ist gegeben durch
Oy (B = EYO(-1),
0 0,1 _ 10,
Oy (B)H = EVY,
ULy (B)10 = E(11) @ 0,
0

1
(
(o) (B)"! = E¥N(IT) @ Q.

(B
(B
Oy (B

Beweis. Dies lasst sich unmittelbar an den Positionen der Parameter ¢ in der vorange-
gangenen lokalen Beschreibung des L?-Higgs-Komplexes ablesen. O

Damit konnen wir die Hodgezahlen berechnen. Wir setzen a := deg E'Y und o' :=
— deg EOL.

Theorem 4.3. Es sei V irreduzibel, es gelte die Abschitzung a + |II| > 0, und es sei
9: EY0 5 B0l g ng(log Y)) nicht die Nullabbildung. Dann sind die Hodgezahlen fiir die
reine Hodgestruktur vom Gewicht 2 auf H*(S, V) gegeben durch

W0 =h"? =g—1+a+|H|, h"'=29—2—2a+|I|

Hieraus erhdlt man die Formel h'(j,V) = 4g — 4 + |I| + 2|II|, die mit Theorem 3.10
im FEinklang steht und auf Cox/Zucker [7, Seite 39] zuriickgeht. Des Weiteren gilt o’ =
a+ |

Beweis. Der Higgskomplex ist durch
El,O(_I) EO,I
s

#0
EN(IT) ® QY E%N(IT) © Qf
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gegeben. Wir bemerken, dass weder Q(()Q) (E)*! = E%! noch Q%Q)(E)I’O = B ® QIS
ein- oder ausgehendes Higgsdifferenzial haben. Durch Hodgedualitiit (also h%? = h%2)
erhalten wir A (E%!) = hO(El’O(II)®Q}§). Zusammen mit der Annahme a+|II| > 0 liefert
dies die Formel fiir #>9, indem man den Satz von Riemann-Roch auf das Geradenbiindel
E’l’O(II)®Q}§ anwendet: Die Annahme a+|II| > 0 stellt sicher, dass h!(E'° (II)@Q%) =0
ist, denn nach Serredualitit ist H'(E'0(II) ® Qg) dual zu HY((EMO(I)¥), und dieser
Raum verschwindet fiir deg(EY0(II)V) = —a — |II| < 0. Also gilt

h*0 = BB (IRQY) = deg(EM 0 (IN)@Q5)+1—g = a+|II|+29—2+1—g = a+|1I|+g—1.

Als niichstes berechnen wir h%2? = h1(E%!): Mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch ist
dies gleich hO(E%!) — deg E®! — 1 + g, und falls deg E*! = —a/ < 0 gilt, erhilt man
h%? = @/ + g — 1. Dies ist nach Hodgedualitit gerade h?° = a +|II| + g — 1. Hieraus folgt
a’ = a + |II|, was wir ohnehin als positiv vorausgesetzt haben.

hYtist h? vom Kokern von 9 : Q(()Z) (B)0 — Q%Z)(E)O’l, also die Differenz der Grade der
beiden Geradenbiindel:

Al = deg(E"(IT) ® Q%) — deg(EY0(=1)) = —d' + [II| + 29 — 2 — a + |I|.
Wegen a' = a + |II] liefert dies die Behauptung. O

Bemerkung 4.4. Die Annahme a+ |II| > 0 als untere Schranke fiir den Grad des Hodge-
biindels EM ist hiufig erfiillt: In Definition 2.21 wurde der parabolische Grad eines
Unterbiindels F' C E definiert als

deg, I := deg F' + Z Z adim(Gry NFp),
Pell 0<a<1

wobei Gr,, der graduierte Anteil der parabolischen Filtrierung zur Monodromie exp(27ic)
ist. Fiir ' = E%!, ein Unterhiggsbiindel von (E,¥) mit 97 = 0, erhilt man wegen der
Simpsonkorrespondenz (genauer, der Halbstabilitét von E): deg,(E%!) < deg,(E) = 0,
was auf deg,(E™Y) = —deg,(E*!) > 0 fiihrt. Ist die Doppelsumme nicht Null und
existiert somit ein o > 0, erhalten wir die Abschétzung 0 < deg, F L0 < a+ |11, da alle
Hodgezahlen gleich 1 sind.

Bemerkung 4.5. Im Fall S = P! und deg E%! < —2 besagt der Beweis, dass h((E%1)Y ®
Q%) = R (E%Y) = RO(EYO(IT) ® Q%) gilt. Die erste Gleichheit folgt dabei aus der Serre-
Dualitiit, die zweite aus der Hodgedualitiit. Dies liefert E®! = (E%0)~1(—1I).

4.3 Familien von K3-Flachen

Ist X; eine K3-Fliiche, so hat H?(X;, Q) Dimension 22, und die Hodgezahlen sind h%? =
h*% =1 und A'! = 20.

Definition 4.6. Die Picardzahl von X; ist definiert als der Rang der Néron-Severi-
Gruppe NS(X;) = H*(X,Z) N HYY(X}). Das transzendente Gitter ist das orthogonale
Komplement der Néron-Severi-Gruppe in H%(X;, Z), seine Komplexifizierung heift trans-
zendente Kohomologie.
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Fiir K3-Flachen mit Picardzahl 19 hat die transzendente Kohomologie folglich Hodge-
zahlen (1,1,1), und wir sind in der gewiinschten Situation:

Sei nun also f : X — S eine glatte projektive Familie von K3-Fldchen mit generischer
Picardzahl 19 iiber einer glatten Kurve S. Wir betrachten das lokale System V C R2f,C
vom Rang 3, das iiber einer dichten offenen Teilmenge durch die transzendente Kohomo-
logie gegeben ist, und das Vektorbiindel V :=V ® Og auf S. Sei

E = 20 g gLl g (02
das zugehorige Higgsbilindel mit Higgsfeld

V:E— E®Qg(logy).
Nun treffen wir die

Annahme 4.7. Jede lokale Monodromiematrix ist entweder unipotent oder hat keinen
unipotenten Anteil.

Wir gehen dalso davon aus, dass keine gemischten Fille mit nichtverschwindenden uni-
potenten und nicht-unipotenten Anteilen vorkommen, dass also die Jordanformen der
lokalen Monodromiematrizen die folgende Form haben:

110 110 A1 0 M 00 M 10
T=1(0 1 1|,{0o 1 0),[0o X 1],l{0 X 0] oder [0 X 0
00 1 00 1 00 A 0 0 A 0 0 X

mit Einheitswurzeln A, A\; # 1.

Lemma 4.8. Bei den Monodromiematrizen treten nur die Jordanschen Normalformen

1 10 A1 0 A 0 0 A 10
T[ = 0 1 1 s T[[ = 0 X 1 s TH = 0 )\2 0 und TH = 0 )\1 0
0 01 0 0 A 0 0 A3 0 0 X

mit X\, A\; # 1 auf. Der Fall I ist unipotent, die Fdlle II sind streng quasi-unipotent.

Beweis. Im unipotenten Fall sind die beiden Abbildungen in der Sequenz
E20 L I g F0:2

dual zueinander (wie in [8, S. 11, Case m=2]). Daher miissen im Fall N2 = 0 beide die

O =

1 0
Nullabbildung sein, also gilt dann bereits N = 0, und der Fall T = | 0 0] kann
0 1

nicht auftreten. O

Wir berechnen nun den L?-Higgs-Komplex unter der Annahme 4.7.
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Theorem 4.9. Der L?-Higgs-Komplex fiir E ist gegeben durch

Auch hier bezeichnet I die Menge der Punkte mit unipotenter lokaler Monodromie und
II die Menge der verbleibenden nicht-unipotenten singuldren Punkte.

Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall I unipotenter Monodromie:
010

Hierist N= [0 0 1], also ist die Monodromiegewichtsfiltrierung von der Form
000

W3 =ker N2 =W, > W; = BildN? = Wy > W_q =0,

wobei Wy zweidimensional und Wy eindimensional ist. Man erhélt nach Definition 3.14:

9?2) (E) =Wy +tE, 9%2)(E) = (Wo+tE)®QL(log ¥), also Q?Q)(E) =tE*p EYl @ E%2
und Q) (B) = (tE*° @ tEY @ E*?) © Qg (log ).
Im Fall IT rein quasi-unipotenter Monodromie verwendet man Satz 3.16 wie im eindi-

mensionalen Fall und erhalt wieder 9?2) (E) = E und Q%z)(E) = E®QL(logy). O
Wir setzen a := deg E*0.

Theorem 4.10. FEs sei V irreduzibel, es sei a + |II| > 0, und es mogen die Abbildungen
Vv: E*0 — Bl Q%(log ¥) und ¥ : BM — E%? ® Q%(log Y) nicht verschwinden. Nach
Satz 4.1 gilt dann h'(j.V) = 6g — 6 + 2|I| + 3|II|, und die Hodgezahlen fiir die reine
Hodgestruktur vom Gewicht 3 auf H'(S, j.V) sind gegeben durch

1
RO =p"3 =g —1+a+||, R*=h"2=29-2—a+|I|+ 5.
Beweis. Der Higgskomplex ist durch

EQ’O(—I) EL1 0,2
U 9
#0 70
E*Y(IT) ® QF EN(IT) ® Qf EY2(I+ 1T @ Qf

gegeben. Wir bemerken, dass weder Q?Q) (E)%2? = E%2 noch 9%2)(E)2’0 = E*Y(+1I) @ Qg

ein- oder ausgehendes Higgsdifferenzial haben. Hodgedualitit, also h3° = h%3, liefert
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RO (E20(IT) ®Qi§) = h(E%?). Die Anwendung des Satzes von Riemann-Roch auf E%°(IT)
ergibt die Formel fiir h*? = h%3 unter der Annahme a + |II| > 0: Die Annahme stellt
sicher, dass wegen Serre-Dualitit h'(E*0(I) ® Q%) = 0 ist, folglich erhdlt man

h30 = RO(B*(II) @ Q) = deg(E*°(IN) @ QL)+ 1 —g=a+ |[II| +29—2+1—g.
Der Raum H?! lisst sich als globale Schnitte des Kokernes der Abbildung

[V,
Q) (B> L by ()™

darstellen, also zdhlen wir die Nullstellen einer Abbildung von Geradenbiindeln
2,0 1,1 1
E=7(—1) — BV (+1) ® Qg.
Diese Zahl ist die Differenz der Grade der Geradenbiindel, also
h*! = hb? = deg BV (+11) ® Qf — deg E*O(—1) = 29 — 2+ deg BV — a + |I| + ||

Im nicht-unipotenten Fall gilt im Allgemeinen nicht deg EV! = 0. Setze also b := deg E!.
Wir erhalten somit h*! =29 — 2 +b—a+ |I| + |II].
Jetzt benutzen wir eine Prifsumme: Aus Satz 4.1 wissen wir, dass

RY(5.V) = B30 4 n2 4 p12 4 R03 = 69 — 6 + 2|1| + 3|11

gelten muss, da nach unserer Annahme die nicht-unipotenten lokalen Monodromien als
invarianten Unterraum nur den Nullraum besitzen. Dies liefert b = —%\II |.

Nun kann man zur Uberpriifung der Rechnung noch h'? separat berechnen: Setzt man
a' := —deg E%2, so fiihrt dies auf

1
Wt = deg(E**(I + 1) Q) — deg(EM) = —a + 1] + 1| + 29 — 2+ 5 |11].

Oben haben wir bereits b = 2g—2—a+|I|+ 3|1I| berechnet, also gilt a’ = a+|II|. O

Bemerkung 4.11. Die Bedingung a + [II| > 0 ist wieder in vielen Féllen erfiillt (vgl.
Bemerkung 4.4).

Bemerkung 4.12. Wir nehmen S = P! und deg E%? < —2 an. Dann besagt der Bewetis,
dass hO((E*?)Y @ ng) = h(E%?) = RO(E?0(IT) ® Qé—,) nach Serre- bzw. Hodgedualitét
gilt. Dies liefert wiederum E%? = (E29)~1(—1I).

4.4 Familien dreidimensionaler Calabi-Yau-Mannigfaltigkei-
ten

Wir betrachten eine glatte projektive Familie von dreidimensionalen Calabi-Yau-Man-
nigfaltigkeiten f : X — S iiber einer glatten Kurve S wie in del Angel/Miiller-Stach/van
Straten/Zuo [8]. Wir nehmen an, dass S eine glatte Kompaktifizierung ist, und betrachten
eine reelle Variation von Hodgestrukturen V. C R3f,C vom Rang 4 mit Hodgezahlen
(1,1,1,1). Wir verwenden die bisherige Notation und treffen wieder die
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Annahme 4.13. Jede lokale Monodromiematrix ist entweder unipotent oder hat keinen

unipotenten Anteil.

Dies bedeutet, dass die Jordanformen fiir die lokale Monodromie T von der folgenden

Form sind:
1 0 0O 1 1 00 1 1 0
0110 0100 01 1
001 o0f”{0 01 1170 0 1
00 01 0 00 1 0 00
A 0 0 O A1 0 O
0 X 1 O 0 X O O
0 0 X O11710 0 X 1}’
0 0 0 M3 0 0 0 X

mit Einheitswurzeln A, \; # 1.

Lemma 4.14. Nur die acht Jordanformen

1000 1
01 10 0
Tr=1g 01 0 Tr=1g
000 1 0
M 0 0 0 A\
0 X 0 O o
0 0 0 M\ 0
M 1 0 0
o o 10
TIV_OO)qO
0 0 0 X\

o O o

0 1 10
0 011
O[O0 0 1
1 000
A1 0 0
0O A 1 O
0O 0 X O
0O 0 0 X
1 00
1 00
01 1| T =
0 01
0O 0 O
A 1 0 -
0 0 A3
A
0
oder Ty = 0
0

S O > =

A 0 0 O
0 X 0 O
10 0 X O
0 0 0 M\
A1 0O
0O X1 0
oder 00 N 1
0 0 0 X
1 00
1 10
01 1}’
0 01
A1 0 0
0 X O O
0 0 X 11/’
0O 0 0 X
0 0
1 0
Al
0 A

mit A, A; # 1 treten auf. Die Fdlle I, II und III sind unipotent, die Fdlle IV sind streng

quasi-unipotent.

Beweis. Siehe die Diskussion der moglichen Jordanschen Normalformen in [8, Abschnitt
1] analog zu Lemma 4.8. Dies schriankt den unipotenten Fall ein.

O]

Y
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Theorem 4.15. Der L?-Higgs-Komplex fiir E ist gegeben durch

(2) B
o (B
Oy ()2 = EV*(—IT)

(E)30 = E39(—1I — 1IT)
(o (E)
(E)
)(E)o,g F0.3
(2)(E)
(2)(E)
(E)

21— p2l(—1— 1)

) E)*? = E*(IV) ® Q§
(2)(B)*! = B> (IV) ® Qg
Q) (B)? = EV(IV) @ Qg
Q) (B)*? = V(T + 1V) @ Qg
Dabei sind die Mengen I, II, III bzw. IV wieder die Mengen der singuldren Punkte

mit unipotenter bzw. quasi-unipotenter Monodromie entsprechend der obigen Jordanschen
Normalformen.

Beweis. Die unipotenten Falle sind bereits in Proposition 3.1 des Artikels [8] behandelt.
Der Beweis fiir den rein quasi-unipotenten Fall verlduft wie in den vorigen Abschnitten
unter Verwendung von Satz 3.16. O

Wir setzen a := deg E3°, b:= deg E*>', b/ := —deg E"? und o’ := — deg E3. Insgesamt
erhalten wir das folgende Resultat, das mit Satz 4.1 im Einklang steht:

Theorem 4.16. Sei V irreduzibel, sei a+|IV| > 0, und seien 9 : E30 — E? 1®Ql (logX)
sowie ¥ : B> — EV? @ QL(log¥) und ¥ : EV? — E% @ Q(logX) jeweils mcht die
Nullabbildung. Dann sind dze Hodgezahlen fiir die reine Hodgestruk:tur vom Gewicht 4
auf HY(S, V) gegeben durch

PO =p0 =g 1+ a+|IV],

3t =nt =29 — 24+ b—a+ I+ |II| + |IV],

h*2 = |I| + || — 2b+ 2g — 2.
In der Summe erhdlt man

h'(5.V) = 8g — 8 + |I| + 2|II| + 3|III| + 4|IV|.
Beweis. Der Higgskomplex ist durch

E39(—II — II) E?Y(—I — IIT) EY2(—I) E03
4 9 9

£0 #0 #0
E(IV) @ Qf E>1(IV) @ Qf EV2(1IV) @ Qf E3(IT + 1V) © Qf

gegeben. Wir bemerken, dass weder 9?2)(E)0’3 = E%3 noch Q%Q) (E)*0 = E*(IV) © Qf

ein- oder ausgehendes Higgsdifferenzial haben. Die Hodgedualitit A% = h0% liefert
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RO(E3O(IV) ® Q%) = hY(E%3). Die Anwendung des Satzes von Riemann-Roch auf
E39(IV) ergibt nun die Formel fiir h*% = h%* unter der Annahme a + [IV| > 0: Die
Annahme stellt sicher, dass h'(E3°(IV) ® Q}g) = 0 ist (wieder wegen Serre-Dualitét),
somit erhalt man

W0 = B(EM(IV) @ Q5) = deg(B*°(IV) @ Q) +1—g=a+ |[IV|+29-2+1—g.
Andererseits ist nach dem Satz von Riemann-Roch
h'* = h'(E°?) = B%(E™®) —deg E*® —1+g=0+d —1+g,

falls —a’ = deg E®3 < 0 ist, und dann erhalten wir a’ = a + |IV|, was wir ohnehin als
positiv vorausgesetzt hatten.
Wie in [8] liisst sich der Raum H>! darstellen als Raum der globalen Schnitte des Ko-

kernes der Abbildung Q?z) (E)30 KA 9%2)(E)2’1, also zéhlen wir die Nullstellen einer Ab-
bildung von Geradenbiindeln

E3(—II — III) — E>'(IV) ® Q.
Diese Zahl ist als die Differenz der Grade der Geradenbiindel gegeben, das heifst
p31 = hh3 = deg B> (IV)®@Q§ —deg E>O(—I — IIT) = b+2g—2—a+ |II|+ ||+ |IV].

Jetzt berechnet man noch h'? als Differenz der Grade der Geradenbiindel in der Abbil-
dung Elvz(—II) — E0’3(III +IV)® Qé:

W3 = deg ™3 (III + 1V) ® Qg — deg EV?(—1I) = —a’ + || + [IV| + 29 — 2+ V' + |II|

und vergleicht dies mit der Formel fiir 2! oben. Da wir bereits wissen, dass a’ = a+|IV/|
gilt, erhalten wir hieraus v/ = b+ |[IV|.
Auf #hnliche Weise lisst sich H?? darstellen durch globale Schnitte des Kokernes der

Abbildung Q?Q)(E)271 LA Q%z)(E)l’z, also zéhlen wir die Nullstellen einer Abbildung von

Geradenbiindeln
E*Y(—1—1I)— EY(IV) ® QF.

Die Differenz der Grade der Geradenbiindel liefert

h*? = deg(EM*(IV) ® Qf) — deg(E>' (—1 — III))
=V +|IV|+29—2—b+ |I|+ || = |I| + |III| — 2b+ 29 — 2.

O]

Bemerkung 4.17. Die Bedingung a + [IV| > 0 ist wieder in vielen Fillen erfiillt, siche
Bemerkung 4.4.

Bemerkung 4.18. Aus dem Beweis folgt, dass fiir die Grade der beteiligten Geradenbiindel
a =a+ |IV|und b = b+ |[IV| gilt.
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. Der Beweis besagt, dass dann nach

Bemerkung 4.19. Sei S = P! und deg(E"3) < —2
= h'(E®?) = hO(E*(IV) © Q) gilt. Dies

Serre- bzw. Hodgedualitit h%((E%3)Y @ Q%)
hat £%3 = (E39)~1(—IV) zur Folge.

Wir benotigen nun noch eine Gradabschitzung nach oben aus einer Arbeit von Jost/Zuo:

Theorem 4.20 (Jost/Zuo |21, Theorem 1]). Es gilt
: 1
deg E*0 < (2(/@271 — 2Ny 4+ (W30 — hgvo)) (29 — 2+ #%),

wobei eine tiefgestellte 0 den Kern von 9 bezeichnet. Allgemeiner hat man fiir eine reelle
Variation von Hodgestrukturen V von ungeradem Gewicht k = 2l+1 > 1 die Abschdtzung

-1
1 B - Y
ST =g Y (0 g | (29 - 2+ #).

Jj=0

deg EFO <

Wenn wir annehmen, dass alle Komponenten des Higgsfeldes 9 (auker der auf E%3) von
der Nullabbildung verschieden sind, und alle Rénge hP? jeweils 1 sind wie in unserem
Fall, dann vereinfacht sich die Abschitzung auf

deg B30 < Z(29 — 2+ #X).

N W

Fiir den Fall, dass S = P! gilt, erhalten wir also deg E30 < %(#E — 2). Im Fall dreier
singuldrer Punkte erhalten wir daraus deg E3° < %, also a = deg B39 < 1.

4.5 Die 14 Beispiele aus dem Artikel [8]

Wir verwenden jetzt die in Theorem 4.16 erhaltenen Formeln, um die Tabellen mit den
Hodgezahlen der 14 Calabi-Yau-Familien in [8] zu vervollstdndigen. Fiir diese Familien
gilt stets S = P!. In den Tabellen ist e der Grad der Uberlagerungsabbildung P* — P! der
Form z — z€ mit Verzweigungen in 0 und co. Die Nummerierung ist wie in der Datenbank
von Almkvist/van Enckevort/van Straten/Zudilin [1|; wir verwenden allerdings anstelle
der Operatoren die via Spiegelsymmetrie zugeordneten geometrischen Modelle (genauer
gesagt, deren Kuranishifamilien) wie in Chen/Yang/Yui [6]. Dabei bedeutet beispielswei-
se die Notation P(1,1,1,1,4,6)[2, 12], dass es sich um den Schnitt einer Hyperfliche vom
Grad 2 mit einer Hyperflache vom Grad 12 im (fiinfdimensionalen) gewichtet projektiven
Raum mit den Gewichten 1, 1, 1, 1, 4 und 6 handelt. (Im Vergleich zu [8] wurden Tipp-
fehler bei den geometrischen Modellen Nr. 9, 12, 13 und 14 korrigiert, und im Preprint
[18] wurden teilweise die Werte fiir h*% und a = deg E3° zu optimistisch abgeschitzt.)
In diesen 14 Fallen haben wir:

e quasi-unipotente Monodromie bei oo,

e maximal unipotente Monodromie bei 0,
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e nicht-maximal unipotente Monodromie (Typ I) im verbleibenden singuléren Punkt.

Die Hodgezahlen zu den Familien Nr. 1, 3, 4, 6, 8 und 10 wurden bereits in [8] vollstandig
berechnet. Der Vollstandigkeit halber fiihren wir sie trotzdem mit auf.

Bei den 14 Familien treten bei den Monodromiematrizen bei oo folgende Félle auf (vgl.

oben Lemma 4.14, dabei ist (j jeweils eine k-te primitive Einheitswurzel):

A 0 0 0
. . A 0 0. .
(a) halbeinfache Monodromie 0 0 A 0 in den Féllen 1, 2, 7, 8, 9, 11, 12:
0 0 0 X\
Nr. | Modell // \; e |Rt] A0 h31 h*? a b
1| P4[5] 1|0 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
A = (5N = (2 510 0 0 0 1 2
s = = 10| 5 1 1 1 2 4
2 | P(1,1,1,2,5)[10] 1]o0 0 0 0 0 0
211 0 0 1 0 0
A1 = Clo, A2 = G 5141 01,2 | 0,1,2 | 420 | 0,1,2 | 0,1,2
A3 = Ty M = CFo 10 5| 0,1,2 0,1,2 5,3,1 1,2,3 2,3,4
7| P(1,1,1,1,4)[8] 1]o0 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
A= (g, Ao = (3 4 | 3 |0oderl1|0oderl|3oderl|0oderl|O0oderl
s = (8, = 8 | 3 |0oderl|0oderl|3oderl|1oder2|2oder3
8| P(1,1,1,1,2)[6] 1]o0 0 0 0 0 0
A = (o N = (B 2 |1 0 0 1 0 0
A3 =( = 6|1 0 0 1 1 2
9|P(1,1,1,1,4,6)[2,12] [ 1 | O 0 0 0 0 0
211 0 0 1 0 0
AL = (12, M0 = Cir’Q 3|2 |0oderl1|0Ooderl|2o0der0|0oder1l|0oderl
A3 = ({yy Aa = (ia 41 3 |0oderl|0Ooderl|3oderl|0oderl|0oderl
65| 012 | 0,1,2 | 53,1 0,1,2 | 0,1,2
121 710,1,2,3]0,1,2,3 | 7,5,3,1|1,2,3,4 | 2,3,4,5
11| P(1,1,1,2,2,3)[4,6] | 1|0 0 0 0 0 0
M=C = 2|1 0 0 1 0 0
=G M= 121 710,1,2,3(0,1,2,3 | 7,5,3,1{1,2,3,4 | 2,3,4,5
12 | P(1,1,1,1,1,2)[3,4] | 1|0 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
Al =g, Ao = (4 3|12 |0oder1|0Ooder1|2oder0|0oder1l|0oder]l
M= = 12(710,1,2,3]0,1,2,3 | 7,5,3,1|1,2,3,4 | 2,3,4,5

Wir fithren die Berechnung der Hodgezahlen mit Hilfe von Theorem 4.16 an einigen
Beispielen durch:
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Die Familie Nr. 11:
Nach der Uberlagerung z — 2¢ hat man zunéchst je einen Punkt vom Typ III und
1V sowie e Punkte vom Typ I.

e ¢ = 1: Hier ist h! = |I| +2|II| + 3|II| + 4]IV]| -8 =1+ 3 +4 -8 =0, also
verschwinden alle Hodgezahlen und auch a und b.

e c=2 Nungilt h! =2+3+4 -8 =1, also ist h>? = 1 und die iibrigen
Hodgezahlen sind 0. Wegen h*? =a — 1+ [IV|=aund h*!' =b—a -2+
|III| 4+ |IV| = b — a verschwinden auch a und b.

e ¢ =3, e =4, e = 6: Hier treten jeweils Matrizen mit unipotentem und quasi-
unipotentem Anteil auf, und unsere Formeln sind nicht anwendbar.

e ¢ = 12: Die Singularitit vom Typ IV bei oo verschwindet bei dieser Uberlage-
rung, somit hat man || = 12 und |III| = 1, und folglich k! =124+3 -8 =7.
Fiir die Hodgezahlen gilt h*® = a — 1 (dies kann also 0, 1, 2 oder 3 sein),
h3' =b—a—2+ || =b—a—1 (dies kann ebenfalls 0, 1, 2 oder 3 sein),
und h%? = |I| + |II| — 2b — 2 = 11 — 2b (dies kann 1, 3, 5 oder 7 sein, b ist
dann jeweils 5, 4, 3 oder 2).

Die Berechnungen fiir die Familie Nr. 9 verlaufen genauso, hier kann man zusétzlich
fiir e = 3, e = 4 und e = 6 die Hodgezahlen berechnen. In diesen drei Fillen gilt
h' = e+3+4—8 =ce—1, und es verbleiben die in der Tabelle angegebenen
Moglichkeiten.

Fiir die Familien Nr. 12, 2 und 7 verlaufen die Rechnungen &hnlich.

A0 0 0
(b) drei Jordanblocke 0 A 10 in den Féllen 5, 6 und 14:
0 0 X O
0 0 0 X3
Nr. | Modell // \; e| AV RAO [ R3LIR22] a | b
5| P9[2,2,3] 110] 0 0 0|01 O
M= =-1,23=¢|6|2]01]01]20]1,2|2,3
6 | P°[2,4] 1o o]0 ] 0| O0]oO
M =C =-1,23=C14]0]| 0 0 0 [ 1] 2
84| 1 [ 1] 0| 2] 4
14 [ P(1,1,1,1,1,3)[2, 6] tfof ool o0o]o0o]oO
M =Ch=-1,3=¢|[3]2]01]0,1{20/0,1|0,1
6(2]0,1[0,1/20]1,2/|2,3

Berechnung der Hodgezahlen fiir die Familie Nr. 14:
Nach der Uberlagerung z — 2¢ hat man wieder zunéchst je einen Punkt vom Typ
IIT und IV sowie e Punkte vom Typ 1.

e ¢ = 1: Hier ist wieder h' =1+ 3 +4 — 8 = 0, und alle Hodgezahlen sowie a
und b verschwinden.
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e ¢ = 2: Diesen Fall konnen wir nicht berechnen, da hier gemischte unipotente/
quasi-unipotente Monodromie auftritt.

e ¢ =3: Hier ist h' = |I| +3|II|+4|IV| -8 = 3+ 3 +4—8 = 2, und aukerdem
h'0 = a—1+4|IV| = a (kann also 0 oder 1 sein), h3t = b—a—2+|II|+|IV| =
b — a (kann ebenfalls 0 oder 1 sein), sowie h*? = |I| + [III| —2b — 2 = 2 — 2b
(kann 2 oder 0 sein, je nachdem, ob b gleich 0 ist oder 1).

e ¢ = 6: Hier wird der Punkt bei co zu einem vom Typ I, und es ist h! =
743 —8=2. Ferner ist h** =a—1, B3 =b—a —1 und h*? = 6 — 2b. Man
erhélt die in der Tabelle angegebenen Werte.

Die Familie Nr. 5 berechnet sich im Prinzip genauso, mit dem Unterschied, dass dort
auch im Fall e = 3 gemischte unipotente /quasi-unipotente Monodromie auftritt, die
wir nicht berechnen kénnen.

Die Familie Nr. 6 wurde schon in [8] behandelt.

A1 0 0
. . A0 0. R
(c) zwei Jordanblocke in den Féllen 4, 10 und 13:
0 0 X 1
0 0 0 X
Nr. | Modell // \; e | ht! R0 h3:1t h?? a b
4| P53, 3] 1|0 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
A= (3, A = (3 310 0 0 0 1 1
6| 3 1 0 1 2 2
10 | P(1,1,1,1,2,2)[4,4] || 1] O 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
A= Cay e = 411 0 0 1 1 1
815 1 0 3 2 2
13| P(1,1,2,2,3,3)[6,6] || 1 | O 0 0 0 0 0
2|1 0 0 1 0 0
AL =g, A = C65 31 2 |0oderl|0Ooderl|2oder0|0oder1|0oderl
6| 3 |0oder1|0oderl|3oderl|1oder?2|1oder?2

Die Félle 4 und 10 wurden schon in [8] behandelt, und der Fall 13 verlduft analog
zu Fall 14 oben, mit dem Unterschied, dass hier der Punkt vom Typ IV bei oo
schlieRlich (bei e = 6) zu einem vom Typ IT wird.
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A1 0O
(d) einen maximalen Jordanblock 8 i)\ i\ (1) im Fall 3:

00 0 A

Nr. [Modell // N; [ e | At | A®0 [R3[R22 a0

3[1P72,2,2,2] |1 0 0 0] o0 1Jofo

A=-1 2 0 0 0 0 [1]1

2k | 2k—2|k—1| O 0 |k|k

Dieser Fall wurde schon in [8] behandelt. Hier wird der Punkt vom Typ IV bei oo
zu einem vom Typ III, und zwar schon bei e = 2.

4.6 Rohdes Beispiel

Rohde konstruiert in [30] Beispiele von eindimensionalen Familien bestimmter dreidimen-
sionaler Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten. Diese wurden von Garbagnati und van Geemen
in [14] und [13, §3] eingehend untersucht. Die Konstruktion ist so &hnlich wie bei Borcea
[4] und Voisin [36], das heifst, man erhélt sie durch Anwendung bestimmter Automor-
phismen auf ein Produkt einer festen elliptischen Kurve E und einer K3-Fliache Sy. Im
Gegensatz zu den Arbeiten von Borcea und Voisin werden bei Rohde aber Automorphis-
men der Ordnung drei statt zwei verwendet.

Wir folgen zunéchst dem Artikel von Garbagnati/van Geemen [14]. In diesem Abschnitt
ist S eine K3-Flache, nicht die Basiskurve, und F ist eine elliptische Kurve.

Sei ein Automorphismus « auf einer K3-Fliche S gegeben, der auf H*°(S) = C als &
operiert, wobei £ = ¢ eine dritte Einheitswurzel ist. Wir nehmen an, der Fixort von «
bestehe aus k disjunkten glatten rationalen Kurven und k + 3 isolierten Fixpunkten.

Theorem 4.21 (Rohde [30, Theorem 1.2]). Fir0 < k < 6 werden solche K3-Flichen
durch den r-Ball B,., r = 6 — k, parametrisiert.

Sei nun F = C/Z + Z¢ die elliptische Kurve mit j-Invariante Null, das heifst, E ist
isomorph zur Fermatkubik und hat folglich Weierstrafigleichung y? = 23 + 1. Definiere
einen Automorphismus von E durch

ap:E—E, (x,9)— (Sx,y) (B:y°=2"+1),

dieser operiert auf H'0(E) = (C%x als Multiplikation mit £. Dann hat das Produkt S x E
den Automorphismus (o, ag), der trivial auf H*(S) @ H'(E) operiert.

Theorem 4.22 (Rohde [30, Theorem 1.9 und Construction 1.4]). Der Quotient
(S X E)/(a,ap) ist birational isomorph zu einer dreidimensionalen Calabi-Yau-Mannig-
faltigkeit X mit h*1(X) = r = 6 — k und hY1(X) = 18 + 11k. Diese Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeiten werden vom r-Ball B, parametrisiert, und ihr Modulraum ist ein Quo-
tient des Balles nach einer arithmetischen Untergruppe von SU(1,7).
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Um wieder eine Situation zu erreichen, in der die dritte Kohomologie Hodgezahlen
(1,1,1,1) hat, bendtigen wir also die Bedingung r = 1.

Nun wird die Konstruktion von Rohde auf eine K3-Fliche S; angewendet, die eine el-
liptische Faserung 7 : Sy — P} mit Weierstrafmodell Y? = X3 + f(¢)?, f = gh?,
deg g = deg h = 2 hat. Dies definiert eine dreidimensionale Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit
X¢. In diesem Fall ist 7 = 1 (siehe [14, Abschnitt 1.2]), und man kann die Kohomologie-
gruppe H?(Xf,Q) aus der Kohomologiegruppe H'(Cy,Q) einer Kurve C erhalten.
Die Kurve Cf ist definiert durch v = f(¢) mit f wie eben. Sie ist glatt und projektiv,
und hat Geschlecht zwei. Wie in [13, Abschnitt 3.3] bemerkt wird, kann man hierbei
g(t) =t(t — 1) und h(t) =t — A wahlen, das heifst, die zweite Nullstelle von h ist bei co.
Infolgedessen schreiben wir ab jetzt Cy, Sy und X statt Cf, Sy und X;.

Die definierende Gleichung zeigt, dass Cy eine zyklische Uberlagerung von P} vom Grad
drei mit Decktransformation Sy : C\ — C), (t,v) — (t,&v) ist.

Seien HP4(C))¢ und HP(Cy)g die Unterrdume von HP4(Cy), auf denen Sy als § bzw. '3

operiert. Dann zerlegt sich H1(C), C) wie folgt in vier eindimensionale Eigenriume:

HY(C),C) = HY(Ch)e ® HY(Ch)g @ H™' (Ch)e ® H™(Ch)g

V2
Die Kohomologiegruppen von X, und C)\ héngen wie folgt zusammen:

Es gilt HP4(Cy)e = H9P(Cy)g, aukerdem H'(Cy)e = Cyg dt ynd HY(C\)g = cL.

Satz 4.23 (Garbagnati/van Geemen [14, Prop. 2.2]). Sei X die dreidimensionale
Calabi- Yau-Mannigfaltigkeit wie oben und C), die zugehorige Kurve vom Geschlecht zwei.
Dann existiert ein Isomorphismus

¢: H'(C),Q) = HY (X, Q)
unter dem qS(Hl’O(C')\)g) = H39(X)) und gi)(HO’l(C',\)g) = H>Y(X)) gilt.

Hilfreich in diesem Zusammenhang sind noch das folgende Lemma und die folgende
Bemerkung, die sich im Artikel [13] von Garbagnati/van Geemen finden:

Lemma 4.24 (nach Garbagnati/van Geemen [13, Abschnitt 3.3, Tippfehler
korrigiert]). Ist die Kurve Cy durch die Gleichung v3 = t(t — 1)(t — \)? gegeben, so ist
die Picard-Fuchs-Gleichung fiir n = dt/v gegeben durch

ok o 2

Bewerts. Leitet man

dt dt

_1 _2
T T ARG 1) — N2/ (E=1)75(t = A)7sdt

Wl

=t

ab, so erhilt man
% - %t—%(t — )75t — ) TSdt
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und
1
T (= 1)t — M) R

Setzt man nun , , )
f=tie-niE—nt

und berechnet

df:%t’é(t—1)§(t—)\)’gdt+§t%(t—1)’%(t—/\)’gdt—gt§(t—1)§(t—)\) 5dt
on on 3 0%n
(t—l)a—i-ta—it(t—l)a)\z

= (=N + A=)+ ((t =) +X)n" - g((t =N+ =2+ A=),

so erhalt man unter Verwendung von

2 5 10
t*)\ —— t*)\ "2 tﬁ)\2/l:7
( n 37 ( n 3 ( ) ol
schlieftlich
2 3 10 3 5 3 5 3
df = = —1 A =S =2 2= =22 = S = 1)
if 377+(A )77+377+77 5 9" 3 3(A n 5 3N 2(A n
1 3
= 3y = a1y
3"l 2( n 2( n’,
was auf 82 8
2 2
fuhrt. O

Ein Koeffizientenvergleich mit der klassischen hypergeometrischen Gleichung

2

on
AA=1) 5 N2 T ((p+q+DA— )mﬂvqn—o

liefert p+ ¢ = 1 und pg = §, also p = %, q = %, r = 1. Das Riemann-Schema (siche
Beukers [3, S. 18]) liefert allgemein die folgenden lokalen Exponenten:

0 1 00
0 0 P
l—r r—p—q ¢

Also haben hier My und M; jeweils zweimal den Eigenwert 1, und M., hat Eigenwerte
exp(Q’”) und exp(47”) also hat die Variation von Hodgestrukturen zwei unipotente und
einen echt quasi-unipotenten Punkt.

Bemerkung 4.25 (Garbagnati/van Geemen [13, S. 11 unten|). Die Picard-Fuchs-Gleichung
aus Lemma 4.24 ist gleichzeitig die Picard-Fuchs-Gleichung fiir die holomorphe 3-Form
auf der zugehorigen Familie von dreidimensionalen Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten.
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Die Higgskohomologie: Nun verwenden wir diese Resultate, um die Hodgezahlen der
L?-Higgs-Kohomologie der zugehérigen Higgsbiindel zu berechnen. Ab hier ist S wieder
die Basiskurve.

Der obige Satz 4.23 liefert

H*'(Xy) = HY(Chg, H>'(X)) = H*(Ch)g,
HLQ(X/\) ng’O(C)\)f, H0,3(X>\) %Ho’l(ck)g.

Weiterhin wird die Familie C) von einer Shimurafamilie induziert, siche dazu [14]. Als
Konsequenz daraus induziert die Higgsabbildung zwei nichtverschwindende Abbildungen

0: B = B> @ Qf(logY) und 9:EY? — E% ® Q% (logX),

die von den entsprechenden Higgsfeldern fiir die Familie C'y induziert werden, und einen
Nullmorphismus

9:E*' % B2 0 0l(logy).
Dieser ist Null, da die Higgsfelder die Eigenraumzerlegungen erhalten.
Man weif noch mehr iiber a = deg E3° und b = deg E*': Es gilt S = P!, und wir haben
#X = 3 singuldre Punkte, einer davon vom Typ IV (das folgt aus Lemma 4.24). Da die
Abbildung ¢ : E*! 9, 12 ® Q%(log ¥}) Null ist, konnen die Monodromiematrizen nicht
vom Typ I oder IIT sein, und wir erhalten |[IV| =1 und |II| = 2.
Sei F = F10 @ F%! das Higgsbiindel zur Variation der Geschlecht-2-Kurven Cy. Dann
zerlegt sich F' in Eigenréume, F' = F¢ @ Fz. Wegen der nicht-unipotenten Punkte sind
Fé’o und Fg’l (fiir O € {¢,£}) nicht dual zueinander. Wir erhalten

Lemma 4.26. In Rohdes Beispiel hat jedes Rang-zwei-Higgsbiindel Fy ein mazximales
Higgsfeld, das heifst 9 : Fé’o = FS’I ® Q]%,,l (logX) ist ein Isomorphismus. Weiterhin gilt
deg Fé’o =0 und deg Fg’l =—1.

Beweis. Die Arakelov-Ungleichung von Jost und Zuo (Theorem 4.20) liefert deg Fé’o < %,
also sogar deg Fé’o <0.
Andererseits gilt deg Fé’o > 0: Betrachte das lokale System Wg zu Fp. Dieses erfiillt
h3(PL, j.Wq) = RO(PL, j,Wn) = 0 nach Satz 4.1, Teil (a). Der Higgskomplex fiir Fiy ist
gegeben durch
1,0 0,1
FD (_I) FEI
Y
£0
RO @ QL FSN (1) @ QL

wie im Beweis von Theorem 4.3. Daher ist H* (P!, Fé’O(II ) ® Q1) der direkte Summand
vom Hodgetyp (2,1) in H?(P', j,Wg) = 0.

Wegen |II| = 1 erhalten wir 0 = hl(IP’l,Fé’o(l) ® Qp1) = hO(IPl,(Fé’O)_l(—l)). Also
FEI"O = Op1.
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Analog trigt HO(F%1) zu H°(S, j.Wq) = 0 bei, also deg F! < 0.

Da 9 nicht die Nullabbildung ist, und deg(Qg(log ¥)) = 1 gilt, erhalten wir deg Fg’l =-1
und Fg’l = Op1(—1). O
Korollar 4.27. Fiir das Higgsbiindel E folgt a = 0 und b = —1. Weiterhin sind die
beiden Abbildungen ¥ : E*0 — E*!' @ Ql,(logX) und ¥ : EY? — E% @ QL (logX)
Isomorphismen.

Wir stellen fest, dass die Gleichungen a’ = a + |IV] und ¥ = b+ |[IV| aus Bemerkung

4.18 fiir die Grade der beteiligten Geradenbiindel auch hier gelten.
Die Eigenschaften von E fassen wir in der folgenden Definition zusammen:

Definition 4.28. Ein logarithmisches Higgsbiindel £ = E3? @ E>! @ EY? @ E% vom
Gewicht m = 3 und Rang 4 auf S heifit zerlegt, falls ¥ : B39 — E>! @ QL &(log ) und
9 : E'? — E% © Ql(log ) Isomorphismen sind und ¢ : E*! — E? L L(log¥) die
Nullabbildung.

Theorem 4.29. Die L?-Higgs-Kohomologie eines zerlegten Higgsbiindels E vom Gewicht
m = 3 und Rang 4 lasst sich unter der Annahme a + |IV| > 0 wie folgt beschreiben:

hio(S, V)40 = p0(S B3IV @ QL) =g — 1+ a+|IV],

hLa(8, V) = B8, v)9) — o,

hi2(S, V)2 = p0(S, EY2(IV) @ Qf) @ h'(S, B> (—I — III)) = 2h°(S, EV*(IV) @ Q).
Ferner gilt |I| = |III| =0 und a = b+ 2g — 2 + #X.

Beweis. Wir benutzen fiir den L2-Higgs-Komplex Q? ) (E ) % )(E) dieselbe Notation
wie in Abschnitt 4.4 oben. Da E zerlegt ist, ist der Pfeil QO (E)2 b Q% )( )12 die

Nullabbildung. Hieraus folgt aus Griinden der Symmetrie |/ \ |III| = 0. Die anderen
beiden Pfeile im folgenden Diagramm bleiben Isomorphismen:

E30(—1II — III) E>Y(—I — IIT) EY2(—1I) 03
¢ 9 9
= 0 =
E3(IV) @ Qy E>N(IV) © Q4 ER(IV) @ Qf ES3(IT +1V) @ QL.

Aus dem linken Isomorphismus folgt @ = b+ 29 — 2 + |II| + |III| + |[IV|. Mit Hilfe des
Satzes von Riemann-Roch gilt unter Verwendung der Annahme a + [IV| > 0:

hpa(S, V)40 = nl, (S, V)0 = BO(S, B30 (1V) @ QL) =g — 1 +a + |IV],
und weiter erhélt man
hia (S, V)@Y = pl, (s, v)13) =,
hio(S, V)3 = 0§, EV3(IV) ® QL) @ h' (S, B>!(—1 — III)).

In der letzten Zeile sind die beiden Summanden dual zueinander, was wiederum |I| =

IIT| = 0 und schlieflich ht, (S, V)22 = 2,9(S, EL2(IV) @ QL) liefert. O
L S
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Korollar 4.27 und Theorem 4.29 liefern

Korollar 4.30. In Rohdes Beispiel erhdlt man hng(S, V) = 0, somit verschwinden alle
Hodgezahlen:

Bha(8, V)0 = hly(S,7) 09 = (8, W) = 1L, (8, V)9 = hla(5,V) =0,
Beweis. Dies folgt unmittelbar mit a = g =0, b = —1. O

Insbesondere ist wegen |I| = |III| = 0 und |II| = 2, |IV| =1 die Priiffsumme
R V) = h*0 4+ 3 4 22 4 Y3 4 RO = 8g — 8 4 || + 2|II| + 3|IIT| + 4[IV| =0

korrekt. Basiswechselabbildungen z — 2¢ : P! — P! fiihren zu weiteren Familien, auf die
das Theorem angewendet werden kann (dabei ist in jedem Fall h*3! = 0):

Der Fall e = 2: Hier ist |[II| = 3 und |[IV| = 1, also folgt a = b+ 2 und tber die
Priifsumme h' = 2. Entweder ist a = 1 und b = —1, dann gilt 2*° = 1 und h?? = 0,
oder es ist a = 0 und b = —2, dann gilt A*? = 0 und A2 = 2.

Der Fall e = 3: Hier ist |II| = 5 und |/V| = 0, da der nicht-unipotente Punkt zu einem
unipotenten (vom Typ II) wird. Es folgt a = b+ 3 und h! = 2.

Es konnen drei Fille auftreten:

Ist @ = 2, dann ist b = —1, und wir erhalten h*° =1 und h?? = 0.

Ist @ = 1, dann ist b = —2, und es gilt A*% = 0 und r?? = 2.

Ist a = 0, so ist die Annahme a + |[IV| > 0 nicht mehr erfiillt, und wir miissen neu

rechnen: Es ist E39(IV) ® Q% = O, und dies hat Grad —2. Somit gilt auch hier

r*0 = RO(E3O(IV) ® Q%) = 0. Uber die Priifsumme erhilt man dann, dass auch in
diesem Fall h?? = 2 gilt.
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