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Vorwort

Wavelets sind ein verhéaltnisméfig junges Konzept in der Mathematik. Die Theorie wurde un-
ter anderen von Yves Meyer und Ingrid Daubechies in den 1980er Jahren entwickelt. Gerade
in der Approximation von Funktionen (insbesondere von gestorten Signalen in der Informa-
tionsiibertragung) zeigt sich die Uberlegenheit von Wavelets gegeniiber #lteren Methoden,
wie etwa der Fourierentwicklung. Auch in der nichtparametrischen Statistik haben Wavelets
Anwendung gefunden. Dies ist auch der Anwendungsbereich, auf den in dieser Diplomarbeit
eingegangen wird.

Diese Diplomarbeit ist eine detaillierte Ausarbeitung des Artikels ,Density Estimation by
Wavelet Thresholding” von David Donoho, [ain Johnstone, Gérard Kerkyacharian und Domi-
nique Picard, [4]. Darin wird das Problem der Dichteschétzung mit einer nichtparametrischen
Grundgesamtheit (so genannten Besovrdumen) untersucht, das auf verschiedene Weisen be-
handelt werden kann. Das zentrale Ergebnis des Artikels ist die Angabe einer Konvergenz-
geschwindigkeit fiir einen speziellen nichtlinearen Waveletschétzer, die asymptotisch fiir eine
grofte Zahl von Beobachtungen gezeigt wird. Dies ist auch das Hauptaugenmerk dieser Di-
plomarbeit und wird in Kapitel 2 ausgefiihrt.

Es hat sich gezeigt, dass der Beweis, der in |4] fiir diesen zentralen Satz angegeben wird, einen
Fehler enthalt. In Kapitel 2 wurde dieser Fehler behoben, indem die Behauptung abgeschwécht
und der Beweis aus [4] detailliert ausgearbeitet wurde. Eine andere Variante wird in Abschnitt
2.5 angegeben.

Die weiteren Ergebnisse des Artikels [4], beispielsweise die Angabe anderer Waveletschétzer
und deren optimale Konvergenzrate, werden in ihrer Beweisidee skizziert und in Verbindung
mit dem oben erwéhnten zentralen Satz gestellt. Bei diesen iibrigen Satzen sollen weniger die
technischen Beweisdetails, als vielmehr die Interpretation im Vordergrund stehen. Dies ist der
Inhalt des Kapitels 3.

Um die Aussagen der Sitze formulieren zu konnen, sind Ergebnisse aus der Funktionalanalysis,
namentlich der Theorie der Wavelets und der Besovraume, notwendig. Die bendtigten Sétze
sind in Kapitel 1 aufgefiihrt.

Mainz, im Dezember 2008 Michael Diether
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R Menge der reellen Zahlen

R* Menge der positiven reellen Zahlen
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lla | oo sup |ap|
neN
Tar(s) Indikatorfunktion der Menge M
a® Positivteil der reellen Zahl a; a™ := max(a, 0)
a>0 a ist ,,gentigend grof“ und nicht-negativ
an < by, 4y Wachst wie b,%, d.h. J¢,C >0 : ¢ < Z—Z <CfirneN,n>0
aNb min{a, b}
aVb max{a, b}
ks Bk Koefhizienten einer Wavelet-Entwicklung

A, Bjk empirische Koeffizienten einer Wavelet-Entwicklung
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Jopqg(f)

Jopq(f)
LP(R)
V2

logn
log, n
N(p,a?)
R,

S(x)
spanf{v;: i € I}
supp f

£

empirische Koeffizienten, auf die Thresholding angewendet wurde

qu<oo

Konstante aus R, die bei jedem Auftreten verschieden sein kann

Besovraum, Menge der Funktionen mit || f||

Menge der r-mal stetig differenzierbaren Funktionen

Menge der linearen Dichteschétzer, vgl. (3.1)

{F: Jaf@)dz =1, £ >0, fl,,, <M}

{f € Dopg(M): supp f C [-T,T1}

Projektion auf den Raum W, vgl. (1.4)

Projektion auf den Raum Vp, vgl. (1.3)

Erwartungswert der messbaren Abbildung g

vgl. (2.5)

Dichteschétzer

unabhéngig identisch verteilt (independent and identically distributed)

1

a

Norm im Besovraum Bypg, ||Eo(f)|l1» + Z (2j‘7 ||Dj(f)||Lp)q
Jj=0

alternative Notation fir || f|,,,

Menge aller messbaren Funktionen f: R — R mit || f||;, < oo

Menge aller Folgen (ay)nen mit ||ay ||, < oo

natiirlicher Logarithmus von n € R*

Logarithmus von n € R zur Basis 2

Normalverteilung mit Erwartungswert p € R und Varianz o2 > 0

Verlustfunktion, hier meist F H f —f HLP

vegl. (2.19)

Vektorraum, der von den v;, ¢ € I, erzeugt wird

Trager der Funktion f; supp f:= {x € R: f(x) # 0}
vel. (2.19)




Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Wavelets

In diesem und im nédchsten Abschnitt sind die fiir das Folgende bendétigten Aussagen zu-
sammengestellt. Auf Beweise soll hier verzichtet werden, sie finden sich in den Standardwer-
ken [12], |2], sowie in [9] und [8].

1.1 Definition: Es sei ¢ € L*(R) eine reellwertige Funktion und pjx(z) = 2%30(2jx — k)
fiir festes j € Z. Die Funktionenfolge (¢j)rez sei orthonormal in L?(R) und es bezeichne
V= span{gojk: ke Z}. Sei schlieflich V; C Vjyq fiir alle j € Z.

Dann heifst ¢ Vater- Wavelet oder Skalenfunktion und die Folge der Rdume (V) cz eine Mul-
tiskalenanalyse. O

Die Konstruktion solcher Funktionen ¢ wird ausfiihrlich in [9, Chapter 5-7| beschrieben. Im
Folgenden soll ¢ stets eine C'-Funktion mit kompaktem Triger sein, supp ¢ C [—A, A]. Die
Multiskalenanalyse heifst in diesem Fall [-reguldr.

1.2 Satz und Definition: Seien ¢ eine Skalenfunktion und (V});cz eine [-regulére Multiska-
lenanalyse. Sei W; C L?(R) das orthogonale Komplement von Vjin Viyq, also Vi = V;@W;.
Dann gibt es eine C!-Funktion 7 : R — R mit kompaktem Triger, sodass die Folge (1ox)rez
eine Orthonormalbasis von Wy ist und die Funktionen (v;;); ez eine Orthonormalbasis von
L?(R) bilden.

Dabei ist analog zu oben ;i (x) := Q%w(ij — k)

Dieses 1) heifst Mutter- Wavelet oder einfach Wavelet. O

Fiir die Konstruktion von v sei wieder auf |9] verwiesen. Bei gegebenem ¢ ist 1) im Allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt.

Fiir ein fest gewdhltes jg € Z besteht die Zerlegung

L2(R) = Vio @ Wi, @ Wijp11 @ --- . (1.1)



10 Kapitel 1. Grundlagen

Insbesondere gibt es fiir alle f € L?(R) die eindeutige Darstellung
F= " ajorpion + YD Birtik,
keZ J2jo keZ

wobei
Oéij/Rf(w)SOjk(w)dw, ﬂij/Rf@)%k@)dx- (1.2)

Meist wird jg = 0 gewéhlt, in dieser Arbeit ist jo immer nichtnegativ. Es gilt stets

/Rw(x)dx =1, /]Rw(x)dx =0.

1.3 Beispiel (Haar- und Daubechies-Wavelets, vgl. [2, Chap. 6-7]): Das historisch
erste und einfachste Wavelet ist das Haar-Wavelet mit

1
PR
1

1 firogz<
p— l =
p(x) = Tjo,1(x), (@) { <<,

—1 fur

Es gibt keine C°°-Wavelets mit kompaktem Tréger. Fiir jedes [ € N existiert jedoch eine [-
reguldre Multiskalenanalyse, deren zugehorige Funktionen ¢ und ¢ kompakten Trager haben.

Es gibt mehrere verschiedene Familien von Wavelets mit diesen Eigenschaften. Die erstmals
von Daubechies konstruierten Wavelets D2N, N € N, sind eine davon. Flir D2N gilt

supp ¢ C [0,2N — 1], supp ¢ C [-N + 1, N].

Fiir N > 3 sind die Daubechies-Wavelets stetig differenzierbar.
Das Haar-Wavelet entspricht in Daubechies’ Konstruktion dem Fall N = 1. O

(a) Wavelet (b) Skalenfunktion

Abb. 1: Das Daubechies-Wavelet D4 (N = 2). Es ist stetig, aber nicht differenzierbar.



1.2. Besovrdume 11

1.2 Besovraume

Viele der in den folgenden Kapiteln bewiesenen Abschétzungen sind Aussagen iiber Funk-
tionen in Besovraumen. Diese Rdume sind hier deshalb von Interesse, weil sich die in ihnen
enthaltenen Funktionen allein mit Hilfe ihrer Wavelet-Koeffizienten beschreiben lassen. Dies
ist etwa fiir Sobolevrdume nicht der Fall. Aufserdem erfiillen Funktionen aus Besovraumen
Optimalitétseigenschaften in Bezug auf lineare Minimax-Schéatzer (vgl. [11]). Darauf soll hier
jedoch nicht nadher eingegangen werden.

Beweise zu den angefithrten Aussagen finden sich in [12], [9] und [1].

1.4 Definition: Der Besovraum Bgypg mit den Parametern o > 0, 1 < p, ¢ < oo sei die Menge
aller Funktionen f: R — R, fiir die gilt

Qe

. +1il
1Fllpq = llaosllee + | D@72 )185.01,,)7 | < oo

Jj=0
Dabei sind (aox)rez und (Bji);kez die Koeffizienten in der Waveletentwicklung von f. Oft

wird anstelle von || f||,,,, auch J,,(f) geschrieben. 0

Der Raum B, ist dabei unabhéngig von den verwendeten Skalen- und Waveletfunktionen.

Eine alternative Definition von By, ist mit der Norm

q

Topa(f) == 1 Eo(N)ll o + | D 277 I1Dsf 11 10)"

J=20

moglich. Dabei sind E; bzw. D; die Projektionen auf die Raume V; bzw. W; (vgl. (1.2)):

Zazk@zk Z/ Sozk; dy%k;( ) (13)

kEZ keZ
=3 Batbiua) / G () f () dy (). (1.4)
keZ keZ

Die Normen J,p, und J7,,, sind dquivalent (vgl. etwa [9, Cor. 9.1]).

1.5 Satz: Sei g eine Skalen- oder Waveletfunktion, 04(x) = > 1y lg(x — k)|. Sei weiter

= ZAkQ%g(Wx — k),

keZ

1 < p<ooundq so gewdhlt, dass % + % = 1. Dann gilt

sl 1 1_1
2G5 Al < Iflls < 2275 Al

1 1\ 1
mit s = (1017 19,18 ) wnd = 19,
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Der Beweis findet sich in [9, Prop. 8.3].

Man beachte dabei den Unterschied zwischen den Normen |||, und ||-[|», p € [1, 00):

11l = (/Olwfm)\pdx); = ([ \f(w)!pdwf £l = sup o).

Die Norm ||-||» ist die tibliche Norm fiir Folgenréume. Satz 1.5 wird im Folgenden stets dann
benétigt, wenn zwischen den |||, und ||-||,» gewechselt werden muss. Der Satz besagt gerade,
dass die beiden Normen &quivalent sind, wenn sie auf Funktionen angewendet werden, die in
einer Waveletbasis entwickelbar sind.

1.6 Satz (Besov-Einbettungen): Es bestehen folgende Inklusionen:

Bgsipg C Bopg fiir o’ > o oder fiir o’ =0 und ¢’ <q.
1 1
Bypg C Boirg firr>pund o’ =0 — -+ ~.
p T
. 1 . 1
Bspg C Boroooo fura—; >0undg>1 oderfura—EZO und ¢ = 1.
BOr(r/\2) crL fﬁ?" r=1,

Dabei ist Bopg definiert durch die Besovnorm J,,., mit o = 0.

Auflerdem gelten in diesen Rdumen Ungleichungen fiir die zugehdrigen Normen:

[ Fllorpgr = 1 llopg fiir o' > o oder fiir o’ =0 und ¢’ < q.
" 1 1
||f||apq > HfHJ’Tq furr>p und O-/:O-_;+;~

1 1
[ £ llopg 2 11l 570000 firc—= >0 und ¢ > 1 oder fiirc — - >0 und q = 1.
p p

1 o2y 2 I1F1l fir r = 1.

BEWEIS. Die Aussagen werden etwa in [9, Cor. 9.2] bewiesen. Hier soll nur exemplarisch
gezeigt werden, dass Bypg C Bgrioog flir 0 = o — % gilt; dies ist ein Spezialfall der Aussage
Bypg C Bgirg mit 7 = 00.

Fiir alle Folgen (ay)n>0 gilt die bekannte Abschétzung

1
P
[[anlgoe = sup |an| < <§ !%!”) = llanle
neN

neN
und daher folgt fiir f € By,

s 1 1
1A llgro0g = llaos e + [ D (2720810l oo )

J=20

Q|

(o411
<laoellg + { SS90 0m) | = 1flopg < 0
720

Also gilt [ fll5pq Z 1 fllgro0q d f € Byrroog- %



Kapitel 2

Waveletschatzer mit Thresholding

2.1 Problemstellung

Es seien X7, ..., X,, unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichtefunktion
f(z). Diese Dichtefunktion soll unter der Voraussetzung geschitzt werden, dass sie in einem
Besovraum Bgpg, 0 > 119’ p,q = 1, liegt und kompakten Trager hat. Hierzu setzt man die
empirischen Wavelet-Koeffizienten von f mit

. 1« . 1<
Qjok = — D ior(Xi), Biw = — > k(Xi)
i=1 i=1
und die Dichte f selbst mit

F@) =" ajorpior(®) + Y Y Birthjn(@), supp f C [-T,T]

kEZ Jj=jo keZ

an. Dabei seien ¢ und ¢ Skalen- bzw. Waveletfunktion einer [-reguldren Multiskalenanalyse,
[ € N, mit kompaktem Trager. Der Schétzer f hat dann die Gestalt

F@) =" djorpjor(@) + Y Y Binthj(@). (2.1)

keZ JZjo keZ
Der Fehler wird in einer L"-Norm angegeben:
Rulf,f)=E||f -]

FE steht hier fiir den Erwartungswert, der beziiglich der ,wahren* Dichte f gebildet wird. Dies
ist nicht mit der Projektionsabbildung E;, zu verwechseln.

1 <r<o0.

L’

Um f zu verbessern, werden die Koeffizienten Bjk; spater bei einem festen Wert abgeschnitten
(,hartes Thresholding”) oder in ihrem Absolutbetrag verringert (,,weiches Thresholding"). In
Ermangelung einer treffenden Ubersetzung wird im Folgenden fiir diese Technik stets der
Begriff Thresholding verwendet. Fiir einen festen Schwellenwert (,,threshold) A\ > 0 wird fiir
das harte Thresholding

Bik = 0n Bk, \) = Bjk1{|gjk|>,\}7 (2.2)
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und fiir das weiche Thresholding

Bin = 0u (B A) = senfin (|Bje] — A)F

definiert.

(2.3)

Schlieklich werden geeignete Indizes jo, j1 € Z zu bestimmen sein, sodass in (2.1) die Summe
> j>jo Zu einer endlichen Summe 51: jo wird. Die iiber k indizierten Summen sind hier stets
endlich, da die Wavelet-Funktionen ¢ und % mit kompaktem Tréger im Intervall [—A, A]
vorausgesetzt werden.

Insgesamt wird also im Folgenden ein spezieller nichtlinearer Schétzer betrachtet, ein Wave-
letschétzer mit (hartem) Thresholding:

TW(2) = Y djorspion(®) + Y Y Bixthje(®), (24)

kEZ Jj=jo keZ

wobei fiir den Schwellenwert aus (2.2) mit einer Konstanten K, die in Satz 2.16 néher be-
zeichnet wird,

By = {@k fiir |Bjx| > K\/%v

0 sonst,

gelten soll. Man beachte, dass nach Definition der empirischen Koeffizienten d&;; und Bjk
der Schitzer TW auch von der Zahl n der Beobachtungen abhéngt. Um die Notation zu
entlasten, wird dieses n nicht explizit notiert. Die Funktionen ¢ und 1 sollen kompakten
Tréger im Intervall [— A, A] haben.

Die Funktionenrdume, die im Folgenden betrachtet werden, werden von nun an stets bezeich-
net mit

Doga(M) = {f: [ J@)dz = 1,7 >0, Il < M}
Dopg(M,T) := {f € Dope(M): supp f C [-T,T]}.

Die Grundidee bei diesem Schétzer TW ist, mit einem linearen Anteil zu starten (die erste
Summe, vgl. zur Definition von linearen Schétzern auch (3.1)) und diesen linearen Schétzer zu
verbessern, indem man einige nichtlineare Summanden hinzu nimmt. Spéter, in Kapitel 3, wird
Néheres zu linearen Schétzern ausgefithrt. Man kann zeigen, dass ein linearer Waveletschét-
zer im Allgemeinen nicht optimal sein kann und daher diese Verbesserung durch nichtlineare
Anteile notwendig ist. Die Wahl von jy ist derart, dass ,grobe Ziige* der zu schétzenden
Dichtefunktion f richtig dargestellt werden. Die Details und mogliche lokale Fluktuationen
werden dann durch weitere Koeffizienten, eben durch den nichtlinearen Anteil, aufgelost. Da-
mit nicht zu viele kleine Fluktuationen dazukommen, die die Varianz des Schétzers unnotig
verstiarken wiirden, werden erst ,,grofte” Waveletkoeffizienten (namentlich solche, die iiber den

Schwellenwert K \/% hinauskommen) berticksichtigt.

Hierin liegt die Stiarke des Waveletschitzers wie iiberhaupt der Waveletentwicklung von Funk-
tionen: Es ist moglich, lokale Fluktuationen von Funktionen prézise darzustellen, wogegen eine



2.1. Problemstellung 15

Fourierreihe eine Anderung der Frequenz einer Funktion nicht oder nur mit sehr vielen Ko-
effizienten auflosen kann. Die Waveletentwicklung kann auf dem Level jp (also nur mit den
ajyk) den groben Verlauf der Funktion darstellen und mit den (3;;, immer mehr kleine Details
hinzufiigen. Die Grofse der darstellbaren ,kleinen Details” hdngt dabei vom Level j ab.

Die obere Grenze fiir den nichtlinearen Anteil wird so gewéhlt, dass auch der Biasterm eine
gute Konvergenzrate einhalten kann. Die Zahlen jy und j; werden also, plakativ gesprochen,
im Wesentlichen auf die Bediirfnisse der Konvergenz zugeschnitten, um Bias und Varianz des
Schétzers nicht allzu grofs werden zu lassen.

Zunéchst wird in Abschnitt 2.2 der Satz iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Schétzers
TW formuliert und in den Abschnitten 2.3 und 2.4 bewiesen. Der hier dargestellte Beweis
folgt den Argumenten in [4]. Der besseren Lesbarkeit und Versténdlichkeit wegen wurde die
Notation leicht angepasst. In Abschnitt 2.5 werden Verallgemeinerungen dieses Hauptsatzes
angegeben, bevor in Kapitel 3 dieses Ergebnis in einen Zusammenhang mit anderen Schatzern
und allgemeinen Optimalitdtsaussagen gestellt wird.
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2.2 Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Schat-
zers TW

Seien o > % und 1 < p < 7 < 0o. Auflerdem seien fiir alles Folgende definiert:

/ 1 1
o =0—-—-+-
p T
: o o—3+3
o = min ) 5 (s
1420 L+20—7
€= Up—T;p. (2.5)

2.1 Hauptsatz: Sei 0 > % und 1 < p<r<oo, r< % Dann gibt es positive, reelle
Konstanten C und Ky, die nicht von n abhdngen, sodass fiir

- 1—20 o
]O(n) = u]l{5>0}> ]1(”) = n ‘
2 (n(logn) z , 2 <10gn (2.6)
und fir alle K > Kq gilt
C ()™, e #0,
sSup E HTW - fHTI;r < (z_g>+ 1 ar (27)
FEDrpa(M.T) C(logn)\ 27 ( 05”) , e=0.

Die Notation logn bezeichnet hier und im Folgenden stets den natiirlichen Logarithmus. Fiir
die asymptotischen Betrachtungen im Beweis ist die Basis des Logarithmus jedoch unerheb-
lich, da sich Logarithmen zu verschiedenen Basen nur um Konstanten unterscheiden. Der
Logarithmus von n zur Basis 2, der gelegentlich verwendet wird, ist mit log, n bezeichnet.

Der Schétzer TW konvergiert also im L"-Sinn gegen die zu schétzende Dichtefunktion f. Die
ar
Konvergenzgeschwindigkeit liegt im Wesentlichen bei (10%) und héngt von dem Besovraum

ab, in dem f liegt. Nur im Fall ¢ = 0 und fiir geeignete Werte von p, ¢ und r (beispielsweise
wgrofse Werte von ¢) kommt noch ein zusétzlicher (logn)-Term dazu. Die Konvergenzraten
sind in diesem Sinne unstetig in den Koeflizienten o, p und ¢, was sich auch in der Konstanten
C niederschlagt, die fiir e — 0 und fiir %—g — 0 sehr groft werden kann. Auf dieses Verhalten,
das in [4] knapp vermerkt wird, soll hier nicht ndher eingegangen werden.

Die Forderung (2.6) fiithrt in den meisten Féllen dazu, dass tatséchlich jo(n) < ji(n) gilt und
also im Schétzer TW auch Waveletkoeffizienten mit Thresholding verwendet werden (vgl.
Satz 2.27). Nur wenn r = p (und folglich ¢ > 0) gilt, kann die entsprechende Summe in
TW leer sein und daher wegfallen. Néheres zu diesen Féllen wird in Kapitel 3 angegeben
werden. Meist wird der Einfachheit halber statt jo(n) nur jo geschrieben (analog fiir ji(n)),
die ausfiihrlichere Schreibweise dient nur zur Verdeutlichung.

Fiir die Aussage des Hauptsatzes ist die Voraussetzung r > p unwesentlich. Da hier nur
Funktionen mit kompaktem Tréger betrachtet werden, ist die Abbildung r — || f||,» nach der
Holderschen Ungleichung monoton wachsend (vgl. |7, Satz IV.2.10]). Folglich gilt auch fur
r < p die Schranke, die fiir r = p in (2.7) angegeben ist. Um die im Beweis des Hauptsatzes
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notwendigen Abschétzungen zu zeigen, ist die Voraussetzung r > p dennoch nétig. Ohne sie
wére eine andere Beweisidee notwendig.

Die hier angegebene Konvergenzrate unterscheidet sich leicht von der, die in |4, Thm. 3| ange-
geben wird. Dort kommt im Fall £ > 0 ein logarithmischer Term (log n)fff_? hinzu. Allerdings
wird sich im Beweis des Satzes zeigen, dass die in [4] angegebene Schranke nicht eingehalten
werden kann (vgl. Satz 2.26) und daher eine leichte Abschwichung der Behauptung notwendig
ist.

Auch die Voraussetzung r < 122" ist hier zusétzlich zu [4, Thm. 3| eingefiigt. Sie ist zum Be-

weis einiger der notwendigen Abschétzungen hinzugenommen worden (vgl. etwa Hilfssatz 2.8
und Satz 2.16). Fiir gewisse o und p (etwa fiir ,,grofe Werte* von p) kann kein r angegeben

% erfillt. In diesem Féllen kann der Satz

werden, das einerseits r > p und andererseits r <
nicht angewendet werden.

Der Ausdruck ,,C* bezeichnet stets eine positive, reelle Konstante, in der alle Terme gesammelt
werden, die nicht von n abhingen. Da hier nur eine asymptotische Aussage fiir n — oo zu
zeigen ist, spielt der genaue Wert von C' keine Rolle. Insbesondere kann C' jedes Mal, wenn
es auftritt, verschieden sein. Man beachte dabei, dass jo und j; nie als Konstanten aufgefasst
werden, da sie in (2.6) durch n definiert wurden.
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2.3 Vorbereitungen

2.3.1 Elementare Umformungen mit «, ¢ und o’

Im Abschnitt 2.3.1 seien stets die Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 erfiillt. Gelegentlich
wird zur Verdeutlichung in der Formulierung der folgenden Hilfssdtze nochmals auf einige der
dort relevanten Voraussetzungen hingewiesen.

2.2 Hilfssatz: FEs gilt

fire >0,

_ 2.8
“ 7 fiir e <0. (2.8)
1+ 20 —

2
p
Auflerdem ist stets a = 0.

BEWEIS. Wegen 14+ 20 >0und p+20p—2>14+2—-2=1>0gilt

o o U‘%+%
o= <~ <
1+20 1+20 = 1+20 -2

o op—1+72

— 1420 " p+20p—2

— Jp—|—202p—20éap—1+§+202p—20+%%p
= 0<p+20p—r

= p+2p=r

— 0p>r;p

<= e=>0

Also gilt fiir ¢ < 0 aufgrund der gerade gezeigten Aquivalenz —%—

0_/

Insbesondere gilt fiir € = 0, dass %5 = 202
Zu zeigen ist noch, dass unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 stets o > 0 gilt. Da

o > 0 ist, ist auch %55 > 0. Fiir den Fall ¢ < 0 ist nach dem bereits Gezeigten

o’ o'p

o= 5 = .
1—|—20—5 p+20p—2

Wegen o > % sind hier Zahler und Nenner positiv. A
2.3 Hilfssatz: FEs gilt
% +e(l—2a) fire>0,

r“p, o fiir € < 0.
2 o’
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_o

T und damit

BEWEIS. Sei ¢ > 0. Dann gilt nach (2.8) a =

%+8(1_2a):%+<0p_ﬂ>_2 o ((,p_

9
20%p  o(r—p)

1+ 20

r—p
2

:Up—
14+ 20 14 20
_ap(1+20)—202p—|—0r—0p_ or__ .
B 1+ 20 1420
Fire <0ist a = ﬁ und deshalb
r—p+€a r—p+ r—op o’ 1
- = op — J—
2 o 2 YT ) 12020
_rop op r—op
2 1+20 -2 2(1+20—2)
T+20r—%—p—20p+2+20p—r+p
- 2
or—24+1 rlo—2141
“ i 225 % ;’):m. .
+U—5 +U—5
2.4 Hilfssatz: Seiec = 0. Dann gilt 1 —2a = 2.
BEWwEIS. Es gilt die Aquivalenz
e=0 = op=—L e L _1_9
2 p
P 1 20
— P_ —1- —1- 2 %
r - 1+20 1+ 20 “ -
. . . _ 1
2.5 Hilfssatz: Ist e > 0, sogzlta—?—;—%—i—%—l—a,
Fiir(%)()folgt insbesonderea}%p—%—;’"—}—a,
BEWEIS. Dies sicht man mit (2.9) und (2.8) folgendermafen:
Qe T 1 ar
0O——=———-——+a < —2ae = or —op — 20ar
op 2p 2 p
r—p
= —2a€:Jr—ap—20(T+€—2a6)
= —20e = —20¢ + 4aoe
= —ae =0e(2a — 1)
o€ 20 1 -1
= — = Og€& — = 0¢€ .
1420 20 +1 20 +1

In der letzten Zeile steht eine offensichtlich wahre Aussage.
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2.6 Hilfssatz: Seie > 0. Dann ist ——Fe(1 —2a) < or.

BEWEIS. Zunéchst gilt

2 1
1-2a=1-—2_ = _— fiir alle e > 0 (2.10)
1+ 20 1+ 20 o

und daher auch 1 — 2« > 0. Insbesondere ist wegen r > p > 0 auch
TP -2t = i —20) (14 222) >0
2 P 2 P
Aulserdem ist

%1%(1—2@) (1+ﬂ> >0 = -
p

r—p
p

r—p

e(l —2a) < + (1 — 2a),

was wegen (2.9) dquivalent zur Behauptung ist. Vi

2.7 Hilfssatz: Seie < 0. Dann gilt 1 —2a < 2.

BEWEIS. Nach Hilfssatz 2.2 ist @ > 0 und wegen o — % >0ist o/ =0 — % + % > 0, also

0./

, 1+2¢77%
>0 = ——5——
1 — 2« 1+2075720/

1+2¢77%
1
1420 — % — 20/

8]
1-20< = < > o
g

>1

1 1
= 0>0—-—0' =—-,
P T

was wegen r > 1 offensichtlich erfiillt ist. A
2.8 Hilfssatz: Seien r < % und o > %. Dann ist = < 1.

BEWEIS. Es wird eine Fallunterscheidung nach dem Wert von & durchgefiihrt.

/ .
H;T’ also 27 = 1+2(1772. Es reicht also zu
p p

Sei zunéchst € < 0. Dann ist nach (2.8) a =

zeigen, dass 1 + 20 — % > 1 ist. Es gilt aber

2 2
op>1 = 20p>2 — 20—-20 — 1+20—-2>1.
p p

Sei nun £ > 0. Dann ist @« = +Z— und daher % =

e . Es folgt, da o — 1—1) > 0 ist,

1420 ro o
r < — <1 = ———<1
o 1+20 (14 20)+

(1+20)(c—1+17)

<1 %
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2.9 Hilfssatz: Seip <r und op > 1. Dann ist 1 — = > 0.

£
op

BEWEIS. Es gilt nach Definition von ¢ die Implikationskette

pET = =20 = op—e=0 = 1> — Y

Schlieflich ist noch eine Aussage {iber die Anzahl der Terme zu zeigen, in denen Thresholding
verwendet wird.

2.10 Hilfssatz: Sei e = 0. Mit der Wahl von jy und ji wie in (2.6) gilt dann fir n — oo

BEWEIS. Zunéachst ist

r—p

Jjo=<(1-2a) (logn + log log n> j1 = g/(logn — log log n)
o

Folglich gilt fiir den Quotienten

J_ Q logn — loglogn
jo  o'(1-2a) logn—l—r;fploglogn.

Der zweite Faktor konvergiert nach der Regel von de I’'Hospital gegen 1, fiir den ersten Faktor
gilt aber

e=0 = T;pzap
— r—p=~20p
1
— AR
op o
T 1
= r—2=7r——+—
op o
1 1
— a(r—2):r(a——+—>g-
p rj)o

Wegen (2.10) und nach Definition von o’ ist dies dquivalent zu
a(r —2) =ro'(1 - 2a)

also auch zu

o T

o(1—2a) r—2

Das war zu zeigen. A
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2.3.2 Abschitzungen fiir die Momente

2.11 Hilfssatz: Es seien Xi,..., X, i.i.d. Beobachtungen einer (wesentlich) beschrinkten
Dichtefunktion f, m > 1 und sei g € L™(R) eine beschrinkte Funktion mit [ ¢g* = 1. Sei
weiter

gie(x) = 22g(2x — k), Vik = /]jok(x)f@)d% Yik = %Zgjk(Xi)-
i—1

Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass fiir alle 3,k € Z gilt

. (m_l)Jr
N _m m 27\ "2
B " < On (HfHo% £l ol (5) ) - (211

Die Notation legt nahe, dass g eine Waveletfunktion ist. In der Tat wird der Hilfssatz spéter
auf Wavelets angewendet, aber hier wird nicht gefordert, dass die g;; paarweise orthogonal
sind.

Fiir den Beweis wird die Ungleichung von Rosenthal benétigt, die hier nicht gezeigt werden
soll. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich bei |9, Thm. C.2].

2.12 Satz (Rosenthal): Seien Yi,...,Y, i.i.d. Zufallsvariablen und ¢* € RT mit EY; = 0
und EYZ-2 < (% < 00. Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass

m_fe(G i) sirmse 0.12)
("7, firt<m< 2.

BEWEIS (von Hilfssatz 2.11). Betrachte die Zufallsvariablen Y; := g;1(X;) — Eg;1(X;); offen-
sichtlich ist EY; = 0. Aufserdem gilt

EW|" = Elgjr(X1) — Egju(X0)|™ < 2™ (B |gjn(X1)|™ + E |Egjr(X1)[™)

< 2™ 2B g (X1)[™
= gm+igm} / 9(2z — k)" f(z)dx
R

l' .
<2mHomd £l /]R 279 |g(y)|™ dy

= 2" ED |l gl
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Fiir die zweiten Momente ergibt sich die bessere Abschétzung

(*:=EY? = E(gjn(X;) — Egjk(Xl))2 = Egi(X1) — E*gji(X1) < Eg(X1)
= [ 2(o(@a - 1) )i
R
= /]R(g(y — k)2 F(27y)27 9 dy
2
<5l [ (ot = 1)y
= I£llo lgll72 = | flloo < 00

Durch Umschreiben erhalt man noch

m
) 1 ¢
Elfjk —vl" = E - > (X)) - /]jok(x)f(x)d%
=1
1 Zn m 1 n m
=E |- > gik(Xi) — Egjx(X1)| =E - >y,
i=1 i=1
Satz 2.12 zeigt daher nun die Existenz einer Konstanten C' mit
. C (% + El},fl,'m> fir m > 2,
E gk —vkl™ < e
Mn~2 fiir 1 <m < 2,
_Jo(If1En 8 +2m B0 £ gl E nm ), m>2,
[fll&n"z, 1<m<2
JonE (I + 22 E D gl n %) 2,
% (IA1E + 27 1l gl ) 1<m<2,
m m 1 m 27 (%_I)Jr
= (113 + 27 s ol (2) - z

Ist bekannt, dass f € Bgpg(M), so kann man auch fiir die Funktionswerte von f eine Abschét-
zung angeben, die nur von den Besov-Parametern und der Schranke M fiir die Besov-Norm
abhéngt. Der folgende Hilfssatz zeigt, dass alle Funktionen in By, (M) wesentlich beschrankt
sind, und gibt eine (im Allgemeinen nicht scharfe) Schranke an.

2.13 Hilfssatz: Seien f € Dypy(M), 0" =0 — %, qg>1 und % +% = 1. Dann gibt es eine
Konstante C' > 0, sodass

1
1" 1 7

1fllae < O =277"7) "7 | fllyngy < CM(1 = 277"7) 0 (2.13)
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BeWwEIS. Nach Satz 1.6 ist Dypg C Dorroog Und || fllgrany < I1fll,pg < M, also f € Dyrroog(M).
Dies zeigt die zweite Ungleichung.

Fiir die erste Ungleichung aus der Behauptung ist, da f, ¢ und v beschréankt sind, kompakten
Trager haben und daher alle auftretenden Summen iiber k endlich sind,

I/lloc = sup | f(z)] = sup > aokpor() + Y Bdi()

TER ke, J20 ke

< Cysup |aok [lonlloe +Cy Y sup Bkl [145el
keZ Sokez

J
< C | sup laok] l9llog + D 22 sup |Bje] [[4]]
keZ j}O keZ

J
< Cmax{||@lloe s 1¥lloo } | sup laor] + D[22 sup |81 |
kEZ 7>0 Z

)

Man beachte, dass die Konstante C' sich wihrend der Rechnung veréndert, aber nur von ¢
und ¢ abhéngt (zundchst werden die Summen iiber k durch C, bzw. Cy, ersetzt, da die Tréger
der Funktionen endlich sind und daher auch nur endlich viele Summanden auftreten; danach
werden zusétzlich die Suprema der Funktionen in einer Konstanten C zusammengefasst).

7
<€ (laa- o + 22 sup 30 50

Mit n; = 23 supy, | 3jk| kann auf den letzten Ausdruck die Héldersche Ungleichung angewendet
werden:

) o 7]'0.// jo.// ) 7.]'0.// ja.// )
Imilles = H2 2 i, S H2 w112 1
o A | o\
) 7 J
= (> () Y " 2i"a <22 sup|ﬂjk|>
7=0 §>0 kEZ
1 i/ q %
q s 1y 1
(1—20f1> ]Z>0< a0

Dabei ist auch der letzte Ausdruck endlich, da f € Dyrooq (Wére er nicht endlich, wére auch
[ fllyr700q = 00, Vel Satz 1.6). Insgesamt gilt also

JZ

1

1 q
7

1 q s 1 1 q
- - E (e"+3) ,
<C H()éo. HEOO + (1 _ 2_0//(1/) (2j 7T Zlelg |ﬁjl€|>

J=20
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Q|
Qe

1 - 1" 1 q
Jr,
sC (m) llawoelge + | D (2](0 2) Sup \@'k!)

j=20

m\‘ -

||f||o'”ooq' %

=c(1-27"7)

Aus (2.11) und (2.13) folgt nun fiir alle Dichtefunktionen f € Dypq(M) direkt

2.14 Satz: Sei entweder m > 2 und n > c2/ fir eine Konstante ¢ € RT oder m € [1,2]
und n € N beliebig. Dann gilt mit der Notation aus Hilfssatz 2.11 fir i.i.d. Zufallsvariablen
Xi,..., X, mit der Dichtefunktion f € Dgpq(M)

B~ " < On %, 211
wobei C nicht von n oder j abhdngt.

2.15 Hilfssatz: Sei j = jo. Unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 gilt n > c27 (die
Voraussetzung aus Satz 2.14) fir alle geniigend grofien n.

BEWEIS. Nach (2.6) gibt es eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle n > 0 gilt
. r—py 1-2a
20 L C (n(log n) » {820}) .

Da « nach Hilfssatz 2.2 unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 stets positiv ist, folgt
die Behauptung. A

2.3.3 Grofie Abweichungen

2.16 Satz: Sei jo < j < j1 und 2t < CN'% fiir ein konstantes C € Rt. Dann gibt es fir alle
v = 1 positive Konstanten K, C, die nicht von n oder j abhdngen, sodass gilt

N K ] .
P ((ﬁjk e 3\/%> <2027, (2.15)

Man kann hier K = cyv/M V 1 mit einem ¢ € R wihlen, fir das ¢® > 8log(2) (1 + 3¢ vl )
gilt. Dabei ist M der Parameter der Klasse Bgpg(M).

Dieses K ist als das K aus der Behauptung von Hauptsatz 2.1 festzulegen, das den Schwel-
lenwert fiir die Schétzer (3, bestimmt. Welche v zu verwenden sind, wird in Satz 2.28 und
Satz 2.29 ndher beschrieben.

Der Satz gibt eine Schranke fiir das Ereignis an, dass der empirische Waveletkoeffizient Bjk
und der wahre Waveletkoeffizient (3;;, nicht nahe beieinander liegen. Fiir den spéiteren Beweis
von Hauptsatz 2.1 wird dieser Satz in dem Sinne verwendet, dass ,grofe Fehler des Schétzers
selten sind“.

Man beachte, dass die Bezeichnung log(2) wieder den natiirlichen Logarithmus von 2 darstellt,
nicht etwa die Logarithmusfunktion zur Basis 2.
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2.17 Hilfssatz: Unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 gilt 271 < C’Jﬂl (die Voraus-
setzung von Satz 2.16) fir alle geniigend groffen n.

Insbesondere ist auch n > ¢2/ (die Voraussetzung aus Satz 2.14) fiir alle geniigend grofien n
erfillt, sofern jo < j < j1 gilt.

BeEwEIS. Mit (2.6) gibt es eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle n > 0 gilt

<o) also J1 < cl (logn — loglogn).
logn o’

Da nach Hilfssatz 2.8 auch 2 < 1 ist, folgt

K3 K3
o

1271 < C’g/ (logn — loglogn) Cnia < ClognLa < Clogn
o (logn)«’ (logn)«’

< COn.
logn A

~|

Zum Beweis von Satz 2.16 wird eine dhnliche Aussage wie die Ungleichung von Rosenthal
benotigt, allerdings nicht flir Erwartungswerte, sondern fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Zufallsvariable grofte Werte annimmt.

2.18 Satz (Bernstein): Es seien Y1,...,Y, beschrinkte i.i.d. Zufallsvariablen mit EY; = 0
und EY? := (? < oo und |Y;| < N < oo fiiri =1,...,n. Dann gilt fiir alle A > 0:

ik Zn:Y > A <2 n
— f <2exp | ———7— .
n 2 Pl e+ Iy
Der Beweis ist bei [9, Thm. C.1] zu finden.

2.19 Hilfssatz: Seien Xi,..., X, i.i.d. Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f € Dgpq(M)
und sei Y; = jp(X;) — E;i(Xi). Dann gilt (* :== EY? < C||f|l., < CM < o fiir eine
Konstante C > 0.

BEWEIS. Die erste Ungleichung folgt wie im Beweis von Hilfssatz 2.11. Die Voraussetzungen
von Hilfssatz 2.11 sind hier ebenfalls erfiillt, da ¢ eine Waveletfunktion ist. Aus (2.13) folgt
£l < OM < . 2

BEWEIS (von Satz 2.16). Ahnlich wie bei der Ungleichung von Rosenthal wird die Unglei-
chung von Bernstein angewendet auf Y; := 1;,(X;) — Ev;;(X;). Man beachte, dass die Y;
dann beschrénkt sind, da die Waveletfunktionen ;, kompakten Tréger haben und stetig sind
(die Multiskalenanalyse ist nach Konstruktion von TW [-regulér fiir ein [ € N). Offensichtlich
ist £Y; = 0 und nach Hilfssatz 2.19 gilt EYi2 < 00.

Genauso wie im Beweis zu Hilfssatz 2.11 geht die linke Seite von (2.15) tiber in die linke Seite

der Bernsteinschen Ungleichung mit A := %\/% . Zunéchst gilt
N = max |Yj|= max [¢(X;) — E(vr(X7))]
i=1,...,n i=1,...,n
< max i (X)| + max | Evyp (X))
i=1,...,n i=1,...,n

i i i
S Yjllog + 1kl = 22 ¥l + 2% 1Pl = 2- 22 [[¥]| - (2.16)
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Mit der Ungleichung von Bernstein ergibt sich dann

n 3

A K K2
P <‘ﬂjk—ﬂjk‘ > 3\/%> <2exp | — "ru .
2 (2224 ol § /)

K2
4n

<<2+2 2% 1. —3

< 2exp | —

K
(2% ol o2 %)

< 2exp

Dabei wurde im ersten Schritt (2.16) verwendet, im zweiten Schritt j < j; und im dritten
Schritt C'27% > \/Z also die Voraussetzung 2L C ﬂ..

Nun wihlt man ein v > 1, ein ¢ € R* derart, dass ¢ > 8log(2) (1 + 3c|[¢||) gilt, und setzt
= cyv M V1. Aus Hilfssatz 2.19 folgt aulerdem C2 < CM und daher insgesamt

o= ] > 1) < 20p (- COLVAN
P (‘ﬁjk ﬁjk‘ >3 \/;) S 2e p( (CM+lcmVCWHoo)>

8log(2)(1 + g [[¢llo )(MV1)72j>
CM+ c\/—’VCWH )

3log(2)(1 + CH%Z)H )(M Vv 1)7%)
3CM+C\/ V 1yC |19l 5

(]
(-
< 10g(2)(3 + ¢ [[¥]loo) (M V 1)7* J)
(e
(5

<2
P 3CM+C (M V 17C [9]|
< 2 (BRI IV V1)
exp
3CM7+C(MV1)’YCH¢H
< 2o (B Lol JOT V112 )
exp
3C(MV 1)y +c(MV1)YC 9|
( 15 10g(2)(3 + cl[¢lloo) (M V 1)y >
CMVT1)B+ ¢l
—QCeXp log 2™ W) =2C .27, Vi

2.3.4 Normungleichungen

J1

Seir > 1 und f = Z Z fjk@bjk eine zufallige Funktion (eine Funktion, deren Waveletko-
j=jo kEZ

effizienten nicht deterministisch, sondern von den Beobachtungen der Dichtefunktion f ab-
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héngig, also o(X1,..., X, )-messbar, sind). Spater, im Beweis von Hauptsatz 2.1 werden diese
Koeffizienten fjk Summen und Differenzen aus den Bjk; des Schéatzers TW und den wahren
Koeffizienten (3;, sein. Um eine fiir den Beweis von Hauptsatz 2.1 brauchbare Abschétzung
zu erhalten, sind zunéchst zwei Hilfssédtze notig.

2.20 Hilfssatz: Seir > 1. Dann gilt

Z 1D;

Jj=jo

_r_
A2

(2.17)

BEWEIS. Die rechte Seite ist die r-te Potenz eines Summanden der Besovnorm Jy,(,x2)( f),
falls dies ein endlicher Ausdruck ist, muss wegen By,(r2) C L" (vgl. Satz 1.6) auch die linke
Seite endlich sein. Nach Definition der Projektionsabbildung D; und mit der Jensenschen
Ungleichung folgt

Ji
Z Z Firtbi

j=Jjo keZ Lr J=Jo J=jo
1
TA
r/\2
J=jo
Potenziert man beide Seiten mit r, folgt die Behauptung. Vi

2.21 Hilfssatz: Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiirr > 1 gilt

123}, < €2 G0 3|l (218)
keZ

BEwEIS. Mit Satz 1.5, angewendet auf Djf und mit g = fjk, p=r, gilt

ijk%k < <622j G-7) ) HfJ o = 23 Z‘fﬂf‘

kEZ r kEZ A

105 Iz =

LT

Zur kiirzeren Schreibweise seien fiir x € R und fiir das r aus der Behauptung von Hauptsatz 2.1
stets

Ji
)= 2 und £i= — (2.19)
J=jo
definiert. Die beiden folgenden Aussagen werden an zentraler Stelle im Beweis von Haupt-
satz 2.1 mehrfach niitzlich sein.

2.22 Satz: Sei jo < j1. Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass

max{jox,j1x}
S(x)g{CQ , T #0,

2.20
jl _.j07 z=0. ( )
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Zur Voraussetzung jo < j vergleiche Satz 2.27.

BEWEIS. Der Fall x = 0 ist klar, es gilt dann sogar Gleichheit. Sei also z # 0. Dann gilt mit
der geometrischen Reihe fiir den Fall xj; < xjo:

g 9zjo _ 9z(j1+1) 92jo

> 207 = < = 02",
= 1— 27 1— 27
=Jo

Fiir zj; > xjo ergibt sich insbesondere 2700—1) < 1 und 2 > 0 (da nach Voraussetzung
J1 = jo gilt) und folglich

J1 o
> 2T g L gmir (g _gr) — 22T 2t ]1)2”1 <2 ovir _ comin
1—2° 20 — 1 20 — 1
Jj=jo A

2.23 Hilfssatz: Seien jo < j1, 7 > 2, und § wie in (2.19). Dann gibt es eine Konstante
C > 0, sodass

S C290(r5+8)  falls k < 0,b < 0
S(x6)E7US(0) < e Jolls & (2.21)
21 (r5+0) falls kK > 0,b > 0.
BEWEIS. Wegen (2.20) gilt, da & positiv ist,
Sre)EVsm) < C (gmax{jonf,ms}> G pmax(sabt)
_ comax{ion; 25 ("5%)din;Ig (757) fHmax{job.ib)
— C2max{jolig,j1/€%}+max{job,j1b}.
Mit der Voraussetzung jo < j1 folgt nun die Behauptung. A

2.24 Satz: Seir > 1 und jo < j1. Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle k € R und
fir & aus (2.19) gilt

J1
> 26N B fil", 1<r<2,
) =) keZ
BIfll, <§ kR (222)
CS(mf)(gfl) Z 9i(5-1-%) ZE fik "or>2.
3=jo kEZ

Wird k = 0 gesetzt, kann man die zweite Zeile fir alle r > 1 verwenden.

BEWEIS. Zunéchst zum Fall » € [1,2]. Mit (2.17) und (2.18) ergibt sich

J1 r J1 J1
< B0 = B, <0 Y 2GS B

Jj=Jo Jj=Jjo Jj=jo ke

E| f
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Fir r > 2 wird die Hoéldersche Ungleichung, angewendet auf die zueinander konjugierten
Exponenten 5 und =5, benétigt. Fiir alle x € R gilt nédmlich

J1 Ji
Sl = 3o |22 D,
J=Jjo J=Jjo
. T72 . 2
J1 . r J1 ' . r\ "
ol DIE il B DI Co LRI
Jj=Jjo J=Jjo
. r—2 ] 2
J1 . r J1 . R r
(o) (Lo
Jj=Jjo J=Jjo
Damit ergibt sich
r r—2 2 %
J1 . 2 ji . T J1 . . r
E\ YDl | <E|| D 2" > 27| DifIl,
Jj=jo Jj=jo J=Jjo
r=2.r 2.r
jl ' B} r 2 jl . . r 2
S D3Ed I D or s N/
Jj=jo J=jo
, 1
J1 o J1 . R
- (L) Senl
J=jo J=jo
=22 Y 27E|Df|,
J=Jjo J=jo
J1 ' .
SOS(e)™! Y 2T Y B fl"
Jj=jo keZ

Dabei ging in der letzten Abschitzung Hilfssatz 2.21 und die Definition von S aus (2.19) ein.
Mit (2.17) und r A 2 = 2 folgt dann die Behauptung. Vi
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2.4 Beweis des Hauptsatzes

Zur Erinnerung an die Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 sei f € Dypy(M) mit op > 1 und
1<p<r<oo,r<%und

K3

270(n) — (n(logn)%ﬂﬁ?o})l_m’ 9d1(n) — < n )0/ )
logn

Es gilt zundchst f = Ej  f + Djyj, [ + [ — Ej,+1f, wobei wie {iblich £}, die Projektion auf den
Raum Vj, ist und Dj;, f die Projektion von f auf den Teilraum W, @ --- & Wj;:

J1
Ej f(z) = Z Gk Pjik () Djyj, f(x) = Z Z Bikthj ().
ke’ J=Jjo k€7
Es besteht ndmlich die Zerlegung (vgl. die Definition der Raume V; und W; in Kapitel 1)
Vii =V @ Wy, ==V, @Wj, @ W1 @ --- @ Wy,

und daher die Beziehung Fj;, 11 = Ej, + Dj,;,. Der abzuschétzende Fehlerterm von (2.4) wird
also zunéchst aufgeteilt in

.
E|TW — fl: <37 [ B | > djoreson(x) = Eiof|| -+
ke L
' ) (2.23)
J1 B
+E|> Y Biwtbin(@) = Djoju f|| +If = B+ fII7
J=Jjo kEZ Lr

Der erste Term beschreibt den Fehler des linearen Anteils von TW, in dem ohne Thresholding
gearbeitet wird. Die Abschéitzung des zweiten Terms wird den meisten Aufwand erfordern, er
gibt den Fehler des nichtlinearen Anteils von TW an. Der dritte Term ist ein Bias-Term. Die
Konstante 3" wird im weiteren Beweis, wie alle anderen Konstanten, keine Rolle spielen.

2.4.1 Linearer Term

2.25 Satz: (i) Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass

2Jo 5
<C < > , (2.24)
n

r

E|> " djorpior(@) = Ejof

kEeZ

LT

(13) Nach der Wahl von jo(n) in (2.6) erreicht dieser Term die Konvergenzrate aus (2.7),
fallse =0 und 2Lp < % ist. In den ibrigen Fillen ist er vernachldssigbar gegen die Terme
aus (2.7).
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BEWEIS. (i) Zunéchst folgt mit Satz 1.5:

s s

=F
LT

D ok = or) @ik ()

kEZ
< CQQjOr(%i%)E HCAMJ'O. — Qe ||2T

=25 3" B |ajn — ajosl”
keZ

B> djorpion(®) = Bjof

keZ L

Lést man die Summe auf, kommt der Faktor 270 dazu. Da |supp ¢j,x| = 277 |supp ¢,
lduft die Summe iiber insgesamt C' - 2% Summanden, wobei in der Konstanten C die
Triager von f und ¢ eingehen. Plakativer ausgedriickt: Da der Triager von ¢j,, kleiner ist
als der Triiger von ¢, sind im jo-ten Level 2/°-mal so viele Summanden in der Wavelet-
Entwicklung nétig. Der Tréger von f kommt dabei implizit in den o, vor, die auferhalb
von supp f verschwinden miissen. Daher konnen auferdem alle Summanden nach (2.14)
abgeschétzt werden (vgl. zur Anwendbarkeit von (2.14) auch Hilfssatz 2.15)

T

< C2i09i0(5-1) sup E |&jor — ajor|”
keZ

E Z &]’Ok@jok(x) — Ejof

keZ

LT

< CP05ip 73

2Jo 5
(%)
n

(i) Seie =0, also op =5, u

und
( (logn) ; > ( (logn) ;p)l_m,

und daher gilt

» r— 1—2«
(2]’0“”) ¢ [ (nttogm ) — 7 (logn) (B35 0"

" " (2.25)

= (logn>ar (log n)T(%_%_%»
n

L Nach (2.6) wiichst 270(") asymptotisch wie

T < i
2\q

N3

Nun ist wegen € = 0 und (2.9)
1 —
L———%:O@r—p—%ﬁ:()(:)r—p—fn P 0,
2p 2 P 2

was offensichtlich erfiillt ist. Folglich verschwindet der letzte (logn)-Term und es

bleibt
27o(n) : _ (logn\*"
n “\n )
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Das ist aber die gleiche Konvergenzrate wie in der Behauptung (2.7), da wegen
< % und also —% < —q gilt

2p
2 1 *
-2 199 — <——£) —0.
2 qr
Der (logn)-Term féllt also in diesem Fall auch in der Behauptung weg.

Ist € = 0, aber 55 > 1 so fillt der (logn)-Term zwar wie in (2.25) weg, aber nicht in

(2.7). Die Konvergenzrate ist damit also echt besser als in der Behauptung und die
rechte Seite von (2.24) folglich vernachléssigbar gegen die rechte Seite von (2.7).

Ist e < 0, so verhilt sich 270(™ asymptotisch wie n'~2% und daher

2jo(n) 2 - nlf%‘ % _ n—on‘
n n ’

was vernachléssigbar gegen die in Hauptsatz 2.1 behauptete Schranke (log n)®" n="
ist.

Fiir € > 0 gilt wieder wie oben

jon) \ 2 P 1 ar
(20 ) — nor(log ) (FE=%+0)r)

n

wogegen in Hauptsatz 2.1 (logn)* n~" als obere Schranke angegeben wird. Da

die n™"-Terme iibereinstimmen, ist zu zeigen, dass gilt

Da nach Hilfssatz 2.2 o > 0 und nach Voraussetzung von Hauptsatz 2.1 op > 1
gilt, ist auch Uip > 0. Dann folgt die Behauptung aus Hilfssatz 2.5. 7

2.4.2 Biasterm

2.26 Satz: (i) Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass

If = Ejya [l < G277 (2.26)

(13) Nach der Wahl von ji in (2.6) erreicht dieser Term die Konvergenzrate aus (2.7) falls
€ # 0 oder falls e = 0 und ﬁ < % gilt. In den ibrigen Fillen ist er gegen die Schranken
aus (2.7) vernachldssigbar.

Diese Aussage ist dafiir verantwortlich, dass die Behauptung von Hauptsatz 2.1 gegeniiber
[4, Thm. 3] abgeschwécht wurde. Die rechte Seite von (2.26) erreicht nédmlich auch im Fall
€ > 0 genau die in Hauptsatz 2.1 behauptete Konvergenzrate, die echt schwécher ist als die
Behauptung aus [4, Thm. 3.
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BEwEIS. (i) Es gilt zundchst wegen der Zerlegung (1.1) und dann wegen Satz 1.5

1f =B fll- = | Do Difl| =120 D Bintin

> L |l3>0 ke I

< Z Zﬁjk%‘k

j>j1 keZ Lr

<Y PG D8, .

J>J1

Aufgrund von Satz 1.6 folgt im Fall r > p: f € Bypq C Byirg C Byiyoo und im Fall r = p
wegen 0/ =0 — 1—17 + % = o die Einbettung f € B,pq C By/roo. Insbesondere ist

Jj=0

da die linke Seite ein Summand der Norm || f||,/,, ist. Es ergibt sich

sl 1Ny o seory 11Ny o1 1
1 = B fle < Y 226 2 i 509 a0 gy,

J>j1
€ 3 ey Hi-ho
J>J1
=C Z 9-i(—3ts+o'+3-3) = ¢ Z 9—jo’
J>J1 J>J1

Mit der geometrischen Reihe folgt schlieflich die behauptete Abschétzung;:

T

If = Ejya fll, < C | D 2797 | =20y gmiolr — ¢
J>j1 j=0

1
1—2-07

e ilay

(73) Nach der Wahl von j; in (2.6) ergibt sich fiir die asymptotische Schranke des Biasterms

27j1(n)o/r o n o’ _ logn or .
logn n

Fiir € # 0 ist das genau die in (2.7) behauptete Schranke. Das Gleiche gilt, falls € = 0

und % < % ist, wie man genauso wie beim linearen Term sieht (der Positivteil, der in
1

r

(2.7) vorkommt, féllt in diesem Fall weg). Ist € = 0 und 55 > _, ist die Schranke in
(2.26), wieder wie beim linearen Term, echt besser als die in (2.7) behauptete Schranke.iA
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2.4.3 Nichtlinearer Term

Wie bereits in der Diskussion direkt nach Hauptsatz 2.1 angedeutet wurde, ist der Schéatzer
TW in vielen Fillen tatséchlich nichtlinear, weil jo < j; ist und daher die Waveletkoeffizienten
mit Thresholding nicht in einer leeren Summe stehen. In den Fillen, in denen TW zu einem
linearen Schétzer ausartet, sind auch die im Folgenden bewiesenen Konvergenzraten nicht von
Interesse, da sie gar nicht benotigt werden. Allgemeine Aussagen zu linearen Schéitzern folgen
in Kapitel 3.

Fiir alle Abschitzungen des nichtlinearen Terms gilt daher ohne Einschrankung die Gene-
ralvoraussetzung jo < j1. Ist diese Voraussetzung nédmlich nicht erfiillt, tritt iiberhaupt kein
nichtlinearer Term in TW auf.

2.27 Satz: Seip <r und e # 0. Dann gilt jo(n) < ji(n) fir n > 0.

Insbesondere kommen in diesen Fdllen im Schéitzer TW auch die nichtlinearen Schétzer Bjk
tuberhaupt vor.

BEWEIS. Nach (2.6) ist

Jjo=<(1-2a) <logn + ﬂ]l{€>0} log log n) , 1 =< ﬁ/ (logn — loglogn) .
D o

Da der iterierte Logarithmus gegen den einfachen Logarithmus vernachléssigbar ist, ist die
Anzahl der Summanden iiber j im Wesentlichen proportional zu log n.
Sei € > 0. Nach (2.10) ist 1 — 2a = & und damit fiir n > 0

o o
— < —

@ 1 1
.]0<.]l<:>1_2a<_/<:> /<:)>O'/<O'<‘:>O'__+_<O-’
g o P r

was gerade fir p < r erfillt ist.

Sei nun € < 0. Dann folgt die Behauptung aus Hilfssatz 2.7. 7

Fiir die Abschéitzung des nichtlinearen Terms werden sechs Mengen definiert:

= {k‘ ‘B]k|>K\/%}, Sj ::Bj[‘:v
K /j c

Bj = {k‘ ‘6]k‘>?\/;}7 Sj ::Bj,

B = {k: \6-k\>2K\/z s .= BL,
J J n ’ J J

Man beachte, dass K darin noch von (einem noch ndher zu bestimmenden) - abhéngt.

ok
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Damit gilt nach Wahl von Bjk-

J1 Ji
DO Biktin(@) = Digin f = D> (Bik — Bix) i

J=jo ke J=jo kEZ
Ji ~
=D D (B = Bi) ikl e,
Jj=jo keZ
J1
+ 2D (0= Bin)vinlges y
Jj=Jjo kEZ
Ji ~
Jj=jo kEZ
J1
- Z Z 5jkwjk]l{k65’jﬂ(3;.u5§)}
Jj=Jjo kEZ
Ji ~
Jj=Jjo kEZ

71
+ Z Z(ﬂjk - ﬂjk)@bjkl{kijHBj}

Jj=Jjo k€Z

J1
— | 22 D Birtird e )

J=Jjo k€Z

J1
+ 20 2 Bl freg ns)

J=Jjo kEZ
= (ebs + 6bb) - (esb + ess)a

wobei die vier am Schluss neu definierten Terme die nahe liegenden Bezeichnungen tragen.

Nun werden also nacheinander die vier Terme ey, €, €5 Und egs abgeschatzt. Wie iiblich
folgt namlich
. T
J1 3
E|D ) Biwtjr() — Djosr f|| <

J=jo kEZ Lr

A" (Eleslzr + Ellewlr + Elleslr + Ellessllr) -

%unéchst zu den ,gemischten Termen“ ep; und eg,. Sie beschreiben grofse Fehler der Schétzer
Bjk- Es sei an Satz 2.16 erinnert, der besagt, dass solche grofen Fehler des Schétzers ,selten
sind.
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rt rt

2.28 Satz: (i) Sei jo < j1. Sei weiter t > 1 so gewdhlt, dass ;=7 > 2, und sei vy > 5
gentigend grof3. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, sodass gilt

E|legs|ls < Cn290(5=7),
(73) Diese Schranke ist vernachlissigbar gegen die rechte Seite von (2.24).

Vergleiche zur Wahl von « auch die Aussagen von Satz 2.29 und Satz 2.16.
BEWEIS. (i) Setze fjk = (B]k — ﬁjk)l{keéjmsj}' Nach Konstruktion gilt offensichtlich

N N K 1
Bj ﬂSj C {k: |ﬁ]k _ﬁjk‘ > ?\/%} =: Ajk-

Damit und mit der Holderschen Ungleichung, angewendet auf zueinander konjugierte

Exponenten ¢ und ¢,
S E|ful" =Y B|(Bie = 0i0) Lnennsy| < 20 B (1B = Bitl Lren,y)
keZ

keZ kEZ
<> B(

kEZ

1
Bk = Biel” )t P(Aj)T.

Wegen der Voraussetzung % = rt’ > 2 und wegen Hilfssatz 2.17 ist (2.14) anwendbar.
Zusammen mit (2.15) ergibt dies ((2.15) ist ebenfalls wegen Hilfssatz 2.17 anwendbar)

Z E|fjk|r < Z Cnf%'tiP(Ajk)% <Cn~ 22 supP(Ajk)% < COn 2217
ke ke kez

Beim Auflésen der Summe ist wieder ein Faktor 2/ dazu gekommen. Vergleiche hierzu
den Beweis von Satz 2.25(7).

Nun wird eine Fallunterscheidung nach dem Wert von r durchgefiihrt.

Sei r > 2. Aus (2.22) folgt dann fiir ein beliebiges x € R und fiir das £ aus (2.19)

. ™
J1
Ellessllir = E (DD Fitbj

j:jOkEZ Lr
J1
CS(re) (51 3 2i(5-1-%) S EB|ful

J=jo keZ

J1
< 08(re)E) Y 29(51-%) 032007

J=Jjo
J1
= 0S(re)ED) S 2% )3
J=Jjo
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Wiéhlt man nun £ < 0 und v > 1 geniigend grof, sodass (1 — k)5 — % < 0 gilt,
dann folgt aus Hilfssatz 2.23
Elleps|l}, < Cn=520(s5+1-05-3) — opp=5990(5-7),
Ist r € [1, 2], folgt aus (2.22) zunéchst

Ji

' Ji
F HebSHZT‘ <FE Z Z fjkwjk <C Z 2]'(%,1) ZE‘f]k‘r

J=jo ke, I J=jo kez
J1 )
<0 209y
J=Jo

r

o —ta(T T
=Cn 25(2 t)
< on—somax{io(5-3)s1(3-%)}
= C’[’Lig2j0(§_%)

Dabei ging die zur Voraussetzung ~v > %t dquivalente Ungleichung § — 7 < 0 ein,
zusammen mit (2.20).

Das war zu zeigen.

(17) Da «,t > 1 gewdhlt waren, ist diese Schranke asymptotisch stets echt kleiner als die
Schranke aus (2.24) und daher fiir die Behauptung von Hauptsatz 2.1 irrelevant. %

2.29 Satz: (i) Seijo < j1. Es gibt eine Konstante C > 0, sodass gilt
E e}, < €270+, (2.27)

(i1) Wahit man v > 1755 — o'r geniigend grofs, ist dieser Term gegen die rechte Seite von
(2.26) wvernachldssigbar.

In dieser Aussage wird eine quantitative Definition fiir v angegeben, die auf die behauptete
Konvergenzrate zugeschnitten ist und nur vom betrachteten Besovraum B,,, > f abhéngt,
nicht von sonstigen freien Parametern (vgl. Satz 2.16 und Satz 2.28). Bisher war v > 1 stets
ngentigend grofs* gewdhlt.
BEWEIS. (i) Setze fjk = ﬁjk]l{keé‘ij’.}' Wie bei Satz 2.28 gilt auch hier gjﬂB} C Ajj. Da
J
die f3;, deterministisch sind, folgt nach (2.15) (dies ist anwendbar wegen Hilfssatz 2.17)
r T
> Blfkl" =D ElBil fres )
keZ keZ
=D 18l" P(S;n Bj)
kEZ
<O Bl 27
kEZ
= C 18Iy, 279277 Fa = rggl e =

r

.y L r )
< 2D sup (2D gy ) 27,
Jz
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Das Supremum ist ein Summand in der Norm | f]|,/,., und aufgrund der Einbettung
f € Dopg C Dyrrqg C Dyiroo aus Satz 1.6 endlich. Damit ergibt sich nun

T
SO B|ful” < c2miCrrE) <S”p2] I HZT)
keZ 20
,
< 02 T+5-14+) (HOéo o+ sup 277 |55 ”ﬁr>
j=0

= co7rr e £,

<C2 j(o’ TJr%flJr’y)M )

Man beachte hier, dass wegen Satz 1.6 Dgpg(M) C Dyrrg(M) C Dyrroo(M) und die
Abschétzung || f]| < M gilt.

o’'roo

Sei nun zunéchst » > 2. Fiir den abzuschétzenden Term ey, folgt dann mit (2.22)

r

J1
Elesly=E(> Birtik L {kes,nm;)

J=Jjo kEZ Lr
J1
) S gi(5-1-03)
Jj=jo kEZ
J1
(l‘ig 22] —71 KL )2 jlo’ 7‘+——1+’7)M7‘
J=jo

= CMTS(F&f)(g_l)S (—r (g + O'/> - 'y) .

Analog zum Beweis von Satz 2.28 kénnen nun £ < 0 und v > 1 geniigend grofs
gewihlt werden, sodass —r (& + 0’) —~ < 0 ist. Dies fiihrt mit (2.21) zu

Elles|ls, < cmro2(s+(=r(5+0)=v)io — co=(ro"+mio

Fiir r € [1, 2] folgt aus (2.22) zunéchst

T

J1
Ellesslyr =B > > Biktbinl res,nm)

Jj=Jjo k€Z

LT
g1
<C Z 9J(5—1) ZE|fjl€|T
Jj=jo kEZ

<C Z 93 (5—1)g—i(o'r+5—1+7) g7

=CM"S (—ra’ — ’y)
= M2 Il )
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Dabei ging die Wahl v > 1 ein, da nach Voraussetzung von Hauptsatz 2.1 r > 1,
o’ > 0 und daher insgesamt —ro’ — v < 0 gilt, sowie (2.20).

(ii) Seiy = %= — o'r und so grok, dass aukerdem die oben schon verwendete Ungleichung
—r (% + U’) — v < 0 gilt. Dann ist fiir n > 0 wegen (2.6)

ro

(B [lewlly) " = C2007 5 70"7) = oot

. 1-2a\ T-%a
= ((n(logn)Tpﬂ{Ew}) a) e

T— ar
= (n(log n) Tpl{6>0})

’

arZ; o,

Daher ist 27177 vernachlissigbar gegen (F Hestzr)_l, was durch potenzieren mit —1
die Behauptung liefert. A

Nun zur Abschitzung der Hauptterme ey, und egq, die ein dhnliches Verhalten von Schét-
zer und wahrem (3, abdecken. Bei ey, nehmen sowohl der Schétzer (3;; als auch fj; selbst
betragsméfig ,.grofse” Werte an.

2.30 Satz: (i) Seijo < j1. Es gibt eine Konstante C > 0, sodass

C2max{*jo€7*j15}n_% fd?” I 7é 07

r—p

EHebeTI;r < c (]_1) 3

n

fire=0.

(13) Dieser Term ist vernachlissigbar gegen die in Hauptsatz 2.1 behaupteten Konvergenzra-
ten.

BEWEIS. (i) Sei fjk = (B]k — ﬁjk)l{kijOBj}' Dann gilt, weil fiir alle r > p > 1 trivialer-
weise 1P = 1" gilt, und wegen (2.14) und Hilfssatz 2.17

S Ll = Y B (18— BirlLpnen,nmy) < D0 E (1B = BilLinen,y)

keZ keZ kEZ

=Y E (!ﬂ]k - ﬁjk‘)r (1{’“631})p

keZ

<Cn2 Z (]l{k;eB]-}>p

kel
2|8kl [n
K Vi

p
)

<Cn2 Z
kEB;
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letzteres nach Definition von B;. Weiter gilt

P
2

~ rn
S E|fik] <COni= > Bl
ke ? keB;
< Cn_TTj_a 2j(0+%—;)ﬁ P g—ilotg—pp
Vig

= on= TR g

opoo

< Cnfrgpj*§2*j(0+%*%)pMp.
Hierbei folgte aus Satz 1.6, dass || f||? . < MP ist.

Tpoo

Ist e = op — % > 0 und 7 > 2, wihlt man ein x < 0 derart, dass —e — § < 0 erfiillt
ist. Daraus folgt dann mit (2.20) und (2.22), und da j~% < 1 ist,

J1
Elew|;, < CS(ng) 570 3" 21 GT1=F) N gl |

J=Jo kEZ
Ji
< 08(r)E ) 3 215 o172 b Iy
J=Jjo
Ji
< OMPS(k&) 52" 37 93515 —ov-54)
7=jo (2.28)
Ji
= C8(re)E I Y 2% )
Jj=Jo
=Cn~ (5-1)g(_c_ BT
Cn~2 S(k€)\2 S(&? 2)

< On~ 2 7o

— Cn*% 2max{fj0€,*j15}.

Dabei fiel das oben gewéhlte k € R nach Anwendung von (2.21) weg.
Falls € < 0 und 7 > 2 ist, wihlt man ein xk > 0, sodass —¢ — § > 0 gilt. Wie in der
Abschétzung (2.28) ergibt sich zunéchst

B lewlly, < Cn=" 2" S(rg) (375 (=e = ).

und wieder mit (2.21)

E |lew|;, < Cn~2 2711 = O~ 2" gmax{—jos,—jie},
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p
2

<1

)

Fiir € # 0 und r € [1, 2] gilt nach (2.20) und (2.22), sowie wegen j~

J1
E el < C Z 2i(5-1) ZE|fjk|r

J=jo kEZ

<0 2t Rty

Das war zu zeigen.

Ist € =0, so folgt wegen der Voraussetzung op > 1 direkt
1<Up:% = 24+p<r = r>2

Setzt man in (2.22) nun x = 0, ergibt sich hier wegen f € Bgp,(M)

Pllenlf, < CMPS(0)5-1 3 /604ty

J=jo
<0Mp ]1_]0 1Z2j n_rgp
J=jo
_p T
C(j1 = Jo)? 122]0 2n
J=jo

I\D\'B

wobei Hilfssatz 2.10 verwendet wurde. Das war zu zeigen.

(73) Sei zunéchst € > 0. Dann muss nach Voraussetzung max{—joe, —j1£} = —joe sein und
daher mit (2.9) und (2.6)

n_% 2max{_j05=_j15} — n6(1—2a)—m~2_j05

- nz—:(172a)farnf€(1f2a) (10g n)fr’%ps(172a)
=n""(log n)_r?%pe(l_%‘).
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Der n=%"-Term ist bereits der gleiche wie in der Behauptung von Hauptsatz 2.1,
es ist also nur zu zeigen, dass die Potenz des (logn)-Terms hochstens ar ist. Dies
folgt aber aus Hilfssatz 2.6.

Fiir e < 0 wird ahnlich verfahren. Dann ist ndmlich max{—joe, —ji€} = —ji€ und
wieder nach (2.9) und (2.6)

n7%2max{fjo€,fj1€} — permarg—iie &

Wieder erreicht der n~*"-Term die in (2.7) behauptete Konvergenzrate; dass der
(log n)-Term vernachlissigbar ist, folgt aus der Aquivalenz

aE ,
— <ar &< <o
o
Es ist namlich nach Voraussetzung ¢ < 0 und o’r > 0 weil op > 1, 7 > p und
drzap=op-L+Pls1-148>0
p o r
Sei € = 0. Die in (i) fiir diesen Fall gezeigte Schranke geniigt der Behauptung aus

Hauptsatz 2.1, denn

r—
P p

(@) v o))’
— =n""2 [logy
n logn

r—p (6% r;p
=n 2 (; (logy n — logs log n))
_r—p [ %
<n 2 (; log, n>

—Cn 7 (logn) 2"
=Cn~ “"(logn)*"

wegen € = 0 und (2.9). Dies ist entweder genau die behauptete Konvergenzrate
oder ist gegen diese vernachléssigbar. A

Der letzte abzuschéitzende Term ist ez, der den Fall behandelt, dass sowohl Schétzer als auch
wahrer Waveletkoeffizient betragsmafig ,kleine* Werte annehmen.

2.31 Satz: Sei jo < ji. Der Term |less|| » erreicht hochstens die in (2.7) beschriebene Rate.

Die Hauptlast des Beweises tragt ein Ergebnis des Artikels [5]. An die Notation und die
Voraussetzungen dieser Arbeit angepasst besagt ndmlich [5, Thm. 3|:

2.32 Satz: Seir 2 p =1, |[lo;(p9) eine Besovnorm und Bypg(M) ein Besovraum. Sei weiter

Q(0; H'”Or(r/\Q) s Bopg(M)) := sup {HfHOT(T'/\2) t f € Bopg(M), |Bji| <6 fiir alle jvk} )
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wobei die B, die Koeffizienten in der Waveletentwicklung von f sind. Dann gilt fiir alle
gentigend kleinen § > 0:

s 2

Q8: [ lor(rnzy « Bopa (M) = M'=275% (1og M

BEWEIS (von Satz 2.31). Zunéchst ergibt sich mit Satz 1.6

J1 J1
lessllpr = Z Zﬁjk%kﬂ{ke@msﬁ < Z Z Bikjk
J=Jjo kEZ Lr J=jo keS; I
J1
<D0 Bk
T=Jo kes; 0r(rn2)

Nach Definition der Menge S} gilt fiir alle 3;;, mit k € S;- die Abschétzung

1Bsx] < QK\/Z <22 =05, (2.29)
n n

Da es um asymptotische Betrachtungen fiir n — oo geht und da nach (2.6) j; sublinear
(ndmlich im Wesentlichen logarithmisch) wéchst, wird schlieflich §,, ,geniigend klein* und
Satz 2.32 damit anwendbar. Nach obiger Rechnung folgt also, da die 3;; deterministisch sind,

1
T

(E HessHEr)

N

J1 "
Z Z BikWik

J=jo keS]

Ji
= 11D D Birtoji

J=jo kes;

0r(rn2)

0r(rA2)

Z QjokPjok + Z Z ]15” ]kwjk

kEZ Jj=jo kEZ

N

0r(rn2)

Die Funktion f := > ke ajokgojok+zj>j0 Zkes} Bjkjk liegt offensichtlich im Raum Byyp,q (M)
(sie hat bis auf den zusétzlichen Term 1 s (k) die gleichen Koeffizienten wie f € Bgpa(M))
und nach (2.29) gilt |]lS}(k‘)ﬂjk| < 6y, fiir alle j, k € Z. Damit ist

1
(E HessHLT T Hf”()r(r/\z < Q(én’ H'||0r(r/\2) ’BUPCI(M))’

Satz 2.32 liefert nun

plet

(E less|}) " < CMI=2 (2}(\/7) ( 2K\/z>ﬂ{s_o}(%—l_q )+'
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o
7

Nun gilt nach (2.6) 27t < <L> 7, also 71 < log

logn

= log n — loglog n. Damit folgt

n
logn

N a 1, l_1—2a>+
S i Moy e (e
(Ellel)? < o322 R (1) (1og g +105 Y2 )

o) ()

Coa\t
logn — loglogn\ n ]1{520}(%*1 n )
= log
n logn — loglogn

« _2a\ T
< (10gn> (logn)]l{gzo}(%flq2 ) :

n

Nach Hilfssatz 2.4 ergibt sich schlieflich 1 — 2a = £ fiir den Fall ¢ = 0, und damit:

1 1 @ 1 p\T
(Bl < (FE") oy (2%
n

)

also

1 ar r_p +
Elless| < <0§L”) (logn) =1 (3-%)

Das ist genau die Konvergenzrate aus der Behauptung. A

Damit sind alle auftretenden Terme abgeschétzt und Hauptsatz 2.1 ist bewiesen.



46 Kapitel 2. Waveletschétzer mit Thresholding

2.5 Verallgemeinerungen und Varianten

Hier sollen Varianten von Hauptsatz 2.1, zum Teil ohne Beweis, dargestellt werden. Zunéchst
eine triviale Umformung, die in den vorangegangenen Abschnitten vermieden wurde, da sie
im Beweis zu mehr Schreibaufwand gefiihrt hétte. In der Literatur ist die Angabe von Kon-
vergenzraten in der folgenden Form iiblicher:

2.33 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 gilt
1 [}
_ C (%) , £ 40,

sup  (E||TW = f|[.)" < (-2)" (1on)®
f€Dopq(M,T) C(logn)\2 o (%) , €¢=0.

3=

Dies folgt sofort durch Potenzieren beider Seiten mit r. Ohne Beweis sei noch folgende Aussage
angegeben:

2.34 Satz: Die Aussage von Hauptsatz 2.1 gilt auch, falls r = oo ist. Dann muss die L"-Norm,
durch die Supremums-Norm ersetzt werden.

Man kann den Schéatzer TW abwandeln, indem man andere Schwellenwerte fiir das harte
Thresholding zuldsst. Wahlt man etwa fiir die Koeffizienten (3;, im Level j den Schwellenwert

K \/%, so sind einige der logarithmischen Terme verzichtbar (vgl. |9, Rem. 10.5]). Darauf
soll hier nicht naher eingegangen werden.

Ein zentraler Punkt dieses Abschnitts ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes an der Stelle,
an der in [4] der Beweis fehlerhaft war. Im Beweis zu Hauptsatz 2.1 wurde dies behoben, indem
die Behauptung abgeschwicht wurde; hier soll die Behauptung in der Schéirfe gezeigt werden,
die in [4| vorkommt, dann allerdings unter Verschirfung der Voraussetzungen. Allerdings geht
es hierbei nur um die Verbesserung der Konvergenzrate, nicht um die ,neue” Voraussetzung
r < % Diese Bedingung an r ist notwendig fiir die Giiltigkeit einiger der Abschétzungen
im Beweis von Hauptsatz 2.1, und kann daher nicht ohne weiteres weggelassen werden. Um
sich dieser Bedingung entledigen zu koénnen, bediirfte es eines anderen Beweisansatzes.

2.35 Hauptsatz: Unter den Voraussetzungen von Hauptsatz 2.1 und

(&3

. r— 1—2« . ol ae
9io(n) (n(logn)%ﬂ{em) , 271(") = (10gn> (logn)'=>%aps’ (230
gilt
C(logn)t~ap)orp—ar, e >0,
r +
swp  (BITW  fl;,) < { Clogm)(370) ()™ 2= (2.31)
J€Dopq(M,T) C (logn>ar
= , e <0,

Nur die Wahl von j; ist verdndert worden, und das auch nur im Fall € > 0. Nur fiir diesen
Fall wird eine Konvergenzrate behauptet, die sich von der aus Hauptsatz 2.1 unterscheidet.
Die hier behauptete Konvergenzrate ist eine strikt bessere, da nach Voraussetzung op > 1
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und in diesem Fall € > 0 gilt; es ist also eine Verbesserung fiir ,dhnliche Werte von r und p“
(wegen (2.5)).

Die Wahl von j; wurde so getroffen, dass der Biasterm keine Schwierigkeiten mehr bereitet,
vgl. Satz 2.26. Da mehr Detailterme den Bias von TW verringern (es sind dann ,mehr lokale
Details“ einer Funktion darstellbar), musste die Zahl dieser Detailterme vergrofert werden.
Dies ist in (2.30) geschehen.

BEWEIS. Alle Abschétzungen aus dem Beweis von Hauptsatz 2.1 bleiben giiltig. Da sich nur j;
und die Schranke im Fall € > 0 veréndert hat, bleiben alle Uberlegungen zu Vernachlissighar-
keit bestehen, sofern darin nur jo vorkommt. Von Interesse sind daher nur die Uberlegungen
aus den Beweisen zu Satz 2.26, Satz 2.30 und Satz 2.31.

In Satz 2.26 wurde die Abschétzung

’

< C2—j1(n)a r

Hf - Ejl(n)f|

s
LT
gezeigt. Mit der Wahl aus (2.30) verhélt die rechte Seite dieser Ungleichung sich asymptotisch

wie

()"
logn

Offensichtlich dndert sich im Fall ¢ < 0 nichts und die Schranke ist nach wie vor vernachlés-
sigbar gegen die Konvergenzraten in (2.31). Im Fall ¢ > 0 ist dies jedoch genau die behauptete
Konvergenzrate aus Hauptsatz 2.35.

o' —ar ar—2EL .
(log n)_ﬂ{5>0}% _ Cn="(logn) op . fiire >0
Cn="(logn)", fiir € < 0.

Die Behauptung aus Satz 2.30 war

CQmaX{*]’OQ*jIE}n_% fir 7é 0

r—p

Elewll7 < C(j_l) ;

m fire=0

Hier spielt die Anderung von j; allerdings keine Rolle, denn im einzig relevanten Fall € > 0
ist max{—joe, —jie} = —joe (sofern jy < ji ist; sonst tritt gar kein nichtlinearer Term auf
und die hier angestellten Uberlegungen sind unnétig; vgl. Satz 2.27). Folglich &ndert sich auch
nichts an dieser Konvergenzrate und sie geniigt der Behauptung aus Hauptsatz 2.35.

Die Betrachtungen im Beweis zu Satz 2.31 reichen allerdings nicht aus, um auch die Schranke
aus Hauptsatz 2.35 zu zeigen. Zunéchst wird genauso wie in Satz 2.31 vorgegangen, um

N
Ty 1-2a il - My/n ]1{5:0}(%717]2&)
(E |less|[z-)m < M 2K\ = log .
n 2K/ 51

zu erhalten. Der letzte Faktor fillt dabei allerdings weg, da sich die Anderungen in Haupt-
satz 2.35 nur auf den Fall € > 0 beziehen. Man bekommt also die Abschétzung

ro\ J1 “
(Eleali)? <o (2]
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Es gilt auch nach der neuen Wahl von j; in (2.30)

1= g,(logn —loglogn) + ae loglogn = E, (logn - <1 - i) loglogn>
o o op

opo’

< Clogn,

wobei Hilfssatz 2.9 benutzt wurde. Das ist die obere Schranke, die auch in Satz 2.31 gezeigt
wurde.

Um zu zeigen, dass im Fall € > 0 auch die schirfere Konvergenzrate aus Hauptsatz 2.35
eingehalten wird, ist eine ndhere Untersuchung des Beweises von |5, Thm. 3| notig. Diese
Verscharfung ist, kurz gesagt, deswegen moglich, weil in (2.30) nur solche Levels von j be-
trachtet werden, die eine gute Auflosung der Funktion f liefern. In [5] wird nicht von einer
solchen Wahl von j ausgegangen und daher eine allgemeinere, aber schwéchere Abschétzung
gezeigt. Fiir den vorliegenden Spezialfall lésst sich gerade die Behauptung von Hauptsatz 2.35
folgern. A



Kapitel 3

Andere Waveletschatzer und ihre
Eigenschaften

Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse, sollen dazu dienen, Hauptsatz 2.1 zu ergdnzen
und einzuordnen. Die Sétze werden hier lediglich diskutiert, sowie Beweisskizzen und -ideen
angegeben; ndheres zu den Beweisdetails findet sich in den aufgefithrten Referenzen.

3.1 Lineare Schatzer

Zunéachst sollen lineare Schétzer betrachtet werden, bei denen insbesondere kein Thresholding
verwendet wird. Die Menge aller linearen Dichteschétzer sei

€1, = {f(Xl,...,Xn,x) = ZT’Z‘(XZ',.T)Z Ti(-,-) messbar} . (3.1)
=1

Der Schitzer TW aus (2.4) ist kein linearer Schétzer, da durch das Thresholding die Bjk nicht
mehr die hier angegebene Gestalt haben. Nur der erste Summand von TW kann als linearer
Schétzer aufgefasst werden.

Der folgende Satz gibt eine Schranke fiir die Verlustfunktion linearer Schétzer an und zeigt,
dass der lineare Wavelet-Schétzer, der in [10]| angegeben wird, optimal ist. Die Notationen
sind die gleichen wie in Kapitel 2.

3.1 Satz ([4, Thm. 1]):

(i) Seil<p,g<oo,p<r,2<r<oo und0>%. Sei weiter
1
L . p ™
R, := inf sup (Ef Hf— f ) .
Jn€CL fE€Dspq(M) "
Dann gibt es Konstanten C1, Cy € RT mit

o __o , 11
Cin 20" < Ry < Con 14207, o i=0——4-.
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(i1) Firl<r <2 seiwe Li(R) eine gerade, auf RT nichtfallende Funktion und
Ny =A{f:Fa e R mit f(x —a) <w(x) fir alle x € R}.
Dann gilt die gleiche Aussage wie oben mit
1

(t4i) Die Aussagen bleiben giiltig, wenn r = 0o ist, falls Dopg(M) durch Dypg(M,T) und n
durch ﬁ ersetzt wird.

RL .= inf sup (Ef Hf— f
fnG%L fGDg—pq(M)ﬂ,/Kr

!

Das Minimaxrisiko linearer Schétzer erreicht also genau die Rate n~ 12" . Diese Rate ist im
Fall r # p, echt schlechter als die Konvergenzgeschwindigkeit von TW. Dort wurde die Rate
n” T2 (logn)® erreicht (wobei die logarithmischen Terme die Konvergenz zwar verschlechtern,
aber wegen der schlechteren Exponenten nicht wesentlich).

In [10, Eq. (3.1)] wird ein Schétzer angegeben, der die hier angefiihrte Rate erreicht; er ent-
spricht im Wesentlichen dem ersten Summanden des Schétzers TW, wobei jo(n) =< ne gewahlt
wird. Aus dem Beweis, dass der angegebene Schéitzer tatséchlich diese Konvergenzrate ein-
halten kann, kommt auch die Bedingung aus (i7), dass es eine f dominierende Lz-Funktion
gibt.

Der Beweis, dass der Schétzer aus [10] tatsdchlich eine Minimaxschranke erreicht, dass also
die angegebene Konvergenzrate optimal fiir lineare Schétzer ist, soll hier nicht gefiihrt werden.
Das Argument ist in [4, Sect. A.2| zu finden. Dort wird eine Teilmenge von Dichten in Dgpq (M)
betrachtet, die in dem Sinne ,am schwersten“ zu schétzen ist, dass die Verlustfunktion tiber
diese Funktionen mindestens die in der Behauptung angegebene Rate hat. Da eine schlechtere
Konvergenzrate als diese unmaglich ist, ist die Rate tiber alle Funktionen in Dy (M) gerade
die aus der Behauptung.

Der Fall r = oo wird auf &hnliche Weise behandelt. Dabei sind allerdings andere technische
Abschétzungen notwendig, die besondere Aufmerksamkeit erfordern. Die Beweisidee bleibt
die gleiche.
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3.2 Untere Schranken fiir Waveletschatzer
3.2 Satz ([4, Thm. 2|): Seil <p,q< o0, r>=p, o> % und

wobei das Infimum Gber alle Schitzer f betrachtet wird, die Werte in V > Dypq(M) annehmen.
Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass gilt

s {CCE) <<

Cn™“, e>0.

3=

P fn_f

R, :=inf sup (Ef ‘
I f€Dopq(M)

Es kann also keinen Schétzer fiir Besovdichten geben, der besser als mit der angegebenen Rate
konvergiert. Ein Vergleich mit Hauptsatz 2.1 zeigt, dass diese untere Schranke tatséchlich in
einigen Fillen angenommen wird. Insbesondere kann der Schatzer TW im Fall ¢ < 0 und
im Fall € = 0, % - % < 0 nicht verbessert werden, da er bereits die optimale Rate erreicht.
Fiir e > 0 ist TW noch nicht optimal, da ein logarithmischer Term dazu kommt (auch in der
Verallgemeinerung aus Hauptsatz 2.35); vgl. dazu den néchsten Abschnitt.

Vergleicht man diesen Satz mit Satz 3.1, so wird klar, dass die im vorigen Abschnitt betrachte-
ten linearen Schétzer ebenfalls nicht optimal sein konnen, falls 7 # p ist (die linearen Schéitzer
sind gerade fiir 7 = p und € > 0 optimal). Zur Optimierung in den iibrigen Féllen miissen
daher, wie es bei TW geschehen ist, nichtlineare Terme hinzugefiigt werden.

Man bezeichnet diejenigen Félle, fiir die ¢ < 0 ist, als ,,sparlichen Bereich® (,sparse zone"), die
tibrigen als ,,requldren Bereich® (,regular zone“). Diese Namen sind aus dem Verhalten derje-
nigen Funktionen entstanden, die in den entsprechenden Fallen am schwersten abzuschétzen
sind.

Im so genannten spérlichen Bereich sind dies Funktionen, die an den meisten Stellen glatt
sind und nur in kleinen Bereichen irreguléres Verhalten haben. Aus diesem Grund sind in der
zugehorigen Waveletentwicklung nur wenige der Detailkoeffizienten 3;;, von Null verschieden,
die Entwicklung ist in diesem Sinne ,spéarlich® oder ,sparse®.

Beim regularen Bereich sind die am schwersten abzuschétzenden Funktionen solche mit star-
ken Oszillationen, die sich gleichméfig entlang der reellen Achse verteilen. Der Begriff , regulér
steht also weniger fiir eine Glattheitseigenschaft als vielmehr fiir eine gleichméfige Wiederho-
lung des selben Effekts.

Der Beweis von Satz 3.2 ist in [9, S. 155-163] ausfiihrlich dargestellt.

Die Grundidee des Beweises ist, eine Teilklasse von Funktionen anzugeben, die die schlechtes-
te Konvergenzrate hervorbringt. Dies sind, abhéngig von sgne gerade die oben beschriebenen
Funktionen. Fiir diese Teilklassen sind untere Schranken zu bestimmen, was fiir den spérli-
chen Bereich mit dem Lemma von Fano (vgl. [13, Lem. 2.8|) und fiir den reguléren Bereich
mit dem Lemma von Assouad (vgl. [13, Lem. 2.10|) erreicht wird. Diese Aussagen garantieren
bereits die Existenz gewisser unterer Schranken fiir die Konvergenzrate, die technische Ar-
beit besteht danach noch darin, die Voraussetzungen zu iiberpriifen und die Konvergenzrate
konkret anzugeben.
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3.3 Optimalititseigenschaften bei einer L?-Verlustfunktion

Falls » = 2 ist, konnen Schétzer angegeben werden, die die optimale Konvergenzrate aus
Satz 3.2 zumindest fiir € > 0 erreichen. Dafiir wird im Gegensatz zu den Ausfiihrungen in
Kapitel 2 kein hartes, sondern weiches Thresholding verwendet (vgl. (2.3)).

Der zentrale Unterschied zu hartem Thresholding ist, dass die Waveletkoeflizienten im hier
vorliegenden Fall unterhalb vom Schwellenwert A nicht mehr auf Null gesetzt werden, sondern
nur betragsmafig verringert werden. Die Information aus diesen Koeffizienten geht daher nicht
verloren, sondern wird nur weniger stark gewichtet. Das fiihrt dazu, dass die Approximation
an die ,wahre” Funktion f grundsétzlich besser ist, denn auch geringe Schwankungen kénnen
berticksichtigt werden. Allerdings werden kleine Stérungen (etwa Rauschen, siche unten) nicht
mehr so stark unterdriickt wie in den frither behandelten Féllen.

3.3 Satz ([4, Thm. 4]): Sei entweder p > 1 und op > 1 oder o = % und p > 1. Betrachte
den Schdtzer

F@) =" ajapin(@) + > 0u(Bjk Nbju(),

kEZ J=jo keZ

mit geeigneten jo,j1 € 7 und (\j); C 7. Dann gibt es eine Konstante C > 0, so dass fir
n >0 unde >0 gilt

2
inf  sup F ‘ <Cn™%.
L2

fn F€Dopq(m,T)

fn_f‘

Dieser tief liegende Satz verwendet im Beweis Ergebnisse aus der Schrift [3]. Dort werden
allgemeine Eigenschaften der L?-Verlustfunktion hergeleitet und diskutiert, die dann in einem
Modell von Gaufschem Weiffen Rauschen angewendet werden:

Yik = Yk + eZj, §>0 ke{0,1,...,2771},

wobei Zj, ~ N(0,1) i.id. Zufallsvariablen, € > 0 und ©;; unbekannt sind. Die 9;; sollen
geschitzt werden, wobei man die Y als Beobachtungen auffasst, die durch normalverteilte
Zufallsvariable gestort (,verrauscht®) sind.

Verschiedene Abschétzungen, unter anderem Satz 2.12 und &hnliche Ungleichungen, fithren
dann zur Behauptung. Der Beweis ist in [4, Sect. 6] ausfiihrlicher dargestellt.

Die Aussage von Satz 3.3 ist in dem Sinne eine Ergénzung zu Hauptsatz 2.1 und Satz 3.2, als
ein optimaler Schétzer fiir den Fall ¢ > 0 angegeben wird. Man ist allerdings auf die Wahl
r = 2 festgelegt, wenn diese Optimalitét erreicht werden soll. Der Schitzer TW wurde bereits
als optimal fiir den Fall ¢ < 0 und gewisse Wahlen der Parameter bei ¢ = 0 herausgestellt.
Nur fiir den Fall e =0, % — p—rq > 0 ist kein optimaler Schétzer bekannt geworden.

Als der Artikel [4] verffentlicht wurde, gab es Hinweise darauf, dass die hierbei verwendete
Technik auch fiir den Fall » # 2 zu verallgemeinern wére. Allerdings hat sich kein entspre-
chendes Ergebnis in der Literatur finden lassen.
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3.4 Adaptive Waveletschitzer

Ein zentrales Problem der Dichteschétzung ist, dass im Vorfeld nicht bekannt ist, in welchem
Besovraum die zu schétzende Dichte iiberhaupt liegt. Welche Konvergenzgeschwindigkeit der
Schatzer TW also tatséchlich erreicht, kann nicht im Vorhinein bestimmt werden, da o, p und
q unbekannt sind. Insbesondere kann nicht unterschieden werden, ob ¢ positiv oder negativ
ist und folglich, ob der Schétzer TW optimal ist oder f gewdhlt werden sollte. Allerdings
kann TW schon nicht konstruiert werden, da die Wahl von jy und j; in (2.6) direkt von den
unbekannten Parametern abhéngt.

Um Abhilfe zu schaffen, kann TW so abgedndert werden, dass er adaptiv wird, also unabhéngig
von o,p und ¢ konstruiert werden kann. Die Konvergenzrate, die dieser adaptive Schéatzer
erreicht, entspricht der, die in Hauptsatz 2.1 angegeben wurde, sie ist allerdings schlechter als
die Rate aus Hauptsatz 2.35.

Sei s € N und definiere eine Menge

1
S::{(J,p,q,T)€R4:—<J<s,1<p,q<oo,0<T<oo}.
p

Der adaptive Schétzer, der mit ATW bezeichnet wird, soll fiir alle Wahlen von Parametern
aus S anwendbar sein. Fiir diese Konstruktion ist also nur noch eine schwache Vorannahme
notwendig, namlich eine Wahl von s. Die Multiskalenanalyse wird dann als (s + 1)-regulér
gefordert und die Struktur des Schétzers TW beibehalten. Nur jp und j; werden nun, anders
als in (2.6), gewahlt mit

910 = it o =
’ logn

Fiir die Konstante K aus Hauptsatz 2.1 gilt nun K := ¢(M,¢)sr (vgl. auch Satz 2.16).

Nach dieser Konstruktion kann man den folgenden Satz zeigen:

3.4 Satz ([4, Thm. 5]): Es seien Xy,...,X,, i.i.d. Zufallsvariablen mit einer Dichtefunk-
tion f € Dopg(M,T). Seir > 1 und (o,p,q,T) € S. Dann gibt es eine Konstante C > 0,
sodass

1 logn ), fiir & #0,
EIATW = fIL) <3 0 gy
gn) 2 ar (T) , fire=0.
Der Schitzer ATW ist nach wie vor nicht vollig adaptiv. Die Unbekannte M und der Para-
meter s kommen noch immer vor. Aulierdem muss im Vorfeld bekannt sein, dass die Dichte
f kompakten Trager hat. Es gibt jedoch im Modell des Gaufsschen Weifsen Rauschens auch
vollig adaptive Schétzer (vgl. [6], [3]). Auch die Konvergenzrate aus Hauptsatz 2.35 kann von
einem adaptiven Schétzer erreicht werden.

Zum Beweis von Satz 3.4 werden die Argumente des Beweises von Hauptsatz 2.1 verallgemei-
nert. Hierauf soll in diesem Rahmen nicht n&her eingegangen werden.
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