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EINFUHRUNG

Seit den Untersuchungen von Galton und Watson zum Aussterben von Adelsnamen ist
die Theorie der Verzweigungsprozesse umfangreichen Abstraktionen unterzogen wor-
den. Die Vielzahl der stochastischen Prozesse, die sich den Namen Verzweigungspro-
zesse teilen, wird durch eine fundamentale Eigenschaft verkniipft, die sich im wesentli-
chen wie folgt formulieren 1a8t: Ist der Zustand des stochastischen Prozesses zu einem
bestimmten Zeitpunkt als Summe zweier Groflen darstellbar, so ergibt sich der weite-
re zeitliche Verlauf als Summe von unabhangigen Kopien des betrachteten Prozesses
mit diesen Ausgangsgrofien, d.h., einzelne Komponenten des Zustandes entwickeln sich
unabhéingig voneinander und ergeben in ihrer Summe die Gesamtentwicklung. Die-
se Eigenschaft dient zur pfadweisen Konstruktion des zugehorigen Prozesses und wird

graphisch in einem sich verzweigenden Baum (Stammbaum) ausgedriickt.

Im Zuge der Verallgemeinerung auf kontinuierliche oder sogar mafiwertige Verzwei-
gungsprozesse wird das Konzept der pfadweisen Konstruktion in Frage gestellt. Ist
man lediglich an den Verteilungen des Prozesses interessiert, so lafit sich die Verzwei-
gungseigenschaft als Faltungseigenschaft der zugehorigen Ubergangsfunktion formulie-
ren. Dieser rein analytische Ansatz untersucht unter Voraussetzung dieser abstrakten
Verzweigungseigenschaft die Struktur der Ubergangsfunktion und zeichnet sich durch
die Geschlossenheit der Darstellung aus. Unter dem Gesichtspunkt der Reinheit der
Methode kommt diese Betrachtung ohne den Begriff der Zufallsvariable aus. Wir wer-

den diesen jedoch trotzdem verwenden, wo er einen natiirlicheren Zugang bietet.

In dieser Arbeit beschiiftigen wir uns mit dem Zustandsraum E := [0, 00)? fiir ein d € N
sowie seiner Ein-Punkt-Kompaktifizierung E2 und betrachten zeitlich homogene Uber-
gangsfunktionen, die eine Verzweigungseigenschaft besitzen. Die zugehorigen Markov-
Prozesse werden als mehrdimensionale kontinuierliche Verzweigungsprozesse bezeich-
net. Da wir es mit keinen anderen Prozessen zu tun haben, sprechen wir im folgenden
nur noch kurz von Verzweigungsprozessen und Verzweigungsiibergangsfunktionen. In
Analogie zu diskreten Verzweigungsprozessen kann und wird auch der Begriff der Mehr-

typigkeit verwendet werden.

Die Fragestellung der Charakterisierung mehrdimensionaler kontinuierlicher Verzwei-
gungsprozesse umfafit sowohl die Bestimmung zugehoriger charakteristischer Grofien

(Charakterisierungen) als auch die Konstruktion der Verzweigungsprozesse aus die-
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sen Groflen, beschéftigt sich also mit den Problemen von Existenz und Eindeutigkeit.
Darauf aufbauend untersucht man die stetige Abhéngigkeit dieser Prozesse von ihren
Charakterisierungen und die Approximation durch einfachere, bekannte Verzweigungs-

prozesse, was unter dem Begriff der Konvergenz zusammengefafit werden kann.

Die hier gewahlte Darstellung ist ein Versuch, den traditionellen, an der Laplace-
Transformation orientierten Ansatz mit der modernen Theorie der Markovschen Opera-
torhalbgruppen zu vereinen. Da die Verzweigungseigenschaft eine Faltungseigenschaft
von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaflen ist, stellt die Laplace-Transformation die geeigne-
ten Funktionale zur Untersuchung der zugrunde liegenden Verteilungen zur Verfiigung.
Es stellt sich jedoch heraus, dal die Charakterisierungen Verteilungen auf den Raum
X := R? und seiner Ein-Punkt-Kompaktifizierung X2 sind. Der erste Teil dieser
Arbeit beschéftigt sich daher mit der Entwicklung eines Laplace-Kalkiils fiir Sub-
WahrscheinlichkeitsmaBe auf R? und hat mit Verzweigungsprozessen nichts zu tun.
Da jedoch wesentliche Ergebnisse auf diesen Untersuchungen beruhen, und in der Hoft-
nung, dafl dieses Laplace-Kalkiil von allgemeinem Interesse sein konnte, wurde seine
Darstellung nicht in einen Anhang verbannt. Dariiber hinaus stellt das erste Kapitel
exemplarisch die Fragestellungen von Charakterisierung und Konvergenz vor. Damit
entsprechen die einzelnen Abschnitte dieses Kapitels in gewisser Weise den iibrigen Ka-
piteln dieser Arbeit. Es wird empfohlen, sich einen Uberblick iiber die wesentlichen

Resultate zu verschaffen, und dann zu den Verzweigungsprozessen iiberzugehen.

Im zweiten Kapitel bestimmen wir ausgehend von der abstrakten Verzweigungseigen-
schaft Struktur und Eigenschaften einer Verzweigungsiibergangsfunktion. Die raum-
liche Abhéangigkeit dieser Verzweigungsiibergangsfunktion driickt sich explizit in der
zugehorigen Laplace-Transformierten aus. Dies fiithrt zu einer Separation der zeitlichen
Abhingigkeit, die durch die sogenannte kumulantenerzeugende Funktion der Uber-
gangsfunktion gegeben ist. Durch eine Untersuchung dieser Funktion wird gezeigt,
dafl jede nicht entartete Verzweigungsiibergangsfunktion (zeitlich) stochastisch stetig
ist und durch eine einzige Funktion L : E — RY eindeutig bestimmt ist. Wir be-
trachten den Zusammenhang dieser Charakterisierung mit der kumulantenerzeugenden
Funktion, der durch eine autonome Differentialgleichung gegeben ist, bestimmen die Ei-
genschaften der zur Verzweigungsiibergangsfunktion gehérenden Operatorhalbgruppe
und driicken mit Hilfe der Laplace-Transformation deren infinitesimalen Erzeuger durch

die Charakterisierung L aus.

Wir untersuchen im dritten Kapitel unter Verwendung des Laplace-Kalkiils auf R?
die allgemeine Form der Charakterisierung einer Verzweigungsiibergangsfunktion. Es
wird gezeigt, dafl diese Charakterisierung mit einem Tupel spektral positiver unendlich
teilbarer Verteilungen auf R? korrespondiert. Umgekehrt konstruieren wir zu jedem
solchen Tupel eine zugehorige Verzweigungsiibergangsfunktion. Damit ist die Klasse

der mehrdimensionalen kontinuierlichen Verzweigungsprozesse vollstandig beschrieben.
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Im vierten Kapitel wenden wir uns schliellich der Fragestellung der Konvergenz zu.
Wir zeigen mit Hilfe der Eigenschaften der zu einer Verzweigungsiibergangsfunktion
gehorenden Operatorhalbgruppe, daB die betrachteten Ubergangsfunktionen als Ver-
teilungen auf dem Raum der cadlag-Funktionen mit Werten in E® betrachtet werden
konnen, und untersuchen diese auf schwache Konvergenz. Dies entspricht der Kon-
vergenz der zugehorigen Verzweigungsprozesse in der Verteilung. Hierzu verwenden
wir Konvergenzaussagen aus der Theorie der Markovschen Operatorhalbgruppen und
das im ersten Kapitel entwickelte Laplace-Kalkiil auf R?. Es wird nachgewiesen, daf
eine Verzweigungsiibergangsfunktion stetig von ihrer Charakterisierung abhangt. Wir
ibertragen diese Resultate auf die Approximation (der Verteilungen) einer Folge von
normierten mehrtypigen Galton Watson-Prozessen, und zeigen damit, dal ein mehr-
dimensionaler kontinuierlicher Verzweigungsprozefl in natiirlicher Weise aus bekannten
diskreten Verzweigungsprozessen hervorgeht. Abschliefend betrachten wir die Diffu-
sionen in der Klasse der Verzweigungsprozesse und formulieren die mehrdimensionale

Fellersche Diffusionsapproximation.



KAPITEL 1

LAPLACE-KALKUL

Vorbemerkungen

Wir rekapitulieren die Konzepte der vagen und schwachen Konvergenz von endlichen
Borel-Maflen. Sei (S, ) ein lokal kompakter metrischer Raum und O die durch die
Metrik p induzierte Topologie auf S. Sei B(S) die Borel-o-Algebra von S und M(S)
die Menge der endlichen Borel-Mafle auf S mit ||u|| := u(S) fiir p € M(S). Eine Folge
{in} € M(S) konvergiert schwach gegen € M(S), kurz pu, — u, falls

/fdun —>/fdu, feC(s).

Hierbei ist C(S) der Banach-Raum der stetigen und beschriinkten reellwertigen Funk-
tionen auf S mit Norm || f|| := sup,¢g | f(z)]. Fiir {f,} C C(S) schreibe f,, — f € C(S),
falls || f, — f|| — 0. Wir verwenden im folgenden haufig die Tatsache, dafl im Fall der
schwachen Konvergenz j,, ~ p fiir eine Folge {f,} € C(S) mit f, — f € C(S) und
A € B(S) mit u(0A) = 0 die Konvergenz [, fndun — [, fdp gilt. Gilt umgekehrt
pn(A) — u(A) fir alle A € B(S) mit u(0A) =0, so gilt p, — pu.

Eine Folge {u,} C M(S) konvergiert vage gegen pu € M(S), kurz p,, — pu, falls obige
Bedingung fiir alle f aus dem Banachraum @(S) der im Unendlichen verschwindenden
stetigen Funktionen auf S erfiillt ist. Es gilt f € C(S) genau dann, wenn f € C(S) und
zu jedem € > 0 ein Kompaktum K C E existiert mit f(x) < e fiir alle x ¢ K. Obige

Aussagen gelten analog, falls die Beschréanktheit von A € B(S) vorausgesetzt wird.

Wir betrachten im folgenden die Menge S(S) der Sub-Wahrscheinlichkeitsmafie und
die Teilmenge P(S) der Wahrscheinlichkeitsmafe auf S. Zur Charakterisierung der va-
gen Konvergenz benétigen wir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung S := SU {A} von S.
Diese wird durch Hinzufiigung eines (unendlich fernen) Punktes A gebildet. Die Topolo-
gie O? von S? entsteht aus der Topologie von S durch Hinzunahme von Komplementen
kompakter Umgebungen von Null (die Komplementbildung erfolgt dabei in S2). Dem-
gemif gilt x,, — A fiir eine Folge {x,,} C S® genau dann, wenn zu jedem Kompaktum
K C Sein N € N existiert mit x,, ¢ K fiir alle n > N. Der Raum (S%,0%) ist
metrisierbar und kompakt. Wir bezeichnen die zugehérige Metrik mit ¢®. Der Raum
(S, o) ist stetig eingebettet.
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Jedes P € S(S) kann eindeutig zu einem Wahrscheinlichkeitsma$ P» auf S® mit
PA(A) := 1 — ||P|| fortgesetzt werden (erweitertes Wahrscheinlichkeitsmaf). Umge-
kehrt gilt P := P'|s € S(S) fiir P’ € P(S?). Ist {P,} C S(S) eine Folge und gilt
P, = P e 8(S), so folgt

/ f P = / (/= F(A)) dPy + F(A) — / (f — F(A) dP + f(A) = / fap>

(wir unterscheiden nicht zwischen Funktionen auf S® und ihren Einschrinkungen auf S)
fiir alle f € C(S?) = C(S?), d.h., P2 = P2, Umgekehrt gilt offensichtlich P, — P,
falls P2 = P2, Damit konnen wir die Riume S(S) und P(S) identifizieren.

Ist der Raum (S, o) separabel, so gilt dies auch fiir (S, 0?), und die Riume P(S)
und P(S?) sind metrisierbar. Nach dem Satz von Prohorov ist P(S?) in diesem Fall
kompakt, da S® kompakt ist. Daher existiert zu jeder Folge {P,} C S(S) eine Teilfolge,
die vage gegen ein P € §(S) konvergiert.

1. Zusammenfassung

Betrachte den Raum X := R? fiir ein d € N. Das Skalarprodukt (-,-) auf X ist defi-
niert durch (z,y) := Z;l:l xjy; fir @ = (x1,... ,2q) und y = (y1,... ,yq) € X. Wir
bezeichnen die kanonischen Basisvektoren mit eq, ... ,eq und verwenden haufig die Dar-
stellung x; = (x, ej> fiirx € Xund 1 < j < d, um Kollisionen von Indizes zu vermeiden.
Der durch |z| := (x,2)'/? fiir 2 € X normierte Raum (X, |- |) ist lokal kompakt und
separabel. Schreibe ¢, fiir das Dirac-Maf in z € X.

Eine haufig verwendete Methode zum Nachweis der schwachen Konvergenz von Wahr-
scheinlichkeitsmafien besteht darin, einen hinreichend grofien Unterraum M C C(X)
derart zu finden, daf§ fiir jede Folge {P,,} C P(X) und jedes P € P(X) die Konvergenz

/fdPn—>/fdP, feM,

die schwache Konvergenz P, — P nach sich zieht. So verwendet man fiir die Fourier-
Transformation die von {exp(i(u,-)) | u € R¢} erzeugte Algebra von (komplexwer-
tigen) Funktionen. Im Fall von WahrscheinlichkeitsmaBen auf E := [0,00)¢ liefert
die von {exp(—(X\,-)) | A € E} C C(E) erzeugte Algebra die Theorie der Laplace-
Transformation. Eine Verallgemeinerung auf die vage Konvergenz ist hier nicht ohne
weiteres moglich. Dies liegt im Fall der Fourier-Transformation daran, dafl die Funk-
tion exp(i(u,-)) : R — C fiir u # 0 nicht im Unendlichen verschwindet. Fiir die
Laplace-Transformation ist die Fortsetzung der Funktion exp(—(\,:)) : E — [0, 00)
auf R? fiir A\ # 0 sogar unbeschrinkt. Andererseits besitzen alle in dieser Arbeit

betrachteten Verteilungen eine Laplace-Transformierte. Wir definieren daher fiir ein
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Sub-Wahrscheinlichkeitsma8 P € S(X) die Laplace-Transformierte P : E — [0, oc]
durch

(1.1) P() = / exp(—(\y) P(dy), A€E,

und betrachten im folgenden lediglich solche P € S(X), die P : E + [0, 00) erfiillen.
Ein wichtiges Hilfsmittel ist im Fall P # 0 die kumulantenerzeugende Funktion, die
durch ¢ := —log P : E — R definiert ist.

Ausgehend von dieser Definition zeigen wir in Abschnitt 2, dafl die bekannten Eigen-
schaften der Laplace-Transformierten erhalten bleiben. Damit kénnen wir den Ein-
deutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaflen auf X
formulieren. Zur Untersuchung der stetigen Abhéngigkeit einer Folge {P,} C S(X)
von den zugehérigen Laplace-Transformierten fiihren wir die Bedingung der (punkt-
weisen) Beschrianktheit der Laplace-Transformierten ein, und zeigen, daf§ unter dieser
Voraussetzung der bekannte Stetigkeitssatz gilt.

In Abschnitt 3 beschéftigen wir uns mit der Verallgemeinerung des Begriffs der unend-
lichen Teilbarkeit auf Sub-Wahrscheinlichkeitsmafie. Wir nennen P € S(X) unendlich
teilbar, falls zu jedem n € N ein P, € S(X) mit P = P} existiert, wobei *" die
n-fache Faltung mit sich selbst bedeutet. Die unendlich teilbaren Verteilungen aus P(X)
sind wohlbekannt, und es bereitet prinzipiell keine Schwierigkeiten, ihre Darstellun-
gen mittels Fourier-Transformation auf S(X) auszudehnen. Jedoch ist die Fourier-
Transformation aufgrund der beschriebenen Schwierigkeiten kein geeignetes Mittel zur
Untersuchung der vagen Konvergenz. Wir benotigen daher ein Laplace-Kalkiil fiir un-
endlich teilbare Verteilungen aus S(X). Dabei beschrinken wir uns auf die Klasse von

unendlich teilbaren Verteilungen auf X mit kumulantenerzeugenden Funktionen

(1.2) D) = (a, ) 1(2)\,)\)—/M()\,y)y(dy)—|—5, \eE.

S 2
wobei a € X, § > 0, ¥ € Ryxq eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix, » > 0,
p ein Borel-Maf auf (E U U,.(0)) \ {0} mit [(|y[*> A1) u(dy) < oo und

M\ y) :=exp(—(\y)) — 1+ 1<i’é>’2, (A y) € ExX.

Die Darstellung (1.2) ist die Laplacesche Version der Lévy Khintchine-Darstellung einer
unendlich teilbaren Verteilung, deren Spektralmafl p fiir ein r > 0 auf der Menge
(EUU,(0)) \ {0} konzentriert ist. Wir bezeichnen diese Verteilungen als spektral be-
schrankte Verteilungen. Als Teilmenge der spektral beschriankten unendlich teilbaren
Verteilungen erhalten wir die Klasse der spektral positiven unendlich teilbaren Vertei-
lungen, deren Spektralmafl p auf E konzentriert ist.

Davon ausgehend untersuchen wir schliefflich in Abschnitt 4 die vage Konvergenz ei-
ner Folge {P,} C S(X) in zwei verschiedenen Fillen. Ist P, € S(X) fiir jedes n € N
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eine spektral beschrankte unendlich teilbare Verteilung, so fiihren wir die Bedingung
der gleichméfligen spektralen Beschranktheit der Folge {P,} ein. Unter dieser ver-
gleichbar einfachen Voraussetzung erhalten wir den bekannten Konvergenzsatz und ei-
ne Verallgemeinerung der Konvergenzkriterien von Gnedenko & Kolmogorov. Den Fall
P, = Q,*" fiir {Q,} C S(X) und {k,} € N mit k,, — oo fiihren wir auf den zuerst
betrachteten Fall zuriick und erhalten damit einen Approximationssatz fiir spektral

beschrankte unendlich teilbare Verteilungen auf X sowie analoge Konvergenzkriterien.

2. Allgemeine Theorie

2.1 DEFINITION. (a) Fiir ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmal P € S(X) definiere die
LAPLACE-TRANSFORMIERTE P : E — [0, 00] durch

(2.1) P(X) = /exp(—()\,y}) P(dy), A e E.

Wir nennen die Laplace-Transformierte ENDLICH, falls P : E — [0,00) gilt. Besitzt
P € §(X) \ {0} eine endliche Laplace-Transformierte, so heifit die durch

P(N\) := —logP(\), AEE,
definierte Funktion ¢ : E — R KUMULANTENERZEUGENDE FUNKTION von P.

(b) Besitzt P € S(X) eine endliche Laplace-Transformierte, so existiert das Inte-
gral (2.1) fir A € L4, wobei L := {\ € C | ReA > 0}. In diesem Fall erweitern

wir den Definitionsbereich der Laplace-Transformierten auf L.

2.2 LEMMA. Seien n € E und y € X. Dann gilt fiir jedes X € L¢ mit Re\ < n die
Abschdtzung

d
(2.2) |exp(— (X, )| < H (1 + exp(—n;y5)).

BEWEIS. Sei A € L4 mit Re A € [0,7]. Durch getrennte Abschitzung der positiven und
negativen reellen Halbachsen erhalt man
d

lexp(—(\, )| = [] exp (- ReAjy)

j=1

IN
‘EQ

(110,00) (1) + L(—00,0)(45) exp(—n;5;))

<
Il
—_

IN
‘EQ

(1 + exp(—n;y;)), yeX.

<
Il
—

Dies ist gerade die Behauptung. 0
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2.3 PROPOSITION. Besitzt P € S(X) eine endliche Laplace-Transformierte, so ist die
Abbildung P : L% — C stetig.

BEWEIS. Ausmultiplizieren von (2.2) und die Endlichkeit der Laplace-Transformierten

liefert mit dominierter Konvergenz die Stetigkeit. U

2.4 PROPOSITION. Besitzt P € S(X) eine endliche Laplace- Transformierte, so ist die
Abbildung P : L% — C in jeder Variablen holomorph.

BEWEIS. Verwende die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Wir zeigen ex-
emplarisch die Holomorphie von P(-,\) : L° ~ C fiir festes X\ € L4~!. Setze

u(o,t) :=ReP(o +it,N), wv(o,t):=ImP(c+it,\), o€ (0,00),t €R.

Seien nun o € (0,00), t € R fest und h € R mit o + h > 0. Der Differenzenquotient

von u besitzt die Gestalt

(2.3) u(o + h,t) — u(o,t) _ / exp (— (o + h)g;l) — exp(—oy1)

. J(t,y) P(dy),

wobel
J(t,y) ;== exp(—Re(X,y)) cos(tyr + Im(N',y")),  yeX,

und ¢’ := (y2,... ,yq). Wir bezeichnen den Integranden in Gleichung (2.3) mit f(h,y).
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein (von h und y abhingiges) 0 < ¢ < 1 mit

f(h'> y) = —Yy1exp ( - (U + ﬁh)yl)‘](t>y)7 y € X.

Unter Verwendung der Abschétzungen z exp(—z) < 1 fiir z € [0,00) und —x < exp(—z)
fiir € (—o0,0) erhélt man

1
(¢, y)], 1> 0,
o+ Jh
|f(h,y)] < .
o+ Oh exp (—2(o +9h)y1)[J(t,y)l, w1 <O.

Damit folgt fiir |h| < 0/2 die Abschétzung

2

(2.4) |f(h,y)| < ;(1 + exp(—30y1)) exp(— Re(X, ¢/)), y € X.

Aufgrund der Endlichkeit der Laplace-Transformierten von P gilt daher nach (2.3) und

dominierter Konvergenz

Ou(o,t)
0o

= —/y1 exp(—oy1)J(t,y) P(dy), o€ (0,00),t €R.
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Entsprechend erhélt man durch eine zu (2.4) analoge Abschétzung den Differentialquo-

tienten
ou(o,t)
ot

—— [wesm(-oK @ty Py, oc 0.0t eR
wobei
K(t,y) := exp(— Re(X\,y")) sin(ty; + Im(N\,y")), y € X.
Durch eine dhnliche Rechnung erhélt man die Differentialquotienten des Imaginarteils

der Laplace-Transformierten als

ov(o,t
% = /y1 exp(—oy1)K(t,y) P(dy),
ov(o,t
)~ [wespl-op) (0 Py), € (o)t e R
Also gilt V,u = Vv, Viu = —V v, und es folgt die Behauptung. O

2.5 KOROLLAR. Besitzt P € S(X) \ {0} eine endliche Laplace-Transformierte, so ist
die kumulantenerzeugende Funktion v : E+— R von P auf E° lokal Lipschitz-stetig.

BeEwEIs. Nach Proposition 2.4 ist P : E + [0,00) auf E° unendlich oft (partiell)
differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz ist P daher auf E° lokal Lipschitz-stetig. Ist
K C E° kompakt, so wende mit infycx P(\) > 0 erneut den Mittelwertsatz an. O

2.6 LEMMA. Fir k = 1,2 seien fi, : L% — C stetig und in jeder Variablen holomorph.
Ist [, 3] CE ein Intervall mit nichtleerem Inneren und fi|(a.5) = f2|[a,g); 50 gilt f1 = fa.

BEWEIS. Im Fall d = 1 liefert dies gerade der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen
und die Stetigkeit. Fiir d > 1 schreibe [a, 8] = [a1, 41] x [/, #] mit [o/, 3] C [0, 00)¢!
und wahle X € [o, #'] beliebig, aber fest. Die holomorphen Funktionen fj (-, \") stim-
men auf [aq, 1] iiberein, also nach Induktionsanfang auch auf L. Wende nun fiir
beliebiges A € L die Induktionsvoraussetzung auf die Funktionen fj(A,-) an. O

Wir sind nun in der Lage, den Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte zu zeigen.

Wir formulieren ihn zunéchst etwas allgemeiner, da wir diese Version spéater benotigen.

2.7 PROPOSITION. Besitzen P,QQ € S(X) endliche Laplace-Transformierte und ist
[, B] C E ein Intervall mit nichtleerem Inneren und P\[a,ﬁ] = Q|[a’5], so gilt P = Q).

BEWwEIS. Wende Lemma 2.6 auf P und @) an. Wir erhalten aufgrund der Stetigkeit und
Holomorphie der Laplace-Transformierten P()\) = Q()) fiir alle A € L. Insbesondere
folgt die Identitit der Fourier-Transformierten von P und Q (setze A = —iu mit u € R9).
Eine Auswertung im Punkt Null liefert ||P|| = ||Q]| =: 6 > 0. Ist § = 0, so ist nichts
weiter zu zeigen. Andernfalls gilt = ' dP = 6! dQ nach dem Eindeutigkeitssatz fiir
Fourier-Transformierte von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf X. Damit folgt P = Q. O
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2.8 THEOREM (EINDEUTIGKEITSSATZ). Besitzen P,Q € S(X) endliche Laplace-Trans-
formierte und stimmen diese auf E° tberein, so gilt P = Q.

BEWEIS. Dies ist ein Spezialfall von Proposition 2.7. 0

2.9 DEFINITION. Sei {P,,} C §(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmafien. Wir
bezeichnen { P, } als Folge mit BESCHRANKTEN LAPLACE-TRANSFORMIERTEN, falls die
Folge {P,()\)} fiir jedes A € E beschriinkt ist.

2.10 LEMMA. Sei {P,} C S(X) eine Folge mit beschrinkten Laplace-Transformierten.
Dann ist die Funktionenfolge {P,} lokal gleichmdifig auf E beschrinkt.

BEWEIS. Ausmultiplizieren und Integrieren der Ungleichung (2.2). O

2.11 PRroOPOSITION. Sei {P,} C S(X) eine Folge mit beschrinkten Laplace-Trans-
formierten und P € S(X) mit P, — P (P, — P). Dann besitzt P eine endliche
Laplace- Transformierte, und es gilt P, — P lokal gleichmdfig auf E° (E).

BEWEIS. Zu A € E definiere fy(y) := exp(—(\,y)) fir y € X. Setze ferner
mn,A):={zeX|z; >n;,1<j<d} n e X.

Fir k € N sei g € [k,00)? mit P(d[—ok,A)) = 0. Fiir festes k € N erhalten wir

aufgrund der vagen (schwachen) Konvergenz

(2.5) / HhdP, — / rdP, A€ E° (E)
[_Qk7A) [_Qk7A)
Analog erhalten wir fiir o, € [k, 00)% mit P(9[—ok,0x)) = 0 die Abschitzung
/ frdP = lim frdP, < lim P,(\), AcE,
[—ok,ok) o0 S —ok,0n) e

und mit k& — oo erhalten wir aufgrund der Beschriinktheit der Folge {P,()\)} die End-
lichkeit der Laplace-Transformierten von P. Zum Nachweis der lokal gleichmafligen
Konvergenz in (2.5) fiir festes k € N geniigt es zu zeigen, dafl zu festem A € E° (E) und

jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit

(26)  Tm ' [ man- [ peaar,
ool Jl—gk,A) [—ok,A)

Im Fall der vagen Konvergenz wéhle dg > 0 so klein, dafl Us,(\) C E° und ein Kom-

<, A+ heE |hl <6

paktum [—og, ox] € K mit SUD) T () fialy) < €/3 fir alle y € [—ok, A) \ K. Dann gilt

(2.7) lim FrandP, < ¢€/3, A+ h € E,|h| < d.
"0 =0k, AN\K
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Sonst wéhle §y > 0 beliebig, ein Kompaktum [—gk, 0] € Ko und ein M > 0 derart,
daf

f)\—i-h(y) §M7 >\+h€E7|h| <607y€ [_Qk'vA)\KO

Wihlen wir ein Kompaktum Ky C K so, da8 lim,, . Py([—0r, A) \ K) < ¢/(3M),
so ist (2.7) ebenfalls erfillt. Wegen |fx(y) — fa+n(¥)| < fa(y) |1 — exp(—(h,y))| fir
M A+ h € E existiert ein 0 < 6 < g mit

sup A W) — Hhan)] <e€/3,  A+heE|n <4
ye

Damit folgt (2.6), also die lokal gleichméfige Konvergenz in (2.5) fiir festes k € N. Nach
monotoner Konvergenz und Wahl der Folge {ox} gilt

lim exp(—(\,y)) P(dy) =0, A€ E.
ko0 JX\[=ok,A)

Nach Lemma 2.2 ist diese Konvergenz lokal gleichméflig auf E, und es geniigt zu zeigen,
daf

k—oo neN

lim sup/ exp(—(\,y)) P,(dy) =0, AeE,
X\[—ok,A)

lokal gleichméBig. Verwende dazu die (nach Lemma 2.10 lokal gleichméflige) Be-
schrinktheit der Folge {P,()\)} fiir jedes A € E. Fiir ein beliebiges h > 0 gilt

sup / exp(—(\, ) Pa(dy)
X\[—ox,A)

neN
d

<y / exp(hy;) exp(— (A + hej, y)) Pa(dy)

j=1"(y;<—k)

d
< exp(—hk) Z sup P, (\ + he;), ke N, \eE.

=1 neN
Damit folgt die Behauptung. O

Wir benotigen zunachst wieder eine etwas allgemeiner formulierte Fassung eines Kon-

vergenzkriteriums fiir spatere Anwendungen, bevor wir den Stetigkeitssatz formulieren.

2.12 PROPOSITION. Sei {P,} C S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmafen
mit beschriankten Laplace-Transformierten. Existiert ein Intervall [, 5] C E mit nicht-
leerem Inneren derart, dafy die Folge {P,(\)} fiir jedes \ € [a, 8] konvergiert, so exi-
stiert ein P € S(X) mit P, — P. In diesem Fall besitzt P eine endliche Laplace-
Transformierte, und es gilt P,(\) — P()\) fiir alle X € E°.
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Beweis. Die Folge {P,,} ist stets relativ kompakt in S(X), also ist nur zu zeigen, dafl
jede Teilfolge von {P,}, die in §(X) konvergiert, denselben vagen Grenzwert besitzt.
Ist {P,,} eine solche Teilfolge mit vagem Grenzwert P € S(X), so folgt wegen der
Beschréanktheit der Laplace-Transformierten mit Proposition 2.11 die Endlichkeit der
Lacplace-Transformierten von P und die Konvergenz P, (\) — P()) fiir alle A € E°.
Ist {P,,,} eine weitere Teilfolge mit vagem Grenzwert @ € S(X), so folgt analog
P, (A\) — Q()) fiir alle A\ € E°. Da die Folge {P,} auf [a, ] konvergiert, stim-
men diese Grenzwerte dort iiberein, d.h., es gilt P(\) = Q()) fiir alle A € [a, 5]. Nach
Proposition 2.7 folgt P = @, also die Behauptung. ([l

2.13 LEMMA. Sei {P,} C 8(X) und P € §(X) mit P, = P. Gilt |P,|| — ||P]|, so gilt
P,, = P. Dies ist insbesondere der Fall, wenn P € P(E).

BEWEIS. (a) Wir zeigen zuerst den zweiten Teil der Behauptung. Ist P € P(X), so
wiihle eine Folge {fi} C C(X) mit Ly, 0) < fx < 1y, (0 fiir k € N. Dann gilt

liw (1P, > tim [ fedP, = [ fodP = POLO).  kEN,

n—oo

und mit £ — oo erhalten wir 1 > lim |P.|| > ||P]| =1, also || P,|| — 1.

(b) Sei € > 0 vorgegeben. Wahle ein Kompaktum K C X mit P(OK) = 0 und
P(X\ K) < €/2. Dann gilt

Po(X\ K) = [Pl = Po(K) — ||[P[| = P(K) = P(E\ K) <€/2.

Betrachte nun fiir f € C(X) die Ungleichung

\/fdPn—/fdP\
g|/dePn—/deP|+/X\K|f|dPn+/X\K|f|dP

S|/depn_/deP|+||fH'PR(X\K)+||f||'P(X\K)'

Hieraus folgt lim,, oo | [ fdP, — [ fdP| < e€||f|, also [ fdP, — [ fdP. O

2.14 THEOREM (STETIGKEITSSATZ). Sei {P,} C S(X) eine Folge von Sub-Wahr-

scheinlichkeitsmajffen mit beschrankten Laplace-Transformierten.

(a) Konvergiert die Folge {P,(\)} fiir jedes A € E° (E) gegen einen endlichen Grenz-
wert, so existiert ein P € S(X) mit P, — P (P, — P). In diesem Fall besitzt P eine
endliche Laplace-Transformierte, und es gilt P,(\) — P(\) fiir alle A € E° (E).

(b) Emistiert ein P € S(X) mit P, — P (P, = P), so besitzt P eine endliche Laplace-
Transformierte, und es gilt P,(\) — P()\) fiir alle A € E° (E).
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Beweis. Teil (b) ist in Proposition 2.11 bereits gezeigt. Teil (a) folgt im Fall der
Konvergenz auf E° unmittelbar aus Proposition 2.12. Liegt dariiber hinaus Konvergenz
auf ganz E vor, so erhalten wir ||P,|| — ||P|| durch eine Auswertung in Null, also nach
Lemma 2.13 die schwache Konvergenz. Die Konvergenz der Laplace-Transformierten

auf E folgt wiederum mit Proposition 2.11. O

In vielen Fallen ist es einfacher, mit kumulantenerzeugenden Funktionen zu rechnen.
Deshalb formulieren wir fiir den Fall, dafl die Grenzverteilung nicht Null ist, eine Fol-

gerung aus dem Stetigkeitssatz fiir kumulantenerzeugende Funktionen.

2.15 PROPOSITION. Sei {P,} C S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmafen
mit beschrankten Laplace-Transformierten und P € S(X)\ {0} mit P, — P (P, = P).

Sind 1, und Y die zugehorigen kumulantenerzeugenden Funktionen, so gilt v, —
lokal gleichmdfig auf E° (E) und V1, — V9 fir1 < j < d lokal gleichmdfiig auf E°.

BEWEIS. Wegen P # 0 existiert ein f € G(X) mit [ fdP # 0. Aufgrund der Konver-
genz [ fdP, — [ fdP folgt P, # 0 fiir hinreichend grofes n € N. Daher besitzt P,
0.B.d.A. eine kumulantenerzeugende Funktion. Nach Proposition 2.11 besitzt auch P
eine endliche Laplace-Transformierte (also eine kumulantenerzeugende Funktion), und
es gilt P, — P lokal gleichmiBig auf E° (E). Sei K C E° (E) kompakt. Wegen
P(\) > 0 fiir A € E gilt infycx P(A\) > 0, und aufgrund der lokal gleichméfiigen Kon-
vergenz infycx P,(\) > 0 fiir hinreichend groes n € N.

(a) Nach Definition gilt 1, := — log P,,, und mit dem Mittelwertsatz folgt die Existenz
von M > 0 derart, daf3

U (A) — WA < M [Py () — P(N)], e K.

Damit folgt die lokal gleichméaflige Konvergenz der kumulantenerzeugenden Funktionen

aus der lokal gleichmafligen Konvergenz der Laplace-Transformierten.

(b) Aufgrund der Holomorphie der Laplace-Transformierten nach Proposition 2.4 er-

halten wir

VP () = /yj exp(—(A,y)) Pu(dy), A €E°,

und mit den dort angegebenen Abschétzungen Vjpn — Vjp fir 1 < j < d lokal
gleichmafig auf E° analog zum Beweis von Proposition 2.11. Dies liefert

1 - .

Vi (A) — V()| = =< Vi Py(N)P(X) — VPN P, (M), NEK,

P, (A)P(N)

und die Behauptung folgt wie in Teil (a). O
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2.16 BEMERKUNG. (a) Wir erhalten den (wohlbekannten) Eindeutigkeits- und Stetig-
keitssatz fiir Sub-Wahrscheinlichkeitsmafle auf E als Spezialfall des hier entwickelten
Kalkiils. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, da8 P < 1 fiir jedes P € S(E).
Daher besitzt jedes P € S(E) eine endliche Laplace-Transformierte und {P,} C S(E)
ist stets eine Folge mit beschrinkten Laplace-Transformierten.

(b) Im Fall d = 1 ist fiir eine Folge {P,} C S(R) von Sub-Wahrscheinlichkeitsmafien
unter der Voraussetzung der Konvergenz von {P,(\)} fiir jedes A € (0,00) stets die
Beschriinktheit der Laplace-Transformierten gewihrleistet, da P, (0) = ||P,|| < 1 fiir

alle n € N. Wir werden diese Tatsache im folgenden ohne weiteren Hinweis verwenden.

3. Unendlich teilbare Verteilungen

3.1 DEFINITION. (a) Definiere die FALTUNG P * @) € S(X) zweier Sub-Wahrschein-
lichkeitsmafle P, @ € S(X) durch

/ f(x) (P Q)(dz) == / fly+2) P(dy) Qdz), | T(X).

(b) Fiir ein endliches Borel-Mafl i € M(X) definiere die LAPLACE-TRANSFORMIERTE
i E — [0, 00] durch

i) = / exp(—(\ ) u(dy),  A€E.

(c¢) Ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmafl P € S(X) heiit UNENDLICH TEILBARE VERTEI-
LUNG, falls zu jedem n € N ein P,, € S(X) mit P = P}™ existiert.

3.2 LEMMA. Sind p,v endliche Borel-Mafe auf X und ist o := p*v, so qilt 9 = fi-v.

BEWEIS. Dies folgt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. O

3.3 PROPOSITION (ZUSAMMENGESETZTE POISSON-VERTEILUNG). Sei r > 0 und p
ein endliches, auf E U U,(0) konzentriertes Borel-Maf. Definiere P, : B(X) — [0, 00)
durch

(3.1) P,(T) = exp(— ) Zi, ), TeBX),

wobei 1*Y := €. Dann ist P, ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf X. Ist p auf E konzen-
triert, so gilt P, € P(E). Die kumulantenerzeugende Funktion 1 von P, ist gegeben
durch

(3.2) B(N) = / (1—exp(—(My)) u(dy),  AEE.
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BEWEIS. Man iiberzeugt sich anhand der Definition leicht davon, dafl P, ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf X (E) ist. Nach Fubini und Lemma 3.2 gilt

Pa3) = exp(— ) 3 - (V)"

n=0

—exp (= Il + [ exp(- () )
= exp ( - / (1 —exp(=(\ 1)) u(dy)>, A€E.

Damit ist die Darstellung (3.2) gezeigt. O

3.4 PROPOSITION (NORMALVERTEILUNG). (a) Sei D € [0,00)4xq €ine Diagonalmatriz
mit Eintrigen o%,... 0% > 0. Dann besitzt Np = ®;.l:1 N(0,0%) € P(X) die kumu-

lantenerzeugende Funktion ¢(\) = — Z;.lzl oj\3/2 fir A € E.

(b) Sei ¥ € Ryxq eine symmetrische, positiv semidefinite Matriz. Dann ezistiert eine
orthogonale Matriz A € Ryxq und eine Diagonalmatriz D € [0,00)4xq mit ¥ = ADAT.
Das zur Abbildung A : X +— X gehérende transportierte Maf Ny, := Np) € P(X)
besitzt die kumulantenerzeugende Funktion (X)) = —(XA, A\)/2 fir X € E.

BEWwEIS. (a) Sei 1 < j < d. Ist 0]2 > 0, so erhélt man durch eine quadratische

Erganzung
. 1
N(©0,09() = <= [ exp(~y?/20) exp(~Ay) dy
J V2mo; I
1
_ 242 2112 /0 -2
= exp(o;A”/2) Voo, /exp(—(y+aj)\) [2075) dy

= exp(ajz)\Q/Z), A € [0, 00).
Wegen N (0,0) =1 und Np(\) = H;lzl N(0, 07)(A;) fiir X € E folgt die Behauptung.

(b) Da ¥ € Ryxq symmetrisch ist, existiert ein orthonormales System von zugehorigen
Eigenvektoren. Wihlen wir diese Eigenvektoren als Spalten der Matrix A € Rgxq4, so
existiert eine Diagonalmatrix D € Ryxg mit XA = AD. Da X positiv semidefinit ist,

sind die Eintrége o7,...,03 in D nichtnegativ. Mit dem Transformationssatz folgt
Nx;(A) = /exp(—(A,Ay)) Np(dy) = Np(ATX), A€eE.
Setzen wir A =: (ax;) und ¥ =: (oy;), so erhalten wir die kumulantenerzeugende
Funktion
LA LA d
Y= 23R ATA e = -1 3 (Zakja;alj)AkA,
j=1 k=1 \j=1
1 < 1
=-3 > orded = —5{ZAN), AEE
k,l=1

Damit ist die angegebene Darstellung gezeigt. 0
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Wir benétigen einige technische Hilfsmittel, um eine unendlich teilbare Verteilung in
der Form (1.2) zu konstruieren. Da dies durch eine Approximation stattfindet, sind hier

Konvergenz- und Darstellungsuntersuchungen nicht sauber voneinander zu trennen.

3.5 LEMMA. Definiere die Funktion M : X x X — R durch

(3.3) M(\y) :==exp(—(\,y)) — 1+ 1<i7|‘?;>|2, (A y) e X xX.

Dann existiert eine stetige Funktion r : R +— R mit r(0) = 0 derart, dafs fir jedes R > 0

1
MO < RIE + 5 0?1+ sup [l AeXbl <R
Y=

BEwEis. Wahle die Funktion r als quadratisches Restglied der Taylor-Entwicklung der
Exponentialfunktion. Es gilt

(3.4) exp(—z) —1=—x+ %a:2(1 +r(x)), z € R.

Damit erhalten wir

MOvg) = —Ovg) + 29 L Lo ), (v eXxX,

T+ [y 2
und wegen
(A y) lyl?
ANY) — ——= = (A,
folgt die Behauptung. ([l

3.6 LEMMA. Seir > 0. Firn €N seia, € X, 6, >0, 3, € Ryxq eine symmetrische,
positiv semidefinite Matriz und p, ein Borel-Maf auf E U U,(0), das die Bedingung
[(ly]*> A1) pn(dy) < oo erfillt. Definiere

(35)  n(A) = {am, \) — %@nx, A) — /M(A,y) sn(dy) + 6, AEE.

Dann ist die Folge {1, (\)} genau dann fir jedes A € E° (E) beschrinkt, wenn die
Folgen {an}, {0,}, {Spur X, } beschrinkt sind und sup, ¢y [ (|y|> A1) pn(dy) < oo gilt.

BEWEIS. (a) Wir nehmen zuerst an, daf§ die angegebenen Bedingungen erfiillt sind.
Wegen Lemma 3.5 und der Beschrénktheit von M (A, -) auf E\ U, (0) geniigt es zu zeigen,
daB die Folge {(X,\, \)} fiir jedes A € E beschrinkt ist. Fiir n € N sei &, = A, D, AL,
wobei A,, € Ryxq4 orthogonal und D,, € [0,00)4xq diagonal. Wegen || D, || < Spur(%,,)
und ||A,|| =1 folgt

(Bn A, A) = (D A\, AL ) < Dl - [AZIPIAP < Spur(S,) - [P, A€ E.
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(b) Ist die Folge {1, ()} fiir jedes A € E° beschrankt, so betrachte die Darstellung
200(3) = 6n(2N) = (S0 = [ (MO 9) ~ M2\ D) an(d) + 6,

= (T A) + / (1 - exp(—(A,y}))Q pin(dy) + O, A e E°.

Alle Terme auf der rechten Seite sind nichtnegativ, also beschriankt. Wir betrachten
zuniichst die Folge {3,}. Sei wieder ¥, = A, D, AL wobei A, € Ryxq orthogonal
und D,, € [0,00)4xq diagonal mit Eintragen (aj(”))Q fir 1 < j < d. Wir zeigen
nun, dafl zu jedem 1 < j < d und jeder Teilfolge von {3,} eine weitere Teilfolge
(die wir genauso bezeichnen) derart existiert, dafl sup,,cy (aj (”))2 < o0o. Dann folgt
die Beschrinktheit von {Spur(X,)}. Sei also 1 < j < d fest. Wegen ||A4,] = 1
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl {4, } gegen eine Matrix A € Ryxq konvergiert.
Offensichtlich ist A ebenfalls orthogonal. Da E° eine Basis von X enthélt, konnen
wir ein A € E° mit (A7) e;) > 0 wihlen. Fiir n € N setze A\(™) := AT\, Dann
gilt A, = (AT) e;) — (ATA,e;) > 0. Also existiert ein € > 0 mit \;(™ > ¢ fiir
hinreichend grofles n € N. Die Behauptung folgt wegen

d

(SN = (D ATA AT = 37 (02 (™) > (o) ()2
k=1

Verwende nun sup,,cy [ (1 — exp(—()\,y)))z,un(dy) < oo fiir alle A € E°. Dies lie-
fert unmittelbar die Beschrénktheit von {su, (E\ U-(0))}. Mit einer linearen Taylor-

Entwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir sup,,cy [, ) A y)? pn(dy) < oo fiir
alle A € E°. Definiere die Matrix ¥/, := (0y,,™) durch

Ulm(n) = / Y1Ym ,un(dy)7 1< lam <d.
U,.(0)

Offensichtlich ist ¥/, symmetrisch. Wegen (¥ x, x) = fUT(O)<$’ Y)? 1 (dy) > 0 fiirz € X
ist 3! positiv semidefinit, und es gilt sup,,cn (X7, A, A) < oo fiir alle A € E°. Wie vorher
folgt die Beschranktheit von {Spur(X])}, also sup,,cy fUT(O) ly|? pn (dy) < co. Damit
haben wir gezeigt, daB sup,, ¢y [ (|y|?A1) pn(dy) < co. Eine Anwendung von Lemma 3.5
auf die Darstellung (3.5) liefert die Beschranktheit von {(a,,\)} fir A € E°. Wegen
X = E° — E° gilt dies fiir alle A € X. Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen der

kanonischen Basisvektoren. [l

3.7 LEMMA. Seir > 0. Firn €N seia,, € X, 6, >0, X, € Ryxq eine symmetrische,
positiv semidefinite Matriz und p, ein Borel-Maf auf E U U,(0), das die Bedingung
[(lyl* A1) pn(dy) < oo erfillt. Definiere

Pn(A) = (an, A) — %@nx, A) — /M(A,y) fn(dy) + 60, A€E.
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Sei ferner a € X, § > 0, X € Ryxq eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
und p ein Borel-Maf auf EUU,.(0) mit [(|y|* A1) pu(dy) < co. Es gelte:

(a) a, — a.

(b) lim lim '((En)\, )\>+/

e—0n—oo U. (0)

A\ y)? un(dy)) — (XA, A>‘ =0 fir alle \ € E°.
(c) 1X\m Uy — 1X\m v fir alle e > 0 mit u(@Ue(O)) =0.

(d) lim lim (,un(E\UR(O))Jr(Sn)—cS’:O.

R—oon—oo

Dabei st vy, (dy) = [y[*(1 + [y[*) " un(dy) und v(dy) := |y|*(1 + |y|*) " pu(dy). Dann
existiert der Grenzwert () := limy, oo ¥n () fir alle X € E°, und dieser besitzt die
Darstellung

WOV = (@A) — %(Z)\, A — /M()\,y) w(dy)+5,  AeE°.

BEWEIS. Definiere Ny : X\ {0} — R fiir A € E° durch Ny(y) := M(\, y)(1+|y|?)|y| =2
Seien {ex}, {Rx} C (0,00) Folgen mit v(9U, (0)) = v(90Ug,(0)) = 0 und ¢, — O,
Rj. — oo. Dann gilt fiir hinreichend grofles k € N die Ungleichung

[¥n(A) = PN < lan —al [A]

+ '(%@m A) +/U%(O)M(A,y) un(dy)) - %(E%M‘

" /H|M<A,y>\ u(dy)

e (0)

+

My~ [

URk (0)\U6k (0)

* ' ( B [E\Uak<o> M(X,y) pn(dy) + 5n) —5

+/ M\ y)| p(dy), )\ e E°.
E\Ug, (0)

/ M) v(a)
Ury, (0)\U¢,, (0)

Wegen Bedingung (a) geht der erste Term mit n — oo gegen Null, wegen Bedingung (c)
und der Stetigkeit von N der vierte ebenfalls. Nach Lemma 3.5 existiert eine stetige
Funktion 7 : R +— R mit 7(0) = 0 und

/ MO )| u(dy) < e N / yl? u(dy)
0., (0) U.,.(0)

- % <1 + sup }TW’?/))D / (\y)u(dy),  A€EE°

lyl<ek Ue,, (0)



3. Unendlich teilbare Verteilungen 19

Damit geht der dritte Term wegen [(|y|* A 1) p(dy) < oo fiir k — oo gegen Null.
Aufgrund der Beschrénktheit von M(\,-) auf E \ Ug, (0) gilt dies ebenfalls fiir den
letzten Term. Wende nun Lemma 3.5 auf den zweiten Term an. Es gilt

‘(%(znA,M + /Uek(m M(A,y) un(dy)) - %@A, A>‘

1 CE €k<o><A’y>2“"<dy)) - @A)

+ e || - y|? p1n (dy)

+l sup ‘ (N y) |/ V2 i (dy), A€ E°.

SchlieBllich erhalten wir

‘(—/E\URk(O)M(A,y) fin (dy) +5n> —5'

< | (i B\ VR (0) +6,) ~9

+  sup |M(Ay) + 1| pa(BE\Ug(0)),  AeE°.
yEE\Ug,, (0)
Damit folgt die Behauptung mit n — oo, k — oo wegen (b), (d) und der Konvergenz
limy o0 SUPy R\, (0) ‘M()\,y) + 1} =0 fir A € E°. O

3.8 LEMMA. Seir > 0. Firn €N seia, € X, 6, >0, X, € Ryxq eine symmetrische,
positiv semidefinite Matriz und p, ein Borel-Maf auf E U U,(0), das die Bedingung
[(lyl? A1) pn(dy) < oo erfiillt. Definiere

Un() = (0, 3) = (S0 ) — / M\ y) pn(dy) + 60, A€E.

Ist die Folge {1, (\)} fiir jedes X\ € E° beschrankt, so existiert ein a € X, ein § > 0, eine
symmetrische, positiv semidefinite Matriz X2 € Ryxq und ein Borel-Maf$ p auf EUU,.(0)
mit [(ly|> A1) u(dy) < oo derart, daf die Bedingungen (a) — (d) von Lemma 3.7 fir
eine Teilfolge von {1, } erfillt sind.

BEwEIs. Nach Lemma 3.6 sind die Folgen {a,}, {0,}, {SpurX,} beschrénkt, und
es gilt sup,en [ (Jyl?> A1) pn(dy) < oo. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, daB
a = lim, ., a, € X und §y := lim,, - J,, > 0 existieren. Insbesondere ist damit
Bedingung (a) bereits erfiillt. Ferner ist die Folge {||X,||} beschrankt. Also kénnen wir
davon ausgehen, dafl ¥ := lim,, ., >, € Ryxq komponentenweise existiert. Offensicht-
lich ist ¥ symmetrisch und positiv semidefinit. Setze v, (dy) := |y[*(1+ |y|*) L pn (dy).
Wegen sup,,cy ||vn]| < oo kénnen wir durch Teilfolgenbildung o.B.d.A. annehmen, da8

vp ~ v fiir ein endliches Borel-Maf v auf EAUU,.(0). Ist v die Einschrinkung von v2
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auf X und p(dy) := 1\ 03 (y)(1+ ly|?)|y|~2v(dy), so ist Bedingung (c) ebenfalls erfiillt.
Weéhle nun eine monotone Nullfolge {€,} C (0,1). Wegen sup,,cy fm ly|? pn (dy) < 0o
kénnen wir durch Teilfolgenbildung 0.B.d.A. annehmen, da8 fiir alle k¥ € N die Grenz-
werte

O-l(fz) = lim Y1Ym ,Un(dy)v 1 < l,m < d,

existieren. Setze nun L) = (Ul(i)) und beachte, dafl die Folge {Spur (Z(k))} be-
schrinkt ist. Also existiert 0.B.d.A. der Grenzwert £; := limg oo 2% € Ryxa.
Fiir k € N ist (%) symmetrisch, und es gilt

<E(k)x,x> = lim (y, )% pip (dy) > 0, z € X,

" JU )
also ist die Matrix ¥; symmetrisch und positiv semidefinit. Damit ist Bedingung (b)
mit ¥ := 3o + X1 € Ryxg erfiillt. Sei schliellich {Rx} C (0,00) mit Ry — oo.
Wegen sup,ey | ([y[* A 1) pn(dy) < oo kénnen wir durch erneute Teilfolgenbildung
0.B.d.A. annehmen, da8 6%) := lim,, o ps, (E \ Ug, (0)) fiir alle k € N existiert. Da
die Folge {6(*)} monoton fillt, existiert der Grenzwert &; := limy_o, %) > 0, und die
Bedingung (d) ist mit § := 69 + 01 > 0 erfiillt. O

3.9 LEMMA. Seia € X, 6§ > 0, ¥ € Ryxq eine symmetrische, positiv semidefinite
Matriz, r > 0 und p ein Borel-Maf auf (EUU,(0)) \ {0} mit [(|y|> A1) p(dy) < oo.
Definiere

D) = (a, A) — %(EA, A) — /M()\,y),u(dy) 45,  AcE.

Dann existiert eine Folge {p,} von endlichen Borel-Maflen auf E U U,(0) derart, dafs

mit a, := a, X, := X und 9, := 0 die Bedingungen von Lemma 3.7 erfillt sind.

BEWEIS. Sei {e,} C (0,00) eine Nullfolge. Definiere ., (dy) := 1x\v. (y) u(dy) und

Yn(A) == (a, \) — %(m, A) — /M(A,y) fin (dy) + 6, A e E.

Offensichtlich ist Bedingung (a) von Lemma 3.7 erfiillt. Man iiberzeugt sich nun leicht
davon, daB wegen [(|y|> A1) pu(dy) < co und Lemma 3.5 die Bedingungen (b) — (d)
ebenfalls erfiillt sind. Damit folgt die Behauptung. O

3.10 LEMMA. Seir > 0. Firn € N seia, € X, §, > 0, X,, € Ryxq eine symmetrische,
positiv semidefinite Matriz und p,, ein Borel-Maf$ auf E U U,(0), das die Bedingung
[(lyl? A1) pn(dy) < oo erfillt. Definiere

P (A) = (an, A) — %@nx, A) — /M(A,y) fn(dy) + 60, A€E.
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Sei ferner a € X, § > 0, X € Ryxq eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
und p ein Borel-Maf auf EUU,.(0) mit [(|y]* A1) u(dy) < oo. Setze

1
W) = (@) = 5N - [ MO udn) +5, A€E
Besitzt P, € S(X) die kumulantenerzeugende Funktion 1, und sind die Bedingun-
gen von Lemma 3.7 erfillt, so ist ¢ die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-

Wahrscheinlichkeitsmafles P € S(X), und es gilt P, — P.
BeEwEIs. Nach Lemma 3.6 ist die Folge {1,,(\)} fiir jedes A € E beschrénkt, also {P,}

eine Folge mit beschrankten Laplace-Transformierten. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14
existiert ein P € §(X) mit P, — P, und die kumulantenerzeugende Funktion von P

stimmt auf E° mit 1 tiberein. Eine stetige Fortsetzung liefert die Behauptung. 0

3.11 THEOREM (DARSTELLUNGSSATZ). Seia € X, § > 0, ¥ € Ryxq eine symmetri-
sche, positiv semidefinite Matriz, r > 0 und p ein Borel-Maf auf (EUU,(0))\ {0} mit
[(lyl? A1) u(dy) < oc. Definiere die Funktion ¢ : E — R durch

(3.6) PO = (@, \) — %(EA, A) — / MO\ y)p(dy) +5, AEE.

Dann st ¢ die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung
P € §(X). Diese Darstellung (Lévy Khintchine-Darstellung) ist eindeutig.

BEWEIS. Nach Lemma 3.9 existiert eine Folge {.,,} von endlichen Borel-Maflen auf der
Menge E U U,.(0) derart, dafi ¢(\) = lim, o ¥y, () fiir alle A € E°, wobei

U 1= (ansX) = HEAN + [ (1= exp(=(\a)) ialdy) 46, A€E.

und a, :=a— [y/(1+ |y[*)~! un(dy). Nach Lemma 3.2, Proposition 3.3 und Proposi-
tion 3.4 ist 1, die kumulantenerzeugende Funktion des Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles
P, := ¢, * Ng x P, xe % € S(X). Nach Lemma 3.10 existiert ein P € S(X) mit
P, = P, und v ist die kumulantenerzeugende Funktion von P. Man zeigt analog zum
Beweis von Proposition 2.4, da die Fortsetzung ¢ von v auf L¢ stetig und in jeder
Variablen holomorph ist. Da P und expo ¢ nach Voraussetzung auf E iibereinstim-
men, folgt P = exp o ¢ nach Proposition 2.4 und Lemma 2.6. Insbesondere besitzt die
Fourier-Transformierte P von P die Gestalt P(u) = exp (¥(w)) fiir u € RY, wobei

0 = ifa, )~ 5 (Suw) + [ Nwg)u(dy) -5, uek’

und
(3.7) N(u,y) = exp(ifu,y)) — 1 — % (u,y) € R? x RY.
Verwende nun, daf§ |P|| = exp(—dJ). Damit erhalten wir die Behauptung aus der

(Eindeutigkeit der) Lévy Khintchine-Darstellung von exp(d)P € P(X) (siehe z.B. Par-
thasarathy (1967), Theorem VI.4.10). O
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3.12 BEMERKUNG. Die Gréflen a, d, ¥ und p sind nach dem Darstellungssatz charak-
teristische Groflen der unendlich teilbaren Verteilung P € S(X). Wir schreiben daher
P = [a,%, u,0], und gehen, falls keine ndheren Angaben gemacht werden, davon aus,

daB die in Theorem 3.11 angegebenen Bedingungen an diese Gréfen erfiillt sind.

Wir fiihren nun in einem Spezialfall ahnliche Konvergenzuntersuchungen durch. Die
Methoden und die dabei erzielten Resultate sind zu den bereits durchgefithrten Unter-

suchungen analog. Deshalb verweisen wir hier auf die entsprechenden Beweise.

3.13 LEMMA. Firn € N sei a, € E, 0, > 0 und o, ein Borel-Mafl auf E, das die
Bedingung [(Jy| A1) 0,(dy) < oo erfillt. Definiere

Bu(N) 1= (an, A) + / (1= exp((0y) onldy) + 6 AEE.

Sei a € E, 6 > 0 und ¢ ein Borel-Maf$ auf E mit [(ly| A 1)o(dy) < oo. Setze
Tu(dy) = [y|(L+ [y)) " en(dy) und y(dy) = |yl(1 + |y]) " o(dy). Es gelte

(an + /Ue(o) yyn(dy)) —a

(gn(E \ Ur(0)) + (sn) - 5‘ 0.

(a) liH(l) lim = 0.

() fim, I,

Dann existiert der Grenzwert ¥(\) := lim,, oo ¥n(A) fiir alle X € E°, und dieser besitzt
die Darstellung

Y(A) = {a,\) + / (1 — exp(()\,y))) o(dy) + 0, A e E°.

Die Folge {1, (\)} ist genau dann fir jedes X € E° (E) beschrinkt, wenn die Folgen
{an}, {00} beschrinkt ist und die Bedingung sup, ey [ (Jy| A1) on(dy) < oo erfiillt ist.
In diesem Fall existiert eine Teilfolge von {1}, die den Bedingungen (a) — (c) gendigt.

BEWEIS. Analog zu den Beweisen von Lemma 3.6, Lemma 3.7 und Lemma 3.8. 0

3.14 LEMMA. Seia € E, § > 0 und o ein Borel-Maf auf E mit [(Jy| A1) o(dy) < oo.
Definiere

P(A) = (a,\) + / (1 —exp((\, ) on(dy) + 0y, A€ E.

Dann ezistiert eine Folge {u,} von endlichen Borel-Mafien auf E derart, daff mit

an = a und o, =0 die Bedingungen von Lemma 3.13 erfullt sind. Definiere

Bn(N) 1= (an, ) + / (1—exp((Ay) on(dy) + 6, AEE.
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Besitzt P, € S(E) die kumulantenerzeugende Funktion 1, und sind die Bedingun-
gen von Lemma 3.13 erfiillt, so ist 1 die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-
Wahrscheinlichkeitsmafies P € S(E), und es gilt P, — P.

BEWEIS. Analog zu den Beweisen von Lemma 3.9 und Lemma 3.10. U

3.15 LEMMA. Sei {ay,} C (0,00) eine Folge und {k,} C Ny mit k,, — oo. Dann
besitzen die Folgen {afr} und {eFr(“»=DY dieselben Héiufungswerte.

BeEwEeIs. Wir kénnen (durch Teilfolgenbildung) o0.B.d.A. annehmen, daff die jeweils
betrachtete Folge konvergiert. Gilt ef»(@n=1) — o € [0, 00], so folgt kp (v, — 1) — Ina

k
mn n_l "
ak":<l+m) — Q.

und
n

Gilt umgekehrt af» — o € [0,00], so folgt k,Ina, — Ina, und es sind drei Fille
zu unterscheiden. Ist lim, .., a,, < 1, so folgt @ = 0 und k,(a,, — 1) — —oco. Ist
lim, . a, > 1, so folgt @« = oo und k, (o, — 1) — oo. Gilt schlieBlich o, — 1, so

kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf§ a,,, # 1 fiir hinreichend grofies n € N, und erhalten

wegen (z —1)/Inz — 1 fir z — 1

lim k,(o, —1) = lim k,Ina, =Ina.

Damit folgt die Behauptung. OJ

3.16 THEOREM (NICHTNEGATIVITAT). P € S(X) \ {0} ist genau dann eine unend-
lich teilbare Verteilung auf E, wenn die kumulantenerzeugende Funktion 1 von P die

Darstellung

V) =@+ [ (- ep(-w) oldy) +5, A€E
besitzt. Dabeiista € E, 6 > 0 und o ein Borel-Maf$ auf E\{0} mit [(|y|Al) o(dy) < co.

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dafl jede Funktion 1) mit der angegebenen Darstel-
lung eine unendlich teilbare Verteilung auf E definiert. Nach dem Darstellungssatz 3.11
ist ¢ die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral beschriankten unendlich teil-
baren Verteilung auf X. Daher geniigt es zu zeigen, dafl diese Verteilung auf E konzen-
triert ist. Nach Lemma 3.14 existiert eine Folge {0, } von endlichen Borel-Maflen auf
der Menge E derart, dafl ¢)(\) = lim,, . 1, (A) fiir alle A\ € E°, wobei

(V) = {a2) + / (1= exp(—(\ ) on(dy) +6,  A€E.

Nach Lemma 3.2 und Proposition 3.3 ist 1,, die kumulantenerzeugende Funktion des
Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles P, := ¢, x P, * el € S (E). Durch eine erneute
Anwendung von Lemma 3.14 sehen wir, dafl 1) die kumulantenerzeugende Funktion
eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmafies P € S(E) ist.
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(b) Wir zeigen nun umgekehrt, daf§ jede unendlich teilbare Verteilung P € S(E) \ {0}
eine kumulantenerzeugende Funktion mit der angegebenen Darstellung besitzt. Nach
Definition existiert zu jedem n € N ein P, € S(X) mit P = P;™. Offensichtlich gilt
P, € S(E) \ {0}. Wegen P = (P,)" folgt mit Lemma 3.15

n(l—P,(X) — (), A €E.

Damit erhalten wir () = lim,, .o ¥, (A) fiir alle A € E, wobei

UV (N) = / (1 — exp(—()\,y>)) nP,(dy) + noy,, A €E,

und 6, := 1 —||P,||. Da alle auftretenden Terme nichtnegativ sind, ist die Folge {nd,,}
beschréankt, und es gilt sup,,cy [ (|y| A1) nP,(dy) < co. Nach Lemma 3.13 existiert eine
Teilfolge von {4}, die den dort angegebenen Bedingungen (a) — (c) geniigt, d.h., es
existiert ein a € E, ein § > 0 und ein Borel-Ma8 g auf E\ {0} mit [(|Jy| A1) o(dy) < oo
derart, daf3

PY(A) = {a,\) + / (1 — exp(—()\,y>)) o(dy) + 9, A€ E°.

Die Behauptung folgt nun durch stetige Fortsetzung auf E. 0

4. Konvergenzsatze

4.1 PROPOSITION. Sei P € S(R) ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmap. Ist P: R — C die

Fourier-Transformierte von P, so gilt

/ exp(—y?/2) P(dy) = J% / exp(—u?/2) P(u) du

BEWEIS. Definiere f : R — R durch f(y) := exp(—y2?/2) fiir y € R. Die Fourier-

Transformierte von f ist gegeben durch

~

flu) = %27 / exp(—iuy)f(y)dy, ueER.

Da f/v/2n die Dichte der Standardnormalverteilung ist, folgt f ( ) = exp(—u?/2) fiir
alle v € R. Nach Rudin (1973), Theorem 7.7, gilt f(y) = -1 ff u) exp(iuy) du
fiir alle y € R. Es folgt

/ F(y) P(dy) = %2_% / / exp(—u?/2) expliuy) du P(dy)
_ \/LQ_W / exp(—u2/2) P(u) du

Dabei ist die Vertauschung der Integrale wegen |exp(iuy)| = 1 zuléssig. O
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4.2 KOROLLAR. Sei {P,} C S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaflen mit
Fourier-Transformierten P,. Gilt P, — 0 fast iberall auf R, so folgt P, - 0.

BEWEIS. Wir erhalten [ exp(—y?/2) P,(dy) — 0 mit Proposition 4.1 und dominierter
Konvergenz. Dies ist aber aquivalent zu P, — 0. O

4.3 LEMMA. Sei {P,} C S(X), 7, : X — R fir 1 < j < d die j-te kanonische
Projektion und P,(™) € S(R) das zugehérige transportierte Maf.

(a) Gilt P,(™) %0 fiir ein 1 < j < d, so folgt P, 0.
(b) Ist {P,(™)} fiir jedes 1 < j < d eine Folge mit beschrinkten Laplace-Transformier-

ten, so ist {P,} eine Folge mit beschrinkten Laplace- Transformierten.
BEWEIS. (a) Definiere f € C(R) durch f(2) := exp(—22/2) fir z € R. Nach dem
Transformationssatz gilt
[ #) Putdn) = [ ) P d2) —
Wegen exp(—|y|?/2) < f(y;) fiir alle y € R? folgt die Behauptung.

(b) Wir zeigen die Aussage durch eine Induktion nach d € N. Fiir d = 1 ist nichts zu
zeigen. Ist d > 1, so erhalten wir mit A’ := (Aq,..., Ay) und der Cauchy-Ungleichung

5 d
Pa) = | T] exp(=Asu) Pud)

) (/exp(_zAlyl)PR(dy))l/Q(/ieXp(—%jyj)Pn(dy))W

— (pn(rl)(z)\l))l/2 (pn(WQ,... ,7rd)(2>\/))1/27 \e E,

und die Behauptung folgt mit der Induktionsvoraussetzung. 0

4.4 LEMMA. Sei{P,} C §(X) und {k,} C Ny mit k,, — oco. Dann existiert genau dann
ein Kompaktum K C X mit lim, , P (K) > 0, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

n—oo

(a) lim ‘ / yknPn(dy)‘ < oo fur alle R > 0.
[_RvR]
(b) lim y* k, P, (dy) < oo fir alle R > 0.

(¢) lim k,P,(R\[-R,R]) < oo fiir alle R > 0.

n—oo

(@) Lim [|B,]* > o.

n—oo

BEWEIS. Dies ist eine einfache Verallgemeinerung von Feller (1971), Lemma I1X.7. O
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4.5 DEFINITION. (a) Das zu einer in Theorem 3.11 betrachteten unendlich teilbaren
Verteilung P € S(X) gehorende Borel-Ma8 1 auf (EUU,.(0))\ {0} heiit SPEKTRALMASS
der Verteilung P. In der allgemeinen Theorie der unendlich teilbaren Verteilungen auf X
ist dieses Maf auf der Menge X \{0} definiert. Deshalb sprechen wir in unserem Fall von
einer SPEKTRAL BESCHRANKTEN VERTEILUNG (dies bezieht sich auf die Beschranktheit
des Durchschnitts des Tragers von p mit X\ E). Ist das Spektralmaf} auf E konzentriert,
so heif}t die zugehorige unendlich teilbare Verteilung SPEKTRAL POSITIV.

(b) Ist {P,} eine Folge von spektral beschrankten unendlich teilbaren Verteilungen und
existiert ein » > 0 derart, dafl das zu P,, gehorende Spektralmaf} pu,, fiir jedes n € N
auf (E U U,(0)) \ {0} konzentriert ist, so nennen wir die Folge {P,} GLEICHMASSIG
SPEKTRAL BESCHRANKT.

Wir zeigen nun, dafl wir auf gleichméfig spektral beschréankte Folgen von unendlich
teilbaren Verteilungen auf X den Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte uneinge-

schrankt anwenden konnen.

4.6 PROPOSITION. Sei {P,} C S(X) eine Folge von gleichmdflig spektral beschrinkten
P,(K) > 0.

unendlich teilbaren Verteilungen und K C X ein Kompaktum mit lim,, |

Dann besitzt die Folge { P, } beschrinkte Laplace-Transformierte.

BEWwEIS. (a) Wir zeigen zunéchst den Fall d = 1. Mit P, =: [an, 0n, ln, 6] erhalten

wir die Darstellung
1
@) ) =ad = ol = [ MO (@) +5. A€ (0.5)

wobei r > 0, a, € R, 0,5, > 0 und p,, ein Borel-Maf} auf (—r, 00), das die Bedingung
[(y? A1) pin(dy) < oo erfiillt. Die Fourier-Transformierte P, von P, besitzt die Gestalt
P,(u) = exp (Vn(u)) fiir u € R, wobei ¥, : R — C durch

1
Up(u) = ianu — éanuZ + /N(u, Y) i (dy) — On, u € R,

gegeben ist. Dabei ist die Funktion N(, ) RxR+— C nach Gleichung (3 l) deﬁniert
dUI'Ch
u . expliu u < .
Y y p y 1 y2 Y Y y

Damit erhalten wir die Darstellung | P, (u)| = exp (Red,(u)) des Absolutbetrages mit

(4.2) Re v, (u) = —%anu2 — / (1 — cos(uy)) pin(dy) — 6n, u e R.
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Beachte, dafl alle hier auftretenden Grofien nichtnegativ sind. Nehmen wir an, dafl
eine der Folgen {o,},{d,} C [0,00) unbeschrénkt ist, so erhalten wir 0.B.d.A. (Teil-
folgenbildung) P,(u) — 0 fiir alle u € R\ {0}, und mit Lemma 4.2 folgt P, - 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Wir nehmen nun an, daf sup,,cy |, (—es6) y? iy (dy) = oo
fiir alle € > 0. Dann existiert eine Teilfolge von { P, } (die wir genauso bezeichnen) mit
f(—@e) y?1un (dy) — oo fiir alle (rationalen) € > 0. Sei 0 # u € R fest. Wihlen wir € > 0

so klein, dal 1 + r(uy) > 1/2 fiir alle |y| < € in der Taylor-Entwicklung

2
1 — cos(uy) = % y*(1+7(uy)), y €R,

so folgt
2

lim [ (1—cos(uy)) pn(dy) > UZ lim y? pin (dy) = 0.

n— oo n—oo (—€,¢€)
Damit erhalten wir mit (4.2) wiederum P, (u) — 0 fiir alle v € R\ {0}, also einen Wider-
spruch zur Voraussetzung. Damit existiert ein € > 0 mit suppen |, (e v 1in (dy) < oo.

Wir zeigen als néchstes, da fiir 0 < € < r die Folge {y, ([—7, 7]\ (—€,€))} beschréinkt
ist. Nach Korollar 4.2 besitzt die Borel-Menge

= {ueR\{O} nli_%l()‘ﬁn(u)‘ >0}

ein positives Lebesgue-Mafl. Wahle u; € I', i = 1,2, derart, dafl uy # 0 und uy /us ¢ Q.
Dies ist moglich, da die Menge {uq | q € Q} fiir jedes u € I' abzahlbar ist und damit
Lebesgue-Mafl Null besitzt. Wegen u; € T fiir ¢ = 1,2 und (4.2) gilt

sup/ (1 — cos(uy)) pn(dy) < oo, i=1,2.
neN

Die durch f(y) := (1 — cos(u1y)) + (1 — cos(uzy)) definierte Funktion f : R — [0, c0)
besitzt auf dem Kompaktum I := [—r,7] \ (—¢,€) keine Nullstellen und damit ein

positives Minimum. Wegen sup,,cy [ f(y) pn(dy) < oo erhalten wir sup,, ¢y pin (I) < 0.

Wir gehen nun tiber zur kumulantenerzeugenden Funktion in der Darstellung (4.1) und
nehmen an, da8 die Folge {P,(\o)} fiir ein \g € (0, 00) unbeschrinkt ist, also 0.B.d.A.
gegen Unendlich strebt. Setze b, := a,, — f(r ooy Y(1+ y?) ™! 1, (dy) und schreibe

1
Un(A) = b — 5071)‘2 - (] M(X,y) pn(dy)

+ / (1 —exp(—=Ay)) pin(dy) + 6n, A € [0,00).
(r,00)
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Beachte nun, da die Folgen {o,} und {é,} beschrénkt sind, und dies nach obigen
Uberlegungen und Lemma 3.5 fiir {f[_r . M\ y) pn(dy)} mit X € (0,00) ebenfalls

gilt. Damit ist P,()\g) — oo nur mdglich, wenn b, — —oo und

S 1
(4.4) Tim (— Ao + ol S (1 — exp(—Aoy)) un(dy)) < 0.
Setze nun k, := [|by|] € No. Dann gilt k, — oo. Wir definieren ¢, := b,/kn,
on(dy) = 1(r,00) (Y) 1tn(dy) [k und

on(A) == cp A+ / (1 — exp(—)\y)) on(dy), A € [0, 00).

Offensichtlich gilt ¢,, — —1. Wegen (4.4) erhalten wir
(1 —exp(=Aor)) lim [lon| < / (1 = exp(=Xoy)) on(dy) < Ao

Damit ist {||o,]|} beschrankt. Insbesondere gilt sup,,cy [ (y A1) 0,(dy) < 0o, und nach
Lemma 3.13 konnen wir durch Teilfolgenbildung 0.B.d.A. annehmen, dafl a,d > 0 und
ein Borel-Maf} ¢ auf [0,00) mit [(y A1) o(dy) < co derart existieren, daf

/ (1 — exp(—)\y)) on(dy) — a+ / (1 — exp(—)\y)) o(dy) + 0, A€ (0,00).

Beachte nun, daf g,, auf (r,00) konzentriert ist. Nach Bedingung (a) von Lemma 3.13

folgt a = 0. Mit (4.3) folgt wegen k,, — oo die Konvergenz

(4.5) UV (N) by — =X+ / (1 —exp(—Ay)) o(dy) + 6, A€ (0,00).

Ist @, € S(R) die zu 1, /k, gehorende spektral positive unendlich teilbare Verteilung,
so gilt @, — [—1,0, 0,d] nach dem Stetigkeitssatz 2.14. Andererseits gilt offensicht-
lich Q**» = P,, und nach Lemma 4.4 (c) und (d) folgt Q, ~ ¢ = [0,0,0,0], im
Widerspruch zur Eindeutigkeit dieser Darstellung nach Theorem 3.11. Damit ist die
Behauptung gezeigt.

(b) Im allgemeinen Fall geniigt es zu zeigen, dafl jede Teilfolge von {P,} eine weitere
Teilfolge mit beschrankten Laplace-Transformierten besitzt. Beachte dazu, dafl fir
1 < j < d das transportierte MaB P, (™) relativ kompakt in S(R) ist. Also konnen wir
durch Teilfolgenbildung 0.B.d.A. annehmen, dafl zu 1 < j < d ein P; € S(R) existiert
mit P, (™) P;. Nehmen wir an, dafl P; = 0 fiir ein 1 < j < d, so existiert nach
Lemma 4.3 (a) eine weitere Teilfolge, die, im Widerspruch zur Voraussetzung, vage
gegen Null strebt. Also gilt P; # 0 fiir 1 < j < d. Nach Teil (a) besitzen die Folgen
{P,(™)} fiir 1 < j < d beschrinkte Laplace-Transformierte, und nach Lemma 4.3 (b)
gilt dies ebenfalls fiir die Folge {P,}. O
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4.7 THEOREM (KONVERGENZSATZ). Sei {P,} C S(X) eine Folge von gleichmdfig
spektral beschrinkten unendlich teilbaren Verteilungen mit P, =: [ay, Xy, fin, On]. Dann
ezistiert genau dann ein P € §(X)\ {0} mit P, — P, wenn P eine spektral beschrinkte
unendlich teilbare Verteilung ist und mit P =: [a,%, u, 0] die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(a) a, — a.

(b) lim lim '((Zn/\, A) +/

e—0n—oo U.(0)

(A y)? un(dy)) — (X, A>’ = 0 fiir alle \ € E°.
(©) 1p\oqoy * Vn SN lp\w oy - v fir alle € > 0 mat v(0U(0)) = 0.
(un(E\UR(O)) +5n) — 5’ 0.

Dabei ist vy, (dy) == |y (1+|y|?) " pn(dy) und v(dy) = |y|>(1+|y|?) " tu(dy). In diesem
Fall besitzt die Folge { P, } beschrinkte Laplace-Transformierte. Ist 1), die kumulanten-

(d) lim lim

R— oo n—oo

erzeugende Funktion von P, und v die kumulantenerzeugende Funktion von P, so gilt

lim,, 00 ¥n () = (N fiir alle A € E°.

BEWEIs. Sind die angegebenen Bedingungen erfiillt, so folgt die Behauptung unmit-

telbar aus Lemma 3.7 und Lemma 3.10.

Existiert umgekehrt ein P € S(X) \ {0} mit P, — P, so besitzt die Folge {P,} nach
Proposition 4.6 beschriankte Laplace-Transformierte. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14
besitzt auch P eine endliche Laplace-Transformierte. Ist ¢ die kumulantenerzeugende
Funktion von P, so erhalten wir ,,(A) — () fiir alle A € E° nach Proposition 2.15.
Insbesondere ist die Folge {1, (\)} fir alle A € E° beschrinkt. Damit sind die Bedin-
gungen von Lemma 3.6 erfiillt. Nach Lemma 3.8 existiert zu jeder Teilfolge von {P,}
eine weitere Teilfolge und GroBen a, ¥, p und § derart, dafl die Bedingungen (a)—(d) fiir
diese Teilfolge erfiillt sind. Nach dem bereits gezeigten Teil der Behauptung und dem
Darstellungssatz 3.11 sind a, 3, p und § charakteristische Gréfen von P und héngen
daher nicht von der gewéhlten Teilfolge ab. Damit bleibt zu zeigen, dafl die Folge { P, }
selbst die Bedingungen (a)—(d) erfiillt. Dies ist im Fall von Bedingung (a) offensicht-
lich. Nehmen wir an, da§ Bedingung (b) nicht erfiillt ist, so existieren ein ¥ > 0, eine
Nullfolge {e;} C (0, 00) und eine Teilfolge {P;, } mit

’(@M, A) +/ (A,y)zmn(dy)) - (Z)\,)\)‘ >, k,n €N,

im Widerspruch zur Existenz einer weiteren Teilfolge, die diese Bedingung erfiillt. Die
Giiltigkeit von Bedingung (d) folgt analog. Beachte nun sup,,cy [ (|y[*A1) py (dy) < oc.
Damit existiert ein o > 0 mit ||, < o fiir alle n € N. Ist € > 0 mit v(dU(0)) = 0
vorgegeben, so setze 7, := lp\o) Vns T = lp\wr0) ¥ und verwende, daf} 7, /o0 € §(X)
gilt. Da zu jeder Teilfolge von {7,/0} C S(X) eine weitere Teilfolge existiert, die vage
gegen T/ p strebt, gilt 7,,/0 — 7/p, also 7, — 7. Damit ist Bedingung (c) erfiillt. O
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Die in Theorem 4.7 aufgefiihrten Konvergenzkriterien werden in vielen Fallen nicht

benotigt. Daher formulieren wir den Stetigkeitssatz in einer darstellungsfreien Form.

4.8 THEOREM (STETIGKEITSSATZ). Sei {P,} C S(X) eine Folge von gleichmdfig spek-
tral beschrankten unendlich teilbaren Verteilungen. Ist 1), die kumulantenerzeugende
Funktion von P,, so existiert genau dann ein P € S(X) \ {0} mit P, — P, wenn die
Folge ¥, (\) fiir jedes X\ € E° konvergiert. In diesem Fall ist P eine spektral beschrinkte
unendlich teilbare Verteilung. Ist ¢ die kumulantenerzeugende Funktion von P, so gilt
lim,, 00 ¥n(N) = (N fiir alle A € E°.

4.9 LEMMA. Seir > 0, {P,} C S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmajen,
die auf EUU,(0) konzentriert sind, und {k,} C Ng mit k,, — oo.

(a) Setze an, := [y/(1+ |y|?) Pu(dy), 0n := 1 — || Pall und Q, := [knan, 0, knPr, kndy).
Dann besitzen {(P,(A))*"} und {Qn(\)} fiir jedes X € E dieselben Héufungswerte.

(b) Es emistiere ein Kompaktum K C X mit lim Pk (K) > 0. Dann besitzt die

n—00 n

Folge {P**»} beschrinkte Laplace-Transformierte.

BeEwEIS. (a) Fiir festes A € E setze a,, := P,(\). Nach Lemma 3.15 besitzt die Folge
{akn} dieselben Hiufungswerte wie die Folge {exp ( — (k:n(l — an)))} Es gilt

b1 = ) = b (1= [exp(—(00) Pala))
- kn</ (1 —exp(=(A\y))) Puldy) +1 - HPnH>
~ (= [ O Pt + 1= 12

= k,a, — /M()\, Y) kn Pp(dy) + kpoy,.

Damit gilt Q,(A\) = exp ( — (kn(1 — a,))) fiir n € N, und es folgt die Behauptung.

(b) Wir zeigen die Behauptung fiir d = 1. Der allgemeine Fall folgt dann wie im Be-
weis von Proposition 4.6. Nach (a) und Lemma 3.6 geniigt es dazu zu zeigen, daf3
die Folgen {kna,} und {k,d,} beschriankt sind und sup,cy | (y* A 1) knPo(dy) < oo
gilt. Verwende dazu die Bedingungen (a)—(d) von Lemma 4.4. Nach den Bedingun-
gen (a) und (c) ist die Folge {k,a,} beschrinkt. Nach (d) gilt lim, || P.|/*" > 0,
also lim,, . exp(k,(||Pn|| —1) > 0 nach Lemma 3.15. Dies ist aber &quivalent zur

Beschrénktheit der Folge {k,d,}. SchlieBlich folgt sup,cy | (y* A1) knPn(dy) < co aus
den Bedingungen (b) und (c). O
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4.10 BEMERKUNG. Ist r > 0, P, € S(X) ein auf E U U,(0) konzentriertes Sub-
Wahrscheinlichkeitsmafl und k& € Ny, so heifit die spektral beschrankte unendlich teil-
bare Verteilung Q := [ka, 0, kP, k6] aus Lemma 4.9 die P** BEGLEITENDE UNENDLICH
TEILBARE VERTEILUNG. Wir fithren mit diesem Lemma das Konvergenzverhalten der
Folge {P*»} auf das Konvergenzverhalten der Folge {Q,} der begleitenden unendlich
teilbaren Verteilungen zuriick, und erhalten auf diese Weise einen Approximationssatz

fiir spektral beschriankte unendlich teilbare Verteilungen.

4.11 THEOREM (APPROXIMATIONSSATZ). Sei r > 0, {P,} C S(X) eine Folge von
Sub-Wahrscheinlichkeitsmafen, die auf E U U,(0) konzentriert sind, und {k,} C Ny
mit k, — oo. Es existiert genau dann ein P € S(X) \ {0} mit P** = P, wenn P
eine spektral beschrinkte unendlich teilbare Verteilung ist und mit P =: [a, X, u, 8] die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

Yy
(a) / ok Paldy) —

(b) lim lim

e—0n—oo

/ M) kP (dy) — (2, A)‘ =0 fiir alle A € E°.
U.(0)

(©) 1p\zo) - Ve —_ Lp\gqoy - v fir alle € > 0 mit v(8U(0)) = 0.

(d) lim lim

R— o0 n—o00

En (Pn(E \ Ur(0)) + 5n) — 5’ = 0.

Dabei ist vn(dy) = [y[>(1 + [y[*) " knPu(dy), v(dy) = |y[*(1 + |y[*)” p(dy) und
§p =1 —||Py||. In diesem Fall besitzt die Folge {P*} beschrinkte Laplace- Transfor-
mierte. Ist v, die kumulantenerzeugende Funktion von P, und i die kumulantener-
zeugende Funktion von P, so gilt lim, o kntn(X) = ¥(X) fir alle X € E°.

BEWEIS. Setze a, := [y/(1 + |y[*) P.(dy) und Q,, := [knan,0,ky Py, k,d,]. Nach
Lemma 4.9 (a) besitzen die Folgen {(P,(\))*"} und {@,(\)} fiir jedes A € E dieselben
Haufungswerte.

Existiert ein P € S(X) \ {0} mit P**» = P so besitzt {P**»} nach Lemma 4.9 (a) be-
schrankte Laplace-Transformierte. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14 besitzt P eine endli-
che Laplace-Transformierte, und es gilt (Pn()\))k" — P()) fiir alle A € E°. Eine erneute
Anwendung des Stetigkeitssatzes liefert @),, — P. Nach dem Konvergenzsatz 4.7 ist P
eine spektral beschréankte unendlich teilbare Verteilung, und mit P =: [a, X, p, §] sind
die Bedingungen (a)—(d) erfiillt. Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so existiert
nach dem Konvergenzsatz 4.7 eine spektral beschrankte unendlich teilbare Verteilung
P e S(X)\ {0} mit @, > P und Q,(\) — P()) fiir alle A\ € E°. Nach Proposition 4.6
besitzt die Folge {Q,} beschrinkte Laplace-Transformierte. Damit folgt P**» % P
mit dem Stetigkeitssatz 2.14. O
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Auch in diesem Fall erhalten wir eine darstellungsfreie Form des Stetigkeitssatzes, falls

die Konvergenzkriterien nicht benétigt werden.

4.12 THEOREM (STETIGKEITSSATZ). Sei r > 0, {P,} C S(X) eine Folge von Sub-
WahrscheinlichkeitsmafSen, die auf E U U,(0) konzentriert sind, und {k,} C No mit
k, — o0o. Ist 1, die kumulantenerzeugende Funktion von P,, so existiert genau dann
ein P € S(X)\ {0} mit P, = P, wenn die Folge kpt,(\) fir jedes A € E° konvergiert.
In diesem Fuall ist P eine spektral beschrankte unendlich teilbare Verteilung. Ist i die

kumulantenerzeugende Funktion von P, so gilt lim,, o kpt,(X) = ¥(X) fir alle X € E°.

5. Anmerkungen & Literatur

Eine allgemeine Darstellung der Theorie der schwachen Konvergenz endlicher Borel-Mafle findet man
in Parthasarathy (1967). Zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung lokal kompakter Hausdorff-Raume ver-
gleiche Cohn (1980). Die Metrisierbarkeit des Raumes der Wahrscheinlichkeitsmafle im Fall der Voll-
standigkeit und Separabilitdt wird z.B. in Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 3, behandelt.

Die Darstellung der Laplace-Transformation auf dem Raum S(X) wurde der bekannten Darstellung auf
dem Raum S(E) angepafit. Hier wurde auf groitmogliche Allgemeinheit verzichtet. Zum Beispiel wer-
den keine notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Endlichkeit der Laplace-Transformierten
untersucht. Zum Nachweis des Stetigkeitssatzes wird in Proposition 2.11 ein Argument von Grim-
vall (1974) verwendet. Die Bedingung der punktweisen Beschranktheit der Laplace-Transformierten
geht urspriinglich auf Feller (1971) zuriick, wo in Abschnitt XIII.1 der Stetigkeitssatz fiir beliebige

Borel-Mafie auf E formuliert wird.

Die Anwendung der Laplace-Transformation auf unendlich teilbare Verteilungen auf X, die nicht auf E
konzentriert sind, ist in der Literatur uniiblich. Deshalb mufite dieses Laplace-Kalkiil hier eigens
entwickelt werden. Die Darstellung orientiert sich an Parthasarathy (1967), wo die allgemeine Form
der Fourier-Transformierten von unendlich teilbare Verteilungen auf einem Hilbert-Raum zu finden ist.
Die notwendigen und hinreichenden Konvergenzbedingungen wurden im eindimensionalen erstmals

von Gnedenko & Kolomogorov (1975) nachgewiesen.



KAPITEL II

DEFINITION & EIGENSCHAFTEN

Vorbemerkungen

Sei (S, o) ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum und B(S) der Banachraum
der beschréankten Borel-melbaren Funktionen auf S mit Werten in R. Fiir uns ist ein
(zeitlich homogener) Markov-Prozefl mit Zustandsraum S immer durch eine U’bergangs—
funktion auf S definiert. Dies ist eine Familie {P(t,z) | (t,z) € [0,00) x S} C P(S), die
die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) P(0,x) = €, x €S.
(b) P(-,-,T") € B(]0,00) x S), I' € B(S).
(¢) P(s+t,x,T') = /P(t,y,F) P(s,x,dy), s,t >0,z € E,T € B(S).

Bedingung (c) ist die Chapman Kolmogorov-Gleichung. Wir bezeichnen einen stochasti-
schen Prozefl Z := {Z(t) | t > 0} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit

Zustandsraum S als einen zu {P(t,z)} korrespondierenden Prozef}, falls
P(Z(s+t) el |F?)=P(t,Z(s),T),  s,t>0,I € B(S).

Dabei ist F7Z die von {Z(s) | 0 < s < t} erzeugte o-Algebra. Ein zu einer Ubergangs-
funktion auf S korrespondierender Prozef3 ist notwendig ein Markov-ProzefS. Umgekehrt
158t sich zu jeder Ubergangsfunktion auf S und jedem v € P(S) mit Hilfe des Kolmogo-
rovschen Fortsetzungssatzes ein Wahrscheinlichkeitsma8l P auf dem Raum € := S[0:>)
derart konstruieren, daf§ durch Z(t,w) := m(w) ein korrespondierender Prozefl defi-
niert ist und Z(0) die Verteilung v besitzt. Dabei ist m; :  +— S fiir ¢ > 0 die durch
m(w) := w(t) definierte kanonische Projektion. Die endlichdimensionalen Verteilungen
von Z sind durch {P(t,x)} eindeutig bestimmt.

Ist der Raum (S, o) lokal kompakt, so kann die Definition einer Ubergangsfunktion auf S
verallgemeinert werden. Wir verlangen hier lediglich, dafl {P(¢,z)} C S(S) gilt. Ist
PA(t,z) fiir (t,7) € [0,00) xS die Fortsetzung von P(t, z) zu einem Wahrscheinlichkeits-
maf auf S, und setzen wir P2 (¢, A) := en fiir t > 0, so ist {P2(t,z)} € P(S?) eine
Ubergangsfunktion auf S2 (erweiterte Ubergangsfunktion), und es existiert ein korre-

spondierender Markov-Prozef mit Zustandsraum S2. Wir nennen die Ubergangsfunk-
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tion {P(t,x)} konservativ, falls P(t,x) € P(S) fiir alle (¢,x) € [0,00) x S, andernfalls
defekt. Beachte, daB {P2(t,z)} C P(S?) stets konservativ ist. Eine Ubergangsfunkti-
on {P(t,z)} auf S heifit stochastisch stetig, falls P(t,z) — €, fiir jedes 2 € Sund ¢t — 0.
Dies bedeutet, daf} fiir jedes x € S der korrespondierende Prozefl mit Startverteilung e,

in Null stochastisch stetig ist.

Zu einer Ubergangsfunktion {P(t,z)} C S(S) definiere fiir ¢ > 0 den linearen Operator
T(t) : C(S) — B(S) durch

T(t)f(z) = / f) Pt dy),  feCs).

Dieser Operator ist fiir jedes t > 0 eine positive Kontraktion. Die Familie {T'(¢) | t > 0}
bildet eine Operatorhalbgruppe, die sogenannte korrespondierende Halbgruppe. Sie
wird als Feller-Halbgruppe bezeichnet, falls 7'(¢) fiir jedes t > 0 den Raum G(S) in sich
selbst abbildet und die Abbildung T(-)f : [0,00) — C(S) fiir jedes f € C(S) in Null
stetig ist. Jede Feller-Halbgruppe besitzt einen infinitesimalen Erzeuger GG. Dies ist ein
linearer Operator auf C(E), der durch
Gf = limM, f € D(G),
t—0 t

definiert ist. Dabei ist D(G) der dichte Unterraum aller f € (A?(E), fiir die der Grenzwert
existiert. Der Operator G ist abgeschlossen, d.h., er besitzt einen abgeschlossenen
Graphen G(G), und bestimmt eindeutig die zugehorige Kontraktionshalbgruppe {7'(¢)}.
In den meisten Féllen ist es unmdglich, D(G) (und damit G) vollstandig zu bestimmen.
Es geniigt jedoch oft, G auf einem hinreichend grofien Unterraum von D(G) zu kennen.
Ein dichter Unterraum D C C(E) heift Core von G, falls der AbschluB des Graphen

der Einschrankung von G auf D den Operator G selbst liefert, d.h., G(G|p) = G, und
damit G durch seine Werte auf D eindeutig bestimmt ist.

1. Zusammenfassung

Wir betrachten den Raum E := [0, 00) fiir ein d € N und verwenden die in Kapitel I ein-
gefiihrten Bezeichnungen. Ein Verzweigungsprozef ist ein (zeitlich homogener) Markov-
proze mit Zustandsraum E? | dessen zugehérige Ubergangsfunktion {P(t,z)} C S(E)

die Verzweigungseigenschaft
(1.1) P(t,x+y) = P(t,x)» P(t,y), te€[0,00),z,y€E,

erfiillt. In diesem Kapitel wird ausgehend von dieser Verzweigungseigenschaft auf rein
analytischem Wege die Struktur der zugehorigen Verzweigungsiibergangsfunktion be-

stimmt. Wir formulieren eine zuséatzliche Regularitdtsbedingung, unter der wir die
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allgemeine Form und alle wesentlichen Eigenschaften einer solchen Verzweigungsiiber-
gangsfunktion vollstandig bestimmen konnen. Wie sich im Verlauf der Untersuchungen
herausstellen wird, schlieft diese Regularitatsbedingung, von der wir in dieser Darstel-

lung ausgehen, lediglich pathologische Falle aus.

Wir untersuchen in Abschnitt 2, ausgehend von der Verzweigungseigenschaft (1.1), die
Darstellung der Laplace-Transformierten von P(t, ) fiir (¢,x) € [0,00) X E. Es kann ge-
zeigt werden, dafl diese Laplace-Transformierten durch eine Funktion ¢ : [0, 00) XE — E

in der Form
(1.2) P(t,z,\) = exp ( — (z, (¢, )\))), (t,z) € [0,00) X E, A € E,

dargestellt werden konnen. Wir nennen 1 kurz die kumulantenerzeugende Funktion
der Verzweigungsiibergangsfunktion {P(¢,z)}. Die Chapman Kolmogorov-Gleichung
wird hier durch die Funktionalgleichung

(1.3) (s +1,A) = (s, 0(t,A), st =0,A€E,

ausgedriickt. Anschliefend untersuchen wir, unter welchen Bedingungen eine Verzwei-

gungsiibergangsfunktion durch eine solche Funktion i gegeben ist.

In Abschnitt 3 befassen wir uns mit der stochastischen Stetigkeit einer Verzweigungs-
tibergangsfunktion {P(t,z)}. Wir konnen hier mit Hilfe der Darstellung (1.2) und
der Funktionalgleichung (1.3) zeigen, daf eine Verzweigungsiibergangsfunktion in allen
nichtpathologischen Fallen stochastisch stetig ist. Damit kann nachgewiesen werden,
dafl die zugehorige Operatorhalbgruppe {T'(t)} eine Feller-Halbgruppe ist.

Ist ¢ die kumulantenerzeugende Funktion einer Verzweigungsiibergangsfunktion, so

existiert der Differentialquotient

(1.4) L(A) = M , A€ E°,
CLZ P

was in Abschnitt 4 gezeigt wird. Dies ist der Schliissel zu fast allen weiteren Er-
gebnissen. Die einzelnen Komponenten L; der Funktion L : E° — R? kénnen zu
kumulantenerzeugenden Funktionen von spektral positiven unendlich teilbaren Ver-
teilungen P; € S(X) fortgesetzt werden. Wir konnen aus (1.3) und (1.4) folgern,
daf die Funktion ¥(-,\) : E + R? fiir jedes A € E das autonome Anfangswert-
problem y' = L(y), y(0) = X 16st (diese Differentialgleichung entspricht der Kolmo-
gorovschen Riickwértsgleichung des zugehorigen Markov-Prozesses). Fiir A € E° ist
dieses Anfangswertproblem sogar eindeutig losbar. Damit ist die kumulantenerzeu-
gende Funktion 1 einer Verzweigungsiibergangsfunktion { P(¢,z)} eindeutig durch die
(Fortsetzung der) Funktion L : E + R bestimmt. Wir bezeichnen deshalb die Funk-
tion L oder das Tupel P := (Pi,..., P;) als die Charakterisierung der Verzweigungs-
ibergangsfunktion {P(t,z)}. Ferner kann gezeigt werden, daf§ die einzelnen Kompo-
nenten 1; der kumulantenerzeugenden Funktion 1 ein System von partiellen Diffe-

rentialgleichungen 16sen (das der Kolmogorovschen Vorwértsgleichung des zugehorigen
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Markov-Prozesses entspricht). Als ein weiteres Resultat erhalten wir, da§ die Funktion
P(-,x) : [0,00) — S(E) fiir jedes = € E stetig in der schwachen Topologie ist. SchlieBlich
kann mit (1.4) der infinitesimale Erzeuger G der zugehorigen Feller-Halbgruppe {T'(¢)}

bestimmt werden. Dieser ist eindeutig bestimmt durch
(1.5) Gfa(x) = —(z, L) fa(x), A eE”

Dabei ist f, € C(E) fiir A € E° durch fx(z) := exp(—(\, z)) fiir © € E definiert. Wir
beschlielen dieses Kapitel mit einigen Betrachtungen zur Konservativitat.

2. ﬂ'bergangsfunkt ionen

2.1 DEFINITION. Eine Ubergangsfunktion {P(t,z)} auf E heiBt VERZWEIGUNGSUBER-
GANGSFUNKTION, falls

(2.1) P(t,z +y) = P(t,x)x P(t,y),  te[0,00),2,y¢E.

Wir nennen eine Verzweigungsiibergangsfunktion {P(¢,x)} NICHTDEGENERIERT, falls
ein Paar (tp,z9) € (0,00) x E°® existiert mit P(tg,z¢) # 0, und REGULAR, falls ein
to € (0,00) existiert mit P(tg,ej, £\ {0}) >0 fiir alle 1 < j < d.

2.2 BEMERKUNG. Die Nichtdegeneriertheit einer Verzweigungsiibergangsfunktion be-
deutet, daf} bei einer Startpopulation, in der jeder Typ mit einer positiven Gréfle auf-
tritt, ein Zeitpunkt existiert, zu der die Population (noch) nicht fast sicher unendlich
grofl geworden ist. Eine degenerierte Verzweigungsiibergangsfunktion weist daher auf
eine falsche Modellbildung hin und ist in diesem Sinne ein pathologischer Fall. Wir wer-
den sehen, dafl im Fall der Nichtdegeneriertheit die Population zu keinem Zeitpunkt
fast sicher unendlich grof} ist. Im néchsten Abschnitt erfolgt eine analoge Interpretation

irregularer Verzweigungsiibergangsfunktionen.

2.3 LEMMA. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion. Dann gilt fir jedes
t € [0,00) und jedes Paar x,y € E

(2:2) P(t,x+y,A\) = P(t,z,\) - P(t,y,)), A€E.

BEWEIS. Dies ist gerade Lemma 1.3.2. U

2.4 BEMERKUNG. Sei {P(t,z)} eine Verzweigungsiibergangsfunktion. Ist ¢ty € (0, 00)

mit P(to,e;, £\ {0}) >0 fiir 1 < j <d, so folgt P(to, o) # 0 mit z := Zj:1

Lemma 2.3. Daher ist jede reguldre Verzweigungsiibergangsfunktion nichtdegeneriert.

e; und
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2.5 LEMMA. Sei P € S(E) ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmafs. Gilt P(\) < 1 fiir ein
X € E°, so gilt dies fiir alle A € E°. Gilt P(\) > 0 fiir ein A € E°, so gilt dies ebenfalls
fur alle A € E°.

BEwWEIS. Wir zeigen die Umkehrungen. Gilt P(\) = 1 fiir ein A € E°, so folgt
P(E) = P(0) = 1. Damit gilt P € P(E) und [ (1 — exp(—(\,y))) P(dy) = 0, also
P = ¢y, d.h., P(\) =1 fiir alle A € E°. Ist P(\) = 0 fiir ein X\ € E°, so folgt P = 0,
also P(\) = 0 fiir alle A € E°. O

2.6 THEOREM (KUMULANTENERZEUGENDE FUNKTION). Sei {P(t,z)} eine nichtde-
generierte Verzweigungsibergangsfunktion. Dann gibt es zu jedem (t,\) € [0,00) X E
ein eindeutig bestimmtes 1(t, \) € E mit

(2.3) P(t,z,\) =exp (— (z,9(t,\)), x € E.

Die Funktion ¥(-,A) : [0,00) +— E ist fiir jedes A € E Borel-mefSbar mit ¥(0,\) = X\ und
erfillt die Funktionalgleichung

(2.4) P(s+6,A) =v(s,0(t,A), s, t=20,A€E.
Die Funktion 1;(t,-) : E — [0,00) ist fir 1 < j < d und t € [0,00) die kumulantener-

zeugende Funktion von P(t,e;). Wir nennen 1 : [0,00) x E +— E kurz die KUMULAN-
TENERZEUGENDE FUNKTION von {P(t,x)}.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dafl P(¢,0) = ¢ fiir alle t > 0. Nach Voraussetzung
existiert ein Paar (tg,xg) € (0,00) x E° mit P(tg,zo) # 0. Wegen Lemma 2.3 gilt

P(to,l‘o,/\) :P(to,wo,A)'P(to,O,A), A€ E.

Wegen P(tg,x, ) # 0 fiir alle A € E folgt P(t,0,)\) = 1 fiir alle A € E, d.h., es gilt
P(tp,0) = €g. Ferner gilt

P(t,0,\) = P(t,0,))?, t€1]0,00),\ € E.

Mit Lemma 2.5 folgt P(t,0) = €p oder P(¢,0) = 0 fiir ¢t > 0. Damit ist P(¢,0) = €
dquivalent zu P(t,0,E) > 0. Verwende nun die Chapman Kolmogorov-Gleichung

(2.5) P(s+taB) = [ Pty B)Plssdy),  st20zck.
Damit folgt P(t,0,E) > 0 (also P(t,0) = ¢g) fiir ¢t € [0, to] wegen

0 < Plto,0,E) = /P(to—t,y,E)P(t,O,dy), t e [0,t0).
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Unter erneuter Verwendung von (2.5) erhélt man P(tg +t,0) = ¢ fiir ¢t € [0,%o], d.h.,
P(t,0) = ¢ fiir t € [0, 2tp], und die Behauptung folgt mit vollstdndiger Induktion. Wir
verwenden nun die aus Lemma 2.3 resultierende Darstellung

(2.6) P(t,z,\) P(t,xje;, ), (t,z) € [0,00) x E,\ € E.

||::g

Nach Voraussetzung gilt H;lzl P(tg, (zo,e;)e;,A) > 0 fiir alle A\ € E. Damit folgt
P(to, (zo,e;)e;) # 0 fir 1 < j < d, und wie vorher erhélt man P(t, (zo,e;)e;) # 0
fir t € [0,tp] mit (2.5). Seinun 1 < j < d, t € [0,t9] und A € E fest. Definiere die
Funktion ¢; : [0, 00) + [0, 00) durch

0 (€)== P(t,Eej, ),  £€0,00).
Nach Lemma 2.3 gilt
pi(n+8&) =eime;(€),  n,¢el0,00).

Nach Bedingung (b) der Definition einer Ubergangsfunktion ist die Funktion ¢; Borel-
meBbar. Nach Hille & Phillips (1957), Theorem 9.7.1, ist damit ¢; auf (0,00) stetig.
Ist ¢; auch in Null stetig, so existiert ein (eindeutig bestimmtes) (¢, \) € [0, 00) mit

(2'7) ij(g) = exp ( - 5%‘(@ )‘))7 § € [07 OO)
Beachte, daB8 (xg,e;) > 0 und ¢, ((xo, ;) = P(t, (x0,e;)ej, A) > 0. Fiir h — 0 gilt
@j(h)e;((To,€;)) = pj(h+ (20, €5)) — @;({zo,€;)),

also @;(h) — 1 = ¢;(0). Mit (2.6) und (2.7) erhalten wir

(28) P(t,x,\) Hexp (z, €)Y (t, \))

=exp (— (z,¥(t, \)), (t,z) € [0,to] x E,\ € E,

wobei ¥(t, A) := (Y1(t, \), ... ,vaq(t, N)). Fur s,t € [0,to] folgt mit der Chapman-Kol-

mogorov-Gleichung
Pls+t,a,\) = / exp(— (A ) P(s + t. 2, dy)
_ / / exp(—(A\,y)) P(t, 2, dy) P(s, 2, dz)

= /exp ( — (z,9(t, )\))) P(s,x,dz)
= P(s,2,9(t,\)) = exp (— (z,9(s,¥(t, \)))), x, A € E.

(2.9)
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Setzt man ¥(tg + t,\) := ¥(to,¥(t,\)) fir A € E, so gilt damit Gleichung (2.3) fiir
(t, ) € [0,2ty] x E sowie die Funktionalgleichung (2.4) fiir s,t € [0,%y] und \ € E.
Die allgemeine Giiltigkeit folgt mit vollstandiger Induktion. Die Borel-Mef3barkeit der
Funktion ¥(-,A):[0,00) — E folgt unmittelbar aus der MeBbarkeitseigenschaft einer
Ubergangsfunktion und der Darstellung Vi, \) = —log P(-,e;,A) fiir 1 < j < d.
Wegen P(0,¢;) = €., fiir 1 < j <d gilt () = A fiir alle A € E. O

Wir ziehen nun aus Theorem 2.6 zwei einfache Schlufifolgerungen, von denen die erste

offensichtlich ist und die zweite fiir spatere Anwendungen bendétigt wird.

2.7 KOROLLAR. Sei {P(t,x)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsibergangsfunktion.
Dann gilt P(t,x) # 0 fir alle (t,z) € [0,00) x E und P(t,0) = ¢ fir alle t € [0,00).

2.8 KOROLLAR. Sei {P(t,x)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsibergangsfunktion.
Ezistiert ein tg > 0 mit P(t,e;) € P(E) fir alle t € [0,t9] und alle 1 < j < d, so ist
{P(t,x)} konservativ.

BEWEIS. Sei ¢ die zugehorige kumulantenerzeugende Funktion. Aufgrund der Dar-
stellung (2.3) geniigt es zu zeigen, daf} ¢(¢,0) = 0 fiir alle ¢ > 0. Nach Voraussetzung
gilt dies fiir alle ¢ € [0,%p]. Verwende nun die Funktionalgleichung (2.4). Danach gilt
P(s+1t,0) =¢(s,(t,0)) =0 fir s,t € [0,tp]. Die Behauptung folgt nun mit vollstan-
diger Induktion. 0

Wir benétigen zur Umkehrung von Theorem 2.6 zwei technische Hilfsmittel. Die hier
eingefithrte Algebra A C G(E) wird uns bis zum Ende dieser Arbeit begleiten.

2.9 LEMMA. Zu A € E° definiere f) € (AJ(E) durch fx(x) := exp(—(\, x)) fir x € E.
Dann ist die von {fx | A € E°} erzeugte Algebra A := (f5 | A € E°) dicht in C(E).

BEWEIS. Die Menge A ist nach Definition eine Algebra in a(E), die auf E nirgends
verschwindet. Sind z,y € E mit fy(z) = fi(y) fir alle A € E°, so folgt (\,z —y) =0
fiir alle A € E°. Wegen X = E° — E° erhalt man x = y. Damit ist A nach dem Satz
von Stone-Weierstraf (siche Cohn (1980), Appendix D.23) dicht in C(E). O

2.10 LEMMA. Sei{P(t,x)} eine Familie von Sub-WahrscheinlichkeitsmafSen auf E mit
P(t,z,\) = exp(—(z,9(t,\),  (t.x) € [0,00) x E, A € E.

Ist die Funktion (-, \):[0,00) — E fiir jedes A\ € E° Borel-mef$bar, so ist die Abbildung
P(-,-,T) :[0,00) x E [0, 00) fiir jedes I' € B(E) Borel-mefbar.
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BEWEIS. Betrachte A = (f\ | A € E°). Sei A € E° zunéchst fest. Nach Vorausset-
zung ist die durch 7(¢,x) := (z,9(t, \)) definierte Abbildung 7 : [0,00) X E — E x E
Borel-mefbar. Offensichtlich ist die durch o(z,y) := exp(—(x, y))definierte Abbildung
o :E x E — R ebenfalls Borel-mebar. Wegen P(t,z,\) = (0 o 7)(t, x) folgt daher

/f,\dP(-,'):P(-,-,)\) € B([0,00) x E), A e E°.

Da A dicht in C(E) ist, ist auch die Abbildung [ f dP(.,) fiir f € C(E) Borel-mefibar.
Mit der iiblichen Approximation von Indikatorfunktionen folgt die Mefibarkeit von
P(,-, K) fiir jedes Kompaktum K C E. Da jedes endliche Borel-Maf} auf R? regu-
lar ist (vergleiche Cohn (1980), Proposition 1.5.6), gilt

P(t,x,T) = sup{P(t,z,K) | K CT kompakt}, x e E,I' € B(E),
was die Borel-Mefibarkeit von P(-,-,T") fiir jedes I" € B(E) liefert. O

2.11 PROPOSITION. Fir A € E sei (-, \):[0,00) — E eine Abbildung mit 1»(0,\) = A
und

(2.10) Bls+4,0) = (s, 0(t, ), st >0,AEE.

Ist (-, A) :[0,00) — E fiir jedes A € E Borel-mefsbar und {P(t,z)} eine Familie von
Sub-Wahrscheinlichkeitsmaflen auf E mit Darstellung

(211) P(t,l’, >‘> :exp(— <'T7¢(t7 A)>)7 (tux) S [07 OO) X E7)‘ €E7
so ist {P(t,z)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsibergangsfunktion.

BEWEIS. Die Verzweigungseigenschaft und die Nichtdegeneriertheit folgen direkt aus
Gleichung (2.11). Es bleiben also nur die Eigenschaften einer Ubergangsfunktion zu
zeigen. Wegen (0, \) = A fiir A € E gilt P(0,z) = €, fir x € E. Zum Nachweis der
Chapman Kolmogorov-Gleichung berechnen wir die Laplace-Transformierte auf beiden
Seiten. Mit der Funktionalgleichung (2.10) erhalten wir

P(s+t,x,\) =exp ( — (z, (s, (V(t, )\)))), s,t €10,00),z,\ € E.

Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten Seite iiberein, denn die Darstellung (2.11)
liefert

//exp(—(k,y})P(t,z,dy) P(s,x,dz)
:/P(t,z,)\) P(s,x,dz)
= /eXp ( — (z,9(t, A))) P(s,z,dz)

—exp (= (&, 0(5, 6 N), 5t €[0,00),5,AEE.
Die MeBbarkeitseigenschaft einer Ubergangsfunktion folgt aus Lemma 2.10. O
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2.12 BEMERKUNG. Proposition 2.11 ist ein einfaches Kriterium dafiir, wann eine Uber-
gangsfunktion eine Verzweigungsiibergangsfunktion ist. Viel schwieriger ist es, die
Klasse aller Ubergangsfunktion zu finden, die die Voraussetzungen von Proposition 2.11
erfiillen. Dies wird uns in Abschnitt II1.3 beschaftigen.

3. Stochastische Stetigkeit

3.1 LEMMA. Sei {P(t,z)} eine requlire Verzweigungsibergangsfunktion und v die zu-

gehorige kumulantenerzeugende Funktion. Dann gilt

(3.1) b(t,N) €E°, (1)) €[0,00) x E°.

BEWEIS. Nach der Regularitatsbedingung gibt es zu jedem 1 < j < d ein A\; € E° mit
Y;i(to, Aj) > 0. Mit Lemma 2.5 folgt 1, (to, A) > 0 fiir alle A € E°. Verwende nun die
Funktionalgleichung (2.4). Danach gilt

%(taw(to—t,)\)):%(to;)\) >Oa te [OvtO]a)\EEO'
Mit Lemma 2.5 folgt 1;(¢,A) > 0 fiir alle 1 < j < d, t € [0,%p] und alle A € E°. Also
gilt
Y(t,\) € E°, (t,A) € [0,%0] x E°.

Die Funktionalgleichung (2.4) liefert ¢ (to +t, \) = ¥ (to, ¥ (¢, \)) € E° fiir alle ¢ € [0, o]
und A\ € E°; und die Behauptung folgt mit vollstandiger Induktion. U

3.2 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine requldre Verzweigungsibergangsfunktion mit kor-
respondierender Operatorhalbgruppe {T'(t)}. Dann bildet der Operator T(t) fir je-
des t > 0 den Raum C(E) und die Algebra A= (fx | A € E°) in sich selbst ab.

BEWEIS. Seit >0 und A € E°. Nach Lemma 3.1 gilt ¢(¢, \) € E° fiir die kumulanten-
erzeugende Funktion ¢ von {P(t,z)}. Nach Theorem 2.6 folgt

T(t)fx = P(t,-,\) = exp(— {9 (t,N)) € A.

Aufgrund der Linearitdt von T'(¢t) wird damit A in sich selbst abgebildet. Beachte
nun, dafl nach Theorem 2.6 die Abbildung P(¢,-) : [0,00) — S(E) stetig ist. Damit
gilt T(t)f € C(E) fir f € C(E). Es bleibt zu zeigen, daB T(t)f im Unendlichen
verschwindet. Verwende dazu, da A dicht in C(E) ist. Zu f € C(E) und € > 0 wihle
g€ Amit ||f — g|]| < €/2 und ein Kompaktum K C E mit |T'(t)g(z)| < €/2 fiir z ¢ K.
Dann gilt

@) f (@) <[T@)g(@)| + T f - Tt
<[T@g@)|+TO-If -9l <& z¢K.
Damit folgt die Behauptung. O
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Die stochastische Stetigkeit einer Verzweigungsiibergangsfunktion {P(t,x)} und die
Eigenschaften der korrespondierenden Operatorhalbgruppe {7'(¢)} hédngen eng zusam-

men. Dies nutzen wir im folgenden aus.

3.3 LEMMA. Ist {P(t,x)} eine Verzweigungsiibergangsfunktion und {T'(t)} die korre-
spondierende Halbgruppe, so ist T'(-)f : [0,00) — G(E) fur f € G(E) auf (0,00) stetig.

BEWEIS. Aufgrund der MeBbarkeitseigenschaft einer Ubergangsfunktion ist fiir jedes
f € C(E) die Abbildung T(:)f(:) : [0,00) x E — R Borel-meBbar. Ist p ein endli-
ches signiertes Borel-Mafl auf E, so folgt damit die Borel-Mefbarkeit der Abbildung
[ T()f(x)p(dz) : [0,00) — R. Beachte, dafl C(E) separabel ist. Daher ist die Mef-
barkeit hinreichend fiir die Stetigkeit der Abbildung T'(-)f : [0, 00) — C(E) auf (0, c0)
(Dynkin (1965), Theorem 1.1.5). O

3.4 LEMMA. Sei P € S(E) mit P(E\ {0}) > 0. Dann gilt P(\y) > P(\2) fiir
alle )\1,)\2 e E mit Ay < \g.

BewEis. Offensichtlich gilt P(\;) > P(\z). Nehmen wir die Gleichheit an, so folgt
J (exp(=(A1,9)) — exp(—(A2, 7)) P(dy) =0, also P(E\ {0}) =0. u

3.5 LEMMA. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion und ty € (0,00) mit
P(t(), ej, E\ {0}) >0 furl <j <d. Ist ¢ die zugehorige kumulantenerzeugende Funk-

tion, so existiert ein Intervall [, ] C E mit nichtleerem Inneren und [o, f] C ¥(to, E°).

BEwEIS. Wiéhle A\j, A2 € E° mit Ay < Ay. Die Funktion ¢;(to,-) : E — [0,00) ist fiir
1 < j < d als kumulantenerzeugende Funktion von P(t,e;) stetig. Nach Lemma 3.4
gilt ¥;(to, A1) < ©¥;(to, A2). Damit nimmt die durch f;(h) := ¢;(to, A1 + h(A2 — A1)
definierte stetige Funktion f; : [0,1] — [0,00) fiir 1 < j < d jeden Zwischenwert an,

also existiert ein Intervall [a, 3] C E mit nichtleerem Inneren und [«, 5] C (g, E°). O
3.6 LEMMA. Sei {P(t,z)} eine irrequldre Verzweigungsibergangsfunktion. Dann exi-
stiert ein 1 < j < d und ein § € [0,1] mit P(t,e;) = deo fiir alle t > 0.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert zu festem ¢y € (0,00) ein 1 < j < d und ein

do € [0,1] mit P(tg,ej) = do€o. Zeige nun, dafl P(t,e;) = dopeo fiir alle ¢ > ¢o. Nach der
Chapman Kolmogorov-Gleichung gilt

P(to—i—h,ej,F):(50~P(t0,0,F), h € [0,00),FEB(E)



3. Stochastische Stetigkeit 43

Ist 6o = 0, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt P(to,e;) # 0, und mit der Ver-
zweigungseigenschaft folgt P(to,ej,)\) = P(to,ej,)\) - P(to,0,)) fiir alle A € E, also
P(t0,0) = €. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Wihle nun eine Nullfolge
{tn} C (0,00). Dann existiert ein 1 < j < d und eine Teilfolge {¢,, } mit

P(tnk,ej) =5nk€0, k € N.

Wegen P(t,e;) = 0y, € fiir alle t € [t,,,00) folgt d,, =6 € [0,1] fiir alle £ € N, und
wir erhalten P(t,e;) = de fiir alle ¢t > 0. O

3.7 BEMERKUNG. Die Irregularitit einer Verzweigungsiibergangsfunktion bedeutet,
dafl ein Typ derart existiert, dafl bei einer Startpopulation, in der genau dieser Typ
mit einer positiven Grofle auftritt, die Population zu jedem positiven Zeitpunkt fast
sicher entweder unendlich grof§ geworden oder ausgestorben ist, also keine Mef3grofien
(Observablen) vorhanden sind. Eine irregulére Verzweigungsiibergangsfunktion weist
daher ebenso wie ein degenerierte (vergleiche Bemerkung 2.2) auf eine falsche Modell-
bildung hin. In der nachsten Proposition sehen wir, dafl lediglich die regularen Ver-
zweigungsiibergangsfunktionen mathematisch interessant sind. Wir werden dann 1M
FOLGENDEN STETS REGULARE VERZWEIGUNGSUBERGANGSFUNKTIONEN betrachten.

3.8 PROPOSITION. Eine Verzweigungsubergangsfunktion ist genau dann stochastisch
stetig, wenn sie reqular ist. Ist v die zugehorige kumulantenerzeugende Funktion, so
ist die Funktion (-, \):[0,00) — E in diesem Fall fiir jedes \ € E° stetig.

BEwEIS. Nach Lemma 3.6 ist nur noch die stochastische Stetigkeit im Fall der Regu-
laritiit zu zeigen. Nach Lemma 3.3 ist P(-,e;,A) = T(-)fr(e;) : [0,00) + [0, 00) fiir
1 <j<dund X\ € E° auf (0,00) stetig. Sei ¢ die zugehorige kumulantenerzeugende
Funktion. Nach dem Stetigkeitssatz 1.2.14 und Proposition 1.2.15 ist die Abbildung
Pi(-,A) 2 [0,00) — E° fiir 1 < j < dund X\ € E° stetig auf (0,00). Nach der Funktio-
nalgleichung (2.4) gilt fir h — 0

@bj(h,l/}(t,/\)) = wj<h+t’ >‘) - ij(t?/\)v (t’ >‘) € (07 OO) x E°.

Nach Lemma 3.5 existieren ein tg € (0, 00) sowie ein Intervall [a, 5] C E mit nichtleerem
Inneren und [, 8] C 9(to, E®). Damit gilt v;(h, A) — A; fiir alle A € [a, §]. Dies ist
nach Proposition 1.2.12 aber bereits hinreichend fiir die Konvergenz fiir alle A € E°.
Also gilt limp_g¢(h,\) = X fir alle A € E°, und mit der Darstellung (2.3) folgt die
stochastische Stetigkeit. !

3.9 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion. Dann ist die
korrespondierende Operatorhalbgruppe {T'(t)} eine Feller-Halbgruppe.
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BEWEIS. Nach Proposition 3.8 gilt P(t,z) — €, fiir x € E und ¢ — 0. Damit erhalten
wir fiir f € C(E)

(3.2) Iuvuwa/ﬂwaxdw—ef@» r€E.

Nach Proposition 3.2 ist {T'(¢)} eine Kontraktionshalbgruppe auf G(E) Beachte nun,
dafl nach Rogers & Williams (1994), Lemma II1.6.7, in diesem Fall die punktweise

Konvergenz in (3.2) bereits die gleichméfige Konvergenz nach sich zieht. 0

4. Die zugehorige Differentialgleichung

4.1 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion und v die zuge-
horige kumulantenerzeugende Funktion. Dann existiert

L(\) := lim w . A€E°.

BeEwEIS. Nach Proposition 3.8 ist die Funktion (-, \):[0,00) +— E fiir jedes A € E°
stetig mit ¥(0, A\) = A. Dies gilt nach Proposition 1.2.15 sogar lokal gleichmé&Big auf E°.
Definiere

1 h
0(h, \) ::E/o W(s,\)ds,  h>0\eE°.

Fir h — 0 gilt (h,\) — X lokal gleichméBig auf E°. Ferner ist fir 1 < j k < d
und A € E° die Funktion Vi,(-,A) : [0,00) — R in Null (lokal gleichméflig auf E°)
stetig mit V;1;(0,\) = d;; (Kronecker-Symbol). Fiir h — 0 folgt mit dominierter

Konvergenz
1 [P
(4.1) Vibi(h,\) = E/ Vii(s,N) ds — Oj, 1<,k <d,
0

lokal gleichméfig auf E°. Die wesentliche (aus der Theorie der Operatorhalbgruppen
stammende) Gleichung ist

t+h h
HWMUW—WMM=%1 w@»w—%ﬁ¢@AmS
t+h t h
(42) =%A w@»w—%éw@w¢—%éw@mw

1 tt+h 1 t
— %/h (s, ) ds — E/o P(s, ) ds, h>0,(t\) € (0,00) x E°.

Hierbei folgt die erste Identitdt aus der Definition und Funktionalgleichung (2.4). Auf

der linken Seite dieser Gleichung ist noch die Funktion 6 zu eliminieren. Sei h > 0
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fest. Da die Funktion 6(h,-) nach (4.1) auf E° differenzierbar ist und (¢, \) fir
(t,A) € (0,00) x E° nach Lemma 3.1 in E° liegt, existiert nach dem Mittelwertsatz
zul < j<dein §;(t,\) € (0,1) mit

(4'3) ej(h7 w(t7 )‘)) - ej(hv )‘) = <VHJ (h7 A+ 5j (t’ )‘) (¢(t7 )‘) - )‘)) ) w(t’ >‘) - )‘>

Definiere nun fiir (¢, \) € (0,00) x E° die Matrix

(4.4) D(t,\) := (V;ﬁj (Ry A+ 65 (8, X)) ((8, N) — )\))) ) € Ryxa-

j
Sei nun A\ € E° fest. Wegen ¥(t,\) — X lokal gleichméBig auf E° fir ¢ — 0 exi-
stiert ein (von h > 0 unabhéngiges) Kompaktum K C E° und ein ty > 0 derart, daf
A+0;(t, N)((t,\) — N) € K fiir alle t € [0,ty]. Wéhle A > 0 so klein, dafl die Matrix
D(t, \) fiir alle t € [0, to] invertierbar ist, was nach (4.1) moglich ist. Mit (4.2) und (4.3)
erhalten wir die Darstellung

¢(t,)\)—)\ —D

" (£, )7 O(h, o(t, N)) = 0(h, X))

htt t
= D(t,/\)l% (% (s, \)ds — %/0 (s, \) ds), t € (0,tp).

h

Fiir ¢t — 0 gilt D(t,A\) — D(0,\) = DO(h, ) := (Vi0;(h,\)) Da die Invertierung

Jk’
von Matrizen stetig ist, folgt die Existenz des Grenzwertes
t,A) — A hyA) — A
(4.5) L(A) == lim M = DG(h,)\)_lM , A€ E°.
t—0 t h
Dies ist gerade die Behauptung. 0

4.2 PROPOSITION. Sei{P(t,z)} eine Verzweigungsibergangsfunktion, 1 die zugehdrige
kumulantenerzeugende Funktion und

(4.6) L()\) := lim w . A€E°.

(a) Die Funktion L : E° — R% ist lokal Lipschitz-stetiq und kann stetig auf E fortgesetzt
werden. Wir bezeichnen diese stetige Fortsetzung ebenfalls mit L. Die Komponente L;

st fiir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral positiven unendlich
teilbaren Verteilung P; € S(X) \ {0}.

(b) Sei {t,} C (0,00) eine Nullfolge und Pj(”) = P(tn,ej/tn) x€_c, 1, fiir 1 < j <d.
Dann ist {P;(™} eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren Verteilungen
auf X, und es gilt P;(" 5 P;.
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BEWEIS. Sei 1 < j < d fest. Der betrachtete Grenzwert existiert nach Proposition 4.1.

Nach Definition von L erhalten wir

(4.7) on(\) = %’(t”’ﬁ) N L), AeER.

Dabei ist ¢, die kumulantenerzeugende Funktion des Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles
Py, := P(tp,ej/tn) % €_c, 1, - Nach Definition einer Verzweigungsiibergangsfunktion ist
P(t,z) fir jedes (t,z) € [0,00) X E eine unendlich teilbare Verteilung auf E. Damit
ist {P,} nach Theorem 1.3.16 eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren
Verteilungen auf X. Nach dem Stetigkeitssatz 1.4.8 existiert eine spektral positive Ver-
teilung P; € S(X) mit P,, — P;. Nach (4.7) stimmen L, und die kumulantenerzeugende
Funktion 1; von P; auf E° tiberein. Nach Korollar 1.2.5 ist L lokal Lipschitz-stetig.
Die Behauptung folgt nun durch stetige Fortsetzung auf E. O

4.3 DEFINITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsiibergangsfunktion, 1 die zugehéorige
kumulantenerzeugende Funktion, L : E — R? die stetige Fortsetzung der durch (4.6)
definierten Funktion auf E und P; € S(X) \ {0} fir 1 < j < d das zu L; geho-
rende Sub-Wahrscheinlichkeitsmafl. Wir bezeichnen wahlweise L = (L1, ..., Lg) oder
P:=(Py,...,Py) € S(X)¢ als CHARAKTERISIERUNG von {P(t,z)}.

4.4 THEOREM (EINDEUTIGKEITSSATZ). Verschiedene Verzweigungsibergangsfunktio-

nen besitzen verschiedene Charakterisierungen.

BEWEIS. Dies folgt aus dem nachsten Lemma und der nachsten Proposition. 0

4.5 LEMMA. Sei U C E nichtleer, L : U +— X lokal Lipschitz-stetig und yo € U. Dann

besitzt das autonome Anfangswertproblem y' = L(y), y(0) = yo, hdchstens eine Losung.

BEWwWEIS. Aufgrund der Stetigkeit von L ist das Anfangswertproblem aquivalent zu

y(t) = yo —f—/o L(y(s)) ds, t € [0,00).

Sind nun y, fiir & = 1,2 Losungen, und ist ty € [0,00), so gibt es ein Kompaktum
K C U mit yg(s) € K fir k = 1,2 und s € [0,t9]. Da L lokal Lipschitz-stetig ist,
existiert ein M > 0 mit

L(1()) — L(32(5))| < Mlun(s) — (). s € [0.10].

Mit z := y; — yo folgt |2(t)] < Mf(;t |z(s)| ds fiir alle t € [0,%], und mit der Gron-
wallschen Ungleichung (siehe z.B. Ethier & Kurtz (1986), Appendix 5.1) erhélt man
z(t) =0 fiir t € [0,10]. Da tp € [0, 00) beliebig war, folgt die Eindeutigkeit. O
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4.6 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E — R, Ist ¢ die zugehirige kumulantenerzeugende Funktion, so ist die
Funktion (-, A) : [0,00) — E° fiir jedes A\ € E° die eindeutige Losung des autonomen
Anfangswertproblems y' = L(y), y(0) = A.

BEWEIS. Zum Nachweis der Giiltigkeit der Differentialgleichung beachte die Stetigkeit
von L : E° — R? und fiir A € E° die Gleichung

w(t+h};)\) —A w(hW(t};A)) “A te(0,00) k> 0.

Nach Proposition 4.1 gilt 074 (-,A)/0t = L(¢(-,A)) fir A € E°. Da die Funktion
(-, A) : [0,00) — E° ebenfalls stetig ist, gilt dies auch fiir 7 (-, \)/dt. Dies ist eine
hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Differentialquotienten, und die Giiltigkeit
der Differentialgleichung ist gezeigt. Zum Nachweis der Eindeutigkeit setze U := E°
und yo := A fiir festes A € E° in Lemma 4.5. O

Wir formulieren nun ein entsprechendes System von partiellen Differentialgleichungen,

das jedoch erst spater verwendet wird.

4.7 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E — R, Ist ¢ die zugehérige kumulantenerzeugende Funktion, so lost die
Funktion (-, X):[0,00) — E° fiir jedes A € E° das System von partiellen Differential-

gleichungen

0

awj(t,)\) = (V;(t,A),L(N\)), v;(0,X) =], 1<y <d.

BEWEIS. Sei 1 < j <dundt € [0,00) fest. Verwende hier fiir A € E° die Gleichung

YE+h,A) =X Pt P(h,A) — A

_ h> 0.
h h ! -

Nach dem Mittelwertsatz existiert zu A € E° und h > 0 ein §(h, A) € (0, 1) mit

Vit +h ) =N

. (Vb (8, A+ 8B, N ((h, A) = A)), b= (1(h, A) = A)).

Nach Proposition 4.1 folgt 0%, (-, A)/0t = (Vp;(t, N), L(N)) fir A € E°. Da die Funk-
tion V(- A) : [0,00) — E° stetig ist, gilt dies auch fiir 979 (-, \)/0¢t. Damit ist die
Behauptung gezeigt. 0
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Wir beschiftigen uns nun mit der Ausdehnung der Losbarkeit des Anfangswertpro-
blems 3’ = L(y), y(0) = A auf den Rand OE von E und dem damit zusammenhéngen-
den Problem der Stetigkeit der Abbildung P(-,z) : [0,00) +— S(X) in der schwachen
Topologie von S(X).

4.8 LEMMA. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion und v die zugehdrige
kumulantenerzeugende Funktion.  Ezistiert ein to > 0 derart, daf$ die Funktion
P :[0,00) x E— E auf [0,t0] x E stetig ist, so ist 1 stetig.

BEWEIS. Sei {h,} C [0,00) eine Nullfolge und {\,} C E mit \,, — A € E. Dann gilt
nach Voraussetzung 1 (hy, A,) — A. Wir erhalten

Ist t € [0, 0], so folgt ebenfalls nach Voraussetzung

77Z}(t0 +t— h’n7 )‘n) = ¢(t0 - hna ¢(t7 An)) I ¢(t0,¢)(t, /\)) = 1/’@0 + tv )‘)

Damit ist ¢ auf [0, 2t] x E stetig, und die Behauptung folgt mit Induktion. O

4.9 LEMMA. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsiibergangsfunktion mit Charakterisierung
L:Ew— Re. Ist die zugehorige kumulantenerzeugende Funktion, so lost die Funktion

Y (+,0):[0,00) — E das autonome Anfangswertproblem y' = L(y), y(0) = 0.

BeEwEIS. Nach Proposition 4.6 ist ¢(-, A) : [0, 00) — E° fiir jedes A € E° die eindeutige
Losung des autonomen Anfangswertproblems y’ = L(y), y(0) = A. Dies ist aber wegen

der Stetigkeit von L dquivalent zu

W, ) = A —I—/O L(w(s,\)) ds, t €[0,00).

Beachte nun, da8 P(h,e;) = €., fiir h — 0 und 1 < j < d nach Proposition 3.8. Nach
Lemma 1.2.13 und Proposition 1.2.15 gilt ¢;(h,A\) — A; fiir h — 0 lokal gleichméfig
auf E. Damit folgt ¥(h,\) — A fiir h — 0 lokal gleichméfig auf E. Also existiert
zu jedem Kompaktum K C E ein ¢ty > 0 und ein M > 0 mit |[¢(s,\)| < M fiir alle
(s,\) € [0,tp] x K. Mit A — 0 und dominierter Konvergenz folgt

(4.8) z/)(t,o):/o L(¢(s,0)) ds, t €10,to).

Insbesondere ist 1 (-,0) auf [0,to] stetig. Eine erneute Anwendung von Lemma 1.2.13
liefert (¢ + h,A) — ¥ (t,A) fir t € [0,¢9] und h — 0 lokal gleichmé&Big auf E. Daher
ist ¢ auf [0,t9] x E stetig, also nach Lemma 4.8 stetig. Damit kann ¢tq > 0 beliebig
grof} gewahlt werden, und es folgt die Behauptung. O
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4.10 THEOREM (SCHWACHE STETIGKEIT). Sei{P(t,x)} eine Verzweigungsibergangs-
funktion. Dann ist die Abbildung P(-,z) : [0,00) +— S(E) fiir jedes x € E stetig in der
schwachen Topologie. Ist v die kumulantenerzeugende Funktion und L : E — R? die

Charakterisierung von {P(t,z)}, so gilt

(49) L) = Jim PEAZA

A e E.

BEwEIS. Nach Proposition 4.6 ist die Abbildung (-, A) : [0,00) +— [0,00) fiir jedes
A € E° stetig. Dies gilt nach Proposition 4.9 auch fiir A = 0. Damit folgt wegen
Lemma [.2.13 die schwache Stetigkeit der Abbildung P(-,z) : [0,00) — S(E). Sei nun
1 <j <d fest und {t,} C (0,00) eine Nullfolge. Nach Proposition 4.2 ist

Vi(tn, A) — Aj
ty

(4.10) ©0;M(\) = ., AEE,

die kumulantenerzeugende Funktion von P;(™) := P(t,,¢;/ty) * €_¢, 1, € S(X), und es
gilt P;(") % P;, wobei P; € S(X)\{0} das zu L; gehrende Sub-Wahrscheinlichkeitsmaf
ist. Nach Proposition 4.9 gilt goj(”)(()) — L;(0), und mit Proposition 1.2.13 folgt
P;(") % P;. Wir erhalten ¢;(™(\) — L;()\) fiir alle A € E nach Proposition 1.2.11.
Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

4.11 THEOREM (ZUGEHORIGE DIFFERENTIALGLEICHUNG). Sei {P(t,x)} eine Ver-
zweigungsubergangsfunktion mit kumulantenerzeugender Funktion 1 und Charakteri-
sierung L : E — Re. Dann lést die Funktion ¢(-,)\):[0,00) — E fiir jedes A € E das
autonome Anfangswertproblem y' = L(y), y(0) = X. Fir A € E® ist (-, \):[0,00) — E

dadurch eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Man zeigt unter Verwendung von Theorem 4.10 analog zum Beweis von Pro-
position 4.6, dafi ¥(-, \) : [0, 00) +— E fiir jedes A € E das autonome Anfangswertproblem
y' = L(y), y(0) = X 16st. Die behauptete Eindeutigkeit wurde dort bereits gezeigt. [

Zur Bestimmung des infinitesimalen Erzeugers der korrespondierenden Feller-Halb-

gruppe bendétigen wir das folgende technische Hilfsmittel.

4.12 LEMMA. Seien {s,} C [0,00), {a,} C R? Folgen mit s,, — oo und s,a, — a € RY.
Fiir A € E° definiere g5 : E — R durch

gA(")(x) = sn(exp(—<x,an>) — 1) ~exp(—(\, x)), x €k,

und gy (x) := —(z,a) exp(—(\, x)) fir € E. Dann gilt g\ — gy fiir jedes X € E°.
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BEWEIS. Es gilt |exp(—y) — 1 + y| < y?exp(|y|) fiir y € R. Also erhalten wir mit
al, = Z;l:l |{(an,e;)| - e; € E fiir festes A € E° die Abschitzung

92" (@) + (2, snan) exp(— (A, 2)))|
= sn|exp(—(z,an)) — 1+ (z,a,)| - exp(—(\, z))
< sn (2, an)” exp((z, ay)) - exp(— (X, z))
< splan|? - |z|? exp(—(\ — dl,, x)), z € E.

Wegen a,, — 0 gilt a, — 0, also strebt dieser Ausdruck gleichméfBig auf E gegen Null.
Ferner gilt

|<x7 a) exp(—(A\, 7)) — (z, snan) exp(—(A, JJ))|
<la— snanl- Jzlexp(—(\2)), @ EE.
Damit folgt die Behauptung. OJ

4.13 THEOREM (INFINITESIMALER ERZEUGER). Sei {P(t,z)} eine Verzweigungsiber-
gangsfunktion mit Charakterisierung L : E — R%. Ist G der infinitesimale Erzeuger

der korrespondierenden Feller-Halbgruppe {T'(t)}, so gilt

Gfa(x) = —(x, L(N)) fr(z), A e E°.
Dadurch ist G eindeutig bestimmt. Die Algebra A = (fx | A € E°) ist ein Core von G.

BEWEIS. Nach Definition des infinitesimalen Erzeugers ist zu zeigen, daf fir jede Null-
folge {t,,} C (0,00) und jedes \ € E°

tn ! (T(ta) fale) = fala)) — —(z, L(V) fa()
gleichméafig auf E. Sei dazu A € E° fest. Ist ¢ die kumulantenerzeugende Funktion
von {P(t,z)}, so definiere a,, := ¥ (t,,\) — XA und s, := ¢! fiir n € N. Nach Proposi-
tion 4.1 gilt s,a,, — L(\) =: a € R%. Also sind die Voraussetzungen von Lemma 4.12
erfiillt. Mit den dortigen Bezeichnungen gilt

)~ 1) = 6 (o0 (= (06000 ) - expl-02))
= (exp( (2, 9(tn, ) = N))) — 1) ~exp(—(\, x))

= su(exp(—(2,a,)) 1) -exp(~(Aa) = 2 P(@),  z€E,
und

—(z, L(A)) fa(@) = —(2,0) exp(=(X,2)) = gr(z),  z€E.
Damit folgt die behauptete KonvergenAz. Es bleibt zu zeigen, daf§i A ein Core von G
ist. A ist nach Lemma 2.9 dicht in C(E) und wird von T'(¢) fiir jedes ¢ > 0 nach

Proposition 3.2 in sich selbst abgebildet. Dies ist aber nach Ethier & Kurtz (1986),
Proposition 1.3.3, eine hinreichende Bedingung. U
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Wir formulieren im folgenden zwei einfache Kriterien, die sich mit der Konservativitat

einer Verzweigungsiibergangsfunktion beschaftigen.

4.14 LEMMA. Sei{P(t,z)} eine Verzweigungsibergangsfunktion mit Charakterisierung
L:Ew— R Ist {P(t,z)} konservativ, so gilt L(0) = 0.

BeweEls. Wir zeigen die Umkehrung. Gilt L(0) > 0, so ist Null keine Lésung des An-

fangswertproblems vy’ = L(y), y(0) = 0. Also existieren nach Lemma 4.9 ein 1 < j < d
und ein ¢ > 0 mit ¢;(¢,0) > 0, d.h., P(t,e;) & P(E). O

4.15 PROPOSITION. Sei {P(t,z)} eine Verzweigungsiibergangsfunktion mit Charakte-
risierung L : E — R2. Ist L(0) = 0 und L lokal Lipschitz-stetig auf E, so ist {P(t,x)}

konservativ.

BEWwWEIS. Nach Voraussetzung ist Null eine Lésung des Anfangswertproblems vy’ = L(y),
y(0) = 0. Setzen wir U := E und yp := 0 in Lemma 4.5, so sehen wir, dafl dies die
einzige Losung ist. Mit Proposition 4.9 folgt v (¢,0) = 0 fiir alle ¢t € [0,00). Mit der
Darstellung

P(t,z,\) = exp(—(z, ¥ (t, \))), (t,xz) € [0,00) x E, X € E,

folgt P(t,x,0) = 1 fiir alle (t,z) € [0,00) x E, also ist {P(¢,2)} konservativ. O

Fiir d = 1 ist jede autonome Differentialgleichung (prinzipiell) durch eine Trennung der
Variablen losbar. Daher konnen wir in diesem Fall eine notwendige und hinreichende

Bedingung fiir die Konservativitat einer Verzweigungsiibergangsfunktion angeben.

4.16 PROPOSITION. Seid =1 und {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion mit
Charakterisierung L : E — R. Dann ist {P(t,z)} genau dann defekt, wenn
< dA

4.11 li —_— .
(4.11) O<limy ) Toy =

BEWEIS. Sei ¢ die kumulantenerzeugende Funktion von {P(¢,z)}. Wir nehmen zuerst
an, dafl L(A\) < 0 fiir alle A € (0,00). Mit (4.8) folgt ¢(-,0) < 0, d.h., ¥(:,0) = 0.
Also ist {P(t,x)} konservativ. Wir kénnen daher nun annehmen, daf ein € > 0 mit
L(e) > 0 existiert. Ist L die kumulantenerzeugende Funktion von P € §(X), so folgt
fiir o € (0,1) und 3 := 1 — a mit der Holder-Ungleichung (p := a™1, ¢ := 1)

P(al+Bo) < PN P(o)?, Ao [0,00).

Damit ist L konkav. Wir erhalten also L(A) > 0 fiir alle A € (0, €].
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(a) Es gelte 6 := [j L(A\)"'d\ < oco. Dann existiert ein ¢ : [0,6] — [0,€] mit
fOW(t)L(A)_ldA = t fur ¢t € [0,6]. Die Funktion ¢ l6st das Anfangswertproblem
y' = L(y), y(0) = 0, auf dem Intervall [0,6]. Ist A so klein, daB [y L(X)~*dA > §/2, so

folgt
YA g\ ) g\
A o :t:/o oy telodr)

und mit A — 0 erhalten wir ¥ (¢,0) = ¢(¢t) fir alle ¢ € [0,6/2]. Offensichtlich ist ¢
auf (0,0) positiv. Damit ist {P(¢,x)} defekt.

(b) Sei umgekehrt {P(¢,x)} defekt. Wegen (s + ¢,0) = 1(s,1(t,0)) > 1(s,0) fiir
s,t >0 (1(s,-) ist monoton wachsend) ist ¢(-,0) monoton wachsend. Daher existieren
ein to > 0 und ein § > 0 mit ¢(tp,0) = 0 und ¥ (to +¢,0) € (0, €] fiir alle ¢ € (tg,to + 0]
Definiere ¢ : [0,0] — [0, €] durch ¢(t) := ¥(ty + t,0) fiir ¢ € [0,d]. Dann 16st ¢ das
Anfangswertproblem y' = L(y), y(0) = 0, auf dem Intervall [0, ¢], und es folgt

B 4 go'(t) B <p(6)£
5‘/0 L<so<t>>dt‘/o 7oy

Wegen 0 < ¢(8) < € folgt [ L(A)~'dX < oo, also die Behauptung. O

5. Anmerkungen & Literatur

Die Theorie der Ubergangsfunktionen und der korrespondierenden Prozesse findet man z.B. in Ethier &
Kurtz (1986), Abschnitt 4.1, oder Rogers & Williams (1994), Abschnitt I11.2. In der Literatur unter-
scheiden sich die Definitionen einer Feller-Halbgruppe. Wir verwenden hier die Definition von Rogers &
Williams (1994).

Die bisher durchgefiihrten Untersuchungen der Laplace-Transformierten von Verzweigungsiibergangs-
funktionen beschranken sich auf den konservativen Fall. Die Pionierarbeit wurde von Lamperti (1967b)
im Fall d = 1 geleistet. Die Regularitat einer Verzweigungsiibergangsfunktion entspricht in diesem Fall

der dort verwendeten Nichtdegeneriertheit.

Untersuchungen zum Verhalten im Zeitpunkt Null wurden fiir mehrdimensionale Verzweigungsprozesse
erstmals von Gihman & Skorohod (1975) vorgenommen. Dabei werden jedoch iiber die (hier nicht
geforderte) stochastische Stetigkeit der Ubergangsfunktion hinausgehende Voraussetzungen verwendet.
Die dort mit Methoden der Funktionentheorie mehrerer Veranderlicher gefundenden Gleichungen (siehe
Abschnitt V.2) konnten hier mit reellen Methoden entwickelt und auf den nichtkonservativen Fall

ausgedehnt werden.

Der Nachweis der Feller-Eigenschaft der zugehorigen Operatorhalbgruppe verallgemeinert die Ergeb-
nisse von Lamperti (1967a) auf mehrdimensionale Verzweigungsprozesse mit Zustandsraum E2. Eine
(nicht korrekte) Darstellung des infinitesimalen Erzeugers der Feller-Halbgruppe findet man in Gih-
man & Skorohod (1975), Abschnitt V.2. In dieser Arbeit wurde erstmals eine vollstdndige Darstellung
dieses Erzeugers allein mit Hilfe von Laplace-Transformierten vorgenommen. Fiir die allgemein tibliche
Darstellung mit Hilfe abstrakter Funktionenrdume vergleiche auch Abschnitt IV.4 dieser Arbeit.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir Konservativitdt im Fall d = 1 (Proposition 4.16)

stammt von Grimvall (1974).



KAPITEL III

CHARAKTERISIERUNG & KONSTRUKTION

1. Zusammenfassung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Charakterisierung einer Verzweigungsiibergangs-
funktion mit Hilfe des Laplace-Kalkiils auf S(X). Wir bestimmen die Lévy Khintchine-
Darstellung dieser Charakterisierung und konstruieren umgekehrt zu jeder solchen Dar-

stellung eine zugehorige Verzweigungsiibergangsfunktion.

Wie wir in Kapitel II gesehen haben, ist die j-te Komponente L; der Charakterisie-
rung die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral positiven unendlich teilbaren
Verteilung P; € S(X). Jedoch kommen nicht alle spektral positiven unendlich teil-
baren Verteilungen als Charakterisierungen in Frage. Wir zeigen in Abschnitt 2, dafl
L;:Ew~ Rfir1<j <dnotwendig die folgende Form besitzt:

1
L) L= (e - 3o - [ MO ) +5, A<E.
Dabei ist
AjY;
MJ(Aay) = exp(—()\,y)) -1+ 1+ ‘y‘27 ()‘7y) € Ex X7

a; € X mit (a;,ex) € [0,00) fiir k # j, 0;,0; > 0 und p; ein o-endliches Borel-Maf

auf E \ {0} mit
/(<Zyk+y?>A1)w<dy><oo.

k]
Dazu verwenden wir die Tatsache, dafl die Verteilungen einer Verzweigungsiibergangs-
funktion unendlich teilbare Verteilungen auf E sind, und das in Kapitel I entwickelte

Laplace-Kalkiil spektral beschrankter unendlich teilbarer Verteilungen.

Den Hauptteil dieses Kapitels bildet Abschnitt 3, in dem gezeigt wird, dafl umgekehrt
zu jedem Tupel solcher spektral positiver unendlich teilbarer Verteilungen eine Verzwei-
gungsiibergangsfunktion existiert, die durch dieses Tupel charakterisiert wird. Wie in
der allgemeinen Theorie der Charakterisierung von Markov-Prozessen iiberdecken sich
hier die Konzepte von Charakterisierung und Approximation. Zur Konstruktion der all-
gemeinen Verzweigungsiibergangsfunktion formulieren wir daher Konvergenzaussagen,

die auch im folgenden Kapitel benotigt werden.
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In Abschnitt 4 erhalten wir mit Darstellung (1.1) der Charakterisierung einer Verzwei-
gungsiibergangsfunktion ein einfaches Kriterium fiir Konservativitat und betrachten im
eindimensionalen Fall die Klassen der durch Poisson-Verteilungen oder stabile Vertei-

lungen charakterisierten Verzweigungsiibergangsfunktionen.

2. Charakterisierung

2.1 LEMMA. Sei {P,} CP(X) mit P, > PeSX)undl1<j<d. Istmj:X —R
die j-te kanonische Projektion, und fir jedes n € N das transportierte Mafi P, (™)
auf [0,00) konzentriert, so gilt dies auch fiir P,

2.2 BEMERKUNG. Diese Aussage folgt NICHT trivialerweise aus P, (™) < P da die

kanonischen Projektionen fiir d > 1 keine stetigen Fortsetzungen auf X* besitzen. So
gilt z.B. P, — 0 fur P, := €(0,n), aber P,(™) = ¢, fiir alle n € N.

BewEIs. Wir zeigen die Behauptung fiir j = 1. Sei dazu [a, 8] C (—00,0) ein Intervall
mit P(™)(9[e, 3]) > 0. Dann gilt nach Definition P([c, 3] x R%~1) > 0. Damit existiert
ein Intervall [y,d] € RY™! mit P(9([a, 8] x [1,6])) = 0 und P([a, 3] x [y,6]) > 0
(Stetigkeit von unten). Wegen P,, = P gilt P, ([a, 8] x[7,]) > 0, also P,,(™)([a, 8]) > 0
fiir hinreichend grofie n € N. Damit haben wir gezeigt, da P(™)(K) = 0 fiir jedes
Kompaktum K C (—o00,0). Es folgt die Behauptung. O

2.3 LEMMA. Sei P € S(X) eine spektral positive unendlich teilbare Verteilung mit
Darstellung P =: [a,X,1,0], ¥ =: (og) und 1 < j < d. Dann ist das transpor-
tierte Maf P\™3) genau dann auf [0,00) konzentriert, wenn o5 = 0 fir 1 <1 < d,
J (i A1) p(dy) < oo und a; — [y;(1+ |y*)~" p(dy) € [0,00).

BEWEIS. Wir berechnen die Laplace-Transformierte von P(™) mit dem Transformati-

onssatz. Es gilt
PN = / exp(hy) P(dy) = P(Ae;), A€ [0, 00).
Damit besitzt P(™) die kumulantenerzeugende Funktion

1
) = ad = g = [ MO nldy) +5. A 0,0),
wobei

(2.1) M\ y) :=exp(—(\y)) — 1+ 1<j\_’é>’2, (A y) €e ExX.

Wir definieren o := [ (y;/(14+y3) — y;/(1+ |y|*)) p(dy). Zum Nachweis der Existenz

dieses Integrals verwende [(|y|*> A1) u(dy) < co und die Darstellung

Yi Yi Yi 1 2
— = . , cE.
Al vl e R e D DL
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Definieren wir die Funktion N analog zu (2.1) auf [0,00) x [0, 00), so erhalten wir die
Darstellung

22) ) = (@@= 50X = [ NOw) u™ dy) +5, A€ [0,00)

(a) Gelten die angegebenen Bedingungen, so gilt 0;; = 0 und [(y A 1)u(™)(dy) < oo.
Definiere 0 := [y(1 + y?) (™) (dy) und

n
bj :=a; +a; —b; =a; — / : +]|y|2 p(dy) € [0, 00).

Beachte nun, da8 p(™) auf [0,00) konzentriert ist. Nach Theorem 1.3.16 ist P(™s)

auf [0, 00) konzentriert wegen
PVj(\) = b\ + / (1 —exp(—Ay)) u™) (dy) + 6, A € [0, 00).

(b) Gilt umgekehrt P(™) € S([0,00)), so folgt wiederum mit Theorem 1.3.16 die Dar-
stellung

Pi(A) = bjA + / (1 — exp(—/\y)) v(dy) + n, A € [0, 00),

wobei b; € [0,00), 7 > 0 und v ein o-endliches Borel-Maf} auf (0, c0), das die Bedingung
J(y A1) v(dy) < oo erfiillt. Mit b} := [y(1+y?)"'v(dy) erhélt man

() = (b + ) - / Ny v(dy) +7, A€ [0,00).

Nach dem Theorem 1.3.11 ist diese Darstellung eindeutig. Ein Vergleich mit (2.2) liefert
aj +aj =b; +b;, 0j; =0, =mnund (™) = p. Damit erhalten wir die Abschéitzung
Sy AL (dy) = [(y A1) v(dy) < co und

Yj _ _
a; —/ FumE w(dy) —aj+a;~ —b;- =b; € [0, 00).

Es bleibt zu zeigen, daf8 o;; = 0 fiir [ # j. Schreibe dazu f(x) := (Xx, z) fiir z € RY.
Wegen o;; = 0 gilt

f(z) = Z OkITRT] + 2( Zajlxl)scj, z € R%.
kl#j 1#5

Damit ist f : R? — R in der j-ten Variablen linear. Da X positiv semidefinit ist, gilt
notwendig Zl# ojx; =0 fir alle x € R?, d.h., oj =0 fiir [ # j. U
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Wir formulieren eine einfache, zu Lemma 1.3.5 analoge Abschétzung fiir den Integranden
in der Darstellung (1.1), die jedoch erst spater benétigt wird.

2.4 LEMMA. Definiere fir 1 < j < d die Funktion M; : X x X — R durch

N1/

Dann existiert eine stetige Funktion r : R — R mit r(0) = 0 derart, dafs fir jedes R > 0

M, (0 g)] < (Z el +R|y|2)

k#j

1
# 3 PEBE(14 s )] ). X< R
ly|[<R

BEwEIS. Wahle die Funktion r als quadratisches Restglied der Taylor-Entwicklung der
Exponentialfunktion. Es gilt

(2.4) exp(—x) — 1 = —z + —2*(1 + r(x)), z €R.

Damit erhalten wir

M;(0p) =~ (A y) + 1ff;|2 FSOP ), () €X XX,

und wegen

(Ay) —

folgt die Behauptung. OJ

2.5 THEOREM (CHARAKTERISIERUNG). Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangs-
funktion mit Charakterisierung L : E — R* (P = (Py,...,Ps) € S(X)?). Dann ist P;
fir jedes 1 < j < d eine spektral positive unendlich teilbare Verteilung mit kumulanten-

erzeugender Funktion

1
(2.5) Li(\) = {aj, \) — 5032-)\? — /Mj()\,y) ;i (dy) + 6, AEE.

Dabei ist a; € X mit (a;,e,) € [0,00) fir k # j, 0;,6; > 0 und p; ein o-endliches
Borel-Maf$ auf E\ {0} mit

(2.6) / ((Zyk +y2) A 1) 5 (dy) < oo

pey

Wir verwenden im folgenden die (eindeutige) Darstellung P; =: <aj,0]2~,,uj,5j>.
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BEWEIS. Sei 1 < j < d fest. Setze P, := P(1/n,ne;) * €_n,;. Nach Proposition 11.4.2
ist {P,} eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren Verteilungen auf X, und
es gilt P, — P; € S(X)\ {0}. Nach dem Stetigkeitssatz 1.4.8 ist P, eine spektral
positive unendlich teilbare Verteilung. Mit der Darstellung P; =: [b, %, i, 6] erhalten

L) = 6.3 = 5EAN — [ MO udn) +6, A€E
wobei \
M\ y) :=exp(—(\y)) — 1+ 1<+’|‘Z>|2 (\y) € ExE.

Dabei ist b € X, § > 0, ¥ = (0jx) € Rgxq eine symmetrische, positiv semidefinite
Matrix und p ein o-endliches Borel-MaB auf E \ {0} mit [(|y|?> A1) u(dy) < co. Nach
Definition von P, ist das transportierte Ma P, ™) fiir k # j auf [0, 00) konzentriert.
Nach Lemma 2.1 gilt dies auch fiir Pj(“k). Mit Lemma 2.3 folgt op; = jkéleQ fir
ein o >0, [(yx A1) p(dy) < oo fiir k # j und

Y .
ag = by / 1+ [y2 pu(dy) € [0, 00), k # 3.

Setzen wir a; := b;, so folgt Bedingung (2.6) und die Darstellung (2.5). O

3. Konstruktion

3.1 DEFINITION. Ist ¢ : E — E eine Abbildung, so sei o!* fiir k € Ny die k-te Iterierte
von ¢. Dabei ist (9 (\) := X fiir alle A € E.

3.2 PROPOSITION. Firn € Nund 1 < j < d sei p; (") die kumulantenerzeugende Funk-
tion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles auf E. Ferner sei @, = (gol("), e ,god("))
und (@, *), e;) fiir jedes 1 < j < d und jedes k € Ng die kumulantenerzeugende Funktion

eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmafes auf E. Sei {k,} C Ng mit k, — oco. Definiere
Ua(t;A) = oD (), (1,A) €10,00) X E.

FEs ezistiere ein tg > 0 derart, daff der Grenzwert 1(t,\) := lim, oo ¥n(t,A) fir alle
(t,\) € [0,t9] x E® existiert. Ferner gelte limy_o1(t, A) = X fir alle A € E°.

Dann gilt o, (X) — X fiir alle A € E° und der Grenzwert (t, \) := lim,, .o ¥, (t, ) € E°
ezistiert fir alle (t, ) € [0,00)xE°. Ist (die Fortsetzung von) v;(t,-) fir jedes1 < j <d
und jedest > 0 die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung
auf E, so existiert eine reguldre Verzweigungsibergangsfunktion {P(t,x)} mit kumu-

lantenerzeugender Funktion ¢ := (¢1,... ,1%q).
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BEWEIS. Wir benotigen zunéchst ein technisches Hilfsmittel. Man tiberlegt sich leicht,
daf} fiir eine beliebige Folge {m,,} C Ny mit m,, — oo die Menge

Iy := {t € [0, to]

1
Mut — [mat] < i,nZN}

fir jedes N € N Lebesgue-Mafl Null besitzt. Daher existieren stets beliebig kleine
0 < t <ty derart, daf§ unendlich viele n € N mit m,t — [m,t] > 1/2 existieren. In
diesem Fall gilt [m,,2t] = 2[m,t] + 1 unendlich oft.

Wegen lim; g 9(t,A) = A fiir jedes A € E° kann t; > 0 so gewahlt werden, daf
Y(t,A) € E° fiir alle (¢,\) € [0,t0] x E° (Dies gilt zunichst wegen der Konvergenz
der zugehorigen kumulantenerzeugenden Funktionen fiir festes A € E°, aber nach Lem-
ma I1.2.5 auf ganz E°). Wir betrachten nun eine beliebige Teilfolge von {¢, } (die wir
genauso bezeichnen). Mit obiger Uberlegung, vollstandiger Induktion und Diagonalfol-
genbildung kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl eine Folge {tx} C [0,t/2] mit ¢t — 0
und eine Teilfolge {;, } derart existieren, dafl [k;, 2tx] = 2[k;, tx] + 1 fiir alle k,n € N.

Damit erhalten wir

(3.1) Un, (2tg, N) = oy, PRI (N) = o (Y, (e, Y, (s N))) s AeE°.

Nach Voraussetzung ist die Abbildung (¢, (tg,-),e;) : E — E fir 1 < j < d die
kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles auf E, die nach
Proposition 1.2.15 lokal gleichméfig auf E° konvergiert. Wegen ¢ (t;, \) € E° fiir A € E°
gilt limy, 00 U (tk, Y (tr, A)) = @/J(tk, P (tg, )\)) € E° fur alle A € E°. Betrachte nun das
zu (¢, (+), e;) gehdrige Sub-Wahrscheinlichkeitsma P;(") € S(E). Die Folge {P;(")}
ist fiir jedes 1 < j < d relativ kompakt in S(E). Damit existiert eine weitere Teilfolge
(die wir genauso bezeichnen) derart, daB P;(») — P; € S(E) fiir alle 1 < j < d.
Da das Argument auf der rechten Seite von (3.1) fiir jedes k¥ € N und jedes A € E°
gegen Y (tg, ¥ (tk, A)) € E° konvergiert, konnen wir mit Proposition 1.2.11 schlielen, daf3
P; #0 fir 1 < j < d. Damit besitzt P; fiir 1 < j < d eine kumulantenerzeugende
Funktion ¢;, und es gilt ¢;,, — ¢ lokal gleichméfig auf E°. Ein Grenziibergang in (3.1)
liefert fiir jedes k£ € N die Darstellung

(2, ) = @(Y(tr, V(tr, V), A€ E°

Mit k — oo folgt @(A) = A fiir alle A € E° wegen der lokal gleichméfiigen Konvergenz
P(t,\) — A fiir t — 0. Fassen wir die Argumentation zusammen, so haben wir gezeigt,
daf jede Teilfolge von {¢, } eine weitere Teilfolge {¢;, } derart besitzt, daf ¢;, (A) — A
fir alle A € E°. Dies ist aber dquivalent zu ¢, (\) — A fiir alle A € E°.

Seien nun s,t € [0,t] und XA € E° fest. Wegen 0 < [k, (s +¢)] — ([kns] + [knt]) < 1 gibt
es zu jedem n € N ein §,, € {0, 1} mit

Un(s+1,X) = @n 0 (0, FrsIFI ()} = 0, O (4, (5,900 (, 1)), A € E°.
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Die Abbildung (¢, (s,),e;) : E — E ist fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende
Funktion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmafles auf E, die nach Proposition 1.2.15 lokal
gleichmé#Big auf E° konvergiert. Beachte nun, da nach obigen Uberlegungen ¢, (\) — X
lokal gleichméBig auf E° und ¢ (¢, A) € E° fiir alle A € E°. Damit existiert der Grenzwert
P(t, N) = limy, 00 ¥Un(t, A) € E° fiir alle ¢ € [0, 2¢0], und es gilt

P(s+16,0) =¢(s,0(t,N), st €0,t0], A € E.

Vollsténdige Induktion liefert die Existenz des Grenzwerts fiir alle (¢, ) € [0,00) x E°
und die Giiltigkeit dieser Funktionalgleichung fiir alle s,t € [0,00). Diese kann durch
stetige Fortsetzung auf E ausgedehnt werden. Die Funktion (-, \) : [0,00) — E ist
damit als punktweiser Limes meflbarer Funktionen fir jedes A € E mefibar. Offen-
sichtlich gilt ¢(0,\) = A fiir alle A € E. Nach Voraussetzung ist ¢;(¢, ) : E — E fiir
jedes 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Vertei-
lung auf E. Daher wird durch

P(t,z,\) == exp (— (z,9(t,\))), (t,z) € [0,00) X E, A € E,

eine Familie {P(t,z)} C S(E) definiert. Nach Proposition 11.2.11 ist {P(¢,x)} eine
nichtdegenerierte Verzweigungsiibergangsfunktion und v die zugehorige kumulanten-
erzeugende Funktion. Wegen lim; g9 (t,\) = A fir A € E° ist {P(¢t,z)} stochastisch
stetig, also nach Proposition I1.3.8 regular. 0]

3.3 LEMMA. Unter den Voraussetzungen von Proposition 3.2 sei Ly (\) := ky, (gon()\)—)\)
fir A\ € E. Dann gilt

[knt]/kn
PYo(t,A) = A +/0 L, (¥n(s,\)) ds, (t,\) € [0,00) x E.

BEWwEIS. Fir n € N erhalten wir durch Teleskopsummenbildung die Darstellung

[knt]
on Bt (\) = X + Z (¢n<l>()\) — ¢n<l—1>()\))

Dies ist gerade die Behauptung. 0

3.4 LEMMA. Firl < j <d sei p; die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich
teilbaren Verteilung P; € S(E) und ¢ := (¢1,... ,¢4). Zu k € Ny und z € E ezistiert
ein P(k,z) € S(E) mit

(3.2) Pk, z,\) = exp(—(z, oF (N))), A e E.

Insbesondere ist (%) e;) die kumulantenerzeugende Funktion von P(k,e;).
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Bewels. Fiir k = 0,1 und x € E definiere P(k, z) € S(E) durch (3.2). Diesist fiir k =0
trivial und fiir £ = 1 moglich, da ¢; fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion
einer unendlich teilbaren Verteilung ist. Nach Lemma I1.2.10 (setze ¢(-,A) := (X))
ist die Abbildung P(1,-,T) : E + [0, 00) fiir jedes I' € B(E) Borel-mefibar. Setze

Pk, z,T) = /P(l,y,F) Plk—1,2,dy), xcBT cB(E).

Offensichtlich gilt P(k,z) € S(E). Zeige mit vollstdndiger Induktion die Darstel-
lung (3.2). Fiir £ = 0 ist nach obiger Definition nichts zu zeigen. Fiir k& > 0 gilt

P(k,m,)\)://exp(—()\,y>)P(1,z,dy) Plk—1,2,d2)

_ /P(l,z,)\) Plk—1,z,dz)

= /exp (= (z,9(\)) P(k —1,z,dz2)
= exp ( — (x, <p<k*1>(c,0()\)))), x,\ € E.

Damit folgt die Behauptung. 0

Wir definieren nun die Bausteine, die zur Konstruktion einer Verzweigungsiibergangs-

funktion mit vorgegebener Charakterisierung bendtigt werden.

3.5 LEMMA. Sei 1 < j < d, a € X mit ap € [0,00) fiir k # j, 0,0 > 0 und pu ein
o-endliches Borel-Maf$ auf E\ {0} mit

(3.3 J((Sw+a) a1t < .
=y
Definiere L : E — R durch

L) 1= {a, A) — %(;%5 _ /Mj()\,y) w(dy)+5, AEE.

Es existiert eine Folge {P,} von unendlich teilbaren Verteilungen auf B mit kumulan-
tenerzeugenden Funktionen ¢, derart, dafi L(\) = lim,,_, o n(gpn()\)—)\j) fur alle A € E.
Diese Folge kann so gewdhlt werden, dafi die Konvergenz lokal gleichmdf$ig ist.

BEWEIS. Definiere o, = o2 - €c,/yms On(dy) = n~'(1 — exp(—y/n|y|)) u(dy) und
tp, = 0p + 0n. Wegen 1 —exp(—z) < z fir x € R gilt

Yj 1
onldy) <~ / y; (1 — exp(—v y;)) u(dy)
/Ul(O) 1+ y? n JT,0) i )

i
<
Voo

yiu(dy),  neN.
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Damit gilt [(Jy| A1) on(dy) < oo fiir n € Nund [y;/(1+|y[*)~! 0n(dy) — 0. Entspre-

chend erhalten wir I
n(dy) =o° - — 0.
/1+|y\20(y) i

n

Wir definieren nun die spektral positive unendlich teilbare Verteilung P,, € S(X) durch

die kumulantenerzeugende Funktion

on) 1= (@ N + [ (L= exp(-) mld) + . A€E,

wobei

a yj
n = — 11— n(d , N.
a n+ej( /1+’y’2u(y)) n <

Fiir hinreichend grofies n € N gilt nach obigen Uberlegungen (a,,e;) € [0,00), also
a, € E. Nach Proposition 1.3.16 ist P, fiir hinreichend grofle n € N eine unendlich

teilbare Verteilung auf E. Wir schreiben nun

Pn(A) = {an, A) — /M(A,y) 1in (dy) + % -

Dabei ist al, := a, + [y/(1 + |y|*) pn(dy) € E. Damit erhalten wir fir n € N die
Darstellung

n(on(N) = Aj) = (nal — e5), ) + / M(Ay) npin(dy) + 6
(3.4)
= (bn, \) — /M()\,y) Ny (dy) + 6, A€ E,

wobei
bima+ e [ T (),
oy 1+ [yl

Wahlen wir fiir die kumulantenerzeugende Funktion L eine analoge Darstellung, so gilt

(3.5) LX) = (b, \) — %o—%j?. - /M()\,y),u(dy) + 6, AEE,

wobei

b::a+Zek/ T u(dy).
=y 1+ [yl

Zum Nachweis der Konvergenz auf E° sind nach dem Konvergenzsatz 1.4.7 und den

Darstellungen (3.4), (3.5) die folgenden Bedingungen zu iiberpriifen:
(a) b, — b.

=0 fir alle A € E°.

o)ty | [ ) () - 0%
U.(0)

e—0n—oo

(c) Loy * Vn BN Lg\gqoy - ¥ fir alle € > 0 mit v(0U(0)) = 0.

(d) lim Iim |nu,(E\ Ug(0))| =0.

R—oon—oo
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Dabei ist v, (dy) := |y|*(1 + |y[*) "' (dy) und v(dy) := [y[*(1 + |y[*) " p(dy). Die
Bedingungen (c) und (d) sind nach Wahl von p,, offensichtlich erfiillt. Die Giiltigkeit
von Bedingung (a) folgt damit wegen [yx/(1+ |y|*)no,(dy) = 0 fir k # j. Ferner
gilt lim,_,g fm()\,y>2 non(dy) = 0. Also geniigt es zu zeigen, dafl o, Bedingung (b)
erfiillt. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Dann gilt fiir hinreichend grofles n € N

Aj

2
(/\,y>2 no,(dy) = no? - (—) — g2)\2.
/Ug (0) Vn J

Damit ist Bedingung (b) erfiillt, also die Konvergenz auf E° gezeigt. Definieren wir

L, () :=n(pn(A) — Aj) fiir A € E, so ist L,, die kumulantenerzeugende Funktion einer
spektral positiven unendlich teilbaren Verteilung @,, € S(X). Ist L die kumulantener-
zeugende Funktion von Q € S(X), so gilt Q,, — Q. Beachte nun, dal L,,(0) = § = L(0),
also || Q.|| = ||@]| fiir alle n € N gilt. Nach Lemma 1.2.13 gilt @,, — @, und nach Pro-
position 1.2.15 folgt die gleichméafige Konvergenz auf E. O

3.6 THEOREM (EXISTENZSATZ). Fir 1 < j < d sei a; € X mit (aj,e) € [0,00) fir
k#3j,05,0; >0 und p; ein o-endliches Borel-Maf auf E\ {0} mit

(36) (o320 71)sta) < .
py
Definiere L : E — R? durch

1
BT L0 = (e - 300 - [ MO mld) +5, A€E

Dann ezistiert eine Verzweigungsibergangsfunktion { P(t,z)} mit Charakterisierung L.
BEwEIS. Nach Lemma 3.5 existiert zu n € N und 1 < j < d eine unendlich teilbare
Verteilung P; (") auf E mit kumulantenerzeugenden Funktionen ©; () derart, daB

LM 0) = nlp; M) = A) — L), 1<5<d,

lokal gleichméafig auf E. Setze L, := (Ll(”), e ,Ld(”)) und @, = (cpl(”), e ,gpd(”)).
Dann gilt
L,(\) =n(pn(A) — N), A e E.

Nach Lemma 3.4 ist (p,,* e;) fiir 1 < j < d und k € Ny die kumulantenerzeugende
Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung P, (k,e;) auf E. Setze

Un(t,N) =@, (X)) te0,00),\ €E.

Dann ist (¢, (t,-),e;5) : E — [0,00) fiir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion
von P,([nt],e;) € S(E). Zur Konstruktion einer reguldren Verzweigungsiibergangs-

funktion {P(t,z)} geniligt es nach Proposition 3.2 zu zeigen, daf§ ein ¢, > 0 derart
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existiert, daf§ fiir eine Teilfolge von {¢,,} (die wir genauso bezeichnen) der Grenzwert
P(t, A) == limy, o0 ¥ (¢, ) fiir alle (£, ) € [0,%9] x E° existiert und lim; o ¥ (¢, \) = A
fir jedes A € E° gilt. Nach dem Stetigkeitssatz 1.4.7 ist dann v¢;(¢, ) : E — E fiir
jedes 1 < 57 < d und jedes t > 0 die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich
teilbaren Verteilung.

Wir zeigen dazu zunéchst, dafl sup,,cy |¥n(t,A) — A| — 0 fiir ¢ — 0 lokal gleichméfig
auf E. Sei dazu ¢ > 0 beliebig und € > 0 vorgegeben. Aufgrund der lokal gleichmafigen
Konvergenz L,, — L gilt

M :=sup {|L,(A)||n € N, || < ¢} < o0.

Wahle ¢t > 0 so klein, dafl tM < € A o, und zeige mit vollstdndiger Induktion nach

k € Ny, daB

on® ) A < E M neNE<nt ) <o

3

Fiir & = 0 folgt dies gerade aus ¢, (% (\) = \. Ist k > 0, so gilt nach Definition von L,

_ 1 _
e N = FTH ) = = Lo (0% (N),  X€E,

n

und wegen |, =D (\)| < o+ tM < 2p (nach Induktionsvoraussetzung) erhalten wir
die Ungleichung

on® () = Al < I 00 = A+ L (00 ()

—1 1
U VR VLY VS
n n

<
n

Damit folgt die lokal gleichmaflige Konvergenz wegen

t
walt ) =M = o) N < Parce menp<e

Wahle nun ein beliebiges Kompaktum K C E° mit nichtleerem Inneren. Dann existie-
ren wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz sup,,cy [¢n (£, A) — A| — 0 fiir ¢ — 0 ein
Kompaktum K’ C E° und ein tg > 0 derart, daf3

(3.8) Pn(t,\) € K' CE°, n e Nt €[0,t], A € K.

Wir kénnen nun o.B.d.A. (durch Teilfolgenbildung) annehmen, daf§ zu r € [0,t5] N Q
und 1 < j <dein P(r,e;) € S(E) existiert mit

P,([nr],e;) = P(r,e;), 1<j<d,re[0,t]NQ.

Nach Definition ist (1, (r,-),e;) die kumulantenerzeugende Funktion von P, ([nr],€;),
und in Hinblick auf (3.8) folgt 0 < P(r,e;,\) < 1 fiiralle 1 < j < d, r € [0,t0] N Q
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und A € K, was mit Lemma I1.2.5 auf A € E® ausgedehnt werden kann. Damit existiert

die kumulantenerzeugende Funktion ;(r,-) von P(r,e;), und mit Proposition 1.2.15

und ¢(r,-) :== (Y1(r,-),... ,va(r,-)) folgt
(3.9) Yn(r,\) — P(r,\) € E°, (r,A) € ([0,t0] N Q) x E°.

Nach Lemma 3.3 erhalten wir fiir eine (durch die Teilfolgenbildung entstandene) Folge
{kn} C Ny mit k,, — oo die Integralgleichung

[knt]/kn
(3.10) Un(t,A) = A +/0 Ly (¥n(s, N)) ds, (t,\) € [0,00) x E.

Damit folgt wegen (3.8) die Abschétzung

L,(\)|, s,t €[0,tg],A € K

n/ NeK’

nls ) = (e 0] < (Js =1l + 2 ) sup

Wegen (3.9) folgt die Konvergenz von {1, (t,\)} fir alle t € [0,t9] und A\ € K, was
nach Proposition 1.2.12 sogar auf A € E° ausgedehnt werden kann, da K° nicht leer ist.
Definiere

Y(t, \) = Jim. Ui (t, \) € E°, (t,A) € [0,t0] x E°.

Aufgrund der lokal gleichméfBigen Konvergenz L,, — L und der Integralgleichung (3.10)

erhalten wir mit dominierter Konvergenz

bt \) = )\+/OtL(w(s,>\)) ds,  (t,\) €[0,to] x K.

Da zu jedem Kompaktum K C E° ein solches t; > 0 existiert, folgt aufgrund der
Stetigkeit von L (als lokal gleichméfBiger Limes stetiger Funktionen) auf E°

0

(3.11) - ¥(t, A)

P =L(y(, ), AeE°.

t=0

Insbesondere ist die Funktion #(-,A) : [0,00) — E fiir jedes A € E° in Null stetig.
Nach Proposition 3.2 existiert eine regulire Verzweigungsiibergangsfunktion {P(¢,z)}
mit kumulantenerzeugender Funktion . Nach Gleichung (3.11) ist L die zugehorige
Charakterisierung. O

4. Anwendungen

4.1 PROPOSITION. Sei {P(t,x)} eine Verzweigungsibergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E — R gemdf (3.7). Ist das Borel-Maf$ pu; fiir jedes 1 < j < d auf eine
beschrankte Teilmenge von E konzentriert, so ist {P(t,x)} genau dann konservativ,

wenn 01 = -+ = dq = 0.



4. Anwendungen 65

BEWEIS. Nach Lemma I1.4.14 ist nur noch die Konservativitatim Fall§; = --- =4 =0
zu zeigen. In diesem Fall gilt L(0) = (d1,...,04) = 0. Daher geniigt es nach Proposi-
tion I1.4.15 zu zeigen, daf} fir 1 < j < d die Funktion L; : E — R lokal Lipschitz-stetig
ist. Nach (3.7) ist dies nur fiir die Funktion [ M;(-,y) s(dy) nachzuweisen. Schreibe

dazu
M;j(N\,y) — Mj(o,y) = exp(—(0,y)) M;(A — o,y)

(Aj — 05)y;
L+ |y|?

Da das Integral [y;(1+ |y|*)~'u;(dy) existiert, brauchen wir nur den ersten Term zu

+ (1 —exp({0.))) . \o€E.

betrachten. Sei y; auf Ug, (0) konzentriert. Nach Lemma 2.4 gilt

MO0 — 0,9)] < A — g|(2 el +Rj|y|2)

k#j
1
# 3= dP? (14 s lHOa] ). Aee B <A
ly|<R;
und nach (3.6) folgt die Behauptung. O

4.2 BEISPIEL. Fiur d = 1 sei p 1= o€, mit ¢ > 0, 0 > 0, und 6 > 0. Definiere
L :[0,00) +— [0,00) durch

L(A\) :=0(1 —exp(—0o\)) + 9, A € [0,00).

Dann ist die zugehorige Verteilung eine (moglicherweise defekte) Poisson-Verteilung.
Das Anfangswertproblem fiir A € [0, 00) lautet

y'=o(l—exp(—gy)) +4,  y(0)=A.
Wir schlieen den trivialen Fall o0 = § = 0 aus. Die kumulantenerzeugende Funktion
Y :[0,00) % [0, 00) > [0, 00) ist dann als eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems
gegeben durch
1

() = Eln {
Ist {P(t,x)} die zugehorige Verzweigungsiibergangsfunktion, so sehen wir mit A = 0,
daB der Defekt von P(t, z) fiir (¢,z) € [0, 00) %[0, 00) gegeben ist durch 1—exp(—d(¢, x))

mit

’ 5T eelotot <eg>‘ — ) ], (t,\) € [0,00)>.

o o+

d
S(t,x) = gln {1 + U—_'_(S(eg(‘ﬂr‘s)75 - 1)], (t,x) € [0,00)>.

Also ist {P(t,z)} genau dann konservativ ist, wenn 6 = 0 (was wir nach Proposition 4.1
bereits wissen). Im Fall § > 0 gilt §(t,2) — oo fir ¢t — oo und =z € (0,00), d.h.,
P(t,z) = 0. Im Fall § = 0 gilt (auch fiir o = 0)
1
P(t,\) = =~ 1In [1 + €7t (e — 1)], (t,\) € [0,00).
0
Im konservativen Fall gilt damit P(¢,2) — 0 fiir ¢ — oo und z € (0, 00), falls & > 0.
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4.3 BEISPIEL. Fiir d =1 sei £ € R und p(dy) := oy~ 1t dy mit p > 0und 0 < a < 2.
Definiere L : [0,00) + [0, 00) durch

_ ~ Ay ) dy
L(A) =&A Q/O (exp( Ay) — 14 1+y2) et A € [0,00).

Dann ist die zugehorige Verteilung eine (spektral positive) stabile Verteilung mit Ex-

ponent «. Die Funktion f : [0,00) — [0,00) sei meBbar mit

o0
y dy
4.1 - < 00.
(4.1 [l - ]
Dann erhalten wir mit einer Substitution © = Ay die Darstellung

> Ay ) dy
exp(—\y) — 1+ 2 ) =L

o [T du <[ Ay dy
=\ /0 (exp(—u)—1+f(u)) u1+0‘+/0 (1+y2—f()\y)> e
(a) Fir 1 < a < 2 wird (4.1) von der identischen Abbildung erfiillt. Definiere
o2 *° du

— = — (1 - — >

2(a—1) Q/O (u (1 — exp( u))) ulte = 0,
a _ ‘€t /OO u_3 du

0

a—1 1+ u2 ulte
Damit erhalten wir die (auch fiir den Fall & = 2 der Normalverteilung giiltige) Darstel-

lung

a o2\
a—-1 2a-1)
Das zugehorige Anfangswertproblem fiir A € [0, 00) lautet

L)) = A€ [0,00).

2, «
/ ay oy
= — 0) =\
V=T a1y y(0)

Wir setzen p := a — 1 € (0,1]. Im Fall a = 0 erhalten wir die kumulantenerzeugende

Funktion \
Pt \) = , t,\) € [0,00)2,
W= 69l
und im Fall a # 0
A at/p
Y(tA) = - (t,\) € [0,00)°.

(14 Z(eot — 1)ap) /7
Ist {P(t,x)} die zugehorige Verzweigungsiibergangsfunktion, so sehen wir durch Ein-

setzen von A = 0, daB {P(¢,x)} konservativ ist. Im Fall a < 0 gilt ¢(¢,\) — 0 fiir
t —oound A € [0,00), d.h., P(t,z) = €. Sei nun a > 0. Ist o > 0, so gilt

2a

1/p
;) =:v >0, A€ (0,00),

vt ) — (

d.h., P(t,z) = exp(—a7)eg fiir z € [0,00). Ist 0 = 0, so gilt P(¢,z) — 0 fiir z € (0, 00).
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(b) Fiir & = 1 wird (4.1) von der Arcustangensfunktion erfiillt. Definiere in diesem Fall

a:=¢— Q/Ooo (arctanu —(1- exp(—u))) du € R,

u?

und beachte

h A d
/0 (1 +yy2 — arctan()\y)> y—‘g = Aln )\, A € [0, 00).

Damit erhalten wir fiir A € [0, 00) das Anfangswertproblem y' = ay — gy Iny, y(0) = A.
Nach den obigen Uberlegungen brauchen wir nur den Fall o > 0 zu betrachten. Es gilt

BN =2 et (1 A) € [0, 00)2
{P(t,x)} ist konservativ. Hier gilt P(t,z) — exp(—ze®/?)eq fiir t — oo und z € (0, 00).
(c) Fir 0 < o < 1 wird (4.1) von der Nullfunktion erfiillt. Definiere

o? e du
— = — — >
50 o) 9/0 (1 —exp(—w)) = = 0,

a <y du
1 -« o 1+u? ulte

Damit erhalten wir fiir A € [0, 00) das zugehorige Anfangswertproblem

A
1-—a 2(1-a)

(] y(0) = A\

Hier setzen wir ¢ := 1—a € (0,1). Im Fall a = 0 erhalten wir die kumulantenerzeugende

Funktion
to?

1/q
sen =2+ 5) L N e
und im Fall a # 0

2

Dt ) = (Aqe“t +Z

1/q
2a(6‘”—1)) . (t,\) €0,00)2.

Wir kénnen nun annehmen, dal ¢ > 0 gilt. Dann ist {P(¢,z)} defekt. Setzen wir
wieder 1 — P(t,z) =: 1 — exp(—d(t,x)), so erhalten wir im Fall a = 0

to2\ /e
5(t7m) = I(7> ) (t,l‘) € [07 00)27
und im Fall a # 0
o2 1/q
ot ,x) = w(2—(e“t — 1)) , (t,x) € [0,00)>.
a
Es folgt das Grenzverhalten P(t,z) — 0 fiir t — oo und x € (0, 00), falls a > 0, und
2

o2\ /4
d](tv >\) I (%) = 7_1 > Oa NS (0700)7
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falls @ < 0, d.h., P(t,z) - exp(—xy 1)eg fiir t — oo und = € [0,00). Die zu den
(spektral positiven) stabilen Verteilungen gehérenden Verzweigungsprozesse sind ein
Beispiel dafiir, dafl defekte Verzweigungsiibergangsfunktionen existieren, deren Cha-
rakterisierung in Null verschwindet. Damit ist die Umkehrung von Lemma II.4.14 im
allgemeinen falsch. Daf} diese Verzweigungsiibergangsfunktionen defekt sind, kann man
auch mit Proposition I1.4.16 ohne Kenntnis der expliziten Losung des Anfangswertpro-
blems schen, denn in diesem Fall gilt [ L(A)~'d\ < oo fiir hinreichend kleine € > 0.

5. Anmerkungen & Literatur

Die Form der Charakterisierung einer Verzweigungsiibergangsfunktion wurde zuerst in Gihman &
Skorohod (1975), Kapitel V, Abschnitt 2, fiir mehrdimensionale konservative Verzweigungsiibergangs-
funktionen mit Hilfe der zugehorigen Fourier-Transformierten bestimmt. Fiir die allgemeine Form

mufte hier das Laplace-Kalkiil entwickelt werden.

Die urspriingliche Form von Proposition 3.2 ist in Lamperti (1967b) zu finden. Das Problem, daf} fiir
k € Ng und s,t > 0 die [k(s + ¢)]-ten Iterierten der betrachteten Funktionen im allgemeinen nicht
mit den ([ks] + [kt])-ten Iterierten iibereinstimmen, wurde dort und in darauf aufbauenden Arbeiten

ubersehen.

Der Beweis des Existenzsatzes 3.6 verwendet einige Argumente aus Grimvall (1974), wo die Konvergenz

einer Folge von normierten Galton Watson-Prozessen untersucht wird.

Die Klasse der Verzweigungsiibergangsfunktionen, deren Charakterisierung eine stabile Verteilung mit
Exponent 1 < a < 2ist, wurde in Lamperti (1967¢) vorgestellt. In dieser Arbeit ist es gelungen, dies auf
stabile Verteilungen mit beliebigem Exponenten auszudehnen. In Bingham (1976) findet man fiir den
eindimensionalen konservativen Fall Untersuchungen iiber den zeitlichen Verlauf eines kontinuierlichen

Verzweigungsprozesses (Aussterbewahrscheinlichkeit, Wachstumsraten, etc.).

Fiir den Fall d > 1 konnte kein interessantes Beispiel fiir die explizite Darstellung der kumulantenerzeu-
genden Funktion eines Verzweigungsprozesses gefunden werden, da die hier auftretenden nichtlinearen
Differentialgleichungen abgesehen von trivialen Féllen (entkoppelte Charakterisierungen und quasi-

deterministische Prozesse) nicht ohne grofleren Aufwand l6sbar erscheinen.



KAPITEL IV

STETIGE ABHANGIGKEIT & APPROXIMATION

Vorbemerkungen

Wir fassen kurz die Theorie der stochastischen Prozesse mit Pfaden in D|0, 00) zusam-
men. Sei (S, o) ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum. Die Menge Dg|0, 00)

besteht aus allen Funktionen x : [0,00) +— S mit den Eigenschaften
xz(t+) =z(t), t>0, x(t—) € S existiert, > 0.

Diese Menge ist derart metrisierbar, daf§ der entstehende metrische Raum (Dgl[0, 00), p)
ebenfalls vollstandig und separabel ist. Wir bezeichnen die Menge der Wahrscheinlich-
keitsmafe auf Dg[0, 0o) mit P(Dg[0, 00)).

Sei Z :={Z(t) | t > 0} ein stochastischer Prozef§ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P) mit Zustandsraum S. Besitzt Z Pfade im Raum Dgl0, 00), d.h., liegt die
Abbildung Z(-,w) : [0, 00) +— S fiir jedes w € © in Dg[0, 00), so kann Z : Q — Dg|0, c0)
aufgrund der Separabilitdt von Dg[0,00) als Zufallsvariable mit Werten in Dg|0, 00)
aufgefafit werden.

Ist (S, o) lokal kompakt und {T'(t)} eine Operator-Halbgruppe auf C(S), so bezeichnen
wir einen stochastischen Prozefl Z := {Z(t) | t > 0} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F, P) mit Zustandsraum S als einen zu {7T'(¢)} korrespondierenden Prozef}, falls

E(f(Z(s+1) | FZ) =T@®)f(Z(s)),  s,t>0,f¢eC(S).

Dabei ist FZ die von {Z(s) | 0 < s < t} erzeugte o-Algebra. Ein durch eine Uber-
gangsfunktion {P(t,x)} C P(S) gegebener (zeitlich homogener) Markov-Prozef§ korre-
spondiert stets zur zugehorigen Operatorhalbgruppe {7T'(¢)}.

Zur Formulierung des Existenzsatzes bendtigen wir einen weiteren Begriff. Eine Fol-
ge {fn} C B(S) heiBt beschrankt und punktweise (boundedly and pointwise) kon-
vergent gegen f € B(S), kurz f = bp—lim,_ fn, falls sup,cy||fnl]] < oo und
f(z) = lim,, o fn(z) fiir alle z € S. Wir schreiben kurz bp—M fiir die kleinste in
der Topologie der punktweise und beschrankten Konvergenz abgeschlossene Obermen-
ge von M C B(S).

Ist nun {7'(¢)} eine Feller-Halbgruppe, und gilt (1,0) € bp—G(G) fiir den infinitesi-
malen Erzeuger G von {T'(t)}, so existiert zu jedem v € P(S) ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P € P(Dg[0,00)) derart, da§ durch Z(t,w) := m(w) ein korrespondierender
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Prozefl definiert ist und Z(0) die Verteilung v besitzt (Startverteilung). Dabei ist
m¢ : Dgl0,00) +— S fiir ¢ > 0 die durch 7 (w) := w(t) definierte kanonische Projektion.
Insbesondere sind hierdurch die endlichdimensionalen Verteilungen von Z eindeutig be-
stimmt. Fiir einen durch eine Ubergangsfunktion { P(¢,z)} C P(S) gegebenen Markov-

Proze bedeutet dies, dafi eine Version dieses Prozesses mit Pfaden in Dg|0, 00) existiert.

Der Konvergenzsatz fiir korrespondierende Prozesse besitzt folgende Form: Fiir n € N
sei {T),(t)} eine Feller-Halbgruppe, v, € P(S) und Z, ein korrespondierender stocha-
stischer ProzeB mit Startverteilung v, und Verteilung P, € P(Dg[0,00)). Sei {T'(¢)}
eine weitere Feller-Halbgruppe, v € P(S) und Z ein korrespondierender stochastischer
Prozefl mit Startverteilung v und Verteilung P € P(DS[O, oo)) Gilt v, = v und

T,(t)f — Tt)f, t>0,feC(S),

so folgt P, % P. Dies bedeutet Z,, % Z (als Zufallsvariable mit Werten) in Dg[0, c0).
Zur Formulierung des entsprechenden Approximationssatzes benotigen wir einige Defi-
nitionen. Sei S’ C S. Eine Familie {P(k,x) | (k,z) € Ng x S’} C P(S’) heifit (zeitlich)
diskrete Ubergangsfunktion auf S/, falls P(0,z) = ¢, fiir alle z € S’ und

Pk+1,z,T) = /P(l,y,F) P(k,z,dy), k,l € Ng,x € S',T € B(S).

Wir bezeichnen einen stochastischen Proze Y := {Y (k) | k£ € Ny} auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Zustandsraum S’ als einen zu {P(k,z)} korrespon-

dierenden Proze83, falls
PY(k+1)el|F)=P(1Y(k),T), kleNy,IeBS).

Dabei ist FY die von {Y(I) | 0 < < k} erzeugte o-Algebra. Wie vorher existiert zu
jeder diskreten Ubergangsfunktion {P(k,x)} auf S’ und jedem v € P(S’) ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl P auf dem Raum 2 := (S')No derart, da8 durch Y (k,w) := wy, ein
korrespondierender Prozef definiert ist und Z(0) die Verteilung v besitzt. Zu einer dis-
kreten Ubergangsfunktion {P(k,z)} auf S’ definiere den korrespondierenden Operator
T :C(S") — B(S) durch

Tﬂ@:i/ﬂwpﬂwﬂw, feCs),zes.

Ist S, € S fir n € N und 7, : (AE(S) — G(Sn) die durch m, f = flg, fur f € (AJ(E)
definierte kanonische Projektion, so schreiben wir fiir eine Folge {f,} € C(S,) und
f € C(S) kurz f, — f, falls || f — 7o f]| — 0.

Fiir n € N sei nun {P,(k,z)} eine diskrete Ubergangsfunktion auf S,, mit korrespon-
dierendem Operator T}, : C(S,) — C(Sn), vn € P(Sn) und Y,, ein korrespondierender

stochastischer Prozefl mit Startverteilung v,,. Der durch

Zn(t) = Yo(lnt]),  t>0,
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definierte stochastische Prozef3 Z,, besitze die Verteilung P,, € P(DS[O, oo)) Sei ferner
{T'(t)} eine Feller-Halbgruppe, v € P(S) und Z ein korrespondierender stochastischer
Prozef mit Startverteilung v und Verteilung P € P(Dg0,00)). Gilt v, ~ v und

TMf —T)f,  t>0,feC(S),

so folgt P, % P. Dies bedeutet Z,, % Z (als Zufallsvariable mit Werten) in Dg[0, c0).

1. Zusammenfassung

Wir weisen in diesem Kapitel nach, dafl stets eine Version eines Verzweigungsprozes-
ses mit Pfaden im Raum Dgal0, 00) existiert. Darauf aufbauend untersuchen wir die
stetige Abhéngigkeit (der Verteilung) eines Verzweigungsprozesses von der Charakteri-
sierung der zugehorigen Verzweigungsiibergangsfunktion und die Approximation durch
mehrtypige Galton Watson-Prozesse.

In Abschnitt 1 erweitern wir die Feller-Halbgruppe einer Verzweigungsiibergangsfunk-
tion {P(t, )} zu einer Feller-Halbgruppe auf den Raum C(E#) und erhalten so zu einer
gegebenen Startverteilung v € P(E?) eine zugehdrige Verteilung aus P(Dga0,00)).
Ist {P(t,z)} konservativ und v € P(E), so kann diese Verteilung auf Dg[0, c0) ge-
wahlt werden. Anschliefend verwenden wir die explizite Abhéngigkeit des zugehorigen

infinitesimalen Erzeugers G von der Charakterisierung L von {P(t,z)}, die durch
Gfa(z) = —(z,L(N\)) fa(z), AeE°,

gegeben ist. Mit Hilfe des Konvergenzsatzes konnen wir zeigen, daf§ ein Verzweigungs-
prozef3 (als Zufallsvariable mit Werten im Raum Dga [0, oo)) stetig von der Charakteri-
sierung L (und der Startverteilung) abhéngt. Diese stetige Abhéngigkeit betrifft ebenso
die endlichdimensionalen Verteilungen des Verzweigungsprozesses. Umgekehrt zeigen
wir, dafl bei geeigneter Wahl der Startverteilungen bereits im Fall der Konvergenz
der eindimensionalen Verteilungen keine anderen (stochastisch stetigen) Grenzprozes-
se auftreten konnen. Die Klasse der Verzweigungsprozesse ist also in diesem Sinne
beziiglich der schwachen Konvergenz abgeschlossen. Wir fassen diese Ergebnisse in
einem allgemeinen Konvergenzsatz zusammen. Schliellich erhalten wir mit den Kon-
vergenzkriterien fiir spektral beschrankte unendlich teilbare Verteilungen aus Kapitel 1

entsprechende Kriterien fiir die schwache Konvergenz von Verzweigungsprozessen.

Im néchsten Abschnitt definieren wir einen (d-typigen) Galton Watson-Proze8 mit
Nachwuchsverteilungen ;... ,&; € P(Ng?) durch eine diskrete Ubergangsfunktion.
Ist Y, fiir n € N ein solcher ProzeB mit Nachwuchsverteilungen & ™. .. £;(™ und
{kn} € N mit k,, — o0, so untersuchen wir die durch

Yo ([nt])

(1.1) Zn(t) = o

t >0,
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definierte Folge {Z,,} von stochastischen Prozessen auf schwache Konvergenz. Hier
wenden wir den Approximationssatz fiir diskrete Ubergangsfunktionen auf die Mengen
Ey, = {z/k, | * € Ng?} C E an, und erhalten zu Abschnitt 1 analoge Ergebnisse. Die
Rolle der Charakterisierungen wird im diskreten Fall von aus den Nachwuchsverteilun-
gen hervorgehenden transportieren Maflen iibernommen. Diese sind gegeben durch die
Abbildung «; %) (x) := (x —e;)/k, fiir 1 < j < dund x € No?. Wir kénnen damit das
durch Pj(“) = (fj(”))(”j<k")) fiir 1 < j < d definierte Tupel P, := (Pl(”), e ,Pd("))
als Charakterisierung der zu Z, gehorenden diskreten Ubergangsfunktion auffassen.
Ist nun Z ein Verzweigungsprozel mit Charakterisierung P := (Py,... , P;) so erhal-
ten wir Z, — Z in Dgal0,00) und in den endlichdimensionalen Verteilungen, falls
die zugehorigen Startverteilungen konvergieren und (Pj (”))*”k" - Pjfirl <j<d
gilt. Konvergieren umgekehrt die eindimensionalen Verteilungen der in (1.1) definierten
Prozesse bei geeigneter Wahl der Startverteilungen, so ist der Grenzprozefl im Fall der
stochastischen Stetigkeit notwendig ein Verzweigungsprozefl. Auch hier erhalten wir

einen allgemeinen Approximationssatz und entsprechende Konvergenzkriterien.

Schliefflich behandeln wir in Abschnitt 4 eine spezielle Klasse von Verzweigungsprozes-
sen. Dies sind konservative Prozesse, in deren Charakterisierung samtliche Spektral-
mafle Null sind. Wir weisen nach, dafl dies gerade die Diffusionen auf E sind, deren

infinitesimaler Erzeuger die Form

d

d
zj(aj, ek>) Vif(z)+ %Zxka,% V2 f(x), f € D(E),
1 k=1

wm:i(

k=1 \j=

besitzt. Hierbei sind a; € X und 0]2 > 0 fir 1 < j < d die nichtverschwindenden Gro-
Ben der zugehdrigen Charakterisierung, und D(E) ist der Raum der schnell fallenden
Funktionen auf E. Wir betrachten in einem Beispiel die fiir d = 1 entstehende Diffusion
und zeigen abschlielend eine mehrdimensionale Version der Fellerschen Diffusionsap-

proximation.

2. Stetige Abhiangigkeit

2.1 LEMMA. Sei {T(t)} eine Feller-Halbgruppe auf C(E). Dann wird durch die linearen

Operatoren

T2(t)f = f(A)+T)(f — f(A),  t=>0,f€CED),

eine Feller-Halbgruppe {T> ()} auf C(E®) definiert. Ist G® der infinitesimale Erzeuger
von {T2(t)}, so gilt D(G?) =R+D(G) und G2 f = G(f — f(A)) fiir alle f € D(G?).
Es gilt (1,0) € G(G®). Ist D C C(E) ein Core von G, so ist R+ D ein Core von G2.
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BEwEIS. Nach Ethier & Kurtz (1986), Lemma 4.2.3, ist {72 ()} eine Feller-Halbgruppe
auf C(E?). Die Gestalt von G* folgt durch Einsetzen in die Definition eines infinite-
simalen Erzeugers. Wegen T'(t)f = 0 fiir t > 0 und f = 0 folgt (1,0) € G(G*). Ist
D C C(E) ein Core von G, so ist D dicht in C(E), also R + D dicht in C(E2). Sei
(f,GAf) € G(G®). Dann gilt f — f(A) € D(G), und es existiert nach Vorausset-
zung eine Folge {g,} € D mit g, — f — f(A) und Gg, — G(f — f(A)). Setze
fn = f(A)+g, € R+D. Dann gilt f, — fund G2 f, = Gg, — G(f — f(A)) = G~ .
Damit ist R 4+ D ein Core von G2, UJ

2.2 PROPOSITION. Sei {P(t,z)} eine Ubergangsfunktion auf B, {T(t)} die korrespon-
dierende Operatorhalbgruppe auf C(E) und {T(t)} deren Fortsetzung auf C(E).
Ist Z ein stochastischer Prozefs mit Zustandsraum E®, so ist Z genau dann ein zu
{P(t,z)} korrespondierender Prozef, wenn er ein zu {T>(t)} korrespondierender Pro-
zefs ist. Ist {P(t,x)} konservativ, so kann dabei {T>(t)} durch {T'(t)} ersetzt werden.

BEWEIS. Nach Definition der Halbgruppe {T2(t)} erhalten wir die Darstellung

T2(t)f(Z(s)) = F(A) + T (f — F(A)(Z(s))
— f(A) + / (F) — F(D) P(t. Z(s), dy)

:/f(y)P(t,Z(s),dy) + (D) (1= |[P(t, Z(s)]])
— /f(y) P2(t, Z(s),dy),  s,t>0,f€CE?).

Damit ist die Korrespondenz des Prozesses Z zur Halbgruppe {T(t)} dquivalent zu
P((Z(s+1t) eT | FZ) = PA(t, Z(s),T) fiir alle s,¢ > 0 und ' € B(E®). Im Fall der

Konservativitat ist nichts zu zeigen. 0]

2.3 PROPOSITION. Sei {P(t,z)} eine Ubergangsfunktion auf E. Ist die korrespon-
dierende Operatorhalbgruppe {T'(t)} eine Feller-Halbgruppe auf G(E), so existiert zu
jedem v € P(E®) ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P) und ein korrespondieren-
der stochastischer Prozefs Z mit Startverteilung v und Pfaden im Raum Dgal0,c0).
Ist {P(t,x)} konservativ, so gilt (1,0) € bp—G(G) fiir den infinitesimalen Erzeuger G
von {T'(t)}. Ist dariber hinaus v € P(E), so kann Z so gewdhlt werden, daf$ die Pfade

im Raum Dgl0, 00) liegen.

BEWEIS. Die Familie {72 (¢)} von linearen Operatoren ist nach Lemma 2.1 eine Feller-
Halbgruppe mit (1,0) € bp—G(G2), wobei G* der infinitesimale Erzeuger von {T2(t)}
ist. Damit existiert nach Proposition 2.2 und dem Existenzsatz ein zu {P(t,z)} korre-
spondierender Prozefl mit Pfaden in Dga [0, 00). Ist {P(t, z)} konservativ und v € P(E),
so folgt die Behauptung analog, falls wir zeigen kénnen, daf (1,0) € bp—G(G) fiir den
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infinitesimalen Erzeuger G von {7T'(t)}. Dazu ist zu zeigen, daf} eine Folge {f,} C D(G)
existiert mit bp— lim,, .~ fn, = 1 und bp—lim,,_. ., Gf,, = 0. Wéahle dazu {g,} C (AJ(E)
mit bp—lim,,_,o g, = 1. Nach Ethier & Kurtz (1986), Lemma 1.2.2, ist die Abbildung
(id — G) : D(G) — C(E) bijektiv mit

(2.1) fn = (id—G)"tg, = /000 exp(—t)T'(t)g, dt € D(G).

Wegen || T(t)gn| < |lgnl|l fir alle ¢ > 0 folgt damit sup,,cy || fn]| < co. Nach Definition
gilt
T(t)gn(x) = /gn(y) P(t,x,dy), (t,z) € [0,00) x E.

Da {P(t,x)} konservativ ist, erhalten wir bp—lim, . 7(t)g, = 1 mit dominierter
Konvergenz, und eine nochmalige Anwendung auf (2.1) liefert bp—lim,, . f, = 1.
Die Behauptung folgt nun wegen G f,, = f, — g, fiir n € N. O

2.4 THEOREM (PFADEIGENSCHAFTEN). Sei {P(t,xz)} eine Verzweigungsibergangs-
funktion. Dann existiert zu jedem v € P(E?) ein korrespondierender Verzweigungspro-
zefS Z mit Startverteilung v und Pfaden im Raum Dga[0,00). Ist {P(t,x)} konservativ
und v € P(E), so kann Z so gewdhlt werden, daf$ die Pfade im Raum Dgl0,00) liegen.

BEWEIS. Nach Proposition I1.3.9 ist die zu {P(¢, )} korrespondierende Operatorhalb-
gruppe eine Feller-Halbgruppe auf G(E) Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus
Proposition 2.3. O

2.5 DEFINITION. Wir gehen im folgenden stets davon aus, daf fiir einen Verzweigungs-
prozeB Z eine Version mit Pfaden in Dga [0, 00) (Dg[0,00)) gewéhlt ist, und bezeichnen
die Charakterisierung L : E — R? (]P’ =(P,... ,Pd)) der zugehérigen Ubergangsfunk-
tion {P(t,z)} als CHARAKTERISIERUNG DES VERZWEIGUNGSPROZESSES Z. Beachte,

dafl (die Verteilung von) Z dadurch nur bei gegebener Startverteilung bestimmt ist.

Wir wenden uns nun der stetigen Abhangigkeit eines Verzweigungsprozesses von seiner

Charakterisierung zu. Dazu benotigen wir einige technische Hilfsmittel.

2.6 PROPOSITION. Firn € N sei {T,,(t)} eine Feller-Halbgruppe mit infinitesimalem
Erzeuger G, v, € P(E®) und Z, ein zu {T2(t)} korrespondierender stochastischer
Prozefs mit Startverteilung v, und Pfaden in Dga|0,00). Sei ferner {T'(t)} eine Feller-
Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger G, v € P(E®) und Z ein zu {T?(t)} korre-

spondierender stochastischer Prozef mit Startverteilung v und Pfaden in Dgal0, 00).

Sei D C (,,en P(Gy) ein Core von G. Gilt Gy, f — Gf fir alle f € D und v,, = v, so
folgt Z, = Z in Dgal0,00). Besitzen alle Prozesse Pfade in Dg[0,00), und sind alle

Startverteilungen auf E konzentriert, so gilt Z, < Z in Dg[0, ).
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BEWEIS. Seien G4, G2 die infinitesimalen Erzeuger von {T'®(t)}, {T”(t)}. Nach
Lemma 2.1 ist D® := R+ D ein Core von G2. Ferner gilt

Gpf=Gu(f = () = G(f - f(A) =G2f,  feD™

Dies ist nach Ethier & Kurtz (1986), Theorem 1.6.1, dquivalent zu T2 (t)f — T2 (t)f
fiir alle t € [0,00) und f € C(E®). Damit folgt Z, — Z in Dga[0,00) nach dem
Stetigkeitssatz. Die zweite Behauptung folgt analog. O

2.7 LEMMA. Fir n € N sei Z,, ein stochastischer ProzefS mit Pfaden in Dga|0, 00).
Sei ferner {T(t)} eine Feller-Halbgruppe und Z ein zu {T>(t)} korrespondierender
stochastischer Prozefl mit Pfaden in Dgal0,00). Gilt Zy, < Z in Dgal0,00), so folgt

Zn = 7 in den endlichdimensionalen Verteilungen.

BEWEIS. Definiere I' := {t > 0| P(Z(t) = Z(t—)) = 1}. Nach Ethier & Kurtz (1986),
Theorem 3.7.8, gilt (Z,(t1),... , Zn(tk)) SN (Z(t1),...,Z(tx)) fur alle endlichen Men-
gen (t1,...,t;) CT. Ist G® der infinitesimal Erzeuger der Feller-Halbgruppe {T°(t)},
so ist D(G) dicht in C(E?), also separiert D(G) die Wahrscheinlichkeitsmafe auf E2.
Nach Ethier & Kurtz (1986), Proposition 4.1.7 und Theorem 4.3.12, folgt I" = [0, c0),

also die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen. U

2.8 LEMMA. Firn € N sei L, =t (L™, ... Ly™) (P, := (P,™,... Py™)) die
Charakterisierung der Verzweigungsiibergangsfunktion {P,(t,x)}. Sei L : E — R%
(]P’ = (Py,... ,Pd)) die Charakterisierung einer weiteren Verzweigungsibergangsfunk-
tion {P(t,x)}. Es gilt L,(\) — L()\) fiir alle A € E° genau dann, wenn P;(™ = P; fiir
alle 1 < j <d.

BEwEIS. Nach Theorem III.2.5 ist Lj(”) fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende
Funktion der spektral positiven unendlich teilbaren Verteilung P;(™ € S(X)\ {0}. Mit
dem Stetigkeitssatz 1.4.8 folgt daher die Behauptung. O

2.9 THEOREM (STETIGE ABHANGIGKEIT). Fir n € N sei Z, ein Verzweigungs-
prozefl mit Charakterisierung L, : E — R? (IP)n = (P, ,Pd("))) und Start-
verteilung v, € P(E®). Sei ferner Z ein Verzweigungsprozefl mit Charakterisierung
L:E~— R4 (IP’ = (Py,... ,Pd)) und Startverteilung v € P(E®).

Gilt L,(\) — L(X) fir alle X € E° (P, 5 P; fiir alle 1 < j < d) und v, > v,
so qilt Z, = Z in Dga [0,00) und Z, <% Z in den endlichdimensionalen Verteilun-
gen. Sind daruber hinaus alle Verzweigungsibergangsfunktionen konservativ und alle

Startverteilungen auf E konzentriert, so gilt Z, < Z in Dg[0, ).
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Beweis. Seien {T),(t)} und {7T'(t)} die korrespondierenden Feller-Halbgruppen mit in-
finitesimalen Erzeugern G,, und G. Nach Theorem 11.4.13 ist mit fy(x) := exp(—(\, x))
fir € E die Algebra A := (f) | A € E°) ein Core von G,, und G. Damit geniigt es nach
Proposition 2.6 die Konvergenz G,, fx — G f, fiir alle A € E° zu zeigen. Die Konvergenz
der endlichdimensionalen Verteilungen folgt dann aus Lemma 2.7. Sei dazu A € E° fest.
Nach Theorem I1.4.13 gilt

|Gnfr — Gl = sup [(@, L (X) — L(A) fa ()|

d
< SEEZQL‘]lL](n)(}\) — L](A)|f>\(x)
1S Dt

d
<L) = L] - gl
j=1

Dabei ist fiir 1 < j < d die Funktion g; € G(E) durch g;(z) := z;fr(x) fir z € E
definiert. Damit gilt G, fx — G f fiir alle A € E°. O

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit der Klasse der Verzweigungsprozesse beziiglich
der schwachen Konvergenz. Da wir die Struktur des moglichen Grenzprozesses im vor-
aus nicht kennen, fordern wir hier die stochastische Stetigkeit anstelle der Regularitat
im Sinne von Definition I1.2.1.

2.10 PROPOSITION. Fiurn € N sei 1, die kumulantenerzeugende Funktion einer Ver-
zweigungsibergangsfunktion { P, (t,x)}. Es ezistiere ein to > 0 derart, daff der Grenz-
wert Y(t, ) = limy, 00 ¥ (t, A) fiir alle (t,\) € [0,t9] X E® existiert. Ferner gelte
lim; g 9 (t, \) = X fir alle A € E°.

Dann ezistiert der Grenzwert 1 (t, \) :=lim,, o ¥, (t, A) € E° fiir alle (t, ) € [0, 00)xE°

und (die stetige Fortsetzung von) v ist die kumulantenerzeugende Funktion einer requ-

laren Verzweigungstibergangsfunktion {P(t,x)}.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition I11.3.2. U

2.11 THEOREM (ABGESCHLOSSENHEIT). Fiirn € N sei {P,(t,x)} eine Verzweigungs-
tbergangsfunktion und Z; () fiir 1 < § < d ein korrespondierender Verzweigungsprozef§
mit Startverteilung e.,. Sei ferner tg > 0 und n;(t) fir 1 < j < d undt € [0,to] eine
Zufallsvariable mit Werten in B derart, daf n;(t) < n;(0) firt — 0.

Gilt Z;™(t) S n(t) fir alle 1 < §j < d und alle t € [0,t0], so existiert eine Ver-
zweigungsibergangsfunktion {P(t,x)} und zu jedem 1 < j < d ein korrespondierender
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Verzweigungsprozefy Z; mit Startverteilung €; derart, daf Zj(”) N Zj in Dga|0, 00) und
7, % Z; in den endlichdimensionalen Verteilungen. In diesem Fall gilt Z;(t) = n;(t)
firl<j<dundte]l0,t.

Sind alle Verzweigungsibergangsfunktionen {P,(t,z)} konservativ und besitzt n;(t) fir
1<j<dundt€|0,ty] WerteinE, so kénnen wir annehmen, daf$ Z Pfade in Dg[0, 00)
besitzt. Dann gilt Z;(™ % Z; in Dgl0,00) fir 1 < j < d.

BewEis. Nach Voraussetzung gilt 7;(0) = €e,;. Wir bezeichnen die Einschrankung der
Verteilung von 7;(t) auf E fir 1 < j < d und ¢t € [0,t] mit P(t,e;) € S(E). We-
gen 1;(t) = 1;(0), gilt P(t,ej,\) — exp(—);) fir 1 < j < d, A\ € E° und t — 0.
Daher kann to > 0 so gewahlt werden, dal P(t,e;) fir ¢t € [0,tp] und 1 < j < d
eine kumulantenerzeugende Funktion v¢; : E +— E besitzt. Setze ¢ := (¢1,... ,%q).
Dann gilt lim; o t(t,A) = A fiir alle A € E°. Ist b, =: (v1(™,...,1¢™) die ku-
mulantenerzeugende Funktion von {P,(t,z)}, so gilt ¥; (¢, \) = lim, o 1; (™ (¢, \) fiir
alle 1 < j < d und alle (t,\) € [0,to] x E°, da ;™ (¢,-) die kumulantenerzeugen-
de Funktion von Z;(™(t) ist. Damit erhalten wir ¢(t,\) = lim, o ¥, (t, \) fiir alle
(t,\) € [0,t9] x E°. Nach Proposition 2.10 kann 1 zur kumulantenerzeugenden Funk-

tion einer regulidren Verzweigungsiibergangsfunktion { P(¢,z)} fortgesetzt werden.

Sei L, : E — R? die Charakterisierung von {P,(t,7)}. Wir zeigen zuniichst, daf die
Folge {L,,(\)} fiir jedes A € E° konvergiert. Definiere dazu

1t
A) :¥/¢(s7)\)ds, t>0,\eE°.
0
Wegen lim; o (¢, A) = A fiir alle A € E° gilt Vi) (¢,\) — ;i fiir 1 < j,k <d, A € E°
und ¢t — 0 nach Proposition 1.2.15. Mit dominierter Konvergenz folgt V0;(t,\) — ;s

fir 1 <j,k<d, A€ E° und t — 0. Sei nun A € E° fest. Wahle t € (0,t() so klein, daf
die Matrix D(t, \) := (Vib;(t, )\)) invertierbar ist. Definiere analog

0 (¢, ) : /¢(”)3A t>0,\eE°.
Wegen P, (t,e;) — P(t,e;) erhalten wir Vj1;(™ (£, ) — Vj;(t, \) fiiralle 1 < j,k < d
nach Proposition 1.2.15. Mit dominierter Konvergenz folgt V30;(™ (t,\) — V1.0;(t, \)
fiir alle 1 < j,k < d. Nach Proposition 11.4.7 16st ;™ (-, A):[0,00) ~ [0,00) fiir
1 < j < d die partielle Differentialgleichung
0 (n)
(2.2 S0 (E) = (VU0 N), L), 120,

Formulieren wir dies als Integralgleichung, so erhalten wir

(2'3) Q/Jj(n)(@)\) - >‘j = /Ot<vr¢}j(n)(5’ )‘)an()‘)>¢97 1<y <d.
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Erneute Anwendung von dominierter Konvergenz liefert fiir 1 < j < d die Darstellung
(2.4) 7 (1 (8, 0) = Ag) = (VO (£, X), L (V),

also

t_l (wn(tv )‘) - )‘) = Den(ta A)Ln()‘%

wobei DO, (t,\) := (Vi0;M (¢, N)) o Wegen DO, (t,A) — DO(t, ) == (Vib;(t, \)) ;)
ist D@,,(t, \) fiir hinreichend grofles n € N invertierbar, und aufgrund der Stetigkeit der

Inversion von Matrizen folgt die Existenz von

YA - A

lim L,(\) = lim D@,(t,\)"! Yult ) — A -

n— oo n—oo t

= DO(t, \)

Wir bezeichnen diesen Grenzwert fiir A € E° mit L(\) und zeigen nun, dafl (die stetige
Fortsetzung von) L : E +— R? die Charakterisierung von {P(t,z)} ist. Verwende mit
Proposition 11.4.6 fiir festes A € E° die Darstellung

(2.5) U (t,N) = X+ /Ot L (¥n(s, N)) ds, t>0.

Beachte nun, daf§ die Konvergenz L,,(\) — L(A) fiir A € E° nach Proposition 1.2.15 lokal
gleichméfig auf E° ist. Wegen ,,(t,\) — ¥(t,\) € E° fiir alle t > 0 und alle A\ € E°

erhalten wir mit dominierter Konvergenz

t
Y(t,\) = A +/ L(¢(s,\)) ds, t>0.
0
Da L (als lokal gleichméfiger Limes stetiger Funktionen) stetig ist, folgt die Darstellung

Ot A) = L(N), A e E°.
o o

Dies ist jedoch gerade die Definition der Charakterisierung von { P(¢,x)}. Fir1 < j <d
sei schliefflich Z; ein zu {P(t, z)} korrespondierender Verzweigungsprozefl mit Startver-
teilung e.,;. Die schwache Konvergenz in Dga [0, 00) und in den endlichdimensionalen
Verteilungen folgt mit Theorem 2.9. Insbesondere konnen wir aufgrund der Konvergenz
der eindimensionalen Verteilungen die Grenzverteilungen identifizieren. Beachte nun,
daf} die zusatzliche Voraussetzung aufgrund dieser Identifikation mit Korollar I1.2.8 die
Konservativitat von {P(t,x)} zur Folge hat. O
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Wir fassen nun die Ergebnisse in einem allgemeinen Konvergenzsatz zusammen. Da
wir hier einen Verzweigungsprozefl als Grenzprozefl voraussetzen, bendtigen wir keine

einschrankenden Bedingungen.

2.12 THEOREM (KONVERGENZSATZ). Firn € N und 1 < j < d sei Z;(™ ein Ver-
2weiqungsprozefs mit Charakterisierung L, : E — R? (]P’n = (P, .. ,Pd(”))) und
Startverteilung e.,. Sei ferner Z; fir 1 < j < d ein Verzweigungsprozefs mit Charak-
terisierung L : E +— R4 (IP’ = (Py,... ,Pd)) und Startverteilung €e;- Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) P;™ % P; fiir alle 1 < j < d.

(b) L,(X\) — L(\) fir alle X € E°.

(c) Zj(") N Zj in Dgal0,00) fir alle1 < j <d.

(d) Z; (n) 4, Z; in den endlichdimensionalen Verteilungen fir alle 1 < j < d.
(e) Z; (n) 4, Z; in den eindimensionalen Verteilungen fiir alle 1 < j < d.

Sind dariber hinaus alle Verzweigungsibergangsfunktionen konservativ, so kann hierbei

der Raum Dga|0,00) durch den Raum Dgl0,00) ersetzt werden.

Wir verwenden nun das in Kapitel I entwickelte Laplace-Kalkiil zur Formulierung von

notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz in Theorem 2.12.

2.13 PROPOSITION (KONVERGENZKRITERIEN). Unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 2.12 sei P;(™ =: (a;("™, (aj(”))2,uj(”),5j(”)> und P; =: (aj,UJQ-,uj,(5j>. Es liegt
Konvergenz genau dann vor, wenn fiir alle 1 < j < d die folgenden Bedingungen erfillt
sind:

(a) {a; ™, e5) — (aj,¢€;).

(b) (a;"), ex) +/ ENmE p ™ (dy) — (aj,ex) +/Wﬂj(dy) fir alle k # j.

© fim |07+ [

Uc(0)

y? uj(”)(dy)> —a;|=0.

(d) le\ooy - Vj(n) AN Lp\toy - V5 fur alle € > 0 mit v(0U(0)) = 0.

(e) lim lim = 0.

R—o00 n—o0

(Mj(n) (E\Ur(0)) + 5j(”)) —9;

Dabei ist v; ™ (dy) := [y|*(1 + [y*) = 115" (dy) und v;(dy) = ly[>(1 + |y*) " (dy).
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BEWEIS. Sei 1 < j < d fest. Nach Theorem III.2.5 besitzt die kumulantenerzeugende
Funktion Lj(") die Darstellung

L™ () = (a;0, X)) - §(Uj( )N —/Mj(%y) " (dy) + 6,1, AeE.
Dabei ist a;(™ € X mit (a;(™,e;) € [0,00) fiir k # j, 0;(,5;(" > 0 und p;™ ein
o-endliches Borel-Maf} auf E \ {0} mit

/ ((Zyk +y2) A 1)uj(”)(dy) < 0.

k]

Wir verwenden nun eine dem Konvergenzsatz fiir spektral beschriankte Verteilungen

angepafite Schreibweise. Setze

1

LM = (0N 5

n 2 n n
(o;™) )\?—/M()\,y),uj( ) (dy) + 6;™, A€ E.

Dabei ist b;(™) € X definiert durch (b;(™, e;) := a;™ und

(2'6) <bj(n)7ek> = <aj(n)7ek> +/ o 2 :uj(n)(dy)? k# j.

1+ [yl
Wir erhalten die Darstellung <aj(”), (Jj("))g,uj(”),éj(")> = [b]-("),Ej(”),uj(”),éj(”)],
wobel (Ej(”))kl = jkéﬂ(aj(”))Q. Schreiben wir analog (aj,ajz,uj,éﬁ = [bj, >, 15, 95]
mit (Ej)kl -
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

5j;€5j1032-, so liegt nach Theorem 1.4.7 Konvergenz genau dann vor, wenn

(') b;("™ — b;.

(b') lim Tim ‘((aj<n>)2A§+/

e—0n—oo U.(0)

=0 fur alle A € E°.

<xwwﬂ%@0—ﬁﬁ

v

(MW (E\ Ur(0)) + 5j<">> —§;

Offensichtlich ist (a’) dquivalent zu (a) und (b), (¢’) dquivalent zu (d) und schlieflich
(d") dquivalent zu (e). Offensichtlich folgt (c) aus (b’). Beachte nun, dafi aus (a’)
nach (2.6) die Beschrénktheit der Folge { fmyk ;M (dy)} fiir k # j folgt, da alle
dort auftretenden Terme nichtnegativ sind. Fiir 0 < e < 1 und 1 <[ < d erhalten wir

(d) lim lim

R—oon—oo

=0.

lim yry ™ (dy) < e - sup kM (dy),  k#J.

n—oe JU.(0) neN /U1 (0)

Damit folgt die Behauptung. O
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2.14 BEISPIEL. Fiir d = 1seio >0, ¢ > 0 und § > 0. Definiere L : [0,00) — [0, 00)
durch
L(\) :=o(1 — exp(—p))) + 9, A € [0,00).

Die kumulantenerzeugende Funktion ¢ : [0,00) x [0,00) +— [0,00) der zugehdrigen
Verzweigungsiibergangsfunktion {P(¢,x)} ist nach Beispiel I11.4.2 als Losung des An-

fangswertproblems

(2.7) Yy =o(l—exp(—oy))+6,  y(0) =,

gegeben durch

1 o o
S o(o+)t [ Jox _ 2
P(t,\) an a—|—5+6 <e a+5)}’ (t,A) €]0,00)".

(a) In dieser expliziten Form ist die stetige Abhéngigkeit von zugehorigen Verzwei-
gungsprozessen mit vorgegebener Startverteilung e, fiir x € E ein Problem der stetigen
Abhéngigkeit der Losungen des Anfangswertproblems (2.7) von den Parametern o > 0,
0 > 0 und § > 0. Offensichtlich gehen die Anfangswertprobleme wie die eindimensio-
nalen Verteilungen der zugehdrigen Verzweigungsprozesse auch fiir ¢ — 0 und o — oo
stetig ineinander tiber (in Ubereinstimmung mit den Konvergenzkriterien aus Proposi-
tion 2.13). Fiir 0 — oo oder § — oo gilt ¥ (t, \) — oo fiir alle (t,\) € (0,00)?, d.h., die
eindimensionalen Verteilungen streben vage gegen Null.

(b) Natiirlich liegt auch bei beliebig vorgegebener Startverteilung v € P([0, oc]) Kon-
vergenz vor, falls die Parameter stetig ineinander iibergehen. Die zugehorigen Prozesse
konvergieren ebenfalls schwach in Dy ][0, 00). Wir wissen bereits aus Beispiel 111.4.2,
daBl diese Prozesse genau dann konservativ sind, wenn § = 0 gilt. In diesem Fall liegt

schwache Konvergenz in Dy +.)[0, 00) vor, falls v € P([0,00)) gewihlt ist.

3. Approximation

3.1 DEFINITION. Eine diskrete Ubergangsfunktion {P(k,z)} € P(No?) auf No? heift
DISKRETE VERZWEIGUNGSUBERGANGSFUNKTION, falls

P(k,z +vy) = P(k,z)* P(k,y), k &Ny, z,y €Ny

3.2 PROPOSITION. Sei {P(k,x)} eine diskrete Verzweigungsibergangsfunktion. Ist ¥;
fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion von &; == P(1,¢e;) € P(No?) und
V= (Y1,...,9q), so gilt

(3.1) P(k,2,\) = exp (— (z,9" (), (k,z) € Ny x Ng%, A € E.

Damit ist {P(k,x)} durch (&,...,&4) eindeutig bestimmt. Umgekehrt ezistiert zu je-
dem Tupel (&1,. .. ,&q) mit & € P(No?) fiir 1 < j < d eine diskrete Verzweigungsiiber-
gangsfunktion {P(k,x)} mit der angegebenen Darstellung.
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Beweis. Die Darstellung (3.1) zeigt man analog zum Beweis von Proposition I1.2.6.
Verwende dort anstelle der Nichtdegeneriertheit, dafl eine diskrete Verzweigungsiiber-
gangsfunktion per Definition konservativ ist. Die Existenz einer Verzweigungsiiber-
gangsfunktion {P(k,z)} zu (&1,...,&) folgt analog zum Beweis von Lemma I11.3.4
und Proposition I1.2.11. [

3.3 BEMERKUNG. Der zu einer diskreten Verzweigungsiibergangsfunktion korrespon-
dierende Prozef heifit GALTON WATSON-PROZESS. In der Tat ist Definition 3.1 die ana-
lytische Definition eines d-typigen Galton Watson-Prozesses, der gewohnlich pfadweise
konstruiert wird. Die Verteilungen §; € S (Nod) sind die NACHWUCHSVERTEILUNGEN
der einzelnen Typen.

Zur Anwendung des Approximationssatzes auf eine Folge von Galton Watson-Prozessen
benotigen wir wieder einige technische Hilfsmittel.

3.4 DEFINITION. (a) Fiir n € N sei E,, := {z/n | # € Ny} und X,, := {z/n | x € Z%}.
Fiir 1 < j < d definiere die Abbildung ;™ : No¢ — X,, durch

kM () = (z — ¢;)/m, x € No.

(b) Wir definieren die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von E, analog zur Ein-Punkt-
Kompaktifizierung von E und erweitern ,, : C(E) — C(E,) zu der durch m,2 f := f B2
fiir f € C(E®) definierten kanonischen Projektion 7,2 : C(E®) — C(E2).

3.5 PROPOSITION. Sei{k,} C N eine Folge mit k,, — oo. Firn € N sei {P,(k,x)} eine
Ubergangsfunktion auf Eg, mit korrespondierendem Operator T, : a(Ekn) — (A](Ekn),
Gonf :==n(Tuf — f) fiir f € C(Ew, ), vn € P(Ex,) und Y, ein zu {P,(k,z)} korrespon-
dierender stochastischer Prozef§ mit Startverteilung v,. Definiere Z,(t) := Y,([nt])
firt > 0. Sei ferner {T'(t)} eine Feller-Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger G,
v € P(E?) und Z ein zu {T?(t)} korrespondierender stochastischer Prozeff mit Start-

verteilung v und Pfaden im Raum Dga[0, 00).

Sei D C G(E) ein Core von G. Gilt Gy, f — Gf fir alle f € D und v,, = v, so folgt
Zn < Z in Dgal0,00). Besitzt Z Pfade in Dgl0,00) und ist v auf E konzentriert, so
gilt Z,, = Z in Dgl0, c0).

BEWEIS. Sei G® der infinitesimale Erzeuger von {T2(¢)}. Nach Lemma 2.1 ist die
Menge D? := R + D ein Core von G®. Setze TS f := f(A) + T,(f — f(A)) fir
fe C(EkAn). Nach Voraussetzung gilt T2 : C(Eﬁn) — C(Eﬁn) und

127@) = [ 1) PA(Ldy),  f € OER) o € R
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Dabei ist P2(1,7) € P(Eﬁn) die eindeutig bestimmte Fortsetzung von P,(1,z) zu
einem WahrscheinlichkeitsmaB. Mit G2 f := n(TnA f— f) fir f € C(EkAn) erhalten wir

Gumi f = Gami, (f = F(A)) = G(f — f(A)) =G2f,  feD™
Dies ist aber nach Ethier & Kurtz (1986), Theorem 1.6.5, dquivalent zur Konvergenz

(T2 nt] W,fnf — TA(t)f fiir alle t € [0,00) und f € C(E?). Damit folgt die Konvergenz

nach dem Approximationssatz. Die zweite Behauptung folgt analog. 0

3.6 LEMMA. Sei {&,} C P(Nod) und {k,} C N eine Folge mit k, — oco. Firl <j<d
definiere das transportierte Mafy P;(™) = én(”j(kn)) € P(Xy, ). Ist ¥, die kumulanten-

)*nkn

erzeugende Funktion von &, , so besitzt (Pj(”) die kumulantenerzeugende Funktion

(3.2) L;™(\) = nk, (9, (MEn) — Nj/kn),  A€E.

Ferner existiert zu 1 < j < d genau dann ein P; € S(X) \ {0} mit (P;(™)*kn % P,
wenn die Folge {L; ()(\)} fiir alle A € E° konvergiert. Ist L; die kumulantenerzeugende
Funktion von Pj, so gilt in diesem Fall L;(™(\) — L;(\) fiir alle A € E°.

BewEis. Offensichtlich ist {P;(™} C P(X) fiir 1 < j < d eine Folge von auf E U Uy (0)
konzentrierten Wahrscheinlichkeitsmaflen. Daher folgt die behauptete Aquivalenz nach
dem Stetigkeitssatz 1.4.12. Die Darstellung (3.2) erhalten wir unmittelbar aus dem

Transformationssatz. O

3.7 LEMMA. Sei{P(k,z)} eine diskrete Verzweigungsibergangsfunktion undY ein kor-
respondierender Galton Watson-Prozef§ mit Nachwuchsverteilungen (51,... ,£d) und
zugehorigen kumulantenerzeugenden Funktionen 19 := (191, e ,ﬁd). Dann korrespon-
diert der stochastische Prozef n='Y fir n € N zur Ubergangsfunktion {Q,(k,z)}
auf E,,, die durch

Qn(k,z,\) = exp (- (:U,m9,<f>()\/n)>), (k,z) € Ng x E,,, A € E,

gegeben ist. Ist T, der zu {Q,(k,z)} korrespondierende Operator, so gilt insbesondere
Tnmn fr(z) = exp(—(x,nd,(\/n))) fir alle X € E° und alle z € E,,.

BEWEIS. Es ist nur die angegebene Darstellung zu zeigen. Nach Proposition 3.2 und
der Verzweigungseigenschaft erhalten wir

E(HL(n Y k+D) | F ) = E(fam(Y(k+D) | FY)
= P, (LY (K), \/n) = (Pu(l,n 'Y (E),A\/n))"
=exp (— (n7'Y (k),n0 (\/n))) = Qn(l,n 'Y (k),\),  k,1€No, )\ €E°.

Damit folgt Behauptung, da die Algebra 7, (.A) dicht in C(E,,) ist. O
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3.8 THEOREM (APPROXIMATION). Sei {k,} C N eine Folge mit k,, — oo. Firn € N

set Yy, ein Galton Watson-Prozefs mit Nachwuchsverteilungen (51("), . ,§d(")). Der
durch v
n(|nt
zuy = s

definierte stochastische Prozef3 Z,, besitze die Startverteilung v, € P(Eg,). Das fir
1 <5 <d durch Pj(") = (fj("))("J'(kn)) € P(Xg,) definierte Wahrscheinlichkeitsmaf
besitze die kumulantenerzeugende Funktion L; (n), Setze L, := (Ll(”), . ,Ld(”)). Set
ferner Z ein Verzweigungsprozefs mit Charakterisierung L (]P’ = (P, .. ,Pd)) und
Startverteilung v € P(EA).

Gilt L,(A\) — L()\) fiir alle A € E° ((P;(™M)*k» 5 P fiir alle 1 < j < d) und
Vpn < v, so gilt Z, = Z in Dgal0,00) und Z, = Z in den endlichdimensionalen
Verteilungen. Ist dariber hinaus die zu Z gehorende Verzweigungsibergangsfunktion

konservativ und v auf E konzentriert, so gilt Z, — Z in Dg[0, c0).

BEWEIS. Sei A € E° fest. Ist ﬁj(”) fiir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion
von £j(”) und ¢, := (191(”), . ,ﬁd(")), so gilt nach Lemma 3.7 fiir den zur Ubergangs-

funktion von k1Y, korrespondierenden Operator
(3.3) Tori, fa(z) = exp(—(z, knUn(Mkn))),  z €E.
Mit G f = n(T,f — f) fiir f € C(Ey, ) erhalten wir daher
Gk, fa(z) = n(exp(—(z, knln(Akn))) — exp(—(z, X))
— n(exp (= (@, kn (90N kn) — Mkn))) — 1) cexp(—(z,))), x€E.

Ist {P(t,z)} die zu Z gehorende Ubergangsfunktion und G deren infinitesimaler Er-
zeuger, so gilt Gfy(x) = —(x, L(A\))fx(x) fir x € E. Wir zeigen nun, daf§ 7T,, fiir
hinreichend groBes n € N den Raum C(Ej,, ) in sich selbst abbildet. Nach Lemma 3.6
besitzt (Pj (”))*”k” = P; fiir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion

LX) = nka (9, (Vkn) = Aj/ka),  A€E.

Wegen L, (\) — L(\) erhalten wir k,9,;™(\/k,) — A; fiir 1 < j < d. Daher gilt
nd;M(\/n) > 0 fiir 1 < j < d und hinreichend grofies n € N. Nach (3.3) folgt da-
mit 75, : 7, (A) — 7, (A), und wie im Beweis von Proposition I1.3.2 erhalten wir
T, : C(Eg,) — C(Eg,), da 7, (A) dicht in C(Ey, ) ist. Verwende nun Lemma I11.4.12
mit s, :=n, an := k(9 (N kn) — A/ky,) und a := L(\). Dann gilt s,a,, — a, und mit
den dortigen Bezeichnungen erhalten wir G, 7, f = g,\(”)|Ekn und G f\ = g). Damit
folgt

sup |G, fr — G, o] < 1192™ = gall — 0,
z€Ey,,

also mit Proposition 3.5 die Konvergenz in Dga [0, 00) (Dg[0,00)). Die Konvergenz der

endlichdimensionalen Verteilungen erhalten wir mit Lemma 2.7. 0
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Wir zeigen nun wie im vorherigen Abschnitt, dafl beim Grenziibergang die Verzwei-

gungseigenschaft der Prozesse erhalten bleibt.

3.9 THEOREM (ABGESCHLOSSENHEIT). Sei {k,} C N eine Folge mit k,, — oco. Fir
neNund 1 <5 <d set Yj(") ein Galton Watson-Prozef§ mit Nachwuchsverteilungen
(51 ). ,fd(")) und Startverteilung €, ;. Definiere fir 1 < j < d den stochastischen
Prozef$ Z; (") durch

Y; () ([nt])
=
Sei ferner to > 0 und n;(t) firl <j <dundt € [0,ty] eine Zufallsvariable mit Werten
in B2 derart, dafs n;(t) = n;(0) firt — 0.

Gilt Z;™(t) S n(t) fir alle 1 < §j < d und alle t € [0,t0], so existiert eine Ver-

zweigungsibergangsfunktion {P(t,x)} und zu jedem 1 < j < d ein korrespondierender

Z;M(t) : t>0.

Verzweigungsprozefy Z; mit Startverteilung €; derart, daf Zj(”) N Zj in Dga|0, 00) und
Z;M % Z; in den endlichdimensionalen Verteilungen. In diesem Fall gilt Z;(t) = n;(t)
firl1<j<dundtel0,to.

Besitzt dariber hinaus n;(t) fir 1 < j < d undt € [0,ty] Werte in E, so kénnen wir
annehmen, daf Z Pfade in Dg[0,00) besitzt. Dann gilt Zj(") N Zj in Dgl0, 00).

BEWEIS. Der Nachweis verlauft im wesentlich analog zum Beweis von Theorem 2.11.

Wir beschranken uns daher auf die hier vorzunehmenden Modifikationen.

Anstelle der kumulantenerzeugenden Funktionen der Verzweigungsprozesse betrachte
die kumulantenerzeugenden Funktionen von Zj(”) (t) fir 1 < j < dund t € [0,00).

Diese sind nach Lemma 3.7 gegeben durch
;M (4, N) = (k00 "D (N E) e5), A EE.

Dabei ist 9, := (191("), . ,ﬁd(")) und ﬁj(”) fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende
Funktion von &;(™. Zum Nachweis der Konvergenz (¢, \) = lim, .o ¥, (t,\) € E°
fir (¢,\) € [0,00) x E° und der Fortsetzbarkeit von 1 zur kumulantenerzeugenden
Funktion einer reguldren Verzweigungsiibergangsfunktion {P(t,z)} verwende Propo-
sition II1.3.2 anstelle von Proposition 2.10. Definiere dazu ¢, (\) := k,0,(\/k,) fur
A € E, und beachte, daB ¢, (\) := k.0, %) (\/k,) fiir k € Ny gilt. Nach Lemma 3.7
ist damit (p, ¥ e;) fiir 1 < j < d die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-
Wahrscheinlichkeitsmafles auf E. Damit sind die Voraussetzungen fiir die behauptete
Konvergenz erfiillt. Wegen k,, — oo folgt mit dem Stetigkeitssatz 1.4.12 fir 1 < j <d
die unendliche Teilbarkeit der zu v;(t, -) gehérenden Verteilung. Also kann 1 zur kumu-
lantenerzeugenden Funktion einer reguldren Verzweigungsiibergangsfunktion {P(¢,z)}
fortgesetzt werden. Mit Proposition II1.3.2 erhalten wir ¢, (\) — A fiir alle A € E°.

Definiere nun 6 : (0,00) x E° +— E wie vorher. Wir erhalten wieder V0;(t,\) — d;
fir 1 < j,k <d, A\ € E° und t — 0. Wahle t € (0,%) zu festem A € E° so klein, daf
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die Matrix DO(¢t, ) := (V0;(t, )\))jk invertierbar ist. Definiere fiir den vorliegenden
diskreten Fall

1 rletl/n
0 (t,\) == ¥/ Y™ (s,\)ds,  t>0,\eE°.
0

Wir erhalten analog V10, (¢, \) — V0;(t, \) fiir alle 1 < j, k < d. Beachte hier, daf
diese Konvergenz lokal gleichméfig auf E° ist. Wir benotigen nun eine diskrete Version

der Gleichung (2.4). Fiir 1 < j < d erhalten wir durch Teleskopsummenbildung

[nt]
t! (¢J (n)(ta A) — >‘j) =t Z%nﬁn(k)(/\/kn) - knﬁn%il)(/\/kn)a 6j>
k=1

[nt]

=t (kT (0n (V) = ka9 PV (V) €5)
k=1

[nt]/n
=2 [ (0 n) — 050 ) s

= n<9j(”> (t,on(N) — 0, (¢, A)), t>0.
Nach dem Mittelwertsatz existiert zu 1 < j < d ein ; € (0,1) mit
(4 () = ) = (V0 (8,0 + 85 (0n (V) = V), La (),

wobei Ly, (A) := n(pn(X) = A) = nky, (95 (M k) — A/ky). Wir erhalten nun die Darstel-
lung

t_1(¢n(ta >‘) - )‘) - Dn(t7 )‘)Ln()‘)a

mit D, (t,\) := (Vi0;" (£, A + 65 (on(N) — )\)))jk. Wegen ¢, (A\) — X und der lokal
gleichm#Bigen Konvergenz V30;(™ (t,\) — Vi0,(t,\) fiir alle 1 < j,k < d ist damit
D, (t,\) fir hinreichend grofies n € N invertierbar, und aufgrund der Stetigkeit der

Inversion von Matrizen folgt die Existenz von

-1 1/1(757 >‘) — A )

lim L,(\) = lim D, (t,\)"} Yn(t,X) = A .

n—o0o n— 00 t

= DO(t, )

Verwende zum Nachweis, dafl dieser Grenzwert die Charakterisierung der Verzweigungs-
tibergangsfunktion { P(¢,z)} ist, die diskrete Variante von (2.5), die nach Lemma I11.3.3
durch

[nt]/n
Ut ) = A +/ Lo(dn(s,N)) ds,  (£,A) € [0, 00) x E,
0
gegeben ist. Die schwache Konvergenz in Dga0,00) und in den endlichdimensiona-

len Verteilungen folgt hier mit Theorem 3.8 anstelle von Theorem 2.9. Die iibrigen

Behauptungen folgen wortlich wie im Beweis von Theorem 2.11. 0
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Wie vorher haben wir unterwegs den allgemeinen Approximationssatz gezeigt. Auch

hier brauchen wir die stochastische Stetigkeit nicht vorauszusetzen.

3.10 THEOREM (APPROXIMATIONSSATZ). Sei {k,} C N eine Folge mit k,, — oco. Fir
neNund 1 <5 <d sei Y}-(”) ein Galton Watson-Prozef§ mit Nachwuchsverteilungen
(51 ) .. ,gd(">) und Startverteilung €, ... Definiere fiir 1 < j < d den stochastischen
Prozefs Zj(”) durch

Y ()

t>0.

P = (£j(”))(”j(k")) € P(Xg,) besitze fir 1 < j < d die kumulantenerzeugende
Funktion Lj(”). Setze Ly, = (L1, ... Ly™). Sei ferner Z; firl < j < d ein
Verzweigungsprozefs mit Charakterisierung L : E — R¢ (}P’ = (P, ... ,Pd)) und Start-

verteilung €.,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) (P;(™)*mke 2 Py fiir alle 1 < § < d.
(b) L,(X\) — L(\) fir alle X € E°.
(c) Z;(™ % Z; in Dgal0,00) fiir alle 1 < j < d.
(d) Z; (n) 4, Z; in den endlichdimensionalen Verteilungen fir alle 1 < j <d.
(e) Zj(”) N Z; in den eindimensionalen Verteilungen fir alle 1 < j < d.

Ist dariber hinaus die zu Z gehorende Verzweigungsiubergangsfunktion konservativ, so

kann hierbei der Raum Dga[0,00) durch den Raum Dg[0,00) ersetzt werden.

3.11 PROPOSITION (KONVERGENZKRITERIEN). Unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 3.10 sei Pj =: (aj,a?,uj,5j>. Es liegt Konvergenz genau dann vor, wenn fir alle
1 < j <d die folgenden Bedingungen erfullt sind:

@y/ Yk, Py (dy) — {0, e;).

1+ yf?
(b) / ke P (dy) — (ay, er) + / I i(dy) fir alle k # j.
R L+ [yf?

(c) liH(l) lim =0.

/ y2 nk, Py (dy) — o2
Uc(0)

(d) 1E\7U6(0) . yj(”) v, 1E\m -vj fiir alle € > 0 mit V(@UG(O)) =0.

(e) lim lim |nk,P;™ (E\ Ur(0)) — ;| = 0.

R—oon—oo
Dabei ist v;(™ (dy) = |y|2(1+|y|>) " nk, P;" (dy) und vi(dy) := |y|>(1+|y|>) " s (dy).

BEWEIS. Dies zeigt man analog zum Beweis von Proposition 2.13. Verwende hierbei

den Approximationssatz 1.4.11 anstelle des Konvergenzsatzes 1.4.7. 0
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Wir betrachten nun zwei Beispiele, in denen der Approximationssatz im eindimensio-

nalen Fall auf einen einzigen Galton Watson-Prozefl angewendet wird.

3.12 BEISPIEL. Sei & € P(Np), {X,} eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit X; = ¢,
S, = 2221 X, fiir n € Ny und P, eine stabile Verteilung mit Exponent 1 < a < 2
und kumulantenerzeugender Funktion
a o\

a—1 2a—1)
mit @ € R und ¢ > 0. Nach Beispiel 111.4.3 ist P, die Charakterisierung einer Ver-
zweigungsiibergangsfunktion. Liegt ¢ im normalen Anziehungsbereich (vergleiche Fel-
ler (1971), Abschnitt XVIL.9) von Py, so gilt nach Feller (1971), Theorem XVIL.5.3,
n=t/eS, —nle=D/a 5 P Setze k, := [n'/(®~D] und betrachte die Teilfolge {S,x, }.
Es gilt die asymptotische Aquivalenz (nk,)Y/® ~ (n®/(@=D)l/a = pl/(a=1) o L und
analog (nk,)@ 1/® ~ n. Also folgt ko 1Snk, —n %4 P,. Ist Y, fir n € N ein Galton

Watson-Prozefl mit Nachwuchsverteilung ¢ und Startverteilung e, , so erhalten wir mit

L)) = A € [0, 00),

Theorem 3.10 die schwache Konvergenz der durch
Ya([nt])
kn,

definierten Folge {Z,} von stochastischen Prozessen gegen den durch P, charakteri-

Zn(t) = , t >0,

sierten Verzweigungsproze3 Z mit Startverteilung e;.

3.13 BEISPIEL. Sei ¢ € P(Np) und X eine Zufallsvariable mit X = ¢. Es gelte
E(X)=1und 0 < 0% = Var(X) < co. Ist Y, fiir n € N ein Galton Watson-Prozef} mit

Nachwuchsverteilung ¢ und Startverteilung ¢,,, so definiere

Zn(t) = Llet) sy

n

Nach den Uberlegungen in Beispiel 3.12 mit o = 2 konvergiert Z, schwach in Dg[0, 00)
und in den endlichdimensionalen Verteilungen gegen einen Verzweigungsprozel mit
Charakterisierung N (0,02), da ¢ nach dem zentralen Grenzwertsatz im normalen An-

ziehungsbereich von N (0, 02) liegt.

4. Diffusionen

4.1 DEFINITION. Betrachte die Menge D(E) aller unendlich oft differenzierbaren Funk-

tionen f : E +— R mit

sup sup (1 +|z|*)" - | Do f(2)| < oo, n € Np.
la|<n xz€E

Dabei ist |a| := Y9 a; und Do f = [[{_, V;% f fiir a € No?. D(E) C C(E) heift
RAUM DER SCHNELL FALLENDEN FUNKTIONEN AUF E.
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4.2 THEOREM (DIFFUSION). Fir 1l < j <d sei aj € X mit (aj,e) € [0,00) fir k # j
und o; > 0. Sei ferner L : E +— R? definiert durch
L 510
L;(\) == (aj,\) — 3 oA}, A e E.
Dann existiert zu jedem v € P(E) ein VerzweigungsprozefS Z mit Charakterisierung L,
Startverteilung v und Pfaden im Raum Cg|0, 00) der stetigen Funktionen auf [0, 00) mit

Werten in E. Dieser Verzweigungsprozefs Z ist eine Diffusion auf E. Der Raum D(E)

ist ein Core des zugehorigen infinitesimalen Erzeugers G, und es gilt
d d
@) G =Y (Laitagen) ) Tista Zxkakv feD(E)
k=1 j=1

BeEwEIs. Nach Theorem II1.3.6 existiert eine Verzweigungsiibergangsfunktion { P (¢, x)}
mit Charakterisierung L. Nach Proposition I11.4.1 ist {P(t,z)} konservativ, und wir
konnen nach Theorem 2.4 einen korrespondierenden Verzweigungsproze3 Z mit Pfaden
in Dg|0, 00) wihlen. Nach Theorem I1.4.13 gilt fiir den infinitesimalen Erzeuger G der
korrespondierenden Feller-Halbgruppe

Gfa(x) = =(z, L) fa(z),  AeE”

Ist die angegebene Darstellung des infinitesimalen Erzeugers gezeigt, so ist Z nach
Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 8, Abschnitt 1, eine Diffusion auf E. Ferner ist die
Algebra A = (f\ | A € E°) ein Core von G. Wegen A C D(E) ist D(E) dann ebenfalls
ein Core von G. Zeige (4.1) zunéchst auf der Algebra A. Sei dazu A\ € E° fest. Es gilt

Gfa(x ZI]
—Z:p] a;, A\) falz ij 2/\2
d d
= (ij<aj,ek>)( Mefr(z ij X2 fa z €E.

Wegen Vi, fa(z) = —=Apfa(x) und Vi fa(z) = \ifa(z) folgt (4.1). Wir definieren nun
den Operator H auf G(E) durch die rechte Seite von Gleichung (4.1). Offensichtlich
ist H eine Fortsetzung von G| 4. Wir nehmen nun an, daf§ f € D(E) in 2y € E maximal
ist und f(zo) > 0 gilt. Gilt (xg,ex) > 0, so folgt Vif(zo) = 0 und Vi f(zg) <

Gilt (zo,ex) = 0, so erhalten wir Vy f(zo) < 0 und ., (zo,€;j){(aj,ex) > 0, also
in jedem Fall Hf(xg) < 0. Nach Dynkins Maximum-Prinzip (siche z.B. Rogers &
Williams (1994), Lemma I11.6.8) folgt damit H = G|pg).
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SchlieBlich ist zu zeigen, dafi Z so gewahlt werden kann, daf§ die Pfade in Cg|0, 0o) lie-
gen. Sei dazu zp € E und € > 0 vorgegeben. Wihle nun ein f € D(E) mit f(xo) = || f]|,
SUD,cp\ 1, (20) () < [|fI| und V3 f(x0) = 0. Dann gilt Gf(x¢) = 0. Nach Ethier &
Kurtz (1986), Remark 4.2.10, ist dies eine hinreichende Bedingung. UJ

4.3 BEISPIEL. Ist d = 1 und L(\) = aX — 0?)X?/2 mit « € R und o > 0, d.h,,
P = N(a,0?), so ist der infinitesimale Erzeuger G der zugehérigen Diffusion gegeben

durch

Gf(z) = azf'(z) + %xazf”(:ﬁ), £ € D([0, %0)).

Wir nehmen nun an, dafl o2 > 0 gilt. Um die Randpunkte rg := 0 und r; := oo der
zugehorigen Diffusion auf [0, 00) zu klassifizieren, definiere fiir festes r € (0, 00)

v 2 (" a
p(z) ::/ e~ W) gy, m(x) = —/ y et gy, z € [0, 00),

o2

und

/ m)p (v) dy,  o(x) = [pw)m'(y)dy, v € [0,00).

Der Randpunkt 7o = 0 ist erreichbar (accessible), d.h., es gilt u(0) < 0o (zur Termino-
logie vergleich Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 8, Abschnitt 1). Setze dazu v := 2a/0?

und schreibe

2 T T 2 T ‘a
u(0) = —2/ e_w/ 27l dzdy < —267’“/ / 2 Yz dy < o0.
g% Jo Yy o 0 Jy

Sei P, die Verteilung einer zugehorige Diffusion auf Cjg o.)[0, 00) mit Startverteilung e,
und Z(t) := m(w) fiirt > 0und w € Cig o0)[0, 00). Setzen wir 7, := inf{t > 0 | Z(t) = y}
fiir y € [0, 00), so bedeutet die Erreichbarkeit von rg = 0 nach Ethier & Kurtz (1986),
Problem 8.4.1, daf} ein x > 0 und ein ¢t > 0 derart existieren, dafl

inf P.(r, <t)>0.
y€(0,z) ™ )
Da wir iiber eine explizite Darstellung der zugehorigen kumulantenerzeugenden Funk-
tion verfiigen, konnen wir sogar zeigen, dafl dies fiir alle (¢,z) € (0,00) x (0,00) gilt.
In Beispiel 111.4.3 haben wir gesehen, daf die zugehorige kumulantenerzeugende Funk-
tion ¥ im Fall a = 0 die Form

ta 20 t7>‘ € 05 27
N =T BN €0
und im Fall a # 0 die Form
at
BN = (1) € [0, 00,

1+ Z2 (et — 1)
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besitzt. Damit gilt P,(Z(t) = 0) = limy_.oc exp ( — z¢(t,A)) > 0 fiir t,z > 0, wie
man diesen Gleichungen leicht entnehmen kann. Aufgrund der Stetigkeit der Pfade gilt
P,(Z(t) =0) < Py(ry < t) fiir y € (0,z). Betrachte nun

2 T T
v(0) = ;/0 y~! (ew/ e ? dz) dy.
y

Da der Term in Klammern fiir y — 0 gegen eine positiven Ausdruck strebt, erfiillt
ro = 0 die Ausgangs-Bedingung v(0) = oo (exit boundary). Wir wenden uns nun dem
Randpunkt r; = oo zu. Es gilt

2 oo—vy y—lvz 2 = -7y yvz
u(oo)z; e 2 e dzdyzﬁ y e e dz | dy.

Der Term in Klammern strebt hier fiir y — oo ebenfalls gegen einen positiven Ausdruck
(oder Unendlich). Damit gilt u(co) = oo, d.h., r; = oo ist unerreichbar. Analog erhal-
ten wir v(co) = oo, d.h., r1 = oo ist ein natiirlicher Randpunkt (natural boundary).
Damit sind fiir jedes t > 0 die folgenden Bedingungen erfiillt:

lim P,(r, <t)=0, z¢€(0,00), lim P,(r, <t)=0, ye€(0,00).

Y—00 T—00

In Beispiel 3.13 haben wir bereits fiir den Fall d = 1 eine einfache Diffusionsapproxi-

mation gesehen. Wir betrachten nun die allgemeine Form dieser Approximation.

4.4 THEOREM (DIFFUSIONSAPPROXIMATION). Firn € N sei Y,, ein Galton Watson-
Prozef$ mit Nachwuchsverteilungen (51 ) . ,fd(”)), die fur 1 < j < d durch Zufalls-

variable X (") mit Werten in E reprisentiert werden. Der durch

definierte stochastische Prozef$ Z,, besitze die Startverteilung v, € P(E,). Firl <j <d
sei ferner a; € X mit (aj,e) € [0,00) fir k # j und 0']2- > 0. Es gelte

(a) E(n(Xj(”) —e;)) — a; fir alle1 < j <d.
(b) Var((X;™, ex)) — ;i 07 fiir alle 1 < j, k < d.
(c) {(X; (™) e;)} ist fiir jedes 1 < j < d gleichgradig quadratisch integrierbar.

Ezistiert ein v € P(E) mit v, — v, so konvergiert Z, schwach in Dg[0,00) und in
den endlichdimensionalen Verteilungen gegen eine Diffusion mit Startverteilung v und

infinitesimalem Erzeuger

d d 1 d
610 =3 (Lostasen) ) Vs ) + 3 S mot Vif(a), S D)
1 k=1

k=1 \j=
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BEwEIS. Nach dem Approximationssatz 3.10 ist lediglich zu zeigen, daf} fiir jedes
1 < j < d die Sub-Wahrscheinlichkeitsmafle Pj(”) = (ﬁj(”))(“j(n)) € P(X,,) die Be-
dingung (Pj(”))*”2 = N(ay,07) erfiillen. Dabei ist N(a;,07) € P(E) gegeben durch
die kumulantenerzeugende Funktion L;(\) := (aj,A\) — 07A3/2 fir A € E. Setze
p;™ = [y P;(™(dy) und beachte, daf

n’p; " = n’ / Y ;ej & (dy) = E(n(X;™ —¢;)) — a;.
Definiere daher Q;(™ € S(X) durch Q;™()\) := P;(™()) - exp((\, ;™)) fiir A € E.
Dann gilt [yQ;™(dy) = 0. Nun ist P;™ auf E U U;(0) konzentriert, und es gilt
;™ — 0. Also kénnen wir annehmen, da Q;™ auf E U Uy(0) konzentriert ist. Wir
verwenden den Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte 1.2.14. Danach geniigt es zu
zeigen, daf (Qj(”)()\))"2 — exp(07A7/2) fiir alle A € E. Benutze hierzu die Taylor-
Entwicklung

1
exp(—z)=1—x+ 5902(1 +r(z)), z € R,

wobei r(z) := 1 —exp(—dz) fiir ein (von z abhéngiges ¥ € (0,1)). Sei A € E fest. Dann
existiert ein M > 0 mit |r((\,y))] < M A (exp(|A| Jy|) — 1) fiir alle y € E U Ux(0). Mit
dieser Abschétzung erhalten wir

2

n?(Q; M) 1) = o [ (Ay)? QM (dy)
(4.2) ’ / ‘

n? n
<% [ (M A (expAl ) = 1)) @)
2
J
Fir 1 < k < d erhalten wir wegen gj(”) = E(Xj (”)) = nji; () 4 e; die Konvergenz

Zeige nun, dafl der erste Integralterm gegen J?A /2 und der zweite gegen Null strebt.

n

N / (k= (0™, ex))” & (dy)

= Var((Xj(”),ek>) — 05k 0']2-.

2
v [ Q) = [ (M ™, ek>) & (dy)

Nach der Cauchy-Ungleichung streben samtliche Covarianz-Terme gegen Null, und die
Konvergenz des ersten Terms ist gezeigt. Fiir den zweiten Term ist analog (wegen der

Beschrénktheit des Restgliedes) nur noch zu zeigen, daf3

w [ (M A (exp(A] ) — 1)) Q;" (dy)
= [t~ <gj<“>,ej>)2(M A (exp(] [y = 0;)/nl) — 1)) &) (dy) — 0.
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Sei dazu € > 0 beliebig. Beachte nun, daf§ {p, (")} beschrinkt ist. Wihle R > 0 so, daB
SUP,,eN fE\UR(O) (yj — <gj(”),ej>)2£j(”)(dy) < €¢/M, was aufgrund der gleichgradigen
quadratischen Integrierbarkeit von {(X;(™) e;)} méglich ist. Daher existiert ein C' > 0
derart, daf3

[ ™) (M A (e (0 - ) /ml) = 1)) &)
< (R+OP(exp(N(R+C)fm)~1) 46, ne,

Mit n — oo folgt die Konvergenz gegen Null, da € > 0 beliebig war. Mit (4.2) erhalten
wir n?(Q;™(\) — 1) — 073 /2, also

(Qj(n)()\))n2 _ (1 N n?(Q;M(\) — 1) )n . exp(UJZ)\?/Q),

n2

Damit folgt die Behauptung. 0

5. Anmerkungen & Literatur

Die Standardreferenz fiir stochastische Prozesse mit Pfaden in DJ[0, c0) ist Ethier & Kurtz (1986).
So findet man die topologischen Eigenschaften von DJ[0,00) dort in Abschnitt 3.5. Zu Fragen der
Mefbarkeit von stochastischen Prozessen mit Pfaden in D[0, 00) beziiglich B(D[0,c0)) vergleiche die
Diskussion in Abschnitt 3.7. Der Existenzsatz ist Theorem 4.2.7. Weiter wurde hier der Stetigkeitssatz
Theorem 4.2.5 und der Approximationssatz 4.2.12 verwendet. Beachte, dafl dort die Definition einer
Feller-Halbgruppe die Eigenschaft (1,0) € bp—G(G) des infinitesimalen Erzeugers G beinhaltet.

Die stetige Abhéngigkeit der Verzweigungsprozesse von ihren Charakterisierungen wurde in der Li-
teratur bisher nicht untersucht. Die Darstellung wurde hier den entsprechenden Approximations-
untersuchungen angepaBt. Die Eigenschaft (1,0) € bp—G(G) fiir den zu einer konservativen Uber-
gangsfunktion gehoérenden infinitesimalen Erzeuger G (Proposition 2.3) ist Korollar 4.2.8 aus Ethier &
Kurtz (1986).

Approximationssitze fiir eindimensionale konservative Verzweigungsprozesse werden in der Literatur
vielfach behandelt. Ausgehend von der Diffusionsapproximation von Feller (1951), die in Jifina (1967)
bewiesen wird, wurden Verallgemeinerungen in verschiedene Richtungen vorgenommen. Die Ap-
proximation eindimensionaler allgemeiner konservativer Verzweigungsprozesse wurde zuerst in Lam-
perti (1967a) und Lamperti (1967b) formuliert. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
schwache Konvergenz stammen von Grimvall (1974). Dort wird auch die Erhaltung der Verzweigungs-
eigenschaft unter der schwéicheren Bedingung der Regularitit des moglichen Grenzprozesses nachgewie-
sen. Die dort verwendete Methode ist jedoch stark dem eindimensionalen konservativen Fall angepaft

und konnte hier nicht verallgemeinert werden.

Die Frage der schwachen Konvergenz fiir defekte Grenzprozesse konnte bisher auch im eindimensionalen
Fall nicht befriedigend beantwortet werden. In Helland (1978) wurde eigens eine schwéchere Topologie
auf dem Raum D(g [0, o) eingefiihrt, in der diese Konvergenz fiir Markovsche Verzweigungsprozesse
nachgewiesen werden konnte. Jedoch ist diese Topologie im allgemeinen zu schwach. In Frisch (1995)

konnten diese Resultate fiir Galton Watson-Prozesse reproduziert werden. Diese Arbeiten verwenden
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den Ansatz, einen Verzweigungsprozef3 iiber einen Random Time Change aus einem Lévy-Prozefl zu
konstruieren und die schwache Konvergenz mit Hilfe des Satzes von Skorohod pfadweise nachzuweisen.

Dieser Random Time Change geht auf Lamperti (1967¢) zuriick.

Das hier gewéhlte Verfahren zur Approximation ist nicht auf die Naherung durch Galton Watson-
Prozesse beschrankt. Die Beweise konnen ohne grofiere Modifikationen fiir die Approximation durch
mehrdimensionale Jifina-Prozesse oder Markovsche Verzweigungsprozesse verwendet werden. In der
Tat ist die Konstruktion der Ubergangsfunktion zu einer gegebenen Charakterisierung in Abschnitt IT1.3

eine Naherung durch geeignete Jifina-Prozesse.

Beispiel 3.12 ist die teilweise Umkehrung einer Aussage aus Lamperti (1967a), die besagt, dafl im Fall
der schwachen Konvergenz der stochastischen Prozesse die Nachwuchsverteilung £ stets im partiellen

Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung mit Exponent 1 < a < 2 liegt.

Die Diffusionsapproximation in ihrer urspriinglicher Form von Feller (1951) ist Beispiel 3.13. Die hier

dargestellte Approximation verallgemeinert Theorem 3.2 von Grimvall (1974).
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NOTATIONEN & SYMBOLE

Nicht in diese Liste aufgenommen wurden elementare Symbole und bekannte mengen-

theoretische Schreibweisen, die sich von selbst verstehen.

Fir z,y € R schreiben wir z A y := min(z,y) und x V y := max(x,y). Ist (S, p) ein
metrischer Raum und A C S, so bezeichnet A° das Innere, A den Abschlul und 9A
den Rand von A. Fiir S = R? und € > 0 ist U.(0) die e-Umgebung von Null. Ist
x : [0,00) — RY eine Abbildung, so sei z(t+) fiir ¢ > 0 der rechtsseitige, und z(t—)
fiir ¢ > 0 der linksseitige Grenzwert in ¢. Fiir eine (partiell differenzierbare) Abbildung
f : R% - R schreiben wir Vf = (V1 f,...,Vqaf) fiir den Gradienten von f.

- 6 (-5 56 C() 4 M(-,-) 16
° 21 8 44 d 4 M;(-,-) 56
A 5 A 4 D(.) 88 M) 4
(k) 57 € 5 D[0,00) 69 N(,-) 21
*n 14 ) () 82 D(+) 34 Nys 15
-] 4 13 82 e 5 4
(-,-) 5 T 25 E 5 3 14
* 14 Tn 70 E, 82 P 46
5 70 o 36 I 39 P() 5
- 4 A 39 Fr 70 Ryxa 15
i 4 B(-) 31 Fi 33 S(+) 4
[0,00)axa 15 B(-) 4 g(-) 34 D
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