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Jahr der Prüfung: 2001



VORWORT
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EINFÜHRUNG

Seit den Untersuchungen von Galton und Watson zum Aussterben von Adelsnamen ist
die Theorie der Verzweigungsprozesse umfangreichen Abstraktionen unterzogen wor-
den. Die Vielzahl der stochastischen Prozesse, die sich den Namen Verzweigungspro-
zesse teilen, wird durch eine fundamentale Eigenschaft verknüpft, die sich im wesentli-
chen wie folgt formulieren läßt: Ist der Zustand des stochastischen Prozesses zu einem
bestimmten Zeitpunkt als Summe zweier Größen darstellbar, so ergibt sich der weite-
re zeitliche Verlauf als Summe von unabhängigen Kopien des betrachteten Prozesses
mit diesen Ausgangsgrößen, d.h., einzelne Komponenten des Zustandes entwickeln sich
unabhängig voneinander und ergeben in ihrer Summe die Gesamtentwicklung. Die-
se Eigenschaft dient zur pfadweisen Konstruktion des zugehörigen Prozesses und wird
graphisch in einem sich verzweigenden Baum (Stammbaum) ausgedrückt.

Im Zuge der Verallgemeinerung auf kontinuierliche oder sogar maßwertige Verzwei-
gungsprozesse wird das Konzept der pfadweisen Konstruktion in Frage gestellt. Ist
man lediglich an den Verteilungen des Prozesses interessiert, so läßt sich die Verzwei-
gungseigenschaft als Faltungseigenschaft der zugehörigen Übergangsfunktion formulie-
ren. Dieser rein analytische Ansatz untersucht unter Voraussetzung dieser abstrakten
Verzweigungseigenschaft die Struktur der Übergangsfunktion und zeichnet sich durch
die Geschlossenheit der Darstellung aus. Unter dem Gesichtspunkt der Reinheit der
Methode kommt diese Betrachtung ohne den Begriff der Zufallsvariable aus. Wir wer-
den diesen jedoch trotzdem verwenden, wo er einen natürlicheren Zugang bietet.

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit dem Zustandsraum E := [0,∞)d für ein d ∈ N
sowie seiner Ein-Punkt-Kompaktifizierung E∆ und betrachten zeitlich homogene Über-
gangsfunktionen, die eine Verzweigungseigenschaft besitzen. Die zugehörigen Markov-
Prozesse werden als mehrdimensionale kontinuierliche Verzweigungsprozesse bezeich-
net. Da wir es mit keinen anderen Prozessen zu tun haben, sprechen wir im folgenden
nur noch kurz von Verzweigungsprozessen und Verzweigungsübergangsfunktionen. In
Analogie zu diskreten Verzweigungsprozessen kann und wird auch der Begriff der Mehr-
typigkeit verwendet werden.

Die Fragestellung der Charakterisierung mehrdimensionaler kontinuierlicher Verzwei-
gungsprozesse umfaßt sowohl die Bestimmung zugehöriger charakteristischer Größen
(Charakterisierungen) als auch die Konstruktion der Verzweigungsprozesse aus die-
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sen Größen, beschäftigt sich also mit den Problemen von Existenz und Eindeutigkeit.
Darauf aufbauend untersucht man die stetige Abhängigkeit dieser Prozesse von ihren
Charakterisierungen und die Approximation durch einfachere, bekannte Verzweigungs-
prozesse, was unter dem Begriff der Konvergenz zusammengefaßt werden kann.

Die hier gewählte Darstellung ist ein Versuch, den traditionellen, an der Laplace-
Transformation orientierten Ansatz mit der modernen Theorie der Markovschen Opera-
torhalbgruppen zu vereinen. Da die Verzweigungseigenschaft eine Faltungseigenschaft
von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen ist, stellt die Laplace-Transformation die geeigne-
ten Funktionale zur Untersuchung der zugrunde liegenden Verteilungen zur Verfügung.
Es stellt sich jedoch heraus, daß die Charakterisierungen Verteilungen auf den Raum
X := Rd und seiner Ein-Punkt-Kompaktifizierung X∆ sind. Der erste Teil dieser
Arbeit beschäftigt sich daher mit der Entwicklung eines Laplace-Kalküls für Sub-
Wahrscheinlichkeitsmaße auf Rd und hat mit Verzweigungsprozessen nichts zu tun.
Da jedoch wesentliche Ergebnisse auf diesen Untersuchungen beruhen, und in der Hoff-
nung, daß dieses Laplace-Kalkül von allgemeinem Interesse sein könnte, wurde seine
Darstellung nicht in einen Anhang verbannt. Darüber hinaus stellt das erste Kapitel
exemplarisch die Fragestellungen von Charakterisierung und Konvergenz vor. Damit
entsprechen die einzelnen Abschnitte dieses Kapitels in gewisser Weise den übrigen Ka-
piteln dieser Arbeit. Es wird empfohlen, sich einen Überblick über die wesentlichen
Resultate zu verschaffen, und dann zu den Verzweigungsprozessen überzugehen.

Im zweiten Kapitel bestimmen wir ausgehend von der abstrakten Verzweigungseigen-
schaft Struktur und Eigenschaften einer Verzweigungsübergangsfunktion. Die räum-
liche Abhängigkeit dieser Verzweigungsübergangsfunktion drückt sich explizit in der
zugehörigen Laplace-Transformierten aus. Dies führt zu einer Separation der zeitlichen
Abhängigkeit, die durch die sogenannte kumulantenerzeugende Funktion der Über-
gangsfunktion gegeben ist. Durch eine Untersuchung dieser Funktion wird gezeigt,
daß jede nicht entartete Verzweigungsübergangsfunktion (zeitlich) stochastisch stetig
ist und durch eine einzige Funktion L : E 7→ Rd eindeutig bestimmt ist. Wir be-
trachten den Zusammenhang dieser Charakterisierung mit der kumulantenerzeugenden
Funktion, der durch eine autonome Differentialgleichung gegeben ist, bestimmen die Ei-
genschaften der zur Verzweigungsübergangsfunktion gehörenden Operatorhalbgruppe
und drücken mit Hilfe der Laplace-Transformation deren infinitesimalen Erzeuger durch
die Charakterisierung L aus.

Wir untersuchen im dritten Kapitel unter Verwendung des Laplace-Kalküls auf Rd

die allgemeine Form der Charakterisierung einer Verzweigungsübergangsfunktion. Es
wird gezeigt, daß diese Charakterisierung mit einem Tupel spektral positiver unendlich
teilbarer Verteilungen auf Rd korrespondiert. Umgekehrt konstruieren wir zu jedem
solchen Tupel eine zugehörige Verzweigungsübergangsfunktion. Damit ist die Klasse
der mehrdimensionalen kontinuierlichen Verzweigungsprozesse vollständig beschrieben.
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Im vierten Kapitel wenden wir uns schließlich der Fragestellung der Konvergenz zu.
Wir zeigen mit Hilfe der Eigenschaften der zu einer Verzweigungsübergangsfunktion
gehörenden Operatorhalbgruppe, daß die betrachteten Übergangsfunktionen als Ver-
teilungen auf dem Raum der càdlàg-Funktionen mit Werten in E∆ betrachtet werden
können, und untersuchen diese auf schwache Konvergenz. Dies entspricht der Kon-
vergenz der zugehörigen Verzweigungsprozesse in der Verteilung. Hierzu verwenden
wir Konvergenzaussagen aus der Theorie der Markovschen Operatorhalbgruppen und
das im ersten Kapitel entwickelte Laplace-Kalkül auf Rd. Es wird nachgewiesen, daß
eine Verzweigungsübergangsfunktion stetig von ihrer Charakterisierung abhängt. Wir
übertragen diese Resultate auf die Approximation (der Verteilungen) einer Folge von
normierten mehrtypigen Galton Watson-Prozessen, und zeigen damit, daß ein mehr-
dimensionaler kontinuierlicher Verzweigungsprozeß in natürlicher Weise aus bekannten
diskreten Verzweigungsprozessen hervorgeht. Abschließend betrachten wir die Diffu-
sionen in der Klasse der Verzweigungsprozesse und formulieren die mehrdimensionale
Fellersche Diffusionsapproximation.



KAPITEL I

LAPLACE-KALKÜL

Vorbemerkungen

Wir rekapitulieren die Konzepte der vagen und schwachen Konvergenz von endlichen
Borel-Maßen. Sei (S, %) ein lokal kompakter metrischer Raum und O die durch die
Metrik % induzierte Topologie auf S. Sei B(S) die Borel-σ-Algebra von S und M(S)
die Menge der endlichen Borel-Maße auf S mit ‖µ‖ := µ(S) für µ ∈ M(S). Eine Folge
{µn} ⊆ M(S) konvergiert schwach gegen µ ∈M(S), kurz µn

w→ µ, falls

∫
f dµn −→

∫
f dµ, f ∈ C(S).

Hierbei ist C(S) der Banach-Raum der stetigen und beschränkten reellwertigen Funk-
tionen auf S mit Norm ‖f‖ := supx∈S |f(x)|. Für {fn} ⊆ C(S) schreibe fn → f ∈ C(S),
falls ‖fn − f‖ → 0. Wir verwenden im folgenden häufig die Tatsache, daß im Fall der
schwachen Konvergenz µn

w→ µ für eine Folge {fn} ⊆ C(S) mit fn → f ∈ C(S) und
A ∈ B(S) mit µ(∂A) = 0 die Konvergenz

∫
A

fn dµn → ∫
A

f dµ gilt. Gilt umgekehrt
µn(A) → µ(A) für alle A ∈ B(S) mit µ(∂A) = 0, so gilt µn

w→ µ.

Eine Folge {µn} ⊆ M(S) konvergiert vage gegen µ ∈ M(S), kurz µn
v→ µ, falls obige

Bedingung für alle f aus dem Banachraum Ĉ(S) der im Unendlichen verschwindenden
stetigen Funktionen auf S erfüllt ist. Es gilt f ∈ Ĉ(S) genau dann, wenn f ∈ C(S) und
zu jedem ε > 0 ein Kompaktum K ⊆ E existiert mit f(x) < ε für alle x /∈ K. Obige
Aussagen gelten analog, falls die Beschränktheit von A ∈ B(S) vorausgesetzt wird.

Wir betrachten im folgenden die Menge S(S) der Sub-Wahrscheinlichkeitsmaße und
die Teilmenge P(S) der Wahrscheinlichkeitsmaße auf S. Zur Charakterisierung der va-
gen Konvergenz benötigen wir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung S∆ := S∪ {∆} von S.
Diese wird durch Hinzufügung eines (unendlich fernen) Punktes ∆ gebildet. Die Topolo-
gie O∆ von S∆ entsteht aus der Topologie von S durch Hinzunahme von Komplementen
kompakter Umgebungen von Null (die Komplementbildung erfolgt dabei in S∆). Dem-
gemäß gilt xn → ∆ für eine Folge {xn} ⊆ S∆ genau dann, wenn zu jedem Kompaktum
K ⊆ S ein N ∈ N existiert mit xn /∈ K für alle n ≥ N . Der Raum (S∆,O∆) ist
metrisierbar und kompakt. Wir bezeichnen die zugehörige Metrik mit %∆. Der Raum
(S, %) ist stetig eingebettet.
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Jedes P ∈ S(S) kann eindeutig zu einem Wahrscheinlichkeitsmaß P∆ auf S∆ mit
P∆(∆) := 1 − ‖P‖ fortgesetzt werden (erweitertes Wahrscheinlichkeitsmaß). Umge-
kehrt gilt P := P ′|S ∈ S(S) für P ′ ∈ P(S∆). Ist {Pn} ⊆ S(S) eine Folge und gilt
Pn

v→ P ∈ S(S), so folgt
∫

f dP∆
n =

∫ (
f − f(∆)

)
dPn + f(∆) −→

∫ (
f − f(∆)

)
dP + f(∆) =

∫
f dP∆

(wir unterscheiden nicht zwischen Funktionen auf S∆ und ihren Einschränkungen auf S)
für alle f ∈ C(S∆) = C(S∆), d.h., P∆

n
w→ P∆. Umgekehrt gilt offensichtlich Pn

v→ P ,
falls P∆

n
w→ P∆. Damit können wir die Räume S(S) und P(S∆) identifizieren.

Ist der Raum (S, %) separabel, so gilt dies auch für (S∆, %∆), und die Räume P(S)
und P(S∆) sind metrisierbar. Nach dem Satz von Prohorov ist P(S∆) in diesem Fall
kompakt, da S∆ kompakt ist. Daher existiert zu jeder Folge {Pn} ⊆ S(S) eine Teilfolge,
die vage gegen ein P ∈ S(S) konvergiert.

1. Zusammenfassung

Betrachte den Raum X := Rd für ein d ∈ N. Das Skalarprodukt 〈·, ·〉 auf X ist defi-
niert durch 〈x, y〉 :=

∑d
j=1 xjyj für x = (x1, . . . , xd) und y = (y1, . . . , yd) ∈ X. Wir

bezeichnen die kanonischen Basisvektoren mit e1, . . . , ed und verwenden häufig die Dar-
stellung xj = 〈x, ej〉 für x ∈ X und 1 ≤ j ≤ d, um Kollisionen von Indizes zu vermeiden.
Der durch |x| := 〈x, x〉1/2 für x ∈ X normierte Raum (X, | · |) ist lokal kompakt und
separabel. Schreibe εx für das Dirac-Maß in x ∈ X.

Eine häufig verwendete Methode zum Nachweis der schwachen Konvergenz von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen besteht darin, einen hinreichend großen Unterraum M ⊆ C(X)
derart zu finden, daß für jede Folge {Pn} ⊆ P(X) und jedes P ∈ P(X) die Konvergenz

∫
f dPn −→

∫
f dP, f ∈ M,

die schwache Konvergenz Pn
w→ P nach sich zieht. So verwendet man für die Fourier-

Transformation die von {exp(i〈u, ·〉) | u ∈ Rd} erzeugte Algebra von (komplexwer-
tigen) Funktionen. Im Fall von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf E := [0,∞)d liefert
die von {exp(−〈λ, ·〉) | λ ∈ E} ⊆ Ĉ(E) erzeugte Algebra die Theorie der Laplace-
Transformation. Eine Verallgemeinerung auf die vage Konvergenz ist hier nicht ohne
weiteres möglich. Dies liegt im Fall der Fourier-Transformation daran, daß die Funk-
tion exp(i〈u, ·〉) : Rd 7→ C für u 6= 0 nicht im Unendlichen verschwindet. Für die
Laplace-Transformation ist die Fortsetzung der Funktion exp(−〈λ, ·〉) : E 7→ [0,∞)
auf Rd für λ 6= 0 sogar unbeschränkt. Andererseits besitzen alle in dieser Arbeit
betrachteten Verteilungen eine Laplace-Transformierte. Wir definieren daher für ein
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Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß P ∈ S(X) die Laplace-Transformierte P̌ : E 7→ [ 0,∞]
durch

(1.1) P̌ (λ) :=
∫

exp(−〈λ, y〉)P (dy), λ ∈ E,

und betrachten im folgenden lediglich solche P ∈ S(X), die P̌ : E 7→ [0,∞) erfüllen.
Ein wichtiges Hilfsmittel ist im Fall P 6= 0 die kumulantenerzeugende Funktion, die
durch ψ := − log P̌ : E 7→ R definiert ist.

Ausgehend von dieser Definition zeigen wir in Abschnitt 2, daß die bekannten Eigen-
schaften der Laplace-Transformierten erhalten bleiben. Damit können wir den Ein-
deutigkeitssatz für Laplace-Transformierte von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen auf X
formulieren. Zur Untersuchung der stetigen Abhängigkeit einer Folge {Pn} ⊆ S(X)
von den zugehörigen Laplace-Transformierten führen wir die Bedingung der (punkt-
weisen) Beschränktheit der Laplace-Transformierten ein, und zeigen, daß unter dieser
Voraussetzung der bekannte Stetigkeitssatz gilt.

In Abschnitt 3 beschäftigen wir uns mit der Verallgemeinerung des Begriffs der unend-
lichen Teilbarkeit auf Sub-Wahrscheinlichkeitsmaße. Wir nennen P ∈ S(X) unendlich
teilbar, falls zu jedem n ∈ N ein Pn ∈ S(X) mit P = P ?n

n existiert, wobei ?n die
n-fache Faltung mit sich selbst bedeutet. Die unendlich teilbaren Verteilungen aus P(X)
sind wohlbekannt, und es bereitet prinzipiell keine Schwierigkeiten, ihre Darstellun-
gen mittels Fourier-Transformation auf S(X) auszudehnen. Jedoch ist die Fourier-
Transformation aufgrund der beschriebenen Schwierigkeiten kein geeignetes Mittel zur
Untersuchung der vagen Konvergenz. Wir benötigen daher ein Laplace-Kalkül für un-
endlich teilbare Verteilungen aus S(X). Dabei beschränken wir uns auf die Klasse von
unendlich teilbaren Verteilungen auf X mit kumulantenerzeugenden Funktionen

(1.2) ψ(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E.

wobei a ∈ X, δ ≥ 0, Σ ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix, r > 0,
µ ein Borel-Maß auf

(
E ∪ Ur(0)

) \ {0} mit
∫

(|y|2 ∧ 1) µ(dy) < ∞ und

M(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
〈λ, y〉

1 + |y|2 , (λ, y) ∈ E×X.

Die Darstellung (1.2) ist die Laplacesche Version der Lévy Khintchine-Darstellung einer
unendlich teilbaren Verteilung, deren Spektralmaß µ für ein r > 0 auf der Menge(
E ∪ Ur(0)

) \ {0} konzentriert ist. Wir bezeichnen diese Verteilungen als spektral be-
schränkte Verteilungen. Als Teilmenge der spektral beschränkten unendlich teilbaren
Verteilungen erhalten wir die Klasse der spektral positiven unendlich teilbaren Vertei-
lungen, deren Spektralmaß µ auf E konzentriert ist.

Davon ausgehend untersuchen wir schließlich in Abschnitt 4 die vage Konvergenz ei-
ner Folge {Pn} ⊆ S(X) in zwei verschiedenen Fällen. Ist Pn ∈ S(X) für jedes n ∈ N
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eine spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilung, so führen wir die Bedingung
der gleichmäßigen spektralen Beschränktheit der Folge {Pn} ein. Unter dieser ver-
gleichbar einfachen Voraussetzung erhalten wir den bekannten Konvergenzsatz und ei-
ne Verallgemeinerung der Konvergenzkriterien von Gnedenko & Kolmogorov. Den Fall
Pn = Qn

?kn für {Qn} ⊆ S(X) und {kn} ⊆ N mit kn → ∞ führen wir auf den zuerst
betrachteten Fall zurück und erhalten damit einen Approximationssatz für spektral
beschränkte unendlich teilbare Verteilungen auf X sowie analoge Konvergenzkriterien.

2. Allgemeine Theorie

2.1 Definition. (a) Für ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß P ∈ S(X) definiere die
Laplace-Transformierte P̌ : E 7→ [ 0,∞] durch

(2.1) P̌ (λ) :=
∫

exp(−〈λ, y〉)P (dy), λ ∈ E.

Wir nennen die Laplace-Transformierte endlich, falls P̌ : E 7→ [0,∞) gilt. Besitzt
P ∈ S(X) \ {0} eine endliche Laplace-Transformierte, so heißt die durch

ψ(λ) := − log P̌ (λ), λ ∈ E,

definierte Funktion ψ : E 7→ R kumulantenerzeugende Funktion von P .

(b) Besitzt P ∈ S(X) eine endliche Laplace-Transformierte, so existiert das Inte-
gral (2.1) für λ ∈ Ld, wobei L := {λ ∈ C | Re λ ≥ 0}. In diesem Fall erweitern
wir den Definitionsbereich der Laplace-Transformierten auf L.

2.2 Lemma. Seien η ∈ E und y ∈ X. Dann gilt für jedes λ ∈ Ld mit Re λ ≤ η die
Abschätzung

(2.2)
∣∣ exp(−〈λ, y〉)

∣∣ ≤
d∏

j=1

(
1 + exp(−ηjyj)

)
.

Beweis. Sei λ ∈ Ld mit Re λ ∈ [0, η]. Durch getrennte Abschätzung der positiven und
negativen reellen Halbachsen erhält man

∣∣ exp(−〈λ, y〉)
∣∣ =

d∏

j=1

exp
(− Re λjyj

)

≤
d∏

j=1

(
1[0,∞)(yj) + 1(−∞,0)(yj) exp(−ηjyj)

)

≤
d∏

j=1

(
1 + exp(−ηjyj)

)
, y ∈ X.

Dies ist gerade die Behauptung. ¤
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2.3 Proposition. Besitzt P ∈ S(X) eine endliche Laplace-Transformierte, so ist die
Abbildung P̌ : Ld 7→ C stetig.

Beweis. Ausmultiplizieren von (2.2) und die Endlichkeit der Laplace-Transformierten
liefert mit dominierter Konvergenz die Stetigkeit. ¤

2.4 Proposition. Besitzt P ∈ S(X) eine endliche Laplace-Transformierte, so ist die
Abbildung P̌ : Ld 7→ C in jeder Variablen holomorph.

Beweis. Verwende die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Wir zeigen ex-
emplarisch die Holomorphie von P̌ (·, λ′) : L◦ 7→ C für festes λ′ ∈ Ld−1. Setze

u(σ, t) := Re P̌ (σ + it, λ′), v(σ, t) := Im P̌ (σ + it, λ′), σ ∈ (0,∞), t ∈ R.

Seien nun σ ∈ (0,∞), t ∈ R fest und h ∈ R mit σ + h > 0. Der Differenzenquotient
von u besitzt die Gestalt

(2.3)
u(σ + h, t)− u(σ, t)

h
=

∫
exp

(− (σ + h)y1

)− exp(−σy1)
h

J(t, y)P (dy),

wobei
J(t, y) := exp(−Re〈λ′, y′〉) cos(ty1 + Im〈λ′, y′〉), y ∈ X,

und y′ := (y2, . . . , yd). Wir bezeichnen den Integranden in Gleichung (2.3) mit f(h, y).
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein (von h und y abhängiges) 0 < ϑ < 1 mit

f(h, y) = −y1 exp
(− (σ + ϑh)y1

)
J(t, y), y ∈ X.

Unter Verwendung der Abschätzungen x exp(−x) ≤ 1 für x ∈ [0,∞) und −x ≤ exp(−x)
für x ∈ (−∞, 0) erhält man

|f(h, y)| ≤




1
σ + ϑh

|J(t, y)|, y1 ≥ 0,

1
σ + ϑh

exp
(− 2(σ + ϑh)y1

)|J(t, y)|, y1 < 0.

Damit folgt für |h| < σ/2 die Abschätzung

(2.4) |f(h, y)| ≤ 2
σ

(
1 + exp(−3σy1)

)
exp(−Re〈λ′, y′〉), y ∈ X.

Aufgrund der Endlichkeit der Laplace-Transformierten von P gilt daher nach (2.3) und
dominierter Konvergenz

∂u(σ, t)
∂σ

= −
∫

y1 exp(−σy1)J(t, y)P (dy), σ ∈ (0,∞), t ∈ R.
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Entsprechend erhält man durch eine zu (2.4) analoge Abschätzung den Differentialquo-
tienten

∂u(σ, t)
∂t

= −
∫

y1 exp(−σy1)K(t, y)P (dy), σ ∈ (0,∞), t ∈ R,

wobei
K(t, y) := exp(−Re〈λ′, y′〉) sin(ty1 + Im〈λ′, y′〉), y ∈ X.

Durch eine ähnliche Rechnung erhält man die Differentialquotienten des Imaginärteils
der Laplace-Transformierten als

∂v(σ, t)
∂σ

=
∫

y1 exp(−σy1)K(t, y)P (dy),

∂v(σ, t)
∂t

= −
∫

y1 exp(−σy1)J(t, y)P (dy), σ ∈ (0,∞), t ∈ R.

Also gilt ∇σu = ∇tv, ∇tu = −∇σv, und es folgt die Behauptung. ¤

2.5 Korollar. Besitzt P ∈ S(X) \ {0} eine endliche Laplace-Transformierte, so ist
die kumulantenerzeugende Funktion ψ : E 7→ R von P auf E◦ lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Nach Proposition 2.4 ist P̌ : E 7→ [0,∞) auf E◦ unendlich oft (partiell)
differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz ist P̌ daher auf E◦ lokal Lipschitz-stetig. Ist
K ⊆ E◦ kompakt, so wende mit infλ∈K P̌ (λ) > 0 erneut den Mittelwertsatz an. ¤

2.6 Lemma. Für k = 1, 2 seien fk : Ld 7→ C stetig und in jeder Variablen holomorph.
Ist [α, β]⊆E ein Intervall mit nichtleerem Inneren und f1|[α,β] = f2|[α,β], so gilt f1 = f2.

Beweis. Im Fall d = 1 liefert dies gerade der Identitätssatz für holomorphe Funktionen
und die Stetigkeit. Für d > 1 schreibe [α, β] = [α1, β1]× [α′, β′] mit [α′, β′] ⊆ [0,∞)d−1

und wähle λ′ ∈ [α′, β′] beliebig, aber fest. Die holomorphen Funktionen fk(·, λ′) stim-
men auf [α1, β1] überein, also nach Induktionsanfang auch auf L. Wende nun für
beliebiges λ ∈ L die Induktionsvoraussetzung auf die Funktionen fk(λ, ·) an. ¤

Wir sind nun in der Lage, den Eindeutigkeitssatz für Laplace-Transformierte zu zeigen.
Wir formulieren ihn zunächst etwas allgemeiner, da wir diese Version später benötigen.

2.7 Proposition. Besitzen P, Q ∈ S(X) endliche Laplace-Transformierte und ist
[α, β] ⊆ E ein Intervall mit nichtleerem Inneren und P̌ |[α,β] = Q̌|[α,β], so gilt P = Q.

Beweis. Wende Lemma 2.6 auf P̌ und Q̌ an. Wir erhalten aufgrund der Stetigkeit und
Holomorphie der Laplace-Transformierten P̌ (λ) = Q̌(λ) für alle λ ∈ Ld. Insbesondere
folgt die Identität der Fourier-Transformierten von P und Q (setze λ = −iu mit u ∈ Rd).
Eine Auswertung im Punkt Null liefert ‖P‖ = ‖Q‖ =: δ ≥ 0. Ist δ = 0, so ist nichts
weiter zu zeigen. Andernfalls gilt δ−1 dP = δ−1 dQ nach dem Eindeutigkeitssatz für
Fourier-Transformierte von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf X. Damit folgt P = Q. ¤
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2.8 Theorem (Eindeutigkeitssatz). Besitzen P,Q ∈ S(X) endliche Laplace-Trans-
formierte und stimmen diese auf E◦ überein, so gilt P = Q.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Proposition 2.7. ¤

2.9 Definition. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen. Wir
bezeichnen {Pn} als Folge mit beschränkten Laplace-Transformierten, falls die
Folge {P̌n(λ)} für jedes λ ∈ E beschränkt ist.

2.10 Lemma. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge mit beschränkten Laplace-Transformierten.
Dann ist die Funktionenfolge {P̌n} lokal gleichmäßig auf E beschränkt.

Beweis. Ausmultiplizieren und Integrieren der Ungleichung (2.2). ¤

2.11 Proposition. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge mit beschränkten Laplace-Trans-
formierten und P ∈ S(X) mit Pn

v→ P (Pn
w→ P ). Dann besitzt P eine endliche

Laplace-Transformierte, und es gilt P̌n → P̌ lokal gleichmäßig auf E◦ (E).

Beweis. Zu λ ∈ E definiere fλ(y) := exp(−〈λ, y〉) für y ∈ X. Setze ferner

[η, ∆) := {x ∈ X | xj ≥ ηj , 1 ≤ j ≤ d}, η ∈ X.

Für k ∈ N sei %k ∈ [k,∞)d mit P
(
∂[−%k,∆)

)
= 0. Für festes k ∈ N erhalten wir

aufgrund der vagen (schwachen) Konvergenz

(2.5)
∫

[−%k,∆)

fλ dPn −→
∫

[−%k,∆)

fλ dP, λ ∈ E◦ (E).

Analog erhalten wir für σk ∈ [k,∞)d mit P
(
∂[−%k, σk)

)
= 0 die Abschätzung

∫

[−%k,σk)

fλ dP = lim
n→∞

∫

[−%k,σk)

fλ dPn ≤ lim
n→∞

P̌n(λ), λ ∈ E,

und mit k →∞ erhalten wir aufgrund der Beschränktheit der Folge {P̌n(λ)} die End-
lichkeit der Laplace-Transformierten von P . Zum Nachweis der lokal gleichmäßigen
Konvergenz in (2.5) für festes k ∈ N genügt es zu zeigen, daß zu festem λ ∈ E◦ (E) und
jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

(2.6) lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

[−%k,∆)

fλ dPn −
∫

[−%k,∆)

fλ+h dPn

∣∣∣∣ ≤ ε, λ + h ∈ E, |h| ≤ δ.

Im Fall der vagen Konvergenz wähle δ0 > 0 so klein, daß Uδ0(λ) ⊆ E◦ und ein Kom-
paktum [−%k, %k] ⊆ K mit supλ∈Uδ0 (λ) fλ(y) < ε/3 für alle y ∈ [−%k, ∆) \K. Dann gilt

(2.7) lim
n→∞

∫

[−%k,∆)\K
fλ+h dPn ≤ ε/3, λ + h ∈ E, |h| < δ0.
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Sonst wähle δ0 > 0 beliebig, ein Kompaktum [−%k, %k] ⊆ K0 und ein M ≥ 0 derart,
daß

fλ+h(y) ≤ M, λ + h ∈ E, |h| < δ0, y ∈ [−%k, ∆) \K0.

Wählen wir ein Kompaktum K0 ⊆ K so, daß limn→∞ Pn([−%k, ∆) \ K) < ε/(3M),
so ist (2.7) ebenfalls erfüllt. Wegen |fλ(y) − fλ+h(y)| ≤ fλ(y) |1 − exp(−〈h, y〉)| für
λ, λ + h ∈ E existiert ein 0 < δ ≤ δ0 mit

sup
y∈K

|fλ(y)− fλ+h(y)| < ε/3, λ + h ∈ E, |h| ≤ δ.

Damit folgt (2.6), also die lokal gleichmäßige Konvergenz in (2.5) für festes k ∈ N. Nach
monotoner Konvergenz und Wahl der Folge {%k} gilt

lim
k→∞

∫

X\[−%k,∆)

exp(−〈λ, y〉)P (dy) = 0, λ ∈ E.

Nach Lemma 2.2 ist diese Konvergenz lokal gleichmäßig auf E, und es genügt zu zeigen,
daß

lim
k→∞

sup
n∈N

∫

X\[−%k,∆)

exp(−〈λ, y〉)Pn(dy) = 0, λ ∈ E,

lokal gleichmäßig. Verwende dazu die (nach Lemma 2.10 lokal gleichmäßige) Be-
schränktheit der Folge {P̌n(λ)} für jedes λ ∈ E. Für ein beliebiges h > 0 gilt

sup
n∈N

∫

X\[−%k,∆)

exp(−〈λ, y〉) Pn(dy)

≤
d∑

j=1

∫

(yj<−k)

exp(hyj) exp(−〈λ + hej , y〉)Pn(dy)

≤ exp(−hk)
d∑

j=1

sup
n∈N

P̌n(λ + hej), k ∈ N, λ ∈ E.

Damit folgt die Behauptung. ¤

Wir benötigen zunächst wieder eine etwas allgemeiner formulierte Fassung eines Kon-
vergenzkriteriums für spätere Anwendungen, bevor wir den Stetigkeitssatz formulieren.

2.12 Proposition. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen
mit beschränkten Laplace-Transformierten. Existiert ein Intervall [α, β] ⊆ E mit nicht-
leerem Inneren derart, daß die Folge {P̌n(λ)} für jedes λ ∈ [α, β] konvergiert, so exi-
stiert ein P ∈ S(X) mit Pn

v→ P . In diesem Fall besitzt P eine endliche Laplace-
Transformierte, und es gilt P̌n(λ) → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦.
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Beweis. Die Folge {Pn} ist stets relativ kompakt in S(X), also ist nur zu zeigen, daß
jede Teilfolge von {Pn}, die in S(X) konvergiert, denselben vagen Grenzwert besitzt.
Ist {Pnk

} eine solche Teilfolge mit vagem Grenzwert P ∈ S(X), so folgt wegen der
Beschränktheit der Laplace-Transformierten mit Proposition 2.11 die Endlichkeit der
Lacplace-Transformierten von P und die Konvergenz P̌nk

(λ) → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦.
Ist {Pmk

} eine weitere Teilfolge mit vagem Grenzwert Q ∈ S(X), so folgt analog
P̌mk

(λ) → Q̌(λ) für alle λ ∈ E◦. Da die Folge {P̌n} auf [α, β] konvergiert, stim-
men diese Grenzwerte dort überein, d.h., es gilt P̌ (λ) = Q̌(λ) für alle λ ∈ [α, β]. Nach
Proposition 2.7 folgt P = Q, also die Behauptung. ¤

2.13 Lemma. Sei {Pn} ⊆ S(X) und P ∈ S(X) mit Pn
v→ P . Gilt ‖Pn‖ → ‖P‖, so gilt

Pn
w→ P . Dies ist insbesondere der Fall, wenn P ∈ P(E).

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst den zweiten Teil der Behauptung. Ist P ∈ P(X), so
wähle eine Folge {fk} ⊆ Ĉ(X) mit 1Uk(0) ≤ fk ≤ 1U2k(0) für k ∈ N. Dann gilt

lim
n→∞

‖Pn‖ ≥ lim
n→∞

∫
fk dPn =

∫
fk dP ≥ P

(
Uk(0)

)
, k ∈ N,

und mit k →∞ erhalten wir 1 ≥ limn→∞ ‖Pn‖ ≥ ‖P‖ = 1, also ‖Pn‖ → 1.

(b) Sei ε > 0 vorgegeben. Wähle ein Kompaktum K ⊆ X mit P (∂K) = 0 und
P (X \K) < ε/2. Dann gilt

Pn(X \K) = ‖Pn‖ − Pn(K) −→ ‖P‖ − P (K) = P (E \K) < ε/2.

Betrachte nun für f ∈ C(X) die Ungleichung

∣∣
∫

f dPn −
∫

f dP
∣∣

≤ |
∫

K

f dPn −
∫

K

f dP
∣∣ +

∫

X\K
|f |dPn +

∫

X\K
|f |dP

≤ |
∫

K

f dPn −
∫

K

f dP
∣∣ + ‖f‖ · Pn(X \K) + ‖f‖ · P (X \K).

Hieraus folgt limn→∞ |
∫

f dPn →
∫

f dP | ≤ ε ‖f‖, also
∫

f dPn →
∫

f dP . ¤

2.14 Theorem (Stetigkeitssatz). Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahr-
scheinlichkeitsmaßen mit beschränkten Laplace-Transformierten.

(a) Konvergiert die Folge {P̌n(λ)} für jedes λ ∈ E◦ (E) gegen einen endlichen Grenz-
wert, so existiert ein P ∈ S(X) mit Pn

v→ P (Pn
w→ P ). In diesem Fall besitzt P eine

endliche Laplace-Transformierte, und es gilt P̌n(λ) → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦ (E).

(b) Existiert ein P ∈ S(X) mit Pn
v→ P (Pn

w→ P ), so besitzt P eine endliche Laplace-
Transformierte, und es gilt P̌n(λ) → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦ (E).
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Beweis. Teil (b) ist in Proposition 2.11 bereits gezeigt. Teil (a) folgt im Fall der
Konvergenz auf E◦ unmittelbar aus Proposition 2.12. Liegt darüber hinaus Konvergenz
auf ganz E vor, so erhalten wir ‖Pn‖ → ‖P‖ durch eine Auswertung in Null, also nach
Lemma 2.13 die schwache Konvergenz. Die Konvergenz der Laplace-Transformierten
auf E folgt wiederum mit Proposition 2.11. ¤

In vielen Fällen ist es einfacher, mit kumulantenerzeugenden Funktionen zu rechnen.
Deshalb formulieren wir für den Fall, daß die Grenzverteilung nicht Null ist, eine Fol-
gerung aus dem Stetigkeitssatz für kumulantenerzeugende Funktionen.

2.15 Proposition. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen
mit beschränkten Laplace-Transformierten und P ∈ S(X) \ {0} mit Pn

v→ P (Pn
w→ P ).

Sind ψn und ψ die zugehörigen kumulantenerzeugenden Funktionen, so gilt ψn → ψ

lokal gleichmäßig auf E◦ (E) und ∇jψn → ∇jψ für 1 ≤ j ≤ d lokal gleichmäßig auf E◦.

Beweis. Wegen P 6= 0 existiert ein f ∈ Ĉ(X) mit
∫

f dP 6= 0. Aufgrund der Konver-
genz

∫
f dPn →

∫
f dP folgt Pn 6= 0 für hinreichend großes n ∈ N. Daher besitzt Pn

o.B.d.A. eine kumulantenerzeugende Funktion. Nach Proposition 2.11 besitzt auch P

eine endliche Laplace-Transformierte (also eine kumulantenerzeugende Funktion), und
es gilt P̌n → P̌ lokal gleichmäßig auf E◦ (E). Sei K ⊆ E◦ (E) kompakt. Wegen
P (λ) > 0 für λ ∈ E gilt infλ∈K P (λ) > 0, und aufgrund der lokal gleichmäßigen Kon-
vergenz infλ∈K Pn(λ) > 0 für hinreichend großes n ∈ N.

(a) Nach Definition gilt ψn := − log P̌n, und mit dem Mittelwertsatz folgt die Existenz
von M ≥ 0 derart, daß

|ψn(λ)− ψ(λ)| ≤ M |P̌n(λ)− P̌ (λ)|, λ ∈ K.

Damit folgt die lokal gleichmäßige Konvergenz der kumulantenerzeugenden Funktionen
aus der lokal gleichmäßigen Konvergenz der Laplace-Transformierten.

(b) Aufgrund der Holomorphie der Laplace-Transformierten nach Proposition 2.4 er-
halten wir

∇jP̌n(λ) =
∫

yj exp(−〈λ, y〉)Pn(dy), λ ∈ E◦,

und mit den dort angegebenen Abschätzungen ∇jP̌n → ∇jP̌ für 1 ≤ j ≤ d lokal
gleichmäßig auf E◦ analog zum Beweis von Proposition 2.11. Dies liefert

|∇jψn(λ)−∇jψ(λ)| = 1
P̌n(λ)P̌ (λ)

|∇jP̌n(λ)P̌ (λ)−∇jP̌ (λ)P̌n(λ)|, λ ∈ K,

und die Behauptung folgt wie in Teil (a). ¤
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2.16 Bemerkung. (a) Wir erhalten den (wohlbekannten) Eindeutigkeits- und Stetig-
keitssatz für Sub-Wahrscheinlichkeitsmaße auf E als Spezialfall des hier entwickelten
Kalküls. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß P̌ ≤ 1 für jedes P ∈ S(E).
Daher besitzt jedes P ∈ S(E) eine endliche Laplace-Transformierte und {Pn} ⊆ S(E)
ist stets eine Folge mit beschränkten Laplace-Transformierten.

(b) Im Fall d = 1 ist für eine Folge {Pn} ⊆ S(R) von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen
unter der Voraussetzung der Konvergenz von {P̌n(λ)} für jedes λ ∈ (0,∞) stets die
Beschränktheit der Laplace-Transformierten gewährleistet, da P̌n(0) = ‖Pn‖ ≤ 1 für
alle n ∈ N. Wir werden diese Tatsache im folgenden ohne weiteren Hinweis verwenden.

3. Unendlich teilbare Verteilungen

3.1 Definition. (a) Definiere die Faltung P ? Q ∈ S(X) zweier Sub-Wahrschein-
lichkeitsmaße P, Q ∈ S(X) durch

∫
f(x) (P ? Q)(dx) :=

∫ ∫
f(y + z)P (dy) Q(dz), f ∈ C(X).

(b) Für ein endliches Borel-Maß µ ∈ M(X) definiere die Laplace-Transformierte

µ̌ : E 7→ [0,∞] durch

µ̌(λ) :=
∫

exp(−〈λ, y〉)µ(dy), λ ∈ E.

(c) Ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß P ∈ S(X) heißt unendlich teilbare Vertei-

lung, falls zu jedem n ∈ N ein Pn ∈ S(X) mit P = P ?n
n existiert.

3.2 Lemma. Sind µ, ν endliche Borel-Maße auf X und ist % := µ ? ν, so gilt %̌ = µ̌ · ν̌.

Beweis. Dies folgt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. ¤

3.3 Proposition (Zusammengesetzte Poisson-Verteilung). Sei r > 0 und µ

ein endliches, auf E ∪ Ur(0) konzentriertes Borel-Maß. Definiere Pµ : B(X) 7→ [0,∞)
durch

(3.1) Pµ(Γ) := exp(−‖µ‖)
∞∑

n=0

1
n!

µ?n(Γ), Γ ∈ B(X),

wobei µ?0 := ε0. Dann ist Pµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf X. Ist µ auf E konzen-
triert, so gilt Pµ ∈ P(E). Die kumulantenerzeugende Funktion ψ von Pµ ist gegeben
durch

(3.2) ψ(λ) =
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) µ(dy), λ ∈ E.
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Beweis. Man überzeugt sich anhand der Definition leicht davon, daß Pµ ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß auf X (E) ist. Nach Fubini und Lemma 3.2 gilt

P̌µ(λ) = exp(−‖µ‖)
∞∑

n=0

1
n!

(
µ̌(λ)

)n

= exp
(
− ‖µ‖+

∫
exp(−〈λ, y〉)µ(dy)

)

= exp
(
−

∫ (
1− exp(−〈λ, y〉)) µ(dy)

)
, λ ∈ E.

Damit ist die Darstellung (3.2) gezeigt. ¤

3.4 Proposition (Normalverteilung). (a) Sei D ∈ [0,∞)d×d eine Diagonalmatrix
mit Einträgen σ2

1 , . . . , σ2
d ≥ 0. Dann besitzt ND :=

⊗d
j=1 N(0, σ2

j ) ∈ P(X) die kumu-

lantenerzeugende Funktion ψ(λ) = −∑d
j=1 σjλ

2
j/2 für λ ∈ E.

(b) Sei Σ ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix. Dann existiert eine
orthogonale Matrix A ∈ Rd×d und eine Diagonalmatrix D ∈ [0,∞)d×d mit Σ = ADAT .
Das zur Abbildung A : X 7→ X gehörende transportierte Maß NΣ := ND

(A) ∈ P(X)
besitzt die kumulantenerzeugende Funktion ψ(λ) = −〈Σλ, λ〉/2 für λ ∈ E.

Beweis. (a) Sei 1 ≤ j ≤ d. Ist σ2
j > 0, so erhält man durch eine quadratische

Ergänzung

Ň(0, σ2
j )(λ) =

1√
2π σj

∫
exp(−y2/2σ2

j ) exp(−λy) dy

= exp(σ2
j λ2/2)

1√
2π σj

∫
exp(−(y + σ2

j λ)2/2σ2
j ) dy

= exp(σ2
j λ2/2), λ ∈ [0,∞).

Wegen Ň(0, 0) = 1 und ŇD(λ) =
∏d

j=1 Ň(0, σ2
j )(λj) für λ ∈ E folgt die Behauptung.

(b) Da Σ ∈ Rd×d symmetrisch ist, existiert ein orthonormales System von zugehörigen
Eigenvektoren. Wählen wir diese Eigenvektoren als Spalten der Matrix A ∈ Rd×d, so
existiert eine Diagonalmatrix D ∈ Rd×d mit ΣA = AD. Da Σ positiv semidefinit ist,
sind die Einträge σ2

1 , . . . , σ2
d in D nichtnegativ. Mit dem Transformationssatz folgt

ŇΣ(λ) =
∫

exp(−〈λ,Ay〉) ND(dy) = ŇD(AT λ), λ ∈ E.

Setzen wir A =: (akl) und Σ =: (σkl), so erhalten wir die kumulantenerzeugende
Funktion

ψ(λ) = −1
2

d∑

j=1

σ2
j 〈AT λ, ej〉2 = −1

2

d∑

k,l=1

( d∑

j=1

akjσ
2
j alj

)
λkλl

= −1
2

d∑

k,l=1

σklλkλl = −1
2
〈Σλ, λ〉, λ ∈ E.

Damit ist die angegebene Darstellung gezeigt. ¤
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Wir benötigen einige technische Hilfsmittel, um eine unendlich teilbare Verteilung in
der Form (1.2) zu konstruieren. Da dies durch eine Approximation stattfindet, sind hier
Konvergenz- und Darstellungsuntersuchungen nicht sauber voneinander zu trennen.

3.5 Lemma. Definiere die Funktion M : X×X 7→ R durch

(3.3) M(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
〈λ, y〉

1 + |y|2 , (λ, y) ∈ X×X.

Dann existiert eine stetige Funktion r : R 7→ R mit r(0) = 0 derart, daß für jedes R > 0

|M(λ, y)| ≤ R |λ||y|2 +
1
2
〈λ, y〉2

(
1 + sup

|y|≤R

∣∣r(〈λ, y〉)
∣∣
)

, λ ∈ X, |y| ≤ R.

Beweis. Wähle die Funktion r als quadratisches Restglied der Taylor-Entwicklung der
Exponentialfunktion. Es gilt

(3.4) exp(−x)− 1 = −x +
1
2
x2

(
1 + r(x)

)
, x ∈ R.

Damit erhalten wir

M(λ, y) = −〈λ, y〉+
〈λ, y〉

1 + |y|2 +
1
2
〈λ, y〉2(1 + r(〈λ, y〉)), (λ, y) ∈ X×X,

und wegen

〈λ, y〉 − 〈λ, y〉
1 + |y|2 = 〈λ, y〉 |y|2

1 + |y|2
folgt die Behauptung. ¤

3.6 Lemma. Sei r > 0. Für n ∈ N sei an ∈ X, δn ≥ 0, Σn ∈ Rd×d eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix und µn ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0), das die Bedingung∫

(|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞ erfüllt. Definiere

(3.5) ψn(λ) := 〈an, λ〉 − 1
2
〈Σnλ, λ〉 −

∫
M(λ, y) µn(dy) + δn, λ ∈ E.

Dann ist die Folge {ψn(λ)} genau dann für jedes λ ∈ E◦ (E) beschränkt, wenn die
Folgen {an}, {δn}, {SpurΣn} beschränkt sind und supn∈N

∫ (|y|2 ∧ 1) µn(dy) < ∞ gilt.

Beweis. (a) Wir nehmen zuerst an, daß die angegebenen Bedingungen erfüllt sind.
Wegen Lemma 3.5 und der Beschränktheit von M(λ, ·) auf E\Ur(0) genügt es zu zeigen,
daß die Folge {〈Σnλ, λ〉} für jedes λ ∈ E beschränkt ist. Für n ∈ N sei Σn = AnDnAT

n ,
wobei An ∈ Rd×d orthogonal und Dn ∈ [0,∞)d×d diagonal. Wegen ‖Dn‖ ≤ Spur(Σn)
und ‖An‖ = 1 folgt

〈Σnλ, λ〉 = 〈DnAT
nλ,AT

nλ〉 ≤ ‖Dn‖ · ‖AT
n‖2|λ|2 ≤ Spur(Σn) · |λ|2, λ ∈ E.
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(b) Ist die Folge {ψn(λ)} für jedes λ ∈ E◦ beschränkt, so betrachte die Darstellung

2ψn(λ)− ψn(2λ) = 〈Σnλ, λ〉 −
∫ (

2M(λ, y)−M(2λ, y)
)
µn(dy) + δn

= 〈Σnλ, λ〉+
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉))2
µn(dy) + δn, λ ∈ E◦.

Alle Terme auf der rechten Seite sind nichtnegativ, also beschränkt. Wir betrachten
zunächst die Folge {Σn}. Sei wieder Σn = AnDnAT

n , wobei An ∈ Rd×d orthogonal
und Dn ∈ [0,∞)d×d diagonal mit Einträgen

(
σj

(n)
)2 für 1 ≤ j ≤ d. Wir zeigen

nun, daß zu jedem 1 ≤ j ≤ d und jeder Teilfolge von {Σn} eine weitere Teilfolge
(die wir genauso bezeichnen) derart existiert, daß supn∈N

(
σj

(n)
)2

< ∞. Dann folgt
die Beschränktheit von {Spur(Σn)}. Sei also 1 ≤ j ≤ d fest. Wegen ‖An‖ = 1
können wir o.B.d.A. annehmen, daß {An} gegen eine Matrix A ∈ Rd×d konvergiert.
Offensichtlich ist A ebenfalls orthogonal. Da E◦ eine Basis von X enthält, können
wir ein λ ∈ E◦ mit 〈AT λ, ej〉 > 0 wählen. Für n ∈ N setze λ(n) := AT

nλ. Dann
gilt λj

(n) = 〈AT
nλ, ej〉 → 〈AT λ, ej〉 > 0. Also existiert ein ε > 0 mit λj

(n) > ε für
hinreichend großes n ∈ N. Die Behauptung folgt wegen

〈Σnλ, λ〉 = 〈DnAT
nλ, AT

nλ〉 =
d∑

k=1

(
σk

(n)
)2(

λk
(n)

)2 ≥ (
σj

(n)
)2(

λj
(n)

)2
.

Verwende nun supn∈N
∫ (

1 − exp(−〈λ, y〉))2
µn(dy) < ∞ für alle λ ∈ E◦. Dies lie-

fert unmittelbar die Beschränktheit von
{
µn

(
E \ Ur(0)

)}
. Mit einer linearen Taylor-

Entwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir supn∈N
∫

Ur(0)
〈λ, y〉2 µn(dy) < ∞ für

alle λ ∈ E◦. Definiere die Matrix Σ′n := (σlm
(n)) durch

σlm
(n) :=

∫

Ur(0)

ylym µn(dy), 1 ≤ l, m ≤ d.

Offensichtlich ist Σ′n symmetrisch. Wegen 〈Σ′nx, x〉 =
∫

Ur(0)
〈x, y〉2 µn(dy) ≥ 0 für x ∈ X

ist Σ′n positiv semidefinit, und es gilt supn∈N〈Σ′nλ, λ〉 < ∞ für alle λ ∈ E◦. Wie vorher
folgt die Beschränktheit von {Spur(Σ′n)}, also supn∈N

∫
Ur(0)

|y|2 µn(dy) < ∞. Damit
haben wir gezeigt, daß supn∈N

∫ (|y|2∧1)µn(dy) < ∞. Eine Anwendung von Lemma 3.5
auf die Darstellung (3.5) liefert die Beschränktheit von {〈an, λ〉} für λ ∈ E◦. Wegen
X = E◦ − E◦ gilt dies für alle λ ∈ X. Die Behauptung folgt nun durch Einsetzen der
kanonischen Basisvektoren. ¤

3.7 Lemma. Sei r > 0. Für n ∈ N sei an ∈ X, δn ≥ 0, Σn ∈ Rd×d eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix und µn ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0), das die Bedingung∫

(|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞ erfüllt. Definiere

ψn(λ) := 〈an, λ〉 − 1
2
〈Σnλ, λ〉 −

∫
M(λ, y) µn(dy) + δn, λ ∈ E.
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Sei ferner a ∈ X, δ ≥ 0, Σ ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
und µ ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0) mit

∫
(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞. Es gelte:

(a) an −→ a.

(b) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
(
〈Σnλ, λ〉+

∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 µn(dy)
)
− 〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣ = 0 für alle λ ∈ E◦.

(c) 1X\Uε(0)
· νn

v−→ 1X\Uε(0)
· ν für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(d) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

µn

(
E \ UR(0)

)
+ δn

)
− δ

∣∣∣∣ = 0.

Dabei ist νn(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µn(dy) und ν(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µ(dy). Dann
existiert der Grenzwert ψ(λ) := limn→∞ ψn(λ) für alle λ ∈ E◦, und dieser besitzt die
Darstellung

ψ(λ) = 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E◦.

Beweis. Definiere Nλ : X\{0} 7→ R für λ ∈ E◦ durch Nλ(y) := M(λ, y)(1+ |y|2)|y|−2.
Seien {εk}, {Rk} ⊆ (0,∞) Folgen mit ν(∂Uεk

(0)) = ν(∂URk
(0)) = 0 und εk → 0,

Rk →∞. Dann gilt für hinreichend großes k ∈ N die Ungleichung

|ψn(λ)− ψ(λ)| ≤ |an − a| |λ|

+
∣∣∣∣
(

1
2
〈Σnλ, λ〉+

∫

Uεk
(0)

M(λ, y)µn(dy)
)
− 1

2
〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣

+
∫

Uεk
(0)

|M(λ, y)|µ(dy)

+
∣∣∣∣
∫

URk
(0)\Uεk

(0)

Nλ(y) νn(dy)−
∫

URk
(0)\Uεk

(0)

Nλ(y) ν(dy)
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
(
−

∫

E\URk
(0)

M(λ, y)µn(dy) + δn

)
− δ

∣∣∣∣

+
∫

E\URk
(0)

|M(λ, y)|µ(dy), λ ∈ E◦.

Wegen Bedingung (a) geht der erste Term mit n →∞ gegen Null, wegen Bedingung (c)
und der Stetigkeit von Nλ der vierte ebenfalls. Nach Lemma 3.5 existiert eine stetige
Funktion r : R 7→ R mit r(0) = 0 und

∫

Uεk
(0)

|M(λ, y)|µ(dy) ≤ εk |λ|
∫

Uεk
(0)

|y|2 µ(dy)

+
1
2

(
1 + sup

|y|≤εk

∣∣r(〈λ, y〉)
∣∣
) ∫

Uεk
(0)

〈λ, y〉2 µ(dy), λ ∈ E◦.
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Damit geht der dritte Term wegen
∫

(|y|2 ∧ 1) µ(dy) < ∞ für k → ∞ gegen Null.
Aufgrund der Beschränktheit von M(λ, ·) auf E \ URk

(0) gilt dies ebenfalls für den
letzten Term. Wende nun Lemma 3.5 auf den zweiten Term an. Es gilt

∣∣∣∣
(

1
2
〈Σnλ, λ〉+

∫

Uεk
(0)

M(λ, y)µn(dy)
)
− 1

2
〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣

≤ 1
2

∣∣∣∣
(
〈Σnλ, λ〉+

∫

Uεk
(0)

〈λ, y〉2 µn(dy)
)
− 〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣

+ εk |λ|
∫

Uεk
(0)

|y|2 µn(dy)

+
1
2

sup
|y|≤εk

∣∣r(〈λ, y〉)∣∣
∫

Uεk
(0)

〈λ, y〉2 µn(dy), λ ∈ E◦.

Schließlich erhalten wir
∣∣∣∣
(
−

∫

E\URk
(0)

M(λ, y)µn(dy) + δn

)
− δ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
(

µn

(
E \ URk

(0)
)

+ δn

)
− δ

∣∣∣∣
+ sup

y∈E\URk
(0)

∣∣M(λ, y) + 1
∣∣ µn(E \ URk

(0)), λ ∈ E◦.

Damit folgt die Behauptung mit n → ∞, k → ∞ wegen (b), (d) und der Konvergenz
limk→∞ supy∈E\URk

(0)

∣∣M(λ, y) + 1
∣∣ = 0 für λ ∈ E◦. ¤

3.8 Lemma. Sei r > 0. Für n ∈ N sei an ∈ X, δn ≥ 0, Σn ∈ Rd×d eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix und µn ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0), das die Bedingung∫

(|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞ erfüllt. Definiere

ψn(λ) := 〈an, λ〉 − 1
2
〈Σnλ, λ〉 −

∫
M(λ, y) µn(dy) + δn, λ ∈ E.

Ist die Folge {ψn(λ)} für jedes λ ∈ E◦ beschränkt, so existiert ein a ∈ X, ein δ ≥ 0, eine
symmetrische, positiv semidefinite Matrix Σ ∈ Rd×d und ein Borel-Maß µ auf E∪Ur(0)
mit

∫
(|y|2 ∧ 1) µ(dy) < ∞ derart, daß die Bedingungen (a) – (d) von Lemma 3.7 für

eine Teilfolge von {ψn} erfüllt sind.

Beweis. Nach Lemma 3.6 sind die Folgen {an}, {δn}, {SpurΣn} beschränkt, und
es gilt supn∈N

∫ (|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞. Wir können also o.B.d.A. annehmen, daß
a := limn→∞ an ∈ X und δ0 := limn→∞ δn ≥ 0 existieren. Insbesondere ist damit
Bedingung (a) bereits erfüllt. Ferner ist die Folge {‖Σn‖} beschränkt. Also können wir
davon ausgehen, daß Σ0 := limn→∞ Σn ∈ Rd×d komponentenweise existiert. Offensicht-
lich ist Σ0 symmetrisch und positiv semidefinit. Setze νn(dy) := |y|2(1+ |y|2)−1µn(dy).
Wegen supn∈N ‖νn‖ < ∞ können wir durch Teilfolgenbildung o.B.d.A. annehmen, daß
νn

w→ ν∆ für ein endliches Borel-Maß ν∆ auf E∆∪Ur(0). Ist ν die Einschränkung von ν∆
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auf X und µ(dy) := 1E\{0}(y)(1+ |y|2)|y|−2ν(dy), so ist Bedingung (c) ebenfalls erfüllt.
Wähle nun eine monotone Nullfolge {εk} ⊆ (0, 1). Wegen supn∈N

∫
U1(0)

|y|2 µn(dy) < ∞
können wir durch Teilfolgenbildung o.B.d.A. annehmen, daß für alle k ∈ N die Grenz-
werte

σ
(k)
lm := lim

n→∞

∫

Uεk
(0)

ylym µn(dy), 1 ≤ l,m ≤ d,

existieren. Setze nun Σ(k) :=
(
σ

(k)
lm

)
und beachte, daß die Folge

{
Spur

(
Σ(k)

)}
be-

schränkt ist. Also existiert o.B.d.A. der Grenzwert Σ1 := limk→∞ Σ(k) ∈ Rd×d.
Für k ∈ N ist Σ(k) symmetrisch, und es gilt

〈
Σ(k)x, x

〉
= lim

n→∞

∫

Uεk
(0)

〈y, x〉2 µn(dy) ≥ 0, x ∈ X,

also ist die Matrix Σ1 symmetrisch und positiv semidefinit. Damit ist Bedingung (b)
mit Σ := Σ0 + Σ1 ∈ Rd×d erfüllt. Sei schließlich {Rk} ⊆ (0,∞) mit Rk → ∞.
Wegen supn∈N

∫ (|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞ können wir durch erneute Teilfolgenbildung
o.B.d.A. annehmen, daß δ(k) := limn→∞ µn

(
E \ URk

(0)
)

für alle k ∈ N existiert. Da
die Folge {δ(k)} monoton fällt, existiert der Grenzwert δ1 := limk→∞ δ(k) ≥ 0, und die
Bedingung (d) ist mit δ := δ0 + δ1 ≥ 0 erfüllt. ¤

3.9 Lemma. Sei a ∈ X, δ ≥ 0, Σ ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite
Matrix, r > 0 und µ ein Borel-Maß auf

(
E ∪ Ur(0)

) \ {0} mit
∫

(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞.
Definiere

ψ(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E.

Dann existiert eine Folge {µn} von endlichen Borel-Maßen auf E ∪ Ur(0) derart, daß
mit an := a, Σn := Σ und δn := δ die Bedingungen von Lemma 3.7 erfüllt sind.

Beweis. Sei {εn} ⊆ (0,∞) eine Nullfolge. Definiere µn(dy) := 1X\Uεn
(y)µ(dy) und

ψn(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µn(dy) + δ, λ ∈ E.

Offensichtlich ist Bedingung (a) von Lemma 3.7 erfüllt. Man überzeugt sich nun leicht
davon, daß wegen

∫
(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞ und Lemma 3.5 die Bedingungen (b) – (d)

ebenfalls erfüllt sind. Damit folgt die Behauptung. ¤

3.10 Lemma. Sei r > 0. Für n ∈ N sei an ∈ X, δn ≥ 0, Σn ∈ Rd×d eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix und µn ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0), das die Bedingung∫

(|y|2 ∧ 1)µn(dy) < ∞ erfüllt. Definiere

ψn(λ) := 〈an, λ〉 − 1
2
〈Σnλ, λ〉 −

∫
M(λ, y) µn(dy) + δn, λ ∈ E.
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Sei ferner a ∈ X, δ ≥ 0, Σ ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
und µ ein Borel-Maß auf E ∪ Ur(0) mit

∫
(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞. Setze

ψ(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E.

Besitzt Pn ∈ S(X) die kumulantenerzeugende Funktion ψn, und sind die Bedingun-
gen von Lemma 3.7 erfüllt, so ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-
Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈ S(X), und es gilt Pn

v→ P .

Beweis. Nach Lemma 3.6 ist die Folge {ψn(λ)} für jedes λ ∈ E beschränkt, also {Pn}
eine Folge mit beschränkten Laplace-Transformierten. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14
existiert ein P ∈ S(X) mit Pn

v→ P , und die kumulantenerzeugende Funktion von P

stimmt auf E◦ mit ψ überein. Eine stetige Fortsetzung liefert die Behauptung. ¤

3.11 Theorem (Darstellungssatz). Sei a ∈ X, δ ≥ 0, Σ ∈ Rd×d eine symmetri-
sche, positiv semidefinite Matrix, r > 0 und µ ein Borel-Maß auf

(
E∪Ur(0)

) \{0} mit∫
(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞. Definiere die Funktion ψ : E 7→ R durch

(3.6) ψ(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E.

Dann ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung
P ∈ S(X). Diese Darstellung (Lévy Khintchine-Darstellung) ist eindeutig.

Beweis. Nach Lemma 3.9 existiert eine Folge {µn} von endlichen Borel-Maßen auf der
Menge E ∪ Ur(0) derart, daß ψ(λ) = limn→∞ ψn(λ) für alle λ ∈ E◦, wobei

ψn(λ) := 〈an, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉+

∫ (
1− exp(−〈λ, y〉)) µn(dy) + δ, λ ∈ E,

und an := a− ∫
y/(1 + |y|2)−1 µn(dy). Nach Lemma 3.2, Proposition 3.3 und Proposi-

tion 3.4 ist ψn die kumulantenerzeugende Funktion des Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes
Pn := εan ? NΣ ? Pµn ? e−δε0 ∈ S(X). Nach Lemma 3.10 existiert ein P ∈ S(X) mit
Pn

v→ P , und ψ ist die kumulantenerzeugende Funktion von P . Man zeigt analog zum
Beweis von Proposition 2.4, daß die Fortsetzung ϕ von ψ auf Ld stetig und in jeder
Variablen holomorph ist. Da P̌ und exp ◦ϕ nach Voraussetzung auf E übereinstim-
men, folgt P̌ = exp ◦ϕ nach Proposition 2.4 und Lemma 2.6. Insbesondere besitzt die
Fourier-Transformierte P̂ von P die Gestalt P̂ (u) = exp

(
ϑ(u)

)
für u ∈ Rd, wobei

ϑ(u) = i〈a, u〉 − 1
2
〈Σu, u〉+

∫
N(u, y)µ(dy)− δ, u ∈ Rd,

und

(3.7) N(u, y) := exp(i〈u, y〉)− 1− i〈u, y〉
1 + |y|2 , (u, y) ∈ Rd × Rd.

Verwende nun, daß ‖P‖ = exp(−δ). Damit erhalten wir die Behauptung aus der
(Eindeutigkeit der) Lévy Khintchine-Darstellung von exp(δ)P ∈ P(X) (siehe z.B. Par-
thasarathy (1967), Theorem VI.4.10). ¤
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3.12 Bemerkung. Die Größen a, δ, Σ und µ sind nach dem Darstellungssatz charak-
teristische Größen der unendlich teilbaren Verteilung P ∈ S(X). Wir schreiben daher
P = [a,Σ, µ, δ], und gehen, falls keine näheren Angaben gemacht werden, davon aus,
daß die in Theorem 3.11 angegebenen Bedingungen an diese Größen erfüllt sind.

Wir führen nun in einem Spezialfall ähnliche Konvergenzuntersuchungen durch. Die
Methoden und die dabei erzielten Resultate sind zu den bereits durchgeführten Unter-
suchungen analog. Deshalb verweisen wir hier auf die entsprechenden Beweise.

3.13 Lemma. Für n ∈ N sei an ∈ E, δn ≥ 0 und %n ein Borel-Maß auf E, das die
Bedingung

∫
(|y| ∧ 1) %n(dy) < ∞ erfüllt. Definiere

ψn(λ) := 〈an, λ〉+
∫ (

1− exp(〈λ, y〉)) %n(dy) + δn, λ ∈ E.

Sei a ∈ E, δ ≥ 0 und % ein Borel-Maß auf E mit
∫

(|y| ∧ 1) %(dy) < ∞. Setze
γn(dy) := |y|(1 + |y|)−1%n(dy) und γ(dy) := |y|(1 + |y|)−1%(dy). Es gelte

(a) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

an +
∫

Uε(0)

y %n(dy)
)
− a

∣∣∣∣ = 0.

(b) 1E\Uε(0)
· γn

v−→ 1E\Uε(0)
· γ für alle ε > 0 mit γ

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(c) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

%n

(
E \ UR(0)

)
+ δn

)
− δ

∣∣∣∣ = 0.

Dann existiert der Grenzwert ψ(λ) := limn→∞ ψn(λ) für alle λ ∈ E◦, und dieser besitzt
die Darstellung

ψ(λ) = 〈a, λ〉+
∫ (

1− exp(〈λ, y〉)) %(dy) + δ, λ ∈ E◦.

Die Folge {ψn(λ)} ist genau dann für jedes λ ∈ E◦ (E) beschränkt, wenn die Folgen
{an}, {δn} beschränkt ist und die Bedingung supn∈N

∫ (|y| ∧ 1) %n(dy) < ∞ erfüllt ist.
In diesem Fall existiert eine Teilfolge von {ψn}, die den Bedingungen (a) – (c) genügt.

Beweis. Analog zu den Beweisen von Lemma 3.6, Lemma 3.7 und Lemma 3.8. ¤

3.14 Lemma. Sei a ∈ E, δ ≥ 0 und % ein Borel-Maß auf E mit
∫

(|y| ∧ 1) %(dy) < ∞.
Definiere

ψ(λ) := 〈a, λ〉+
∫ (

1− exp(〈λ, y〉)) %n(dy) + δn, λ ∈ E.

Dann existiert eine Folge {µn} von endlichen Borel-Maßen auf E derart, daß mit
an := a und δn := δ die Bedingungen von Lemma 3.13 erfüllt sind. Definiere

ψn(λ) := 〈an, λ〉+
∫ (

1− exp(〈λ, y〉)) %n(dy) + δn, λ ∈ E.
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Besitzt Pn ∈ S(E) die kumulantenerzeugende Funktion ψn, und sind die Bedingun-
gen von Lemma 3.13 erfüllt, so ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-
Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈ S(E), und es gilt Pn

v→ P .

Beweis. Analog zu den Beweisen von Lemma 3.9 und Lemma 3.10. ¤

3.15 Lemma. Sei {αn} ⊆ (0,∞) eine Folge und {kn} ⊆ N0 mit kn → ∞. Dann
besitzen die Folgen {αkn

n } und {ekn(αn−1)} dieselben Häufungswerte.

Beweis. Wir können (durch Teilfolgenbildung) o.B.d.A. annehmen, daß die jeweils
betrachtete Folge konvergiert. Gilt ekn(αn−1) → α ∈ [0,∞], so folgt kn(αn − 1) → ln α

und

αkn
n =

(
1 +

kn(αn − 1)
kn

)kn

−→ α.

Gilt umgekehrt αkn
n → α ∈ [0,∞], so folgt kn ln αn → ln α, und es sind drei Fälle

zu unterscheiden. Ist limn→∞ αn < 1, so folgt α = 0 und kn(αn − 1) → −∞. Ist
limn→∞ αn > 1, so folgt α = ∞ und kn(αn − 1) → ∞. Gilt schließlich αn → 1, so
können wir o.B.d.A. annehmen, daß αn 6= 1 für hinreichend großes n ∈ N, und erhalten
wegen (x− 1)/ ln x → 1 für x → 1

lim
n→∞

kn(αn − 1) = lim
n→∞

kn ln αn = ln α.

Damit folgt die Behauptung. ¤

3.16 Theorem (Nichtnegativität). P ∈ S(X) \ {0} ist genau dann eine unend-
lich teilbare Verteilung auf E, wenn die kumulantenerzeugende Funktion ψ von P die
Darstellung

ψ(λ) = 〈a, λ〉+
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) %(dy) + δ, λ ∈ E,

besitzt. Dabei ist a ∈ E, δ ≥ 0 und % ein Borel-Maß auf E\{0} mit
∫

(|y|∧1) %(dy) < ∞.

Beweis. (a) Wir zeigen zunächst, daß jede Funktion ψ mit der angegebenen Darstel-
lung eine unendlich teilbare Verteilung auf E definiert. Nach dem Darstellungssatz 3.11
ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral beschränkten unendlich teil-
baren Verteilung auf X. Daher genügt es zu zeigen, daß diese Verteilung auf E konzen-
triert ist. Nach Lemma 3.14 existiert eine Folge {%n} von endlichen Borel-Maßen auf
der Menge E derart, daß ψ(λ) = limn→∞ ψn(λ) für alle λ ∈ E◦, wobei

ψn(λ) := 〈a, λ〉+
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) %n(dy) + δ, λ ∈ E.

Nach Lemma 3.2 und Proposition 3.3 ist ψn die kumulantenerzeugende Funktion des
Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes Pn := εa ? P%n ? e−δε0 ∈ S(E). Durch eine erneute
Anwendung von Lemma 3.14 sehen wir, daß ψ die kumulantenerzeugende Funktion
eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes P ∈ S(E) ist.
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(b) Wir zeigen nun umgekehrt, daß jede unendlich teilbare Verteilung P ∈ S(E) \ {0}
eine kumulantenerzeugende Funktion mit der angegebenen Darstellung besitzt. Nach
Definition existiert zu jedem n ∈ N ein Pn ∈ S(X) mit P = P ?n

n . Offensichtlich gilt
Pn ∈ S(E) \ {0}. Wegen P̌ = (P̌n)n folgt mit Lemma 3.15

n
(
1− P̌n(λ)

) −→ ψ(λ), λ ∈ E.

Damit erhalten wir ψ(λ) = limn→∞ ψn(λ) für alle λ ∈ E, wobei

ψn(λ) :=
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) nPn(dy) + nδn, λ ∈ E,

und δn := 1−‖Pn‖. Da alle auftretenden Terme nichtnegativ sind, ist die Folge {nδn}
beschränkt, und es gilt supn∈N

∫
(|y|∧1)nPn(dy) < ∞. Nach Lemma 3.13 existiert eine

Teilfolge von {ψn}, die den dort angegebenen Bedingungen (a) – (c) genügt, d.h., es
existiert ein a ∈ E, ein δ ≥ 0 und ein Borel-Maß % auf E \ {0} mit

∫
(|y| ∧ 1) %(dy) < ∞

derart, daß

ψ(λ) = 〈a, λ〉+
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) %(dy) + δ, λ ∈ E◦.

Die Behauptung folgt nun durch stetige Fortsetzung auf E. ¤

4. Konvergenzsätze

4.1 Proposition. Sei P ∈ S(R) ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß. Ist P̂ : R 7→ C die
Fourier-Transformierte von P , so gilt

∫
exp(−y2/2) P (dy) =

1√
2π

∫
exp(−u2/2)P̂ (u) du.

Beweis. Definiere f : R 7→ R durch f(y) := exp(−y2/2) für y ∈ R. Die Fourier-
Transformierte von f ist gegeben durch

f̂(u) :=
1√
2π

∫
exp(−iuy)f(y) dy, u ∈ R.

Da f/
√

2π die Dichte der Standardnormalverteilung ist, folgt f̂(u) = exp(−u2/2) für
alle u ∈ R. Nach Rudin (1973), Theorem 7.7, gilt f(y) = (

√
2π)−1

∫
f̂(u) exp(iuy) du

für alle y ∈ R. Es folgt
∫

f(y)P (dy) =
1√
2π

∫ ∫
exp(−u2/2) exp(iuy) duP (dy)

=
1√
2π

∫
exp(−u2/2)P̂ (u) du.

Dabei ist die Vertauschung der Integrale wegen | exp(iuy)| = 1 zulässig. ¤
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4.2 Korollar. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen mit
Fourier-Transformierten P̂n. Gilt P̂n → 0 fast überall auf R, so folgt Pn

v→ 0.

Beweis. Wir erhalten
∫

exp(−y2/2) Pn(dy) → 0 mit Proposition 4.1 und dominierter
Konvergenz. Dies ist aber äquivalent zu Pn

v→ 0. ¤

4.3 Lemma. Sei {Pn} ⊆ S(X), πj : X 7→ R für 1 ≤ j ≤ d die j-te kanonische
Projektion und Pn

(πj) ∈ S(R) das zugehörige transportierte Maß.

(a) Gilt Pn
(πj) v→ 0 für ein 1 ≤ j ≤ d, so folgt Pn

v→ 0.

(b) Ist {P̌n
(πj)} für jedes 1 ≤ j ≤ d eine Folge mit beschränkten Laplace-Transformier-

ten, so ist {P̌n} eine Folge mit beschränkten Laplace-Transformierten.

Beweis. (a) Definiere f ∈ Ĉ(R) durch f(z) := exp(−z2/2) für z ∈ R. Nach dem
Transformationssatz gilt∫

f(yj)Pn(dy) =
∫

f(z)Pn
(πj)(dz) −→ 0.

Wegen exp(−|y|2/2) ≤ f(yj) für alle y ∈ Rd folgt die Behauptung.

(b) Wir zeigen die Aussage durch eine Induktion nach d ∈ N. Für d = 1 ist nichts zu
zeigen. Ist d > 1, so erhalten wir mit λ′ := (λ2, . . . , λd) und der Cauchy-Ungleichung

P̌n(λ) =
∫ d∏

j=1

exp(−λjyj)Pn(dy)

≤
( ∫

exp(−2λ1y1)Pn(dy)
)1/2( ∫ d∏

j=2

exp(−2λjyj)Pn(dy)
)1/2

=
(
P̌n

(π1)(2λ1)
)1/2(

P̌n
(π2,... ,πd)(2λ′)

)1/2
, λ ∈ E,

und die Behauptung folgt mit der Induktionsvoraussetzung. ¤

4.4 Lemma. Sei {Pn} ⊆ S(X) und {kn} ⊆ N0 mit kn →∞. Dann existiert genau dann
ein Kompaktum K ⊆ X mit limn→∞ P ?kn

n (K) > 0, wenn die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(a) lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

[−R,R]

y knPn(dy)
∣∣∣∣ < ∞ für alle R > 0.

(b) lim
n→∞

∫

[−R,R]

y2 knPn(dy) < ∞ für alle R > 0.

(c) lim
n→∞

knPn

(
R \ [−R, R]

)
< ∞ für alle R > 0.

(d) lim
n→∞

‖Pn‖kn > 0.

Beweis. Dies ist eine einfache Verallgemeinerung von Feller (1971), Lemma IX.7. ¤
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4.5 Definition. (a) Das zu einer in Theorem 3.11 betrachteten unendlich teilbaren
Verteilung P ∈ S(X) gehörende Borel-Maß µ auf (E∪Ur(0))\{0} heißt Spektralmaß

der Verteilung P . In der allgemeinen Theorie der unendlich teilbaren Verteilungen auf X
ist dieses Maß auf der Menge X\{0} definiert. Deshalb sprechen wir in unserem Fall von
einer spektral beschränkten Verteilung (dies bezieht sich auf die Beschränktheit
des Durchschnitts des Trägers von µ mit X\E). Ist das Spektralmaß auf E konzentriert,
so heißt die zugehörige unendlich teilbare Verteilung spektral positiv.

(b) Ist {Pn} eine Folge von spektral beschränkten unendlich teilbaren Verteilungen und
existiert ein r > 0 derart, daß das zu Pn gehörende Spektralmaß µn für jedes n ∈ N
auf

(
E ∪ Ur(0)

) \ {0} konzentriert ist, so nennen wir die Folge {Pn} gleichmäßig

spektral beschränkt.

Wir zeigen nun, daß wir auf gleichmäßig spektral beschränkte Folgen von unendlich
teilbaren Verteilungen auf X den Stetigkeitssatz für Laplace-Transformierte uneinge-
schränkt anwenden können.

4.6 Proposition. Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von gleichmäßig spektral beschränkten
unendlich teilbaren Verteilungen und K ⊆ X ein Kompaktum mit limn→∞ Pn(K) > 0.
Dann besitzt die Folge {Pn} beschränkte Laplace-Transformierte.

Beweis. (a) Wir zeigen zunächst den Fall d = 1. Mit Pn =: [an, σn, µn, δn] erhalten
wir die Darstellung

(4.1) ψn(λ) = anλ− 1
2
σnλ2 −

∫
M(λ, y)µn(dy) + δn, λ ∈ [0,∞),

wobei r > 0, an ∈ R, σn, δn ≥ 0 und µn ein Borel-Maß auf (−r,∞), das die Bedingung∫
(y2∧1)µn(dy) < ∞ erfüllt. Die Fourier-Transformierte P̂n von Pn besitzt die Gestalt

P̂n(u) = exp
(
ϑn(u)

)
für u ∈ R, wobei ϑn : R 7→ C durch

ϑn(u) = ianu− 1
2
σnu2 +

∫
N(u, y) µn(dy)− δn, u ∈ R,

gegeben ist. Dabei ist die Funktion N(·, ·) : R× R 7→ C nach Gleichung (3.7) definiert
durch

N(u, y) := exp(iuy)− 1− iuy

1 + y2
, (u, y) ∈ R× R.

Damit erhalten wir die Darstellung |P̂n(u)| = exp
(
Re ϑn(u)

)
des Absolutbetrages mit

(4.2) Reϑn(u) = −1
2
σnu2 −

∫ (
1− cos(uy)

)
µn(dy)− δn, u ∈ R.
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Beachte, daß alle hier auftretenden Größen nichtnegativ sind. Nehmen wir an, daß
eine der Folgen {σn}, {δn} ⊆ [0,∞) unbeschränkt ist, so erhalten wir o.B.d.A. (Teil-
folgenbildung) P̂n(u) → 0 für alle u ∈ R \ {0}, und mit Lemma 4.2 folgt Pn

v→ 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Wir nehmen nun an, daß supn∈N

∫
(−ε,ε)

y2µn(dy) = ∞
für alle ε > 0. Dann existiert eine Teilfolge von {Pn} (die wir genauso bezeichnen) mit∫
(−ε,ε)

y2µn(dy) →∞ für alle (rationalen) ε > 0. Sei 0 6= u ∈ R fest. Wählen wir ε > 0
so klein, daß 1 + r(uy) > 1/2 für alle |y| ≤ ε in der Taylor-Entwicklung

1− cos(uy) =
u2

2
y2(1 + r(uy)), y ∈ R,

so folgt

lim
n→∞

∫ (
1− cos(uy)

)
µn(dy) ≥ u2

4
lim

n→∞

∫

(−ε,ε)

y2 µn(dy) = ∞.

Damit erhalten wir mit (4.2) wiederum P̂n(u) → 0 für alle u ∈ R\{0}, also einen Wider-
spruch zur Voraussetzung. Damit existiert ein ε > 0 mit supn∈N

∫
(−ε,ε)

y2µn(dy) < ∞.

Wir zeigen als nächstes, daß für 0 < ε < r die Folge
{
µn

(
[−r, r] \ (−ε, ε)

)}
beschränkt

ist. Nach Korollar 4.2 besitzt die Borel-Menge

Γ :=
{

u ∈ R \ {0}
∣∣∣∣ lim

n→∞

∣∣P̂n(u)
∣∣ > 0

}

ein positives Lebesgue-Maß. Wähle ui ∈ Γ, i = 1, 2, derart, daß u2 6= 0 und u1/u2 6∈ Q.
Dies ist möglich, da die Menge

{
uq | q ∈ Q}

für jedes u ∈ Γ abzählbar ist und damit
Lebesgue-Maß Null besitzt. Wegen ui ∈ Γ für i = 1, 2 und (4.2) gilt

sup
n∈N

∫ (
1− cos(uiy)

)
µn(dy) < ∞, i = 1, 2.

Die durch f(y) :=
(
1 − cos(u1y)

)
+

(
1 − cos(u2y)

)
definierte Funktion f : R 7→ [0,∞)

besitzt auf dem Kompaktum I := [−r, r] \ (−ε, ε) keine Nullstellen und damit ein
positives Minimum. Wegen supn∈N

∫
f(y) µn(dy) < ∞ erhalten wir supn∈N µn(I) < ∞.

Wir gehen nun über zur kumulantenerzeugenden Funktion in der Darstellung (4.1) und
nehmen an, daß die Folge {P̌n(λ0)} für ein λ0 ∈ (0,∞) unbeschränkt ist, also o.B.d.A.
gegen Unendlich strebt. Setze bn := an −

∫
(r,∞)

y(1 + y2)−1 µn(dy) und schreibe

(4.3)

ψn(λ) = bnλ− 1
2
σnλ2 −

∫

[−r,r]

M(λ, y)µn(dy)

+
∫

(r,∞)

(
1− exp(−λy)

)
µn(dy) + δn, λ ∈ [0,∞).
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Beachte nun, daß die Folgen {σn} und {δn} beschränkt sind, und dies nach obigen
Überlegungen und Lemma 3.5 für {∫

[−r,r]
M(λ, y)µn(dy)} mit λ ∈ (0,∞) ebenfalls

gilt. Damit ist P̌n(λ0) →∞ nur möglich, wenn bn → −∞ und

(4.4) lim
n→∞

(
− λ0 +

1
|bn|

∫

(r,∞)

(
1− exp(−λ0y)

)
µn(dy)

)
≤ 0.

Setze nun kn := [|bn|] ∈ N0. Dann gilt kn → ∞. Wir definieren cn := bn/kn,
%n(dy) := 1(r,∞)(y)µn(dy)/kn und

ϕn(λ) := cnλ +
∫ (

1− exp(−λy)
)
%n(dy), λ ∈ [0,∞).

Offensichtlich gilt cn → −1. Wegen (4.4) erhalten wir

(
1− exp(−λ0r)

)
lim

n→∞
‖%n‖ ≤

∫ (
1− exp(−λ0y)

)
%n(dy) ≤ λ0.

Damit ist {‖%n‖} beschränkt. Insbesondere gilt supn∈N
∫

(y ∧ 1) %n(dy) < ∞, und nach
Lemma 3.13 können wir durch Teilfolgenbildung o.B.d.A. annehmen, daß a, δ ≥ 0 und
ein Borel-Maß % auf [0,∞) mit

∫
(y ∧ 1) %(dy) < ∞ derart existieren, daß

∫ (
1− exp(−λy)

)
%n(dy) −→ a +

∫ (
1− exp(−λy)

)
%(dy) + δ, λ ∈ (0,∞).

Beachte nun, daß %n auf (r,∞) konzentriert ist. Nach Bedingung (a) von Lemma 3.13
folgt a = 0. Mit (4.3) folgt wegen kn →∞ die Konvergenz

(4.5) ψn(λ)/kn −→ −λ +
∫ (

1− exp(−λy)
)
%(dy) + δ, λ ∈ (0,∞).

Ist Qn ∈ S(R) die zu ψn/kn gehörende spektral positive unendlich teilbare Verteilung,
so gilt Qn

v→ [−1, 0, %, δ] nach dem Stetigkeitssatz 2.14. Andererseits gilt offensicht-
lich Q?kn

n = Pn, und nach Lemma 4.4 (c) und (d) folgt Qn
w→ ε0 = [0, 0, 0, 0], im

Widerspruch zur Eindeutigkeit dieser Darstellung nach Theorem 3.11. Damit ist die
Behauptung gezeigt.

(b) Im allgemeinen Fall genügt es zu zeigen, daß jede Teilfolge von {Pn} eine weitere
Teilfolge mit beschränkten Laplace-Transformierten besitzt. Beachte dazu, daß für
1 ≤ j ≤ d das transportierte Maß Pn

(πj) relativ kompakt in S(R) ist. Also können wir
durch Teilfolgenbildung o.B.d.A. annehmen, daß zu 1 ≤ j ≤ d ein Pj ∈ S(R) existiert
mit Pn

(πj) v→ Pj . Nehmen wir an, daß Pj = 0 für ein 1 ≤ j ≤ d, so existiert nach
Lemma 4.3 (a) eine weitere Teilfolge, die, im Widerspruch zur Voraussetzung, vage
gegen Null strebt. Also gilt Pj 6= 0 für 1 ≤ j ≤ d. Nach Teil (a) besitzen die Folgen
{Pn

(πj)} für 1 ≤ j ≤ d beschränkte Laplace-Transformierte, und nach Lemma 4.3 (b)
gilt dies ebenfalls für die Folge {Pn}. ¤
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4.7 Theorem (Konvergenzsatz). Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von gleichmäßig
spektral beschränkten unendlich teilbaren Verteilungen mit Pn =: [an,Σn, µn, δn]. Dann
existiert genau dann ein P ∈ S(X)\{0} mit Pn

v→ P , wenn P eine spektral beschränkte
unendlich teilbare Verteilung ist und mit P =: [a,Σ, µ, δ] die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(a) an −→ a.

(b) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
(
〈Σnλ, λ〉+

∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 µn(dy)
)
− 〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣ = 0 für alle λ ∈ E◦.

(c) 1E\Uε(0)
· νn

v−→ 1E\Uε(0)
· ν für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(d) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

µn

(
E \ UR(0)

)
+ δn

)
− δ

∣∣∣∣ = 0.

Dabei ist νn(dy) := |y|2(1+|y|2)−1µn(dy) und ν(dy) := |y|2(1+|y|2)−1µ(dy). In diesem
Fall besitzt die Folge {Pn} beschränkte Laplace-Transformierte. Ist ψn die kumulanten-
erzeugende Funktion von Pn und ψ die kumulantenerzeugende Funktion von P , so gilt
limn→∞ ψn(λ) = ψ(λ) für alle λ ∈ E◦.

Beweis. Sind die angegebenen Bedingungen erfüllt, so folgt die Behauptung unmit-
telbar aus Lemma 3.7 und Lemma 3.10.

Existiert umgekehrt ein P ∈ S(X) \ {0} mit Pn
v→ P , so besitzt die Folge {Pn} nach

Proposition 4.6 beschränkte Laplace-Transformierte. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14
besitzt auch P eine endliche Laplace-Transformierte. Ist ψ die kumulantenerzeugende
Funktion von P , so erhalten wir ψn(λ) → ψ(λ) für alle λ ∈ E◦ nach Proposition 2.15.
Insbesondere ist die Folge {ψn(λ)} für alle λ ∈ E◦ beschränkt. Damit sind die Bedin-
gungen von Lemma 3.6 erfüllt. Nach Lemma 3.8 existiert zu jeder Teilfolge von {Pn}
eine weitere Teilfolge und Größen a, Σ, µ und δ derart, daß die Bedingungen (a)–(d) für
diese Teilfolge erfüllt sind. Nach dem bereits gezeigten Teil der Behauptung und dem
Darstellungssatz 3.11 sind a, Σ, µ und δ charakteristische Größen von P und hängen
daher nicht von der gewählten Teilfolge ab. Damit bleibt zu zeigen, daß die Folge {Pn}
selbst die Bedingungen (a)–(d) erfüllt. Dies ist im Fall von Bedingung (a) offensicht-
lich. Nehmen wir an, daß Bedingung (b) nicht erfüllt ist, so existieren ein ϑ > 0, eine
Nullfolge {εk} ⊆ (0,∞) und eine Teilfolge {Pln} mit

∣∣∣∣
(
〈Σlnλ, λ〉+

∫

Uεk
(0)

〈λ, y〉2 µln(dy)
)
− 〈Σλ, λ〉

∣∣∣∣ ≥ ϑ, k, n ∈ N,

im Widerspruch zur Existenz einer weiteren Teilfolge, die diese Bedingung erfüllt. Die
Gültigkeit von Bedingung (d) folgt analog. Beachte nun supn∈N

∫ (|y|2∧1) µn(dy) < ∞.
Damit existiert ein % > 0 mit ‖νn‖ ≤ % für alle n ∈ N. Ist ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0

vorgegeben, so setze τn := 1E\Uε(0)
·νn, τ := 1E\Uε(0)

·ν und verwende, daß τn/% ∈ S(X)
gilt. Da zu jeder Teilfolge von {τn/%} ⊆ S(X) eine weitere Teilfolge existiert, die vage
gegen τ/% strebt, gilt τn/%

v→ τ/%, also τn
v→ τ . Damit ist Bedingung (c) erfüllt. ¤
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Die in Theorem 4.7 aufgeführten Konvergenzkriterien werden in vielen Fällen nicht
benötigt. Daher formulieren wir den Stetigkeitssatz in einer darstellungsfreien Form.

4.8 Theorem (Stetigkeitssatz). Sei {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von gleichmäßig spek-
tral beschränkten unendlich teilbaren Verteilungen. Ist ψn die kumulantenerzeugende
Funktion von Pn, so existiert genau dann ein P ∈ S(X) \ {0} mit Pn

v→ P , wenn die
Folge ψn(λ) für jedes λ ∈ E◦ konvergiert. In diesem Fall ist P eine spektral beschränkte
unendlich teilbare Verteilung. Ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion von P , so gilt
limn→∞ ψn(λ) = ψ(λ) für alle λ ∈ E◦.

4.9 Lemma. Sei r > 0, {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen,
die auf E ∪ Ur(0) konzentriert sind, und {kn} ⊆ N0 mit kn →∞.

(a) Setze an :=
∫

y/(1 + |y|2)Pn(dy), δn := 1− ‖Pn‖ und Qn := [knan, 0, knPn, knδn].
Dann besitzen {(P̌n(λ)

)
kn} und {Q̌n(λ)} für jedes λ ∈ E dieselben Häufungswerte.

(b) Es existiere ein Kompaktum K ⊆ X mit limn→∞ P ?kn
n (K) > 0. Dann besitzt die

Folge {P ?kn
n } beschränkte Laplace-Transformierte.

Beweis. (a) Für festes λ ∈ E setze αn := P̌n(λ). Nach Lemma 3.15 besitzt die Folge
{αkn

n } dieselben Häufungswerte wie die Folge {exp
(− (

kn(1− αn)
))}. Es gilt

kn(1− αn) = kn

(
1−

∫
exp(−〈λ, y〉)Pn(dy)

)

= kn

( ∫ (
1− exp(−〈λ, y〉)) Pn(dy) + 1− ‖Pn‖

)

= kn

(
an −

∫
M(λ, y)Pn(dy) + 1− ‖Pn‖

)

= knan −
∫

M(λ, y) knPn(dy) + knδn.

Damit gilt Q̌n(λ) = exp
(− (

kn(1− αn)
))

für n ∈ N, und es folgt die Behauptung.

(b) Wir zeigen die Behauptung für d = 1. Der allgemeine Fall folgt dann wie im Be-
weis von Proposition 4.6. Nach (a) und Lemma 3.6 genügt es dazu zu zeigen, daß
die Folgen {knan} und {knδn} beschränkt sind und supn∈N

∫ (
y2 ∧ 1) knPn(dy) < ∞

gilt. Verwende dazu die Bedingungen (a)–(d) von Lemma 4.4. Nach den Bedingun-
gen (a) und (c) ist die Folge {knan} beschränkt. Nach (d) gilt limn→∞ ‖Pn‖kn > 0,
also limn→∞ exp(kn(‖Pn‖ − 1) > 0 nach Lemma 3.15. Dies ist aber äquivalent zur
Beschränktheit der Folge {knδn}. Schließlich folgt supn∈N

∫ (
y2∧1) knPn(dy) < ∞ aus

den Bedingungen (b) und (c). ¤
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4.10 Bemerkung. Ist r > 0, Pn ∈ S(X) ein auf E ∪ Ur(0) konzentriertes Sub-
Wahrscheinlichkeitsmaß und k ∈ N0, so heißt die spektral beschränkte unendlich teil-
bare Verteilung Q := [ka, 0, kP, kδ] aus Lemma 4.9 die P ?k begleitende unendlich

teilbare Verteilung. Wir führen mit diesem Lemma das Konvergenzverhalten der
Folge {P ?kn

n } auf das Konvergenzverhalten der Folge {Qn} der begleitenden unendlich
teilbaren Verteilungen zurück, und erhalten auf diese Weise einen Approximationssatz
für spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilungen.

4.11 Theorem (Approximationssatz). Sei r > 0, {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von
Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen, die auf E ∪ Ur(0) konzentriert sind, und {kn} ⊆ N0

mit kn → ∞. Es existiert genau dann ein P ∈ S(X) \ {0} mit P ?kn
n

v→ P , wenn P

eine spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilung ist und mit P =: [a,Σ, µ, δ] die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a)
∫

y

1 + |y|2 knPn(dy) −→ a.

(b) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 knPn(dy)− 〈Σλ, λ〉
∣∣∣∣ = 0 für alle λ ∈ E◦.

(c) 1E\Uε(0)
· νn

v−→ 1E\Uε(0)
· ν für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(d) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣kn

(
Pn

(
E \ UR(0)

)
+ δn

)
− δ

∣∣∣∣ = 0.

Dabei ist νn(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1knPn(dy), ν(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µ(dy) und
δn := 1− ‖Pn‖. In diesem Fall besitzt die Folge {P ?kn

n } beschränkte Laplace-Transfor-
mierte. Ist ψn die kumulantenerzeugende Funktion von Pn und ψ die kumulantener-
zeugende Funktion von P , so gilt limn→∞ knψn(λ) = ψ(λ) für alle λ ∈ E◦.

Beweis. Setze an :=
∫

y/(1 + |y|2)Pn(dy) und Qn := [knan, 0, knPn, knδn]. Nach
Lemma 4.9 (a) besitzen die Folgen {(P̌n(λ)

)
kn} und {Q̌n(λ)} für jedes λ ∈ E dieselben

Häufungswerte.

Existiert ein P ∈ S(X) \ {0} mit P ?kn
n

v→ P , so besitzt {P ?kn
n } nach Lemma 4.9 (a) be-

schränkte Laplace-Transformierte. Nach dem Stetigkeitssatz 2.14 besitzt P eine endli-
che Laplace-Transformierte, und es gilt

(
P̌n(λ)

)
kn → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦. Eine erneute

Anwendung des Stetigkeitssatzes liefert Qn
v→ P . Nach dem Konvergenzsatz 4.7 ist P

eine spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilung, und mit P =: [a, Σ, µ, δ] sind
die Bedingungen (a)–(d) erfüllt. Sind umgekehrt diese Bedingungen erfüllt, so existiert
nach dem Konvergenzsatz 4.7 eine spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilung
P ∈ S(X) \ {0} mit Qn

v→ P und Q̌n(λ) → P̌ (λ) für alle λ ∈ E◦. Nach Proposition 4.6
besitzt die Folge {Qn} beschränkte Laplace-Transformierte. Damit folgt P ?kn

n
v→ P

mit dem Stetigkeitssatz 2.14. ¤
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Auch in diesem Fall erhalten wir eine darstellungsfreie Form des Stetigkeitssatzes, falls
die Konvergenzkriterien nicht benötigt werden.

4.12 Theorem (Stetigkeitssatz). Sei r > 0, {Pn} ⊆ S(X) eine Folge von Sub-
Wahrscheinlichkeitsmaßen, die auf E ∪ Ur(0) konzentriert sind, und {kn} ⊆ N0 mit
kn → ∞. Ist ψn die kumulantenerzeugende Funktion von Pn, so existiert genau dann
ein P ∈ S(X) \ {0} mit Pn

v→ P , wenn die Folge knψn(λ) für jedes λ ∈ E◦ konvergiert.
In diesem Fall ist P eine spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilung. Ist ψ die
kumulantenerzeugende Funktion von P , so gilt limn→∞ knψn(λ) = ψ(λ) für alle λ ∈ E◦.

5. Anmerkungen & Literatur

Eine allgemeine Darstellung der Theorie der schwachen Konvergenz endlicher Borel-Maße findet man

in Parthasarathy (1967). Zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung lokal kompakter Hausdorff-Räume ver-

gleiche Cohn (1980). Die Metrisierbarkeit des Raumes der Wahrscheinlichkeitsmaße im Fall der Voll-

ständigkeit und Separabilität wird z.B. in Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 3, behandelt.

Die Darstellung der Laplace-Transformation auf dem Raum S(X) wurde der bekannten Darstellung auf

dem Raum S(E) angepaßt. Hier wurde auf größtmögliche Allgemeinheit verzichtet. Zum Beispiel wer-

den keine notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Endlichkeit der Laplace-Transformierten

untersucht. Zum Nachweis des Stetigkeitssatzes wird in Proposition 2.11 ein Argument von Grim-

vall (1974) verwendet. Die Bedingung der punktweisen Beschränktheit der Laplace-Transformierten

geht ursprünglich auf Feller (1971) zurück, wo in Abschnitt XIII.1 der Stetigkeitssatz für beliebige

Borel-Maße auf E formuliert wird.

Die Anwendung der Laplace-Transformation auf unendlich teilbare Verteilungen auf X, die nicht auf E

konzentriert sind, ist in der Literatur unüblich. Deshalb mußte dieses Laplace-Kalkül hier eigens

entwickelt werden. Die Darstellung orientiert sich an Parthasarathy (1967), wo die allgemeine Form

der Fourier-Transformierten von unendlich teilbare Verteilungen auf einem Hilbert-Raum zu finden ist.

Die notwendigen und hinreichenden Konvergenzbedingungen wurden im eindimensionalen erstmals

von Gnedenko & Kolomogorov (1975) nachgewiesen.



KAPITEL II

DEFINITION & EIGENSCHAFTEN

Vorbemerkungen

Sei (S, %) ein vollständiger und separabler metrischer Raum und B(S) der Banachraum
der beschränkten Borel-meßbaren Funktionen auf S mit Werten in R. Für uns ist ein
(zeitlich homogener) Markov-Prozeß mit Zustandsraum S immer durch eine Übergangs-
funktion auf S definiert. Dies ist eine Familie {P (t, x) | (t, x) ∈ [0,∞)× S} ⊆ P(S), die
die folgenden Bedingungen erfüllt:

(a) P (0, x) = εx, x ∈ S.

(b) P (·, ·, Γ) ∈ B([0,∞)× S), Γ ∈ B(S).

(c) P (s + t, x, Γ) =
∫

P (t, y, Γ) P (s, x, dy), s, t ≥ 0, x ∈ E, Γ ∈ B(S).

Bedingung (c) ist die Chapman Kolmogorov-Gleichung. Wir bezeichnen einen stochasti-
schen Prozeß Z := {Z(t) | t ≥ 0} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit
Zustandsraum S als einen zu {P (t, x)} korrespondierenden Prozeß, falls

P
(
Z(s + t) ∈ Γ | FZ

s

)
= P

(
t, Z(s),Γ

)
, s, t ≥ 0, Γ ∈ B(S).

Dabei ist FZ
t die von {Z(s) | 0 ≤ s ≤ t} erzeugte σ-Algebra. Ein zu einer Übergangs-

funktion auf S korrespondierender Prozeß ist notwendig ein Markov-Prozeß. Umgekehrt
läßt sich zu jeder Übergangsfunktion auf S und jedem ν ∈ P(S) mit Hilfe des Kolmogo-
rovschen Fortsetzungssatzes ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf dem Raum Ω := S[0,∞)

derart konstruieren, daß durch Z(t, ω) := πt(ω) ein korrespondierender Prozeß defi-
niert ist und Z(0) die Verteilung ν besitzt. Dabei ist πt : Ω 7→ S für t ≥ 0 die durch
πt(ω) := ω(t) definierte kanonische Projektion. Die endlichdimensionalen Verteilungen
von Z sind durch {P (t, x)} eindeutig bestimmt.

Ist der Raum (S, %) lokal kompakt, so kann die Definition einer Übergangsfunktion auf S
verallgemeinert werden. Wir verlangen hier lediglich, daß {P (t, x)} ⊆ S(S) gilt. Ist
P∆(t, x) für (t, x) ∈ [0,∞)×S die Fortsetzung von P (t, x) zu einem Wahrscheinlichkeits-
maß auf S∆, und setzen wir P∆(t,∆) := ε∆ für t ≥ 0, so ist {P∆(t, x)} ⊆ P(S∆) eine
Übergangsfunktion auf S∆ (erweiterte Übergangsfunktion), und es existiert ein korre-
spondierender Markov-Prozeß mit Zustandsraum S∆. Wir nennen die Übergangsfunk-
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tion {P (t, x)} konservativ, falls P (t, x) ∈ P(S) für alle (t, x) ∈ [0,∞) × S, andernfalls
defekt. Beachte, daß {P∆(t, x)} ⊆ P(S∆) stets konservativ ist. Eine Übergangsfunkti-
on {P (t, x)} auf S heißt stochastisch stetig, falls P (t, x) v→ εx für jedes x ∈ S und t → 0.
Dies bedeutet, daß für jedes x ∈ S der korrespondierende Prozeß mit Startverteilung εx

in Null stochastisch stetig ist.

Zu einer Übergangsfunktion {P (t, x)} ⊆ S(S) definiere für t ≥ 0 den linearen Operator
T (t) : Ĉ(S) 7→ B(S) durch

T (t)f(x) :=
∫

f(y)P (t, x, dy), f ∈ Ĉ(S).

Dieser Operator ist für jedes t ≥ 0 eine positive Kontraktion. Die Familie {T (t) | t ≥ 0}
bildet eine Operatorhalbgruppe, die sogenannte korrespondierende Halbgruppe. Sie
wird als Feller-Halbgruppe bezeichnet, falls T (t) für jedes t ≥ 0 den Raum Ĉ(S) in sich
selbst abbildet und die Abbildung T (·)f : [0,∞) 7→ Ĉ(S) für jedes f ∈ Ĉ(S) in Null
stetig ist. Jede Feller-Halbgruppe besitzt einen infinitesimalen Erzeuger G. Dies ist ein
linearer Operator auf Ĉ(E), der durch

Gf := lim
t→0

T (t)f − f

t
, f ∈ D(G),

definiert ist. Dabei ist D(G) der dichte Unterraum aller f ∈ Ĉ(E), für die der Grenzwert
existiert. Der Operator G ist abgeschlossen, d.h., er besitzt einen abgeschlossenen
Graphen G(G), und bestimmt eindeutig die zugehörige Kontraktionshalbgruppe {T (t)}.
In den meisten Fällen ist es unmöglich, D(G) (und damit G) vollständig zu bestimmen.
Es genügt jedoch oft, G auf einem hinreichend großen Unterraum von D(G) zu kennen.
Ein dichter Unterraum D ⊆ Ĉ(E) heißt Core von G, falls der Abschluß des Graphen
der Einschränkung von G auf D den Operator G selbst liefert, d.h., G(G|D) = G, und
damit G durch seine Werte auf D eindeutig bestimmt ist.

1. Zusammenfassung

Wir betrachten den Raum E := [0,∞)d für ein d ∈ N und verwenden die in Kapitel I ein-
geführten Bezeichnungen. Ein Verzweigungsprozeß ist ein (zeitlich homogener) Markov-
prozeß mit Zustandsraum E∆ , dessen zugehörige Übergangsfunktion {P (t, x)} ⊆ S(E)
die Verzweigungseigenschaft

(1.1) P (t, x + y) = P (t, x) ? P (t, y), t ∈ [0,∞), x, y ∈ E,

erfüllt. In diesem Kapitel wird ausgehend von dieser Verzweigungseigenschaft auf rein
analytischem Wege die Struktur der zugehörigen Verzweigungsübergangsfunktion be-
stimmt. Wir formulieren eine zusätzliche Regularitätsbedingung, unter der wir die
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allgemeine Form und alle wesentlichen Eigenschaften einer solchen Verzweigungsüber-
gangsfunktion vollständig bestimmen können. Wie sich im Verlauf der Untersuchungen
herausstellen wird, schließt diese Regularitätsbedingung, von der wir in dieser Darstel-
lung ausgehen, lediglich pathologische Fälle aus.

Wir untersuchen in Abschnitt 2, ausgehend von der Verzweigungseigenschaft (1.1), die
Darstellung der Laplace-Transformierten von P (t, x) für (t, x) ∈ [0,∞)×E. Es kann ge-
zeigt werden, daß diese Laplace-Transformierten durch eine Funktion ψ : [0,∞)×E 7→ E
in der Form

(1.2) P̌ (t, x, λ) = exp
(− 〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E,

dargestellt werden können. Wir nennen ψ kurz die kumulantenerzeugende Funktion
der Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)}. Die Chapman Kolmogorov-Gleichung
wird hier durch die Funktionalgleichung

(1.3) ψ(s + t, λ) = ψ(s, ψ(t, λ)), s, t ≥ 0, λ ∈ E,

ausgedrückt. Anschließend untersuchen wir, unter welchen Bedingungen eine Verzwei-
gungsübergangsfunktion durch eine solche Funktion ψ gegeben ist.

In Abschnitt 3 befassen wir uns mit der stochastischen Stetigkeit einer Verzweigungs-
übergangsfunktion {P (t, x)}. Wir können hier mit Hilfe der Darstellung (1.2) und
der Funktionalgleichung (1.3) zeigen, daß eine Verzweigungsübergangsfunktion in allen
nichtpathologischen Fällen stochastisch stetig ist. Damit kann nachgewiesen werden,
daß die zugehörige Operatorhalbgruppe {T (t)} eine Feller-Halbgruppe ist.

Ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion einer Verzweigungsübergangsfunktion, so
existiert der Differentialquotient

(1.4) L(λ) :=
∂ψ(t, λ)

∂t

∣∣∣∣
t=0

, λ ∈ E◦,

was in Abschnitt 4 gezeigt wird. Dies ist der Schlüssel zu fast allen weiteren Er-
gebnissen. Die einzelnen Komponenten Lj der Funktion L : E◦ 7→ Rd können zu
kumulantenerzeugenden Funktionen von spektral positiven unendlich teilbaren Ver-
teilungen Pj ∈ S(X) fortgesetzt werden. Wir können aus (1.3) und (1.4) folgern,
daß die Funktion ψ(·, λ) : E 7→ Rd für jedes λ ∈ E das autonome Anfangswert-
problem y′ = L(y), y(0) = λ löst (diese Differentialgleichung entspricht der Kolmo-
gorovschen Rückwärtsgleichung des zugehörigen Markov-Prozesses). Für λ ∈ E◦ ist
dieses Anfangswertproblem sogar eindeutig lösbar. Damit ist die kumulantenerzeu-
gende Funktion ψ einer Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} eindeutig durch die
(Fortsetzung der) Funktion L : E 7→ Rd bestimmt. Wir bezeichnen deshalb die Funk-
tion L oder das Tupel P := (P1, . . . , Pd) als die Charakterisierung der Verzweigungs-
übergangsfunktion {P (t, x)}. Ferner kann gezeigt werden, daß die einzelnen Kompo-
nenten ψj der kumulantenerzeugenden Funktion ψ ein System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen lösen (das der Kolmogorovschen Vorwärtsgleichung des zugehörigen
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Markov-Prozesses entspricht). Als ein weiteres Resultat erhalten wir, daß die Funktion
P (·, x) : [0,∞) 7→ S(E) für jedes x ∈ E stetig in der schwachen Topologie ist. Schließlich
kann mit (1.4) der infinitesimale Erzeuger G der zugehörigen Feller-Halbgruppe {T (t)}
bestimmt werden. Dieser ist eindeutig bestimmt durch

(1.5) Gfλ(x) = −〈x, L(λ)〉 fλ(x), λ ∈ E◦.

Dabei ist fλ ∈ Ĉ(E) für λ ∈ E◦ durch fλ(x) := exp(−〈λ, x〉) für x ∈ E definiert. Wir
beschließen dieses Kapitel mit einigen Betrachtungen zur Konservativität.

2. Übergangsfunktionen

2.1 Definition. Eine Übergangsfunktion {P (t, x)} auf E heißt Verzweigungsüber-

gangsfunktion, falls

(2.1) P (t, x + y) = P (t, x) ? P (t, y), t ∈ [0,∞), x, y ∈ E.

Wir nennen eine Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} nichtdegeneriert, falls
ein Paar (t0, x0) ∈ (0,∞) × E◦ existiert mit P (t0, x0) 6= 0, und regulär, falls ein
t0 ∈ (0,∞) existiert mit P

(
t0, ej , E \ {0}) > 0 für alle 1 ≤ j ≤ d.

2.2 Bemerkung. Die Nichtdegeneriertheit einer Verzweigungsübergangsfunktion be-
deutet, daß bei einer Startpopulation, in der jeder Typ mit einer positiven Größe auf-
tritt, ein Zeitpunkt existiert, zu der die Population (noch) nicht fast sicher unendlich
groß geworden ist. Eine degenerierte Verzweigungsübergangsfunktion weist daher auf
eine falsche Modellbildung hin und ist in diesem Sinne ein pathologischer Fall. Wir wer-
den sehen, daß im Fall der Nichtdegeneriertheit die Population zu keinem Zeitpunkt
fast sicher unendlich groß ist. Im nächsten Abschnitt erfolgt eine analoge Interpretation
irregulärer Verzweigungsübergangsfunktionen.

2.3 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion. Dann gilt für jedes
t ∈ [0,∞) und jedes Paar x, y ∈ E

(2.2) P̌ (t, x + y, λ) = P̌ (t, x, λ) · P̌ (t, y, λ), λ ∈ E.

Beweis. Dies ist gerade Lemma I.3.2. ¤

2.4 Bemerkung. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion. Ist t0 ∈ (0,∞)
mit P

(
t0, ej , E \ {0}) > 0 für 1 ≤ j ≤ d, so folgt P (t0, x0) 6= 0 mit x0 :=

∑d
j=1 ej und

Lemma 2.3. Daher ist jede reguläre Verzweigungsübergangsfunktion nichtdegeneriert.
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2.5 Lemma. Sei P ∈ S(E) ein Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß. Gilt P̌ (λ) < 1 für ein
λ ∈ E◦, so gilt dies für alle λ ∈ E◦. Gilt P̌ (λ) > 0 für ein λ ∈ E◦, so gilt dies ebenfalls
für alle λ ∈ E◦.

Beweis. Wir zeigen die Umkehrungen. Gilt P̌ (λ) = 1 für ein λ ∈ E◦, so folgt
P (E) = P̌ (0) = 1. Damit gilt P ∈ P(E) und

∫ (
1 − exp(−〈λ, y〉)) P (dy) = 0, also

P = ε0, d.h., P̌ (λ) = 1 für alle λ ∈ E◦. Ist P̌ (λ) = 0 für ein λ ∈ E◦, so folgt P = 0,
also P̌ (λ) = 0 für alle λ ∈ E◦. ¤

2.6 Theorem (Kumulantenerzeugende Funktion). Sei {P (t, x)} eine nichtde-
generierte Verzweigungsübergangsfunktion. Dann gibt es zu jedem (t, λ) ∈ [0,∞) × E
ein eindeutig bestimmtes ψ(t, λ) ∈ E mit

(2.3) P̌ (t, x, λ) = exp
(− 〈x, ψ(t, λ)〉), x ∈ E.

Die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E ist für jedes λ ∈ E Borel-meßbar mit ψ(0, λ) = λ und
erfüllt die Funktionalgleichung

(2.4) ψ(s + t, λ) = ψ(s, ψ(t, λ)), s, t ≥ 0, λ ∈ E.

Die Funktion ψj(t, ·) : E 7→ [0,∞) ist für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0,∞) die kumulantener-
zeugende Funktion von P (t, ej). Wir nennen ψ : [0,∞) × E 7→ E kurz die kumulan-

tenerzeugende Funktion von {P (t, x)}.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß P (t, 0) = ε0 für alle t ≥ 0. Nach Voraussetzung
existiert ein Paar (t0, x0) ∈ (0,∞)× E◦ mit P (t0, x0) 6= 0. Wegen Lemma 2.3 gilt

P̌ (t0, x0, λ) = P̌ (t0, x0, λ) · P̌ (t0, 0, λ), λ ∈ E.

Wegen P̌ (t0, x0, λ) 6= 0 für alle λ ∈ E folgt P̌ (t0, 0, λ) = 1 für alle λ ∈ E, d.h., es gilt
P (t0, 0) = ε0. Ferner gilt

P̌ (t, 0, λ) = P̌ (t, 0, λ)2, t ∈ [0,∞), λ ∈ E.

Mit Lemma 2.5 folgt P (t, 0) = ε0 oder P (t, 0) = 0 für t ≥ 0. Damit ist P (t, 0) = ε0

äquivalent zu P (t, 0,E) > 0. Verwende nun die Chapman Kolmogorov-Gleichung

(2.5) P (s + t, x, E) =
∫

P (t, y, E)P (s, x, dy), s, t ≥ 0, x ∈ E.

Damit folgt P (t, 0, E) > 0 (also P (t, 0) = ε0) für t ∈ [ 0, t0] wegen

0 < P (t0, 0,E) =
∫

P (t0 − t, y, E) P (t, 0, dy), t ∈ [ 0, t0].
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Unter erneuter Verwendung von (2.5) erhält man P (t0 + t, 0) = ε0 für t ∈ [ 0, t0], d.h.,
P (t, 0) = ε0 für t ∈ [ 0, 2t0], und die Behauptung folgt mit vollständiger Induktion. Wir
verwenden nun die aus Lemma 2.3 resultierende Darstellung

(2.6) P̌ (t, x, λ) =
d∏

j=1

P̌ (t, xjej , λ), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E.

Nach Voraussetzung gilt
∏d

j=1 P̌ (t0, 〈x0, ej〉ej , λ) > 0 für alle λ ∈ E. Damit folgt
P (t0, 〈x0, ej〉ej) 6= 0 für 1 ≤ j ≤ d, und wie vorher erhält man P (t, 〈x0, ej〉ej) 6= 0
für t ∈ [ 0, t0] mit (2.5). Sei nun 1 ≤ j ≤ d, t ∈ [ 0, t0] und λ ∈ E fest. Definiere die
Funktion ϕj : [0,∞) 7→ [0,∞) durch

ϕj(ξ) := P̌ (t, ξej , λ), ξ ∈ [0,∞).

Nach Lemma 2.3 gilt

ϕj(η + ξ) = ϕj(η)ϕj(ξ), η, ξ ∈ [0,∞).

Nach Bedingung (b) der Definition einer Übergangsfunktion ist die Funktion ϕj Borel-
meßbar. Nach Hille & Phillips (1957), Theorem 9.7.1, ist damit ϕj auf (0,∞) stetig.
Ist ϕj auch in Null stetig, so existiert ein (eindeutig bestimmtes) ψj(t, λ) ∈ [0,∞) mit

(2.7) ϕj(ξ) = exp
(− ξψj(t, λ)

)
, ξ ∈ [0,∞).

Beachte, daß 〈x0, ej〉 > 0 und ϕj(〈x0, ej〉) = P̌ (t, 〈x0, ej〉ej , λ) > 0. Für h → 0 gilt

ϕj(h)ϕj(〈x0, ej〉) = ϕj(h + 〈x0, ej〉) −→ ϕj(〈x0, ej〉),

also ϕj(h) → 1 = ϕj(0). Mit (2.6) und (2.7) erhalten wir

(2.8)
P̌ (t, x, λ) =

d∏

j=1

exp
(− 〈x, ej〉ψj(t, λ)

)

= exp
(− 〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [ 0, t0]× E, λ ∈ E,

wobei ψ(t, λ) := (ψ1(t, λ), . . . , ψd(t, λ)). Für s, t ∈ [ 0, t0] folgt mit der Chapman-Kol-
mogorov-Gleichung

(2.9)

P̌ (s + t, x, λ) =
∫

exp(−〈λ, y〉)P (s + t, x, dy)

=
∫ ∫

exp(−〈λ, y〉)P (t, z, dy)P (s, x, dz)

=
∫

exp
(− 〈z, ψ(t, λ)〉) P (s, x, dz)

= P̌
(
s, x, ψ(t, λ)

)
= exp

(− 〈x, ψ(s, ψ(t, λ))〉), x, λ ∈ E.
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Setzt man ψ(t0 + t, λ) := ψ(t0, ψ(t, λ)) für λ ∈ E, so gilt damit Gleichung (2.3) für
(t, λ) ∈ [ 0, 2t0] × E sowie die Funktionalgleichung (2.4) für s, t ∈ [ 0, t0] und λ ∈ E.
Die allgemeine Gültigkeit folgt mit vollständiger Induktion. Die Borel-Meßbarkeit der
Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E folgt unmittelbar aus der Meßbarkeitseigenschaft einer
Übergangsfunktion und der Darstellung ψj(·, λ) = − log P̌ (·, ej , λ) für 1 ≤ j ≤ d.
Wegen P (0, ej) = εej

für 1 ≤ j ≤ d gilt ψ(λ) = λ für alle λ ∈ E. ¤

Wir ziehen nun aus Theorem 2.6 zwei einfache Schlußfolgerungen, von denen die erste
offensichtlich ist und die zweite für spätere Anwendungen benötigt wird.

2.7 Korollar. Sei {P (t, x)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsübergangsfunktion.
Dann gilt P (t, x) 6= 0 für alle (t, x) ∈ [0,∞)× E und P (t, 0) = ε0 für alle t ∈ [0,∞).

2.8 Korollar. Sei {P (t, x)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsübergangsfunktion.
Existiert ein t0 > 0 mit P (t, ej) ∈ P(E) für alle t ∈ [0, t0] und alle 1 ≤ j ≤ d, so ist
{P (t, x)} konservativ.

Beweis. Sei ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funktion. Aufgrund der Dar-
stellung (2.3) genügt es zu zeigen, daß ψ(t, 0) = 0 für alle t ≥ 0. Nach Voraussetzung
gilt dies für alle t ∈ [0, t0]. Verwende nun die Funktionalgleichung (2.4). Danach gilt
ψ(s + t, 0) = ψ(s, ψ(t, 0)) = 0 für s, t ∈ [0, t0]. Die Behauptung folgt nun mit vollstän-
diger Induktion. ¤

Wir benötigen zur Umkehrung von Theorem 2.6 zwei technische Hilfsmittel. Die hier
eingeführte Algebra A ⊆ Ĉ(E) wird uns bis zum Ende dieser Arbeit begleiten.

2.9 Lemma. Zu λ ∈ E◦ definiere fλ ∈ Ĉ(E) durch fλ(x) := exp(−〈λ, x〉) für x ∈ E.
Dann ist die von {fλ | λ ∈ E◦} erzeugte Algebra A := 〈fλ | λ ∈ E◦〉 dicht in Ĉ(E).

Beweis. Die Menge A ist nach Definition eine Algebra in Ĉ(E), die auf E nirgends
verschwindet. Sind x, y ∈ E mit fλ(x) = fλ(y) für alle λ ∈ E◦, so folgt 〈λ, x − y〉 = 0
für alle λ ∈ E◦. Wegen X = E◦ − E◦ erhält man x = y. Damit ist A nach dem Satz
von Stone -Weierstraß (siehe Cohn (1980), Appendix D.23) dicht in Ĉ(E). ¤

2.10 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Familie von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen auf E mit

P̌ (t, x, λ) = exp(−〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E.

Ist die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E◦ Borel-meßbar, so ist die Abbildung
P (·, ·, Γ) : [0,∞)× E 7→ [0,∞) für jedes Γ ∈ B(E) Borel-meßbar.
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Beweis. Betrachte A = 〈fλ | λ ∈ E◦〉. Sei λ ∈ E◦ zunächst fest. Nach Vorausset-
zung ist die durch τ(t, x) := (x, ψ(t, λ)) definierte Abbildung τ : [0,∞) × E 7→ E × E
Borel-meßbar. Offensichtlich ist die durch σ(x, y) := exp(−〈x, y〉)definierte Abbildung
σ : E× E 7→ R ebenfalls Borel-meßbar. Wegen P̌ (t, x, λ) = (σ ◦ τ)(t, x) folgt daher

∫
fλ dP (·, ·) = P̌ (·, ·, λ) ∈ B([0,∞)× E), λ ∈ E◦.

Da A dicht in Ĉ(E) ist, ist auch die Abbildung
∫

f dP (·, ·) für f ∈ Ĉ(E) Borel-meßbar.
Mit der üblichen Approximation von Indikatorfunktionen folgt die Meßbarkeit von
P (·, ·,K) für jedes Kompaktum K ⊆ E. Da jedes endliche Borel-Maß auf Rd regu-
lär ist (vergleiche Cohn (1980), Proposition 1.5.6), gilt

P (t, x, Γ) = sup{P (t, x,K) | K ⊆ Γ kompakt}, x ∈ E, Γ ∈ B(E),

was die Borel-Meßbarkeit von P (·, ·, Γ) für jedes Γ ∈ B(E) liefert. ¤

2.11 Proposition. Für λ ∈ E sei ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E eine Abbildung mit ψ(0, λ) = λ

und

(2.10) ψ(s + t, λ) = ψ(s, ψ(t, λ)), s, t ≥ 0, λ ∈ E.

Ist ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E Borel-meßbar und {P (t, x)} eine Familie von
Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßen auf E mit Darstellung

(2.11) P̌ (t, x, λ) = exp
(− 〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E,

so ist {P (t, x)} eine nichtdegenerierte Verzweigungsübergangsfunktion.

Beweis. Die Verzweigungseigenschaft und die Nichtdegeneriertheit folgen direkt aus
Gleichung (2.11). Es bleiben also nur die Eigenschaften einer Übergangsfunktion zu
zeigen. Wegen ψ(0, λ) = λ für λ ∈ E gilt P (0, x) = εx für x ∈ E. Zum Nachweis der
Chapman Kolmogorov-Gleichung berechnen wir die Laplace-Transformierte auf beiden
Seiten. Mit der Funktionalgleichung (2.10) erhalten wir

P̌ (s + t, x, λ) = exp
(− 〈x, ψ(s, (ψ(t, λ))〉), s, t ∈ [0,∞), x, λ ∈ E.

Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten Seite überein, denn die Darstellung (2.11)
liefert ∫ ∫

exp(−〈λ, y〉)P (t, z, dy)P (s, x, dz)

=
∫

P̌ (t, z, λ)P (s, x, dz)

=
∫

exp
(− 〈z, ψ(t, λ)〉)P (s, x, dz)

= exp
(− 〈x, ψ(s, ψ(t, λ))〉), s, t ∈ [0,∞), x, λ ∈ E.

Die Meßbarkeitseigenschaft einer Übergangsfunktion folgt aus Lemma 2.10. ¤
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2.12 Bemerkung. Proposition 2.11 ist ein einfaches Kriterium dafür, wann eine Über-
gangsfunktion eine Verzweigungsübergangsfunktion ist. Viel schwieriger ist es, die
Klasse aller Übergangsfunktion zu finden, die die Voraussetzungen von Proposition 2.11
erfüllen. Dies wird uns in Abschnitt III.3 beschäftigen.

3. Stochastische Stetigkeit

3.1 Lemma. Sei {P (t, x)} eine reguläre Verzweigungsübergangsfunktion und ψ die zu-
gehörige kumulantenerzeugende Funktion. Dann gilt

(3.1) ψ(t, λ) ∈ E◦, (t, λ) ∈ [0,∞)× E◦.

Beweis. Nach der Regularitätsbedingung gibt es zu jedem 1 ≤ j ≤ d ein λj ∈ E◦ mit
ψj(t0, λj) > 0. Mit Lemma 2.5 folgt ψj(t0, λ) > 0 für alle λ ∈ E◦. Verwende nun die
Funktionalgleichung (2.4). Danach gilt

ψj(t, ψ(t0 − t, λ)) = ψj(t0, λ) > 0, t ∈ [ 0, t0], λ ∈ E◦.

Mit Lemma 2.5 folgt ψj(t, λ) > 0 für alle 1 ≤ j ≤ d, t ∈ [ 0, t0] und alle λ ∈ E◦. Also
gilt

ψ(t, λ) ∈ E◦, (t, λ) ∈ [ 0, t0]× E◦.

Die Funktionalgleichung (2.4) liefert ψ(t0 + t, λ) = ψ(t0, ψ(t, λ)) ∈ E◦ für alle t ∈ [0, t0]
und λ ∈ E◦, und die Behauptung folgt mit vollständiger Induktion. ¤

3.2 Proposition. Sei {P (t, x)} eine reguläre Verzweigungsübergangsfunktion mit kor-
respondierender Operatorhalbgruppe {T (t)}. Dann bildet der Operator T (t) für je-
des t ≥ 0 den Raum Ĉ(E) und die Algebra A = 〈fλ | λ ∈ E◦〉 in sich selbst ab.

Beweis. Sei t ≥ 0 und λ ∈ E◦. Nach Lemma 3.1 gilt ψ(t, λ) ∈ E◦ für die kumulanten-
erzeugende Funktion ψ von {P (t, x)}. Nach Theorem 2.6 folgt

T (t)fλ = P̌ (t, ·, λ) = exp(−〈·, ψ(t, λ〉) ∈ A.

Aufgrund der Linearität von T (t) wird damit A in sich selbst abgebildet. Beachte
nun, daß nach Theorem 2.6 die Abbildung P (t, ·) : [0,∞) 7→ S(E) stetig ist. Damit
gilt T (t)f ∈ C(E) für f ∈ Ĉ(E). Es bleibt zu zeigen, daß T (t)f im Unendlichen
verschwindet. Verwende dazu, daß A dicht in Ĉ(E) ist. Zu f ∈ Ĉ(E) und ε > 0 wähle
g ∈ A mit ‖f − g‖ < ε/2 und ein Kompaktum K ⊆ E mit |T (t)g(x)| < ε/2 für x 6∈ K.
Dann gilt

|T (t)f(x)| ≤ |T (t)g(x)|+ ‖T (t)f − T (t)g‖
≤ |T (t)g(x)|+ ‖T (t)‖ · ‖f − g‖ < ε, x 6∈ K.

Damit folgt die Behauptung. ¤
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Die stochastische Stetigkeit einer Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} und die
Eigenschaften der korrespondierenden Operatorhalbgruppe {T (t)} hängen eng zusam-
men. Dies nutzen wir im folgenden aus.

3.3 Lemma. Ist {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion und {T (t)} die korre-
spondierende Halbgruppe, so ist T (·)f : [0,∞) 7→ Ĉ(E) für f ∈ Ĉ(E) auf (0,∞) stetig.

Beweis. Aufgrund der Meßbarkeitseigenschaft einer Übergangsfunktion ist für jedes
f ∈ Ĉ(E) die Abbildung T (·)f(·) : [0,∞) × E 7→ R Borel-meßbar. Ist µ ein endli-
ches signiertes Borel-Maß auf E, so folgt damit die Borel-Meßbarkeit der Abbildung∫

T (·)f(x)µ(dx) : [0,∞) 7→ R. Beachte, daß Ĉ(E) separabel ist. Daher ist die Meß-
barkeit hinreichend für die Stetigkeit der Abbildung T (·)f : [0,∞) 7→ Ĉ(E) auf (0,∞)
(Dynkin (1965), Theorem I.1.5). ¤

3.4 Lemma. Sei P ∈ S(E) mit P (E \ {0}) > 0. Dann gilt P̌ (λ1) > P̌ (λ2) für
alle λ1, λ2 ∈ E mit λ1 < λ2.

Beweis. Offensichtlich gilt P̌ (λ1) ≥ P̌ (λ2). Nehmen wir die Gleichheit an, so folgt∫ (
exp(−〈λ1, y〉)− exp(−〈λ2, y〉)

)
P (dy) = 0, also P (E \ {0}) = 0. ¤

3.5 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion und t0 ∈ (0,∞) mit
P

(
t0, ej , E \ {0}) > 0 für 1 ≤ j ≤ d. Ist ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funk-

tion, so existiert ein Intervall [α, β] ⊆ E mit nichtleerem Inneren und [α, β] ⊆ ψ(t0,E◦).

Beweis. Wähle λ1, λ2 ∈ E◦ mit λ1 < λ2. Die Funktion ψj(t0, ·) : E 7→ [0,∞) ist für
1 ≤ j ≤ d als kumulantenerzeugende Funktion von P (t0, ej) stetig. Nach Lemma 3.4
gilt ψj(t0, λ1) < ψj(t0, λ2). Damit nimmt die durch fj(h) := ψj(t0, λ1 + h(λ2 − λ1))
definierte stetige Funktion fj : [0, 1] 7→ [0,∞) für 1 ≤ j ≤ d jeden Zwischenwert an,
also existiert ein Intervall [α, β] ⊆ E mit nichtleerem Inneren und [α, β] ⊆ ψ(t0, E◦). ¤

3.6 Lemma. Sei {P (t, x)} eine irreguläre Verzweigungsübergangsfunktion. Dann exi-
stiert ein 1 ≤ j ≤ d und ein δ ∈ [0, 1] mit P (t, ej) = δε0 für alle t > 0.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert zu festem t0 ∈ (0,∞) ein 1 ≤ j ≤ d und ein
δ0 ∈ [ 0, 1] mit P (t0, ej) = δ0ε0. Zeige nun, daß P (t, ej) = δ0ε0 für alle t ≥ t0. Nach der
Chapman Kolmogorov-Gleichung gilt

P (t0 + h, ej ,Γ) = δ0 · P (t0, 0, Γ), h ∈ [0,∞), Γ ∈ B(E).
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Ist δ0 = 0, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt P (t0, ej) 6= 0, und mit der Ver-
zweigungseigenschaft folgt P̌ (t0, ej , λ) = P̌ (t0, ej , λ) · P̌ (t0, 0, λ) für alle λ ∈ E, also
P (t0, 0) = ε0. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Wähle nun eine Nullfolge
{tn} ⊆ (0,∞). Dann existiert ein 1 ≤ j ≤ d und eine Teilfolge {tnk

} mit

P (tnk
, ej) = δnk

ε0, k ∈ N.

Wegen P (t, ej) = δnk
ε0 für alle t ∈ [ tnk

,∞) folgt δnk
= δ ∈ [ 0, 1] für alle k ∈ N, und

wir erhalten P (t, ej) = δε0 für alle t > 0. ¤

3.7 Bemerkung. Die Irregularität einer Verzweigungsübergangsfunktion bedeutet,
daß ein Typ derart existiert, daß bei einer Startpopulation, in der genau dieser Typ
mit einer positiven Größe auftritt, die Population zu jedem positiven Zeitpunkt fast
sicher entweder unendlich groß geworden oder ausgestorben ist, also keine Meßgrößen
(Observablen) vorhanden sind. Eine irreguläre Verzweigungsübergangsfunktion weist
daher ebenso wie ein degenerierte (vergleiche Bemerkung 2.2) auf eine falsche Modell-
bildung hin. In der nächsten Proposition sehen wir, daß lediglich die regulären Ver-
zweigungsübergangsfunktionen mathematisch interessant sind. Wir werden dann im

folgenden stets reguläre Verzweigungsübergangsfunktionen betrachten.

3.8 Proposition. Eine Verzweigungsübergangsfunktion ist genau dann stochastisch
stetig, wenn sie regulär ist. Ist ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funktion, so
ist die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E in diesem Fall für jedes λ ∈ E◦ stetig.

Beweis. Nach Lemma 3.6 ist nur noch die stochastische Stetigkeit im Fall der Regu-
larität zu zeigen. Nach Lemma 3.3 ist P̌ (·, ej , λ) = T (·)fλ(ej) : [0,∞) 7→ [0,∞) für
1 ≤ j ≤ d und λ ∈ E◦ auf (0,∞) stetig. Sei ψ die zugehörige kumulantenerzeugende
Funktion. Nach dem Stetigkeitssatz I.2.14 und Proposition I.2.15 ist die Abbildung
ψj(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ für 1 ≤ j ≤ d und λ ∈ E◦ stetig auf (0,∞). Nach der Funktio-
nalgleichung (2.4) gilt für h → 0

ψj(h, ψ(t, λ)) = ψj(h + t, λ) −→ ψj(t, λ), (t, λ) ∈ (0,∞)× E◦.

Nach Lemma 3.5 existieren ein t0 ∈ (0,∞) sowie ein Intervall [α, β] ⊆ E mit nichtleerem
Inneren und [α, β] ⊆ ψ(t0, E◦). Damit gilt ψj(h, λ) → λj für alle λ ∈ [α, β]. Dies ist
nach Proposition I.2.12 aber bereits hinreichend für die Konvergenz für alle λ ∈ E◦.
Also gilt limh→0 ψ(h, λ) = λ für alle λ ∈ E◦, und mit der Darstellung (2.3) folgt die
stochastische Stetigkeit. ¤

3.9 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion. Dann ist die
korrespondierende Operatorhalbgruppe {T (t)} eine Feller-Halbgruppe.
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Beweis. Nach Proposition 3.8 gilt P (t, x) v→ εx für x ∈ E und t → 0. Damit erhalten
wir für f ∈ Ĉ(E)

(3.2) T (t)f(x) =
∫

f(y)P (t, x, dy) −→ f(x), x ∈ E.

Nach Proposition 3.2 ist {T (t)} eine Kontraktionshalbgruppe auf Ĉ(E). Beachte nun,
daß nach Rogers & Williams (1994), Lemma III.6.7, in diesem Fall die punktweise
Konvergenz in (3.2) bereits die gleichmäßige Konvergenz nach sich zieht. ¤

4. Die zugehörige Differentialgleichung

4.1 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion und ψ die zuge-
hörige kumulantenerzeugende Funktion. Dann existiert

L(λ) := lim
t→0

ψ(t, λ)− λ

t
, λ ∈ E◦.

Beweis. Nach Proposition 3.8 ist die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E◦

stetig mit ψ(0, λ) = λ. Dies gilt nach Proposition I.2.15 sogar lokal gleichmäßig auf E◦.
Definiere

θ(h, λ) :=
1
h

∫ h

0

ψ(s, λ) ds, h > 0, λ ∈ E◦.

Für h → 0 gilt θ(h, λ) → λ lokal gleichmäßig auf E◦. Ferner ist für 1 ≤ j, k ≤ d

und λ ∈ E◦ die Funktion ∇kψj(·, λ) : [0,∞) 7→ R in Null (lokal gleichmäßig auf E◦)
stetig mit ∇kψj(0, λ) = δjk (Kronecker-Symbol). Für h → 0 folgt mit dominierter
Konvergenz

(4.1) ∇kθj(h, λ) =
1
h

∫ h

0

∇kψj(s, λ) ds −→ δjk, 1 ≤ j, k ≤ d,

lokal gleichmäßig auf E◦. Die wesentliche (aus der Theorie der Operatorhalbgruppen
stammende) Gleichung ist

(4.2)

θ(h,ψ(t, λ))− θ(h, λ) =
1
h

∫ t+h

t

ψ(s, λ) ds− 1
h

∫ h

0

ψ(s, λ) ds

=
1
h

∫ t+h

0

ψ(s, λ) ds− 1
h

∫ t

0

ψ(s, λ) ds− 1
h

∫ h

0

ψ(s, λ) ds

=
1
h

∫ t+h

h

ψ(s, λ) ds− 1
h

∫ t

0

ψ(s, λ) ds, h > 0, (t, λ) ∈ (0,∞)× E◦.

Hierbei folgt die erste Identität aus der Definition und Funktionalgleichung (2.4). Auf
der linken Seite dieser Gleichung ist noch die Funktion θ zu eliminieren. Sei h > 0



4. Die zugehörige Differentialgleichung 45

fest. Da die Funktion θ(h, ·) nach (4.1) auf E◦ differenzierbar ist und ψ(t, λ) für
(t, λ) ∈ (0,∞) × E◦ nach Lemma 3.1 in E◦ liegt, existiert nach dem Mittelwertsatz
zu 1 ≤ j ≤ d ein δj(t, λ) ∈ (0, 1) mit

(4.3) θj(h, ψ(t, λ))− θj(h, λ) =
〈∇θj

(
h, λ + δj(t, λ)(ψ(t, λ)− λ)

)
, ψ(t, λ)− λ

〉
.

Definiere nun für (t, λ) ∈ (0,∞)× E◦ die Matrix

(4.4) D(t, λ) :=
(
∇kθj

(
h, λ + δj(t, λ)(ψ(t, λ)− λ)

))

jk

∈ Rd×d.

Sei nun λ ∈ E◦ fest. Wegen ψ(t, λ) → λ lokal gleichmäßig auf E◦ für t → 0 exi-
stiert ein (von h > 0 unabhängiges) Kompaktum K ⊆ E◦ und ein t0 > 0 derart, daß
λ + δj(t, λ)(ψ(t, λ) − λ) ∈ K für alle t ∈ [0, t0]. Wähle h > 0 so klein, daß die Matrix
D(t, λ) für alle t ∈ [0, t0] invertierbar ist, was nach (4.1) möglich ist. Mit (4.2) und (4.3)
erhalten wir die Darstellung

ψ(t, λ)− λ

t
= D(t, λ)−1

(
θ(h, ψ(t, λ))− θ(h, λ)

)

= D(t, λ)−1 1
h

(
1
t

∫ h+t

h

ψ(s, λ) ds− 1
t

∫ t

0

ψ(s, λ) ds

)
, t ∈ (0, t0).

Für t → 0 gilt D(t, λ) → D(0, λ) = Dθ(h, λ) :=
(∇kθj(h, λ)

)
jk

. Da die Invertierung
von Matrizen stetig ist, folgt die Existenz des Grenzwertes

(4.5) L(λ) := lim
t→0

ψ(t, λ)− λ

t
= Dθ(h, λ)−1 ψ(h, λ)− λ

h
, λ ∈ E◦.

Dies ist gerade die Behauptung. ¤

4.2 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion, ψ die zugehörige
kumulantenerzeugende Funktion und

(4.6) L(λ) := lim
t→0

ψ(t, λ)− λ

t
, λ ∈ E◦.

(a) Die Funktion L : E◦ 7→ Rd ist lokal Lipschitz-stetig und kann stetig auf E fortgesetzt
werden. Wir bezeichnen diese stetige Fortsetzung ebenfalls mit L. Die Komponente Lj

ist für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral positiven unendlich
teilbaren Verteilung Pj ∈ S(X) \ {0}.

(b) Sei {tn} ⊆ (0,∞) eine Nullfolge und Pj
(n) := P (tn, ej/tn) ? ε−ej/tn

für 1 ≤ j ≤ d.
Dann ist {Pj

(n)} eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren Verteilungen
auf X, und es gilt Pj

(n) v→ Pj.
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Beweis. Sei 1 ≤ j ≤ d fest. Der betrachtete Grenzwert existiert nach Proposition 4.1.
Nach Definition von L erhalten wir

(4.7) ϕn(λ) :=
ψj(tn, λ)− λj

tn
−→ Lj(λ), λ ∈ E◦.

Dabei ist ϕn die kumulantenerzeugende Funktion des Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes
Pn := P (tn, ej/tn) ? ε−ej/tn

. Nach Definition einer Verzweigungsübergangsfunktion ist
P (t, x) für jedes (t, x) ∈ [0,∞) × E eine unendlich teilbare Verteilung auf E. Damit
ist {Pn} nach Theorem I.3.16 eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren
Verteilungen auf X. Nach dem Stetigkeitssatz I.4.8 existiert eine spektral positive Ver-
teilung Pj ∈ S(X) mit Pn

v→ Pj . Nach (4.7) stimmen Lj und die kumulantenerzeugende
Funktion ψj von Pj auf E◦ überein. Nach Korollar I.2.5 ist L lokal Lipschitz-stetig.
Die Behauptung folgt nun durch stetige Fortsetzung auf E. ¤

4.3 Definition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion, ψ die zugehörige
kumulantenerzeugende Funktion, L : E 7→ Rd die stetige Fortsetzung der durch (4.6)
definierten Funktion auf E und Pj ∈ S(X) \ {0} für 1 ≤ j ≤ d das zu Lj gehö-
rende Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß. Wir bezeichnen wahlweise L = (L1, . . . , Ld) oder
P := (P1, . . . , Pd) ∈ S(X)d als Charakterisierung von {P (t, x)}.

4.4 Theorem (Eindeutigkeitssatz). Verschiedene Verzweigungsübergangsfunktio-
nen besitzen verschiedene Charakterisierungen.

Beweis. Dies folgt aus dem nächsten Lemma und der nächsten Proposition. ¤

4.5 Lemma. Sei U ⊆ E nichtleer, L : U 7→ X lokal Lipschitz-stetig und y0 ∈ U . Dann
besitzt das autonome Anfangswertproblem y′ = L(y), y(0) = y0, höchstens eine Lösung.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von L ist das Anfangswertproblem äquivalent zu

y(t) = y0 +
∫ t

0

L
(
y(s)

)
ds, t ∈ [0,∞).

Sind nun yk für k = 1, 2 Lösungen, und ist t0 ∈ [0,∞), so gibt es ein Kompaktum
K ⊆ U mit yk(s) ∈ K für k = 1, 2 und s ∈ [0, t0]. Da L lokal Lipschitz-stetig ist,
existiert ein M > 0 mit

∣∣L(
y1(s)

)− L
(
y2(s)

)∣∣ ≤ M |y1(s)− y2(s)|, s ∈ [0, t0].

Mit z := y1 − y2 folgt |z(t)| ≤ M
∫ t

0
|z(s)| ds für alle t ∈ [0, t0], und mit der Gron-

wallschen Ungleichung (siehe z.B. Ethier & Kurtz (1986), Appendix 5.1) erhält man
z(t) = 0 für t ∈ [0, t0]. Da t0 ∈ [0,∞) beliebig war, folgt die Eindeutigkeit. ¤
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4.6 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E 7→ Rd. Ist ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funktion, so ist die
Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ für jedes λ ∈ E◦ die eindeutige Lösung des autonomen
Anfangswertproblems y′ = L(y), y(0) = λ.

Beweis. Zum Nachweis der Gültigkeit der Differentialgleichung beachte die Stetigkeit
von L : E◦ 7→ Rd und für λ ∈ E◦ die Gleichung

ψ(t + h, λ)− λ

h
=

ψ(h, ψ(t, λ))− λ

h
, t ∈ [0,∞), h > 0.

Nach Proposition 4.1 gilt ∂+ψ(·, λ)/∂t = L
(
ψ(·, λ)

)
für λ ∈ E◦. Da die Funktion

ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ ebenfalls stetig ist, gilt dies auch für ∂+ψ(·, λ)/∂t. Dies ist eine
hinreichende Bedingung für die Existenz des Differentialquotienten, und die Gültigkeit
der Differentialgleichung ist gezeigt. Zum Nachweis der Eindeutigkeit setze U := E◦

und y0 := λ für festes λ ∈ E◦ in Lemma 4.5. ¤

Wir formulieren nun ein entsprechendes System von partiellen Differentialgleichungen,
das jedoch erst später verwendet wird.

4.7 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E 7→ Rd. Ist ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funktion, so löst die
Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ für jedes λ ∈ E◦ das System von partiellen Differential-
gleichungen

∂

∂t
ψj(t, λ) = 〈∇ψj(t, λ), L(λ)〉, ψj(0, λ) = λj , 1 ≤ j ≤ d.

Beweis. Sei 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0,∞) fest. Verwende hier für λ ∈ E◦ die Gleichung

ψ(t + h, λ)− λ

h
=

ψ(t, ψ(h, λ))− λ

h
, h > 0.

Nach dem Mittelwertsatz existiert zu λ ∈ E◦ und h > 0 ein δ(h, λ) ∈ (0, 1) mit

ψj(t + h, λ)− λj

h
=

〈∇ψj

(
t, λ + δ(h, λ)(ψ(h, λ)− λ)

)
, h−1

(
ψ(h, λ)− λ

)〉
.

Nach Proposition 4.1 folgt ∂+ψj(·, λ)/∂t = 〈∇ψj(t, λ), L(λ)〉 für λ ∈ E◦. Da die Funk-
tion ∇ψj(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ stetig ist, gilt dies auch für ∂+ψ(·, λ)/∂t. Damit ist die
Behauptung gezeigt. ¤
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Wir beschäftigen uns nun mit der Ausdehnung der Lösbarkeit des Anfangswertpro-
blems y′ = L(y), y(0) = λ auf den Rand ∂E von E und dem damit zusammenhängen-
den Problem der Stetigkeit der Abbildung P (·, x) : [0,∞) 7→ S(X) in der schwachen
Topologie von S(X).

4.8 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion und ψ die zugehörige
kumulantenerzeugende Funktion. Existiert ein t0 > 0 derart, daß die Funktion
ψ : [0,∞)× E 7→ E auf [ 0, t0]× E stetig ist, so ist ψ stetig.

Beweis. Sei {hn} ⊆ [0,∞) eine Nullfolge und {λn} ⊆ E mit λn → λ ∈ E. Dann gilt
nach Voraussetzung ψ(hn, λn) → λ. Wir erhalten

ψ(t + hn, λn) = ψ(t, ψ(hn, λn)) −→ ψ(t, λ), t ∈ [0,∞).

Ist t ∈ [ 0, t0], so folgt ebenfalls nach Voraussetzung

ψ(t0 + t− hn, λn) = ψ(t0 − hn, ψ(t, λn)) −→ ψ(t0, ψ(t, λ)) = ψ(t0 + t, λ).

Damit ist ψ auf [ 0, 2t0]× E stetig, und die Behauptung folgt mit Induktion. ¤

4.9 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakterisierung
L : E 7→ Rd. Ist ψ die zugehörige kumulantenerzeugende Funktion, so löst die Funktion
ψ(·, 0) : [0,∞) 7→ E das autonome Anfangswertproblem y′ = L(y), y(0) = 0.

Beweis. Nach Proposition 4.6 ist ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E◦ für jedes λ ∈ E◦ die eindeutige
Lösung des autonomen Anfangswertproblems y′ = L(y), y(0) = λ. Dies ist aber wegen
der Stetigkeit von L äquivalent zu

ψ(t, λ) = λ +
∫ t

0

L
(
ψ(s, λ)

)
ds, t ∈ [0,∞).

Beachte nun, daß P (h, ej)
v→ εej für h → 0 und 1 ≤ j ≤ d nach Proposition 3.8. Nach

Lemma I.2.13 und Proposition I.2.15 gilt ψj(h, λ) → λj für h → 0 lokal gleichmäßig
auf E. Damit folgt ψ(h, λ) → λ für h → 0 lokal gleichmäßig auf E. Also existiert
zu jedem Kompaktum K ⊆ E ein t0 > 0 und ein M > 0 mit |ψ(s, λ)| ≤ M für alle
(s, λ) ∈ [ 0, t0]×K. Mit λ → 0 und dominierter Konvergenz folgt

(4.8) ψ(t, 0) =
∫ t

0

L
(
ψ(s, 0)

)
ds, t ∈ [ 0, t0].

Insbesondere ist ψ(·, 0) auf [ 0, t0] stetig. Eine erneute Anwendung von Lemma I.2.13
liefert ψ(t + h, λ) → ψ(t, λ) für t ∈ [ 0, t0] und h → 0 lokal gleichmäßig auf E. Daher
ist ψ auf [ 0, t0] × E stetig, also nach Lemma 4.8 stetig. Damit kann t0 > 0 beliebig
groß gewählt werden, und es folgt die Behauptung. ¤
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4.10 Theorem (Schwache Stetigkeit). Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangs-
funktion. Dann ist die Abbildung P (·, x) : [0,∞) 7→ S(E) für jedes x ∈ E stetig in der
schwachen Topologie. Ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion und L : E 7→ Rd die
Charakterisierung von {P (t, x)}, so gilt

(4.9) L(λ) = lim
t→0

ψ(t, λ)− λ

t
, λ ∈ E.

Beweis. Nach Proposition 4.6 ist die Abbildung ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ [0,∞) für jedes
λ ∈ E◦ stetig. Dies gilt nach Proposition 4.9 auch für λ = 0. Damit folgt wegen
Lemma I.2.13 die schwache Stetigkeit der Abbildung P (·, x) : [0,∞) 7→ S(E). Sei nun
1 ≤ j ≤ d fest und {tn} ⊆ (0,∞) eine Nullfolge. Nach Proposition 4.2 ist

(4.10) ϕj
(n)(λ) :=

ψj(tn, λ)− λj

tn
, λ ∈ E,

die kumulantenerzeugende Funktion von Pj
(n) := P (tn, ej/tn) ? ε−ej/tn

∈ S(X), und es
gilt Pj

(n) v→ Pj , wobei Pj ∈ S(X)\{0} das zu Lj gehörende Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß
ist. Nach Proposition 4.9 gilt ϕj

(n)(0) → Lj(0), und mit Proposition I.2.13 folgt
Pj

(n) w→ Pj . Wir erhalten ϕj
(n)(λ) → Lj(λ) für alle λ ∈ E nach Proposition I.2.11.

Damit ist die Behauptung gezeigt. ¤

4.11 Theorem (Zugehörige Differentialgleichung). Sei {P (t, x)} eine Ver-
zweigungsübergangsfunktion mit kumulantenerzeugender Funktion ψ und Charakteri-
sierung L : E 7→ Rd. Dann löst die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E das
autonome Anfangswertproblem y′ = L(y), y(0) = λ. Für λ ∈ E◦ ist ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E
dadurch eindeutig bestimmt.

Beweis. Man zeigt unter Verwendung von Theorem 4.10 analog zum Beweis von Pro-
position 4.6, daß ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E das autonome Anfangswertproblem
y′ = L(y), y(0) = λ löst. Die behauptete Eindeutigkeit wurde dort bereits gezeigt. ¤

Zur Bestimmung des infinitesimalen Erzeugers der korrespondierenden Feller-Halb-
gruppe benötigen wir das folgende technische Hilfsmittel.

4.12 Lemma. Seien {sn} ⊆ [0,∞), {an} ⊆ Rd Folgen mit sn →∞ und snan → a ∈ Rd.
Für λ ∈ E◦ definiere gλ

(n) : E 7→ R durch

gλ
(n)(x) := sn

(
exp(−〈x, an〉)− 1

) · exp(−〈λ, x〉), x ∈ E,

und gλ(x) := −〈x, a〉 exp(−〈λ, x〉) für x ∈ E. Dann gilt gλ
(n) → gλ für jedes λ ∈ E◦.
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Beweis. Es gilt | exp(−y) − 1 + y| ≤ y2 exp(|y|) für y ∈ R. Also erhalten wir mit
a′n :=

∑d
j=1 |〈an, ej〉| · ej ∈ E für festes λ ∈ E◦ die Abschätzung

∣∣gλ
(n)(x) + 〈x, snan〉 exp(−〈λ, x〉)∣∣

= sn

∣∣ exp(−〈x, an〉)− 1 + 〈x, an〉
∣∣ · exp(−〈λ, x〉)

≤ sn〈x, an〉2 exp(〈x, a′n〉) · exp(−〈λ, x〉)
≤ sn|an|2 · |x|2 exp(−〈λ− a′n, x〉), x ∈ E.

Wegen an → 0 gilt a′n → 0, also strebt dieser Ausdruck gleichmäßig auf E gegen Null.
Ferner gilt ∣∣〈x, a〉 exp(−〈λ, x〉)− 〈x, snan〉 exp(−〈λ, x〉)

∣∣
≤ |a− snan| · |x| exp(−〈λ, x〉), x ∈ E.

Damit folgt die Behauptung. ¤

4.13 Theorem (Infinitesimaler Erzeuger). Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsüber-
gangsfunktion mit Charakterisierung L : E 7→ Rd. Ist G der infinitesimale Erzeuger
der korrespondierenden Feller-Halbgruppe {T (t)}, so gilt

Gfλ(x) = −〈x, L(λ)〉 fλ(x), λ ∈ E◦.

Dadurch ist G eindeutig bestimmt. Die Algebra A = 〈fλ | λ ∈ E◦〉 ist ein Core von G.

Beweis. Nach Definition des infinitesimalen Erzeugers ist zu zeigen, daß für jede Null-
folge {tn} ⊆ (0,∞) und jedes λ ∈ E◦

t−1
n

(
T (tn)fλ(x)− fλ(x)

) −→ −〈x, L(λ)〉 fλ(x)

gleichmäßig auf E. Sei dazu λ ∈ E◦ fest. Ist ψ die kumulantenerzeugende Funktion
von {P (t, x)}, so definiere an := ψ(tn, λ)− λ und sn := t−1

n für n ∈ N. Nach Proposi-
tion 4.1 gilt snan → L(λ) =: a ∈ Rd. Also sind die Voraussetzungen von Lemma 4.12
erfüllt. Mit den dortigen Bezeichnungen gilt

t−1
n

(
T (tn)fλ(x)− fλ(x)

)
= t−1

n

(
exp

(− 〈x, ψ(tn, λ)〉)− exp(−〈λ, x〉)
)

= t−1
n

(
exp

(− 〈
x, ψ(tn, λ)− λ)

〉)− 1
)
· exp(−〈λ, x〉)

= sn

(
exp(−〈x, an〉)− 1

) · exp(−〈λ, x〉) = gλ
(n)(x), x ∈ E,

und
−〈x, L(λ)〉 fλ(x) = −〈x, a〉 exp(−〈λ, x〉) = gλ(x), x ∈ E.

Damit folgt die behauptete Konvergenz. Es bleibt zu zeigen, daß A ein Core von G

ist. A ist nach Lemma 2.9 dicht in Ĉ(E) und wird von T (t) für jedes t ≥ 0 nach
Proposition 3.2 in sich selbst abgebildet. Dies ist aber nach Ethier & Kurtz (1986),
Proposition 1.3.3, eine hinreichende Bedingung. ¤
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Wir formulieren im folgenden zwei einfache Kriterien, die sich mit der Konservativität
einer Verzweigungsübergangsfunktion beschäftigen.

4.14 Lemma. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakterisierung
L : E 7→ Rd. Ist {P (t, x)} konservativ, so gilt L(0) = 0.

Beweis. Wir zeigen die Umkehrung. Gilt L(0) > 0, so ist Null keine Lösung des An-
fangswertproblems y′ = L(y), y(0) = 0. Also existieren nach Lemma 4.9 ein 1 ≤ j ≤ d

und ein t > 0 mit ψj(t, 0) > 0, d.h., P (t, ej) 6∈ P(E). ¤

4.15 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakte-
risierung L : E 7→ Rd. Ist L(0) = 0 und L lokal Lipschitz-stetig auf E, so ist {P (t, x)}
konservativ.

Beweis. Nach Voraussetzung ist Null eine Lösung des Anfangswertproblems y′ = L(y),
y(0) = 0. Setzen wir U := E und y0 := 0 in Lemma 4.5, so sehen wir, daß dies die
einzige Lösung ist. Mit Proposition 4.9 folgt ψ(t, 0) = 0 für alle t ∈ [0,∞). Mit der
Darstellung

P̌ (t, x, λ) = exp(−〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E,

folgt P̌ (t, x, 0) = 1 für alle (t, x) ∈ [0,∞)× E, also ist {P (t, x)} konservativ. ¤

Für d = 1 ist jede autonome Differentialgleichung (prinzipiell) durch eine Trennung der
Variablen lösbar. Daher können wir in diesem Fall eine notwendige und hinreichende
Bedingung für die Konservativität einer Verzweigungsübergangsfunktion angeben.

4.16 Proposition. Sei d = 1 und {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit
Charakterisierung L : E 7→ R. Dann ist {P (t, x)} genau dann defekt, wenn

(4.11) 0 < lim
ε→0

∫ ε

0

dλ

L(λ)
< ∞.

Beweis. Sei ψ die kumulantenerzeugende Funktion von {P (t, x)}. Wir nehmen zuerst
an, daß L(λ) ≤ 0 für alle λ ∈ (0,∞). Mit (4.8) folgt ψ(·, 0) ≤ 0, d.h., ψ(·, 0) = 0.
Also ist {P (t, x)} konservativ. Wir können daher nun annehmen, daß ein ε > 0 mit
L(ε) > 0 existiert. Ist L die kumulantenerzeugende Funktion von P ∈ S(X), so folgt
für α ∈ (0, 1) und β := 1− α mit der Hölder-Ungleichung (p := α−1, q := β−1)

P̌ (αλ + β%) ≤ P̌ (λ)α · P̌ (%)β , λ, % ∈ [0,∞).

Damit ist L konkav. Wir erhalten also L(λ) > 0 für alle λ ∈ (0, ε].
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(a) Es gelte δ :=
∫ ε

0
L(λ)−1dλ < ∞. Dann existiert ein ϕ : [ 0, δ] 7→ [ 0, ε] mit∫ ϕ(t)

0
L(λ)−1dλ = t für t ∈ [ 0, δ]. Die Funktion ϕ löst das Anfangswertproblem

y′ = L(y), y(0) = 0, auf dem Intervall [ 0, δ]. Ist λ so klein, daß
∫ ε

λ
L(λ)−1dλ > δ/2, so

folgt ∫ ψ(t,λ)

λ

dλ′

L(λ′)
= t =

∫ ϕ(t)

0

dλ′

L(λ′)
, t ∈ [ 0, δ/2],

und mit λ → 0 erhalten wir ψ(t, 0) = ϕ(t) für alle t ∈ [ 0, δ/2]. Offensichtlich ist ϕ

auf (0, δ) positiv. Damit ist {P (t, x)} defekt.

(b) Sei umgekehrt {P (t, x)} defekt. Wegen ψ(s + t, 0) = ψ(s, ψ(t, 0)) ≥ ψ(s, 0) für
s, t ≥ 0

(
ψ(s, ·) ist monoton wachsend

)
ist ψ(·, 0) monoton wachsend. Daher existieren

ein t0 ≥ 0 und ein δ > 0 mit ψ(t0, 0) = 0 und ψ(t0 + t, 0) ∈ (0, ε] für alle t ∈ (t0, t0 + δ].
Definiere ϕ : [ 0, δ] 7→ [ 0, ε] durch ϕ(t) := ψ(t0 + t, 0) für t ∈ [ 0, δ]. Dann löst ϕ das
Anfangswertproblem y′ = L(y), y(0) = 0, auf dem Intervall [ 0, δ], und es folgt

δ =
∫ δ

0

ϕ′(t)
L(ϕ(t))

dt =
∫ ϕ(δ)

0

dλ

L(λ)
.

Wegen 0 < ϕ(δ) ≤ ε folgt
∫ ε

0
L(λ)−1dλ < ∞, also die Behauptung. ¤

5. Anmerkungen & Literatur

Die Theorie der Übergangsfunktionen und der korrespondierenden Prozesse findet man z.B. in Ethier &

Kurtz (1986), Abschnitt 4.1, oder Rogers & Williams (1994), Abschnitt III.2. In der Literatur unter-

scheiden sich die Definitionen einer Feller-Halbgruppe. Wir verwenden hier die Definition von Rogers &

Williams (1994).

Die bisher durchgeführten Untersuchungen der Laplace-Transformierten von Verzweigungsübergangs-

funktionen beschränken sich auf den konservativen Fall. Die Pionierarbeit wurde von Lamperti (1967b)

im Fall d = 1 geleistet. Die Regularität einer Verzweigungsübergangsfunktion entspricht in diesem Fall

der dort verwendeten Nichtdegeneriertheit.

Untersuchungen zum Verhalten im Zeitpunkt Null wurden für mehrdimensionale Verzweigungsprozesse

erstmals von Gihman & Skorohod (1975) vorgenommen. Dabei werden jedoch über die (hier nicht

geforderte) stochastische Stetigkeit der Übergangsfunktion hinausgehende Voraussetzungen verwendet.

Die dort mit Methoden der Funktionentheorie mehrerer Veränderlicher gefundenden Gleichungen (siehe

Abschnitt V.2) konnten hier mit reellen Methoden entwickelt und auf den nichtkonservativen Fall

ausgedehnt werden.

Der Nachweis der Feller-Eigenschaft der zugehörigen Operatorhalbgruppe verallgemeinert die Ergeb-

nisse von Lamperti (1967a) auf mehrdimensionale Verzweigungsprozesse mit Zustandsraum E∆. Eine

(nicht korrekte) Darstellung des infinitesimalen Erzeugers der Feller-Halbgruppe findet man in Gih-

man & Skorohod (1975), Abschnitt V.2. In dieser Arbeit wurde erstmals eine vollständige Darstellung

dieses Erzeugers allein mit Hilfe von Laplace-Transformierten vorgenommen. Für die allgemein übliche

Darstellung mit Hilfe abstrakter Funktionenräume vergleiche auch Abschnitt IV.4 dieser Arbeit.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für Konservativität im Fall d = 1 (Proposition 4.16)

stammt von Grimvall (1974).



KAPITEL III

CHARAKTERISIERUNG & KONSTRUKTION

1. Zusammenfassung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Charakterisierung einer Verzweigungsübergangs-
funktion mit Hilfe des Laplace-Kalküls auf S(X). Wir bestimmen die Lévy Khintchine-
Darstellung dieser Charakterisierung und konstruieren umgekehrt zu jeder solchen Dar-
stellung eine zugehörige Verzweigungsübergangsfunktion.

Wie wir in Kapitel II gesehen haben, ist die j-te Komponente Lj der Charakterisie-
rung die kumulantenerzeugende Funktion einer spektral positiven unendlich teilbaren
Verteilung Pj ∈ S(X). Jedoch kommen nicht alle spektral positiven unendlich teil-
baren Verteilungen als Charakterisierungen in Frage. Wir zeigen in Abschnitt 2, daß
Lj : E 7→ R für 1 ≤ j ≤ d notwendig die folgende Form besitzt:

(1.1) Lj(λ) = 〈aj , λ〉 − 1
2
σ2

j λ2
j −

∫
Mj(λ, y) µj(dy) + δj , λ ∈ E.

Dabei ist

Mj(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
λjyj

1 + |y|2 , (λ, y) ∈ E×X,

aj ∈ X mit 〈aj , ek〉 ∈ [0,∞) für k 6= j, σj , δj ≥ 0 und µj ein σ-endliches Borel-Maß
auf E \ {0} mit ∫ (( ∑

k 6=j

yk + y2
j

) ∧ 1
)

µj(dy) < ∞.

Dazu verwenden wir die Tatsache, daß die Verteilungen einer Verzweigungsübergangs-
funktion unendlich teilbare Verteilungen auf E sind, und das in Kapitel I entwickelte
Laplace-Kalkül spektral beschränkter unendlich teilbarer Verteilungen.

Den Hauptteil dieses Kapitels bildet Abschnitt 3, in dem gezeigt wird, daß umgekehrt
zu jedem Tupel solcher spektral positiver unendlich teilbarer Verteilungen eine Verzwei-
gungsübergangsfunktion existiert, die durch dieses Tupel charakterisiert wird. Wie in
der allgemeinen Theorie der Charakterisierung von Markov-Prozessen überdecken sich
hier die Konzepte von Charakterisierung und Approximation. Zur Konstruktion der all-
gemeinen Verzweigungsübergangsfunktion formulieren wir daher Konvergenzaussagen,
die auch im folgenden Kapitel benötigt werden.
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In Abschnitt 4 erhalten wir mit Darstellung (1.1) der Charakterisierung einer Verzwei-
gungsübergangsfunktion ein einfaches Kriterium für Konservativität und betrachten im
eindimensionalen Fall die Klassen der durch Poisson-Verteilungen oder stabile Vertei-
lungen charakterisierten Verzweigungsübergangsfunktionen.

2. Charakterisierung

2.1 Lemma. Sei {Pn} ⊆ P(X) mit Pn
v→ P ∈ S(X) und 1 ≤ j ≤ d. Ist πj : X 7→ R

die j-te kanonische Projektion, und für jedes n ∈ N das transportierte Maß Pn
(πj)

auf [0,∞) konzentriert, so gilt dies auch für P (πj).

2.2 Bemerkung. Diese Aussage folgt nicht trivialerweise aus Pn
(πj) v→ P (πj), da die

kanonischen Projektionen für d > 1 keine stetigen Fortsetzungen auf X∆ besitzen. So
gilt z.B. Pn

v→ 0 für Pn := ε(0,n), aber Pn
(π1) = ε0 für alle n ∈ N.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung für j = 1. Sei dazu [α, β] ⊆ (−∞, 0) ein Intervall
mit P (π1)(∂[α, β]) > 0. Dann gilt nach Definition P ([α, β]×Rd−1) > 0. Damit existiert
ein Intervall [γ, δ] ⊆ Rd−1 mit P (∂([α, β] × [γ, δ])) = 0 und P ([α, β] × [γ, δ]) > 0
(Stetigkeit von unten). Wegen Pn

v→ P gilt Pn([α, β]×[γ, δ]) > 0, also Pn
(π1)([α, β]) > 0

für hinreichend große n ∈ N. Damit haben wir gezeigt, daß P (π1)(K) = 0 für jedes
Kompaktum K ⊆ (−∞, 0). Es folgt die Behauptung. ¤

2.3 Lemma. Sei P ∈ S(X) eine spektral positive unendlich teilbare Verteilung mit
Darstellung P =: [a,Σ, µ, δ], Σ =: (σkl) und 1 ≤ j ≤ d. Dann ist das transpor-
tierte Maß P (πj) genau dann auf [0,∞) konzentriert, wenn σjl = 0 für 1 ≤ l ≤ d,∫

(yj ∧ 1)µ(dy) < ∞ und aj −
∫

yj(1 + |y|2)−1 µ(dy) ∈ [0,∞).

Beweis. Wir berechnen die Laplace-Transformierte von P (πj) mit dem Transformati-
onssatz. Es gilt

P̌ (πj)(λ) =
∫

exp(λyj) P (dy) = P̌ (λej), λ ∈ [0,∞).

Damit besitzt P (πj) die kumulantenerzeugende Funktion

ψj(λ) := ajλ− 1
2
σjjλ

2 −
∫

M(λej , y) µ(dy) + δ, λ ∈ [0,∞),

wobei

(2.1) M(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
〈λ, y〉

1 + |y|2 , (λ, y) ∈ E×X.

Wir definieren a′j :=
∫ (

yj/(1 + y2
j )− yj/(1 + |y|2)) µ(dy). Zum Nachweis der Existenz

dieses Integrals verwende
∫

(|y|2 ∧ 1)µ(dy) < ∞ und die Darstellung
yj

1 + y2
j

− yj

1 + |y|2 =
yj

(1 + y2
j )
· 1
1 + |y|2

∑

k 6=j

y2
k, y ∈ E.
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Definieren wir die Funktion N analog zu (2.1) auf [0,∞) × [0,∞), so erhalten wir die
Darstellung

(2.2) ψj(λ) = (aj + a′j)λ−
1
2
σjjλ

2 −
∫

N(λ, y)µ(πj)(dy) + δ, λ ∈ [0,∞).

(a) Gelten die angegebenen Bedingungen, so gilt σjj = 0 und
∫

(y ∧ 1)µ(πj)(dy) < ∞.
Definiere b′j :=

∫
y(1 + y2)−1µ(πj)(dy) und

bj := aj + a′j − b′j = aj −
∫

yj

1 + |y|2 µ(dy) ∈ [0,∞).

Beachte nun, daß µ(πj) auf [0,∞) konzentriert ist. Nach Theorem I.3.16 ist P (πj)

auf [0,∞) konzentriert wegen

ψj(λ) = bjλ +
∫ (

1− exp(−λy)
)
µ(πj)(dy) + δ, λ ∈ [0,∞).

(b) Gilt umgekehrt P (πj) ∈ S([0,∞)), so folgt wiederum mit Theorem I.3.16 die Dar-
stellung

ψj(λ) = bjλ +
∫ (

1− exp(−λy)
)
ν(dy) + η, λ ∈ [0,∞),

wobei bj ∈ [0,∞), η ≥ 0 und ν ein σ-endliches Borel-Maß auf (0,∞), das die Bedingung∫
(y ∧ 1) ν(dy) < ∞ erfüllt. Mit b′j :=

∫
y(1 + y2)−1ν(dy) erhält man

ψj(λ) = (bj + b′j)λ−
∫

N(λ, y) ν(dy) + η, λ ∈ [0,∞).

Nach dem Theorem I.3.11 ist diese Darstellung eindeutig. Ein Vergleich mit (2.2) liefert
aj + a′j = bj + b′j , σjj = 0, δ = η und µ(πj) = ν. Damit erhalten wir die Abschätzung∫

(yj ∧ 1)µ(dy) =
∫

(y ∧ 1) ν(dy) < ∞ und

aj −
∫

yj

1 + |y|2 µ(dy) = aj + a′j − b′j = bj ∈ [0,∞).

Es bleibt zu zeigen, daß σjl = 0 für l 6= j. Schreibe dazu f(x) := 〈Σx, x〉 für x ∈ Rd.
Wegen σjj = 0 gilt

f(x) =
∑

k,l 6=j

σklxkxl + 2
( ∑

l 6=j

σjlxl

)
xj , x ∈ Rd.

Damit ist f : Rd 7→ R in der j-ten Variablen linear. Da Σ positiv semidefinit ist, gilt
notwendig

∑
l 6=j σjlxl = 0 für alle x ∈ Rd, d.h., σjl = 0 für l 6= j. ¤
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Wir formulieren eine einfache, zu Lemma I.3.5 analoge Abschätzung für den Integranden
in der Darstellung (1.1), die jedoch erst später benötigt wird.

2.4 Lemma. Definiere für 1 ≤ j ≤ d die Funktion Mj : X×X 7→ R durch

(2.3) Mj(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
λjyj

1 + |y|2 , (λ, y) ∈ X×X.

Dann existiert eine stetige Funktion r : R 7→ R mit r(0) = 0 derart, daß für jedes R > 0

|Mj(λ, y)| ≤ |λ|
( ∑

k 6=j

|yk|+ R|y|2
)

+
1
2
|λ|2|y|2

(
1 + sup

|y|≤R

∣∣r(〈λ, y〉)∣∣
)

, λ ∈ X, |y| ≤ R.

Beweis. Wähle die Funktion r als quadratisches Restglied der Taylor-Entwicklung der
Exponentialfunktion. Es gilt

(2.4) exp(−x)− 1 = −x +
1
2
x2(1 + r(x)), x ∈ R.

Damit erhalten wir

Mj(λ, y) = −〈λ, y〉+
λjyj

1 + |y|2 +
1
2
〈λ, y〉2(1 + r(〈λ, y〉)), (λ, y) ∈ X×X,

und wegen

〈λ, y〉 − λjyj

1 + |y|2 =
∑

k 6=j

λkyk + λjyj
|y|2

1 + |y|2

folgt die Behauptung. ¤

2.5 Theorem (Charakterisierung). Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangs-
funktion mit Charakterisierung L : E 7→ Rd

(
P = (P1, . . . , Pd) ∈ S(X)d

)
. Dann ist Pj

für jedes 1 ≤ j ≤ d eine spektral positive unendlich teilbare Verteilung mit kumulanten-
erzeugender Funktion

(2.5) Lj(λ) = 〈aj , λ〉 − 1
2
σ2

j λ2
j −

∫
Mj(λ, y) µj(dy) + δj , λ ∈ E.

Dabei ist aj ∈ X mit 〈aj , ek〉 ∈ [0,∞) für k 6= j, σj , δj ≥ 0 und µj ein σ-endliches
Borel-Maß auf E \ {0} mit

(2.6)
∫ (( ∑

k 6=j

yk + y2
j

) ∧ 1
)

µj(dy) < ∞.

Wir verwenden im folgenden die (eindeutige) Darstellung Pj =: 〈aj , σ
2
j , µj , δj〉.
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Beweis. Sei 1 ≤ j ≤ d fest. Setze Pn := P (1/n, nej) ? ε−nej
. Nach Proposition II.4.2

ist {Pn} eine Folge von spektral positiven unendlich teilbaren Verteilungen auf X, und
es gilt Pn

v→ Pj ∈ S(X) \ {0}. Nach dem Stetigkeitssatz I.4.8 ist Pj eine spektral
positive unendlich teilbare Verteilung. Mit der Darstellung Pj =: [b,Σ, µ, δ] erhalten
wir

Lj(λ) = 〈b, λ〉 − 1
2
〈Σλ, λ〉 −

∫
M(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E,

wobei

M(λ, y) := exp(−〈λ, y〉)− 1 +
〈λ, y〉

1 + |y|2 (λ, y) ∈ E× E.

Dabei ist b ∈ X, δ ≥ 0, Σ = (σjk) ∈ Rd×d eine symmetrische, positiv semidefinite
Matrix und µ ein σ-endliches Borel-Maß auf E \ {0} mit

∫
(|y|2 ∧ 1) µ(dy) < ∞. Nach

Definition von Pn ist das transportierte Maß Pn
(πk) für k 6= j auf [0,∞) konzentriert.

Nach Lemma 2.1 gilt dies auch für Pj
(πk). Mit Lemma 2.3 folgt σkl = δjkδjlσ

2 für
ein σ ≥ 0,

∫
(yk ∧ 1) µ(dy) < ∞ für k 6= j und

ak := bk −
∫

yk

1 + |y|2 µ(dy) ∈ [0,∞), k 6= j.

Setzen wir aj := bj , so folgt Bedingung (2.6) und die Darstellung (2.5). ¤

3. Konstruktion

3.1 Definition. Ist ϕ : E 7→ E eine Abbildung, so sei ϕ〈k〉 für k ∈ N0 die k-te Iterierte
von ϕ. Dabei ist ϕ〈0〉(λ) := λ für alle λ ∈ E.

3.2 Proposition. Für n ∈ N und 1 ≤ j ≤ d sei ϕj
(n) die kumulantenerzeugende Funk-

tion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes auf E. Ferner sei ϕn :=
(
ϕ1

(n), . . . , ϕd
(n)

)

und 〈ϕn
〈k〉, ej〉 für jedes 1 ≤ j ≤ d und jedes k ∈ N0 die kumulantenerzeugende Funktion

eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes auf E. Sei {kn} ⊆ N0 mit kn →∞. Definiere

ψn(t, λ) := ϕ〈[knt]〉
n (λ), (t, λ) ∈ [0,∞)× E.

Es existiere ein t0 > 0 derart, daß der Grenzwert ψ(t, λ) := limn→∞ ψn(t, λ) für alle
(t, λ) ∈ [0, t0]× E◦ existiert. Ferner gelte limt→0 ψ(t, λ) = λ für alle λ ∈ E◦.

Dann gilt ϕn(λ) → λ für alle λ ∈ E◦ und der Grenzwert ψ(t, λ) := limn→∞ ψn(t, λ) ∈ E◦

existiert für alle (t, λ) ∈ [0,∞)×E◦. Ist (die Fortsetzung von) ψj(t, ·) für jedes 1 ≤ j ≤ d

und jedes t ≥ 0 die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung
auf E, so existiert eine reguläre Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} mit kumu-
lantenerzeugender Funktion ψ := (ψ1, . . . , ψd).
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Beweis. Wir benötigen zunächst ein technisches Hilfsmittel. Man überlegt sich leicht,
daß für eine beliebige Folge {mn} ⊆ N0 mit mn →∞ die Menge

ΓN :=
{

t ∈ [0, t0]
∣∣∣∣ mnt− [mnt] <

1
2
, n ≥ N

}

für jedes N ∈ N Lebesgue-Maß Null besitzt. Daher existieren stets beliebig kleine
0 < t ≤ t0 derart, daß unendlich viele n ∈ N mit mnt − [mnt] ≥ 1/2 existieren. In
diesem Fall gilt [mn2t] = 2[mnt] + 1 unendlich oft.

Wegen limt→0 ψ(t, λ) = λ für jedes λ ∈ E◦ kann t0 > 0 so gewählt werden, daß
ψ(t, λ) ∈ E◦ für alle (t, λ) ∈ [0, t0] × E◦ (Dies gilt zunächst wegen der Konvergenz
der zugehörigen kumulantenerzeugenden Funktionen für festes λ ∈ E◦, aber nach Lem-
ma II.2.5 auf ganz E◦). Wir betrachten nun eine beliebige Teilfolge von {ϕn} (die wir
genauso bezeichnen). Mit obiger Überlegung, vollständiger Induktion und Diagonalfol-
genbildung können wir o.B.d.A. annehmen, daß eine Folge {tk} ⊆ [0, t0/2] mit tk → 0
und eine Teilfolge {ϕln} derart existieren, daß [kln2tk] = 2[klntk] + 1 für alle k, n ∈ N.
Damit erhalten wir

(3.1) ψln(2tk, λ) = ϕln
〈2[kln tk]+1〉(λ) = ϕln

(
ψln(tk, ψln(tk, λ))

)
, λ ∈ E◦.

Nach Voraussetzung ist die Abbildung 〈ψn(tk, ·), ej〉 : E 7→ E für 1 ≤ j ≤ d die
kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes auf E, die nach
Proposition I.2.15 lokal gleichmäßig auf E◦ konvergiert. Wegen ψ(tk, λ) ∈ E◦ für λ ∈ E◦

gilt limn→∞ ψn(tk, ψn(tk, λ)) = ψ
(
tk, ψ(tk, λ)

) ∈ E◦ für alle λ ∈ E◦. Betrachte nun das
zu 〈ϕln(·), ej〉 gehörige Sub-Wahrscheinlichkeitsmaß Pj

(ln) ∈ S(E). Die Folge {Pj
(ln)}

ist für jedes 1 ≤ j ≤ d relativ kompakt in S(E). Damit existiert eine weitere Teilfolge
(die wir genauso bezeichnen) derart, daß Pj

(ln) → Pj ∈ S(E) für alle 1 ≤ j ≤ d.
Da das Argument auf der rechten Seite von (3.1) für jedes k ∈ N und jedes λ ∈ E◦

gegen ψ(tk, ψ(tk, λ)) ∈ E◦ konvergiert, können wir mit Proposition I.2.11 schließen, daß
Pj 6= 0 für 1 ≤ j ≤ d. Damit besitzt Pj für 1 ≤ j ≤ d eine kumulantenerzeugende
Funktion ϕj , und es gilt ϕln → ϕ lokal gleichmäßig auf E◦. Ein Grenzübergang in (3.1)
liefert für jedes k ∈ N die Darstellung

ψ(2tk, λ) = ϕ
(
ψ(tk, ψ(tk, λ))

)
, λ ∈ E◦.

Mit k → ∞ folgt ϕ(λ) = λ für alle λ ∈ E◦ wegen der lokal gleichmäßigen Konvergenz
ψ(t, λ) → λ für t → 0. Fassen wir die Argumentation zusammen, so haben wir gezeigt,
daß jede Teilfolge von {ϕn} eine weitere Teilfolge {ϕln} derart besitzt, daß ϕln(λ) → λ

für alle λ ∈ E◦. Dies ist aber äquivalent zu ϕn(λ) → λ für alle λ ∈ E◦.

Seien nun s, t ∈ [0, t0] und λ ∈ E◦ fest. Wegen 0 ≤ [kn(s + t)]− (
[kns] + [knt]

) ≤ 1 gibt
es zu jedem n ∈ N ein δn ∈ {0, 1} mit

ψn(s + t, λ) = ϕn
〈δn〉(ϕn

〈[kns]+[nt]〉(λ)
)

= ϕn
〈δn〉(ψn(s, ψn(t, λ))

)
, λ ∈ E◦.
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Die Abbildung 〈ψn(s, ·), ej〉 : E 7→ E ist für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende
Funktion eines Sub-Wahrscheinlichkeitsmaßes auf E, die nach Proposition I.2.15 lokal
gleichmäßig auf E◦ konvergiert. Beachte nun, daß nach obigen Überlegungen ϕn(λ) → λ

lokal gleichmäßig auf E◦ und ψ(t, λ) ∈ E◦ für alle λ ∈ E◦. Damit existiert der Grenzwert
ψ(t, λ) = limn→∞ ψn(t, λ) ∈ E◦ für alle t ∈ [0, 2t0], und es gilt

ψ(s + t, λ) = ψ
(
s, ψ(t, λ)

)
, s, t ∈ [0, t0], λ ∈ E◦.

Vollständige Induktion liefert die Existenz des Grenzwerts für alle (t, λ) ∈ [0,∞)× E◦

und die Gültigkeit dieser Funktionalgleichung für alle s, t ∈ [0,∞). Diese kann durch
stetige Fortsetzung auf E ausgedehnt werden. Die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E ist
damit als punktweiser Limes meßbarer Funktionen für jedes λ ∈ E meßbar. Offen-
sichtlich gilt ψ(0, λ) = λ für alle λ ∈ E. Nach Voraussetzung ist ψj(t, ·) : E 7→ E für
jedes 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich teilbaren Vertei-
lung auf E. Daher wird durch

P̌ (t, x, λ) := exp
(− 〈x, ψ(t, λ)〉), (t, x) ∈ [0,∞)× E, λ ∈ E,

eine Familie {P (t, x)} ⊆ S(E) definiert. Nach Proposition II.2.11 ist {P (t, x)} eine
nichtdegenerierte Verzweigungsübergangsfunktion und ψ die zugehörige kumulanten-
erzeugende Funktion. Wegen limt→0 ψ(t, λ) = λ für λ ∈ E◦ ist {P (t, x)} stochastisch
stetig, also nach Proposition II.3.8 regulär. ¤

3.3 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Proposition 3.2 sei Ln(λ) := kn

(
ϕn(λ)−λ

)

für λ ∈ E. Dann gilt

ψn(t, λ) = λ +
∫ [knt]/kn

0

Ln

(
ψn(s, λ)

)
ds, (t, λ) ∈ [0,∞)× E.

Beweis. Für n ∈ N erhalten wir durch Teleskopsummenbildung die Darstellung

ϕn
〈[knt]〉(λ) = λ +

[knt]∑

l=1

(
ϕn

〈l〉(λ)− ϕn
〈l−1〉(λ)

)

= λ +
1
kn

[knt]∑

l=1

Ln

(
ϕn

〈l−1〉(λ)
)
, (t, λ) ∈ [0,∞)× E.

Dies ist gerade die Behauptung. ¤

3.4 Lemma. Für 1 ≤ j ≤ d sei ϕj die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich
teilbaren Verteilung Pj ∈ S(E) und ϕ := (ϕ1, . . . , ϕd). Zu k ∈ N0 und x ∈ E existiert
ein P (k, x) ∈ S(E) mit

(3.2) P̌ (k, x, λ) := exp(−〈x, ϕ〈k〉(λ)〉), λ ∈ E.

Insbesondere ist 〈ϕ〈k〉, ej〉 die kumulantenerzeugende Funktion von P (k, ej).



60 KAPITEL III. CHARAKTERISIERUNG & KONSTRUKTION

Beweis. Für k = 0, 1 und x ∈ E definiere P (k, x) ∈ S(E) durch (3.2). Dies ist für k = 0
trivial und für k = 1 möglich, da ϕj für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion
einer unendlich teilbaren Verteilung ist. Nach Lemma II.2.10

(
setze ψ(·, λ) :≡ ϕ(λ)

)

ist die Abbildung P (1, ·, Γ) : E 7→ [0,∞) für jedes Γ ∈ B(E) Borel-meßbar. Setze

P (k, x, Γ) :=
∫

P (1, y, Γ) P (k − 1, x, dy), x ∈ E, Γ ∈ B(E).

Offensichtlich gilt P (k, x) ∈ S(E). Zeige mit vollständiger Induktion die Darstel-
lung (3.2). Für k = 0 ist nach obiger Definition nichts zu zeigen. Für k > 0 gilt

P̌ (k, x, λ) =
∫ ∫

exp(−〈λ, y〉) P (1, z, dy) P (k − 1, x, dz)

=
∫

P̌ (1, z, λ)P (k − 1, x, dz)

=
∫

exp
(− 〈z, ϕ(λ)〉) P (k − 1, x, dz)

= exp
(− 〈x, ϕ〈k−1〉(ϕ(λ))〉), x, λ ∈ E.

Damit folgt die Behauptung. ¤

Wir definieren nun die Bausteine, die zur Konstruktion einer Verzweigungsübergangs-
funktion mit vorgegebener Charakterisierung benötigt werden.

3.5 Lemma. Sei 1 ≤ j ≤ d, a ∈ X mit ak ∈ [0,∞) für k 6= j, σ, δ ≥ 0 und µ ein
σ-endliches Borel-Maß auf E \ {0} mit

(3.3)
∫ ((∑

k 6=j

yk + y2
j

) ∧ 1
)

µ(dy) < ∞.

Definiere L : E 7→ R durch

L(λ) := 〈a, λ〉 − 1
2
σ2λ2

j −
∫

Mj(λ, y)µ(dy) + δ, λ ∈ E.

Es existiert eine Folge {Pn} von unendlich teilbaren Verteilungen auf E mit kumulan-
tenerzeugenden Funktionen ϕn derart, daß L(λ) = limn→∞ n

(
ϕn(λ)−λj

)
für alle λ ∈ E.

Diese Folge kann so gewählt werden, daß die Konvergenz lokal gleichmäßig ist.

Beweis. Definiere σn := σ2 · εej/
√

n , %n(dy) := n−1
(
1 − exp(−√n |y|))µ(dy) und

µn := σn + %n. Wegen 1− exp(−x) ≤ x für x ∈ R gilt
∫

U1(0)

yj

1 + |y|2 %n(dy) ≤ 1
n

∫

U1(0)

yj

(
1− exp(−√n yj)

)
µ(dy)

≤ 1√
n

∫

U1(0)

y2
j µ(dy), n ∈ N.
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Damit gilt
∫

(|y| ∧ 1) %n(dy) < ∞ für n ∈ N und
∫

yj/(1 + |y|2)−1 %n(dy) → 0. Entspre-
chend erhalten wir ∫

yj

1 + |y|2 σn(dy) = σ2 · 1/
√

n

1 + 1
n

−→ 0.

Wir definieren nun die spektral positive unendlich teilbare Verteilung Pn ∈ S(X) durch
die kumulantenerzeugende Funktion

ϕn(λ) := 〈an, λ〉+
∫ (

1− exp(−〈λ, y〉)) µn(dy) +
δ

n
, λ ∈ E,

wobei

an :=
a

n
+ ej

(
1−

∫
yj

1 + |y|2 µn(dy)
)

, n ∈ N.

Für hinreichend großes n ∈ N gilt nach obigen Überlegungen 〈an, ej〉 ∈ [0,∞), also
an ∈ E. Nach Proposition I.3.16 ist Pn für hinreichend große n ∈ N eine unendlich
teilbare Verteilung auf E. Wir schreiben nun

ϕn(λ) = 〈a′n, λ〉 −
∫

M(λ, y) µn(dy) +
δ

n
.

Dabei ist a′n := an +
∫

y/(1 + |y|2)µn(dy) ∈ E. Damit erhalten wir für n ∈ N die
Darstellung

(3.4)
n(ϕn(λ)− λj) = 〈n(a′n − ej), λ〉+

∫
M(λ, y)nµn(dy) + δ

= 〈bn, λ〉 −
∫

M(λ, y)nµn(dy) + δ, λ ∈ E,

wobei
bn := a +

∑

k 6=j

ek

∫
yk

1 + |y|2 nµn(dy).

Wählen wir für die kumulantenerzeugende Funktion L eine analoge Darstellung, so gilt

(3.5) L(λ) = 〈b, λ〉 − 1
2
σ2λ2

j −
∫

M(λ, y) µ(dy) + δ, λ ∈ E,

wobei
b := a +

∑

k 6=j

ek

∫
yk

1 + |y|2 µ(dy).

Zum Nachweis der Konvergenz auf E◦ sind nach dem Konvergenzsatz I.4.7 und den
Darstellungen (3.4), (3.5) die folgenden Bedingungen zu überprüfen:

(a) bn −→ b.

(b) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 nµn(dy)− σ2λ2
j

∣∣∣∣ = 0 für alle λ ∈ E◦.

(c) 1E\Uε(0)
· νn

v−→ 1E\Uε(0)
· ν für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(d) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣nµn

(
E \ UR(0)

)∣∣ = 0.
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Dabei ist νn(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1nµn(dy) und ν(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µ(dy). Die
Bedingungen (c) und (d) sind nach Wahl von µn offensichtlich erfüllt. Die Gültigkeit
von Bedingung (a) folgt damit wegen

∫
yk/(1 + |y|2) nσn(dy) = 0 für k 6= j. Ferner

gilt limε→0

∫
Uε(0)

〈λ, y〉2 n%n(dy) = 0. Also genügt es zu zeigen, daß σn Bedingung (b)
erfüllt. Sei dazu ε > 0 vorgegeben. Dann gilt für hinreichend großes n ∈ N

∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 nσn(dy) = nσ2 ·
(

λj√
n

)2

= σ2λ2
j .

Damit ist Bedingung (b) erfüllt, also die Konvergenz auf E◦ gezeigt. Definieren wir
Ln(λ) := n(ϕn(λ)− λj) für λ ∈ E, so ist Ln die kumulantenerzeugende Funktion einer
spektral positiven unendlich teilbaren Verteilung Qn ∈ S(X). Ist L die kumulantener-
zeugende Funktion von Q ∈ S(X), so gilt Qn

v→ Q. Beachte nun, daß Ln(0) = δ = L(0),
also ‖Qn‖ = ‖Q‖ für alle n ∈ N gilt. Nach Lemma I.2.13 gilt Qn

w→ Q, und nach Pro-
position I.2.15 folgt die gleichmäßige Konvergenz auf E. ¤

3.6 Theorem (Existenzsatz). Für 1 ≤ j ≤ d sei aj ∈ X mit 〈aj , ek〉 ∈ [0,∞) für
k 6= j, σj , δj ≥ 0 und µj ein σ-endliches Borel-Maß auf E \ {0} mit

(3.6)
∫ (( ∑

k 6=j

yk + y2
j

) ∧ 1
)

µj(dy) < ∞.

Definiere L : E 7→ Rd durch

(3.7) Lj(λ) = 〈aj , λ〉 − 1
2
σ2

j λ2
j −

∫
Mj(λ, y) µj(dy) + δj , λ ∈ E.

Dann existiert eine Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} mit Charakterisierung L.

Beweis. Nach Lemma 3.5 existiert zu n ∈ N und 1 ≤ j ≤ d eine unendlich teilbare
Verteilung Pj

(n) auf E mit kumulantenerzeugenden Funktionen ϕj
(n) derart, daß

Lj
(n)(λ) := n(ϕj

(n)(λ)− λj) −→ Lj(λ), 1 ≤ j ≤ d,

lokal gleichmäßig auf E. Setze Ln := (L1
(n), . . . , Ld

(n)) und ϕn := (ϕ1
(n), . . . , ϕd

(n)).
Dann gilt

Ln(λ) = n(ϕn(λ)− λ), λ ∈ E.

Nach Lemma 3.4 ist 〈ϕn
〈k〉, ej〉 für 1 ≤ j ≤ d und k ∈ N0 die kumulantenerzeugende

Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung Pn(k, ej) auf E. Setze

ψn(t, λ) := ϕn
〈[nt]〉(λ), t ∈ [0,∞), λ ∈ E.

Dann ist 〈ψn(t, ·), ej〉 : E 7→ [0,∞) für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion
von Pn([nt], ej) ∈ S(E). Zur Konstruktion einer regulären Verzweigungsübergangs-
funktion {P (t, x)} genügt es nach Proposition 3.2 zu zeigen, daß ein t0 > 0 derart
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existiert, daß für eine Teilfolge von {ψn} (die wir genauso bezeichnen) der Grenzwert
ψ(t, λ) := limn→∞ ψn(t, λ) für alle (t, λ) ∈ [0, t0]× E◦ existiert und limt→0 ψ(t, λ) = λ

für jedes λ ∈ E◦ gilt. Nach dem Stetigkeitssatz I.4.7 ist dann ψj(t, ·) : E 7→ E für
jedes 1 ≤ j ≤ d und jedes t ≥ 0 die kumulantenerzeugende Funktion einer unendlich
teilbaren Verteilung.

Wir zeigen dazu zunächst, daß supn∈N |ψn(t, λ) − λ| → 0 für t → 0 lokal gleichmäßig
auf E. Sei dazu % > 0 beliebig und ε > 0 vorgegeben. Aufgrund der lokal gleichmäßigen
Konvergenz Ln → L gilt

M := sup
{|Ln(λ)| ∣∣ n ∈ N, |λ| ≤ %

}
< ∞.

Wähle t > 0 so klein, daß tM < ε ∧ %, und zeige mit vollständiger Induktion nach
k ∈ N0, daß

|ϕn
〈k〉(λ)− λ| ≤ k

n
M, n ∈ N, k ≤ nt, |λ| ≤ %.

Für k = 0 folgt dies gerade aus ϕn
〈0〉(λ) = λ. Ist k > 0, so gilt nach Definition von Ln

ϕn
〈k〉(λ)− ϕn

〈k−1〉(λ) =
1
n

Ln

(
ϕn

〈k−1〉(λ)
)
, λ ∈ E,

und wegen |ϕn
〈k−1〉(λ)| ≤ % + tM ≤ 2% (nach Induktionsvoraussetzung) erhalten wir

die Ungleichung

|ϕn
〈k〉(λ)− λ| ≤ |ϕn

〈k−1〉(λ)− λ|+ 1
n

∣∣Ln

(
ϕn

〈k−1〉(λ)
)∣∣

≤ k − 1
n

M +
1
n

M =
k

n
M.

Damit folgt die lokal gleichmäßige Konvergenz wegen

|ψn(t, λ)− λ| = |ϕn
〈[nt]〉(λ)− λ| ≤ [nt]

n
M < ε, n ∈ N, |λ| ≤ %.

Wähle nun ein beliebiges Kompaktum K ⊆ E◦ mit nichtleerem Inneren. Dann existie-
ren wegen der lokal gleichmäßigen Konvergenz supn∈N |ψn(t, λ)− λ| → 0 für t → 0 ein
Kompaktum K ′ ⊆ E◦ und ein t0 > 0 derart, daß

(3.8) ψn(t, λ) ∈ K ′ ⊆ E◦, n ∈ N, t ∈ [ 0, t0], λ ∈ K.

Wir können nun o.B.d.A. (durch Teilfolgenbildung) annehmen, daß zu r ∈ [ 0, t0] ∩ Q
und 1 ≤ j ≤ d ein P (r, ej) ∈ S(E) existiert mit

Pn([nr], ej)
v→ P (r, ej), 1 ≤ j ≤ d, r ∈ [ 0, t0] ∩Q.

Nach Definition ist 〈ψn(r, ·), ej〉 die kumulantenerzeugende Funktion von Pn([nr], ej),
und in Hinblick auf (3.8) folgt 0 < P̌ (r, ej , λ) < 1 für alle 1 ≤ j ≤ d, r ∈ [ 0, t0] ∩ Q
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und λ ∈ K, was mit Lemma II.2.5 auf λ ∈ E◦ ausgedehnt werden kann. Damit existiert
die kumulantenerzeugende Funktion ψj(r, ·) von P (r, ej), und mit Proposition I.2.15
und ψ(r, ·) :=

(
ψ1(r, ·), . . . , ψd(r, ·)

)
folgt

(3.9) ψn(r, λ) −→ ψ(r, λ) ∈ E◦, (r, λ) ∈ ([ 0, t0] ∩Q)× E◦.

Nach Lemma 3.3 erhalten wir für eine (durch die Teilfolgenbildung entstandene) Folge
{kn} ⊆ N0 mit kn →∞ die Integralgleichung

(3.10) ψn(t, λ) = λ +
∫ [knt]/kn

0

Ln

(
ψn(s, λ)

)
ds, (t, λ) ∈ [0,∞)× E.

Damit folgt wegen (3.8) die Abschätzung

|ψn(s, λ)− ψn(t, λ)| ≤
(
|s− t|+ 2

kn

)
sup

λ′∈K′

∣∣Ln(λ′)
∣∣, s, t ∈ [ 0, t0], λ ∈ K.

Wegen (3.9) folgt die Konvergenz von {ψn(t, λ)} für alle t ∈ [ 0, t0] und λ ∈ K, was
nach Proposition I.2.12 sogar auf λ ∈ E◦ ausgedehnt werden kann, da K◦ nicht leer ist.
Definiere

ψ(t, λ) := lim
n→∞

ψn(t, λ) ∈ E◦, (t, λ) ∈ [ 0, t0]× E◦.

Aufgrund der lokal gleichmäßigen Konvergenz Ln → L und der Integralgleichung (3.10)
erhalten wir mit dominierter Konvergenz

ψ(t, λ) = λ +
∫ t

0

L
(
ψ(s, λ)

)
ds, (t, λ) ∈ [ 0, t0]×K.

Da zu jedem Kompaktum K ⊆ E◦ ein solches t0 > 0 existiert, folgt aufgrund der
Stetigkeit von L (als lokal gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen) auf E◦

(3.11)
∂

∂t
ψ(t, λ)

∣∣∣∣
t=0

= L
(
ψ(t, λ)

)
, λ ∈ E◦.

Insbesondere ist die Funktion ψ(·, λ) : [0,∞) 7→ E für jedes λ ∈ E◦ in Null stetig.
Nach Proposition 3.2 existiert eine reguläre Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)}
mit kumulantenerzeugender Funktion ψ. Nach Gleichung (3.11) ist L die zugehörige
Charakterisierung. ¤

4. Anwendungen

4.1 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangsfunktion mit Charakteri-
sierung L : E 7→ Rd gemäß (3.7). Ist das Borel-Maß µj für jedes 1 ≤ j ≤ d auf eine
beschränkte Teilmenge von E konzentriert, so ist {P (t, x)} genau dann konservativ,
wenn δ1 = · · · = δd = 0.
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Beweis. Nach Lemma II.4.14 ist nur noch die Konservativität im Fall δ1 = · · · = δd = 0
zu zeigen. In diesem Fall gilt L(0) = (δ1, . . . , δd) = 0. Daher genügt es nach Proposi-
tion II.4.15 zu zeigen, daß für 1 ≤ j ≤ d die Funktion Lj : E 7→ R lokal Lipschitz-stetig
ist. Nach (3.7) ist dies nur für die Funktion

∫
Mj(·, y) µ(dy) nachzuweisen. Schreibe

dazu

Mj(λ, y)−Mj(%, y) = exp(−〈%, y〉)Mj(λ− %, y)

+
(
1− exp(〈%, y〉)) (λj − %j)yj

1 + |y|2 , λ, % ∈ E.

Da das Integral
∫

yj(1 + |y|2)−1µj(dy) existiert, brauchen wir nur den ersten Term zu
betrachten. Sei µj auf URj (0) konzentriert. Nach Lemma 2.4 gilt

|Mj(λ− %, y)| ≤ |λ− %|
( ∑

k 6=j

|yk|+ Rj |y|2
)

+
1
2
|λ− %|2|y|2

(
1 + sup

|y|≤Rj

∣∣r(〈λ, y〉)∣∣
)

, λ, % ∈ E, |y| ≤ Rj ,

und nach (3.6) folgt die Behauptung. ¤

4.2 Beispiel. Für d = 1 sei µ := σε% mit σ ≥ 0, % > 0, und δ ≥ 0. Definiere
L : [0,∞) 7→ [0,∞) durch

L(λ) := σ(1− exp(−%λ)) + δ, λ ∈ [0,∞).

Dann ist die zugehörige Verteilung eine (möglicherweise defekte) Poisson-Verteilung.
Das Anfangswertproblem für λ ∈ [0,∞) lautet

y′ = σ(1− exp(−%y)) + δ, y(0) = λ.

Wir schließen den trivialen Fall σ = δ = 0 aus. Die kumulantenerzeugende Funktion
ψ : [0,∞)× [0,∞) 7→ [0,∞) ist dann als eindeutige Lösung dieses Anfangswertproblems
gegeben durch

ψ(t, λ) =
1
%

ln
[

σ

σ + δ
+ e%(σ+δ)t

(
e%λ − σ

σ + δ

)]
, (t, λ) ∈ [0,∞)2.

Ist {P (t, x)} die zugehörige Verzweigungsübergangsfunktion, so sehen wir mit λ = 0,
daß der Defekt von P (t, x) für (t, x) ∈ [0,∞)×[0,∞) gegeben ist durch 1−exp(−δ(t, x))
mit

δ(t, x) =
x

%
ln

[
1 +

δ

σ + δ

(
e%(σ+δ)t − 1

)]
, (t, x) ∈ [0,∞)2.

Also ist {P (t, x)} genau dann konservativ ist, wenn δ = 0 (was wir nach Proposition 4.1
bereits wissen). Im Fall δ > 0 gilt δ(t, x) → ∞ für t → ∞ und x ∈ (0,∞), d.h.,
P (t, x) w→ 0. Im Fall δ = 0 gilt (auch für σ = 0)

ψ(t, λ) =
1
%

ln
[
1 + eσt

(
e%λ − 1

)]
, (t, λ) ∈ [0,∞)2.

Im konservativen Fall gilt damit P (t, x) v→ 0 für t →∞ und x ∈ (0,∞), falls σ > 0.
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4.3 Beispiel. Für d = 1 sei ξ ∈ R und µ(dy) := %y−(1+α)dy mit % ≥ 0 und 0 < α < 2.
Definiere L : [0,∞) 7→ [0,∞) durch

L(λ) = ξλ− %

∫ ∞

0

(
exp(−λy)− 1 +

λy

1 + y2

)
dy

y1+α
, λ ∈ [0,∞).

Dann ist die zugehörige Verteilung eine (spektral positive) stabile Verteilung mit Ex-
ponent α. Die Funktion f : [0,∞) 7→ [0,∞) sei meßbar mit

(4.1)
∫ ∞

0

∣∣∣∣f(y)− y

1 + y2

∣∣∣∣
dy

y1+α
< ∞.

Dann erhalten wir mit einer Substitution u = λy die Darstellung
∫ ∞

0

(
exp(−λy)− 1 +

λy

1 + y2

)
dy

y1+α

= λα

∫ ∞

0

(
exp(−u)− 1 + f(u)

) du

u1+α
+

∫ ∞

0

(
λy

1 + y2
− f(λy)

)
dy

y1+α
.

(a) Für 1 < α < 2 wird (4.1) von der identischen Abbildung erfüllt. Definiere

σ2

2(α− 1)
:= %

∫ ∞

0

(
u− (

1− exp(−u)
)) du

u1+α
≥ 0,

a

α− 1
:= ξ +

∫ ∞

0

u3

1 + u2

du

u1+α
∈ R.

Damit erhalten wir die (auch für den Fall α = 2 der Normalverteilung gültige) Darstel-
lung

L(λ) =
aλ

α− 1
− σ2λα

2(α− 1)
, λ ∈ [0,∞).

Das zugehörige Anfangswertproblem für λ ∈ [0,∞) lautet

y′ =
ay

α− 1
− σ2yα

2(α− 1)
, y(0) = λ.

Wir setzen p := α − 1 ∈ (0, 1]. Im Fall a = 0 erhalten wir die kumulantenerzeugende
Funktion

ψ(t, λ) =
λ

(
1 + tσ2

2 λp
)1/p

, (t, λ) ∈ [0,∞)2,

und im Fall a 6= 0

ψ(t, λ) =
λeat/p

(
1 + σ2

2a (eat − 1)λp
)1/p

, (t, λ) ∈ [0,∞)2.

Ist {P (t, x)} die zugehörige Verzweigungsübergangsfunktion, so sehen wir durch Ein-
setzen von λ = 0, daß {P (t, x)} konservativ ist. Im Fall a ≤ 0 gilt ψ(t, λ) → 0 für
t →∞ und λ ∈ [0,∞), d.h., P (t, x) w→ ε0. Sei nun a > 0. Ist σ > 0, so gilt

ψ(t, λ) −→
(

2a

σ2

)1/p

=: γ > 0, λ ∈ (0,∞),

d.h., P (t, x) v→ exp(−xγ)ε0 für x ∈ [0,∞). Ist σ = 0, so gilt P (t, x) v→ 0 für x ∈ (0,∞).
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(b) Für α = 1 wird (4.1) von der Arcustangensfunktion erfüllt. Definiere in diesem Fall

a := ξ − %

∫ ∞

0

(
arctanu− (

1− exp(−u)
)) du

u2
∈ R,

und beachte
∫ ∞

0

(
λy

1 + y2
− arctan(λy)

)
dy

y2
= λ ln λ, λ ∈ [0,∞).

Damit erhalten wir für λ ∈ [0,∞) das Anfangswertproblem y′ = ay− %y ln y, y(0) = λ.
Nach den obigen Überlegungen brauchen wir nur den Fall % > 0 zu betrachten. Es gilt

ψ(t, λ) = λe−%t

e
a
% (1−e−%t), (t, λ) ∈ [0,∞)2.

{P (t, x)} ist konservativ. Hier gilt P (t, x) v→ exp(−xea/%)ε0 für t →∞ und x ∈ (0,∞).

(c) Für 0 < α < 1 wird (4.1) von der Nullfunktion erfüllt. Definiere

σ2

2(1− α)
:= %

∫ ∞

0

(
1− exp(−u)

) du

u1+α
≥ 0,

a

1− α
:= ξ −

∫ ∞

0

u

1 + u2

du

u1+α
∈ R.

Damit erhalten wir für λ ∈ [0,∞) das zugehörige Anfangswertproblem

y′ =
ay

1− α
+

σ2yα

2(1− α)
, y(0) = λ.

Hier setzen wir q := 1−α ∈ (0, 1). Im Fall a = 0 erhalten wir die kumulantenerzeugende
Funktion

ψ(t, λ) =
(

λq +
tσ2

2

)1/q

, (t, λ) ∈ [0,∞)2,

und im Fall a 6= 0

ψ(t, λ) =
(

λqeat +
σ2

2a
(eat − 1)

)1/q

, (t, λ) ∈ [0,∞)2.

Wir können nun annehmen, daß σ > 0 gilt. Dann ist {P (t, x)} defekt. Setzen wir
wieder 1− P (t, x) =: 1− exp(−δ(t, x)), so erhalten wir im Fall a = 0

δ(t, x) = x

(
tσ2

2

)1/q

, (t, x) ∈ [0,∞)2,

und im Fall a 6= 0

δ(t, x) = x

(
σ2

2a
(eat − 1)

)1/q

, (t, x) ∈ [0,∞)2.

Es folgt das Grenzverhalten P (t, x) w→ 0 für t →∞ und x ∈ (0,∞), falls a ≥ 0, und

ψ(t, λ) −→
(

σ2

2a

)1/q

=: γ−1 > 0, λ ∈ (0,∞),
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falls a < 0, d.h., P (t, x) v→ exp(−xγ−1)ε0 für t → ∞ und x ∈ [0,∞). Die zu den
(spektral positiven) stabilen Verteilungen gehörenden Verzweigungsprozesse sind ein
Beispiel dafür, daß defekte Verzweigungsübergangsfunktionen existieren, deren Cha-
rakterisierung in Null verschwindet. Damit ist die Umkehrung von Lemma II.4.14 im
allgemeinen falsch. Daß diese Verzweigungsübergangsfunktionen defekt sind, kann man
auch mit Proposition II.4.16 ohne Kenntnis der expliziten Lösung des Anfangswertpro-
blems sehen, denn in diesem Fall gilt

∫ ε

0
L(λ)−1dλ < ∞ für hinreichend kleine ε > 0.

5. Anmerkungen & Literatur

Die Form der Charakterisierung einer Verzweigungsübergangsfunktion wurde zuerst in Gihman &

Skorohod (1975), Kapitel V, Abschnitt 2, für mehrdimensionale konservative Verzweigungsübergangs-

funktionen mit Hilfe der zugehörigen Fourier-Transformierten bestimmt. Für die allgemeine Form

mußte hier das Laplace-Kalkül entwickelt werden.

Die ursprüngliche Form von Proposition 3.2 ist in Lamperti (1967b) zu finden. Das Problem, daß für

k ∈ N0 und s, t ≥ 0 die [k(s + t)]-ten Iterierten der betrachteten Funktionen im allgemeinen nicht

mit den ([ks] + [kt])-ten Iterierten übereinstimmen, wurde dort und in darauf aufbauenden Arbeiten

übersehen.

Der Beweis des Existenzsatzes 3.6 verwendet einige Argumente aus Grimvall (1974), wo die Konvergenz

einer Folge von normierten Galton Watson-Prozessen untersucht wird.

Die Klasse der Verzweigungsübergangsfunktionen, deren Charakterisierung eine stabile Verteilung mit

Exponent 1 < a ≤ 2 ist, wurde in Lamperti (1967c) vorgestellt. In dieser Arbeit ist es gelungen, dies auf

stabile Verteilungen mit beliebigem Exponenten auszudehnen. In Bingham (1976) findet man für den

eindimensionalen konservativen Fall Untersuchungen über den zeitlichen Verlauf eines kontinuierlichen

Verzweigungsprozesses (Aussterbewahrscheinlichkeit, Wachstumsraten, etc.).

Für den Fall d > 1 konnte kein interessantes Beispiel für die explizite Darstellung der kumulantenerzeu-

genden Funktion eines Verzweigungsprozesses gefunden werden, da die hier auftretenden nichtlinearen

Differentialgleichungen abgesehen von trivialen Fällen (entkoppelte Charakterisierungen und quasi-

deterministische Prozesse) nicht ohne größeren Aufwand lösbar erscheinen.



KAPITEL IV

STETIGE ABHÄNGIGKEIT & APPROXIMATION

Vorbemerkungen

Wir fassen kurz die Theorie der stochastischen Prozesse mit Pfaden in D[0,∞) zusam-
men. Sei (S, %) ein vollständiger und separabler metrischer Raum. Die Menge DS[0,∞)
besteht aus allen Funktionen x : [0,∞) 7→ S mit den Eigenschaften

x(t+) = x(t), t ≥ 0, x(t−) ∈ S existiert, t > 0.

Diese Menge ist derart metrisierbar, daß der entstehende metrische Raum (DS[0,∞), ρ)
ebenfalls vollständig und separabel ist. Wir bezeichnen die Menge der Wahrscheinlich-
keitsmaße auf DS[0,∞) mit P(

DS[0,∞)
)
.

Sei Z := {Z(t) | t ≥ 0} ein stochastischer Prozeß auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F , P ) mit Zustandsraum S. Besitzt Z Pfade im Raum DS[0,∞), d.h., liegt die
Abbildung Z(·, ω) : [0,∞) 7→ S für jedes ω ∈ Ω in DS[0,∞), so kann Z : Ω 7→ DS[0,∞)
aufgrund der Separabilität von DS[0,∞) als Zufallsvariable mit Werten in DS[0,∞)
aufgefaßt werden.

Ist (S, %) lokal kompakt und {T (t)} eine Operator-Halbgruppe auf Ĉ(S), so bezeichnen
wir einen stochastischen Prozeß Z := {Z(t) | t ≥ 0} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F , P ) mit Zustandsraum S als einen zu {T (t)} korrespondierenden Prozeß, falls

E
(
f
(
Z(s + t)

) | FZ
s

)
= T (t)f

(
Z(s)

)
, s, t ≥ 0, f ∈ Ĉ(S).

Dabei ist FZ
t die von {Z(s) | 0 ≤ s ≤ t} erzeugte σ-Algebra. Ein durch eine Über-

gangsfunktion {P (t, x)} ⊆ P(S) gegebener (zeitlich homogener) Markov-Prozeß korre-
spondiert stets zur zugehörigen Operatorhalbgruppe {T (t)}.
Zur Formulierung des Existenzsatzes benötigen wir einen weiteren Begriff. Eine Fol-
ge {fn} ⊆ B(S) heißt beschränkt und punktweise (boundedly and pointwise) kon-
vergent gegen f ∈ B(S), kurz f = bp− limn→∞ fn, falls supn∈N ‖fn‖ < ∞ und
f(x) = limn→∞ fn(x) für alle x ∈ S. Wir schreiben kurz bp−M für die kleinste in
der Topologie der punktweise und beschränkten Konvergenz abgeschlossene Obermen-
ge von M ⊆ B(S).

Ist nun {T (t)} eine Feller-Halbgruppe, und gilt (1, 0) ∈ bp−G(G) für den infinitesi-
malen Erzeuger G von {T (t)}, so existiert zu jedem ν ∈ P(S) ein Wahrscheinlich-
keitsmaß P ∈ P(

DS[0,∞)
)

derart, daß durch Z(t, ω) := πt(ω) ein korrespondierender
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Prozeß definiert ist und Z(0) die Verteilung ν besitzt (Startverteilung). Dabei ist
πt : DS[0,∞) 7→ S für t ≥ 0 die durch πt(ω) := ω(t) definierte kanonische Projektion.
Insbesondere sind hierdurch die endlichdimensionalen Verteilungen von Z eindeutig be-
stimmt. Für einen durch eine Übergangsfunktion {P (t, x)} ⊆ P(S) gegebenen Markov-
Prozeß bedeutet dies, daß eine Version dieses Prozesses mit Pfaden in DS[0,∞) existiert.

Der Konvergenzsatz für korrespondierende Prozesse besitzt folgende Form: Für n ∈ N
sei {Tn(t)} eine Feller-Halbgruppe, νn ∈ P(S) und Zn ein korrespondierender stocha-
stischer Prozeß mit Startverteilung νn und Verteilung Pn ∈ P

(
DS[0,∞)

)
. Sei {T (t)}

eine weitere Feller-Halbgruppe, ν ∈ P(S) und Z ein korrespondierender stochastischer
Prozeß mit Startverteilung ν und Verteilung P ∈ P(

DS[0,∞)
)
. Gilt νn

w→ ν und

Tn(t)f −→ T (t)f, t ≥ 0, f ∈ Ĉ(S),

so folgt Pn
w→ P . Dies bedeutet Zn

d→ Z (als Zufallsvariable mit Werten) in DS[0,∞).

Zur Formulierung des entsprechenden Approximationssatzes benötigen wir einige Defi-
nitionen. Sei S′ ⊆ S. Eine Familie {P (k, x) | (k, x) ∈ N0 × S′} ⊆ P(S′) heißt (zeitlich)
diskrete Übergangsfunktion auf S′, falls P (0, x) = εx für alle x ∈ S′ und

P (k + l, x, Γ) =
∫

P (l, y, Γ) P (k, x, dy), k, l ∈ N0, x ∈ S′, Γ ∈ B(S′).

Wir bezeichnen einen stochastischen Prozeß Y := {Y (k) | k ∈ N0} auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit Zustandsraum S′ als einen zu {P (k, x)} korrespon-
dierenden Prozeß, falls

P
(
Y (k + l) ∈ Γ | FY

k

)
= P

(
l, Y (k),Γ

)
, k, l ∈ N0,Γ ∈ B(S′).

Dabei ist FY
k die von {Y (l) | 0 ≤ l ≤ k} erzeugte σ-Algebra. Wie vorher existiert zu

jeder diskreten Übergangsfunktion {P (k, x)} auf S′ und jedem ν ∈ P(S′) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß P auf dem Raum Ω := (S′)N0 derart, daß durch Y (k, ω) := ωk ein
korrespondierender Prozeß definiert ist und Z(0) die Verteilung ν besitzt. Zu einer dis-
kreten Übergangsfunktion {P (k, x)} auf S′ definiere den korrespondierenden Operator
T : Ĉ(S′) 7→ B(S′) durch

Tf(x) :=
∫

f(y)P (1, x, dy), f ∈ Ĉ(S′), x ∈ S′.

Ist Sn ⊆ S für n ∈ N und πn : Ĉ(S) 7→ Ĉ(Sn) die durch πnf := f |Sn für f ∈ Ĉ(E)
definierte kanonische Projektion, so schreiben wir für eine Folge {fn} ⊆ Ĉ(Sn) und
f ∈ Ĉ(S) kurz fn → f , falls ‖fn − πnf‖ → 0.

Für n ∈ N sei nun {Pn(k, x)} eine diskrete Übergangsfunktion auf Sn mit korrespon-
dierendem Operator Tn : Ĉ(Sn) 7→ Ĉ(Sn), νn ∈ P(Sn) und Yn ein korrespondierender
stochastischer Prozeß mit Startverteilung νn. Der durch

Zn(t) := Yn([nt]), t ≥ 0,
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definierte stochastische Prozeß Zn besitze die Verteilung Pn ∈ P
(
DS[0,∞)

)
. Sei ferner

{T (t)} eine Feller-Halbgruppe, ν ∈ P(S) und Z ein korrespondierender stochastischer
Prozeß mit Startverteilung ν und Verteilung P ∈ P(

DS[0,∞)
)
. Gilt νn

w→ ν und

T [nt]
n f −→ T (t)f, t ≥ 0, f ∈ Ĉ(S),

so folgt Pn
w→ P . Dies bedeutet Zn

d→ Z (als Zufallsvariable mit Werten) in DS[0,∞).

1. Zusammenfassung

Wir weisen in diesem Kapitel nach, daß stets eine Version eines Verzweigungsprozes-
ses mit Pfaden im Raum DE∆ [0,∞) existiert. Darauf aufbauend untersuchen wir die
stetige Abhängigkeit (der Verteilung) eines Verzweigungsprozesses von der Charakteri-
sierung der zugehörigen Verzweigungsübergangsfunktion und die Approximation durch
mehrtypige Galton Watson-Prozesse.

In Abschnitt 1 erweitern wir die Feller-Halbgruppe einer Verzweigungsübergangsfunk-
tion {P (t, x)} zu einer Feller-Halbgruppe auf den Raum C(E∆) und erhalten so zu einer
gegebenen Startverteilung ν ∈ P(E∆) eine zugehörige Verteilung aus P(

DE∆ [0,∞)
)
.

Ist {P (t, x)} konservativ und ν ∈ P(E), so kann diese Verteilung auf DE[0,∞) ge-
wählt werden. Anschließend verwenden wir die explizite Abhängigkeit des zugehörigen
infinitesimalen Erzeugers G von der Charakterisierung L von {P (t, x)}, die durch

Gfλ(x) = −〈x, L(λ)〉 fλ(x), λ ∈ E◦,

gegeben ist. Mit Hilfe des Konvergenzsatzes können wir zeigen, daß ein Verzweigungs-
prozeß

(
als Zufallsvariable mit Werten im Raum DE∆ [0,∞)

)
stetig von der Charakteri-

sierung L (und der Startverteilung) abhängt. Diese stetige Abhängigkeit betrifft ebenso
die endlichdimensionalen Verteilungen des Verzweigungsprozesses. Umgekehrt zeigen
wir, daß bei geeigneter Wahl der Startverteilungen bereits im Fall der Konvergenz
der eindimensionalen Verteilungen keine anderen (stochastisch stetigen) Grenzprozes-
se auftreten können. Die Klasse der Verzweigungsprozesse ist also in diesem Sinne
bezüglich der schwachen Konvergenz abgeschlossen. Wir fassen diese Ergebnisse in
einem allgemeinen Konvergenzsatz zusammen. Schließlich erhalten wir mit den Kon-
vergenzkriterien für spektral beschränkte unendlich teilbare Verteilungen aus Kapitel I
entsprechende Kriterien für die schwache Konvergenz von Verzweigungsprozessen.

Im nächsten Abschnitt definieren wir einen (d-typigen) Galton Watson-Prozeß mit
Nachwuchsverteilungen ξ1, . . . , ξd ∈ P(N0

d) durch eine diskrete Übergangsfunktion.
Ist Yn für n ∈ N ein solcher Prozeß mit Nachwuchsverteilungen ξ1

(n), . . . , ξd
(n) und

{kn} ⊆ N mit kn →∞, so untersuchen wir die durch

(1.1) Zn(t) :=
Yn([nt])

kn
, t ≥ 0,
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definierte Folge {Zn} von stochastischen Prozessen auf schwache Konvergenz. Hier
wenden wir den Approximationssatz für diskrete Übergangsfunktionen auf die Mengen
Ekn

:= {x/kn | x ∈ N0
d} ⊆ E an, und erhalten zu Abschnitt 1 analoge Ergebnisse. Die

Rolle der Charakterisierungen wird im diskreten Fall von aus den Nachwuchsverteilun-
gen hervorgehenden transportieren Maßen übernommen. Diese sind gegeben durch die
Abbildung κj

(kn)(x) := (x− ej)/kn für 1 ≤ j ≤ d und x ∈ N0
d. Wir können damit das

durch Pj
(n) :=

(
ξj

(n)
)
(κj

(kn)) für 1 ≤ j ≤ d definierte Tupel Pn :=
(
P1

(n), . . . , Pd
(n)

)

als Charakterisierung der zu Zn gehörenden diskreten Übergangsfunktion auffassen.
Ist nun Z ein Verzweigungsprozeß mit Charakterisierung P := (P1, . . . , Pd) so erhal-
ten wir Zn

d→ Z in DE∆ [0,∞) und in den endlichdimensionalen Verteilungen, falls
die zugehörigen Startverteilungen konvergieren und

(
Pj

(n)
)
?nkn

v→ Pj für 1 ≤ j ≤ d

gilt. Konvergieren umgekehrt die eindimensionalen Verteilungen der in (1.1) definierten
Prozesse bei geeigneter Wahl der Startverteilungen, so ist der Grenzprozeß im Fall der
stochastischen Stetigkeit notwendig ein Verzweigungsprozeß. Auch hier erhalten wir
einen allgemeinen Approximationssatz und entsprechende Konvergenzkriterien.

Schließlich behandeln wir in Abschnitt 4 eine spezielle Klasse von Verzweigungsprozes-
sen. Dies sind konservative Prozesse, in deren Charakterisierung sämtliche Spektral-
maße Null sind. Wir weisen nach, daß dies gerade die Diffusionen auf E sind, deren
infinitesimaler Erzeuger die Form

Gf(x) =
d∑

k=1

( d∑

j=1

xj〈aj , ek〉
)
∇kf(x) +

1
2

d∑

k=1

xkσ2
k∇2

kf(x), f ∈ D(E),

besitzt. Hierbei sind aj ∈ X und σ2
j ≥ 0 für 1 ≤ j ≤ d die nichtverschwindenden Grö-

ßen der zugehörigen Charakterisierung, und D(E) ist der Raum der schnell fallenden
Funktionen auf E. Wir betrachten in einem Beispiel die für d = 1 entstehende Diffusion
und zeigen abschließend eine mehrdimensionale Version der Fellerschen Diffusionsap-
proximation.

2. Stetige Abhängigkeit

2.1 Lemma. Sei {T (t)} eine Feller-Halbgruppe auf Ĉ(E). Dann wird durch die linearen
Operatoren

T∆(t)f := f(∆) + T (t)
(
f − f(∆)

)
, t ≥ 0, f ∈ C(E∆),

eine Feller-Halbgruppe {T∆(t)} auf C(E∆) definiert. Ist G∆der infinitesimale Erzeuger
von {T∆(t)}, so gilt D(G∆) = R+D(G) und G∆f = G

(
f −f(∆)

)
für alle f ∈ D(G∆).

Es gilt (1, 0) ∈ G(G∆). Ist D ⊆ Ĉ(E) ein Core von G, so ist R+ D ein Core von G∆.
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Beweis. Nach Ethier & Kurtz (1986), Lemma 4.2.3, ist {T∆(t)} eine Feller-Halbgruppe
auf C(E∆). Die Gestalt von G∆ folgt durch Einsetzen in die Definition eines infinite-
simalen Erzeugers. Wegen T (t)f = 0 für t ≥ 0 und f = 0 folgt (1, 0) ∈ G(G∆). Ist
D ⊆ Ĉ(E) ein Core von G, so ist D dicht in Ĉ(E), also R + D dicht in C(E∆). Sei
(f, G∆f) ∈ G(G∆). Dann gilt f − f(∆) ∈ D(G), und es existiert nach Vorausset-
zung eine Folge {gn} ⊆ D mit gn → f − f(∆) und Ggn → G

(
f − f(∆)

)
. Setze

fn := f(∆)+gn ∈ R+D. Dann gilt fn → f und G∆fn = Ggn → G
(
f−f(∆)

)
= G∆f .

Damit ist R+ D ein Core von G∆. ¤

2.2 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Übergangsfunktion auf E, {T (t)} die korrespon-
dierende Operatorhalbgruppe auf Ĉ(E) und {T∆(t)} deren Fortsetzung auf C(E∆).
Ist Z ein stochastischer Prozeß mit Zustandsraum E∆, so ist Z genau dann ein zu
{P (t, x)} korrespondierender Prozeß, wenn er ein zu {T∆(t)} korrespondierender Pro-
zeß ist. Ist {P (t, x)} konservativ, so kann dabei {T∆(t)} durch {T (t)} ersetzt werden.

Beweis. Nach Definition der Halbgruppe {T∆(t)} erhalten wir die Darstellung

T∆(t)f(Z(s)) = f(∆) + T (t)
(
f − f(∆)

)(
Z(s)

)

= f(∆) +
∫ (

f(y)− f(∆)
)
P

(
t, Z(s), dy

)

=
∫

f(y)P
(
t, Z(s), dy

)
+ f(∆)

(
1−

∥∥P (t, Z(s)
∥∥)

=
∫

f(y)P∆
(
t, Z(s), dy

)
, s, t ≥ 0, f ∈ C(E∆).

Damit ist die Korrespondenz des Prozesses Z zur Halbgruppe {T∆(t)} äquivalent zu
P

(
(Z(s + t) ∈ Γ | FZ

s

)
= P∆

(
t, Z(s), Γ

)
für alle s, t ≥ 0 und Γ ∈ B(E∆). Im Fall der

Konservativität ist nichts zu zeigen. ¤

2.3 Proposition. Sei {P (t, x)} eine Übergangsfunktion auf E. Ist die korrespon-
dierende Operatorhalbgruppe {T (t)} eine Feller-Halbgruppe auf Ĉ(E), so existiert zu
jedem ν ∈ P(E∆) ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und ein korrespondieren-
der stochastischer Prozeß Z mit Startverteilung ν und Pfaden im Raum DE∆ [0,∞).
Ist {P (t, x)} konservativ, so gilt (1, 0) ∈ bp−G(G) für den infinitesimalen Erzeuger G

von {T (t)}. Ist darüber hinaus ν ∈ P(E), so kann Z so gewählt werden, daß die Pfade
im Raum DE[0,∞) liegen.

Beweis. Die Familie {T∆(t)} von linearen Operatoren ist nach Lemma 2.1 eine Feller-
Halbgruppe mit (1, 0) ∈ bp−G(G∆), wobei G∆ der infinitesimale Erzeuger von {T∆(t)}
ist. Damit existiert nach Proposition 2.2 und dem Existenzsatz ein zu {P (t, x)} korre-
spondierender Prozeß mit Pfaden in DE∆ [0,∞). Ist {P (t, x)} konservativ und ν ∈ P(E),
so folgt die Behauptung analog, falls wir zeigen können, daß (1, 0) ∈ bp−G(G) für den
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infinitesimalen Erzeuger G von {T (t)}. Dazu ist zu zeigen, daß eine Folge {fn} ⊆ D(G)
existiert mit bp− limn→∞ fn = 1 und bp− limn→∞Gfn = 0. Wähle dazu {gn} ⊆ Ĉ(E)
mit bp− limn→∞ gn = 1. Nach Ethier & Kurtz (1986), Lemma 1.2.2, ist die Abbildung
(id−G) : D(G) 7→ Ĉ(E) bijektiv mit

(2.1) fn := (id−G)−1gn =
∫ ∞

0

exp(−t)T (t)gn dt ∈ D(G).

Wegen ‖T (t)gn‖ ≤ ‖gn‖ für alle t ≥ 0 folgt damit supn∈N ‖fn‖ < ∞. Nach Definition
gilt

T (t)gn(x) =
∫

gn(y)P (t, x, dy), (t, x) ∈ [0,∞)× E.

Da {P (t, x)} konservativ ist, erhalten wir bp− limn→∞ T (t)gn = 1 mit dominierter
Konvergenz, und eine nochmalige Anwendung auf (2.1) liefert bp− limn→∞ fn = 1.
Die Behauptung folgt nun wegen Gfn = fn − gn für n ∈ N. ¤

2.4 Theorem (Pfadeigenschaften). Sei {P (t, x)} eine Verzweigungsübergangs-
funktion. Dann existiert zu jedem ν ∈ P(E∆) ein korrespondierender Verzweigungspro-
zeß Z mit Startverteilung ν und Pfaden im Raum DE∆ [0,∞). Ist {P (t, x)} konservativ
und ν ∈ P(E), so kann Z so gewählt werden, daß die Pfade im Raum DE[0,∞) liegen.

Beweis. Nach Proposition II.3.9 ist die zu {P (t, x)} korrespondierende Operatorhalb-
gruppe eine Feller-Halbgruppe auf Ĉ(E). Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus
Proposition 2.3. ¤

2.5 Definition. Wir gehen im folgenden stets davon aus, daß für einen Verzweigungs-
prozeß Z eine Version mit Pfaden in DE∆ [0,∞)

(
DE[0,∞)

)
gewählt ist, und bezeichnen

die Charakterisierung L : E 7→ Rd
(
P = (P1, . . . , Pd)

)
der zugehörigen Übergangsfunk-

tion {P (t, x)} als Charakterisierung des Verzweigungsprozesses Z. Beachte,
daß (die Verteilung von) Z dadurch nur bei gegebener Startverteilung bestimmt ist.

Wir wenden uns nun der stetigen Abhängigkeit eines Verzweigungsprozesses von seiner
Charakterisierung zu. Dazu benötigen wir einige technische Hilfsmittel.

2.6 Proposition. Für n ∈ N sei {Tn(t)} eine Feller-Halbgruppe mit infinitesimalem
Erzeuger Gn, νn ∈ P(E∆) und Zn ein zu {T∆

n (t)} korrespondierender stochastischer
Prozeß mit Startverteilung νn und Pfaden in DE∆ [0,∞). Sei ferner {T (t)} eine Feller-
Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger G, ν ∈ P(E∆) und Z ein zu {T∆(t)} korre-
spondierender stochastischer Prozeß mit Startverteilung ν und Pfaden in DE∆ [0,∞).

Sei D ⊆ ⋂
n∈ND(Gn) ein Core von G. Gilt Gnf → Gf für alle f ∈ D und νn

w→ ν, so
folgt Zn

d→ Z in DE∆ [0,∞). Besitzen alle Prozesse Pfade in DE[0,∞), und sind alle
Startverteilungen auf E konzentriert, so gilt Zn

d→ Z in DE[0,∞).
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Beweis. Seien G∆
n , G∆ die infinitesimalen Erzeuger von {T∆

n (t)}, {T∆(t)}. Nach
Lemma 2.1 ist D∆ := R+ D ein Core von G∆. Ferner gilt

G∆
n f = Gn

(
f − f(∆)

) → G
(
f − f(∆)

)
= G∆f, f ∈ D∆.

Dies ist nach Ethier & Kurtz (1986), Theorem 1.6.1, äquivalent zu T∆
n (t)f → T∆(t)f

für alle t ∈ [0,∞) und f ∈ C(E∆). Damit folgt Zn
d→ Z in DE∆ [0,∞) nach dem

Stetigkeitssatz. Die zweite Behauptung folgt analog. ¤

2.7 Lemma. Für n ∈ N sei Zn ein stochastischer Prozeß mit Pfaden in DE∆ [0,∞).
Sei ferner {T (t)} eine Feller-Halbgruppe und Z ein zu {T∆(t)} korrespondierender
stochastischer Prozeß mit Pfaden in DE∆ [0,∞). Gilt Zn

d→ Z in DE∆ [0,∞), so folgt
Zn

d→ Z in den endlichdimensionalen Verteilungen.

Beweis. Definiere Γ :=
{
t ≥ 0 | P (

Z(t) = Z(t−)
)

= 1
}
. Nach Ethier & Kurtz (1986),

Theorem 3.7.8, gilt
(
Zn(t1), . . . , Zn(tk)

) d→ (
Z(t1), . . . , Z(tk)

)
für alle endlichen Men-

gen (t1, . . . , tk) ⊆ Γ. Ist G∆ der infinitesimal Erzeuger der Feller-Halbgruppe {T∆(t)},
so ist D(G) dicht in C(E∆), also separiert D(G) die Wahrscheinlichkeitsmaße auf E∆.
Nach Ethier & Kurtz (1986), Proposition 4.1.7 und Theorem 4.3.12, folgt Γ = [0,∞),
also die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen. ¤

2.8 Lemma. Für n ∈ N sei Ln =:
(
L1

(n), . . . , Ld
(n)

) (
Pn := (P1

(n), . . . , Pd
(n))

)
die

Charakterisierung der Verzweigungsübergangsfunktion {Pn(t, x)}. Sei L : E 7→ Rd

(
P := (P1, . . . , Pd)

)
die Charakterisierung einer weiteren Verzweigungsübergangsfunk-

tion {P (t, x)}. Es gilt Ln(λ) → ÃL(λ) für alle λ ∈ E◦ genau dann, wenn Pj
(n) v→ Pj für

alle 1 ≤ j ≤ d.

Beweis. Nach Theorem III.2.5 ist Lj
(n) für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende

Funktion der spektral positiven unendlich teilbaren Verteilung Pj
(n) ∈ S(X) \ {0}. Mit

dem Stetigkeitssatz I.4.8 folgt daher die Behauptung. ¤

2.9 Theorem (Stetige Abhängigkeit). Für n ∈ N sei Zn ein Verzweigungs-
prozeß mit Charakterisierung Ln : E 7→ Rd

(
Pn := (P1

(n), . . . , Pd
(n))

)
und Start-

verteilung νn ∈ P(E∆). Sei ferner Z ein Verzweigungsprozeß mit Charakterisierung
L : E 7→ Rd

(
P := (P1, . . . , Pd)

)
und Startverteilung ν ∈ P(E∆).

Gilt Ln(λ) → ÃL(λ) für alle λ ∈ E◦
(
Pj

(n) v→ Pj für alle 1 ≤ j ≤ d
)

und νn
w→ ν,

so gilt Zn
d→ Z in DE∆ [0,∞) und Zn

d→ Z in den endlichdimensionalen Verteilun-
gen. Sind darüber hinaus alle Verzweigungsübergangsfunktionen konservativ und alle
Startverteilungen auf E konzentriert, so gilt Zn

d→ Z in DE[0,∞).
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Beweis. Seien {Tn(t)} und {T (t)} die korrespondierenden Feller-Halbgruppen mit in-
finitesimalen Erzeugern Gn und G. Nach Theorem II.4.13 ist mit fλ(x) := exp(−〈λ, x〉)
für x ∈ E die Algebra A := 〈fλ | λ ∈ E◦〉 ein Core von Gn und G. Damit genügt es nach
Proposition 2.6 die Konvergenz Gnfλ → Gfλ für alle λ ∈ E◦ zu zeigen. Die Konvergenz
der endlichdimensionalen Verteilungen folgt dann aus Lemma 2.7. Sei dazu λ ∈ E◦ fest.
Nach Theorem II.4.13 gilt

‖Gnfλ −Gfλ‖ = sup
x∈E

∣∣〈x, Ln(λ)− L(λ)〉fλ(x)
∣∣

≤ sup
x∈E

d∑

j=1

xj

∣∣Lj
(n)(λ)− Lj(λ)

∣∣fλ(x)

≤
d∑

j=1

∣∣Lj
(n)(λ)− Lj(λ)

∣∣ · ‖gj‖.

Dabei ist für 1 ≤ j ≤ d die Funktion gj ∈ Ĉ(E) durch gj(x) := xjfλ(x) für x ∈ E
definiert. Damit gilt Gnfλ → Gfλ für alle λ ∈ E◦. ¤

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit der Klasse der Verzweigungsprozesse bezüglich
der schwachen Konvergenz. Da wir die Struktur des möglichen Grenzprozesses im vor-
aus nicht kennen, fordern wir hier die stochastische Stetigkeit anstelle der Regularität
im Sinne von Definition II.2.1.

2.10 Proposition. Für n ∈ N sei ψn die kumulantenerzeugende Funktion einer Ver-
zweigungsübergangsfunktion {Pn(t, x)}. Es existiere ein t0 > 0 derart, daß der Grenz-
wert ψ(t, λ) := limn→∞ ψn(t, λ) für alle (t, λ) ∈ [0, t0] × E◦ existiert. Ferner gelte
limt→0 ψ(t, λ) = λ für alle λ ∈ E◦.

Dann existiert der Grenzwert ψ(t, λ) := limn→∞ ψn(t, λ) ∈ E◦ für alle (t, λ) ∈ [0,∞)×E◦

und (die stetige Fortsetzung von) ψ ist die kumulantenerzeugende Funktion einer regu-
lären Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)}.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition III.3.2. ¤

2.11 Theorem (Abgeschlossenheit). Für n ∈ N sei {Pn(t, x)} eine Verzweigungs-
übergangsfunktion und Zj

(n) für 1 ≤ j ≤ d ein korrespondierender Verzweigungsprozeß
mit Startverteilung εej . Sei ferner t0 > 0 und ηj(t) für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0] eine
Zufallsvariable mit Werten in E∆ derart, daß ηj(t)

d→ ηj(0) für t → 0.

Gilt Zj
(n)(t) d→ η(t) für alle 1 ≤ j ≤ d und alle t ∈ [0, t0], so existiert eine Ver-

zweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} und zu jedem 1 ≤ j ≤ d ein korrespondierender
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Verzweigungsprozeß Zj mit Startverteilung εj derart, daß Zj
(n) d→ Zj in DE∆ [0,∞) und

Zj
(n) d→ Zj in den endlichdimensionalen Verteilungen. In diesem Fall gilt Zj(t)

d= ηj(t)
für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0].

Sind alle Verzweigungsübergangsfunktionen {Pn(t, x)} konservativ und besitzt ηj(t) für
1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0] Werte in E, so können wir annehmen, daß Z Pfade in DE[0,∞)
besitzt. Dann gilt Zj

(n) d→ Zj in DE[0,∞) für 1 ≤ j ≤ d.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ηj(0) d= εej
. Wir bezeichnen die Einschränkung der

Verteilung von ηj(t) auf E für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0] mit P (t, ej) ∈ S(E). We-
gen ηj(t)

d→ ηj(0), gilt P̌ (t, ej , λ) → exp(−λj) für 1 ≤ j ≤ d, λ ∈ E◦ und t → 0.
Daher kann t0 > 0 so gewählt werden, daß P (t, ej) für t ∈ [0, t0] und 1 ≤ j ≤ d

eine kumulantenerzeugende Funktion ψj : E 7→ E besitzt. Setze ψ := (ψ1, . . . , ψd).
Dann gilt limt→0 ψ(t, λ) = λ für alle λ ∈ E◦. Ist ψn =:

(
ψ1

(n), . . . , ψd
(n)

)
die ku-

mulantenerzeugende Funktion von {Pn(t, x)}, so gilt ψj(t, λ) = limn→∞ ψj
(n)(t, λ) für

alle 1 ≤ j ≤ d und alle (t, λ) ∈ [0, t0] × E◦, da ψj
(n)(t, ·) die kumulantenerzeugen-

de Funktion von Zj
(n)(t) ist. Damit erhalten wir ψ(t, λ) = limn→∞ ψn(t, λ) für alle

(t, λ) ∈ [0, t0] × E◦. Nach Proposition 2.10 kann ψ zur kumulantenerzeugenden Funk-
tion einer regulären Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} fortgesetzt werden.

Sei Ln : E 7→ Rd die Charakterisierung von {Pn(t, x)}. Wir zeigen zunächst, daß die
Folge {Ln(λ)} für jedes λ ∈ E◦ konvergiert. Definiere dazu

θ(t, λ) :=
1
t

∫ t

0

ψ(s, λ) ds, t > 0, λ ∈ E◦.

Wegen limt→0 ψ(t, λ) = λ für alle λ ∈ E◦ gilt ∇kψj(t, λ) → δjk für 1 ≤ j, k ≤ d, λ ∈ E◦

und t → 0 nach Proposition I.2.15. Mit dominierter Konvergenz folgt ∇kθj(t, λ) → δjk

für 1 ≤ j, k ≤ d, λ ∈ E◦ und t → 0. Sei nun λ ∈ E◦ fest. Wähle t ∈ (0, t0) so klein, daß
die Matrix Dθ(t, λ) :=

(∇kθj(t, λ)
)
jk

invertierbar ist. Definiere analog

θ(n)(t, λ) :=
1
t

∫ t

0

ψ(n)(s, λ) ds, t > 0, λ ∈ E◦.

Wegen Pn(t, ej)
v→ P (t, ej) erhalten wir∇kψj

(n)(t, λ) → ∇kψj(t, λ) für alle 1 ≤ j, k ≤ d

nach Proposition I.2.15. Mit dominierter Konvergenz folgt ∇kθj
(n)(t, λ) → ∇kθj(t, λ)

für alle 1 ≤ j, k ≤ d. Nach Proposition II.4.7 löst ψj
(n)(·, λ) : [0,∞) 7→ [0,∞) für

1 ≤ j ≤ d die partielle Differentialgleichung

(2.2)
∂

∂t
ψj

(n)(t, λ) = 〈∇ψj
(n)(t, λ), Ln(λ)〉, t ≥ 0.

Formulieren wir dies als Integralgleichung, so erhalten wir

(2.3) ψj
(n)(t, λ)− λj =

∫ t

0

〈∇ψj
(n)(s, λ), Ln(λ)〉 ds, 1 ≤ j ≤ d.
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Erneute Anwendung von dominierter Konvergenz liefert für 1 ≤ j ≤ d die Darstellung

(2.4) t−1
(
ψj

(n)(t, λ)− λj

)
= 〈∇θj

(n)(t, λ), Ln(λ)〉,

also

t−1
(
ψn(t, λ)− λ

)
= Dθn(t, λ)Ln(λ),

wobei Dθn(t, λ) :=
(∇kθj

(n)(t, λ)
)
jk

. Wegen Dθn(t, λ) → Dθ(t, λ) :=
(∇kθj(t, λ)

)
jk

ist Dθn(t, λ) für hinreichend großes n ∈ N invertierbar, und aufgrund der Stetigkeit der
Inversion von Matrizen folgt die Existenz von

lim
n→∞

Ln(λ) = lim
n→∞

Dθn(t, λ)−1 ψn(t, λ)− λ

t
= Dθ(t, λ)−1 ψ(t, λ)− λ

t
.

Wir bezeichnen diesen Grenzwert für λ ∈ E◦ mit L(λ) und zeigen nun, daß (die stetige
Fortsetzung von) L : E 7→ Rd die Charakterisierung von {P (t, x)} ist. Verwende mit
Proposition II.4.6 für festes λ ∈ E◦ die Darstellung

(2.5) ψn(t, λ) = λ +
∫ t

0

Ln

(
ψn(s, λ)

)
ds, t ≥ 0.

Beachte nun, daß die Konvergenz Ln(λ) → L(λ) für λ ∈ E◦ nach Proposition I.2.15 lokal
gleichmäßig auf E◦ ist. Wegen ψn(t, λ) → ψ(t, λ) ∈ E◦ für alle t ≥ 0 und alle λ ∈ E◦

erhalten wir mit dominierter Konvergenz

ψ(t, λ) = λ +
∫ t

0

L
(
ψ(s, λ)

)
ds, t ≥ 0.

Da L (als lokal gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen) stetig ist, folgt die Darstellung

∂ψ(t, λ)
∂t

∣∣∣∣
t=0

= L(λ), λ ∈ E◦.

Dies ist jedoch gerade die Definition der Charakterisierung von {P (t, x)}. Für 1 ≤ j ≤ d

sei schließlich Zj ein zu {P (t, x)} korrespondierender Verzweigungsprozeß mit Startver-
teilung εej . Die schwache Konvergenz in DE∆ [0,∞) und in den endlichdimensionalen
Verteilungen folgt mit Theorem 2.9. Insbesondere können wir aufgrund der Konvergenz
der eindimensionalen Verteilungen die Grenzverteilungen identifizieren. Beachte nun,
daß die zusätzliche Voraussetzung aufgrund dieser Identifikation mit Korollar II.2.8 die
Konservativität von {P (t, x)} zur Folge hat. ¤
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Wir fassen nun die Ergebnisse in einem allgemeinen Konvergenzsatz zusammen. Da
wir hier einen Verzweigungsprozeß als Grenzprozeß voraussetzen, benötigen wir keine
einschränkenden Bedingungen.

2.12 Theorem (Konvergenzsatz). Für n ∈ N und 1 ≤ j ≤ d sei Zj
(n) ein Ver-

zweigungsprozeß mit Charakterisierung Ln : E 7→ Rd
(
Pn := (P1

(n), . . . , Pd
(n))

)
und

Startverteilung εej . Sei ferner Zj für 1 ≤ j ≤ d ein Verzweigungsprozeß mit Charak-
terisierung L : E 7→ Rd

(
P := (P1, . . . , Pd)

)
und Startverteilung εej

. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Pj
(n) v→ Pj für alle 1 ≤ j ≤ d.

(b) Ln(λ) → L(λ) für alle λ ∈ E◦.

(c) Zj
(n) d→ Zj in DE∆ [0,∞) für alle 1 ≤ j ≤ d.

(d) Zj
(n) d→ Zj in den endlichdimensionalen Verteilungen für alle 1 ≤ j ≤ d.

(e) Zj
(n) d→ Zj in den eindimensionalen Verteilungen für alle 1 ≤ j ≤ d.

Sind darüber hinaus alle Verzweigungsübergangsfunktionen konservativ, so kann hierbei
der Raum DE∆ [0,∞) durch den Raum DE[0,∞) ersetzt werden.

Wir verwenden nun das in Kapitel I entwickelte Laplace-Kalkül zur Formulierung von
notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Konvergenz in Theorem 2.12.

2.13 Proposition (Konvergenzkriterien). Unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 2.12 sei Pj

(n) =: 〈aj
(n),

(
σj

(n)
)
2, µj

(n), δj
(n)〉 und Pj =: 〈aj , σ

2
j , µj , δj〉. Es liegt

Konvergenz genau dann vor, wenn für alle 1 ≤ j ≤ d die folgenden Bedingungen erfüllt
sind:

(a) 〈aj
(n), ej〉 −→ 〈aj , ej〉.

(b) 〈aj
(n), ek〉+

∫
yk

1 + |y|2 µj
(n)(dy) −→ 〈aj , ek〉+

∫
yk

1 + |y|2 µj(dy) für alle k 6= j.

(c) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
((

σj
(n)

)2 +
∫

Uε(0)

y2
j µj

(n)(dy)
)
− σ2

j

∣∣∣∣ = 0.

(d) 1E\Uε(0)
· νj

(n) v−→ 1E\Uε(0)
· νj für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(e) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

µj
(n)

(
E \ UR(0)

)
+ δj

(n)

)
− δj

∣∣∣∣ = 0.

Dabei ist νj
(n)(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µj

(n)(dy) und νj(dy) := |y|2(1 + |y|2)−1µj(dy).
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Beweis. Sei 1 ≤ j ≤ d fest. Nach Theorem III.2.5 besitzt die kumulantenerzeugende
Funktion Lj

(n) die Darstellung

Lj
(n)(λ) = 〈aj

(n), λ〉 − 1
2
(
σj

(n)
)2

λ2
j −

∫
Mj(λ, y) µj

(n)(dy) + δj
(n), λ ∈ E.

Dabei ist aj
(n) ∈ X mit 〈aj

(n), ek〉 ∈ [0,∞) für k 6= j, σj
(n), δj

(n) ≥ 0 und µj
(n) ein

σ-endliches Borel-Maß auf E \ {0} mit

∫ ((∑

k 6=j

yk + y2
j

) ∧ 1
)

µj
(n)(dy) < ∞.

Wir verwenden nun eine dem Konvergenzsatz für spektral beschränkte Verteilungen
angepaßte Schreibweise. Setze

Lj
(n)(λ) = 〈bj

(n), λ〉 − 1
2
(
σj

(n)
)2

λ2
j −

∫
M(λ, y) µj

(n)(dy) + δj
(n), λ ∈ E.

Dabei ist bj
(n) ∈ X definiert durch 〈bj

(n), ej〉 := aj
(n) und

(2.6) 〈bj
(n), ek〉 := 〈aj

(n), ek〉+
∫

yk

1 + |y|2 µj
(n)(dy), k 6= j.

Wir erhalten die Darstellung 〈aj
(n),

(
σj

(n)
)
2, µj

(n), δj
(n)〉 = [bj

(n), Σj
(n), µj

(n), δj
(n)],

wobei
(
Σj

(n)
)
kl

= δjkδjl

(
σj

(n)
)
2. Schreiben wir analog 〈aj , σ

2
j , µj , δj〉 = [bj , Σj , µj , δj ]

mit
(
Σj

)
kl

= δjkδjlσ
2
j , so liegt nach Theorem I.4.7 Konvergenz genau dann vor, wenn

die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a′) bj
(n) −→ bj .

(b′) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
((

σj
(n)

)2
λ2

j +
∫

Uε(0)

〈λ, y〉2 µj
(n)(dy)

)
− σ2

j λ2
j

∣∣∣∣ = 0 für alle λ ∈ E◦.

(c′) 1E\Uε(0)
· νj

(n) v−→ 1E\Uε(0)
· νj für alle ε > 0 mit ν(∂Uε(0)) = 0.

(d′) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣∣∣
(

µj
(n)

(
E \ UR(0)

)
+ δj

(n)

)
− δj

∣∣∣∣ = 0.

Offensichtlich ist (a′) äquivalent zu (a) und (b), (c′) äquivalent zu (d) und schließlich
(d′) äquivalent zu (e). Offensichtlich folgt (c) aus (b′). Beachte nun, daß aus (a′)
nach (2.6) die Beschränktheit der Folge {∫

U1(0)
yk µj

(n)(dy)} für k 6= j folgt, da alle
dort auftretenden Terme nichtnegativ sind. Für 0 < ε < 1 und 1 ≤ l ≤ d erhalten wir

lim
n→∞

∫

Uε(0)

ykyl µj
(n)(dy) ≤ ε · sup

n∈N

∫

U1(0)

yk µj
(n)(dy), k 6= j.

Damit folgt die Behauptung. ¤
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2.14 Beispiel. Für d = 1 sei σ ≥ 0, % > 0 und δ ≥ 0. Definiere L : [0,∞) 7→ [0,∞)
durch

L(λ) := σ(1− exp(−%λ)) + δ, λ ∈ [0,∞).

Die kumulantenerzeugende Funktion ψ : [0,∞) × [0,∞) 7→ [0,∞) der zugehörigen
Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} ist nach Beispiel III.4.2 als Lösung des An-
fangswertproblems

(2.7) y′ = σ(1− exp(−%y)) + δ, y(0) = λ,

gegeben durch

ψ(t, λ) =
1
%

ln
[

σ

σ + δ
+ e%(σ+δ)t

(
e%λ − σ

σ + δ

)]
, (t, λ) ∈ [0,∞)2.

(a) In dieser expliziten Form ist die stetige Abhängigkeit von zugehörigen Verzwei-
gungsprozessen mit vorgegebener Startverteilung εx für x ∈ E ein Problem der stetigen
Abhängigkeit der Lösungen des Anfangswertproblems (2.7) von den Parametern σ ≥ 0,
% > 0 und δ ≥ 0. Offensichtlich gehen die Anfangswertprobleme wie die eindimensio-
nalen Verteilungen der zugehörigen Verzweigungsprozesse auch für % → 0 und % → ∞
stetig ineinander über (in Übereinstimmung mit den Konvergenzkriterien aus Proposi-
tion 2.13). Für σ →∞ oder δ →∞ gilt ψ(t, λ) →∞ für alle (t, λ) ∈ (0,∞)2, d.h., die
eindimensionalen Verteilungen streben vage gegen Null.

(b) Natürlich liegt auch bei beliebig vorgegebener Startverteilung ν ∈ P([0,∞]) Kon-
vergenz vor, falls die Parameter stetig ineinander übergehen. Die zugehörigen Prozesse
konvergieren ebenfalls schwach in D[0,∞][0,∞). Wir wissen bereits aus Beispiel III.4.2,
daß diese Prozesse genau dann konservativ sind, wenn δ = 0 gilt. In diesem Fall liegt
schwache Konvergenz in D[0,∞)[0,∞) vor, falls ν ∈ P([0,∞)) gewählt ist.

3. Approximation

3.1 Definition. Eine diskrete Übergangsfunktion {P (k, x)} ∈ P(N0
d) auf N0

d heißt
diskrete Verzweigungsübergangsfunktion, falls

P (k, x + y) = P (k, x) ? P (k, y), k ∈ N0, x, y ∈ N0
d.

3.2 Proposition. Sei {P (k, x)} eine diskrete Verzweigungsübergangsfunktion. Ist ϑj

für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion von ξj := P (1, ej) ∈ P(N0
d) und

ϑ := (ϑ1, . . . , ϑd), so gilt

(3.1) P̌ (k, x, λ) = exp
(− 〈x, ϑ〈k〉(λ)〉), (k, x) ∈ N0 × N0

d, λ ∈ E.

Damit ist {P (k, x)} durch (ξ1, . . . , ξd) eindeutig bestimmt. Umgekehrt existiert zu je-
dem Tupel (ξ1, . . . , ξd) mit ξj ∈ P(N0

d) für 1 ≤ j ≤ d eine diskrete Verzweigungsüber-
gangsfunktion {P (k, x)} mit der angegebenen Darstellung.
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Beweis. Die Darstellung (3.1) zeigt man analog zum Beweis von Proposition II.2.6.
Verwende dort anstelle der Nichtdegeneriertheit, daß eine diskrete Verzweigungsüber-
gangsfunktion per Definition konservativ ist. Die Existenz einer Verzweigungsüber-
gangsfunktion {P (k, x)} zu (ξ1, . . . , ξd) folgt analog zum Beweis von Lemma III.3.4
und Proposition II.2.11. ¤

3.3 Bemerkung. Der zu einer diskreten Verzweigungsübergangsfunktion korrespon-
dierende Prozeß heißt Galton Watson-Prozeß. In der Tat ist Definition 3.1 die ana-
lytische Definition eines d-typigen Galton Watson-Prozesses, der gewöhnlich pfadweise
konstruiert wird. Die Verteilungen ξj ∈ S

(
N0

d
)

sind die Nachwuchsverteilungen

der einzelnen Typen.

Zur Anwendung des Approximationssatzes auf eine Folge von Galton Watson-Prozessen
benötigen wir wieder einige technische Hilfsmittel.

3.4 Definition. (a) Für n ∈ N sei En := {x/n | x ∈ N0
d} und Xn := {x/n | x ∈ Zd}.

Für 1 ≤ j ≤ d definiere die Abbildung κj
(n) : N0

d 7→ Xn durch

κj
(n)(x) := (x− ej)/n, x ∈ N0

d.

(b) Wir definieren die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von En analog zur Ein-Punkt-
Kompaktifizierung von E und erweitern πn : Ĉ(E) 7→ Ĉ(En) zu der durch πn

∆f := f |E∆
n

für f ∈ C(E∆) definierten kanonischen Projektion πn
∆ : C(E∆) 7→ C(E∆

n ).

3.5 Proposition. Sei {kn} ⊆ N eine Folge mit kn →∞. Für n ∈ N sei {Pn(k, x)} eine
Übergangsfunktion auf Ekn mit korrespondierendem Operator Tn : Ĉ(Ekn) 7→ Ĉ(Ekn),
Gnf := n(Tnf − f) für f ∈ Ĉ(Ekn), νn ∈ P(Ekn) und Yn ein zu {Pn(k, x)} korrespon-
dierender stochastischer Prozeß mit Startverteilung νn. Definiere Zn(t) := Yn([nt])
für t ≥ 0. Sei ferner {T (t)} eine Feller-Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger G,
ν ∈ P(E∆) und Z ein zu {T∆(t)} korrespondierender stochastischer Prozeß mit Start-
verteilung ν und Pfaden im Raum DE∆ [0,∞).

Sei D ⊆ Ĉ(E) ein Core von G. Gilt Gnπknf → Gf für alle f ∈ D und νn
w→ ν, so folgt

Zn
d→ Z in DE∆ [0,∞). Besitzt Z Pfade in DE[0,∞) und ist ν auf E konzentriert, so

gilt Zn
d→ Z in DE[0,∞).

Beweis. Sei G∆ der infinitesimale Erzeuger von {T∆(t)}. Nach Lemma 2.1 ist die
Menge D∆ := R + D ein Core von G∆. Setze T∆

n f := f(∆) + Tn

(
f − f(∆)

)
für

f ∈ C(E∆
kn

). Nach Voraussetzung gilt T∆
n : C(E∆

kn
) 7→ C(E∆

kn
) und

T∆
n f(x) =

∫
f(y)P∆

n (1, x, dy), f ∈ C(E∆
kn

), x ∈ E∆
kn

.
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Dabei ist P∆
n (1, x) ∈ P(E∆

kn
) die eindeutig bestimmte Fortsetzung von Pn(1, x) zu

einem Wahrscheinlichkeitsmaß. Mit G∆
n f := n

(
T∆

n f − f
)

für f ∈ C(E∆
kn

) erhalten wir

G∆
n π∆

kn
f = Gnπkn

(
f − f(∆)

) → G
(
f − f(∆)

)
= G∆f, f ∈ D∆.

Dies ist aber nach Ethier & Kurtz (1986), Theorem 1.6.5, äquivalent zur Konvergenz(
T∆

n

)
[nt]π∆

kn
f → T∆(t)f für alle t ∈ [0,∞) und f ∈ C(E∆). Damit folgt die Konvergenz

nach dem Approximationssatz. Die zweite Behauptung folgt analog. ¤

3.6 Lemma. Sei {ξn} ⊆ P(
N0

d
)

und {kn} ⊆ N eine Folge mit kn →∞. Für 1 ≤ j ≤ d

definiere das transportierte Maß Pj
(n) := ξn

(κj
(kn)) ∈ P(Xkn). Ist ϑn die kumulanten-

erzeugende Funktion von ξn, so besitzt
(
Pj

(n)
)
?nkn die kumulantenerzeugende Funktion

(3.2) Lj
(n)(λ) = nkn

(
ϑn(λ/kn)− λj/kn

)
, λ ∈ E.

Ferner existiert zu 1 ≤ j ≤ d genau dann ein Pj ∈ S(X) \ {0} mit (Pj
(n))?nkn

v→ P ,
wenn die Folge {Lj

(n)(λ)} für alle λ ∈ E◦ konvergiert. Ist Lj die kumulantenerzeugende
Funktion von Pj, so gilt in diesem Fall Lj

(n)(λ) → Lj(λ) für alle λ ∈ E◦.

Beweis. Offensichtlich ist {Pj
(n)} ⊆ P(X) für 1 ≤ j ≤ d eine Folge von auf E ∪ U1(0)

konzentrierten Wahrscheinlichkeitsmaßen. Daher folgt die behauptete Äquivalenz nach
dem Stetigkeitssatz I.4.12. Die Darstellung (3.2) erhalten wir unmittelbar aus dem
Transformationssatz. ¤

3.7 Lemma. Sei {P (k, x)} eine diskrete Verzweigungsübergangsfunktion und Y ein kor-
respondierender Galton Watson-Prozeß mit Nachwuchsverteilungen

(
ξ1, . . . , ξd

)
und

zugehörigen kumulantenerzeugenden Funktionen ϑ :=
(
ϑ1, . . . , ϑd

)
. Dann korrespon-

diert der stochastische Prozeß n−1Y für n ∈ N zur Übergangsfunktion {Qn(k, x)}
auf En, die durch

Q̌n(k, x, λ) = exp
(− 〈x, nϑ〈k〉n (λ/n)〉), (k, x) ∈ N0 × En, λ ∈ E,

gegeben ist. Ist Tn der zu {Qn(k, x)} korrespondierende Operator, so gilt insbesondere
Tnπnfλ(x) = exp(−〈x, nϑn(λ/n)〉) für alle λ ∈ E◦ und alle x ∈ En.

Beweis. Es ist nur die angegebene Darstellung zu zeigen. Nach Proposition 3.2 und
der Verzweigungseigenschaft erhalten wir

E
(
fλ

(
n−1Y (k + l)

) | Fk
n−1Y

)
= E

(
fλ/n

(
Y (k + l)

) | Fk
Y

)

= P̌n

(
l, Y (k), λ/n

)
=

(
P̌n(l, n−1Y (k), λ/n)

)n

= exp
(− 〈n−1Y (k), nϑ〈l〉n (λ/n)〉) = Q̌n(l, n−1Y (k), λ), k, l ∈ N0, λ ∈ E◦.

Damit folgt Behauptung, da die Algebra πn(A) dicht in Ĉ(En) ist. ¤
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3.8 Theorem (Approximation). Sei {kn} ⊆ N eine Folge mit kn →∞. Für n ∈ N
sei Yn ein Galton Watson-Prozeß mit Nachwuchsverteilungen

(
ξ1

(n), . . . , ξd
(n)

)
. Der

durch

Zn(t) :=
Yn([nt])

kn
, t ≥ 0,

definierte stochastische Prozeß Zn besitze die Startverteilung νn ∈ P(Ekn). Das für
1 ≤ j ≤ d durch Pj

(n) :=
(
ξj

(n)
)
(κj

(kn)) ∈ P(Xkn) definierte Wahrscheinlichkeitsmaß
besitze die kumulantenerzeugende Funktion Lj

(n). Setze Ln := (L1
(n), . . . , Ld

(n)). Sei
ferner Z ein Verzweigungsprozeß mit Charakterisierung L

(
P := (P1, . . . , Pd)

)
und

Startverteilung ν ∈ P(E∆).

Gilt Ln(λ) → L(λ) für alle λ ∈ E◦
(
(Pj

(n))?nkn
v→ Pj für alle 1 ≤ j ≤ d

)
und

νn
w→ ν, so gilt Zn

d→ Z in DE∆ [0,∞) und Zn
w→ Z in den endlichdimensionalen

Verteilungen. Ist darüber hinaus die zu Z gehörende Verzweigungsübergangsfunktion
konservativ und ν auf E konzentriert, so gilt Zn

d→ Z in DE[0,∞).

Beweis. Sei λ ∈ E◦ fest. Ist ϑj
(n) für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion

von ξj
(n) und ϑn :=

(
ϑ1

(n), . . . , ϑd
(n)

)
, so gilt nach Lemma 3.7 für den zur Übergangs-

funktion von k−1
n Yn korrespondierenden Operator

(3.3) Tnπknfλ(x) = exp(−〈x, knϑn(λ/kn)〉), x ∈ E.

Mit Gnf := n(Tnf − f) für f ∈ Ĉ(Ekn) erhalten wir daher

Gnπknfλ(x) = n
(
exp(−〈x, knϑn(λ/kn)〉)− exp(−〈x, λ〉))

= n

(
exp

(− 〈x, kn(ϑn(λ/kn)− λ/kn)〉)− 1
)
· exp(−〈x, λ〉), x ∈ E.

Ist {P (t, x)} die zu Z gehörende Übergangsfunktion und G deren infinitesimaler Er-
zeuger, so gilt Gfλ(x) = −〈x, L(λ)〉fλ(x) für x ∈ E. Wir zeigen nun, daß Tn für
hinreichend großes n ∈ N den Raum Ĉ(Ekn) in sich selbst abbildet. Nach Lemma 3.6
besitzt

(
Pj

(n)
)
?nkn

v→ Pj für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion

Lj
(n)(λ) = nkn

(
ϑj

(n)(λ/kn)− λj/kn

)
, λ ∈ E.

Wegen Ln(λ) → L(λ) erhalten wir knϑj
(n)(λ/kn) → λj für 1 ≤ j ≤ d. Daher gilt

nϑj
(n)(λ/n) > 0 für 1 ≤ j ≤ d und hinreichend großes n ∈ N. Nach (3.3) folgt da-

mit Tn : πkn(A) 7→ πkn(A), und wie im Beweis von Proposition II.3.2 erhalten wir
Tn : Ĉ(Ekn) 7→ Ĉ(Ekn), da πkn(A) dicht in Ĉ(Ekn) ist. Verwende nun Lemma II.4.12
mit sn := n, an := kn(ϑn(λ/kn)− λ/kn) und a := L(λ). Dann gilt snan → a, und mit
den dortigen Bezeichnungen erhalten wir Gnπknfλ = gλ

(n)|Ekn
und Gfλ = gλ. Damit

folgt
sup

x∈Ekn

∣∣Gnπknfλ −Gπknfλ

∣∣ ≤ ‖gλ
(n) − gλ‖ −→ 0,

also mit Proposition 3.5 die Konvergenz in DE∆ [0,∞)
(
DE[0,∞)

)
. Die Konvergenz der

endlichdimensionalen Verteilungen erhalten wir mit Lemma 2.7. ¤
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Wir zeigen nun wie im vorherigen Abschnitt, daß beim Grenzübergang die Verzwei-
gungseigenschaft der Prozesse erhalten bleibt.

3.9 Theorem (Abgeschlossenheit). Sei {kn} ⊆ N eine Folge mit kn → ∞. Für
n ∈ N und 1 ≤ j ≤ d sei Yj

(n) ein Galton Watson-Prozeß mit Nachwuchsverteilungen(
ξ1

(n), . . . , ξd
(n)

)
und Startverteilung εknej

. Definiere für 1 ≤ j ≤ d den stochastischen
Prozeß Zj

(n) durch

Zj
(n)(t) :=

Yj
(n)([nt])

kn
, t ≥ 0.

Sei ferner t0 > 0 und ηj(t) für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0] eine Zufallsvariable mit Werten
in E∆ derart, daß ηj(t)

d→ ηj(0) für t → 0.

Gilt Zj
(n)(t) d→ η(t) für alle 1 ≤ j ≤ d und alle t ∈ [0, t0], so existiert eine Ver-

zweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} und zu jedem 1 ≤ j ≤ d ein korrespondierender
Verzweigungsprozeß Zj mit Startverteilung εj derart, daß Zj

(n) d→ Zj in DE∆ [0,∞) und
Zj

(n) d→ Zj in den endlichdimensionalen Verteilungen. In diesem Fall gilt Zj(t)
d= ηj(t)

für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0].

Besitzt darüber hinaus ηj(t) für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0, t0] Werte in E, so können wir
annehmen, daß Z Pfade in DE[0,∞) besitzt. Dann gilt Zj

(n) d→ Zj in DE[0,∞).

Beweis. Der Nachweis verläuft im wesentlich analog zum Beweis von Theorem 2.11.
Wir beschränken uns daher auf die hier vorzunehmenden Modifikationen.

Anstelle der kumulantenerzeugenden Funktionen der Verzweigungsprozesse betrachte
die kumulantenerzeugenden Funktionen von Zj

(n)(t) für 1 ≤ j ≤ d und t ∈ [0,∞).
Diese sind nach Lemma 3.7 gegeben durch

ψj
(n)(t, λ) := 〈knϑn

〈[nt]〉(λ/kn), ej〉, λ ∈ E.

Dabei ist ϑn :=
(
ϑ1

(n), . . . , ϑd
(n)

)
und ϑj

(n) für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende
Funktion von ξj

(n). Zum Nachweis der Konvergenz ψ(t, λ) = limn→∞ ψn(t, λ) ∈ E◦

für (t, λ) ∈ [0,∞) × E◦ und der Fortsetzbarkeit von ψ zur kumulantenerzeugenden
Funktion einer regulären Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)} verwende Propo-
sition III.3.2 anstelle von Proposition 2.10. Definiere dazu ϕn(λ) := knϑn(λ/kn) für
λ ∈ E, und beachte, daß ϕn

〈k〉(λ) := knϑn
〈k〉(λ/kn) für k ∈ N0 gilt. Nach Lemma 3.7

ist damit 〈ϕn
〈k〉, ej〉 für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende Funktion eines Sub-

Wahrscheinlichkeitsmaßes auf E. Damit sind die Voraussetzungen für die behauptete
Konvergenz erfüllt. Wegen kn → ∞ folgt mit dem Stetigkeitssatz I.4.12 für 1 ≤ j ≤ d

die unendliche Teilbarkeit der zu ψj(t, ·) gehörenden Verteilung. Also kann ψ zur kumu-
lantenerzeugenden Funktion einer regulären Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)}
fortgesetzt werden. Mit Proposition III.3.2 erhalten wir ϕn(λ) → λ für alle λ ∈ E◦.

Definiere nun θ : (0,∞) × E◦ 7→ E wie vorher. Wir erhalten wieder ∇kθj(t, λ) → δjk

für 1 ≤ j, k ≤ d, λ ∈ E◦ und t → 0. Wähle t ∈ (0, t0) zu festem λ ∈ E◦ so klein, daß
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die Matrix Dθ(t, λ) :=
(∇kθj(t, λ)

)
jk

invertierbar ist. Definiere für den vorliegenden
diskreten Fall

θ(n)(t, λ) :=
1
t

∫ [nt]/n

0

ψ(n)(s, λ) ds, t > 0, λ ∈ E◦.

Wir erhalten analog ∇kθj
(n)(t, λ) → ∇kθj(t, λ) für alle 1 ≤ j, k ≤ d. Beachte hier, daß

diese Konvergenz lokal gleichmäßig auf E◦ ist. Wir benötigen nun eine diskrete Version
der Gleichung (2.4). Für 1 ≤ j ≤ d erhalten wir durch Teleskopsummenbildung

t−1
(
ψj

(n)(t, λ)− λj

)
= t−1

[nt]∑

k=1

〈knϑn
〈k〉(λ/kn)− knϑn

〈k−1〉(λ/kn), ej〉

= t−1

[nt]∑

k=1

〈knϑn
〈k−1〉(ϕn(λ)

)− knϑn
〈k−1〉(λ), ej〉

=
n

t

∫ [nt]/n

0

(
ψj

(n)
(
s, ϕn(λ)

)− ψj
(n)(s, λ)

)
ds

= n

(
θj

(n)
(
t, ϕn(λ)

)− θj
(n)(t, λ)

)
, t > 0.

Nach dem Mittelwertsatz existiert zu 1 ≤ j ≤ d ein δj ∈ (0, 1) mit

t−1
(
ψj

(n)(t, λ)− λj

)
= 〈∇θj

(n)
(
t, λ + δj(ϕn(λ)− λ)

)
, Ln(λ)〉,

wobei Ln(λ) := n
(
ϕn(λ)− λ

)
= nkn

(
ϑn(λ/kn)− λ/kn

)
. Wir erhalten nun die Darstel-

lung
t−1

(
ψn(t, λ)− λ

)
= Dn(t, λ)Ln(λ),

mit Dn(t, λ) :=
(∇kθj

(n)
(
t, λ + δj(ϕn(λ)− λ)

))
jk

. Wegen ϕn(λ) → λ und der lokal
gleichmäßigen Konvergenz ∇kθj

(n)(t, λ) → ∇kθj(t, λ) für alle 1 ≤ j, k ≤ d ist damit
Dn(t, λ) für hinreichend großes n ∈ N invertierbar, und aufgrund der Stetigkeit der
Inversion von Matrizen folgt die Existenz von

lim
n→∞

Ln(λ) = lim
n→∞

Dn(t, λ)−1 ψn(t, λ)− λ

t
= Dθ(t, λ)−1 ψ(t, λ)− λ

t
.

Verwende zum Nachweis, daß dieser Grenzwert die Charakterisierung der Verzweigungs-
übergangsfunktion {P (t, x)} ist, die diskrete Variante von (2.5), die nach Lemma III.3.3
durch

ψn(t, λ) = λ +
∫ [nt]/n

0

Ln

(
ψn(s, λ)

)
ds, (t, λ) ∈ [0,∞)× E,

gegeben ist. Die schwache Konvergenz in DE∆ [0,∞) und in den endlichdimensiona-
len Verteilungen folgt hier mit Theorem 3.8 anstelle von Theorem 2.9. Die übrigen
Behauptungen folgen wörtlich wie im Beweis von Theorem 2.11. ¤
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Wie vorher haben wir unterwegs den allgemeinen Approximationssatz gezeigt. Auch
hier brauchen wir die stochastische Stetigkeit nicht vorauszusetzen.

3.10 Theorem (Approximationssatz). Sei {kn} ⊆ N eine Folge mit kn →∞. Für
n ∈ N und 1 ≤ j ≤ d sei Yj

(n) ein Galton Watson-Prozeß mit Nachwuchsverteilungen(
ξ1

(n), . . . , ξd
(n)

)
und Startverteilung εknej . Definiere für 1 ≤ j ≤ d den stochastischen

Prozeß Zj
(n) durch

Zj
(n)(t) :=

Yj
(n)([nt])

kn
, t ≥ 0.

Pj
(n) :=

(
ξj

(n)
)
(κj

(kn)) ∈ P(Xkn) besitze für 1 ≤ j ≤ d die kumulantenerzeugende
Funktion Lj

(n). Setze Ln := (L1
(n), . . . , Ld

(n)). Sei ferner Zj für 1 ≤ j ≤ d ein
Verzweigungsprozeß mit Charakterisierung L : E 7→ Rd

(
P := (P1, . . . , Pd)

)
und Start-

verteilung εej . Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a)
(
Pj

(n)
)
?nkn

v→ Pj für alle 1 ≤ j ≤ d.

(b) Ln(λ) → L(λ) für alle λ ∈ E◦.

(c) Zj
(n) d→ Zj in DE∆ [0,∞) für alle 1 ≤ j ≤ d.

(d) Zj
(n) d→ Zj in den endlichdimensionalen Verteilungen für alle 1 ≤ j ≤ d.

(e) Zj
(n) d→ Zj in den eindimensionalen Verteilungen für alle 1 ≤ j ≤ d.

Ist darüber hinaus die zu Z gehörende Verzweigungsübergangsfunktion konservativ, so
kann hierbei der Raum DE∆ [0,∞) durch den Raum DE[0,∞) ersetzt werden.

3.11 Proposition (Konvergenzkriterien). Unter den Voraussetzungen von Theo-
rem 3.10 sei Pj =: 〈aj , σ

2
j , µj , δj〉. Es liegt Konvergenz genau dann vor, wenn für alle

1 ≤ j ≤ d die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a)
∫

yj

1 + |y|2 nknPj
(n)(dy) −→ 〈aj , ej〉.

(b)
∫

yk

1 + |y|2 nknPj
(n)(dy) −→ 〈aj , ek〉+

∫
yk

1 + |y|2 µj(dy) für alle k 6= j.

(c) lim
ε→0

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

Uε(0)

y2
j nknPj

(n)(dy)− σ2
j

∣∣∣∣ = 0.

(d) 1E\Uε(0)
· νj

(n) v−→ 1E\Uε(0)
· νj für alle ε > 0 mit ν

(
∂Uε(0)

)
= 0.

(e) lim
R→∞

lim
n→∞

∣∣nknPj
(n)

(
E \ UR(0)

)− δj

∣∣ = 0.

Dabei ist νj
(n)(dy) := |y|2(1+|y|2)−1nknPj

(n)(dy) und νj(dy) := |y|2(1+|y|2)−1µj(dy).

Beweis. Dies zeigt man analog zum Beweis von Proposition 2.13. Verwende hierbei
den Approximationssatz I.4.11 anstelle des Konvergenzsatzes I.4.7. ¤
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Wir betrachten nun zwei Beispiele, in denen der Approximationssatz im eindimensio-
nalen Fall auf einen einzigen Galton Watson-Prozeß angewendet wird.

3.12 Beispiel. Sei ξ ∈ P(N0), {Xn} eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit X1
d= ξ,

Sn :=
∑n

k=1 Xk für n ∈ N0 und Pα eine stabile Verteilung mit Exponent 1 < α ≤ 2
und kumulantenerzeugender Funktion

L(λ) =
aλ

α− 1
− σ2λα

2(α− 1)
, λ ∈ [0,∞),

mit a ∈ R und σ2 ≥ 0. Nach Beispiel III.4.3 ist Pα die Charakterisierung einer Ver-
zweigungsübergangsfunktion. Liegt ξ im normalen Anziehungsbereich

(
vergleiche Fel-

ler (1971), Abschnitt XVII.9
)

von Pα, so gilt nach Feller (1971), Theorem XVII.5.3,
n−1/αSn − n(α−1)/α d→ Pα. Setze kn := [n1/(α−1)] und betrachte die Teilfolge {Snkn}.
Es gilt die asymptotische Äquivalenz (nkn)1/α ∼ (nα/(α−1))1/α = n1/(α−1) ∼ kn und
analog (nkn)(α−1)/α ∼ n. Also folgt k−1

n Snkn − n
d→ Pα. Ist Yn für n ∈ N ein Galton

Watson-Prozeß mit Nachwuchsverteilung ξ und Startverteilung εkn , so erhalten wir mit
Theorem 3.10 die schwache Konvergenz der durch

Zn(t) :=
Yn([nt])

kn
, t ≥ 0,

definierten Folge {Zn} von stochastischen Prozessen gegen den durch Pα charakteri-
sierten Verzweigungsprozeß Z mit Startverteilung ε1.

3.13 Beispiel. Sei ξ ∈ P(N0) und X eine Zufallsvariable mit X
d= ξ. Es gelte

E(X) = 1 und 0 < σ2 = Var(X) < ∞. Ist Yn für n ∈ N ein Galton Watson-Prozeß mit
Nachwuchsverteilung ξ und Startverteilung εn, so definiere

Zn(t) :=
Yn([nt])

n
, t ≥ 0.

Nach den Überlegungen in Beispiel 3.12 mit α = 2 konvergiert Zn schwach in DE[0,∞)
und in den endlichdimensionalen Verteilungen gegen einen Verzweigungsprozeß mit
Charakterisierung N(0, σ2), da ξ nach dem zentralen Grenzwertsatz im normalen An-
ziehungsbereich von N(0, σ2) liegt.

4. Diffusionen

4.1 Definition. Betrachte die Menge D(E) aller unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen f : E 7→ R mit

sup
|α|≤n

sup
x∈E

(
1 + |x|2)n · ∣∣Dαf(x)

∣∣ < ∞, n ∈ N0.

Dabei ist |α| :=
∑d

j=1 αj und Dαf :=
∏d

j=1∇j
αj f für α ∈ N0

d. D(E) ⊆ Ĉ(E) heißt
Raum der schnell fallenden Funktionen auf E.
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4.2 Theorem (Diffusion). Für 1 ≤ j ≤ d sei aj ∈ X mit 〈aj , ek〉 ∈ [0,∞) für k 6= j

und σj ≥ 0. Sei ferner L : E 7→ Rd definiert durch

Lj(λ) := 〈aj , λ〉 − 1
2
σ2

j λ2
j , λ ∈ E.

Dann existiert zu jedem ν ∈ P(E) ein Verzweigungsprozeß Z mit Charakterisierung L,
Startverteilung ν und Pfaden im Raum CE[0,∞) der stetigen Funktionen auf [0,∞) mit
Werten in E. Dieser Verzweigungsprozeß Z ist eine Diffusion auf E. Der Raum D(E)
ist ein Core des zugehörigen infinitesimalen Erzeugers G, und es gilt

(4.1) Gf(x) =
d∑

k=1

( d∑

j=1

xj〈aj , ek〉
)
∇kf(x) +

1
2

d∑

k=1

xkσ2
k∇2

kf(x), f ∈ D(E).

Beweis. Nach Theorem III.3.6 existiert eine Verzweigungsübergangsfunktion {P (t, x)}
mit Charakterisierung L. Nach Proposition III.4.1 ist {P (t, x)} konservativ, und wir
können nach Theorem 2.4 einen korrespondierenden Verzweigungsprozeß Z mit Pfaden
in DE[0,∞) wählen. Nach Theorem II.4.13 gilt für den infinitesimalen Erzeuger G der
korrespondierenden Feller-Halbgruppe

Gfλ(x) = −〈x, L(λ)〉 fλ(x), λ ∈ E◦.

Ist die angegebene Darstellung des infinitesimalen Erzeugers gezeigt, so ist Z nach
Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 8, Abschnitt 1, eine Diffusion auf E. Ferner ist die
Algebra A = 〈fλ | λ ∈ E◦〉 ein Core von G. Wegen A ⊆ D(E) ist D(E) dann ebenfalls
ein Core von G. Zeige (4.1) zunächst auf der Algebra A. Sei dazu λ ∈ E◦ fest. Es gilt

Gfλ(x) = −
d∑

j=1

xjLj(λ)fλ(x)

= −
d∑

j=1

xj〈aj , λ〉fλ(x) +
1
2

d∑

j=1

xjσ
2
j λ2

jfλ(x)

=
d∑

k=1

( d∑

j=1

xj〈aj , ek〉
)(− λkfλ(x)

)
+

1
2

d∑

j=1

xjσ
2
j λ2

jfλ(x), x ∈ E.

Wegen ∇k fλ(x) = −λkfλ(x) und ∇2
k fλ(x) = λ2

kfλ(x) folgt (4.1). Wir definieren nun
den Operator H auf Ĉ(E) durch die rechte Seite von Gleichung (4.1). Offensichtlich
ist H eine Fortsetzung von G|A. Wir nehmen nun an, daß f ∈ D(E) in x0 ∈ E maximal
ist und f(x0) ≥ 0 gilt. Gilt 〈x0, ek〉 > 0, so folgt ∇kf(x0) = 0 und ∇2

kf(x0) ≤ 0.
Gilt 〈x0, ek〉 = 0, so erhalten wir ∇kf(x0) ≤ 0 und

∑
j 6=k〈x0, ej〉〈aj , ek〉 ≥ 0, also

in jedem Fall Hf(x0) ≤ 0. Nach Dynkins Maximum-Prinzip (siehe z.B. Rogers &
Williams (1994), Lemma III.6.8) folgt damit H = G|D(E).
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Schließlich ist zu zeigen, daß Z so gewählt werden kann, daß die Pfade in CE[0,∞) lie-
gen. Sei dazu x0 ∈ E und ε > 0 vorgegeben. Wähle nun ein f ∈ D(E) mit f(x0) = ‖f‖,
supy∈E\Uε(x0) f(y) < ‖f‖ und ∇2

kf(x0) = 0. Dann gilt Gf(x0) = 0. Nach Ethier &
Kurtz (1986), Remark 4.2.10, ist dies eine hinreichende Bedingung. ¤

4.3 Beispiel. Ist d = 1 und L(λ) = aλ − σ2λ2/2 mit a ∈ R und σ ≥ 0, d.h.,
P = N(a, σ2), so ist der infinitesimale Erzeuger G der zugehörigen Diffusion gegeben
durch

Gf(x) = axf ′(x) +
1
2
xσ2f ′′(x), f ∈ D([0,∞)).

Wir nehmen nun an, daß σ2 > 0 gilt. Um die Randpunkte r0 := 0 und r1 := ∞ der
zugehörigen Diffusion auf [0,∞) zu klassifizieren, definiere für festes r ∈ (0,∞)

p(x) :=
∫ x

r

e−
2a
σ2 (y−r) dy, m(x) :=

2
σ2

∫ x

r

y−1e
2a
σ2 (y−r) dy, x ∈ [0,∞),

und
u(x) :=

∫ x

r

m(y)p′(y) dy, v(x) :=
∫ x

r

p(y)m′(y) dy, x ∈ [0,∞).

Der Randpunkt r0 = 0 ist erreichbar (accessible), d.h., es gilt u(0) < ∞ (zur Termino-
logie vergleich Ethier & Kurtz (1986), Kapitel 8, Abschnitt 1). Setze dazu γ := 2a/σ2

und schreibe

u(0) =
2
σ2

∫ r

0

e−γy

∫ r

y

z−1eγz dz dy ≤ 2
σ2

e|γ|r
∫ r

0

∫ r

y

z−1 dz dy < ∞.

Sei Px die Verteilung einer zugehörige Diffusion auf C[0,∞)[0,∞) mit Startverteilung εx

und Z(t) := πt(ω) für t ≥ 0 und ω ∈ C[0,∞)[0,∞). Setzen wir τy := inf{t ≥ 0 | Z(t) = y}
für y ∈ [0,∞), so bedeutet die Erreichbarkeit von r0 = 0 nach Ethier & Kurtz (1986),
Problem 8.4.1, daß ein x > 0 und ein t > 0 derart existieren, daß

inf
y∈(0,x)

Px(τy ≤ t) > 0.

Da wir über eine explizite Darstellung der zugehörigen kumulantenerzeugenden Funk-
tion verfügen, können wir sogar zeigen, daß dies für alle (t, x) ∈ (0,∞) × (0,∞) gilt.
In Beispiel III.4.3 haben wir gesehen, daß die zugehörige kumulantenerzeugende Funk-
tion ψ im Fall a = 0 die Form

ψ(t, λ) =
λ

1 + tσ2

2 λ
, (t, λ) ∈ [0,∞)2,

und im Fall a 6= 0 die Form

ψ(t, λ) =
λeat

1 + σ2λ
2a (eat − 1)

, (t, λ) ∈ [0,∞)2,
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besitzt. Damit gilt Px

(
Z(t) = 0

)
= limλ→∞ exp

( − xψ(t, λ)
)

> 0 für t, x > 0, wie
man diesen Gleichungen leicht entnehmen kann. Aufgrund der Stetigkeit der Pfade gilt
Px

(
Z(t) = 0

) ≤ Px(τy ≤ t) für y ∈ (0, x). Betrachte nun

v(0) =
2
σ2

∫ r

0

y−1

(
eγy

∫ r

y

e−γz dz

)
dy.

Da der Term in Klammern für y → 0 gegen eine positiven Ausdruck strebt, erfüllt
r0 = 0 die Ausgangs-Bedingung v(0) = ∞ (exit boundary). Wir wenden uns nun dem
Randpunkt r1 = ∞ zu. Es gilt

u(∞) =
2
σ2

∫ ∞

r

e−γy

∫ y

r

z−1eγz dz dy ≥ 2
σ2

∫ ∞

r

y−1

(
e−γy

∫ y

r

eγz dz

)
dy.

Der Term in Klammern strebt hier für y →∞ ebenfalls gegen einen positiven Ausdruck
(oder Unendlich). Damit gilt u(∞) = ∞, d.h., r1 = ∞ ist unerreichbar. Analog erhal-
ten wir v(∞) = ∞, d.h., r1 = ∞ ist ein natürlicher Randpunkt (natural boundary).
Damit sind für jedes t > 0 die folgenden Bedingungen erfüllt:

lim
y→∞

Px(τy ≤ t) = 0, x ∈ (0,∞), lim
x→∞

Px(τy ≤ t) = 0, y ∈ (0,∞).

In Beispiel 3.13 haben wir bereits für den Fall d = 1 eine einfache Diffusionsapproxi-
mation gesehen. Wir betrachten nun die allgemeine Form dieser Approximation.

4.4 Theorem (Diffusionsapproximation). Für n ∈ N sei Yn ein Galton Watson-
Prozeß mit Nachwuchsverteilungen

(
ξ1

(n), . . . , ξd
(n)

)
, die für 1 ≤ j ≤ d durch Zufalls-

variable Xj
(n) mit Werten in E repräsentiert werden. Der durch

Zn(t) :=
Yn([nt])

n
, t ≥ 0,

definierte stochastische Prozeß Zn besitze die Startverteilung νn ∈ P(En). Für 1 ≤ j ≤ d

sei ferner aj ∈ X mit 〈aj , ek〉 ∈ [0,∞) für k 6= j und σ2
j ≥ 0. Es gelte

(a) E
(
n(Xj

(n) − ej)
) −→ aj für alle 1 ≤ j ≤ d.

(b) Var
(〈Xj

(n), ek〉
) −→ δjk σ2

j für alle 1 ≤ j, k ≤ d.

(c) {〈Xj
(n), ej〉} ist für jedes 1 ≤ j ≤ d gleichgradig quadratisch integrierbar.

Existiert ein ν ∈ P(E) mit νn
w→ ν, so konvergiert Zn schwach in DE[0,∞) und in

den endlichdimensionalen Verteilungen gegen eine Diffusion mit Startverteilung ν und
infinitesimalem Erzeuger

Gf(x) =
d∑

k=1

( d∑

j=1

xj〈aj , ek〉
)
∇kf(x) +

1
2

d∑

k=1

xkσ2
k∇2

kf(x), f ∈ D(E).
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Beweis. Nach dem Approximationssatz 3.10 ist lediglich zu zeigen, daß für jedes
1 ≤ j ≤ d die Sub-Wahrscheinlichkeitsmaße Pj

(n) :=
(
ξj

(n)
)
(κj

(n)) ∈ P(Xn) die Be-
dingung

(
Pj

(n)
)
?n2 w→ N(aj , σ

2
j ) erfüllen. Dabei ist N(aj , σ

2
j ) ∈ P(E) gegeben durch

die kumulantenerzeugende Funktion Lj(λ) := 〈aj , λ〉 − σ2
j λ2

j/2 für λ ∈ E. Setze
µj

(n) :=
∫

y Pj
(n)(dy) und beachte, daß

n2µj
(n) = n2

∫
y − ej

n
ξj

(n)(dy) = E
(
n(Xj

(n) − ej)
) −→ aj .

Definiere daher Qj
(n) ∈ S(X) durch Q̌j

(n)(λ) := P̌j
(n)(λ) · exp(〈λ, µj

(n)〉) für λ ∈ E.
Dann gilt

∫
y Qj

(n)(dy) = 0. Nun ist Pj
(n) auf E ∪ U1(0) konzentriert, und es gilt

µj
(n) → 0. Also können wir annehmen, daß Qj

(n) auf E ∪ U2(0) konzentriert ist. Wir
verwenden den Stetigkeitssatz für Laplace-Transformierte I.2.14. Danach genügt es zu
zeigen, daß

(
Qj

(n)(λ)
)
n2 → exp(σ2

j λ2
j/2) für alle λ ∈ E. Benutze hierzu die Taylor-

Entwicklung

exp(−x) = 1− x +
1
2
x2

(
1 + r(x)

)
, x ∈ R,

wobei r(x) := 1−exp(−ϑx) für ein
(
von x abhängiges ϑ ∈ (0, 1)

)
. Sei λ ∈ E fest. Dann

existiert ein M > 0 mit |r(〈λ, y〉)| ≤ M ∧ (
exp(|λ| |y|)− 1

)
für alle y ∈ E ∪ U2(0). Mit

dieser Abschätzung erhalten wir

(4.2)

∣∣∣∣n2
(
Q̌j

(n)(λ)− 1
)− n2

2

∫
〈λ, y〉2 Qj

(n)(dy)
∣∣∣∣

≤ n2

2

∫
〈λ, y〉2

(
M ∧ (

exp(|λ| |y|)− 1
))

Qj
(n)(dy).

Zeige nun, daß der erste Integralterm gegen σ2
j λ2

j/2 und der zweite gegen Null strebt.
Für 1 ≤ k ≤ d erhalten wir wegen %j

(n) := E
(
Xj

(n)
)

= nµj
(n) + ej die Konvergenz

n2

∫
y2

k Qj
(n)(dy) = n2

∫ (
yk − δjk

n
− 〈µj

(n), ek〉
)2

ξj
(n)(dy)

=
∫ (

yk − 〈%j
(n), ek〉

)2
ξj

(n)(dy)

= Var
(〈Xj

(n), ek〉
) −→ δjk σ2

j .

Nach der Cauchy-Ungleichung streben sämtliche Covarianz-Terme gegen Null, und die
Konvergenz des ersten Terms ist gezeigt. Für den zweiten Term ist analog (wegen der
Beschränktheit des Restgliedes) nur noch zu zeigen, daß

n2

∫
y2

j

(
M ∧ (

exp(|λ| |y|)− 1
))

Qj
(n)(dy)

=
∫ (

yj − 〈%j
(n), ej〉

)2
(

M ∧ (
exp(|λ| |(y − %j

(n))/n|)− 1
))

ξj
(n)(dy) −→ 0.
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Sei dazu ε > 0 beliebig. Beachte nun, daß {%j
(n)} beschränkt ist. Wähle R > 0 so, daß

supn∈N
∫
E\UR(0)

(
yj − 〈%j

(n), ej〉
)2

ξj
(n)(dy) ≤ ε/M , was aufgrund der gleichgradigen

quadratischen Integrierbarkeit von {〈Xj
(n), ej〉} möglich ist. Daher existiert ein C > 0

derart, daß
∫ (

yj−〈%j
(n), ej〉

)2
(

M ∧ (
exp(|λ| |(y − %j

(n))/n|)− 1
))

ξj
(n)(dy)

≤ (R + C)2
(
exp(|λ|(R + C)/n)− 1

)
+ ε, n ∈ N.

Mit n →∞ folgt die Konvergenz gegen Null, da ε > 0 beliebig war. Mit (4.2) erhalten
wir n2

(
Q̌j

(n)(λ)− 1
) → σ2

j λ2
j/2, also

(
Qj

(n)(λ)
)n2

=
(

1 +
n2

(
Q̌j

(n)(λ)− 1
)

n2

)n2

−→ exp(σ2
j λ2

j/2).

Damit folgt die Behauptung. ¤

5. Anmerkungen & Literatur

Die Standardreferenz für stochastische Prozesse mit Pfaden in D[0,∞) ist Ethier & Kurtz (1986).

So findet man die topologischen Eigenschaften von D[0,∞) dort in Abschnitt 3.5. Zu Fragen der

Meßbarkeit von stochastischen Prozessen mit Pfaden in D[0,∞) bezüglich B(
D[0,∞)

)
vergleiche die

Diskussion in Abschnitt 3.7. Der Existenzsatz ist Theorem 4.2.7. Weiter wurde hier der Stetigkeitssatz

Theorem 4.2.5 und der Approximationssatz 4.2.12 verwendet. Beachte, daß dort die Definition einer

Feller-Halbgruppe die Eigenschaft (1, 0) ∈ bp−G(G) des infinitesimalen Erzeugers G beinhaltet.

Die stetige Abhängigkeit der Verzweigungsprozesse von ihren Charakterisierungen wurde in der Li-

teratur bisher nicht untersucht. Die Darstellung wurde hier den entsprechenden Approximations-

untersuchungen angepaßt. Die Eigenschaft (1, 0) ∈ bp−G(G) für den zu einer konservativen Über-

gangsfunktion gehörenden infinitesimalen Erzeuger G (Proposition 2.3) ist Korollar 4.2.8 aus Ethier &

Kurtz (1986).

Approximationssätze für eindimensionale konservative Verzweigungsprozesse werden in der Literatur

vielfach behandelt. Ausgehend von der Diffusionsapproximation von Feller (1951), die in Jǐrina (1967)

bewiesen wird, wurden Verallgemeinerungen in verschiedene Richtungen vorgenommen. Die Ap-

proximation eindimensionaler allgemeiner konservativer Verzweigungsprozesse wurde zuerst in Lam-

perti (1967a) und Lamperti (1967b) formuliert. Notwendige und hinreichende Bedingungen für die

schwache Konvergenz stammen von Grimvall (1974). Dort wird auch die Erhaltung der Verzweigungs-

eigenschaft unter der schwächeren Bedingung der Regularität des möglichen Grenzprozesses nachgewie-

sen. Die dort verwendete Methode ist jedoch stark dem eindimensionalen konservativen Fall angepaßt

und konnte hier nicht verallgemeinert werden.

Die Frage der schwachen Konvergenz für defekte Grenzprozesse konnte bisher auch im eindimensionalen

Fall nicht befriedigend beantwortet werden. In Helland (1978) wurde eigens eine schwächere Topologie

auf dem Raum D[0,∞][0,∞) eingeführt, in der diese Konvergenz für Markovsche Verzweigungsprozesse

nachgewiesen werden konnte. Jedoch ist diese Topologie im allgemeinen zu schwach. In Frisch (1995)

konnten diese Resultate für Galton Watson-Prozesse reproduziert werden. Diese Arbeiten verwenden
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den Ansatz, einen Verzweigungsprozeß über einen Random Time Change aus einem Lévy-Prozeß zu

konstruieren und die schwache Konvergenz mit Hilfe des Satzes von Skorohod pfadweise nachzuweisen.

Dieser Random Time Change geht auf Lamperti (1967c) zurück.

Das hier gewählte Verfahren zur Approximation ist nicht auf die Näherung durch Galton Watson-

Prozesse beschränkt. Die Beweise können ohne größere Modifikationen für die Approximation durch

mehrdimensionale Jǐrina-Prozesse oder Markovsche Verzweigungsprozesse verwendet werden. In der

Tat ist die Konstruktion der Übergangsfunktion zu einer gegebenen Charakterisierung in Abschnitt III.3

eine Näherung durch geeignete Jǐrina-Prozesse.

Beispiel 3.12 ist die teilweise Umkehrung einer Aussage aus Lamperti (1967a), die besagt, daß im Fall

der schwachen Konvergenz der stochastischen Prozesse die Nachwuchsverteilung ξ stets im partiellen

Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung mit Exponent 1 < α ≤ 2 liegt.

Die Diffusionsapproximation in ihrer ursprünglicher Form von Feller (1951) ist Beispiel 3.13. Die hier

dargestellte Approximation verallgemeinert Theorem 3.2 von Grimvall (1974).
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NOTATIONEN & SYMBOLE

Nicht in diese Liste aufgenommen wurden elementare Symbole und bekannte mengen-
theoretische Schreibweisen, die sich von selbst verstehen.

Für x, y ∈ R schreiben wir x ∧ y := min(x, y) und x ∨ y := max(x, y). Ist (S, %) ein
metrischer Raum und A ⊆ S, so bezeichnet A◦ das Innere, A den Abschluß und ∂A

den Rand von A. Für S = Rd und ε > 0 ist Uε(0) die ε-Umgebung von Null. Ist
x : [0,∞) 7→ Rd eine Abbildung, so sei x(t+) für t ≥ 0 der rechtsseitige, und x(t−)
für t > 0 der linksseitige Grenzwert in t. Für eine (partiell differenzierbare) Abbildung
f : Rd 7→ R schreiben wir ∇f = (∇1f, . . . ,∇df) für den Gradienten von f .

ˇ 6 〈·, ·, ·, ·〉 56 Ĉ(·) 4 M(·, ·) 16

ˆ 21 δjk 44 d 4 Mj(·, ·) 56

∆ 5 ∆ 4 D(·) 88 M(·) 4

〈k〉 57 εx 5 D[0,∞) 69 N(·, ·) 21

?n 14 κj
(n) 82 D(·) 34 NΣ 15

‖ · ‖ 4 ξj 82 ej 5 O 4

〈·, ·〉 5 πj 25 E 5 Pµ 14

? 14 πn 70 En 82 P 46

d→ 70 πt 36 fλ 39 P(·) 5

v→ 4 A 39 Fk 70 Rd×d 15

w→ 4 B(·) 31 Ft 33 S(·) 4

[0,∞)d×d 15 B(·) 4 G(·) 34 X 5

[·, ·, ·, ·] 22 C(·) 4 L 7 Xn 82
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