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Einfiihrung

In nova fert animus mutatas dicere formas

corpora;. . .
Ovid [1]

“Was treibt einen Menschen eigentlich dazu an, einen Grofteil seiner Zeit damit zu
verbringen, apathisch vor sich hin zu griibeln, um dann schliellich irgendwelche selt-
samen Formeln niederzuschreiben?” Kine Frage, die in dieser oder &hnlicher Form dem
Autor in regelméfigen Abstdnden gestellt wird und die wohl jedem (theoretischen) Phy-
siker nicht ganz unbekannt sein diirfte. In der Regel gibt man dann natiirlich bereitwillig
Auskunft und legt mehr oder minder ausschweifend seine Beweggriinde dar. Nun mogen
diese ja von Physiker zu Physiker durchaus (leicht) variieren, weshalb der Autor hier in
erster Linie auch nur fiir sich selbst sprechen méchte, wenn er seine Standardantwort auf
diese Frage, vielleicht etwas vereinfachend, folgendermafien zusammenfafit: Das Verlan-
gen nach fundamentalem Verstdndnis (Wibegier), gepaart mit einer gehorigen Portion
Spieltrieb. Wahrend die erste dieser beiden Eigenschaften den meisten danach Fragenden
unmittelbar einleuchtet, ruft die zweite bei so manchem im ersten Augenblick Erstau-
nen/Verwunderung/Unverstindnis/Entsetzen... hervor. Das moge man doch bitte néher
erlautern. Nun gut, man versucht dann seinem Gegeniiber so gut wie moglich zu vermit-
teln, daBl man die mathematische Komponente seiner Arbeit gewissermaflen als ein fas-
zinierendes Spiel(zeug) mit seinen eigenen Regeln und nicht als notwendiges Mittel zum
Zweck wahrnimmt und daf§ dies wahrscheinlich auch erforderlich ist, um auf lange Sicht
ein Vergniigen an der theoretischen Physik empfinden zu kénnen. Nachdem hiermit die
Frage nach der Motivation in der Regel abgehakt ist, wird sich oftmals noch erkundigt,
auf welchem Gebiet man nun eigentlich forscht. Auf die Antwort “Gravitationsphysik”
erfihrt man dann die unterschiedlichsten Reaktionen. Wihrend viele im positiven Sinn
Interesse bekunden, gibt es auch die eine oder andere eher kritische Stimme. Die Skeptiker
fragen darauthin meist, was es denn da iiberhaupt noch zu forschen gebe, denn es sei ihnen
durchaus bekannt, daf eine sehr gute theoretische Beschreibung von Gravitationseffekten

bereits vorliege. Und genau an diesem Punkt beginnt die vorliegende Arbeit eigentlich.



2 Einfithrung

In der Tat stellt die Allgemeine Relativitdtstheorie Einsteins eine duflerst zuverléssi-
ge Theorie der Gravitation dar, die bislang durch alle Experimente und Beobachtungen
ausnahmslos Bestétigung findet [2]. Sie 1d8t sich durch die sogenannte Einstein-Hilbert-
Wirkung

Sen — ﬁ /d4:c\/—_g (~R+2A) (1)

beschreiben [3]. Thr Giiltigkeitsbereich erstreckt sich von irdischen bis hin zu kosmologi-
schen Skalen. Im gleichen Atemzug mufi man allerdings einrdumen, dafl die Allgemeine Re-
lativitatstheorie lediglich eine klassische Theorie darstellt, wohingegen sich die drei iibri-
gen fundamentalen Wechselwirkungen im Rahmen der Teilchenphysik als Quantenfeld-
theorien formulieren lassen. Der Versuch, die durch die Einstein-Hilbert-Wirkung beschrie-
bene Allgemeine Relativititstheorie auf analoge Weise zu quantisieren, schlégt zumindest
in dem Sinne fehl, dafl das Resultat eine stérungstheoretisch nichtrenormierbare Theorie
verkorpert. Was dies im einzelnen bedeutet, wird weiter unten kurz erlautert werden. In
diesem Zusammenhang sei lediglich darauf hingewiesen, dafl das Auftreten der angespro-
chenen Problematik im wesentlichen darauf zuriickzufiihren ist, daf§ die Massendimension
der Gravitationskonstante G negativ ist: dim(G) = —2. Aufgrund dieser perturbativen
Nichtrenormierbarkeit herrscht die weitverbreitete Ansicht, dafl eine gewohnliche Quanti-
sierung der metrischen Freiheitsgrade in (1) zu keiner sinnvollen Theorie fiihrt, die bis hin
zu kleinsten Raumzeitdistanzen Vorhersagekraft besitzt und somit als fundamental gelten
kann. Vielmehr wird landldufig angenommen, daf3 die Einstein-Hilbert-Wirkung lediglich
eine effektive Theorie verkorpert, die die Gravitation nur bei solchen Raumzeitabstinden
korrekt beschreibt, die weitaus groBer sind als die Planck-Linge /p = VG-

An dieser Stelle mufl man sich aber die folgende Frage stellen: Was ist denn {iber-
haupt die Bedingung dafiir, da3 eine Theorie als fundamental angesehen werden kann?
In der Teilchenphysik betrachtet man eine Theorie in der Regel als fundamental, wenn
sie storungstheoretisch renormierbar ist. Solche Theorien zeichnen sich dadurch aus, dafl
die Unendlichkeiten, die durch den Quantisierungsprozef eingeschleust werden, durch ei-
ne Redefinition von endlich vielen grundlegenden Parametern der Theorie, wie Massen
oder Eichkopplungen, entfernt werden konnen. Die Werte dieser Parameter sind nicht
durch die Theorie selbst festgelegt, sie miissen vielmehr den Experimenten entnommen
werden. Durch das Fixieren dieser relevanten Kopplungen werden automatisch auch den
ibrigen, irrelevanten Kopplungen feste Werte zugewiesen, denn letztere verkérpern hier
eindeutige Funktionen der relevanten Parameter. Auf der anderen Seite ist bei perturbativ
nichtrenormierbaren Theorien die Divergenzstruktur von der Form, dafl mit zunehmender
Ordnung der Storungsreihe die Anzahl der erforderlichen Gegenterme, die die Divergenzen

wegheben, immer weiter anwéchst. Somit hat man es hier im Endeffekt mit einer unend-
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lichen Anzahl von freien Parametern zu tun, die bei sehr hohen Energien typischerweise
allesamt in gleichem Mafle beitragen. Infolgedessen biifit die Theorie bei fundamentaler
Skala ihre Vorhersagekraft vollstéindig ein, zumindest im Rahmen der Stérungstheorie.
(Das soll nicht heiflen, das dies auch bei kleineren Energien geschieht. Vielmehr sind dann
auch in der Storungstheorie oft nur endlich viele Parameter wichtig, und die iibrigen,

unendlich vielen liefern vernachlissighare Beitréige.)

Es wiére allerdings ein Trugschluf}; wenn man nun annehmen wiirde, daf§ automatisch
alle perturbativ nichtrenormierbaren Theorien nicht als fundamentale Theorien existieren
konnen. Es gibt ndmlich durchaus Gegenbeispiele, wie zum Beispiel das Gross-Neveu-
Modell in d > 2 Dimensionen, siehe [4]. Solche Theorien, die zwar perturbativ nicht-
renormierbar, aber dennoch fundamental sind, gehoren zu der Klasse der Theorien, die
“nichtperturbativ renormierbar” im Sinne von Wilsons modernem Zugang zur Renor-
mierungstheorie sind [5]. Um die Bedeutung des Terminus technicus “nichtperturbativ
renormierbar” verstehen zu konnen, ist es notwendig, den Formalismus der “exakten Re-

normierungsgruppengleichungen” kurz zu erldutern.

Die exakten Renormierungsgruppen- oder Flufigleichungen [6] stellen die Kontinu-
umsversion von Wilsons diskreter Renormierungsgruppe dar [5], welche auf iterierten
Blockspin-Transformationen beruht. Sie besitzen einen vollstédndig nichtstorungstheore-
tischen Charakter und eignen sich daher ausgezeichnet fiir Untersuchungen nichtpertur-
bativer Phdnomene, wie sie sowohl in der statistischen Physik als auch in der Quanten-
feldtheorie auftreten. Es gibt mehrere Darstellungsformen fiir exakte FluBgleichungen. Im
Rahmen der Quantenfeldtheorie ist hier insbesondere die Flufigleichung der sogenannten
effektiven Mittelwertwirkung [7, 8] hervorzuheben, da sie eine besonders giinstige Struk-
tur und Interpretation besitzt. Die anschliefende Diskussion wird sich auf diese Form der
Fluigleichungen beschréanken, sobald sie sich ausschliellich auf die Quantenfeldtheorie
bezieht.

In der Statistischen Physik ebenso wie in der Quantenfeldtheorie besteht die wesent-
liche Idee der Renormierungsgruppe darin, sdmtliche Fluktuationen (im Sinne der Mit-
telwertbildung) “auszuintegrieren”, deren (verallgemeinerte) Impulse p grofler sind als
eine bestimmte Cutoffskala k, d.h. p? > k%, und die Beitriige dieser Moden dann impli-
zit zu berticksichtigen, und zwar in Form einer modifizierten Dynamik fiir die iibrigen
Fluktuationen mit p? < k2. Im Rahmen der Feldtheorie wird diese “renormierte” Dy-
namik durch ein Skalen-abhéngiges effektives Wirkungsfunktional 'y, beschrieben. Seine
Abhéngigkeit von der Impulsskala & 148t sich durch eine funktionale Differentialgleichung
ausdriicken, und genau diese bezeichnet man als die exakte Renormierungsgruppenglei-
chung [6]. Sie generiert gewissermaflen ein “Fliefen” der Wirkung, das sich im Raum aller

Wirkungsfunktionale, dem sogenannten Theorienraum, abspielt. Startet man den Renor-
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mierungsgruppenflufl bei einer ultravioletten (UV) Skala %k mit einem noch nicht néher
festgelegten Funktional I'; und senkt die Skala kontinuierlich auf k& < k ab, so beschreibt
das laufende I'y eine Trajektorie im Theorienraum. Im Limes £ — 0 endet diese bei der
herkémmlichen effektiven Wirkung I' = I'y_o. Da I'; nicht néher spezifiziert wurde, hingt
I' natiirlich noch von freien Parametern ab. Indem man diese festlegt, wiahlt man eine be-
stimmte Trajektorie aus dem Raum aller Wirkungsfunktionale aus. Gibt es Trajektorien,
fir die der Kontinuumslimes lim;_ _ T'; existiert, nachdem man nur endlich viele Para-
meter in der Wirkung redefiniert (d.h. im klassischen Sinne renormiert) hat, so 148t sich
eine vollstdndige Quantisierung der Theorie erreichen, in dem Sinn, dafl die Theorie auch
bei fundamentaler Skala Vorhersagekraft besitzt. Solche Trajektorien interpolieren dann
zwischen der klassischen Wirkung S = limy_, o, ['x und einer effektiven Wirkung I' = 'y,
die von der jeweiligen Trajektorie abhéngt und dementsprechend durch Aufprigen von

Renormierungsbedingungen fixiert werden kann.

Offensichtlich ist im Rahmen der Wilsonschen Renormierungsgruppe die Existenz des
oben beschriebenen Kontinuumslimes die Bedingung dafiir, dal eine Theorie auf funda-
mentalem Niveau existiert. Tatséchlich stellt dieses Renormierbarkeitsprinzip eine nicht-
perturbative Verallgemeinerung des herkémmlichen, perturbativen Renormierbarkeitsbe-
griffs dar. Das la3t sich folgendermafien erkennen: Bei genauer Betrachtung der Renor-
mierungsgruppenfliisse ergibt sich, dafl die fundamentalen Theorien jeweils auf einem UV
attraktiven Fixpunkt aufbauen. Die entsprechenden Trajektorien werden im Limes k£ — oo
in diesen hineingezogen. Die Menge aller Trajektorien, die in diesem Limes im Fixpunkt
landen, bildet die sogenannte UV kritische Hyperfliche Syy. Ist diese endlichdimensional,
dann hangt die auf der Grundlage dieser Trajektorien konstruierte Theorie nur von end-
lich vielen freien Parametern ab (deren Werte man den Experimenten entnehmen muf).
Somit behélt die Theorie auch bei beliebig groflen Impulsskalen ihre Vorhersagekraft.
Dieses Szenario greift bereits bei perturbativ renormierbaren Theorien [9]. In der Tat
basieren sie, zumindest implizit, auf einem sogenannten Gaufischen Fixpunkt [6]. Dieser
zeichnet sich dadurch aus, dafi die dimensionslosen Koordinaten g;, mit deren Hilfe man
iiblicherweise die Position eines Fixpunkts im Theorienraum beschreibt, in diesem Fall
allesamt verschwinden: g; = 0 Vi. Es gibt aber noch eine weitere Klasse von Fixpunk-
ten, die die Existenz des Kontinuumslimes sicherstellen kénnen, ndmlich die sogenannten
nicht-Gaufischen Fixpunkte. Sie definieren sich dadurch, dafl nicht alle ihrer Koordinaten
g; verschwinden. Und genau auf solchen nicht-Gauflschen Fixpunkten beruhen diejenigen
fundamentalen Theorien, die perturbativ nichtrenormierbar sind. Sie ergédnzen die per-
turbativ renormierbaren Theorien in dem Sinn, dafl die Gesamtheit dieser Theorien die
vollstandige Klasse der nichtperturbativ renormierbaren Theorien bildet. Insgesamt 168t

sich somit festhalten, daff das Wissen um die Fixpunktstruktur von entscheidender Be-
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deutung sein kann, wenn man erfahren mochte, ob ein Modell auf fundamentalem Niveau

existiert oder nicht.

Im Rahmen der Gravitation, die ja storungstheoretisch nichtrenormierbar ist, war es
Weinberg, der als erster die Idee hatte, dal eine entsprechende fundamentale Quanten-
feldtheorie moglicherweise auf der Grundlage eines nicht-Gaufschen Fixpunkts konstruiert
werden kénnte [10, 11]. Eine solche Quantentheorie der Gravitation wire, wie Weinberg
es selbst ausdriickt, “asymptotisch sicher”, was nichts anderes heifit als “nichtperturbativ
renormierbar”. Unter Verwendung der e-Entwicklung zeigte er dann auch schon vor rela-
tiv langer Zeit, dafl dies fiir die Gravitation in 2 + ¢ Dimensionen (0 < ¢ < 1) mit grofer
Wahrscheinlichkeit tatsidchlich der Fall ist [10]. Da jedoch kein Rechenschema vorlag, das
sich fiir weiterfithrende Studien wie z.B. die Untersuchung des 4-dimensionalen Falls eig-
nete, stagnierte danach der Fortschritt in diesem Forschungszweig. Erst in der jliingeren

Vergangenheit ist diese Idee wieder aufgegriffen worden.

Es ist klar, dal man auf vollkommen nichtstorungstheoretische Methoden zuriickgrei-
fen muf}, wenn man den Renormierungsgruppenflufl einer Quantentheorie der Gravitation
und seine Fixpunktstruktur analysieren mochte. In diesem Zusammenhang ist der Zugang
der effektiven Mittelwertwirkung besonders hervorzuheben. Die effektive Mittelwertwir-
kung T'y stellt ein im Wilsonschen Sinne “vergrobertes” Funktional fiir die freie Energie
dar, das das effektive Verhalten der betrachteten Theorie bei einer infraroten (IR) Cu-
toffskala k beschreibt und das oben erwidhnte Grenzwertverhalten an den Tag legt, d.h.
I' = T'y_o und, falls existent, S = I'; .. Auf diesem Wirkungsfunktional I';, basierten im
wesentlichen auch schon die obigen Ausfithrungen zu den exakten Renormierungsgrup-
pengleichungen. Eine solche wurde fiir die effektive Mittelwertwirkung der FEuklidischen
Quanten-Einstein-Gravitation (QEG) zum ersten Mal von M. Reuter konstruiert [12].
Dabei bezieht sich der Begriff “Quanten-Einstein-Gravitation” im weiteren Sinn auf die
Klasse von Theorien, die durch Wirkungsfunktionale beschrieben werden, deren einzige
dynamische Variable die Metrik ist und die gleichzeitig invariant unter allgemeinen Ko-
ordinatentransformationen sind. Diese Definition wird im weiteren Verlauf noch etwas

verfeinert bzw. eingeschrinkt werden.

Ebenso wie das Pfadintegral, das I'y definiert, 148t sich die Renormierungsgruppenglei-
chung fiir I'y nicht exakt 16sen. Im Gegensatz zum Pfadintegral besitzt die FluB3gleichung
aber die angenehme Eigenschaft, daf} sich bei ihr auf relativ einfache und natiirliche Wei-
se Ndherungen vornehmen lassen, die von nichtperturbativem Charakter sind und somit
nicht auf der Entwicklung nach einem als klein vorausgesetzten Parameter beruhen. Ein
auBerst leistungsfihiges Approximationsschema stellt hier die sogenannte Trunkierung des
Theorienraumes dar. Diese besteht darin, dafi der Renormierungsgruppenfiuf, der sich

im Fall der exakten Theorie in dem unendlichdimensionalen Raum aller méglichen Wir-
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kungfunktionale abspielt, auf einen kleineren, typischerweise endlichdimensionalen Unter-
raum projiziert wird. Dadurch vereinfacht sich die Renormierungsgruppengleichung fiir ',
zu einem gekoppelten System von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir einen (endli-
chen) Satz von Kopplungskonstanten. Letztere lassen sich dann als Koordinaten auf dem
trunkierten Unterraum der Wirkungsfunktionale interpretieren. Offensichtlich besteht das
Hauptproblem bei diesem Nédherungverfahren darin, genau denjenigen Unterraum ausfin-
dig zu machen, der fiir das betrachtete Problem besonders relevant ist und die wesentlichen
Gesichtspunkte der exakten Theorie optimal widerspiegelt.

In einem ersten Versuch, die FluBigleichung fiir die Euklidische Quanten-Einstein-
Gravitation zu losen, wurde in [12] der Renormierungsgruppenflufi auf einen zweidimen-
sionalen Unterraum des Theorienraums projiziert, und zwar auf denjenigen, der durch
die Invarianten [ d%r./g und [ d%x V9 R aufgespannt wird. Diese sogenannte Einstein-
Hilbert-Trunkierung ist durch den Ansatz

Tilg, 9] = (167Gy) ™" /ddx V9 {—R(g) + 2\ } + klassische Eichfixierung (2)

definiert. Sie enthélt als laufende Kopplungen die laufende Newton-Konstante G und die
laufende kosmologische Konstante ;. Thre Ahnlichkeit mit der Wirkung der klassischen
Allgemeinen Relativitétstheorie sollte nicht zu der Annahme verleiten, dafl sie automatisch
schon die beste aller Trunkierungen ist. Vielmehr wiirden allgemeinere und somit genauere
Trunkierungen aufferdem Terme von hoheren Potenzen in der Kriimmung sowie nichtlokale
Terme enthalten, siehe z.B. [13, 14, 15].

Die in [12] hergeleiteten FluBgleichungen fiir G und ) lassen sich in vielerlei Hinsicht
verwenden, auch dann, wenn man sich zunéchst einmal auf den Standpunkt stellt, dafl
die quantisierte Einstein-Gravitation aufgrund ihrer perturbativen Nichtrenormierbarkeit
lediglich eine effektive Feldtheorie darstellt [16]. In der Tat wurde in [17, 18] mit ihrer
Hilfe untersucht, inwieweit Quanteneffekte die Struktur von schwarzen Léchern beeinflus-
sen, und es wurden in [19] ihre Auswirkungen auf die Kosmologie studiert. Auerdem 148t
sich aus den in [20] unter Verwendung eines dhnlichen Zugangs hergeleiteten Ergebnis-
sen schliefen, daf§ Quanteneffekte die kosmologische Konstante eventuell dazu antreiben
konnten, im IR Limes auf dynamische Weise zu verschwinden.

Von noch gréferer Bedeutung ist jedoch die Moglichkeit, dafl die quantisierte Einstein-
Gravitation nichtperturbativ renormierbar sein konnte. Auch fiir derartige Untersuchun-
gen sind die FluBigleichungen der Einstein-Hilbert-Trunkierung sehr gut geeignet. Da-
zu geht man am besten zu einer Beschreibung mittels der dimensionslosen Kopplungen
M = M\i/k? und g, = Gy k%% iiber und betrachtet den Flufl in der A-g—Ebene. Unter Ver-
wendung der entsprechenden FluBigleichungen aus [12] wurde zunéchst die Existenz des

Fixpunkts in d = 2+ Dimensionen bestéatigt [12], und dann wurde der wesentlich wichti-
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gere Fall d = 4 analysiert [21, 18]. Dabei ergab sich, dafl die Einstein-Hilbert-Trunkierung
tatsichlich zu einem nicht-GauBschen Fixpunkt (A, g.) # (0,0) fithrt, der in beide Rich-
tungen der \-g—Ebene UV attraktiv wirkt. Aulerdem liefert sie den “trivialen” Fixpunkt
(As, g«) = (0,0), d.h. den GauBischen Fixpunkt. Weiterhin wurde in [14, 22] auf der Grund-
lage dieser Flufigleichungen der vollstdndige Flufl der Einstein-Hilbert-Trunkierung nu-
merisch berechnet, wobei ein sogenannter “scharfer” Cutoff verwendet wurde. Aulerdem
enthalten die Arbeiten [23] und [24] Analysen hinsichtlich der Eichabhéngigkeit der Flufl-
gleichungen und einiger aus ihnen folgenden Gréflen. Zuguter Letzt sei hier noch erwahnt,

daB in [25] eine Einfiihrung in die Thematik der Flugleichungen aus [12] gegeben wird.

Es ist natiirlich nicht von vornherein klar, ob dieser nicht-Gaufische Fixpunkt auch
tatsédchlich in der exakten 4-dimensionalen Theorie existiert oder ob er ein bloles Produkt
der verwendeten Trunkierung verkorpert und in der exakten Theorie somit gar nicht vor-
handen ist. Nehmen wir fiir den Moment einmal an, daf er in der Tat auch in der exakten
4-dimensionalen Theorie existiert. Dann ist die Quanten-Einstein-Gravitation im engeren
Sinne durch die Klasse derjenigen Trajektorien definiert, die im Limes k£ — oo in diesen
Fixpunkt hineinlaufen. In der Néhe des Fixpunkts verhélt sich die Newton-Konstante
demzufolge gemiB Gy ~ g./k* Offensichtlich verschwindet sie im Limes k& — oco. Das
bedeutet, hypothetisch gesprochen, daf3 die Quanten-Einstein-Gravitation asymptotisch
frei ist, zumindest was diese Kopplung angeht. Insofern ist sie der QCD sehr &hnlich. Au-
Berdem hat die 1/k?-Abhéngigkeit der laufenden Newton-Konstante zur Folge, daf in den
Wirkungsquerschnitten fiir Graviton-Graviton-Streuungen sowie fiir Graviton-vermittelte
Materie-Materie-Streuungen eine charakteristische Impulsabhéngigkeit auftritt. Anhand
dieser liefle sich die Quanten-Einstein-Gravitation (zumindest im Prinzip) experimentell
von alternativen Theorien der Quantengravitation wie z.B. der Stringtheorie unterschei-

den.

Kommen wir noch einmal auf die allgemeine Struktur der (mutmaflichen) Quanten-
Einstein-Gravitation zuriick. Sie besitzt dim(Syy) freie Parameter. Indem man letztere
fixiert, wéhlt man eine bestimmte Trajektorie k — I'y aus dem kompletten Theorienraum
aus. Diese Trajektorie lduft im Limes k — oo (wie auch alle anderen Trajektorien auf
Suv) gegen die Fixpunktwirkung I',. Man kann hier I, als Punkt in einem Raum auffas-
sen, der durch alle erlaubten Invarianten aufgespannt wird, wobei die Koordinaten dieses
Punkts durch die (unendlich vielen, dimensionslosen) Kopplungsparameter (A, g, - )
gegeben sind. Offensichtlich ist die Fixpunktwirkung I', das Pendant der “nackten” bzw.
“klassischen” Wirkung, wie man sie aus der herkémmlichen Feldtheorie kennt. Im Ge-
gensatz zu der letzteren wird I', aber nicht von vornherein per definitionem festgelegt,
sondern vielmehr mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichung hergeleitet, welche ihrer-

seits durch den vorgegebenen Theorienraum fixiert ist. (Im vorliegenden Fall ist das der
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Raum aller Wirkungsfunktionale I'[g,,], die ausschlieBlich von symmetrischen Tensoren
zweiter Stufe abhéngen, und zwar derart, daf sie invariant unter allgemeinen Koordi-
natentransformationen sind.) Sowohl die gewohnliche kanonische Quantisierung als auch
die herkémmliche Pfadintegralquantisierung basieren hingegen auf einer Mutmafiung hin-
sichtlich der Gestalt der klassischen Wirkung. Im Rahmen von Weinbergs Szenario der
asymptotischen Sicherheit wird die “klassische” Wirkung statt dessen durch die Forde-
rung nach nichtperturbativer Renormierbarkeit festgelegt; sie 148t sich nicht einfach aus
den {iblichen “power-counting”- und Symmetrieiiberlegungen ableiten. Vielmehr liefert

die effektive Mittelwertwirkung den mathematischen Apparatus, um sie zu bestimmen.

Bis zu diesem Punkt bezog sich die Diskussion auf die exakte Theorie, die auf dem
kompletten Theorienraum “lebt”. Wenn man sie auf den Unterraum projiziert, der von
der Einstein-Hilbert-Trunkierung aufgespannt wird, dann mufl zwangslaufig auch die Fix-
punktwirkung I', vom Einstein-Hilbert-Typ sein. Dabei ist zu betonen, daf} dies tatséchlich
nur eine direkte Folge der Projektion auf den gewihlten Unterraum ist; es existiert hier
kein Grund zu der Annahme, dafl auch das exakte Funktional I', vom Einstein-Hilbert-
Typ ist. Wie im Rahmen dieser Arbeit gezeigt wird, fithren kompliziertere Trunkierungen
in der Tat zu einer Fixpunktwirkung, die nicht die Einstein-Hilbert-Form aufweist, son-
dern eine allgemeinere. Der Begriff “Quanten-Einstein-Gravitation” bedeutet somit (aller
Wahrscheinlichkeit nach) nicht, dafl die Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy die zu quantisie-
rende nackte Wirkung darstellt. Vielmehr deutet dieser Befund darauf hin, dafl die funda-
mentale Theorie durch ein Wirkungsfunktional beschrieben wird, das allgemeiner ist als
Sgn- In dieser Hinsicht unterscheidet sich der in dieser Arbeit gewihlte Zugang nunmehr
offensichtlich von demjenigen der kanonischen Quantengravitation, der beispielsweise Ash-
tekars Methode zugrunde liegt [26]. Letzterer beruht namlich auf Sgy als nackter Wirkung.
(Interessanterweise wurden vor kurzem auch im Rahmen dieses Zugangs bemerkenswerte
Endlichkeitseigenschaften der Theorie festgestellt [27].)

Natiirlich wére es duflerst begriilenswert, wenn eine nichtperturbativ renormierbare
Theorie des metrischen Feldes wirklich existieren wiirde. Dann ldge nédmlich kein Grund
mehr dafiir vor, den Rahmen der Quantenfeldtheorie zu verlassen, um an eine konsistente
mikroskopische, d.h. fundamentale Theorie der Quantengravitation zu gelangen. Daher
sollte man aduflerst gewissenhaft iiberpriifen, ob der Fixpunkt, den die Einstein-Hilbert-
Trunkierung vorhersagt, nur ein blofles Produkt der Trunkierung verkoérpert oder ob er

tatséchlich unabhéngig von der gewéahlten Trunkierung vorhanden ist.

Der Zugang iiber die Flugleichung eroffnet im wesentlichen zwei Moglichkeiten, die
Verlafllichkeit von Trunkierungen zu iiberpriifen. Die erste und wohl auch zuverlassigste
Methode besteht darin, den Trunkierungsansatz um zusétzliche Invarianten zu erwei-

tern und zu testen, ob sich die Vorhersagen der urspriinglichen, simpleren Trunkierung
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bestatigen. Wenn das der Fall ist, so darf man letztere als verlafilich betrachten, da die
zusétzlichen Terme offensichtlich zu vernachlédssighbaren Beitrdgen fithren. Es gibt aber
noch ein zweites, eher indirektes Verfahren, um an Informationen iiber die Qualitéit ei-
ner Trunkierung zu gelangen. Dabei macht man sich zunutze, dafi durch das Trunkie-
ren eine ndherungsbedingte Abhéngigkeit vom Cutoffschema in die Flufigleichungen und
somit auch in die aus ihnen folgenden Grofien induziert wird. (Diese tritt dann in Ver-
bindung mit der teilweise vorhandenen systematischen Schema-Abhéngigkeit auf.) Um
verstehen zu konnen, was damit genau gemeint ist, mufl man sich vor Augen fiihren,
wie die Abhéngigkeit von der Skala k in I'j, implementiert wird. Dies geschieht dadurch,
da man das Euklidische Pfadintegral, das die herkémmliche effektive Wirkung I' defi-
niert, derart modifiziert, dal man die klassische Wirkung im Integranden durch einen
k-abhéngigen IR Cutoffterm AxS ergénzt. Dieser Term sorgt dafiir, dafl jede Eigenmode
des kovarianten Laplace-Operators —D? zum Eigenwert p? mit einer “Impuls”’-abhéingi-
gen Masse Ry (p?) versehen wird, die fiir p? > k? verschwindet und somit (bei Wahl des
“korrekten” Ry (p?)-Vorzeichens) im Pfadintegral die gewiinschte Unterdriickung der Bei-
trage von den niederenergetischen Moden hervorruft. Eine Variation des Cutoffoperators
Ri(—D?), der innerhalb gewisser Grenzen frei wihlbar ist, bewirkt eine Verinderung des
Cutoffschemas. Damit hangt bereits das exakte 'y, fiir sich genommen vom Cutoffschema
ab. Trunkiert man nun den Theorienraum, so werden gewisse von R, abhéngige Terme
vernachléssigt, was zu einer zusétzlichen (“unnatiirlichen”) Cutoffschema-Abhéngigkeit

des Wirkungsfunktionals und des daraus folgenden Flugleichungssystems fiihrt.

Hinsichtlich der Uberpriifung der VerlaBlichkeit einer beliebigen Trunkierung sind soge-
nannte universelle Gréflen von besonderer Bedeutung. Per definitionem sind das diejenigen
Groflen, die bei exakter Behandlung einer Theorie strikt Schema-unabhéngig sind, d.h.,
alle von Ry, abhéngigen Terme heben sich hier gegenseitig weg. Typische Beispiele sind die
kritischen Exponenten und das Produkt der Fixpunktkoordinaten g,\.. Jede Trunkierung
fithrt nun dazu, dafl in den universellen Gréflen Ri-abhéingige Terme iibrighleiben, und
ruft somit bei diesen eine unphysikalische Schema-Abhéngigkeit hervor. Thre Grofle 148t
sich dann als ein natiirlicher Mafistab fiir die Qualitdt der gewéhlten Trunkierung inter-
pretieren [28]. Auch die Existenz oder Nichtexistenz eines Fixpunkts ist (im Gegensatz
zu seiner Position) eine universelle Eigenschaft, so dal man nur solche Trunkierungen
als verlaflich ansehen kann, die fiir alle erlaubten Cutoffs zu derselben Fixpunktstruktur

fiithren.

Prinzipiell stehen uns also fiir die Analyse der Qualitdt der Einstein-Hilbert-Trun-
kierung die oben beschriebenen Methoden zur Verfiigung. Was das erste dieser beiden
Verfahren, also die Erweiterung des Trunkierungsansatzes betrifft, so ergibt sich hier al-

lerdings das folgende Problem: Aus technischen Griinden lassen sich mit der in [12] formu-
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lierten Fluflgleichung gerade solche Trunkierungen, die hohere Potenzen der Kriimmung
enthalten, nicht auswerten. In der vorliegenden Arbeit wird daher auf der Grundlage von
Yorks TT-Zerlegung des metrischen Feldes [29] eine verallgemeinerte FluBgleichung fiir die
Euklidische Quanten-Einstein-Gravitation konstruiert, die fiir eine weitaus grofiere Klasse

von Trunkierungen (inklusive der soeben angesprochenen) zugénglich ist.

Ein Spezialfall der verallgemeinerten Flufigleichung wurde bereits in [30] dazu be-
nutzt, um die effektive Gravitationswirkung mit angekoppelter Materie zu untersuchen.
Eine &hnliche Analyse wurde in [31] unter Verwendung der “alten” Fluigleichung aus [12]
durchgefiihrt. Dagegen wird in dieser Arbeit mit Hilfe der “neuen” Flugleichung zunéchst
der Renormierungsgruppenflul innerhalb der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung reana-
lysiert und daraufhin eine detaillierte Untersuchung der Cutoffschema-Abhéngigkeit ihrer
Vorhersagen vorgenommen. Dabei werden die entsprechenden Ergebnisse mit denjenigen
verglichen, die sich aus der “alten” FluBgleichung aus [12] ergeben. Hierzu ist anzumerken,
daf} der Cutoffoperator Ry, bei dieser Analyse in zweierlei Hinsicht variiert wird. Zum einen
weist er eine Matrixstruktur auf, die von dem jeweils zugrundeliegenden Feldraum abhéngt
und die im Fall der “neuen” Flufigleichung anders ist als bei der “alten”. (Wéahrend im
Rahmen der “alten” Flufigleichung ein Cutoff vom sogenannten “Typ A” verwendet wird,
basiert die “neue” auf einem Cutoff vom “Typ B”, der an die TT-Zerlegung der Metrik
angepaft ist.) Zum anderen hangen die Eintrage der Cutoffmatrix Ry, in beiden Fillen von
einer “Profilfunktion” R (p?/k?) ab, die die Art und Weise festlegt, auf die die Moden-
unterdriickung erfolgt, wenn p? unterhalb von k? abfillt. Unabhingig von der Benutzung
der beiden unterschiedlichen Cutofftypen 148t sich die Abhéngigkeit der Vorhersagen vom

Cutoffschema also zusitzlich durch eine Verdnderung der Profilfunktion R untersuchen.

Bei dieser Analyse wird sich herausstellen, daf§ der UV attraktive Fixpunkt der Ein-
stein-Hilbert-Trunkierung unabhéngig vom gewéhlten Cutoff existiert und die Ry-Abhén-
gigkeit der mit ihm in Verbindung stehenden universellen Gréflen nur sehr schwach ist.
Das weist bereits stark darauf hin, dafl diese relativ einfache Trunkierung zumindest bei
hinreichend groflen Skalen k wahrscheinlich ziemlich verldafiliche Ergebnisse liefert und die

exakte Theorie somit in der Tat nichtperturbativ renormierbar sein konnte.

Um diese Resultate zu iiberpriifen, wird in der vorliegenden Arbeit anschlieend eine
kompliziertere Trunkierung mit Hilfe der verallgemeinerten Flugleichung studiert. Wel-
che zusétzliche Invariante bietet sich an dieser Stelle an? Generell 148t sich die Relevanz
von Monomen in den anwesenden Feldern anhand ihrer Skalendimension beurteilen. In
der gewohnlichen Stérungstheorie, die ja (zumindest implizit) auf einem GauBschen Fix-
punkt basiert, stimmt die Skalendimension mit der kanonischen Dimension iiberein. Eine
derartig einfache Beziehung liegt bei nicht-Gaufischen Fixpunkten nicht vor, denn hier

verschwinden die anomalen Dimensionen nicht und koénnen im Gegenteil sogar sehr grofl
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werden. Man hat also in diesem Fall erst einmal keine Moglichkeit, die besonders rele-
vanten Invarianten ausfindig zu machen. Daher liegt es nahe, den Trunkierungsansatz (2)
auf die denkbar einfachste Weise zu verallgemeinern, indem man diesem die Invariante
[ dz \/ERQ hinzufiigt. Dementsprechend wird in dieser Arbeit der Renormierungsgrup-
penflufl der sogenannten “R2-Trunkierung”

I'klg. g = /ddx NG, {(167TGk)_1 [—R(g) + 2] + Br R?(g) } + klass. Eichfixierung (3)

studiert. Der trunkierte Unterraum des Theorienraums ist in diesem Fall dreidimensional
und wird durch die GréBen G, X und [ parametrisiert. Wiederum bietet es sich hier an,
zu einer Beschreibung mittels der entsprechenden dimensionslosen Variablen A, = A /k2,
gr = G k42 und B = 5 k*~ ¢ iiberzugehen.

Man mag sich an diesem Punkt die Frage stellen, warum die beiden anderen in der
Kriimmung quadratischen Invarianten [ d%z /g R, R* und [ d*a /g Ry, R"*°, welche
ja von [d%,/g R* unabhingig' sind, hier keine Beriicksichtigung finden. Das hat so-
wohl konzeptionelle als auch technische Griinde. Zunéchst einmal ist klar, daf3 die drei
Invarianten bei konventioneller stérungstheoretischer Behandlung aus Konsistenzgriinden
alle gleichberechtigt behandelt werden miissen, denn sie besitzen die gleiche kanonische
Dimension und sind somit am Gauflschen Fixpunkt allesamt gleich relevant. Den obigen
Bemerkungen entsprechend gilt das jedoch nicht am nicht-Gauflschen Fixpunkt; hier las-
sen sich keine Informationen bzgl. der verhéltnisméBigen Wichtigkeit von Invarianten aus
allgemeinen Prinzipien ableiten, und es gibt keinen offensichtlichen Grund zu der Annah-
me, daf} die Skalendimensionen der drei quadratischen Invarianten identisch sein sollten.
Folglich besteht die beste Option, die man hier hat, ohnehin darin, einen “Schritt ins
Dunkle” zu wagen. Auflerdem iibersteigt eine gleichzeitige Beriicksichtigung aller drei qua-
dratischen Invarianten die rechentechnischen Moglichkeiten, die der vorliegende Zugang
erdffnet, bei weitem. Man miiite dann ndmlich eine viel ausgefeiltere Projektionstechnik
verwenden.

Kommen wir nun zum Renormierungsgruppenflufl der erweiterten Trunkierung. An
erster Stelle ist hier zu erwéhnen, daf in [32] bereits eine Trunkierung mit Termen von
hoheren Ableitungen diskutiert wurde. Die dort vorgenommene Analyse ist aber insofern
unvollstindig, als das Laufen der (Kriimmung)?-Invarianten darin vernachlissigt wur-
de. Auflerdem wird in [32] keine Aussage iiber eventuelle Fixpunkte gemacht. Dahinge-
gen wird in der vorliegenden Arbeit das (sehr komplizierte) A-g-F—Flufigleichungssystem
der R%:-Trunkierung hergeleitet und seine Fixpunktstruktur detailliert untersucht. Da-

bei ergeben sich die folgenden Resultate: Der Gaufische Fixpunkt der Einstein-Hilbert-

!Das gilt natiirlich nur fiir d # 4. Im Fall d = 4 stehen die drei quadratischen Invarianten iiber die
Gaufl-Bonnet-Identitét in Beziehung, so daf eine von ihnen eliminiert werden kann.
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Trunkierung findet sich in der R2-Trunkierung nicht wieder. Im Gegensatz dazu ist der
nicht-Gauflsche Fixpunkt sehr wohl auch in dieser Trunkierung vorhanden. Aus einer Ana-
lyse seiner Schema-Abhéngigkeit geht hervor, dafi sowohl er als auch der Fluf} in seiner
Umgebung fiir alle Cutoffs sehr gut durch die entsprechenden Resultate der Einstein-
Hilbert-Trunkierung approximiert werden. Der zusétzliche R?-Term {ibt also im Vergleich
zu den beiden iibrigen Invarianten nahezu keinen Einflu} auf den Renormierungsgruppen-
flul aus. Somit verdichten sich die Hinweise darauf, daf§ der UV attraktive Fixpunkt auch
in der exakten Theorie existieren kénnte. Infolgedessen steigt auch die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf3 die Quanten-Einstein-Gravitation moglicherweise tatséchlich nichtperturbativ

renormierbar ist.

Um einige Vorurteile gegen die Gravitationstheorien hoherer Ableitungen aus der
Welt zu schaffen oder wenigstens zu mildern, ist es an dieser Stelle angebracht, die
beriihmt-beriichtigten Unitaritdts- und Kausalitdtsprobleme anzusprechen, die ihnen bei
storungstheoretischer Behandlung (im Lorentzschen Fall) anhaften [33, 34]. Entwickelt
man némlich die allgemeinste Form einer (Kriimmung)?-Theorie in d = 4 Dimensionen
um den flachen Raum, so stellt sich heraus, dafl diese Theorie zwar “power counting”-
renormierbar ist, aber auf klassischem Niveau Anregungen mit negativer linearisierter
Energie besitzt, die beim Ubergang zur quantentheoretischen Betrachtungsweise zu Zu-
stdnden mit negativer Norm fithren [33]. Diese sogenannten “Poltergeister” weisen eine
Masse von der Groflenordnung der Planck-Masse mp = 1/ VG auf, wobei G den Infra-
rotwert der laufenden Newton-Konstante verkorpert: G = Gi—y. Wenn man nun analog
dazu einen Trunkierungsansatz des (Kriimmung)?-Typs um den flachen Raum entwickelt,
dann erhilt man einen k-abhingigen effektiven Propagator (62T, /dgdg)~! = (Fff))_l, der
dhnliche Poltergeister mit Massen oc 1/4/G}, mit sich bringt. Im Prinzip stellt dies fiir
sich genommen hier aber keinerlei Problem dar, da der flache Raum i.a. ohnehin keine
Losung der effektiven Bewegungsgleichung verkorpert. Vielmehr tritt das potentielle, mit
der Anregung von Poltergeistern verbundene Problem beim Euklidischen Renormierungs-
gruppenzugang in einer Form auf, die sich konzeptionell von der bei der stérungstheoreti-
schen Quantisierung vorliegenden unterscheidet und zudem besser handhabbar ist. Zum
einen liegt das daran, dafl dabei um solche Hintergrundraume linearisiert wird, die fiir den
Projektionsvorgang benotigt werden, und nicht um den flachen Raum. Zum anderen sind
fiir unsere Zwecke lediglich gewisse k-Intervalle der Renormierungsgruppentrajektorien
von Interesse, und fiir eine wohldefinierte Bestimmung ebendieser Intervalle reicht es aus,
wenn das (trunkierte) I'y nur diejenigen Moden mit einer positiven linearisierten Energie
ausstattet, die in dem betrachteten Intervall zum Renormierungsgruppenflufl beitragen.
Es wird sich im Rahmen dieser Arbeit herausstellen, daf dies fiir die R2-Trunkierung im

Bereich geniigend grofier Skalen k, in dem sie aller Voraussicht nach als verléllich betrach-



Einfithrung 13

tet werden kann, in der Tat der Fall ist. (N#heres dazu 148t sich den unmittelbar folgenden
Paragraphen entnehmen.) Demgegeniiber scheint es weitaus schwieriger zu sein, zu einer
Lorentzschen Interpretation der Theorie {iberzugehen. Die Fragen nach der Gestalt des
Lorentzschen Gegenstiicks und insbesondere nach seinen Kausalitidtseigenschaften lassen
sich erst dann wirklich stellen, wenn die vollstdndige Renormierungsgruppentrajektorie,
die zwischen dem UV und dem IR Bereich interpoliert, und vor allem die exakte Gestalt
der Fixpunktwirkung bekannt sind. Zumindest spricht aber zum gegenwértigen Zeitpunkt
nichts dagegen, daf die exakte Quanten-Einstein-Gravitation im iibertragenen Sinn “kau-

sal” sein konnte.

Die R?-Trunkierung ist nicht nur hinsichtlich ihrer Fixpunktstruktur, sondern auch
unter einem ganz anderen Aspekt sehr interessant. Letzterer steht in direktem Zusammen-
hang mit dem Problem, das der sogenannte konforme Faktor der Metrik in der herkémm-
lichen Euklidischen Quantengravitation verursacht. Dieses duflert sich darin, dafi die
Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy dem konformen Faktor einen negativen kinetischen Term
verleiht und infolgedessen nicht nach unten beschrankt ist. Somit kann auch kein Vakuum-
zustand (absolutes Minimum) gefunden werden. Das geschilderte Problem iibertrégt sich
in natiirlicher Weise auf den Renormierungsgruppenflufl der Einstein-Hilbert-Trunkierung,
wenn es dort auch etwas andere Ziige annimmt. Um diese erkennen zu koénnen, mufl man
sich folgendes vor Augen fithren: Bei der Formulierung von trunkierten Flufigleichun-
gen wird der Cutoffoperator R, in der Regel derart an die Trunkierung angepafit, dafl
der inverse Propagator jeder masselosen Feldmode, also im wesentlichen p?, und R, im
Grenzfall p?> < k? zu p? + k? kombinieren. Bei dieser Vorgehensweise tritt genau dann ein
Problem auf, wenn der kinetische Term, wie z.B. derjenige des konformen Faktors aus der
Einstein-Hilbert-Trunkierung, negativ definit ist, d.h., wenn der inverse Propagator von
der Form —p? ist. In [12] wurden Argumente dafiir vorgebracht, daf in diesem Fall auch
das Vorzeichen von Ry, gewechselt werden sollte, so dafl der regularisierte inverse Propaga-
tor die Gestalt —(p*+k?) annimmt. Wihrend diese Vorschrift i.a. zu einer wohldefinierten
FluBigleichung fiihrt, ergibt sich damit aber die scheinbar paradoxe Situation, daf§ die zu
dem negativ definiten kinetischen Term gehorigen Moden - im Fall der Einstein-Hilbert-
Trunkierung also die Moden des konformen Faktors - im Euklidischen Pfadintegral mit

abnehmendem “Impuls” vielmehr verstirkt als geddmpft werden [12].

Im Gegensatz zur Einstein-Hilbert-Trunkierung entspricht die R2.-Trunkierung einem
Wirkungsfunktional I'y[g,,], das nach unten beschriankt ist und das, wie im Laufe die-
ser Arbeit gezeigt wird, jede Mode mit einer positiven kinetischen Energie ausstattet,
sofern sich die Theorie in der Nédhe des UV attraktiven Fixpunkts befindet. Folglich ist
die Theorie im Bereich hinreichend grofler Skalen & stabil, und die Konstruktion des Cu-

toffs ist in diesem Fall frei von Komplikationen. Infolgedessen ist auch die im Rahmen
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der vorliegenden Arbeit durchgefithrte Analyse des nicht-GauBschen Fixpunkts der R2-
Trunkierung nicht von dem Problem betroffen, das der konforme Faktor grundsétzlich bei

der Einstein-Hilbert-Trunkierung verursacht.

Die Instabilitéit des konformen Faktors &8t sich im UV Bereich also durch bloles Hin-
zufiigen eines R?-Terms zur Einstein-Hilbert-Wirkung beseitigen. Aber ist dies auch im
IR Bereich der Fall? Um diese Frage beantworten zu konnen, ist es erforderlich, ndher auf
die Gestalt des entsprechenden kinetischen Terms des konformen Faktors einzugehen. Bei
sehr grofien “Impulsen” wird er durch einen (p?)%-Term dominiert, der dem R*-Term ent-
stammt und (bei passender Wahl des Vorzeichens dieser Invariante) einen stabilisierenden
Einflul auf den konformen Sektor der Theorie ausiibt. Bei hinreichend kleinen “Impulsen”
ist sein Verhalten jedoch durch den —p?-Term bestimmt, der dem Einstein-Hilbert-Term
f ddx\/ﬁR entspringt, was zu einer Destabilisierung des konformen Sektors fiithrt. Im
IR Bereich ist also auch eine Gravitationstheorie des Typs (3) - trotz des zusétzlichen

R?-Terms - instabil.

Es stellt sich somit die Frage, wie aus einer Theorie, die auf klassischem Niveau instabil
ist, eine stabile effektive Theorie entstehen kann. Als vielversprechender Losungsansatz
ist hier das Konzept der dynamischen Stabilisierung zu nennen. Dabei besteht die Idee
darin, da} wiahrend des Renormierungsgruppenflusses in Richtung £ — 0 insbesondere
solche Invarianten angeregt werden, die die Theorie im IR Bereich in zunehmendem Mafle
stabilisieren. Das lauft letztendlich darauf hinaus, daf§ die vollstédndig quantisierte Theorie
(d.h. T'y—p) von allen Instabilitaten befreit ist.

Von den bisher bekannten Beispielen fiir klassisch instabile Euklidische Feldtheorien,
deren Instabilitédten auf die oben beschriebene Weise dynamisch kuriert werden, weifl man,
dafl mit der Stabilisierung nicht selten eine “Kondensation” von réumlich inhomogonen
Moden einhergeht. Das bedeutet, dafl die betroffenen Moden nichtverschwindende Vakuu-
merwartungswerte annehmen. Infolge der rdumlichen Inhomogenitét dieses “Kondensats”
besitzt das Quanten-Vakuum dann eine duflerst nichtriviale Struktur, die insbesondere die
spontane Brechung der rdumlichen Symmetrien mit sich bringt. Im Fall eines Euklidisch

flachen Raums werden diese durch die Euklidische Poincaré-Gruppe 1SO(d) beschrieben.

Es ist nun kein weiter Schritt mehr bis zu der Vermutung, dafl sich moglicherweise
der konforme Faktor der Gravitation analog zu den oben erwéhnten Modellen dynamisch
stabilisiert. Falls sich diese Hypothese bewahrheitet und sich dabei herausstellen soll-
te, dafl auch die Gravitation ein rdumlich inhomogenes Kondensat ausbildet, so miifite
natiirlich die Struktur des nichttrivialen Quanten-Vakuums derjenigen des flachen Raums

sehr ahnlich sein.

Bis zum jetzigen Zeitpunkt ist allerdings noch nicht klar, wie die exakte effektive

Wirkung der Gravitation und der daraus resultierende Quanten-Vakuumzustand wirklich
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aussehen. Um erste Informationen dariiber zu sammeln, ob sie tatsédchlich aus einer dyna-
mischen Stabilisierung der nackten Theorie hervorgehen kénnten, wird in der vorliegenden
Arbeit ein Spielzeugmodell untersucht, das gewisse Ahnlichkeiten mit dem konformen
Sektor der Gravitation aufweist. Als Ausgangspunkt dient hier eine klassische Euklidi-
sche Feldtheorie eines masselosen komplexen Skalarfeldes, das mit einem herkémmlichen
quartischen Selbstwechselwirkungsterm ausgestattet ist, aber iiber einen kinetischen Term
verfiigt, der vom Standard abweicht. Er ist vom Typ —p? + (p?)? und ahmt somit den
aus einer nackten Wirkung der Form S[g,,| « [ d%z,/g{—R+ ~ R*} folgenden kineti-
schen Term des konformen Faktors nach. (y verkorpert hier eine positive Konstante.) Das
skalare Modell weist eine globale U(1)-Phasensymmetrie sowie Invarianz unter starren

ISO(d)-Raumzeit-Translationen und -Rotationen auf.

In dieser Arbeit werden zunéchst die Vakuumstruktur und das zugehorige Fluktuati-
onsspektrum der klassischen Theorie analysiert. Dabei stellt sich unter anderem heraus,
dafl die Feldkonfiguration xmin, die das klassische Vakuum beschreibt, rdumlich inhomo-
gen ist. Das weist bereits darauf hin, dal das resultierende Quanten-Vakuum durch ein

symmetriebrechendes Kondensat charakterisiert sein kénnte.

Die Untersuchung des skalaren Modells wird dann mit einer Renormierungsgruppen-
studie der zugehorigen Quantentheorie fortgesetzt. Dazu wird wieder der Zugang der
effektiven Mittelwertwirkung gewéhlt. In diesem Fall verwenden wir fiir unsere Analyse
aber keine exakte Renormierungsgruppengleichung, sondern unterziehen das definierende
Pfadintegral fiir die effektive Mittelwertwirkung I';, einer semiklassischen Entwicklung und
beziehen unsere Informationen aus der fithrenden Ordnung dieser Entwicklung. Dabei gilt
unser Hauptinteresse natiirlich den Stabilitdtseigenschaften der effektiven Theorie und der
Struktur des zugehorigen Quanten-Vakuums. Die durchgefithrten Untersuchungen fithren
zu dem Resultat, daf3 die Struktur des Quanten-Vakuums - zumindest im Rahmen der
semiklassischen Approximation - durch ein rdumlich inhomogenes Kondensat bestimmt
ist, das die anwesenden Symmetrien bricht. Auflerdem stellt man folgendes fest: Mit der
Kondensation geht im Grunde genommen eine Massenerzeugung einher, die dafiir sorgt,
daf} der effektive kinetische Term positiv definit wird. Auf diese Weise wird die effektive

Theorie stabilisiert.

Es stellt sich nun die Frage, inwieweit sich dieses Ergebnis auf den konformen Sektor
der Gravitation iibertragen 1at. Es ist klar, da} die Forderung nach allgemeiner Ko-
ordinateninvarianz der Erzeugung eines naiven Massenterms fiir die Fluktuationen des
Gravitationsfeldes im Wege steht bzw. diese verbietet. Es kommen hier also nur zusétz-
liche Invarianten fiir eine Stabilisierung in Frage. Allerdings konnen Erweiterungen der
Einstein-Hilbert-Theorie um beliebige lokale Invarianten von hoéheren Potenzen in der

Kriimmung keine dynamische Stabilisierung hervorrufen, da sie, wie uns durch das Bei-
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spiel der R*-Theorie vor Augen gefiihrt wurde, im IR Bereich gegeniiber dem [ dix VIR-
Term vernachléssigbar sind. Ergo konnten nur nichtlokale Invarianten die gewiinschte

Stabilisierung des konformen Sektors herbeifiihren.

Um einen ersten Eindruck davon zu gewinnen, ob der Weg iiber die nichtlokalen Inva-
rianten hinsichtlich ihrer Konsequenzen fiir die Vakuumstruktur tatséchlich erfolgverspre-
chend ist, schlieen wir unsere Erorterungen mit einer Studie einer nichtlokalen Invariante
der Form Iy = [ d% /g R(—D? + ¢ |R| +m?) ™' R ab. Letztere hiingt offensichtlich noch
von verschiedenen freien Parametern ab, und zwar von der dimensionslosen Grofie € und
der “Masse” m. Wenn man diese in einem bestimmten Verhéltnis zueinander wéhlt, so
stellt man folgendes fest: Die kombinierte Wirkung Sgy + I, liefert fiir den konformen
Faktor einen positiv definiten kinetischen Term und besitzt beim flachen Raum ein Mini-
mum. Es geht aus der Analyse jedoch nicht hervor, ob das Minimum auch wirklich global
ist. Wenn das der Fall sein sollte, so wére die kombinierte Wirkung in der Tat stabil, und
das sogar in “trivialer” Weise. Abgesehen von dem Status dieses Minimums wire dann
als néichstes zu iiberpriifen, ob es wirklich Renormierungsgruppentrajektorien gibt, die im
IR Limes k — 0 gegen eine effektive Wirkung dieses Typs konvergieren. Das ist jedoch
nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich im wesentlichen in 3 Teile:

Der erste Teil umfafit die Kapitel 1 bis 7 und beschiéftigt sich hauptséchlich mit den
UV Aspekten der Gravitation. Zunéichst wird in Kapitel 1 die angesprochene verallge-
meinerte FluBgleichung fiir die Quanten-Einstein-Gravitation hergeleitet, welche dann in
Kapitel 2 auf eine Klasse von Trunkierungen, die mit den Ward-Identitéiten konsistent
sind, projiziert wird. Ferner wird dort ein geeigneter Cutoffoperator definiert. Die un-
mittelbar anschliefenden Kapitel 3 und 4 befassen sich explizit mit der Einstein-Hilbert-
Trunkierung. Wéahrend in Kapitel 3 die Flufigleichungen fiir die beiden laufenden Kopp-
lungen der Einstein-Hilbert-Trunkierung bestimmt werden, widmet sich Kapitel 4 der
Auswertung dieser Gleichungen, wobei insbesondere die Fixpunktstruktur dieser Trun-
kierung untersucht wird. Ganz analog zu der Vorgehensweise in diesen beiden Kapiteln
wird in den zwei darauf folgenden Kapiteln verfahren. In Kapitel 5 werden die Differen-
tialgleichungen fiir die drei Kopplungen der R?-Trunkierung ermittelt, und in Kapitel 6
wird die daraus resultierende Fixpunktstruktur sowie der Renormierungsgruppenflufl in

der Umgebung der Fixpunkte analysiert.

Daran schliefit der zweite Teil an, der sich aus den Kapiteln 8 bis 12 zusammensetzt
und sich mit IR Aspekten der Gravitation beschéftigt. In Kapitel 8 wird zunéchst das

Konzept der dynamischen Stabilisierung erldutert und dann ein skalares Spielzeugmodell
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eingefiihrt, das den konformen Sektor der Gravitation simuliert und in den darauf folgen-
den Kapiteln hinsichtlich seiner Stabilitdtseigenschaften im IR Bereich untersucht wird.
Das Kapitel 9 enthilt die Herleitung der effektiven Mittelwertwirkung fiir dieses Modell
sowie eine Erorterung der verwendeten Auswertungsmethoden. In diesem Zusammen-
hang wird auch das Phidnomen der “klassischen” (instabilitdtsinduzierten) Renormierung
ausfithrlich diskutiert. Fiir die Auswertung der effektiven Mittelwertwirkung I';, ist es hier
erforderlich, das absolute Minimum der im Integranden des definierenden Pfadintegrals
fiir 'y auftauchenden gesamten Wirkung S zu kennen. Das Kapitel 10 beschiiftigt sich
mit der Berechnung dieses Minimum. In Kapitel 11 wird daraufhin der Renormierungs-
gruppenflufl des effektiven Propagators sowie von verschiedenen “verallgemeinerten” Po-
tentialen Uy ermittelt. Das Kapitel 12 widmet sich schliefllich der Untersuchung der oben
erwiahnten nichtlokalen Invariante I,,; hinsichtlich ihres stabilisierenden Einflusses auf die
Einsteinsche Gravitationstheorie.

Teil drei bildet den Anhang zu den in dieser Arbeit vorgenommenen Studien. Er be-
ginnt mit einem Abkiirzungverzeichnis und einer tabellarischen Auflistung verschiedener
Einzelheiten zur Notation und zu den verwendeten Konventionen, zusammengefaf3t in
Anhang A. Weiterhin liefern die Anhénge B bis L verschiedene rechentechnische Details
zu der im ersten Teil dieser Arbeit durchgefithrten Analyse, die zum grofiten Teil die UV
Aspekte der Gravitation betrifft. Analog dazu enthalten die Anhénge M bis P diverse
erginzende Rechnungen zum zweiten Teil dieser Arbeit, also zu der Untersuchung der IR
Aspekte der Gravitation.

Die Erorterungen werden durch eine Zusammenfassung komplettiert, in der die we-
sentlichen Ergebnisse dieser Arbeit rekapituliert und bewertet werden sowie ein kleiner
Ausblick gegeben wird. Sie ist zwischen dem zweiten Teil und dem Anhang eingeschoben.

Zuguter Letzt sei der anglophile Leser an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dafl
ein Grofiteil dieser Arbeit, aufgespalten in verschiedene Teile, auch in englischer Version
existiert, siehe [35, 36, 37, 38, 39].



Kapitel 1

Die exakte

Renormierungsgruppengleichung

1.1 Das Konzept der effektiven Mittelwertwirkung -

Allgemeines und Spezielles

Aus der Einleitung diirfte bereits deutlich hervorgegangen sein, daf§ die effektive Mittel-
wertwirkung der Euklidischen Quanten-Einstein-Gravitation das Herzstiick der im Rah-
men dieser Arbeit durchgefiihrten Betrachtungen bildet. Fiir sie wurde erstmalig in [12]
eine exakte Renormierungsgruppengleichung aufgestellt. Letztere ist jedoch aus rechen-
technischen Griinden fiir praktische Anwendungen nur bedingt geeignet, denn bestimmte
komplexere Studien wie z.B. diejenigen, die uns im weiteren Verlauf beschéftigen wer-
den, lassen sich mit ihr kaum realisieren. Dementsprechend widmet sich dieses Kapitel
der Aufgabe, die Flufigleichung aus [12] dahingehend zu verallgemeinern, daf sie fiir eine
moglichst grofie Klasse von Wirkungsfunktionalen ausgewertet werden kann. Im vorlie-
genden Abschnitt werden zunéchst die wesentlichen konzeptionellen Details der effektiven
Mittelwertwirkung in einem relativ allgemeinen Zusammenhang erldutert, bevor dann im
einzelnen darauf eingegangen wird, warum und inwiefern die FluBigleichung aus [12] zu
modifizieren ist.

Die effektive Mittelwertwirkung [7, 8] ist ein im Wilsonschen Sinn “vergrébertes” Funk-
tional fiir die freie Energie, das gewohnlich mit I'y, bezeichnet wird. Es definiert eine effek-
tive Feldtheorie, deren Giiltigkeitsbereich gerade solche Wechselwirkungsprozesse umfafit,
deren relevante Impulse allesamt in der Ndhe der Impulsskala k liegen. Wertet man die
effektive Mittelwertwirkung auf Baumgraphenniveau aus, dann enthalten die daraus resul-
tierenden Ausdriicke bereits alle Loop-Effekte, die von Quantenfluktuationen mit p? > k2

stammen. Durch sukzessive Verkleinerung der Skala k lassen sich demgemé&fi mehr und
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mehr Quanteneffekte ausintegrieren. Aufgrund dieser Eigenschaften kann man die effek-
tive Mittelwertwirkung mit einem Mikroskop vergleichen, das eine variable Auflosung
besitzt. Ist k£ sehr grof}; so kann man anhand des zugehorigen Funktionals I'y das Ver-
halten bei kurzen Abstdnden ¢ = 1/k erkennen. Wenn man nun k auf einen kleineren
Wert “herunterfihrt”, dann sieht man ein dementsprechend vergrobertes Bild der Theo-
rie, das nur solche Strukturen erkennen 1a8t, deren Ausmafl einer verhéltnisméflig grofien

charakteristischen Léngenskala ¢ = 1/k entspricht.

Die Konstruktion von I'y verlauft nahezu analog zu derjenigen der herkémmlichen ef-
fektiven Wirkung I', welche das erzeugende Funktional fiir die ein-Teilchen-irreduziblen
Greenschen Funktionen darstellt. (Dariiber hinaus fallt I'; im IR Limes & — 0 sogar mit I’
zusammen.) In beiden Féllen geht man von dem gewohnlichen Euklidischen Funktionalin-
tegral aus, das das erzeugende Funktional W fiir die verbundenen Greenschen Funktionen
definiert. Der entscheidende Unterschied zwischen der Herleitung von I' und derjenigen
der effektiven Mittelwertwirkung I';, besteht nun darin, dafl man bei der letzteren an die-
ser Stelle eine Abhéngigkeit von der Cutoffskala k£ in das Pfadintegral einfiihrt, indem
man die im Integranden enthaltene klassische Wirkung durch einen IR Cutoffterm ApS
erginzt. Dieser bewirkt, dafl jede Mode der Fluktuationsvariable zum (verallgemeiner-
ten) Impuls p mit einem Impuls-abhiingigen Massenterm oc Ry (p?) versehen wird. Die
sogenannte Cutoffunktion Ry (p?) sorgt hier dafiir, dafl die zu hohen Impulsen gehorigen
Moden unbeeinflufit ausintegriert werden, wéhrend die Moden zu niedrigen Impulsen im
Pfadintegral unterdriickt werden. Das geschilderte Cutoffverhalten erreicht man dadurch,
daB man diese Funktion so wihlt, daB sie einerseits fiir p? > k? verschwindet und sich
andererseits im Grenzfall p? < k? gemif Ry (p?) o< k? verhiilt. Demnach erfolgt die Unter-
driickung der Moden zu niedrigen Impulsen also durch einen Massenterm o< k2. Unterzieht
man anschliefend das Skalen-abhéngige Funktional W}, das aus dieser Modifikation von
W hervorgeht, einer Legendre-Transformation, so erhédlt man die effektive Mittelwirkung
[y bis auf einen zusétzlichen Korrekturterm [7, 8]. Thre Abhéngigkeit von der Skala k
148t sich durch eine Renormierungsgruppentrajektorie im Raum aller Wirkungsfunktio-
nale darstellen. Unter Beriicksichtigung der oben genannten Eigenschaften von Ry (p?) Lifit
sich dabei relativ leicht verifizieren, daf sie zwischen der klassischen (nackten) Wirkung
S = I'; und der gewdhnlichen effektiven Wirkung I' = I'y,—¢ interpoliert, wobei k die UV
Cutoffskala bezeichnet. (Strenggenommen gilt die Beziehung S = I'; nur ndherungsweise,
solange % endlich ist. Erst in solchen Féllen, in denen der Grenzwert k — oo gebildet

werden kann, 148t sich diese Gleichung i.a. als exakt interpretieren.)

Die Veranderung, die I';, durch eine infinitesimale Variation von k erfahrt, wird durch
eine funktionale Differentialgleichung beschrieben, und genau diese ist die bereits in

der Einleitung ausfiihrlich diskutierte exakte Renormierungsgruppengleichung. Mehr oder
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minder symbolisch geschrieben, nimmt sie die folgende Form an:

k9L, = % Tr {(r}? + Rk(—A)> 1 k@kRk(—A)} . (1.1)
Die rechte Seite dieser Gleichung kann man gewissermaflen als “Beta-Funktional” auffas-
sen, das die Beta-Funktionen der (unendlich vielen) anwesenden Kopplungen enthélt. Vom
mathematischen Standpunkt aus betrachtet, stellt sie die Spur eines recht komplizierten
Operators dar, der sich im wesentlichen aus dem Hesse-Matrixoperator F,(f), d.h. der zwei-
ten Funktionalableitung von I'y nach den dynamischen Variablen, und dem Cutoffoperator
Ri(—A) zusammensetzt. Letzteren erhélt man dadurch, dal man das Argument der oben
eingefiihrten Cutoffunktion Ry (p?) durch den Operator —A ersetzt. Dementsprechend ori-
entiert sich das Abschneideverhalten an dem Spektrum von A. Wihrend die Eigenmoden
von —A zu “grofien” Eigenwerten p? > k? nahezu vollstindig zu I}, beitragen, erschei-
nen darin die Beitrige von —A-Eigenmoden zu “kleinen” Eigenwerten p? < k? lediglich
in unterdriickter Form. Bei Theorien, die auf dem flachen Raum definiert sind und keine
Eichsymmetrien aufweisen, liegt es nahe, A mit dem “freien” Laplace-Operator zu identifi-
zieren, d.h. A = 9,0". Dessen Eigenwerte sind die Quadrate der tatsdchlichen Impulse p,,,
und die zugehorigen Eigenmoden sind somit die herkommlichen Impuls-Eigenzusténde.
Es stellt sich hier allerdings die Frage, wie man den Operator A bei komplizierteren Theo-
rien wahlen soll, deren kovariante Laplace-Operatoren nicht dem freien entsprechen. Im
Rahmen der Yang-Mills-Theorie [40, 41, 42] hat es sich diesbeziiglich als giinstig erwie-
sen, auf den Formalismus der Hintergrundeichfixierung [43, 44| zuriickzugreifen und A
aus der kovarianten Ableitung hinsichtlich des Hintergrundfeldes zu konstruieren, welche
man iiblicherweise mit Du bezeichnet. Denn neben der giinstigen Situation, dafl die ef-
fektive Mittelwertwirkung durch die Hintergrundeichfixierung zu einem eichinvarianten
Funktional seiner Argumente wird, birgt diese Technik den Vorteil in sich, dal man der
FluBigleichung eine verhéltnismé&fig einfache, handhabbare Struktur verleihen kann, in-
dem man A = D, D" wihlt. Die Eigenfunktionen dieses Operators sind natiirlich nicht
die einfachen Impuls-Eigenzusténde, und bei seinen Eigenwerten kann man strenggenom-
men nur von generalisierten Impulsquadraten p? sprechen.! Die Struktur des zugehorigen
Cutoffterms AyS ist aber derjenigen sehr dhnlich, die sich im Falle der oben erwdhnten
“einfachen” Theorien ohne Eichsymmetrie bei Verwendung des freien Laplace-Operators
A = 0,0" ergibt. Im Gegensatz dazu erhélt der Cutoff eine viel kompliziertere Struktur,
wenn man A geméf A = D,D* aus der kovarianten Ableitung hinsichtlich des dynami-
schen Eichfeldes, also aus D,, konstruiert. Das fiihrt dann i.a. dazu, dafl die entsprechende

FluBgleichung eine unhandliche Form annimmt.

!Nichtsdestotrotz werden im Laufe dieser Arbeit die Eigenwerte solcher Operatoren der Einfachheit
halber oftmals schlicht als Impulse bezeichnet.
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Im Fall der Euklidischen Quanten-Einstein-Gravitation verfihrt man vollkommen ana-
log zu der oben geschilderten Vorgehensweise bei der Yang-Mills-Theorie. Wie dort fiithrt
man eine Hintergrundeichfixierung durch und wihlt A = D,D*, wobei D, die aus
der Hintergrundmetrik g, konstruierte kovariante Ableitung bezeichnet. Wenn man die
Faddeev-Popov-Geister fiir den Augenblick aufler Acht 1&8t, ergibt sich damit fiir die
effektive Mittelwertwirkung ein Funktional I'y[g,., G|, das von zwei unterschiedlichen
Metriken abhdngt, ndmlich von der herkdmmlichen dynamischen Metrik g,, und der
Hintergrundmetrik g,, . Identifiziert man in diesem Funktional die beiden Metriken und
betrachtet das daraus resultierende Funktional I'x[g,v, gy = gu] im Limes k& — 0, so
erhélt man die gewohnliche effektive Wirkung I'[g,,,| zuriick. Weiterhin ist das Funktional
Lyl9uw, Guv = 9] fiir alle k-Werte invariant unter allgemeinen Koordinatentransforma-
tionen, was eine direkte Konsequenz der Hintergrundeichfixierung ist. In der Tat ist die
sich einstellende Koordinateninvarianz auch der wesentliche Grund fiir die Wahl dieser
Technik. Sie wurde bereits in [12, 25] angewendet, um eine effektive Mittelwertwirkung
fiir die d-dimensionale Quanten-Einstein-Gravitation zu formulieren und die zugehéorige
Fluigleichung herzuleiten. In den folgenden Abschnitten wird die dortige Vorgehensweise
zur Herleitung dieser Objekte ein wenig modifiziert werden, um die Flugleichung fiir die

im weiteren Verlauf dieser Arbeit anstehenden Betrachtungen zugénglich zu machen.

In der Einleitung wurde bereits erwéhnt, dafl sich Renormierungsgruppengleichungen
der Form (1.1) in der Regel nicht exakt losen lassen und man somit gezwungen ist, auf
Néherungen zuriickzugreifen, wobei sich als geeignetes, nichtperturbatives Approximati-
onsschema in erster Linie die Trunkierung des Theorienraums anbietet. Dabei handelt es
sich, wie oben schon angedeutet wurde, um eine Projektion des exakten Renormierungs-
gruppenflusses auf einen endlichdimensionalen Unterraum des vollstdndigen Theorien-
raums. Im folgenden werden die Grundziige dieses Naherungsverfahrens erldutert, wobei
wir uns an dieser Stelle auf die technischen Aspekte des Trunkierens beschranken. Denn
es bedarf lediglich des Verstédndnisses ebendieser Details, um nachvollziehen zu konnen,
warum die Flufigleichung aus [12] hier nicht ausreicht und inwiefern sie zu modifizieren
ist. Die anschaulichen Aspekte des Trunkierens bzw. die Motivation, die sich dahinter
verbirgt, werden weiter unten an geeigneter Stelle niher erortert werden, siehe Abschnitt
2.1.

Im Rahmen der Euklidischen Quanten-Einstein-Gravitation beginnt das besagte Nahe-
rungsverfahren damit, fiir die effektive Mittelwertwirkung einen Ansatz der Form 'y =
> i gi(k) I; aufzustellen, der sich aus n unter allgemeinen Koordinatentransformationen
invarianten Operatoren I;[g,., ] zusammensetzt. Dabei verkorpern die g;(k) die zu-
gehorigen Skalen-abhéngigen Kopplungen. Sie lassen sich als Koordinaten auf dem durch

die I; aufgespannten Raum interpretieren. Um den Renormierungsgruppenfluff auf diesen



22 Die exakte Renormierungsgruppengleichung

n-dimensionalen (trunkierten) Raum zu projizieren, muf§ man als erstes den obigen An-
satz fiir I'y in beide Seiten der Gleichung (1.1) einsetzen. Die komplizierte Aufgabe, die
es nun zu bewéltigen gilt, besteht darin, die Spur auf der rechten Seite der resultierenden
Gleichung nach einem vollstandigen Satz von Invarianten {v;[g,., g} zu entwickeln, der
von der Form sein muf}, dafl die in dem Trunkierungsansatz enthaltenen I; eine Teilmenge
der v; bilden. Im Anschlu8 daran werden die Koeffizienten derjenigen v;, die nicht in dem
Ansatz vorkommen, gleich Null gesetzt. Die iibriggebliebenen Terme vergleicht man dann
mit den entsprechenden Termen auf der linken Seite der Flufigleichung und leitet daraus
ein System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die verallgemeinerten Kopplungen
g:(k) ab.

In der Praxis geht man bei dieser Projektion auf den {I;}-Unterraum derart vor,
dafl man nacheinander verschiedene Sétze von Metriken (g, §u ), fir die jeweils nur
bestimmte Linearkombinationen der [; iibrigbhleiben und die restlichen verschwinden, in
beide Seiten von (1.1) einsetzt und die Operatorspur geméf dem obigen Schema fiir die
einzelnen Paare von Metriken auswertet. Falls dies fiir eine ausreichende Anzahl von
Paaren (g, g ) gelingt, kann man aus der Gesamtheit der somit erhaltenen Gleichungen

das gesuchte Fluigleichungssystem fiir die g;(k) eindeutig bestimmen.

Betrachten wir nun das oben geschilderte Projektionsverfahren am Beispiel der beiden
in der Einleitung vorgestellten Trunkierungsansitze (2) und (3). Lafit man hier jeweils
den FluB des Eichfixierungsterms aufler Acht, so wird der Raum, in dem sich der pro-
jizierte FluB abspielt, durch ZF" = {I}, I} bzw. % = {1}, I, I3} mit I, = [ d% NGE
I, = [d%/gR und I3 = [d%x /g R* aufgespannt. In beiden Féllen reicht es fiir die
Projektion aus, in der Flufigleichung g,, = g, zu setzen und fiir die miteinander identi-
fizierten Metriken die Familie der Sphiren S? einzusetzen. Denn wenn man den Radius r
der Sphéren, der diese Familie parametrisiert, nicht fixiert, sondern ihn als freien Parame-

d-2 d=4 yoneinander unterscheiden.

ter behilt, dann lassen sich I; o< ¢, Iy oc 742 und I3 o< r
Dementsprechend besteht die Aufgabe, die es hier noch zu bewéltigen gilt, darin, die
Spur des Operators (Fl(f) + Ry) "' kO Ry, der sich fiir sphérische Metriken g, = g
erheblich vereinfacht, passend auszuwerten und die von Z¥" bzw. s aufgespannten An-
teile zu extrahieren. Darauf werden wir anschlieffend zu sprechen kommen. Vorher sei
allerdings noch erwahnt, dafl diese spezielle Projektionsmethodik jedoch nicht ausreicht,
wenn man beispielsweise alle drei in der Kriimmung quadratischen Invarianten im Trun-
kierungsansatz beriicksichtigen méchte. Denn fiir sphérische Metriken sind neben I3 auch
[ d%x /g Ry R"™ und [ da /g Ryup.R"*° proportional zu r*, so daB eine Unterschei-

dung dieser Invarianten unmoglich wird.

Kommen wir nun zu den Problemen, auf die man bei der oben beschriebenen Auswer-

tung der FluBigleichung (1.1) stoBt. Dieser stehen im wesentlichen zweierlei Hiirden von



1.1 Das Konzept der eff. Mittelwertwirkung - Allgemeines und Spezielles 23

ganz unterschiedlicher Natur im Wege.

Die erste Schwierigkeit héngt mit der “richtigen” Wahl des Cutoffterms AgS[h, ]
zusammen. Wie bereits zuvor angedeutet wurde, wird das Funktional AyS[h,., G| so
gewéhlt, daf es quadratisch von der Metrik-Fluktuation h,, abhéngt, aber via Ry, = Ri[9]
auch von der Hintergrundmetrik g,,. (Die vollsténdige Quantenmetrik ergibt sich aus der
Summe dieser beiden Anteile, d.h., sie ist gleich g, + h,,.) Ungliicklicherweise erweist es
sich als &uBerst schwierig, einen Cutoffoperator Ry[g] zu konstruieren, der die gewiinsch-
ten Abschneideeigenschaften (siehe oben) zumindest fiir diejenigen Hintergrundmetriken
besitzt, die bei der Projektion benotigt werden. Das hingt unter anderem damit zusam-
men, daf es erforderlich ist, Ry[g] in gewissem Sinn an den jeweiligen Trunkierungsansatz
anzupassen, wenn man aus der Projektion ein einigermafien handhabbares Gleichungs-
system gewinnen mochte, das fiir weiterfithrende Rechnungen zugénglich ist. Eigentlich
stellt diese Anpassung schon fiir sich genommen eine weitere Komplikation dar.

Angenommen, man hat einen geeigneten Cutoffoperator Rx[g] gefunden und ihn zu-
sammen mit dem Trunkierungsansatz in die Flufigleichung (1.1) eingesetzt. Dann hat man,
den obigen Bemerkungen entsprechend, die Operatorspur auf der rechten Seite von (1.1)
fiir ein oder mehrere Paare (g,,, §..) auszuwerten. Legt man Wert darauf, den Renormie-
rungsgruppenflul des Eichparameters, den wir hier mit a4 bezeichnen, zu beriicksichti-
gen, so darf man die beiden Metriken nicht miteinander identifizieren. Dadurch werden
die Rechnungen versténdlicherweise erheblich komplizierter als in dem weiter oben ange-
sprochenen Fall, bei dem der Eichparameter als Konstante o = a behandelt wird und
dementsprechend g, = g,, gesetzt werden kann. (Dieser Fall wird in der vorliegenden
Arbeit diskutiert.) Aber selbst wenn man die Metriken miteinander identifiziert, besitzt
der Hesse-Matrixoperator F,(f) [9, 9 = g] unter der Spur immer noch eine sehr komplizierte
Struktur. Im wesentlichen setzt er sich aus Potenzen des Kriitmmungstensors und kovarian-
ten Ableitungen D, zusammen. Um die Operatorspur in (1.1) mittels Standardmethoden
wie der Heat-Kernel-Entwicklung auswerten zu konnen, ist es erforderlich, daf3 alle in Fl(f)
enthaltenen kovarianten Ableitungen D, in Gestalt des kovarianten Laplace-Operators
D? = D,D*" erscheinen. Dies ist allerdings fiir generische Trunkierungen bei Wahl ei-
ner beliebigen Metrik g,, = ¢, nicht der Fall, und sogar fiir maximal symmetrische
Metriken gilt dies nicht von vornherein. Im Spezialfall der Einstein-Hilbert-Trunkierung
(2) mit a = 1, der in [12] diskutiert wurde, 188t sich bei Wahl solcher Metriken dieser
Zustand zwar sehr leicht herstellen, indem man einfach das Feld h,, in seinen reinen
Spuranteil und seinen spurfreien Anteil zerlegt.? Bei komplizierteren Trunkierungen wie

z.B. der R:-Trunkierung (3) reicht aber diese Vorgehensweise allein, unabhéngig von der

’Die Giiltigkeit dieser Aussage hingt natiirlich von der verwendeten Eichbedingung ab. Sie bezieht
sich auf die sogenannte harmonische Eichbedingung, die sowohl in [12] als auch dieser Arbeit benutzt
wird. Fiir andere Eichbedingungen stimmt sie i.a. nicht.
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Wahl des Eichparameters «, nicht aus, um F,(f) in die erforderliche Form zu bringen. Nach

der gerade beschriebenen Zerlegung treten dort auch fiir maximal symmetrische Metriken

“nichtdiagonale” Terme in den Ableitungen D, auf.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Strategie verfolgt, die zu der Losung der oben
geschilderten Probleme fithrt oder zumindest einen Beitrag dazu leistet. Sie beruht auf
Yorks sogenannter “TT-Zerlegung” des metrischen Feldes [29], welche nahezu auf jeder
Raumzeit-Mannigfaltigkeit, die fiir die Projektion benotigt wird, anwendbar ist. Die TT-

Zerlegung gestaltet sich wie folgt: Man spaltet das Fluktuationsfeld h,, in einen trans-

T
Nz

Spuranteil o< ¢ auf, wobei ¢ ein Skalarfeld darstellt. Den longitudinalen, spurfreien Ten-

versalen, spurfreien Tensor h’ , eine longitudinalen, spurfreien Tensor und einen reinen
sor zerlegt man dann weiter in einen longitudinal-transversalen Anteil, der durch einen
transversalen Vektor ZH parametrisiert wird, und einen longitudinal-longitudinalen An-
teil, der sich mit Hilfe eines Skalarfeldes o ausdriicken 14t. Der Effekt dieser Zerlegung
liegt nun darin, dal in dem Operator I' Ef) l9,g = g] tatséchlich alle D, ausschlielich
in Form von kovarianten Laplace-Operatoren auftreten, wenn er beziiglich der Basis aus
den Komponentenfeldern {h[, gu, 0, ¢} ausgedriickt wird und gleichzeitig eine beliebige
sphérisch symmetrische Metrik g, in ihn eingesetzt wird. Es sei an dieser Stelle aber noch
einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dafi die TT-Zerlegung auf einer groflen Klasse
von Hintergrundraumen durchgefiihrt werden kann und nicht nur auf d-Spéren S%. Fiir
sphérische Hintergriinde besitzt sie lediglich noch die zusétzliche angenehme Eigenschaft,

daf sie vollstdndig orthogonal ist. Das ist bei anderen Hintergrundrdumen in der Regel
nicht der Fall.

Auch was das erste der beiden oben angesprochenen Probleme, also die Konstruktion
von Ry betrifft, ist die TT-Zerlegung durchaus von Nutzen. Denn formuliert man den
Cutoffterm AyS auf dem Niveau der Komponentenfelder anstelle des vollstdndigen Fel-
des hy,,

Problematik hinsichtlich der korrekten Abschneideeigenschaften besser einzugrenzen.

so erhélt er eine viel transparentere Struktur, die es ermdoglicht, die potentielle

In einigen Arbeiten, die auf der urspriinglichen Arbeit [12] aufbauen, wurde die TT-
Zerlegung bereits fiir weiterfithrende Studien angewendet, siehe [24, 30, 23, 31, 32|. Die
dortigen Betrachtungen beschrénken sich aber von vornherein auf sphérische Hinter-
grundriume S¢, und es wurde darin ([30] ausgenommen) die explizite Formulierung des
Cutoffterms A S sowie der zugehorigen Fluigleichung umgangen. Die folgenden Abschnit-
te dienen dazu, diese Liicken zu schlieflen und eine Flufigleichung auf der Grundlage der

TT-Zerlegung herzuleiten, die fiir alle Hintergriinde gilt, welche diese Zerlegung zulassen.
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1.2 Eichfixierung

Geméaf den obigen Erlduterungen beginnen wir unsere Betrachtungen mit der Formu-
lierung eines Euklidischen Funktionalintegrals, das eine Quantentheorie der Gravitation
definiert. Dabei greifen wir auf die Hintergrundeichfixierungstechnik zuriick, welche in
43, 44] eingefiihrt wurde. Diese beruht darauf, daf die Integrationsvariable 7, des Funk-

tionalintegrals iiber alle Metriken gemé&fl der Gleichung

Y (T) = Gy () + Py () (1.2)

in eine feste, aber beliebige Hintergrundmetrik g,, und ein Fluktuationsfeld h,, zerlegt
wird. Die Integration iiber 7,, kann danach durch eine Integration iiber h,, ersetzt wer-
den. Unter Verwendung dieser Eichfixierungstechnik wird nun in Anlehnung an [12] ein
Funktional Zj definiert, das eine Skalen-abhéingige Verallgemeinerung des herkommlichen
erzeugenden Funktionals fiir die Greenschen Funktionen darstellt. Es wird durch das fol-

gende Pfadintegral beschrieben:
Z[Quellen] = / Dh,, DC*DC,,
X exp [—S[g + h] = Sgt[h; G — Sanlh, C, C; g] — ARS[h, C,C; §) — SQuellen:| .(1.3)

Der erste Term des Arguments der Exponentialfunktion, S[y] = S[g + k], verkorpert
die klassische Wirkung, von der wir annehmen, daf sie invariant unter den allgemeinen

Koordinatentransformationen
5’7;11/ =Ly Y = u? apr,Lw + Ypv a,uup + Yo auup (14>

ist, wobei .7, die Lie-Ableitung bzgl. des Vektorfelds u* darstellt. Ferner wollen wir bis
auf weiteres annehmen, dafl S strikt positiv ist; ansonsten soll S an dieser Stelle aber
nicht naher spezifiziert werden.

Weiterhin bezeichnet Sy den Eichfixierungsterm

Sultig) = 5 [ d'o Vi Fulo. i) Bla.h. (1.5)

welcher die Eichbedingung F),[g, k| = 0 implementiert. Die damit einhergehende Faddeev-
Popov-Determinante wird wie iiblich durch ein Funktionalintegral {iber Geistfelder, die
wir hier mit C* und C,, bezeichnen, ausgedriickt, was zu dem folgenden Geisteranteil Sgp,
in der Wirkung fiihrt, vgl. [12]:

San [1,C, C; 9] = _Hl/ddx o g ;}f’ﬁ Lo (Gop + hap) - (1.6)

«,




26 Die exakte Renormierungsgruppengleichung

Die oben eingefiihrte Konstante x ist durch

N|=

k= (32rG)~ (1.7)

definiert, wobei G die nackte Newton-Konstante reprisentiert. Im Prinzip 148t sich mittels
(1.5) und (1.6) jede beliebige Eichfixierung vornehmen. Es erweist sich jedoch i.a. als
ausgesprochen giinstig, ein Funktional F), zu wéhlen, das linear in dem Quantenfeld A,

und somit von der nachstehenden Form ist:
FL[g,h] = V25 F3°[3] hag - (1.8)

In der vorliegenden Arbeit wird auf die sogenannte harmonische Eichbedingung?® zuriickge-
griffen, bei welcher .7-"5‘/6 durch den folgenden Differentialoperator erster Ordnung gegeben
ist:
o3~ —oy 1 —af
Fla) = 6,6 Dy = 55" Dy - (1.9)
Dabei bezeichnet D, die aus der Hintergrundmetrik konstruierte kovariante Ableitung.
Demgegeniiber symbolisiert D, im weiteren Verlauf die kovariante Ableitung, welche die

vollsténdige Metrik +,, einbezieht. Im Falle der harmonischen Eichung, also (1.8) mit
(1.9), ergibt sich fiir den Geisteranteil Sy, aus Gleichung (1.6) der Ausdruck

Sgh[h70a Oag] = _\/ﬁ/ddl‘\/gc_’uM[g—’_hvg]uyoy ) (110)
wobei der Operator M die nachstehende Form annimmt:
M[’% g]#y = gﬂngAD)\ (/Vpl/Dcr + /YO'Z/-DP) - gpogu/\D/\%pr . (111>

Die letzten beiden Terme in (1.3), AxS und Squelien, verkérpern den Cutoffanteil und den
Quellenanteil der Wirkung. Der Infrarot-Cutoffterm AS sorgt fiir eine Unterdriickung der
Beitriige von denjenigen —D?-Eigenmoden, die zu Eigenwerten p? mit p? < k? gehoren,
und Squelien liefert die Quellen, an welche die Felder h,,, C* und éu koppeln. Auf die

explizite Form dieser beiden Anteile wird weiter unten niaher eingegangen werden.

1.3 Zerlegung der Quantenfelder

Um die in den sich anschlieBenden Kapiteln prisentierten Rechnungen in dieser Form
iberhaupt zu ermoglichen, erweist es sich als notwendig, das Gravitationsfeld h,, gemifl

der Gleichung

I N RO |
hyw = hl, + Dy, + D&, + DD, — 3gWD2a + <G ® (1.12)

3Fiir die zweidimensionale Liouville-Quantengravitation ist auch bereits eine Fluigleichung unter Ver-
wendung der konformen Eichung formuliert worden, siehe [45, 46].
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zu zerlegen. Diese Aufspaltung stellt die sogenannte “T'T-Zerlegung”* von symmetrischen
Tensoren h,, dar, welche z.B. in [29] ausgiebig diskutiert wurde. Um den Ausdruck auf
der rechten Seite von (1.12) zu erhalten, mufl man im einzelnen wie folgt vorgehen: Zuerst
spaltet man den Spuranteil hﬂ' = gu¢/d von hy, ab. Dieser wird durch das Skalarfeld
¢ parametrisiert. Den iibriggebliebenen symmetrischen, spurfreien Tensor zerlegt man
dann weiter in seine transversale (S7?-)Komponente hgl, und seine longitudinale Kom-
ponente hl,. Letztere kann man wiederum geméB hl, = bl + b2l in eine longitudinal-
transversale Komponente hﬁVT = Dugy%—Dya und eine longitudinal-longitudinale Kompo-
nente h';l = D, D, — §,, D*G /d aufspalten. Diese Anteile werden durch einen transver-

salen (T-)Vektor EM bzw. ein Skalarfeld & parametrisiert. Die auf diese Weise eingefiihrten

Komponentenfelder hgl,, 5#, o und ¢ erfiillen somit die Bedingungen
g"hT, =0, DRI, =0, D¢, =0, ¢=gu,h". (1.13)

Die Gesamtheit der oben vorgenommenen Zerlegungen fiithrt dann schliellich zu der durch
(1.12) beschriebenen TT-Zerlegung. Sie gilt fiir alle vollstéandigen, geschlossenen, d-dimen-
sionalen Riemannschen Radume(, d.h. fiir alle kompakten Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten ohne Rand). Wie in [29] dargelegt wird, erstreckt sich ihr Giiltigkeitsbereich zudem
auf offene, asymptotisch flache d-Rédume, sofern man gewisse Annahmen hinsichtlich des
asymptotischen Verhaltens der Felder macht, die auf diesen Rdumen definiert sind. Von
nun an wollen wir annehmen, dafl der gravitative Hintergrund zu diesen Klassen von
Réumen gehort.

Betrachten wir nun die Zerlegung (1.12) etwas genauer. Offensichtlich liefern gerade
solche EN— und o-Moden, die die Killing-Gleichung

D,ufl/"i_Dug,u =0 (114)
bzw. die skalare Gleichung
I
D,D,c — ggWD c=0 (1.15)

erfiillen, keinen Beitrag zum vollsténdigen Feld h,,. Diese Moden treten zwar nicht in
jedem Fall, d.h. fiir einen generischen Hintergrund auf, jedoch gibt es durchaus verschie-
dene Klassen von Hintergrundriaumen, die solche Moden zulassen. Ist letzteres der Fall,
so miissen diese Moden, die wir von nun an als unphysikalische Moden bezeichnen, von
den Rechnungen ausgeschlossen werden. Dadurch vermeidet man, daf die einzelnen h,, -
Konfigurationen mehrfach zum Pfadintegral (1.3) beitragen, wenn man darin die Integra-

tion iiber h,, durch eine iiber die Komponentenfelder ersetzt.

4Das Kiirzel “TT” entstammt dem englischen “transverse traceless”.
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Die unphysikalischen Moden lassen sich wie folgt klassifizieren: Alle @—Moden, die
die Gleichung (1.14) losen, stellen Killing-Vektoren (KV) dar. Demgegeniiber lassen sich
die Losungen der skalaren Gleichung (1.15) in zwei Klassen einteilen. Zum einen erfiillen
konstante Skalarfelder o sicherlich die Gleichung (1.15). Zum anderen wird sie auch von
solchen o gelost, deren kovariante Ableitungen D,ﬁ “echten” konformen Killing-Vektoren
(PCKV) entsprechen. Dabei definieren wir die PCKV als diejenigen konformen Killing-
Vektoren (CKV) C,, d.h. Losungen der konformen Killing-Gleichung

_ _ 2 _
D,C,+ D,C, — 3% D\C* =0, (1.16)

welche rein longitudinal sind,” vgl. [47].
Kommen wir nun zu der Zerlegung des Skalarprodukts auf dem Raum der symmetri-

schen Tensorfelder. Es zerfillt unter der Zerlegung (1.12) gemif der Gleichung®
(R, h?) = / d'z\/ghl) 5" b
_ /ddx \/E{h,(}u)T 2)T v 25(1 ( wp2 4 R‘“’) é?l(/2) . 25(}) RHv D,ﬁ(z)
—26® R D5 4 5 (d g LD + DMRWDV) 5@ écb(”cb(”} (1.17)

Anhand von (1.17) kann man erkennen, daf§ fiir eine generische Hintergrundmetrik nur

hy,, b, und hl7 einen orthogonalen Satz von Feldern bilden, wohingegen hl! und hll

1.;. nicht Zuelnander orthogonal sind. Letzteres spiegelt sich in den auftretenden @—
o—Mischtermen wieder. Diese Mischterme verschwinden jedoch zumindest im Falle von
Einstein-Réumen. Diese Riume sind durch die Beziehung R,, = (g, charakterisiert,
wobei C' eine Konstante darstellt, so da§ D, R* = CD,g" = 0 gilt. Daraus resultiert
(T REEY = AC [ dx gaD“fM = 0. Somit verkérpert {h[,,hLl ALl A7} in diesem
Fall in der Tat einen orthogonalen Satz von Feldern.

Der néchste Schritt besteht darin, im Funktionalintegral (1.3) die Integration iiber die
vollsténdigen Felder durch eine iiber die Komponentenfelder zu ersetzen. Um die Jacobi-

Determinante zu bestimmen, die mit der Variablentransformation h,, — {hg,/, £u,0,0}

% Aufgrund der Linearitit der konformen Killing-Gleichung kann man zu jeder Losung jeden beliebigen
Killing-Vektor addieren, und man erhélt eine weitere Losung. Um der daraus folgenden Ambiguitét
der CKV aus dem Wege zu gehen, bezeichnen wir hier ausschliefflich die rein longitudinalen CKV als
“echte” CKV bzw. PCKV (=“proper conformal killing vectors”). Offensichtlich stehen die nichtkonstanten
Losungen von (1.15) somit in einer Eins-Zu-Eins-Beziehung zu den PCKV.

SEine Anmerkung zur Notation: In der vorliegenden Arbeit wirken samtliche kovarianten Ableitungen
auf alles, was sich rechts von diesen befindet, solange nicht ausdriicklich (durch Klammersetzung) auf
Gegenteiliges hingewiesen wird.
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cinhergeht, geht man wie folgt vor (vgl. [47]): Man formuliert ein GauBsches Integral tiber

h,, und driickt es dann unter Verwendung von (1.17) geméf

1 ~ 1
/Dh,w exp {—5 (h, h)] = Jl/DhZVDguDﬁDd) exp {— §/dd:v\/§

x{h}fyhﬂ“’ + %cﬁ? + (&,7) M ( 53 ) H (1.18)

durch die Komponentenfelder aus. Dabei verkérpert

—9 (5 D? + Rm —2RMD
M(M,V) = (g B _+R ) p B R B )‘_ 3 (119)
2D\ RN =1(D%)? + DR D,

einen Hermiteschen Matrix-Differentialoperator. Da alle in (1.18) enthaltenen Funktio-
nalintegrale vom Gaufschen Typ sind, kénnen sie leicht ausgewertet werden. Das fiihrt

dann zu dem nachstehenden Ausdruck fiir die Jacobi-Determinante:

Iy = N\/det’(mo) M) (1.20)

Hier stellt NV eine (unendliche) Konstante dar, die formal durch geeignetes Normieren des
Integrationsmafles Dh,,, entfernt werden kann.

Die in Gleichung (1.20) gewéhlte Notation ist allgemein wie folgt zu interpretieren. Ein
Strich an der Determinante oder der Spur eines beliebigen Operators A weist darauf hin,
daf} alle unphysikalischen g} und 7-Eigenmoden von A, d.h. alle Eigenmoden, die (1.14)
oder (1.15) erfiillen, bei der Berechnung des jeweiligen Ausdrucks nicht beriicksichtigt
werden diirfen. Sie sind von den Rechnungen auszuschliefen. Weiterhin beschreibt ein
Subskript an Determinanten oder Spuren den Feldtyp, auf den der Operator A wirkt. In
der vorliegenden Arbeit werden z.B. die Subskripten (0), (17) und (257?) fiir Spin-0-
Felder o, transversale Spin-1-Felder fAu bzw. symmetrische, transversale, spurfreie Spin-
2-Felder h, verwendet. Das in Gleichung (1.20) auftretende Subskript (17',0) bezieht
sich auf einen (d + 1) x (d + 1)-Matrix-Differentialoperator, dessen erste d Spalten auf
transversale Spin-1-Felder E” wirken, wahrend seine letzte Spalte auf Spin-O-Felder o
wirkt.

Anschlieend werden die Geistfelder in &hnlicher Weise zerlegt wie das Feld Ay, in
(1.12). Dabei spaltet man im Rahmen einer sogenannten 7T-Zerlegung fiir Vektorfelder?

die Geister geméafl den Gleichungen

C,=CJ +D,j, C'=C™+D'y (1.21)

7«T” gteht hier natiirlich fiir “transversal”.
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jeweils in ihre transversale Komponente, C’Z bzw. CT#, und ihre longitudinale Kom-
ponente auf, welche man wiederum durch kovariante Ableitungen von Skalarfeldern 7
bzw. n ausdriickt. Offensichtlich erfiillen dann die transversalen Anteile die Beziehungen
DrCT = 0 bzw. D,C™ = 0. Ferner sind hier die konstanten 7- und 7-Moden auszu-
schlielen, da sie offensichtlich keinen Beitrag zu (1.21) leisten und somit unphysikalische
Moden verkorpern.

Jetzt fiihrt man im Funktionalintegral (1.3) auch die Variablentransformationen C,,
— {CI. 7} und C* — {C"* 7} durch. Um die sich daraus ergebende Jacobi-Determi-
nante Jy zu bestimmen, geht man wie bereits oben beschrieben vor. Man stellt zunéchst
ein GauBsches Integral iiber die vollstindigen Felder auf, die in diesem Fall allerdings
Grassmann-Variablen verkorpern. Dieses Integral driickt man mit Hilfe von (1.21), der

Gleichung
/ DCHDC, exp [~ (G, C)]
_ / DO DET DD exp {_ / dhe /G LOTCT R -D)iY | (122)

entsprechend, durch die Komponentenfelder aus und fithrt dann die Integrationen iiber

die Grassmann-Variablen explizit aus. Als Resultat ergibt sich

1

Jy = [det{y, (=D?)]~ (1.23)

Dabei weist der Strich an der Determinante in Einklang mit der oben eingefiihrten No-
tation darauf hin, daB Beitrige von den unphysikalischen Moden 77 = konstant und

1 = konstant zu entfernen sind.

1.4 Impuls-abhingige Redefinition der Komponen-

tenfelder

Fiir die weiteren Rechnungen erweist es sich als giinstig, EH, 7, n und 7 durch neue Varia-
blen {,, o, 7 und n zu ersetzen, die in folgender Beziehung zu den “alten” Integrations-

variablen stehen:

¢ = \/—D2—%é\“,
B d - -
o = \/(DZ)Q—I——DMRWDV g,
d—1
7= V=D, n=v-D27q (1.24)
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Der oben eingefithrte Operator Ric bildet Vektoren auf Vektoren ab und ist durch die
folgende Gleichung definiert:

(Ric v)" = R, . (1.25)

Die Transformationsgleichungen (1.24) beziehen kovariante Laplace-Operatoren ein und
héngen somit von deren Eigenwerten, den generalisierten Impulsen, ab. Diese “impuls-
abhéngigen” Redefinitionen sind hochgradig nichtlokal. Ferner ist hier zu erwéhnen, dafl
sie wohldefiniert und invertierbar sind, da die Operatoren unter den Quadratwurzeln in
(1.24) fiir alle erlaubten, d.h. physikalischen Eigenmoden ausschliefllich strikt positive Ei-
genwerte besitzen.® Die Positivitdt hat im wesentlichen zwei Ursachen. Die erste besteht
darin, da man die Operatoren aus Quadraten von Al bzw. hll und aus (D) (D*7)
gewinnt, indem man alle darin auftretenden kovarianten Ableitungen durch partielles In-
tegrieren “nach rechts verschiebt”. Aus diesem Grunde konnen sie keine negativen Eigen-
werte annehmen. Dies wird anhand des folgenden Beispiels deutlich: Das Skalarprodukt
von hﬁf 148t sich wie folgt schreiben:

_ _ __ 1 _
0 < (A" ny = / dz /g (D#D,,a — gu,,D%) (D“DVU — Eg’“’Dza)

. /dd:c G ((D2)2 + LDuR“”DV) v. (1.26)
d d—1
Der Operator in der zweiten Zeile entspricht in der Tat demjenigen, der in der Definiti-
onsgleichung fiir das Feld o auftaucht, siehe (1.24).

Dies allein erklért aber noch nicht die strikte Positivitat. Diese ergibt sich ndmlich erst
aus der Tatsache, dafl die potentiellen Nullmoden mit den zuvor erwiéhnten unphysikali-
schen Moden identisch sind und daher nicht zu den Spektren der Operatoren beitragen.
Z.B. ist & genau dann eine Nullmode von —D? — Ric, wenn &* ein Killing-Vektor ist.

Fahren wir nun mit der Durchfiihrung der durch (1.24) beschriebenen Transformatio-
nen der Integrationsvariablen fort. Zur Bestimmung der auftretenden Jacobi-Determinan-
ten J; bedient man sich wieder des im vorigen Abschnitt erlduterten Verfahrens. Damit
erhélt man folgende Ausdriicke fiir die J;, die aus den Transformationen SA“ —¢,0—0

bzw. 7] — 7, 7 — 1 hervorgehen:

(Sl

Jg = [detl(l[T]) (_D2 - m)] - )

_ d - -  _
J, = [det’(o) ((D2)2+HD#R‘“’DV)1 ,

N

Js = detjy (=D?) . (1.27)

8Um sicherzustellen, dafl die Operatoren tatséchlich invertierbar sind, mufl man noch zusétzlich an-
nehmen, dafl ihre Eigenwerte keinen Héufungspunkt bei Null aufweisen.
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Dabei wurden die Integrationsmafle wieder derart gewahlt bzw. normiert, dafi keine zu-
sitzlichen (unendlichen) Konstanten in den Jacobi-Determinanten erscheinen. Aulerdem
wurde in dem Ausdruck fiir die Determinante J3 eine leicht modifizierte Notation ver-
wendet. Die neu eingefithrten eckigen Klammern in dem Subskript (1,[77]) sollen darauf
hinweisen, dafl der betrachtete Operator auf Spin-1-Felder wirkt, die nur fiir bestimm-
te Hintergrundmetriken transversal sind. Das liegt daran, dafl die Transversalitidtseigen-
schaft nicht notwendigerweise von g“ auf & iibertragen wird. Aber zumindest im Fall von
Einstein-R&aumen ist auch &* transversal.

Nachdem man nun auch diese Transformationen der Integrationsvariablen vorgenom-
men hat, treten zunéichst einmal fiinf Jacobi-Determinanten, also Ji, ..., Js, im erzeugen-
den Funktional Z; auf. Da sich J; und J5 aber gegenseitig wegheben, bleiben lediglich J;,
Js und J, iibrig.

1.5 Die effektive Mittelwertwirkung der QEG

Kommen wir nun zur Herleitung der effektiven Mittelwertwirkung. Dazu ist es zunéchst
erforderlich, die Struktur des Cutoffterms A;S und des Quellenterms Squenen festzulegen.

Ausgehend von der Definition der quantisierten Theorie durch ein herkommliches Eu-
klidisches Pfadintegral, erhdlt man durch Hinzufiigen des IR Cutoffterms AzS zur klassi-
schen Wirkung ein Skalen-abhéngiges erzeugendes Funktional Zj, vgl. (1.3). Dabei stellt
der Term AxS in der Regel ein Funktional der Fluktuationsvariablen dar. Dieses wird
so gewihlt, daB diejenigen —D?-Eigenmoden dieser Variablen, die zu “grofien” Eigenwer-
ten p* > k? gehoren, ungeddmpft, d.h. ohne merkliche Unterdriickung in (1.3) ausinte-
griert werden, wéahrend die Beitrége der Eigenmoden zu hinreichend kleinen Eigenwerten
p? < k% unterdriickt werden. Dies hat zur Folge, dafl Z; eine effektive Theorie bei der
Skala k < k beschreibt, wobei k die UV Cutoffskala verkorpert. Der Einfachheit halber
implementiert man die oben geschilderte Unterdriickung von Moden zu kleinen “Impul-
sen” |p| in Form von Impuls-abhéngigen Massentermen, d.h. durch einen Cutoffterm AS,

der quadratisch in den Flukuationsfeldern ist. Dementsprechend wéhlt man
_ 1 _
AS [h C.C3g) = 5 (hRE™h) + <(J, R§h0> . (1.28)

Die in (1.28) eingefiihrten Operatoren RE™ und R" werden auf der Grundlage der kova-
rianten Ableitungen D, konstruiert und hiingen somit nicht von der vollstéindigen Quan-
tenmetrik +,,, sondern nur von der Hintergrundmetrik g,, ab. Nur auf diese Weise 143t
sich erreichen, da8 der Cutoffterm (1.28) tatséichlich quadratisch in den Fluktuationsfel-
dern ist. Um im Pfadintegral die gewiinschte Dampfung hervorrufen zu kéonnen, miissen

die Cutoffoperatoren R¥* und RE" im Grenzfall p®/k* — oo (und somit inbesondere fiir
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k — 0) verschwinden und auBerdem fiir p?/k* — 0 das Grenzverhalten R — Z;k? auf-
weisen. (Die Bedeutung der Konstante Zj, wird spéter erldutert.) Letzteres hat zur Folge,
daf} allen Eigenmoden mit Eigenwerten p? < k? eine zu k proportionale Masse verliechen
wird.

An dieser Stelle ist es noch nicht erforderlich, die explizite Struktur der Cutoffopera-
toren festzulegen. In Hinblick auf die sich unmittelbar anschlieBenden Betrachtungen mufl
man lediglich folgendes vorwegnehmen: Wie in Anhang B gezeigt wird, kann man R{™

und Rih derart wéhlen, dafl sich ApS wie folgt durch die Komponentenfelder ausdriicken
1aBt:

MG =5 3 (0 Rge @)+ 3 (00 Ry te) - (129)

C1,62€n P1,92€12

Hier 1auft die Summation iiber die sich aus den einzelnen Komponentenfeldern zusammen-
setzenden Indexmengen I; = {hT ¢ 0, ¢} und I, = {CT,CT, 5, n}. Der grofie Vorteil der
in Anhang B konstruierten Cutoffoperatoren R&® und RE" liegt darin, daf man jederzeit
von der Formulierung iiber die vollstandigen Felder, also Gleichung (1.28), zu derjenigen
iiber die Komponentenfelder, Gleichung (1.29), wechseln kann und umgekehrt. Dies ist
bei Verwendung generischer Cutoffoperatoren nicht von vornherein mdoglich. Die explizi-
te Gestalt der Cutoffoperatoren (Ry). ., und (Ry),,,,, die bei der Konstruktion dieses
speziellen Cutoffs eingefiihrt werden, ist hier noch nicht von Bedeutung. Eine Spezifizie-
rung wird erst dann vorgenommen, wenn dies notig wird. Es sei hier lediglich erwéhnt,
dafl diese Operatoren die Bedingungen (Ry).,,, = (Rk‘)z&Cz und (Ri)yyp, = — (Rk):&mp2
erfiillen miissen, um Hermitezitat zu gewéahrleisten. Auflerdem gilt (R’f)wl v, = 0 fiir alle
(Y1, 4n) € {CT,m} x {CT,n} U{CT, 7} x {CT, 7}

Wenden wir uns jetzt dem Quellenanteil Squenen zu. Wir formulieren ihn zunéchst auf
dem Niveau der vollstindigen Felder, d.h. wir fithren externe Quellen J*, K* und K,

ein und koppeln sie gemaf
SQuellen[h7 C,é, J, K, K,g] = — <J, h> - <K, C> - <K, C’> (130)

an die Felder h,,,

die Quellenterme aus (1.30) in Anteile, die nur die Komponentenfelder enthalten. Die

C, und C*. Ahnlich wie im Falle des Cutoffs zerlegt man nun auch

entsprechenden Rechnungen finden sich in Anhang B wieder. Dort wird dabei so vorge-
gangen, dafl nach der Zerlegung jedes Komponentenfeld an eine bestimmte Komponente
der fundamentalen Quellen koppelt. In Abhéngigkeit von diesen “Komponentenquellen”,
die hier mit J, [_(1/) und K bezeichnet werden, 1a8t sich der Quellenanteil Squeiien dann

wie folgt schreiben:

Saquetien[h, C, C, LK, K gl = =Y " (Je, Q)= > (By, by — > (Ky,v) (1.31)

cen ve{CT n} Ye{CT,n}
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Wir sind jetzt in der Lage, das in (1.3) mehr oder weniger symbolisch formulierte
Funktionalintegral fiir Zy explizit niederzuschreiben. Nach den im letzten Abschnitt dis-

kutierten Variablentransformationen nimmt es die folgende Form an:

Z.[J. K, K; g = J1J3J4/Dh D¢, Do D DCTH DCT Dy Dij exp[ S[g + h]

_ng[h7§] - Sgh[ha Oa Cag] - AkS |:h7 Ca 0) g} - SQuellen[h, Ca 07 J7 K7 Ka g]] (132>

Die oben beschriebene Konstruktion des Cutoffterms und der Quellenterme hat nun zur
Folge, dal Z; und somit auch das Skalen-abhéngige erzeugende Funktional fiir die ver-

bundenen Greenschen Funktionen
Wi [/ K, K;gl =InZy [J, K, K; ] (1.33)

sowohl als Funktional der vollstéindigen Quellen als auch als Funktional der Komponen-
tenquellen betrachtet werden konnen. Dementsprechend konnen sowohl fiir die vollstandi-
gen als auch fiir die Komponentenfelder k-abhéngige klassische Felder aus W} hergeleitet
werden. Sie sind durch die ersten Funktionalableitungen von W} nach den externen Quel-
len definiert. In beiden Fallen verkérpern die klassischen Felder Erwartungswerte (q) der
Quantenfelder ¢, in dem Sinn, daf alle Quantenfluktuationen zu Impulsen p? > k? ausin-

tegriert sind. Die klassischen vollsténdigen Felder sind durch die Gleichungen

_ 1 oWy 1 oWy 1 oWy
hy = (hy) = —=——, = F=(CF) = —— 1.34
2 < u) \/g(x]#y Up = < H> \/_5K“ v < > \/§5Ku ( )
definiert und die klassischen Komponentenfelder durch
1 oW,
pi = (xi) = i (1.35)

N
Dabei wurden in (1.35) die Kurzformen x = (hT,&,0,¢,CT,CT 7, n) fir die Quanten-
Komponentenfelder, J = (Jyr, Je, J,, J¢,KCVT7K0T,K»,—],K77) fiir ihre Quellen und ¢ =
(RT,€,5,0,07,0T, 0, 0) fiir die klassischen Komponentenfelder eingefiihrt. Analog zu den
Zerlegungen (1.12) bzw. (1.21) lassen sich die klassischen vollstdndigen Felder gema8 den

Gleichungen

hy, = h%, + D, [~D* - m}*% & + D, [-D* —TRic] * e dgw (1.36)

_ d—1
G D? {(DQ) +TD RAD,| &,

(NI

_ _ d—1_- _ ._
+D,D, |(D*?*+ TDPRPADA] G —
und

B, =07+ D, (-D?) 25, v*=vTr4 D*(=D2) 7 (1.37)
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aus ¢ rekonstruieren.

Damit sind sdmtliche Grundvoraussetzungen fiir die Herleitung der effektiven Mittel-
wertwirkung geschaffen. Der néchste Schritt besteht nun darin, die Legendre-Transfor-
mierte von Wy nach den externen Quellen zu bilden. Bezeichnet man diese mit fk, so ist

sie folglich durch den nachstehenden Ausdruck definiert:
Uy [h,0,5;9] = (J,B) + (K,v) + (K,5) — W, [J,K, K; 3] . (1.38)

Das Funktional Ty stellt eine Skalen-abhéngige Verallgemeinerung der herkémmlichen
effektiven Wirkung I" dar. Dank der verwendeten Konstruktionsvorschrift fiir den Cu-
toffterm und die Quellenterme besitzt es eine bemerkenswerte, fiir die anstehenden Be-
trachtungen immens wichtige Eigenschaft: Es ist vollkommen egal, ob die Legendre-
Transformation in (1.38) bzgl. der vollsténdigen oder der Komponentenquellen durch-
gefiihrt wird. Die Struktur der Legendre-Transformierten ist in beiden Féllen die gleiche.
Wenn man die Legendre-Transformierte bzgl. der Komponentenquellen mit fzomp bezeich-

net, gilt somit
TP RT€,5,6,0", 77, 0,5:3) = Thlh,v, 5; 7] , (1.39)

wobei die Argumente von I{°™ und Ty, iiber die Gleichungen (1.36) und (1.37) zueinander
in Beziehung stehen. Diese Eigenschaft von I, hat zweierlei Ursachen. Zum einen kann
man Wy, wie oben bereits erwéhnt wurde, sowohl als Funktional der vollstandigen als auch
als Funktional der Komponentenquellen auffassen. Zum anderen ziehen die Gleichungen
(1.30) und (1.31) die Beziehung

(T, ) = (J.h) + (K, v) + (K,7) (1.40)

nach sich. Insgesamt ergibt sich daraus, dal die beiden geschilderten Legendre-Transfor-
mationen zu demselben Ergebnis (1.38) fiihren.

Die effektive Mittelwertwirkung wird gemeinhin mit I'y bezeichnet und ist wie folgt
definiert:

Fk[gagav7@] = fk [g - gﬂjvqj;g] - AkS[g - gavaﬁ;g] . (141>

Sie ergibt sich also aus der Differenz von I, und dem Cutoffterm AzS , in den hier anstelle
der Quantenfelder die entsprechenden klassischen Felder eingesetzt sind, vgl. [48, 40].
Zudem wurde in (1.41) das Feld BW durch die Metriken g, und g, ausgedriickt. Letztere
verkorpert das klassische Gegenstiick der Quantenmetrik v, = g, + h,, und ist wie folgt
definiert:

9 (®) = G () + By () - (1.42)
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Eine der wichtigsten Eigenschaften des Funktionals I'j ist seine Invarianz unter all-
gemeinen Koordinatentransformationen, bei denen alle anwesenden Felder als Tensoren
der jeweiligen Stufe zu behandeln sind und dementsprechend transformieren, vgl. [12]. In

Gleichungen ausgedriickt, besagt dies:
[p[@] =Ty[@+ Z£,0] , &= (QW,QW,U“,T)M) : (1.43)

Hier stellt .Z, wieder die Lie-Ableitung bzgl. des Vektorfelds u*(x) dar, welches die Trans-
formation generiert. Die allgemeine Koordinateninvarianz resultiert aus der Verwendung
der Hintergrundeichung und ist somit einer ihrer Hauptvorteile. Sie ist von grofler Bedeu-
tung fiir praktische Anwendungen dieses Formalismusses, da sie dafiir sorgt, daf§ Terme,
die die Symmetrie (1.43) verletzen, im Laufe des Renormierungsgruppenflusses nicht auf-
treten konnen. Dies hat wiederum zur Folge, dafl nur solche Trunkierungen von I'y erlaubt
sind, deren Terme sich allesamt aus invarianten Feldkombinationen zusammensetzen. In
diesem Zusammenhang ist es wichtig zu erwéhnen, da8 aufgrund der Beziehung (1.39)
die obigen Invarianzeigenschaften auch dann erhalten bleiben, wenn man zu einer Be-
schreibung mittels der Komponentenfelder iibergeht. Ohne die in Anhang B erlduterte
Konstruktion von AgS und Squelen Wére dies nicht unbedingt gewéhrleistet.
Hinsichtlich der im Rahmen dieser Arbeit diskutierten Anwendungen von I'y gilt unser

hauptséchliches Interesse dem ausschliellich von g, abhéngigen Funktional

Tilg] = Tklg,9,0,0] . (1.44)
Offensichtlich ist es invariant unter 6g,, = Z£,g. Im Grenzfall k& — 0 stimmt es mit
der herkommlichen effektiven Wirkung I'[g,, |, dem erzeugenden Funktional fiir die ein-
Teilchen-irreduziblen Greenschen Funktionen (siche [43]), iiberein: I'[g] = Ilglir(l) [x[g]. Fiir
die Herleitung einer exakten Flufigleichung reicht das Funktional T'x[g] aber nicht aus.
Dazu ist es vielmehr notwendig, die Abhéngigkeit von den Geistfeldern und von g, bei-
zubehalten, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.
Die effektive Mittelwertwirkung 148t sich auch mit Hilfe einer Integro-Differentialglei-

chung beschreiben. Diese ist von der folgenden Form:

exp{—T%[g,g,v,0]} = /Dh,“, DC*DC, exp| — §[h, C,C; 9]

or or - or

d _ k k _ k

+/d X {(h'u,y — Guv + g,uu) 5iLuy + (C“ — U“) —61)/‘ + (CM — /U,u) —5@” }:|
xexp{—AkS[h—g+§,C’—v,C_'—17;g}} . (1.45)

Das oben eingefiihrte Funktional S ist dabei wie folgt definiert:

S[h.C,C: 9] = S[g + h] + Serlh; gl + Seulh, €, Cs 9] - (1.46)
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Die Gleichung (1.45) erhélt man, indem man die Definition von I'y, also Gleichung (1.41),
in Verbindung mit (1.38) in das Funktionalintegral (1.32) einsetzt und darin anschliefend
die Quellen unter Verwendung der Beziehungen
1 6Ty 1 6T, - 1 6Ly
L ,K“:———,K:_—— 1.47
VG 0hy, V3G v, K VG duH ( )

durch Funktionalableitungen von I'y, nach den klassischen Feldern ersetzt. Diese Integro-

Differentialgleichung wird sich bei der Bestimmung der Anfangsbedingungen fiir den Re-

normierungsgruppenflufl von I';, als niitzlich erweisen.

1.6 Herleitung der exakten Flufigleichung der QEG

Die exakte Renormierungsgruppen- oder Flugleichung fiir die effektive Mittelwertwir-
kung beschreibt die Verdnderung, die I'y durch eine infinitesimale Verdnderung der Cut-
offskala k erfahrt. Um sie herzuleiten, verfihrt man folgendermaflen: Zuerst fithrt man
die sogenannte Renormierungsgruppenzeit ¢ = In k ein und leitet das Funktionalintegral
(1.32) partiell nach ¢ ab, wobei 0; = 0/0; = k0/0k = k0O gilt. Auf dem Niveau der
Komponentenfelder ergibt sich dadurch der folgende Ausdruck:

1
+ T

ST | D0 (W ®02) 0 (R, | (148)

1,
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Hier wurde auf der rechten Seite der Flufigleichung eine “Matrixschreibweise” gewahlt.
Dabei symbolisiert Tr'[A] die Spur des jeweiligen Operators A in den eckigen Klammern,
welche sowohl bzgl. der “Raumzeitpunkte” = als auch bzgl. der Lorentz-Indizes zu bilden
ist. (Weiter unten wird anhand eines Beispiels illustriert, wie man solche Spuren aus-
zuwerten hat.) Der Strich an den Spuren soll darauf verweisen, daf§ eventuelle Beitriige
von unphysikalischen Moden, die, wie in Abschitt 1.3 erldutert wurde, aus der TT- und
T-Zerlegung hervorgehen kénnen, von den Spuren abzuziehen sind.

Die rechte Seite von (1.48) a8t sich nun wiederum durch die zweiten Funktionalablei-

tungen von I'y, d.h. durch

27
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F ) = (e (1.49)

ausdriicken, wobei hier [j] = 0 fiir kommutierende Felder ¢; gilt und [j] = 1 fiir Grass-

mann-Felder ¢;. Dabei macht man sich zunutze, dafl die verbundene Zwei-Punkt-Funktion

1 52Wy,

V( y) 0T (x)6 T (y

(Gr)ij(z,y) = Oa@) x5 (W) — @ile) @i(y) = (1.50)



38 Die exakte Renormierungsgruppengleichung

und f,(f) in dem Sinn zueinander invers sind, daf} sie die Gleichung

— ~(2)\ oz — 2
[ VT Gt EY2) =075 (151
erfiillen. Demzufolge lassen sich die Erwartungswerte (x;(z)x;(y)) in (1.48) einfach durch
(1:,(62))%1(% y) + pi(x)p;(y) ersetzen. Im Anschluf daran wird in die linke Seite von (1.48)
die Legendre-Transformation (1.38) eingesetzt und dann auf beiden Seiten der Cutoffterm
ALS[h,v,v; g] abgezogen, was schlieBlich zu der gewiinschten exakten Renormierungsgrup-

pengleichung fiir 'y, fiihrt:

1 -1
atrk [ga g,v, 6] = §TI'/ Z <F]((32) [97 g, T}] + Rk){ ¢ at (Rk)gzgl
G.¢e€h o

1 -1
D> <Fl(€2)[g,g,v,v]+7€k>ww O (i) | - (152)
1 ,p2€lL e

Dabei wurde (Rk)<21><22> = (Rk)&& va, 22 € I, und (Rk)<$1><$2> = (Rk)al% V{/J\l, 1;2 €I
gesetzt, und es wurden die sich aus den klassischen Komponentenfeldern zusammenset-

zenden Indexmengen
I_l = {ET7§a67$} ) I_Q = {T}Tva)é) Q} (153)

eingefiihrt.
Gehen wir nun kurz auf die Operatorspuren in (1.52) ein. In Ortsraumdarstellung
verkorpern die Operatoren unter den Spuren z-abhéngige Matrixelemente. Somit werden
hier die Spuren mittels Integration iiber die Ortsraumvariablen und durch Kontrahie-
ren der freien Lorentz-Indizes ausgewertet. Zum Beispiel wird die Spur des transversalen
Anteils im Geistsektor wie folgt berechnet:
[atedty /i VI ( (1 4 R

) (O (Rie)gryr),, " - (1.54)

Die in (1.54) verwendete Schreibweise fiir die Matrixelemente lehnt sich eng an die in
(1.49) gewihlte an. Beispielsweise ist das in (1.54) enthaltene Matrixelement (F,(f))_T ;
durch o

) oLy

) pa 1 1
(")) = 7o 707 Trorts

definiert. Samtliche in der Flufigleichung enthaltenen Spuren sind fiir alle Skalen £ < K

(1.55)

konvergent. Dafiir sorgen die Cutoffoperator mit ihren oben dargelegten Eigenschaften.
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Stellt man die korrekten Anfangsbedingungen bei der UV Skala k = @, dann 1483t
sich prinzipiell das Funktionalintegral (1.3) indirekt berechnen, indem man die Flu8-
gleichung von k — oo bis hinunter zu k integriert. Vollzieht man danach zusétzlich
den Grenziibergang k — 0, so erreicht man, dafl alle Freiheitsgrade in (1.3) ausinte-
griert werden und erhélt somit die “vollsténdige” effektive Theorie. Wie bereits zuvor
angedeutet wurde, kann man die Anfangsbedingung bei k = 7{;\, also I';, mit Hilfe der
Integro-Differentialgleichung (1.45) bestimmen. Bei geniigend groen k-Werten sorgt der
Cutoffterm in (1.45) fiir eine starke Unterdriickung derjenigen Beitréige, die von den Fluk-
tuationen (h, C, C) # (h,v, ) stammen. Somit kommt der wesentliche Beitrag zum Funk-
tionalintegral von kleinen Fluktuationen um die Feldkonfiguration (h,C,C) = (h,v,v),
welche in diesem Fall das globale Minimum der gesamten in (1.3) enthaltenen Wirkung
darstellt. Fithrt man nun eine Sattelpunktentwicklung des Funktionalintegrals um dieses

Minimum durch, so ergibt sich

1 _
Tklg,g,v,0] = S[g — g,v,0;g] — 5 In Det’ <S(2) + Rk> : (1.56)

Hierbei verkorpert der zweite Term Ein-Loop-Effekte. Diese sorgen im Fall k£ = k — oo
fiir eine Transformation der nackten Parameter von S , die in der Regel unwesentlich
ist und daher vernachléssigt werden kann. Bei endlichem k treten zusitzliche Beitréage
von der Determinante in Erscheinung, die proportional zu negativen Potenzen von k
sind und dementsprechend unterdriickt werden, vgl. [45]. Im Limes k — oo nimmt die

Anfangsbedingung fiir die effektive Mittelwertwirkung somit die folgende Form an:

219, 9,v,9] = S[g] + Setlg — ;9] + Senlg — g, v,v; g] - (1.57)

Auf dem Niveau des Funktionals I';[g,,] aus Gleichung (1.44) vereinfacht sich diese An-

fangsbedingung zu

Telgl = Slg] - (158)

Wenden wir uns nun wieder der FluBgleichung (1.52) zu. Zum ersten Mal wurde ei-
ne derartige FluBgleichung fiir die Quanten-Einstein-Gravitation von M. Reuter in [12]
formuliert. Die dortige Herleitung basiert allerdings nicht auf der TT- bzw. T-Zerlegung
der anwesenden Felder, sondern auf den vollstdndigen Feldern. Das hat zur Folge, dafl in
der entsprechenden Flufigleichung keine Summationen iiber die Komponentenfelder wie in
(1.52) auftreten, sondern sie enthélt jeweils nur einen Gravitations- und einen Geistterm.
Ansonsten besitzt diese Flugleichung aber die gleiche Struktur wie (1.52). Wie wir im
weiteren Verlauf explizit sehen werden, ist diese etwas einfacher gestaltete Fluigleichung

¢

im Gegensatz zu der “verallgemeinerten” aus Gleichung (1.52) nur fiir eine begrenzte
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Klasse von Trunkierungen zugénglich. (Dieser Aspekt wurde auch schon in Abschnitt 1.1
angesprochen. )

Bis zu diesem Punkt wurde stillschweigend vorausgesetzt, daf die fundamentale (nack-
te) Wirkung positiv definit ist. Aber z.B. die Einstein-Hilbert-Wirkung besitzt diese FEi-
genschaft nicht. Der Grund dafiir liegt darin, daf3 hier der kinetische Term des konformen
Faktors der Metrik das “falsche” Vorzeichen aufweist. Dadurch ist das zugehorige Eu-
klidische Pfadintegral strenggenommen zwar nicht wohldefiniert, es 1&8t sich in solchen
Féllen iiblicherweise aber trotzdem eine wohldefinierte Fluigleichung formulieren, falls
man die Vorzeichen der Cutoffoperatoren R, passend wahlt, siche [12]. Wir werden uns

im néachsten Kapitel ndher mit diesem Problem beschéftigen.

1.7 Betrachtung eines Spezialfalls: Einstein-Hinter-

griinde

Im folgenden werden die Vereinfachungen aufgelistet, die sich bei der Verwendung von
Einstein-Hintergriinden fiir einige der im Laufe dieses Kapitels diskutierten Groflen und
Gleichungen ergeben. An erster Stelle ist hier zu erwidhnen, dafi die Zerlegung (1.12) von
h,. bei Verwendung von Einstein-Hintergriinden vollsténdig orthogonal ist. Die Struktur
der Einstein-Bedingung R, = Cg,, mit C' = konstant, welche die Klasse von Einstein-
Réumen charakterisiert, sorgt namlich dafiir, dafl die im Skalarprodukt (1.17) enthaltenen
€,-0-Mischterme verschwinden. Demzufolge bilden hi,, bl bl und hl7 in diesem Fall
einen Satz von paarweise orthogonalen Feldern.

Ferner heben sich in dem zur Diskussion stehenden Spezialfall die Jacobi-Determinan-
ten Ji, J3 und Jy, die im allgemeinen Fall im Pfadintegral (1.32) in Form ihres Produkts
auftreten, zumindest bis auf eine (unendliche) Konstante weg. Letztere kann dann wie-
derum durch passendes Normieren des Integrationsmafles entfernen. Das Wegheben der

Determinanten &3t sich wie folgt veranschaulichen:

J = N\/det’(mo) M) (1.59)

~

= ([ o805 e [ i {26 (02 - )85 (Lm0 1) )

dC

= Nl\/detl(lT) (—D2 — C) \/detl(o) (_DQ) \/detl(o) (—D2 - ﬁ) = N2 J:;l J471 .

Hier verkorpern N7 und N, unwichtige Konstanten, so dafl .J;J3.J4 in der Tat von samtli-

chen Feldern unabhéngig ist.
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Schlieflich nehmen bei Verwendung von Einstein-Hintergriinden die Redefinitionen

der Felder (1.24) im Gravitationssektor die nachstehende Form an:

DI C @ oDy -D2— 1 5 (1.60)

d—1

Aus der ersten der beiden Gleichungen in (1.60) resultiert unmittelbar die Beziehung
Duﬁﬂ =+v-D2-2C D,fﬂ. Somit folgt hier aus der Transversalitat von g“, dafl auch &*

transversal ist.



Kapitel 2

Trunkierungen und die daran

angepafiten Cutofis

2.1 Eine allgemeine Klasse von Trunkierungen

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit der Herleitung der Fluigleichung (1.52) und ih-
ren technischen Details befafit haben, wollen wir uns im folgenden iiberlegen, in welchem
Rahmen man sie am besten anwenden kann. In der Praxis scheint die Berechnung von ex-
akten Losungen zu (1.52) nahezu unmoglich zu sein oder erweist sich zumindest als extrem
schwierig. Denn der durch die exakte Flufigleichung beschriebene Renormierungsgruppen-
fluf findet in dem unendlichdimensionalen Raum aller erlaubten! Wirkungsfunktionale
statt, was iiblicherweise zu einem unendlichen System von gekoppelten Differentialglei-
chungen fiihrt, die es prinzipiell zu losen gilt. Allein der Versuch ist i.a. von vornherein
zum Scheitern verurteilt. Daher ist man gezwungen, auf Ndherungsverfahren zuriickzu-
greifen. Ein duflerst leistungsfahiges nichtperturbatives Approximationsverfahren stellt die
sogenannte Trunkierung des Parameterraums dar. Diese besteht darin, daf§ man bei der
Untersuchung des Renormierungsgruppenflusses von I'y nur eine endliche Teilmenge der
Menge aller Kopplungen, die den unendlichdimensionalen Raum der Wirkungsfunktio-
nale parametrisieren, beriicksichtigt und die {ibrigen (unendlich vielen) Kopplungen per
Hand gleich Null setzt. Auf diese Weise wird der Flufl des Wirkungsfunktionals auf einen
endlichdimensionalen Unterraum des Raums aller Wirkungfunktionale projiziert. Wenn
der Fluf3 in die Richtungen, die durch die Projektion “verloren gehen”, im Verhé&ltnis zu
dem projizierten Flufl eher vernachlassighar ist, dann liefert letzterer eine qualitativ und

teilweise auch quantitativ korrekte Beschreibung der zugrundeliegenden Theorie.

Die technischen Aspekte des Projektionsverfahrens wurden bereits in Abschnitt 1.1

!Erlaubt sind simtlich Funktionale, die den oben geschilderten Symmetrieanforderungen geniigen.

42
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geschildert, wobei die dortige Diskussion sich explizit auf den Fall der Quanten-Einstein-
Gravitation bezieht. Im folgenden wollen wir in Worten noch einmal kurz zusammenfassen,
wie man dabei generell in der Praxis vorgeht. Man macht einen Ansatz fiir I'y, der nur
wenige Kopplungen umfafit, und setzt ihn in beide Seiten von (1.52) ein, wodurch man
eine trunkierte FluBigleichung erhélt. Deren rechte Seite enthélt i.a. neben den Anteilen,
die den Renormierungsgruppenflufl in dem trunkierten Parameterraum bestimmen, noch
zusétzliche Anteile, die keinen Beitrag dazu leisten. Indem man nun die rechte Seite auf
den Raum projiziert, der von den Operatoren auf der linken Seite der FluBgleichung
aufgespannt wird, kann man die zum trunkierten Flufl beitragenden Anteile extrahieren.
Dadurch erhélt man einen endlichen Satz von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die

beriicksichtigten Kopplungen.

Dieses Niaherungsverfahren beruht nicht auf einer Entwicklung nach irgendeinem (ge-
niigend kleinen) Parameter, es besitzt ausschliefflich rein nichtperturbative Charakterziige.
Daher ist es in idealer Weise fiir Studien solcher physikalischer Bereiche geeignet, die fiir
die Storungstheorie nicht zuginglich sind. Insbesondere eignet es sich zur Untersuchung

von storungstheoretisch nichtrenormierbaren Theorien wie der Quantengravitation.

Bei der Wahl eines Trunkierungsansatzes stellt sich natiirlich die Frage, welche Terme
vornehmlich zu beriicksichtigen sind und welche man eher vernachléssigen kann oder gar
nicht verwenden darf. In dieser Hinsicht spielen u.a. Ward-Identitéten eine wichtige Rolle.
Wie bereits in [45, 49] dargelegt wurde, 1a8t sich mit ihrer Hilfe beurteilen, ob der jeweilige
Ansatz iiberhaupt zuléssig ist, und sie liefern erste Informationen iiber die Verlédfllichkeit
seiner theoretischen Vorhersagen. Der Grund dafiir liegt darin, dal Ndherungslésungen
der FluBgleichung im Gegensatz zu ihren exakten Losungen nicht automatisch die Ward-
Identitéten erfiillen und somit nur diejenigen Trunkierungen, die zumindest bis zu einem
gewissen Grad mit ihnen vertraglich sind, verléflliche Resultate liefern konnen. Dabei ist
anzumerken, dafl wir es im Fall der effektiven Mittelwertwirkung I'y, strenggenommen mit
modifizierten Ward-Identitéiten zu tun haben. Diese enthalten neben den Anteilen, welche
die gewohnlichen Ward-Identitéten fiir I" bilden, noch zusétzliche, zu den Cutoffoperatoren
Ry proportionale Terme. Da die R, fiir & — 0 verschwinden, erhélt man in diesem

Grenzfall die gewohnlichen Ward-Identitéten zuriick.

Die modifizierten Ward-Identitéten fiir die Gravitation wurden zum ersten Mal in [12]
berechnet. Das dort betrachtete Wirkungsfunktional T'x[g, g, v, v; 3, 7] stellt eine Verallge-
meinerung der in der vorliegenden Arbeit definierten effektiven Wirkung dar. Es héangt
zusétzlich von den Quellen #” und 7, ab, die an die BRS-Variationen des Gravitations-
feldes h,, und des Geistfeldes C), koppeln. Man bendétigt sie fiir die Formulierung der
Ward-Identitédten. Setzt man in diesem verallgemeinerten Funktional 8# = 0 und 7, = 0,

so vereinfacht es sich zu dem Funktional I';[g, g, v, v], das die Grundlage fiir die in der
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vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Studien bildet. (Die verallgemeinerte Fluigleichung
(1.52) kénnte auch problemlos unter Beibehaltung der Abhéngigkeit von den BRS-Quellen
B# und 7, formuliert werden. Da die BRS-Quellen hier aber nicht benétigt werden, lassen
wir sie der Einfachheit halber weg.)

In [12] wurden die Ward-Identitdten dazu benutzt, die Qualitédt von Trunkierungen

der Form

Fk[gagavaﬁ] = Fk[g] +fk[g,§] + ng[g - gvg] + Sgh[g - gvvaf);g] (21)

zu iiberpriifen. Dabei ist T'}[g] wie in Gleichung (1.44) definiert. Weiterhin verkorpert
hier der Term fk[g, g] die Quantenkorrekturen zum Eichfixierungsterm. Das sieht man
wie folgt. Man erhélt den vollsténdigen Eichfixierungsanteil des Funktionals (2.1), indem
man seinen reinen Gravitationanteil I'y[g, g,0, 0] fir g, # ¢, betrachtet und davon das
entsprechende Funktional I';[g, ¢, 0, 0] mit identifizierten Metriken g,, = g,, subtrahiert.
Setzt man per definitionem fk lg,9] = 0, so ergibt sich fiir diese Differenz die Beziehung
I'kl9,9,0,0] — T'k[g,9,0,0] = fk[g,g] + Serlg — g5 g]. Da die linke Seite den vollstdndigen
Eichfixierungsterm definiert und Sge[g — g; g] seinen klassischen Anteil verkorpert, stellt
T, lg, g] gezwungenermaflen die zugehorigen Quantenkorrekturen dar.

Den Ansatz (2.1) erhélt man im wesentlichen dadurch, daf man aus der effektiven Wir-
kung die Abhéngigkeit von den Geistern extrahiert und in dem so gewonnenen separaten
Geistterm den Renormierungsgruppenflu8 vernachléssigt. Somit tritt in (2.1) lediglich
der klassische Geistterm Sgp, auf. Dadurch wird sichergestellt, da8 die Anfangsbedingung
(1.57) im Geistsektor automatisch erfiillt ist. Um zu erreichen, dafl auch der reine Gravita-
tionanteil von (2.1) mit ihr vertraglich ist, mufl man zusétzlich f‘@ = S und f@ = 0 fordern.
Weiterhin verlangen die Ward-Identitéiten bei Trunkierungen des Typs (2.1), da T'y[g] ein
eichinvariantes Funktional von g, darstellt, und sie fithren zudem zu einer Zwangsbedin-
gung, die sich auf das Funktional Ty lg, g] bezieht [12]. In niedrigster Ordnung, d.h. bei
Vernachlassigung aller Loop-Effekte, wird diese Gleichung durch f‘\k =0Vk < k gelost. Im
Rahmen der in dieser Arbeit untersuchten Trunkierungen gehen wir iiber diese einfachste
aller Approximationen hinaus und setzen fk X Sgf, wobei die Proportionalitétskonstante
hier so gewahlt wird, daf} sie im Grenzfall k£ = k verschwindet. Sie bezieht den Renormie-
rungsgruppenflufl der Graviton-Wellenfunktion ein. (Siehe weiter unten.)

Setzt man den Ansatz (2.1) in die exakte Renormierungsgruppengleichung (1.52) ein,
so erhélt man eine trunkierte Renormierungsgruppengleichung, die den Flufl von I';, in dem
Unterraum der Wirkungfunktionale beschreibt, der von (2.1) aufgespannt wird. Betrachtet

man lediglich den reinen Gravitationsanteil der Wirkung (2.1), also

~
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so vereinfacht sich diese zu

1 —1
Olklg, g] = §T1“/ Z (F,(f) l9.9] + Rk)( ) O (R) e,
C1,62€h w2
|y @, - !
—|—§TI' Z <Sgh [gv g] + Rk>¢ " at (Rk)¢2w1 : (23)
P1,p2€l2 e

Hier stellen F,(f) und Sg(i) die zweiten Funktionalableitungen von T'y[g, ] und Sg,[h, v, ¥; g]
nach den Komponenten des Gravitationsfeldes bzw. der Geistfelder dar. Sie werden jeweils

bei festem g, gebildet.

2.2 Anpassungsregel und Spezifizierung des Cutoff-

operators

Um eine handhabbare, wohldefinierte Renormierungsgruppengleichung zu erhalten, ist
es angebracht, einen Cutoff zu benutzen, der in gewissem Sinn an die gewihlte Trun-
kierung angepafit ist. Dieser sollte aber (wenn moglich) immer noch die in Abschnitt
1.5 beschriebenen Unterdriickungseigenschaften besitzen. Beides gleichzeitig ist aber lei-
der nicht immer realisierbar. Daher ist anzuraten, bei der Definition des Cutoffs seine
Form zunéchst so allgemein zu halten, dafl sie einerseits an eine moglichst grofie Klasse
von Trunkierungen angepafit werden kann, aber andererseits bei geeigneter Justierung
der freien Parameter noch die “korrekte” Unterdriickung der Beitrdge von Moden mit
niedrigen Impulsen liefert. Auflerdem ist es wiinschenswert, dal diese beiden Arten der
Feinabstimmung bei moéglichst vielen Hintergrundriumen funktionieren.

Wir werden uns hier zuerst mit der Anpassung des Cutoffs beschéftigen. Nach welchen
Kriterien soll man dabei also vorgehen?

Wie sich bei einigen Anwendungen der Flufigleichung herausgestellt hat, 148t sich
ein geeigneter Cutoff mit Hilfe der folgenden Regel finden, vgl. [12, 30]. Angenommen,
eine Trunkierung sei vorgegeben, und die Eintriage des zugehorigen kinetischen Matrix-
Differentialoperators, dessen Matrixstruktur durch die anwesenden Felder bzw. ihre Kom-
ponenten bestimmt ist, besitzen fiir g,, = g,, die Form (F,(f))ij = fij(—=D? k,...). Dabei
soll {f;;} einen Satz von reellen Funktionen darstellen und die Indizes 7, j beziehen sich
auf die beteiligten Feldtypen. (An dieser Stelle sei nochmals angemerkt, dafl die Zer-
legung in Komponentenfelder hauptsichlich deswegen vorgenommen wurde, weil sie es
ermoglicht, Ff) in diese Form zu bringen. Denn zumindest fiir maximal symmetrische

Hintergrundraume lassen sich danach in der Tat alle kovarianten Ableitungen eliminieren,
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die nicht in Form von kovarianten Laplace-Operatoren D?* = gD, D, auftreten.) Man
wahlt dann den Cutoff derart, dafl der “regularisierte” kinetische Term die nachstehende

Gestalt annimmt:
(O + Ry)yy = fij (~D? + K2RO(=D?/k?)k,...) . (2.4)
Die hier eingefiihrte Funktion R (y), y = —D?/k?, beschreibt, wie die Unterdriickung

der Moden im Detail aussieht; sie legt also im wesentlichen das Profil des jeweiligen Cu-
toffs fest. Aus diesem Grund werden wir R(®) von nun an als Profilfunktion bezeichnen.
Sie muf} die Randbedingungen R (0) = 1 und lim RO (y) = 0 erfiillen, damit die Cutoff-
operatoren Ry das in Abschnitt 1.5 geforderte yGrognzverhalten an den Tag legen konnen,
sie ist aber ansonsten beliebig. Aus der Regel (2.4) folgt nun, dafl der inverse Propagator
einer masselosen Feldmode mit kovariantem Impulsquadrat p? = —D? proportional zu
p? + k>R (p? /k?) ist. Dieser Ausdruck entspricht ungefihr p? fiir p? > k% und p? + k?
fir p> < k2. Das bedeutet, dal die Moden mit kleinem p?, und nur diese, eine zu k
proportionale Masse annehmen, was zu der gewiinschten Unterdriickung dieser Moden
fiihrt.

In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, dal wir im Rahmen der in dieser Arbeit
diskutierten Trunkierungen der obigen Regel nachkommen kénnen, wenn wir die Cutoff-

operatoren wie folgt wihlen:

1 . _
(Rilprir = 7 (97 +3"7g") {z{fh 2 4 YHHT R R2RO(— D2/k;2)},

(R = Z562g" kRO (-D*/k?) |
(Ri)ss = X7 (—2D*K*RO(-D?/k*) + K*RO(-D?/k?*)?)

b 20 4 V0T RPRO (DR}

A \/ (pk - 1DHRWD,,(—D2)—1) A

p? \/ (0 + D, D,

\/ (pk - 1[)#1%@”(_52)1) P

- \/ (D%)* + -2 D, foD,

(Ri)ge = (Ri)l; = X"

+ (98 R+ 270)

Y

(Ri)gs = X% (—2D* K*RO(~D?/k?) + k'R (~D?/k?)?)
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% {z;f‘%? + VR, k2R<O>(—DQ/k2)} ,
(R)gie = — (Rt =207 g kRO (=D*/K%) |
(Ri),, = —(Ry),,=ZEK RO (=D*/K?) . (2.5)
Dabei stellt P, den durch
Py = —-D?+ K*RY(-D*/k?) (2.6)

definierten Operator dar, und die geschweiften Klammern bezeichnen den Antikommuta-
tor von beliebigen Operatoren, d.h. {A, B} = AB+ BA fiir Operatoren A, B. Die iibrigen
in (1.29) auftauchenden Operatoren, welche hier nicht aufgelistet sind, wurden gleich Null
gesetzt. Ferner verkorpern die Xy, Vi, und Z; k-abhéngige Grofien, die unter Verwendung
der Regel (2.4) noch an die jeweilige Trunkierung anzupassen sind, siehe Kapitel 3 bzw.
5. Sie enthalten danach im wesentlichen die im Trunkierungsansatz auftauchenden gene-
ralisierten (k-abhingigen) Kopplungen. Ein auf der Verwendung von sphérischen Hinter-
griinden S? basierender Spezialfall dieses Cutoffs wurde bereits in [30] verwendet. Dieser
diente auch als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von (2.5).

Wenden wir uns nun den Unterdriickungseigenschaften des durch (2.5) und (1.29) defi-
nierten Cutoffs zu. Falls es uns die Regel (2.4) bei vorgegebener Trunkierung beispielsweise
erlauben wiirde, fiir alle ¢ € {h7,€,5, ¢} Zlgc > 0 sowie Z};’T”T > 0 und ZETQT > 0 zu
wéhlen und alle iibrigen in (2.5) vorkommenden Xy, Vi, und Zj gleich Null zu setzen,
so wire der Cutoffterm AS tatsidchlich positiv definit. In diesem Fall wiirde dann im
Funktionalintegral (1.32) exp(—AS) als exponentieller Dampfungsterm fungieren, der,
wie gewiinscht, die Beitrdge von den Moden mit niedrigen Impulsen unterdriickt. Leider
ist diese Wahl des Cutoffs bei den in der vorliegenden Arbeit diskutierten Trunkierungen
nicht moglich, wenn man sich an die Regel (2.4) halten will(, und das ist fiir explizite
Rechnungen erforderlich). Zuerst werden wir die Einstein-Hilbert-Trunkierung untersu-
chen, die auch schon Gegenstand der Studien in [12, 30] war. Auf die explizite Gestalt des
zugehorigen Ansatzes fiir I'y werden wir spiter genauer eingehen (siehe auch Gleichung
(2)), an dieser Stelle ist lediglich das diesem Ansatz anhaftende “Problem mit dem konfor-
men Faktor” von Bedeutung. Dies besteht darin, dafl der kinetische Term des konformen
Faktors negativ definit ist.? Das hat zur Folge, da8 der in ¢ quadratische Anteil des trun-
kierten Wirkungsfunktionals negativ ist und die Regel (2.4) uns somit vorschreibt, ein
negatives ZZB ? < 0 zu benutzen. Damit ist auch der in ¢ quadratische Anteil von A,S
negativ, und wenn man einmal von den moglichen (wohl eher leichten) Einfliissen der &-¢-

Mischterme absieht, scheint der Cutoff im ¢-Sektor die Beitréige der Moden mit niedrigen

’Dies wird in Kapitel 7 explizit gezeigt.
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Impulsen, naiv betrachtet, eher zu verstérken, als sie zu unterdriicken. Wie in [12] aber be-
reits detailliert erldutert wurde, ist davon auszugehen, da8 die Regel (2.4) auch in diesem
Fall, trotz des negativen Z,f J’, das “richtige” Resultat liefert. Denn sie sorgt dafiir, dafl die
rechte Seite der Flufigleichung, im Gegensatz zum Euklidischen Pfadintegral, allgemein

auch dann wohldefiniert ist, wenn S und 'y nicht positiv definit sind.

Was das oben geschilderte Problem betrifft, das durch den konformen Faktor bzw.
den skalaren Sektor verursacht wird, so verbessert sich die Situation erheblich, wenn man
der klassischen Wirkung S und dem Trunkierungsansatz fiir I'y Terme hoéherer Ablei-
tungen hinzufiigt. Denn solche Wirkungen sind bei Wahl des korrekten Vorzeichens vor
diesen Termen nach unten beschrankt und unter gewissen Voraussetzungen sogar strikt
positiv. Ferner sind ihre quadratischen Formen, also ihre kinetischen Operatoren, zumin-
dest fiir geniigend grofle Impulse positiv definit. Durch die Anpassung geméifl der Regel
(2.4) tibertrédgt sich diese Eigenschaft auf den Cutoff. In Kapitel 7 wird dies explizit fiir
einen verallgemeinerten Trunkierungsansatz gezeigt, der neben den Termen der reinen
Einstein-Hilbert-Wirkung noch einen zusitzlichen R2-Term enthilt. Weiterhin untersu-
chen wir in Kapitel 5 den Renormierungsgruppenflufl innerhalb dieser Trunkierung und
vergleichen die Resultate mit denjenigen der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung, was

wiederum Riickschliisse auf die Qualitét der Anpassungsregel (2.4) zulaBt.

Im Vergleich zu dem Cutoff, der in der urspriinglichen Arbeit zu diesem Themengebiet
[12] benutzt wurde, besitzt der Cutoff (1.29) mit (2.5) eine recht komplexe Struktur.
Das liegt daran, dafl letzterer auf der Grundlage der Komponentenfelder, die aus den
Zerlegungen (1.12) und (1.21) hervorgehen, formuliert ist, wohingegen der Cutoffterm
in [12] auf der Verwendung der vollstindigen Felder beruht. Im Gegensatz zu diesem
“urspriinglichen” Cutoff ist der in der vorliegenden Arbeit verwendete “neue” Cutoff fiir
alle Werte des Eichparameters o definiert. Dies ist einer der Hauptvorteile bei der neu

formulierten, verallgemeinerten Flufigleichung.

In diesem Zusammenhang sei nochmals erwahnt, dafl die TT-Zerlegung in einer et-
was anderen Form bereits in dhnlichen Arbeiten [23, 24] verwendet wurde. Die dortige
Vorgehensweise ist, vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet, allerdings eher “un-
sauber”. Denn zum einen wird darin direkt von einem sphérischen Hintergrundraum aus-
gegangen, und zum anderen, was noch viel schwerwiegender ist, wird dort die eigentliche
(auf der Grundlage der TT-Zerlegung durchzufiihrende) Konstruktion des Cutoffterms
AS, der effektiven Mittelwertwirkung und der Flufigleichung weggelassen und durch ei-
ne ad hoc vorgenommene Modifizierung der Standard-Ein-Loop-Determinanten ersetzt.
Das hat den folgenden Nachteil: Es ist nicht mehr sichergestellt, daf3 die auf diese Wei-
se konstruierte Skalen-abhéngige Wirkung die allgemeinen Eigenschaften einer effektiven
Mittelwertwirkung besitzt, siehe z.B. [7, §].
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Obwohl in [23, 24] die Komponentenfelder benutzt werden, scheint der durch die Mo-
difikation der Determinanten realisierte Cutoff dem originalen aus [12] dhnlicher zu sein
als dem neuen aus dieser Arbeit. Man kann ihn sogar als a-abhéngige Modifikation des
Cutoffs in [12] ansehen, wenn man beriicksichtigt, dal man letzteren aus dem in [23, 24]
verwendeten zuriickerhélt, indem man darin o = 1 setzt.

Von nun an werden wir den Cutoff aus der Originalarbeit [12] und aus den Arbeiten
[21, 23, 24] als Cutoff vom Typ A bezeichnen. Dabei sollte man aber im Hinterkopf
behalten, dafl die Existenz eines entsprechenden Cutoffterms AxS nur im Fall a = 1, also
in dem in [12, 21] betrachteten Fall, sichergestellt ist. Weiterhin bezeichnen wir den durch
(1.29) und (2.5) festgelegten Cutoff im folgenden als Cutoff vom Typ B; dieser ist fir
beliebiges « definiert.

Jeder dieser beiden Cutofftypen enthilt die Profilfunktion R(®). Als besonders geeignet

fiir praktische Anwendungen hat sich die exponentielle Profilfunktion

RO(y) = y[exp(y) — 1] (2.7)

erwiesen. Um die Abhéangigkeit verschiedener Groflien vom verwendeten Cutoffschema in
einfacher Weise iiberpriifen zu kénnen, wird in den folgenden Kapiteln u.a. eine in [24]

eingefithrte Verallgemeinerung von (2.7) verwendet, und zwar
RO (y;5) = sy[exp(sy) —1]7" . (2.8)

Diese einparametrige Familie von Funktionen wird von nun an als die Klasse von expo-
nentiellen Profilfunktionen bezeichnet. Durch Variation des Profilparameters s 1483t
sich hier leicht eine Verdnderung des Profils von R bewirken. Auflerdem werden wir
im Rahmen unserer numerischen Studien auf eine Klasse von Profilfunktionen mit

kompaktem Trager zuriickgreifen, welche wie folgt definiert ist:

1 y<b
RO(y:b) = { exp [(y —1.5) texp [(b — y)flﬂ b<y<15 . (2.9)
0 y>1.5

Hier erméglicht der Profilparameter b € [0, 1.5) eine Verinderung des Profils von R® [50].
Fiir die in den Kapiteln 4 und 6 préasentierten Analysen des Renormierungsgruppen-
flusses werden beide Cutofftypen in Kombination mit beiden Familien von Profilfunktio-

nen verwendet.



Kapitel 3

Die Einstein-Hilbert-Trunkierung

3.1 Der Trunkierungsansatz

Kommen wir nun zu einer relativ einfachen Anwendung der trunkierten FluBgleichung
(2.3). Dazu wird ein Ansatz verwendet, der lediglich die kosmologische und die Gravitati-
onskonstante als laufende Kopplungen enthélt. Man geht dabei zunéchst davon aus, dafl
bei der UV Skala k die d-dimensionale Gravitation durch die Einstein-Hilbert Wirkung

_ 1

Ilgl = Slgl = e d'z /g {—R(g) +2)\} (3.1)

beschrieben wird. Hier bezeichnen G und A die nackte Gravitations- bzw. die nackte
kosmologische Konstante. Um den Renormierungsgruppenflufl von I'x[g, g| zu kleineren

Skalen k < & hin zu untersuchen, betrachtet man dann das folgende Wirkungsfunktional:
Mool = 262w [ d VG{-Rlg) + 2}

Z — — v Q) loa
2 [ e G (7 00n) (FEg) (32)

Dieses gewinnt man ganz einfach dadurch, daf§ man in S + S, die nackten Kopplungen

G, A und a wie folgt durch entsprechende k-abhingige Grofien ersetzt:
GoGr=Zy.G, X=X\, a— Zya (3.3)

Hinsichtlich seiner Form ist das trunkierte Wirkungsfunktional (3.2) mit dem Gravitati-
onssektor des allgemeinen Ansatzes (2.1) vertriglich, wobei hier die Quantenkorrekturen

zum Eichfixierungsterm durch das nachstehende Funktional beschrieben werden:

r - Znp — 1 — _puv ey o
Tilg,3) = Hz% / A"z NG G (FiPgap) (FL7Gpo) - (3.4)

20
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Weiterhin hat die aus (2.2) resultierende Beziehung I'y[g, g] = T'[g] zur Folge, dafl die
Skalen-abhéngigen Kopplungen die Anfangsbedingungen S‘E = Aund Z vi = 1 erfiillen,
was wiederum Gy = G nach sich zieht. Dabei setzen wir zunichst eine sehr groBe, aber
endliche UV Skala k voraus.

Im Grunde genommen miifite auch der Eichparameter a als laufende Kopplung be-
handelt werden, d.h. & — a4. Die Berechnung der zugehotrigen 3-Funktion 148t sich aber
vermeiden, wenn man beriicksichtigt, daf es schliissige Argumente fiir einen (IR attrak-
tiven) Fixpunkt bei o, = 0 gibt. Denn das bedeutet, dafi die Anfangsbedingung a; = 0
fiir alle Skalen k < ¥ zu oy, = 0 fithrt. Somit kann man den korrekten Flufl des Eichfixie-
rungterms auch aus einer Trunkierung mit konstantem « gewinnen, indem man einfach

a = 0 setzt.

Wie sehen also die Argumente fiir die Existenz des besagten IR attraktiven Fixpunkts
aus? Zunéchst einmal gibt es einige direkte Beweise dafiir, dafl er zumindest in der Yang-
Mills Theorie vorhanden ist. In [49] wird unter Verwendung einer Trunkierung, die einen
kovarianten Eichfixierungsterm enthalt, explizit gezeigt, daf§ der Fixpunkt o, = 0 exi-
stiert. Ferner wird in einer weiteren Arbeit ein nichtperturbativer Beweis auf der Grund-
lage einer allgemeinen axialen Eichung gefiihrt [51]. Es liegt nun nahe, per Analogieschlufl
anzunehmen, dafl dieser Fixpunkt auch in der Gravitation, die man ja gewissermaflen
mit einer nichtabelschen Eichtheorie vergleichen kann, existent ist. Tatséchlich gibt es ein
allgemeines, suggestives Argument, welches auf seine universelle Existenz in jeder Eich-
theorie hinweist [52]: Wenn man in einem gewdhnlichen, eichfixierten Funktionalintegral
den Grenziibergang o — 0 vollzieht, wird der Eichfixierungsterm exp(—Sgf) proportional
zu 0[F),]. Der Limes a — 0 fiihrt also zu einer “scharfen” Implementierung der Eich-
bedingung. In diesem Fall besteht das Integrationsmafl des Pfadintegrals ausschliefilich
aus denjenigen Konfigurationen h,,(z), die die Eichbedingung F),, = 0 exakt erfiillen.
Die Addition eines IR Cutoffs bei der Skala k bewirkt nun allgemein, dafi die Beitrage
der im Integrationsbereich befindlichen Moden abhéngig von ihrem Impuls mehr oder
weniger unterdriickt werden. Da hier aber all diese Moden der Eichbedingung F,, = 0
nachkommen, kann eine Variation der Skala k natiirlich keine qualitative Anderung des
Integrationsmafles hervorrufen. Ist das Delta-Funktional 6[F),] fur irgendeinen Wert von k
vorhanden, so liegt es automatisch auch fiir alle anderen vor. Folglich verschwindet dann
a fiir jedes beliebige k, und das Fixpunkt-Kriterium 0oy /0k = 0 Vk ist an der Stelle
o, = 0 somit erfiillt.
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3.2 Die Projektionsmethodik

Als néichstes gilt es nun zu kldren, wie man aus der trunkierten Flufigleichung (2.3) die
Renormierungsgruppengleichungen fiir die in dem Ansatz (3.2) enthaltenen Kopplungen
G, und \;, herleiten kann. Man beginnt damit, den Ansatz in beide Seiten der trunkierten
Fluigleichung einzusetzen. Daraufhin setzt man g,, = g,.,, was zur Folge hat, dal der
Eichfixierungsterm auf der linken Seite der FluBigleichung wegféllt. Fiir diese Seite von

(2.3) erhélt man somit
oI'v]g,9] = 2“2/dd1’ VG [-R(9) 0. Zny + 20, (ZniAi)] - (3.5)

Offensichtlich wird (3.5) lediglich von den beiden Operatoren [ d%z\/g und [ d%z./gR
aufgespannt. Durch eine Entwicklung nach Potenzen in den Ableitungen kann man nun
auf der rechten Seite der Flufigleichung diejenigen Anteile extrahieren, die proportional zu
ebendiesen Operatoren sind. Wenn man dann das Resultat dieser Entwicklung mit (3.5)
gleichsetzt, 148t sich durch einen Koeffizientenvergleich das System gekoppelter Differen-
tialgleichungen fiir Zy;, und )\ bestimmen. Dieses System beschreibt die Projektion des
Renormierungsgruppenflusses auf denjenigen zweidimensionalen Unterraum des Raums
aller Wirkungsfunktionale, der von [ d%z,/g und [ dd:v\/gR aufgespannt wird.

Die entsprechenden Rechnungen sind im allgemeinen technisch duflerst kompliziert.
Um sie dennoch so einfach wie moglich zu gestalten, nutzt man aus, dal man jede Metrik
G, einsetzen darf, solange sie eine eindeutige Unterscheidung der Invarianten [ dd:c\/§
und [ ddx\/gR erlaubt. In der Praxis erweisen sich maximal symmetrische Metriken g,
fiir solche Zwecke als besonders geeignet. Die maximal symmetrischen Rédume bilden eine

spezielle Klasse von Einstein-Rédumen, welche durch die Beziehungen

Rywpo = % (gupgw - guagv,z)) , R = %gw (3.6)
mit konstantem R charakterisiert ist. Der Kriimmungsskalar R sollte hier also nicht als
Funktional der Metrik betrachtet werden, sondern vielmehr als eine von auflen vorge-
gebene Zahl. Aus technischen Griinden beschranken wir uns im folgenden auf maximal
symmetrische Riume mit positivem Kriimmungsskalar R > 0. Die Gesamtheit dieser
Raume ergibt gerade die Klasse der d-Sphéren S?. Sie werden durch ihren Radius r pa-
rametrisiert, welcher geméfl den nachstehenden Gleichungen mit dem Kriimmungsskalar

und dem Volumen in Beziehung steht:
r(3)

d(d—1) -
= Jaevi-

r2
Fiir die Auswertung der rechten Seite der Flufigleichung ist es erforderlich, einige

[V]IsY

R = (47rr2) (3.7)

wesentliche Eigenschaften der auf einem sphérischen Hintergrund definierten Felder zu
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kennen. Wie in Anhang E beschrieben wird, kann man die Quanten- und die klassi-
schen Komponentenfelder nach sogenannten sphérischen Harmonischen TZLT, Tlm T
entwickeln. Diese bilden jeweils einen vollstdndigen Satz orthogonaler Elgenfunktlonen

/u/? ) C“?

C,, und ihrer klassischen Gegenstiicke kann man direkt der Gleichung (E.3) entnehmen.

bzgl. des zugehorigen kovarianten Laplace-Operators. Die Entwicklungen von h”

Die iibrigen Komponentenfelder sind durch folgende Entwicklungen charakterisiert:

oo Dy(d,1) oo Dy(d,0)
Gule) = D D &n (@), ol@) =3 > omT"(x
=2 m=1 =2 m=1
oo Dy(d,0) o Di(d,0)
n(z) = Z Z i T () :Z m T () (3.8)
=1 m=1 =1 m=1

Analoge Entwicklungen gelten fiir die entsprechenden klassischen Felder.

Im Gegensatz zu den Reihenentwicklungen in (E.3) beginnen die Summationen in (3.8)
nicht bei [ = 1 fiir Vektoren und bei [ = 0 fiir Skalare, sondern bei [ = 2 fiir {, und o, und
bei [ = 1 fiir die skalaren Geistfelder. Die hier weggelassenen Moden sind gerade die KV
(T;="™), die Losungen der Gleichung (1.15) (T'=""), deren erste kovariante Ableitungen
genau den PCKV entsprechen, und die Konstanten (7°=%™=1). Wie bereits in Abschitt 1.3
erwiahnt, liefern diese Moden keine physikalischen Beitrdge zu den vollstéandigen Feldern
und diirfen daher nicht in die Entwicklungen (3.8) eingehen.

Der Ausschluf dieser Moden ist auch von grofier Wichtigkeit fiir die impulsabhéngigen
Redefinitionen (1.24), da diese ansonsten nicht wohldefiniert wiren. Das kann man z.B.

anhand der folgenden Gleichung erkennen:

oo Dy(d,0)

Z Z Tim : T™(z) . (3.9)
=2 m=1 \/Al(d,O) (Al(d,o)_dTRl>

Man erhélt (3.9) durch Invertieren von (1.24) und anschlieflendes Einsetzen von (3.8).
Gerade diejenigen Eigenwerte, die zu den ausgeschlossenen Moden gehéren, also Ag(d, 0) =
0 und A;(d,0) = R/(d — 1) (siche Tabelle E.t1 in Anhang E), wiirden dazu fiihren, daf
der Nenner in (3.9) Null wird. Ganz Ahnliches trifft auf die iibrigen Felder in (1.24) zu.

Weiterhin erweist es sich als giinstig, das Quantenfeld ¢ wie folgt zu zerlegen.

1 D;(d,0) oo Dy(d,0)
3(x) = do(x) + d1(x), do(x) =Y Y G T (x =33 b T (2)(3.10)
=0 m=1 =2 m=1

Der Anteil ¢; wird von denselben Eigenfunktionen aufgespannt wie o, wihrend ¢y die

Beitrage von den iibrigen Moden enthélt. Aus der Orthogonalitét der sphérischen Har-
monischen folgt dann direkt (¢1, ¢o) = (o, po) = 0, was (¢, ¢) = (do, ¢o) + {¢1,¢1) und
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insbesondere (o, ¢) = (0, ¢1) nach sich zieht. Somit stellt die obige Zerlegung von ¢ (3.10)
sicher, dafl jeder in den skalaren Feldern bilineare, nichtverschwindende Term von der-
artiger Gestalt ist, dafl die beteiligten Skalare von demselben Satz von Eigenfunktionen
aufgespannt werden. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die zugehorigen klassischen
Felder ¢ und ¢.

3.3 Auswertung der rechten Seite der Fluf3igleichung

Mit dem notwendigen mathematischen Riistzeug ausgestattet, kénnen wir uns jetzt wie-
der der Auswertung der Flufigleichung zuwenden. Fiir die Berechnung ihrer rechten Seite
benétigt man die Operatoren (F,(f) (9, 9]+ Rx[g)) " und (S,EZ) [9,9]+Rx[g])) " Danach Ein-
setzen des Trunkierungsansatzes (3.2) die beiden Metriken g, und g, gleichsetzt werden,
reicht es fiir unsere Zwecke vollig aus, diese Operatoren bei g,,, = g,,, zu bestimmen. Wen-
den wir uns hierfiir zunéchst dem reinen Gravitationssektor zu. Zuerst entwickelt man den

Trunkierungsansatz geméafl
Telg+h, g] = Tklg, g + O(h) + T3 [hi g] + O(h?) (3.11)
und behélt nur den in Ay, quadratischen Anteil, also T'"*[h; g] = (h, F,(f) [g,g] h)/2. Man

erhélt dabei den folgenden Ausdruck:

ua 7. = — 7 1 v 1 — 20[_ v— _
FZ ¢ [h;g} = ’%ZZNk/ddx\/ghW{ - [55550"" 1o 9" Gpo D?

1 v a? g D \ MY D DU DU
+5 2010 = 9G] (R—2N) + 5 Ro — 01, — R %,

—

i1 - [9""D,D, — 5:D"D,)] }Bﬂ“ : (3.12)
Bis zu diesem Punkt ist die Hintergrundmetrik g, zwar fixiert, aber noch beliebig. Um
die obige quadratische Form (teilweise) zu diagonalisieren wird nun die Familie der sphéri-
schen Metriken in (3.12) eingesetzt und anschlieend das vollstéindige klassische Feld h,,
gemif der Gleichung (1.36) in seine Komponenten zerlegt. Dann verwendet man das klas-
sische Gegenstiick zu (3.10), um auch noch ¢ zu zerlegen. Diese Rechenschritte verleihen

quad schlieB8lich die nachstehende Form:

) o s ST
Fguad [h, g} _ KZZNk / ddl’ \/E E{thV [—DQ + AT(d)R — 2)\k] h T
2 - =9 B, Y\ q
+E & [-D% + Av(d, )R — 2a\,] €

+ng(d, Oé) (0’ [—DQ + Asg(d, OJ)R + Bsg(d, a)j\k} o
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+2Cs5(d, ) 1/ —DPy | —D? d]f .

$Ci(da) S G[-D+ Agi(d,a)R + Boi(d, )] ¢) }  (313)
€{g0,01}

Die verschiedenen Koeffizienten A, B, und C in (3.13) sind Funktionen der Dimensiona-
litdt d und des Eichparameters «. Thre explizite Gestalt kann man Anhang G entnehmen.

Offensichdlich weist der durch (3.13) definierte Matrix-Differentialoperator I’,(f) 19, g]
Blockdiagonalform auf, was eine analytische Bestimmung des Inversen von F,(f) lg,9] +
Ryilg] tiberhaupt erst ermoglicht. Und genau darin liegt der Hauptgrund fiir die TT-
Zerlegung (1.36) in die Komponentenfelder und die Beschrénkung auf sphérisch sym-
metrische Hintergrundmetriken. An dieser Stelle sei erwahnt, dafi man hier, im Gegen-
satz zu dem in [12] behandelten Spezialfall « = 1, die quadratische Form nicht einfach
durch blofles Aufspalten von fLW in einen spurfreien und einen reinen Spuranteil dia-
gonalisieren kann. Denn die quadratische Form (3.12) enthélt bestimmte Terme, die zu
Mischungen des spurfreien Anteils und ¢ fithren. Im einzelnen sind dies die Terme in
[ d%x\/Gh,,[g" D,D, — 6“D"D,h*°. Dieser Ausdruck tritt in der quadratischen Form
mit einem Vorfaktor 1 —« auf und fallt somit in dem in [12] diskutierten Spezialfall o = 1
weg.

Auf dem Niveau der Komponentenfelder bleiben von den zuvor erwahnten Misch- oder
Kreuztermen nur rein skalare -¢—Mischungen iibrig, die fiir die sphérischen Harmoni-
schen T'=%m=1 und T'='™ verschwinden. Da exakt diese Moden sehr wohl zu ¢, aber
nicht zu & beitragen, ist es nicht auf direktem Wege moglich, den zugehorigen Matrix-
Differentialoperator ((Fgcg))ij)i,je{ET,éﬁ,(E} zu invertieren. Um genau dieses Problem zu um-
gehen, wird ¢ geméaf (3.10) in ¢y und ¢, aufgespalten. Denn dadurch erreicht man, dafl
ausschlieBlich skalare Mischterme iibrigbleiben, die durch denselben Satz von Eigenfunk-
tionen {7"™|l > 2} aufgespannt werden, und das sind genau die &-¢; —Mischterme. Somit
ist der resultierende Matrix-Differentialoperator ((P;f))ij)id»e (AT £d0.0.6r) vertierbar. Je-
doch fiihrt diese zusétzliche Zerlegung von ¢ zu einer Verdnderung der Matrixstruktur von
Fl(f) [9, g], die wiederum eine leichte Modifikation der FluBgleichung (2.3) zur Folge hat.
Diese ist derart, dafl auf der rechten Seite von (2.3) die Summation im Gravitationssek-
tor nun iiber den Satz von Feldern {7, &, ¢o, 5, ¢1} lduft, wobei (Ry)s.5, = (Ri)g,3, =
(Ri)gs und (Ri)s5, = (Ri)sg gesetzt wird.

Im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung sorgt lediglich die a-Abhéngigkeit fiir
das Auftreten von Mischungen zwischen ¢ und dem spurfreien Anteil von EMV. Wenn man
Terme hherer Ableitungen wie [ d%x \/§R2 oder Materiefelder in den Trunkierungsansatz

einfiigt, erhélt man in der Regel dhnliche Mischterme. Da letztere aber im allgemeinen
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nicht von einem Eichparameter abhéngen und somit auch nicht fiir eine bestimmte Wahl
des Eichparameters wegfallen konnen, sind fiir die Diagonalisierung der entsprechenden
quadratischen Formen die Zerlegungen (1.12) und (3.10) immer notwendig, also insbeson-
dere auch im Fall o = 1. Darauf werden wir in Kapitel 5 zuriickkommen.

Im néchsten Schritt bestimmen wir die Beitrdge der Geistfelder zu der rechten Seite
von (2.3). Zu diesem Zweck setzt man fiir g, = g,,, die Familie der sphérischen Metriken in
Sen ein und zerlegt dann die vollstédndigen Geistfelder geméf (1.37) in ihre Komponenten.

Dadurch erhéalt man
— i ~f o[ =2 R] 7 | A2 R
Sen [0,0,7; 9] = V2 [ d?z /7 v, =D - vh+po|—-D —23 o¢ - (3.14)

Hierzu sei angemerkt, dafl die Zerlegung der Geistfelder im Grunde genommen nicht
erforderlich ist. Sie ermoglicht aber einen direkten Vergleich der im Rahmen dieser Arbeit
erzielten Resultate mit denjenigen aus [30], siehe Anhang D.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels gilt durchgehend g,, = g.. Um die Notation
dementsprechend zu vereinfachen, werden bis auf weiteres die Querstriche iiber der Metrik,
dem Kriimmungsskalar und den Operatoren D? und P, weggelassen.

An dieser Stelle konnen wir mit der Anpassung des Cutoffs an die Operatoren I‘ff)
und Sgl) aus den Gleichungen (3.13) bzw. (3.14) fortfahren. Hier verlangt die Regel (2.4),

daf} die verschiedenen X}, YV, und Z; wie folgt zu wéhlen sind:
T I L e e Uy
R —— 2 35
ZN =z, 2 = EZNI@ , 297 = Cso(d, a)Css(d, @) Zny

2[7 = Csold,a)Zyi, 2" = 2] = Csa(d, 0)Cisi (d, @) Zv
2 g _ 5 (3.15)

Damit nehmen die nichtverschwindenden Eintrage der beiden Matrix-Differentialoperato-
ren F,(f) + R und Sg(i) + Ry bei g, = g die nachstehende Form an:

(54 R2) = 2 75 =]

hRTRT

2 _
(Fg) [g, g} —+ Rk>€§ = ZNkIQQ a |:Pk + Av(d, Q)R - 204)%} 5

(TPl0.9) +Re) = Zwiw* Csald. @) [P+ Asald. )R + Ba(d. )]
2 _ (1@
(Fk [g,gHRk)W = (Fk [g,g]+73k)g¢_)l
R

= Znwr? Csa(d, a)Css(d, a) \/ Pey | Pe — d—1"
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(2) _ (r®

(F g, g}+73k)¢0¢0 = (Fk [9:9]+Rk> -
= Zyik” Csa(d, a)Cs1(d, @) [Py + Asi(d, )R + Bsi(d, @)\
R
(a4 m) = = (sPa R, = V2[R
R
(SPlg.g1+Re) = —(SFlg.0l+ Re) =2 [Pk - 25] . (3.16)
00 oo

Hier wurde (Séi) 0,0, @;g]) = <Sg(;) [g,g]) gesetzt, wobei ¥, 1y € Is.

Jetzt stehen uns alle Mi‘zb’cleﬁz zur Verfiigungjbld?e wir bendtigen, um die rechte Seite der
Fluigleichung fiir ¢,, = g, explizit angeben zu kénnen. Letztere wollen wir von nun
an mit Si(R) bezeichnen. Die Berechnung der in Si(R) auftretenden inversen Operato-
ren (1",({2) + Ri)~! und (Sgh + R)~! wird in Anhang C.1 durchgefiihrt. Setzt man die

resultierenden Ausdriicke in Sg(R) ein, so erhilt man
Sk(R) =

Trgsre) [(Pk + Ap(d)R — 2xk)*1/\/} + Trlyg, [(Pk + Ay(d,0)R — 20%) " N}

-1

+TI' (0) l (Pk + Asg(d)R — 25\]6)_1 (Pk + As4(d, Oé)R - 2055%)

x{ (Fsi1(d, ) Py, + Ass(d, a)R — 2(ac + 1)A\) N

+F52(d a)\/FHPk — i

at ZNk(\/Pk\/Pk_j_\/ ) H
R\ R\
1
1 Oy [ Zniek* RO (A(d,0)/k>
B PO YO v R
QZNk —0 Al(d, 0) + k R(O) (Al(d, 0)/]€ ) + ASI (d, Oé)R + 351 (d, a))\k
Hier stellen N und Ny Operatoren dar, die wie folgt definiert sind:

N = 2Zw) "0 [Znik*RO(~D? /)]

= P—gm@ﬂﬁR@@DWHHJﬂHW@DWHL

No = 270, [F*RY(-D?*/k?)] = k¥*RO(-D?*/k?*) + D*RO'(-D?/k?*) . (3.18)
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Dabei bezeichnet
nn(k) = =0y In Zyy, (3.19)

die anomale Dimension des Operators [ d’z,/gR und der Strich an R® die Ableitung
nach dem Argument. Weiterhin représentieren auch die zuvor noch nicht eingefiihrten,
in (3.17) enthaltenen Koeffizienten A und F' Funktionen von d und «. Die zugehorigen
Ausdriicke werden in Anhang G aufgelistet.

In Gleichung (3.17) wurde die Notation bzgl. der Striche an den Spuren etwas verfei-
nert. Fiir den Rest dieses Kapitels weist ein einzelner Strich auf die Subtraktion des vom
niedrigsten —D2-Eigenwert stammenden Beitrags hin, wihrend zwei Striche anzeigen, dafl
die Beitrige von den zwei niedrigsten —D? Eigenwerten zu subtrahieren sind.

2

Indem man als néchstes Sg(R) nach R o r~* entwickelt und die Spuren auswertet,

kann man die zu [ d%z,/g bzw. [ d?z,/gR proportionalen Beitréige extrahieren. Aufgrund
der Bezichungen [ dda:\/g oc v und [ ddx\/gR o 1?2 werden hier lediglich die Terme
der Ordnung r¢ und r9=2 benétigt. Zunéchst einmal ergibt sich aus der Entwicklung von
(3.17) nach R:

Se(R) = Trpsrs) (P —20) "N + Tep) [ (P — 200) 7 W]
Ty [(Pe—20) ' V| + Ty, [ (P = 200) ' V]
—2Trar) [Py 'No| — 2Tlg) [P ' No] — R{AT(d)Tr(QSTz) [(Pk —2X) N }
+Av(d,0) Ty [ (P — 20%) N + Ass(d)Trly, |(P— 24) W]

- p
+Ag4(d, &)Trl(/g) [(Pk - Za)\k) 2_/\/’} + ETI"UT) [Pk_z./\fo]

4 _ (Sdg 8,5 (ZNkk2> _
FoTY, [PO2NG] — 242 [ @2 = + O 2
7Tr) [ A /\fo] o /d 3:\/§Z ; (/{:2 2>\k) O(r ) (3.20)

Dabei weist O(r<¢-2) darauf hin, daf§ alle Terme o 7" mit Potenzen n < d — 2 ver-
nachlassigt werden.

Der zu 645 proportionale Term in (3.20) entstammt dem letzten Term aus (3.17). Im
Gegensatz zu den iibrigen Termen von (3.17) enthélt die Reihenentwicklung dieses Terms
keine d-abhéingigen Potenzen von r, sondern ist von der Form Y >°_ bo,,r 2™, wobei {ba,, }
einen Satz von r-unabhingigen Koeffizienten darstellt. Hinsichtlich des Koeffizientenver-
gleichs der relevanten r-Potenzen r¢ und r¢=2 hat dies die folgenden Konsequenzen: Da
unter den Voraussetzungen m > 0 und d > 0 die Bedingung —2m = d — 2 nur fiir
(m,d) = (0,2) erfiillt ist und die Gleichung —2m = d iiberhaupt keine Losung besitzt,
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leistet der letzte Term aus (3.17) ausschlieBlich im d = 2-dimensionalen Fall einen Beitrag
zum FluB von A\, und Zy;. Unter Verwendung von (3.7) kann der beitragende Anteil,
also boy,—o 1%, durch den Operator [ d2$\/§R ausgedriickt werden. Dadurch erh&lt man
schliefllich den letzten Term in (3.20).

Anschliefend wertet man die in (3.20) auftretenden Spuren mit Hilfe von Heat-Kernel-
Methoden aus. Die entsprechenden Rechnungen werden in Anhang C.2 durchgefiihrt.
Wenn man danach Sg(R) mit der durch (3.5) gegebenen linken Seite der Flufigleichung
in Verbindung bringt und die Koeffizienten der Invarianten [ d%z,/g und [ d’z,/gR ver-
gleicht, ergibt sich letztendlich das gesuchte System von gekoppelten Differentialgleichun-
gen fiir Zyx und \gz. Es besitzt die folgende Form:

O (Znide) = (4/{2)1(4ﬂ)d/2kd{%d(d — 1) @y (—20/K?) + d B o (=200 /)

v (B) (0 — 1) By (~20 /) + d Bl (200 /)]
—2dq>}l/2(0)} : (3.21)
OZny = —(2&2)1(47r)d/deZ{cl(d)Q}l/z1(—2)\k/k2)+cg(d)¢>}l/21(—2aAk/k2)

+es(d) O =20/ k%) + ca(d, o) @G o (— 200k /K?)

—%ﬁN(k) [Cl(d) (5111/2—1(_25%/]{2) + c2(d) (531/2—1(_2045%/]“2)
ten(d) B2 (— 20 /K2) + eal(d, @) B2 (—2a 0, /k?)]

—20(d) g1 (0) + e5(d) P75 (0)

302 (1 N %"N(k)) [1 — 215\k/k2 1z 201A,€/k2} } ' (3.22)

Hier stellen ®? und EIVDZ Cutoff-abhéngige “Schwellenfunktionen” dar, die wie folgt definiert

sind:

1 f dy ™! RO () —y RO (y) n>0
0

w) = { (0] ,
(14w)™® , n=
1T n—1 RO (y)
ZIVD{’Z(w) = (n) [ dyy (y+RO (y)+w)’ n>0 (3.23)
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Weiterhin sind die d- und a-abhéngigen Koeffizienten ¢; durch die nachstehenden Aus-

driicke festgelegt:

d—2d* —11d — 12 _d>-6 P —4d*P+T7d -8
ald)=—pg-y 0 W= ed=-——r—g
ad(d —2) —d—1 2(d +1
cy(d, ) = — ( a>f , %(d)z—%. (3.24)

Natiirlich taucht in dem obigen Differentialgleichungssystem der zu ¢4 proportionale
Term aus Gleichung (3.20) wieder auf. Dieser alleine ist aber nicht fiir den vollsténdigen
dao-Term in (3.22) verantwortlich. Vielmehr enthélt der zuletzt genannte Term zusétz-
liche Anteile, die zwei weiteren Quellen entstammen. Zum einen ergeben sich derartige
Beitriage aus den mit Strichen versehenen Spuren. Sie kommen im einzelnen dadurch zu-
stande, dafl von den vollstédndigen Spuren die Beitrage von den unphysikalischen Moden
explizit abgezogen werden. Diese Subtraktionsterme stellen Funktionen von R dar, die
wir hier allgemein mit f(R) bezeichnen wollen. Durch Entwickeln dieser Funktionen f(R)
kann man diejenigen Anteilen extrahieren, die in dem jeweiligen trunkierten Parameterbe-
reich einen Beitrag liefern. Im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung tragen nur die Terme
nullter Ordnung f(0) bei. Weitere Details hierzu kann man Anhang C entnehmen. Zum
anderen sorgen die Heat-Kernel-Koeffizienten fiir Felder mit differentiellen Nebenbedin-
gungen, welche in Anhang F berechnet werden, in Gleichung (3.22) fiir zusétzliche Terme
X 04,2

Von besonderem Interesse ist sicherlich die Gestalt der Differentialgleichungen (3.21)
und (3.22) in d = 4 Dimensionen. In Anhang D befassen wir uns mit diesem Fall und
vergleichen unsere Resultate fiir Sy (R) und fiir den Renormierungsgruppenfluf von A, und
Zn mit denjenigen aus [30]. Letztere basieren ebenso wie unsere auf der Verwendung eines

Cutoffs vom Typ B.

3.4 Das Flufigleichungssystem fiir g, und Ay

Der néchste Schritt besteht darin, die Flugleichungen (3.21) und (3.22) auf dimensions-
lose Variablen umzuschreiben. Zu diesem Zweck fithren wir die dimensionslose, laufende

Newton-Konstante
G=k"TPGL=k"? 24 G (3.25)
und die dimensionslose, laufende kosmologische Konstante

e = k2N (3.26)
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ein, wobei G dementsprechend die dimensionsbehaftete, laufende Newton-Konstante be-

zeichnet. Setzt man (3.26) in 0;(ZnrAx) ein, so ergibt sich die Beziehung
Oy =— (2 —nn(k) \e + 321 gu 62 k™40 (Zni i) - (3.27)

Unter Verwendung der Differentialgleichung (3.21) erhélt man dann aus (3.27) die folgende

Differentialgleichung fiir die dimensionslose kosmologische Konstante:
O Ak = Br( Ak, gis . d) = Ar (M, gis v, d) + v (k) Ao (A, gis v, d) (3.28)
Die obige 3-Funktion 8, enthilt die GroBen A; und A,, die wie folgt definiert sind:

A g ond) = ~2X + ()2 g fdd — 1) (-2
24 @Y o(~200) — 4d @} 5(0) } (3.29)

1 - -
Ay, g, d) = Ak—(47r)1-d/2gk{§d(d—1)@5/2(—2Ak)+d<1>}i/2(—2aAk)}.

Die entsprechende @-Funktion fiir g5 1&8t sich ebenso leicht bestimmen. Durch blofes
Ableiten von (3.25) nach k erhélt man

gk = By( Ak, g o, d) = [d — 2 + (k)] gr - (3.30)

Fiir die anomale Dimension 7y ergibt sich aus (3.22) zunéchst der Ausdruck
v (k) = gk Bi(Ak; a, d) + v (k) g Ba(Ak; o, d) - (3.31)
Hier stellen B; und B, Funktionen von g, d und « dar, die wie folgt definiert sind:
Bi(\a,d) = 4(4#)1’d/2{cl(d) Bl 1 (—2M) + ea(d) By (—200)

+c3(d) @ sa(=2X\) 4 ca(d, a) P2 Ja(—2a\) — 265(d) Pl /21(0)

1 1
2 —
+c5(d) (I)d/2<0) + 3042 L —2\ 11— QQAJ } ’

By(wia,d) = =2(4m)' 2 e (d) Bl (~20) + eald) By, (~200)

+es(d) D2 5(—20) + ca(d, @) D35 (—2ahy,)

1 1
+3642 L T 20%] } . (3.32)

Lost man nun (3.31) nach der anomalen Dimension auf, so erhélt man einen von g, g,

a und d abhéngigen Ausdruck fiir ny, und zwar

k) = )
(k) 1 — g Ba( A o, d)

(3.33)
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Das durch (3.28) und (3.30) gegebene gekoppelte Differentialgleichungssystem ist das
Hauptresultat dieses Kapitels. Es stellt das Herzstiick der im néchsten Kapitel anstehen-

den Fixpunktanalyse dar.

3.5 Vergleich der Cutoffs A und B

Zum ersten Mal wurden in [12] Flulgleichungen fiir die Einstein-Hilbert-Trunkierung
hergeleitet. Dort beschrinken sich die Betrachtungen auf den Fall a = 1, und aufler-
dem wird darin ein Cutoff vom Typ A verwendet. Dieser besitzt eine andere Struk-
tur als der vom Typ B, welcher in der vorliegenden Arbeit benutzt wird. Beim Typ
A ist das Funktional AyS im wesentlichen auf der Grundlage des vollstindigen Feldes
h,, formuliert, es ist also, symbolisch geschrieben, von der Form AgS o [ hyRih*.
Das ArS vom Typ B hat zwar prinzipiell eine dhnliche Form, ist aber derart konstru-
iert, daf die einzelnen Komponentenfelder von b, individuell unterdriickt werden, d.h.
ARS o< [ B, (Ri)prpr K™ + [ €u(Ri)eel + - - -.

Die B-Funktion B, aus Gleichung (3.28) stimmt fiir « = 1 vollkommen mit dem
entsprechenden Resultat in [12] iiberein, wohingegen die Koeffizienten By und Bj in der
B-Funktion B, aus Gleichung (3.30) sich fiir a = 1 von den entsprechenden Grofien in
[12] unterscheiden. Thre allgemeine Struktur ist jedoch unabhéngig vom Cutoff. Sowohl

im Fall des Typs A als auch im Fall des Typs B erhélt man
1
Bi(\iia=1,d) = §<47r>1d/2k“{e1(d> ®ly 1 (—2X) + ea(d) BF o (—2M5)
Feal@Plys 1 (0) + cald)00) | (3:31)

1 ~ ~
By(Ma=1,d) = —6(4w)1d/2k“{el(d)q>;/21(—2Ak)+e2(d)q>§/2(—2Ak)}.

In der vorliegenden Arbeit, also bei Verwendung des Cutoffs B, ergeben sich fiir die

Koeffizienten e; die Ausdriicke

d* —13d? — 24d + 12 d* —2d° —d®> —4d + 2
d) = d) =—6
d?> -6 d+1
es(d) = —4T=, ei(d) = —24% , (3.35)

wahrend sie in [12], also bei Benutzung des Cutoffs A, die folgende Form annehmen:

er(d) = d(d+1), es(d) = —6d(d—1), es(d) = —4d, es(d)=—24.  (3.36)
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Zieht man die Koeffizienten aus Gleichung (3.35) von den entsprechenden aus (3.36) ab,
so erhélt man Ae; = —Aey = 12(d? +2d — 1)/(d(d — 1)) und Aez = —Aey = —24/d. Er-
staunlicherweise ist die Summe der Abweichungen Ae; nicht nur im ganzen Null, sondern
verschwindet auch separat fiir die reinen Gravitationsanteile, die e; und e, enthalten, und
fiir die Anteile von den Geistern, die e3 und e4 umfassen. Es treten also gewissermaflen
Verschiebungen sowohl zwischen dem (p = 1,n = d/2 — 1)- und dem (p = 2,n = d/2)-
Gravitationssektor als auch zwischen den entsprechenden Geistsektoren auf. Vermutlich
tritt dieses sonderbare Phénomen nicht zufillig auf, eine Erklarung dafiir liegt aber noch

nicht vor.



Kapitel 4

Die Fixpunkte im allgemeinen und

in der Einstein-Hilbert-Trunkierung

4.1 Der Zusammenhang zwischen Fixpunkten, kri-
tischen Exponenten und nichtperturbativer Re-

normierbarkeit

Aufgrund seiner komplizierten Struktur l&ft sich das System von Fluflgleichungen fiir
gr und A, das sich aus (3.28) und (3.30) zusammensetzt, auf analytischem Wege nicht
exakt l6sen. Auch bei Anwendung numerischer Methoden kann man eine exakte Losung
nur unter gewissen Voraussetzungen, d.h. bei Verwendung bestimmter Profilfunktionen
finden, siehe [14, 22].

An diesem Punkt stellt sich die Frage, wie man generell aus derart komplizierten 3-
Funktionen verlafiliche Informationen iiber den Flufl der jeweiligen Kopplungen gewinnen
kann. In solchen Fillen erweist es sich als duflerst hilfreich, die Fixpunktstruktur des Re-
normierungsgruppenflusses zu kennen. Untersucht man ndamlich den linearisierten Fluf} in
der Umgebung von Fixpunkten, so 148t sich oftmals das bei sehr kleinen und/oder sehr
groflen Skalen vorliegende Verhalten der betrachteten Theorie vorhersagen. Bevor dies
im Detail erkldrt werden kann, ist es erforderlich (oder zumindest zweckmifig), das in
diesem Zusammenhang gebréuchliche Standardvokabular einzufiithren und zu erldutern.
Dazu gehen wir von einem nicht néher spezifizierten Satz von B-Funktionen aus, der zu
einem beliebigen Satz von dimensionslosen, wesentlichen Kopplungen g;(k) gehort. Da-
bei sind wesentliche Kopplungen gerade diejenigen im Wirkungsfunktional auftretenden
Kopplungen, welche unter Punkttransformationen der anwesenden Felder invariant sind.

Auflerdem erhélt man die dimensionslosen Kopplungen, wie z.B. g und Ay in (3.25) und

64
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(3.26), aus den entsprechenden dimensionsbehafteten Grofien, indem man letztere mit den

passenden Potenzen der Cutoffskala k reskaliert.

Die Fixpunkte sind nun genau diejenigen Punkte mit Koordinaten g,; in dem von den
g; aufgespannten Raum, bei denen alle B-Funktionen gleichzeitig verschwinden. Wenn
ein Fixpunkt mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt, also g,; = 0 Vi gilt, dann
bezeichnet man ihn als Gauflschen Fixpunkt. Alle anderen sind per definitionem nicht-
GauBlsche Fixpunkte. Ferner lassen sich die Fixpunkte nach ihren Stabilitéitseigenschaften
klassifizieren. Letztere kann man ohne grofien Aufwand aus den B-Funktionen bestim-
men. Dazu ist es lediglich notwendig, diese um g, zu linearisieren und das resultierende
System von linearen Differentialgleichungen zu losen. Die allgemeine Losung wird durch
die Eigenvektoren des linearisierten Flusses aufgespannt. Sie beschreiben die sogenannten
“Eigenrichtungen” des linearisierten Systems, welche sich in folgende Klassen einordnen
lassen: Eine vorgegebene Eigenrichtung bezeichnet man als UV attraktiv (oder stabil),
wenn die Renormierungsgruppentrajektorien im Limes k& — oo entlang dieser Richtung
vom Fixpunkt angezogen werden, und als IR attraktiv, falls ein analoges Verhalten der
Trajektorien im Limes k — 0 festzustellen ist. Dementsprechend sind die UV bzw. IR re-
pulsiven Eigenrichtungen gerade diejenigen, in die der Fixpunkt in dem jeweiligen Limes
abstoflend wirkt.

Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dafl zur Klassifizierung der Eigenrichtungen
hiufig die alternativen Begriffe “relevant” und “irrelevant” verwendet werden. Generell
sind die relevanten Eigenrichtungen als diejenigen definiert, entlang welcher sich die Tra-
jektorien bei Verkleinerung der Skala k& vom benachbarten Fixpunkt wegbewegen. Dem-
zufolge entsprechen an einem UV Fixpunkt die relevanten den attraktiven Richtungen
und die irrelevanten den repulsiven. An einem IR Fixpunkt kehren sich die Verhéltnisse
um. Dort sind die relevanten Richtungen gerade mit den repulsiven identisch und die

irrelevanten mit den attraktiven.

Die Menge all derjenigen Trajektorien, die im Limes k — oo (k — 0) in den Fixpunkt
g, laufen, bildet eine Hyperfliche im Raum aller Kopplungen, die sogenannte UV (IR)
kritische Hyperfliche Syy (Sir) von g,. Ihre Dimensionalitit Ayy = dim(Syy) (Ar =
dim(Sir)) entspricht der Anzahl der UV attraktiven (IR attraktiven) Eigenrichtungen.

Im Rahmen der modernen Formulierung des Renormierungsprinzips im Sinne Wilsons
[5] spielen Fixpunkte in der Quantenfeldtheorie eine iiberaus wichtige Rolle. Von beson-
derer Bedeutung sind hier die UV attraktiven Fixpunkte mit endlichdimensionaler Hy-
perfliche Syy. Denn bei Theorien, die durch Trajektorien beschrieben werden, welche auf
derartigen Hyperflachen liegen, 148t sich der sogenannte Kontinuumslimes & — oo bilden,
ohne dafl dabei i.a. unphysikalische Singularitdten auftreten. Sie besitzen auch bei funda-

mentaler Skala Vorhersagekraft, da sie nur von einer endlichen Anzahl freier (wesentlicher)
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Parameter abhéngen. In diesem Zusammenhang entscheidet also die Antwort auf die Fra-
ge nach der Existenz eines solchen Fixpunkts dariiber, ob eine Theorie auf fundamentalem
Niveau existiert oder nicht. Dies fiithrt zu einer nichtperturbativen Verallgemeinerung des
herkémmlichen (stérungstheoretischen) Renormierbarkeitsbegriffs. Denn zum einen ent-
spricht die Klasse derjenigen Theorien, die auf einer endlichdimensionalen UV kritischen
Hyperflache eines Gaufischen Fixpunkts g,; = 0 liegen, im Grunde genommen der Klasse
der storungstheoretisch renormierbaren Theorien. Zum anderen werden dadurch zusétz-
lich diejenigen stérungstheoretisch nichtrenormierbaren Theorien abgedeckt, die auf einer
entsprechenden Hyperfliche eines nicht-Gaufischen Fixpunkts g,; # 0 liegen.

Was die Gravitation betrifft, so war es S. Weinberg, der als erster vorschlug, eine fun-
damentale Theorie der Gravitation auf der Grundlage eines nicht-Gaufischen Fixpunkts
zu konstruieren, siehe [10]. Eine solche Theorie wére, wie Weinberg es ausdriickt, “asymp-
totisch sicher”. Der Begriff “asymptotische Sicherheit” (kurz: AS) ist dabei als Synonym
fiir nichtperturbative Renormierbarkeit in dem oben genannten Sinn aufzufassen.

Nachdem bis hierhin im wesentlichen qualitative Uberlegungen zur Philosophie des
Wilsonschen Renormierbarkeitsprinzips im Vordergrund standen, werden wir uns nun
etwas ndher mit seinen mathematischen Gesichtsziigen beschéftigen. Zu diesem Zweck
betrachten wir einen beliebigen Satz von n dimensionslosen wesentlichen Kopplungen
g(k) = {g1(k),...,gu(k)}. (In der Regel ist die Anzahl der moglichen Kopplungen n
unendlich. Erst durch Trunkieren des Parameterraums ergibt sich ein endlicher Satz
von Kopplungen.) Der Renormierungsgruppenfluff dieser Kopplungen 148t sich allgemein

durch das System von Differentialgleichungen

k Orgi(k) = B;(g) (4.1)

ausdriicken. Wir nehmen nun an, dafl g, einen Fixpunkt von (4.1) darstellt, also 3;(g.) = 0
fir alle ¢ = 1,...,n erfiillt. Linearisiert man den durch (4.1) beschriebenen Renormie-

rungsgruppenflul um g,, so ergibt sich
kopgi(k) =Y Bij (g;(k) — g.5) - (4.2)
j=1
Dabei stellen die B;; = 0;8;(g.) die Eintrége der sogenannten Stabilitétsmatrix B = (B;;)

dar. Man diagonalisiert nun B gemi S™'BS = —diag(fy,...,0,), S = (V1,..., V"),

wobei V! den Rechtseigenvektor von B zum Eigenwert —6; verkérpert. Somit gilt
> ByVi=-0,V', I=1,..n. (4.3)
j=1

Damit 148t sich jetzt die allgemeine Losung zu (4.2) leicht angeben. Diese ist von der
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Form

n k Or
s =g+ Yoo (R (4.4
I=1

Hier stellt ky eine Bezugsskala dar, und die C} verkérpern konstante Parameter, die in
folgender Beziehung zu den Integrationskonstanten g;(kq) stehen:

n

Cr= Z(S_l)lj g;i(ko) - (4.5)

j=1
Da B im allgemeinen nicht symmetrisch ist, sind die #; nicht unbedingt reell.! Daher sind
generell komplexe Integrationskonstanten g;(ko) zu wéhlen, und man mufl dann dement-
sprechend den Realteil von (4.4) nehmen, um die allgemeinste reelle Losung zu erhalten.

Um zu erreichen, daf§ die Losung g;(k) aus (4.4) im Kontinuumslimes & — oo in den
Fixpunkt lauft, mufl man C; fiir all diejenigen I gleich Null setzen, fiir welche Ref; < 0
gilt. Folglich stimmt die Dimensionalitdt der UV kritischen Hyperfliche Ayy mit der
Anzahl der Eigenwerte von B mit negativen Realteil, also mit der Anzahl der 6; mit
positivem Realteil iiberein. (Setzt man umgekehrt alle C;, die zu den 6; mit positivem
Realteil gehoren, gleich Null, so wirkt der Fixpunkt IR attraktiv (d.h. attraktiv fir & — 0),
und die Dimensionalitéit der entsprechende IR kritische Hyperfliche Arg gleicht der Anzahl
der #; mit negativem Realteil.) Im folgenden werden wir die 6; kritische Ezponenten
nennen.

Nach dem oben beschriebenen “Ausschalten” der UV repulsiven Terme, also der Ter-
me, welche die kritischen Exponenten mit negativem Realteil enthalten, verkorpert (4.4)
die komplette Klasse von Trajektorien, die fiir £ — oo in den Fixpunkt laufen. Um eine
Trajektorie aus dieser Klasse auszuwéahlen, mufl man die Ayy noch freien Parameter C;
fixieren. Welche dieser Trajektorien physikalisch realisiert ist, ist jedoch durch die Theorie
i.a. nicht vorherbestimmt.? Dementsprechend miissen die freien Parameter an die expe-
rimentell gefundenen Daten angepaflt werden. Je kleiner Ayy ist, um so “leichter” ist es
somit, Vorhersagen iiber die physikalisch realisierte Theorie zu treffen. In jedem Fall sorgt
ein endlicher Ayvy-Wert dafiir, dafl die nach dem obigen Schema konstruierte Quanten-
feldtheorie die gleiche Vorhersagekraft besitzt wie ein perturbativ renormierbares Modell

mit Apy “renormierbaren”?® Kopplungen. (Ist g, = 0, so gehort die durch (4.1) definierte

!Trotzdem gehen wir hier davon aus, daf8 die Eigenvektoren ein vollstéindiges System bilden.

2Ist allerdings auch das Verhalten im IR Limes k — 0 durch einen Fixpunkt bestimmt, so kann sich die
Zahl der Freiheitsgrade reduzieren. Denn man darf dann nur diejenigen Trajektorien auf Syy wahlen, die
nach dem Ubergang von sehr grofien zu sehr kleinen Skalen & schlieBlich auf der IR kritischen Hyperfliche
Sir des IR Fixpunkts landen.

3Auf dem Niveau der dimensionsbehafteten Parameter sind die stérungstheoretisch renormierbaren
Kopplungen gerade diejenigen, die eine positive kanonische Dimension besitzen. Diese bezeichnet man
dann gemeinhin als “power counting renormierbare” Kopplungen.
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Theorie ohnehin schon zur Klasse der perturbativ renormierbaren Theorien.) In diesem

Sinn sind beide Klassen von Modellen miteinander vergleichbar.

Interessanterweise existiert ein plausibles, aber mathematisch nicht sonderlich rigoro-
ses Argument dafiir, dal die Hyperfliche Syy in der Tat endlichdimensional ist. Ange-
nommen, {Gy, Gs,...} verkorpert einen (i.a. unendlichen) Satz von urspriinglichen, d.h.
dimensionsbehafteten Kopplungen G; mit kanonischen Dimensionen (Massendimensio-
nen) d;. Dann gehen die dimensionslosen Kopplungen g; der Gleichung g;(k) = k=% G;(k)
entsprechend aus den G; hervor. Daraus folgt, da} die 3-Funktionen und die Eintrige
der zugehérigen B-Matrix von der Form 3; = —d;g; + --- bzw. B;; = —d;0;; + - - - sind,
wobei die Punkte fiir die Loop-Beitriage stehen. Vernachlassigen wir diese, so gilt 6; = d;.
Betrachten wir ausschlieSlich lokale Wirkungen, so enthalten sémtliche in der Wirkung
auftretenden Terme nur Monome von positiver kanonischer Dimension m;, was zur Folge
hat, daf§ es nur eine endliche Anzahl von positiven d; = d — m; geben kann. Wenn man
einmal von der unrealistischen Moglichkeit absieht, dal die Loop-Beitréige die Vorzeichen
von unendlich vielen Eigenwerten von B dndern konnten, so ergibt sich aus dem obigen

Zusammenhang zwischen 6; und d;, dafl Ayy = dim(Syvy) tatséchlich endlich ist, vgl. [10].

Ein weiterer wichtiger Punkt, den es zu erértern gilt, ist der Einfluf3, den eine Verédnde-
rung des Cutoffschemas auf den Renormierungsgruppenflufl ausiibt. Da das Pfadintegral,
das I'y definiert, als wesentlichen Bestandteil den Cutoffterm A,S enthélt, sind die lau-
fenden Kopplungen und somit auch ihre Fixpunktwerte offensichtlich von der Wahl des
durch A.S bzw. R verkorperten Cutoffschemas abhéngig. Folglich ruft eine Variation
des Cutoffschemas, d.h. eine Veréinderung von Ry, eine Verdnderung in der zugehorigen
B-Matrix hervor. Dies verleitet zu der Annahme, daf§ auch ihre Eigenwerte und somit die
kritischen Exponenten vom Cutoffschema abhéngig sind. Dies trifft jedoch nicht zu. Denn
der allgemeinen Theorie der kritischen Phéanomene und einer kiirzlich im Rahmen der ex-
akten Renormierungsgruppengleichungen durchgefiihrten Untersuchung [28] zufolge 148t
sich jede Variation des Cutoffschemas durch eine Koordinatentransformation im Raum
der Kopplungen erzeugen, bei welcher der Cutoff festgehalten wird. Solche Transforma-
tionen verdndern die Eigenwerte der B-Matrix nicht, was zur Folge hat, dafl das kritische
Verhalten in der Nihe eines jeden Fixpunkts universell ist, d.h., nicht vom Cutoffschema
abhéngt. Insgesamt ist somit zwar i.a. die Position eines Fixpunkts Schema-abhéingig,
jedoch seine An- oder Abwesenheit sowie die qualitative Struktur des Renormierungs-
gruppenflusses in seiner Néhe sind universelle Eigenschaften. Dabei ist aber zu beachten,
dafl dies strenggenommen nur fiir die ezakte Theorie gilt. In der Regel werden die in ei-
ner exakten Theorie universellen Eigenschaften und Gréflen ndmlich bei Trunkierungen
des Parameterraums vom Cutoffschema abhéngig. Diese induzierte Schema-Abhéngigkeit

hat aber durchaus ihren Nutzen, denn sie stellt ein natiirliches Maf fiir die Qualitdt von
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Trunkierungen dar. Demnach kann man nur solche Trunkierungen, die fiir alle zuldssigen
Cutoffoperatoren R;, die gleiche Fixpunktstruktur liefern, als verlafilich ansehen.

Im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung wird der Raum der dimensionslosen wesent-
lichen Kopplungen durch g; = A und gy, = g parametrisiert. Die in den beiden Fluf3glei-

chungen

O:Me = By My 9x) 5 Oegr = B, (Ak, gr) (4.6)

auftretenden B-Funktionen sind in (3.28) und (3.30) definiert. Eine detaillierte Unter-
suchung ergibt, daf§ sie einen Fixpunkt bei (A, g.) = (0,0) und einen bei (A, g.) #
(0,0) aufweisen. Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit den wesentlichen Eigen-
schaften des “trivialen” Gauf3schen Fixpunkt ()., ¢.) = (0,0) beschéftigen, wiahrend
der iibernéchste Abschnitt fiir eine genaue Analyse des nicht-Gaufischen Fixpunkts
(As, g«) # (0,0) reserviert ist. Dort werden wir uns vornehmlich mit der Untersuchung der
Schema-Abhéngigkeit dieses Fixpunkts sowie verschiedener universeller Gréfen befassen.
Dazu werden sowohl die oben hergeleiteten 3-Funktionen vom Typ B als auch diejenigen
aus den Arbeiten [12, 23, 24], die auf der Verwendung eines Cutoffs vom Typ A basieren,
herangezogen. Darin werden jeweils die Familien von Profilfunktionen (2.8) oder (2.9)

eingesetzt.

4.2 Der Gauflsche Fixpunkt in der Einstein-Hilbert-

Trunkierung

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des Gaufschen Fixpunkts (., g.) = (0,0)
untersucht. Um den Renormierungsgruppenflufl in seiner unmittelbaren Néhe zu bestim-
men, entwickelt man zunéchst die B-Funktionen in (3.28) und (3.30) um A\, = g, = 0,
was zu den in (J.4) aufgefithrten Ausdriicken fiihrt, siche Anhang J.1. Von den linearen

Termen in (J.4) a8t sich dann die B-Matrix ablesen. Diese nimmt die folgende Form an:

—2 Vdd
BZ( 0 d—2>' (47)

Dabei stellt v4 einen d-abhéngigen Parameter dar, der wie folgt definiert ist:
vy = (d—3)(4m) "2 @} (0) . (4.8)

Durch Diagonalisieren der Matrix (4.7) ergeben sich die (offensichtlich universellen) kriti-
schen Exponenten 0; = 2 und 0y = 2—d. Die zugehorigen Eigenvektoren sind V! = (1,0)T
und V? = (v4,1)T. Somit folgt in Verbindung mit Gleichung (4.4), daf§ die allgemeine
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Losung des linearisierten Gleichungssystems in diesem Fall die nachstehende Form an-

ko 2 k d—2
e = ( Ak — Va ko) (?) + Va Gk, (k:_) ,
0

e\ 42
9 = Gk (kf_o) : (4.9)

Da die entwickelte B-Funktion 3, aus (J.4) bis einschlieBlich zur zweiten Ordnung in

nimmt:

den Kopplungen unabhéngig von Ay ist, 13t sich die in der Umgebung des Fixpunkts
geltende Naherungslosung fiir g, sogar bis zur nichsthoheren Ordnung bestimmen. Fiir

die entsprechende dimensionsbehaftete Gréfle Gy ist diese verbesserte Losung von der

Form
Gr = G, [1 = wala) Gy, (K2 — k)], (4.10)
wobei
1 a4 [(d+2)(d® — 6d* + 3d — 6)
= ——— B(0; = —2(4m)' 2 ol
aila) = =1 ) = —aamyt { RS0,

d* —4d® 4 9d*> — 8d — 2 2
_< d(djl)(d—2) +2a> (I)d/z(o)} (4.11)

einen d- und a-abhéngigen Parameter verkorpert. Beschrinkt man sich auf solche Skalen,
die k < |wa(a)Gy, |72 erfiillen, und benutzt ky = 0 als Referenzskala(, was nur bei
den Trajektorien erlaubt ist, die auf der IR kritischen Hyperflache des Fixpunkts liegen),

dann resultiert aus (4.10) der Ausdruck
Gy = Gy [1 — wa(a)Gok™% + O (Gek* )] . (4.12)
Ferner ergibt sich aus (4.9) fiir die dimensionsbehaftete kosmologische Konstante:
Ae = Ay + VGl (K — k) (4.13)

Vergleichen wir nun die obigen Ausdriicke mit den Resultaten aus der Originalarbeit [12],
in der ein dhnliches Naherungschema fiir die Berechnung von G und A\, verwendet wurde.
Die dort gefundenen Ausdriicke - das sind die Gleichungen (5.18) und (5.25) aus dieser
Arbeit - beziehen sich auf den Fall d = 4, a = 1. Sie stimmen mit den Ausdriicken, die sich
in diesem Fall aus den Gleichungen (4.12) und (4.13) ergeben, nahezu iiberein. Die einzige
Abweichung, die auftritt, ist ein leichter Unterschied zwischen den beiden Definitionen von

wg, der durch die Verwendung verschiedener Cutoffs verursacht wird.
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Kommen wir nun zur Analyse des um den Fixpunkt (A, g.) = (0,0) linearisierten
Flusses. Da 6, = 2 positiv ist, ist die durch den Eigenvektor V! festgelegte Eigenrichtung,
welche hier mit der A-Richtung identisch ist, IR repulsiv (und somit UV attraktiv), d.h.,
die Trajektorien in der Ndhe des Fixpunkts werden im Limes £ — 0 von diesem abgestoflen
(im Limes k — oo von ihm angezogen). Das Vorzeichen von f#y (und somit auch die
Stabilitéitseigenschaft des Fixpunkts) héngt von der Dimensionalitéit d ab. Ist d < 2, so
ist 0y positiv, was zur Folge hat, da8 auch die V2-Eigenrichtung des GauBschen Fixpunkts
UV attraktiv ist. Somit werden in diesem Fall alle Trajektorien im A-g-Raum, die in seinem
Einzugsbereich liegen, fiir & — oo vom Fixpunkt angezogen und enden schlieflich dort.
Ist hingegen d > 2, so erhiilt man einen negativen Wert fiir 6,. Demzufolge ist die V-
Eigenrichtung hier IR attraktiv (und UV repulsiv). In diesem Fall sind also sowohl die
UV als auch die IR kritische Hyperfliche des Gauflschen Fixpunkts eindimensional, d.h.
sie bestehen aus einer einzigen Trajektorie. Fiir geniigend kleine Werte von k wird die IR
kritische Trajektorie, die im Limes k — 0 den Fixpunkt (A, g.) = (0,0) trifft, durch

S\k =1y Gk k‘d e )\k: = V4 Gk (414)

beschrieben, siche auch [14, 22]. Dabei ist Gy durch die Gleichung (4.12) festgelegt. Der
Parameter v; wurde bereits weiter oben eingefiihrt. Er ist keine universelle Grofle, da er
den von R abhingigen Parameter ®} /2(0) enthalt. Folglich ist die durch v; bestimmte
Steigung der ausgezeichneten Trajektorie (4.14) nicht in universeller Weise festgelegt.
Dies war auch nicht anders zu erwarten, denn den Uberlegungen des vorangegangenen
Abschnitts entsprechend, miissen zwar die Eigenwerte der Stabilitdtsmatrix B universell
sein, jedoch nicht ihre Eigenvektoren.

Die Gleichung (4.14) liefert genau die Bedingung fiir die sogenannte “Separatrix”, die
in [14, 22] im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung in d = 4 Dimensionen gefunden
wurde. In der in [14, 22] eingefiihrten Terminologie ausgedriickt, entspricht die Separatrix
der Trajektorie vom “Typ I1a”, die sich dadurch auszeichnet, daf sie zwischen dem Gauf3-
schen und dem nicht-Gaufischen Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung interpoliert.
Sie trennt den Bereich, in dem die Trajektorien mit divergierender kosmologischer Kon-
stante A\g_o — —oo liegen (Typ Ia), von der Region mit Trajektorien, die bei irgendeinem
endlichen k-Wert den Rand des Parameterraums treffen (Typ I1la).* (Der Rand des Pa-
rameterraums ist dabei durch den A-Wert festgelegt, bei dem ®2(—2),) und B (—2X;)
fiir v < 1 bzw. ®F(—2a);) und B2 (—2a),) fiir a > 1 divergieren.)

Fiir die Separatrix, und nur fiir diese, gilt die Gleichung (4.12), die den Flu} von Gy,
beschreibt, fiir beliebig kleine Skalen bis hin zu k£ = 0. Das liegt daran, daf§ A, und somit

4In Abschnitt 6.2 wird eine Abbildung mit den verschiedenen Trajektorientypen nachgereicht, siche
Abbildung 6.1(a).
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auch g, sich nur in diesem Fall fiir hinreichend kleine £ immer in der Néhe des Ursprungs
aufhalten und daher die Entwicklung nicht zusammenbricht.

Betrachten wir den in Gy, enthaltenen Parameter wy(a) nun etwas genauer. Fiir d # 2
stellt wgy(a) keine universelle Gréfie dar, da die darin auftauchenden Parameter @} /9-1(0)
und ®2 /2(0) in diesem Fall abhéingig vom Cutoffschema sind. AuBerdem weist wq zusétzlich
eine Abhéngigkeit vom Eichparameter o auf. Im Fall d = 4, welcher hier natiirlich von
besonderem Interesse ist, nimmt dieser Parameter die folgende Form an:

wy(a) = ﬁ [13®1(0) + (55 + 24a)@3(0)] . (4.15)

Der obige Ausdruck besitzt bei a = ag = [~13®1(0)/®2(0) — 55]/24 eine Nullstelle. Da
sowohl ®1(0) als auch ®3(0) fiir jede zuléissige Profilfunktion positive Werte annehmen,
ist oy immer negativ. Weiterhin folgt damit aus Gleichung (4.15), dafl wy fiir alle o > oy
positiv ist und fiir alle o < g negativ. Identifiziert man nun die Einstein-Gravitation mit
der Theorie, die durch die IR kritische Trajektorie des Gaufischen Fixpunkts beschrieben
wird, so hat dies die folgenden Konsequenzen: Einerseits ergibt sich aus (4.12), daf die
Gravitationskonstante (G5, im IR Bereich fiir alle @ > o mit abnehmendem k, d.h. bei Ver-
grofferung des Abstandes, zunimmt. In diesem Fall wére die Gravitation im IR Limes also
ein mit zunehmender Lingenskala anwachsender Effekt (“antiscreening”). Andererseits
besagt (4.12), dafl sie im IR Bereich fiir alle & < o einen mit wachsender Léngenskala
abnehmenden Effekt (“screening”) verkorpert, da in diesem Fall Gy mit abnehmendem &
abfillt. Welcher dieser beiden gegensétzlichen Mechanismen ist nun tatséchlich physikali-
sche Realitét? Diese Frage 1483t sich hier nicht mit absoluter Sicherheit beantworten, aber
zumindest existiert ein schlagkraftiges Argument, welches die erste der beiden M6glichkei-
ten favorisiert: Wie bereits in Abschnitt 3.1 erlautert wurde, stellt der Eichparameter bei
exakter Behandlung der Theorie eine Skalen-abhéngige Grofle dar, die im Limes & — 0
gegen den Fixpunktwert a,, = 0 lauft. Setzt man in Einklang damit von vornherein oo = 0,
so ergibt sich wegen oy < 0 das bei o > oy vorliegende Verhalten (“antiscreening”).
Dieses Ergebnis basiert auf der Verwendung des Cutoffs vom Typ B. Eine entsprechen-
de Analyse auf der Grundlage des Cutoffs vom Typ A wird in [23] durchgefiihrt. Das dort
gefundene Verhalten von G}, ist demjenigen, welches oben ermittelt wurde, sehr dhnlich.
Leichte Unterschiede treten lediglich zwischen den jeweiligen Definitionen der Parameter
wy und ag auf, die somit keine universellen Groflen verkorpern. Im Fall des Cutoffs A

ergibt sich fiir wy = wflA) der folgende Ausdruck, siehe [23]:

wi™(a) = 6% [(18 + 6a)D2(0) — ®1(0)] . (4.16)

Demzufolge erhdlt man hier oy = [®1(0)/®P3(0) — 18]/6. Im Gegensatz dazu ist vy fiir
beide Cutofftypen gleich. Wahlt man die Eichung o = 1, so vereinfacht sich (4.16) zu
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Wi (o = 1) = [2492(0) — ®!(0)] /(67), was mit dem Resultat aus der Originalarbeit [12]
iibereinstimmt. Das war auch nicht anders zu erwarten, da fiir @« = 1 der Cutofftyp A
mit dem in [12] verwendeten Cutoff zusammenfillt. Um dieses Resultat mit dem entspre-
chenden vom Cutoff B vergleichen zu kénnen, setzt man nun in (4.15) o = 1 ein, was zu
WP (o = 1) = [1301(0) + 7992(0)] /(247) fiihrt. Bei Benutzung der exponentiellen Pro-
filfunktion R® mit s = 1 ergibt sich ®1(0) = 7#2/6 und ®2(0) = 1 (siche Anhang K), so
dafl man im Fall des Cutoffs B wle)(& = 1) ~ 1.33 erhilt. Dieser Wert liegt sehr nahe bei
dem Wert, der sich im Fall des Cutoffs A bei Verwendung derselben Profilfunktion ergibt:
wflA)(oz = 1) = 1.19, siehe [12, 23]. Weiterhin gilt bei Benutzung dieser Profilfunktion die
Beziehung ®1(0) = 2¢(3), wobei ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet. Daraus

resultiert v4 ~ 0.19 sowohl im Fall des Cutoffs A als auch im Fall des Cutoffs B.

4.3 Der nicht-Gaufische Fixpunkt in der Einstein-
Hilbert-Trunkierung

Wenden wir uns nun den nichttrivialen Nullstellen des Satzes von B-Funktionen {3, 3,}
zu, welche durch (3.28) und (3.30) definiert sind. Aus diesen Gleichungen folgt unmittel-
bar, daf solche nicht-GauBschen Fixpunkte (), g«) # (0,0) notwendigerweise die Bedin-
gung

erfiillen.

4.3.1 Der 2 + e-dimensionale Fall

Um uns mit nicht-GauBschen Fixpunkten vertraut zu machen, untersuchen wir zunéchst
den relativ leicht zu handhabenden Fall von d = 2 + ¢ Dimensionen mit 0 < |¢] < 1.
Dieser ist einer analytischen Betrachtung zugénglich, was bereits in den Arbeiten [10, 12,
53, 54, 55] dazu ausgenutzt wurde, die Existenz eines nicht-Gaufischen Fixpunkts in der
2+e-dimensionalen (trunkierten) Theorie zu beweisen. Im folgenden wird dieser Fixpunkt
reproduziert und der Renormierungsgruppenfluf} in seiner unmittelbaren Néhe untersucht.
In 2 + ¢ Dimensionen nimmt die notwendige Bedingung (4.17) die Form ny, = —¢ an,
wobei 1y, der Gleichung (3.33) zufolge durch den nachstehenden Ausdruck bestimmt ist:
9x(e) B1(Ai(€); 0,2 4 ¢€)
N g @) BaOn(e) ;a2 +2)

Diese Gleichung 16st man nun nach g.(g) auf und entwickelt das Resultat nach e, was zu

9:(2) = = [Bi(A(0);0,2)] ' e+ O (%) (4.19)

(4.18)



74  Die Fixpunkte im allgemeinen und in der Einstein-Hilbert-Trunkierung

fithrt. Im Anschlufl daran entwickelt man die linke Seite der zweiten Fixpunktbedingung
Br(As(€), gu(€); v, 2+ €) = 0 nach ¢ und fiihrt einen Koeffizientenvergleich hinsichlich der

Potenzen von £ durch. Auf diese Weise ergibt sich
A(e) = [Bi(0;,2)] ' ®1(0) e + O (£2) . (4.20)
Insbesondere erhélt man A.(0) = 0, so daB sich der Ausdruck aus Gleichung (4.19) zu
g.(e) = = [B1(0;,2)] " £ + O (2) vereinfacht.
Um die Parameter B;(0;«,2), i = 1,2, zu bestimmen, entwickelt man die Koeffizien-
tenfunktionen B;(Ag; at, 2+¢) zundichst gemaB By(Ai; v, 2+¢) = B (A\p; )+ BY (s e+
O(e?) nach ¢. Fiir die Terme nullter Ordnung ergeben sich dabei die folgenden Ausdriicke:

34 2 . 32

B (i) = =T (1=220)7" = S (1= 200) 7 +483(=20) + 683 (—2a0) — -
17 1 ~ ~

B (M) = 5 (- 20) "+ 3= 20\) 1 — 207 (=2)) — 30}(—2a\,) . (4.21)

Setzt man nun in (4.21) Ay = 0 ein und verwendet, dal ®2(0) = 1 ein von R(®) unabhingi-
ger und somit universeller Parameter ist, vgl. [12], so erhélt man schlieBlich

38
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By(0;0,2) = BP(0:a) =6 — 55%(0) . (4.22)

Bi(0;,2) = B(0;a) = -

Offensichtlich verkérpert Bfo)(();a) eine universelle Gréfle. Im Gegensatz dazu hangt
Béo)(O; «) iiber den (nichtuniversellen) Parameter ®2(0) von der Form von R® ab. Letz-
teres spielt hier aber keine Rolle, da A.(¢) und g.(e) ihrerseits in fithrender Ordnung
unabhéngig von Béo)((); «) sind, wie man direkt von den Gleichungen (4.19) und (4.20)
ablesen kann. Setzt man in diese jetzt Bio)(O; a) = —38/3 ein, so ergibt sich

ME) = B0+ 0 ()
g:(e) = %8—1—0(62). (4.23)

Obwohl Béo)(O; a) hier keinen Einfluf} ausiibt, ist der fiihrende Term von A.(¢) dennoch
nichtuniversell. Das liegt daran, daB er den R(¥-abhingigen Parameter ®1(0) enthilt. Bei
g« (€) ist dies nicht der Fall. Hier kommt dem fithrenden Term tatséchlich eine universelle
Bedeutung zu.

Kommen wir nun zur Analyse des Renormierungsgruppenflusses, der sich in der Um-
gebung des Fixpunkts (4.23) abspielt. Aus den um diesen Fixpunkt entwickelten 3-

Funktionen resultiert die folgende Stabilitdtsmatrix B:

B ( —2 4 12018 4 0 () —2q>i(o)+0(5)) |

(4.24)
O (£?) —e+ O (e?)
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Durch Diagonalisieren von (4.24) erhélt man die kritischen Exponenten ¢ = 2— % e+
O (e?) und 0y = e+ O (?). 0, und b, sind bis auf Terme von zweiter und héherer Ordnung
in ¢ unabhéngig vom Cutoffschema. 6; héngt jedoch noch vom Eichparameter ab. Im
Fall = 1 stimmen die kritischen Exponenten mit denjenigen iiberein, die sich aus den
in [12] hergeleiteten B-Funktionen ergeben. Letztere basieren auf der Verwendung eines
Cutoffs vom Typ A. Wir kénnen somit zusammenfassend konstatieren, daf§ die kritischen
Exponenten in niedrigster Ordnung in der Tat fiir beide Cutofftypen A und B identisch
und auferdem unabhingig von der Profilfunktion R©®) sind. Gem#B den Erérterungen
des vorangegangenen Abschnitts ist dies ein starkes Indiz dafiir, dafl der Fixpunkt aller
Wahrscheinlichkeit nach kein Produkt der Trunkierung darstellt, sondern auch in der
exakten Theorie vorhanden sein sollte.

Wenn wir uns auf positive Werte von ¢ beschréanken, dann sind beide kritischen Expo-
nenten positiv. Folglich wirkt der nicht-Gaufische Fixpunkt (4.23) in diesem Fall auf alle
Trajektorien in seinem Einzugsbereich UV attraktiv, so dafl - zumindest im trunkierten
Parameterraum - alle Bedingungen fiir die Ingangsetzung des AS Szenarios erfiillt sind.
Als néchstes miifite man iiberpriifen, ob sich dieses Resultat bestétigt und sich die Vorher-
sagen stabilisieren, wenn man den Trunkierungsansatz um Terme von héheren Potenzen
des Kriimmungstensors erweitert. Von besonderem Interesse ist hier die Dimensionalitét
der UV kritischen Hyperfliche Ayy. Diese sollte bei sukzessiver Erweiterung des Trun-
kierungsansatzes irgendwann nicht mehr ansteigen, da andernfalls die exakte Theorie zu-
mindest bei geniigend groflen Skalen k ihre Vorhersagekraft einbiiflen wiirde. Auf diesen
Punkt werden wir in Kapitel 6 im Rahmen einer verallgemeinerten Trunkierung néher

eingehen.

4.3.2 Die Position des Fixpunkts im d = 4-dimensionalen Fall

Was den nicht-Gauflschen Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung im d = 4-dimensio-
nalen Fall betrifft, so wurde dieser zum ersten Mal von W. Souma in [21] unter Verwendung
eines Cutoffs vom Typ A diskutiert. Derselbe Autor untersuchte zudem in [24] die a- und
RO)-Abhingigkeit seiner Projektion (0, g,) auf die g-Richtung. Da aber, wie oben bereits
erwahnt wurde, der Cutoff A im Fall a # 1 lediglich durch eine ad hoc vorgenommene
Modifizierung der Standard-Ein-Loop-Determinanten realisiert wird, ist es unklar, ob er
durch einen entsprechenden Cutoffterm AS ausgedriickt werden kann. Nur im Fall a = 1
ist dies sichergestellt, siehe [12]. Die Formulierung von A;S ist jedoch fiir die Konstruk-
tion von I'y unerldflich. Aufgrund dessen und wegen der Unsicherheiten, die durch das
Trunkieren verursacht werden, ist nicht von vornherein klar, inwieweit die in [24] erzielten
Ergebnisse verlafllich sind. Um dies zu iiberpriifen, werden im folgenden der Fixpunkt

und seine Eigenschaften unter Benutzung eines anderen Cutoffs, und zwar des Cutoffs
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vom Typ B bestimmt. Fiir diesen existiert ein Cutoffterm AS, siehe Abschnitt 1.5, so
daB die daraus folgenden Ergebnisse zumindest in dieser Hinsicht verldfllich sind. Durch
Vergleich dieser Ergebnisse mit den entsprechenden Resultaten vom Typ A 148t sich dann
insgesamt die Verlafilichkeit der Einstein-Hilbert-Trunkierung beurteilen.

Beginnen wir zunéchst damit, so viele Informationen iiber die Position des nicht-
Gauflschen Fixpunkts wie moglich auf analytischem Wege zu sammeln. Dazu sind aller-
dings Naherungen erforderlich. In einer ersten Naherung vernachlissigen wir die kosmolo-
gische Konstante und setzen dementsprechend A\, = A\, = 0. Dadurch wird der Renormie-
rungsgruppenflufl auf den eindimensionalen Raum projiziert, der durch g parametrisiert
wird. In diesem Fall ergibt sich die Position des nicht-Gaufischen Fixpunkts aus der nicht-
trivialen Losung von 3,(0, g.; o, d) = 0. Sie wird in Anhang J.1 berechnet, wobei sich
das Resultat aus Gleichung (J.2) ergibt. Um einen ersten Eindruck von der Position des
Fixpunkts g, zu gewinnen, setzt man beispielsweise die exponentielle Profilfunktion mit
s =1in (J.2) ein und setzt d = 4 und o = 1. Daraus folgt g, ~ 0.590.

Unter der Annahme, dafl im Falle des kombinierten A-g-Systems die Zahlenwerte so-
wohl fiir g, als auch fiir A\, von derselben Groflenordnung sind wie der obige g.-Wert,
entwickeln wir nun die B-Funktionen um (A, gx) = (0,0) und vernachlissigen Terme von
hoherer Ordnung in den Kopplungen. Aus dem daraus resultierenden System von Diffe-
rentialgleichungen wird dann die Position des nicht-Gaufschen Fixpunkts bestimmt. Die
zugehorigen Rechnungen finden sich abermals in Anhang J.1. Benutzt man wie oben
die Profilfunktion (2.7) und setzt d = 4 und o = 1, so erhélt man in diesem Fall
(As, g+) =~ (0.287,0.751).

Will man die exakte® Position des nicht-Gaufschen Fixpunkts (), g.) ermitteln, so ist
man gezwungen, auf numerische Methoden zuriickzugreifen. Das Programm, das hierfiir
benutzt wurde, arbeitet wie folgt: Man gibt zunéchst einen Startwert fiir die Fixpunkt-
koordinaten vor, beispielsweise eine der oben bestimmten Naherungslosungen. Ausge-
hend von diesem Startwert bestimmt das Programm auf iterativem Wege eine numerische
Losung, die bis zu einem beliebig wihlbaren Genauigkeitsgrad exakt ist. Unter denselben
Voraussetzungen wie oben, d.h. Verwendung von (2.8) mit s = 1 und Betrachtung des
Falls d = 4, ergibt sich damit

(4.25)

(. g.) = (0.348,0.272) fir a =1
<977 (0.339,0.344) fiir o = 0

Als néchstes wollen wir die Abhéngigkeit des nicht-Gaufischen Fixpunkts von der Ei-
chung und vom Cutoffschema studieren. Letztere testen wir, indem wir fiir R(®) die Familie
von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) einsetzen und die auf diese Weise eingefiihrte

Abhéngigkeit von dem Parameter s betrachten, welcher diese Familie parametrisiert.

®“Exakt” heifit hier “exakt im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung”.
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Abbildung 4.1: g, als Funktion von s und « auf der Grundlage der Naherung A\, = A\, =
0. Hierfiir wurden (a) der Cutofftyp A und (b) der Cutofftyp B in Verbindung mit der
Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt.

Abbildung 4.1 zeigt die Funktion g.(a,s), die sich aus der anfangs durchgefiihrten
Néherung Ay, = A, = 0 ergibt, wohingegen die Abbildungen 4.2 und 4.3 die (exakten)
Funktionen g.(a, s) und \.(«, s) wiedergeben, welche aus dem kombinierten \-g-System
resultieren. In jeder dieser Abbildungen zeigt der Graph auf der linken Seite (d.h. Abb. 4.1-
4.3(a)) die Resultate, die sich mit dem Cutofftyp A ergeben, wihrend der Graph auf der
rechten Seite (d.h. Abb. 4.1-4.3(b)) die Ergebnisse widerspiegelt, die auf der Verwendung
des Cutoffs B basieren.

Die anhand dieser Graphen illustrierten Ergebnisse weisen die Existenz des nicht-
GauBlschen Fixpunkts fiir einen weiten Bereich von a- und s-Werten nach. Wie erwartet,
stellt sich heraus, daf3 die Position des Fixpunkts vom Cutoffschema abhéingig ist. Von
entscheidender Bedeutung ist hier aber, daf§ der Fixpunkt fiir alle verwendeten Cutoffs
existiert. Dies ist als eines der wichtigsten Resultate dieser Analyse zu werten, denn es
weist darauf hin, dafl die Einstein-Hilbert-Trunkierung bei sehr groflen Skalen & in der

Tat verlaBliche Ergebnisse liefern kénnte.

Was die a-Abhéangigkeit betrifft, so ist folgendes zu beachten. Es ist - wie bereits
in Abschnitt 3.1 dargelegt wurde - anzunehmen, dafl &« = 0 den “physikalischen” Wert
des Eichparameters verkorpert. Somit ist im Prinzip nur dieser Fall von Relevanz. In der
Praxis wird aber oftmals der Wert a = 1 bevorzugt, da die Auswertung der Flugleichung
dadurch erheblich vereinfacht oder sogar erst ermoglicht wird. Beispielsweise werden alle
(weiterfiithrenden) Rechnungen zur R%Trunkierung, welche in den sich anschlieenden

Kapiteln studiert wird, in dieser Eichung durchgefiihrt. Somit ist es hier notwendig, die
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Abbildung 4.2: g, als Funktion von s und « auf der Grundlage des kombinierten A-g-
Systems. Hierfiir wurden (a) der Cutofftyp A und (b) der Cutofftyp B in Verbindung mit
der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt.

Eichungen o = 0 und o« = 1 hinsichtlich der jeweiligen Ergebnisse zu vergleichen, um
beurteilen zu konnen, ob die Wahl o = 1 eine sinnvolle Ndherung zum physikalischen Fall
a = 0 darstellt. Anhand der obigen Graphen und anhand von Gleichung (4.25) 148t sich

erkennen, daf3 dies tatséchlich der Fall ist.

Was den Vergleich der verschiedenen Cutofftypen betrifft, so kann man Abbildung 4.1
entnehmen, daf§ in der Ndherung Ay = A, = 0 die s-Abhéngigkeit von g, bei Verwendung
des Cutoffs B viel schwécher ist als bei Verwendung des Cutoffs A. Im Gegensatz dazu
liefern beide Cutofftypen sowohl fiir g, als auch fiir A, nahezu identische Resultate, wenn
man das kombinierte A-g-System betrachtet, sieche Abbildungen 4.2 und 4.3. Ferner ist
die in Abbildung 4.2 dargestellte Schema-Abhéngigkeit von g, einerseits stiarker ausge-
prigt als diejenige in Abbildung 4.1(b), aber andererseits viel schwécher als diejenige in
Abbildung 4.1(a). Hierzu sei ergénzend angemerkt, da§ die Abbildung 4.1(a) eine exakte
Reproduktion der Ergebnisse ist, die in [24] mit demselben Cutoff A gefunden wurden,
sieche Abbildung 2 in [24].

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl sich die numerischen Betrachtungen hier
gezwungenermafien auf Profilfunktionen (2.8) mit s > 1 beschrénken. Wenn man néamlich
den Profilparameter aus dem Bereich s < 1 wéahlt, dann treten bei den numerischen
Integrationen Konvergenzprobleme auf, die darauf zuriickzufiihren sind, daf die in 3, und
B, enthaltenen Schwellenfunktionen im d = 4-dimensionalen Fall beim Grenziibergang

s — 0 divergieren. (Etwas ausfiihrlicher wird hierauf in [24] eingegangen.)

Die Schema-Abhéngigkeit der Funktionen k — Ay, g, und ihrer UV Grenzwerte A, g,
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Abbildung 4.3: A, als Funktion von s und « auf der Grundlage des kombinierten \-g-
Systems. Hierfiir wurden (a) der Cutofftyp A und (b) der Cutofftyp B in Verbindung mit
der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt.

wird sofort verstdndlich, wenn man sich vergegenwertigt, dal die Skala k£ mittels des
Schema-abhingigen Cutoffoperators Ry, eingefiihrt wird, und ihr somit in erster Linie nur
eine rein mathematische und keine direkte physikalische Bedeutung zukommt. Folglich
sind A, und g, fiir sich genommen keine Observablen. Es 148t sich jedoch auf relativ einfa-
che Weise begriinden, dal ihr Produkt g, A, universell ist: Ausgehend von den Groéflen k,
G, und A, welche nicht separat mefbar sind, 16st man dazu z.B. die Funktion G} = G(k)
schematisch nach k auf und setzt die daraus resultierende Funktion k£ = k(G) in die Funk-
tion Ay = A(k) ein. Dadurch elimiert man die durch die Skala k verkorperte Abhiingigkeit
vom Cutoffschema vollstindig, so daf8 die sich ergebende Beziehung A = A\(G) zwischen
der Newtonschen und der kosmologischen Konstante zumindest im Prinzip experimentell
bestimmbar sein sollte. Natiirlich hdngt diese Beziehung i.a. von der gewéhlten Renormie-
rungsgruppentrajektorie ab, wobei die Spezifizierung der jeweiligen Trajektorie z.B. durch
Vorgabe der IR Werte Ay und Gy erfolgt. Im Einzugsbereich des UV Fixpunkts “verges-
sen” siamtliche dort landenden Trajektorien aber die Informationen bzgl. ihres Verhaltens
im IR Bereich und werden im Limes & — oo durch A\, = A,k? und G}, = g, /k? beschrieben,

was zu der Beziehung

3 Gx s
AG) =22

(4.26)

fithrt. Diese Gleichung gilt, wenn A und G in folgender Beziehung zur Planck-Masse stehen:
A > m2 und G < mp!. (Hier ist die Planck-Masse wieder durch den IR Wert von G,
definiert: mp = G, v 2.) Unter der Annahme, daB8 A und G MeBgrofien darstellen, 148t
sich aus (4.26) schliefien, daf auch g.\, eine Observable ist. (Ganz &hnlich wird in [54]



80 Die Fixpunkte im allgemeinen und in der Einstein-Hilbert-Trunkierung

argumentiert.) Unterhalb des Planck-Skala, d.h. im Bereich & < mp;, nimmt die Funktion
A(G), wie bereits oben schon angedeutet wurde, eine Form an, die viel komplizierter ist
als A o< 1/G. Das liegt daran, da die dimensionsbehafteten IR Werte Ao und Gy, die
notwendigerweise in A\(G) enthalten sind, aus Dimensionsgriinden nur in bestimmten,

relativ komplizierten Kombinationen mit GG darin auftreten kénnen.

)\D )\D

0.4¢ 0.35
1 «s - 50 a=0

Abbildung 4.4: (a) Parametrischer Plot von (M\.(s),g.(s)) im Parameterbereich 1 <
s < 50. Die einzelnen Kurven beziehen sich auf verschiedene a-Werte und starten jeweils
links bei s = 1 und enden rechts bei s = 50. (b) Parametrischer Plot von (A.(«a), g«(a))
im Parameterbereich 0 < « < oo. Die einzelnen Kurven beziehen sich auf verschiedene
s-Werte. Sowohl in (a) als auch in (b) wird der Cutoff B in Verbindung mit der Familie
von Profilfunktionen (2.8) benutzt.

In diesem Zusammenhang ist es von besonderem Interesse, daf§ das Produkt giA\p =
G\, im d = 4-dimensionalen Fall im wesentlichen mit dem “on-shell”-Wert von T, iiber-
einstimmt. Das sieht man wie folgt: Setzt man g,, = g, so stimmen die Feldgleichun-
gen, deren Losungen die stationdren Stellen von (2) liefern, mit den Einstein-Gleichungen
G = —\i g, iiberein. Durch Kontrahieren dieses Ausdrucks erhélt man R = A). Mit
Hilfe dieser Gleichung laBt sich in (2) der Kriimmungsskalar R zugunsten von ), eliminie-
ren, so dafl die “on-shell”’-Wirkung im d = 4-dimensionalen Fall schlielich die folgende
Form annimmt:

v v

87TG’]€5\]C - _Sﬂgk)\k '

Dabei wurde verwendet, daff aus Dimensionsgriinden [ d*z,/g = v/A} gilt, wobei v fiir

I'j[on-shell] = —

(4.27)

jede Losung mit endlichem 4-Volumen eine endliche, positive Konstante darstellt.

Die erzielten numerischen Ergebnisse spiegeln die Universalitdt des Produkts g.\. na-
hezu perfekt wider. Dies wird anhand der Abbildungen 4.4-4.7 veranschaulicht. Abbildung
4.4(a) enthélt einige parametrische Plots von (A.(s), g«(s)), die sich auf verschiedene Wer-

te von « beziehen. Sie wurden aus den (-Funktionen (3.28) und (3.30) bestimmt, welche
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Abbildung 4.5: g., ., und g.\, als Funktionen von s. Die einzelnen Plots beziehen sich
auf die Falle: (a) a =0,1<s<30, (b)) a=0,1<s<5 (c)a=1,1<s<30und
(d) a =1,1 < s < 5. Dabei wurde der Cutofftyp B in Verbindung mit der Familie von
exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt.

auf dem Cutoff des Typs B basieren. Die hyperbolische Form dieser Kurven 143t bereits
vermuten, dafl die s-Abhéngigkeit des Produkts g,\, nur relativ schwach sein kann. Die
direkte Bestitigung dieser Vermutung liefert Abbildung 4.5, welche g., A, und g\, als
Funktionen von s zeigt, und zwar fiir die beiden Eichungen o« = 0 (Abb. 4.5(a),(b)) und
a =1 (Abb. 4.5(c),(d)). Zur numerischen Berechnung dieser Kurven wurden wieder die
auf dem Cutoff B beruhenden 3-Funktionen herangezogen. In den Abbildungen 4.5(a),(c)
werden die genannten Funktionen in dem Bereich 1 < s < 30 dargestellt, wihrend die
Abbildungen 4.5(b),(d) AusschnittsvergréBerungen der Plots aus 4.5(a),(c) zeigen, und
zwar von dem Bereich 1 < s <5, in dem A, und g, die grofiten Verdnderungen erfahren.
Bei jedem dieser Plots ist das Produkt von A, und ¢, in dem kompletten s-Bereich nahezu

konstant. Es nimmt darin den folgenden universellen Wert an:

12 f =1
g e V2 tora . (4.28)
0.14 for o =0
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Abbildung 4.6: g,, )\, und g, \, als Funktionen von s. Die einzelnen Plots beziehen sich
auf die Falle: (a) @ = 0 und (b) a = 1. Dabei wurde der Cutofftyp A in Verbindung mit
der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt.

Offensichtlich ist der Unterschied zwischen den Werten, die sich im “physikalischen” Fall

a = 0 und dem technisch giinstigeren Fall a = 1 ergeben, verhéltnisméafig klein.

Eine analoge Auswertung der B-Funktionen aus den Arbeiten [23, 24], welche auf der
Verwendung des Cutofftyps A basieren, bestétigt die obigen Resultate in eindrucksvoller
Weise. Die Ergebnisse werden anhand der Abbildung 4.6 illustriert, welche g., A\, und
g« als Funktionen von s zeigt, und zwar wiederum fiir die beiden Eichungen o = 0
(Abb. 4.6(a)) und @ =1 (Abb. 4.6(b)). Hier beschrénken sich die dargestellten Resultate
allerdings auf den Bereich 1 < s < 5. Es treten kaum merkliche Unterschiede zu den
entsprechenden Plots aus Abbildung 4.5 auf. Insbesondere erhédlt man auch in diesem Fall
wieder die g,\.-Werte aus Gleichung (4.28).

Kommen wir nun zu einem weiteren wichtigen Test der obigen Resultate. Dabei werden
die B-Funktionen (3.28) und (3.30) vom Typ B dieses Mal in Verbindung mit den Profil-
funktionen mit kompaktem Triiger R (y;b) aus (2.9) ausgewertet, wobei b € [0, 1.5) das
Profil von R (y;b) parametrisiert. Die daraus folgenden Ergebnisse werden im Anschlufl

mit den obigen verglichen.

Abbildung 4.7(a) enthélt einen parametrischen Plot von (A.(b), g.(b)), der den voll-
stdndigen Parameterbereich b € [0,1.5) abdeckt und sich auf die Eichung o = 0 bezieht.
Ferner stellt Abbildung 4.7(b) das Produkt g.\. als Funktion von b dar. Die beiden
Kurven in dieser Abbildung entsprechen den Féllen o« = 0 und o = 1. Im Bereich b < 1.2
weist die in Abbildung 4.7(a) dargestellte Kurve ein niherungsweise lineares Verhalten
auf, was in Abbildung 4.7(b) zu einem g, \,-Plateau fiihrt, in dessen Verlauf das Produkt
nahezu konstant ist. Ein entsprechendes g.A.-Plateau ergibt sich auch im Fall o = 1. (Der

zugehorige parametrische Plot von (A, (b), g.(b)) wurde hier aus Griinden der Ubersicht
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Abbildung 4.7: (a) Parametrischer Plot von (A.(b), g.(b)) im Parameterbereich 0 < b <
1.5 unter Verwendung der Eichung oo = 0. (b) g\, als Funktion von b. Die beiden Kurven
beziehen sich auf die Eichungen v = 0 und o = 1. Fiir (a) und (b) wurde jeweils der
Cutofttyp B in Verbindung mit der Familie von Profilfunktionen mit kompaktem Trager
(2.9) benutzt.

weggelassen. Bemerkenswerterweise stimmen die Positionen der beiden Plateaus aus Abb.
4.7(b) ziemlich genau mit denjenigen der entsprechenden Plateaus aus den Abbildungen
4.5 und 4.6, die sich aus den anderen Cutoffs ergeben, iiberein. Dieses duflerst nichttriviale
Resultat verstdarkt den Eindruck, dafl die Einstein-Hilbert-Trunkierung in der Umgebung

des Fixpunkts in der Tat verlédfllich sein kénnte.

Im Parameterbereich b > 1.2 weisen die Kurven aus Abbildung 4.7 eine relativ starke
Abhéngigkeit von b auf. Dieses eher sprunghafte Verhalten 148t sich dadurch erklaren, dafl
RO (y;b) im Limes b — 1.5 gegen eine Stufenfunktion konvergiert. Dies hat dann némlich
zur Folge, daf} fiir b = 1.5 Unstetigkeiten in den Integranden der Schwellenfunktionen ®?
und @; auftreten. Die B-Funktionen scheinen nun bereits fiir b 2 1.2 den sich anbahnen-
den “scharfen” Cutoff zu “spiiren”, so dafl man in diesem Bereich den Resultaten nicht

unbedingt vertrauen darf.

Kehren wir noch einmal kurz zur Eich-Abhéngigkeit des Fixpunkts zuriick. Abbildung
4.4(b) zeigt einige parametrische Plots von (A (), g«()) im Parameterbereich o € [0, 00),
die sich auf verschiedene, feste Werte des Profilparameters s beziehen. Die entsprechen-
den Profilfunktionen (2.8) wurden hier in Verbindung mit den B-Funktionen vom Typ
B benutzt. Die einzelnen Kurven starten bei @ = 0 in unterschiedlichen, vom Koor-
dinatenursprung verschiedenen Punkten des A-g-Raums. Im Limes a — oo laufen alle
Kurven in den Gaufschen Fixpunkt. In diesem Limes fallen also die beiden im Rahmen

der Einstein-Hilbert-Trunkierung gefundenen Fixpunkte zusammen.
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4.3.3 Hohere und niedere Dimensionen

Bevor wir die Analyse des d = 4-dimensionalen Falls weiterfithren, wollen wir uns mit
dem nicht-Gauflschen Fixpunkt in hoheren und niederen Dimensionen beschéftigen. In
erster Linie ist hier von Interesse, inwieweit sich seine Position in der A-g—Ebene bei
Variation von d verdndert. Um dies zu testen, bietet es sich an, die Dimensionalitét
d iibergangsweise als einen kontinuierlichen Parameter zu betrachten, der alle reellen,
positiven Werte annehmen kann. Anhand von parametrischen Plots von (\.(d), g.(d)) 1a8t
sich dann die “Spur”, die der Fixpunkt bei kontinuierlicher Verdanderung von d in der A-
g—Ebene hinterlafit, in besonders anschaulicher Weise illustrieren. Fiir die entsprechenden
Rechnungen wurden die 3-Funktionen vom Typ B aus den Gleichungen (3.28) und (3.30)
herangezogen und in Verbindung mit der exponentiellen Profilfunktion (2.8) mit s = 1

benutzt.

do

Abbildung 4.8: Parametrischer Plot von (\.(d), g.(d)) (a) im Bereich 2 < d < 6, fiir
den Fall & = 0 und (b) im Bereich 2 < d < 4, fiir den Fall @ = 1. Fiir (a) und (b)
wurde jeweils der Cutofftyp B in Verbindung mit der exponentiellen Profilfunktion (2.8)
mit s = 1 verwendet.

Die Ergebnisse der numerischen Auswertung sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Abbil-
dung 4.8(b) zeigt (Ai(d), g«(d)) in dem Parameterbereich 2 < d < 4, und zwar fiir den
Fall o = 1. Dieser Plot stimmt bemerkenswerterweise beinahe genau mit demjenigen iibe-
rein, der in Abbildung 4 der Arbeit [21] dargestellt ist. Abgesehen davon, daf8 darin der
Cutofftyp A verwendet wird, sind die Voraussetzungen, unter welchen der dortige Plot
bestimmt wurde, mit denen fiir Abbildung 4.8(b) identisch, d.h. a = 1, s = 1. Ausgehend
von (A, gx) = (0,0) bei d = 2, wichst g, bei Vergroflerung von d stetig an, wihrend A,
zunéchst kurz in den negativen Bereich abrutscht, um dann relativ bald wieder anzustei-
gen. Nachdem die Koordinate A, ihre zweite Nullstelle, die leicht oberhalb von d = 2.5

liegt, passiert hat, steigt sie in dem abgebildeten Bereich weiterhin stetig an und bleibt
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somit positiv.

Um Informationen iiber das Verhalten der Fixpunktkoordinaten in hoheren Dimen-
sionen mit d > 4 zu erhalten, wurde die Abbildung 4.8(a) angefertigt, die (A\.(d), g«(d))
im Bereich 2 < d < 6 zeigt. Abgesehen davon, daf} in diesem Fall die Eichung o = 0
gewdhlt wurde, sind die Voraussetzungen mit denen fiir die Abbildung 4.8(b) identisch.
Im Bereich 2 < d < 4 besitzt die dargestellte Kurve qualitativ und im wesentlichen
auch quantitativ die gleiche Form wie diejenige aus Abbildung 4.8(b). Im Bereich ho-
herer Dimensionen d > 4 lafit sich vor allem feststellen, dafl jenseits von d ~ 5 der
g+~ Wert betrachtlich zunimmt, wahrend die Koordinate A, nahezu konstant wird. Dieses
Resultat konnte allerdings in die Irre fithren. Denn es ist anzunehmen, dafl die Einstein-
Hilbert-Trunkierung in héheren Dimensionen weniger verléfilich ist. Dies 1a8t sich wie
folgt erkldren: Bei fest vorgegebener Trunkierung vernachlassigt man mit steigender Di-
mensionalitdt d > dp mehr und mehr relevante Terme, wobei der Parameter dr durch
die jeweilige Trunkierung festgelegt ist. Das liegt daran, dal die Anzahl der Terme bzw.
Richtungen, die an einem Fixpunkt relevant sind, generell mit wachsendem d ansteigt. Am
GauBlschen Fixpunkt ist dies offensichtlich. Denn dort entscheiden bei festem d die kano-
nischen (Massen-)Dimensionen der einzelnen Monome dariiber, welche Monome relevant
sind und welche nicht. Genauer gesagt, sind in diesem Fall all diejenigen lokalen Monome
R, R?, ... relevant oder marginal,® deren kanonische Dimension n; nicht grofer ist als die
Dimensionalitiit d.” Folglich nimmt mit wachsendem d die Anzahl relevanter Terme zu. Da
eine sinnvolle Trunkierung zumindest im giinstigsten Fall alle relevanten (und marginalen)
Terme enthalten sollte, steigt hier also die Zahl der bendtigten Terme mit zunehmendem
d. (Im d = 4-dimensionalen Fall sind [ d*z,/g und [ d*z,/gR relevant, und die in der
Kriimmung quadratischen Invarianten sind marginal.) Am nicht-Gaufischen Fixpunkt be-
stimmen die Skalendimensionen® der lokalen Invarianten dariiber, welche von diesen zu
relevanten Richtungen im Raum der Wirkungsfunktionale fithren. Die Skalendimensionen
sind zwar nicht von vornherein bekannt, es lassen sich aber durch relativ allgemeine Be-
trachtungen die nétigen Informationen iiber sie gewinnen. Dazu macht man sich wieder
das Argument aus Abschnitt 4.1 zunutze, welches besagt, dal die kritischen Exponenten

von der folgenden Form sind: 6; = d; + Loopeffekte, d; = d — n;. Dabei verkorpern die —d;

6Am GaufBschen Fixpunkt sind genau diejenigen Monome marginal, deren kanonische Dimension mit
der Dimensionalitéit d iibereinstimmt. Im allgemeinen Fall sollte man besser von marginalen (relevanten,
irrelevanten) Richtungen im Raum aller Wirkungsfunktionale sprechen, siehe oben. Die marginalen Rich-
tungen sind genau diejenigen Eigenrichtungen des um g, linearisierten Flusses, deren Eigenwerte Null
sind.

"In der folgenden Diskussion wird die kanonische Dimension von Monomen immer mit n; bezeichnet.

8Die Skalendimension eines Operators bzw. einer Invariante ist die Summe aus seiner kanonischen
und seiner anomalen Dimension. Am Gauflschen Fixpunkt sind die anomalen Dimensionen der einzelnen
Wirkungsterme Null, so daf} dort die Skalendimension und die kanonische Dimension zusammenfallen.
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die kanonischen Dimensionen der erlaubten Invarianten. Am UV Fixpunkt sind die Ei-
genrichtungen zu positiven 6; relevant. Somit fithrt auch in diesem Fall eine Vergréflerung

von d in der Regel zu einer steigenden Anzahl von relevanten Richtungen.

4.3.4 Die kritischen Exponenten im d = 4-dimensionalen Fall

Kehren wir nun zum d = 4-dimensionalen Fall zuriick und analysieren den Renormierungs-
gruppenfluff in der Umgebung des nicht-Gauflschen Fixpunkts. Um einen ersten Eindruck
von seinen Eigenschaften zu erhalten, ist es ausreichend, die Betrachtungen zunéchst auf
die Eichung o = 1 und einen bestimmten Cutoff zu beschrinken. Hierfiir wiahlen wir wie-
der den Cutofftyp B in Verbindung mit der exponentiellen Profilfunktion (2.8) mit s = 1.
In diesem Fall ergeben sich die Fixpunktkoordinaten (A, g.) = (0.348,0.272), siche Glei-
chung (4.25). Linearisiert man den durch die Gleichungen (3.28) und (3.30) beschriebenen

Renormierungsgruppenflufl geméfl (4.2) um diesen Fixpunkt, so erhédlt man die folgende

B-Matrix:

—0.187 5.129

B = ) (4.29)
—3.228 —2.907

Man diagonalisiert nun diese Matrix, was zu einem Paar von komplexen kritischen Expo-
nenten 0; = ¢’ + 10" und 0y = 07 = ¢’ — 6" fiihrt. Die reellen Grofien 6 und 6" nehmen
hier die Werte ¢’ = 1.547 und 6" = 3.835 an. (Liegen solche komplex konjugierten Paare
01 = 0; vor, so wird im Rahmen dieser Arbeit 0; als derjenige kritische Exponent definiert,
dessen Imaginérteil positiv ist, d.h. Imf; = 0” > 0.) Wie bereits erwdhnt wurde, wird
im Fall von komplexen kritischen Exponenten der linearisierte Flufl durch den Realteil
von (4.4) beschrieben. Nutzt man aus, dafl im vorliegenden Fall V? = (V1)* gilt und setzt
V! =V und C; = C, so nimmt die Losung des linearisierten Differentialgleichungssystems

fiir Ay und g die nachstehende Form an:

( Ak ) = ( A > —1—2{ [ReC cos (0"t) + Im C sin (0" t)] Re V

gk G«
+[ReC sin (0"t) — Im C cos (0" t)] Im V}e_elt : (4.30)

Hier wurde t = In(k/ky) gesetzt. Anhand von (4.30) 148t sich erkennen, daf§ die Bedin-
gung fiir UV Attraktivitdt in diesem Fall Ref; = 6 > 0 lautet. Sie ist hier in der Tat
erfiillt. Folglich wirkt der nicht-Gaufische Fixpunkt in beide Richtungen der A-g—Ebene
UV attraktiv. Alle Trajektorien, die sich im Einzugsbereich des Fixpunkts befinden, lau-
fen im Limes k& — oo in ihn hinein. Der von Null verschiedene Imaginérteil 6" hat keinen
EinfluB auf die Stabilitdt des Fixpunkts, er beeinflufit aber die Form der Trajektorien. Die



4.3 Der nicht-Gauf3sche Fixpunkt in der Einstein-Hilbert-Trunkierung 87

in Gleichung (4.30) auftauchenden cos (0" t)- und sin (6” t)-Terme sorgen namlich dafiir,
daB die Trajektorien spiralférmig in den Fixpunkt hineinlaufen.

Diesen Resultaten nach zu urteilen, erfiillt der nicht-Gauflsche Fixpunkt der Einstein-
Hilbert-Trunkierung die nétigen Voraussetzungen, um als Ausgangspunkt fiir eine funda-
mentale Theorie der d = 4-dimensionalen Gravitation in Frage zu kommen. Natiirlich gibt
die Einstein-Hilbert-Trunkierung keinen Aufschlufl dariiber, ob es noch weitere attraktive
Richtungen im Raume aller Kopplungen gibt; dazu mufi man den Trunkierungsansatz
verallgemeinern, wie dies beispielsweise im folgenden Kapitel vorgenommen wird. Mittels
einer Studie der Schema-Abhéngigkeit der kritischen Exponenten lét sich aber {iber-
priifen, ob zumindest die oben gefundenen Resultate fiir den linearisierten Fluf} verldfilich

sind.

20 25 30°

(a) (b)

Abbildung 4.9: (a) = Re6, und (b) #” = Im 6, als Funktionen von s fiir verschiedene
a-Werte. Dabei wurde der Cutofftyp B in Verbindung mit der Familie der exponentiellen
Profilfunktionen (2.8) verwendet.

Wie in Abschnitt 4.1 dargelegt wurde, verkérpern die kritischen Exponenten, im
Gegensatz zu den Fixpunktkoordinaten g, und )., in einer ezakten Theorie universelle
GroBen. Das Trunkieren des Parameterraums fithrt aber i.a. zu einer Schema-Abhéangig-
keit von universellen Gréflen. Anhand ihres Ausmafles 148t sich die Verlafllichkeit der
jeweiligen Trunkierung beurteilen. Davon wurde bereits bei der Analyse der Fixpunkt-
struktur, und insbesondere des Produkts g, A, Gebrauch gemacht. Auch was die kritischen
Exponenten betrifft, liefert die Einstein-Hilbert-Trunkierung in dieser Hinsicht zufrieden-
stellende Ergebnisse. Diese sind in den Abbildungen 4.9-4.11 dargestellt. An erster Stelle
ist hier zu erwdhnen, dafl die kritischen Exponenten fiir alle verwendeten Cutoffs einen
nichtverschwindenden Imaginérteil §” # 0 aufweisen. Dieser ist in den Abbildungen 4.9-
4.11(b) dargestellt, wiahrend ihr Realteil ¢’ in den Abbildungen 4.9-4.11(a) gezeigt wird.

Letzteren kann man entnehmen, daf§ # immer positiv ist. Dies ist als wichtigstes Resultat
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Abbildung 4.10: (a) ¢’ = Ref; und (b) #” = Im 6, als Funktionen von b fiir « = 0 und
a = 1. Hier wurde der Cutofftyp B in Verbindung mit der Familie von Profilfunktionen
mit kompaktem Tréger (2.9) verwendet.

dieses Unterabschnitts zu werten, da daraus folgt, dafl sich der nicht-Gaufische Fixpunkt
unabhdingig von der Wahl des Cutoffs als UV attraktiv erweist.

Die Abbildungen 4.9 und 4.10 entstammen den B-Funktionen der vorliegenden Ar-
beit, also den Gleichungen (3.28) und (3.30), welche auf dem Cutofftyp B beruhen. Zur
Bestimmung der in Abbildung 4.9 dargestellten Kurven wurde in diese Gleichungen die
Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) eingesetzt, wohingegen zur Berechnung
der Kurven aus Abbildung 4.10 die Familie von Profilfunktionen mit kompaktem Trager
(2.9) herangezogen wurde. Um einen Vergleich hinsichtlich des Cutofftyps zu erméoglichen,
wurden auflerdem entsprechende Kurven aus den 8-Funktionen vom Typ A (siehe [23, 24])
bestimmt, wobei sich die Betrachtungen in diesem Fall auf die exponentiellen Profilfunk-
tionen (2.8) beschrianken. Die zugehorigen Ergebnisse werden anhand von Abbildung 4.11
illustriert. Samtliche aufgefithrten Abbildungen enthalten mehrere Kurven, die sich auf

verschiedene a-Werte beziehen und die s- bzw. b-Abhéngigkeit von 6’ und 6" darstellen.

Die ¢'(s)-Kurven aus den Abbildungen 4.9(a) (Typ B) und 4.11(a) (Typ A) weisen
einen sehr dhnlichen Verlauf auf. Gleiches trifft auf die 6”(s)-Kurven aus den Abbildungen
4.9(b) und 4.11(b) zu. In dem Bereich 1 < s < 5 treten jeweils die grofiten Verdnderungen
auf. Diese sind ungefihr von der Grofienordnung der zugehorigen 6~ bzw. 6”-Werte. Im
Bereich s > 5 liegt nur noch eine relativ schwache Abhéngigkeit von s vor. Hier nehmen
die Funktionen #'(s) und 6”(s) eine Form an, die annidhernd einem Plateau gleicht. Bei
gleichen a-Werten unterscheiden sich die Positionen der einzelnen “Plateaus” aus den
Abbildungen 4.9 (Typ B) und 4.11 (Typ A) leicht. Verwendet man beispielsweise die
Eichung o = 1, so ergibt sich im Fall des Cutoffstyps A #'(s = 30) ~ 1.56 und 0"(s =
30) ~ 3.06, wihrend man im Fall des Cutofftyps B die Werte #'(s = 30) ~ 1.75 und
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Abbildung 4.11: (a) #' = Re#; und (b) " = Im 6, als Funktionen von s fiir & = 0 und
a = 1. Hier wurde der Cutofftyp A in Verbindung mit der Familie von exponentiellen
Profilfunktionen (2.8) verwendet.

0" (s = 30) ~ 2.31 erhélt. Diese Unterschiede diirften als bloBes Produkt der Trunkierung
zu interpretieren sein. Gleiches gilt fiir die zwar nicht sehr stark ausgeprigte, aber dennoch
vorhandene s-Abhéngigkeit der einzelnen Kurven. Diese ist bei den Kurven des Cutofftyps

B noch etwas stérker zu verzeichnen als bei denen des Typs A.

Vergleichen wir nun die obigen Resultate mit denjenigen, die aus der Verwendung des
Cutoffs B in Verbindung mit den Profilfunktionen mit kompaktem Trager (2.9) hervor-
gehen. Letztere sind in Abbildung 4.10 dargestellt. In dem Bereich 0 < b < 1.2 weisen
die #'(b)-Plots erstaunlicherweise nahezu keine Abhéngigkeit vom Profilparameter b auf,
und auch die beobachtbaren Verénderungen von 6”(b) sind jeweils nur sehr schwach und
treten hauptséchlich in dem Bereich b 2 0.4 auf. In dem Bereich 1.2 < b < 1.5 ist da-
gegen die b-Abhéingigkeit von 6’ und 6" sehr stark ausgeprigt; die einzelnen Kurven sind
dort unregelméfligen Schwankungen unterworfen. Dieses Verhalten wird durch den sich
ankiindigenden “scharfen” Cutoff bei b = 1.5 verursacht. Seine Effekte wurden bereits
ausfiihrlich in Unterabschnitt 4.3.2 erortert. Hinsichtlich der zur Diskussion stehenden
VerlafBllichkeit der Einstein-Hilbert-Trunkierung ist weiterhin ermutigend, daf3 die einzel-
nen Positionen der - bzw. #”-Plateaus aus der Abbildung 4.10 nahezu mit denjenigen
identisch sind, die sich ergeben, wenn man denselben Cutofftyp B in Verbindung mit den
exponentiellen Profilfunktionen (2.8) benutzt. Im Fall @ = 1 erhélt man aus Abbildung
4.10 beispielsweise ¢'(b = 0) ~ 1.69 und 0"(b = 0) ~ 2.56, was sehr gut zu den oben
aufgefithrten Resultaten aus Abbildung 4.9 pafit.

Gehen wir schliellich noch kurz auf die a-Abhéngigkeit der kritischen Exponenten
ein. Wie bereits in Unterabschnitt 4.3.2 erlautert wurde, ist anzunehmen, dafl a = 0

den “physikalischen” Wert des Eichparameters verkoérpert, wéahrend in der Praxis die
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Eichung o = 1 aus technischen Griinden vorzuziehen ist. Anhand der obigen Resultate
148t sich beurteilen, ob die Eichung o = 1 eine sinnvolle Ndherung zu o = 0 darstellt.
Vergleicht man die jeweiligen Werte fiir die kritischen Exponenten, so stellt man fest, dafl
sie zumindest qualitativ iibereinstimmen, d.h. sie sind von derselben Groflenordnung und
besitzen dasselbe Vorzeichen. Sie weichen aber qualitativ voneinander ab, und zwar um
ca. 10 bis 20 Prozent der jeweiligen Absolutwerte. Dies gilt es zu beriicksichtigen, wenn

Rechnungen in der Eichung o = 1 durchgefiihrt werden.

4.3.5 Zusammenstellung und Bewertung der Ergebnisse

Fassen wir die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnitts und ihre Konsequenzen kurz
zusammen:

(1g.1.) Universelle Existenz: Im d = 4-dimensionalen Fall weisen die Flulgleichungen

der Einstein-Hilbert-Trunkierung einen nicht-Gaufischen Fixpunkt auf. Dieser existiert fiir
alle verwendeten Profilfunktionen R, sowohl im Fall des Cutofftyps A als auch im Fall
des Cutofftyps B. Demzufolge erscheint es als sehr unwahrscheinlich, daf sich iiberhaupt
ein zulédssiger Cutoff finden l&8t, fiir den dieser Fixpunkt nicht vorhanden ist. Um zu
betonen, daf} dies ein duflerst nichttriviales Ergebnis ist, sei darauf hingewiesen, dafl der
Fixpunkt in hoheren Dimensionen (d 2 5) zwar fiir einige Cutoffs existiert, fiir andere
jedoch nicht, siehe [14, 22]. (Man kann somit davon ausgehen, dafl die Einstein-Hilbert-
Trunkierung in hoheren Dimensionen weniger zuverléssig ist.)

(2g.1.) Positive Newton-Konstante: Zwar sind die Koordinaten des Fixpunkts g, und

A« (wie erwartet) vom Cutoffschema abhéngig, sie sind aber immer positiv. Die Positivitét
von g, ist ein weiteres wichtiges Resultat, denn ein negatives g, wire aller Wahrschein-
lichkeit nach nicht mit einer stabilen Theorie in Einklang zu bringen. In diesem Zusam-
menhang sei erwihnt, daf die Flufigleichung nicht “automatisch” zu positiven g.-Werten
fithrt. Vielmehr erlaubt sie auch negative g.-Werte, wie sich anhand von Gleichung (4.23)
erkennen lé3t. Offensichtlich gilt g, < 0 fiir d < 2. Somit ist auch die Positivitédt von g,
als nichttriviales Ergebnis zu werten.

(3g.m.) Stabilitdt: Fiir alle benutzten Cutoffs wirkt der nicht-Gaufische Fixpunkt in
beide Richtungen der A-g—Ebene UV attraktiv. Linearisiert man die Flufigleichungen
geméf (4.2), so erhdlt man immer ein Paar von komplex konjugierten kritischen Expo-
nenten ¢, = 6 mit positivem Realteil # und Imaginérteilen £60” # 0. Aufgrund der
Positivitéit von 6" werden alle Trajektorien, die sich im Einzugsbereich des Fixpunkts be-
finden, im Limes k — oo in diesen hineingezogen. Der von Null verschiedene Imaginéarteil
0" beeinfluit zwar nicht die Stabilitit des Fixpunkts, sehr wohl aber die Form der Tra-

jektorien in seiner Umgebung. Sie laufen fiir £ — oo spiralférmig in den Fixpunkt.
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Alle Trajektorien auf der UV kritischen Hyperfliche des Fixpunkts erfiillen fiir genii-

gend grofle k — oo offensichtlich die Beziehungen
Gx 3 2

Folglich verschwindet die Newton-Konstante G im Limes k — oo. Zumindest was diese
Kopplung angeht, ist die Gravitation in d = 4 Dimensionen also asymptotisch frei.

Die Resultate der Arbeit [22], in der die FluBgleichungen der Einstein-Hilbert-Trun-
kierung unter Verwendung eines scharfen Cutoffs vollstindig geldst werden, weisen darauf
hin, daf} sich der “asymptotische” Skalenbereich, in dem der Fluf§ in guter Ndherung durch
das linearisierte Gleichungssystem (4.2) beschrieben wird, von k“ = ”oo bis ungefihr zu
k ~ mp; erstreckt. Dabei ist die Planck-Masse in Abhéngigkeit des IR Werts der Newton-
Konstante definiert: mp; = G, 12, Ergo stellt der gesamte Bereich oberhalb der Planck-
Masse den Skalenbereich dar, in dem die Gravitation zunehmend schwach ankoppelt und
asymptotisch frei ist.

(4g.g.) Schema- und Eich-Abhéngigkeit: Universelle Groflen, wie das Produkt g.\.

und die kritischen Exponenten, sind nur bei exakter Behandlung der Theorie vom Cutoff-

Schema unabhéngig. Trunkierungen fiihren i.a. zu einer Schema-Abhéngigkeit dieser Gros-
sen. Anhand ihres Ausmafles 148t sich erkennen, inwieweit die jeweilige Trunkierung
verléBlich ist. Die Einstein-Hilbert-Trunkierung fiithrt zu einer erstaunlich schwachen Sche-
ma-Abhéngigkeit des Produkts g, \,, trotz der relativ starken Schema-Abhéngigkeit seiner
einzelnen Bestandteile g, und \,, siche Abb. 4.5. Es ergibt sich g\, ~ 0.12 bei a = 1
und g, A\ =~ 0.14 bei « = 0. Auch die Schema-Abhéngigkeit der kritischen Exponenten
ist eher schwach, sie ist aber gréfler als diejenige von g,\.. Beispielsweise erhélt man
14<60<18,23<0"<4beia=1und 1.7<S60 <2.1,25=< 6" <5 Dbei a=0. Der
Quotient des sich jeweils ergebenden maximalen und minimalen Werts liegt in all diesen
Féllen zwischen 1.2 und 2.

Was die Eich-Abhéngigkeit der oben diskutierten universellen Gréfien betrifft, so erhélt
man eine relative Abweichung zwischen den auf der “physikalischen” Eichung o = 0 ba-
sierenden und den auf der technisch giinstigeren Eichung o = 1 beruhenden Resultaten,

welche bei circa 10 bis 20 Prozent liegt.

Insgesamt erweisen sich also sowohl die qualitativen Eigenschaften des Fixpunkts (Exi-
stenz, UV Attraktivitit) als auch die ihm zugeordneten universellen Grofien (g. A, 6/, 6”)
als sehr unempfindlich gegeniiber Variationen des Cutoff-Schemas. Das deutet, den obi-
gen AuBerungen entsprechend, stark darauf hin, daB die Einstein-Hilbert-Trunkierung
bei geniigend groflen Skalen £ oberhalb der Planck-Masse vermutlich durchaus verléfiliche

Ergebnisse liefert. Insbesondere stellt der UV attraktive nicht-Gaufische Fixpunkt mit
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ziemlicher Wahrscheinlichkeit kein Produkt der Trunkierung dar, sondern diirfte die Pro-
jektion eines in der exakten Theorie tatsédchlich vorhandenen Fixpunkts verkorpern. Somit
sind die Resultate als d&uflerst nichttriviale Hinweise auf die Existenz einer fundamentalen
Theorie der vierdimensionalen Gravitation, die in Weinbergs Sinne asymptotisch sicher
ist, zu interpretieren.

Wie lassen sich diese Resultate weiter untermauern? Die wohl {iberzeugendste Bestéti-
gung wiirde man sicherlich dann erhalten, wenn sich die Vorhersagen bei Betrachtung
allgemeinerer Trunkierungsansétze, die zusétzliche Invarianten enthalten, nur unwesent-
lich &ndern. Einen ersten Schritt in diese Richtung wird in den beiden folgenden Kapiteln
unternommen. Dort wird der Trunkierungsansatz um einen R?-Term erweitert und der

Renormierungsgruppenfluf in dem zugehorigen, vergroflerten Parameterraum studiert.



Kapitel 5

Die R2-Trunkierung

5.1 Der Ansatz

Im folgenden werden wir mit Hilfe der verallgemeinerten Fluigleichung aus Abschnitt 2.1
eine Trunkierung studieren, die iiber die reine Einstein-Hilbert-Trunkierung hinausgeht.
Letztere wird dabei dahingehend erweitert, dafi zusétzlich zu den in (3.2) enthaltenen
Termen ein R?-Term mit laufender Kopplung i beriicksichtigt wird. Dementsprechend
werden wir die auf diese Weise verallgemeinerte Trunkierung im weiteren Verlauf als “R>-
Trunkierung” bezeichnen. Sie beschreibt den Renormierungsgruppenflul in dem dreidi-
mensionalen Parameterraum, der sich aus der laufenden Newton-Konstante, der laufenden
kosmologischen Konstante und der laufenden R2.-Kopplung zusammensetzt.

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Annahme, dafl die bei der UV Skala

k — oo vorliegende (nackte) Gravitationswirkung von der folgenden Form ist:

fyla] = 8la) = [ @'a Vi { s (~Rla) +20) + 5 Ra) | 5.1)

Sie setzt sich aus der herkémmlichen Einstein-Hilbert-Wirkung in d Dimensionen und
einem mit nackter Kopplung 3 ausgestatteten Term von hoheren Ableitungen, dem R2-
Term, zusammen. In Analogie zu (3.2) definieren wir nun ein k-abhéngiges Funktional
T'klg, 4], das die durch (5.1) beschriebene Theorie in Richtung kleinerer Skalen k < k

evolviert:
Tklg,g] = /ddx V9 {2/<;QZNk (—R(g) + 25\1@) + B RQ(Q)}

Z - — v (0 lo}
#2259 (P2 g0s) (P ) (52)

Bei der Formulierung dieses Ansatzes wird hier wie in Abschnitt 3.1 verfahren, d.h. man
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tauscht in S 4 Sy die nackten Kopplungen geméf

GoGi=ZyG, X=X, B—= B, a— Zya (5.3)

durch entsprechende Skalen-abhéngige Grofien aus, wobei Sy wie in Gleichung (1.5) defi-
niert ist. Infolgedessen stimmt (5.2) abgesehen von dem zusitzlich enthaltenen R2-Term
vollig mit (3.2) iiberein. Ferner ist der Trunkierungsansatz auch im vorliegenden Fall mit
dem Gravitationsanteil des allgemeinen Ansatzes (2.1), der zu der trunkierten FluBiglei-
chung (2.3) fihrt, vertriglich. Zudem ist die Form des in (2.1) eingefithrten Funktionals
fk lg, g] hier wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung durch (3.4) festgelegt.

Bei der Einstein-Hilbert-Trunkierung wurde der Renormierungsgruppenflufl des Eich-
parameters vernachlassigt und « als ein freier, konstanter Parameter betrachtet. Diese
Vorgehensweise wurde damit gerechtfertigt, dal die Eichkopplung bei @ = 0 einen IR
attraktiven Fixpunkt besitzt und somit eine dynamische Behandlung nachgeahmt werden
kann, indem man nachtriglich o = 0 setzt. Auch im Falle der R?-Trunkierung verwenden
wir ein konstantes, zunéchst noch beliebiges o. Aus technischen Griinden sind wir aller-
dings spéter gezwungen, die Eichung o« = 1 zu wéhlen. Unseren Informationen aus der
Einstein-Hilbert-Trunkierung nach zu urteilen, liefert diese Eichung zumindest qualitativ
(und in einem gewissen Rahmen auch quantitativ) korrekte Ergebnisse und stellt somit

eine verlaflliche Approximation zur “physikalischen” Eichung dar.

5.2 Projektion der Flufigleichung

Der Ansatz (5.2) umfafit drei k-abhéngige Kopplungen. Diese erfiillen die Anfangsbedin-
gungen 5\@ =" Zy; =1, was G = G zur Folge hat, und Bk = (3. (Das ergibt sich aus
der Beziehung T'k[g, g] = ['k[g].) Um den Renormierungsgruppenflul von Az, Zyy, und Gj,
in Richtung kleinerer Skalen zu bestimmen, mufl man die Flugleichung auf den Raum
projizieren, der durch den Trunkierungsansatz aufgespannt wird. Dazu verfahrt man nach
demselben allgemeinen Schema wie bei der Einstein-Hilbert-Trunkierung, vgl. Abschnitt
3.2. Man setzt den Ansatz (5.2) in beide Seiten der Flufigleichung (2.3) ein, fithrt die in
F,(f) und SSI) implizit enthaltenen Ableitungen nach g,, aus und identifiziert danach die
beiden Metriken: g, = §,.,. Dadurch féllt der Eichfixierungsterm aus der linken Seite von

(2.3) heraus, die daraufhin die nachstehende Gestalt annimmt:
oI'[g, 9] = /ddﬂ? VG {252 [—R(g) Oy Zny, + 20, (ZNkj\k)] + R*(9) atBk:} . (5.4)

Im vorliegenden Fall spannen also die Operatoren [ d%z /g, [ d®z/gR und [ d%z,/gR?
die linke Seite der Flugleichung auf. Das bedeutet, dafl auf der zugehorigen rechten Seite
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diejenigen Beitrdge aus den Spuren extrahiert werden miissen, die proportional zu diesen
Operatoren sind. Wie im Falle der Einstein-Hilbert-Trunkierung bewerkstelligt man dies
mittels einer Entwicklung nach Potenzen in den Ableitungen (“derivative expansion”).
Setzt man dann die auf diese Weise herausgefilterten Anteile mit (5.4) gleich und vergleicht
die Koeffizienten der genannten Operatoren, so erhélt man schliellich ein System von

gekoppelten Differentialgleichungen fiir Ay, Zyy und 3.

Um das oben beschriebene Verfahren in die Tat umsetzen zu konnen, ist man wie in
Abschnitt 3.2 darauf angewiesen, die Familie von S Hintergrundriumen in die Flufiglei-
chung einzusetzen. Wie dort bereits hervorgehoben wurde, stellt der Kriimmungsskalar
R fiir diese Riume eine konstante, positive Zahl dar, die iiber die Gleichungen in (3.6)
zu RWPU und RW in Beziehung steht. Auflerdem gelten fiir die Familie von sphérischen
Réumen die in (3.7) angegebenen Relationen zwischen R, dem Sphérenradius 7 und dem

Volumen der Sphére.

Auflerdem wurden in Abschnitt 3.2 sowie in Anhang E die wesentlichen Eigenschaf-
ten der auf sphéarischen Hintergrundrdaumen definierten Skalar-, Vektor- und Tensorfelder
zusammengefaf3t. Wir werden sie an dieser Stelle nicht wiederholen. Vielmehr sei hier auf

die entsprechenden Passagen in den angegebenen Abschnitten verwiesen.

Fiir die Familie von S%Hintergrundraumen nimmt die Flufigleichung eine besonders
einfache Gestalt an, was eine analytische Auswertung {iberhaupt erst erméglicht. Es sei
hier aber nachdriicklich darauf hingewiesen, daf die B-Funktionen von A, Zyj und G,
die sich spéter daraus ergeben werden, nicht von dieser Wahl von g,, abhéngen; die
Spezifizierung des Hintegrunds ist lediglich ein technischer Trick ohne jegliche physika-
lische Bedeutung. Wire es technisch moglich, die B-Funktionen ohne Spezifizierung des
Hintergrunds zu berechnen, so wiirde man exakt dieselben Resultate erhalten wie mit

festgelegtem Hintergrund.

Allerdings weist diese Projektionsmethodik auch gewisse Schwéchen auf, die dazu
fithren, daf} sie nicht unbegrenzt, d.h. fiir beliebige Trunkierungen, anwendbar ist. Denn
sie ermoglicht es zwar, [ ddx\/g oc r? sowohl von [ dix VIR r4=2 als auch von
[ d%x \/gR* o r®* zu unterscheiden, es lassen sich mit ihr aber beispielsweise die drei in
der Kriimmung quadratischen Invarianten [ d%z\/gR?, [ d*z/gR?, und [d*z\/gR?,,,
nicht auseinanderhalten, da sie alle proportional zu r¢~* sind. Mochte man diese einzeln
herausprojizieren, so mufl man Hintergrundrdume verwenden, die nicht maximal symme-
trisch sind. Dann wird aber die Auswertung der Spuren auf der rechten Seite von (2.3)
zu einer nahezu unlésbaren Aufgabe, zumindest mit der hier verwendeten Technik. Dies
ist eigentlich auch der Hauptgrund dafiir, daf§ die beiden anderen in der Kriimmung qua-

dratischen Invarianten im obigen Trunkierungsansatz keine Beriicksichtigung finden.

Konzentrieren wir uns jetzt auf die Auswertung der rechten Seite von (2.3). Unser Ziel
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ist es, die fiir den Koeffizientenvergleich mit (5.4) benétigten Anteile zu bestimmen. Dazu
gehen wir vollkommen analog zu der entsprechenden Rechnung in Abschnitt 3.3 vor.
Nachdem der Trunkierungsansatz (5.2) in die rechte Seite von (2.3) eingesetzt worden
ist, werden die beiden Metriken g,, und g,, identifiziert. Somit reicht es aus, die darin
enthaltenen Operatoren (I'\”[g,§] + Re[g])~* und (Sgl) [9,9] + Relg) ™t fiir g = G
zu berechnen. Zu diesem Zweck wird zunichst der quadratische Anteil T{"**[h; g] geméf
der Gleichung (3.11) aus dem Trunkierungsansatz (5.2) extrahiert. Dabei ergibt sich der

folgende Ausdruck:

ua 7 = — 7 1 v 1—20{_ v —
e i) = [ e V{2 - (G0 + 152090 ) D 55
L osms — g Y (R—200) + g Ry — ARV — RV P
+Z< p% — 9 gp")( - k)+g po — Yoty T Ly o
N o o
+— (gWDpDU—(sgDVDp)}

TRT) E (%g’“’gpa _ 5;;5;) B2+ 25" R (— Ry + DDy — G0 D?)
+2R (3UR", — R ¥ — 355D D, + 2,0 D' D + 20467 D? — 67D, D") + 257D, RD"
—3616Y D*RD + 46, D*RD,, — 4G,o D" RD" + 3" §pe D*RD) + 2R" R,

4R (D,D, — §eD?) +2D" DV D,D, — 45" D*D, Dy + 23" Gy (02)2] }h .

Im néchsten Schritt wird diese quadratische Form (teilweise) diagonalisiert. Dazu setzt
man in (5.5) die Familie von S9-Hintergrundriumen ein und zerlegt danach h,, gem#f
(1.36) in seine Komponenten. Weiterhin spaltet man ¢ der Gleichung (3.10) entsprechend

in die Anteile ¢y und ¢; auf. Dadurch erhilt man
Fad 7 ] = / T {hgy [ Zi? (D% + Ar(d) R~ 2,)
+6; (RD? + Gr(d) B2) | W
1€, EZNMQ (=D? + Ay(da) R — 200) + Go(d) fie 32] 2
t5 [Ogg(d, o) Zik? (=D + Agy(d, a) R+ Bea(d, a) Ay)
5y (Hg(d) (D?)’ = Gsi(d) (2R D* + }?)) }a

+261|Csa(d, ) Cg(d, ) Zur® + By (—~Hs(d) D* + 251 (d) R) |
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VL

+ Z QZ;[CSQ(CZ, Oé) 051 (d, CY) ZNklf2 (—D2 + ASI (d, a) R + Bgl(d, O[) S\k)
d€{do.p1}

+6: (Hs(d) (D)’ = Geald) R D* + Gy (d) ?) }&} . (5.6)

Die verschiedenen A, B, C', G und Hg stellen Funktionen der Dimensionalitit d und des
Eichparameters o dar. Einige von diesen Funktionen sind schon im Rahmen der Einstein-
Hilbert-Trunkierung aufgetreten. Sie sind allesamt in Anhang G definiert.

Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung wird diese teilweise Diagonalisierung
durchgefiihrt, um das Invertieren des Operators Ff) G, 9] + Rklg] zu vereinfachen bzw.
erst zu ermoglichen. In diesem Zusammenhang sollte folgendes angemerkt werden. Bei der
Einstein-Hilbert-Trunkierung sind all diejenigen Terme von quad, die zu Vermischungen
des spurfreien Anteils von 71,“, und ¢ fithren, proportional zu 1 — «. Fiir a = 1 1i8t sich in
diesem Fall also eine vollstdndige Diagonalisierung durch bloles Abspalten des Spuranteils
von f_zw, bewerkstelligen. Dies verhilt sich bei der vorliegenden R2?-Trunkierung anders.
Hier sorgt der R2.-Term nimlich fiir zus#tzliche Vermischungen des spurfreien Anteils von
E;w und ¢. Diese Kreuzterme verschwinden offenkundig nicht fiir o« = 1. Folglich 18t sich
die komplette Zerlegung von fzu,, hier nicht einmal im Fall @« = 1 vermeiden, wenn man
eine (teilweise) Diagonalisierung erreichen will.

Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung vereinfachen sich die besagten Kreuz-
terme nach der Zerlegung von h,, auf S%Hintergriinden zu reinen &-¢-Mischtermen.
In Abschnitt 3.3 wurde bereits detailliert erlautert, dafl diese Mischterme bei der In-
vertierung von ((F,(f) )ij)ijeiir é.0.5) 8eWisse Probleme bereiten und dafi man ¢ gemiB
(3.10) zerlegen mufl; um diese Probleme zu umgehen. Nach dieser zusitzlichen Zerle-
gung erhélt man schliellich einen Matrix-Differentialoperator mit modifizierter Matrix-
struktur, ((Fl(f))ij)i,je (W7 &.30.5.5:}> der sich problemlos invertieren 1&6t. Durch die Verédnde-
rung der Matrixstruktur wird allerdings auch die Struktur der Flufigleichung (2.3) leicht
modifiziert, und zwar wird darin die Menge der Summationsindizes {hT,¢, 5, ¢} durch
{hT, €, 0,7, d1} ersetzt. Weiterhin gilt dann (Ri)g.5, = (Ri)a.5, = (Ri)gs sowie (Ry) 54,
= (Rk)s¢- Darauf sei an dieser Stelle nochmals ausdriicklich hingewiesen.

Der néchste Schritt besteht darin, den Operator (SSI) [9, 9]+ Ri) ™" zu bestimmen. Seine
Herleitung verlduft vollkommen analog zu der in Abschnitt 3.3 geschilderten und fiihrt
auch zu demselben Ergebnis (3.14). Da im folgenden kein Unterschied mehr zwischen g,
und g, gemacht wird, kénnen von nun an wieder die Querstriche iiber der Metrik, dem

Kriimmungsskalar und den Operatoren D? und P, ohne Bedenken weggelassen werden.
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Fahren wir jetzt mit der Anpassung des Cutoffoperators an die Trunkierung fort.
Wendet man die Regel (2.4) auf die Ausdriicke fiir F,(f) und Sg) aus den Gleichungen
(5.6) und (3.14) an, so fithrt dies automatisch zu der Form (2.5), wobei die diversen X},

Vi und Z;, folgendermaflen zu wéhlen sind:

X}jﬁw _ Xg& _ X}foqgo _ X}fu}i _ Hs(d) Bk : y/};ZTET _ _Bk :

VT =V = 2Gsi(d) B, VPO = VP = Gald) B, ZEM = Zy
2
«

ZP0%0 = Z;flqgl = Cso(d,a)Cs1(d, ) Zni , 20 =202 =V2. (5.7)

ZE =27, 297 = Cer(d, 0)Css(d, a) Zny , 207 = Csald, o) Z |

Infolgedessen erhélt man bei identifizierten Metriken g,, = g, die nachstehenden Aus-
driicke fiir die nichtverschwindenden Eintrdge der Matrix-Differentialoperatoren F,(f) + Ry
und Sgl) + Ry

(F;(f) 9, 9] + Ry RTRT Zyik® (P + Ar(d) R — 2X) + B, (=R P + Gr(d) R?)
9 _ _
(W00l +Re),, = 2 2w” (Pt Avld,0) R = 200) + Guld) i B
(Ff) [g’ g] + Rk)&& - CSQ(d7 a) ZNk’£2 (Pk‘ + AS?(d7 a) R+ BS2(d’ Oé) S\k)

+06k (Hs(d) P2 + Gsi(d) (2R P, — R?))

(rPlg.gl+Re) . = (TPlg. 9]+ Re) ;

aP1

_ [csz(d, Q) Css(d, @) Znpi® + By, (Hs(d) Py + 2G1 (d) R)]

R
X\/Fk Pk—ﬁv

(Mg +Re) = (TPlogl +Re),
= CSQ(d, Oé) Cs1 (d, Oé) ZNkRQ (Pk + ASl(d, Oé) R + Bg (d, Oé) j\k)

+08 (Hs(d) P? + Gg2(d) R Py, + Ggs(d) R?)

(5;23 9, 9] + Rk>ﬁw = - (5(? l9, 9] + Rk)v L =V2 [Pk - %1 :
(591g.9] + Rk)gg = (SPlg.) + Rk>gg =2 {Pk = 2?] . (5.8)

Um die Notation zu vereinfachen, wurde hier wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung

(S10,0,:9]) ., = (S99, 91),s, s, BeSCLZL, WObEi V1,105 € L.
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Aus den obigen Eintrégen lassen sich jetzt die Operatoren (I’,(f) + Ri) ! und (Séi) +
Ri) "t explizit bestimmen. Die entsprechenden Rechnungen kann man Anhang C.1 ent-
nehmen. Die somit vorliegenden inversen Operatoren setzt man dann in die bei g, = g
betrachtete rechte Seite von (2.3) ein, die hier wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung
mit Si(R) bezeichnet wird. Dadurch erhélt man fiir Sg(R) das unten angegebene, recht

komplizierte Resultat:

-1

Si(R) = Trppsro [ (P + Ar(d) R — 2 + (Zyik?) "By (=R Pr + Gr(d) R2))
% (N = (Zwir) 5 RT,)]
FT i [(Pk + Ay(d, a) R — 20k + Gy (d) (Znr?) " B B2) ™ N]
T {{ (Csald,0) (P + Asald ) R+ Bo(d, 0) X)
+(Znkk?) " Be (Hs(d) P2+ Gy (d) (2R Py — R?)) )
X (csg(d, o) Cs1(d, a) (Py + Asgi(d, a) R+ Bsi(d, o) Ar)
H(Zir?) ™ By (Hs(d) B + Gisald) R Py + Gsald) B?) )
—(Coald. ) Coald. )+ (Zwi®) B (Hs(d) Py + 2655 (@) B) ) Pu(Pi— 2V
x{(052 (d,a) (P + Asa(d, @) R + Bsa(d, a) Ay)
+(Zni?) " B (Hs(d) P + Ger(d) (2R Py — B?)) )
><<052 (d, @) Cs1(d, ) N+ (Znir?) ™' B (Hs(d) Tz + GSZ(d)RTl)>
+(CS2 (d, @) Cu(d, @) (Ps + Asy(d, @) R + Bsa(d, @) M)
+(Zxik?) B (Hs(d) P2 + Gso(d) R Py + Gs(d) R2) )

% (Coald, 0) N+ (Zyas®) By (Hs(d) T + 2Gs1(d) RT) )

+2<ng(d,a)053(d,a)+(ZNk/f2)_IBk(HS(d)Pk+2G51 )\F P, — Rl

! ( 5,€{Pk\/7 Pk——+D2\/— —i}

X2ZNk/€2 d—1



100 Die R2-Trunkierung

+ <2G51(d) Bk R+ Csa(d, ) Cys(d, ) ZNM2>

- )

d—1
R\ ! R\ !
—QTl"(lT) <Pk — E) N() — QTII(O) (Pk - 25) ./\/0
1 1
2 (0) 2
2ZNk/€2 ; |:Dl<d7 O){CS2(d7 Oé) CSl(d, Oé) (Al(d, 0) + kR (Al(d, 0)//€ )

+As1(d,0) R+ Bgi(d, @) )

+(Zner?) ™ B (Hs(d) (Md(d,0) + K RO (A(d,0)/k)°
+Gsa(d) R (Ai(d, 0) + 2RO (A(d, 0)/k2)) + Giss(d) R2> }1
%0 Csald. @) Csi (d, @) Znir® 2RO (A (d,0)/k2)

+54 (Hg(d) (2A,(d, 0) 2RO (Ay(d, 0)/k2) + k" RO (A,(d, 0) /k2)?)

+Ga(d) REZRO(A(d, 0) /k:2)> }] . (5.9)

Die Operatoren N und N, wurden bereits im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung
eingefithrt. Sie besitzen die in Gleichung (3.18) angegebene Gestalt. Ferner sind die neu

in Erscheinung tretenden Operatoren 7; und 75 folgendermafien definiert:

T = (26, 0, [Be K*RO(=D?/k?)]

_ [1_

T = (26:)7 0 [Be (—2D* 2RO (=D?/k?) + K* RO (= D?/k?)?)]

nﬁ(k)} PRO(-D/R) + DR (~D*[I?)

N —

— 2P, [k;QR@)(—DZ/k?) + DQR@)’(—D?//@?)}
1
— 515 (k) (=2D*K*RO(=D?*/k?) + K*R(-D?/k*)?) . (5.10)
Hier verkorpert

T]ﬁ(k?) = —8t lan (511)

die anomale Dimension des Operators f dx \/§R2. Die anomale Dimension des Operators
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f dz VIR, also ny(k) = —0;In Zyy, wurde bereits in Abschnitt 3.3 eingefiihrt, siche
Gleichung (3.19).

Was die diversen Subskripten und Striche angeht, so wurde dieselbe Notation wie in
den Kapiteln 1 und 3 gewihlt. Das bedeutet im einzelnen: (1) Ein Strich an R(®) bezeichnet
die Ableitung nach dem Argument. (2) Ein einzelner Strich an einer Spur besagt, daf
die Eigenmoden zum niedrigsten —D?-Eigenwert auszuschlieBen sind. (3) Zwei Striche an
einer Spur symbolisieren die Subtraktion der Beitrdge von den Eigenmoden zu den beiden
kleinsten —D?-Eigenwerten. (4) Die Subskripten (0), (17°) und (2572) an den Spuren
weisen darauf hin, daf3 die Operatoren unter den Spuren auf Spin-0O-Felder, transversale
(T) Spin-1-Felder bzw. symmetrische, transversale, spurfreie (ST?) Spin-2-Felder wirken.

Wir fahren jetzt damit fort, aus der FluBgleichung (2.3) das gesuchte Differentialglei-
chungssystem fiir die Kopplungen herzuleiten. Um die sehr komplizierten Rechnungen
tiberhaupt durchfithren zu kénnen, beschrianken wir uns gezwungenermaflen von nun an
auf die vom technischen Standpunkt &uferst giinstige Eichung o = 1.

Im folgenden werden aus der Funktion Si(R), die man wegen R o r~2 als Funktion des
Kriimmungsradius r auffassen kann, diejenigen Anteile herausprojiziert, die proportional
zu den in (5.4) enthaltenen Potenzen von r sind, also r* o [ dz /g, r*? < [d%z \/gR
und r* « [dx,/gR*. Dazu muBl man den Ausdruck fiir Sy(R) aus Gleichung (5.9)
zunéchst nach r entwickeln und anschliefend die darin enthaltenen Spuren auswerten.

Beginnen wir also mit der Entwicklung von Si(R) nach r. Dadurch ergibt sich der
Ausdruck

Sk(R) = Triasrey [AL'N] + Trlypy [ATN] = ha(d) Tryy [A "N + ay, Tr(y) [A; ' 7o)
+ay, Tr(yy [(ArA2) T PEN| — 2Ty [Py 'No| — 2Ty [Py NG
+{ = @ Trpsrs [ATVE] + ax Trosrs) [AT BN — Ar(d) Trosre) [A7A]
— Ay (d, 1) Tr(y gy [A7TNT + ha(d) ar Tr(yy [(ArAz) ™' T
+ha(d) ar Trfy) [(ArAz) " PN + ha(d) Trfyy [(Arde) "N + hs(d) ar Trfy) [A5'71]
—ha(d) a Tefy) [AT AP PET) — hs(d) af Te() [Ay2PuTo) — ha(d) ai Tr(yy [A T3]
—ha(d) ai Ty [(ArA2) > PN = hs(d) af Tr{y [A A2 PIN ]
—2hy(d) ag Tr{gy [A7 A2 PENT + ha(d) hs(d) ax Tr’('o) [A* PN
() ha(d) Trfy [N = 2 Triary [PLAG] — 5 Tl [P2NG]

S22 Gy o) [ ateya) R



102 Die R2-Trunkierung

+{ = @ Trgrs) [AT P + ax Ar(d) Trsr [ATT:] — Gr(d) oy Trpsre) [A7*N]
+ai Trsre) [ATPPEN] — 2A7(d) ag Trpsre) [ATP PN + Ap(d)? Trosrey [A7PN]
—Gv(d) ar Tr{ypy [ATN] + Av(d, 1)? Tr(ypy [ATPN] = hs(d) af Tr{p [(ArAz) ™M)
+he(d) ar Trfy [(ArA2) "N — ak 2 Tr(o) [(ArA2) ™' BT

+ho(d) hs(d) ar Tr{y) [(ArAs) ™! 71} — ho(d)? ai Tr{y [(A1A:) PP T]

+%h2(d) ay Tr(y) [AT A2 PYT3] — 2ho(d) hs(d) aj, Tr(y, [Ar A P

_ghz(d)h4(d)akTr (A1 AT — he(d) a Trly) [A;* T

+%h2(d) 63T [(ArAy) 2PN — 2hy(d) ha(d) a2 Tl [(ArAy) 2 PEN]
—ghg(d) ha(d) ax Ty, [(ArAs) 2PN — ho(d) a2 Ty, [A7 A7 PEN]
—3h3(d) ha(d) a Trly, [AT*A;2PN] ;m( 12T, [AT AN
+ha(d) he(d) ax Tr(y) [A3° N — ha(d) hs(d) aj T [AT' A PIT
—hs(d)? ai Tr(y) [A72PyTi] — hs(d) ha(d) ay, Tr(y, [A3 7T

+ha(d)® a}, Tr(y) [AT2AL? PUT] + 2hs(d) hs(d) af Tr() [A7 AP PP
+2hs(d) ha(d) ai Tr(y) [AT AP PET) + hs(d)? af Tr(y [A° PUT)
+2hs3(d) hy(d) aj, Tr(y) [A7* P + ha(d)® ay, Tr(y) [A7*T5)]

+ho(d)? ai Tr(y) [(A1A2) P PENT + 2hs(d) hs(d) af Trfy [AT2 AP BN
+3ha(d) ha(d) aj, Tr(yy [AL 2 A PN + hs(d)? o Trfgy [AL AP BN
+4hs(d) ha(d) ai ey [A7M AP PENT + 3ha(d)? ay, Tryy [A7 AP PN
—ha(d) hs(d)? ai Tr(yy [A*PeN| — 2k (d) hs(d) ha(d) ay, Tr(y) [Az* Pl

—hy(d) ha(d)? Tr(y [A 3N]——Tr1T[ 3/\/0}—% (o) [ B *No]

/ddx \/_[8 = (1 — 3RO ( )) ((Bk kz)flat(ﬁ_k k’4) - B}?lat(gk k2))

+% <9ak K — 2(k2 — 2Ak>)_1 (9% By 0B k') = 2230/ Z v kg)ﬂ } i
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+O(r<4-1). (5.12)
Die hier eingefiihrten Groflen Ay, Ay und ay sind wie folgt definiert:
A = P, -2\,
A = ap P %hl(d) (P, —2) (5.13)
und
ar = (Znek®) B - (5.14)

Weiterhin bedeutet O(r<¢=%), daf alle Terme o 7™ mit Potenzen n < d —4 vernachlissigt
werden.

Die Terme in (5.12), die proportional zu 649 bzw. dz4 sind, gehen aus dem letzten
Term von Gleichung (5.9) hervor. Dieser Term besitzt eine Reihenentwicklung der Form
> o bamr 2™, wobei {by,, } einen Satz von r-unabhingigen Koeffizienten verkérpert und
die Potenzen von r allesamt d-unabhéngig sind. Dies verhélt sich bei allen anderen Termen
in (5.9) anders; ihre Reihenentwicklungen enthalten ausschlielich d-abhéngige Potenzen

4 792 bzw. r4=* proportionalen Terme aus

von 7. Fiir unsere Zwecke benotigen wir die zu r
Gleichung (5.9). Identifizieren wir nun die entsprechenden Terme in Y >°_ o7 2™. Unter
den gegebenen Voraussetzungen m > 0 und d > 0 werden die Gleichungen —2m = d — 4
oder —2m = d — 2 nur von den Tupeln (m,d) € {(0,2),(1,2),(0,4)} gelost. AuBerdem
besitzt die Gleichung —2m = d hier keine Losung. Folglich trédgt der letzte Term in
(5.9) nur im d = 2- und im d = 4-dimensionalen Fall zum Renormierungsgruppenflufl
von A, Zny und 3, bei. Mit Hilfe von (3.7) lassen sich die entsprechenden Anteile, also
bam—o ™ in d = 2 und d = 4 Dimensionen sowie by,,—o 72 in d = 2 Dimensionen, durch
die Operatoren [ d®z\/gR, [ d*z,/gR* oder [ d*z,/gR?® ausdriicken. Daraus resultieren
schlielich die zu 949 bzw. é44 proportionalen Terme in (5.12).

Der néchste Schritt besteht darin, die in (5.12) enthaltenen Spuren auszuwerten.
Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung wird dazu auf die Schwinger-De Witt-
Entwicklung des Heat-Kernels zuriickgegriffen. Die technischen Details zu dieser Rechnung
lassen sich in Anhang C.2 nachlesen. Den daraus hervorgehenden Ausdruck fiir Sy, (R) fiihrt
man dann wieder mit der linken Seite der Fluigleichung, also Gleichung (5.4), zusammen
und nimmt dann einen Koeffizientenvergleich hinsichtlich der 7-Potenzen r? o< [ d%x V9,
2 o [d%z \/gR und r** [ d%x /gR? vor. Auf diese Weise erhilt man schlieflich das

angestrebte System von FluBgleichungen fiir A, Zyi und 3. Dieses liest sich wie folgt:
8t (ZNk/_\k> = ZNk{QS\k + k?2 Al (k’_2/_\k, k}d_2(3271' ZNkli2)_1, k4_d6k; d)

+n (k) [ + k2 As (k72 N, k72(327 Zwirk®) ™ kY Bk d)|
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(k) K2 As (k=M k2321 Zoir?) ™, KBy ) } , (5.15)

atZNk: = —(327T/€2)_1k3d_2{31 (k‘_zj\k, kd_2(327'( ZNkI{Q)_l, l{4_dBk; d)
+77N<k3) Bg (k?_25\k, kd_2(32ﬂ' ZNinQ)_l, k‘4_d5k; d)

+np(k) Bs (k=2 A, K 2(321 Zuir?) ™, kB d) } , (5.16)

8By = kd‘4{C’1 (2N, k42(327 Zog?) ™, kB d)
(k) Co (K72, k972327 Ziis®) ™ KBk d)

+775(k‘) 03 (k’_25\k, k’d_2(3271' ZNkKQ)_l, ]{34_dﬁk; d) } . (517)

Die in den drei Gleichungen enthaltenen Grofien A;, B;, C;, ¢ = 1,2, 3, sind dulert kompli-
zierte Funktionen der Kopplungen und der Dimensionalitit d. Die expliziten Ausdriicke
fiir diese Koeffizientenfunktionen sind in Anhang H.1 aufgefiihrt. Sie enthalten die “neu-
en” Schwellenfunktionen ¥ und ¥, die durch die Gleichungen (C.31) und (C.32) aus
Anhang C.2 definiert sind. Letztere sind Funktionale der Profilfunktion R® und stellen
Verallgemeinerungen der Schwellenfunktionen ® und d dar, die im Rahmen der Einstein-

Hilbert-Trunkierung eingefiihrt wurden, siehe Gleichung (3.23).

5.3 Das Flufigleichungssystem fiir Ag, g und 3y

Fiir die sich anschlieenden Anwendungen erweist es sich als zweckméflig, die Differential-
gleichungen (5.15)-(5.17) durch dimensionslose Variablen auszudriicken. Dazu ziehen wir
die in (3.25) und (3.26) definierten Parameter gy = k2 G = k2 Zy; Gund \, = k2 ),
heran, die die dimensionslose, laufende Newton-Konstante bzw. die dimensionslose, lau-
fende kosmologische Konstante verkorpern, und fithren auflerdem die dimensionslose, lau-

fende R2-Kopplung
By = k1713, (5.18)

ein. Wie bereits in Abschnitt 3.4 erwihnt wurde, bezeichnet Gy, = G /Zy;, die zugehorige
dimensionsbehaftete, laufende Newton-Konstante.

Ersetzt man mit Hilfe dieser Gleichungen A\, Zyy und By in (5.15)-(5.17) durch Ay, gk
und [ und verwendet auBerdem die Beziehung (3.27), so nimmt das obige System von

FluBgleichungen die nachstehende Form an:
I\ = Ba(Me: gk, Br; d)

= Ai( Mk, 9k, By d) + nn (k) As( Ak, gk, Bis d) + (k) As( e, ges Be; d) , (5.19)
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gk = By( Ak g B d) = [d — 2+ nn (k)] gr. (5.20)

OB = Bﬁ(AkagkaﬂkS d) =[4—d—ns(k)] By - (5.21)

Fiir die anomalen Dimensionen ergeben sich aus (5.16) und (5.17) zunéchst die Gleichun-

gen

N = gk Bi(Nes G, B d) + nngie Ba( Ak, 9, Br: d) + 1g g B3 (ks gis Bi; d) (5.22)

und

ns = =Byt CL( Mk, gy B d) — v B Ca( Mk, gk, Br; d) — 15 By Ca(Mk, g, Br; d) - (5.23)

Man 16st nun das durch (5.22) und (5.23) beschriebene Gleichungssystem nach 7y und
nz auf. Dadurch erhélt man fiir die anomalen Dimensionen explizite Ausdriicke, die von
den dimensionslosen Kopplungen und von der Dimensionalitéit d abhéngen. Sie sind von

der folgenden Form:

nn (k) = v (Ax, gk, Br; d) = (5.24)

B1(Aks 9k, Br: d) [Br + Cs( Ak, gis B d)] — CL( Ak, Gr, Brs d) Bs( Ak, gy B d)
1 — gk Ba(Aks gis Br; )] [Br + Cs( Mk gk Br; d)] + gCo( Ak, 9k, Br; ) Bs( Ak, gr, Bri d)

gk[

(k) = ns(Mes gk, Br; d) = (5.25)

[1 — giB2(Mk, g, Br: )] [Br + C3( ks g, Bre; A)] + g1Co2( Nk, gks Bi; ) Bs (M, g, Bii d)

Vom technischen Standpunkt aus betrachtet, gehoren die drei B-Funktionen 3,, 8, und

B aus den Gleichungen (5.19)-(5.21) zu den wichtigsten Resultaten der vorliegenden
Arbeit. Mit ihrer Hilfe wird im néchsten Abschnitt der auf den A-g-G—Raum projizierte

Renormierungsgruppenflufl der Gravitationswirkung detailliert analysiert.



Kapitel 6

Die Fixpunkte in der
R?-Trunkierung

6.1 Ausblick auf die Fixpunktanalyse

Das im vorangegangenen Kapitel hergeleitete Differentialgleichungssystem (5.19)-(5.21)
ist weitaus komplizierter als sein Gegenstiick aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung, wel-
ches sich aus den Gleichungen (3.28) und (3.30) zusammensetzt. Zum einen liegt das dar-
an, dafl es den Renormierungsgruppenflufl in einem dreidimensionalen Parameterraum,
dem \-g-3—Raum, beschreibt, wihrend bei der Einstein-Hilbert-Trunkierung der Fluf3
auf die lediglich zweidimensionale »-g—Ebene projiziert wird. Die Anzahl der laufenden
Parameter und somit auch der Differentialgleichungen ist also im Vergleich zur Einstein-
Hilbert-Trunkierung um eins gestiegen. Zum anderen sind die @-Funktionen aus dem
Gleichungssystem der R2.-Trunkierung (5.19)-(5.21) allesamt viel umfangreicher als dieje-
nigen aus den Gleichungen (3.28) und (3.30).

War es schon bei der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung nicht moglich, das zugehori-
ge Gleichungssystem auf analytischem Wege exakt zu lésen, so ist dies fiir die R2-Trunkie-
rung erst recht nicht realisierbar. Aus der Untersuchung der Einstein-Hilbert-Trunkierung
148t sich zudem schliefien, dafl auch eine numerische Losung zu (5.19)-(5.21) sehr schwer zu
finden sein diirfte.! Wir werden uns daher wie in Kapitel 4 auf die Analyse der Fixpunkt-
struktur des Renormierungsgruppenflusses konzentrieren, um an Informationen beziiglich
seiner allgemeinen Struktur zu gelangen. Insbesondere werden wir im folgenden iiber-
priifen, ob die Fixpunkte der Einstein-Hilbert-Trunkierung und ihre Eigenschaften sich

im Rahmen der R2.-Trunkierung reproduzieren. Dabei richten wir unser Hauptaugenmerk

1'Wie bereits zuvor erwiihnt wurde, ist es im Falle der Einstein-Hilbert-Trunkierung tatsichlich gelun-
gen, das System von Differentialgleichungen bei Vorgabe eines bestimmten ( “scharfen”) Cutoffs numerisch
zu lsen, siehe [14, 22].

106
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wieder auf den nicht-GauBschen Fixpunkt, da dieser, wie bereits eingehend in Kapitel 4
erlautert wurde, hinsichtlich der vermuteten Existenz einer nichtperturbativ renormier-
baren Quantentheorie der Gravitation von immenser Bedeutung sein kénnte. Aber auch
der Status des in Abschnitt 4.2 gefundenen Gauflschen Fixpunkts bei A = g = 0 wird im
folgenden sorgfiltig {iberpriift.

Bevor wir mit unserer Fixpunktanalyse starten, ist es angebracht, die dafiir gegebenen
Voraussetzungen noch einmal kurz zusammenzufassen. Der von der R?-Trunkierung auf-
gespannte Unterraum des Raums aller Wirkungsfunktionale wird durch die Koordinaten
g1 = A\, g2 = g und gz = 3 parametrisiert. Die drei zugehorigen 3-Funktionen, welche in

den Flugleichungen

Ik = Br( Mk, Gk, Br) 5 Orgr = 59()\1@,%,@@) , OBy = 6ﬁ<)\k7gkaﬁk> (6.1)

auftreten, sind durch die Gleichungen (5.19), (5.20) und (5.21) festgelegt. Uns interessieren
im weiteren Verlauf hauptséchlich die Fixpunkte des Renormierungsgruppenflusses, d.h.

die Punkte im A\-g-3—Raum, bei denen alle drei B-Funktionen simultan verschwinden.

In néchsten Abschnitt werden wir untersuchen, welche Auswirkungen die Vergrofie-
rung des Parameterraums auf den in Abschnitt 4.2 diskutierten Gauflschen Fixpunkt der
Einstein-Hilbert-Trunkierung (A, g.) = (0,0) hat. Bemerkenswerterweise wird sich dabei
herausstellen, dafl dieser Fixpunkt im A-g-3—Raum der verallgemeinerten Trunkierung
nicht mehr existiert. Im Gegensatz dazu findet sich der nicht-Gaufische Fixpunkt der
Einstein-Hilbert-Trunkierung auch in der R%-Trunkierung wieder. Mit diesem werden wir
uns dann sehr intensiv beschéftigen. Im einzelnen werden wir mit Hilfe der Familien von
Profilfunktionen (2.8) und (2.9) seine Cutoff-Schema-Abhéngigkeit sowie diejenige sei-
ner kritischen Exponenten studieren, den linearisierten Flufl in seiner Umgebung genau
unter die Lupe nehmen und schliefflich sémtliche Resultate mit den entsprechenden der
Einstein-Hilbert-Trunkierung aus Abschnitt 4.3 vergleichen. Dabei erhélt man ein d&uflerst
erstaunliches Resultat: Sdmtliche Eigenschaften des nicht-Gauflschen Fixpunkts werden
durch den zusitzlichen R%-Term kaum beeinfluit. Mit einer Schilderung der Konsequen-

zen, die sich daraus ergeben, beenden wir unsere Fixpunktanalyse.

An dieser Stelle sei erginzend angemerkt, dafl im Fall der verallgemeinerten Trunkie-
rung ausschlieflich ein Cutoff vom Typ B benutzt wird. Im Gegensatz zur reinen Einstein-
Hilbert-Trunkierung erscheint hier die Implementierung eines Cutoffs vom Typ A, der auf
den vollstandigen Feldern beruht, vom technischen Standpunkt aus betrachtet, nicht rea-
lisierbar zu sein. Im weiteren Verlauf werden wir daher jedesmal, wenn wir uns auf die
Resultate der R?-Trunkierung beziehen, stillschweigend den Cutofftyp B voraussetzen und

auf die explizite Spezifizierung des Cutofftyps verzichten.
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6.2 Das Schicksal des Gaufischen Fixpunkts

In Abschnitt 4.2 wurde gezeigt, dal die B-Funktionen der Einstein-Hilbert-Trunkierung
B, und B, aus den Gleichungen (3.28) und (3.30) zu einem GauBschen Fixpunkt (A, g.) =
(0,0) fihren. Weiterhin wurde dort der zweidimensionale Renormierungsgruppenflufl in
seiner Umgebung analysiert, und es wurden die damit einhergehenden Stabilitétseigen-
schaften dieses Fixpunkts erlautert. Es stellt sich nun die Frage, was mit diesem Fixpunkt
geschieht, wenn man den Parameterraum durch Erweiterung des Trunkierungsansatzes
vergroflert.

Dies wollen wir im folgenden anhand der R2-Trunkierung diskutieren; sie beschreibt
den auf den dreidimensionalen A-g-f—Raum projizierten Flufl von I'y. (Im Vergleich zur
Einstein-Hilbert-Trunkierung wird hier also eine zusétzliche Richtung, die [-Richtung,
berticksichtigt.) Verbliiffenderweise stellt sich heraus, daf§ der Gauflsche Fixpunkt ein “tra-
gisches” Schicksal erleidet: Es gibt ihn in dieser Trunkierung nicht mehr, d.h. (X, g,3) =
(0,0,0) ist keine gemeinsame Nullstelle der drei 3-Funktionen aus den Gleichungen (5.19)-
(5.21). Wihrend B, und B, am Ursprung (A, g, 3) = (0,0, 0) verschwinden, nimmt 3 fiir

A = gr = 0 die nachstehende Form an:

B5(0,0, B; d) = B5(0,0,0;d) =va VB . (6.2)

Hier verkorpert 7,4 eine nichtverschwindende Konstante, die folgendermaflen definiert ist:
_d
va = (4) 72 {hs1(d) Pyse_5(0) + hsa(d) BFj5 1 (0) + has(d) ¥j,(0)} - (6.3)

Die Ausdriicke fiir die in (6.3) auftauchenden h; lassen sich dem Anhang H.2 entnehmen.

In d = 4 Dimensionen stellt
419

7= 1080 (4m)~? (6.4)

offensichtlich eine universelle Grole dar. Das liegt daran, daf§ unabhéngig von der Profil-
funktion R(® die Beziehung ®}(0) = ®2(0) = 203(0) = 1 gilt, vgl. Anhang K.

Wir stellen somit fest, dal 35 am Ursprung von Null verschieden ist und demzufolge
kein Gaufischer Fixpunkt vorliegt. Dennoch ist es durchaus von Interesse, den Renormie-
rungsgruppenfluf} in der Ndhe von (A, g,3) = (0,0,0) zu untersuchen. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns dabei auf den Fall d > 2. Fiir die geplante Studie ist es
erforderlich, (8,,8,,85) um den Ursprung zu entwickeln. Anstelle des homogenen Glei-
chungssystems (4.2), das sich im Fall eines Fixpunkts ergibt, erhélt man dadurch das

inhomogene System

3

Jj=1
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Der linearisierte Renormierungsgruppenflufl ist offensichtlich durch die Jacobi-Matrix
M = (Mi;), Mij = 9;8,l,,—4,—p,—0- Destimmt. Sie besitzt hier die folgende Form:

—2 I/dd 0
M=| 0 d—2 0 . (6.6)

Ihre Eintréige lassen sich den entwickelten 3-Funktionen (J.11) aus Anhang J.2 entneh-

men. Sie enthalten die d-abhingigen Parameter vy, ¢; und 74, die wie folgt definiert sind:

vi = (d—3)4m)172 3},(0),
s = (4m)7% {hss(d) @75 5(0) + has(d) D351 (0) + has(d) Pg/5(0)}
= —<4w>1-d{ [ (d) Bl 1 (0) + has(d) @35(0)]

| haaa) By o(0) + hasl) B 1 (0) + (@) B0
+ [ha1(d) ‘I)c11/2—2(0) + ha2(d) @3/2—1(0) + ha3(d) <1>3/2(0)}

X [hgg(d) 5133/2,2(0) + hao(d) 55/271(())

+ha(d) ©35(0) + haz(d) D54, (0) + ;} } : (6.7)
An dieser Stelle ist anzumerken, dafl v, exakt mit dem entsprechenden Parameter aus
der Einstein-Hilbert-Trunkierung iibereinstimmt, siche Gleichung (4.8) in Abschnitt 4.2.
Die Analogien zwischen den beiden Trunkierungen gehen aber noch dariiber hinaus. Denn
tatséchlich ist sogar die komplette Submatrix (M;;); jeq1,2) mit der Stabilitdtsmatrix (4.7)
des Gaufischen Fixpunkts der Einstein-Hilbert-Trunkierung identisch.
Man diagonalisiert nun die Matrix (6.6) und erhélt dadurch die (offenkundig univer-
sellen) Eigenwerte 1, = —2, 99 = d — 2 und 3 = 4 — d. Die zugehérigen Eigenvektoren
sind

V= (L0.6/d - 6)>T, V2 = (a1, (sava + 7)) (2(d - 3)))T, V3= (0,0, 1)T. (6.8)

Genauer gesagt, gilt (6.8) nur fir d # 3,6. Im Fall d = 3 lauten die Eigenvektoren
V1=(1,0,—¢3/3), V> =V3=(0,0,1), und der d = 6-dimensionale Fall liefert V! = V3 =
(0,0,1), V2 = (5,1, (ssv6 + 76)/6). Somit ist in beiden Fillen der von den Eigenvektoren
aufgespannte Raum lediglich zweidimensional, d.h. sie bilden kein vollstindiges System.

Fiir alle d-Werte, inklusive d = 3 und d = 6, nehmen die Losungen fiir Ay und gy, die sich
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aus dem linearisierten System (6.5) ergeben, die nachstehende Form an:

ko 2 kf d—2
e = (Aky — Vi Gio) (?) + Va Gk (k:_) ,
0

N
gk = Gko <k:_0) : (6.9)

Das obige Gleichungssystem stimmt exakt mit seinem Gegenstiick (4.9) aus der Einstein-
Hilbert-Trunkierung iiberein. Das hat zweierlei Griinde. Der erste besteht darin, dafl die
oben erwéihnte Beziehung (M;;); jeq1,2) = B gilt, wobei B die Stabilitédtsmatrix aus Glei-
chung (4.7) verkérpert. Das allein reicht aber fiir die besagte Aquivalenz der beiden Fille
noch nicht aus. Diese wird erst durch das Verschwinden der Matrixeintrage M3 und Mo
gewihrleistet: M3 = Moz = 0.

Die entwickelte B-Funktion B, aus Gleichung (J.11) ist bis einschliellich zur zwei-
ten Ordnung in den Kopplungen unabhéngig von A\, und [ und fallt sogar in dieser
Approximation mit dem entsprechenden Ausdruck aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung,
Gleichung (J.4), zusammen, wenn man in letzerem a = 1 setzt. Somit lassen sich die Aus-
driicke, die g, bzw. Gj in nédchsthéherer Ordnung beschreiben, direkt aus der Einstein-
Hilbert-Trunkierung tibernechmen. Im einzelnen sind dies die Gleichungen (4.10)-(4.12)
mit a = 1. Beispielsweise ergibt sich im Fall k¥ < |wyGp, |~/ und bei gleichzeitiger
Wahl der Bezugsskala kg = 0 geméB Gleichung (4.12) der nachstehende Ausdruck fiir die

dimensionsbehaftete, laufende Newton-Konstante Gy:
G = Go [1 — wiGok ™ + O (GE*=2)] . (6.10)
Der d-abhéngige Parameter w, ist durch

wa = —ﬁ B1(0,0,05d) = (47)' 7% {haz(d) D} p_; (0) + haa(d) B2,(0)}  (6.11)

definiert und stimmt mit der Grofle wy(ov = 1) aus Gleichung (4.11) vollkommen iiberein.
Analog zur Einstein-Hilbert-Trunkierung erhélt man ferner fiir die dimensionsbehaftete,

laufende kosmologische Konstante
Ao = Ay + VaGro (K — k) (6.12)

Wenden wir uns nun der Losung fiir §; zu. Zu ihrer Bestimmung geht man am besten
wie folgt vor. Man beginnt damit, die ¢ = 3-Komponente des Gleichungssystems (6.5)

durch blofles Umschreiben in die folgende Form zu bringen:

8k [/{Zd74 ﬁk} = kdiE) [’)/d + Sd /\k + Td gk] . (613)
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Dann setzt man die Losungen fiir g und A, aus (6.9) in die obige Gleichung (6.13) ein.
Die daraus resultierende Differentialgleichung 148t sich leicht 16sen. Fiir d # 3,4, 6 ergibt
sich dabei der folgende Ausdruck:

4 (Ao = Va Gro) Sd @ ? ViSd + Td E -2
O = T3 d=e k) T 2a—3 %\

d—
4 @m— Vd ()‘ko_ydgko)gd VqSq + Ta }(@) 4' (6.14)

di—4  d—-6  2ad—3) M| \(%
In den Féllen d = 3, d = 4 und d = 6 lassen sich die Losungen aus (6.14) gewinnen, indem
man diesen Ausdruck in dem jeweiligen Limes d — 3, d — 4 oder d — 6 betrachtet. Im

Fall d = 4, der natiirlich wieder von besonderem Interesse ist, fithrt dies zu

(/\ko — gkzo) Sa VS + Ty 419 _9 k

= - 4 In{-—

P = Pt 2 ST I O

(ko = vagro)ss (ko\* | vasa+ 7 kN
- — —_— — | . 6.15
2 k) T2 M g (6.15)
Die in (6.15) enthaltenen Parameter nehmen folgende Form an:
1
vo= = 9(0),

G = (47T)_2{——+—(I>1(0)+—<I>2(0)},

13 79 559 71 ~ 347 ~
— 4 -3 - q)l e (I)2 v e (I)2 o=t (1)3
T4 (4m) { {3 1(0) + 3 2(0)} { 1728 + 938 1(0) + 538 5(0)
419 [ 299 13 ~ 40 ~
— =4 9! — 2 : 1
1080 { 80 3 1(0) + 3 2<O)} } (6.16)

Verwendet man beispielsweise die exponentielle Profilfunktion aus (2.8) mit s = 1 und
setzt die entsprechenden Werte der in Anhang K aufgelisteten ®2 (0)- und @2 (0)-Integrale

in (6.16) ein, so erhélt man

559 278 347
= 21) ~ 0.1 =Ur) 2= 4+ 2 " n(2) - —1 ~ 0.2
n=c@en =019, =0 {0+ Fme) - L lne ) ~ 020,
2817356 + 25(474 + 137%)(—559 + 4590 In(2) — 2082 In(3))
_ ~ 0.0051 . (6.17
T 4976640073 (6.17)

Mit Hilfe der oben bestimmten Losungen fiir Ay, ¢ und (; kann nun der Renor-
mierungsgruppenflufl in der Umgebung des Ursprungs (), g, 3) = (0,0,0) analysiert wer-
den. Eigentlich erstreckt sich die folgende Analyse sogar iiber sdmtliche Punkte des A-
g-f—Raums, fir die |A|,|g| < 1 und |B| < 1/|g| gilt. Das liegt daran, daf in jeder der
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drei B-Funktionen alle Terme von zweiter und héherer Ordnung in (3 proportional zu
Produkten der Form g¢;!3;" mit n > m sind.

Wie weiter oben festgestellt wurde, liefert die R?-Trunkierung in der Nihe von \ =
g = 0 dieselben Ergebnisse fiir A\; und g, wie die Einstein-Hilbert-Trunkierung. Daher
entspricht das Verhalten dieser Kopplungen dem in Abschnitt 4.2 beschriebenen. Fassen
wir die wesentlichen Charakteristika des Flusses von A; und g, noch einmal zusammen.
Im Fall d > 2 ist ¥ = d — 2 > 0 erfiillt, so dafl sowohl g, als auch der zweite Term von Ay
aus (6.9) im Limes k& — 0 verschwinden. Da andererseits ¥, = —2 < 0 gilt, beginnt der
erste Term von A\ aus (6.9) zu wachsen, sobald k die Referenzskala ko unterschritten hat.
Das hat zur Folge, dafl die Linearisierung zusammenbricht, es sei denn, die Kopplungen

bewegen sich entlang einer Trajektorie, die fiir hinreichend kleine k£ die Bedingung
)\k =ViGr < 5\k = Vq Gk I{Jd (618)

erfiillt [14, 22], wobei Gj durch (6.10) festgelegt ist. In diesem Fall konvergieren A, und
g im Limes k — 0 gegen A = g = 0.

Wie bereits in Abschnitt 4.2 erkldart wurde, entspricht (6.18) der Bedingung fiir die
Separatrix. Das ist diejenige Renormierungsgruppentrajektorie in der A-g-Ebene, die zwi-
schen den beiden Fixpunkten der d = 4-dimensionalen Einstein-Hilbert-Trunkierung inter-
poliert und dabei den Bereich der Typ Ia-Trajektorien mit divergierender kosmologischer
Konstante A\, — —oo von demjenigen separiert, in dem die Trajektorien vom Typ Illa
liegen, also diejenigen Trajektorien, die bei irgendeinem k£ > 0 auf dem Rand des Parame-
terraums landen und dort abbrechen, vgl. [14, 22]. Abbildung 6.1(a) zeigt die Separatrix,
eine Trajektorie vom Typ Ia und eine vom Typ Illa in der Néhe von (A, g) = (0,0). Im
Rahmen der R2-Trunkierung sollte man sich diese Abbildung als die Projektion des im
dreidimensionalen A-g-3—Raum angesiedelten Flusses auf die zugehorige 5 = 0-Ebene
vorstellen.

Gehen wir noch kurz auf die dimensionsbehafteten Kopplungen ein. Erfiillen G und
M\ die Separatrix-Bedingung (6.18), so gelten die entsprechenden Gleichungen (6.10) und
(6.12) fiir beliebig kleine k-Werte bis hin zu k = 0. Wihrend ), in diesem Fall fiir & — 0
gegen Null lauft, konvergiert Gy offensichtlich gegen den IR Wert Gy. In Abschnitt 4.2
stellte sich heraus, dafl der Parameter wy(«), der das Verhalten von Gy, fiir hinreichend
kleine k£ bestimmt, in dem uns am meisten interessierenden Fall d = 4 fiir alle Profilfunk-
tionen R positiv ist, wenn man sich gleichzeitig auf den “relevanten” Eichparameter-
Bereich a@ > 0 beschrénkt. Insbesondere ergibt sich in dem hier diskutierten Fall a = 1:
wy = [13®1(0) + 7993(0)] /(247) > 0. Wenn man also die d = 4-dimensionale Quanten-
Einstein-Gravitation mit einer Theorie identifiziert, die durch eine derjenigen Trajektorien

im A\-g-f—Raum beschrieben wird, deren A\- und g-Koordinate im Limes k£ — 0 entlang
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der Separatrix laufen, dann folgt aus Gleichung (6.10), dafl die Newton-Konstante im IR
Bereich mit wachsender Langenskala zunimmt (“antiscreening ‘).
Weitere Details zu den Losungen fiir Gy, und )y, wie z.B. ihre Cutoff-Abhingigkeit,

moge man Abschnitt 4.2 entnehmen.

Bis zu diesem Punkt wurde nur die = 0-Projektion des Renormierungsgruppenflusses
im A-g-f—Raum untersucht. Wir vervollstdndigen nun unsere Analyse, indem wir den
Renormierungsgruppenflufl der S-Komponente diskutieren. Dabei unterscheiden wir die
beiden Félle d = 4 und d # 4.

6.2.1 Der Fall d =4

Im d = 4-dimensionalen Fall divergiert die entsprechende Losung fiir 3, also Gleichung
(6.15), im Limes k — 0. Gilt im Bereich sehr kleiner k-Werte A\, # vy g, so ist die fithrende
Divergenz quadratisch in k. Aus der vorangegangenen Diskussion ist jedoch bekannt, daf3
dann die Losungen des linearisierten Differentialgleichungssystems im Bereich beliebig
kleiner Skalen k£ nicht mehr verldlich sind, denn die durch A\, # v4 g; charakterisierten
Trajektorien werden im Limes k — 0 letztendlich von (), g) = (0,0) abgestoBen. Daher
wird im folgenden nicht weiter auf diesen Fall eingegangen.

Bei den ausgezeichneten Trajektorien, die fiir & — 0 der Separatrix-Bedingung (6.18)
Folge leisten, verschwindet der Koeffizient des zu (ko/k)?* proportionalen Terms aus Glei-
chung (6.15), so daf fiir hinreichend kleine k-Werte nur ein logarithmisches Laufen iibrig-
bleibt. Man erhélt:

&zﬁ%—ﬁgiﬁy +£§+m)2m(£)+ow%. (6.19)
0

2 771080
Bemerkenswerterweise ist der Koeffizient des logarithmischen Terms universell.

Hohere Ordnungen in [ treten hier (und auch in den Loésungen fiir A\, und gg)
ausschliefllich in Gestalt von Produkten ¢p8;" mit n > m auf. Das Verschwinden von
gi(In(k/ko))™ o< (k/ko)**(In(k/ky))™ im Limes k — 0 bewirkt somit, dafi sdmtliche
O(B%)-Terme auch im Bereich sehr kleiner Skalen & > 0 vernachlissigbar bleiben. Im
vorliegenden Fall bricht also die Linearisierung im Limes k£ — 0 nicht zusammen, obwohl
O fiir sich genommen bei diesem Grenziibergang divergiert.

Aus den Gleichungen (6.9) und (6.18) geht hervor, dafl A\; und g fiir & — 0 schnell
gegen A = g = 0 konvergieren. Das hat zur Folge, daf§ die entsprechenden Trajektorien
im Bereich sehr kleiner k-Werte beinahe entlang der (8-Achse verlaufen. Somit wird der
Renormierungsgruppenfluff dann im wesentlichen eindimensional, und dieser eindimensio-

nale Flufl ist durch den logarithmischen Term aus Gleichung (6.19) charakterisiert. Den
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im Rahmen der herkémmlichen Stérungstheorie durchgefiihrten Studien [34] nach zu ur-
teilen, war dieses logarithmische Laufen von f; auch zu erwarten. Die entsprechenden
Resultate postulieren, dafl die (Kriimmung)?-Kopplung in dem Sinn “asymptotisch frei”
ist, daB |Gk| mit zunehmendem k logarithmisch abfillt. Das ist hier in der Tat der Fall.
Dabei ist allerdings folgendes zu beriicksichtigen. Die Resultate dieser Arbeit deuten dar-
auf hin, daf dieses logarithmische Laufen lediglich in der Ndhe von g = A = 0 auftritt
und nicht das wahre Verhalten der Theorie bei kurzen Absténden darstellt. Tatséchlich
werden wir feststellen, dafl (5 im Limes & — oo gegen einen (zwar sehr kleinen, aber von

Null verschiedenen) Fixpunktwert (3, konvergiert.

0.5
0. 005
0.4
0.3
B
0.2 -0.005
/o{ 0.01
0.1 -0.05 005 01 015 0.2 0.015

Abbildung 6.1: Der Fall d = 4: (a) Trajektorien vom Typ Ia, Typ Ila und Typ Illa
(von links nach rechts), die aus der A-g—Projektion (6.9) resultieren. Sie stimmen ge-
nau mit den entsprechenden Trajektorien der Einstein-Hilbert-Trunkierung iiberein. Die
Trajektorie vom Typ Ila ist die Separatrix mit A\y—g = 0. Sie trennt den Bereich der Tra-
jektorien mit A\;_o — —oo (Typ la) von demjenigen, in dem die Trajektorien am Rand des
Parameterraums abbrechen (Typ IIIa). (b) Drei typische Trajektorien der linearisierten
A-g-B—Gleichungen. Sie basieren auf unterschiedlichen [y -Werten, aber sie erfiillen alle
(6.18). Auflerdem ist ihre Projektion auf die § = 0-Ebene abgebildet. Sie entspricht der
Separatrix der Einstein-Hilbert-Trunkierung.

Das oben geschilderte Verhalten der Theorie wird anhand von Abbildung 6.1(b) illu-
striert. Sie zeigt drei typische Trajektorien der R2-Trunkierung in der Nihe von (), g, 3) =
(0,0,0). Jede dieser Trajektorien erfiillt die Separatrix-Bedingung (6.18). Ihre g-Kompo-

nente divergiert jeweils logarithmisch gegen —oo, wenn die Skala auf £ = 0 abgesenkt
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wird. Das erkldrt sich dadurch, daf§ der Koeffizient des In(k/ko)-Terms in (6.19) posi-
tiv ist. In dem Plot ist auBerdem die (gemeinsame) Projektion der Trajektorien auf die
(8 = 0-Ebene abgebildet. Da die drei dargestellten Trajektorien allesamt die Separatrix-
Bedingung (6.18) erfiillen, ist ihre Projektion natiirlich mit der Separatrix der Einstein-
Hilbert-Trunkierung identisch, d.h. mit der Kurve aus Abbildung 6.1(a), die den Punkt
(A, g) = (0,0) erreicht. Umgekehrt ergeben sich alle Trajektorien der R?-Trunkierung, die
(6.18) erfiillen, aus der Separatrix, indem man diese durch “Einschalten” von (3, gemif
Gleichung (6.19) in 8-Richtung anhebt. Diese Trajektorien unterscheiden sich dann offen-
sichtlich durch ihre fj,- und gg,-Werte.

6.2.2 Der Fall d # 4

Analysieren wir nun den Flul von [ fir 2 < d # 4. Auch in diesem Fall bricht die
Linearisierung fiir solche Trajektorien zusammen, die im Limes & — 0 die Separatrix-
Bedingung (6.18) nicht erfiillen, weil wieder |Az_o| — oo gilt. Daher beschrinken wir
unsere Betrachtungen von nun an auf Trajektorien, fiir die im Bereich hinreichend kleiner
Skalen \p = v, gx gilt. In diesem Fall fallt der zweite, quadratisch divergente Term aus
Gleichung (6.14) heraus, und die einzigen noch in [ enthaltenen Potenzen von k sind
k%2 und k4.

Im Bereich 2 < d < 4 sind sowohl 9 = d — 2 als auch 93 = 4 — d positiv, was zur
Folge hat, daf3 die beriicksichtigten Trajektorien bei Absenkung der Skala k — 0 allesamt
von dem Punkt (A, g,5) = (0,0,74/(d — 4)) angezogen werden und schliefilich auch in
diesem landen.

Gilt d > 4, so ist ¥3 negativ, was dazu fithrt, da} §; einen IR divergenten Term der
Ordnung k*~? enthilt. Will man erreichen, da8 eine Trajektorie den Punkt (), g, 3) =
(0,0,74/(d —4)) im Limes k — 0 trifft, dann muf der Koeffizient des divergenten Terms

in diesem Grenzfall verschwinden. Das bedeutet, dafl bei kleinen Skalen £ die Bedingung

VgSq + T4 VgSq + T4

pr— —_— = —-— A
O = S—ay T 2l =3y
e G o= Wl peay L VST TR o (6.20)
g 20d—3) " 2d — 3y " '

erfiillt sein muf}. Es gibt dann in der Tat nur eine einzige ausgezeichnete Trajektorie, die
in dem besagten Punkt endet, und zwar diejenige, die die obige Bedingung (6.20) erfiillt.
Bei allen anderen Trajektorien divergiert die S-Komponente fiir & — 0. Aber auch bei
diesen sind hohere Ordnungen in [, durch entsprechende Potenzen von g, unterdriickt,
solange nur (6.18) gilt, mit der Folge, dal man die entsprechenden Terme vernachlissigen

kann. (Dazu sei angemerkt, dafl limy,_o g23" o limy,_o k™4=2=md=4) = 0 fiir n > m gilt.)
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Folglich liefert die Linearisierung auch in diesem Fall Ergebnisse, die bis hin zu beliebig
kleinen Skalen £ verléfllich sind. Die Form der entsprechenden Trajektorien dhnelt dann
derjenigen, die sich typischerweise im Fall d = 4 ergibt, sieche oben. Wéhrend die (-
Komponente im Limes k& — 0 divergiert, |0x| — oo, laufen die A- und die g-Komponente
indessen gegen A = g = 0. Demzufolge stellen die Trajektorien im Bereich sehr kleiner
Skalen k praktisch Geraden dar, die nahezu mit der 3-Achse zusammenfallen.
Betrachtet man die B-Funktionen etwas genauer, so stellt man fest, dafl das IR Verhal-
ten der Trajektorien in d # 4 Dimensionen eigentlich durch einen “quasi-Gauflschen”

Fixpunkt bestimmt wird, der bei

(As, g5, Bi) = (0, 0,7a/(d — 4)) (6.21)

liegt. Dieser quasi-Gaufische Fixpunkt existiert im d = 4-dimensionalen Fall nicht.
Wenn man den Renormierungsgruppenflufl um diesen Fixpunkt linearisiert, dann erge-
ben sich im wesentlichen dieselben Ergebnisse wie bei der oben diskutierten Entwicklung
um (0, 0,0). Die um (0, 0,74/(d —4)) linearisierten B-Funktionen mit Stabilitdtsmatrix B
und die daraus folgenden Néherungslosungen lassen sich aus den Gleichungen (6.5), (6.6),
(6.9), (6.14) und (6.20) herleiten, indem man darin einfach den Parameter 7, durch

2(4m)t-
d—4

?dETd—

(hao(d) + has(d) 7 5(0)) (6.22)

ersetzt. Insbesondere gilt hier B = M(7; — 7;). Ferner werden die Konstanten 0; =
—197 zu kritischen Exponenten, und ihre Vorzeichen legen die Dimensionalitit A der
(trunkierten) IR kritischen Hyperfliche Sig des quasi-Gaufischen Fixpunkts fest.

Im Fall 2 < d < 4 liegen ein positiver und zwei negative kritische Exponenten vor:
0, > 0, 05,05 < 0. Somit ist S;jg im Rahmen dieser Trunkierung zweidimensional, d.h.
Ar = 2, was auch aus den oben diskutierten Losungen hervorgeht.

Ist d > 4, dann sind #; und 63 positiv, und 6, ist negativ. Daher ist in diesem Fall
Ar = 1, was bedeutet, dafl S;g nur aus einer einzelnen Trajektorie besteht. Bei hinrei-
chend kleinen k-Werten wird diese IR kritische Trajektorie durch die modifizierte Version
von Gleichung (6.20) beschrieben, in der 7,4 durch 7, ersetzt wurde. Da die in (6.20) auftau-
chenden Parameter v, ¢; und 7y R(¥-abhingige Integrale ®7(0) und CE{’Z(O) enthalten, sind
sie nicht universell. Folglich sind die Steigungen der ausgezeichneten Trajektorie (6.20) in
beiden Richtungen nicht in universeller Weise festgelegt. Aber das war auch nicht anders
zu erwarten, denn, wie in Abschnitt 4.1 erklart wurde, sind die Eigenvektoren von B i.a.
keine universellen Gréfen.

Die Resultate fiir den Fall d # 4 werden anhand der Abbildung 6.2 veranschaulicht.
In Abbildung 6.2(a) wird der Fall d = 3 betrachtet und in Abbildung 6.2(b) der d = 5-

dimensionale Fall. Jeder der beiden Plots zeigt drei typische Trajektorien in der Nahe des
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(a) (b)

Abbildung 6.2: (a) Der Fall d = 3: Drei typische Trajektorien des linearisierten Flusses.
Sie unterscheiden sich durch den jeweilige [i,-Wert, aber sie erfiillen allesamt (6.18).
Infolgedessen enden alle drei Trajektorien im quasi-Gaufischen Fixpunkt. (b) Der Fall
d = 5: Drei typische Trajektorien des linearisierten Flusses, die sich durch den jeweiligen
Bro-Wert unterscheiden. Jede von ihnen erfiillt (6.18), aber im Gegensatz zu den beiden
anderen Kurven erfiillt die mittlere Kurve zusétzlich (6.20). Infolgedessen trifft sie den
quasi-Gaufischen Fixpunkt im Limes £ — 0. Sowohl in (a) als auch in (b) wird auBlerdem
die Projektion der Kurven auf die = 0—Ebene abgebildet.

quasi-GauBschen Fixpunkts. Sie erfiillen allesamt die Separatrix-Bedingung (6.18), so dafl
ihre Projektionen auf die 3 = 0-Ebene sowohl im Fall d = 3 als auch im Fall d = 5 mit
der Separatrix der Einstein-Hilbert-Trunkierung iibereinstimmen.

In Abbildung 6.2(a), die den Fall d = 3 zeigt, enden alle drei Trajektorien im Fixpunkt,
unabhéngig von ihrem jeweiligen [x,-Wert, durch den sie sich unterscheiden. (Ax, = Vagk,
wurde fiir alle drei Trajektorien gleich gewéhlt. Das gilt auch fiir die drei Trajektorien
aus Abbildung 6.2(b).) Wie bereits oben erldautert wurde, wirkt der quasi-Gaufische Fix-
punkt im Fall d < 4 auf alle Trajektorien IR attraktiv, die die Separatrix-Bedingung
(6.18) erfiillen. Fiir d > 4 ist dies nicht mehr der Fall. Das wird anhand der Kurven aus
Abbildung 6.2(b) veranschaulicht, die den d = 5-dimensionalen Fall beschreiben. Hier
trifft nur eine der Trajektorien den quasi-Gauflschen Fixpunkt im Limes £ — 0, und zwar
genau diejenige, die die zusétzliche Bedingung (6.20) erfiillt. Die beiden anderen in Ab-
bildung 6.2(b) enthaltenen Trajektorien entsprechen [,-Werten, die sich von demjenigen

aus Gleichung (6.20) unterscheiden, und somit divergiert ihre jeweilige S-Komponente fiir
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k — 0. Dabei hangt es vom [,-Wert ab, ob 3, gegen 400 oder —oo lduft.

6.3 Der nicht-Gaufsche Fixpunkt

In Abschnitt 4.3 wurde im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung ein nicht-Gauf3scher
Fixpunkt gefunden, und es wurde eine detaillierte Analyse seiner Eigenschaften vorge-
nommen. Im einzelnen wurden dort der linearisierte Renormierungsgruppenflufl in seiner
Umgebung untersucht und die Qualitit der Trunkierung iiberpriift, indem die Cutoff-
Abhéngigkeit des Fixpunkts und verschiedener universeller Gréflen, die mit ihm in Zu-
sammenhang stehen, studiert wurden. Dabei ergaben sich im wesentlichen die folgenden
Resultate: Erstens erwies sich der Fixpunkt als &uferst stabil gegeniiber der Variation des
Cutoffschemas. Er existiert fiir alle verwendeten Cutoffs. Zweitens ist der Fixpunkt fiir alle
benutzten Cutoffs UV attraktiv, und drittens ist die Cutoff-Abhéngigkeit der betrachteten
universellen Groflen recht klein. Diese Resultate wurden dahingehend interpretiert, dafl
ein entsprechender UV attraktiver Fixpunkt mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit auch in der
exakten Theorie vorhanden ist. Ist dies tatséchlich der Fall, so wéren alle Voraussetzungen
fiir die Realisierung von Weinbergs AS Szenario gegeben. Letzteres wiirde sicherstellen,
dafl die Quanten-Einstein-Gravitation auch als fundamentale Theorie existiert.

Im folgenden gehen wir einen Schritt weiter und testen, inwieweit sich die oben geschil-
derten Verhiltnisse verindern, wenn man im Trunkierungsansatz zusitzlich den R2-Term
beriicksichtigt.

In der Tat findet sich der nicht-Gauflsche Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung
auch in der verallgemeinerten Trunkierung (5.2) wieder. Zur Analyse seiner Eigenschaf-
ten verfahren wir wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung, vgl. Abschnitt 4.3. Aus-
gehend von den B-Funktionen (5.19), (5.20) und (5.21), bestimmen wir seine Position
im A-g-f—Raum und den linearisierten Flufl in seiner Ndhe. Ferner untersuchen wir die
Cutoff-Abhéngigkeit verschiedener Groflen und vergleichen die jeweiligen Resultate mit
den entsprechenden aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung.

Beginnen wir nun mit unserer Analyse. Gesucht sind die nichttrivialen simultanen
Nullstellen der B-Funktionen {83,,3,, B} aus den Gleichungen (5.19), (5.20) und (5.21).
Solche nichttrivialen? nicht-Gaufischen Fixpunkte zeichnen sich dadurch aus, daf8 die Fix-
punktkoordinaten A, g, und (3, allesamt von Null verschieden sind. Sie besitzen die an-

omalen Dimensionen

77N*:2—d, Uﬁ*:d—él, (623)

2Im Prinzip ist auch der quasi-GauBsche Fixpunkt aus dem vorangegangenen Abschnitt ein nicht-
GauBlscher Fixpunkt, da zumindest eine seiner Koordinaten von Null verschieden ist. Dieser Fixpunkt ist
aber in dem Sinn trivial, daf§ er sich problemlos auf analytische Weise bestimmen 148t.
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was unmittelbar aus den Gleichungen (5.20) und (5.21) folgt.

6.3.1 Die Position des Fixpunkts im d = 4-dimensionalen Fall

Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung, so 148t sich auch hier die exakte Positi-
on des nicht-Gauflschen Fixpunkts nicht analytisch bestimmen. Fiir die somit numerisch
durchzufithrende Analyse ist es jedoch erforderlich, einen ungefdhren Eindruck von seiner
Lage zu haben. Aus diesem Grund berechnen wir zunéchst einige analytische Ausdriicke,
die die Fixpunktkoordinaten approximieren. Dabei greifen wir wieder auf die Ndherungs-
methoden aus Abschnitt 4.3 zuriick.

Das erste Approximationsverfahren, das nun angewendet wird, besteht darin, den Re-
normierungsgruppenflufl auf die g-Richtung zu projizieren, indem man die kosmologische
Konstante und die R?-Kopplung vernachliissigt und dementsprechend A\, = A\, = 0 und
Br = B« = 0 setzt. Die nichttriviale Losung der Gleichung 3,(0, g«, 0;d) = 0 liefert dann
die Position des Fixpunkts in dieser Naherung. Die entsprechende Rechnung wird in An-
hang J.2 durchgefiihrt, mit (J.10) als Ergebnis. Fiir alle d-Werte stimmt diese Losung
exakt mit dem Ausdruck iiberein, der sich ergibt, wenn man in dem analogen Resultat
(J.2) aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung ov = 1 setzt. Daher erhélt man trivialerweise
auch bei Spezifizierung der Profilfunktion R und der Dimensionalitiit d in beiden Fillen
dieselben Ergebnisse. So ergibt sich beispielsweise bei Verwendung der exponentiellen Pro-
filfunktion (2.8) mit s = 1 im d = 4-dimensionalen Fall g, ~ 0.590.

Ermutigt durch die entsprechenden Resultate aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung,
entwickeln wir die B-Funktionen als néchstes um (Mg, g, Ox) = (0,0,0), wobei wir die
Terme von hoéherer Ordnung in den Kopplungen vernachléssigen, und bestimmen dar-
aus die Fixpunktkoordinaten \,, g, und f, fiir das kombinierte \-g-3—System. Was die
explizite Rechnung hierzu angeht, so verweisen wir erneut auf Anhang J.2. Als wesent-
licher Punkt ist hier zu nennen, dafl die Koordinaten A, und ¢, - unabhéngig von der
Profilfunktion - mit den analogen Ausdriicken aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung, die
unter Verwendung desselben Approximationsverfahrens in Anhang J.1 bestimmt wurden,
identisch sind, wenn man dort a = 1 setzt. Wie schon zuvor werden wir uns auch hier
wieder damit begniigen, die Resultate aufzufiihren, die sich im d = 4-dimensionalen Fall
bei Verwendung der exponentiellen Profilfunktion (2.8) mit s = 1 ergeben. Man erhélt
(As, Gus B) == (0.287,0.751,0.002).

Wir setzen nun unsere Studie mit der Bestimmung der exakten Position des nicht-
GauBschen Fixpunkts (A, g, Bs) fort. Als Ausgangspunkt fiir die dazu notwendige nume-
rische Analyse der (3-Funktionen dienen dabei die obigen Néherungslosungen. Genauer

gesagt, fungieren sie als Startwerte fiir einen Iterationsprozel, der auf dem Computer
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durchgefiithrt wird. (Eine etwas detailliertere Stellungnahme hierzu findet sich in Ab-
schnitt 4.3.) Bis auf weiteres bezieht sich die anschlieBende Diskussion auf den Fall d = 4.
Im ersten Schritt betrachten wir den Spezialfall s = 1. Bei Verwendung der entspre-

chenden exponentiellen Profilfunktion erhélt man
(As, g, Bx) = (0.330,0.292,0.005) . (6.24)

Im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung ergaben sich unter denselben Voraussetzungen
die Fixpunktkoordinaten (A, g.) = (0.348,0.272), siche (4.25). Offensichtlich unterschei-
den sich die \,- und g,-Werte beider Trunkierungen kaum voneinander. Ferner 148t sich
hier folgendes feststellen: Wahrend A, und g, von derselben Gréflenordnung sind, erhélt
man fiir 3, einen Wert, der bedeutend kleiner ist als die Werte fiir die beiden anderen
Koordinaten.

Um zu tiberpriifen, ob diese Eigenschaften des Fixpunkts von universeller Natur sind,
untersuchen wir nun seine Cutoffschema-Abhéngigkeit. Dabei gehen wir nach demselben
Schema wie in Abschnitt 4.3 vor, d.h. wir studieren seine Abhéngigkeit von den Profilpa-
rametern s bzw. b, die man kiinstlich einfiihrt, indem man fiir R die einparametrigen
Familien von Profilfunktionen (2.8) bzw. (2.9) einsetzt. An dieser Stelle sei daran erin-
nert, dafl s die Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) parametrisiert, wéhrend
der Profilparameter b es uns ermoglicht, die Form der Profilfunktionen mit kompaktem
Tréger (2.9) zu variieren. In diesem Zusammenhang ist es angebracht, nochmals darauf
hinzuweisen, daf3 Profilparameter, die den Bereichen s < 1 bzw. b > 1.2 entstammen,
bei den mit den jeweiligen Untersuchungen einhergehenden numerischen Integrationen zu
Konvergenzproblemen fithren. Daher wird im Rahmen der folgenden Diskussion auf solche

s- und b-Werte nicht eingegangen.

1 Bo
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0.6 0. 006
0.4 0. 004
0.2 0. 002
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i5 2 25 3 385 4 45 5° 5 10 15 20 25 30°
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Abbildung 6.3: (a) g., A« und g.\, als Funktionen von s, dargestellt im Bereich 1 <
s < 5. (b) (. als Funktion von s, dargestellt im Bereich 1 < s < 30. Beide Plots basieren
auf der Verwendung der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8).
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Abbildung 6.4: (a) g, A und g\, sowie (b) (3, als Funktionen von b, dargestellt im Be-
reich 0 < b < 1.2. Beide Plots wurden unter Verwendung der Familie von Profilfunktionen
mit kompaktem Tréger (2.9) erstellt.

Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung, so geht auch in diesem Fall aus erzielten
Resultaten hervor, dafl der nicht-Gauflsche Fixpunkt in einem weiten Bereich von s- und
b-Werten existiert. Tatséchlich ist er fiir alle verwendeten Cutoffs vorhanden, was als eines
der wichtigsten Ergebnisse dieser Untersuchung zu werten ist. Die Position erweist sich
dabei erwartungsgeméf als s- bzw. b-abhéngig. In den Abbildungen 6.3 und 6.4 sind seine
Koordinaten (A, gs, 5:) sowie das Produkt g.\, in Abhéngigkeit des Profilparameters s
bzw. b dargestellt. Abbildung 6.3(a), welche die durch die Familie (2.8) eingefiihrte s-
Abhéngigkeit von A,, g, und g\, beschreibt, zeigt lediglich den Ausschnitt, in dem A,
und g, den gréfiten Verdnderungen unterworfen sind. Die in dieser Abbildung aufgefiihrten
Parameter wurden jedoch fiir einen weitaus umfangreicheren Bereich berechnet, ndmlich
fir 1 < s < 30. Ein Vergleich mit den entsprechenden Resultaten aus Abschnitt 4.3
ergibt, daf} die \,- und g,-Werte, die sich in den beiden Trunkierungen ergeben, fiir jeden
einzelnen s- bzw. b-Wert fast identisch sind. Somit {iberrascht es nicht, dafl das Produkt
g« A\ auch im vorliegenden Fall nahezu konstant ist. Ferner unterscheidet sich sein Wert nur
sehr leicht von dem analogen Wert aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung. Wahrend sowohl
Abbildung 6.3(a) als auch Abbildung 6.4(a) auf einen universellen Wert bei g\, ~ 0.14
schliefen lassen, liefert die Einstein-Hilbert-Trunkierung in der Eichung o = 1 den Wert
gx A =~ 0.12, siehe (4.28). Somit kann man erwarten, daf§ der ermittelte g.\.-Wert bis auf
eine relative Ungenauigkeit von 10 bis 20 Prozent exakt ist. Vermutlich ist dieser Grad
an Genauigkeit im Rahmen der vorliegenden Rechnungen nicht zu {ibertreffen, denn wir
muften bereits in Abschnitt 4.3 erkennen, dafl die Benutzung der technisch giinstigen

Eichung a = 1 anstelle der “korrekten” Eichung a = 0 zu einem Fehler von ungefiahr

derselben Grofle fiihrt.

Weiterhin zeigen die vorliegenden Resultate, dafl 5, immer (d.h. fiir alle verwendeten
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R(O)) wesentlich kleiner ist als g, und A,. Dieses Resultat ist ziemlich bemerkenswert, denn
es deutet im Rahmen der begrenzten Genauigkeit der zugrundeliegenden Rechnungen
darauf hin, dafl der prinzipiell im dreidimensionalen \-g-3—Raum angesiedelte Fixpunkt
der R2-Trunkierung praktisch in der A\-g—Ebene mit verschwindender 3-Komponente 3 =

0 liegt, d.h. im Parameterraum der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung.

Schlieflich ist noch erwéhnenswert, daf sich die Schema-Abhéngigkeit von 3, als un-
erwartet klein herausstellt. Betrachten wir hier zunéchst die Schema-Abhéngigkeit, die
aus der Verwendung der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8) hervorgeht.
Die damit einhergehende Funktion f3,(s) ist in Abbildung 6.3(b) dargestellt. Sie weist im
Bereich von nicht allzu kleinen s-Werten die Form eines Plateaus auf. Verwendet man die
Familie von Profilfunktionen mit kompaktem Triger (2.9), so ist die Abhingigkeit vom
Cutoffschema sogar noch schwiicher. Abbildung 6.4(b) zeigt die entsprechende Funktion
B«(b); sie ist in dem kompletten abgebildeten Bereich 0 < b < 1.2 beinahe konstant.
Dariiber hinaus stimmen die Positionen der beiden Plateaus nahezu iiberein. Wahrend
Abbildung 6.3(b) den Wert (3, = 0.0031 liefert, resultiert (3, ~ 0.0036 aus Abbildung
6.4(b). Insgesamt deutet dies darauf hin, da§ auch f§, im d = 4-dimensionalen Fall eine

universelle Grofie sein konnte.

6.3.2 Der linearisierte Flufl im d = 4-dimensionalen Fall

Der néchste Schritt besteht darin, das kritische Verhalten des Renormierungsgruppen-
flusses in der Nédhe des nicht-Gaufischen Fixpunkts zu untersuchen. Nehmen wir das ent-
scheidende Resultat gleich vorweg: Fiir alle verwendeten Cutoffs erweist sich der nicht-
GauBsche Fixpunkt der R?-Trunkierung als UV attraktiv, und zwar in allen drei Rich-
tungen des A\-g-G—Raums. Das sieht man wie folgt: Linearisiert man den Renormierungs-
gruppenflufl geméB (4.2) und diagonalisiert dann die daraus hervorgehende Stabilitédtsma-
trix B, so erhélt man immer ein Paar von komplex konjugierten kritischen Exponenten
01 = ¢ +10” = 03 mit ¢ > 0 sowie einen einzelnen reellen, positiven kritischen Exponen-
ten f3 > 0. Damit erhdlt man die allgemeine Losung der linearisierten Flufigleichungen
einfach dadurch, da man den Realteil von (4.4) bildet. Unter Verwendung der in Ab-
schnitt 4.3 eingefithrten Renormierungsgruppenzeit ¢ = In(k/kq) 1a8t sich diese Losung

folgendermaflen schreiben:
Ok 96, 8) T = My ge, BT + 2{ [ReC cos (8"t) + Im C sin (0" ¢t)] Re V

+[ReC sin (0" t) — Im C cos (0" t)] Im V} e~ L CsV3e %t (6.25)
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Die obige Losungsschar enthélt als freie Parameter die komplexe Integrationskonstante
C = Cy = (Cy)* und die reelle Integrationskonstante Cs. Weiterhin verkérpern V = V1 =
(V#)* und V? die Rechtseigenvektoren der Stabilitétsmatrix (B;;); jefx,q,6) zum Eigenwert
—0, = —0%5 bzw. —05. Offensichtlich konvergiert der Ausdruck aus Gleichung (6.25) im
Limes k& — oo genau dann gegen (A, g«, 0x), wenn € und 65 positiv sind. Da das hier
in der Tat (unabhingig vom Cutoff) der Fall ist, wirkt der nicht-Gaufische Fixpunkt
folglich auf alle Trajektorien in seinem Einzugsbereich UV attraktiv. Betrachtet man die
durch (6.25) beschriebenen Trajektorien etwas genauer, so stellt man fest, daf sie sich
aus drei voneinander unabhéngigen Normalmoden zusammensetzen, deren Amplituden
proportional zu Re C', Im C bzw. Cj3 sind. Die ersten beiden beschreiben eine Spirale und
die dritte eine Gerade.

Betrachten wir jetzt die verschiedenen Gesichtspunkte des nicht-Gaufischen Fixpunkts
anhand eines Beispiels. Dazu verwenden wir wieder die exponentielle Profilfunktion (2.8)
mit s = 1. Fiir die entsprechenden Fixpunktkoordinaten ergibt sich (., gs, 5x) = (0.330,
0.292,0.005), vgl. (6.24). Ferner nimmt die Stabilitdtsmatrix B in diesem Fall die folgende

Form an:

8.83 2.61 401.75
B=—-1 618 4.46 89.24 . (6.26)
0.29 0.32 19.82

Sie liefert das Paar komplexer kritischer Exponenten ¢, = 65 mit ¢’ = 2.15 und 6" = 3.79
sowie den reellen kritischen Exponenten 03 = 28.8. Die zugehérigen Rechtseigenvektoren
sind durch

ReV = (—0.164,0.753, —0.008)T ,
ImV = (0.64,0,—0.01)T

Vi = —(0.92,0.39,0.04)T (6.27)

festgelegt. (Die Vektoren sind derartig normiert, dafl [|[V| = ||[V3|| = 1 gilt.) Mit Hilfe
dieser numerischen Ergebnisse 18t sich nun der linearisierte Flul graphisch darstellen.
Abbildung 6.5 zeigt eine typische Trajektorie, bei der alle drei Normalmoden gleich stark
angeregt sind (d.h. ReC' = Im C = 1/+/2, C5 = 1). Offensichtlich ist sie in dem kompletten
abgebildeten Bereich, der sich von k“ = ”"o0o bis hinunter zu k = mp; erstreckt, auf
einen “Kasten” mit sehr kleiner Ausdehnung in g-Richtung beschrénkt. Dieser umgibt
die # = 0—Ebene, also den Parameterraum der Einstein-Hilbert-Trunkierung.
Tatséchlich ergibt eine umfassende Analyse, dafl der linearisierte Flufl unabhéngig

vom Cutoff durch einige bemerkenswerte Eigenschaften charakterisiert ist, die durch die
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Abbildung 6.5: Eine typische Trajektorie, die den linearisierten Flufl in der Umgebung
des nicht-GauBschen Fixpunkts der R2-Trunkierung beschreibt. Der dargestellte Bereich
entspricht 1 < t = In(k/ky) < oo. In (b) sind sowohl die Eigenrichtungen als auch der
“Kasten” abgebildet, auf den sich die Trajektorie in ihrer Ausdehnung beschrankt.

oben angesprochene Abbildung 6.5 bereits angedeutet werden. Die Art und Weise, in der
diese verschiedenen Eigenschaften zusammenspielen, 1468t darauf schlieflen, dafi der Re-
normierungsgruppenfluf} in der Umgebung des Fixpunkts bereits in sehr guter Ndherung
durch die reine Einstein-Hilbert-Trunkierung beschrieben wird. Diese Merkmale werden
im folgenden aufgelistet.

(a) Die g-Komponenten von ReV und Im V' sind im Verhéltnis zu den iibrigen (von
Null verschiedenen) Komponenten sehr klein. Folglich spannen diese beiden Vektoren eine
Ebene auf, die praktisch mit dem A-g—Unterraum bei § = 0 zusammenfallt und somit
mit dem Parameterraum der Einstein-Hilbert-Trunkierung nahezu identisch ist. Daraus
resultiert wiederum, daf§ die Re C- und Im C-Normalmoden im wesentlichen dieselben
Trajektorien beschreiben wie die beiden “altbekannten” Re C- und Im C-Normalmoden
aus Gleichung (4.30), die sich ohne zusitzliche Beriicksichtigung des R*-Terms ergeben.
Weiterhin sind auch die #'- und 6”-Werte aus den beiden Trunkierungen relativ gut mit-
einander vertréglich, sieche Unterabschnitt 6.3.3 (weiter unten).

(b) Fiir alle benutzten Cutoffs ist der “neue” Eigenwert 5, der durch den R*-Term
hervorgerufen wird, bedeutend grofier als 6, vgl. Unterabschnitt 6.3.3. Das hat folgende
Konsequenzen: Nehmen wir an, eine Trajektorie hat sich bei stetiger Vergroflerung der
Skala k bzw. t so weit dem Fixpunkt genihert, daf sie in guter Approximation durch (6.25)
beschrieben wird. Dann sind die Re C- und Im C-Normalmoden proportional zu exp(—6't)
und werden bei weiterer VergroBerung von ¢ dementsprechend gedampft, wiahrend die

“neue” C3-Normalmode proportional zu exp(—~6st) ist und dadurch im Limes ¢ — oo
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viel schneller abklingt als die beiden anderen Moden. Sobald ¢ grof§ genug ist, liegen
daher die Trajektorien, die in den Fixpunkt laufen und somit in seiner Néhe durch (6.25)
approximiert werden, fiir jede beliebige Wahl der Integrationskonstanten (Re C, Im C, C5)
nahezu vollstdndig im Re V-Im V —Unterraum, also praktisch in der § = 0—Ebene.

Aufgrund des grolen Betrags von 63 ist die neue Eigenrichtung sehr “relevant”. Wenn
man aber, vom Fixpunkt bei ¢t = "oo ausgehend, die Skala verkleinert, dann bleibt der
exp(—0st)-Term solange gegeniiber den anderen Termen aus (6.25) vernachléssigbar, bis
die Skala k ~ mp; (t ~ 0) erreicht wird, bei der er von der Grofienordnung eins ist. Erst
an diesem Punkt beginnt der Bereich, in dem eine weitere Verkleinerung von ¢ dazu fiihrt,
dafl dieser Term schnell anwéchst.

(c) Da die Matrix B nicht symmetrisch ist, gibt es keinen zwingenden Grund dafiir,
daf ihre Eigenvektoren orthogonal sein sollten. Tatsichlich findet man, da§ V3 beinahe
in der Re V-Im V —Ebene liegt. Berechnet man beispielsweise die Winkel zwischen den
Eigenvektoren aus (6.27), so erhélt man <(ReV,Im V) = 102.3°, <(Re V,V?) = 100.7°,
<(ImV,V3) = 156.7°. Thre Summe betriigt 359.7°, wodurch bestiitigt wird, dafl ReV,
Im V und V? nahezu komplanar sind. Das bedeutet, da§ auch aus der Anregung der Cs-
Normalmode in erster Linie Beitrége zu den [ d%z,/g- und [ d’z \/gR-Termen von Iy
hervorgehen. Thr Beitrag zum [ d%z /gR?-Term ist wiederum vergleichsweise klein.

Aus der Kombination der unter (a), (b) und (c) aufgelisteten Resultate 148t sich schlie-
Ben, dafl der Renormierungsgruppenflufl in der Umgebung des Fixpunkts im wesentlichen
zweidimensional ist und dafl dieser zweidimensionale Flufl in guter Naherung durch die

FluBgleichungen der Einstein-Hilbert-Trunkierung beschrieben wird.

6.3.3 Cutoffschema-Abhéingigkeit der kritischen Exponenten im

d = 4-dimensionalen Fall

Wie bereits in Abschnitt 4.1 dargelegt wurde, sind die kritischen Exponenten univer-
selle GroBlen. Durch Trunkieren des Parameterraums wird jedoch in diese Groflen eine
Cutoffschema-Abhéngigkeit induziert. Diese kann aber durchaus zum Vorteil gereichen,
da sich anhand ihres Ausmafles die Verldfllichkeit einer Trunkierung erkennen lafit. Die
kritischen Exponenten der R?-Trunkierung liefern in dieser Hinsicht zufriedenstellende
Resultate. Diese werden in den Abbildungen 6.6 und 6.7 dargestellt. Die Abbildungen
6.6(a) und 6.7(a) zeigen den Realteil #” und den Imaginérteil §” des komplex konjugierten
Paares 0, = 05 in Abhéangigkeit vom Cutoff, wihrend die Cutoffschema-Abhéangigkeit des
reellen kritischen Exponenten 03 anhand der Abbildungen 6.6(b) und 6.7(b) illustriert
wird. Die Plots aus Abbildung 6.6 wurden unter Verwendung der Familie von exponen-

tiellen Profilfunktionen (2.8) erstellt, und diejenigen aus Abbildung 6.7 basieren auf der
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Familie von Profilfunktionen mit kompaktem Trager (2.9). Dementsprechend zeigen sie

die kritischen Exponenten als Funktionen des jeweiligen Profilparameters s bzw. b.
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Abbildung 6.6: (a) ' = Ref; und ¢” = Im#6,, sowie (b) 03 als Funktionen von s. Die
beiden Plots wurden unter Verwendung der Familie von exponentiellen Profilfunktionen
(2.8) erstellt.
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Abbildung 6.7: (a) 0’ = Ref; und 0" = Im 6, sowie (b) 03 als Funktionen von b. Die
beiden Plots wurden unter Verwendung der Familie von Profilfunktionen mit kompaktem
Tréger (2.9) erstellt.

~ —~ O

Was das komplex konjugierte Paar von kritischen Exponenten angeht, so stellt sich her-
aus, daf} ihre Schema-Abhéngigkeit von derselben GroBenordnung ist wie bei der Einstein-
Hilbert-Trunkierung. Wahrend die Schema-Abhéangigkeit von 6” schwicher ist als die in
Abschnitt 4.3 fiir den entsprechenden Parameter gefundene, weist 6’ im Vergleich zu sei-
nem Analogon aus 4.3 eine etwas stirkere Abhiingigkeit von R(® auf. Bei Verwendung
der exponentiellen Profilfunktionen mit 1 < s < 30 ergeben sich im vorliegenden Fall 6'-
und #”-Werte, die in den Intervallen 2.1 < €'(s) < 3.4 bzw. 3.1 < 0"(s) < 4.3 liegen.
Im Vergleich dazu fiihren die Profilfunktionen mit kompaktem Triger zu einer schwéche-
ren Abhéngigkeit vom Profilparameter b. Die sich fiir 6/(b) und 6”(b) ergebenden Werte
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sind aber sehr wohl mit denjenigen vertréglich, die aus den exponentiellen Profilfunk-
tionen hervorgehen. In der Tat liegen sie allesamt in den oben angegebenen €'(s)- und
0" (s)—Intervallen. Die Mittelwerte fiir 6 und 6” sind etwas grofler als die entsprechenden
aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung. Die Differenz zwischen den jeweiligen Mittelwerten
liegt sowohl fiir ¢’ als auch fiir 6" ungeféhr bei eins.

Wenden wir uns nun dem neuen kritischen Exponenten 63 zu, der in der Einstein-
Hilbert-Trunkierung nicht vorhanden ist. Bei Verwendung der exponentiellen Profilfunk-
tionen (2.8) weist dieser kritische Exponent eine deutlich ausgepriagte Schema-Abhéngig-
keit auf. In dem untersuchten Bereich 1 < s < 30 unterliegt er relativ starken Schwan-
kungen und nimmt sdmtliche Werte aus dem Intervall 8.4 < 05(s) < 28.8 an. Im Vergleich
zu den exponentiellen Profilfunktionen fithren diejenigen mit kompaktem Tréger hingegen
zu einer ziemlich schwachen Schema-Abhéingigkeit. Fiir den Parameterbereich b € [0, 1.2]
ergibt sich hier das Intervall 23.0 < 65(b) < 26.7. Offensichtlich sind auch in diesem Fall
die Resultate, die sich in Zusammenhang mit den beiden Familien von Profilfunktionen
ergeben, miteinander vertréglich. Aufferdem stellt sich hiermit heraus, daf 85 fiir alle ver-
wendeten Cutoffs bedeutend grofer ist als 6 (und 6”). Folglich ist die “Hierarchie” der
kritischen Exponenten, die unter dem Punkt (b) des vorangegangenen Unterabschnitts
6.3.2 erwihnt wurde und die die Trajektorien nahezu auf die 3 = 0-Ebene einschréankt,
eine universelle Eigenschaft der Theorie.

Die kritischen Exponenten, insbesondere 63, weisen offenkundig eine merklich stérkere
Schema-Abhéngigkeit auf als das Produkt g,\.. Der Grund dafiir liegt wahrscheinlich
darin, dafl weitere (am nicht-Gaufschen Fixpunkt) relevante Operatoren neben denjenigen
existieren, die in der R2-Trunkierung Beriicksichtigung finden, und somit die vorliegende

B-Matrix, die ja die kritischen Exponenten liefert, wohl noch “zu klein” ist.

6.3.4 Der 2 + e-dimensionale Fall

Die obigen Resultate und ihr konsistentes Zusammenspiel weisen stark darauf hin, dafl
die d = 4-dimensionale Quanten-Einstein-Gravitation tatsédchlich einen nicht-Gauf3schen
Fixpunkt besitzen konnte, der mit genau den Eigenschaften ausgestattet ist, die zur nicht-
perturbativen Renormierbarkeit oder “asymptotischen Sicherheit ” der Theorie fiihren.
Im Rahmen des gewéhlten Zugangs ist es allerdings nicht mdoglich, die Dimensionalitét
Ayy der UV kritischen Hyperfliche zu bestimmen, die ja mit der Anzahl der am nicht-
GauBschen Fixpunkt relevanten Invarianten identisch ist. Aus der Studie der kanonischen
Dimensionen geht hervor, da§ die (Kriimmung)”-Invarianten in d = 4 Dimensionen auf
klassischem Niveau fiir n = 2 marginal und fiir n > 2 irrelevant sind. Die Ergebnisse fiir
03 zeigen jedoch, dal grofie nichtklassische Beitrige in Erscheinung treten. Demzufolge

konnte es, wie oben bereits angedeutet, dariiber hinaus noch weitere relevante Operato-
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Tabelle 6.t1: Koordinaten des Fixpunkts und kritische Exponenten
s | M (HO(E) | g« (+0(%)) | . (+0(e)) | 01 (+0(e)) | b2 (+0(e?)) | 05 (+O(e))
1 —0.131¢e 0.087¢ —0.083 2 0.963¢ —1.968
5 —0.055¢ 0.092¢ —0.312 2 0.955¢ —1.955
10 —0.035¢ 0.095¢ —0.592 2 0.955¢ —1.956

ren von noch hoherer Potenz in der Kriimmung geben. Da es aber schwer vorstellbar ist,
daf} die Quanteneffekte die Vorzeichen von unendlich vielen negativen klassischen Skalen-
dimensionen &ndern, die ja vom Betrag her beliebig groflen werden kénnen, sollte Ayy
eigentlich endlich sein. Eine etwas ausfiihrlichere Diskussion hierzu findet sich in Abschnitt
4.1; siehe auch [10].

Eine erste Bestiitigung dieser Annahme kommt aus der R%Trunkierung in d = 2 + ¢
Dimensionen (mit 0 < ¢ < 1). In diesem Fall ergibt sich in der Tat, daf die dritte,
klassisch irrelevante Eigenrichtung auch auf nichtklassischem Niveau irrelevant bleibt,
was sich durch einen (fiir alle verwendeten Cutoffs) negativen #3-Wert ausdriickt. (Bei der
Identifizierung von (klassisch) relevanten und irrelevanten Invarianten ist hier zu beachten,
dafl der Grenzwert fiir die kanonische Dimension, der diese beiden Bereiche voneinander

trennt, gegeniiber dem d = 4-dimensionalen Fall um zwei Einheiten verschoben ist.)

Im Gegensatz zu der entsprechenden Rechnung in der Einstein-Hilbert-Trunkierung,
die sich noch analytisch durchfiihren liefl, ist man im Rahmen der R2-Trunkierung in
d = 2 + ¢ Dimensionen dazu gezwungen, bei der Auswertung auf numerische Methoden
zuriickzugreifen. Im einzelnen wurden hier die Koordinaten des Fixpunkts und die zu-
gehorigen kritischen Exponenten mit Hilfe der e-Entwicklung fiir ausgewihlte Werte des
Profilparameters s numerisch bestimmt. Bei allen berechneten Groflen wurden nur die
fithrenden nichttrivialen Ordnungen der e-Entwicklung beriicksichtigt. Die entsprechen-

den numerischen Resultate sind in Tabelle 6.t1 aufgelistet.

Fiir alle verwendeten Cutoffs erhélt man in diesem Fall drei reelle kritische Exponen-
ten, die ersten beiden sind positiv, und der dritte ist negativ. Demnach ist die zugehorige
V3-Richtung UV repulsiv. Das lifit wiederum die Vermutung zu, daf die Dimensionalitiit
der kritischen Hyperfliche bei Ayy = 2 liegen sollte. Allerdings stellt dieses Argument
natiirlich keinen rigorosen Beweis dafiir dar. Falls dies aber tatséchlich so sein sollte, dann
wire die Quantentheorie nur durch zwei freie Parameter vollstdndig charakterisiert, z.B.
durch die renormierte Newton-Konstante GGy und die renormierte kosmologische Konstan-
te 5\0.

Vergleichen wir zum Abschlufl die obigen Resultate mit denen aus der Einstein-Hilbert-
Trunkierung, die bereits in Abschnitt 4.3 diskutiert wurden. Man stellt dabei fest, dafl
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die A- und die g-Koordinate des Fixpunkts sowie die kritischen Exponenten ¢; und 6,
den analogen Groflen aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung sehr &hnlich sind. Allerdings
treten dennoch gewisse wesentliche Unterschiede auf. Wiahrend in der Einstein-Hilbert-
Trunkierung die Resultate fiir g, und 6, in fithrender Ordnung unabhéngig vom Cutoff-
schema sind (g, = 3/38e+0(e?) ~ 0.079e+O(e?), O = e+ O(e?), vgl. Abschnitt 4.3), ist
bei den entsprechenden Gréflen in der R2-Trunkierung eine zwar schwache, aber nichtver-
schwindende Schema-Abhéngigkeit zu verzeichnen. Andererseits fithren beide Resultate

in Einklang miteinander zu dem Ergebnis 6; = 2 + O(¢).

6.3.5 Zusammenstellung und Bewertung der Ergebnisse

Um dieses Kapitel in angemessener Form zu Ende zu bringen, werden im folgenden kurz
die wichtigsten Eigenschaften des nicht-Gaufischen Fixpunkts der R?-Trunkierung reka-
pituliert und ihre Konsequenzen aufgezeigt.

(1gz2) Position des Fixpunkts: Der im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung ge-

fundene nicht-Gauflsche Fixpunkt ist auch in der allgemeineren Trunkierung mit zusétzli-
chem R?-Term vorhanden. Er existiert fiir alle verwendeten Profilfunktionen und erweist
sich gegeniiber der Variation des Cutoffschemas als sehr stabil. Ferner liegt der Fixpunkt
fiir alle Profilfunktionen R praktisch in der $ = 0-Ebene. Dariiber hinaus stimmt seine
Position fiir jedes einzelne R(®) beinahe genau mit derjenigen iiberein, die der Fixpunkt der
Einstein-Hilbert-Trunkierung bei Verwendung desselben R(®) einnimmt. Insgesamt ist dies
als ein hochgradig nichttriviales Resultat zu werten, denn am Beispiel des Gaufschen Fix-
punkts, der zwar in der Einstein-Hilbert-Trunkierung, aber nicht in der R?-Trunkierung
vorhanden ist, 148t sich erkennen, dafl der Fortbestand eines Fixpunkts bei Erweiterung
des Trunkierungsansatzes nicht garantiert ist.

(2gr2) Eigenwerte und -vektoren: Fiir alle verwendeten Cutoffs wirkt der Fixpunkt in

jede der drei Richtungen des A-g-3—Raums UV attraktiv. Der linearisierte Fluf} in seiner
Umgebung ist immer durch ein Paar von komplex konjugierten kritischen Exponenten
0, = 6 +10" = 65 mit 6 > 0 und einen einzelnen reellen, positiven kritischen Exponenten
03 > 0 bestimmt. Dieser Flul ist im wesentlichen zweidimensional und wird in guter
Néherung durch die Renormierungsgruppengleichungen der Einstein-Hilbert-Trunkierung
beschrieben.

(3r2) Cutoffschema-Abhéngigkeit: Die Schema-Abhéngigkeit der kritischen Exponen-

ten 6, = 65 und des Produkts g, )\, ist von derselben Groflenordnung wie bei der Einstein-
Hilbert-Trunkierung. Bei 6" ist sie im vorliegenden Fall schwécher als im Fall der Einstein-
Hilbert-Trunkierung, wahrend sie bei 6" hier etwas starker ausgepragt ist. Der neue Ex-
ponent #5 hingegen weist eine relativ starke Abhéangigkeit vom Cutoffschema auf. Das

angesprochene Produkt g.A. zeichnet sich wiederum durch eine erstaunlich schwache,
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kaum registrierbare Schema-Abhéngigkeit aus.

(4r2) Dimensionalitidt von Syy: Im Rahmen des hier gewéhlten Zugangs 148t sich die

Dimensionalitit Ayy der UV kritischen Hyperflache nicht bestimmen. Die Resultate, die
aus den Rechnungen zur R?-Trunkierung in 2 + ¢ Dimensionen folgen, deuten jedoch an,

dal Ayv auch im d = 4-dimensionalen Fall endlich sein sollte.

Den obigen Resultaten nach zu urteilen, wird es immer unwahrscheinlicher, daf3 der
nunmehr im Rahmen beider Trunkierungen gefundene nicht-Gaufische Fixpunkt ein Trun-
kierungsprodukt repréasentiert. Vielmehr erscheint es hier weitaus logischer anzunehmen,
daB er auch in der exakten Theorie existiert und daf§ dieser “exakte” Fixpunkt bei den
vorliegenden Rechnungen lediglich in Form seiner Projektion auf den jeweiligen trun-
kierten Parameterraum in Erscheinung tritt. Im einzelnen wurde hier gezeigt, dafl der
Fixpunkt mitsamt all seinen qualitativen (und teilweise auch quantitativen) Eigenschaf-
ten kaum durch die Erweiterung des Trunkierungsansatzes um den R?-Term sowie durch
die zusétzliche Variation des Cutoffschemas beeinflufit wird. Daraus 1483t sich schlieflen,
daf bereits die relativ “einfache” Einstein-Hilbert-Trunkierung zumindest bei hinreichend
groflen Skalen k oberhalb der Planck-Masse aller Voraussicht nach verlaflich ist. Inbeson-
dere stellen die Ergebnisse dieses Abschnitts ein weiteres starkes Indiz dafiir dar, dafl die
d = 4-dimensionale Quanten-Einstein-Gravitation in der Tat asymptotisch sicher, also

nichtperturbativ renormierbar sein kénnte.



Kapitel 7

Positivitiat der Wirkung, des
Hesse-Matrixoperators und des
Cutofts

7.1 Positivitdt der Wirkung

Nachdem wir uns in den vorangegangenen Kapiteln mit der Auswertung der Flugleichung
beschéftigt haben, werden wir nun, um das Gesamtbild abzurunden, noch einige technische
und auch konzeptionelle Details diskutieren, die fiir die effektive Mittelwertwirkung I'y, und
ihre Flugleichung von Bedeutung sind. Genauer gesagt werden wir erkunden, in welchem
Mafle die Addition des R*-Terms zur Beseitigung der Probleme beitragen kinnte, die der
konforme Sektor des Einstein-Hilbert-Terms hinsichtlich der Positivitdat der Wirkung und
der Stabilitdt der Theorie verursacht.
Der Euklidischen Einstein-Hilbert-Wirkung

Senld) = 15 [ @5 v3{-Rlg) + 23} (1)

haftet ein wohlbekanntes Problem an, und zwar, daf§ sie in d > 2 Dimensionen nicht nach
unten beschrénkt ist. Das 148t sich sehr leicht zeigen. Dazu zerlegt man die Metrik geméaf
Guv = €xXP(2X) Gy, Wobei g, eine feste Bezugsmetrik darstellt und x(z) den sogenannten

konformen Faktor verkorpert, und schreibt damit (7.1) wie folgt um:

Senlg] = ! /ddx g X R 2X e — (d—1)(d —2) g (D,ux) (Dux)] (7.2)

167G

Anhand dieser Gleichung wird klar, daf§ Sgg jeden beliebigen negativen Wert annehmen
kann. Denn durch Wahl eines entsprechend schnell variierenden konformen Faktors x(x)
168t sich erreichen, daf das Integral iiber (D,x)* Werte von beliebiger Grofe zu (7.2)

131
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beisteuern kann. Da dieses Integral mit einem negativen Vorzeichen in (7.2) auftaucht, ist
S somit nicht nach unten beschrinkt. Aufgrund dieser Unbeschrianktheit diirfte es sehr
schwierig sein, fiir die Euklidische Quantengravitation ein wohldefiniertes Pfadintegral der
Form Z = [ Dg,, exp(—Sgn) zu finden.

Die Situation verbessert sich erheblich, wenn man der Wirkung Sgy die Invariante
[ d%xz\/gR? hinzufiigt und den Koeffizienten dieses Terms positiv wéhlt. Denn die dar-
aus resultierende Wirkung ist tatsdchlich nach unten beschrankt, vgl. [13]. Wihrend der
Einstein-Hilbert-Term [ ddx\/ﬁR einen negativen Beitrag zum kinetischen Term des kon-
formen Faktors liefert, der hier bei kleinen Impulsen dominiert, resultiert aus dem R?-
Term ein positiver Beitrag zum kinetischen Term, der sein Verhalten bei groflen Impulsen
bestimmt. Infolgedessen besitzen sowohl das trunkierte Wirkungsfunktional I'y[g, g] aus
Gleichung (5.2) als auch die nackte Wirkung S[g] = I';

k—oo

Wenn man nun den Trunkierungsansatz (5.2) mit identifizierten Metriken g,, = g, durch

[g, g] ein absolutes Minimum.

Umschreiben in die Form

Tklg, 9] = / dz /g {Bk <R - Z%k“2> + Zypr? <4Xk - Z%’““2) } (7.3)

k k

bringt, so 148t sich zudem eine hinreichende Bedingung fiir eine strikt positive Wirkung
Iklg, 9] > 0 sehr leicht bestimmen. Auf dem Niveau der dimensionslosen Kopplungen

nimmt sie die folgende Form an: g > 0, 6, > 0 und

7.2 Positivitit des Hesse-Matrixoperators

Auf der rechten Seite der Fluigleichung (2.3) tritt I'y in Form seiner zweiten Funktional-
ableitung, des Hesse-Matrixoperators F,(f), auf, an den der Cutoffoperator R; geméafl der
Regel (2.4) angepafit wird. Infolge dieser Anpassung fiihrt der Cutoff nur dann zu einer
“korrekten” Unterdriickung der Beitrdge von niederenergetischen Moden, wenn F,(f) ein
positiv definiter Operator ist. Da ohnehin zu erwarten ist, daf die R?-Trunkierung nur im
Bereich grofler Skalen k verléfllich ist, reicht es fiir unsere Zwecke im Grunde genommen
aus, wenn Fl(f) und Ry, lediglich fiir hinreichend grofie Impulse p?> = —D? positiv definit
sind. Der Grund dafiir liegt in der Tatsache, daf der Faktor 9;Ry(p®) hauptsichlich im
Bereich um p? ~ k? “grofie” Werte annimmt, und somit dafiir sorgt, dafi die Spuren auf
der rechten Seite von (2.3) ihre Hauptbeitrige von Moden erhalten, deren Eigenwerten p?
in der Ndhe von k? liegen.

Im allgemeinen héangt Ff) lg, g] sowohl von g, als auch von der Hintergrundmetrik g,,,

ab. Im folgenden werden wir uns aber auf den Operator F,(f) lg,9] = F,(f) mit identifizierten
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Metriken konzentrieren. Weiterhin nehmen wir an, da g,, = g, die Metrik einer d-
Sphére vom Radius r darstellt, da wir uns in der vorliegenden Arbeit bei der Projektion
der FluBigleichung ohnehin immer auf diese Klasse von Hintergriinden beschranken. Somit
sind im vorliegenden Fall die Eigenwerte die in Anhang E tabellierten p*> = A;(d, s), welche
von der diskreten Quantenzahl [ abhéngen. Die A;(d, s) stellen streng monoton wachsende
Funktionen von [ dar, fiir die lim;_., A;(d, s) = oo gilt.

Im folgenden werden wir zeigen, dafl F;f) bei sehr groflen Skalen %k in der Tat positiv
definit wird, wenn der Feldraum, auf den er wirkt, auf den Unterraum beschrankt wird, der
von —D?2-Eigenfunktionen zu hinreichend grofien Eigenwerten aufgespannt wird. Um die
Positivitiat zu gewéhrleisten, ist es allerdings zuséatzlich erforderlich, daf§ die Kopplungen
gewissen Bedingungen nachkommen.

Welche Struktur besitzt nun der oben erwidhnte Unterraum? Offensichtlich 148t sich
eine besonders geeignete Basis fiir diesen Raum aus den sphérischen Harmonischen Tllfy’”b,
T/im und 7" konstruieren. Dabei gehen dann nur solche Harmonischen in die jeweilige
Basis ein, deren [-Werte einen bestimmten Minimalwert [, iiberschreiten. Bis auf wei-
teres spielen fiir die folgende Diskussion nur sehr grofle [-Werte eine Rolle. Daher reicht
es aus, die angesprochenen Positivitéitsbedingungen fiir die Kopplungen aus den Anteilen
von FE) herzuleiten, die die fithrenden [-Potenzen enthalten.

Nachdem in dem Hesse-Matrixoperator I’,(f) l9, 9], der durch die quadratische Form
(5.6) bestimmt ist, —D? durch A;(d, s) ersetzt worden ist, stellt dieser eine symmetrische
Blockdiagonalmatrix dar. Daher 148t sich hier das Hauptminorenkriterium anwenden, um
an die Positivitatsbedingungen zu gelangen. Sie sind hier von der folgenden, sehr einfa-
chen Form: (T)srzr > 0, (T7)gz > 0, (0)55 > 0 und (T),, (1) ;5 — (TP)25 > 0.
Bei geniigend groflen [-Werten verkérpern die fithrenden [-Potenzen von A;(d, s) die domi-
)

oo

nierenden Beitrége zu den Eintrdgen von Fg aus Gleichung (5.6), so daf sich die obigen

Bedingungen in diesem Grenzfall zu den nachstehenden Ungleichungen vereinfachen:

l—o00 > >
0 < (F;(f))w =% (Zyki? = B R) M(d,2) = Zw?— R >0 (1.5)

2 2
@)\ =0 o LNKK ZNgK
0 < (Fk )& =FoTE AW = >0 (7.6)
(2) oo - (d—1\" ) _
0 < (rk )¢¢ =2 (=) A Wd0)? = B>0 (7.7)

2
0 < <F(2)> (F(Q)) _(F(2)>
s N F ) G5 Vs

oo (d—=1\" Znik? By
d «Q

Bei positiven Werten des Eichparameters, also fir « > 0 (und auch im Limes « \ 0),

AN ot
Nk ﬁk>

(Ay(d,0))* >0 .

0 (7.8)
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fithrt dies dazu, dafl die dimensionslosen Kopplungen den folgenden Einschrénkungen

unterliegen:
g >0, B>0, k*/(327mgiB) > R. (7.9)

In der Umgebung des UV Fixpunkts in d = 4 Dimensionen gelten die Beziechungen
gk ~ g, und By ~ [, mit g,, 3, > 0. Demnach sind in der Nédhe des nicht-Gauflschen
Fixpunkts die ersten beiden Bedingungen aus (7.9) offensichtlich erfiillt. Ferner nimmt
die dritte Bedingung in diesem Fall die Form R < k*/(327g.3,) an. Fiir festes R ist auch
diese Bedingung erfiillt, solange k& nur grofl genug ist. Beschréinkt man also den Feldraum
auf Moden zu hinreichend grofien Eigenwerten und wéhlt die Skala k grofl genug, so ist der

) positiv. Folglich sollte der daran angepafite

auf diese Weise eingeschrinkte Operator F;f
Cutoffoperator die gewiinschten Unterdriickungseigenschaften besitzen.

Bei der obigen Erorterung wird R als ein konstanter Parameter behandelt. Wenn
man bedenkt, dal bei der Auswertung der FluBgleichung (2.3) ein Koeffizientenvergleich
beziiglich der Potenzen des Radius r oc R~'/? vorgenommen wurde, dann ist es in der Tat
klar, dafl man in diesem Zusammenhang r und R als feste, von k£ unabhéngige Grofien an-
sehen sollte. Es ist hier dennoch sehr aufschlufireich, einen alternativen Standpunkt zu ver-
treten. Dazu betrachten wir den Operator F,(f) [g%(k), g (k)], wobei ¢*(k) die k-abhéngi-
ge, sphérische “on-shell” -Metrik darstellt, die die Bewegungsgleichung 0I';/dg,, = 0 fur
Guv = G 16st. Der Unterschied zu der oben diskutierten Situation besteht darin, dal R
in diesem Fall eine Funktion von k verkérpert, die aus ¢°°(k) zu berechnen ist. (Hierzu
sei auBerdem angemerkt, dafl der Operator F,(f) [g(k), g°°(k)] bei einer gewohnlichen Ein-
Loop-Rechnung mittels Sattelpunktentwicklung in Form seiner Ein-Loop-Determinante
auftauchen wiirde, wenn man von 'y als “klassischer” Wirkung ausgehen wiirde.)

Fahren wir mit der Bestimmung von ¢ (k) fort. Fiir das trunkierte Wirkungsfunktional
[y aus Gleichung (5.2) nimmt die Feldgleichung, nachdem darin die Metriken identifiziert

worden sind (g,, = g, ), die folgende Form an:
2Znik” (G + g M) + B [— (G + Ruw) R+ 2D, D, R — 2g,,D*R] =0. (7.10)

Dabei verkorpert G,, = R, — ¢, R/2 den Einstein-Tensor. Im Fall d = 4, und nur
in diesem Fall, erfiilllen die maximal symmetrischen Losungen zu (7.10) die Einstein-
Gleichung G, = —gW/_\k. Das liegt daran, daf§ die Beitrige vom R2-Term in diesem Fall
verschwinden. Setzt man nun die kontrahierte Gleichung R = 4\, in die dritte Ungleichung

aus (7.9) ein, so erhélt man

Diese Bedingung ist interessanterweise genau dann erfiillt, wenn I'x[g, g] kein manifest

positives Funktional von g,, darstellt, was sich anhand von Gleichung (7.4) unmittelbar
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erkennen lift. Das bedeutet, dafl die S%Losungen von Gleichung (7.10) im Fall d = 4
zumindest dann nicht zum absoluten Minimum von I'x[g, ¢ fithren kénnen, wenn I'x[g, g]
manifest positiv ist.

Im Bereich des UV Fixpunkts vereinfacht sich die Bedingung (7.11) zu 1287 g \. 5, <
1. Aus der Fixpunktanlyse des vorangegangenen Kapitels geht hervor, dafl die linke Seite
dieser Ungleichung fiir alle benutzten Cutoffs Werte annimmt, die in dem Intervall 0.17 <
1287 g A\ Bx < 0.22 liegen. Somit ist die Bedingung (7.11) in der Nidhe des Fixpunkts in
der Tat erfiillt. Das heifit, daf§ die Hesse-Matrix F,(f) auch dann fiir hinreichend grofie [-
und k-Werte (unabhiingig vom Cutoff) positiv definit wird, wenn man darin die S*-Losung
zu Gleichung (7.10) einsetzt. Es liegt somit “on-shell” im UV Bereich keine Instabilitét
Vor.

Weiterhin hat die mit der obigen Ungleichung 1287 g, \.(3, < 1 gleichbedeutende Ver-
letzung der Bedingung (7.4) zur Folge, dafl das Funktional ['y[g, ¢g] in der Néhe des Fix-
punkts zwar nach unten beschrankt, aber nicht manifest positiv ist. Es ist jedoch moglich,
[klg, g] auf triviale Weise in ein manifest positives Funktional umzuwandeln. Dazu muf}

man lediglich eine geeignete Konstante addieren.

7.3 Positivitiat des Cutoffs

Es ist zu erwarten, dafl die Bedingungen, unter denen A.S positiv definit ist, mit den
Positivitatsbedingungen fiir den Hesse-Matrixoperator Fgf) aus dem vorigen Abschnitt
identisch sind. Mit dieser Einschétzung wollen wir uns hier aber nicht begniigen, son-
dern wir mochten genauere Informationen iiber den Minimalwert [,;, und somit iiber
den Impulsbereich gewinnen, in dem A.S positiv ist. Daher setzen wir unsere Analyse
mit einer expliziten Untersuchung des Cutoffoperators Ry fort. Der Einfachheit halber
beschrinken wir uns dabei wieder auf sphérische Hintergriinde und auf den Fall d = 4,
der uns naturgeméfl am meisten interessiert.

Als Ausgangspunkt fiir die anstehenden Betrachtungen dienen die Eintréige des Cut-
offoperators aus (2.5). Wir setzen nun (Rk)%;%[; = 1/2(g"g"? + g"?¢"*) (Ri)jrsr und
(Rk)gg = ¢" (Ri)g und ersetzen dann in siimtlichen Ausdriicken aus (2.5) die kovarianten

Laplace-Operatoren D? durch ihre Eigenwerte —A;(4, s). Dadurch erhilt man

E*RO(A(4,2)/k?)

R
(Rk)ETBT = 327 gr {1 — 327 gr B, ﬁ} )

k4R(0) (Al<47 1)/k2)
167 gra
K RO(A(4,0) /)

(Ri)os = 327 o {367T kB (200(4,0) /K> + RO (A, (4,0)/k%)) + Z} ,
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(Re)gs = <Rk>2¢1=§ﬁkk4{ [Ad(4, 0)/k + RO (Au(4,0)/k2)]

X \/ Ai(4,0)/k* + RO (Ay(4,0)/k?) — 3—},:2

A (4,047 \/Al(4, 0) /2 — 3—];} | (7.12)

K RO (A(4,0)/k)
327 gk

1

{3671‘ gkﬁk (2Al(4, O)/kz + R(O)(Al(4, 0)/[{32)) — Z} .

Wihrend in (2.5) eine Beschreibung des Cutoffs gewéhlt wurde, die auf den dimensionsbe-

(Ri) 35

hafteten Grofen Znyk2, Ay und 5 basiert, wurden hier samtliche Eintrige von R, durch
die entsprechenden dimensionslosen Gréfien ausgedriickt.

Offensichtlich besitzt die durch (7.12) festgelegte Cutoff-Matrix R Blockdiagonal-
form. In Analogie zu den Bedingungen an die Hesse-Matrix I’,(f) aus dem vorigen Abschnitt
lauten die Positivititsbedingungen fiir Ry, somit: (Ry)srzr > 0, (Ri)g > 0, (Ry)z5 > 0
und (Ri)z5 (Ri)ys — (Rk)j—)5 > 0. Setzt man wieder gentigend grofie [-Werte und damit
geniigend grofie Eigenwerte p?> = A;(d, s) voraus, so reproduzieren diese Bedingungen,
wie erwartet, die Einschrankungen an die Kopplungen, die aus Ff) hervorgehen. Unter
der Voraussetzung o > 0 erhélt man den Satz von Ungleichungen g > 0, 8 > 0 und
k%/(327 giBr) > R, der in der Tat exakt mit (7.9) iibereinstimmt.

Wie sehen nun die Verhéltnisse bei beliebigen, nicht unbedingt grofien [-Werten aus?
Dies gilt es nun zu iiberpriifen. Dazu gibt man zunéchst einen beliebigen Satz von Parame-
tern (R, k, gx, Bx) vor, der die drei Ungleichungen aus (7.9) erfiillt. Aus (7.12) folgt dann
einerseits, dafl die Bedingungen (Ry)zz5r > 0 und (Ry)g > 0 (und auch (Ry),, > 0) fiir
jeden erlaubten [-Wert erfiillt sind. Auf der anderen Seite gilt dies nicht fiir die beiden
anderen Ungleichungen, die aus dem skalaren Sektor von (7.9) stammen. Denn offensicht-
lich kann (Rj)g; aus (7.12) bei hinreichend kleinen [-Werten negative Werte annehmen,
vorausgesetzt, gi, Op und R/k* sind klein genug. Da unter den obigen Voraussetzun-
gen immer (Ry),, > 0 gilt, hat ein negatives (Ry);; offenkundig zur Folge, dafl auch
(Ri)ss (Ri)ss — (Rk)%(_f negativ wird.

Die [-Werte, fiir die (Ry,) 3¢ positiv ist, erfiillen notwendigerweise die Bedingung

1
1447 g By, -

In Anhang L wird eine shnliche Ungleichung aus dem obigen ¢--Mischterm hergeleitet.
Dabei stellt sich heraus, da$ (Ry) 5 (Rx)

positiv ist, die die folgende Bedingung erfiillen:

2A,(4,0)/k* + R® (Al(4, 0) /k2) > (7.13)

- (Rk)%& zumindest fiir all diejenigen [-Werte

o0

27(4,0)/k + R (Al(4,0) /k2> > (7.14)

967 gifBx
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Beide Ungleichungen, sowohl (7.13) als auch (7.14), hiingen von gz 3, von p*/k* (mit
p* = Ay(4,0) = I(I + 3)R/12) und von der Profilfunktion R(”) ab. Gibt man irgendeinen
erlaubten Satz (R, k, gi, Bx; R; T") vor, wobei T'™ eine der moglichen skalaren Eigen-
moden darstellt, dann 148t sich anhand dieser Ungleichungen erkennen, ob der Beitrag
von dieser Mode korrekt unterdriickt wird oder nicht. Dabei bezieht sich die restriktivere
Ungleichung (7.14) auf die skalaren Eigenmoden {T"} mit [ > 2, withrend (7.13) nur auf
die konstante Mode T'=%™=! und auf die PCKV {T'=!™} angewendet werden darf.

Richten wir unser Hauptaugenmerk nun auf solche Renormierungsgruppentrajektori-
en, die im Limes k — oo in den nicht-Gauflschen Fixpunkt laufen. Ferner nehmen wir an,
daBl R entweder fest oder von der Form R = a;, k? ist, wobei der k-abhingige Parameter ay,
die Ungleichung a;, < (327 gx3,)~* erfiillen soll. Dann gelten fiir geniigend grofie k-Werte
die Beziehungen g =~ g, > 0, B, ~ 3. > 0 und k?/(327 g.3,) > R. Daraus folgt unmit-
telbar, dafl die Bedingungen fiir die Positivitit von I‘,(f) und Ry bei hinreichend groflen [
und k-Werten erfiillt sind. Aulerdem vereinfachen sich dann die rechten Seiten der Un-
gleichungen (7.13) und (7.14), die Aufschlufl iiber den oben angesprochenen I,,;,-Wert fiir
Ry geben sollen, zu (1447 g,.3,)~! bzw. zu (967 g.3.) L.

Damit sind wir nun in der Lage, den [-Bereich zu bestimmen, in dem der Cutoff ma-
nifest positiv definit ist. (Dieser [-Bereich bezieht sich dann natiirlich nur auf den Fall, in
dem die Theorie in der Nihe des UV Fixpunkts liegt.) Verwendet man die exponentiellen
Profilfunktionen (2.8) mit 1 < s < 30, so ergibt eine numerische Analyse, daf jeder Wert
des Quotienten x = p?/k* = Ay(4,0)/k?* die Ungleichung (7.13) bzw. (7.14) erfiillt, solange
s 2 2 bzw. s 2 7 gilt. Insgesamt sind somit unter den gegebenen Voraussetzungen alle
Cutoffs, die eine exponentielle Profilfunktion mit s 2 7 enthalten, fiir alle Impulse, d.h.

fiir alle Quantenzahlen [, manifest positiv.

Dieses Ergebnis konnte darauf hindeuten, dafl exponentielle Cutoffs mit s > 7 zu
besonders verldfilichen Resultaten fithren. Eine solche Information ist natiirlich fiir nume-

rische Auswertungen der Flugleichung von sehr groflem Wert.

Umgekehrt existiert fiir jedes s < 7 ein bestimmter Wert x¢(s), so dafl sdmtliche z-
Werte aus dem Intervall [0, zo(s)], und nur diese, die Bedingung (7.14) verletzen. Ferner
148t sich fir jedes s < 2 ein 21(s) finden, so dafl fiir alle x-Werte aus dem Intervall
[0, 21(s)], und nur fiir diese, eine Verletzung von (7.13) vorliegt. Abbildung 7.1 zeigt die
Funktionen z(s) und z;(s) in den Bereichen 1 < s < 6 bzw. 1 < s < 2. Aus diesen
Plots geht hervor, daf fiir alle betrachteten s-Werte die Bezichungen z(s) < 0.7 und
z1(s) < 0.26 gelten. Auch dieses Resultat ist ziemlich wichtig, denn es bedeutet, dafl
der Cutoff im Bereich des UV Fixpunktes fiir alle Moden, deren Impulse von oo bis
hinunter zu solchen Werten reichen, die sichtlich unterhalb von £ liegen, die gewiinschten

Unterdriickungseigenschaften besitzt.
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Abbildung 7.1: (a) zy und (b) z; als Funktionen von s. Die beiden Plots basieren auf
der Verwendung der Familie von exponentiellen Profilfunktionen (2.8).

Um die Analyse zu vervollsténdigen, werden die Ungleichungen (7.13) und (7.14) nun
noch am sphérisch symmetrischen stationdren Punkt ¢°*(k) von I'y[g, g] ausgewertet, wel-
cher bereits im vorigen Abschnitt diskutiert wurde. In der Néhe des Fixpunkts besitzt
der Kriimmungsskalar den “on-shell”-Wert R =~ 4),k%. Infolgedessen nehmen die Unglei-

chungen (7.13) und (7.14) im vorliegenden Fall die Form

2(1 + 3) A, 1
0. = 22 T /7 (0) - -
ARV = =25+ RO+ 3)A.3) vk 1=0,1  (7.15)
bzw.
20(1 + 3)\ 1
RO = = L ROUI+3)\/3) — ——+ >0, 1 >2 7.16

an. Die erste dieser beiden Ungleichungen bezieht sich auf die skalaren Eigenmoden 7™
mit [ = 0,1 und die zweite auf die {ibrigen, d.h. auf die 7" mit [ > 2. Sowohl (7.15) als
auch (7.16) hingen von [ und R ab.

Im folgenden beschréinken wir uns wieder auf die Familie von exponentiellen Profilfunk-
tionen mit 1 < s < 30. Damit werden die zu untersuchenden linken Seiten der Ungleichun-
gen (7.15) und (7.16) zu Funktionen von s und I: f;[R©):1] = fi(s,1), fo[RY;1] = fo(s,1).
Unabhéngig vom Profilparameter s ergibt sich hier die Beziehung fo(s;1) > fo(s;1 = 2).
Weiterhin geht aus einer numerischen Studie hervor, dafl fy(s;l = 2) immer positiv ist.
Folglich erfiillt jeder Eigenwert p* = A;(4,0) mit [ > 2 die Bedingung (7.16), und zwar
fiir alle beriicksichtigten s-Werte. Aulerdem zeigt eine numerische Analyse, daf fiir alle
verwendeten Cutoffs auch fi(s,l = 1) > 0 gilt. Demgegeniiber ist fi(s,! = 0) nicht im-
mer positiv. Im einzelnen ergibt sich hier, dafl im Bereich s = 2 Positivitat vorliegt, d.h.
fi(s,1 =0) > 0 gilt, wéhrend diese Funktion im komplementéren Bereich s < 2 negative
Werte annimmt: fi(s,l = 0) < 0.



7.3 Positivitit des Cutoffs 139

Die obigen Resultate werden anhand von Abbildung 7.2 veranschaulicht. Abbildung
7.2(a) zeigt die Funktion fy(s;! = 2), die im betrachteten Intervall 1 < s < 30 offenkun-
dig ausschliellich positive Werte annimmt. Das gleiche gilt fiir die in Abbildung 7.2(b)
dargestellte Funktion fy(s;1 = 1), wohingegen die darin enthaltene fy(s;{ = 1)-Kurve erst

oberhalb von s ~ 2 im positiven Bereich liegt.

fo fl
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(a)
Abbildung 7.2: (a) fo(s,l = 2) sowie (b) fi(s,l = 0) und fi(s,l = 1) als Funktionen

von s. Die beiden Plots basieren auf der Verwendung der Familie von exponentiellen
Profilfunktionen (2.8).

Kommen wir zur Interpretation der obigen Resultate. Angenommen, k liegt im UV
Skalenbereich, und man betrachtet den entsprechenden Cutoffoperator am sphérisch sym-
metrischen stationdren Punkt, also Ry[¢°*(k)]. Dann 148t sich konstatieren, dafi dieser
Operator auf dem Raum, der von s@mtlichen sphérischen Harmonischen aufgespannt wird,
strikt positiv ist und somit in einem Pfadintegral, das diesen “on-shell”-Cutoff enthélt,
die Beitrdage aller Moden korrekt gewichtet, sofern man eine exponentielle Profilfunktion
< 2, dann

~Y

mit s 2 2 wahlt. Verwendet man hingegen einen s-Wert aus dem Bereich s
werden nur die Beitrige von der konstanten Mode zum Eigenwert p* = 0 nicht korrekt

unterdriickt. Fiir alle anderen Moden ist der Cutoff auch in diesem Fall positiv.

Fassen wir die wesentlichen Ergebnisse dieses Kapitels kurz zusammen. Es wurde ar-
gumentiert, daf8 die Addition des § [ d’z \/gR?-Terms zur Einstein-Hilbert-Wirkung bei
Wahl des richtigen 3-Vorzeichens zu einer nach unten beschrinkten Wirkung fithrt. Glei-
ches gilt fiir das trunkierte effektive Wirkungsfunktional I'y aus (5.2). Weiterhin stellte
sich heraus, daf§ sowohl der aus (5.2) folgende kinetische Operator F,(f) als auch der daran
angepafite Cutoff R, fiir geniigend grofe k- und p>-Werte positiv definit sind. Bei geschick-
ter Wahl der Profilfunktion R® li8t sich sogar erreichen, dafi der Cutoff zumindest im

asymptotischen Skalenbereich, der fiir die Untersuchung des Fixpunkts von Relevanz ist,
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fiir alle méglichen Eigenwerte p? positiv ist. Folglich gehen in diesem Fall aus exp(—AS)
auch keine Terme hervor, die mit sinkendem p? anwachsen, so daf§ im Pfadintegral alle
Moden mit der korrekten Gewichtung ausintegriert werden. Insgesamt tritt hier somit im
UV Bereich hinsichtlich des konformen Faktors kein Problem auf.



Kapitel 8

Ein skalares Modell mit

nichttrivialer Vakuumstruktur

8.1 Einfiihrung in das Konzept der dynamischen Sta-

bilisierung

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, da die R*-Trunkierung (5.2) im UV Ska-
lenbereich nicht von Stabilitdtsproblemen betroffen ist. Wie sich herausstellte, besitzen
dort alle —D?-Eigenmoden zu geniigend grofien Eigenwerten p? einen positiv definiten
kinetischen Term, sogar diejenigen des skalaren Sektors bzw. des konformen Faktors von
EW. Es sind nur solche Moden instabil, die zu so kleinen Eigenwerten gehoren, daf sie im
Bereich grofier Skalen £ einen vernachléssigharen Beitrag zum Flufl der effektiven Mit-
telwertwirkung I'y liefern. Im IR Skalenbereich sind die Beitrdge der instabilen Moden
allerdings keineswegs vernachlissigbar, so daf§ die R%-Trunkierung hier nicht zur Lésung
des Stabilitatsproblems hinsichtlich des konformen Faktors, das in erster Linie der reinen
Einstein-Hilbert-Theorie anhaftet, fiihren kann. Es stellt sich somit die Frage, auf welche
Weise dieses Problem im Bereich kleiner Skalen &£ behoben werden kann. Eine durchaus
naheliegende Moglichkeit besteht darin, dal die Theorie sich eventuell auf dynamische
Weise stabilisieren konnte. Das hiefle, dafl im Laufe des Renormierungsgruppenflusses in
Richtung kleinerer Skalen k gerade solche Invarianten verstarkt generiert wiirden, die im
IR Bereich einen stabilisierenden Einflufl auf die Theorie ausiiben. Im folgenden werden
wir uns intensiv mit diesem Losungsansatz beschéftigen.

Es gilt als hinlanglich bekanntes Phéanomen, dafl es bei bestimmten Euklidischen Feld-
theorien, die sich dadurch auszeichnen, daf} sie auf klassischem Niveau instabil sind, durch
Ausbildung einer nichttrivialen Vakuumstruktur zu einer dynamischen Stabilisierung kom-

men kann. Bei diesen Theorien ist oftmals festzustellen, daf die jeweilige klassische Wir-
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kung durch rdumlich inhomogene, d.h. nichtkonstante Feldkonfigurationen minimiert wird
und nicht durch homogene. Das hat zur Folge, dafl diese inhomogenen Konfigurationen
- zumindest auf semiklassischem Niveau - in der Regel das Pfadintegral, das das erzeu-
gende Funktional fiir die effektive Wirkung I" definiert, dominieren und somit auch den
Quanten-Vakuumzustand |0) festlegen. In einem solchen Fall ist i.a. folgendes zu erwar-
ten: Das korrekte Verhalten der quantisierten Theorie wird durch eine effektive Wirkung
beschrieben, die sich durch eine Entwicklung nach Quantenfluktuationen um einen Satz
von Vakuum-Feldkonfigurationen darstellen 148t, deren Feldvariablen ortsabhéngig und
nichttranslationsinvariant sind. Haufig bezeichnet man diese Feldkonfigurationen, die das

Quanten-Vakuum charakterisieren, auch als “Kondensat”.

Eine derartige “Kondensation” von rdumlich inhomogenen Moden fiithrt zu einigen
sehr interessanten Konsequenzen. So ergibt sich beispielsweise, dal die Vakuumerwar-
tungswerte von skalaren Operatoren O, die sich in solcher Weise aus den Ableitungen
der fundamentalen Feldoperatoren zusammensetzen, dafl sich die nichtverschwindende
kinetische Energie der Vakuum-Feldkonfigurationen in ihnen widerspiegelt, nicht Null
sind: (0]O|0) # 0. (In einem entsprechenden Modell fiir ein skalares Feld ¢ ist z.B.
O = (0,0)(0"¢) ein Operator dieser Art.) In Anlehnung daran bezeichnet man derartige
Erwartungswerte als “kinetische Kondensate”. Diese sind von den wohlbekannten trans-
lationsinvarianten “Potentialkondensaten” zu unterscheiden, die die gewohnliche, durch
einen konstanten Vakuum-Erwartungswert eines Skalarfeldes verursachte spontane Sym-

metriebrechung charakterisieren.

An dieser Stelle ist es angebracht, kurz auf die verschiedenen physikalischen Situatio-
nen einzugehen, die man in diesem Zusammenhang antreffen kann. Gehen wir also davon
aus, dafl das entartete Minimum der effektiven Wirkung I' einem Satz von inhomogenen
Feldkonfigurationen entspricht, was eine Brechung von &ufieren (d.h. rdumlichen) Sym-
metrien bedeutet. Es existiert nun zunéchst einmal die Moglichkeit, dafl diese Vakuum-
Feldkonfigurationen zusitzlich irgendeine globale innere Symmetrie! G von I' nicht auf-
weisen, wie z.B. die Invarianz unter Rotationen oder Translationen. Dann ist auch diese
Symmetrie spontan gebrochen, und man darf nur die iibriggebliebenen ungebrochenen
Symmetrien zur Klassifizierung des Spektrums von Teilchenanregungen heranziehen. In
diesem Spektrum treten typischerweise sogenannte “Goldstone-Anregungen” auf. Das sind
masselose Teilchenanregungen, die gewissermaflen aus den gebrochenen Symmetrien her-
vorgehen. Thre Anzahl stimmt ndmlich genau mit der Anzahl derjenigen Generatoren von
G tiiberein, die nicht zu der (eventuell vorhandenen) Untergruppe von Symmetrieopera-

tionen “gehéren”, unter denen das Vakuum noch invariant ist.? Ein weiterer wichtiger

"'Wir beschriinken uns bei dieser Diskussion auf kontinuierliche Symmetrien.
2Wie wir im weiteren Verlauf sehen werden, hat die Brechung von #ufleren Symmetrien Auswirkungen
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Punkt bei dieser Art der spontanen Symmetriebrechung liegt in der Tatsache, daf3 hier
typischerweise ein sogenannter Ordnungsparameter vorhanden ist. Das ist ein von Null
verschiedener Erwartungswert der Form (0 || 0), der zusétzlich zu den nichtverschwin-
denden Erwartungswerten der oben erwédhnten kinetischen Operatoren auftritt, im Ge-
gensatz zu diesen aber die Symmetrie bricht. Dabei setzt sich der Operator U i.a. aus den

fundamentalen Feldoperatoren, aber nicht aus deren Ableitungen zusammen.

Alternativ zu einer globalen inneren Symmetrie G konnte auch eine lokale innere Sym-
metrie £ vorliegen. Ist dies der Fall, so existiert bekanntermafien kein nichtinvarianter
Ordnungsparameter, und es kommt somit zu keiner spontanen Symmetriebrechung im
eigentlichen Sinne. Auch die Goldstone-Anregungen sind in diesem Fall nicht vorhan-
den. Dennoch lehrt uns der Higgs-Mechanismus des Standardmodells der Teilchenphysik,
hervorgerufen durch einen konstanten Erwartungswert eines Skalarfeldes, dafl man die
physikalischen Abldufe nach passender Eichfixierung auch in diesem Fall in der Sprache
der spontanen Symmetriebrechung beschreiben kann. In der Tat erweist es sich hier sogar
als sehr hilfreich, von spontaner Symmetriebrechung zu sprechen. Bei dieser Variante der
spontanen Symmetriebrechung werden die Goldstone-Anregungen gewissermaflen durch
Eichbosonen absorbiert, welche dadurch als massive Teilchen in Erscheinung treten. Liegt
wie im Fall des Standardmodells eine ungebrochene Restsymmetrie von £ vor, so bleibt
eine bestimmte Menge von Eichbosonen masselos. Ihre Anzahl gleicht der Anzahl der Ge-
neratoren der Restsymmetriegruppe. (Beim Standardmodell der Teilchenphysik entspricht
letztere - wenn man den Sektor der starken Wechselwirkung mit seiner ungebrochenen
SU(3)-Farbsymmetrie auler Acht 148t - gerade der elektromagnetischen U(1)-Symmetrie.
Es tritt hier dementsprechend nur ein masseloses Eichboson auf.) Weiterhin manifestiert
sich diese Symmetriebrechung durch nichtperturbative Beitrige zu den angesprochenen

kinetischen Kondensaten.?

Kommen wir nun zu einem typischen Beispiel fiir kinetische Kondensate, und zwar
zum Gluon-Kondensat in der Quantenchromodynamik (QCD). Wiahrend die klassische
QCD-Yang-Mills-Wirkung 1/4 [ dz F o, durch Fi = 0 minimiert wird, nimmt die ef-
fektive Wirkung I' bereits auf Ein-Loop-Niveau ihr Minimum bei einer Feldkonfiguration
mit [, # 0 an. In diesem Zusammenhang versucht man, den korrekten Grundzustand

durch das sogenannte Savvidy-Vakuum [56] zu beschreiben, das durch ein kovariant kon-

stantes Farbmagnetfeld charakterisiert ist. Die effektive Wirkung ist fiir diese Feldkonfi-

auf das Teilchenspektrum, die sich von den hier erérterten unterscheiden.

3Erwartungswerte von invarianten kinetische Operatoren (wie z.B. <0 ’F o l‘ju’ O> in der QCD) ent-
halten auch perturbative Beitrége, die nicht aus der Kondensation von Moden hervorgehen. Es wiirde
allerdings den Rahmen dieser Arbeit sprengen, eine befriedigende Antwort auf die Frage nach der Un-
terscheidung dieser beiden voneinander unabhéngigen Beitréige zu finden. Der Einfachheit halber werden

diese Erwartungswerte in der vorliegenden Arbeit meistens mit den kinetischen Kondensaten identifiziert.
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guration in der Tat geringer als fiir F}, = 0. Es ist jedoch sehr wohl bekannt, daf} das
Savvidy-Vakuum im IR Bereich instabil ist. Daher wird mittlerweile vermutet, dafl die
Konfigurationen, die die dominierenden Beitrige zum Pfadintegral fiir I' liefern, raum-
lich inhomogen sind. (Denn es ist durchaus nicht unwahrscheinlich, dafl dieser Ansatz
die Position der Confinement-Skala Agcp (d.h. die Skala, bei der die laufende Eichkopp-
lung ¢?(k) in herkommlichen (stérungstheoretischen) Rechnungen zu divergieren beginnt)
in passender Weise reproduzieren sowie zu dem korrekten Verhalten der Theorie im IR
Bereich fithren konnte.) Diese nichttrivialen Eigenschaften des QCD-Vakuums wiirden
sich dann in dem Erwartungswert <O ‘F L ;}V| O> und &hnlichen Kondensaten von noch
komplizierteren eich- und Lorentz-invarianten Operatoren widerspiegeln.

Ein weiteres Modell, bei welchem gemutmafit wird, dafl ihm eine Variante des kineti-
schen Kondensats innewohnt, ist die Liouville-Feldtheorie [57, 46, 45]. Um die Moglichkeit
seiner Existenz erkennen zu koénnen, betrachtet man am besten den Erwartungswert der
auf Operatorniveau formulierten Bewegungsgleichung dieser Theorie. Dieser besitzt die

nachstehende Form:
m2
(010,0,0]0) + ¥l (0]e”?|0) =0. (8.1)

Unter der Voraussetzung, dafi es moglich ist, aus exp(¢) einen wohldefinierten Operator
zu gewinnen, der zudem noch positiv definit ist, 148t sich aus Gleichung (8.1) folgern, daf§
(010,0,¢|0) nicht Null ist. Daraus liefle sich dann schlieflen, da§ das Vakuum |0) nicht
translationsinvariant ist.

Motiviert durch die obigen Beispiele, liegt es nun nahe zu vermuten, dafl auch das in
Abschnitt 7.1 anhand von Gleichung (7.2) erlduterte Stabilitatsproblem, das dem kon-
formen Faktor x der Einstein-Hilbert-Wirkung anhaftet, sich eventuell auf dynamische
Weise selbst behebt. Nichtkonstante y-Moden konnten dabei in einer Form kondensieren,
die zur Folge hat, dal das resultierende Quanten-Vakuum stabil ist und das absolute Mini-
mum eines bis zum jetzigen Zeitpunkt noch unbekannten effektiven Wirkungsfunktionals
beschreibt. Natiirlich diirfte der Erwartungswert der Metrik in diesem Zustand nur un-
wesentlich von der Metrik des flachen Raums (welcher nicht dem Minimum der Einstein-
Hilbert-Wirkung Sgp entspricht) abweichen, damit Konsistenz mit den Beobachtungen
gewihrleistet ist. Ferner sollten dann kinetische Operatoren wie (D, x)? nichtverschwin-
dende Erwartungswerte annehmen. Wiirde man diese experimentell verifizieren, so hétte
man einen sehr ernstzunehmenden Hinweis darauf gefunden, dafi das physikalisch reali-
sierte Vakuum tatsdchlich aus einer durch Kondensation von nichtkonstanten y-Moden
angetriebenen dynamischen Stabilisierung der klassisch instabilen Theorie hervorgehen
konnte.

Allen oben aufgefiihrten Theorien ist gemein, dafl die Bestimmung des echten Vaku-
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umzustands jeweils ein serioses Problem darstellt, das noch nicht gelost worden ist. Um
dennoch einen direkten Einblick in die Mdéglichkeiten zu gewinnen, die der zur Diskussi-
on stehende Mechanismus erdffnet, werden wir den Schwierigkeitsgrad reduzieren und im
folgenden die Bildung eines kinetischen Kondensats anhand eines skalaren Spielzeugmo-
dells illustrieren. Wie sich zeigen wird, 148t sich dieses Modell zum einen aufgrund seiner
relativ einfachen Struktur noch analytisch behandeln, und zum anderen stabilisiert es
sich dynamisch, also genau auf die Weise, wie man es von der QCD und der Gravitation
erhofft.

Kommen wir nun zur Formulierung des angesprochenen Modells. Die folgenden Be-
trachtungen beziehen sich auf eine Euklidische Feldtheorie eines komplexen Skalarfeldes
X, das auf dem d-dimensionalen (Euklidisch) flachen Raum definiert ist. Sie ist durch die

nachstehende nackte Wirkung festgelegt:
d * A 4
Sl = [ 'z (x" Q=0 x+ 5 I (8.2)

Das Feld y ist masselos und besitzt einen gewdhnlichen A|x|*-Selbstwechselwirkungsterm,
ist aber mit einem kinetischen Term Q(—0) ausgestattet, der sich aus hoheren Ableitungen

zusammensetzt und somit nicht dem Standard entspricht. Er ist durch

2

0=20,0, (8.3)

definiert, so dafl er in Impuls-Darstellung die Form

(p?)?
WE

Q(p*) = —p° + (8.4)

annimmt.* Dabei stellt M eine Konstante mit der Dimension einer Masse dar. Da eine
Euklidische Signatur gewéhlt wurde, gilt p* = p,p, > 0, was zur Folge hat, daf der
kinetische Term Q(p?) fiir p? > 2M? positiv und fiir 0 < p* < 2M? negativ ist. Er besitzt
Nullstellen bei p? = 0 und p? = 2M? sowie ein Minimum bei p? = M2, bei dem er den
Wert —M? /2 annimmt, sieche auch Abbildung 8.1 (weiter unten).

Betrachten wir nun die Symmetrien der Theorie. Zunéchst einmal weist die Wirkung
(8.2) eine globale U(1)-Symmetrie auf, und zwar ist sie invariant unter Phasenrotationen
X — x exp(ip), wobei ¢ eine Konstante darstellt. AuBlerdem zeichnet sie sich durch
Invarianz unter starren Raumzeit-Translationen und -Rotationen aus. Die Gesamtheit

dieser Transformationen bildet die Euklidische Poincaré-Gruppe 1SO(d).

4An dieser Stelle sind einige Anmerkungen zur Notation angebracht: Da die zugrundeliegende Raum-
zeit Euklidisch flach ist, gibt es keinen triftigen Grund mehr dafiir, zwischen kovarianten und kontrava-
rianten Indizes zu unterscheiden. Daher werden im folgenden der Einfachheit halber nur noch kovariante
Indizes verwendet. Weiterhin ist hier hervorzuheben, dafl O den kovarianten Laplace-Operator des Eu-
klidisch flachen Raumes verkérpert: O = (D, D*)|,. —s,. -
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Wie bereits angemerkt wurde, besteht die Hauptmotivation fiir die Studie dieses spe-
ziellen skalaren Spielzeugmodells darin, Informationen iiber physikalische Ablédufe zu er-
langen, die auch die Struktur der effektiven Gravitationstheorie und des zugehdorigen
Quanten-Vakuumzustands mitbestimmen konnten. Diese Hoffnung néhrt sich dadurch,
daB Q(p?) aus Gleichung (8.4) sehr grofe Ahnlichkeit mit dem kinetischen Term besitzt,
den der konforme Sektor einer Gravitationstheorie des Typs S{g,.] = [d%z \/g{—2x* R
+3 Rz} aufweist. Aus den Kapiteln 5 bzw. 7 geht hervor, daf§ der besagte kinetische Term
bei sehr grofien “Impulsquadraten” p? im wesentlichen durch einen (p?)%-Term dominiert
wird. Dieser entstammt der R2-Invariante und sorgt somit bei passender Wahl des Vor-
zeichens von (3 dafiir, daB der kinetische Term in diesem Impulsbereich stabil ist. Bei
sehr kleinen Impulsen hingegen ist das Verhalten des kinetischen Terms durch einen de-
stabilisierenden —p?-Term bestimmt, der aus dem R-Term hervorgeht. Ein Blick auf den
Ansatz (8.4) reicht aus, um zu erkennen, dafl das skalare Modell die soeben beschriebenen

Stabilitatseigenschaften des konformen Sektors perfekt simuliert.

Der mit dem “falschen” Vorzeichen ausgestattete p?-Term in (8.4) bewirkt, daf§ das
naive Vakuum mit y = 0 instabil ist und das System fiir einen Ubergang in einen raumlich
inhomogenen Grundzustand anféllig wird. Denn es ist bestrebt, seine Euklidische Wirkung
zu minimieren, indem es ihren kinetischen Anteil [ d%p Q(p*)|x(p)|?/(27)? (der nur wegen
des “falschen” p?-Vorzeichens kleiner als Null werden kann) so weit wie méglich in den
negativen Bereich absenkt und gleichzeitig den Potentialterm moglichst klein hélt. Da dies
durch nichtkonstante Feldkonfigurationen erreicht wird, deren Impulse typischerweise von
der Groflenordnung der Skala M sind, ist zu erwarten, daf§ das Vakuum durch ebendiese

Moden dominiert wird. Wie sich im weiteren Verlauf zeigen wird, ist dies tatséchlich der
Fall.

Ferner wird sich herausstellen, dafl die Rotationssymmetrie dieses nichttrivialen Quan-
ten-Vakuums spontan gebrochen ist, wohingegen eine modifizierte Translationssymmetrie
erhalten bleibt. Ubertréigt man dies auf ein klassisches statistisches System in d = 3 Di-
mensionen (oder auf den (bei verschwindender Temperatur vorliegenden) Grundzustand
eines quantisierten statistischen Systems in d = 4 Dimensionen), so wird dadurch die
spontane Ausbildung von zweidimensionalen Schichten beschrieben, die die Rotations-
symmetrie brechen. Geht man von einer Schicht zu der néchsten iiber, so wird dabei
der Phasenfaktor des komplexen Feldes durch eine “effektive” Translationssymmetrie um
den Betrag 27 rotiert. In d = 2 Dimensionen manifestiert sich die Symmetriebrechung
in analoger Weise durch das spontane Auftreten von linienartigen Strukturen. In diesem
Zusammenhang ist zu betonen, daf§ die mikroskopische (fundamentale) Wirkung (8.2) die
Rotations- und Translationssymmetrie tatséchlich besitzt, im Gegensatz zu entsprechen-

den Gittermodellen. Das hat zur Folge, dafl durch unser Spielzeugmodell in der Tat ein
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Ubergang von einer trivialen zu einer nichttrivialen geometrischen Struktur beschrieben
werden kann. Eine winzige Storung der Symmetrien kann hier schon ausreichen, um diesen

Ubergang auszuldsen.

Nach der obigen Einfithrung des skalaren Spielzeugmodells und dem fliichtigen Aus-
blick auf sein dynamisches Verhalten ist es an der Zeit, einige Worte dariiber zu verlieren,
wie bei der Analyse des Modells im weiteren Verlauf vorgegangen wird. Wéahrend der
néichste Abschnitt dazu dient, gewisse wichtige Eigenschaften der klassischen Theorie
(8.2) zu studieren, wollen wir den Rest dieses Abschnitts fiir eine kurze Erlduterung der
Methoden nutzen, die in den anschliefenden Kapiteln zur Untersuchung der quantisierten
Theorie herangezogen werden. Dabei werden wir aus Griinden der Anschaulichkeit einige

der erst in den néchsten Kapiteln erzielten Ergebnisse schon vorwegnehmen.

Da es sich bei dem zur Diskussion stehenden Phdnomen um eine dynamische Stabilisie-
rung handelt, bietet es sich an, zu seiner Untersuchung auf den Formalismus der exakten
Renormierungsgruppe zuriickzugreifen. Dabei werden wir uns im folgenden wieder des
Zugangs der effektiven Mittelwertwirkung [48, 40] bedienen. Dementsprechend wird hier
der Renormierungsgruppenflul eines Wirkungsfunktionals I'; betrachtet, das die aus den
vorangegangenen Kapiteln bereits bekannten allgemeinen Eigenschaften besitzt - insbe-
sondere limg_ .o [y = S und limg_o 'y, = I' - und im Spezialfall des vorliegenden Modells
von einem Skalarfeld ¢ abhéngt, das den von der Impulsskala k& abhéngigen Erwartungs-
wert des Quantenfeldes x verkorpert. I'y[¢] besitzt dieselben U(1)- und ISO(d)-Symmetrien
wie die nackte Wirkung S[x], was unter anderem zur Folge hat, daf sein kinetischer An-
teil dieselbe Struktur aufweist wie derjenige von S, wobei lediglich der nackte inverse
Propagator Q(p?) durch sein Skalen-abhiingiges, effektives Gegenstiick ersetzt wird. Die
“wahre” Vakuumkonfiguration (x) erhilt man aus der gewohnlichen effektiven Wirkung
[[¢] = T'r=0|¢], indem man die “renormierte” Feldgleichung 6I"/d¢ = 0 16st. Eine Entwick-
lung von I'[¢] um dieses Minimum ermoglicht dann die Identifikation des physikalischen

Teilchenspektrums.

Das effektive Wirkungsfunktional I'y[¢] ist durch ein Funktionalintegral definiert, des-
sen allgemeine Form mit derjenigen des entsprechenden Ausdrucks fiir die Gravitation,
Gleichung (1.45), iibereinstimmt. Sein Integrand enthélt eine modifizierte klassische Wir-
kung S{, die sich aus S, einem IR Cutoffterm und einem Term fiir die Quellen J zu-
sammensetzt. Aus diesem Funktionalintegral 148t sich durch Ableiten nach der Skala k
eine Renormierungsgruppengleichung des Typs (1.1) herleiten. Diese wird im Laufe der
anschliefenden Betrachtungen jedoch keine Rolle spielen. Vielmehr wird die Renormie-
rungsgruppentrajektorie k£ — [y, fiir das skalare Modell aus der fithrenden (klassischen)
Ordnung der semiklassischen Entwicklung des definierenden Pfadintegrals bestimmt wer-

den. Dabei wird sich herausstellen, daf3 die wesentlichen Renormierungseffekte bereits
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dadurch erfaf3t werden.

Dem aufmerksamen Leser sollte an dieser Stelle der scheinbare® Widerspruch zu dem
herkommlichen, aus der Storungstheorie bekannten Resultat, daf§ die fithrende Ordnung
der semiklassischen Entwicklung von 'y mit der klassischen Wirkung S zusammenfllt
und dementsprechend in dieser (klassischen) Nédherung eigentlich keine Renormierungs-
effekte zu erwarten sind, nicht entgangen sein. Hierzu ist jedoch anzumerken, dafl das
Resultat 'y = S + Loopeffekte auf dem trivialen Vakuum mit y = 0 aufbaut. Es gilt aber
in der Regel nicht mehr, wenn die Theorie auf klassischem Niveau instabil ist und das
klassische Vakuum somit durch nichtverschwindende Feldkonfigurationen x # 0 beschrie-
ben wird. In solchen Féllen kommt es sogar auf klassischem Niveau zu Renormierungsef-
fekten. Im Gegensatz zu der herkémmlichen, durch die Quantenfluktuationen induzierten
(Loop-)Renormierung bezeichnet man derartige nichttriviale klassische Effekte [58] als “in-
stabilitéitsinduzierte” Renormierung [59].% Oftmals reicht es aus, die Auswirkungen dieser
klassischen Renormierung zu kennen, um die vollstédndige Quantentheorie eines gegebenen
Modells zumindest qualitativ korrekt verstehen zu kénnen. Sie liefert bereits die wesentli-
chen Informationen, die den Ubergang zu dem “wahren” Quanten-Vakuumzustand (d.h.

dem Minimum von I'y—¢) erkldren.

Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet, liegt der Grund fiir das Auftreten
der klassischen Renormierung darin, daf§ die Entwicklung des Funktionalintegrals immer
um das “wahre” (absolute) Minimum von S} zu vollziehen ist, und genau dieses entspricht
in solchen Féllen mit I'y, # S nicht dem trivialen Extremum bei x(J) = 0+O(J). Letzteres
stellt nur in klassisch stabilen Theorien das absolute Minimum dar und fiihrt dort auch zu
dem iiblichen Resultat I'y, = S+ Loopeffekte. Somit héingt das Auffinden des tatsdchlichen
Verhaltens der effektiven Theorie empfindlich davon ab, ob man das Minimum von S}

korrekt identifizieren kann.

Bei der Untersuchung des quantisierten Spielzeugmodells wird in den anschlieBenden
Kapiteln folgendermafien vorgegangen: Nach der Diskussion einiger Details zur instabi-
litdtsinduzierten Renormierung wird zunichst der effektive inverse Propagator Qg (p?),
d.h. der bilineare Term von I'[¢], aus der fithrenden Ordnung der semiklassischen Entwick-
lung des definierenden Pfadintegrals bestimmt. Das Resultat ist zusammen mit seinem
klassischen Gegenstiick 2(p?) in Abbildung 8.1 dargestellt.” Dem Plot it sich entneh-

men, dafl der kinetische Term infolge der klassischen Renormierungseffekte sogar fiir ver-

5Man beachte hier den kleinen, aber feinen Unterschied zwischen “scheinbar” und “anscheinend”.

6Aus dem Blickwinkel der exakten Renormierungsgruppengleichung betrachtet, verschwindet dieser
Unterschied, siehe [60, 7].

"Die Abbildung entstammt dem d = 3-dimensionalen Fall, sie repriisentiert gewissermafien aber auch
die beiden anderen in dieser Arbeit explizit untersuchten Fille d = 2 und d = 4. Denn die Form des
kinetischen Terms ist zumindest in diesen drei Féllen nahezu identisch.
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Abbildung 8.1: Der klassische inverse Propagator 2 und der effektive inverse Propagator
Qe (fiir verschwindendes Hintergrundfeld) als Funktionen von p = |p.

schwindendes Hintergrundfeld ¢ positiv semidefinit geworden ist. Zum einen haben sich
alle —O-Eigenmoden zu Eigenwerten p* # M? im Laufe des Renormierungsgruppenflus-
ses dynamisch stabilisiert. Das erkennt man daran, daf ihr kinetischer Term jeweils strikt
positiv ist, so dafl man offensichtlich Energie investieren mufl, wenn man sie anregen will.
Zum anderen lassen sich die Eigenmoden mit p* = M? “gratis”, d.h. ohne Energiezufuhr
anregen, da ihr kinetischer Term Null ist. Das deutet stark darauf hin, daf§ diese Moden
moglicherweise insofern instabil sind, als sie fiir die Ausbildung eines Kondensats anfillig

sein konnten.

Anhand von einer Familie verallgemeinerter, Impuls-abhiingiger Potentiale Uy(A; p?)
wird dann eine Analyse durchgefiihrt, die Aufschlufl dariiber geben soll, ob das vermutete
Kondensationsphdnomen hier tatséchlich in Erscheinung tritt. (Die angesprochenen Po-
tentiale erhélt man, indem man I'y[¢] fiir ebene Wellen der Form ¢ = A exp (ip,x, + if)
auswertet.) Bei dieser Untersuchung, die wieder im Rahmen der semiklassischen Entwick-
lung durchgefiihrt wird, stellt sich folgendes heraus: Alle Uy(A; p?) mit p*> # M? nehmen
im IR Limes £ — 0 ihr absolutes Minimum bei A = 0 an und sind strikt konvex. Daraus
folgt, dafl die zugehorigen Moden den Erwartungswert Null annehmen und somit nicht
kondensieren. Fiir Potentiale mit p? = M? ist die Sachlage anders. In diesem Fall tritt das
absolute Minimum von Uy (A; M?) fiir alle k > 0 bei nichtverschwindenden “Amplituden”
A # 0 auf, wobei allerdings die Kriimmung am Minimum fiir £ — 0 stetig abnimmt und
sich in diesem Limes schlieflich ein flacher Boden ausbildet. Bei £ = 0 ist das effektive
Potential dann zwar konvex, aber nicht strikt konvex, was iiblicherweise ein sicheres An-
zeichen fiir einen nichtverschwindenden Erwartungswert ist. Das bedeutet, dafl es in der
Tat zu einer Kondensation von Moden mit Impulsen p, = M n, kommt, wobei n, einen
beliebigen Einheitsvektor darstellt.

Aus den Ergebnissen fiir die U, (A; p?) 1i8t sich schlieBen, dafl der Vakuum-Erwartungs-
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wert des fundamentalen Feldes in fithrender Ordnung der semiklassischen Entwicklung die

folgende Form annimmt:

(x(x)) = exp (iMn,z, + ia) . (8.5)

M
V2X
Er ist durch seine Phase a und den Vektor n, eindeutig festgelegt. Das bedeutet, dafl der
obige Erwartungswert eine spontane Brechung der U(1)- und der ISO(d)-Symmetrie mit
sich bringt. Was die Translationen in n,-Richtung betrifft, so bleibt lediglich eine gewisse
Restsymmetrie {ibrig. Diese entspricht einer Invarianz unter kombinierten Transformatio-

nen der Form

T, = :cu—l—%nu,
o = a—-¢, (8.6)

wobei £ einen reellen, konstanten Parameter darstellt. Bei solchen kombinierten Transfor-
mationen wird der aus den Raumzeit-Translationen hervorgehende Symmetrie-rechende
Term durch eine passende Phasenrotation kompensiert, so dafl Mn,x, +a = M nuzzz; + o
gilt. Dabei nimmt der Spezialfall, in dem der freie Parameter ein ganzzahliges Vielfaches
von 2w ist, d.h. & = 2mm, m € Z, eine Sonderstellung ein. Denn in diesem Fall bedarf
es keiner kompensierenden Phasenrotation, um Invarianz zu gewéhrleisten. Man erhélt

somit eine Symmetrie hinsichtlich diskreter Raumzeit-Translationen, die durch

T (8.7)
festgelegt sind. Wie bereits weiter oben erwdhnt wurde, verkorpert die spontane Sym-
metriebrechung der 1SO(d)-Symmetrie zu dieser diskreten Symmetrie das quantenfeld-
theoretische Analogon zu der spontanen Ausbildung von Schichtstrukturen, wie man sie
bisweilen bei statistischen Systemen registrieren kann. Dort werden durch Transformatio-
nen der Form (8.7) Uberginge zwischen den einzelnen Schichten beschrieben.

Insgesamt ergibt sich aus den Betrachtungen, dafl es zwei verschiedene Kandidaten fiir
die “Vakuum-Feldkonfiguration” gibt, und zwar das triviale Resultat (x) = 0, welches das
“falsche”, d.h. das gegeniiber Kondensationen instabile perturbative Vakuum beschreibt,
und den symmetriebrechenden Erwartungswert (8.5), auf dessen Stabilitétseigenschaften
wir gleich eingehen werden. Die beiden Kandidaten lassen sich anhand ihrer Beitréige
zum Erwartungswert von 0,x*0,x unterscheiden. Wahrend im Fall des perturbativen
Vakuums offensichtlich (0, x*0,,x) = 0 gilt, ergibt sich in dem durch (8.5) charakterisierten
Vakuumzustand:

4

) M
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Der obige Ausdruck (8.8) stellt - ganz analog zu dem aus der QCD bekannten Gluon-
Kondensat - ein translationsinvariantes “kinetisches Kondensat” dar. Dieses Kondensat
héngt in nichtanalytischer Weise von der Kopplung A ab und wiirde daher aus einer rein
storungstheoretischen Behandlung nicht hervorgehen.

Kommen wir, wie angekiindigt, noch kurz zu den Stabilitdtseigenschaften des nicht-
trivialen Vakuums. Diese lassen sich aus dem Spektrum von kleinen Fluktuationen um
das Vakuum herum bestimmen. Das Fluktuationsspektrum folgt seinerseits aus der Ent-
wicklung von I'[¢] um die Vakuum-Konfiguration (8.5). Uns steht zwar kein geschlossener
Ausdruck fiir die effektive Wirkung I'[¢] zur Verfiigung, es ist hier aber dennoch moglich,
an die gewiinschten Informationen zu gelangen. Denn wie wir im weiteren Verlauf se-
hen werden, gilt fiir Felder ¢, die nur leicht von der Konfiguration (8.5) abweichen, die
“klassische” Beziehung I'[¢] = S[¢]. Folglich lassen sich die Stabilitéitseigenschaften des
Vakuums (in fithrender Ordnung der semiklassischen Entwicklung) von der nackten Wir-
kung S ablesen. Anhand einer Entwicklung von S um sein entartetes Minimum, das von
der Form dem Ausdruck (8.5) entspricht, wird im néchsten Abschnitt gezeigt, dafl alle
physikalischen Teilchenanregungen einen positiven kinetischen Term besitzen und somit
in der Tat stabil sind.

Hierzu sei abschlieSfend angemerkt, daf§ diese Art der dynamischen Stabilisierung, die
aus einer auf klassischem Niveau vorliegenden Instabilitédt des kinetischen Terms hervor-
geht, formal durchaus mit dem Mechanismus zu vergleichen ist, der bei der Vorgabe eines
symmetriebrechenden (“Mexican-hat”) Potentials V = —p?|x|?+ (A/2)|x|* in Verbindung

2" in Gang gesetzt wird. In diesem Fall ist

mit einem gewoOhnlichen kinetischen Term “+4p
das naive Vakuum mit y = 0 aufgrund des negativen Massenterms instabil, und es bedarf
lediglich einer Verschiebung der Feldvariable um eine Konstante, um zu dem stabilen Va-
kuumzustand iiberzuwechseln. Auch bei dem skalaren Spielzeugmodell geht das korrekte
Vakuum aus einer solchen “Verschiebung” hervor. Diese ist hier allerdings komplizierter,
da sie durch ein explizit x,-abhéngiges Feld erfolgt. Insofern unterscheiden sich also die

beiden Mechanismen.

8.2 Spinwellen und ihr Fluktuationsspektrum

In jeder Euklidischen Feldtheorie ist die Feldkonfiguration yui,, bei der die klassische Wir-
kung S ihren kleinsten Wert annimmt, von besonderer Bedeutung. Dies wollen wir nun
anhand der in den folgenden Kapiteln zur Diskussion stehenden |y|*-Theorie erldutern.
Die |x|*-Theorie beschreibt ein masseloses komplexes Skalarfeld y mit quartischer Selbst-
wechselwirkung Alx|* (A > 0) und mit kinetischem Term Q(p?). Ist der kinetische Term wie

gewohnlich von der Form Q = +p? und somit positiv, dann ist die Wirkung S positiv und
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nimmt bei Xpin(z) = 0 ihr globales Minimum an. Bei dieser Feldkonfiguration werden die
potentielle und die kinetische Energie unabhéngig voneinander Null. Im vorliegenden Fall
ist der Sachverhalt allerdings weniger trivial, denn der kinetische Term (p?) aus (8.4),
der aus den eingangs genannten Griinden gew#hlt wurde, nimmt im Bereich 0 < p? < 2M?
negative Werte an und ist somit in der Lage, die vom Potentialterm ausgehenden positiven
Beitréage zu kompensieren. Infolgedessen liefert x = 0 in diesem Fall nicht das absolute
Minimum der Wirkung (8.2). Tatséichlich werden wir weiter unten in einem etwas all-
gemeineren Zusammenhang beweisen, dafl es aus einer “Spinwellen”-Konfiguration der

folgenden Form hervorgeht:

M
Xmin(T) = o exp (iMn,x, + ia) . (8.9)

Hier stellt n,, einen beliebigen Einheitsvektor (einen Punkt auf S?~!) dar, und die Phase
a liegt im Intervall [0, 27). Das globale Minimum von S ist demnach also entartet, und
die zugehorige “Vakuummannigfaltigkeit” ist S* x S9!, Unterschiedliche Punkte dieser
Mannigfaltigkeit entsprechen unterschiedlichen klassischen Grundzustéinden der Theorie.
Greift man nun einen speziellen Grundzustand heraus, indem man sich auf ein bestimm-
tes Tupel (a,n) aus S* x S4°! festlegt, so fiihrt dies dazu, da die 1SO(d)-Symmetrie
von Raumzeit-Rotationen und -Translationen sowie die globale U(1)-Phasensymmetrie
spontan gebrochen werden.

Aufgrund ihrer z-Abhéngigkeit fiithren die klassischen («, n)-Vakua bei Operatoren, die
sich aus Ableitungen des fundamentalen Feldes y zusammensetzen, zu nichtverschwinden-
den Vakuum-Erwartungswerten. So ergibt die Spinwellen-Losung (8.9) beispielsweise fiir
den kinetischen Operator 9,x* 0, x das bereits im vorangegangenen Abschnitt angespro-
chene kinetische Kondensat
A
ST
Wir wollen nun untersuchen, welche dariiber hinausgehenden Auswirkungen diese

(0,X" 0uX) = uXimin OuXmin = (8.10)

Art der spontanen Symmetriebrechung auf die Physik hat. Dazu zerlegen wir y geméaf
X = Xmin+0x in die Vakuum-Feldkonfiguration y i, und eine Fluktuationsvariable dy, die
die “physikalischen” Felder (Teilchenanregungen) représentiert. Dann setzen wir unter der
Annahme, dafl dx klein ist, diese Zerlegung in (8.2) ein und bestimmen daraus das Fluk-
tuationsspektrum. Bis auf Terme von dritter und hoherer Ordnung in den Fluktuationen

erhalt man

S [Xmin + 6X] =S [Xmin] + Sﬂuct [Xmim 6X] + @ ((5X3) (811)

mit

| . 5
Sﬂuct [Xmina(SX] = i/ddaj (5X 75X) 5(2) [Xmin] < 5;* > . (812)
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Hier stellt S den (2 x 2)-Matrix-Differentialoperator dar, der sich aus den zweiten Funk-
tionalableitungen von S nach y und x* zusammensetzt. In Anhang N wird dieser Operator
mittels einer linearen Transformation diagonalisiert, die (dx,dx*) in neue, reelle Felder
®, und @, iiberfiihrt. In Abhéngigkeit von den neuen Feldern 148t sich Sg, dann folgen-
dermaflen ausdriicken:

St Do 03] = 5 [ 53 01(0) K1 (0%.6) B1(0) + (1) K2 (.0) @2(0)} (513

Der hier eingefithrte Parameter ¢ verkdérpert den Winkel zwischen n, und p,. Ferner

besitzen die kinetischen Terme K,/ die nachstehende Form:

2 2 2,,2 p’ 4 cos? 0 6 29,2 4
ICl(p,Q) = M*"+4cos“fOp +W_ M* + 16 M2p24cos Op 4+ O(p*) ,
) ) o, 5 p* A cos?f
ICg(p,H) = M"+4cos“Op +W+ M* + 16 12 P
2
= 2M? +4cos?0p* + O(p*) = 4cos® 0 (200829 +p2> +0O(pY). (8.14)

In Abbildung 8.2 sind K; und K5 in Abhéngigkeit des Impulsbetrags |p| dargestellt, und
zwar fiir die Félle # = 0 und 6 = 7/2. Diese beschreiben die Anregungen, die parallel
(0 = 0) bzw. senkrecht (§ = 7/2) zur “Richtung des Vakuums” n, propagieren. Fiir die

tibrigen Wert von 6 ergibt sich ein (zumindest qualitativ) sehr dhnliches Verhalten.
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Abbildung 8.2: K; und K, in Einheiten von M? als Funktionen von |p|/M. Die abge-
bildeten Kurven entsprechen den Féllen (a) # = 0 und (b) 6 = /2.

Die Mode @, ist eine masselose Anregung mit inversem Propagator Ky, die fiir alle
0-Werte bei p = 0 verschwindet. Sie verkorpert das Goldstone-Boson, das aus der spontan

gebrochenen globalen U(1)-Symmetrie hervorgeht. Ferner macht sich hier die spontane
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Brechung der SO(d)-Rotationssymmetrie in Gestalt der §-Abhéngigkeit des inversen Pro-
pagators bemerkbar. Dabei ist der Fall hervorzuheben, in dem der Impuls p orthogonal
zu Qo = Mn,, (d.h. cosf = 0) ist. Dann stimmt die entsprechende Richtung mit der so-
genannten “Goldstone-Richtung” iiberein, und man erhilt X, = p*/M?. Die Mode ®, ist
fiir alle §-Werte massiv. Thre Masse M/(v/2 cos 6) ist offensichtlich richtungsabhingig. Sie
stellt das Analogon der “Higgs”- oder “radialen” Mode dar, welche in dem wohlbekannten
Fall der spontanen Symmetriebrechung durch ein “Mexican-hat”-Potential in Erscheinung
tritt.



Kapitel 9

Die effektive Theorie des skalaren
Modells

9.1 Die effektive Mittelwertwirkung fiir das skalare
Modell

Bevor wir uns der detaillierten Analyse des quantisierten Spielzeugmodells zuwenden,
wollen wir klarstellen, welcher Mittel wir uns dazu bedienen. Um den “echten” Vaku-
umzustand zu finden, ist es erforderlich, Informationen von nichtperturbativem Charak-
ter iiber die herkdmmliche effektive Wirkung I'[¢] zu gewinnen, wobei ¢ den Vakuum-
Erwartungswert von x (in Anwesenheit einer Quelle) verkorpert. Denn wie bereits ein-
gangs erwahnt wurde, sind viele der direkt mit dem Vakuum zusammenhéngenden Resul-
tate, wie z.B. das kinetische Kondensat (8.8) nichtanalytisch in A, so da} eine Stérungs-
entwicklung in A hier keine sinnvollen Ergebnisse liefern wiirde. Fiir unsere nichtperturba-
tiven Studien greifen wir wieder auf das Konzept der effektiven Mittelwertwirkung zuriick.
Dieses wurde im ersten Teil der vorliegenden Arbeit bereits im Detail erldutert. Fassen
wir noch einmal kurz ihre wesentlichen Eigenschaften zusammen.

Wir betrachten I' als den physikalischen (kK — 0) Limes eines k-abhéngigen Wirkungs-
funktionals, der effektiven Mittelwertwirkung I'y[¢]. Das Funktional Iy, ergibt sich aus der
nackten (klassischen) Wirkung S durch eine teilweise Ausintegration der Freiheitsgrade.
Dabei gehen in I'y nur die Quanteneffekte der Fluktuationen zu solchen Impulsen ein, die
grofler sind als die IR Cutoffskala k. Auf diese Weise interpoliert die effektive Mittelwert-
wirkung zwischen der klassischen Wirkung S = I'y_ o, und der herkémmlichen effektiven
Wirkung I' = I'y_0.

Die Skalenabhéngigkeit wird hier dadurch implementiert, dafl man das Pfadintegral,

das das erzeugende Funktional fiir die verbundenen Greenschen Funktionen definiert,

155
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durch einen Cutoffterm modifiziert. Im Falle der betrachteten skalaren Theorie ist dieses

modifizierte Pfadintegral fiir das erzeugende Funktional W} von der folgenden Form:

exp{Wi[J]} = /Dx exp{ —S|x]— /ddxx*(x) Ry (—0) x(x)

+ [t (@) J@) + I @) ] (9.1)

Wie schon im ersten Teil dieser Arbeit bezeichnet Ry (p?) die Cutoffunktion. Sie stellt
hier eine bis zu einem gewissen Grad beliebige, positive Funktion dar, die in der Re-
gel so gewiihlt wird, daf} sie zwischen den beiden Grenzfillen Ry(p? — 0) — k* und
Ri(p? — o0o0) — 0 interpoliert. Dadurch erreicht man, daf§ die Beitrige der Moden mit
kleinen Impulsen durch einen zu k? proportionalen Massenterm unterdriickt werden. Im
ersten Teil dieser Arbeit wurde die Cutoffunktion nach einer bestimmten Regel an den je-
weiligen effektiven kinetischen Term angepafit, sieche Gleichung (2.4) in Abschnitt 2.2. Hier
verzichten wir auf eine derartige Anpassung. Vielmehr machen wir im folgenden davon
Gebrauch, dafi man die Bedingung R (p* — oo) — 0 fallen lassen und eine vom Impuls
unabhingige Cutoffunktion R; = k? verwenden kann, solange dies nicht zu UV Diver-
genzen fithrt. Dieser sehr einfache Cutoff reicht fiir die sich anschlieenden Berechnungen
vollkommen aus und erméglicht zudem einen grofitenteils analytischen Zugang.

Um an die effektive Mittelwertwirkung zu gelangen, verfahrt man wieder nach dem
bereits bekannten Schema, vgl. Abschnitt 1.5. Man geht mittels

Ty 6] = / Q3 {6 T+ J* 6} — Wi |J] 9.2)

zur Legendre-Transformierten von Wy, tiber, wobei man das Funktional J = J(¢) durch

Invertieren der Beziehungen

Wi . W

erhilt. Letztere definieren die k-abhéngigen (“gemittelten”) Felder ¢ = (x). Die effekti-

ve Mittelwertwirkung resultiert aus der Legendre-Transformierten (9.2), indem man von

(9.3)

dieser den auf dem Niveau des ¢-Feldes formulierten Cutoffterm abzieht:

I /ddm* Ry (=0) 6. (9.4)

Sie ld8t sich alternativ durch die Integro-Differentialgleichung

exp{-Tx[¢]} = /Da exp{—5[¢+a}—/ddxa*7zka

w [t (o i+ 0 S0l ) | 93
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darstellen. Hierbei wurde das verschobene Feld

C=xX—0¢ (9.6)

eingefiihrt.

In [48, 40] wurde gezeigt, dal das auf diese Weise definierte Wirkungsfunktional, wie
oben beschrieben, zwischen den beiden Grenzfillen S und I' interpoliert und eine exakte
Renormierungsgruppengleichung 16st. In ihrer allgemeinen Struktur stimmt letztere mit
derjenigen iiberein, die im ersten Teil dieser Arbeit fiir die Gravitation hergeleitet wurde,
siehe auerdem Gleichung (1.1). Im folgenden werden wir aber diese FluBgleichung nicht
verwenden, sondern berechnen I'y vielmehr direkt aus dem obigen Pfadintegral (9.5) bzw.
(9.1). Dieses werten wir mit Hilfe einer Sattelpunktentwicklung aus. Dazu ist die Kenntnis
des absoluten Minimums der vollstindigen im Integranden enthaltenen Wirkung erfor-
derlich. Wie wir spéter sehen werden, 148t es sich (zumindest bei Vorgabe bestimmter
Quellen) analytisch bestimmen. Entwickelt man den Integranden des Pfadintegrals um
dieses Minimum und achtet dabei sorgfiltig auf den Entartungsgrad des Minimums, so
kann man hier die wesentlichen Charakteristika des echten (Quanten-)Vakuumzustands
bereits aus der niedrigsten Ordnung der Sattelpunktentwicklung ableiten. Dementspre-
chend werden in den folgenden Rechnungen Loop-Effekte auler Acht gelassen. Wie sich
herausstellen wird, sorgt die nichttriviale Vakuumstruktur der klassischen Theorie dafiir,
daf} sich bereits in dieser “Tree-level”-Ndherung nichttriviale Renormierungseffekte be-
merkbar machen.

Welche Konfigurationen ¢ kommen schon vorab fiir das globale Minimum von I' in
Frage?

Als ein besonders ernstzunehmender Kandidat ist hier sicherlich die Spinwellen-Konfi-
guration (8.5) zu betrachten, welche geméafl dem vorigen Abschnitt gleichzeitig dem Mini-
mum von S entspricht. Falls diese Losung der klassischen Bewegungsgleichung tatséchlich
auch das Minimum von [ liefern sollte, so wére die Rotationssymmetrie des Vakuums
spontan gebrochen. Das 148t sich folgendermafien erklaren: Ausgehend von der entarteten
Konfiguration (8.5) bei J = 0, sorgt bereits das Anschalten einer kleinen Quelle J(q)
dafiir, daf§ die Entartung aufgehoben wird und das absolute Minimum die Impulsrich-
tung und die Phase von der Quelle iibernimmt. Im Limes J — 0 behélt die Spinwellen-
Konfiguration dann diese Eigenschaften der Quelle bei, und genau darin duflert sich die
spontane Brechung der Rotationssymmetrie. Im weiteren Verlauf werden wir sehen, daf3
sich die effektive (d.h. die vollstandig quantisierte) Theorie zu dem vorliegenden skalaren

Modell in der Tat durch diese Symmetriebrechung auszeichnet.
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9.2 Die effektive Mittelwertwirkung in der Umge-
bung des Ursprungs und klassische Renormie-

rungseffekte

Um zeigen zu kénnen, dafl die Spinwellen-Konfiguration (8.5) fiir kleine positive k-Werte
dem absoluten Minimum von I'j, entspricht, miissen wir Informationen dariiber einholen,
wie sich I'y fiir beliebige ¢ verhélt. In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns dabei
vornehmlich auf kleine ¢ und somit auf Konfigurationen, die sich stark von der Spinwellen-
Konfiguration unterscheiden. Insbesondere soll diese Untersuchung die Voraussetzungen
fiir die spéter anstehende Beantwortung der Frage schaffen, wie im vorliegenden Fall die
Konvexitat der effektiven Wirkung im Limes & — 0 hergestellt wird. Aulerdem werden
wir uns im Laufe dieses Abschnitts mit dem Phédnomen der “klassischen Renormierung”
beschéftigen.

Gehen wir davon aus, dafl I’y nach Potenzen von ¢ und ¢* um ¢ = 0 entwickelt
werden kann. Aus der U(1)-Symmetrie folgt dann, daf§ ¢ und ¢* darin nur in Form von
Potenzen von |¢|? auftreten. Da wir uns auf sehr kleine |¢| beschrinken, reicht es aus, den
in |¢| quadratischen Anteil von T'y, d.h. die inverse Zwei-Punkt-Funktion am Ursprung,
zu studieren. Dabei nutzen wir aus, dafl der Ursprung ¢ = 0 infolge der vorausgesetzten
Analytizitat und der Symmetrien in jedem Fall einem stationdren Punkt von I'y, entspricht:
0T /d¢p|p=0 = 0. Ferner folgt aus Stetigkeitsgriinden, daf aus kleinen Quellen kleine |¢|-
Werte hervorgehen, wenn man einmal von der Phase mit spontaner Symmetriebrechung
absieht. Fiir diesen Fall, also fiir kleine .J-Werte, wird im folgenden das k-abhingige
erzeugende Funktional W), ausgewertet, das sich aus der durch (8.2) festgelegten nackten

Theorie ergibt. Das definierende Pfadintegral besitzt die Form
exp {We 1} = [ Dxexp {=8¢h 1} (07
wobei sdmtliche Wirkungsterme zu dem Funktional
SibaJl = Sklx - /ddw {7 x+Jx"} (98)

zusammengefafit wurden. Hier stellt

5 = [t {xcan-m)x+ 5 '} (9.9)

die durch den Cutoffterm modifizierte klassische Wirkung dar. Der Cutoffterm bewirkt,
daf} der klassische kinetische Operator (—0) in S durch

wp(—0) = Q(—0) + Ryp(—0) (9.10)
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ersetzt wird. In Impulsraumdarstellung ergibt sich daraus

(p°)?

S (9.11)

wp(p?) = —p* + Ry(p?) +

Bei k-Werten, die grofler sind als ein bestimmter kritischer Wert k.., kann der Cutoffterm
Ri(p?) in (9.11) jeden moglichen negativen Beitrag von Q(p?) kompensieren, so daf} der
modifizierte inverse Propagator wy(p?) in diesem Fall fiir alle p positive Werte annimmt.
Jede erlaubte Funktion Ry (p?) fiihrt zu einem spezifischen kritischen Wert k.., der jeweils
proportional zu M ist, wobei die GroBenordnung der Proportionalitdtskonstante in der
Regel bei eins liegt. Beispielsweise ergibt der massenartige Cutoff R, = k? den Wert
ke = M/+/2. Aus dem gerade geschilderten Verhalten von wy(p?) folgt unmittelbar, daf
bei sehr groflen k-Werten, und somit insbesondere in der Nédhe der UV Cutoffskala E,
bei der der Renormierungsgruppenflufl beginnt, keine Instabilitat auftritt. Verkleinert
man nun die Cutoffskala k solange, bis k unterhalb von k. liegt, so wird wy(p?) fiir
gewisse —O-Eigenmoden negativ. Offensichtlich werden zuerst die Moden instabil, deren
Eigenwerte in der Nihe von p? = M? angesiedelt sind. Wenn man & schlielich bis auf
k = 0 herabgesenkt hat, dann sind alle Moden mit Eigenwerten p? € (0,2M?) in dem
Sinn instabil geworden, dafl bei Anregung dieser Moden die Euklidische Wirkung einen
Wert annimmt, der sich unterhalb von demjenigen befindet, welcher aus der trivialen
Konfiguration x(z) = 0 resultiert. Das verleitet zu der Vermutung, dafl Eigenmoden zu
solchen Eigenwerten p?, die sich im Bereich von M? bewegen, durch die Instabilitéit zur
Kondensation veranla3t werden. Genau dieses Phianomen werden wir im weiteren Verlauf
studieren.

Die Funktionale W [J] und I';[¢] besitzen dieselben Symmetrieeigenschaften wie die
klassische Wirkung. Neben der ISO(d)-Invarianz liegt bei ihnen noch eine Invarianz unter
globalen U(1)-Transformationen der Form J — Jexp(ip) bzw. ¢ — ¢ exp(ip) vor. Im Fall
des Funktionals W} hat dies zur Folge, daf§ die entsprechende Entwicklung nach Potenzen
von J und J* (vorausgesetzt sie existiert) nur Terme enthélt, in denen genauso viele J
wie J* enthalten sind. Uns interessiert dabei vornehmlich der in den Quellen quadratische
Anteil von Wy, der bekanntlich den effektiven Propagator Gy bei J = 0 festlegt.

Wir entwickeln also W), geméf
Wi [J] = Wi [0] + W2 [J] + - -- (9.12)

nach den Quellen, wobei die Punkte fiir Terme der Ordnung J2.J*? stehen, und erhalten

fiir den quadratischen Anteil einen Ausdruck der folgenden Form:

nguad 1J] = /ddx dy J*(2) G(z,y) J(y) = /dd:c J*(z) Gp(=0) J(z) . (9.13)
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Bildet man nun die Legendre-Transformierte von (9.13) und verwendet (9.4), so ergibt

sich dementsprechend
Fi[g) = ~Wi [0] + T3 0] + O (¢° ¢%) (9.14)

Dabei verkorpert

F(]iuad [(b] _ /ddl‘ ddy ¢*<£L‘> Ek(iﬂ,!j) ¢(y) = /ddl’ (b*(x) Ek(—D) ¢(£C) (915)

den in den Feldern quadratischen Anteil von I'y; dieser beinhaltet den kinetischen Ope-

rator
Si(—0) = Gp(=0)7" = Ry(-0) . (9.16)

Fortan bezeichnet ¥ den Differentialoperator ¥, (—0) oder aber die Impulsraum-Funk-
tion ¥ (p?).

Im weiteren Verlauf werden wir die effektive Mittelwertwirkung héufig fiir ebene Wellen
o(x) = A exp(ipyx, + i) auswerten. Aus der U(1)-Invarianz folgt in diesem Fall die

Beziehung
[i[A exp(ip,r, +ia)] = V Ui(A; p?) | (9.17)
wobei

V= / dz (9.18)

das Raumvolumen angibt. Ferner bezeichnen wir die Funktion Uy(A;p?) als das zu den
—DO-Eigenmoden mit Eigenwert p? gehorige effektive Potential. An dieser Stelle ist folgen-
des anzumerken: Aus 'y geht zwar eine unendliche Anzahl solcher “effektiver Potentiale”
hervor (eines fiir jeden Eigenwert p?), es sollte aber dennoch klar sein, daf§ die Gesamtheit
dieser Potentiale weitaus weniger Informationen enthélt als I'y selbst, da die Korrelatio-
nen zwischen den unterschiedlichen —O-Eigenmoden durch die U, nicht erfafit werden
konnen.

In den folgenden Abschnitten wird das Funktionalintegral (9.7) mit Hilfe einer Sat-
telpunktentwicklung ausgewertet, d.h. wir berechnen das Funktional I'; direkt aus seinen
Definitionsgleichungen (9.2)-(9.4), anstatt dafl wir die entsprechende FluBigleichung dazu
benutzen. Bezeichnet man das globale Minimum von S{ mit Y (J), so ergibt sich aus

der Sattelpunktentwicklung in niedrigster Ordnung (d.h. in “klassischer” Ndherung)

WelJ]“=" =5 Xmin(J); J] . (9.19)
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Unter gewissen Umsténden (beispielsweise fiir J = 0 und hinreichend kleine k) ist das
globale Minimum entartet. In diesem Fall ist die Gleichung (9.19) lediglich von symbo-
lischer Natur (was hier durch die Anfiithrungszeichen am Gleichheitszeichen angedeutet
wird). Vielmehr muffi man dann iiber die entarteten Minima summieren. Diese sowohl
konzeptionelle als auch technische Feinheit wollen wir aber fiir den Augenblick vergessen.

Im folgenden werden wir sehen, dafi bereits die “klassische” N#herung (9.19) die
wesentlichen physikalischen Effekte beinhaltet, die zu einer dynamischen Stabilisierung
fithren. Auf den ersten Blick diirfte dieses Resultat leicht befremdlich wirken, denn man
konnte zundchst erwarten, dafi (9.19) zu dem trivialen Resultat 'y, = S fiihrt. Diese Ver-
mutung begriindet sich darin, daf§ zumindest im Falle “herkémmlicher” Theorien, d.h. bei
Theorien, die einen positiv definiten Hesse-Matrixoperator S = §25/5y §x* aufweisen,
eine konventionelle perturbative Loop-Entwicklung in niedrigster Ordnung die Standard-
resultate I' = S und ym, = ¢ liefert. Da auch im vorliegenden Fall die Beitrige von
den Fluktuationen (Ein-Loop-Determinante etc.) vernachlissigt werden (siehe Gleichung
(9.19)), stellt sich hier in der Tat die Frage, warum trotzdem nichttriviale Renormierungs-
effekte auftreten. Dies ld8t sich anhand der Integro-Differentialgleichung (9.5) erkléren.
Dazu ist es erforderlich, das (k-abhéngige) globale Minimum o, = 0yin(¢) der vollstandi-
gen im Integranden von (9.5) enthaltenen Wirkung zu studieren. Offensichtlich 16st es die
Bewegungsgleichung

0S ol
5¢* [¢ + O-min} + Rk Omin = (STé*

Um die anschliefenden Betrachtungen méglichst allgemein zu halten, gehen wir nun davon

9] - (9.20)

aus, daf} die nackte Wirkung S nicht nédher festgelegt ist. Wir fordern lediglich, daf} sie
nach unten beschriankt sein soll.

Infolge der Beschrénktheit von S dominiert der Term [ d%c 0*Ryo im Bereich sehr
grofler Skalen k das Pfadintegral (9.5) und sorgt dementsprechend fiir eine starke Un-
terdriickung der Fluktuationen mit o # 0, so dafl bei solchen Skalen die Hauptbeitrége
zum Integral (9.5) von kleinen Oszillationen um oy,;, = 0 stammen. Damit verkorpert in
diesem Fall o,,;, = 0 das globale Minimum. Folglich ergibt sich hier X = owmin + ¢ = ¢,
und aus (9.20) folgt unmittelbar I'y = S. Wenn man £ bis hin zu k£ = 0 verkleinert, so
passiert es oft (d.h. fiir eine grofle Klasse von nackten Wirkungen 5), dafl das absolute
Minimum der Wirkung bei o, = 0 verweilt. Dies ist zumindest dann der Fall, wenn der
zugehorige Hesse-Matrixoperator S®) positiv definit und die Theorie demzufolge schon
auf klassischem Niveau stabil ist. Daher treten hier auch keine Kondensationsphidnomene
auf.

Andererseits 148t (9.20) fiir hinreichend kleine k auch nichttriviale Losungen mit o, #

0 zu, und zwar genau dann, wenn S®[¢] negative Eigenwerte besitzt. Um fiir diesen
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Fall das korrekte I'y zu bestimmen, setzt man ¢ = oy, + ¢ und nimmt dann in (9.5)
eine Sattelpunktentwicklung um o, bzZw. Xmin = ¢ + Omin vor. Entwickelt man bis

einschliefllich zur zweiten Ordnung in 1, so erhélt man den Ausdruck

exp {~Th [6]} — exp{ S D] — / 0" R oo

) )
+ / diz (afnin 52: [#] + Omin % M) }

« / D exp{— / dlz gt (5@ [Xmm]+7zk)¢}. (9.21)

Wenn i, den “korrekten” Sattelpunkt verkérpert, dann ist zu erwarten, dafl S@ [y in] +
R positiv semidefinit ist. Ist das Minimum entartet, so fithren die damit einhergehenden
Nullmoden dieses Operators in (9.21) zu einer Integration tiber die “Vakuummannigfal-
tigkeit”. Die entsprechenden Details hierzu werden spéter nédher erldutert werden.

Um T in niedrigster Ordnung zu bestimmen, vernachlissigt man in (9.21) nun auch
das verbliebene Gaufische Integral, das im iibrigen nur die positiven Eigenwerte von
S@[Xmin] + Ry einbezieht. Das fiithrt zu

Fk’ [gb] =7 S [Xmin] + /ddx O-:;lin Rk Omin

or or
- / dz (o—;;m ; ¢f [¢]+amin§—qf[¢]> . (9.22)

Gilt omin # 0 (d.h. Xmin # ¢), dann stellt (9.22) eine sehr komplizierte funktionale Dif-
ferentialgleichung fiir I'y, dar, deren Losung nicht I'y, = S entspricht. Somit enthélt der
“klassische” Term der Sattelpunktentwicklung, also der Term niedrigster Ordnung, dann
in der Tat hochgradig nichttriviale Renormierungseffekte, die I'y # S nach sich ziehen.
Tatséchlich spiegelt dieser Term fiir sich genommen schon die Eigenschaften des Konden-
sationsphdnomens qualitativ korrekt wider. Die vernachlassigten Terme hoherer Ordnung
fithren hier in der Regel nur zu geringfiigigen quantitativen Korrekturen. Um zu diesem
Ergebnis zu gelangen, ist es allerdings unbedingt erforderlich, das absolute Minimum Y i,
der (vollstandigen) Wirkung korrekt zu identifizieren.

In der néchsthoheren (“next-to-leading”) Ordnung der Sattelpunktentwicklung fiihrt
das oben vernachléssigte Gaufische Integral iiber die Fluktuationen ¢ dazu, dafl die rechte
Seite von (9.22) durch einen Ein-Loop-Term der Form In Det’ (S® [x ] + Ry) modifiziert
wird. Der Strich an der Determinante weist hier darauf hin, da} die Nullmoden des Ope-
rators S [Xmin] + Ri von den Rechnungen auszuschliefien sind. Die Erfahrung lehrt uns,
dafl in den Féllen, die uns hier interessieren, die durch die Determinante angebrachten

Korrekturen typischerweise eher klein sind, zumindest fiir d > 2.
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In der Arbeit [58] wurde der oben beschriebene Formalismus dazu verwendet, die
durch ein “Mexican-hat”-Potential ausgeloste spontane Symmetriebrechung zu untersu-
chen. Dort ergab sich, dafl der klassische Term der Sattelpunktentwicklung alle wesentli-
chen Charakteristika des effektiven Potentials, wie z.B. die im Limes k£ — 0 hergestellte
Konvexitét, korrekt beschreibt. Die Ein-Loop-Determinante verédndert die Eigenschaften
des Potentials nicht. Ferner wurden in [59] &hnliche, durch klassische Instabilitit hervorge-
rufene Renormierungseffekte unter Verwendung der Wegner-Houghton-Gleichung studiert.
Auflerdem wurde auch in der Arbeit [61] eine skalare Theorie mit einem kinetischen Term
von hoheren Ableitungen analysiert. Dieses Modell unterscheidet sich im wesentlichen da-

[43

durch von dem hier betrachteten, daf es den herkdémmlichen, positiven “—0 = p*”-Term

enthalt.



Kapitel 10

Das absolute Minimum von S;C]

10.1 Eine hinreichende Bedingung fiir das absolute
Minimum

Mit dem Ziel, die effektive Mittelwertwirkung fiir das skalare Spielzeugmodell in klas-
sischer N#herung zu berechnen, wird das Pfadintegral (9.7) im weiteren Verlauf einer
Sattelpunktentwicklung unterzogen. Wie oben erwiahnt wurde, ist es dazu erforderlich,
das absolute Minimum der kompletten im Pfadintegral auftauchenden Wirkung zu ken-
nen. Fiir den vorliegenden Fall bedeutet dies, daf§ das absolute Minimum der Wirkung Sy
aus Gleichung (9.8) zu bestimmen ist. In diesem Abschnitt wird ein hinreichendes Krite-
rium fiir das gesuchte Minimum hergeleitet, wobei wir uns eines Verfahrens bedienen, das
sich eng an das in der Arbeit [58] vorgeschlagene anlehnt. Im einzelnen geht man dabei
folgendermaflen vor: Zuerst zerlegt man das Feld x in eine Losung xni, der Bewegungs-
gleichung 65} /§x* = 0, die spéter das absolute Minimum liefern soll, und eine beliebige,

nicht unbedingt kleine Fluktuation dy:

X (%) = Xomin(7) + Ox(2) - (10.1)

Setzt man diesen Ansatz in die Wirkung (9.8) ein und nutzt aus, dafl die Feldkonfiguration
X = Xmin die Bewegungsgleichung

55/ _

oYt

0 <= [Q-0)+Ru(-0)+A x| ]x=1J (10.2)
16st, so 148t sich S [x; J]| wie folgt aufspalten:

ST J] = Si Dmins ) + ASk [Xonin: 0X] - (10.3)
Das in (10.3) eingefiihrte Funktional ASy ist durch den nachstehenden Ausdruck definiert:

A
A8 i 03] = [ {0 19-0) + Ra(-0)) 53+ 5 [ (51°)°
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FXain” (6% + 4 Pl 10X + 2ximin O 10X + 2o O 10X + [ox|* | }.(10.9)

Wenn Y, tatsichlich die Wirkung S{ minimiert, dann gilt offensichtlich S [x;J] >
ST [Xmin; J] Vx. Somit folgt aus (10.3), daBl Xmin genau dann das absolute Minimum von

S liefert, wenn die Bedingung
ASk [Xmin, 0x] >0 (10.5)

fiir alle Fluktuationen 6y erfiillt ist. Da ASy nicht explizit von den Quellen abhéngt,
bleibt die Bedingung in ihrer Form unverdndert, wenn man J = 0 setzt. Sie ist also fiir
S7 und S{=% = S}, identisch.

Es erweist sich nun als giinstig, den obigen Ausdruck fiir AS, in folgender Weise

umzuschreiben:

ASy [omins 6] = / 0 5 [(—0) + Ru(—0) + A [yanl?] 6

A
+5 [ @ (o8 + i O+ 50) (10.6)

Da Xmin OX* + X5 OX = 2Re (Xmin 0X*) reell ist, kann der Integrand des zweiten Integrals
in (10.6) nicht negativ werden. Daraus folgt, daf fiir jedes beliebige dx(x) am absoluten

Minimum automatisch die Ungleichung
/ddx OX* [Q=0) + Ri(=0) + A [Xmin|*] 6% >0 (10.7)

gilt. Somit stellt (10.7) ein hinreichendes Kriterium fiir das absolute Minimum der Wir-
kung S dar. Erfiillt bei vorgegebener Quelle eine Losung Y der Bewegungsgleichung
(10.2) diese Bedingung, so minimiert sie S global.

10.2 Die Suche nach dem absoluten Minimum

Kommen wir nun zur Bestimmung des absoluten Minimums von S7. Im folgenden werden
wir nur den Fall J = 0 betrachten und “verbannen” den technisch sehr komplizierten Fall
nichtverschwindender externer Quellen in den Anhang M.1. Auflerdem beschrinken wir
die Betrachtungen von nun an auf die massenartige Cutoffunktion R, = k2. Dies ist
erforderlich, wenn man die Rechnungen analytisch handhabbar gestalten mochte.
Gesucht ist hier also das globale Minimum von Sy, = S{=°. Die zugehorige Feldkonfi-

guration ymi, verkorpert somit notwendigerweise eine Losung der Bewegungsgleichung

2

2M?

[we(=O) + A X)) x =0, wp(-D)=Q(-0) + k> =0+ —— +k*. (10.8)
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Die naheliegendste Losung ist diejenige, die das verschwindende Feld y beschreibt, xmin =
0. Es 148t sich nun mit Hilfe des im vorigen Abschnitt hergeleiteten Kriteriums herausfin-
den, ob ymin = 0 auch tatséchlich das globale Minimum verkorpert. Dazu setzt man diese

Losung in (10.6) ein, was zu

A
ASg[x =0,0x] = /ddx ox* [Q-0) + K] ox + B /dda: 0x|* (10.9)
fithrt. Im néchsten Schritt verwendet man die Fourier-Transformation
(@) = [ 52 50) exp i) (10.10)
x(z) = @n) x(p) exp (ipuzy) | )
um an die Impulsraumdarstellung des ersten Terms von (10.9) zu gelangen. Man erhalt
_ _ dp |~ 2 2 A d 4

ASp[x =0,0x] = 2n) ox(p)| [Qp?) + K] + 5 d®z |ox|" . (10.11)

Da Q(p?) > —M?/2 gilt, ist wi(p?) = Q(p?) + k* im Skalenbereich k? > M?/2 fiir alle Im-
pulse immer positiv (oder Null): wy(p?) > 0. Somit ist dann auch AS; > 0 immer erfiillt.

2

Demzufolge stellt in diesem Skalenbereich y;, = 0 in der Tat die Feldkonfiguration dar,
die die Wirkung Sj global minimiert. Andererseits existieren immer gewisse Konfigura-
tionen mit hinreichend kleiner Amplitude, die dafiir sorgen, dafl ASy im komplementéren
Skalenbereich k? < M?/2 negativ wird. In diesem Fall kann Y, = 0 somit nicht das
absolute Minimum liefern.

Mit der Absicht, das globale Minimum fiir Skalen k% < M?/2 zu finden, konzentrieren
wir uns nun auf solche Feldkonfigurationen y, die ebene Wellen darstellen, und wéhlen

dementsprechend den Ansatz

Xmin(Z) = X0 exp (IQ,x, +ia) , Xo, o reell. (10.12)

Setzt man (10.12) in die Bewegungsgleichung (10.8) ein, so ergibt sich fiir die “Amplitude”
Xo die Bedingung

Xo(Q%) = v/ —wir(Q?)/X. (10.13)

Offensichtlich ist xo(Q?) nur dann reell, wenn w;(Q?) < 0 gilt.
Wie sieht nun die Wirkung fiir die Losung (10.12) mit (10.13) aus? Durch Einsetzen
in (9.9) ergibt sich
: : 1%
Sk [X = XO(QQ) €exXp (1Qu$u + 10‘)} = —ﬁwi(QZ) . (10.14)
Die Wirkung (10.14) hingt noch von einem freien' Parameter ab, und zwar von dem

Impulsquadrat Q2. Aulerdem fiihrt die obige Klasse von Losungen offensichtlich zu einer

!Natiirlich ist @2 nur innerhalb gewisser Grenzen als freier Parameter zu betrachten, da yq als reell
vorausgesetzt wurde.
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kleineren Wirkung als die Losung x = 0, fiir die S; = 0 gilt. In der Hoffnung, dafl das
absolute Minimum von Sy, das in dem Bereich kleiner Skalen vorherrscht, dieser Klasse
von Feldkonfigurationen entstammt, minimieren wir nun den Ausdruck (10.14) beziiglich
Q?. Dies fiihrt zu der Bedingung Q* = M?2. Somit lautet hier der Kandidat fiir das globale

Minimum
Xmin(Z) = Xo exp (1Qouz, +1ia) ; Qo= Mn,, . (10.15)

Dabei stellt n, einen beliebigen Einheitsvektor dar (d.h. n* = 1), die Phase « liegt in dem

Intervall [0,27), und xo ist folgendermafien definiert:

1 1 /1 1
R0 = | —ger(M2) \/A (2M k) LK< S (10.16)

Durch Einsetzen der Losung (10.15) in ASj, aus Gleichung (10.6) 1a8t sich nun definitiv

iiberpriifen, ob sie dem globalen Minimum entspricht. In Impulsraumdarstellung nimmt

die linke Seite von (10.7) die nachstehende Form an:

/ (;i;]))d ‘gc(p)

Wegen Q(p?) > —M?/2 ist dieses Integral augenscheinlich nichtnegativ. Somit ist die

2

[Q(pQ) + %Mﬂ . (10.17)

hinreichende Bedingung fiir das globale Minimum erfiillt.

Gleichung (10.15) beschreibt eigentlich sogar eine ganze Familie von entarteten Mini-
ma, die durch die Phase o und den Einheitsvektor n, parametrisiert wird. Demzufolge
ist die zugehorige “Vakuummannigfaltigkeit” S! x S9-1,

Insgesamt ergibt sich also, daf§ die nichttriviale Lésung (10.15) in dem Bereich k? <
M?/2 das absolute Minimum von Sy, liefert, wihrend die Lésung ymin = 0 diese Wirkung
fiir k* > M?/2 minimiert. Die beiden Losungen stimmen bei der Skala k? = M?/2, bei

der der Ubergang zwischen den zugehérigen Bereichen stattfindet, iiberein.



Kapitel 11

Der Renormierungsgruppenflufl von

L'y (@]

11.1 Renormierungsgruppenfluf3 des effektiven Pro-

pagators G (p?) bei verschwindendem Feld

Dieser Abschnitt widmet sich der Berechnung des (k-abhéngigen) effektiven inversen Pro-
pagators X, der in Gleichung (9.15) eingefithrt wurde. Dieser 148t sich in klassischer
Ndiherung bestimmen, indem man im Pfadintegral (9.7) eine Sattelpunktentwicklung um
das globale Minimum von S{ vornimmt. Diese fiihrt den Ausfiihrungen des Abschnitts

9.2 zufolge zu dem Ausdruck

1 ) A
exp (Wi 1)) = N Y exp { = 57 (i 7] = 5 WDetS(? [tuia] -} (1)

Xmin
Hier symbolisiert mem eine Summation bzw. Integration iiber die potentiell entarte-
ten absoluten Minima. Falls eine solche Entartung vorliegt, dann tragen diese Minima
natiirlich alle zu gleichen Teilen zum Pfadintegral bei und sind dementsprechend auch
alle in dem entwickelten Ausdruck (11.1) zu beriicksichtigen. Der erste der in den ge-
schweiften Klammern enthaltenen Terme aus Gleichung (11.1) stellt den dominierenden,
klassischen Term dar. Der zweite Term enthélt die bereits weiter oben angesprochenen
Ein-Loop-Beitriage, welche wir im folgenden vernachléssigen werden. Die Normierungs-
konstante Ny héngt von der Art der Minimums und seinem Entartungsgrad ab. Sie wird
derart gewéhlt, dafl W;[0] eine stetige Funktion von k darstellt, die mit der Anfangsbe-
dingung Wy, [0] = 0 vertréiglich ist.

Die Feldkonfiguration ymi,(x) aus Gleichung (11.1) stellt das Minimum von S} bei
Anwesenheit einer externen Quelle dar und ist hier somit als Funktional von J(z) aufzu-

fassen. Es erweist sich jedoch als extrem schwierig, Xmin = Xmin (/) fiir ein beliebiges J zu
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bestimmen, und es ist nicht klar, ob dies iiberhaupt moglich ist. Da fiir unsere Zwecke le-
diglich der bilineare Term von Wy, also der Ausdruck aus Gleichung (9.13), von Relevanz
ist, reicht es jedoch aus, das Minimum fiir infinitesimale Quellen J zu kennen, was die
Situation erheblich vereinfacht. Denn in diesem Fall 148t sich Xy (J) aus einer storungs-
theoretischen Entwicklung um das quellenfreie Minimum Y, (J = 0) = ¢® bestimmen,
das fiir k2 < M?/2 durch Gleichung (10.15) und fiir £* > M?/2 durch x = 0 charak-
terisiert ist. Dazu geht man wie folgt vor: Man gibt eine beliebige, infinitesimale Quelle
J(x) vor und driickt sie durch das Produkt J(z) = ej(x) aus, wobei dem Parameter
¢ = konstant die Aufgabe zukommt, in Ausdriicken, die nach der Quelle entwickelt wur-
den, die Potenzen von J abzuzéhlen. j(x) verkorpert hier dementsprechend eine Funktion
von nullter Ordnung in €. Damit 148t sich dann die zugehorige Feldkonfiguration X,

durch den folgenden entwickelten Ausdruck approximieren:
Xoin(2) = 9O (2) + eV (@) + 2P (2) +--- . (11.2)

Wie sich herausstellen wird, reicht es fiir die Berechnung des J*J-Terms von W} aus,
den Korrekturterm erster Ordnung ¢ zu kennen. Dieser verkorpert die Losung der

linearisierten Bewegungsgleichung

J _ &) 1 (0) 90(1)
(J*)—E v [9!”] o ] (11.3)

Diese Gleichung ergibt sich, wenn man (11.2) in die Bewegungsgleichung (10.2) einsetzt
und die Koeffizienten der in ¢ linearen Terme vergleicht. Der dabei in Erscheinung tretende
Operator ﬁ,f) ist durch

528, 525,
A 2 * x * T *
Sx(g ) N (5d(x —y) = ( ox %Q)Six(y) ox (52)3: (v) > (11.4)
ox(@)x(y)  ox(x)ox*(v)

definiert, was im vorliegenden Fall zu dem nachstehenden Ausdruck fiihrt:

§O ) = [ 2 I’ A . (11.5)
‘ Ax*? wi(—0) +2X [x[*

Fir y = ¢© ist dieser Matrix-Differentialoperator nichtsingulir, abgesehen von dem
Fall, in dem k& < M?/2 und “~0O = M?” gilt. (In diesem Fall gilt nimlich || =
Xo = v/ —wg(M?)/A, mit der Folge, daf§ die beiden Zeilen bzw. Spalten von (11.5) linear
abhéngig werden.) Darin spiegelt sich die Entartung des im Bereich kleiner Skalen vor-
herrschenden Vakuums wider. Fiir Quellen J(p* # Q2), die keine Fourier-Komponenten
zu Impulsen mit p? = Q% = M? enthalten, 148t sich o)) durch Invertieren von (11.3)

bestimmen. Entwickelt man nun auch die “on-shell’-Wirkung S ,;7 [Xmin; J] bis zur zweiten
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Ordnung in den Quellen, so kann man den gewonnenen Ausdruck fiir oM dazu benutzen,

das Resultat der Entwicklung in die folgende Form zu bringen:
S Dmins J) = S [¢©@ + e .. ]

= S [p;J] —5/ddx {T W 4+ g7}
1 . 5 (1)
+§€2 /ddw (1%, M) 5@ [,O] ( ;il)* ) +0 (£

= S{ [¢"%; ] —% /dda: (5, ) 82 [p0] < J‘] ) +O (J2J?) . (116)

Von nun an wird die J-Abhéngigkeit von i, nicht weiter erwiahnt, da die Kenntnis
des quellenfreien Minimums ¢ ausreicht, um die Zwei-Punkt-Funktion G} aus dem
entwickelten Ausdruck (11.1) herzuleiten.

Betrachten wir zuerst den Renormierungsgruppenflul im oberen Skalenbereich k% >
k;?r = M?/2. Dort stellt Y, = 90(0) = 0 das relevante globale Minimum dar, so dafl sich
aus Gleichung (11.1) in Verbindung mit (11.6)

Wi [J] z/dde*wk(—D)_lJ—i—--- (11.7)

ergibt. Dabei wurde fiir alle k& > k. die Konstante N, = 1 gewéhlt, was zur Folge
hat, da der quellenunabhéngige Anteil von W} verschwindet: W;[0] = 0. Anhand von
(11.7) 148t sich erkennen, dafl Gy (p?) im vorliegenden Fall dem k-abhéingigen “Tree-Level”-
Propagator wy(p®)~!, d.h. dem Propagator der klassischen Wirkung Sy entspricht. Aus
den Gleichungen (9.15) und (9.16) folgt dann, dafi der effektive kinetische Term die nach-
stehende Form annimmt:

Se(p?) = Q(p?), VE* > M?/2. (11.8)

Offensichlich ist er mit dem klassischen kinetischen Term identisch. Wir stellen somit
fest, daf sich beim inversen Propagator im frithen Stadium der Evolution, d.h., solange
k grofer als ke, ist, abgesehen von den hier vernachlissigten Loop-Effekten keine Re-
normierungseffekte bemerkbar machen. Dies war auch nicht anders zu erwarten, da in
diesem Skalenbereich der kinetische Term von Sg, also wg(p?), positiv und die durch den
Cutoffterm modifizierte klassische Theorie somit stabil ist. Es gibt also keinen Anlafl zur
klassischen Renormierung, die ja den obigen Ausfithrungen entsprechend durch Instabi-

litaten induziert wird.
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Die Situation dndert sich, sobald k unter den kritischen Wert k.. fillt. In diesem
“spéaten” Evolutionsstadium entspricht der relevante Sattelpunkt dem entarteten Mini-
mum aus Gleichung (10.15), welches durch den Einheitsvektor n, und die Phase a pa-
rametrisiert ist. Somit ist die in Gleichung (11.1) symbolisch angedeutete “Summation”
iiber ymin als Integration iiber die Vakuummannigfaltigkeit S' x S9! aufzufassen. Wie
sich herausstellen wird, ist diese Integration von entscheidender Bedeutung fiir die Wie-
derherstellung bzw. Beibehaltung der U(1)- und der ISO(d)-Invarianz in Wy, bzw. I'y. (In
Anhang N wird untersucht, welche Auswirkungen es hat, wenn man die Integration iiber
die Vakuummannigfaltigkeit nicht vornimmt.)

Als Ausgangspunkt fiir die Berechnung von Gy, und ¥ dient wieder Gleichung (11.6).
Dabei ist zu beachten, dafi im Falle des entarteten Minimums (10.15) die folgende Bezie-

hung gilt:
SI[0®: 0] = S [¢®] - / dz {J 0O 4 J* o)
— _Z 2 2\ _ _l 2 7 —ia Tk ia
= — oWk =y [=5a(02) (J(Q)e™ + T (Qo)e) . (119)

Hier bezeichnet J(p) die Fourier-Transformierte von J(z). Weist die betrachtete Quelle
J(x) keine Fourier-Komponenten zu Impulsen mit p> = Q% = M? auf, so fillt der letzte
Term aus (11.9) heraus. Man setzt nun den Ausdruck fiir S/ [Xmin, J] aus Gleichung (11.6),
der aus dem Wegfallen des besagten Terms resultiert, in die rechte Seite von (11.1) ein und
entwickelt auch die linke Seite dieser Gleichung nach den Quellen, was zu der folgenden
Beziehung fiihrt:!

exp {W3[0]} (1 W] 4 ) — N; exp {% wﬁ(Mz)}

x/da / du(n){ué /ddx (J*,J) 8P [<p<0>]*1 (j)+} (11.10)
0 gd—1

Hier bezeichnet [ du(n) das SO(d)-invariante Maf auf S?~'. Da wy,, (M?) = 0 gilt, muB
man fir k < k., offensichtlich

Ny, = 27 Q4] (11.11)

!An dieser Stelle sei angemerkt, daB die Grenziibergéinge J — 0 und V — oo eventuell nicht ver-
tauschen. Unsere Betrachtungen basieren darauf, daf§ der Limes V — oo erst zum Schlufl gebildet wird.
Natiirlich héngt die “korrekte” Reihenfolge der Limites von der physikalischen Situation ab, die man
untersuchen méchte. Ublicherweise werden in der Quantenfeldtheorie und in der statistischen Mechanik
diese Grenziibergénge in genau umgekehrter Reihenfolge vollzogen, d.h. man schickt zuerst 1V gegen un-
endlich und danach J gegen Null. Da aber das vorliegende skalare Modell den konformen Faktor der
Euklidischen Quanten-Gravitation auf Raumzeiten mit endlichem Volumen (S¢ etc.) simulieren soll, muf
hier zuerst der Grenzwert J — 0 gebildet werden.
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wéhlen, um zu erreichen, dafl W;[0] am Ubergangspunkt k = ko, = M / V2 stetig ist.
Dabei verkérpert Q41 = [gq-1 dpu(n) das Volumen der (d — 1)-Sphére. Somit ergibt sich

Wel0] = —C,V | (11.12)
wobel
Cho = — =2 (M?) = —— (M? — 2k?)? (11.13)
TNk 8\ ‘ '

Vergleicht man in (11.10) weiterhin die Koeffizienten der Terme von zweiter Ordnung in

den Quellen, so ergibt sich

2m
Wit () = el [ da [ dut) g [ s (70 8 [40) (f) (1.14)
0 gd—1

Bevor in dem obigen Ausdruck die Integration iiber die Vakuummannigfaltigkeit explizit
ausgefiihrt werden kann, ist es erforderlich, den Operator 5’,22) [0 ?] aus Gleichung (11.5)

zu invertieren. Fiir den inversen Operator findet man den folgenden Ausdruck:

8 [¢@] (11.15)

( [wi(=D*?) — 2w (M?)] Po(O,D*?)  wy(M?) 2iMment2ic p (0O D?) )
wk(M2) e—2iMnMaxu—2io¢ Pk(D,D*2) [wk(—DQ) _ ka(M2)] pk(D,D2)

Die hier eingefiihrten Operatoren Py, D, und D}, sind durch
Py(0, D) = [[wp(~D?) — 2wy (M?)] [wi(~D0) — 2wy (M?)] —wF(M?)]" (11.16)
und
D, =0, +2iMn, , D;, =0, —2iMn, (11.17)

definiert. Man setzt nun (11.15) in (11.14) ein und fithrt zuerst die Integration iiber
« aus. Diese hat zur Folge, dafl die Beitrdge von den nichtdiagonalen Eintrdgen des
Matrix-Differentialoperators 5[]~ verschwinden. Somit treten keine J2 und J*2-
Terme mehr auf, wodurch die U(1)-Invarianz gewéhrleistet ist. Bei den Beitrdgen von den
diagonalen Eintrdgen, die allesamt unabhéngig von der Phase « sind, produziert diese
Integration lediglich einen multiplikativen Faktor 2.

Im néchsten Schritt gehen wir zur Impulsraumdarstellung iiber und vertauschen die
beiden {iibrigen (bis zu diesem Punkt voneinander unabhéngigen) Integrationen iiber den
Impuls p und die Richtung des Einheitsvektors n, so dafl die letztere zuerst ausgefiihrt
wird. Die einfachste Moglichkeit, dieses Integral zu losen, ergibt sich, wenn man das n-

Koordinatensystem so wahlt, daf eine seiner Achsen parallel zum Impuls p liegt. Nachdem
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Abbildung 11.1: Der kinetische Term ¥ (in Einheiten von M?) in (a) d = 3 und
(b) d = 4 Dimensionen als Funktion von |p|/M. Die einzelnen Kurven beziehen sich auf
verschiedene k-Werte. Die unterste Kurve entspricht k = k/M = ko, /M = 1//2, wihrend
sich die iibrigen Kurven in ansteigender Reihenfolge fiir die k-Werte 0.65, 0.55, 0.45, 0.3
und 0 ergeben.

man Polarkoordinaten fiir die Integration tiber die (d — 1)-Sphére eingefiihrt hat, enthélt
der Integrand dann némlich, abgesehen von den im Volumenelement der (d — 1)-Sphére
auftretenden Winkeln, nur noch den Winkel 6, der von p und n eingeschlossen wird und
tiber das Skalarprodukt p,n, = |p|cosé in (11.14) Einzug hélt. Folglich hat man es hier
nur noch mit einer einzigen nichttrivialen Integration zu tun, und zwar mit der iiber 6.
Die iibrigen d — 2 Winkelintegrale liefern lediglich das Volumen einer (d — 2)-Sphére und

somit einen multiplikativen Faktor €2;_s. Insgesamt resultiert daraus
dp
(2m)

wobei man fiir Gj,(|p|) den nachstehenden Ausdruck erhélt:

Wi 1] = Wi[0] +/ 7*(0) Grllpl) J(p) + O (2072) | (11.18)

(1+6g,2)m

- o849 ind— (qQ _ 1)2 !
B B 282a—2 d—2 - = — K2
Gk:MN(|p‘ - Mq) o M Qd_l / de o 9 [< 2 ’ 2 H
0

4 1 -1
X (% —4¢® cos 0 + ¢* (3+8cos29) — 12q0039+5—%2) — Z+/€2—I€4:|
¢
X (5 —4¢% cos 0 + ¢* (3+800826) — 12qc050—|—5—/<;2) . (11.19)

Hier wurde & = k/M und |p| = Mq gesetzt. Gi(p?) = G (|p| = (pupu)'/?) verkorpert
offensichtlich den durch (9.13) definierten effektiven Propagator. Aus den Gleichungen
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(9.14)-(9.16) folgt damit wiederum, dafl die effektive Mittelwertwirkung fiir kleine ¢ die

Form
% 2 2)2 dp - |« 7 2 %2
ulol = —g5 O =2+ [ S50 Sup) o) +0 (¢07)  (1120)
besitzt, wobei der effektive kinetische Term ¥ (p?) = 3 (Ip| = (pupyu)/?) sich gemiB der
Beziehung %4(|p|) = Gi(|p|)~" — k? aus dem effektiven Propagator (11.19) ergibt und ¢(p)
die Fourier-Transformierte von ¢(x) verkorpert.
Das in (11.19) verbliebene Integral iiber ¢ wurde fiir die Félle d = 2, d = 3 und
d = 4 berechnet. Dabei ergaben sich explizite, analytische Ausdriicke fiir den kinetischen
Term bei beliebigen k-Werten. Die Ausdriicke, die daraus fiir d = 3, k = 0 und d = 4,
k = 0 folgen, sind in Anhang O aufgelistet. Die entsprechenden Ausdriicke fiir & > 0
sowie derjenige fiir d = 2 wurden hier allerdings weggelassen, da sie allesamt extrem

umfangreich sind.

0.5 M

-0.5M |\

Abbildung 11.2: Der kinetische Term % in d = 3 Dimensionen als Funktion von p = [p|
und k.

Das Verhalten der verschiedenen kinetischen Terme wird anhand der Abbildungen
11.1, 11.2 und 11.3 veranschaulicht. Diese enthalten zwei verschiedene Arten von Plots. In
den 3D-Plots aus den Abbildungen 11.2 und 11.3 wird der kinetische Term in Abhéngigkeit
der beiden Variablen |p| und k dargestellt, wohingegen die 2D-Plots aus Abbildung 11.1
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Abbildung 11.3: Der kinetische Term ¥, in d = 4 Dimensionen als Funktion von p = |
und k.

gewisse Schnitte der zugehorigen 3D-Plots zeigen, die sich auf feste k-Werte beziehen. Da
der kinetische Term im Skalenbereich k& > M/+/2 keine (klassische) Renormierung erfahrt
und sich somit bei Variation der Skala nicht dndert, wurde dieser Bereich in den Plots
nicht beriicksichtigt. Dementsprechend beginnen sie erst bei k = M/v/2 = k.

Offensichtlich spiegeln die Plots fiir die verschiedenen Werte von d qualitativ und
grofitenteils auch quantitativ das gleiche Verhalten wider. Bei k = k., wird der kinetische
Term durch die Funktion Q(p?) beschrieben, deren Eigenschaften bereits weiter oben
diskutiert wurden. Wenn man sich in Richtung kleinerer Skalen bewegt, dann wird die
komplette Funktion angehoben, so dafl der Impulsbereich, in dem der kinetische Term
> (|p|) negative Werte annimmt, zunehmend kleiner wird. Bei k = 0 ist X4(|p|) schlieBlich

vollstéandig nichtnegativ. Die Theorie hat sich somit dynamisch stabilisiert.

Im Laufe des Renormierungsgruppenflusses bildet sich beim kinetischen Term um
|p| = M herum eine nach unten gerichtete Spitze heraus, die mit sinkender Skala k& — 0 zu-
nehmend schérfer wird. Wenn k = 0 erreicht ist, weist die Funktion Sy_o(|p|) bei [p| = M
schliellich eine spitz zulaufende “Singularitdt” auf, bei der sie zwar nicht differenzier-
bar, aber noch stetig ist. Es ist im wesentlichen die Form dieses nach unten gerichteten
“Peaks”, die den Hauptunterschied zwischen den Resultaten fiir d =2, d =3 und d = 4
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ausmacht.? Die Spitze wird offenkundig mit ansteigender Dimensionalitiit d schérfer.

Abschlielend sei angemerkt, dal der sich hier fiir d = 3 und k& = 0 ergebende effektive
kinetische Term mit dem renormierten inversen Propagator Q. = Yo iibereinstimmt,
der bereits in Abschnitt 8.1 présentiert wurde, sieche Abbildung 8.1.

11.2 Bereiche im Feldraum ohne klassische Renor-

mierung

Die Resultate, die wir bis zu diesem Punkt fiir die effektive Mittelwertwirkung erhalten
haben, beziehen sich hauptséchlich auf die Form, die ihr kinetischer Term fiir kleine Werte
von ¢ aufweist. In den folgenden Abschnitten werden wir die wesentlichen Eigenschaften
der wvollstindigen effektiven Mittelwertwirkung und des zugehorigen effektiven Potentials
untersuchen, durch die sich das skalare Modell auszeichnet.

In Abschnitt 9.2 wurde bereits darauf hingewiesen, dafl es Bereiche im Raum der
¢-Felder gibt, in denen keine klassische Renormierung stattfindet und demzufolge die

effektive Wirkung in klassischer Ndherung mit der nackten iibereinstimmt:

rulo] = 86l = [ e {orar-mp6+ 3o} (11.21)

Offensichtlich gilt I'y, = S fiir den wvollstindigen Raum klassischer Felder ¢, solange wir
uns im “frithen Evolutionsstadium” bewegen, das durch k > k.. charakterisiert ist. Denn
in diesem Fall ist SA,(CQ) [x] fiir alle x positiv definit und die Wirkung Sy somit positiv und
konvex.

Betrachten wir nun den Fall £ < k... Aus der in Abschnitt 9.2 gefithrten Diskussion
folgt unmittelbar, dafl keine klassischen Renormierungseffekte zu erwarten sind, falls ¢
nur leicht von i, abweicht. Weiterhin 148t sich leicht nachvollziehen, dafl in fiihrender
Ordnung Xmin = ¢ und somit auch I'y, = S gilt, solange |¢| geniigend grof ist. Dies werden
wir im folgenden zeigen. Dazu nehmen wir an, daf die Bewegungsgleichung (10.2) in guter

Néherung durch
J =X [Xmin|* Xmin (11.22)

beschrieben wird. Das bedeutet, dafl xmi, und folglich J so grof} sind, dafl der wy(—0)-
Term aus (10.2) gegeniiber den Termen aus (11.22) vernachléssigt werden kann. Fiir Quel-

len, die diese Eigenschaft besitzen und somit zu der Gleichung (11.22) fiihren, ld8t sich

2Die entsprechenden Plots fiir d = 2 wurden zwar angefertigt, sie werden hier allerdings weggelassen,
da sie denjenigen fiir d = 3 und d = 4 sehr dhnlich sind.
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das erzeugende Funktional W, durch den folgenden Ausdruck approximieren:
WilJ] = =S [Xmin; J] = — /dd:c {% ]Xmin|4 — I Xoin — ™ Xmin} : (11.23)
Fiir die Legendre-Transformierte von Wy, ergibt sich damit
Tulel = [ e 31" = slo) (11.24)

wobel ¢ = Xmin gilt. Ist der Term [ d%z ¢*wy(—0O)¢, der unter den obigen Voraussetzungen
gegeniiber [ d%z \/2 |¢|* vernachlissigbar ist, mindestens von derselben Gréfienordnung
wie [ d?z k*|¢|?, dann ist automatisch auch der zuletzt genannte Term gegeniiber demje-
nigen aus (11.24) vernachléssigbar, was schliefllich I'y, = ', = S zur Folge hat. Andernfalls
mufl man zusétzlich annehmen, dafl k?|¢|? < A|¢|* gilt, um dasselbe Resultat T', = S zu
erhalten. Offensichtlich sorgt in beiden Féllen das sehr grofle Feld ¢ = y ., dafiir, dafl der
Operator S ,(f) [Xmin] positiv definit wird. Es iibernimmt dabei gewissermafien die Funktion
eines Cutoffs.

Im folgenden sollen die Ausfithrungen hierzu noch prézisiert werden. Dazu beschran-
ken wir unsere Betrachtungen von nun an auf Felder ¢, die ebene Wellen mit reeller,

positiver Amplitude A sind:
o(x) = A exp(ip,z, +10) . (11.25)
Beginnen wir mit der Annahme, dafl ¢ die Beziehung
Iy, [A exp(ipz, +18)] = S [A exp(ipuz, +i0)] (11.26)

in fithrender Ordnung der semiklassischen Entwicklung erfiillt. Mit Hilfe der in Anhang
M.1 gewonnenen Informationen iiber xmi, lassen sich nun diejenigen Bedingungen bestim-
men, die der Parameter A erfiillen muf}, damit tatsdchlich I', = S realisiert ist. Dabei
verfahrt man folgendermafien: Zuerst setzt man (11.25) in (11.21) ein und addiert dann
den Cutoffterm k? [ d%z |¢|?, was zu dem nachstehenden Ausdruck fiihrt:

~ A
Iy [A exp(ipyz, +16)] =V [Un(A; %) + k2 A?] =V |wi(p?) A” + 3 AL (11.27)

Aus (11.27) 148t sich gemaf
0Ty
= 54
die zu ¢ gehorige Quelle bestimmen. Offensichtlich stellt auch J eine ebene Welle dar.

J [A exp (ipyz, +16)] = [we(p®) A+ XN A®] exp (ipuz, +108) (11.28)

Setzt man J = € exp(ip,z, + 1), so vereinfacht sich diese Gleichung zu

wp(pP) A+ IA% =¢. (11.29)
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Wenn man in (11.29) A durch yq ersetzt, erhédlt man die in Anhang M.1 diskutierte Glei-
chung (M.5) zuriick. Somit kann man die Losung zu (11.29) aus Anhang M.1 entnehmen.

Sie ist von der Form

(11.30)

) xo(ep) fiir wi(p®) >0
A = { Xo(g;p) fiir wi(p?) <0

Die hier auftretenden Funktionen yo(e;p) und xo(e; p) sind durch die Gleichungen (M.6)
und (M.11) definiert.® Mit Hilfe der Gleichungen (11.29) und (11.30) 148t sich jetzt die

Legendre-Transformation von T, zu Wy, vollziehen. Als Resultat erhélt man
A
Wi [J = ¢ exp(ipz, +i8)] = =V {wk(ﬁ) A(e;p) + 5 A'(g;p) — 22 A(sp) | (11.31)

= —S][A(g;p) exp(ipuz, +10); ¢ exp(ip,z, +18)] -

Aus den Anhéngen M.1 und M.2 ist bekannt, dal der Ausdruck auf der rechten Seite von
(11.31) genau dann der (mit -1 multiplizierten) “on-shell”’-Wirkung am globalen Minimum
— S [Xmin; J] entspricht, wenn entweder (I): k > ko oder (II): k < ke, und A(e;p) >
Agiv (k) gilt. Dabei bezeichnet

A (k) = { VO =202V fir k < ke (1152)

- 0 fiir k > ke

den kritischen Wert der Amplitude, der den Bereich, in dem die triviale Beziehung I'y, = .S
gilt (A > Auiv(k)), von demjenigen separiert, in dem dies nicht mehr der Fall ist (A <
Auiv(k)).* Er hiingt von k ab, aber nicht vom Impuls p. An dem Punkt k = k., an
dem der Ubergang zwischen dem trivialen und dem nichttrivialen k-Bereich stattfindet,
und auch dartiber hinaus (k > k), ist Agiv(k) = 0. Wenn man dann die Skala k, von
k = k. ausgehend, verkleinert, wichst Ay, (k) stetig an und das A-Intervall, in dem sich
nichttriviale Renormierungseffekte bemerkbar machen, weitet sich aus.

Driickt man die Gleichheit von effektiver und nackter Wirkung I';, = .S auf dem Niveau
der effektiven Potentiale Uy, (A;p*) aus, welche in Gleichung (9.17) fiir ebene Wellen der
Form (11.25) eingefiihrt wurden, so ergibt sich die Beziehung Uy (A;p?) = U (A4;p?).
Dabei bezeichnet U (A; p?) das klassische Potential, welches wie folgt definiert ist:

UD(A;p%) = Q") A* + %A4- (11.33)

3In dem Fall wy(p?) < 0, fiir den es eigentlich drei reelle Losungen gibt, beriicksichtigen wir nur die
Losung, die bei A = 0 (siehe (M.7)) stetig in diejenige fiir wy(p®) > 0 iibergeht. Die beiden anderen
Losungszweige finden hier keine Beachtung.

1Falls k < ker und |p| = M gilt, nimmt die Amplitude A den Wert Ay (k) erst bei € = 0, also bei
J =0, an. Im Fall J = 0 entspricht ymin dem entarteten Minimum aus Gleichung (10.15), dessen Phase
o und Impulsrichtung n,, zunéchst einmal freie Parameter verkérpern. Letzteres ist aber nicht mehr der
Fall, wenn eine Quelle mit Impuls |[p| = M adiabatisch abgeschaltet wurde. (Weitere Details hierzu folgen
spéter.)
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Sein Minimum liegt bei

V=N fi 2M?
A () = { p fir p* € (0, 200°) . (11.34)

min fiir p* € {0} U [2M?, c0)

Dort nimmt es den Wert

U (A ()i p*) =

min

{ —Q2(p?)/(2)\) fiir p? € (0,2M2) (11.35)

0 fiir p* € {0} U [2M?, 00)

an. Im Fall p? € {0}U[2M2, c0) gilt fiir alle k < ke, die Beziehung 0 = AD < Ay (k), so

dafl das klassische Minimum hier immer in dem von klassischen Renormierungseffekten
betroffenen Amplitudenbereich angesiedelt ist. Dies verhilt sich im Fall p? € (0,2M?)
anders: Liegt k nicht allzu weit unterhalb von k.., dann befindet sich das klassische Mi-
nimum noch in dem Amplitudenbereich, in den es nicht zur klassischen Renormierung
kommt (Ayiy(k) < A(Cl)) Bei k£ = 0 ist Aty jedoch immer grofler als A

min

Ausnahme: Im Fall p? = M? gilt Ay (k=0) = A

min°

mit einer

m1n7

11.3 Die Struktur der effektiven Mittelwertwirkung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daf die effektive Mittelwertwirkung I'y[¢]
fiir ebene Wellen ¢ = A exp(ip,z, + if) in der klassischen N&herung mit der nackten
Wirkung S iibereinstimmt, solange A > Ay, (k) gilt. Im folgenden werden wir diesen
Amplitudenbereich als den “Auflenbereich” des effektiven Potentials bezeichnen. Der ent-
sprechende “Innenbereich” A < Ay (k) zeichnet sich durch das Auftreten nichttrivialer
klassischer Renormierungseffekte aus, die durch die Instabilitdt der nackten Wirkung her-
vorgerufen werden. Im Fall k > k., existiert kein Innenbereich (Aygiy(k > ker) = 0). Somit
ist hier das effektive Potential fiir alle A > 0 von der Form (11.33). Gleiches gilt im Falle
k < ke fir den AuBenbereich. Es erweist sich hier jedoch als weitaus schwieriger, das
Verhalten zu bestimmen, das Ug(A;p?) im Innenbereich an den Tag legt. Dabei miissen
je nachdem, welchen Wert der Betrag des Impulses p annimmt, verschiedene Fille unter-

schieden werden.

11.3.1 Der Fall |p| # M

Betrachten wir zuerst den Fall |p| # M. Den Resultaten des vorigen Abschnitts zufolge
bezieht sich die obige Definition des effektiven Potentials

[y [A exp(ipuz, +i8)] = V UL(A; p?) (11.36)
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auf Quellen, die ebene Wellen der Form J = ¢ exp (ip,x, + i) darstellen. Dabei steht die
Amplitude der Quelle ¢ in folgender Beziehung zu A, p und k:
1 0UL(A; p?)
T2 04
Da geméf dem Abschnitt 11.2 und dem Anhang M.1 der AuBlenbereich A > Ay (k)
(fir k& < k) bereits durch alle e-Werte aus dem Intervall [, (p?), o0) parametrisiert ist,

+ kKA. (11.37)

mufl der Innenbereich von Uy folglich den e-Werten aus dem komplementéren Intervall
[0, ex(p?)) entsprechen. Hier ergibt sich nun das Problem, daf§ wir den exakten Ausdruck
fiir die Feldkonfiguration Yy, die im Bereich € < g;(p*) die Wirkung S; global mini-
miert, nicht kennen. Daher sind wir auch nicht in der Lage, den Innenbereich des Potentials
Ur(A; p?) exakt zu berechnen. Dennoch ist es moglich, das qualitative Verhalten zu be-
stimmen, durch das sich Uy(A;p?) im Bereich A < Ay, (k) auszeichnet. Dazu sammeln
wir zunéchst alle erhéltlichen Informationen iiber Ug(A; p?) und fiigen sie dann zu einem
einheitlichen Bild zusammen.

Wie bereits in Abschnitt 11.1 nehmen wir an, dafl 'y zumindest im Bereich hinreichend
kleiner |¢| ein analytisches Funktional von ¢ und ¢* darstellt. Aus der U(1)-Invarianz®
folgt dann automatisch, dal Uy(A;p?) eine gerade, analytische Funktion von A ist und
somit gemaf

Up(A;p?) = —— (M? — 2k?)* Zu(% ) A% (11.38)

o
um A = 0 entwickelt werden kann. In Abschnitt 11.1 wurde bereits der erste Koeflizient
dieser Entwicklung u( )( ) = Xi(p?) berechnet. Zudem wird in Anhang P ein expliziter

Ausdruck fiir u,(C ) hergeleitet. Dieser ist von der folgenden Form:

uM(p) = — (S(?) + #2)" G (). (11.39)

Die in (11.39) enthaltene Vier-Punkt-Funktion G,(:l) (p?) besitzt eine extrem komplizier-
te Struktur; sie wurde hier lediglich fiir einige bestimmte Werte von p und & numerisch
ausgewertet. Dies 1a8t sich aber prinzipiell fiir jedes beliebige Tupel (p, k) wiederholen.
Insgesamt steht uns damit ein Ausdruck zur Verfiigung, der es uns ermoglicht, das Verhal-
ten von Uy (A;p?) fiir hinreichend kleine Werte von A zu berechnen. Andererseits wissen
wir, dal im Auflenbereich A > Ay, (k) das effektive Potential dem klassischen entspricht,
d.h. Up(A;p?) = Q(p?) A% + (\/2) AL

Wenden wir uns nun dem Zwischenbereich zu, also dem A-Intervall, in dem einerseits

(11.38) nicht mehr anwendbar ist und andererseits A noch unterhalb von Ay, (k) liegt. Fir

°Da der Parameter A als reell vorausgesetzt wurde, ist die U(1)-Invarianz von Uy, nicht direkt erkenn-
bar. Sie ist aber nichtsdestotrotz vorhanden. Dies erkennt man, wenn man bedenkt, dafl A als Betrag
einer komplexen Zahl (A e'?) aufzufassen ist.
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diesen Bereich liegen keine konkreten Informationen iiber U, vor, so dafl wir gezwungen
sind, nach einer passenden Interpolation zu suchen. Diese sollte den Bereich kleiner A-
Werte in einer zumindest qualitativ korrekten Weise mit dem Auflenbereich verbinden.
Es ist nun duflerst naheliegend, davon auszugehen, dafl die gesuchte Interpolation in dem
Sinn minimal ist, dafl sie so wenige Extrema wie moglich aufweist. Wenn beispielsweise
Up(0;p?) < U (Apie(k); p?) gilt und wenn der Graph der Funktion U, gleichzeitig bei
A = 0 eine Linkskriimmung aufweist (und 3, somit positiv ist), dann interpolieren wir
mit einer Funktion, die vom Bereich kleiner A-Werte bis hin zu Ay, (k) monoton ansteigt.
In gleicher Weise nehmen wir an, dafl die interpolierende Funktion lediglich ein einziges
Minimum aufweist, falls der Graph der Funktion U, bei A = 0 nach rechts gekriimmt ist
(d.h., wenn ¥ < 0 gilt).

Dieses Approximationsschema 18t sich durch die drei folgenden Punkte rechtfertigen:

i) Das Bild der minimalen Interpolation wird zumindest in einem Teil des Parame-
terraums durch die Resultate bestétigt, die sich ergeben, wenn man neben dem
A%-Term auch den A*-Term aus (11.38) beriicksichtigt.

ii) Im Limes k — 0 fiihrt dieses Schema zu der erwarteten Konvexitéit von Uy(A; p?).

iii) Die resultierenden Uy (A;p?)-Kurven gehen im Limes |p| — M in einfachster Weise
stetig in die durch die Funktion Uy(A; M?) beschriebene Kurve iiber, welche ezakt

berechnet werden kann.

Im folgenden werden die beiden Félle Q(p?) > 0 und Q(p*) < 0 nacheinander diskutiert.

Der Fall Q(p?) > 0

Im Falle Q(p?) > 0 liegen die zugehérigen p*-Werte in {0} U [2M?, o). Insbesondere ist
hier der Fall p = 0 enthalten, der das herkémmliche effektive Potential liefert. Da im
vorliegenden Fall ¥, auch fiir alle k& < k.. positiv ist, fithrt die minimale Interpolation
hier zu einer monoton wachsenden Funktion. Abbildung 11.4 zeigt den typischen Verlauf
einer entsprechenden Uy-Kurve und ihre k-Abhéngigkeit. Die Form dieser Kurve veréndert
sich im Laufe des Renormierungsgruppenflusses nur geringfiigig. Im Prinzip besteht die
einzige Verdnderung in einem Absinken von C}, das durch ein Anwachsen der Steigung
der Kurve im Bereich A < Ay (k) kompensiert wird, und zwar derart, dafl (a) der Innen-
und der Aufienbereich bei A = Ay, (k) stetig ineinander {ibergehen und (b) Uy, (A; p?) <
U, (A; p?) fiir alle (A, ki, ko) mit A < Ay (ko) und ky < ky < ke, erfiillt ist.

Dieses Bild vom Renormierungsgruppenflul des Potentials U wird durch die Resul-
tate bestatigt, die sich aus der Néherungslosung (11.38) ergeben. Denn vergleicht man

die Ergebnisse, die sich aus der reinen A2.-N&herung ergeben, mit denjenigen, die aus der
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U
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Abbildung 11.4: Qualitatives Verhalten von Ui(A;p?) (in Einheiten von M?*/)) fiir
Impulse p mit p? € {0} U [2M?, 00). Die drei abgebildeten Kurven beziehen sich auf die
k-Werte k = k. (obere Kurve), k = k; (mittlere Kurve), wobei 0 < k; < k¢ gilt, und
k = 0. Weiterhin wird A in Einheiten von M/ VA angegeben.

Niherung resultieren, welche zusitzlich den A*-Term enthélt, so stellt man folgendes fest:
Der A%-Term liefert fiir alle A < A, (k) den dominierenden Beitrag zu U, und fiihrt
zu dem in Abbildung 11.4 dargestellten Verhalten, solange die Differenz von |p| und M
grof} genug ist. In diesem Fall sorgen die Terme hoherer Ordnung wie u,(f) lediglich fiir
geringfiigige Korrekturen. Liegt |p| allerdings in der Néhe von M, so ist die A?-Niherung
nur fiir einen Bereich hinreichend kleiner A-Werte, der sich nicht iiber den kompletten
inneren Bereich erstreckt, verlafllich. Hier sorgt der A*-Term hinsichtlich des oben postu-
lierten Verhaltens von Uy fiir eine merkliche Verbesserung der Ergebnisse.

Dies wird anhand von Abbildung 11.5 veranschaulicht. Darin werden die Funktion
UD(A;p?) (die in den Parameterbereichen k > ki, A beliebig, sowie k < ke, A >

Atriv(k) mit dem exakten Uy iibereinstimmt) und die gendherten Ausdriicke
UP(Asp") = i+ Su(p?) A2
UN(A; D) = Cr+Su(p?) A% — (Sh(0%) + K2 G (p?) A* (11.40)

sowohl fiir p = 0, £k = 0 als auch fir |p| = 3M, k = 0 abgebildet. Offensichtlich ist
die Differenz zwischen p = 0 und |[p| = M insofern nicht grofi genug, als UéQ) eine gute
Néaherung in dem kompletten Innenbereich darstellen konnte. Sie weist nur fiir sehr kleine
Werte von A das erwartete Verhalten auf und wéchst dann zu schnell an, um bei A, (kK =
0) mit U zusammentreffen zu koénnen. Der A*-Term bewirkt, da diese Kurve nach
unten gebogen wird. Somit liefert Ué4) bereits fiir einen sichtlich grofleren Bereich von A-

Werten relativ genaue Ergebnisse, und die entsprechende Kurve reicht niher and die U/(<)-
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Abbildung 11.5: U, U,gi)o und U,gi)o (in Einheiten von M?/)) als Funktionen von

A (in Einheiten von M/+/)). (a) Der Fall p = 0: Die Kurven fiir U,gi)o und U,Ei)o sind

diejenigen, die bei A = 0 zusammentreffen. Dabei entspricht U,gi)o der Kurve, die fiir

groBe A eine negative Steigung aufweist. Die iibrige Kurve stellt U dar. (b) Der Fall
Ip| = 3M: Der Unterschied zwischen den drei Kurven ist kaum erkennbar. In der Nihe
von Agiv(k = 0) = M/V/2\ ergibt sich hier U,gi)o < U < U,gi)o.

Kurve heran. Allerdings bricht auch die A*-Approximation bei Annéherung an A, (k =
0) zusammen. Somit wird klar, daf in diesem Fall Terme hoherer Ordnung notwendig
sind, um zu erreichen, dafl das entwickelte Uy aus Gleichung (11.38) bei Ay (k) mit der

UD_Kurve zusammentrifft.

Im Fall |p| = 3M verbessert sich die Situation erheblich. Hier liefern UV, Ué2) und
Ué4) fiir alle A < Ay (k = 0) = M/+/2) praktisch identische Ergebnisse. (Das liegt daran,
daB fiir hinreichend groie |p|-Werte Xx—o(p?) = Q(p?) gilt.) Aufgrund der Korrekturen, die
der A*-Term anbringt, ist zu erwarten, dafl Ué4) besser mit dem exakten U, vertraglich ist
als UéQ). Der Unterschied zwischen den beiden Approximationen ist aber zu klein, als daf3
er erkennbar wire. Was sich jedoch mit Sicherheit anhand von Abbildung 11.5 festmachen
148t, ist, daBl sowohl UO(Q) als auch Ué4) konvex sind. Auflerdem sei hier angemerkt, dafl

die Qualitéit der Ndherung (11.38) fiir noch groere Impulse sogar noch weiter ansteigt.

Den allgemeinen Eigenschaften von Legendre-Transformierten nach zu urteilen, sollte
Up(A; p?) fiir alle Werte von p im Limes k& — 0 gegen eine konvexe Funktion von A
konvergieren. Fiir die hier betrachteten Impulse ist diese Konvexitét tatsdchlich realisiert,
wenn auch in einer eher trivialen Weise, denn das Potential war von vornherein konvex,

d.h. fir alle k > 0.
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Der Fall Q(p?) <0

Kommen wir nun zu dem Fall Q(p?) < 0, |p| # M. Dieser liegt bei Impulsen p mit
p? € (0,2M?) \ {M?} vor. Fiir solche Impulse liefern die A% und die A*-N&herungen
aus (11.40) keine verldfllichen Resultate, da die Terme hoherer Ordnung bereits bei sehr
kleinen Werten von A < Ay, (k) die fiihrenden Beitrége verkorpern. Die Qualitét dieser
Resultate entspricht maximal derjenigen, die sich im Fall (p,k) = (0,0) ergibt (siche
oben), und je mehr |p| sich M nihert, desto stérker nimmt sie ab. Folglich mufl man zur
Bestimmung der qualitativen Eigenschaften, durch die Uy im Innenbereich charakterisiert
ist, auf eine andere Methode zuriickgreifen.

An erster Stelle ist hier zu erwéhnen, daf§ ¥ (p?) im Laufe des Renormierungsgruppen-
flusses sein Vorzeichen wechselt, was sich anhand der Abbildungen 11.1 bis 11.3 erkennen
liBt. Folglich existiert eine Skala k(p) < ke, bei der 3 eine Nullstelle besitzt: S (p?) = 0;
in den angrenzenden Skalenbereichen gilt ¥, < 0 fiir k > k(p) und X, > 0 fiir k < k(p).

Wihrend X, also die “Steigung”® von U, bei A = 0, den oben beschriebenen Verlauf
nimmt, fillt der konstante Term U,(A = 0;p?) = C} mit sinkendem k von Cj, = 0 bei
k = kg auf Cp = —M*/(8)) bei k = 0 ab. Wenn man nun eine minimale Interpolation
zwischen diesem Verhalten fiir kleine A-Werte einerseits und U() andererseits vornimmt,
dann erhélt man die in Abbildung 11.6 dargestellten Kurven. Anhand dieser Kurven 143t
sich erkennen, dafl der Vorzeichenwechsel von ¥, notwendig ist, um im Limes k£ — 0 ein
konvexes Potential zu erhalten. Denn solange ¥ negativ ist (also fiir & > k(p)), beschreibt
Uy im Bereich sehr kleiner A-Werte eine monoton fallende, nach rechts gekriimmte Kurve
und ist somit nicht konvex.

Bei der Erstellung der Kurven aus Abbildung 11.6 wurde eine weitere Eigenschaft des
effektiven Potential beriicksicht, die man sich leicht vergegenwértigen kann: Es existiert
eine bestimmte Skala ko(p) € (0, k), bei welcher der Wert des Potentials am Ursprung
mit dem Wert am Punkt Ay, iibereinstimmt, d.h. Uk, (0;p*) = Uky ) (Auiv (ko (p)); P?)-
Das bedeutet, dai Ciy(p) = UD(Awiv(ko(p)); p) gilt. Benutzt man (11.13) und (11.35),
so ergibt sich daraus die Beziehung Q(p?) = k2 — M?/2. Somit erhilt man fiir ky den
folgenden Ausdruck:

1
ko(p) = —=— |M* —p?| . 11.41
olp) = = P’ (11.41)
Eine numerische Analyse ergibt, daf fiir alle hier betrachteten Impulse die Ungleichung
ko(p) < k(p) erfiillt ist. Daher weist das effektive Potential fiir k = ko am Ursprung
eine Linkskriimmung auf. Unabhéngig davon ist U () am Punkt Atriv(ko) nach links ge-

kritmmt. Damit folgt insgesamt, dafl Uy im Innenbereich (mindestens) ein Maximum und

6%, 1i8t sich hier in der Tat als Steigung interpretieren, wenn man Uy, als Funktion von A? auffaft.
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U

0.05

Abbildung 11.6: Qualitatives Verhalten von Ui(A;p?) (in Einheiten von M?/)) fiir
p? € (0,2M?%)\ {M?}. Die drei abgebildeten Kurven beziehen sich auf die k-Werte k = k.,
(obere Kurve), k = ko (mittlere Kurve), wobei 0 < kg < k., gilt, und k = 0. Weiterhin
wird A in Einheiten von M/v/A angegeben.

ein Minimum besitzt. Damit U, im Limes £k — 0 konvex werden kann, mufl das loka-
le Maximum im Laufe des Renormierungsgruppenflusses so lange zusammenschrumpfen,
bis es schliefllich von einer bestimmten Skala an nicht mehr vorhanden ist, die irgendwo
zwischen k = ko(p) und k = 0 liegt.

Die Existenz des Minimums ist hier nicht weiter iiberraschend, wenn man bedenkt,
dafl bereits Uy>g, = U () ein Minimum aufweist. Durch die fiir & < k., auftretenden
Renormierungseffekte erfihrt die Position dieses Minimums zunéchst nur leichte Korrek-
turen, bevor es dann bei hinreichend kleinen Skalen génzlich verschwindet. Das gefundene
Minimum stellt also das durch Quantenkorrekturen modifizierte Analogon des Minimums

von U@ dar.

Kombiniert man die Informationen iiber die Extrema mit den weiter oben erlangten
Erkenntnissen, so ergibt sich fiir das effektive Potential automatisch das in Abbildung
11.6 dargestellte Verhalten. Wiahrend der Verlauf der entsprechenden Kurven im Innen-
bereich A < Ayy (k) lediglich von qualitativer Natur ist, zeigt die Abbildung im Bereich
A > Agiv(k) die ezakte Gestalt von Uy. Insbesondere 148t sich anhand dieser Kurven gut

nachvollziehen, in welcher Weise der Ubergang zu einer konvexen Funktion stattfindet.

11.3.2 Der Fall |p| = M

Betrachten wir schlieBlich den Fall, in dem Resonanz vorliegt, d.h. den Fall |p| = M. Wie

sich herausstellen wird, 148t sich in diesem Fall ein ezakter Ausdruck fiir U, herleiten.
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Wie in den zuvor diskutierten Féllen folgt aus der U(1)-Invarianz die Beziechung
[k [A exp (1Qour, +i6)] = V Ur(A; Qf = M?) . (11.42)

Die zugehorigen Quellen stellen ebene Wellen der Form e exp(iQq,z, + i3) dar, deren
Amplitude ¢ die Bedingung

. _ LOU(A; Q)

2 0A

erfiillt. Diese Beziehung folgt unmittelbar aus (11.37), wenn man darin p durch @, er-
setzt. Aus Abschnitt 11.2 und Anhang M.1 ist bekannt, dafl (11.43) den Bereich ¢ > 0
vollstindig auf den Bereich (A (k), 00) abbildet sowie € = 0 auf A = Ay (k). AuBerst
bemerkenswert ist hier jedoch die Tatsache, dafl ¢ = 0 im Fall £ < k., zusétzlich noch

+ k> A (11.43)

dem kompletten Innenbereich 0 < A < Agiy(k) entspricht. (Man erinnere sich daran, dafl
Apriv(k > ko) =0.) Um dies zu erkennen, muff man das erzeugende Funktional Wy[J] bei
J = 0 exp(iQoux,) explizit auswerten, wobei ¢ = ¢ exp(iff) gesetzt wurde. (o verkérpert
somit eine komplexe Zahl vom Betrag ¢ und mit der Phase [3.) Setzt man das globa-
le Minimum x,;, aus Gleichung (M.10), das sich fiir die vorliegende Quelle ergibt, in
WilJ] = =S¢ [Xmin(J); J] ein und entwickelt diesen Ausdruck nach |g| =& um |g| = 0, so
erhdlt man (bei k < k)

Wi [J = 0 exp(iQouz,)]

v +O(|of?). (11.44)

2 2 2
wi(M?) 1yl

Von entscheidender Bedeutung ist hier die Anwesenheit des in |g| linearen Terms. Denn
dieser sorgt dafiir, dal dWj/do im Punkt ¢ = 0 nicht stetig ist. Wenn man némlich diese
Ableitung im Limes o — 0 betrachtet, so fiihrt dies zu

éigo [d%wk o exp(iQoumu)]} = 4/ —%wk(M ?) exp(—if)

o=|ol exp(iB)
= Aun (k) exp(—if) . (11.45)

Offensichtlich hangt der obige Ausdruck von  ab, d.h. von der Richtung in der komplexen
Ebene, entlang welcher o gegen p = 0 lauft.

Dieses singulére Verhalten hat zur Folge, dafl die herkommliche Form der Legendre-
Transformation hier nicht anwendbar ist. Vielmehr mufl man in derartigen Féllen auf die
wesentlich allgemeinere Supremum-Definition der Legendre-Transformation zuriickgrei-
fen, siehe beispielsweise [62]. Im vorliegenden Fall ergibt sich damit

Up(A; M?) = —k* A* + sup {24 ¢ — Fi.(e;Qo)} (11.46)

e>0
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wobei
Fi(e;Qo) = %Wk e exp(iQopz, + 1))
= 20 Q) ~ M) BEQ) - S UER)  (1147)

gesetzt wurde. Die in Fj, enthaltene Funktion Y ist in (M.11) definiert. Unter Verwendung
von (M.5) laBt sich Fj, wie folgt umschreiben:

Fi(g;Qo) = 25 Xo(e; Qo) — %Wk<M2) Xo(g; Qo) - (11.48)

Da Xo(g; Qo) eine streng monoton wachsende Funktion von e darstellt (und fiir k& < ke,
zudem wy(M?) < 0 gilt), folgt aus Gleichung (11.48), da F}, streng konvex ist. (Das war
auch nicht anders zu erwarten, denn in der hier vorgenommenen klassischen Nédherung
entspricht Wy gerade der Legendre-Transformierten von Si|[Ymin|.) Infolgedessen ist die

Ungleichung
OF, O0Fj,

SEE) > SEe=0) =2, /—%wk(MQ) — 2 Ao (k) (11.49)
fiir alle € > 0 erfiillt. Daraus resultiert, daf die Funktion 24 ¢ — Fy(e; Qo) ihr Supremum
immer bei ¢ = 0 annimmt, solange A < Agiv(k) gilt. Der zugehorige Supremumswert
ist Cj. Folglich entspricht der komplette Innenbereich [0, Ay (k)] der Quellenamplitude
e = 0, wobei die Lénge dieses Intervalls durch den linearen Term von Fj, festgelegt ist.
Fir A > Agiv(k) stimmt die Supremum-Definition der Legendre-Transformation mit der

herkémmlichen iiberein, so daf (11.46) insgesamt zu dem folgenden Ausdruck fiir Uy, fithrt:
Cr—k* A% fir A < Ay (k)
U (A; M?) fiir A > Ao (k)
Das Verhalten des effektiven Potentials (11.50) ist in Abbildung 11.7 darstellt. Sie zeigt
mehrere Uy(A; M?)-Kurven, die sich auf unterschiedliche k-Werte beziehen. Im Vergleich

zu den oben diskutierten Féllen nimmt der Fall [p| = M offensichtlich eine Sonderstellung

U(A; M?) = { (11.50)

ein, denn Uy—o(A = 0; M?) = Cr— entspricht genau dem Wert, den das klassische Poten-
tial UD an seinem Minimum bei Affl}l)q annimmt, und aulerdem findet genau bei AI(ICIRI der
Ubergang zwischen AuBen- und Innenbereich statt, d.h. Ay, (k = 0) = Agl)l Damit ein-
hergehend, lduft der komplette Innenbereich von Uy gegen einen konstanten Wert, wenn
die Cutoffskala von k = k., in Richtung £ = 0 abgesenkt wird. Bei k£ = 0 ist das Potential
in diesem Bereich schliellich vollkommen flach und somit insgesamt konvex.

An dieser Stelle sei angemerkt, daf§ das Funktional fk in jedem Fall konvex ist,
auch dann, wenn Uy und Iy diese Eigenschaft nicht besitzen. (Das war auch nicht an-
ders zu erwarten, denn T, entspricht in der klassischen Naherung der zweiten Legendre-

Transformierten und somit der konvexen Hiille von Sy[xmin(J)].) Vergleicht man (9.17)
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Uy

Abbildung 11.7: Uy(A;p?) (in Einheiten von M?/)) als Funktion von A (in Einheiten
von M/+/A) im Spezialfall [p| = M. Die einzelnen Kurven beziehen sich auf verschiedene
Skalen k € [0, k.. Mit abnehmendem k lauft Uy, im Innenbereich gegen einen konstanten
Wert. Bei k = 0 ist Uy dort vollstandig flach.

mit (11.27), so erkennt man, dafl sich die Beziehung ﬁk = U, + k?A? ergibt, wenn man
in fk[¢] eine ebene Welle ¢ = exp(ip,x, + i) einsetzt. Im Fall |p| = M, beispielsweise,
folgt dann aus Gleichung (11.50) Uy, = Cy, fiir A < Agi(k) und Uy, = U + k2A? fiir
A > Agiv(k). Offensichtlich ist diese Funktion l?k fur alle k-Werte konvex.

Dieses Verhalten von W und T'y 148t sich physikalisch nun wie folgt interpretieren.

Zunéchst einmal stellt (11.45) im Grunde genommen nichts anderes als die Standardformel

oWy
0" | ;g

= (0= =0 (11.51)

dar, die iiblicherweise zur Berechnung des Vakuumerwartungswerts von x herangezogen
wird. In (11.45) beschrankt man sich bei ihrer Auswertung lediglich auf ebene Wellen
J. Betrachten wir diese Gleichung bei der Skala & = 0. Die von Null veschiedene rechte
Seite von (11.45) bedeutet, dafl die Moden zum Impuls |p| = M einen nichtverschwinden-
den Vakuumerwartungswert annehmen. Nachdem J adiabatisch abgeschaltet worden ist,

enthéilt der Erwartungswert

M
r)) = —— exp (iMn,x, +if 11.52
immer noch Informationen iiber die Quelle, und zwar in Form ihrer Impulsrichtung n,, und
ihrer Phase (3; beides hat (x(x)) von ihr ibernommen. Dadurch wird ein bestimmter Punkt
(n, #) aus der Vakuummannigfaltigkeit herausgegriffen, was zur spontanen Brechung der

SO(d)-Symmetrie von Raumzeit-Rotationen sowie der U(1)-Phasensymmetrie fiihrt.
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Ein solches Vakuumkondensat bildet sich nur fiir die Moden mit |p| = M aus, aber
nicht fiir diejenigen mit |p| # M. Dieser Unterschied zwischen den beiden Féillen 148t sich
anhand der Plots fiir die verschiedenartigen effektiven Potentiale sehr gut veranschauli-
chen. Betrachten wir dazu zunéchst den Fall |p| # M auf der Grundlage des in Abbildung
11.6 dargestellten Beispiels. Ausgehend von der Skala k = k., legen wir eine Kugel in das
Minimum des Potentials Uy und lassen dieses dann in Richtung kleinerer Skalen evolvie-
ren. Bei einer bestimmten, von Null verschiedenen Skala ist der Punkt erreicht, an dem das
lokale Maximum verschwindet und die Steigung von Uy, fiir alle A > 0 positiv wird. Dies
hat zur Folge, dafl die Kugel von der Position des ehemaligen lokalen Minimums bei A # 0
zum Minimum bei A = 0 hinunterrollt. Somit ist der Erwartungswert der entsprechenden
Feldmode bei £ = 0 Null. Anhand von Abbildung 11.7 148t sich erkennen, dafl sich das
effektive Potential fir |p| = |Qo| = M diesbeziiglich anders verhélt. In diesem Fall hat die
Potentialmulde bei A = Afﬁg
Tendenz entwickelt, in Richtung der Position A = 0 zu rollen, sondern bis zum letzten
Augenblick der Evolution bei A = AV (p) liegen bleibt. Erst dann, wenn k = 0 erreicht

min

(p) nédmlich fiir alle £ > 0 Bestand, so da§ die Kugel keine

ist, ist Uy im gesamten Innenraum A < Ay (k = 0) = Afﬁ&(@o), und insbesondere am
Punkt A =0, auf den bei A = Aﬁzl(@o) vorliegenden Wert abgesunken. Das hat zur Fol-
ge, dafl der Vakuumerwartungswert der entsprechenden Mode von Null verschieden ist.
Dieses Verhalten ist demjenigen sehr dhnlich, das sich im Falle der vertrauten spontanen
Symmetriebrechung durch ein “Mexican-hat”-Potential ergibt. Dort kondensiert zwar kei-
ne raumlich inhomogene Mode, sondern die konstante Mode mit p = 0, dennoch ist hier
kein konzeptioneller Unterschied zwischen den beiden Féllen festzustellen, da alle Impulse
p auf dem Niveau der effektiven Potentiale Uy zunéchst einmal gleich behandelt werden.

Den obigen Resultaten nach zu urteilen, besteht in der hier durchgefiihrten klassischen
Néherung das echte Vakuum aus einer einzelnen ebenen Welle. Diese Feldkonfiguration
fungiert als sogenanntes “master field”. Das bedeutet, dafl sich der Erwartungswert eines
jeden zusammengesetzten Operators einfach dadurch bestimmen 1&8t, dal man in diesen
die rechte Seite der Gleichung (11.52) einsetzt. Fiir den Operator d,x*0,x resultiert

daraus beispielsweise das bereits in Abschnitt 8.1 erwéhnte kinetische Kondensat (8.8).

11.4 Konsequenzen fiir die Gravitation

Wir sind nun an einem Punkt angelangt, an dem sich aus den bislang erzielten Ergebnissen
gewisse Schlulfolgerungen fiir die Gravitation ziehen lassen. Bevor damit begonnen wird,
bietet es sich an, die Resultate dieses Kapitels zuerst kurz zusammenzufassen.

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dafl sich das skalare Modell -

zumindest in der fiihrenden Ordnung der semiklassischen Entwicklung - auf dynamische



190 Der Renormierungsgruppenflufl von T'y[¢]

Weise stabilisiert und dabei ein Vakuum-Kondensat ausbildet, das aus einer einzelnen
Spinwelle besteht und infolgedessen die Invarianz unter ISO(d)-Raumzeit-Translationen
und -Rotationen sowie die U(1)-Phasensymmetrie spontan bricht, siche Gleichung (11.52).
Von der SO(d)-Rotationssymmetrie bleibt dabei eine SO(d—1)-Rotationssymmetrie iibrig.
AuBlerdem weist der Grundzustand noch eine Restsymmetrie unter modifizierten, kombi-

nierten Translationen auf, die Phasenrotationen einbeziehen.

Das Kondensat ist hier zwar ein unverkennbares Merkmal der dynamischen Stabilisie-
rung, der wesentliche Effekt, der zu der Stabilisierung fiihrt, ist aber nicht die Kondensa-
tion selbst, sondern vielmehr eine “Massenerzeugung”, die mit ihr einhergeht. Die dyna-
misch erzeugte Masse sorgt dafiir, dafl der effektive kinetische Term Qcg(p*) = Sip—o(p?)
positiv semidefinit ist und nur fiir Moden mit p? = M? verschwindet. Solche Moden bilden
dann auch letztendlich das Kondensat. Daf§ es sich hierbei tatséchlich gewissermaflen um
eine Massenerzeugung handelt, kann man Abbildung 8.1 entnehmen: Grob gesprochen,
geht die Q.g(p?)-Kurve aus derjenigen des nackten kinetischen Terms Q(p?) hervor, in-
dem letztere um einen konstanten (Masse)?-Term vom Betrag M?/2 nach oben verschoben

wird.

Dieser Massenterm rechtfertigt auch das Zuriickgreifen auf die Loop-Entwicklung mit
anschliefender Beschréankung auf den Beitrag fithrender Ordnung. Denn im Gegensatz zu
anderen masselosen Modellen mit gewdhnlichem kinetischen Term, bei denen die Loop-
Entwicklung i.a. nicht zu verldflichen Resultaten fithrt [63], werden hier die Loop-Beitréige
durch die erzeugte Masse, die gewissermaflen als Cutoff fungiert, unterdriickt und bleiben

dadurch vernachléssighar.

Kommen wir nun zu der Ubertragung dieser Ergebnisse auf die Gravitation. Aufgrund
der Ahnlichkeit des skalaren Modells mit dem konformen Sektor besteht die berechtigte
Hoffnung, dafl auch der konforme Faktor y sich auf dynamische Weise stabilisiert. Dabei
konnte es wie bei dem Spielzeugmodell zu der Ausbildung einer nichttrivialen Vakuum-
struktur kommen, die durch nichtverschwindende Kondensate der Form ((D,x)(D"x))
charakterisiert ist. In diesem Fall sollte der nichttriviale Grundzustand der effektiven
Theorie allerdings nicht merklich vom flachen Raum abweichen. Da aber der oben analy-
sierte Stabilisierungseffekt in erster Linie mit der Massenerzeugung und nicht direkt mit
der Kondensation der symmetriebrechenden Feldkonfigurationen verbunden ist, kénnte
sich die Euklidische Gravitation vielleicht auch durch Ausbildung einer trivialen Vaku-
umstruktur mit (g,,) = 0,,, dynamisch stabilisieren, so dafl das absolute Minimum der

effektiven Wirkung dann tatséchlich dem flachen Raum entspréche.
Diese These wird noch durch eine weitere Tatsache gestiitzt. Die Gravitation kann
sich ndmlich nicht einfach durch die Erzeugung eines Massenterms fiir die Fluktuationen

der Metrik stabilisieren, da dies gegen die geforderte allgemeine Koordinateninvarianz
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verstoflen wiirde. Also miiffite der potentielle Stabilisierungsmechanismus in diesem Fall
generell etwas andere Gesichtsziige annehmen als im Fall des skalaren Modells. Vor allem
kommen hier nur solche zusétzlichen Wirkungsterme, die invariant unter allgemeinen Ko-
ordinatentransformationen sind, fiir den gewiinschten Effekt in Frage. Es ist jedoch klar,
daf} siimtliche lokalen Invarianten von hheren Potenzen in der Kriimmung - wie z.B. R?
(siehe oben), R, R", R? etc. - im IR Bereich gegeniiber dem Einstein-Hilbert-Term ver-
nachléssigbar sind und daher nicht fiir eine dynamische Stabilisierung sorgen kénnen [13].
Das bedeutet, dafl hochstens nichtlokale Invarianten im IR Bereich eine Stabilisierung des
konformen Faktors hervorrufen kénnen. Im néchsten Kapitel werden wir uns etwas néher

mit dieser Moglichkeit auseinandersetzen.



Kapitel 12

IR Stabilitdt durch eine nichtlokale

Invariante

In den vorangegangenen Kapiteln 8-11 wurde anhand eines skalaren Spielzeugmodells eine
Moglichkeit aufgezeigt, wie man das Stabilitdtsproblem der Euklidischen Quantengravita-
tion, das auf den konformen Sektor der Einstein-Hilbert-Wirkung zuriickzufiihren ist, in
den Griff bekommen koénnte. Die Ergebnisse unserer Untersuchungen deuten darauf hin,
daf sich die Theorie eventuell dynamisch stabilisiert, indem sie im Laufe ihrer Evolution
von sehr kleinen bis hin zu sehr groflen Léangenskalen nichtlokale Invarianten generiert.
Diese kénnten dann dafiir sorgen, dafl die Theorie im IR Bereich ein absolutes Minimum
und somit einen Grundzustand aufweist, der tatsédchlich durch den flachen Raum be-
schrieben wird. In vereinzelten Arbeiten [20, 13, 14, 15] wurden auch schon verschiedene
nichtlokale Invarianten auf ihre Auswirkungen diesbeziiglich untersucht.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir uns mit einer nichtlokalen Invariante
des Typs [ d’z /g R(D?*)~'R beschiftigen. Bereits in [13] wurde gezeigt, daB eine Wir-
kung, die sich aus dem Einstein-Hilbert-Term [ d%x v/9 R und einer bestimmten nichtloka-
len Invariante dieser Form zusammensetzt, unter gewissen Voraussetzungen bei g, = 0,
ein lokales Minimum annimmt. Ob dieses Minimum auch global ist, 148t sich anhand der
erzielten Ergebnisse nicht beurteilen. Zumindest stellt eine solche Wirkung aber einen
ernstzunehmenden Kandidaten fiir eine effektive Gravitationswirkung I" dar, deren abso-
lutes Minimum tatséchlich durch den flachen Raum beschrieben wird. (Die Konfiguration
Juv = Oy ist natiirlich deswegen als absolutes Minimum zu favorisieren, da ihr Lorentz-
sches Analogon, die Minkowski-Metrik 7,,, den Beobachtungen nach zu urteilen, den
Grundzustand der physikalischen Raumzeit im materiefreien Fall zu beschreiben scheint.)
Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir eine modifizierte (verallgemeinerte) Ver-
sion der nichtlokalen Invariante aus [13] untersuchen. Im Rahmen dieser Analyse werden

verschiedene interessante Grenzfille studiert. Wie sich dabei herausstellen wird, reprodu-
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ziert einer dieser Grenzfille exakt die Ergebnisse aus [13].

Beginnen wir damit, die mit der Einstein-Hilbert-Wirkung verbundene Problema-
tik kurz zu rekapitulieren. In Abschnitt 7.1 wurde bereits allgemein gezeigt, dafl diese
Wirkung nicht nach unten beschréankt ist. Denn der konforme Faktor der Metrik kann
hier betragsméfig beliebig grofie, negative Werte zur Wirkung beisteuern. Betrachten wir
die Situation aus einem weniger allgemeinen Blickwinkel. Dazu beschréanken wir uns auf
den Fall verschwindender kosmologischer Konstante und entwickeln den iibrigbleibenden
S diz v/9 R-Term um eine maximal symmetrische Hintergrundmetrik g, bis einschlie-
lich zur zweiten Ordnung in den Fluktuationen 71#,, = Gu — Guv-' Zerlegt man weiterhin

h,,, gemiB (1.36) in seine Komponenten? (siehe Abschnitt 1.5), so ergibt sich folgender
Ausdruck:

~ d—2 _
—/dda:\/gR:—/dda:@R—z—d d'z \JgR

1 1- ~ — 4 ~| - -2 ~_ _
+§/dd9€\/§{—hT {—D2+MR} hTMV+d RE, &

2 d(d—1) d
_d=Dd-2) 12);2‘1_ 2) (a [—132 - Jﬂ g+ 2¢ @\/—ﬁ - ﬁﬁza
9P 9)) o =

Hier bezeichnet ﬁu die aus der maximal symmetrischen Metrik /g\W konstruierte kovariante
Ableitung. Ferner verkorpert R den aus G, hervorgehenden Kriimmungsskalar.

Betrachten wir zuerst den linearen Term aus (12.1). Dieser verschwindet offensichtlich
im Fall des flachen Raums, d.h. die Wirkung besitzt bei R = 0 einen stationiren Punkt.
Von welcher Natur ist nun diese Losung der Bewegungsgleichung?

Um diese Frage beantworten zu kénnen, untersuchen wir anschliefend den quadrati-
schen Anteil aus (12.1). Man erkennt unmittelbar, dafl der in den skalaren Feldern qua-
dratische Anteil sicherlich nicht positiv definit ist, wenn d > 2 gilt. Am stationéiren Punkt,
also bei R = 0, ist er in diesem Fall sogar manifest negativ semidefinit. Somit besitzt die

Einstein-Hilbert-Wirkung bei R =0 kein Minimum, sondern vielmehr einen Sattelpunkt.

1Es sei an dieser Stelle daran erinnert, daf§ die maximal symmetrischen Metriken diejenige Klasse von
Réumen konstanter Kriitmmung (R = konstant) bilden, die zusétzlich die Bedingungen (3.6) erfiillen. Aus
Abschnitt 3.2 ist bereits bekannt, dafl die maximal symmetrischen Rdume positiver Kriimmung R > 0 die
Klasse der d-Sphéren bilden. Die entsprechenden Réume mit negativem Kriimmungsskalar R < 0 stellen
sogenannte Pseudo-Sphéren dar. R = 0 entspricht hier natiirlich dem flachen Raum.

2Strenggenommen wire hier eigentlich noch zu iiberpriifen, inwieweit die TT-Zerlegung auch auf
Pseudo-Sphiren anwendbar ist. Denn die Existenz dieser Zerlegung ist nur dann von vornherein garan-
tiert, wenn der Raum entweder geschlossen oder offen und asymptotisch flach ist [29]. Pseudo-Sphéren
sind aber weder das eine, noch das andere.



194 IR Stabilitdt durch eine nichtlokale Invariante

Will man erreichen, daff die effektive Gravitationswirkung ihr Minimum im flachen Raum
einnimmt, mufl man die Instabilitdt im skalaren Sektor beseitigen. Im IR Bereich 148t sich
dies aber nicht dadurch bewerkstelligen, dafl man der Wirkung einfach Terme von héher-
er Ordnung in der Kriimmung hinzufiigt. Diese liefern némlich bei groflen Distanzen nur
solche Beitriige, die im Vergleich zu denen des [ d%x /9 R-Terms vernachléssigbar klein
sind [13].

Im folgenden werden wir daher den Standpunkt vertreten, dafl die effektive Wirkung

von der Form

1
167 Go

lg) = [ e iR+ ToLulg (122)

sein konnte, wobei I, eine nichtlokale Invariante des oben genannten Typs verkorpert und
Ty die zugehorige renormierte Kopplung bezeichnet. Im Rahmen unserer Betrachtungen
werden wir uns lediglich mit der Stabilitét einer derartigen Theorie beschéftigen und alle
anderen phénomenologischen Konsequenzen aufler Acht lassen. Natiirlich kann man den
Ansatz (12.2) im Endeffekt nur dann als serios betrachten, wenn sich herausstellen sollte,
dafl er mit allen Beobachtungen vertraglich ist. In dieser Hinsicht sind jedoch die Resultate
aus [13] bereits recht ermutigend.

Kommen wir nun zur Spezifizierung von I,. Fiir den Rest dieses Kapitels werden wir

uns auf die Analyse des nichtlokalen Terms

Llg) = [ ¢ GRP R (123)
konzentrieren, wobei der Operator P folgendermaflen definiert ist:
P=-D*+e|R|+m”. (12.4)

Hier stellen € und m zwei reelle, positive Parameter dar. Wahrend ¢ dimensionslos ist,
besitzt m die Dimension einer Masse. Aufgrund der Positivitit von € und m? ist P positiv
definit. Daran &ndert sich auch in den Grenzfillen €|R| — 0 und m? — 0 nichts, solange
nur jeweils einer von diesen beiden Limites betrachtet wird. Um die Positivitdt von P zu
erhalten, muf} lediglich eine dieser beiden Groflen strikt positiv (> 0) sein. Lafit man in
P die Betragstriche um R weg und setzt m = 0, so erhédlt man den in [13] untersuchten
nichtlokalen Term zuriick. (Die Betragstriche wurden in erster Linie hinzugefiigt, um
auch im Fall R < 0 Positivitdt zu gewéhrleisten. Davon abgesehen konnte sich diese
Modifikation fiir spidtere Anwendungen im Rahmen der trunkierten Flufigleichung als
giinstig erweisen.)

Es soll nun untersucht werden, ob dieser nichtlokale Term den instabilen skalaren Sek-

tor der Einstein-Hilbert-Wirkung stabilisieren kann. Dazu entwickelt man das Funktional
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I,y analog zu (12.1) geméif
La[g + ] = Lu[g] + L (s 9] + Ly [h: 9] + O(R) (12.5)

nach den Fluktuationen f_LW um eine maximal symmetrische Hintergrundmetrik g, und
nimmt dann die TT-Zerlegung von BW vor. Fiir die explizite Bestimmung des linearen
Anteils 7%[h;§] und vor allem des quadratischen Anteils 1% [R; 5] sind hier allerdings
einige recht umfangreiche Rechnungen erforderlich, deren wesentliche Elemente im folgen-
den kurz zusammengefafit werden.

Die Funktionale I'"[h; ] und I%"*![h;§] gehen aus der ersten bzw. zweiten Variation

von I, hervor. Fiir diese ergeben sich zuniichst die Beziehungen
5(VgRP'R) = [6(\/gR)] P 'R+gR (0P') R+/gRP'6R,
& (VgRP'R) = [0*(VgR)] P"R+2[5(\/gR)] (6P~") R+2[6(\/gR)] P~'6R
+VgR (0*P7') R+2\/gR (6P~") 6R+ /gRP ' 6’R. (12.6)

Offenkundig benotigt man hier neben den “herkémmlichen” Variationen von R und /g R
zusitzlich die Variationen von P~!. Diese lassen sich folgendermaBen durch die Variatio-

nen von P ausdriicken:
opt = —pt (0P) Pt ,
a2p-t = opt (6P) P! (6P) p-l_pt (5273) pL. (12.7)

Die Ausdriicke fiir die Variationen von P héngen natiirlich von der Stufe des Tensors ab,
auf den P wirkt. Im vorliegenden Fall wirkt dieser Operator nur auf skalare Funktionen.

Sei nun f(z) eine beliebige skalare Funktion. Dann ergeben sich folgende Beziehungen:

(6P) f = h*D,D,f+ (D"hy,) D”f—l(DAh YD f +¢ J;' (6R) f
(8°P) f = —20"*h",D,D,f — 21" (D,hy,) D*f — 20 (D*hy,) D, f
B (D) Dof + " (Dah) DM+ 25 (R)f. (12.8)

R
Hier wurde 8g,, = h,, gesetzt. Als niichstes setzt man (12.7) und (12.8) in (12.6) ein.

Fiir maximal symmetrische Metriken g, vereinfachen sich die daraus resultierenden Be-

ziehungen zu

-1
6 (VaRPR)],
R 2R _

B m 19 (\/ER)]gzﬁ + m—2 \/5 [5R]g:§ + kov. Divergenz,(12.9)
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# (VaRPR)],

1 S ) |
= T {R [0° (Vg R)],_; +2m*[6 (Vg R)],_; [P 5R}g:§} (12.10)
% \/5{—2 [(0P) P! R] g5 T [52R} gzg} + kov. Divergenz .
<€ |R| + m2>

Dabei sind 6P und §*P durch Gleichung (12.8) festgelegt. AnschlieBend setzt man die
expliziten Ausdriicke fiir die Variationen von R und /g R (siche Anhang A) in (12.9)
und (12.10) ein und vollzieht dann bei h,, die TT-Zerlegung (1.36). Dadurch erhilt man
schlieBlich die gesuchten Ausdriicke fiir 7' und %" “_Sie besitzen die nachstehende Form:

lin[%. -~ _ ~ o\ 2 |d—2 ~ ) m?2 P
Inl[h7g]—<5|R|+m> {W <5|R|+m>—7}/dx\/§}%gb, (12.11)

_ 1 - 2 1. . R
quadrz ., ~ _ = 2 d ~) 3T | _ 2 2
[ ]—2<5]R|+m> /dx\/g{ 2hw{ <5|R\+2m>RD

d(d_3)+4 D D2 d<d_5)+8 2 p2| 1T

pTh

+ Ad—1) e|R| R Jd—1) m- R

d—

d—1\° d—2 o~ o~ Sy d—4 -
ey | a—-2 ( om2) BD? — 20— % o5
+< y ) U{2(d—1)( <€]R\+ m)R e|R| R T M R)

ot P D? (D24 1 R)|s
d—1

d—1

d2

- o\~ Y _ 1 -

+(d—Hm* R+ dem?|R| R) P*l} \/—DQ\/—D - ——Ro

d—1 - ) 2\ D N2 (d_4)(d_2) D D2
2d2¢{ ((d 2)e|R| 4m>RD+ T

d(d—6) + 16
2(d —1)

+5= 6| ((@= 2 1Rl + (@ = 9m?) R+ (= (4(d = ))m" + dm? R) D?

+

m? §2+( (4(d — 1)m* + 2m? f%) (D?)?

~ 2 ~ ~ ~
+ (—2d5m2 |R| + T m? R — 2(d — 4)m4) R D?

2d
d—1

~ o~ -9 ~\ ~ _
em?|R| R* — 20— m* R2> 79—1} . (12.12)
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Wenden wir uns zuerst dem linearen Anteil von I, zu. Offensichtlich verschwindet er
fir R = 0. Da gleiches fiir den linearen Anteil des Einstein-Hilbert-Terms aus Gleichung
(12.1) gilt, stellt g,, = 0,, folglich eine stationére Stelle der kombinierten effektiven
Wirkung (12.2) dar.

Betrachten wir nun den quadratischen Anteil /% aus Gleichung (12.12). Dieser be-
sitzt aufgrund der Tatsache, daf er von den freien Parametern m, ¢ und R abhéngt, eine
recht komplizierte Struktur. Daher 148t sich auf den ersten Blick auch nicht erkennen, ob
dieser Term den gewiinschten stabilisierenden Effekt auf I' ausiiben kann. Eine Betrach-

tung verschiedener Grenzfille soll im folgenden Aufschlufl dariiber geben.

1. m? < |R|,¢|R|

Wir beginnen unsere Studie mit dem Fall m? < |R|, ¢ |R|. Dazu bietet es sich an, zuerst
einen Blick auf die Gleichung (12.10) zu werfen. Diese Gleichung deutet bereits darauf
hin, dafl im vorliegenden Grenzfall die fiihrende Ordnung der zweiten Variation von I

durch die einfache Beziehung

2 -1 R m® m?
(6> (VgRP Rﬂg:@_elﬁy 6 (\/ER)}QZ§+O<E,€|R\‘) (12.13)

beschrieben wird. Eine sorgfiltige Untersuchung von (12.12) bestétigt dieses Ergebnis.
Die oben vernachlissigten Terme werden durch Potenzen von m2/R und m?/(e |R|) un-
terdriickt. Damit einhergehend, ist (12.13) fiir m = 0 exakt giiltig.

Einerseits ist dieses Ergebnis natiirlich sehr interessant, da sich fiir maximal sym-
metrische Hintergrundriaume offensichtlich der quadratische Anteil der Einstein-Hilbert-
Wirkung mit Hilfe der nichtlokalen Invariante simulieren 1a8t. Auf der anderen Seite ist
aber auch klar, dafl sich die quadratische Form der effektiven Wirkung dadurch nicht
stabilisieren 1afit. Denn wihlt man den Parameter T aus Gleichung (12.2) derart, daf
die Summe der quadratischen Formen von f dz V9 R und I zu einem stabilen skalaren
Sektor fiihrt, dann wird die Instabilitdt nur verschoben und taucht dementsprechend un-
weigerlich im tensoriellen und im vektoriellen Sektor auf. Folglich kann dieser Grenzfall

auch nicht das gewiinschte Minimum bei g,,, = 0, liefern.

2. |R|,e |R| < m?

Kommen wir nun zu dem Fall |R|, e |R] < m2 In diesem Fall ist es zweckmiBig, die
Moden in die Betrachtungen mit einzubeziehen, und zwar derart, dafl nur solche Bereiche
im Feldraum untersucht werden, die von Eigenmoden von D? aufgespannt werden, deren
Eigenwerte in bestimmten Intervallen liegen. Die uns interessierenden Bereiche sind hier
IR|,e|R| < m? < p? und |R|,¢|R| < p* < m?, wobei die Eigenwerte von —D? wie
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iiblich mit p? bezeichnet werden.

2.a) |R|,e|R] < m? < p?
Konzentrieren wir uns zuerst auf den Fall |R|, e |R| < m? < p®. Unter diesen Vorausset-

zungen vereinfacht sich Gleichung (12.12) zu

1394 1p. ] / Az /G (12.14)

d R2 d—1\2 - B
d4m £, & — (Tl> (6 +¢) D? (a+¢)}+

Die Punkte stehen hier fiir die vernachléssigten Terme. Diese enthalten typischerweise

X lEhT D2 pTrv _
2 m? 2

Potenzen von ﬁ/mQ, ﬁ/p2 etc.

Betrachtet man nun auch den quadratischen Anteil des Einstein-Hilbert-Terms aus
Gleichung (12.1) in diesem Grenzfall und kombiniert dann die beiden quadratischen For-
men geméf (12.2), so ergibt sich fiir den quadratischen Anteil der effektiven Wirkung T"
der nachstehende Ausdruck:

1 - ~ =
rig) = [ de /g {5(:),%@0 = To) W, (—D?) AT

d—2 1 d—4 R S
iy z
+<2d 167Gy 2d m2 O)R“

+d4;21 (_1627:50 +4ld—1) TO) (@+0) (-D* (7+ é)} 4o (12.15)

Offensichtlich ist der skalare Sektor tatsdchlich manifest positiv, wenn die Bedingung

1 d-2
> i Gy d 1 (12.16)
erfiillt ist. Weiterhin 1a8t sich fiir jedes Paar (Go, Yy), das (12.16) erfiillt, immer ein
bestimmter R-Wert RSP > 0 finden, so dafl sowohl der tensorielle als auch der vektorielle
Sektor von (12.15) fiir alle R < R***P positiv sind. Somit ist dann die quadratische Form

insgesamt positiv. Dies gilt insbesondere am stationédren Punkt g,, = d,,, also fiir R=0.

Damit nimmt das Funktional I' aus Gleichung (12.2) in der Tat bei g,, = 0,,, also beim
flachen Raum, ein Minimum an. Es geht aus diesen Rechnungen natiirlich nicht hervor, ob
dieses Minimum auch tatséchlich global ist, aber es 1d8t sich hier zumindest konstatieren,
daf} das Wirkungsfunktional (12.2) als Kandidat fiir die “physikalisch realisierte” effektive
Wirkung in Frage kommt.

Abschlielend sei hierzu noch angemerkt, dal das obige Resultat im Spezialfall R=0

das Ergebnis aus [13] exakt reproduziert.
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2.b) |R|,e|R| < p* < m?
Um die Analyse abzurunden, betrachten wir zuguter Letzt noch den Fall |R|,e|R| <
p? < m?. In diesem Fall 148t sich (12.12) folgendermafien approximieren:

d—4 R* _
[quad[ /dxf{——hT D2hTw/_ R—Sufu

() w4 d) (D <a+¢>} e (1217)

Die vernachléssigten Terme werden hier wieder durch die Punkte angedeutet. Sie sind mit
zusiitzlichen multiplikativen Faktoren der Form R/m?, e |R|/m?, R/p* etc. ausgestattet,
die fiir eine Unterdriickung dieser Terme gegeniiber denjenigen aus (12.17) sorgen. Die
Struktur des skalaren Sektors erinnert stark an den skalaren Anteil der quadratischen
Form, die aus der zweiten Variation der Invariante [ oldyc\/gR2 hervorgeht. Auch dort
treten Terme mit quartischen Ableitungen (D?)? auf, vgl. Kapitel 5. In dem betrachteten
Grenzfall konnen diese Terme aber keinen Einflufl auf die Stabilitédt des skalaren Sektors
ausiiben, da sie gegeniiber den dominierenden Termen aus dem quadratischen Anteil von
[ d%xz /g R um den multiplikativen Faktor p?/m? unterdriickt sind. Somit liefert dieser
Grenzfall nicht das gewiinschte Minimum bei g, = 0,

Der néchste Schritt bestiinde nun darin, die Parameter Gg, T, € und m aus (12.2)
durch entsprechende k-abhéngige Groflen Gy, Yy, ex und my zu ersetzen und den Re-
normierungsgruppenflul des daraus resultierenden Funktionals I, zu untersuchen. Zur
Bestimmung der Flufigleichungen fiir diese Skalen-abhéingigen Parameter wiirde es sich
dann anbieten, den Formalismus aus den Kapiteln 1-6 zu verwenden. Man miifite dem-
nach eine trunkierte Flugleichung fiir ['y aufstellen und daraus die 8-Funktionen fiir Gy,
T4, e, und my, herleiten. Insbesondere wire damit dann zu iiberpriifen, ob es Renormie-
rungsgruppentrajektorien gibt, fiir die im Limes & — 0 der obige Grenzfall 2.a) realisiert
ist. In diesem Fall wiirde der Renormierungsgruppenflufl ndmlich zu einer dynamischen
Stabilisierung der Theorie fithren.

Es existieren sicherlich mehrere Moglichkeiten dafiir, wie diese Stabilisierung im Detail
ablaufen konnte. Man konnte sich beispielsweise vorstellen, dafl bei einer Skala k, die
noch weit oberhalb von k£ = 0 liegt, der obige Fall 1 in dem Sinne realisiert ist, daf§
der “on-shell”-Wert R von R betragsméiBig wesentlich grofler ist als m2. Im Laufe des
Renormierungsgruppenflusses konnte sich dann die Situation derart &ndern, dafl bei &k = 0
fiir alle Moden die Beziehung m}_, < sk:0|§"s| < p? erfiillt ist und I' = I'y—y somit

beim flachen Raum ein Minimum annimmt. Natiirlich sind hier auch andere Szenarien
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denkbar, die zu demselben qualitativen Verhalten der effektiven Theorie fithren wie das

gerade geschilderte.



Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene Aspekte der Euklidischen Quanten-Einstein-Gra-
vitation mittels Renormierungsgruppenmethoden untersucht. Dabei wurden sowohl in
rechentechnischer als auch phdnomenologischer Hinsicht neue Ergebnisse erzielt.

Wenden wir uns zunéchst den technischen Neuerungen zu. An erster Stelle ist hier die
Konstruktion einer neuen, verallgemeinerten exakten Renormierungsgruppengleichung fiir
die Quanten-Einstein-Gravitation zu nennen. Wihrend die urspriingliche Version dieser
Gleichung noch auf der Grundlage der vollstiandigen Metrik-Fluktuationen BW formu-
liert wurde [12], basiert ihre “jiingere Schwester” aus der vorliegenden Arbeit auf den
Komponentenfeldern, die aus der T'T-Zerlegung von BW hervorgehen. Ferner wurde sie so
konstruiert, daf sie fiir eine moglichst grofie Klasse von Hintergrundraumen gilt und in-
folgedessen auf viele unterschiedliche trunkierte Parameterrdume projiziert werden kann.

Die Verdnderungen gegeniiber der Gleichung aus [12] wurden aus gutem Grund vor-
genommen. Sie erweisen sich ndmlich als notwendig, wenn man kompliziertere Trunkie-
rungen studieren mochte wie beispielsweise solche, die Materiefelder oder - wie in dieser
Arbeit - Invarianten von hoherer Potenz in der Kriimmung enthalten. Auflerdem liefle sich
nunmehr auch der Flul des Eichfixierungterms beriicksichtigen. Ein weiterer Vorteil der
neuen Formulierung liegt darin, dafl sie das Auffinden eines zulédssigen und gleichzeitig
rechentechnisch giinstigen Cutoffoperators Ry[g| erleichtert, womit wir auf den zweiten
wesentlichen technischen Aspekt zu sprechen kommen. In der vorliegenden Arbeit wurde
zunédchst die in [12] benutzte “Anpassungsregel” fiir die Konstruktion von Ry[g] auf das
Niveau der Komponentenfelder iibertragen. Dann wurde ein relativ allgemeiner Cutoff-
operator formuliert, der zum einen fiir eine grofie Klasse von Hintergrundmetriken g, die
gewiinschte Moden-Unterdriickung ermdéglicht und zum anderen mit Hilfe der besagten
Regel an verschiedene Trunkierungen angepafit werden kann.

Der dritte technische Aspekt dieser Arbeit betrifft das Projizieren der exakten Flufiglei-
chung auf ausgewéhlte trunkierte Parameterrdume. Eine entsprechende Rechnung wurde
fiir die Gravitation erstmalig in der Arbeit [12] unternommen, in welcher der Renormie-
rungsgruppenflufl unter Verwendung der urspriinglichen Flufigleichung auf den zweidi-

mensionalen Unterraum, den die Einstein-Hilbert-Trunkierung (3.2) beschreibt, projiziert

201
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wurde. In dieser Arbeit wurde zuerst ebendiese Rechnung wiederholt, wobei allerdings
die neue Flufigleichung verwendet wurde. Dabei stellte sich heraus, daf§ die resultierenden
nichtperturbativen B-Funktionen der beiden laufenden Kopplungen A\, und ¢, nur unwe-
sentlich von denjenigen aus [12] abweichen. Im néchsten Schritt wurde die verallgemei-
nerte FluBgleichung auf den von der R?-Trunkierung (5.2) aufgespannten Unterraum des
Theorienraums projiziert. Letztere ergab sich aus der Erweiterung der Einstein-Hilbert-
Trunkierung um einen in der Kriimmung quadratischen Term mit laufender Kopplung 3.
Sie beschreibt somit den Renormierungsgruppenflufl in einem nunmehr dreidimensionalen
trunkierten Parameterraum, dem \-g-3-Raum. Dementsprechend lieferte hier die Projek-
tion einen Satz von drei B-Funktionen. Dieser erwies sich als wesentlich komplizierter als

derjenige des A-g-Systems der Einstein-Hilbert-Trunkierung.

Wenden wir uns nun der anwendungsorientierten Seite dieser Arbeit zu. Diese deckt
ein Gebiet ab, das sich im wesentlichen aus zwei Teilen zusammensetzt. Wihrend im
ersten Teil hauptséchlich die UV Aspekte der Quanten-Einstein-Gravitation untersucht
wurden, beschéftigte sich der zweite Teil ausschliefllich mit ihren IR Aspekten.

Im ersten Teil wurde unter Verwendung der hergeleiteten B3-Funktionen die Fixpunkt-
struktur des Renormierungsgruppenflusses bestimmt. Dabei wurde zunéichst das trunkier-
te A-g-System der Einstein-Hilbert-Trunkierung betrachtet. Es stellte sich heraus, dafl
diese Trunkierung zu einem Gauflschen und einem nicht-Gaufischen Fixpunkt fithrt. Von
besonderer Bedeutung ist hier der nicht-GauBsche Fixpunkt. Denn wenn er auch in der
exakten Theorie existieren wiirde, dann wére die Einstein-Gravitation trotz ihrer beriihmt-
beriichtigten perturbativen Nichtrenormierbarkeit aller Wahrscheinlichkeit nach auf nicht-
perturbativem Niveau renormierbar und wiirde somit einen aussichtsreichen Kandidaten
fiir die fundamentale Gravitationstheorie verkérpern. Es ist jedoch nicht von vornherein
klar, ob der Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung auch tatséchlich in der exakten
Theorie vorhanden ist. Es wéire namlich durchaus denkbar, dafl er lediglich ein Produkt

der Trunkierung darstellt.

Um der Frage nach seiner Existenz in der exakten Theorie auf den Grund zu ge-
hen, wurden in dieser Arbeit verschiedene Tests durchgefiihrt. Kommen wir zunéchst zu
den Tests, die im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung vorgenommen wurden. Sie
basieren auf der naheliegenden Annahme, dafl man den Fixpunkt der Einstein-Hilbert-
Trunkierung nur dann als verldflich betrachten darf, wenn sich seine Eigenschaften unter
Variationen des Cutoffs nicht entscheidend &ndern. In diesem Zusammenhang wurden
verschiedene Grofien beziiglich ihrer Cutoff-Abhéngigkeit untersucht, wobei der Cutoff
in zweierlei Hinsicht variiert wurde. Zum einen wurden die beiden unterschiedlichen Cu-
tofftypen A und B verwendet, wobei der Typ A mit der urspriinglichen Flufigleichung

aus [12] einhergeht und der Typ B mit der verallgemeinerten Fluigleichung, die in dieser
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Arbeit auf der Grundlage der TT-Zerlegung konstruiert wurde. Zum anderen wurden bei-
de Cutofftypen in Verbindung mit zwei unterschiedlichen Familien von Profilfunktionen
benutzt.

Die Analyse erbrachte die folgenden FErgebnisse: In d = 4 Dimensionen fiihrt die
Einstein-Hilbert-Trunkierung fiir alle zulédssigen Cutoffs vom Typ A und vom Typ B zu
einem nicht-Gaufischen Fixpunkt. Dies ist als hochst nichttriviales Resultat zu werten.
Das erkennt man beispielsweise daran, dafl der Fixpunkt in hoheren Dimensionen, fiir die
die Einstein-Hilbert-Trunkierung generell als weniger verldafilich angesehen werden mu$,
zwar fiir einige Cutoffs vorhanden ist, fiir andere jedoch nicht [14, 22].

Ferner erfiillt der nicht-Gaufische Fixpunkt eine weitere notwendige Voraussetzung,
und zwar ist der Fixpunktwert g, der dimensionslosen Newton-Konstante (ebenso wie \,)
fiir alle verwendeten Cutoffs positiv. (Die Positivitit von g, ist aus Stabilitdtsgriinden
wichtig.)

AuBlerdem stellte sich heraus, daf§ der nicht-Gaufische Fixpunkt fiir alle benutzten
Cutoffs in beide Richtungen der A-g-Ebene UV attraktiv wirkt, wobei der linearisierte Fluf3
in seiner Umgebung jeweils durch ein komplex konjugiertes Paar kritischer Exponenten
mit positivem Realteil festgelegt ist. Der Fixpunkt erfiillt also genau die Bedingungen,
die fiir die asymptotische Sicherheit der Theorie erforderlich sind.

Weiterhin wurde erldutert, daf§ das Produkt g,\. sowie die kritischen Exponenten
universelle Groflen sind, d.h., sie sind bei exakter Behandlung der Theorie unabhéngig
vom Cutoffschema. Daraufhin wurden diese Gréfen hinsichtlich der ndherungsbedingten
Cutoffschema-Abhéngigkeit untersucht, die durch das Trunkieren in sie induziert wird.
Das fithrte zu den folgenden Ergebnissen: Die kritischen Exponenten erweisen sich als
relativ unempfindlich gegeniiber der Variation des Cutoffs. Es ist nur eine eher schwache
Abhéngigkeit feststellbar. Die bei dem Produkt g,\, noch vorhandenen Anzeichen fiir
Universalitat sind jedoch wesentlich beeindruckender. Obwohl g, und A\, separat eine
recht starke Abhéngigkeit vom Cutoffschema aufweisen, ist ihr Produkt in erstaunlichem
MafBe konstant.

In Anbetracht dieser Ergebnisse erscheint es als relativ unwahrscheinlich, dafl der nicht-
GauBlsche Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung allein durch das Approximieren er-
zeugt wird und nicht in der exakten Theorie existiert, zumal sie durch die verallgemeinerte

Trunkierung (5.2) noch untermauert wurden.

Bevor wir uns aber explizit den Resultaten aus der R?-Trunkierung widmen, werden
wir noch kurz auf den Gaufischen Fixpunkt der Einstein-Hilbert-Trunkierung eingehen.
In der vorliegenden Arbeit wurde der Renormierungsgruppenflufl in seiner Umgebung
analysiert, wobei die IR Aspekte dieses Flusses im Vordergrund standen. Dabei stellte

sich heraus, daf§ es - zumindest in dieser Ndherung - genau eine Trajektorie (die soge-
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nannte Separatrix) gibt, die im Limes & — 0 in den Gaufischen Fixpunkt hineinlduft.
Diese Trajektorie besitzt die Eigenschaft, dal die dimensionsbehaftete laufende Newton-
Konstante GG, hier mit abnehmender Skala k& — 0 anwéchst. Wenn man nun die Quanten-
Einstein-Gravitation mit dieser Trajektorie identifiziert, dann wiirde dieses Verhalten von
(Gi. bedeuten, daf} die effektive Gravitationstheorie mit Newton-Konstante G aus einem

sogenannten “Antiscreening”-Effekt hervorgeht.

Bis zu diesem Punkt wurden alle Informationen iiber die Fixpunktstruktur und iiber
die Qualitéat dieser Ergebnisse der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung entnommen. Na-
tiirlich lassen sich diese Resultate im Endeffekt nur dann als verlafilich betrachten, wenn
sie sich in allgemeineren Trunkierungen, also bei Vergroflerung des trunkierten Parame-
terraums, reproduzieren. In der vorliegenden Arbeit wurde auch in dieser Hinsicht ein
erster Test durchgefiihrt, und zwar wurde unter Verwendung der 3-Funktionen der R%-
Trunkierung iiberpriift, welcher Status den Fixpunkten der Einstein-Hilbert-Trunkierung

im A-g-3-Raum der verallgemeinerten Trunkierung zukommt.

Zunachst einmal stellte sich dabei heraus, dafl sich der Gaufische Fixpunkt der Ein-
stein-Hilbert-Trunkierung in der R?-Trunkierung nicht wiederfindet. Betrachtet man je-
doch den Fluf}, der sich im A-g-#-Raum in der Néhe des Ursprungs A = g = 3 = 0 abspielt
und projiziert ihn auf die A\-g-Ebene bei § = 0, so erkennt man, dafl diese Projektion
in sehr guter Ndherung durch den Flufl beschrieben wird, der bei der Einstein-Hilbert-
Trunkierung in der Umgebung des GauBischen Fixpunkts (A, g«) = (0,0) festgestellt wur-
de. Der projizierte Flufl hat demzufolge in der Tat einen Fixpunkt bei A\, = g, = 0.
Auflerdem enthélt er die Separatrix, also diejenige Trajektorie, die als einzige den Fix-
punkt im Limes & — 0 trifft. Diese Trajektorie wird durch die nichtverschwindende -
Komponente des “vollstandigen” A-g-(-Systems in ebendiese Richtung angehoben. Im
d = 4-dimensionalen Fall wéchst diese Komponente fiir & — 0 logarithmisch an, was
in Einklang mit den Resultaten aus &lteren storungstheoretischen Untersuchungen der
R2-Gravitation steht. Fiir d # 4 liegt ein anderes Verhalten vor; hier zeichnet sich die
[-Komponente durch ein Potenz-artiges Laufen aus. Zudem existiert in diesem Fall ein
quasi-Gaufischer Fixpunkt bei A\, = g. =0, £, # 0.

Im Gegensatz zum Gaufischen Fixpunkt findet sich der nicht-GauBsche Fixpunkt der
Einstein-Hilbert-Trunkierung sehr wohl in der R?-Trunkierung wieder. Analog zu den
im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung durchgefiithrten Untersuchungen wurde er
mittels Variation des Cutoffs (hier ausschlieflich vom Typ B) einer Qualitéatskontrolle
unterzogen. Dabei ergab sich, dal der Fixpunkt in der Tat fiir alle verwendeten Cutoffs
existiert und seine Position jeweils nahezu mit derjenigen iibereinstimmt, die die Einstein-
Hilbert-Trunkierung liefert. Damit geht einher, dafl die S-Komponente des Fixpunkts im

Vergleich zu den beiden anderen Komponenten immer sehr klein ist. (Sie ist jedoch nicht
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Null; fiir alle Cutoffs gilt 8, > 0.) Auflerdem zeigten die Resultate fiir die kritischen
Exponenten 6, dal der Fixpunkt fiir simtliche Cutoffs in alle drei Richtungen des \-g-
[-Raums UV attraktiv wirkt. Von den drei kritischen Exponenten, die man am nicht-
Gauflschen Fixpunkt der R2-Trunkierung erhilt, bilden zwei ein komplex konjugiertes
Paar, dessen numerische Werte fiir alle Cutoffs recht gut mit denjenigen des komplex

konjugierten #-Paares aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung iibereinstimmen.

All dies ist zusammen mit einigen weiteren Resultaten, die sowohl die kritischen Expo-
nenten als auch deren Eigenvektoren betreffen, dafiir verantwortlich, daf§ der linearisierte
FluB der R*-Trunkierung in guter Niherung durch die entsprechenden Flufigleichungen
der Einstein-Hilbert-Trunkierung beschrieben wird. Das duflert sich darin, daf§ die Renor-
mierungsgruppentrajektorien sich in der Umgebung des Fixpunkts im wesentlichen auf
die = 0-Ebene beschrinken und hinsichtlich ihrer Form sehr gut mit denjenigen aus der

Einstein-Hilbert-Trunkierung zusammenpassen.

Was die universellen Groflen betrifft, so ergab sich aus den Untersuchungen, dafl die
numerischen Werte fiir das Produkt g, A\, und fiir die kritischen Exponenten im Rahmen
der durch die Schema-Abhéngigkeit verursachten Ungenauigkeit mit den entsprechenden
Werten aus der Einstein-Hilbert-Trunkierung vertraglich sind. Aulerdem ist die Schema-

Abhéngigkeit dieser Groflen bei beiden Trunkierungen von derselben Gréflienordnung.

Insgesamt weisen die aus beiden Trunkierungen gewonnenen Erkenntnisse deutlich
darauf hin, dafl die Ergebnisse, die die Einstein-Hilbert-Trunkierung im UV Bereich lie-
fert, zumindest vom qualitativen Standpunkt aus betrachtet, aller Wahrscheinlichkeit
nach verlaflich sind. Folglich ist es ziemlich unwahrscheinlich, daf3 der gefundene nicht-
Gaufsche Fixpunkt lediglich ein Produkt der Trunkierung verkorpert. In Anbetracht des-
sen konnte die Quanten-Einstein-Gravitation also durchaus asymptotisch sicher und somit

nichtperturbativ renormierbar sein.

Die Diskussion der UV Aspekte der Gravitation wurde mit einer Untersuchung des Sta-
bilitatsproblems, das der konforme Faktor der Metrik mit sich bringt, zu Ende gefiihrt. In
der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dafl dieses Problem zwar generell in der Einstein-
Hilbert-Trunkierung auftaucht, jedoch nicht in der R2-Trunkierung, solange sie sich im
Bereich geniigend grofler Skalen k& bewegt. Denn unter dieser Voraussetzung ist der zu-
gehorige kinetische Term des konformen Faktors manifest positiv, was ein stabiles Fluktua-
tionsspektrum nach sich zieht. Demhingegen ist im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung
der besagte kinetische Term fiir den kompletten Skalenbereich negativ und somit instabil.
Diese Instabilitét iibertragt sich hier auch auf den Cutoffoperator Ry, da er bei der oben
geschilderten Anpassung an den kinetischen Term dessen Vorzeichen iibernimmt. Bei der
R2-Trunkierung treten diesbeziiglich jedoch keinerlei Probleme auf; auch der angepafte

Cutoffoperator erwies sich fiir hinreichend grofie Skalen £ als positiv definit. Insgesamt war
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es damit moglich zu zeigen, dafl die oben zusammengefafite Renormierungsgruppenstudie
des UV Bereichs inklusive des nicht-GauBschen Fixpunkts im Falle der R2.-Trunkierung
von den iiblichen Stabilitétsproblemen verschont bleibt. Ferner weist die gute Uberein-
stimmung der Ergebnisse aus beiden Trunkierungen darauf hin, dal die Anpassungsregel
fiir den Cutoff auch im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung korrekt ist, obgleich sie hier

zu einem nichtpositiven Cutoff fiithrt.

Der zweite anwendungsorientierte Teil dieser Arbeit beschéftigte sich mit Losungs-
ansétzen zur Behebung der Instabilitit des konformen Faktors im IR Bereich. Dazu
wurde zuerst ein skalares Spielzeugmodell vom |x|*-Typ untersucht, dessen nackter ki-
netischer Term die UV Stabilitdt sowie die IR Instabilitidt des aus einer Wirkung der
Form S[g,,| < [d%z,/g{—R+~ R*} resultierenden konformen Sektors nachahmt. Das
Ziel der Studie bestand darin herauszufinden, ob sich dieses Modell im Laufe des Re-
normierungsgruppenflusses in Richtung kleiner Skalen £ stabilisiert. Bei der Auswertung

wurden géngige Standardverfahren angewendet.

Um an die gewiinschten Informationen zu gelangen, wurden der effektive inverse Pro-
pagator Y (p?) fiir verschwindendes Hintergrundfeld sowie die Familie von verallgemei-
nerten (Impuls-abhéingigen) effektiven Potentialen Uy (A;p?) in fithrender Ordnung der
semiklassischen Entwicklung bestimmt. Die Analyse des Renormierungsgruppenflusses
dieser Groflen ergab, dafl starke “instabilitdtsinduzierte” Renormierungseffekte in Er-
scheinung treten, die eine andere Ursache haben als die herkémmlichen, von Quanten-
fluktuationen hervorgerufenen Renormierungseffekte. Sie beruhen darauf, dal der trivia-
le Sattelpunkt des Pfadintegrals, das die effektive Mittelwertwirkung T'y[¢]| definiert, in
gewissen Bereichen des ¢-Raums (¢ = (x)) instabil ist. Diese Instabilitdt tritt deswe-
gen auf, weil die nackte Wirkung S[x] ihr globales Minimum nicht bei y = 0 annimmt.
Statt dessen entspricht ihr globales Minimum einem Satz von nichttrivialen Spinwellen-
Konfigurationen. Diese entarteten Vakuumkonfigurationen bilden hier die Vakuumman-
nigfaltigkeit S1 x S,

Es stellte sich heraus, dal die oben beschriebenen Renormierungseffekte zu der erhoftf-
ten Stabilisierung der effektiven Theorie fithren. Das konnte man anhand der Struktur des
effektiven kinetischen Terms Q. = Xj—q erkennen. Fiir Moden mit |p| # M ist er mani-
fest positiv. Das bedeutet, dafl diese Moden allesamt stabil sind. Um sie anzuregen, mufl
man dem System Energie zufiithren. Das ist bei Moden mit |p| = M nicht der Fall, denn
fiir sie verschwindet Q.. Diese Moden stabilisieren sich, indem sie kondensieren, d.h.,
sie nehmen nichtverschwindende Vakuumerwartungswerte an. Damit geht - in dhnlicher
Weise wie bei der gewohnlichen spontanen Symmetriebrechung durch ein “Mexican-hat”-
Potential - ein Ubergang zum “wahren” Quanten-Vakuumzustand einher. Im vorliegenden

Fall besteht das Kondensat, das das echte Vakuum (zumindest in fithrender Ordnung der
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semiklassischen Entwicklung) charakterisiert, aus einer einzelnen Spinwelle, die aufgrund
ihrer festen Phase und Impulsrichtung die ISO(d)-Symmetrie von Raumzeit-Rotationen
und -Translationen sowie die U(1)-Phasensymmetrie des Modells bricht. Sie besitzt den
Impuls M und die in nichtanalytischer Weise von der Kopplung A\ abhéingende Amplitude
M/(2)), was den nichtperturbativen Charakter des Kondensats verdeutlicht. Insgesamt
hat sich das Modell somit unter Ausbildung einer nichttrivialen Quanten-Vakuumstruktur
stabilisiert.

Bei genauerer Betrachtung liefl sich feststellen, dal der eigentliche Stabilisierungsetf-
fekt, der mit der Kondensation einhergeht, im Grunde genommen eine Massenerzeugung
ist.? Die erzeugte Masse sorgt letztendlich dafiir, da8 der effektive kinetische Term positiv,
d.h. stabil wird.

Will man die aus dem Modell gewonnenen Erkenntnisse auf den konformen Sektor
der Gravitation iibertragen, so stof8t man dabei auf das folgende Problem: Eine mdogliche
dynamische Stabilisierung kann hier auf keinen Fall durch die Erzeugung eines einfa-
chen Massenterms fiir den konformen Faktor realisiert werden, da dieser die geforderte
Invarianz unter allgemeinen Koordinatentransformationen verletzen wiirde. Eine néhere
Erorterung dieses Problems fiihrte hier zu der Schlufifolgerung, dafl im Fall der Gravita-
tion wahrscheinlich nur nichtlokale Invarianten den gewiinschten Stabilisierungseffekt im
IR Bereich hervorrufen kénnten, sieche hierzu auch [13].

Um diese Moglichkeit néher zu tiberpriifen, wurde die nichtlokale Invariante I,[g] =
[ d% /g R(—D?+ ¢|R| +m?) ™" R, die in vereinfachter Form bereits in [13] studiert wor-
den war, hinsichtlich ihres stabilisierenden Einflusses auf den instabilen konformen Sektor
des Einstein-Hilbert-Terms untersucht, was gleichzeitig letzter Gegenstand der Diskus-
sion war. Neben einigen anderen recht interessanten Details ergab die Analyse, daf} die
Kombination aus Sgy (mit A = 0) und I, in einem bestimmten Grenzfall der anwesen-
den Parameter tatsichlich einen positiv definiten kinetischen Operator besitzt. Zudem
nimmt die kombinierte Wirkung bei g,,, = d,,, zumindest ein lokales Minimum an. Falls
dieses Minimum auch global ist - was sich allerdings anhand der Ergebnisse dieser Arbeit
nicht erkennen ldt - wiirde das Vakuum der durch Sgy + I, definierten Theorie, wie er-
hofft, dem flachen Raum entsprechen. Somit besteht durchaus die Moglichkeit, dafl der IR
Bereich der Gravitation durch eine Wirkung dieses nichtlokalen Typs beschrieben wird.

Kommen wir nun zu einem kurzen Ausblick auf weiterfithrende Untersuchungen, die
sich im Rahmen des gewéhlten Zugangs anbieten. Was die Frage nach der IR Stabilitit der

Gravitation angeht, so konnte man beispielsweise - wie bereits in Kapitel 12 erwahnt wur-

3Hierzu sei angemerkt, daf8 sich die obigen Resultate auf ein Modell ohne klassischen Massenterm
beziehen. Die entsprechenden Ergebnisse fiir Modelle mit klassischem Massenterm lassen sich aber leicht
aus den Resultaten ableiten, die sich hier fiir nichtverschwindende k ergeben. Das liegt an der speziellen
Wahl des IR Cutoffs R, = k2.
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de - im néchsten Schritt die oben diskutierte nichtlokale Wirkung in einen entsprechenden
Trunkierungsansatz umwandeln und dann mit Hilfe der Flu3gleichung iiberpriifen, ob der
Renormierungsgruppenfluff im Limes k£ — 0 tatséchlich zu dem angesprochenen stabilen
Grenzfall fithrt. Vom technischen Standpunkt aus betrachtet, wéire die Vorgehensweise
bei einer solchen Rechnung im Prinzip genau dieselbe wie bei der Auswertung der bei-
den in dieser Arbeit diskutierten Trunkierungen. Bei der Projektion der FluBgleichung
wiirde jedoch voraussichtlich ein technisches Problem auftreten: Es wird wahrscheinlich
recht schwierig sein, eine relativ einfache Metrik zu finden, fiir die sich die nichtlokale
Invariante eindeutig vom Einstein-Hilbert-Term unterscheiden liele. Mit einer sphérisch
symmetrischen Metrik scheint dies jedenfalls sehr schwer zu sein, denn damit ergibt sich
zum einen [ d%r,/gR o r*"? und zum anderen [ d’z./g R(—D?+ 4| R| + m?) ' R
14 2(epd(d — 1) + mir?)~L. Falls sich dieses Problem zufriedenstellend 16sen 148t, sollten
der weiteren Auswertung eigentlich keine zusétzlichen Hindernisse mehr im Weg stehen.

Was die UV Aspekte der Gravitation, also im wesentlichen die Frage nach nichtper-
turbativer Renormierbarkeit betrifft, so konnte man versuchen, die bisher gewonnenen
Hinweise auf die Existenz des nicht-Gaulschen Fixpunkts weiter zu untermauern, in-
dem man noch allgemeinere Trunkierungsanséitze auswertet. Hierfiir kime beispielsweise
als néchstes ein Trunkierungsansatz in Frage, der alle drei in der Kriimmung quadra-
tischen Invarianten enthélt. (Man miifite dazu allerdings das Projektionsverfahren noch
etwas verfeinern.) Andererseits wird man tiber Trunkierungen, so allgemein sie auch sein
mogen, wohl niemals eine endgiiltige Antwort (im Sinne eines Beweises) auf die Frage er-
halten, ob die Quanten-Einstein-Gravitation wirklich nichtperturbativ renormierbar ist.
Eventuell 1&8t sich aber die Flufigleichung auf eine andere Weise dazu benutzen, ein Be-
weisverfahren zu konstruieren. In der Tat wurden mit Hilfe von Fluigleichungen schon
einige Renormierbarkeitsbeweise gefiihrt [9, 64]. Diese beruhen allerdings allesamt auf ei-
nem storungstheoretischen Ansatz. Vielleicht ist es jedoch moglich, eine nichtperturbative
Variante dieser Beweismethodik zu entwickeln. Das wére sicherlich eine sehr schwierige,

aber auch interessante Aufgabe.



Anhang A

Abkiirzungsverzeichnis und
Einzelheiten zu Konventionen und

Notation

Im folgenden werden die im Laufe dieser Arbeit eingefithrten Abkiirzungen und Notatio-
nen sowie die verwendeten Konventionen in tabellarischer Form zusammengefafit. Weiter-
hin enthélt dieser Teil des Anhangs eine Tabelle mit Ausdriicken, die man fiir verschiedene
Variationen einiger geometrischer Groflen bei Benutzung der zuvor erlduterten Konven-

tionen erhalt.

Tabelle A.t1: Abkiirzungsverzeichnis

Kiirzel Bedeutung

bzgl. beziiglich

bzw. beziehungsweise

d.h. das heif3t

etc. et cetera

i.a. im allgemeinen

u.a. unter anderem

vgl. vergleiche

Abb. Abbildung

eff. effektiv, -er, -e, -es (und dekliniert)
klass. klassisch, -er, -e, -es (und dekliniert)

209



210 Abkiirzungsverzeichnis und Einzelheiten zu Konventionen und Notation

Tabelle A.t1l: Abkiirzungsverzeichnis (Fortsetzung)

Kiirzel Bedeutung

IR infrarot, -er, -e, -es (und dekliniert)
Uuv ultraviolett, -er, -e, -es (und dekliniert)
AS Asymptotische Sicherheit

KV Killing-Vektor

PCKV “proper conformal Killing vector”
ST? “symmetric transverse traceless”
T? bzw. TT “transverse traceless”

T “transverse”

QEG Quanten-FEinstein-Gravitation
QCD Quantenchromodynamik

Tabelle A.t1l: Verwendete Konventionen und Notation

Objekt Notation/Konvention
Naturkonstanten h=c=1
Einheiten [Lénge] = [Zeit] = [Masse] ! = [Energie] !

Lorentzsche Metrik g,,,
Euklidische Metrik g,
Inverse Metrik g*”
Determinante der Metrik

Christoffel-Symbol

Riemannscher Kriimmungstensor

Ricci-Tensor
Kriimmungsskalar
Kovariante Ableitung
Kriimmungsoperator:
a) fiir Vektoren A,

b) fiir Tensoren Hy,

Signatur: “East Coast”, d.h. (—,+,4+,+,...)
Signatur: (+,+,+,+,...)

Guo9”" =0,

g = det(g,w)

L™ = 39" (Ougvo + o — OsGuv)

R, t= aVFupA — 0L, 4 F/.LPUPVU)\ -r,,°or,*

vp o
R/w = R,m/ A

R=g"R,,

D H

[D,,D,JAx=R,,"A,

 TtuvA
[Dy, D, Hyy = R\ " Hyo + R, " Hy,

LU
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Tabelle A.t2: Variationen verschiedener geometrischer Groéfien

OGyuw = hw

Sgh = —h

6T, = 39" (Duhuo + Dyhys — Dohy)

0\/9 = V99" M

6R,,,* = 3(-R,, h,*+R,,*h,” —D,D,h,*+ D,D,h,*+ D,D*h,,
—D,D*h,,)

SR, = 3 (Ruch,” + R, hop + 2Rgu2h + Dy, Dyh? , — D, Dyh,* — DyD*hy,
+D,D%hy)

SR = —R"h,, + Dg (Dah*® — Dh,*)

0*\/g = %\/g (%guygmhuvhm - hwhw)

6’R = Rguh®ho¥ — Ragyph®'h*? — 307D, Dohe 5 + 207V DDy,

+2hg, DA\Dh®' — W'D, Dgh®, — (Dah®Y) (Dgh?.)
+3 (Dahg,) (D*hP7) — 2 (DyhP7) (Doh®y) + 2 (Dgh®7) (Dh°,)

—3 (D7) (D)

Anmerkung zu Tabelle A.t3: Die meisten fiir die Rechnungen dieser Arbeit erfor-
derlichen Variationen lassen sich aus bestimmten Kombinationen der obigen Ausdriicke
gewinnen - wie z.B. 6*(\/g R*) = R?*6*\/g + 4R(6,/9)(0R) + 2,/g(0R)* + 2,/g R6*R. Die-
jenigen Variationen, fiir die dies nicht der Fall ist, werden jeweils an der Stelle angegeben,

an welcher sie benotigt werden.



Anhang B

Die TT-Zerlegung

B.1 Pseudo-Projektoren fiir die TT-Zerlegung

In Abschnitt 1.3 wurde eine sogenannte TT-Zerlegung des Gravitationsfeldes h,, vorge-
nommen. Sie gilt fiir beliebige symmetrische Tensoren zweiter Stufe, sofern letztere auf
d-dimensionalen geschlossenen oder offenen, asymptotisch flachen Riemannschen Rdumen
definiert sind. Sie wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

By = hZV + hﬁy + hg;" . (B.1)

Hier stellen hz;l,, hﬁy bzw. hzz;" den transversalen, spurfreien, den longitudinalen, spurfreien
bzw. den reinen Spuranteil von 5, dar. Diese Felder sind paarweise orthogonal. Gem&f der
Gleichung (1.12) lassen sich die einzelnen Anteile durch reine Spin-2-, Spin-1- und Spin-0-
Komponentenfelder hffl,, E,“ o und ¢ ausdriicken. Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin
zu zeigen, dafl die Komponentenfelder aus dem vollstandigen Feld A, gewonnen werden
konnen, indem man bestimmte Operatoren IT auf dieses anwendet. Diese Operatoren
werden von nun an als Pseudo-Projektoren bezeichnet.

Wenden wir uns zunéchst dem longitudinalen, spurfreien Anteil und dem reinen Spu-
ranteil zu. Diese lassen sich wie folgt durch einen Vektor €, bzw. ein Skalarfeld ¢ para-

metrisieren.

_ _ 2 _
hﬁu = (L&T)w, = D,ugu + Dug,u - Eg;wD)\g)\ ’

W= G, 6 =GR (B.2)
Bei der obigen Darstellung von hﬁy wurde der Operator L eingefiihrt, welcher Vektoren
auf longitudinale, spurfreie Tensoren abbildet. Gibt man umgekehrt einen Tensor hfw vor,
so besitzt die Gleichung (Le),,, = hf, (mindestens) eine Losung der Form

1.
en =&+ §Du0 , (B.3)
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wobei EM einen transversalen Vektor verkoérpert und o ein Skalarfeld. Wie bereits in Ab-
schnitt 1.3 dargelegt wurde, ist diese Losung eindeutig, solange keine konformen Killing-
Vektoren (CKV) existieren. Gibt es diese aber, so kann man sie zu der Losung (B.3)
hinzuaddieren und erhélt dadurch weitere Losungen der Gleichung (Le),, = hﬁy. Im
Gegensatz dazu ist das Skalarfeld ¢ eindeutig durch h,, bestimmt. Setzt man nun die
Gleichungen (B.2) und (B.3) in (B.1) ein, so erhélt man die Gleichung (1.12) zuriick.

Um die einzelnen Komponentenfelder aus h,, herauszuprojizieren, geht man jetzt wie
folgt vor. Zuerst bildet man die kovariante Divergenz von (B.1), setzt darin die Ausdriicke
aus (B.2) ein und benutzt die Transversalitdtsbedingung D”hgy = 0, was zu der folgenden
Gleichung fiihrt:

U%hz—D”@w—émm>. (B.4)

Der oben eingefithrte Operator D bildet Vektoren auf Vektoren ab und ist durch die
Gleichung

(De),, = —D"(Lé) (B.5)
definiert. In [29] wurde von York gezeigt, dafl D einen positiv definiten, Hermiteschen
Operator darstellt. Zudem wurde in der besagten Arbeit bewiesen, dafl die Gleichung
(De),, = u, fiir jeden beliebigen Vektor w, immer eine bis auf eventuell vorhandene CKV
eindeutige Losung €, besitzt. Es ist immer problemlos mdéglich, die Gleichung (B.4) nach
e, aufzulosen, selbst wenn CKV existieren, vgl. [29]. Um diese Losung zu bestimmen,
mufl man D invertieren. Zu diesem Zweck nehmen wir nun an, da§ D (und auch jeder
andere Operator, der im weiteren Verlauf zu invertieren ist) einen vollstdndigen Satz
von orthogonalen Eigenfunktionen aufweist und dafl Null keinen Haufungspunkt fiir die
zugehorigen Eigenwerte darstellt. Unter diesen Voraussetzungen ist die Existenz seines

Inversen, D!, sichergestellt, so dafl sich aus (B.4) der Ausdruck
e, = (D7'0h), (B.6)

ergibt. Der hier eingefiihrte Operator 5 bildet geméf

(0h), = —D" A *Phag (B.7)
Tensoren auf Vektoren ab, wobei
(e} 1 « a 1 — —«
N = 5 (030) + 6,07) = 5™ (B.8)

gerade denjenigen Operator verkorpert, der symmetrische Tensoren auf ihren spurlosen

Anteil projiziert. Somit gilt:

1
A;waﬁhaﬁ = h;w - E?]w/¢ . (BQ)
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Bildet man die kovariante Divergenz der Losung (B.6), setzt dann in die linke Seite der
resultierenden Gleichung fiir €, den Ausdruck (B.3) ein und verwendet dabei die Trans-

versalitdt von EM, also Du@ = 0, so ergibt sich

_ 1 _ -

Dte, = §D2A = D"(D7'6h),, . (B.10)
Mit Hilfe von (B.10) lassen sich nun fAu und ¢ wie folgt durch h,, ausdriicken:

6 = 2(D*)'DYD'6h), ==h,

& = (D7'0h), — D,(D*)~'D"(D'6h), = (Qh), . (B.11)
Offenkundig definieren diese Gleichungen die gesuchten Pseudo-Projektoren fiir die Kom-
ponentenfelder @ und . Unter Verwendung von (B.2), (B.6) und (B.9) lassen sich auch
die iibrigen Pseudo-Projektoren bestimmen. Geht man dann noch zu einer Beschreibung
mittels der in (1.24) eingefiihrten redefinierten Felder £, und o iiber, so ergeben sich ins-
gesamt die nachstehenden Definitionsgleichungen fiir die Pseudo-Projektoren 11, die das

Feld h,, auf seine einzelnen Komponenten abbilden:
W, = (Wprh)u, = (AR, — (LD7'6h),,

& = (Myrh), = (V-D2 —ﬁ@h)u ,

g = HLLh = \/(D2)2 + dLD“RW/DV =h s
6 = Tph=g"h,, . (B.12)

Ferner lassen sich die Pseudo-Projektoren fiir die T-Zerlegung von beliebigen Vektor-
feldern direkt aus (B.11) ableiten. Ausgehend von der Zerlegung C* = C’T“—l—D“(—DQ)_%'r]
mit D, CT* = 0, erhilt man in diesem Fall

n = H,C= (—Dz)_%DMC” ,
o' = (M;C)* =C* — D*(—D*)~'D,C" . (B.13)

Offensichtlich bilden Il ; und Il Tensoren auf Skalarfelder, I, Tensoren auf Vek-
toren und Il Vektoren auf Skalarfelder ab. Folglich stellen diese Operatoren keine Projek-
toren im iiblichen Sinne dar. Es lassen sich aber die Projektoren P, die beliebige symme-

3 L Tr
trische Tensoren hy,, auf h,, bzw. b,

oder beliebige Vektoren ¢, auf ihren longitudinalen
Anteil abbilden, aus den oben genannten Pseudo-Projektoren IT konstruieren, vgl. [29].
Da die zuletzt genannten IT auflerdem Vektoren und symmetrische Tensoren auf ihre

einzelnen Feldkomponenten abbilden, vermitteln sie zumindest im weiteren Sinne eine
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Projektion. Daher werden die IT hier als Pseudo-Projektoren bezeichnet. Im Gegensatz
zu Il p, 11,1, Il und IT;, stellen die Operatoren Il und Iy, die symmetrische Tenso-
ren bzw. Vektoren auf ihre ST?- bzw. T-Komponente abbilden, Projektoren im iiblichen

Sinne dar.

B.2 Konstruktion des Cutoffs und der Quellenterme

Die in der vorliegenden Arbeit konstruierte Flufigleichung fiir die effektive Mittelwert-
wirkung I’ basiert darauf, dal I'; sowohl durch die vollstdndigen als auch durch die
Komponentenfelder ausgedriickt werden kann. Um den Ubergang zwischen diesen beiden
Beschreibungen zu erméglichen, ist es notwendig, den Cutoffterm und die Quellenterme
des definierenden Pfadintegrals auf der Grundlage der Pseudo-Projektoren IT aus Ab-
schnitt B.1 zu konstruieren.

Wenden wir uns zuerst dem Cutoffterm zu. Ausgehend von der Definition (1.28) des
Cutoffterms, die auf der Verwendung der vollstindigen Felder beruht, wihlt man die

Cutoffoperatoren RE™ und RE" nun wie folgt:

Rip™ = > I (Ri)ae M,
GG e{hT £,

,R’%h = Z Z Rk 191192 Hﬁ2 : (B14>

91€{CT i} 926{CT n}

Den obigen Matrixoperator ((Rk)g,9,)5,c(c7 n).9,e (07 kenn man dabei als Matrixblock
eines allgemeineren Matrixoperators ((Rp)yws )y, ype(or g0ty auffassen, dessen Eintrége
(Ri) g filr (1,109) € {CT 0} x {CT,n} U {CT, 57} x {CT, 7} identisch verschwinden,
(Rk)y, = 0. Die hier eingefithrten Operatoren (Ry)¢ ¢, und (Ry )y, 4, milssen die Hermi-
tezitdtsbedingungen (Ry),., = (Rk)z1C2 und (Ry)y,y, = — (Rk)T v, erfiillen. Weiterhin
sind die in (B.14) auftretenden IT durch ITyr = Ipp, I = pp, 11, = 11, I, = gy,
IIgr = Her = Iy, II; = 11, = I, definiert. AuBerdem bezeichnen HZ und HL fiir
alle ¢ € {hT,¢,0,¢} und fiir alle ¢ € {C7,5,CT,n} die Hermitesch Konjugierten der
Operatoren IT; bzw. IT,. Somit sind alle in (B.14) enthaltenen Operatoren IT durch die
Gleichungen (B.12) und (B.13) festgelegt.
Setzt man nun (B.14) in (1.28) ein, so fiihrt dies zu

_ 1
AkS[h, C, CS g] = 5 Z <HC1h> (Rk)ClCQ HCQ h)
C1,¢2€{hT & 0,0}

T Z Z (I3, C, (R ) 5,9, Ly, C) (B.15)

91€{CT 7} 926{CT 0}
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Wenn man jetzt die Gleichungen (B.12) und (B.13) verwendet und auflerdem die weiter
oben angegebene Beziechung zwischen den Matrixoperatoren (Ry)z, 9, und (Ry),,,, be-
nutzt, ergibt sich aus (B.15) schlieBlich die Gleichung (1.29). Auf diese Weise lafit sich
AS also vollstindig durch die Komponentenfelder ausdriicken.

Betrachten wir nun die Quellenterme aus Gleichung (1.30). Zerlegt man die Quellen

der Geistfelder geméf

K" = K" + D*(~D*":kK,, K"=K" + D"(-D* 3K, (B.16)
wobei K/, und K", die jeweiligen transversalen Anteile darstellen, d.h. D, K, Er = D, Kl

= 0, so ergibt sich

(K,.CYy+(KE.Cy=" Y (Kpuoy+ Y (Ku¢). (B.17)

Ppe{CT n} $e{CT .7}
Jedes Komponentenfeld tritt hier also in Form eines Skalarprodukts mit der zugehori-
gen Komponentenquelle auf. Um eine entsprechende Aufspaltung des Quellenterms (J, h)
zu erreichen, mufl man wie folgt vorgehen: Zunéchst einmal spaltet man analog zu der

Zerlegung von h,,, aus Gleichung (B.1) die Quelle J,,, in ihre orthogonalen Anteile auf:
T =T+ Jpy + I (B.18)
GemiB den Gleichungen (B.2) und (B.3) driickt man dann J, durch
S, = Ju I (B.19)
aus, wobei J7 und JF wie folgt definiert sind:
JET = (L), = D,0, + D,0, . JH = %(LDU)W — DDy — %Zgwm . (B.20)

Hier stellt ©, wiederum einen transversalen Vektor dar, d.h. Du@“ = 0, und das Skalarfeld
v parametrisiert den longitudinalen Vektor D,v. Weiterhin ist der Vektor ©, + D,v/2
wie sein Analogon ¢, aus Gleichung (B.3) bis auf CKV eindeutig durch das vollstédndige
Feld, hier J,,, bestimmt.

Unter Verwendung von (1.17) zerlegt man nun das Skalarprodukt (J, h) geméaf

(JhY = (JT BT 4 (J5 BT 4+ (T8 REEY 4 (T BT (B.21)

An dieser Stelle erweist es sich nun als besonders wichtig, daB fiir beliebige nichtverschwin-

dende Tensorfelder AT . BET

s P hﬁVL und hl:fr die nachstehenden Beziehungen gelten:

v

(T k"), #0, (M h™) #0, M h™ #£0, Tp k' £0. (B.22)
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Diese haben nédmlich zur Folge, dafi die Operatoren Iy, Il 7, I, bzw. Iy, invertierbar
sind, wenn man jeden einzelnen von ihnen ausschliellich auf Felder aus dem Bildbereich

des zugehorigen “echten” Projektors P wirken 1483t, also auf Felder des Typs hgy, hﬁf , hLL

bzw. hfl’;. Daher kann man das Skalarprodukt aus Gleichung (B.21) wie folgt ausdrucken.
(Johy = (J' T Xpp BT + (J5 T K7 + (J5 T I BPY)
4 <JT7“’ H;,,l,HT'r hT'I‘>
- Y o (B.23)

¢e{hT £,0,0}

Dabei wurden die Beziehungen aus (B.12) benutzt und die Komponentenquellen
= () Ty = e
(M)t J5)" = 2¢/—D? — Rico*

1 _ _ _
{(WWR_R@ -

Je

M=

+2(~D? — Ric)

d—1
-1 o
dd (D2)2+df1 wR Dy, v,
1
J, = (IO g7 = - gl (B.24)

eingefithrt. Kombiniert man nun die Resultate aus (B.17) und (B.23), so erhilt man
letztendlich (1.31).



Anhang C

Auswertung der rechten Seite der

trunkierten Flufigleichung

In diesem Teil des Anhangs werden einige ldngere Rechnungen présentiert, die bei der
Auswertung der rechten Seite der Flufigleichung Sy(R) durchzufiihren sind. Ein Grofteil
dieser Rechnungen ist fiir die beiden im Rahmen dieser Arbeit diskutierten Trunkierungen
identisch. Daher werden im folgenden die Betrachtungen so lange wie méglich allgemein
gehalten und erst dann auf eine der beiden Trunkierungen eingeschréankt, wenn sich Un-
terschiede zwischen den jeweiligen Auswertungen ergeben.

Bei sémtlichen Rechnungen dieses Anhangs C wird von einer sphérisch symmetrischen
Hintergrundmetrik g,, ausgegangen. Da weiterhin g,, = g, gesetzt wird, werden im
folgenden der Einfachheit halber die Querstriche iiber der Metrik, dem Kriimmungsskalar

und den Operatoren weggelassen.

C.1 Inversion der Operatoren I‘,(f) + R und Sgl) + Ry

In den Kapiteln 3 bzw. 5 wurden explizite Ausdriicke fiir die kinetischen Operatoren f,(f) =

F,(f) + Ry und §é}21) = Séi) + Ry, hergeleitet. Sie lassen sich als Matrix-Differentialoperatoren
darstellen, die auf die Spaltenvektoren (h”, ¢, ¢g, 7, ¢1)T bzw. (87,07, 9, 0)T wirken. Un-

abhéangig von der jeweiligen Trunkierung nehmen sie die folgende Form an:

(ff) [ga 9]) FTET 0 0 O1x2
N 0 (f@) g, g>” 0 0
T?[g, g] = e 19:91) ~ B I (eRY
0 0 (Ff) [g,g]), D12
bobo
02><1 02><1 02><1 Qk

218
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0 (553 g, g]) o 0 0
5@ 0 0 0
Sanlg. 9] = (S o ) - (C.2)
: 0 0 o (8wd)
a(2)
0 0 (589.01) 0

Der Eintrag Qy, in (C.1) ist seinerseits wiederum ein Matrix-Differentialoperator. Er wirkt

auf den skalaren Sektor von h,, und ist wie folgt definiert:

o

| (), (TPlea),
~\ (Pls.9) . (T19.9])

g

el

(C.3)

Die expliziten Ausdriicke fiir diese Matrixeintridge hangen natiirlich von der betrachteten
Trunkierung ab. Im Fall der reinen Einstein-Hilbert-Trunkierung erhilt man die in (3.16)
angegebenen Ergebnisse, wihrend sich bei der R2-Trunkierung die Ausdriicke aus (5.8)
ergeben.

Auf der rechten Seite der FluBigleichung (2.3) treten die Operatoren Fff) + Ry und
SSI) + Ry in Form ihrer Inversen auf, welche nun berechnet werden sollen. Dabei ist fol-
gendes zu beachten: Aufgrund des maximal symmetrischen Hintergrunds treten alle in
den Operatoren (C.1) und (C.2) enthaltenen kovarianten Ableitungen D,, als kovariante
Laplace-Operatoren D? auf, und abgesehen von diesen Operatoren enthalten simtliche
Eintrdge ansonsten nur noch z-unabhéngige Gréflen. Das bedeutet, daf die Eintrédge aus
(C.1) und (C.2) allesamt kommutierende Differentialoperatoren verkérpern, was die Rech-
nungen natiirlich erheblich vereinfacht. Es ist dementsprechend leicht zu verifizieren, dafl

die gesuchten inversen Operatoren durch die Ausdriicke

-1

<f§f) 9, g]) =
|:<fl(<:2) [g’g]>BTET] o 0 . 0 O1x2
0 {(F,(f) [979])&_} 0 - O1x2 ()
0 0 {(f,(f) 9, g])éo%] O1x2
O2x1 0251 O2x1 Q;:l
und
(521.0) = (C5)
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G P o
(G . 0 0 0

0 0 0 { (55) lg. g]) QJ

0 0 [(gé? l9, g]) QJ R 0

gegeben sind, wobei Q; ! die folgende Form annimmt:
=2 =2 =(2 2 17
Q' = {(Fi )[g,g])ﬁ (Fi )[g,g])é o (T;(c )[g,g]) 0_]

) ( (f;ﬁ”[g?g])d_)l&l - (f;?)[g,gDW)

- (f;?) [97g]> (ff)[g,g]) ©0

$15
Setzt man diese Ausdriicke in die rechte Seite der trunkierten Fluigleichung (2.3) ein, so

erhalt man

&(R);Tr'[ > [(Fﬁf)[g,g]+Rk[g])cj_10t<m[gb<<

CG{BT,E,(ZSO}

(E01a), (), - (o))

A (10001 + Rall) 0 Ralol)s g, + (0] Ralal) 0 (Rala,

1
g N
—|—2 r

—2 (F;(f) 9, 9] + R [g])

Tl"'! > [(Sg(?[g,g]+Rk[g})wrat (Rk[g])w} : (C.7)

ve{vT o}
Dabei wurden die folgenden Beziehungen benutzt:

1 5 1 S,

((Séi)>vTvT>Wuy = ‘((Sﬁ)>ww>yyw: 90 5T (y) (@) 02 (2)

B 1§ 1 S

(<S§3)gg>: - ‘((Sé?>gg);: NN CLEER

Die Spur des in (C.7) auftretenden ¢o-Terms lafit sich sehr leicht auswerten, da hier

(C.8)
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nur die skalaren Harmonischen 7% und T'™ beitragen.! Im Rahmen der Einstein-Hilbert-

Trunkierung ergibt sich

5T {(P,i”[g,g]wk[g])m] 0, (Rila) s,
1 Di(d,0) ~
= 55 kz > /dd V(@) T () [Py + Asi(d, )R + By (d, )]
N =0 m=1
X0, [Znik* RO (—D? k%) T'™(z) (C.9)

1

! O: [Znik* RO (Ay(d, 0)/k?)]
= > | Di(d,0) _
22Nk = Ai(d, 0) + k2RO (A,(d, 0)/k2) + Agy(d, a) R+ Bsi(d, @)

Hier stellt A;(d,0) den zu T gehérigen Eigenwert des Operators —D? dar, vgl. Anhang
E. Setzt man nun auch noch die iibrigen Operatoren aus Gleichung (3.16) in (C.7) ein, so
erhéilt man schliefllich die Gleichung (3.17) aus Abschnitt 3.3.

Im Fall der R2-Trunkierung nimmt der ¢o-Term die nachstehende Gestalt an:

1
~Tr
2

{(Ff) 9, 9] + R [g]) } : O, (Rk[g])¢0¢0]

pobo

1 Di(d,0)

_ 2ZNw2 Z Z / iz \/g(x) T"™(z [052 (d, @) Cs1(d, @) <Pk+A51(d a) R

—l—BSl(d, Oz) Xk:) + (ZNknz)_lﬁk (Hs(d) sz + ng(d) RP,. + ng(d) R2>] -
0, [CSQ(d, Q) Cs1(d, @) Znpk? k2RO (—D?/k2) + B (Hg(d) (—2D2 RO(~D?/k?)
+ K RO(=D2/k?)) + Geald) RE* RO (- D> /kQ)H T ()

- 2Z]\1;k/42 Z [Dl(dv 0){ng(d, a)Cs1(d, o) (Al(d, 0) + k:QR(O)(Al(d, 0)/k%)

+Agi(d, @) R+ Bsi(d, @) xk)
(Znwk?) " B (Hs(d) (Ai(d, 0) + k2RO (A, (d, 0)/K?))’

+Ga(d) R (A(d, 0) + B2 RO (Ay(d, 0)/k2)) + Giss(d) R2> }

'Eine Anmerkung zur Notation: Hier und im folgenden wird jedesmal, wenn [ und m fixiert werden, in
T'™ zur besseren Unterscheidung ein Komma zwischen [ und m eingefiigt. (Z.B.: T%! fiir [ = 0, m = 1.)
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x@t{(]sg(d, Q) Csr(d, @) Zawk? k2RO (Ay(d, 0) /k2)
+Be (Hg(d) (2A4(d, 0) k2RO (Ay(d, 0)/k2) + K*RO(A(d, 0) /k2)?)
+Ga(d) RE*RO(A(d, 0)//{2))}} . (C.10)

Im vorliegenden Fall mu8 man neben (C.10) noch die {ibrigen Eintrdge aus (5.8) in (C.7)
einsetzen, um den gesuchten Ausdruck fiir die rechte Seite der Fluigleichung zu erhalten.
Das fiihrt letztendlich zu Gleichung (5.9) aus Abschnitt 5.2.

C.2 Auswertung der Spuren

C.2.1 Allgemeine Betrachtungen

Wenden wir uns jetzt der Auswertung der in den Gleichungen (3.20) bzw. (5.12) auftau-
chenden Spuren zu. Dazu bietet es sich an, auf die asymptotische Heat-Kernel-Entwicklung
zuriickzugreifen. In ihrer urspriinglichen Form ist sie bereits oft zur Berechnung von Spu-
ren solcher Operatoren benutzt worden, die auf “zwangsfreie” Felder wirken, siehe z.B.
[65]. In diesem Zusammenhang werden hier gerade jene Felder als “zwangsfrei” bezeich-
net, die keinerlei Nebenbedingungen unterliegen. Im vorliegenden Fall werden jedoch ent-
sprechende Entwicklungen fiir Operatoren benétigt, die auf solche Felder wirken, welche
gewisse Nebenbedingungen erfiillen. Im einzelnen sind dies Heat-Kernel-Entwicklungen
fiir Laplace-Operatoren D?, die auf symmetrische, transversale, spurfreie Tensoren, trans-
versale Vektoren bzw. Skalare wirken. Die hierfiir gesuchten Ausdriicke werden in Anhang
F hergeleitet, mit dem folgenden Ergebnis:

Trigss) [e0-97"] = (m)/ [ s @{%@z —9)(d+1)

s+ ie
(d+1)(d+2)(d—5+3042) ,.
12 —1) (is—¢e)R (C.11)
4 3 2 _ _
B (d+ 1)(5d* — 22d® — 83d* — 392d — 228 4 1440 942 + 3240 54.4) (s + ie)? ?
720d(d — 1)?
+O(R3)} :

. /2
—(is—e)D? — ! d —
ram) [e } (47T(s + is)) /d x‘@{d !
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(d+2)(d—3) + 6042

- 6 (is—¢e)R (C.12)
5d* — 12d3 — 47d* — 186d + 180 + 360 da2 + 720044 . \2 152 3
— 36002(d 1) (s+ie)°R*+ O(R )} :
(is—e) i i
—(is—e)D? | __ d
Tr) [e } a (47T(S+i6)) /d TV
1, 5d*> —Td + 6 N2 p2 3
1— —(is — - . 1
x{ 6(13 e)R 360d(d — 1) (s +ie)*R*+ O(R°) (C.13)

Die zu 042 bzw. 944 proportionalen Terme, die in den obigen Gleichungen (C.11) und
(C.12) auftreten, kommen durch den Ausschluf§ der von unphysikalischen Moden herriih-
renden Beitrige zustande. Die entsprechenden Details hierzu sind bereits in Abschnitt 1.3
erldutert worden.

Betrachten wir nun eine beliebige Funktion W (z), die eine Fourier-Transformierte
W(s) besitzt. Bei derartigen Funktionen W 148t sich die Spur des Operators W (—D?),
der sich durch Ersetzen des Arguments von W mit —D? ergibt, wie folgt durch W(s)
ausdriicken:

oo

T [W(~D%)] = lim ds W (s) Tr [e—ﬁs-aﬂﬂ . (C.14)

Man erhélt nun die asymptotische Entwicklung von Tr[W(—D?)], indem man die Heat-
Kernel-Entwicklung von Tr[e~(5=9)P°] in (C.14) einsetzt. Fiir die zur Diskussion stehenden

Laplace-Operatoren ergeben sich damit unter Verwendung von (C.11)-(C.13) die folgenden
Ausdriicke:

Trasysy [W(=D%)] = (4m) 72 5(d = D(d+ 1) QualW] / d'z /g

(d+1)(d+2)(d — 5+ 3042) / ;
12(d — 1) QajaW] | d Vol
(d+ 1)(5d* — 223 — 83d? — 392d — 228 + 1440 3,5 + 3240 6,.4) -
- 720d(d — 1)? Qayo-2[W]
« / d'e JGR + O} (C.15)

Trmy [IW(-D)] = (4m) {0~ 1) QualW) [ ' 5

+(d+ 2)(d6_d3) + 65d,2 Qd/Q—I[W] /ddq: \/ER
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5d* — 12d3 — 47d* — 186d + 180 + 360042 4+ 720044 d 9
+O(T<d‘4)} : (C.16)
Tro) (W(=D%)] = (4m) *{Qual¥) [ ' v5 ©.17)

1 5d%> — Td + 6 2 <d—4
+6 Qd/g_l[W] /ddflffR W—’—)Qd/g 2[ ]/dd$\/§R +O(T d )} .

Die oben eingefithrten Funktionale @, [W] sind hier wie folgt definiert:

o0

QuW)=lim [ ds(~is + &) "W (s) . (C.18)

—00

Mit Hilfe der Mellin-Transformation 1&8t sich die rechte Seite von (C.18) wiederum direkt

durch W ausdriicken, was zu der folgenden Beziehung fiihrt:

S [ dW
QnW] = FEn—l—)z) /dz PR 7(2) ., 1>-—n, i€ NU{0} beliebig.  (C.19)
0
Insbesondere erhilt man Qo[W] = W(0). Ist n positiv, n > 0, so bietet es sich an, der
Einfachheit halber i = 0 zu wiithlen.? Dann vereinfacht sich der Ausdruck in (C.19) zu
1

_ n—1
- /dzz W), n>0. (C.20)
0

Betrachten wir nun solche Spuren, die durch Ausschluf} einzelner Eigenmoden bzw.
Eigenwerte aus den vollstindigen Spuren Tr[WW (—D?)] hervorgehen. Gemif den Erorte-

rungen aus Anhang F lassen sich derartige Spuren durch

To"'[W(—D?)] = Te[W (—D?)] — Z Dy(d, )W (A(d, s)) (C.21)

ausdriicken, wobei die Striche an Tr*’ den Ausschluf aller Eigenmoden 7™ mit [ €
{li,...,1,} symbolisieren. Aulerdem bezeichnen hier A;(d,s) und D;(d,s) die entspre-
chenden Eigenwerte von —D? bzw. ihren Entartungsgrad. Da die Eigenwerte A;(d, s)
proportional zu R sind, kann man W (A;(d, s)) als Funktion von R betrachten. Um die zu
rtoc [diz /g, 1" < [d%z\/gR und r** x [ d’z/gR* proportionalen Anteile dieser

2Hierzu ist anzumerken, dafl Q,,[W] nicht wirklich von i abhingt, solange nur i > —n erfiillt ist. Das
1&8t sich sehr leicht durch partielles Integrieren zeigen.
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Funktion zu extrahieren, entwickelt man sie nach R oc r~2. Dabei stellt man fest, daB es
nur fir d = 2 und d = 4 Terme gibt, die proportional zu r?¢, %2 oder r?* sind, und
zwar W (0) + W'(0) Ay(2,s) (fiir d = 2) bzw. W(0) (fiir d = 4). Benutzt man nun die in
Anhang E tabellierten Ausdriicke fiir D;(d, s) und A;(d, s) und verwendet (3.7), so ergeben
sich daraus schliellich die nachstehenden Beziehungen fiir diejenigen “unvollstédndigen”
Spuren, die im Rahmen dieser Arbeit fiir die trunkierte Flufigleichung von Relevanz sind:

0d,2

T (- D%)] = Trn W (-0 - 22 fow o) [ e v

+3W7(0) / de\/ijz} -7 25&’;:)2 W(0) / d*z \/gR* + O (r<=%) | (C.22)

Ty (W (~ D)) = Ty (W (- D%)] — $22 {8W<o> [@avar

+3W'(0) / d%@}#} - 4&;‘)2 W (0) / d'z g R® + O (r<%) | (C.23)

Tl [W(—D%)] = Tro IV (~D?)]

—% (0) /de\/gR — 24‘2‘22)2 W (0) /d4x\/§R2 + O (r<*" . (C.24)
Die Striche an den Spuren sind hier so zu interpretieren, wie es in Abschnitt 3.3 beschrie-
ben wird, d.h., sie symbolisieren den Ausschlufl aller Moden, die keinen Beitrag zu den
Zerlegungen (1.36) bzw. (1.37) leisten. Ferner bezeichnet W’ die Ableitung von W nach
dem Argument: W'(z) = dW(z)/dz mit z = Ay(d, s).

C.2.2 Anwendung auf die Einstein-Hilbert-Trunkierung

Nach den vorbereitenden Betrachtungen des vorigen Unterabschnitts kann nun mit der
expliziten Auswertung der rechten Seite der Flufigleichung Sy(R) fortgefahren werden.
Dazu setzt man die oben hergeleiteten Entwicklungen der Spuren in Si(R) ein. Im Fall
der Einstein-Hilbert-Trunkierung bendtigt man dabei lediglich die zu den beiden Opera-
toren [ dz /g und [ d?z /g R proportionalen Terme aus den Gleichungen (C.15)-(C.17)
bzw. (C.22)-(C.24). Setzt man also die entsprechenden Ausdriicke in Sy (R) aus Gleichung
(3.20) ein und vergleicht die Koeffizienten der genannten Operatoren mit denjenigen auf
der durch (3.5) festgelegten linken Seite der Flufigleichung, so resultieren die folgenden

Differentialgleichungen:

0 (Zride) = (46) 7 (4m) L Zdd — 1) Qupr (P~ 234) W]

+d Qa2 {(Pk — 2an)’1N] —2d Quys [P NG } . (C.25)
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OZnk = —(2r%)7H(4m) { d) Qaja—1 [(Pk_Q/\k) - }
+c2(d) Qaja—1 [( i — 200\ 1-/\/] + c3(d) Qa2 [( 2 —25\1@)72-/\/]

+ea(d, ) Quo [( P — 200)” QN] — 265(d) Qo [P NG)] (C.26)

8t(ZNkk:2) _ 8t(ZNkk:2) }
ZZNk(/CQ — 25\k> 2ZNk(k’2 — 2045%) '

+c5(d) Qaye [PEQNO} + 3042 [

Die hier erscheinenden Koeffizienten ¢; sind in (3.24) definiert.
Die verschiedenen @,, aus den Gleichungen (C.25) und (C.26) kénnen nun wiederum
durch die in (3.23) eingefiihrten R(®-abhiingigen Schwellenfunktionen ®2 und CTDJ;’L ausge-

driickt werden. Man verwendet dazu die Beziehungen
- 1 ~
Qu[(Pi+ ) "N = KO0 (c/k?) — Snw (k) K2PDDE (e /K7)
Qn [P+ ) PN = KPP (c/k?) . (C.27)

Damit ergeben sich letztendlich die Gleichungen (3.21) und (3.22).

An dieser Stelle muBl noch folgender Punkt zur Sprache gebracht werden: Um sicher-
zustellen, dafl die Integrale in (C.19) tatséchlich konvergieren, mufl man sich auf solche
R© (y) beschrénken, die in den Limites y — 400 geniigend stark abfallen. Da aber die
Form von R (y) fiir negative y-Werte von nun an keine Rolle mehr spielt, identifizie-
ren wir die Funktion R (y) mit ihrer Cestalt fiir nichtnegative Argumente und nehmen
dementsprechend an, da R (y) eine glatte Funktion darstellt, welche nur fiir y > 0
definiert ist und die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Eigenschaften besitzt.

C.2.3 Anwendung auf die R2-Trunkierung

Wenden wir uns nun der R%Trunkierung zu. Um die Spuren auf der rechten Seite der
FluBigleichung adéquat auswerten zu koénnen, miissen in diesem Fall die wvollstindigen
Ausdriicke aus (C.15)-(C.17) bzw. aus (C.22)-(C.24) in das zugehorige Sg(R) aus (5.12)
eingesetzt werden. Dann fiihrt man das Ergebnis dieser Einsetzungen wieder mit der
durch Gleichung (5.4) gegebenen linken Seite zusammen und vergleicht die Koeffizienten
der Operatoren [ ddx\/g, i dd:p\/gR und [ ddx\/§R2. Daraus resultiert dann das folgende
System von Differentialgleichungen:

O (ZnrAe) = (4/€2)_1(47T)_d/2{h8(d) Qa2 [AT'N] = hi(d) Quyz [AT'N]

+ar Qaj2 [A3 D] + ar Quye [(A1A2) ' PEN| — 2d Quye [Py ' No| } . (C.28)
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WZni, = —(252)71(47T)7d/2{h9(d) Qaj2-1 [-Afl/\/'] - %hl(d) Qaj2—1 [AglN]

450 Qappo [A3 5] + s Qs [(A1A) ™ FENT + hao(d) Qupar [P N
—h11(d) ax Qa2 [AT' 1] + haa(d) ag Qaya [AT2 PN| + haa(d) Qaya [AT°N]

) ax Qayz [(A1AL)VT] + ha(d) ax Quja [(ArAs) ™ PN

+ha(d) Qajo [(A1A2) "N + ha(d) ak Quya [A3 ' T1] — ha(d) af, Quyo [AT AT > PYT5)
—hs(d) aj, Qaj2 [A3* PiTz] — ha(d) a, Qajo [A3*Ts] — ha(d) @i Quyz [(A1As) > PN
—hs(d) ai Qayz [AT A* PEN — 2h4(d) ay Qaye [A7 A3 ? PEN] (C.29)
+h1(d) h(d) ag Qagz [A3 PN + b (d) ha(d) Qaja [A3°NT + hug(d) Qajz [P 2N |

B = (477)_d/2{h14(d) Qaja—a [ATN] = hi(d) has(d) Qaja—a [A7'N]
+his5(d) ar Qaja—2 [Aglﬂ] + has(d) ag Qaja—2 [(AlAz)flpkzN}
—hi6(d) Qaj2—2 [Pk_lf\/’o} — har(d) ax, Qaja—1 [«41_171] + hi7(d) ap Qaja—1 [«41_2Pk1\/’}

“hus(d) Qupas [ATN] + éhg(co 0 Qa1 [(ArAs) T3]

+éh3(d) ar Qaj2—1 [(ALAQ) PkN] + h4( ) Qaja—1 [(A1A2)71N]

1 1
+6h3(d) ar Qajp—1 A1) — 6h2(d> ay Qaja—1 A7 AP PETS)

- é hs(d) ai Qajz—1 [Ay*PiTa] — %h4(d) 0 Qao1 [A32T5]

_éhz(d) ai Qujar [(ArA) “FN] — 1hz«s(d) 02 Qujo1 [AT A2 PN

()1 Qu [ATAF PN + () ) Quas [ A5 PN

() ha(d) Qujons [A°N] — ho(d) Qujas [PTNG] — s (d) f Qo [ AT PLT

bghua(d) hoa(d) i Qups [ATTE] + has(d) ax Quyo [ATN]
+ha1(d) ai Quye [Af?’PkQN] — h11(d) ho1 (d) ax Qa2 [A* PN
+has(d) Qayz [ ] — hs(d) aj, Qd/2 [(«41-/42)7175}

+he(d) ar Qaya [(A1A2) N] @k Qay2 [(A1A2)_1Pk71]
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+ho(d) ha(d) ay, Qa2 [(./41./42)7171} — hg(d)2 ai Qa2 [(Al_AQ)*zPISTQ]

1 .
+5ha(d) 65 Qupy [ AT AT PIT] — 2ha(d) hs(d) af Qupz [AT' A* BT

3

_§h2(d) ( )ak Qd/g [Al AQ 2,T2] - ( )ak Qd/2 ["42 ITQ]

+%h2(d) ap Qaye [(A1A2) PN = 2ho(d) hs(d) ai Qaye [(A1Az) PN

—ghg(d) ha(d) ag Quyz [(A1A2) 2PN — hr(d) aj, Qe [AT AT PIN ]

3y (d) ha(d) ar Qujo [AT AT 2PN — gm( 12 Qajo [ATLASZN]

+ha(d) he(d) ar Qaj2 [AT°N] — ha(d) ha(d) ai Quje [AT A* BT
—hs(d)? aj, Qa2 [AT°PyTh] — hs(d) ha(d) ay, Qayo [AF*T)

+ha(d)? ai Quje [AT? A Py D] + 2ha(d) hs(d) ai, Qujz [Ar A PYT ]
+2hs(d) ha(d) aj, Qayz [A7T A PYT] + ha(d)? ag Quje [As° PP D]
+2hy(d) ha(d) a2 Qaja [A5 2 PeTa] + ha(d)? a, Quja [A5*T:]

+ha(d)? ai Quya [(A1A2) P PENT + 2ha(d) ha(d) ai Qayz [AT* AP PN
+3ha(d) ha(d) a Quj [AT AP BN + ha(d)? ai Quja [A7T AP PN ]
+4hg(d) ha(d) ai Qayz [A7T AP PIN + 3hy(d)® ar Qa2 [AT A PEN]
—h1(d) hs(d)? ai Qayz [A3°PEN] = 20 (d) hs(d) ha(d) ax Qayo [ A5 PuN ]

—hi(d) ha(d)? Quyz [A3 PN + haa(d) Quyz [P NG]

3 0 [Bnk? 11 oy 30, VA
‘|—5d,2 |: - 5 6_ 7(]62 _ 25\k) + (ZR (0) + iak k ) ZNk (kZ B 2/_\k)2
11 / o7z 1 /
iy »1() t 2Nk — ()
T N (TN W TER ©)]
v |:1 (9t [ZNk ] 1 at [ZNk k’2]
i 8 ZNk (]{32 — 2>\k) 4 ZNk (3ak k’4 — (k‘Q — QS\k))
_éa k4 at [ZNk kz] . 1 (9t [ZNk k‘2]
8 F ZNk (k2 — 25\k) (3ak k‘4 — (k’2 — 25\1@)) 4 ZNk: (Qak k’4 -2 (k2 — 25\k))
3 O, [Br k] 9 0, [Br kY]
_gak Bk (3ak L _ (k‘Z _ 25\[3)) + gak Bk (gak 9 (l{Q — 2)\k)):|} . (030)
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Die hier auftretenden Koeffizienten h; sind Funktionen der Dimensionalitat d. Sie werden
in Anhang H.2 einzeln aufgelistet.
AnschlieBend werden in Anlehnung an die Schwellenfunktionen ®? und E)ifl aus (3.23)

die verallgemeinerten Schwellenfunktionen

wr (v, w;d) =

7 Ay o {(y+R°>< )" (RO) - yRY () (C:31)

x (y + RO(y) +w) ™" (327w (y + R© (y))2 B 2&__21) (y + RO(y) + w)) —q}
und
Wit o) = ol [ ] e BOW)” ok RO ROC )

0

x (y + RO (y) +w) ™" (327rv (y + R(O)(y))Q - 221_—21) (y+ RO(y) + w)) _q}

eingefiihrt. Dabei stellt ¢ eine nichtnegative, ganze Zahl dar, die die Bedingung ¢ > —n
erfiillt, ansonsten aber beliebig ist. (Die Funktionen ¥ und U hiingen genau wie Qn[W]
aus Gleichung (C.19) nicht wirklich von i ab.) Wie in (C.19) bietet es sich hier an, i = 0
zu setzen, falls n > 0 gilt. Ferner erhélt man die gewthnlichen Schwellenfunktionen ®? (w)
und & (w) aus (C.31) und (C.32) zuriick, wenn man darin ¢ = m = [ = 0 setzt:

b (w) = W (v, wid) , B (w) = P (v,wid) Vo Vd. (C.33)

Man verwendet nun die folgenden, mit denjenigen aus Gleichung (C.27) eng verwand-

ten Beziehungen

Qn [ATPAIPIT] = KAminerm et Dyma (g )2/ (32m), Ay /K d)

g0 R DG (o k2 /(30m), X/ d)
Qu [ATATIPIT] = 2RI (o k) (32m), Ve K )
Lo R (0 12 (82m) A /K d)
Qu [ATPA PPN = R rm et Dwne (), k2 (32m), A/ k?; d)
1

— (k) KR at g g 12 /(327), A /K2 d)

9 n;m;0

Qn [PPNo] = KX PHer(0) (C.34)



230 Auswertung der rechten Seite der trunkierten Fluflgleichung

um in den Gleichungen (C.28)-(C.30) die @, durch W4 (v, w;d) und TP (y,wid) zu

n;m;l
ersetzen. Dadurch erhélt man schlieflich das Gleichungssystem (5.15)-(5.17) aus Abschnitt
5.2.



Anhang D

Flufigleichung in der
d = 4-dimensionalen

Einstein-Hilbert-Trunkierung

Im folgenden werden die im Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung erzielten Ergeb-
nisse dieser Arbeit mit denjenigen aus [30] verglichen. Letztere beruhen auf derselben
Trunkierung. Zudem wurde in [30] ebenso wie in der vorliegenden Arbeit ein Cutoff des

Typs B verwendet.

Durch Einsetzen von d = 4 in Gleichung (3.17) ergibt sich fiir die rechte Seite Si(R)
der Flufigleichung

1 ath 1 atpk
Sk(R) = 5Trsr) [ ) } + §Tr/(1T> {Pk +22lR 2a),
4

8th 1 " atpk:
i 310 | 5 —ox
P+a R—20z/\k Pk_z)\k

1 1
+2Tr( 0) {

+

N~

! 8, Pu(N (4, 0))
ZZ [Dl (4,0) Pi(A(4,0)) — 22,

o0z 1
L Nk{

Tk —TT(2ST2) {

P, + D? 1, P, + D?
2 2 P, \

Py + 2R —2),

1

[Dl (1. 0) (1. 0) = A4 0)]

Pe(Ai(4,0)) = 32255

=

231
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x{ <(1 — 3a) {(3 — )P, + O‘T_lR} +da(a + 1))\k> (Py + D?)

—3(1—&)2\/Pk Pk—g \/Pk Pk—g—\/—D2 —D2—§

1} o

wobei Py(A;(4,0)) = Aj(4,0) + k2RO (A;(4,0)/k?) gesetzt wurde. Der obige Ausdruck
(D.1) stimmt mit dem entsprechenden Resultat aus [30] bis auf einige wenige dort auf-
tretende Schreibfehler iiberein. (Siehe Gleichung (3.22) in [30].) Im einzelnen sehen diese
Abweichungen wie folgt aus: Zunéchst einmal fehlt in der besagten Arbeit jeweils der
Strich an den in den Zeilen 1 und 4 von Gleichung (D.1) auftretenden Tr{;-Termen.
Auflerdem wird darin der in dem jeweils ersten Term der Zeilen 3 und 5 enthaltene Faktor
D,;(4,0) weggelassen. Zuguter Letzt fehlt in Gleichung (3.22) der Arbeit [30] ein Faktor
1/2, der oben in der siebten Zeile in dem zu R proportionalen Term vorkommt.

Kommen wir als nichstes zu den FluBgleichungen fiir Zyj, und ;. Um die entspre-
chenden Gleichungen (3.21) und (3.22) aus Abschnitt 3.3 mit den Ergebnissen aus [30]
vergleichen zu konnen, mufl man sie zuerst in eine dafiir geeignete Form bringen. Zu
diesem Zweck werden (3.21) und (3.22) nach )\, entwickelt. Weiterhin benutzt man die
Beziehung 0,\, = Z5.0:(ZniArk) + My (k) und setzt wie in [30]:

e = 2620810, Zu = Znes =0, InZp = —nn(k), ¢¢ =202(0) .3 = 92(0) . (D.2)

Dadurch ergibt sich das folgende Differentialgleichungssystem:
13 55 1 25 -
_ —27.2 1 2 | ~
Ok, = (4m)"%k {24 q, + (24 +a) 45 + Mk {8% + (24 +a> qz}}%—O(Ak)QD.B)

- _ 1 5 13
at)\k = K)kl< ) {k4|i q2+77k;2QQ:| +)\kl€2|: Y

+ (;Z + a) G5 + 1k (—éfﬁ + (g + a) @3)} } +0(N). (D4)

Dieses ermoglicht einen direkten Vergleich mit den Gleichungen (4.6)-(4.9) aus [30]. Abge-
sehen von den Beitrégen von Materiefeldern, die in [30] zusétzlich berticksichtigt werden,
unterscheiden sich die Resultate der beiden Arbeiten dadurch, daf§ die Vorfaktoren der

q3-Terme jeweils um den Betrag 60/24 voneinander abweichen. Wie mittlerweile von den

Q1

Autoren der zitierten Arbeit bestéitigt wurde, ist ein falsches Vorzeichen vor einem be-
stimmten Term in [30] fiir die Abweichung der Resultate verantwortlich. Dieser Term
stellt einen Beitrag von den Geistern dar, der aus der Heat-Kernel-Entwicklung der letz-

ten beiden Terme aus der dritten Zeile von Gleichung (D.1) hervorgeht, und genau dieser
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Term besitzt den Vorfaktor 30/24. Zusammenfassend kann man konstatieren, daf}; abge-
sehen von den genannten Korrekturen, die Ergebnisse beider Untersuchungen miteinander
iibereinstimmen. Dies war auch nicht anders zu erwarten, da in beiden Arbeiten derselbe

Cutoff verwendet wird.



Anhang E

Die sphirischen Harmonischen fiir

symmetrische Tensoren

In diesem Teil des Anhangs werden die auf einem d-dimensionalen sphérischen Hinter-
grund definierten sphérischen Harmonischen Tli’,f”, Tﬁm und 7" fiir symmetrische, trans-
versale, spurfreie (ST?) Tensoren hl,, transversale (T') Vektoren £, und Skalare ¢ ein-
gefithrt. Diese Harmonischen bilden vollstdndige Sitze von orthogonalen Funktionen, die
die Réume der ST?Tensoren, der T-Vektoren bzw. der Skalare aufspannen. Zudem stel-
len sie die Eigenfunktionen des auf die Felder des jeweiligen Typs wirkenden kovarianten

Laplace-Operators dar. Folglich erfiillen sie die Beziehungen
-D*T)(x) = N(d,2) T (x),
~D’T)"(x) = N(d, 1) T (),

—D*T"™(z) = N(d,0)T"(z) (E.1)

und, nach entsprechender Normierung,

gtk gmn = /dda:\/§ (Lasre)™ T T = /dda:\/§ (Lam)" T TS

= /ddyc Vg™ T (E.2)

Dabei stellen (Ls72))"" = (d—2)/(2d) (35" + §*°g"*) und (Lap))" = (d—1)/d g
die Einheitsmatrizen fiir die Réume der ST?-Tensoren bzw. der transversalen Vektoren
dar. Weiterhin bezeichnen die in (E.1) auftauchenden A;(d, s) die Eigenwerte von —D?,
wobei s den jeweiligen Spin des Feldes angibt und [ die Werte s, s+ 1,542, - - - annehmen
kann. Auflerdem dient der zweite obere Index m an Tli’f, Tlim und 7' dazu, die zu
entarteten Eigenwerten gehorigen Eigenmoden abzuzédhlen. Er kann Werte zwischen eins

und D;(d, s) annehmen, wobei D;(d, s) den entsprechenden Entartungsgrad angibt.

234
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Tabelle E.t1: Eigenwerte von —D? und ihre Entartung fiir d-Sphiren
Eigenfunktion | Spin s | Eigenwert A;(d, s) Entartungsgrad D,(d, s) l
T;ZLT(Jf) 5 %R (d+1)(d72)(l;(d££l;)!1()lfll;dfl)(l+d73)! 2.3 ...
T/l]”(a:) 1 z(l+(u£l 11)) 5 l(l-&-d—l()d(zléi)-!cél——i_lig-i-d—?,)! 1.2, .
T () 0 VTR g Jus D 0,1,...

In [66] werden explizite Ausdriicke fir A;(d, s) und D,(d, s) hergeleitet, die in der unten
angefiigten Tabelle E.t1 wiedergegeben werden. Die Eigenwerte werden hier in Abhéngig-
keit vom Kriimmungsskalar R = d(d—1)/r? der Sphére mit Radius 7 ausgedriickt. Zudem
wird in [66] gezeigt, daB die Gesamtheit der sphérischen Harmonischen T}, T\™ bzw. T""
den Raum der ST2-Tensoren, der T-Vektoren bzw. der Skalare aufspannt. Folghch kann

man beliebige Funktionen h;w’ &, und ¢ geméB den Gleichungen

oo Dy(d,2)

h(@) = Y > by T ()

=2 m=1

o) = 55 o T"(a) (E3)

nach sphérischen Harmonischen entwickeln. Dabei reprisentieren die Koeffizienten {h! },
{&m} und {@m} abzihlbar unendliche Mengen von Konstanten, die durch Al &, bzw.
¢ eindeutig festgelegt sind. Da man den Zerlegungen (1.12) und (1.21) zufolge jeden
symmetrischen nicht-72-Tensor und jeden nichttransversalen Vektor durch ST2-Tensoren,
T-Vektoren und Skalare darstellen kann, liefern die Ausdriicke in (E.3) folglich auch Ent-
wicklungen von solchen Feldern nach sphérischen Harmonischen, vgl. [66, 67, 68, 69].
An dieser Stelle ist es angebracht zu erwéhnen, dafl die Dy(d, 1) = d(d + 1)/2 Moden
7™ bzw. die Dy(d,0) = d 4+ 1 Moden T" die Killing-Gleichung (1.14) bzw. die skalare
Gleichung (1.15) erfiillen und daff 7% eine Konstante ist. Wie bereits in Abschnitt 1.3
dargelegt wurde, liefern die entsprechenden ¢,- bzw. o-Moden keinen Beitrag zu dem
geméB (1.12) zerlegten Feld h,,. Bei beliebigen Vektoren C, = C’E + D,n ist es die
Konstante n-Mode, die keinen Beitrag leistet. Die angesprochenen Moden haben allesamt

keine physikalische Bedeutung und sind demzufolge von den Rechnungen auszuschlielen.



Anhang F

Heat-Kernel-Koeffizienten fiir Felder
mit differentiellen

Nebenbedingungen

In diesem Teil des Anhangs beschaffen wir uns zunéchst das allgemeine mathematische
Riistzeug, das fiir die Auswertung der in (3.20) und (5.12) vorkommenden Spuren benétigt
wird. Im Anschlufl daran werden die Heat-Kernel-Entwicklungen fiir die unter den besag-
ten Spuren auftretenden Laplace-Operatoren explizit hergeleitet. Im vorliegenden Fall
sind das gerade solche Laplace-Operatoren, die auf Felder mit differentiellen Nebenbedin-
gungen wirken.

Beginnen wir unsere Betrachtungen mit einer Spur der Form

Tl (D) = [ e g (el gD,

=y

— /dd(E [(f(_D2))#1-..#su1...l/s (1(5[01))1}1“.%“1“.“5 5d(gj o y> ) (Fl)

Hier stellt f(z) eine beliebige glatte Funktion dar, deren Argument z gemifi x = —D?
durch den kovarianten Laplace-Operator D? ersetzt wurde. Dabei wird vorausgesetzt, dafl
D? auf Felder mit Spin s wirkt, die eventuell gewissen Nebenbedingungen C' wie Sym-
metrie und/oder Transversalitdt nachkommen, was durch den Zusatz (s[C]) an der Spur
symbolisiert wird. Im allgemeinen besitzt ein solcher Laplace-Operator eine bestimmte
Matrixstruktur, die natiirlich auf f(—D?) iibertragen wird. Weiterhin stellt 1) die
Einheitsmatrix auf dem Raum der unabhdngigen Feldkomponenten dar.

Ausgehend von einer geschlossenen! Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, ¢), nehmen

! Die Beschrankung auf geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeiten wird lediglich vorgenommen, um
die Notation nicht komplizierter zu gestalten als unbedingt notig. Prinzipiell gelten die Ergebnisse dieses
Anhangs auch fiir nichtkompakte, asymptotisch flache Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
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wir nun an, da {U} , ()} einen vollstéindigen Satz von orthogonalen Funktionen auf
(M, g) verkorpert, der den Raum der betrachteten Felder aufspannt. Unter Verwendung
der Vollstandigkeitsrelation

54z — 1
(L) . = > (U @ UL ) + U () UL L, () (F2)
1 [T \/7 2 - 1- 1- 1- 1-
148t sich dann (F.1) wie folgt schreiben:

Tr ey [f(—D?)] = /ddﬂffz pp () (f(=DD) 0y () (F.3)

Nimmt man zusitzlich an, daf§ {U}} , ()} einen vollstindigen Satz von orthonormalen
Eigenfunktionen des kovarianten Laplace-Operators darstellt und somit die Beziehung
—D2U* ()= A, U* | (x) erfiillt, so vereinfacht sich (F.3) zu

JTRTR [h1 . ofls
Tr(sicy] Zf <Ak> . (F.4)

Dabei reprisentiert /NXk den zu U, kl ., gehorigen Eigenwert.

Im allgemeinen sind derartige Spuren kaum exakt zu berechnen, so dafl man in der
Regel gezwungen ist, auf Approximationsverfahren zuriickzugreifen. Eine hiaufig benutzte
Néherungsmethode ist die sogenannte Schwinger-De Witt-Entwicklung des diagonalen
Heat-Kernels (z|e P*|z) fiir [t| — 0, die im Englischen oftmals auch als “early-time
expansion” bezeichnet wird. (Hier stellt t = s+ie einen komplexen Parameter mit Im(t) =
e > 0 dar.) Sie wurde bereits in vielen Arbeiten diskutiert (siche z.B. [65]) und besitzt

die allgemeine Form

47t

<£L’ ‘e_it(D2+Q>‘ a:> = (L)% {ao(z; Q) —itas(z; Q) — P as(2;Q) + O ()} . (F.5)

Hier stellt Q(x) ein glattes Matrixpotential dar. Weiterhin verkérpern die a,,, die man {ibli-
cherweise als Heat-Kernel-Koeffizienten bezeichnet oder auch Seeley-Koeffizienten nennt,
tensorielle Polynome in der Kriimmung, in () und in deren kovarianten Ableitungen. Sie
haben die Massendimension n und besitzen dieselbe Matrixstruktur® wie D? + Q; sie
hingen also von dem betrachteten Feldraum ab. Handelt es sich bei D? 4+ Q um einen
Operator, der auf Felder wirkt, deren Komponenten keine Nebenbedingungen erfiillen und

somit voneinander unabhéngig sind, so nehmen die ersten drei Koeffizienten die folgende

2Wenn hier von “Matrixstruktur” die Rede ist, so ist dies hinsichtlich eventuell vorhandener Lorentz-
und/oder Spinorindizes zu verstehen.
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Form an:®
aO(xaQ) = ap = 1 5
ax(7;Q) = P, (F.6)
ay(7;Q) = in RS _ R m%uﬁm1+hﬂ+in7wwa@
R 180 \ved w 2 12 H 6 '

In den obigen Ausdriicken bezeichnet 1 die Einheitsmatrix auf dem Raum der betrachteten
Felder, und P ist wie folgt definiert:

PEQ+éRL (F.7)

Weiterhin ist R, der durch den Kommutator
R =[D,,D,)=D,D,—-D,D, (F.8)

definierte Kriitmmungsoperator.
Setzt man die asymptotische Entwicklung (F.5) in (F.1) ein, so ergibt sich fiir die

Operatorspur des Heat-Kernels

d

. i 2

Tr [e‘lt(’y*@)} = (ﬁ) /ddx VI {trag —ittras(z; Q) — t* tras(z; Q) + O (t°) L(F.9)

T

wobei “tr* die Matrixspur bzgl. der jeweiligen Tensor- oder Spinorindizes symbolisiert.
Sehen wir uns die Koeffizienten a,, etwas genauer an. Fiir beliebige Skalarfelder ¢ gilt

D,D,¢p = D,D,¢ und somit R, = 0. Folglich trégt hier der RaﬁRo‘ﬂ—Term nicht zu a4

bei. Im Fall von beliebigen Spin-s-Feldern F),, . (z) mit ganzzahligem Spin s > 1 erhélt

man

Rap Fpiy..ps () = Z Ropus™ Frr i appuigr.ons (T) - (F.10)

i=1
Demzufolge liefert R,sR*? in diesem Fall einen nichtverschwindenden Beitrag zu a4, der
eine (d® x d*)-Matrixstruktur aufweist. Fiir beliebige Vektoren bzw. Tensoren zweiter Stufe
ergibt sich hiermit

(RasR*),, = —RaguB,,

14

(RaﬁRaﬁ) = _RaﬁwRamp Jvo — RaﬁvvRama Gup + 2Ra6upRa6w . (F11)

nvpo

3In Rahmen der Einstein-Hilbert-Trunkierung benétigt man nur die ersten beiden Koeffizienten ag oc
% und as o r—2, wohingegen fiir die Analyse von Trunkierungen, die zusitzlich in der Kriimmung
quadratische Invarianten enthalten, auch der dritte Koeffizient a4 oc 7 erforderlich ist.



239

Von nun an beschrédnken wir unsere Betrachtungen auf Matrixpotentiale der Form
Q) = qR1,) mit reellem, konstantem ¢ und auf die Klasse der sphérischen Réume S,
Da in diesem Fall der Kriimmungsskalar R eine Konstante darstellt, bietet es sich an,
an(7;qR1(s)) = an(q) zu setzen. Fiir die ersten beiden Heat-Kernel-Koeffizienten aus
Gleichung (F.6) erhdlt man somit ag(q) = ag = 1() und as(q) = (1 + 6¢q)/6R1(,). Bei
diesen Ausdriicken ist die gesamte s-Abhéngigkeit in der Einheitsmatrix 1, verborgen,
ansonsten sind sie unabhéngig vom Spin s des Feldes. Das gilt nicht fiir den Koeffizienten
a4. Zum Beispiel ergeben sich fiir Skalarfelder, Vektoren und Tensoren zweiter Stufe (in

dieser Reihenfolge) die Ausdriicke

1 [bd2—Td+6
CL4(Q) = % {W + 60q + 180(]2] 1) R? , (F.12)
1 [5d% —7d% + 6d — 60
la4(9)], = 355 { 1) +60q + 180q2} (1w),, B (F.13)
1 [5d® —7d%+6d — 120
[a4(q)]wpg = % [ dQ(d— 1) + 60q—|— 18Oq2:| (1(2))lwpa R2

1 2

+m (9w Gpo = GuoGup) I - (F.14)

Hier unterscheiden sich also die Faktoren vor den jeweiligen Einheitsmatrizen. Letztere

= GupYvo-
uvpo
Bis zu diesem Punkt wurden ausschliefllich Felder betrachtet, deren Komponenten

sind wie folgt definiert: 1¢p) = 1, (1(1)>;w = g, und (1(2))

allesamt unabhédngig voneinander sind. Fiir Felder, die Nebenbedingungen unterliegen,
wie transversale Vektoren &, und ST*-Tensoren h],, kann man die Gleichungen (F.6)
bzw. (F.13) und (F.14) nicht direkt verwenden. Man kann diese jedoch dazu benutzen,

um die entsprechenden Heat-Kernel-Koeffizienten fiir £, und h,,, zu berechnen. Abgesehen

T
von den Koeffizienten in (F.6), (F.13) und (F.14) bendtigt nqan fiir diese Rechnung im
wesentlichen nur noch die sphirischen Harmonischen und die zugehorigen — D?-Eigenwerte
aus Anhang E sowie die Gleichungen (1.21) und (1.12) zur Zerlegung von beliebigen
Vektoren €, und beliebigen symmetrischen Tensoren h,,, .

Aus der Kombination der T- bzw. TT-Zerlegung mit den Ergebnissen aus Anhang E
ergibt sich, dafl der Raum aller Vektoren ¢, bzw. aller symmetrischen Tensoren h,, auf

S? durch den Satz von orthonormalen D?-Eigenfunktionen
{T)"|me{l,....Dy(d,1)}, 1=12..}

U {(Al(d,o))‘%DuTlm me{1,...,Dy(d,0)}, | = 1,2,...} (F.15)
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bzw.

{T)|me{l,....D(d,2)}, 1=2,3,...}

U { (2 (Al(d, 1) — g))_ (D, T!™ + D, T'™)

U { (Al(d, 0) (% Ay(d,0) — g))_

m e {1,...,D,(d,0)}, l:2,3,...}

(SIS

m e {1,...,Dy(d, 1)}, 1_2,3,...}

D=

1
(DNDV ~ 0w Dz) Tim

U {%QWTZ"LWLE {1,...,Dy(d,0)}, l:O,l,...} (F.16)

aufgespannt wird. Dabei verkirpern die verschiedenen 7 die gem#f der Gleichung (E.2)
normierten sphérischen Harmonischen.

Im néchsten Schritt ersetzt man in der Spurformel (F.3) die Funktion f durch die
Exponentialfunktion und setzt dann in den resultierenden Ausdruck die obigen Eigen-
funktionen (F.15) bzw. (F.16) ein. Darauthin benutzt man die Kommutatorrelationen
aus Anhang I, um die kovarianten Ableitungen D, die durch die T- bzw. TT-Zerlegung
eingefithrt werden, an der Exponentialfunktion vorbeizuziehen. Dadurch erreicht man,
daf} samtliche kovarianten Ableitungen zu Laplace-Operatoren zusammengefiigt werden
konnen. Insgesamt werden durch die oben beschriebenen Umformungen die Heat-Kernel-
Spuren fiir €, und h,, in Heat-Kernel-Spuren fiir die zugehorigen Komponentenfelder
zerlegt. Diese Zerlegungen sehen wie folgt aus:

Trqry [ (P08 | = Ty [e 78 (OR) | 4 Ty [ M (PHEER)| — e n 48R (517)

Tr(2s) [e—it(D2+qR)] = Tresr2) [e—it(D2+qR)} + Tran) |:6—it(D2+<%+q)R):|
+Tr (g |:€—it(D2+(%+Q)R):| + Tro) [e—it(DuqR)} _ e‘it(ﬁﬁLq)R

—(d+ 1) e M (FTra)R Ld; D u(atrn (F.18)

Der letzte Term in (F.17) sowie die letzten drei Terme in (F.18) gehen indirekt aus
denjenigen sphirischen Harmonischen 7" und Tlim hervor, die nicht in den Mengen von
Eigenfunktionen (F.15) bzw. (F.16) enthalten sind. Im einzelnen ergeben sich diese Terme
wie folgt: Der letzte Term in (F.17) entstammt der konstanten Eigenfunktion 7%! des
Operators D? + (dq + 1)/d R. Weiterhin sind die Eigenmoden T%! = konstant und 7™
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des Operators D? + (2/(d — 1) + ¢q)R fiir den drittletzten bzw. den zweitletzten Term
in (F.18) verantwortlich. Wie bereits in Abschnitt 1.3 dargelegt wurde, stellen die ersten
kovarianten Ableitungen der 7% die PCKV von S¢ dar. Ferner resultiert der letzte Term
in (F.18) aus den Eigenmoden T, des Operators D* + ((d +1)/(d(d — 1)) 4 ¢)R. Diese
sind gerade die Killing-Vektoren auf S¢.

Die angesprochenen Subtraktionsterme kompensieren die “unphysikalischen” Beitrige,
die in den wvollstindigen Spuren fiir die Komponentenfelder auf der rechten Seite der Glei-
chungen (F.17) und (F.18) auftauchen. Das lafit sich folgendermaflen erkennen: Betrachten
wir die Operatorspur aus Gleichung (F.3). Wir lassen nun die Beitrége von einigen Mo-
den weg, die hier durch Uy, ..., Uy, verkérpert werden. Die resultierende Spur, die nur
die Beitréige von den iibrigen Moden enthélt, bezeichnen wir mit Tr{;iy)[f(—D?)]. Dann
impliziert (F.4) die folgende Beziehung zwischen Tr{;iqy) [f(—D?)] und der wvollstindigen

Spur Tr(ye)[f(—D?)]:

T [F(=D)] = Trep[F(-D3] = 3 f(R) - (F.19)
ke{k1,..kn}
Diese Regel fithrt in der Tat zu dem letzten Term in (F.17) und den letzten drei Termen
in (F.18).

Kommen wir nun zu der Bestimmung der gesuchten Heat-Kernel-Koeffizienten zuriick.
Als néchstes wird die asymptotische Entwicklung (F.9) in beide Seiten der Gleichungen
(F.17) und (F.18) eingesetzt. Dann vergleicht man die Ausdriicke nach Potenzen von
R, was zu den folgenden Beziehungen zwischen den Seeley-Koeffizienten fiir beliebige
Vektoren bzw. beliebige symmetrische Tensoren und denjenigen fiir die jeweiligen Kom-

ponentenfelder fiihrt:

tr aO’(lT) = tr 0,0’(1) — tr ao‘(o) s (F20>
dg+1 1
tras(q)lry = tras(q)ly) — tra yi ) + E(Sd,g R,
(0)
dg+1 1 1
trasdg)ory = trauq)|y — trag y > + Zéd’g (142¢) R* + ﬁ5d,4 R?
(0)
bzw.
traologrey = traolug) — traolgp — 2 traoly (F.21)

d+1
tras(q)]gsrey = tras(q)lps) — tras (m + q)

2
— tras (— + q>
a7 d—1 0

7
— traz(@)] ) + 5002 R
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d+1 2
tl”CL4(‘])|(2ST2) = tra4(q)|(23) — tray m +q . — tray 71 +q

2
3

(0)

7
—tr a4(Q)‘(O) —+ 5d,2 (4 —+ —q) R2 + 5d,4 R2 .

2

Die zu 642 bzw. d44 proportionalen Terme gehen aus den oben diskutierten Subtraktions-
termen auf der rechten Seite von (F.17) und (F.18) hervor. Die Reihenentwicklung dieser

2 2m

Subtraktionsterme bzgl. R oc r—* ist von der Form Zﬁ:o boy,r—°™, wahrend die Terme

[ d%xz\/gtra, der Heat-Kernel-Entwicklung proportional zu =" sind. Durch Vergleich

™ pur dann zu

der Potenzen von R oc 1/r? findet man, daf ein gegebener Term b, r 2
i ddx\/g tr a,, beitragt, wenn er die Bedingung —2m = d —n erfiillt. Somit liefert ein Term
der Form bo,,r~2™/( [ d*z,/g) bei festem n und m héchstens fiir einen bestimmten Wert
von d einen Beitrag zum Seeley-Koeffizienten tr a,|q7) bzw. tr ay|@og72). Insbesondere er-
gibt sich daraus, daf die Subtraktionsterme in (F.17) bzw. (F.18) nicht zu tr ag|r) bzw.
tr ag|(2s72) beitragen, wohl aber zu tr as |7y und tras|ry bzw. tras|psr2) und tray|sr2).
Dabei sind die Beitrége zu den as- bzw. as-Termen von der Form dg2 by/ r? bzw. 0.2 ba/ rt
und 64,4 bo /7.

Die rechten Seiten der Gleichungen (F.20) und (F.21) enthalten nur noch Matrixspu-
ren von Seeley-Koeffizienten fiir solche Felder, die keine differentiellen Nebenbedingun-
gen erfiillen, oder sie lassen sich zumindest vollstdndig durch solche Spuren ausdriicken.
Um die genannten rechten Seiten auswerten zu konnen, mufl man also lediglich tray,
tras und tray fiir Skalarfelder ¢, fiir beliebige Vektoren €, und fiir beliebige symmetri-
sche Tensoren h,, berechnen. Im Fall der Skalarfelder gilt wegen 1y = 1 offensichtlich
tra,(q) = an(q). Bei Vektoren werden die Matrixspuren gemé8 tra,(q) = ¢"[an(q)]w

ausgewertet. Dementsprechend erhélt man aus (F.6) und (F.13)

1+ 6¢q
tras(q)ly = 5 dR,
1 [5d° — 7d* + 6d — 60
tr a4(q)|(1) = 360 { dd—1) + 60dq + 1800lq2 R% . (F.22)

Wenden wir uns nun den symmetrischen Tensorfeldern zu. Um die Heat-Kernel-Koef-
fizienten fiir diese Felder zu bestimmen, mufl man zunéchst einmal den Heat-Kernel von

Tensoren zweiter Stufe, die keinerlei Nebenbedingungen erfiillen, geméfi der Gleichung

<:v ‘e—is<D2+qR)‘ x>‘“’p"

(25)
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Tabelle F.t1: Heat-Kernel-Koeflizienten

Feld | trag tr as(q) tr as(q)
o7 (d . 2) (d+1)(d+2)(d—5+3 éd,Q)R (d+1)(5d*—22d>® —83d2 —392d—228+-1440 §4 2 +3240 6d’4)R2
- 12(d—1) 720d(d—1)2
d d—2)(d d+1)(d+2)(d—5+3 4 d—2)(d
Tensor | o ( -2%1) —|—q( 2)2( +) p + (d+1)( ;()é_l)Jr d.2) [32 1 ( 2{4( +1) p2
d12)(d—3)16 6 5d*—12d3—47d?—186d+180-+36004,2+720 04,4 152
T- d—1 WR 360d2(d—1) -2 “R
Vektor B — (d+2)(d—3)+6 54,2 2 2 d—1 p2
+Q(d 1)R +QTMR +q TR
146 5d?—7d+6 P2 | 1 2, 1.2 p2
Skalar 1 TqR 360d(d—+l)R + EQR + §q R

I <x ‘6—15<D2+qR)‘ x>’“’””

I <x ‘e—is(DQ-i-qR)‘ x>”’””

o } (F.23)

symmetrisieren. In Verbindung mit Gleichung (F.9) ergibt sich daraus die folgende Bezie-

(2)

hung zwischen den Heat-Kernel-Koeffizienten von symmetrischen und nichtsymmetrischen

Tensoren zweiter Stufe:

1
LA O B L Q)P B L) e I
+ [an(q)]uuo'p (2) + [an(q)]yuop (2)> : (F24>
Insbesondere erhélt man (12s))upe = (JupGve + Guogup) /2. Da sowohl ay als auch a,

immer proportional zur Einheitsmatrix 1 sind, muf man fiir diese lediglich (1(2g))up0 in
die entsprechenden Ausdriicke aus (F.6) einsetzen, um an agl(2s) und as|2g) zu gelangen.
ayl(2s) bestimmt man durch explizites Einsetzen des Ausdrucks aus (F.14) in (F.24).

Die Matrixspur der Heat-Kernel-Koeffizienten fiir Tensoren zweiter Stufe berechnet

man geméB tra, = ¢"?¢""[a,(q)]wpo- Fiir die symmetrischen Tensoren ergibt sich damit

1
traolg) = éd(d—i- 1),
1+ 6¢q
traz(q)|osy = 19 dld+1) R,
1 [5d* —2d> — d? — 114d — 240
tras(q)l g = =0 Y +60g(1 + 3q)d(d+1)| R?*.(F.25)

Um die gesuchten Heat-Kernel-Koeffizienten fiir 7-Vektoren und S7T2-Tensoren zu erhal-

ten, miissen jetzt nur noch die a,|g (= tran|g)) und die Matrixspuren aus (F.22) und



244 Heat-Kernel-Koeffizienten fiir Felder mit diff. Nebenbedingungen

(F.25) in die Gleichungen (F.20) bzw. (F.21) eingesetzt werden. Die daraus folgenden
Resultate werden in Tabelle F.t1 zusammengefaft.

Schliefen wir diesen Teil des Anhangs mit der folgenden Anmerkung zur Anwendbar-
keit der asymptotischen Entwicklung (F.5) ab: Da letztere nur im Limes |t| — 0 giiltig ist,
darf man sie im allgemeinen natiirlich nicht Term fiir Term {iber Re(t) = s oder Im(t) = ¢
integrieren. Dies ist jedoch immer dann moglich, wenn der Heat-Kernel mit einer “Test”-
Funktion gewichtet ist, die die Beitrdge von (zu) grofien s- bzw. e-Werten unterdriickt.
Bei der in Anhang C.2 diskutierten Anwendung der asymptotischen Entwicklung ist dies
in der Tat der Fall.



Anhang G

Koeffizienten aus I‘,g) g, g]

Fiir beide im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Trunkierungen wurde jeweils der Ma-
trix-Differentialoperator F,(f) [g, g] berechnet. Seine Eintrége finden sich in den Gleichungen
(3.16) bzw. (5.8) wieder. Diese enthalten bestimmte Funktionen der Dimensionalitét d und

des Eichparameters «, welche im folgenden definiert werden.

ant) = HGEIER L Grl) = - TR A =
Grld) = =5 Anldia) = 52D

Asld,) =~ AT Aald) = T () = SR
Ags(d, o) = (d—2)(d+2)a? + (d;—a 10d + 8)ar + 2(d — 2) |

Bsild,a) = =5 = 12)(%ﬁ @—g Pelda =10 2)2§d2(d )
)=~ g Ol = T M,
Calda) = =T Bdia) =~ (Gald = 1) = (d-2)
Fur(da) = 21000 =2) ~2(d - Z)jiza(d— D=2

Patd,0) = 201 =200 = lo = D G2 o bd=4),

Gty = IO | g = IO = (1) (e
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Anhang H

Koeflizientenfunktionen in den
B-Funktionen der R?-Trunkierung

H.1 Die Koeffizientenfunktionen

Im folgenden werden die Koeffizientenfunktionen A;, B; und Cj, die in den 3-Funktionen
der R2-Trunkierung aus (5.19)-(5.21) auftreten, explizit angegeben. Die in den nachstehen-
den Ausdriicken enthaltenen Koeffizienten h;(d) stellen Funktionen der Dimensionalitét
d dar und werden in Abschnitt H.2 definiert.

A1y i Bis d) = =20 +2(47)1 2 gy (hs(d) Do (—2Ak) — 2d Dy 5(0)
+647 g G Wg}lz;l(gkﬁm —2X\i;d) — hl(d)\Pg}E;o(gkﬁk, =2\ d)

+327 g1 ‘1’(11}12;2(91{5/1@7 —2Mk; d)) (H.1)

As(\i, gis B d) = N — (47)12 g, (hS(d) Ef)cll/z(—z)\kz)

— Py ()T 0.0 (905 =223 d) + 32 g3 W o (95 Brs =2\ d)) (H.2)

As( e, g Brs d) = —8(47)2 7% g2 By \T’g;/lz;o;l(gkﬁka —2)y; d) (H.3)

[S]ISH

Bi(Ak, gk, Br; d) = 4(47T)17 {h9(d) (I)cll/Qfl(_z)‘k) + hio(d) (I)il/%l(o)

32 . 1 .
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16
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16 ~1. ~o.
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16 ~0.
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+32hs(d)m gi B @2}12;0;0(%&, —2\; d) — ho(d) (327 giBi)? W d/2 21 (9Bks =215 d)

—hs(d)(32m gp i) ¥ d/2 11 (8%, —2k; d) — 32h4(d) T gr. Ok ‘32}22;0;1(%51@, —2Ag; d)}

Ci( Ak, g, Br; d) = (470—% {h14(d) (1)31/2—2(_2)‘19) — hig(d) Cbé/z—z(o)

+64h15(d) T g1 B, ‘1’2;/12_2;1(%@, —2X\i;d) — h1(d)h15(d)‘1’2}12_2;0(9kﬁk, —2Xi; d)

+32h15 ()7 GOk Uy (ks =223 d) — 3207 (d)7 g B Pl (—2M1)
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16 ) 16 .
+§h3(d)7T 9Bk ‘1’2}12_1;0(9kﬁk, =25 d) + Ehw(d)ﬁ 9Bk ‘I’i’/lz_l;l(gkﬂk, —2Xg; d)

1 ) )
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1 ,
= 5o () (327 gBe)* Wy 5(9kBk, — 203 )

32 . 1 .
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1 . .
_6h2(d)(3277 gkﬁk)2 \1’3}22_1;4(9k5k7 —2Ak; d) - hll(d)(327T 9kﬁk>2 ‘I’Z’/Og;l(gkﬁk, —2A; d)

()7 9B PFja(—2Ak) + h11(d) (327 giBi)? ‘93}02;2(%51@, —2\; d)
—32h11(d)h21(d)7T 9B ‘113;/02;1(%51@7 —2\p; d) + h23(d) q)3/2(_2/\k) + h24(d) (13?1/2(0)
—hy(d)(327 gkﬁk)z ‘I’iz;/lg;l(gkﬁk; —2Xi; d) + 32ha(d) has (d) T grBr ‘1’2}12;0(%@7 =2\ d)
(

+ho(d)(327 grBr)? \Ilcll;/2233(gkﬁk, —2p; d) — har(d) (327 gk )? \chll;/22;2(gkﬁk:a o d)
P 1 Va0 =20 - gh“(d)Z U o (98B, — 2\ d)
(R g ‘1’2;/22;1(%&, =23 d) = 32ha(d)has (d)7 g1 B ‘Ij(c)l;/22;0(gk6k, =2\ d)
L hald)32r 0 L, (0B~ 2rcs )

2 )
+§h2 (d)has(d) (32 gBx)? ‘DZ’/Qz;g(gkﬁk, —2\p; d)

—48hy(d)ha(d)m g By ‘113;/22;2<9kﬁk7 —2X; d) + 2h3(d)* (32 g ) ‘1’2;/32;3(%@, —2X\i; d)

—3hy(d)hs(d)hao(d) (327 gi Bk )? ‘1’2;/32;2(%@4, —2\i; d)
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+§h1(d)h4(d)h28(d)7r 9Bk q’g}gg;l(gkﬁk, —2X\i; d) — hy(d)ha(d)? g’g}gg;o(gkﬁk, —2)\p; d)
+3h(d)hao(d) (327 g Br)* W o4 (91 Ok, =2k )
4

—§h4(d)h28(d)(327f 9kBe)” ‘1131}32;3(91@51@, 2\ d) + 96hy(d)* 7 gi Bk \P;}SQ;Q(Qkﬁk, —2\i; d)

2 .
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+ha(d)* (32 g1 Bi) U6 (91 Bk —2; d)

967 gpBr  11RO(0) + 1927 gkﬁk]
- + 04,2

2 1— 2\ 2(1 — 20 )2
288w gk ﬁk -1 1
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_ 967 gi. By — 1 B 247 gi By ] 5 } (H.7)
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Co(Ne, g By d) = —=(47) "2

3077 L) B o200 = (D@D 150, =20 )

~1. 16 ~1.
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~ 1
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32 ~.
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1 1 ~.
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—2ho(d)hs(d) (327 gkﬁk) d/2 5.0(9k Bk —2Ax; d)
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250

Koeffizientenfunktionen in den 3-Funktionen der R2-Trunkierung

1
03(>\k7 9k, ﬁka d) = _5(47‘-)_

—64hy (d)hs(d)ha(d)7 grBr @2}32;1;0(%51{, —2\g; d)
—ha(d)ha(d)? \1’2/2 0:0 (9 Bk, =253 d)
+hs(d)*(327 g Br.)? d/240(gkﬁk, —2\i; d)
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1 1
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d
2
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+16
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1 ~0
—5ha(d) (327 901" Wy 11 (94, =205 d)

16 ~q.
——hy(d)T 91Ok \1’2’/22_1;0;1(%@, —2\: d) — hy1(d) (327 guB)> U d/g 1:0(9 Bk, =243 d)

3
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—48hy(d)ha(d)m gr. Py E’é}égq(%ﬁb —2\i; d)

—hay(d)hs(d)(32m g i) ¥ d/2 20 KBk, —2A; d)
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—32h3(d)ha(d)m gr. 5y \I’d}g.o.o(gkﬁk, —2Xi; d)

—ha(d)*(327 gu3)? T d/2 01 (9B, —2Xk; d) + ha(d)* (327 gkB)* W d/2 20 (1 Bks —2Ax: d)
+2h3(d)ha(d) (327 gi3r)? \de;/zﬂ;l(gkﬁk? —2\; d)

+32h4(d)*7 g @2}32;0;1 (9xBr, —21; d)

+2hy(d)hs(d) (327 gkﬁk) d/z 51 (9K Bk, —2A; d)

+205(d)ha(d) (327 g1Br)” Wiy (91 Bk =25 d)

+ha(d)?(327 giBy)® ¥ d/24 LGk B, =2 d)

967 g Oy 50 367 gr B B 247 gy, By 5
1— 2\, 1447 g B — (1 — 2X,) 967 gi, B — (1 — 2M) | **

(H.9)

Wie die zu 042 proportionalen Terme in den B-Funktionen der Einstein-Hilbert-Trunkie-
rung, so entstammen auch die in (H.7), (H.8) und (H.9) enthaltenen zu d,2 bzw. 644
proportionalen Terme drei unterschiedlichen Quellen. Erstens tauchen darunter die -
Terme aus Gleichung (5.12) wieder auf. Weitere Beitrdge kommen durch das explizite
Subtrahieren unphysikalischer Beitrdge von den vollstdndigen Spuren zustande, was ge-
rade bei den mit Strichen versehenen Spuren der Fall ist. Einzelheiten dazu kann man
wiederum Anhang C.2 entnehmen. Kurzgefafit gehen die entsprechenden Terme aus der
Entwicklung von verschiedenen Funktionen f(R) nach ihrem Argument R hervor, wobei
im Fall d = 2 nur die Terme f(0) + f’(0)R zu beriicksichtigen sind und im Fall d = 4
lediglich der Term f(0). Nur diese Terme liefern einen Beitrag zum Renormierungsgrup-
penflufl in dem trunkierten A-g-5—Raum. Den dritten Beitrag zu den zu d42 oder 644
proportionalen Termen in (H.7)-(H.9) liefern schliefllich die Heat-Kernel-Entwicklungen
fiir Felder mit differentiellen Nebenbedingungen.

H.2 Diverse d-abhingige Koeffizienten

Im Anschluf werden die in der entwickelten Funktion Si(R) aus Gleichung (5.12) und in

den obigen Koeffizientenfunktionen enthaltenen h;(d) aufgelistet. Weiterhin werden einige
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ausschliefllich in Anhang J.2 auftretende Funktionen h;(d) definiert.

d—2 d—4 d? — 8d + 4 (d—2)(d —4)
h(d) = —=, hy(d) = ——, hg(d) = ————, hy(d)= —— 1~
d) =77 held) === hald) 2d(d —1) «(d) dd—1)
d?> —4d — 2 (d— 4)? 5d* — 483 + 148d°* — 112d + 16
hs(d) = ————, hg(d) = ————, hz(d) =
5( ) 2d2 Y 6( ) 2d<d_1)7 7( ) 4d2<d_1)2 Y
?+d—4 (d+3)(d+2)(d* — 5d + 2) d>—6
hs(d) = ———— | ho(d) = hio(d) = —
() 7 Mld) 12d(d — 1)  aold) 3d
_(d+1)(d-2) _d*—2d3 — 5d® +16d — 14
hll(d) = 3 th(d) - 2d(d — 1) )
2(d +1) 5d5 — Td® — 139d* — 545d® — 898d? + 504d — 360
hs(d) = =22 | hy(d) =
13(d) g Ml 720d%(d — 1)? ’
5d% — Td + 6 5d* — Td® — 54d® — 180d + 180
hs(d) = 5= hig(d) =
15(d) 360d(d —1) 16(d) 180d2(d — 1) ’
_(d+2)(d+1)(d-5) _(d+2)(d° — 5d* — 5d® + 43d* — 68d + 18)
hy(d) = — , his(d) = — ,
12(d — 1) 12d42(d — 1)
5d% — 28d + 20 (d+3)(d—2)
hig(d) = hoo(d) = ——220 2
19() 2d(d—1) 20(d) 3d2 ’
d? — 3d + 4 (d—3)(d® — d* — 4d + 8)
hor(d) = 2———"— | hyy(d) =
2(d) dd—1) z2(d) 4d(d — 1) ’
_d% —5d° + 3d* + 31d® — 86d° + 98d — 50 _d+3
hos(d) = 2B 1) » haa(d) = —2=—5=
3d* — 12d® + 9d* + 24d — 40 d? — 6d +2
25(d) 4d(d — 1) + fras(d) dd—1)
_15d* — 178d° + 62842 — 632d + 176 _9(d? —6d +4)
har(d) = 4d2(d — 1)2  hasld) = - 2d(d—1)
5d* — 52d° + 168d% — 128d + 16 3d? — 16d + 12
hoo(d) = hao(d) =
2(d) Ad?(d — 1)? + faold) 2d(d—1)
5d6 — 27d° — T1d* — 405d3 — 342d> — 960d + 360
hgl(d) =

720d2(d — 1)? ’

b — 3d° — 7d* + 5d® + 26d2 — 82d + 12
12d2(d — 1)?2 ’

dS — 5d° + 7d* — 13d® + 42d? — 42d + 2
2d2(d — 1)? ’

h32 (d) = —

h33(d) =
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5d% — 7d® — 119d* — 593d> — 846d? + 480d — 360
h34(d) = 5 5 s
360d (d — 1)
dS — 3d® — 11d* 4 9d® + 54d? — 134d + 36
h35(d) = — 5 3 s
3d (d — 1)
dS — 5d° + 7d* — 9d3 + 46d°> — 62d + 14
hsg(d) =
36( ) 3 dQ(d— 1)2 ’
(d+2)(d3—6d2+3d—6) d* —2d® +3d> — 4d — 2
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() 3d(d — 1) » as(d) d(d—1) ’
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45d(d — 2) 90d(d — 1)(d — 2)
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h41(d) = —2 5 s
3d2(d — 1)(d — 2)
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u(d) dd—1)d—-2) 5(d) & ’
d* — 13d? — 24d + 12 d* —2d%® — d? — 4d + 2
hag(d) = — ha-(d) = H.1



Anhang I

Kommutatorrelationen fiir maximal

symmetrische Hintergrundriume

Im folgenden werden die Kommutatorrelationen aufgelistet, die benutzt wurden, um die
Gleichungen (3.13) aus Abschnitt 3.3, (5.6) aus Abschnitt 5.2 sowie (F.17) und (F.18) aus

Anhang F herzuleiten. Sie gelten fiir alle maximal symmetrischen Hintergrundmetriken.
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— y o D? <D2 + d—> 0 + kov. Divergenz

(Du + D&, ) exp (D?) (D€ + D'€")
= —2@ (D2 + %) exp (D2 + %) " 4 kov. Divergenz
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D,5) exp (D?*) D" = —6 D? exp | D* +
I

d—1

[ - R
oD? <D2 4 ﬁ) exp (

|

_ 2R
D24 =t
T

) 0 + kov. Divergenz (1.8)

_ _ _ 1 _
gWDQ) &} exp (D?) (D”D” — agWD?) G

) 0 + kov. Divergenz (1.9)



Anhang J

Niaherungslosungen fiir den

nicht-Gaufischen Fixpunkt

Wie bereits in den Kapiteln 4 bzw. 6 erwdhnt wurde, sind die 3-Funktionen beider in
dieser Arbeit diskutierten Trunkierungen viel zu kompliziert, als dafl sich aus ihnen die
exakte Position des nicht-Gauflschen Fixpunkts analytisch bestimmen liee. Im Rahmen
einer (teilweise) storungstheoretischen Behandlung ist es jedoch sehr wohl moglich, Ndhe-
rungsformeln fiir seine Koordinaten im Raum der Kopplungen herzuleiten. Die daraus
folgenden Resultate dienen wiederum als Ausgangspunkt fiir eine numerische Bestim-
mung der exakten Position des jeweiligen nicht-Gaufischen Fixpunkts. Diese numerischen
Ergebnisse bilden den Kernpunkt der in den Abschnitten 4.3 bzw. 6.3 préasentierten Fix-
punktanalysen. Im folgenden werden wir uns statt dessen mit der Herleitung der besagten

Néaherungsformeln befassen.

J.1 Der nicht-Gaufische Fixpunkt in der Einstein-
Hilbert-Trunkierung

Beginnen wir unsere Betrachtungen mit den @3-Funktionen der reinen Einstein-Hilbert-
Trunkierung. Um einen ersten Eindruck von der Position des Fixpunkts zu gewinnen,
fithren wir zuerst die denkbar einfachste Ndherung durch und setzen A\, = A, = 0. Da-
durch wird der Renormierungsgruppenfluff auf die g-Achse des Raums aller Kopplungen
projiziert. Als einzige Bedingung fiir den nichttrivialen Fixpunkt bleibt dann lediglich die
Gleichung ny. = 2 — d iibrig. Nach g, aufgel6st, nimmt diese Gleichung die nachstehende
Form an:
2—d

P T BiOwiad) — (d—2)Bs(h o d) (J.1)

256
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Die hier auftretenden Koeffizientenfunktionen B; und B, sind diejenigen aus Gleichung

(3.32). Setzt man jetzt A, = 0, so vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

2—d a_ ~
5 = 2 ) s 100+ k) B 1 (0) + () 8,00
+ky(d, @) B2,5(0) + 36 Lo B (J.2)
BT a2 P12 120, ' '
Dabei stellen &y, ..., ks d- und a-abhéngige Koeffizienten dar, die wie folgt definiert sind:
_dt—4Ad? - 9d* — 12 _ (d—2)(d* — 13d* — 24d + 12)
ki(d) = 12d(d—1) ka(d) = 24d(d — 1) ’
d* — 4d® + 9d*> — 8d — 2
ks(d, o) = — —(d—2
3(,0[) 2d<d—1) ( )Oé,
(d—2)(d* —4d® + 5d*> —8d +2) (d—2)?
ky(d, ) = — — . .
1(d: @) 4d(d —1) 2 (J:3)

Verwendet man z.B. die exponentielle Profilfunktion (2.8) mit s = 1 und setzt d = 4 und
a = 1, dann ergibt sich aus (J.2) der ungefihre Wert g, ~ 0.590. Dabei wurde benutzt,
daB diese Profilfunktion zu ®!(0) = x2/6, ®2(0) = 1, ®1(0) = 1 und B2(0) = 1/2 fiihrt,
vgl. Anhang K.

Die obige Naherung liefert lediglich erste Informationen iiber die Projektion des Fix-
punkts auf die g-Richtung. Um an die entsprechenden Informationen bzgl. seiner A-
Komponente zu gelangen, mufl man sich eines anderen Approximationsverfahrens be-
dienen. Fiir solche Zwecke bietet es sich i.a. an, die 8-Funktionen zu entwickeln und dann
aus den Resultaten der Entwicklung die Position des Fixpunktes ndherungsweise zu be-
stimmen. Im vorliegenden Fall nehmen die B-Funktionen 3, und 8, aus den Gleichungen
(3.28) bzw. (3.30), nachdem sie um A\, = gx = 0 entwickelt und Terme von dritter und

héherer Ordnung in den Kopplungen vernachléssigt wurden, die folgende Form an:

BaOws gii 0, d) = =2\ vad gi+ |2d(d = 1+ 20)(4m)" % @F5(0) — (d — 2) wla)]

1
XMk gy + 5d(d + 1)(d = 2)(4m)' fua(0) B},(0) 62 + O (&) |
By, giia,d) = (d—2)gr — (d—2wala) g; + O (g°) - (J.4)
Dabei wurden die Beziehungen

d
—®P(=2a),) = 2ap T (—2a\;),
d\r,

i%ﬁ(—mk) = 2ap T (—2a)\,) (J.5)
A\
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verwendet, sieche auch Anhang K. Weiterhin sind v, und wgy(«) durch die Ausdriicke in
(4.8) und (4.11) definiert, und O (g®) steht fiir die besagten vernachliissigten Terme von
dritter und héherer Ordnung in den Kopplungen gi(k) = Ay und gx(k) = gx. Da 8,
bis einschliellich zur zweiten Ordnung unabhéngig von A ist, liefert die nichttriviale
Losung von B, = 0 hier gerade die g-Koordinate g. des Fixpunkts. Man erhilt dafiir den

nachstehenden Ausdruck:
. 2-—d

9. =wala)™ = Z(4m) A (k@) @) 01 (0) + Kold, @) B3,(0)}

Setzt man nun (J.6) in 8, aus (J.4) ein und vernachléssigt darin auch die Terme von

-1

(J.6)

zweiter Ordnung in den Kopplungen, dann fiihrt die Bedingung 8, = 0 schlielich zu
dem folgenden Ausdruck fiir die \-Koordinate \,:

vad d(d — 2)(d — 3) )
A= Qw;l(a) - g (Dd/z {kl @d/g 1(0) + ks3(d, o) <I>§/2(0)}

1

(37

Betrachten wir nun wieder den Fall d = 4, der hier natiirlich am meisten interessiert.
Bei Verwendung der exponentiellen Profilfunktion (2.8) mit s = 1 ergibt sich aus den

Gleichungen (J.6) und (J.7) beispielsweise
_ (B, 55« -
o=\ " ur T x)

1372 55 !
A = g(s)(liL S +a ) . (J.8)

Z.B. fur a = 1 folgt daraus (\,, g.) ~ (0.287,0.751). Offenkundig weicht hier g, nur relativ

schwach von dem oben bestimmten Wert g, ~ 0.590 ab.

J.2 Der nicht-Gauf3sche Fixpunkt in der R?-Trunkie-

rung

Wenden wir uns nun der R2-Trunkierung zu. Zur approximativen Bestimmung des Fix-
punkts greifen wir dabei auf dieselben Methoden wie im vorangegangenen Abschnitt
zuriick, beschrianken uns hier aber auf den Fall d > 2. Zuerst betrachten wir wieder seine
Projektion auf die g-Richtung und setzen dementsprechend A\, = A\, = 0 und g, = 3, = 0.
In Analogie zur Einstein-Hilbert-Trunkierung 148t sich dann g, allein aus der Bedingung
Ny« = 2 — d bestimmen. Fiir §, = 0 vereinfacht sich diese Gleichung derart, dal man sie
nach g, auflésen kann, was zu dem folgenden Ausdruck fiihrt:
2—d
B1(0,0,\;d) — (d — 2)By(0,0, \,; d)

Gx = (J.9)
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In diesem Fall sind die Koeffizientenfunktionen B; und Bs durch die Gleichungen (H.4)
bzw. (H.5) definiert. Setzt man in (J.9) zusétzlich A\, = 0, dann resultiert daraus

d
2

g« = (4m) 1{h43(d)‘1’3¢/21(0)+h46(d)531/21(0)+h44(d)q)3/2(0)

+har(d) 53/2@)}1 | (7.10)

Dabei verkorpern die h;(d) d-abhéngige Koeffizienten, deren Gestalt man Abschnitt H.2
entnehmen kann. Sie stehen in folgender Beziechung mit den k; aus Gleichung (J.3):
hys(d) = ki(d), hag(d) = ka(d), haa(d) = k3(d,« = 1), hyz(d) = k4(d, o« = 1). Verwendet
man also auch im Falle der Einstein-Hilbert-Trunkierung die Eichung o = 1, so stimmt
das Ergebnis (J.10) exakt mit (J.2) iiberein.’ Folglich ergibt sich unter Verwendung der
exponentiellen Profilfunktion mit s = 1 in d = 4 Dimensionen wieder g, ~ 0.590.

Indem man auf das zweite Approximationsverfahren aus dem vorangegangenen Ab-
schnitt zuriickgreift, kann man nun auch die A- und die $-Koordinate des Fixpunkts nidher
bestimmen. Dazu entwickelt man mit Hilfe der Gleichungen (K.1)-(K.4) aus Anhang K die
B-Funktionen (5.19), (5.20) und (5.21) um Ay = gx = Or = 0, was zu den nachstehenden
Ausdriicken fiihrt:

BNy g, Beid) = =2\ +vad g + O (%)
BsNe, i, Brsd) = va+ (4—d)Be + O (g°) (J.11)

Die explizite Form der Parameter vy, wg = wy(a = 1) und ~,4 ist dabei durch die Glei-
chungen (4.8), (4.11) und (6.3) festgelegt, und O (g") steht fiir Terme nter und hoherer
Ordnung in den Kopplungen g1 (k) = A, g2(k) = g und gz(k) = S

Wie im Fall der Einstein-Hilbert-Trunkierung ergibt sich g, als nichttriviale Losung

von B, = 0. Diese lautet

_ d_ _
g = wy' = (A7) {hag(d) @l 1(0) + haa(d) @3 5(0)} (J.12)
Durch Einsetzen von (J.12) in 8, = 0 erhélt man weiterhin mit (J.11)
vad  d(d— 3) 1

As = 5 Dg/5(0) {ha3(d) Pyyp_1(0) + hraa(d) ©75(0) } (J.13)

2wd
Die beiden Ergebnisse (J.12) und (J.13) stimmen wieder vollsténdig mit den entsprechen-

den Ausdriicken der Einstein-Hilbert-Trunkierung, (J.6) und (J.7), iiberein, wenn man

darin a = 1 setzt.

'Es sei an dieser Stelle daran erinnert, da8 im Fall der R?-Trunkierung simtliche Rechnungen in der
Eichung o = 1 durchgefiihrt werden.
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Zuguter Letzt benutzt man B4, um (3, zu bestimmen. Da jedoch der in [ lineare Term
fiir d = 4 verschwindet, reicht in diesem Fall das entwickelte 34 aus Gleichung (J.11) dazu
nicht aus. Aus diesem Grunde beriicksichtigt man hier zusétzlich diejenigen Terme von

zweiter Ordnung in den Kopplungen, welche linear in 3 sind. Diese Zusatzterme lauten

@265
OOy,
32,35
09, 0By

= 0,

Ak=91k=PBr=0

= —(4m)"75 {2hag(d) + 2has(d) 25(0) — 3844} -(J.14)

g =

A=9gr=PB=0

Unter Einbeziehung des nichtverschwindenden Terms aus (J.14) wird anschliefend g, aus

Gleichung (J.12) in 85 = 0 eingesetzt, was zu dem folgenden Ergebnis fiihrt:

T
= J.15
& d—4—aqw;’ (J.15)

(4m) " {hsl(d) D}y 9(0) + haa(d) @75 1 (0) + haz(d) @2/2(0)}

44+ {2 (d) + () 22,(0) — 385} { () @, 4 (0) + haa(d) 83,0}

Im d = 4-dimensionalen Fall resultiert aus den Gleichungen (J.12), (J.13) und (J.15)

beispielsweise bei Verwendung der exponentiellen Profilfunktion mit s =1

1372 79\ "
A, = g(3)(144 +2—4> ~ 0.287

13 79\ !
g = ( 7T+ ) ~ 0.751 ,

144 247

419(137% + 474)
. = ~ 0.0018 . J.16
b (47)2 906768 (J.16)

Hierfiir wurden wiederum die in Anhang K hergeleiteten Ausdriicke fiir die Schwellen-

funktionen benutzt.



Anhang K

Einige Eigenschaften der

Schwellenfunktionen

In diesem Teil des Anhangs werden verschiedene wichtige Eigenschaften der durch die
Gleichungen (3.23), (C.31) und (C.32) definierten Schwellenfunktionen &2, o Wria und
\Tff;gn;l zusammengestellt.

Richten wir unsere Blicke zuerst auf die “verallgemeinerten” Schwellenfunktionen
U2 (9B, —2X; d) und U2 (i, —2X;d) mit [ € {0,1}. Entwickelt man diese um
M = gr = B = 0 bis zur zweiten Ordnung in den Kopplungen, so ergeben sich die

folgenden Ausdriicke:

WP (g By, —2M\p; d) = _QE 1 ®p+q_m(0) +2(p+q) _2d— 1\ ¢
n;mgk ks ks = 19 . P q —
pramm d—1\" p+q—m+2 2
i )M +2+a)p+a+1) (25— ) @0 (0) A2
d—1 q+1
—32mg (—2m) QL H0) gl + O(8”) (K1)
T d=1\" Zpiqm d—1\°
Ppyra d=1\" wprg-me2 2
x P O A +2(+a)p+a+1) | —2— | &} (0) A2
d—1 g+1 _
—32mq (_2m> EHmL0) g B + O(g7) (K.2)
= d—1 a , N o
\ijz}zn;l(gkﬁka _2)\19; d) = (—2m> <(I)1Z+Q—m—1(0) + nq)f:_% (0)>
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d—1\’ Hpra—m Hpra—m+1
+2(p+q) (~25—5 ) (B0) +n@TH0) A

d—1\" /= . e
+2(p+q)(p+q+1) (—zﬁ) (@52 (0) + 0 1 (0)) A
d—1 q+1 _ _ )
—32mq <—2m> (‘I)ﬁ+q_m_2(0) +ndp (0)> gkBr +0(g°) . (K.3)

Dabei steht O (g3) fiir Terme von dritter und héherer Ordnung in den Kopplungen g; (k) =
Mo, 22(k) = gr und g3(k) = Bi. AuBerst bemerkenswert ist hier, daf in allen Termen
dieser Entwicklungen ausschliellich die konventionellen Schwellenfunktionen aus (3.23)
auftauchen, und zwar in Form der Parameter ®?(0) und 551(0).

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen aus (C.33) lassen sich die entsprechenden
Entwicklungen von ®7(—2);) und ®2(—2X;) um A\, = 0 direkt von den Gleichungen
(K.1) und (K.2) ablesen. Man erhlt:

PP(=2N;) = DPP(0) +2p PETH(0) A + 2p(p + 1) DLT2(0) A + O(N})
B2 (—2X,) = D2(0) +2p PP (0) Ap 4 2p(p + 1) BP0V N2 + O(N2) . (K.A4)

Betrachten wir als néchstes den Fall n = 0. In diesem Fall kann man die Integrale, die
die Schwellenfunktionen definieren, problemlos 16sen, und es 1d8t sich leicht zeigen, dafl
el STk

n=0ims Yn=0:mls oP ) und E)ﬁzo durch die nachstehenden Ausdriicke gegeben sind:

pPi ) = pPe
O,m(v>w> ) Q(d— 1)

0;m;l

(v,w;d) = (1+w)™” (327m — (1+ w)) -’ . (K.5)

P (w) = PP(w) = (1 +w) ™ . (K.6)

Offensichtlich héngen die Schwellenfunktionen fiir n = 0 nicht von der Wahl der Profil-
funktion R®(y) ab, ihnen kommt in diesem Fall also eine universelle Bedeutung zu.
Aus den Schwellenfunktionen ®? lassen sich noch weitere universelle Gréflen gewinnen:
Setzt man das Argument von &P gleich Null und auflerdem n + 1 = p > 1, so lafit sich
unter Verwendung der in Abschnitt 2.2 angegebenen Randbedingungen fiir R(*)(y) leicht

die folgende Beziehung beweisen:

1
o’ (0) = =—. K.7
p—l( ) r (p) ( )
Diese gilt unabhéingig von der Wahl der Profilfunktion. Folglich sind die @Z?l(O) univer-
selle Parameter.
Beschrianken wir unsere Betrachtungen von nun an auf die Familie von exponentiellen

Profilfunktionen (2.8). In diesem Fall lassen sich die Integrale, die die Parameter ®F(0)
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definieren, analytisch berechnen. Mit Hilfe der Integraldarstellung der Polylogarithmus-

funktion

Li,(z) = F(ln) /dz :ZZ__:C : (K.8)

vgl. z.B. [70], ergeben sich insbesondere fiir die ®2(0) mit p € {0,...,4} die folgenden
Ausdriicke:

0(0) =n(n+1)s"((n+1) (K.9)
DL (0)=ns"{¢(n+1) = Li,(1—s)} (K.10)
92(0) = { (1 —5) ' Lip(1—s) s ZA 1 )
3 (0) = (K.12)
2(n —1)(1—s)}'s* ™ {(2—s)Li,2(1 —s) —sLi, 3(1—s)} n#1, s#1
2 Y(n—1)] " (2m ! = 1) n#1, s=1
—[2(1— $)7 ' P {(2 — ) L% —s) - sLi%P1 - 5)} n=1, s#1
In(2) n=s=1
1 (0) = (K.13)
[ [6(n—1)(n—2)(1—s)3]" "™ {2(s2 — 35 + 3) Lin_3(1 — s)
—35(2 — s) Lip_4(1 — s) + s*Li, _5(1 — s)} n#1,2, s#1
[(n—1)(n—2)] " (1 — 25" 4327 n#1,2, s=1
[6(2n — 3)(1 — )3 ' stn {2(52 ~ 35+ 3)LiM01 — s)
“35(2 — ) L1 — 5) + 2 Li0(1 — s)} nell,2), s#1
In(27/16) n=s=1
| In(4/3) n=2, s=1
In den obigen Ausdriicken wurden die Funktionen Li*"(z) eingefiihrt. Sie sind geméB
o) > 9
Li," (z) = %@Lln(x) (K.14)

durch die partiellen Ableitungen der Polylogarithmusfunktion nach x und n definiert.
Ferner wurden die folgenden Beziehungen verwendet:

_ Li,_1(x) ‘

Li,(1) = ¢(n), Li%Y(x) -

(K.15)
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Hier stellt ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion dar.

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, daf die obigen Integrale ®2(0) nur
bei verschwindendem Argument analytisch gelost werden kénnen. Im Falle von nichtver-
schwindenden Argumenten sind hierfiir bislang keine analytischen Losungen bekannt.

Beschranken wir nun unsere Betrachtungen weiter auf die exponentielle Profilfunktion
mit Profilparameter s = 1. In diesem Fall existiert eine duflerst niitzliche Beziehung
zwischen den Parametern @7 (0) und @2 (0). In der Tat 148t sich relativ leicht der folgende

Zusammenhang beweisen:
P (0) = PP(0) . (K.16)

Diese Beziehung ist deswegen so niitzlich, weil sie es ermdglicht, auch diejenigen Integrale,

welche die @7 (0) definieren, analytisch zu 15sen.



Anhang L

Abschétzung von (Ryg)z5: Beweis
der Ungleichung (7.14)

In diesem Teil des Anhangs beweisen wir die Ungleichung (7.14) aus Abschnitt 7.3. Zu

diesem Zweck betrachten wir zunéchst die Funktion

fla,y) =av/ala—y) —/1—y (L.1)

in den Parameterbereichen @ > 1 und 0 < y < 2/5. (Offensichtlich verschwindet diese

Funktion fir a = 1 identisch: f(1,y) = 0.) Wie wir weiter unten sehen werden, erweist es
sich fiir den Beweis von (7.14) als notwendig, eine obere Schranke fiir f zu kennen. Um
diese bestimmen zu koénnen, benotigt man die ersten beiden partiellen Ableitungen von

f nach y. Fiir diese ergeben sich die beiden nachstehenden Ausdriicke:

(0,1) _ 4 . a 1
f5 N a,y) = dyf(a,y) 5 a(a_y)+2 =
d? a’ 1
0(q.y) = - flay) = — ; . L.2
5 (a,y) dny(a y) 4[a(a—y)]§+4(1—y)5 (L.2)

Mit Hilfe dieser Ableitungen kénnen nun fiir festes, aber beliebiges a > 1 die Extrema

von f bzgl. y ermittelt werden. Da die Gleichung £V (a,y) = 0 lediglich die Losung

ala+1)

) L.3
a?+a+1 (L.3)

Yy =1yo(a) =

besitzt, kann hochstens an dieser Stelle ein Extremum von f vorliegen. Setzt man g in die
obige zweite Ableitung ein, so ergibt sich f(%(a,yo(a)) = (a®> 4+ a + 1)% (a® —1) /(4a®).
Da dieser Ausdruck fiir alle a > 1 strikt positiv ist, ist fiir alle Tupel (a,y) € (1,00) x [0, 1]
die Beziehung f(a,yo(a)) < f(a,y) erfillt. Folglich ist f fiir beliebiges, aber festes a > 1

eine innerhalb des Intervalls y € [0, o] monoton fallende Funktion von y. Zudem stellt
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Yo = Yo(a) eine in dem Parameterbereich @ > 1 monoton wachsende Funktion von a
dar, was die Bezichung yo(a) > yo(a = 1) = 2/3 nach sich zieht. Insgesamt ergibt sich
daraus, daf} f fiur alle @ > 1 in dem Intervall 0 < y < 2/3 monoton fillt, es gilt dort
also f(a,y) < f(a,0). Insbesondere ist diese Beziehung natiirlich auch in dem Intervall
y € [0,2/5] erfiillt, was fiir die nachfolgenden Betrachtungen von Interesse sein wird.
Der springende Punkt besteht nun darin, dafi ein sehr einfacher Zusammenhang zwi-
schen der Funktion f und (Ry)g, besteht, mit der Folge, da sich die obigen Ergebnisse

auf (Ry) s, iibertragen lassen. Fiihrt man némlich in f(a,y) die Ersetzungen

Ay(4,0)/k% + RO (A(4,0)/k?) R 4
., Y= = (L.4)
Ai(4,0)/k? 30(4,0) (1 +3)
durch und multipliziert das Resultat dieser Ersetzungen mit 9 (A;(4,0))? /8, so erhilt

man den Ausdruck fiir (Ry)gz, aus Gleichung (7.12) zuriick. Dabei ist anzumerken, daf

wegen der Beschrinkung auf Eigenwerte A;(4,0) mit [ > 2 die zugehorigen y-Werte
tatsichlich in dem Intervall 0 < y < 2/5 liegen.! Ferner gilt a > 1, solange die Unglei-
chung R (A;(4,0)/k?) > 0 erfiillt ist. Falls es [-Werte gibt, fiir die R®(A;(4,0)/k?) =0
gilt, so verschwindet fiir ebendiese | der Cutoff des skalaren Sektors ohnehin vollsténdig:
(Ri)ss = (Ri)gs = (Ri)g; = 0. Somit darf man die oben hergeleitete Ungleichung
f(a,y) < f(a,0) ohne Einschrénkung auf (Ry)g, iibertragen. Fiir 8 > 0 nimmt sie die

folgende Form an:

(Ri)gs < %Bk RO (Ay(4,0)/k%) {2A4(4,0)/k* + RO(Ay(4,0)/k*)} . (L.5)

2

Diese Ungleichung verwendet man nun, um (Ry) ;5 (Ri),, — (Ri)g, abzuschitzen. Mit

den Ausdriicken fiir (Ry),, und (Ry)g; aus (7.12) ergibt sich

K RO (Ay(4,0)/k2)\
327 gk

(Ri)s5 (Ri)ss — (Ri)3s = ( (L.6)

X {187r 910 (20(4,0) /K% + RO(A;(4,0)/K)) — 1%} .

2

Offensichtlich vereinfacht sich die Positivititsbedingung (Ri)z5 (Ri)se — (Ri)3, > 0
hiermit zu
1
k1, R) 4+ 2M(4,0)/k* + RO(A(4,0)/k%) > —— . L.7
ol L R) + 24, 0)/K7 + RO(A(4,0)/1) > g (%

Dabei stellt v eine bestimmte nichtnegative Funktion von k, [ und R dar: Sie enthélt exakt
diejenigen Anteile von — (Rkﬁ;&, welche auf der rechten Seite von (L.6) vernachlissigt
wurden. Wegen v > 0 folgt aus (L.7) schlieBlich die hinreichende Bedingung (7.14), und

genau das galt es zu zeigen.

!Die Eigenwerte zu [ = 0 und [ = 1 sind hier auszuschlieBen, da sie, wie in Abschnitt 1.3 detailliert
erlautert wird, zu unphysikalischen Eigenmoden gehoren.



Anhang M

Globales Minimum bei Vorgabe von

ebenen Wellen als Quellen

Dieser Teil des Anhangs widmet sich der Bestimmung des absoluten Minimums der Wir-
kung S7 aus Gleichung (9.8). Dabei beschriinken wir unsere Betrachtungen auf Quel-
len der Form J = ¢ exp (ip,z, +18), d.h. auf ebene Wellen J. Im ersten Abschnitt
werden zwei Arten von Losungen der zugehorigen Bewegungsgleichung untersucht. Jede
von diesen liefert das absolute Minimum von S} in einem gewissen Bereich des (g, p, k)-
Parameterraums. Im zweiten Abschnitt wird die Funktion e;(p?), die die Ubergangsregi-
on zwischen den beiden Bereichen beschreibt, in denen jeweils eine der angesprochenen
Losungen das Funktional S; minimiert, exakt bestimmt. Der dritte Abschnitt enthélt eini-
ge rechentechnische Details, welche fiir die im ersten Abschnitt angestellten Uberlegungen

bendtigt werden.

M.1 Losungen der Bewegungsgleichung

In Abschnitt 11.3 wird die effektive Mittelwertwirkung des skalaren Modells I'x[¢] fiir
eine bestimmte Familie von klassischen Feldern ¢ berechnet, und zwar fiir ebene Wellen
¢. Fiir diese Rechnungen ist es erforderlich, einige Eigenschaften derjenigen Losungen
von 857 /6x = 0 zu kennen, bei denen auch die zugehdrigen Quellen J ebene Wellen
verkorpern. Dementsprechend beschrinken wir die folgenden Betrachtungen auf Quellen

der Form
J(z) = ¢ exp (ip,z, +10) , (M.1)

wobei € > 0 eine reelle, positive “Amplitude” bezeichnet und die Phase § in dem Intervall
0, 27) liegt. Diese Einschrankung ermdoglicht es uns, die minimierenden Feldkonfiguratio-
nen je nach Grofie der Skala k entweder exakt (im Bereich k? > M?/2) oder zumindest
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niiherungsweise fiir geniigend kleine e-Werte (im Bereich k? < M?/2) zu bestimmen. Die
Bewegungsgleichung, die es hier zu losen gilt, nimmt fiir Quellen des Typs (M.1) die

nachstehende Form an:

[Q(—D) + k24 |X|2] X = ¢ exp (ip,z, +106) . (M.2)

M.1.1 Die Lésung x o< exp(ipz + i3)

Die einfachste Losung, die man sich hier vorstellen kann, entspricht einem Feld x, das die
Existenz des nichttrivialen, entarteten Minimums (10.15), welches in Abschnitt 10.2 im
Fall J = 0 gefunden wurde, nicht “spiirt” und mit derselben Frequenz und Phase oszilliert

wie die Quelle. Setzt man den entsprechenden Ansatz

x() = xo exp (ipuz, +10) (M.3)
in die Bewegungsgleichung (M.2) ein, so ergibt sich daraus die Gleichung

weP®) xo+ A Ixol* xo =€ (M.4)

Sie héngt offenkundig nicht von = ab. Da ¢ als reell vorausgesetzt wurde, mufl auch y reell
sein. Somit vereinfacht sich (M.4) zu einer einfachen kubischen Gleichung in der reellen

Variable x:

2
wi(p €
X5+ k(A)XO_XZO' (M.5)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist durch den folgenden Ausdruck festgelegt:
1/3 1/3
£ e wi(p?) £ e wi(p?)
o) — [ = = Y - ) M.
Yol&iP) (2)\ VoeTone ) T lm T Vae T o (M.6)
Je nach Vorzeichen von
2 Wi(p?)
A=— k M.
me T (M.7)

gilt es hier zwei Fille zu unterscheiden. Ist A positiv, so verkorpert die Amplitude yo(g;p)
aus Gleichung (M.6) eine einfache, reelle Losung von (M.5). Ist A hingegen negativ, dann
wird die Quadratwurzel von A imaginir, was zur Folge hat, dal yo(g; p) drei unterschied-
liche reelle Losungen von (M.5) umfaft. Diese lassen sich so umschreiben, dafl ihr reeller
Charakter offenkundig wird. Man erhélt dadurch

n wi(p?) 1 € 27\ 2
X(())(a;p) =24/— 3y 08 lgarccos 2\ "o + 5| n=0,1,2. (M.3)
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Es 148t sich relativ leicht verifizieren, daf lediglich eine dieser drei Losungen ein ernsthafter
Kandidat fiir das globale Minimum ist, und zwar X(()n:O)‘ Denn setzt man die durch (M.8)
verkdrperten Losungen in die Wirkung S ein, so stellt man fest, dafi der zu X(()nzO) gehorige
Losungszweig eine kleinere Wirkung ergibt als die beiden anderen Losungszweige.! Wenn
man bedenkt, daf§ der Zweig X(()n:()) der einzige von den dreien ist, der bei A = 0 mit
dem zu A > 0 gehorigen Losungszweig aus (M.6) zusammenfillt, ist dieses Ergebnis nicht
sonderlich iiberraschend.

Kombiniert man nun die Ausdriicke aus den Gleichungen (M.6) und (M.8), die poten-
tielle Minima in den komplementéaren A-Bereichen darstellen, so lassen sich Losungen fiir
den vollstéandigen Bereich von A-Werten formulieren. Diese decken dann automatisch auch
den kompletten Bereich von e-Werten ab. Man hat dabei die beiden folgenden Félle zu
unterscheiden. Gilt wy(p?) > 0, so ist A immer nichtnegativ. Folglich lautet der Kandidat
fiir das globale Minimum in diesem Fall

Xomin () = [(% - \/Z) P (% - \/Z>1/3] exp (ipur, +16) - (M.9)

Wenn allerdings wy,(p?) < 0 gilt, so mufl man die beiden in den komplementéren Bereichen
A > 0 und A < 0 relevanten Losungen passend zusammensetzen. Dadurch ergibt sich
schlieflich

Xmin(T) = Xo(&;p) exp (ipuz, +16) - (M.10)

Hier stellt xo(e;p) eine von &, p, A und k abhéngige Funktion dar, die wie folgt definiert

ist:?

(5+v8) "+ (5-va) " az0

9 _%/1\’2) Ccos [% arccos (% _wg(?Ii\Q))] a0

Xo(eip) = (M.11)

M.1.2 Verkorpert x « exp(ipx + i3) das globale Minimum?

Es gilt jetzt noch zu untersuchen, ob die Losungen (M.9) und (M.10) tatséchlich das
absolute Minimum liefern, oder doch nur zu lokalen Extrema oder Sattelpunkten fithren.
Betrachten wir dazu zuniichst den Bereich grofier k-Werte: k? > M? /2. In diesem Bereich
ist die Beziehung wy(p?) > 0 immer erfiillt, was zur Folge hat, dal A nicht negativ
werden kann. Nimmt man die entsprechene Losung, also Gleichung (M.9), und 148t darin
e gegen Null laufen, so erhélt man y,;,, = 0. Wie bereits in Abschnitt 10.2 gezeigt wurde,

stellt dieser Grenzwert in dem betrachteten k-Bereich die minimierende Feldkonfiguration

!Der zugehorige Beweis wird in Anhang M.3 nachgereicht.
2Die M- und k-Abhingigkeit wurde in der gewihlten Notation unterdriickt.
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bei verschwindender Quelle J = 0 dar. Setzt man ferner (M.9) in die linke Seite der

Ungleichung (10.7) ein, so ergibt sich der offenkundig nichtnegative Ausdruck
dlg |1— 2 e 1/3 e 1/3]2
— Q(q? 2 — + VA — — VA . (M.12
/(%)d (@) { (") + 47+ [(2)\+ ) +(2)\ ) } } (M.12)

(Man beachte dabei, daf wi(q?) = Q(¢?) + k? gilt und daB fiir k* > M?/2 die Beziehung
wi(q?) > 0 erfiillt ist.> ) Aus Gleichung (10.6) folgt dann direkt, daff die Losung (M.9) der
Bedingung fiir das globale Minimum AS) > 0 nachkommt. Somit stellt die Losung (M.9)
das Feld dar, das im Bereich k% > M?/2 das absolute Minimum von S} liefert; setzt man
¢ = 0, so erhélt man das entsprechende Resultat aus Abschnitt 10.2 zuriick.

Im niichsten Schritt wird der Fall k? < M?/2 untersucht. In diesem Fall ist sowohl
wi(p?) > 0 als auch wy(p?) < 0 moglich. Dementsprechend spielen in der folgenden Dis-
kussion beide Losungen (M.9) und (M.10) eine Rolle. Zunéchst einmal sollte hier erwiahnt
werden, dafl die Amplituden beider Losungen mit ansteigendem e streng monoton wach-
sen, ohne dabei gegen einen endlichen Wert zu konvergieren. Das bedeutet néamlich, dafl
der Term A|Xmin|? immer jeden moglichen negativen Wert von wy,(¢*) > —M?/2 kompen-
sieren kann, solange nur e grofl genug ist. Ist letzteres der Fall, so ist das Integral (M.12)

bzw. das entsprechende Integral fiir die Losung (M.10),

d
/ (jﬂﬁd 5x@] [ + K+ ABEp)] (M.13)
positiv. Da dann auch ASy automatisch positiv ist, liefern die Losungen (M.9) und (M.10)
in ihrem jeweiligen Giiltigkeitsbereich unter diesen Voraussetzungen, d.h. bei geniigend
grofen e-Werten, folglich das absolute Minimum.

Andererseits konvergieren die Losungen (M.9) und (M.10) im Limes ¢ — 0 nicht gegen
die nichttriviale, entartete Losung (10.15), die fiir £* < M?/2 im quellenfreien Fall zum
absoluten Minimum von S} fiihrt. Sogar im Fall von Impulsen p, = Mn, mit |n| = 1
geht aus dem Grenziibergang ¢ — 0 lediglich eine eindeutige, d.h. nichtentartete Losung
der Form (10.15) hervor, deren Einheitsvektor n und Phase 3 durch die Quelle festgelegt
sind. (Bei den in den Kapiteln 8-11 durchgefiithrten Untersuchungen stellt sich heraus, dafl
sich genau darin die spontane Brechung der anwesenden Symmetrien duflert.)

In Anbetracht dieser Ergebnisse 1afit sich feststellen, daB fiir jedes Tupel (p, k) mit
Ip| # M und k* < M?/2 ein gewisser Wert (p®) > 0 existiert, so daf} fiir alle “Ampli-
tuden” & > e1(p?) eine der beiden Losungen (M.9) oder (M.10) das absolute Minimum
ergibt. Dabei hiéingt es vom Vorzeichen von wg(p®) ab, ob (M.9) oder (M.10) die “rich-

tige” Losung ist. Auf der anderen Seite werden die obigen Losungen instabil gegeniiber

3Der Impuls ¢ sollte hier nicht mit dem Impuls der Quelle p verwechselt werden.
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gewissen (nicht unbedingt infinitesimal kleinen) Fluktuationen und verkiimmern somit zu
Sattelpunkten oder lokalen (nichtglobalen) Extrema, sobald ¢ die Schwelle £;(p?) unter-
schreitet. Das globale Minimum entspricht dann einer anderen Feldkonfiguration. Diese
mufl bei geniigend kleinen e-Werten eine Verallgemeinerung der nichttrivialen Losung des
quellenfreien Falls (10.15) darstellen, und zwar derart, da8 sie sich als Summe von (10.15)

und Korrekturtermen von erster und héherer Ordnung in e schreiben 148t.

Eine obere Schranke fiir g:

Mit Hilfe der Bedingung (10.5) 148t sich fiir die Schwelle 4 (p?), bei welcher der Ubergang
zwischen den beiden e-Bereichen mit verschiedenartigem globalen Minimum stattfindet,
eine obere Schranke &(p?) bestimmen. Dazu mufl man lediglich xo = Yo, d.h. den klein-
sten Wert fiir xo, bei dem das erste Integral in (10.6) noch manifest positiv ist (oder
verschwindet), in (M.5) einsetzen und die zugehorige Amplitude € berechnen. Als Resul-
tat erhélt man

1
- 2M2

E(p”) —w (M) (0 — M) (M.14)
Wegen der Beziehung &5.(p?) > &1, (p?) ist die Bedingung & > &,(p?) hinreichend dafiir, dafl
(M.9) oder (M.10) das globale Minimum von S} liefern.

Die bei festem, aber beliebigem Quellenimpuls p vorherrschende Bedingung & > &4 (p?)
148t sich in eine Bedingung fiir p umwandeln, die sich umgekehrt auf eine feste, aber
beliebige Amplitude & bezieht. Dazu muf man lediglich € > &,(p?) nach p? auflésen.
Daraus folgt, daB fiir jeden e-Wert ein Impuls py(g) existiert, so daf fiir alle p?, die die
Beziehung

max(0, M? — p3(e)) < p* < M? + p (<) (M.15)

erfiillen, die Losungen (M.9) oder (M.10) das absolute Minimum verkorpern. Eine obere

Schranke p2(e) fiir pi(e) ist hier durch den folgenden Ausdruck gegeben:

2M?2 e < pie
NEID

(In Anhang M.2 wird bewiesen, daf} eigentlich sogar &(p?) = ex(p?) gilt und somit auch
pr(e) = pi(e) erfiillt ist.)

Pi(e) = ) - (M.16)

Der Ausnahmefall |p| = M:

Bei Quellenimpulsen p, = Qo, = Mn, mit |n| = 1 gestaltet sich die Sachlage etwas

subtiler. Zunéchst einmal 148t sich leicht verifizieren, daf in diesem Fall xq(g; Qo) > Xo
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fiir alle ¢ > 0 gilt. Folglich liefert (im Bereich k% < M?/2) die Losung (M.10) fiir jede
nichtverschwindende Quelle der Form J = ¢ exp (iQo,z, + i) das absolute Minimum
von S{. Dabei iibernimmt die Losung sowohl die Phase der Quelle als auch die Richtung
und den Betrag ihres Impulsvektors. Somit sind in (M.10) neben |p| = M auch p,/|p|
und (3 eindeutig festgelegt. Dies &ndert sich auch nicht, wenn man die Quelle adiabatisch
abschaltet, d.h. den Grenziibergang € — 0 vollzieht. Die Losung konvergiert dabei gegen
Xo exp(iMn,z,+if), wobei n, und B immer noch fest sind. Setzt man diesen Ausdruck in
das Integral (M.13) ein, so verschwindet dieses. Folglich ist die Bedingung fiir ein globales
Minimum erfiillt. Dennoch ergibt sich nicht das “eigentliche” Vakuum des quellenfreien
Falls, dessen Impulsrichtung und Phase ja freie Parameter verkorpern. Umgekehrt ist
ein “unstetiges” Verhalten zu erkennen, wenn man, ausgehend von der entarteten Va-
kuumlésung (10.15), eine Quelle der Form ¢ exp(iQo,x, + i3) anschaltet. Das globale
Minimum wird gezwungen, n,, und  von der Quelle zu ibernehmen. (Dieser Vorgang ist
vollstdndig analog zu dem wohlbekannten “Abkippen” eines “Mexican-hat”-Potentials,

das durch das Anschalten einer symmetriebrechenden Quelle verursacht wird.)

Perturbative Entwicklung um xpin(J = 0):

Kehren wir nun zu dem Fall p, # Mn,, zuriick. Wie oben schon erwahnt wurde, muf die
minimierende Losung bei geniigend kleinen e-Werten derart von £ abhéngen, dafi sie (fiir
k* < M?/2) im Limes € — 0 gegen die entartete Vakuumlésung (10.15) konvergiert. Es
wird sich weiter unten herausstellen, daf§ die gesuchte Losung mit denselben freien Para-
metern ausgestattet ist wie (10.15). Dementsprechend ist sie in gleichem MaBe entartet
wie (10.15), so dal die Mannigfaltigkeit des Grundzustands auch in diesem Fall S* x S~
entspricht.

An dieser Stelle miissen zwei wichtige Punkte angesprochen werden, die diese Losung
betreffen. Zum einen liegen keine Informationen dariiber vor, ob der Ubergang zwischen
den gesuchten entarteten Losungen und den nichtentarteten Losungen (M.9), (M.10) wie
im Fall [p| = M unstetig ablauft. (Eine stetig schwindende bzw. anwachsende Abhéngig-
keit von den freien Parametern wére hier ebenso denkbar.) Zum anderen ist nicht bekannt,
wo dieser Ubergang iiberhaupt stattfindet, denn es ist nicht von vornherein ausgeschlos-
sen, dafl es Zwischenbereiche gibt, in denen sowohl die gesuchte entartete Losung fiir
hinreichend kleine € als auch diejenige fiir € > £5(p?) nicht das globale Minimum liefern.
Die Losungen, die in diesen potentiellen Zwischenbereichen S minimieren, miiiten dann
die Eigenschaft besitzen, daf sie die beiden uns bekannten Bereiche ¢ — 0 und & > &4(p?)
miteinander verbinden. Es liegt zwar kein direkter Beweis vor, der die Existenz dieser
“Zwischenlosungen” ausschliefft, dennoch erscheint es natiirlicher anzunehmen, daf es sie
nicht gibt. In diesem Fall lige der Ubergangspunkt bei 4 (p?). Das wiirde wiederum be-
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deuten, dafl im Gegensatz zum Fall p, = Mn,, die Entartung erst unterhalb von und nicht
bei einem bestimmten Wert von ¢ auftritt, denn die Quelle ist bei Erreichen des Schwel-
lenwerts £ (p?) von Null verschieden und zwingt dem globalen Minimum immer noch ihre
Phase und die Richtung ihres Impulses auf.

Von nun an werden wir der Einfachheit halber den Bereich hinreichend kleiner e-Werte,
in dem die zu bestimmende Losung das globale Minimum verkorpert, mit dem vollstandi-
gen Bereich ¢ < e;(p?) identifizieren. Man sollte dabei aber im Hinterkopf behalten, daf}
in diesem Bereich zusétzlich die oben angesprochenen potentiellen Zwischenlésungen exi-
stieren konnten. Die numerischen Ergebnisse, die in Abschnitt 11.3 présentiert werden,
stiitzen aber die Annahme, daf§ sie nicht vorhanden sind.

Betrachten wir nun die Struktur der Losung, die im Bereich & < g;,(p?) das absolute
Minimum beschreibt, etwas genauer. Den obigen Uberlegungen zufolge 1Bt sich diese

Losung durch die nachstehende Reihenentwicklung beschreiben:

Xmin(Z) = Xo exp (1Qoux, + i) + Zé” o™ (x) . (M.17)

n=1

Um den Term erster Ordnung ¢ zu berechnen, setzt man den Ansatz
Xmin (%) = Xo exp (1Qou, +ia) + £ oW (2) + O(£?) (M.18)

in die Bewegungsgleichung (M.2) ein und vergleicht die Koeffizienten der in e linearen

Terme. Das fiihrt zu der Gleichung
[wr(=D?) = 2w (M?)] W exp (=iQuu, — iar) — wi(M?) oV exp (1Qou + i)
= exp (i(p — Qo) +1(5 — ) - (M.19)
Hier stellt D, einen Differentialoperator dar, der wie folgt definiert ist:
D, =0,+iQo, . (M.20)
Aus technischen Griinden erweist es sich an dieser Stelle als giinstig, das Feld
(z) = oW (x) exp (—iQouz, — i) (M.21)

einzufithren. Damit 148t sich die Gleichung (M.19) nédmlich in eine etwas iiberschaubarere

Form bringen:

[wr(=D?) = 20, (M?)] ¥ — wp(M?) 6" = exp (i(py — Qo) +i(B—a)) . (M.22)

Offensichtlich 148t sich die allgemeinste Losung dieser Gleichung aus dem nachstehenden

Ansatz gewinnen:

V() = fexp (i(py — Qop)zu +1(B — @) + g exp (—i(py — Qou)z, — (B — ) .(M.23)
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Setzt man diesen Ansatz in die Gleichung (M.22) ein, so bedarf es nur einiger relativ
einfacher Umformungen, um an die expliziten Ausdriicke fiir die Parameter f und g zu
gelangen. Man erhalt

f _ Wk ((2Q0 - p)Q) - 2wk(M2) (M.24)

[wi ((2Q0 = p)?) — 2wk (M?)] [wi(p?) — 2wk (M?)] — wi(M?) °

g= wk(MQ)
[wr ((2Q0 — p)?) — 2w (M?)] [wi(p?) — 2wk (M?)] — W (M?)

Indem man die obigen Ausdriicke fiir f und g in (M.23) einsetzt und das Resultat mit

(M.25)

exp(iQo,z, + i) multipliziert, gelangt man schlieflich an den gesuchten Ausdruck fiir
). Damit 148t sich dann die im Skalenbereich k? < M?/2 vorherrschende Lisung von
§S{/6x = 0 bei hinreichend kleiner Quellenamplitude € in guter Niherung durch das

nachstehende Resultat beschreiben:

Xmin(Z) = Xo exp (iQouz, + i)

[wi ((2Q0 — p)?) — 2wy (M? )] + wi(M?) exp (21(Qop — pu)x, + 2i(a — B))
[wi ((2Q0 — p)?) — 2wy, (M?)] [wi(p?) — 2w (M?)] — Wi (M?)
) -

+e

2

x exp (ipyz, +16) + O(e (M.26)

Dieses Ergebnis ist natiirlich vollig dquivalent zu dem Ausdruck, der sich ergibt, wenn
man (11.2) mit (11.3) kombiniert. Wie die entartete Vakuumlosung, die sich im quellen-
freien Fall ergibt, so wird auch das Minimum (M.26) durch die Richtung von Qo, und die
Phase a parametrisiert. Bei der “Resonanz” |p| = M ist die Entwicklung (M.26) nicht
fir simtliche Richtungen des Quellenimpulses p,, wohldefiniert; der Nenner von 0 ver-
schwindet némlich, falls p, und @, parallel sind. Das unterstreicht, daf dieser Fall eine

Sonderstellung einnimmt, wie bereits weiter oben ausgiebig erlautert wurde.

M.2 Eine notwendige Bedingung fiir das globale Mi-

nimum

Eine Feldkonfiguration yy, liefert genau dann das globale Minimum der Wirkung S},
wenn sie die Bewegungsgleichung (M.2) 16st und auflerdem fiir alle Fluktuationen dx zu
einem nichtnegativen Wert von ASg|[Xmin, dx] fithrt. Dabei ist das Funktional ASy durch
den Ausdruck aus Gleichung (10.4) definiert. In Abschnitt 10.1 wurde ASj in geeigneter
Weise zerlegt, so daf sich daraus eine hinreichende Bedingung fiir das globale Minimum

entnehmen lie; und zwar Gleichung (10.7). Aus dieser ergibt sich, dal ASj fiir ebene
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Wellen Xmin = Xo exp(ip,x, + i) immer positiv (oder Null) ist, solange zumindest eine
der beiden Ungleichungen k? > M?/2 oder xo > Xo erfiillt ist. In diesem Abschnitt werden
wir beweisen, dafl die hinreichende Bedingung (10.7) gleichzeitig zu einer notwendigen
wird, falls die Quellen ebene Wellen darstellen. Das hat zur Folge, dafl die Losungen
(M.9) und (M.10) im Skalenbereich k* < k2 = M?/2 zu Sattelpunkten werden, sobald
die Quellenamplitude ¢ die jeweilige Schwelle &5, (p?) = i (p?) unterschreitet und somit die
Ungleichung xo(e;p) < Xo bzw. Xo(g;p) < xo erfiillt ist. Denn in diesem Fall existieren
immer gewisse (infinitesimale) Fluktuationen, die ASj; negativ werden lassen, was im
folgenden explizit gezeigt werden wird.
Wir beginnen den Beweis damit, ASj, aus (10.4) in die folgende Form zu bringen:
1

* Q 5X
ASy [Xmins 6X] = 3 / d®z (5x*, %) S [Xuin; 0X] ( 5x >

A N X
+5 [ {2 OB+ x5V 57 00 (V2D

Man setzt nun xmin = Xo exp(ip,x, + i) in (M.27) ein und diagonalisiert dann den in
(11.5) eingefiithrten Matrix-Differentialoperator S lgz)' Analog zu dem in Anhang N berech-
neten Ausdruck (N.5) erhélt man dadurch fiir den Anteil von ASy, der quadratisch in den

Fluktuationen ist, das nachstehende Resultat:

ua : . 1 . A 0
ASP [y exp(ipuz, +i6), 6x] = 5 / d?z (5x*,8%) 55 [Xunin, 9X] ( 5;* )

- %/ddx{\1’1(5X)/~\k,1(—D§)\IJ1(§X)—|—\I/2((5x)/~\k72(—D§) ‘1’2(5X)} . (M.28)

Die in (M.28) eingefithrten Operatoren [~\k71(—D§) und [~\k72(—D§) sind wie folgt definiert:

Apijp(—=D2) = wi(D}) +wi(D;?) + 4\ F \/4)\2 Xo + (Q-Dz?) — Q(—Dg))2 ,
Dy, = 0Ou+ipu, Dy, =0, —ip.. (M.29)

Ferner hangen die reellen Felder ¥; und ¥4y von dx iiber Beziehungen ab, die denjenigen
zwischen K/, und J aus Gleichung (N.7) sehr dhneln. (Daher wird an dieser Stelle auf die
explizite Angabe dieser Beziehungen verzichtet.) Dessen ungeachtet lassen sich ¥; und
W, als neue, voneinander unabhéngige Variablen behandeln.

Bei der Herleitung des notwendigen Kriteriums spielt der Operator /~\k,1(—D§) eine
wesentliche Rolle. Laft man ihn ndmlich auf exp(+ig,x,) wirken und fordert gleichzeitig,
da88 g, senkrecht auf p, steht (g,p, = 0), so erhédlt man den Schliissel zum Beweis, in
Gestalt der Gleichung

Ara((gu £p2)%) = =2(¢ +p*) + ¢+ )"+ 2K + 202 (M.30)

L
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Fiir ¢> = M? — p? ergibt sich daraus

Aka((gp £ pu)?) = 2K — M 42X 3 . (M.31)

Dieser Ausdruck ist offensichtlich fiir alle xo < Xo = /(M2 — 2k2)/(2)) negativ. Daraus
folgt, dafl jede Fluktuation von der Form

COS(\/mm“x“), 0) , falls p? < M?
eXp(—\/mmuxu)ﬂ) , falls p? > M?

fiir alle xo < Xo zu ASM? < 0 fiithrt. Dabei verkérpert A einen von Null verschiedenen,

(U, W) = A (M.32)

reellen Parameter, und m,, ist ein auf p, senkrecht stehender Einheitsvektor. Es a8t sich
relativ leicht verifizieren, daf§ die obigen Fluktuationen (M.32) in folgender Beziehung zu

den urspriinglichen Fluktuationen ¢y stehen:
dx(x) = Vy(x) exp(ip,z, +10) . (M.33)

Somit erhdlt man den nachstehenden Ausdruck, wenn man (M.32) iiber die Beziehung
(M.33) in das Funktional ASy aus Gleichung (M.27) einsetzt:

ASy [xo exp(ipuz, +i03), Vi(z) exp(ipuz, +i0)]
= % /ddg; {(2K* — M? 42X x3) Ui (x) +4X xo V5 (x) + A Ui(z)}  (M.34)

Es gilt jetzt noch zu zeigen, daf man bei sehr kleinen Fluktuationen die obigen ¥$- und
Ui-Terme gegeniiber dem W2-Term vernachlissigen kann. Dazu wird das System in eine
“Box” von endlichem Volumen V = [ d?x eingeschlossen und dann der freie Parameter A
in (M.32) durch eine geeignete V-abhingige Amplitude 6 /N (V) ersetzt. Dabei verkorpert
d einen beliebigen reellen (V-unabhéngigen) Parameter, und A(V) wird so gewihlt, dafl
das Integral [ d%z U7 (x) im Limes ¥V — oo fiir n = 2,3,4 endlich bleibt und fiir n = 2
von Null verschieden ist. Fiir geniigend kleine § sind dann offensichtlich die Terme von
dritter und vierter Ordnung in W, vernachléssigbar, was fiir alle xo < yo schliellich das
gewiinschte Resultat AS) < 0 nach sich zieht.

Gehen wir kurz noch etwas niher auf den V-abhingigen Parameter N (V) ein. Es
existieren natiirlich diverse Moglichkeiten, ihn zu wéhlen. Eine erlaubte Wahl wird bei-

spielsweise durch den nachstehenden Ausdruck verkorpert:

4% fiir p> < M?
C(V,) [ &z exp(—+/p* — M?>m,x,) fir p*> > M?
Hier wurde V, = [ dz, gesetzt, und C'(V,) ist wie folgt definiert: C'(V,) = 1, falls m,, # 0
Vv; ansonsten C(V,) =1/( [[ VV.).

v:m,=0

NW) = { (M.35)
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Abschlieflend sei noch einmal darauf hingewiesen, daf3 den obigen Resultaten zufolge
Xo (im Skalenbereich k < k) mit dem Schwellenwert von yo(g;p) bzw. Xo(e;p) iiber-
einstimmt, der den Bereich, in dem die ebenen Wellen (M.9) und (M.10) das absolute
Minimum liefern, von demjenigen trennt, in dem die entartete Losung (M.17) die Wir-

kung S} global minimiert. Daraus folgt wiederum, daf§ & (p?) = ex(p?) gilt.

M.3 Wie gelangt man an das ‘“richtige” X(()")?

Dieser Teil des Anhangs liefert den noch ausstehenden Beweis dafiir, dal nur eine der drei

Losungen

(5 p) exp (ipuz, +108) , n=0,1,2, (M.36)
welche in dem durch A = £2/(40?)+w;(p?) /(27)*) < 0 charakterisierten Parameterbereich
gefunden wurden, ein echter Kandidat fiir das globale Minimum von S ist, und zwar die
Losung mit n = 0. Dazu mufl man lediglich zeigen, dafl diese Losung zu einer geringeren
Wirkung fithrt als die beiden anderen. Beginnen wir den Beweis damit, uns die Gestalt

der Amplituden X(()n) (¢; p) wieder ins Gedéchtnis zu rufen. Sie sind von der Form

2 0+2
(e p) = 2 —w’“g(f) cos< +37m)  n=0,1,2, (M.37)

wobei 6 folgendermaflen definiert ist:

€ 27\
6 = arccos <§ \/ _W) . (M.38)

Setzt man (M.36) in S} ein, so erhilt man dadurch

S X (s p) explipuz, +i); J] =V 4w§()}\92) [—22* + 27] . (M.39)
Um S/ in diese Form zu bringen, wurde der Parameter
Z = Cos <0 —|—327m) (M.40)
eingefithrt und die Beziehung
cos = 42° — 3z (M.41)

benutzt. Untersuchen wir nun die Struktur der in (M.39) auftauchenden Funktion f(z) =
—22% + 22. Sie hat Nullstellen bei z = 0 und z = £1/+/2 und weist ein lokales Minimum
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bei z = 0 und zwei absolute Maxima bei z = £1/2 auf. Demzufolge beschreibt f(z) eine
“umgekehrte Doppelmulde” (“reverse double well”). Wenn man die Wertebereiche kennt,
die z fiir n = 1, 2, 3 abdeckt, dann kann man anhand der obigen Informationen iiber das
Verhalten von f(z) beurteilen, welche der drei Losungen die geringste Wirkung ergibt.
Es 148t sich relativ leicht nachpriifen, dafl die gesuchten z-Intervalle, die hierfiir benttigt

werden, die folgende Form annehmen:

2

n=0 : arccosz € [0,%} = zE€ —3,1}
n=1: arccosz € [? 3
T

| = z€ ——3,—%} (M.42)

T
"6
n=3: arccosze[?,%”] = ze[_l 0}

Aus der Struktur der Nullstellen und der Extrema folgt direkt, dafl die symmetrische
Funktion f(z) im Bereich z € (—o00, —1/2] monoton wichst, im Bereich z € [1/2,00)
monoton fillt und nur im Bereich z € (—o00, —1/v/2) U (1/v/2,00) negativ ist. Ordnet
man die drei Intervalle aus (M.42) in dieses Bild ein, so 148t sich unmittelbar erkennen,
daBl die Losung mit n = 0 eine geringere Wirkung produziert als die anderen beiden, mit
einer Ausnahme: Fiir § = 7/2 liefert der zur n = 1-Lésung gehorige z-Wert (2 = —/3/2)
dieselbe Wirkung wie derjenige, der sich in diesem Fall fiir die n = 0-Losung ergibt
(z = v/3/2). Anhand dieser Resultate wird klar, daB nur die n = 0-Losung als Kandidat

fiir das absolute Minimum von S} in Frage kommt.



Anhang N

Symmetriebrechung durch eine feste

Spinwellen-Konfiguration

In Abschnitt 11.1 wurden die Funktionale W, und I'y fiir infinitesimal kleine Quellen
mit Hilfe einer Sattelpunktentwicklung berechnet. Das globale Minimum, um das dabei
entwickelt wird, ist entartet. Somit erscheint es natiirlich, wie in Abschnitt 11.1 alle Feld-
konfigurationen Xpmin(J — 0) ~ ¢© gleichberechtigt zu behandeln, indem man den ent-
wickelten Ausdruck tiber die Vakuummannigfaltigkeit integriert, sieche Gleichung (11.10).
In diesem Teil des Anhangs werden wir untersuchen, inwieweit sich die Resultate &ndern,
wenn man die Integration {iber die Vakuummannigfaltigkeit wegldaft und nur eine einzige
ebene Welle o mit fester Impulsrichtung n, und fester Phase a beriicksichtigt.

Wir beginnen damit, das k-abhéingige erzeugende Funktional fiir die verbundenen

Greenschen Funktionen durch die nachstehende Gleichung zu definieren:

_— 1 . A —1 J
W] = §/ddx(J L) 82 (0] (

e ) + O(J2J?) (N.1)

Dieser Ausdruck ist vollkommen analog zur Gleichung (11.14), abgesehen davon, dafl er
keine Integrationen iiber n, und « enthilt. (Der Einfachheit halber wurde hier auBer-
dem der J-unabhéngige Term Wj[0] weggelassen.) Fiir die weiterfiihrenden Rechnungen
erweist es sich als giinstig, den Matrix-Differentialoperator glg) [©®]71, der die in (11.15)
angegebene Gestalt annimmt, zu diagonalisieren. Das erreicht man durch die unitére

Transformation

~

SPp0) — vUSPpO)tutvt, (N.2)

wobei U und V folgendermaflen definiert sind:

1 efiMn#zufia eiMn#x#Jria
U = —= ,

_e—iMnuxu—ioz eiMonu—l-ioz
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_ 2(_ 12 2/ 2\ 1/2 A(=D?) —B(-D?
V = [A}(-D?) + B*(-D?)] (B(_DQ) A(D?) ) : (N.3)

mit

Ap(—D?) = 2w (M?) + \/4w,3(M2) + B%(—D?), B(-D?*) =Q(-D**) —Q(-D?% ,

D, =d,+iMn,, D:=0d,—iMn,. (N.4)

Dadurch 1a8t sich W;"® in die folgende Form bringen:

1
Wl = 5/ddx{Kl(J;x,n,a)Akyl(—DQ)1K1(J;x,n,a)

+ Ky (J;2,m, Q) Ao (—D*) 7 Ky(J;2,m, oz)} +O(J*J?). (N.5)

Die hier eingefiihrten Operatoren

Apajo(~D?) = wi(=D?) + wi(~D) — 4w (M) F \/4w?(M?) + B2(~D?)  (N.6)

verkorpern die inversen Propagatoren der reellen Felder Ky und K5, die durch die nach-

stehenden Gleichungen definiert sind:
Ki(Jiw,na) = [A(=D?)+ B(=D)] """ {4y(= D) Re (J(w)e M)
+iB(—D?*) Im (J(x)e_iM””x“_ia) } ,
Ko(Jian,a) = [A3(=D?) + B(=D%)] " { Ay(=D?) Im (J(w)eMmereio)
+HB(—D?) Re (J(x)e Mnuru—io) } . (N.7)

Da die Integration iiber die Vakuummannigfaltigkeit fallengelassen wurde, kann bei (N.5)
nun direkt die Legendre-Transformation durchgefiihrt werden. Somit erhélt man fiir das

Analogon der effektiven Mittelwertwirkung (11.20) den folgenden Ausdruck:
1
I‘Zva[gb} - 5 /Vdd:)j {q)l(¢’ x,mn, Cl{) [Ak,l(_D2> - 2k2] ¢1(¢a z,n, Oé)

+0y(¢5 2,1, @) [Apa(—D?) — 2k7] CI>2(¢;m,n,a)} +O(62*?) . (N.8)

Die Beziehungen zwischen den reellen (k-abhéangigen klassischen) Feldern ®; und &, ei-
nerseits und dem komplexen (k-abhéngigen klassischen) Feld ¢ = 0W,"*/6.J* andererseits

lassen sich aus den Gleichungen in (N.7) ableiten, indem man darin J durch ¢ sowie K;
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durch ®; ersetzt. Da die Felder ®; von n, und « abhdngen, sind hier offenkundig so-
wohl die SO(d)-Symmetrie von Raumzeit-Rotationen als auch die U(1)-Phasensymmetrie
gebrochen.

Offensichtlich verkdrpern die Operatoren oy 1/2(—D?) = Ay 1/2(—D?) — 2k die effek-
tiven kinetischen Terme der Felder ®; und ®5. Geht man zu einer Beschreibung mittels
Impulsraumvariablen iiber, so 148t sich leicht feststellen, daf§ die kinetischen Terme bei
der Skala k& = 0 nichtnegative Ausdriicke darstellen. In der Tat ist o 1((p + Mn)?) =
Ao1((p+ Mn)?) fiir alle Impulse p # 0 strikt positiv und verschwindet lediglich fiir p = 0:
001(M?) = Ao 1(M?) = 0. Ferner ist gg2((p+ Mn)?) = Ag2((p+ Mn)?) sogar fiir alle Im-
pulse p groBer als Null. Folglich sind in der effektiven Theorie bei k = 0 alle Fluktuationen
um das aus einer ebenen Welle bestehende Vakuum stabil.

AbschlieBend sei hier noch erwihnt, dafi I',"® bei der Skala & = 0 mit der Wirkung
Stuct tibereinstimmt, welche in Abschnitt 8.2 diskutiert wurde. In Impulsraumdarstellung

ergibt sich somit die Beziehung
2 2
K;i(0%,0) = M=o ((pu + Mn,)°) (N.9)

wobei 6 durch cosf = p,n,/|p| festgelegt ist.



Anhang O

Der effektive kinetische Term in drei

und vier Dimensionen

In diesem Abschnitt werden die expliziten Ausdriicke fiir die in Abschnitt 11.1 diskutier-
ten effektiven kinetischen Terme X (|p| = M¢) aufgelistet. Sie wurden fiir die Félle d = 2,
d = 3 und d = 4 bei beliebigen Skalen k£ berechnet. Da die entsprechenden Resultate -
insbesondere das fiir d = 2 - allerdings extrem umfangreich sind, beschrinken sich die
unten angegebenen Ausdriicke fiir den kinetischen Term Y (|p| = Mq) aus Platzgriinden
auf die beiden Spezialfille d =3, k=0und d =4, k£ = 0.

d=3:
Sio(lp| = Mg)
1/2 a(q®—4¢°+q*+8¢>—4q>—8q+6
L 4(q" — 4¢® 4+ 7¢% — 6¢* + 2¢*)"'" — arctan [ ((q104q8+7q66q4+2q2)1/2)
N A(q4 — 22+ 2) (q10 — 4gB + Tgb — 6% + 2¢2)"/
10 4.8 6 ol on1/2 q(a°+4¢°+4* 8¢ —44°+8¢+6)
4(q 4¢° 4+ 7¢° — 6q* 4+ 2¢*)"'" + arctan [ (04517 6q11245) 1)
+ .
4(q* — 2¢2 +2) (¢'° — 4¢® + T¢5 — 6¢* + 2q2)1/2
d=4:

16¢5 — 32¢* + 32¢* — 2
(q* — 22 +2)°

—5/2

Si—o(lp| = Mq) = 8M?*¢? { +2(g—-1)"" (¢ — 2¢* +2)

1/2
(¢" — 7¢° + 13¢° + 5¢* — 27¢® + 5¢* + 29¢ — 19)°
(q+ 1)% ("2 — 22¢'0 + 163¢® — 436¢° + 731¢* — 670¢2 + 361)
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247 — 7¢% + 13¢° + 5g* — 27¢° + 5¢2 + 29¢ — 19
1/2

12 [1 g+ 1)(q° —11¢* +21¢%* — 19

1 <(q +1)2 (¢"% — 22¢"° + 163¢% — 436¢° + 731¢* — 670¢> + 361)) 1/2
(q" — 7¢5 + 13¢° + 5q* — 27¢> + 5¢? +29q—19)

+ siem q(q" — 24> +2)"*
S\ 75 + 13¢5 + 5¢" — 2747 + 52 + 29 — 19
x (¢° +3¢" — 2¢° — 6¢° + 2 + 6)
1 1(g® — 11¢* + 21¢2 — 19
w |—= (¢+1)(g q +21q ) (0.2)
2q7 — 7¢% + 13¢5 + 5¢* — 27¢> + 5q%> + 29¢ — 19
1/2 -1

L1 ((q + 1) (¢"% — 22¢" + 163¢° — 436¢° + 731¢* — 670¢> + 361))1/2
2 (¢7 — 7¢® + 13¢° + 5¢* — 273 + 5¢2 + 29¢ — 19)?



Anhang P

Die Vier-Punkt-Funktion

Um Informationen iiber das effektive Potential Uy, (A; p?) im Bereich A < Ay, (k), k < ke,
zu gewinnen, wurde in Abschnitt 11.3 seine durch Gleichung (11.38) bestimmte Reihen-
entwicklung um A = 0 bis zur vierten Ordnung in A studiert. In diesem Teil des Anhangs
wird der dabei auftretende Koeffizient u,(f) (p) berechnet, der den Beitrag vierter Ordnung
von (11.38) verkorpert.

Fiir die folgenden Rechnungen setzen wir voraus, dafl wir uns im Skalenbereich £ < ke,
bewegen und daf die Quellen ebene Wellen J = ¢ exp(ip,x, + if) sind, die die Bedin-
gungen |p| # M und & < g;,(p?) erfiillen. Das hat zur Folge, dafi das Minimum von S}
entartet ist und die zugehorige Feldkonfiguration ypi, durch die Entwicklung (M.17) aus
Anhang M.1 bestimmt ist. Aus Abschnitt 11.1 resultiert dann wiederum, daf§ das erzeu-
gende Funktional W} in der klassischen Ndherung durch den nachstehenden Ausdruck

beschrieben wird:
2T
exp (Wil J]} = N, / da / dyu(n) exp {5 vuins J]} - (P.1)
0

Betrachten wir zunéchst die linke Seite dieser Gleichung. Aufgrund der U(1)-Invarianz und
der Analytizitdt in J und J*, die wir im Fall von hinreichend kleinen |J| voraussetzen,

besitzt Wy, eine Entwicklung der Form
Wi, [J = € exp(ipuz, +i6)] = V [—ck + () + ) 2+ G D) et + 00| . (P2)

Die ersten beiden Koeffizienten, Cj, und (S (p%) + k%)™, sind bereits in Abschnitt 11.1
berechnet worden. Fiir den Rest dieses Abschnitts werden wir uns mit der Vier-Punkt-
Funktion G,(f) (p?) befassen. Es sei darauf hingewiesen, daf diese hier nur von einem ein-
zigen Impuls, p, abhédngt. Das liegt daran, dal nur ebene Wellen als Quellen verwendet

werden.
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Als néchstes entwickelt man auch die rechte Seite von (P.1) bis einschlieBlich zur
vierten Ordnung in €. Nach einer recht umfangreichen Rechnung, auf die hier aus Griinden
der Ubersichtlichkeit nicht niher eingegangen wird, findet man, da8 die entsprechenden
Koeffizienten sich ausschliellich aus Termen zusammensetzen, die entweder proportional
V= [ d?z sind oder d-Funktionen von Impulsen enthalten. Wie man feststellt, leisten

die letzteren keinen Beitrag. Somit erhélt man

am . : m
Ao 51 Dmini 7 = & explipua, +10)]| =V (p.nia, ) (P3)
e=0
zumindest fiir m = 0, ..., 4. Hier stellt {s,gm) (p,n; cv, B)} einen Satz von Koeffizientenfunk-

tionen dar, die von p, n, a und § abhéngen. Setzt man nun (P.2) und (P.3) in (P.1) ein,
so ergibt sich

exp {V [_Ck + (Ze(?) + #7) &+ G0 '+ 0(56)] }

= N /da/d,u(n)exp{ Z p,n a,B)e™ + Ole )} : (P.4)

Als néchstes entwickelt man beide Seiten von (P.4) nach € und V und vergleicht dann die

Koeffizienten von Ve?. Das fiihrt zu

G(4 - 4! % /da/d’u Sk [Xmlna J=c eXp(iprL'M + 16)] (P5>

e=0

Um einen expliziten Ausdruck fiir den Integranden von (P.5) zu erhalten, setzt man in
diesen den entwickelten Ausdruck fiir das nichttriviale, entartete Minimum (M.17) in S

ein, wodurch sich die folgende Gleichung ergibt:

4
%) _ 12)\/dd:c{ |¢(1)|4
e=0

—SJ [Xmin; J = € exp(ip,z, +10)]

Dt
(0) (1))2 ,(0)%
2 * ¥ 2)x  _(2) (90 ) ¥
+2 || (o7, o + (9P, . (P6)
Die Felder ¢(© und o) sind durch Gleichung (M.26) festgelegt. ©® 148t sich aus

8_2 6Sk [Xmin]
0e?  ox*

—0 (P.7)

e=0

bestimmen. Die Gleichung (P.7) verkorpert den in ¢ quadratischen Anteil der Bewegungs-

gleichung (M.2); sie ergibt

(2) (0) (1)\2 , ,(0)
b _ 5(2) 1, _(0)1~1 iR [ ¥ (W)
=-S5 | 2| + . (P.8)
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Setzt man (P.8) in (P 6) ein, so hdngt der resultierende Ausdruck nur noch von den
bekannten Feldern ¢(® und ¢™ ab. Unter Benutzung ihrer expliziten Ausdriicke erhalt
man schliellich aus (P.5)

(1+5d’2)ﬂ'

~ A Qg 4
G;EQM,{(’M = Mq) = SN[ QZ i / df sin? 26

0

x{ [(% —H2+%(q2—1)2) h(g,0,x) — (ﬁ—%ﬂ_
X{Sh(q,@,li) +8(/<a —%) h(g, 0, ) +8(ﬁ —%>2h(q,e,ﬁ)2
18 (H —%)311(61,9 n)+3(f< —%>4

1\* /1
K ) <l€2 — §> + (5 — k% +8¢% cos® § — 164> cos 6 + 8q4)

(=
(6

X
ot

-1
ClE x?* — 96¢ cos O + (32 + 72 cos 9) — 48¢3 cos O + 8q4> }
X [2 (— — k% — 96q cosf + (32 + 72 cos 9) — 48¢° cos 0 + 8q4) h(q,0, k)"

1
+8 (52 — 5) (32 — 96¢ cos 6 + (32 + 72 cos? 0) q° — 48¢°> cos O + 8q4) h(q,0,k)*

1 127 2
+8 (li — 5) (T + % — 96q cos 6 + (32 —1—8000829) q°

—64¢> cos 8 + 16q4) h(q,0,K)?

13
+8 (Faz — 5) (8q2 cos® § — 16¢> cos 0 + 8q4) h(q,0,k)

1\* /1
+2 (/4;2 — 5) <§ — K%+ 8¢% cos? § — 164> cos 6 + 8q4) } }} . (P.9)

Hier wurde Ggl) (p?) = C~¥,(€4)(|p\) gesetzt. Ferner ist die oben eingefiihrte Funktion A fol-

gendermaflen definiert:

4
h(q,0,k) =5 — k* — 12q cos  + (3 + 8 cos? «9) q* — 4q> cos O + % : (P.10)

Das in (P.9) auftauchende Integral iiber 6 li8t sich fiir feste Werte von p und k& numerisch

auswerten. Somit stehen uns fiir feste, aber beliebige Tupel (p, k) explizite Ausdriicke
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fiir Gl(f) (p*), und somit auch fiir die durch (P.2) beschriebene Entwicklung von W, zur
Verfiigung.
Fiithrt man nun das klassische Feld ¢ = A exp(ip,z,+if) ein und benutzt die Definition

des effektiven Potentials
VUL(A;p?) = Th[p= A exp(ip,z, +13)]
= V[24e(A) — kK A?] = Wy [J = e(A) exp(ipyz, +16)] , (P.11)

so kann man das entsprechende approximierte effektive Potential Uy, wie in Abschnitt 11.3

beschrieben, bestimmen. Die in (P.11) auftauchende Beziehung £(A) erhélt man, indem

man
1 0 : '
A = E&Wk [J =€ exp(ipuz, +if)]
= [(Z0) +8) T e 426007 £+ O() (P-12)

invertiert. Es ergibt sich daraus

e(A) = (Su(P®) + k) A =2 (S(p?) + k)" G (p?) 4 + 0(4%) . (P.13)
Setzt man diesen Ausdruck in (P.11) ein, so erhilt man

Uk(A;p?) = Ci+ Du(p?) A2 — (Su(p?) + K) GLU0H) AT+ 0(4%) . (P14)

Der Vergleich mit (11.38) liefert letztendlich das nachstehende Resultat fiir den Koeffizi-

enten u,(f) (p):

ul (p) = — (5k(p?) + ¥ G () | (P.15)
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